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1- §. БИР НЕЧА УЗГАРУВЧИНИНГ ФУНКЦИЯЛАРИ

1. Икки узгарувчининг функцияси ва унинг аницланиш сохаси.
I боб, 4-§, 2-пунктда функциянинг таърифи берилган эди. Агар бу 
таърифда М туплам дейилганда (х ; у) ^а^икий сонлар жуфтларк- 
нинг бирор тупламини, L туплам дейилганда эса хакикий сонларнинг 
бирор тупламини тушунадиган булсак, биз икки узгарувчининг функ
цияси тушунчасига келамиз.

Шундай килиб, икки узгарувчининг функцияси деб шундай кои- 
дага айтиладики, бунда сонларнинг хар бир (х ; у )£ М  жуфтига 
ягона z £ L  сон мос келади ва бунда хар бир z с L сон камида битта 
(х\ у )£ М  жуфтга мос келади.

Бунда х ва у-эркли узгарувчилар (ёки аргументлар), z-боглщ  
Узгарувчи, М туплам-функциянинг аникланиш сохаси, L  туплам эса 
функциянинг цийматлар туплами деб аталади. Бир узгарувчининг 
функцияси булган холдаги каби, боглик узгарувчини (мослик коидаси- 
нинг узини хам) функция деб хам аталади.

Икки узгарувчи функциясининг белгиланишлари бир узгарувчи 
функциясининг белгиланишларига ухшашдир: z — / (х, у), г — ф (х, у), 
z — z(x, у) ва хрказо.

1-мисол. Томонлари х  ва у булган турри т}/ртбурчакнинг юзи г  — х -у  формула 
б^йича ^исобланади. Бу формула икки узгарувчининг функциясини, яъни >;а̂ и^ий 
сонларнинг ĵ ap бир (х; у) жуфтига ягона мусбат г  сонни ;мос келтирадиган цои- 
дани ани^лайди. Бу функциянинг М аникланиш сохаси ^аки^ий сонларнинг барча 
мусбат (х ; у) жуфтлари тупламидан, L  цийматлар туплами эса барча мусбат сонлар 
тупламидан иборат.

2 =  / (лг, г/) функциянинг аргументларнинг берилган х =  х0 ва 
у =  у0 сон цийматларида кабул киладиган z0 хусусий кийматини
топишда бундай ёзилади: z0 =  z \х =  х0 ёки z0 =  f(x0, у0). Масалан,

1У = Уо
агар z =  f(x , у) =  ху булса, у >;олда zU  =  l =  /(l, 2) =  1-2 =  2.

I У =  2
Маълумки, сонларнинг хар бир (х, у) жуфтига Оху текисликнинг 

ягона Р (х ; у) ну^таси мос келади Еа аксинча, хар бир Р (х\ у) нукта- 
га сонларнинг ягона (х, у) жуфти мсс келади, шу сабабли икки узга
рувчининг функциясини Р (х; у) ну^танинг функцияси сифатида ка_ 
раш мумкин. шунинг учун f(x; у) ёзуги урнига f (Р) ёзуви ишлатилади. 
Бу холда функциянинг аникланиш сохаси Оху текислик ну^талари- 
нииг бирор G туплами булади.

Жумладан, юцорида келтирилган мисолда асоси х ва баландлиги у 
булган тугри туртбурчак юзини ифодаловчи 2 =  хг/ функциянинг
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аник;ланиш сохаси I чорак ну^талари тупламидан иборат булади, чунки 
фа^ат шу ну^талар учунгина иккала координата мусбатдир ( 1-расм).

Бир узгарувчининг функцияси булган сол
дата каби икки узгарувчи функциясининг бе- 
рилиш усуллари жуда хилма-хил булиши мум- 
кин. функция жадвал ёрдамида берилиши 
мумкин (функцияни ж а д в а л  у с у л и д а  
берилиши). z =  f(x , у) учун бундай жадвал 
(икки йулли жадвал), масалан, ушбу куриниш- 

1- раем да булиши мумкин:

У
х 0 1 2 3 4

0 100 81 63 45 28
1 100 83 65' 48 32
2 100 84 68 51 35
3 100 84 69 54 39
4 100 85 70 56 42

Бу жадвалнинг чап устуни катакларида х аргументнинг кийматла- 
ри, ю^ори сатри катакларида эса у  аргументнинг ^ийматлари берил- 
ган. Жадвалнинг долган катакларида г функциянинг цийматлари 
жойлашган. Агар бунда х  нинг ^иймати i- сатр катагида, у  нинг 
мати эса А-устун катагида танланадиган булса, у холда z нинг мое 
циймати г-сатр ва /г- устун кесишмасида ётувчи катакда жойлашган 
булади. Масалан, х  =  3 ва у =  2 булганда z =  69 га эгамиз.

Юкоридаги жадвал г нисбий намлик цийматларининг (процент ^исо- 
бида) ^ypyj\ термометрнинг х  температураси (Цельсий градуси хисоби- 
да) хамда î ypyK ва нам термометр температураси айирмаси у га бог- 
ли^лигига мос келади.

Бизнинг курсда энг мухими функциянинг а н а л и т и к  у с у л д а  
берилиши булиб, бунда функция аналитик ифода ёрдамида (формула 
ёрдамида) берилади. 1-мисолда функция аналитик усулда берилган 
эди, шу билан бирга унинг аникланиш сохаси геометрик муло^азалар 
ёрдамида топилган эди. Бирои; икки узгарувчининг функцияси купин- 
ча фа^ат формула ёрдамида берилади ва бунда унинг аникланиш соха
си курсатилмайди.

Агар икки узгарувчининг функцияси аналитик ифода ёрдамида е̂ч 
кандай ^ушимча шартларсиз берилган булса, у холда унинг аникла
ниш сохаси деб Оху текисликнинг бу ифода маънога эга буладиган 
ва функциянинг ха^и^ий ^ийматини берадиган барча нуцталари тупла- 
мини ^исоблаш ^абул килинган.

Масалан, z =  ах  +  by +  с биринчи даражали куп^ад, z =  ах2 +  
4 - Ьху +  су2 +  dx -г еу +  / иккинчи даражали купхад ва хоказолар 
сонларнинг барча (х, у) жуфтлари учун, яъни бутун Оху текисликда 
аникланган.

Икки узгарувчининг рационал функцияси, яъни л: ва у га нисба- 
тан икки куп^аднинг нисбати Оху текисликнинг махраж нолга айлана-

диган ну^таларидан бош^а барча ну^таларида аникланган. Масалан, 
рационал функция Оху текисликнинг л: — у  — 0 тугри! +  3 у‘

х  — у
чизи^дан бошка ^амма ерида аникланган.

2-мисол. г =  1п (1 — х2 — у2) функциянинг аникланиш со^асини юпинг.
Е ч и л и ш и. Функция фа^ат формула ёрдамида берилган. Бу функциянинг 

аникланиш сохаси In ( 1 — х2 — у2)̂  ифода маънога эга булган барча ну^талар туп- 
лами, яъни 1 — х2 — у2 >  0 ёки х2 +  у 2 <  1 буладиган барча ну^талар тупламидир, 
хз у2 ифода Р (х; у) ну^танинг координаталар бошигача булган масофасининг 
квадратидан иборат булгани учун, мазкур функциянинг аникланиш со^асига коорди
наталар бошигача булган масофалари бирдан кичик булган ну^таларгина киради. 
Бундай барча ну^талар туплами маркази координаталар бошида ва радиуси бирга 
тенг доиранинг ичини ташкил ^илади (2- раем).

У,

/1
\
V  ,

\ о\ч
/ */

2- расм

3- мисол. г  =  arc sin (х2 +  у2 — 3) функциянинг аникланиш со^асини топинг,
Е ч и л н ш и . Функция — 1 <  х2 +  у'1 — 3 <  1 шартда аникланган, бу эса 

2 ^  х2 +  у2 <  4 шартга тенг кучли. Функция аникланиш со^асниинг чегаравий 
чизи^лари х2 +  г/2 =  2 ва х1 у2 =  4 айланалар булиб, уларнинг узлари ^ам бу 
со^ага тегишли.

Щувдай ^илиб, функциянинг аникланиш сохаси х2 +  у2 =  2 ва х2 +  у2 — 4 
айланалар орасида ётувчи барча ну^талардан >;амда шу айланаларда ётувчи нуцта» 
лардан иборат (3-расм).

2. Икки узгарувчи функциясининг графиги. Бир узгарувчи у =» f(x) 
функциясининг графиги текислик- 
даги тугри бурчакли декарт коор
динаталар системасида, умуман айт- 
ганда, чизикдир. Икки узгарувчи 
z =  f  (х, у) функциясининг графи
ги фазодаги тугри бурчакли де
карт координаталар системасида 
Умумий г̂ олда сирт булади.

Да^икатан хам, z — f (х, у) функ
ция G сохада аникланган булсин 
{4- раем). Бу соханинг хар бир Р (х, 
у) нуктасига функциянинг тайин у  
z =  f  (Р) ^иймати мос келади. Бу * 
г цийматни Oxyz координаталар 4. расм
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системасидаги бирор М  нуктанинг аппликатаси деб оламиз. Бу нукта- 
нинг абсциссаси ва ординатаси учун Р нуктанинг абсциссаси ва орди- 
натасини оламиз. (Бу Р  ну^та М  нуктанинг Оху текисликка проек- 
цияси булади деган суздир.)

Шундай килиб, G сщанинг а̂р бири Р  ну^тасига фазода тула 
аникланган М ну кта, бутун соханинг узига эса М ну^таларнинг бирор 
туплами, умуман айтганда, сирт мос келади.

Бу сирт 2 =  / (х, у) функциянинг графиги деб аталади.
Агар сирт икки узгарувчининг бирор функциясининг графиги 

булса, у >рлда бу функцияни берувчи тенглама тегишли сиртнинг 
тенгламаси деб аталади.

Аналитик геометрия курсида икки узгарувчи функцияларининг 
графикларидан иборат булган, баъзи сиртлар урганилган эди. Улар- 
нинг баъзиларини эслатиб утамиз.у2 î2

Эллиптик параболоид z = ------ [- —  функциянинг графигидир (р2 р 2 q
ва q бир хил ишорали узгармаслар: I том, 101-расмга царанг).

Гиперболик параболоид z -- -----------— функциянинг графигидир
2 р  2 q

(бу ерда р  ва q бир хил ишорали узгармаслар; I том, 102-расмга ^аранг).
—  4- —  = 1  яллипсоиднинг юкори булаги гэллипсоиднинг ю^ори булаги

с-
функциянинг графиги, унинг пастки булаги эса

- Т  +а2

<= С |/" 1 —

г — — с j X  1 — функциянинг графигидир (I том, 97- расмга ца- 

ранг).
3. Уч ва ундан ортик; сондаги узгарувчиларнинг функциялари.

Биз икки узгарувчининг функцияси ва унинг аникланиш сохаси ту- 
шунчаларини батафсил куркб чикдик. Бирск практикада уч ва ундан 
орти  ̂ сондаги узгарувчининг функциялари хам учрайди. Масалан, 
тугри бурчакли параллелепкпеднинг хажми учта катталикка — парал
лелепипед асосининг буйи а, эни b ва параллелепипед баландлиги И, га 
богли ,̂ яъни V — abh.

Уч узгарувчининг функцияси тушунчасига таъриф берамиз.
М — ха^и^ий сонлар (х, у , 2) учликларининг бирор туплами, L 

эса ха^икий сонларнинг бкрор туплами булсин. Уч узгарувчининг 
функцияси деб, шундай коидага айтиладики, бунда хар бир (л:, у, z) £ М 
учликка ягона u £ L  сон мос келади ва хар бир u £ L  сон камида бит- 
та (х, у, г) £М  учликка мос келади.

Бунда х, у ва z эркли узгарусчилар (ёки аргументлар), и — 6of- 
лик, узгарувчи ёки функция (мослик ^оидасининг узини хам), М  туп
лам функциянинг аникланиш сохаси, L эса функциянинг цийматлар 
туплами деб аталади.

Уч узгарувчининг функциялари бир ёки икки узгарувчининг функ
циялари каби белгиланэди: u — f(x , у, z), w — w(x, у, г) ва хрказо.

Уч узгарувчининг u = f ( x ,  у , z) функциясини Oxyz фазовий ко- 
ординаталар системасида х, у, z координаталарга эга булган Р (х, у, г) 
нуктанинг функцияси сифатида караш мумкин.
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Икки узгарувчининг функцияси учун ^абул ^илинган геометрик 
терминологияга ухшаш терминологиядан фойдаланиб, бундай айта ола- 
миз: и =  f (х, у, 2) функциянинг аникланиш сохаси фазодаги мукталар- 
нинг бирор тупламидир.

Уч узгарувчи u =  f(x , у, z) функциясининг берилиш усуллари 
жуда хилма-хилдир, лекин бизнинг курсда аналитик усул энг мухим 
булиб, бунда функция аналитик ифода (формула) ёрдамида берилади. 
Бунда купинча функциянинг аникланиш сохаси курсатилмайди. Бу 
холда функциянинг аникланиш сохаси фазонинг бу ифода маънога эга 
буладиган ва и функциянинг ха^и^ий кийматини берадиган барча 
Р(х, у, 2) нуцталар тупламидан иборат деб ^исоблаш кабул ^илинган.

4- мисол. и =  У  1 — х1 — у* — г2 функциянинг аникланиш сохасини топинг.
Е ч и л и ш и. Бу ифода 1 — л2 — у2 — г2 >  0 ёки шунинг узи, х2 +  у2 +£г2 ^  1 

булганда ва факат шундагина и нинг ^а^иций цийматларини беради.
Шундай цилиб, функциянинг аникланиш сохаси маркази координаталар бошида 

ва раднуси бирга тенг шардир. Чегаравий шар сирти ну^талари функциянинг аник;- 
ланиш со^асига тегишлидир.

Шунга >хшаш, турт, беш ва умуман п та узгарувчининг функция
лари тушунчаларини киритиш мумкин.

п та узгарувчи функциясининг аникланиш сохаси М (х,; х2; . . . хп) 
хакикий сонлар системаларидан иборат бирор тупламдир. п та узга
рувчи функциясининг белгилаиишлари икки ва уч узгарувчи функция- 
лариинг белгиланишларига ухшашдир: и =  f(x 1; х2; . . хп) ва хоказо. 
Кулан геометрик терминологияни саклаб 1̂олиш максадида п >  3 бул
ганда н та узгарувчи функциясини хам купинча п улчовли фазо 
(II боб, 7-§, 5-пунктга каранг) ну^тасининг функцияси сифатида цара- 
лади иа бундай ёзилади: u =  f(P ).

2*§. бир неча Узгарувчи  функциясининг лимити.
ФУНКЦИЯНИНГ УЗЛУКСИЗЛИГИ. УЗИЛИШ НУКТАЛАРИ

1. Асосий таърифлар. Бир узгарувчи y = f ( x )  функциясининг ли- 
митини текширишда нуктанинг атрофи тушунчаси киритилган эди. У 
ерда нуктанинг атрофи дейилганда бу ну^тани уз ичига олувчи интер
вал тушунилган эди. Икки узгарувчи 2 =  f (х,у) — f  (Р) функцияси
нинг лимити тушунчасини киритишда биз Оху текисликда нуктанинг 
атрофини караймиз.

Р 0 (х0; у0) нуктанинг атрофи деб, маркази шу нуцтада булган 
доиранинг ички ну^талари тупламига 
айтилади. Агар бу доиранинг радиу- 
си S га тенг булса, у >рлда у ну^- 
танинг 3-атрофи тугрисида гапирила- 
ди (5-раем). Равшанки, Р0 (х0;у 0) ну -̂ 
танинг о-атрофига тегишли булган ис- 
талган Р (х; у) ну^та бу ну^тадан о 
дан кичик масофада ётади, яъни

V \х — Xfn)2 +  (у — у0)2 < ; о. 5- раем



Агар исталган е сон учун Р 0 (х0\ у0) нуцтанинг шундай 8- 
атрофи топилсаки, бу  атрофнинг исталган Р (х ,у )  ну^таси (Р 0 
нуцта бундан истисно булиши мумкин) учун

| f (P )  — b \ < e  ёки \f(x, у) — Ь\ < 8
тенгсизлик уринли булса, у урлда b сон икки Узгарувчи z =  f  (х, у) — 
~ f( P )  функциясининг Р - >  Р 0 даги лимити деб  аталади.

Бунда куйидагича ёзилади: lim f  (Р) =  Ь ёки lim f (x ,y )  = b ,  чунки 
Р->Р0

У-*Уо
Р (х\у)-+ Р0 (х0;у0) да, равшанки, х - > х 0, у - + у 0.

Агар Р 0 ну^танинг 8-атрсфи и (Р 0, 3) оркали белгиланадиган бул
са, у хрлда z = f ( x ,  у) — f( P ) функциянинг Р - * Р 0 даги лимитини 
бундай ёзиш мумкин:

V ( 8 > 0 ) 3 ( 3 > 0 )  V { P £ u ( P 0, 3)} (Р0 н ук/га бундан истисно бу-
8 6 Р

лиши мумкин) =>■ |/ (Р) — Ь | < е .
Икки узгарувчи функциясининг лимити нолга тенг булса, у холда 

уни чексиз кичик функция деб аталади.
Агар b сон z = f ( P )  функциянинг лимити булса, у хрлда лимит- 

нинг таърифига кура Р  нукда Р 0 ну^тага чегараланмаган холда 
и х т и ё р и й  равишда якинлашганда f  (Р )— b айирма чексиз кичик 
функция булади.

х 2 +  У2
1-МИСОЛ. lim  " 7 ^ : .........--------  ни топинг.

,_*0 V  X* +  у* +  1 —  1
У-* о

Е ч и л и ш и . Функциянинг лимити Р(х\ у )-> -Р 0( 0 ; 0) да, яъни р -» -0  да топи- 
лади, бу ерда р =  Р0Р  —  шу Р 0 ва Р  ну^талар орасидаги масофа. Мазкур ^олда Р0 
ну^та координаталар бошидир. Демак, р =  У  х* у2. Шундай цилиб,

. .  * 2 +  у* р2 р2 ( у  2 1 +  1)
lim — тт- г-ггг-------- : ]im =------=  lim ------------------------------- =

У  х г +  у'1 +  1 — 1 р-»о У  р'2 +  1 — 1 р->о р2 +  1 — 1
=  l im ( / p 2 + l  +  l)  = 2. 

р->0
х2 j - у2

Бу ерда эътибор берайлик: мисолда: — —.............= ——  функция Ри (0 ; 0)
V х* +  у2 +1 —1 

нуктада ашщланмаган, лекин Р->- Р 0 да лимитга эга.
Х% —

2--мисол. z =  — -----------  функция координаталар бошидан ташкари бутун те-х2 +  у2
кисликда аницланган. Р (х ; у) ну^та координаталар бошига якинлашганда [функция 
лимитга эга эмаслигини курсатамиз. Да^ицатан ^ам, координаталар бошигаОх у^Ĵ 2 _ Q
буйлаб як;инлашиладиган булса (бу ерда у  =  0) lim г  =  l im —-------  =  1. Агар ко-

х—>0 х~>0 X2 *-f- 0
ординаталар бошига Оу yj; буйича я^инлашиладиган булса (бу ерда х  =  0), 

0 — у2
lim  г — lim — -----------=  —  1. Шундай килиб, Р  (х\ у) нукта координаталар боши-
у^,о г/->о 0 +  «/-
га турли йуналишлар буйича якинлашганда функция турли лимит к;ийматларга эгз 
булади ва, демак, х -> -0 , да лимитга эга эмас.

га улчовли фазода ну^танинг 8-атрофи тушунчаси киритиладнган 
булса, га > 2  булганда га та узгарувчи функцияси лимитининг таъри- 
фи икки узгарувчи функциясининг лимити таърифи билан айнан бир 
хилдир.

п улчовли фазода Р0 ( х х ° ;  . . .; х°) нуцтанинг 3-атрофи 
деб, Р0 нуктагача булган масофалари о дан кичик, яъни 
- / (x i  — х°)2 +  (х2 — х°)2 +  . . .  +  (хп — х°)2 <  о булган барча 
Р (х 1\ х2\ . . .  \ хп) ну^талар тупламига айтилади (II боб, 7-§,  5-пункт- 
га ^аранг).

Равшанки, уч улчовли Oxyz (п — 3) фазода Р0 (х0; у0; z0) нуцта- 
нинг 3-атрофи маркази Р 0 нуктада ва радиуси 8 булган шарнинг барча 
ички нуцталари тупламидир.

Бир узгарувчининг функциялари учун исботланган лимитга утиш 
^оидалари (V боб, 1-§, 6-пунктга ^аранг) бир неча узгарувчининг 
функциялари учун хам уринлидир.

2. Бир неча узгарувчи функциясининг узлуксизлиги. Бир неча уз
гарувчи функциясининг узлуксизлиги тушунчаси лимит тушунчаси 
ёрдамида киритилади.

Бир неча узгарувчининг и — f  (Р) функцияси учун lim f [P )= f(P 0)
Р-+Ро

булса, у холда f (Р) функция Р 0 нуктада узлуксиз деб аталади.
Шуни эслатиб утамизки, Р 0 нуктада узлуксиз булган f  (Р) функ

ция бу нуктада ва унинг бирор атрофида ани^ланган булиши лозим 
(акс холда лимитга утиб булмас эди). Бир неча узгарувчининг и — 
=  f  (Р) функцияси узлуксиз булган Р 0 ну^та бу функциянинг узлук- 
сизлик нук^таси деб аталади.

Узлуксиз функциялар учун ушбу теорема уринли.
Теорема. Агар га та узгарувчининг f, (Р) ва f2 (P) функциялари 

Р0 нукт ада узлуксиз булса , у холда уларнинг f 1 (Р) 4- /2 (р ) йигин- 
диси, f x (Р) — /2 {Р) айирмаси ва (Р) ■ f2 (Р) купайтмаси цам шу 
нуцтада узлуксиздир, агар бундан ташкари /2 (Р0) ф  0 булса, 
f i  (Р) i f  2 (Р) булинма хам Р 0 нукт ада узлуксиздир.

Бу теореманинг исботи бир узгарувчининг функциялари учун хос 
булган теорема исботига ухшаш (V боб, 2-§, 2-пунктга царанг) бул- 
гани сабабли, биз уни келтирмаймиз.

Бу теоремага асосан купгина функцияларнинг узлуксизлигини, ма
салан, икки узгарувчига нисбатан куп^аднинг Оху текисликнинг ис
талган нуцтасида узлуксизлигини, рационал функциянинг текислик
нинг махраж нолга айланмайдиган ну^таларидан ташкари барча 
ну^таларида узлуксизлигини исботлаш осон.

3. Coĵ a тушунчаси. Келгусида керак буладиган бир неча таъриф- 
ларни келтирамиз.

Со^а (очи  ̂ соха) деб текисликнинг уш
бу иккита хоссага эга булган ну^талари 
тупламига айтилади:

1. Соланин г ^ар бир ну^таси унга бу 
ну^танинг бирор атрофи билан биргаликда 
тегишлидир (о ч и  ̂л и к хоссаси);

2. Соханинг ^ар ^андай иккита нук/га- 
сини бутунлай шу сохага тегишли узлук
сиз чизиц билан туташтириш мумкин (б о г- 
л и р и к  хоссаси)

Текисликнинг ёпиц Ь контур ичида ёт- 6- расм



ган цисми (6- раем) соха булади, чунки: 1) L ичида ётган исталган Р  
ну^та учун L  ичида ётувчи атроф мавжуд; 2) L  ичида ётувчи истал
ган Р  ва Q нукталарни L  ичида ётувчи узлуксиз чизиц билан туташ- 
тириш мумкин.

1-§ нинг 1 ва 2- мисолларида келтирилган функцияларникг ашщ- 
ланиш со^алари очик; сохалардир (1 ва 2-расмларга ^аранг). Бутун 
текислик хам, равшанки, очи  ̂ сохадир.

Агар Р 0 нуктанинг исталган атрофи G соханинг нукталарини хам, 
бу со^ага тегишли булмаган нукталарни хам уз ичига олса, у ^олда 
Р 0 нук;га G соханинг чегаравий нуктаси деб аталади.

Соханинг барча чегаравий нукталари туплами унинг чегараси деб 
аталади.J

6-расмда L  контурнинг исталган Р 0 нуктаси чегаравий нуцтадир.
1-расмдаги соханинг чегарасини Ох ва О у  уцларнинг манфиймас 

цисмлари ташкил ^илади.
Очи^ со^ага унинг чегарасини цушишдан хосил булган ну^талар 

туплами ёп щ  со%а деб аталади.
1-§ даги 3-мисолдаги функциянинг аникланиш сохаси ёпи^ со^а- 

дир (3-расмга ^аранг).
Агар берилган сохани тула коплайдиган, яъни соханинг барча 

нукталарини уз ичига оладиган доирани танлаш мумкин булса, у ^ол- 
да бундай со^а чегараланган  соха деб аталади.

Агар сохани тула ^оплайдиган доирани топиш мумкин булмаса, у 
з о̂лда сохани чегараланмаган  соха деб аталади. 1-§ даги 2 ва 3-ми- 
солларда к.аралган функцияларнинг аникланиш сох а л ар и чегараланган 
сохалардир (2 ва 3-расмларга ^аранг). Аксинча, 1-§ нинг 1-мисоли- 
даги функциянинг аникланиш сохаси чегараланмаган сохадир. G соха- 
да (очир; ёки ёпик;) ётувчи исталган ёпи  ̂ контур билан чегараланган 
текисликнинг к,исми бутунлай G сохага тегишли булса, G соха бир 
богламли  соха деб аталади. 1 ва 2-расмларда тасвирланган сохалар 
равшанки, бир богламли сохалардир. Аксинча, х2 +  у2 — 2 ва х2 Л- у2 — 
=  4 айланалар орасида ётувчи соха (3- раемга каранг) бир богламли 
со^а эмас, чунки, масалан, бу сохада ётувчи х2 +  у2 — 3 айлана уз 
ичига бу сохага тегишли булмаган нукталарни (масалан, координата- 
лар бошини) уз ичига олади.

И з о х .  Бу пунктда киритилган барча тушунчалар уч га ундан 
ортик; улчовли фазолар учун хам деярли узгаришеиз киритилади.

4. Узилиш нукталари. функцияларни урганишда баъзан уларнинг 
узилиш нукталарини текширишга тугри келади.

Агар Р 0 ну^та f  (Р) функциянинг аникланиш сохасига ёки унинг 
чегарасига тегишли булса ва узлуксизлик нуктаси булмаса, Р0 бу 
функциянинг узилиш нуктаси деб аталади.

1- мисол. г  — ------------  функция ягона узилиш нур;тасига йзи аникланмагав
х2 +  г/2

0 ( 0 ;  0) координаталар бошига эга. Р (х; у) ну^та координаталар бошига чекланма- 

ган ^олда як,инлашганида г =  — — - функция чексизликка интилади (7- раем).

2- мисол. г :
1

2 х + у + 1

х2+
функциянинг узилиш нукталарини топинг.

7- раем

Е ч и л и ш и . by функция координаталари 
> 1 = 0  тенгламани ^аноатлантирадиган ну^талардан таш- 
япи хамма ерда аникланган ва узлуксиз. Бу тенглама эса 

линкция аникланиш соз^асининг чегарасидан иборат булган
чизикдир. Бу турри чизикнинг з̂ ар бир нуктаси — уги- 

ИШ ву^тасидан иборат. Шундай к,илиб, узилиш нук,тала- 
и бутун бир турри чизщни —  берилган функциянинг узи

лиш чизирини хосил цилади.

5. Чегараланган ёпик; сохада узлуксиз функ
цияларнинг хоссалари. V  боб, 2- §, 3- пунктда 
с е г м е н т д а  узлуксиз функцияларнинг хоссалари 
каралган эди. Чегараланган ёпик; сохада узлук
сиз икки ва ундан орти^ сондаги узгарувчилар- 
нинг функциялари х;ам айни шу хоссаларга эга.

z =  f(x , у) — f (Р) функция очи  ̂ ёки ёпи  ̂
соханинг ^ар бир иуктасида узлуксиз булса, бу 
функция шу сохада узлуксиз деб аталади.

Бунда чегаравий Р 0 ну^та учун l imf(P)  =
Р—>Pq

— f ( P 0) тенгликда Р  ну^та Р 0 нуцтага мазкур сохага тегишли истал
ган йул буйлаб интиладиган булса, / (Р) функция чегаравий Р0 ну^- 
тада узлуксиз ^исобланади.

Теорема. Агар z =  f ( P )  функция чегараланган ёп щ  сохада уз
луксиз булса, у холда бу  функция шу сохада:

1) чегараланган: \ f(P ) \ < N ;
2) знг кичик т ва энг катта М щ йм ат ларга эга;
3) соханинг камида битта нуцтасида т ва М орасида ётувчи 

исталган сон цийматни цабул килади.
Масалан, г =  У 1 — х 1 — у2 функция чегараланган ёпи  ̂ х2 +  г/2<

<  1 сохада (маркази координаталар бошида ва радиуси бирга тенг 
доирада) аникланган ва узлуксиз булиб, у 
теореададаги барча хоссаларга эга эканли- 
ги равшан. ^а^ицатан хам: 1) |г|< 1; 2) 
функция энг кичик т — 0 цийматига ашщ- 
ланиш со^асининг чегарасида, яъни х2 +
+ у 2=  1 дойра нуцталарида, энг катта М = 1  
цийматига эса 0 (0;0) координаталар бошида 
эришади; 3) ноль ва бир орасидаги (т ва М 
орасидаги) исталган сон функциянинг би- 
рор ^ийматидир.

Бу функциянинг графиги, равшанки, 
маркази координаталар бошида ва радиуси 
бирга тенг ю^ори ярим сфералар (8- раем).

8 - раем

3- §. ХУСУСИЙ Х.ОСИЛАЛАР

1. Биринчи тартибли хусусий х.осилалар. Икки узгарувчининг 
z = f ( x ,  у) функциясини караймиз. Узгарувчилардан бирининг, маса
лан, у  нинг ^ийматини у =  у0 деб сляб, фиксирлаймиз (узгаришеиз

II
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цолдирамиз). У  ^олда f  (х, у 0) функция битта л: узгарувчининг функ
цияси булади. У  х0 нуцтада ^осилага эга булсив:

lim f (Xn +  Ax' y^ — f(xn у , j ,
Д 1 ^ 0  A x

Бу ^осила z =  f  (x, у) функциянинг P 0 (x0; y0) нуцтада x буйича 
хусусий хрсиласи (ёки биринчи тартибли хусусий хосиласи) деб ата
лади ва fx (х0, г/0) символи билан белгиланади. f  (х0 +  А х, у0) — }(х0,у0) 
айирма z = f ( x ,  у) функциянинг Р 0 (х0, у0) ну^тада х буйича хусу
сий орттирмаси деб аталади ва A z символи билан белгиланади:

A* z =  f ( xo +  Ах, у0) - f ( x 0, у0). (2 )
Бу белгилашларни хисобга олиб, бундай ёзиш мумкин:

fx(xo> У о) = lim • /о\д *-»о w
z =  f  (х, у) функциянинг Р 0 (х0, у0) ну^тада у  буйича хусусий 

орттирмаси ва у  буйича хусусий ^осиласи шунга ухшаш ани^ланади:

(2')Ay z =~f (*о> Уо +  Д у) -  f  (*о> Уо)
Ги (хо- Уо) = Н т ^ 1 .

" Ау-> 0  А у (3')
Шундай цилиб, икки узгарувчи функциясининг унинг аргументлари- 
дан  бири буйича хусусий хрсиласи бу  функция хусусий орттирма- 
сини шу орттирмани берган аргумент орттирмасига нисбатининг 
аргумент  орттирмаси нолга интилгандаги лимитига тенг.

Хусусий ^осиланинг циймати узи хисобланаётган Р  (х; у) нукта- 
га богли! .̂ ШУ сабабли икки узгарувчи 2 =  /(х, у) функциясининг 
хусусий хосиласи, умуман айтганда, Р  (х; у) нуктанинг функциясидир, 
яъни унинг узи хам иккита х ва у  узгарувчининг функциясидир.

Икки узгарувчининг функцияси сифатида ^араладиган хусусий 
Зфсилалар ^уйидагича белгиланади*:

№  У), f'y (x, у) ёки г;, z ’y ёки ~  £

п >  2 да п та узгарувчи функциясининг хусусий орттирмалари 
ва хусусий зрсилалари шунга ухшаш таърифланади ва белгиланади. 
Масалан, уч узгарувчининг ы =  /(х, у, z) функцияси учун Я0(х0, 
Уо’ го) ну^тада х буйича хусусий орттирма х аргумент Ах орттирма 
олиб, долган аргументлар эса узгармасдан цолганида хосил булади:

А* и = f  ( х 0 “Ь Ах, у0, z0) f  (х0, у 0, z0).
" U *= f(x , у, г) функциянинг Р 0 (х0; у0; г0) ну^тада х аргумент 

буйича хусусий хрсиласи цуйидагига тенг:

“х ( хо> У о, z0) =  lim •__________ _ д*̂ >о А х
* дг дг

~  ва — ифодаларни бир узгарувчи функциясининг з^осиласидан фареди ула

ров; каср деб едраш мумкин эмас. Бу ифодалар хусусий хосилани белгилайдиган 
символлардир.

Шундай ^илиб, бир неча узгарувчи функциясининг хусусий хоси- 
ласи бу узгарувчилардан бирининг функциясининг зрсиласи сифатида 
топиладиД Бунинг натижасида бир узгарувчи функциясининг лрсила-
лари учуг 
ри ва 1̂ои 
лари учуг

келтириб чи^арилган барча дифференциаллаш формулала- 
^цалари бир неча узгарувчи функциясининг хусусий хосила- 

хам са^ланади. Бу ерда факат бирор аргумент буйича ху
суси й  "хосилани топиш учун бу кридалар ва формулаларни ^уллани- 
лаётганда, крлган аргументлар узгармас деб хисобланилишини ёдда 
тутиш лойим.

1- мисол. г =  f  (х , у) — х2у —  Зу2 +  5х функциянинг хусусий ^осилаларини
допинг. >

Е ч и л и ш и . fx (x,y) хусусий ^осилани у =  const деб фараз ^илиб, f  (х, у) 
функциянинг х буйича ^осиласи сифатида топамиз. Шунинг учун

fx (x, у)]= {х2у — Зу2 +  5х)'х — 2ху — 0 +  5 =  2ху +  5.
Шунга ухшаш,

f'y ( х ,у )  =  (х2у — Зу2 +  5х)у  =  х2 —  бу  +  0 =  * 2 — б у .

2- мисол. f  (х, у) =  х-\- у —  У х 2 +  у2 берилган. f x ( 3 ,  4) ни топинг. 
Е ч и л и ш и . Дастлаб f ( x ,  у) функциянинг л: буйича хусусий з^осиласини то-

памиз:

f'x (х, у) =  {х +  у — V x 2 +  y2)x = ( х +  у ) ’х — (У х 2 +  у 2)'х =
1 . . . . . .  . 1 - х

1 +  0 - (х2+ У % =  1- 2~\/х2 +  У‘
2 х =  1 ■

У х 2 +  у- '2~ [/ х2 -f- 1
Энди топилган хусусий ^осиланинг х  =  3 , у  =  4 даги хусусий цийматини ^и-

соблаймиз:

f x ( 3 ,  4) I 1 У х 2 +  у2] Ху =  1  1 У З 2 +  42 5

3- мисол. Ох у еда стержень жойлашган булсин. Стерженнинг ихтиёрий М (х ) 
ну^тасидаги 0 температура М (х) ну^та х  косрдинатасининг ва t вак;тнинг функ
циясидир: Q =  f ( x ,  t ) . х  — х0 да Q =  f ( x 0, t) функция стерженнинг мазкур ну^та- 
сида температуранинг t ва^тга боглн^ равишда узгаришини ифодалайди. Бу нуцта- 

60
д а г и -- хусусий косила температуранинг вак;т давомида узгариш тезлигини беради.

Энди t = t 0 деб олинса, у з^олда 0 =  / (х , t0) функция ва^тнинг берилган t0 мо- 
ментида температуранинг стержень буйлаб та^симот ^онунини беради. Бу з^олда 
60
—  хусусий з^осила ваеднинг берилган t0 моментида температуранинг стержень буи- 

лаб узгариш тезлигини ифодалайди.

2. Икки узгарувчи хусусий ^осилаларининг геометрик маъноси.
дг

Икки узгарувчининг z — f(x ,y )  функцияси хусусий ^осиласи—- — нинг
геометрик маъносини ани^лаймиз. Маълумки, z — f  (х, у) функциянинг 
графиги бирор сиртдир. Оху текисликда Р 0 (х0; у0) ну^тани ва сирт- 
Да мос М0 (х0; у0; z0) ну^тани ^араймиз (9- раем). Янги коор-
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9- раем

динаталар боши сифат|ида Ох (0; 
г/о'. 0) ну^тани олиа уцларни 
параллел кучирамиз вЬ сиртнинг 
янги координата текис|лиги ОхХZ 
(яъни эски координаралар сис- 
темасидаги у =  у0 текислик) би
лан кесишишидан ходил булган 
АМ0В  ясси эгри чизицни царай- 
миз. Бу эгри чизи^ни, бир узга- 
рувчи z =  f (x , у0) функцияси- 
нинг OjXZ текисликдаги (яъни 
эски системада у — у п текислик
даги) графиги деб цараш мум
кин. У  холда бир узгарувчи функ - 
цияси ^осиласининг геометрик 

d f ( x , y n) , 
маъносига асосан — —-----= tg a ,
бунда a  — кщоридаги АМй В  эг
ри чнзиеда М0 нуктада утка- 

зилган уринманинг 0хХ ук; билан, ёки барибир шунинг узи, Ох у к; 
билан ^осил калган бурчаги. Иккинчи томондан:

d f (х, у0) 
dx

— lim
х = х 0 Ах-*0

f  (х0 +  A x,y0) —  f  (х0,у 0) 

Ах
—  \ 
д х  Ра

I  дг\  и дг
Бундан I ~  L 0 =  tg а .  Шундаи ^илиб, ^  хусусий хреиланинг Р 0 (х0, у0)
нуцтадаги киймати z = f ( x ,  у) сирт билан у  — у0 текисликнинг ке- 
сишиш чизитга М0 (х0; у0; z0) нукт ада утказилган уринманинг Ох

дг
щ  билан ташкил килган бурчагининг тангенсига тенг. — хусусий

д г
Хосиланинг г е о м е т р и к  м а ъ н о с и  ана шундан иборат. ^  хусусий
Хосиланинг геомэтрик маъноси хам шунга ухшаш ойдинлаштирилади.

3. Ю^ори тартибли хусусий хосилалар. B:ip неча узгарувчи функ- 
циясинянг хусусий хосилалари яна уша узгарувчиларнинг функция- 
лари булади. Бу функциялар уз навбатида хусусий хреилаларга эга 
булиши мумкин, бу хусусий хосилалар дастлабки функциянинг ик
кинчи хусусий хреилалари (ёки иккинчи тартибли хусусий хреала- 
лари) деб аталади.

Масалан, икки узгарувчининг z = f ( x ,  у) функцияси туртта ик
кинчи тартибли хусусий хосилага эга; улар ^уйидагича аникланади 
ва белгиланади:

' ( I ) _ сРг
дх ~  дх2 (х> У) ’

д ( ~ )I ду)

— ) 
дх

дх
д 2г
дудх ТаХ(х, у);

ду

д (<* )  
\ д  у )

ду

д 2г

дхду

д_*г 

дф  =

=  Гхи (Х> У)-

■■ГуЛх, у).
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Уч узггрувчининг u = f ( x ,  у, z) функцияси тух^изта иккинчи тар
тибли хусу:ий хреилаларга эга:

' ди  _ / ди

д*и 

дх2

дх

ду

д 2у
дхду - L  (х, у>2);

i ( |
дг

д2и

дхдг =  L  (х, У, г)

ва хоказо.
■ Бу неча узгарувчи функциясининг учинчи Еа ундан юцори тар

тибли хусусий хосилалари шунга ухшаш таъркфланзди ва белгилана
ди: бир неча узгарувчи функциясининг п- тартибли хусусий хосила- 
си деб  уша'. функция (п  — 1)- тартибли хусусий хреиласининг би- 
ринчи тартибли хусусий хрсиласига айтилади.

язг
Масалан, z =  f(x , у) функциянинг учинчи тартибли — -  хусусий

 ̂ д 2г  „ ^ „Хосиласи иккинчи тартибли хусусий хосиладан у  буйича олинган

биринчи тартибли хусусий хосиладир:

д 3г  

дхду2

\ дхду ] .  

ду

Бир неча узгарувчи буйича олинган иккинчи Еа ундан ю^ори тар
тибли хусусий хссила аралаш  хусусий ^осила деб аталади.

Масалан:
д 2г  д 3г д 3г д 2г  

дх ду ’ дхду2 ’ дхдудх ’ дудх

хусусий хосилалар икки узгарувчи z — f(x , у) функциясининг аралаш 
хусусий хосилаларидир.

М исол. г  =  х2у3 функциянинг иккинчи тартибли аралаш хусусий ^осилаларини 
топинг.

Е  ч и л и ш и. Биринчи тартибли хусусий ^осилаларни топамиз:

^  =  2ху3, j -  =  Зх2у2. 
дх ду

Сунгра иккинчи тартибли аралаш ^осилаларни топамиз 

' д г  \

дхду ду  у дудх дх
: (Зх2у 2) ’х — 6ху*.

Куриб турибмизки, берилган функциянинг бир-биридан факат диф- 
ференциаллаш тартиби билан, яъни турли узгарувчилар буйича диф- 
ференциаллаш кетма-кетлиги билан фар к; киладиган иккинчи тартиб-

д 2г  д 2г
л и  д х д у  ва  дудх  аРалаш хусусий хосилалари айнан тенгдир. Бу нати-
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жа тасодифий эмас. Аралаш хусусий хосилалар учун ушбу теорема 
уринли булиб, биз уни исботсиз ^абул ^иламиз.

Теорема. Битта функциянинг фа^ат дифферещиаллаш тарти- 
би билан фарк; циладиган аралаш  хусусий досылалари узлуксиз бул
са, улар $заро тенгдир.

Хусусан, икки узгарувчининг z = f ( x ,  у) функцияси учун: 
д2г  _  д ’г  

дхду дудх'

4- §. БИР НЕЧА УЗГАРУВЧИ ФУНКЦИЯСИНИНГ ТУЛА ДИФФЕРЕНЦИАЛИ

1. Функциянинг тула орттирмаси. Хусусий ^осилаларни топишда 
бир неча узгарувчи функциясининг хусусий орттирмалари текшири- 
либ, у ерда аргументлардан бири узгарар, ^олганлари эса узгармас 
булиб ^олар эди. Энди биз функциянинг барча аргументлари узгар- 
ганда у оладиган тула орттирмани ^араймиз.

Икки узгарувчининг z — f  (х, у) функцияси берилган булсин. 
Унинг х ва у  аргументлари мос равишда А х  ва А у  орттирмалар ол
еин. У ^олда z = f ( x ,  у) функция A z тула орттирма олади ва у уш
бу формула буйича аникланади:

Az =  f ( x  +  A x, у  +  Ay) — f(x , у). (4)

z — f  (x, у) функциянинг A z тула орттирмаси геометрик ну^таи 
назардан Р (х; у) нукладан Р г (х +  А х, у  +  А у) ну^тага утишда функ
ция графиги аппликатасининг орттирмасига тенг ( 10- расм).

Масалан, г -■ ху2 функциянинг х  аргумент А х  орттирма, у  аргу
мент эса А у  орттирма олганда оладиган тула орттирмасини топамиз.

(4) формуладан фойдаланиб, ^уйидагини ^осил ^иламиз:
А z =  (х +  А х) (у +  А у)2 — ху2 =  ху2 +  у2А х  +  2 ху А у  +

+  2у А х А у  +  х (А у)2 +  А х  (А у)2 — ху2 — у2 А х  +  2 ху А у  +
+  2 у А х А у  +  х  (А у)2 +  А х  (А у)2.

Берилган функциянинг Az тула 
орттирмасини икки ^ушилувчи- 
ник г йигиндиси куринишида ифо- 
далаш мумкинлигини куриб ту- 
рибмиз: аргументлар орттирмала
ри А л: ва А у  ларга нисбатан 
чизицли булган у2 А х  +  2 ху А у 
биринчи ^ушилувчи хамда А х  
ва А у  га нисбатан ночизи^ли 
2 у А х А у  +  х  (А у)2 +  А х  {А у)2 
иккинчи цушилувчи. Бу иккала 
Кушилувчи, равшанки, А х -* -0  
А у  ->  0 да нолга интилади. Би
ро  ̂ бунда иккинчи ^ушилувчи 
биринчи кушилувчига Караганда
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10- расм

нолга тезрок 
унда берилган 
сининг ^иймаг 
унинг Ах +
НОЧИЗИ^ЛИ к и

гатилади. Бу ушбу жадвалдан я^^ол куриниб турибди: 
л функциянинг Я0(1; 1) ну^тадаги Az тула орттирма- 
i глари, шунингдек, Ал; ва А у  нинг турли цийматлари учун 

А у  чизи^ли ^исмининг ва 2 Ах Ау +  (Аг/)2+  А х(А у)2 
дмининг ^ийматлари келтирилган:

д у

0,1
0,01
0,001

0,1
0,02
0,01

0,331
0,050804
0,0211201

Д х +  2Ду 
чизи^. ^исм

0 ,3
0 ,0 5
0,021

0,031
0,000804
0,0001201

2. Функциянинг тула дифференциали. Олдинги пунктда биз ку
риб чиркан мисолда икки узгарувчи функциясининг орттирмаси ик
ки ^ушилувчи йигиндиси, яъни Ал: ва А у  га нисбатан чизи^ли ва 
ночизикли цушилувчилар йигиндиси куринишида ифодаланган эди, шу 
билан бирга Д х -» -0, Аг/->0 да орттирманинг ночизи^ли ^исми чи- 
зи^ли ^исмига Караганда нолга тезро^ интилган эди. Шу каби хос- 
сага купчилик функциялар эга. Бу функциялар дифференциалланувчи 
функциялар деб аталади.

Агар z = f ( x ,  у ) функциянинг Р ( х ;  у) нуцтадаги тула орт
тирмасини

A z  =  А Ах Н- В Ау +  со (Ах, Ау) (5)

куринишда ифодалаш мумкин булса, бу функция Р (х ; у) нукт ада  
дифференциалланувчи деб  аталади, бу  ерда А х  ва А у  — тегишли 
х ва у аргументларнинг Р  нуцтанинг бирор атрофидаги исталган  
орттирмалари; А ва В  — узгармаслар  (яъни А х  ва Ау га богли^ 
булмаган катталиклар); со (Ал:, А у) шу Р (х ;  у)  ва Р 1(х-\- Ах; у  +  
4- А у) нукт алар орасидаги р =  Ах1 +  А у2 масофага Караганда
юцори тартибли чексиз кичик микдордир. (яъни lim 0 3 1

р—>0 (
=  0).

Шундай килиб, z = f ( x ,  у) функция берилган нуктада дифферен
циалланувчи булса, у холда унинг бу ну^тадаги тула орттирмаси (5) 
формулага асосан А х  ва А у  га нисбатан чизи^ли булган А Ах +  
4- В А у  орттирманинг бош ^исмидан ва орттирманинг бош цисмига 
Цараганда ю^ори тартибли чексиз кичик ми^дор булган со (А л:, А у) 
ночизицли циемдан иборат.

z ~ f ( x ,  у) функциянинг Ах ва Ау га нисбатан чизицли булган  
бош цисми б  у функциянинг тула дифференциали деб  аталади.

Тула дифференциал dz ёки df(x , у) символи билан белгиланади. 
Шундай 1\илиб,

dz =  А Ах +  В Ау. (6)

Дифференциалнинг А А х +  В А у  ифодасида А ва В  катталиклар 
&х ва А у  га богли^ булмасдан, балки шу дифференциал царалаёт-

Бух. ТИП и ЛГ1 \
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п )н Р (х; у) ну^тага боглщдир. Бошкача айтганда, А вг В  катталик- 
лар х  ва у  нинг функциясидир. Бу функцияларнйнг куэиниши ушбу 
теорема оркали аникланади.

Теорема. Агар z — f ( x ,y )  функция Р  (х ; у) н уктас а  дифферен- 
циалланувчи булса (яъни А Ах +  В Ау дифференциалга зга булса), у  

д г  дг
%олда у  Р (х , у) нукт ада  ^  ва ^  хусусий цосилаларгц эга, шу би
лан бирга

дг дг
дх ~ А’ д у ~  В -

И с б о т и .  Берилган функция теорема шартига кура Р (х , у) ну -̂ 
Тада дифференциалланувчи булгани учун унинг бу 'пуктадаги туда 
орттирмаси (5) формула билан ифодаланади. Бу формула исталган 
етарлича кичик А х  ва А у  учун уринли. Хусусан, А у  =  0, А х ф ®  
б ’̂лганда хам тугрилигича цолади. Бирсц у з^слда функциянинг А г 
орттирмаси АЛг  хусусий орттирмага айланади Еа (5) тенглик ушбу 
куринишни олади:

Agz =  А А х  +  со.

Б у  тенгликнинг иккала ^исмини Ал; га буламиз Еа А х-^ О  да ли- 
митга утамиз:

г . , w lim ——  =  А +  lim —.
д*->0 Ах

^  =  0 булишини курсатамиз. Дакикатан хам, А у  =  0 булгани 

учун р =  у"А х2 +  Аг/2 =  |Ал:|, Демак.

lim -  =  ±  Hm —  =  ±  Н т -  =  0. 
д*-*о Ах |Дх\->о Ах р_»о р

Шундай килиб, lim A* г. мавжуд ва А га тенг. Биро^ lim -^H _= 
Д*-»0 А х  Ах~*0 А х

дг дг
*=* — ва шунинг учун Р  (х, у) нуктада — хусусий з с̂сила мавжуд ва
. дг

А га тенг. Шунга ухшаш, Р (х, у) нуктада — хусусий хосила мав
жуд ва В  га тенг эканлигини исботлаш мумкин.

дг и<
Энди (5) ва (6) формулаларда Л ва Б  ни — ва — хусусий з̂ оси- 

лалар билан алмаштириб, цуйидагиларни хосил ^иламиз:

дг

д г  д г
А г =  ух Ах +  А у  +  ь> (А х, А у),

д г  дг
dz =  ~ A x  +  ^ A y .дх

(7)

(8)
Тескари теорема, умуман айтганда нотурри эканлигини исботлаш 

му мкин, чунончи, хусусий хосилаларнинг мавжудлигидан тула диф-

феР1

айтганда, ушо^ 
^аймиз.

Теорема. А,

,еяциалнинг мавжудлиги келиб чшдоайди. Биро^ хусусий зфсила- 
'*'”р фз^ат мавжуд булиб ^о л мае дан, балки узлуксиз з̂ ам деб фараз 
л динса, у зрмда функция диффэренциалланувчи булади. Бонщача

------- et- --------------------  " г « т Г, .  тттт ТПТ̂ Лпп тги ГЛТТГ» ТХГ'&ГХ'ТГЛТТТХ I/а ТТ'Гттг\_теорема уринли булиб, биз унинг исботини келтир-

д у дг•ар z = ! ( х ,  у) функциянинг — ва — хусусий хосила- 
- дх ду

лари Р ( х ;у )  нуктанинг бирор ат роф ида узлуксиз булса, у холда 
бу функция Р(х-,у) нуктада диффэренциалланувчидир.

Бир узгарувчининг функцияси булган з^олдаги каби, эркли'узга- 
рувчиларнинг орттирмэлари учун ушбу белгилашларни киритамиз: 
д *  =s dx, Ay =* dy. У з о̂лда дифференциал учун ифода ушбу кури
нишни олади:

(9)dz =  — dx +  — dy, 
дх ду *

ёки
dz =  ?  (х, у) dx +  f' tx, у) d y . (9')

Ю^орида айтилган фикр у ч  ва ундан орпщ сондаги узгарувчи- 
ларнинг функцияси учун з̂ ам осон утказилади. Масалан, уч узгарув
чининг диффэренциалланувчи и — f  (x, у, г) функцияси учун А и тула
орттирма lim — =  0 (р =  ■ / А х 2 +  А у2

Р -> 0р
Дг2), шартда

А и А х + ~ А у  +  д̂  Дг +  © (Ах, Ау, А г) 
'дх  ду  д г

(Ю )

формула билан ифэдалзнади, унинг тула диффэрэнциали эса ушбу 
куринишга эга:

(11)du =  — dx ■
дх

dJ id y  +  d“ dz. 
dy дг

1- мисол. г  =  ху2 функциянинг ихтиёрий ну^тадаги тула дифференциалини то- 
пинг.

D дг  дг д г  дг
ь  ч и л и ш и. а г  =  а х  +  ~  dy  тула дифференциал —  ва —  хусусий ^сс ила л ар

узлуксиз булган х;олдагина мавжуд. К^уйидагиларни топамиз:

дг
дх ду

Топилган хусусий з^осилалар бутун Оху текисликда узлуксиз функциялар эканлиги
ни куриб турибмиз. Шунинг учун бу функциянинг дифференциали з а̂мма ерда мав
жуд, шу билан бирга dz  =  y'2dx  +  2xydy. 

х~\~ У2-мисол. и =  функция тула дифференциалининг х  =  1, у  =  — 2, г =  —  I ,

А х  =  0,1, А у — 0,2, Д г  =  0 ,5  даги кийматини топинг.
Е ч и л и ш и . Хусусий з^осилаларни топамиз:

х +  дди
дх

ди.

■дУ'
х ± Уу  

г

ди

дг
'х +  У
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Энди т^ла дифференциални топамиз:
1 1

аи  =  —  Ах +  —  
г  г

Б у тула дифференциалнинг х =  1, у 
даги ^ийматини топамиз:

- Х- ± * А г .  
г  г2

-2 , г =  — 1, Ддг =  0,1 , д|у =  0 ,2  , Дг =  0,5

du =
—  1

. 0,1 +
—  1

„  1 — 2 
' 0 ,2 - — - 0 , 5 = 0 ,2

3. Тула дифференциалнинг тацрибий хиссблашларга татби^и. Бир
неча узгарувчи функциясининг тула дифференциалидан такрибий 
хисоблашларда фойдаланиш мумкин. Дифференциалланувчи z =  f  {х,у) 
функция берилган булсин. Унинг тула орттирмаси

Az =  fx (х,у) Ах +  f'y (х,у) А у-\ -а(А х , А у)

формула билан ифодаланади. Бу ’ ерда со (А лг, А у) р =  У  (Ал:)2+(Дг/)а 
га нисбатан нолга ^тезро  ̂ интилади. Шу сабабли кичик р ларда, яъни 
кичик IА л: 1 ва I А у I ларда со (А л;, А и) кушилувчини хисобга олмас- 
дан, бундай ёзиш мумкин:

A z t t f ' J x ,  у) А х +  fy (х, у) А у, (12)

яъни функциянинг орттирмасини унинг тула дифференциали билан 
алмаштириш мумкин.

Сунгра z — f(x , у) булгани учун

A z --= f(x  +  Ax, у  +  A y ) -  f(x, у).

A z учун бу ифодани (12) формулага ^уйиб, куйидагини хосил ци- 
ламиз:

f ( x  + А х, y + A y ) — f(x , у) «  /' (х, у) Ах +  /' (х, у) А у, 
бундан

f ( x  +  A x, y  +  A y ) t t f ( x ,  y) +  fx (x, y )A x  +  f'y (x, у )А у . (13)

Агар икки узгарувчи функциясининг ва унинг хусусий х°силала- 
рининг Р  (х; у) нуктадаги кийматлари маълум булса, у хслда (13) 
формуладан бу функциянинг Р  (х\ у) ну^тага я^ин Р ( х +  Ах; у-\- 
+  А у) нуктадаги ^ийматини такрибий хисоблашда фойдаланиш мум
кин.

Шунга ухшаш формулаларни п ~>2 да п та узгарувчининг функ
цияси учун келтириб чи^ариш мумкин. Масалан, п — 3 булганда î y- 
йидагини хосил хиламиз:

f  {х +  А х, у  +  А у, z +  A z) «  f  (х, у, z) +  f ’x {х, у, z) Ах +
+  fy (х, У, z) А у  +  /; (х, у, г) A z. (14)

/ 1 ,9 7  \
1- мисол. arctg I — 1 1 ни тула дифференциал ёрдамида такрибий ^иеоб- 

ланг.
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Е ч и л и ш >|. / (х, у) =  arctg ( у - — 1 ) функцияни цараймиз. Бу функцияга (13)

формул31® ПУлфниб, куйидагини ^осил циламиз:

arctg
И- А У

■ arctg ( — arctg
\ У I I

+  [  arctg  ( f - 1 ) ] / »

+

ёки
( Х+АХ 

arctg { у +  Ау

Энди х  =  2, у  =  1

У : А х  —  - А у.

arctg
■0,03

1 +  0,02 —  1

( * — у)2 " у2 +  (х —  у)2 

оламиз; у ^олда Д х  =  —  0,03, Д у — 0,02. Демак,

2 . \  1
г arctg 1 +

12 +  (2— 1)2

I2 +  (2 — 1) 
0 ,02,

; ( — 0 ,03 ) —

ёки
arc tg( Y ^ - l )  »  arctg 1 — -5 - -  0 , 0 3 - 0 , 0 2  =  j - 0 , 0 1 5 - 0 , 0 2 « 0 , 75.

2- мисол. Доиравий секторнинг 80° га тенг марказий бурчагини 15' га кичрай- 
тирилмоцчи. Юзни узгартирмаслик учун г  =  30 см радиусни цанча узайтириш ло- 
зим?

ЛГ2Ф
Е ч и л и ш и. Доиравий секторнинг S  юзи S  =  ——  формула билан ифодала-

ооО

нади, бу ерда г  —  дойра радиуси, ф — градус улчовидаги марказий бурчак.
Агар юз узгариши (орттирма) Д S  ни тула дифференциал билан (такрибий) ал- 

маштирилса, у ^олда

. „ dS . . dS .A S » — Дг +  —  Дф. 
дг  <3ф

Шартга кура, марказий бурчак кячрайиб, радиус ортганида A S  нолга тенг були- 
ши керак. Шу сабабли

Деб оламиз, бундан 

dS

Аг
дф

Д ф

dS
дг

5S  . dS  .
—  Дл +  — Дф =  °  дг о®

^ У . Д ф  ^ -.Д ф
360 /Ф Y _  _  360 

л;г2ф я  г  ф

"360 Г  180

г ■ Дф
2 ф

/■ =  30 см, ф = 8 0 ° ;  Дф =  —  j  деб олиб, куйидагини з^осил циламиз:

30- ( - Т /  з
А г  — — ----------------- - см  =  —  см « 0 , 5  мм.

2 - 80 64
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И з о ^ .  (13) татфибий формулани ^улланишда з о̂сил буладиган 
хатолик

Д = - ^ М ( | А * |  +  |Ду|)»

сондан катта булмаслягини курсатиш мумкин, бу ерда М  — иккинчи 
хусусий хосилалар f'xx (х, у), fxy (х,у), f"yy(x, у) нинг аргументлар мос 
равишда х дан х - f  Д х гача ва у  дан у +  Д у  гача узгаргандаги 
абсолют ^ийматларининг энг катта ^иймати.

Энди бир неча узгарувчи функцияси диффэренциалининг та^ри- 
бий ^исоблашларда абсолют ва нисбял хатоликлар чегараларини то- 
пишда ^андай ^улланилишяни курсатамиз (VI боб, 3- §, 5-пунктга 
^аранг).

и катталик (ани^лик учун) учта х, у  ва г узгарувчининг диффе
ренциалланувчи ва мусбат функцияси булсин:

и — f  (х, у, z). (15)

Унинг аргумгнтларинянг х, у , z ани^ ^ийматлари номаълум булсин, 
биро1$_уларнинг та^рибий ^ийматлари х0, у0, z0 ^амда абсолют Д х, 
Л у, Л2 хатоликларининг чегаралари маълум булсин. (15) формула 
билан ^исобланадиган и функция абсолют ва нисбий хатоликлари 
чегараларини ^андай топиш мумкин?

х — х0 — А х, \у — у0 — Д у, г — z0 =  Д z белгилашлар киритсак, 
абсолют хатолик чегараси таърифяга кура цуйидагиларни хосил ^ила- 
миз:

| Д х | <  ~Ах, | Д г/1 <  К~у, | Д г | <  Д'г . (16)

и функциянинг абсолют хатолиги, равшанки, унинг Д и — f  (х0 +  
+  &х, у0 -{- А у, z0 +  A z )— f (x 0, у0, zg) орттирмасининг модулига 
ва и функция тула дифференциалининг модулига тацрибан тенг:

| А иI »  IГх (х0, Уо, Z0) Д х  +  Гу(х0, у0, Z0) A y  +  f ’a (х0, у0, 20) Д 2 ]. 

Абсолют цийматларнинг хоссасига кура:

\f'Axо> У»' z0) Д х +  fy (х0, у0, z0) A y  +  f z (x0, у0, 20) Д г 1<  

< \ г х (*»  у0- zo)\-\^x\ +  \fy(x0, у0, z0)\.\Ay\ +  \f'z (x0, у0, 20)|.|Дг|.

Щунинг учун (16) фэрмулаларни ^улланиб, ^уйидагини ^осил ^и- 
ламиз:

\A “ \<\f'x (Xo> Уо, * о ) \ \ + \ Г у {х0,у 0, z0)\ A y +  \ fz (x0, y 0, г0) |Дг . 

Бу эса

=  I Гя (*о- Уо• z „ ) lT x +  | f y (x0, у0, z0) I А у +  |f; (x0, y0 Zg) Az (17)

•22

cqHh и 11 НИНГ абсолют хатолиги чегараси сифатида олиш мумкин лиги- 
ни англатади.
f  нисбий хатслик чегараси таърифига кура 

f 'Х(х0, У о, г0)

6 и I f(xo , Уо> г 0)  I

+

f ( x0; У0, г о) 
f  z(x 0’ у0’ г о)

f(x о, Уо, г в)

f y(x0, y0l l 0) к  
х I f(xо, Уо, г0) I 1

д . .

Сунгра
din и и у _31п и u z din и

и дх  у  °У и дг  

э к ан л и ги н и  зътиборга олсак, цуйидагини хосил ^иламиз:
__ | д  In f ( x a, у0, г0) | _  | д  In f ( x 0, у 0, г0)| —  . I д  1п f ( xo, Уо, гоЛ л"
б в =  |--------------------- |А * +  1 Ту ~ | А * +  | Тг Г *
Бу тенгликнинг унг томонида турган ифода l n f ( x ,y ,  2) = 1пы 
функциянинг абсолют хатолиги чегарасидир. Шунинг учун

К  =  А/„и ( 18>

яъни бирор функция абсолют хатолигининг чегараси сифатида бу  
функция нат урал логарифми абсолют  хатолигининг чегарасини 
олиш мумкин.

3- м и с о л . Физикадан маълумки, маятникнинг тебраниш даври Т  ушбу Т  =  

=  2 я ~|/ —  тенгликдан ашцлакади, бунда I — маятникнинг келтирилган узунли- 

ги, g — огирлик кучи тезланиши. Бу тенгликни g га нисбатан ечиб,

ё = 4 п Ч / Т *  ( * )
ни ^осил киламиз.

С )  фо'рмуладан Ер сиртининг турли нуцталарида сгирлик кучи тезланишини хи- 
соблаш учун фойдаланилади, бунинг учун бу нукталарда маятникнинг келтирилган 
узунлиги I ва унинг тебраниш даври Т  улчанаДи- Улчашлар натижасида I ва Т  
учун ^уйидаги та^рибий кийматлар олинган булсин: /0 =  50,00 см; Г 0 =  1,4196 с. 
Шунингдек, абсолют хатоликнинг чегаралари маълум деб фараз ^иламиз: Д/ = 0,01 ва 
Д г  == 0 ,0001. (* )  формула буйича g  огирлик кучи тезланишини ва g  нинг топил- 
ган цийматипинг абсолют ва нисбий хатоликлари чегарасини з^исоблаш талаб кили- 
нади. .

Е  ч и л и ш и . Хатоликларни аниклашда (*) формулада п  соннинг я 0 так,рибии 
^ийматини олишга турри келишини хисобга олиш лозим. Бу сонни 0,0001 гача ани^- 
ликда оламиз, яъни л » л „  =  3,1416, Д „  =  0,0001 деймиз. У  ^олда (18) еэ (17) 
формулаларга к̂ /ра ^уйидагини };осил циламиз:

6 g ‘= A 'lng = / ( 1п § ) я 1я =  я , • Дл +  I ( l n S)/ / я =  я , • А/ + ( ( 1п ^ ) г / я = я „  X  
1 = 1* I =  U 1°г«=г. Т = Т ,  Т =  т0

2 ~Д_ "Д, 2~АТ 2 . 0,0001 0,01 2 -0,0001
У Д ______ 5 ,  ------- - — ---------------- 4 . -------------1- ----------------  яг 0,00040,
Х Д г ~  л 0 +  /„ +  То 13.1416 +  50 ^  1,4196

яъни нисбий хатолик чегараси 0,040 % га тенг.
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Энди (*) формула буйича g  нинг та^рибий циймати булган
4-(3 ,1416)2-50,00 с , ,

g 0 — ------------ ------------  =  979,5 см/с2
но _  (1 .4196)2

катталикни топамиз. Сунгра Ag =  g 0 6g =  979,50-0,00040 ~  0,4 см/с2 булгани учун 
узил-кесил цуйидагига эгамиз: g  =  9 79 ,5  ±  0 ,4  см/с2.

Пировардида тацрибий хисоблашларнинг баъзи цоидаларини куриб 
чикамиз. Улар (17) ва (18) формулалардан натижа сифатида хосил 
булади.

х ва у  мусбат хатоликларни улчаш ёки хисоблаш натижасида аб
солют хатоликлари чегаралари мос равишда А^ ва А у булган х0 ва 
у0 тацрибий ^ийматлар олинган булсин.

1) Агар z = x - \ - y  булса, у холда (17) формуладан фойдаланиб,

A z =  А *  +  А у

ни топамиз, чунки —  =  1 ва — =  1.
дх  ду

Шундай ^илиб, йитнди абсолют хатолигининг чегараси куши- 
лувчилар абсолют хатоликларининг чегаралари йигиндисига тенг.

2) Агар z =  х  — у  булса, у хрлда

A z  — А +  А

dz __ j

ду ~

А / = ------1------ =  6 4- б„
Уо

д г  . д г  , I д г  I .чунки —  =  1, —  =  — 1 ва —  = 1, 
дх  ду  I дх  1

Шундай ^илиб, айирма абсолют  хатолигининг чегараси кама- 
ювчи ва айрилувчи абсолют хатоликларининг чегаралари йигиндисига 
т енг.

3) Агар z — ху  булса, у холда In z — In х  +  In у, шунинг учун 
Д ,  д ,

х  I
Уп_

{18) формулага кура
"6 = "в +6" .2 X 1 у  #

яъни к^пайтма нисбий хатолигининг чегараси купайтувчилар нио
бий хатоликларининг чегаралари йигиндисига тенг.

4) агар 2 =  xly  булса, у холда ю^оридагига ухшаш

ни хосил килищ осон, яъни булинм а нисбий хатолигининг чегараси 
булинувчи ва булувчи нисбий хатоликларининг чегаралари йигинди
сига тенг.

5-§. м у р а к к а б  в а  о ш к о р м а с  ф у н к ц и я л а р н и  д и ф ф е р е н ц и а л л а ш

1. Мураккаб функцияларни дифференциаллаш. Икки узгарувчининг 
z — f  (х, у) функцияси берилган, шу билан бирга бу функциянинг 
аргументлари битта t узгарувчининг функциялари булсин: x — x(t),

24

=  y(t). У холда 2 битта t узгарувчининг мураккаб функцияси бу- 
дг дг ------- —„„опапни уямля ва хосилаларниd z  о UUлади. —  ва —  хусусий хосилаларни хам да —— ва —  ^осилаларни 

"  ^  дх  ду  a t  dt
билган холда бу мураккаб функциянинг —  ^осиласини топиш масала-

dt

сини цуямиз. Бу масалани ечишда x — x(t)  ва у  =  у  (t) функциялар 
t ну^тада ^осилаларга эга, икки узгарувчининг г =  f(x , у) функцияси 
эса" мос (х, у) нуцтада дифференциалланувчи деб фараз ^иламиз.

t эркли узгарувчи A t орттирма олеин, у холда х в а  у  узгарувчи- 
лар мос равишда Ал: ва А у  орттирмалар, г функция эса A z орттир
ма олади. z функция фаразга кура дифференциалланувчи булгани 
учун унинг А 2 тула орттирмасини ушбу куринишда ёзиш мумкин:

А г = ^ - А х  +  д± А у + а > ( А х ,  Ау), (19)

шу билан бирга =  0, бу ерда Р =  у  А л:2 +  А у2. (19) тенглик-

нинг иккала ^исмини A t га булиб ва A t-+0 да лимнтга утиб, 1̂уйи- 
дагини хосил ^иламиз:*

lim ^ i = — .lim  — - f^ - lim  ~  +  lim 
A t-+ o A t  j д х  д A t dy  a  <-> о A t

CD
д t-* o A t

(20)

Агар бу тенгликнинг унг томонида турган лимитларнинг хар би- 
ри мавжуд булса, у холда шу тенгликнинг чап томонида турган ли

мит хам, яъни —  хосила хам мавжуд булади. Биро^ lim ~  dt A t^ o A t dt

ва lim b y  ^ d y  фаразга Kyna мавжуд. Энди 
Д t-*o A t dt

lim _®. =  п т  f - . - P - )  =  lim —  . lim -H-
Д /->0 Д / д t-+ 0 \ p A t )  Д p Д M  A t

ни топамиз. Аввал иккинчи лимитни ^араймиз:

lim f  = lim Y H ± S =  lim , / М Ш .  ] / Ш + Ш -  
4 / e o A i  д/-»о A t  A t - > o y  \ A t j  \At )  V  \dt I  \ & )

dx du _— ва хосилалар мавжуд булгани учун бу лимит мавжуд.

д1™  ни топишдан олдин А -̂>0 булганда р -̂ -0 булишини гхам ай-

тиб утамиз**. Биро^ у ^олда lim — =  lim —  =  0 ва, демак,
д /->о р р^О р

дгдг
дх

д г—  хусусий ^осилалар A t га богли^ булмагани учун уларни лимит бел- 

гисидан ташцарига чи^ариш мумкин.

* *  Х ак;ицатан з̂ ам, р =  У  А х 2 +  А у 2, х  ва у  дифференциалланувчи ва, де- 
мак, узлуксиз булгани учун А *->-0 да Ал:->-0 ва Ау->-0 (яъни р—>-0).
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* 0.
A t-+o A t V  \ d t) \dt )

Буни хисобга олиб, (20) формулани ушбу куринишда ёзиш мумкин: 
dz д г  dx . д г  dy
dt дх dt ду dt

(21)

dz
1 - м и с о л .  Агар; г —ху , x  — s'mt, y  =  t2 булса, —  з^осилани топинг. 

Е ч и л и ш и .  (21) формула дан фойдаланиб, цуйидагини з^осил циламиз:

■ f:=  (*у )'х <sinо ' +'d t

х у \пх ( f1)̂  =  y x y ~ l c o s t  - j - ^ l n ^ f  =  *2 (sin<) 1 cos ? -h 
+  2 1 (sin t)*2 In sin t =  t (sin t)t% — 1 ( t c o s t  +  2 sin M n  s in i) .

Энди у  ~='y (x) булган шартда z =  / (x, у) функцияни ^араймиз. 
Бу ерда z узгарувчи би/гта л: узгарувчининг функцияси: z =  f(x , 
у (х )) .  Бу хол ю^орида курилган ^олга келтирилади, шу билан бир
га бу ерда t узгарувчи ролини х  бажаради. (21) форму лага кура:

dz  __dz dx  ^  dz dy  ^

dx дх  dx ду  dx
dx

Бирси̂  —  =  1, шу сабабли
dx

—  S3 —  J —  , ^ У
dx дх  ду  dx (22)

Бу фэрмуланинг Тунг ва чап томонларида г  нинг х буйича хосилалари 
турибди. Улардан бири —  — икки узгарувчининг функцияси z =  f(xy)

нинг хусусий ^осиласи, у аргумент х  га богли^ эмас деган фа-
разда топилади. Ундан фарцли уларо^ (22) формуланинг унг томони- 

dz  „
да турган —  ^осила бир узгарувчи z — f{x , у  (.х) )  мураккаб функ-dx
циясининг хрсиласидир. Бу хосилани биз тула хосила деб атаймиз.

Энди z = f ( x ,  у) функция берилган, шу билан бирга х  =  х(и, и) 
ва у — у (и, v) деб фараз 1̂иламиз, у ^олда г иккита эркли узгарувчи

dzи ва v нинг мураккаб функ иясидир. Бу мураккаб функциянинг —
дидг

ва — хусусии ^осилаларини топамиз.

дг дх  ди  „
— , —  ва — хусусии хосилалар г, х  ва и битта и узгарувчи- ди ди ди

нинг функциялари деб ^аралиб топилади. Биро^ у х о л д а  (21) форму- 
____  dz dx  dy  _______________ dz дх  ду
лада —  ва —  хосилалар ии мос —. — ва — хусусий хосила 

dt dt dt ди  ди ди
лар билан алмаштириб, шу формуладан фойдаланиш мумкин:
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дг  дх  дг_^ду^ 
дх  ди ду ди

Шунга -ухшаш' ифодани —  учун хам хссил килиш мумкин:

____: _j_ дг_'ду_ _
дх  до  ' ду  dv

(23)

(23')

дг_ _ 
ди

дг_

ди
д г  д г  дх  

ди

О ли н ган  бу натижалар исталган чекли сондаги аргументларнинг 
м ураккаб]. функцияси учун умумлаштирилиши мумкин. Масалан, уч 
узгар увчи н и н г и — F  (х, у, г) функцияси учун:

du _ _ d F  dx ,d F _  dŷ  dF_ dz ,гм у

dt dx  dt dy dt dz dt ’

бу ерда x =  x (О, У — У (0, z =  z (t). 
х

2- мисол. г =  a r c tg —  функция

д г  д г  и  — v 

du ^  dv и 2 +  v2 

муносабатни каноатлантиришига ишонч хосил дилинг, бу ерда 
Х = и - f t ) ,  у  =  и  —  V.

dz дг
Е ч и л и ш и .  —  ва — ни топамиз: 

ди dv
д г  дг  д х  д г  д у  (  1 х \ ’ , , /  , / , /  (* /У )х , ,

+  =  arctg—  {u +  v) +  arctg —  (u — v) = — - —  - 1+  
ди дх  ди  ду  ди  \ у  х и \ у  у и 1 +  х"/у2

(х/у)у__ } _  '/У
+  1 +  х2/у 2 ~  1 +

+
-х/у2

1 +  х гу2

У — х

х2 +  у2

дг д г  дх  дУ 
dv дх  dv ' dy dv

X 1 +
Энди куйидагига эгамиз:

(arctg

у 1 I -х1у°"

11у
(и +  v) +  (arctg ]  (и i>)o j  +  хуу2  X  Е

1 +  х21 у 2
■( - ! )  =

У ]у  
У +  х

' — х  у +  х
"Т*'

dz д г

7и +  & > ~  х 2 +  у2 ‘ х2 +  у2 
2 ( и —  v)

х 2 4- У2 

2 у  2 (и — у)

х 2 +  у2 (и - f  v)2+ ( u —v)* 

и —V
2 (u2 +  i>2) и2 +  ч2

Ана шуни исботлаш талаб ^илингам эди.

2. Тула дифференциал формасинкнг инвариантлиги. Маълумки, бир 
узгарувчи у — f  (х) функциясининг дифференциали формаси инвари- 
антдир. Бу деган суз, дифференциал унинг dy  =  f ( x )  dx ифодаси х  
эркли узгарувчи ёки бирор t узгарувчининг д: =  <р (/) функцияси бу- 
лишидан катъи назар тугрилигича колади (VI бсб, 3- §, 4- пункт).

Бир неча узгарувчининг u = f ( x ,  у, г, . . . ,  t) функцияси учун шун
га ухшаш даъво уринлидир: п та узгарувчи и =  f (х, у, г ............t)
функциясининг
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, ди  , . ди  , , ди , , , ди ,,du =  —dx +  - d y  +  — dz +  . . . + — dt 
дх  ду  д г  dt

тула дифференциали х, у, . . .  t эркли узгарувчилар ёки бош^а узга- 
рувчиларнинг функциялари булишидан цатъи назар уз формасини 
сацлайди.

Биз бу даъвони икки узгарувчи z = f ( x ,  у) функцияси учун ис- 
ботлаш билан чекланамиз. Маълумки, х  ва у  эркли узгарувчилар 
булса, у ^олда тула дифференциал

dz =  — dx +  — dy 
д х  ду

куринишда булади. Дифференциалнинг бу фэрмаси х  ва у  янги уз- 
гарувчиларнинг х  — х(и, v), у — у  (и, v) функциялари булган ^олда 
з̂ ам са^ланишини курсагамиз. Бу ^олда z  янги и ва v узгарувчйлар- 
нинг мураккаб функциясига айланади. Бу мураккаб функциянинг диф
ференциали

dz =  — du +  —dv
ди ди

формула билан ифодаланади. Биро^ (23) ва (23') формулаларга кура:
дг  __ дг  <9* , дг ду д г __дг дх  , дг  ду

ди дх ди ду ди  ’ dv дх  dv ' ду до
Демак,

dz ==/ * 1а* +  а1>Э|,\ l^ .d x  +  t M d v  =  ^ . d u  +  d̂ . d̂ .d v  +
\дх ди ду  ди ) \дх dv dy  ди ) дх  ди  дх  ди

+  dJ . . dJLdu +  * l .  dJLdv ^ { ^ d u  +  - ^  +  - ( ^ d u  +  dM v‘ Л.1 Я,. Я., я.. - 1 1 - 1 - ^, « v --------I ----и и  -1-------- UU 1-1------- I ——
ду  ди  ду  dv дх  \ди ди )  ду \ди

дг 1 , д г  ,=  ~ dx-\ -----dy,
дх ду

чунки

— du +  — dv =  dx, — du +  ^  dv =  dy. 
du dv du dv

Демак, dz тула дифференциал dz — — dx +  — dy  и (Jo да x  ва у  янги
dx dy

узгарувчнларнинг функциялари булган холда >;ам уз формасини узгар- 
тирмайди.

3. Ошкормас функциялар ва уларни дифференциаллаш. Ушбу

2 у — х2 — 1= 0  (25)

тенглама берилган булсин. Унда х  нинг хар бир ха^и^ий ^ийматига 
у  нинг ягона мусбат циймати мос келадики, агар х  ва у  нинг бу ций- 
матларини (25) тенгламага ^уйиладиган булса, у  холда у айниятга 
айланади. Масалан, х  =  0 ^ийматга у  =  0 ^иймат мос келади, чунки 
х  ва у  нинг бу ^ийматларини (25) тенгламага к;уйсак, 2° — О2 —
— 1 = 0  айниятни ^осил ^иламиз. Шунга ухшаш, х — 1 цийматга у —
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___ 1 р̂ иймат, х  =  2 кийматга у  =  log25 ^иймат мос келади ва х;оказо. 
Кош^ача а1°1ТГанДа> (25) тенглама ор^али функция берилган, унинг 
аникланиш со^аси бутун сон уци, едйматлар туплами эса барча ман- 
Айймас сонлар тупламидир. Бу функция ошкормас функция дейилади.

умумий холда
F ( x , y ) =  0 (26)

т е н г л а м а  берилган булсин, бу ерда F  (х, у) — икки узгарувчининг 
ф у н к ц и я с и . Агар х  нинг бирор М (х £ М) тупламга тегишли х;ар бир 
кийматига у  нинг ягона ^иймати мос келиб, х  билан биргаликда (26) 
тенгламани ^аноатлантирса, у холда бу тенглама М тупламда у  =  у(х) 
ошкормас функцияни анш^лайди деб гапирилади.

Шундай ^илиб, (26) тенглама билан ани^ланган у  =  ф (х) ошкор
мас функция учун бу функциянинг аникланиш сохаси М  даги барча 
х лар учун тугри булган

F[x , ф (*)] =  0
айният уринлидир.

Ошкормас функциядан фар^ли уларо^, у  га нисбатан ечиладиган 
тенглама билан берилган y =  f {x) функция оилкор функция деб ата
лади.

Ю^орида курилган мисолга кайтайлик. (25) тенгламани у  га нис
батан ечиш мумкин:

у  =  log3 (х2 +  1). (25')
Бу — ошкор функциядир. Шу билан бир ва^тда у ю^орида илгари
(25) тенглама билан берилган ошкормас функциянинг худди узидир. 
У (25) тенгламани айнан цаноатлантиради. Да^ицатан ^ам, (25) муно- 
сабатда у  нинг урнига унинг (25') формуладаги ифодасини ^уйсак, 
цуйндагини ^осил циламиз:

21ог?2 (хг+Х) — х 2 -  1 =  х2 + 1  — *2 -  1 =  0.
Баъзи ^олларда хар бир х £ М  цийматга у  нинг бир неча к;иймати 

мос келади ва улар шу л: билан биргаликда (26) тенгламани ^аноат- 
лантиради. У ^олда бу тенглама бир эмас, балки бир нечта ошкормас 
функцияни ани^лайди. Масалан, х2 +  у2 — 1 =  0 тенглама иккита ош
кормас функцияни аниклайди, уларни х2 +  у2 — 1 =  0 тенгламани у 
га нисбатан ечиб, ^уйидагича ошкор куринишда ёзиш мумкин:

У =  У  \ — х2, у  =  — У 1 — X2.
Бир01̂ ^ар ^андай ошкормас функцияни ошкор элементар функция 

куринишда ифодалаш мумкин деб уйлаш мумкин эмас, масалан,

2у- 2 у  +  х 2 -  1 =0
тенглама у  ошкормас функцияни аниклайди, чунки х  ва у  нинг бу 
тенгламани ^аноатлантирадиган ^ийматлари жуфтлари мавжуд (масалан, 
Jc = 0, у  =  0, х =  \, у  = 1 ва хоказо). Биро^ бу тенгламани у  функ
ция х аргументнинг элементар функциялари орцали ифодаланадиган 
^илиб, у  га нисбатан ечиб булмайди.
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6- §. СКАЛЯР МАЙДОН
F (x ,y ) = 0  куринишдаги хар цандай тенглама хам ошкормас функ- 

цияни беравермайди. Масалан, х2 у2 +  1 == 0 тенгламани х  ва у  нинг 
^еч ^андай ха^и^ий ^ийматлари ^аноатлантирмайди ва демак, у хеч 
Хандай ошкормас функцияни аницламайди.

F (x ,y )  = 0  тенглама ягона у  ошкормас функцияни ’'аниклаши учун 
F  (х, у) функция кандай шартларни каноатлантириши керак? Бу савол- 
га ушбу ошкормас функциянинг мавжудлик теоремаси жавоб беради.

Агар F  (х, у) функция ва унинг F'x (х, у), F y (х, у) хусусий хосила- 
лари Р 0 (х0, у0) нуктанинг бирор атрофида ашщланган ва узлуксиз, 
шу билан бирга F  (х0, у0) =  0 ва F' (х0, у0) Ф  0 булса, у холда F  (х, у )—О 
тенглама Р0(х0; у0) нуктанинг бирор атрофида у  — у (х )  ягона ош
кормас функцияни аницлайди ва бу  функция х0 нуцтани у з ичига 
олган бирор оралицда узлуксиз, дифференциалланувчи, шу билан 
бирга* у  (х0)  =  у0 булади.

Бу теоремани исботсиз к,абул киламиз.
Энди ошкормас функцияни дифференциаллаш масаласига утамиз.

(26) тенгламанинг чап кисми теоремадаги шартларни каноатлантирсин. 
У холда бу тенглама у — у(х) ошкормас функцияни аниклайди ва бу 
функция учун Р 0 (х0] г/0) нуктанинг атрофида х  га нисбатан F  (х, у(х)) =0 
айният уринли булади.

Айнан нолга тенг функциянинг хрсиласи хам нслга тенг булган-
dFлиги учун тула х°сила хам нолга тенг: — = 0. Бирох (22) муносабат-
dx

d F  d F  , d F  dy  .  dF  , dF  dy n .га асосан — = — 4- — • — ва шу сабаоли — 4------ = 0, бундан
dx dx ^  dy dx  ' d x  ~  dy dx

d F
dy  _____ dx

dx ~  d F -
ду

Бу формула орхали ошкормас функциянинг (битта узгарувчи ошкор
мас функциясининг) >рсиласи топилади.

Мисол. х 2 — 2х  +  3У2 +  ху  —  1 = 0  тенглама билан берилган у  ошкормас функ
циянинг ^осиласини топинг ва унинг Р  ( 2 ; — 1) нуцтадаги ^осиласини топинг.

Е ч и л и ш и .  F  ( х, у) =  х2 —- 2х +  Зу'2 +  хп —  1 белгилаш киритамиз. У  ^олда 
d F  dF
—  =  2 х —  2 -J- у , —  = 6 у 4 -  х . Демак, (27) формулага асосан 
дх  dy

dy  d F /д х  ^  2х —  2 +  у 

dx d F /d y  &у +  х
Хусусан, Р  (2 ; — 1) нуь;тада

(27)

( = 2
/=-1

2.2 — 2— 1 1 
‘ б.(— 1) +  2 ~ 4 '

*Геометрик ну^таи назардан бу F  (х, у) =  0 тенглама билан аник,ланган эгри 
чизиц (х0\у0) нуктанинг атрофида узлуксиз ва дифференциалланувчи у — у (х) 
функциянинг графиги булишини билдиради.
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I, Скаляр майдон ва унинг геометрик тасвирланиши. Фазонинг хар 
6 т  Р  нуктасига бирор и скаляр катталикнинг сон ций’мати мос ке
ладиган к;исми (ёки бирор бутун фазонинг узи) скаляр майдон  деб
аталади. ^

Масалан, хаР бир нухтасига зичликнинг таиин бир ^иимати мос 
келадиган жисмни скаляр майдон сифатида карат мумкин. Берилган 
>кисмда температура таксимоти майдони, электр потенциалининг тац- 
симот майдони ва хрказолар хам скаляр майдонларга дойр мисолдир. 
Барча хрлларда хам и скаляр катталик вактга борлих булмасдан, 
балки Р  нуктанинг фазодаги вазиятига борлих деб фараз ^иламиз. 
Бош^ача айтганда и катталик Р  нуктанинг функцияси, яъни и =  F  (Р) 
деб кара лад и. Бу функция майдон функцияси деб аталади. Агар 
фазода О х у  г координаталар системаси киритилса, у холда Р  ну^та 
бу системада тайин х, у, г координаталарга эга булади ва и скаляр 
катталик бу координаталарнинг функциясига айланади:

u =  F (P ) — F  (х, у, г).
Аксинча, уч узгарувчининг и — F  (х, у, 2) функцияси бирор скаляр 

майдонни беради.
Скаляр майдонлар купинча геометрик нухтаи назардан сатх сирт- 

лари ёрдамида тасвирланади. Скаляр майдоннинг сагщ  сирти (ёки 
эквипотенциал сирти) деб, фазонинг и — F (х, у, г) майдон функция
си бир хил С ^ийматга эга буладиган барча нукталари тупламига 
айтилади.

Сатх сирти тенгламаси
F  (х, y ,z )  — C

куринишига эга. С га турли цийматлар берсак, сатх сиртлари оиласи- 
ни хосил киламиз.

Масалан, майдон и — х2 +  у2 +  г2 функция билан берилган бул
син, у холда маркази координаталар бошида булган х2 +  у2 +  г2 =  С 
сфералар сатх сиртлари булади.

Агар скаляр майдон фазонинг бирор цисмида температуранинг 
тахсимот майдонидан иборат булса, у холда бу майдоннинг сатх сирт
лари изометрик сиртлар деб аталадиган сиртлар, яъни хар бирида 
температура доимий булган сиртлар булади.

Фазодаги скаляр майдонлар билан бир хаторда ясси скаляр май
донлар хам харалади. Ясси скаляр майдон текисликнинг хар бир Р  
нухтасига г скаляр катталикнинг сон ^иймати мос келадиган хисми 
(ёки бутун текисликнинг узи) сифатида ани^ланади. Ясси скаляр майдон 
функцияси икки узгарувчига борлиц: 2 — f(x , у).

Ясси скаляр майдонлар геометрик нухтаи назардан сат\ чизицлари 
билан тасвирланади. Сатх ч и зи р и  текисликнинг ясси скаляр майдон 
функцияси бир хил хийматга эга буладиган барча нухталари туплами 
сифатида ани^ланади. Ясси скаляр майдоннинг сатх чизиклари

f (x ,  У) =  С 
куринишда булади, бу ерда С — узгармас.
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Масалан, z =  х2 — у2 функ
ция билан берилган ясси скаляр 
майдон учун сат^ чизиклари х2~~ 
— г/2 =  С тенг томонли гипербола- 
лар булади (11-раем). С — О бул- 
ганда: х2 — у2 =0  ёки (х — у) х  
X (х +  У) =  0- Бу эса гипербола- 
ларнинг х — у  =  0 ва х + У =0 
асимптоталари (координата бур- 
чакларининг биссектрисалари) 
хам ̂ аралаётган майдоннинг сат.х; 
чизиклари ^аторига киришини 
билдиради.

2. Йуналиш буйича ^осила. 
Скаляр майдоннинг и =  F  (х, у, 
г) дифференциалланувчи функ

цияси берилган булсин. Бу майдоннинг Р (х , у, г) нуктасини ва Р 
ну^тадан

1 = c o s a - i  +  cosj3-j - f  cosy-k

бирлик вектор йуналишида чикувчи / нурни ^араймиз, бу ерда а, р ва 
у — шу векторнинг координата у^лари билан ташкил к;илган бурчак- 
лари.

Р х (х, +  А х, у  +  А у, z 4- Д г) — бу нурнинг бонща бирор нуктаси 
булсин. Скаляр майдон и функциясининг Р  ва Рх ну^талардаги и;ий- 
матлари айирмасини бу функциянинг / йуналиш буйича орттирмаси 
деб атаймиз ва А, и билан белгилаймиз. У холда А; и =  F  (х +  Дх, 
г/+ А у, z +  А г) — F  (х, у, z). Р  ва Р 1 ну^талар орасидаги масофани 
А/ ор^али белгилаймиз: А I =  Р  P v

lim —  лимит и =  F  (х, y ,z) функциянинг Р нуц.тадаги I йуна- 
д/_>.0 АI

лиш буйича хрсиласи деб аталади.
и функциянинг / йуналиш буйича ^осиласи ~  символи билан 

белгиланади. Шундай цит б,
д1

— =  lim — . 
д1 д/-»о А1

(28)

Агар и функциянинг P (x ,y ,z )  ну^тадаги берилган / йуналиш буйича 
хосиласи мусбат булса, у ^олда бу йуналишда и функция усишини,
агар — < 0  булса, у холда и функция / йуналишда камайишини 

д1
айтиб утамиз.

Айтиш мумкинки, / йуналиш буйича хосила и функциянинг бу  
йуналишда узгариш тезлигини беради.

Йуналиш буйича ^осилани хисоблаш формуласини келтириб чика- 
рамиз. Энг аввало Р  ну^та координаталарининг Ах, А у  ва Аг орттирма- 
лари Р г Р — А / кесма узунлиги хамда 1 векторнинг йуналтирувчи
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косинуслари билан ушбу муноса- 
батлар орцали богланганлигини 
айтиб утамиз ( 12- раем): 

д  х =  A I cos а ; А у — AI cos 0;
A 2 =  А / cos у. (29)

и функция шартга кура диф
ференциалланувчи булгани учун 
унинг Р (х ; у, г) ну^тадаги А и 
орттирмасини

А и — F'x (х, у, г) А х  +
+ F y  (х,у, г) Ау +

+  F z (х, у, 2) Дг +  со (30) 
куринишда ифодалаш мумкин, 12- раем
шу билан бирга со ифода нолга

р =  V  Д *2+  A y2jr  A z2ra Караганда тезроц интилади, яъни Пш м-  = 0
[(10) формулага царанг].

Агар функциянинг^/ вектор йуналяшя буйича нур буйлаб орттир
масини ^араладиган булса, у холда Au =  At u, р =  А I, Ах, А у  ва Дг 
эса (29) формулалар билан ифэдаланади. У холда (30) тенглик ушбу 
куринишни олади:

^iu =  ^х (х> У>z) A /cos а  +  F'y (х, у, z) A I cos §-\- F  'z (х, y ,z) A I cos у +  со.

Бу тенгликнинг иккала ^исмини А / га буляб ва А /->0 да лимитга 
утсак, куйндагини хосил циламиз:

f l  =  д^о а Т =  2 5 , [F* (Х’ У’ г) cos *  +  Ру (х ’ У' г>cos р ;+
+  F ’z (х, у, г) cos Y] lim — .

д*->о At
Биро^ Fx (x ,y ,z ), Fy (x, у, г); F'z (x, у, z) ва йуналтирувчи косинуслар

0 булгани учунАI га боглих эмас хамда 

ди

lim — 
д/-»о At

-- lim — 
р->0 р

~ = F ’X (X, у, 2) cos а  +  F ’y (х, у, z) cos p +  F'z (х, у, z) cos у. (31)

(31) формуладан куриниб турибдики, агар 1 вектор i, j  ёки к орт- 
лардан бири билан устма-уст тушеа, у ^олда и нинг / йуналиш буйи
ча хосиласи бу функциянинг мос хусусий х°силаси билан бир хил 
булади. Масалан, 1 = i  булса, у холда cosсс =  1, cos|3 = 0 ,  cosy = 0  
ва, демак, ~  =  F'x (x, у, г).

Р с Л 'МИС? ? ' и =  х 2 ~  2хг, +  У2 Функциянинг Р, (1,2, —  1) нуктадаги Р 1 нуктада» 
2 нуцта томон иуналиш буиича ^осиласини топинг.

Е ч и л и ш и .  Р\ Р2 векторни ва унга мос бирлик вехторни топамиз: 

р 1 р 2 =  (2 — 1) i +  (4 — 2) j  +  ( — з  +  1) k =  i - f-2 j —  2k 
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Р А  _  » +  2j - 2k 

| Р Л 1 У  l2 + 22 +  г - 2 )>

. J L i + a j - l k .
1 3 3 з

Шундай к,илиб, 1 вектор ушбу йуналтирувчи косинусларга эга: 
cos а  =  1/3; cos (5 =  2/3; cos у  =  — 2/3.

Энди и =  х1 —  2хг +  у2 функциянинг хусусий ^осилаларини топамиз;

^ = (х 2-2хг+ у°)'х ==2х-2г; j
дх я

— = (х2 — 2лгг + t/2)̂  = — 2х 
дг

(х2 — 2хг +  у2)'у =  2у;

Уларнинг P i(U  2 , - 1 )  нуцтадаги цийматларини топамиз: 

д и ' 4
2 Зг />,

: - 2дс I = —2.
—  I =  (2х — 2г) I = 4 ; F I  = 2 </ 
f o l p ,  J x = i  d y \ p t

г =  — 1

Хусусий хосилалар ва йуналтирувчи косинусларнинг топилган ^ийматларини (31) 
формулага к,уйиб, изланаётган ^осилани топамиз:

ди  1 2 / 2 \ 16

а/
= 4- — + 4- — + (— 2)

13- расм

Агар скаляр майдон ясси май- 
дон булса, у холда майдон функ
цияси ю^орида айтиб утилганидек, 
икки узгарувчига богли^: z —f  (х , у).
1 вектор бу холда Оху текис- 
ликда ётади (яъни cos у =  0) ва, 
демак, 1 = icosoc +  j  cos|3 ёки 1 =  
= ic o s a  +  j  sin а , чунки cos p =  sina 
(13-расмга царанг). Йуналиш бу
йича ^осила учун (31) формула яс
си скаляр майдон булган холда уш
бу куринишни олади:

(32)§1 =  f  (х , у) cos a  +  fy (х, у) sin a
л< хо:

2-мисол. z = l n ( x  +  2у) функциянинг у  =  х2/2  параболага тегишли ( 1; 1/2)
нук;тасидаги бу параболага уринма йуналиши буйича ^осиласини топинг.

Е ч и л и ш и .  / (л:, у) =  In (х  +  2у) функциянинг хусусий ^осилаларини топамиз:

Уларнинг P j  (1,1/2) нуцтадаги цийматларини топамиз:
1 1 • . . . .

^(1; 1/2)
1+2-Т

2 ’ f y { 1; 1/2) -  ! + 2 . 1/2
= 1.

z
(32) формулага кирувчи cos а  ва s i n a  нинг цийматларини топиш учун P j ( 1; 1/2) 

иуцтадаги уринманинг бурчак коэффициентини топамиз:/v2 ' | |

тПундай к,илиб, tg a  =  1, бу ердан бурчак а  нинг иккита цийматини ^осил ^иламиз: 
у -45° ва а 2 =  225°; булар уринманинг иккита царама- царши йуналишларига

мос келади. =  45° булганда cos a x =  cos 45° =  "]Х2/2; sin a  =  sin 45° 
Демак, (32) формулага асосан

ди  1
+ 1-

У  2/2.

д1
У 2 

2
У 2 

2
ЗУ2

=  225° булганда, юкоридаги ухшаш, ~  ■

‘ 4 

ЗУ2-ни ^осил циламив.

3. Градиент. Скаляр майдонларни урганишда и =  F  (х, у , z) функ
ция билан бир цаторда бу функция билан узвий боглиц вектор — скаляр 
майдон градиента хам царалади.

и =  F  (х, у, z) дифференциалланувчи функциянинг Р (х, у, г) ну^та- 
даги градиенти  деб,

К  (х, У, z) i +  Fy (х, у , z) j  +  F'z (х, у, z) к

векторга айтилади.
u = F ( x ,  у , z) функциянинг градиентини gradF (х, у, z), gradf(P ),  

grad и символларидан бири билан белгилаймиз. Демак, таърифга кура
grad F  (х, у, г) =  F'x (х, у, z) i +  Fy (х, у, г) j +  F ;  (х, у, г) к (33) 

ёки кис^ача ёзилса,
, ди . . ди . . ди . grad и = — 1 +  — j +  — к. ад: ау дг (33')

Шундай к;илиб, и =  F  (х, у, z) дифференциалланувчи функция билан 
берилган скаляр майдоннинг хар бир Р (х, у, z) ну^тасига фа^ат бу 
функциянинг ^ийматигина мос келиб ^олмасдан, балки тула ани^лан- 
ган grad F  (Р) вектор ^ам мос келади.

1-мисол. и =  х2 -\ -2у 2 — г2 — 5 функциянинг Р „ ( 2 ; — 1; 1) нуцтадаги градиен
тини топинг.

Е ч и л и ш и .  F  (х, у, г) =  х3 +  2 у2 — г2 —  5 белгилаш киритиб, F  (дг, у, г) =  

— 2х\ Fy (х, у, г) =  4у ; F z {х, у, г) =  — 2г ни топамиз. Сунгра [(33) формулага асо

сан: grad и (Р„) =  F ’x (2, -  1,1) i +  F'u (2, -  1,1) J +  f\  (2, -  1,1) k =  4 1 - 4 j - 2 k .  

u =  F  (x, у, z) функциянинг берилган ну^тадаги градиенти ва шу
ну^тадаги йуналиш буйича— хоеила орасидаги богланиш мавжуд бу- 

д1
либ, у ушбу теорема ор^али ани^ланади.

Теорема, grad и векторнинг 1 =  i cos а  +  j  cos р +  k cos у бирлик 
векторга проекцияси и функциянинг L йуналиш буйича \осиласига 
тенг:

np,grad « =  ^ -  (34)
о1

И с б о т  и. и =  F  (х, у, г) берилган булсин. Векторлар алгебраси- 
Дан маълумки, бирор векторнинг бцрлик векторга проекцияси бу век- 
торларнинг скаляр купайтмасига тенг [II боб (74') формулага царанг]. 
Биро^
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grad u =  F'x (.x , у, г) i +  F y (x, у, z) j  +  F z (x, y, z) k.

Шунинг учун
npz grad и =  grad и • 1 =  F'x (x, y, z) cos a  +  F'y (x, y, z) cos P +

+  К  (x, y, z) cos y =  j L-

[(31) формулага царанг], ана шуни исботлаш талаб цилинган эди.
Йуналиш буйича х.осила — берилган и — F  (х, у, г) скаляр майдон- 

dl
нинг шу йуналиш буйича узгариш тезлигини ифодалашини з^исобга 
олиб, бундай айтиш мумкин: grad и нинг 1 векторга проекцияси и =  
=  F  (х, у, z) майдоннинг 1 вектор йуналишида узгариш тезлигига
тенг.1 бирлик вектор ва grad и орасидаги бурчакни <р орхали белгилай- 
миз. У холда прг grad и =  \ grad и |-cos ср. Шунинг учун (34) формула
га асосан:

— =  I grad и | cos ф. 
01 1

(35)
01

Агар 1 е э  grad и векторларнинг йуналишлари бир хил булса (ф =  0), 
у з о̂лда йуналиш буйича хосила, равшанки, | grad и | га тенг энг

катта ^ийматга эга булади.
Шундай цилиб, биз уш

бу хулосага келамиз: grad и 
вектор майдоннинг берил
ган  нуцтадаги энг катта 
усиш йуналишини курса- 
тувчи ва модули б  у  $сиш 
тезлигига тенг булган век- 
тордир.

Бундам келиб чи^адуки, 
скаляр майдсн и =  F  (x,y,z) 
функциясининг grad и век- 

*у тори майдоннинг узи билан 
аницланади ва майдон функ
цияси царалаётган коорди
наталар системасига борлиц 
булмайди.

Берилган Р„ (х0, у0, z0)

f(x ,y ,z)-C , = 0

14- раем* “ X---- ОСри.шст * о V'VU> с/ч- «•

нуктада grad и =  grad F  (х, у, z) нинг ва шу нуцта орцали утувчи 
сат^ сиртининг узаро цандай жойлашишини аницлаймиз. Бу сирт 
тенгламаси ушбу куринишда булсин:

F (х, у , г) =  С0 ёки F {х, у, г) С0 — 0. (36 )

(36) сиртда ётувчи ва Р 0 иуцта орцали утувчи L  эгри чизик; ни 
цараймиз (1 4 -раем). Бу эгри чизиц ушбу тенгламалар билан берил
ган булсин:

36

x =  x(t), I
У =  У( 0 . 
z — z (<), J

*V ерда x(t), y(t), Z(t) лар t нинг дифференциалланувчи функция- 
лари ШУ билан бирга x 0 = x ( t 0), у 0 =  У { t „), z0 =  z{t0) .L  эгри чизиц- 
нинг’ хар  бир нуцтаси х (t), y(t) ва z(i) координаталарга эга булиб, 

лар сатх сиртининг (36) тенгламасини цаноатлантириши лозим, чун
ки I  ЭГРИ ЧЮЩ  бутунлай шу сиртда ётади. Шундай цилиб, ушбу ай- 
ният бажарилиши лозим:

F [x (t) ,  y (t), z (<)] — С0 =  0.
Бу айниятнинг иккала цисмини t буйича дифференциаллаймиз; у 

холда (24) формуладан фойдаланиб ва (С0), =  0 эканлигини з^исобга 
о л и б , куйидагини з̂ осил циламиз:

д/ х '  (*) +  д/ у ' (O +  f f z ' W  = 0.дх  ду d t

Хусусан, t =  t0 булганда:
F'x (*„> уо, г0) х' (/„) +  F'y (х0, у0, г0) у' (t0) +  F'z (xQ, у0, г0) z' (/„) =  0.

Бу тенгликнинг чап ^исми 
grad и (Р0) =  F'x (х0, у0, 20) i +';F'y (х0, у0, z0) j  +  F[ (х0, у0, z0) k

билан L эгри чизшэда уринма буйича йуналган
г' (t0) =  х' (/0) i +  у' (/„) ) +  2' (t0) к

векторнинг скаляр купайтмасицир (VI боб, 5-§,  3- пунктга ^аранг). 
Шундай цилиб,

grad «(/>„)• г' (/„);= 0. (37)

grad и (Р 0) ф  0 деб фараз циламиз. У холда (37) тенгликдан 
grad и (Р0) Еект ор L  эгри чизища Р0 нуктада уринма буйлаб йунал- 
ган г' (t0) векторга перпендикуляр эканлиги келиб чи^ади.

Бу эгри чизиц ихткёрий танланганлиги учун биз ушбу хулосага 
келамиз. Агар скаляр майдон и =  F  (х, у, г) дифференциалланувчи 
Функция билан берилган булса, у хрлда сатх; чизшида ётувчи ва 
р о орхали утувчи эгри чизи^ларга шу Р 0 нукт ада ртказилган бар- 
ча уринмалар  grad/? (P0) вектор нолга тенг булмаган шартда шу 
векторга перпендикуляр булган битта текисликда ётади.

Икки узгарувчининг z =  / (х, у) дифференциалланувчи функцияси 
билан берилган ясси скаляр майдонда градиент

grad f  (х, у) =  /; (х, y ) i  +  fy (х, у) j  (38)

Формула билан ани^ланади. Унинг йуналиш буйича ~  хссила билан 

борланиши ушбу тенглик билан аницланади:
пре grad 2 =  ^  ёки ^  =  jgrad z\ cos ф.
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Бу ерда^ <р — шу 1 бирлик вектор билан grad г орасидаги бурчак . 
Агар майдон z =  f(x , у) дифференциалланувчи функция билан берил - 
ган булса, у холда grad f  (х0, у0) вектор са щ  чизирига Р 0 (х0, у0) ну^ - 
тага утказилган уринмага перпендикуляр булишини курсатиш мумкин .

2 - мисол. г  — х2 у  —  5 у3 функциянинг Р 0 (2 ; 1) ну^тадаги энг катта усиш тез- 
лигини топинг.

Е ч и л и ш и .  Функциянинг энг_ катта усиш тезлиги бу функция градиентининг 
модулига тенг. Топамиз:

grad г  =  ( * 2 у  — 5  у \  \ +  (х2 у  —  Ъ у\ у j  =  2 ху  i +  (х2 — 15 у2) ] .

Ро (2 ; 1) нуктада grad г =  4i —  11 j  булади. Демак, функциянинг энг катта усиш 
тезлиги

Igrad г/ Р0 =  У 4 2 +  ЦТ" =  у Т з Т Г
4. Сиртга утказилган уринма 

текислик ва нормаль. Сирт

F(x, у, z) =  0 (39)

тенглама билан берилган булиб, 
унинг чап ь̂ исми бирор сохада 
дифференциалланувчи функция 
булсин. Бу и = F  (х , у, z) функ
ция скаляр майдонни ани^лай- 
ди ва (39) сирт бу майдон учун 
сатх сиртларидан бири булади.* 
Сиртнинг Р 0 (х0, у0, z0) ну^тасида 
grad F  {х, у, г) нолга тенг булма- 
син. У холда 3- пунктга асосан 
(39) сиртда ётувчи чизи^ларга 
Р 0 нуктада утказилган барча 
уринмалар grad F  (Р0) га пер
пендикуляр булган битта текис- 
ликда ётади. Бу текислик F  (х, 

у, х) =  0 сиртга Р 0 (х0,у 0, г 0) нуктада уринма [текислик деб аталади 
(15- раем).

Бу текислик тенгламасини тузамиз. Изланаётган текислик, рав
шанки, Р 0 (х0, у0, z0) ну^тадан утади, шунинг учун унинг тенгламаси

А ( х - х 0) +  В ( у - y0) +  C ( z - z 0) = 0  (40)

куринишда булади [IV боб, (3) форму лага ^аранг]. Щартга кура
grad F  (Р0) =  F'x (х0, у0, z0) i +  F y (х0, у0, z0) j  +  F'z (x0, t/„, z0) k

вектор уринма текисликка перпендикуляр булгани учун уни б у те- 
кисликнинг нормал вектори сифатида к;абул к,илиш, яъни

А =  F х (х0, у0, z0), В  — Fu (х0, у0, z0), С =  F г (хд, у0, z0)

деб олиш мумкин. У з о̂лда (40) тенглама ушбу куринишни олади.

* (39) сирт u =  F  (х, у , г) майдон функцияси нолга тенг булган бир хил ^ий- 
матлар 1̂ абул ^иладиган барча ну^талар тупламидан иборат.
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К  (*0. i/о- *о) (* -  хо) +  Р'у (хо> //о- z0) (у ~  У о) +
+  К  (*о . Уф zo) (2 -  2 0) = 0 .  ( 41)

Бу (39) сиртга Р0 (х0, у„, z0) нуктада уринма текислик тенгламасидир.
(39) сирт узининг бирор Р 0 (х0, у0, z0) ну^тасида уринма текислик

ка эга булсин. Р 0 ну^та орк>али бу уринма текисликка перпенди
куляр  булиб утувчи турри чизи^ (39) сиртга P 0 (x0,y 0,z0) нуцтада 
нормаль  деб аталади. gradF  {Рв) вектор, равшанки, нормал буйлаб 
йуналган ва шу сабабли унинг йуналтирувчи вектори сифатида оли- 
ниши мумкин. Шундай к.илиб, нормалнинг каноник тенгламалари уш
бу куринишда булади:

_____х *0________  У Уо _  2 —  ?о (42)
Fx (x0, у0,г0) Fz (*о > Уо’ го)Fy (*о> Уо’ го)

1- м и с о л .  Бир паллали х2 +  2 у2 — г2 —  5 =  0 гиперболоидга Р 0 ( 2 ; — 1; 1) 
нуктада уринма текислик ва нормалнинг тенгламаларини тузинг.

Е ч и л и ш и .  F  (х, у , г )  — х2 +  2 у 2 — г2 —  5 функциянинг Р0 (2, —  1 , 1 )  нуц- 
тадаги градиенти '3 - пункт, 1-мисолда топилган эди. grad F  (Р0) =  4i —  4 j — 2k. 
Шунинг учун берилган сиртга уринма текислик тенгламаси

4 ( *  — 2) — 4 (у 1) — 2 (г  —  1) =  0 ёки 2х — 2 у — г —  5 =  0 
куринишда, нормал тенгламаси эса

х  — 2 (/ +  1 г — 1 х  — 2 (/ + 1  г  —  1

куринишида ёзилади.

Шундай цили0, grad F  (Р0) нормалнинг йуналтирувчи вектори бу
лади. Шу сабабли нормалнинг п бирлик векторини grad F  (Р 0) вектор- 
ни унинг узунлигига булиб тспамиз:

п  =  grad F  (Р 0) _

|grad^(P„)|

К ( хо'Уо’ го ) * +  F y (х0, у0, г„) j +  F ’z (х0,у0,г0) к 

У [ Рх {хй,Уа,г0)\2 +  [ F y (x0, у0,г0)\2 +  [ f ' ( х0, у0, г0)]5 
Энди сирт

Z =  f  (х, у)

(43)

(44)
тенглгма билан берилган ^олни цараймиз. (44) тенгламани z — f(x ,y )  =  
—■ 0 куринишда ёзиб Еа г — f  (х, у) =  F  (х, у, z) деб олиб, бу ^олни 
юцерида курилган холга келтириш мумкин. У холда

Fx (х, у, z) =  -  ?х (х, у), F y (х, у, z) =  -  fy (х, у), F ’z (х, у ,г )  =  1
ва, демак,

grad F  (хр, у0, z0) =  Fх (х0, у0, z0) i -f- F y (x0, y0, z0) j  -J- F z (x0, y0, z0) k =

=  -  f ’x (x, y)\ — f' (x, y) j +  k. (45)
Щунинг учун P0 (x0; y0; z0) нуктада уринма текислик тенгламаси ушбу 
кУринишда ёзилади:

-  f'x (х0, Уо) (х -  х0) -  Гу (х0, у0) ( y - y 0) +  z - z 0 = 0
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ёки
2 -  z0 =  f'x ( * c  Уо) {x -  x0) +  f ' (x0> Уо) (у -  Уо). (46)

нормал тенгламаси эса ушбу куринишда булади: 
х — х0 __ у у о __г г0

—  fx(XО» ^о) f y  (хо* Уо)
Бу ^олда нормалнинг п бирлик вектори

—  f'x (*о> Уо) i — /у (*о> Уо) J +  k

1 +  f x  (*0. У о) f y  (*o> J/o)

(47)

(48)

формула буйича, унинг йуналтирувчи косинуслари эса

—f ’x (xo,yo)
cos а

cos В =

+  /* (хо< Уо) +  /у С*о> Уи)
— fy(xo,yo) _______

(49)
]/ "  1 +  f x  (Х0> Уо) +  f y  (*0. У 0 )

________________ 1_________________________

V " ' +  f x  (*<>. Уо) +  f у (хо> Уо) 
формулалар буйича топилади.

2-мисол. г  =  х2 +  у 2/2  эллиптик параболоидга Р 0 ( 1 ;— 2 ;3 )  нуктада уринма 
текислик тенгламасини топинг.

/У2
Е ч и л и ш и .  х2 +  у  =  /(*,*/) деб топамиз:

f'x ( x , y ) =  2х ; f'y (x ,y ) =  y , ]

демак, f x ( 1 , - 2 )  = 2 ;  /^(1, —  2) =  —  2. !Энди (46) формуладан фойдаланиб, урин
ма текислик тенгламасини ёзамиз:

г  — 3 =  2 (х —  1) —  2 (у +  2) ёки 2дс —  2г/ —  г  —  3 =  0 .

5. Икки узгарувчи функцияси тула дифференциалининг геометрик 
маъноси. z = f ( x ,  у) функция Р0 {х0, у0) нуктада

dz =  f'x (х0, уо) А х  +  f ' (*„, у0) А у

еки
dz — fx (Xq, Уо) {х Хд) -j- fу (Хд, Уд) ( у  Уд) (50) 

дифференциалга эга булсин. Уринма текислж тенгламаси
2 — z0 — fx {х0, Уд) (х х0) -f- fy (х0, у д) ( у  уд)  (51)

ни* ^арайлик. Бу тенгламанинг унг ^исми dz дифференциал учун

* Уринма текислик ну^таси аппликатасини сирт ну^тасининг г аппликатасидан 
фарк; цилиш учун уни Z билан белгиладик.
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/ГП) ифоданинг унг кисми 
билан бир хил эканлигини 
Kvpn6 турибмиз.

Демак, бу тенг лик ларни 
чаП ^исмлари хам тенг.Би- 
поК (50) тенгликнинг чап 
дасми z =  f(x ,y )  функция
нинг Р о (Хд, Уд) нуктада- 
ги дифференциалидир, (51) 
тенгламанинг чап 1̂исми эса 
уринма текислик апплика- 
тасининг тегишли орттир
масини билдиради.

Биз икки узгарувчи 
функцияси дифференциали
нинг геометрик маъносини 
тушунтирувчи ушбу хуло- 
сага келамиз: икки узга
рувчи функциясининг диф
ференциали уринма текис
лик аппликатасининг орт- 
тирмасига тенг (16-расм).

М(х;у;г)

Уринматекислик

16- расм

7 -§ . и к к и  Уз г а р у в ч и  ф у н к ц и я с и н и н г  э к с т р е м у м и

1. Экстремум мавжудлигининг зарурий ва етарли шартлари. Бир
неча узгарувчининг функцияси учун максимум ва минимум тушунча- 
лари бир узгарувчининг функцияси тушунчаларига ухшаш киритила- 
ди. Биз бу тушунчаларни факат икки узгарувчининг функциясига 
нисбатан к у рамиз.

Икки узгарувчининг z — f ( x ,y )  функцияси бирор G со^ада берил
ган булсин. Ушбу таърифларни киритамиз.

G со\а Р0 нуцтасининг шундай атрофи м авж уд булсаки, бу  
атрофнинг Р 0 дан  фарк ли барча нукталари учун f (Р 0) >  f  (Р) 
тенгсизлик баж арилса, икки Узгарувчининг z =  f  (х, у) =  f  (Р ) функ
цияси со^анинг Р 0 нуцтасида максимумга эга дейилади

G сох1а  Р 0 нуцтасининг шундай атрофи мавж уд булсаки, бу  
атрофнинг Р 0 дан фарцли барча нукталари учун f  (Р0) С  f  (Р) 
тенгсизлик бажарилса, икки Узгарувчининг z — f ( x ,  у) — f  (Р) функ
цияси G со.\ашнг Р„ нуцтасида минимумга эга дейилади. z — f(P )  
функция максимум (ёки минимум) га эга буладиган Р 0 нукта макси
мум (ёки минимум) ну\щаси дейилади.

Бир узгарувчи функцияси булган зфлдаги каби, максимум (ёки 
Минимум) ну^тасини функция G со^ада эга буладиган энг катта (ёки 
энг кичик) ^иймати билан аралаштириб юбормаслик керак.

Максимум ва минимум умумий ном билан экстремум  деб ата
лади.

Теорема ( э к с т р е м у м  м а в ж у д л и г и н и н г  з а р у р и й  шар-  
ти).  Агар Р 0 (Хд,у0) нукта z = f ( x ,y )  функциянинг экстремум нуц-

41



таси булса, у %олда бу  функциянинг шу ну^тадаги хусусий ^осили
ла ри мавжуд булган тацдирда

Гх (*0. Уо) =  0. Гу (*0. Уо) =  0
булади.

И с б о т я .  z =  f  (х, у) функциянинг х буйича Р 0 (х0, у0) нуцтадаги 
хусусий хосиласи бир узгарувчи <p (х) ~  f  (х, у0) функциясининг х = х 0 
нуцтасидаги хрсиласидир. Бироц бу ну^тада ф (х) функция экстремумга 
эга эканлиги равшан. Демак, ф' (х0) =  0 (VI боб, 7-§,  2 - пунктга 
^аранг). ф' (а'0) =  f[(x0, у0) булганлиги учун fx (х0, у0) = 0. Яна /'(х0,г/0) =  
=0 булишини хам шунга ухшаш курсатиш мумкин. Теорема исбот 
цилинди.

Шундай к,илиб, z =  f (x ,y )  функциянинг Р0 ну^тада биринчи хоси- 
лаларининг (агар улар мавжуд булса) нолга айланиши, Р 0 нуцтада 
бу функциянинг экстремуми мавжуд булишинннг зарурий шарти- 
д и р .

Бирок; шуни айтиб утамизки, функция хусусий ^осилаларидан 
камида биттаси мавжуд булмаган ну^таларда ^ам экстрэмумга эга бу- 
лиши мумкин. Масалан, z =  y x* +  yt функциянинг О (0;0) нуцтада 
минимумга эга эканлиги равшан, бироц бу нуцтада унинг хусусий хо- 
силалари мавжуд эмас.

г =  / (х, у) функциянинг /' (х, у) ва fy (х, у) биринчи хусусий ^о- 
силалари нолга айланадиган ёки мавжуд булмайдиган ну^талар бу 
функциянинг критик нущталари деб аталади.

Юхорида баён цилинганларга асосан функциянинг экстремум нуцта- 
ларини унинг критик ну^талари орасидан излаш лозим. Бироц экс
тремум нуцталари булмайдиган критик ну^талар .̂ ам мавжуд булади.

Масалан, z =  f  (х, у) =  ху  функцияни царайлик. Бу функциянинг 
д г  д г

~дх =  У' ~д~у =  *  биринчи хусусий хосилалари Р 0 (0, 0) нуцтада нол
га айланади, бинобарин, бу ну^та критик нуцта булади. Бироц 2 = х у  
функция бу нуктада экстремумга эга эмас.

Дацицатан хам, 2(Р 0) =  0, биро  ̂ P Q (0;0) нуктанинг исталган 
атрофида z функция .̂ ам мусбат (I ва III чоракларга тегишли ну^та- 
ларда), ^ам манфий (II ва IV чоракларга тегишли нуцталарда) циймат- 
ларга эга.

Бу мисол курсатадики, экстремум мавжудлигининг зарурий шарти 
етарли аломати була олмайди.

Р 0 (xo. У о) критик нуктада э к с т р е м у м  м а в ж у д л и г и 
н и н г  е т а р л и  ш а р т и

А (Р о )= Г х> (Ро)-Гк. (P o)~[f"xy (Р0)]3>  0
шартдан иборат, шу билан бирга Р 0 нуцта /”2 (Р0) <  0 булган холда 
максимум ну^таси, fx,(P 0) >  0 булган ^олда эса минимум ну^тасидир. 
Ушбу

А (Л>) =  (Ро)-Гу. (Ро) -  1ГХу (Р о)? <  0
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арт Ро ну^тадз э к с т р е м у м  и у ц лиг  и нинг  е т а р л и  шар-

Т11 :'\(Р ) =  0 булган х;олда Р0 нуцта экстремум нуцтаси булиши хам 
МКИН булмаслиги х,ам мумкин (шуб^али ^ол). Бу >рлда ^ушимча 

текшириш утказиш зарур булади.
Бу ерда таърифланган экстремум мавжудлигининг ёки йуцлигининг 

етарли аломатларини исботсиз к;олдирамиз.
*М и с о л . f  (х, у) =  х3 +  3 ху2 —  30 х  — 18 у функциянинг экстремумларини то-

ПИНГ"е ч и л и ш и. Биринчи хусусий з^осилаларни топамиз: f'x (х, у) — З х 2 -\ -Зу2 — 30,
/ у) =  6 х у — 18. Бу хосилаларни нолга тенглаб, элементар алмаштиришлар- 
ан с^нг ушбу тенгламалар системасини зрсил циламиз:

х2 +  У * =  ЮЛ . . .
2 х у  =  6. ) К ’

Бу система тенгламаларини ^адма-^ад цушиб ва айириб, ушбу системани з^осил 

киламиз: х 2 +  2 у  +  у* =, Щ  _ * + * = ± 4,1
х2 — 2 у х  +  у2 = 4 , )  еки х — у =  ±  2 .J

Бу тенгламалар системасини ечсак (у дастлабкига тенг кучли) ^уйидаги туртта 
критик нуцтани з^осил ^иламиз:

Рх (3; 1), Р 2 (1; 3), Р 3 (—  1; —  3) ва Р 4 (—  3 ; —  1).

Энди иккинчи хусусий з^осилаларни топамиз: f xs =  6 л:, f xy =  6 у, f yi =  6 х. 

Ушбу Д (Р ) =  /"г (Р) fy , (P) — lf'xy ( P ) ?  =  3 6 ( x 2 — y2) ифодани тузамиз. К,уйи- 
дагиларни аник;лаймиз;

1) Д ( P i ) > 0 ,  /" I (Р х) >  0, P i — минимум ну^таси;
2) Д (Р 2) <  0 Р 2 нуктада экстремум йуц;
3) Д (Р 3) <  0 Р 3 нуктада экстремум йу^;

4) Д (Р 4) >  0, (Р 4) <  0 Р4 — максимум ну^таси.

Шундай к,илиб, берилган функция иккита экстремумга эга: Р х нуктада / (Р х) =  
=  — 72 минимум; Р4 нуктада / (Р 4) =  72 максимум.

2. Икки узгарувчи функциясининг энг катта ва энг кичик ^иймат-
лари. z — f  (х , у) функция чегараланган ёпи  ̂ G сохада узлуксиз ва бу 
соханинг ичида дифференциалланувчи булсин. У холда функция бу со
хада энг кичик ва энг катта цийматларгаэга (2- §, 5- пунктга царанг) 
^амда уларга ё соханинг ичида ёки унинг чегарасида эришади. Агар 
г =  f  (х, у) функция энг кичик ёки энг катта цийматини G соханинг 
ички нукталарида цабул цилса, у холда бу нуцталар функциянинг 
экстремум ну^таларн булади. Шундай цилиб, функция энг кичик ёки 
энг катта цийматларга эга буладиган нуцталар функциянинг ё экстре
мум нуцталари ёки G соханинг чегаравий нуцталари булади.

Биз икки узгарувчи функциясининг энг катта ва энг кичик циймат- 
ларини топишнинг цуйидаги цоидасига эга булдик. z =  f  (х,у) функ
циянинг чегараланган ёпиц G сохадаги энг катта ва энг кичик 
киЕматларини топиш учун функциянинг бу соханинг критик нуцталари- 
даги цишатларини хамда унинг G соханинг чегарасидаги энг катта ва 
энг кичик цийматларини топишлозим. Бу барча цийматлар орасидаги
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^ (У i -  У У  =  2  (а*; + + с — у.)2 =  Ф (а, 6, с)

ифоданинг минимумини тспиш лозим. Уч узгарувчи Ф (а ,Ь ,с ) функ
циясининг минимумийи топиш биринчи даражали учта тенглама сис- 
темасини ечишга келтирилади:

a  2  х\ +  Ь +  УР
г=1 i=i i=1 (=i

а 2  +  b 2  +  с 2  =  2  xt Ур [ (54)
Х=1 /=1 t= l t= l

п п п
а 2  х\ +  Ь 2  х. +  с/г =  2

г=1 /=1 /=1

бунда эса номаълум а, Ь, с  параметрлар аникланади.

М и со  л. х эркли узгарувчининг турли цийматларида функциянинг тажрибада 
олинган цийматлари ушбу жадвалда келтирилган.

* 0 1 1,5 2,1 з

У 2,9 6,3 7,9 10,0 13,2

Тегишли нур;таларни ясаб улар тахминан бир тугри чизиеда ётишига ишонч ^осил 
циламиз. Бу эса х  ва у  орасидаги богланиш у  =  ах  +  b чизицли борланишга я^ин- 
лигини курсатади- Энг кичик квадратлар усулидан фойдаланиб, номаълум а  ва b 
параметрларни топамиз. Ушбу жадвални тузамиз:

1 «1 1 1 * 1 У i 1 Уф 1 Ау

1 0 2 ,9 0 ,00 0 ,0 0 2 ,86 0, 04
2 1,0 6 , 3 1,00 6 ,30 6, 28 0 ,0 2
3 1,5 7 , 9 2 ,25 11,85 7, 99 0 , 0 9
4 2,1 10,0 4,41 21 ,00 10,04 0, 04
5 3, 0 13,2 9, 00 39 ,60 13,12 0, 08
2 7, 6 40, 3 16,66 78 ,75

Жадвалда курсатилган з^исоблашлардан фойдаланиб, (53) куринишдаги тенгла- 
ыалар системасини тузамиз

16,66 а  +  7 ,6  6 =  78,75,
7,6 а +  56 =40,3,

буни ечиб, а =  3,42, b  =  2,86 ни топамиз. Шундай ь;илиб,

у =  3,42 х  +  2,86. (* )

Жадвалнинг олтинчи устунида у нинг (*) формула буйича ^исобланган ^иймат- 
лари курсатилган, еттинчи устунда эса тажриба маълумотларининг у  нинг ( * )  фор
мула буйича >;исобланган ^ийматларидан четланишларининг абсолют цийматлари 
жой олган.

X б о б
КАРРАЛИ ВА ЭГРИ ЧИЗИЦЛИ ИНТЕГРАЛЛАР

1-§. ИККИ КАРРАЛИ ИНТЕГРАЛ

1. Икки каррали интегралга олиб келадиган масалалар. о — берил
ган Оху текисликдаги I ёгщ  контур билан чегараланган со^а булсин. 
с  со^а, йуналтирувчиси I ва ясовчилари Oz укца параллел булган, 
С цилиндрик сирт ^амда тенгламаси z = f ( x ,  у) булган 5  сиртнинг 
булаги билан чегараланган жисмни ^араймиз (17- расм). Бунда
2 =  / (х, у )  функция а со^ада ани^ланган, узлуксиз ва манфий 
эмас деб фараз ^иламиз. Бундай жисмни цилиндрик жисм  деб атай- 
миз. Шу цилиндрик жисмнинг ^ажмини ^исоблаш ^а^идаги масалани.

17- расм 18- расм

курайлик. Бунинг учун а со^ани п та кичик Ао ,̂ Ао2, . . . .  Аап юз-
П

ларга буламиз, бунда* 2  ^ аР ^ИР ^ ст; кичик юзларнинг усти-
1 =  1

да 5 сиртнинг До,- юзга проекцияланувчи булаги билан чегаралан
ган кичик цилиндрик сирт («устунча») ясаймиз. Шу билан а  асос- 
ли цилиндрик жисм асослари Да. булган п та устунчага ажралади. 
Асоси Aoi булган устун хажмини AV. билан белгилаймиз. У  ^олда

цилиндрик жисмнинг V хажми бу устунчалар ^ажмларининг. йигинди-
П

сига тенг: V =  V  Д1Л. Энди Ао. асосли цилиндрни цараймиз. Ци- 
__________ t=1 а‘

* Бундан кейин о ва Да(- лар со^аларни >;ам, уларнинг юзларини ^ам билдиради.



Цилиндрнинг бгландлкги скфатида S  сиртиинг A a i юзининг ихтиё- 
рий,P t (x t yt )  ну^тасидагн г. аппликатасини оламиз (18-расм).Бу ци
линдрнинг з а̂жми А а. асоснииг юзини z, =  f ( x !; у.) баландликка 
купайтмасига тенг булиб, уни Асг, асосли устунча AVt ^ажмининг 
такрибий ^иймати сифатида оламиз:

AVt » /  (* ,; yt) А а  .

Барча бундай ^ажмларнинг йириндисини олсак, цилиндрик жисм V 
^ажмининг такрибий ^ийматини ^осил ^иламиз:

V = ± W l f * $ f ( x y t )Aot .
1 = 1  1 = 1

n
V ^ажмнинг а н щ  циймат сифатида V  f(x.\ у {) Дет. йириндининг Да.

i=l
кичик юзчалар сони чексиз ортади, .̂ ар бир юзча эса ну^тага айла- 
нади деган шартдаги лимитини оламиз:

П
V = lim  2  f  (Xti yt )  Act,. (l)

n-+ oo i = 1

Шундай килиб, цилиндрик жисмнинг V дажмини хисоблаш ха^ида- 
ги масала бирор лимитни топишга келтирилди.

Энди бсшка бир масалани курамиз. Оху текисликда жойлашган 
юп^а моддий пластинка берилган булсин. Бу пластинканинг бирор 
Аа юзини ва унда Р(х, у) ну^тани танлаймиз, Аа юзча Ат массаси-
нинг бу юзчага нисбати, яъни — нисбат Аа юзчанинг уртача сиртий 
зичлиги деб аталади. Агар Аа юзча Р (х ; у) нуцтага тортилади де
ган шартда ^  нисбатнинг 7 лимита мавжуд булса, у холда бу ли
мит Р  ну^тадаги сиртий зичлик деб аталади. Сиртий зичлик Р  ну^та- 
нинг вазиятига борли  ̂ булади ва шу сабабли унинг координаталари- 
нинг бирор функцияси булади: 7 = 7  (х ; у), т =  Т ( Х>У) функцияни а 
сохада узлуксиз деб фараз килиб, а пластинканинг т массасини аник,- 
лаймиз. Агар пластинка бир жинсли, яъни у зичлик унинг хар бир

ну^тасида узгармас у =  70 булганида 
эди, пластинканинг массаси т =  у0о  
га тенг булар эди. Зичлик умумий 
холда ну^тадан ну^тага утишда уз- 
гаргани учун бу формула о  пластин
канинг массасини аншушш учун яро^- 
сиздир Шу сабабли ^уйидагича йул 
тутамиз.

а пластинканил та Дах, Аа2,..., Ао п 
кичик юзчаларга буламиз, Бундай ^ар 
бир кичик юзчада Р (Xi; yt)  нукта- 

19-раем ни танлаймиз (19-раем). Агар Аа,
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зчалар етарли кичик булса у ^олда бундай юзчанинг ичида у 
Зичлик кам узгаради ва Р{ нуцтадаги у{ = у (х(, г/,) зичликдан кам 
. рк ^илади. Дар бир кичик юзчада зичликни тацрибан узгармас ва 
танланган Р{ нуцтадаги зичликка тенг деб фараз ^илиб, Ао{ юзчанинг 
д/П< массасини та^рибан ^исоблаймиз:

Ami А а; =  у (хр yt) Aat (i — 1,2,. . . ,п).

П

Бутун о пластинканинг т массаси т — V A mt га тенг булганлиги
i= i

сабабли уни ^исоблаш учун ушбу такрибий тенгликни х;осил ^иламиз:
П П

т =  У  А ^  »  V у (х р у,) А ог  
i-1 .=1

п
т массанинг аниц циймати сифатида V  V (xt< У()  A al йириндининг

<=1
кичик юзчалар сони чексиз ортади, ^ар бир юзча эса ну^тага тортилади 
деган шартдаги лимитини ^абул киламиз:

П
т =  Нш V  у (Х у  ) А о г  (2)

Л->оо
/=1

Шундай цилиб, юпца пластинканинг массасини ^исоблаш ^а^идаги 
масала бирор йириндининг лимитини топишга келтирилади.

Биз куриб чивдан бу масалалар ани^ интегралнинг жуда му^им 
умумлашмасига, чунончи икки каррали интегралга олиб келади. Энди 
шу интегрални урганишга киришамиз.

2. Икки каррали интеграл. Мавжудлик теоремаси. 1- пунктдаги маса
лалар бизни тайин куринишдаги йириндиларни текширишга олиб келди. 
Бу йириндиларни тузиш (Оху текисликдаги) бирор а соха ва унда берил
ган узлуксиз функция билан богли  ̂ булди. Физика ва техниканинг 
купчилик масалалари ана шундай йириндиларнинг лимитини топишга 
келтирилади. Шу сабабли бундай йириндиларнинг лимитларини умумий 
^олда, у ёки бу конкрет физик масалага борламасдан урганиш ма̂ сад- 
га мувофикдир.

Оху текисликнинг а  соз̂ асида* г = f (Р) = f (х, у) функция берил
ган булсин.

Ушбу ишларни бажарамиз.
1. о сохани п та А а1э А а2, ..., А ап кичик юзчаларга шундай 

буламизки (19- раем), бу кичик юзчаларнинг юзлари йириндиси бутун
П

соханинг юзига тенг б\“лсин: а =  2  Аа..
i = i

*  Бундан кейин з̂ амма вацт а  со^а чекли гозга эга ва бир ёки бир неча чизик; 
билан чегараланган деб фараз циламиз ва буни глэ^ида айтиб утирмаймиз.
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2. Хар бир Да, кичик юзчада ихтиёрий Р. (х.\у.) нуктани танлай- 
миз. z — f (Р) = f  (х, у) функциянинг Pi нуцтадаги цийматини Дст. га 
купайтирамиз:

f ( P J b o . ^ f  (х г у . ) А о . .

3. Барча шундай купайтмалар йигиндисини тузамиз/

V  f(P,) A a i =  J i f ( x r y.) A a t (3)

(3) йигинди икки узгарувчининг г =  f  (Р) -  f(x ,y) функцияси учун ту- 
зилган интеграл йитнди деб аталади.

4. (3) интеграл йигиндининг кичик юзчалар сони п чексиз ортганда 
ва бу юзчаларнинг ну^тага тортилгандаги лимитини топамиз. Агар бу 
лимит мавжуд ва у о со^ани Д а ; кичик юзчаларга булиш усулига хам, 
уларнинг хар бирида Р. (х;; у.) нуцтанинг танланишига хам боглиц бул- 
маса, у з о̂лда бу лимит г =  f  (Р ) — f (х, у) функциядан 0 соха буйича 
олинган икки каррали интеграл деб аталади ва бундай белгиланади:

Шундай р̂ илиб,

Я f  <р> ёки / (*, У) d a -

[f f  (х, у) d а  =  lim V  / (х., у.) Аа, 
"Ь п~+°° t=i

ёки богщача ёзилса,

f ( P )  d o  =  lim %  f ( P , )  Д ст..
"ст п̂ ос i= 1

(4)

(4')

Бу ерда ?г->°о да Аст/ кичик юзчаларнинг ^ар бири нук,тага торти- 
лади деб тушунилади; а  со^а интеграллаш сохаси, f  (х, у) функция 
интеграл остидаги функция, f(x , у) da  — интеграл остидаги ифода, 
d a — юз элементи деб аталади.

Шундай ^илиб, биз ушбу таърифга келдик.
/ (х, у) функциядан а  соха буйича олинган икки каррали инт е

грал деб  (3 ) интеграл йитндининг Дет кичик юзчалар сони чексиз 
ортгандаги ва уларнинг xiap бири ну^тага тортилади деган шарт- 
даги лимитига айтилади. Шу билан бирга бу лимит о сохани булак- 
ларга булиш усулига ва Д а (. кичик юзчаларнинг .\ар бирида Р .  ну^- 
таларнинг танланишига боглиц эмас деб фараз ^илинади.

Энди ^ажм ва масса ^а^идаги масалаларга ^айтсак, ^уйидагиларни 
курамиз: цилиндрик жисмнинг .щжми сон ж щ ат дан  z =  / (х, у) „> О 
аппликат адан  о со%а буйича олинган икки каррали интегралга т енг:

V =  lim i] f (x l,y l) ^ o l =  ^  f(x ,  у) da .
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Икки каррали интегралнинг геометрик  маъноси ана шундан 
иборат.

Зичлиги y =  Y (х, у ) булган а  ясси пластинканинг массаси зич- 
л и к д а н  олинган икки каррали интегралга т енг:

m = lim 2  У (хг У 1) А а 1 =  J J  y ( x , y ) d a .
tt—ŷoo /=! ^

Из ox;. Агар интеграл остидаги функция f (x ,  у) =  1 булса, у хрл- 
да икки каррали интегралнинг ^иймати сон жи.^атдан интеграллаш 
сохасининг юзига тенг: [[ d a = a .

6
Да^и^атан ^ам, бу ^олда исталган интеграл йигинди

2  f ( x v y )  Д ^ = 2  1 • А а{ =  а  
t=i t=-1

куринишга эга ва у сон жихатдан а соланинг юзига тенг. 
йидандининг лимити *;ам а  га тенг булгани учун

Интеграл

Яda =  jim A a i =  lim а — а.>00 j—l П~+оо

f  (x, г/)> 0 учун икки каррали интег
рал, яъни интеграл йигиндининг лимити 
цилиндрик жисмнинг хажмини ани^ла- 
гани учун бу лимитнинг мавжудлиги 
равшандек туюлади. Бироь; бу фикр 
^атъий эмас. Туликроц курсларда бу 
даъво 1̂атъий исботланади Еа икки кар
рали интегралнинг мавжудлик теоремаси 
номи билан аталади.

а  юзга эга булган, чегараланган ёпиц 
сощ да узлуксиз х(ар кандай z =  f  (х, у) 
функция учун икки каррали интеграл 
мавжуд.

Бундан буён биз интеграллаш сохаси- 
да узлуксиз функцияларнигина ^араймиз.

Мавжудлик теоремасидан, а  сохани, масалан, координата у^ларига 
параллел тугри чизи^лар ёрдамида томонлари Axt ва А у, булган Дст; 
кичик тугри туртбурчакларга булиш мумкинлиги келиб чицади (20- 
расм). Бунда А0(. =  Ах. Ау.. Энди хар бир кичик тугри туртбурчакда 
Pi (ХрУ  ̂ нуктани танлаб, икки каррали интегралнинг таърифига 
асосан бундай ёзишимиз мумкин.

20- расм

№\ (х, у) d a  =  lim 2  f  (xv у ) Ax. Ay
a n~>°° i= i

Икки каррали интегрални У  f  (х. у.) Ахр Ayt куринишдаги йигинди- 

нинг лимити сифатида топиш мумкинлигини таъкидлаш ма^садида
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J J  f  (x , У) d a  белгилаш урнига [ j  f  (x, y) dx dy  белгилаш ^ам ишлати-
СГ 0
лади. шундай цилиб,

j  J f  (х, у) dx dy  =  lim 2  f  (XP y t) Ьх.Ау..
a  n-*°° 1 = 1

dx dy ифода декарт  координат аларида юз элементи деб аталади 
^амда dx  ва dy томонлари координата у^ларига параллел турри турт 
бурчакнинг юзига тенг.

Шуни айтиб утамизки, интеграл йириндини тузишда а  соханинг чегара- 
сига ёпишган A a i юзчалар ту три туртбурчак шаклида булмайди. Би- 
роц бундай юзчаларни юзлари Дх. Ау. булган турри туртбурчаклар 
билан алмаштириш натижасида йул цуйиладиган хатолик лимитда нол
га айланишини исботлаш мумкин.

3. Икки каррали интегралнинг хоссалари. Икки каррали интеграл- 
нинг

J J  f ( x ;  у) d a  =  lin fg  f  (xv у.) A a1
(j n—>ooi= 1

таърифи тузилиши буйича аниц интегралнинг таърифига (VIII бэб,
2- §, 1- пунктга царанг) мутлацо ухшашлигини пай^ащ осон. Шу муноса- 
бат билан икки каррали интеграл аниц интеграл эга булган барча хос- 
саларга эга. Бунинг устига, икки каррали интеграл учун бу хоссалар- 
нинг исботи аниц интеграл учун мос хоссаларнинг исботига мутла^о 
ухшашдир. Шу сабабли икки каррали интегралнинг хоссаларини ис- 
ботсиз келтирамиз:*
1°. Узгарм ас купайтувчини икки каррали интеграл белгисидан таш- 
царига тщариш мумкин, яъни k  — бирор сон булса, у хрлда:

[ | k f  (х,у) da  =  k  J J  f  (x, y) d a , 
a  a

2°. Бир неча функция йириндисидан олинган икки каррали интеграл 
цушилувчилардан олинган икки каррали инт еграллар йигиндисига 
тенг*"

Я  [/ (х> у) +  4> ( x ,y ) ] d a  =  j j  f  (х, у )d a  4- j j  ф (х, у) d a  . 
а  '"о о

3.° Агар а  интеграллаш со хасид a f  (х, г/)>0 тенгсизлик Уринли 
булса, у хрлда П'/ (х, у) da^zO булади. 

о
Агар интеграллаш со хасида f (х, г/)> 0 узлуксиз функция ва со\а- 

нинг камида битта ну^тасида f  (х, у) >  0 булса, у хрлда
j j  f ( x ,  y ) d a >  0.

а

* Аввал ающ интеграл учун тегишли хоссаларни хотирада тиклаб олиб, бУ 
хоссаларни исботлашни уцувчига тавсия циламиз.

* *  Аник; интегралдаги каби, 1° ва 2° хоссалар биргаликда ч и з и ц л и л и к  
х о с с а с и деб аталади.
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4 о Агар интеграллаш со\асида f  (х, у) ва ф (х, у) функциялар 
к  *; >  ф (х, у) тенгсизликни цаноатлантирса, у хрлда

} J f  (х, у) d a  >  J J  ф (х, у) d a .
" а  0

- „ д д д и т и Е Л и к х о с с а с и .  Агар интеграллаш сохаси бир неча 
а  а 2, • ••> °k булакларга булинган булса, у х^олда

ГГ f (х ,у) d a  =  j j  f ix ,  у) d a +  11 f (x  y ) d a  +  . . . +  j j  f  (x, y )d o .
о, a2q ok

Агар икки каррали интегрални цилиндрик сиртнинг ^ажми сифатида 
рададнган булса, бу хосса геометрик нухтаи назардан равшандир. 

у  ушбу содда фактни ифодалайди: агар цилиндрик сиртнинг асоси бир 
неча а г ,о2,. ■ -, а к булакларга булинган булса, у ^олда бутун цилинд
рик жисмнинг хажми уни ташкил этадиган a v  а 2, . . . ,  a k асосли ци
линдрик жисмларнинг ^ажмлари йигиндисига тенг.

Урта киймат ^ацидаги теорема, f  (х, у) функция ёп щ  чегараланган  
а  сохада узлуксиз булсин. У  хрлда а  сохада шундай Р 0 (х0; у0) нуцта 
топиладики, бунда

j j f ( x , y ) d a = f ( x 0, y 0) a  ^
О

булади.
Агар о  сохада f (х,у) >  0 булса, у холда бу теорема бундай гео

метрик мазмунга эга.
Цилиндрик жисмнинг %ажми асоси шу цилиндрик жисмнинг асо

си а  дан иборат ва баландлиги функциянинг а соханинг бирор  
Ро (х0; у п) нщ т асидаги цийматига тенг булган цилиндр нинг .\аж- 
мига тенг. Функциянинг (5) тенгликдан аницланадиган f ( x 0, у0) ций- 
мати f  (х, у) функциянинг а  сохадаги урта циймати деб аталади.

4. Икки каррали интегрални декарт координаталарида хисоблаш.
Икки каррали интегрални интеграл йигиндининг лимити сифатида 

хисоблаш аник; интеграл булган хрлдаги каби катта цийинчиликлар 
билан борли .̂ Ана шундан ^утилит мацсадида, икки каррали интег
рални ^исоблашни иккита ани  ̂ интегрални кетма-кет хисоблашга кел- 
тирилади. Бу цаидай 0ажарилишини курсатамиз. Соддалик учун инте
граллаш со^асида интеграл остидаги функция / (х, у) >0 булган ^ол 
билан чекланамиз. Бу фаразимиз икки каррали интегрални цилиндрик 
жисмнинг ^ажми сифатида царашимизга имкон беради.

Шундай цилаб, f (х, у) узлуксиз функциядан олинган f [ f  (х, y)da
6

икки каррали интегрални ^исоблаш талаб ^илинмоцда.
Аввал бундай фараз циламиз: о  интеграллаш сохаси иккита 

У ~  Фх (х) ва у — ф2 (х) эгри чизщ  хамда иккита х =  а ва х =  Ь турри 
чизгщлар билан чегараланган, шу билан бирга х нинг а  ва b орасида 
етувчи барча цийматлари учун ф2 (х) >  фх (х) тенгсизлик уринли булсин 
(21-раем).

Ох укдаги (х; 0) нуцта орцали О у  уцца параллел турри чизнц утка- 
замиз. Бу турри ч я з щ  со^ани чегаралаб турган эгри чизшуир билан

1 ва С2 ну^таларда учрашади. Сх нуцтани кириш нуцтаси, С2 нуц-
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[[ / (x, у) do  белгилаш урнига [j- f  (x, y) dx dy  белгилаш з̂ ам ишлати- 
6 6 
лади. шундай килиб,

f f f  (х, у) dx dy  = lim ^  f  (хр у,) A xA yt.
О 1

dx dy ифода декарт  координат аларида юз элементи деб аталади 
з̂ амда dx ва dy  томонлари координата уцларига параллел турри турт 
бурчакнинг юзига тенг.

Шуни айтиб утамизки, интеграл йириндини тузишда а соханинг чегара- 
сига ёпишган А а 1 юзчалар турри туртбурчак шаклида булмайди. Би
ро^ бундай юзчаларни юзлари Axf Aу. булган турри туртбурчаклар 
билан алмаштириш натижасида йул цуйиладиган хатолик лимитда нол
га айланишини исботлаш мумкин.

3. Икки каррали интегралнинг хоссалари. Икки каррали интеграл- 
нинг

J  j  f (х; у) d a  = lim>] f  (хр у,) А а1
(j tt—KX)i== 1

таърифи тузилиши буйича ани  ̂ интегралнинг таърифига (VIII бэб,
2- §, 1- пунктга царанг) мутла^о ухшашлигини пай^аш осон. Щу муноса- 
бат билан икки каррали интеграл аниц интеграл эга булган барча хос
саларга эга. Бунинг устига, икки каррали интеграл учун бу хоссалар- 
нинг исботи анир; интеграл учун мос хоссаларнинг исботига мутла^о 
ухшашдир. Щу сабабли икки каррали интегралнинг хоссаларини ис- 
ботсиз келтирамиз:*
1°. У згармас купайтувчини икки каррали интеграл белгисидан таш- 
царига чицариш мумкин, яъни k  — бирор сон булса, у хрлда:

\ \ k f  (х,у) da — k |J f  (х, у) d а ,  
а а

2°. Бир неча функция йириндисидан олинган икки каррали интеграл 
цушилувчилардан олинган икки каррали инт еграллар йигиндисига 
т енг**

I I  [f (х > у) +  ф(*>у) ] d a  =  j j  f(x , у ) d a  +  j j  ф (x, у) d a .
O G o

3 .° Агар а  интеграллаш coxacuda f (х, у )^ 0  тенгсизлик уринли 
булса, у хрлда |’j’ / (х, у) d a ^ O  булади. 

а
Агар интеграллаш соцасида f (х, г/)> 0 узлуксиз функция ва сохса- 

нинг камида бипгта нуцтасида f (х, у) >> 0 булса, у хрлда
j  j  f ( x , y ) d a >  0. 

а
* Аввал а ниц интеграл учун тегишли хоссаларни хотирада тиклаб олиб, бу 

хоссаларни исботлашни уцувчига тавсия циламиз.
* *  Аниц интегралдаги каби, 1° ва 2° хоссалар биргаликда ч и з и ц л и л и к  

х о с с а с и деб аталади.
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4.° Агар интеграллаш со хасид a f  (х, у ) ва ср (х, у) ф унщ иялар  
/ (х, ч) >  Ф (х > У) тенгсизликни цаноатлантирса, у хрлда

Я  / (х > У) d a >  J j  4>(х,у) da.
а  а

5.° А д д и т и в л и к  х о с с а с и .  Агар интеграллаш сохаси бир неча 
o v а 2, • ••> ° k брлакларга б$линган булса, у х1олда

\ \ f(x ,y ) d a  =  ^  f ( x ,y )  d a +  f J  f (x y ) d a  +  . . . +  j  j  f  (x, y ) d a .  
О al 4 °k

Дгар икки каррали интегрални цилиндрик сиртнинг з а̂жми сифатида 
^араладиган булса, бу хосса геометрик нуцтаи назардан равшандир. 
У ушбу содда фактни ифодалайди: агар цилиндрик сиртнинг асоси бир 
неча Oi ,о2>. . . ,  ак булакларга булинган булса, у з^олда бутун цилинд
рик жисмнинг хажми уни ташкил этадиган а 1; а 2, . . . ,  a k асосли ци
линдрик жисмларнинг з^ажмлари йигиндисига тенг.

Урта киймат ^ацидаги теорема, f  (х, у) функция спиц чегараланган  
а сохада узлуксиз булсин. У хрлда а сохада шундай Р 0 (л'0; у0) ну^та 
топиладики, бунда

J J f ( x , y ) d a = f ( x 0, y 0) a  ^
a

булади.
Агар о сохада f  (х,у) >  0 булса, у хрлда бу теорема бундай гео

метрик мазмунга эга.
Цилиндрик жисмнинг %ажми асоси шу цилиндрик оюисмнинг асо

си а дан  иборат ва баландлиги функциянинг а соханинг бирор 
Р 0 (х0; у0) нщ т асидаги цийматига тенг булган цилиндрнинг х;аж- 
мига тенг. Функциянинг (5) тенгликдан ани^ланадиган f  (х0, у0) ций- 
мати f  (х, у) функциянинг о сохадаги урт а щймати  деб аталади.

4. Икки каррали интегрални декарт координаталарида хисоблаш. 
Икки каррали интегрални интеграл йириндининг лимити сифатида 

хисоблаш аник; интеграл булган хрлдаги каби катта ^ийинчиликлар 
билан боглик. Ана шундан ^утилит ма^садида, икки каррали интег
рални хисоблашни иккита ани  ̂ интегрални кетма-кет хисоблашга кел
тирилади. Б у цандай 0ажарилишини курсатамиз. Содда лик учун инте
граллаш соз^асида интеграл остидаги функция / (х, у) >0 булган з̂ ол 
билан чекланамиз. Бу фаразимиз икки каррали интегрални цилиндрик 
жисмнинг з а̂жми сифатида ^арашимизга имкон беради.

Шундай ^илаб, f  (х, у) узлуксиз функциядан олинган [ [ f  (х, y)da
6

икки каррали интегрални з^исоблаш талаб цилинмоцда.
Аввал бундай фараз ^иламиз: а интеграллаш сохаси иккита 

У ~ Ч >1 (х) ва у — ф2 (х) эгри чизи  ̂ хамда иккита х =  а  ва х  =  b турри 
чизшугар билан чегараланган, шу билан бирга л; нинг а  ва b орасида 
ётувчи барча цийматлари учун (р2 (х) >  (рх (х) тенгсизлик уринли булсин 
(21- раем).

Ох укдаги (х; 0) ну^та ор^али Оу у^ца параллел тугри чизи^ утка- 
замиз. Бу турри чизи  ̂ сохани чегаралаб турган эгри чизи^лар билан 
С1 ва С2 ну^таларда учрашади. Сг ну^тани кирииг нуктаси, С2 нуц-
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тани эса чи^иш нукт аси  деб атаймиз. Уларнинг ординаталарини мос 
равишда г/кир ва г/чик. билан белгилаймиз. Кириш ну^тасининг ордина- 
таси г/кир =  фх (х) ва чи^иш ну^тасининг ординатаси г/чик. =  ф2 (х) бу
лади. Маълумки, IT f  {х, у) d a  икки каррали интеграл сон жихатдан 

" G
z = f ( x ,  у) сиртнинг а  юзчага прсекцияланадиган булаги билан чегара
ланган цилиндрик сиртнинг V хажмига тенг (17-расмга ^аранг):

V =  55  ! ( Х’У) d o ■
О

Энди цилиндрик жисмнинг V хажмини бошкача йул билан, чунончи, 
кундалангкесимлар усули ёрдамида хиссблаймиз (V III6c6 ,3- §, 3-пункт- 
га ^аранг).

Биз биламизки, агар жисмнинг Ох увда перпендикуляр ва х  (а <
<  х  <  Ь) абсцисса ли и укта оркали утувчи текислик билан кесими 5  (х) 
юзга эга булса, у з о̂лда жисмнинг V хажми

ь

v  =  I  S ( x ) d x  (6)
а

формула билан ифодаланади. Бу формулани цилиндрик жисмнинг хаж
мини хисоблашга татби^ циламиз. (х\ 0; 0) ну^та оркали Ох увда пер
пендикуляр текислик утказсак, кесимда Сх М х М2 С2 эгри чизикли тра- 
пецияни ^осил циламиз (22-расм). М г М2 чизицнинг z — f  (х, у) аппли- 
катаси х  узгармас булганда фаь̂ ат у  нинг функцияси булади, шу билан 
бирга, у  аргумент г/кир=ф 1, (х) дан уцяу. =  ц>2{х) гача чегараларда узгаради.
С1М 1М2 С2 трапециянинг S (х) юзи, равшанки, ушбу ани^ интеграл
га тенг:

Учи̂  Фг (х )
S  м  =  5 Z dy =  j  / (х, у) dy. (7)

У кир Ф1 (х)

54

щундай ^илиб, (7) формула цилиндрик жисм кундаланг кесими юзиня 
ани^лайди,

(6) тенгликка S  (х) нинг ифодасини ^уйиб,

Ь I Фа(лг) 1

v = 5 i  у) dy Idx
a 4>i(x)

ни . о̂сил ^иламиз.
Биро^, иккинчи томондан цилиндрик жисмнинг V з а̂жми [ f f(x,y) d а

1 а
икки каррали интегралга тенг булганлиги учун ^уйидагига эга була- 
миз:

Ь Фг (х)

5 f f ( x > y )d o = 5  { j  f  (x ,y )d y }d x
о а ф,(*)

ёки
ft ф? (х)

J  J  f  (x,y) d a  =  \ dx  J f (x,y) d y. (8)
V  а  Ф, (x )

Бу эса изланаётган формуладир.
(8) формуланинг маъносини тушунтирайлик. j i" f ( x ,y ) d o  икки

а
каррали интегрални з^исоблаш учун олдин л: ни у з г а р м а с  деб
Фа (х)

| f  (х, у) dy  а ниц интегрални (ёки, айтилишича, ички интегрални) 
Ф1 (х)

зуюэблаш лозим.
Интеграллашнинг цуйи чегараси х  нинг тайинланган (фиксирлан- 

ган) цийматига мос кириш нуцтасининг у ^  =ф1 (х) ординатаси, гово
ри чегараси эса чициш нуцтасининг у  =  Фа (х) ординатаси булади. 
Бу интегрални хисоблаш натижаси эса фацат х  нинг функцияси бу
лади. Энди бу функцияни а  дан b гача булган чегараларда интеграл- 
лаб, икки каррали интегралнинг цийматини з о̂сил циламиз.

1 - и з о з̂ . Агар а  со. а̂ иккита х  =  ■ф1 (у), x  =  ty2 (у) эгри чизиц ва 
иккита горизонтал у =  с, у  =  d ( c < d )  тугри чизицлар билан чегара
ланган, шу билан бирга с ва d орасидаги барча у  лар учун (у) <
<  г|з2 (у) булса (23-расм), ушбу тенглик уринли булишини юь^оридаги 
каби исботлаш мумкин:

d 'Ь  (у)

j  J f  (х ,у) d а  =  Г{ j  f  (х, у) d x } dy 
а  с h (y )

ёки
л Щу)

5 5 f(x ,y )d a = ~ -\ d y  j  f  (х, у) dx. (9)
а с ihiy)
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Бу ерда ички интеграллашда у  узгармас деб хисобланади. Бу инте- 
граллашнинг натижаси у  нинг функцияси булади ва кейин уни с  дан 
d  гача булган чегараларда интеграллаш лозим.

(8) ва (9) формулаларнинг унг томонларида турган интегралларни 
такрорий (ёки икки каррали) интеграллар деб аталади.

2 - и з о ^ . (8) ва (9) формулаларда т аш щ  интегралнинг чегара
лари доимо узгарм ас  эканлигига эътибор бериш лозим.

3- изо% . (8) ва (9) формулалар а со. а̂ махсус куринишга эга 
деган шартда келтириб чицарилди. Агар а  соханинг контури мурак- 
каброц булса, у хрлда цуйидагича йул тутилади (24-расм). а сохани 
(8) ёки (9) формулани келтириб чицаришда цуйиЛган шартлар каноат- 
лантириладиган цилиб, чекли сондаги булакларга булинади. Сунгра 
интегрални бундай сохаларнинг хар бири буйича (8) ёки (9) формула 
асосида ^исобланади. Бутун соха буйича олинган интеграл эса адди- 
тивлик хоссасига асосан бу булакларнинг ^ар бири буйича олинган 
интегралларнинг йигиндисига тенг булади. 24-расмда келтирилган зрл 
учун цуйидагига эга буламиз:

j  f f ( x ,y ) d a  =  f l f ( x , y ) d a - j -  j  § f ( x , y ) d o +  J J f ( x ,y ) d a .
G ° i  О г СГ з

4 -и  30%. Агар интеграллаш сохаси х  =  а, х =  Ь ( а <  Ь) ва у  — С' 
y  — d ( c < d )  тугри чизщлар билан чегараланган турри туртбурчак 
(25-расм) булса, (8) ва (9) формулалар бу хол учун ушбу куринишда 
булади:

ь d

l \ f { x , y ) d a = <jj d x \ f  (x ,y )d y ,
о  а с

d b

j  j  f  (x, y ) d a = \ d y \ f  {x, y )d x .
a  с a

1-мисол. Агар J  1 (*2 +  у2) d a  икки каррали интегралнинг о интеграллаш ссца- 
а

си  у — 0, х ~ 2 ,  у — х/2  турри чизи^лар билан чегараланган учбурчак (26-расм) 
булса, бу интегрални ^исобланг.

56

25- раем

Е ч и л и ш и .  Бу икки каррали интегрални (8) формуладан фойдаланиб з^исоб- 
лайдиган булсак, бу ерда г/кир= ф х (х) =  0, у ч М  =  ср2(х) =  х /2  булади (чунки кириш 
нукталари Ох укда, чи^иш нуцталари эса у =  х /2  турри чизивда ётади); а  =  О 
b =  2. Шу сабабли, (8) интегрални ^улланиб,

х / 2

[  \(х2 +  У2) d a  =  \ d х  j* (х2 +  у2) dy

ни з̂ осил циламиз. Ички интегралда х  ни узгармас деб з^исоблаб, бу интегрални 
топамиз:

х/2

(х2 +  У2) d у  = х2 у +  -

Демак,

х /2

[  j  (.X2 +  у2) d а  =  j  * s d х

х  , {х /2 )3 13 .
-----4 -  -----------= ------ х 3.

2  3 24

13 х 4 

24-4
=11 

О б'

Я < * , +  у2) d a  икки каррали интегрални здасоблаш учун (9) формуладан фой- 
d

далансак з̂ ам, барибир шу натижани з̂ осил ^иламиз. Бу з^олда х кпр =  (у) = 2 у, 
^ ч и к ;  =  ф а (у) =  2 (чунки кириш нуцталари у  =  х /2 , ёки х —  2 у  тугри чизи^да, 
чикиш нукталари эса х  =  2 турри чизивда), с =  О, d  =  1 булишини (26-расм) эъти- 
борга олсак,

1 2
[ j  (x2 + y 2) d o =  j*d y j" (x2 +  y2) d x

ни з;осил циламиз. Сунгра 
2

f № +  y * ) d x = \ ~  +  
iy  L

о̂лл

f \ (x 2 +  y 2) d a  =  J

Г  x

У ^олда

2 У

О 2 у

=  ( f + w +  2j/3 ) = 4 - + 2 ( / 2 — ~ У 3 >

8 +2 3_ Ц г /3 
з з

. Г 8 г/4- 2у3d y = [ - y +  — U L
6

13
6
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У = 2-хг

Агар икки каррали интегралнинг геометрик маъно- 
сини эътиборга олсак, | j (х2 +  у"-) d а  юцоридан 

' а
г  =  х 2 +  у2 айланма параболоиднинг Ох у текислик- 
да а  учбурчакка проекцияланадиган булаги билан 
чегараланган цилиндрик жисмнинг V ^ажмини бе- 
ради.

2-мисол.

27- раем

!. f  [ ху2 d а  икки каррали интеграл- 
а

нинг о интеграллаш сохаси *  =  0, у — х, у  =  2 — 
— х 2 чизшугар билан чегараланган булса, бу интег
рални топинг (27-расм).

Е ч и л и ш и .  Бу икки каррали интегрални хи- 
соблаш учун (8) ферму лани цуллаймиз. Бу ерда 
У к
6 = 1 .  Шунинг учун

1 2 -х *

= Ч>1 М  =  * .  г/чик. =  ф2 (* )  =  2 — х2, а  =  0,

j  f  ху2 d a  =   ̂ dx  j*' л:у2 dy.

Ички интегралда х  ни узгармас деб хисоблаб, бу интегрални топамиз: 
2—хг 2_у2

ху2 dy  = ху3 х  (2 — х2)3

Демак,

ГС Г Гх (2 — х2)’ _  х4
) ) x y d ( ,  =  \ ~ l  т~.

dx -

+*

j  (2 — d (2 — х»)----1—J

Л* Ц

хЫх =

■ +
х5 "]1

>5.0
J _  _1_ 24 67 

24 15 +  24 ~  120

Агар J  J  (ху2) d а  икки каррали интегрални хисоблашда (9) формуладан фой- 
а

даланиладиган булса, у холда о  интеграллаш сохасини иккита 0 i,cr2 булакка булиш- 
га тугри келади (27-расмга царанг), чунки чициш нуцталари жойлашган ОАВ 
чизиц айрим участкаларда турли тенгламалар билан берилади. Аддитивлик хоссасига 
асосан:

j  j  xy2 d a = j  [  xy2 d o  +  j  j  xy2 d a . 
a 6i <та (*)

Бу тенгликнинг унг томонида турган интегралларнинг хар бирига (9) формулани 
цулланамиз. Аввал биринчи интегрални хисоблаймиз:

1 У 
ху2 d a  =  | d y  | ху2 dx ,

(Ti 0 0
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Л -

чунки
*кио = 4»i (г/) = о, % (у )  =  У, с =  О, d — 1.

Энди У НИНГ узгармаслигини эътиборга олиб, ички интегрални Хисоблаймиз:

f  ху2 d x = ~ .  * 2y2 ]У =  _ ^ _ .
•J 9 л О

Демак,

Я ч “ , Н ’-
о1 0

У—  dy =  J — . 
2 10

(*) тенгликнинг унг томонидаги интегралларнинг иккинчисини хам шунга ухшаш
топамиз:

2 V2—y

чунки

I" | ху2 d  о =  dy  Г xy2 dx,

'а‘ 1 о

= 0, ^ = 1 / 1 4  с =  1. d = 2.

Ички интегрални хисоблаймиз:

V 2-y

1
ху2 dx  =

х2 у'1 У 2-
-  ( 2 - У )  У2 _ u2 J L  

~  У 9

Демак,

11

24

Шундай цилиб, узил-кесил ушбуни хосил циламиз;

ху2 d а
И '

1 11 =  67 
10 24 120

Сунгги мисолдан куриниб турибдики, |" j* ху2 d а  икки каррали интегрални маз-
а

кур конкрет холда хисоблашда (8) формулани цуллаииш цулайроцдир. Икки каррали 
интегрални хисоблашда буни назарда тутиш лозим ва (8) ёки (Ь) формулалардан 
Хисоблаш ихчамрок, буладиганиии англаш ловим.

5. Икки каррали интегралларни цутб координаталарда ^исоблаш. 
Ани^ интегрални ^исоблашни соддалаштириш усулларидан бири уз- 
гарувчини алмаштириш усулидир. Икки каррали интегралда янги узга- 
Рувчиларни ана шундай киритиш купинча хисоблашларнинг тежамли 
булишига олиб келади. Биз бу ерда узгарувчиларни алмаштиришнинг 
амалий татби^лар учун энг мухим булган хусусий холи, чунончи, х  ва 
У декарт координаталар ини г  ва ф ^утб координаталарига алмашти
риш билан чекланамиз.
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Абж d 6  -rd rchp

г  =  f (x, у) узлуксиз функциядан ст
соз̂ а буйича олинган \ \ f  (х, у) da  

' а
икки каррали интегрални хисоблаш 
лозим булсин. Икки каррали интеграл 
интеграл йигиндининг лимити экани- 
ни биламиз:

j  i f  (х, у )d a  =  lim У  f  (х(, у.) А ст.

шу билан бирга бу лимит ст сохани 
булакларга булиш усулига з̂ ар бир А ст/ кичик юзачада Рь нуц- 
танинг кандай танланишига хам боглиц эмас. ст сохани цутби коорди
наталар боши билан устма-уст тушувчи, цутб уки эса Ох у к да и иборат 
булган цутб координаталар системасида цараймиз. ст интеграллаш со- 
з̂ асини цутбдан чицувчи нурлар ва умумий маркази цутбда булган 
айланалар ёрдамида А а1 кичик юзчаларга буламиз (28- расм). Кутб- 
дан чиццан ва узаро Дср(. бурчак ташкил цилган иккита нур ^амда 
rt ва г, +  Аг1 радиусли иккита айл*на билан чегараланган A ст, юзчани 
царайлик (29-а расм). Бу эгри чизшуш туртбурчакнинг юзини иккита 
доиравий сектор юзларининг айирмаси сифатида топамиз:

А ст. =  ОМх М2 -  0 М 3 Мл =

=  y ( ri + Д ri)2 АсР/— T r2i A % =  r i A ri A(Pi + Y  (А ГУ  А Ф< =  (r i +

+  Т L ) A r‘ A(pr

г'{ орцали г1 ва г. +  Д г. орасидаги урта радиусни белгилаймиз, яъни 

r ’i — У хрлда Д ст, =  /-' Д г1 А ср.. Х̂ ар бир Дст, кичик юзча-
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р  (х.; у )  нуцтани танлаймиз. Бунда P t нуцтани г\ радиусли айла- 
^ л а  'ётадиган цилиб танлаймиз. Р { нуцтанинг цутб бурчагини ф, орца- 
Н б е л г и л а й м и з . P i нуцтанинг х{; yt декарт координаталари билан унинг 

ф. ЦУтб координаталари * .  =  /-'cosф. ва у£ =  а].s in ф. муносабат- 
лар оркали богланганлигини з^иссбга олсак, цуйидагини з̂ осил циламиз:

| ( f(x , у) d a  =  lim 2  f ( x r y }  А о ‘ =
п

=  lim у ,  H r  '. cos ф; г', sin ф;) х  г' А г, Д фг

Ш уни  айтиш керакки, интеграл йигиндини тузгётганда ст соз̂ анинг 
чегарасига ёпишган А ст, юзчалар кесилган ва улар r\ А г( А ф, дан ки
чик юзларга эга булиши мумкин. Бирок бундай юзчаларни биз кура- 
ётган шаклдаги юзчалар билан алмаштирганда йул цуйиладиган хато- 
нинг лимитга утилганда нолга айланишини исботлаш мумкин.

Сунгги тенгликнинг унг томонида / (г cos ф, г sin ф) функция учун 
г ва Ф узгарувчилар буйича интеграл йигиндининг лимити турибди. 
Шунинг учун

П

2  f ( r ’i  COS Ф;. r\ sin Ф;) /"] Д А, Д ф, =  f j f (г соэф, Г в т ф )/ '^ ^ .
л -1  о

Шундай цилиб, ушбу формула уринли:

j   ̂f (x ,y )d a  =  j  j  f (гсоэф, r sin ф) r d r  d ф. (10)
о а

d o  =  г d r  d ф ифода кутб координат аларида ю з элемента деб аталади- 
У 29-6 расмда тасвирланган эгри чизицли туртбурчакнинг r d r d ф 

га Караганда юцори тартибли чексиз кичик мицдорлар аниклигида
Д a  =  r d r  d ср-]— (d г)2d ф юзини беради. (10) муносабат икки кар

рали интегрални цутб координат аларга алмаштириш формуласи 
деб аталади.

Шундай цилиб, икки каррали интегрални цутб координат аларга  
алмаштириш. учун интеграл остидаги f ( x ,  у) функцияда х ва у 
&згарувчиларни мос равишда г соэф, rs iriф билан, d a  ю з элементини 
эса унинг цутб координата- 
лардаги d a  =  г d r  d ф ифодаси 
билан алмаштириш лозим.

j  j  f (г cos ф, г sin ф) г dr d  фо
икки каррали интегрални ци- 
соблашни хам такрорий интег
рални зугсо'блашга келтирила- 
Ди, бироц бу ерда х ва у  уз
гарувчилар ролини энди г ва 
ф бажаради. Буни цандай ба- 
Жаришни курсатамиз. ст соз̂ а 
Цутбдан а  ва р ( а <  р) бурчак-

г--гг «?)

30- расм
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лар остида чиадан иккита нур ва кутб координаталардаги тенгламала- 
ри /• =  /'1(9) ва г  — г2 (ср) (/'1< / '2) булган иккита эгри чизик; билан 
чегараланган булсин. К,утбдан ф ( а < ф < р )  бурчак остида нур утка- 
замиз. Бу нур г =  г 1 (ф) ва г =  г2 (ф) эгри чизи^лар билан Сг ва С2 
нуцталарда учрашади (ЗЭ-расм). С г ну^тани кириш ну^таси, С2 ну^та- 
ни эса чи^иш нуцтаси деб атаймиз. Икки каррали интегрални ^исоб- 
лаш формуласи мазкур интеграллаш сохаси учун ушбу куринишда бу
лади:

г  с  8 г , ш к  с Г2<Ф>j  \/(гсоэф, /"этф) r d r d y  =  Ы ф  J /(гсоэф, r s m y ) r d r .  ( 11)

Гг(~)
] f ( r  соэф, г sin ф) г d r  ички интеграл (ф ни узгармас деб) кириш

нуцтасининг цутб радиуси [/"кир =  гг (ф)] дан чициш нуцтасининг цутб 
радиуси [г =  г2 (ф)] гача булган чегараларда олинади. Бу интеграл
лаш натижаси умуман айтганда, ф узгарувчининг бирор функцияси 
булиб, кейин уни а  дан (3 гача (ф аргументнинг четки цийматлари) 
булган чегараларда интеграллаш лозим.

Агар 0 интеграллаш сохаси 31-а, расмда тасвирланган куриниш
га эга (цутб соханинг чегарасига тегишли) булса, у хрлда унинг учун 
кириш нуцтасининг цутб радиуси 0 га тенг: г = 0  ва демак,

Р г (Ф)

J  j" f  (г cos у,[г sin у) г d r  dq>l=  j  f ( r  соБф, г sin ф) г d г. ( 12)
0  а  о

Нихоят, а  роха координаталар бэшини уз ичига олган ва г = г ( ф) 
эгри чизиц билан чегараланган б\лса, (31-6 раем), у ^олда, равшанки,

2я  г( ф)
j* f(rcos ф, rsin ф) rdrd ф =  j ‘d ф j' f{rcos ф, rsin ф) rdr. (13)

r = r ( t f)  S

Хусусан, агар епиц эгри чизиц маркази координаталар бошида булган 
R  радиусли айлана булса, у хрлда

2 Я R
С  ̂f(rcos ф, rsin ф)rdrd  ф =  d  ф Г f(rcos ф, /"sin ф) rdr. (14)
' а  ’о 'о

j .  мисол. |[~\/4 —  х 2 — у'2 d a  икки каррали интегрални з^исобланг, бу ерда 
а

__маркази координаталар бошида ва радиуси 2 булган айлана.
Е ч и л и ш и .  (10) формулага кура:

(’ f y '4 — х 2 — у2 d a  =  JJ "I/4 — (a costp)2 — (rsin ф)2 rdrd  ф =  JJV 4  — r2rdrd  ф. 
a  a  a

Бу интегрални з^исоблаш учун (14) муносабатдан фойдаланамиз:
2я 2 _______

: rdr ф =  [  d  ф [ Т/4 — г2 rd r . 
о о

Ички интегрални з^исоблаймиз;
2

.fl/4 - г2 rdr =  —
[ (4 —  л2)3/2] 2 _T = JL 

Jo 3 '

Шунинг учун

Шундай к;илиб,

j | V 4  —  r l rdrdip =  j  d ф =  ~-п .

■у2 d a  =  —  я . 
у 3

Шу интегралнинг узини декарт координаталарида ^исоблаш купрои; зугсоблашлар 
билан богли^.

2- мисол. R радиусли шардан ясовчиси бу шарнинг маркази орк;али утувчи ва 
диаметри R  булган турри доиравий цилиндр билан кесилган жисмнинг з^ажмини 
топинг.

Е ч и л и ш и .  Координаталар бошини шарнинг маркази билан устма-уст тушириб, 
Ог 5/Кни цилиндрнинг ясовчиси буйлаб Ох уи;ни эса цилиндр асосининг диаметри буй- 
лаб йуналтирамиз. Жисм Оху ва Охг координата текисликларига нисбатан симметрии 
булганлиги учун жисмнинг I октантда жойлашган булагини топиш ва олинган нати- 
жани туртга купайтириш етарлидир (32- раем). Демак,

V’ =  4 J  [ z d a ,

бу ерда г — сфера нук,тасининг аппликатаси, а  эса Оху текисликдаги радиуси R I2 
ва маркази (R /2 ; 0) ну^тада булган ярим дойра (33- раем).

Радиуси R ва маркази координаталар бошида булган сферанинг тенгламаси х3 +  
+  if- - f  i 2 =  R2 куринишида булганлиги учун биринчи октантда г =  V ^ 2 ~  х2—у2 
®а, демак,

V — 4 ffT / tf2 — х2 — у'2 d а .
' а

% т б  координаталарга утиб, (10) формулага асосан ^уйидагини з^осил циламиз: 

у =  4 J J  ~\/R2 — х2 — у2 d a  — 4 ~VR2 —г2 rd ry d .
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(20) тенгликнинг унг томонида турган ифода f  (Р ) функция учун интег
рал йириндидир.

(20) такрибий тенгликнинг аницлиги А ст(. юзчанинг улчамлари кич- 
райиши билан ортади. Кичик юзчалар сони п чексиз ортганда ва улар- 
нинг , а̂р бири ну^тага тортилганда лимитга утиб, изланаётган Q кат- 
таликнинг ани^ цийматини з о̂сил ^иламиз:

Q “ Jlim 2  f (Р^  A ст, =  f f f  (P) d a.
n~*°° i_=i ' a

f ( P ) d a  ифода изланаётган катталикнинг элементи деб аталади ва 
dQ  ор^али белгиланади: dQ = f(P )d a .

Шундай ^илиб, Q катталик 1° ва 2° хоссаларга эга булса, у холда 
бу катталикни унинг элементидан олинган икки каррали интеграл сифа
тида топиш мумкин: Q =  \\dQ.

О
Икки каррали интегралга олиб келадйган яна бир ^атор масалаларни 

цараймиз:
С т а т и  к м о м е н т  л ар; я с с и  фи г у р а  нинг  о р и р л и к м а р к а 

зи.  Оху текисликда ётувчи ва т массага эга булган Р  (х\у) моддий 
ну^танинг Ох уэда нисбатан Sx статик моменти деб, бу ну^та масса- 
сининг унинг ординатасига купайтмасига айтилади, яъни Sx =  ту. Оу 
увда нисбатан Sy статик момент хам шунга ухшаш аншушнади: 
Sy — тх.

Агар бир неча моддий ну^тадан иборат система берилган булса, у 
хрлда системанинг координата укларига нисбатан статик моменти бу 
система ну^таларининг мос статик моментлари йигиндиси сифатида 
ани^ланади.

Энди Оху текисликца ст моддий юзча берилган булиб, унинг истал
ган ну^тадаги у сиртий зичлиги бу ну^та координаталарининг берилган 
функцияси булсин: у — у (х ,у ).

Бу юзчанинг Sx ва S y статик моментларини топиш учун [^уйидагича 
йул тутамиз. ст юзчани п та кичик а. юзчага буламиз. Дар бир а. ки
чик юзчада ихтиёрий Р .(х .,у .) нуцтани танлаймиз. Дар бир юзчада 
зичликни узгармас ва танланган Р . ну^тадаги зичликка тенг деб хисоб
лаб, бу юзчанинг А т , массаси учун ушбу такрибий ифэдани хосил ци- 
ламиз:

А т ^ у  (х{, у{) А ст.. (21)

Дар бир А а . кичик юзчани А т, массали Р. (хг, у.) нуцта билан алмаш- 
тирамиз. Бу ну^танинг у^ларга нисбатан статик моментлари А ст, юз
чанинг A S ‘X ва A S‘y статик моментларининг тацрибий ^ийматларини 
беради:

А 5 * ~  Ус А т . «  yi у (х{, у>) А ст., 

х. А т , « х .у (х.,у.) Аст,.
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5у Ту н  ст юзчанинг статик моменти А ст, кичик юзчалар статик момент- 
дар и н и н г йигиндисига тенг булганлиги сабабли (аддитивлик хоссасига 
асосан) Sx ва Sy учун ушбу такрибий тенгликларни ^осил циламиз:

П  П

У,у (*, у’,) А О г sy » 2  У (*Г у? А «V 
»=i i=i

Статик моментларнинг >;ар бирининг ани  ̂ ^иймати сифатида мос 
и н т егр ал  й и ри н д и н и н г барча кичик юзчалар нолга интилгандаги лимити
ни ь̂ абул ^иламиз:

П

SX =  lim У  ^ V ( ^ y ()A O |=  \ \ y y (x ,y )d o ,
Я  а (22)

п

S y = lim 2  x i У (х р  %) А f f ХУ (х , У) d ст.fl-+oo J  J1=1 О

' И з ох. Шу масаланинг узини бундай хам ечиш мумкин: ст юзчада 
чексиз кичик d  ст юзчани шундай кичик килиб танлаймизки, унинг ^олати 
шу d а  юзчага тегишли бирор Р  (х; у) ну^та билан характерлансин. d а  
элементар юзчанинг бутун d т массаси Р (х, у) нуктада мужассамлаш- 
ган деб ^исоблаб, d a  юзчанинг Ох уода нисбатан статик моменти 
элементини ^исоблаймиз: d S x — y d m .

Сунгра d m  =  у (х,у) d a  булганлиги учун d S x =  у  у (х, у) d  ст. Энди 
d S x дан ст юзча буйича икки каррали интеграл олиб, ^уйидагини топа
миз:

Sx =  N d s x =  $ $ y y ( x ,y ) d o .
О О

Шунга ухшаш, dSy =  х у (х, у) d а  ва

Sy =  j j x y ( x ,  у) d a .
а

__ Механикадан маълумки, ясси моддий система орирлик марказининг 
х  ва у  координаталари

тенгликлар билан аницланади, буерда т—системанинг массаси, Sx ва 
^системанинг статик моментлари. ст ясси юзчанинг массаси \\y(x,y)da

6
га тенг (1-§, 2-пунктга каранг) булганлиги сабабли ясси пластинка 
огирлик марказининг координаталари учун (22) ва (23) формулаларга 
кУра ушбу ифодаларни хосил киламиз:

^ x y (x ,y )d o  У V (xy)da 
—_ о__________ ~~_ о_________

J J  y(x ,y)da У ]\ y (x ,y )d a
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Хусусан, пластинка бир жинсли (y — Y0) булса, у .^олда 
J J х Yo da Yo Я xd a  S ixda

—  n  (J  О
x —■

Я  V o da

щунга ухшаш,

Yo Я  a
О

do
о ___

Я * 0

Я

\\da =  о булганлиги учун ( 1-§, 2- пункт, изохга каранг) 
6

f ] yd аЯ  x d o  
6

У = (24)

1- мисол. у = 4  — х2 парабола ва Ох yi>; бил'ан чегараланган юзча огирлик мар- 
казининг координаталарини топинг (3 4 -расм).

Е ч и л и ш и .  Фигура Оу увда нисбатан симметрик булганлиги учун ^исобламас- 
дан туриб з̂ ам х =  0 деб айта оламиз. Огирлик марказининг у  ординатасини (24)  
формула буйича ^исоблаймиз. Бунинг учун Sx статик моментни топамиз:

Sr =■ |\"^0Г =
2 4 - х 2 

= | dx  | ydy ■■

- 2  b

(4 — x2)-dx  - (16 —  8 x 3 - f  x l ) dx  — 2 5 6 / 15.

о юзни топамиз:

a  =  f f  d a  =  
a

Демак, (24) формулага асосан:

~у -

2 4 -л :1 2
j' dx j' Л/== j' (4— x-)dx  =  3 2 / 3 . 

- 2  0 - 2

256/15

32/3
= 8/5.

Демак, огирлик марказининг координаталари: x =  0 , 1/ =  8/5.

И н е р ц и я  мо ме нт  и. т массали 
моддий нуктанинг уцка нисбатан инерция 
момента деб, бу нуцтанинг массасини 
ундан уккача булган масофанинг квадра- 
тига купайтмасига айтилади. Моддий 
нуцталар системасининг инерция момен
та деб бу нуцталарнинг инерция момент- 
лари йигиндисига айтилади.

Эндч о ясси моддий юзча берилган 
булиб, унинг y зичлигн координаталар- 
нинг берилган функцияси булсин: y =  
—у(х,у). Бу юзчанинг Ох ва Оу уцларга 
нисбатан инерция моментларини топамиз. 
d o  кичик юзчани ажратиб, унинг коор-34- расм
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дината укларига нисбатан инерция моментлари* элементларини то
памиз.'

dJx =  у2 dm  =  у2 y (x,y)d о, d ly — хп- dm — х2 у (х,у) do.

(IIх ва d lу дан ст юзча буйича икки каррали интеграл олиб, нзланаёт- 
ган инерция моментларини топамиз:

К  — l\ y2y (x>y)do, I y =  \\x2y(x ,y )do , (25)
О 6

2- мисол. 1- мисолдаги бир жинсли юзчанинг знчлиги y “  1 деб .^исоблаб, унинг 
Оу УККа нисбатан инерция моментини топинг.

Е ч и л и ш и .  (25) формулага кура:

Iу  =  j U 2 Y d а  ■■ \ x 2d a =  | dx  | x -dy  == j x2(4 — x°)dx —
12b
15

Сиртнинг  ю з и. VIII бсбда айланиш сиртининг юзини хисоблаш 
^ацидаги масала ечилган эди. Энди умумийрс-к масалани: z = f ( x ,y )  
тенглама билан берилган сирт булагининг юзини хисоблаш масала- 
сини ечамиз.

Аввал ушбу леммани исботлаймиз.
Лемма, ст — юзи Q булган ясси фигуранинг бирор текиелцкка про- 

екциясининг юзи булсин. У  холда

ст =  Q cos ср, (26)

бу ерда  ф — проекция текислиги ва фигура текислиги орасидаги ijm- 
кир бурчак  (35-расм).

(26) формула учбурчаклар учун тугрилиги бизга маълум. Исталган 
ясси купбурчакни бир неча учбурчакларга булиш мумкин булгани 
учун (26) формула ясси купбурчаклар учун ^ам тугридир.

Энди бирор эгри чизиц билан чегараланган Q юзли ясси фигура 
берилган булсин. Бу фигуранинг юзини унга ички чизилган купбур
чаклар юзларининг лимитлари сифатида цараш мумкинлиги сабабли

_ _ _ _ _ _  35- расм 3 6- расм

Инерция момента аддитнв катталик эканлйги равшан.
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'Iя *
S  =  j  f ~V 1 +  4 (x2 +  y2) d a  =  11 ( ~\/1 +  4r2 r d r d  q> =  f  d  ф j "]/1 +  4/2 r d r .

<j о 0 0

Ич ки  ин те гралн и то п а м и з:
2
С V l  4 r 2 r d r  =  —  ( 1 +  4 r 2)3/2 I2 =  1  ( 1 7  1 / 1 7 — 1).  

J  12 0 12
0

Демак,
^71 —5 _  Г  —  ( 1 7  1 / 1 7  —  1) d<p  =  £ L  ( 1 7  y i 7 — 1 ) «  3 6 , 2 0  к в .  бирл .

J  12 6
0

7. Пуассон интеграли. Э^ткмоллар назариясида Пуассон* ннтеграли
—}-оо

деб аталадиган / =  j' e~x*,2d x  интеграл мухим а^амиятга эга. Уни хи- 
о

соблаш учун К  =  ff e -^ ‘ +  y2)/2d a  хосмас икки каррали интегрални ^и-
' а. соблаймиз, бу ерда а  интеграллаш сохаси чек-

j t с и з  соха—координата текислигининг / чорагидан
иборат (38- раем). Бу интегралга декарт коор- 

/ / у / / /  динаталар системасида ^ам, ^утб координаталар 
системасида х;ам такрорий интеграл1'а утиш фор- 
мулаларини кулланиб булишини исботлаш мум- 

х кин. Бу интегрални (8) формуладан фойдаланиб, 
декарт координаталарида такрорий интеграл ор- 

расм кали ^исоблаймиз. Бу ерда

1j  —̂  0  ц  7=2 И-* оо Укии ’
____ _ ,  = 0 ,  Ь  =  + 0 О .

нр 11 ^чик; ’ 1

Шунинг учун
со оо

/<• =  Г J е-ч** + у ')/2  d a  =  \ d x  j' е ^ г + ̂  d у.
а  'О 0

Бироц
—[-ОО “{“СО -|-оо
[ е-(х* + у2)/2d y =  I е~х'!2' е~Уг'2 d y  =  с - ^ 2 J е~«''2d y  =  е-*г'2'1,
о о о

+ °°чунки [ е~Уг/2 d у  =  / (интеграл интеграллаш узгарувчисининг белги-
о

ланишига боглик; эмас). Шундай ^илиб,
+03 +оо хги

К  =  С e - x*12 l d x  — l \ e  d x  = P . (30)
о о

Иккинчи томондан ^e~<x, + y2)/2d a  интегралда к>тб координаталарига 
а

утсак, Я/2 оо
К  =  С(*е-и г + »*>/2 d а  =  [ d ф fe - r,/2r d r

*  С. Пуассоя (1781 —  1810)—  француз механиги, физиги ва математиги.

НИ ^ о с и л  киламиз. Бироц
-f-oo 6

Г - - г*!2 - л - Ч  п - гЧ1 г л  г  _  к™  /1 I
о

Демак,

/•d/’ =  lim le r‘,2r d r  =  lim (1 +  е *I/2) =  1.
fr—> -j-oo 0 fr-+-f-oo

Л/2

Д' =  ( d ф =  — •2 (31)
о

(30) ва (31) формулалардан /2 =  у  булиши келиб чицади, яъни 

j  _= |/ -5.. Шундай 1\илнб, узил- кесил куйидагига эгамиз:

V7?
(32)

2- §. УЧ КАРРАЛИ ИНТЕГРАЛ
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1. Масса ^акидаги масала. Оху г фазода бирор У моддий жисм берил
ган булсин. Унинг бирор кисмини — Р (х, у, z) ну^тани уз ичига ол- 
ган А V кичик жиемни караймиз. Бу кичик жисм Д т массасининг
унинг ДУ хажмига нисбати, яъни ~  нисбат ДУ жисмнинг у Р тача

зичлиги деб аталади. А г а р ^  нисбатнинг ДУ кичик жисм Р  (х, у, г )
ну^тага тортилади деган шартдаги у лимити мавжуд булса, у ^олда 
бу лимит Р  нуктада! и зичлик деб аталади. У  Р (х , у, г) нуктанинг 
вазиятига бег лик булади ва шу сабабли унинг координаталарининг 
бирор функцияси булади: у =  у (х, у, z).V  ^ажмли жисмнинг хар бир 
Р {х , у, z) ну^тадаги зичлиги бу нукта координаталарининг берилган 
узлуксиз функцияси, яъни у =  у{х, у, г) деб .^исоблаб, шу жисмнинг 
т массасини ^исоблаймиз. Агар V бир жинсли, яъни 7 зичлик унинг 
^ар бир нуктасида бир хил ва 70 га тенг булганида эди, у ^олда 
унинг т массаси т =  y0V га тенг булар эди, бу ерда V — жисмнинг 
ха жми. Умумий холда зичлик ну^тадан ну^тага утганида узгариши 
Ту файл а бу формула жисмнинг массасини аниклаш учун яро^сиздир. 
Шу сабабли ^уйидагича йул тутамиз:

П

V жиемни п та ДУХ, ДУ2, . . .  , ДУП булакларга V =  ^ Д У ;

буладиган килиб буламиз. Дар бир кичик Д Vi жиемда Р t (хр уг  г.) 
нУ^тани танлаймиз. Агар Д Vi жиемни етарлича кичик 1̂илиб олсак, у 
холда бу жисм ичида зичлик кам узгаради ва Р .  ну^тадаги у. — 
=  V (Р.) =  у (х., у-, Z.) зичликдан кам фарк килади. Д Vi кичик жисм- 
Нинг х.аР бир нуктасидан зичликни узгармас ва P t нуктадаги зичлик- 
Ка тенг деб хиссблаб, унинг Д т1 массасини такркбий хиссб.г£ймиз:

Д т. «  у{ Д У1 =  у (,v , у., z.) А У. ( / = 1 , 2 ,  . . .  , п).
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Бутун жисмнинг т массаси V  Д т , г а  тенг булгани сабабли уни хи-
i =  1

соблаш учун ушбу такрибий тенгликни х;осил кнламиз:

т  =  2  А  m i  »  2  Y У г  Л ' 
i=i «=1

т массанинг ани^ ^иймати сифатида бу й ириндининг А V. кичик жисм - 
ларнинг з̂ ар бири нукта га тортилгандаги лимитини ^абул циламиз:

П

т = „1 ™  2  7 (х ‘-’ Ui' Z‘) л  у ‘ ' (33)/=1
Жисмнинг массаси хакидаги масалани хал этиш тайин куринишдаги 
йириндининг лимитини текширишга олиб келди. Геометрия, физика ва 
бош ка фанларнинг купчилик масалаларИ шу куринишдаги йириндилар
нинг лимитини топишга келтирилиши сабабли, бундай йириндилар ли- 
митининг хоссаларини умумий куринишда, у ёки бу масалага богла- 
масдан урганиш табиий бир з̂ ол булиб, у бизни уч каррали интеграл 
тушунчасига олиб келади.

Уч каррали интеграл ва унинг хоссалари. фазода з а̂жми У га тенг 
булган жисм берилган булсин. Бу жисмнинг з̂ ар бир Р  ну^тасида 
u =  f ( P ) =  f(x, у , г) функция аншуганган булсин. Энди ушбу 
ишларни бажарамиз.

1. Ж.нсмни п т а  АУХ, ДУ2, . . .  , АУ„ к и ч и к  ж и с м л а р г а *  б у л а м н з ,

бунда N]AVi=y. 
i — i

2. А У . кичик жисмларнинг хар бирида ихтиёрий Р . (хг  у., г .) 
нуцтани танлаймиз. и =  f  (Р) функциянинг Р i ну^тадаги кийматини 
шу Р. нукта тегишли булган кичик жисмнинг А У (. з^ажмига купай - 
тирамиз:

f (P .)A V . =  f(x ., у., zt) A V ,
3. Барча б у н д а й  к у п а й т м а л а р н и н г  й и ри н д и си н и  тузамиз:

2 f ( / > , ) 4 V , _ V f (*„ у ,  г , )Д V,,
i= I j=l V ’

у интеграл йитнди деб аталади.
4. (34) интеграл й и р и н д и н и н г АУ; кичик жисмлар сони п нинг 

чексиз ортгандаги ва уларнинг х,ар бири нуктага тортилгандаги ли
митини цараймиз.

Агар бу лимит мавжуд ва у У з а̂жмни А У. кичик жисмларга бу-
лиш усулига хам, уларнинг з̂ ар бирида Р. yr  z;) ну^таларнинг 
танланишига хам борлик булмаса, у з о̂лда бу лимитни и =  f  (Р) =

*  Бундан буён V ва Д жисмларни .хам, уларнинг ^ажмларини хам билдираве- 
ради.
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Г *(х, у, z) функциядан У соха буйича олинган уч каррали интег
рал  Деб аталади ва бундай белгиланади:

Я ]' f (P )d V  ёки Я 1 / (*. у, г) d V .v V
Шундай ^илиб,

W f ( P ) d V - W f ( x ,y ,z ) d V  = lim  £ / ( *  у Р г.) А У, (35)
V V п -ю о  (=1 *

\. пунктга кайтиб, бундай хулсса кнламиз: У жисмнинг т массаси 
Y =  y(*. У< z) зичликдан олинган уч каррали интегралга тенг, яъни

т =  I I I  V (х, у, z)dV. 
v

Уч каррали интеграл икки каррали интегрални интеграллаш сохаси 
уч улчовли жисм булган холга умумлашмаси эканини куриб турибмиз. 
Икки каррали интеграл булган холдаги каби ушбу уч каррали интег
ралнинг мавжудлик теоремаси уринли булиб, биз уни исботламасдан 
^абул ^иламиз.

Фазонинг V %ажмли чегараланган ёпик сохасида узлуксиз булган  
хар кандай и =  f  (х, у, г) функция учун уч каррали интеграл мав
жуд.

Уч каррали интеграл з̂ ам икки каррали интеграл эга булган хос
саларга эга.

1°. У згарм ас купайтувчини уч каррали интеграл белгисидан 
ташкррига чикариш мумкин, яъни

Iff k f( x ,  у, z )d V  =  £ f(x ,'y , z) dV.
V v

2°. Бир неча функциялар йигиндисидан олинган уч каррали ин
т еграл кушилувчилардан олинган уч каррали интеграллар йигиндисига 
тенг, яъни

I I I  [f (ж, у, z) +  ср(X, у, 2)М У  =  Я 1ф (х , у, z )d V  +  N $ <Р(*. У, 2)d V .

3°. Агар инт еграллаш  сохасида f  (х, у, г) >  0 булса, у  хрлда

III f  (X, у, z ) d V >  0.

4° Агар интеграллаш сохасида f  (х, у, z) > ф (х, у, г) булса, у 
^олда

III f ( x ,  у , 2) d У > IIIФ(*. У> 2)d V .

5 Адди т и в л и к  хоссаси.  Агар У инт еграллаш  сохаси k  та 
v i> V* • , Vk булакка булинган булса, у  хрлда
I j/ f  (х< У- * )d V  =Я1/(х, у, z) d  У + III / (х, у, z )d V  + . . . +

+  Я1  /(х, у, z)dV . 
vk

Урта ^иймат ^а^идаги теорема. Агар f ( x ,y ,  z) функция ёпик че
гаралан ган  У сохада узлуксиз булса, у хрлда бу сохада шундай 

(х0, у0, z0) нукта мавжудки,
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Ш f(x , у, z )d V  =  f  (x0, y 0, z0) V
V

бдлади, бу  ерда V — соханинг хажми.
Бу пунктни якунлаб, куйидагини цайд этамиз: агар V соз а̂да ин

теграл остидаги функция f  (х , у, z) =  1 булса, у зфлда уч каррали интеграл 
сон жи^атдан со^анинг з^ажмига тенг, яъни Ц.)' dV==V. Бу тенглик мазкур

Vп
з̂ олда исталган интеграл йигинди V  1 . Д у  = у  куринишда ва сон

ВД
жи.\атдан жисмнинг хажмига тенглигидан келиб чикади.

3. Уч каррали интегрални де- 
карт координаталарида х,исоблаш.
Уч каррали интегрални з̂ исоб- 
лаш учта аниц интегрални кет- 
ма- кет хисоблашга келтирилади.
V интеграллаш сохаси пастдан 
г  — ё  (х, у) сирт билан, юцори- 
дан эса г  =  h (х, у) сирт билан 
чегараланган жисм деб фараз 
киламиз. Бу жисм Оху текислик- 
да у  =  фх (х), у  =  ф2 (а-) [ фх ( * )<  
-<ф2(л;)] эгри чизиклар ва х = а ,  
х  — b (а < .Ь ) тугри чизицлар 
билан чегараланган а юзчага 
проекциялансин (39- расм). о  юз
чанинг Р (х ; у, 0) нуцтаси орца- 
ли Oz yî iv а параллел тугри чи- 
зиц утказамиз. Бу тугри чизиц 
пастки z =  g  (х, у) сирт билан 
бирор М нуцтада ва устки z =  
= h(x , у) сирт билан бирор N нуц- 
тада учрашади. М нуцтани кириш 
нуцтаси, N нуцтани эса чициш 
нуцтаси деб атаймиз, уларнинг 

аппликаталарини эса мос равишда гкир ва г чщ билан белгилаймиз.
Бунда, агар f  (х, у, г) царалаётган V со^ада узлуксиз функция 

булса, у з̂ олда \\ \ f  (х, у, z )d V  уч каррали интегралнинг киймати 
V'

(Z4l>K=ft<*. у) 1
J j I  f(x , у, z )d V  = Я  | J f  (х, у, z) dz\da

°  1г кир =  £ У) ) (  )

формула буйича цчсобланишини исбэтлаш мун<ил. (33) фзрмуланинг 
маъноси цуйидагича:
11f f  (х, у , z)d V  уч каррали интегрални ^исэблаш учун аззал х  ва у 
' v

л (х, у)
узгармас деб f f  (х, у, z) dz анщ  интегрални хисоблаш лэзим. Бу ин-

g й .  У)
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тегрглнинг цуйи чегараси М  кириш нуцтасининг аппликатаси гкир =  
=  g  I*, у), юцори чегараси эса N чикиш нуцтасининг z =  h (х, у) 

аппликатаси булади. Бу интегрални зугссблаш натижаси икки х га у 
узгарувчининг функциясидир. Сунгра бу функцияни V соз а̂нинг Оху 
текис!икка прсекциясидак иборат булган а  юзча буйича интеграллаб, 
уч каррали интегралнинг кийматини хссил циламиз.

Л <J|' J f  Av, у, z) d  z функциядан о юзча буйича олинган икки каррали 
г (х. у)
интегрални декарт координаталарида хиссблаб((8) формулага каранг), 
к.уйидагини хссил циламиз:

Л С*, У) \ Ь Фа (х) (h (х, у) ]

ff J f(x , у, z )d z  I d a  =  J d x  j  I j  f  (x, y, z) d г \d y.
a  IS <*. 1/) i " -

Шундай цилиб,

Ч>Лх) g (x, у)

. , „ Ъ фа (х) С h (х, у)

Jjj f  (х, у, z)dV =  \ d x  J j f ( x ,y ,z )d z \ d y .
v  a  Ф, (x) g (*, y) (37)

(36) ва (37) формулаларни одатда цавсларни ташлаб юбориб бундай 
ёзилади:

Н(х, у)
J.O f  {х, у, z) d V  — [\ d a  j  f ( x ,y , z ) d z

V  О £ (*, у)
еки

ъ ФгМ Л (дг, у)
LIJ / (х, у, z )d V  = \ d x \ d y  J f ( x ,y , z ) d z .

Ф1 M  g (х, у)

(38)

(39)

Агар V мураккаброц соха булса, у 
холда уни курсатилган куринишдаги 
чек ли сон даги Vv  V2, . , ,  , Vk соха- 
ларга булинади ва бу сохаларнинг 
з̂ ар бирига (39) формулани цуллани- 
лади. Бутун соз̂ а буйича интеграл эса 
аддитивлик хоссасига асосан V. соха
ларнинг цар бири буйича олинган ин- 
теграллар йигиндисига тенг.

Мисол. Агар V интеграллаш соха
си х — 0 , у  — 0, z =  0, х  +  у + z  — 1 
текисликлар билан чегараланган пира
мида булса, [ f j  z d V  уч каррали ин- 

v
тегрални хисобланг (40- расм).

Е ч и л и ш и .  Пирамида проекцияланадиган а  юзча Оху текисликда 
*  =  0, у  =  0, х  +  у  =  1 тугри чизицлар билан чегараланган учбурчак- 
дир. z, п “ 1= 0, z = I’ чик

z d V

х — у  булгани учун (38) формулага асосан
I -— х — у  l I—*  1 — х — у

d a  ! z d z  =  | dx\ d y  j z d z .
о 0
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Бу ердаги интегралларни кетма- кет хисоблаб, ^уйидагиларни 1 хосил 
^иламиз:

1—х —у  1 — X
г 2 п - х- у  =  (1 — х — у)- С ( 1

(о 2\ z d z  =  | f ■у?
d y = i

(1 —  х —  У)3 \ ' - х  (1 — Х)Я Г  (1 —  х ) 3 А ---=  _ 0 _  6 , j  6
о

Шундай ^илиб,

( ! _ * ) «  ц / _ 2
' 24*24

4. Уч каррали интегрални цилиндрик координаталарда ^исоблаш.
Декарт координаталари билан бир ^аторда купинча цилиндрик 
координаталар хам ^улланилади. Оху координаталар системасида М 
нуцтанинг Оху текисликка проекцияси N  булсин. М  нуктанинг фазо
даги вазиятини Оху текисликдаги N нуктанинг г  ва ф ^утб коорди- 
наталарини >̂ амда М нуктанинг z аппликатасини бериш билан аник-
лаш мумкин (41-раем).

Бу учта г, ф ва z сон М  нуктанинг цилиндрик координаталари 
деб аталади. Нуктанинг цилиндрик координаталари узининг х, у, г 
декарт координаталари билан ушбу муносабатлар оркали богланган:

х  =  г  cos ф , у  =  г sin ф, 2 =  2. (40)

Декарт координаталар системасида (х0, у0, z0) координатали М„ 
нуцта х =  х0, у  =  у0, 2 =  20 текисликларнинг кесишиш ну^тасидан 
иборат булади. Цилиндрик координаталар системасида М 0(х0, ф0, 20) 
ну^та ^уйидаги учта сиртнинг кесишиш нуктаси булади: г =  г0, ф =  
=  Ф0, 2 =  20 (42-раем). Биринчи г =  г0 тенгламага, равшанки, фазода 
г0 радиусли ва ясовчилари Oz уада (цилиндр у^и) параллел булган

41- раем

„„и эдцравий цилиндр мос келиши равшан. г0 =  0 булганда цилиндр 
Пг уц1 а айланишини цайд киламиз. ф =- ф0 тенгламага Oz ук оркали 
"тувчп ва Oxz текислик билан ф0 бурчак ташкил циладиган ярим 
текисДк мос келади. z — z0 тенгламага Оху текисликка параллел ва 
02 укни z0 аппликатали ну1\тада кесиб утувчи текислик мос келади. 
Шундай килиб, биз координата сиртлари деб аталздиган уч оила 
сиртлари г  =  const, ф =  const, 2 =  const га эга булдик.

z = \ (х , у) тенгламага фазода бирор сирт мос келади. Агар х, у  
за 2 нинг урнига уларнинг цилиндрик координаталар оркали ифода- 
ларини |40) формулалар буйича ^уйилса, у холда сиртнинг цилиндрик 
координаталардаги тенгламаси z =  f ( r  cos ф, г  sin ф) ни хосил киламиз.

Уч каррали интегрални хисоблаш декарт координаталаридан ци
линдрик 1 координаталарга утилганда купинча жуда осонлашади. 
j j j  f  (х, у , 2) dV уч каррали интегрални Oxyz фазонинг V сохаси буйича
* V
хисоблаш талаб этилаетган булсин.

Ушбу (38) формула уринли эканлигини биз биламиз:

Ш f  (х, у, Z) dV =  j'.fld о f f(x , у, z )d z ,
V о  g  (дг. у)

бу ерда з интеграллаш сохаси V жисмнинг Оху текисликдаги проек
циям,''g(x, у) ва li (х, у )— кириш ва чи^иш ну^таларининг аппликата лари, 
а с о х а  шундай булсинки, бу соха буйича икки каррали интегрални 
цутб координаталарида хисоблаш осонро^ булсин. У хрлда (38) фор- 
мулани бундай ёзиш мумкин:

h (г cos <р. г  sin ч>)
j j f f (х, у, z ) d V = \ t\d3 |’ f { r совф, г s>\x\y,z)dz.

V a  g \r cos ф, г  s 1пф)

Бу тенгликнинг унг томонида турган икки каррали интегрални хиссб- 
лаш учун икки каррали интегрални кутб координаталарида хиссблаш 
коидасидан фойдаланиб,

t  Р Г,(ф) h (г cos Ф, г sin Ф)
l||/(.t, у, z) dV =  j d ф (' rdr f f ( r  соэф, rsin (p ,z)dz  (41)

■  ”  a  г, (Ф) £(r cos if, r sin Ф)
ни хосил киламиз, бу ерда гх (ф) =  г ,
Г*(У) =  г ч^ .

Бу эса уч каррали интегрални цилинд
рик координат аларда хисоблаш формуласи- 
дир.

Мисол. Баландлиги Н  ва асосининг радиуси R  бул
ган турри доиравии цилиндрнннг исталган ну^тасидаги 
V зичлиги бу нуцтадан цилиндр укигача булган г ма- 
софага тенг, яъни у  =  г  булса, бу цилиндрнинг т мас
сасини топинг.

Е ч и л и ш и .  Координаталар системасини 4 3 -расм- 
Аа кУРсатилганидек танлаймиз.

V цилиндрнинг т массаси у  зичликдан олинган 
У4 каррали интегралга тенг:

m =  \ \ h d v  =  N ‘s r d v ’
V V 43- раем
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бу ерда интеграллаш сохаси V — цилиндрдир. Бу интегрални цилиндрик loop дина- 
тал ард а .\исоблаймиз. Цилиндрнинг Оху текисликка проекцияси радиуси Я  ва мар
кази координаталар бошида булган доирадир: гкир =  0 ; г чик;= //. (41) мушрсабатдан 
фойдаланиб, цуйидагнни топамиз:

2 П R И 2я R
m = j  ̂ r d V  = Jdq>  ̂rd r j  zdz =  H \ d<? j r-dr  = ■

v o o
Шундай цилиб, изланаётган масса т =: 2 nR3H/3.

5. Уч каррали интегралнинг татбиклари. Уч каррали интегрални 
физика масалаларини ечишга ^улланилишининг асосида ётадигаи 
принциплар 1-§, 6-пунктда баён к ил ин гаи икки каррали иктеграл- 
нинг цулланилиши асосида ётадигаи принципларга ухшашдир.

Масалан, массанинг фазода таксимотига дойр масалалар уч каррали 
интегралларга олиб келади. Бу масалалардан баъзиларини куриб чи- 
цамиз.

С т а т и к  м о м е н т л а р ,  о р и р л и к  м а р к а з и .  т массали 
нуктаиинг Оху текисликка нисбатан S статик моменти деб, ну^та- 
нинг массасини унинг аппликатасига купайтмаси S  — тг атаЛиши 
маълум. Оуг ва Oxz текисликларга нисбатан мос равишда S  ва SX2 
статик моментлар хам ’шунга ухшаш таърифланади. Агар бир неча 
моддий нук>тадан иборат система берилган булса, у холда унинг ста
тик моменти бу системанинг ташкил этувчи моддий нуцталарнинг 
статик моментлари йириндиси сифатида аникланади.

Энди фазода V жисм берилган ва унинг исталган нуцтадаги зичли- 
ги бу ну^та координаталарининг функцияси булсин: у — у(х, у , г). 
Бу жисмнинг Sxy статик моментини хисоблаймиз.

Г  жисмни п та А V. (i — 1, 2, . . . , п) кичик жисмларга була- 
миз. Х,ар бир А V. кичик жисмда ихтиёрий Р ( (х., уг  г.) ну^тани тан
лаймиз. А 1Л кичик жисмнинг хар бир нуктасидаги зичлик узгармас 
ва танланган Р 1 ну^тадаги зичликка тенг деб хисоблаб, бу кичик 
жисмнинг А т1 массаси учун

А т .ж у (х .,  у., z{) A V .

такрибий ифэдани ^осил киламнз. Дар бир кичик А Vt жисмни А/л,- 
массали Р 1 (хр у., г.) ну^тага алмаштнрамиз. Бу нуктанинг Оху ко
ордината текислигига нисбатан статик моменти A S‘xy статик момент- 
нинг такрибий цийматини беради:

A S‘xy «  z. А пи »  г. у (х., у., г.) А V..

Бутун (Жисмнинг статик моменти аддитнвлик хоссасига асосан 
жисмларнинг статик моментлари йириндисига тенг. щу сабабли SxU 
учун ушбу такрибий тенгликни топамиз:

Уг z^ v r
i=  1
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А V. кичик жисмлар иуцтага тортилади деган шартда лимитга утиб, 
с т а т и к  моменгнинг аник кииматини топамиз:

щундай килиб,

lim V . , iV(Xi, у. z)dV.
i= l  -  у

=  j ’j j  2Y(x, y, z) dV. (42)

щунга ухшаш, V жисмнинг Oyz ва Oxz текисликларга нисбатан ста
тик моментлари учун цуйидаги муносабатларни хосил киламиз:

5 ,г =  j  f J  х V (х, у, z) dV, Sxz =  f  f f у y (x, y, z) dV. (42')
V "  V

V жисм орирлик марказининг x, у, z координаталари (23) теигликларга 
ухшаш ушбу тенгликлар билан аникланади:

уг
т

-  = _S±
<43>

бу ерда т — берилган V жисмнинг массаси. Масса т — fffv (x , у, z) dV
v

формула буйича аииклапгани учун (42), (42') ва (43) муносабатлардан 
цуйидагиларни топамиз:

Ш  z y (x ,y ,z )  d v

(44)

М  х у ( х ,  у, z )d V  j  ГГ у у  (х, у, z )d V  
— ' v V "  
х  =  - Х - : ---------------------------- У  = - 7 7 7 — ------------------ :------, Z

V
У О . у, z)dV | | I у (х ,  у, z) dV 

V
| у  (х, у, г) dV

Бир жинсли жисм учун y == const ва (44) формулалар ушбу куриниш- 
ни олади:

X  =  . У  —  —fc7~7T. ’ Z
Т dv ’

®ки J j j dV —V булгани учун

ГГ]' xdV ПТ ydV ПТ zdV
— ’ V — V -  ' V'X = ------ - у  = -- 7 -̂- , Z— ----

dV dV dV (45)

1 -мисол. 2г — 4 — х- —  у- айланиш параболоиди па г = 0  текислик билан чега
раланган жисмнинг орирлик марказини топинг (44- раем).

Е ч и л и ш и .  Жисмнинг Охг ва Oyz координата текисликларига нисбатан сим- 
метриклигига асосланиб, ушшг or-ирлик маркази Ог уцда ётади деган хулосага ке-
ламиз, яъни .v"= 0, у =  0 . Энди ошрлнк марказининг ’  апиликатасинн топиш керак, 
Учи (45) формула буйича аниклаймиз:

6— 2950



2z = 4 - x * - y 7

JffedV'
v

Жисмнинг а̂жми V =  (|jdV' ни ва статик 
' v'

момента S  =  f f j  zdV  ни аниклаймиз. У\ Н- 
V

соблашларни цилиндрик координаталарда ба- 
жараыиз: гкнр =  0, *„„* =  (4 — х2 — у2)/2  =  
= ( 4  — г2)/2. Оху текнсликдаги с  юзча ра- 

диуси г =  2 ва маркази координаталар боши- 
да булган донрадир. Шу сабабли

44- расм
(4 — г2>/2

zdz'=

О

г 2 -(4  -  .-2)/2

2 I  о
2 я  2

1 ' '  (4 — г2)2 d о=-- I d\p | (4 — г2)2 rdr

da =

- я;

V =

Шундай цилиб,

d V = \ \ d a

о о
(4 -  г*)/2

dz ■■
■ t f

4 — г2
d o  =

- j  d <р | (4 — г2) rdr =  4 я. 
о о

8 л /3 

4я

Демак, огарлик марказининг координаталари:

Г = 0 ,  i/ =  0 , г = 2/ 3 .

И н е р ц и я  м о м е н т  и. //г массали моддий нуктанлнг Ох уцка 
нисбатан 1х инерция момента бу ну к/га масса сини ундан Ох уцкача 
булган масофа квадратига купайтмасига тенг.

Р (х, у, г) н ук/га дан Ох уццача булган масофанннг квадрата у2 -I- 
+  г2 га тенг, шунинг учун

1Х — (У2 +  г2) т -

Оу ва Oz укларга нисбатан инерция моментлари хам шунга ухшаш 
аникланади:

1у =  (х2 +  г2) т, 1г =  (ха +  у2) /л.

У жисм берилган булиб, унинг исталган нуктасидаги зичлиги бу 
нуцта координаталарининг функцияси булсин: у =  у (х, у , г). Бу жисм
нинг координата уцларига нисбатан инерция моментларини топамиз.
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д 1у кичик жисмни ажратиб, унинг Ох уцца нисбатан А инерция 
моментини тацрибаи топамиз-

Д 1‘х »  (У] +  2?) Y (х., ур zt) А V..

Инерция моментининг аддитивлик хоссасидан фойдаланиб, V жисм
нинг инерция моментини такрибий хисоблаймиз:

^  т  У г  z i) Д
.=1

Д у. кичик жисмлариинг хар бири нуцтага тортилади деган шаргда 
лимитга утиб, инерция моментининг а ниц кийматиии хосил киламиз:

П

/, =  У  (У] +  2?) V (*„ Уе г.) А V, =  j  j  J  (у2 +  z2) у (х, у, z) dV. 
1=1 v

Ш у н д ай  цилиб,

: j f j  (У2 +  z2)y (x , у, z)dV. (4 6 )

1у ва /г инерция моментлари учун шунга ухшаш ушбу формулаларни 
хосил циламиз-

Jy  =  i  f f  ( * 2+  22) Y (X, у, z) dV, 1г  =  f f  Г (х2 +  у2) у (х, у, z) dV ( 4 6 ')  
V v

2- мисол. х  =  0, (/ =  0, г  =  0, *  у  +  г =  1 текисликлар билан чегараланган 
ва зичлиги у  =  3 булган бир [жинсли V пирамнданинг Ог у к к а нисбатан инерция 
моментини топинг (4 0 -расы).

Е ч и л и ш и .  (46') формулаларнинг иккинчисига асосан:

1 1 — *  1 — Х — у
1г =  I f f  ^  V (*• У< z)d V  =  f dx  f dy f (x 2 +  у2) 3 dz =

V О О О
1 1 ~  x

=  3 f dx  ( (x 2 +  y2) (1 — x  — y) dy. 
о о

Бирок;, 

1 — *  1 — x
j ( * 2 - f  y i)  (1 — x  — y )d y  =s j [x 2 {\ —-x) — x2y +  y - ( \ — x) — y 3\dy 
0 0

=  [je2 (l — x )y -  

Щунинг учун

У3 +  У3 ( 1 — X) _ _  х 2 (\
4 Jo “  2

d , = - L  
12 10

+ 12
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[3 -§ . ЭГРИ ЧИЗИКЛИ ИНТЕГРАЛ

1. Вектор майдон. I X  боб, 6- § да скаляр майдон тушунчаси кири- 
тилди ва унинг асосий хоссалари урганилди. Бироц купчилик масала- 
ларда вектор майдонлар билан иш куришга тугри келади.

Вектор майдон деб, фазонинг ёки текисликнинг хар бир М  нуц.
тасига Ф вектор мос цуйилган сохасига айтилади.

Ф векторнинг координата укларига Р, Q, R  проекциялари М  нуц.
к о о р д и н а т а л а р и н и н г  функциялари булади:

Р  =  Р  (х, у, z), Q =  Q (х, у, z), R  =  R  (х, у, г).

Шундай килиб,
ф  =  ф  (М) =  Р  (х, у, z) i - f  Q (х, у, z) j  - f  R  (x, у , z) k.

Хусусан, агар майдон текисликда берилган булса, у холда
Ф  =  Р (х , y ) i .+  Q{x, у ) ] .

Вектор майдонга мисол сифатида тортишиш кучлари майдонини царай- 
лик. Агар координаталар бошига т масса жойлаштирилган булса, у 
хрлда бу масса тортишиш кучлари майдонини хосил килади, чунки 
фазонинг хар бир М  нуцтасида унга жойлаштирилган бирлик массага

х т
Ньютон цонунига асосан, катталиги — — га тенг ва координаталар1 IDtKJ i w .x  ^

бошига йуналган куч таъсир этади. Бу ерда г = 

тишиш доимийси.
Демак,* р _  х т J-0

/гР ’

ОМ, и — тор-

Мп ~В

1-1

бу ерда г° =  — = -r-т-— бирлик вектор (45-раем). М  нуктанинг
\ Ш \  ' г( 

координаталари х, у , z булсин. У  цолда

г =  ОМ =  х  i +  у] +  z к, | ОМ | =  I г |
** * _L и

Демак,

F

Бу ерда
р = ________ хтх

( / F + F H

* F  куч г° вектор йуналишнга карама-^зршп йуналишга эга булганлиги учУ11! 

бу формулада «минус» ишораси турнбди.

46- раем

2. Иш ^ацидаги масала. Эгри чизицли интеграл, физиканийг купчи
лик масалалари аниц интегралнинг жудамухим умумлашмасига—эгри 
чизицли интегралга олиб келади.

Масалан, ушбу масалани карайлик. F =  Р  (х, у, z) i +  Q (х, у, z)j +
-j- R (х, у, z) к кучлар майдонида жойлашган бирор L  эгри чизиь; буй- 
лаб бирор масса (моддий нукта) харакатланадн. Бу масса А нуктадан 
В нуцтага кучганда майдон кучлари бажарган ишни аницлаш талаб 
этилади.

физикадан маълумки, агар моддий нукта F узгармас куч таъсири- 
да I вектор билан ифодаланадиган тугри чизикли кучган булса, у 
холда бу кучнинг бажарган Е  иши F векторнинг I га скаляр купайт- 
масига тенг (II боб, 5 -§ , 1-пунктга царанг):

£  =  F • I. (47)

Умумий холда F куч катталиги буйича >̂ ам, йуналиши буйича цам 
узгаради, L  эгри чизиц буйлаб кучиш эса турри чизикли эмас, шу 
сабабли (47) формулани бзвогита цулланиб булмайди. Шунинг учун 
бундай йул тутамиз. L  эгри чизицни А нуктадан В  нуцтага томон 
йуналишда Av Л2, . . ., Л , булиш нуцталари ёрдамида п та «ки
чик» ёйга буламиз. L эгри чизицнинг А бош нуцтасини А0 билан, В 
охирги нуцтасини Ап билан белгилаймкз (46-раем). A .( i=  0,1,2, .  . ..гг) 
нуктанинг координаталари xv у., z. булсин. К$шни булиш нукталарини 
тугри чизиц кесмалари билан туташтириб, [L эгри чизицца ички си
ниц чизиц чизамиз. J^ap бир Лг-1 At ёйда ^ , г)(. , £. координатали их. 
тиёрий М , нуцтани танлаймиз.

£  эгри чизнцни A0,AVA2 , . . .,Ап синиц чизиц билан алмашти. 
Рзмиз, умуман айтганда, нуктадан нуцтага утганида йуналиши буйича 
Зам, катталиги буйича хам, узгарадиган F кучни синиц чизицнинг
х-аР бир Лн  А. бугинида узгармас ва берилган Л ._, А{ ёлнинг М. 
чуцтасидаги берилган кучга тенг деб хисоблаймиз:
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F (М.) =  P(M.) i +  Q (Mt)j +  /?(M.)k

ёки батафсилрок ёзсак,

F (M .) =  P  (£., г),, £.) i +  Q (£., г , ) j  +  R  (?,, г], £.) k.

У холда кучнинг А._х А. ёй буйлаб бажарган иши F (М.) куч- 
нинг Л ,_ j  Л. бурин буйлаб бажарган ишига тенг, бу иш эса (47) фор

мулага асосан F(М (.) кучнинг Л4._,Л. кучиш векторига скаляр купайт
масига, яъни F (М?)Аi_ xAt га тенг.

А._х А; векторнинг координата укларига проекциялари мос равищ- 
да А х. =  х. -  x._v А у. =  у. -  A z. =  2 . -  г._  ̂га тенг. F(AI(.) X
X  А _! Л, скаляр купайтмани координаталар оркали нфодалаймиз:

F(M t) A ^ A t = P ( l p г,., Г) Ах. +  Q(E., п., £.) Az/. +  Я  (|,, т,р £,.)Дг..

Бу ифодаларни синиц чизицнинг барча буринлари буйича жам- 
лаб L  эгри чизик буйлаб бажарилган Ё  ишнинг такрибий ифодасини 
^осил циламиз:

B * p ( M } A ^ A t - h p ( l P ЦГ У Д х .  +  0 (? ,  rlf, у  А у . +

+  R ( lp т,. У  AzJ.

Ё ишнинг аниц циймати сифатида бу йигиндининг А._ХА. ёйлар- 
нинг узунликлари нолга интилгандаги лимитини оламиз:

Ё  =  lim V  [Р (gf) цр ?.)Ax. +  Q (c;, г,., L) Ayt+ R (%  i\p У  AZjl. (48)
П—>оо 1=1

Шундай килиб, ишни хиссблаш маълум куринишдаги йи р и н д и н и н г 
л и м и т и н и  топишга олиб келади. Бу каби йигиндиларнинг лимитлари- 
ни топиш ишни хисоблаш билан борлик б улмаган бошца масалаларда 
хам учрайди. Бундай йигнндиларнинг лимитларини умумий куриниш
да, у ёки бу физик масалага борламасдаи урганамиз.

Уч улчовли фазонинг бирор сохасида L  узлуксиз эгри чизик (АВ 
ёй) ва шу L  эгри чизицнинг хар бир нуктасида аникланган

Ф =  Р  (х, у, z)\ +  Q (х, у, г)] +  R (х, у, г) к 
вектор-функция берилган булсин,

Ушбу ишларни бажарамиз.
1. АВ ёйни А нуцтадан В  нуцтага томон Аъ  Л2, . . ., Ап_ х нуЦ'

талар билан п та A0AV Л1Л.3 . . ., Ап_ хАп ёйга буламиз. Биз ёйнинг 
А бошини А0 билан, В  охирини эса Ап билан белгиладик. Л(. ( t = 0 ,
1, 2 , . . п) нуцтанинг координаталари х.. ур 2(. булсин.
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2. Хар бир А1_ 1А1 ёйда £., г|., £. координатали ихтиёрий М. нук- 
тани танлаймиз. М . нуцтада олинган Ф =  (Р  (х, у, z)i +  Q (х, у, 2)j +  
_^R (x, у, z)к векторнинг Л(._, Л, =  Ax{.i -f- Аг/.j +  Аг(.к векторга ска
ляр купайтмасини топамиз:
ф(УИ,.)Л^7Л,. = Р ( 1 Г г\р £.) А х. Ч- Q (tP тц, у  Ay. +  R  (с., т|., £.) А г,.

3. Барча бундай купайтмаларнинг йириядисини топамиз:

| ф ( М . ) .  Л ^ .= _ £ [Р ( ? , .  У  Ах. + Q(£r п,, у А у . +

+  R { l P ЦР У  А2.]. (49)

Бу интеграл йитнди деб аталади.
4. Агар (49) интеграл йириндини барча Л(._, А. ёлларнинг узунлик

лари нолга интилади деган шартда лимита мавжуд булиб, у А В  ёйни 
А .^ А .  ёйларга б^лиш усулига хам, уларнинг а̂р бирида М. нуцта- 
нинг танланишига хам боглик булмаса, у холда бу лимит Ф = Р  (х, 
у, z)i + Q(x, у, 2 ) j-f R (x , у , z)k вектор-функциядан L эгри чизиц 
буйлаб (ёки АВ ёй буйлаб) Л дан В  га йуналишда олинган эгри чи- 
зицли интеграл деб аталади ва бундай белгиланади:

С Р  (х, у, z)dx +  Q (х, у, z)dy +  R  (х, у, z)dz 
А в

ёки*
( Р  (х, у, z)dx - f  Q (х, у, z)dy +  R (х, у, z)dz.
L

Pdx +  Qdy +, Rdz интеграл оггидаги ифода Ф  = Pi -j- Qj + R k  век
тор билан L эгри чизицдаги узгарувчи нукта г радиус-вектори диф
ференциали dr = dxi +  dy] + dzk нинг скаляр купайтмасидан иборат 
булгани учун ®  = /)i + Qj + ^ к  вектор-функциядан олинган эгри чи- 
Зицли интегрални ушбу вектор фэрмада ёзиш мумкин:

[Ф  • dr.
L

Шундай цилиб, таърифга кура
f Р  (х, у, z)dx +  Q (х, у, z)dy +  R (х, у, z)dz =

АВ

-  lim 2  [Р (1Г т,г д д х (. +  Q а р Цр ?.)Ду. +  R  (?., %  Q A 2.]. (50)
П—>00 j=l

БУ ерда п->оо да Л,-_1Л. ёйларнинг хар бири нуктага тортилади деб 
тУШунилади.

Сунгра

*Веитор-функциядан олинган эгри чизи^ли интеграл купинча координат алар бу- 
Ш{а  эгри чизицли инт еграл  деб аталади.
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v  [Р (Ег ц., Q A x, +  Q (5Г Т)., У  А1/. +  Я (£,, т]., S,)AzJ =  
i=i

=  v p ( i r tiif g A ^  +  v Q ( a . .  п.,  ?.) Ч - г ^ ( с (, г,., у д 2.
»=1 i=l i=l 

булгани учуй бу тенгликнинг унг томонида турган йириндиларнинг 
лимита мавжуд деб фараз ^илиб, цуйидагига эга буламиз:

lim У  [Р  (g,, г)., £.) Дх. +  Q (|., т]., £.) Ayt 4- R (£,, Лг Q  А*,! =
п ->оо |=1

=  H m V P ( i r Л»> ц) д^г +  lim у  Q (S,  Г],, £ .)Д ^ 4-
П—>оо t = 1 П~>оо i = l

+  l i mv/? ( g4, т,.. у  Дг.. (51)
М—>оо 4=1

Тенгликнинг унг томонида турган лимитларни мос равишда Р (х , у, z)i,
Q(x, у, z ) j ,  Я(х, у, z)k вектор-функциялардан ЛВ ёй буйлаб олин
ган эгри чизи^ли интеграллар деб цараш мумкин. ШУ сабабли (51) 
тенгликни бундай кай-г а ёзиш мумкин:

Г Р (х, у , z)dx +  Q (х, у, z)dy +  R  (х, у, z)dz =
АВ

=  |'Р (х , у, z)dx 4- f Q (х, у, z ) d y + [ R ( x ,  у, z)dz.
АВ АВ АВ  '

Эгри чизи^ли интегралнинг таърифидан куриниб турибдики, F куч- 
нинг L ёй буйлаб бажарган иши F кучдан бу ёй буйлаб олинган эг
ри чизи^ли интегралга тенг, яъни

Ё  =  f Pdx 4 - Qdy 4- Rdz,
Лв

бу ерда Р, Q, R — кучнинг координата у^лариг а проекциялари.
Ани  ̂ интеграл учун булган ^олдаги каби эгри чизи^ли интеграл 

учун з̂ ам мавжудлик теоремаси уринли булиб, б из уни исботсиз ка
бул кнламиз.

L эгри чизик х = x ( t ) ,  y — y ( t ) ,  z — z (t)  т енгламалар оркали 
параметрик куринишда берилган булсин, бу  ерда х (t), у (t), z (t)  
а  t <  р да узлуксиз биринчи тартибли хреилаларга эга 
булган функциялар булсин. У  .\олда бу  эгри чизик, буйлаб узлук
сиз* булган хар цандай  Ф =  Р (х, у, z) i 4- Q (х, у, < z) j  4- R (х, у, z) k 
вектор - функция учун инт еграл йириндининг L эгри чизиц булин- 
ган ёйлар сони чексиз орт ганда ва уларнинг хар бирининг у зу н ли ги  
нолга инт илганда лимити мавжуд булади. Бу лимит L ёйни булиш 
усулига ва орали^ нуцталарнинг танланишига борли  ̂ эмас.

3. Эгри чизицли интегрални ^исоблаш. Эгри чизи^ли интегрални 
.^исоблаш т щ  интегрални з^исоблашга келтирилишиня курсатамиз.

* ф =  Р(х, у, г )  i Н- Q (x ,y ,z ) i +  R (x ,y ,z )  к вектор функциянинг Р, Q ва R 
проекциялари узлуксиз булса, бу функция узлуксиз деб аталади.

1(АВ) ёй х =  х (t), у — у (t), z — z(t) параметрик тенгламалар билан берил
ган, ШУ билан бирга x(t), y(t), z(t) функциялар узлуксиз ва узлуксиз
б и р и н чи  тартибли хреилаларга эга булсин. АВ  ёйнинг А бошланшч 
н у ^ т а с и г а  параметрнинг t = а ^иймати, В охирги ну^тасига эса t — р 
киймати мос келсин хамда t параметр а  дан р гача узгарганида уз- 
гарувчи М (х, у, z) ну^та ёйни А дан В  га томон чизеин.

Сунгра Р (х , у, г) шу L  ёй буйлаб берилган узлуксиз функция 
булсин. Р (х , у, z) функция х, у, z узгарувчиларнинг, х, у, z эса j1 нинг 
узлуксиз функцияси булгани учун P [x (t) , y(t), z(t)] мураккаб функ
ция а  <  t <  Р сегментда t нинг узлуксиз функцияси булади. L эгри 
чизи  ̂ ва Р(х, у, z) функция эгри чизи^ли интегралнинг мавжудлик 
теоремаси шартларини каноатлантирганлиги сабабли J  Р(х, у, z)dx эгри

П
чизи^ли интеграл мавжуд ва демак, У  Р  (£; , г}., ) А  хг интеграл

/ = 1
й и риндини нг лимити ва у L  ёйни булакларга булиш усулига хам, 
№. (£., у]., £,.) оралиь; нукталарнииг танланишига хам богли^ эмас. [а,р] 
сегментни tx, t2, . . tn_  t ну^талар билан п та булакка буламиз; бун
дан таищари t0 — a , tn =  р деб белгилаймиз. t параметрнинг бу tyiii- 
матларига ёйнинг А =  A0,A V А2, . . ., Ап__х Ап = В  нуь;талари мос 
келади ва бу ну^талар ушбу координаталарга эгадир: 

x0= x ( g ,  у0 — y(t0), z0 =  z(t0),
X1 =  xitj), y i =  y(tx), zt =  z(ix),

Xn- 1 =  X( * n - 1)- Уп- 1 =  У  ( К - 1) .  zn- 1  =  г  V n - 1)- 
Xn = X {tn), yn = у  (it„), Zn = Z (f„).

Бунда ёйни булувчи А ь  А2 . . ., Лл__, нукталар Ы ну^тадан В  нуц- 
тага томон йуналишда кетма-кет жойлашган.

нуктада и А. ну^тага утишда х абсцисса Дх2 = x t — x ._j == 
=  x(t.) — x{tt_ x) орттирма олади. x(t.) — х(Л_1) айирмага чекли орт- 
тирма ха^идаги Лагранж теоремасини татби^ ^иламиз:

Ах, == x{tt) — x{t._{) =  х'(т4)Ath бунда At. =  — 1 ._ x ва f , _ j  <  t ; < i . .

Параметрнинг t'=  x. цийматига Ai_ lAi ёйда ётувчи ?. =  х(т.),т. =  y(т.), 
4- = z ( t (.) коэрдинатали M; ну^та мос келади. L  ёйни юкоридагича 
булакларга булиш учун ва ю^орида танланган М 1 нукталар учун

2  р  (Б,. Л,. С,) Ах{ =  V  Р[Х (т.), у  (т.), z (т ) ] х '(т ) At
i=i 1=1

интеграл йириндини тузамиз ва [а, р] сегментнинг булиниш радами 
к нолга интилади деган шартда лимитга утамиз. Бунда А~Г^А. ёйлар- 
нинг узунликлари нолга интилйшини исботлаш мумкин ва эгри чи- 
зицли иитегралнинг таърифига асосан ^уйидагига эга буламиз:
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f P(x, у, г) dx =  lim V  />(&.; r).: £.) Дх(=
L n—°° i=1

=  lim V  P [x (т.), у  (т.), г (т.) ] х'(т,)Д t*.
Л,—>-0 i—1

•Охирги тенгликнинг унг тсмонида турган йигинди [а, |5] сегментда 
-берилган битта t узгарувчининг P [x (t) ,y {t) ,z (t)]x '(t)  узлуксиз функ
цияси учун интеграл йигиндидир. Унинг лимити ушбу аниц интеграл- 
га тенг:

1 im V P  [х (т.), у( т.), z (t  ) ] х '(т) М , =  \ Р [ х  (г), y{t), z(t) ] x'(t)dt.
Ь->0 ~ i  *

Шундай цилиб,

j  Р  (х, г/, г) dx J [  Р  [х (/), у  (0- г (0 ] х '(0  dt (52)
 ̂ а

Бу изланаётган формула булиб, у эгри чизицли интегрални цисоб- 
лашни аищ  интегрални цисоблашга олиб келиш имконини беради.* 
Шундай килиб, j' Р  (х, у , г) dx  эгри чизикли интегрални хисоблаш

L
учун L эгри чизицни x — x(t), у =  y{t), Z = z ( t )  параметрик тенгла" 
малар билан бериш ваР(х, у, z)dx интеграл остидаги ифодада х ,у  в а г  
узгарувчиларни уларнинг t параметр орцали ифодалари билан, dx ни 
эса х — x(t) функциянинг дифференциали билан (яъни dx =  х' it) dt деб 
олиш) алмаштириш лозим. Досил булган аник интегралда куй и чега- 
ра сифатида параметрнинг ёй бошига мос цийматинп, юцори чегара 
сифатида эса параметрнинг ёй охирига мос цийматини олиш керак. 

Шунга ухшаш ушбуларни топамиз:

J  Q (х, у , z) dy  =  [  Q [ (х (it), у (;t), г (i) ] y'(t) dt, (52')
L a

f R (x, y, z) dz =  f R [x (t), у (t), z (t) ] z'(t) dt. (52")
L a

(52), (52') ва (52") ни цушиб, цуйидагини хосил циламиз: 

f Р  (х, у , z) dx  +  Q (х, у, z) dy  +  R (х, у, г) dz =
L

=  f {Р  [X  (t), у (t), z (t)} x\t) +  Q [X (t), У (it), Z ( t ) } y'(t) +
a

+  R [x (t ) ,y ( t ) ,z ( t ) ]z ' ( t ) }d t .  (53)

*Бнз L  эгри чизиедаги берилган йуналишга t параметрнинг а  дан (5 (бу ерда 
а < Р )  гача узгариши мос келади деб хисобладик. (52) формула а > Р  булган з^олда 
з̂ ам тугрндир.
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Агар хусусан L  ёй х  =  х (t), 'у =  у  ((). (a <  t <  (3) параметрик 
тенгламалар билан берилган ясси эгри чизиц, Р (х ,у )  ва Q (х, у) эса
I  эгри чизицда аницланган узлуксиз функциялар булса, у хрлда 
ф =  Р  (х, у) i +  Q (х, у) j  вектор-функциядан бу ясси эгри чизиц буйи
ча олинган эгри чизикли интегрални хисоблаш учун ушбу формулани 
хосил циламиз:

3
\ Р  (х, y )d y  +  Q (х, y )d y  =  \̂ {Р  [х (0, у  (01 х' (t) +

+  Q [x (i) ,y (t)]y '(t)}d t .  (54)
Ясс и эгри чизиц у — ф (х) тенглама билан берилган хрлда эгри 

ч и зи ц л и  интегрални хисоблаш формуласини (54) формуладан хосил 
килиш осон. Нукта L эгри чизиц буйлаб А нуктадан В  нуктага куч- 
ганида х  катталик а  дан b гача узгарсин. Бу цолда х  ни параметр 
сифатида олиб, L  эгри чизицнинг ушбу параметрик тенгламаларини 
>рсил циламиз: х — х, у  =  ф (х), бунда х параметр а дан b гача уз-
гаради. (54) формулани цулланиб, х ' =  — =  1 эканини хисобга олсак,

dx
ъ

f Р  (х, у) dx +  Q (х, у) dy  = j  [Р(х,ф (х)) +  Q (х, ф (х))ф' (х) ] dx. (55)
L a

Хусусан
ъ

J  Р  (х, у) dx — J Р  (х, ф (х)) dx. (56)
L a

Пировардида эгри чизикли интегралнинг деярли равшан ушбу иккита 
хоссасини келтирамиз.

1°. Эгри чизикли интегралнинг кийм ima L эгрг. чизикни босиб 
утиладиган йуналишга бог лик,. Агар шу эгри чизикни А нукт адан  
В нуктага томон эмас, балки тгскари йуналишда, В  дан  А т оаон  
$тилса, интегралнинг ишоржи царама-царшисига алмашинади, яъни *

I  = -  I -
АВ ВА

Бу хосса эгри чизиц буйлаб юриш йуналиши узгарганида интеграл 
йигиндига кирувчи A xv Д уР Д г. орттирмаларнинг ишораларн [цара- 
ма-царши ишораларга алмашиниши билан тушунтирилади.

2°. А д д и т и в л и к  х о с с а с и .  Агар L эгри чизщ бир неча L v
. . . ,  Ls эгри чизиклардан иборат еа бу  эгри чизикларнииг хар  

бирида эгри чизикли интеграллар мавж уд булса, у холда 
бутун L эгри чизиц. буйлаб хам интеграл м адж уд ва у бу булак- 
ларнинг xflp бири буйлаб интеграллар йигиндисига тенг, яъни

1 = 1+  .[ +  • . . +  ,f- L L\ L 2 Ls

* Ёзув  цисцароц булишн учун баъзан интеграл остидаги ифодани ёвиб утир- 
Маймиз.
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Бунда барча эгри чизиклар бир йуналишда утилади деб фараз 
цилинади.

1 - мисол. j 2 xydx  +  у- dy  +  г- dz эгри чизикли интегрални хисобланг, буер-  
АВ

да АВ ушбу х  =  c o s t , у  =  sin t, z =  2t винт чнзи^нинг А ( 1 , 0 , 0 )  ну^тадан 
5 ( 1 ,  0,  4 л) нуктагача булган бир урами.

Е ч и л и ш и .  АВ ёй буйлаб t параметр 0 дан 2 л гача узгаради. (53) формула- 
дан фойдаланиб в а л : ' - - — s i n /,;/'  =  cos/, г ' =  2 ни ^псобга олиб, ^уйидагинц 
^осил циламнз:

2я
f  2 x y d x  +  у 2 dy -f- г2 dz =  | [2 cos / sin / (— sin t) +  sin3 t c o s t  +  4 12-2] dt =  

ab о
2 я  2 я

f  Г sin3 / 8/3l 64
=  j ( — s m- /c os /- f 8 /- ) d/ =  | — — +  —  I = - ^ я  *

'о о

2 - мисол. ( (х2 +  У'2) dx-\- 2 x y d y  эгри чизшуш интегрални у  =  х3 куб парабо
л а

ланинг Л( 1 ;  1) нуцтадан В  (2 ; 8) нуцтагача булган ёйи буйлаб .^исобланг. 
Е ч и л и ш и .  (55) формулага асосан:

2 2 
[  (х  2 +  у2) dx  +  2 ху dy =  j {[х2 +  (х 3)2] +  2 х -х 3-3 х 2) dx =  ( (х2 +  7 Xе) dx =  

ав 1 i

Агар Ф=/3(х, у, 2)i-fQ(x, г/, z ) ]+ R (x , y ,z )к вектор- функциянинг 
J Ф^г эгри чизицли интеграли L ёпиц контур буйлаб олинса, у Цолда 
у Ф вектор майдоннинг L ёпиц контур буйича циркуляциями деб ата
лади ва бундай белгиланади:

') Фйг ёки У Р (х, у, z) dx +  Q (х, у, z)dy +  R (х, у, z) dz

3- мисол. Ф =  х i - f  2 I/ j  +  г к вектор майдоннинг х2 +  У2 =  1 цилиндрни г =  1 
текислик билан кесилишидан :\осил булган L  айлана буйлаб циркуляциясини ^исоб 
лаиг.

Е ч и л и ш и .  L  айлананинг параметрик тенгламалариии ёзамиз.

х  =  cos /, t/ =  s in /, z =  1 ( 0 ^ / ^ 2 я ) ,  

х ' =  — sin/, у' =  co s/, z ' =  0 булгани учун (53) формулага асосан:
2 Я 2 я

сБ (xdx  +  2ydy  +  zdz) =  f  [cos t (— sin t) - f  2 sin t cos / +  0] dt =  j sin t cos t dt—
L -0 0

|2 я
=  0 .

sin2 t

Шундай к,илиб, Ф =  xi -j- 2 у j  -f- г k векторнинг L  айлана буйлаб циркуляцияси 
колга тенг.

4. Остроградский —  Грин формуласи. Оху текисликда координата 
уцларига параллел тугри чизиклар билан иккитадан ортик булмаган 
нуцталарда кесишувчи эгри чизиц билан чегараланган ст сохани царай-
лик (47-расм). Сунгра Р (х, у) ва Q (х, у) узларининг ~  ва ~  хусу- 
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сцй ^осилалари билан биргаликда ст со ха да узлуксиз функциялар бул- 
син. У холда Остроградский — Грин* формуласи деб аталувчи ушбу 
формУла Уринли:

f С (ё ~ £ )d<а=Фр {х’у) dx + Q {х’у) dy- (57>
Бу ерда икки каррали интеграл ст 
со.\а буйича, эгри чизицли интеграл у 
эСа  о сохани чегаралаб турган L ёпиц 
контур буйича олинади. Бунда L  кон
тур мусбат йуналишда утилади, яъни 
у буйлаб харакатда ст соха чап томон- 
д а  цолади (47- расм).

Бу формулани келтириб чицариш
учун авзал \ d a  икки каррали

О ___
интегрални караймиз. у  =  ср (х) ифода О 
Ап В ёйнинг тенгламаси, у  =  а(з (х) эса 

Ат В  ёйнинг тенгламаси булсин. У
холда икки каррали интегрални хисоблаш формуласига асосан

b 1|) (д:)

■y^vrx)

47- расм

Iffd а  =  dx
Ч> (х)

дР_

ду
dy

ни хосил киламиз. Р  (х, у )  ф ункция х  узгармас булганда —
ду

бошлангач функциялардан бири булгани  учун :
ijj (дг)

j‘ ~ d y ^ P  (х, у) Г  W =  Р (х, я); (дг)) - Р ( х ,  Ф (х)).
I  i. : J  °У |ф (.v)

Ф (X)

Шу сабабли
||; bt ь

I  d  °  =  I ^  Â’ ̂  _  P  (X’ 43 dx — J  P (x, ф (x)) dx ■

учун

— | P (x, ф (x)) dx. 
b a

l P (x,<p(x))dx интеграл An В ёй буйлаб олинган J  P (x ,y )dx  эгри
■ S L  Апв"зицли интегралга тенг, бу (56) формуладан келиб чицади: 

ь
j Р  (х, ф (х)) dx =  f Р  (х, у) dx.

~~------  а АпВ

( 179о Остроградский (1801 — 1861) бугок рус математиги ва механиги, Д. Грин
^841) инглиз математиги ва физнги.
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Ш ун га  ухшаш,

Р (х , у) d X.

Демак,

j ] ' | d c = j V ( * .  у )d x — j  Р (x ,y )d x .
Ат В AnB

АтВ ёй буйлаб йуналишни карама-карши йуналишга узгартирсак, 
эгри чизикли интегралнинг 1° хоссасига асосан:

J Р (х , у) d x = J ^ P  (х, у) d x .
Ат В Вт А

Шу сабабли

J j  d-~d^ =  — ( j  Р  (х > У) dx+  j  р  (х ’ У) dx)•
Вт А

ВтА ва АпВ ёйлар биргаликда а соханинг мусбат йуналишда утилади- 
гаи Z/ч е г а р а с и н и  беради; шунинг учун аддитивлик хоссасини эътибор
га олиб, ^уйидагини ^осил ^иламиз:

j j 3 (х , у) dx + J \ P  (х, у) dx  =  § Р (х, у) dx.
ВтА '~АпВ L

Демак,
^  da =  —  (j) Р (х, у) dx. (58)

L
Ушбу тенглик >̂ ам шунга ухшаш исботланади: 

дС! d°  =  ф  Q (х , у) dy.Яд х
(59)

Я
(59) тенгликдан (58) тенгликни айириб, [Остроградский—Грин форму 
ласини хосил кнламиз:

da =  (j) Р (х, у) dx +  Q (х, у) dy.

Бу формула L контурни координата укларига параллел турри чизик- 
лар купи билан иккита нуктада кесиб утади, деган фаразда келтириб 
чицарилди, бироц мазкур ш а р т  бажарилмаган ^олда (масалан, 24-расм- 
да тасвирланган а соха учун) хам туррилигича крлади.

Остроградский — Грин форму ласини ясси соханинг юзини эгри
чизикли интеграл ёрдамида хисоблашга татбиц этамиз. Р (х , у) == О

rlP  „  д о  ,  ..

ва Q (х, у) =  х  функцияларниедрайлик. —
(57) формулага асосан ^уйидагини хосил циламиз: 
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О, — =  1 булгани учун 
дх

|f (1—0) da = § 0 -dx +  xdy ёки \\do — j  xdy.
"a a

Бирок j f  da интеграл сон жихатидан a соханинг юзига тенг.
(J

Шу сабабли
(60)

Шунга ухшаш, Р  =  — у, Q =  0  деб олиб, соханинг юзини эгри 
чизикли интеграл ёрдамида хисоблаш учун яна ушбу формулани хрснл 
^илиш мумкин:

a =  — § ydx. (60')

Бу формулалар а ясси соханинг юзини эгри чизикли интеграл 
ёрдамида хисоблаш имконини беради.

Мисол. Параметрик тенгламалари
х  =  a  cos t 
у  =  b sin t

булган эллипс билан чегараланган фигуранинг юзини топинг.
Е ч и л и ш и .  Агар эллипсни мусбат йуналишда айланиб чициладиган булса, у ^олда 
t параметр 0 дан 2л  гача узгаради. (60) формуладан ва эгри чизшуш интегрални 
>;исоблаш формуласидан фойдаланиб, к;уйидагини ,\осил циламиз:

2л 2я
а  =  xdy  =  J a  cos t b cos tdt -  a o  J cos2 tdt — я  ab.

о 0

5. Эгри чизицли интегралнинг интеграллаш йулига богли^маслиги.
Ф =  Р (х , у) i J - Q (х, у)] вектор майдон берилган булсин. Бундан 
кейин биз Р  ва Q функциялар Оху текисликнинг бирор G сохасида 

дР dQ
узларининг — в з —  хосилалари билан биргаликда узлуксиз булсин
деб фараз ^иламиз.

G сохада иккита ихтиёрий А ва В  нуцтани караймиз. Бу ну^та- 
ларни G сохада ётувчи турли чизиклар билан туташтириш мумкин ва 
улар буйлаб 1 P d x  +  Q dy  эгри чизикли интегралнинг ^ийматлари,

АВ
умуман айтганда, турлича булади. Масалан, j (х  +  у) dx +  2 ху dy

эгри чизикли интегрални хамда иккита А (1; 1) ва В  (2; 4) ну^тани ка- 
райлик. Бу интегрални, дастлаб А ва В  нукталарни туташтирувчи 
У =  3х — 2 турри чизи^нинг кесмаси /хбуйлаб, сунгра уни шу нукта
ларни туташтирувчи у  = х 2 параболанинг /2 ёйи буйлаб хисоблай- 
миз. Эгри чизикли интегрални хисоблаш коидасидан фойдаланиб, куйи- 
дагиларни топамиз- 
а) кесма б\"йлаб:

2

j' {х -f- у) dx +  2 ху dy  =  \ [х +  (Зх — 2) -j- 2х (Зх - 2 ) -  3 ] dx =■■ 
i, 1

2
=  j1 (18л:2—8 л:— 2) dx =  28;

1
95



б) параболанинг /2 ёйи буйлаб:

j  (х 4- У) dx +  2xydy =  J [х +  х й +  2х • х2 ■ 2х] dx
2

J (4xi +  х* +  х) dx  =  28
30

Шундай цилиб, куриб турибмизки, f (х +  у) dx  +  2xydy эгри чизикли

интегралнинг цийматлари интеграллаш йулига, яъни Л ва В нуцталар- 
ни туташтирувчи чизикнинг куринишига боглиц,
Аксинча, А (1, 1) ва В  (2, 4) нуцталарни туташтирувчи уша 1г ва /2 чи- 
зиклар буйлаб олинган {  (x2- f  y2) dx -f- 2xydy  эгри чизицли интеграл бир

1
хил кииматга эга эканлигини ва у .33 -  га тенглигини текшириш осон.

Тахлил цилинган бу мисоллар курсатадики, берилган иккита нуц- 
тани туташтирувчи турли йуллар буйича хисоблаган эгри чизикли 
интеграллар бир холларда узаро турлича, бошца цолларда эса бир хил 
циймат кабул цилади.

Л ва б  берилган G соханинг ихтиёрий иккита нуцтаси булсин. G 
сохада ётувчи хамда Л ва Б  нукталарни туташтирувчи турли эгри 
чизицларни цараймиз. Агар бу йулларнинг исталган бири орцали олин
ган J Р (х, у) dx +  Ql(x, у) dy  эгри чизицли интеграл бир хил киймат

цабул цилса, у интеграллаш йулига богликмас деб аталади.
3  Навбатдаги иккита теоремада \Pdx +  Qdy эгри

L
чизицли интегралнинг интеграллаш йулига боглик;- 
маслик шартлари келтирилади.

1 - теорема. Бирор G со%а буйича олинган
I Pdx  +  Qdy эгри чизикли интеграл интеграллаш  
к
йулига бог лик булмаслиги учун бу сохада ётувчи 
исталган ёпик конт ур буйича олинган интеграл 

48- раем нолга т енг булиши зарур ва етарлидир.
И с б о т  и. Е т а р л и  лиг и.  G сохада ётувчи исталган ёпиц контур 

буйича олинган I Pdx  Ч- Qdy интеграл нолга тенг булсин. Бу интег-
‘ L

рал интеграллаш йулига боглицмаслигини исбэтлаймиз. ^ацицатан хам, 
А ва В  мазкур G соцага тегишли иккита нуцта булсин. Бу нукталар
ни G сохада ётувчи иккита турли, ихтиёрий танланган А т  В  ва А п  В  
эгри чизицлар билан туташтирамиз (48 -раем). [ — J эканини исбот

АтВ АпВ

киламиз. А т В  ва А п В  ёйлар Л т ВпА  ёпиц контурни хосил цилади. 
Эгри чизицли ннтегралларнинг хоссасидан фойдаланиб,

TAmBttA г\тВ АпА АтВ АпВ
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нч хосил киламиз, чунки I =  — Г • Бирок шартга кура ёпиц контур
ии • ‘ ВпА АПВ

буйлаб олинган интеграл сифатида ^  = г . Д е м а к , _ -  I 0

\ — f . Шундай килиб, эгри чизщли интеграл интеграллаш йулига
А т В  А п В

боглик эмас.
З а р у р и й  лиги.  G соцада I P d x  +  Q dy  эгри чизикли интеграл

интеграллаш йулига боглицмас булсин. Бу сохада ётувчи исталган ёпик 
контур буйича олинган интеграл нолга тенглигини курсатамиз. \̂аки- 
цатан хам, G сохада ётувчи ихтиёрий ёпиц контурни карайлик ва унда 
ихтиёрий иккита Л ва В  нуктани олайлик (48-расмга царанг). У холда

f  ==.[ +  .f о,
Ат ВпА АтВ ВпА Ат В АпВ

чунки шартга кура Г — J  . Демак, G сохада ётувчи исталган ёпик кон-
АпВАтВ

тур буйича интеграл нолга тенг.
Ушбу теорема эгри чизицли интегралнинг интеграллаш йулига боглик; 

эмаслигининг амалда фойдаламиш учун цулай булган шартларини беради.
2 -теорема. | P d x  +  Qdy эгри чизщли интеграл бир богламли*

L
G сохада интеграллаш йулига богликмас булиши учун бу соханинг 
Xflp бир нук^тасида

дР дО
J r f *  (6 1 >

шартнинг бажарилиши зарур еа кифоядир.
дР __ dQ

И с б о т  и. Е т а р л и л и г и .  G соцада ^  — — булсин. G сохада ётув

чи исталган L  ёпик контур буйича олинган J  Р dx  -j- Qdy  эгри чизиц-

ли интеграл нолга тенглигини курсатамиз.
L контур билан чегараланган а  юзчани карайлик, G c a ja  бир бог

ламли булгани учун а  юзча бутуниси бу сохага тегишли. Остроградс-
Q d y  =  f(7~ — f ^ d o .  Би-кии ■

Эл-
Грин формуласига асосан j P d x -f

и  i-
dQ дР _  „

роц G сохада, хусусан а  юзчада — — — — и. Шунинг учун Я /dQ 
, d x

с дР\ £f~  — Jd o  =  0 ва, демак, 1 P d x  +  Qdy  = 0 . Шундай цилиб G сохадаги 
dy) L

исталган L  ёпик контур буйлаб олинган интеграл нолга тенг. Биринчи 
георемага асосан бу эгри чизикли интеграл интеграллаш йулига боглиц 
эмас деб хулоса чицарамиз.

* Бир богламли ссца таърифини IX  боб, 2 - 3 - пунктдан кара нг. 
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З а р у р и й  л и г и ,  f P d x  +  Qdy эгри чизикли интеграл бирор G
L

сохада интеграллаш йулига богликмас булсин. Бу соха нинг барча нук-
ЭР ЭО - таларида -----= —— булишини курсатамиз.
ёу  ёх

Аксини фараз циламиз, яъни мазкур соханинг бирор Р п{х0; у0) нуц- 
тасида f ^  ( 4 т " ) р< булсин. Аницлик учун >

ду JP«

> 0  булсин. ЭР

ду

ёх  JP „

3Qва -—̂ -хусусии хосилаларнинг узлуксизлигига асосан 
ёх

ёО. __ узлуксиз функция булади. Демак, Р 0
ёх  ёу

ну цта
атрофида G сохага тегишли шундай дойра чизиш мумкинки, унинг
барча нукталарида — ------—  айирма Р 0 нуктадаги каби мусбаг булади.

ёх  ёу
ст доирага Остроградский — Грин формуласини цуллаймиз:

1**».
L а

бу ерда L — шу ст доиранинг чегараси. ст доиранинг барча нуцталари-
BQ _  ЭР 
Эх ёу  

сига асосан

д а  _ __ ______ > 0  булгани учун икки каррали интегралнинг 3° хосса

-4—-) dcr > 0 .  Демак, £Pdx + Qdy > 9 .  ШундайЭх j L

цилиб, ст доиранинг L чегараси буйича олинган икки каррали интег
рал нолга тенг эмас. Буэса интегралнинг интеграллаш йулига бог- 
лицмаслигига зиддир. Бу зиддиятлик эса G соханинг барча нукталарида

тенглик уринли эканлигини исботлацди.
ё у  ёх

1-мисол. (' (х2 +  г/2) dx  +  2 ху dy  эгри чизшуш интеграл интеграллаш йулига 
L

богликмас, чунки бу интеграл учун 2-теореманинг шартлари бажарилади. х.ацицатан

хам, 6v ерда Р =  х2 -f- y “,Q =  2 ху, =  2у, 2 у ва демак, .
ёу  ёх  ёу  ёх

2-мисол. J ( x  +  y )d x  +  2 x y d y  эгри чизикли интегрални царайлик. Бу интеграл
L

интеграллаш йулига боглик,лигини биз юцорида курган эдик (96-бетга к;аранг) 
\озир исботланган теорема хам шуни тасди^лайди. Х,а^иь;атан ^ам,

Р  — х  +  у, Q =  2 ху,

3- мисол. Ф  =

ду

-Л— i +  — - —
х2+(/2 л 2 +  у2

ЭР =  j , Э<2
ёх

4 у , Ж . ф М .
ёу  ёх

j ясси вектор маидонни ва -у  dx •+Х3+(/2
-j- * ^ эгри чизикли интегрални цараймиз. Бу ерда Р = -------- - — , Q =  —- —  Координа

т у *  Х * + у г  Х 2 + ( / 2

ЭР  Э<Э
таЛар бошидан ташкари бутун Оху текисликда —  =  — шарт бажарилади. О (0, 0)

э р  э«2
нуктада Р  ва <2 функциялар хам, уларнинг —  ва —  хусусий хоснлалари хам ани^-

ланмаган.
Раднуси бир бнрлик ва маркази координаталар бошида булган L  айланани ка- 

райлик. Бу айлана буйлаб олинган эгри чизикли интеграл нолга тенг эмаслигини 
ясботлаймиз.

Х,акнкатдан хам L  айлананинг параметрик тенгламалари х =  co s/, у  =  sin / ( 0 ^  
С  / -< 2л) булгани учун эгри чизикли интегрални хисоблаш цоидасиии цулланиб, 
куйидагини ^осил ^иламиз:

2я
—  s i n / ( — sin/) i co s/ -co s/  

co s2 1 +  s in 2 / ' cos2 /_+ s in 2 /

—  у  dx x dy 

x 2 +  y"- x2 +  у 2

m

| dt — j dt =  2л.

Шундай цилиб, бу соханинг хар бир ну^тасида
ЭР ёЧ

ёу  ёх шарт бажарилишига

^арамасдан, L  ёпи^ контур буйлаб олинган интеграл нолга тенг булиб чивди.
Келиб чи^цан бу туюлма зиддиятлилик Оху текислик О (0, 0) ну^тани чи^а- 

рилганидан сунг бир боьламли булмаслиги билан тушунтирилади.

6. Функцияни унинг тула дифференциали буйича излаш. Ушбу 
Р (х, у) dx  +  Q (х, у) dy дифференциал ифода берилган, шу билан 
бирга Р  ва Q функциялар бутун Оху текисликда ёки бирор бир бог- 

I» [ЭР ё(± * о , •ламли G сохада узларининг —  ва — хусусии [^осилалари билан бир

галикда узлуксиз булсин. Энг аввало берилган Р dx - f  Q dy дифферен
циал ифэда ^андай шартларда бирор функциянинг тула дифрэрэнциали 
булишини ани^лаймиз.

Теорема. P d x  +  Qdy дифференциал ифода бир богламли G соца- 
да бирор U — U (x ,y )  функциянинг тула дифференциали булиши 
учун G сохада  (61J шарт:

Т_ эр  эд
ёу  ёх

нинг бажарилиши зарур ва етарлидир.
И с б о т и .  З а р у р и й л и г и .  Агар P d x  +  Q dy  тула диффэрзнци- 

ал булса, у холда шундай U (х,у) функция мавжудки, унинг учун
ё и  

~ду~
ёи

dU =  dx Н— j j j- dy =  P  dx +  Q dy

„  ёи  n w  
булади. Демак, — P, }. Биринчи тенгликни у буйича, ик-

ё2и ёР ё2и
кинчи тенгликни эса х буйича дифференциаллаб, ^ э 7 =

ёС1
~~ ни ^осил ^иламиз. Иккинчи аралаш хосилалар узлуксиз булгани 

/ ЭР эс7
УН \~ёу~ва ~ёх нинг узлуксизлигига асосан) улар бир-бирига тенг, 

яъни



Демак,
дхду дудх ду Зх

Е т а р л и л и г и .  G сохада (61) муносабат бажарилсин. Шундай U (х, 
у) функция мавжудки, унинг учун d .J — P dx-\ -Q dy  ёки шунинг узи

- =  Р  ва ьи =  Q булишини курсатамиз. (61) шартдаи (олдингидУ
дх ду

пункт, 2-теоремага каранг). f Р dx +  Qdy эгри чизикли интеграл инте-
'АВ

граллаш йулига боглик булмасдан, балки А бошлангич нуцта ва В 
охирги нуцтага боглиц булиши келиб чи^ади. Агар А нукта тайинлан- 
ган булса, у ,\олда эгри чизикли интегралнинг кдшматн фа^ат В нукта- 
нинг вазиятига боглик булади, яъни интеграл В нукта координаталари- 
нинг функциясидир, х0, у0 мазкур А нуктанинг координаталари, х ва

г/ эса В  нуктанинг координаталари
(х.У)

булсин. \ P d x  +  Qdy оркали
(а'о ,у9 )

Л0(х0,г/0) ва В (х, у) нукталарни туташтирувчи ихтиёрий эгри чпзик 
буйлаб олинган эгри чизшуш интегрални белгилаймиз. Бу интеграл х 
ва у  нинг функцияси булиб, уни U (х, у) оркали белгилаймиз:

U .у)

U (х, у) =  j  Р dx +  Qdy
(Х{1 ,У0 )

G соханинг хар бир ну^тасида бу функциянинг тула диффереициали 
P d x  +  Qdy  га тенг эканлигини курсатамиз. Бунинг учун G соханинг
исталган ну^тасида—— =  Р, —— — Q {[тенгликлар уринли булиши- 

дх ду
ни курсатиш кифоядир. В (х, у) — каралаётган G соханинг ихтиёрий 
тайинланган нуктаси булсин. U (х, у) функциядан В  нуктада х буйи
ча олинган хусусий ^осилани топамиз. у ни узгармас килиб са^лаб, В  
нукдадан х + Д х  координатали В х нуцтага утамиз (4 9 -раем). U ( х -{- 
+Д х, г/)функциянингВ1ну^тадаги циймати А нуцтани B L нуцта билан 
туташтирувчи исталган йул буйлаб олинган эгри чизикли интеграл- 
нинг ^ийматига тенг, яъни

(х ,+ \ х ,у )

[U (х +  A X,у) =  j  P d x  +  Qdy.
<*/. У,,)

U (х, у) функциянинг В  ну^тадан ну^тага 
хусусий орттирмаси куйидагига тенг:

(ж+Д х . у )  (х.у,

ЛхU — U {х +  А х , у ) - и  (х, у) =  j  — j  .
{Хо<Уо) (Х0,У0)

Эгри чизикли интеграл интеграллаш йулига боглик булмагани 
бу тенгликдаги эгри чизикли интегралларии хисоблашда ихтиерий 
йулларни танлаш мумкин. Л ва В нукталарни туташтирувчи йул си
фатида G сохада ётувчи ихтиёрий 11 эгри чизикни, Л ва В 1 нукталар- 
ни туташтирувчи йул сифатида эса эгри чизи  ̂ ва В В1 кесмани 
цараймиз (49-расм). У холда

утилгандаги A U

учун

(.t+Ддг.у) (х,у)

I  -  f
( .Х ц . у , )

. .. J  ~  I  =  1 +  j  — ,f =  I  P d x  +  Qdy. (62)
(х„ у 0) ABBt АВ АВ B B i А В  В В , '

Бу тенгликнинг унг томонида тур
ган эгри чизикли интегрални аниц ин
теграл оркали ифодалаш осон. Бунинг 
yqvH B B i  кесманинг параметрик тенг- 
ламаларини ёзамиз: х =  t, у  — у, бун
д а t параметр х  д а н х + Д х  гача бул
ган чегарада узгаради, у эса узгар
мас. dx =  dt, d y —0 булгани учун 
эгри чизикли интегрални хисоблаш 
кридасига асосан куйидагини хосил 
^иламиз:

ва
Шундай килиб,

49- раемр *+Ддг
J Р (х, у) dx - f  Q (х, у) dy ~  j  Р  ((, у ) dt.

A. U
x-f-Ax ,

■ 5 P {t ,y )d t .

P(t,y)  ифода у  узгармас булганда битта t узгарувчининг функцияси 
булганлигини эътиборга олиб, сунгги интегралга урта киймат .^а^ида- 
ги теоремани татбик кнламиз:

х+ \ х

AXU =  J Р (t, у) d t  =  Р  (х, у) Ах
X

бу ерда х  катталик х ва х +  А х орасида ётади. Ax U ни А х га бу
либ ва А х ->■ 0 да лимитга утиб, хусусий ^осилани топамиз: 

ди
дх

А х-+0 да х  катталик х га интилади. Р  (х, у) функциянинг узлуксиз- 
лигига асосан куйидагига эгамиз:

ди

=  lim b d L  =  lim Р  (х , и).
Ах~*-0 Дд; Дд:->0

Ьх
-== Hm Р  (х, у) — Р  (х, у).

х—̂ х
диШундай ^илнб, В  ну^тада =  Р  (х у) га эгамиз. Шу
ОХ нуктада

: Q (х, у) эканлиги хам шунга ухшаш исботланади. В  (х, у) их-
J U  

ду_
тиёрпй нуцта булганлиги учун G соханинг исталган нуктаси учун 
"г—  =  Р  (х, у), °'J  - =  Q (х, у) га эгамиз ва, демак, dU =  Р  d x +  Q dy.ax ду

(х.У)

Шундай цилиб, j  Р d x -f- Q dy  эгри чизикли интеграл тула диффе-
(Хц.У,)
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ренциали P d x  +  Qdy га тенг булган функциядир. Шу билан теорема 
исботланди.

Энди ушбу таърифни киритамиз. Тула дифференциали P d x  +  Qdy 
дифференциал ифодага тенг булган U (х, у) функция бу ифоданинг 
бошлангич функцияси деб аталади. 

и .у )

Демак, j  P d x  +  Qdy  эгри чизицли интеграл P d x  +  Q dy  диффе-
(*о. Уо)

ренциал ифода учун бошлангич функция булади. Эгри чизицли интег
рал интеграллаш йулига боглиц булмагани сабабли U (х, у) =

(х.у)

=  | P d x -{-Q d y  бошлангич функцияни топишда (х0, у0) ва (х, у) нуц-
(Х0.Уо)
таларни туташтирувчи исталган чизицни олиш мумкин. (х, у) нуцта- 
нинг координаталарини интеграллаш узгарувчилар билан аралаштир- 
маслик |учун интеграллаш узгарувчиларини g ва т} оркали белгилай- 
миз. У цолда U (х, у) учун ифодани бундай цайта ёзиш мумкин:

(х,У)

U (х, У) =  j' Р  (£, 1]) d £ +  Q (?, г]) d-ц. (6 3 )
(Xo.'y, >

^исоблашларни соддалаштириш учун 
интеграллаш йули сифатида АС ва СВ 
томонлари координата у к/гарига мос 
равишда параллел булган АСВ  синиц 
чизицни олиш мацсадга мувофицдир 
(50-раем). У цолда [ =  j" +  АС

АСВ АС СВ
кесма тенгламасини бундай ёзиш мум
кин: I — t, г| =  г/0. бунда t параметр 
х0 дан х гача узгаради. АС кес
ма буйича интеграллашда j' Q (Е, т]) dr\

50- раем Ас „
интеграл нолга тенг, чунки бу кесма

буйлаб г| узгармас ва демак, dx\ =  0. Шунинг учун 

\ P {l,4)d l  +  Q{l, л) A i = f  P (t,ya)dt.
AC Xq

СВ  кесманинг тенгламалари бундай: 1,— х, бунда / параметр
г/0 дан у  гача узгаради. Бу кесма буйлаб £ узгармас булганлиги 
учун d £ ,=  0. Шунинг учун

\ P (tr ] )d l  +  Q ( l  r\)di\ =  ] Q ( x ,  t)dJjt.
СВ Уо

С

Шундай килиб,

U (x,y) бирор диффгренциал ифэда учун бошлангич функция бул
са, О  ( х .у )  +  С  хам бошлангич функция булиши равшандир. Исталган 
бошлангич функция U (х, у) +  С куринишда ифэдаланишини исботлаш 
мумкин.

М и со л . ( х 1 +  у - )  dx -)- 2 х у  dy дифференциал ифода учун бошлангич функцияни
топинг.

Е ч и л и ш и .  Бу ерда Р (х, у) =  х% +  у2, Q (х, у) =  2 ху. Сунгра ЭР

с>У
: 2  у ,

3Q 2у, демак, — == шарт бутуи Оху текиеликда бажарилади. У з^ол-
' д у  д х

(Х,у)
да U (х, У) =  )' ( i 3 +  Tl2) d 5 +  25 Л d г| • [Бошлангич (*„, у0) ну^та сифатида коор- 

(х „ у ,)

динаталар бошини оламиз. У холда (64) формулага асосан:

!  %
у  (х>У) =  (¥ +  ri2) d 5 +  21ц d п =  | {Г- +  о*)Л+ j 2x1 dt =  —  +*у*.

(0.0) 0 0

j 3̂
Ш у н д а й  цилиб, бошлангич функциялардан бири U — +  ху2 дир. 
P d x  +  Qdy  ифода

(Х.у)
(65)U (х, у) =  j' Р dx -| - Q dy 

(хо.Уо)

(Хг.Уг)
бошлангич функцияга эга булсин. Г P d x  +  Qdy эгри чизикли ин-

(Xi.yt)
тегрални цараймиз, бу ерда (лгх; yt) ва (х2; у2) интеграллаш йулининг 
мос равишда бошлангич ва охирги нуцталари. Равшанки,

(Хг.Уг) (х 0.Уо) (Х г.У ,) (х ,.У г ) (х , .У 1

j' = J + j = I “  J *
<*«. У д  (Х1 .У 1) (х„,Уо) (х* .Уо) (Хо.Уо>

Бироц
(xt.y ,) С«1.»«)
J  = U ( x 1, y 1), J' = и (х » У я )

(х ,.У о )  Uo. Уо)

ва, демак,
( х , .  у ,)

j' P d x  +  Q dy =  U (х2, у2) — и  (xv yt).
(xt.yi)

(66)

U ( x ,y ) =  \P(t,y0) d t +  № (x ,t)d t.
Xo 99

(64)

Шундай цилиб, агар P dx +  Q dy  дифференциал ифода бошлангич 
функцияга эга булса, у хрлда (66) эгри чизицли интеграл бошлан- 
гич функциянинг интеграллаш йулининг бошлангич ва охирги нуц- 
таларидаги цийматлари айирмасига тенг. (66) формула аниц интеграл 
учун Ньютон — Лейбниц формуласига ухшашдир.

7. Ёй узунлиги буйича эгри чизицли интеграл. Олдинги пунктда 
биз вектор-функциядан олинган эгри чизицли интегрални (координата-



лар буйича эгри чизицли интегрални) куриб чицдик. Биро^ баъзи ма- 
салалар бошка турдаги эгри чизикли интегралга олиб келади.
Оху текисликда узунлиги I булган АВ  эгри чизи^ни карайлик. Бу 
эгри чизи^ буйлаб у =  f (М) — f (х , у) чизикли зичлик билан масса 
та^симланган булсин. Эгри чизицнинг т  массасини аниклаймиз. Бу-
нинг учун АВ эгри чизикни Аь А2, . . . ,  Ап_ х булиниш ну^талари ёр
дамида п та булакка буламиз ва бир хиллик булиши учун Л ва В  
нуцталарни мос равишда А0 ва Ап оркали белгилаймиз. Ат. оркали

узунлиги А булган А1Л А. ёйнинг массасини белгилаймиз. Равшан-
П v__ -

кн, т — У  Д Ш{. Л . _ , Л; ёйнинг массасини такрибан ^исоблаймиз. 
<=i

М .(х г у.)шу Ai_ xAi ёйнинг ихтиёрий ну^таси булсин. A._VA. ёйнинг у̂ ар 
бир нуцтасидаги зичлик М. нуктадаги зичлик билан бир хил дебхисоб- 
лаб массанинг такрибий ^ийматини ^осил ^иламиз: Д т%«  /  (Мг)А =  
=  / (хг Уд А h- Буларни жамлаб, т  массанинг такрибий кийматини 
^осил киламиз:

т ~  £ / ( М г) Д / . =  v f i x ^ A l . .  (67)
г=1 <=1

эгри чизицнинг апщ  циймати сифатида (67) йигиндининг бар
ча Д —>• 0 даги лимитини ^абул ^иламиз. Шундай 1̂илиб,

т =  lim f  (Mt) А /, и  lim v  (*• у.) A I.. (68)
n—>oo i =  l ri-+oo i=\

Бу турдаги йигиндилар ва уларнинг лимитларига бошца масалалар 
хам олиб келади. Келтирилган масаланинг конкрет маъносига эъти-
бор ^илмасдан АВ ёй нукдаларида аницланган f (х, у) узлуксиз 
функцияни ^араймиз. Бу функция учун тузилган (67) куринишдаги 
йиринди интеграл йигинди деб аталади. (67) интеграл йигиндининг
барча Д —>-9 шартидаги лимити f  (х, у) функциядан АВ ёйнинг 
узунлиги буйича олинган эгри чизикли интег-рал деб аталади ва 

f { (М) dl ёки [ f (х, у) dl символи билан белпланади. шундай
АВ АВ

цилиб,

ff(x ,y) dl =  lim £  f  (x i>УЦ A lr
Ab  n—>oo i=z 1

Шундай цилиб, ёйнинг массаси зичликдан бу ёйнинг узунлиги буйича 
олинган эгри чизиЦли интегралга тенг:

т ==• f f  (я, у) dl. (69)
АВ

104

Куиядагига эътибор бериш лозим: ёйнинг узунлиги буйича Эгри чизиц- 
ли интеграл, координаталар буйича эгри чизикли интеграллардан 
фар^ли уларо^, эгри чизикда йуналишнинг танланишига боглиь; эмас.

Ёйнинг узунлиги буйича эгри чизикли интегрални ^исоблашни анш$ 
интегрални ^исоблашга келтириш мумкинлигини курсатиш мумкин.

Агар ‘АВ  ёй у = у(х)  (з <  л; <  Ь) тенглама билан берилган булса, у холда 

f f  (х, у) dl =  | / [х ,у  (л-)] / 1  +  y 't dx. (70)
АВ а

Бу теигликнинг унг томонидаги интеграл остидаги ифода чап томон- 
даги интеграл остидаги ифэдадан у  ян у  (х) га ва dl ёй дифферен- 
циалини унинг декарт координаталаридаги у \ + у ' 2 ифодасига алмаш
тириш билан хосил булади.

Мисол. Агар у  =  In х эгри чизи^нинг х  =  1 ва х  =  2 абсцисеали нущталар 
орасндаги ёйи массасииинг зичлиги у  =  х ! булса, бу ёйнинг массасини топинг.

Е ч и л и ш и .  (69) ва (70) муносабатлардан цуйидагиларни топамиз:
2 2 

т  =  j" x2dl - | х2 "]/

АВ  1̂
) 2

| х  1/ 1 +  л3 dx =  - j -  
'|

=  —  ( Б У Т —  2 У Т )  « 2 ,7 8 4 .

Из ох. Купинча ёйнинг узунлиги буйича эгри чизикли интеграл
ни биринчи тур эгри чизикли инт еграл, вектор-функциядан олин
ган эгри чизикли интегрални эса иккинчи тур эгри чизикли интег
рал  деб аталади.

4- §. Векторлар анализининг асосий тушунчалари

Олдинги параграфда вектор майдон тушунчаси киритилган эди. 
Бу ерда уни урганишда давом этамиз.

1. Сиртнинг юзи буйича интеграл. Чегараланган ёпи^ L  эгри чи- 
зи|̂  билан чегараланган 5  сиртда f  (М) = t ( x ,y ,z )  функция берилган 
булсин.

Ушбу ишларни бажарамиз.
1. S  сиртни п та Д ^ , Д 5 2, . . . ,  Д5„ булакка* буламиз.
2. ^ар бир A S / булакда хг  уг г.координатали M t ну^тани ихти

ёрий танлаймиз ва f (x ,y ,z )  функцияни танланган М { нуктадаги ^ий- 
матининг A S t юзга купайтмасини тузамиз:

f  (М.) А 5. =  f  (х.,у., г.,) A S. ( / ==1 , 2 , . . . ,  п).

* Бу ерда ва бундан сунг S  ва Д S (- сиртларни хам, уларнинг юзларини ^ам 
англатаверади.
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1 + у " Ы х  =  1 +  ( ~

2

j ( l + * « ) l/*d ( !+ * » ) «

dx =

(1 - fx 2)'7, 
3



3. Барча бундай куиайтмалар йириндисини тузамиз:

х ; / ( М . ) А 5 г =  2 f ( x r yv z.) A Sr  
/=i /=i

(71)

у интеграл HuFundu деб аталади.
4. Интеграл йириндининг A кичик юзчалар сони п чексиз орт- 

гандаги ва уларнинг хар бири нуцтага тортилгандаги лимитини 
^араймиз. Агар бу лимит мавжуд вауЗсиртни булакларга булиш усу
лига >̂ амда A S. юзчаларнинг хар бирида М. ну^таларнинг танлани
шига борлш-v булмаса, у хрлда бу лимит и =/ (х, у, z )= f(M )  функ- 
циядан S сиртнинг юзи буйича олинган интеграл (ёки i îci^a, 5  сирт 
буйича олинган интеграл) деб аталади ва бундай белгиланади:

Шундай ь̂ илиб,

ёки

j1 j1 f  (М ) dS  ёки ff f  (х, у, z) dS.
S S

J f  f  (М) dS  =  lia V  / (M.) AS'
S n~+oo i =  1

J J  f (x, y, z) dS  =  lim V  / (*., y., z.) A S.. (72)
S rt-»oo 1=1

Сирт буйича олинган интеграл икки каррали интеграл эга булган барча 
хоссаларга эгалигини курсатиш мумкин. Жумладан, а д д и т и в л и к  хо с- 
с а с и  уринли, агар S  сирт ва S2 сиртларга булинган булса, у 
хрлда Я  = Я + Л ; а г а р  f ( x ,y ,z )  узлуксиз функция булиб, f ( x , y , z ) >  

S St s 2 
> 0  булса, у хрлда Jf f  ( x ,y , z ) d S >  0. 

s
5  юзли сирт z =  ф (лг, у) тенглама билан берилган булсин, бу ерда

Ф (х, у) — узининг биринчи тартибли 
хусусий хосилалари билан биргаликда 
узлуксиз функция. У ^олда сирт бу
йича олинган интегралнинг ушбу мав
жудлик теоремаси уринли булиб, биз 
уни исботсиз кабул циламиз.

Х,ар кандай и =  / (х, у, г) узлук
сиз функция учун сирт буйича олин
ган интеграл мавжуд.

Сирт буйича олинган интегрални 
хисоблашни мавжудлик теоремасининг 
шартлари бажарилганда икки каррали 
интегрални ^исоблашга келтириш мум- 
кинлигини курсатамиз. аху мазкур сирт
нинг Оху текисликка проекцияси, 
u = f  (х, у , г) эса 5  сиртнинг барча 
ну^таларида ани^ланган узлуксиз 
функция булсин.

а ху сохрани п та А <т1( А а2....... А а п кичик юзчаларга буламиз.
а  соханинг бу булинишига 5 сиртнинг A S (1 A S2, . . . ,  A Sn були- 
ниши мос келади (51- раем). Бунда A S [. сиртнинг А а . юзчага проек- 
цияланадиган булаги. A St элементар юзчанинг юзини хисоблаймиз, 
бунинг учун (28) формуладан фойдаланамиз:

A5i = Я ■/! + Ф* (х- у) + Фу (x> y )d a-
Да,-

Бу интегралга урта р̂ иймат а̂ь̂ идаги теоремани цуллаймиз (1-§, 3 -  
пунктга ^аранг):

A S i =  Я / 1  +  Фх (*• У) +  Уу (х, У) da  =
Д а,-

=  I71 +  Ф* (ХГ у f) +  Чу (Уг Уд А(Т‘-’ 
бу ерда х., г/(. шу А а . юзчанинг бирор Р. (х., //(.) нуктаси координата
лари.

Энди хар бир A S. элементар юзчада хг у. ва г. =• ф (х., у.) коор- 
динатали М. нуктани оламиз. 5 сиртни шу булакларга булиш ва М.

tl
ну^таларнинг шу танланишига \-ос V  f  (х., у., z.) A  Sl интеграл йирин-

1=1
дини тузамиз. А S. учун юкррида олинган ифодани ва z. — ф (х., г/;) 
эканлигини ^исобга олиб, ^уйидагига эга буламиз:

V  f  ( х ., у., z.) A S . =  V  f  (х .} у е  ф ( х .,  у  ))  , А 1 +  ф ;! (х . ,г / .)  +  Фу2 (х ., y J A a  
<=1 i= i

( 7 3 )

п —*• ехз да А 0 . юзчаларнинг а̂р бири ну^тага тортилади деб хисоб- 
лаб, лимитга утамиз. ( 7 3 )  тенгликнинг унг томонида турган йиринди 
икки узгарувчининг

f(x, у, ф (х, у)) / 1  +  ф;2 ( х ,у ) - г  ц'уг(х,у) 

узлуксиз функцияси учун Оху текисликнинг а ху сохаси буйича интег
рал йириндидир. Шунинг учун унинг лимити а  соха буйича икки 
каррали интегралдир:

П _____________________
lim 2  f  (х., у р ф р  yt)) / 1  +  Фл2 (xt, yt) +  [хр yt) А а. =
П —ьоо j=l

= Я f(x> у- ф (х> у)) { + ф* (х' у) + фу (х> у) da-
ах у

( 7 3 )  муносабатнинг чаи томонида турган й и ри н д и н и н г  лимити 
/ (M) =  f  (х, у, z) функциядан S сирт буйича олинган интегралга 
тенг. Демак,

Я « * ’ У' z) d s  =  \\ f  (*■ Ф (*. У)) +  ф'2 (х, у) +  (х, у) da. 
s  <уху ( 7 4 )
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булиб. cos а

52- раем

Бу эса сирт буйича олинган интегрални .хисоблаш формуласидир, 
Шундай цилиб, 5  сирт буйича олинган интегрални хисоблаш учун о 
соха буйича олинган, унга тенг икки каррали интегрални (74) форму
ла буйича хисоблаш лозим.

1- изоц.  (74) формуланинг унг томонида турган икки каррали 
интеграл да интеграл остидаги ифодани тегишли сирт буйича интеграл
нинг интеграл остидаги ифодасидан z ва dS  ни

2 =  Ф (х, у), dS =  / 1  +  ф "  (х, у) +  ц'у (х, y)da

формула буйича алмаштириб хосил цилиш мумкин.
a j oАгар аЬ  =  — _ [(29) формулага каранг] ва 

cos 7
У  l +  q>i (х, у) +  <РуУ{х,у)

эканлиги эътиборга олинса, кейинги формулани эслаб колиш осон, бу 
ерда V— нормал билан Oz уц орасидаги бурчак (52- ра'см).

2- изох,. Агар а  ва р — мазкур сиртга утказилган нормалнинг 
мос равишда Ох ва Оу у к лар билан ташкил килган уткир бурчакла- 
ри булса, у холда (74) формулага ухшаш ушбу формулалар уринли- 
дир:

J.f f (х, у, z) d S  =  J j  /  (g  {у, z) у , z) / 1  +  g -  (y ,z )+ g zx (y,z)da ; (74')
5 OyZ

JJ /  (X, y, z) d S = \ [  f  (x, 0) (x,z), z / 1  +  (o'J (x, z) +  0У1 (x, z') da. (74")
a' _

Бу ерда x  =  g  (у, z), у  — со (x, z)—мазкур сиртнинг мос равишда .г ва 
у га нисбатан ечилган тенгламалари, а ва ахг эса S  сиртнинг Оуг ва

d a  d a
-----  ёки dS =  ---- т,cos a  cos р

Oxz текисликларига проекциялари. Бунда dS 
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У 1
=7f, COS Р — (а ва р — уткир бур-

4  Uу +  в г  У 1 +  4-

чаклар).
Сирт буйлаб олинган интегралларнинг татбиклари асосида икки 

каррали интегралларнинг татбикларидагн уша принциплар ётади (1-§, 
6. пунктга каранг). \

Хусусан, агар у (х, у, г) сиртии зичлик булса, у хрлда 6 сиртнинг 
т массаси зичликдан сирт буйлаб олинган интегралга тенг:

т =  \ \ Y (х, у , г) dS. (75)
s

Мисол. г  =  - j -  (х3 +  у-) айланиш параболоиднинг х- +  у2=  4 цилиндо бнлан

кесилган булагннинг хар бир нуктасидаги зичлик бу нуктадан 0г Т'вдача булган 
масофанинг квадратига тенг булса, бу булакнинг т массасини топинг (153- раем).

Е ч и л и ш и .  М { х ,у ,г )  нук,тадан 0 г  уЦкача булган масофа у ла y i га 7енг 
булгани учун зичлик у  =  х2 -f- у2 га тенг. (75) формулага асосан: 

т  =  f j  7  (х, у, z) dS =  j  j  (х2 +  у2) d S .
S 5

Бу енртнй интегрални (74) формула буйича ^исоблаймиз. Мазкур холда 

г = <р (х,у) = - у  (х2+у"), шунинг учун у ы . ф - +  ф;/= У  ■

Шу сабабли
2 Г  1 ? ” ...... J v ‘ +Я>* +Ф Ь

т  =  j j ,  (л:2 4- У2) d S =  j j  (х 2 +  У2) У  14- х 2 4 - У% d a .

Бу ерга икки каррали интеграл радиуси R  — 2 ва маркази координаталар бошида 
булган в ху Дойра буйлаб олннади. .\исоблашларпн кутб координаталарида бажарамиз:

т =  j j  (л:2 4 - </2) / 1  +  * 2 +  <? d  а  =  j  j  г2 У Т + Т 2 r d r d < f  =
°ху  „ „2я 2 _______

=  j  d<p j  У  1 г2 г3 d /■. 
о о

Ички интегрални хисоблаш учун 1 4 - г 2—г2деб, узгарувчини алмаш- 
тирамиз. У хрлда r d r — z d z ,  бундай
2 ______  т/ЁГ 2
j  / \ + r 2 r3d r  =  j’ z (z2- l ) z d z =  f (z4 — z2) d z  — -^r (25 ,/ 54. i).
0  i 1
Демак,

Orr
4л _
T5-  (25 V 5 4-1)  « 4 7 , 6 .

2. Суюцлик о̂ и.ми х^идаги масала. Фазода суюкликшшг харакатини 
караймиз. Фазонинг берилган /V/ нуцтаси оркали окиб утувчи зарранинг 
V тезлиги факат бу иуктага боглик булиб, вактга боглиц булмасин. 
Бу хрлда суюклик окими баркарор (ёки стационар) оким деб аталади: 
Суюклик заррасининг V тезлиги факат М нуктанинг координаталари- 
га боглиц булганлиги учун

v =  Vx (х, у , z) i 4- vy (х, у, z) j  4- V2 (х, у , г) к,
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54- расм

бу ерда и. (х, у , z), vy (х, у , z ), vz (х, у , г)  — тезликнинг коорди
ната ук,ларига проекциялари. S  сирт оркали о^иб утУвчи суюцлик 
оцимини, яъни бу сирт оркали вацт бирлигида о^иб утувчи сую^лик 
мшуюрини сую^ликнинг зичлиги у =  1 Деб олиб хисоблаймиз.

Энг аввало v тезлик барча ну^таларда бир хил, сирт эса ясен 
юзчадан иборат булган хусусий холни цараймиз (54- расм). 5  сиртда 
ётган сую^лик зарраларн вакт бирлиги ичида v вектор йуналишда 
унинг узунлигига тенг масофага кучади ва 5 , юзчада жойлашади. 
Ва^т бирлиги ичида 5  юзча оркали утган сую^лик микдори П сон 
жи^атидан, равшанки, асоси 5  ва ясовчиси v булган цилиндр хаж- 
мига тенг. Бу цилиндрнинг баландлигини h билан белгилаб, П  =  Sh  
ни хосил киламиз.

п мазкур S  сиртга утказилган бирлик нормал вектор, ср эса п  ва 
v орасидаги бурчак булсин. h ~  fv| cosф — |v| |n| c o sc p = v -n J  булга
ни учун

П = ( у п )  S. (76)

Энди умумий холни караймиз. Фазода сую^лик тезлнкларининг 
v =  vx (х, у ,  z) i +  v  (х, у , z) j +  v r (х, у , z) к вектор майдони 

ва L фазовий чизи^ билан чегараланган S сирт берилган булсин (55- 
расм). Бу сиртнинг ^ар бир М  ну^тасида n = i c o s a  +  j cos р +  kcosv  
бирлик нормэл вектор аник;ланган булиб, унинг йуналтирувчи коси- 
нуслари сирт ну^талари координаталарининг узлуксиз функциялари 
булсин деб фараз ^илайлик. Бу сирт оркали ва^т бирлиги ичида 
окиб утган сую^лик микдори П ни хисоблаймиз

Умумий холда v тезлик ну^тадан ну^тага утишда катталиги 
буйича хам, йуналиши буйича хам узгариши, S сирт эса ясси эмас- 
лиги сабабли (76) формулани бевосита ^улланиш мумкин эмас. П 
сую^лик мшуюрини бу умумий холда хам хисоблаш учун ь;уйидагича 
йул тутамиз: S сиртни п та А 5 Х, А S2, . . . ,  A Sn кичик булакка буламиз 
ва уларнинг ^ар бирида М . (х., у ., г.) нукта ни танлаймиз. 5  сиртга М ( 
нуктада утказилган бирлик нормал векторни п(. оркали белгилаймиз, 
бу ерда п4. =  i cos с̂ . j cos {}. -j- k cos y. (55- раемга царанг). )^ap бир
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& S . кичик булак ичида сую^лик зарраларининг тезлиги узгармас ва 
узининг М 1 ну^тадаги

V i =  ^  ( * , .  У г  Zi)  '  +  «у (ХР У г  z i) j  +  ( ч  у г  z /) k  

кяйматига тенг хамда А S . кичик сиртни ясси деб хисоблаймиз. Бу 
фараз да А S . оркали окиб утувчи сутоклик микдори А ГГ ни (76) 
формула буйича такрибан хисоблаш мумкин:

А П ; ж ( у ;, п.) A S., ( / = 1 , 2 , . . . ,  п).

Барча бундай ифодаларни жамлаб, S  сирт оркали ва^т бирлиги ичида 
оь^иб утувчи сую^лик микдори П нинг такрибий кийматини топамиз.

П =  \ ]  A n . ^ v  (v .• п.) A S r
i = i  i=  I

п-*-оо да хар бир А 5 (. булак ну^тага тортилади деган шартда ли
митга утиб, суюклик ми^дорининг аниь;

П
П =  lim 2  (V r  n .) A s i

П—>оо i =  1

^ийматини топамиз. Ёки скаляр купайтмани ушбу 

у (.п . =  vx (*., y r  z .)  cos а  . +  vy (хр у ., z .)co sp . +  v z (xt , y r  z j c o s y .  

координата шаклида ифодалаб, ^уйидагини топамиз:
П

П =  lim 2  М ХГ у г  zi ) c o s a .  +  v ( x i,y i,zi) c o s ^ l +  v t (x., y r  z .) x
п—>оо i — 1

X cosy ,] A S ..

п бирлик нормал векторнинг йуналтирувчи косинуслари хамда v век
торнинг vx, vy , v проекциялари 5  сирт нукталари х, у, z  координа
таларининг узлуксиз функцияларидир. Шу сабабли v • п 
=  y.cos а - | - у  cos р vz  co sy  скаляр купайтма 5  сирт нуцтала-

П
рида ани^ланган узлуксиз функциядир. Демак, 2  (у; -й (.)А 5 .

i =  1
йигиндининг лимити мавжуд ва v -n  функциядан 5  сирт буйлаб олин
ган интегралга тенг:

П =  Пш 2  (vi * n .)A S f = J . f  (v -n )d S
п—> оо i — 1 S

ёки координаталар оркали ёзилса,
п

П =  lim 2  lvx (x у.,  г.) c o s a . - f y  (х у  г  (.) cosp / +  v z {xv у  z , .)X
п-> ОО 1 =  1

X cos у  г ] А 5 (. =  (' С (vx cos a  -f- v cos p +  v z cos v) dS.
s
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Шундай цилиб. берилган 5  сирт оркали вакт бирлиги ичида оЦиб 
утувчи суюцлик мицдори ёки, одатда айтилишича, бу сирт оркали 
сую^лик оцими S сирт буйича интегралдир:

П =  I f (v • n) dS  =  ( I (и cos ос +  v  cos р +  v cos у) dS  (77)
s s  y

3. Вектор майдон окими. О^увчи суюклик окимига ухшаш равиш- 
да S сирт оркали Ф — Р (х ,  у, z) i -(•• Q (х, у , г) j - f  R  (х , у , z) к вектор 
оцими тушунчасини киритамиз. Бунда бу сиртнинг хар бир нуцтасида 
n =  i cos а  Н- j c o z p +  kcosy бирлик нормал вектор аникланган ва унинг 
йуналтирувчи косинуслари сирт иукталари координаталарининг 
узлуксиз функция лари деб фараз едламиз.

5  сирт оркали Ф вектор окими (ёки Ф вектор майдон ощ м и) 
деб сирт буйлаб олинган ушбу интегралга айтилади:

(78)

j .  м и с о л .  Ф =  хуЧ 4~ —  j +  x2zk вектор- функциянинг г =  х2 у 2 айланиш

паваболоиднинг х2 +  i f  =  4 цилиндр билан кесилган булаги оркали П оцимини то
пинг, бунда нормалнинг йуналиши сифатида бу нормал вектор] Ог ук; билан уткир 

йк ташкил ^иладиган йуналишини олцнг (3 6 -расмга царанг).
Е ч и л и ш и .  (78) формулага асоеан: П =  jj’ (Ф -n) dS. Айланиш параболоиди-

s

П — J j  (Ф • п) dS — J J  (Р  cos а  +  Q cos р +  R  cos v) dS.

Бу интегрални хисоблаш (74) ёки (74'), ёки (74") формулалар 
буйича икки каррали интегрални хисоблашга келтирилади, бу ерда 
f (x , у, Z) = Ф  п.

И з о ^ .  Ху сусан, Ф =  R (х, у , z) к векторнинг z  — ср(х, у) тенгла
ма билан берилган S сирт оркали окими П == j [ R  (х, у, г) • cos у d S  ни

S
царайлик. Сиртга бирлик нормал Oz Vi-; билан уткир бурчак ташкил

булгани сабабли S сирт буйлаб олин-цилсин' cosy
У 1 4 - ш'2 + ф'2

т д: У

ган интегрални хисоблаш учун (74) формуладан фойдаланиб, куйида- 
гини хосил киламиз:

Я  R (x , у , г) c o s y  dS  — ff R ( x ,y ,  z) 1 ■ —
s s y i  -j- ф '2 4 - ф  'г

dS  =  Я  R  (x, y t

ф(*> У)) _ = = =  • / 14- ш '2 н -ф  '* d a  =  Я  R  (x, У, Ф ( х ,у ) ) da .
,  1 4- ф ' 2  - L  ф ' 2  » • v  X ^  *  y UK)  a  
'  X у ху

Шундай килиб,

Я  R (х, у , z) cos v dS  =  f| R (x , у , ф(а-, у ) )  d a ,  (79)
S axy

бу ерда о  — шу О ху  текисликнинг 5  сирт проекцияланадиган соха
си. Агар бирлик нормал Oz уц билан у гмас бурчак ташкил цилса 
(co sv < 0 )>  У хрлда, равшанки,

ff R  (х, у ,  z) c o sy  dS  — — ff (л:, у , ф (лг, у ) )  d a  (80)
S а ху

Бирлик нормал векторнинг йуналиши царама- ^арши йуналишга уз- 
гарганида унинг йуналтирувчи косинусларининг ишоралари узгариши 
туфайли сирт оркали вектор окимининг ишораси узгаради [ (78) фор
мулага ^аранг].
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Sra п бирлик нормал векторни топамиз. Агар сирт z =* ф (х, у) тенглама билан бе 
рилган брлса, у .\олда

— Ф<(*. У)> — У у (Х ’ У) j +  k

т  : У  1 + ф 7 + ф 7
булишнни биз биламиз [IX боб, (48) формулага ^аранг).

Мазкур ^олда ф (*, у) =  *  +  у2, Шу сабабли n =  — ^  ~  2yJ± - k . д емак,

Фп= — 2х-уп- — if-z -j- x-z

1 -j- 4х2 +  4у'2

Шундай килиб, П окнм ушбу сирт буйича интеграл билан ифодаланади:

П ; f Г ~ 2 х 'У2 —  У'гг  +  х2г 
V У 1 ~ 4 х 2 +  4у2 dS-

Сирт буйича интегрални икки каррали интеграл оркали хисоблаш учун (74) фор- 
муладан фойдаланиб ва г  =  ф (х, у) =  х3 Ц- у2, i /  1 ф '2 *+- ф '2=  У  1 +  4х2+  Ау2

х  уэканлигини эътиборга олиб, куйидапши хосил киламиз:
— 2х-у- — у 2 (.у- -f  if-) +  д.-- (л;2 4- у2)

П =  Я У 1 +  4х- 4- 4у'- d а  =
°ху ~ \/1 +  4л2 4- 4у 1

= Я  [— Чх'-у2 4 - (л-2 +  у"-) (.v2 — i f )  ] d а,
6ху

бу ерда аху  — Оху текисликдаги радиуси R  =  2 ва маркази координаталар бошида 
булган дойра (37-расмга каранг).

Икки каррали интегрални цутб коордипаталарда >;исоблаймиз

. .  sin2 2 ф \П =  Г, Г— 2г4соз2 ф -sin- ф - f  r 4(cos2 ф—s in ^ )]  rdrdy— J “ Ф j -------- -— 4-  воз2ф \ X
I  6xy о 0 2 )

, X  r5dr ■
3 2 ' 2 31 /

= 3 J  '

+

1 — cos 4 ф 
4

-cos 2 sin4ro 
4 + ~ J T  +

16 л
■ T  :

2-мисол. Ф ~ y z ]  векторнннг x2 4~ у2 =  1 цилиндрик 
сиртнинг 1 октант да ётувчи ва х =  0 , у =  0 , г = 0 ,2=1 
текисликлар билан чегараланган 5  булаги буйлаб оцн- 
•*ини топинг, бунда цилиндрик сиртга нормаль Оу у^ 
билан р уткир бурчак ташкил этади, деб ^исоблаиг 
(56-i раем).

Е ч и л и ш и .  Цилиндрик сиртга бирлик нормал 
Векторни топамиз. Бунинг учун унинг тенгламасини 

У2 — 1 = 0  куринишда ёзиб оламиз. IX бобдаги 
(43) формулада F [х, у, г) — х2 +  у'- — 1 деб олиб, цу- 'Л 
йидагини топамиз:

8—2950
56- раем
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g r a d  F  F ' j  +  F 'y l  +  F  >  2 * i  b  2 j / l  _  « '  +  Ui 

"  _  |gradF| y " F ' 2 _j_ y/2  _|_ 7/2  V 4 x 2- f  4y2 V x 2 +  У"

Бирок; цилиндр сиртида x2 +  у1 =  1, шунинг учун п =  xi +  {/j- 
Шундай килиб,

П =  Я (Ф-п) dS — И  J/2zds-
S S

Бу интегрални (74") формула ёрдамнда хисоблаймиз.
Бу ерда у — ш (х, г) =  Т / 1 — х2, dS =  j/ i (о t24" ш / d a  =

т /  x2-- , d a
=  V  1 +  1 — x2 °  V l  — x2'

Шунинг учун
da — f f z V 1 — x 2 d a , 

п  =  И у 2̂ 5  =  11 ( 1/ l - x 2)2 r - ^ y — ^  в*г 
S 6X2

бу ерда а  хг] — берилган S сирт Охг текисликка проекщшланадиган О ABC квадрат. 
Икки каррали интегралда интеграллаш чегараларини тацсимлаб, ^уйидагини ^осил 
келамиз:

_____  1 1 _____
П =  j  5 г ~ \/1 — х2 d а =  j  dz j' z Т / 1 — x2 dx.

6XZ о b
Сунгра i j

j  " | / 1 — x2 dx =  —  [[arcsin x +  x V  1 — x2] =
о 2 о

1 я  
=  —  arcsin 1 =  —

2 4

булгани учун узил- кесил куйидагини >;осил киламиз:

I я яП =  f z —  dz =  —  =  0,393. 
о 4 8

4. Остроградский-Гаусс формуласи. S ёпиц сирт орцали оцим S  
сирт билан чегараланган V соха буйича олинган бирор уч каррали 
интеграл ёрдамнда ^исобланиши мумкинлигини курсатамиз.

Теорема. А гар  Р (х ,  у , г), Q (x , у , г), R (x , у, z) ф ункциялар  V 
хажмли чегараланган ёпик сохада узларининг биринчи т арт ибли  
хусусий хосилалари билан биргаликда узлукси з булса, у  холда

j' j' [Р  (х, у, z) cos а. 4 - Q (х, у , г) cos fi +  R  (х, у , z) cos v] dS  =

ф ормула уринли, б у  ерда S  ш у V соханинг чегараси, ш у билан бир
га оцим б у  сирт нинг ташки томони буйича олинади (яъни п бир
лик нормал вектор V хажмдан ташцарига йуналган).
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(81) тенглик Остроградский  — Гаусс 
ф о р мулас и Деб аталади.

И с б о т и . Аввал О хуг  фазода 5 , : z  =  
(х, у), S 2 'Z — h (х, у)  [бунда g (x , у) <  

^ /г (х , у ) ]  сиртлар хамда ясовчилари Oz 
уки;а параллел булган S 3 цилиндрик сирт 
билан чегараланган V со^ани цараймиз (57- 
расм). S 3 цилиндрик сиртнинг йуналтирув- 
циси О ху  текисликдаги ст сохани чегаралаб 
турган L эгри чизицдир.

ff( — dV  интегрални топамиз. Уч кар-
V dz

рали интегрални хисо блаш формуласига 
асосан [ (38) формулага царанг]:

К х. у) 57- раем

Сунгра 
ft (х. у)

dz .
Ж *. у) dz

dR_
дг

d z  — R  (х, у, z)
h (х. у)

=  R  (х, у, h (х, у ) ) — R (х, у , g  (х, у))
g (х, у)g I.X, У)

булгани учун

Ifj J zdV  =  Я * (*• У> h (x , у ) )  d o -  J ] R  (х, у , g ( x , y ) ) d o  (82)
V o  0

булади. R  (х, у ,  z) к векторнинг S , сиртнинг таш^и томони ( c o s y > 0 )  
орцали оцимини, яъни \ \ R ( x ,  у ‘г) cos y d S  ни цараймиз. S 2 сирт

' -Ч
тенгламаси z — h (x , у) куринишда. cos у >  0 эканлигини хисобга олиб 
(57-раемга царанг) ва (79) формуладан фойдаланиб,

Я  я  (х ’ У• z) cos y d s  =  Cl Р  (х, у, h (х, у ) )  d o  (83)
•Si <j

ни хосил циламиз. JJ R  (х, у , z) cosy dS  оцимни Sj сиртнинг пасткн

томони (cos y <  0) буйича ^исоблаб ва (80) формуладан фойдаланиб, 
куйидагини хосил циламиз:

Я  R  (X, у , г) cos y d s  =  -  Я  R  (х. у , g  (х, у ) )  d a .  (84)
Шш ' 1 ^
(°2), (83) ва (84) муносабатларни эътнборга олсак,

I J J J ^  d V =  j | R  (Xj.z) cos у d S  4- j j  R  (x ,y ,z ) cos у d S  (85)
V  S! S ,

га эга буламиз. (85) тенгликнинг унг томонига S.. цилиндрик сиртнинг 
ташци томони буйича олинган Я R (x ,у , z) cos y d S  интегрални цушеак.бу

_енглик узгармайди. Цилиндрик сиртнинг ихтиёрий нуцтаси учун cos y== 
^cos90° = 0  булгани сабабли бу интеграл нолга тенг. Шундай цилиб,
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(86)

(87)

(88)

J J J ̂  dV  =  _ff R  (x , y ,  z) cos y d S  + f J R (x, y , z) cos у dS  +
+  f f # ( x ,  у , z) cos y dS.

•s',
Бу тенгликнинг унг томонида турган окимлар йигиндиси V хажад^ 
чегаралаб турган 5  ёпиц сиртнинг таш^и томони буйлаб окнмдир:

Ш * ' W  = i $ R ( X ’ У> 2) c o s y d S .
V s

Ушбу формулалар хам шунга ухшаш келтириб чикариладн: 

5 $ t e ‘il' = j j p (x , У, г) cos a  dS,

=  у ' 2) C0SP ^ -
V *  S '

(86), (87) ва (88) формулаларни хадма- хад кушиб, Остроградский- 
Гаусс* формуласини хосил киламиз:

J j  [Р (х , у , z) cos а  4- Q (х, у , z) cos р -}-Я (л;, у ,  z ) c o s y ]d S  =

( дР_ dQ d R \
^ д х  +  д у  +  dz J d V .

Мисол. Ф =  Зх\ +  2yj — 4гк векторнинг х +  у +  г — 1, х  =  0, 1/ =  0, г =  О 
текисликлар билан чегараланган S  пирамида сиртининг ташци томони оркали ски- 
мини Остроградский —  Гаусс формуласи ёрдамида >;исоблапг

д Р  dQ dR
Е ч и л и ш и .  Б у  ерда Р  =  Зх, Q =  2у, R  =  — 4г. Сунгра —  +  —  +  ^  =  

=  3 +  2 — 4 = 1  булгани учун, Остроградский — Гаусс формуласидан фойдаланиб,

П =  ff (3xcos а  +  2</cosР — 4zcosv) dS =  J f  f 1 -dV
s  V

ни >;оснл киламиз, бу ерда уч каррали интеграл V пирамида буйича олинади, 
j f j  dV интеграл V соха ^ажмига, яъни пирамидашшг ^ажмига .тенг булгани учун:

V 1 1 1 1
j  j  (3xcos a  +  2ycos p — 4zcos y ) d S =  — • 1 • —  =  — .

5. Остроградский — Гаусс формуласининг вектор ёзуви. Девиргенция. 
Ушбу

Ф =  Р (х , у , z) i +  Q (х, у , z) j +  R  (х, у, z) к
вектор билан аникланган вектор майдон берилган булсин. ОстрограД' 
ский — Гаусс формуласининг чап томонида турган J f (Р  cos а  +  Q cos Р +

* Бу  ерда биз JJ (P cos а  +  Q cos Р +  R  cos у) dS  =  j j  Р  cos а  dS +  jjQcos 
s  s s

+  j j  R  cos y d S  тенгликдан фойдаландик. Бу эгри чизикли интеграллар учун (51
s

муносабатни келтириб чи^аришга ухшаш йул билан хосил цилинади.

R c o sV )d S  сиртий интеграл Ф векторнинг V хажмни чегаралаб
турган S ёпик сирт оркали П окимидир:

П =  ff (Р  c o sa  +  Q c o sр +  R  cosy) dS  — | f  (G>-n)dS.

Шунинг учун Остроградский— Гаусс формуласининг чап томони коор- 
яинаталар системасига боглик булмаган холда хам маънога эгалиги 
тушунарлидир.

Энди Остроградский — Гаусс формуласининг унг томонини карай-

чиз —  +  —  +  —  — ф(*> У> z) б\“лсин. Бу функция координаталар 
т  ’ дх ду дг
сИСтемасининг танланишига богли^ эмаслигини курсатамиз. Бунинг 
учун фазонинг бирор М  (х, у, z) ну^тасини оламиз ва бу нукта атро- 
фида S  ёпиц сирт чизамиз. S сирт билан чегараланган V хажмга Ост
роградский—Гаусс формуласини цулланамиз:

ff (Ф*п) dS — j j f  ф (х, у , z) dV .
S V

Урта климат хакидаги теоремага асосан
fffcp(x,  у , z) dV  =  ф (М 0)У
V

га эгамиз, бу ерда М 0 (х0; г/0; г0) шу V  хажмнинг ичидаги бирор ну^- 
та. Демак,

ДО(Ф.п)£Ю =  Ф ( л д .у ,

бундан
Я(Ф-п )d S
v

V хажм М  нуктага тортилади, деган шартда лимитга утиб,
JJ (Ф п  )d S

lim ф (М 0) =  l im ------- ------- •
v--*o v-»o V

д Р дО д Rни хосил киламиз. Бунда М 0-> М  булгани учун, — , — , —  хусусий
дх ду дг

хосилаларнинг М  нуктада узлуксизлигига асосан

lim ф (М 0) =  ф (М ) =  ф (х, у ,  z) =  ~  ^  +  ~
V-»o дх ду дг

ни хосил киламиз. Демак М  (х, у , z) нуктада ^уйидагига эгамиз:

Я  ( Ф - П  ) d S
d P . d Q  d R  . .  s  ------ i-------- i------ =  1 im-
d x  d y  d  г  y -» o (89)

Бу тенгликнинг унг томони координаталар системасига бояли^ бул- 
аган холда маънога эга булгани учун шу тенгликнинг чап томони
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д Р  , dQ  . d R
j j  4- j j  +  -j j  х-ам координаталар системасининг танланишига боглиц
булмаган холда бир хил циймат кабул цилади.

Энди ушбу таърифни киритамиз;
ф  Pi +  Qj +  R k  вектор майдоннинг М  нуцтадаги дивергенцияси  

деб Ф векторнинг М  нуцтани у раб турган сирт оркали П оцимнинг 
бу сирт билан чегараланган V хажмга нисбатининг бу  хажм нуцтага 
тортилади деган шартидаги лимитига айтилади.

Ф  вектор дивергенцияси сНу Ф  символи билан белгиланади, шун
дай цилиб,

d i v ®  =  l i m— . 
v-+o V

Дивергенция скаляр мицдордир; (88) тенгликдан

d i v ® = — +  ^  +  —  (89')
д х д у  д г

эканлиги келиб чицади.
Остроградский- Гаусс формуласини дивергенция тушунчасидан фой- 

даланиб, вектор формада ёзиш мумкин;

Я (Ф  • n ) d S  =  J | f d i v ®  d V .  (90)
S V

Бу тенглик ёпик сирт оркали вект ор оцими ш у сирт билан чегара
ланган соца буйича дивергенциядан олинган уч каррали инт егралга  
т ен г булишини билдиради.

(90) формуланинг физик маъносини ойдинлаштирайлик. Вектор 
майдонни царакатланаётган суюцликнинг v тезликлар майдони сифати
да караймиз, бунда суюцликнинг зичлиги у =  1 деб хисоблаймиз. S 
ёпиц сирт билан чегараланган W сохани оламиз. Бу цол учун (90) 
формула бундай ёзилади:

f f ( v - n ) d S  =  f . f J d i v v d W.  (90')
's  \v

(’C( vn) dS  оцим S сирт орцали вакт бирлиги ичида оциб утувчи
‘s

суюклик мицдорини аницлашини биз биламиз. Аницроц айтадиган бул- 
сак, J J ( v - n ) d S  оцим 5  ёпиц сирт* орцали оциб чицувчи ва оциб

s
кирувчи суюклик мицдорларининг алгебраик йигиндисини беради. Агар 
f j ( v  • п) d S > 0  булса, у хрлда W  с о зд а н  окно чикцан суюцлик оциб
sкирган суюцликдан ортиц булади. Агар ( \ (v • п) d S < ^ 0  булса, у

s
хрлда, аксинча, оциб кирган суюклик оциб чивдан суюцликдан кг/п
рок булади.

1. j j ^ v n J d S  oiyffl сиртнинг таищи томони буйлаб олинишини кузда тутиш
s

лозим. Шу сабабли S сиртнинг берилган нуктасида v тезлик вектори таищарига 
йуналган булса, у з^олда v • п > 0 , агар v вектор ичкарига йуналган булса, у з^ол- 
да v • п <  0 .

Энди бирор М  ну^тада v тезлик дивергенцияси мусбат дейлик: 
div v > 0 .

Хусусий ^осилалар узлуксиз булганлиги учун у маркази М  нуц- 
тада булган S сфера билан чегараланган етарлича кичик W  шарнинг 
лукталарида хам мусбат булади. Бирок у хрлда |j 'f  d iv vc/ № >• 0,

w
д е м а к ,  (90') формулага асосан j‘[ (v n )d S > » 0 , яъни W  сохадан унинг

's
5  чегараси орцали оциб чицкан суюцлик оциб кирган сунжликдан 
ортиц. Шу сабабли М  нуцтани манба  деб аталади. Агар М  нуцтада 
div v С  0 булса, у хрлда маркази шу нуцтада булган етарлича кичик 
сфера оркали окиб кирган суюклик оциб чпккан суюкликдан ортик- 
дир. Шунинг учун бу хрлда М  нуктани обрез  деб аталади.

Ни.\оят, агар бирор S сирт билан чегараланган W  хажмнинг хар 
бир нуцтасида d i v v = 0  булса, у хрлда оцим нолга тенг булиши (90') 
формуладан келиб чикади ва демак, бу сирт оркали канча суюцлик 
оциб чицса, шунча суюцлик оциб киради.

Мисол. Суюцликнннг тезликлар майдони v =  e i + 6 j +  ck  нинг дивергенция- 
сини зуюобланг, бу ерда а, Ь ва с узгармаслар.

Е ч и л и ш и .  (89') формулага асосан цуйидагини топамиз:

div v =  —  +  —  +  —  =0.  
д х  д у  д г

Шундай килиб, бу майдонда манбалар з а̂м, обрезлар з̂ ам йу^. Сугаушкнинг барча 
зарралари бир хил тезликка эга, сукяушк к,атти^ жисм каби илгариланма ,\аракат 
^илади. Бундай сую^ликнинг исталган ёии^ сирт оркали оцими нолга тенг.

6. Вектор чизицлар. Вектор трубкалар (найлар). Ф — Р  \ +  Q j -4-
+  P k  вектор майдон берилган булсин. Хар бир нуктасида майдон 
вектори уринма булган чизик; вектор чизик деб аталади.

Суюклик зарралари харакатланадиган траекториялар суюклик тез- 
ликлари майдонининг вектор чизиь;лари булиши равшан.

Электростатик майдонда майдоннинг куч чизиклари вектор чизи^- 
лар булади. Шу сабабли хам вектор чизиклар купинча ток чизиклари 
(ёки куч чизиклари) деб аталади.

Берилган вектор майдонда L ёпи^ эгри чизик берилган булиб, 
унинг хар бир ну^таси оркали вектор чизи^ у тсин- ^  чизи^ оркали 
утувчи барча вектор чизиклар туплами вект ор най деб аталадиган 
сирт хрсил килади.

Бу майдоннинг ^ар бир нуктасида d i v ® = 0  дейлик. Вектор най- 
нинг S кием и хамда бу соханинг ва S 2 кесимлари билан чегара
ланган V сохани карайлик (58- раем).

Остроградский — Гаусс формуласига асосан:
Jf Jdi vФ =  ('С(Ф • п) d S +  ff (Ф • п) d S +  ff (Ф • п) d S .
"v S S, S,

Бунда п бирлик нормал вектор барча холларда хам таш^арига йунал
ган. d i v ® = 0  сулгани учун fjj’d i vФб/ К = 0 .  Демак,

j С (Ф • п) d S  +  [[ (Ф-п) d S  +  [ |(Ф • п) d S = 0 .



Вектор найнинг 5  сирти буйлаб олин
ган f f ( ® - n ) d S  интеграл нолга тенг, чун-

•"s 1
ки вектор найнинг характерли хусусияти 
шундаки, унинг ^ар бир ну^тасида мос Ф 
вектор бу сиртга шу нуктада утказилган 
уринма текисликда ётади ва демак, скаляр 
купайтма Ф  • п =  0. Шундай килиб, найнинг 
5 , ва S 2 кесимлари буйлаб олинган интег- 
раллар колади, бунда улар кесим сирти- 
нинг V хажмга нисбатан таш^й томони 
буйича олинади:

Л  (Ф • п) d S  +  ff (Ф • и )d S  =  0 ёки  — f f (Ф • п ) d S  =  i f  (Ф • п ) d S .
Si S, %  Si

S t кесим нукталарида п бирлнк нормал вектор йуналишини карама" 
1̂ арши йуналишга узгартириб,

58- раем

ff (Ф
'st

п L) d S = Ж Ф
Si

п ) d S

ни хосил киламиз, бу ерда пх =  — п (58- расмга царанг).
Бу мунссабат цуйидагини англатади: агар  Ф  вектор майдоннинг 

барча нукт аларида  сНуФ =  0 булса, у  холда вектор найнинг ист ал
ган  кесими оркали вект ор окими бир хил кийматга эга булади. 
Масалан, вектор майдон сицилмайдиган сую^ликнинг (яъни зичлиги 
узгармас сую^ликнииг) v тезликлар майдони хамда d i v v  =  0 (яъни 
манбалар ва обрезлар йук) булса, у холда найнинг исталган кунда- 
ланг кесими оркали окиб утувчи сую^ликлар мицдори бир хил цйй- 
матга эга.

Хар бир ну^тасида div Ф  =  0 булган майдон соленоидал (ёки най 
ли) майдон деб аталди.

7. Стокс формуласи. Ротор. Циркуляция. Стокс* формуласи Остро- 
гродский — Грин фэрмуласининг умучлашмаси булиб. у L ёпйЦ, кон
тур буйлаб олинган эгри чизикни ^исоблашни бу  контур билан чега
раланган S сирт оркали утувчи окимни ^исоблашга келтириш имко- 
нини беради.

Теорема. А гар Р  (х, у , z), Q ( x , y , z ) ,  R ( x , y , z )  ф ункциялар  ва  
уларн и н г биринчи т арт ибли хусусий хосилалари L ёпик кон т ур би
лан чегараланган S  сирт да узл укси з б ул са , у  хрлда Стокс ф орм у
ласи деб ат аладиган уш б у  ф орм ула уринли:

P i x  +  Q d y  +  R d z -  j j [ ( ^ - ^ ) c o s a  +  ( ^ - ^ ) c o s | i  +

—j  cos у j d S .  (91)
s

dQ 
d x

d P \
di

* Д . Стокс (1819— 1903) инглиз математиги ва механигн.

Агар бунда сиртнинг томони танланган (яъни бирлик нормал век
тор н и н г йуналиши танланган) булса, у холда L контурни айланиб чи- 
киш  йуналиши мусбат цилиб танланади, яъни у бундай танланади: 
контур буйлаб 5  сиртнинг танланган томони буйича юраёгган куза- 
тувчи  шундай харакатланадики, бунда сирт кузатувчидан чап томонда 
колади (5 9 -раем).

Бу теореманинг исботини келтирмаймиз.
ф  =  Р (х, у. z ) \ ' + Q  (х, у, z) j +  R  (х, у , z) к вектор майдон берил 

ган булсин. Ушбу янги

d R _ d Q  
д у  д г д х )  \<Эл д у )

(92)

векторни ^араймиз. Бу вектор вектор майдоннинг рот ори  (ёки ура-  
маси) деб аталади ва ro t®  билан белгиланади. Шундай ^илиб,

rot ф  -  №  -  ™  i +  / * £  -  +  №  -  £ £ )  к.
д у d z  ! \ д г  д х )  \д  х д и )

Бу ифодани эслаб колиш учун ушбу символик детерминанти ^арайлик: 
i j к

д_ Л  Л
дх  д у  дг
Р  Q R

Агар бу детерминантни формал равишда биринчи 
сатр элементлари буйича ёйилса ва бунда - ~ ,

Y z символларнинг Р, Q, R  функциялари купайтма-

ларини мос хусусий хосилалар билан алмаштиришга (масалан, S -  Q

59- раем

><|W:
купайтмани-^ хусусий хосила билан алмаштирилади) келншиб олин-
са, у холда (92) формуланинг унг томони хосил булади. Шундай 
^илиб,

i j k
JL  £J JL
д х  д у д г
P  Q R

ro t® (93)

■: rot Ф  координаталар системасига борли^ булмасдан, балки дастлаб- 
ки вектор майдон билан аникланишини курсатиш мумкин. Ф вектор 
майдонга янги вектор майдон — унинг урамлари майдони мос келади.

1- мисол. Ог атрофида узгармас м бурчак тезлик билан айланаётган абеолют 
^аттиц жисмнинг v тезликлар майдони берилган булсин. Маълумки,* v =  — и  у  i -j- 
+  со лг j.

rot v ни топамиз. Бу з^олда Р  — — ту,  Q =  сод:, /? =  0, ш-унинг учун

* II  боб, 5- §, 5- пункта, 3- мисолга ^аранг.
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rot V

(дО

* J
д_ д_

д х д у  
— ту со х

дО д ( iox) д ( —со у) \ к =  2ш к.^д(<ох)\ .+  / д ( - ю  +  , ______ _______
[ д у  д г  )  [ д г  д х )  \ д х  д у  )

Шундай цилиб, r o t v  =  2oi k.  Демак, rot v векторнинг модули ^аттик; жисм
нинг Ог уки атрофида айланаётгандаги бурчак тезлигининг иккиланганига тенг. Ана 
шундан «ротор», яъни «айланиш» деган ном келиб чикади.

Стокс формуласига ^айтсак, унинг унг томонида ro t®  векторнинг 
S  сирт оркали оними турганини курамиз:

/djP d R \  0 . f d Q  д Р \
\д  г

SШ
(d R
\д у

.£<2 ) 
д г  / | Л ) с о з Н - ( Рд х  [д х

’Л- cos Y 
д у  )

J d S  =

(rot Ф • п) d S.

Унинг чап томонида эса Ф векторнинг циркуляцияси, яъни <§<S)dr
L

турибди (3- §, 3- пунктга ^аранг). Шундай ^илиб, Стокс формуласи
н и н г ушбу вектор ёзувини ^осил ^илдик:

j,Q>dr =  J f (rot Ф • n ) d S .  (94)
l  ' s

(94) муносабат ^уйидагини англатади: Ф  вект орнинг L ёпиц. кон
т ур  буйлаб циркуляцияси  Ф вект ор рот орининг L кон т ур билан  
чегараланган S  сирт оркали окилшга т енг.

2- мисол. Ф — у2 i +  г1 j +  х2 к векторнинг учлари А (1; 0; 0), В (0;1;0), С (0;0;1) 
булган учбурчакнинг ABC А чегараси буйлаб циркуляциясини Стокс формуласи ёр
дамида топинг (40- расмга царанг).

Е ч и л и ш и .  (93) формулага кура топамиз:
i j k

д д д
rot Ф =

д х д у
У2 г2

д г

га (*» )_  а ^ п ,  f  га (У2) j  +  Г __ д _ ( щ
I д у  д г  \  I д г  д х  J [ д х  д у  J

- 2 г  i — 2xj— 2yk

ABC учбурчак текислигининг тенгламаси х -{- у г  =  1 куринишда булгани учун бир- 
лик нормал вектор п =  ! + ] Ч -  ,*демак, rot Ф • п =  — (х +  у + г ) .у з  уз

Ф вектор циркуляциясини Стокс формуласидан фойдаланиб топамиз: 

ф Ф d r  =  j> у2 dx +  z2 dy +  х2 dr =  [ j- (rot Ф ■ n) dS =
А  ВС A ABC А ' S

=  _ w J I (2 + x + i/)d s’
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а s _берилган ABC учбурчакнинг тапщи томони. )^осил булган бу сиртий
егрялни (74) формула буйича хисоблаймиз. S сирт тенгламаси г  =  1 — х — у 

^лган и  учун V 1 +  г ' 2 +  г ' 2 =  У 1 1 +  1=  У з .  У ^олда

— 4 =  j j (z + Х + У ) d S - — y = -  j’j  j \ l  — X — г/) +  x -f ry J У з  d a =
S О

— — 2 j( d a  =  — 2a  =  — 1; 
a

чунки a  юз ( AOB учбурчакнинг юзи) 1/2 га тенг. Шундай к,илиб 

<jj y-d x  - -  z2d y  +  x2d z  = —  1.
А ВС A

8. Эгри чизикли интегралнинг интеграллаш йулига богликмаслиги
(фазода). 3- §, 5- пунктда \ Р  (х , у) dx  +  Q (х, у) d y  эгри чизикли интег

ралнинг Оху текисликда ётувчи L интеграллаш йулига богликмаслиги 
ха^идаги масала к;аралган эди. Энди шунга ухшаш масалани

Р  (х, у , z )d x  +  Q (х, у, z )d y  +  R  (x ,y ,z ) dz
L

интеграл учун каракмиз.
Шундай к^илиб, Ф =  Р  (х, у ,  z) i -j- Q (х, у, z) j - f  R  (х , у, z) к вектор 

майдон б ерилган булсин. Бундан кейин Р  (х, у , г), Q (х, у , г) ва R  (х, у, г) 
функциялар O xyz фазода ёки фазонинг бирор G сохасида узларининг 
биринчи тартибли ^осилалари билан биргаликда узлуксиз деб фараз 
циламиз.

А ва В  шу G соханинг иккита ихтиёрий ну^таси булсин. G сохада 
ётувчи хамда Л ва В ну^таларни туташтирувчи турли эгри чизи^ларни 
^араймиз. Агар [ P d x -f- Qdy -f- R dz  эгри чизикли интеграл буйуллар-

L
нинг исталгани буйича бир хил циймат цабул ^илса, у ^олда и нт ег
раллаш йулига боглицмас деб айтилади.

f Pdx  +  Q dy - f  R dz  эгри чизикли интегралнинг интеграллаш йули-
L

га боглиь; булмаслик шартлари 3-§, 5 -пункт, 1 ва 2- теоремаларга 
ухшаш булган ушбу 1 ва 2- теоремалар оркали берилади.

1-теорема. [ P d x  +  Qdy  - f  R d z  эгри чизщ ли инт еграл бирор G со-

\ада  интеграллаш  йулига боглиц. булмаслиги уч ун  б у  со \ада  ётувчи 
исталган ёпиц конт ур буйича олинган инт егралнинг нолга т ен г бу
лиши за р ур  ва кифоядир.

Бу теореманинг исботи f P d x  +  Q dy  интеграл учун шу каби теоре-

Манинг исботи билан айнан бир хилдир.
2- теоремани таърифлашдан олдин фазода бир богламли соха тушун- 

асини киритамиз. G соха ётувчи исталган L ёпи^ контур учун шу со^а-
Да етадиган ва L контур чегараси буладиган сирт мавжуд булса, у .^ол- 
q  быр богламли соха деб аталади. Бу холда L контурга бутунлай 

со^а тегишли булган сиртни «тортиш» мумкин деб айтилади. Маса-
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/

60- раем 61- раем

лан, куб, шар, эллипсоид билан чегараланган жисм, бутун фазо бир 
богламли со^алардир.

Бир богламли булмаган сохага бирор турри чизи^нинг, масалан, Oz 
у^нинг нукталари чи^ариб ташланган бутун фазо мисол булиши мум
кин. Х,а^и^атан ^ам, масалан, Oz у^ка перпендикуляр текисликда ётув
чи х;амда маркази шу увда булган L айланани карайлик (6 0 -раем). L 
айланага «тортилгаи» ^ар г^андай сирт Oz уцни кесиб утиши равшан, 
демак, у сохага тегишли булмаган нуктани уз ичига олади. Торнинг 
(«тешик кулчанинг») ичи ^ам бир богламли булмаган со^адир (61- 
расм). )\а^икатан ^ам, торнинг ичида ётувчи ва раемда пунктир чизиц 
билан тасвирланган L айланага барча нукталари торнинг ичида ётади- 
ган сиртни «тортиш» мумкин эмас.

2 - теорема. Ф =  P i +  Qj +  R k вект ор ф ункциядан олинган  
f P d x Q d y R d z  эгри чизикли инт еграл бир богламли G сохада
L
инт еграллаш  йулига богли% булмаслиги учун  б у  эоханинг %амма 
ерида  rot Ф =  0 булиши за р у р  ва ет арлидир.

Е т а р л и л и к н и  исботлаш билан чекланамиз. G сохада r o tФ — 0 
булсин. G сохада ётувчи исталган L  ёпик контур буйлаб олинган 
Г P dx  +  Q dy  +  R dz  эгри чизикли интегралнинг нолга тенглигини курса-
L
тамиз. G сохада L контур билан чегараланган 5  сиртни ^арайлик, G 
со^а бир богламли булганлилиги учун бундай сирт доимо топилади. 
Стокс формуласига асосан;

I P dx  -J- Q dy  -J- R dz : ff(rotO> -n )d S .
s

Бироц G сохада хусусан S сиртда ^ам, rot Ф =  9 теиглик уринли.
Шунинг учун j'J (rot Ф -ri)dS  =  0 ва демак,

6
|  P d x  -}- Q dy +  R dz  =  0.
L

Шундай к,илиб, G сохадаги исталган L ёпик контур буйлаб олинган 
интеграл нолга тенг. 1-теоремага асосан эгри чизикли интеграл ин- 
теграллаш йулига богли^мас деган хулосага келамиз. Сунгра

rot Ф = /8R
U  у

m i .
д’ 1

{dQ
(дх

булганлиги учун 2-теоремани ^уйидагича таърифлаш мумкин: [ P d x Jr ''

Q dy _f- R d z эгри чизицли инт еграл бир богламли сохада и н т еграл
ам  й улига  бог лик булмаслиги учун  б у  соханинг хар бир нукт асида  

куйидаги  м уносабат ларнинг баж арилиши за р ур  ва ет арли ди р :

М  Щ д1  д3  _ д1  (95)
ду дг ’ дг дх ’ дх ду

Текислик булган хол учун эгри чизикли интегралнинг интеграллаш 
йулига борлиц булмаслик шарти [(61) формулага ^аранг] бевосита (95) 
ф орм уладан  келиб чицади.

1- мисол. | (2ху +  г2) dx +  (х- +  г) d;j -)- (у +  2х г ) dz эгри члЗпкли интеграл 
L

и н т е г р а л л а ш  йулига боглш^мае, чунки унинг учун 2- теореманинг шарти бажарилади.
Хакнкатан*з^ам, бу ерда Ф =  (2ху +  г'-) i +  (х2 +  г) j +  (у +  2хг) к. Шунинг 

уЧуН р  '=  2ху +  г-, Q «= х1 +  г, R — у +  2хг ва демак,

rot Ф =

+

i j k
д_ д_ д_
дх ду дг 

2.11/ 4 - г- х2 +  г  у  -{- 2хг

(  д (2х</ 4- г2) д ( у + 2 х г )

д ( у  +  2хг) д (х2 +  г)

дг И

ду

д ( х 2+  г)

дг

д(2  ху +  г") к =
Эх ] ‘ ' \  дх dij

=  (1 — 1) i +  (2г — 2г) j +  (2х — 2х) к =  0.
2- мисол. | ydx — xdy +  zdz эгри чизикли интегрални ^арайлик. Бу ерда Ф=

■ у\ — xj +  zk ва

rot Ф :

i j k
d_ d_ _d 
dx ду дг 
11 — x г

. dx\ -  i 
dx d z ) 1 (дг dx) V dx

k=  — 2k =^0 I

'}>. | Демак, мазкур з^олда эгри чизикли интеграл интеграллаш йулига богливдир.

9. Тула дифференциал буйича бошлангич функцияни излаш (фа
зода). Бу масала 3- §, 6-пунктда текислик булган ^ол учун каралган 
ЭДИ. Энди бу масалани фазо булган ^ол учун крщ ача  куриб чи^амиз.

Р  (х, у , z ) d x - \ -Q  (х, у , z) d y  -f- R (х, у, z) dz  дифференциал ифода 
берилган булиб, шу билан бирга Р , Q ва R  функциялар бутун O xyz  
Фазода ёки фазонинг бирор бир богламли G со^асида узларининг би
ринчи тартибли хусусий ^осилалари билан биргаликда узлуксиз булсин.

Теорема. P dx -\- Q dy  +  R d z дифференциал ифода бир богламли G 
с®Хада бирор U =  U (х, у, z) ф ункциянинг т ула  дифференциали були- 

и У^ун б у  сохада уш б у  (9 5 ) ш арт лар бажарилиши з а р у р  ва 
етарлидир:
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dR
dy

dQ
дг ’

дР
дг

dR 
дх ' дх

дР
ду

Бу теореманинг исботи 3-§, 6-пунктдаги теореманинг исботига ухцщц, 
булгани учун уни келтирмаймиз.

( х ;  у ;  г )
Исботлаш жараёнида, текислик булган холдаги каби, j Pdx

(Х„; у„; г ,  )

- { -Q d y - { -R d z  эгри чизикли интеграл тула дифференциали P d x -f.
Q d y - { -R d z  га тенг булган изланаётган U ■- U (х, у, г) функция 

эканлигини курсатиш мумкин. Энди ушбу таърифни киритамиз ( 102. 
бетдаги таъриф билан такдосланг). Тула дифференциали P d x -{ -Q d y  
+  R d z  дифференциал ифодага тенг булган U (х, у , г) функция бу 
ифода учун бошлангич ф ункция  деб аталади.

(х ;  у ,  Z)
Демак, j' P dx  4- Qdx -{- R dz  эгри чизицли интеграл P dx  4

(X o', у  o', Zc)
- { -Q d y -{ -R d z  дифференциал ифода. учун бошлангич функциядир. 
Эгри чизикли интеграл интеграллаш йулига богликмаслиги сабабли

( х ;  у ;  Z)
U  (х, у , 2) =  j' P dx  4- Q dy 4- R dz бошлангич функцияни топишда

( х 0\ у 0: г 0)
(х0, у 0, z 0) ва (х, у, z ) нукталарни туташтирувчи исталган чизикни олиш 
мумкин. (х, у , z) ну^танинг координаталарини интеграллаш узгарувчи- 
лари билан аралаштириб юбормаслик учун бу узгаРУвчилаРни "П» £ 
билан белгилаймиз. У хрлда U ( x ,y ,z )  учун ифодани бундай ^айта ёзиш 
мумкин:

и  (х, у ,  z) =  (Х’ f  Р  а ,  Г), Q d l  +  Q ( I  Г], Q d i\  +  R  ( I  Г), £) d l  (96)
( х 0-,'у0-, г 0)

Хисоблашларни соддалаштириш ма^садида интеграллаш йули сифа
тида AC, CD, ва D B  томонлари мос равишда координата у^ларига 
параллел A C D B  сини^ чизицни олиш мумкин:;

Мисол. 2xy3zdx 4  3x2y-zdy -f- x-y3dz дифференциал ифода учун бошлангич функ
цияни топинг.

Е ч и л и ш и. Бу ерда Р =  2xy3z, Q == 3x2y2z, R  =  х2у3. Энг аввало (95) шарт- 

нинг бажарилиш- бажарилмаслигини текширамиз. Мазкур з^олда — =  Зх2у2,

dQ dR dQ „  дР dR дР dQ
— =  За-V2, я ъ н и  — =  ——. Сунгра —— =  — - =  т-  
дг ду дг дг дх ду дх
булишига ^ам юцоридагига ухшаш ишонч ^осил кила
миз; яъни (95) шартлар бутун Охуг фазода бажари- 
лади.

Деыак, (96) формулага асосан,

U ( x , y , z ) J X’ ]  °  .2 g г)3 g rf 143 £2 т)2 £ d r)4£2 rj3 d £• 
(Xo< Ус'. z 0)

Бошлангич нуцта координаталар боши билан уст- 
ма-уст тушсин (xQ =  у0 =  z0 — 0). Интеграллаш йули 
сифатида бушнлари мос равишда координата уцларига 
параллел ОАВС синиц чизицни оламиз (62 -раем). J 
>;олда62- раем

№ У, г)
U (х, у, г) =  |' = f + f + f .

(0; 0'; 0) О А А В ВС 

А кесмада; Я =  0 , £ =  0 , drj =  0, dt, =  0 ; шунинг учун
X

f 2 5 rj® 5 d g 4  3 па s d +  f 2£.03 -0d £ = 0.
OA 0

A B кесм ада: £ =  *, £ =  0 , d£  =  0 , d£ =  0 ;  демак,
у

j1 2 £ Tj3 £ d £ +  3 £2 T)2£d n +  I 2 T13 d £ =  j  3x2 rj2 0 d rj =  0.
A B  0

PC кесмада; £ =  x, r\ =  y, d£ =  0 , dr] =  0 ; демак,

(*)

f 2 £ Ц3 £ d £ 4  3 £2 л 2 £ d 11 4  £2 i f  d £ =  \ x2y 3d £ =  x2y 3 £ |jj =  x-y3z.
"b c  0

(*) ыуносабатга асосан V (x, у, г) =  0 4  0 4  x2y3z га эгамиз. Шундай цилиб, 
бошлангич функциялардан бири U =  х-у3г  функциядир. Берилган дифференциал 
ифода учун бу функциядан ташцари х-у3г - \ - С  куринишдаги барча функциялар ^ам 
бош лаш ич функциялар булади, бунда С — исталган сон.

Текисликдаги холга ухшаш, P dx  4  Q dy R d z  дифференциал ифо
да U  (х , у, z) бош лдаич функцияга эга булса,-у >^олда

( ” "] P dx  4 - Q dy  +  R d z  =  U  (x2, y 2, z2) — U (xv  y v  z x) . (97)
(x,; у i ; Zi)

10. Потенциал майдон. Ф =  P  (x, у, z) i +  Q (x, y, z) j +  R  (x, y , z) k 
вектор майдоннинг барча иукталарида rot Ф =  0 булса, у ую рм асиз 
майдон деб аталади. 

rot Ф =  0 шартдан

НЕ
ду dz dz dx dx dy

келиб чи^ади.
Олдинги пунктда айтилганларга асосан бундай хулосага келамиз: 

агар r o t ® = 0  булган соха бир богламли булса, у хрлда P dx  4 - Q dy +  
4  R dz дифференциал ифода U (х, у, z) бошлангич функцияга эга,
яъни P dx  -)- Q dy  4- R dz — d U . Иккинчи томондан J”  dU

I dU , , dU , n dU
+  ~ ~ d y -\----- d z  булганлиги учун P — — ,

dy дг dx

d U  =  —  d x -
dx

dU_ ^  _ d U  

dy dz

grad U  —  —  ) 4 - — k (IX боб, 6-§, 3 -пунктга ^аранг) экан- 
dx dy дг

лигини хисобга олсак, g ra d t/  =  Pi 4- Qj + # k  га эгамиз. Бу деган суз, 
Уюрмасиз майдон бирор функциянинг градиентидир: ® = g r a d i 7 .

Градиенти Ф векторга тенг U (х, у , z) функция Ф майдоннинг пот - 
^нциал функцияси (ёки оддийгина килчб [потенциали) деб аталади. 
Иотенциалга эга булган майдон потенциал майдон  »деб аталади.

Шундай килиб, хар бир ую рм асиз бир богламли майдон потен- 
Чиалга эга, яъни потенциал майдондир. БУнга тескари даъво хам
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уринлидир: хар кандай потенциал майдон ую рм асиз майдондир. Бу 
rot grad (У = 0  дан келиб чицади.

лч d U . , dU . , d U , - г  п диХакикатан хам Ф  =  — i 4 -----J 4 ----- к  бу лсин, Бу ерда Р  = — ,
дх ду дг дх

Q =  — , R  = — . Ф вектор функция учун (95) муносабатларинкнг
ду дг

бажарилишини курсатиш етарлидир.
Масалан, биринчи —  =  — муносабатнинг бажарилишин i те'кшириб 

ду дг
курамиз. Куйидагига эгамиз:

dR

ду

(дО\
\ д г )  __ d Q ' i d l

dU

ду дгду дг
дги

дудг
„  d2U д-U dR dQ , ,Б и р о ^ -----==------  булгани учун —  == —  булади. Колган муносабат-

дудг дгду " ду дг
ларнинг бажарилиши хам шунга ухшаш текширилади.

Агар Ф =  Pi A- Qj +  потенциал к у ч  майдони булса, у холда 
бирлик масса A  (xv  у х, ZjJ нуктадан B (x 2, y 2, z 2) нукта га кучганда 
майдон кучларининг бажарган иши А  нуктадан В  нуктага бораднган 
йулга богли^ эмас ва у потенциал функциянинг В  ва А  нукталарда- 
ги ^ийматлари айирмасига, ёки одатда айтилишича, потенциаллар 
айирмасига тенг.

Да^и^атан хам, Е  иш

Е  == f P dx  4- Qdy 4- R d z
А В

эгри чизикли интеграл билан ифодаланишини биз биламиз. Майдон 
потенциал майдон будганлиги сабабли бу интеграл интеграллаш йулига

(х\ У. г)
богли^ эмас, шу билан бирга бунда U  (х , у , z) =  |‘ P dx  - f  Q dy- f

(*<,;№>; г0)
+  R dz. (97) формулага асссан куйидагини ^осил ^иламиз:

Е  = ( *’ У\ г) P dx  4- Q dy 4 - R d z =  U  (х2, г/2, z2) — U  (хь  у 1г г г). (98)
(х,; Уй г,)

Куч майдони текисликда булган хусусий холда, яъни Ф =  P i 4  Qj 
булганда (98) формула ушбу куринишни олади:

Е  =  j1 P dx  4- Q dy =  И (х2, у 2) — U  (хг, у  у). (99)

1 -мисол. Тортишиш кучлари майдонини царайлик (3-§, 1-'пувктга царанг). 
Координаталар бошида т масса булсин. Агар М (х\ у; г) нуктага бирлмк массани 
жойлаштирсак, у .хслда уыга илгари айтилганидек,

_  — x m j x i  у] -j- г к )
(У х~  +  у“ -f- г2 )3

тортишиш кучи таъсир к,илади. Бу ерда
-у. тх „  —к ту

Р  = (У * 2 4  г/2 4  г2)®’ Q ( У х 2 +  у* +  г2 )3' *  ( У х 2 +  ^  +  г 2 )3’

су куч майдони потенциал майдон булишини текшириб куриш осон, чунки rot F =  0 , 
ёки худди шунинг узи, бу майдон учун (95) шартлар бажарилади. Тортишиш куч- 
лари майдони координаталар бошидан ташкари бутун Оху г  фазода, яъни бир 
got-ламли сохада ани^ланганлиги равшан.

Бу майдоннинг потенциалини топамиз. (96) муносабатдан фойдаланиб,

U (х, у, г) =  —
к т (Idl -f г)dr] +  Edg) 

(У б 2 +  T)2 +  S2)3
(х,; и о; г0)

ни топамиз. . --------  функция интеграл остидаги ифода учун бошлащ-ич
У ё 2 +  *124 £ 2

функция эканлигини текшириб куриш осон. Шу сабабли (97) формулага асосан:

U (х, у, г) =
У х 2 +  у 2 +  г 2 У Х2 +  1/2 +  22

О О О У  х2+  у2- \-г2
■ +  С.

Одатда ихтиёрий С узгармасни нолга тенг деб оламиз. Бу ^олда U (х, у, г) потенциал 
функция чексизликда нолга тенг.

2- мисол. т массали моддий ну^тани ^арайлик, унга mg га тенг орнрлик кучи 
таъсир цилади. Нуцта вертикал текисликда кучаётган булсин. Бу текисликда Оху 
координаталар системасини киритамиз, бунда Оу уцни вертикал пастга (Ерга томом) 
йуналтирамиз. Равшанки, F =  mg). Бу ерда Р  =  0, Q =  mg, R — 0, rot Р  =  О ва, 
демак, огирлик кучлари майдони потенциал майдондир.

U (х, у) потенциал функцияни топамиз. d’J  =  Pdx -f- Qdy +  Rdz =  0  ■ dx -f- 
+  mgdy -+• O-dz =  mgdy булганлиги учун потенциал функциялардан бири U (x ,y )  =  
=  mgy функциядир. Масса г/х) нуцтадан В (х2; у2) нуктага кучганда ба жари-
ладиган ишни (99) формуладан топамиз:

Е =  Ul(x2, у г) — U (хи уу) =  mgy2 — mgyv =  mg (уг — у  j ) .

I I .  Гамильтон оператори. Биз векторлар анализининг асосий диф
ференциал тушунчаларини—градиент, дивергенция ва роторни куряб 
чицдик. Агар Гамильтон* оператори  ёки у  операт ор  («набла») деб 
аталадиган

дд • I д .
V = Г 1 +дх ду +  f  k дг

символ киритилса, бу катталикларни ^ис^аро^ ёзиш мумкин.
Бу операторни шартли равишда вектор деб ^араймиз. Унинг усти- 

да амаллар бажариш ^оидаларини киритамиз.
1. и ( х , у , г )  скаляр функция булсин. у  векторнинг и га купайтмаси 

деб ушбу векторни тушунишни шартлашиб олайлик:

[  д . , д . , д , \ „  ди . , да . . ди ,
v “  =  f e 1 +  5-9 , +  & k) “  =  S 1+ 5 ) +  * k -

Биро^ 4 - j +  ^ k =  grad м. 
дх ду дг

Демак, =  grad и.
Шундай г^илиб, у  векторни скаляр ф ункцияга формал купай- 

Ю-ирсак, ш у ф ункциянинг градиенти >;осил булади.
2. у  векторнинг Ф =  P i 4- Qj 4  -Rk вектор-функцияга скаляр 

купайтмаси деб, ушбу катталикни тушунишни келишиб олайлик:
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у -Ф ! i +  i .  j +  . i k ] ( P l  +  Qj +  tfk) 
дх ди дг

дР
дх

dQ dR
+  ^  +  аГ-

Биро^
дР
дх

d Q . d R
ду дг

■■ сПуФ;

демак,
у -Ф  =  сНуФ .

Шундай i-^илиб, у  векторнинг вектор- ф ункцияга скаляр купайт маси  
б у  вектор- ф ункциянинг дивергенциясини беради.

3. Ни^оят, у  векторнинг ф  =  P i 4 - Qj 4- R k  вектор- функцияга 
вектор купайтмасини ^арайлик:

k _ / *  a )  + ( й  - f W - r o M ,
\ду дг j  \дг  дх J \дх ду Jу  X Ф =

> J
д_ д_ д_ 
дх ду дг
Р  Q R

Шундай цилиб, у  вект орнинг вект ор-ф ункцияга вект ор купайт 
маси б  у  вект ор-(ф ункциянинг рот орини беради:*  

у  X Ф  =  ro t Ф.
у  вектор устидаги амаллар векторлар алгебраси коидалари асоси- 

да бажарилишини куриб турибмиз. Бунда шуни назарда тутиш керак-
ки, —, — ва — нинг скаляр функцияларга купайтмалари бу функ- 

дх ду дг
цияларнинг мос равишда х , у , ва г  буйича хусусий досилалари билан 
алмаштирилади.

* ro t  Ф  нинг символик детерминанти оркали ифодаси билан бив илгари (7- пункт- 
да)'таниш ган  эдик.
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XI  Б О Б  

КАТОРЛАР

1-§. сонли ь;аторлар

1. Асосий таърифлар. Ушбу

( 1)
= «1 + ы 2 +  и„ ва 

(2)

Uv  Ы2, . . U  ̂ . . .

сонли кетма- кетлик sx =  uv  s2 == + « 2 4- . . sn 
к. тарзда тузилган бошца

Sl> S2> • • •> • • •
кетма- кетлик билан биргаликда караладиган булса, у сонли цато р  
деб аталади, бу ерда (I) кетма-кетликнинг ^адлари кат орнинг %ад- 
лари, хусусан, — биринчи ^ад, и2 — иккинчи ^ад, ип — п- > а̂д (ёки 
умумий ^ад), «п-i эса (п + / ) -  >;ад деб аталади ва к.

(2) кетма-кетликнинг ^адлари ( 1) цатсрнинг хусусий йит ндилари, 
хусусан sx— биринчи хусусий йиринди, sa—иккинчи хусусий йиринди, 
s — п хусусий йиринди деб аталади ва х. к.

Шундай 1<;илиб, цатор бир узининг хусусий йириндиларн кетма- 
кетлиги билан биргаликда ^араладиган кетма-кетликдир. Шу муноса- 
бат билан цаторни одатда ушбу формада ёзилади:

Mi 4* ы2 +  • • • +  ыв +  . . .

Бундан кейин биз цаторнинг фа^ат шундай ёзилиш формасидан 
фойдаланамиз.

Ушбу ^аторни царайляк:

1 . 2 +  2 - 3 + 3 - 4  ’+ • • • + + (4 )

Бу цаторнинг Sn хусусий йириндилари кетма-кетлигини тузамиз. Бунинг 
учун энг аввало ^аторнинг умумий ^адини ^уйидагича ёзиш мум- 
кинлигига эътибор берайлик:

1

Шунинг учун 

1 1

га (га-)-1)
1

’ л  4-1

1-2 2 - 3  3- 4

____ 1_  _ J ______ 1_
Ь 2~ ~  2 ’ ~  1-2 +  2-3 — 1

—  — —  4- —
1 2 2

Шунга ухшаш йул билан ^уйидагини ^ам топамиз:
s ____ 1__ _1___ .___ 1_ , 1

п — 1-2 +  2- 3  3-4 ■ 4- . . .  4-

—  4 -  —  =  1— L  
3 ^ 3  4 4

+(га — 1) п п(п  4-1)
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1 2 ^ 2  3 +  3 4 "  '

4--------!------------ —.+  —----------- !—  =  l— — !— .
п — 1 п п п + 1  п +  1

Булардан бу 1<;аторнинг хусусий йириндилари кетма- кетлигининг лищ . 
ти бирга тенглиги келиб чи^ади:

1 imSn =  lim ( 1 -------!— | = 1  — Пш ------------ — 1.
П—+ оо П—>оо t l  — 1 I П—>оо П -j— 1

Энди

2 +  6 +  18 +  . . .  + 2  • З" -1  +  . .  . (5)
^аторни дараймиз. Унинг хусусий йириндилари кетма- к етлигини топа
миз:

S t  =  2, S2 =  2 +  6 =  8, S3 =  2 +  6 +  18 =  26, . . .

, S „ = 2  +  6 +  18 +  . . . + 2  • З " - 1 - 

Б у  хусусий йириндиларни ^уйидагича ёзиш мумкин:
=  2 =  3 — 1, S2 =  8 =  З2 1, 5 3 =  26 =  З3 — 1 , . . . ,  S n =  3 " — 1*.

Бундан
lim Sn =  lim (3 п —  1) =  оо
П-+оо tl—УОО

келиб чи^ади.
Ушбу

1 _  1 +  1 - 1  +  . . .  +  ( _  l )« - i  + . . .  (6)

цатор учун хусусий йириндилар кетма-кетлиги

S 1 =  1, S , =  О, S 3 =  1, S i  =  0, . . .

куринишда булади. Бу мисолда хусусий йириндилар кетма- кетлиги 
з$еч ^андай лимитга интилмайди.

Ш ундай ^илиб, баъзи цаторлар учун хусусий йириндилар кетма- 
кетлиги тайин лимитга интилади, бон да ^аторлар учун эса бундай 
лимит мавжуд эмас.

Агар каторнинг хусусий йириндилари кетма-кетлиги Sn нинг п  номер
чексиз ортганда S  чекли лимита мавжуд, яъни

lim S = S  (?)
П-юо П

6} лса, у якинлашувчи цатор деб аталади.
Яцинлашувчи ^атор хусусий йириндилари кетма-кетлигининг S ли

мита ^аторнинг йигиндиси деб аталади.

* Бу формулани математик индукция ёрдамида келтириб ч ицариш мумкин.

Агар 5  якинлашувчи иг +  «2 +  и3 +  . .  . + и п +  . . .  ^аторкинг йигин- 
дйси булса, у бундай ёзилади:

S =  +  м2 +  и3 +  . . .  +  ип +  . . .

Агар ^аторнинг хусусий йириндилари кетма-кетлиги лимитга эга 
булмаса, узоцлашувчи. ^атор деб аталади. Узоклашувчи ^атср йиринди- 
га эга эмас.

Ю^оридаги мисолларга цайтадиган булсак, бундай хулосага кела- 
миз: (4) 1̂ атор я^инлашади ва унинг йириндиси 5 =  1; (5) ва (6) цатор- 
лар эса узо^лашади ва улар йнриндига эга эмас.

Крторлар математик анализнинг жуда мухим аппарата булиб, улар 
математиканинг турли булимларида хам, унинг купгина тагби^ларида 
Ухам, турли хисоблашларда ва тад^и^отларда кенг ^улланилади.

2. Геометрик прогрессия. Энг содда, бирок, жуда куп учрайдиган 
^аторлардан бири геометрик прогрессиядир:

а  +  aq  +  aq2 +  . . .  +  aqn~‘ + . . . ;  (8)

а  прогрессиянинг биринчи .^ади, q  купайтувчи эса прогрессиянинг 
махражи деб аталади.

Прогрессия биринчи п та хадининг йириндиси («-хусусий йиринди
си) q =5* 1 булганда

5_ = -  a ~ aqn1 —  q
формула буйича ^исобланади.

1) Агар |< 7 |< 1  булса, у ^олда п -* о о да <?"->О (V боб, 1-§, 
8- пунртга ^аранг) ва

а—аап ,. а ,. а о11 а
lim 5  =  lim-jTTT = Ilm -------- hm T ~  =  -j----- - '
tl—>oo n n—>oo q n~*°° 1 —<? 9 1 — q

Шундай цилиб, | </| <  1 булганда геометрик прогрессия я^инлашув-
_ а

чи ь;атор ва унинг иириндиси 5  =  ~j __ g булади.

2) Агар \ q \ >  1 булса, у ^олда п -> о о д а  qn ->оо  (V боб, 1-§, 7- 
пунктга р а̂ранг) ва

a—aqn
lim Sn =  l im ---------- = o o .

п-*оо n ->oo 1 —  q

Демак, бу хрлда катор узоцлашади.

3) Агар q =  1 булса, у хрлда (8) к,атор

а +  а +  а +  . . .  +  а +  . . .  
кУринишни олади. Унинг учун Sn — па ва а ф  0 булганда 
„ m  S n  — 00> яъни ^атор узо^лашади.
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4) Агар q — — 1 булса, у ^олда (8) цатор

а - а - \ -  а —  а +  . . .  

куринишни олади. Бу зрлда п жуфт сон булганда Sn =  0 ва я то^ 
сон булганда Sn =  а булади. Демак а ф 0 булганда lim 5 П мавжуд

tl~*  ОО

эмас ва цатор узоцлашади.
Шундай цилиб, геометрик прогрессия |<7[ <  1 да ящнлашувчи щ - 

тор, | |̂ >  1 булганда эса узоцлашувчи к,атордир.
3. Сонли ^аторларнинг энг содда хоссалари. Энди сонли цаторлар- 

нинг бизга келгусида керак буладиган бир неча содда хоссаларини 
куриб чицамиз.
1- теорема. Агар

«1 +  и2 +  ия +  . . .  +  ип +  . . .  (9)

цатор ящнлашувчи' ва унинг йигиндиси 5  булса, у  хрлда цатор 
аи^+аи^+аи^-]-. . . -\-cuiп~\~... (9 )

%ам я^инлашади ва унинг йигиндиси aS га тенг булади, бу  
ерда а  — берилган сон.

И с б о т  и. Sn берилган (9) ^аториинг п- хусусий йигиндиси, а п эса 
(9') ^аторнинг п- хусусий йигиндиси булсин, у з^олда

ап =  aUi +  аи2 ~\- аи3 +  . . .  +  аип =  а (и1-\-иг-{-и3-{- . .  .-\-ип) =  a 5„.

Бундан
lim о„ =  lim a Sn =  a lim  Sn =  a S.
П-гтУОО П—*00 П-4Ю0

Шундай ^илиб, (9') ^атор яцинлашади ва aS йигиндига эга булади.
2- теорема. Агар

иг +  ua +  и3 +  . . .  +  (Ю)
ui  "Ь из ~Ь • • • +  Vn +  • • • (11)

цаторлар ящнлашувчи %амда мос равишда 5  ва S  йитндиларга эга  
булса, у  хрлда берилган каторларни %адма — %ад цУшишдан хрсил 
булган

(«1 +  Vj) +  (ы2 +  v2) +  (и3 +  у*) +  • • • +  (ил +  vn) +  • • • ( 12)

цатор %ам якрнлашади ва S  +  S  йигиндига эга булади.
И с б о т и .  (10), (11) ва (12) цаторларнинг п- хусусий йигиндиларини 
мос равишда 5„, Sn ва сгл оркали белгилаймиз.
У ^олда

°п — (и1 +  ^l) +  (u2 +  аг) +  («з +  Р3) + .  • • +  ( « Л  +  vn) =  Sn + 5 Л-
Бунда лимитга утиб, цуйидагини зрсил ^иламиз:

lim a„ =  lim (S„ +  S„) =  lim Sn +  lim S„ =  S  +  S .
/l-»oo tl-~* oo n-»oo tl-+oo

Шундай цилиб, (12) цатор яцинлашади. (12) цатор (10) ва (11) цатор- 
ларнинг йигиндиси деб аталади.
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Э с л а т м а .  Ушбу

(«1 — +  («з —Щ) +  (“з — °з) +  ■■■ +  (ип — vn) +  . . .  (1 3 )

аТОр ^ам я^инлашувчи ва унинг йигиндиси 5  — 5  г а  тенглигини юкр- 
п'идагига ухшаш исботлаш мумкин. (13) цатор (10) ва (11) цаторлар- 

айирмаси деб аталади. 
уш бу иккита ^аторни ^арайлик:

«2  +  и д +  • • +  u k +  и к + 1 +  • • • +  « п - 1  +  «Л +  • • • (14)
ва

и 1г+1 +  • • • +  ип- 1 +  ип +  • • • (14')
3- теорема. А гар  берилган  (14) кат ор ят нлаш увчи булса , у  хрлда 

(14) нрт ордан ун и нг даст лабки чекли k сондаги х1адини т аш лаб  
юборишдан хрсил бул га н  (14') }щтор хам якинлашади. Аксинча, (14') 
цатор яцинлашувчи булса , у  ^олда берилган ( \ 4 )  цат ор %ам якрн- 
лашади.

И с б о т и .  (14) цаторнинг биринчи п та ^адини Sn орк,али, ташлаб 
юборилган k  та (k < n ) хад йигиндисини S ft оркали ва (14') цатор- 
нинг биринчи п — k та ^адини a „ _ ft оркали белгилаймиз:

— и 1 +  и2 +  из +  • • • +  Uk +  Ид+Х 
5* =  иг +  ы2 +  ия 4- • • . +  uk,

a n - k  — u k + l  гЬ Ыа+2 +  • • • +  ип.
Демак,

5 „ = 5 ft +  a „_ ft, (15)
шу билан бирга S k — бирор сон булиб, п га богли^ эмас.

1. (14) ^атор я^инлашувчи ва 5  йигиндига эга, яъни lim  5 Л — 5
00

булсин, у хрлда (15) тенгликдан цуйидагилар келиб чи^ади:

lim (Sn — S k) =  lim 5„  — l i m 5 ft =  5  — 5*.

Шундай ^илиб, (14) каторнинг or„_ft хусусий йигиндилари я -voo да ли
митга эга, яъни (14') цатор якинлашади.

2. (14) ^атор я^инлашувчи ва о  йигиндига эга, яъни l i ma  = 0  бул-
П-+00 tl—k

син, (15) дан ^уйидагини з^осил ^иламиз:

lim S„ =  lim (5 й +  а я_ й) =
П-+ОО П -¥  ОО

=  5 ft +  lim =  S k +  a .
M—>00

яъни (14) ^атор якинлашади.
3- теоремани ^уйидагича таърифлаш хам мумкин. 

т орнинг якинлаш увчанлигига унинг чекли сондаги даст лабки хрд- 
лаРини таш лаб юбориш т аъсир этмайди.

4. Цатор я^инлашувчилигининг зарурий аломати. К,атор я^инлашув- 
чилигинииг зарурий шартини келтирамиз.

135



Теорема. А гар иг +  ы2 +  us +  . . .  +  ип +  . . . ,  цат ор якинлашувчи б д л , 
са, у  холда п номер чексиз орт ганда унинг ип ум ум ий \а д и  нолгц 
интилади.

И с б о т и .  5  йигиндига эга булган

ui +  w2 -К и 3 +  . . .  +  « + • • • ■  

якинлашувчи ^атор берилган булсин. Унинг

Sn — ui  ~ H W2 из " Ь  • • • +  и п—1 +  и п

ва
S n - l  —  и 1 -\- и 2 " Ь  Ыз +  • • • +  Un—1

хусусий йигиндиларини ^араймиз. Буларга кура ип =  S n — S n- V 

Демак,
lim  ип =  lim  (Sn -  S *_ i) =
П—>оо П—> оо

=  lim S „ — lim  S n- V
Я—>oo П—>оо

Биро^ Iim 5„ =  S  ва l im 5 „_1 =  S, чунки п->оо да n — 1 - х » .  Щунинг
П—>оо /I—>00

учун Н т м л =  5  — 5  =  0. Шундай ^илиб,
П ты л =  0 . (16)
rt—>00

Н а т и ж а  ( ц а т о р  у з о ^ л а ш у в ч и л и г и н и н г е т а р л и а л о -  
м а ти). Лга/7 щ т о р н и н г ум ум ий хади п  номер чексиз орт ганида нол
га  инт илм аса у  цолда цат ор узоклаш ади.

^а^и^атан  хам, агар цатор якинлашувчи булганида эди, у  холда 
унинг умумий хади ю^оридаги теоремага асосан нолга интилар эди, бу эса 
шартга зид. Масалан, ушбу

п +  1 +  •

цатор узо^лашувчидир, чунки унинг ип =  — ^— умумий ^ади н олга
п + 1

интилмайди:

У т и п =  lim — =  П т
1 =  1.11111 М-Я — -------

М-»оо П->оо tl  -f -  1 ГС->оо 1 -\-\IH

Н т « „ = 0  шарт ^аторнинг якинлашувчи булиши учун з а р у р и й
П—>00

ш а р т  булиб, лекин у е т а р л и  ш а р т  эмас. Бу эса l i m« n = u
М—> ОО

буладиган узо^лашувчи ^аторларнинг мавжудлигини билдиради. 
Бунга

—------ 1-----—  +  ~ ~ =УТ У ~ У 3 У  л
(17)

*атор мисол була олади. Бу ерда lim ип = lim 1 =  0. Бирох бу ха-
П->оо у  п

нинг узоклашувчи эканлигини курсатиш осон. 
Т Бунинг учун бу цаторнинг

- ! = + - А = + - ! -у  1 у  2 У “Г
хусусий йигиндисини караймиз.

У  ft

еки 5 „ > п

1
У  Т

булгани учун, равшанки, 

1
У т г

_1

У и

+  • 

1
у т г

У п 
1 1 

у т  > У Т ’ у т >

S „ >
1 1

у  п У  п
яъни 5 П >  у т г .

+

Бу ердан

У Т  
lim S„ = оо эканлиги

бевосита келиб чикади ва демак, ^атор узо^лашувчидир.
5. Мусбат ишорали цаторлар я^инлашувчилигининг етарлилик аломат-

лари. К,аторнинг йигиндиси деб унинг хусусий йириндилари кетма-кет- 
лигининг лимити S =  l i m5  га айтилишини биз энди биламиз. Бирок;

П—>оо п
купчилик лолларда бу лимитни топиш катта ^ийинчиликлар 
билан боглих булади. Бундай ^олларда ^аторнинг йигиндиси 
такрибий топилади, бунинг учун уни етарлича катта п номерли Sn 
хусусий йигинди билан алмаштирилади. Бирок; бунинг учун мазкур 
Хатор якинлашувчи эканлигига ишонч х°сил ^илиш лозим. К,атор- 
нинг яцинлашувчи ёки узоклашувчи булишини куп холларда е т а р 
л и л и к  а л о м а т л а р и  деб аталувчи аломатлар ёрдамида аншушшга 
эришилади. Бу пунктда биз хадлари мусбат булган каторлар учун 
я^инлашиш ва узо^лашишнинг етарли аломатларини куриб чицамиз. 
Бундай каторлар м усбат  %адли цат орлар  деб аталади.

Аввало ^уйидагича эътибор берайлик. Мусбат хадли ^аторда унинг 
барча хадлари мусбат булгани учун унинг
Si =  иь  S2 =  их- и 2, S3=  «1 +  и2 + ы 3, • • •, S n=  Uy\ +  и2 + и я +■• • •  +

+  Un
хусусий йигиндилари йигинди номери п ортиши билан усади. Шундай 
^илиб, ^аторнинг хусусий йириндилари усувчи сонли кетма-кетлик хо
сил ^илади:

S i < S 2< S 3<  • • - < s „ <  • • •

Бу ерда икки хол булиши мумкин.
1. Хусусий йигиндилар кетма-кетлиги чегараланмаган. Бу холда 

П т  5  =  оо ва, демак, ^атор узоклашувчидир.
п—>оо п

2. Хусусий йигиндилар кетма-кетлиги чегараланган, яъни исталган 
п Да S n <  С. Бу холда хусусий йигиндилар кетма-кетлиги чегаралан- 
ган (V боб, 1-§, 8-пунктга каранг) ва демак, катор я^инлашувчидир.
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Ш ундай к;илиб, у ёки бу мусбат ^адли ^аторнинг я^инлаш ув. 
чилигини исботлаш да унинг хусусий йириндилари кетма-кетлиги. 
нинг чегараланганлигини исботлаш  кифоядир.

Энди ^аторлар  я^инлаш увчилиги ва узок;лашувчилигининг энг 
куп учрайдиган баъзи алом атларини келтирамиз.

Биринчи таццослаш  алом ати (^  а т о р я ^ и н л а ш у в ч и л и -  
г и н и н г  е т а р л и  а л о м а т и ) .  У ш бу иккита мусбат %адли $а- 
тор б ер и л га н  булсин:

и1 -\-и 2 -{-и 3 + • • • - { •  ип -\- • • •  , (V )
v l + v 2 +  v3 - f  • • • +  v n +  • • • (V)

Биринчи цат орнинг цадлари иккинчи цат орнинг мос щ дларидан  
ортиц булмасин:

«1 <  v v  и2 <  v2, и3 <  v3, • • • , и п <  vn , • • • (18)

ва иккинчи цат ор ящ нлаш увчи  булсин. Б ундай хрлда биринчи ка- 
т ор %ам якинлаш увчи булади ва ун и н г йириндиси иккинчи катор- 
нинг йигиндисидан орт иц булм айди*

И с б о т  и . S n ва о п оркали мос равишда биринчи ва иккинчи 
цаторларнинг п-хусусий йириндиларни белгилаймиз:

S n =  иг +  и2 +  «з -f- • • • +

° п = ^ х 4 - у 2 +  ^ +  • • • +  »„•

(18) тенгсизликлардан S n < o n экани келиб чи^ади. (У) ^атор я^ин- 
лашувчи булгани учун l i ma  =  ст мавжуд. Бунда бу ^аторнинг хад-

/г->оо
лари мусбат булгани учун стп<  ст булиши равшан ва демак, 
S n<  о  булади. Шундай килиб (V) ^аторнинг хусусий йириндилари 
чегараланган, демак (U) ^атор якинлашувчи, шу билан унинг й и р и н 
д и с и  (У) ^аторнинг йириндисидан орти^ эмаслиги S „ < o  тенгсизлиги- 
дан келиб чицади.

Иккинчи тац^ослаш аломати (к; а т о  р у з о ц л а ш у в ч и л и г и н и н г 
е т а р л и л и к  а л о м а т и ) .  Иккита мусбат хадли к;атор берилган бул
син:

и 1 +  м2 +  u s “Ь ’ ' ' ип ‘ * ‘ >

V1 +  Щ +  v3 +  * • * +  Vn +  • • • (V)

Биринчи цат орнинг хрдлари иккинчи кат орнинг мос цадларидан  
кичик булм асин:

« ! > » ! ,  U2 > v 2, u3 > v s, • • • ,  Un > v n, - - - ,  (19)

ва иккинчи цат ор узоцлаш увчи бдлсин. Б у  \а л д а  биринчи катор 
%ам узо^лашувчи булади.

* (U) каторнинг баъзи ^адлари нолга тенг булганда >;ам теорема тугрилигича 
цолади.
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И с б о т и . S n ва ап орцали яна мос равишда биринчи ва иккинчи 
^аторларнинг хусусий йириндиларини белгилаймиз:

S n =  «1 +  и2 +  и3 +  • • • +  
ап =  +  v2 +  v3 -J- • • • +  vn.

^19) тенгсизликлардан S n >  <Jn булиши келиб чи^ади. (У) 1̂ атор узок;- 
лашувчи ва унинг хусусий йириндилари усувчи булгани учун lim стл =

п —>оо
ОО булади. Бу хрлда lim Sn =  оо ва демак, (U ) кртор узок,лашувчи-

П-+оо
ДИР-^аторларни та^ослаш аломатлари ердамида текширишда таэдос- 
лаш учун я^инлашувчилиги ёки узо^лашувчилиги маълум булган ^а- 
торларга эга булишимиз керак.

2-пунктда биз геометрик прогрессияни курдик ва у \q\ <  1 бул
ганда якинлашувчи, [<7j >  1 булганда эса узоцлашувчи катор булиши- 
ни исботладик.

Ушбу

- \ р + ~ j p  +  \ г  + -------- +  (20)

{ а̂тор р >  1 булганда якинлашувчи ^атор ва 0 <  р  <  1 булганда узо^- 
лашувчи катор булишини кейинрок; курсатамиз. р  =  1 булганда гармо
ник Kfimop деб аталувчи

|Г  4  + - i +  f  + . . .  +  4  + • • •  (2.)
ь;атор хрсил бу’лади. (20) ^атор умумлаш ган гармоник кат ор  деб 
аталади.

Геометрик прогрессия, гармоник катор Еа умумлашган гармоник 
^аторлардан тавдослаш аломатлари ёрдамида ^аторларни текширишда 
жуда куп фойдаланилади.

1-мисол. Ушбу
—L -j- —I  +  —L +  • • • + — ?—— +  • • • (*)
22 3S 44 (п-Н )я-И

^аторнинг яцннланп’вчилигини текширинг.
Е ч и л и ш и .  Ёрдамчи

JL+_L+_L + . (**)
2» 2s 24 2"+>

Каторни цараймиз. (* *) цатор махражи [d =  1/2 <  1 булган геометрик прогрессия 
Дир ва демак, у яцинлашувчи цатордир. (*) цаторнинг х;адлари (* *) каторнинг мос 
^адларидан ортиц булмаганлиги учун биринчи тадаслаш  аломатига кура (*) цатор 
^ам яцинлашувчи цатордир.

2- мисол. Ушбу цаторнинг яцинлашувчилигини текширинг:
-1—+ -JL- + -L . + ...+ — i—  + ••■ (*)
~l/ln2 ~[/\пЗ "I/ 1п4 ~[/1п(п+1)

Е ч и л и ш и . Ушбу ёрдамчи цаторни олайлик:

— +  _ L  +  _ L  +  • • .  +  — -—  +  • • • .  (••)
2 У з  У  4 У п + 1
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У  узсщлашувчидир (4-пунктга царанг). (*) каторнинг з̂ ар бир зади (**) каторнинг мос 
з^адидан катта:

\пп<.п ,У \ап<У п , —I _  > _ L _ .
~[/1 п п V ' 1

Шу сабабли иккинчи тавдэслаш аломатига кура (*) к;атор з̂ ам узо^лашувчидир.

Крторларни текширишда ёрдамчи ^аторлар тузиш зарурати туфай- 
ли тавдослаш аломатларини цулланишда купинча ^ийинчилик турила- 
ди. Бунда барча доллар учун яро^ли булган умумий усуллар мавжуд 
эмас. Шу сабабли ^аторларни текширишда купинча бош^а етарлилик 
аломатлари, хусусан, ушбу аломат цулланилади.

Даламбер* аломати. А гар м усбат  \а д л и

ui ~Ь и2 4  +  • • • +  ип 4- • • • (22)

кат орда кейинги щ дн и н г олдинги хадга нисбат ининг %ад номери п 
чексиз орт ганида лимити мавж уд, яъни

lim “"rt1 =  р
п—>оо и

(23)

булса, у  хрлда р <  1 булганда ка тор якинлашувчи ва р >  1 булган
да i^amop узоклаш увчи булади.

И с б о т и .  а) р <  1 булсин. Каторнинг я^инлашувчилигини курса
тамиз. Да^икатан хам, lim Un+l = р  булгани учун кетма-кетлик ли- 

п~*°° ип
митининг таърифига асосан исталган е < 0  учун е га борли^ шундай 
N  натурал сонни танлаш мумкинки, номерлари N  булган барча
хадлар учун 

Бундан

Un+ 1
- Р

е < “л+1

< 8  тенгсизлик бажарилади. 

р <  +  е ёки р — е <  Ии±1 < р  +  е.

р_1_ £ = = ^ деб 0лсак, <  q ни ^осил ^иламиз. фаразга кура р
ип

бир дан кичик, s эса ихтиёрий кичик сон булгани учун е ни <7 =  P 4" 
+  е <  1 буладиган цилиб танлаш мумкин. Шундай ^илиб, п ^  N  лар 
учун цуйидагига эгамиз:

™ ± L < q , U- ^ < q ,  “̂ < q , -  • • ,
UN + 1 UN + 2UN

яъни

UN + l <  UN Я’ UN + 2 <  UN + 1 4  <  UN  U W + 3  <  UN + 2 Я <  UN  Я ' '  '  ' 

Ушбу иккита к;аторни ^арайлик:

UN + 1 4 u n +2 4- (24)
(25)

UN  “ Г  “ j v + l  1  “ N + 2  “ N + 3

uN +  uN q +  uN q2 +  UN  q3 4

/25) ^атор махражи \q\ <  1 булган геометрик прогрессия булгани 
iavH яцинлашувчидир. (24) ^аторнинг хадлари (25) цаторнинг мос хад- 
ларидаи орти^ булмагани учун (24) катор хам биринчи та^^ослаш 
ломатига кура я^инлашувчидир.

Бир°К (24) ^атор берилган (22) катордан чекли сондаги и х 4 - и2 4
4-и3 4  • • • 4- мдг_ 1 хадларни ташлаб юбориш натижасида хрсил булади, 
демак, 3- пункт 3-теоремага асосан (22) к;атор хам яцинлашувчидир. 

Энди р >  1 булсин. ^аторнинг узоцлашувчилигини курсатамиз
хакицатан ^ам, бу хрлда lim ^ 1 =  р >  1. Бундан п нинг п >

П-+со ц п

^  N  буладиган етарли катта ^ийматлари учун ^ i -1 >  1 ёки ип+х >
ип

> u n  тенгсизлик бажарилади. Шундай килиб, ^аторнинг ^адлари п но
мери ортиши билан усади. Шу сабабли \\т и п =^0, яъни 1̂ атор узо^-

И —>оо

лашувчилигининг етарлилик аломати бажарилмокда, демак, кдтор узо^- 
лашувчиди р.

1 - и з о ^ . Агар lim и!1±1 =  оо булса хам, к>атор узоклашувчи бу- 
п-»~ ип

лади, чунки бу ^олда хам етарлича катта п лар учун Чп+1 >  1 ва де-
м/г

мак, \\т и п фО).
П~+ оо

2- изох .  Яна бир марта шуни таъкидлаб утамизки, агар ^аторнинг 
узо^лашувчилиги Даламбер аломати ёрдамида исботланган булса, у 
хрлда ^аторнинг умумий ^ади нолга интилмайди.

3-и з о х;. Даламбер аломати р =  1 булганда катор якинлашадими 
ёки узоцлашадими деган саволга жавоб бермайди. Мисоллар шуни 
курсатадики, бу хрлда кртор узоклашувчи ^ам, якинлашувчи хам бу
лиши мумкин.

К,аторларнинг якинлашувчилигини Даламбер аломати ёрдамида 
текширишга дойр мисоллар курамиз.

3-мисол . Ушбу цаторнинг якинлашувчилигини текширинг:

1  +  Л  +  Л  +  1 4
з з2 з3 з4

4

Е ч и л и ш и .  К,уйидагини топамиз: 

р =  lim  Un+ l =  lim 2(/г4-1)—1.

=  lim
Зп (2л-И ) lim

3«+l 

2 n + l  __ 1

4

2n—1
3 n

2 4 1 /n  lim  = •
n i l»  3n+ l (2n— 1) 3 2/1-1  3 n->°° 2— 1 In

Шундай ^илиб p — 1 / 3 <  1 ва демак, берилган цатор якинлашувчи.
*Ж . Даламбер (1717— 1783)— француз математиги. 141

140



4- мксол. Ушбу к;аторнинг яцинлашувчилигини текширинг: 
44 + - ^ + - г _ +1 

1 16 81
Е ч и л и ш и .  К,уйидагини топамиз:

р =  lim “"+1 =  lim

• + i +

2"+l n*
- lim . „
n--*oo (л-j-l) *2

: 2 lim —.... 
n-Kx> (n-j-l)

2"+l
(« + 1)4

-  =  2 lim 1
( l + l /« )4

=  2.

P — 2 >  1 булгани учун берилган к,атор узо^лашувчидир.
Энди р =  1 булган цаторларга дойр иккита мисол курамиз ва улардан бири як- 

инлашувчи, иккинчиси эса узоклашувчи эканини курсатамиз.
5- мисол. Ушбу цаторнинг я^инлашиши ёки узо^лашишини текширинг:

1 1 1
"Ь ~ г  ~~— 

1 /1  У  2 У з
Е ч и л и ш и .  р ни топамиз:

р =  lim  Un+ i =  lim
П-r+OO и tl-->00

1
un

=  lim У  n
H.—+CQ

У  n+ i  

1.

У~п

1
у т

y«+i
Даламбер аломати асоснда каторнинг я^инлашиши ёки узоцлашиши ^а^ида хулоса 
чинара оламиз. Бироц бу узоклашувчи ка тор эканлиги 4-пунктда курсатилган эди.

6- мисол. Ушбу цаторнинг я^инлашиши ёки узо^лашишини текширинг:

_L_ + _L_ + _i_+
1-2 2-3 3-4

+  • 1
л (п + 1)

+

Е ч и л и ш и .  р ни топамиз:
1lim Г

Ч—уоо [_ I
р =  l i m— —  ... .. ,

л—»оо Un /2—>оо i, (tl -f" 1 )(Л + 2) П (п -f- 1)
1 п =  lim -----
J Л->оо (П -f

(М -Ц
+  1) (п -f- 2)

Еерилган ^атор якинлашувчи эканлиги юкррида бевосита унинг йигиндисини топиш 
билан курсатилган эди (1- пункт га царанг).

Каторнинг яцинлашиши ёки узо^лашиши ^а^ида хулоса чи^ариш 
учун Даламбер аломати ёрдам бермайдиган ^олларда таэдослаш ало- 
матлари билан бир ^аторда купинча ^атор я^инлашишининг ушбу етар- 
лилик аломати цулланилади.

Кошинкнг интеграл аломати. У ш б у м усбат  %адли

«1 +  «2 ~Ь из ■ • • +  чп +  . . (26)

цаггорнинг хадлари м усбат , узл укси з, /  <  я  <  +  оо интервалда  
камаювчи бирор f ( x )  ф ункциянинг х  =  1, 2, 3 , п, . . .  даги 
цийматлари булсин, яъни

«1 = / ( *) > «■ (2), и3 — f (3), . .  ., un = f ( n ) ,  . . .
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У
холда:
Л -Loo+»°°,а) [ f (х) dx ящнлаш&а, (2 6 ) кат ор \а м  яцинлашади; 

i
(б) +F f (x )d x  узоцлаш са, (2 6 )  цатор \а м  узоцлашади.

И с б о т и .  Ю^оридан y  =  f (x )  функциянинг графиги билан чега
раланган, асоси х  =  1 дан х  =  п гача булган эгри чизикли трапеция 
дй к,арайлик. Бу трапеция- 
га асослари [ 1, 2], [2 , 3], /« ,.
[3, 4 J, . . .  сегментлар бул
ган тугри туртбурчаклар- 
дан ташкил топган иккита 
погонавий фигурани ички 
ва ташк;и чизамиз.

Ички чизилган фигура 
тугри туртбурчакларининг 
баландликлари функция
нинг f ( 2), f ( 3), . . f(n ), 
цийматларидан, таш^и чи- 
зилган фигура тугри турт
бурчакларининг баландлик
лари функциянинг /  ( 1),
f (2). / ( 3 ) .............f ( n - l )
цийматларидан иборат бу
лади (63- расм). Расмдан

П
куриниб турибдики, С f  (х) d x  интеграл билан ифодаланадиган эгри чи- 

1
зи^ли трапециянинг юзи ички ва таш^и чизилган погонавий фигура- 
лар юзлари орасида жойлашган.

Ички чизилган фигуранинг юзи
f (2) • 1 +  f (3) • 1 +  f  (4) • 1 +  . . . +  f (n) • 1 =  «2 +  w3 +  «4 +  . . . + ы п 

йигинди билан, ташци чизилган фигуранинг юзи эса 

f 0 ) • 1 +  К2) • 1 +  /  (3) • 1 +  • • • +  f(n — 1) • 1 — ui +  и 2 +  «з +  • • • +
+  ип- \  йигинди билан ифодаланади, шунинг учун ушбу тенгсизликлар 
бажарилади:

П
и 2 ■+■ Щ "Ь 4“ • • • ип f f  (x)dx  <  ui -f и2 ~Ь и * ~Ь • • • ~Ь ип -\'

1
ёки цис^аро^ ^илиб ёзилса,

Sn - « i < ( 7 (x)dx < S n — ип.

Бундан цуйидагиларни хосил циламиз:

S„ < « 1 +  $ f(x )d x ,  
i

(27)
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s n > un +  \ f  (x )dx- (2 8 )1
Энди ушбу холларни ^араймиз.

00
а) Г /  (х) dx  хосмас интеграл я^инлашсин (мавжуд булсин). Бу эса

1
П

lim \ f (х) dx  =  I мавжудлигини билдиради. f ( x ) > 0  булганлиги сабабли
П-+ oo'j 
tl
J f (x) d x  интеграл n ортиши билан Усади ва узининг лимитидан орт-
1
майди:

( f (х) dx  С  lim Г f (х) dx  =  1.

(27) тенгсизликдан 5 n < u 1 +  l булиши келиб чи^ади. Шундай ^и- 
либ, бу  холда хусусий йигиндилар кетма-кетлиги чегараланган ва де
мак, H m 5n = 5  мавжуд, яъни катор яцинлашади.

/г->оо
4-00

б) \ f ( x ) d x  хосмас интеграл узо^лашсин (мавжуд булмасин). Бу
1

П

хрлда lim И  (х) dx  =  +  оо (28) тенгсизликдан S n хусусий йириндилар
tl-+oо |

кетма-кетлиги чегараланмаганлиги келиб чи^ади, демак, цатор узоцла- 
шади.

Интеграл аломати цулланишига дойр мисоллар курамиз. Бу пункт
да (20) умумлашган

—(—L _i—(_ . . . _j_ _L + .  . . ,
I? 2р Зр пР

бу ерда р^>  0 , гармоник ^аторнинг р >  1 да я^инлашиши ва р  <  1 
да узо^лашиши исботсиз айтиб утилган эди. Буни интеграл аломати 
ёрдамида исботлаймиз.

Бу ерда ^аторнинг хадлари мусбат, монотон камаювчи f (х)
хр

+00 
С dx

функциянинг х  = 1, 2 , 3 , . . , п, . . . даги ^ийматларига тенг. —

хосмос интегрални ^арайлик. Бу интеграл <  1 да узо^лашувчили- 
гини, р >  1 да эса я^инлашувчилигини биз биламиз (VIII боб, 5-§,
1- пунктга ^аранг). Демак, (20) ^атор / ? > 1  да я^инлашувчи ва 
да узоклашувчидир.

Узгарувчи ишорали ^аторлар. Хрзиргача биз фацат барча ^адлари 
мусбат булган ^аторларни ургандик*. Энди хам мусбат, хам манфии 
^адларни уз ичига олган каторларни текш ириш га утамиз. Бундай ^а- 
торлар $згарувчи ишорали цат орлар  деб аталади.

* ( Барча ^адлари манфий булган цатор мусбат >;адли цаторларга нисбатан 
цандай янгилик бермайди, чунки у мусбат з^адли цаторнинг барча хадларини ( I) 
га купайтириш билан ^осил булади.
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Узгарувчи ишорали ^аторга мисол сифатида ушбу цаторни кел- 
тирамиз:

_1 
1

+ i  ■+ i - ■ ■ ■ + (  -  ~ + •  ■ • • (29)

- ------- - 4 -62 72 1

Узгарувчи ишорали ^аторларни урганишни иш ора алмашинувчи  
^аторлар деб аталадиган хусусий холдан, яъни хар бир мусбат хади- 
дан кейин манфий хад, хар бир манфий хадидан кейин мусбат хад ке- 
ладиган ^аторлардан бошлаймиз.

Ишора алмашинувчи ^атор ^адларининг абсолют ^ийматларини их 
«3, . . . ,  ип, . . . билан белгилаб ва биринчи хад мусбат деб хисоб- 
лаб, бу ^аторни ^уйидагича ёзамиз*:

и 1 —  Ы2 +  U3 —  u i  4 "  • • • 4 "  ( —  1 )"  l U n  -1“  . . . . (ЗЭ )

Ишора алмашинувчи цаторлар учун Лейбниц я^инлашишининг 
е т а р л и л и к  а л о м а т и  уринлидир.

Лейбниц аломати. А гар  (3 0 ) ишора алмашинувчи цат орда хад- 
ларнинг абсолют цийматлари камайса:

> И 2 > и 3> .  . . (31)

ва цат орнинг умумий %ади нолга интилса: lim ип — 0, у  \о л да  ца-
М—>оо

тор яцинлашади, ш у билан бирга  ун и н г йириндиси м усбат  ва ца- 
т орнинг биринчи %адидан ортиц булмайди.

И с б о т и .  К,аторнинг ж уфт сондаги ^адларининг хусусий йиринди- 
сини олайлик.

=  «X —  «2 +  и з ~~ Ui  +  • • • +  U2m-\  ~  U2т- 

^адларни жуфт-жуфт ^илиб группалаймиз:

5 2т =  («х — ы2) +  (Uj — и^  +  . . . 4 - (и2т_! — и.,т).

К^тор ^адларининг абсолют ^ийматлари шартга кура камайгани учун 
^авсларнинг ичидаги барча айирмалар мусбат ва демак, S 2rn йигинди 
мусбат ва т  ортиши билан усади.

Энди S 2m нинг хадларини бош^ачасига группалаб ёзамиз:

$2т ~ U1 — f (U 2 — и з) 4" (ui  — Ua) 4- • • • +  (U2

Квадрат к,авс ичидаги йиринди хам мусбат. ШУ сабабли т  нинг ис
талган ^иймати учун S2m< u 1. Шундай ^илиб, S 2m жуфт хусусий йи
риндилар кетма-кетлиги т  ортиши билан усади ва шу билан бир

*Биринчи ^ади манфий булган — иу 4  “ г — из 4  • • • — (—1)п ип 4  ••• ишо- 
Ра алмашинувчи цаторни текширишни унинг барча хадларини (— 1) га купайтириш 
билан (.30) цаторни текширишга келтирилади.
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вацтда чегараланган булади. Демак, S 2m мусбат лимитга эга: lim S 2m =
m -> оо

=  5 . Бунда S 2m <  булгани учун 0 <  S <  иг булиши равшан.
Энди тоц сондаги хадлар йиринди сини караймиз:

^2/71+1 —  ^ 2  т +  и 2 т+1-
т - ^ о о  да

l i m S 2m+l =  И т  (S 2m +  U2m +l) =  l i m S 2OT +  l im U 2rn+l =  S - 
m —>00 m->oo m~>oo m->oo

чунки шартга кура Y\mun =  0 ва демак, lim и2т+1 =  0.
n->oo m —>oo

Шундай цилиб, цам жуфт сондаги, хам тоц сондаги хусусий йигин- 
дилар кетма-кетлиги умумий S лимитга эга. Бу эса умуман lim S n =

М—>оо

=  S булишини курсатади, яъни катор яцинлашувчидир. Бунда 5  ца- 
торнинг йигиндиси унинг биринчи хадидан ортиц булмаслиги исбот- 
дан куриниб турибди.

1- мисол. Ушбу цаторнинг яцинлашиш масаласини текширинг:

( _ i \«-i  1
1 • 22 2 - 32 3 - 4 2 J- 1)2

Е ч и л и ш и .  Бу цатор Лейбниц аломати шартларини цаноатлантиради:
1 1 1 1 

I} 1 • 22 >  2 ■ З2 >  3 • 42 >  ' ‘ ‘ >  га (га +  I)2 >  ‘ ' ' ’

2) l im ип =  lim  —-— ——  =  0 . 
п->оо п -*оо га (га -1-  1)

Д емак, цатор яцинлашувчидир.
Энди узгарувчи ишорали цаторни умумий хрлда текширишга ута- 

миз. Ушбу
U 1 +  U2 +  и з +  • • • Н“ и п "Ь • • • (32)

каторда иь  и2, и3, . . ип, . . . сонлар манфий цам, мусбат цам бу - 
лиши мумкин деб фараз цилайлик.

Бундай цаторлар учун ушбу яцинлашиш аломати уринли.
Теорема ( у з г а р у в ч и  и ш о р а л и  ц а т о р  я р н л а ш и ш и  • 

н и н г  е т а р л и л и к  а л о м а т и ) .  А гар

Ы1 +  W2 +  +  • • • +  М п +  • • • (33)
Узгарувчи иш орали цат ор %адлари нинг абсолют цийматларидан т у- 
зилган

| « 11 + 1 «21 +  \ «» | +  • • • +  I ип I 4 "  • ■ • ( 3 4 )

цат ор якинлаш увчи булса, у  хрлда берилган  узгарувчи ишорали ца- 
т ор %ам якинлашувчи булади.

И с б о т и .  (33) ва (34) цаторларнинг цадларидан тузилган
И, +  I «г I , Н»-Ч «з| , . и„ +  1ип \  , ,oes

5  +  2 +  • • • 4 -------------2--------- +  • • • W

ёрдамчн цатории царайлик. К,уйидагиларга эгамиз:

ип>  0 булганда ип =  | ип | ва “п +  J “n 1 =• K i + K L  == | м„ |.

ип <  О булганда \ип \ =  - и п в а =  0 .

Шундай килиб, (35) каторнинг хадлар и (34) якинлашувчи цаторнинг 
^адларига ё тенг, ёки улардан кичик. Шунинг учун (35) цатор би
ринчи таццослаш аломатига кура яцинлашади (5- пунктга ва 138- 
бетдаги сноскага царанг).

(34) яцинлашувчи каторнинг барча ^адларини 1/2 га купайтириб, 
/ “ 1 I , j “2 I \Un \

2 +  2 ~ Г ~  +  • ' • (36)

яцинлашувчи цатор ни хссил циламиз (3- пункт, 1- теоремага царанг). 
Энди (35) Еа (36) яцинлашувчи цаторларнинг айирмасидан иборат 

^ и1 + \ и 1 \ j  +  ^ 4 - K I  _ _ K I  j  ^ ип + \ и п \ К  | j  j

цаторни царайлик. Бу цатор 3- пункт, 2- теоремага асосан яцинла- 
шувчидир.

Бироц (33) цатор бу цатордан унинг барча хадлариии 2 га купай- 
тириш билан хосил булади:

0 [ К  |+ К  I К  И  0 и п[ 2 2 I 2
Демак, 3- пункт, 1- теоремага асосан дастлабки (33) цатор хам 

яцинлашувчидир.

2- мисол. Узгарувчи ишорали (29) цаторнинг яцинлашиши масаласини текши
ринг:

J ___ J _ __ J_ 1_ _1__  1 _
12 22 З2 +  42 5а 62 ~  ' ‘ ' '

Е ч и л и ш и .  Берилган цатор з^адларининг абсолют цийматларидан тузилган
1 1 1 1

-j- -j- -I- , , .
1  ̂ 22 З2 43

Чаторни к;араймиз. Бу ^атор р  =  2 >  1 курсаткичли умумлашган гармоник ^атор 
булгани учун яцинлашувчидир. Демак, исботланган аломатга асосан берилган (29) 
Цатор з̂ ам яцинлашувчидир.

Узгарувчи ишорали цаторнинг яцинлашиш аломати етарли шарт 
б^либ, бироц зарурий шарт эмас. Бу деган суз, шундай яцинлашувчи 
Узгарувчи ишорали цаторлар мавжудки, улар хадларининг абсолют 
Цийматларидан тузилган цаторлар узоцлашади.

Дацицатан цам,

1 — , +  (— 1)л - + . .  . (37)
2 3 4 га

Цаторни олсак, у Лейбниц аломатига кура яцинлашувчи. Шу билан



бир вактда берилган (37) катор ^адларининг абсолют ^ийматларидан 
тузилган

‘ + 7  +  7  +  7  +  +

цатор гармоник к,атор булиб, демак, у узоклашувчи ^атордир.
Ю^орида ^аралган (29) ва (37) ^аторнинг иккаласи хам я^инла- 

шувчи булса-да, биро^ уларнинг я^инлашиш характери турличадир.
(29) цатор узининг хадларининг абсолют кийматларидан тузилган 

цатор билан бир вактда якинлашувчидир, шу билан бир вактда (37) 
якинлашувчи цаторнинг абсолют цичматларидан тузилган ^атор узо^- 
лашувчидир.

Шу муносабат билан ушбу таърифларни киритамиз.
«1 +  «2 +  иа +  • • • +  ип +  • • • узгарувчи ишорали ^атор ^адларининг 
абсолют цийматларидан тузилган \их\ +  \и2\ +  \и3\ +  . . . +  |ип\ +  • • • 
цатор якинлашувчи булса, у хрлда узгарувчи ишорали к,атор абсол
ют якинлаш увчи цат ор  деб аталади.

Дар ^андай абсолют якинлашувчи катор узгарувчи ишорали к,атор 
я^инлашишининг етарлилик аломатига асосан якинлашувчи ^атордир.

' Агар +  «2 +  «з +  . . . +  «„ +  . . . узгарувчи ишорали ^аторнинг 
узи якинлашувчи, биро^ унинг ^адларининг абсолют цийматларидан 
тузилган \их| +  \и2\ - f  \иъ\ +  . . . +  \ип\ +  . . . ^атор узоклашувчи булса, 
бу узгарувчи ишорали катор ноабсолют якинлашувчи* катор деб ата- 
лади.

Ю^орида курилган мисолларга кайтадиган булсак, бундай аити- 
шимиз мумкин: (29) цатор абсолют якинлашувчи, (37) ^атор эса но
абсолют якинлашувчи ^атордир.

Узгарувчи ишорали каторлар орасида абсолют якинлашувчи ка
торлар алохида урин эгаллайди. Бу ана шундай ^аторлар учун чекли 
йигиндиларнинг асосий хоссалари уринли эканлиги билан тушунтирила- 
ди. Урин алмаштириш хоссаси айницса а^амиятли булиб, факат абсол
ют якинлашувчи каторларгина бу хоссага эгадир.

Биз исботсиз келтирадиган бу хосса ^уйидагича таърифланади,
Абсолют якинлашувчи кат орнинг хадларини исталганча урин  

алмаш т ириш дан ун и нг йигиндиси узгарм айди.
Аксинча, ноабсолют якинлашувчи ^аторда хадларнииг уринларини 

алмаштириш мумкин эмас, чунки уларнинг уринлари алмаштирил- 
ганда каторнинг йигиндиси узгариши ва хатто узоклашувчи ^атор хр- 
сил булиши мумкин.

Хадларнииг уринларини алмаштириш деганда биз чексиз куп ^ад- 
ларнинг уринларини алмаштиришни тушунамиз, чунки иккита, учта, 
туртта ёки исталган чекли сонлаги хадларининг ур™ лари алмаш
тириш билан биз ^аторнинг йириндисини узгартирмаймиз.

Мисол сифатида (37) ноабсолют якинлашувчи

------- —̂i— —-------— +  - -  +  • •
4 5 6 ' 7 8 9

1 ±  +  _L
2 3

*Ноабсолют якинлашувчи ^аторни купинча шартли якинлашувчи ^атор деб 
аталади.
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^аторни оламиз ва унинг йириндисини S  билан белгилаймиз. Дар би р  
мусбат ^аддан кейин иккита манфий хадни жойлаштириб, цатор хад
ларининг уринларини узгартирамиз. Ушбу цаторни ^осил ^иламиз:

1 - 4 + 3
1

"+■ к — 10 12

1 1
+  7 (37 ')‘

(37) каторнинг хусусий йигиндиларини S n оркали, (37') каторнинг ху
сусий йигиндиларини эса а п оркали белгилаймиз. У ^олда

1 2
1  1

~ 3 “  4 
1 37

7_ 

=  12’

-1 1  1  1  
1 — 2 “1~3 — 4 +  5 ~ 6  =  60’

=  Т - а б =  1 - Т
J7

' 24 '

_1_
4 1 3 

__37 
~  120 ’  -

Демак, а 3 =  0 ,5 5 2, а 6 = 0 , 5 5 4, а 9 = 0 , 5 5 0,

7
24’

ва умуман,
o.jm =  0,5 S 2m булишини курсатиш мумкин. lim S 2m = S  булгани учун

tn—>оо
Н т(тЗП1 = 0 ,5  lim S2m =  0 ,5 S. Шундай ^илиб, (37') каторнинг номер-

т-*оо гп—> оо
лари учга каррали булган хусусий йириндилари кетма-кетлиги 0,5 
S лимитга эга.

Сунгра ^уйидагиларни топамиз:

lim о.З т + 1 lim  ( а3т +
I

2т + 1 =  0,5 S

lim ^3m+2 = И т 1 а  т~> оо т.—>оо
+

1 1
=  0,5 S.

Шундай ^илиб, биз п чексизликка исталган конун буйича я^ин- 
лашганда хам lim a n мавжудлигини исботладик. Бу эса (37') цатор

П—>оо
якинлашувчи эканини билдиради. ШУ билан бирга унинг йигиндиси 
бу ^атор ^адларининг уринларини алмаштириш [билан ^осил ^илин- 
ган (37) цатор йигиндисининг ярмига тенг.

7. Каторнинг ^олдиги ва уни ба^олаш. Ушбу
«1 +  и2 4- и3 +  . . . +  ип +  Un + l  +  ип+2 +  . . . (38)

якинлашувчи ^аторни ^арайлик. Маълумки, унинг 5  йигиндиси S n =  
^  ui +  и2 +  ия +  . . . +  ип хусусий йириндилар кетма-кетлигининг 
п ~ * о о  даги лимитига тенг, яъни S =  lim S n. ШУ сабабли етарлича

п-гоо
катта п лар учун

(39)

149



такрибий тенглик уринли булиб, п ортиши билан унинг ани^лиги ор. 
тади. (39) такрибий тенгликнинг аницлигини бахолаш учун яцинла- 
шувчи каторнинг колдиги тушунчасини киритамиз.

(38) я^инлашувчи цаторнинг 5  йириндиси билан унинг п- хусусий 
йириндиси S n орасидаги айирма бу цаторнинг п- крлдит  деб аталади. 

Каторнинг ^олдиги гп билан белгиланади:

rn =  S  — Sn- (40)
(40) тенгликдан куриниб турибдики, ^аторнинг ^олдири бу ^атор- 

дан унинг дастлабки п та хадини ташлаб юборишдан хрсил булган 
якинлашувчи каторнинг йигиндисидир.

Гп =  “„+1 + “П+2 +  • • • + « „ + * +  • • • (41)
Каторнинг ^олдири таърифидан

l i mr n =  0
П-> оо

булиши тушунарлидир.
Да^и^атан .^ам,

lim  rn =  lim (S  — S n) =  S -  lim S n =  S  -  Sn =  0.
t l —»oo t l - +  CO tl~+  CO

Каторнинг S  йириндисини унинг S n хусусий йириндиси билан ал- 
маштирилганда хрсил буладиган абсолют хатолик ^атор ^олдирининг 
модулига тенг булиши равшан:

As =  | 5 - S J  =  | r „ | .

Шундай ^илиб, ^аторнинг йириндисини е > 0  гача аницликда топиш 
талаб килинса, у хрлда каторнинг дастлабки п та .^ади йириндисини 
I гп | <  е тенгсизлик бажариладиган ^илиб олиш лозим. Биро^ купчи- 
лик хрлларда биз гп ^олди^ни аниц топишни билмаймиз. Шу сабабли 
^олдикнинг модули берилган е сондан орти^ булмайди ган п номерни 
^андай топишни аницлаймиз.

1- теорема ( м у с б э т  ^ а д л и  к ; а т о р  к ; о л д и р и н и н г  б а ^ о с и  
^ а ^ и д а ) .  А гар  якинлашувчи м усбат  %адли

«1 4- «2 +  из 4~ • • • +  ип +  . . . (42)
цат орнинг барча хрдлари боища якинлаш увчи м усбат  %адли

v i  4- v 2 4- v 3 4- • • • 4- v n  4- • • • (43)

цат орн и н г мос хсдларидан ортиц булм аса, у  \о л д а  (4 2 ) крт орнинг 
п- цолдири (4 3 ) ю т о р н и н г п- колдигидан орт иц булмайди.

И с б о т и .  (42) ва (43) ^аторларнинг п- цолди^ларини гп ва г ' 
оркали белгилаймиз:

r n = u n+1 4 - "ef2 4 - •  • (44)

ГП — vn+i 4 - 4 ,^ 4 -  • • • • (45)

5 у ^олдицларнинг хар бири якинлашувчи мусбат ^адли каторнинг йи- 
риндисидир.

щ артга кура un+l < v n+i\ un+2^ v n+2, . . . булгани учун биринчи 
та^кослаш  аломатига кура биринчи каторнинг й и р и н д и с и  иккинчи ца- 
торнинг йириндисидан орти^ эмас, яъни гп <  г'п.

Агар ушбу иккита якинлашувчи

их 4- «2 4" Из 4- • • • 4- ип 4- • • ■; (U)
t»i 4- vt 4- v3 4- • • • vn 4 -  • • • (V)

цатор берилган булиб, шу билан бирга (У) цаторнинг хадлари (U) ца- 
торнинг мос хадларидан катта булса, у  хрлда (V) цатор (U) ^аторга 
нисбатан мажорант ^атор деб аталади.

Олдинги теоремага асосан мажорант цаторнинг колдит доимо 
асосий щторнинг цолдиридан катта ёки унга тенг булади.

Мажорант катор сифатида одатда г' цолдирини хисоблаш осон б у л 
ган к р т о р  (масалан, геометрик прогрессия) олинади. У ^олда ю^ори- 
да хрзиргина исботланган теоремага асосан берилган ^аторнинг г п цол- 
д и р и н и  осон бах.олай оламиз.

1- мисол. Ушбу цаторнинг учинчи цолдигини ба^оланг:

—  +  —  +  —  — 4 ; + - • •2 - 5  3 • 52 4 • 5® ( « 4 1 ) 5 "
Е ч и л и ш и .  Бу цаторнинг jjap бир ^ади <7 = 1/ 5 махражли

± + ± + i + . . .  +  - L  +  . . .
5 52 5® 5«

геометрик прогрессиянинг мос л;адидан кичик, демак, берилган цаторнинг г3 учин
чи ^олдиги бу прогрессиянинг г 3 учинчи цолдщидан кичик:

' J_ Л _L .1 - 1/54 = J_
Тз < гз =  g4 4- g5 +  g6 4  • • • 4  5n 4  • • • — j _ i /5 5oo '

Шундай цилиб, берилган цатор йигиндисининг унинг биринчи учта >;ади йинин- 
дисидан фарци 1/500 дан кичик.

2- теорема ( у з г а р у в ч и  и ш э р а д и ^ а т о р  ^ о л д и р и н и н г  
б а ^ о с и  ^ а ^ и д а ) .  Аэсолюп яцш лхм уз-и  узгхрувчи ишорали

Ui 4-  «2 4-  и3 4-  • • • 4" ип 4“ • • • (46 )
цатор берилган булсин. У  хрлда унинг п- ^олдитнинг абсолют 
циймати берилган t^amop уадларининг абсолют цийматларидан ту- 
зилган каторнинг п- колдигидан катта булмайди.

И с б о т и .  (46) узгарувчи ишорали ^атор абсолю т я^инлашсин. 
Бу деган суз

I «11 4 - 1 «2 1 4 - 1 и31 4- • • • 4 - 1 “„ | 4- • • • (47)

Цатор ^ам я^инлашувчидир.
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г =  ип+ 1 ' Un + 2 +  Un + 3 +  '

Л. =  и_*п+1 I “Ь I Un+2 I ~Ь | “п+3 1
Исталган р  да цуйидагига эгамиз: |

1 и . ,. 4- и„+2 +  . . . +  ып+р | <  | un+11 +  | ип+21 

•оо да лимитга утсак,

il +  •

n+1
Бу теигсизликдан р

lim |ц +  и +  . . .  +  и |<  lim [ | и |
П-+оо  ̂ р-->оо 1 -flu,л + 2  I +  К + Р1]

ни ^осил циламиз ёки ] г  | <  г'п, ана шуни исботлаш талаб цилинган 
эди.

2- мисол. Ушбу ^аторнинг г3 учинчи ^олдирини ба^оланг:

sin 1 sin 2 sin 3 s;n n
2 23 23 "  ‘ ’

Е ч и л и ш и .  Бу цатор узгарувчи ишорали цатордир, чунки масалан, 
sin 1 >  0, sin 2 >  0, sin 3 >  0, sin 4 <  0, sin 5 <  0, sin 6 <  О, 

Ушбу ь;аторни цараймив:

I si £ j .  I | sin 2 1 I sin 3 I I sin n 1

I sin n I 1
~2n~ ^  9~  булгани учун бу каторнинг ^адлари

2 + 22 1 -f- -f“ . . .  "4~ 4  1 23 2n

геометрик прогрессиянинг мос .^адларидан орти^ эмас. Шу сабабли берилган цатор 
абсолют яцинлашувчидир.

Берилган ^аторнинг, унинг ^адларининг абсолют кийматларидан тузилган i â- 
торнинг ва геометрик прогрессиянинг цолдицларини мос равишда г г' ва г" билан3, «3 о
белгиласак, | г3 | <  г' <  г" га эгамиз. Шундай килиб, берилган цатор учинчи цолди- 
пшинг бахосини топамиз:

1 ''з I
1 1 1

—  4  —  +  — 4  ..24 25 26 2  п 4  • •
1/ 24

1 — 1/2

3 - теорема ( Л е й б н и ц  а л о м а т и  [ б у й и ч а  я ^ и н л а ш а д и г а н  
и ш о р а  а л м а ш и н у в ч и  ^  а т о р р л д и г и н и н г  б а х; о с и х а ц и -  
да ). А гар  ишора алмашинувчи цатор Лейбниц аломати буйича якин
лашувчи булса, у  \о л д а  ун и н г п- крлдигининг абсолют киймати таш- 
лаб юборилган \а д л а р д а н  биринчисининг модулидан ортиц булмайди.

И с б о т и .  Ушбу
Щ  — U z  +  Ua — U i  - f  . . .  4- ( — I )”- 1  «„ +  • • •  

цатор Лейбниц аломатига кура якинлашувчи булсин. У ^олда 1̂ атор- 
нинг
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f п i  (U/ !+ 1 U-n+ 2 4" ил-(-з . . . ) 
n.  ̂ олдэтининг узи у4ам ишора алмашинувчи ^атор йигиндиси булади. 
Лейбниц аломатига кура г п ^олди^нинг абсолют ^иймати бу ^атор 
биринчи ^адининг модулидан орти^ булмаслиги лозим, яъни

\ г * \  (47')
3- мисол. Ушбу каторнинг й и ри н д и с и н и  0,01 гача атщ ликда з^исобланг:

1 1 1  1
----— -----+ ---- — . .  . +  (— I)"- 1 ------------- +  . . .  .
11 31 ^  51 к ’ (2п — 1)! ^

Е ч и л и ш и .  Бу ^атор Лейбниц аломати буйича якинлашувчи, шу сабабли

Ag =  I S  S n | =  I гп | ^ « „ -1-1.

^аторнинг йигиндиси 0,01 гача ани^ликда ^исобланиши лозим булганлиги учун ушбу 
тенгсизлик бажарилиши етарлидир: | r „ J  <  «п+1 ^  0,01 ёки

1 0,01.(2/1— 1)!
Бу тенгсизлик п =  3 дан бошлаб бажарилади. Шундай ^илиб,

S » S 2 =  « 1 — 0,17 =  0 ,8 3 .

2- §. ФУНКЦИОНАЛ КАТОРЛАР

1. Функционал цаторнинг яцинлашиш сохаси. Энди хадлари сон- 
лар эмас, балки х  аргументнинг бирор узгариш сохасида ани^ланган 
функциялар булган ^аторларни урганишга киришамиз:

ui  (х) " f  и 2 (х) +  • • • “Ь (х) - f  . . .  (48)
Бундай ^аторлар ф ункционал цат орлар  деб аталади.

М асалан,

+  • sin п хs i n x  4- — sin  2х  - f2 п

функционал ^атордир.
Агар (48) ^аторда л: га ип (х) функцияларнинг аникланиш со.^аси- 

дан бирор х0 цийматни бериладиган булса, у хрлда

W  ^2 (хо) ”f  • • * 4" un (х0) - f  . . .  (49)
сонли ^аторни хосил ^иламиз. Бу ^атор якинлашувчи ёки узоклашувчи 
булиши мумкин. Агар у якинлашувчи булса, у ^олда х 0 ну^та (48) 
функционал ^аторнинг ящ нлаш иш  нукт аси  деб аталади. Агар л: =  
=  х0 да (49) ^атор узоклашувчи булса, у холда х0 ну^та функционал 
Цаторнинг узоцлашиш нукт аси  деб аталади. К,атор ип (х ) функция
ларнинг аникланиш со^аларидан олинган баъзи нук;талар учун якин
лашувчи, бош^а ну^талар учун эса узоклашувчи булиши мумкин.

Функционал ^аторнинг барча якинлашувчи ну^талари туплами 
унинг яцинлашиши сохаси деб аталади.
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Функционал цаторнинг хусусий йдаиндиси, яъни унинг дастлабки 
п та цадининг йигиндиси

S n (х) =  (*) +  и2 ( х ) +  . .  . +  ип (х) (50)
х  узгарувчининг функцияси булади.

Функционал цаторнинг яцинлашиш соцаси таърифидан келиб чица- 
дики, бу соцанинг исталган л: нуцтаси учун п ->  оо да S n (х) хусусий 
йириндининг лимити мавжуд. Яцинлашиш сохасига тегишли булмаган 
нуцталарда S n (х) хусусий йиринди лимитига эга эмас. Функционал ца
торнинг 5  (х) йигиндиси бу цаторнинг яцинлашиш сохасида аницлан- 
ган л; узгарувчининг бирор функцияси булиши тушунарли. Бу хрлда 
бундай ёзилади:

S (х) =  иг (х) +  и2 ( х ) +  . . .  + и п ( х ) +  . . .  .

Агар функционал цатор яцинлашувчи ва S(x) йигиндига эга бул
са, у ^олда S(x) — S„(x) айирма сонли цаторлардаги каби унинг п- цол- 
диги деб аталади. Цаторнинг цолдигини-/■„(*) билан белгилаймиз: г п(х) =  
=  S(x) — S„(x). Равшанки, lim r n (х) =  0. Крлдиц г п(х) (48) цатордан

П-̂ ОО
унинг биринчи п та цадини ташлаб юборишдан хрсил булган цаторнинг 
йириндисидир:

Гп(х) =  ип+1(х) +  ип+2(х) +  . . .  +  и п+р( х ) +  . . .  . (51)
Мисол. Ушбу функционал цаторнинг яцинлашиш со^асини аникланг:

1 _L  1^ г  +  +  • • • +  xin +  • • • •

1
Е ч и л и ш и .  Бу цаторнинг цадлари Ц ~ ~ ^  махражли геометрик прогрессия 

ташкил этади. Бизга маълумки, геометрик прогрессия | q | <  1 булганда яцинлашувчи 

ва \q \  >  1 булганда узоцлашувчидир. Шу сабабли берилган цатор х нинг —  <  1

ёки х3 >  1 буладиган цийматларида яцинлашувчидир. Шундай цилиб, цатор \х  \ >  1 
булган барча х нуцталар учун яцинлашувчидир. Берилган цаторнинг яцинлашиш со- 
цаси ушбу иккита чексиз интервалдан иборат:

— оо <  х <  — 1 ва 1 < х <  +  оо.

2. Мунтазам яцинлашувчи функционал цаторлар ва уларнииг 
хоссалари. [а, Ь] сегментда яцинлашувчи (48)

u i  (х ) "Ь  U2 (х ) "Ь  • • • +  и п (х )

функционал цатор учун шундай яцинлашувчи мусбат цадли
+  Ь2 +  Ьл +  • • • + & / ! + • • •  (52)

цатор мавжуд булсаки, берилган (48) цатор хадларининг абсолют ций- 
матлари х  нинг [а, b ] сегментга тегишли исталган цийматида (52) 
мусбат цадли цаторнинг мос цадларидан ортиц булмаса, яъни
I ип (х) | <  bn (п =  1, 2, . . .  ) булса, у цолда (48) цатор [а, Ь] сегме
нтда м унт азам  яцинлашувчи  цатор деб аталади. Мунтазам яцинла
шувчи цаторларнинг хоссалари цацидаги баъзи теоремаларни исботсиз 
келтирамиз.

1- теорема, [а, Ь] сегмент да м унт азам  яцинлашувчи щ р  цандай  
катор б у  сегмент нинг ист алган нуцт асида абсолют яцинлашади.

Маълумки, чекли сондаги узлуксиз функцияларнинг йигиндиси уз
луксиз функциядир. Дадлари узлуксиз функциялар булган мунтазам 
яцинлашувчи функционал цаторнинг йигиндиси хам шу хоссага эга, 
яъНи ушбу теорема уринли.

2- теорема, [а, b ] сегм ент да м унт азам  яцинлашувчи

«1 (*) +  «2 ( * ) + . . • +  и„ ( * ) + . . .

функционал цат орнинг барча щ длари  узл ук си з булса, у  хрлда ун и нг  
йигиндиси %ам [а, Ь] сегмент да узлуксиздир.

Чекли сондаги функцияларнинг йириндисини цадлаб дифференци
аллаш  ва интеграллаш мумкинлигини биз биламиз.

Агар

f ( x )  =  Ф (х) +  © (х ) +  g  (дг)
булса, у цолда
Г (х) =  [ф (х) +  со (х) +  g  (*)]' =  ф' (,v) +  со' (д) +  g ' (х),

J f ix) d x  =  j  [ф (x) +  О) (A-) +  g  (*)] dx  =  J ф (x) dx  +

+  J (0 ix) d x +  J  g  ix) dx.

(53)

Бу хоссалар цушилувчилар сони чексиз булганда, яъни цаторлар 
учун цар доим цам бажарилавермас экан. Бироц бу хоссалар сегментда 
мунтазам яцинлашувчи функционал цаторлар учун сацланади.

3 -теорема. А гар  [а, b] сегмент да м унт азам  яцинлашувчи

“ х (*) +  и2 {Х) +  . . .  + и п (х) +  . . .

функционал цат орнинг барча щ длари  б у  сегмент да яцинлаш увчи  
булса, у  хрлда б у  цат орни %адма-%ад инт еграллаш  м ум кин.

Бу деган суз, агар х г ва х 2 лар [а, Ь] сегментнинг исталган ик
кита нуцтаси булса, у цолда

Xg
j [Ml (*) +  м2 ix) +  . . .  + u n ix) +  . . .  ] dx]— j' «! ix) dx  -1-
xt Xi

+  J u2 ix) d x  + . . . + ]  un ix) d x  + . . .  (54)
X \ X  i

4 -теорема. Ушбу

Ml ix) +  M2 (*) +  . . . + « „ ( * )  +  . . .

Функционал цат ор [a, b] сегмент да яцинлашувчи ва ун и н г цадлари  
ип (х ) (п =  1, 2, . . . )  узл укси з %осилаларга эга булсин. А гар  б у  
Цаторни %адма- %ад дифференциаллаш билан хрсил \цилинган цат ор  
lQ. Ь] сегм ент да м унт азам  яцинлашувчи булса, у  хрлда ун и нг йи- 
риндиси берилган цат орнинг урсиласига т ен г булади :
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[«1 (х) +  и2 (х) +  . . .  +  ип (х) +  . . .  ]' —
— « 1  (х ) +  и2 (л:) 4 - .  . . + « „  (x)-j- . . .  (55) I

5- теорема, [а, Ь] сегмент да м унт азам  якинлашувчи  

их (х) +  и2 (х) -f- . . .  -|- ип (х) +  . . .  
цат орни  ф (х )  чегараланган ф ункцияга купайт ириш  билан  хосил ки- 
линган

ср (.х)•«! (л:) +  ф (х )-и 2 (х) +  . . . +  ф (х )-и п (х) +  . .  . (56) 
цат ор [а, Ь] сегмент да м унт азам  якинлашувчи кат ор булади.

3. §. ДАРАЖАЛИ ЦАТОРЛАР

1. Даражали цатор ва унинг я^инлашиш сохаси. Функционал ка
торнинг му^им хусусий холи даражалидаторлардир.

Дараж али щ т орлар  деб
а0 +  а х (х — а) +  а2 (х  — а )2 +  . . .  +  ап (х — а)п +  . . .  (57) I

куринишдаги ^аторга айтилади, бу ерда а  ва а0, a v  . . .  , ап, . . .  ко- [
эффициентлар — узгармас сонлар. Хусусан а =  О булганда даражали I 
цатор

а о +  ai  х  +  а2 х2 +  • • • +  ап хп +  • . • (58) I
куринишда булади.

Аввал (58) куринишдаги
а0 +  х  + а 2 л;2 +  . . .  + а п хп +  . . .

даражали ^аторларнинг хоссаларини урганамиз. Дастлаб (58) даража- I 
ли каторнинг яцинлашиш сохаси к;андай куринишда булишини аник- I 
лаймиз. Бу катор ^адларининг абсолют ^ийматларидан тузилган мусбат I 
хадли

| «о I +  I ai  х  I +  ■ ■ ■ +  I ап х п | +  . . .  (59)
^аторни ^араймиз ва унга Даламбер аломатини ^уллаймиз. Бунинг I 
учун ип+1 — | ап+1 х п+ г I олдинги ^аднинг ип =  \а п х п \ кейинги з^адга 
нисбатининг п - + о о даги лимитини топамиз:

lim “n+ 1. =  l i m — 1 = \ х \ lim  j ^ l .
П->®о Ufi tl—*oo j an Xn j tl-+oo J dfi I

lim I мавжуд деб фараз ^илайлик. Уни билан белгилай- I
я-*оо| а „ \  R

— — . У хрлда

И т ^ = И . > 
п-+ оо и п 1\

Агар lim “”± L = - - <  1, яъ н и / * \ < R  булса, у хрлда Даламбер ало- I
М—►оо llfi R  , I

матига асосан (59) ^атор якинлашувчи деган хулосага келамиз. Ьпроъ I 
бу хрлда узгарувчи ишорали (58) ^атор хам узгарувчи ишорали ка I

торлар я^инлашишининг умумий етарлилик аломатига асосан яцинла- 
щувчи булади, равшанки, бунда абсолют якинлашувчи булади. Агар
lim - ^ > 1  булса, (59) катор узо^лашувчи булади. Бу хрлда етар-
п—>оо U/г
лича катта п  лар учун (59) цаторнинг .^адлари усади (141-бетга 
^аранг), шу сабабли ип =  \а пх п \ умумий ^ад я-*- оо да нолга интил- 
майди. Демак, (58) ^аторнинг умумий з^ади, яъни апх п хам нолга ин- 
тилмайди. Шу сабабли х  нинг | л г | >7 ?  тенгсизликни ^аноатлантиради- 
ган барча ^ийматлари учун (58) даражали ^атор узо^лашувчи булади.

Ни^оят, lim --- - -  =  -LiL =  1, яъни | лс | — R  булса, у >рлда буер- 
«•••♦ оо ип jR

да Даламбер аломатини ^улланиб булмайди ва (58) цатор хам, (59) 
^ам конкрет хрлларга борли^ равишда якинлашувчи ёки узо^лашувчи 
булиши мумкин.

Шундай ^илиб, lim - a”+1 -  мавжуд ва нолга тенг эмас деб фараз 
п-*оо I ап I

цилиб, ушбу теоремани исбот цилдик.
Теорема. У ш бу

Од -f- ахх  -f- а2х2 —(— . . .  —}— апх п
дараж али цат орнинг якинлашиш сохаси ]— R, R[ инт ервал булиб, 
б у  инт ервалга конкрет  цолларга боглик, равиш да ун и н г — R  ва R

Уз0к ,лаш ади^\ / . Як,ии/гаша^1\ f  Узох,лашади
---------------------V --------1-----------------------------------*r

-R 0 R x

64- раем

охирлари цушилиши мумкин  (64 -раем). ]— R , инт ервалнинг хар, 
бир нуцт асида цат ор абсолют яцинлаш ади*

]— R , /?[ интервал даражали цаторнинг якинлашиш интервали, 
бу интервал узунлигининг ярми, яъни R  сон эса якинлаш иш  радиуси  
деб аталади.

^ а р  1̂ андай даражали цатор х  =  0 булганда яцинлашувчидир, чукки 
х  =  0 да а0 +  0 -f  0 +  . .  . 4- 0 +  . .  . сонли ^атор .^осил булади. Агар 
^аторнинг бош^а якинлашиш нукталари мавжуд булмаса, у хрлда  
унинг якинлашиш радиуси R  — 0 деб ^исоблаймиз. Агар даражали ^а- 
тор сон у^ининг барча нук;таларида якинлашувчи булса, унинг я^ин- 
лашиш радиуси R  =  оо деб хисоблаймиз.

1- мисол. Ушбу даражали каторнинг якинлашиш со^асини топамиз:
X X2 х п

У Г  +  у ?  +  +  • (Ф)
Е ч и л и ш и .  Берилган ^атор ^адларининг абсолют кшЫат.ларидан тузилган

* Теорема lim  - ~ - х- мавжуд булмаган з^олда jjaM туррилигича цолишини ис-
П-+ оо \ Clfi \

°отлаш мумкин.

лик, яъни lim
п—>оо I ап



С*)

цаторни ^араймиз. Бу ерда ип —
У п ' ип+ 1

1* Г +1
Г

шунинг учун

lim
«п+ 1 = lim

/I—>00
> Г + 1 . | * \ "
У  п +  1 У  л

"I/ п +  1

1*1 lim т т т  =  1П-̂ оо |/ Л “р 1
Шундай цилиб, (**) цатор ва демак, (*) цатор >;ам |х  | <  1 булганда, яъни 

]— 1, 1[ интервалда якинлашувчи ва \х \  >  1 булганда узоцлашувчидир. К,аторнинг 
як,инлашиш радиуси R =  1. Энди яцинлашиш интервалининг охирларида, яъни х  =  1 
ва х =  — 1 нуцталарда цаторнинг яцинлашиш масаласини текширамиз.

(*) каторга х =  1 ни цуйсак узоклашувчи
1 1 1  1

У Т  +  У 2  т  У З  T ' - t -у ~
1

<  1, 1-§, 5-пунктгаумумлашган гармоник цаторни з^осил циламиз (чунки р ■
л

царанг).
х  =  — 1 нуктада ишора алмашинувчи

. , 1 1 , 1 
+  У  2 У з  +  У п  ’

цаторни зрсил киламиз. У Лейбницнинг яцинлашиш аломатига асосан якинлашувчи 
Катордир.

Шундай цилиб, (*) цаторнинг я^инлашиш сохаси ]— 1, 1[ интервал булиб, унга 
унинг чап охири х =  — 1 иуцта кушилади: — 1 < х <  1,

2- мисол. Ушбу цаторнинг яцинлашиш сщасини топинг:

1+  -  +  - + ■ •  . + ^ 5 +  •• • (*)
1! 2! я!

Е ч и л и ш и .  Берилган катор з^адларининг абсолют кийматларидан тузилган

\х\п +  •
1! 21 я!

цатор учун кейинги з^аднинг олдинги з^адга нисбатининг лимитини топамиз: 
un+i .. Г Wn+ 1 \х\п ] , п! . ... 1

(**)

H m —
М—>00 Ufi П—►ОО l ( t l  -{-• 1 )! Tl\ J  П—>oo (tl  -J- 1)! Wlim Г Т 1 =  W-° =  0-n->00 n -f- 1

= 0 <  1. * Демак. Даламбер
un~\~ i

Шундай цилиб, x нинг исталган цибмати учун lim  ------:
П->00 Ufi

аломатига асосан (**), бинобарин (*) катор ^ам бутун сон укида якинлашади. Бу 
ерда якинлашиш радиуси R =  оо .

\х\п
—̂ якинлаш увчи каторнинг умумий зсади булганлиги учун п->~оо да нолга ин- 
п\

тилишини айтиб утамиз.

2 . Даражали цаторнинг хоссалари. Ушбу (58)

а 0 +  аг х  +  а гх 2 +  . . . +  ап х п +  . . .
даражали цатор] — R , R  [якинлашиш интервалига эга булсин. Буцатор- 
дан хадма-^ад дифференциаллаш ва интеграллаш билан хосил фили
на диган ушбу цаторларни царайлик:
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а 1 +  2о2 х  +  . 

а °Х +  +

. -j- па„ х п~
. апхп+ 1

(60)

(61)

(60) ва (61) цаторлар хадларининг абсолют кийматларидан тузил
ган цаторларга Даламбер аломатини цулланиб, бунда l iml— '1 мав-

Л—>оо j Clfi j
}куд деб фараз цилинса, (60) ва (61) каторлар .^ам берилган (58) цатор 
эга булган уша якинлашиш интервалига эга булишига ишонч хосил 
цилиш осон.

Шундай цилиб, ушбу теоремага келдик.
1- теорема. Ушбу

4 - a i х  4 - а2 х 2 -f- . . . ■+ ап хп 4- . . .
дараж али цат ор ] — R ,R [ якинлашиш интервалига эга булсан. У  
холда б у  цат ордан уни %адма- хад дифференциаллаш ва интеграллаш  
билан хрсил щхлинган цат орлар берилган цат ор эга булган  уш а я щ н -  
лашиш интервалига эга булади.

2- теорема. Ушбу (58)
#0 4* ахх  -|- #2 х 2 -j- . . .  *4 ап х11 -f - . . .

даражали t^amop ] — R ,R [  якинлашиш инт ервалига эга булсин, г  эса 
R  дан кичик ихтиёрий м усбат  сон булсин. У  х1олда берилган дара
жали Kflmop [ — г,г] сегментда мунт азам  якинлашувчи цат ор булади.

И с б о т и .  Д араж али катор якинлашиш интервалининг исталган 
ну^тасида абсолют якинлашишини биз биламиз. Шунинг учун х  =  г  
нуктада мусбат ишорали

+  | a 1k  +  | a « k * 4 - .  • ■ +  K k n 4 - .  • (62)
1̂атор якинлашади. х  шу [ — г',г\ сегментнинг исталган ну^таси булсин. 
| х | < г  булганлиги учун | ап хп | <  | ап \ г п. Шунинг учун берилган (58) 
катор ^адларининг абсолют цийматларидан тузилган

Iа о I +  l3i х I +  I а 2 ^  I +  • • • - \~ \а п Х п \- \ -  • ■ • 
цаторнинг хадлари х  нинг [ — г, г  \ сегмеитга тегишли исталган цийма- 
тида мусбат ишорали (62) сонли цаторнинг мос ^адларидан ортик, бул- 
майди. Бу эса таърифга асосан берилган даражали цатор [ — г ,г \  сег
ментда мунтазам яцинлашувчилигини билдиради. Шундай цилиб, теоре
ма исбот цилинди.

3- теорема. (58)
Oq 4" ^1 * 4  а% х 2 . . . 4* ап хп 

дараж али цат орнинг йигиндиси ] — R , R[ якинлашиш  инт ервалининг 
\а р  бир нуцт асида узл у к с и з  ф ункция булади.

И с б о т и .  х 0 якинлашиш интервалининг исталган нуцтаси булсин. 
^  холда шундай г  ( |.v01 •<  R) мусбат сон мавжудки, [ — г, г] сег
мент х0 нуктани уз ичига олади (65- расм). (58) даражали цатор 2- тео-

-R  - г
Ч -----1----- 1— И
0  Х п Г  R 65- расм
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ремага кура [ — г, г] сегментда мунтазам якинлашувчидир. Шу сабабли 
унинг йигиндиси 2- § даги 2- теоремага асосан [ — г, г  ] сегментнинг ис
талган нуцтасида, хусусан х 0 нуцтасида узлуксиз функция булади.

4- теорема. (58)
а0 4- а х х  +  а 2 х2 4  . . . +  ап хп 4  . . .

дараж али цат орни узи ни н г яцинлашиш интервалининг исталган нуц- 
т асида %адма- ход дифференциаллаш  мумкин.

И с б о т и .  (58) даражали цатор ] — R ,R [  яцинлашиш интервалига 
эга булсин. Берилган цатор цадларининг хосилаларидан тузилган

аг 4 - 2 а 2х  4  . .  . +  п а пх п- х 4  • • •
(60) цаторни цараймиз. Унинг яцинлашиш интервали 1-теоремага асосан 
берилган цаторнинг яцинлашиш интервали билан устма-уст тушади. 
х  яцинлашиш интервалининг ихтиёрий нуцтаси булсин. Яцинлашиш 
интервалининг ичида ётувчи ва х„ нуцтани уз ичига олувчи [ —  г, г] 
сегментни царайлик ( | х0 | С  г  <  R) (65- расмга царанг). (60) цатор 2- тео
ремага асосан мунтазам якинлашувчидир. Демак, 2-§, 4 -теоремага асо
сан унинг йигиндиси берилган катор йигиндисининг хосиласига тенг, 
яъни
(а0 4- аг х; +  . . . 4- ап х п 4- • • • ) ' =  a i  4- 2 а2 х  4 - .  . . +  п ап х п~ 1 + . . .

5 -теорема. Ушбу
а 0 4 - а у х  4-  а2 х2 4 - .  . . +  а п х п +  . . .

дараж али цат орни  ] — R , R[ яцинлашиш интервалида %адма- %ад ин
т еграллаш  м ум кин, яъни х у ва х 2 яцинлашиш интервалига тегишли 
нуцт алар б^лса, у  хрлда

х§ х* х*
! {а0 +  а г х  4- • • • - t - a / 4 - • • - ) d x  =  § a 0d x  +  § a xxdx +  . . . 4 -
X! *1

X,
+  \ a n x nd x - t -  . . . »

И с б о т и .  Яцинлашиш интервалида ётувчи цамда хь  х2 нуцталарни 
уз ичига олган [ — г, г ] сегментни цараймиз. [ — г, г\ сегментда даражали 
цатор мунтазам яцинлашувчи булганлиги учун 2- §, 3- теоремага асосан 
уни цадма-цад интеграллаш мумкин.

3. х  —  а  айирманинг даражалари буйича цаторлар. Энди х  — а  айир- 
манинг даражалари буйича (57) куринишдаги

а0 4  — а) а 2 {х а)2 ап (х а) 4  • • •
цаторларни цараймиз. (58) куринишдаги цаторлар (57) куринишдаги ца
торларнинг а = 0  булгандаги хусусий цолидир. х  — а  =  t деб (57) цатор
ни (58) куринишдаги

о0 4 а ^ 4 а 2/2 4 .  • • 4  ап t n 4  . . . (63)
цаторга келтирамиз. (63) цатор ] — R , R[ яцинлашиш интервалига эга 
булсин. Б у  деган суз, у — R < i t < C R  да яцинлашувчи ва да
узоцлашувчидир. Бироц бу хрлда (57) ц ато р —R < x —a < iR ,  яъни
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a — R < x C a  +  R  булганда яцинлашувчи ва \х — a \ > R  булганда 
узоцлашувчидир.

Шундай цилиб, (57) даражали цаторнинг яцинлашиш сохаси мар
кази а нуцтада ва узунлиги 2 R  булган интервалдир. (57) цатор бу 
интервалнинг барча куцталарида абсолют яцинлашувчи, бу интервалдан 
ташцарида эса узоцлашувчидир. x =  a - \ - R  ва л: =  а — R  нуцталарда 
(яъни яцинлашиш интервалининг охирларида) конкрет хрлларга боглиц 
равишда яцинлашиш ёки узоцлашиш руй бериши мумкин.

х нинг даражалари буйича цаторларнинг хоссалари х — а  нинг да
ражалари буйича цаторлар учун хам уринлидир.

(57) даражали цатор ]а  — R ,a - \ -  R[ интервалда абсолют яцинла- 
шади ва унинг йигиндиси бу интервалда узлуксиз функциядир. Дара
жали цаторни унинг яцинлашиш интервалининг ичида хадма- хад диф
ференциаллаш ва интеграллаш мумкин, шу билан бирга хосил булган 
цаторлар дастлабки (57) катер эга булган уша яцинлашиш интервалига 
эга булади.

(57) даражали каторнинг яцинлашиш интервалини хам амалда Далам
бер аломати ёрдамида топиш мумкин:

Мисол. Ушбу даражали цаторнинг яцинлашиш сохаси ми топинг:

X + t x - ■ 2)24 4 (х — 2)п
4  . . .  4

1-2 2-22 п-2п
Е ч и л и ш и. Берилган цатор хадларининг абсолют цийматларидан тузилган 

\ х

(*)

I ж —21 4 ■4 4 U - 21 4  •1-2 2-22 п .2"
цаторни царайлик. Унга Даламбер аломатини цуллаймиз.

| * - 2 |« \ х  — 2 |п+  \  
+  1 ~  (п 4  1) 2"+’ ’ 

х  — 2)

(*•)

lim
п—юо

ип+ 1 : lim - 
П—> ОО I

п-2" 

\ х - 2 \ п+ 1п-2п 

— 2 \ > 4  1) 2"+'
lim ------■

П—>00 /141
\ х  —  21

|у_о! »
(* *) цатор Даламбер аломатига асосан —— <  1 булганда яцинлашади ва —

2, I
"2| > 1

<  1 булганда яцинла-б^лганда узоцлашади. Демак, берилган (*) цатор з$ам- 

\х—2\
шувчи ва ——  >  1 булганда узоцлашувчидир. Шунинг учун (*) цатор маркази а — 2

иуцтада булган 0 <  х <  4 интервалда яцинлашади.
Берилган цаторнинг х — 0 ва х  =  4 нуцталарда, яъни яцинлашиш интервалининг 

охирларида яцинлашиш масаласини текширамиз. х =  4 булганда узоцлашувчи

1 , 1 1 * 4  т 4  » 4 - . - 4  4 - . . .2 3 п
гармоник цаторни з^осил циламиз.

х =  0 булганда ноабсолют яцинлашувчи ишора алмашинувчи

“ 1 + ? ~ ■ 4 . . .  4 4
Наторни з^осил циламиз. 
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Шундай цилиб, (*) цатор 0 < ; х  <  4 шартни ^аноатлантирувчи барча х  ларда 
я^инлашади.

4. Функцияларни даражали ^аторларга ёйиш. Тейлор ^атори. 
f ( x )  функция якинлашиш интервали ]а  — R ,a - \ - R [  булган

f  (х) =  а 0 +  аг (х — а) +  а2 (х — а)2 +  . . . +  ап (х  —  а)п +  . • . (64)

даражали каторнинг йшиндисидан иборат булсин.
Бу холда f (x )  функция а  нуктанинг атрофида даражали каторга 

ёки х — а нинг даражалари буйича ёйилади деб айтилади. Б у  даражали 
Каторнинг а0, a v  . . . ,  а п коэффициентларини топамиз.

Даражали ^аторни якинлашиш интервалида хадма-хад дифферен- 
циаллаш мумкинлигини биз биламиз, бунда натижада якинлашиш интер
вали дастлабки каторнинг ]а  — R ,a - \ -  R [  якинлашиш интервалидан 
иборат булган катор хосил булади. (64) айниятни кетма-кет дифферен- 
циаллаб, якинлашиш интервалидан олинган исталган л: учун уринли 
булган ушбу айниятларни ^осил киламиз:

/  (х) =  а 0 - f  ах (х  — а) +  а2 (х— а)2 - f  а3 (х — а)3 +  а4 (х  — а)* +  . . .  

. . . + а п (х —  а)п +  ап+ 1 (х —  а)п+ 1 +  . . . ,  

f' (х) =  а г +  2а 2 (х — а) +  3а3 (х — а )2 +  4 а 4 (х — а ) 3 +  . . .  +  п а п (х — 

—  a)n~ l - f  (п +  1) ап+ i(x — а)п +  . . . ,
/" (х )  =  2а 2 +  2*3 а 3 (х — а) +  3 -4  а4(х — а )2 +  • . • +  п ( п — 1) ап (х —

—  а)п~2 +  (п +  1) п  Onfi (х  — а )"-1 +  . . . ,
?" (х) = 2 '2 > a i - { - 2 ‘3 A a i (x - ' - d )  +  . . .  - \ - п ( п — \ ) ( п ~ - 2 ) а п (х —

— а )"-3 +  (я +  1) п [п — 1) Сп+1 (х  — а )"-2 -{-•••>

f n(x) = n ( n —  1) ( я -  2) .  . . 3 . 2 а „  +  (л +  1) я ( я - 1) .  . . 3 - 2f l „+i  (*-
—  а) +  . . .

Б у  айниятларда х  =  а  десак, куйидагиларни хосил киламиз:
(Л)

f  (а) =  а0, f  (а) =  alt f" ( а ) =  2а2, f'" (а) =  2 -3  а 3 ----- f  (а) =
=  п (п — 1) (п — 2) . . .  3 • 2 а п, . .  .

Б у  ер дан даражали ^аторнинг коэффициентларини хосил киламиз..

о . - / ( а ) ,  в, - Г  (а). *  -  Ш  *  - 0 § 1 ......... . .

/"(Д.), П а )

ёки

а o—f ( a) ’a i —
>а — 1 , а„ 

2! 3! ..........  л

Дп), v
f (д)

л!

Коэффициентларнинг топилган кийматларини (64) тенгликка куямиз: 

f (x )  =  f  (а) +  f- ~  (х — а) +  f- ~  (х — а)2 +  (х —  а)3 +  . . .

(П)

л!

Шундай килиб, агар f  (х) функция х — а нинг даражалари буйича 
даражали каторга ёйилса, у  холда бу катор ушбу куринишда булади:

(п)

/(Я) +  т г  +  Ф  ( ^ - fl) 2+  • • • +  ^ - с )л+  • • • (65)tI! П\

(65) кат0Р f (х) Функция учун Тейлор* цат ори  деб аталади.
Хусусий хрлда, а =  0 булганда (65) катор

Ш х > + . . .  +  ® ^  +
п\ (66)

куринишни олади. Бу катор f  (х) функция учун М аклорен** щ т ори  
деб аталади.

Шундай ^илиб, агар функция х — а нинг даражалари буйича 
каторга ёйилса, у холда бу катор унинг Тейлор ^атори (ёки а — 0 булса, 
Маклорен катори) булади.

Куриниб турибдики, агар функция х — а нинг даражалари буйича 
Каторга ёйилса, у хрлда у  х  — а  нуктада барча тартибли хреилаларга 
эга булади ёки, одатда айтилишича, а  нуктада чексиз дифференциал
ланувчи булади.

Энди тескари масалани цараймиз. а  нуктада чексиз дифференциал
ланувчи f (x )  функция берилган булсин. Унинг учун формал равишда

f (a )  +  f̂  +  C^ - ( x - a ) 2+  . . .  + Ш ( х - а ) »  +  . . .

Тейлор каторини тузамиз.
Ушбу масалани кУямиз: /(х )  функция билан унинг учун тузилган 

мазкур Тейлор каторининг йигиндиси бир хил буладими? Дар доим 
^ам бундай булавермаслиги ушбу мисоллардан куринади.

К,уйидагича аникланган у  — f{x )  функцияни карайлик:
Н  ( ——

/ ( х) — I е **> агар х ф  0 булса,
О, агар х = 0  булса.

Бу функция х  =  0 нуктада барча тартибли хосилаларга эга, шу билан 
(")

бирга f (0) = 0  (п =  1,2, . . . )  эканлигини курсатиш мумкин. ШУ сабаб
ли бу функция учун Тейлор катори ушбу куринишда ёзилади:

* Б. Тейлор (1685— 1731) — инглиз математиги.
** К . Маклорен (1698 — 1746)— шотланд математиги.
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0 +  —  +  —  X*+  . . . +  —  х п 4 - ____
1! 21 л!

Унинг S (х) йигиндиси нолга айнан тенг ва демак, берилган функция 
билан бир хил эмас.

Энди берилган функциянинг Тейлор цатор и цандай шартларда бу 
функция билан бир хил булишини аницлаймиз. Тейлор каторининг ху- 
сисий йигиндисини ёзамиз.

ч (п)
Sn (х) =  f  (а) +  ш  ( х --  а) +  И  (х  -  а )* +  . . .  +  Ш  (х - а )" . (67)

Бу хусусий йигинди п- дараж али Тейлор крпцади  деб аталади.
f  (х) функция билан унинг п- даражали купцади орасидаги айирмани 

цараймиз. Б у  айирма Тейлор цат орининг цолдиц \а д и  деб аталади ва 
R n (x) орцали белгиланади*.

R n ( x ) = f ( x ) - S n (x). (68}

Теорема, а  нуцт ада чексиз дифференциалланувчи f  (х) ф ункция  
ун и нг учун  т узилган  Тейлор цат ор ининг йигиндиси булиши учун  R n (x )  
цолдиц хад п -^ -оо  да нолга интилиши за р ур  ва ет арлидир.

И с б о т и .  З а р у р  л и г и .  f(x )  функция Тейлор цаторининг йигин
диси, яъни lim Sn ( x ) = f ( x )  булсин. У цолда (68) муносабатдан

П—VOO
lim R n (х) =  0 келиб чицади.
П—►оо

Е т а р л и л и г и .  lim  R n (x) — 0  булсин. У  цолда (68) муносабатдан
П—> оо

lim [f (х) — S„(x)] =  О, яъни lim Sn (x) =  f  (х) экани келиб чицади.
П-±оо п—« о
Бу f  (х) функция цаторнинг йигиндиси эканини билдиради.

Бу теорема функциянинг Тейлор цаторига ёйилиш-ёйилмаслик ма- 
сасаласини текшириш учун унинг цолдиц хади R n (х) нинг п  ->  оо даги 
характерини текшириш кераклигини курсатади. Агар аргументнинг 
берилган х = х 0 циймати учун lim Rn (x0) — 0 булса, у цолда Тейлор

Д—>оо
цаторининг йигиндиси фукциянинг х 0 нуцтадаги цийматига, яъни f(x0) га 
тенг булади. Агар R n (x0) нолга интилмаса, Тейлор цатори ё узоцла- 
шади, ёки унинг х  =  х 0 даги циймати функциянинг берилган х 0 нуц
тадаги циймати билан бир хил булмайди.

R n (x) цолдиц цаднинг куринишини топайлик. (68) формуладан 
цуйидагига эгамиз:

f (x )  = S n (x) +  R n (x).

♦Тейлор цаторининг цолдиц з^адини Тейлор цаторининг цолдиги билан чалкаш- 
тирмаслик лозим. Тейлор цаторининг цолдиги бу унинг S (х) йигиндиси билан S n (х) 
хусусий йигиндиси орасидаги айирма, яъни S (х )— Sn (х) дир. Тейлор цаторининг 
Rn (х) цолдиц з^ади эса f  (х) функция билан Sn )х) орасидаги айирмадир. S (х) =
— f (х) булган з^олдагина Тейлор цаторининг цолдиги Тейлор цаторининг цолдиц 
з^ади билан бир хил булади.
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муносабатга Sn (х) нинг ифодасини келтириб цуямиз:

f {x ) = f ( a ) + n ^ L ( x - a ) + I ^ - ( x - a y +  . . . +  ]

R n (x) цолдиц ^адни

2!

— 4 —  { x - a ) n +  R n(x ).
( 6 9 )

■  ('„ + i7  Q P»t
куринишда излаймиз, бу ерда Q цали топилиши керак булган катта
лик дир.

У  цолда (69) формулани цуйидагича цайта ёзиш мумкин: 

Ц х ) - 1 1 .а )  +  -1~ ( х — а) +  - ! + 1 ( х - а ) ’  +

I (х — a)n+1
m k '  +  ( n + i ) i  (71>

Тайин х  оламиз, у цолда Q бирор сон циймат олади. Q ни топиш 
учун цуйидаги ёрдамчи функцияни тузамиз:

F ( t ) = f  (х) — f ( t )  — (x — t ) — (х -  t)2

(‘L  (x -  t)n -  ( x - o n+1 
nl (n +  1)1u* 1* 1Я

Равшанки, t  =  x  деб, F  (x) = 0  ни цосил циламиз. (71) тенгликни 
эътиборга олиб, шунингдек F (а) — 0 эканига хам ишонч цосил цила
миз. л: узгармас деб фараз цилиб, F (х) нинг t  буйича цосиласини топамиз:

F ' (t) =  -  Г  (0  +  Г  (0 -  J ^ L  ( x - t ) +  2- ^ [ ( х  — о  -  

I ( x - t Y + ^ - ( x - t Y - - J ^ - ( x - t Y +  . . . +

Ш '  I nf(n){t) Гг Л " - 1 fin + l)(t)  ( г  i ) n I П
н —  --------- + — (H+Ijl— Q

ёки ихчамлаштиришлардан сунг:

л(П~\-\) (х — t)n
Г  (0  -  -  (X - 1)" +  “ д —  Q-

Шундай цилиб, F  (t) функция [а , х] сегментда дифференциалланув
чи ва бу сегментнинг охирларида нолга тенг цийматларни цабул ци- 
лади. Демак, у Ролль теоремаси (VI боб, 6 - §, 2- пунктга царанг) 
щартларини цаноатлантиради. Шунинг учун а ва х  орасида жойлашган
Щундай t  =  с циймат мавжудки, унинг учун F' (t) хосила нолга тенг 
б^лади: F' (с) =  0 , яъни

I  Г  (с) =  -  / П+̂ с) -  (х  -  с)" +  Q = 0 .



Бу тенгликдан Q =  р + ') ( с) ни топамиз. Q нинг топилган бу кийматини 
(70) тенгликка цуйий, цолдиц хад учун ушбу ифодани хосил циламиз:

бу ерда с нуцта а ва х  орасида жойлашган.
К.ОЛДИЦ хаднинг (72) формула куринишидаги ифодаси Лагранж  

ф ормасидаги цолдиц \ а д  дейилади.
а =  0 булган хусусий ^олда Маклорен цатори учун колдиц хад

нинг ифодасини хосил киламиз:

R M ( 7 3 )( п  4 -  1 ) !

бу ерда с нуцта 0 ва л: орасида жойлашган.
К^олдиц хаднинг юцорида келтирилган куринишлари бир катор хол- 

ларда унинг п -* -о о  даги хусусиятини текширишни осонлаштиради.
(69) ифодани ва цолдиц ^ад учун (72) ифодани эътиборга олиб, 

ушбу формулага эга буламиз:

f { x ) = m  +  L ^ L ( x - a ) +  ^ - ( х - а ) * +  . . . +

(х — а)п +
/(п+1) (с)
( я + 1)1

■ (х — а) п+1
( 7 4 )

бу ерда с нуцта а  ва х  орасида жойлашган.
(74) формула Тейлор формуласи, унинг а =  0 булган хусусий 

холда г и куриниши М аклорен  формуласи  дейилади:

f(x ) =  /  (0) +  х +  - И -  л2 4-

/(п) (0)
21 

('>+!) (С)

+

п f  1
п\

7 5 )
1 ( я + 1)1 "  ’

бу ерда с нуцта 0 ва х  орасида жойлашган.
5. Баъзи элементар функцияларни Тейлор ва Маклорен цаторлари- 

га ёйиш. Баъзи элементар функцияларни даражали цаторларга ёйили- 
шига оид мисоллар курамиз.

f(x) =  е к ф ункцияни дараж али щ т о р га  ёйиш. Б у  функциянинг
^осилаларини топамиз: f ( x )  = e v, f"(x) — ех, . . .  , f n) (х) — e r..........
Сунгра х  =  0 деб цуйидагиларни топамиз:

/(0) =  1» / ,(о) =  1, Г (0) =  1...........Г ( 0) =  1, . . .
(66) формуладап фойдаланиб, f ( x ) — e'c функция учун М а к л о р е н  

цаториви ёзамиз:

1 +  -  +  -  +  . . .  +  ^  +  . . . .  Р 6>1! 2! п!
1-§, 1 -пункт, 2-мисолд! курсатилганидек, (76) цатор бутун со» 

I х \п'уцида якинлашади ва lim 1—— = 0 .
Л-* оо nl

J66

Бу цаторнинг йигиндиси е х функцияга тенг эканини исботлаш учун 
;сталган х  да R n{x) цолдиц х,ад п -^ -оо  да нолга интилишини курса- 
амиз. / (п+1) (с) =  е° булгани учун R n(x) цуйидаги куринишга эга бу-

P n ( r ) =  fln + l)(c )r.n+ *с___х п+ \
Е К :  ( л + 1)! (п +  1)!

бу ерда с  нуцта 0 ва л: орасида жойлашган [ (73)- формулага царанг].
ех функция монотон усувчи, шунинг учун е° <  е ] х 1, чунки с <  \ х  |. 
щундай килиб,

I R n (х)I  =
I ( я +  1)!

Х п+ х < . \ х \  п+ \ (77), (я +  1)!
1х\п л » 1х1п+ 1

jjffl J - i i— = 0  булгани учун  ̂ ^  - з^ам п -* -  оо да нолга интилади.

Демак, (77) тенгсизликка асосан х  нинг исталган кийматлари учун 
Rn(x) -> 0 ва (76) каторнинг йигиндиси ех функция билан бир хил 
булади.

Шундай цилиб, бутун сон уцида ушбу ёйилма уринлидир:
У у2 yfl

е* =  \  -j. J L  +  J L  +  . . .  +  J L  +  . . .  . (78)
1! 21 я! v ’

f (x )  =  sin х  ф ункцияни дараж али цат орга ёйиш. Досилаларни 
топамиз: f ( x )  — cos х, f" (x) =  — sin  x, f"  {x) =  — cos x, f IV (jc) =

Я N=  sin x, /  v (x) =  cos x, f ' 1 (x) =  — sin x, . .  . , / (n) (x) =  sin  (x +  n  “ J

(VI боб, 2-§, 1 -пункт, 4-мисолга царанг). 
x =  0 да

f  (0) =  О, Г  (0) =  1, f” (0) =  О, Г  (0) =  -  1, Г  (0) =  О, 

fv (0) =  1, . . .  , f 2n~ l) (0) =  ( -  I)*” 1, f n )( 0) = 0 , ... •

(66) фэрмуладан фойдаланиб, sin л: функция учун ушбу Маклорен 
цаторини хосил циламиз:

X» , X* х> (— 1)"-1 х*п~ 1 ,
Х 3! ‘ 5! 7! (2га — 1)!

Бу цаторнинг бутун сон уцида якинлашувчи эканини текшириш осон. 
Унинг цолдиц хади

R n  ( X) Х п + 1
(я +  1)1 ( л + 1)1

Ни текширамиз, бу ерда с нуцта 0 ва х орасида жойлашган.

I ?<п+1)(с) | =  j sin Jс  +  ( « + ! )  - у  j j ^  1 булгани учун |/?„ (х)| <  •
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Энди lim Ix ! =  0 (олдинги мисолга каранг) эканини эътиборга
(я +  1)!

олиб, R n (л:) ->■ 0/деган хулосага келамиз.
Шу сабабли бутун сон уцида sin л; функция учун куйидаги ёйилма 

уринлидир:
*» ж» ( - 1)"-1 **"-1 , г

sin х  =  х -----—  + “  +  ••• — -------- ---- тт;------ г . .  . - (/9)(2я — 1)1

f  (л:) =  cos л: ф ункциянинг дараж али цат орга ёйиш. cosx функция
нинг ёйилмасини s i nx  функцияни ^аторга ёйишда фойдаланилган ус- 
улга ухшаш усул ёрдамида хрсил килиш мумкин. Биро^ cos л: функ
ция ёйилмасини sin л: функция ёйилмасини хадма-хад дифференциал- 
лаб з^осил цилиш осон дир*:

(sin л)' = ( * ) ' - ( - £ - )  +  

Бинобарин,

(2п— 1)!

cos д: 1 _ ^ -  +  —  
41 2!

+
(_ 1)п~1 х2П~ 2

(2л — 2)!
+  • (80)

Б у  ёйилма бутун сон укида уринлидир.
Б ином иал цат ор. f (х) — {1 +  х)т  функцияни х  нинг даражалари 

буйича ёямиз, бу ерда т  — нолдан фгркли исталган хак^щий сон. 
Берилган функцияни дифференциаллаймиз:

/ '  (х) =  т  (1 +  х)т~ \  f" (х) =  т  (т  -  1) (1 +  х)т~ г, 

f'" (х) =  т (т  -  1) (т -  2) (1 +  х)т~ 3, . . .

• • • > П о  =  пг (т — I) {т — 2 ) . . .  (т  — п +  1) (1 +  х )т~'1, . . .  ■

х  =  0 деб топамиз:

f (0) =  1, f  (0) =  т, f" (0) =  т (т -  1), Г  (0) =  т (т— 1) { т - 2 ) ,
. . .  , / (п) (0) —т (т — 1) (т — 2) . . .  (т — п +  1).

Коэффициентларнинг топилган кийматларини (66) формулага ку- 
йиб (1 4 -  х)т функциянинг Маклорен ^аторини хрсил ^иламиз:

1 I т1-4------х1!
от (от — 1) 

2!
■Л-2 +

от (от — 1) (от — 2) 3

3!
х 3 +

_|_ т (т — 1) — 2) ••• (т — я +  1) х п 
л!

Бу катор биномиал кат ор  дейилади. Унинг я^инлашиш интер 
валини топамиз. Даламбер аломатидан фойдаланиб топамиз:

* Х^адма- ^ад дифференциаллаш мумкинлиги даражали ^аторлар хоссаларида» 
келиб чицади.
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ffa±L =  lim
> Un П-юо

т (т — 1) (от — 2) . . .  (от — я +  1) (от — я)
__________  (л + 1)1

.к'Ч-»

от (от— 1) (от — 2) . . .  (от —л +  l)i 
л!

от — я I , ,
=  М  lim I , , | , - г

П—>00 j t l  1 |

Курамизки, | x [ <  1 да, яъни — 1 <  x  <  1 интервалда ^атор я^ин- 
лашади. Бу ^олда ^ам R n (x) ^олди^ ^ад \ х \ < 1  учун оо да нолга 
интилишини курсатиш мумкин. Биро^ бу исбот анча мураккаб бу л 
гани учун биз уни бу ерда келтирмаймиз.

Шундай цилиб, — 1 <  х <  1 интервалда куйидаги ёйилма уринли- 
Д И Р :

(i  +  x)» e l + 4 JC +  . « ( « - О

. . .  +

1! "  ’ 2! 
от (от —• 1) (от — 2) . . .  (от— я + 1) 

я!

*2 +  Гот ( о т - 1) (от 2) ^  +
3!

-Хп +  . . .  . (81)

Агар фа^ат т  натурал сон булмаса, \ х \ > \  да 1̂ атор узоклашади. 
Я^ннлашиш интервалининг чегараларида т  нинг тайин* ^ийматларига 
боглик равишда ^атор я^инлашади ёки узоклашади. Агар т  натурал 
сон булса, у хрлда п =  т  +  1 дан бошлаб барча коэффициентлар нолга 
айланади ва Ньютон биномининг хусусий холидан иборат куп^адни 
хосил ^иламиз. т  нинг турли ^ийматлари учун биномиал ^аторларга 
бир нечта мисол келтирамиз.

a) f(x )

(81) формулага кура:

Y 1 +  х  =  (1 +  х)'1'. Бу ерда т - —  #

(1 +  х)

+ 2 1
± _ 2и -

+  . . .  +

■ +

я!

* ^ аторчинг яцинлашиш интервали охирларида от нинг турли ^ийматларига мос 
л лда узини тутиши куйидаги жадвалдан куринади:

о т < — 1 узоклашади
1 — 1 <  т < 0 ноабсолют я^инлашади

от >  0 абсолют я^инлашади

J C = — 1 от <  0 узоклашади
от >  0 абсолют яцинлашади
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ёки соддалаштиришлардан сунг:

У Т + х =  —  +  —  
2 2 - 1!

1-х2 1-Зх3 
22-2! 23 - 31

1-3.5 . . .  (2п — 3) х п | _
2 Пп\ ' ^

Бу ёйилма — 1 < х <  1 хол учун уринли экани равшан. 
Муфассалроц текширишлар у х  — — 1 ва х =  1 учун хам уринли эка
нини курсатади (169- бет даги сноскага царанг).

j_

б) f ( x )  = - у = =  =  ( 1 + х )  2 . Б у е р д а  (81)

формулага кура | х | <  1 учун уринли булган куйидаги ёйилмани уно
сил циламиз:

1 . \ - х  , 1-Зд:2 ’ 1.3*51  ̂"х _i_ 1 '3* ______
У Т + Т ~ "  ~ ~ 2 Л \  22.2! 23*31 

( _  1 )п 1. 3 .5  . . . (2п — 1)
+ 2пп\

Х3 +

х п +  . (83)

(83) ёйилма х =  1 учун хам уринли эканини курсатиш мумкин 
(169-бетдаги снсскага царанг).

в) f (х) =  (1 +  х)ъ. Бу ерда т  =  5 . (81) формулани цулланиб, сод
далаштиришлардан сунг куйидаги ёйилмани хосил циламиз:

(1 +  х)5 =  1 +  5л: +  10x2 +  10х3 +  5д^ +  л:в.

у  =  In х ф ункцияни дараж али цат орга ёйиш. In х  функция х = 0  
да аницланмаган, шунинг учун уни х  нинг даражалари буйича цаторга, 
яъни Маклорен каторига ёйиш мумкин эмас.

г/ — In х функцияни х — 1 нинг даражалари буйича каторга ёямиз. 
Досилаларни топамиз:

} ' (х) =  —  =  х - 1, Г  (х) =  - 1 - х - 2, Г  (х) =  1 -2 х - 3,

i f IV (х ) = — 1 -2-3  х~4, . . .  , / (П) (х) =  ( -  I)"-1  (п -  1)! х ~ п..........
х =  1 да цуйидагига эгамиз: Д 1) = 1п 1 = 0 , f ' ( l )  =  l, f" (1) =  — Ь 

f"  (1) =  21, f IV(l) =  — 3!, . . .  , f<n)(l )  =  (— l ) n~ x) ( n -  1) ! , . . .
(65) формула буйича 1пх нинг Тейлор цаторини топамиз:

3! ( х — I)4X— 1 (х — I)2 , 21 ( *— I)3 
2! 3!

( - ! ) « - !  ( я -  1)1
п 1

(х-

41 

1)п +

ёки соддалаштиришлардан сунг: 
* - 1  (х - 1 У 2 | ( * - 1)3 ( * - D 4
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• • • ч~
( _  1)"-1 ( х — \)п

+

Даламбер аломатини татбиц цилиб ва цаторни якинлашиш интер- 
и охирларида текшириб, унинг х  нинг 0 < х ^ 2  тенгсизликларни 

ВаЛоатлантирувчи барча цийматлари учун як,инлашишини курамиз. х 
дйнг якинлашиш со^асига тегишли барча цийматлари учун \im R n(x) —

_^0 эканини курсатиш мумкин. Шу с а б а б л и 0 < х < 2  учун цуйидаги 
ёйилма уринли:

* _ 1  (х — I)2 , ( х - 1)3 , (— 1 )”—i (х — 1)” ,
-------------г _ + ~ — ■ • • + ------------ » + ■ • •

ф у н к ц и я н и  (65) ва (66) фзрмулалар буйича даражали цаторга ёйиш 
каланча ^осилани топиш ва цолдиц ^адни текширишга оид узоцдан- 
V30K хисоблашлар билан боглицдир. Функцияни даражали цаторга 
ёйишда бу цийинчиликлардан цутулишга имкон берадиган баъзи бир 
Усулдарни курсатамиз. Даражали цаторни унинг якинлашиш интерва- 
лида ^адма-^ад дифференциаллаш мумкинлигига асосланган бундай ус- 
ул лард ан  бири билан у  — cos х функцияни цаторга ёйишда танишган 
эдик.

Г е о м е т р и к  п р о г р е с с и я  ^ а д л а р и  и и р и н д и с и  ф о р м у -
л а с и д а н  ф о й д а л а н и ш .  /  (х) = —!— функцияни цараймиз.

х +  1
Куриш осонки, бу функция биринчи х;ади бирга тенг ва махражи 
— __ х  булган геометрик прогрессиянинг йириндисидир. Шунинг учун:

1
1 +  X

1 -  X +  X2 -  X3 +  . . .  +  ( -  1)* х п + (84)

Бу ёйилма | х | < 1  учун уринлидир. f (x )  функцияни f (*) =  ( 1 -f- 
+  х)-1  куринишида ёзиш мумкинлигини эслатиб утамиз, бинобарин, 
(84) биноминал цатордир ва уни (81) формула буйича \т  =  — 1 да ^о- 
сил цилиш мумкин эди.

У р н  и г а  ц у й и ш  у с у  л и. Бу усулнинг мо^ияти цуйида келти
рилган мисоллардан куринади.

1 -мисол. е~ х“ функцияни даражали каторга ёйинг,

Е ч и л и ш и . —х2 =  t  деймиз, у зрлда е 
бу функция ёйилмасини ёзамиз:

t t2 
е<= 1+ т г + т г + - -

(78) формуладан! фойдаланиб,

tn
+  , +  п\

Бу ёйилма t нинг барча кийматлари учун уринлидир. Хусусан, t — — х3 да х нинг 
“арча кийматлари учун уринли булган ушбу ёйилмага эгамиз:

+  ■ ■------- +  • • • +21 31 п\

функцияни х нинг даражалари буйича ёйинг.

( - 1)” *2
+

У Т

y i + t =  (1 +  0р 1 1
Е ч и л и ш и .  t =  — х2 деймиз. У зол да — -

ёйил1?°*:,М̂ лаН!1 татбик килиб, — 1 <  t <  1 интервал учун уринли булган ушбу 
Ни Л°сил киламиз:
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уг+т
1-г ч- з  f-

2-1! +  22-2I
1-3- 5Р 
23-3!

+  - -

( - 1 ) "  1 -3-5 . . .  (2n — Гу .
^  2^Jl +

Бу ёйилмада / нинг £рнига — х2 ни цуйиб, * нинг — 1 <  * <  1 интерваллйг 
барча цииматлари учун уринли булган ушбу ёйшшани з^осил циламиз: "

1 , , Ь х 2 1-3-х4 1-3-5 хе , 1-3-5 . . . (2л — 1)х2п
1_Г „  т  „о -г „ 0 0 1  +  • • • +  „ „  , +  . . .у г 2 -1! 22-21 23-3! 2п п\

3- мисол.
1 +  х- функцияни х нинг даражалари буйича ёйинг.

Е ч и л и ш и .  t =  x2 деб,
1 1

йича топамив;
— — -  =  — ни з;осил циламиз. (84) формула бЪ. 
JL -f- X 1 -j- 1  J

l
i + t

by  ёйилмада t  нинг урнига x2 ни цуйиб, —7 1 < х < 1  [интервал учун уринли бул.

И
1 + X 2 = 1 - х *  +  х4 - х « +  . . . + ( -  l ) *x2" + . „  

ёйилмани зрэсил циламиз.

И н т е г р а л л а ш  у с у л и б и л а н д а р а ж а л и  ц а т о р г а  ё йиш.  
Усулнинг моцияти цуйидагича. f  (х) функциянинг хосиласи учун да
ражали цатор маълум булсин. У  хрлда цаторни хадма-^ад интеграл- 
лаб, /  (х) функциянинг цаторга ёйилмасини цосил циламиз.

4 - мисол. 1п (1 4 -х )  функцияни х  нинг даражалари буйича цаторга ёйинг.
X
С dt

Е ч и л и ш и. Цуйидаги айниятни цараймиз: In (1 -f- х) =  I --------- . Интеграл ос-

1 ° 
тидаги y - j - y -  функцияни (84) формула буйича даражали цаторга ёямиз:

—  =  ! _ /  +  , 2 _ ; з + . . .  + ( _ 1)я<я + . , . .

Бу цатор t  нинг — 1 <  t <  1 интервалдаги барча цийматлари учун яцинлашади. Яцин- 
лашиш интервалида даражали цаторни цадма- з^ад' интеграллаш мумкин булгавидав 

х  I <  1 учун цуйидагига эгамиз:

In (1
X X

+  *) = J 7 + 7  = ! + ) dt--
о о

\х /2 I* /3 1х /4 1х

|о 2 |о"̂ ~ 3 |о 4 jo
( — 1 ) л /« + 1  \Х 

+  +  • /1+1  |о 
X4 (— 1)П*Л-Н
Т+---+  ^ТГ~ + ""

Ш ундай цилиб, агар — 1 <  лг <  1 булса, у холда 
хIn (1 +  х) =  х- (— \)п~1хп 

+ п--------+
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Kv теигл х  =  1 учун хам туррилигини курсатиш мумкин.
5- мисол. arctg х функцияни х нинг даражалари буйича ёйинг. 
Е ч и л и ш и .  К,уйидаги айниятни цараймиз:

arctg 4 i
dt-

+ t

Интеграл остидаги функцияни
1__

1 + * 2 “

формуладан фойдаланиб, даражали цаторга ёямиз (3 -мисол га царанг). Бу цатор t 
нинг — 1 <  t <  1 тенгсизликларни цаноатлантирувчи барча цийматлари учун яцин
лашади. Демак.

х х \ Р \
a rc tg х =  J  j  (1—*2 +  *4 — *в+ • • •  ~ "Tj~| 4-

0 0 0 0

+  ■
t5

+  . . . = * ■ ■ +  ■
X5 X7■ +  . . .

Бу ёйилма х нинг — 1 <  х  <  1 интервалдаги барча цийматлари учун тугридир. 
Бироц, у интервалнинг охирларида цам уринли эканини курсатиш мумкин.

Шундай цилиб, [— 1, 1] сегментга тегишли булган барча х лар учун цуйидаги 
тенглик уринлидир:

X* X* (— \)П-1Х2П-1
a rc tg х =  х —  +  - g -  . .  • +  + - . . .

4-§. ЦАТОРЛАРНИНГ тацрибий цисоблашларга татбици

Сонли ва функционал цаторлар тацрибнй хисоблашларда кенг цулла- 
нилади. Бу татбицларнинг баъзи энг мухимларини келтирамиз.

1. Функцияларнинг цийматларини цаторлар ёрдамида ^исоблаш. 
Функциянинг х  =  х 0 даги цийматини берилган даражадаги аницликда 
^исоблаш талаб цилинаётган булсии. Берилган функцияни ]а R , 
а +  -R[ интервалда

/  (х) =  а 0 +  ах (х — а) +  • • • +  ап (х — а)п +  • • •

Даражали цаторга ёйиш мумкин ва х =  х0 нуцта мазкур интервалга 
тегишли булсин. У  цолда

f  (*„) s= ад +  ах (х0 — а) +  а2 (х0 а)2 +  • • • +  <z„ (хо о) + • • * * •

Етарли сондаги дастлабки хадларни олиб, цуйидаги тацрибий тенг- 
ликка эга буламиз:

f  (х0) «  S n (х0) =  а0 +  а х (х0 — а) +  а2 (х0 — а)2 +  • • • +  ап (х0 — а)п.

„Бу тенгликнинг аницлиги п ортиши билан оша боради. Бу тацри. 
биа тенгликнинг абсолют хатолиги, яъни |/  (х0) — Sn (х0)| цатор цол. 
Аигининг модулига тенг:
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I f  (*o) — S n (x0) I =  I rn(x0) I,
бу ерда

Г„ (Л'о) =  °n+i  (X0 —  a )n+ ‘ +  o„+2 (лг0 —  a )n-2  +  • . . .

f ( x о) функциянинг ^ийматини s > 0  ани^лик билан хисобламо^чи 
булсак, шундай п та дастлабки хадлар йириндисини олишимиз керакки,

\f(Xo) —  Sn (x0) \  =  \гп (хо) | <  е

булсин.
Катор ^олдирини бахрлаш усуллари билан 1- §, 7- пунктда танишган 

здик.
Катор колдирини бахолашнинг яна бир усули — Тейлор (ёки Мак

лорен) ^аторининг i-рлди^ хади ёрдамида ба^олаш усулини келтира- 
миз.

Маълумки, агар функция даражали каторга ёйилгая булса, бу 
катор Тейлор ёки Маклорен катори булади (3-§, 4-пунктга ^аранг). 
Б у долда абсолют хатолик, яъни | / (х0) — S n (х0) \ айирма Тейлор 
(ёки Маклорен) ^аторининг ^олди^ хади модулиги тенг.
Шундай килиб,

I f  Ы  -  s ,  (* ,)  | - | Я .  M I =  | (Хо __ а )“+ |

бу ерда с  сон а ва х 0 орасида жойлашган. Дар бир конкрет холга 
цараб ^атор ^олдирини бохолашиинг у ёки бу усули ^улланилади.

1- мисол. е сониии 0,001 гача аншушк билан з^исобланг.
Е ч и л и ш и .  Маълумки, з а̂р цандай х учун (78) ёйилма уринлидир:

у  2
вх  =  1 +  X  + ------■

21
х =  I да ^уйидагига эгамиз:

+  • +  —  + .

е — 1 + 1  +  -J_-f-_L_+ . . . + _ L- + ,
2! 3! п\

Дастлабки я +  1 та з$адни олиб,

1+ 1+  —  + — +  . . . +  1
21 3! п\

тацрибий тенгликни х;осил киламиз.
Я^инлашиш хатолигини Маклорен ^аторининг цолдик з^ади ёрдамида ба^олай- 

миз. /("+!) (л:) =  е* булгани учун Rn (х) — е°

орасида ётади. х =  1 да:

К  CD =
( л+1)!

. 1̂ +1 =  .

хп+1 , бу ерда с сон 0 ва х

0 <  с <  1.

е <  е1 <  3 эканини эътиборга олиб (V
3

< — —— ни хосил киламиз.(rt+l)!
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(л + 1)!’

зоб, 1-§, 8 -пунктга к^аранг), / ?п ( 1 ) <

Агар п — 5 булса, у з^слда
(5 + 1 )! 240

-> 0 ,0 0 1 , агар га =  6 булса, у

з̂ олда
(6+ 1)! 1680

-< 0 ,0 0 1 . Шу сабабли талаб килинган аншушкка эришиш

уй и =  6 деб олиш етарлидир.
Шундай килиб, 0,001 гача ашнушк билан куйидагига эгамиз:

e « l  +  l + _ L  +  J _  +  J _ + _ L + J _ .
2! 3! 4! 5! 6!

Биз йул куйган хатоликка яна ^ушилувчиларни яхлитлашда к,илинадиган хатолик 
^аМ ^ушилмаслиги учун з̂ ар бир кушилувчини битта ^ушимча хона билан ёзиб чи-

f -ЬОООО +  1,0000 +  0,5000 +  0,1667 +  0,0417 +  0,0083 +  0,0014 =  2,7181.
Демак, 0,001 гача аншугак билан: е = 2 ,718 .

* 2- мисол. sin 18° ни 0,0001 гача ани^лик билан з^исобланг.
Е ч и л и ш и .  sin* учун х нинг барча кийматларида уринли булган (79) ё иилмага эгамиз:

х$sin х  =  х  —------+
3! 5!

+  (— l)fi-l х 2Д-1 + ___
(2л — 1)!

18° ни радианларга утказиб, х — п/10  ни з^осил киламиз. Демак,
я5sin 18° =  sin

10 10 3! 103 +  5! 10s
Бу катор ишоралари алмашинувчидир, унинг з^адлари абсолют киймати буйича 

камаяди ва умумий з^ади нолга пнтилади. Шунинг учун каторнинг ^олдири биринчи
ташлаб юборилган з^аддан катта булмайди (1- §, 7- пунктга каранг).------------->  0,0001

3! 103

5! 10®
- <  0,0001 булгани учун 0,0001 гача аншушк билан

sin 18°
10

я 3 

3 ! 103

ни з^осил киламиз. Барча хисоблашларни я  «3 ,14159  деб битта цушимча хона раза
ми олиб бажарамиз. я 3 =  31,00624 булгани учун

31,14159 31,00621 _
sin 18° : 0.31416 — 0,00517 =  0,30899.

10 6000 
Шундай килиб, s i n  18° « 0 ,3 0 9 0 .
2. Интегралларни такрибий ^исоблаш. Усул мо^иятини мисоллар 

еРДамида тушунтирамиз.
1 / _у2

1- мисол. j е dx анщ интегрални 0,001 гача аниклик билан хисобланг.
_ о
Е ч и л и ш и .  Бу интегрални з^исоблаш учун Нью тон—Лейбниц формуласини 

татбиц ^ила олмаймиз, чунки нинг бошлангич функцияси мавжуд булса-да, бирок; 
элементар функциялар оркали ифодаланмайди. Шунинг учун интеграл остидаги г —** 
функцияни даражали ^аторга ёямиз (3- §, 3 -пункт, 1-мисолга каранг):

е - ^ = 1 _  j L + J L - _ ^ ! _ + .  . .  .
1! 2! 3!

сан ^атоР бутун сон у^ида як.инлашади. Демак, уни исталган сегментда хусу- 
* [0)1/3] сегментда з^адма- з^ад интеграллаш мумкин
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tit —X*
J e 0

X5

5.21 7-3!

*2 
~~7T 

0 3

* & 1 1' + . | dx =  х
1

---  X3з _ _ L _
21 31 > 0 3.11 +

1 +
1 1 - +

3-1133 5-2135 7-313*
Изланаётган интеграл ишоралари алмашинувчи цатор йигиндисига тенг. Сунгра

^ u .u u t .  ^. < 0,001,
2430 3-11 З 3

1 = _ L  > 0 ,0 0 1 .
5-2! 35

булгани учун ишоралари алмашинувчи цатор булганда хатоликни цисоблаш цоидаси- 
га асосан (1-§, 7 -пункт царанг) 0,001 гача аницлик билан цуйидагига эгамиз:

l '[ е Х d x «  —  — «  0,3333 — 0,0123 =  0,3210. 
о 3 3 • З3

Va -X*
Шундай цилиб, j  е dx ж 0,321. 

о
е~*’ функциянинг F (х) бошлангич функцияси элементар функция эмаслигини цаид 
циламиз. Уни даражали цатор йигиндиси куринишда цосил цилиш осон. Бунинг уч
ун е~х1 учун олинган цаторни 0 дан х гача оралицда интеграллаймиз:

п  \ X3 , X5 X7 ,F(x) — x — ---------+ ---------- -------------- >+ • • •
3-1!  5-2!  7-31

Бу функциянинг цосиласи га тенг: F' (х) =  е~ х ■

2 -мисол. f s ‘n * dx интегрални 0,001 гача аницлик билан цисобланг.
0,5 х

X3 XsЕ ч и л и ш и .  s i n x = x — ------+  ■— — —  . . .  булгани учун бу тенгликнинг
3! 5!

иккала цисмини цадма-^ад х га булиб, цуйидаги ёйилмани цосил циламиз.
sin х __ j __ х2 х1 ____

3! 51

Бу тенгликнинг иккала цисмини интеграллаймиз:

+

0,5 

Х5 I 1

dx =  1 '
3! 51

0,5

5-51 0,5

• • 1 dx =  x

I
X3

1

+
J 0,5 3-31 0,5

1 \ ^ f l _ 1

3 - 3 123 J V5-51 5-5 12s

Хосил цилинган бу цаторни Лейбниц теоремаси (1- §, 6 -пунктга царанг) шарт- 
ларини цаноатлантирувчи ушбу иккита яцинлашувчи ишоралари алмашинувчи цаторл<ф 
айирмаси сифатида цараш мумкин:

- 4 - . . . .  (*)1 — _ L +  --- -----------—
3-31 5-51 7-7!

ва
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1
■ +

1 1
3-3I23 5-5125 7 .7  12?

■ +
(**)

Щунинг учун

Г £i£L£ dx =  \ \ — —L - f ----- 1------— + •  • • 1 — Г—------ ■ - ■ +
J  х L 3-31 5-51 7-71 J [ 2 3-3123
0,6

+ ---- ----------- ----- + • • . 1.
^  5-5125 7-712’ j

Бироц Лейбниц аломати буйича ишоралари алмашинувчи яцинлашувчи цаторда 
хатолик ташлаб юборилган ^адлардан биринчисининг модулидан ^катта була олмас-
пиги в а — !— . <  0,0005 [(*) цатор учун], -----!— <  0,0005 [** цатор учун],

7.71 K.Kios

булгани учун:

dx

0,5

1 ——— +  
3-31 5У ' [

5 - 5 125 

1
~2~ 3-3 12

I
Шундай цилиб, 0,001 гача аницлик билан j*sin * dx =  0,453 га эгамиз, чун-

0,5
ки тацрибий сонларни айиришда абсолют хатолар цушилади (IX боб, 4- §. 3- пунктга 
царанг).

5 -§ . к о м п л е к с  Уз г а р у в ч и н и н г  ф у н к ц и я с и
ХАКИДА ТУШУНЧА. КОМПЛЕКС СОХ,АДЛГИ ДАРАЖАЛИ КАТОРЛАР

1. Комплекс узгарувчининг функцияси з^ацида тушунча. V II бобда 
комплекс сон тушунчаси киритилган эди. Энди комплекс узгарувчи
нинг функцияси тушунчасини киритамиз.

г =  х  -f- y i комплекс сонлар туплами G ни ва w  =а и +  vi комплекс 
сонлар туплами Г ни цараймиз.

Комплекс узгарувчининг функцияси  деб цар бир z £ G  комплекс 
сонга бир ёки бир нечта w  £Г цийматни мэс ц;5яднган цоидага айтилади. 
G туплам функциянинг аницланиш сохаси, г  эркли узгарувчи, w  эрк- 
сиз (борлик) узгарувчи  ёки мослик цаидасининг узини цам ф ункция  
дейилади. Геометрик нуцтан назардан функциянинг аницланиш сохаси 
комплекс текислик нуцталарининг бирор тупламидан иборатдир.

Комплекс узгарувчининг функцияси ^ациций узгарувчининг функ
цияси каби белгиланади: да=/(г).

Келгусида фацат б и р  ц и й м а т л и  ф у н к ц и я л а р н и н г  яъни 
зббнинг цар бир цийматига д а £ Г н и н г  я г о н а  ц и й м а т и  м о с  к е 
л а д и г а н  ф у н к ц и я л а р н и  цараймиз.

К,уйидаги купцад комплекс узгарувчининг функциясига мисол 
°Ула олади:

w  =  а0 г п +  a xz n -1 +  . . .  +  ап , х z  +  ап,

ерда п натурал сон, а0, а х, . . .  ап—комплекс сонлар. 
да функция 2 нинг барча цийматлари учун, ёки бэшцача айтган-

бугун комплекс текисликда аницланган.
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Иккита купхадиинг нисбатидан иборат булган функция рационал

ф ункция  дейилади. Масалан, w 5 г 3 +  6 г  — 7 рационал функциядир.
2 г2 +  3 г — 2

Комплекс узгарувчиниг функцияси учун лимит, узлуксизлик ва 
хосила тушунчалари оддий функция ^олидагидек аникланади.

Д астлаб комплекс текислик нуцтасининг атрофи тушунчасини кири
тамиз: г 0 нуцтанинг б атрофи деб маркази z0 нуктда ез радиуси б бул
ган доиранинг ичига айтилади.

Агар ^ар цандай мусбат е сон олинганда хам, г0 нуктанинг шун
дай б атрофи мавжуд булсаки, комплекс текисликнинг бу атрсфда 
ётувчи барча (г0 нукта бунга кирмаслиги мумкин) z  иуцталари учун 
|/ (г) — с\ <  е тенгсизлик бажарилса, с =  а  +  ib комплекс сон w  =  /(г) 
функциянинг z  —>■ z 0 даги лимит и  дейилади.

Ф ункция лимити цуйидагича белгиланади:

l i mf  (2) =  с.

Агар lim f ( z ) — f { z 0) тенглик уринли булса, w  =  f ( z )  функцияz0
Z-r*Z0

нуктада узл ук си з  дейилади.
Берилган нуцтада узлуксиз булган бир нечта функциянинг йигин- 

д и с и  ва купайтмаси ^ам бу нуктада узлуксиз функция булишини кур
сатиш мумкин. Агар иккита узлуксиз функциянинг булинмасида мах- 
раж  берилган нуктада нолга тенг булмаса, бу нисбат хам узлуксиз 
функция булади.

Комплекс узгарувчининг w — /  (z ) функциясининг хосиласи хщш- 
кий узгарувчи функциясининг ^осиласи каби аникланади, яъни функ
ция срттирмасининг эркли узгарувчи орттирмасига нисбатининг эркли 
узгарувчи орттирмаси нолга интилгандаги лимити каби аникланади:

/ '  (2) =  lim
Дг-*0

f (г  -f- А г) — /  (г)  ̂
Дг

Мисол. w =  f ( z )  =  zn фуикциянинг х;ссиласини топинг.
Е ч и л и ш и .  К^уйидагига эгамиз: /  (г +  Дг) =  (г +  Дг)" Ньютон биноми фор- 

муласиии татбик этиб топамиз:

/ ( г  +  Д г ) = ( г  +  д г) п ^  z„  + п  г я _ 1  д 2 +
2 !

Функция орттирмасини топамиз:

A w — /  (г +  А г) — /  (г) =  гп +  л г " - 1 Дг + п ~ 11...гп- 2 (Д г)2 +  . . .  +  (Д г)"|-

— г п =  пгп—1 Дг +  г4- 2 ( Дг)2 +  . .  +  (Дг)л.
2!

Демак,

л иг"—1 Д г +■
f  (z)= (lim ) ^  =  lim

п ( п  —  1)

2! ; (Дг)2 +  . .  . +  (Дг")

Дг-т»0 Д  z  Дг—>-0 Дг

=  lim \ п г п-
дг->0 L

{Дундай килиб ,

^  п ( п — 1) , п -2 Д г +  . . . +  (Дг)" ■

(гп) ' = п г п- 1.

Зрциций узгарувчининг функциялари учун келтириб чицарилган 
йигиндини, купайтмани ва булинмани дифференциаллаш цоидалари ком
плекс узгарувчининг функциялари учун хам уринли булишини курса
тиш мумкин.

2. Комплекс ^адли сонли цаторлар. Дадлари zn =  х п +  iy n комплекс 
сонлар булган 2^  z2, . . . ,  z n, . . .  кетма- кетликни цараймиз. Мазкур 
хрл учун кетма-кетликнинг лимити тушунчасини умумлаштирамиз.

Агар ^ар цандай мусбат 8 сон олинганда хам, шундай натурал N  
сон топилсаки, барча натурал n ^ N  сонлар учун \zn — c |< s  тенгсиз
лик бажарилса, с  — а + ib комплекс сон { zn} кет ма- кет ликнинг ли
мити дейилади.
гп —  с =  (хп +  i y n) - -  [a + b i )  =  [хп -  a) +  i  (уп -  Ь) булгани учун
\гп -  с\ =  | (хп - а )  +  i (уя -  Ь) | =  у ( * в _  а)2 +  (уп -  Ь)2 <  в.

Бирок; у  (хп -  а)2 +  [уп -  6)2 ифода (хп ; у п) ва (а; Ь) нуцталар,

яъни г п ва с нуцталар орасидаги масофага тенг; демак, агар с сон 
{zn}  кетма-кетликнинг лимити булса, у  холда п усиши билан г п нуц- 
талар с  нуцтага чексиз яцинлашади.
: : Дадлари комплекс сонлардан иборат

Z1 +  Z2 +  • • • +  +  - ”  (85)
цатор берилган булсин, бу ерда z n — xn +  iy n. Агар цатор хусусий йи- 
Риндиси S n — z x +  z2 - f - . . .  -!- zn нинг n - >  схз да лимити мавжуд бул
са, (85) к;атор якинлашувчи, 5  =  lim S n лимит эса унинг йигиндиси

П—*оо
дейилади; агар бу хусусий йигинди лимитга эга булмаса, цатор узоц-  
лашувчи дейилади.

I', ■ КуйВДаги теорема уринли булиб, биз уни исботсиз келтирамиз.

; Теорема. Комплекс хрдли кат ор берилган булсин:

*1 +  z2 +  . . .  +  z n +  . . .
У х1олда берилган кат ор уадларининг м одулларидан т узилган

Iz il + 1  2 г1 +  • • • +  \г п\ +  • • •
Цатор якинлаш са, берилган кат ор %ам я щ нлаш ади .
I Агар комплекс 2{эдли цатор берилган булиб, унинг хадлари мо- 

Дулларидан тузилган цатор якинлашувчи булса, берилган цатор 
абсолют якинлашувчи дейилади. Комплекс ^адли абсолют якинлашувчи 
каторлар хадлари сонлардан иборат абсолют якинлашувчи ца-
торларга эга булган хоссаларга эгадир.

3. Комплекс сохада даражали цаторлар.
Ушбу
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даражали цатор берилган булсин, бу ерда z  — x - \ - i y  ва а0, аъ . .  ш>а 
коэффициентлар комплекс ёки хающий сонлар. Ха^икий сонлар соха
сида даражали крторлар учун ^илинганига ухшаш цуйидагиларни 
аницлаш мумкин.

1. ХаР бир даражали катор учун, умуман айтганда, шундай п 
сон мавжудки, барча \ z \ < R  учун даражали ^атор якинлашади, | z | > ^  
учун эса узоцлашади. Комплекс текисликнинг |г |С -R шартни каноат- 
лантирадиган z  =  x  +  iy  ну^талари радиуси R  ва маркази координа
талар бошида булган дойра ичида ётади*. Бу дойра даражали цатор- 
нинг якинлашиш доираси, унинг радиуси R  эса якинлашиш радиуси  
дейилади. Я^инлашиш доирасининг ташкарисида, яъни |z)>jR [буладиган 
нукталарда даражали ^атор узоцлашади. Якинлашиш доирасининг 
чегарасида, яъни |z| =  R  нукталарда конкрет холларга караб катор 
я^инлашувчи ёки узоклашувчи булиши мумкин.

И з о Агар даражали ^атор факат 2 =  0 нуктада якинлашса, 
унинг якинлашиш радиуси нолга тенг деб хисобланади: R  — 0.

Агар даражали катор z  нинг хамма кийматларида, яъни комплекс 
узгарувчининг бутун текислигида якинлашса, у >рлда каторнинг 
якинлашишрадиусини чексизликка тенг деб ^исобланади: R =  оо.

2. Якинлашиш доирасининг ичида даражали ^атор ^адлари ха^и- 
ц т  сонлар булган ^аторлар эга булган барча хоссаларга эга булади, 
яъни якинлашиш доирасининг ичида даражали ^атор абсолют якин
лашади ва унинг йигиндиси S {z )  комплекс узгарувчининг узлуксиз 
функцияси булади, даражали ^аторни якинлашиш доираси ичида 
хадма-хад дифференциаллаш мумкин, бунда ^осил ^илинган ^атор- 
нинг якинлашиш радиуси дастлабки каторнинг якинлашиш радиуси- 
га тенг булади. Б у  тасдикларни биз исботламаймиз.

Бирор якинлашиш доирасида даражали каторнинг йириндиси  сиф а
тида ифодаланиши мумкин булган комплекс узгарувчили ф ун кц и я  
бу якинлашиш доирасида аналит ик ф ункция  дейилади,

Якинлашиш доирасини Даламбер аломати ёрдамида топиш мум
кин.

Мисол тарик,асида

1
И ■ + ' 2! Я| +  • • (86)

^аторнинг якинлашиш сохасини топамиз.
Берилган цатор ^адларининг модулларидан тузилган ушбу цатор- 

ни ^араймиз:

И1  +  +  +
11 ' 21 п\

№ . „ , =  Ж ± ! -
п\ ’ п+1 (п + 1)! ’

1 +  - S -  +

Б у мусбат ишорали катор дир: ип =

П т «  П т
П —> ОО U fi  /2—>00

J z £ + i .  \z\n 
(и + 1)! n\

1=  |zl lim —— =  |z| -0 =  0.
П—>oo t l - j- 1

* Бу |г| нинг г  нуцтадан координаталар бошигача масофа сифатидаги таърифи 
дан келиб чи^ади (VII боб, 3- §, 1- пунктга каранг).
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(87)

Un_j =  0 <  1- Бинобарин,щундай 1̂ илиб, исталган z учун lim ^

(87) ^атор комплекс узгарувчининг бутун текислигида якинлашади; 
биро^ У хрлда 2- пунктдаги теоремага кура (86) катор хам комплекс 
у згар у в ч и н и н г  бутун текислигида якинлашади, шу билан бирга аб
солют якинлашади.

Курсаткичли ва тригонометрик функциялар тушунчаларини ком
плекс сохадаги даражали цаторлар ёрдамида комплекс узгарувчи бул
ган ^ол учун умумлаштирамиз.

Бизга маълумки, х  нинг исталган ха^и^ий циймати учун куйидаги 
(78) ёйилма уринлидир:

е *  =  Н ----- —  +  -Г Г - +  • • • Н--------—  +  • • ••1! 21 п \

(78) ^аторда х  х а ц щ т  узгарувчини z  комплекс узгарувчи билан 
алмаштиришдан хрсил булган ушбу цаторни царайлик:

! +  ■ • + - i r + -
Биз ^озиргина бу цатор комплекс узгарувчининг бутун текислиги

да яцинлашишини ва бинобарин, унинг йигиндиси аналитик функция 
булишини ва у z нинг ^а^и^ий кийматларида (яъни z =  х  да) ех би

лан бир хил (ех нинг узи) булишини курсатдик. Бу цаторнинг йигин- 
дисини комплекс узгарувчи булган хрл учун ю^оридагидек ех оркали 
белгилаймиз. Демак, таърифга кура

+ ' • +21 ' 31 ' /г!

Иккита исталган zx ва z2 комплекс сонлар учун ег'+г‘ =  i 
тенглик уринли булишини курсатиш мумкин.

(88) крторни хадм а-хад дифференциаллаб, топамиз:
_п—1 .  ,5

(88)

(«У
2 г 3 г3 nz
21 31 п\

г"
п\

+  . . .  =  1 +  т + . ■+

Буни (88) тенглик билан таадослаб, (егУ — е ни >рсил киламиз. Шун-
Даи цилиб, ег функция комплекс сох,ада курсаткичли функциянинг 
асосий хоссаларига эга булади. z нинг комплекс кийматлари учун 
sin г ва cos z ни х.ам шунга ухшаш ани^лаймиз:

sinz =  z ------ _L--------
3! ^  5!

cos z =  1 —

( _  i)«-l г2"-1 
(2n — 1)!
( _ 1)П г2П

2 п\

(89)

(90) 
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Бу цаторлар 2 нинг барча цийматлари учун абсолют яцинлашади. 
г  =  х, (х — хациций узгарувчи) да юкорида аницланган функциялар 
цациций узгарувчининг мос равишда sin  х ва cos х  функциялари билан 
бир хил булади.

(89) ва (90) муносабатлардан бевосита sin  (— z) =  — sin z, 
cos (— 2) =  cos z экани куринади.

(89) ва (90) цаторларни хадма-хад дифференциаллаб, (sin г)' =  cos г, 
4cos2)' =  — sin 2 эканини топамиз.
ег курсаткичли функция билан sin  г ва cos г  тригонометрик функция

лар орасида содда богланиш мавжуд. z  — i t  булсин, бу ерда t  — 
комплекс сон. z  =  i t  ни (88) цаторга цуямиз, у ^олда

it _ (it)2 (it)* 
2! - 3!

(it)*
• +  ^ г  +

(«‘О5 («)“
5! +  6! +

Маълумки, г2 =  - 
ц. к.

Шунинг учун

1, i3 ■■ г  • I =  — г, г г  - i‘ =  ( — 1) ( — !) =  ! ва

it it3 , t* it* 
3! ^  41 ' 5!

it7t 8
6! 7!

(88) цатор 2 нинг исталган цийматида абсолют яцинлашади, демак, 
цушилувчиларнинг урни алмашишидан цаторнинг йигиндиси узгармай- 
ди. Шунинг учун цуйидагига эгамиз:

( 1 -
t2 , t4 
2! ' 4!

J L  +  J L
3! ' 5! 7!

Бироц t нинг исталган цийматида

_  Л  
6!

муносабатлар уринли. Демак, 
it

cos t =  1 ------— +  ■
2! 4!

t3 , <5 V . 
3! 1 5! 7!

(91)e" = c o s t - \ - i  sin^, 
бу ерда t — исталган комплекс сон.

(91) тенгликда t ни — t  га алмаштириб, топамиз:

ё~ н — cos (— t) +  i sin (— t) =  cos t — i sin t.
Шундай цилиб, исталган t комплекс сон учун цуйидагига эгамиз:

elt — cos t +  i  sin t, e~“ =  cos t — i sin t. (92)
(92) формулалар Эйлер* ф ормулалари  дейилади. Бу фэрмулалар-

дан
J t -it -it

cos t (93)

ни ТОПИШ осон.

*JI. Эйлер (1707 — 1783) буюк математик, механик ва физик. 
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Мисол.
з + г .

2 н и  ТОПИНГ.

Е ч и л и ш и .  Курсаткичли функцияхоссасига кура е 3+ ‘ п!,= е 3е1 . Энди V л/"
|  „ я

ни хисоблаш учун Эйлер формуласини t =  —j -  да цулланиб, цуйидагига зга бу- 

ламиз:
3-)-/ я/2 I я /2

cos

Пировардида, комплекс текисликда ег функция T  — 2 n i  даврли даврий функ
ция эканини цайд циламиз. ^ацицатан :^ам,

е*+2я I _ ег . е2я I _ ег (СОз 2л -j. ,• s;n 2л) = ег .

6 - §. ФУРЬЕ ЦАТОРЛАРИ 

1. Даврий жараёнлар ва даврий функциялар. Табиат ва техникада 
содир буладиган жуда куп жараёнлар маълум вацт оралигида такрор- 
ланиш хоссасига эгадир. Бундай жараёнлар даврий жараёнлар дейила
ди. Двигателда шатун ва поршениинг харакатлари, электромагнит 
тебранишлар тарцалиши билан бог лиц булган ходисалар ва купгина 
^одисалар даврий жараёнлар га мисол була олади. Даврий жараёнларни 
урганиш математикада даврий функциялар билан тавсифланади. Д ав
рий функция таърифи I боб, 4- §, 8- пунктда келтирилган.

s in x  ва cos х энг содда даврий функцияларга мисол булади. Бу 
функцияларнинг даври 2 я  га тенг:

sin (х ±  2 я) =  sin х, cos (х ±  2 я) =  cos х.
Р'; sin ю х ва cos сох функциялар цам даврий функция лар дир, бироц,- 
уларнииг даври Т =  2я/со га тенг. Хацицатан цам, масалан,

2л
=  sin (со х  ±  2я) =  sin со х.sin СО X ■

[ V  со
л Иккита даврий функциянинг йигиндиси масалан, csinco1x +  
+&cosco2x куринишдаги функция умуман айтганда, энди даврий бул- 
майди. Бироц, агар сох: со2 нисбат рационал сон булса, у хрлда бу 
йигинди даврий функция булишини исбот килиш мумкин.

Энг содда даврий жараён — гармоник тебраниш sin сох ва cos сох дав
рий функциялар билан тавсифланади. Анча мураккаб даврий жараён
лар sin сох ва cos сох куринишидаги чекли ёки чексиз сондаги цуши- 
лувчилардан тузилган функциялар оркали тавсифланишини цуйида кура- 
миз.

Келгусида бизга зарур буладиган бир нечта формулани келтира- 
миз.

р  ва к бутун сонлар цандай булишидан цатъи назар, цуйидаги 
тенгликлар уринлидир:

f агар р  Ф k булса, 0 ;
’ (94)cos рх  • cos k xdx =  

s in p x ’s i n k x d x  —

{агар p = k  булса, я .

f агар р  Ф k булса, 0 ; 
ja ra p  p  =  k булса, я. (95)
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sin p x ' c o s k x  d .x —0 ,

j  c o s k x d x  =  0, j  s i n £ x d x  =  0 .
—я  —я

Масалан, (94) тенгликни текширайлик. Бизга маълум булган
, cos (р +  k) х -f- cos (р — k) х cos рх  • cos kx  =  ----- _ — '— ------—----- :-----

(96)

(97)

•формуладан фойдаланамиз. Дастлаб, р  Ф k дейлик. У холда

1Г cos р х -  cos k x  d x  = .  
- я  2

sin (p +  ft) X sin (p— k) x 

P +  k p — A.
=  0 ,

чунки sin  (p +  k) я  =  0 , sin  (p — k) я  — 0 .
Агар p  — k булса, у ^олда cos р х -cos k x  =  cos2p x  —- 

ва

1 -f- cos 2px

f cos2 p x  d x  == _ L  f(l +  cos2 px) dx =  _ LJ. o *L о2
(95), (96) ва (97) тенгликлар хам худди шундай текширилади.

2. Фурье цатори. К,уйидаги функционал цаторни цараймиз:
—  +  ах cos х +  bx sin х +  а2 cos 2 х +  b2 sin 2х +  . . ,  +  ап cos пх  +

+ b n sin пх  + (98)

Бу цагор тригонометрик цат ор  дейилади. а0, av  bv  а2, b3, . . . '  
. . . ,  а п, сонлар тригонометрик цаторнинг коэффициентлари

дейилади. К,аторнинг озод хади келгусида хосил буладиган формула-
лар бир хил куринишда булиши учун —  куринишида ёзилган. (98) 

цатор купинча цуйидаги куринишда ^ам ёзилади:
оо

+  (ап cos пх  4 - bn sin  пх). (99)
п =1

(99) тригономэтрик цаторнинг хадлари умумий Т  =  2 я  даврга эга 
булгани учун, цаторнинг йигиндиси .%ам, агар у яцинлашса, 2я  давр
га эга булган даврий функция булади,

f (х) функция бу цаторнинг йигиндиси булсин:

f (х) =  4 - (ап cos пх  4- bn sin пх). (99')

Бундай ^олда f  (х) функция тригонометрик цаторга ёйилади дейи
лади. Бу цаторни [ — я , я ] сегментда (тугри) якинлашувчи деб фараз 
циляб, унинг коэффициентларини цандай топишни курсатамиз.

Сегментда тугри якинлашувчи цаторни бу сегментда хадма-^ад 
интеграллаш мумкин (2- §, 2- пунктга царанг). Шунинг учун:

Я  Я  оо я я

j /  (х) dx =  j i L  dx  4 - ^ ]  (  an 1 cos nx dx  +  bn ( sin nx d x j.
—я  —л n =* 1 — я  —я

Я я
Бироц j cos nx dx  =  |  sin nx dx  =  0 [(97) га царанг], шунинг учу»

—Я —Я
^уйидагига эгамиз:

я я я
|  /  (х) dx  =   ̂ dx  =  -у- х — о0 я .

—я —л —я
Бу ердан
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°0 -  —  J /  (х) dx.
—Я

Энди k натурал сон булсин. ak коэффициента и топиш учун (99')' 
цаторни cos kx  га хадма-хад купайтирамиз. }\осил цилинган

ОО

f (х) cos kx =  cos k х  4 - (ап cos пх  cos kx  4- bn sin nx  cos kx)
n== 1

цатор 2- §, 2- пунктдаги 5- теоремага кура [— я , я] сегментда тугри 
маънода якинлашувчкдир. Уни хадма-хад интеграллаймиз:

Я  Я  оо Я

J/(x)cos£x dx  =  j cos kx  dx  +  ^  ( an J  cos nx  cos kx dx  4-
— я  ^  —Я n  =« 1 —Я

я \
4- j s i n n x  cos&x dx ). ( 100;

— Я
Я

(97) формулага кура j  cos kx dx  =  0, (94) ва (96) тенгликларга кура
— Я

йигинди белгиси остида п =  k булгандаги фацат битта интеграл-1 
нолдан фарклидир:

Я

J  cos2 kx dx  =  я .
— Я

Шунинг учун (100) тенглик
Я

J / M  cos k x d x  =  a k я  
—я
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куринишда ёзилади, бу ердан:

cos k x  dx.

Худди шунга ухшаш (99') тенгликнинг иккала цисмини sin&x га
купайтириб ва — я  дан я  гача оралицда интеграллаб, (95), (96) ва
-(97) тенгликларга кура b k коэффициентлар учун цуйидаги ифодани 
хосил циламиз:

1 j  / (*>s m k x  dx.

Шундай цилиб, агар даври 2 я  булган даврий f  (х) функция [—л,  
я] сегментда тугри яцинлашувчи (99) тригонометрии цаторнинг йигин- 
диси булса, бу цаторнинг коэффициентлари цуйидаги формулалар 
буйича аницланади:

 ̂ П  Я

а 0 =  —  f  (х) dx, а — —  \ f  (х) cos kx  dx,
Я  J JT J—я —я

я

bK =  —-  j f (x) sin kx dx.
( 101)

Бу формулалар буйича исталган натурал k учун цаторнинг барча 
коэффициентларини цисоблаш мумкин. Цаторнинг бу формулалар буйи
ча аницланган коэффициентлари Эйлер — Фурье коэффициентлари (ёки 

■Фурье* коэффициентлари)  дейилади.
Коэффициентлари (101) Э й л ер— Ф урье формулалари  буйича аниц- 

ланадиган ушбу

• + {а п cos пх  +  ba sin nx'j

тригонометрии цатор /  (х) функциянинг Ф урье цатори  дейилади.
Шундай цилиб. агар даврий f (х) функция тугри яцинлашувчи 

тригонометрик цаторнинг йигиндиси булса, бу цатор унинг Фурье ца
тори булади.

3. Фурье цаторининг яцинлашиши. (101) формулани келтириб чи- 
царишда биз олдиндан /  (х) функция тугри яцинлашувчи (99) тригоно
метрик цаторга ёйилади деб фараз цилган эдик. Агар бундай фараз 
цилинмасдан f (х) функция учун ( 101) формулаларнинг унг томонла- 
ридаги барча интеграллар мавжуд деб олинса, у цолда бу формула
лар буйича а0, ак ва Ьк коэффициентларни цисоблаш мумкин ва бе
рилган функциянинг Фурье цаторидан иборат булган (99) тригономет
рик цаторни тузиш мумкин.

Шундай йул билан тузилган Фурье цатори яцинлашувчи буладими, 
агар у яцинлашувчи булса, у ана шу цаторнинг коэффициентларини

Ж . Фурье (1768— 1830) — француз математиги.
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^исоблаш учун фойдаланилган худди шу f (х) функцияга яцинлашади 
деб айта оламизми?

Даражали цаторларни урганишда ана шундай саволга дуч келган 
эдик.

Фурье цаторининг берилган функцияга яцинлашиш хоссасига функ
цияларнинг анча кенг синфлари эга булиши маълум булди. Фурье 
цатори яцинлашишининг етарлилик шартлари ва бинобарин, функция
ларни Фурье цаторига ёйиш имконияти Дирихле* теоремаси ёрдамида 
берилади. Бу теоремани келтиришдан аввал иккита таъриф киритамиз.

Агар [f (х) функция аницланган [а, Ь] сегментни чекли сондаги сег- 
ментчаларга булиш мумкин булсаки, уларнинг хар бирининг ичида бу 
функция фацат усадиган ёки факат камаядиган, ёки узгармас булса, 
f (х) функция бу сегментда булакли- монотон дейилади.

Энди бу булим учун асосий булган таърифни келтирамиз.
А гар f (х) ф ункция:
1) [а, Ь] сегментда узл укси з ёки ун да  чекли сондаги 1 т ур**  

узилиш  нуцт аларига эга булса,
2) [а, Ь] сегмент да булакли - монот он булса, у  холда  /  (х) ф унк

ция [а, b] сегмент да Д ири хле ш арт ларини цаноат лант иради дейи
лади.

Энди /  (х) функциянинг Фурье цаторига ёйилишининг етарлилик 
шартларини берадиган Дирихле теоремасини ифодалаймиз.

Дирихле теоремаси. Д аери  2п  булган  даврий f  (х) ф ункция истал
ган сегм ент да Д ирихле ш арт ларини цаноатлант ирсин. Б ун дай  хрл
да б у  ф ункцияга мос Ф урье цат ори сон уцининг барча нуцт алари- 
да яцинлашади. Б ун д а  f (х) ф ункциянинг \а р  бир узлуксизлик  нуц- 
т асида цат орнинг S  (х )  йигиндиси ф ункциянинг ш у нуцт адаги ций- 

; мат ига т ен г булади. Ф ункциянинг хар бир узилиш  нуцтаси х 0 да  
цатор йигиндиси ф ункциянинг х - > х 0 даги чап ва у н г  лимит ций- 
м ат ларнинг у  рт а арифметик циймат ига т енг, яъни

£ lim f (х) +  l im f (x)j
— 0 я -» xQ 0

( 102)

Бу теореманинг исботини келтирмаймиз.
Мисол. Ушбу — я < х < я  интервалда /  (х) — х  формула билан 

берилган 2 я  даврли f(x) функцияни Фурье цаторига ёйинг (66- чизма).

66- раем

* П. Дирихле (1805— 1859) —немце математиги.
** I тур узилиш нуцтасининг таърифиии V боб, 2- §, 1-пунктдан царанг.
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Е ч и л и ш и .  Бу функция Дирихле шартларини ^аноатлантиради, 
демак, уни Фурье каторига ёйиш мумкин. (101) формулалардан фойда
ланиб, Эйлер — Фурье коэффициентларини топамиз:

г0 =  —  ( x d x = - ^ - ^ ~  =  [ л2 — (— я ) 2] =  0 ; 
я  J я  2 2я L J—п —я

=  Т  Iх c o sk x d x  =  -^- [— -] — J sin kx  dx^
—Я —Я

= ------ [ cosfox — cos(— &я)|  = 0 ;
L J

- t [

—It

1
nk2

cos kx

x  sin kx dx
X cos kx

1 Г 1
= —  — it coskx— я  cos k-\------ sm k x

kn L k

2 (— 1)* *.

+  • cos kx  dx
h

• COS k,K —

k

2 (— 1)*

Шундай килиб,

bt  =
2 2 

= T  ' ba = T b , =  =

o,
2

~T

Демак, /  (x) функциянинг Фурье катори куйидаги куринишда бу
лади:

2 I ____sin_2x ,—sin_3£— i!ELi£ +  .. . +  I - 1.)—  sin nx+ . . . ] ( * )
2 3 4 n J1

f (а:) функция Дирихле шартларини каноатлантиргани сабабли f (х) 
нинг исталган узлуксизлик нуктаси да катор й и р и н д и с и  функция к ™ -  
матига тенг. +  (2п — 1) я  нукталарда функция I тур узилишларга эга 
ва ^атор йириндиси нолга тенг (чап ва унг лимит кийматларининг яримйи-

—  71 -{- Я
риндиси:-----5----- =а 0). Бу бевосита (*) катордан х  — ±  (2гс — 1) я  да

* ^ а ад атан , k жуфт булганда cos kn =  1 ва k то^ булганда cos kn =  — 1 j 
шунинг учун caskn =  (— 1) *деб ёзиш мумкин.

хам косил булади. 67- расмда функциянинг графиги ва (*) каторнинг 
битта, иккита ва учта хадга эга булган хусусий йириндилари тасвир- 
ланган. Раем дан й и р и н д и  хад л ар и сони орта бориши билан катор хусусий 
йириндиларининг график лари f  (х) функция графигига якинлаша бо
риши куриниб турибди.

I  .. Т8
(*) ёйилмадан фойдали натижа келтириб чикариш мумкин. х =  - у

деб топамиз:
я  \ я  Г sin (я /2 ) sin з

Ч Т ) =  Т  =  2 [  i т ~  +
sin (Зл/2) sin (4я/2)

+

+

.  [  5я sin —
I 2

еки

бу ердан

я  г 
т - 2  1

1 — Г  +  Т Г - ■■■ +  ( -  >> 2п — 1
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4. Ж уфт ва ток функцияларнинг Фурье каторлари. Айрим холлар- 
Да Фурье коэффициентларини хисоблаш учун фойдаланадиган (101) 
формулаларни соддалаштириш мумкин. Бу жуфт ва ток функциялар 
Учун хосдир (1-боб, 4-§, 8- пунктга каранг).

Ж уфт ва ток функцияларнинг бир нечта содда хоссаларини кел- 
тирамиз.

1°. Ж уф т  ф ункциянинг жуфт функцияга ёки т ок ф ункциянинг 
т°к ф ункцияга купайт маси ж уфт ф ункциядир.

Масалан, f  (х) ва ср (л:) жуфт функциялар булсин. со (х) =  f  (л:) X  
(л:) функция кам жуфт эканини исбот килайлик.
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/  (х)ва ф (х) жуфт функциялар булгани учун f (— х) ==f (х) ва 
Ф(— х) =  ф (лг), бу ердан

со { - х )  = /  ( - х ) - ф  ( - x )  =  f (х)-ф (х) =  со (х),

яъни со (х) — жуфт функция. 1° тасдикнинг иккинчи кисми ^ам 
худди шундай исбот цилинади.

2°. Ж уф т  ф ункциянинг тоц функцияга купайтмаси тоц ф унк- 
циядир.

Бу хосса 1° хосса каби исбот килинади.
3°. А гар  f  (х) тоц функция булса, у  холда

j' f (х) dx  =  2 [ f (х) dx.
-а О

(103)

Аниц интегралнинг аддитивлик хоссасига кура цуйидагича ёзищ 
мумкин:

f (х) d x  — j  f (х) dx  - f  j  /  (x) dx.
—a — a  0

Биринчи интегралда узгарувчини алмаштирамиз. х  =  — z  деймиз, 
у эфлда dx  =  — d z \ агар х  =  0 булса, 2 = 0 ; агар х  =  — а  булса, z  =  
=  а. Шунинг учун

h ( x ) d x  =  - j f  ( - Z ) d z  =  f f ( - z )  d z  =  J f (2) dz.
— a a  0 0

a  a  a  a

Демак, j' f (x) dx  =  J f (z ) dz  +  j  /  (x) dx  =  2 j f  (x) dx, чунки аник инте -
—a 0 0 0

грал интеграллаш узгарувчисининг белгиланишига боглиц эмас.
4°. А гар  f (х) т ок ф ункция булса, у  .\олда

J  /  (х) dx  =  0 . (104)

Бу хоссанинг исботи 3° хосса исботига ухшаш.
Энди f (x )  жуфт функцияни Фурьэ цаторига ёйиш керак булсин. 

co sk x  жуфт функция, sin kx  эса ток; функция булгани учун f (х) cos kx  
ж уфт функция, f (x )  sin kx  эса тоц функция булади ( 1° ва 2° хос- 
салар). 3° ва 4° хоссаларга кура:

л я
а 0 =  — j* f (х) dx  =  J  / (х) dx,

-л  о
Л  П

a k — у- /  (дг) cos kxdx  — — j' f (х) cos kxdx, (105)

щ унга кура жуфт функциянинг Фурье цатори цуйидагича булади:

(107)

f ( X) =  7 +  2 j f ln cosrc*.
п =  1

Агар т о ц  ф у н к ц и я н и  Фурье цаторига ёйиш талаб килинган 
булса, у холда 1° ва 2° хоссаларга кура f  (х) cos kx  купайтма тоц 
функция, f (х) sin kx  эса жуфт функция булади. Шунинг учун

«о =  ak =  0 ,
Я Л

bk =  — j (х) sin kx  dx  =  — j* f (x) sin k x  dx.
—Jt o

Тоц функциянинг Фурье ца гори цуйидаги куринишда б у л ади :
оо

f (х) =  ^  bn sin пх. (108)
П =  1

;/ Шундай цнлнб, ж уфт ф ункция каррали ёйларнинг ф ащ т  коси- 
нуслари буйича, ток, ф ункция эса каррали ёйларнинг фацат синус- 
лари б$йича цат орга ёйилади.

Г Мисол. УшЗу —л <  х ^  я  интервалда /  {х) =  \х\ формула билан берилган 2 я  
даврли /  (х) функцияни Фурьз каторпга ёйинг (68« расм).

. У

------ , ----- ------V-— i n

■7f ys. ^

-З я  -27Г -7Г 0 —+ ---- 1---- ---------
У( 2ft З к

68- заем

I  Е ч и л II ш и. f  (х) Ж уфт функция, шунинг учун каторнинг коэффицпентларини 
1(105) формула буйича топамиз:

о*
31

-Л *

31 л
2 f  2 х2 I

=  — \ хах =  — — =  я ; 
я  J  я  2 I

о
п
|* sin^x rfxj =  —

, , 2 Fxsin kx 
cos kx dx — — ---------- !

k3
cos kx —

ZI

Г f (x)sin&A;dA: =  0.
J

0 0
____2 _ r ,  n  .1

-Я n k 2 [ ( j
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Шундай цилиб, 

fl0 =  Я,  й\ =  — я • I2
: 0, а3 =  — я-31

а4 =  0, а5 =  —
4

я -5 2 ’

\cosx  . c o s 3 ai , cos б* ,

Ь  1 З 2 5 2

Берилган /х )  функцияга кос Фурье цатори цуйидагича 0улади:
, cos (2 п — 1)х 

~Г (2 n — I)2
Берилган функция Дирихле теоремасининг ш артларини цаноатлан

тиради, демак, цатор бутун сон уцида яцинлашади ва  йигиндиси f (x )  
функциядан иборат булади.

5. Даври 2 I булган функцияларни Фурье цаторига ёйиш. Купин
ча, даври 2 я  дан фарцли булган функцияни тригонометрик цаторга
ёйишга тугри келади.

Бу цол осонгина юцорида урганилган цолга келтирилади. Дирихле 
шартларини ихтиёрий сегментда цаноатлантирувчи f  (х) функциянинг 
даври 2 I булсин:

f ( x ± 2 l ) = f ( x ) .

Ушбу
я2 =  — X 
I

муносабат ёрдамида янги г узгарувчи киритамиз.

Ушбу ф (2) = J ГГ 2

(109)

( 110)

функцияни цараймиз. (109) тенгликдан х  =  — г келиб чицади, шунингJT
учун ф (z) =  Д х). Энди <р (г) даври 2 я  га тенг функция эканини кур
сатамиз. Дацицатан, 110 тенгликка кура:

Ф « + 2 л) = = /[-£ -( г +  2 я )] = f ^ z  +  2 / j  =  f ( x  +  2 l) .

f (x )  функциянинг даври 21  булгани учун

f ( x  +  2 l )  — f  (х) =  Ф (г).

Демак, ф (г +  2 я) =  ф (г).
Ф (г) учун Фурье цаторини тузамиз:

^  - f  (ak cos kz -{- bk sin kz),

4=1

( 111)

бу ердаги a0, a k, b k коэффициентлар Эйлер — Фурье формулалари 
буйича топилади. КУ™дагига эгамиз:

г  =  -у х  алмаштириш бажарамиз. У  цолда d z  =  ^  dx, интеграллаш 

чегараларини мос равишда узгартириб, топамиз:

“• - г
К;  —Jt — /

Худди шундай, ^уйидагиларни хам топамиз:

я я
=  -^ j” Ф (г) cos k z d z  =  ^~ |  f  z) cos dz =

■I '  —Я —Я

/ I

— —  ̂f ( x ) c o s ~ x - ~ - d x  = ~  J  /  (х) cos ~  xdx,
— i  - i  

H I  Я Я

i j  Ьк = — |  ф (г) sin k z  d z  =  — |  f z j sin £z dz =
— Я —Я

I
=  -у J  /  (x) sin k- f  xdx.

—i

Шундай цилиб, даври 21  булган f (x )  функциянинг Эйлер— Фурье 
коэффициентлари цуйидаги формулалар буйича хисобланади: 

i

«0 = 7  j  f (х) dx, a k =  у  J  f  (X) cos ~  xdx, 
—i —i 

i

bk =  -y j  /  (*) sin ^y xdx.
(П2)

(111) цатор да z  ни -у x га алмаштириб, f(x ) функция учун цатор
ни хосил циламиз:

Оо
оо

2 ( a * C0ST X  +  bk s \n k- j Xy  (113)

1  1- мисол. Ушбу — 1 <  х ^  1 интервалда f  (х) =  х — 1 формула билан берилган
2 / — 2 даврли функцияни Фурье цаторига ёйинг. f (х) функциянинг графиги 69-расм- 
Да тасвирланган.

у Е ч и ш .  Фурье коэффициентларини (112) формулалар буйича 1 — 1 деб топамиз:

во
-

1 )d x  =
(х — I)2

=  —2;

13—2950
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т

1 1̂ 1
а-х =  f(x— 1) cos k n x d x  =  \ x c o s k n x d x — f соs k n x d x  

- l  - l  -1

x sir, k n x I
k n

sin k n x  s'm knx  j
■ dx —

1
k n

_1 -1 
'1

■ cos k n x  = 0. 
-1

b k =  —' 1) s i n k  я x d x  —  \ x s i n k n x d x -  \ s m k n x d x

- l  _1

X cos k n x  I . Г cos k n x  , COS kn_x\ =  __ _L ”j cosfe я +  cos (—й я)] +
+ ] - ^ г л +  *«  I , * « J  

- 1  - 1
1 ,  r. t 1 \ fe■ и . \ 1 г 1 2 (—1)Sin k n x  --- ■ cos /г п _  cos ( _  k я) I

'r  й'Зя2 I kn'i
kn

—1
Шундай килиб, 

Хусусан,

a0 =  — 2, ak =  0, bk =  —
? ( - 1Г

kn

2 2 _ _ 2_ 
Ь1=!Ы  Ь̂ ~ 2 п  З~ 3 я

,n—1sin nx
n

ioi\ функция учун:

aa =  ak = Q , bk =  —  j f  (x )s in  — xdx.
о

Бу хрлда (106) ва (108) Фурье ^аторлари y.oz равишда
оо

№ ) =  “i + S “»“ s Т *
п = 1

(жуфт функция учун) ва

i

f Сх) =

(115)

(116)

(117)

(то^ функция учун) куринишда булади.
Пункт охирида нодаврий функцияни Фурье цаторига ёйиш масала- 

сини к(араб чи^амиз. f (х) бутун сон у^ида берилган нодаврий функ
ция булсин. Тригонометрик ^аторнинг йириндиси даврий функция 
булгани учун, равшанки, берилган нодаврий функцияни Фурье катори
га ёйиб булмайди.
i!i Бу функцияни — l < i x  <  / интервалда текширамиз ва йириндиси 

шу функцияга тенг булган Фурье цаторини ^уришга харакат ^иламиз.
Бунинг учун даври 2 1 булган ва — / <  х  <  / интервалда ^иймати 

f(x )  функциянинг ^ий мат иг а тенг булган ёрдамчи f  (х) функцияни 
кграймиз (70-раем). Агар f (х) функция учун Дирихле теоремаси

Берилган f (*) функция учун Фурье катори
2 sin л: sin 2л: sin За:

_ 1  +  я  [ 1 ~  2 +  3 

куринишда булади.
Ж уфт ва тон; функцияларнинг Фурье коэффициентлари учун чи- 

царилган (105) ва (107) формулалар 21  даврли функция учун цуйидз- I
ги куршшшга келади.

Ж уфт функция учун:
i i 

а 0 =  у  j f  (х) dx, a k — ~ ^ f  (х) cos у  xdx, bk =  0 , ( 114)
- n

194

^артлари бажарилса, уни тегишли Фурье '^атори ёрдамида тасвирлаш 
мУмкин. — / <  х <  / интервалдаги бу цатор функциянинг барча уз- 
лУксизлик ну^таларида f (х) =  f  (х) йириндига эга булади.

Баъзан фа^ат 0 <  х <  / интервалда берилган функция билан иш 
^'риш га турри келади. Бундай хрлда биз функцияни бирор ^онун 
^Уйича — I <  х <  0 интервалда давом эттиришимиз, сунгра уни бутун
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bk 2 sin k n x d x - =  2 I =  — ^ - [ c o s /ея — cosO] =

I; k n

Шундай цилиб,

a0 = a k =  0 ; bx =  — , b2 =  0 , ba = ^ ~ ,  bt  =  0 , b5 =  -- ,  . . .
я  З я  5 я

Берилган функциянинг Фурье цатори цуйидаги куринишда бу- 
:и:лади:

£ [ _ s in £ _  +  _sin3A: f sin 5 х , , sin (2 л — I) дг
л 1 3 ^  5 2 л — 1

сон укига 21 давр билан даврий давом эттиришимиз мумкин. Функ
цияни 0 <  х  <  I интервалдан — I <  х <  0 интервалга ихтиёрий давом 
эттириш мумкин.

Купинча функцияни жуфт ёки тоц тарзда давом эттирилади.
Агар функция жуфт, яъни / ( — х ) = / ( х )  тарзда давом эттирилаётган 
булса, у ^олда Фурье катори фацат косинуслар ва озоД хаддан ибо
рат булади. Агар функция тоц, яъни f ( — x) =  — f (x )  тарзда давом 
эттирилаётган булса, у холда цатор фацат синуслардан иборат була
ди.

Шундай цилиб, агар функция 0 <  х  <  / интервалда берилган бул
са, у холда уни — / < х <  0 интегралга, сунгра ^осил цилинган функ
цияни бутун сон у^ига даврий давом эттириб, чексиз куп Фурье 
каторларини з^осил цилишимиз мумкин. Бироц, бу барча цаторлар 
]У, /[ интервалда биргина: берилган f (x )  функцияни ифодалайди, 
]— /, 0[ интервалда эса хар цайси цаторнинг йигиндиси f  (х) функция
нинг тегишли давом эттирилишидан иборат булади (71-расм).

2 -мисол. Ушбу 0 < х ^ 1  интервалда берилган /  (х) =  1 функцияни синуслар 
буйича каторга ёйинг.

Е ч и л и ш и .  Функцияни синуслар буйича каторга ёйиш у чун дастлаб уни
— 1 < л : ^ 0  интервалда ток тарзга давом эттириш керак (72-расм), сунгра ^осил 
Килинган функцияни бутун сон Укига Даврий давом эттириш керак.

^аторнинг коэффициентлари

I
kn

, =  ак =  0, bk =  ^ j ^ f ( x ) s m 1j xdx
о

формулалар буйича ^исобланади. Бу ерда I 
керак. У ^олда

1 ва f (х) — 1 деб олШ11
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Х П  БОБ.
ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАР

1-§. БИРИНЧИ ТАРТИБЛИ ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАР

1. Дифференциал тенгламаларга олиб келадиган масалалар ва баъ- 
зи умумий тушунчалар. Математика, физика ва техниханинг купчилик 
масалаларини ечишда купинча изланаётган ва бгрилган узгарувчи миц- 
дорлар орасидаги функционал богланишни бирданига топиш цийин 
булади, лекин эркли узгарувчи, изланаётган функция ва унинг цоси- 
лаларини богловчи тенглама тузишга муваффац булинадн. Бундай 
тенглама дифференциал тенглама дейилади. Дифференциал тенглама- 
да эркли узгарувчи ва изланаётган функция ошкор цолда цатнашмас- 
лиги цам мумкин, бироц унда изланаётган функциянинг битта ёки 
бир нечта цосиласи булиши шарт.

Масалан,

у '  +  2 у  — 0, у" +  у ' cos х  =  In х, — ' f Jr x y  — Jr y 2 =  0 
dx) J dx *

дифференциал тенгламалардир.
Энг содда дифференциал тенгламаларга бошлангич функцияни то

пиш масаласини ечишда дуч келган эдик. ^ацицатан, агар у  — F (х) 
функция f (x )  учун бошлангич функция булса, у цолда бошлангич 
функциянинг таърифига кура

y ' = f ( x ) .  (1)
Изланаётган функциянинг хрсиласи цатнашган (1) тенглам а]энг 

содда дифференциал тенгламадир.
1-масала. Жисм 10 мин давомида 100° дан 60° гача совиди. Атроф- 

даги температура узгармас ва 10° га тенг. Жисм температураси неча 
минутдан сунг 20° булишини аницланг.

Бир царашда бу масала жуда осон ечиладигандек куринади: агар 
жисм 10 мин давомида 40° га (100° дан 60° гача) совиган булса, у 
цолда яна 40° га (60° лан 20° гача) жисм яна 10 минутда совийди. 
Шундай цилиб, жисм 100° дан 20° гача 20 минутда совийди.

Бироц бундай мулллаза хатодир. Гап шундаки, физикадан маълум 
булишича, жисмнинг еовиш тезлиги жисм циздирилган температура 
билан атроф-муцит тзмператураси орасидаги айирмага пропорционал- 
дир.

Жисмнинг бирор t  сацт моментидаги температурасини Т  (i) билан 
белгилаймиз, у цолда температуранинг вацт буйича узгариш тезлиги
— хрсилага тенг булади. Совиш тезлиги жисм циздирилган темпера- 
dt
тура билан атроф-мухнт температураси орасидаги айирмага пропор- 
ционал булгани учун

*L =  k (Т  -  10) (2)
dt

ОН

y d )

тштпгтгу

74-расм

тенгламани хрсил^ циламиз. Бу ерда k — топилиши керак булган про- 
порционаллик купайтувчисидир. (2) тенглама номаълум функцияси 
Т  (t) булган дифференциал тенгламадир. Бу функцияни цандай топиш 
(яъни хрсил цилинган тенгламани цандай ечиш) туррисида 3- пункт- 
да гапирилади.

2- масала. М 0 ( 1; 2) нуцтадан утувчи ва цуйидаги хоссага эга бул
ган эгри чизиц тенгламасини топинг: координата уцлари, изланаётган 
эгри чизицнинг ихтиёрий М  (х\ у) нуцтасига утказилган уринма хам- 
да М  нуцта орцали утувчи ва Оу уцца параллел турри чизиц билан 
чегараланган ОАМ В  трапеция (73- раем) юзи 3 кв. бирликка тенг.

М  (х > У) нуцта тенгламаси у  =  f (х) булган изланаётган эгри чизиц
нинг ихтиёрий нуцтаси булсин. О А М В  трапециянинг юзи 5  =

~  (ОA -f- В М ) • ОВ формула орцали ифодаланади. Дифференциал

тенглама тузиш учун О А, В М  ва ОВ  кесмаларни (х; у) нуцтанинг 
координаталари ва у' хосила орцали ифодалаймиз.

Чизмадан: ВМ  = у  ва ОВ =  А С  =  х, О А =  В М  — С М  =  ВМ  —
— А С  ■ t g a  у  — х у '. Б у  ифоДаларни трапеция юзини ифодаловчи 
формулага келтириб цуйсак, натижада цуйидагига эга буламиз: 

у — ху' +  у  „ _  3
2

ёки

2 х у  — х 2 у ' =  6 . (3)

(3) дифференциал тенгламадир. Уни ечиш, яъни номаълум у  =  f (x )  
функцияни топиш 5-пунктда царалади.

3 -масала. Массаси m  булган моддий нуцта ернинг тортиш кучи 
таъсири остида пастга тушмоцда. Агар бошлангич момент t  (пайт) да 
нуцтанинг тезлиги v =  v0 булса, нуцтанинг t вацт давомида утган 
йулини аницлаш талаб цилинади.

Нуцта ^аракатланадиган вертикал тугри чизицни О у  уц деб цабул 
Циламиз. Координаталар боши учун уцнинг нуцта холатининг бош- 
ланрич момента (t — 0 да у — 0) га мос келадиган нуцтасини оламиз.
О у  уцнинг мусбат йуналиши учун Ерга томон йуналишини оламиз
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(74- раем). Ну^танинг босиб утган у  йули t ва^тнинг бирор функ
цияси булади. Ана шу функцияни топиш керак. Механикадан маълум
ки, эркин тушаётган жисмнинг тезланиши узгармас булиб, g 
=  9 , 81 м/с2 га тенг.

Иккинчи томондан тезланиш йулдан ва^т буйича олинган иккин
чи тартибли хосилага, яъни у" га тенг экани маълум. Б у  ифодаларни 
узаро тенглаб,

ифэдани хосил ^иламиз.
Биз яна дифференциал тенглама хрсил к;илдик. (2) ва (3) диффе

ренциал тенгламалардан фар^и унда иккинчи тартибли хосила ^атна- 
шади. Биз бу тенгламанинг масала шартида берилган ^уйидаги чек- 
лашларни цаноатлантирадиган ечимини топишимиз керак. Бошлангич 
пайтда утилган йул у 0 =  0 га ва бошлангич тезлик v 0 га тенг. Тез- 
лик йулдан ва^т буйича олинган биринчи тартибли ^осила булгани 
учун бу шарт цуйидагича ёзилади: y ' \ i= o ==v0.

Масаланинг ечилиши 2- § нинг 2-пунктида келтирилади.
Келтирилган мисоллардан куринадики, дифференциал тенгламада 

биринчи тартибли, иккинчи тартибли ёки янада юкрри тартибли хоси- 
лалар иштирок этиши мумкин. К^уйидаги таърифни киритамиз.

Дифференциал тенгламанинг т арт иби  деб номаълум функциянинг 
бу тенгламага кирувчи >рсилаларининг энг говори тартибига айтилади.

Масалан, у ' +  3х у  — у 2 = 0  ва у ' +  у ~ у  — ® ~~ биринчи тартиб
ли; г /"+ 5 х г / '+ 6г /= 0 , у" +  y 2s in x = x ,  у" -}-х2 — у  — иккинчи тартибли; 
y w  +  у" In х  =  1 — туртинчи тартибли тенгламалардир ва к.

Юкорида курилган масалаларда (2) ва (3) биринчи тартибли, (4) 
эса иккинчи тартибли тенгламадир.

Энди биринчи тартибли дифференциал тенгламэларни урганишга
киришамиз.

2. Биринчи тартибли дифференциал тенгламалар. Биринчи т ар
тибли дифференциал т енглама эркли узгарувчи, изланаётган функ
ция ва унинг биринчи тартибли ^осиласини узаро боглайди. Шунинг 
учун уни умумий куринишда ^уйидагича ёзиш мумкин:

F ( x , y , y ' ) = 0 .  (5)

Бу ерда х  — эркли узгарувчи, у  — узгарувчи х  нинг изланаётган 
функцияси, у ' — унинг ^осиласи.

(5) тенгламада х  ва у  ошкор хрлда иштирок этмаслиги мумкин, 
лекин у у ' ни уз ичига олиши шарт.

(5) тенгламани, агар мумкин булса, у' хосилага нисбатан ечиб,

У' =  f i x ,  у) (6)

ни топамиз.
(6) тенглама цосилага нисбатан ечилган биринчи т артибли т ен г

лам а  дейилади.

И з о ^ .  (6) тенгламани f ( x ,y ) d x  — d y  =  0 куринишда ёзиш мум
кин. Бундай куринишда бу тенглама ^уйидаги умумийро^ куринишдаги

Р  (х, у )  dx  +  Q (х, у) d y  =  О (6 ')

тенгламанинг хусусий холи булиб хисобланади.
(6') тенгламани хам биринчи тартибли дифференциал тенглама деб 

аташга келишамиз. Масалан, х* d x  +  г/2 d у  = j0 биринчи тартибли диф
ференциал тенгламадир.

Биринчи тартибли дифференциал тенгламанинг ечими деб тенгла
мага келтириб куйилганда уни айниятга айлантирадиган цар цандай 
у =  q>(x) функцияга айтилади.

Масалан, у  =  sin  х  функция у '  +  у  ctgx — 2 cos х  =  0 тенгламанинг 
ечимидир; хацикртан хам,

(sin х)' +  sin х  ctg х  — 2 cos x  =  cos x  +  cos x  — 2 cos x  =  0.
Дифференциал тенгламанинг ечимини топишда куп ^олларда инте

граллаш амалини бажаришга турри келишини ^уйида курамиз. Шу
нинг учун дифференциал тенглама ечимини топиш процесси дифферен
циал т енглам ани интеграллаш  дейилади.

Дифференциал тенглама ечимининг графиги интеграл эгри  
чизщ  дейилади.

Энг аввало биринчи тартибли (6) дифференциал тенглама ^андай 
геометрик маънога эга эканини аниклаймиз.

(6) тенгламада х  ва у  узгарувчиларни текисликдаги ну^танинг де
карт координаталари сифатида цараймиз. у  =  ф (х) — (6) тенгламанинг 
ечими булейн. Бу нарса (6) тенгламада у  урнига ф (х ) функцияни, у '  
урнига ф' (х) ^осилани ^уйсак,

ф ' (х) =  1(х,ц>(х)). (7)
айниятни хссил к.илишимизни билдиради. у  =  ц>(х) функция графи- 
ги/;а, яъни интеграл эгри чизикда ихтиёрий М ( х \у )  нуцтани царай- 
миз Еа бу нуцтада уринма утказамиз. Зрсиланинг геометрик маъноси- 

га кура

ф ' (х) =  tga, (8)

бу ерда a  — уринманинг Ох у^ка ориш бурчаги. (8), (7) ва (6) муно- 
сабатлардан tg a  =  /  (х, ф (х)) = f(x , у)  ни хрсил киламиз, бу ерда (х\ у) 
караётган М  ну^танинг координаталари. Шундай килиб, интеграл эгри 
чизивда унинг хар бир ну^тасида утказилган уринманинг бурчак ко
эффициента (6) дифференциал тенглама унг томонининг бу нуцтадаги 
цийматига тенг. Шундай килиб, (6) дифференциал тенглама интеграл 
эгри чизицнинг хар бир (х\ у) ну^тасида бу эгри чизивда утказилган 
уринманинг йуналишини ани^лайди.

у ' =  f ( x , y ) дифференциал тенгламани царайлик. Х,ар бир М  (х \у )  
нуктага бурчак коэффициента /  (х, у) га, яъни tga  =  /  (х, у) га тенг 
кесмани мос цуямиз.

Текисликнинг хар бир ну^тасига Ох укка ориш бурчагининг тан- 
генси у ' — f (х, у )  дифференциал тенглама унг томонининг шу ну^та- 
Даги цийматига тенг буладиган р^илиб кесма ^уйилган цисми (ёки бу-
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тун текисликнинг узи) бу дифференциал тенгламанинг йуналишлар 
майдони деб аталади.

Шундай ^илиб, (6) дифференциал тенгламага унинг йуналишлар 
майдони мос келади.

(6) дифференциал тенгламанинг геометрик маъноси ана шундай 
иборат. Юцорида курсатилган кесмаларни етарлича куп  сондагц нук,- 
талар учун утказиб, йуналишлар майдонининг яедол тасвирини ^осил 
^иламиз. Интеграл эгри чизиц ну^тасига утказилган уринма шуну^та- 
да утказилган кесма йуналишига эга булгани учун (6 ) дифференциал 
тенгламани ечиш (интеграллаш) масаласини геометрик ^уйидагича ифо- 
далаш мумкин: инт еграл эгри чизиц ш ундай Отказилсинки, ун и нг  
%ар бир нуцт адиги уринмасининг йуналиш и йуналиш лар майдони
нинг ш у нуцт адаги кесмаси йуналиш и билан бир хил булсин.

Йуналишлар майдонини ^уришни енгиллаштириш учун О ху  текис
ликнинг кесмалар бир хил йуналишга эге буладиган барча ну^талари- 
ни топамиз.

Текисликнинг майдон кесмалари бир хил йуналишга эга буладиган 
барча ну^талар туплами дифференциал тенгламанинг изоклинаси де
йилади.

Изоклинанинг (бир хил огишлар эгри чизигининг) тенгламасини то- 
пиш жуда осон. Да^и^атан хам, изоклинанинг хар бир ну^тасида май
дон кесмаларининг ofhiu бурчагн тангенси бир хил — tga  =  k ^ийматга 
эга. Иккинчи томондан, tg a  — у' =  f ( x ,y )  булгани учун изоклинанинг 
^ар бир нуцтасининг координаталари.

f (х, у )  =  k (9)
тенгламани ^аноатлантиради. (9) муносабат (6) дифференциал тенглама 
изоклинасининг тенгламасидир. (9) тенгламадаги k турли ^ийматлар 
цабул цилиши мумкин деб фараз ^иладиган булсак, у >^олда бу тенг
ламани изоклиналар оиласининг тенгламаси сифатида цараш мумкин.

Масалан, у ' =  х2 +  у 2 дифференциал тенгламанинг йуналишлар 
майдонини тузайлик.

Бу дифференциал тенглама изоклиналарининг те н г л ам алари_х2+  
- \-y " = k  куринишга эга булиб, бу ерда изоклиналар радиуси у 1 £ ва 
маркази координаталар бошида булган концентрик айланалардан 
иборат булади. Айланаларнинг хар бирининг нуцталари оркали Ох 
yi-̂  билан тангенси а  га тенг бир хил бурчаклар ^осил циладиган кес
малар утказиш керак. Масалан, k = 1 l 2 да изоклина х г -j- у 1 =  1/2 ай- 
ланадан, k — \ да х2 +  г/2 =  1 айланадан иборат ва к. /г = 0  да 
x z - \ - y * = 0  ни хосил циламиз. Бу тенгламани ягона (0; 0) ну^та 
^аноатлантиради. Бу х р лда изоклина фа^ат битта ну^тадан иборат 
булиб, унинг учун tga  = 0  булади. 75-расмда берилган дифференци
ал тенгламанинг йуналишлар майдони тасвирланган. Интеграл эгри 
чизицни ясаш учук текисликда бирор (х0,;у 0) нуцтани оламиз. Бу 
ну^та оркали эгри чизи^ни шундай утказамизки, у ^ар бир ну^тасида 
майдон йуналишига эга булсин (яъни унга хар бир нуктада утказил
ган уринманинг йуналиши шу ну^тадаги майдон кесмасининг йуна
лиши билан бир хил булсин). 75-расмда (0 ; 0 ) ва ( 1; 1) ну^талардан 
утувчи интеграл эгри чизиклар тасвирланган.

Куриб чизилган мисол маълум шартларда биринчи тартибли диф
ференциал тенгламаларнинг кенг синфи учун уринли булган г^атор 
хулосалар чицаришга имкон беради.

1. (6) дифференциал тенгламага чексиз куп интеграл эгри чизи^- 
лар, бинобарин, чексиз куп ечимлар мос келади.

2. Бу тупламдан тайин интеграл эгри чизицнп ажратиб олиш 
учун бу эгри чизик утадиган (х0; у 0) ну^тани бериш керак.

ЩК Бопщача айтганда, у  =  ср (х) ечим аргументнинг х  =  х0 киймати- 
да цабул циладиган у 0 ^ийматни бериш лозим. Изланаётган ечимнинг 
х  =  х0 даги берилган у 0 ^иймати бошлантч ш арт  дейилади. У 
одатда ^уйидагича ёзилади:

У\х=х<> =  У о ёки у  (*0) =  у 0 (Ю)

(6) дифференциал тенглама ечимга эга булишини таъминлайдиган 
шартлар дифференциал тенгламалар назарияси асосий теоремасининг 
мазмунини ташкил этади. Кошига мансуб бу теорема (6) дифференци-

I ал тенглама ечимининг мавжудлик. ва ягоналих теоремаси дейилади. 
Биз уни исботсиз келтирамиз.

А гар y ' = f  (x, у) т енгламанинг f ( x ,y )  ун г  томони ва унинг, 
Т у (х ,у ) хусусий хрсиласи х  ва у  узгарувчиларнинг бирор узгариш  со- 
%аси G да аникланган ва узлукси з булса, б у  соханинг (х 0; у 0) ички 
Щцргаси цандай булмасин, берилган т енглама х  =  х 0 да берилган  
У — Уо цийматни цабул киладиган ягона у  — q>(x) ечимга эга б у
лади.
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Геометрик нуктаи иазардан бу, G соханинг хар бир (х0; у 0) ички 
нуцтаси орцали ягона интеграл эгри чизиц утишини билдиради.

у' — f  (х, у )  тенгламанинг у  (х0) =  у 0 бошлангич шартни цаноатлан- 
тирадиган ечимини топиш масаласи Коши масаласи дейилади.

Текисликнинг ечиминннг мавжудлик ва ягоналик теоремасининг 
шартлари бажарилмайдиган (х\у) нуцталари дифференциал тенглама
нинг махсус нуцталари  дейилади. Бу нуцталарда ё f (х, у) функция 
ёки унинг fy (х, у) хусусий хрсиласи узилишига эга булади. Бундай 
нуцталарнинг хар бири орцали ёки бир нечта интеграл эгри чизиц 
утиши мумкин, ёки бирорта цам эгри чизиц утмайди.

Масалан, у ' =  у /х  дифференциал тенгламани царайлик. Бу ерда
унг томон /  (х, у) =  у /х  ва унинг Г  (х, у) =  хусусий цосиласи

х¥=П  да узлуксиз. Демак, бутун О ху текисликда (Оу дан таш- 
цари) тенгламанинг унг томони Коши теоремасининг шартларини 
цаноатлантиради. Оу уцда ётувчи нуцталар махсус нуцталардир.

Бу тенгламанинг ечими у  =  Сх  функция булишини текшириб ку- 
риш осон, бу ерда С ихтиёрий узгармас. С узгармаснинг тайин циймат- 
ларида берилган тенгламанинг турли ечимлари олинади.

Масалан, агар С =  1 булса, у холда у  =  х, агар С  =  10 булса, 
у хрлда у  =  10 х' ва х. к. Коши масаласини ечиш учун бошлангич 
шарт цуямиз: у  (х0) =  у 0. Умумий ечимда х ва у  урнига уларнинг х0 
ва у 0 цийматларини цуйиб, С  узгармасни топиш учун у 0 =  С х0 муно- 
сабатни цоснл циламиз, бу ер дан С = у 0/х 0, бунга мос хусусий ечим: 
у  =  х у 0/х п.

у  =  Сх умумий ечим геометрик жицатдан координаталар бошидан 
утувчи барча тугри чизицлар (Оу дан ташцари) тупламини беради. Оу 
^цда ётмаган у.ар бир нуцта оркали бу тупламнинг ягона тугри чизиги 
(интеграл эгри чизиц) утади. Координаталар боши орцали чексиз куп 
интеграл эгри чизицлар утади. Ягоналихнинг бузилишига сабаб коор
динаталар боши махсус нуцта эканлигидадир. Яна шуни цам цайд 
киламизки, Оу уцда ётган ва координаталар боши билан устма-уст 
тушмайдиган махсус нуцталар орцали бирорта цам интеграл эгри чи
зиц утмайди.

Энди унг томони f ( x ,y )  бирор G сохада Коши теоремасининг шарт
ларини цаноатлантирадиган (6) дифференциал тенгламанинг умумий 
ва хусусий ечимлари таърифларини келтирамиз.

А гар х аргум ент  ва ихтиёрий узгарм ас С га  боглиц булган  у  — 
=  <р ( х ,С )  ф ункция цуйидаги иккит а ш артни цаноат лант ирса, у
( 6)  т енгламанинг G сохадаги умумий ечими деб аталади:

1) ихтиёрий С узгарм аснинг бирор т уплам га тегишли исталган 
цийматларида у  =  ф (х, С ) ф ункция  (6) т енглам анинг ечими булади;

2) G с о \а  ичида ётувчи (х 0; у 0)  нуцт а %ар цандай булганда цам  
узгарм аснинг ш ундай ягона С =  С0 циймати мавж уд буладики, у  — 
=  Ф (х, С0) ечим У\Х=Х0= У 0 бошлангич ш артни цаноатлантиради.

С =  С0цийматни у 0° = у ( х 0, С0) шартдаи топиш мумкин. (6) тенгла
манинг унинг у  =  ф (х,С) умумий ечимидан тайин С =  С0 цийматда 
хосил буладиган хар цандай у  — ф(х, С0) ечими хусусий ечим дейилади.

Э с л а т м а .  Агар дифференциал тенгламанинг умумий ечими у  га 
нисбатан ечилмаган цолда, яъни со (х, у, С) =  0 куринишда топилган 
булса, у дифференциал тенгламанинг ум ум ий интеграли  дейилади.

Энди биринчи тартибли дифференциал тенгламалар ечимларнни 
топиш усулларини цараб чицишга утамиз. Умуман (6) тенгламанинг 
унг томони f ( x , y ) исталган куринишда булганда тенглама ечимлари- 
ни топишнинг тайин (ягона) усули мавжуд эмас. Шунинг учун биз 

бу тенгламани ечиш (интеграллаш) нинг айрим хусусий хрллари- 
нигина цараймиз.

3. Узгарувчилари ажраладиган тенгламалар. Агар биринчи тартиб
ли дифференциал тенгламани

У' =  f t  (х) • /2 (У) ( П )
куринишда ифодалаш мумкин булса, у узгарувчилари аж раладиган  
т енглама  дейилади, ( 11) тенгламанинг унг томони .^ар бири фацат 
битта аргументнинг функциясидан иборат иккита купайтувчининг ку- 
пайтмасидан иборат.

X̂  иМасалан, у  = -------  тенглама узгарувчилари ажраладиган тенг-
(/■fsiny

ламадир, чунки унда (х) =  х2 ва / ,  (у) = ------------деб олиш мумкин.
У sin  у

Худди шундай, ху' +  у  — у 2 хам узгарувчилари ажраладиган тенгла
мадир, чунки уни ( 11) куринишда ёзиш мумкин: 
у '  =  tz -J L  бу ерда (х) =  — , / 2 (у) = у 2 - у .

X X
Аксинча, ху ' +  у  — х2 ни (11) куринишида ифодалаш мумкин эмас, 

бинобарин, 0у тенглама узгарувчилари ажраладиган тенглама эмас. 
Узгарувчилари ажраладиган тенгламани интеграллаш усули цуйидагича.
(11) тенглатм ани-^- =  / х (х) /2 (у) куринишида ёзиб оламиз. У холда 

dx

Агар (11) тенглама (12) куринишида ифодаланган булса, унда 
у з г а р у в ч и л а р  а ж р а т и л г а н  дейилади.

( 12) тенгламанинг ечими у  (х) ни топдик деб фараз цилайлик. 
Агар бу у  (х) функцияни (12) тенгламага цуйилса, у айниятга айла- 
нади; уни хадма-хад интеграллаб, топамиз:

$ й + с , ~ $ ш < 1 х + с ’
ёки

(,3 )
бу ерда С =  С, — Сх — ихтиёрий узгармас. (13) ифода (12) тенглама
нинг у м у м и й  и н т е г р а л и д и р .

Э с л а т м а .  (11) тенгламанинг иккала цисмини f2(y) га булиб, 
f2 (у) = 0  буладиган ечимларни йуцотишимиз мумкин. ^ацицатан хам, 
У =  у 0 да f2 (у )—0 булса, у ^олда равшанки, у = у 0 функция — конс
танта ( 11) тенгламанинг ечими булади.
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1-м и с о л  ху' +  у  — О тенгламани ечинг.
Е ч и л и ш и .  Тенгламани у'  га нисбатан ечиб, у' — —-У

ни ^осил киламиз. Узгарувчиларни ажратиб топамиз:

-2— екн
X

dy ___  dx

dy _  _у__
dx х

. Интеграл

лаш билан топамиз:1 п.\ у \ = — 1п \х\ +  Си бу ерда С1 — ихтиёрий узгармас. Х°сил 
Килинган ечимни соддалаштириш учун купинча кулланиладиган усулдан фойдала
намиз. Сг =  1пС2 (С2 > 0 )  деймиз,* у ^олда Inji/i =  — 1п|дс| +  1пС2, бу ердан 
| У\ — С2 /  \х\ ёки у  — ±  С2/х.  Бу ерда ±  С2 =  С деб, узил-кесил топамиз:

у  =  С / х , (*)
бу ерда С — ихтиёрий )'згармас. Топилган (*) умумий ечим геометрик нуктаи назар- 
дан тенг томонли гиперболалар оиласини ташкил этади.

Топилган умумий ечимдан у\х—\ =  1/2 бошлангич шартни каноатлантирувчи ху
сусий ечимни ажратиш талаб килинган [булсин. (*) тенгликда л: ва у  ни бошлангич 
шартда берилганлар билан алмаштириб, 1/2 =  С/4 ни з^осил киламиз, бу ердан 
С =  2 ни топамиз. Шундай килиб, изланаётган хусусий ечим у =  2/х  дан иборат 
булади.

2 - м и с о л .  Энди 1-пунктдаги 1-масалада ^осил килинган (2) тенгламани еча- 
миз. Тенглама куйидаги куринишда эди:

dT
dt

■ k ( T -  10).

Бу узгарувчилари ажраладиган тенгламадир. Узгарувчиларни ажратиб топамиз:
dT

Интеграллаймиз:

Шундай килиб,

=  kdt.
Т — 10

In [7"— 10 | =  k t +  I nCi  (Ct >  0),
| Г  — 10| =  C1e« , Г — 10 =  ± C 1 e k t =  C e« .

Г =  Ce« +  10. (*)
(*) формула (2) тенгламанинг умумий ечимини беради. Хусусий ечимни ажратиш 

учун ушбу r j  i= о =  100 бошлангич шартдан фойдаланамиз. Шундай килиб, Сек-0-}. 
+  10 =  100, бу ердан С =  90. Бннобарин, хусусий ечим

[7, =  9 Э е « +  10

ку'рипишга эга булади. Бу ечимда номаълум купайтувчи /е бор. Энди иккинчи КУШ* 
имча шартдан фойдаланамиз- t — 10 да жисм температураси Т  =  60°. У у4олда 60° =  
=  90 сЮ* _)_ ю бу ердан eio/fe =  5/9. Шундай килиб, (2) тенгламанинг изланаётган 
ечими куйидагича булади:

Г  =  90 (ею*)</ю +  10 =  90 ( Л . у /10+  Ю.

1<,анча вактдан сунг жисм 20е гача совийди, деган саволга жавоб бериш учун

20 =  90 / _5_У/10 +  10

тенгламани тузамиз, бу ердан </ю

* С2 узгармас 0 дан оо гача узгарганда Ll n C 2 катталик — оо дан +  оо гача 
узгаришини кайд килиб утамиз.
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Логарифмлаб, топамиз:
10fe9 

lg 9 — lg 5
! 37,4 мин.

Энди унча мураккаб булмаган алмаштиришлар ёрдамида узгарувчи
лари ажраладиган тенгламаларга келтириладиган баъзи тенгламаларни 
караймиз.

4. Бир жинсли тенгламалар. Агар биринчи тартибли дифференциал 
тенгламани унг томони фа^ат узгарувчиларнинг у /х  нисбатининг функ- 
циясидан иборат

у '  =  <р (у /х )  (14)
куринишда ифодалаш мумкин булса, уни бир жинсли т енглам а  дейи
лади.

Масалан, ——- =  -----  +  sin 2 ва dy
dx

=  In —  +  Зеу/Х 
х

бир жинсли тенгламалардир.
, _  х3 + х- у тенглама ^ам бИр жинсли дир, чунки унг томоннйнг 

I ху3
„ , 1 + у /х

сурат ва махражини х3 га булио, у  — НИ х-осил ^ иламиз-
Хусусан, у ' =  f (х, у)  куринишда ёзилган тенгламада f (х, у)  бир 

жинсли бир хил даражали* иккита кугцаднинг нисбатидан иборат 
булса, берилган тенглама бир жинсли булади.

Бир жинсли (14) тенгламада узгарувчилар, умуман айтганда, аж- 
ралмайди. Бирок, уни узгарувчилари ажраладиган тенглама куриниши- 
га келтириш осон.

Шу ма^садда янги г  функция киритамиз: z  =  у /х  деймиз ёки
y  =  x z .  (15)

(15) тенгликни диффгренциаллаб, топамиз:

J l L ^ z + x ^ - .
dx dx

(15) ва (16) ифодаларни (14) тенгламага цуйиб, уни

(16)

dz
dx ф (z )

куринишга келтирамиз. Бу тенгламада узгарувчилар ажралади. }^а^и- 
^атан хам,

x d z  =  [ф (z) — z]d x ,

бу ерда ф (г) — z  ф  0 деб цуйидагига эга буламиз: 
dx __ dz 
х ф ( г ) — г

* Хар бир ^адидаги узгарувчилар даражаларининг йитндиси п га тенг булган 
куп^адлар л-даражали (п-улчовли) бир жинсли купщд  дейилади. Масалан, я 4 +  

х3у — 2х2 у'1 +  5 г/4 — туртинчи даражали (турт улчовли) бир жинсли куп^аддир .



f'y (x ,у) ^осилага эга булса, у ^олда G соханинг хар бир ички (х0,у 0) 
нуцтаси оркали ягона интеграл эгри чизиц утади. Бирок Кошитеоре- 
маси шартлари G соханинг чегарасида ётувчи ну^талар учунбажарил- 
маслиги мумкин. Коши теоремаси шартлари бажарилмаётган бундай 
нуцталарни биз махсус нуцталар деб номлаган эдик (204- бетга ^а- 
ранг). Агар М 0 (х0, у 0) махсус нукта булса, у ^олда бу нуцта оркали 
бирорта хам интеграл эгри чизик утмаслиги мумкин ёки бир нечта 
интеграл эгри чизиц утиши мумкин. Ю^орида (2-пунктга царанг) кур. 
сатганимиздек, у ' —у /х  дифференциал тенглама учун бутун Оу уци мах
сус ну^талардан иборатдир. Бунда координаталар боши оркали чексиз 
куп интеграл эгри чизиклар утади, координаталар бошидан фарцли мах
сус нукталар оркали эса бирорта ^ам интеграл эгри чизиц утмайди.

Агар у  =  (р(х) чизиц фацат махсус нуцталардан иборат булиб, 
дифференциал тенгламанинг интеграл эгри чизиги булса, у холда 
у  =  ф (х) функция м ахсус ечим дейилади.

Коши теоремаси шартлари бирор G сохада махсус ечим мавжуд 
булмаслиги учун етарлидир. ШУ сабабли махсус ечим мавжуд були
ши учун Кэши теоремасининг шартлари бажарилмаслиги зарурдир. 
Демак, у' =  f (х, у) дифференциал т енгламанинг м ахсус ечимини 
топиш учун  %ар бир нукт асида f (х ,у) ёки f '(x ,y )  узилиш га зга  була
диган чизщ ни топиш керак ва у== ф(лс) ф ункция т енгламанинг ечими 
булиш -булмаслигини т екш ириб куриш  керак. Агар у  =  ф (х )  функция 
дифференциал тенгламанинг ечими булса, у махсус ечим булади.

з __
Масалан, у '  =  у  г/2 тенгламани царайлик. Бу тенгламанинг унг

з _
томони булмиш f ( х ,у )  — У у 2 функция у  нинг барча цийматларидаз  
узлуксиз, бироц f  (х, у )  = 2 / ( 3  У  у) ^осила у —0 да, яъни бутун Ох 
уцда узилишга эга. Шундай цалиб, у  =  0 тугри чизицнинг х;ар бир 
нуцтаси махсус нуцта экан. Равшанки ,"у =  0 функция берилган тенг
ламанинг ечими булади. Бинобарин у  = 0  махсус ечимдир.

Энди берилган тенгламанинг умумий ечимини топамиз. Узгарувчилар- 

ниаж ратибтопам из:-^- =  й(л:. Интеграллаб, умумий ечимни топамиз:у 2/3

3у 1/* =  х  +  С  ёки у  =

Топилган умумий ечимга мос интеграл эгри чизиклар оиласи ку 
бик параболалардан иборат. у  =  0 махсус ечим (Ох уц) нинг хар бир 
нуцтаси оркали берилган тенгламанинг яна битта интеграл эгри 
чизиги (кубик парабола) утганлиги учун Ох уцнинг хар бир нуцтаси- 
да ягоналик хоссаси бузилади (76-расм).

Умуман олганда, м ахсус ечим умум ий ечим таркибида булмасли- 
гини ва ундан  С узгарм аснинг х1еч цандай конкрет  цийматида хосил
цилинмаслигини кайд цилиб ут ам из.з _
Энди у ' — у у г -f- 1 тенгламани караймиз. Ю^оридаги ми;олдагига ух- 
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шаш, барча махсус нукталар 
хуплами у —0  тугри чизик; — Ох  
дан иборат. Бирок; у = 0  функция i
берилган тенгламанинг ечими J
эмаслигини текшириб куриш 
осон .Шунинг учун берилган тенг
лама махсус ечимларга эга эмас.

8 . Биринчи тартибли диффе
ренциал тенгламаларни Эйлер 
усули билан тацрибий ечиш.
2-пунктда биринчи тартибли диф
ференциал тенгламанинг интег
рал эгри чизикларини изоклина
лар ёрдамида тацрибил ясаш 
усули баён этилган эди.

Хозир тенгламанинг хусусий 
ечимини топишнинг Эйлер усули  
деб аталувчи яна битта такри- 76- расм
бий усу лини куриб чицамиз.
Эйлер усулининг гояси хусусий ечимнинг графиги булган интеграл 
чизи^ни синиц чизиц билан такрибий алмаштиришдан иборатдир.

Бизга (6)  дифференциал тенглама

y ' = f ( x ,  у )
ва г/|х=х2=  г/0 бошлангич шарт берилган булсин.

[х 0, Ь\ сегментда ( 6)  тенгламанинг (х 0, у 0)  нуцта оркали утади- 
ган у  =  ф (х )  интеграл эгри чизигини такрибий ясаш талаб этилади.

Бунинг учун [ х 0, b j сегментни

Х 0 < Х 1 < Х 2 < .  . X i - t  <  Xi < . . .  <  хп =  Ь

булиниш нуцталари билан А х  =  (Ь — х0)  !п  узунликдаги п  та тенг 
булакка буламиз (7 7 -расм).

Ад: катталик сегментни булиш  радами  дейилади. (6)  тенгламадан 
фойдаланиб, интеграл эгри чизицнинг (х 0, у 0) бошлангич нуктасида 
Уринманинг бурчак коэффициентами хисоблаймиз: у'0 =  f (х0, г/0); у ^ол-
да (х0, Уо) нуктадаги уринманинг тенгламаси уш5у куринш ща ёзи- 
лади:

У ~ У о = !  (*о> Уо) (х — х о) ёки у  =  у  о +  f (х0, уо) (х — х0) .

[*о> Xjj сегментда изланаётган у  =  ф (х) интеграл эгри чизицни бу 
Уринма кесмаси билан алмаштириб (77- расмга царанг), у х ечимнинг х х 
нуктадаги тацрибий ечимини топамиз:

У\ =  Уо +  f ( x 0, Уо) (Xi— x0) 

еки хх — х0 — А х  булгани учун:

Ух =  Уо +  f (х0> Уо) А х.
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, хх ва у х нинг цийматларини
У (6) тенгламанинг унг томони -

га цуйиб y [  =  f  (хх, г/х) ни 
топамиз.
[х 1г х2] сегментда у  — ф (л:) 
интеграл эгри чизицни (xv  y j  
нуцта орцали утувчи ва бур- 
чак коэффициента k — y't =
— f (x i> У\) булган уринма кес- 
маси билан тацрибан алмаш- 
тирамиз.

У ~  У1 =  f (x v  У1) (х  -  x i) 
х ёки y  =  y i  +  f  (x i, У1) (х  — х х) 

77- раем Бу тугри чизиц тенглама-
■сида х  — х2 деб, изланаётган 

у  =  ф (х) ечимнияг х 2 нуцтадаги тацрибий цийматини топамиз:

Уя =  У1 +  ! (хк  y i)  (*2 -  x i)
ёки

Х2 ~~ Х1 =  Д Х
булгани учун

У2 =  У\ +  f  (х1, У1) • Ах,
Б у  жараённи давом эттириб, г/ =  Ф (х) ечимнинг кетма-кет х3, х4, . . 
Х{, . . . ,  х п =  Ь нуцталардаги тацрибий цийматларини хссил циламиз. 
Бунда функциянинг Х[ нуцтадаги циймати функциянинг ва унинг хо- 
силасининг х /_ / нуцтадаги цийматлари орцали

iji =  Уi-x +  f  , У1- 1) Ах (i =  1, 2, 3 , .  . . ) (30)

формула буйича цисобланади. Шундай цилиб, изланаётган ечимнинг 
Xj, х2, xs, . . . ,  X;,. . . , b нуцталардаги тацрибий цийматларини хрсил 
циламиз ва интеграл эгри чизицни синиц чизиц куринишида ясаймиз.

И з о х .  Биз 6 > х 0 булган холни курдик. Агар Ь < х 0 булса, (30) 
формула уз кучида цолади, бироц бу хрлда булиш цадами А х — (Ь —
— х 0) /п  манфий булади.

Эйлер усули биринчи тартибли дифференциал тенгламаларни тац
рибий интеграллаш усуллари ичида энг соддасидир. Унинг камчилиги 
кам аницлигидадир. Албатта йул цуйилган хатолик интеграл эгри чи- 
зицни синиц чизиц билан алмаштиришдан хрсил булади ва у [х0, Ь] 
сегментни булиш нуцталари сонига боглицдир. Бунда г/,- ординаталар- 
ни хиссблашдаги хатолик (Ах)2 га пропорционал эканини курсатиш 
мумкин.

Мисол. у' — у2 — х2 дифференциал тенгламанинг у! i =  l бошлангич шартни 
цаноатлантирувчи хусусий ечими у  =  <р (*) нинг [1,2] сегментдаги тацрибий циймат - 
лари жадвалини тузинг.

Сегментни булиш цадамини Д jc =  0,1 деб олинг.]

Е ч и л и ш и. Юцоридаги схемага асосан у  =  «р (х) ечим цийматларини (30) фор
мула буйича ^исоблаймиз. Барча -\исоблашларни вергулдан кейинги туртинчи хонагача 
аницликда бажарамиз ва натижаларни умумий жадвалга ёзамиз.

1 X У1 2 2
f (*1, у,-) =  У1 -  г.

2 2
1 (Х [  , У1 A JC = ( У ~ Х 0  Ах

(1) (2) (3) (4) (5)

0
1
2
3

4
5
6
7
8
9
10

1,0
1,1
1,2
1.3
1.4
1.5
1.6
1.7
1.8 
1,9 
2,0

1
1

0,979
0,9308
0,8484
9,7244
0,5519
0,3264
0,0480

—0,2758
—0,6292

0
—0,21 
—0,4816 
—0,82 36
— 1,2402
— 1,7252 
—2,2554 
—2,7835 
—3,2377 
—3,5339

0
—0,021
—0,0482
—0,0824
—0,1240
-0 ,1 7 2 5
-0 ,2 2 5 5
-0 ,2 7 8 4
—0,3238
-0 ,3 5 3 4

(3) устун у  — <р (х) функциянинг нуцталардаги тацрибий цийматларидан ибо-
рат.

2-§ ИККИНЧИ ТАРТИБЛИ ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАР

1. Асосий тушунчалар. Иккинчи тартибли дифференциал тенгла
ма эркли узгарувчи, изланаётган функция ва унинг биринчи цамда 
иккинчи тартибли хреилаларини боглайди. Хусусий цолларда тенглама- 
да х, у  ва у' иштирок этмаслиги мумкин. Бироц иккинчи тартибли 
дифференциал тенгламада албатта у" булиши шарт.

Иккинчи тартибли дифференциал тенглама умумий цолда

F (х, У. у ' , у") =  0 (31)

куринишда, агар иккинчи тартибли цосилага нисбатан ечиш мумкин 
булса,

У" =  f  (х > У> У') (32)
куринишда ёзилади.

1- § нинг 1- пунктида энг содда иккинчи тартибли дифференциал 
тенгламага олиб келадиган масалани куриб чиццан эдик [ (4) форму
лага царанг].

Биринчи тартибли тенглама булган цолга ухшаш, иккинчи тартиб
ли тенглама учун хам умумий ва хусусий ечимлар мавжуд булиши 
мумкин. Дастлаб иккинчи тартибли тенгламанинг умумий ечими цан
дай куринишга эга булишини ва хусусий ечим ундан цанда:т ажратиб 
олинишини мисолда курамиз.

Энг содда иккинчи тартибли

у" =  2 (33)
тенгламани оламиз. Уни ечиш учун у ' = v  (х) белгилаш киритамиз. 
^  цолда у" =  v ' ва (33) тенглама и' =  2 куринишга келади.
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v' (x) — f ( x )  тенгламага эга буламиз. Уни ечиб цуйидагига эга була
миз:

у (х )  =  J /  (х )  d  х  =  F (х )  +  Съ

бу ерда F (х )  функция /  (х )  нинг бошлангич функцияларидан бири. 
v (х) =  у '  булгани учун у '  =  F (х) +  Сх булади.

Бу ердан, яна бир марта интеграллаб, (35) тенгламанинг умумий 
ечимини топамиз:

У ’ F (л:) dx  +  Cj х 4 - С2.
1 мисол. у" — sin (х) -тенгламанинг умумий ечимини топинг.
Е ч и л и ш и .  y' — v(x) деб, v' (дг) =  sin лг тенгламани ^осил киламиз. Интеграл

лаймиз: v (х) = — c o s x + C V  Бу ерда v (х) ни у'  билан алмаштириб яна бир марта 
интеграллаймиз, натижада тенгламанинг умумий ечимини топамиз:

У =  — sin х +  Схх +  С2.

у ” =  f (х, у ’) курин ишдаги т е н г л а м а ,  Бу тенгламада изланаётган 
у  функция ошкор иштирок этмайди. Ю коридатга ухшаш, янги v (х) — 
=  у '  функцияни киритиб ва у" =  v' (х) эканини назарда тутиб, v(x) 
функцияга нисбатан биринчи тартибли

ь' (х) — f  (х, v)
тенгламани .%осил циламиз.

Бу тенгламанинг умумий ечими v =  ф (х, Сх) топилди деб фараз 
цилайлик. Бу ечимда v функцияни у ' билан алмаштириб, у '  = ф (х ,С 1) 
ни х;ссил циламиз. Шундай цилиб, (36) тенгламанинг умумий ечими 
куйидаги куринишда булади:

г/ =  Г ф (х, Сх) dx  +- С2.
2-мисол. (1 +  х 2) I/" — 2 х у '  =  0 тенгламанинг у \ Х_ х= 0 , у ' \ х = \ =  \ бошлан

гич шартларни каноатлантирадиган хусусий ечимини топинг.
Е ч и л и ш и .  у' =  v (х) деймиз, у ^олда у" — и' (х). Бу ифодаларни берилган тенг
ламага куйиб, биринчи тартибли тенгламани .\осил киламиз:

(1 +  х2) v' — 2xv  =  0.
Бу тенгламада узгарувчиларни ажратамиз:

d v  2х dx
v l + x 2

Интеграллаймиз:
In (г./ =  In (1 +  х2) +  1пС0.

v (х) ни топиш учун потенцирлаймиз:
t' =  ± C 0( l + x 2) =  C1 (l +  х2).

v — y' булгани учун у' =  Сх (1 +  х2). Яна бир марта интеграллаб, берилган 
тенгламанинг умумий ечимини з^осил киламиз:

У — С] ^ 2’

Бу умумий ечимдан хусусий ечимни ажратамиз. Биринчи бошлангач шарт =  О

дан фойдаланиб, 0 =  Сх  ̂1 +  —  j  +  С2 ёки Сх +  С2 =  0 ни топамиз. Умумий
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ечимни дифференциаллаймиз: у' — Сг (1 +  х2). Иккинчи бошлангич шарт у'\х=.\ — 1 
дан фойдаланиб, 1’=  Сх(1 4- 1) ни ^осил киламиз, бу ердан Сх =  1/2. Шундай ки- 
либ, Ci ва С2 узгармасларни топиш учун куйидаги тенгламалар системасини ^осил
Киламиз:

С х = 1 / 2 ,  |

- j -  Сх +  С2 =  0 . |

Бу ердан Сх =  1/2, С2 — — 2/3. Демак, берилган тенгламанинг хусусий ечими
х3 х 2 

У  ' ~  6 2 “  3
Куринишда булади.

t f  =  f  (у, у') куринишдаги т е н г л а м а .  Бу тенгламада х эркли уз
гарувчи ошкор иштирок этмайди. Тенгламанинг тартибини пасайтириш 
учун яна у  га богли^ янги и (у) функция киритамиз, бунинг учун 
у' = v ( y ) деймиз. Бу тенгликни у  узгарувчи х нинг функцияси эка
нини эътиборга олган холда х  буйича дифференциаллаймиз:

*(У') „  dv(y) _  du (у) dy 
.dx dx dy dx

dy 
dx

У =  '

= v (у) булгани учун

У
Ыу

dy
(38)

у ’ ва у" нинг ифодаларини берилган диффзренциал тенгламага 
цуйиб, v (у) функцияга нисбатан ушбу биринчи тартибли тенгламани 
хосил циламиз:

^ - l v  =  f ( y ,v ) .
d y

v (y )  ~  ф (у, Сх) функция бу тенгламанинг умумий ечим и булсин.
У ^олда v (y ) _  dy 

dx
эканини назарда тутиб, куйидаги узгарувчилари

ажраладиган тенгламани хосил циламиз: 
d y

dx =  ф Оа Q -

Уни интеграллаб, берилган (37) тенгламанинг умумий интеграли- 
ни топамиз:

Г dy
Ф (у, Cl)

: х  -f- С2.

3 - мисол. Ушбу 1 +  у"1 =  2уу" тенгламанинг умумий ечимини топинг. 
Е ч и л и ш и .  у' — V (у) деб, янги номаълум v  (у) функцияни киритамиз, у >̂ ол- 

d v
Да (38) муносабатга кура у" =  —  v  ни хосил киламиз. у ’ ва у" нинг ифодалари

ни берилган тенгламага кУями з-

1 +  V2 =  2 yv
dv 
d y '
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Биринчи тартибли бу тенгламада узгарувчилар ажралади:
2 vdv dy 

1 +  и2 ~  у  '
Бу ердан, интеграллаб, топамиз: In (1 +  v2) =  In |у\ +  1пС0. бу ердан 1 +  о3 =

±  С0у  =  С^у ва’ v =  ±  V  Сху  — 1. v = ~ -  булгани учун — - =  dr V С ^ — 1
ах ах

демак,

dx =  ■
dy

± V c 1y — i ’
Интеграллаб, умумий интегрални з^осил киламиз:

* +  С2 =  ±  ~[/С1у  — 1 ёки (х +  С2)3=  (С гу -  
С j Сх2

Бу ердан умумий ечимни топамиз:

•1).

С\ ( * + С 2)2 +  4
у  —  ------------------------------------------------

4 Сг
4 - мисол. 1-§ нинг 1-пунктида к,аралган моддий нуктанинг эркин тушиши ^аци- 

даги масалага кайтамиз. Бу масалага олиб келган тенглама куйидаги куринишда 
ёзилади:

У" =  е-
[(4) формулага каранг]. Бу (35) куринишдаги тенглама. Бу ерда аргумент ва^тдир. 
Янги v (/) =  у ’ функцияни киритиб, v' =  g  тенгламани з^осил киламиз. Бу тенгла
мани интеграллаб, v =  g t  +  Cj ни топамиз. Бошлангич з^олатда нуктанинг тезлиги 
v0 га тенг булиши керак булгани учун ва нуктанинг тезлиги йулдан вакт буйича 
олинган биринчи тартибли у '  хосилага тенг булгани сабабли! Сх ни аниклаш учун 
t)0 =  g-0  +  C1 тенгламага эгамиз. Бу ердан

Ct =  v ва v =  gt +  v0.
Бу физикадан маълум булган моддий нуктанинг эркин тушиши тезлиги формула- 
сидир.

dy
Бу ерда v ни - у  билан алмаштириб ва яна бир марта интеграллаб, топамиз:

dy
dt

■ gt  +  c0, dy ■■: (gt +  v0) dt, У — g ^2*

Бошлангич моментда босиб утилган йул шартга кура нолга тенг булгани учун

g. О
о = — + v o + ca

га эгамиз, бу ердан С2 
ринишда булади:

■ 0. Демак, (4) тенгламанинг хусусий ечими куйидаги к^-

y=Y~ g‘2 + Vut
Бу жисмнинг зркин тушишида босиб утилган йул формуласидир.

5 - мисол. К,уйидаги физик масалани курамиз. в0 =  5м/с тезлик билан тугри чи
зикли з$аракат килаётган моторли кзйиеда мотор учирилади. Уз з^аракатида кайик 
сув каршилигига дуч келади, каршилик кучи кайик тезлиги квадратига пропорцио- 
нал булиб, пропорционаллик коэффициента 1г =  т/ 50 га тенг, бу ерда т — кайик 
массаси. К,айик тезлиги канча вактдан сунг икки марта камаяди ва кайик бу вакт 
дав омида канча масофани утади?

Е ч и л и ш и .  Бу масалани ечишда Ньютоннинг иккинчи конУнидан фойдалана
миз. Моддий нуктага таъсир этувчи куч катталиги нуктанинг массасини унинг тез-
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ланиши катталигига купаитмасига тенг, куч иуналиши эса тезл аниш иуналиши 
билан бир хил.

ds
Тезлик йулдан вакт буйича олинган биринчи тартибли v ■ з^осилага, тез-

d2s
ланиш эса йулдан вакт буйича олинган иккинчи тартибли а =  —— з^осилага тенг бул-

dt“
гани учун кайикни моддий нукта деб олиб, кайик з^аракати тенгламасини ушбу 
куринишда ёзишимиз мумкин та =  F ёки

d2s ds \ 2 
d t , (*)

Бу ерда «минус» иигораси сув каршилиги кайик з^аракатига карши йуналганлигини 
билдиради.

Тезлик v =  s' булгани учун, бошланрич шартлар s |^_0 =  0, s'|^_g =  t>^_0 =  
=  110 =  5м/с куринишида булади. s" =  v' булгани учун s' ва s" нинг ифодалари- 
ни (*) тенгламага куйиб, куйидаги биринчи тартибли тенгламани з^осил киламиз:

. --------  г,2 р dv

50
еки —— =  ■ 

dt 50 '

Узгарувчиларни ажратамиз ва интеграллаймиз: 

do
50

dt,

s'/f^Q =  v\t= o — 5 бошлангич шартлардан фойдаланиб, Ct =  1/5 ва v =
50

топамиз. v =  ■
ds ds 50

булгани учун —  =  ■
at t -j- 10

t +  10

булади. Кейинги тенгламани интег

раллаб, s = 5 0 1 n  ( < +1 0 )  +  С2 ни топамиз. s|/==0 =  0 эканини эътиборга олиб, то
памиз: 0 = 5 0  1 п ( 0 + 1 0 )  +  С2. Демак, С2 =  — 50 In 10 ва

s =  50 In
t- 10

10

Шундай килиб, кайикнинг з^аракат к°нунини з^осил килдик. Масала шартига 
кура канча вактдан сунг кайик тезлиги икки ^марта камайишини аниклаш керак. 

50 формуласига v =  0,5уо =  2,5 к и™атни КУЯ-

50

Бунинг учун тезликнинг у =
t +  10

миз. К^айик тезлиги икки марта камаядиган вактни Т  оркали белгилаб, 2,5 =
Т +  10

ни з^осил киламиз. Бу ердан Т =  Ю с.
Ана шу вакт Давомида кайик утган масофани з^исоблаш учун s нинг ифодасига 

Т =  10 с ни кУямиз:

s =  501п 10+10 
10 ■

= 5 0  1п2}« 50 • 0,69 «  34,5 м.

3. Ю^ори тартибли дифференциал тенгламалар ^ацида тушунча.
п-т арт ибли дифференциал т енглама  умумий куринишда ^уйидагича 
ёзилади:

F (x , у ,  у ' , у" ............. у {п)) = 0
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жудлик ва ягоналик теоремаси уринлидир. Бироц, чизицли тенглама 
учун бу теорема соддароц баён цилиниши мумкин. Хацицатан хам, тенг- 
ламаиинг а 0 (х), а х (х), а2 (х) коэффициентлари ва b (х) озод цади би
рор ]а,р[ интервалда узлуксиз булсин. Шу билан бирга а 0(х) коэффи
циент ,бу интервалнинг хеч бир нуцтасида нолга тенг булмасин деб 
фараз цилайлик. У хрлда (44) тенгламанинг унг томони

f  (х, У, У')
Ь(х)—аг (х )у '—аг (х) у 

а 0 (х)

ва унинг

Гу(х, у , у ')
а2 (*) 
а0 (х)

ва f 'A x ,y ,y ' )  =  — at (*)
а0 (х)

хусусий хрсилалари у  ва у ' узгарувчиларнинг исталган цийматларида 
ва х нинг ]а, р[ интервалга тегишли цийматларида узлуксиз функция
лар булади. Айтилганлар асосида (42) чизицли дифференциал тенг
лама ечимининг мавжудлиги ва ягоналигининг Коши теоремасини ба
ён циламиз.

Теорема. А гар  (42) чизицли т енглам анинг а0 (х), а х (х), а2 (х) коэф
фициент лари ва Ь (х) ун г  томони  ] а , р [ интервалда узлукси з б у л 
са ва ш у билан бирга а0 (х) коэффициент бу инт ервалнинг хеч бир  
нуцтасида нолга т енг булм аса, у  хрлда у\х=ха =  у 0, У'\х=ха =  У’0 (б у  
ерда  х0 нуцт а ] а ,  (3 [ инт ервалга тегишли)  бошлангич ш арт лар хар  
цандай булганда \а м  т енглам анинг берилган бошлангич ш арт лари
ни цаноатлант ирувчи ягона ечими мавж уд булади.

2. Иккинчи тартибли чизицли бир жинсли дифференциал тенглама
лар. Чизицли бир жинсли дифференциал тенгламалар ечимларининг 
баъзи хоссаларини цараб чицамиз.

1-теорема. А гар  у 1 — у г (х )  ва у 2 =  у 2 (х )  ф ункциялар  (43) чизицли 
бир жинсли т енгламанинг ечимлари булса, у  холда у  =  С1у 1 (х) +  
+  С2 у 2 (х) ф ункция хам С х ва С2 узгарм асларнинг* ист алган ций- 
м ат ларида б у  т енглам анинг ечими булади.

И с б о т и .  у  =  Сх у х (х) +  С2 у 2 (х) функцияни ва унинг цосилала- 
рини (43) тенгламанинг чап цисмига цуйиб, цуйидагини хрсил цила
миз:

а0 (х) [ Сх у х (х) -f- С 2 у 2 (х) ] -f- Oj (х) [ С х у х (х) 4- С2 у 2 (х) j ' +
+  а2 (х) ] Сх у х (х) +  С 2 у 2 (х) ] =  ag (х) [ Сх у х" (х) +  С2 у 2" (х) ] -j- 

~Ь (х) [Ci У\ (х) 4- С2 у 2 (х) | -f- а2 (х) J С х у х (х) -(- С2 у 2 (х) j =
=  Сх [ а0 (х) у'[ (х)]+  а х(х) у \  (х) +  а2 (х) у х (х) ] +

+  С 2 [ а 0 (х) у \  (х) +  а х (х) г/' (х) +  а2 (х) у 2 (х) ] =  О,

у х (х) ва у 2 (х) функциялар (43) тенгламанинг ечимлари булгани учун 
квадрат цавслардаги энг охирги иккита ифода нолга тенг.

* Ci ух w  +  с 2 • у2 (х) ифода t/д (х) ва у2 (х) функцияларнинг чизщли комби- 
наци яси дейилади.

224

Иккинчи тартибли дифференциал тенгламанинг умумий ечими у  =  
=  ф (х, С х, С2) иккита ихтиёрий узгармас Сх ва С2 га эга булгани 
учун цуйидаги савол юзага келади: у  — Сх у х (х) +  С2 у 2 (х) ечим (43) 
тенгламанинг умумий ечими булмасмикан?

}^ар доим хам шундай буланермаслигини курсатамиз. Масалан, у " +  
4 - 4 г / = 0  тенглама хар цандай бошлангич шарт лар да мавжудлик ва 
ягоналик теоремасининг шартларини цаноатлантиради ( 1-пунктга ца
ранг). Бу тенглама у х =  s in 2 x  в а у 2 =  10sin2x хусусий ечимларга эга 
булишини текшириб куриш осон. Бироц уларнинг чизицли комбина- 
цияси у  — Cxs i n 2 х  +  С2- 10s i n 2 x  берилган тенгламанинг ечими бул
са-да, лекин унинг умумий ечими булмайди. ^ацицатан хам, i/jx=0 =  1, 
у'/х=0 =  0  бошлангич шартларни цаноатлантирувчи г /=  cos 2 х  функ
ция у" +  4 у  — 0  тенгламанинг ечими булкшига кшснч хрсил цилиш 
цийин эмас. Бироц, бу ечимни у  =  Схs i n 2 x 4 -  С2- 10- s i n2x  чизицли 
комбинациядан хрсил цилиб булмайди, чунки бошлангич шартларнинг 
биринчиси у \х=о =  1 шу г/ =  Cj sin 2 х +  С2 • 10 -sin 2х функция учун 
Сх ва С2 нинг хеч цандай цийматларида бажарилмайди: Сх sin 0 +  С2 х  
X 10- sinO Ф 1.

Агар иккинчи тартибли бир жинсли чизицли дифференциал тенг
ламанинг иккита хусусий ечими у х (х) Еа у 2 (х) учун бирор ]сс, р [ ин
тервалнинг хеч цандай нуцтасида

Уг(х) У2 (х)
W  (х) =

у[ (Х) У2 (х)
УЛх)у'2 { х ) ~  у [ (х ) у г(х) (45)

детерминант нолга тенг булмаса, у х (х) ва у 2 (х) хусусий ечимлар ] се, 
Р [ интервалда фундаментал ечимлар системасини ташкил этади. W  (х) 
детерминант Вронский дет ерм инант а  (ёки вронскиан) дейилади.

1-мисол. Биз юцорида у" +  4 у = '0  тенглама ryx =  sin2x, t/2 =  10 sin 2л:, у 3 =  
=  cos 2х, хусусий ечимларга эга эканини курсатган эдик. Бирннчи 
в а иккинчи ечимлар фундаментал ечимлар системасини ташкил этмаслигига ишонч 
цосил цилиш осон. Биринчи ва учинчи ечимлар бутун, сон уцида фундаментал сис
тема >;осил килади. Дацицатан ^ам,

Wx (х) =

V, (x)  =

sin 2х 10 sin 2л:

2cos2x  20 cos 2л: 
sin 2х cos 2л:

2cos 2х— isin 2х

: 20 sin 2л: cos 2л: — 20 sin 2х cos 2л: ее 0 ,

• 2sin2 2л: — 2 cos2 2х =  — 2 ф 0 .

2 - мисол. х2у" — 2 ху' 2у = ’0 тенглама г/, =  л: ва у2 =  х2 хусусий ечимларга 
эгалигини куриш осон. Бу ечимлар [л: =  0 ни уз ичига олмаган хар цандай интер
валда фундаментал система ташкил этади. Дацицатан цам,

W (х) =
1

=  2л:2 —л:2 =  л:2,

яъни Вронский детерминанти х Ф  0 да нолга тенг эмас.

Ю. Вронский (1778— 1853)—Поляк математиги. 
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И з о х -  Равшанки, хаР ^андай чизицли бир жинсли тенглама у г == 
=  0 ечимга эга. Бироц бу ечим бошца Xе4 цандай у 2 — у 2 (х) ечим 
билан бирга фундаментал система ташкил килмайди, чунки бу холда 
Вронский детерминанти айнан нолга тенг булади:

I 0  у2 (х)
W{x)

О у ’2 (х)
= 0 .

Хаци-Бир жинсли чизикли тенглама умумий ечимининг куриниши 
да юкорида цуйилган саволга куйидаги теорема жавэб беради.

2-теорема, ( у м у м и й  е ч и м с т р у к т у р а с и х а , ^ и д а ) .  Агар  
(43) тенгламанинг иккита у х =  у х (х) ва у.2— у2 (х) хусусий ечими ]а$[  
интервалда фундаментал система ташкил этса, у  холда бу тенг
ламанинг умумий ечими

У =  С1у 1{х) +  С2у2 (х) (46)

куринишда булади. Бунда  ] а ,р [  интервалда а0(х), а х (х), а2(х)  
коэффициентлар узлуксиз ва а2 х  фО деб фараз цилинади.

И с б о т .  Дастлаб, исталган Сх ва С2 да у  =  Сх у г (х) +  С2 у 2 (х) 
функция 1-теоремага кура (43) тенгламанинг ечими эканини айтиб 
утамиз. Шу сабабли бу ечим умумий ечим эканига ишонч хосил 
килиш учун бу ечимдан берилган

У\х=ха = У о’ У ' 1 = х.  =У а  (47)
(бу ерда х0 нуцта ] сс, р [ интервалга тегишли, у 0 ва у'о эса ихтиёрий) 
бошлангич шартларни цаноатлантирувчи ягона хусусий ечимни ажра- 
thuj мумкин эканлигини курсатиш колади. фараз цилайлик Y  = Y  (х)— 
(43 ) тенгламанинг (47) бошлангич шартларни каноатлантирувчи бирор 
ечими булсин. Бу ечимни (46) ечимдан CL ва С2 узгармасларни керак- 
лича танлаш оркали хосил килиш мумкинлигини курсатамиз. >^ак;и^а- 
тан хам, у  =  С1у 1 (х) +  С2 у2 (х) ва у' — Сх у\ (х) +  С2 у\ (х), булгани 
учун бошлангич шартларни буларга цуйиб, хуйидагига эга буламиз:

У о =  ^1 У\ (хо) “Ь ^2 У 2 (Х0),
Уо =  С1У[(хо) +  С2УАхо)-

Б у тенгликлар номаълумлари C t ва С2 булган чизикли алгебраик тенг- 
ламалар системасидан иборат. Бу системаиинг

У\ (х0) у2 (х0)
1 1 (*о) у'2 (Х0)

W (х 0) =

детерминанти W (х) Вронский детерминантининг х  — х0 даги цийма- 
тига тенг. Шартга кура у х (х) ва у2 (х) хусусий ечим лар]а, р [  интервал
да (х0 нуцта бу интервалга тегишли) хусусий ечимларнинг фундамен
тал системасини ташкил этгани учун W (x 0)=£  0. Ш у сабабли Сх ва- 
С2 номаълумлар учун куйидаги ягона цийматларни * хосил циламиз:

* Крамер формулаларига царанг ( I I  боб, 2-§, 1-пункт).

Уо У 2 (х о) 1 < / iW  Уо
Уо У 2 (Хо) 1 с„„ - У { ( х о) У'о

Г  (х0) ’ С20 w  (х0)
Хосил цилинган у  =  С10 у х (х) -J- С20 у2 (х) хусусий ечим ягоналик тео- 
ремасига кура У (х) ечим билан бир хил булади. Шундай цилиб, агар 
у г (х) ва у2 (х) хусусий ечимларнинг фундаментал системасини ташкил 
этса, у холда умумий ечим

у  =  С1 г/1 (х) +  С2 у2 (х) 
куринишда булиши курсатилди.

Исбот цилинган теоремадан умумий ечимни топиш учун унинг фун
даментал система хосил киладиган иккита хусусий ечимини билиш 
етарли экани келиб чицади.

3- мисол. х2 у" — 2 ху' +  ?.у = 0  тенгламани ^араймиз. 2-мисолда курганимиздек, 
ух = х  ва у2 =  хг функциялар х  =  0 нуктани уз ичига олмаган исталган интервал
да бу тенгламанинг фундаментал ечимлар системасини ^осил келади. Шунинг учун
2-теоремага кура берилган тенгламанинг умумий ечими у  =  Схх  + С а х2 куринишда- 
булади.

Хусусий ечимни куйидаги бошлангач шартларда топамиз: 
у\х=\ — 0, У'\х= \ =  1. Маълумки, у' — Сх +  2 С2 х, шу сабабли бунга бошлангич 
шартларни ^уйиб С ^ва  С2 узгармасларни аншумш учун

0  =  Сх +  С2, \
1 =  Сг + 2  C j

системани ^осил киламиз. Б у  системани ечиб, Сг =  — 1, С2 =  1 ни топамиз. Шун
дай цилиб, изланаётган хусусий ечим у  =  х2 — х булади.

Чизикли бир жинсли дифференциал тенглама хусусий ечимлари- 
нинг фундаментал системаси тушунчаси ечимларнинг чизикли боглиц- 
лиги ва эрклилиги тушунчалари билан узвий богли^дир.

Агар хеч булмаганда биттаси О нолдан фарцли шундай /,х ва Я2 
сонлар мавжуд булсаки, бирор ]а ,|3 [ интервалга тегишли барчи х  лар 
учун

К  Ух (х) +  К  У2 (х) =  0 (48)
тенглик уриали булса, у1 = у 1 (х) ва у 2 — у2 (х) функциялар ] ос,р ] 
интервалда чизикли боглиц дейилади.{Агар бу тенглик ] а ,р  [ интервал
га тегишли барча х  лар учун фацат Ях =  л2 =  0 да бажарилса, у г (х) 
ва у 2 (х) функциялар шу интервалда чизикли эркли  дейилади.

Равшанки, агар у г (х) ва у 2 (х) функциялар чизикли богли^ булса, 
улар пропорционал булади. ^акицатан хам, масалан Ф  0  булсин.

ЯУ холда (48) тенгликдан у х (х) = ------ — у 2 (х) — k у2 (х) келиб чицади.

Аксинча, агар функциялар пропорционал булса, улар чизикли борлиц* 
булиши равшандир.

* Функцияларнинг чизикли борли^лиги ва чизикли эрклилиги тушунчалари век- 
торларнинг чизикли бонш ^лиги ва эрклилиги тушунчаларига ухшашдир (II боб 4-S
1-пунктга царанг). v
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Агар (43) тенгламанинг иккита хусусий ечими у х (х) ва у 2 (х) чи- 
зн;уш богли^ булса, яъни у х (х) =  ky2 (х) булса, у .^олда улар фунда- 
ментал система ташкил этмаслигига ишонч хрсил килиш осон, ^а^и- 
цатан хам, бу зрлда Вронский детерминанти айнан нолга тенг:

Уг Уа ky» У2
У\ У2 j ky<2 у2

(43) тенгламада ] а , р [  интервалда а0(х), ах (х) ва а2 (х) коэффицент- 
лар узлуксиз ва а0 ( х ) Ф 0 булсин. У хрлда куйидаги тескари тасди^ 
уринли булишини курсатиш мумкин: агар (43) тенгламанинг иккита 
у х (х) ва у 2 (х) ечими ] а, р [ интервалда чизикли эркли бС/лса, улар  
бу интервалда фундаментал система ташкил этади.

Масалан, юадэида курилган 2-мисолда у х — х, у 2 = х 2 ечимлар 
системаси фундаменталдир, чунки бу ечимлар чизикли эркли:

хъф к х .
3. Чизицли бир жинсли булмаган иккинчи тартибли дифференциал 

тенгламалар. Энди чизикли бир жинсли булмаган иккинчи тартибли 
(42) дифференциал тенгламанинг асосий хоссаларини 1̂ араб чи^амиз:

а0 (х ) у" +  ах (х )У  +  а2 (х) у  =  Ъ (х).
Чап томони бир жинсли булмаган (42) тенгламанинг чап томони би
лан бир хил булган чизикли бир жинсли тенгламани келгусида (42) 
га мос бир жинсли тенглама деб атаймиз.

Теорема. Агар у ( х )  (41) тенгламанинг хусусий ечими, Y (х) эса 
унга мос бир жинсли (43) тенгламанинг умумий ечими булса,  
у  хрлда у  — у  (х) +  F  (х) функция бир жинсли булмаган (42) диффе
ренциал тенгламанинг умумий ечими булади.

И с б о т  . у(х)  (42) тенгламанинг ечими булгани учун

а0 (х) у" (х) +  ах (х) у '  (х) +  а2 (х) у  (х) =  b (х).

Худди шунга ухшаш, Y  (х) мос бир жинсли тенгламанинг ечими бул
гани учун

а0 (х) Y" (х) +  ах (х) Y' (х) +  а2 (х) У  (х) =  0.
Бу хрлда ^уйидагига эгамиз: 

а{) (х) [у (х) +  Y  (х) ]" +  % (х) [ У (х) + Y  (х) ]' +  а2 (х) [у (х) +  Y  (х) ] =  
=  [а0 (х) у" (х) +  a i (х) у' (х) +  а, (х) у  (х) | +  | а 0 (х) Y" (х) +

+  аг (х) У  (х) +  а2 (х) Y  (x)]J =  b (х) +  0 s f t  (х).

Бу ердан у \ = у  (х) +  Y  (х) функция, хацицатан ^ам, бир жинсли 
булмаган (42) тенгламанинг ечими булиши келиб чи^ади. Бу ечим 
умумий ечим эканига ишонч ^осил 1̂ илиш учун ундан (47) бошлангич 
шартлар:

У\х=х„ У°’ У 1х=х, 0̂ 
ни каноа?лаНтирадиган ягона хусусий ечим ажратиш мумкинлигини 
курсатиш ^олди.
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Уг(х) ва у 2(х) мос бир жинсли тенгламанинг хусусий ечимлар- 
нинг фундаментал системасини ташкил этувчн иккита хусусий ечими 
булсин. У хрлда Y  =  С1у 1 (х) +  С2у2 (х) Еа

У =  У (х) +  К (х) =  у  (х) +  Сх у г (х) +  С2 у2 (х). (49)
фараз к и лай лик, у  — ф (х) бир жинсли булмаган (42) тенгламанинг 
(47) шартларни каноатлантирувчи бирор ечими булсин. Уни (49) ечим- 
дан Сх ва С2 ни мос хрлда танлаб олиш билан хосил ^илиш мум
кинлигини курсатамиз.

Хакикатан хам,

у  =  у  (х) +  Сх ух (х) - f  С2 у2 (х) ва у ’ =  у' (х) +  Сх у[ (х) +  С2 у2 (х)
булгани учун буларга бошлангич шартларни ^уйиб Сх ва С2 ни ани^- 
лаш учун куйидаги тенгламалар системасини хрсил киламиз:

<Л =  У (х0) +  Сх у х (х0) +  С2 у2 (х0),1 

У о ~  У' (*о) +  c i У\ (х0) +  С2 у  2 (х0)|
ёки

CiUi (х0) +  С2 у2 (х0) =  у 0 — у (xq), ]
У\ (х0) +  С2 у2 (х0) =  у0 у' (х0). J

Бу системанинг детерминанти нолдан фар^ли булгани учун у 
ягона С10 ва С20 ечимга эга (2-теореманинг исботига 1̂ аранг). Хрсил 
^илинган у  =  у  (х) +  С 10у 1 (х) +  С20 у 2 (х) хусусий ечим ягоналик тео- 
ремасига мувофи^ У =  Ф (х) ечим билан бир хил булади. Шу билан 
теорема исбот килиьди.

4. Ихтиёрий узгармасларни вариациялаш усули. Олдинги пунктда 
чизикли бир жинсли булмаган тенгламанинг умумий ечимини 
топиш учун мос бир жинсли тенгламанинг умумий ечими ва бир 
жинсли булмаган тенгламанинг хусусий ечимини билиш етарли экани 
курсатилган эди.

Агар мос бир жинсли тенгламанинг умумий ечими маълум булса, 
бир жинсли булмаган тенгламанинг хусусий ечими ^андай топилиши- 
ни курсатамиз.

Ушбу чизикли бир жинсли булмаган (42) дифференциал тенглама 
а о (х) У" +  а г (х) у' +  а2 (х)у  =  Ь (х)

ни карайлик. Y  =  С1у 1(х) +  С2у 2(х) мос бир жинсли тенгламанинг 
Умумий ечими булсин, бу ерда у х(х) ва у2(х) фундаментал система 
ташкил этувчи хусусий ечимлар. Умумий ечимда Сх ва С2 узгармас
ларни гх (х) ва z2 (х) функциялар билан алмаштирамиз. Бу функ- 
Цияларни шундай танлаймизки,

у  =  Zi (х) у х (х) +  z2 (х) у2 (х) (50)

бир жинсли булмаган (42) тенгламанинг ечими булсин. (50) тенглик 
билан аникланган у  функция (42) тенгламанинг ечими булиши керак. Шу- 
Нинг учун г/, у',  у" ни (42) тенгламага ^уйганда айният хрсил були
ни керак.
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у ни л: буйича дифференциаллаб, топамиз:
у '  =  z{ {х) Ух (х) +  z ' (х) уг (х) +  гх (х) у\ (х) +  z2 (х) у ’2 (х). (51)

Биз иккита янги номаълум функция z , (х) ва г2(х) ни киритдик. 
Уларни аниклаш учун иккита тенглама тузиш керак.

Бу тенгламанинг биринчиси сифатида цуйидаги тенгламани оламиз

г ; (х) Ух (х) +  z ’(x) у 2 (х) =  0 . (52)

У  холда у'  учун (51) ифода цуйидаги содда куринишга келади:

у ' = Z x (x )y [ (x )  +  г 2(х) у'2(х). (53)

Бу ифодани яна бир марта дифференциаллаб цуйидагига эга буламизХ 
у" =  г[ (х) У\ (х) 4- Zx (х) у" (х) +  г; (х) y 2( x ) + z 2(x) у \  (х). 

у, у ’, у" нинг ифодаларини (42) тенгламага цуямиз:

а0 (х) [ г [ у [  +  Zx у \  +  z2y2 +  z2 у"2]  +  ах (х) [ гг у \  +  z 2y'2 ] +

+  a2(x)[Zxyx +  y 2z2] +  b(x)  
ёки цадларни группаласак:

[ а0 (х) у'[ +  ах (х) у\ Н- а2 (х) у 1] г 1 +  [а0 (х) у "2 +  ах (х) у ’2 +
+  а2 (х) у 2 ] z2 +  а0 (х) [z[ у\  +  г ' у2\ =  Цх). (54)

Ух ва у2 функциялар [бир жинсли тенгламалар нинг ечимлари бул
гани учун цуйидаги айниятлар уринлидир:

а0(х)у[ +  а1(х)у[ +  а2(х)у1 =  0 ,
%(х)у2 +  ах{х)у2 4- а2(х)у2 =  0.

Шунинг учун (54) тенг лик цуйидаги куринишга келади: 

a(j{x)[z'l y[ 4 - г'2 у2] —- Ь{х)

ёки 

z[(x)y[(x) 4- Z2(x)y2(x) =  (55)
а0{х)

(55) тенглама z: (x) ва 23(х) функциялар цанэатлантириши к зрак б у л 
ган иккинчи тенгламадир.

Шундай цилиб, (52) ва (55) тенгламаларни бирлаштириб, гх(х) ва 
г2(х) функцияларнинг цосилалари учун цуйидаги алгебраик тенгламалар 
системасини цосил циламиз:

z[(x)yl(x) 4-  z'2(x)y2(x) =  0 , j

z[{x)y[{x) 4 - z2(x)y'2(x) =■• (56)

(56) тенгламалар системасидан г'(х) ва г2(х) учун ягона ифодаларни 
топиш мумкин, чунки бу системанинг детерминанта ух(х) ва ty2(x)
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хусусий ечимларнинг фундаментал системаси учун Вронский детер
минанта булгани учун:

УЛх)
У[(х) Ф 0 .

г '1х) ва z2(x) ни аницлагач, интеграллаш орцали г2(х) ва г2(х) ни 
топамиз, сунгра (50) формула буйича хусусий ечимни тузамиз.

Мисол. у"-f- 4у =  тенгламанинг хусусий зчимини топинг.
Е ч и л  иш и. 2-пункт даги 1-мисолда у" 4- 4у =  0 тенглама хусусий ечимлар

нинг фундаментал системаси сифатида у г(х) =  sin 2х ва у2(х) =  cos 2л: функцияларга 
эгалигини топган эдик. Шунинг учун берилган бир жинсли булмаган тенгламанинг 
ечими (50) формула асосида цуйидагича ёзилади:

у  — ?! (х) s in 2x +  z2(x) cos 2л:. (*)

z [ ( x )  ва г2 (х) ни топиш учун ёзилган (56) система мазкур ^олда цуйидагича бу
лади:

г,(л:) sin 2л: 4- ?2(x)c°s 2х =  0 , \

1 '2г[(л:) cos 2х  — 2г2(х) sin  2х =  

Бу системани г4(лг) ва г2 га нисбатан ечамиз:

cos 2л;

г[(х) =

0 cos 2л:
1

cos 2* — 2 sin 2л; — cos 2л:----- ,cos 2л: 1
sin 2л: cos 2л: — 2 sin42A’—2cos3 2х~~ 2
2 cos 2л: — 2 sin 2х

Худди шунга ухшаш, г2(л:) =  — —  tg 2л: ни топамиз. Интеграллаб, топамиз:

zi(x) г2 (Х) =  ~Г  I C0S "Х I4 1

Хусусий ечимни излаётганимиз учун ихтиёрий узгармасларни ёзмаймиз. Топил-
ганларни (*) ифодага цуйиб, берилган бир жинсли булмаган тенгламанинг у  хусусий 
ечимини топамиз:

у  =  -^ p x s in  2Ar4-_y c o s2 ;t - ln |c o s2 * ,|

Бир жинсли булмаган тенгламанинг у  хусусий ечимини топиб ва мос бир 
Жинсли тенглама хусусий ечимларининг фундаментал системасини билган ^олда 
(49) формула асосида бир жинсли булмаган тенгламанинг умумий ечимини ёзиши- 
миз мумкинлигини цайд циламиз:

_ % cos 2х
у  =  у  4- V — 2* +  —~— In | cos 2л: / 4- Сх sin 2л: 4- С2 cos 2л:.
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4-§. УЗГАРМАС КОЭФФИЦИЕНТЛИ ЧИЗИКЛИ ИККИНЧИ ТАРТИБЛИ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАР

Мазкур параграфда чизщ ли иккинчи тартибли тенглама- 
ларнинг хусусий хрли— тенгламанинг коэффициентлаои узгармас, 
яъни сонлардан иборат булган хрл каралади. Бундай тенгламалар 
узгармас коэффициентли тенгламалар дейилади. Тенгламаларнинг бу 
тури айни^са кенг ^улланишга эга.

1. Чизикли бир жинсли узгармас коэффициентли иккинчи тартибли 
дифференциал тенгламалар. Ушбу

«о У" +  аху'1+ а2у  =  О 
тенгламани ^араймиз, бу ерда а 0, ах, а2 коэффициентлар узгармас, 
шу билан бирга а0 Ф 0. Тенгламанинг хам.ма ^адларини а0 га булиб 
ва ах/а0 =  р, а2/а0 =■■= q деб белгилаб, берилган тенгламани ^уйида- 
гича ёзамиз:

у" + ру' +  qy =  0- (57)
Маълумки, чизикли бир жинсли иккинчи тенгламанинг у м у

мий ечимини топиш учун унинг хусусий ечимларининг фундамен
тал системасини топиш етарли (3- §, 2 -пунктдаги 2 - теоремага ка- 
ранг). Чизикли бир жинсли узгармас коэффициентли дифференциал 
тенглама хусусий ечимларининг фундаментал системаси кандан топи- 
лишини курсатамиз.

Бу тенгламанинг хусусий .ечимини

у = е кх (58)

куринишда излаймиз. Бу функцияни икки марта дифференциаллаб 
хамда у, у ’, у" нинг ифодаларини (57) тенгламага цуйиб,

k2ekx +  pkekx +  qekx =  0

ни хрсил циламиз, екх ф  0 булгани учун екх га цисцартириб, цуйидз- 
ги тенгламани ^осил ^иламиз:

k2 +  pk  +  q — 0. (59

Бу тенгламадан k нинг екх функция (57) тенгламанинг ечими була- 
диган цийматлари аникланади.

k коэффициентни аниклаш учун хизмат киладиган (59) алгебраик 
тенглама берилган (57) дифференциал тенгламанинг характеристик 
тенгламаси дейилади.

Характеристик тенглама иккинчи даражали тенгламадир, биноба- 
рин иккита илдизга эга. Бу илдизлар ё ха^иций ва .^ар хил, ё хацикий 
ва тенг, ёки ^ушма комплекс булиши мумкин.

Бу холларнчнг j^ap бирида хусусий ечимларнинг фундаментал сис
темаси ^андай куринишга эга булишини куриб чикамиз.

1. Характеристик тенгламанинг илдизлари цациций ва %ар 
хил: kx Ф k2. Бу ^олда (58) формула буйича иккита хусусий ечимни 
топамиз: у х =- eklX, у ,  =•= ektX. Бу иккита хусусий ечим чизикли эрк
ли, чунки у х/у 2 =  eklXt ek%x =  e(kl~ k,)x ф  const (берилишига кура) kx Ф

ф  k2. Шунинг учун улар ечимларнинг фундаментал системасини 
ташкил этади (3- §, 2- пунктга ^аранг).

Демак, тенгламанинг умумий ечими (46) формулага кура куйи
даги куринишда булади:

Y  =  CxeklX +  С2 ек,х-

2. Характеристик тенгламаларнинг илдизлари тенг: k2 =  kx. 
Бу хрлда иккала илдиз хацикий сон булади. (58) формула буйича 
факат битта у х =  eklXt хусусий ечимни хрсил киламиз. Биринчи ечим 
билан бирга фундаментал система хрсил ^илувчи иккинчи 
у„(х) хусусий ечим у 2 ~  xekl(x) куринишда булишини курсатамиз.

Дастлаб, у 2(х) функция (57) тенгламанинг ечими булишини тек- 
ширамиз. ^а^икатан ^ам,

У2 +  РУг +  ЧУъ =  (Xek,x)" +  p{xeklX)’ +  q(xe^x) =  2kxek‘xA- 
+  ti\xekiX +  p(ekiX +  xkxekiX) +  qxekix= e k‘x(2kl +  k\x +  p  +  pxkx<+ qx) — 

=-- ek*  [x(k\ +  pkx +  q) +  (p - f  2kx)].

Бирок, ^ (5 9 ) характеристик тенгламанинг илдизи булгани учун 
k\ +  pkl +<7 = 0 . Бундан тацч^ари, Виет теоремаси буйича р =
— — (kx +  k2) — — 2kx. Шунинг учун р  +  2kx --- 0. Демак. 
у2 +  ру'2 +  q =  0, яъни у 2(х) — xekiX функция ха^икатан ^ам (57) 

тенгламанинг ечимидир.
Топилган у х — ekiX ва у 2 — хек‘х хусусий ечимлар ечимларнинг 

фундаментал системасини ташкил этади, чунки улар чизикли эркли- 
дир: у  J  у  2 — eklX/xek>x — —  ф  cosnt.

X
Шундай килиб, бу хрлда чизикли бир жинсли тенгламанинг уму

мий ечими куйидаги куринишда булади:

У =  CxekiX +  C2xekiX
ёки

Y  — eklX (Сх +  С.,х). (61)

3. Характаристик тенгламанинг илдизлари комплекс сонлар. Маъ- 
лумки, х5акикий коэффициентли квадрат тенгламанинг комплекс ил
дизлари кушма комплекс сонлардан* иборат, яъни kx — а  *+ pi, k2 — 
= - а  — рг куринишга эга. Б у  >рлда (57) тенгламанинг хусусий ечим- 
лари (58) формулага кура цуйидагича ёзилади:

ух =  eklX~  е(а+ш  =  еах ■ ei&x; у 2 =  ek‘x =  еМ ) х  -  еах -е~^х.
Эйлер формулаларини ^уллаб (XI боб, 5-§, 3-п) у х ва у 2 нинг 

ифодаларини 1̂ уйидагича ёзиш мумкин:

у х — eax(cos р х +  i sin р х); у 2 — еах (cos р х — i sin  р*).

* VII боб, 3-§. 3-пунктга царанг.



Б у ечимлар комплекс ечимлардир. Хакикий ечимларни хосил к и л т ,  
учун ^уиидаги янгч функцияларни цараймиз: ' ‘

У1 (Уг +  У*) — еах cos р х; У 2 =  ~ (У 1  — У2)

Булар у х ва у 2 ечимларнинг чизикли комбинациясидан иборат. бино- 
барин, узлари хам (57) тенгламанинг ечимлари булади (3-§, 2-пункт, 
1-теоремага каранг):

у х --  еах cos р х ва y 2 — eaxs in f ix  ечимлар чизикли эркли булгани 
учун улар ечимларнинг фундаментал системасини ташкил этади.

Шундай цилиб, чизикли бир жинсли дифференциал тенгламанинг 
умумий ечими характеристик тенгламанинг илдизлари комплекс сон
лар булган холда куйидаги куринишда булади;

Y  —- Сх еах cos р л: +  С„еах sin  fix
ёки

Y  =  еах (Сх cos р х  +  Со s in fix). (6 2)
Пировардида характеристик тенгламанинг илдизлари куринншига 

боглиц холда (57) тенгламанинг умумий ечимлари формулалари жадва- 
лини келтирамиз.

Дифференциал тенглама У" +  РУ' +  9 =  0

Характеристик тенглама k2 +  pk +  q =  0

Характеристик тенглама
нинг илдизлари kx k2 kx — k2 kx — cc +  p/ 

k2 =  a  — pi

Хусусий ечимларнинг 
фундаментал системаси

eklX

ek,x
eklX

xeklX
eax cos P x 
eax sin p x

Умумий ечимнинг курини-
ШИ Y  =  Cxek'x +  

+  C2eklX

K =
= e klX ( C j+  
+  C2x)

Y  =  eax (Cicos P Jt +  
+  C2sin Px)

1-мисол. у" -\-5у'  - j-6y =  0 тенгламанинг умумий ечимини топинг.
Е ч и л и ш и .  Берилган дифференциал тенгламанинг характеристик тенгла

маси k2 +  5k +  6 =  0 дан иборат. Унинг илдизлари kx =  —  2, k2 =  — 3. Хусусий
ечимларнинг фундаментал системаси: у х =  е~ 2х, у 2 =  е~ 3х. Тенгламанинг ум умий 
ечими

Y  =  Схе~2х +  С2е~ 3х
куринишдадир.

2-мисол. у " — 2i/' +  (/ =  0 тенгламанинг умумий ечимини топинг.
Е ч и л и ш и .  k2 — 2k -f- 1 =  0 характеристик тенглама kx =  k2 =  1 тенг илдиз-

ларга эга. Хусусий ечимларнинг фундаментал системаси:

У1 =  ех, у 2 =  хех.
Тенгламанинг умумий ечими к,уйидагича булади:

Y =  ex(C1 +  Ctx).

3-мисол. у" +  4у'  +  13i/ =  0 тенгламани умумий ечимини топинг.
Е ч и л и ш и .  k2 +  4й +  13 =  0 характеристик тенглама kx =  — 2 +  3i ва

. 2 _ _ _  2 — 31 илдизларга эга. Бу ерда а  =  — 2, (5 =  3. Хусусий ечимларнинг 
фундаментал системаси:

ух — е~~х cos Зх, у 2 — ё~2х sin Зх.
Тенгламанинг умумий ечими:

Y =  е~2х (Ci cos Зх +  С2 sin 3*).
4- мисол. t/" +  2i/ =  0 тенгламанинг умумий ечимини топинг.

Е ч и л и ш и .  А:2 +  2 =  0 характеристик тенглама kx =  \ ' 2  i ва k2 — — У 2  i илдиз
ларга эга. Бу ерда а  =  0 ва Р =  У  2 . Хусусий ечимларнинг фундаментал систе
маси: у х — cosK2 х, у2 =  sin I' 2 х.  Тенгламанинг умумий ечими куйидагича булади:

Y — Сх cos V 2 х  - f  С2 sinуТГх.

2. Чизикли бкр жинсли булмаган иккинчи тартибли узгармас 
козффициентли дифференциал тенгламалар. Куйидаги

У" +  РУ’ +  qy f (x )  (63)

тенгламани курамиз, бу ерда р  ва q коэффициент лар яна сонлар, 
унг томон f(x) эса номаълум функция. КЦорида (3- §, 3- пункт) кур- 
сатилганидек, (63) тенгламанинг умумий ечими мос бир жинсли 
тенгламанинг умумий ечими иа бир жинсли булмаган тенгламанинг 
хусусий ечими йигиндисидан иборат.

Бир жинсли узгармас коэффициентли (57) тенгламанинг ечимини 
топиш усули олдинги пунктда батафсил ^араб чизилган эди. Бир 
жинсли булмаган (63) тенгламанинг хусусий ечимини топиш учун 
олдинги параграфнинг 4-пунктида баён ^илинган узгармасларни ва- 
риациялаш усулини хуллаш мумкин. Умуман айгганда, бу усул диф
ференциалланувчи хар хакдай унг томон учун хулланилиши мумкин. 
Бирох унг томони махсус куринишга эга булган узгармас коэффи
циентли тенгламалар учун хусусий ечимни топишнинг анча содда 
усули мавжуд. Бу усул хусусий ечим шаклини (куринишини) тан- 
лаш усули дейилади. Исботларни келтириб утирмасдан, дифферен
циал тенгламанинг унг томони f(x) нинг куринишига хараб хусусий 
ечимни хандай шаклда излаш кераклигини курсатамиз.

1. Тенгламанинг унг томони куйидаги куринишда:

л  +f(x) =  Рп(х) =  а0 а.хп +  ап_\Х  +  ап.

Бу холда у  хусусий ечимни куйидаги куринишда излаш керак:

« /=  Qn(x)xr.

Бу ерда Qn(x) купхад Рп(х) купхаднинг даражаси каби даражали 
кУпХаД, бирок коэффициентлари номаълум, г  — характеристик тенг
ламанинг нолга тенг илдизлари сони.

1-мисол. у " у '  =  5 х + 3  тенгламанинг умумий ечимини топинг.
Е ч и л и ш и .  Бу ерда k? +  k =  0 характеристика тенглама kx =  0 ва k2 =  — 1 ил- 

Дизларга эга. Бир жинсли тенгламаниннг буларга мос умумий ечими ^уйидагича булади:

Y  =  Схе°'х +  С2е~х =  С , +  С2 е~ х .
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Тенгламанинг унг томони биринчи даражали купхад ва характеристик тенгла
манинг илдизларидан бири нолга тенг булгани учун (г =  1) хусусий ечимни (64) 
формулага кура

у — (Ах +  В) х =  Ах2 -+- Вх

куринишда излаш керак. А ва В коэффициентларни '.у берилган тенгламанинг ечц.
ми буладиган килиб танлаймиз. Бунинг учун у  нинг ифодасини берилган тенгламага 
цуямиз:

(.Ах2 +  Вх)" +  (Ах2 +  Вх)’ =  5.v +  3.
Бу ердан

2А +  2Ах +  В =  5х +  3 
ёки 2 А х + (2А + В )= 5хЧ -3 .
Хосил цилинган тенглик айниятдир, шунинг учун х  нинг тенгликнинг хар иккала 
цисмидаги бир хил даражалари олдидаги коэффициентлари тенг булиши керак. Шун
дай цилиб, цуйидаги тенгламалар системасини з^осил циламиз:

2/4 =  5, 1 
2А +  В =  3, /  

бу ерда А =  5/2, В —— 2 ни топамиз.

Шундай цилиб, берилган тенгламанинг хусусий ечими у  =  • ■ х- — 2х  кури
нишда, умумий ечими эса

У = У + У = ■ 2х +  Сг +  С2е~

куринишда булади.
2- мисол. у" +  Зу'  +  2у — х2 тенгламанинг умумий ечимини топинг.
Е ч и л и ш и .  Характеристик тенглама k2 -f- 3k -f- 2 =  0 ни тузамиз ва унинг kl =  

— — 1> ^  =  — 2 илдизларини топамиз. Шунинг учун мос бир жинсли тенглама 
У — С j e - А__+ С2е ~ 1Х умумий ечимга эга булади. Тенгламанинг унг томони иккинчи 
даражали куп.^ад1(л:а=д:3-|- 0 • дг+0) ва характеристик тенгламанинг бирорта хам илдизи 
нолга тенг булмагани учун хусусий ечимни

у  =  (Ах2 + \В х  +  С)х° =  Ах2 + В х  +  С
шаклда излаш керак.

у'  =  2Ах + В , у" =  2А
хосилаларии топамиз. Уларни берилган дифференциал тенгламага цуйиб, цуйидагига 
эга буламиз:

2А +  3(2 Ах +  В) +  2(Ах2 +  В х +  С) =  *2
ёки

2 Ах2 +  (6Л +  2 В)х +  (2А +  ЗВ +  2 С ) =

х  нинг бир хил даражалари олдидаги коэффициентларни тенглаб, ушбу тенгламалар 
системасини ^осил циламиз:

2 4 = 1 , 1  
6Л +  2В =  О,

2А +  ЗВ + 2 С  = 0 . )

Бу системани ечиб, А =  1/2, В =  — 3/2, С =  7/4 ни топамиз. Шундай цилиб, хусу-
-  1 3 7 

гии ечим У =  ~  х2 — — х +  —  булиб, у ■-

-[- С2 е ~ 2х умумий ечим булади.
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-  1 3  7
y  +  Y =  j x 2 - - x  +  ~  f C j e - *  +

II. Тенгламанинг унг томони f (х) =  еахРп (х) куринишда. Бу ер
да Рп{х) п- даражали купхад, даража курсаткичидаги а коэффициент 
эса хациций сон.

Бу хрлда хусусий ечим// ни
y = Q u (x)eaxxr (65)

куринишда излаш керак. Бу ерда Qn (x) купхад нинг даражаси Р п {х) 
купхад даражаси билан бир хил, бироц коэффициентлари номаъ
лум, г — эса характеристик тенгламанинг даража курсаткичдаги а 
коэффициент билан бир хил булган илдизлари сони.

И з о х .  а — 0 да 1 холга эга буламиз. чунки f  [х) — еох Рп (х) =

=  Р №
3- мисол. у" — 2у' — 3у — (х +  2) езх (*) тенгламанинг умумий ечимини топинг. 
Е ч и л и ш и. Характеристик тенгламани тузамиз ва унинг илднзларини топамиз: 

&  — 2k — 3 =  0; k1 =  — 1. *2 =  3. Унг томони йуц тенгламанинг умумий ечими Y =  
_  е—х С2 г зх куринишга эга. Характеристик тенгламанинг илдизлари орасида 
факат битта k2 — а =  3 илдиз мавжуд булгани учун т =  1 булиб, у  хусусий ечимни

7 =  (Ах  +  В) езх- х =  (Ах2 +  Вх) езх 

куринишда излаш керак. 
у' за у ни топамиз:

у ’ =  (2Ах +  В) е3х +  3 (Ах2 +  Вх)е3х, 

у"  =  2 Ае3х +  6(2 Ах +  В)е3х +  9 (Ах2 +  Вх)е3х.

у, у' па у" нинг ифодаларини (*) тенгламага цуйиб вае3хф 0  купайтувчига цискар- 
тириб, ушбу айниятни з^осил циламиз:

2А +  6(2Ах +  В) +  9 (Ах2 +  Вх) — 2 [(2Ах +  В) +  3(Ах2 +  Вх)] —
— 3(Ахг + В х )  =  х + 2 .

Ухшаш ^адларни ихчамлаймиз:
8 А х ( 2 А  +  4В) = х  +  2. 

х нинг бир хил даражалари олдидаги коэффициентларни тенглаб, цуйидаги тен г 
ламалар системасини ^осил циламиз:

8Л - 11
2А +  4В =  2 /

бу ердан А — 1/8 ва В =  7/16 ни топам и.
Л ва В нинг топилган цийматларини у  нинг ифодасига цуйиб, тенгламанинг ху

сусий ечимини топамиз:

У

(*) тенгламанинг умумий ечими унг томони йуц тенгламанинг умумий ечнми Y  
ва (*) тенгламанинг хусусий [ечими у нинг йигиндиси каби топилади, яъни

х  /  7 \  3*  „  - х  „  Зх
г/ =  г / + У =  — +  Схе +  С2е .

III. Тенгламанинг унг томони f  (х) — М  cos bx +  N slnbx кури
нишда, бу ерда M , N  Еа b — берилган сонлар.
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Б у ^олда у  хусусий ечимни куйидаги куринишда излаш керак:

у  — ( A c o s b x - \ -Bs,inbx)-xr, (66 )

бу  ерда А ва В — номаълум коэффициентлар, г  — характеристик 
тенгламанинг bi га тенг илдизлари сони.

4- мисол. Ушбу

у" +  4у' +  Ъу — 2cos * — s in*

тенгламанинг умумий ечимини топинг ва ундан у  |д._ 1 =  1, у ' \ х==0 =  2 бошлангич 
шартларни цаноатлантирувчи хусусий ечимни ажратинг.

Е ч и л и ш и .  ft2 + 4 6  +  5 =  0 характеристик тенглама k t =  — 2 +  i, k 2 =
= — 2 — /.илдизларга эга.'Шунинг учун мос бир жинсли тенгламанинг умумий ечими 
(62) формулага асосан куйидагича ёзилади:

Y  =  е ~ 2х (Сгcos* +  С2 sin*).

bi — i характеристик тенгламанинг илдизи эмас, шунинг учун г =  0 ва хусусий ечимни

у  =  A cos* +  В sin*
куринишда излаш керак. Дифференциаллаб, топамиз:

у  ' =  — Л е т *  +  Bcos*, у"  =  — Лсов* — Bsin*.

у "  , у '  ва у  нинг ифодаларини берилган бир жинсли булмаган дифференциал тенг
ламага куямиз:

— Acosx — Bsin* +  4( — i4sin* +  Bcosx) +  5(/4cos* +  Bsin*) =  2cos*— sin*.

Ухшаш ^адларни ихчамлаб, куйидагига эга буламиз:

(4Л +  4В) cos* +  (4В — 4А) sin* =  2cos* — sin*.

Бу тенглик айниятдир. Шунинг учун чап ва унг томонлардаги sin* ва cos* нинг 
олдидаги коэффициентлар мос равишда тенг булиши керак. Бу "коэффициентларни 
тенглаб, Л ва В  ни аниклаш учун куйидаги тенгламалар системасини хосил киламиз*

4 Л +  4В =  2, \
4 В — 4Л =  — I.)

Бу системадан В — 1/8, Л =  3 /8  ни топамиз. Шундай килиб, тенгламанинг хусусий
-  3 , 1 - ечими у  =  — c o s * +  — s in * , умумии ечими эса

о 8

у  =  у  +  Y  =  cos* +  у  sin* +  е ^Cxcos* +  C2sin*j

булади.

Хусусий ечимни ажратиш учун берилган y \ x=Q — 1, и' \х=о =  2 бошлангич шарт- 
ларнн куллаб топамиз:

У = 8 sin* +  8 cos* — 2е x( c 1 cos* +  C2sin* | +  е 2*( — ClSin* +  C2cos*j’

* Бу тенгламаларнинг биринчисини (4Л +  4В) cos* +  (4В — 4Л) sin * =  2 соч* —
- sin* дан * =  0 да, иккинчисини * =  я /2 да ,Хосил килТш мумкин

у з^олда
1 =  -  +  с„  

1
2 = 2Ci -f- С2

Бу ердан =  5/ 8, С2 =  25 /8 . Демак, изланаётган хусусий ечим 

У — cos* +  4 "sin* +  е X(~ T cos* +  i r sin*

дан иборат булади.
5- мисол. у" 4 - 4у =  5 sin2* тенгламанинг умумий ечимини топинг.
Е ч и л и ш и .  k2 +  4 =  0 характеристик тенгламанинг ечими k1 =  2i, k2 — — 2i 

сонлардан иборат. Бир жинсли тенгламанинг умумий ечими

V =  Ci  cos2* +  С2 sin2*

куринишга эга. Берилган дифференциал тенгламанинг унг томони /(* )  =  5sin2* ка" 
ралаётган типгамансубдир, чунки, ym i5sin2* +  0 -cos2* куринишида тавсирлаш мум- 
кин. Бундан ташкари Ы =  2i сон характеристик тенгламанинг илдизларидан бирига 
тенг ва, бинобарин, г =  1 эканини ка||Д Килиб утамиз. Шунинг учун бир жинсли 
булмаган тенгламанинг хусусий ечимини

i i =  (Лсоз2* +  Bsin2*) * 
шаклда излаймиз. Бу ечимни дифференциаллаб ва тенгламага куйиб, кетма- кет куйи- 
дагиларни з^осил киламиз:

у' =  ( — 2A sin2* +  2В cos2*) * +  (Л cos2* +  В sin2*),

у " =  ( — 4^4cos2* — 4Bsin2*) * +  ( — 2Asin2* +  2В cos2*) +  ( — 2Asin2* +
+  2Bcos2*) =  ( — 4/4cos2* — 4Bsin2*) * +  ( — 4Asin2* +  4Bcos2*),

(— 4/4cos2* — 4Bsin2*)* +  ( — 4/4sin2x +  4Bcos 2*) +  4(Лсо«2* +  Bsin2*)* =  5sin2*. 
Ухшаш хадларни ихчамлагандан сунг куйидагига эга буламиз:

— 4Лзш2* +  4Bcos’2* =  5sin 2*.

Бу ердан
-4Л

4В - o ’}

ёки А

ламанинг умумий ечими 

У =  У

i  В = 0 . Шундай килиб, у =  -  ~  * cos 2* ва бир жинсли булмаган тенг-

: — — *cos 2* +  Cj cos 2* +  С2 sin 2* 
4
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куринишда ёзилади.
Пировардида чизикли тенгламаларни ечишда купинча цулланиб тури- 

ладиган бир теоремани келтирамиз.
Теорема. Агар

у" +  ру '  +  q y  =  f i  (х) (67)

тенгламанинг хусусий ечими у г булиб, бу  тенгламанинг чап томони 
билан бир хил чап томонга эга булган

y + p y ' + [ q y = h ( x )  (68)
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тенгламанинг) ечими у2 булса, у холда у х +■ у 2 йитнди

У" +РУ' 4 ' qy  =  fi (х) +  f2 (х) (69)
тенгламанинг хусусий ечими булади.

И с б о т и .  (69) тенгламанинг чап томонига у г -f- у 2 йигиндини цу- 
йиб, (67) ва (68) тенгликларга асосан куйидаги га эга буламиз:

(У\ +  Уа)" +  р(Уг +  Уг)' +  q(yx +  У2) =  (Уг +  РУ, +  q y j  +

+  (Уг +  РУ. +  ЧУг) =  fx (х) +  f2 (х).
Шундай цилиб, у г +  у 2 ^ацицатан хам (69) тенгламанинг ечими экан.

6- мисол. у " — 2(/' +  1/ =  Зе* + д : +  1 (*) тенгламанинг умумий ечимини топииг.
Е ч и л и ш и .  й3 — 2 й + 1 = 0  характеристик тенглама k1 =  k2— l илдизларга 

эга, шунинг учун мос бир жители тенгламанинг умумий ечими (61) формулага асо
сан к,уйидагича ёзилади: У — ех (Сг +  С2х).

Бир жинсли булмаган тенгламанинг хусусий ечимини топиш учун куйидаги ик
кита ёрдамчи тенгламани караймиз:

у" +  Чу' +  у =  3 ех , (**)
у " + 2 у '  +  у =  х + 1 .  (***)

Бу тенгламаларнинг ^ар бири учун ух ва yi, хусусий ечимларини топамиз. (* *) 
тенгламанинг хусусий ечимини ух =  А е х -х2 куринишда излаймиз, чунки характерис
тик тенгламанинг курсаткичдаги о =  1 коэффициент билан бир хил булган илдизлар 
сони 2 га тенг (г =  2 ).

Ух ни дифференциаллаб ва (* *) тенгламага куйиб, куйидаги га эга буламиз:

~у[ =  Аех х2 +  2Аех х, ~у" =  Аех -х2 +  4Аех*х +  2Аех;

(Аех -х2 -\-4Аех ‘ Х + 2 А е х) — 2(А-ех -х2 +  2Аех -х) +  Аех.х 2 =  Зех .
Тенгликнинг шкала цисмини ех Ф  0 купайтувчига ^аскартириб ва ухшаш хадлар-

__ 2
н и ихчамлаб, 2А =  3, А =  3 /2  ни з^осил циламиз. Демак, ух— — ек -х2,

_(***) тенгламанинг хусусий ечимини у2 =  Вх +  С куринишда излаймиз. ~у2 =  В 
ва у г — 0 булгани учун уларни (***) тенгламага цуйиб, цуйидагига эга буламиз:

0 — 2В +  Вх +  С =  х + 1 .

Бу ердан В =  1 ва С =  3. Шундай цилиб, </а =  х +  3. Юцоридаги теоремага асо
сан (*) тенгламанинг хусусий ечими цуйидагича булади:

— — — 3 x 2  
У = У 1 +  У2 =  ~  е ■X +.Г +  3 .

Берилган тенгламанинг умумий ечими

I/ =  0 + у  =  — e* .д2 з_{-/  (Cxx - f  С 2)

куринишда булади.

3. Иккинчи тартибли чизицли дифференциал тенгламаларнинг меха
ник ва электр тебранишларни урганишга татбици. куйидаги масалани 
караймиз. Пружина учига осилган т массали моддий нуцта (юк) вер
тикал турри чнзщ  буйлаб харакатлалади. Юкнинг харакат цонунини 
аниклаш талаб цилинади.

Мувозанат холатда юк огирлиги пружинанинг 
эластиклик кучи билан мувозанатлашади деб фа
раз циламиз. Координаталар бошини юкнинг му
возанат холати билан (устма-уст туширамиз. Оу 

, йцни юк харакат килаётган турри чизик буйлаб 
вертикал пастга йуналтирамиз. Юкнинг вактнинг 
исталган t моментидаги вазияти юкнинг коорди
наталар бошидаги четланиши у  билан аниклана- т 
ди (79- расм). Юкнинг харакат конунини топиш 
учун у  четланиш (ofhih) нинг t вактга боглани- 
шини аниклаш керак.

Юкка куйидаги кучлар таъсир килади:
1) Юкни бошлангич вазиятга кайтаришга ха

ракат килуачи тиклаш кучи Рх. Бу куч Оу ук 
буйлаб йуналган ва унинг бу укка проекцияси 
юкнинг мувозанат холатидан четланишига про- У
порционал: Fl y =  — ky. Бу ердаги k ( k > 0 )  сон 69-расм
тиклаш коэффициента дейилади. К уч проек
цияси Fly нинг ифодасидаги «минус» ишораси тиклаш кучи пружина 
деформациясига царама- карши томон га йуналганини курсатади.

1) Юкли пружина жойлашган мухитнинг царшилик кучи F2 юк ха- 
ракати тезлиги векторига карама-карши йуналган. Тажрибанинг курса- 
тишича, Р2 кучнинг микдори, юк тезлигининг катталиги v га пропор- 
ционалдир. Шунинг учун F2 кучнинг Оу уцка проекцияси F2y =  — X v 

I  dy
(бу ерда Х > 0 )  еки F.iy =  — Х ~  куринишда ёзилади.
$531 Юкнинг огирлик кучини хисобга олмаймиз, чунки у пружинанинг 
эластиклик кучи билан мувозанатлашади, пружинанинг огирлигини эса 

, йук деб хисоблаймиз.
Юк х.аракатининг дифференциал тенгламасини тузиш учун Ньютон- 

нинг иккинчи конунидан фойдаланамиз:

т а  =  ^ j F  (70)

Бу ерда а — тезланиш вектори ва У  F — моддий нуктага таъсир этувчи 
кучлар й и рИн д и с и .

Б изнинг холда моддий нуктага (юкка) Оу  ук буйлаб йуналган 
ва F3 иккита куч таъсир этади. (70) тенгликнинг иккала томонидаги 
векторларни Gy укка проекциялаб ва тезланиш вектори а нинг Оу ук- 

d'2y ^
ка проекцияси ~  га тенг эканини эътиоорга олиб, изланаётган диффе
ренциал тенгламани хосил киламиз:

d-у dy
= - % - > .  dl

ёки
d-ii . dy

m ~ w J r K l u J rk y  ==0- (71)



шаклда излаш керак. у  ни икки марта дифференциаллаб, У’ - S ' -  
нинг ифодаларнни (77) тенгламага ^уйиб, А ва В коэффнциентлар 
учун ифодаларни хосил киламиз: А — ■ „a —, 5  =  0. Шундай к;илиб,

(77) тенгламанинг хусусий ечими
ll)*5--|А*

У =  “

куринишда, умумий ечим эса 

y  =  y  +  Y  =  - г

sin [х t

— sin [х  ̂ -j- iV sin (со t -f- ф) (78)

куринишда булади.
(78) муносабатдан ташкари кузратувчи кучнинг р, частотаси пру

жина тебранишларинннг хусусий частотаси со га якин булса, у холда 
ы2— |х2 айирма нолга якпн булиши ва ■ тебраниш амилитудаси кескин 
ортиши келиб чикади.

Агар ташци к\'згатувчи кучнинг |х частотаси со хусусий частота 
билан бир хил булса, (78) формуладан фойдаланиб булмайди. Бунда 
(я г =  со г ушбу £2 +  со2 = 0  характеристик тенгламанинг илдизи бул
гани учун' 2- пунктдагп коидага кура (77) тенгламанинг хусусий ечи
мини бу холда

у  =  (A sin li t +  В cos р, t) t

шаклда излаш керак. у  ва ни (77) тенгламага вд/йиб ва [х =  со 

эканини назарда тутиб, А ва В коэффициентларнинг кийматини топамиз. 

Л = 0 ,  В = ----- —.
2 со

Шунинг учун у  хусусий ечим куйидаги куринишга эга:

at
У 2 со

cos со/,

(77) тенгламанинг умумий ечими зса куйидагича ёзилади: 

у  =  Y  +  у  =  N  sin (со t  +  ф) — cos со t.

Иккинчи хадда t купайтувчининг булиши тебраниш амплнтудаси
вакт утиши билан чексиз усишини билдиради. ~  cos со t функция- 

! J ' 2 ш
нинг графиги a — 2 , со =  1 булган хол учун 80- расмда тасвирланган.
Бундай хрлда резонанс руй бердн дейилади. Демак, тебранма хара-
кагда резонанс хрдисаси тебранишларнинг хусусий частотаси ташки
куч частотаси билан бир хил булган холда руй беради.

Занжирда ток кучи узгарнши билан боглик булган ходисалар хам
иккинчи тартибли чизикли тенгламаларга олиб келади.
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R омик каршилик, L узиндукция ва С сигимдан иборат электр 
занжирини караймиз, унга вацт утиши билан маълум U — U (t) конун 
буйича узгарадиган электр юритувчи куч манбаи уланган (81- раем). 
Занл<ирдаги /  =  /  (t) ток кучининг t вактга боглик ^олда узгарншини 
текширамиз. Занжирнинг ab, be, cd участкалари (^исмлари) даги 
кучланиш пасайишларини мос равишда Uab, Ubc, Ucd оркали белгилай
миз. Ёпик контурда кучланиш пасайишларининг алгебраик йипшдиси 
электр юритувчи кучга тенг булгани учун

Фпзикадан маълумки,

u ab =  R i ( t )  

и  =  L iZ W ., и  .Ьс > cd

(Ом ^онуни).

С ,
\ I ( t )d i .

Шунинг учун

R - I ( t )  +  L f  I ( t ) d t = U ( t ) .
о

Бу тенгликнинг иккала цисмини t буйича дифференциаллаб, то
памиз:

р> —  - f  L —  -f - —  
dt dt* С

U' (О
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I " + 1' +  -!— ^  
LC L

Шундай килиб, занжирдаги изланаётган I ток кучи узгармас коэф- 
фициентли иккинчи тартибли чизицли дифференциал тенгламанинг ечи
ми булади.

Агар ташци электр юритувчи куч U доимий булса (хусусан, нол
га тенг булса), у холда U' =  0 ва биз унг томони йуц чизицли диф
ференциал тенгламага келамиз:

/"  +  J L  / '  +  —
L LC

= 0 .

5 -§ . КЩОРИ ТАРТИБЛИ ЧИЗИКЛИ ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАР

Бу параграфда юцори тартибли чизицли дифференциал тенглама
лар билан жуда цисца танишиб чицамиз. Бунда бу тенгламалар ечим- 
ларининг хоссалари исботлари келтирилмайди, чунки улар иккинчи 
тартибли тенгламаларнинг мос исботларига ухшашдир.

1. Таърифлар ва умумий хоссалар. Ушбу

■ • + а п (х) у  =  f  (х) (79)а о (х) У(п) +  аг (х) у (п 0 +  а2 (х) у'

куринишдаги дифференциал тенглама п- тартибли чизицли дифферен
циал тенглама дейилади.

Бу ерда а0 (х), ах(х), а2 (х), . . .  , ап (х) коэффициентлар ва f(x)
озод хад х  аргументнинг берилган функцияси.

Агар f (х) =  0 булса, чизикли тенглама

„(п-2)

а0 (х) ут  +  (х) г/(п_1) +  а2 (х) у{п 2) +  • • ■ +  <*„(*) У =  0 (80)

куринишга эга булиб, чизицли бир жинсли (ёки унг томони йуц) 
тенглама дейилади. Агар f ( x ) ^ Q  булса, тенглама бир жинсли бул
маган (ёки унг томони бор) тенглама дейилади.

п- тартибли чизицли дифференциал тенглама ечимининг мавжудлик 
ва ягоналик теоремаси иккинчи тартибли чизицли тенглама ечимининг 
мавжудлик ва ягоналик теоремаси каби ифодаланади.

Теорема. Агар (79) чизицли тенгламанинг а0(х), ах(х), а2(х), . . .  
а„ (х) коэффициентлари Еа /  (х) унг томони бирор ]<х, р[ интер
валда узлуксиз, шу билан бирга а0 (х) коэффициент бу интервал
нинг хеч бир нуцтасида нолга тенг булмаса, у  холда ушбу

у \х= х - у 0- у  U* : y'o> y"\x~Xt = у 0’ • • 
< * 0 < Р )

У'« - " U .  = ! '» “■" ( « <

бошлангич ш арт лар цандай булм асин т енглам анинг берилган бош
лангич ш арт ларни каноат лант ирадиган  ягона ечими мавж уд була
ди. y t {x), у 2 (х), У3 (х) ...............у п (х) лар бир жинсли чизицли (80)
тенгламанинг п та цандайдир хусусий ечимлари булсин. Ушбу
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W (х) =

уАх) Уз(х) Уо(х) • Уп (X)
у\ (х) У’2 (х) Уз (х) ■ Уп (X)
У\ (х) у"2 (х) У'з (х) ■ Уп (х)

уГ 1) м  у.;п- 1) (X) Уз("Г1> • • у(Г " ( х )

(81)

детерминант Вронский детерминанти дейилади.
Агар п - тартибли бир жинсли чизицли дифференциал тенгламанинг 

W (х)  Вронский детерминанти ]а, р[ интервалнинг хеч кандай нук- 
тасида нолга тенг булмаса, тенгламанинг у г (х), у2 \х), . у  (х)
хусусий ечимлари ечимларнинг фундаментал системасини хосил"ци- 
лади.

Иккинчи тартибли чизицли тенгламалар цолидагидек, п-тартибли 
чизицли тенгламалар учун умумий ечимнинг тузилиши туррисидагн 
цуйидаги теоремалар уринлидир.

1 -теорема. Агар у = у г (х), y = * y t (x), У = У 3 (х), . . . , у  =  
=  Уп (х) лар (80) п-тартибли бир эюинсли чизицли тенгламанинг 
]а, |3[ интервалда хусусий ечимларининг фундаментал системасини 
ташкил этувчи хусусий ечимлари булса, бу тенгламанинг умумий 
ечими

У =  Сху х (х) +  С2у 2 (х) +  Сяу3 (х) +  . . . +  Сп1п (х) (82) 
куринишда булади.

2 -теорема. Агар у  (79) чизицли бир жинсли булмаган тенгла
манинг хусусий ечими булиб, Y  эса мос_бир жинсли (80) тенглама
нинг умумий ечими булса, у  %олда y  =  y  +  Y  функция бир жинсли 
булмаган (79) дифференциал тенгламанинг умумий ечими булади.

И з  ох;. Иккита функция учун киритилган чизицли борлицлик ва 
чизицли эрклилик тушунчаларини п та функциялар булган хол учун 
умумлаштирамиз.

Агар бирор ]а, интервалдаги барча х лар учуч К1у 1 (х) +  
+  Я2г/2 (х) +  . . .  4- уп (х) =  0 тенглик уринли буладиган, хаммаси 
бирданига нолга тенг булмаган l.L, Я2, . . . , сонлар мавжуд бул
са, у цолда у х =  у х (х), у 2 = у 2 (х), . . .  , уп = у п(х) функциялар ]а , 
Р[ интервалда чизицли боглиц дейилади.

Агар бу тенглик ]а, Р[ даги барча х лар учун факат -— Я2 =  
| .  . . = Я П= 0  булгандагина бажарилса, бундай функциялар Ja” f$[ 

интервалда чизицли эркли дейилади.
Масалан, 1, х, х 2, . . . х 1 функциялар системаси бутун сон уцида 

чизицли эрклидир (II боб, 7 -§ , 3 - пунктга царанг).
Цуйидаги тасдиц уринлидир (биз уни исботсиз келтирамиз). (80) 

тенгламанинг п та хусусий ечимлар системаси берилган интервал
да фундаментал булиши учун мазкур интервалда бу ечимлар чи
зицли эркли булиши зарур ва етарлидир.
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2 . и-тартибли узгармас коэффициент ли чизикли дифференциал тенг
ламалар. Ушбу

+  а1У(п- Х) +  а2у ^  + ■ . , . +  ап_ ху' + a ny  =  f (х) (83)

куринишдаги тенглама п- тартибли узгармас козффициентли чизщ- 
л'и дифференциал тенглама дейилади. Бу ерда а0, av  а2 . . .  , ап_ ъ 
ап — коэффициентлар — бирор сонлар, шу билан бирга а0 ф  0 .

Ушбу бир жинсли узгармас коэффициентли чизикли дифференциал 
тенгламани караймиз:

aQyw  +  а1У(п- х) +  a j n~2) +  • • • +  % ^У'  +  апу  =  0 . (84)

(84) тенгламанинг ечимини у  =  ekx куринишда излаймиз. Бу 'ф ункция
ни берилган тенгламага цуйиб ва умумий купайтувчи екх Ф 0 га цис- 
картириб, куйидаги алгебраик тенгламани хосил киламиз:

а0кп +  аг kn +  а2 kn~2 +  . . . '+  k +  ап =  0, (85)

бу ердан k нинг у  =  е кх функция (84) тенгламанинг ечими буладиган 
кийматлари аншушнади. (85) алгебраик тенглама (84) чизикли диффе
ренциал тенглама учун характеристик тенглама дейилади.

(85) тенглама и-даражали тенгламадир, шунинг учун у л та ил- 
дизга эга (VII боб, 3-§. 4 -пунктга каранг). К,уйидагини курсатиш 
мумкин:

1) характеристик тенгламанинг карралиги г булган (/гх — k2 =  
=  /г., =  . . . =  kr) исталган хщи^ий илдизи kt га ушбу г та хусу
сий ечим мос келади:

Ух — е 1 > У2 — х  е , у 3 — хге , уг =  хг~ 1 ek'x;
2 ) характеристик тенгламанинг х1ар бирининг карралиги г бул

ган хар кандай комплекс кушма !гг =  ci 4- В i, k2 =  а — р г илдизлар 
жуфтига ушбу 2г та хусусий ечим мос келади:

у х = е ах cospх, у 2 =  хеах co sр х , . . .  , yr =  xr~ l еа х c o sр *, 
y r+l = е ах s i n p x ,  y r+2 =  хеах s i npx ,  . . . .  y2r = x r_I еах  s i npx .

{ 85) характеристик тенгламанинг барча хацикий ва комплекс илдизла- 
рига мос келувчи бундай ечимларнинг сони п га тенг. Бу ечимлар 
хусусий ечимларнинг фундаментал системасини ташкил этишини кур
сатиш мумкин.

1-мисол. yv  — y iv  — у 111 —- у" = 0  тенгламанинг умумий ечимини топинг. 
Е ч и л и ш и .  Характеристик тенгламани тузамиз:

ks — k*— k3 4  k2 =  0.
Бу тенгламанинг чап томонини купайтувчиларга ажратиб ечамиз:

£5— Z;4 — k3 +  k2 =  k2 (k3 — k2 — k +  \) =  k* [k2 ( k — 1) — (6 — 1)1 = /г2 ( 6 — 1) X
X  ( k 2 —  I )  = k 2 ( k —  l ) 2 ( A + l ) .

Демак, характеристик тенгламанинг илдизлари: kx =  k.2 = Q ,  ks — k, =  1, kb — 
= — 1. Карралиги 2 булган kx =  /г2 =  0 илдизга иккита хусусий ечим мос келади:
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ух =  е * =  1, у2 =  хе0х — х. Карралиги 2 га тенг булган k3 =  kA= \  илдизга ц =  
=  ех ва =  хех хусусий ечимлар мос келади, ни^оят, k5 =  — 1 оддий илдизга бит
та уь = е  5 хусусий ечим мос келади. Бу барча хусусий ечимлар фундаментал сис
тема ташкил этади. Шунинг учун умумий ечим цуйидагича булади:

Y  =  С, 4  Сгх +  С3ех +  С4хех +  Сье~х .

Энди ушбу бир жинсли булмаган узгармас коэффициентли чизиц- 
ли  дифференциал тенгламани цараймиз:

«о У
,(п ) a iУ(П !) + а 2у м 2) +  . . .  + я „ у = / ( х ) . (86)

Бизга маълумки, бу тенгламанинг умумий ечими мос бир жинсли (80) 
тенгламанинг умумий ечими билан бир жинсли булмаган (86 ) тенгла
манинг хусусий ечими йигиндисига тенг.

Бир жинсли чизикли тенгламанинг умумий ечимини топиш хозир- 
гина цараб чикилди.

(86) бир жинсли булмаган тенгламанинг хусусий ечимини излашда 
унг томон махсус куринишга эга булган хол билан чекланамиз (4 - §, 
2 - пунктга царанг).

Бир жинсли булмаган тенгламанинг хусусий ечими шаклини ту- 
зиш цоидаси иккинчи тартибли тенгламанинг хусусий ечими шаклини 
тузишнинг 4-§, 2 - пунктда ифодаланган цоидасининг худди узи бу
лади.

2- мисол. у'" +  у'  =  cos2x тенгламанинг умумий ечимини топинг.
Е ч и л и ш и .  Характеристик тенглама тузамиз: А3 +  й =  0. Унинг илдизларини 

топамиз: k x =  0, k2 — i, k 3 = *— f. Бир жинсли тенгламанинг умумий ечими

Y  =  Сх 4 - С2 cos* +  С3 sinx
куринишда булади.

Бир жинсли булмаган тенгламанинг хусусий ечимини

у  =  Лсск2х 4- В sin2x 

шаклда излаш керак. у  ни уч марта дифференциаллаймиз:

У’ =  — 2А sin2* 4- 2 В cus2 a:, у 7 =  —  4А c o s 2 ^  —  4В sin2x, 
у"’ =  8A sin2x — 8В cos2jc.

у"' ва у ’ нинг ифодаларини берилган тенгламага ^уямиз ва ухшаш ^адларни их- 
чамлаймиз:

8А sin2x'— 8В cos2x - 
6Л sin2* -

• 2A sin 2х +  2В cos2x = 
- 6В cos2x =  cos2^.

: cos2a:,

Бу тенгликнинг чап ва унг томонидаги sin2x ва cos2x лар олдидаги коэффиаи- 
ентларни тенглаб, 6Л =  0, — 65 =  1 ни >;осил киламиз. Бу ердан А — 0, В — 
= — 1/6 ва натижада хусусий ечим куйидагича булади:

1 • „ у =  — —  sin2je.
6

Берилган тенгламанинг умумий ечими:

У =  У +  ^  =  —~^Г sin2x 4- Сх 4- С2 cos х 4  С3 sinj;.
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6-§ . ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАРНИ ЦАТОРЛАР 
ЁРДАМИДА ИНТЕГРАЛЛАШ

1- § нинг 8- пунктида биринчи тартибли тенгламаларни интеграл
лаш методлардан изоклиналар методи ва Эйлер методи ^аралган эди. 
Бу параграфда дифференциал тенгламанинг такрибий ечимини ^аторлар 
ёрдамида топиш усули каралади. Бу усул исталган тартибли тенгла
мани такрибий ечиш учун ярон^лидир.

Дифференциал тенгламанинг ечими куп холларда бирор интервал
да яцинлашадиган даражали ^атор куринишида берилиши мумкин. 
Б у  ^аторнинг коэффициентларини Тейлор каторини цуллашга асос- 
ланган усул ёрдамида топиш мумкин.

Ушбу иккинчи тартибли

У" =  f (х , у, у')  (87)
тенгламанинг у\х=Уо =  у в, У'\х=хл =  У0 бошлангич шартларни 1̂ аноат- 
лантирадиган хусусий ечимини топиш талаб ^илинган булсин.

Берилган тенгламанинг у  =  у  (х) ечимини даражали г^атор (Тейлор 
катори) куринишида ифодалаш мумкин деб фараз ^илайлик:

У (х) — У (л'0) +  у'  (дг0) 1!*° + t f { x о) +

У"'(Х  о.
(х — х0)3 

3!

1\аторнинг коэффициентларини аниклаш учун ^уйидагича йул ту- 
тамиз. у ( х 0) = у 0 ва у ' ( х 0) =  у'0 ^ийматлар бизга бошлангич шартлар- 
дан маълум. у " (а'0) ни топиш учун (87) тенгламанинг унг томонида 
у  ва у'  урнига уларнинг х =  х0 даги кийматларини ^уямиз:

У" (х0) — У'а = f  (х0, У о, У Q)- (89)
у'"(х0) ни топиш учун (87) тенгликнинг иккала томонини х  буйи

ча дифференциаллаймиз ва у, у , у " нинг х  =  х0 даги кийматларини 
^уямиз. Кетма-кет ^уйидагиларни хосил цилямиз:

у'" (х) =  .■&- +  i L  у' +  М- у" =  ф  (х, у, у ',  у"), (90) 
дх ду ду

у'"(хо) =  Ф (х0, у0, у'0, у"0).

(90) тенгликни яна дифференциаллаб ва х0, у 0, у'0, y"Q, y"Q цийматлар-
ни цуйиб, y lv (х0) кийматни топамиз ва х.к. Досилаларнинг топилган 
кийматларини (88) Тейлор цаторига цуямиз. Натижада (87) тенглама
нинг ечимини топамиз.

Мисол. у" — у c o s x  +  х  тенгламанинг у(0) =  1, у(0) =  0 бошлангич шартларни 
Каноатлантирувчи хусусий ечимининг даражали кат0Рга ёйилмасидаги биринчи учта 
^адини топинг.

Е ч и л и ш и .  Тенглама ечимини Маклорен катори куринишида излаймиз:

I >/П\ , У" 2 I У'" Ч Iу =  у(0) +  У (O )-jc-b х2 +  -j j —  X3 +  . . .  .
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* =  0 да у  - 
памиз:

1 эканини эътиборга олиб, берилган дифференциал тенгламадан то-

у " (  0) =  1-cosO +  0 = 1 .
у т ни топиш учун берилган тенгламанинг иккала кисмини дифференциаллаймиз:

у'" =  у' cos л: — t/ sin де +  1;
х  =  0 да куйидагини хосил киламиз:

у " \ о) =  /(0 ) - c o s  0 — «/(O).sin 0 - L l  =  0-1 — 1.0 +  1 =  1.
^осилаларнинг топилган кийматларини каторга куйиб, у(х) ечим учун каторнинг 

кусусий йириндиси куринишидаги такрибий ифодани з^осил киламиз:

«/(*) 2 !

И з о ^ .  Тенгламаларнинг тацрибид ечимини цаторлар ёрдамида то- 
пишда ^андай шартларда ечимни даражали катор куринишида излаш 
мумкинлиги масаласини, шунингдек, топилган ечимнинг аниклиги ма- 
саласини ^арамаймиз.

7- §. ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАР СИСТЕМАЛАРИ Х.АКИДА ТУШУНЧА

1. Умумий тушунчалар. Математика, физика ва техниканинг куп- 
гина масалаларида бир варакайига узаро бир нечта дифференциал тенг
ламалар билан борланган бир нечта функцияни топиш талаб килинади. 
Бундай тенгламалар туплами дифференциал тенгламалар системаси 
дейилади. Хусусан, бундай системаларга фазода берилган кучлар таъ- 
сирида булган жисм харакати урганиладиган масалалар олиб келади.

Масалан, фазода бирор (L) эгри чизи^ буйлаб F куч таъсири ос- 
тида т  массали моддий нуцта харакат цилаётган булсин. Нуктанинг 
харакат ^онунини, яъни нукта координаталарининг вактга боглик лик 
крнуншш аниклаш талаб килинади. г =  г (t) харакатланаётган нукта
нинг радиус-вектори булсин. Агар нуцтанинг узгарувчи координа
талари x(t) ,  y ( t ) , z  (t) оркали белгиланса, у холда

г (t) =  х  (t) i +  у  (t) j +  r  (t) k

булади. Даракатланаётган нуктанинг тезлиги [ва тезланиши куйидаги 
формулалар буйича хисобланади:

dr dx . . d y  . , dz  ,v =  — - =  -—  l +  —  j H------ k,
dt dt d t dt

d h  d2x . . d2y  . , d2z  .a =  —  =  —- 1 +  —  1 ------- - k.
d t2 d t3 d t2 J d t2

(VI боб, 5 -§ , 4 - пунктга царанг).
F куч, умуман айтганда, вакднинг, нуцта координаталарининг ва 

тезликнинг координата проекцияларининг функциясидир:

F =  FX У> z>
dx  dy  dz

dt ’ dt ’ dt 

- F

—-  i +  F y /, x, y, z, dx

dt '
dy
dt

j +

t, X, y ,  z, —  —  * - )  k.
dt ’ d t '  d t J
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6-§ . ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАРНИ ЦАТОРЛАР 
ЁРДАМИДА ИНТЕГРАЛЛАШ

1- § нинг 8 - пунктида биринчи тартибли тенгламаларни интеграл
лаш методлардан изоклиналар методи ва Эйлер методи царалган эди. 
Б у нараграфда дифференциал тенгламанинг тацрибий ечимини цаторлар 
ёрдамида топиш усули царалади. Бу усул исталган тартибли тенгла- 
маки тацрибий ечиш учун яроцлидир.

Дифференциал тенгламанинг ечими куп холларда бирор интервал
да яцинлашадиган даражали цатор куринишида берилиши мумкин. 
Б у  цаторнинг коэффициентларини Тейлор цаторини цуллашга асос- 
ланган усул ёрдамида топиш мумкин.

Ушбу иккинчи тартибли

У" =  f (х, У, У') (87)
тенгламанинг y\x=x<t =  Уд, У’\х=ха =  Уо бошлангич шартларни цаноат- 
лантирадиган хусусий ечимини топиш талаб цилинган булсин.

Берилган тенгламанинг у  =  у  (х) ечимини даражали цатор (Тейлор 
цатори) куринишида ифодалаш мумкин деб фараз цилайлик:

У (х) =  У (х0) +  у ' (х0) +  у" (х0) +

+  У'" (хо)- -- ]—  +  . . .  (88)

1\аторнинг коэффициентларини аниклаш учун цуйидагича йул ту- 
тамиз. у (х 0) = у 0 ва у' (х0) =  у'0 цийматлар бизга бошланрнч шартлар- 
дан маълум. у" (х0) ни топиш учун (87) тенгламанинг унг томонида 
у  ва у' урнига уларнинг х =  х0 даги цийматларини цуямиз:

У" (*о) — Уд — f (х0, у0, у'д). (89)

у"' (х0) ни топиш учун (87) тенгликнинг иккала томонини х буйи
ча дифференциаллаймиз ва у, у, у" нинг х  =  х0 даги цийматларини 
цуямиз. Кетма-кет цуйидагиларни хрсил циламиз:

У'" (х) = - j - + - j -  У’ + j -т  У" =  Ф ( х ,  У. У’, У"), (90)
дх ду ду

у'"(хо) = Ф ( х 0, У0, у'0, Уд).

(90) тенгликнн яна дифференциаллаб ва х„, у 0, y'Q, г/", у “ цийматлар-
ни цуйиб, y l v (х0) кийматни топамиз ва х.к. Хрсилаларнинг топилган 
цийматларини (88) Тейлор цаторига цуямиз. Натижада (87) тенглама
нинг ечимини топамиз.

Мисол. у"  =  у  c o s x  +  х  тенгламанинг 1/(0) =  1, у(0) =  0 бошлангич шартларни 
цаноатлантирувчи хусусий ечимининг даражали цаторга ёйилмасидаги биринчи учта 
^адини топинг.

Е ч и л и ш и .  Тенглама ечимини Маклорен цатори куринишида излаймиз:

У"( 0) 0)— -----------  у2  _L_ ----------------- I

памиз:
у"( 0) =  1-cos 0 +  0 = 1.

у"' ни топиш учун берилган тенгламанинг иккала цисмини дифференциаллаймиз: 
у'" — у' cos х — у  sin  х  4- 1; 

х — 0 да цуйидагини ^осил циламиз:
у'"(0) =  j / '(0)-c.os 0 — i/(0)*sin 0 -f 1 =  0.1 — 1-0 4 -1  =  1.

Досилаларнинг топилган цийматларини цаторга цуйиб, у{х) ечим учун цаторнинг 
кусусий йигиндиси куринишидаги тацрибий ифодани ^осил циламиз:

2̂ ^3

И з о х .  Тенгламаларнинг тацрибид ечимини цаторлар ёрдамида то- 
пишда цандай шартларда ечимни даражали цатор куринишида излаш 
мумкинлиги масаласини, шунингдек, топилган ечимнинг аницлиги ма
саласини царамаймиз.

7- §. ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАР СИСТЕМАЛАРИ Х.АЦИДА ТУШУНЧА

1. Умумий тушунчалар. Математика, физика ва техниканинг куп- 
гина масалаларида бир варакайига узаро бир нечта дифференциал тенг
ламалар билан борланган бир нечта функцияни топиш талаб килинадн. 
Бундай тенгламалар туплами дифференциал тенгламалар системаси 
дейилади. Хусусан, бундай системаларга фазода берилган кучлар таъ- 
сирида булган жисм харакати урганиладиган масалалар олиб келади.

Масалан, фазода бирор (L) эгри чизиц буйлаб F куч таъсири ос
тида т  массали моддий нуцта харакат цилаётган булсин. Нуцтанинг 
харакат цонунини, яъни нуцта координаталарининг вацтга борлицлик 
цонунини аницлаш талаб цилинади. г =  г (/) харакатланаётган нуцта
нинг радиус-вектори булсин. Агар нуцтанинг узгарувчи координа
талари x( t) ,  y ( t) ,  z( t)  орцали белгиланса, у цолда

г (0  =  х  (0  i +  у  (t) j  - f  г (t) k

булади. Даракатланаётган нуцтанинг тезлиги [ва тезланиши цуйидаги 
формулалар буйича хисобланади:

dr dx . . dy . , dz ,v =  — - =  —  i +  —  1 4------ k,
dt dt dt dt

d2r d2x . . d2y  . , d2z .a =  —  =  —  i 4— -  j 4------ k.
dt2 dt2 dt2 dt2

(VI боб, 5- §, 4- пунктга царанг).
F куч, умуман айтганда, вацтнинг, нуцта координаталарининг ва 

тезликнинг координата проекцияларининг функциясидир:
„  _  [ ,  dx dy dz  \ „  / ,  dx dy dz \ . .

('• *• * г' n -  ■ t ) ' + f > ('• * • « ’ г ’ f • n ) >  +
_J_ с  I* „ .. ,  dx dy dz



Ньютоннинг иккинчи цонунига асосан нуцтанинг харакат конуни 
тенгламаси цуйидагича ёзилади: т а  =  F. Бу тенгликнинг чап ва унг 
томонларида турган векторларни координата уцларига проекциялаб, 
^аракатнинг учта дифференциал тенгламасини хосил киламиз:

d-x I —  
at2

d2u I —  
dt-
d2zI----
dt2

x , y, z,

— Fy | i, x, y, z.

— Fz (t, x, y,  z,

dx 
~dt ' 
dx 
d t ’ 
dx 
dt ’

dy 
dt  : 
dy  
dt ' 

dy 
dt '

(91)

Бу дифференциал тенгламалар изланаётган учта л; = x ( t ) , .  у  =  y(t), 
z  — z (t) функцияга нисбатан учта иккинчи тартибли* дифференциал 
тенгламалар системасидан иборатдир.

Келгусида фацат изланаётган у х(х), у${х), уя (х), . . .  , у п (х) функ- 
цияларга нисбатан махсус куринишдаги биринчи тартибли тенглама
лар системасини урганиш билан чекланамиз. Бу система куйидаги

~  =  fi (х, У\> У2, у3, . .

dy-z
dx

dyn

Уп),

=  fa (х, Уъ Ул, у 3, • • ■ . Уп), 

■ . Уп)

(92)

куринишга эга ва нормал ьиаклдаги система £*ки нормал система 
дейилади.

Нормал системада тенгламаларнинг унг томонлари изланаётган 
функцияларнинг хосилаларини уз ичига олмайди.

(92) системанинг ечими деб бу системанинг >;ар бир тенгламасини 
цагюатлантирадиган ух(х),  у 2 (х), у 3 (х), . . .  , у п\х)  функциялар T v n -  
ламига айтилади.

Иккинчи, учинчи ва янада юцорироц тартибли тенгламалар систе- 
масинн янги функциялар киритиб, нормал системага келтириш мум
кин. Масалан, (91) система нормал системага куйидагича келтирилади-

и (О dx ... du— , v(t)  =  
dt w  dt

w(t) dz
dt

деб янги и (t), v (t), w (t ) функциялар киритамиз. У холда 
d-x _  du_ tpy_ _  dv d-z _  dm 
dt2 dt ’ dt2 d t'  dt2 ~dt'

натижада (91) тенгламалар системаси куйидагича ёзилади:

* Дифференциал тенгламалар системасиниьг тартиби деб, бу системага кирувчи 
тенгламаларнинг энг юкори тартибига айтилади.
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— —  Fx (t, х, у , г, и, v, w).du 
dt

—  — —  Fy (t, x, у, z, и, v, w), 
dt in

^ - =  —  Fz (t, x, y, z, u, v, w), 
dt m
dX /74
- - « W .

(93)

dy
dt
dz
dt

■v(t),

- w ( t ).

(93) нормал системадир. Масалан, учта х, у, z номаълум функцияли 
учта тенгламадан иборат ушбу нормал системани караймиз:

—  = f l ( t ,  X, у, Z),

dz
dt

=  f, ( t ,  X, у, 2),

М *. У• 2)-

(94)

I; Дифференциал тенгламаларнинг нормал системаси учун Кошинйнг 
мавжудлик ва ягоналик теоремаси куйидагича ифодаланади:

Теорема. (94) система тенгламаларининг унг томонлари, яъни 
ft (t, х, у, г) (г =  1, 2, 3) функциялар бирор G сохада барча рзгарувчи-
лари буйича узлуксиз ва унда узлуксиз—- t ~  хусусий хосылаларга

? эга булсин. У  холда G сохага тегишли i0, х0, у 0, z0 кийматлар %ар 
кандай булганда xflM системанинг ушбу

х (*о) ~  хо, У (U) =  Уо, % (/„) — 20 (95)
бошлангич шартларни каноатлантирувчи ягона x(t),  y ( t) ,  z ( t )  ечими 
мавжуд булади.

(94) системани интеграллаш учун шундай усулни цуллаш мум- 
кинки, унинг ёрдамида учта изланаётган функцияга нисбатан учта 

; тенгламага эга булган берилган система битта номаълум функцияга 
нисбатан учинчи тартибли битта тенгламага келтирилади. Бу усул 
номаълумларни йукотиш усули дейилади.

Унинг цулланишини мисолда курсатамиз. Соддалик учун иккита 
тенглама системаси билан чекланамиз. Ушбу тенгламалар системаси 
берилган булсин:

dx -
У,

dy

=  -  7 х -

=  — 2х  — 5 у.
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Системанинг биринчи тенгламасини t буйича дифференциаллаб,
d2x __ j  j t e  . dy_
dt2 dt dt

ни топамиз. Б у  тенгликка —  нинг системанинг иккинчи тенгламаси- 
dt

даги ифодасини ^уямиз: 
d2x 
~dt2

Нихоят, у  функцияни унинг системанинг биринчи тенгламасидаги

- 7 - ~  +  ( - 2 х - 5 у ) .

У
dx , „------ \-7х
dt (*)

ифодаси билан алмаштириб, битта номаълум функцияга нисбатан ик
кинчи тартибли бир жинсли чизикли тенгламага келамиз:

d2x
Ht2

7 —— 
dt

2х - б ( —  
\  dt

еки
d2x . 10 dx------------1_- |  ------- -
dt2 dt

37х =  0.

Бу тенгламани интеграллаб, унинг умумий ечимини топамиз:

х =  e~6t (Сх cos t +  C2 sin t). (**)

(**) ни дифференциаллаб, топамиз: 
dx
dt

-6  е 6t (С* cos t +  C2 sin t) -f- e 6< (— Cx sin t +  C2 cos t).

dxx  ва —  нинг ифодаларини (*) тенгликка цуйиб ва ухшаш хад- 
cl/

ларни ихчамлаб, куйидагига эга буламиз:

у  =  — 6e~"6t (Сг cos t +  С2 sin  t) Н- e~"6t (— Сх sin t +  C2 cos t) +
+  7е~ы (Cx cos t-\-  C2 sin’t) — e“ 6* [(C2 +  Cx) cos t +  (C2— Cx) sin t],

Ушбу
д: =  e- ®?, (Сх cos t +  C2 sin  t) , 

у  =  е~ ы l(C2 - f  Cx) cos t +  (C2 — Сх) sin  t] (***)

функциялар берилган системанинг ечими булади.
Шундай цилиб, иккита дифференциал тенгламанинг нормал систе

масини интеграллаб, унинг иккита ихтиёрий Сг ва С2 узгармасга бог
лик, ечимини хрсил килдик. Умумий з^олда п та тенгламадан иборат 
нормал система учун унинг умумий ечими п та ихтиёрий узгармасга 
богли^ эканини курсатиш мумкин. Масалан, учта тенгламадан ибо
рат ушбу
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=  f l  (t , х , у, Z),
dt
dy_
dt
dz
dt

=  f2 ( t , X, tj, Z), 

=  f3 (t , X, y, Z)

нормал система учун умумий ечим ихтиёрий учта С1( С2, С3 узгар
масга богли^ булади ва у куйидаги к\'ринишда ёзилади:

х =  х (t, Ci, С2, С3), у  —у  (t, Cv  С2, С3), z — z (t, Съ  С2, С3).

Хусусий ечимни ажратиш учун

X (̂ о) ~  Хд, у  (10) =  у 0, z (t0) =  z0

узгармаслар ^уиидагибошлангич шартлар берилади ва Сь С2, С3 
тенгламалар системасидан аникланади:

x(to, Clt С2, С3) =  хд, 1 
У (t0, Cl, Со, С,) =  Уд, i
Z (^0> C l ,  С 2, С , )  —  2 0 . |

Мисол сифатида юкорида топилган (***) умумий ечим

х =  е~ы (Сг cos t +  С2 sin t), 
у  =  е~ы [(С2 +  Сх) cos t +  (С2 — Сх) sin

дан х  (0) = 0 ,  у  (0) =  1 бошлангич шартларни каноатлантирувчи ху
сусий ечимни ажратайлик.

Берилган бошлангич шарт ларда (***) ечимдан Сх ва С2 ' узгармас- 
ларни топиш учун куйидаги системани хрсил ^иламиз:

0 =  СГ 1 +  С2-0,
1 = (С2 + с х) .1  -н (С2 — сх).0.

Бу ердан Сх = 0 ,  С2 =  1. Демак, изланаётган хусусий ечим куйидаги 
куринишда булади:

х  =  е~ы sin t, у  =  е~и  (cos t +  sin t).

2 . Узгармас коэффициентли чизикли дифференциал тенгламалар 
системалари. Тенгламаларнинг нормал системасини интеграллашнинг 
юкорида курилган усулидан ташкари яна битта усулни курсатамиз. 
Бу усул фа^ат узгармас коэффициентли чизикли тенгламаларнинг нор
мал системаси учун куллаиилади.

Узгармас коэффициентли чизикли дифференциал тенгламаларнинг 
нормал системаси берилган булсин. Соддалик учун учта номаълум 
функцияли учта тенглама системаси билан чеклаиамиз:
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dx
dt

dy
dt
dz
dt

&12 У ~r fli.

^21 X 4~ ^22 У ^23 Z,

еки

®31 X ”1“ ^32 У ~Ь 3̂3 

Бу системанинг хусусий ечимичи
: у ек

(96)

)

(97)

(98)

х =  а  екК у  =  Р ekt, 
куринишда излаймиз. Биз a,  р, у коэффициентларни ва даража кур- 
саткичи k ни шундай аницлашимиз керакки, (97) функциялар (96) сис
теманинг ечими булсин. Бу функцияларни (96) тенгликларга цуйиб 
ва ekt Ф 0 купайтувчига цисцартириб, цуйидагини ^осил киламиз: 

k a  =  ап а  +  а 12р +  аи у, \
& 6 =  а21 а  +  а22Р +  а?3 у, 1 
k у =  а 31 а  +  а32 р +  а 33 у. I

Барча цадларни бир томонга утказиб, а,  р , у га нисбатан чизикли 
алгебраик тенгламалар системасини хосил циламиз:

(ап  — k) а  +  а12 р +  а 13 ? =  О, 
а21 а  +  (а22 — k) р, 4- а 23 ? =  О, 
a3i a  +  aa2p +  (a33— ^) v =  0 . ,

(98) бир жинсли тенгламалар системасидир. Маълумки (II боб, 7- §, 
7- пункт), бир жинсли система нолдан фарцли ечимларга эга булиши 
учун системанинг детерминанти нолга тенг булиши зарур ва етарли
дир. Шундай цилиб, (98) система нолдан фарцли ечимларга эга б у 
лиши учун

(99)

тенглик бажарилиши керак.
(99) тенглик k га нисбатан учинчи даражали тенгламадир, у (96) 

системанинг характеристик тенгламаси дейилади. Характеристик 
тенглама хар хил хациций kv  k2, k3 илдизларга эга булган хол билан 
чекланамиз. Бу илдизларнинг хар бири учун мос (98) тенгламалар сис
темасини ёзамиз ва а х, pit iy, а 2, р 2, у2\ а 3, р 3, у3 коэффициентларни 
аницлаймиз. Агар системанинг характеристик тенгламанинг kx илди- 
зига мос ечимини хг, у ъ z x орцали, k2 га мос ечимини х2, у 2, z2 ор
цали, ka га мос ечимини х 8, у 3, г 3 орцали белгиласак, (96) дифферен
циал тенгламалар системасининг умумий ечими цуйидагича ёзилишини 
курсатиш мумкин:

х {£) — Сх хх С2 х2 4 - х3,

У (0 =  Ql Ух Н~ ^2 У2 ~г С3 у г, 
z (f) =  Сх гх С2 z2 -{- С3 z3.
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ах1 — k а12
а21 а22 k й 23 =  0

«31 со to a33- k

х (/) =  Сх а х ent  +  С2 а 2 еш  +  С3 а 3 еш , 
У (0 =  Сх рх еш  +  С2 р2 ek*  +  С3 рз ek3t, 
z (t) =  C j 7i еш  +  C2 y2 еш  -f- C3 ys ek3t.

Мисол. Ушбу системанинг умумий ечимини топинг: 

dx 
dt 
dy  
dt

(100)

С)

Е ч и л и ш и .  Берилган дифференциал тенгламалар системасига мос (99) харак
теристик тенглама цуйидаги куринишда булади:

| — 2 — k — 3 |
=  0— 1 о-

-3, k2 =  1

k.t

ёки k2 4- 2k — 3 = 0 .  Унинг илдизлари: kx - 
(*) системанинг хусусий ечимларини

*i =  « j еМ , Ih =  Pj eklt;
куринишда излаймиз.

kx =  — 3 да а  ва р ни аниклаш учун (98) тенгламалар системаси цуйидагича 
ёзилади:

[— 2 — (— 3)] «j — 3 рх =  0, I — 3 Pj =  0.
- « i 4 -  [0 — ( — 3)] рх =  0 ( — а х +  3 Рх =  0.

Бу система чексиз куп ечимга эга, чунки иккинчи тенглама биринчи тенгламанинг 
натижасидир. Масалан, p t =  1 деб, а х= 3  ни топамиз. Шундай цилиб, характеристик 
тенгламанинг kx =  — 3 илдизига хх =  3e~3t ва уг — e~ 3tхусусий ечимлар мос келади.

k =  1 да а  ва р ни аницлаш учун (98) тенгламалар системаси цуйидагича була
ди:

— З а 2 — 3 р 2 =  0 , \
— «2 Рг=  ® /

Бу системанинг ечимлари сифатида а 2 =  1 р2 =  — 1 ни [’олиш мумкин. У з^олда: 
характеристик тенгламанинг k =  1 илдизига х2 =  et ва у2 — — е * хусусий ечимлар 
мос келади.

Берилган (*) системанинг умумий ечими (100) формулага кура цуйидагича булад и 

х (0  =  3 Сд e~ 3t 4 - С2е( ; у  (t) =  Сх e~3t — С2 е‘- 

Агар (99) характеристик тенгламанинг илдизлари орасида комплекс 
сонлар булса, у хрлда уларга мос хусусий ечимлар битта чизицли 
тенглама холидагига ухшаш (4-§, I-пунктга царанг), Эйлер формула- 
лари буйича узгартирилади.
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Э^ТИМОЛЛАР НАЗАРИЯСИ ЭЛЕМЕНТЛАРИ

1-§. АСОСИЙ ТУШУНЧАЛАР

I. Тасодифий мивдорлар. Частота. Эхтимэл. Эхтимоллар назари- 
яси куп сондаги тасодифий ходисалар (вокеалар) нинг конуниятлари- 
ни урганувчи математик фандир.

Маълум шартлар мажмуаси (туплами) бажарилганда содир булиши 
хам, содир булмаслиги хам мумкин булган хар цандай вок;еа тасоди
фий хсодиса (ёки оддил хилиб атгганда, ходиса) дейилади. Эхтимоллар 
назарияси куп соялилик характерига эга булган ана шундай ходиса- 
лар билан иш куради. Бу берилган шартлар туплами чексиз куп 
марта амалга оширилиши мумкин деган суздир. Бу шартлар туплами- 
нинг хар гал амалга оширилиши синов (ёки тажриба дейилади.)

Масалан, агар синоз тангани ташлашдан иборат булса, у хрлда 
унинг гербли томони тушиши ходисадир; агар синов берилган турдаги 
подшипникни тайёрлаш булса, у х°лда подшипникнинг стандартга 
мослиги ходисадир; агар синов уйин соцкасини, яъни ёцларига 1 дан 
6 гача ра^амлар (очколар) ёзилган кубикни ташлашдан иборат булса, 
у хрлда бешлик тушиши ходисадир.

^одисаларни латин алфавитининг бош харфлари билан белгилай
миз: А, В, С • • •

п та синовда А ходиса т марта рул берган булсин. т!п нисбат А 
ходисанинг частотаси (нисбий частотаси) дейилади ва Р* (А) =

=  —  каби белгиланади.
п
Тажриба синовларни куп марта такрорлаганда тасодифий ходиса

нинг Р* (Л) частотаси бархарор эканини курсатади. Буни мисолда 
тушунтирамиз.

Тангани 4040 мзрта ташланганда гербли томон 2048 марта тушган 
булсин. Мазкур синовлар сериясида гербнинг тушиш (руй бериш) ча
стотаси Р*  (Л) — т/п  =  2048/4040 =  0,5069 га тенг. Шу тангани 
12000 марта ташланганда герб 6019 марта тушади. Бинобарин, бу хрл
да частота Р* (Л) =  6019/12000 =  0,5016. Нихоят, тангани 24000 
марта ташланганда герб Р* (Л) = 0 ,5005 частота билан 12012 марта ту
шади. Шундай хилиб, курамизки, тангани куп марта ташланганда герб
нинг тушиш частотаси бархарордир, яъни 0 ,5  сонидан кам фарх хи" 
лади. Тажрибанинг курсатишича, частотанинг 0,5 сонидан бу четланиши 
синовлар сонининг ортиши билан камаяди. Б у  мисолда курилган часто
танинг бархарорлик хоссаси куп сонли тасодифий михдорлар учун уму- 
мийдир, хусусан, мазкур ходисанинг руй бериш частотаси я^инлашади- 
ган шундай сон мавжудки, синовлар сони катта булганда частота бу 
сондан кам фарх х«лади. Бу сон ходисанинг эхтимоли дейилади. У 
ходиса руй беришининг объектив имконини ифодалайди. Ходисанинг 
эхтимоли канчалик катта булса, унинг руй бериши шунчалик мумкин 
булади. Л ходисанинг э.\тимолини Р  (Л) оркали белгилаймиз. Ю^ори-

X I I I  БОБ
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да каралган мисолда гербнинг тушиш эхтимоли 0 ,5  га тенг экани- 
равшандир.

Агар ходиса мазкур синовда албатта руй берса, у мухаррар ходи
са дейилади, аксинча, агар мазкур синовда хрдиса руй бериши мум
кин булмаса, у мумкин булмаган \одиса  дейилади.

Масалан, фахат кора шарлар булган кутидан шар олинаётган бул
син. У хрлда хора шар чихиши м щ аррар ходиса, ох шар чи^иши- 
мумкин булмаган хрДисадир.

Агар хрдиса мухаррар булса, у хар бир синорда руй беради (т — 
=п ).  Шунинг учун мукаррар ходисанинг частотаси хар дсим бирга 
тенг. Аксинча, агар ходиса мумкин булмаган хрдиса булса, у хеч 
Хайси синовда руй бермайди (т = 0 ). Демак, мумкин булмаган хрди- 
санинг синовларнинг хар хандай сериясидаги частотаси нолга тенг. 
Шунинг учун мухаррар хрдисанинг эхтимоли бирга, мумкин булмаган 
Ходисанинг эхтимоли эса нолга тенг.

Агар Л ходиса мухаррар хрдиса хам, мумкин булмаган хрдиса хам 
булмаса, у хрлда унинг частотаси т/п синовлар сони катта булганда 
бирор р ( 0 < . р < . \ )  сондан — Л ходисанинг эхтимолидан кам фарх 
Хилади.

2 . Хрдисанинг кесишмаси ва бирлашмаси. Иккита Л ва Б  хсдиса- 
нинг кесишмаси (ёки купайтмаси) деб хам А, хам В  хрдисанинг бир
галикда руй беришидан иборат булган ходисага айтилади. Бу ходиса- 
ни АВ  ёки ВА  орхали белгилаймиз.

Худди шунга ухшаш, бир нечта, масалан, А,В  ва С ходисаларнинг 
кесишмаси деб А,В  ва С ходисаларнинг биргаликда руй бериши
дан иборат булган D — ABC  ходисага айтилади.

Иккита Л Еа Б  ходисанинг бирлашмаси (ёки йигиндиси) деб Л ёки 
В ходисаларнинг камида биттаси руй беришидан иборат С ходисага 
айтилади. Б у  ходиса хуйидагича белгиланади: С =  Л +  В.

Бир нечта хрдисанинг бирлашмаси деб улардан камида бирининг 
руй беришидан иборат ходисага айтилади. D — А +  В +  С ёзув D  хо
диса А,В  ва С  хрдцсаларнинг бирлашмаси эканини билдиради.

Агар Л ходисанинг руй бериши В  хрдисанинг руй беришини инкор 
этса, Л ва В ходисалар биргаликда руй бермайдиган ходисалар дейи
лади. Бу ердан агар А ва В  биргаликда руй бермайдиган хрдисалар 
булса, у хрлда АВ  мумкин булмаган хрдиса булиши келиб чихади.

куйидаги мисолни курайлик. Бирор идишга жойланган газнинг 
бирон-бир тайин молекуласи харакатини кузатамиз. Бу идиш (хажм) 
ичида а  ва р хажмларни ажратамиз (82-расм). А ходиса молекуланинг 
а  хажмга, В  хрдиса молекулаг.инг р хажмга тушиши булсин. Л ва 
В ходисаларнинг кесишмаси молекуланинг а  ва 
Р хажмларнинг умумий хисмига тушишидан 
иборат булади. Агар а  ва р хажмлар умумий 
нухтага эга булмаса, равшанки, А ва В бирга
ликда булмаган ходисалар булади. Л ва Б  ходи- 
саларнинг бирлашмаси (йириндиси) молекула
нинг ё фахат ос хажмга, ё фахат р хажмига ёки 
уларнинг умумий хисмига тушишидан иборат булади.
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3. Э^тимоллар аксиомалари. Л ва В иккита биргаликда булмаган 
ходиса булсик, шу билан бирга т А синовда ходиса т1 марта, В хо- 
диса эса т2 марта руй берган булсин. У холда А ва В ходисаларнинг
частоталари мос равишда Р* (А) =  —, Р* (В) =  — га тенг. А ва В

Ходисалар биргаликда булмагани учун A - f  В ходиса мазкур синов- 
лар сериясида т1 +  т 2 марта руй берган. Демак,

Р* (А +  В ) =  £h±Hk.  =  ЛЬ-  . Л Ь.  =  р*  (Л) +  р*  (В).
п п п

Шундай цилиб, А +  В  ходисанинг частотаси Л ва В ходисалар часто- 
таларининг йигиндисига тенг. Бирох катта п ларда Р * (Л), Р* (В) ва 
Р* (Л В) частоталар тегишли Р(А), Р  (В) ва Р (А +  В) эхтимол- 
лардан кам фарх цилади. Шунинг учун агар А ва В биргаликда бул
маган ходисалар булса, у холда Р  (Л +  В) =  Р  (Л) 4- Р  (В) деб олиш 
табиийдир.

Баён цилинган бу фикрлар э^тимолларнинг куйидаги ^оссаларини 
баён этишга имкон беради. Биз уларни аксиомалар сифатида цабул 
киламиз.

1 - а к с и о м а .  ){ар бир А тасодифий хрдисага унинг эхтимоли 
деб аталувчи ва 0 -< Р  (Л) <  1 шартни каноатлантирувчи тайин 
Р  (А) сон мос келади.

2 - а к с и о м а .  Мукаррар ходисанинг эхтимоли бирга тенг.
3 - а к с и о м а ,  ( э х т и м о л л а р н и  ц у ш и ш  а к с и о м а с и ) .  Л 

ва В биргаликда булмаган ходисалар булсин. У \олда бу хрдисалар- 
дан камида бирининг руй бериши эхтимоли уларнинг эхтимоллари 
йигиндисига тенг:

Р (А  +  В) =  Р (А )  +  Р(В).  (1)
3 - аксиома бир нечта ходиса булган хол учун умумлаштирилади, чу- 
нончи, агар A v Л2,- • •,' Л,г хрдисалар жуфт-жуфт б у ш б  биргаликда 
булмаса (яъни бу ходисаларнинг исталган бири долган хар кайси .ходи
са билан биргаликда булмаса) у холда

Р ( Л Х +  Л 2 +  • • • + Л „ )  ~ Р ( А 1) +  Р ( А 2) +  . . .  + Р ( А п) (2)

б улади. _
Л ходисага царама-щрши ходиса деб Л ^ходисанинг руй бермас- 

лигидан иборат Л ^одисага айтилади. Л ва Л хрдисалар биргаликда 
булмаслиги равшандир.

Масалан, А ходиса буюм стандартга мувофих эканидан иборат бул
син, у холда царама- царши Л ^одиса буюм стандартга жавоб бермас- 
лигидан иборат булади. А ^одиса уйин ссм-скасини бир марта ташлан- 
ганда жуфт сон тушиши булса, у хрлда Л тоц сон тушиши_ булади.

1- теорема. Исталган А %одиса учун карама- карши А ходиса
нинг эхтимоли цуйидаги тенглик билан ифодаланади:

р ( А )  =  \ — Р  (Л). (3)

И с б о т и .  Ё Л ходисанинг, ёки Л ходисанинг РУЙ беришидан 
иборат Л +  Л ходиса, равшанки, мукаррар ходисадир. Шунинг учун

2-аксиомага кура Я (А 4 - Л) =  1. Бу ердан, Л ва Л хрдисалар бирга
ликда булмагани учун, 3-аксиомага кура: Р  (Л +  Л) =  Р (А) 4- Р  (Л) 
Демак, Р (Л) +  Р (А) --= 1, бу ердан Р  (Л) =  1 — Р  (А).

2- теорема. Мумкин булмаган ходисанинг эхтимоли нолга тенг.
И с б о т и .  Агар мумкин булмаган ходиса мукаррар ходисага кара- 

ма-карши эканини эътиборга олсак, исбот бевосита 2- аксиома ва 1- 
теоремадан келиб чицади.

4. Э^тимолнинг классик таърифи. Ю коридаайтилганидек, синовлар 
сони п катта булганда Л ходисанинг руй бериш частотаси Р* (Л) =
=  —  тургунликка (бархарорликка) эга ва Л ходиса эхтимолининг

п
такрибий хийматини беради, яъни

Р { А ) х Р *  (Л).

Бу хол ходиса эхтимолини синовлар йули билан тахрибан топиш- 
га имкон беради. ^одиса эхтимолини топишнинг бу усули амалда 
х.ар доим хулай эмас. Бир хатор холларда ходиса эхтимолини синов- 
гача ходисаларнинг тенг эхтимоллик (тенг имкониятлилик) тушунча- 
сидан фойдаланиб топишга эришилади.

Агар ходисаларнинг хар бири бопща исталган бирига хараганда 
тезроц купрох руй беради деб хисоблашга хеч хандай объектив сабаб- 
лар булмаса, бу ходисалар тенг эхтимолли (ёки тенг имконият- 
лилик дейилади.

Масалан, тангани ташлашда гербнинг ёки ракамли томонининг ту
шиши тенг эхтимолли ходисалардир.

Бошка мисол курамиз. Уйин соккаси ташланаётган булсин. Сок ка 
(кубик) симметрик булгани учун 1,2,  3 , 4 , 5  ёки 6 рахамларидан ис
талган бирининг тушиши бир хилда мумкиндир (тенг эхтимоллидир).

Агар синов натижасида Е х, Е2, • • •, E N ходисаларнинг камида бит- 
таси руй берса, бу ходисалар мазкур синовда тулик группани таш
кил этади.

Масалан, охирги мисолда тулих группа олтита ходисадан — 1, 2,3,
4, 5 ва 6  рахамларининг тушишидан иборатдир._

Х̂ ар хандай Л ходиса ва унга харама-харши Л ходиса тулих груп
пани ташкил этиши равшандир.

Агар В ходисанинг руй бериши Л ходисанинг руй беришига олиб 
келса, В ходиса А хрдисага имкон яратувчи ходиса дейилади.

Масалан, агар Л уйин соххасини ташлашда жуфт сондаги очколар- 
нинг тушиши булса, 4 рахамининг тушиши Л хрдисага имкон яратув
чи ходисадан иборат булади.

Elt Ег , • • •, Е N хрдисалар мазкур синовда тенг эхтимолли ва 
жуфт-жуфти билан биргаликда булмаган тулих группа ташкил этсин. 
Уларни синовларнинг натижалари деб атаймиз. Л хрдисага синовнинг 
М  та натижаси имкон яратувчи булсин дейлик. У  холда Л ходиса - 
нинг мазкур синовдаги эхтимоли деб М /N  нисбатга айтилади. Шундай 
Хилиб, таърифга келамиз.
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А хрдисанинг мазкур синоздаги Р ( А )  э\тимоли деб А дисага 
имкон яратувчи синов катижалари сони М нинг синовнинг тенг 
эхтимоли, жуфт-жуфти билан биргаликда булмаган тулиц группа- 
сини ташкил этувчи, мумкин булган натижаларининг умумий  
сони N га нисбатига айтилади: Р  (А) — М  (N ).

Эцтимолнинг бу таърифи купинча к л а с с и к  т а ъ р и ф  деб атала
ди. Классик таъриф эхтимолнинг аксиомаларини цаноатлантиришини 
курсатиш мумкин.

1-мисол. Заводга 1000 та подшипникдан иборат партия келтирилди. Бу парти- 
яга тасодифан стандартга жавоб бермайдиган 30 та подшипник аралашиб цолган. 
Таваккалига олинган подшипник стандарт булиши эхтимоли Р (А) ни аницланг.

Е ч и л и ш и .  Стандарт подшипниклар сони 1000 — 30 =  970 та. Дар бир под- 
шипникнинг олиниш эхтимоли бир хил деб цисоблаймиз. У холда ходнсаларнинг 
тулиц группаси N =  1000 та тенг эхтимолли натижалардсн иборат булиб, А ходиса -
га улардан М =  9 ,0  та натижа имкон яратади. Шунинг учун Р (А) — =

N
970/1000 =  0,97.

2-мисол. К,утида 10 та шар бор: 3 та оц ва 7 та цора. Кутидан бирданига 
иккита шар олинади. Олинган иккала шар оц булиши эхтимоли цанча?

Е ч и л и ш и .  Синовнинг барча тенг эхтимоли натижалари сони 10 та шардаи 
иккита шарни олиш усулларига,яъни Ю та элементдан олинган группалашлар сонига
тенг: N =  С 2,п= — — ------=  45. Имкон яратувчи натижалар сони М =  С2 —

10 21 (10- 2 )! 3

_________ = 3 .  Демак, изланаётган э^тимол Р =  M /N  =  3/45 =  1/15.
21 ( 3 - 2 )  !

3-мисол. К,утида 2 та яшил, 7 та кизил, 5 та сариц ва 10 та оц шар бор. 
Рангли шарнинг чициш э^тимоли цанча?

Е ч и л и ш и .  Мос равишда яшил, цизил ва сариц шарларнинг чициш э^тимоли- 
ни топамиз:
Р ( я ш и л )  =  2/24; Р (цизил) =  7/24; Р (сариц) =  5/24. К,аралаётган ходисалар, 
равшанки, биргаликда эмас, шунинг учун цушиш аксиомасини цуллаб, рангли шар 
чициш э^тимолини топамиз:
Р  (рангли) =  Р  (яшил) +  Р (цизил) +  Р  (сариц) =  —  +  J L  +  +  J L  =  _Z_

24 24 24 12

5. Шартли э^тимол. Э^тлмолларни купайтириш теоремаси.
К уп масалаларда А ва В ходнсаларнинг эхтимоллари маълум бул

ганда бу ходисалар купайтмасининг эхтимолини топишга турри келади.
Куйидаги мисолни курамиз. Иккита танга ташланган булсин. И к

кита герб тушиш эхтимолини топамиз.
Биз тулиц группа ташкил этувчи 4 та тенг эцтимолли ж уфт-ж уф

ти билан биргаликда булмаган ушбу натижаларга эгамиз:

1-танга 2-танга

1-натижа герб герб

2-натижа гер б рацам

3-натижа рацам герб

4-натижа рацам рацам

Шундай цилиб, Р  (герб, герб) =  1/4.
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Энди биринчи тангада герб тушганн маълум деб фараз цилайлик. 
щ ундан сунг герб иккала тангада тушиш эхтимоли цандай узгаради? 
Биринчи тангада герб тушгани учун энди тулиц группа иккита тенг 
эхтимолли биргаликда булмаган натижалардан иборат булади:

1-танга 2-танга

1-натижа герб герб

2-натижа герб рацам

Бунда натижалардан фацат биттаси (герб, герб) ходисага имкон 
яратади. Шунинг учун цилинган фаразларда Р  (герб, герб) =  1/2. 
Энди А оркали иккита гербнинг тушишини, В орцали эса гербнинг 
биринчи тангада тушишини белгилаймиз. В ходиса руй берганлиги 
маълум булганда А ходиса эхтимоли узгаришини кураяпмиз.

А ^одисанинг В ходиса руй берди деган шчрт остидаги янги эх- 
тимолини Р в (А) орцали белгилаймй * ш ундай цилиб. Р  (Л) =  1/4, 
Р В (А) =  1/2.

А хрдисанинг В ходиса руй беради деган шарт остидаги эцтимоли 
А хрдисанинг шартли эхтимоли дейилади.

Купайтириш теоремаси. А еа В ходисалар купайтмасининг эх1ти- 
моли улардан бири эхтимолининг иккинчисининг биринчи хрдиса 
руй берди деб хисобланган шартли эхтимолига купайгпмасига 
тенг, яъни

Р ( А В ) = Р ( А ) . Р а (В). (4)

И с б о т и .  (4) муносабатнинг тугрилигини эхтимолнинг классик 
таърифига асосланиб исботлаймиз. Мазкур синовнинг мумкин булган 
Е 1} Е2,- ■ • ,Ец натижалари тенг эхтимолли жуфт-жуфти билан бирга
ликда булмаган ходнсаларнинг тулиц группасини ташкил этсин ва 
улардан А ходисага М та натижа имкон яратсин хамда ана шу М  
та натижадан L таси В хрдисага имкон яратсин. Равшанки, А ва В 
ходнсаларнинг купайтмасига синовнинг мумкин булган N  та натижа- 
сидан L таси имкон яратади. Бундан цуйидагига эгамиз:

Я ( Л ) = — • Р ( А В ) = ~  Р .  ( В ) =  —
N ’ N ' А К '  М

Шундай цилиб,

Р (АВ) =  —  =  — . —  =  Р ( А ) - Р . ( В ) ;
v ’ N N М ’ '

теорема исбот булди. Худди шунга ухшаш, А га Б  нинг уринларини 
алмаштириб, топамиз:

Р  (АВ) = Р  (В) Р В(А). (5)

(4) ва (5) формулалардан натижа сифатида цуйидагига эгамиз:
Р ( А ) Р а ( В ) = Р ( В ) Р в (А). (6)
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Купайтириш теоремаси исталган чекли сондаги ходисалар учун 
осон умумлаштирилади. Масалан, учта А х, А2, А., ходиса* учун цуйи- 
дагига эга буламиз:

Р (Ах А2 А,) =  Р I (Ах Л2) А3 ] = Р ( А х A2) -P AiAi (А3) =

=  Р ( А х) Р А1(А2)РА1а№ з)-
Умумий холда
Р  (АхА2 . . .  А п) =  Р  (Ах) '  P Ai (A2) ‘P At Аг (А3)  . . .  P AiAf. . .  Ап_ х (A„) (7) 

Куйидаги таърифни киритамиз.
Агар иккита А ва В ходисанинг бири руй берди деган фараз ик- 

кинчисининг эхтимолини узгартирмаса, яъни
Р В(А) =  Р(А) ва РА ( В ) = Р ( В )  (8)

булса, А ва В эркли ходисалар дейилади.
(6) муносабатдан (8) даги иккита тенгликнинг бири иккинчиси- 

нинг натижаси экани келиб чикади.
Масалан, А тангани бир марта ташлашда гербнинг тушиш ходиса- 

си, В эса карта дастасидан карта олганда риштин картанинг чициш 
ходисаси булсин. Равшанки, А ва В хрдисалар эркли ходисалардир.

А ва В  ходисалар эркли булган холда (4) формула ушбуанчасод- 
да куринишга келади:

Р  (АВ) =  Р, (А) . Р  (В), (9)
яъни, иккита эркли ходиса купайтмасининг эхтимоли бу xioduca- 
лар э\тимолларининг купайтмасига тенг.

Агар А х, . . . ,А2, . . . ,  Ап ходисалардаи х;ар бирининг руй бериши эх- 
тимоли долган бир нечта хрдисалар руй берганда уз кийматини узгар
тирмаса, бу ходисалар биргаликда эркли дейилади.

Б у таърифдан Ах, А2, . . .  , Л п хрдисалар биргаликда эркли булган 
холда (7) формулага кура хуйидагига эгамиз:

Р  (Ах Аг . . .  An) =  Р  (Л,) Р  (А,) . . . Р  (Лп). (10)
1 -мисол. Тангани ун марта ташлаганда гербли томон 10 марта тушиш эхти - 

моли к.анча?
Е ч и л и ш и .  Лг ^одиса I- ташлашда герб тушиши булсин. Изланаётган эхтимол 
барча Л; (i =  1, 2, 3,  . . .  10) ходисалар купайтмасининг э^тимолидир.
Лг ходисалар эса биргаликда эркли булгани учун, ( 10) формулани ^уллаб, хуйида- 
гига эгамиз:

Р  (Л, Л| . . .  Л10) =  Р  ^ ) . Р  (Аг) . . . Р  (Л „).
Биро^ исталган i учун Р (Л (. ) =  1/2 шу сабабли 

Р ( А Х- А г . . .  Л10) =  (V2)10 =  1/Ю24 и  0,001.
2- мисол. Ишчи бир- бирига 6орли^ булмаган х°лда ишлайдиган учта станокни 

бошкаради. Бир соат мобайнида ишчининг станокка ^араши керак булмаслик э^ти- 
моли биринчи станок учун 0 ,9  га, иккинчи станок учун 0 ,8  га, учинчи станок 
учун эса 0 ,7  га тенг.

1) Бир соат мобайнида учта станокдан ^еч цайсисига ишчининг эътибори керак 
булмаслик эхтимоли р ни топинг;

* Ах Л2 А3 ходисанинг иккита: С =  АХА2 ходиса ва Л3 ходиса купайтмаси шак- 
лида тасвирлаш мумкин.
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2) Бир соат мобайнида камида битта станокка ишчининг эътибори зарур булмас
лик эхтимолини топинг.

Е ч и л и ш и .  1) Изланаётган р  эхтимолини (10) формула буйича топамиз: 
р =  0 ,9 -0 ,8 .0 ,7  =  0,504.

2) Бир соат мобайнида станокка ишчининг эътибор бериши зарур булиш эхтимо
ли биринчи станок учун 1 — 0 ,9  =  0,1 га, иккинчи ва учинчи станоклар учун у мос 
равишда 1 — 0 ,8 =  0,2 ва 1 — 0,7 =  0,3 га тенг. У холда бир соат мобайнида уча- 
ла станокка ишчининг эътибор бериши зарур булиш эхтимоли ( 10) формулага асо
сан

0 , 1-0 ,2 , -0 ,3  =  0,006.
Бир соат мобайнида учала станокка ишчининг эътибор бериши зарур булиши- 

дан иборат А ходиса камида битта станокка ишчининг эьтибор бериши зарур булмас- 
лигидан иборат ходиса А га карама- каршидир. Шунинг учун (3) формулага кура 
топамиз:

Р(А)  =  1 — р  (А) =  1 — 0,006 =  0,994.
3 -мисол, 3 та о к, ва 7 та кора шар булган кути дан иккита шар олинади. Олин

ган иккала шар ок булиш эхтимоли к,анча?
Е ч и л и ш и .  Бу масала 4 - пунктда эхтимолнинг классик таърифидан фойдаланиб 

ечилган эди. Хозир уни (5) формулани цуллаб ечамиз. Иккита шарни олиш уларни 
кетма-кет олишга тенг кучлидир. Биринчи олишда оц шар чицишини Л оркали, 
иккинчи олишда ок; шар чикишини В оркали белгилаймиз. Иккита оц шар чициши- 
дан иборат ходиса Л ва В ходисаларнинг купайтмасидан иборат булади. (5) фор
мулага кура хуйидагига эгамиз: Р ( А В )  =  Р(А) Ра  (В). Бирох. биринчи о к; шар 
чиккандан сунг кутида 2 таси о к булган 9 та шар цолгани учун Р  (Л) =  3/10, 
Ра  (В) =  2/9. Демак Р ( А В )  =  (3/10). (2/9) =  1/15

6 . T j лкц эхтимол формуласи. Айтайлик, А ходиса тулих группа таш
кил этувчи ж уфт-жуфти билан биргаликда булмаган Нх, Н2, . . , Н „  
Ходисаларнинг фг^ат биттгси билан биргаликда руй бериши мумкин 
булсин. У холда агар А ходиса руй берган булса, бу ж уфт-жуфти 
билан биргаликда булмаган Н ХА, Н 2А , . . .  , Н П А хрдисаларнинг бирор- 
таси руй берганини билдиради. Демак,

А = [Н хА +  Н2А +  . . .  +  НпА. 
Эхтимолларни хушиш аксиомасини хуллаб, ушбуга эга буламиз: 

Р(А ) =  Р ( Н ХА +  Н2 А +  . . .  +  Н ПА) =  Р ( Н 1А) +  Р ( Н 2А) +  . . .  +  
+  р (НпА). 

Бирох Р (Ht A) =  Р  (Н.) ■ PHi (А) ( I =  1 , 2 , . . .  п) шунинг учун 

Р (А) — Р (Нх) PHi (А) +  Р (Н2) • P Hi (Л) +  . .  . +  Р (Нп) . PHn (А). (11)
Бу формула т$лик эхтимол формуласи дейилади. Н х, Н2, . . .  Нп 

ходисалар купинча «гипотезалар» дейилади.
Мисол. Магазинга туртта лампа заводида тайёрланган бир турдаги электр лам- 

по1.калари келтирилди: 1-заводдан 250 та, 2 - заводдан 525 та, 3- заводдан 275 та,
4- заЕоддан 950 та. Лампочка 1500 соатдан ортих ёниш эхтимоли 1-завод учун 0,15 
га, 2 -завод учун 0,30 га, 3 -завод учун 0,20 га, 4 - завод учун 0,10 га тенг. Мага
зин пештахталарига жойлаштиришда лампочкалар аралаштириб юборилди. Сотиб 
олинган лампочка 1500 соатдан ортих ёниш эхтимоли ханча?

Е ч и л и ш и .  Л ходиса лампочка 1500 соатдан ортих ёнишидан иборат, Нъ Hz, 
Н3 Еа Ht  лар зса лампочкалар мос равишда 1-, 2-, 3-, ёки 4 - заводда тайёрлан- 
ганлигидан иСорат гипотезалар булсин. Хамма лампочкалар 2000 дона булгани учун 
гипотезаларнинг эхтимоллари мос равишда куйидагига тенг:

Р  (Я а) =  250/2000 =  0,125, Р  (Нг) =  525/2000 =  0,2625;
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бинацияларнинг хаР бирининг эхтимоли хам р т • qn т га тенг. Шун
дай к;илиб,

Р  (В\) = Р  (В2) =  . . .  =  Р  (Вк) =  рт. qn ~ m.

Барча имкон яратувчи комбинациялар, равшанки, биргаликда эмас. 
Шунинг учун (эхтимолларни кушиш аксисмаларига кура):

Р™ (т) =  Р  (В, +  В2 +  . . .  +  ВК) =  Р (Вх) +  Р (В2) +  . . . + Р  (В,,) =
т п  — т s^m т п — т, т п — т т т пk р q =  С„ р q

Демак,

булгани учун

т т  п — тР П (т) =  Cn р  q 

п\Ст
п  — т! (п — т)!

Ри (т)
п! m п — m

р  qт! (п — т)!

(13) формула Бернулли* формуласи дейилади.

(13)

(13')

1- мисол. Битта ук; узишда нишонга теккизиш эхтимоли 0,6 га тенг. 8 та 
узганда 5 марта нишонга теккизиш эхтимоли цанча?

Е ч и л и ш и .  Бу ерда п — 8, т =  5, р  = 0 ,6 ,  <7 = 1  — 0, 6 = 0 , 4  (13') формула- 
дан фойдаланиб, топамиз:

Рв (5 )= - 8 ! (0,6)5»(0,4)3 яг 0,28.
5! (8 — 5) !

Купинча т  нинг ^андай ^ийматида эхтимол энг катта кийматга 
эга булишини билиш керак булади, яъни мазкур синовлар сериясида 
А ходиса руй беришинииг энг э^тимолли сони т 0 ни топиш талаб 
килинади, т0 сони ушбу

п р  — (7 < т 0 < л уо +  р  (14)
куш тенгсизликни каноатлантириши кераклигини исбот ^илиш мумкин. 
т0 ётган [пр — q, пр +  р] сегмент (пр +  р) — {пр — q) =  р +  <7 =  1 
узунликка эгалигини кайд киламиз. Щунинг учун унинг учларидан бир 
бутун сон булмаса, бу учлар уртасида ягона бутун сон ётади ва т0 
бир ^ийматли аникланади.

Иккала уч бутун сон булган хрлда иккита энг э^тимолли ^иймат 
пр — р ва пр  +  р  мавжуддир.

2- мисол. 1- мисолдаги нишонга тепгшларнинг энг э^тимолли сонини топинг.
Е ч и л и ш и .  Бу ерда п =  8 , р =  0,6, q = 0 ,4 ,  пр — q =  8-0,6 — 0,4 =  4,4, п р +  

+  р  =  8*0,6 +  0,6 =  5,4. (14) формулага кура энг эхтимолли ^иймат т0 [4,4; 5,4] сег
ментда ётади, бинобарин, у 5 га тенг.

п нинг катта кийматларида Р П (т ) э^тимолларни (13) формула бу
йича топиш узундан- узок; ^исоблашлар билан боглик. Бу хрлда ушбу

'Я . Бернулли (1654 — 1705) — Швейцария математиги.

268

Ри (т)
Л / 2

Фо (*) (15)

т - ■ п р

(р нолга ва бирга тенг эмас), <р0 (х) =

У  n p q
- * • / ,

е

1/2 я "1/ n p q  У  npq

формуладан фойдаланиш кулай, бу ерда л: =

1
У  2я

(15) формула Лапласнинг* локал теоремасини ифодалайди. п уси- 
ши билан бу формуланинг аниклиги ортади.

Фо (х) Функция эхтимоллар назариясида жуда катта роль уйнайди, 
биз буни кейинро?; курамиз. Бу функциянинг аргументнинг турли 
кнйматларига мос кийматлари Иловада келтирилган (335- бетдаги 1- 
жадвалга каранг).

3- мисол. Уйин сокдаси £ 
э^тимолини аникланг,

Е ч и л и ш и. Бу ерда т - 
К,уйидагига эгамиз:

марта ташланди. Бунда 3 раками 20 марта тушиши 

: 20, п =  80, р =  1/6, ? = 1  — 1/6, =  5/6;

V npq- 1 5
■У т Г б

■пр 20—80-(1/6)

У  npq 10/3
=2.

(15) формулани куллаймиз:
1

10/3 У  2л
Рв о (20) L_e -<*)*/. - • 0 ,0 5 4

10
0,0162.

1 -жадвалдан:
1 - ( 2)2/2

V  2 я
, (2) =  0,054.

3-§. ТАСОДИФИЙ МИВДОРЛАР

Тасодифий микдор тушунчаси эхтимоллар назарияси ва унинг тат- 
бицларида асосий тушунчалардан бири хисобланади. Масалан, уйин 
соцкасини бир марта ташлашда тушган очколар сони, берилган ва^т 
ичида радийнинг емирилган атомлари сони, маълум вак,т оралигида те
лефон станциясидаги ча^ириклар сони, тугри созланган технологик 
жараёнда деталиинг бирорта улчамининг номиналдан четланиши ва 
х,. к. лар тасодифий ми^дорлардир (2- иловага ^аранг).

Шундай килиб, синов натижасида у ёки бу сон олдиндан (номаъ
лум) кийматни кабул кила оладиган узгарувчи микдор тасодифий 
микдор дейилади.

Келгусида бундай тасодифий михдорлар нинг икки тури — дискрет 
ва узлуксиз тасодифий мицдорларни курамиз.

Дискрет тасодифий микдорлар. 1^абул килиши мумкин булган кий
матлари чекли ёки чексиз хъ х2, х3, . . .х„, . . . сонли кетма- кетликни 
ташкил этувчи тасодифий микдор* ни караймиз.

* П. Лаплас (1749— 1827)— француз математиги ва астрономи.
** Тасодифий мивдорларни грек алфавитининг кичик харфлари билан белгилай

миз: £, т|, с,...
269



К^иймати цар бир х  =  xt (i =  1,2 , . . .) нуцтада |  мицдор х  — xt 
цийматнн цабул цилиш эхтимоли га тенг булган р (х) функция берил
ган булсин:

p ( x l) = P ( l  =  xi). (16)
Бундай тасодифий мицдор дискрет (узлукли) тасодифий мицдор 

дейилади. р(х)  функция тасодифий мшфор эцтимолларининг такси- 
мот цонуни ёки цисцача, тацсимот цоку ни дейилади. Бу функция 
хг х2, . . . хп, . . .  кетма-кетликнинг нуцталарида аницланган. Синовлар- 
нинг цар бирида |  тасодифий мицдор хар доим унинг узгариш соца- 
сидаги бирорта цийматини цабул цилгани учун

р (х i) +  р (х 2) +  . . .  +  р ( х п) - } - . . .  =  1.
1- мисол. £ тасодифий мицдор уйин соццасини бир марта ташлашда тушган очко- 

лар сони. |  нинг мумкин булган цийматлари 1,2, 3 ,4 , 5 ва 6 сонлари. Бунда £ нинг 
бу цийматлардан бирини цабул цилиш эхтимоли бир хил булиб, 1/6 га тенг.

Шундай цилиб, буерда э^тимолларнинг тацсимот цонуни х нинг {1, 2, 3, 4, 5, 6} 
т^пламдаги цийматларининг исталган бирининг р (х) — 1/6 функциясидир.

2- мисол. г| тасодифий мицдор А ходисанипг битта синовда руй бериш- 
лар сони, шу билан бирга Р (А) — р булсин. Тасодифий мицдорнинг мумкин булган 
цийматлари иккита сон 0 ва I дан иборат: т] = 0 ,  агар А ^одиса руй бермаса, 1] =  1, 
агар А цодиса руй берса. Шундай цилиб,

p (0 ; =  P (ri =  0) =  P ( J ) =  \ — p =  q, р( 1)  =  Р ( П =  1) =  Р( Л)  =  р.
п та эркли синов утказилаётган булсин ва бу синовларнинг хар 

бирида А цодиса руй бериши ва руй бермаслиги мумкин деб фараз 
цилайлик. А хрдисанинг хар бир синовда руй бериш эхтимоли р  га 
тенг булсин. А хрдисанинг п та эркли синовда рун беришлар сони- 
дан иборат тасодифий мицдор \  ни цараймиз. g нинг узгариш сохаси
0 дан п гача булган (0 хам кнради) барча бутун сонлардан иборат. 
Эхтимолларнинг тацсимот цонуни р{т )  (13') Бернулли формуласи би
лан аницланади:

р(т) =  Р(1  =  т) =  Р п (т) =  , щ ^ уРт < Г 'm•

Эхтимолларнинг Бернулли формуласи буйича тацсимот цонунини 
купинча Рп (т ) ифэда (р +  q)m биномнинг ёнилмасидаги т- $зд бул
гани учун, биномиал тацсимот деб аталади.

§ тасодифий мицдор исталган бутун манфий булмаган циймат ца- 
бул цилиши мумкин булсин, шу билан бирга

P(k) = / > ( £  =  * ) =  Ц ^ 1 ( й  =  0, 1,2, .), (17)

бу ерда А, — бирор мусбат узгармас сон. Бундай ^олда тасодифий 
мицдор Пуассон цонуни буйича тацсимланггн  дейилади. /г =  0 да 
0 ! =  1 деб олиш кераклигини цайд цилиб утамиз.

Бизга маълумки, эркли синозлар сони п нинг катта цийматларида 
А цодисанинг т марта руй бериш эхтимоли Р п (т) ни Бернулли фор
муласи буйича эмас, балки Лаплас формуласи буйича хисоблаш цу- 
лайдир [(15) формулага царанг]. Бироц Лаплас формуласи Л хрдиса
нинг битта синовда руй бериш эцтимоли р  кичик булганда катта ха-
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то беради. Бундай хрлда Р п(т) эхтимолни хисоблаш учун А = пр деб 
олиб Пуассон формуласидан фойдаланиш цулайдир.

Пуассон формуласини Бернулли формуласининг синовлар сони п 
ни чексиз орттириб ва р  — Х/n  эцтнмолнинг нолга интилгандагн ли
мит холи каби хрсил цилиш мумкин.

3 - м и с о л . Заводга 1000 дона деталдан иборат партия келтирилди. Деталнинг 
яроцсиз булиш эхтимоли 0,001 га тенг. Келтирилган деталлар орасида 5 дона де
таль яроцсиз булиб чикиш эхтимоли цанча?

Е ч и л и ш и .  Бу ерда Х = п р =  1000-0,001 =  1. (17) формулага Kvpa топамиз:
Is -е—1

^юоо (5) ^  5! ~  0,003.

Пуассон таксимоти цонуни бошка масалаларда цам тез-тез учраб 
туради. Масалан, агар телефонистка бир соат давомида п та чацириц 
кабул цилса, у хрлда унинг бир минут давомида N  та чацириц ца- 
бул цилиш эхтимоли Р  (k) Пуассон формуласи билан ифодаланади: 
rap X =  N160  деб олсак:

Агар |  тасодифий мицдорнинг кабул цилиши мумкин булган ций
матлари чекли х 1у д‘о, . . ., х п кетма-кетликни ташкил этса, у хрлда 
тасодифий мицдор эхтимолларининг тацсимот цонуни цуйидаги жад-П
вал куринишда берилади, бу ерда рг = P ( l - - x i) ва У р г =  1:

й

|  нинг цийматлари * i х 2 . . . Х п

р  ( х , )  эцтимоллар P i P i Рп

Б у  жадвални с тасодифий мицдорнинг тацсимот цатори  дейила
ди.

р ( х )  функцияни график куринишда тасвирлаш мумкин. Бунинг 
учун текисликда тугри бурчакли координаталар системасини оламиз. 
Горизонтал уцца с тасодифий мицдорнинг мумкин булган цийматла
рини цуямиз, вертикал уцца эса p ( x i) — P ^  =  xi) функциянинг ций
матларини цуямиз. р (х )  функция графиги 83-расмда тасвирланган.

М,
К " ,

м,
р, Рг

”, у

X, *2

83- раем ;-расм
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Агар бу графикнинг ну^таларини турри чизиц кесмалари билан 
туташтирсак, тацсимот купбурчаги деб аталадиган фигурани хрсил 
Хиламиз.

4 - мисол. А уйин совдасини ташлаганда бир очко тушиши булсин; P (А) =  1/6. 
Уйин соккасини ун марта ташлаганда А ходисанинг руй бериш сонидан иборат |  
тасодифий микдорни караймиз. р (х) функциянинг кийматларн (та^симот конуни) 
Куйидаги жадвалда берилган.

1 нинг 
Кийматларн 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

р (хг)  эх ТИМ о л-
лар

0,162 0,323 0,291 0,155 0,054 0,013 0,002 0 0 о ; 0

p (x i )  э^тимоллар Бернулли формуласи буйича п =  10 да хнсобланган, х > 7  
учун улар деярли (амалда) нолга тенг. р (х) функциянинг графиги 84- расмда 
тасвирланган.

2. Тасодифий микдор э^тимолларининг та^симот функцияси ва ( 
унинг хоссалари. Бутун сон ухида куйидагкча ани^ланган F (х) функ
цияни ^араймиз: хаР бир х учун F (х) нинг хиймати s дискрет тасо
дифий михдорнинг л: дан кичик хиймат цабул килиш э^тимолига тенг, 
яъни

F ( x ) = P ( l < x ) .  (18)
Б у функция э%тимоллар таксимоти функцияси ёки цискача, такси- 
мот функция дейилади.

1- мисол. 1-пунктдаги 1- мисолда келтирилган § тасодифий микдорнинг такси- 
мот функциясини топинг.

Е ч и л и ш и .  Равшанки, агар х <  1 булса, у холда F (х) — 0, чунки |  бир дан 
кичик кийматларни кабул килмайди. Агар 1 <  х ^  2 булса, у холда F (х) =
=  Р ( £ < х )  =  Р ( |  =  1) =  1/6; агар 2 <  х <  3 булса, у холда F{x) =  P ( \ < x )  =
=  Р (1  <  3). Бирок ? < 3  з^одиса мазкур холда иккита биргаликда булмаган £ =  1 
ва |  =  2 ходисаларнинг йириндисидан иборат. Демак,

Р ( | < 3 )  =  Р ( |= ; 1 )  +  Р ( |  =  2) =  ^ -  +  ^ -  =  -1

Шундай килиб, 2 <  х  <  3 учун F (х) =  1/3 га эгамиз. Функциянинг 3 <  х 4,
4 <  л: <  5 ва 5 <  х <  6 ораликдаги кийматларн хам шунга ухшаш хисобланади.
Ни^оят, агар х  >  6 булса, F ( x ) — l,  чунки бу холда £ нинг исталган мум
кин булган кийматларн ( 1, 2, 3, 4, 5, 6) х дан кичик, F(x) функция графиги 85- расмда 
тасвирланган.
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2- мисол. 1- пунктдаги 2- мисолда келтирилган т) тасодифий микдорнинг такси - 
мот функциясини топинг.

Е ч и л и ш и. Равшанки,

{ О, агар х  <  0 булса,
1 — p =  q ,  агар 0 <  х <  1 булса,

1, агар х >  1 булса,
F (х) нинг графиги 86- расмда тасвирланган.

Тахсимот функцияси F (х) ни билган холда t  тасодифий микдор 
х' <  £ <  х" тенгсизликларни ^аноатлантиришн э^тимолини топиш осон.

Тасодифий микдор х" дан кичик кийматни кабул ^илишидан ибо
рат ходисани ^араймиз. Бу ходиса ИКкита биргаликда булмаган ходи
салар йнгиндисига ажралади: 1) |  тасодифий михдор х' дан кичик хий- 
матлар к;абул хилади, яъни с <  х ',  2 ) тасодифий микдор х' ^ l < Z x "  
тенгсизликларни ^аноатлантирувчи кийматлар кабул килади. К,ушиш 
аксиомасидан фойдаланиб, топамиз:

Р ( 1 <  х") = Р ( 1 < х ' )  +  Р (х' <  1 < х " ) .
Бу ердан

р  (х' <  |  <  х") =  р  а  <  х") -  р  (g <  х').

Бирок F (х) тахсимот функциясининг таърифига кура [(18) формулага 
Харанг] куйидагига эгамиз:

P  (6 <  х") =  F (*"), Р  (S <  х ’) =  F (х'),
демак,

Р (х’ <  I  <  х") =  F (х") -  F {х’). (19)

Шундай хилиб, дискрет тасодифий микдорнинг х' <  £ <С х" ин- 
тервалга тушиш эхтимоли тахсимот функциясининг бу интервал- 
даги орттирмасига тенг.

Таь'симот функциясининг асосий хоссаларини курамиз.
1°. Тахсимот функцияси камаймайдиган функциядир.
Хркнхатан хам, х' <  х" булсин. Исталган ходисанинг эхтимоли 

манфий булмагани учун Р (х’ <  £ < * " )  >  0. Шунинг учун (19) фор- 
муладан F(x") — F(x')  >  о экани келиб чи^ади, яъни

F {x ”) > F { x ' ) .

2°. Таксимош функциясининг кийматларн 0 <  f  (х)  <  1 тенгсиз
ликларни цаноатлантиради.

Бу хосса F (х) ни эхтимол сифатида таърифланганидан келиб чи- 
Хади [(18) формулага харанг]. Равшанки, F  (— оо) =  0 ва F ( +  °°)  =  !*•

3°. 1 дискрет тасодифий микдорнинг мумкин булган xt циймат- 
лардан бирини цабнул килиш эхтимоли таксимот функциясининг x t 
нуцтадаги сакрашига тенг  (V боб, 2- §, 1- пунктга каранг).

* Бу ерда ва келгусида F (— оо) =  lim F (х), F (4- оо) =  lim F(x) белгилашлар
X  ► оо х —►-j-oo

киритилган.
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Хакицатап хам, хг — дискрет тасодифий микдор цабул Киладигаи 
киймат ва Ах >  0 булсин. (19) формулада х' — х ;, Х" =  Х( +  АХ деб 
^уйидагини хосил циламиз:

Р  (xi <  £ <  xt - f  Ах) .=  F (х, 4- Ах) — F (хг). (20)

Д х -> 0  да лимитга утсак, тасодифий мккдорнинг хг <  I С  хг 4 - Ах 
интервалга тушиш эхтимоли урнига |  микдорни берилган хг кийматни 
к;абул ^илиши эхтимолини .^осил ^иламиз:

lim Р  (хг <  £ <  хг 4- Ах) =  Р  (1 =  хг) =  р  (хг).
Дл:->0

Иккинчи томондан lim F (хг 4  Ах) =  F (хг +  9) ни, яъни F (х) функ-
Ад:—>0

циянинг унг томондан лимитини ^осил киламиз, чунки А х > 9 . Демак, 
(29) формула лимитда куйидаги куринишда булади:

р  (хг) =  F (хг 4  0) -  F (хг) =  F (а-, 4  0) -  F  (хг -  0), (2 1)

яъни р (Xj) нинг циймати функциянинг х ; ну^тадаги сакрашига тенг*. 
Бу хосса 85 ва 86- расмларда явдол кузга ташланади.

3. Узлуксиз тасодифий мицдорлар. Мумкин булган кийматлари хеч 
^андай интервални бутунлай тулдирмайдиган чекли ёки чексиз сон
лар кетма- кетлиги ташкил этадиган дискрет тасодифий микдорлардан 
ташкари мумкин булган кийматлари бирор интервални ташкил этади
ган тасодифий ми^дорлар хам тез- тез учрайди. Бундай тасодифий мик
дор г а тугри технологик жараён амалга оширилганда деталнинг баъзи 
улчамларининг номиналдан четланиши мисол булади. Бундай тасодифий 
ми^дорлар р(х)  э^тимолларнинг таксимот конуни ёрдамида берилиши 
мумкин эмас. Бирок; уларни э^тимоллар таксимоти функцияси Fix) ёрда
мида бериш мумкин. Бу функция худди дискрет тасодифий мнкдор 
холидагидек аникланади:

F (х) =  Р  (t < х ) .  (18)
Шундай цилиб, бу ерда хам F (х) функция бутун сон укида аник- 

ланган ва унинг хар бир х ну^тадаги циймати тасодифий микдоркипг 
х дан кичик ^иймат цабул ^илиш эхтимолига тенг.

(19) формула хамда 1° ва 2° хоссалар исталган тасодифий мшуюр- 
нинг таксимот функцияси учун уринлидир. Бу факт дискрет микдор 
булган холдаги каби исбот цилинади.

Агар эхтимолларнинг таксимот функцияси (18) формула буйича бе
рилган I  тасодифий микдор учун манфий булмаган бутун сон укида 
булакли- узлуксиз** ва х нинг хар кандай кийматида

F (х) =  (' ф (t) dt (22)

* F (xj) =  F (х-, —  0) эканини, яъни F (х) функция x-t нуктада чапдан узлуксиз 
эканини курсатиш  мумкин.

**А гар функция исталган сегментда ё узлуксиз, ё I турдаги узилиш нукта '  
ларига эга булса, у бутун сон у^ида бул ак ли -узл укси з депилади.

тенгликни каноатлантирадиган ф (х) функция мавжуд булса, £ тасо
д и ф и й  мшуюр узлуксиз  дейилади. ф ( х ) функция эцтимоллар такси- 
мотининг зичлиги, ёки ^ис^ача, тацсимот зичлиги дейилади. Агар

I х% <  хз булса, (29) ва (22) формулалар асосида хуйидагига эгамиз:

Р (xi <  I <  х2) =  F (х2) — F (хх) =  ('ф (t) dt

Интегралнинг юз сифатидаги геометрик 
маъносига асосланиб, хх < | < х 2 тенгсиз- 
ликларнинг бажарилиш эхтимоли асоси [хъ 
х„| булган ва юкоридан у  =- ф (х) эгри чи
зик; билан чегараланган эгри чизикли тра- 
пециянинг юзига тенг дейиш мумкин 

|  (87-расм).
F (4  оо) =  Р  (£ •<  4  °о) =  1 ва (22 ) 

„ °°-(- 
, формулага кура F ( 4 -oo)  =  [ ф (t)dt булга-

I ф (t) dt =  J ф (t) dt. (23)
■<» х,

i/=m

87- расм

ни учун
-{-оо

(t) dt =  1. (24)

(22 ) формуладан фойдаланиб ва таксимот зичлиги ф(х)  ни узлуксиз 
деб F' (х) ни интегралнинг узгарувчи кжори чегара буйича хосиласи 
сифатида топамиз:*

F ' (х ) =  £  ( [  Ф ( t )d t Ф (х). (25)

| Узлуксиз тасодифий миддор учун F (х) таксимот функцияси ф (х) 
функция узлуксиз булган исталган х нуктада узлуксиз эканлигини 
кайд киламиз. Бу F (х) функция ана шу нукталарда дифференциал- 
ланувчилигидан келиб чи^ади (Vi боб, 1-§, 5 - пунктга каракг).

(23) формула асосида хх — х, х2 =  х 4- Ах деб, куйидагига эга 
буламиз: Р  (х <  £ <  х 4 - Ах) =  F (х +  Ах) —F(x)  =  AF (х ). F (х) функ
ция узлуксиз булгани учун lim AF (х) = 0 .  Демак, 

д*->о
lim Р  (х <  I <  х +  Ах) =  Р  (£ — х) =  0.

Шундай ^илиб, узлуксиз тасодифий микдорнинг ихтиёрий аник 
х цийматни цабул килиш эхтимоли нолга тенг.

* Интегрални узгарувчи ю^ори чегара буйича дифференциаллашнинг купи чегара 
чекли булган ^ол учуй чицарилгаа коида (V III боб, 2- §, 3- пунктга каранг) цуйи 
чегара чексиз булган интеграллар учун  .\ам уринли булади. Хацлщатан ^ ам

d (  * \  d 
- I  f  Ф(0 Л ) = - \ Ф (О dt 4  I ф (0  dt =  0 4- Ф (х) =  ф (х)

чунки j ф (t) dt интеграл узгармас катталикдир.
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Бу ердан хг <  |  С  х2, хх <  I ^  х2, хх <  S <  %2, хг <  |  < ; х2 тенг- 
сизликларнинг хар бирининг бажарилишидан иборат ходисалар бир 
хил эхтимолга эгалиги келиб чикадн, яъни

Р { х 1 ^ 1 < х 2) = Р { х 1с 1 ^ х 2) =  Р ( х х ^  1 ^ Х 2) =  Р ( х 1< Ъ с х 2). 

^а^икатаь хам, масалан,

Р  (Xl <  I <  х2) =  Р (I =  Xl) +  P ( x l < t < x J = P ( x 1 < l <  х2),

чунки Р (1  =  хг) =  0 .
Изох- Маълумки, агар хрдиса мумкин булмайдиган хрдиса булса, 

унинг руй бериш эхтимоли нолга тенг булади. Эхтимолнинг классик 
таърифида синов натижалари чекли булганда тескари тасдих хам урин
ли булади: агар ходисанинг эхтимоли нолга тенг булса, у холда у 
мумкин булмаган хрдиса булади, чунки бу холда унга синов натижа- 
ларининг хеч бири имкон яратмяйди. Тасодифий микдор узлуксиз бул
ган холда унинг мумкин булган кийматларн сони чексиздир. Б у  миц- 
дор бирор тайин хх хийматни кабул килиш эхтимоли, ю^орида курдик- 
ки, нолга тенг. Бирох бундан бу хрдиса мумкин булмаган ходиса экани 
келиб чикмайди, чунки синов натижасида тасодифий михдор, хусусан, 
хх кийматни кабул хилиши мумкин. Шунинг учун узлуксиз тасодифий 
михдор булган хрлда тасодифий михдорнинг бирор тайин киймат к,абул 
Хилиши тугрисида эмас, балки унинг интервалга тушиши тугрисида 
гапириш маънога эгадир.

Масалан, валик тайёрлашда бизни унинг диаметри номиналга тенг 
булиш эхтимоли хизиктирмайди. Биз учун валик диаметри йул хуйи- 
ладиган чегарадан чихиб кетмаслиги мухимдир.

Мисол. Узлуксиз тасодифий микдорнинг тахсимот зичлиги цуйидагича берилган: 

О, агар х  <  0 булса,

ф(х)
32

(4а- — х2), агар 0 <  х  <  4 булса,

О, агар х > 4  булса,

ф(х) функциянинг графиги 88- расмда келтирилган. g тасодифий мивдорнинг
— 2 ^  |  <  3 тенгсизликларни цаноатлантирувчи ^иймат цабул цалиши зхтимолшш 
топинг. Бу тасодифий мивдорнинг тахсимот функциясини топинг.

Е ч и л и ш и .  (23) формуладан фойдаланиб, куйидагига эга буламиз: 
з 0  3  0

Р (— 2 < ; \  ^  0) =  | ф (х) dx =  j ф (х) dx -j- j ф (х) dx — j 0 -dx +- 
—2 — 2 0  — 2 

3
[* 3 27

-I- \ —  (4х — х2) dx =  — .
^  J  32 v ' 32

о
(22) формулага кура берилган тасодифий микдор учун F (х) тахсимот функциясини 
топамиз.

X, *
Агар — оо <  х  <  0 булса, у ^олда F (х) =  J ^  до #  _  j о .Л  =  0.

— оо 0
Агар 0 <  х <  4 булса, у ^олда

* х °.
F(x) =  j ф (/) dt =  j ф (/) dt +  [ф  (t) dt =  | O-df-J-

— оо — оо 0 — оо

6 X2
32

Агар х >  4 булса, у холда
х 0 4 x 0

F ( x ) =  J ф (0 dt =  J  ф (/) dt - f  | ф  (0 dt +  j ф (t) dt =  j 0 -Л  +

t  Л

+  J J r (4 t - f l ) d t + ^ ° - d t  =  l.

Шундай цилиб,

f ( x )

О, агар х ^  0 булса,
6 х2 — х3

агар 0 <  х  4 булса,
I 32

I ». агар х  >  4 булса,

F (х) функциянинг графиги 89-расмда тасвирланган.

Навбатдаги икки пункт узлуксиз тасодифий михдорларнинг амал- 
да тез- тез учраб турадиган тахсимотлари— текис ва нормал тахсимот- 
ларга баришланган.

4. Текис тахсимот. Ох ук.даги [ а, b] сегмент бирор асбобнинг шкала- 
си булсин. Бу асбоб курсаткичи [а, Ъ\ сегментнинг бирор нухтасида 
албатта тухтайди хамда курсаткичнинг шкаланинг бирор кесмасига 
тушиш эхтимоли бу кесма узунлигига пропорционал ва кесманинг 
шкаладаги урнига боглих эмас деб фараз хиламиз. Асбоб курсатки- 
чининг белгиси, [а, Ь] сегмеьтдан исталган хийматларини хабул хили
ши мумкин булган £ тасодифий михдордир. Щунинг учун Р  (а <  I <  
<:b)  =  1. Сунгра, агар хх ва х2 (хх <  лг2) шкаладаги иккита исталган 
белги булса, у хрлда шартга кура хуйидагига эгамиз:

Р  (Xl ^   ̂ ^  -**2) =  ^ ( 2̂ хх), 
бу ерда k  — пропорционаллик коэффициента булиб, хг ва х2 га бог-
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.u  k  : n.£ c x 2 —  Xj sea [xx, x2] сегментнинг узунлиги. x2 =  а  ва 
х2 — b да Р  (а <  |  <  b) =  1 га эга булганимиз учун k(b  — а) — 1, бу 
ердан k — 1/b — а. Шундай цилиб,

(26)

Энди |  тасодифий мицдор зхтгмеллгрининг тацсимот функцияси 
F (х) ни топиш осон. Агар х  <  а булса, у хелда F (х) =  Р  ( £ <  х) =  
=  0, чунки £ мицдор а дан кичик цийматларни цабул цилмайди. Энди 
а < х < й  булсин. Эхтимолларни кушиш аксиомасига кура Р (£ < ;  
<  х) =  Р  (1<Z а) -г  Р  (а С  х). (26) формулада хх =  а, х2 — х деб 
олиб, цуйидагига эга буламиз:

Р  (а <  £ <  х) =
Ь — а

Сунгра Р ( 1 < а )  = 0  булгани учун а < . х ^ Ь  да цуйидагига эгамиз:

F  ( * ) = / > ( £ < * )  =  г ^ -6 — а

Нихоят, arap х > 6  булса, / г (х) =  1 булади, чунки £ нинг кий- 
матлари [а, Ь] сегментда ётади е э  демак, b дан катта булмайди. Ш ун
дай килиб, цуйидаги тацсимот функциясига эга буламиз:

F(x)  =

0 , агар х <  а булса,

— Д  агар а <  х <  b б\’лса,
— а
1, агар х > 6  булса,

F (х) функциянинг графиги 90- раемда келтирилган. Эцтимолларнинг 
тацсимот зичлигини (25) формула буйича топамиз. Агар х < а  ёки 
х ~ > Ь  булса, у холда ф (х) =  F' (х) = 0  булади. Агар а < х < 6 бул
са, у холда ср (х) =  F' (х) х  — а 

b — а

Ф(х) =

0 ,

Ь — а 

агар х < . а  булса, 

агар а < х < 6  булса,

булади. Шундай цилиб,

Ь — а
0 , агар х ;>  b булса,

(27)

Ф (х) функциянинг графиги 9 1 -раемда тасвирлангач. а ва b нуцталар
да ф (х) узилишга эга эканини цайд циламиз.

Ц
1

6 -а

Тацсимот зичлиги (27) формула билан берилган мицдор текис тац- 
симланган тасодифий мицдор дейилади.

5. Нормал тацсимот. Агар £ тасодифий мицдорнинг тацсимот зич
лиги

ф (х) =  е - (х~т 2  02 (28)
~[/2 л  а

куринишда булса (бу ерда а исталган хациций сон, а <  0 ), у холда 
I мицдор нормал таксимланган ёки Гаусс таксимоти конунига буй- 
сунади дейилади. а  ва а  параметрнинг маъноси кейинроц аникланади. 
(4- §, 2 - пунктга царанг). ф(х) тацсимот зичлиги ва F (х) тацсимот 
функцияси орасидаги богланшнга кура [(22 ) формулага царанг) цуйи
дагига эга  буламиз:

F (х) = — (  г ' ц- а)1,2 0\ и .
~[/ 2 па *

Ф (х) функция графиги х — а тугри 
чизицца нисбатан симметрикднр.
Содда текширишлар ф (х) функция 
максимумга х =  а да эришишини, 
унинг графиги эса хг =  a -j- о ва 
х2 = а  — о  да букилиш нуцталари- 
га эга эканини курсатади. х ±  оо 
да функция графиги Ох уцца асим
птотик яцинлашади. о ортиши би
лан тацсимот зичлигининг эгри чи- 
зиги анча яссироц була боради. Ак- -  
синча, камайиши билан тацсимот 
зичлиги графиги симметрия уцига 
сицилади. а =  0  да симметрия уци 92- раем
Оу уцдан иборат булади. 9 2 -раем
да функциянинг иккита графиги тасвирланган. 1 график а =  0 , о — I 
цийматларга, II эса а = 0 ,  о  =  1/2 цийматларга мос келади.

Ф (х) функция (24) шартни цаноатлантиришини, яъни исталган 
а ва о  ларда

Т  --- “ — е~(х—а)2/2 О2 dx  1
J  "]/ 2л а

— ОО

муносабат бажарилишини курсатамиз.
Дацицатан хам, бу ннтегралда ( х — а)/о — t деб узгарувчини ал- 

маштирамиз. У холда х =  а +  о t, dx =  о  dt-,



Интеграл остидаги функция жуфт булгани учун куйидагига эга-

Демак,
4~оо

4-оо 4-оо
Г - (г/2 Л  о Г - (‘12 .и \ е dt =  2 1 е dt.

—оо О

+ «  _<!
1 —(JC—<2 )* / (2  o ’) 2  С 2

е  dx  =  ——  \ е dt.
У  2л а У  2л

+°
Бирок J е 1 dt — У  л /2  (X боб, 1-§, 7 - пунктга ^аранг). Натижа- 

о
да куйидагини хрсил киламиз:

- L -  +\ e - (x- a m a t dx =  \. (29)
У 2 л  a  J

— ОО

Р  (хх <  |  <  х2) эхтимолни топамиз. (23) формулага кура
Хг X,

Р  (хх <  I <  х2) = ( ф (х) dx =  — Г
J У 2 л  о  J

—(*—о)*/2 О* ,
е ах.

Б у интегралда яна (х — a ) / a = t  деб узгарувчини алмаштирамиз. У
хрлда

(х,-<г)/о г

Р ( х  1 <  Е <  *2) == — г  ( '“dt. (30)
У  2 л  J(*i—а)/<т

Маълумки, —-—  Г е~^/2 еК интеграл элементар функцияларда ин-
"1/ 2 я  J

тегралланмайди (VII боб, 6 -§ , 2 - пунктга ^аранг). Шунинг учун (30) 
аник; интегрални хисоблаш учун

Ф (*) =  ~ ~  Г е"У 2 л J
-/*/2

dt (31)

функция киритилади га у эхтимоллар интеграла дейилади. Бу функ
ция учун унинг (аргументнинг турли кийматларн учун) ^ийматлари 
жадваллари тузилган (Иловадаги II жадвалга ^аранг). (31) формула- 
дан фойдаланиб, куйидагига эга буламиз:

о( х ,—а)/о   ̂ 2

Р  (хх <  |  <  х2) =  Г е ‘ ' dt =  —
У  2 я J , У  2 я  J

(х ,—а ) /а  (x i— a) /a
( х ,—а )/о  (х ,— а )/о  ( * ,—а ) / а

, 1 Г /2 л/ 1 Г ~ ' ,/2 л  1 Г ~ ' !/2  ,,Н-----—  е &  — - т п  е d t -------—  е dt  =
1/ 2 я J  "l/2 n J Т /2 я  J'  о к о к о

лг, — a

280

Шундай ^илиб,

р  ( х х <  £ <  Х2) =  Ф ф хх — а
(32)

ф  (х) функция (эхтимоллар интеграли) куйидаги хоссаларга эгалигини 
курсатиш осон.

1°. ф ( 0) = 0 .
—}-ооj г» _fij2 |

2°- — — \ е d t — — ; М <  4 да |Ф (х)( катталик амалда 1 /2 
У 2 л  J 2

га тенг (II жадвалга каранг).
3°. Ф (—х) =  —Ф (х), яъни эхтимоллар ин

теграли ток функциядир.
Ф (х) функция графиги 9 3 -расмда тасвир

ланган.
Шундай килиб, агар I тасодифий микдор а; 

ва а  параметрлар билан нормал таксимланган! 
булса, у холда тасодифий микдорнинг хх <  £ < .
<  х2 тенгсизликларни каноатлантириш эхтимо
ли (32) муносабат билан аникланади.

е > 0  булсин. Нормал таксимланган с тасо
дифий микдорнинг а параметрдан абсолют 
Киймати буйича е дан кичик мивдорда четла- 
ниш эктимолини, яъни Р  ( | |  — а\ <  е) ни топа
миз.

| |  — а\ < .  е тенгсизлик а — е <  |  < а  +  е тенгсизликларга тенг куч- 
ли булгани учун (32) да хг =  а — г,  х2 =  а +  е деб куйидагини хосил 
Киламиз:

Р ( | 5 - а | < е )  =  Р ( я - г < К а  +  е ) = ф ( а- ^ 1 = ^ _

93- раем

а /  \ о ) \  а  j
Эхтимоллар интеграли ток функция булгани учун Ф ( — е/о) =  

=  — Ф (е/а) га эгамиз. Демак,
Р  (|Б — а\ <  е) =  2 Ф (е/а). (33)

1- мисол. £ тасодифий микдор билан э^тимолларнинг о — 0 , а =  2 параметрли 
нормал тахсимот ^онунига буйсунсин. К,уйидагиларни аницланг:

1) Р  (— 2 <  |  <  3); 2) Р  ( ||(  < 0 ,1 ) .
Е ч и л и ш и .  I) (32) формулага кура цуйидагига эгамиз:

Р (— 2 <  | <  3) =  Ф — Ф =  Ф (1,5) — ф  (— 1) =

=  Ф (1 ,5 ) +  Ф (1 ).

II жадвалдан топамиз: О  (1,5) =  0,43319, ф  (1) =  0,34134.
Демак,

Р ( — 2 <  g <  3) =  0,43319 +  0,34134 =  0,77453.
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2) а =  0 булгани учун | | |  =  | | — а\. (33) формулага кура:
Р (|g| < 0 , 1 )  =  2 Ф  (0 ,1 /2 ) =  2 Ф (0 ,05) =  2-0,01994 =  0,03988.
2 - мисол. Нормал тацсимот ^онунша буйсунадиган тасодифий микдор Р ( |£ —

— а\ <  е) =  0,99730 булиши учун ^андай оралицларда узгариши керак?
Е ч и л и ш и .  (33) формулага кура цуйндагига эгамиз:

Р  (16 — а / С  6) = 2 Ф  (е/а) =  0,99730.
Де.мак, Ф (е/а)  =0,49865. II жадЕалдан ф  (е/о) нинг бу ^ийматига е /о  =  3 мос кели- 
шини курамиз, бу ердан е =  3 о.

Охирги мисолдан агар тасодифий микдор нормал таксимот i^oh у ми
га буйсукса, у холда тасодифий микдср 0, 9973 эхтимол билан ]а—Зо, 
а +  За[ интергглда жойлашган деб аитиш мумкин. Берилган эхтимол 
бирга яцин булгани учун нормал та^симланган тасодифий мивдорнинг 
кшматлари амалда ]а — З а ;  а  +  3 а [  интервалдан ташцарига чи^май- 
ди деб х.исоблаш мумкин. Бу факт уч сигма коидаси дейилади.

6 . Икки улчовли тасодифий микдорлар. Купинча бир эмас, балки 
бир нечта хусусан, иккита тасодифий мицдор билан тавсифланадиган 
хрдисалар цараладиган масалаларни ечишга тугри келади. Масалан, 
агар станок автомат цилиндрик валикларни штамплаб чи^араётган бул
са, у холда валик диаметри ва унинг баландлиги £2 иккита тасодн- 
фпй микдердан иборат (с,, с2) системани ташкил этади.

Икки улчовли тасодифий микдор деб иккита тасодифий ми^дор- 
дан тузилган шундай ( l t , t 2) системага айтиладики, унинг учун <С 
<  .г, е, ■< у  тенгсизликларнииг (бу ерда х  ва у  ихтиёрил ха^иций сон
лар) биргаликда бажарилиш эхтимоли Р [(сг <  х), (£2 С  г/)] ани^лан- 
ган булади.

Исталган .v ва у  учун аншуганган
F ( x , y ) = P [ ( t 1< x ) ,  ( |2 < < /)] (34)

функция иккита тасодифий мицдор систе
маси ( |ъ Е2) нинг таксимот функцияси де
йилади.

ва Е2 ни текисликдаги ну^танинг де- 
карт координаталари деб цараймиз. М  (с^, I) 
ну^та О | 1( 12 текисликда у ёки бу вазият- 
ни эгаллаши мумкин. У холда таксимот 
функцияси М  (Ij, 12) тасодифий нуцтанинг 
94- раемда тасвирланган о  сохага тушиш эх- 
тимолидан иборат булади.

Агар ва Н2 дискрет мицдорлар булса, икки улчовли (сг, t 2) та
содифий микдор дискрет дейилади. ва t 2 нинг мумкин булган кий-

Т о

94- расм

матлари, масалан, хх, х2, хп ва у ь  у 2, Уп чекли кетма-
кетликларни ташкил этсин. Икки улчовли (£1( Е2) тасодифий ми^дор- 
нинг мумкин булган кийматлари (х0 yj) куринишга эга, бу ерда i =
— 1, 2 , . . .  , лг; /  =  1, 2 , . . .  , s. ptj оркали ( ^ ,  ?2) =  (хь xj) були

ши эхтимолини белгилаймиз:
Pi) = х д ,  (Is = y j ) l

F (x, у) таксимот функцияси куйидаги куринишга эга:
F {х, у) =  S  2 .  Р ф  

i /

бу ерда ^уш йигинди xt <  х  ва у,- <  г/ буладиган i ва / лар учун 
аншушнган.

Икки улчовли (£х, 12) тасодифий ми^дорни бнр улчовли тасодифий 
микдор каби жадвал куринишида хам бгриш мумкин. Жадвалнинг бир
инчи сатри тасодифий мицдорнинг мумкин булган кийматларидан, 
биринчи устуни эса | 2 нинг мумкин булган кийматларидан иборат. 
Кол га н катакларда тегишли эхтимоллар келтирилган булиб, уларнинг 
йигиндиси хар доим бирга тенг. Мисол тарикасида куйидаги жадвал 
оркали берилган икки улчочми тасодифий мицдорни цараймиз:

6»

I ,
— 1 0 1

0 , 1 pn  =  0 ,0 5 P i2 =  0 ,2 0
0 ,2 P21 = 0 , 1 0 P22 ~  0 >20 P23 *— 0 ,15

Барча эхтимоллар йигиндиси:
3 2

i  Pi] =  Ри  +  Pvz +  Pi-i +  P21 +  Pn +  P23 =  0 ,0 5  +  0, 2Э +/= 1  /=1
+  0 ,3 0  +  0 , 10 +  0 ,2 0  +  0 , 1 5  =  1, 0 0 .

Агар барча i , j  жуфтлар учун ушбу pij =  P [ { h  =  х{),(%2 = у 0)\ =  
=  P (1г =  х^ (L> =  У о) муносабат бажарилса, | х ва | 2 тасо дифит миц- 
дорлар эркли ми^дорлар дейилади.

1-мисол. Иккита уйин соцкаси бир мартадан ташланади. орк;али биринчи соь;- 
к(ада тушган очколар сонини, £3 оркали эса иккинчи совдада тушган очколар сочи
ни белгилаймиз, у ^ о л д а ^ ,  | 2) икки Улчовли дискрет микдор булади. ва £2 МЩ- 
дорлар эркли эканини курсатамиз. Бу мивдорларнинг ^ар бири бир-бирига боглиц 
булмаган ^олда 6 та турли цийматни ^абул цилиши мумкин булгани учун, икки 
улчовли (£lt | 2) тасодифий мицдорнинг турли кийматлари сони 36 га тенг булади. 
Бу цийматларнинг барчаси, равшанки, тенг эхтимолли. Шунинг учун Р [ (£ г =  *;), 
(5з =  У/Я =  1/36. Иккинчи томондан, Р  (£г =  х/) — 1/6 ва Р  (g2 =  yj)  =  1/6. 
Шундай ^илиб,

Р  [( li  =  */). 1 г  =  У/)] =  Р  (6. =  *:) • Р  (Б, =  У]) =  1 /3 6 .
Агар икки узгарувчининг шундай узлуксиз манфий булмаган ф (х, у) 

фуькцияси мавжуд булиб, М  (Ij, | 2) ну^та О сх £2 текисликнинг бирор 
а со^асида ётиш эхтимоли ф (х, у) функциядан а  соха буйича олин
ган икки каррали интегралга тенг, яъни

РАМ U  б а) =  Я  Ф (х, у) dx dy  (35)
О

булса, у з^олда икки улчовли (ех, t 2) мицдор узлуксиз  дейилади. ф  ( х , у) 
функция иккита ^  ва £2 микдор системасининг эхтимоллар тацеи- 
моти зичлиги дейилади. Бу ердан, хусусий холда, агар а  со^а 94- 
раемда тасвирланган куринишга эга булса, у хрлда тасодифий ми^дор- 
лар системасининг таксимот функциясини куйидагича ёзиш мумкин- 
лиги келиб чи^ади:

F (х, у) = P [ ( h < x ) -  ( |2 <  у] =  f f ф (х, у) dx dy  =

j  dx  J  ф (x ,y )dy . (36)
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Агар Cj ва с2 тасодифий мицдорлар эхтимолларининг гр, (х) Еа ср2 (у) 
тацсимот зичликлари учун ф (х, у) =  фх (х) • ф2 (у) булса, у цолда ва 
t 2 эркли тасодифий мшфор лар дейилади. Бу цолда

х и
F (х, у) = Р  [(?! <  х), (?2 <  у)\ =  j dx  j' фа (х) ф 2 (у) dy  =

—ОО — оо

X У

=  j  Ф1 (х) dx ■ \ ф2 (у) dy  =  F x (х) -F 2 (у),
— оо — оо

бу ерда F i (х) ва F 2 (г/) мос равишда cL ва Е, мицдорларнинг тацсимот 
функциялари [(22) формулага царанг].

Икки улчовли (с1? t 2) тасодифий мицдорнинг F(x, у )  тацсимот функ- 
циясини билган хрлда, t x ва Ё2 тасодифий мицдорларнинг дар бирининг 
тацсимот функциясини хам, тацсимот зичлигини хам топиш мумкин.

Хацицатан хам, Fx (х) функция ct тасодифий мицдорнинг тацси
мот функцияси булсин. У ^олда F x (дг) =  Р  ( |  <  х).

Бу холда с2 хар цандай цийматни цабул цилиши мумкин булгани 
учун, равшанки,

Р  (Si <  х) =  Р  [(Si <  х), (— °° <  Ег <  +  оо)].
Демак, (36) формулага кура цуйидагига эгамиз:

Fj. (х) =  Р  (с1 =  х) =  Р  [(Ег < л:), (— оо < | 2 < +  оо)] =
X  + о о

=  j' dx  j' ф (х, у) dy.
— оо — оо

Охирги тенгликни х буйича дифференциаллаб, интегрални узгарувчи 
юцори чегара буйича интеграллаш* цоидасига мувофиц,

Ф1 (х) =  F , (х) =  j ф (х, у) dy  (37)
~-оо

ни хрсил циламиз. Щунга ухшаш цуйидагини топамиз:
у 4-00

F% (У) =  Р  (S2 <  У) =  1' dy  (' Ф (х,у) dx.

У

<5

0 1 л

демак.
*-{-00

ф2 (у) =  (' Ф (х,у) dx. (38)

95- раем

Шундай цилиб, икки улчовли тасодифий миц- 
дорни ташкил этувчиларидан бирининг тацсимот 
зичлигини топиш учун система тацеимотининг 
зичлиги ф (х, у) ни иккинчи тасодифий мицдорга 
мос узгарувчи буйича — оо дан +  оо гача ора- 
лицда интеграллаш керак.

2- мисол. Икки улчовли (§!, 5,) тасодифий мицдор

ф(лг, у) =  — ------- -------- -—_  тацсимот зичлнгига эга.
я * (1+дс*) (1+{/2)

* 275-бетдаги сноскага царанг.
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1\уйидагиларни топинг: 1) М ( | t ; | г) тасодифий нуцтанинг 95- раемда тасвирланган 
!квадратга тушиш эхтимоли р  ни, 2) тацсимот функцияси F (х, у) ни; 3) хар цайси 
(Si ва is) мицдорнинг тацсимот зичлигини.

Е ч и л и ш и .  1) М (s',; | а) тасодифий нуцтанинг^ 95- раемда тасвирланган а 
I квадрат га тушиш эхтимоли р (35) формулага кура цуйидагига тенг:

J „ da  I *, dy i dx

Р • УФ ( Х , '/) ' с  л 2 ( 1+ * 2) ( \ + у г) я 2 ■), 1 АгУг о 1+-*8

=  ^ arctg  у  -arctg | J  =  ~~7 ^ агс *8 1 ~  arct§ 0 'j  ^  arc tg 1 — arctg О 'j =

я  я
4 ’Т

1
16'

2) (36) муносабатдан фойдаланиб, F (х, у) тацсимот функциясини топамиз.

* К
F (х, у) =  Р [ ( i t  <  х), (s2 <  у)} -  j' dx  |  ф (х, у) dy =

=  j dx
■—оо

dy 1 dx dy

л 2 ( l- f -д:2) ( l+ y '2) 1 4-х2 J o  l + i /2

[arctgх — arctg (— oo)] [arctg у — arctg (— о о ) ] :

arctg a: 4 - — | ( arctg ( /- f f>
3) тасодифий мицдорнинг тацсимот зичлигини (37) формула буйича топамиз:

+00 -t-оо dy 1
ф1 (х) =  J ф (х, у) dy  — jJ o  я2 (1+ * 2) (1+{/2) я ( 1+ * 2) 

1
Шунга ухшаш, (38) формуладан фойдаланиб, ф2 (у) — ■ ни топамиз.

я (1+(/2)
i t  ва | 2 тасодифий мицдорлар эркли эканига ишонч хосил цилиш осон, чунки 

ф (*, У) =  ф! W "P s (У)-

Таърифга кура, агар ва с, мицдорлар системасининг зичлиги 
1 f(* -  a ,)2 n (х-a ,)  (у -яг) i (У-а,)г J

1 ~ 1-«а 12? R + 2а” J ,
Ф(х, у) = 2 я а х а2 у  i _

(9- §, 2- пунктга царанг) куринишга эга булса, у хрлда икки ул
човли (Ei, Е2) тасодифий мицдор нормал тацеимланган булади, бу ерда 
crj >  0 , ст2 >  О, R  — бирорта узгармас. cL ва | 2 мицдорларнинг хар 

|  бири нормал тацеимланганлигини (37) ва (38) формулалардаг фойда
ланиб курсатиш мумкин:

ф! (х) =
Т./ 2л  0 !

-  (*-a,)V2 orj
■е , ф2 (У)

(у  -  а г)У2 а-

1/ 2я 02

Бу фактнинг исботига тухтаб утирмаймиз. Хусусан, агар ва с2 эркли 
булса, у хрлда ф (х, у) =  фх (х) • ф2 (у) булади.
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Бу ердан R  — 0 эканлиги ва бинобарин,
Г (х—ai)2 {у — а,)2 1j -[ 2о; + 2о; J

Ф (X, у) =  ----------- е2 л  01 а2

эканлиги келиб чи^ади.
Ушбу тескари тасдик хам уринли эканига ишонч хрсил килиш 

осон: агар R  =  0 булса, у холда ва с2 эркли тасодифий мпкдорлар- 
дир.

4 - §. ТАСОДИФИЙ МИадОРЛАРНИНГ СОНЛИ ХАРАКТЕРИСТИКАЛАРИ
Эхтимоллар назариясида ва унинг купчилик татб!щларида тасоди

фий микдорларнинг турли сонли характеристикалари катта ахамиятга 
эга. Уларнинг асосийлари математик кутилма (кутилиш) ва дисперсия-, 
дир.

1. Тасодифий микдорнинг математик кутилмаси ва унинг хоссалари.
Дастлаб кУ‘'шдаги мисслни курамиз.Заводга N  та подшипникдан ибо
рат партия келтирилган булсин. Бунда куйидагилар маълум булсин:

т х— ташки диаметри хх булган подшипниклар сони;

Бу ерда т х +  т 2 +  . . . +  тп — N Подшипник ташки диаметри- 
нинг урта арифметик киймати ни топамиз. Равшанки,

1

mt Xi +  т2 х2 +  . . .  +  тп хп т.х
N 

+  .

т 2
N

Хп “Ь
т„ 
N

Таваккалига олинган подшипникнинг ташки диаметрини хх, х.г, 
хп кийматларни мос равишда рх =  mx/N, р2 =  m J N , . . .  , р п =  mn/N  
эхтимоллар билан кабул килувчи (чунки ташки диаметри xt булган 
подшипникнинг чикиш эхтимоли p . = m . / N )  £ тасодофий микдор деб 
Караш мумкин. Шундай килиб, подшипник ташки диаметрининг урта 
арифметик киймати:

П
Хррт =  Х1 Pi +  Х2 р 2 +  . . . -j- ХП рп =  V  X ■ р .

i—\
муносабат ёрдамида аниклаш мумкин.
s дискрет тасодифий микдор узининг ушбу таксимот крнуни Р (I =  
=  х.) =  р. билан берилган булсин:

1 нинг ^ийматлари Xl Х2 . . . .

Р ( |  — xi ) эхтимоллар Pi Р2 f Рп

ё дискрет тасодифий микдорнинг математик кутилмаси М  (£) деб,
тасодифий микдорнинг барча мумкин булган кийматларини уларнинг 
мос эхтимолларига купайтмалари йигиндисига айтилади, яъни*

М (|) (39).У  Рг 
<=1

Ю^орида тахлил килинган мисолга кайтсак, курамизки, подшип
никнинг уртача диаметри g тасодифий микдорнинг подшипник диа
метрининг математик кутилмасига тенг.

Таксимот зичлиги гр (х) булган узлуксиз £ тасодифий микдорнинг 
математик кутилмаси М  (с) деб,

~Ь°о
М  ( | )  =  С х ф (x ) dx  (40)

—со
тенглик билан аникланадиган сонга айтилади. Бунда (40) тенглик
нинг унг томонида турган хосмас интеграл мавжуд деб фараз кили
нади.

Математик кутилманинг хоссаларини курамиз. Бунда биринчи икки
та хоссанинг исботи билан чекланамиэ ва уни дискрет тасодифий мик- 
дорлар учун келтирамиз.

1°. С узгармаснинг математик кутилмаси шу узгармаснинг узи- 
га тенг.

И с б о т и .  С узгармасни бирга тенг эхтимол билан факат битта С 
Кинматни кабул килувчи с тасодифий микдор деб караш мумкин.

Шунинг учун
М  ( |)  =  С - 1 =  С-

2°. Узгармас куиайтувчини математик кутилма белгиси таш- 
карясига чикариш мумкин, яъни

М (k l)  = k M  (I).
И с б о т и .  (39) муносабатдан фойдаланиб, топамиз:

М  (k I) =  У  k х. Pi =  feV Xt p. =  k M (I).
/=i l

куйидаги иккита хоссани исботслз келтирамиз.
З3. Бир нечта тасодифий микдорлар йигиндисининг математик 

кутилмаси бу мицдорлар математик кутилмаларининг йигиндиси
га тенг:

М &  +  Ъ +  . . .  +  У  =  М  ( У  +■ М  (У  + . . . + М  (?„). (41)

* Агар дискрет тасодифий микдорнинг мумкин булган цийматлари туплами x t , 
х г, . .С. xni, ... чексиз кетма-кетликни ташкил этса, у холда бу тасодифий микдорнинг

математик кутилмаси X 1 х, р .  вдторнипг й и ри н ди си  сифатида аникланади, бунда 
i— i

бу каторнинг абсолю т я^инлашиши талаб ^илинади.
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4°. И ккит а эркли тасодифий мицдор купайт м асининг мат ема
тик кут илмаси б у  мицдорлар мат емат ик кут илм аларининг купайт - 
масига тенг*'.

М  (? ■ г)) =  М  (?) • М  ( tj) .  (42)
2 . Дисперсия ва унинг хоссалари. Уртача квадратик четланиш.

Купчилик амалий жихатдан мухим булган холларда тасодифий мицдор- 
нинг унинг математик кутилмасидан четланиши ? — М  ? ни бахолаш 
керак булиб колади.

Дастлаб битта мисол курамиз. Иккита ? ва т) мицдор цуйидаги 
тацсимот каторлари билан берилган булсин:

£ нинг ций
матлар — 0,2 — 0,1 0,1 0,2

р (х) э^ти- 
моллар 0,25 0,25 0,25 0,25

т] нинг ций
матлари 50 — 40 40 50

р (х) эхти- 
моллари 0,25 0,25 0,25 0,25

Бу тасодифий мицдорларнинг математик кутилмалари бир хил ва 
нолга тенг эканига ишонч хосил цилиш осон:
М  (?) =  ( —0,25) • 0,25 - f  ( -  0,1) .0 ,2 5  +  0,1 • 0,25 - f  0,2 • 0 ,25 =  0, 

М  (т|) =  ( -  50) • 0,25 +  ( -  40) • 0,25 +  40 • 0 ,25 +  50 • 0,25 =  0 . 
Бироц бу мицдорлар цийматларининг уларнинг математик кутилмаси- 
га нисбатан тарцоцлиги бир хил эмас. Биринчи холда ? тасодифий миц
дор цабул циладиган цийматлар унинг математик кутилмасига яцин, 
иккинчи хрлда эса узоц. Тасодифий мицдор цийматларининг унинг 
математик кутилмаси атрофида тарцоцлигини (сочилишини) бахолаш 
учун янги сонли характеристика — дисперсия тушунчаси киритилади.

? тасодифий мицдорнинг дисперсияси D  (?) деб тасодифий миц
дорнинг унинг математик кутилмасидан четланиши квадратининг мате
матик кутилмасига айтилади**:

D { l ) = M  [ l - М  (£)Р. (43)

* Иккита £ ва г| тасодифий мицдорнинг йигиндиси (купайтмаси) деганда мум
кин булган цийматлари |  мицдорнинг мумкин булган ^ар бир цийматининг ва г| миц
дорнинг мумкин булган хар бир циймати билан йигиндисига (купайтмасига) тенг 
булган £ =  £ +  Т1 (М =  g • т] тасодифий мицдор тушунилади.

** Бу ерда четланиш квадратини эмас, балки тасодифий мицдорнинг унинг мате
матик кутилмасидан четланиши | — М (£) нинг узини цараш табиийроц булиб тую- 
лади. Бироц бу четланишнинг математик кутилмаси нолга тенг, чунки М [ |  —
— М ( £ ) ] = M  ( I ) — М [М ( g ) ] = M  (I) — М. ( | ) = 0 .  Бу ерда М (£) нинг ?згар- 
маслигидан фойдаландик, узгармаснинг математик кутилмаси эса шу узгармасдир. 
Математик кутилмаиинг тарцоцлик улчови учун тасодифий мицдорнинг унинг ма
тематик кутилмасидан четланиши модулини математик кутилмаси М [ | | — М (|)|] 
ни цараш мумкин эди. Бироц абсолют ^мицдорлар билан боглиц амаллар одатда ун- 
дан- узоц ^исоблашларни талаб этади.
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хг, . .  . ,х п цийматларни мос равишда р ъ  р 2, Рп эхтимоллар
билан цабул цилувчи ? дискрет тасодифий мицдор берилган булсин 
Равшанки, [? — М  (?)]2 тасодифий мицдор [xL — М  (с)]2, \Хг — М  (g )p ’ 
. . . ,  [хп — М  (£)]" цийматларни шу р ъ р , , . . . ,  р п эхтимоллар билан 
цабул цилади. Демак, дискрет тасодифий мицдорнинг математик ку
тилмаси таърифига кура цуйидагига эгамиз:

D  (?) =  М[1 -  М (?)]2 =  2  IX, -  м  (I)]2 . Рг  (44)

Агар ? тацсимот зичлиги <р (х) булган узлуксиз тасодифий миц
дор булса, у холда таърифга кура

-{-оо

D  (?) =  § [х  — М  (?)]2 ф (х) dx. /45v
—оо '

Дисперсия таърифини ва математик кутилма хоссаларини эътибор - 
га олиб, цуйидагига эга буламиз:

D  (?) — М  [? — М  (?)]2 =  М  {?2 - 2 ? . М  (?) +  [Л1 (?)]2} =
=  М  (?2) -  2 М  [? • М  (g)] +  М  [М  (?)]2.

М  (?) ва [М  (?)]2 — узгармас мицдорлар булгани учун математик ку
тилма хоссаларидан фойдаланиб, топамиз: М  [? • М  (t)l — М  (?) • М(с) 
ва М [М  (?)]2 =  [М (?)]2.
Демак,

D  (?) =  М  (?2) ~  2 М  (?) • М  (?) +  [М (?)]2, 
бу ердан, узил-кесил ушбу ни топамиз:

D ( l ) = M  (?2) _ [ М  (?)]2. (46)

Энди дисперсиянинг хоссаларини цараб чицамиз.
1°. Узгармаснинг дисперсияси нолга тенг.
И с б о т и .  ? — С булсин. (46) формулага кура

D (С) = М  (С2) — [М (С)]2 =  С2 — С2 =  0,
чунки узгармаснинг матэматик кутилмаси] шу узгарувчининг узига 
тенг:

М  (С) = С ,  М  (С2) =  С2.
2°. Узгармас купайтувчини дисперсия, белгиси ташцарисига уни  

квадратга кутариб чицариш мумкин:
D  (/г?) =  № £>'(?). (47)

И с б о т и .  (46) муносабат асосида цуйидагини ёзиш мумкин:
D [k l )  =  М  Ш ) ? - [ М  (ikl)]\

Бу ерда
М  [(6 ?)2] =  М  (£2?2) =  k2 М  (?2)

[М ( k l ) ] * = [ k M  (?)]2 =  £2 [М (?)]2
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булгани учун
D { k l ) =  k2 {М  (£2) — [М ( |)]2} — k? D (t).

3°. Агар l  ва г] эркли тасодифий микдорлар булса, у  %олда бу 
мицдорлар йигиндисининг дисперсияси уларнинг дисперсиялари йигин
дисига тенг:

D  (Е +  Л) =  D (I) +  D  (г,). (48)

И с б о т и .  (46) формулага кура:
d  а + л ) = м  i a + г))2] -  [ м  ( I + т])]2.

Биро^
М  [ ( £ + n ) 2] = M  (g2 Ч- 2 g -п +  т) 2) = М  (£2) +  2 М  ( £ . ? ] ) +  Л1 (т]2).

1 ва т] эркли тасодифий микдорлар булгани учун:

М  (g • ri) =  М  (?) • М  (т)).
Демак,

■М [ ( g + r ])2] = М  {1*) +  2 М  ( $ . М  (т)) +  М  (л2). 
Маълумки,

М  (g +  rj) = М  (1) +  М  (г1);

шунинг учун
[М  (g +  Т))]2 =  [М (g) +  М  (Г))]2 =  [М (g)]2 +  2 М  ( 1 ) . М  (Т]) +  [М (г])р 

Шундай к;илиб,
D ( g + t ) )  =  Af (g2) +  2 M( g )  . М  (л) +  М  (л2) — [М (g)]2 • 2 М  (g) X 

X М  f t)  -  [М  (г])2]2 =  {М (g2) -  [М  (g)]2} +  {М  (г]2) -  [М (г))]2}. 
Биро^

М  (g2) — [М (g) ]2 =  D  ( |), М  (ту2) — [М (г))2] =  D  т].
Демак,

D (g  +  T ] ) =D( g )  +  D(r]).

И з  о х -  3° хосса чекли сондаги ж уфт-ж уфти билан эркли тасоди
фий ми^Дорлар учун хам уринлидир:

+  . . .  +  1 „) = 1 » (У  +  1) ( У +  . . .  +  D (g n). 
g тасодифий микдориинг уртача квадратик четланииш о  (£)] деб, 
унинг дисперсиясидан олинган квадрат илдизга айтилади:

o [ ( l ) = V  D(l) . (49)

а  (g) уртача квадрат четланиш g тасодифий мивдорнинг улчови каби 
улчовга эга.

1-мисол. £ тасодифий мщдор уйин соедасини бир марта ташлаганда тушади- 
ган очколар сони булсин (3-§, 1-п., 1-мисолга к.аранг). М (£) ва D (В.) ни топинг.

Е ч и л и ш и .  (39), (44) ва (49) формулалардан фойдаланиб,мос равишда вд'йидаги- 
ларни топамиз:
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м ( £ ) = ь 4 ~ + 2- - г + з -~!г 6 6 6 4т + 5- т + 6 - | = 3’5-

D (?) =  (1 -  3,5)2. - 1  +  (2 -  3,5)*'. Y  +  (3 - -3 ,5)з.— +  (4 _  3,5)2
О +

+  ( 5 - 3 , 5 ) 2 . 1 +  (6 _ 3>5) 2 .-1  =  2,92;
6 6

o (1) =  V D (  1) = 1 /2 ,9 2  « 1 ,7 1 .
2- мисол. Т) тасодифий микдор А ходисанинг битта синовда руй беришлар сони, 

шу билан бирга Р (А) =  р (3- §, 1 -пункт, 2-мисолга царанг). М (т]) ва D (г\) ни то
пинг.

Е ч и л и ш и .  т] микдор 0 ва 1 цийматини мос равишда 9 = 1  — р  ва р э^ти- 
моллар билан кабул цилади. Шунинг учун (39) ва (44) формулаларга кура топа
миз:

М (т)) =  0(1  — р) +  1-р =  р, D (т|) =  (0 — р)2-(1 — Р) +  (1 — Р)2-Р =  Р (1 — 1 
- p ) = p - q .

3- мисол. m тасодифий микдор А ходисанинг п. та эркли синовда руй бериши 
сони, шу билан бирга А ходисанинг хаР бир синовда руй бериш эхтимоли р га 
тенг. М (m), D (т.) ва а  (т) ни топинг.

Е ч и л и ш и .  £(- берилган А ходиса i синовда руй бериш-бермаслигига караб, 
1 ёки 0 кийматларни цабул цилувчи тасодифий микдор булсин. У холда т =  +  
+  +  • • •  +  £ « •  Равшанки, £ г микдорлар жуфт- жуфти билан эркли. 2- мисол 
натижасидан хаР кандай i учун М ( |  i ) =  р, D (£ г- ) =  pq экани келиб чик;ади. 
Математик кутилма ва дисперсиянинг 3° хоссасига кура

М ( т ) « А 1 ( Ь  +  Ь . .  • + Б « )  =  М ( 61) +  Л1(52) +  . . .  + М ( 1 п ) =  пр, 

D ( m ) = D (61+ E , +  - . .  + E e ) =  D ( |1) +  D (S1) +  . . . + D ( l n ) =  npq; 

а (т.) =  ~Vnpq .
4- мисол. ? Пуассон ^онуни [буйича та^симланган тасодифий микдор булсин:

= Р(  l  =  k):
k -X 

к е
k\

{k =  0 , 1 , . . . ,  п . .  . )  [(17) формулага каранг]. [М (£) ни

топинг.
Е ч и л и ш и .  (39) муносабатдан фойдаланиб, топамиз:

™ к - 1
k \ Kl

k\ : = t - 4 V
к =  1

1)!

■Я X 
-Х-е =  X

чунки:
ОО

2
k - \

(ft- +
k=  1

(XI боб, 3- §, 5- пунктга ^аранг).
5- мисол. g тасодифий мивдор текис тацсимланган булиб, куйидаги

10, агар * < а  булса;

— 1— , агар а <  х <  Ь булса;

Ь — а
0 , агар х >  b булса,

зичлик функциясига эга булсин. [(27) формулага ^аранг). М (g), D (g) ва а  (§) ни 
допинг.
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Е ч и л и ш и .  (40), (45) ва (49) формулалар буйича топамиз:
-{-С» Ь

л* (5) =  j" дг ф (*) dx =  dx
а 4~ b 

2 ’

£>(?) =  | (* — Ф (* )d*=  —
— CO fl

a ( E ) -  | / ( Ц | 1 ! _ = = У Т

й + а \  1 . (6 — a )2
----- . ------- d x =  ----- ——
2 / 6 — a 12

6 — a 
6 ~

Айтайлик, s микдор a  ва a  параметрлар билан нормал таксимланган 
тасодифий микдор булсин (3-§, 5 - пунктга каранг). М  (1) ва D ( l )  ни 
топамиз.

Ф (х) =  ----- е U а) /2 ° булгани учун (40) формулага кура
"|/2 пег

А* (?) = ~ г  Г
у 2 п а  J

- < * - “> 72а»

ни топамиз.
Интегралда (х — а)/а — г деб узгарувчини алмаштирамиз, у холда 

x =  a +  a z ,  dx — a d z .  Демак,
- f -  СО - j -  ОО 2*

<* -  о)«/2о* ^  _  1 . Г (a -f. а  2) е 2 a 'd /- => 
У 2зта J

---  ОО

+  оо

М хе
® - v k !— 00

+  оо

У 2 я __1

Бизга маълумки,

=  — \ е  2 dz +  — f
'"оо 1 / 2  Л _УС

j +  °° — гг/2

гЧ 2
е zdz.

У2? !
е dz =  1 ((29) формулага каранг). Сунгра

г е ~ гЧш функция ток булгани учун ток функцияларнинг хоссасига 
кура (XI боб, 6- §, 4 -пунктга каранг)
+  оо - 2*/.

^ е zdz =  0. Демак, М  (%) =  а.

— оо
Дисперсияни (45) формула буйича топамиз:

оо

D © = j [х — М  (?) ]2 ф (*) dx

-f- 00

=  - y = r  \  (х — а)
У  2яа J— оо

(интегрални ^исоблашни келтирмаймиз) 
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— (х -  а)г/2 о*
е dx =  о2.

Демак, D (Е) =  о2, о (£) =  ( |)  =  а .
Шундай килиб а  ва 6 параметрлар нормал таксимланган тасоди

фий микдор учун содда э^тимолий маънога эга: а — математик ку
тилма, ст — уртача квадратик четланиш.

3. Тасодифий ми^дорларнинг чизикли функциялари. |  нормал так
симланган тасодифий микдор, М  (Ё) =  а ва a (t) =  о тацеимот па- 
раметрлари булсин. У  хрлда, агар А ва В узгармас сонлар булса, 
Е билан чизикли бог лиц булган  г] =  А  +  Bz тасодифий микдор хам 
нормал таксимланган, шу билан бирга

М(т\) = Л  +  Ва, D (г)) =  В2о 2
булади.*

Шу тасдикни исботлаймиз. Соддалик учун В >  0 булсин. у х с  
< т1 < # 2  тенгсизликларнинг э^тимолини бахолаймиз. Бу тенгсизлик- 
лар y x<Z. А +  В 1 с у 2 тенгсизликларга тенг кучли, яъни (ил—А) В с  
<  I <  (У2 — А)!В. Шунинг учун

р (У1 < г \ < у 2) = Р У 2 '
В ■ < К

Е микдор нормал таксимланган булгани учун
(у2— А)! В

- Л \  1
В У 2" г- J[ а . J

У 2 — А 
В

- (х — а)г/2ог dx.
(у, -  А)/В

Бу интегралда х =  (у — А)!В  деб, узгарувчини алмаштирамиз, у 
Холда dx = ~ -  , натижада куйидагига эга буламиз:

В
(У, -  А) / В  

~  f
Шундай килиб,

У  2л
е - (х -а)Ч2о> d x  =

У2.
, — (у — А  - а В ) Ч 2 о * £ ’

р  (У1 <  Т] <  У2) У2^-1 л В  a J
•е - [ у - (А +  аВ)Г/2огВ» ^

Бу тенглик т) тасодифий микдор нормал таксимотга эгалигини, шу 
билан бирга М  (rj) =  А  4- Ва ва D  (г|) =  о 2В2 булишини билдиради.

Анча умумийрок тасдик хам уринлидир. Х2, . . . ,  Я„ узгармас- 
лар, | 2, . . .  , нормал таксимланган жуфт-ж уфти билан эркли 
булган тасодифий микдорлар, шу билан бирга М  (с.) =  а. ва D (с.) =
— а ]  булсин. У холда г) =  4- Я2 £2 +  . . .  4- Хп '£.п тасодифий мик
дор хам нормал таксимотга эга ва

М  On) =  ^-l ai +  ^2а2 4“ • • • “Ь ап'

булади.
D  ( |)  — а  1 4 -  Я 2 o f +  . . .  4~

* Бу тасдикни математик кутилма ва дисперсиянинг хоссасидан ^ам хосил ки
лиш мумкин. Масалан, М (rj) =  М (А 4- В §) =  М (А) 4- ВМ (g) =  А 4- Ва.
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Хусусан, агар цар цандай учун М  ( | () =  a, D  (^) =  ст2 булса, 
g =  (g1 4 -£ 2 -f- . . .  .+  1п)/п  тасодифий мицдор нормал тацсимланган 
шу билан бирга M(g) =  a, D  (£) =  о2In, а  (|) — У D  ( |) =  б!~[/п булади.

5-§. КАТТА СОНЛАР КОНУНИ

1. Чебишев леммалари. Мазкур пунктда Чгбишевга* мансуб булган 
цуйидаги иккита леммани исбот циламиз.

1- лемма, т] фацат манфий булмаган цийматларни цабул цилувчи 
тасодифий мицдор булсин, у  %олда Р  (т] >  1) <  М  (т]).

И с б о т и .  Соддалик учун бу тасдицни х { >  0 шартда xv  х 2, 
х п цийматл п н и  цабул цилувчи т] дискрэт тасодифий мицдор учун ис
бот циламиз. Э^тимолларни цушиш аксиомасига кура

р  (л >  1) =  2  р  (п =  х,),
*i >i

бу ерда й и р и н д и  бирдан катта ва бирга тенг барча х.  цийматлар учун 
тааллуцлидир. Бироц х . >  1 учун, равшанки, Р { ц  =  х . )<  х . Р  (г) => х.). 
Шунинг учун

Р (  Т ] > 1 ) = 2  Я ( т | = * , ) < 2  х . Р ( ц  =  х.) (50)
Х1 >1 xi > 1

53) тенгсизли:<нинг унг томонига 2  х . Р (г] =  х.) й и р и н д и н и  цуша-
н < \

миз, бу ерда х . < . \ .  Бу йиринди манфий эмас, чунки шартга кура 
х , : > 0 ,  э.^тимоллар эса Р(г] =  х.) >  0. Шунинг учун

2  х ,Р (г \  = х 1) < ' %  х . Р ( ч \ = х , )  +  ^  х . Р (  r \ = Xl) =
Xj  > 1 XI > 1 XI <  1

=  ^ Х . Р  (Г) =  X.) (51)

Охирги й и р и н д и  т| цабул циладиган барча х . цийматлар учундир. Би
роц бу й и р и н д и  таърифига кура математик кутилмага тенг;

2  x t P(r\  =  х.) = М  (г)).
< =  1

(50) ва (51) муносабатларни таццослаб, цуйидагига эга буламиз:

Р ( r i > l ) < S  x iP (4 =  x i) = M ( r ]). 
i =  i

Лемма исбот булди.
2 - лемма. I тасодифий мицдор, е эса мусбат сон булсин. У  хрл

да £ тасодифий мицдорнинг унинг математик кутилмасидан чет-

* П. Л . Чебишев (1821 — 1894) букж рус математиги.
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ланиши модулининг е дан кичик булишининг эхтимоли 1 — 
айирмадан катта ёки унга тенг булади,  яъни

Р [ Ц - М ( 1 ) \ < г ] >  1 _ £ Ш -  (52)
82

(52) тенгсизлик Чебишев тенгсизлиги дейилади.
И с б о т и .  Дастлаб j £ — М  (£) >  s тенгсизликни курамиз. Бу

~ ~~ e ' ^ -L  ^  * тенгсизликка тенг кучли булгани учун

Р [ \ Ъ - М { 1 ) \ > г ]  =  Р \ Ъ - М{Ы \ > Х
Г

т| =  EI— тасодифий мицдор манфий эмас, демак, Чебишевнинг
Е

1-леммаси шартларини цаноатлантиради. Бинобарин, 

р ( Ц > \) =  р ^ - ме ® ]2 > i

= -1 м  [| — м  (I) ]2 =Е2 W  е2

чунки М  [£ — М  (£) ]2 =  D  (£). ш унинг учун

Р [ ]  £ _  м  (?) (3 >  е] =  р {  У ®  1 ■ 0 (1). (53)

Ц  — М  (с) | <  е тенгсизлик билан ифодаланувчи цодиса | g — М  (£) >  е 
тенгсизлик билан ифодаланувчи ходисага царама-царши булгани учун 
Р [ |  — М ( | ) | < в ]  =  1 — /*[(£ — М  ( |) | >  е]. Энди (53) муносабатни 
эътиборга олиб, узил-кесил цуйидагига эга буламиз:

Р [ \ 1 - М а ) \ < е ] > \ - ^ Щ - .
е2

2. Чебишевнинг катта сонлар цонуни. К,уйидаги тасдиц уринли
дир. s1; t 2, . . . , 1п, . . . жуфт-жуфти билан эркли булган тасо
дифий мицдорлар кетма-кетлиги булиб, уларнинг дисперсиялари 
текис чегараланган булсин, яъни исталган i учун £>(£.) <  С булсин 
У хрлда е >  0 хар цандай булганда %ам ушбу муносабат уринли
дир:

] i m P ' | £t + 6 » +  - •  +  £« M (£i) +  M (j,)  +  . - + M ( E , , ) l < c i L  (5 4 )

И ’с б о т и. (si +  Е2 +  • • • ?„)//г мицдорни, яъни п та тасодифий 
мицдорнинг уртача арифметигини £п орцали белгилаймиз. £„ тасоди
фий мицдорнинг математик кутилмаси
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га ва дисперсияси

Si 4- S2 4  ••• 4- Sn
п

л щ ,) +  м ( |2) + - + м ( | „ )

Бу

D ( У  =  ^  ( 5 i +  £, +  - + . £ , . ) == ± т д  +  D (t2) 4 - . . .  +  D(|„)]

га тенг (биз бу ерда математик кутилма ва дисперсиянинг хоссала- 
ридан фойдаландик). Энди == ( |х +  | 2 +  • • • +  ?„)/ п тасодифий 
михдерга Чсбишевнинг иккинчи леммасини хулланиб, топамиз:

D ( l n )P [ \ l n - M ( l )  | < в ] >  1-

ЯЪНИ

Р < 8 ] > 1-

+

5i + Sa+ ...+5я M(Si) + м  (|2) +■•••+ M(Sn)
LI n n

P(£i) +  D(£»)4-■- +  Д(£В) >  j _ _ C _
n 2e 2 е 2п  ’

чунки xaP ^андай i да £)(£,.) <  С Ea демак, £ (£ j ) - f  D ( |2) +
4 - D(cn) <  nC. Хар ^андай ходисанинг эхтимоли бирдан катта була 
олмаслигини эътиборга олсак, хуйидагига эга буламиз:

Si 4~ Sa 4- ••• 4- S n __M,(gi)j+ M(S2) 4~ ••• + М  (Sn) |
л

С_
е2л

п~>оо  да лимитга утамиз (V боб, 1-§, 6-пункт, 6 -теоремага ^аранг): 
Si4 -S a +  -  +  Sn _  ^ (g 1) '4 -^ ( l2) +  - + M ( g n) | ^  „ 1 =  х

1 > Р

l i mP
П~+оо

< 8

Чебишевнинг катта сонлар хонунининг маъноси хуйидагидан 
иборат. Алохида олинган тасодифий микдор узининг математик ку- 
тилмасидан анча узокда булган кийматларни кабул килиши мумкин 
булган бир пайтда катта сондаги тасодифий микдорларникг уртача 
арифметиги бирга я^ин эхтимол билан бу тасодифий мивдорлар мате
матик кутилмаларининг уртача арифметигига я^ин хийматларни ^абул 
Хилади.

Ч е б и ш е в н и н г  к а т т а  с о н л а р  х о н у н и н и н г  х у с у с и й  х о- 
л и. £х, 12> • • • . • • • ж уфт-ж уфти билан эркли булган тасоди
фий михдорлар булиб, уларнинг дисперсиялари текис чегараланган 
(D( £.) <  С) в а бир хил математик кутилма М(1.) =  а га эга бул
син. У холда е > • 0 хар хандай булганда хам ушбу муносабат уринли 
булади:

1.
1  1  
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lim Р
П—*оо

С1 Si 4- £2 4- ••• 4- In
1 Г " ... я

“ и- о ^

булгани учун бевесита (54) формуладан келиб чихади.
И з  ох- Агар хар ханДай кичик е > 0  берилганда хам,г |дя — А \ <  е 

тенгсизликнинг эхтимоли п  ортган сари чексиз раЕишда бирга яхин- 
лаша борса, о,п — тасодифий микдор А сонга эхтимол буйича янин- 
лашади дейилади. Эхтимол буйича яхинлашиш lim с,п ~  А эканини

П—>оо
билдирмайди. Дакихатан хам, кейияги холда |g„ — А | < е  тенгсизлик 
п нинг етарлича катта барча кийматлари учун бажарилади. Эхтимол 
буйича яхинлашишда эса бу тенгсизлик п нинг айрим етарлича кат
та хийматлари учун бажарилмаслиги мумкин. БирохЧ S ~~ А I <  8 
тенгсизликнинг п нинг катта хийматлари учун бажарилмаслиги жу- 
да  кам буладиган (кичик эхтимолли) ходисадир. Буни эътиборга олиб, 
Чебишевнинг катта сонлар хонунининг хусусий холини хуйидагича 
таърифлаш мумкин.

Жуфт-жуфти билан эркли булган текис чегараланган диспер- 
сияларга ва бир хил математик кутилма M ( l t)  =  а га эга булган 
£i> 1-2 ■■■ , £„ тасодифий мицдорларнинг Уртача арифметиги (ёх4 -
4- 4- • • •  +  £„)/я эхтимол буйича а га якинлашади.

Чебишевнинг катта сонлар хонунининг хусусий холи маъносини ту- 
шунтирамиз. Бирор физик катталикнинг хахихий хиймати а ни (маса
лан, бирор деталнинг улчамини) топиш талаб х илинган булсин. 
Бунинг учун бир-бирига боглих булмаган бир хатор улчашлар утка- 
замиз. Дар бир улчашда бирор хатоликка йул хуйилади (бу хаКДа 
муфассалрох 6- §, 1-пунктга харанг). ш унинг учун улчашнинг хар бир 
мумкин булган натижаси тасодифий микдордир (i индекс улчаш 
номери). Дар хайси улчашда систематик хато йух Деб ; фараз хила- 
миз, яъни улчанаётган михдорнинг хахихий хиймат а дан у ёки бу 
томонга четланиши (огиши) тенг эхтимоллидир. Бундай холда барча 
li тасодифий михдорларнинг математик кутилмалари бир хил ва ул
чанаётган а михдорга тенг булади, яъни M{h) — а.

Нихоят, улчашлар бирор кафолатли анихлик билан бажарилаяпти 
деб фараз хиламиз. Бу барча улчашлар учун Г>(£г) <  С  деган суздир. 
Шундай хилиб, бу холда Чебишевнинг катта сонлар хонуни шартлари 
бажарилмокда, шунинг учун агар улчашлар сони етарлича катта бул
са, е >  0 хаР кандай булганда хам улчашлар натижаларининг уртача 
арифметик хиймати фархи е дан кичик булишини амалда мухаррар- 
лик билан тасдихлаш мумкин.

3. Бернуллининг катта сонлар хенуни. Эркли синовлар кетма-кет
лиги утказилаётган булсин. Бу синовларнинг хар бирининг натижа- 
сида А ходиса руй бериши хам мумкин, руй бермаслиги хам МУМ_ 
кин булиб, бунда б у ходисанинг хар бир синовда руй бериш эхти
моли бир хил ва р  га тенг булсин. Агар А ходиса п та синов 
натижасида т марта руй берган булса, у холда, маълумки, mln  нис- 
бат А ходисанинг руй бериш, содир булиш частотаси дейилади. Час-
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тота тасодифий микдордир, шу билан бирга частота т/п  кийматни 
Кабул килиш эхтимоли (13) Бернулли формуласи Рп{т) =  СЦ* р т qn~m 
буйича нфодаланади.

Катта сонлар конуни Бернулли формасида куйидагича ифодала- 
нади: синовлар сони етарлича катта булганда А ходисанинг руй 
бериш частотаси унинг эцтимолидан исталганча кам фарц кила- 
ди деб, бирга яцин эхтимол билан тасдиклаш мумкин, яъни е >• О 
мусбат сон \ а р  щндай булганда хам

lim Р I I —  — р | < «  1 =  1 (55)
П—>оо L I tl  I J

булади.
Бошкача айтганда, синовлар сони п ни чексиз орттирилганда, А 

^одисанинг т/п частотаси Р(А) га эхтимол буйича яцинлашади.
И с б о т .  5 =  - — тасодифий мивдорни к аРа™ из. М(т) =  пр  ва 

п
D{m) — npq булгани учун (4-§, 2- п у н к т ,.3- мисолга каранг):

т \ 
п )

nPQ РЯ

М [1) -  МI  —  ] — М(т) -  —  == р,
\  п ] п

D(S) =  D (— )=-■ — D(m)
V’ I n ) n- ’ пй n 

\  тасодифий мивдорга Чебишевнинг иккинчи леммасини куллаймиз:

1 > Р • — р  <  8 > 1 » ( т )
п | J е“

■ оо да лимитга утиб, куйидагига эга буламиз:

=  1 _  f i 
ne2

lim Я
П—>оо

Биз синовлар сони катта булганда А ходисанинг Р*(А) —■ —  часто
таси бархарорлик хоссасига эга булади деб айтган эдик ( 1-§, 1-пункт- 
га каранг). Б у  холни Бернуллининг катта сонлар хонуни тушунти- 
риб беради.

6-§ . ЛЯПУНОВ ВА ЛАПЛАС ТЕОРЕМАЛАРИ

1. Ляпунов теоремаси. Купинча катта сондаги эркли тасодифий 
микдорларнинг йириндисидан иборат тасодифий микдорлар билан иш 
куришга турри келади. Маълум булишича, баъзи умумий шартларда 
Кушилувчиларнинг хар бири эхтимоллар таксимотининг ьормал конУ" 
нига буйсунмаса-да, лекин бу йигинди нормал таксимотга якин бул
ган таксимотга эга булар экан. Бу шартлар Ляпунов* томонидан 
топилган ва унинг номи билан аталувчи теореманинг мазмунини 
ташкил этади.

* А. М. Ляпунов (1857 — 1918) — буюк рус математиги.
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Биз фа^ат Ляпунов теоремасидан келиб чикадиган натижани ис- 
ботсиз келтирамиз.
%!, £а, . .  . , 1п, . . .  математик кутилмалари М(%) =  aL ва диспер- 
сиялари D ( l . ) = o )  булган жуфт-жуфти билан эркли тасодифий 
микдорлар кетма-кетлаги булсин, шу билан бирга бу  микдорлар  
цуйидаги иккита хоссага эга булсин:

1) Шундай L сон мавжудки, исталган i учун | £г— M (c i)  | < ; Ь 
тенгсизлик уринлидир, яъни тасодифий мицдорларнинг барча ций- 
матлари математик кутилмаларига нисбатан текис чегаралан
ган;

П
2 ) п оо да 2  о\ чексиз усади.

i= 1
У хрлда етарлича катта п да £ =  +  | 2 +  . . . -f- 1п йиги нди 

нормал тацсимотга яцин таксимотга эга булади.
а ва о 2 лар £ =  +  \.г +  . . .  +  1п тасодифий микдорнинг мате

матик кутилмаси ва дисперсияси булсин. У холда]

Га =  М(%) = М ( 1 г +  1 

=  М (У  +  М (У  +  . . 

:£>(£) =  D (£1 +  g , +  . . .

+  • • • +  D ( n̂)

+  . . .  + ?„>  =  
п

• +  Щ1п) =  ^  ait 
i=i

п

У  о?.
i=l

Ляпунов теоремаси натижасига кура £ тасодифий микдор п нинг 
катта кийматларн учун нормал таксимотга яхин таксимотга эга бул
гани учун (32) формулага кура куйидаги муносабат уринлидир:

( х2 — а 

V о
Ф *i- (56)Р(.ХХ <  El +  +  . . . +  1п <  Х2) Я» Ф 

бу ерда Ф(л:) — эхтимоллар интеграли.

2. Хатоларнинг асосий кояуни. Биз бирор улчаш утказаётган бул- 
сак, унинг натижасига улчаш хатоликларини келтириб чикарувчи 
бир катор факторлар таъсир килади. Улчаш хатоликларини асосан 
учта группага ажратиш мумкин: 1) купол хатолар; 2 ) систематик 
хатолар; 3) тасодифий хатолар.

Купол хатолар асбобнинг курсатишини диккат билан укиш слик- 
дан, курсатишларни ноту'рри ёзищдан, асбэбдан нотутри фойдаланиш- 
дан пайдо булади. Бу хатолар дан улчаш коидаларига риоя килин ган
да кутулиш мумкин.

Систематик хатолар одатда улчаш натижаларини маълум бир то- 
монга бузиб курсатувчи. Улар, масалан, асбэбларнинг комукаммал- 
лигидан, кузатувчининг шахсий сифатларидан келиб чикади ва тегиш
ли тузатмалар ёрдамида бартараф килиниши мумкин.
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Тасодифий хатолар аник; цисоб-китсб цилиб булмайдиган ва хар бир 
алохида хрлда турлича таъсир курсатадиган куп сондаги алоцида- 
алохида сабаблар туфайли юзага келади. Бу хатолар сезилмайдиган 
механик сабаблардан, улчов асбсблари параметрлариникг узгариши- 
дан, метеорологик шароитлардан Еа х. к. лардаи пайдо булади. Бу 
сабабларнинг хар бири алохида олганда улчгш чсгида жуда кичик 
i>i хато пайдо цилади. Бу кичик хатолар йигилиб, » =  йиринди 
хатони вужудга келтирадики, эиди бу хатони эътиборга олмасдан 
булмайди. Ана шу й и р и н д и  хато v тасодифий мицдор булиб, жуда 
катта сондаги уича мух,им булмаган, бир-бирига бсглиц булмаган та
содифий мицдорларнинг йигиндисидан иборат на Ляпунов теоремаси 
натижасига кура нормал тацсимотга эга. Улчашни цупол ва система
тик хатолардан цоли деб фараз цилиб, улчашнинг мумкин булган 
натижаси математик кутилмаси улчангётгак мицдорнинг хациций ций
мати а га тенг, яъни М (|) =  а булган I тасодифий мицдор деб хисоб
лаш мумкин (297-бетга царанг). v =  I — а йигинди хато нормал тац
симот конунига буйсунади, шунинг у ч у н ' улчашнинг мумкин булган 
натижаси £ =  а +  v хам тацсимотнинг нормал цонунига буйсунади 
(4-§, 3- пунктга каранг). Хстоларнинг сессий кснуни ака шундан 
иборат.

3. Лапласнинг интеграл теоремаси. Цуйидаги тасдиц уринлидир.
Тесрека. ){ар бирининг натижасида А %сдисанинг руй бериш 

эхтимоли бир хил ва р(р ф  1, р Ф  0 ) га тенг булган п та эркли 
синов утказилаётган булсин. А хрдисанинг п та синовда руй бе- 
ришлар сони т булсин. У  хрлда етарлича катта п лар учун т 
тасодифий мицдор

а — М(т) — пр, о  =  ] /D (m )  =  /  npq

параметр лар билан нормал тацсимотга яцин тацсимотга зга бу
лади.

И с б о т .  А хрдисанинг i синоЕда руй беришлар сони £г булсин. У 
хрлда a t г= M(£t.) — р, c 2. — D ( t . ) ~ p q  (4- §, 2-пункт, 2-мисолга ка
ранг). Е* фацат иккита 0 Еа 1 кийматни цабул цилиши мумкин булга
ни сабабли исталган i учун: | Ёг — а-\ =  | | г— р \  <  | £г| - f  | /?|  <

< 1  +  1 = 2 .  Бундан ТЕшкари, п- оо да ^  о 2 =  npq мицдор чек-

сизликка интилади. Шундай цилиб, £р | 2, . . . , | п , тасодифий 
мицдорлар кетма-кетлиги Ляпунов теоремаси натижасининг шартлари
ни цаноатлантиради. Шунинг учун бу мицдорларнинг йигиндиси 

т  =  | j ;+  у +  . . .  +  ?п етарлича катта п лар учун нормал таксимот
га яцин тацсимотга эга булади. Шуни исботлаш талгб цилинган эди. 
т тасодифий мицдор, яъни А хрдисанинг п та синовда руй беришлар 
сони х± <  т < . х 2 тенгсизликларни цаноатлантириш эхтимолини ци- 
ссблаймиз, бу ерда х х Еа х2 берилган сонлар. а — М(т) = п р ,  а —
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=  a ( m ) = = Y n p q  булгани у чун( 4 - § ,  2 -пункт, 2-мисолга царанг). 
(32) формулага кура цуйидагини цосил циламиз:

Р 1 х 1 < т < х ^ ф ( щ у ф ^ ж ) ,  (67,

бу ерда Ф(а') эхтимоллар интеграли.
Мисол. Ишлаб чицилган технология режимда завод уртача 70% биринчи сорт 

мацсулот чицаради. 1000 та бугомнинг биринчи сортлилари сони 652 ва 760 ораси- 
да булиш эцтимолини аницланг.

Е ч и  л и ш и. Бу ерда р =  0 ,7 ; q — 1 —- р =  0 ,3 ; га=10Э0; пр =  0,7 • 1000 =  
=  700, npq — 1000-0 ,7 -0 ,3  =  210, У  npq =  ~ |/2То яй 14,49.

(57) формуладан ва эхтимоллар интегралининг II жадвалдаги (иловага царанг) 
цийматидан фойдаланиб, топамиз:

Р  (652 <  от <  760) »  Ф ( 76°4~ q - - )  ~  Ф ( 65^ ~ 49~ )  — Ф (4,14) — ф ( — 3,31) =

=  Ф (4,14) +  Ф (3,31) =  0,4999 7 -j- 0,49948 =  0,99945.

7< §. ЭХТИМОЛЛАР НАЗАРИЯСИНИНГ УЛЧАШЛАР НАТИЖАЛАРИНИ ИШЛАБ 
ЧИЦИШГА ТАТБИ^И

Номаълум физик доимий а ни аницлаш учун п та эркли (бир-би
рига борлиц булмаган) улчашлар утказилаётган булсин, бунда цупол 
ва систематик хатоларга йул цуйилчаган деб цисобланади (6 - §, 2 - 
пунктга царанг). п та у'лчашдан цар бирининг мумкин булган натиж аси 
тасодифий мицдордир, уни (г —  улчаш номэри) орцали белгилаймиз. 
Хар бир улчаш бэшца улчашлар натижаларига боглиц булмагани у ч у н  
биз п та gj, 1„ эркли тасодифий мицдорларга эга буламиз.
xv  х2, . . . ,  хп орцали а мицдорни «-та улчашдаги цосил цилинган нати- 
жаларини белгилаймиз. Щундай цилиб, xt тасодифий мицдор % нинг 
мумкин булган цийматларидан бири.

Чебишевнинг катта сонлар цонуни (5- §, 2- пунктга царанг) асо
сида цуйидаги тасдицни келтиришимиз мумкин: улчашлар сони п 
етарли даражада катта булганда улчаш натижаларининг уртача ариф- 
метиги физик доимий (узгармас)нинг цациций цийматидан ж уда кам 
фарц цилишини амалда ишонч (муцаррарлик) билан тасдицлашимиз 
мумкин, яъни уш бу

*1 *2 +  • • - Ч~ ^
п

тацрибий тенгликнинг бажарилиши эцтимоли 1 га исталганча яцин 
булади.

Бу тацрибий тенгликнинг аницлигини ба^олаймиз. Бунинг учун 
дастлаб, хатоларнинг асосий цонунига кура (6 - §, 2 - пунктга царанг) 
улчашнинг цар бир мумкин булган натижаси I. тасодифий мицдор 
эканини ва эхтимоллар тацсимотининг нормал цонунига (улчанаётган 
мицдорнинг хациций циймати а га тенг булган бир хил математик ку- 
тилма М  (g.) = а ;  i =  1, 2, п билан) буйсунишини цайд цила
миз. Сунгра, барча улчашлар бир хил аницлик даражасида олиб бо- 
рилаяпти деб фараз циламиз (бир хил аницликдаги улчашлар). ш у -
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нинг учун барча тасодифий михдорларнинг дисперсиялари бир хил 
булиши керак, яъни D ( y = o 2.

Дастлаб ст нинг хиймати маълум деб, а нинг номаълум кийматини 
бахолаш холини цараб чицамиз. г- улчашнинг мумкин булган нати- 
ж аси математик кутилмаеи М  (I.) =  а ва дисперсияси D  (£.) =  о2 бул
ган  эхтимоллар тахсимотининг нормал крнунига буйсунувчи S. тасо
дифий михдор булгани учун i  =  ( ^  +  Еа +  . . . +  £„)/л тасодифий мих-

дор хам уша М  (£) =  а математик кутилма га ст ( |)  =  V "D(Г) = ст/> /л  
5фтача квадратик сгиш (4- §, 3- пунктга хаРанг) билан нормал тах- 

симотга эга. Шунинг учун уртача арифметик £ учун эхтимоллар тах- 
симотининг зичлиги хуйидаги куринишга эга:

Т  М  =  -  еУ  2 я о ( 0 |

■ (X - а у / 20*(Е) у  „ (л: — а)!п / 2а*

. У  2л СТ

бу ерда тахсимот параметрлари а Еа ст (£) =  ст/т/л га тенг.
Демак, я  та улчашда хийматларнинг шундай l v  Е2, . . ., £ туп-

ламини олишимиз Еа исталган е > 0  да ]£ — е, -}- ef интервала ни 
уз ичига олиш эхтимоли (33) формулага кура хуйидаги муносабат би
лан аьихланади:

Р  ( I  — 8 <  а < 1 +  е) =  р  ( | 1 — а | <  е) =  2 Ф (е/ст (!)) =  2Ф(е /Я /ст)

(58)
]£  — е, | + е [  интервал £ — S E a H +  e тасодифий чегаралгрга эга. 
(58) муносабат исталган л > 1  кт.ыат учун уринли. 2 Ф (е у К / о )  эх
тимол с2, . . ., | п тасодифий михдорлар ха(5ул диладиган конкрет 
Хийматларга борлих эмас ва улчашлар сони п усганда Ф(х)  функция
нинг хоссасига мувофих усади (3- §, 4- пункт). (58) муносабат ул- 
чаш натижасида хосил хилинган хъ хг, . . ., хп хийматлар хандай бу
лиш идан хатьи назар хуйидаги формула уринли булишини курсатади:

Р { х  — е < а < х Ч -  е) =  2 Ф ( е - /л  /ст), (59)

бу ерда х =  (хх +  х2 +  . . . -f- хп) / л. Бу ердаги х  микдор уртача 
танланма  дейилади. (59) формуладан куп  холларда фойдаланиш мум
кин эмас, чунки одатда ст нинг хиймати номаълум булади. ТТТунинг 
учун а  ва ст михдорнинг иккаласи номаълум булган хрлни хаРаймиз. 

Айтайлик, s2 михдор ушбу муносабат орхали анихланган булсин.

S d * - I )2 i=i (60)

бу ерда I =  (£х +  £2 +  . . .  +  | п)/л .
2 о4

s£ михдор а й га тенг математик кутилма ва га тенг диспер-
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сияга эга эканини курсатиш мумкин, яъни М  (s2) =  о 2, D  (s2) =  j;
(исботни хисоблашлар узун булгани учун^келтирмаймиз). Б у  s2 мих- 
дорга Чебишевнинг иккинчи леммасийи хУллаймиз (5- §, 1- пунктга 
харанг):

D (s2)
P [ | s 2 - M ( s 2) | < e ] >  1 - -  е2 ,

бу ерда е > 0 .  Бу ерда М  (s2) ва D(s2) нинг хийматларини ХУЙиб, 
ушбуни хосил хиламиз:

l > P [ | S2 - ^ | < e ] > l - ^ ,  (61)

(61) муносабат, агар л -> о о  булса, P [ | s 2— о2 | < е ] - > 1  булишини, 
яъни s2 эхтимол буйича о 2 га интилишини курсатади.

,2  о 4

Энди s2 =  ■
1

михдорни ХаРаЙМИЗ. S2 михдор s2 нинг мум

кин булган хийматларидан бири булгани учун етарлича катта л лар- 
да хуйидаги тахрибий тенгликнинг уринли эканини амалда ишончли- 
лик билан тасдихлаш мумкин:

Е ( ^ - х )2

П  —  1

1 /  £ ( * ,—
■ ст2 ёки ст ~  I /  --------

Г п — 1

X)2 _  
=  S , (62)

бу ерда х  =  (хг +  *2 +  In. Бу ердаги s2 микдор танлама
дисперсия дейилади. _  _

Амалда улчанаётган михдорнинг а хахихий хиймати ]х — е, х  +  £[ 
интервалда ётиш эхтимолини бахолаш учун (59) формуладан фойда- 
ланилади, бунда ст урнига унинг (62) формула буйича топилган s 
тахрибий хиймати хуйилади.

Шундай хилиб, л нинг етарлича катта хийматлари учун хуйидаги- 
га эгамиз:

бу ерда
Р  (х — г < а < х +  е) = 2 Ф { s V n / s  ),

-- *̂2 *"f“ *X = ----------------
+  х п | / "  Ш ' - »

Г п — 1 '

(63)

(64)

] х  — е, х  +  е[ интервал ишончлилик интервали, а  =  2 Ф (е V  п / s ) 
эхтимол эса ишонч* дейилади.

Мисол. Пулат таркибидаги хромнинг процентини аниклаш учун 34 та улчаш 
утказилди, уларнинг натижалари куйидаги жадвалда келтирилган.

*(63) формула буйича хисоблаш п >  30 да ани^лиги буйича цони^арли булган 
натижалар беради.
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№ ** !
X t -  х  | № x t - x  1 <*1~ х Г

1 4,505 О -10-з 0 -Ю -о 19 4,507 2 - 10_ 3 4.10- 8
2 4,524 0 ,0 1 9 = 1 9 -10“ 3 361 -10-е 20 4,502 — 3 -1 0-3 9 - 1 0 - “
3 4,492 — 13-10—3 169-10—6 21 4,497 — 8 -10-3 6 4 -1 0 -8
4 4,500 — 5-10- 3 25 -10-е 22 4,485 —20-10—3 400-10- 6
5 4,493 — 12- 10—3 144-10— в 23 4,511 6 -ю - 3 36-10-8
€ 4,515 10 - ю —3

тооо 24 4,519 14-10—3 196-10-в
7 4,504 — 1. 10—3 1 - 10—6 25 4,513 8 -10—3 6 4 -1 0 -в
8 4,508 3-10- 3 9 -1 0 -° 26 4,517 12-10—3 144-10-8
9 4,517 12- 10_ 3 144-10-° 27 4,508 3-10~ 3 9-1 0 -8

10 4,513 8 -Ю —3 64-10—6 28 4,504 — 1 - 10—3 Ы 0“ °
11 4,519 14- 10—з 196-10—6 29 4,515 10-Ю—з lo o .io - 8
12 4,511 6 - 10—3 3 6 -1 0 -6 30 4,493 — 12- Ю—з 144-10-в
13 4,485 —20. Ю—з 400-10—6 31 4,500 — 5 -10~3 25-10_ 8
14 4,497 — 8 - 10—3 6 4 -10-е 32 4,492 — 13-10—3 169-10-8
15 4,502 — 3-10- 3 9 -10- 6 33 4,424 19-10—3 361-10-8
16 4,507 2 - Ю—з 4 - 10- 6 34 4,505 0 -10 -3 0 -10-8
17 4,501 — 4 -Ю -з 16-ю —6
18 4,501 — 4-10—3 16-10-» 2 153,186

j
6968-10-в

Ишончлилик интервалини а  =  0,9973 ишонч билан топинг.
Е ч и л и ш и :  Бу ерда п =  34. Жадвалда берилганлардан фойдаланиб, топамиз:

V  г, W
=  153,286 _  л /  6968- 1 0 -в_

К 34 — 1

Ш»1

34
= 4,5055; s 

0,0145

! 0,0145

=  0,0025
У п  У  34

а  =  0,9973 ишонч буйича (63) формуладан топамиз:

2 Ф (е У Щ ) =  2 Ф (s/0,0025) =  0,9973.
.Демак, ф  (е/0,0025) = 0 ,49865. .Иловадаги II жадвалдан е/0,0025 =  3 ни топамиз, 
бу ердан е =  0,0025-3 =  0,0075.

Мазкур ^олда ишончлилик интервали цуйидагичадир:

]х — е, х +  el =  ]4,5055 — 0,0075; 4,5055 +  0,075[ =  ]4,498; 4 ,513[.
Шундай цилиб, хромнинг пулатдаги процент таркиби] а  =  0,9973 ишонч билан i 

]4,498; 4, 513[ интервалда ётади.

8-§ . Э^тимоллар назариясининг статистикага татбици
Математик статистика математиканинг куп сондаги тасодифий хо

дисалар устида кузатишлар олиб бориш натижасида цосил цилинган 
тажриба натижаларини ишлаб чициш ва анализ цилиш усуллари ур- 
ганиладиган цисмидир. Шундай цилиб, улчаш натижаларини ишлаб 
чициш (7-§  га царанг) математик статистиканинг масалаларидан бири 
цисобланади. Мазкур параграфда математик статистиканинг яна ик
кита масаласини куриб чицамиз.
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1. Номаълум тацсимот функциясини аницлаш. Цийматлари куза- 
тишлардан олинган узлуксиз £ тасодифий мицдор билан иш кураёт- 
ган булайлик. £ нинг кузатилаётган цийматлар диапазонини бир хил АХ  
узунликдаги ]Х0, X j ,  ]Х1( Х 2[ ............ ]Xk__v  X k[ интервалларга бу
ламиз. т г шу £ нинг г-интервалга тушган кузатилаётган цийматлари 
сони булсин. т1 ни кузатишларнинг умумий сони п та булиб, г-ин
тервалга мос келувчи р* частотани хосил циламиз: р\ =  m jn ,  шу би

лан бирга 2  р]  =  У  m i!n  
<•=1 <=i

1. Цуйидаги жадвални тулдирамиз:

Интервал
номери Интервал т 1 p *i

*
1 ]*о> У-Л тх р 1
2 ]* 1 , ч Щ *

Рз

k х к\ щ *
Pk

Б у жадвал статистик цатор дейилади. £ тасодифий мицдор тацси- 
мотининг эмпирик (ёки статистик) функцияси деб, £ мицдор синов 

атижасида х  дан кичик цийматни цабул цилишидан иборат ходиса 
.зстотасига айтилади:

F*(x) = Р * ( 1 < х ) .
Амалда статистик тацсимот функцияси F* (х) нингХ 0, X v  . . . ,  X k 

нуцталардаги цийматларини топиш етарлидир (улар эса статистик' ца
тор интервалларининг чегараларидир:)

< F*(X 0) = P * ( £ < X 0) = 0 ,

F *(X1) =  P * t t < X 1) =  ^  = р ' и

1 F*(X2) = P * ( l < X s) ^ ^ i ± ^  = р * ,
п 1

\ F * ( X k) = P * { l < X k) = ^ 1 +

Ръ
. . . +  ГПц

(65)

'-Р\ + Р г  +  • - • +  р \ =  1.

x < Z X 0 да F* (х) — 0 ва x > X k да F* (х) — 1 эканини цайд цилиш
«ерак. M t \Х Ь F* (Хг)] нуцталарни ясаб ва уларни силлиц эгри чизиц 
билан туташтириб, тацсимотнинг эмпирик функциясининг тацрибий 
графигини хосил циламиз (96- чизма). Бернуллининг катта сонлар 
цонунидан фойдаланиб, синовлар сони п етарлича катта булганда 
бирга яцин эцтимол билан тацсимотнинг F* (х) эмпирик функцияси 
£ мицдорнинг бизга номаълум булган тацсимот функцияси Fix)  
дан ж уда цам кам фарц цилишини исбот цилиш мумкин.
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л  X, h-i

9 6 -раем 9 7 -раем
Купинча [та^симотнинг эмгшрик функциясини ясаш урнига куйи- 

дагича йул тутилади. Абсциссалар укида ]Х0, X J , ]Хг, Х 2[, . . .  , 
]Хй_ х, X k[ интерваллар куйиб чикилади. Дар ^айси интервалда юзи 
берилган интервалга мос булган р*. частотага тенг булган турри турт- 
бурчак ясалади. Бу турри туртбурчакнинг баландлиги ht — р*./АХ 
га тенг, бу ерда А Х  — хаР бир интервалнинг узунлиги. Равшанки, 
барча ясалган турри туртбурчакларнинг юзлари й и р и н д и с и  бирга тенг.

]Х/_ 1, Х г[ интервалда узгармас ва hL га тенг булган у  — ср* (х) фу
нкцияни ^араймиз. Б у  функциянинг графиги гистограмма дейилади.
У  поронавий чизикдан иборат (97-чизма). Бернуллининг катта сонлар 
Конунидан фойдаланиб, кичик А Х  ва катта п ларда (амалда мукар- 
рарлик билан) ср* (х) функция узлуксиз £ тасодифий микдорнинг так- 
симот зичлиги ф (х) дан жуда кам фарк килишини курсатиш мумкин.

Мисол. Хвостовикнинг 270 та вали диаметри улчанган. Диаметрнинг киймат- 
лари (см ларда) 66 — 90 см ораликда (диапазонда) ётади. Бу оралицни узунлиги 
2 см (Д X  =  2 см) булган интервалларга булиб, статистик цаторни >;осил киламиз 
(жадвалга царанг).

Ин1ерваллар 
номерл ари Интерваллар т i т 1

‘ А х

а) (2) (3) (4) (5)

1 ]66 ,68[ 4 0 ,0 1 5 0 ,0 0 8
2 ]68,70[ 12 0 ,045 0 ,0 2 2
3 ]70,72[ 24 0 ,090 0 ,0 4 5
4 ]72,74[ 41 0,152 0 ,0 7 6
5 ]74,76[ 50 0 ,185 0 ,092
6 ]76,78[ 53 0 ,1 9 6 0 ,098
7 ]78,80[ 39 0 ,144 0,072
8 ] 8 0 ,82[ ?6 0 ,0 9 6 0 ,0 4 8
9 ]82,84[ 13 0 ,0 4 8 0 ,024

10 ]84,86[ 5 0 ,0 1 9 0 ,0 0 9
11 ]86,88[ 2 0 ,007 0 ,004
12 ]88 ,90[ 1 0 ,003 0 ,002

2 1 | 270 1,000 1
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- Ш 4-
SS 70 74 78 82 86 90 

98- раем

SS 70 74 78 81 6В 90 

99- раем

Таксимот гистограммасини ва эмпирик функциясини [яеаймиз. Дисобланган pj  
частоталар (4) уетунда, гистограмма турри туртбурчакларининг баландликлари hi 
ларнннг ^ийматлари (5) уетунда келтирилган. Гистограмма 98 -расмда тасвирланган.

Тахсимот эмпирик функциясининг цийматлари интервалларнинг чегаравий ну^- 
таларида (65) формула билан ^исобланган ва куйидаги жадвалда келтирилган.

| 66 68 70 72 74 76 78

F* (х)
1 °

0,015 0,060 0,150 0,302 0,487 0,683

давоми

X 80 82 84 86 88 90

F*(x) 0,827 0,923 0,971 j 0,990 0,997 1,000

Масалан,

тл 4- гп, -4- тч * -J- * *
F* (72) = ------------------  =  Р\ ^  Р 2 ~т~Рз = 0 ,0 1 5  +  0,045 +  0,090 =  0,150.

п

F* (х) функция графиги 99 -расмда тасвирланган.

2. Таксимотнинг номаълум параметрларини аниклаш. Гистограмма 
ёрдамида \  тасодифий микдор та^симоти зичлигининг графигини так;- 
рибан ясашимиз мумкин. Бу графикнинг куриниши купинча тасоди
фий микдор эхтимоллэрининг тахсимот зичлиги ср (х) камида суз юри- 
тишга (хулоса чикаришга) имкон беради. Бу тахсимот зичлиги ифода- 
сига одатда баъзи параметрлар кирадики, уларни тажриба натижала- 
ридан аниклаш талаб килинади.

Тахсимот зичлиги ф(х) иккита параметрга боглик булган хусусий 
Колга тухталамиз.

Шундай килиб, хъ  х 2, . . .  хп — узлуксиз £ тасодифий микдорнинг 
кузатилаётган кийматларн булсин ва унинг эхтимоллар таксимоти 
зичлиги иккита номаълум Л ва В параметрга борлик, яъни ф (х,
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А, В) куринишга эга булсин. Номаълум А ва В параметрларни то
пиш усулларидан бири куйидагидан иборат: уларни назарий таксимот- 
нинг математик кутилмаси ва дисперсияси танланма уртача киймат 
х  ва s2 дисперсия билан бир хил, яъни

М(1)  = 7 ,  D {t)  =  s2 (66 )
буладиган килиб танланади, бу ерда

— _  *1 +  х2 +  • • • +  хп —2 ^  t J 1 (67)
п ’ п — 1

Досил килинган иккита (66) тенгламадан номаълум Л ва Л параметр- 
лар топилади. Масалан, агар £ тасодифий микдор эхтимоллар такси- 
мотининг нормал конунига буйсунса, у холда унинг эхтимоллар так-

, ч 1 - ( x - a ) V 2о*
симоти зичлиги ф (х) — __ ■ е иккита а  ва 0  параметрга

~\/2л<У
бовлик булади. Бизга маълумки, бу параметрлар £ тасодифий микдор
нинг мос равишда математик кутилмаси ва уртача квадратик ориши- 
дан иборатдир, шунинг учун (66) тенглик куйидагича ёзилади:

a =  х , о2 =  s2. (68)

Демак, эхтимоллар таксимоти зичлиги куйидаги куринишга эга,

Ф ( * ) *
l / 2 n S

1- и з о х • Бундай масалани 7-§ да ечган эдик. Улчаш натижаси
1 тасодифий микдор булиб, у а  ва о  параметрлар билан нормал так- 
симот конунига буйсунади. а нинг такрибий киймати учун х  мик- 
дорни, а  нинг такрибий киймати учун s микдорни танлаб олдик.

2 - и з о к • Синовлар сони катта булганда х  ва s2 микдорларни 
(67) формулалар буйича топиш катта хисоблашлар билан боглик- Шу
нинг учун куйидагича йул тутилади: I микдорнинг статистик катор
нинг i- интервали ]Х. _  v  ХДга тушган хар бир кузатиладиган киймати- 
ни бу интервалнинг уртаси с. га такрибан тенг, яъни ct =  (X. _ ,  +  
+  X.) 1 2 деб хисобланади. Биринчи ]Х0, Х х[ интервални караймиз. 
Б у  интервалга £ тасодифий микдорнинг т х та кузатилган киймати 
тушган, уларнинг кар бирини сх сон билан алмаштирамиз. Бинобарин, 
бу кийматларнинг йириндиси такрибан га тенг. Худди шунга 
ухшаш, £ микдорнинг иккинчи интервалга тушган кийматларн йигин- 
диси такрибан т2с2 га тенг ва хоказо. Шунинг учун

Л

У. т1 С1—  _  X1 +  xi +  . . . + х п ^ _
п п
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Куйидаги такрибий тенгликни хам худди шундай хосил киламиз:
k

2  ( * | - * ) *  ^ m i (с, - - ) 2
i= 1

п — 1 ~  п — 1
Шундал килиб,

k и
2 М с< - 7 )*

--------------s2« b l ------------------------- (69)
п П— 1

бу 'ерда п — т1 +  т 2 +  . . .  +  tnk, k  — статистик катор интервалла- 
рининг сони.

3- и з о х • Амалда хисоблашларни янада соддалаштириш учун КУ* 
йидаги усулдан фойдаланилади. х0 — ихтиёрий сон булсин. и { — с , —
— х0 деб белгилаймиз ва куйидаги муносабатлар билан аникланувчи 
vx ва v2 микдорларни караймиз:

k k
2 т г ut % mi u i

Vl =  i i ---------- v2 =  — — -—  (70)
n n — 1

Куйидагини исботлаймиз:

* « Vl +  *e, 72 =  v2- - l i + .  (71)
n —- 1

Хакикатан хам,

*У. т. — п ва — -—
1 =1 п

булгани учун [ (69) формулага каранг]:
k k k

2  mi ui 2 ' M ci '~ * 0) у  tni c l *„ y m ,  
v _  1 =  l _ i_=\__________ _ __ ы \ _______  __ 1 =  1

n n n n

Шундай килиб, — x0, бу ердан +  (71) муносабатлар-
нинг иккинчиси хам шундай исбот килинади.

Мисол. Хвостовик пали диаметри к,ийматларининг статистик тацсимоти учун 
ясалган гистограмма (98-расмга царанг) биз нормал тахсимот цонуни билан иш ку- 
раётибмиз деб фараз ^илишимизга имкон яратади. 306- бетдаги жадвалда келтирил- 
гаи к,шшатлардан фойдаланиб, бу та^симотнинг параметрлари а ва ст ни аниклаш 
талаб этилади.

Е ч и л и ш и .  *0 =  75 деб олиб*, Vi ва v2 ларни ^исоблаймиз. Хисоблашларни 
куйидаги жадвал куринишида жойлаштирамиз.

•Одатдагидек, хисоблашларни соддалаштириш мацсадида х0 учун кузатилаёт- 
ган кийматлар узгариш диапазонининг уртасига я^ин сонни танладик.

т а



Интерваллар- 
нинг номер- 

лари

ci интервал- 
нинг уртаси

т i U[ — с  ̂  — 75 т i  “ 1
2

“ /
m> и*

г

1 67 4 — 8 —32 64 256
2 69 12 —6 —72 36 432
3 71 24 —4 — 96 16 384
4 73 41 —2 —82 4 164
5 75 50 0 0 0 0
6 77 53 2 106 4 212
7 79 39 4 156 16 624
8 81 26 6 156 36 936
9 83 13 8 104 64 832

10 85 5 10 50 100 500
11 87 2 12 24 144 288
12 89 1 14 14 196 196

Е 270 328 4824

(70) формулалар буйича топамиз:
328 1 91 V i = ---- =  1.21,

1 270
4824 ,7 оч v»=  —------=17.93 .

2 270— 1
Энди (71) формуладан фойдаланиб топамиз: x«s vx  +  x0 =  1 ,21,+ 7 5 =  76,21;

а ва ст параметрларни (68) шартлар бажариладиган чилиб танлаймиз: а = ' х .  
= s2. г ____
Демак, а = 7 6 ,21; а — V 16,47 =  4,06. Шундай килиб, эхтимоллар та^симотининг

1 .-(х-76,21)2/(2 • 16,47).
■ у 2 Я  • 4,06

куйидаги жадвалда ф (х) функциянинг статик ^атор интервалининг урта ну^' 

таларидаги цийматларини х ис°блаш келтирилган. ф0 (0 =  у  =  ^  функциянинг 

кийматлари иловадаги 1- жадвалдан олинган.

X * -  76,21
х — 76,21 

4,06 Фо (0
Фо (0 Ф*(х) =  h[

67 —9,21 —2,27 0,0303 0,006 0,008
69 —7,21 — 1,78 0,0818 0,020 0,022
71 —5,21 — 1,29 0,1736 0,043 0,045
73 —3,21 —0,79 0 ,2920 0,072 0,076
75 — 1,21 —0,30 0,3697 0,091 0,092
77 0,79 0,20 0,3825 0,095 0,098
79 2,79 0,69 0,3144 0,075 0,072
81 4,79 1,18 0,1989 0,049 0,048
83 6,79 1,62 0,0973 0,024 0,024
85 8,79 2,17 0,0379 0,009 0 ,009
87 10,79 2,66 0,0116 0,003 0,004
89 12,79 3,16 0,0020 0,001 0,002
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Жадвалнинг охирги устунида ф* (х) функциянинг 306- бетдаги жадвалнинг (5) 
устунидан олинган кийматлари келтирилган. Тавдослашлар ф (х) функция ф* (х) га 
яцинлигини курсатади.

9- §. КОРРЕЛЯЦИЯЛАР НАЗАРИЯСИ ЭЛЕМЕНТЛАРИ

1. Кириш. Математик анализда биз иккита узгарувчан микдор 
орасидаги функционал богланищ билан иш курган эдик, бунда бу уз- 
гарувчилардан бирининг хаР бир ^ийматига бош^асининг ягона хий
мати мос келар эди.

Бирох купинча функционал богланишдан кура мураккаброх 6 o f- 
ланишлар билан ишлашга тугри келади. Бундай богланиш михдор лар- 
дан бири фахат бошхасига эмас, балки бошха бир хат°Р узгарувчи 
факторларга боглих булганда хосил буладики, бу факторлар орасида 
Хар иккала михдор учун умумий булганлари хам булиши мумкин.

Масалан, харагайнинг баландлиги ортиши (усиши) билан унинг  
танаси диаметри ортиб боради. Бирох агар бу богланишни тахрибан 
олинган натижалар буйича текширадиган булсак, баъзи баланд буй- 
ли харагайлар танасининг диаметри паст буйли харагайлар тан аси- 
нинг диаметридан кичик булиб чи^ишини куришимиз мумкин. Бу ха_ 
рагай танасининг диаметри фахат унинг баландлигига боглих булмай, 
бошха факторларга (масалан, тупрох хоссаларига, намлик михдорига 
ва бошхаларга) хам боглих булиши билан тушунтирилади.

Бу хол харагай танаси диаметрининг унинг баландлигига боглих 
Холда келтирилган хийматлари жадвалидан куринади. Бу жадва лнинг 
Хар хайси катагида тегишли тана диаметрига ва баландликка эга бул-

Баландлик (м) 

Диаметр (см)

22,5-23,5
23

23,5—24,5
24

24,5—25,5
25

25,5—26,5
26

26,5—27,5
27

27,5 -  28,5 
28

п
т1

20—24
22

2
2

24—28
26 2 1 2 5

28—32
30 2 2 1 5

32—36
34 2 1 3

36—40
38 1 1 2 4

40—44
2 2 3 5

44—48
46 2 2

т\ 2 4 6 6 5 3 26
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ган царарайлар сони келтирилган*. Масалан, баландлиги 24 м ва та- 
насининг диаметри 26 см булган царарайлар сони иккига тенг.

К,уйида царарай танаси диаметрннинг унинг баландлигига борлиц 
Холдаги уртача цийматлари келтирилган.

Баландлик 23 24 25 | 26 27 28

Уртача диаметр 22 28 32 | 34,7 39,6 42

Царарай баландлиги ортиши билан унинг танасининг диаметри ур
тача ортиб боришини курамиз. Бироц берилган баландликдаги цара- 
гайларнинг диаметрлари етарлича катта тарцоцликка эга. Масалан, 
уртача 26 метрлик царарайлар 25 метрлик царагайларга цараганда 
йугонроц булса-да, айрим царарайлар учун бу муносабат бузилади.

Курклган мисолда биз ушбу иккита тасодифий мицдорга эгамиз: 
£ — царарайнинг баландлиги ва i ) -  царагай танасининг диаметри. £ 
мицдорнинг хар бир х  цийматига г) нинг' турли эцтимоллар билан 
цабул цилиши мумкин булган цийматлар туплами мос келади. Бун
дай х°лда I ва г] орасида корреляцион борланиш мавжуд дейилади.

Бу мисол бизни цуйидаги таърифга олиб келади.
Иккита тасодифий мицдор I ва г\ дан бирининг хар бир циймати

га бошцасининг тайин эхтимоллар тацсимоти мос келса, бу мицдор
лар корреляцион борланишда дейилади.

Тасодифий мицдорлар орасидаги корреляцион борланишни харак- 
терлаш учун корреляция коэффициента тушунчаси киритилади.

2. Корреляция коэффициента. Бизга маълумки, агар £ ва т] эркли 
тасодифий мицдорлар булса, математик кутилма таърифига кура цу
йидаги тенглик уринлидир (4- §, 1- пункт):

М  (? . т)) -  М  (*) • М  (г]). (72)
Агар £ ва г) эркли тасодифий мицдорлар булмаса, у холда умуман 
айтганда М  (g • г)) Ф  М  (£) • М  (г)) булади.

Иккита тасодифий мицдор £ ва г| нинг борланиш улчови учун цу
йидаги муносабат билан аницланувчи улчамсиз R ( |,  т]) мицдорни ца
бул цилишга келишилган:

_ М ( Ы - М ( Ъ ) . М ( Ц )
^  с г ( |) -0 (Г|) ( ^

Бу мицдор корреляция коэффициенти дейилади.
Корреляция коэффициентининг баъзи хоссаларини цараб чицамиз.
Агар £ ва т] эркли тасодифий мицдорлар булса, у  хрлда кор

реляция коэффициенти нолга тенг булади.
Бу хосса бевосита (72) ва (73) муносабатлардан келиб чицади. Тес- 

кари тасдиц, умуман олганда турри эмаслигини, яъни агар R  ( |,  г|) =
— О булса, хали бу ердан с ва т] нинг эркли экани келиб чицмасли- 
гини цайд циламиз.

“Дисоблашларда берилган интервалга тушган барча царагайлар танасининг диэ- 
метриин ва баландликларини тегишли интервалларнинг уртасига тенг деб оламиз-
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Шуни хам исботсиз цайд циламизки, j R  (ё, г])| <  1. Агар бунда 
| R  ( |,  г]) | =  1 булса, у холда |  ва т) тасодифий мицдорлар орасида 
функционал, чунончи чизицли борланиш мавжуд булади.

И з  ох- Юцорида курдикки (3- §, 6 - пункт), агар ва g2 система 
мицдорларининг тацсимот зичлиги ц>(х, у) ушбу

_ _ 1 _  Г (У-яр» (дс-а.) (j/t-д .) (У~ а1) ]
, . _______}______  . 1 - R ‘ L 2а2 ~  R (J1 • ся +  2<j2 J

Ф (х, у) -  2тзгаъ У  1—R2 

куринишга эга булса, (£lf £2) икки улчовли тасодифий мицдор нор
мал тацсимланади.

R  узгармас ва £, мицдорларнинг корреляция коэффициентига 
тенг эканини, яъни R  ( |1( У  =  R  эканини курсатиш мумкин. ва 
£2 мицдорлар системаси нормал тацсимланган ва корреляция коэффи
циенти R  (!х, l 2) =  R — 0 булган холда | г ва с2 мицдорлар эркли бу
лишини (3- §, 6 - пунктга царанг) цам цайд цилиб утиш керак.

3. Регрессия функциялари ва чизицлари. |  ва т] корреляцион 6of- 
ланишда булган узлуксиз тасодифий мицдорлар б>'лсин. Б у  I тасоди
фий мицдорнинг цар бир х  цийматига г) мицдорнинг тула аницланган 
эхтимоллар тацсимоти мос келишини билдиради. т] мицдорнинг £ =  х  
шарти остида тацсимотининг зичлиги срх (у) тасодифий мицдор t] тац- 
симотининг шартли зичлиги дейилади.

Мазкур хол учун т) мицдорнинг % = х  шарти остидаги шартли ма
тематик кутилмаси М х (ri) ни хисоблаймиз. Узлуксиз тасодифий миц
дор математик кутилмасининг таърифига кура [ (40) формулага царанг]:

+оо
м х (Л) =  J У Ф* (У) dy.

—со

% тасодифий мицдорнинг хаР бир мумкин булган х  цийматига шарт
ли математик кутилма М х (ц) нинг тайин циймати мос келади. Ш ун
дай цилиб, х  узгарувчининг М х (т]) = f  (х) функциясини цосил циламиз. 
Бу y  =  f(x)  функция т) мицдорнинг с га регрессия функцияси, унинг 
графиги эса г) нинг I га регрессия чизит дейилади.

Худди шунга ухшаш, £ мицдорнинг г \ — у  шарти остидаги шартли 
математик кутилмаси

М у ( |)  х ц>д (х) d x = g  (у)
—оо

цам аницланади, бу ерда ср̂  (х) тасодифий мицдор £ нинг т] =  у  шар
ти остида эхтимоллигининг шартли зичлиги. х =  g (y )  функция g миц
дорнинг г| га регрессия функцияси, унинг графиги эса |  нинг т) га 
регрессия чизит дейилади.

Щуни цайд цилиш лозимки, у  =  f(x)  ва х  =  g (y )  функциялар бир- 
бирйга нисбатан тескари функциялар эмас.

Агар М х (г]) =  f (х) ва М у (|) =  g  (у) функциялар чизицли б у л са , 
регрессия чизицлари турри чизицлар булади. Бундай хрлда g ва т] та
содифий мицдорлар чизицли корреляцион борланиш [билан борланган
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дейилади. т) нинг £ га регрессия турри чизири тенгламаси хуйидагича 
куринишда булишини курсатиш мумкин:

у  — М(Г[) = £ ( £ ,  т]) ^  — ЛГ (£) ], (74)

бу ерда у  — М х (г]) тасодифий михдор г] нинг 1 =  х  шарти остидаги 
шартли математик кутилмаси. £ нинг т] га регрессия турри чизири 
тенгламаси хам шунга ухшаш ёзилади:

* - M Q ) = t f ( £ ,  T i ) ^ j [ y _ M ( T ] ) l ,  (75)

бу ерда х =  М у (I) тасодифий микдор I нинг т] =  у  шарти остидаги 
шартли математик кутилмаси. Ушбу

R & ^  Ш  =  р R &  ^  =  р М  (76)
михдорлар мос равишда т] нинг £ га ва £ кинг т] га регрессия коэф- 
фициентлари дейилади.

(76) формуладан хуйидагига эгамиз:
Р (-П/Ю * Р (g/ri) =  (S. -П)- (77)

Б у  тенглик хар иккала регрессия коэффициенти бир хил ишорага эга 
эканини курсатади. Агар улар мусбат (манфий) булса, у холда ар
гумент усиши билан мос шартли математик кутилма ортади (камая- 
Д и ) .

Агар R (I, г)) =  0 булса, у холда (74) ва (75) тенгламалардан 
куринишича, у  — М х (г\) = М  (т)) ва х  — М у (£) =  М  (£) булади, яъни 
бу холда шартли математик кутилмалар узгармас хамда |  ва г] тасо
дифий михдорларнинг мос математик кутилмаларига тенг булади,

И з о X- Агар иккита тасодифий михдор системаси нормал тахси- 
мотга эга булса, бу михдорлар чизихли корреляцион борланишда бу
лишини курсатиш мумкин.

4. Тажриба натижаларига кура чизихли корреляция анализи. Ма
тематик статистиканинг масалаларидан бири тасодифий михдорлар 
орасидаги корреляцион борланишни текширишдан иборат. п та тажри
ба утказилган булсин ва уларнинг натижасида (с, г|) системанинг хуйи
даги хийматларини хосил хилган булайлик:

(x i ,y i) ,  (х2, у 2) ............... (xt, г/4).................(хп, у п).
М  (I), М  (т)), D (l )  ва Л_(г])_Ш1нг тахрибий хийматлари учун улар

нинг танланма кийматлари х, у , s?, s22 олинади [ (66) ва (67) форму
лага харанг]:

М ( 1 ) ж х  = М(т)) « у  *= -*= !- (78)

D(Z). «'=1'  Si — -----------j---- ,
n — 1 D  (r)) «~S2 =  — -------—  • (79)

n — 1

К.орреляциянинг танланма коэффициенти деб ушбу

R
2 )(* г-*) (yi — у) 
1=1 ______

(п — l)~s, 72
(80)

муносабат билан анихланувчи R  сонга айтилади.
Бу R  коэффициент корреляция коэффициенти R  (£, т]) га эхтимол 

буйича яхинлашишини курсатиш мумкин.
(76) муносабатларда о ( |) ,  сгСп) ва R{%, л) ни уларнинг танлама 

Хийматлари sx, s2 ва R билан алмаштириб [ (79),(8Э) фэрмулаларга ха
ранг], регрессия коэффициентларининг тахрибий хийматларини хосил 
Хиламиз:

р (л/^) ■ R = ' ,  р (Е/Л)
Sl

R: (81)

(74) ва (75) тенгламаларга регрессия коэффициентларининг тах
рибий хийматларини хуйиб хамда (78) ва (81) муносабатлардан фойда
ланиб, регрессияларнинг эмпирик турри чизихлари тенгламаларини 
Хосил хиламиз: 

т] нинг |  га:

y  — y  =  R ^ ( x  — x)-, (82)

£ нинг т} га:

x - x  =  R - J - ( y  — y).
S2 (83)

Тажрибалар сони катта булганда х, у, s, s2 ва корреляция коэф
фициенти ~R нинг хийматларини хисоблашни соддалаштириш учун 
Хуйидагича йул тута^из (9-§, 2 -пункт, 2 ва 3- изо^ларга харанг).

|  ва г) тасодифий михдорларнинг кузатилаёгган хийматлари узга- 
риш диапазонларини мос равишда

]Х0, X J ,  ]Х1; Х 2[, . . ., ]Xf_ , ,  X t[, . . . .  ]Xk_v  X k[

ва
]Y0, YA, ]Yv Y 2[ ............]Г Ь 1 , Y.[, . . ., ]У5_ Г Y t[

интервалларга ажратамиз. £(т]) нинг i - ( j - )  интервалга тушган хаР 
бир кузатилаётган хийматини бу интервалнинг уртаси с гЦ )  га тах- 
рибан тенг деб хисоблаймиз. т. (т.) энди I (г)) нинг юхоридаги t- 
(/'-) интервалга тушган хийматлари сони х0 ва у0 эса ихтиёрий сон
лар булиб, улар |  ва т) нинг хийматлари узгарадиган диапазонларнинг 
урталарига яхин булсин. и . = с .  — х0 ва vj = d j — у 0 деб фараз хи*
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либ ва (70), (71) формулалардан фойдаланиб, ^уйидагиларни хосил 
Хиламиз:

'  V2 —
V) п
я —Г

;v, — (84)

бу ерда

I fU ,

п
k

2  rn, и, 
_  <=1 ‘ ---------------у

п — 1

nr vi

Корреляциянинг танлама коэффициенти R  ни (80) формула буйичч

^исоблаш учун дастлаб 2  (xi — х) (yi — у) ифодани янги uL =  ct — х0 
i= 1

ва V j = d j  г/0 узгарувчиларда ёзамиз. т.ц оркали (£, т]) жуфтларнинг 
кузатилаётган хийматлари ичидан £ хийматлари /-интервал ]X 2_ p ХД 
га, я  нинг хийматлари эса /- интервал ]У̂ __р УД га тушганларининг 
сонини белгилаймиз. £ ва г| нинг хар бир шундай кийматларини 
^ I — р ва ^ j—i > ^ /[ интервал ларнинг мос урталари ва dy 
билан алмаштирамиз. У холда

;=*
___ ___ J '= s  __

2  f a  — *) (г/г — г/)»  2  Щ  (ci — х) (dj — у),
/=1

бу ерда тенгликнинг унг томонидаги йигинди барча мумкин булган 
(i , j) сонлар _ жуфтлари буйича олинган, шу билан бирга i бунда 1 
дан k гача, / эса 1 дан s гача ^ийматларни хабул хилади. Ш акл 
алмаштиришлардан сунг хуйидагига эга буламиз:

2  (Xl — X) [yt — у) ;

Шундай хилиб, корреляциянинг танлама коэффициенти учун охир- 
ги хисоб формуласи хуйидаги куринишда булади.

Я = (85)
(и 1) Sj s2

Мисол. К,арагай танасининг диаметри (rj) билан унинг баландлиги (£) орасидаги 
богланишни аниклаш учун 26 та кара fail текширилди. Карарай баландлигининг 
кузатилган кийматларн 22, 5 м дан 28, 5 м гача ораликда, танасининг диаметри эса 
20 см дан 48 см гача ораливда узгаради. К,арарай баландлиги узгарадиган диапазон- 
аи  1 м узунликдаги интервалларга, танасининг диаметри узгарадиган интервални
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4 см узунликдаги интервалларга булиб, 311-бетда келтирилган жадвални з^осил 
Киламиз. Бу жадвал корреляцион жадвал дейилади. Унинг j^ap бир катагида 
К ар ага й л а р  сони берилган булиб, уларнинг танасининг диаметри ва баландлиги 
курсатилган чегарада (ораликларда) булади, оту сонлар. Статистик характеристика- 
ларни хисоблашда берилган интервалга тушган барча каРа а̂®лаР баландликларини 
бу интервал уртаси ct га, танасининг диаметрини эса мос интервалнинг уртаси 
dj га тенг деб оламиз. Танланма урта к,ийматларни, дисперсияларни ва корреляция 
коэффициентини хисоблашни (84) ва (85) формулалар буйича бажарамиз, 
х, у, Sj ва s2 ни х0 =  25, у0 — 34, яъни u-t — Ci — 25, V j = d j  — 34 деб 
иккита кушимча жадвал тузамиз.

Интервал
номери

Баландлик 
интервали 
Уртаси, с [ и1 т\ 2

ui т i ui mi “i

1 23 2 2 4 — 4 8
2 24 -1 4 1 — 4 4
3 25 0 6 0 0 0

4 26 1 6 1 6 6
5 27 2 5 4 10 20

6 28 3 3 9 9 27

2  1
26 | 17 1

65

Интервал
номери

Диаметр 
интервали 
уртаси d j

о-1 т.1
2

°/
//

т ,  V;
U 2

т Vj

1 22 — 12 2 144 — 24 288
2 26 — 8 5 64 — 40, 320
3 30 — 4 5 16 — 20 80
4 34 0 3 0 0 0
5 38 4 4 16 16 64
6 42 8 5 64 40 320
7 46 12 2 144 24 288

2 1 | |26: — 4 1360;

Биринчи жадвалдан ^арагай баландлиги £ учун куйидагини топамиз:

vi =■
17_
26

v ' * 2  m. и,
1= 1 1 ‘

:V2- ’
.,'2 и Vj ‘tl

Tl — 1
x =  Vi +  X0 =  0 ,65 +  25 =  25,65; 

(0,65)2-26

65
=  ^ ~ 2 , 6 0 ;

2,16; Sl =  У 2 , 16 и  1,47.
n — 1 25

Иккинчи жадвалдан vppaiaii танасининг диаметри r| учун топамиз:
7 „
2  m, vi 
1=1 ' '

26
: — 0,15; \'' — L z L 1360

25
=  54,4;
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У «  V! +  у0 =  — 0,15 +  34 =  33,85;

п — 1 =  54,40 — 0,02 да 54,38; s2 =  У  54,38 да 7,38.

2  Щ; “ г v i ни ^исоблаш учун янги жадвални тузамиз. Унинг >;ар бир катагининг U I
юцорисидаги унг бурчакда бир хил щ, vj  цийматга эга булган царарайлар сони 
mi] к^рсатилган, пастда чап бурчакда эса тцЩЬ] купайтма келтирилган. Охирги 
устун ^згармас j  да барча u.t Vj ларнинг йигиндисидан иборат. Жадвалдан
к\ ринишича, 2  т-ij Ui Vj =  204. 

i. i

—2 — 1 0 1 2 3 2

—12 ОО

48

— 8 16 \— 0 UL 16 1 1 0

— 4 8 1 1 0 \— — 8 IJL 0

0 | о У— 0 LL| | 0

4 | о I-L 4 l i  16 1— 20

8
1 fe  IJLI 72 |JL 88

12 oo 48

1 204
I

(85) формуладан фойдаланиб, корреляциянинг танланма коэффидиентини топамиз:

R =
m ij  u i vj  ti v t v, 2 0 4 — 26 -0,65. (■ -0 ,15) 206,54

* 0,76,
( n — l ) s t s2 25-1,47-7,38 ~  271,22

(81) формулалар буйича регрессия коэффициентларининг цийматларини топамиз:

о  (г|) —  я, 7,38 
р (т]/|) =  R (Ц 1\) да R - 2 =  0,76—1—— да 3,81;

<7(1) 1.47

р(5/л) =  « ( 1.ч) р (6)
<Т(Т])

■ R zг  =  0,76—  
s0 7,38

: 0,15.

(82) ва (83) формулалар буйича регрессия тугри чизицларининг эмпирик тенглама- 
ларини топамиз. t] нинг £ га регрессия тугри чизиги тенгламаси цуйидаги куриниш
га эга:

у  — 33,85 =  3,81 (х — 25,65) ёки у  =  3,8\х — 63,88.
Бу тенглама царарай танаси диаметрининг уртача циймати билан унинг узунлиги 

орасидаги борланишни беради.
|  нинг г) га регрессия турри ч и зи р и  цуйидаги куринишга эга:

х  — 25,65 =  0,15 (t/ — 33,85) ёки х  =  0 ,15г/ +  21,57.
Кейинги тенглама дарахт танаси узунлигининг уртача циймати билан унинг 

диаметри орасидаги богланишни беради.
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XIV БОБ

ОПЕРАЦИОН ХИСОБ ЭЛЕМЕНТЛАРИ

Операцион хисоб амалий математик анализ методларидан бири хи- 
собланади. Унинг ёрдамида куп цолларда механика, электроника, 
автоматика хамда фан ва техниканинг бошка сохаларида учрайдиган 
масалаларни ечиш соддалашади. Операцион хисоб автоматик система- 
ларни расчёт цилиш ва лойихалашга дойр бир цатор инженерлик метод- 
ларининг назарий асосини ташкил этади.

Мазкур бобда операцион цисобнинг баъзи тушунчаларини ва унинг 
чизицли дифференциал тенгламаларни ечишга татбицини цараб чица
миз.

1-§. ОРИГИНАЛ ВА ТАСВИРЛАР

1. Асосий таърифлар. Бутун сон уцида аницланган ва цуйидаги 
хоссаларга эга булган f(t)  функцияни цараймиз:

1°. f ( t)  функция Ot уцнинг исталган чекли интервалида ё узлук
сиз ёки чекли сондаги I тур узилиш нуцталарига эга;

2°. t < 0  да / ( 0  =  0 ;
3°. Шундай М > 0  ва s0 >  0 сонлар мавжудки, барча t лар учун: 

\ f ( t ) \ < M e ŝ .
2° шарт физика ва техниканинг куп масалаларида t аргумент вацт 

сифатида царалиш муносабати билан киритилади. Шунинг учун f (t) 
функция вацтнинг бирор бошлангич пайтигача (уни хар доим нолга 
тенг деб олиш мумкин) узини цандай тутиши ахаыиятга эга эмас.

3°ш арт / ->  оо да* f( t)  функциянинг усиш характерини чеклайди 
ва бу билан келгусида учрайдиган баъзи хосмас интегралларнинг 
мавжудлигини таъминлайди. У f (t) функция t - + o о да курсаткичли 
функциядан секинроц (тез эмас) усишини билдиради. Хусусан, 3° 
шартни, масалан, исталган чегараланган функция цаноатлантиради 
(бундай холда s0 = 0  экани равшан), шунингдек, уни tk ( k > 0 )  дара
жали функция хам цаноатлантиради. s0 сони усищ курсаткичи 
дейилади.

оо

Хар бир /  (t) функцияга F (р) — \ f  (t) e~ptdt  (1) деб фараз цилиб*,
о

* Келгусида, цисцалик учун +  оо урнига оо ни ёзамиз.
** (1) тенгликнинг унг томонидаги интеграл цуйидагича ^исобланади:

ОО ОО сю сю
f / (0  e~ptdt =  ) / ( 0  e~(a + <х) dt  =  ]' f (t) e~ st e~ nfdt =  \ f (t) e~st (cos i t  — 
o ' o  о 0

oo oo
— i sin т  t) dt =  | f (t) e ~ stcos т  tdt — i \ f  (t ) e~ s *sin x t  dt 

о "о
(бунда 182- бетдаги Эйлер формуласидан фойдаландик).

319



p =  s +  i t ( s > s 0) комплекс узгарувчининг F (р) функциясини мос 
келтирамиз. F (р) функция f(t)  функциянинг тасвири, юхорвдаги 
учта шартни ханоатлантирувчи f (t) функция эса оригинал дейилади.

М  — барча /  (/) оригиналлар туплами, N  эса уларга мос тасвирлар 
туплами булсин. (1) формула М  тупламини N  тупламига акслантчра- 
ди. Бу акслантириш Лаплас оператори ёки акслантириш дейи
лади.

Агар F(p) f(t)  функциянинг тасвири булса, бу хуйидагича ёзи
лади:

/  (0  F (р) ёки L =  {/(/)} = F ( p ) .

И з  ох- Агар f ( t )  функция юхорида келтирилган шартлардан хеч 
булмаганда биттасини ханоатлантирмаса, у оригинал булмайди. Масалан, 
tg  t ва 1 / t  функциялар оригинал була олмайди, чунки улар II тур 
узилиш нухталарига эга. е* функция хам оригинал була олмайди, 
чунки у 3° шартни ханоатлантирмайди. У  MeSet функциядан кура 
тезрох усади (М ва s0 лар хар хандай булганда хам).

2. Мавжудлик яа ягоналик теоремаси. куйидаги теоремалар урин
лидир. Биз уларни исботсиз келтирамиз.

1-теорема ( т а с в и р н и н г  м а в ж у д л и к  т е 
о р е м а с и ) .  Хар цандай f ( t)  оригинал учун 
Rep — s > s  0 (бу  ерда s0 — оригиналнинг ycuui 
курсаткичи) ярим текисликда аникланган F (р) 
тасвир мавжуддир (100-расм). Б у  ярим текис
ликнинг %ар бир нуцтасида F (р) функция ис
талган тартибли хрсилага эга. Бундан ташца- 
ри, агар Rep — s - >  оо бйлса, у  холда тасвир 
F ( p ) - +  0.

2- теорема ( о р и г и н а л н и н г  я г о н а л и к  
т е о р е м а с и ) .  Агар F (р) иккита fx(t)  яа f2(t)  
оригиналнинг тасвири б$лса, у  холда бу ориги

наллар улар узлуксиз булган барча нущталарда узаро тенг була- 
дилар.

Пировардида, тасвир чизихлилик хоссасига эга эканини хайд хи
ламиз. Бу хуйидагинк билдиради:

1) оригиналнинг сонга купайтмасининг тасвири тасвирнинг бу

сонга к$пайтмасига тенг, яъни агар f  (t) — -*• F (р) булса, у холДа 
cf  (t) —-*• cF(p);

2) бир нечта оригинал алгебраик йигиндисининг тасвири б  у  
оригиналлар тасвирларининг алгебраик йигиндисига тенг, яъни агар,

масалан, f1 { t ) -^> F 1 (p), f2 (t) —->F2(p) булса, у  хрлда 

f i ( t ) ± f 2 ( t ) - ^ F 1 ( p ) ± F ( p ) .

Бу хоссалар интегралнинг чизихлилигидан келиб чихади.
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Масалан,

fi (0  ±  т  J Ifi (0  ±  h  (0  ] e~p‘dt  =  J f ,  (t)e~p,dt  ±

± U A t ) e - pid t = F 1 ( p ) ± F 2 {p).
о

2- §. БАЪЗИ ФУНКЦИЯЛАРНИНГ ТАСВИРЛАРИ

Келгусида бизга хуйидаги лемма зарур булади.
Лемма. Агар z = x  +  iy  комплекс сон учун унинг хахихий хисми 

R e z = x > 0  ва b хахихий узгарувчи булса, у холда lim е~~гЬ =  0
Ь-*- оо

булади.
И с б о т и .  Эйлер формуласига кура хуйидагига эгамиз:

-гЬ _  ~{x+ly)b __ —xb p—iyb __р-хЬе (cos yb  — i s inyb) .
Демак,

lim е
Ьг&ОО

-гЬ = lim  е хЬ (cos yb — i sin yb) — lim e "cos yb
b-r* 00 b-r> OQ

— i lim e~xb sin yb =  0 ,
b->oo

-хЬл

чунки x > » 0  да l ime * = 0 .

1. Бирлик сакраш ва унинг тасвири. Куйидагича анихланган ф унк
цияни хараймиз:

агар t >  0 булса, 1, 
агар ^ < 0  булса, 0 . 1

е м

0

fit)  =

Унинг графиги 101- расмда тасвирланган.
Бу функция Хевисайднинг* бирлик функцияси 
ёки бирлик сакраш дейилади. Уни а 0 (t) орха- 
ли белгилашга келишамиз. 101- расм

f(t)  функциянинг тасвирини топамиз. ( 1) 
формулани татбих хиламиз, унда /  (i) — 1 деб, топамиз**

ст0 (t) - - * .[ 1*e~ptdt  =  lim J  e~ptdt =  lim [ — ] =  
o b->oo o b-±oo L P Jo

=  — L (lim e pb-
P b-+ oo

1) =

*0. Хевисайд (1850 — 1925)— инглиз физиги. 
b
J  f  (t) e ptdt интеграл учун Ньютон — Лейбниц формуласи уринли эк анини

исбот цилиш мумкин. 
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(Rep =  s > s0> 0  булгани учун леммага кура l ime
Ь-+оо

цилиб,

°о (0  — у

—рЬ
: 0). Шундай

(2)
2. Курсаткичли функциянинг тасвири. Ушбу функциянинг тасви- 

рини топамиз:
агар / < 0  булса, О; 
агар i  >  О булса, eat,

бу ерда а  — комплекс сон. ( 1) формулага кура куйидагига эгамиз:

L J f ( t )  e~pidt  =  J eat e~pidt =  J e~(p~ a)tdt  =

/ ( 0  =

/(')■  ........
0 0 0

b lim  fg—(P—“ K I*
=  lim f e (p =  fĉ °°---------------=  lim

b-r*oo 0 —  (p —  Ct) b~»oo
1

e—(.p—a)b
(p —a) p — a_+

1

бу ерда R e ( p — a ) > 0  ёки R e p > R e a  деб фараз ^иламиз, чунки бу 
шартда леммага асосан: Ume~<p~a)b =  0. Шундай ^илиб, берилган

Ь—>оо
функция учун куйидагига эгамиз:

(3 ')

Келгусида оригиналнинг t >  0 да эга булган ифодасинигина ^олдириб, 
соддаро^ ифодасндан (ёзилишидан) фойдаланамиз.

Хусусан, (3') формулани ^искача цуйидагича ёзамиз:

~*t L  1 Rep >  Re a . (3>
p — a

Худди шунга ухшаш
-at L

p +  a
R e p >  R e ( — a). (4)

3. sin о  t ва cos со t функцияларнинг тасвирлари. XI бобдаги (93) 
форму ладан фойдаланиб sin со t ва cos со t  (бу ерда со ^а^и^ий сон) функ- 
цияларни ^уйидагича ёзамиз:

sin со t
1 J cat -I (0 t ■ 1J ■ / i со t , —i U) { \, cos co t =  -ТГ (e +  e ).— 2i (e “ /> — — 2

(3) ва (4) формулалар ва тасвирнинг чизи^лилик хоссасига асосан, то
памиз:

Л _ / i ш t __  - i  ш t ч (  1____________1 \  _  ш
2 » '  ' 2 i \ p  — /со р + i c o /  ра +  ш2

11cos со t =  — ( е
2 v
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i (0 t I —l со t\ L 1
+  « ) - 7

, Rep >  0.

( — -----+ — -— ) =  — —  , R e p > 0 .
\ P  —  i CD p - { -  i<£> )  p 2 +  С02

Шундай цилиб,

sin со/- •’ R e p > 0 ,p2 +  co2 
L p

cos co/ — R e p > 0 .

(5)

(6)p 2 +  CO2 ,

4. s/z со / ва c/z со / гиперболик функцияларнинг тасвирлари. Б у  функ 
цияларнинг тасвирларини худди ю^оридагидек топамиз:
s h a t  =  ± ^ ± ( — L 1 N «>

с Л ю / = - 1 ( е и,  +  е - а ' )  L -  1 I 1 

Шундай цилиб,

2 i p — со p +  w j  р2_ ша , ^ е ^ ' > 1Сй1’

4 " ( '— -------^ 1— ) =  ■ р - ’ R e p ^ J c o l .2 \ р — го -j- со/ р2 — ш2

s/tco/— ю— ’ Reр >  | со 1,
р2 —— го 1 >’

L ~ р R e p >  |со|.c h a t

(7)

(8)р2 — со2

5. Даражали функция /л нинг тасвири. (1) формулага кура ^уйида- 
гига эгамиз:

tn- »J f  e~pt dt.

n марта булаклаб интеграллаб ва R e p > 0  булганда 
ft _pt

JJm * e — 0  (k =  0 , 1, 2 , . . . , n) эканини эътиборга олиб, топамиз:

n+ 1 Re p  >  0 .

Шундай цилнб,

(9)
1* мисол. f  (i) =  5 sin 4 1 +  3 cos 2 1 функциянинг тасвирини топинг.
Е ч и л и ш и .  Тасвирнинг чизи^лилик хоссаси ва (5) хамда‘(6) формулалар асоси

да топамиз:
20 3Рf  ( t )  — о  5 — - —  з  Р

р2+  42 р 2 +  22 р2+ 1 6  р2 + 4

2- мисол. Тасвири F (р) =  куринишга эга булган оригинални топивг.
Ечилиши.

Р2 +  4

^ (Р ) = ^ Г ± ^ =  2р2 +  4 р2 +  22 2 р2+ 2 2 
булгани учун (5) ва (6) формулаларга ^амда чизи^лилик хоссасига асосан топамиз:

/  (0 =  2 cos 2 1 +  ~  sin 2 1.
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3- мисол. /  (t) =  t3 — 5 t2 +  2t +  6 функциянинг тасвирини топинг.
Е ч и л и ш и .  (2) ва (9) формулаларга ^амда чизицлилик хоссасига асосан цуйи- 

дагини з^осил циламиз:

/« ■ 3!
п3 +  1 — 5

1!2!
р2+1  + % 1  +  1 +  6 — . 

Р
.12 +  2  +  1  
рз р2 рр 1 ' р - '■ * ■ р i +  i р р*

6 . Диракнинг импульс функцияси ва унинг тасвири. Цуйидагича 
аницланган 6Й (/) функцияни цараймиз:

[агар / < 0  булса, 0 ; 
бд (О =  jarap 0  <  t <  h булса, 1 [h\

[агар t >  h булса, 0 .

бh (t) нинг графиги 102- раемда тасвирланган. 
Физика нуцтаи назаридан бу функцияни t  вацт 
давомида таъсир этувчи 1 Jh куч катталиги си
фатида талцин этиш мумкин. Бу кучнинг им- 
пульси исталган h да бирга тенг.

Дирак*нинг 6(0 импульс функциясини 6А(0 
функциянинг h-+ Q  даги лимити каби аниц- 
лаймиз:

. №

1
h

0 h t

102- раем
6 (t) =  Иш бй (t).

h-> оо

Б у  функцияни / =  0 да чексиз катта, t нинг барча цолган цийматла
рида нолга тенг булган куч сифатида талцин этиш мумкин. Бу кучнинг 
импульсини хам бирга тенг деб оламиз.

6 ( 0  импульс функциянинг тасвирини bh (t) функция тасвирининг 
h-*-Q  даги лимити сифатида аницлаймиз:

( 1) формула буйича бh (t) функция тасвирини топамиз:
оо

м о - ~ [ м о <
-pt

t  =  • i -р* I — e
ph I 7 (1ph

-P h
■e )>

. 0 . Шунинг учун 
L 1

чунки t > h  да бА(0

6 (0 — --И ш  -i-(i — e - ^ )  =  1,
h—»oo ph

чунки Лопиталь цоидасинн татбиц цилиб
\ - e - ”h р е ~ рн ------:—  =  h m -------lim

л-> о
lim  е нр — 1 
Л--> ор'1 н-* о р 

ни топамиз.
Ш ундай цилиб, Диракнинг импульс функцияси тасвири бирга тенг:

6 (0 — ->1 ( 10) 
F (р) — 1 функцияни шартли маънода тасвир деб цисоблаш керакли- 
гини цайд циламиз, чунки F (р) функция р-^-оо  да нолга интилмайди

* П . Дирак (1902 й. да турилган) — инглиз физиги.

(1-§, 1- теоремага царанг). Бироц, бу тасвирнинг ва б (t) импульс функ
циянинг киритилиши оний импульс характерига эга  булган мицдорлар 
цараладиган масалаларни ечишда фойдали булади.

3- §. ОПЕРАЦИОН ^ИСОБНИНГ БАЪЗИ ТЕОРЕМАЛАРИ 

1. Ухшаш лик теоремаси. f ( t ) - - * F ( p )  булсин. У хрлда f  ( a t )  — »  
■“  F ("̂ ■)> бу ерда а > 0  булади.

И с б о т и .  Тасвирнинг таърифига кура цуйидагига эгамиз:

f ( a t ) — * \ f ( a t ) e  
'о

—pt d t

Б у интегралда a  t =  z деб, узгарувчини алмаштирамиз. У  хрлда 
d z  =  a d t .  Демак,

Ш ундай цилиб,

f ( a t ) A ^ l F i ± )
а  \ a  J

( 11>

( 11) муносабат оригиналнинг эркли узгарувчисини м у с б а т  сонга ку- 
пайтирилса, унинг тасвири ва тасвирнинг эркли узгарувчиси бу сонга 
булинишини курсатади. Ухшашлик теоремаси ана шундан иборат.

2. Силжитиш теоремаси. Агар f (t) — -*F (р) булса, e ~ ai  f  ( t)— ^
— ■&F (p  - \ -а )  булади. Бунда a  — цациций сон ва R e (/? +  “ ) >  s0 деб 
фараз цилинади.

И с б о т и .  e ~ a i f(t )  функциянинг тасвирини топамиз:

e- * t f ( t ) ± ^ - a t f  ф  -pt  d t s s J f @  е~(р +a ) t d t  = F ( p  - f a ) .

Ш ундай цилиб, агар f ( t ) — >F(p)  булса, е a t f ( t ) — **F( p- ( - a ) .  
Б у  теорема ва (5) цамда (6) теорема асосида топамиз:

(Р +  а  )2 +  со2 ,
— at  j. Lе cos со t — р +  а

( р +  а )2 +  со2 (12)

1- мисол. е - 2 / (sin t +  3 cos 0  функциянинг тасвирини топинг.
Е ч и л и ш и .  Чизицлилик хоссасидан ва (12) формулалардан фойдаланиб, топамиз: 

^  1 . . р —f— 2 3 р -f- 7„ - 2 <(sin t -j- 3 cos t) ■
(p +  2)2 +  l +  3 (p  +  2)3 -f- 1 p2 +  4 p +  6 "

2- мисол. Ушбу
2 p + l  

p 2 -j- 2 p  +  2
тасвирига кура оригинални топинг.



Е ч и л и ш и .  Чизихлилик хоссасидан ва ( 12) формулалардан фойдаланиб, топамиз: 
2 р +  1 2 (р +  1) — 1 2 ( р + 1) 1 L

( р +  1)2 + 1 2р* +  2 р +  2

**—  2 е~ ‘
- a t ,

( р + 1)а + 12 (р +  1)3+ 13

cos t — e ‘ sin t =  e t (2 cos / — sin t).

e ^ tn функциянинг тасвирини топамиз. (9) формулага кура f  (t) 
* F (p) =  ^Г + Т  . Силжитиш теоремасини хулланиб, топамиз:

— a t t n - n ] l
(p +  a ) "  +

Б у форму лада — a  ни a  га алмаштирамиз:
п Iea t t n-^>

(р +  a )n + 1  ^
3. Кечикиш теоремаси. f  (t) оригинал булсин. Куйидагича анн^лаи- 

ган ф (t) функцияни хараймиз:

ф (t) =  I агар 1 <  т б^ лса’ ° :
[агар х булса. f ( t  — т ) ,

бу ерда и мусбат сон.

Ш)

J,

0 t

V(t)
1 -

-N ----*-1,
I

0 :  t 0 j X

103- расм 104- расм

у  — Ф (t) функция графиги оригинал графиги у  = f { t )  ни О £ ух буй
лаб т катталикка суриш орхали хосил хилинади (103-расм).

Демак, агар f (t) функция бирор жараённи тавсифлаётган булса, у 
з^олда ф (t) функция уша жараённи х га кечикиш билан тавсифлайди.

Оригиналнинг аргументи т га кечикканда, бу оригиналнинг тасви- 
ричи топамиз. ШУ махсадда хуйидаги теоремани исбот хиламиз.

Теорема. т > 0  ва f ( t ) ~ - * F ( p )  булсин. У  холда f ( t ) — т ) —
L _ р х F (р) булади.

И с б о т и .  Тавсирнинг таърифига кура хуйидагига эгамиз: 

f ( t  — x ) - L * ° j f ( t )  — T ) e - p t d t = Cj f ( t  — r ) e - p t dt ,
О X

•чунки t  <  т яъни t — х <  0 учун f (t — т ) = 0 .  Кейинги интегралда t — 
— х = sz  деб узгарувчиниалмаштирамиз.У холда t = x - \ - z , d t  — d z  ва 
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°j f ( t  — x ) e - p i d t  =  J / ( z )  e~p{x +  z)d z  =  ^ f {z) е~рг е~рх d  z =  
• t o o

^ f ( z ) e ~ pz d z  =  e ~px F(p) .

Шундай хилиб,
f ( t - x ) ± - > e ~ p XF(p) .

1- мисол. Графиги 104-расмда келтирилган функциянинг тасвирини топинг. 
Е ч и л и ш и .  Бирлик б0 (0 функция ёрдамида бу функцияни ягона аналитик ифо

да оркали ёзамиз:

Ф ( 0 - 8 ,  ( 0 - « о  ( t - 3 ) .
L

60 (0 — 1 /р  булгани учун, кечикиш теоремасига кура:

6.  (О -  60« -  3) }  г 3” i  -  j ( l  - . - * > ) .

2- мисол. (/ — 2)3 оригиналнинг тасвирини топинг.
L 31

Е ч и л и ш и .  Бу ерда f(t) =  ts, т  =  2 экани маълум. t3 — г булгани учун
Р

кечикиш теоремасига кура хуйидагига эгамиз:
L 6 е-*Р 

(t — 2)3 ■* — — .

4- §. ОРИГИНАЛЛАРНИ ДИФФЕРЕНЦИАЛЛАШ ВА ИНТЕГРАЛЛАШ

1. Оригиналларни дифференциаллаш. F (р) ушбу f(t )  оригиналнинг 
тасвири булсин. f' (t) хосиланинг тасвирини топиш талаб хилинади.

Теорема. Агар f  (t) F (р) ва f  (t) оригинал булса, у  хрлда

V  (0 —~*Р F (р) — f (0). (15)
И с б о т и .  Тасвирини анихловчи формулага кура хуйидагига эгамиз:

/ '  (0 — ] / '  ( t ) e ~p t d t  . 
о

Досил хилинган интегрални булаклаб интеграллаймиз: и =  e ~ pt, dv= s  
=  f  (t) d t  деймиз, бу ердан d u  =  — p e ~ p t d t , v  =  / (t).  У  холда:

I f ’ ( t ) e~p‘ d t  =  lira h '  (t) e~ pt d  t  =  Um[ f  ( t ) e ~pt  f  +
0 "’“’o 0

+  p j f ( f ) e ~ ptd t  ] = \ i m [ f ( b ) e - pb- f ( 0 )  +  p  p ( t ) e - ptd t ] ^
0 0

= p ° j f ( t ) e - pfd t - f (  0).
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Демак,

Г {t)—~ * p F { p )  f (0 ).

Хусусан, агар f ( 0) — 0 булса, у хрлда

Г (t) — **pF (р). (16)

(15) формулани иккинчи хосила f" (t) га цулланиб, куйидагига эга бу  
ламиз:

f " ( f ) - -* * p F 1 (р )— / '  (0).

Р Л р ) бу ерда f  (t) нинг тасвири. Б иро^ (15) формулага кура Ft (р) =а 
=  p F ( p ) — f(0),  шунинг учун

Г  (0  Р [ F (р) -  f (0) ] -  f ' (0) =  р* F (р) -  р  f  (0) -  Г' (0). (17)

Худди ш унга ухшаш

Г  (О [р2 F  (р) -  Р f  (0) -  Г  (0)] -  Г  (0) =  р 3 F (р) -  p \ f  (0) -  

- p f ( 0 ) - f " (  0). (18)

(15) формулани t l — 1 марта татби^ ^илиб, куйидагига эга буламиз** 

/<")(*) _L .*p" /г {р) /(0 )  _ р " ~ 2/'  (0) -  . . .  _ р  f n~ 2' (0) -

- f n~l)( 0 ). (19)

Хусусан, агар f (0) =  f  (0 ) =  . .  . =  / (п~1) (0) =  0 булса, у ^олда

*^авдятан  зам, I f(b )  e ~ pb\ =  \ f (b )  / • | е_ р Ь | =  \ f ( b ) \  ■ / <?- ( s  +  ix)b\.
Энди e~ (s + 11)6=  e~ s" е—11 х b=  e ~ sb (cos т b — i sin х Ь) булгани учун | е~ <s + *  т)&|=  
=  e~sbта эгамиз. Оригиналнинг 3° хоссасига кура: | f (b) \ < М е $°ь, демак,
| /  (6) е~  pb I с  М е s°b е ~ sb =  М е~^  ~  s^b. Бирок тасвирнинг мавжудлик теоремасига 

•кура F (р) тасвир Rep — s > s 0 учун, яъни s — s0 >  0 учун мавжуд. Шунинг учун 
Ь-*- оо да М e~ is~  So) Ъ о. Демак, l i m /  (6 )  е~  рь — 0 .

Ъ~* оо
(17) — (19) формулаларни келтириб чи^аришда f" { t) , f"  (t), . . .  , / (п) (t) ^осила- 

лар оригинал деб фараз килинади.
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Г ( t ) - + p F ( p ) ,  

f” ( t ) t p * F ( p ) , (20)

f n){ t ) - + p n F(p) .

Мавжудлик теоремасида курсатилишича ( 1 - §г а  ^аранг), р - >  оо да* 
( R e р =  s - >  оо шартда) хар ^андай оригиналнинг тасвири нолга интила-

ди. Ш унинг учун  агар f  (t)-^-F1 {p) булса, у х;олда р - +  оо д а  
Fi (р) -> 0 . Бироц (15) формулага кура Fx (р) — p F ( p )  — f (0). Демак, 
р  - >  оо да куйидагига эгамиз:

lim (р) =  lim [р F( p)  —  f (0)] =  0 .
р-* ОО р-->00

Ш ундай ^илиб,
f (0 ) =  lim  р  F  (р). (21)

р—>оо

Бу формула f (/) оригиналнинг бошлангич ^ийматини оригинални хисоб- 
лаб утирмасдан унинг Т7 (р) тасвири буйича топишга имкон беради.

Мисол. F (р) =  ■ тасвир берилган. Оригиналнинг бошлангич киймати f (0)
Р +  1 

ни топинг.
Е ч и л и ш и .  (21) формуладан фойдаланиб, топамиз:

/  (0) =  lim pF (р) =  lim — Р... =  1.
р —УОО р*7> оо р  - j -  1

(6) формулага кура тасвирга c o s t оригинал мос келишини ( y t = 0  да-

бирга тенг) кайд киламиз.

(2 0 ) формула, агар f (0 ) =  / '  (0) =  . . . =  f (”- I ) (o) =  0 булса, ориги
нални хаР гал дифференциаллашга тасвирни р  га купайтириш мос 
келишини курсатади.

2 .¥ Оригиналларни интеграллаш. F (р) f (t) оригиналнинг тасвири бул* 
син. Оригиналдан олинган интегралнинг тасвирини топиш талаб фили
на ди.

L
Теорема. Агар f ( t ) -+- F( p)  булса, у  %олда

f (х) dx L F(p)

И с б о т и .  g  (t) =  J  f (x) dx  функция оригинал эканини курсатиш

мумкин. Унинг тасвири Ф (р) булсин:

g ( t ) t ( D ( p ) . (22)
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g(Q) = z $ f ( x ) d x =  0  булгани учун (20) формулаларнинг биринчиси-
Давомк

та кура цуйидагига эгамиз:

Бироц
ё'  Ц) ->рФ(р) .

d \ f ( x ) d x  L
? « )  =  ------ =  f ( t ) - + F ( p ) .

dt

F(P)Демак, F ( p ) - p O ( p ) .  Бу ердан Ф ( p ) = - ^ ~ ,  яъни

F(p)j" f (x)  d x - * - ^ -

(22) муносабат оригинал ни интеграллаш операцияси тасвир усти- 
да алгебраик амал бажариш га, чунончи, уни р  га булишга мос кели- 
шини билдиради.

5- §. ОРИГИНАЛЛАР ВА УЛАРНИНГ ТАСВИРЛАРИ ЖАДВАЛИ

Баъзи оригиналлар ва уларнинг тасвирлари жадвалини келтирамиз.

Оригинал 1 (/)
Тасвир

F ( p ) - J  f ( t ) e ~ P t d t
3

Изо*

1
I Оо (0 P

II еш
1

p — a

—at
1

III е p +  IX
to

IV sin со/ p2 +  coa
p

V cos со t p i +  CDa
CO

VI sh tot p2 — (дЗ

P
VII ch a t p2 —

CO
VIII e~ 1at sin co t

<P +  a )2 + < aa

Тасвир 

F ( p ) - J f ( t ) - P ‘ d t Изоц

IX e ^cosco* p +  a
(p - f  a )2 +  со2

t  X / tn n!
pn+1

XI e- a t t n n!

(p  +  a )n+1
j' XII eat tn

n!

1 ( p - a )n+1
XIII t  sin tot 2 pco

(P2 ■+■ со2)2
■ XIV t cos со t ps — CO2

(p2 +  CD2) 2

XV / ( a / ) — F (p/a)
a

XVI e~a t f ( t ) F (p  +  a)
XVII f  (0 p F ( p ) - f (  0)

f" (0 P2F ( p ) ~ p f ( 0 ) - f ' ( 0 )

XVIII
t
f f (x) dx 
0

F(P)

P
XIX 6 (0 1

1 XX e~px F (p)

формула исботсиз кел- 
тирилган
формула исботсиз кел
тирилган

ухшашлик теоремаси

силжитиш теоремаси 
оригинални дифференци- 
аллаш

оригинални интеграллаш

Дирак функцияси 
кечикиш теоремаси

Келтирилган жадвалдан фойдаланиб, унда келтирилган тасвир 
(оригинал) буйича унинг оригиналини (тасвирини) топиш мумкин.

Шуни цайд цилиш керакки, агар тасвир mC/Fpu рационал каср  
б$лса, у  холда мос оригинални топиш учун тасвирни энг содда каср- 
лар йигиндисига ёйиш (ажратиш) ва чизицлилик хоссасини цулла- 
ниш керак.

р2 +  2 р +  2
Мисол. F (р) — ------  тасвир берилган. Оригинални топинг.

\Р \Р “Г 3)

Е ч и л и ш и .  Берилган турри касрни энг содда касрларга ажратиб, топамиз 
(VII боб, 3-§, 8-пунктдаги 2-мисолга царанг):

р2 +  2 р  +  2 4 , 2 1  
F (Р) =  ~ — ^ Т Т Г Т ^ Г  =  ~ --- +(Р — 2)а (р +  3) 5 (р — 2) 1 (р — 2)2 

Жадвалдаги II X II ва III формулаларга кура топамиз:
1 L  2t 1 L  . 2i 1 L —3t

+  '5 (р  +  3)

. Демак, чизицлилик хоссасига кура:
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6- §. УЗГАРМАС КОЭФФИЦЕНТЛИ ЧИЗИКЛИ ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАРНИ
ИНТЕГРАЛЛАШ

XII бобнинг 4-ва 5-§ ларида узгармас коэффициентли чизикли 
дифференциал тенгламанинг берилган бошлангич шартларни цаноат- 
лантирувчи хусусий ечимини топиш методи баён килинган эди.

Бу масаланинг Лаплас операторини ^улланишга асосланган анча 
содда ечиш методики курсатамиз.

Соддалнк учун иккинчи тартибли чизикли дифференциал тенглама 
билан чекланамиз. Шундай цилиб, узгармас коэффициентли чизикли 
иккинчи тартибли дифференциал тенглама берилган булсин:

(23)
бу ерда а 1 ва а2— ^а^и^ий сонлар. Бу тенгламанинг у ( 0) =  у0, у '  (0) =  
=  у'0, бу ерда у0 ва у'0 берилган сонлар, бошлангич шартларни цаноат- 

лантирувчи у (/) хусусий ечимини топиш талаб цилинади.
Изланаётган y  {t) ечим. унинг у ' (t), у" (t) хосилалари, дифферен

циал тенгламанинг унг томони /  (t) оригиналлар булсин деб фараз килай-
лик. у  (I) Y  (р), f  (t) F (р) деб белгилаб ва (15), (17) формула- 
лар, шунингдек, бошлангич шартлардан фойдаланиб, «/'(/) ва y ' ( t )  
тасвирларни топамиз:

у ' (0 p Y  (р) -  у0, у" (0  p*Y (р) -  р у0 -  у0. 
Чизицлилик хоссасига кура (23) тенгламада тасвирларга утамиз:

у" (0 +  у'  (/) +  а, у  (/) - -  р2 Y  (р) — р у0 — у^ +  а ^ р У  (р ) — у0) +  
+  a2 Y ( p ) = F ( p )

ёки
(ра +  ах р  +  аг) Y  (р ) =  F (р) +  РУо +  Уо +  °х Уо- (24)

(24) тенглама ёрдамчи тенглама ёки (23) дифференциал тенгламага 
мос тасвирлардаги тенглама дейилади. Шундай цилиб, у  (t) оригинал 
учун (23) дифференциал тенглама урнига унинг Y  (р) тасвири учун
(24) чизикли алгебраик теиглама ^осил цилдик. (24) тенгламадан то- 
ламиз:

Y ( P) -  ^(Р) +  Р(Уо) +  Уо +  а^ »  /о5)
р> +  а 1р +  аг

.(25) формула (24) тенгламанинг оператор ечими деб аталувчи ечими
ни беради. Оригинал у  (i) учун (25) формула билан аницланадиган 
У (р) функция тасвир булади. Ана шу y( t)  (23) дифференциал тенг
ламанинг изланаётган ечими булади.

I- мисол. у'' — 3 у' +  2 у  =  2 е3< дифференциал тенгламанинг у  (0 ) =  1, у' (0 ) =  
=  3 бошлангич шартларни цаноатлантирадиган ечимини топинг.

Е .ч и л и ш и . Ж адвалдаги (II) формула буйича тенгламанинг унг томонининг
тасвирини топамиз: 2 е 3' - - *  — —  (25) формуладан фойдаланиб ва at = — 3, at =* 

р — 3
=  2, у0 =  1, 1/0 =  3 эканини эътиборга олиб, ечимнинг тасвирини ^осил циламиэ: 
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Y ( p ) Р — 3
+  Р-1 +  3 + ( - 3 ) - 1

2 4- р 3 — Зр 1
Рг — 3 р +  2 ( р _ з ) ( р 2 _ з р  +  2) р  —  3

Энди жадвалдаги II формулага кура оригинални топамиз, у берилган тенгламанинг 
изланаётган ечими булади: y ( t )  =  e3‘.

2- мисол. у" - f  Ay =  sin t  дифференциал тенгламанинг у  (0) =  1, у' (0) =  1 бош- 
лангич шартларни каноатлаитирадиган ечимини топинг.

Е ч и л и ш и .  Жадвалдаги (IV) формула буйича тенгламанинг £нг томонининг 
L 1

тасвирини топамиз: sin <— * —-----(25) формула буйича ечимнинг тасвирини
Р +  *

топамиз, бунда yt  =  1, у0 — 1, в , =  0, а , =  4 эканини эътиборга оламиз:

1 _ _ i . n o -  I
1 +  ( р + 1 ) ( р а + 1 )  _ р» +  р» +  р + 2  

(р2 + 4 ) (р »  +  1)
Г (Р ) =

Р2 +  1
+  Р +  1

Ра +  4 (р* +  4)(р» +  1) (р* +  4) (р1 +  1)
З^осил цилинган ифодани Узгартирамиз. Y  (р) ни энг содда касрларга ажратамиз, 
натижада

 ̂ >Р)~  Рг +  4 + 3 ( р 2 + 1 )  еК" У (/?)=V  +  4 +  3 (p 2 - f  4) +  3 ( р » +  1) ’
1 1  L 1 . . P  L . 1 2  L 1

Сунгра’ " з p * + T * ~ 7 sin<* p r + 4 * ~ coa2ti 7р*"+ 4**~  з" булгави
учун: (/(<) =  — s in / +  cos2/ +  -^-sin 21.

О 3

7-§. УЗГАРМАС КОЭФФИЦИЕНТЛИ ЧИЗИКЛИ ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАР 
СИСТЕМАЛАРИНИ ИНТЕГРАЛЛАШ

Узгармас коэффнциентли чизикли дифференциал тенгламалар систе- 
маларнни операцион ^исоб методи билан ечиш усули битта тенглама 
булган ^олдаги кабиднр.

Масалан, иккита номаълум x( t)  ва у  (/) функцияларга нисбатан 
биринчи тартибли узгармас коэффнциентли иккита чизикли тенглама 
системасини курайлик:

Ч - а ц * ( / )  + al ty( t )  =ft( t ) ,dx 
dt

— ■ +  c*i x (t) + at ty ( / ) = » / , ( * ) .
(26)

Бу системанинг *(0) =  x0, y (0 )  =  y 0 бошлангич шартларни ^ано- 
атлантирувчи хусусий ечимини топиш талаб килинади.

Изланаётган х  (/) ва y ( t)  функциялар, уларнинг хосилалари ва унг 
томонлари f t (t) ва f t (t) лар оригинал деб фараз киламиз. Ушбу

x(t) +  X ( p ) ,  y ( t ) - * - Y (р), fx(t)-* -Fx(p),
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