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РУСЧА ТУККИЗИНЧИ НАШ РИГА СУЗ БОШИ.

т
Ушбу дарсликнинг туккизинчи нашри саккизинчи наи'ри- 

дан фарк килади. Бу нашри олий техника Укув юртлари уч\и 
математикадан 400—450 соатга мулжалланган программам бу- 
тунлай мос келади.

Дарсликка иккита янги XX ва XXI боблар киритилди.
XX боб „Эхтимолликлар назарияси ва математик статистика 

элементлари* Элий ва ^рта махсус таълим Министрлигк- 
нинг математика буйича мажбурий программасининг тегншлн 
кисмида к^зда тутилган материални уз ичига оладк.

XXI боб „Матрицалар. Чизикли дифференциал тенгламалар 
системаларини ва уларнинг ечимларинй матрицалар оркали 
ёзиш“ >;амда мажбурий программада кузда тутилган материални 
Уз ичига олади. Аммо, бундан ташкари, бу бобда чизикли 
дифференциал тенгламалар системаларини ва бундай сисгема- 
ларнинг ечимларини матрица оркали ёзишга катта эътибор 
берилди. Узгарувчи коэффициентли чизикли дифференциал 
тенгламалар системаларининг кетма-кет такрибий ечимларини 
матрица оркали ёзишдан фойдаланилди. Бу материални
лар учун дифференциал ва интеграл *исоб курсига киритиш шу- 
иинг учун зарурки, ^озирги вактда электротехника, радиотех
ника, автоматикага дойр купгина китобларда дифференциал 
тенгламалар системаларининг ечимлари матрицалар назарияси 
аппаратидан фойдаланиб текширилади.

XVI бобда янги 26, 27, 28- параграфлар ёзилди. Буларда 
дифференциал тенгламаларнинг ечимларини кетма-кет якин- 
лаштнриш методи караб чикилди, дифференциал тенгламанинг 
ечими мавжудлиги ^акидаги теорема билан ягоналик теорема- 
си исботланади. Дифференциал тенгламалар ^акидаги бутун 
бобни жиддий баён килишга эътибор берилди.

XIII бобнинг 31- параграфи „Ляпуновнинг тургунлик наза
рияси ^акида тушунча“ анчагина кенгайтирилди. Бу нашрда 
у .Ляпуновнинг тургунлик назарияси ^акида тушунча. Махсус



4 РУСЧА тУккизинчи нашрига сУз БОЩЦ

му^та атрофида днфференцнал тенглама траекториясининг уз- 
гариш *олати“ дейилган. Бу ерда дифференциал тенгламалар 
системалари ечимларининг тургунлиги билан бнр 1<аторда фа- 
зовий текисликдаги махсус нукта яцинида траекторияларнинг 
узгариш полати караб чикилди. Бу шунинг учун хам цилипи- 
ши зарур эдики, электротехника, радиотехника, автоматика 
курсларида тегишли масалаларни урганишда бу тушунчалардан 
эркин равишда фойдаланнш керак булади. Баъзи параграфлар 
комплекс сонлар назариясининг баёни билан янгидан ёзилди.

XI бобнинг 2- парагра^и асосли равишда кенгайтирилди, 
унда узлуксиз фуикциянинг аник интеграли мавжудлигининг 
исботи берилди. XI бобга 11-§ Даь;иь;ий $?згарувчининг ком
плекс функциясини интеграллаш* цушимча ёзилди. XVI боб
га комплекс *адли цаторларга ва комплекс Узгарувчили да- 
ражали каторларга багишланган янги 24 ва 25-параграфлар 
ёзилди.

XVII бобга комплекс формадаги Фурье каторларига атаб 
янги 12- параграф ёзилди. Фурье интеграли ](акидаги масала- 
нинг баёни кенгайтирилди. Махсус амалий адабиётда фойда- 
ланиладиган спектр, спектрал функция тушунчалари ёритилди.
XVII бобда янги 15- § „Функцияларнинг ортогонал системаси 
буйича Фурье катори“ ва 16- § „Чизикли функционал фазо 
хацида тушунча. Функциянн Фурье каторига ёйиш билан век- 
торларнн ёйиш орасидаги ^хшашлик* ёзилди. Бу материал 
шу математик аппаратга таяиган бошка фанлардаги материал- 
ларни студентлар ва инженерлар тушуна оладиган тарзда 
ёзилди.

XIX бобга янги 20- § .Дельта-функция ва унинг тасвири* 
ёзилди.

XIII бобга 19- § «Функциянн экспериментал маълумотларга 
асосан энг кичик квадратлар методи билан ^осил кнлиш“ кири- 
тилди. Бу параграфнинг мазмуни илгари бу дарсликнннг би- 
ринчи томи охирида берилган I иловадан иборат.

Vlf 0обда 10- § „Нъютоннинг интеграллаш формуласи* ва 
I I - § „Сонли дифференциаллаш* берилди. Бу параграфларнинг 
мазмуни илгари II иловадан иборат эди.

V, VII, 1XV XII, XIII бобларга баъзи кушимчалар цилинди.
XIII боб .Дифференциал тенгламалар* бутунлай иккинчи 

том га кучнрилди.

Автор



РУСЧА БЕШИНЧИ НАШРИГА СУЗ ВОШИ

Туртпнчи нашрнннг *амма тексти бешинчи нашрда узгариш- 
сиз тула сакланди, аммо бу материал икки томга булннди 
(дарсликнинг ушбу ва олдинги нашрларндан фойдаланишии 
кулайлаштириш учун бобларнинг тартиб номерлари *ам узга- 
ришсиз колдирилди).

Бутун дарсликнинг мундарижасп олий техника Укув юртла- 
ри учун математика курсинииг 300—450 соатга мулжалланган 
программалари бнлан аннкланади. Дарслик, стационар олнй 
уцув юртларида >{ам, сиртки олнй укув юртларида *ам мате
матика курсини урганиш учун мулжалланган. Бу *ол мате
риални баёи этишда эътиборга олинди; жумладан, шу максад 
билаи дарелнкда баён этилган назарий материални тушунти- 
рувчи ва масалалар ечиш намуналарини берувчи купгииа ми- 
соллар караб чикилди.

Бнринчн том, олий техника укув юртларининг одатда 
2- курсида утиладиган XIII „Дифференциал тенгламалар” боби- 
дан бошка, бнринчн курс программасига теги шли материални 
уз ичига олади. Аммо баъзи бир олнй укув юртларида диффе
ренциал тенгламалардан, кейинги фанларни укнтиш учун за- 
рур буладиган бошлаигич маълумотлар 1- курсда бернлади, 
шу сабабли бу бобнинг бир кисми (1-28-§) бнринчн томда 
берилди.

Математика укитиш 300 соатга мулжалланган олнй техника 
укув юртларининг программасидаги материалнинг ^аммасинн 
деярли биринчи том уз ичига олишини кайд этиб утамнз (аммо, 
бу том программа доирасидан ташкарига чнкувчи материални 
*ам уз ичига олади).

Иккинчи том — XIII бобнинг охирн (29-34- §), X IV—XIX 
боблар — олий техника УКУВ юртларининг 2- курси программа- 
сига тегишлн материални уз ичига олади.

Биринчи томнинг дастлабки икки бобн — „Сон. Узгарувчи 
микдор. Функция” ва „Лимит. Функцнянинг узлуксизлнги” 
мумкин кадар киска ёзилди. Одатда бу бобларда баён этила- 
диган баъзи масалалар ишга халал бермаган ^олда учинчи ва 
ундан кейинги бобларга кучирилди.

Буидай килиш олий техника *укув юрти курсида бошка 
фанлар талаб киладиган, дифференциал ^исобнинг асосиИ пу- 
шуичаси булмиш ^осилани олдинрок утиш имконини берди 
(материални бундай жойлаштиришнинг максадга мувофиклигн 
иш тажрибасида таеднкланади).

Олий техника укув юртларининг автоматика ва кнеоблаш 
техникаси билан алокадор фанларини математика курси билан 
таъминлаш учун зарур масалалариииг олий математика буйи
ча олий укув юрти программасига киргизилиши муносабати
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С план дарсликда: .Дифференциал тенгламаларни ва дифферен
циал тенгламаларнинг системаларини сонли интеграллаш**), 
„Чизикли дифференциал тенгламалар системаларини интеграл- 
лаш‘ , .Ляпунов турр-улл ги назарияси ^ацнда тушунча*, „Га
мильтон оператори*. .Фурье интеграли* ва бошка бул.:млар 
батафсил баён этилди.

XVIII бобда математик физиканинг асосий тенгламалари ку- 
риб чикилган. Турли типдаги тенгламаларга ва тегишли чега- 
равнй масалаларга келтирувчи физик э;одиса.парнинг характе- 
рини аниклашга катта а^амият берилди. Хусусий ^осилали 
дифференциал тенгламаларни ечишнинг сонли методларига *ам 
купрок эътибор берилди.
. XIX бобда операцион ^нсобнинг асосий тушунчаларн билан 

бирга дифференциал тенгламаларни ечиш учун операцион ме
тод баён этилди. Бундай килиш урганиладиган кейингн фанлар 
ва айницса электротехника фанлари учун керак булади.

Дарсликка машк учун к^п мнкдорда масала ва мисоллар 
киритилди, уларнинг аксарияти математиканинг бошца фанлар 
билан муносабатини курсатиб беради. Масала ва мисоллар 
курснинг *ар 1\айси булими буйича махсус танланган, бу эса 
баён этиладиган материални узлаштиришга ёрдам беради. Бу 
*ол математика курсини мустацил ^рганиш учун *ам, жумла- 
дан, сиртдан укийдиган студеитлар учун китобдан фойдаланиш- 
ни осонлаштиради.

Олтиичи нашри бешинчисидан 1-том охирида берилган i$- 
шимча билан фарц циладики, бунда инженерлар учун муд;им 
масала .Функцияии энг кичик квадратлар методи буйича 
экспери^еитал натижаларга асосан олиш* баён этилган.

Еттиичи нашри олтинчисидан 1-том охирида берилган 
„Ньютоннинг интерполяцион формуласи. Сон ^исобида диффе- 
| енциаллаш“ кушнмчаси билан фарк цилади.

*) Анализшшг одатда баён этиладиган сонли иетодларн дам ушСу дарс-
лнкда баСн этнлган.



I Б О Б
СОН. УЗГАРУВЧИ МИЦДОР. ФУНКЦИЯ
1-§. ^ациций сонлар. ^ациций сонларни 
сонлар уцининг нуцталари билан тасвирлаш

Математиканинг асосий тушунчаларидан бирн сон тушун* 
часиднр. Сон тушунчаси кадим замонларда пайдо булиб, узок 
замонлар давомида кенгайган ва умумлашган.

Бутун ва каср сонлар, мусбат ва манфий сонлар, ноль сони 
билан бирга рационал сонлар деб аталади. Хяр бир рационал
сонни иккита бутун сон р ва q нинг нисбати ^ шаклида тас
вирлаш мумкин, масалан:

—• 1 95 — —7 • 4 >zo — 4  •

Жумладан р бутун сонни икки бутун соннинг у  нисбати 
деб караш мумкин, масалан: „

хЬ •*> u 1
Рационал сонларни чекли ёки чексиз даврий унли каср курн- 

нишида ифодалаш мумкин. Даврий булмаган чексиз унли каср 
билан тасвирланув^ш сонлар иррационал сонлар деб аталади; 
бундай сонлар /  2 , 3, 5 — 2 ва *оказо.

Барча рационал ва иррационал сонлар биргаликда ^акиций 
сонлар туплами деб аталади. ХаКиКий сонлар ки йм а т ла р и  
бу й и ч а  т а р т и б г а  солинган ,  яънн *ар бир пар (жуфт) 
х ва у ^акикий сонлар учун ушбу

х < у, х = у , х > у
муносабатлардан биттаси ва факат биттаси тугридир.

Хакикий сонларни сонлар укининг нукталари билан тасвирлаш 
мумкин. Сонлар деб шундай чексиз тугри чнзикка айтила- 
дики, унда: 1) санок бошн дейиладиган бирор О нукта, 2) мус
бат йуналиш (бу йуналиш одатда стрелка билан курсатилади) 
ва 3) узунликларни улчаш учун масштаб танлаб олинган бу-
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Ь СОН. УЗГЛРУВЧИ МИКДОР. ФУНКЦИЯ

лади. К^пинча биз сонлар укини горизонтал колатда жойлаш- 
тирамиз ва мусбат йуиалишни чапдан ^нгга караб оламиз: 

Агар jcx сон мусбат б^лса, бу сон О нуктадан унг томонда 
OMt ■= Xj масофада ётувчи Mi нукта билан тасвирланади; агар 
х, сон манфий булса, у О нуктадан чан томонда ОМ> =э — х% 
масофада ётувчи М г нукта билан тасвирланади ( 1- раем). О 
нукта ноль сонни тасвирлайди. Хар бир какикий сон сонлар

укининг маълум бир нуктаси би- 
тг о м j лан тасвирланади. Иккита кар

ю "/ г з— --- *"* хил ^аникий сон сонлар укининг
Кар хил нукталари билан тасвир-

1- раем. ланади.
Сонлар укининг кар бир иук- 

таси биргина ^акиций (рационал ёки нррационал)соинниг тас- 
вири деган фнкр кам тугри булади.

Шундай килиб, барча какикий сонлар билан сонлар- уки- 
даги барча нукталар орасида узаро бир кийматли мослик мав- 
жуддир: кар бир сонга сонлар укида уни тасвирловчи биргина 
нукта мос келади ва, аксинча, сонлар укидаги кар бир иукта- 
га шу нукта билан тасвирланувчи биргина сон тугри келади. 
Бу мослик куигина мукокамаларда щх сон“ тушунчаси билан 
щх нукта* тушунчасини бир хил маъиода ишлатишга имкои 
беради. Бу колдан биз бу курсда кенг фойдаланамиз.

Хакнкий сонлар т^пламииинг куйидаги муким хоссасини 
нсботсиз курсатамиз: ихтиёрий иккита ^ациций сон орасида 
рационал сонлар х;ам, иррационал сонлар х,ам топилади. 
Бу жумлани геометрик терминларда бундай ифодалаш мум- 
кнн: сонлар укининг ихтиерий. икки нуцтаси орасида ра
ционал нуцталар х,ам, иррационал нуцталар %ам топи
лади.

Натижвда „назария билан амалиётни* богловчи ушбу тео- 
ремани келтирамиз.

Теорема .  \ар бир иррационал а сон исталган даража- 
даги аницликда рационал сонлар ёрдами билан ифодалани- 
ши мумкин.

Х'акикатан, иррационал сон а > 0 булсин ва бу а сонни
гача (масалан, ^  гача, щ  гача ва коказо) аиикликда кисоб-
лаш керак булсин.

а кар кандай сон булганда кам у иккита N ва N + 1 бу- 
тун сонлар орасида булади. N  ва N -f 1 орасидаги кесмани п
булакка буламиз, бу колда а иккита N + ^ ва N  + —  ра- 
цаонал сонлар орасида булади. Уларнинг айирмаси i  га тенг,
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демак, буларнинг *ар бири а ни: бнрннчиси ками билан, ик- 
кннчисн эса ортиги билан берилган даражада аниклнк билан 
ифодалайди.

М и с о л: ^  2 иррационил сон куйидаги рационал сонлар билан ифо- 
даланади:

1,4 ва 1,5 (-ĵ j гача аникликда)>

1,41 на 1,42 гача аникликда)- 

1,414 ва 1,415 ({q^q 1 ача аникликда) ва локазо.

2-§. \ациций соннинг абсолют цнймати
Хакиций соннинг абсолют ^иймати тушунчасини киритамиэ, 

бу тушунча бундан буён бизга зарур булади.
Таъриф.  х *ацикий соннинг абсолют циймати (ёкн мо

дули |.*| билан белгиланади) деб, цуйидаги шартларни цаноат- 
лантирувчи манфий булмаган *ацикий сонга айтнлади:

х > 0  булса, |х| = х\ 
х < 0 булса, |vc | = -h х.

 ̂ М и с о л л а р: 12 | = 2; | — 51 = 5; 10 1 = 0.

.'х Таърифдан к^ринадикн, *ар цандай х учун дс -s< |-v | муно- 
^сабат уринлидир.
^  Абсолют цийматларнинг баъзн хоссаларини цараб чицамиз.

1. Бир нека ^ациций. сонлар алгебраик йигиндисининг 
абсолют циймати ^шилувчилар абсолют цийматларининг 
йигиндисидан к а т т а  эмас:

1*  + у | < 1*1 + |у|.
И с бот. Фараз цилайлик, *  + у > 0  булснн, у *олда:
1-* + У1 = *  + У ^  I •*! + IУI (чунки д:<|л| ва у< |у |). 

х + у < 0 булснн, у ^олда:
1*  + у 1 = — (■* + у) - ( - « * ) + ( - у Х | * |  + |у|.

шуни исботлаш талаб цилинган эди.
Келтирилган исбот цушнлувчилар сони *ар цанча булган 

^олга осонгина умумлаштнрнлади.
М и со л л ар : | — 2 -f 3| <  | — 2|-f|3| = 2-f3 = 5 €ки 1 <  5;

1— 3 — 51 = 1 — 31 + 1 — 51 = 3 + 5 = 8 ёкн 8 = 8 .
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2. Айирманинг абсолют циймати камаювчи ва айрилуо- 
чин:нг абсолют цийматлари айирмасидан киник эмас:

\х ~ у\> \х\-\у\, k l> ly l-
Исбот.  х — у = г деб оламиз, у *олда х = у + г ва юко- 

рнда -исботланганига кура:
|*| = |У + г | < 1Л  + 1г 1 = М  + 1* - У | .

бунда н:
И ~ Ы <  |дс — уI-

Шуни исботлаш талаб килннган эди.
.3. Иупайтманинг абсолют циймати купайтувчилар 

абсолют цийматларининг купайтмасига тенг:
\xyz\ = 1хЦуЦг1.

4. Вулинманинг абсолют циймати булинувни ва булувчи 
абсолют цийматларининг булинмасига тенг:

х_ I _  И  
У ' Ы

Кейинги икки хосса абсолют кийматнг.нг таърифидан бево- 
сита келнб чикадн.

3-§. Узгарувчи ва узгармас мицдорлар
Вакт, узунлнк, юз, *ажм, масса, тезлик, босим, температу

ра ва шунга ухшаш физик мнкдорларни улчаш натижасида 
уларнииг сон кнйматлари аникланади. Математика мнкдорлар 
билан, уларнинг конкрет мазмунини эътиборга олмаган *олда, 
шугулланади. Бундан буен мнкдорлар *акида гапиргаиимизда 
бнз уларнинг сон цийматларини назарда тутамиз. Турли .̂ оди- 
саларда баъзи мнкдорлар узгаради, яъни уларнинг сон цнй- 
матлари Узгаради, баъзи микдорларнинг сон цийматлари уз- 
гармайди. Масалан, нуктанинг текис *аракатида вацт ва масофа 
узгаради; тезлик узгармай колаверади.

Турли сон кийматлар кабул кчладиган микдор узгарувчи 
мицдор дейнлади. Сон кийматлари узгармайдиган микдор уз- 
гармас микдор дейнлади. Бундан буён Узгарувчи микдорларни 
х, у, z, и, . . .  ва .чоказо *арфлар билан, узгармас микдорлар- 
нн а, Ь, с, . . .  ва ^оказо ^арфлар билан белгилаймиз.

Изо* .  Купннча математикада узгармас микдорга узгарув- 
чи микдорнннг барча сон кийматлари бир хил булган хусусий 
*оли деб каралади.

Шуни $ам кайд килиб утиш керакки, конкрет физик *о- 
дисалар курилаётганда бир хил исмли микдор бир ^одисада
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5'згарувчи, бошка бир ^одисада узгармас б^ладиган *ол були-
I Iи >{ам мумкин. Масалан, текис ){аракатнинг тезлиги узгармас 
микдор, текис тезлаиувчи *аракатнинг тезлиги эса Узгарувчи 
микдордир. Хар кандай ^одисада *ам уз кийматини узгартир- 
майдиган микдорлар абсолют узгармас мицдорлар дэйилади. 
Масалан, айлана узуилигииинг диаметрига нисбати абсолют 
узгармас мнкдордир: г. = 3,14159. . .

Бутун курс давомида к^рамизки, узгарувчи микдор тушуи- 
часи дифференциал ва интеграл ^исобнинг асосий тушунчаси- 
дир. „Математикада бурилиш пункти,— деб ёзади. Ф. Энгельс 
узининг .Табиат диалектнкаси” асарида — Декартнинг узгарув- 
чи микдори булди. Шу туфайли математикага ^арака-v ва 
диалектика кирди *амда шу туфайлигина диффереациал ва 
интеграл ){исоб тезда зарур булиб колдн“ .

4-§. Узгарувчи мицдорнинг узгариш со^аси
 ̂ Узгарувчи микдор турли сон кийматлар кабул килади. Тек- 

ширилаётган масаланинг характерига караб, бу кийматлар туп- 
лами турлича булиши мумкин^ Масалан, одатдаги шароитда 
иситилаётган сувнинг температураси 15—18°С булган уй тем- 
пературасидаи бошлаб, кайнаш нуктаси 100СС гача Узгаради. 
х = cos а узгарувчи микдор эса - 1 дан + 1 гача булган барча 
Кийматларни кабул килиши мумкин.

Узгарувчи микдорнинг кийматлари геометрик равишда сон
лар укининг нукталари билан тасвирланади. Масалан, x = cosa 
узгарувчининг кийматлари а нинг мумкин булган барча кий- 
матларида сонлар уки кесмасининг — 1 ва -f 1 ни >{ам уз ичи
га олган — 1 дан -J- 1 гача булган нукталари туплами билан 
тасвирланади (2- раем).

Таъриф.  Узгарувчи микдорнинг барча сон кийматлари 
туплами шу узгарувчининг узгариш со\аси дейнлади.

Узгарувчи микдорнинг бундан буен тез-тез учрайдиган ку- 
йидаги узгариш со^аларнни кайд килиб утамиз.

Берилган а ва b (а < Ь) сонлар орасида ётувчи барча х 
сонлар туплами оралиц ёки интервал дейилади, бунда а ва 
b сонларнинг узлари каралаётган сонлар тупламига тегиш- 
лн эм ас; у оралик (а, Ь) билан ёки a < х < b тенгсизликлар 
билан белгиланади.

Берилган иккита а ва b сонлар орасида ётувчи барча х 
сонлар туплами кесма ёки сегмент дейилади, бунда а ва b 
сонларнинг иккаласи *ам каралаётган т^плам га тег и шли бу
лади; у кесма [я, Ь\ билан ёки а < х тенгсизликлар билан 
белгиланади. Баъзан кесма Спиц оралиц ёки ёпиц интервал 
дейилади.
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Агар а ва b сонлардан бири, масалан а, ораликка кушнлнб, 
нккинчиси кушнлмаса, у >{0лда ярим ёпиц оралиц \осил бу- 
лади, буни

а < х < Ь

тенгсизлнклар билан бернш ва [а, Ь ) билан белгилаш мумкин. 
Агар Ь сони ораликка кирса ва а сони кирмаса, у *олда ярим 
ёпнк оралик (а, *осил булади, уни бундай тенгсизлнклар

билан бериш мумкин:
а < х<  Ь.

Агар узгарувчи х микдор а дан кат- 
^ та >iap кандай цийматлар кабул цила- 
х верса, у *олда бундай. интервал 

(а, + о °) билан белгиланади ва а < 
.<х<Н оошартлн тенгсизлнклар билан 
бернлади. Шунингдек, шартли тенг- 

2- рас*.. сизликлар

а ^ х  < +  о о ; — оо '< х < с; — о о < х ^ с ;  — оо < х < + оо

бнлан бернладнган чекснз интерваллар ва ярим ёпик чексиз 
интерваллар >̂ам караб чицилади.

Ми сол. х = cos а узгарувчннимг узгариш со\асн г пинг мумкин бол
тан \амма кийматларида (— 1, 1) кесмадан иборат ва — 1 < х < I тенгсиз- 
лмклар билам аннцл^ади.

Юкорида берилган таърифларнн „сон1* тушунчаси урнига 
„нукта* тушунчасидан фойдаланиб ифодалаш мумкин, масалан: 

Берилган а ва b нукталар (кесманинг учлари) орасида 
стувчи ^амма х нукгалар т^плами кесма дейилади, бунда кес
манинг учлари шу тупламга тегиш-ц
/и булади. о я,- f t  .s

Берилган x0 нуктанннг атрофи\ 1 ’---J "
деб, шу нуктани $?з ичига олган,\ е
яъни учлари а < дг0< b шартни 3- раем,
каноатлантнрадиган ихтиёрнй (а, Ь)
интервалга айтиладн. Купинча х0 нуктанинг шундай (о, Ь) ат- 
рофи олинадики, унинг учун х0 урта булади. У вактда х0 —
атрофнинг маркази, h-=̂ - микдор атрофнинг радиуси дейи
лади. 3- раемда ,v0 нуктанинг s радиусли атрофи (jc0 — ха + е) 
тасвирланган.
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5-§ Тартибланган узгарувчи микдор.
Усувчи ва камаювчи узгарувчи мицдэрлар.
Чеклангаи узгарувчи мицдор

Агар х узгарувчи микдорнинг узгариш со*аси маълум бул- 
са ва унинг ихтиёрий *ар икки кийматининг кайси бири ол- 
динги ва кайси бири кейинги эканлигини айтиш мумкин булса, 
бу узгарувчини тартибланган узгарувчи микдор деб айтамиз. 
Бу ерда .олдинги* ва .кейинги' тушунчалари вакт билан бог- 
лик булмай, балки узгарувчи микдор кийматини .тартиблаш' 
усули, яъни узгарувчи микдорнинг тегишли кийматларининг 
тартибини аниклашдан иборатдир.

Кийматлари хи xt, xit . . . ,  х„, . . .  сонлар кетма-кетлигннн 
хосил киладиган узгарувчи микдор тартибланган узгарувчи 
микдорнинг хусусий )(Олидир. Бу ерда k' < k да кайси бири 
катталнгидан катъи назар хк, — .олдинги* киймат, хк эса .ке- 
йинги* кийматдир.

1-таъриф.  Агар Узгарувчи микдорнинг ^ар бир кейинги 
Киймати олдинги кийматидан катта булса, узгарувчи микдор 
усувчи дейилади. Агар узгарувчи микдорнинг *ар бир кейин
ги киймати олдинги кийматидан кичик булса, узгарувчи мик
дор камаювчи дейилади.

Усувчи Узгарувчи микдорлар ва камаювчи узгарувчи мик
дорлар монотон узгарадиган узгарувчи микдорлар ёки, тУгри- 
дан-тУгри, монотон микдорлар дейилади.

Ми сол. Доирага ички чизилган мунтазам купбурчак томонларннинг 
сони иккилантириб борилганда, бу купбурчакнинг s юзи усувчи узгарувчи 
микдор булади. Доирага ташки чизилган мунтазам купбурчак томонларннинг 
сони иккилантириб борилганда унинг юзи камаювчи узгарувчи микдор бу
лади. Хар кандай узгарувчи микдор *ам албатта усувчи ёки камаювчи була- 
нермаслигини курсатиб утамиз. Масалан, агар а микдор [0, 2я] кесмада 
усувчи булса, х =* sin а Узгарувчи монотон микдор булмайди. У аввал О 
дан 1 гача усади, сунгра 1 дан — 1 гача камаяди, ундан кейин — 1 дан
О гача усади.

2-таъриф.  Агар шундай узгармас М  > 0 сон мавжуд бу- 
либ, узгарувчининг бирор кийматидан бошлаб, унинг барча 
кейинги кийматлари

— Л1<дс<Ж, яъни
шартнн каноатлантирса, узгарувчи х микдор чекланган дейи
лади. Бошкача айтганда, агар шундай [— М, М] кесмани кур- 
сатиш мумкин булсаки, Узгарувчи микдорнинг бирор кийма
тидан бошлаб, ундан кейинги барча кийматлари шу кесмага 
тегишли булса, узгарувчи микдор чекланган дейилади. Лекин 
узгарувчи микдор [— М , М\ кесмадаги *амма кийматларнн
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албатта кабул киладн деб уйлаш ярамайди. Масалан, [ — 2, 2] 
кесмада мумкин булган барча рационал кийматларнн кабул 
К'иаадиган узгарувчи микдор чекланган, шундай булишига ка- 
рамай у 1— 2, 2) кесмадаги барча кийматларнн *ам кабул 
килавермайди, ягни иррационал кийматларнн к^бул килмайпи.

Ь-§. Функция
Табиатнинг турли *одисаларини урганишда ва техннкага 

дойр масалаларн-и ечишда, бинобарин, математикада *ам бир 
мнкдорнинг узгаришинн бошка микдорнинг узгаришига боглнк 
равишда кУриб чикишга тугри келади. Масалан, ^аракатни 
урганишда утилган йул вактнинг узгаришига боглнк *олда 
Узгарадиган Узгарувчи микдор деб караладИ. Бу ерда утилган 
Пул вактнинг ф у н к ц и я с и д и р .

Вошка мисол карайлик. Маълумки, доиранинг юзи радиус 
оркали (?=«/?* тенглик билан ифодаланади. Агар R  радиус 
турли сон кийматларнн кабул килеа, у *олда доиранинг юзи 
Q *ам турли сон кийматларнн кабул килади. Шундай килиб, 
бир узгарувчининг узгарнши бошкасинннг Узгаришига сабаб 
булади. Бу ерда доиранинг Q юзи R радиусининг функцияси
дир. „Функция* тушунчасинннг таърифини берамиз.

1-таъриф. Агар Узгарурчи х нинг бирор соната тегишли 
*ар бир кийматига бошка Узгарувчи у нинг маълум бир кий- 
мати тугри келса, у *олда у узгарувчи х нинг функцияси бу
лади. Бу символик тарзда бундай ёзилади: у = / ( * ' ,  у -  <р(.г) 
ва )<оказо.

Узгарувчи х эркли узгарувчи ёки аргумент деб аталадч. 
х ва у узгарувчилар орасидаги муносабат функционал богла- 
ниш дейнлади. Функционал богланишнинг у = / (х ) символик 
ёзилншида /  .харфи у нинг кийматини ^осил килиш учун х 
нинг киймати устида кандай амаллар бажарилиши кераклиги- 
ни кУрсатади. у = / (* ), и =• <?(х) ва >(оказо ёзувлар урнига 
баъзан у ±=у(х), и =* и (х) ва *оказо ёзилади, яъни у *арфи 
эрксиз Узгарувчини *ам, х нинг устида бажариладиган амал
лар туплами символики *ам белгилайди.

у = С ёзув х нннг *ар кандай кийматида бир хил ва С га 
тенг булган функцияни билдиради, бу ерда С узгармас мик* 
дорга тенг.

2-таъриф.  х нинг берилган f  (х) коидага биноан у функ- 
циянинг кийматлари топиладиган кийматлари туплами функ- 
циянинг аницланиш со^аси (функциянинг борлик со.\аси 
ёки мавжудлик со^аси) дейнлади.

1- мисол.  у = sin х функция х нинг барча кийматлари учун аницлан- 
ган. Лемак, унинг мавжудлик со^аси — оо <  х <  + »  чексиз интервал 
булади.
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1- изо* .  Агар нккита Узгарувчи л ва у = f (x )  микдорнинг 
функционал богланишига эга булсак *амда х ва у=/(д:)тар- 
тибланган узгарувчи мицдорлар деб каралса, у *олда функ- 
циянинг аргументнинг нккита л:* на jc** цийматига мос иккита 
у* = /  (x *),y**= f (л:**) цийматидан аргументнинг кейпнги ций- 
матига мос булганн функциянинг кейинги киймати булади. 
Шунинг учун, масалан, куйидаги таъриф табнийдир.

3-тариф.  Агар у = / (* )  функция шундай булсаки, х ар
гументнинг катта кийматнга функциянинг катта киймати мос 
келса, у = f (x )  функция усувчи дейнлади. Камаювчи функция 
*ам худди шундай таърифланади.

2-мисол.  О <  /? < + оо да Q = хА?- Усувчн функция, чункн R  нинг 
катта кийматнга Q нинг катта кнйиати мос келали.

2-изо* .  Баъзан функция тушунчасининг таърифнда х 
нинг бирор со*ага тегишли *ар бир кийматнга у нинг бир 
эмас, бир нёча кийматлари ёки *атто чексиз куп цийматлари 
туплами мос келади, деб фараз килинади. Бу *олда функция- 
нн юкорида таърифланган бир ц ий м а т ли  деб аталувчн 
функциядан фарк килиш учун, к у п  ц и й м а т лн  функция де
йнлади. Бундан буен функция *акида гапирганимизда факат 
бир к и й м а т л и  функцияларни назарда тутамиз. Агар баъзи- 
да куп кийматли функция билан иш куриш зарур булиб кол- 
са, у *олда биз ало^ида айтиб утамиз.

7- § Функциянинг бернлиш усуллари
1. Ф у н к ц и я  бери  лиши  ни иг ж а д в а л  ус у ли

Бу усулда аргументнинг маълум тартибдагн хи хг, . . . , х а 
Кийматлари ва функциянинг шуларга мос уь у2, . . . , у„ кий
матлари ёзилади.

X Х\ ** ............. *п

У У\ У2 ................. Уп

Тригонометрик функциялар жадваллари, логарифмлар жад- 
валлари ва *оказолар функциянинг жадвал усулда берилишига 
мисол булади.

Ходисаларни экспериментал равишда урганиш натижасида 
*ам улчанаётган микдорлар орасидаги функционал богланишни 
ифодаловчи жадваллар *осил булиши мумкин. Масалан, метео-
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рологик майдончада маълум кунда ^авонинг температурасини 
улчаш натнжасида цуйидаги жадвал >;осил булади.

В акт  t га (соат хисобида) богланишда температура (Т ) 
нинг циймати ( градус ^исобида).

t 1 2 3 4 5
*•

6 7 8 9

Т 0 -1 -2 -2 —0,5 1 3 3,5 4

Бу жадвал Т ни t нинг функцияси каби аниклайдн.
II. Ф у н к ц и я  б е р и л и ш и н и н г  график  усули .

Агар текисликда тугри бурчакли координаталар системасида 
кандайдир М  (х, у) нукталар тупламнга эга булсак ва бунда 
шу тупламнинг *ар кандай иккита нуктаси Оу укка параллел

' тугри чизикда ётмаса, у *олда бу нук- 
талар туплами бирор у — f  (х) бир кий- 
матли функцияни аниклайдн; аргумент- 
нинг кийматлари нукталарнинг абсцисса- 
ларидан, функциянинг кийматлари те- /

~х гишли ординаталарндан иборатдир (4- 
расм).

4- раем. Абсциссалари эркли узгарувчининг
Кийматларидан, ординаталари эса функ

циянинг тегишли кийматларидан иборат булган (хОу) текис - 
ликдаги нукталар туплами берилган функциянинг графиги 
дейилади.

I
III. Ф у н к ц и я  б е р и л и ш и н и н г  а н а л и т и к  у с у л и

Аввало „аналитик ифода* тушунчасини изо^лаймиз. Узгар
мас ёки узгарувчи микдорларни белгиловчи сонлар ва *арф- 
лЬр устида маълум тартибда бажариладиган маълум математик 
амаллар (операциялар) тупламининг символик тарздаги белги- 
синн аналитик ифода деб атаймиз.

Маълум математик амаллар туплами деган создан факат 
Урта мактаб курсидан маълум (кУшиш, айириш, илдиз чика- 
риш ва ^оказо) амалларнигина эмас, балки бу курени урганиш 
давомида аниклана борадиган амалларни хам тушунишимизни 
кайд килиб утамнз.

Масалан, куйидагилар аналитик ифодалардир:

2х -  / 5  + ЗхЛ4 _  2 IgJT— sin X 
ва ^оказо. *
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Агар у = f (x )  функционал богланиш шундай булсаки, унда 
f  аналитик ифодани белгиласа, у *олда х нинг функцияси у 
аналитик тарзда берилган дейнлади.

Аналитик тарзда берилган функцияларга мисоллар:
1) у  = л < - 2. 2) у , ( х ^ 1) ( л : - 1)->, 3) у = У Т ^ ,  
4) у = sin х, 5) Q = r.R* ва *оказо.

Бу ерда функциялар бнргина формула ёрдамнда аналитик 
усулда берилган (формула деган суздан икки аналитик ифо- 
данинг тенглиги тушуниладй). Бундай лолларда функция аник- 
ланишннинг т а б и и й  аникланиш со^аси >;акида гапириш 
мумкин.

х нинг Унг томонда турувчи аналитик ифода бутунлай аник 
Кийматга эга буладиган кнйматларининг туплами аналитик 
усулда берилган функциянинг табиий аницланиш со^асидир. 
Масалан, у = л4 — 2 функциянинг табиий аникланиш соцаси—
— оо < х < + 00 чексиз интервалдан иборат, чунки функция 
х нинг барча кийматларида аникланади. у = (дс -f 1J (х — 1)~ ‘ 
функция х нинг, х = 1 кийматидан бошка, ^амма кийматлари* 
да аникланган; л: = 1 кийматда махражнинг киймати нолга ай- 
ланади. у = | 1 — хг функциянинг табиий аникланиш со^аси
— 1 <  л: <  1 кесма булади ва *оказо.

И з о Баъзан функция аииклаиишининг
бутун табиий со-хасн каралмасдан, балки 
унинг бир кисмини караш керак булади.
Масалан, дойра кми Q нинг R  радиусга 6 o f - 
ликлиги Q =- t.R2 функция билан аниклана
ди Бу геометрик масалада берилган функ
циянинг аникланиш со*аси 0 < / ? < 4-оо 
чексиз интервалдан иборат. Бу функция 
аникланишининг табиий со^аси эса — оо^ .
< R  < + с» чексиз интервалдан иборатдир.

Агар у = f (x )  функция аналитик усул
да берилган булса, у *олда бу функция > раем. 
хОу координаталар текислигида график 
тарзда тасвирланиши мумкин. Масалан, у = х1 функциянинг 
графиги 5- расмда тасвирланган параболаднр.

8-§. Асосий элементар функциялар.
Элементар функциялар

Асосий элементар функциялар деб куйидагича аналитик 
усул билан берилган функцияларга айтилади.
2 Н. С. Пискуно»
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I. Дапожали функция: у «= бунда о — ^акикий сон*).
И. Курсаткичли функция: у = аж, бунда а — бирга тенг 

булмаган мусбат сон.
III. Логарифмик функция: у = loga х, бунда логарифм асо- 

сн а — бнрга тенг булмаган мусбат сон.
IV. Тригонометрии функциялар:

у — sin х, у = cos х, у = tg х, 
у — ctg Х9 у = sec х, у = cosec х.

V. Тескари тригонометрии функциялар:
arc sin jc, 
arc ctgx,

у = arc cos x, 
у = arc sec x,

у =  arc tg x, 
у = arc cosec x.

J

I

6- раем. /-раем.

Асосий элементар функцияларнинг аницланиш со^аларини 
Da графикларини куриб чикамиз.

Д а р а ж а л и  ф у н к ц и я :  у = дс‘*
1. о бутун мусбат сон. Функция

— оо < х < •+- оо чексиз интервалда 
аникланган. Бу холда функциянинг 
графиклари а нинг баъзи бир циймат- 
ларида 6- ва 7- расмларда тасвирлан- 
ган курннишларда булади.

2. а бутун манфий сон. Бу *олда 
функция х нинг х *= 0 дан бошка 
*амма киПматларида аницланган. 
Функциянинг графиклари а нинг баъ
зи бир цийматларида 8- ва 9- расм
ларда тасвирланган куринишларда бу
лади.

*) а иррационал сон булгаида бу функция логарифмлаш ва потенцир- 
лаш нули билан лисобланадн i logy = alogjr. Бунда дг>0 деб фараз ци- 
линадн.
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10, 11, 12- расмларда а нинг рационал каср кийматлари учу« 
даражалн функциянинг графиклари тасвирланган.

К у р с а т к и ч л и ф у н к ц и я ,  у = йг, а > 0 ва а Ф 1. By 
функция х нинг замма цийматларида аникланган. Унинг гра-
фиги 13- расмда тасвирланган куринишга эга.

10- раем. 11- раем.

Л о г а р и ф м и к  ф у н к ц и я ,  y = logfl;c, а > 0 в а  а ф  1. 
Бу функция х > 0  кийматларда аникланган. Унинг графнги 
14- расмда тасвирланган.

Т р н г о н о м е т р и к  ф у н к ц и я  л ар. y = slnx ва ^оказо 
формулаларда эркли узгарувчи х радиан билан ифодаланади. 
Трнгонометрик функцияларнинг заммаси даврийдир. Даврий 
функциянинг умумий таърифини келтирамиз.

1-таъриф.  Агар шундай узгармас сон С мавжуд булиб, 
х аргументга бу сон кушилганда (ёки айрилганда) функция
нинг киймати узгармаса, яъни / (х  + С) = f (x )  булса, у = f (x )  
даврий функция дейнладн. Бундай энг кичик сон функция
нинг даври дейилади; бундан буен уни 21 билан белгилаймиз.
2*
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Таърифдан бевосита келиб чикадики, y = sin.v даврн 2* 
булган даврий функциядир: sin х  = sin (х  +  2*). cosx нинг 
даври зам 2* га тенг. y ^ tg x  ва y=-ctg* функцияларнинг 
даври г. га тенг.

y=»sinxt у = cosх функциялар л нинг барча кийматларида 
аникланган; y = tgx ва y=*secx функциялар х нинг

дс = (2£+1)-£ . (Л = 0, ± 1, ±2, . . . )

нукталардан бошка *амма кийматларида аникланган; у 
ва y = cosecx функциялар х нинг

ctgx

X /т ±

ва

16- раем.
y= *F (u )

?(•*)

1, ± 2, . . . )
нукталардан бошка барча 
Кийматларида аниклан
ган. Т ригонометрик функ
цияларнинг графикларн 

; 15-19- расмларда тас- 
вирланган.

Тескари тригономет- 
рик функцияларни кейин- 
рок батафенл куриб чи- 
камиз.

Сунгра функциянинг 
функцияси тушунчасини 
киритамиз. Агар у и нинг 
функцияси булиб, и эса 
Уз навбатида х узгарув- 
чига боглик булса, у *ол- 
да у *ам х га боглик 
булади. Фараз килайлик,
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Г

булсин. х нинг у функциясини *осил киламиз:
У = F  [ ? ( * ) ] .

Охирги функция функциянинг функцияси ёки мураккаб 
V S ' функция дейилади.

I- МИСОЛ. у =  Sifl !/,£/ = ЛГ* б^ЛСИН. у = Sid (.Г*) фуНКЦИЯ X  НИНГ Му-
раккаб функциясидан ибооат.

ysecjr у

i' i V

у-cosecх 

\ i i  i i  i i  

v ! J\ ' SX  1 /  • 1 x-----1— >■
1

' 1 i’ 1
mJf  0

it st Ssc
*шшшт «taw тшшт я

| Ч 7 i / Т / т ч

\( m
19- раем.

И з о * ,  у = Н ? (л : ) ]  функциянинг аникланиш со^аси е 
ц ^  <р («*) функциянинг бутун аникланиш со^аси, ёки и нинг 
F (и) функция аникланиш со^асидан ташцари чицмайдиган кий
матлари аникланадиган цисми булади.

2-м и сол. v = ^  1 — х1 (у = ^  и, и = I — л3) функциянинг аникла
ниш со*аси [— I, 1] кесмадан иборат, чунки |дг|>1 да н < 0  ва, биноба- 
рии, (<i = 1— х* функция х нинг *амма кнйматларида аникланган булса
дам) у и функция аникланмаган. Бу функциянинг графиги маркази коор- 
динаталар бошида ва радиусн бирга тенг айлананинг уст к и ярмндан иборат 
булади.

„Функциянинг функцияси44 амали бир марта эмас, бир неча 
марта бажарилиши мумкин. Масалан, у =*» In [sin (хг -f 1)] функ
ция цуйидаги амаллар (куйидаги функцияларнинг аницланиши) 
натижасида *осил килннади:

V — дс*+1# w = sin z/, у = In и.
Энди элемектар функция тушунчасинн таърифлаймиз.
2-таъриф.  Элементар функция деб у = f (x )  куриниш- 

даги биргина формула билан берилиши мумкин булган функ- 
цияга айтилади, бунда унг томонда турувчи ифода чекли сон-
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ifi
да цушиш, айириш, купайтириш, булиш 
ва функциянинг функцияси амаллари ёр- 
дамнда асосий элементар функциялардан 
ва узгармаслардан тузилган.

Таърифдаи элементар функциялар ана
литик усулда берилган функциялар экан-

о / г х лиги келиб чицади.
Элементар функцияларга мисоллар:

20 раем. у  =  |Х | =  / Л\  
а _

|у л  — л  т  IV

Элементар булмаган функцияларга мисоллар:
у = 1-2-3 . . .  -я (у = / (л )) функция элементар функция эмаг, чунки v 

ни топиш учун керзк булган амаллар сони п нинг усиши билан ортади, 
яън.1 чекланган эмас.

И з о * .  20- расмда тасвирланган функция 
сгар0 < х <1 булса, f (x )  = х, 
агар 1< jc < 2  булса, / (х ) = Чх — 1

икки формула ёрдамида берилган булса *ам, элементар функ- 
циядир.

Бу функцияни 0 < * < 2  цийматлар учун битта формула 
билан бериш *ам мумкин:

/(-*) =  -§ (х — -j) + к  — 1 I = j  (•* — j )  +  -j ^  (х ~~ !)*•

(V боб машкларидаги 139-144- мисолларга царалсин.)

9- §. Алгебраик функциялар

Алгебраик функциялар жумласига куПиДагича к^ринишда- 
ги элементар функциялар киради:

1. Б у т у н  р а ц и о н а л  ф у н к ц и я  ёки к ^ п * а д :

бу ерда а0, ах, . . .  , ап — коэффициеитлар деб аталадиган Фз- 
гармас сонлар; п манфий булмаган бутун сон булиб, куп*йд- 
нинг даражаси дейилади. Бу функия х нинг *амма кийматла- 
рида, яъни чексиз интервалда аницланганлиги равшан.

1- м и с о л. у = ах -f b чизицли функция. 6 = 0 б^лганда у = ах чи- 
зикли функция у нинг х га пропорционаллик богланишинн ифодалайди. 
а = 0 булганда у = Ь функция узгармаеднр.

у = а0х» +  аххп~ ' +  . . .  + ап,

\
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2- м и сол. у = ах* + Ьх + с квадратик функция. Квадратик функция- 
ниш графиги параболадан иборат (21- раем).

Су функциялар аналитик геометрияда муфассал цараб чикилган.

11. Р а ц и о н а л  ка ср  ф у н к ц и я .  Е/функция иккита куп- 
доднинг нисбати каби аникланади:

•" + а ,х '~ ' +
Ьвх‘

—X

1 + b,.f ь,
Масалан, тескари пропорцио- 
нал муносабатни ифодаловчи
у — j  функция рационал каср
функциядир. Унинг графиги 
22- раемда тасвирланган. Ра
ционал каср функция х нинг 
махражни нолга айлантиради-
ган кийматларидан бошка *амма кийматларида аникланганлнги 
куриниб турибди.

III. И р р а ц и о н а л  ф у н к ц и я .  Агар у = / (х ) формула- 
нинг ^нг томонида кушиш, айириш, купайтириш, булиш ва 
бутун булмаган рационал курсаткичли даражага кутариш амал-

лари бажарилса, у га 
х нинг иррационал 
функцияси дейилади.

Иррационал функ
цияларга мисоллар:

♦дт
У=-2х* + v х

22- раем,

/  1 + 5л» 
у = у ' х ва шунга 
ухшаш.

1- изо Алгебраик 
функцияларнннг кел- 

функцияларнинг ^аммасинитирилган уч куриниши алгебраик 
уз ичига олмайди.

Ушбу
Ро W  Г  + P i (* ) уп -1 + . . .  + Рп U )  = О (1)

куринишдаги тенгламани каноатлантирувчи *ар кандай у = f(x ) 
функция алгебраик функция деб аталади; бу ерда Р 0(х), 
Р\(х)> « . . .  Р п(х) лаР х га нисбатан бирор куп^адлардир.

Келтирилган уч куринишдаги функцияларнинг *ар бири 
( 1) куринишдаги тенгламани каноатлантнришнни, лекин ( 1) 
куринишдаги тенгламани каноатлантирувчи ^ар кандай функ-
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цня келтирилган уч куринишдаги функциялардан бирн була- 
вермаслигини исботлаш мумкин.

2- и з о *. Алгебраик булмаган функция трансцендент 
функция дейилади.

Трансцендент функцияларга мисоллар:
y = cosx, у = 10* ва шунга ухшаш.

1C- §. Цутб координаталари системаси

Текисликдаги иуктанинг урнини цутб координаталари 
системаси деб аталадиган система ёрдамида аницлаш мумкин.

Текисликда, чутб  деб аталадиган, бирор О нуцтани ва бу 
нуктадан чикувчи цутб уци деб аталадиган ярим тугри чиэик-

ни танлаб оламиэ. Текисликдаги бирор 
М  иуктанинг урни иккита сон: М  нук* 
танинг кутбдан узоклигини ифодаловчи 
р сон ва ОМ кесманинг кутб уки билан 
*осил килган бурчак мицдори <р сон 
билан аникланиши мумкин. <р бурчакни 
*исоблашда соат стрелкаси йуналишига 
тескари йуналиш мусбат йуналиш *и- 
собланади. р ва ср сонлар М иуктанинг 
цутб координаталари дейилади (23- 

расм). р радиус-векторни доимо манфий эмас деб *исоблаймиз. 
Агар <f кутб бурчаги 0<<р<2я ярим ёпик ораликда Олинса, 
у *олда текисликнинг кутбдан бошца *ар бир нуктасига тула 
аник бир жуфт сон р ва <р мос келади. Кутб учун р = 0, «р — 
ихтиёрий.

Кутб координаталари билан тугри бурчакли Декарт коор- 
дннаталарн орасидаги муносабатни аниклаймиз. Тугри бурчак
ли координаталар системасининг боши кутб билан, Ох укининг 
мусбат йуналиши эса кутб уки билан устма-уст тушган булснн.

24- расмдан бевосита куйидагилар келиб чикади:
.x =  pcos<p, y  =  p s l n ?

ва аксннча,

Р =  /  л* +  у* . 1 g ? = 7 *

И зо*.  <р ни топишда иуктанинг цайси чоракда ётганлиги- 
ни эътиборга олиб, ср нинг шунга мос цийматини олиш керак.

р = /?(<р) тенглама кутб координаталари системасида бирор 
чизиции аницлайди.

м
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1- мисол. Ушбу р = а тенглама кутб координаталарида маркази кутб- 
да ва ралиуси а булган айланани аниклайди, бу ерда а «= const. Тугри бур- 
чакли координаталар системасида 24- расмда курсатилгандек жойлашган ай- 
лананииг тенгламаси

V х* + У1 = а Ски л* + У1 = о}
булади (25- раем).

2- м и с о л.
р «= а <р, бу ерда а — const.

<f нинг баъзи кийматлари учун р нинг кийматлари жадвалини тузамиэ:

0 я
7

я
7

3
4 11

Я 3
7 * 2я Зя

/
4я

р 0 *0,78а % 1,57л *  2,36а *3,14а *  4,71а *6,28j *  9,42л % 12,56а

Бу кийматларга мос эгри чизик 26- расмда тасвирланган. Бу эгри чизик 
Архимед спирали дейнлади.

3- м и с о л. -
р = 2a cos <р.

Бу — маркази р0 = д, = 0 нуктада, радиуси а га тенг булган айаана тенг- 
ламасидан иборат (27- раем). Бу айлананинг тенгламасини тугри бурчакли 
координаталар билан ёзамиз. Берилган тенг- 

— — — х
ламага р = у^ х2 + y*t cos <р = . ■■_■ кий-^ х -f- у

______ X
матларни кУйиб, у^ х% 4* У2 = 2а г „ ■ -. бки 

( У ■* + У
х2 -г у2 — 2ах = 0 тенглДчага зга буламнз.

I бобга машцлар

1. / (х ) = х* -h 6х — 4 функция берилган.
/(1) = 3, /(3) = 23 экани текшириб курилсин.

2, f  (x) = х2 -f 1. Куйидаги кийматлар *и- 
соблансин:
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а) / (4). Ж а в . 17. 6) 2 ). Ж ** . 3. в) f (a  + 1). Жав. а1 + 2а -f 2. 
Г) / (а ) + 1. Жав. а* + 2. д) /(а*). Жав. а« + 1. е) [/(а))*. Жав. а« + 
+  2а1 4-1. ж) /(2л). Ж ав . 4а* + 1.

3. ? ^  &г ^ГУ Ушбу <р(~) ва у  ифодалар ёзилсин. Ж<м.
/1ч 1 ■“  х . 1 Здг -f- 5

* VjT  J ”  3 + 5дг ’ ?(дг) = ‘дг — 1
4. «р (jc) = л* + 4. Ушбу <2jt) ва <j<(0) ифодалар бзилсин. Жав. 

* (2-0 = 2 / * 1 + 1; |  (0) = 2. 2 у ̂ 0̂
5. /  (б) = tg 6. Ушбу тенглик /  (29) = | |/(0)р текшиРи  ̂ курилсин.

1 — х г а + b \ t
6. у (* ) = Ig f q r *  УшбУ тенглик <? (а) + Ф (*) -  V \Г+ ~аЬ) текши"

риб курилсин.
7 ./(A ) = Igjr, яр (дг) = jr3. Куйидаги ифодалар ёзилсин: а) / (?(2 )|. 

Жав. 3 lg 2. 6) / [ ?  (в)]. Жав. 3 lg д. в) <р [/(а)). Жда. [IgflJ3.
8. у - 2ха -f 1 функция аникланишининг табиий со\аси топилсин. 

Жав. — оо <  дг <  + оо.

9. Куйидаги функциялар аникланишининг табиий со*алари топилсин: 

а) / 1  — л * . Ж д«. — I <  х  <  +  1. б) | / з “! р х  +  у  7 — х.Жав. —3 < jc < 7 .

В) + в ~  V *  — *• ^ вв- — ° °  < •*<  + <»• О Жав. х ф а.
д) arcsin* х. Жав. — 1 < х < 1. е) у = lg х. Жав. д:>0. ж) у =ах (а >0). 
Жав. оо <  х <  -f °°«

Куйидаги функцияларнинг графиклари ясалсин:

10. у = — Здг + 5. 11. у =  ^ х * +  1. 12. у = 3 -  2дг*.

13. у =  дг* -j- 2jt — 1. 14. у =  |5* У =  sin 2 х. 16. у = cos З дг.

17. у = х2- 4 х  + 6. 18. у =  f 1 “ P '  19в У = sln [х +  т ) ’

20. у = cos (.* — -j)- 21. у *  tg у  jr. 22. y = ctg-^-« 23. у = 3х,
1 1 ^ 24. у = 2“ x’- 25. у =  log, -• 26. у = x* + 1. 27. у =  4 -  Л  28. у -  ^  •

j
29. у = х‘. 30. у = л». 31лу = У'1Г 32. у = ( / Г ) -1-33. у = / х  • 

34. у  -  | дг |. 35. у = log, | х |. Зв. у = log, (1 -  *). 37. у = 3 sin (  2* + -|) *

38. у = 4 cos (-< + "2 )•
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Z 9 .f{x )  функция [— 1; 1) кесмада куйидагнча аникланган:
— 1 < х < 0 да / (* ) = 1 + х\
О < х <  1 да /(х) = 1 — 2х.

40. / (х) функция [0; 2) кесмада куйидагича аникланган:
0 < х < 1 да / (х) = ж*
1 < х < 2 да /  (jc) = х.

Кутб координаталарида куйидаги тенгламалар билан берилган эгри чи-
зпклар ясалсии:

р = ~  (гиперболик спираль). 42. р «= а? (логарифмик спираль).

43. р = а / cos 2<р (лемниската). 44. р = а (1 — cos f) (кардиоида).
45. р = a sin 3?.



II БО Б
ЛИМИТ. ФУНКЦИЯНИНГ УЗЛУКСИЗЛИГИ
1- §. Узгарувчи мицдорнинг лимиги.
Чексиз катта узгарувчи мицдор

8у параграфда биз .узгарувчи микдор лнмнтга интилади* 
терминлари билан аницланадиган махсус равишда узгарадигаи 
тартибланган узгарувчи миц-дорларни текширамиз. Бундан 6yi#i 
бутун курс буйича узгарувчининг лимити тушунчаси асосий 
роль уйнайди, чунки математик анализнинг косила, интеграл 
ва бошка асосий тушунчалари у билан бевосита богликдир.

1- таъриф.  Агар *ар бир олдиндаи берилган ихтиёрий ки- 
чик мусбат г сон учун узгарувчи х нинг шундай кийматини 
курсатиш мумкин булсаки, узгарувчининг барча кейинги киА* 
матлари ушбу k

|х — а\ < s
тенгсизликни цаноатлангирса, узгармас .а* сон узгарувчи х 
мицдорнинг лимити (охирги марраси) дейнлади.

Агар а сон узгарувчи х микдорнинглимити булса, у *олда 
х узгарувчи а га интилади дейнлади ва

х -* а ёки 11т  х = а*)
кУрннишда ёзилади.

Геометрнк терминларда ли-
• Л_мнтнннг таърифини 1<уйидаги-

- т  ча ифодалаш мумкин:
Агар маркази а нуктада ва. 

радиуси е булган олдиндан бе- 
28- раем. рилган ихтиёрий *ар канча ки-

чнк атроф учун х нинг шундай 
кийч.ати топилсаки, Узгарувчининг кейинги кийматларига те- 
гишли барча нукталар шу атрофда булса, узгармас а сон уз- 
гарувчи х нинг лимити булади (28- рЭсм). Лимитга интилувчи 
узгарувчиларнинг бир неча мисолини кУрамиз.

1- мисол: Узгарувчи микдор х кетма-кет цуйидаги кийматларнн кабул 
килади:

•*1 “  1 + 1, Jfj = 1 + -у, дг, = 1 -f. -i-.........  хп = 1 + —, . . .

*) ,Нш‘ кчскартирилгам латинча limes — иарра (чек) деган сузднр.
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Бу узгарувчи микдорнинг бирга тенг лимити борлигини исботлаймиз. Ушбу 
тенгликни ёзамиэ:

Хар кандай , учун узгарувчининг п номердан бошланадиган барча кеЛи»1 и 
кийматлари (бу ерда «ки я>  — хп— 1 | < « тенгсизликни каноат-
лантиради. Бу вса талаб килинган исботдир. Бу ерда узгарувчи микдор 
камайиб борган лолда, лимитга интилишини кайд килиб утамиэ.

2 - м н с о л. Узгарувчи микдор х кетма-кет ушбу кийматларни кабул 
Килади:

*i = 1 — -J* х* "  1 + 'З* • *3 ”  1 ~ • х* ш 1 + JT....... ■»«-! +
. *1 + (—1) j i . . .*

Бу узгарувчи микдор бирга тенг лимитга зга. Хакикатан,

I х„— 1 I = | ( 1 + (— 1) yj) — 1 j = ф .
Х*р кандай t учун ^

2« > ±  , n lg 2> l g ±  еки л >

^  < t муносабатни каноатлантирувчи п номердан бошлаб х нинг барча 
кейинги кийматлари

| дгя — 11 < «
муносабатни каноатлантиради. Бу ерда Узгарувчи микдорнинг кийматлари 
лимитдан бир гал катта, бир гал кичик булишини кайд килиб утамиз. Узга
рувчи микдор .лнмитига унинг атрофида тебраниб* интилади.

1- изо*.  I бобнинг 3- параграфида курсатиб утилганидек, 
узгармас микдор с купинча з̂ амма кийматлари бир хил: х = с 
булган узгарувчи микдор деб каралади.

Узгармас микдорнинг лимити шу узгармас микдорнинг узи- 
га тенг экани равшан, чунки е *ар кандай булганда *ам

| JC — С I =  Iс  — с ) =  о <  е
тенгсизлик доимо бажарилади.

2- изо*.  Лнмнтнинг таърифидан узгарувчи микдор иккита 
лимитга эга була олмаслиги келиб чикади. Хакикатан, агар 
11т  х = а ва lim х = b (а < b) булса, у ^олда е ихтиёрий кичик 
булган *олда х бирданига ушбу иккита тенгсизликни каноат- 
лантириши лозим:

|лс — о | < е ва \х — £|<е. 
бу эса а < Ь-^- булган *олда мумкин эмас (29- раем).
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3 - и з о х. \ар бир узгарувчи микдор лимитга эга деб уйлаш 
ярамайди. Масалан, узгарувчи микдор кетма-кет куйидаги кий*, 
матларни кабул килсин:

1 _  , _  1 г - 1**1 2 # 2 *  ̂ —  ̂ * • • • 1
д ; = 1___ !_ . г _____! _2* 1 22к 2* + 1 — 92* t 1

(30- раем), k етарли даражада катта булганда х2к киймат ва 
ундан кейинги жуфт померли барча кийматлар бирдан истал- — 
ганча кам фарк килади, ундан кейинги х2к + , киймат вал нинг 
ток номерли барча кийматлари эса нолдан исталганча кам фарк 
Килади. Демак, узгарувчи х лимитга интилмайди.

ИГ-171

■ Х ^ г-
гв ъв

2Э -раем. 30- раем.

Агар узгарувчи микдор а лимитга интилса, у *олда а уз
гармас сон экани лимитнинг таърифида курсатилган. Аммо, 
„ингилади* тушунчасн узгарувчи микдорнинг бошкача узгариш 
усулини характерлаш учун а̂м ишлатиладн, бунн куйидаги 
таърпфдан курамиз.

2 - таъриф. Агар олдиндан берилган *ар бир мусбат М  сон 
учун х нинг шундай кийматини кУрсатнш мумкин булсаки, уз- 
гарувчннинг шу кийматидан бошлаб, барча кейинги кийматлари 
|x|>Af  тенгсизликни каноатлантнреа, узгарувчи х чексизлик- 
ка ишнлади.

Агар узгарувчи х чексизликка интилса, у чексиз к а тта  
узгарувчи микдор дейнлади ва х -* оо куринишда ёзилади.

3- мисол: узгарувчи микдор х
1̂ * 1» -*а — 2, х3 = 3, , . . t /л = (— 1) л у •.« t

кийматларнн кабул килади. Бу чексиз катта узгарувчи микдор, чунки ихти!- 
рнй А1 >  0 да Узгарувчининг бирор кийматидан бошлаб, *амма кейинги кий
матлари абсолют микдор буйича М дан катта булади.
Со^ л р  ихтиёрий Л^> 0 да узгарувчининг бирор кийматидан 

б;,Р'1а кейинги кийматлари М  < х тенгсизликни каноат-
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лантирса, узгарувчи микдор х «плюс чексизликка интилади* 
дейилади ва х -* -f оо куринишда ёзиладн.

Плюс чексизликка иптилувчи узгарувчи ыицдорга jr, = 1, дг3 = 2, ..., 
г„ — п, ... кийматларни кабул киладиган дг узгарувчи микдор мисол була 
олали'

Агар ихтнёрий Л1>0 да Узгарувчининг бирор кийматидан бошлаб бар
ча кейинги кииматлари — М тенгсизликни каноатлантирса, узгар\вчи 
кикдор .минус чексизликка ннтилади* х -» — оо.

Масалан, xt = — 1, х2 = — 2, х„ = — п, ... кийматларни кабул « 
ладиган узгарувчи х минус чексизликка ннтилади.

2- §. Функциянинг лимити
Бу параграфда х аргумент бирор а лимитга ёки чексиз

ликка интилганда функция узгарии}чнинг баъзи бир ^олларини 
текширамиз.

1- таърнф. Фараз килайлик. у = /  (х) функция а нукта- 
нинг бирор атрофида ёки бу атрофнинг баъзи бир нуцталарида 
аникланган булсин. Агар ^ар бир мусбат е сон учун, у кан- 
чалик кичик булмасин, шундай мусбат 8 сонни курсатиш муу- 
кнн булсаки, х нинг а дан 
фаркли ва

| х — а | < 5 v
тенгсизликни*) каноатлангн- 
рувпи барча кийматлари учун 
|/(х) —£|<е тенгсизлик 
ури 1ли булса, л- аргумента га 
интилганда (х -* а), у — /  (а) 
функция b лимитга инти- 
лади
/(*>
Сулса

llrn f (x ) = b
х -*а

ёки х -* а да / (л) -* b ёзнлади.
Агар х - а да / (х) -* b булса, у *олда у = / (* )  функция

нинг графигида бу куйидагнча тасвирланади (31- расм);|д: —
— а | < 5 тенгсизликдан \/ (л) — b | < е тенгсизлик чикар экан, 
у *олда бу, а нуктадан £ дан йирок булмаган масофада ту-

*) Бу ерда х нинг |дг — в | < о  тенгсизликни каноатлантирувчи ва функ- 
ниннннг аникланиш со*аснга тааллуклн кийматлари назарда тутилади. Бун- 
дан буён лам шундай *олатлар учраб туради. Масалан, х -* оо да функция
нинг узгаришинн текширишда функция х нинг факат бутун мусбат киймат
лари учун аникланган булиши мумкин Бинобарин, бу цопа х факлт бутун 
мусбат кийматларни кабул килиб чексизликка ннтилади (х > ж). Бунда» 
кейин бу ^акла изо* бериб утирмаймнз.
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рувчи барча х нукталар учун у = / (х ) функция графигннннг 
М  нукталари у = b — г па у =* b + е. т^гри чизицлар билан че- 
гараланган. энн 2е булган йул (полоса) ичнда ётади.

1- и з о * . / ( * )  функциянинг х -* а даги лимитини куйида- 
гяча таърифлаш *ам мумкин.

Фараз килайлик, узгарувчи микдор х кийматларни шундай 
кабул киладики (шундай тартибланган буладики), агар

V  | х — а | > | х ' — а I
булса, v *олда_л** кейинги, х‘_ эса олдннгн киймат булади; _ 
агар | х — а\ = |3с’* — а\ ва х < х"  б^лса, у *олда х ' кейингн, х* 
эса олдинги киймат булади.

Бошкача айтганда, сонлар тугри чизипшинг иккита ну*<тз 
сндан а нуктага якини кейингн нуктадир; масофалар тенг б̂ Л 
ганда а нуктадан унгдагиси кейинги нукта булади.

Шу равишда тартибланган узгарувчи х микдор а лимитга 
интилсин [х а ёки llm х = а].

С^нгра у — f  (х) ^згарувчини текширамиз. Бунда ва бундан 
кейин функциянинг нккита кнйматидан аргументнинг кейинги

Кийматнга тегишли булганини 
функциянинг кейинги киймати деб 
*исоблаймиз.

Агар шундай аникланган у Уз
гарувчи микдор х -* а да бирор Ь 
лимитга интилса, у *олда

llm /  (х) = b
х-*а

курннишда ёзамиз ва у = f (x )  
функция х -* а да Ь лимитга инти- 
лади деб айтамиз.

Функция лимитининг иккала таъ- 
рифн эквивалент (тенг кучли) экан- 
лигини исботлаш осон.

2- изо*.  Агар х бирор а сондан кичик кийматларнигина 
кабул килиб, шу а сонга интилганда f  (х) функция Ьх лимитга 
интилса, у *олда llm f (x )  = bx ёзилади ва га /  (л) функция-

jc-a — О
нинг а нуцтадаги чап лимити дейилади. Агар х факат а дан 
катта кийматларнигина кзбул килса, у *олда llm f (x ) •= Ьгёзи-

х-*а + О
лади ва Ьг га функциянинг а нуцтадаги унг лимити дейила- 
дн (32- раем).

Агар унг лимит ва чап лимит мавжуд ва тенг, яъни Ьх = 
-.-.Ьг = Ь булса у *олда£, лимитнинг юкорида берилган таърифи 
маъносида, а нуктадаги лимитнинг узи булишини исботлаш



_________________________ФУНКЦИЯНИНГ дамити________________  3 3

мумкнн. Аксинча, агар а нуктада функциянинг лимити Ь мав- 
жуд булса, у колда функциянинг а нуктада ^нг ва чап лимит- 
лари мавжуд ва улар тенг булади.

1 - м и с о л .  Ilm (Здг -f 1) = 7 экаиини исботлаймнз. Хакикатан, нхтиё- 
х—2

рий « >  О берилган булсин; ушбу
| (3jf+ 1 ) - 7 | < «

тенгсизлик бажарилиши учун куйидаги тенгсизликларнииг бажарилиши 
зар/р:

|Здг —61 < с, I дг — 21 <  y . - у < д г - 2 <  j -

Шундай килиб, нсталган « да дг нинг |дг— = * тенгсизликни каноат-
лантирувчн барча кийматлари учун Здг -f 1 функция кийматининг 7 дан фаркн
* дан кичик булади. Бу эса х -* 2 да функциянинг лимити 7 демакднр.

3- изо)(. Функциянинг лимити х -* а да мавжуд булиши 
учун функция х = а нуктада аникланган булиши талаб кнлин- 
майди. Лимитни топишда а нуктаиинг а дан фаркли атрофида 
функциянинг кийматлари каралади; бу кол куйидаги мисол 
билан очнк тасвирланади.

2- м н с о л. Ilm •* — 4 экацнни исботлаймнз. Бу ерда у функ- 
иия х = 2 да аииклаимаган.

Ихтиёрий * да шундай 5 топнладики, |агар \г— 2|<& ^улса,

4 I- 4  < .  (1)х — 2
тенгсизлик бажарилишини нсботлаш керак. Лммо х Ф  2 да (1) тешсизлнк

| (дг — 2) (х  +  2) _\ J  , , . * ж . / О  ЛI ---------

тешснзликка ёки , j j . О/', W  '  /
f /1 ' v R  I .11 V

-4̂  i *
теигсизликка эквииалентдир.

Шундай килиб, ихтиёрий « да (2) тенгсизлик бажарилса, (1) тенгсизлик 
бажарилали (бу ерда 6 = с). Бунинг узи, берилган функция х —,2 да 4 сони* 
дан иборат лимитга эга демакднр.

Эндн, х -» оо да функция узгаришининг баъзи колларини 
„к^рамиз.

2 - т а ъ р и ф. .\ар бир ихтиёрий кичик мусбат е сон учун 
шундай мусбат N соннн курсатиш мумкин булсаки, х нинг 
х| > N тенгсизликни каноатлантирувчи барча кийматлари учун 
/ (х) — b | < з тенгсизлик каноатлантцридса, /  (х)

функция Ь лимитига интилади.
8 н. с. «едят* / В ® p 6H jjrv

.4 I /! / /7 L  ik S J ffy s d
Л |

i
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3 - м и с о л.

Оки бошкача ёзувдаОки бошкача ёзувда

эканини исботлаймиз. Агар фацат | х | >  N булев, ихтнёрий е да

(3)
тенгсизлик бажарилишини исботламок керак, бунда « танланиши билан 
Л' аникланадн. (3) тенгсизлик | — | <  * тенгсизликка эквивалент; | х | >  — «=

= N  булса, | -̂  j <  с тенгсизлик бажарилади. Бунинг маъноси

курннишда ёзиладиган
рх -*■ -(-сюда f i x )  b га ннтилади" ва 
„х ■* — оо да f ( x )  b га ннтилади*

ифодаларнинг маънолари равшан булади.

Л- §. Чексизликка интилувчи функция.
Чекланган функциялар

(6из а‘ а ёки х -* оо да f ( x )  функциянинг бнрор Ь лимит
га интилиш .\олларини курдик.

Энди аргумент бирор усул билан узгарганда у = f ( x )  функ
ция чексизликка интилган >̂ олни курамиз.

1 - т а ъ р и ф. Хар канча катта мусбат М  сон учун шундай
о > 0 кчйматни топиш мумкин булсаки, х нинг |лг — а |<8 
шартни каноатлантирадиган а дан фаркли барча кийматлари 
учун \f(x)\ > М тенгсизлик уринли булса, х -* а да f  (х) функ
ция чексизликка ннтилади, яъни х -+ а да функция чексиз 
ки тта  микдор булади.

Ж — +оо
рас’.. Hm /(х ) = Ь
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Агар х -* а да f (x ) функция чексизликка интилса, у *<wa 
бундай ёзилади:

llm f (x )  *= со
х -*а

ёки х -* а да f  (х) -*■ оо.
Агар х а  да / (л) функция чексизликка интилса ва бунда 

факат мусбат ёки факат манфий кийматлар кабул килса, мос 
равишда бундай ёзилади; llm f (x )  = -f- оо ёки llm (х) = - ОО.

х-+а х-*а

1 * м и с о л Нш 1* х_*1 (УИГТУ1 = + 00 эинини исботлаймиз. Хакикатаи, а̂р
Кандай ;И>0 да факат

б̂лс*.
(I -*)* < Д| > |1 Х <̂-уг\Ц~Ь

(\-х)
га «га буламиз. ( j- xjt функция факат мусбат кийматлар кабул ки
дали (34- раем).

2 - м и с о л. jlm _  с  экашнш исботлайииг. Хакикатаи. ихтий-
рий М >  0 да факат

♦улса,
1-71 >М

б^аади. Бу ерда х < 0 д« - j) >  0 ва х >  О да (-- — ) <  0 (35- раем).
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Агар х -» оо да f  (х) функция чексизликка интилса, у хол
ла бундай ёзилади:

Н ш  / ( л )  = 3  ОО
Х-+  ос

ва жумладан
lim f ( x )  =  оо, llm f { x )  =  oo, l l m / ( j c )  =  — «.

JT-*+ X-*— «
Оулншн мумкин.

Масалан,
llm x2 = -f- оо, llm л* = — оо ва ш.

1- изо* .  х -* а да ёки х -* оо да у = /(л) функция чекли 
лимитга ёки чексизликка интилмаслиги мумкин.

3 -  М И С О Л .—  оо< ДГ <  - f  ОО
чексиз иктервалда аникланган 
у *= sin х функция х -* оо да 
чекли лимитга лам, чексизлик
ка лам интилмайди (36- раем).

4 - м и с о л. х нинг х = О 
данбошка ламма кийматларида
аникланган у = sin —  функ
ция х — 0 да чекли лимитга 
\ з у , чексизликка лам интил
майди. Бу функциянинг графи- 
ги 37- раемда тасвирланган.

36- раем.

2- таъриф.  Агар 
шундай мусбат М сон 
мавжуд булиб, аргумент 
х нинг каралаётган сона
та тегишли барча киймат
лари учун |/ (jc )|< M  
тенгсизлик бажарилса, х 

нинг берилган узгариш со^асида у =  Г(х) чекланган функция 
дейилади. Агар бундай М  сон мавжуд булмаса, у *олда бе- 
рнлган со.чада у = / (х )  чекланмаган функция дейилади.

5- мисол. Чексиз— оо интервалда аникланган у = sin х 
функция чекланган, чунки х нинг барча кийматларида

| sin* | < 1 * М.
ц 3- таъриф.  Агар маркази а нуктада булган атроф мавжуд 

булиб, берилган функция шу атрофда чекланган булса, у холда 
/(•*) функция х  -* а да чекланган дейилади.

4- гаъриф. Агар шундай N > 0 сон мавжуд булиб, х нинг 
\ *1 > N  тенгсизликни каноатлантирувчи барча кийматларида
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/(•*) функция чекланган булса, у=/(лс) функция х -* »  да 
чекланган дейилади.

Лимитга интилувчи функциянинг чекланганлиги *акидаги 
масала куйидаги теорема билан ечилади.

1 - теорема.  Агар llm f (x )  = b булиб, b чекли сон булса,
■ а да f (x )  функция чекланган булади. 
llm f  (х) =* b тенгликдан исталган г > О

у %олда х
Исбот .  llm/ (дс) = b тенгликдан исталган г > и да шун-

х-*а
дай 8 топиладики, а — 8 < х < а + 8 атрофда, 

ёки
1/(*)<|*| + »

тенгсизлнк бажарилади. Бу эса х а да f ( x )  функция чеклан
ган демакдир.

2- изо* .  Чекланган f ( x )  функциянинг таърифидан агар 
llm f  (х) = ёки llm f ( x )  *= 00,х-+а х-+ оо

яъни f ( x )  чексиз катта микдор булса, у *олда функция чек- 
ланмаган булиши келиб чикади. Бунинг акси: чекланмаган 
функция чексиз катта микдор булмаслиги *ам мумкин, деган 
жумла тугри эмас.

Масалан, у = х sin х 
функция х -*■ оо да чек-' 
ланмаган, чунки исталган'
Af > 0 учун х нинг шун
дай кийматларинн топишГ 
мумкинки, |jc sin х \ > М  
булади. Лекин у = х sin х 
функция х = 0, к, 2к ,... 
кнйматларда нолга айлан- 
гани учун чексиз катта 
микдор эмас. у = х sin х 
функциянинг графнги 
38- расмда тасвирланган.

2- теорема.  Агар 
llm f  (х) = Ь ФО булса, у
J-ia
*олдау-  -ji-;. функция а да чекланган функциядир,

« > 0 да х =
f  (х)

Исбот .  Теореманинг шартидан ихтиёрий * > 0 д  
иуктанинг бирор атрофида | f ( x )  — b\ < е ёки 11/(дс) | — \ Ь || < е, 
ёки — s < \f(x) | — 1 < е, ёки |*| — в < |/(д:)| < |6 | + е були
ши келиб чикади.
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Охирги тенгсизликлардан > \f(x)'\> [ъ\ V % кели® ЧИ|̂ а
ди; масалан,е = ^ |* |  деб олсак, ушбу

келиб чика-

ган демакдир.
4- §. Чексиз кичик мицдорлар
ва уларнинг асосий хоссаларн ^

Бу иараграфда аргументнинг бирор характердаги ^згари- 
шмда нолга интилувчи функцияларни текширамиз.

Таъриф.  Агар llm а (х) = 0 ёки Iim а (х) = 0 булса, х -*• а
да ёки х -> оо да я = а (х функция чексиз кичик мицдор де-

Лимитнинг таъриф идги чикадики, масалан, lim а(дг) = 0
булса, бу, олдиндан берилган *ар кандай ихтиёрий кичик мус
бат е учун 8 > 0 топиладики, х нинг | х — а | < 8 шартни каноат- 
лангирувчи барча кийматлари учун\л(х) | < е шарти каноат- 
лантирилади демакдир.

1 - м и сол. a = (jr— 1)* функция х — 1 да чексиз кичикдир, чунки 
lim а ^  lim (х — I )1 = 0 (39- раем).
X -+ 1  4Г-*1

2- ми со  л. а = — функция х -+ оо да чексиз кичикдир (40- раем) (2- § 
дат 3- мисолга каранг).

Келгуси учуй музим булган бир муносабатни аниклаймиз:
1 - теорема.  Агар у = f (x )  функция узгармас сон Ь билан 

чексиз кичик мицдор а нинг йигиндиси

39- рас»:. •Ю- раем.

у = b + a (1)
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к^ринишда берилса, у %олда,
Ilm у = b (х — а ёки х — »  да).

Аксинча, агар 11т у = b булса, у = b + а ёзиш мумкин, бу 
ерда а чексиз кичик мицдор.

Исбот .  (1) тенгликдан |у — b | = |а | келиб чикади. Аммо 
ихтиёрий г да, бирор кийматдан бошлаб, а нинг барча киймат
лари | а | < в муносабатни каноатлангиради, демак, бирор кий- 
матдан бошлаб, у нинг барча кийматлари учун | у — b | < в тенг
сизлик каноатлантирилади. Бунинг узи Пт у = b демакдир.

Аксинча: агар Пт у = Ь булса, у ^олда ихтиёрий еда бирор 
цийматдан бошлаб, у нинг барча кийматлари учун |у — £|<г 
булади. Лекин у — Ь = а деб белгиласак, у *олда я нинг бирор 
кийматидан бошлаб, барча кийматлари учун |«|<е булади, бу 
эса « чексиз кичик микдор демакдир.

3 - мисол.  Функция

берилган булсин (41- раем), у \олда 
11га у — 1,
JC-»»

ва аксинча, Ига у = 1 булгани учун, узга-х-~ -
рувчи у ни лимит 1 билан а = — чек
сиз кичик микдорнинг йигиндиси, яъни 

У ■» 1 +■
курииишда ёзиш мумкин. 41- раем.

2- теорема.  Агар х — а да (ёки х — °° да) я ~ а  (х) 
иолга интилса-ю, лекин нолга айланмаса, у %олда У = \- 
чексизликка интилади.

Исбот .  A f >0  исталганча катта булганда |а| < i  тенгсиз
лик бажарилса, > М тенгсизлик бажарилади. 1*1 тенг
сизлик а нинг бирор кийматидан бошлаб, барча кийматлари 
учун бажарилади, чунки а (х) —»0.

3- теорема.  Икки, уч ва умуман маълум сондаги чексиз 
кичик функцияларнинг алгебраик йигиндиси чексиз кичик 
функциядир.

Исбот .  Исботни иккита кушилувчи учун келтирамиз, чунки 
саноги исталганча булган кушилувчилар учун теорема худди 
шундай исботланади.

и (х) = а (х)-1-р (х) булсин, бу ерда lim а (х )= 0, Ilm? (х) = 0.
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Ихтиёрий нсталганча кичик »> 0  шундай 8> 0 топиладики, 
| л- — а | < 8 тенгсизлик каноатлаитирилганда | и | < « тенгсизлнк 
оа:карилишинн исботлаймиз. a (jc) чексиз кичик б^лгани учун 
ш\ндай 8 топиладики, маркази а нуктада ва радиусн 8, бул
га н атрофда

булади. Р (х) чексиз кичик булгани учун, маркази я нуктада 
на радиуси 62 булган атрофда |Р (х) | < у  булади.

Энди 8ни8х ва 62 микдорлардан кичигига тенг килиб оламиз, у 
*олда а иуктанинг 8 радиусли атрофида |а | < -^ва |Р1 < -у 
тенгсизлнклар бажарилади. Бинобарин бу атрофда

| и | = | а (х) + р (х) | <  | а (дс) | + |р (х) | < -£ -f- = е,
л ьни |ы|< е буладики, бу эса талаб килинган исботднр. 

llm а (ж) = 0, llm р (х) = О
ДГ-̂оо Х-+оо

булган *ол учун *ам исбот шундай утказнлади.
Изо* .  Бундан буён бизга шундай чексиз кичик микдор- 

ларнннг йигиндисини текширишга тугри келадики, *ар бир 
кушнлувчининг камайнши билан кушилувчилар сони ортиб 
борадн. Бу *олда теореманинг тасдики иотугри булиб колиши 
*ам мумкин. Мссалан, ушбу чексиз кичик микдорлар йигин- 
диспни куздан кечирайлик:

1 . 1 , . 1  
и = Т + Т +  -  + Т

X та цуишлувчн

бу ерда х бутун мусбат кийматлар (х =  1, 2, 3, ... , п, ...) 
кабул килади. Хар бир кушилувчи х —  оо да чексиз кичиклиги, 
лекин йигинди и =  1 чексиз кичик эмаслиги равшан.

*5 - теорема.  Чексиз кичик л = a (jc) функциянинг чеклан- 
гшt z ■= г (л) функция билан купайтмаси х -*■ а (ёки х -> оо) 

чексиз кичик мицдордир (функциядир).
Исбот.  Исботии х -*■ а *ол учун келтирамиз. Бирор Л1 > О 

учун х — а иуктанинг шундай атрофн топиладики, бу атрофда 
| г | < М  тенгсизлик каноатлантирилади. Хар кандай е>Оучун
I “ I < ^тенгсизлик бажариладиган атроф топнлади. Бу икки-
та атрофдан энг кичигида

• I 1 »
1« -гг | <  ^  • М  =  е
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тенгсизлик бажарилади. Бу эса а г чексиз кичик демакдир. 
х-*оо хол учун хам исбот шу тарифа утказиладн. Шу теоре- 
мадан куйидаги натижалар чицади:

1- натижа .  Агар llm а = 0, 11т ?  = 0 булса, у х;олда 
Пт а р = О, чунки Р(лс) чекланган микдор. Бу хол хар кандай 
чекли сондаги купайтувчилар учун хам уринлидир.

2- натижа.  Агар lima = О ва с =* const булса, у олда
Пт = 0.

б- теорема.  Чексиз кичик ч(х) мщдорни лимити нол-
9 а (г)дан фарцли функцияга булишдан чиццан j r j '  булинма чек

сиз кичик мицдордир.
Исбот .  Hma(jt)=0, Пт г (х) *= Ь Ф  0 булсин. 3- § даги

2- теоремага асосан, чекланган микдор эканлиги чикади.
и]унинг учун = а (х) —— каср чексиз кичик микдорнинг
чекланган сон билан купайтмаси, яъни чексиз кичик микдор- 
дир.

5- §. Лимитлар хацида асосий теоремалар

Бу параграфда хам олдингидагидек, биргина х аргументга 
боглик функциялар тупламини текширамиз, бунда х-*-аёки 
х  -> ° ° .

Биз исботни бу холлардан биттасн учун келтирамиз, чунки 
иккинчиси учун исбот худди шундай утказиладн. Баъзан биз 
умуман х-*-а ни хам, х -*■ <» ни хам ёзмаймиз, лекин булар 
урнига караб англашилади.

1 - теорема.  Икки, уч ва умуман маълум сондаги узга- 
рувчилар алгебраик йигиндисининг лимити бу узгарувчилар 
лимитларининг алгебраик йигиндисига тенг:
llm (и, -f и2 + . . .  + uk) = lim и, -f llm и, + . . .  + llm ик.

Исбот.  Исботни икки кушилувчи учун келтирамиз, чунки 
кушилувчилар сони хар канча булганда хам исбот худди шун
дай утказиладн. Айтайлик, l lmwj^aj ,  llm «3 = fl2 булсин. У 
холда 4- § даги 1- теоремага асосан бундай ёзиш мумкин:

II, = Я, + <4, «2 = «2 + “2. 
бу ерда в, ва а2 чексиз кичик микдорлар. Демак,

«1 + и* = («1 + а2) + (<*! + а,).
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(а, + а2) узгармас микдор, (a,-fa,) sea чексиз кичик мик
дор, у *олда яна 4-§ даги 1-теоремага асосан бундай хулоса 
чикарамиз:

11ш («! -f и,) = о, -f о, = Пш i/| + Пш и2.
1- мисол.

х* -f* 2jc / 2 \ 2 2
Ilm — -J—  = Ilm (1 + — ) = lira 1 + lim — =1 + I l m — - 1  + 0= 1

x —CD x - o j  \  *  /  x — as X — a  j r - »  •*

2-теорема.  Икки. уч ва умуман маълум сондаги узга- 
рувчилар купайтмасининг лимити бу узгарувчилар лимит- 
ларининг купайтмасига тенг:

Wmuyuy . . .• uk = Пш U\-Пши2- . . . -Пти*.
Исбот.  Ёзувни ихчамлаш максадида исботни икки купай-

тувчи учун келтирамиз.
Иш м, = аи Пш и2 = аг булсин.

Демак,
и, = о, + а„ иг = at -f а2,

uiut — (а\ + ai)( а\ + а») aiat + fli7* + Огаг + ajort.
ахаг купайтма узгармас микдор. 4-§ даги теоремаларга 

асосан а ^  -f a2ej + a,a2 чексиз микдор. Демак, Пш и,и, = 
= o,a2 = Ilm их ■ Пш и,.

Н а т и ж а. Узгармас купайтувчини лимит ишорасидан 
ташцарига чицариш мумкин.

Хакикатан, агар Пши, = аь с узгармас ва, демак, Птс = с 
булса, у *олда 11т  (си,) ■= Пт с-Ит и, = с -Пт « „  бу sea талсб 
Килинган исботдир.

2- мисол.
Ilm 5дг3 = 5 Ilm х3 = 5 8 = 40.-г-2 -г-2

3- т е о р е м а. Махражининг лимити нолдан фарцли бул
са, икки узгарувчи мицдор булинмасининг лимити шу узга- 
рувчилар лимитларининг булинмасига тенг:

Агар Ilm v ф 0 булса, Пт
Исбот.  11ти = a, \\vc\v = b *Q  булсин. Демак, и = а + а, 

v — & + ?. бу ерда а ва Р чексиз кичик мнкдорлар.
Ушбу айниятни ёзамиз:

— _  Д + » а . (а + j  а \ а . *b — fta
v  ̂+ Р Т  ' U + ji b / — Ь ' Ь (Ь + р)
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ёки
и а . а Ь — $а
v ~  Г  ' ь (6 + fi) ’

каср узгармас сон, ^ +~fj каср эса 4- § нинг 4- ва
0- теоремаларига мувофик чексиз кичик Узгарувчи микдордгр, 
чунки лЬ — ра чексиз кичик микдор, Ь(Ь + $) махраж эса 
£*у»0 лимитга эга. Бинобарин,

3- м и с о л.
llm (3jc -f 5) 3 lim x 4- 5

Эх + 5 -̂»i________jf-»! _  3-1 + 5 8 _  .
L ,  ix~^2 llm (4.r — 2) “  4 llm x — 5 *  4 1 - 2  = 2

* jr-1 jr-Sl
Бу ерда биз касрнинг лимити хакида исботланган теорсмадан фойдалан- 

дик, чунки х -»1 да махражнинг лимити нолдар фаркли. Агар махражиииг 
лимитй ноль б^лса ка^рнииг лнмйти >(акидаги 1еоремани ^улланиш мумкин 
э»:ес. бу холда махсус текШиришлар утказиш кёр&к булади.

дг* — 44- м и с о л. llm топилсин.
Бу «рда х -* 2 да махраж хам, сурат хам нолга интиладн ва демак, 

£ теорема к?л келмайди. Куйидаги аиний алмаштирншни бажарамиз:

By алмаштириш х нинг 2 дан фаркли хамма цчйматлари учун Уринли- 
дир. Шунинг учун лимитнинГ ♦аърифини назарда туп ан холда бундай ёза
о.лмиз:

-  Лй -  U® (* + «>- 4.

5- ми сол. Нш - • I топилсин. х -» 1 да махраж нолга интиладн, су- 
рат аса нолга интилмайди (сурат бирга интиладн). Демак, тескари микдор-
Ь И Л Г  ЛИМИТИ НОЛЬ, 1Ъ!1И

Urn (х — I) л

- f - ° -

Byндан Утган параграфнинг 2- таоремасига (сосан:

llm г~̂  1 “  **■J-.1 ■* 1
4-теорем а. Агар учта и—и(х), г — х{х), v — v ( x функ

циянинг тегишлц циЦматлари орасида u ^ z ^ y  щенгсиз- 
ликлар бажариЛса. бунда х -+ а да (еки х ■* оо да) и ( х )  $а



44 ЛИМИТ. ФУНКЦИЯНИНГ УЗЛУКСИЗЛИГИ

v  (х) биргина b лимитга интилса. у холда х -* а да (еки 
х — оо да) z = z (х) *ам шу лимитга интилади.

Исбот .  Аниклик учун х-*а  да функцияларнинг узгари- 
шини текширамиз. u ^ z ^ v  тенгсизликлардаи

и — b ^ z  — b ^ v  — b 
тенгсизликлар келиб чикали; шарт буйича 

lim и = Ьу llm v — b.
х-*а х-+а

Демак, исталган е > 0 да маркази а иуктада булган бирор ат- 
роф топиладики, бу атрофда \ и — />|<е тенгсизлик бажарнла- 
ди; шунингдек маркази а Муктада булган бирор атроф хам 
топиладики, бу атрофда \v — ft|<e тенгсизлик бажарилади. 
Курсатилган атрофлардан энг кичигида

— s <  и — 6 <  е ва — 8 < v  — Ь < е  

тенгсизликлар бажарилади, демак,
— s <  z — £ <  8 

тенгсизликлар бажарилади, яъни
limz = b.
х-+а

5-теорем а. Агар х -*■ а да (еки х -* оо да) функция у 
манфий булмаган у > 0  да кийматларни цабул цилса ва 
бунда b лимитга интилса. у х,олда b манфий булмаган 
b > 0  сондир.

Исбот .  Фараз килайлнк, b <  0 булсин, у холда | у — b | >-|6|, 
яъни 1у — Ь\ айирманинг модули \Ь\ мусбат сондан катта, де
мак, х -у а да нолга ннтилмайди. Аммо, у вактда х -* а да у 
функция Ь га интилмайди, бу эса теореманинг шартига зид 
келади. Демак, b < 0 деб фараз цилиш карама-каршиликка 
олиб келади. Демак, £>0.

Агару< 0  булса, у холда 11ту<0 булиши шунинг синга- 
ри нсботланади.

6- теорема.  Агар х-*а  да (еки х — оо да) лимитлари- 
га интилувчи иккита и => и (jc) ва v  = v (х) функциянинг 
тегишли кийматлари орасида г»>и тенгсизлик бажарил- 
са. у л;олда llm llm и булади.

Исбот .  Шартга биноан v — и > 0, демак, 5- теоремага му* 
вофик lim (v — и) >  0 ёки llm v — lim и >■ 0, яъни lim v >  lim и.

6- м и с о л. llm sin х = 0 ни исботлаиммз.
х-*0

42- расмдан: агар ОА = 1, х >  0 булса, АС = sin х, ^  АВ  = х, sin х <  х 
экани чикади. х < 0 да | sinjr |<  |дг | б^лиши равшан. Бу тенгсизликлардаи 
о ва 6- теоремаларга асосан lim sin х = 0 эканлнги чицадн.



4Г-*П Д А  •!*!£ ФУНКЦИЯНИНГ лимитиX ______ 45

7- м и с о л. Urn sin -<т «= 0 пн исботлаймнь
JT-+0

Хакикатам,
sin у  |<1 sin х |.

Демак, хlim sin тт = 0.
х-0 *

8- м и с о л. lim cos х = 1 ни исботлаймнз.
дг-*0

•iJ- раем,
X

cos ж = 1 —2 sin3 “2 эканиии эътиборга оламиз, демак,

lim cos х = lim ( l  — 2 sin* 4-) = 1 — 2 lim sin* тг = 1— 0 = 1.
jr - *0  •  4Г-0  4 * '  x -+ 0  *

Узгарувчиларнинг лимити . а̂цидаги масаланинг баъзи бир 
текширишларида иккита мустакил масалани ечишга тугри ке- 
лади:

1) узгарувчининг лимити мавжудлигини исботлаш ва ичида 
текширилаёгган лимит ётадиган чегараларни аниклаш;

2i текширилаёгган лимитни керакли даражада аниклик би
лан ,у1С0блаш.

Баъзан биринчи масала келгуси учун му?{им булган куйи
даги теорема ёрдами билан ечилади.

7-теорем а. Агар узгарувчи микдор v усувчи. яьни унинг 
.\ар бир кейинги циймати олдингисидан к а т т а  булса ва у 
чекланган. яьни v  < М булса, бу узгарувчи микдор Ilm v = а 
лимитга эгадир, бу ерда а <; Л1.

Чекланган *олда камайиб борадиган узгарувчи микдор учун 
*ам шундай тасдик уринлидир.

Бу теореманинг исботини бу ерда к^лтирмаймиз, чунки у 
^акикий сонлар назариясига асосланади, бнз бу ерда у наза- 
рияни келтирмаймнз*).

Куйидаги икки параграфда матемагикада куп татбик Э1ила- 
диган иккита функциянинг лимитлари чикарнлади.

§• х -*■ 0 да функциянинг лимити
sin х ,
——  функция х = 0 да аникланмаган, чунки каернинг сураг

ва махражи нолга айланади. Бу функциянинг х -► 0 даги лими- 
тини топамнз. Радиуси 1 булган айланани караймиз (43-раем);

Trua*,LBy...TeopeM,HHHr нсб°ти, масалан, Г. М. Фихтенгольциинг ,Ма«к анализ асосларн*, 1- том, 1970, кнтовнда келтирнлган.
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МОВ марказнй бурчакни х билан белгилаймиз, бунда 0 < х <^.
43- расмдан бевосита куйидагнлар чикади:

д  МО А юзи <М ОА  сектор юзи < Д СОА юзи. ( 1)
д  МО А юзи = О А М В  = • 1 sin х = -1 sin х.

ЛЮ А сектор юзи = О А ■ МА =* -j-1 = 4

д  СОА юзи = О А ■ АС = • 1 • tg х = tg х.

П) тенгсизлик -j- га кискартирилгандан с^нг бундай ёзи- 
лади:

sin х < х  < tgx.
Хамма хадларини slnx га б^ламиз:

ёки

1 < —  < —5—^  sin X  COS X

. . sin х .1 > -г- > cos X.
43- раем

Биз бу тенгсизликни х > 0 фараз килиб чикардик;
м" г ва cos (— х) = cos х эканлигиии эътиборга олиб, буsin (—дг)

(-*) * л тенгсизлик л- < 0 да хам тугри деган хулосага келамиз. Аммо
llm cos х = 1,
jr—O

Urn 1 = 1.
x-*0

Демак, sin x Узгарувчи шундай икки микдор оралигидаки,
уларнинг иккаласи хам биргина лимитга интилади ва у лимит 
1 га тенг; шундай килиб, утган параграфнинг 4- теоремасига 
асосан

I. sin х . lim — - = 1.
д г — О  х

У = sin х функциянинг графиги 44- раемда тасвирланган.
М и с о л л а р.

I. limд--о
<g х sin jc I . sin x= llm —— • —  = llm — —  llm

JT-.0 *  COS X  x _ 0  X  x _ 0  CO»

V
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; у |/
v  / - « Г

*■ 7
' 1

— *^Г.п ф л т ^  
•

Г sin кх „  sink* sin
2. iim —;—  = Hm к ~cz~ = * Иш 

ж-о * дг-*0 £лг х-»0 (Л-дг) const).

1 —  c o s j t

8. llm -- -
jr-о x

2 sin* -
Iim -ЛГ-.0

, Jf
s,n2 *Iim -----sin -ггjr-»0 x £ 10 = 0.

sin ax
sin our e

4. llm T-„ ■  llm 7 1
llm

2
S in  Ч Х

»” TiTfr "  Г л  • ШП = 7 nl°»in Ь~ -  I ■ • = I
fur -̂»u

(a  -» const, fi «= Const).

44- раем.

7- §. e сони
Ушбу

1(> + j->
Узгарувчи мнкдорнн текширамиз. л бу ерда натурал катор 
сопларининг 1, 2. 3, . . .  кнйматларини кабул килаДйган Усувчы 
микдор.

1- теорема.  (l + i-)" узгарувчи мицдор п -> оо да 2 би
лли 3 орасида ётувчи лимитга эга.

Исбот.  Ньютон биноми формуласига мувофик бундай £зи- 
шимиз мумкин:

О + тГ- • + т  i + ^  • Ш‘+ (I)' + • • •
, я ( я — 1)(я — 2) . .  .|п — (Я — D) (  М "

,+  ------- 1.2- ... п Ы  ‘ (О
(1) тенгликни куйидагича алмаштиришимиз мумкин:

( '+  « ) = 1 + 1 + r j ( l  -  + г т з ! 1 -  ~  I )  + •



Охиргн тенгликдан (l + ^ )  узгарувчи микдор п Усиши
билан усадиган узгарувчи микдор эканлиги чикади. Хакикатан 
п кийматдан п + 1 кийматга утганда охирги йигиндииинг *ар 
бир кушилувчиси усади.

тМ1 ~ 7г) < М 1 ~ «"гг)ва 5501(330
ва яна бир >;ад кушилади. (Ёйилманинг *амма *адлари мусбат.) 

Энди 1̂ + узгарувчи микдор чекланганлигинн курса-
тамиз. (l — -i) < 1; ( l — -̂ ) ( l — < 1 ва *оказо эканлиги-
ни кайд килиб, (2) ифодадан ушбу тенгсизликни *осил ки- 
ламиз:

( ! + -йТ < 1 +  1 + Г 2 + Г ^ З  +  * ‘ * + 1.2-з " " “ й-
Суигра

1 ^ 1  1 ^ 1  1 ^ 2
1.2-3 ^  5*’ 1-2 3-4 ^  2* * • * ’ 1-2-. . . я ^  2я-'

эканлнгини кайд килиб, тенгсизликни бундай ёзмошмиз мум
кин:

( !  +  <  1 +  1 +  у  +  ^  + , . . +  у т р

Бу тенгсизликнинг унг томонида тагига чизилгач *адлар мах- 
ражи q = ва биринчи ^ади а = 1 булган геометрик прогрес- 
сияни *осил килади, шунинг учун

( !  + 4 )  <  1  +  Ь  +  \  ^  +  - • •  +  § я = г ]  а

+ ^ г -  = 1 + [ 2 - ( т Г '] <3-
1 “ Т

Демак, барча п учун шу тенгсизликни *осил киламиз:

(1 + *)" <3.
(2) тенгликдан
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(• + *)’ >*
келиб чикади.
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Шундай цилиб, ушбу тенгсизликни хосил киламиз:
(3)

Б у  билан + -̂ -)Л Узгарувчи микдор чекланганлиги аникланди. 
Демак, (1 + ~ )  узгарувчи микдор усувчи ва чекланган,

шунинг учун 5- § даги 7- теоремага асосан у лимитга эга. Бу 
лимит е харфи билан белгиланади.

5- § даги б- теоремага асосан (3) тенгсизликдан е сони хам 
2 < « < 3  тенгсизликни каноатлантириши чикади. Теорема ис
бот ланди.

е сони иррациональ сон. Кейннрок уни исталган даражада 
аниклик билан хисоблаш методи курсатилади. Унинг вергул- 
дан кейинги унта ишончли ракамли киймати:

И с б о т .  Агар «бутун мусбат кийматлар кабул килса, п-+ °°
Да ( l  +  —j е аникланган эди. Энди х каср кийматлар *ам,
мацфий кийматлар хам кабул килган холда, чексизликка 
интилсин.

1) x-*-f °° дейлик. Унинг хар бир киймати иккита мусбат 
бутун сон орасида:

узгарувчи микдорнинг я-►“ даги ли
мити е сони дейилади:

<? = 2,7182818284____
2- теорем а. х чексизликка интилганда 

ция е лимитга интилади, яъни

п <  х < п 4- 1.
Бунда куйидаги тенгсизликлар бажарилади:
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( « + * ) ' >0 + t f > ( «  + .4 i)-
Агар х -»• 00 булса, у *олда я — «> равшан. Ораларида (l -+• 
узгарувчи ётадиган узгарувчнларнинг лимнтларнни топамиз: 

/ 1 \*+*
llrnПS ( l + i )  - U «  <1+ ± )  ( l + i - ) -

(' + -s)*' JiTLt1 + -s) =■«-1 = *-

,,m (,  + - L ^ '  _  иш 11± ф 1 ='
л-» + » \  л +  '/  n- + oo , , _J_1 + П + 1

/ 1 \ "+1 Иш (1 + -X-.)Л-* + •• l /I ”f- * / f  = *.
Ilm (\ + _ i _ )«-+«I Я+W

демак, (5- § даги 4- теоремага мувофик),

lim (1 + 7 ) = е. (4)дг-*+» \ Х ]
2) х -> — 00 дейлнк. Янги t = — (х + 1) ёки дсг=— — (^-h 1) 

узгарувчини киритамнз. / -+ + °° да х-*— °° булади. Бундай 
ёза оламиз:

+ 4)' = ,!•".(' -  m f ' ( т Г ' =
-  Пт № Г ‘ = Нт (1 + 1 )П ' =/- + 00 \ * / /-+00 \ * /

=Л” (1 + 7 ) (1 + г ) - е | “ е- 
Теорема исботланди, функциянинг графиги
45- расмда тасвирланган.

Агар (4) тенгликда ^  = а фараз килинса, у ^олда х-* °° 
да а -* 0 у.аммо а ф 0) ва бнз мана бу тенгликни ^оснл цнламиз:
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Мисоллар :
/ 1 %я+5 I 1 # 1 »^

'• .'»(> + тг) -1!Г. (> + •;) (> + *) - 
(• + ̂ г)’ л^ (•+ S-)* “

* ,!!5 (1 + т Г  -  (,+ 4Г(' + +7 ) -  
- «г. (■+Щ '• г »  ( '+т)'- ;?.(•+т)'

3- Ы|+̂)Ч'1г(|+>Г_л
4. llm

JT
/ 4  \ ( * - ! )+ <  / 4  ч у + «

- * .(! + — ,) -}'».(■+ 7) "

Изо^.  Асоси е булган курсаткичли функция
у = ех,

буидан буён математика курсида жуда катта роль уйнайди. 
Бу функция механикада (тебранишлар назариясида), электро- 
техникада ва радиотехникада, радиохимия ва хоказоларда тур- 
ли ходисаларни урганишда катта роль уйнайди. Бу функцияни 
купинча экспонентал функция (Exponential function) деб ата- 
шади. Курсаткичли функция у = ех нинг ва курсаткичли функ
ция y = e~jr нинг графиклари 46- расмда тасвирланган.
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8- §. Натурал логарифмлар

I бобнннг 8- § ида логарнфмнк функция у = logax таърнф- 
ланган эди. а сони логарифмлар асоси дейилади. Агар а = 10 
булса, у *олда у га х нинг унли логарифми дейилади ва 
y = lg.t билан белгиланади. Инглиз олими Бригг (1556—1630) 
номи билан Бригг логарифмлари деб аталадиган унли лога- 
piA))\i.iap кийматларининг жадвали мактаб курсидан маълум.

Асоси е = 2,71828. . . сондан иборат логарифмлар натурал 
логарифмлар ‘„ёки биринчи логарифмик жадвалларнинг ихти- 
рочиларидан бири, математик Непер (1550—1617) номи билан 
Непер логарифмлари дейилади. Демак. е* =* х булса. у га х 
нинг натурал логарифми дейилади ва у *■ log,* Урнига у= In -с 
билан ёзилади. у = In х ва у = lg jc функцияларнинг графикла- 
ри 47- расмда ясялган.

Энди айни бир х соннинг унли ва натурал логарифмлари 
орасидаги муносабатни аницлаймиз. у = lg дс ёки х=  10* бул- 
син. Охирги тенгликнинг чап ва унг томоиларнни е асосга ку
ра логарифмлаймиз:

In х = у In 10.

Бундан У = irTlo" *п ёки У нинг Кийматини кУйиб, lgjc=»

■= "йПо*пдс ни ^оснл киламиз.
Шундай килнб, агар к соннинг натурал логарифми маълум 

булса, бу соннинг унли логарифми уни х га богли^ булмаган
М  = ^  0,434294 купайтувчига купайтнрнш йули билан
топилади. М  сони натурал логарифмдан унли логарифмга утиш  
модули дейилади:

lg х = М In х.
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Агар бу айниятда х = е фараз килсак, у *олда М соннинг ун- 
лн логарифм оркали ифодасиии *осил киламиз:

Ige — М (In е — 1).
Натурал логарифмлар унли логарифмлар билан бундай нфода- 
ланади:

, п *  =  1лХ* х '
бу ерда

^  «  2,302585.

Изо* .  Сонларнинг натурал логарифмларини *исоблаш учун 
махсус жадваллар бор (масалан, каралсин: И. Н. Бро нш те й н  
и К. А. Се мен дяе в ,  Справочник по математике, Физмат- 
гиз, 1967).

9- §. Функцияларнинг узлуксизлиги
Фараз цилайлик, у = f (x )  функция бирор х0 кийматда па 

маркази х0 да булган бирор атрофда аникланган y0 = f  (х0) 
булсин.
~ Агар х бирор мусбат ёки ман- 
фий (фаркн йук) А* орттирма олса 
ва х = л:0 -f Длг кнйматга эга булиб 
Колса, у *олда у функция *ам би
рор Ау орттирма олади. Функция
нинг янги устирилган киймати 
у0 -f Ay = f (x  + Ах) булади (48- 
расм).

Ду функциянинг орттирмаси
Ду= /(*о + A x )- f ( x 0)

формула билан ифодаланади. 48- раем.
1-таъриф. Агар хп иуктанинг 

бирор атрофида (х0 нуктанцнг узида *ам) у = f (x )  функция 
аникланган булса ва агар

11шАу = 0 (1)
4 JT - 0  '

ёки (яна шунинг узи)
lim \f(x0 + bx)'—f (x 0)\ = 0 (2)
Д-Г-О

булса, х = х0 цийматда (ёки х0 нуцтада) функция узлуксиз
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дейилади. (2) ифодаиииг узлуксизлик шартиии бундай *зиш 
мумкин:

яъни х-+х0 да узлуксиз функциянинг лимитини топиш учун 
функциянинг ифодасида аргумент х урнига унинг х0 кийматиии 
куйиш кифоя. Берилган ну^тада функция узлуксизлигининг 
геометрик тасвири шуни билдирадики, агар фацат | Дд-| етарли 
кичик булса * 0 + А * ва ха нуцталарда функция графиги орди- 
лагаларинннг айирмаси абсолют киймат б^йича ихиёрий кичик 
булади.

1- м и с о л. у = х* функциянинг ихтнёрий х0 нуцтада узлуксизлигиыи 
исботлаймиз. Хак><катан,

Уо “  У» + л> “  (*§ + “  (*0 + Адг>* “ -*0 *  2х^ х + А **•

х исталган у су л билан иолга интилганда (49- а ва б раем):
Пт А у — t|m (2дг, Л дг + Ах*) — Хх Цт Аде + На АдгНт А х — 0.

Ч - Q  L X ~ 0  U - 4  4 Х - .0  АЛ -*0

2- м и с о л. Ихтиёрий Хц нуцтада у — (In х функциянинг уэлуксизлигкка 
исботлаймиа. Хацицатан,

1дг-»0Пт f ( x 0 + Лх) = f ( x 0)

\ ёки
11т  Д х )= / (х и),х-0 (3)

(4)

У к йх<0,Ау<0

40 раем.

у,  = »1п дго, у, + Ay = sin (дс, + Адг),
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Юкорида 5- § даги (7- мисол) lim sin -гг- = 0 экаплигн к^рсатилган эди.АГ-.0 *

Хар бир асосий элементар функциянн худдн шу тарифа 
куздаи кечириб, *ар бир асосий элементар функция узи аник
ланган ^ар бир нуктада узлуксиз эканини исботлаш мумкин.

Сунгра куйидаги теоремани исботлаймнз.
1-теорем а. Агар /t (x) ва /2 (х) функциялар х0 нуцта- 

да узлуксиз булса, унда ф (ж) = f x (х) /, (jc) йигинди .\ам 
хр нуктада узлуксиз функциядир.

Исбот.  /, (л) ва /, (х) функциялар узлуксиз булгани учун
(3) тенгликка асосан мана буларни ёзиш мумкин:

Лимитлар *акидаги 1- теоремага асосан бундай ёза оламиз:

Иш <!» (х) = 11т  [Л  (х) + /, (jc)1 = 11т  /, (х) + Пт/, (х) =

Демак, йигинди {>(•*) = А  (■*) + /г (* ) узлуксиз функциядир. 
Теорема исботланди.

Теорема *ар кандай чекли сондаги кушилувчилар учун *ам 
тугрилигини натижа тарикасида кайд килиб утамиз.

Лимитлар назариясига суяниб, куйидаги теоремаларни >;ам 
исботлаш мумкин:

а) Икки узлуксиз функциянинг купайтмаси узлуксиз 
функциядир.

б) Икки узлуксиз функциянинг булинмаси, агар царала- 
ётган нуцтада махраж нолга айланмаса, узлуксиз функ
циядир.

в) Агар х = х0 да и =* ? (х) узлуксиз ва и0 = <? (х0) нуцта- 
да / (и ) функция узлуксиз булса, / [ ? ( x ) j  мураккаб функция 
*ам х0 нуктада узлуксиздир.

Бу теоремалардан фойдаланиб, куйидаги теоремани исбот
лаш мумкин.

2-теорема.  Хар кандай элементар функция ^зи аниклан
ган *ар бир нуктада узлуксиздир*).

*) Бу масала Г. М. Ф н х т е н г о л ь ц н и н г  .Математик анализ асосла- 
ри\ 1- том, 1970, китобнда муфассал бабн этилган.

cos функция чекланган. Демак, lim Ay = 0.
АХ-о

lim /, (х) -  /, (х0) ва lim/2 (х) = /, (х0).

= f i { x 0) + f t (x0) -  И х 0).
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3- м и с о л. у = дг’ функция исталган дг# нуктада узлуксиз ва шунинг 
учун

lim дс* «= Xq.
Л - Х ,

Iim х* = 3* = 9.
лг-З

4- м и сол. у = sin х функция исталган нуктада узлуксиз ьа шунинг 
учун

* ^  2 
lim sin х = sin j  = —ip '

5-м и со  л. у =  е* функция дар вир нуктада узлуксиз ва шунинг 
учун

llm е* — е°. 
я —а

СОЛ.

lim ln^  ' Х  ̂= lim In (1 + дг) = llm In f(l + x f
x—0 л  дг-»0 x  x-*0 L J

\_
Мхюмики, lim (1 + x)x -  e ва * > 0 да In z функция узлуксиз, демак,

jr-*0 v
z = e да лам узлуксиз, у *олда

llm In |\l + jr)-'J «. In £llm (1 + x) "'j = \ne = 1.

2-таъриф. Агар у = /(.*) функция бирор (a, b) иитер- 
валнинг *ар бир нуктасида узлуксиз булса, функция шу ин- 
шервалда узлуксиз дейилади, бу ерда а < Ь.

Агар функция х = а да .\ам аникланган булса ва бунда 
llm f ( x ) = f ( a )  булса, у *олда /(х ) функция х = а нуктада
jr-»e + 0
унгдан узлуксиз дейилади. Агар llm f ( x )  = f ( b )  булса, у *ол-

х —Ь—О
да / ( jc) функция х — Ь нуктада чапдан узлуксиз дейилади.

Агар f  (х ) функция (а, Ь) интервалнинг *ар бир нуктасида 
узлуксиз булса ва интервал учларида тегишли равишда унгдан 
ва чапдан узлуксиз булса, у *олда f  (х) функция [о, Ь\ ёпик 
интервалда ёки кесмада узлуксиз дейилади.

7- ми сол. у - х* функция | а, <>) кесманинг дар кандай нуктасида уз
луксизлиги 1- мисолдан келиб чикали.

Агар бирор х ж= х0 нуктада у = / (* )  функция учун узлук- 
сизлик шартларидан *еч булмаганда биттаси бажарилмаса, 
яъни агар х = х0 да функция аиикланмаган булса, ёкн \\т f  (х)
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лимит мавжуд булмаса, ёки х -*• хп интилиш ихтиёрий бул
са-ю, Унгда ва чапда турган нфодалар мавжуд булса-да, 
llm f (x )  ¥=/(•*„) булса, у холда у = / (х )  функция х — х0 нук*

тада узилган булади. Бу холда х = х0 нукта функциянинг 
узилищ нуцтаси дейилади.

8-ми со л. у = ~  функция х = 0 булганда узилувчидир. Хацикатан 
х = 0 да функция аникланмаган.

11Ш ~  =  +  оо; Ига 'Т  =  — оо.Л-.0+0 * л-.0-0 х
Бу функция исталган х + 0 кийматда узлуксиэ эканлигини кУрсатиш осон.2 i

9- м и со л. у = 2* функция х •* 0 да узилувчи. Хакиквтан, lim 2х — оо,л-.о̂ о11
lim 2х = 0. х «■ 0 да функция аникланмаган (50- раем).
х -*0—О

X
10- ми сол. /(.г) =« — | функциями текширамиз.

х
х  <  0 да -  — 1 булади; 

х
дс >  0 да |= 1 булади.

llm f (x )  = llm ГТ7 = — 1. jr—О— 0 jr—O—О I •* I
lim f (x )  = lim A t = 1; 
jr-o+o -r-o+ol*!

дг = Ода функция аникланмаган. Шундай килиб, х = 0 да /(дг)=^|- 
функция узилувчи эканини аницладик (51- раем).

Демлк,

50- раем. 51- раем.
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11-мисол .  3-§ нинг 4-мисол и да текширилган у = sin — функция
0 да узнлувчидир.

3-таъриф.  Агар f (x )  функция шундай булсаки, 
lim  f ( x )  = / (х 0 + 0) ва lim  f  (х) = / (x e- 0)
X - JT ,4  0  x - * x , —0

чекли лимитлар мавжуд, аммо lim f (x )  ф Hm /(х) ёки х = х0
-г-»х„+0 х-»х,—О

да / (х ) функция аникланмаган булса, у *олда л = х0 нукта
1-тур у з и л и ш  ну к т а  дейнлади. (Масалан, 10- мисолда к̂ - 
рилган функция учун х =» 0 нукта 1-тур узилиш нуктадир.)

10- §. Узлуксиз функцияларнинг баъзи бир хоссалари
Бу параграфда кесмада узлуксиз булган функцияларнинг 

баъзи бир хоссаларини текширамиз. Бу хоссалар теоремалар 
шаклида ифодаланади, уларни исботсиэ келтирамиз*).

. 1- теоре  м а. Агар у —f (x )  функция бирор [а, Ь\ (а <
<  х <£) кесмада узлуксиз булса, у ,\олоа \а, Ь] кесмада ^ек 
булмаганда шундай бир х = хх нуцта топиладики, функ
циянинг бу нуцтадаги циймати

f ( * l )> f (x )
муносабатни цаноатлантиради, бу ерда х кесманинг истал- 
ган бошца нуцтаси ва х,ея булмаганда шундай бир х = хг 
нуцтаси топиладики, функциянинг бу нуцтадаги циймати

/(-**)</(*) 
муносабатни цаноатланти- 
ради.

Функциянинг f ( x x) кийма
тини у = / ( х )  функциянинг 
(я, Ь\ кесмадаги энг к а тта  
циймати деб атаймиз, функ
циянинг f ( x 2) кийматини функ
циянинг [а, Ь\ кесмадаги энг 
кичик циймати деб атаймиз. 

Бу теорема кискача бундай ифодаланади: 
а <  х <  Ь кесмада узлуксиз функция бу кесмада л;еч бул

маганда бир марта энг к а т та  М  цийматга ва энг кичик 
т  цийматга эришади.

Бу теореманинг маъноси 52- расмда равшан тасвирлаш ан.

*) Бу теореманинг исботи Г. М. Ф и х т е н г о л  ьцнинг  .Математик
анализ асосларн*, I- том, .Укнтувчи*, 1970, кнтобидан топнш мумкин.
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Изо* .  Функциянинг кийматлари а <  х < Ь  интервалда ца- 
ралса, функциянинг энг катта киймати булиши *акидаги тео- 
рсманинг тасдики нотугри булиб колиши мумкин. Масалан, 
у — х функцияни 0 < х < 1 интервалда царасак, у *олда унинг 
цийматлари орасида энг каттаси *ам йук ва энг кичиги *ам 
Дук. Х аКиКатан. бу интервалда а- нинг энг кичик киймати *ам, 
энг катта киймати *ам йук- (Четки чап нукта йук, чунки *ар 
кандай х* нуктзни олмайлик, бу олингаи нуктадан чапда бул
ган, масалан, ^  нукта топилади; шунингдек четки унг нукта
*ам йук, демак, у *= х функциянинг энг кичик киймати *ам, 
энг катта киймати *ам йук-)

2- теорема.  Агар у = /  (х) функция [а, Ь\ кесмада уз
луксиз булиб, бу кесманинг учларида турли ишорали ций,- 
матларни цабул цилса, у %олда а ва b нуцталар орасида 
л;еч булмаганда шундай бир х = с нуцта топиладики, бу 
нуцтада функция нолга айланади:

/ (с) = 0, а < с< Ь .
Бу теорема содда геометрик маъно- 

га эга. у = / (х) узлуксиз функциянинг 
М , [а, / (а )] ва М г [£. f(b)\ нукталарни 
туташтирувчи графиги Ох укни хеч бул

маганда битта нуктада кесади, бу ерда 
(ёки / (а ) > 0 ва f {b )< 0) (53- раем).

М н с о л ,  у = дгз — 2 функция берилган; у*— j = — 1, Ух— а = 6. Бу функ- 
ция [I, 2) кесмада узлуксиз. Демак, бу кесмада у =* х3 — 2 нолга айланади-
ган нукта мавжуд. Хакикатан, дг - да у = 0 (54- раем).

3-теорем а. Фараз цилайлик, у = /(х ) функция [а, Ь\ 
кесмада аникланган ва узлуксиз булсин. Агар бу кесманинг ■

_ ____________________________________ J
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учларида функция тенг булмаган f ( a ) = A ,  f (b )= *B  кий
матларни кабул килса, у холда А ва В  сонлар орасида ётув
чи |а сон цандай булмасин, а ва b орасида ётувчи шундай 
х = с нуцта топиладики, унда f(c)=*  ji булади.

Бу теореманинг маъноси 55- расмда очнк-ойдин тасвнрла- 
нади. Бу холда хар кандай у = ц тугри чизик у == f (x )  функ- 
циянинг графигини кесади.

Изо* .  2-теорема бу теореманинг хусусий холидан иборат 
эканлигини кайд килиб утамиз, чунки агар А ва В  турли ишо- 
раларга эга булса, у холда  ̂ урнида 0 ни олиш мумкин, у 
вацтда =» 0 узи А ва В  сонлар орасида булади.

3-т е о р е м а н и н г  натн жас и .  Агар у = / ( х )  функция 
бирор интервалда узлуксиз булиб, энг к а т т а  ва энг кичик 
гиймагпларни цабул цилса, у \олда бу интервалда функция 
.:еч булмаганда бир марта узининг энг кичик ва энг к а т т а  
кийматлари орасида ётувчи исталган цийматни цабул ци- 
лади.

Хакикатан, /(-v,) = М, f  (х2) = т  булсин. [хх, *,] кесмани 
караймиз. Бу ^олда 3-теоремага биноан бу кесмада у = / ( jc) 
функция М ва т  орасида ётувчи исталган ц кииматни кабул 
килади. Аммо, \xlt х,\ кесма f  (х ) функция аникланган тек- 
ширилаётган интервал ичига жойлашган (56-раем).

П-§. Чексиз кичик мицдорларни таккослаш
Айтайлик, бир вактда бир неча

чексиз кичик микдорлар биргина х аргументнинг функцияла- 
ридан иборат булнб, х бирор а лимитга ёки чексизликка ин
тилганда улар нолга интнлеин. Бу узгарувчиларнииг нисбатла-

55- раем. 56- раем.



Ч ЕК С И З  К И Ч И К  М И КД О РЛ А РН И  ТАККОСЛАШ 61

рини куздан кечириб, узгарувчиларнинг нолга итилишларини 
характерлаймиз*).

Бундан буён куйидаги таърифлардан фойдаланамнз.
1-таъриф.  Агар нисбат чекли ва нолдан фарклн лимит

га эга, яънн llm j  — А Ф  0, демак, Пт у  = ф 0 булса, у
*олда р ва а чексиз кичик мицдорлар бир хил тартибли чек
сиз кичик мицдорлар дейилади.

1- м и с о л. а г= дг, £ = sin 2дг булснн, бу ерда х — 0. я ва £ бир хил 
тартибли чексиз кичик мицорлардир, чунки

{* sin 2хllm — ^ lim — —  = 2. х-о ® х-+о х
2- и и с о л. х — 0 да х% sin Здг, lg 2дг, 7 In (1 -f •*) чексиз кичик мик- 

дорлар бир хил тартибли чексиз кичик микдорлардир. Бунинг исботи 1- ми- 
солда исбот кандаи утказилган булса, шундай килинади.

2- таъриф.  Агар иккита чексиз кичик мицдорнцнг нис-
бати нолга интилса, яьни llm ~  = 0 (llm 4-= 00 ) булса,
у цолда р чексиз кичик мицдор а чексиз кичик яицдорга 
нисбатан юцори тартибли чексиз кичик мицдор дейилиб, а 
чексиз кичик мицдор эса ? чексиз кичик мицдорга нисбатан 
цуйи тартибли чексиз кичик мицдор дейилади.

3- м и с о л. а = дг, Э = -*л, я >  1, дг -*• 0 булснн. р чексиз кичик мик
дор а чексиз кичик микдорга нисбатан юкори тартибли чексиз кичик миц-

хпдордир, чунки lim — = lim дг71*"1 = 0.х-+0 х дг-»0
Бунда а чексиз кичик микдор р чексиз кичик микдорга нисбатан цуйи 

тартибли чексиз кичик микдордир.

3- т а р и ф. Агар £ ва а* бир хил тартибли чексиз кичик миц-
дорлар, яъии llm ^  «= А =£0 булса, р чексиз кичик мицдор а
чексиз кичик микдорга нисбатан k- тартибли чексиз кичик 
микдор дейилади.

4- м и с о л. Агар а = дг, [I = дг3 булса, у *олда х -+ 0 да ? чексиз кичик 
микдор а чексиз кичик микдорга нисбатан учинчи тартибли чексиз кичик 
микдордир, чунки

Р х3llm -г = llm г-7* «= 1.ж-*0 * лг-0 У*Г

• Махраждаги чексиз кичик микдор а иуктанинг бирор атрофида иола 
айланмайди деб фараз киламиз.
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4
4-таърнф. Агарда иккита чексиз кичик микдорнинг -jj-

я
нисбати бирга интилса, яъни Hm-̂ -= 1 булса, у *олда (5 ва я
чексиз кичик мицдорлар эквивалент чексиз кичик ми^дорлар*) 
дейнлади ва а — шаклнда ёзилади.

5- м и с о л. а = х ва Р = sin х булсин, бунда х — 0. а ва р чексиз ки
чик мнкдорлар эквивалентдир, чунки

sin х 
Ilm ——  = 1.
х - 0  х  .

6- м и с о л. а = х, р = In (1 -f дг), булсин. х -* 0, бунда « ва р чекси 
кичик мнкдорлар эквивалентдир, чунки

.. In ( I  + дг) .
lim -------- = 1

х -о  ■*

(9- § даги 6- мисолга кзранг).

1-теорем а. Агар а ва эквивалент чексиз кичик миц- 
дорлар булса, уларнинг а — р айирмаси а ва ji га нисбатан 
юцори тартибли чексиз кичик мицдордир.

Исбот.  Хакикатан,
Пш — ' =  Ilm ( l  -  - )  = 1 — Иш -£■ = 1 -  1 *  0.1 \ л / л

2- т е о р е м а. Агар иккита чексиз кичик микдорнинг а — 
айирмаси а га ва  ̂ га нисбатан юцори тартибли чексиз ки
чик мицдор булса, у %олда а ва р эквивалент чексиз кичик 
мицдорлардир.

Исбот.  Ilm = 0 булсин, у *олда Ilm (1 — -̂) = 0, ёки
О О д _ О

1 — 11т у  = 0, ёки 1 =* Пт-£, яъни а « р .  Агар 11т — = 0 
булса, у *олда l l m ( j — l)=*0 ёки Пт^- = 1, яъни <*»[).

7- м и С о л. а = дг, 3 = х + х3 бУлиб, х -* 0 булсин.
а ва 3 чексиз кичик мнкдорлар эквивалентдир, чунки уларнинг — а= д* 

айирмаси а га нисбатан ва р га нисбатан юкори тартибли чексиз кичик 
микдордир. Хакнкатан,

3 —  а дг3 
Ilm —---  = Ilm — = Ilm дг* = 0,
х - о  1 х - о  •* х -0

а —  р д:3 х1
Ит 5—  = lim T X T i  = 11т I + ri = 0х -0  Р х - о  х f  х  х —0 ^

*) Бу *олда а ва р баъзан тенг кучли чексиз кичик мшаорлар дейи-
Д1ДИ.
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х + 1 „ 18- м и сол.  дг -» оо да а = 1 xj— ва р = — чексиз кичик микдорлар
„ х + 1 1 1 экнивалентднр, чунки уларнинг а — р = ——j— — — = айнрмасн а га

нисбатан ва {3 га нисбатан юкори тартнбли чексиз кичик мнкдордир.
о ва р нисбатининг лимити 1 га тенг:

х + *1
а X 1 X  +  1 / 1 \llm -г = llm — j—  = llm —-—  — llm 11 + — ) «= 1.P J-.JO _L X— X JT— V x '

X
с

И з о * .  Агар иккита чексиз кичик микдорнинг — нисбати
лимитга эга булмаса ва чексизликка интилмаса, у  холда р ва 
а юкорида курсатилган маънода узаро тачкослана олмайди.

9- м и с о я. а = х, р = х sin булиб, х -* 0 булсин. а ва 3 чексиз ки-
Р 1чик микдорлар таккосланадиган эмас, чунки уларнинг — = sin — нисбати

х -* 0 да чекли лимитга лам, чексизликка *ам интилмайди (3- § даги 4- ми- 
солга каранг).

II бобга машцлар
Курсатилган лимитлар цисобланснн:

| 2х I 5
I. Нт ---* , ,—  • Жав. 4. 2. llm |2sln х — cos х + ctg дг]. Жав. 2.ж-*1 л < * ж

х~" Т
х  —  2 / I 4 \

3. lim Жав. 0. 4. llm [2 — — -f -j)- Жав. 2.
л - t  У  2 +  ДС Х-*СО \ х  х /

4х  ̂ —- 2 jt? -4-1 4 -I- 1
5- Hm --- 5-------- ’ Жав. у  6. llm —---  Жав. 1.

„  .. l+ 2  + ...+  я ... 1 . . .  1* + 2  +3« + . . .  + ** ... 1 Ига ----- ------- Жав.-к- 8. llm--------- —------------Жак. т-1 п-- п 2 л-* п 3
К у р с а т м a. k = 0, 1, 2, . .  ., я учун (Л + I)3 — к3 = ЗЛ» + ЗА + 1 

формулами ёзамиз.
1» -  1;

23 — 1* = 3-1» + 3-1 + 1;
Зз -  2’ = 3-2* + 3-2 + 1;

(я + 1)з -  /»з = Зя» + Зл + 1.
Чап ва унг томонларни *адма-*ад кУшамиз:

( я -f 1)з = 3(1» + 2» + . ..  + л*)+ 3(1 +2 + ... + я) + (я  + 1),

(я + 1)3 = 3 ( 1* + 2» + . ..  + л») + 3 - у-Ц- + (я  + 1 ),
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бундан

■■+8Ч - . . . + — - " * l,+  l)6(2 l l+ ^  •

* Л - - * £ т г -  . * - • -  * * *

14 Нш -У3 ~  1 ,  . ,  Ilm -У1 — 5-г + 6 1
** ж- l д*__I * Жал  3. 14. х_*2 д* — 12д -f 20 “ Жав. g*

lim X3 -i- Зх__ 10 IA  llm  УЛ ЗУ> ^  2* Ufm 1
■5. “ ™а 3̂ к« — 5r — 2 • Ж а в 1 ' у~ 2 ’У 6 * 5 *

1Й lim (х + НУ -  х>
* . а ч - 4 "• л—о /» • /пав.17 Ilm «3 + 4wj -t- 4а *-*u «

,7* u--2(u + 2) (м -  3) * Жа<* 0- цт ж"- 1

19,

20- .г- i х~— 1 • Жав. п. ( я — бутун

[ r U - r ^ l -  ж » .- 1
21 Ilm ./2 Г Г 1 - 3  2 * 3  

_________ , " •  х -4  г------ -0 г~п' т а в - Г »
Ilm V 1 • х — 1 I У х ~ * 2

- т  Жо. ,

а “ т= = = гг?-  7  л i2 ± 2 ± Z= > . Ж м , хт

, ,  lim V J -  j  а~ , m} F  , ______
х~а х — а ‘ Ж а*. . ||щ У х  -f 1 х- + » „  1;

27-х- + - 3/.-г—  ̂ • Жав. 1. 30. “ in х (/ ж *  -f 1 - jc ) .  Жав.

*®’ г™~ [У * *  + 1— V х* — l^ -Жав.О. х -» + оо да -j; jc—— оо да — оо.

31 lim tiUjfL ж  . 32. Нш sln4** х-о te **  Жав. I. х-о г •

/ж* -  3

х-0 t g j r -  »• х -0  х
■X -  д:

Жав. 4.

_  „  8,n* '3  1 34 Ilm *7= = = . .  Ж ав. » 57
• о - Ж ав. - д . X--0* 1 — CO SJf

op 1— 2cos v Wna / —36. Цт ---■------ Жав. у 3.
*•  хГо х Ctg х. Жав. 1. ® - j-sin — -Л j

37. Um „  _  t )  tg ”  I ,  38. 2Л | ! 1Л .  ж „

3̂ . J »  ^  1,
Жав. 2 cos а.
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41.НШ ( i  + ~ )Л. Ж ав. е*. 4 2 .» '"  ( l - ^ Г -  Ж а в .- .

-  ( г т т Г -  * • -
45. ]•"> (я [In (п + 1)— In иЦ. 46- П т (1 + cos*) 3,,сдг. Жав. А  

Ж ав. 1. ДГ"‘ Т

«• й  -  «• й  ( в * г Г -  «•
•». » т  (1 + 3 lg* дг) 8 . Ж ав. А  50. Itm (cos Ж е*. 1.лг- * 0  т-+*с \ "«/

1 im In (1 4- в*) «— + оо it  I; 5 2 .4 т  * 1 "^ -- Жав. 4-51 lim -----— Ж ав. «а 0. ж-о sin рдс р
•■♦оо « х - » ~ «  да 0.

53 и т  а* ~  1 ( а >  П. Ж а». 54. 1|т n L » - l l .  Жав. In в.
ос ДС я -» - L J

jr-* + оо М  + 00, дг-.—» ха 0.

55* “Го “ -  f- *  slnC J l TTfr • Жав '•

Функцияларнинг уэилиш нукталари аниклансин: 
х —■ 1

57. у = я (х +  д> ,ла _ 4) • Жав. дс = — 2; - 1 ;  0; 2 да узилищ.
1 2 2 2

58. у =  tg Ж ав. дс =  0 ва дс = ± ± ± + 1)* да Узил" |и-
1_

59. у =1 +  2 * фунцкиянинг узилиш нуктаси топилсин ва бу функ-
цияиииг графиги ясалсин. Жав. дс =  0 да узилиш (дг -»• 0 +  0 да у -* I оо, 
Д--+0 — 0 да у ■* 1).
60. Куйидаги (*-* О да) чексиз кичик микдорлар дг*, (1 — дг), sln3*,
2х cos х3/ lg'1*, хе1х орасидан чексиз кичик микдор дс билан бир хил тар
тибли чексиз кичик микдорлар, хамда дс га нисбатан юкори ва куйи тартибли 
чексиз кичик микдорлар ажратилсин. Жав. дс билан бир хил тартибли 
чексиз кичик микдорлар: sin 3* ва *ем ; дсга Караганда юкори тартибли чек
сиз кичик микдорлар: дс* ва 2дс cos дгуА1 ga дг, дс га Караганда куйи тартибли
чексиз кичик микдор: | / * ( 1— дс).

61. Курсатилган чексиз кичик микдорлар (дс -* 0 да) орасида чексиз ки
чик микдор дс га тенг кучли чексиз кичик микдорлар топилсин: 2 sin*;
- j tg 2дс; дс — Здс*; / 2дс* + дг3; In (1 +  *); *3 +  3 * ‘. Жав. -5 tg 2 дг; дс— 
-  Здс*; In (1 +  дс).

62. дс-*-1 да 1 — дс ва 1 — ̂ х  чексиз кичик микдорлар бир хил тартиб
ли булншига ишонч хосил килинсин. Улар эквивалент буладими? Жав.

1 Xllm ——j—  0= 3, демак, берилган чексиз кичик миедорлар бир хил тартиб- 
*■*' 1 — • 
ли, аммо эквивалент эмас.

5 М. С. Пискунов
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1- §. ^аракат тезлиги

Бирор каттик жисмнинг т^ри чизикли харакатиии маса
лан, юкорига вертикал холда отилган тошиииг харакатини, 
ёки двигатель цилиндридаги поршень харакатини ва шунга 
ухшаш харакатларни текширамиз. Жисмнинг конкрет Улчам- 
ларини ва шаклини эътиборга олмай, бундан буён уни кара- 
кат кнлувчи М нукта шаклида тасаввур киламиз. Харакат ки- 

лувчи нуктани унинг бирор бошлангич М0 хола- 
тидан хисобланаднган s масофв t вактга боглик 
булади, яъни s масофа t вактнинг функцияси бу-чи‘ леди:

и * - / ( 0 . (О
Фараз килайлик, хвракат килувчи М  нукта t 

вактнинг*) бирор моментида М 9 бошлангич холат- 
^*6 дан s масофада булсин, ундан кейинги бирор 

t-\-At моментда эса нукта бошлангич холатдан
I s 4- As масофада булиб, Л1, холатни олган булсин 

___ (57- раем).
67- раем. Шундай килиб, At вакт оралигида s масофа As 

микдорда узгаради. Бу холда At вакт оралигида 
в микдор As орттирмани олди дейилади.

Энди ^  нисбатни текширайлик; у бизга нукта харакати- 
нннг At вактдаги Уртача тезлигини беради:

* т .= Г , -  W
Уртача тезлик М  нукта харакатининг t моментдаги тезли* 

гини хамма холда хам аник характерлайвермайди. Масалан,

* *) Бу ерда ва буидан буен хам узгарувчининг конкрет цийматини у>- 
гарувчининг уаини билдирувчи харф билан белгилаймив.
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жисм At ораликнинг бошида жуда тез, охирида эса жуда се- 
кнн харакатланган булса, у холда Уртача тезлик нукта хара- 
катиж.нг курсатилган хусусиятларини акс эттира олмаслиги 
ва бизга нукта хяракатининг t моментдаги хакикий тезлиги 
хакида тасаввур бера олмаслиги ровшан. Бу хакикнЯ тезлик- 
ни уртача тезлик ёрдами билан аникрок ифодалаш учун At 
кичик вакт оралигини олиш керак. Нухта харакатининг t мо
ментдаги тезлигини At -* 0 даги уртача тезлпкнинг интилган 
лимити жуда т^ла характерлайди. Бу лимит харакатнинг бе
рилган моментдаги те зл иги  дейилади:

v = Нт ДГ  ■ W
Шундай килиб, вакт орттирмаси At нолга интилган холда й^л 
орттирмаси As нинг ва^т орттирмаси At га нисбатининг лими
ти.̂ V а р а к  am нинг б е р и л га н  м о м е н т д а ги  т е з л и 
ги дейилади.

Биз (3) тенгликни ёйилган шаклда ёзамнз. Масофанинг 
орттирмаси

A s ~ f ( t  + A t ) - f ( t )
булгани учун

V =» Hm L(t+ . (3')
Бунннг 5’зи нотекис харакатнинг тезлиги булади. Шундай 

цилнб, нотекис харакат тезлиги тушунчаеи лимит тушунчаси 
билан узвий равишда богланганлигини к^рамиз. Факат лимит 
тушунчаси ёрдами билан нотекис харакат тезлигини топиш 
мумкин.

Юкоридаги (3') формуладан тезлик v ва^т орттирмаси At 
га богли|< булмасдан, балки t нинг нийматига ва f ( t )  функ- 
циянинг характерига богликлиги келиб чикади.

Ми сол. Й^лнинг вацтга богланиши

*• Y
формула билан иЛодаланса, текис тезланувчап харакатнинг ихтиёрий t мо
ментдаги ва t «= 2 секунд моментдаги тезлиги топилсин.

еС
Е ч и ш. t моментда s = - j-  га эгамиз; < + Д/ момеитда:

g (t + ДГ)1 K ( i ' + 2t\< + Д/*» 
s + Д* = ----5--- = ------- ~5-------.

As ни топамиз:
4j _  e JI4 J ! Ai± ^ ! •_ £  _  "  Д(1 JAP _
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^  нисбатнн тузамиз:

д5 + 4 S**1 K\t .
T t  = ----- 57-------- £<+ —  •

таърифга кура;

* = Й о  Tt = [\Z> (* ' + 7 *A/) -  *'•
Шундай килнб, t вактнннг исталган момецтнда тезлик v =* gt та тенг. 
t — 2 булса, (w) м  =  g-2 =  9,8-2 =  19,6 mJcck.

2- §. ^осиланинг таърифи
Бирор оралицда аникланган

У = /<*) (1)
функцняга jc аргументнинг шу ораликдаги *ар бир цийматида 
у = f  (х) функция маълум кийматга эга.

Аргумент х бирор (мусбат ёки манфий — бари бир) Ах 
орттирмани олеин, У вацтда у функция бирор Ду орттирмани 
олади. Шундай цилиб:

аргументнинг х цийматида у = / (х ) га, 
аргументнинг х + Длгкийматида у + Ду =*f(x + Дх) га эга 

буламиз. Функциянинг орттирмаси Ду ни топамиз:
Д у = / ( *  + Д * )- / (* ) .  (2)

Функция орттирмасининг аргумент орттирмасига нисбатини ту
замиз:

Ду _  Дх гАх)— f(x ) ^
Ьх \х ’ L '  '' '

L^fty нигбятнинг Дл: -► О даги лимитини топамиз. Агар бу 
лимит мавжуд б^лса, у берилган f (x i  функциянинг * оси- 
лас и дейилади ва / ' (х) билан белгиланади. Шундай цилиб, 
таърифга кура,

/ ' (* ) = Ит s iAJT—O
ёки

/ ' ( * ) - » т  /(* + * * ) - № . (4)
4ДГ-*0 ЛХ

Демак, берилган у = f (x )  функциянинг аргумент х буйи
ча я,осиласи деб, аргумент орттирмаси Да: ихтиёрий равишда
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нолга интилган холда функция орттирмаси Ду нинг аргумент 
орттирмаси Дх га нисбатииинг лимитига айтилади.

Умумнй холда х нинг хар бир киймати учун f '(x )  хосила 
маълум кнйматга эга, яъни хосила хам х нинг ф у н к ц и я с и  
б^лишинн цайд килиб утамиз.

Хосила учун /'(•*) белги каторида бошкача белгилар хам 
ишлатилади, масалан,

» . dy 
У. Ух, Тх.

Хосиланинг х => а даги конкрет киймати / ' (а) ёки у'| х_ а бн- 
лай белгиланади.

Берилган f (x )  функциядан хосила топиш амали шу функ
ция ни дифференциаллаш дейилади.

1- м и с о л. у = дс* функция берилган; унинг; 1) ихтиёрий дг нукшдаги 
ва 2) х = 3 нуктадаги хосиласи у’ топилсин.

Е ч и ш. 1) Аргументнинг дс га тенг кийматида у = дс3 га эгамиз. Аргу- 
ментнинг дс -f Ддс га тенг кийматида у + Ду = (дг -+ Ддг)* га 9гамнз. Функ
циянинг орттирмасини топамиз:

Ду = (дг + Ддс)* — хх = 2дг Ддс + (Ддс)*.
нисбатни туэаииз:

'  АУ = 2дс Ддс + (Ддс)* = 2х + д
Д* Ддг

Лимитга Утиб, берилган функциядан хосила топамиз:
Дуу ' = lim т-; =. lim (2дс + Ддс) = 2л.А*-0 А.г~0

Демак, у = дс* функциянинг ихтисрий нуктадаги хосиласи
у ' •= 2х.

2) дс = 3 да шуни хосил киламиз:
/ | _ г_ = 2 . 3 - 6 .

2- мисол. у = —, у ' топилсин.
Е ч и ш. Бундан олдинги мисолдаги каби му^окама килиб, шуни хосил 

Киламиз: '
1 . 1

У = J ,  У + Л* = 7 + Д 7 *
1 J ___дс — х — Ддс _  Ддс

у “  дс + Ддс — дс = дс (дс -f- Ддг) — — дс (дс + Ддг)’
Ду 1
Ддс -  дс (дс + Ддг)’

^  .. л* Г 1 1  1* “  ,|т А* = 11т “  ТТГТлТи = ~ 73- д.* -гЬ ддс-»о L дс (дг г &х)1 х
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Изо*.  Утган параграфда, агар харакатланувчи нукта s ма- 
софасинннг t вактга богланиши s формула билан ифо-
А&ланса, у *олда t моментдаги v тезлик

« = Urn U  .  Ilm /iL ± W - / (0
А/-0 4/-0

формула билан ифодаланиши аникланган эди. Демак,
(0.

яъни тезлик й;'лдан t вакт буйича олинган хосилага*) тенг.

8- §. ^осиланинг геометрик маъиоси
Харакат цилувчи жисмнинг (нуктанинг) тезлнгини текши- 

риш натижасида, яъни механик тассавурлардан чикиб бориб, 
косила тушунчасига келдик. Энди хосиланинг жуда му^им 
геометр и к маъносини берамиз. Бунинг учун энг аввал эгри 
чизикка унинг берилган нуктасида J тказилган уринманинг  
таърифнни беришимиз керак булади.

х х+Лх - Х

59- раем.

Бир эгри чизик ва унда тайна М 0 нукта берилган булсин. 
Эгри чизнкда бир Af, нуктани оламиз ва М0МХ кесувчинн ут- 
казамиз (58- раем). Агар Мх нукта згри чизик буйича М« нук- 
тага чексиз якинлаша оорса, у холда M0Mi, кесувчи М 0М,', 
МаМ "  ва *оказо турли вазиятларни ишгол килади.

•) Виз .х буйича цоснла" ёки .вакт t буйича носила' ва доказо дега- 
нимизла, бу билан биз досилани дисоблашда аргумент учун х ни ёки вакт 
I ни ва доказо олнниши кераклигнни тушунамия.
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Агар Л/, нукта »гри чизик буйича исталган томонда и 
Af0 нуктага чекснз якинлаша борганда кесувчи маълум М0Т 
тугри чизик вазиятини эгаллашга интилса, у колда бу тугри 
чизик М0 нуктада эгри чизикка урчнма дейилади (.эгаллашга 
интиладн" деган тушунча куйида аникланади).

Биз f (x )  функциянн ва тутри бурчакли координаталар 
системасида унга мос

У -/(■*)
эгри чизикни куздан кечирамиз (59- раем), jc нинг бирор кий- 
матида функция у *= / (* ) кийматга »га. Эгри чизикда х ва у 
нинг бу кийматларига Af0 (jc, у) нукта тугри келади. Аргу
мент х га А-с орттирмани берамиз. Аргументнинг янги х + Ах 
кийматига функциянинг ?орттирилган‘‘ у -+ Ду — /(jc -f Дл) кий
мати тугри келади. Эгри чизикнинг буйга мос нуктаси Afj(.c-|- 
+ Ддс, у + Ду) нукта булади. /IVW, кесувчини утказамиз ва 
унинг Ojc укнинг мусбат йуналиши билан косил кнлган бур-
чагини <р билан белгилаймиз. нисбатни тузамиз. 59- ргем-
дан

Й  = *Е?. (О
эканлигини бевосита курамиз.

Энди агар Дл: нолга интилса, у колда М х нукта эгри чизик 
буйича *аракат килиб, М0 нуктага якинлаша боради. 
кесишувчи М 0 нукта атрофида айланади ва Ах узгариши би
лан <р бурчак узгаради. Агар Ах -► 0 да <р бурчак бирор а 
лимитга интилса, у колда Л10 нуктадан Утувчи ва абсциссалар 
Укининг мусбат йуналиши билан а бурчак ташкил килувчи туг
ри чизик изланган уринма булади. Унинг бурчак коэффици- 
ентини топиш кийин эмас.
tga = lim tg? = lim -£ = f '(x ) .

Ax-О 4ДГ-.0 “ •*

Демак,
/ '( * )  = tg«, (2)

яъни аргумент х нинг берилган 
цийматида J ' (х) %осиланинг 
циймати / ( jc) функциянинг 
графигига унинг М 0(х, у) нуц- 
тасидаги уринманинг Ох укнинг 
мусбат йуналиши билан '*осил 
цилган бурчак тангенсига тенг. 60- расйТ*
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М и с о л . у = jc* при чнзикка М х (- j, 4"): Mi ( —  1. 1) нуктмардаги
урнниалар огмалик бурчакларининг тангенслари топилсин (60- раем).

Е ч h ш. 2- § даги 1- мисолга асосан, у ' = 2х; демак,

\‘г < ‘Я Ч  -  У’ I “  -  2.х=-1

4- §. Функцияларнинг дифференциалланувчилиги
Таърнф.  Агар

У ==/(•*) 0 )
функция х = х0 нуктада хосилага эга булса, яъни

Um ЬГ _  ц ш /< " . +  у  - / ( " • )  (2)
AJT-.0 аЛГ AJT-0

мавжуд б^лса, у холда берилган х = х0 цийматда функция 
дифференциалланувчи ёки (барн бир) хосилага эга деймнз.

Агар функция бирор [а, Ь\ кесманннг ёки (а, Ь) ин- 
тервалнинг хар бир н у к т а с и д а  дифференцналланувчи 
булса, у холда функция [а, Ь\ кесмада ёки (а, Ь) интервал- 
да дифференциалланувчи дейнлади.

Теорема .  Агар y = f (x )  функция бирор х — х0 нуцтада 
дифференциалланувчи булса, у %олда функция шу нуцтада 
узлуксиздир.

Хакикатан, агар

булса,
| | тАх-*0

£ Е “ / ' ( * о )  +  Т.

бу ерда Дх 0 да f нолга интилувчи микдордир. Лекин, у 
*олда

A y—f ' ( x 0)Ax + iAx f - p i t /
булади; бундан Ах -* О да Ду-*-0, бу эса х0 нуктада /(jc) 
функция узлуксиз демакдир (II боб, 9- § га каранг).

Шундай килиб, у з и л и ш  н у к т а с и д а  ф у н к ц и я  ц оси- 
лага  эга б у л а  олмайди.  Тескари хулоса тугри эмас, 
яъни бирор х — х0 нуктада у = / (х )  функция узлуксиз були- 
шидан бу нуктада у дифференциалланувчи хам булади деган 
хулоса чикмайдн ;  х0 нуктада / (jc) функция хосилага эга 
булмаслиги хам мумкин Бунга ншонч хоенл килмок учун бир 
неча мисол куриб чикамиз.
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1-м и со  л. / ( х) функция [0, 2] кесмада цуйидагича аникланган 
(61- расмга каранг):

0 < х < 1 да /(дг) «= х ,
1 <  х < 2 да /(дг) = 2-г — 1.

Бу функция дг = 1 нуктада уэлуксиз б^лса-да, *осилага »га эмас. Хакика- 
тан, Л х >  О да
,1Я /(1 + ^ ) — / (1 ) „ м |2(1 + Ддг) -  11 -  [21 — 1| ^  2Ддг

Д* Ах-о Аде Ат-*0 Ддг •
Ддг <  О да

, | т  / (1 Ш - / (1 )  ||т [1 + М - . 1, „ т  —  =1
ат-»о Ддг д.г-0  Ддг a t -И) Ддг

Шундай цилиб, текширилаётган лимит Ддг нинг ишораси кандайлигига бор- 
лик, бу эса дг= 1 нуктада функция досилага эга эмас демакдир*). Геомет
рик жилагдан бунга шундай факт мос келадики, дг — 1 нуктада берилган 
.эгри чизик" маълум бир уринмага эга булмайди.

Функциянинг дг*= 1 нуктада узлуксизлиги
Ддг <  0 да Ду = Ддг,
Дд: >  0 да Ду =» 2Ддг 

булишидан келиб чикади ва демак, иккала *олда *ам Дд: О да Ду 0.
2- ми со л. Графигиб2- расмда тасвирланган у — ^ jT  функция эркли 

узгарувчининг барча кийматлари учун аникланган ва узлуксиздир. Бу функ
ция х «* 0 да *осилага эгами-йукми эканлигини аниклаймиз; бунинг учун 
дг = 0 да ва х =  0 + Ддг да функциянинг кийматларини топамиз;

х *  0 да у = 0, х — 0 -f Ддг да у + Ду *  1^(&х).

*) Хосиланинг таърифига биноан Дт -*• Ода Дд: цандай цилиб нолга ии- 
Д у

тилишига карамай, ^  нисбатнннг биргина лимитга иитилишн талаб ки- 
линади.
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Демак,
А у = \/Г Ах.

Функция орттнрмасининг аргумент орттирмасига ннсбатининг лнмитини 
топамиз:

llm 4 Z _ ! « m 11̂  =  llm з ~ = Г  ”  + °°- 4ЛГ-.0 Ax 4̂ -о Д-* дж-о у Ддг*

Шундай килиб, Ах -» 0 да функция орттирмасининг аргумент орттирмасига 
ниСбати х «= 0 нуктада чексизликка интилади (лимитга эга эмас). Демак, 
текширилаётган функция х = 0 нуктада дифференциалланувчи эмас. Бу нук-

к
тада эгри чизикка урнима абсцисса уки билан бурчак хосил килади,
ягни Оу Укнннг устига тушади.

5- §. л бутун ва мусбат булганда 
у = хп функциянинг >(осиласи

Берилган у *  f (x )  функциянинг хосиласнни хоснланинг 
умуыий таърифига асосаи топиш учун куйидаги амалларни 
бажариш зарур:

1) аргумент х га Дл орттирма бериш, функциянинг орт- 
тнрилган кнйматини ^нсоблаш:

у + Д у = / ( л  +Дл);
2) функциянинг орттирмаснни топиш;

Ду = / (л  +Дл) -  /(л):
3) функция орттирмасининг аргумент орттирмасига нисба- 

тини тузнш:
Д^ _  /(х  4- Ах) — f (x ) .
Ах Ajr * •

4) Дл ■+ 0 да бу ннгбатнинг лимитини топиш:
, ' _ И ш  &  = Нт + ™У йх~0 Ь* . „о  Ьх

Биз бу ерда ва бундан кейинги параграфларда бу умумий 
усулни баъзи бир элементар функцияларнинг ^осилаларини 
Хисоблаш учун кулланамиз.

Теорема, у — хп функциянинг хосиласи (бунда л бутун 
мусбат сон) пхп~ 1 га тенг, яьни

агар у = л" булса, у' = пхп~х (1)
Исбот.  Ушбу функцня берилган:

у — хп.
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1) Агар x узнга Ах орттирма олса, у холда
у + Ду -  (х + Ах)".

2) Ньютон биноми формуласидан фойдаланиб, бундай ёза 
оламиз:

Ду =* (х + Дх)" — Xя = х" + у  х"—' Ах -J- 

+ " .у~~ хЯ~* (д*>* + ••• + (Ал)" — х*
ёки

Лу = яхя Дх -f ^  11 хя_* (Дх)1 -f ... -f (Ax)\
3) Нисбатни топамиз:

ях"-' + П(Д̂ 1) x"~*Ax-f ... + (Дх)"-'.

4) Бу нисбатнинг лимитини топамиз:
у'=а Иш шт Пш [ Д Х " ~* + Я ̂  Т) 11 X"—1 Дх +
'  4ДГ-0 адс 4Ж-0 I  11

+ ... + (Дх)"-1] = /IXя-1,

демак, у '= ях" ~ б у  эса теореманинг нсботидир.

1 - м и с о л. у »= дг*, у' — ix i~l — 6х*.
2- м исо л . у — дг, у' = 1 д г /  — 1. Охнрги натижа оддий геометрик 

маънога эга; у — х т^гри чизикка уринма х нинг нар кандай кийматида бу 
т^гри чизиц билан устма-уст тушади ва демак, Ох уцнинг мусбат йуналнши 
билан тангенси 1 га тенг бурчак носил килади.

(I) формула я каср ва манфий булган холда хам т^рили- 
гинн кайд килиб утамиз. (Бу 12- § да нсботланади.)

3- м И С о Л. у  у/~Х.
Бу фуикциянк даража кфринишида тасвирлаймиз;

1̂
у = дг* ;

tMKTAa ( 1) формулага биноан (нозиргина цилииган изонни нисобга олиб) 
уии носил киламиз:
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4- M И С О Л.

1-1 »

ЛП
у ни даражали функция куринишида ёэамиэ:

у = 7 7 5 ‘

у - JT  а .
У вацтда

_  8 
8 3 * 3 3

/ - - f x ’ - j '  

в- §. у sin х, у ™ cos х функцияларнинг ^осилалари
1 - теорема, sin х нинг jfосиласи cos ж, яъни .

агар у *  sin л булса, у '= cos л булади. - ' п/ 
Исбот .  Аргумент х га Лх орттирма берамиз; у *олда:
1) у -f Ду «. sin (л +  Дл);

2i Ду = sin (х Дл) — sin х =»2sin х *  A* ~ х cos - 4 А* — а

2 sin • cos (л + у ) ;

(х + т).
Лдг / Дл\ Дл 

2 Sin cos \х +  т г )  Sin--д 2sln-yco.\* + Т ) .in-у д
) Ajt = ------ Е ------  -  — X T C0S(x + T >

т
Аж

sin
4) у' — llm *■ Нш -т-—  • lim cos (х + -А,

Адг-*0 AJT-0 "  Ах-+0 '  2 /
2

аммо
(

* лЛ /•.*

шунинг учун

Дл 
sin ту-

iim -ду- -  1,клг-*0 £*5
2

v '- = lim  cos (л + = cos л. ̂ АдГ-*0 4 Z /
Охирги тенглик cos х узлуксиз функция эканлигига асосан 

*осил килинади.
2- т е о р е м a. cos х нинг * осиласи — sin х% яъни ,. .

агар y = cosx булса, у ' = — sin jc булади. (Ш)
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Исбот .  Аргумент х га Ддс орттирмани берамиз; у холда 
у + Ду = cos (х -J- Д.с);

^  Ду =• cos (дс + Дх) — cos X = -  2 s n - - * sin *-+- \х '* * -

«  — 2 sin ^  sin (х +
Ддг

А у S n̂ 2 / , &х\
& ----- a F  -sin^c-h-5 );

2

sin
y ' “ Um г£=* — llm т ~  sin (х -f- ту-) = — lim sin(x + -̂‘);

kX-*0 ax ЬХ-*0 ‘i*  '  i  '  Ax-O '  * /
2

slnx нинг узлуксиз фуикциялигиии эътиборга олиб, охирда 
шуни хосил киламиз:

у' — — sin х.

7- §. Узгармас микдорнинг хосиласи, узгармас микдор 
билан функция купайтмасининг хосиласи, йигиндининг, 
купайтманинг, булинманинг \осилалари

1- теорема.  Узгармас микдорнинг хосиласи нолга тенг, 
яъни

агар у = С булса, бу ерда С = const, у' 0 булади. (IV)
Исбот .  у =* С узи х нинг шундай функциясики, барча х 

лар учун унинг кийматлари С га тенг.
Демак, х нинг исталган кийматида

у = / ( х ) = С .
Аргумент х га Дх(Дх=£0) орттирмани берамиз. Аргумент- 
нинг барча кийматларида функция у узининг С кийматини 
саклайди, шунинг учун

у + Ду = / (х  + Дх) =. С.
Демак, функциянинг орттирмаси мана бунга тенг:

Ду = / ( *  + Д х )- / (х )  =0, 
функция орттирмасининг аргумент оргтнрмасига ннсбати

^  = 0 Их и ’

\
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демак,

/  =  Иш Гх  =  О,
Ад*-О

ЯЪНИ

у' = 0.
Охирги натижа содда геометрик маънога эга. у = С функ

циянинг графиги Ох укка параллел т^три чизнкдан иборат. 
Графикнинг исталган нуктасида уринма бу тугри чизик билан 
бир хил булади ва демак, Ох Ук билан тангенси у' нолга 
тенг бурчак косил килади.

2- теорема.  Узгармас купайтувкини косила ишораси- 
дан ташцарига чицариш. мумкин, яъни

агар у «  Си (х) булса, (С = cons 0. у' — Си' (х) булади. (V) 
И сб от .  Бундан олдинги теоремани исботлашдаги каби 

мукокама- юргнзамиз:
у — Си (дс);
у Ду = Си (х + Ддс);
Ду = Си (х -f Дх) — Си (х) = С [и (х + Ах) — и (х)],
Д у _  г  Аж) — и ( х)
Ах ~  Ь  Ах

/ “ Ilm Ё  = С Ит * » «  /  = <*'<*).
Адг-»0 Ajt-*0

1- м и со л . у «= 3 -7=  .
У*

1 I  3- г  * 1 з - Г
—  а *

Я Ъ Н И

У “  _ 2ж/ж *
3- теорема.  Чекли сондаги дифференциалланувни функ

циялар йигиндисининг хосиласи шу функциялар jfосилила- 
рининг йигиндисига тенг*).

Масалан, кушилувчнлар учта булган кол учун:
у = и (х) + v  (х) + w  (х); у ' = и' (х) + v ' (х) + w' (х). (VI)
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Исбот .  Аргументнинг х киймати учун
y a t t  +  H-j-lti

(ёзувни кискартиш максадида функциялариииг белгисида ар
гумент х ни тушириб колдирамиз).

Аргументнинг х-\-Ах киймати учун:
у -+ Ду = (и -}- Ли) + (v  + Av) + (w + Aw),

бу ерда Ду, Ди, Av ва Aw лар, у, и, v ва w функцияларнинг 
аргумент а* ни Ддс орттирмасига мос орттирмаларн. Демак.

4 y - 4 .  + t o  + M  U  = +  +

= lim ^  =  Пш — 4- lim — 4- lim ~у' = Пт = 11т д- + Ит т- + Ит т—
Ддг-*О I X —О ^ х  Д.г-*0 ^ х  ^x-Q

ёки
у' = и1 (л:) + v ' (х) + tr' (л).

2 - м и с о л. у  =* Зх4 — з—  t
V *

/  = 3(дг<)' - ( j r - r ) ' = 3. 4 ^ - ( -  у )  ж " 5-г-»
яъми

/ - 12* + j X у X
4- теорема .  Иккита дифференциалланувчи функциялар 

кУпайтмасининг хосиласи биринчи функция хосиласининг 
иккинки функция билан купайтмаси плюс биринчи функция
нинг иккинчи функция хосиласи билан купайтмасига тенг, 
яъни

агар у = uv булса, у' = u’v  + uv'. (V II)
Исбот .  Олдинги теоремани исботлашдаги каби му^окама 

Киламиз: 
y ~ u v ,
у + Ду = (и + Да) (v  -f- Дт),
Ду = (и -(- Ди) (v  + Av) — u v=  A uv + uAv + AuAv,
Ay А и , At; . A Av

S i = B i v + u Г ,  + 1шП '
»' = llm ^ a l l m  f J e + l l m  u * r + llm Ha ^  =
1 kx-Q  Ax Д.г-*0 A x Ajr-»0 A x  ‘ Lx-+0 Ax

= film .(_ llm ди Нт 42
\Ajr-*0 А х / Ддг-*0 A x Д.г-*0 Адг-»0 Ax

(чунки и ва v  лар Дх га боглик эмас).



Унг томопдаги охирги хадни текширамиз: ,
iim ДиНш
Ajf-*0 Ajr-+0 Ах

/I (х) дифференциалданувчи функция, шунинг учун узлуксиз. 
Демак, lim АитО . Вундан ташцари,Ал-*0

Av , , 
llm Г х ~ у *  °°-
А-Г-*С

Шундай чилиб, текширилаётган хад нолга тенг ва бнз охирда
у' = u 'v  +  uv'

га эга буламиз. Исботланган теоремага асосан хар канча 
функцияларнинг купайтмаснни дифференциаллаш цоидаси 
осонгина чицариладн.

Масалан, учта функциянинг купайтмасига эга булсак:
у = uvw,

у холда унг томонини и билан (vw ) нинг купайтмаси каби 
тасвирлаб, шуни хосил киламиз:

у' = и' (vw ) +  и (vw )' — u'vw  +  и (v 'w  -J- vw ’) = u'vw +
+ uv'w  -f- UV It/.

Шундай цилиб, истаганча сондаги функциялар купайтмасининг 
хосиласи учун шунга ухшаш формула хосил кила'оламиз. 
Яъни агар у = ихи2... ип булса, у холда

У ' =  UiU2 ... Ыя_ ,  U„ +  И,«2 ... Un +  ... +  U i l l ... мл- ,й я.
3- м и с о л. Агар у =  х2 sin х булса, у лолда

у ' = (дг*)' sin х х2 (sin х)' = 2х sin х + х1 cos х.
4- м и с о л. Агар у = \Гх sin х cos х булса, у *олда
у’ = (yfx  Y sin X COS X + (sin XУ  COS X -f y^X sin x  (cos дг)'—

■= .  ■ >=- Sin X  COS X  -f X  COS X  COS X  + X sin X  (— sin jr) =2 y x
1 J S—= sin •*cos x -f у  x cos x cos x + у  x sin x (— sin дг) —

/ ■ ■ , e sin 2x / 1 ■■- /=  sin x cos x + у  x (cos дг — sin*jr) e  — 7 =  + y  x cos 2x.
2 Y x 4 у  x »

5- т е о р е м а .  Касрнинг (яъни иккита функция булинма- 
сининг) хосиласи касрга тенг булиб, унинг махражй берил- 
?ан каср махражининг квадратидан, сурати эса махраж- 
нинг сурат хосиласи билан ва суратнинг махраж хосиласи 
билан купайтмалари орасидаги айирмадан иборат, ’ яъни

агар у = -£ булса. /  = и- ^ Г^  . (V III)

. 80̂ ____________________________КОСИЛА ВА Д И ФФЕРЕНЦ И АЛ  _______________
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Исбот .  Агар Ду, Дн ва Av лар у, и ваг; функцияларнинг 
аргумент х нинг Ах орттирмасига мос орттирмалари булса,
у лолда

, . и Л Аи
>’ + 4>' = r r s r -

д  __и -h Аи и __ уАи — uSv
У v -Ь Дv v v (V 4* Аv) * 

уАи — иЛу Д и Av 
Ay Ax A x v ~~u K r
Ах v (v  -f Дv) “  v ( t> t  Ди) ’

Ди Av ипл д и , Avт— V — и г *  V ‘*т  7— — и »•« Т—«' _  Пш ^2 = 11т  *£_____ = ^-*оАх л.г -оДдг
7 ддг-о Ах д.г-^0 v ( v  +  Av) v lim (v  4- Д v)

AX-+0

Бундан Дж-^0 да Дг>->0 ни эьтиборга олиб, шу натнжа- 
ни ^осил циламиз*):

, u 'v  — uv'
/ = — sr— •

JC3
5- м и с о л . Агар У =* £3sT бУлса» У ^олда

,  (дг3)' COS X  — .V3 (co s х )' Здг* COS Jf - f  д:3 s in  дг 
^  e  СОС*ДГ ““ COS1 X

И зол- Агар махражи С узгармас булган
и (х )

У = —
куринишдаги функцияга эга булсак, у холда бу функциями 
дифференциаллашда (V III) формулани кУлланишнинг хожатн 
йун, балки (V ) формулани кулланиш маъкул:

У' = ( т “ ) = Т и' = 7Г- 
Бу натижанинг узи (V III) формуладан *ам албатта чикади.

.6- м и с о л . Агар у «= ^ 1 £  булса,

у  (c o s  дг)" s in  х

•) v (jr) — дифференциалланувчи, демак, узлуксиз функциядир, шунинг 
учуй Нш A v= 0 .Ajr—*0
б N. С. Лмсиумоа
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8 - §. Логарифмик функциянинг ^осиласи
Т е о р е м а .  loge х функциянинг хосиласи logae га тенг, 

яъни
агар y = logax булса, у ' = ± \ogae булади. (IX )

Исбот .  Агар у = logeх функциянинг аргумент х нинг 
Ддг орттирмасига мос орттирмаси Ау булса, у холда 

у + Ду =» loga (х + Аде);
лу = log. (х + 4л) -  log, х= log. Х- ~ -  = log. (| +

Й - п '  <*.(• + ¥)■
Охирги тенгликнинг унг томонидаги ифодани х га купайти- 
рамиз ва буламиз:

микдорни я билан белгилаймиз. Берилган х учун Дх-^О 
да <*-+0 булиши равшаи. Демак,

si = T ,0e«(l + e>T
Аммо

\_
Иш (1 + « ) •  =./
■-►О

эканн маълум (II боб, 7- § га каранг). Агар логарифм ишо- 
раси остида турган ифода е сонга интилса, у холда бу ифо- 
данинг логарифми loga£ га интилади (логарифмик функция 
узлуксиз булгани учун). Шунинг учун охирда ушбу натижа- 
ни хосил киламиз;

у' = 11ш ^  = 11ш — log, (1 + *)* = — Ioge
Адг-0  ДДГ в^О ДГ X

Бунда Ioga* = {“ 5  эканлнгини зътиборга олиб, чи^квн фор- 
мулани

/=  1-L
7 дг In Л

кУринишида ёзиш мумкин.
Бу формуланинг мухим хусусий холини кайд килиб ута- 

миз: агар а = е булса, у холда In a = \пе= 1 , яъни
агар у = 1пх булса, у ' = j  булади. (х )



9- §. Мураккаб функциянинг ^осиласи

Фараз килайлик, у = / ( х )  мураккаб функция, яъни шун
дай функция берилганкн, унн

у = F (и), и *= <р(х)
Ски У = f  [?  (•*)] (I боб 8- § га к&ранг) куринишда тасвирлаш 
мумкин булсин. у = /• (и) ифодада и узгарувчи оралиц аргу
мент дейнлади.

Мураккаб функцияни дифференциаллаш коидасини чица- 
рамиз.

Т е о р е м а .  Агар « = <?(jc) функция бирор х нуцтада 
и'х**у' (х) хосилага вга булса, у = F  (и) функция эса ы нинг 
мос кийматида у 'и = F ' (и) хосилага эга булса, у холда кур- 
сатилган х нуцтада у -» F [y  (* )] мураккаб функция хам

у'х =  F'u (ы ) <р' (х )

га тенг хосилага эга булади, бу ерда и урнига и = <р (л) 
ифода цуйилиши зарур. К'искача,

у  'х -  Уии’х,

яъни мураккаб функциянинг хосиласи берилган функция
нинг оралицдаги аргумент и буйича хосиласининг оралиц- 
даги аргументнинг х буйича хосиласи билан купайтмасига 
тенг.

И с б о т .  Аргумент х нинг маълум цийматида 
« = ?(•*). У = /(« )•

Аргументнинг устирилган х + Ах кийматида
и ■+■ Дм = <р (*  + Ах), у + Ду = F  (и + Аи).

Шундай килиб, Ах орттирмага Аи орттирма мос келадн, бун- 
га эса Ду орттирма мос келади, бунинг устнга Ддс->0 да Д«-*0 
ва Ду-*0. Шартга мувофик

Нш ^  = у„..

Бу муносабатдан, лимит таърнфидан фойдаланиб, (Ды ф О да)

Й  = У- +  а о )
тенгликнн *осил циламиз, бу ерда Аи-+ О да а-*0. Бу (1) тенг- 
ликни

Ду =  у и Ди -J- 1  Да (2),

_______________________М УРАККАБ ФУН КЦ И ЯМ И !!/  ХОЗДЛАСП £3



куринишда ёзамиз. Бу (2) тенглик ихтиёрнй а да Дм = О бул- 
ганда >;а.м тугрилигича цолади, чунки у О = О айниятга айла
нади. Ди =0 да а =0 деб >(исоблаймиз. (2) тенгликнинг бар- 
ча ладларини Дл га буламиз:

Ду ' Ди . Ди 
Ах ~  Уи Ах +  а Ах*

Шартга кура

g j ___________________________ ЦОСИЛД ВЛ ДИФФЕРЕНЦИАЛ _________________

llm ^  =  #' lima =*0.
Адг-»о Дл: г* 1.1-0

(3) тенгликда Дх-0  да лимитга ^тиб, шуни *осил циламиз:
Ух = у>г, (4)

бу эса талаб ^илинган исботдир.
1- ми сол. у = sin (дга) функция берилган булснн, у'х ни топамиз. Бе

рилган функцияни куйидигича функциянинг фуикцияси шаклида бзамиз:
у *= sin и, и *  Х%.

Бундан

у * -  cos и, ах хз 2дг.
Демак, (4) формулага мувофик

*• Уи = cos и • 2дг. 
а Урнига унинг ифодасини кУйиб, охирда

= 2дг cos (дг*)
натижани хосил киламиз.

2- ми сол. у = (In дг)3 функция берилган. ни топамиз.
Берилган функцияни куйидагича ёзамиз;

у *= «*, и = In дг.
Бундан шуларни топамиз:

• о .  1Уж “ За», в, = 7 .
Демак,

= 3 « * 4 “ 3(1пдг)* J .

Агар у ■■ /  (л) функция шундай булсаки, уни 
y = F(u ), и=<р(г»), г»--Ил)

куринишда ёзиш мумкин булса, ух >(осилани топиш олдинги 
теоремани кетма-кет кУлланиш билан бажарилади. 

Исботланган цоидага мувофик
Ух = у и и'х•
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Бу теоремани их ни топнш учун кУлланиб, шуни хоснл цИ- 
ламиэ:

и'х =  uv v'x.

их нинг нфодасини олдинги тенгликка кУйсак,
Ух -  у« Uv v'x (5)

ёки
у'х =  К  (ы) ? ,  (V ) tx (JC).

3- м и со л . у = sin ((In jt)3] функция берилган. уя ми топамиз. Берил- 
гаи функцияни цуйидагича бзамиз:

у “  sin II, и *  V3, V ** In X.
Бундан

у'ш= сози, 3v*, v'x -  j

ни топамиз. Демак, (5) формулага мувофик

Ух “  Уа uv vx “  2 (cos “ )
бки одирги натижа:

в  cos [(In jr)3) • 8 (In дс)* -J*.

1 Текшнрилган функция фацат х >  Ода аницланганлигини эслатиб утамнз.

10- §. у ** tg ху у = ctg дг, у «* In |JC| Функцияларнинг *оси- 
лалари

1- т е о р е м а ,  tgx функциянинг %осиласи га тенг, 
яъни
агауз у = tgx tfjUca, у у' *  3̂̂  * (XI) 

Исбот .  Модомики,
у==

cos я

экан, у холда касрни дифференциаллаш ^оидасига мувофик 
(111 боб, 7- §, (VIII) формулага царанг):

(sin дг)' COS X — sin X  (COS X  V  COS X  COS x  — sin x (—  sin дг)
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2- теорема,  ctg л: функциянинг хосиласи— -Jg- га тенг,sln'x 
«ъни

агар у -  ctg л булса, у' = -  
Исбот.  Модомики,

v = —у  sin х
экан, у *олда

. (СО* JC)'sln дг— со» х (sin х)' — sin X sin X — COS X COS X
у “ ------- Щ ГТ

(XII)

sin1 X
sin* x -f cos* x 

sin* X '
1

*In* x’
1- и и с о л. Агар у =■= tg у^х"булса, у *олда

у' « ---L _ _ / / 7 y  я  _ *  ---*. Ц|
cos* х 2\Пс cos* / х *

2- и и со л. Агар у - lnctg дг булса, у *олда
у' а  J —(C|g ху —!— ( _  __I_  ̂ _  _ ---- !____ ___2_
" ctg дг' • ’ ctg дг \ sin* х) cos .f sin х s(n2x*

3- теорема .  In | j c | функциянинг хосиласи (63- раем)
j  га тенг, яъни

агар у — lnjjt| булса, у холда у ' = j-
Исбот.  а) Агар х > 0 булса, | х | — х, In | х | = In х ва шу- 

нинг учун

s - i
б) * < 0  булсин, у *олда |jt| = — х. Лекин 

In I JC | = In (— х).

(XIII)
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(Агар * < 0  булса, — дс > 0 булишини кайд этамиз.)
у = 1п«, и = — х фараз килиб, у = 1п (— х) функциями 

мураккаб функция шаклида ёзамиз. У *олда
y', = y; « ;  = i ( _ i )  = i _ ( _ i )  = i .

Демак, х нинг манфий кийматлари учун а̂м

тенглик тугри булади. Демак, (XIII) формула исталган хф О  
цийматлар учун исботЛанди. (лс* * 0  да 1п|дс| функция аник
ланмаган.)
11- §. Ошкормас функция ва унн диффсренциаллаш

Иккита х ва у узгарувчиларнннг кийматлари узаро бирор 
тенглама билан богланган булсин, биз уни символик тарзда 
бундай белгилаймиз:

F (x ,y ) = 0. ( 1)
Агар у = / (* )  функция бирор (а, b) интервалда аниклангрн 

булиб, (1) тенгламада у урнига / (х ) ифода кУйилганда тенг
лама х га нисбатан айниятга айланса, у ^олда у = f  (х) функ
ция ( 1) тенглама билан аникланган, ошкормас функция бу
лади.

Масалан,
jc* + у* -  а» = 0 (2)

тенглама мана бу
у = у' а* -  х*, (3)
у — — /  в* — л* (4)

элементар функцияларни ноошкор тарзда аниклайди (64- ва 
65- раем).

Хакикатан, бу кийматларни (2) тенгламага куйгаидан сунг 
айният *осил булади:

х2 + (а* — х2) — о2 = 0.
(3) ва (4) ифодалар (2) тенгламани у га нисбатан ечиш йули 
билан *осил килинган. Аммо, *ар кандай ошкормас берилган
функцияни *ам ошкор шаклда бермок, яъни у *»/(дс) шакл-

*) Агар функция у •= f  (х) куринишдаги тенглама билан берилган б^л-
са, у лолда функция ошкор к}ринишда еки ошкора берилган дейилади.
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га цуймоц мумкин булавермайди, бу ерда /  (х) элементар 
функция.

Масалан,
у® — у — х2 *  О

ёки
y - x - j  sin у = О

тенгламалар билан берилган функциялар элементар функция
лар билан ифодаланмайди, яъни бу тенгламаларни элементар 
функциялар оркали у га нисбатан ечиш мумкин эмас.

1- и зо*.  „Ошкор функция* ва „ошкормас функция* тер- 
минлари функциянинг табиатини эмас, балки берилиш усулини 
характерлайди. Хар бир ошкор функция у = /  (х)  ни ошкор
мас функция у — /  ( jc) =* 0 шаклида бериш мумкин.

Энди ошкормас функцияни ошкор кУринишга келтирмасдан, 
яъни у — / ( jc) шаклга алмаштирмасдан, унинг *осиласини то
пиш коид&сини курсатамиз.

Фараз килайлик, функция ушбу
дг* + у* — а* = О

тенглама билан берилган булснн. Агар у бу ерда х нинг шу 
тенглик билан аницланадиган функцияси булса, у *олда бу 
тенглик айниятдир.

у ни х нинг функцияси деб *исоблаб, бу айниятнинг ик- 
кала томонини х буйича дифференциаллаб (мураккаб функ
цияни дифференциаллаш цоидасидан фойдаланган *олда), шу- 
ни топамиз:

бундан
2х + 2уу' = О,
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Агар биз ушбу
у Е= \' а* — х* 

ошкор функцияни дифференциаллаган булсак,
. X X

У *  / в *  -  х *=  У
яъни худди уша натижани хосил цилган булар эдик.

у х нинг ошкормас функцияси булган холга яна бир ми
сол курам из:

ув — у — jc* — 0.
Буни х буйича дифференциаллаймиз:

6у У  — у' — 2х -  0,
бундан

/ 2 jt

У "  ф = \ ш
2- изо*.  Аргумент х нинг берилган кийматида ошкормас 

функция хосиласининг кийматини топиш учун х нинг берил
ган кийматида у функциянинг кийматини хам билиш зарурли- 
гн келтирилган мисоллардан келиб чикади.

12- §. Курсаткичи нсталган ^ациций сон булган 
даражали функциянинг, кУрсаткичли функциянинг, 
мураккаб кУрсаткичли функциянинг ^осилаларн

I -теорема,  х" функциянинг хосиласи пхп~ ' га тенг, 
яьни

агар у = хп булса, у холда у' = пхп — ( Г )
бу ерда п — исталган сон.

Исбот.  х > 0 булсин. Берилган функцияни логарифмлай- 
миз:

In у  = n In JC.

Чиккан тенгликиииг иккала томонини, у ни jc нинг функ
цияси хисоблаб, х буйича дифференциаллаймиз:

у ' 1 1
у Т *  У “  Уп ~хщ

бунга у =■ хя кийматии куйиб, охирги натижани хосил кила- 
миз:

у' = пхя —



Агар фа^ат хп маънога эга б^лса, бу формуланинг х < 0 учун 
*ам т^грилигини курсатиш цийин эмас*).

2-теор ем а ,  а* функциянинг хосиласи, ах In а га тенг, 
бу ерда а > 0, яьни

агар у = а* булса, у' =* ах In а,
(XIV)

Ис бо т .  у = ах тенгликни логарифмлаймиз:
In у =» х In а.

Бу тенгликни, у ни х нинг функцияси ^исоблаб, дифферен- 
циаллаймиз:

-j у' «= In а; у' = у In а
бки

у' = ах In а.
Агар асос а **е  булса, у *олда In е— 1 булади ва биз 

у = ех, у' -  ех (X IV ')
формулами *осил киламиз.

1- м и с о л. у = ех~ функция берилган. Оралнк аргумент и ни киритиб, 
уни мураккаб функция сингари тасвирлаймиз:

У *= « = **;
у *олда

УЙ“  е“ , и'Л = 2дг,
демак,

ух <= е “ 2дг = ех'2х.
Асоси *ам, даража курсаткичи *ам х нинг функциялари- 

дан иборат булган функция мураккаб курсаткичли функция 
дейилади, масалан (slnx)*2, х'*х, хх, (In х)х ва шунга ^хшаш, 
умуман,

у*= |и (х )]ои) == uv
куринншдаги .\ар бир функция мураккаб к^рсаткичли функ- 
циядир**).

3- теорема.
Агар у = и* булса, у' = vuv~-x и' + uv х/\п и булади. (XV)

{Aj ____________________________ ХОСИЛЛ BA Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц Ц Д , ! ___________________

*) Бу формула илгарн ( II I  боб, 5- §) п бутун мусбат сон булган *ол 
учун исботланган эдн. Энди (1) формула у мумий *олда (исталган узгармас
п сон учун) нсботландн.

**) Купинча бундай 
саткичли фу»у<цня дейил

функция курсаткичли-даражали €ки даражали-кур-
дейилади.
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Исбот .  у функцияни логарифмлаймиз:
In у ** v In и.

Чиркан тенгликнн х буйича дифференциаллаймиз:
( н а

бундан
± у ' У * v  ^  и9 + v '  In и,

/  — У (®J- + v'\n и).

Бунга у = и* ифодани кУйиб, ушбу натижани хосил кила-
миз:

у' = vuv ~ V  + uvv' In и.
Шундай килиб, мураккаб курсаткичли функциянинг хоси- 

ласи иккита кушилувчидан иборат: агар дифференциаллашда 
и нн х нинг функцияси, v ни эса у з г а р м а с  деб фараз ки- 
линса (яъни агар uv д а р а ж а л и  функция деб царалса), бн- 
ринчи кУшилувчи чикади; агар v  ни х нинг функцияси, и ни 
эса const деб фараз килинса (яъни, uv к у р с а т к и ч л и  ф у н к 
ция деб каралса) иккинчи кУшилувчи чикади.

2- м и с о л . Агар у = хх булса, у *олда у ' =  X X х ~1 (х ') + Xх (х ') In х
ёки

у ' ж= X х +  X х In X  *  X х  (1 +  In дг).
3- м и со л . Агар у = (sin дг)л  булса, у з̂ олда

у ’ -  х* (sin х у*- ' (sin дг)' + (sin дг)х* (дг*)' In sin г -
— jr*(slnjr)Jrl“ ,cos х -f (s inx)** 2дг In sin х.

Хосилаларни топиш учун бу параграфда кулланилган ва 
аввал б е р и лг а н  ф у н к ц и я л о г а р и ф м и н и н г  хосиласинн 
топишдан иборат булган усул, функцияларни дифференциал
лашда кенг кУлланилади. Бу усулни кУлланиш купинча хи- 
соблашни бирмунча соддалаштнради.

функциидан *oci>j^ tтопиш талаб
фминади.

Е ч и т . Тенгликнинг мккала томокини логарифмлаймиз!
1

In у ** 2 In (jc + 1) -f " J  In (дг — 1) — 3 In (x + 4) — jr. 

Оккрги тенгликнинг иккала томонини дифференциаллаймиз:

i- l .L
у

* , 1 Л
Т Т  + 2 (дг — 1) ~лг +  4 ‘
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у га купайтириб ва у Урнига — I ифодани куйиб, ушбу иа-

тнжани досил киламиз ■

v' _(■*+! )* V х — I Г 2 , 1  3 1  
= — (T+ 4 )v-  L— 1+ 5 ТТ ГТУ-— 4- 1 J

И зо* .  Берилган у = у (х) функция натурал логарифми- 
нинг х буйича косиласидан иборат j- = In (у)' ифода логариф
мик хосила дейилади.

13-§. Тескари функция ва уни дифференциаллаш

Фараз килайлик, бирор (а, Ь) (а < Ь) интервалда аниклан
ган усувчи (66- раем) ёки камаювчи функция

У =/(•*) (1)
берилган булсин (I боб, 6-§ га каранг) /  (а) = с, f (b ) = d 
булсин. Аниклик учун бундай буён Усувчи функцияни текши- 
рамиз. (а, Ь) интервалга карашли иккита кар хил хг ва х2

Кийматларни караймиз. Усувчи функ
циянинг таърифидан агар хх < х2 ва 
yi= -f(x i), y2= f (x 2) булса, у вактда 
у, < у2 булиши чикади. Демак, иккита 
jjap хил Xi ва хг кийматларга функ
циянинг иккита yi ва у2 турли кий
матлари мос келади. Бунинг тескариси 
кам тугри, яъни агар у, < у2 ва 
y i - / ( * i )  хамда у 2=-/(х2) булса, 
усувчи функциянинг таърифидан 
х, < х2 булиши чикади. Шундай ки- 

либ, х нинг кийматлари билан у нинг уларга мос кийматлари 
орасида узаро бир кийматли мослик аникланади.

у нинг бу кийматларини аргументнинг кийматлари деб, х 
нинг кийматларини эса функциянинг кийматлари деб караб, х 
ни у нинг функцияси сифатида оламиз:

<Р (у). (2)
Бу функция у *» f ( x )  функция учун тескари функция дейи
лади. у =*f(x) функция кам х -»<р (у) функция учун тескари 
эканлиги равшан. Шунга ухшаш мукокама билан камаювчи 
функция кам тескари функцияга эга эканлигини исбот- 
лаш мумкин.
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I -йзоХ.  Агар $сувчи (ёки камаювчи) у = /(дг) функция 
[а, Ь\ кесмада узлуксиз булиб, бунинг устига / (а) = с, f yb) = J  
булса, у $олда тескари функция %ам [с, d\ кесмада аниц- 
ланган ва узлуксиз эканлигини исботсиз курсатамиз.

1-м и во  л. у = jr3 функция берилган булснн. Бу функция — оо <  
<дг <  +  оо чексиз интервалда усувчи; бунга тескари функция х = у у  
(67- раем).

дс **= (у) тескари функция у= / (л :) тенгламани х га нис
батан ечиш йули билан топилишини айтиб ^тамиз.

2- м и с о л . у — функция берилган булснн. Бу функция — оо< д :<  
< 4-оо чексиз интервалда Усувчи. Унга тескари функция х =*■ in у. Тескари 
функциянинг мавжудлик сохаси 0< у < 4- оо (68- раем).

2-изо*.  Агар у=*/(дс) функ
ция бирор интервалда усувчи *ам, 
камаювчи *ам булмаса, у *олда бу 
функция бир неча тескари функ
цияларга эга булиши мумкин*).

3- м и с о л. у - х1 функция— 00 < J t  <  
< + 00  чексиз интервалда аникланган. Бу 
функция ^сувчи хам, камаювчи хам эмас 
ва тескари функцияга хам эга эмас. Агар 
биз 0 < * < 4-оо интервалнп карасак, у 
Холда функция бу ерда Усувчи ва унинг 
учун тескари функция х =» ^  у булади.
— o o < jc< 0  интервалда эса функция ка- 
маючи ва унинг учун тескарп функция

___ 69- раем. у булади (69- раем).

ф) у ми х нинг функцияси эканлигн хацида гапиргаиимизда, биз у нинг 
х билан бир кийматли тарзда богликлигини тушунишимизни яна бир марта 
гаъкидлаб утамиз.
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3* и зо* .  Агар y = f ( x )  ва х = <р(у) функциялар уэаро 
тескари булса, уларнинг графикларн биргина эгри чизикдан 
иборат б^дади. Аммо, тескари функциянинг аргументнни яна 
х билан, функцияни эса у билан белгиласак ва уларни бир 
координаталар системасида чизсак, у холда иккита *ар хил 
график *осил киламиз.

Графиклар биринчи координат бурчагининг биссектриссаси- 
га нисбатан симметрии булишини кУриш цийин эмас.

4- м и с о л . 68- расмда 2- мисолда текширилган у е* (ёки х *. In v) 
функциянинг ва унга тескари у =  In х фуркцийнинг графиклари чизилгЭД,

Эндн тескари функция ^осиласини билган холда у *»/(л ) 
функциянинг хосиласини топишга имкон берувчи теоремани 
исботлаймнз.

Теорема .  Агар
У = / (* )  (1)

функция учун текшириладиган у [нуцтаоа нолдан фарцли
V1 (У) хосилага эга булган

? (У) (2)
тескари функция мавжуд булса, у холда тегишли х нуцта- 
да у = /  (х) функция га тенг булган / ' (л) хосилага 
эга булади, яьни

г м - т  .  <XV1>
формула тугри булади.

Шундай килиб, иккита узаро тескари функциялардвн бири* 
нинг *осиласи бирни бу функциялардан иккинчисининг х ва 
у нинг тегишли цийматларидаги ^осиласига булинганига тенг*).

Исбот .  Ду орттирмани олганимнзда, (2) га биноан
&х = ср(у + Д у )  — <р(у).

<р (у) монотон функция булгани учун А х Ф О . Ушбуайниятни 
ёзамиэ:

^  = ■ 1 (3)Ал Дх • W
&у

* Биз f  (дг) ёки ух ёзар акаимиз, у долда досилани дисоблашда эркли 
Узгарувчи сифатида х олинади деб дисоблаймиз« <р' (у) ёки дг'у ёзганимиз 
да эса досилани дисоблашда э р к л и  у з г а р у в ч и  ролики у уйнайди деб 
дисоблаймиа. (X V I)  ф о р м у л  а и и нг  у н г  т о м о н и д а  у б у й и ч а  
д и ф ф е р с н ц и а л л а г а н д а н с у н г  у Урн  ига  f  (х ) ни к У й и ш к е- 
р а к л и г и н и уцтириб утамиз.



* (у) узлуксиз функция булгани учун, Л у -► 0 да Адс-^О. 
Л у -* О^а (3) тенгликнинг иккала томонида лймитга утиш билан

1 „ 1 
У' “  7 }  6ки ? W  тТЯ

ни *осил киламиз, яъни XVI формуланинг узи келиб чикди.
Изох.  Агар мураккаб функцияни диф<Ьеренциаллаш цаки- 

даги теоремадан фойдаланилса, у холда XVI формулани ку- 
йндагича хосил цилиш мумкин. у ни х нинг функцияси хисоблаб,
(2) тенгликнинг иккала томонини х буйича дифференциаллай- 
миз: 1 — f ' (у) ул, бундай

. 1 
У* *?'(>)•

Чиккан натижа геометрик усулда очик 
тасвирланади. у = f (x )  функциянинг 
графигини текширамиз (70- раем). Бу 
эгри чизик х «  f (у) функциянинг гра- 
фиги хам булади, бу ерда х энди функ
ция деб, у эса эркли Узгарувчи деб ца- 
ралади. Бу эгри чизикнинг бирор М (дг, у) 
нуктасини текширамиз. Берилган урин- 
манинг Ох ва Оу Укларнинг мусбат 
йуналишлари билан ташкил килган бур- 
чакларини мос равишда а ва  ̂ билан 
белгилаймиз. Хосиланинг геометрик маъноси хакида 3-§ даги 
натижаларга асосан:

/ ' (•*) -  ? ' (У) “  *8 ?• (*)
Агар ot< y  булса, у холда р = £ бУлиши 70-раемдаи бево-
сита чикади. Агар а > у  булса, у холда ? — у  — а эканлнгини 
кУриш осой. Демак, хар кандай холда

tgf) »  Ctg а,
бундай

tg ® tg Э *» tg a ctg * =» 1
ёки

(4) формуладан tga ва tgf) нинг ифодаларини Урнига куйиш 
билан шу натижани хосил киламиз:

r  w  "  r W

______________ I^ C K A I'll ФУНКЦИЯ BA УНЦ ДНФФЕРЕНЦИЛЛЛАЩ _______  ^

Г- раем.
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14-§. Тескари тригонометрии функциялар 
ва уларни дифференциаллаш

1) Функция у 
Ушбу

arc sin х.

X = sin у ( I t .
itфункцияни цараймиз ва Оу уцни юцорига вертикал холда fly- '  

налтириб, бу функциянинг графнгнни ясаймиз (71- раем). Бу
функция — 00 < у < + 00 чексиз интервалда аникланган. — -j <

у < ^  кесмада jc = sin у функция усувчи, унинг кийматлари
— 1 < х < 1 кесмани тулатади. Бинобарин, х = sin у функция

тескари функцияга эга, у бундай белги- 
ланади:

у = arc sin х*).
Бу функция — 1 < х < 1 кесмада аник-

кесмани тулатади. 71- расмда у = arcsln х 
функциянинг графнги нуюк чиэиц 
билан тасвирланган.

1-теорем a. arc sin jc функциянинг
га тенг, яьниХ,осиласи 

агар y=»arc sin л: булса,

У' =
I

/ г^ г»  •
Исбот.  (1) тенгликка асосан:

* ; = cosy.
Тескари функцияни дифференциаллаш цоидасига к^ра

(XVII)

У*
1

cos у'
лекин

шунинг учун
cos у = |/1 — sln2y = \г 1 — х*,

Ух' /1 — X»’

*) Тригонометриями маълум у = arc sin х тенглик (1) тенгликнинг бош- 
цача езилиши зканлигнни кайд этамнз. Бу ерда у (берилган х да) синусла- 
ри х га тенг бурчакларнинг кийматлари тупламини билдиради.
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нлднз олдида плюс ишора олинади, чунки у = arc sin х функ
ция — < у к у  кесмада кийматлар кабул килади, демак,
cos у > 0.

1- м и с о л. у = arc sin е*,

У'
1

v 1 — («•*)*
2- м и с о л.

2 arc sin —

У
1

V'-T.

(arc sin - j )  ,

(згУ— 2irc,,nTjF73=V

2) Функция у = arc cos х.
Юкорндагндек,

x = cosy (2)
функциями караймиз ва Оу укни юкорига йуналтириб, унинг 
графигини ясаймиз (72- раем). Бу функция —  оо <  у <  +  ОО 
чексиз интервалда аникланган. 0 < у < *  кесмада х = cos у 
функция камаювчи ва тескари функцияга 
эга булиб, у мана бундай белгиланади:

у = arc cos х.
Бу функция — 1 < л < 1 кесмада аниклан
ган. Функциянинг кийматлари * > у > 0  
кесманн тулдиради. 72- раемда у = arc сое дс 
функциянинг графиги куюк чизик билан 
таевирланган.

2- т е о р е м a. arc cos х функциянинг хо
силаси — га тенг, яъни 
агар у я» arc cos л булса,

у '«-7гЬг-У*
Исбот .  (2) тенгликка асосан

ху= — sin у.
Демак,

1 1

( X V II I )

У л = sin у у 1 — cos1 У

 ̂ H. С. Пискунов
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Аымо cosy — x, шунинг учун

eln у — — cos*y тенгликда илдиз олдида плюс ишора оли 
надн, чунки у — arc cos х функция 0 < у < *  кесмада аниклан- 
ган, демак, s ln y> 0.

3- м и с о л. у »= a re cos (tg х).

У = ”  ,/ 1 — tg** (,g Х) "  “  /  1 -  соГТ-

3) Функция y — arctgjc.
Ушбу

*=*»gy (3)

функцияни цараймиз ва графигинн ясаймиз (73- раем). Бу функ
ция у нннг, у=(2Л + 1) у  (Л «О , ± 1, ± 2,...) цийматларидан

бош^а, барча кийматлари учун аник
ланган. — ^  < у < интервалда
дс = tg у функция Усувчи ва тескари 
функцияга эга булиб, у бундай бел* 
гиланади:

у — arc tg х.
Бу функция— оо < х<  + оо интервалда 
аникланган. Функциянинг кнйматла-
ри — у  < у < \  интервални т^лдира*
ди. 73-расмда у — arc ter х Функция
нинг графиги куюк чизик билан тас
вирланган.

3- т е о р е м a. arc tg х функция-
нинг ^осиласи | га тенг, яъни

агар у -  arctgjc булса, /  -  . (XIX)

Исбот.  (3) тенгликка асосан
1

73- раем.
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Демак,

у^=-^т = соз*у, /
аммо

cos* у = 1
Т+ф-у'sec 'у

tgy = jr болтани учун охирги натижа:
‘ v , 1  

у = Г + ^

4- мис о л .  у ш (arctg дг)<,

у ' •= 4 (arctg дг>>(arctg.*)' =* 4(arctg.r)3 t + XJ.

4) Функция у = arc ctg л\
Ушбу

x = c1gy

функциянн караймиз. Бу функция у 
нинг, y = ki:(k = 0, + 1, ± 2)кнй- 
матларндан бошка, барча кийматлари 
учун аникланган. Бу функциянинг 
графиги 74- расмда тасвирланган.
О < у < г. ннтервалда х = ctg у функ
ция камаювчи ва тескари функцияга 
эга булиб, у

у = arc ctg х
билан белгиланади. Бу функция,
— 00 < х < + 00 чексиз ннтервалда 
аникланган, унинг кийматлари 0 <
< у < т интервални тулдиради.

4- т е о р е м а . arc ctg х функциянинг
^осиласи — га тенг, яънн

у = arc ctg х булса, у’ — — =—1—,1 +
Исбот .  (4) тенгликдан

1

(4)

(X X )
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•/ *• » t« »%) »•«: •
Демак,

У* ~  ~ ' sln У “  — cosec4 у ~~ ~  1 + ctg* у * 
Amm o ctgy=x.  Шунинг учун

1У х = -

15- §. Дифференциаллашнинг асосий формулалари жадвали
Энди дифференциаллашнинг олдинги параграфларда чица- 

зилган барча асосий формулаларини ва коидаларини бир ж !д- 
аллга йигамиз.

у = const, у' = 0.
Даражали функция:

а
У =* х , у = ах 

жумладан

у = у' = 7 7 ? ;

У - 7- / “ - ? ■  
Тригонометрик функциялар:

у = sin х, у' = cos х,
y = cosx, у' = — sinx,
y = tgx, у' = ,- L _ ,

S ln aJC '

Тескари тригонометрик функциялар:

у = arc sinx, у' = ~ j = r ,  

у = arc cos х, у' = — ( j—r j i ’ 

у = arc tgx, у' = 

у = arc ctg x, у' « . - j - I j j .
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КУрсаткичли функциялар:
у = ах, у' = a* In а;

жумладан,
У *» ех, у' = е*.

Логарифмик функция:

У -  loge х, у' = 4  1оЯа е;
жумладан,

у = 1пх, у' =

Дифференциаллашнинг умумий цоидалари:
Си' (х) (С = const),

= и' -f v ' — w\
■■ u'v + UVr, 

u'v — uv'

/

у = Си (*), У '-
у = и v  — w, У'
у = UV, у' =

и
У'■

у - / ( * Ц  
и *  <р (*),/ Ух
у - и * . У' = VUv — V  + uv' In u. X

Агар у = /(•*), x = <p (у) булиб, /  ва <p Узаро тескари функ
циялар булса, у *олда

булади, бу ерда у =»/(*).

16- §. Функцияларнинг параметрик берилиши
Икки тенглама берилган:

y = ^(t),J (!)
бу ерда, t [7i, Тг\ кесмадаги кийматларни кабул килади. t 
нинг *ар бир кийматнга х ва у нинг кийматлари тугри келади 
(<Р ва  ̂ функцияларни бир кийматли деб фараз киламиз). Агар 
л ва у кийматларига Оху координат текислигидаги иуктанинг 
координаталари деб каралса, у *олда t нинг *ар бир" кийма- 
тига текисликнинг маълум бир нуктаси тугри келади. / нинг 
Кийматлари Tt дан Тг гача узгарса, бу нукта текисликда бн- 
рор эгри чизикни чизади. ( 1) тенгламалар бу эгри чизикнинг 
параметрик тенгламалари дейилади, t параметр дейилади,
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эгри чизикни (1) тенгламалар билан бериш усули эса парамет
рик усул дейилади.

Энди, фараз килайлик, х — <р (t) функция * = Ф(дг) тескари 
функцияга эга булсин. У холда у узи х нинг функциясидан 
иборат булиши равшаи: ^

У = Ф 1ф (*)]. (2) <
Шундай килиб, (1) тенгламалар у ни х нинг функцияси каби 
аниклайди ва х нинг функцияси параметрик равишда берилади 
дейилади. у нинг х билан бевосита богликлигининг -ифодаси 
у = f(x )  ни (1) тенгламадаи параметр t ни й$>котиш йули би
лан хосил килиш мумкин.

Эгри чизикларнинг параметрик тарзда берилиши механика- 
да кенг к^лланилади. Агар Оху текисликда бирор моддий 
нукта харакат килса ва бизга бу нуктанинг координата Укла- 
ридаги проекцияларининг харакат конунлари маълум:

X “  ? (0. \ 11
у = 'И 0  / )

булса, бу ерда параметр t вахт, у 
холда (Г )  тенгламалар харакатланув- 
чи нукта траекториясининг парамет
рик тенгламаларидан иборат булади.
Бу тенгламалардан параметр t ни йу- 
цотиб, у — f  (х) еки F  (х, у) =* О фор- 
мада траектория тенгламасини хосил 
киламиз. Масалан, шундай бир маса- 
лани куздан кечирайлик.

75- паси. М ае  ала. у0 баландликда г0 тезлик би
лан гориэонтал ^аракат кнлаётган самолётдан 
ташланган юкнинг траекторияси ва тушит 

жойи аниклансни (*авонинг каршилигини эътиборга олмаслик мумкин).
Е ч й ш. Юкни самолбт Оу укини кесган моментда ташлаган деб фараз 

Килиб, координаталар системасини 75- расмда курсатилгандск килиб оламиэ. 
Равшанкй, юкнинг узгармас t>0 тезлик билан горизонтал силжиши текис 
мракат булади:

X = V(f.
Тортиш кучининг таъсири остида тушаётган юкнинг вертикал силжиши

формула билан ифодаланади. Демак, вактнинг нсталган моментим юкнииг 
ердан масбфасн

формула билан ифодаланади.
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Ушбу нккн тенглама!
X =  V't, /

У = Уо — Ц-,

траекториянинг параметрик тенгламалар» булади. Параметр t ни йукотишх
учун биринчи тенгламадан / = — цийматни топамиз ва бу кийматнн иккин- 
чи тенгламага кУямиз. У вактда траектория теигламасини

формада досил киламиз, Бу — учи М (0, у0) нуктада булган парабола тенг- 
ламасидир, бунда Оу ук параболанинг симметрия 5'Ки хизматини кнлади.

•Энди ОС кесманинг микдорини аниклаймиз. С нуктанннг абсцнссасинн 
X  билан белгилаймиз, бу нуктанинг ординатаси у = 0 эканлнгини к*йд 
этамиз, Бу кийматларни олдинги формулага куйсак,

17- §. Баъзи эгри чизицларнинг параметрик 
формадаги тенгламалари

А й л а н а. Маркази координаталар бошида ва радиусн г булган айлана 
берилган (76- раем).

Айлананинг бирор М (х, у) нуктасига утказнлган радиусининг Ох Ук 
билан досил килган бурчагини I билан белгилаймиз, У долда айлана истал
ган нуктасининг координаталари параметр t 
билан куйидагнча ифодаланади:

бундан

4*

у ни уз ичига олган тенгламаенни доен л ки
ламиз. Параметрик тенгламаларни квадратга 
кутариб ва кУшиб, айлана учун мана бу тенг- 
ламами досил киламиз i

еки

Бу эса айлананинг параметрик тенглама- 
ларидир. Агар бу тенгламалардан параметр 
t ни йукотсак, у долда айлананинг факат х ва

ДГ* +  у *  = r*(COS5 t + S in 1 t)

X

X* + у* = г\
k /
76- раем.
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Э л л и п с .  Эллипснинг

1
тенгламаси берилган. Бунда

х «= a cos t
фараз киламиз. Бу ифоданн (1) тенгламага кУйиб,

у = b sin t 
ифоданн оламиз. Маиа бу тенгламалар)

чI U
X I
У

a cos t , ) 
b sin i О < t < 2я,

0 )

(2')

(2” )

(2)

77- раем.

эллипснинг параметрик тенгламаларидир.
Параметр t нинг геометрик магносини 

аниклаймнз. Марказлари координаталар бо- 
шида ва радиуслари а ва b булган иккита 
айлана утказ*мнз (77- раем). М  (дг, у) нукта 
эллнпеда ётсин, В нукта эса катта айлана- 
нинг М нукта билан бир хил абсциссага 
эга булган нуктаси булсин, ОВ радиуснинг 
Ох Ук билан хосил килган бурчагини t би
лан белгилаймиз. Расмдан бевосита куйи
даги тенглик келиб чикади i

х — OP = a cos t [бу — (2') тенглама) 
CQ = Ь sin t.

(2 ") тенгликка асосан CQ = у, яъни СМ тугри чизик Ох Укка параллел 
деган хулосага келамиз.

Демак, (2) тенгламаларда t радиус ОВ нинг абсцисса Уки билан хосил 
Килган бурчагидир. Баъзан t бурчак эксцентрик бурчак деб хам аталади.

Ц и к л о и д а ;  Агар айлана тугри чизик буйича сирпанмасдан юмалан- 
са. бу айланада ётувчи нукта чизган эгри чизик циклоида дейилади 
(78- раем). Фараз килайлик, юмаланувчи айлананинг М  нуктаси харакат 
бошланишида координаталар бошига тушган булсин. Айлана t бурчакка 
бурилгандан кейин М  нуктанинг координатларини аниклаймнз. Юмаланувчи 
айлананинг радиусини а билан белгилаймиз (78- расмдан курингандек).

х - О Р = О В  — РВ,
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аммо айлана сирпанмасдан юмаланади, шунинг учун

OB = A?fl = at, РВ  = М К  = a sin t.
Демак,

х =* at — a sin t ■= a (t — sin t).
Сунгра.

у = M P  = КВ  = (  В — СК = а — a cost = а(1 — cost).
Шундай цилиб,

х — a (t sin ОД о < / < 2 я 
у = а (1 — cos t) 1 и < 1 < 1

тенгламалар циклоиданинг параметрик тенгламаларидир. t нинг 0 дан 2л га
ча узгаришида М нукта циклоиданинг бир аркини чизади.

Охирги тенгламалардан параметр t ни йукотамиз ва х нинг у га О̂ во- 
снта богланишини лосил киламиз. О < t < я кесмада у = а (1 — cos О функ
ция ушбу тескари

а — уt = arc cos —-—  а
функцияга зга. t нинг ифодасини (3) тенгламалардан биринчисига куйнб, 
Куйидагини цосил киламиз ■

а — у ( Л  ах = a arc cos д — a sin ^arccos —^ 1

Скн
а — у гл------—0 <лг <ка да л :  = а arccos —-----у  2ау — у* .

Расмдан бевосита курамизки, ха < х < 2ка да

х = 2ка — (a arc cos ~ а У — 2ау — у* )■

x —a ( t — sin/) функция тескари функцияга эга, бирок у элементар функ
циялар оркали ифодаланмайди. Шунинг учун у = f  (х) функция \ам эле
ментар функциялар билан ифодаланмайди.

1- и зо Функцияларни ва эгри чнзикларни текшириш учун баъзи бир 
*олларда у нинг х га ёки х нинг у га бевосита богланишига Караганда па
раметрик тенгламалар кулайрок эканлигига циклоида мисолнда ишонч *оснл 
килиш осон.

А с т р о й  л а. У шбу

i - l S K )  "><'<2*) «>
параметрик тенгламалар билан берилган эгри чизик астроида дейилади. 
Иккала тенгламанинг барча цадларини -j-даражага к^тарнш ва к5'ШН1М би* 
лай дг ва у орасида

2 2 2 
Т Т  Т х ' -f у = a (cos21 -f sin2 t)
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2 1 2 з з з  х -f у = а (5)

муносабатни досил киламиз. Бу эгри чизик 79- расмда тасвирланган форма
та 9га эканлнги дуйида курсатнлади (V боб. 12- § га каранг). Бу эгри чи

зик о радиусли айлана буйича сирпан-

параметрн|< тенгламалар билан берилган булсин. Бу функция
лар х о с и л а л а р г а  эга ва х —  ̂(t) функция хосилага эга булган 
/ = Ф(х)  тескари функцияга эга деб фараз киламиз. У *олда 
параметрик тенгламалар билан аникланган у =» f (x )  функцияни 
мураккаб функция деб карамок мумкин:

/ — ораликдаги аргумент.
Мураккаб функциями дифференциаллаш коидасига мувофнк

Тескари функцияни дифференциаллаш ^акидаги теоремага

май юмаланувчи -у радиусли иккинчи
айланадаги бирор ну^танинг траекто- 
рияси сифатида чикарилиши мумкин 
(бунда кичик айлана доимо катта айла
на ичида колади; 79- расмга каранг).

79- раем.

2-изо*.  (4) тенгламалар ва
(5) тенглама биргина y —f (x ) 
функцияни аниклаб колмайди. 
Улар — а <  х <  + а кесмада уз- 
луксиз иккита функцияни аник- 
лайди. Улардан бири манфий 
булмаган кийматлар, иккинчиси 
мусбат булмаган кийматлар Ка
бул килади.

18-§. Параметрик берилган функциянинг хосиласи
Фараз кнлайлик, х нинг функцняси у ушбу

(1)

(2)

асосан
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Охирги ифоданн (2) тенглнкка куйиб, шуни хосил киламиз;

у- = ШУх Т' (0
бкн

. у\

У

Ух X, (XXI)

Чикарилган формула у нинг х га бевосита богланишининг 
ифодасини топмай туриб, параметрик берилган ф\нкциянинг 
у'г х о с и л а с и н и  топишга имкон беради.

1- и и с о я. х нинг функцияси у ушбу параметрик тенгламалар билан 
берилган t

к а у
1) / пинг нсталган кийматида, 2) / цийматда £  носила топилсин. 

В ч я ш.
(a sin /)' о cos t 

) У* ~  (в cos/)' *  —г» sin / “  — с,8 **

2 > W , _  J L = - c , 8 T =’ _ 1-

к
_ =  - c t g  
4

2- мисол.  Ихтиёрий (0 < / < 2к) нуктада ушбу
дг =» a (/ — sin t), 
у = а (1 — cos/)

циклоида) а уринманинг бурчак коэффициенти топилсин.
Е ч и ш. Уринманинг хар бир нуктадаги бурчак ко»ффициентя ух хо- 

силаиииг бу нуктадаги кийматига тенг, яъни

Ух- х
Аммо

Дамам,
/  х'( ■» а (1 — сов /), yt ^ a sin/.

4 ЦП/ t ( i  п
У*"" а ( 1 — cos/j *  ' 2fln, ^ --- " C,g 2 = ' й ( у - 7 ) -

Демак, циклоиданинг нар бир нуктасидаги уринманинг бурчак коэффнциенти 
1ц ( у  — у ]  га гвнг, бу ерда / — параметрнииг шу нуцтага мос киймати.
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Аммо, бунинг ыаъноси уринманинг Ох уцига а огиш бурчаги га
тенг демакдир (/ нинг— * ва я орасидаги кийматлари учун*); •

19- §. Гиперболик функциялар

Математик анализнинг купгина татби^ларида (е* — е~‘ж)
ва (е* + е г я) кУринишдаги курсаткичли функцияларнинг
комбииациялари учрайди. Бу комбииациялар лиги функциялар 
сифатида каралади ва куйидагича белгиланади:

• *  -  е ~ хsh х = ---2— '
ех +  е - х

ch х ---п—
(1)

Бу (1) функциялардан биринчиси гиперболик синус, иккин- 
чиси гиперболик косинус дейилади. Бу функциялар брдами
билан яна иккита 1Ьдс = ^-  ̂ ва cth дс = функцияни аник*
лай! мумкин:

х = +е̂  — гиперболик тангенс, 

х *- 1-х — гиперболик котангенс.
<П

sh j c .  ch х, th дс функциялар х нинг барча кийматлари учун 
аникланган. Функция cth дс эса х = 0 нуктадан бошка *амма 
ерда аникланган. Гиперболик функцияларнинг графиклари 80, 
81 ва 82- расмларда берилган.

sh х ва ch х функцияларнинг ( 1) формулалар таърифлари- 
дан тригонометрии функциялар орасидаги муносабатлар каби 
муносабатлар келиб чикади:

ch* дс — sh* дс = 1, (2)
ch (а -f- b) = ch a ch b +  sh a sh b, (3)
sh (а + b) = sh a ch b ch а sh b. (У )

*) ^акицатан бурчак коэффициеити уринманинг Ох Укига а-огиш бур- 

чагииинг тангенсига тенг. Шунинг учун t g a = t g ( ^ - — -j)  ва t нинг
a t к t
Y  — айирма 0 ва я орасида йтадиган кийматлари учуй “  “  " J  — у
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Хакицатан,

ch*x — sh*x *= (— ^ — )*— (e—~Y— )* = 
e'x + 2+ e~tr— etx+  2 -  e~iX _  ,

“  J  »•

i>0- раем. 81- раем.

. , . , , L e° + e~aeb + e~b , e“  — е-ае*> —e~b 
ch a ch b -f- sh a sh b = — -̂-----2---- '----2------2—  =

ea+b 4. e- a+ b  4. ga- Ь  +  e - a - b  +  gtt+b _  e - i+ b  _  gO- Ь  +  e -  ,-b  
D ' “ 4 1_

“  f“ +b- $ e = ch (a + b).

(3') муносабатнннг торили™ *ам шунинг сингари исботла- 
нади,

„Гиперболик функциялар1* дейишнинг сабаби шу билан 
изо^ланадики,

X* -f у* — 1

С^нгра,
и/ I г\ Г*в + * + в-°-*ch (a + b) =------5----

эканини назарга олиб, цуйидаги 
муносабатни косил киламиз:

I -X
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айлананн параметрик тасвирлаш учун sin / ва cos* тригоно- 
метрик функциялар кандай роль ^йнаса,

X* — у* = 1
гиперболани параметрик тасвирлаш учун sh t ва ch t функция
лар *ам шундай роль уйнайди.

Хакикатан,
х — cos /, у = sin t

тенгламалардан t параметрни 
й^котиш билан

X* -f у* = cos2t + sln2̂
ёки

л* + у* = 1
(айлана тенгламаси) тенглнкнн 
хосил киламиз. Шунга ухшаш

x ^ c h t ,
у = sh t

тенгламалар гиперболанинг 
параметрик тенгламаларидир.

Хакикатан, бу тенглама- 
ларни хадма-хад квадратга к^* 
тариб, биринчисидан иккинчи- 
си айирилса, ушбу тенглик 
хосил килинади:

л* — у2 = ch* t — sh* t.
Унг томондагн ифода, (2) формулага асосан, бирга тенг, 

дсмак,
х* — У * =  1,

бу эса гиперболанинг тенгламасидир.
Ушбу

л* -J- у* = 1
тенглама билан ифодаланган айлананн текширамнз (83- раем). 
х = cos t, у — sin t тенгламаларда t параметр сон жнхатдан 
АОМ марказий бурчакка ёки АОМ сектор юзи S  нинг икки- 
ланганига тенг, чунки t = 2S.

Г иперболанинг
х = ch t, 
у «= sh /
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параметрик тенгламаларида t параметр *ам сон жнцатЛ и АОМ 
.гиперболик сектор* юзининг иккиланганига тенгли/- ни ис- 
ботсиз цайд этамиз (84- раем).

Гиперболик функцияларнинг хосилалари гиперболик функ
цияларнинг таърифларидан келиб чицадиган ушбу

1
ch*jc’

I
(sh jc ) '  = ch jc , 

(ch jc ) ' = sh jc ,

( t h J C / :  

(c th jc / ^ - ^
(XXII)

83- раем. 84- раем.

формулалар билан аникланади; масалан, sh х = — функ
ция учун

(sh jc) '  = у—j— J — -- g-- -- ch jc.

20- §. Дифференциал

Фараз килайлик, у «= / ( j c )  функция [а, b\ кесмада диффе- 
ренциалланадиган б^лсин. Бу функциянинг [а, Ь\ кесмага те- 
гишли бирор jc  нуктадаги ^осиласи

тенглик билан аникланади. Ах -* 0 да ^  нисбат маълум
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/ '(л ) сонга ннтилади ва, демак, /'(дс) хосиладан чексиз кичик 
мицдорга фарк цилади:

бу ерда Ддс *♦ 0 да а -*■ 0.
Охирги тенгликнинг барча хадларини Ах га купаЦтириб, 

ушбу тенглнкни хосил киламиз:
Ду — /'(дс) Ддс + аДдс. (1)

Умумий холда /(*)¥= 0, шунииг учун узгармас х ва узгарув
чи Ах -* 0 да /'(дс) Ддс купайтма Ддс га нисбатан биринчи тар- 
тибли чексиз кичик микдордир. аДд: купайтма эса Ддс га нис
батан доимо юкори тартибли чексиз кичик микдордир, чунки

llm ^  = lima =» 0.
4-Г-*0 Ajr—O

Шундай килиб, функциянинг Ду орттирмаси иккита куши- 
лувчидан иборат булиб, булардан орттирманинг бош б^ла
ги деб аталадиган биринчиси [f'(x )j=  0 да] Ддс орттирмага 
нисбатан чизиклидир .  / ' (дс) Ддс купайтма функциянинг 
дифференциал и деб аталади ва dy ёки d /(дс) билан белгила
нади.

Шундай килиб, агар у = /(дс) функция дс нуктада /'(•*) ко
сила™ эга булса, у холда / ' (дс) хосиланинг аргумент орттир
маси Ддс билан купайтмаси функциянинг дифференциали деб 
аталади ва dy символ билан белгиланади:

dy = /'(дс) Ддс. * (2)
у = дс функциянинг дифференциалини топамиз; бу холда 

у' = (дс)' = 1, демак, dy = dx = Ах. Шундай килиб, э р к л и 
у з г а р у в ч и  дс нинг дифференциали  </дс унинг  орт
тирмаси Ддс билан бир хил булар  э к а и. dx = Ддс тенг- 
ликни *ам эркли узгарувчи дифференциалининг таърифи деб 
каралганда текширилган мисол, функция дифференциалининг 
таърифига бунинг зид келмаслигинн курсатар эди. Хар кандай 
холда (2) формулани бундай ёза оламиз:

dy = f (x )d x .
Аммо, бу муносабатдан ушбу тенглик келиб чикади:

п а  -  £■
Демак,/'(дс) хосилани фу нк ц ия  дифференцна- 

лини эркли У з г а р у в ч и н и н г  дифф ере нц иа ли га  
нисбати  деб ^араш мумкин.
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( 1) ифодага цайтамиз ва уни, (2) ни *исобга олган холда, 
бундай ёзамиз:

Ду = dy + аДх. (3)
Шундай килиб, функция орттирмаси функция дифферен- 

цналидан Ах га нисбатан юцори тартибли чексиз кичик ыик- 
дорга фарк килади. Агар /'(•*) ф 0 булса, у холда аДдс ку- 
лайтма dy га нисбатан хам юкбри тартибли чексиз кичик 
микдордир ва

ИШ 7  =» 1 + lim ■ *А.д - = 1 + 11Ш 'ттт-т tx-л *У ix-o / (х)&х ■ Ах~о / W
Шунинг учун такрибий хисоблашларда баъзан ушбу

Ду «  dy (4)
такрибий тенгликдан ёки ёйикрок куринишдаги

f (x  + A x )- f (x )z t if (x )A x  5)
такрибий тенгликдан фойдаланилади, бу эса хисоблашни кис- 
картиради.

1- м и с о л. у = дг2 функциянинг dy диффе
ренциал»! ва Ду орттирмаси топилсин:

1) дг ва Ддг нинг ихтиёрий кийматларида;
2) х - 20, Ддг = 0,1 булганда.
Е ч и ш. 1) Ду = (дг + Ддг)2 — х2 = 2дг Ддс +

+ Д-**,
dy - (дс*)'Ддс = 2д:Ддг.

2) Агар х = 20, Ддг = 0,1 булса,
Ду = 2-20-0,1 + (0,1)* = 4,01, 

dy =  2-20-0,1 = 4,00.
Ду ни dy билан алмаштиришдаги хато 0,01 

га тенг. Купиича уни Ду = 4,01 га нисбатан оэ 
деб *исоблаб, уни эътиборга олмаслик мумкин.

Текширилган масала 85- раем билан равшан 
курсатилади.

Такрибий хисоблашларда (5) дан чикариладиган ушбу
f (x  + A x )^ f (x )+ f '(x )A x  (6)

такрибий тенгликдан *ам фойдаланилади.
2- м и с о л. /(дг) = sin дг булсин, у цолда / ' (дс) = cos дг.
Бу холда (6) такрибий тенглик мана бу куринишни оладиг

sin (дс + Ддс) ж sin дс + cos дс Ддг. (7)

sin 46° нинг такрибий кийматини \исоблаймиз. дс = ^  деб фараз циламиз 

8 H. С. Лнскунов

‘V
Ах

Ш и т ш т

1ж ' |
%

1
V— ■*-— -

85- раем.
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(бу 45° бурчакка т^гри келади). д* = ^  (бу \о бурчакка тУгри келади),
4 г* + Ддг =» — -f деб фараз киламиз. Бу кийматларни (7) га кУйсак,

(«  я \  « я  я
Т  Ш /  *  sln Т  ^  180 cos Т

еки
У 2 к

sln469 »  !у=- + “  °-7071 + 0.7071 0.0175 = 0,7194.

3- м и с о л. Агар (7) формулада х — 0, Ддг =  а десак, куйидаги такрн* 
бий тенгликни косил киламиз:'

sin I  % s.
4- м и со  л. Агар /(дс) =  tg дг булса, у вактда (6) формула буйича ку* 

йидаги такрибий тенгликни оламиэ:

tg (дг + Ддг) х  tg х + Д*.

я  = 0, Ддг =  а булганда ■
tg а % с.

5-ми со л. Агар f (  дс) = /дг булса, (6) формула

/  х + Ддс *  /  ж + -7.— Ддг,
2 V х

ни беради. х = 1, \х  = г фараз килиб,

/  1 + *  ~  1 +
такрибий тенгликни косил киламиз.

Функциянинг дефференциалини топиш масаласи унинг хо- 
силасини топиш билан баравар, чунки хосилани аргументнинг 
дифференциалига купайтириш билан функциянинг дифферен- 
циалини хосил киламиз. Демак, хосилага тегишли теоремалар 
ва формулаларнинг купчилиги дифференциаллар учун *ам уз 
кучини саклайди. Масалан:

Иккита диффвренциалланувчи и ва v функциялар йигин- 
дисининг дифференциала шу функциялар дифференциалла- 
рининг йигиндисига тенг:

</(« + ©)= du + dv.
Иккита дифференциалланувчи и ва v функциялар к$- 

пайтмасининг дифференциали ушбу
d (u v )  = udv  -(- v du

формула билан аникланади.
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Масалан, охирги формулани исботлайлик. Агар у = uv бул
са, у *олда

dy = y'dx = (uv' + vu') dx = uv'dx + vu'dx,
аммо

v'dx — dv, u'dx — du,
шунинг учун

d y ~ u d v  + vdu .
Бошка формулалар *ам шунга ухшаш нсботлана 

лан, булинманинг дифференциалини аникловчи формула:
и ,  „ , vdu— udv ,  „trap у = — булса, dy = ---^—  булади.

Функциянинг дифференциалини .чисоблашга дойр бир неча 
мисол ечамиз.

6- м и с ол. у =  tg*Jf, dy = 2 tg *  dx.
•   l l f

7- м и с о л. у =  у  1 + In дг, = ■ .-...■==== • — </дг.
2 у  1 +  In дг дг

Мураккаб функция дифференциалининг ифодасини топа
миз. Фараз килайлик,

у = /(ы ), « = ? ( * ) ,  ёки у =/[?(•*)]
булсин. У холда мураккаб функцияни дифференциаллаш кои- 
дасига мувофик.

•£=/« (« )? ' (■*).
демак,

“  f'u (« ) ?'(■*)
лекин у'(х) dx = du, шунинг учун

= / ' («) du.
Шундай килиб, оралик аргумент и Эркли узгарувчи бул

ган *олда функциянинг дифференциали кандай. куринишда 
булган булса, мураккаб функциянинг дифференциали шун
дай куринишда булади. Бошкача айтганда, дифференциал- 
нинг формаси функциянинг аргументи эркли узгарувчи ёки 
бошка аргументнинг функцияси булишига боглик эмас. 
Дифференциал формасининг инвариантлиги деб аталадиган 
бу му^им хоссадан бундан буён кенг равишда фойдаланиладн.
в*
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8- ми с о л .  у — sin У  х функция берилган. dy топилсин.
Е ч и ш. Берилган функцияни мураккаб шаклда ёзамиз • у = sin и, 

и = / 7  ва дифференциаллаймиз.
1dy = cos и — 7=. dx;2 у  х

аммо п"*т =  dx «• du, шунинг учун бундай бзиш мумкин»2 у х
dy «= cos и du ёки dy = cos ( У х )  d ( f  х).

21-§. Дифференциалнинг геометрик маъноси
Биз

У = / (* )
функцияни ва унга тегишли эгри чизикни текширамиз 
(86- раем).

Тенгламаси у = / ( х )  булган эгри чизикда ихтиёрий Af(x, у) 
нукта олиб, бу нуктада эгри чизикка уринма утказамиз ва бу 
урннма Ох укнинг мусбат йуналиши билан хосил килган бур- 
чагннн а билан белгилаймиз*). Эркли узгарувчига Ах орттир- 
мани берамиз; у холда функция Ду =* jVM, орттирмани олади. 
y = /(jc) эгри чнзикда х + Дх, у + Ду кийматларга М^х  -f Ах, 
у -f Ду) нукта мос келади.

M N T  учбурчакдан
NT~=MN  tga,

лекин
tga =*/'(*), M N = Ax,

шунинг учун
NT = f  (x) Ax-,

аммо дифференциалнинг таърифига мувофик / ' (-*) Ax *= dy. 
Шундай килиб,

N T= dy.
Охирги тенглик f (x )  функциянинг берилган х ва Ах ций- 

матларига тегишли дифференциали у = f(x ) эгри чизщнинг 
берилган х нуцтасидаги уринма ординатасининг орттир- 
масига тенг эканини билдиради.

86- расмдан бевосита
Т = Ду — dy

*) / (х) функция х нуктада чекли цоснлага эга деб фараз килиб, 
« ^ 2  ни хосил киламиз.
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эканлиги чицади. Илгари исбот цилинганига кура Ддс -> 0 на 
м т -*■(). Ду орттирма доимо dy дан катта деб уйлаш ярамай- 
ди. Чунончи, 87- расмда

Sy = M xN, dy = NT, бунда Ду < dy.

22- §. Турли тартибли ^осилалар
у =/(дс) функция бирор \a, b] кесмада дифференциалла- 

нувчн булсин. f  (дс) хосилаиинг кийматлари, умуман айтганда, 
дс га боглих, яъни /'(дс) хосила  ха м дс нинг функ- 
цнясидан иборат.  Б у  ф у н к ц и я н и  дифференцилл- 
лаб, / ( jc) функциянинг иккинчи тартибли хосиласи деб ата
ладиган хосилани топамиз.

Биринчи хосиладан олинган хосила иккинчи тартибли 
косила ёки бошлангич функциянин, иккинчи хосиласи дени- 
лади ва у" ёки / " (дс) символ билан белгиланади:

У" - < / ) ' -  /'(•*)•
Масалан, у = дс5 булса, у холда

у’ = 5х\  у "=  (5л‘)' = 20jc*.
Иккинчи хосиланинг хосиласи учинчи тартибли хосила 

ёки учинчи хосила дейилади ва у"' ёки / "  (дс) билан белгила
нади.

Умуман /(дс) функциянинг п- тартибли хосиласи деб. 
унинг (л - 1)- тартибли хосиласининг (биринчи тартибли) xoci - 
ласига айтилади ва у(л) ёки / <л>(дс) символи билан белгиланади:

у<«> _  (у(—1)^ = f (n) {х)
(Хосиланинг тартиби даража курсаткичи деб тушунилма1м.чги 
учун кавс ичига олинади.)
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Туртинчи, бешинчи ва ундан юкори тартибли *осилалар 
риы ракам лари билан белгиланади; y lv, yv, у4  , . . .  Бундай 
холда хосиланинг тартибини кавссиз ёзиш мумкин. Масалан, 
агар у = л‘ б^лса, у холда у' — бх4, у" = 20 х\ ут  = 60xs, 
y,v = у(4) ~  120х, yv «= у(5) -  120, у(в> =. у™ = . . .  = 0.

1- и и с о л. у — екх функция (к = const) берилган. Унинг исталган 
я- тартибли цоснласннинг нфодаси топилсин.

Е ч и ш. у ' *  ке*х, у* = k*ekx, . . . ,  у<я) »» A'1/?*'.
2- м и с о я. у = sin х булса, у<«> топилсин.

Е ч и ш - y ' - c o s * - s . n  (x + J >

у’  = — sin х = sin (jt + 2 у ) ,  

у ”  -  — COS X  *= sin (дг +  З у ) -  

y ‘v — sin дг = sin (дг + 4 у)-

у<"» *= sin (*  +  И у ) *

Баъзи бир элементар функцияларнинг исталган тартибли 
хоснлалари учун хам формулалар шундай чикарилади. Укув* 
чн у = х*, у = cos х, у = Inx функцияларнинг п- тартибли хо- 
силалари учун формулаларни узи топмоги мумкин.

Исталган тартибли хосилалар учун 7- § даги 2 ва 3- тео- 
ремаларда курсатилган коидалар осонгина умумлаштирилади.

Бу холда уз-узидан тушунарлн ушбу "формулалар Урнн- 
лидир:

(« + v )(n) = и(я) + vw, (Си)(я> = Сй(л).
Икки функция купайтмаси и (х) v (х) нннг л- тартибли 

хосиласини хисоблашга им кон берувчи (Лейбниц формулами 
деб аталган) формулани чикарамиз. Бу формулани чикариш 
учун олдин бир неча хосилани топамиз, сунгра исталган тар
тибли хосилаларни хисоблаш учун ярайдиган умумий конун- 
ini аниклаймиз: 

у =» UV, 
у' = u v  + UV',
у" =* u"v + u'v' + u'v' + uv" «= u"v 4- 2u'v' -f wtr",
y "  = u'"v +■ u'v’ -f- 2u"v' + 2u'v" + u'v” -f uv"' **

=. u'"v + 3u"v' + 3u'v" + uv'", 
ylv = u™v + 4 u'"v' + 6 u"v" + 4 u'v"' + uv '\
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Хосилалар тузиш конуни исталган тартибли *осилалар учуп 
сакланади ва куйидагндаи иборат:

(u-\-v)n ифодани Ньютон биноми формуласига мувофи:; 
ёйиш ва ^осил булган ёйилмада и ва v нинг даража курсат- 
кичларини ^осилалар тартибининг кУрсаткичл;К ■ билан алмаш- 
тириш кеоак, шу билан бнрга ёйилманннг чК :<и *адларига 
кирувчи ноль даражаларни (ы0 = г/0= 1) функцияларнинг уз- 
ларн билан (яъни .нолинчи тартибли *осилалар‘ билан) ал- 
маштнриш керак:

у<я) = (uv)™ = (и)(я) v + пи{л~1) v ' +

+ «<л-2) V" + ... + uv(n).

Бу эса Лейбниц формуласидир.
Формуланинг катъий исботини тУла матё&?ик индукция ме- 

тоди билан бериш (яъни бу формуланинг п- тартиб учун т г̂- 
рнлигидан унинг (я + 1)- тартиб учун *ам тугрилиги келиб 
чикишини исботлаш) *ам мумкин.

3- мисол.  у — е°х х1. у<"> косила топилсин.
Е ч и ш.

и =» е°х, v = дг*,
и’ = ае°х, v’ = 2дг,
и’ — а*е°х, v" = 2,

и" = а"еах, vm = t»iv — . . .  = О,

у(п) = апеахх* -f гшп~,еах-2х + -— ^  an~teax-2,
Еки

><я> = е°х Iапх* + 2пап - 'х + п (я — 1) ап -*].

23- §. Турли тартибли дифференциаллар

Биз у = f(x )  функцияга эга булайлик, бу ерда х — эркли 
Узгарувчи. Бу функциянинг дифференциали

dy — / ' (х) dx
х нинг бирор функциясидир, аммо х га факат биринчи купай- 
тувчи f '(x )  боглик булиши мумкин, иккинчи купайтувчи (dx) 
эса эркли узгарувчи х нинг орттирмасидан иборат булиб, уз- 
гарувчининг кийматнга боглик эмас. dy узи х нинг функция- 
си булганликдан, биз бу функциянинг дифференциали *акида
гапирмокка ^аклимиз.
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Функция дифференцналининг дифференциали бу функция- 
нинг иккинчи дифференциали ёки иккинчи тартибли диффе- 
/енциали дейилади ва d'y билан белгиланади:

d (dy) =* dly
Мккинч и дифференциалнинг ифодасинн топамиз. Дифферен- 
цна.шннг умумий таърифига асосан:

d*y = [/ ' (jc )d x\  dx.
dx узи x га боглик эмас, шунинг учун дифференциаллашда 
dx хосила ишорасидан ташкарнга чикарилади ва биз

d * y = f (x )  (dx)'
ии хосил циламиз. Дифференциалнинг даражасини ёзишда 
кавсларни тушириб колдириш кабул килинган; масалан, (dx)* 
урнига dx* ёзиш кабул килинган, бундан dx ифоданинг квад- 
"рати тушунилади; (rfx)3 урнига dx3 ёзилади ва хоказо.

Учинчи дифференциал ёки функциянинг учинчи тартиб
ли дифференциали деб унинг иккинчи дифференциалиниш 
дифференциалига айтилади:

d3y *= d (d2y) = \ f ( x )  dxl \'dx = f "  (jc) dx*.^
Умуман n- тартибли дифференциал деб (я — 1) - тартибли 

дифференциалнинг биринчи дифференциалига айтилади:
dny = d (dn- iy) = [ f (n~l\x )dxn-x\' dx,

dny = f w (x )dx\  (1)
Хурлн тартибли дифференцйаллардан фойдаланган холда, нс
талган тартибли хосиланн тегишли тартибли дифференциаллар- 
нинг нисбати шаклида бериш мумкин:

/ '< *> = &  /•< *> -& ........./**<•*)- S -  <2>
Изох.  <1) ва (2) тенгликлар (п > 1 да) х факат эрклн уз

гарувчи булган хол учунгина тугридир. Х аКИ1<атан, ушбу му
раккаб функцияни олайлик:

у =/=■(«), и = 9(х). (3)
Биз и нинг эрклн узгарувчи ёки х нинг функцияси були- 

шига карамай, биринчи тартибли дифференциал инвариант 
формада булишини курдик:

dy=F'u(u)du. (4)
Иккинчи дифференциал ва ундан кейинги дифференцнал- 

лар бу хоссага эга эмас.
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Хацикатан, (3) ва (4) формулаларга асосан: 
d*y = d (F u(u)du).

Лекин бу ерда d (и) = <р' ( j c )  dx узи х га бо̂ ->-. шунинг учун 
d*y = d (Fu(u) du -f F'u(u) d du)

ёки
<РУ ~  гии (“ ) (duV + Fu (“ ) d'u' бунда d*u = <?" (jt) (dx*. (5)
d%y ва хоказолар ^ам шунинг сингари топилади.
1- м и с о л. Ушбу у = sin о, и — у  х мураккаб функциядан dy на а"у 

топилсин.
Е ч и ш.

dy = cos и ■ 1

С$нгра (5) формула буйича кунидагини досил киламиз:
<Ру =  — sin и (du)* + cos и diu - — sin и (du)1 + cos и-и" (dx)*

= - sin “ [ r j l j (dx)t + cos u ( “  1 7 t) (dx>2-

24- §. Ошкормас функцияларнинг ва параметрик 
берилган функцияларнинг турли тартибли \осилаларн

1. О ш к о р м а с  ф у н к ц ц - л а р д а н  турли тартибли хосн- 
лаларни топиш усулини мисо^да курсатамиз.

Фараз килайлик, х нинг ошкормас функцияси у ушбу
X* \*_  -L У___1
а* + Ь* ‘ О ( 1)

тенглик билан аниклансин. Бу тенгликнинг барча ^адларини, 
у бунда х нинг функцияси эканлнгини эсда тутган холда. х 
буйича дифференциаллаймиз:

бундан

2х 2у dy _  п .
Т* + Д З Г - 0 *

d y _____Ь*х
dx а*у’ (2 )

Охирги тенгликни яна х буйича (х нинг функцияси у эканли- 
гини иазарда тутиб) дифференциаллаймиз:

dy
d-y
dx

ь'У
-  —

— х dx
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Бу ерда ^  хосила Урнига унинг ифодасини (2) тенгликдан 
олиб куйсак,

Ь1 х
d?y Ъ* У  ̂ х аг у

= — у*— • 
ёки соддалаштиргаидан с^нг

d2y __ А1 (агуг +  Ьг х*)
dx1 а'у3

( 1) тенгламадан
а*у* + Ьгх* =» агЬ* 

чицадн, шунинг учун иккинчи хосилани
(Ру  _____
dxг а*/*

куринишда ёзнш мумкин. Охирги тенгликни х буйича диффе-
ренциаллаб, ^  ни топамиз ва хоказо.

2. Энди па рам ет рик  берилган  функциялар-  
д а и юкори тартибли хосилалар топиш масаласиии караб чи- 
Камиз.

Фараз кнлайлнк, х нннг функцияси у ушбу параметрик 
тенгламалар билан берилган булсин:

9(0 .А' =

у - W ) .
бунда х «= <р (S) функция [/„, 
функцияга эга булсин.

Бу холда ^  хосила

dy
dx

Т\ кесмада

dy
dt_
dx
dt

(3)

t = Ф (x) тескари

(4)

тенглик билан аникланиши 18- § да исботланган эди.
Иккинчи хосила ^  ни топиш учун х нинг функциясн t

эканлигини назарда тутиб, (4) тенгликни х буйича дифферен- 
циаллаймиз:

dy\ /dy
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---------------------------------------------------------------------Г ------------------------------

аммо
dy\ the d (dy\ dy d_ / rfr'i dx
Ж \  dt dt Xdi) dt dt ' d t) dt

dv d (dx\ dx d*y dy d*x 
~  _  dt* dt dt*'

Ш Г  =  f f l

dl  1  dx dx’
dt

Охирги ифоданн (5) формулага куйиб, шуни досил киламиз!
dx (Ру dy t  
did i* ~  dt dt*d*y

dx* (dx\*
(ST

Бу формулага ц-уйндаги ихчамрок шаклни бериш мумкин:
*У -  ч’т ч о - у  (О т*<0
dx* [*' (OP

Шунга Jrxuiaui
d3y dly
dx*' Г

ва *оказо косилаларни *ам топиш мумкин.
М и с о л .  х нинг функцияси у параметрик тарзда берилган: 

х = a cos t, у = b sin t.
dy i(*y
dx' di? *осил*лаР топилсин.

E ч и ш.

dx d*x dy d*y■jf = — a sin t, = — a cos t, j t =» b cos t, jpr = — * t,

dy b cos t b
dx=" —a sin t a ctK*> 

d*y (—a »ln 0 (— b sin t) — (b cos t) (— a cos /) b 1
(— a sln/>» slnM

2ft-§. Иккинчи ^осиланинг механик маъноси
Илгарилама ^аракат цилувчи жиемнинг утган s йулн t вакт- 

га богланишда
i - / ( 0  ( I)

формула билан ифодаланади.



Маълумки (II! боб, 1- § га каранг), жисмнинг берилган мо
ментдаги v  тезлиги йулнинг вацт буйича биринчи ^осиласнга 
тенг, яъни

«  -  V  <2 >

Бирор t моментда жисмнинг тезлиги v  га тенг булсин. 
Агар харакат текис б^лмаса, у холла t пайтдан кейин утган 
Л/ вацт оралнгида тезлик узгарадн ва Дг/ орттирмани олади.

Тезлик орттирмаси Ди нинг вацт орттирмаси At га нисбати 
At вактдаги уртача тезланиш дейилади:

ast ~  ДГ
Вацт орттирмаси нолга интилган ^олда тезлик орттирмасининг 
вацт орттирмасига нисбатининг лимити берилган моментдаги 
тезланиш дейилади:

и Д*\ а =  llm тг!
Д/-0

бошцача айтганда, берилган моментдаги тезланиш тезликнииг 
вацт буйича *осиласига тенг:
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dv
а  “  Tt'

dsямно v  = -j(, демак,

а —

А--*

яъни тугри чизицли харакат тезланиши йулнинг вацт. бу
йича иккинчи хосиласига тенг. ( 1) тенгликка асосаж

о- - / ч о .
М и с о л. s масофанинг t вацтга богланишн ушбу

* =  у  +  v<t +  *о (3)

формула билан берилган булса, эркин тушувчн жисмнинг V тезлиги ва а 
тезланиши топилсин, бу ерда g  =  9,8 м!сек* — ер тортишининг тезланиши, 
*о =  s /=o эса * нинг < =  0 даги циймати.

Е ч и ш. Диффереициаллаб, шуни топамиз i
ds

v  -  Д  -  gt +  »•; И)

бу формуладан v0 =  («)/=<) »канлиги читали.
Яна бир марта дифференциаллаб,

dv d?s 
a = d i = d F  = Я
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ни топамиз. Аксинча, агар бирор даракатнииг тезламиши узгармас ва g  га 
тенг булса, у \олда (v )<=0 =  г,, ва («)/=0  =  «о шартларда тезлик (4) теиг- 
лик билан, масофа эса (3) теиглик билан ифодаланишини кайд этамиз.

26-§. Уринма ва нормал V4f / ,aMajiaPH- 
Уринма ости ва нормал ости узунликлари

I
Тенгламасн

У =  / ( * )
булган эгри чизикни текширамиз. Бу эгри чизикда М (хи у,) 
нуктани оламиз (88- раем) ва бу нуктада эгри чизикка Утка- 
зилган уринма ордината укига параллел эмас деб фараз ки
либ, бу уринма тенгламасини 
ёзамиз.

М нуктадан утувчи k бур- 
чак коэффициентли тугри чи- 
зик тенгламаси

У -  У1 -  к (х -  х,)
куринишга эга. Уринма учун 
(3 -§  га каранг)

шунинг учун у р и н м а н и н г  
т е н г л а м а с и

У -У х = Г (х х) ( x - x t)

куринишни олади. Эгри чизикка унинг берилган нуктасидаги 
уринма билан бир каторда нормални *ам караш жуда куп уч- 
райди. £

Т а ъ р и ф .  Эгри чизикка берилган нуктада нормал деб, 
берилган нуктадан утувчи ва шу нуктадаги уринмага перпен
дикуляр тугри чизикка айтилади.

Нормалнинг таърифидан, унннг бурчак коэффициенти kn 
уринманинг бурчак коэффициенти к, билан

яъни
h __ _ 1
" IT*Т

тенглик билан богланганлиги чикади.
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Демак( у = / ( х) эгри чизикка М (хи у,) нуктадаги нор-  
м а л т е н г л а м а с и

У — У, =  — у —
курннишга эга.

1 - м и с о л .  у ■» х 3 эгри чизикка унинг М (1 , 1) нуктасида уринма ва 
нормалнинг тенгламалари ёзилсин.

Е ч и ш. у ' =  Зх* булгани учун уринманинг бурчак коэффициенти 
(У' )л= 1  =  3 га тенг.

Лемак, уринма тенгламаси
у  — 1 = 3(дс— 1) еки у  »  Зх  — 2.

Нормал тенгламаси:
1 1 4

у — 1 = — j  (х  — 1) ёки у = -  y - »  +  -3

Уринманинг уриниш нук
таси билан Ох ук орасидаги 
QM кесмасининг (88- раем) Т 
узунлиги уринманинг узунли- 
ги дейнлади. Бу кесманинг Ох 
увдаги проекцняси, яъни QA* 
,кесма уринма ости дейнлади; 
уринма ости узунлиги ST би
лан белгиланади. MR кесма- 
иииг N узунлиги нормал узун
лиги дейнлади, RM кесманинг 
Ох укдаги RP проекцияси эса 
нормал ости дейнлади; нор
мал ости узунлиги SN билан 
белгиланади.

у — / (л) эгри чизик билан Л-f (дг,, у,) нукта учун Т, S r , 
N, SN микдорларни топамиз.

88- расмдан куринганидек,
Q I * - | y , c t g « l - | A | . | ^ | f

шунинг учун
У| I

(89- раемга каранг).
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1у. уИ

С^нгра, шу расмнинг узидан
PR -  |y , t g e j  

эканлиги равшан, шунинг учун
S v *“ |У1У| |.

W =  V y \+  (yiyi)* =  |yi i /" i  + у ;* | .

Бу формулалар ух >  0, у\ >  0 фараз килиб чикарилди. Аммо 
улар ^ 'у м и й  холда хам сакланади.

2- н и  с о л .
х  — а со* t, у —Ь sin t ( 1) вллнпс 

учуй t -  булган М (дг,, у,) нук-
тала (90- раем) уринма ва нормал 
тенгламалари, уринма ва уринма рсти 
уаунликларн, нормал ва нормал ОСти 
узунликлари топилсин.

Е ч и ш. (1) тенгламадан куйида- 
гиларни топамиз! '9 0 -  раем.

dx dy
»* — a sin t\ =  b cos 11

dy b_ 
dx a clg  t\ dx> t _  JL

4

b_
a '

Уриниш нуктаси M нинг координаталарини топамиз■

*1 “  (•*). « -  “Ат. У1 -  00 . «/ » т  у/ 2 I - J
Уринманинг тенгламаси!

/ Г

ё к и

Нормал тенгламаси!

•ки

Ь Ь I а \

Ыс + ау — аЬ / Т  «= 0.

(ах — by) у ^Т  — а* +  6* 

Уринма ости ва нормал ости узунликлари i

0 .
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Уринма ва норма л у зу и м и м р и  :

а

27- §. Радиус-векторнинг кутб бурчаги буйича 
хосиласининг геометрик маъноси

Эгри чизикнинг кутб координаталардаги

Р » / ( в ) (1)
тенгламасига эга булайлик. Кутб координаталаридан тУгри 
бурчакли Декарт координаталарига утиш формулаларини ёза- 
миз:

Бу ерда р урнига унинг 6 оркали ифодасинн (1) тенгламадан 
олиб куямиз:

Бу (2) тенгламалар берилган эгри чизикнинг параметрик тенг- 
ламаларидир, бунда параметр кутб бурчаги 0 дир (91- раем).

Агар эгри чизикнинг бирор М (р, 0) нуктасидаги уринма- 
нинг абсцисса укинииг мусбат йуналиши билан ташкил килпж 
бурчагини <р билан белгиласак, куйидаги тенгликларни хосил 
киламиз:

x  =  pcos0, у =  рsin б.

х =  / ( 0) cos0, y = / ( 0) s i n 0. (2)

У
tg < p  =

dy
dy _  rfft 
dx ~  ds  

db

f'KH

0 X

sin 8 +  p cos e

tg* =  --------------------
^  cos 0 — p sin 0

(3)

91- раем.
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Радиус-вектор йуналиши билан уринма орасидаги бурчакни 
ц билан белгилаймиз: ц =  <р — 0.

1 +  «g V tg »

эканлиги равшан. Бу ерда tg ?  урнига унинг (3) ифодасини 
Куйнб ва ихчамлаштириб, шуни хосил киламиз:

_  (р' sin 6 4- р cos 6) cos 6 — ( /  cos 0 — р sin ft) sin ft _  p_
^  ^  — (p' cos ft — p sin ft) cos ft +  (p' sin 9 +  p cos ft) sin ft ““  p'

ёки

pe =  pctgt*. * (4)

Шундай килиб, радиус-векторнинг кутб бурчаги буйича 
хосиласи радиус-вектор узунлигининг радиус-вектор ва эгри 
чизикнинг берилган нуктасидаги уринма орасидаги бурчак 
котангенси билан купайтмасига тенг.

at i  I
М и с о л .  р - е  логарифмик спиралга уриима радиус-вектор билан Уз

гармас бурчак остида кесишганлиги курсатилсин.
Е ч и ш. Спираль тенгламасидан

а»
р =  ас

ни топамиз. (4) формулага асосан 

р'
c tg  [х =  — =  а, яьни I* =  arcctg  а =  const.

III бобга маш цлар

Хосиланинг таърнфидан бевосита фойдаланиб, куйидаги функциялар
нинг хоснлаларн топилсин;

1. у =  х3. Жав. Здг*. 2. у =  —  Жав. — j , .  3. у =  У х . Жав. —— =•

4. у =  —г=- Ж ав.---------т = . 5. у =  sin* х. Жав. 2 sin х  cos х. 6. у =  2х*—
\  х  2дсу х

— дг. Жав. \х  — 1.
Эгри чизикларга уринмалар огнш бурчакларининг тангенсларн аниклан-

CIIH I г

7. у  =  х3. а) х  =  1 да. Жав. 3. б) х  =  — 1 да. Жав. 3; чизма ясалсии.

8. у =  а) х  =  j  да. Жав. — 4. б) х  =  1 да. Ж ав.-  1; чнзма ясалсин.

9. у =  угх, х  =  2 да. Жав. У  2/4.

О Н. С. Пискунов
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Функцияларнинг *осилллари топилсин:
10. у =  л* f  Зха — >. Жни. у ' — 4х3 +  бх. 1 1 . у  =  бх3 — х*. Жав.

х ь х * Их* 2х
у ' =  18х*—2х. 12 . у =  х  Ж ив- У' -  ^ - + Т  -  Z ^ F  ~  1-

д* — х* +  1 Здг1 — 2х х *
13. у  =  -------- -г-------- . Жав. у ’ = ------ g------. 14. у  =  2 ах 3 — +  с. Жав.

1_ 5_ i .  i.
у ' «= бах* — у .  15. у =  бх * +  4х 2 +  2х. Жав. у ' =  21 х 1 +  10х 2 +  2.

16. у =  / 5 х  +  У х +  - j .  Ж ав. у ' =  — 1 £ £ . +  — з" _ 1  -  - р -  17. у -  * 
л 2 /д г  3 /  ха

<•* +  *)* . 3 (дг 4- 1)* (л* -  1). , п х т х* л*
=  Ж ав. у = ---------- ^ ---------- . 1 8 .у  =  -  + J + - + - J J .

Ж ав- г = ^ ' — Р  +  ^ “  ГГ- 19- y =  V ^ * — 2 / ~ *  +  5. Ж ав. у ' -

-  I 3— - i .  20. у = ^  + Л — _ У * .  Ж ав. у ' =  | а х Т -
З 3/ —  /дг У 3/ Г  х / х  / Г  3

-  у  * х - * /2 - f  -g- x ~ l* 21. у =  (1 +  4x3) (1 +  2х*). Жав. у ' =  4х (1 +  Зиг +

+  10х3). 22. у =  д г ( 2 х -  1 )(Зх  +  2). Жав. у ' «= 2 (9х* +  х  — 1). 23. у =
2л*

-  (2х -  1) (х* — бх +  3). Жав. у ' =  бх 1 -  26х +  12. 24. у =  'bi _  x \ \
4х3 (2 Ь* — х*) _ а  — х  , 2а

Жав. у =  '(Ьг _ х ^  • 25. у =  Жав. у -  -  (в +  ^  .

{* <*(3 4-/* ) ( * + 4 )*
26. Д О  =  ррТ Т - Ж ав . / » ( / ) -  ( 1 +  < v - 27. /  (s) «  ' - ^ 5 -. Жав. Г  (») -

( * + 2 ) ( » + - 4 )  х З + 2  , х« — 2x3 — бх* — 2 х + 2
“  (s +  3)J ' 281 У -  х » - х -  2 Жав У =  ( х * - х  — 2)*

« ■ > - £ * > ■  ж ».. У -  " '  • у . - у  30. у -  (ги -  »)•■
Жав. у’ =  8х  (2х* — 3). 31. у =  (х* +  а ’ )». Жав. у =  10х (х* +  а>)«. 32. у =■

=  / х *  +  а*. Ж ав. у ' =  ,  *  33. у =  (а  +  х ) . /  в — х. Жав. у '  =  
у  х* -+• а*

=  ■ “Z ^ L . 34. у =  1/ L ± ^ .  Ж ав. у ' =  ----------- т = , -  35. у -
2 / в  — х  7 Г 1 - х  7 (1 — х ) / 1  — х* 7

2х* — 1 1 +  4х* з /— ---------------  ,
=  ----- , ,  ‘ Жав. у  -  ------т = .  36. у =  /  х 4 +  х  +  1. Ж ав. у —

х ,  1 + х *  х * / ( 1 + х * )*  * 1
2х  +  1 “ /  1 \»

*=■ _ ■) ^  = Г -  37- У =  (1 +  ^ " х ) 3* Жав■ У' =  ( 1 +  з 7 = )•
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/

\ ф у  =  х  +  ^  х  +  • Ж вв- У'

X [ l +  , 1 —  ( 1 + т Л = » ) 1  » .  у =  sin*дс. Жав. у ' =  sin 2х. 
2 у  х  +  у х  *V х  > I

40. у =  2 sin х  - f  cos Зх. Ж ав. у ' =  2 cos дг — 3 sin 3 дг. 41. у  =  tg  (ах  +  *).
a  sin х  , 1

Жав. у ' =  cost  (fljr +  • 42- У =  ] +  cos х  ЯСав- у ~  Г Т Т о Г г
43. у =  sin 2х cos Здг. Жав. у ’ =  2 cos 2дг cos Здг -< sin 2дг sin Здг.
44. у  =  ctg* 5х. Жав. у ’ =  — 10 c tg  5x-cosec* 5дг- 45. у = ? / sin t +  cos t. 
Жав. у ' =  t  cos t. 46. у =  s in * / cos t. Жав. у ' sin* t (3 cos* t — sin* t).

47. у  = a  / О Т * .  Жав. у ' =  — ^ = = . 48 г  =  a  sin* у .  Ж ал. =

= a  sin*-

cos 2 x ' {

1 T v /  ,g ' 5’ +  c tg y  2 (x  cos x  +  sin x)
J  cos T  ™- у = -----------* ----------Жа1■ у =  ---- --------X* sin* 7 -------

JC x JC 1
50. у =  a  sin4 у  Ж ав. у ' =  2в sin3 у  cos у  51. у =  у  tg* х. Жав. у ' =

2
=  tg x s e c *  х . 52. y = ln  cos х. Ж ав. у '=  — tg x .  53. y = ln  tg  х . Ж ав . у '=  g j^ ^ x  " 

j j f  54. у =  In sin* х  Ж ав. y '= 2 c t g x .  55. у =  ' ^ 5gC х  Ж а в . /  =  s in x  +  

+  СО.Х. 56. у  =  In Y { ± ^ 1 £ -  Ж ав. У  =  ^ . 57. y = ln  tg  f )

* * ■  ?  =  coiTT' ^  у — S in  (х  -I- <х) cos (jc -f* л). ЯСав. y f — cos 2 (jc-Ф-д). 59( 

х) в  sin (1с

■* SC<* • 61. / ( х )  =  sin (cos х). Жав. f  (х ) =  — sin х  со? (cos х)*.

1 dr
62. г  =  у  tg* ? — tg  ? +  Т- Ж ав. ^  =  tg< «р. 63. / ( х )  =  (х  c tg  х)*. Ж ав.

f  (х ) =  2х  c tg  х  (c tg  х  — х  cosec* х). 64. у =  In (e x  + Ь). Жав. у ' =

=  J t V * -  * *  *  “  l0ge (Ж* +  ^  Ж<М' ^  =  (л *  +*1) In а “ ■ У = ,п
2 . 2х  — c o sx

/  =  г ~ Г * - ^ у  =  |08» < * * -  s ,n *>• Жав- У =  (л * - s i n x )  In 3 -
1 4 jc  2х  I J

68. у =S In t Жав. у ' =  fZ T x * -  69* У =  ln (•** +  Жав. / — J T

/ ( x )  =  sin (la  x). Жав. / '  ( x ) =  Sos (ln-£>. 60. / ( x )  =  tg  (In x). Ж ав. / ”(x ) =

70.
3x* — 2

у =  la (x* — 2x +  5). Жав. у ' =  5 - 71, y =  x  ln x ’ Жав' y'
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«= In дг +  1. 72. у =  1п3дг. Жав. у ' =  — j — . 73. у  =* In (дг +  ^ 1  +  **). 

Ж ав. у ' =  —т=====.. 74. у =  In (In дг). Жав. у ' =  j - |— . 75. / ( дг) =>

- 1 - т / Щ .  Ж е* . / '  (Jr) =  — _. 76. /(д с) =  In
Г 1 —Jf 1 — х* , 7 ~ I +  X

Жав. Г  (дг) =  -  ^  77. у =  /  в ‘ +  дг* — a In д . г > ■

Жв<». у ' =  У а* ■ 78. у =  In (дг +  / 1 * Т ^ * )  -  ^  ** ^ -а-* . Жав. у' =»
дг дс

'  yi а- л* COS ДГ 1 • * . . » .  1 ^
“  ^  • Ж  У - 1 Д Г  +  2 1"‘8 Т  Жав У =  ilHST-80- >=*

■= 2 7 3 ? *  Жая■ у ' =  Т со"» х  ■ 81, у =  Т  tg,JC +  ,n cos х - Ж ав- у ' = ,g ,J r ' 

82. у  -  еах. Жав. у’ =  ае™. 83. у =  . Жав. у’ =  4г ** + *. 8 4 .у -  в***

Жав. у '= 1 п  2дг e -^ ln  а. 85. у —7 *  Ж вв . у ' - 2  ( * + 1)7Л’ + ** In 7. 86. y j*  

■=са - * \  Жав. у ' =  — 2*св’ -**  In с. 87. у =  ае^~*. Жав. у '=  е* ' .

88. т =  а .Ж ав. г ' =* вв In в. 89. г =  в '1**. Жав. — =  aln * lna • 90. у =»
d0 в

е* — 1
«= г 1 (1 — дс*). Жав. у ' = е х (1 - 2 л - л * ) .  91. у =  gC ^ r~j ‘ Жав. у ’ »

X _ дг
2гх в* 1 а I * ~

= v  +"ij* У - ,п Г Т Р "  Жвв- у' =  Т Т Р -  “ ■у =  Т г  ” е /•

Жав. у ’ =  - j (  _  ” )• 94. у =  «*|аХ. Жав. у '= еЛиХ cos*. 95. у =  а 'е"* .

Ж вв . у ' =  na'xnJC sec* я *  In а. 96. у =  в '0*-* sin л. Ж ав . у ' =  есогХ (cos х  —
— sin* х). 97. у =  в* In sin х. Жав. у ' «=ех (c tg  х  +  In sin х). 98. у =дсЛе,1п-г. 
Жав. у ' =  л " - 1 е*'пХ (л  +  * c o s * ) . 99. > *  дс*. Ж ав. у ’ =  Xх  (In х  +  1).

-  -  / » ~  «и < \
100. ^ у  =  х Х.Ж ав. у ' ш*х* \  ?  / .  101. у =  x inX. Жав. у ’ = * InJr*4n**.

102. у -  ехХ- Жав. у ' =  *** (1 +  In х )хх. у  ** [ ~ ]  . Жав. у ’ =.

=  я  ( - J )  ( l  + I n - J ) .  104. у =  *»1п ■*. Жав. **ШЛГ ( ~ J "  +  In л  cos л ). 

*Чо5. у =  (sin х у .  Жав. у': (sin x Y  (In sin x  +  дг c tg* ). 106. у =  (sin .r),«jr.
1_e*

Жав. у ' =  (sin *)'«*  (1 - f  sec1*  In sin дс). 107. у  =  tg  Жав. у ’ =■
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2ех 1 , ______
~  — (1 4 -е*  )*~ ' ------ Г— ех ' ,08‘ У =  sin / 1  - 2 х . Жав. у 'гп<г* ------ г.cos \ + Р

cos
j= - ^ = f- 2 x  In -2. ЮЭ. у = 10г 'е*. Жав. у '=  10г •** In 10 (<g*2/1  — 2х

Куйидаги функцияларми олдин логарифмлаб, су игра досилалари топил

син: ПО. у =  л /~ х ~ 11-. Жав. у ' = 4 -  V  _  1~*~*.+ J ?  ( — +  ~Т~~\ —
3 V (л - 1)1 7 3 К  (х  — 1)* \ х  х  +  1

2 \  . . .  ( х +1 ) 'V & = 2 ?  , (лг +  1)» V ( х - 2 У  ,  3 ,— 7 — т . 111. у =- — г------------------. Жав у ' = ------------- ;--------------  -------г-4-
х ~ 1> s/ ( T 3 1 j 3  [х + 1

+  4 U - 2 )  - § 7 7 ^ ) ) -  п 2 '  у =  i*  + 2y  <* +  3)‘ ‘ Ж а в • У' =* 

(х - Ц ) ( 5 л г * 1 -1 4 * - Ь 5 )  . w/ ,
/ t' ( »* | *)\\ • * ^  У — 4 1 ~ • /» ш в .  V ^(х  +  2)* (х  +  3)ь у (х  _  2)3 у {х _  3)7

-  161 .г1 -I- 480х — 271___________ х  (1 +  х 1) _

" 6 0  ^ ( 1 ~ Т р  4/ ( Т ^ 2?  ^ ( 7 = 3 F  ‘ М‘ y V f 7 3 ^ r  "  * “ *• У' "
1 Зх* — 2х<

=  --------------- 3------ . 115. у =  х* (а  +  Здг)* (а — 2х)*. Ж ав . у =

(I -  X') 2
=  5лг< (а +  З х )1 (а —  2х) (а* +  2ах  — 12х*). 116. у =  arcsln Жав. у ' =з

1 .  . . .  2 arc s in x
=  , I ----- -. 117. у =  (arc sin х)*. Жав. у =  118. у =s

у  а 1 — X1 у  1 — х
2х 2х

=  arc tg  (х* +  1). Жав. у ' =  t +  (дг» t) ;  • 119. у =  arctg  Ж ав . у'=»

=  Г Т х * ‘ ,20* У = arccos Жал. у ' =  ,2 Ь  У =  -afC" S— .

Ж ^в. у '  -  - U f / l  - х *  arccos х) ш  у =  a rc s ln  f  +  L. Ж а в . у  я  
х> /1 -  х  ̂ у ’■*

*= ^ -----  —= -• 123. у =  х  / в *  — х 3 +  а1 arcsln — . Жав. у ’ =  2 у  а 1—дг*.
у  1 — 2х  — х* а

124. у =  / а *  — дг*+в arcsln - j .  Жав. у ’ =  | / ^ “ Т -.У . 125. u =  a rc tg

^ вв- £  =  г т ^ ’ ,26- у  -  т г  агс ,8 г й -  Ж а в - у ' =  i*  +  х* +  г •
JC

127. у =  х  arcsln х. Жав. у '—arc s ln x -f  ,  128. / ( х )  =  arccos (In х),
у  1 — х 1
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COS ДС
-------- 1зо. у  =  a rc tg  1/ * — S2L f  ( о <  х < ж). Жа*. у ' =

2 /  sin дс — sin*Jt К 1 +  cos *
i «̂гс1Вдг ex — *-*

у .  131. у  =  Жав. у '=  у ^ Г ^ Г -  ,32* У =  агс |К ------"------ ' Жав.

Iу  =  133. ,  -  -  ж ...  у  -  ,  « - -  +  - ^ 4 = - ) .

134. у — arc sin (sin jt).
co s jr fl ва IV чоракларда +  1, 4 s in *

Жав. у = | C0SA| “  | | |  ва 111 чоракларда — 1. * У =  a rc ,S з  +  5со>дс'

* ал- У ' =  5  +  3 cos х"  136- У =  агс,8 7  +  ,п / j T T  Жав•У =

137. у =  In ( { - i r j )  4 -  у  arc tg  дс. Жав. у ’ =  \Z T J i  , 38- У =  ^ з ' 1 +

+  In / 1  +дс* +  a rc tg  дс. Жав. у ’ =  ^  ^  ' 139. у =  у  In у ^ = = = = .  +

+  - r L  arc tg  • Ж а в . у ’ = - j y - y .  1 4 0 .у =  In 1 ^  +  ^  +
V J К З  ^  +  | I —х у 2 + х1

+  2 arc tg  jx_t ^ ~ . Ж ав . у ' =  - 141. у  =  arccos ^ r q - f -

Жа. v» _  _  2,1 М "Ж вв. у _  х ( х ,я +  jj.

О ш к о р м а с  ф у н к ц и я л а р  ни  д и ф ф е р е н ц и а л л а ш  ^ g f
dy /  dy

Куйидаги функциялар учун -jx  топилсин i ’ 142. у* =  4 рх. Жав. =

=  у .  И 43. дг* +  у* =  а1. Жав. ^  =  — у .  144. Ь*л;* +  а*у* =  а*Ьг. Жав. ^  =■

*"■' l i t  
Ь*х dy 2а Г  1  Т

=  - J J .  145» у’ - З у  +  2адс =  0. Жав. =  щ — ш) I46- •* +У = а .

£  -  -  / ? ■  ’« • *  г  +  >т  ■- ** • ж “ - £  -  -  У Ц -
- 2* у  +  £>2 =  0. Ж вв. дс’ +  у ’ -З а д г у  = 0. Ж а в . ^ ^ ш

а у - х г с  ..................... аУ sin (дг+у)
=  угТГГх ч 5 >  У ~  cos +  У>-Ж в в - S  "  “  1 +  sln ( * + , ) •  Ф  cos 
/  ч и , dу 1 +  у sin (дсу) „

У) Х' Жав. d x ~  -  х  sln (д-у) * ^

dy 1/
-j~x  топилсин ! л 52..Куйидаги параметрик берилган функциялар учун ^  топилсин 

dy Ь
a cost, у — b sin t . Жав. =  — — ctg  t .  153. х  — a ( t  — sin t ) ,  у =  в  (1 —•
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drmi

dy I dy
— cos /). Жар. f a  =  c tg  - j .  154. x  = a cos51, у = b sin3 /. Жал. f a  —

b J  ,  3at lot1 dy  21
•------a tg  /.»155. — j _j_ /а ’ У =  j _j_ i» ■ Жав. f a  — j _  j |-  156. и

da
=  2 In c tg  s, v  =  tg  s +  c tg  s. Бунда ^  =  tg  2s экаслиги курсатилсин.

Эгру чизикларга уринмалар огиш бурчакларининг тангенслари топилсин:
1 /  J

х  ~  cos /, у =  sin t учун X =  — - J ,  у =  нуктада. Чизма ясал-

1 /--г
син. Жав. 158. дг =  2 cos /, y =  sin  /  учун х  =  1̂ у — —

нуктада. Чизма я<̂ - t h h .  Жав. L-1I ,lfc£ х  =  а ( /  — sin /), у =  а (1 — cos /)  

учун / =  j -  А»- Чизма ясалснн. Жав. 1. 160. х  =  a cos3 /, у = а  sin3 /  учун / =

= да.  Чизма ясалснн. Ж ав . — 1 .'161 . Горизонтга я бурчак остида

отилган жисм нааосиз фазода тортиш кучи таъсири остида тенглама-
g tx

лари х  =  (v0 cos а) /, у =  (t/0 sin *) t — -^ - (g  =  9,8 м/сек*) булган агри

чизик (парабола) чизган. а ~  60,° » 0 =  50 м/сек. эканини билган цолда, *ара- 
кат йуналиши аниклансин: 1) /  =  2 секундда; 2) /  =  7 секундда. Чизма 
ясалсин. Жав. 1) tg <р, =  0,948, <fi =  43°30'; 2) tg  <р* — — 1,012, <р> =  +  134,3®.

Функцияларнинг дифференциаллари топилсин >

у / 162. у =  (а 3 — дс1)*. Жав. dy =  — 10х (a J — х*у dx. 163. у => /  1 +  дс1.

Жав. dy = y r = dX ■ . 164. у =  -I- lg 3jc +  Igor. Жав. dy =  see4 дс dx.

х \ п х  , . . .  In х  dx
,65 '  y =  1 -  x  +  In (1 -  x). Жав. dy =  ц  _  x y .

Функцияларнинг орттирмалари ва дифференциаллари кнеоблансип; 
16§г у =  2jc — х; х  =  1, Д х  =  0,01 да. Жав. Ду =  0,0302, dy — 0,03.

> дг1 +  2дс берилган. дг =  — 1, Д дс =  0,02 да А у ва dy топилсин.

Ж авУьу = 0,098808, (&у= 0,1. W68. у =  sin дс берилган. х  =  - j ,  Ддс f= jjj да

я / У
dy топилсин. Жав. dy =  з§  =  0.0873. 169. sin 60° — —g" =  0,866025;

cos 60° =  -g- эканини билган долда sin 60с3 ' ва sin 60°18' нинг такри&ий

Кийматлари топилсин. Натижалар жадвалдаги кнйматлар билан такк°слан- 
син. Жав. sin 60° 3 ' »  0,866461; sin 60°18' а  0,868643. 170. tg  45°4' 3 0 ' нинг 
такрибий кийкати топилсин. Жав. 1,00262. 171. log,,, 200 =2 ,30103 ни бил
ган долда log,о 200,2 нинг такрибий кнймати топилсин. Жав. 2,30116.

1
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Турли тартибли досилалар. 172. у - Здг* — 2л2 +  5дг — 1. у" топилсин. 

Жав. 18дг — 4.173. у = 1^х*. ут топилсин. Жав. -1?дг ~  Т '  174. у -  лг».у(«)
1̂ 0 л

топилсин. Жав. 6!. 175. у  =  • У’ топилсин. Жав. -  ^  Ч  • У ~

, ______ а> л_  Ml
«= а* — х ‘. у" топилсин. Жав. —------- -— , ■ ■ 177.  у =  2 у х. у то-

* 7 (а1 -  дг*) у  в* — Х‘
15

пилсин. Жав. — ,= - . 178. у =  ах* +  Ьх +  с. у ’" топилсин. Жав. 0. 
8 у х*

6
179. f { x )  =  1п(дг +  1). /  (дг)топнлснн. Ж ав.~(х г  ty8. 180. у =  tg  х. у "  то- 

инленн. Жав. 6 sec4*  — 4scc**. 181. у =  In sin х. у  ” топилсин. Ж а« . 2 c tg * X  
X coscc*r . 182. / (дг) =  / s e c  2 х. f  (дг) топилсин. Жав. f  (х) =  3 tA -*)]4 —

— /(дг). ( [в з ) у =  \ -  . /  (дг) топилсин. Жав. 184. р = (? * + в * ) X
X __X

q d%n 4а *  а  (  а а \

Х агс *8 7 - d?  топилси"- Ж ав- (в*"+ 9*)* • 185. У =  у  («  + «  )■ 5J* то

пилсин. Ж ав.-jp. 186. y =  cos ах. у{п) топилсин. Жав. a" cos ( ах  +  я

187. х = а х. у (я* топилсин. Ж ав . (In a y e -* . 188. у =  In (1 + дг). уп Ц  | 't- 

сии. Жав. ( — I ) " - 1 +  189. у =  j 7  у(я) топилсин. Жав.

2 ( — 1)л ~{Г+ Пл )п+Т- ,э 0 - у — е*х. у ,л» топилсин. Жав. е*(дг +  я).

(я  — 1)! (")
191. у =  дг"-> In jr. у(л>топилсин. Ж ав.------— . 192. y =  sln**. у  топилсин.

Жав. — 2я-1 cos ^2дг +  у | .  193. у =  *  sin дг. у(")топилсин. Жав. х  sin д̂г +

4- у  я )  — я cos (дг 4- у  л ). 194. Агар у =  е* sin х  б^лса, у’ — 2у ' 4- 2у =  0

d*y 4 д3
эканлиги исботлансин. 195. у2= 4ах. г топилсин. Жал. *96» Ъгх г +

(Ру (Pv Ь4 ЗЬ*х
4- в*у*= агЬг. ва топилсин. Жав. — ~ ^ \  -  197. дг* +  у* =  г*.

<Ру г* <Ру
топилсин. Ж ав. — jy .  198. у* — 2дгу =  0. 5^3 топилсин. Ж е* . 0. 199. р =

сРа 2 (5 +  8s* +  Зр«)
=  tg  (? 4 - р). ^ т о п и л с и н  .Ж ав.— -----------р ------------ . 200. sec <p-cos р =  С.

d*P 1р*р — te*<p rf*v
топилсин. Ж а в . ------ ----------- . 201. e* 4- дг =  «> +  у. ^ 5  топилсин.
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(1— e r + У) (е* — е?) <Ру 
Жав. -----------{еу + ' [-д--------------  202. у* 4- дс* — Заху =  0. топилсин.

2а*ху „ * <Ру
Жав. — _  а х у,- 203. х  =  а  (/ — sin /) , у  *= а  (1 — cos t). j j »  топилсин.

1 d*y 
Жав. — -------------- у - .  204. х  = a cos 2 t, у  =  Ь sin* t. ^  =  0 эканлиги кур-

4а sin4 ( у )

<РУ 3 cos I
сатилсин. 205. х  =  a  cos /, у = a sin t. топилсин. Жав. —

rf*" </2л+1 1 
206. (sh * ) =  shjr; — (sh дг) =  ch дс эканлиги курсатЛ син.

У р и н м а  в а  н о р м а л  т е н г л а и а л а р  и.
У р и н м а  о с т и  в а  н о р м а л о с т и  у з у н л и к л а р и

207. у =  дс3 — Здг* — х  4- 5 эгри чизикка унинг М (3, 2) нуктасида урин
ма ва нормал тенгламаларн Сзилсин. Жав. Уринма 8дс — у — 2 2 = 0 ;  нормал 
х  +  8у -  19 =  0.

208. х* +  у* =  г* айлананинг М (дг,, у,) нуктасида уринма ва нормал 
тенгламаларн, уринма ости ва нормал ости узунлнклари топилсин. Жав. 
Уринма

I У2хх, +  уу , =  г»; нормал дг,у -  у,дг =  0; s T =  —1 ; * v =  |jr,|.
1 х \

209. Исталган нуктада у2 =  4рх параболанннг уринма ости парабола учи 
билан тенг иккнга булиниши ва нормал ости узгармас нам 2р  га тенг були- 
ши курсатилсин. Чизма ясалснн.

х * у*
210. М (дг,, у ,) нуктада уринма тенгламаси топнленн: а) _^ а ' +  ^ = 1

хх \  уу, дс* у*
эллипс учун. Жав. +  - г г  =  1. б) -у  — я  =  1 гипербола учун.

8а*
• У ~  4аг +  х* - 3Улфнинг* х  =  2а нуктасидаги уринма ва нормал 

тенгламаларн топнленн. Жав. Уринма дс +  2у =  4а; нормал у =  2дс — За.

212. Зу = 6х — Гхх* эгри чизикнинг М (  1, - j j  нуктасига утказилган нор

мал координаталар бошидан утиши курсатилсин.

213. 4- ( у )  =  2 эгри чизикка унинг М (а, Ь) нуктасидаги упин- 

х  У
ма — 4- -у  =  2 эканлиги курсатилсин.

214. у* =  20дг параболага шундай уринма тенгламаси топиленнки, у Ох 
Уки билан 45° ли бурчак косил килсин. Жав. у =  дс 4- 5 ((5, 10) нуктада].

215. дс* 4- у* =  52 айланага 2дс 4- Зу =  6 ту»ри чизикка параллел булган 
уринмалар тенгламаларн топнленн. Ж ав. 2дс 4- Зу ±  26 =  0.
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216. 4ж* — 0у* =  36 гнпербодага 2у 5х — 10 тугри чизикка перпенди
куляр булган уриниадар теш ламалари топилсин. Жав. Бундай уринмалар йук.

217. ху  — т гиперболага уринманинг координата ) клари орасидаги кес- 
маси уриннш нуктаси билан тенг иккига будиниши курсатилсин.

%! I/ 9j
218. х  ' +  У ‘ — а " астроидага уринманинг координата уклари орасн- 

даги кесмаси узгармас узунликка эга булиши исботлансин.
219. у — ах ва у =  Ь* эгри чизиклар кандай а бурчак остида кесишади?

In а — In Ь 
Ж ав■ 1 +  Inc- In6 '

220. 0 =  у  нуктада х  =  а (9 — sin 0), у =  а (1 — cos в) циклоиданинг

уринма ости, нормал ости, уринма ва нормал узунликлари топилсин. Жав. 
s т =  о; SN = a\ Т =  а / " J ;  N  = а у ^Т .

221. х  =  4ecos* t, у =  4а sin* t астроида учун s r , sN, Т ъа N  микдор
лар топилсин. Жав. s T — |4a sin* / cos /|; s# = / 4a  sin* t lg  t\; Г — 4a sin* /; 
N-= \4a sin* t lg l\.

Т у р л и  м а с а л а л а р

sln x 1 . (* x \ 
Функцияларнинг хосилалари топилсин: 222. у =  2~cos*x ~  7  \ Т  — ~2 ) ’

Ж ав- = й Р Т -  <223- У =  arc sin 7 - Жав. y ' =  - | j t | ^ _ —  •

cos х  2
224. у =  arc sin (sin x). Жав. у ' =  | — j j . 225. у = - = = у  X

Х .« ,е( | / € Н » 7К^-)«Л> 0. * > 0). 2 2 6 . , - 1 ,1 .
х ____  х 1

Жав. У' =  jj j .  227. у =  arc sin V I — дг*, Ж е* . У' =  — j j j  xt • 228-

4 dv
Ш арнннг хажми ва сирти формулалари v =  -j- гг* ва s =  4кг* дан j -  = s

келиб чикади. Бу натижанннг геометрик маъноси тушунтирилсин. Дойра юзи 
билан айлана узу ил иг и орасида шунга Ухшаш муиосабат топилсин. 229. ABC 
учбурчакда а томон бошка Ь, с томоилар ва улар орасидаги А бурчак ор-
кали а =  / Ь% +  е* — 2*с cos А формула билан ифодаланади. Ь ва с томоилар

da
Узгармас булганда а томои А бурчакнинг функциясидир. =  ha булиши

курсатилсин, бу ерда ha учбурчакнииг а асосига туширилган баландлиги. 
Бу натижанн геометрик мулохазалар билан тушунтиринг. 230. Дифферен

циал тушунчасидан фойдаланиб, / в *  +  Ь a  a - f  у'а* + Ь *  а +  ^  

такрибий формулаларнинг келиб чикиши аииклансин, бу ерда | 6 | сони а га 

нисбатан кичик. 231. Маятникнинг тебраниш даври Т — ж у  — га тенг.
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1) Маятникнинг / узунлигини; 2) Тортиш кучи тезланиши g  ни Флчашдаги 
1 % хато Г даврнн лисоблашдаги хатога кандай таъсир этади? Жаваб:
1) ~  ’/j% ; 2) «  */а %■ 232. Трактриса шундай хоссага эгаки, унинг нсталган 
нуктаси учун уринманинг Т кесмаси узгармас узунлигини саклайди. Буни
1) трактрисанинг

формадаги тенгламасига асосан исботлаиг;
2) эгри чизик

параметрик тенгламаларига асосан исботлаиг. '
233. у «= Схе - Х +  С^е-1*  функция у "  +  Зу ' +  2у =  О тенгламани каноат- 

лаитириши исботлансин (бу ерда Сх ва Са узгармаслар).
234. у = e* sin х, г =  t*  cos х  фараз кили<£ у” = 2г, г "  =  —2у тенг- 

ликлар исботлансин.
235. у =  sin (m arc sin дг) функция (1 — л*) у” — ху' +  m*y =  О тенглама

ни кан оа^  тиришн курсатилсин.

у

исботлансин.



ДИФФЕРЕНЦИАЛЛАНУВЧИ ФУНКЦИЯЛАР ^АЦИДА 
БАЪЗИ ТЕОРЕМАЛАР

1-§. ^осиланинг илдизлари \ацила  теорема (Ролль теоре- 
маси)

Р о л л ь  т е  о р е  м а е  и. Агар /  (л:) функция [а, Ь\ кесмада 
узлуксиз, бу кесманинг барча икки нуцталарида дифферен
циалланувчи булса-ю, х  — а ва х ~ Ь  учларда нолга айлан- 
са [ / ( о )  =  f ( b)  = 0 ], у холда [а, Ь] кесма ичида *еч б^лма- 
ганда шундай бир х =  с, а < с  < Ь  нукта мавжудки, бу нук
тада / '  (jc) хосила нолга айланади, яьни / '  (с) =  0 булади*).

И с б о т .  / ( j c )  функция [а, b] кесмада узлуксиз булгани 
учун бу кесмада у энг катта М кийматга ва энг кичик т кий- 
матга эга.

Агар Л1 =  т булса, у холда /  (л-) функция узгармас, яъни 
х  нинг барча кийматларида _/(х) = т узгармас кийматга эга 
булади. Аммо у холда кесманинг исталган нуктасида / '  (х) — 0 
булади ва теорема хам исботланган булади.

Энди М Ф т деб фараз киламиз. У холда бу сонлардан хеч 
булмаганда биттаси нолга тенг эмас.

Аниклик учун М >  0 ва х  =  с да функция узининг энг катта 
кийматига эга, яъни / ( с )  =  М деб фараз киламиз. Бунда с мик
дор а га >{ам, b га хам тенг эмаслигини курамиз, чунки шарт- 
га кура / ( а )  =  0 , / ( 6) =  0. Функциянинг энг катта киймати 
/  (с) булгани учун, &х >  0 да хам, Д х  <  0 да хам f  (c +  Д х) —
- f ( c ) <  0

Бундан чикадики,

Ддг>  0 да П  + % > - т <о, ( ! ')

А дс< 0  да 0 1 ± ^ = £ М > о. ( Г )

Теореманинг шартига кура х =*с да хосила мавжуд, шу
нинг учун A jc - * 0  да лимитга утиб, шуни хосил киламиз:

V БО  Б

*) А гар 'f (с) =  0 булса, с сони <f(x) функциянинг илдизи дейилади.
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Д х  >  0 да llm / ( .с ± .у - / < с) =  f  (с) < О,
Ддг - » о л х

Д л <  Ода llmх <  Ода llm /(С +  Лх) ^ (с> ==у ^ (с) > о.
Ajt -*■ О ^Д-Г -* О

Ленин / '  (с) < О ва / '  (с) > О муносабатлар факат / '  (с) =  О 
булган холдагина уринлидир. Демак, [а, Л] кесма ичида шун
дай с нукта борки, унда / '  (дс) хосила нолга тенг.

Хосиланинг илдизлари хакидаги теорема содда геометрик 
маънога эга: агар хар бир нуктада уринмага эга булган узлук- 
сиз эгри чнзик абсциссалари а ва b булган нукталарда Ох Ук- 
ни кесиб Утса, у холда бу эгри чизикда с абсциссали, а < с  <  
<  Ь, шундай бир нукта топиладики, бу нуктада уринма Ох 
Укка параллел булади.

1 - и з о х -  Исботланган теорема [а, Ь\ кесманинг учларида 
нолга айланмайдиган, лекин / ( а )  * = / ( 6) тенг кийматларни ка
бул киладиган дифференциалланувчи функция учун хам тут- 
ри булади (92- раем). Бу холда хам исботлаш худди олднн- 
гидагидек олиб борилади.

2- и з о х -  f ( x )  функция шундай булсаки, [а, Ь\ кесма ичн- 
даги хамма нукталарда хам хосиласи мавжуд булавермаса, у 
Холда теореманинг тасдики нотугри булиб чициши мумкин 
(яъни бу холда [а, Ь\ кесмада / '  (х) хосила нолга айланадк- 
ган с нукта булмай колиши мумкин).

Масалан,

функция (93- раем) [— 1, 1] кесмада узлуксиз ва кесма учлари
да нолга айланади, бирок оралик ичида

<71 4
93- раем.

х
92- раем.

У = / ( • * ) =  1
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косила нолга айланмайди. Бу шундан 
келиб чикадики, оралнк ичида х  =  О 
нукта мавжуд булиб, бу нуктада хоси
ла мавжуд эмас (чексизликка айланади).

s~jr силаси [0, 2 ] кесмада нолга айланмайди- 
ган функциянинг яна бир мисолини бе-

94- расмда тасвирланган график х »

94- раем ради.
Бу функция учун хам Ролль теоре-

масининг шартлари бажарилмаган, чунки х  — 1 нуктада функ
ция хосилага эга эмас.

2- §. Чекли орттирмалар ^ацида теорема (Лагранж 
теоремаси)

Л а н г  р а н  ж т е о р е м а с и .  Агар f  (х) функция \а, Ь\ кес
мада узлуксиз ва бу кесманинг барка ички нуцталарида 
дифференциалланувки булса, у холда [а, Ь\ кесма ичида х;еч 
булмаганда шундай. бир с, а <-с  <  b ну/f та топиладики, у н- 
да

тенглик билан аникланган ёрдамчи F (х) функцияни текшира- 
MU3.

Бу F (х) функциянинг геометрик маъносини аниклаймиз. 
Бунинг учун АВ  ватарнинг (95- раем) бурчак коэффициент»

Хисобга олиб, олдин бу ватарнинг тенгламасини ёзамиз:

У = / ( a )  +  Q ( * - a ) .

Ammo F (х ) — f ( x )  — { / ( a )  +  Q (*  — a )]. Демак, x  нинг хар биР 
Киймати учун F (х) функция, бир хил абсциссали нукталар

f ( b ) - f ( a ) =* J ' ( c )  (Ь - а ) ( 1)
булади.

сонни Q харфи билан белгилаймиз, яъни

(2)
деб фараз киламиз ва

F ( x ) = f ( x ) - f ( a ) - { x - a ) Q (3)

f ( b )  — f  (а) =  Q эканлигини ва у (а; / ( а )) нуктадан ^тишиьиЬ — а

y - f ( a )  =  Q{x — a),
бундан
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учун у =  /(•* )  эгри чизик билан у =  / (с) - f  Q(jc — а) ватар 
ординаталарининг айирмасига тенг.

F(x)  функция [а, Ь\ кесмада узлуксиз, бу кесма ичида 
диффереициалланувчи эканини ва кесма учларида нолга ай- 
ланишипи, яъни F (а) =  О, F (Ь) = 0 эканлнгини куриш осон. 
Демак, F (х) функцияга Ролль теоремасннн кУллаш мумкин. 
Бу теоремага мувофик кесма 
ичида шундай х  = с нукта мав- 
жудки, унда

F' (с) =  0.
Аммо

F ' ( x ) = f ' ( x ) - . Q .
Демак,

F ' ( c ) = f ' ( c ) - Q =  0, 

бундан

Q - / ' ( * ) •
Q нинг к^йматини (2) тенг- 

ликка куйиб, шуни хосил киламиз:

<•')

бундан бевосита (1) формула чикади. Шундай килиб, теорема 
исботланди.

Лагранж теоремасининг геометрик маъносини аникламок 
учун 95- расмга мурожаат киламиз. Расмдан бевосита равшан-
ки> микдор графикнинг а ва Ь абсциссали А ва
В нукталаридан утувчи ватар огнш бурчаги а нинг тангенси-
дан иборат.

Иккинчи томондан, / '  (с) — эгри чизикка с абсциссали нук
тада уринма огнш бурчагининг тангенсидир. Шундай килиб, 
(Г )  тенгликнинг ёки унга эквивалент булган ( 1) тенгликнинг 
геометрик маъноси куйидагидан иборат булади: агар АВ ёй- 
нинг барча нукталарида уринма мавжуд б9лса, у холда бу ёй- 
да А ва В нукталар орасида шундай С нукта топиладики, унда 
уринма Д в а £ н у к т а л а р н и  т у т а ш т и р у в ч и  в а т а р г а  
п а р а л л е л  булади.

Энди куйидагини курамнз, с киймат а <  с < £  шартни кано- 
атлантнрганликдан, с — а <  b — а ёки

с — а =  6 (Ь — а),
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б бу ерда 0 билан 1 орасида ётувчн бирор сон, яъни
о <  е <  1.

Аммо у *олда
с -  а  +  8 (Ь — а), 

ва ( 1) фэрмулага куйидаги куринишни бериш мумкин:
f ( b ) - f ( a )  = { b - a ) f ' [ a  + 0 ( b - a ) \ ,  0 <  G <  1. ( 1")

3- §. Икки функция орттирмаларининг 
нисбати ^ацида теорема (Коши теоремаси)

К о ш и  т е о р е м а с и .  А гар иккита / ( х) ва <р (х ) функ
циялар [а, Ь\ кесмада узлуксиз ва унинг ичида дифферен- 
циалланувчи булса, шу билан бирга <j>' (jc) шу кесма ичининг 
хеч цаер'ида нолга айланмаса, у холда  [а, Ь\ кесма ичида 
шундай jc =  с, а  <  с <  b нуцта топиладики, унда

f ( b ) - f ( a ) Г ( с )  m
? (& ) -?  (a) '

И с б о т .  Q сонни

У  -  ~г ( Ь ) - ч ( а )  W

тенглик билан аниклаймиз. ср (6) — <? (а) =£ 0 эканлигини кайД 
этамиз, чунки акс *олда <р (Ь) билан <р (а) тенг булар ва у *ол- 
да Ролль теоремасига биноан кесма ичида <?'(jc) косила нолга 
айланиб, теореманинг шартига зид булар эди.

Ушбу ёрдамчи функцияни тузамиз:
F( x)  = / ( j c )  - / ( a ) -  Q [ч> (jc) -  <р (а )] .

F(a)  = 0 ва F (Ь) = 0 эканлиги равшан, бу F (х) функция
нинг ва Q соннинг таърифидан келиб чикади. F (х) функция 
[а, Ь] кесмада Ролль тоеремасини^г барча шартларини каноат- 
лантиришини пайкаб, а ва b орасида шундай д: =  с (а < с < Ь ) 
киймат мавжудки, унда F'  (с) =  0 булади, деган хулосани чи* 
карамиз. Аммо, F' (х ) =  / '  (х) — Q «р' (jc), демак,

F ' ( c ) - f  (с) — Q (с) =  О,

бундан

о = т  W *'(«>
Q нинг кинматини (2) тенгликка куйиб, ( 1) тенгликни ^оснл 

киламиз.
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И з о * -  Биринчи карашда мумкин булнб куринганидек, 
Коши теоремаснни

/( f t )  — / ( а )
<t(b) — ?(a)

касрнинг сурат ва махражига Лагранж теоремасини куллаш 
билан исботламок мумкин эмас. Хакикатан, биз бу холда 
(касрни Ь — а га кискартгандан сунг) ушбу

/ ( b ) - f  (а) т Г (сг)
4(b) — Т (а) 9' (с,)

формулани хосил килар эдик, бунда а <  <  b, a < c t <Ь. 
Аммо, умуман айтганда, схф с г, шунинг учун чиккаи на- 
тижа хозирча Коши теоремасини бермайди.

4- §. Иккита чексиз кичик микдор нисбатининг лимити 
(„-jj- куринишдаги ноаникликни очиш“)

Фараз килайлик, бирор [а, Ь\ кесмада f ( x )  ва <р(д:) функ
циялар Коши теоремасининг шартларини каноатлантирсин ва 
бу кесманинг х  = а нуктасида нолга айлансин, яъни / ( а )  = 0  
ва <р (а) =  0 булсин.

f ( x)Бу -с =  а  кий м а т д а ^ - ( нисбат аниклапмаган, аммо х ф а
Кнйматларда тула аник маънога эга. Демак, х  -*• а да бу нис- 
батнинг лимитини топиш масаласи куйилиши мумкин. Бу тип-
даги лимитларни хисоблаш одатда „Ц куринишдаги аникмаслик-
ларни очиш“ дейилади.

Бу хилдаги масала билан биз илгари хам, масалан,
П т ’̂ -^лимитни текшнришда, элементар функциялардан хо-X -  0 ■*
силалар топишда учрашган эдик. х  = 0 да ифода маъно

га эга эмас, яъни F (х) =  функция х — 0 да аникланмага

аммо биз х  -*■ 0 да ифоданинг лимити мавжуд ва 1 га,
тенглигини курган эдик.

Т е о р е м а .  ( Л о п и т а л ь  к о и д а с и ) .  Айтайлик, бирор 
[а,  й] кесмада /  (х) ва 9 (х ) функциялар Коши теоремаси
нинг шартларини цаноатлантирсин ва унинг бирор х  =  а 
Нуцтасида нолга айлансин, яьни /  (а) =  <f (а)  =  О булсин; у
Ю  Н. С. Пискунов
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ft  / „\
^олда агар х  ■* а да нисбатнннг лимити мавжуд бул-

9а, lim хам мавжуд булади, шу билан бирга

И с б о т .  [а, Ь\ кесмада бирор х ф а  нуктани оламиз. Коши 
формуласини кулланиб, ушбу тенгликни ёза оламиз:

/ ( х )  — / ( а )  _  / J i)

<f (•*) — <f (в) ?(«)’
I бу ерда а  ва х  о р а с и д а  ётади. Аммо шартга кура 

/  (а) «* <р (а) =  0, демак,

/ (* )  ГШ  / П
* ( - * )  < р '(5 ) ‘ V 1

Агар х  -* а бУлса, у холда I -*■ а, чунки & нинг киймати а
Г (jc)билан х  орасида ётади. Бунда lim -rrr\ — А булса, у холда

х  - . o f  '■* >

llm т4г! нам мавжуд ва Л га тенг. Бундан равшанки,I -♦ а ? \с;

lim i i * )  — Нш -СШ и  llm llm =  д
л- в 9  ( J f )  j r  -► o f '  (6 )  t  -» в  T  (E ) j r  -» a  <p ( J f )

охнрги натижа:

llm  -  Hm £ i f )
, . , t W

1- и з о х -  Агар л ®  я  да / ( * )  ёки <р(дс) функциялар а н и к 
л а н м а г а н ,  лекин

lim f ( x )  « О ,  lim <p(x) = 0
х  -+ а ^ х  — а

булган холда хам теорема уринлидир.
Бу холни илгари текширилган холга келтириш учун f ( x ) 

ва f  (л) функцняларни х  = а н у к т а д а  у з л у к с и з  булади- 
ган килиб а н и к л а б  о л а м и з .  Бунинг учун

/ ( a )  =  lim f ( x )  ■= 0, <р (а) =  lim ч (х) =  О
х  -+ а х  — а

f i x )фараз килиш кифоя, чунки х  -* а да нисбатнннг лими
ти х  =  а нуктада / (х) ва <р (дг) функциялар аникланганми-ЯУк- 
ми эканлигига боглик эмаслиги равшан.
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2 - и з о * .  Агар / ' (а) «  (а) =  0 ва теорема шартларида /  
( jc )  ва ? ( . * )  функцияларга кУ^илган шартларни/'-(л) ва «р' ( х )

f f
хосилалар хам каноатлантирса, у ?;олда нисбатга Лопи-

/ '  /х \ f "  t x \ 
таль коидасини кулланиб, Иш -тт— =■ lim Ьгг-г формулага ке-

х  а  ?  I* ) х  — а г
ламиз ва хоказо.

3 - И з о * .  Агар ? ' ( а )  =  0 лекин / ' ( х ) ф О  булса, у *олда

теорема jc -»• а да нолга интиладиган тескари нисбатга кул-

ланарли булади. Демак, нисбат чексизликка интилади.
t  \х )

1- м и с о л .

s in 5 jr  (sin  5 jt) ' 5 cos 5x  5
lim <» =  lim v/ =» lim о — о ,

X -Ф 0 w  дг -ф 0 v ^ /  х  -ф О J  *

2- м и с о  л.
1

.. 1п (1 +  дг) .. 1 + х  1
Ilm -------------  lim —;-----  =  7 = 1.

х  -• О ■* х  -* 0 1

3- ы я с о л.
ех — е~х — 2х е* + е ~ х — 2 9х — е~1

lim — - — _____—  =  lim — j----- —rrz .— "  limД о  * - s i n . <  1— c o s jr  s in *

e* +  e - x 2 „=  lim —- — =  -r  =  2.
x ~ o  c o s x  1

Бу ерда Лопиталь коидасини уч марта кУлланишга т^грн келдн, чунки
О

биринчи, иккинчи ва учинчи ^осилаларнинг нисбатлари х  =  0 да q- ноа-

ницликка олиб келади.

4 - и з о х -  Лопиталь коидаси

lim / ( * )  =  0 ва lim ? ( jc )  — О
X -» « X ■* —

булган холда хам кулланилади.

Хакикатан, jc  «= фараз килиб, х  -*■ оо да г -* О эканини 

курамиз, демак,

Л 1 ! '(т )= 0' Л1? ’ ( т ) = °-
10*

j
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'iDЛопиталь ц'оидасини / j \ нисбатга кулланиб, шуни ^осил ки- 

ламиз:

цт  Ш .  и »  4 * 1 .  llm _
’ * '*  » ( г )  » ' ( т ) ( - ? )

=  | l m /d i ) =  llm Ш .
т-»0 ( ± \  *•* . f  (■*)

бу эса талаб килинган исботдир.

4- м и с о л.

к к
sin — к cos т ( - й  . .  .

,1 т  — г -  =  11т  --------------т---------— llm  к cos — =  к.
* * т 1  JT-oo _  JL JT-oo *

X  ?

5 - § .  Иккита чексиз катта  мицдор нисбатининг лимити 

( . ^  куриниш даги ноаницликни оч и ш “)

Энди х  -* а билан (ёки х  -* »  билан) чексизликка интилув
чи иккита f  (х) ва ер ( jc ) функциялар нисбатининг лимити *а- 
кидаги масалани текширамиз.

Т е о р е м а .  Фараз цилайлик, а нуцта атрофидаги барча 
х  ф а  нуцталарда f ( x )  ва <р (дс) функциялар узлуксиз вадиф- 
ференциалланувчи булсин, uiy билан бирга <р' (х ) хосила нол
га айланмасин; с$нгра

lim f ( x )  = оо, lim <р (jc) =  оо
х  -*■ а х  — а

ва

Мт Г М  А  ( 1)
х  -*• а <? ( * )

лимит мавжуд булсин. У %олда llm ^ ^ л и м и т  мавжуд ва
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И с б о т .  Текимрилаётган а нукта атрофида а <  х  <  а (ёки 
а < .х <  а) буладигаи иккита а ва jc нукта оламиз. Коши тео- 
ремасига бнноан

/ ( * ) - / ( » )  =  Г  (с) r 3 v
?(•*■) — ?(«) 9 ' (с)’ 

бу ерда а <  с <  х. (3) тенгликнинг чап томонини бундай ал- 
маштирамиз:

, /<*>
Г М -  / ( » )  e  f ( x )  "" /(■ * )
?(■*) — ?(*) ?(jt) vOY (4)

f i x )
(3) ва (4) муносабатлардан:

х _ т
Г  (О _  / (£>  f ix)
?' («) 7 (х)  _  9 ( j )  *

f W
Бундан:

1 l i f )  
/О т )  / ' ( с )  1 ~ ? U )
? ( • * )  “  (С) j  _  / ( а )  ’

(5)
f i x )

( 1) шартдан шу чицадики, ихтиёрнй кичик в >  0 да а ни а га 
шундай яки и ^илиб танлаб олиш мумкинки, барча х=*с учун

ёки

■ 4 - = < £ £ > < д + . .  и

тенгсизлик бажарилади, бу ерда а <  с <  а . Сунгра

1 ?(*)
1 _ /(а)

f i x )

касрни текширамиз.
(6) тенгсизлик Гринли булиши учун а ни тайинлаи куйиб, 

л  ни а  га я:;инлаштирамиз.
х  -* а да f  (jc) -*■00 ва <? ( jc) -*■ 00 булгани учун

?(»)
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ва. демак, илгари танланган « > 0  да а г а  етарли яцин ж учун

1 - <р (х ) _
/(«)
/(•*)

<  *

ёки

1 — е <
g (д)  
Ч (X)

1 -
/ ( О )
f ( x )

<  1 +  е (7)

(6) ва (7) тенгсизликларнинг мос ^адларини бир-бирига к^- 
пайтирсак,

1  _  т ( 7 >

( Л - . ) ( 1 - . ) < £ $ - — £ g < ( A +  . ) ( l + . )
1 /(•*)

ёки (5) тенгликка асосан

+  • ) ( !  +  •)

келиб чикади, л  ни а  га етарли даражада якин цилиб олган- 
да в ихтиёрий кичик сон булгани учун, охирги тенгсизлик- 
лардан

llm = А 
jr- в  ? W

ёки (1) га асосан

П т /<*)
х-а TW

келиб чикади, бу эса талаб килннган исботдир.
1 - и з о * .  Агар (1) шартда А = яъни

llm jC t£S =  00 *-<» f  <■*)
булса, унда (2) тенглик бу *олда *ам тугри булади. Х&кицатан, 
олдинги ифодадан

4 ™ т = 0
чикади. У *олда исботланган теоремага асосан 

llm ^  -(X) -  jj® Г (X) -  °*
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бундан

2 - и з о х -  Исботланган теорема х  -+ °о хол учун *ам осон- 
гина умумлаштирилади. Агар l lm / ( x )  =  <», Ilm <р (х) «= 00 ва

3 - и з о х .  Агар (2) ва (8) формулаларнинг ^нг томонидаги 
лимит (чекли ёки чексиз) мавжуд булса, факат шу *олдагина 
улар тугри булишини яна бир марта таъкидлаймиз. Шундай 
хол юз бериши хам мумкинки, унг томондаги лимит мавжуд 
булмаган бир вактда, чап томоидагиси мавжуд булади. Мисол 
келтирамиз. Фараз килайлик,

ни топиш керак булсин. Бу лимит мавжуд ва 1 га тенг. Ха- 
кицатан,

Аммо, хосилаларнинг нисбати

х  -*■ оо да хеч кандай лимитга интилмайди, балки О билан 2 
орасида тебранади.

2- мисол.

Um С 77! мавжуд б^лса, у *олда
г-»« т

х  4* sin хI lm ----- -— Нш (l +  S ^ ) =  1.
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3- М И С О Л.

IR .V  .. COS^.< . 1 С08‘3дг
llm =  llm —s—  =  lim ------- ;— =„ Ig  Зх „ 3 ж 3 соь*дс

Х" 1  х -  7  co s J3 x  J r " ' 2

1 2-3  cos Зх sin Здг cos Здг sin 3jr
lnJ, 3 2 cos x sin -t =  Im,  cos x  11тж sin x  ' 

' ~ 1  x~ 7
3 sin 3x ( - 1 )  _ (— I) ( - 1 )

-  Ilm. “ sinT ’ ~ Г  “  3 ~1--------r  * 3-

4- м и с о л.
. дс , 1 
llm -л  — llm ~i•*-»« X—m

Умуман, исталган бутун я > 0  да

дг" яде" ” 1 я  (л — 1). ..1
llm г?  =  llm - г -  =  . . .  =  llm —  -  .  >  а

Л-*» Х-.00

Символик тарзда

а) 0. оо, б) 0°, В) оо°, г) 1“ , Д) оо — оо

куринишда ёзиладиган бошка ноаннклик холларн бундан ол
динги холларга келтирнлади ва маъноси куйидагидан иборат 
булади.

а) Фараз килайлик, l lm /( jc )  =  0, llm <p(*) =  oo булсин;
х-*а х-+а

llm [ / ( * ) ? ( * ) ]X -Фв

ни 'опиш талпб килинади. Бу О-оо типдагн ноаннклик.
Агар изланаётган нфодани

lim I / W ? W ]  =  l l m ^ - )
л-*а л-ю  *

*(•*)
куринишда ёкн

llm [ / ( * )  <р ( л ) ]  =  llm
х -+а х -*а . д -

/ Щ

куринишда ёзсак, у холда л-*-а да куринишдагн ёки ^  
куринишдаги ноаннклик келиб чикади.
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5- м и с о л.

lim хп In х
jr—O

lim
х-о

In  х
Ilm
JT-.0

1
x
n

Xя+ >

X я
-  Ilm -  =  0. 

x~o n

б) Фараз килайлик,

Пш/(л:) =  0 , llmtp(x) =  0
x-*a x-*a

булиб,

Ilm  [ / ( x ) P <J,)
X-+Q

ни топиш, яъни 0° куринишдаги ноаникликни очиш талаб ки
ли нади.

Бунда

У -  l / ( * ) ] fW
фараз килиб, бу тенгликнинг иккала томонини логарифмлай
миз:

ln y  =  ? ( * )  [In/ ( * ) ] .

Унг томонда х  ■* а да 0 - о о  куринишдаги ноаникликни ола- 
миз. lim In у ни топиб, сунгра Ilm у ни топиш осон. Хакн-

х  -*а х - а
катан, логарифмик функциянинг узлуксизлигига асосан, 
lim In у =  In lim у ва In lim у ** b булса, у холда \\ту = еь.
х —а х —а х-*а х - а
Агар жумладан, b = -f- оо ёки b =  — оо б^лса, у холда мос 
равишда lim у — +  оо ёки 0 булади.

х-+а

6- м и  с о л .  Иш Xх ни топиш талаб цилинади. у =  Xх  ф араз килиб,
дг-*0

In Ilm у — lim in у  =  lim In (xx) =  lim (x  In x)  ни топамиз:

lim (x  In дг) =  Ilm - j — =  1,m| —r  =  — lim x  =  0, 
j f - o  jr- о  _  •r - u jt-»o

X X1

демак, In lim у =  0, бундан lim  у =  e° =  1, яъни
дг-»0 jt-0

Ilm x x =  1.

Бошка лолларда *ам лимитлар шунга J-хшаш йул билан кш илади.
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6- §. Тейлор формуласи

Фараз килайлнк, у = f  (х) функция х = а нуктани ^з ичи
га олган бирор оралнкда (я  +  1)- тартибгача барча *осила- 
лар«а эга булсин. Даражаси п дан ошмайдиган, х  =  а нукта- 
даги киймати / ( х )  функциянинг бу нуктадаги кийматига тенг, 
унинг я- тартибгача х  =  а нуктадаги ^осилаларининг киймат
лари / ( х )  функциянинг шу нуктадаги мос *осилаларининг 
кийматларига тенг, яъни

Рп( а ) = т .  Р'н (a) s= f  (а), р ; (а) =
= Г ( а ) ..... /« я' ( а ) = / я>(а) ( 1)

булган у =  Р„ (л) куп^адни топамиз. Бундай куп^адни би
рор маънода / ( х )  функцияга „якин* деб кутмок табиийдир.

Бу куи^адни (х — а) даражалари буйича номаълум коэф- 
фнциентли

Рп (х ) •= С0 -f С, ( д - а) +  С, (х -  а)» +  С, (* -< !)• +  . . .
. . .  + С „ ( х - а Г  (2)

куп^ад формасида излаймиз. Номаълум С„ С2, . . ., Сп коэф- 
фициентларни ( 1) шартлар каноатлантириладиган килиб аник- 
лаймиз.

Аввало Рп(х) нинг ^осилаларини топамиз:

Р'п (*) =- с , +  2С1( х - а ) + З С , ( д с - а ) , +  . . .  +пСл( х - а ) — 1,
Р- (л) - 2  -1 •С1+3*2С,(х—а )+  . . .  +  л(я-1)С я(;с -а )—»,

(3)
я (я — 1 ) . . .  2-1 -Ся.

(2) ва (3) тенгликларнинг чап ва унг томонларида х  урнн- 
га а нинг кийматини куйиб ва (1) тенгликка асосан Р„(а) ни 
/ (а)  оркали, Р'п(а )= /(а )  ва шунга ухшаш алмаштириб ку* 
йидагиларни ^осил киламиз:

/ И - с 0,
/ ( < * ) =  с „
Г ( а ) = 2  1Сг.
f " ( a) •= 3 -2 -1 С3,

/ я(а ) =  я (я — 1) (я — 2) . . .  2 - 1C,Я*
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Сундан коэффициентларнинг цийматларини топамиз:

С0 =  /  (а). С, =  /  (а), С, =  А Г ( а ) ,
(4)

с > =  г г з - / ”  (“ )..........с .  -  п г Ь г / “ '(<•)•)
Сь С2, . . ., С„ ларнинг топилган кийматларини (2) формулага 
куйнб, изланган куп^адни хосил киламиз:

К  W  = / ( а ) +  i f V  (в) +  Г  <«) +  

+  т т г  +  • • • +  г г г т я  / <я,<а )-
(5)

(6)

Берилган / ( х ) функция билан тузилган Рп (х) куп^ад кий- 
матларининг айирмасини Rn(x) оркали белгилаймиз (96- раем):

R n ( x ) =f ( x ) - P„ { x ) ,
бундан

f { x ) = P n(x)-\-R„(x), 
ёки ёйилган куринишда

/ ( л )  = / (а) +  £ f V < « )  +  т 2-' / '  («) +  . . ,

^ ( д г - а ) "  / - ) (а) +  /?я(л).

/?„(.*) цолдиц х^д дейнлади. д: 
ницг колдик хад R„ <•<) жуда кичик 
буладиган кийматлари учун Рп (х) 
к^п^ад / ( х )  функциянинг такри
бий тасвирини беради.

Шундай килиб, (6) формула 
у =  / ( х )  функцияни, колдик хад 
R„ ( jc )  кийматига тенг булган 
тегишли даражадаги аникликда 
у=Р„ (х ) купхад билан алмашти- 
ришга им кон беради.

Эндиги вазифамиз х  нинг турли 
кийматларида R„ (х ) мнкдорни ба- 
холашдан иборат.

Колдик *адни

'?» М  =  !1 7 Т Т ? (7)

формада ёзамиз, бу ерда Q (х) — аникланиши керак булган 
бирор функция, Бунга мослаб (6) формулани кайтадан ёзамиз:
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/ ( * )  =  /  (a) t  * -у - Г  (а) + (̂ ^ / "  (а) +  . . .

• • • +  f [n) <а > +  Т п + 1 7 'Q (v )• (6,)
.v ва а нинг тайин кийматлзрида Q(x)  функция маълум кий- 
матга эга; уни Q билан белгилаймиз.

Сунгра t га боглик нинг киймати а билан х  орасида 
стадн) ёрдамчи

F (П = f  (х) -  /  ( /)  -  х-^ ~  / '  ( /) _  f "  (/) _  ...

_  <дг ~  *>" / / \  _  ( у — О” -*-1 п  
Ш. \ КЧ (дс+1)! 4  

функцияни текширамиз, бу ерда Q (6 ') муносабат билан аник
ланган кийматга эга; бунда а ва а* ни аник сонлар деб хисоб-
лаймиз.

Энди F' (*) хосилани топамиз:

Г  « )  =* - / ’V) ±  Г  (<) -  Г  (О +  Г  0  -  .

-  ̂ г  (0+... - Ло+ / “’(о—
(•У -  О ”  х ( я + | ) m  , (Я  +

л! '   ̂ ;  ^  ( л + 1)! 
ёки кнекартиргандан кейин:

/=' (t) -  -  (- ^ = r - V <,,+,) ( 0  +  (£^ r ! Q. (8)

Демак, а  абсциссали нукта (а <  х  да ва а >  а
да якинида ётувчи барча * нукталарда /? (^) функ
ция хосилага эга.

Сунгра |(6') формулага асосан)
F(x)  =  0, F(a) = О

эканлнгини курамнз. Шунинг учун F(t)  функцияга Ролльтео- 
ремаси кулланса булади, демак, а  ва jc орасида ётувчи шун
дай t =  $ киймат мавжудкн, бу кийматда F' (;) =  0 булади. 
Бундан (8) муносабатга июсан:

-  (J4 r L‘ '""ht (•) +  {±1 Г 1 Q =  °>
бундан

Q = / ' л+1) (’)*
Бу ифодани (7) формулага куйиб, шуни хосил киламиз:

^ )  =  ( (~+а^ , / <Я+1) (5).



Бу — колдик *ад учун Лагранж формаси дейилади.
Е микдор х  ва а орасида ётгани учун уни

I =  а +  6 (х — а)
формада*) тасвирлаш мумкин, бу ерда б 0 билан 1 орасида 
ётувчи сон, яъни О < 0 <  1; у холда колдик лад формуласи

R■ <*> =  п г п г / ' " "  1°  + 9 <* -  »)1
кУринишини олади.

/ М  = / < « )  +  '-^ т г-Г  (<■) +  т ^ - ' r  (а) +  . . .

■ • • +  / * »  +  / ' " ' ’ «■ +  « (х  -  «)) <9>

формула f ( x )  функция учун Тейлор формуласи дейилади.
Агар Тейлор формуласида а — 0 фараз килинса, у *олда 

формула

/  <•*) = / ( 0) +  f / '  (0 ) + 1  / "  (0) +  . . .

. .  . +  £  / (я) ( 0 ) + (1£ ^  / (я+ " (вх) (10)

куринишда ёзилади, 0 бу ерда 0 билан 1 сонлари орасида. 
Тейлор формуласининг бу хусусий холи баъзан Маклорсн 
формуласи дейилади.

7- §. ех, s in x ,  cosjc функцияларни 
Тейлор формуласи буйича ёЛиш

1. у  (jc) =  ех ф у н к ц и я н и  ё й и ш .  f  (х) дан кетма-кет *о- 
силалар олнб, куйндагнларни хосил киламиз:

f ( x )  = e \  / ( 0) =  1, 
f ' ( x )  = ex, f  (0) =  1,

ex , t in  дг. cos х  ни Т Е И Л О Р  Ф О РМ УЛА С И ВЯИШ  1 5 7

Бу ифодаларни 6- § нинг (10) формуласига кУямиз:

♦) Шу бобнинг 2- § о х и р н у  царанг.
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Агар |л: | <  1 булса, п =  8 деб олиб, колдик *адии ба*о- 
лаймиз:

х  ж 1 да е соннинг такрибий кийматини топишпа имкон бера- 
диган ушбу формулани *осил киламиз:

е = 1 - И + ^ -  +  ^ -4 -  . . .  +  5р

бунда лисоблашни олтнта*) каср хонали унли касрлар билан 
бажариб, сунгра натижани бешта унли каср ракамигача яхлит- 
лаб, е учун ушбу кийматни топамиз:

е =  2,71828.
з

Бу ерда хато ^  дан ёки O.COCOl дан ошмайди,
Шуни кайд этамизки, х  кандай булмасин, п -+ <» да кол- 

дик *ад
р  _  ■*"+' >  

я (л +  1 )1 •
Хакикатан, 0 <  1 б^лгани учун, х  нинг тайин кийматида е>х 

микдор чекланган (х >  0 да ех дан кичик ва х  <  о да 1 дан 
кичик).

Тайин сон х  кандай булмасин
xя+̂ п

п  00 д а  ( T + l j i  ^  0  

ни нсботлаймиз. Хакикатан,
ХП+I X X  X X

1(л +  1)! I — I 1 ‘ т  ' Т  ‘ • • • * п ’ п +  1
Агар х  тайин сон б^лса, у *олда шундай бутун мусбат п 

сон топиладики,
\ х \ < N

булади.
I дг |
'■jj- =  q белгилашни киритамиз; у вактда 0 <  q <  1 ни эъти-

борга олиб, я  =  Л/ +  1, N +  2, N + 3 ва ^оказо кийматларда
бундай ёза оламиз:

*) Бошкача айтганда яхлитлаш хатосининг йигиндиси /?8 дан анча 
ошиб кетнши мумкин (масалан, кушнлуачилар санигн 10 та будгандд бу 
дато микдори 5-10-1 га етишн мумкин).
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<  т
чунки

1 * я + | 1 1 дг дг дг Х Х I —
1( л +  1)1 1 “  1 1 2 3

• • • п п +  11
ДМ 1X 1 X 1 х  1 1 *  1 1 х  \ '

Т 1  | т1 '  • • •  1 ^ - 1 1 I/V 1 • * • 1 п 1 1 л +  1 1 ^

X X х  п а а -  х" ~ 1 с " _лг+2У  ' з ’ * • • N  — 1 ?  ?  ' q  ~  ( - V  —  1)! *

1 X I I JT 1 ^ 1 Х I ^
ы = * 1 N  +  1 1 <  q' • 1 п +  1 | <  *  *

хл' - ‘
Аммо (ууТГТ)! миКДор узгармас, яъни п га боглик эмас, 

q*~N+2 эса я -> оо да 0 га интиладн. Шунинг учун

JL”  i? T T )i =  a  ' « >
л _уЯ + 1

Демак, л -* ос да Рп(х) =  е (п+- 1), 0.
Юкоридагидан чикадики, х  ^ар кандай б^лганда ^ам стар- 

ли сонда ^адларни олиб ех ни исталган даражада аниклик 
билан ^исоблай оламиз.

2. / ( jc) =  s in х  ф у н к ц и я н и  ё й и ш :  / ( х )  =  s in х  ф унк- 
циядан кетм а-кет ^осилалар оламиз:

/(•*) =  sin х, / ( 0) =  0,
(х) — cos х  =  sin (jC -J- -j-j, f  (0) =  1,

/ "  (jc) =  — sin х  =  sin (jc +  2 y ) ,  f "  (0) =  0, 

i'" (X) =  - c o s  x =  sin (x  +  3 y ) .  f"  (0) =  -  1,

/ IV (jc) =  sin JC =  sin (jc 4- 4 / iv(0) =  0,

• • * * • • • • • • • • • •  • • • • • • • •

f in) {x) = sin (j: +  n y ) ,  / "  (0) =  sin J ,

/<"+ •> (jc) =  Sin (jc - f  (n +  1) j ) ,  / <я+|>(J) =  sin [ ? + ( « +  1 ) у ] .

Бу кийматларни 6- §  нинг (10) формуласига куйиб, f ( x )  =* 
«= sin jc функциянинг Тейлор формуласи б^Аича ёйилмасини 
*осил киламиз:

slnjc =  j c - f  +  f
. . . +  ~  8Ш у  +  sin [? +  ( / * +  1) -у ].
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Энди sin [? +  (я 4 -1) у ]  | •< 1 булгани учун х  нинг барча 
кийматларида

lim  R n( x )  =  0.
n-*JО

Чиккан формулани sin 203 ни такрибий .\нсоблаш учун тат- 
бнк киламиз. я =  3 деб фараз киламиз, яъни ёйилманинг би
ринчи иккита *ади билан чекланамиз:

si„20“ =  s l n f  =  0,342.

Килинган хатони ва колдик хадга тенг хатони ба^олаймиз: 

|Я .1 =  | ( £ ) ‘ 47 sin (5 +  2к) | <  (-J)* j,  = 0,00062 <  0,001.

Демак, хато 0,001 дан кичик, яъни 0,001 гача аниклик билан 
sin 20э =  0,342.

97- расмда f ( x )  = s l n x  функциянинг графиги ва унинг би
ринчи учта

S i (х) =  S j (х) = х -  J ;  S3 (х) =  х -  £  +  £  

якннлашмаларининг графиклари берилган.
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3 . f  ( jc) =  cos x  ф у н к ц и я н и  ё й и lu. /(дс) =  О функция
нинг х  =  0 даги кетма-кет хосилаларинн топиш ва Маклорен 
формуласига цуйиш билан ушбу ёйилмапи хосил киламиз:

cos дс= 1 -  J  +  5f -  • • • +ЯГ C0S!T +  

+  (^ T T j !C0S ( s +  ( /I +  1> 7 ) ’
| 6 | < | j c f .

Бу ерда хам х  нинг барча кийматларида l m Rn(x) = 0 .

IV бобга машцлар

Куйидаги функциялар учун Ролль георемасининг тугрилиги тскшири 
илсин: 1. [1 ,2 ] кесмада у =  х1 — Зх  4- 2. 2. [0 ,1 ]  кесмада у — дг*

риб
курилсин: 1. [1 ,2 ] кесмада у  =  х 1 — Здг +  2. 2. [0 ,1 ]  кесмада у — дг* +  
+  5дс* — бдс. 3. [1, 3] кесмада у  =  (дс — 1) (дг — 2) (дг — 3).

4. [О, к] кесмада у =  sln’jr. 5. /(дг) =  4дг3 +  х ‘ — 4дг — 1 функция 1 ва
— 1 илдизларга »га. / '  (дс) хосиланинг Ролль теоремасида гапнрнладигаи нл-
дизи топилсин. 6. у = у  х* — Г>дс +  6 функциянинг илднзларн орасида унинг 

хоснласинннг нлдизи борлигн текшириб курилсин. 7. - j . +  ^ - | кесмада 
у =  cos2*  функция учун Ролль теоремасининг тугрилиги текшириб курил
ьни. 8. [ — 1, 1] кесманинг учларнда у =  1 — / х* функция нолга айланади. 
Бу функциянинг хосиласи (— 1, 1) интервалнинг *еч цаерида нолга айлан- 
маслигнга ишонч хосил кнлинсин. Мима учун бу ерда Ролль теоремасининг 
кУлланмаслиги тушунтирилснн. 9. [дг,, дс3] кесмада у =  sin х  функция учун 
Лагранж формуласи тузилсин. Жав. sin дс, — sin дг, =  (хг — дс,) cos с, 
хI < с < дг,. 10. [0, 1] кесмада у =  2дс — х'- функция учун Лагранж форму- 
ласининг тугрилиги текшириб курилсин. II. Кандай нуктада у =  х п эгри чи- 
зик урннмаси Af, (0, 0) ва М3 (а , ап) нуцталарни тортиб турувчи ватарга

а
параллел булади? Жав. Абциссаси с == _  нуктада. 12. Кандай нуцтада

~v п
у  =  In дг »грн эизнк урннмаси Л/, (1, 0) ва М} (е, 1) нукталарни тортиб ту- 
р> вчи ватарга параллел булади? Жав. Абциссаси с = е — 1 булган нуктада.

Лагранж теоремасидан фойдаланиб, тенгсизликлар исботлансин; 
13. е* >  1 дс 14. In (1 - f  х) < х  (дс >  0). 15. (fr>  а да) bn — ап <  nbn~'(b—a). 
16. arc tg  дс <  дс. 17. [1, 2] кесмада / ( д г ) =  дг*, ? (дс) =  х3 функциялар учун 
Коши формуласи ёзилсин ва с топилсин.

дс — 1 1 1
Куйидаги лимитлар днсоблаисин: 18. Иш — !• Жав.—

х—1* 1 п
J i *  l i r f -  Ж а° - 2- 20- « ■  г ^ т х  2- 21- » “  т

sin дс
Жав. — 2. 22. llm , —• Жав. Лимит мавжуд эмас. (дс -► -f 0 да

ж-.0 у  1 — cos дс
/  2 \ д: — 0 да — *НГ). 23. llm • Жав. -  24. llm °  ~  — ■

Ц. С. Пискунов
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. а . х  — arc sin х  ... 1 ^  .. sin дг — sin а
Жав. In -г- 25. Ilm ----- , 3 ------Жав. — -г- 26. Пш --------------— — •

ь х-о  sin х  0 х -а  х  — а
еУ +  sin у — 1 „  , 6х sin х  — х  1

Жав. cos а. 27. lim |п ( 1+ ^ р -  Жав 2. 28. И и ^  +  х> ' Жав. у

29. lim ^ “ Г 5 ' Ж ав. у -  30. Ilm y j r  (бу ерда л >  0). Ж ав. 0.

l n ( l + j ) , * +1  In
31. lim ' "  ' . Жав. 1.32. I lm — -— , • Ж ав. —1. 33. Ilm -57* Ж ав .а>  0 

х —зо a r c i g j f  -г-.. In у - +00̂

да 0, а  <  0 да оо. 34. Иш К  *~х ■ Жав. 1. 35. lim -утгПТГТ'' Ж ав. 1.jr—t ше -  е л—о inslnjr
In tg 7 jr  In (jc — 1)—x  ... „ г.х

36- ,im in *„  9r  ' Жав. 1.37. l i m -------------------Ж ав 0 .3 8 . I im (l— jc) Ig тг*I - 0 m i g /ДГ * jr - l  *
l g 2x f

Жав. 39. J im  Жав. - у  40- 4® , [ i t  “  I I T -]*

Жан. — 1. 41. lim ( s e c ? — tg  *). Ж ав. 0. 42. Ilm — J ^ l  *

I
1 , _L _L _

Жав. " it• 43. Ilm jrc tg 2 jr . Ж ав. тг- 44. lim хге*' Жав. оо. 45. Птдс ,
г х -0  * х - 0  х—1
1 I,_____  /1 \«в * /  a \J

Жм. — 46. Нш у  /* . Ж ав. I. 47. И т  1 — 1 . Жав. 1. 48. П т 11 - ( - - 1 •

1 т - *
Жав. еа. 49. Ilm (c tg  дг) дг- Ж ав. — * 50. 11т  (совдг) • Ж ав. 1.jr-*0 к х

Л- Т

/s in  <f v»*- 1 /  i t^ \ ,g ?  1
51. Ilm - г Ч  • Ж ав. бТГГ 52. Ilm h g T  • Ж а в .—  53. -

\ Т / X - l \  * J e

— 5x3 +  5дг* +  x  -f  2 купцад x  — 2 даражаси буйича ейилсин. Ж ав.
-  7 (дг -  2) -  (д: -  2)* -+- 3 (дг -  2?  +  (дг -  2)«. 54. дг» +  2дг* -  дг* +  х  +  1 куп- 
\а д  дг +  1 даражаси буйича ёйилсии. Ж ав. (дс +  1)* +  2(дс - f  I )3 — 3 (д: +  I )4 f  
- f  (дс -f  1)». 55. а  =  1, л =  3 да у =  |  дг функция учун Тейлор формуласи

. . х - \  1 (дс — 1)* 1 ( jc — 1>» 3 
езилсин. Ж ав. у  х  =  1 4 - —j—  • у  — — —  * 4" +  ' ^ '.'з '  ' ‘й ~

_  7

-  U  4, -  • } | l l  + Ь ( х -  1)} 2 . 0 <  в <  1. 56. л =  2 д а у  =  / Т + ^

функция учун Маклорен формуласи езилсин. Ж ав. У \ + х  =  1 +  у д е  —

1 х 3
— у  дс* + ----------------} . О ® <С !• 57. Олдинги мисол натижасидан фойда-

1 6 ( 1  +  6х )Т
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ланиб, х  =  0,2 да / Г Т 7  *  1 +  4  * ~  J  ** т»крибий тенглнкнннг хатоси

бацолансин. Жав. jT flp  дан кичик.

х  нинг кичикрок кийматларида куйидаги такрибий тенгликларнинг ке
либ чикиши изоллаисин ва бу тенгликларнинг хатолари бацолансин: 58. In

jc* х* jr3 2xl jc*
-  у - у 2' 59. (gar «  +  ^ • 60. arc sin x  «  x  +  -g-cos x  №

f Jr +  g - JC , X * X *
• I .  arctg  x  ж x  — -у- 82. ---- - J -----»  1 +  - J  . f  63. In (дг +  / 1 +  x*) st

, 5x3
* ■ * — *• +  - 5 -

Тейлор формуласидан фойлаланиб, ифодаларнннг лимитлари ^нсоблан-
. jr — sin jc  . In* (1 +  х)  — sinJ x  

син: 64. llm -------------------- д -  Жав. 1. 65. llm — — -— ------ ; ------ Жав. 0.

2 ( tg  Jf — sin jr) — x 3 1 Г /  1 \1
06. Ilm^— -------  • Жав. -j- 67. Ilin I x - j r *  n П +  — jI-

Жав. 0. 68. U m ^ J i — — Жав. - j -  69. llm — c t g ' j r j  Жив. - j -

t
f

*

II*
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ФУНКЦИЯНИ ТЕКШИРИШ

1- §. Масаланинг цуйилиши

Табиатда буладиган турли *одисаларнинг микдорий томо- 
нини урганиш шу кодисада иштирок этадиган узгарувчи мик
дорлар орасидаги функционал богланишни топиш ва урганишга 
келтирилади. Агар шундай функционал богланишни аналитик 
равишда, яъни бир ёки бир неча формула шаклида ифодалаш 
мумкин булса, биз бу функционал богланишни математик 
анализ воситалари билан текшириш имконига эга буламиз. 
Масалан, снаряднннг бушликда учиш коднсасини текширганда 
учиш узоклиги R нинг кутарилиш бурчаги а билан бошлангич 
t '0 тезлигига боглицлигини к^рсатадиган ушбу формула яосил 
булади:

t’o$in2«

(g — огирлик кучи тезланиши).
Бу формулани *осил килгандан с^нг, а нинг кандай кий- 

матида R узоклик энг катта булишини, кандай кийматида энг 
кичик булишини, а бурчак катталашганда узоклик *ам катта- 
лашуви учун кандай шартлар кераклигн ва шу сннгари маса- 
лаларни аниклаш имконнятнга эга буламиз.

Бошка бир мисол курайлнк. Рессор устидаги (автомобиль, 
танк) юкнннг тебранишини текшириш натижасида юкнинг 
мувозанат *олатдан четланишн (чикишн) у нинг t вактга кандай 
богланишини курсатувчи ушбу формула -чосил килииган:

у =  е ~ kl (A cos u>t -{• В sin ш/).

Бу формулага кирган к. А, В, и> микдорлар берилган теб- 
ранувчн система учун аник кийматларга эга (улар рессорнинг 
эластиклигига, юкнинг микдорига ва коказоларга боглик бу
либ, аммо t вактнинг Утнши билан ^згармайдн), шунга кура 
биз уларни узгармас микдорлар деб караймиз.
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Келтнрилган формулага асосланиб t нинг кандай к&ймат- 
ларида t нинг усиши билан у четланиш ортади, энг катта чет- 
ланишнинг микдорн вактга боглик равншда кандай узгаради, 
t  нинг кийматлари кандай булганда четланиш энг катта булади, 
t нинг кийматлари кандай булганда юк энг катта тезлик билан 
>;аракат килади ва шу каби каю р масалаларнн аницлашимиз 
мумкин.

Айтилган масалаларнинг ^аммаси .функцияни текшириш* 
тушунчасига киради. Равшанки, бу масалаларни (II бобда кил- 
ганимиз каби) функциянинг айрим нукталардаги кийматларини 
^исоблаш йули билан аниклаш жуда кийин. Бу бобнинг мак- 
сади функцияни текширишнинг умумийрок усулларини топиш- 
дир.

2- §. Функциянинг усиши ва камайиши

I бобнинг 6- § да усувчи ва камаювчи функцияларнинг 
таърифи берилган эди. Энди косила тушунчасини функциянинг 
Усиши ва камайишини текширншга татбик киламиз.

Т е о р е м а .  1) Агар [а, Ь\ кесмада хосилага эга булган 
/ ( jc )  функция uiy кесмада усувчи булса, унинг хосиласи [л ,6 | 
несмада манфий булмайди, яьни / '  (jc) >  0 .

2) Агар f ( x )  функция [а, Ь\ кесмада узлуксиз, (а, Ь) ора- 
лицда дифференциалланувчи булса ва а <  jc <  Ь учун / '  (х) > 0  
булса, б у функция [а, Ь\ кесмада усади.

И с б о т .  Аввал теореманинг биринчи кисмини исбот кила
миз. f ( x )  функция [а, b ] кесмада Усади деб фараз киламиз. х  
аргументга Ал: орттирмани берамиз ва

/ ( л г +  А д г ) - /(д г )
Ах ^

нисбатни караймнз.
/ ( jc) усувчи функция, шунга кура

Дл: > 0  булганда f ( x  -f Ajc) > / ( j c )

ва
A x < 0  булганда f ( x  + A x ) < f ( х)

Иккала )(Олда *ам

Ах >  и > (2)

демак,
lim  f ( x  +  A x ) - f ( x )  Q 

а ж - о  А х
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я ъ н и / ' (л) > 0, шуни исботлаш талаб килинган эди> [Агар 
/ ' ( • * ) <  0 булса, Ддс нинг етарли даражада кичик кийматлари
да (1) нисбат манфий булар эди, бу эса (2) муносабатга зид- 
днрЬ

Энди теореманинг иккинчи кисмини исботлаймиз. х  нинг 
|а ,  Ь\ ораликдагн ламма кийматларида / '  (л) >  0 деб фараз 
Киламиз. 4

[а, Ь\ кесмага тегишли иккита ихтнёрий хх ва дс2 (.Vi <  дга) 
Кииматни караймиз.

Лагранжнинг чекли орттирмалар лакидаги теоремасига би- 
ноан ушбу тенгликни ёзишимиз мумкин:

f ( x s) - f { x =  / '  0 ) (дс2 -  дс,\ д с ,< 5 < д с 2.
Шартга кура / ' ( ; ) >  0 демак,/(дс2) —/(дг,) >  О, бу эса/(дс) 

усувчи функция деган сузднр.
Камаювчи (дифференциалланувчи) функция учун .^ам шунга 

ухшаш теоремани айти и мумкин, яъни:

Агар /(дс) функция (я, Ь\ кесмада камайса, шу кесмада 
/ ' ( д с ) < 0 булади. Агар (а,Ь) оралицда / ' ( • * ) <  0 булса |а , Ь\ 
кесмада /(дс) камаяди. (Албатта, бу ерда лам функция [а,Ь\ 
кесманинг лампа нукталарида узлуксиз ва (а, Ь) ораликнинг 
ламма нукталарида дифференциалланувчи деб фараз киламиз].

И з о  л- Исботланган теорема ушбу геометрик фактни ифо- 
далайди. Агар [я, Ь\ кесмада /(дс) функция ^сса, шу кесманинг 
лар бир нуктасида у =  /(дг) эгри чизикка уринма Ох ук билан 

у т к и р бурчакнн лосил килади ёки — айрим нукталарда — го- 
ризонтал булаДн; бу бурчакнинг тангенси манфий б^лмайди: 
Г  (■*) =  <g ? > 0  >98- я раем). Агар [я, Ь\ кесмада f  (х) функция 
камайса, уринма Оде ук билан утмас бурчак лосил киладн (ёки 
айрим нукталарда уринма горизонтал булади); бу бурчакнинг
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тангенсн мусбат булмайди 
(98- б раем). Теореманинг 
иккинчи кисми лам шу каби- 
тасвирланадн. Теорема *о- 
силанинг ишорасига цараб 
фуикцнянинг усиши ёки 
камайишинн аннклашга им- 
кон беради.

М и с о л .  Ушбу функциянинг 
усиш ва камайиш со.\алари аник- 
лансин:

у — дг*.

Е ч и ш. Хосилани топамиз: 
у ' =  4-е*;

х > 0  булганда у ' >  0 булади — функция Усади; дг< 0  булганда у ' < 0  бу- 
ладн — функция камаяди (99- раем).

3- §. функциянинг максимум)! ва минимуми

М а к с и  м у м н и н г  т а ъ р и ф и .  Агар / ( х )  функцнянинг x t 
нуктадаги киймати х, ни уз ичига олган биронта интервалнинг 
хамма нукталаридаги кийматларидан катта булса, / ( х )  функция 
х, нуктада максимум (maximum) га эга булади. Бошкача айт- 
ганда, агар абсолют микдори буйича етарли даражада кичик

булган лар кандай (мусбат ва ман- 
фий) Ах учун / (X i  +  Дх) < /  (х,) 
булса, / ( х )  функция х  =  х, 
нуктада максимумга эга була
ди*).

Масалан, графиги 100- расм
да тасвирланган у = / ( х )  функ
ция х  =  х, нуктада максимумга 
эга.

М и н н м у м н и н г т а ъ р и ф н .  
Агар абсолют микдори буйича 
етарли даражада кичик булган 
лар кандай (мусбат ва манфнй) 
Дх учун

/ ( х ,  + Д х )  > / ( х , )
100- раем.

*) Баъзан бу таъриф бундай ифодаланади: агар дг, нуктанинг шундай 
(», ji) атрофнни ( i  < * ! < ? )  топиш мамкин булсаки, шу атрофнинг .г, дан 
бошка *амма иукталари учун / ( д г ) < / ( * , )  тенгсизлик бажарилса, / ( х )  
функция дг, нуктада максимумга зга дейилади.
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булса, / ( л )  функция х  =  х2 нуктада минимум (minimum) га 
эга булади ( 100- раем).

Масалан, утган параграф охирида каралган у =  х* функция 
(99- раемга караленн) х  =* 0 нуктада минимумга эга, чункн 
х — 0 булганда у =  0 ва х  нинг бошка кийматларида у >  0 .

Максимум ва минимум таърифлари муносабати билан куйн- 
даги холларга эътибор килиш лозим.

1. Кесмада аникланган функция х  нинг факат каралаётган 
кесманинг ичидаги кийматларида максимал ва минимал киймат-

ларга етиши мумкин.
2. Функциянинг максимуми ва 

минимумини каралаётган кесмада 
унинг энг катта ва энг кичик 
кийматлари деб караш хато була
ди. Функциянинг максимум нук
тадаги киймати шу максимум 
нуктага е т а р л и  д а р а ж а д а  
я к и н  турган хамма нукталарда- 
ги кийматларига нисбатангика 
энг катта буладн, минимум нук
тадаги киймати эса шу минимум 

101- раем. нуктага е т а р л и  д а р а ж а д а
я к и н турган нукталардаги кий

матларига нисбатангина энг кичик булади.
101 - расмда \а,Ь\ кесмада аникланган функция тасвирлан- 

ган, бу функция
х  «= х, ва х  =  х, нукталарда максимумга эга; 
х  =  х 2 ва х  ■= xt нукталарда минимумга эга, лекин функ

циянинг х  = x t даги минимуми л  =  х , даги максимумидан 
катта. Функциянинг х  =  Ь даги киймати каралаётган кесмадаги 
максимумларнинг >;ар биридан каттадир.

Функциянинг максимум ва минимумлари функциянинг экс- 
тремумлари*) ёки экстремаль цийматлари деб аталади.

Функциянинг экстремаль кийматлари ва уларнинг [а, Ь] кес
мада жойланиши аргументнинг узгариши билан богланишда 
функциянинг узгаришини маълум даражада характерлайди. 

Куйида экстремаль кийматларнн топиш методи курсатиладн. 
1 - т е о р е м а  ( э к с т р е м у м  м а в ж у д л и г н н и н г  за-  

р у р  ша р т и ) .  Агар дифференциалланувчи у =  /(■*) функция 
х  =  Jfj нуктада максимумга ёки минимумга эга булса, унинг 
хосиласи шу нуктада нолга айланади, яьни J' (дг,) =  0 бу
лади.

•) Extrem um  — четки деган суэ (латинча).
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И с б о т .  Аниклик учун дс = хх нуктада функция максимум- 
га эга деб фараз киламиз. Бу *олда х х га абсолют киймат 
жи^атидан етарли даражада кичик Ддс ( Д х  =^0) орттирма бернб, 
ушбу тенгсизликни ёзиш мумкин:

f ( x x +  Д-t) < / ( * 1),
яъни

/ ( л ,  +  Ддс) -  /  (дс ,) <  0 .

.Пекин бундай ^олда
/ ( д г ,  4- Д-r)— /(дг,)

Д*

нисбатнннг ишорасн Ддг нинг ишораси билан белгиланади, яъни: 

Ах <  0 булганда ’ (Г| +  >  О,

Ддс >  0 булганда +  Д-*)—/(*i) ^  q

Хосиланинг таърифига мувофик:
1 ' 1 х Л =  и т  /(дг, +  Д д ) - / ( д г ,)
'  '  1'  АдГ-* 0  Ддг

Агар * f  (jc) функция х  — х х нуктада ^осилага эга булса, унг 
томондаги лимит Дд: нинг кандай (мусбат ёки манфнПлигнча 
колган *олда) нолга интилишига боглик булмайди.

Аммо Дд: манфийлигича колган *олда нолга интилса, у *олда
/ ' ( * > ) >  о.

Агар Ах мусбатлигича колган *олда нолга интилса, у *олда
Г  ( -* ,)<  о.

f  (дс,) нинг киймати Ддс нинг кандай колда нолга интнли- 
шига боглик булмаган аннк сон булгани учун сунгги икки 
тенгсизлик факат

/ ' ( а , ) -  0
булгандагина биргаликда булади.

Функциянинг минимуми булган *ол учун *ам теорема шу 
равишда исботланади.

Исботланган теоремага ушбу равшан к^риниб турган гео
метрик факт мос келади: агар /(дс) функция максимум ва 
минимум нукталарда *осилага эга булса, у =  / ( д с )  эгри ч’изнк* 
нинг шу нукталарида утказнлган уринма Ох укига параллел 
булади. Хакикатан, f ' { x x)* * \g  <р =  0 тенгликдан, бу ерда 
<f — уринма билан Ох уки орасидаги бурчак, <р =  0 эканлнги 
келиб чикади ( 100- раем).
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1- теоремадан бевосита ушбу натижа чикади: агар аргу
мент х jiUHZ царалаётган хамма цийматларида f ( x )  функ
ция хосилага эга булса, у холда функция х  нинг фацат 
хосилани нолга айлантирадиган цийматларидагина экстре- 
мумга (максимум ёки минимумга) эга булади. Буига тескари 
хулоса тугри эмас: хосилани нолга айлантирадиган х<*Р 
кандай цийматда албатта максимум ёки минимум мавжуд 
бу гавермайди. Масалан, 100- расмда тасвирланган функциянинг 
лосиласи х  = х3 нуктада нолга айланади (уринма горизонтал), 

лекин бу нуктада функция на максимумга 
ва на минимумга эга эмас. Худди шунинг- 
дек. у = х г функциянинг ^осиласи ( 102- 
расм) х  =  0 нуктада нолга тенг:

( / ) , =  о =  (3^2)J = 0 =  ° .

аммо бу нуктада функция на максимумга 
ва на минимумга эга эмас. Хакикатан, х

нукта О нуктага *ар канча якин булса ^ам *амма вакт х < 0  
булганда л* <  0 ва х  >  0 булганда х* >  0 булади.

Биз бнронта кесманннг .цамма нукталарида функция *осн- 
лага эга булган *олни текширдик. Хосила мавжуд булмаган 
нукталарда а.^вол кандай булади? Бундай нукталарда ё макси
мум ёки минимум булиши, аммо на униси ва на буниси бул- 
маслиги мумкинлигини мнсолларда кУрсатамиз.

1 - м и с о л. у  =  | х  | функция х  =  0 нуктада цосилага эга эмас (бу нук
тада эгри чизик уринмага" эга эмас), аммо берилган функция шу нуктада 
минимумга эга, чунки х  = 0 булганда у  =  0 ва нолдан бошка *ар кандай х  
нукта учун эса у > 0  (103- раем).

— —
2 - м и  с о л .  у =  (1 — ж 3 ) 2 функция х  =  0 нуктада доенлага эга эмас,

1 J- -  i
чунки у ' =  — (1 — X я ) Jx  3 цосила х  =» 0 нуктада чексизликка айла
нади. аммо функция бу нуктада максимумга э г а : / |0 | =  1, х  ноль булмаган 
нуктада /  (jt) <  1 булади (104- раем).
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3 -  м и с о л .  у =  | / ж  функция х  =  0 нуцтада хосилага sra эмас (дг О 
да у ' -*• оо ). Бу нуктада функция максимумга *ам, минимумга хам эга эмас: 
/ ( 0) =  0; дг <  0 булганда / ( д г ) < 0; дг> 0  бУлганда /(дг) >  0 булади 
(105- раем).

Шундай килиб, функция факат икки холда: хосила мавжуд 
Я ва нолга тенг булган нукталарда ёки косила мавжуд булмаган 

)  нукталарда экстремумга эга булиши м у м к и н .

Агар бнронта нуктада хосила мавжуд б^лмаса (аммо якин 
нукталарда мавжуд булса), шу нуктада хосила у з и л и ш  и ни 
к$фамиз.

Аргументнинг хосила нолга айланадиган ёки узиладиган 
кийматлари критик нуцталар ёки критик циЬматлар дейи
лади. / ----------------

Юкорида айтилганлардан хар кандай критик кийматда функ
ция максимумга ёки минимумга эга булавермаслиги келиб чи- 
кади. Лекин, агар функция биронта нуктада максимумга ёки 
минимумга эришеа, у нукта шуб^асиз критик нукта булади. 
Шунга кура функциянинг экстремумларини топиш учун бундай 
килинади: хамма критик нукталар топилади, с^нгра хар бир 
критик нуктани айрим текшириб, у нуктада функциянинг мак- 
симуми ёки минимуми булиши ёки на максимум» ва на мини
муми булмаслиги аникланади.

Функцияни критик нукталарда текширнш ушбу теоремага 
асосланади.

2 - т е о р е м а  ( э к с т р е м у м  м а в ж у д л и г и н и н г  е т а р 
л и  ш а р т л а р  и), /(дс) функция критик нуцта дс, ни уз ичига 
олган биронта йнтервалда узлуксиз ва шу интервалнинг 
Хамма (балки дг, нуцтанинг узидан бошца) нуцталарида 
д фференциалланувчи булсин. Агар шу нуктанинг чап то- 
монидан унг томонига утишда хосила нинг ишораси плюсдан 
минусга узгарса, функция дс =  дс, нуцтада максимумга эга 
булади. Агар чапдан л , нуцта орцали унгга утишда хоси-
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ланинг uiuopacu минусдан плюсга узгарса, функция шу нуц- 
тада минимума эга булади.

Шундай килиб,
( х  <  х х булганда / '  (х) >  О,

“гаР а Ч , > * ,  '  .  / ' ( * ) < О
булса, функцня хх нуктада максимумга эга;

( х < х х булганда f  (х) <. О,
агаР б) I х ~> х  ̂ булганда / ' ( • * ) >  О

булса, функция нуктада минимумга эга булади. Бунда шу- 
ни назарда тутиш лознмки, а) ва б) шартлар х  нинг хх га етар- 
ли даражада якин булган *амма кийматларида, яъни х х критик 
нуктанинг етарли даражада кичик атрофининг ламма нуктала
рида бажарилиши керак.

И с б о т  Аввало ^осиланинг ишораси плюсдан минусга уз- 
гаради, яъни х  нинг х г нуктага етарли даражада якин булган 
^амма кийматлари учун ушбу:

х  <  л:, булганда / '  (*) >  О,
х > х г „ / ' ( • * ) <  О

тенгсизликларга эгамиз деб фараз киламиз.
f ( x )  — f ( x t) айирмага Лагранж теоремасини кулланиб, ушбу

тенгликни косил киламиз:
f ( x ) - f  (Хх) =  / '  (5) (а  -  * ,) ,

Су ерда « дс ва л , орасидаги нукта.
1) х  <  x t булсин; у к о л д а

* < * » .  / , ( 5 ) > 0 ,  f ' ( D ( x - x х ) <0
ва демак,

f ( * ) - f ( X i ) <  О,
ёки

f ( * ) < f ( X l ) .  (I)
2) х  >  Хх булсин, у  колда

/ ' ( £ )  < 0 ,  f ' ( S ) ( x - X x )  < 0

ва, демак,
f ( x ) - / ( x  i ) < 0 ,

ёки
f ( x )  < f ( X x ) .  • (2)

(1) ва (2) тенгсизликлар х  нинг л-, га етарли даражада якин 
камма кийматларида f (х) функциянинг кийматлари х, нукта-
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даги кийматндан кичик эканини курсатади. Двмак, дс, нуктада 
f ( x )  функция максимумга эгадир.

Теореманннг минимум учун етарли шарт лакидаги иккинчи 
Кисми *ам шу равишда исбот килинади.

106- раем 2 - теореманннг маъносини к^ргазмали тасвирлайдн.
дс =  д:, нуктада f ' ( x t) =  0 ва х  нинг дг, нуктага етарли да- 

ражада якин *амма кийматлари учун ушбу тенгсизлнклар
х  <  дг, булганда f  (дс) >  0 ,
х  >  х , я / ' ( • * ) <  0

бажарилади деб фараз килайлик.
Бу *олда х  <  дс, булганда эгри чизикка уринма Ох Ук билан 

^ткир бурчак *осил килади — функция ^сади; х  >  дс, булганда 
эса, уринма Ох ук билан утмас 
бурчак *осил цилади — функция 
камаяди; х  =» дс, булганда функ
ция усишдан камайишга утади, 
яъни максимумга эга булади.

Агар дс8 нуктада / '  (х2) =  0 ва 
х  нинг дс2 нуктага етарли дара- 
жада якин булган *амма киймат
лари учун ушбу тенгсизлнклар

х  < х 2 булганда / '  (х) <  О,
х  >  х 2 булганда f  (дг) >  О

бажарилса, бу *олда х < х 2 булганда эгри чизикка уринма Ох 
УК билан утмас бурчак лосил килади — функция камаяди; 
х  >  х г булганда sea эгри чизикка уринма Ох Ук билан уткир 
бурчак *осил килади — функция усади, х  =  х2 булганда функ
ция камайишдан усишга Утади, яъни минимумга эга булади.

Агар x t нуктада f  (дс,) — 0 ва х  нинг дс, га етарли даража- 
да якин *амма кийматлари учун ушбу тенгсизлнклар.

х  <  хг булганда / '  (х) >  О,
х > х 3 я f ' ( x ) >  О

бажарилса, бу *олда х  <  дс, булганда *ам, дс >  х ,  булганда 
*ам функция усади. Демак, х  =* дс, булганДа функция макси
мумга лам, минимумга лам эга б^лмайди. Худди шундай *ол 
у =* х 3 функция учун дс= 0  нуктада руй беради.

Хакикатан косила у' =* Здс*, демак,

( У ') ,< 0 > 0,
( У 'К > 0 > 0 ,
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бу эса х  =  0 булганда функция на максимумга ва на мини
мумга эга эмас деган суздир (юкоридаги 102- расмга карал- 
син).

4- §. Дифференциалланувчи функцияни биринчи 
косила ёрдами билан максимум ва минимумга 
текшириш схемаси

Утган параграфда айтилганларга асосан дифференциалла
нувчи у =  / (х) функцияни максимум ва минимумга текшириш 
коидасини куйидагича нфодалаш мумкин:

1. Функциянинг биринчи хосиласини, яъни / '  (х) ни топамиз.
2. Аргумент х  нинг критик кийматларини топамиз; бунинг 

учун:
а) биринчи хоснлани нолга тенглаймиз ва хосил булган 

/ ' (х) =  0 тенгламанинг х&кикий илдизларнни топамиз;
б) х  нинг / ( х )  хоснла узилишга дучор буладиган киймат - 

ларини топамиз.
3. Хосиланинг критик нуктадан чапдагн ва унгдаги ишора- 

сини текширамиз. Иккита критик нукта оралигидаги ннтервалда 
хосиланинг ишораси узгармайдн, шунга кура, масалан, х , кри
тик нуктанинг (106- раем) чап ва унг томонида хосила ишо- 
расинй текшириш учун хосиланинг и ва р нукталардаги ншо- 
расини аниклаш кифоя (х, <  а <  х2, х г <  р <  х ,, бу ерда х, ва 
x s энг якии критик нукталар).

4. Аргументнинг хар бир критик киймати учун / ( х )  функ
циянинг кийматини хисоблаймнз.

Шундай килиб, мумкин булган холлариннг куйидаги схе
матик тасвирини хосил киламиз:

Критик нуцт* дг, п н  утишда / '( х )  
Хосиланинг ишораси: Критик иуцтанинг характери

X  <  дг, 1 д г =  дг, j r >  дг,

+
Г  (дг,) =  о

ёки узилувчи — Максимум нуктаси

—
/  (дг,) =  0

ёки узилувчи + Минимум нуктаси

+
/ '  (•*■») =  0  

ёки узилувчи +
Максимум цам, минимум

\ам йук (функция усади)

—
/ '  Ш  =  0  

ёки узилувчи —
Максимум \ам , минимум лам 
й5к (функция камаяди)

Г
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1 - М и С О Л. Ушбу

У =  *  _  2х* +  Здг +  1 
<5

функция максимум ва минимумга текширилсин.
Е ч  и ш 1) Биринчи *осилани топамиз: (

у ' =  х 1 — \ х  +  3.

2) дс1 — 4дг-f  3 = 0 носиланинг ^ациций илдизларини топамиз.
Демак,

* 1  =  1. дг, =  3.

Хосила *амма нукталарда узлуксиз. Демак, бошка критик нукталар йук.
3) Критик кийматларни текширэмнз ва текшириш натижаларини 107- 

расмда курсатамиз.
Биринчи критик нукта дг, =  1 ни текши- 

рамиз. у ' =  (дг — 1)(дс — 3), шунга кура

дг <  1 булганда у ' =  (—)•(—) >  0; 
дг >  1 булганда у =  ( + ) • ( —) < 0.

Демак, дг, =* 1 кийматдан (чапдан унгга) 
тишда носиланинг ишораси плюсдан минусга 
згарадн Демак, х  — 1 нуктада функция мак- 
имумга зга, унинг киймати

7
<У >,„ 1 =  -3 •

Энди иккинчи крйтик нукта дга =  3 ни 
текширамиз:

д с < 3  булганда у ' =  ( + ) . ( —) < 0 ;
х  >  3 булганда у ' =  ( + ) • ( + )  >  0.

Демак, х } = 3 нуктадан утишда лоснла- 
нннг ишораси минусдан плюсга узгаради.
Шунга кура х3 =  3 нуктада функция мини-| 
мумга зга, унинг киймати

У , - j = l .  107- раем.

Утказилган текширишга асосан функциянинг графигнни чизамиз (107- 
расм).

2 -  м и с о л .  Ушбу функция

у =  (дг — 1) ^ Р

максимум ва минимумга текширилсин.
Е ч и ш. 1) Биринчи носи лани топамиз:
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4у

з / 'у = (х -у ^ х г /

0 ~  :  у .

2) Аргументнинг критик кийматларини топамиз: а) цосила нолга айла- 
надиган нукталарни топамиз:

, Ь х - Ч  2V =  ---я—~  = 0, ДГ. =г -г {7 з y i  5
б) досилднинг узилиш (бизнннг мисолимизда чексизликка айланадиган) 

нуктасини топамиз. Пундай нукта
дг, =  0

нуктадир. (дс, == 0 нуктада функ
циянинг узи аникланган ва узлук- 
сиз эканини кайд килиб утамиз.) 

Бошка критик нукталар йук.
3) Топилган критик нуктала^

характерини текширами*. Xt =  ■g" 
нуктани текширамиз. Бунда

(У) , < 0. ( / )  » > 0  
*<Т  r t f

эканлнгини эътиборга олиб, функ

ция х  =  нуктада минимумга
эга деган хулосага келамиз. Ми
нимум нуктада функциянинг кий- 

г мати:
108- раем.

(у)* “  т  "  ( т  ” ')  V к  =  ”  Т  V~& ‘
Иккинчн критик нукта х  =  0 ни текширамиз:

(У)х < о > °> ( / ) ж > о < 0

эканини куриб, х  =  0 нуктада функция максимумга эга деган хулосага ке
ламиз. Бу максимум нуктада функциянинг киймати

СУ)дГ ж 0 =  0

булади. Текширнлаётган функциянинг графиги 108- раемда тасвирланган.

5- §. Функцияни максимум ва минимумга 
иккинчн ^осила ёрдамида текшириш

у =  /(■*) функциянинг хосиласи л-=  дг, нуктада нолга ай- 
ланади, яъни f ( x t) = 0 деб фараз киламиз. Бундан ташкарн, 
иккннчи косила /"(•*) мавжуд ва дг, нуктанннг бирор атрофида 
узлуксиз булсин. У ^олда ушбу теорема тугри булади.

Т е о р е м а .  / '  (дг,) =  0 булсин; у вещтда f"  (л-,) <  0 булса, 
функция х  — дг, нуцтада максимумга эга, / "  (дг,) >  0 булса, 
функция х  =  дг, нуктада минимумга эга булади.
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И с б о т .  Аввал теореманинг биринчи кисмини исботлаймнз.
/ ' ( * 0  =  0 ва / " ( * i ) < 0

булсин.
Шартга кура х  =  хх нуктанинг бирор атрофид< / " ( х )  узлук

сиз булгани учун, х = х х нуцтани уз ичига олган- бирор кичик 
кесма топиш мумкинки, унинг хамма нукталарида иккинчи 
хосила / ' (х) манфий булади.

/ "  (х) га биринчи хосиладан биринчи хосила / "  (л) =  ( / ' ( х ) ) '  
деб караш мумкин. Шунга кура (/ ' ( х ))' <  0 шартида х  =  л, 
нуктани уз ичига олган кесмада / '  (х) нинг камайиши маълум 
булади (V боб 2- §). Аммо f ( x i ) = 0 ,  демак, шу кесмада 
х  <  Хх булганда / '  (х) >  0 булади, х  >  х х булганда эса / ' ( • * ) < О 
булади, яъни / '  (х) хосиланинг ишораси х  = х , нуктадан утиш
да плюсдан минусга узгаради; бу эса х, нуктада / ( х )  функция 
максимумга эга деган суздир. Шу билан теореманинг биринчи 
кисми исботланди.

Теореманинг иккиичи кисми хам шу тарнка исботланади, 
яъни: агар / "  (х) >  0 булса, х  = х х нуктани уз ичига олган 
биронта кесманинг хамма нукталарида / "  (х) >  0 булади, лекин 
у холда шу кесмада f  (х) =  ( / ' ( х ) ) '  >  0 ва, демак, / ' ( х )  усади, 
/ ' ( х i) =  0 булгани учун х х нуктадан утишда / ' ( х )  хосиланинг 
ишораси минусдан плюсга узгаради, яъни х  =  x t н у кт ад а /(х )  
функция минимумга эга булади.

Агар критик нуктада / "  U'i) =  0 булса, х  =  х, нуктада ё 
максимум, ёки мйнимум булиши, ёки на максимум ва на мини
мум булмаслиги мумкин. Бу холда текширишни биринчи усул 
билан олиб бориш керак (V боб 4- § га каралсин).

Функцияни иккинчи хосила ёрдамида экстремумга текши
риш схемасини ушбу жадвалда тасвирлаш мумкин:

/'(дг.) Критик нуктанинг 
характери

0 ттт Максимум нуктаси
0 4- Минимум пуцтаси
0 0 Номаълум

1 - м и с о л .  Ушбу

у — 2 sin  х  4* cos 2х

функциянинг максимум ва минумуми бор-й^клиги текшмрнлснн.
Е ч и ш. Берилган функция даври 2л булган даврнн функция булгани 

учун текширишни (0, 2к) кесмада утказиш кифоя,

12 Н. С. I I h c k j u o o
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1) Биринчи носилани топамиз:
у'  =■ 2 cos ж — 2 sin 2х = 2 (cos х  — 2 sin х  cos х)  =

=  2 cos ж (1 — 2 sin ж).
2) Аргументнинг критик кийматларини топамиз:

2 cos ж (1 — 2 sin ж) =  О,
я я 5* Зч

Х \  =  ~g~I * а  =  ~ 2 "  » J f j  =  -g  . ■’’I  =  у •

3) Иккин ж носилани топамиз:
у" =  — 2 sin ж — 4 cos 2ж.

4) Хар бир критик иуктанинг характерини текширамиз:

(у") « =  - 2 - 4 ------4 - 4 -  =  — 3 < 0 .
S i

И
Д е м ак , ж, =  -g- — максимум нукта; бу нуктада функциянинг киймати;

п 1 1 3<»,_ * “ 2 - т  + т  = т-
Су игра

(У*) ,  =  -  2- 1 +4- 1 = 2 > 0 .
Т

х
Демак, х г — нуктада минимумга эгамиз:

(У) ,  « = 2 1 -  1 = 1 ,
2

5*
ж3 =  у  нуктани текширамиз:

(у") 5« =  — 2 - у -  — 4- у  =  — 3 < 0 .
6

5*
Демак, ж3 =  -g нуктада функция максимумга »га:

о 1 1 3
(у )ж.= £  =  2- т  +  т  =  т -

Ни*оят,

(Г * ) , а» =  — 2 (— 1) — 4 (— 1) =  6 > 0 .
2

3*
Демак, ж4 — —  нуктада функция минимумга sra :

(у) э» =  2 (— 1) — 1 =  — 3.
2

Текширнлган функциянинг графиги 109- расмда тасвирланган.
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Биронта х  = хх нуктада f ' ( x  1) =  0 ва /"( .* ,)  =  О булса, бу 
нуктада f ( x )  функция ё максимумга, ё минимумга эга булиши, 
ё булмаса на максимумга ва на минимумга эга булмаслнгинн 
куйидаги мисолларда курсатамиз.

2 - и и с о л. Ушбу
у  =  1 — дг*

функция максимум ва минимумга текширилсин.
Е ч и ш .  1) Критик нукталарни топамиз:

у' - -  4*з, — 4дг3 =  0, х -  0.
2) Иккинчи цосиланинг дг =  0 нуктадаги ишорасини аниклайкиз:

У" — — 12 •**, < у ' ) , _  0 = 0.

Демак, бу мисолда иккинчи лосила ншораси Ярдами билан критик нуктанинг 
характерини аниклаб булмайди.

3) Критик нукта характерини биринчи усулда текширамиз (V боб 4- § га 
каралсин):

< / ) , < о > 0. ( / ) , > о < 0- 

Демак, дг =  0 нуктада функция максимумга эга, унинг киймати;

(>)х=о =  1-
Текширилган функциянинг графиги 110- расмда тасвирланган.
3- м и с о я. Ушбу

у  =  х*
функция максимум ва минимумга текширилсин.

Е ч и ш .  Иккинчи усул билан текширамиз:

1) у'  =  6лг\ у'  =  блг» =  0, *  =. 0; 2) у" =  30л‘, ( у ') л _  „ =  0.

12 *
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Цемак, иккинчи усул жавэб бермайди. Биринчи усуд билан текширамиэ:

(у')х < о < ° >  < / ) , > 0> ° -  

Демак, дг =  0 булганда функция минимумга sra  (111- раем).

4 - м и с о л .  Ушбу
у - ( д г - 1р

функция максимум ва минимумга текшнрилеин.
Е ч и ш. Иккинчи усул:

у '  =  3 ( jc —  1 ) 2> 3(дг —  1 ) * - 0 ,  х - 1 |  « Г

У' =  6(дг — 1). (у')ж_ 1- 0;

шундай килиб, иккинчи усул жавоб бермайди. 
Биринчи усул бплаи топамиз:

0 0 , < i > 0. ( Я ,  > 1 >  О-
Демак, дс =  1 нуктада функция на максимум

га ва на минимумга эга эмас ( 112- раем).
112- раем.

6- §. Функциянинг кесмадаги энг катта 
ва энг кичик кийматлари

У—/ ( х ) функция [a, bJ кесманинг *амма нукталарида уз
луксиз деб фараз килайлик. Бу *олда Шу кесмада функция 
энг катта кийматга эга булади (И боб 10- § га каранг). f ( x )  
функциянинг берилган кесмадаги критик нукталарининг сони 
чекли деб фараз киламиз. Агар энг катта киймат [a, b] кесма 
нчида булса, у киймат (агар бир неча максимум булса) мак- 
симумлардан биттаси, яъни энг катта максимум булади. Лекин
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энг катта киймат кесма четларинннг бирида булиши лам мум
кин.

Шундай килиб, функция [а, Ь\ кесмада узининг энг катта 
кийматнга кесманинг ё бош нуктасида, ё охирги нуктасида, ё 
булмаса функция учун максимум булган ички нуктасида етишн 
мумкин.

Функциянинг энг кичик киймати лацида лам шундай дейиш 
мумкин: функция узининг энг кичик кийматнга кесманинг ё 
бошида, ё охирида, ё булмаса функция учун минимум нукта 
булган ички нуктада етиши мумкин.

Айтилганлардан ушбу к°ида келиб чикади: агар [а, Ь\ ксс- 
м.?да узлуксиз функциянинг шу кесмада энг катта кийматини 
топиш талаб этилса, ушбу. амалларни бажариш керак:

1) Функциянинг кесмадаги ламма максимум ва минимумла- 
ри топилади;

2) кесманинг бош ва охирги нукталарида функциянинг кий
матлари аникланади, яъни / ( а )  ва f (Ь) лисобланади;

3) Функциянинг юкорида топилган ламма кийматлари ора- 
сидан энг каттасн танлаб олинади; ана шу кийматфункциянинг 
бериЛган кесмадаги энг катта киймати булади.

Функциянинг берилган кесмадаги энг кичик кийматини то- 
пишда лам шундай ишлар бажарилади.

М и  с о л .  Ушбу у — х* — Здг +  3 функциянинг [— 3; y j  кесмада энг 
катта ва энг кичик клйматлари аниклансин.

Е ч и ш. 1) Функциянинг [ — 3; y j  кесмадаги максимум ва минимумла- 
рини топамиз;

у'  =  З.г1 — 3, Зх2 — 3 =  0, ж, =  1, * i  =  — 1, 
у" =  бдг, у лолда (у*) =  6 >  0.

Демак, х  =  1 нукта минимум нукта экан;

(У)х-1 =  1 

Иккинчи критик нуктани текширамиз:

(У').с = - 1= - 6< 0.

Демак, х  — — 1 нукта максимум нукта экан:

O' ) , , - 1 =  5.

2) Кесманинг бош ва охирги нукталарида функциянинг кийматини аниц- 
лаймиз; %
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[ - * т ] кесмалагн энг каттаШундай килиб, текшнрилаётган функциянинг 
Киймати

ОО,- - 1  =  5,
энг кичик киймати эса

(У)х 15‘
Текшнрилган функциянинг графиги И З- расмда тасвирлаиган.

7- §. Функциялар максимуми ва минимуми 
назариясининг масалалар ечишга татбици

Максимум ва минимум назарияси ёрдами билан геометрия, 
механика ва хоказоларга Д0Ир купгнна масалалар ечилади. 
Шундай масалалардан баъзнларини курамиз.

1 - м а с а л а. Горизонтга <f бурчак билан княла- 
тиб кУйилган т}-пдан г„ бошлангич тезлик билан 
отилган Юкнинг бушлнкдз учиш узоклиги R — ОА 

у = x j-J x ~J  (114- раем)
_  vg sin 2? 

g
формула билан аиикланади (g — огирлик кучинннг 
тезланиши). Берилган tv  бошлангич тезликда Укнинг 
учиш узоклиги R  энг катта булиши учун <р бурчак 
кандай булиши аниклансин.

Е ч и ш . / ?  микдор узгарувчи <р бурчакнинг функ-
X

цияси. Шу функцияни 0 <  tp <  у  кесмада макси
мумга текширамиз < ^

dR 2v\  cos 2<f 2r£  cos 2f
W  g ’ g

критик к"ймат

d*R * Pq 5<n 2 y

g  ' У d p ) ,

=  0,

g < 0.</<f*

Демак, <p =  -Ц- к»йматда R  функция 

(/?) « i  
f  4 g

максимумга эга,

R функция [o; y j  кесманинг учларнда ушбу 
Кнйматларга эга булади:
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Шундай килиб, топилган максимум R  функциянинг энг катта киймати-
дир.

2 - м а с а л а. Берилган v  хаж кдаги цилиндрнинг тул» сирти 5  энг кичик 
булиши учун цилиндрнинг улчовлари кандай булиши керак?

Е ч и ш. Цилиндр асосининг радиусини г  билан, цилиндрнинг баландли- 
гини А билан белгилаб, тула сирти учун ушбу ифодага зга буламиз:

5 =  2 V* +  2 wA.

Цилиндрнинг нажми v  маълум, шунинг учун г  берилгаида А нинг мик
дори ушбу

v  =  it г*А 

формула билан аниклаиадн, бундан

А = кг*

А нинг бу ифодасини 5  нинг форму- 
ласига куямиз;

5  =  2кг* +  2к г  ^ г ,

еки

5 =  2 ( - + * ) •
Бу ерда V — маълум сон. Шундай килиб, 5  ни факат биргина эркли уз

гарувчи г  нинг функцияси каби ифодаладнк.
Бу функциянинг 0 < г < о о  ораликдаги энг кичик кийматини топамиз:.

dS „ ( с v \ Т г= 2\2*т -р) ,

v * f v
2кг -  р  =  0. г , =  у  ^  ,

Демак, г  =  Г| нуктада S  функция минимумга эга. Айни вактда lim S —oо,
г-» 0

lim S  =  оо, яъни г  нолга ёки чексизликка интилганда S  чексиз катталаша- 
t -+-»
ди. Демак, г — г , нуктада S  функция э н г  к и ч и к  « и й м а т г а  эга булади. 

® f  v
Лекин г  =  у  j ;  булса, у *олда

Н =  £  = 2 V Т ^ 2г-

Шуидай цнлиб, маълум f  *ажмдаги цилиндрнинг тула сирти 5  энг кичик 
булиши учун, цилиндрнинг баландлиги диаметрига тенг булиши керак.
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8-  §. Тейлор формуласи ёрдами билан 
функцияни максимум ва минимумга текшириш

Агар биронта х  = а нуктада / '  (о) =  0 ва / "  (а) =  0 булса, 
уша нуктада ё максимум, ё минимум булиши, ёки униси ^ам, 
буниси лам булмаслиги мумкинлиги V бобнинг 5 - § д а  кУрил- 
ган эди. Бу лолда масалани ечиш учун текширишни биринчи 
усулда олиб бориш, яъни х  =  а нуктадан чапда ва Унгда бн- 
ринчи лосиланннг ишорасинн текшириш йулн билан олиб бо
риш кераклиги курсатилган эди.

Энди бу лолда текширишни IV бобнинг 6- § да чикарилган 
Тейлор формуласи ёрдами билан утказиш мумкинлигини кур- 
сатамиз.

Умумийлик учун / ( х )  функциянинг фацат f " ( x)  гина эмас, 
балки я-тартибгача (я-тартибни лам кУшиб) ламма лоси- 
лалари х  — а нуктада нолга айланади деб фараз киламиз:

/ ' ( а ) = / " ( я )  =  ... =  / « ( а ) = 0 ,  '(1)
лекин

• / (я + (а) Ф 0.
Сунгра f ( x )  функция х  = а нукта артофнда (я +  1)-тартиб- 

гача [ ( я - j- l) -  тартибни лам кУшиб] узлуксиз лосилаларга эга 
деб фараз киламиз.

/ (х) функция учун ( 1) тенгликни эътиборга олган лолда 
Тейлор формуласинн ёзамиз:

/ ( ■ * ) = / ( « )  +  ‘- ^ п г  / (л+,) <*> • <2>
бу ерда I а билан х  орасидаги сон.

/ ,я+1) ( jc)  функция а нукта атрофида узлуксиз ва / {п+,)(а)Ф0 
булгани учун шундай кичик мусбат А сон топиш мумкинки, 
х  нинг | л  — я | <  А тенгсизликни каноатлантирадиган лар кан- 
дай киймати учун / <я+|) ( jc )  ф 0 булади. Бунда, а г а р / (я+1) ( а ) > 0  
булса, (а  — А / а +  А) интервалнинг ламма нукталарида 
/ (я+1) ( jc)  >  0 булади; агар / <я+1) (а) <  0 булса, шу интервал- 
нннг ламма нукталарида / (л+|) ( jc)  <  0 булади.

(2) формулани ушбу шаклда ёзамиз:

/ ( - * ) - / ( • )  /<Я+,)(Е) [2'] 
ва тур^и хусусий лолларни караб чнкамнз.

Б и р и н ч и  л о л .  я  — ток сон.
а) / (',+1) (я) <  Обулсин.Бу лолда ламма нукталарида ( я + 1)- 

лоснла манфий буладиган (а  — А, а -}- А) интервал топилади.
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Агар х  шу интервалнинг нуктаси булса, I хам а — А билан 
а - f  А орасида булади ва, д е м а к , / <"+l,(5) <  0 булади. п -f  1 
жуфт сон, шунга кура, х ф а  да (х  — а ) " +1 >  0, шунинг учун 
( 2') формуланинг унг томони манфий булади.

Демак, х ф а  да (а — Л, а  +  А) интервалнинг хамма нукта- 
.ларида

f ( x ) - f ( a ) <  О,

бу эса х  =  а нуктада функция максимумга эга демакдир.
б) / (я+1> (а) >  0 булсин. Бу холда А нинг етарлича кичик 

кийматида (a — A, a -f  А) интервалнинг хамма х  нукталарида 
/ ,,,+1) (5) > 0 .  Демак, (2') формуланинг унг томони мусбат бу
лади, яъни х ф а  да уша интервалнинг хамма нукталарида

f ( x ) - f ( a ) >  0

булади, бу эса х  =  а нуктада функция минимумга эга деган 
с^здир.

И к к и н ч и  х о л .  я  — жуфт сон.
Бу холда л + 1  ток сон ва (х — a)n+l микдор х  <  а ва 

х  >  а булишига караб хар хил ишорага эга булади.
Агар А абсолют микдор жихатдан етарли даражада кичик 

булса, (а — A, a -j- А) интервалнинг хамма нукталарида ( л -f  1) 
хосиланинг ишораси унинг х  — а нуктадаги ишо'раси кабн бу
лади. Демак, f ( x ) —f (a)  айирма х < а  ва х  >  а булишига 
караб хар хил ишорага эга булади. Бу эса х  =  а нуктада мак
симум хам, минимум хам йуклигини кУрсатадн.

Агар п — жуфт сон булганда f ln+1)(a) > 0  булса, бу холда 
х  <  а у ч у н / ( л )  < / ( а )  булади, х  >  а учун эса f ( x ) > f ( a )  
булади.

Агар « — жуфт сон булганда / (л+1, ( а ) <  0 булса, бу хол
да х  <  а у ч у н / ( л )  > / ( а )  булади, х  >  а учун эса f  (х) </ (а)  
булади.

Эришилган натижаларни бундай ифодалаш мумкин.
Агар х  =  а булганда

/ ' ( а ) = Г ( а ) =  • • •  = / "  (а) =  О

булса ва нолга айланмайдиган биринчи хосила / (л+,)(а) жуфт 
тартибли хосила булиб, а нуктада

/ <я+1> (а) <  0 булса, f ( x )  м а к с и м у м г а  эга;

/ <л+,) (а) >  0 булса, f ( x )  м и н и м у м г а  эга.
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Агар нолга айланмайдиган биринчи косила / (я+ ’(а) т о к  
тартибли б^лса, а нуктада функция максимумга лам, мнни. 
мумга лам эга булмайди. Бунда

/ (я+1) (а )  > 0  б у л с а ,/ (х )  у с а д и ;
/ (п+1) (д) < 0 булса, f ( x )  к а м а я д и .

М и с о л .  Ушбу функция
/ ( д с )  =  JC* —  4 x 3  +  б х *  -  4дг +  1

максимум ва минимумга текширилсин.
Е ч и ш. функциянинг критик кийматларини топамиз:

f  (х )  =  4л* — 12ж* +  12дс -  4 =  4 (х*  -  Здг1 +  3 *  — 1).
Мана бу

4 ( jc3 — Здг- - f  Здг — 1) =  0 
тснгламадан ягона критик нуктани топамиз:

jc =  1

(чунки тенглама биттагина хакикий илдизга эга). 
jc =  1 критик нуктанинг характерини текширамиз:

х  =  1 булганда Г  (-с) =  12jt* -  24х +  12 = О,
х  =  1 .  Г  ( * )  =  24дг — 24 =  О,
\ар кандай дг учун /IV (х)  =  24 > 0.

Демак, дг =  1 нуктада /(дг) функция минимумга эгадир.

9- §. Эгри чизикнинг кавариклиги ва ботиклиги.
Бурилиш нукта

Бир кийматли дифференциалланувчи /(*) функциянинг те- 
кнсликдаги графиги билган у = f  (x) эгри чизикни караймиз.

1- т а ъ р и ф .  Агар (а,Ь) ннтервалда эгри чизикнинг ламма 
нукталари унинг лар кандай уринмасидан пастда булса, шу 
ннтервалда эгри чизикнинг кавариклиги юцорига цараган 
деймиз.

Агар (Ь, с) ннтервалда эгри чизикнинг ламма нукталари 
унинг лар кандай уринмасидан юкорида булса, шу ннтервалда 
эгри чизикнинг кавариклиги пастга йуналган деймиз.

Кавариклиги юкорига караган эгри чизикни цавариц эгри 
чизик, кавариклиги пастга караган эгри чизикни бо тщ  эгри 
чизик деб атаймиз.

115- расмда (я, Ь) ннтервалда каварик ва (6 , с) ннтервалда 
ботик эгри чизик курсатилган.

Эгри чизик кавариклигининг йуналиши эгри чизик шаклн- 
нннг мулим характеристикасидир. Бу параграф у = / ( * ) ф у й к -
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цняни текшириб, графигининг турли интервалларда каварикли- 
гининг йуналиши лакида фикр лосил буладиган белгилар то-
пишга багишланган.

Ушбу теоремани исботлаймиз.
1- т е о р е м а .  Агар (а,Ь ) интервалнинг хамма нуцтала- 

рида f ( x )  функциянинг иккинчи хосиласи манфий, яъни 
f ( 'x )  < 0  булса, uiy интервалда у =  f(x )  эгри чиэщнингца- 
варщлиги юнорига цараган 
(эгри чизик цаварщ) булади.

Ис б о т .  (а , Ь) интервалда 
ихтиёрий х  = х0 нуктани ола
миз (115- раем) ва эгри чизикка 
унинг абсциссаси х  = х0 бул
ган нуктасида уринма утказа- 
миз. Агар эгри чизикнинг 
(а, Ь) интервалдаги ламма 
нукталари шу уринмадан паст- 
да ётганини, яъни у = /(х) 
эгри чизик исталган нуктаси- 115- раем,
нинг ординатасн уринманинг
^ша х  кийматдаги ордннатаси булган у дан кичиклигнни аннк* 
ласак, теорема нсботланган булади.

Эгри чизик тенгламаси ушбу куринишга эга:
у = / (* ) • •  ( 1)

Эгри чизикка унинг х = х0 нуктасидаги уринма тенгламаси 
ушбу куринишга эга:

У f  (Хо) = f  (х%) {X -  Xо)
ёки

У = f( x 0)+ / '(x 0)(x  — х0). (2)
( 1) ва (2 ) тенгламалардан абсцисса х  нинг бир кийматнга 

мос эгри чизик ва уринма нукталари ординаталарининг айнр- 
маси

У ~ У  =/(■*) -/ (■ *• ' - / '  (•*•) ( х - х 0)
эканлнги келиб чикади.

f ( x ) —f ( x 0) айирмага Лагранж теоремасиник^лланиб, ушбу 
тенгликни топамиз:

У -  У = / ' (с) (х -  х0) -  / ' ( * 0) (х -  х,)
(с нукта х0 билан х  орасида ётади) ёки

У -  У = I/' W  -  / ' (*.)1 (х -  х0).
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у ' (с) —/ ' (jc0) айирмага яна Лагранж теоремасини цулланиб,
ушбуни лосил киламиз:

у -  У =  /" f a )  -  *о) (х -  *о) (3)
(fj нукта х 0 билан с орасида ётади).

Аввало х > х 0 булган холни караймиз. By холда
•*« < ^  <  с <  х; бунда

х  — х 0 >  0 , с — х 0 > О 

ва ундан ташкари, шартга кура
Г (С г)<  0.

шунинг учун (3) тенгликдан у — у < 0 эканлиги келиб чикади.
Энди х  <  х0 булган холни караймиз. Бу холда х  < с < Cj < х в 

ва х — х 0 < 0 , с — х 0 < О булади ва шартга кура f  (ti) < О 
булгани учун (3) тенгликдан

У ~ У  <  О

эканлиги келиб чикади.
Шундай килиб, (а ,  Ь) интервалда х  ва х0 нинг хар кандай 

К !йматларнда эгри чизикнинг исталган нуктаси шу эгри чизикка 
утказилган уринма нуктасидан пастда ётганлигини исботладик. 
Бу эса эгри чизнк каварик деган суздир. Теорема исботланди. 

Ушбу теорема хам шу тарзда исботланади.
Г- т е о р е м а .  Агар (Ь, с) интервалнинг хамма нуцтала- 

рида f  (х) функциянинг иккинчи хосиласи мусбат, яъни 
/" (х ) >  0 булса, uiy интервалда у =  /  (х) эгри чизикнинг 
цаварицлиги пастга йуналган (ботиц) булади.

И з о х .  1 ва Г- теоремаларнинг мазмунини геометрик тас- 
вирлаш мумкин. (а, Ь) интервалда каварик булган у = / (х )  
эгри чизикни карайлик (116- раем), / '(х )  *осила эгри чизикка 
унинг абсциссаси х  булган нуктасидаги уринманинг Ох Укка 
огиш бурчаги а нинг тангенсига тенг, яъни f'(x )*= ig a . Шу
нинг учун /" (х) = [tg а ] ' , .  Агар (а , Ь) интервалда х а мма х  учун 
/" (х ) < 0 булса, бунинг маъносн х  нинг усиши билан tga камая- 
ди демакдф . х  нинг усиши билан t g a  камайганда тегишли 
эгри чизикнинг каварик булиши шаклда равшан куриниб ту- 
рибди. 1- теореманинг узи шу фактнинг аналитик исботидир.

Г- теорема *ам шунинг сингари геометрик усулда тасвир
ланади (117- раем).

1 - м и с о л. У шбу

у  =  2 — х*

тенглама билан берилган эгри чизикнинг цавариклик иа ботицлик «нтервал-  
ларн аниклансин.



118- раем. 1.9- раем. 120- раем.

3 -  м и с о л .  Эгри чизик ушбу тенглама билан аникланган:
' у  =  х*.

Иккинчи носила
У* =  ех.

ЭГРИ ЧИЗИКНИНГ КАВАРИКЛИГИ ВА БОТИКЛИГН ]f ig

Е ч и ш. Иккинчи носила х нинг намма кийматлари учун манфий, яъни:
у»*=  — 2 < 0.

Демак, намма ерда эгри чизикнинг кавариклиги юкорига караган (118- раем). 
2* м и с о л .  Эгри чизик ушбу тенглама билан берилган:

- Т  у  — t 1.

116- раем. 117- раем.

Е ч и ш. Иккинчи носила х нинг намма киймати учуй мусбат:
у ' = * * > 0,

демак, эгри чизик намма ерда ботик, яъни кавариклиги пастга караган 
(119- раем).
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шунинг учун, дг < 0  булганда у" < 0  ва д :> 0  булганда у ’  >  0. Демак, j f  < 0  
булганда эгри чизикнинг каиариклигн юкорига караган, дг >  0 булганда зса 
кавариклиги пастга караган ( 120- раем).

2 - т а ъ р и ф .  Узлуксиз эгри чизикнинг каварик кнсмини 
ботик кисмидан ажратган нукта эгри чизикнинг бурилиш нуц- 
таси  деб аталади.

120, 121 ва 122- расмлардаги О, А ва В нукталар бурилиш 
нукталардир.

Равшанки, бурилиш нуктадаги уринма эгри чизикни к«сиб 
у т а д и ,  чунки бу нуктанинг бир томонида эгри чизик уригма 
остида булса, иккинчи томонида уринма устида булади.

Энди берилган нукта эгри чизикнинг бурилиш нуктаси бу- 
лнши учун етарли шартларни аниклаймнз.

2 - т е о р е м а .  Эгри чизщ у =  /  ( jc) тенглама $илан аник;- 
ланган булсин. Агар f" (а) = 0  булса ёки f" (а) мавжуд бул- 
маса ва х = а нуктадан утишда f" (х) нинг ишораси уагар- 
са, эгри чизикнинг абсциссаси х =* а булган нуктаси бурилиш 
нуцта булади.

121- раси.

И с б о т .  \ ) х < а  булганда / " ( д с ) < 0 в а  х > а  булганда 
f  (.х) >  0 булсин.

У вактда х <  а булганда эгри чизик каварик ва jc > а  б у л 
ганда ботик булади. Демак, эгри чизикнинг абсциссаси х *= а 
булган нуктаси бурилиш нуктадир ( 121- раем),

2) Агар х < Ь  да / " (•* )>  0 ва х  >  b да / " (•* )<  0 булса, 
х  <  b да эгри чизик ботик, х > Ь  да эса каварик булади. Д е
мак, эгри чизикнинг абсциссаси х-= b булган нуктаси бурилиш 
нуктадир ( 122- раем).

4 - м и с о л .  Ушбу
У — е~*' (Г аус с  э гри  чизиги )

эгри чизикнинг бурилиш нукталари топилсин начла кавариклик ва ботиклик 
интерна.мари аннклансин.
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Е ч и ш .  1) Биринчи ва иккинчи лосилаларни топамиз:
у '  =  — 2хе~’с'
у "  =  2 е ~ * '  (2дг* — 1).

сила дамма нукта 
1из:

2с~х'(2хг — 1) =  О,

2) Биринчи ва иккинчи лосила ламма нукталарда мавжуд. дг нинг у"  =  О 
буладнган кнйматларннн топамиз:

1
/ г -

1
/ 7 -

0)
122- раем.

3) Топилган кийматларни текширамиз:

дг < - - ^ =  булганда > * > 0,

х  >  — -^ 2  булганда у"  <  0;

дг, нуктадан утишда иккинчи хосила ишорасинн узгартирадн. Демак, дг, «*

=  — булганда эгри чизикда бурилиш нукта бор; унинг координаталарн: 
У 2

булади;

< —=- булганда у ’  < 0,
V 2

j r > T =  булганда у " > 0. '
У  2

да хам эгри чизикда бур|

координаталарн: • е  2 j- Иккинчи бурилиш нуктанннг мавжудлиги

эгри чизикнинг Оу  Укка нисбатан симметрнк эканидан бевосита келиб чи
кали.

Демак, дг, =  —̂  булганда хам эгри чизикда бурилиш нуцта бор; унинг
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4) Юкоридагилан ушбу натижа чикади;

— о о < л г<  — -7 =  булганда эгри чизик ботик;
V 2

1 1
— - у =  <  х  <  —р=  булганда эгри чизик каварик: у 2 у 2
-гг= <  лг <  +  оо булганда эгри чизик ботиц.
Г ^

5) Биринчи косила
у '  = —2хе~х* 

нфодасидаи ушбу натижалар чикади:
дг< 0  булганда у '  >  0, яъни функция усади;

. х > 0  .  у ' < 0, .  камаяди; 
х  =  0 .  у '  =  0.

Бу нуктада функция максимумга эга, унинг киймати; у  =  1.
Утказилган текшнрншга асосан эгри чизик графигини чизиш осон

(123- раем). ,
5 - м и с о л. Ушбу

эгри чизикнинг бурилиш нукталари топилсин.
Е ч и ш. 1) Иккинчи носилани топамиз;

у" = \2х*.
2) у"  =  0 буладнган нукталарни аннклаймиз:

12** =  0, х = 0.
3) Топилган дт =  0 кхйматни текширамиз;

х  <  0 булганда у"  >  0 — эгри чизик ботик; 
лг> 0  .  у * > 0  —

Демак, эгри чизикнинг бурилиш нукталари йуц (124- раем).
6 - м и с о л. Ушбу

\
у  = (х  -  1) Т

эгри чизикнинг бурилиш нукталари топилсин.
Е ч н ш. 1) Биринчи ва иккинчи носилаларни топамиз;

2 5

Г <*-!>" Г  =  - |  ( • » - ! )  3
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2) Иккинчи носила *еч бир нуктада нолга айланмайди, лекин х  =  1
булганда у" мавжуд эмас (у * =  ± оо).

3) х =  1 кийматни текширамиз:
jc <  1 булганда у" >  0 -  эгри чизик ботик; 
ж> 1  .  у" <  0 — эгри чизик каварик.

125- раем.

Демак, х =  1 булганда бурилиш нуктаси мавжуд; бу (1; 0) нуктадир. 
х = 1 булганда у '  =  оо, яъни бу нуктада эгри чизик вертикал уринма- 

га эга (125- раем).

10- §. Асимптоталар

Купинча y = f(x )  эгри чизикнинг шаклини текшнришга 
тугри келади, бунинг учун эса, узгарувчи нукта абсциссаси 
ёки ординатаси, ёки абсциссаси ва ординатаси бир вактда 
(абсолют киймати буйича) ч е к с и з  у с г а н д а  тегишли функ
циянинг узгариш характерини текширишга тугри келади. Бунда 
текширилаётгаи эгри чизик, унинг узгарувчи нуктаси чексиз*) 
узоклашганда, биронта тугри чизикка чексиз якинлашадиган 
*оли му^им хусусий лолдир.

Т а ъ р и ф .  Агар эгри чизикнинг узгарувчи М нуктаси чек- 
сиз узоклашганда унинг бирон А тугри чизикдан масофасн о 
нолга интилса, А тугри чизик эгри чизикнинг асимптотаси 
деб аталади (126- ва 127- расмлар).

Бундан буён вертикал (яъни ордината укига параллел) ва 
огма (яъни ордината укига параллел булмаган) аенмптоталар- 
ни бнр-биридан фарк киламиз.

*) Агар узгарувчи М нукта эгри чизик устида шундай наракат килсакн, 
у нуктанинг координаталар бошидан масофасн чексиз Jcca , бу лолда узга
рувчи нукта эгри чизик буйича чексизликка наракат к»ладн деймиз.

13 Н. С . Пнск>нив

\у/
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1. В е р т и к а л  а с и м п т о т а л а р
Асимптотаиинг таърифидан, агар l im / (x )  = оо ёки Н т/ (х )  =

х —а+ 0  х - а —О
оо ёки lim/ (х )  =  оо булса, у *олда х = а  т^гри чизик У =  /(х)

х - а

127- раем.

эгри чизикнинг асимптотаси эканлиги чикади; ва аксинча, агар 
х  = a т$три чизик асимптота булса, ёзилган тенгликлардан 
бири бажарилади.

Демак, у  =  / (х )  эгри чизикнинг вертикал аенмптоталарннн 
топиш учун абсциссанннг шундай х —а цийматларини топиш ке-

раккн, х шу сонларга икинлаш- 
ганда у  =  / (х )  функция чекенз- 
ликка интилсин. Бу *олда х — а 
тугри чизик берилган эгри чизик* 
нинг вертикал асимптотаси бу
лади. 2

1 - м и с о л. у  =  »гри чизиц
х  =* 5 вертикал асимптотага эга, чунки 

*дс -► 5 булганда у  -* оо булади (128-

** ^ - и и с о д .  y = t g j r 9 r p H  ч и з и к  
чексиз к|п вертикал аенмптоталарга эга:

х = ±
З х

Т-
5х

± 2
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г. Зя 5* я  3* 5* __
Бу ic a  дг — , - j  , у  , . .  . , Скп — - j . — “J  . “  Т  , • • • К*нматларга нигпл-
ганда t g x  нинг чексизлнкка ( l g x - * o o )  интилишидан келиб чикади 
(129- раем).

£
3 -  м и с о л .  у  = е  х эгри чизик дс =  0 вертикал аенмптотага *га, чунки 

Ilm е *  —  оо (130- раем).

II. O f mq  а с и м п т о т а л а р .  у  = / (•* )  эгри чизик огма 
асимптотага эга б^либ, унинг тенгламаси

у  =  kx +  b (1)

булсин, к ва b сонларни аниклаймнз (131- раем). Фараз килай
лик, М (х, у )  — эгри чизикда ётган нукта ва N (х, у )  -  асимп- 
тотада ётган нукта булсин. МР кесманинг узунлиги М нукта
дан асимптотагача булган масофага тенг. Шартга кура

l im М Р = 0 .  (2)
jr-*+oo

Агар асимптотанинг Ох Укка ofhui бурчагини <р билан белги- 
ласак, NMP учбурчакдан:

NM =
COS <f

булади. 9 — узгармас (-£ га тенг б^лмаган j бурчак, шулинг 
учун олдинги тенгликдан

lim N M =  0  (2 ')
дг-»+ «

13*

{
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келиб чикади, ва аксинча, (2 ') тенгликдан (2 ) тенглик келиб 
чикади. Лекин

NM = | QM — QN | -  I у — у | =  |/(х) -  (кх + Ь) \
ва (2 ') тенглик

llm [ f ( x ) - k x - b ] = 0  (3)
ЛГ- + -

130- раем. 131- p a in .

куринишга келади. Шундай килиб, (1) тугри чизик У ~ /(х) 
эгри чизикнинг асимптотаси булса, (3) тенглик бажарилади,па 
аксинча, k ,Ь — узгармас сонлар булганда (3) тенглик бажа- 
рилса, у = кх + b тугри чизик асимптота булади. Энди к па Ь 
ни топамиз. Бунинг учун (3) тенгликда х  ни каведан ташка- 
рига чикариб, ушбу шаклда ёзамиз:

Биринчи купайтувчи х чексизликка интилади (х  -* +  оо), шун
га кура ушбу тенглик бажарилиши керак:

b узгармас булганда ^  — = 0. Демак,

=°.
ёки

k =  Пт £<£>. (4)Х-+ + °° X

Т—Ч Y-



АСИМПТОТАЛАР 1У7

k ни топгаидан сунг, (3) тенгликдан Ь ни топамиз:

6 = lim [ f ( x ) —kx J. (5 )

Демак, агар у = кх + Ь тугри чизик У = /(•<) эгри чизикнинг 
асимптотасн булса, k ва b (4) ва (5) формулалардан топилади. 
Аксинча, агар (4) ва (5)- лимитлар мавжуд булса, (3) тенглик 
бажариладн ва у =  kx -f- b тугри чизик асимптота булади. Агар
(4) ва (5)- лимитлардан биттаси мавжуд булмаса, у лолда эгри 
чизик асимптотага эга булмайди.

Биз текширишни 131- расмга тугри келадиган х -+ -f- оо дол 
учун утказдик, лекин мулокамамизнинг барчаси а- -► — <» лол 
учун лам тугридир.

4 - м и с о л. Ушбу
дг* +  2х  — 1

У -
эгри чизикнинг асимптоталари топилсин.

Е ч и ш.  I) Вертикал асимптоталарни ахтарамиз:

у  -* —0 булганда у  -* - f  оо,
X ■* -f  0 .  у  -* — оо.

Демак, х  =  0 тугри чизик берилган эгри чизикнинг вертикал аснмптотаси- 
дир.

2) Огма асимптоталарни ахтарамиз:

k =  llm Z  =  Hm =  lim [ l  +  2 - l }  =  I
X -* ± om  X  ДГ-*±о. X *  X -+ ± 0 0  I  X  Xl\ *

ЯЪНИ

* -  S i .  [ H  - s u  •  i - ± -  +
=  lim [ 2 — 1 1 = 2, 

jc-* ±oo I JC J

ЯЪНИ
6 =  2.

Демак,
y = x + 2

тугри чизик берилган эгри чизикнинг огма асимптотасндир.
Эгри чизик билан асимптртанинг бир-бирига нисбатан турган нолатини 

текшириш учун х нинг битта кийматнга тегишли эгри чизик нуктасннииг 
ординатаси билан асимптота нуктасининг ординатаси орасидаги айирмаии 
караим из:

+ 2х ~ 1 — (л + 2) = — -Lх ’  х •
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дг> 0  булганда бу айирма манфий, 
х < 0  булганда sea мусбат; демак, 
х > 0  булганда эгри чизик аснмпто- 
тадан пастда, х < 0  булганда аснмп- 
тотадан юкорнда булади (132- раем). 

5 - м и с о л .  Ушбу
у  =  е~х sin х -f  х

ьгри чизикнинг аенмитоталари топил
син.

Е ч и ш.  1) Вертикал аеимптота- 
ларнииг йуклнги куриниб турибди.

2 ) Огма аенмпготаларии излай-
HIS

<r=lim ■— =  lim —
А — +оо •* х -»  + »

' sin X +  X

— lim
JT-* + «

: ИШ \е~ *-» + »  I
Sin X +  X — x j  =3

~х sin х — 0.

катан,

Берилган эгри чизик х 
lim L

lim е  
х-»+»

Демак, у  =  х  тугри чкзпк х -* <х> 
да огма асимптотадир.

—  оо да асимптоталарга эга булмайдн. Хаки-

мавжуд эмас, чунки 

У  _  е'2- =  - —  sin х  +  1- 
х  х

(Бу ифодада х  -► — оо да биринчи кУшилувчи чексиз усади ва, демак, 
лимитга эга эмас.)

II- §. Функцияларни текшириш нинг умумий плани 
ва графиклар ясаш

.Функцияни текшириш “дан одатда цуйидагиларни:
1) Функция мавжудлигининг табиий со*асини,
2) функциянинг узилиш нукталарини,
3) функциянинг >'сиш ва камайнш интервалларини,
4) максимум ва минимум нукталарни, шунингдек функция

нинг ыаксимал ва миниыал кийматлариви.
5) графикнинг цавариклик ва ботнклик солалариии, бури

лиш нуцталарини,
6 ) функция графигининг асимптоталарини топиш тушуни- 

лади.
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Утказнлган текширишга асосан функциянинг графиги яса- 
лади (баъзан, текшириш давомида график элементларини бел- 
гилаб бориш фойдали булади).

1- из ол -  Агар текшириладиган функция у = / ( .* )  жуфт, 
яъни аргументнинг ишораси узгарганда функциянинг киймати 
Узгармаса, яъни

f ( - x ) = f ( x )
булса, функциянинг аникланиш соласида аргументнинг факат 
мусбат кийматларида функцияни текшириш ва графигини ясаш 
кифоя. Аргументнинг манфий кийматлари учун функция гра
фигини ясашда жуфт функция графиги ордината укига нисба
тан симметрик булишидан фойдаланилади.

1-  м и с о л .  у  =  х* жуфт функция, чунки ( —  дг)* =  х* (5- расмга цлранг)-
2 - м и с о л .  y  — c o s x  жуфт функция, чунки cos (— дг) =  совдс 

(16- расмга каранг.)

2 -  и з о * -  Агяр у = / (х) ток  функция, яъни аргумент ишо
раси узгарганда функциянинг ишораси лам узгарса, яъни 
/ ( — х) = — /(ж) булса, бу функцияни аргументнинг факат 
мусбат кийматлари учун текшириш кифоя. Ток функциянинг 
графиги координаталар бошига нисбатан симметрик булади.

3 -  м и с о л .  у  =  л 3 ток функция, чунки (— дг3) =  — дг* (7- расмга к*- 
panri.

4 -  м и с о л .  y  =  s in x  ток функция, чунки sin (— х) = — s i nx  (15- расм
га каранг).

3 -  из ол -  Функциянинг бир неча хоссасини билиш унинг 
бошка хоссалари лакнда хулоса чикаришга имкон беради, шу
нинг учун баъзаы текшириш тартибини берилган функциянинг 
конкрет хусусиятларига караб белгилаш максадга мувофик бу
лади. Масалан, агар функциянинг узлуксиз ва дифференциал
ланувчи эканини аннклаган .\амда унинг максимум ва минимум 
нукталарини топган б^лсак, шу билан функциянннг 'усиш ва 
камайиш солаларинн лам аннклаган буламиз.

5 -  м и с о л .  Ушбу

* = г п ?
функция текширилсин ва графиги ясалсии. _

Е ч и ш. 1) Функциянинг мавж удлик со\аси —  оо < . r  <  ** дотервал- 
дир, J f< 0  булганда у < 0  булади, j r > 0  булганда эса у > 0 булади.

2) Функция *амма ерда узлуксиз.
3) Функцияни максимум ва минимумга текширамиз. Ушбу
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тенгликдан критик нукталарни топамиз:
ДГ, — — 1, -*"з — I.

Критик нукталарнинг характерини текширамиз:
х  <  — 1 булганда у '  <  О, 
х >  — 1 булганда у '  >  0.

Демак, х =  — 1 нуктада функция минимумга эга:

Уш1п =  ( y ) j r _  _ i  =  0 ,5 .

Сунгра,
дг <11 булганда у ' > 0,
* > 1  .  / < 0.

Демак, х =  1 нуктада функция максимумга эга:

У п ,.*  =  < * ) , - 1 = 0 -5 -

4) Функциянинг Усиш ва камайиш со*аларини аниклаймиз:
— о о < д г < — 1 булганда у ' < 0  — функция каыаяди,

— 1 <  дг <  1 булганда у '  >  0 — функция Усади,
1 < л с< о о  булганда у ' < 0 — функция камаяди.

5) Эгри чизикнинг кавариклнк ва ботиклик соцаларини па бурилиш иук- 
таларини аниклаймиз, ушбу

.  2х (дг1 — 3)
У ~ (1 +дс‘ )* ~ °

тенгликдан

дг( = — у̂ З, X) =0, х3 = угЗ. 
у" ни дг нинг функцияси каби текшириб, куйидагиларни топамиз:

— о о < д г<  — у^З" булганда у* <  0 — эгри чизик каварик,
— > ^3"< лг< 0 булганда у"  > 0 — эгри чизик ботик,

0 < д г < у л3^ .  У '< 0 — эгри чизик каварик,
/ 3 _< * < + о о  .  у* > 0  — эгри чизик ботик.

/3
Демак, координаталарн: дг =  — у З ,  у  =  — — булган нукта бурилиш нук-

тадир; худди шунингдек (0, 0) ва ( у  3, —— ) нукталар *ам бурилиш иукта- 
лардир

6) Эгри чизикнинг асимптоталарини аниклаймиз:

д; -► + оо да у  -* О, 
х-+ — оо да у - * 0.

Демак у  =  0 тугри чизик ягона огма асимптотадир. Эгри чизикнинг 
вертикал асимптотаси йук, чунки дг нннг *еч кандай чекли кийматида функ
ция чексизликка интилмайди.
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Текшнрилган функциянинг графиги 133- расмда тасвирланган.
6- м и с о л .  Ушбу функция

у =  Чах1 —х3
текширилсин ва графиги ясалсин.

Е ч и ш. 1) Функция х  нинг барча киймптляри учун аникланган.

\у
0,5 - —

-Й  -/ /Г  I 1 ~ -—
- __________Т | У 0 * Ю JTi

133- раем.

2) Функция намма ерда узлуксиз.
3) Функцияни максимум ва минимумга текширамиз:

У =
4ах -  Зх- 4 а — Здг

з

Хосила ушбу

3 /  (2ах2—х*)3 3 у  х (2а — х)г

хх =  0 ва ж* =  2а
икки нуктадан бошка намма ерда мавжуддир.

Хосиланинг х —► 0 ва л - »  +  0 шартлардаги чегаравий кийматларннн 
текширамиз:

4а — Зх
lim  .

* - - о  Зу^х у/~(2а —х у
4а — Здг11т  ,  —, _______

дг-»+о Зу/~х уЛ(2а — ху .
— +

дг< 0  булганда у ' < 0, дг> 0  булганда у ' > 0.
Демак, дг =  0 булганда функция минимумга эга. Функциянинг киймлти 

бу нуктада нолга тенг.
Энди функцияни иккинчи дга =  2д критик нуктада текширамиз. х~*2а 

да нам носила чексизликка интилади. Аммо х  нинг 2а  га якин (2а дан нам 
чапда ва нам унгда) булган намма кийматлари учун носила манфий. Демак, 
бу нуктада функция максимумга нам, минимумга нам эга эмас. дг2 2а пук- 
тада ва унинг якннидаги нукталарда функция камаяди; эгри чизикка шу 
нуктадаги уринма вертнкалдир.

4 а
х ■= булганда носила нолга айланади. Бу критик нуктанинг характе-

4 а
рини текширамиз. Биринчи носиласининг ифодасини караб чикиб, дг < у  бул-

4 а
ганда у ' > 0, дг>  у  булганда у ' < 0  булишнни курамиз.
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^ ем ак , х  =  у  булганда функция максимумга ага:

_  2 з -  
У т ч  — 3 а  у  4.

4) Р тм звлган  текширишга асосан функциянинг усиш ва со-
даларини носил киламиз:

—  оо < х < 0  да функция камаяди,

4а
О <  х  <  у  да » усади,

Т <  х  <  оо да .  камаяди.

5) Эгри чизикнинг каварицлик ва ботиклик сона-.арини намда бурилиш 
нукталарини аиицлаймиз: иккинчи носила

9 х  3 (2<  —  х ) 1

неч бир нуктада нолга айланмай- 
ди. Лекин "иккн нукта борки, улар- 
да иккинчи носила узилади; улар 
Xj =  0 ва х а =  2а нукталардир.

Бу нукталарнинг нар бирн 
якинида иккинчи носила ишораси- 
ни текширамиз:

х  <  0 булганда у '' <  0 — эгри 
чизикнинг кавариклиги юкорига 
караган.

х > 0  булганда у ’ < 0  — эгри 
чизикнинг каварнклиги юкорига 
караган.

Демак, абсциссаси х  =  О бул
ган нукта бурилиш нукта эмас.

х  <  2а булганда у " <  0 — эгри 
чизикнинг кавариклиги юкорига 
караган; х > 2в оулганда у* > 0— 
эгри чизикнинг кавариклиги паст- 
га караган.

1емак, эгри чизикнинг (2а\ 0) нуктаси -бурилиш нуктадир.
I) Эгри чизикнинг асимптоталарини аникла'ймиз:
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I
7

Демак,
2а

y = - X+ j •
тУгрш чизик У =  v' 2 ах* — л:* эгри чизикнинг огма асимптотасидир. 

Гекширилган функциянинг графиги 134- расмда тасвирланган.

12- §. Параметрик шаклда берилган 
эгри чизицларни текшириш

Эгри чизик параметрик тенгламалар
•*“ ? (* ) .
У -  У ( t)

билан берилган булсин. Бу лолда Эгри чизикни текшириш ва 
ясаш юкорида

У - / ( • * )
тенглама билан берилган эгри чизикда бажарилгани каби утка- 
зилади. Хосилаларни лисоблаймиз:

’ } (П

£  = * ' ( 0 .
(2)

at
Берилган эгри чизикнинг шундай нукталарида

dx f'(t)
лосилани ^исоблаймнзки, бу нукталар якннида эгри чизик бн- 
рор у = f  (х) функциянинг графиги булсин. t параметрнинг 
<? (t) ёки У (t) лоснлалардан бнттасини булса лам нолга айлам- 
тирадиган ёки узилишга дучор булган tlt t:, t3, . . . , t„ кий- 
матларинм топамиз. (t нинг бундай кийматларини критик кий
матлар деб атавмиз.) (3) формула бу йича (г,, t2) ,(£>, t3), . .  

интервалларнннг лар бирида, демак,
(JC„ x j ,  (хг, x t)...........( л ,_ „  Хк)

[бу ерда xt =  ? (* ,) ]  интервалларнннг лар бирида ^  нинг ишо-
расини аниклаймиз; шу билан функциянинг усиш ва камайиш 
солаларшш аниклаган буламиз. Бу ш унии где к параметрнинг 
/|, t%, . . ., tk кийматларнга мос нукталарнннг характерини
аниклашга лам имкон беради. Сунгра ^  ни лисоблаймиз:

...
d x 1 ~  (7(7iF * •

А.
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Dv формулага асосан .\ар бир нуктада эгри чизик каварнкли- 
гннинг йуиалишини аниклаймнз.

Асимптоталарии топиш учун t нинг шундай кийматларини 
топамизки, уларга якинлашгапда х  ёки у  чексизликка интил- 
снп ва t нинг яиа шундай кийматларини топамизки, уларда 
.\ ам  jc ,  *ам у чексизликка интилсин. Сунгра текширишни одат- 
даги усул билан утказамнз.

Параметрик шаклда берилган эгри чизикларни текширишда 
пай до буладнган баъзи хусуснятларни мисолларда аниклаймнз.

1- м и с о л .  Ушбу
х = a  cos31, 1
у  — a  sin31 j  "

тенгламалар билан берилган эгри чизик текширилснн.
Е ч и ш. х ва у мнкдорлар t нинг барча кийматлари учун аникланган. 

Аммо cos3 t  ва sin3 t  функциялар—даврий функциялар ва уларнинг даври 2* 
булгани учун параметр t нинг узгаришини 0 дан 2г. гача булган чегарада 
караш кифоя; бунда х нинг узгариш со.\аси I — а , а] кесма булади ва у 
нинг узгариш сохаси | — а, а ]  кесма булади. Демак, каралаётган эгри чизик
нинг асимптоталари нук. 
dx d y
■jl ва ^  ни топамиз:

S T = - 3 a c o s * / s ln / .  ( (2>)

dy
=  За sin31 cos t.

Dy хоснлалар t  = 0 , т р  it, у  • 2*  булганда нолга ай л ан ади .^  ни топамиз. 

d y  За sin31 cos t
dx ' —3a cos* sin t  ~~ ~  '  >

(2 ')  ва (3 ')  формулаларга асосан ушбу жадвалнн тузамнз:

t пинг узгариш  
со^аси

х  иинг ш унга мос 
узгариш  сохаси

у  нинг ш унга мос 
Узгариш сохаси

d y нингd x
ишо-
раси

у  МИ X нинг 
функцияси

у -/  и»
сифатиаа

Узгарншининг
характери

0 < / <  -2 а > д г > 0 0 < у < а — камаяди

~2 t  * 0 >  д г >  — а а > у >  0 + усади
3 r

Г-<  1 < - 2 - а < х < 0 0 >  У >  — а — камаяди
Зя
- < / < 2 * 0 <  Jr <  а — а < У < 0 + усади
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Жадвалдан куримадикн, ( Г )  тенглама у = / (д г )  кУринишдаги иккита уз
луксиз функцияни белгилайди. О < t  < * булганда у  > О (жадвалиинг бирин
чи ва иккинчи йулига царалсин), ~ < t  < 2л булганда, у  < О (жадвалиинг 
учинчи ва туртинчи йулига каралсин). (3 ')  формуладан-

dy
l im j t  =  00

ва
d_y

lim -  00 з*
Jr-  2

эканлиги келиб чикади. Бу нукталарда эгри чизикка 
булади. Яна уша (3'} формуладан ушбуларнн топамиз:

d y

уринма вертикал

d t =  0, dy =  0, dy
dt dt

/ — 0 l — *
=  0 . 

/ —  2к

Бу нукталарда эгри чизикка уринма горизонтал булади. Энди
dx1

памиз:

ни то-

/Яу _  1 
dx% 3e cos4t  sin t

Бундан курамизкн:

булганда > 0  — эгри чизик ботик, dx‘

я < * <  2я  булганда — эгри чизик каварик-dx1

Текшириш натижаларига асосан эгри чизикни ясаймиз (133- раем). Бу эгри 
чизик астроиды  деб аталади.

2- м и с о л. Ушбу тенгламалар

3at  
1 4- Р  ’ У —

3at*
1 + /•* ( ! ' )

билан берилган эгри чизик ясалсин (Д е
карт барги).

Е ч п ш.  Функцияларнинг нккаласи 
нам t  нинг, / =  — 1 дан бошка, *амма 
кийматларида аникланган. /-*■— ! да:

3at
l im х =  l lm . . f3 
(-►—1—0 /— l—о 1 т  ‘

= + oo,

l im у  =  l lm /--1—0 /— 1-0
3a/1

l lm x = — oo, t -  -  l + о 135- раем.
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Сунгра:

Энди ваtit

t -  0  д а  дг =  О,
I * - f  оо да дс -* О, 
<-► — ос да дс —*• О,

Ё2- ни топамиз: 
d t

У-
У
у-

о,
>0,
0.

dx
ИГ

6а (т  -  '3) dy
dt

3a t  (2 -  Р) (2*)
(1 +  гэ)* ’ d t  ~  ( 1+ /3)1 '

t учун ушбу критик кийматларни досил киламиз:

/, = - 1, /, = 0. /,= -j - - .  U =*/2. 
V 2

dy
ни топамиз:

d y
itx

dy
d t
dx
dt

t( 2 -P )  
1

2 (T -<>)

(1*), (2*), ( 3 ')  формулаларга асосан ушбу жадвални тузамиз:

(3')

1 нинг ?згар!1Ш
со\аси

х нинг шунга мос 
$ jrap n u i со\аси

у нинг ш унга мос 
уэгариш  со\аси

dy-т- НИНГdx
ишо-
раси

у ни г нинг 
функцияси 

< * -/ < * »  сифатида 
Узгарншинииг 

характерм

-  0 0 < / < - 1 0 < д с <  +  оо 0 >  у  >  — оо — камаядн
- 1 < ' < 0 — оо < дс < 0 +  оо >  у > 0 — камляди

0 <  дс <  а \г  4 0 <  у  < а 2 + Усади

а.  4 >  х >а \г 2 а / 2  < у < а У \ — камаядн

У г  < t  <  +  00 а 3/ 2 > х >  0 а 3/ 4  >  у  > 0 + 5 сади

(3*) формуладан куйпдагиларни топамиз:

т = 0, щ
t в  90

( ; : S i  ( ; i ! )
Демак, эгри чизик координаталар бошини икки марта Ох укка  иарал- 

лсл уринма билан ва Оу  Укка параллел уринма билан кесиб утади.
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Энди t3 нуктани текширамиз:

t  =  булганда ) =  оо (дг =  а */4% - у  -  а  ^ Т ) .

Бу нуктада эгри чизикка уринма вертикал. /4 нуктани текширамиз:

t  -= булганда -  0 (дг = a  j / f , у  -  a J/ '^ )

Бу нуктада эгри чизикка уринма горизонтал. Аснмтотанинг мавжудлик ма- 
саласинм текширамиз:

у  ..  За/-’ (1 +  Я )
,JL“_o ЗвГ(1 + ^ )

3аП
Ь =  llm ( у  -  kx) =  llm I Т^ГЪ — ( -  1) j  . 

Х -+ -  ,-> -1+о L‘ ‘  ^,ь
р а д  -  j s

= - 1. 
3at

За/
1 — / + t2 ~  — о.

Демак, у  =з — дг — а  тугри чизик эгри чизикнинг дг -* -f  оо даги тармогининр 
асимптотаси булати.

Шунинг снигари куйидагнларни топамиз:

Ь - > -к =  llm
х - «

ft =  llm ( у  — kx) — — а.

Демак, топилган тугри чизик эгри 
чизикнинг дс -* — оо даги тармогининг 
Нам асимптотаси булади.

Утказилган текширишга асосан эгри 
чизицни ясаймиз (136- раем).

Эгри чизикларни текшириш билан 
боглик булган баъзи масалалар VIII 
бобнинг 19- §  .Э гри чизикнинг махсус 
нукталари* да кУшнмча равишда караб 
чикилади. 136 "̂ раем.

V бобга машцлар
Функцияларнинг экстремумлари топилсин: 1. у  =  дс* — 2дг -+• 3. Жав. дг=1 

j f i  7
да у—1-  =  2. 2. у  =  j  — 2дс* +  Здс +  1. Жав. дг =  I да у шы -  j ,  дс =  3 да
Уяш =*= I. 3. у =  дс* — 9дг* 4- 15tr +  3. Жав. дс =  1 да у шм =  10, х  =  5 да 
Ушю =  — 22. 4. у  = — х* + 2x1 Жав. дс =  ± 1 да у m„  =  I . дг =  О да, 
Ути. =  0- 5. у  =* дс< — 8дс* +  2. Жав. дг =  0  да у т „  =  2, дс =х ± 2 да у ш1о =* 
=  — 14. 6. у  =  Здс1 — 125дс* +  2160 х. Жав. дг =  — 4 ва дг =  3 да максимум,

д г = - 3 на дг = 4  да минимум. 7. у = 2 — (дс—I ) 1'». Жав. лг=1 да y mtx= 2 .8 .у = 3 -

ТГ х* -  ЗьС + 2
— 2 (д г+  1 ) * .  Жав. максимум нам, минимум нам йу-ц. 9. У =  л» 4 4 i

-х / -к  — 2)(3—дг) Жав. х =|/ 2 да минимум, дг =  — у  2 да максимум. 10. у  = --------- —§----------
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12 In 2
Жив. х — -g да максимум. Ч . у  = 2ех-\-е ' .Ж ив. х  =  — - у  да минимум.

ДГ / ^
12. у  =  j j - j .  Жав. х — е  ла y m,„ =  г. 13. у  =  cos дг +  sin дс - j  < х <

< у ) .  Жав. х =  j -  да Ута* = / 2 Г  14. у  =  sin 2 д г -д с  ( -  j  < х  < у ) .
Л Л

Жав. да минимум, х  =  — -g да максимум. 15. y = j f  +  t g x .
X

Жав. максимум нам, минимум нам йук. 16. у  — ё  sin дг. Жав. х = 2Лх—

— -j- да максимум, дг =  2А* п да минимум. 17. у=дг‘ —2дс*+ 2. Жав. дг=0 
да максимум; х = — 1 да минимум; х  =  1 да минимум. 18. у  =  (дг — 2ЯХ

Х(2х + 1). Жав. х = y  да *  “  8'24‘ ,9> У =  *  +  1 -
Жав. х — 1 да минимум; х = — 1 да максимум. 20. у  =  дг* (а  — дг)*.

а  а* а,г 6*
Жав. дс =  у  да у„,ах =  jg ; дс =  0 ва х= а  да у„„п =  0 .21 . у =  — +  j z r j

а *  в *  . ----------
Жав. х  =  -— j, да максимум; дс =  ^ ~ь ла минимум. 22. у  =  дс + / 1  —дс.

3 5 ______
Жав. дг =  у  да y,nax == j ;  дс =  1 да y mln =  1' 23. у =  дс у  1 -  дс (дс < 1).

2 2 Т  •*
Жав. х =  у  да Ушах =  - j j  у .  24. у  =  у——р . Жпв. дг =  — 1 да мини

мум; дс =  1 да максимум. 25. у  =  дс1пдс. Жав. дс =  — да минимум. 26. у  =  
=  дс In* дс. Жав. х = е~- да у т „  =  Ае~\ дг =  1 да Утщ =  0. 27. у  =  In дс—

— arctg  дс. Ж ав. Функция усади. 28. у  =  sin Здс — 3sln дг. Жав. х =  у  да
3*

минимум; дг =  у  да максимум. 29. у  =  2дс - f  arctg  дг. Жав Экстремумлар

* , /  "2 нук. 30. у  .-= sin дс cos* х. Жав. дс =  у д а  минимум; дс =  arc cos J/ у  да ва
/ Л 2 \  (4 m + l)*  

дг = arc cos I — у  "з I да максимум. 31. у= агс  sin (sin  дс). Ж ав. дс =  ----- ^—
(4 т +  3) *

да максимум; х  =  ---- 2------- Да минимум.
Ушбу функцияларнинг курсатилган кесмаларда энг катта ва энг кичик 

кийматлари топилсин. 32. у =  — Зх* -f  бдг* — 1 ( — 2 < дг < 2 ). Жав. дс =  ± 1 
да у  =  2 — энг катта кинмат. д- =  ± 2 да у  =  — 25 — энг кичик киймат.

33. у  =  у  — 2дс* +  Здс - f  1 ( — 1 < дс < 5). Жав. дс =  5 да у  -»
23 13

=  у  — энг катта киймат, дс =  — 1 да у  =  — j  — энг кичик киймат. 34. у  =*

=  ^“ j- } (0  <дс< 4). Жав дс= 4 да у  =  у  — энг катта киймат, дс =  0 да у =

= — 1 энг кичик киймат. 35. у  =  sin 2дс — дс ( — у  < дг < у )• Жав. дс =
я я  11 2

=  — у  да у  =  у  — энг катта киймат, л  =  у  да у  =  — —  — энг кичик киймат.
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36. Томони а  булган квадрат шаклдаги тунукадан мумкин кадар катта 
длжмли усти очик яшнк ясаш керак. Буиинг учун тунуканинг туртала бур-
ч а пи ан  тенг квадратлар кнркнб олинадн ва чётларини буклаб, яшикнинг 
снлари досил цилииади. Киркнб олннаднган квадратлар томо'нининг узунлигн

а
топилсин. Жав. - g .

37. Бернлган доирага ички чизилган тугри туртбурчаклардан энг катта 
юзга эга булгани квадрат эканлиги исбот цилинсин. Квадратнинг периметри 
дам энг катта булиши курсатнлсин.

38. Доирага ички чизилган тенг енли учбурчаклардан энг катта перн- 
мстрга эга булгани тенг томонли учбурчак эканлиги курсатнлсин.

39. Гипотенузасининг узунлиги Л булган тугри бурчакли учбурчаклар

дан энг катта юзга эга булгани топилсин. Жав. Хар бир катети -у=г га
У 2

тенг булади.
40. Радиуси R булган шарга ички чизилган тугри цилиндрлардан энг 

катта дажмга эга булган цилиндрнинг баландлнги топилсин. Жав. Баландли-
2 R

гн ~ т=  га тенг. 
к ®
41. Радиуси R булган шарга ички чизилган тугри цилиндрлардан энг 

катта ён сиртга эга булган цилиндрнинг баландлнги топилсин. Жав. Баланд- 
лигн R/~2 га тенг.

42. Радиуси R булган шарга ташки чизилган энг кичик дажмли тугри 
коиуснинг баландлнги топилсин. Жав. Баландлнги 4R га тенг (конуснинг 
дажми шар дажмининг иккитасига тенг).

43. Ости квадрат шаклида булиб, усти очик резервуарни (суюклик 
сацланадиган идиш) ички томондан кУргошин билан коплаш керак. Си- 
гимн 32 л  булган резервуарга энг кам микдорда кургошин сарф булиши 
учун унинг улчовлари кандай булиши керак? Жав. Баландлиги 0,2 м, асо- 
си 1инг томони 0,4 м (яъни асосннинг томони баландлигидан икки марта 
катта булиши керак).

44. Тунукачи усти очик тарное ясамокчи. Тарнов туби ва ёнларининг 
кенглиги 10 см  дан булиб, сигими энг катта булиши учун устининг кенгли- 
ги кандай булиши керак? Жав. 20 см.

45. М аълум дажмга эга булган конус шаклдаги чодирнинг баландлиги 
асосининг радиусидан у 2 марта катта булганда, унга энг кам материал ке- 
тиши исботланснн.

46. Усти очик, девори ва асоси маълум калинликда булган цилиндр 
ясаш керак. Уни талаб килинган дажмда, энг кам материалдан ясаш учун 
улчовларини кандай олиш керак? Жав. Агар R — цилиндр ички асосининг

радиуси, v  — ички дажми булса, R = ^  булиши керак.

47. Усти ва остидан ярим сфералар билан тугайдиган цилиндр шаклда 
ва девори бир хил калинликда булган козон ясаш керак. Унинг дажми о 
га тенг булиб, ташки сирти энг кичик булсин. Жав. Козон шар шаклида

3/ з „
булиб, ички радиуси R =  у  — булиши керак.

48. Юзи 5  ва периметри энг кичик булган тенг били трапеция ясалсин; 
трзпециянинг асосидаги бурчак а  га тенг. Ж пр. Р н  томонинннг узунлиги

1/  — га тенг. 
г sin а

1 4  Н. С . Пискунов
V
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49. Радиуси R булган шар ичига энг катта  даж м га эга  бУлган мунтазам 

уч бурчакли призма чизилсии. Жав. Прнзманинг баландлиги —=  га тенг.
г 3

50. Радиусн R булган ярим шарга энг кичик дажмли ташки конус 
ясаш кер ак ; конуснинг асоси ярим шар асосида булади; коиуснинг баланд- 
яиги топилсин. Жав. Конуснинг баландлиги R У 3 га тенг.

51. Радиуси г булган цнлинлрга энг кичик хажмли ташки тугри конус 
чизилсии; цилиндр ва конус доиравнй асосларининг текисликлари на улар- 
нинг марказлари бир-бирининг устига туш ади деб фараз килинади. Жав.

3
Конус асосининг радиуси у  г га  тенг.

52. Радиуси R булган дойра шаклндаги тун укадан  шундай сектор 
Кийиб олинсннки, уни ураб ясалган воронка энг катта каж м га  эга булсин.

тг
Жав. Секторнинг марказий бурчаги 2к |/ _  га тенг.

53. Кирраси а  булган куб  ичига куйидагича килиб цилиндрлар ясалган: 
цилиндрларнинг Укларн куб  диагонали билан устм а-уст  туш ади, асослари
нинг айланалари кубнинг ёкларига урииади. Ш у цилиндрлардаы энг катта

а/ ' 5
даж м га эга булгани топилсин. Жав. Цилиндрнинг баландлиги —g— га , асо- 

а
сининг радиуси -т = . га тенг.У 6

54. Тугри бурчакли коордииаталар системасипикг биринчи квадратида 
(х„ . у„) нукта берилган. Бу нуктадан  шундай тугри чизик утказилсинки, у  
координата Уклариниш мусбат йуналишлари билон энг кичик юзли учбур- 
чак \осил килсин. Жав. Тугри чизик координата Укларидан 2дс0 ва 2у,>.

кесмаларни кесади , яъни тенгламаси  =  1 булади.
55. у3 =  2рх парабола Укида унинг учидан а масофада бир нукта берил

ган; парабола устида шу нукта га энг якин турган  иуктанинг абсциссаси 
топилсин. Жав. х  — а — р.

56. Кундаланг кесимн тугри  туртбурчак булган бгочнннг мадкамлигинн 
эннга ва баландлигининг кубнга тугри 'пронорционал деб кабул килиб, диа- 
метри 16 см  булган гуладан  кесиб олннадиган турт киррали ёгочнинг эни 
кандай булганда, у  энг катта малкамлнкка э га  булишини топинг. Жив. Эни 
8 см  га тенг булганда.

57. Миноносец киргокнинг энг якин нуктасидан 9 км  масофада якорла 
турибди, миноносецдан ,\арбий лагер га  хабарчи юбориш кер ак ; лагерь кир- 
гоч буйлаб миноносецга энг якин нуктадан  15 км масофада жойлашган. 
А гар хабарчи пивда соатига 5 км юрса, кайикда эса соатига 4 км йул 
босса, л агер га энг киска вактда  етиб борнш учун  киргокнинг кандай пунтн- 
да кайикдан киргокка чикиши к е р ак ?  Жав. Л агердан  3 км  масофада.

58. Н укта текисликда МЫ чизнкдан таш кари кудн тда t>, тезлик билан, 
МЫ чизик буйлаб V, тезлик билан кар акат  килади. Энг киска вакт ичида 
А нуктадан  МЫ чизикдаги В н уктага  етиш учун  н укта кандай Аул билан 
бориши к е р а к ?  А иуктанинг MN чизнкдан масофаси h га, А иуктанинг МЫ 
чизикдаги проекцияси а нинг В дан масофаси Q га тенг. Жав. Агар н укт»-

лВ V. аС Vt а В (Г|
нинг йули ЛВС булса, > — булганда ^  =  — ва ^  булганда
«С =  a f l .

59. w юк рнчаг билан кУтарилмокда; F куч ричагнинг бир учига кУ- 
йилган, т&янч нуктаси  ричагнинг иккинчи учида. А гар юк таянч нуктадан 
а см  масофадаг'и н уктага  осилган, рнчаг Уки узунлнгннинг кар  бир санти-
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метрндаги огирлиги v  грамм булса, юкни кутаришга сарф буладигаи куч 
энг кам булиши учун ричагнинг узунлиги кандай булиши керак? Жав.

60. Номаълум х  микдорни п марта улчаганда ушбу сонлар топилн ;
Xi -f  JTj +  . . .  +  хп 

xt, х3, . . .  , дг„. Агар х  учун х  =  --------------- ----------------  сои кабул килинса,
улчаш хатоларн квадратларининг йигиндиси (дг — jtj)* +  (дс — x-j)* 4- . . .  -f- 
-f  (дс — дгл)* энг кнчнк булиши курсатилсин.

61. Суюкликнинг канал деворига ишкаллнишннн мумкин кадар камай- 
тнриш учун сув тегадиган юз мумкин кадар кичик булиши керак. Кунда- 
ланг кесими берилган тугри турт бурчакли очик каналнинг энн баландлигя- 
дан икки марта катта булганда, у  энг яхшн шаклга эга булиши курсатил
син.

Куйидаги эгри чизикларнинг бурилиш нуцталари, кавар:|цлнк ва ботик- 
лик интерваллари аниклаисин.

62. у  — дс*. Жав. д г< 0  да эгри чизик каварик; д с > 0 д а  эгри чизик 
ботик; дс =  О бурилиш нуктаси. 63. у  =  1 — дс*. Жав. Эгри чизик ламма ер
да каварик 64. у  =  дг3 — Здг* — 9дг 4- 9. Жав. дс =  1 да бурилиш нуктаси бу- 
ладн. 65. у  =  (дс — Ь)3. Жав дс =  b да бурилиш нуктаси булади. 66. у  =  дс*.

Жав. Эгри чизик ламма ерда ботик. 67. у  = —------ ■ Жав. х — ± -т-= да
дс* 4- 1 у  3

бурилиш иукталари булади. 68. у =  tg  дс. Жав. х = п~ да бурилИш нукта- 
лари булади. 69. у  = хе~х Жав. дс =  2 да бурилиш нуктаси булади. 70. у  =*
—а — /  дг — Ь. Жав. дг =  Ь да бурилиш нуктаси булади. 71. у .=  а  —
— * дг — b f .  Жав. Эгри чизикнинг бурилиш нуктаси йук.

Куйидаги эгри чизикларнинг асимптоталарн топилсин:

72. у  =  х . Жав. х =  1, у  =  0. 73. у  =  ^  2)з- Жав. дс =  — 2j

О? х
у = 0 .74. у  = е  -j- Жав. дг =  Ь, у  =  с. 75. у  =  е  — 1. Жав. х — 0;
у  =  0. 76. у  =  1п дс. Жав. дг =  0 .77 . у 3 =  бдс* 4 - дс3. Жав. у  =  дс +  2. 78. у3 =*

— а3 — дс3. Жав. у  4- дг =  0. 79. у *  =  ^ а —х Жав' х  — 2а. Ы). у * (дг — 2а) = 
=  дс3 — в 3. Жав. х = 2а-, у  = ± (х + а).

Функциялар текшнрилсин ва графиклари ясалснн: 81. у  =  дг‘  — 2дс 4- 10.

= У ^ е м .

2  ,  |, . /  j 
4- 2. 92. у  =  дс -  /дс3 4- 1. 93. у  =  у  ■— j. 94. у  =  хе~ х. 95. у  = х*е~**. 
96. у  =  дс — In (дг 4- !)• 97. у  =  In (дс* 4 -1 ). 98. у  =  sin Здс. 99. у  =  дс -f *1п дс.
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К У ш и м ч а  м а с а л а л а р .

x * f  1
Куйидаги чизнкларнинг аснмптоталарн топилсин: 108. у  =  д.. Жав. 

jc  =  — 1; у  =  дг — 1. 109. у  =  х ± е ~ х. Жов. у  =  х. П О . 2 у ( х + 1 ) *  =  х» 

Жив. х = — 1; у =  у  дг— 1. 111. у 3 —а3 — дг*. Асимптоталар й у к .П 2 .у  =  
=  е~1л sin х. Жав. у  — 0. 113. у  — е~х sin 2х +  дг. Жае. у  =  дс. 114. у  =  дг In

{е + j - j  . Жав. х =  — у ; у  =  х +  ■£-. 115. у  = хе * . Жав. дг =  0, у  =  дг.
21 1‘ 1 1

116. дг =  ; у  =  j—т у , .  Жав. у  =  ± у  дг — у .
Куйидаги функциялар текширилсин ва графиклари ясалсин: 117. у  =  |дг|. 

ИЗ. у  =  In |х|. 119. у 1 => j** — jr. 120. у  =  ( х  f  1 ) - ' ( х - 2 ) .  121. у  =  x  +| дг |.

122. у  =  ^х^" — х . 123. у  — x l t х +  1. 124. у =  у  — In х . 125. у  =  у  In х . 

126. у  =  127. у  =  j ^ . .  128. у  =  х  +  129. у  =  х  In х . 130. у  =

=  с '  — х . 131. у  =  I sin ЗхI. 132. у  =  ~~~ . 133. у  =  х  arc tg  х . 134. у  =  х  —
— 2агс tg  х.135. у  == e~ lx sin Зх. 136. у  =  | sin х  | + х. 137. у  =  sin (х*). 138. у  =  

=  cos3 X +  sin3 X. 139. у  = Х ~.fX *• 140. у  = *  ~~.J Х 1 141. у  =  sin

_ £ ^ 1£ | ( _ « < х < * ) .  H 2. y  =  c o s ( ^ ) - ^ ( - J < x < l ) .

143. у =  у  ( З х + | х | ) +  1. 144. у  =  у  ( 3 (х  —1) +  | х  —1 1] +  1 (0 < х  <2).
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1* § . Ёйнинг узунлиги ва унинг ^осиласи

Эгри чизикнинг МиМ ёйи (137- раем) (а , Ь) интервалда 
аникланган

У —/(•*)

функциянинг графиги булсин. Эгри чизик ёйннинг узунлигини 
аниклаймиз, АВ эгри чизикда *

vVfj, , ■ ■ ■ , i, • .  • Л1/1— ii М

нукталарни оламиз. Олинган нукталарни туташтирнб М0М 
ёйга ички чизилган AVWjAfo . . .  l Ml . . .  Мп—хМ chhhi; 
чнзикни *осил киламиз. Бу синик чизик узунлигини Рп билан 
белгилаймнз.

Агар М0М ёйга ички чизилган 
MgMiMt. . . синик
чизик узунлигининг унинг М1̂ ХМ1 
кесмаларндан энг каттасининг узун- 
лигн нолга интилгандаги лимити мав
ж уд  булса ва у лимит орадагн Мх,
Af2, . .  . Af„_, нукталарни танлашга 
боглик булмаса, шу лимит (уни s бн- 
лан белгилаймнз) МпМ эгри чизик 
бйининг узунлиги деб аталади.

Ихтиёрий эгри чизик ёйи узунлигининг бу таърнфи айлана 
узунлигининг таърифига ухшаш эканини кайд килиб утамиз.

Агар |я, Ь\ кесмада /(дс) функция ва унинг /'(дс) ^осиласи 
узлуксиз булса, у = /(-*) эгри чизикнинг [a, J  (а ) ]  ва \b% f(b)\ 
нукталар билан чегараланган ёйи аник узунликка эга булиши 
XII бобда исбот килинади ва шу узунликни *исоблаш йули 
курсатиладн. Курсатилган шартлар бажарилганда эгри чизнк- 
нинг *ар кандай ёйи узунлигининг уни тортиб турувчи ватар-

V I (ЗОБ
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га нисбати, ватар узунлиги нолга интилганда, 1 га интплиши 
*ам, яъни

М , М - 0  м  Д 1у1.

;уша ерда (натижа сифатида) аникланадн. Бу теорема айлана 
учун осонгина нсбат килиниши мумкин*), аммо умумий .^олда * 
уни *озирча исботсиз кабул киламиз. Куйидаги масалани ка- 
раб чикамиз. Текислнкда тенгламаси у =/ ( д г )  булган эгри 
чизик берилган деб фараз килайлик. М0(х0, — эгри чизик* 
нинг биронта тайин нуктаси, М (х , у ) — шу эгри чизикнинг 
Узгарувчи нуктаси булсин. М0М ёйнинг узунлигини s билан 
белгилаймиз (139- раем).

Af нуктанинг абсциссаси х  узгарганда ёй узунлиги s хам уз
гаради, яъни s х  нинг функциясидир, s нинг х буйича *оси- 
ласини топамиз.

х  га Ах орттирма берамнз. Бунда s ёй As = ММХ узунли- 
гича орттирма олади. AfAf,. — бу ёйни тортувчн ватар булсин. 
Ilm ~  ни топиш учун куйидагича кнришамиз: AMMXQ дан
i x -О  л х

MMl =  (Ах)* +  (Лу)\

*) АВ ёйни нараймиз (138- раем), унинг маркаэнй бурчаги 2а га тенг. 
Бу ёйнииг узунлиги 2/?а га тенг (R  — айлананинг ради у си), уии тортиб ту* 
рувчи ватарнинг узунлиги эса 2R sin j  га тенг. Шунга к$ра

АВ 2R1
Д5^ > Ц твШПГ« = 1.

xtAx
139- раем.
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Бу тенгликнинг чап томоннни As2 га купайтирамиз ва була 
миз:

^  =  (Дж)«+(Ду)«.

Бу тенгликнинг *амма *адларини Ддс* га буламиз:

Ах-*0 шарти билан чап ва унг тоыонларннинг лпмнтларинн 
топамиз.

Д ш Пп1  ̂ ва *1т 5х = Ух эканинн эътиборга олиб, уш-
бунн *оснл киламиз

( й ) ‘  =  1 +  Ш ’ ««и  Е = V 1 + ( & ) * •  t o

Ёйнинг дифференциали учун ушбу тенгликни *осил кила
миз:

ds = / ' + ( % ) ' * *  *2>
ёки*)

ds =  j/  dx* +  dy*. (2 ' )

Эгри чизик У =  /(•*) тенглама билан берилган *ол у Ч у Н 
ёй узунлигининг дифференциали ифодасини топдик. Ленин 
эгри чизик параметрик тенгламалар билан берилганда *ям (2' )  
формула Уз кучини саклайди.

Агар эгри чизиц

х  =  ?  (О. У = 'V ( 0 .  

параметрик тенгламалар билан берилди булса, 
dx ** <f’ (t) dt, dy — ^'(t)dt 

булади ва (2 ' )  ифода ушбу шаклни олади:

ds =  у  1 * " * )Г  +  |’>' (0 )*  <Н-

*) Кагьий айтганда (У )  формула r f x > 0  булган *олдагина тугри. Аг«р 
r f x < 0  булса, r f s=  — y 'dx*  +  dy*. Шунинг учун формуланн у мумий долда
I d s  | =  y  dx* -t  dy* шаклда езнш тугрнро* «Уладн,
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2- §. Эгрилик.

Эгри чизик шаклини характерловчи элементлардан бири 
унинг эгрилик, эгилиш даражасидир.

Бизга берилган эгри чизик уз-узини кесмайди ва лар бир 
нуктасида аник уринмага эга деб фараз киламиз. Эгри чизик
ка унинг ихтиёрий иккита Л ва В нукталарида уринмалар 
утказамиз ва шу уринмалар орасида лосил булган бурчакни — 
аникрош уринманинг А нуктадан В нуктага утишдаги айланиш 
бурчагиниа билан белгилаймиз (140- раем). Бу бурчак АВ 
ёйнинг цушнилик бурчаги деб аталади. Узунликлари бир хил 
булган иккита ёйнинг кайси бирида кушнилик бурчаги катта 
булса, уша ёй купрок эгилган булади (140 ва 141* расмлар).

Иккинчи томондан лар хил узунликдаги ёйларни факат 
тегишли кушнилик бурчакларига караб уларнинг эгриланиш 
даражасига бало бера олмаймиз. Бундан, эгри чизикнинг эг
риланиш даражасининг тула характеристикаси кушнилик 
бурчагининг тегишли ей узунлигига н и с б а т и д а н  иборат 
булиши келиб чикади.

1- т а ъ р и ф .  А В ёИнинг уртача эгрилиги К?р деб, тегиш
ли кушнилик бурчаги а нинг ёй узунлигига нисбатига айти- 
лади:

Бир эгри чизикнинг лар хил кисмлари (ёйлари) учун ур 
тача эгрилик хар хил булиши мумкин; масалан, 142- раемда
курсатилган эгри чизикда АВ ва АХВХ ёйларнинг узунликлари 
6 iip хил булса лам, уларнинг уртача эгрилнклари лар хилдир. 
Хатто хар хил нукталар якинида эгри чизикнинг эгриланиши

е

л
140- раем. 141- раем.
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лар хил. Берилган чизикнинг берилган А нуктаси якинида 
эгрилик даражасини характерлаш учун эгри чизикнинг берил
ган нуктасидаги эгрилик деган тушунчани киритамиз.

2- т а ъ р и ф .  Эгри чизикнинг А нуктасидаги эгрилиги К к
деб, АВ ёйи уртача эгриликнинг ёй узунлиги нолга интилган 
(яъни В нукта А га якинлашган) пайтдаги л и м и т а  айтнладн:

КЛ = Пт К} = Ит ^
Л-Л yv А В ~ 0 А В  '

М и с о л. Радиуси г  булган айлана учун: 1) мар^азий бурчак а га нос
ЛВ ёйнинг уртача эгрилиги аниклансин (143- раем); 2) А нуктадаги эгрили
ги аниклансин.

142- раем.

Е ч и ш .  1) Равшанки, АВ ёйнинг кушнилик бурчаги я га тенг, ёйнинг 
узунлнги а г  га тенг. Демак,

КУР
а

1 лГ
ёки

К, = - .УР г

2) А нуктадаги  эгрилик:
« 1

К  =  llm — =  —. «-.о аг г
Шундай килиб, радиуси г  булган айлана ёйининг уртача эгрилиги ён- 

иинг узунлигига ва долатига боглик эмас, ламма ёйлар учун у — га тенг. 
Айлананинг лар бир нуктасидаги эгрилиги лам нуцтани танлашга боглик

эмас ва у  га тенг.

*) Лимитнинг мнкдори эгри чизикда Узгарувчи В  нуктани А нуктанннг 
кайсн томонида олннганига боглнк эмас деб фараз киламиз.
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И 30  3?. Шуни айтиб утиш керакки, ихтиёрий эгри чизиц- 
IIинг дар хил нукталаридаги эгрнлнгн, умуман айтганда, дар 
хил булади. Бунн куйида к^рамиз.

3- §. Эгриликни ^исоблаш

Берилган эгри чизикнинг ихтиёрий М (х, у) нуктасидаги 
эгрилигини дисоблаш учун формула чнкярамнз. Бунда эгри 
чизик Декарт координаталари системасида

шаклдаги тенглама билан берилган ва / (х) функции узлук
сиз иккинчи досилага эга деб фараз киламиз.

Эгри чизикка унинг абсциссалари х ва х  + Ах булган М 
на Мх нукталарида уриималар утказамиз ва бу урннмаларнинг 
Ох укига огиш бурчакларини <? ва «р +  А? билан белгилаймиз

М н у к т а д а г и  э г р и л и к н и  досил килиш учун бу нфо-
данинг Л1М, ёй узунлиги нолга интилиш шартн билан лими- 
тини топиш керак:

У = /(•*) ( 1)

(144- раем).

У
Эгри чизикнинг биронта у з 

гармас М0 нуктасидан бошлаб
дисобланган ММ0 ёй узунлиги
ни s билан белгилаймиз; унда
As = Af0yVfi -  | As | = ЛШ ,
булади.

144- расмдан бевосита куриш
мумкинки, ММх ёйга мос куш- 
ннлик бурчаги <f билан <? +  Д?

144- раем.

JC бурчак айирмасининг абсолют 
кийматига, яъни |Д?| га тенг*).

Таърифга мувофнк эгри чи
зикнинг ММХ кисмидаги уртача

эгрилик:
|А? I _ I 
I As| I As Г

*) 144- расмда тасвирлаш  ап эгри чизик учун  | A<f | =  Д ? экаии равшан, 
чунки Д ? > 0.
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<р ва s микдорларнннг иккаласи х  га боглик (х нинг функция- 
сн) булгани учун <р ни s нинг функцияси деб караш мумкин.
Биз бу функцияни параметр х  ёрдами билан параметрик шакл- 
да берилган деб ^исоблаА оламиз. Унда ^

демак,

АГ= |й|- t (2)
ни лнсоблаш учун параметрик шаклда берилган функ

цияни дифференциаллаш формуласи
dy

d% dx 
Fs ~  d s  

dx

дан фойдаланамиз. px досиланн у = f( x )  функция оркалиифо- 

далаш учун tg <р = ^  , демак,

<Р = arc tg ^

эканинн курамиз.
Сунггн тенглнкнн х  буйича днфференциаллаб, ушбуни то

памиз:
rf’ y

d-f _ dx*
dx 1

^осилани эса VI бобнинг 1- § да топган эдик: 
d s
1  -  V  1 + (%)'■

Шунинг учун

" ж * dv
d f _  dx

- Si ~  ds
dx

d ‘ y
dx*

© •
d*y
d7»

' R I T
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К = г т Л - п С  (3)

I
ёки /( = |— булгани учун ушбу формулани лосил киламиз:

\*у\
I rfjr2

l-ШТ
_  d  vДемак, эгри чизикнинг иккинчи лосила ^  мавжуд ва уз-

луксиз булган лар кандай нуктасида эгриликни лисоблаш 
мумкин. Уни лисоблаш учун (3) формула хизмат килади. Эг
ри чизикнинг эгрилигини лисоблаганда махраждаги илдизнинг 
факат арифметик (яъни мусбат) кийматини олнш кераклигини 
ёдда саклаш лозим; чунки таърифга кура чизикнинг эгрилиги 
манфий була олмайди.

1- мн с о л. у* =  2рдг параболанинг: а) ихтибрий Af (дг, у )  нуктасидаги,

б) Л1, (0, 0) нуктасидаги, в) М2 Р) нуктасидаги эгрилиги аниклансин.

Е ч и ш .  у =  функциянинг биринчи ва иккинчи досилаларини то-
памнэ:

rfy р <Ру р*
dx ~ ■/2рх ’ dx1 {2рх)'!‘ ’

Топилган ифодаларни (3) формулага к?йиб, куйидагиларни досил кил»-

Р*
миз:

а) К =
{2рх +  Р9)'1'’

- Ь

В )  К.X— р!2 , у —р  2 | Г Т р

2 - м и с о л .  у  = ах +  Ь т^гри чизикнинг ихтиёрий (дг, у ) нуктасидаги 
эгрилиги аниклансин.

Ечиш.
, ’ = а .  у"  =  0.

(3) формуладан

/С =  0

эканини досил киламиз. Шундай килиб, тугри чизик эгрилиги ноль булган 
чизикдир. Бу натижани эгриликнинг таърифидан бевосита досил цилиш 
мумкин.
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4- §. Параметрик шаклда берилган чизикнинг 
эгрилигини ^исоблаш

Эгри чизик параметрнк тенгламалар билан берилган булсин:

*  = ® (0 . У —Ф<0-
Унда (III боб 24- § га каранг):

rfv Y (t) <Ру Ф 'т ’ — Y t '
7j* dx* ~ (?')з •

Бу нфодаларни олдинги параграфдаги (3) формулага ку* 
йиб, шуни досил киламиз:

(1)
Ми с о л .  x — a (t  — sin/). у  = а (1  — cos<) циклоиданинг 

ихтиёрий (дс, у) нуктасидаги эгрилиги аниклансин.
Е ч и ш.

dx d*x , . d y  , . d 1 у  .
rf-  = a ( l  — cos 0 , rf7r  = as ln/ , (ft ~ s • d ? ~ acost-

Бу ифодаларни (3) формулага к^йиб, ушбуни досил к»ла- 
миз:

д . _  \а (1 — cos t ) a  cos / — a sin t a  sin /| _  [ cos / — II
[a* (1 — cos /)* -I- a* sin /)*'• 2*'*а(I — cos /)*'•

2* ‘а  (1 — cos t)'1' 4a  1 s in—

§• Кутб координаталардаги тенглама билан 
берилган чизикнинг эгрилигини кисоблаш

Эгри ЧИЗИК

. Р = / (0 ) .  (1)
тенглама билан берилган булсин.

Кутб координаталардан Декарт координаталарнга ^тиш 
формулаларини ёзамиз:

X — pcos 0, 
у  = Р sin 0. (2)

Бу нфодалардаги р урнига унинг 0 оркали нфодаснни, яънн 
/  (0) ни куйсак, ушбу тенгликлар досил булади:

х  = / ( 0) co s0, \
у  =  /  (0) sin 0. I (3)
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Кейинги тенгиамаларга (1) эгри чизикнинг параметрик 
тенгламалари деб караш мумкин, бу ерда параметр б булади.

Бу лолда

^  =  2  cos e - р  sin в, S  =  2 s m e  +  pcose,rfO
S  =  3 cosO - 2 g s i n e - p cos01 

SP = ^  sin 0 +  2  ̂  cos е — р sin 0.rf'J

Бу нфодаларни бундан олдинги параграфдаги (1) форму- 
лага куйиб, эгри чизикнинг эгрилигини кутб координаталарда 
лнсоблаш учун ушбу Формулани лосил киламиз:

_ | р *  +  2 р ' » - м » ' |  . . .  
к -  ( ,•+ ,■ •> '•  • <4) 

.М и с о л. Архимед спирали 
р =  а  9 (а >  0) ихтиёрий нукта- 
сидагм эгрилнги аниклансмн 
(145- раем).

Е ч и ш.

- р - п  d b ~ a ’
d\i
dft = 0.

ларни ёзиш мумкин:
О * - 4 - 2

ла таги 6* +  2 билан ва Н* -f  1 ни в* га алмаштнриб, ушбу такрибий форму-
лани доенл киламиз (в ичиг катта кийматлари учун):

0*+ 1

Демак,
Д- =  I a*fl* + 2а* | 1 6» + 2

(«*&* +  аг )‘ • a  (t)1 -f  1 )*''
<1 нинг катта кийматлари 

учун ушбу такрибий тенглик*

«  1; шунинг учун олдинги форму-

а
6»

т ‘ ‘
2_
аЬ'

Демак, в нинг катта кийматларида Архимед спиралииинг эгрилнги ра- 
диусн аЧ га тенг булган айлана эгрнлигига тахминан тенг булади.

6-  §. Эгрилик радиуси ва доираси.
Эгрилик маркази. Эволюта ва эвольвента

Таъриф. Чизикнинг берилган М нуктаендаги эгрнлиги К 
га тескари булган R микдор шу чизикнинг берилган нуктаси-
дагн эгрилик радиуси деб аталади:

1
К' (1)

4 - ’
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ёки [1+ Я =±— г(ЦТ
d*y I (2)
(1хЛ

М нуцтада эгри чизикка унинг ботиклик томонига йунал- 
ган нормал ясаймнз ва шу нормалда М нуктадаги эгрилик 
радиуси R га тенг булган МС кесма оламиз. С нукта берил
ган эгри чизикнинг М нуктадаги эгрилик маркази дейилади;! 
радиуси R, маркази С нуктада булган (айланаси М нуктадан 
утадиган) дойра эгри чизикнинг М нуктадагн эгрилик доираси 
дейилади (146- раем).

Эгрилик доираеннннг таърифидан к^ринадики, берилган 
нуктада эгри чизик эгрилиги билан эгрилик доирасининг эг
рилиги бир-бирига тенг.

Эгрилик марказининг координаталарини аницловчн форму- 
лаларни чикарамнз.

Эгри чизик тенгламаси
У =  /(•*) (3)

булсин.
Эгри чизикда бир М (х , у) нукта оламиз ва шу нуктага 

тегишли эгрилик маркази координаталарн а ва р ни аниклай
миз (147- раем). Бунинг учун эгри чизикка М нуктадагн иор- 
мал тенгламаенни ёзамиз:

Y -  у = — у.(Х  -  х). (4)

(Бу ерда X па У нормал нуктасининг узгарувчи координата-
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лари.) С (а, £) нукта нормал устида булгани учун, унинг коор- 
дннаталари (4) тенгламани каноатлантиришн керак:

О _  У =  _  J .  (а _  х ) .  (5)

С (о, Э) нукта М (х, у) нуктадан эгрплик раднусн R га 
тенг масофада туради:

( а _ л г) +  ( ? - у  )* =  R\ (С

(5) ва (6 ) тенгламаларни бирга ечнб, а ва ? ни аниклаймнз:

( « - * * ) ,  +  т г ( а - А * ) = / г « > (а  -  л)* = R*;

бундан:

« = х ±  L  ■ R, М У  + 1 г . '■■ = . R, 
/1 + у* / 1 ТУ*

R — (1 У  | * булгани учун

а =  л ± /и_±>22. й =  у + 1 ± 2 1
\у"\ Р У + \у"\ •

Охирги формулаларда каср олдида кайси ишорани олиш 
масаласини ечиш учун у" >  0 булган долни ва у" < 0 билган 
долни караш керак. Агар у" >  0 б^лса, бу нуктада эгри чи
зик ботик ва, демак, £• >  у (147- раем), шунга кура пасткн 
ишораларнн олиш керак. Бу долда | у" | = у" эканини эътибор- 
га олганда, эгрилик маркази координаталарининг формулаларн 
бундай булади:

(7)

Шундай йул билан у" <  0 булганда дам (7) формулалар уз 
кучини саклашини .курсатнш мумкин.

Агар эгри чизик

*  =  <Р(0. У =  4>(0

параметрик тенгламалар билан берилган булса, эгрилик мар- 
казииинг координаталарини топиш учун (7) формуладаги у '  
ва у" урнига уларнинг параметр оркали

у' _  I». w* _

~  У  ~ х*X, X,
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ифодаларини цуйиш керак. Унда
у '  (-*'* +  / * )а — х ху . _  х.у  >

к u , + n  (7 )
^  Р =  У +  У  у '  -  V ”/ ■

1- м и с о л .  у 1 — 2рх параболанинг: а ) ихтиврий М (х, у )  нуктасидаги, 

А«0 (О, О) нуктасидаги, в) Af, />) нуктасидаги эгрилик марказшшнг 
координаталарн аниклансин.

Е ч и ш. ва ^  нинг кийматларинн (7) формулага кУАиб, ушбуларм i 
досил киламиз (148- раем):

(2х)*;*
. а ) а =  Ьх + р ,  р =

б) х =  0 булганда: а =  />, Р =  0;
Р .  *в) .* =  2* булганда: а =  - j ,  р =  — р.

Агар берилган чизикнинг Мх(х, у) 
нуктасида эгрилик нолга тенг булмаса, 
бу нуктага аник эгрилик маркази Сх (<*,?) 
мос келади. Берилган чизикнинг ламма 
эгрилик марказлари туплами бирор янги 
чизикнн ташкил этади, бу чизик бирин- 
чи чизикка нисбатан эволюта дейилади.

Шундай килиб, берилган чизик эгри- 
лнк марказларининг геометрик урни унинг эволютаси дейила
ди. Берилган чизик Узининг эволютасига нисбатан эвольвента 
ёки инволюта (ёки ёйилма) дейилади.

Агар берилган эгри чизик тенгламаси y = f ( x ) ,  булса, (7) 
тенгламаларни эволютанинг параметрик тенгламалари (пара
метр х) деб караш мумкин. Бу тенгламалардан параметр х 
ни (агар мумкин булса) йукотиб, эволютанинг Узгарувчи коор- 
динаталари а ва р орасида бевосита муносабат топамиз. Агар 
эгри чизик параметрик тенгламалар x = <f(t), у  = ^(<) билан 
берилган булса, ( г )  тенгламалар эволютанинг параметрик 
тенгламаларини беради (чунки х, у, х', у', х", у" микдорлар 
t нинг функцияларидир).

2- м и с о л .  у ’  =  2рх парабола эволютасининг тенгламаси топилсин.
Е ч и ш .  1- мисолга асосан параболанинг дар кандай (дг, у )  нуктаси учун 

уш бу тенгликларга эгамиз:

Р = -

3 *  + р.
(2-г)*-
/  Р

Н. С . Пискунов
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Бу тенгламалардан параметр х  ни чикариб ташлаб, ушбуни досил *к- 
ламнз:

I
Бу — яримкубик парабола тенгламаепдир (149- раем).

3- м и с о л .  Парамстрик тенгламалар]

дг =* a  eos /, у  =  ft sin /

билан берилган эллипс эволютасининг тенгламаси тошмеин.
Е ч и Ш. дг ва у  нинг / буйича досилаларини дисоблаЛииэ!

дг' — — a  sin /, 
х" = — a  cos t

у '  =  ft cos /; 
у ’  =  — ft sin /

Параметр / ни чицариб ташлаб, эллипс эволютасининг тенгламасини уш бу 
шаклда досил киламиз;

(т Г + Ш ' Ч ^ Г
Бу ерда а ва р — эволютаиинг узгарувчи  координаталари (150- раем),

4- м и с о л .  Циклоида
дг =  a ( t  — sin /), 
у  = a ( l  — c o s t ) .

эволютасининг параметрнк тенгламалари топилсин.
Е ч и ш.

дг'=  а (1 — cos/), у '  =з a  s in/ , 
дг' =  a  sin /, у*  =  a  cos /.

Бу нфодаларни (7 ')  формулаларга кУйиб, ушбуларни хосил киламиз;

в =  в (/  - f  sin/),
f> =  — а (1 — cos /).

149- раем. 150- раем.

Х'>силалар ифодаларини (7 ')  формулаларга кУйиб, ушбуни хосил кил

b c o s  / (в* sin* / +  ft* cos* /) 
a - e c o s / — eft s i n*/ + aft cos*/ “■

* ft* / ft»\
=  a  c o s t  — a  c o s t  s in1/ — — cos3 / =  ------ Jco»* t.

.1амнэ(

Шундай цилиб,

Ш унга ухшаш:

* = ( « —? )  cos’ '• 

f* = (* — j )  s,nJ/-

Энди:
a =  5 — * в ,
р =  i) — 2в,

деб фараз килиб, Узгарувчиларнн адмаштирамиз; бунда эволюта тенглама
лар» ушбу шаклни олади;

5 =  a  ( t  — sin  т),
V, = а (1 —COST);

бу тенгламалар 5, ч координаталар системасида яна асовчи доираеннинг 
радиус < а булган циклоиданн белгнлайди. Демак, циклоиданинг эволютаси 
ина циклоида булади, лекин кейинги циклоида аввалгига нисбатан Ох Ук 
буйича — гм кадар ва О у  Ук буйича — 2а  кадар силжиган булади (151- раем).

15*
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7 -§ .  Эволютанинг хоссалари

1 - т е о р е м а .  Берилган эгри чизицца нормал унинг эвол- 
ютасига уринма булади.

Ис б о т .  Утган параграфнинг (7') параметрик тенгламаларн 
билан аникланган эволютага уринманинг бурчак коэффициенти 
ушбуга тенг:

эканини назарга олиб, ушбу муносабатни досил киламиз:

Лекин у ' — эгри чизикка тегишли нуктадаги уринманинг бур
чак коэффициенти, шунинг учун досил кнлннган муносабатдан 
эгри чизикка уринма билан унинг эволютаси тегишли нуктаси
даги уринма бир-бирига перпендикуляр экани келиб чикади, 
яъни эгри чизикка нормал унинг эволютасига уринма булади.

2 - т е о р е м а .  Агар эгри чизикнинг бирор MlMi цисмида 
эгрилик радиуси монотон узгарса (яъни ё фацат усса, ё фа- 
цат камайса), эгри чизикнинг шу цисмида эволюта ёйи 
узунлигининг орттирмаси (абсолют циймат буйича) берил
ган эгри чизиц эгрилик радиусининг мос орттирмасига тенг.

И с б о т .  VI бобнинг 1 -§  даги (2') формулага асосан ушбу 
тенгликка эга буламиз:

бу ерда ds — эволюта ёйи узунлигининг дифференциали; бун
да н

da da 
dx

Уша (7') тснгламаларга асосан:
da
dx

3 y » i y ' t  _  y ' y " '  _  y ’ *y" '
y"'i ~
dp _  Зу*1/

3/ у * 1 - / " - / 1/"
У -----------й»----------- ( 1)

dx
Iy *  __ y m __  y ' ^ y '

(2)

rfJL = _  1
da y ‘

ds* = d J  +  d"f

Бунга (1) ва (2) ифодаларни куйиб, ушбунн досил кила-
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Эндн J  ни топамиз. Маълумки,

^  =  (1 +у-*) . шунинг учун R? =

Бу тенгламанинг иккала томонинн х  буйича дифференциал- 
лаб, тегишли алмаштиришларни бажаргандан сунг ушбуни ло
сил киламиз:

on dR _  2(1 +/*)*(3>у» -  у * - /* ,- )  
dx  ~  ( у * у

2(1-1- и'гУ1'
тенгликнинг иккала томонинн 2R = - -  у -----га булиб, уш
буни лосил киламиз:

dR _  (1 +  y 'a)V* (З у 'у '*  -  у  " -  у '» у  ”) 
dx  ~  у '*

Квадратга кутариб, ушбунн лосил киламиз:
( ^ ■  =  ( , + / . ) ( W l ^ W V ) . .  т

(3) ва (4) тенгликларни таккослаб, ушбуни топамиз:
п т *  _  (ds\*
[ d x )  -  [dx j ,

бундан
dR _  — d s
d x ~  + dx'

Шартга кура ишораси узгармайди (R факат усади ёки факат 

камаяди), демак, ^  нинг ишораси лам узгармайди. Аниклнк

УЧУН <0* деб Кабул киламиз (бу 152- раемга мос ке

лади). Демак, =  -  j x.

Мг нуктанннг абсциссаси х и /И2 нуктанннг абсциссаси х2 
булсин. [jfj, дс4] кесмада s ( jc )  ва R(x) функцияларга Коши 
теоремаенни кУлланамиз:
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бу ерда 5 дг, ва хг орасидаги сон (д^ < S <  дг,).
Ушбу белгилашларни киритамиз (152- раем):

S (х3) = S2, 5 (дг,) = 5Ь R (х2) = /?,, /? (дс,> = /?„ 

у долда =  ~  *• бки SJ -  s i =  — (#j — tfi)- БУ эс*
I st — si I =* I Rt — Ri !*•

демакдир.
Бу тенглик эгрилик радиусн усганда дам худди шундай

исботланади.

1 ва 2- теоремаларни эгри чизик ошкор тенглама у =/(дс) 
билан берилган дол учун исботладик.

Агар эгри чизик параметрик тенгламалар билан берилган 
булса, бу теоремалар уз кучнни саклайди ва уларнинг исботи 
дам худди ушандай утказилади.

И зо  д. Эгри чизикни (эвольвентани) 5’зининг эволютасн бу
йича ясаш учун ушбу содда механик усулни кУрсатамиз.

Эгилувчи линейка эволюта С0С5 (153- раем) формаси буйи
ча эгилган булсин. Бир учи С0 нуктага богланган чузилмайди- 
ган ип уша линейка буйлаб Уралган булсин. Ипни доим тор- 
тилган долатда ёя бошласак, нпнннг иккинчи учи МЬМ„ эгрн 
чизикни — эвольвентани чизади. „Эвольвента" — ёйилма иоми

О
152- раем. 15а- раем.
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дам шундан келиб чиккан. Хосил цилииган эгри чизик дади- 
катаи эвольвента эканлигининг исботи юкорида аникланган 
эволюта хоссаларига асосланиб утказилиши мумкин.

Битта эволютага чексиз куп дар хил эвольвенталар мос ке- 
лишини кайд этиб утамиз (153- раем).

М и с о л .  Радиуси а  булган айлана бе
рилган булсин (154- раем). Бу айлананинг 
эвольвенталаридан Ми (а, 0 ) нуктадан ут- 
ганини олайлик.

СМ — СМ, =  at  эканини эътиборга 
олиб, айлана эвольоеитаси тенгламасиии 
Хосил килиш осон:

ОР =  х  =  a  (cos t + t  sin I),
PM =  у  =  a  (sin  t — t cos t).

Тишли гилдирак тишининг профили ку- 
пиича дойра эвольвентаси шаклида були- 
шини кайд килиб утамиз.

8- § .  Тенгламанинг дакикий илдизларини такрибий дисоблаш

Функцияни текшириш методлари

/ ( * )  =  0

тенглама илдизларинннг такрибий кийматларини топишга им- 
кон беради.

Агар берилган тенглама биринчи, иккинчи, учинчи ёки тур- 
тинчн даражали алгебраик*) тенглама б^лса, у тенглама ил- 
дизларнни унинг коэффициентлар оркали. чекли сондаги ку- 
шиш, айириш, к^пайтирнш, булиш ва илдиз чикариш амаллари 
ёрдами билан ифодалашга имкон берадиган формулалар бор. 
Туртинчидан юдори даражали тенгламалар учун, умуман айт- 
ганда, бундай формулалар йук. Аммо, агар дар кандай алгеб- 
раик ёки алгебраик бул^аган (трансцендент) тенгламанинг 
коэффнциентлари дарфлар билан эмас, сонлар билан берилган 
б^лса, у долда тенгламанинг илдизларини истаган даражада 
анидлик билан такрибий дисоблаш мумкин. Хатто алгебраик 
тенгламанинг илдизлари радикаллар оркали ифодаланадиган 
долларда дам, амалда баъзан тенгламани такрибий ечиш ме- 
тодини кУ'лланиш к У лай булади. Куйида тенглама илдизлари
ни такрибий дисоблашнинг баъзи методлари баён килинзди.

*) Агар f ( x )  купцад булса,/(лг) =  0 тенглама алгебраик тенглама дейи- 
дадн (VII боб, 6-§ га каранг).
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1. В а т а р л а р  у с у л и .  Ушбу тенглама
/(дс) =  0 ( 1)

берилган булиб, бу ерда /(дс) функция [а, Ь\ кесмада узлук 
сиз, икки марта дифференциалланувчи булсин. у  = / ( х )  функ
цияни [а, Ь\ кесма ичида текшириб шундай (дсх, дг.,] кесма аж- 
ратамизки, бу кесма ичида функция монотон (ё усувчи, ёки 
камаювчи) ва кесма четларида f ( x x) ва / ( д : , )  функцияларнинг 
кийматлари *ар хил ишорали булсин. Аниклик учун f  (хх) < 0 ;  
/(дг2) > 0 деб кабул киламиз (155-раем), у = / ( * )  функция 
|дс,, х2\ кесмада узлуксиз булгани учун унинг графиги хх ва хг 
нукталар орасидаги биронта нуктада Ох Укни кесади.

у = /(дс) эгри чизикнинг Х\ ва х2 абсциссаларга тегишлк 
чегара нукталарини туташтирувчи АВ ватарни утказамиз. Бу 
ватарнинг Ох ук  билан кесишган иуктанинг ах абсциссаси ИЛ' 
дизнинг такрибий киймати булади (156- раем). Бу такрибий 
кинматнн топиш учун берилган иккита -Д (JCi, / ( * i ) )  ва В (дс, 
f ( x 2)) нуктадан утувчи А В тугри чизик теигламаеннн ёзамиз;

у -  f i x  i)  _  х — Ху 
f ( X t ) — f ( X , )  х,—  дс,-

х  = л, булганда у  =  0 булгани учун
—  f i x i )  _  Q i - X  1 

J (X3) — / (xx) Xf Xf
бундан

( x t - x t) f ( x ,)  
1 - Л ‘  f ( x , ) - f ( x , ) * ( 2 )
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Ёки шакл алмаштиргандан кейин:
_  xxf ( x t ) -  xt f ( хх) 

1 _  / ( * , ) - /(*i) • •2 ' )

Илдизнинг аникрок кийматини топиш учун / ( а , )  ни аннклай- 
миз. Агар / ( а , )  < 0  булса, (2) формулани [а , дг,| кесмага кул 
ланиб, шу усулни такрорлаймиз. Агар f ( a x)>  0 булса, шу 
формулани [ jc , ,  ах\ кесмага кУлланамиз. Бу усулни бир неча 
марта такрорлаб, илдизнинг янада аникрок fli, аг ва >; к. кнй- 
матларини топамиз.

1- м II с о л.
/(дг) =  дг3 — бдг +  2 =  О

тенглама илдизларининг такрибий кийматлари 
топилсин.

Е ч и ш.  Даставвал / (дг) функция монотон 
буладиган ораликларини топамиз. / ' (дг) =
=  3 хг — 6 лосилани топиб, х  <  — y^2~булган
да лосила мусбат, — »^2 <  дг <  +  /  2 ора- 
лицда манфий ва х >  y ^~2 булганда яна мус
бат эканини курамиз (157- раем). Шундай ки
либ, функция учта монотонлик участкага эга; 
буларнинг лар бирида функциянинг биттадан 
нлдизи бор.

Бундан кейинги лисоблашларни кулайлаш- 
тириш максадида бу монотонлик ораликларини 
торайтирамиз (лекйн лар бир ораликда тегиш
ли илдиз булсин). Бунинг учун /(дг) ифодага х 
нинг исталган кийматларини кУйиб, лар бир 
монотонлик оралигида чегара нукталарда функ
ция лар хил ишорали буладиган кичикроц 
кесмалар ажратамнз:

*1 =  0 , 
ДГ|= 1.

xs — — 3, 
х, = -2 .

хь =  2,
дг« — 3,

/(0) = 2, j  
/ (1) = — 3, /
/ (—3)= — 7Л 
/ ( - 2)=  6, /
/(2) = -  2, 1 
/(3)= 11. I

Шундай килиб, илдизлар ушбу интервалларда 
булади;

(3; - 2). (0; 1), (2; 3).
Илдизнинг (0; 1) интервалдаги такрибнй кийматини топамиз; (2) формулага 
кура:

Энди

„ (1- 0)2 2 
а , _ 0 —_ 3 2 _  5 -  0,4.

/ (0 ,4 ) =  0 ,4 3 - 6  0,1 +  2 = - 0 ,3 3 6 ,  / (0 )  =  2
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булгани учун нлдиз 0 билан 0,4 орасиладнр. Шу интервал™ яна (2) форму
лани кУлланиб, иккинчи аникрок такрибий кийматни топамиз;

11 тднзларнинг бошка интерваллардаги такрибий кийматларини нам шу равнш- 
д* топамиз.

2. У р и н м а л а р  у с у л и  ( Н ь ю т о н  у с у л  и). Яна/(дг1) < 0 ,  
/ ( * , ) > 0  ва {jcl х2] кесмада биринчи хосиланинг ишора-

узгармайди деб фараз киламиз. Бу холда (д-^ дс,) интер- 
валда f{ x )  =  О тенглама битта илдизга эга булади. Энди яна 
l* i ,  *») кесмада иккинчи хосиланинг ишораси хам узгармайди 
деб фараз киламиз; бунга илдизни уз ичига олган интервал 
узунлигини камайтириш йули билан эрншиш мумкин.

(jtj, дг,| кесмада иккинчи хосила ишораеннинг узгармаслиги 
эгри чизик [л-,, л1,] участкада ё факат каварик, ё факат ботик

Сунгра Вi нуктада уринма утказиб, шу равишда илдизнинг 
аникрок киймати ни топамиз. Бу усулни бир неча марта 
такрорлаб, илдизнинг исталган аннкликдаги такрибий кийма- 
тини топа оламиз.

Куйидаги холни айтнб ;утамиз. Агар уринмани В нуктадан 
эмас, балки А нуктадан утказганимизда, уринманинг Ох у к  би- 
лан кесишган нуктаси (xlt хг) интервалдан ташкарида ко- 
лар эди.

158 ва 159- расмлардан курннадикп, ёйнинг кайси чегара 
.нуктасида /(дг) функция ишораси билан унннг иккинчи хоси- 
лаеннинг ишораси бир хил булса, уша нуктада уринма утка- 
зиш керак. (д ь  дг,] кесмада иккинчи хосила шартга кура уз 
пшорасини саклайди, шунинг учун чегара нукталарининг би-

эканини курсатади.
Эгри чизикка В нуктада 

уринма утказамиз (158- раем). 
Уринманинг Ох Ук билан ке
сишган нуктасининг абсцисса
си ах илдизнинг такрибий кий
мати булади. Lily абсциссани 
топиш учун В нуктадаги урин-

о х  ыа тенгламасини ёзамиз:

\ д'
158- раем.

У -/(■*») =  / '  ( • * * ) ( • * -* i) .  
у =  О булганда х  = ах були- 
шини эътиборга олиб, ушбуни
топамиз:

(3)
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рида функциянинг ишораси билан иккинчи зосиласининг ншо 
раси албатта бир хил булади. Бу коида / ' (х ) < 0 булгандл 
дам уз  кучи»и сацлайди. Агар уринма интервалнинг чап чс- 
гарасидан утказилса, (3) формулада л-, урнига хх ни куйиш 
керак:

О | — Х\ — /(*>) (3 ';

Агар (jct х ,)  интервал ичида С бурилиш нуктаси булса. 
уринмалар усули илдизнинг ( а- , ,  дг, )  интервалдан ташцарнда 
ётган такрибий кийматини бериши мумкин (160- раем).

160- раем.

2- м и с о л. /(дг) =  х3 — бдг +  2 =  0 тенгламанинг (0; 1) интервалда! и 
нлдизнни лисоблаш учун (3) формулани кУлланамиз.

/(О) =  2. / ' (0) =  (.Здг* -  6) , _ 0=  -  6, Г ( х )  = 6 д г > 0 .  

шунга кура (3) формула буйича

л, = 0 — 3 -g = з" — 0,333.

3. Б и р л а ш т  п р и л г а н  
у с у  л (161- раем). Ватарлар 
усули ва уринмалар усулини 
\хх, х 2] кесмада бир вактда 
Кулланиб, пзлангаи а илдиз
нинг икки томонида ётган ах 
ва ах нукталарци _  топамиз 
(чунки / (а , )  ва /  (а ,)  орди- 
наталарнинг ишоралари ,\ар 
хил). Сунгра [ a lt а,| кесмада 
яна ватарлар усулини ва урин- 
малар усулини кулланамиз.
Натижада илднзнинг кийматига

шуни топамиз:
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яиада якинрок нккита о, ва а ,  сонларни топамиз. Топилган 
такрибий кийматлар орасидаги айирма талаб этилган аниклик 
даражасидан кичик булгунча ишни шу равишда давом эттнра- 
миз. Бирлаштирилган метод билан биз изланган илдизга бир 
вактда нккн томондан яцинлашамиз (яъни бир вактда илдиз- 
иинг ^акиций кийматидан эртикрок ва камрок такрибий к»£* 
матларини топамиз).

Чунончи, юцорнда каралган мисолда урнига кУйиш йули билан 
/(0,333) >  0, /(0,342) <  О

экапига ишонч лосил киламиз. Демак, илдизнннг киймати топилган такри- 
fn ii кийматлар орасида булади:

0,333 <  ж <  0,342.

VI б обга  маш цлар

Эгри чнзикларнинг курсатилган нукталарда эгрилнги топилсин;1. b*x% -f-
Ь

uJy* =  а 2Ь2, (0, b) ва (а, 0) нукталарда. Жав. (0, Ь) нуктада jj j ; (а, 0) нук-

а  24
тада j," . 2. ху  =  12. (3, 4) нуктада Жав. j j j .  3. у  =  дг3, (дг,, у ,)  нуктада.

Жав. у  6,^ ~4чТГ. 4. 16у* =  4х* — дг\ (2, 0) нуктада. Жав. -я-. 5. хЧг +  у*»=  
( *  т

=  «*/», ихтиерий нуктада. Жав. 1/ (3  J/|
Куйидаги эгри чнзикларнинг курсатилган нукталарда эгрилик радиуси 

топилсин; кар бир эгри чизик чизилсии ва тегишли эгрилик доирасн ясал-

син. 6. у 2 =  дг3, (4, 8) нуктада. Жав. R =  7. х3 =  4ау,  (0, 0) нукта-
О

да. Жав. R =  2а. 8. Ь2х* — агу * = а?Ь-, (дг,, у ,)  нуктада. Жав. R =  
(Ь> дг, 4- a ty t),k
-------^ ------- . 9. у  =  In дг, (1, 0) нуктада. Жав. R = 2 J  2, 10. у  =  sin дг,

( я \ х — a  cos3 /1
- J .  1 I нуктада Жав. R = I. 11. у =  Л5|Пз Л. * — *1 булганда.

Жав. R — За sin/, cos/,.
Куйидаги эгри чнзикларнинг эгрилик радиуслари топилсин: 
г =  31- )

12. у  _  ^  _  р  j , / =  1 булганда. Жав. R =  6. 13. Айлана р =  a  sin в.

a (pJ - f  в 2)*/«
Жав. R =  y - *4. Архимед спирали р =  а 0. Жав. R =  —j.a ^  . 15. Кар-

2  
дивида р =  я ( 1 — cos в). Жав. /? =  - j / 2 e p .  16. Лемниската р2 =  я 2 cos 20.

в 2 О О О
Жав. R — д-. 17. Парабола f —a  sec2 Жав. R = 2a  sec3 - j . 18. р =  a  sin3

3 О 
Жао. R — ~4 a  sln: - j .
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Ушбу эгри чизикларнинг эгрилик радиуси энг кичик кийматга эга бул

ган нукталари топилсин; 19. у  =  In дг. Жав. — j  In 2 j 20. у  =  с*.

Жав  ̂— y l n 2 ,  t - L j .  21. / 1 + / 1 - / 5 7  Жав. -£ j.

22. y  =  a ln  | l — “i j  Жав. ( 0 , 0 )  нуктада R =  у .

Ушбу эгрн чизикларнинг кар бири учун эгрилик маркази коордниата-
X* у*

лари (» , Р) ва эволюта тенгламаси топилсин. 23. — т*  =  1. Жав. а =

_£±*24 р,_  (J1+WJ? к  , г +,г_„т ж„.
1 2  2 1
■j о о "Т" д ! 4- 15 V*

+  Здг у  , ? а  у  +  Здг' у  . 25. уз =  а*дг. Жав. a =  — g jjp ----- ;

g i y  _  9у6 f  x = 3t, _4 _  3
P = 2e« ■ | у  = f* — 6. ^ oe‘ ------ 3 • P — — 2-

_  .<c =  f t l nc l g  - у — ft cos f, ft ( T ,  - T j
27. * Жав. у  = -я- \e + e  / (трактрнсса). 

у  =  ft sin t.
I x =  a  (cos t +  / sin t), „  fjr =  acosV ,

28. . . .  ^  -^ ae- “ =  a  cos P = a  sln *• 29.[ у  = a  (sin t — t  c o s  t). ly  =  a  sin3/.
Жав. ч — a  cos31 +  3 a  cos t sin* /; (i =  a  sin31 -(- 3a cos3 1 sin t. 30. ж3 — \x |- 
+  2 =  0 тенгламанинг илдизлари 0,001 гача аникликда топилсин. Жав. дг, =  
=  1,675; дс3 =  0,539; х3 — — 2,214. 31. / ( jt )  =  дс» — дс — 0,2 =  0 тенгламанинг 
(1; 1,1) ннтервалдаги илдизинииг такрибий киймати топилсин. Жав. 1,045. 
32. х ‘ +  2дг2 — 6*  +  2 = 0 тенгламанинг илдизлари 0,01 гача аникликда *и- 
собланснн. Жав. 0,38 <  хх <  0,39; 1,24 <  дг* <  1,25. 33. дс3 — 5 =  0 тенглама

такрибий ечилсип. Жав. хх х  1,71, -Xi,3 =  1,71 ~  1 ± '»  3 34, х — tg  дг =  0

Зг.
тенгламанинг0 в а - j  орасидаги илдизининг такрибий киймати топилсин.

Жав. 4,4935. 35. sin дс =  1 — дс тенгламанинг илдизи 0,001 гача аникликда 
кисобланснн. К у р с а т м а ;  тенглама /(дс) =  0 куринишга келтирилсин. 
Жав. 0,5110 <  дс <  0,5111.

Х а р  х и л  м а с а л а л а р.

36. Лемниската р* =  a* cos 2? нинг кар бир нуктасидаги эгрилик т у  
нуктанинг радиус-векторига пропорционал эканлиги курсатилсин. 37. р =

a sln3- j  эгри чизик эгрилик радиусининг энг катта киймати топил- 
3а

син. Жав. R =  1 ". 38. у  =  х  In дс эгри чизикнинг у '  =  0 буладиган нукта
сида эгрилик марказининг координаталари топилсин. Жав. ( e _ t ; 0). 39. 
Архимед спирали р =  а у  нукталари учун <р -*■ оо да радиус-вектор билан

эгрилик радиуси орасидаги анирма нолга интилиши исботлансин. 40. l j



238 VI БОБГА МАШКЛАР

И)к и л а  у  =  s i n x  синусоида билан умумий уринма ва эгриликка эг» булган
jfj

у  =  ах* + Ьх +  с парабола топилсин. Графиги ясалснн. Жав. у  =  — - j  +  
кх к*

+  2" +  1 — -jp 41. /(■*) функция бундай аникланган;

— оо < х  < 1 интервалда /(х )  =* х3,
1 < х  <  оо интервалда / ( х )  = ах- + Ьх + с.

/ (х )  чизик ламма ерда узлуксиз эгриликка эга булмоги учун а, Ь, с  нинг 
кийматлари кандай булиши керак? Графиги ясалсин. Жав. а  = 3, * =  —3, 
с =  1. 42. Цнклонданинг лар кандай нуктасида эгрилик радиуси шу нукта
даги нормал узунлигидан икки марта катта эканлиги курсатилснн. 43. у  =*
— х* параболанинг ( 1, 1) нуктасида эгрилик айланасинииг тенгламаси ёзнл-

син. Жав. (х  +  4)3+ ^у — -g-j 44. у  = t g x эгри чи зи кн и н г^у ; l j  нуц-

тасида эгрилик айланасинииг тенгламаси сзнлсин. Жаа. (х  — — V +  

/ 9 \* 125
*1 4 J — 16 • Ярнм Уклари а  ва b булган эллипс эволютасишшг

тула узунлиги топилсин. Жав. 4 (*> -*> )/а6 . 46. хех=2  тенглама нлдизлари- 
"ИНГ такрибий киймати 0,01 гача аникликда топилсин. Жав. Тенглама яго- 
на лакнкии х  ^  0,84 _нлдизга эга. 47. x l n x  =  0,8 тенглама нлдизларинпнг 
такрибий киймати 0,01 гача аникликда топилсин. Жав. Тенглама ягона ла- 
кнкни х »  1,64 илднзга эга. 48. х 3 a r c t g x  =  I тенглама илдизинннг 1акри- 
бни киймати 0,001 гача аникликда топилсин. Жав. Тенглама ягона лакиций 
х  *  1,096 илднзга эга. ■ ' i n
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1-§ . Комплекс сонлар. Дастлабки таърифлар

Комплекс сон деб
z = a  + ib (I)

нфодага айтилади, бу ерда а ва b — цациций сонлар, i —Mat
ty  м бирлик, ушбу тенгликлар б...1ан аникланади:

/ = ^  — 1 ски /* = — 1; (2)

а — комплекс сон z нинг jfацщий кисми, ib — мав^ум кисми 
дейилади. Улар бундай белгиланади: а = Re z, b — Im z. Агар
0 =  0 булса, 0 + ib ^ ib  соф мав^ум сон дейилади; агар Ь = О 
булса, хакикий сон хосил булади: а + i -О = а. Факат мав.чум 
кнсмининг ишораси билан фарк киладиган икки комплекс сон: 
z = а +  ib ва z = а —  ib бир-бирига цушма дейилади.

Ушбу икки асосий таъриф кабул килинади:
1. Агар г ,  = а ,  +  ib ва = аг +  1Ьг дан иборат икки комп

лекс сонда
о, = а>\ Ьх = Ьг

булса, яъни хакикий кнсмлар узаро ва мав.\ум кисмлар узаро 
тенг булса, у комплекс сонлар тенг дейилади.

2. Агар а = О, b — 0 булса, факат шундагина комплекс сон 
z нолга тенг булади:
1 z =  а +  ib = 0 .

1. К о м п л е к с  с о н л а р н и н г  г е о м е т р  и к т а с в и р и .  
Хар кандай комплекс сон z = a-\-ib ни Оху текисликда коор- 
динаталари а ва b булган А (а, Ь) нукта шаклида тасвирлаш 
мумкин. Аксинча, Олту текисликдаги хар кандай М (а, Ь) нук
та z = x  +  iy комплекс сонга мос келади. Узида комплекс сон 
тасвирланадиган текислик узгарувчи г  нинг комплекс текисли- 
ги дейилади (162- раем), текисликка доирача ичига 2 символи 
КУйилади.

КОМПЛЕКС СОНЛАР. К У П \А Д Л А Р
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Узгарувчи г комплекс текислигининг Ох укда ётувчи нук- 
таларига лакикий сонлар мос келади (Ь = 0). Оу укла ётувчи 
нукталар соф мав.^ум сонни тасвирлайди, чунки бу лолда

0. Шунинг учун комплекс сонларни г нинг комплекс узга 
рувчи текислигида тасвирлаганда Оу ук  мавлум сонлар уки 
ски мав^ум УЧ, Ох Ук эса х,ачщиЬ уц дейилади.

А (а, Ь) нуктани координаталар боши билан туташтириб,
i А векторни лосил киламиз. Баъзи лолларда z =  а +  ib комп
лекс соннинг геометрик тасвирини ОА вектор деб кабул ки-

лиш кулай булади.
2. К о м п л е к с  с о н н и н г  т р и г о 

н о м е т р и к  ш а к л и .  Координаталар 
бошини кутб, Ох укининг мусбат йуна- 
лишини кутб уки деб олиб, А (с , Ь) 
нуктанннг кутб координаталарини <р ва 
г ( г >  0 ) билан белгилаймиз. Унда ушбу 
тенгликларни ёзиш мумкин (162- раем):

b = rsln<p,162- раем. а  = г  соз <р.

демак, комплекс сон г ни бундай тасвирлаш мумкин: 
а +  lb = r  cos <р +  ir sin <р.

Оки
г = r(cos<p -f- /sin <р). (3 )

Бу тенгликнинг унг томони даги ифодада г =  а +  ib ком
плекс сон ёзувининг тригонометрик шакли деб аталади.

г  комплекс сон z нинг модули деб аталади. <р комплекс сон 
z нинг аргументи деб аталади; улар бундай ифодаланади:

г =* | * 1 .  <P = arg z. (4)
г ва <р микдорлар а ва b оркали бундай ифодаланади:

Демак,

\г | = | а +  ib I -  У  а 3 +  Ь*.

arg г  = arg (а  +  ib) ' Arc tg - . (5)

Комплекс соннинг аргументи <р бурчак Ох Укиинг мусбат 
йуналишидан соат стрелкаси ларакатига тескари йуналишда 
лисобланса мусбат, карама-карши йуналишда лисобланса ман- 
ф ii булади. Равшанки, аргумент бир кийматли булмасдан, балки
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2к* кушилувчигача (k — ихтиёрий бутун сон) аникликда 
белгиланади.

Из о * -  Кушма комплекс сонлар z = a-\-ib ва z = а — lb
тенг ыодулларга эга: |z| = |z|, аргументларининг абсолют кий
матлари тенг, аммо ишоралари билан фарк килади:' агg  г  =
= -  arg г.

Хакикий сон А ни *ам (3) шаклда ёзиш мумкин, яъни: 
Л > 0  булса, А = \А\ (cosO-f- i sinO),
А <  0 булса, А = | А | (cos я  -f / sin я).

Нолга тенг булган комплекс соннинг модули нолга тенг: 10[. = 
= 0. Нолнинг аргументи сифатида хар кандай <р бурчакни на- 
бул килиш мумкин. Хакикатан *ар кандай <р бурчак учун уш
бу тенгликни ё^пш мумкин:

О О (cos ?  +  i sin <р).

2 - § .  Комплекс сонлар устида асосий амаллар .

I. К о м п л е к с с о н  л а р н и к У ш и ш. Икки комплекс сон 
ва г2 =  а2 +  ib2 нинг йигиндиси деб ушбу

*1 +  *2 *= (fli +  +  (flj +  ib2) =  (fli +  dt) +  i (b{ +  b2) ( 1)
тенглик билан аникланган комплекс сонга айтилади.

( 1) формуладан векторлар билан тасвирланган комплекс 
сонларни кУшиш — векторларни кушиш коидасига мувофнк 
бажарилиши келиб чикади (163- а раем).

1W - раем.

2. К о м п л е к с  с о н л а р н и  а й и р и ш .  Икки Zi=Ox +  ibl ва 
г» ~о,2 +  ibt комплекс сонларнинг айирмаси деб шундай ком
плекс сонга айтиладики, унга г2 комплекс сонни кУшганда z,

• комплекс сон хосил булади:
*» — *2 =  (°i +  ibi) — (<Ч..+ ib2) = (fli -  а2) +  i (bt — bt). (2)

1 6  Н. С. Пискунов
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Икки комплекс сон айнрмасининг модули шу сонларнн 
комплекс узгарувчилар текнслнгида тасвирловчн нукталар ора- 
сндаги масофага тенг (163* б раем):

|г, -  z2\ = / (fli — а»)* +  (bt — bt).
3. К о м п л е к с  с о н л а р н н  к у п а й т и р н ш .  г ,  =  а ,  +  /Л, 

ва г ,  *=ai +  ibt комплек. сонлар купайтмаси деб, уларни икки 
ладлар сингари алгебра коидасига мувофнк, лекин

Л =• — 1, /* = — /, *< =  ( —/)./ =  — /*= 1, /» = / ва л- к.,

умуман к бутун булганда:

/“ = 1 , / и+‘ =  /, / 4* f 3 = » - /

эканлнгини эътиборга олиб купайтнрганда лосил булган комп
лекс сонга айтиладн.

Шу коидага асосан куйидаги купайтмани лосил киламиз:

zxz, =  (о, +  ibi) (аг +  ibt) =■ atat +  ibtat - f  /а А  +  1лЬхЬг
ски

ZjZt = (ata2 — ЬгЬ3) 4*  ̂(^ 1̂ 2 “b (3.)
Комплекс сонлар тригонометрик шаклда берилган булсин: 

г ,  = г ,  (cos ? !  +  i sin <p,), zt -  г г (cos <p, - f  i sin ?*).
Бу сонларнннг купайтмасини топамиз:
*|2”2 = /*i (cos ? !  + i sin ? i )  r3 (cos f j  +  i sin ? , )  = r , r 2 [cos <Px cos <p»H- 
- f  / Sin <?! COS (?2 +  1 COS Sin ¥*+** sin <Pi sin <Pa] [(cos ? !  COS <p2—
— Sin<?iSln?: ) +  t (sin (PXCOS92 +  COS<PiSin<?,)j =* r , r 2 [C 0s(9t - f

+  <p2) +  / sin (<p, +  <P,J.
Шундай килиб,

г , г ,  =  Г|Г2 [cos ( ? ,  +  ? 2) +  i sin ( ? ,  +  ? , ) ] .  (3')

яъни икки комплекс сон купайтмаси шундай комплекс соп
ки. унинг модули купайтувчилар модулларининг купайтма- 
сига тенг, аргументи эса купайтувчилар аргументларининг 
йигиндисига тенг.

1- и з о л .  z =  a - f  ib ва z ^ a  — ib кушма комплекс сонлар 
купайтмаси (3) формулага мувофик бундай ифодаланади:

zz = аг +  Ь*,
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Кушма комплекс сонлар к^пайтмаси улардан *ар бирм мо- 
дулининг квадратига тенг.

4. К о м п л е к с  с о н л а р н и  б у л и ш .  Комплекс сонларни 
булиш купайтиришга тескари амал каби таърифланади:

* ! - « , + * * ! .  zt - a %-\-ib2, I * j I = J /аа + ь ]ф 0

деб фараз киламиз. У холда ^  = z шундай комплекс сонки, 

упда г ,  =  z%г булади. Агар а* ^  = х  +  iy булса, у *олда 

с ,  + ibx =  (о, +  ib2) (х +  /у)
ёки

ал +  ib 1 = (а*х -  Ь2у) +  i (а-,у +  btx'\
jc ва у  ушбу

а х = а2х — b2y , bx = btx  + а2у 
тенгламалар системаси билан аникланади. Бундан:

_  а ха г +  bxbj  , _a.,bx — a xbt
Х ~ 4  +  Ь* ’ а ] + ь У

Ни*оят, ушбу формулани хосил киламиз:
Д|Д; 4- ЬхЬг , . а*Ьх — а хЬ ,

I

« 2 +  b j  ' а) + Ь2

Комплекс сонларни булиш амалда бундай бажарилади: 
г ,  =  а ,  +  ib| ни г 2 = а 2 га булиш учун булинувчи ва булув- 
чнни бУлувчига кушма сонга (яъни аг — ib2 га) купайтнрамнз.

Унда булувчи хакикнй сон булади; унга булинувчининг *а- 
кикнй ва мав^ум кисмларинн буламиз:

° i  +  ibx _ (a t -f- ibx)(a?  — lb?) ^
+  ibt (ва +  lb2) (a i — ib t)

_  (axa3 4-  bxb3) -\-l(a«bx — Qxb3) _ o xa.: -f* , ; a?bx — a tb3
— a*+  b ‘ ~~ а* +  Ь* a* + ¥  '

Комплекс сонлар трнгонометрик шаклда
гх — rx (cos <р4 +  I sin ? ,)

гг = г 2 (cos <f2 +  i sin <p2)
берилган булса, ушбуни хосил киламиз:

* 1  r t (cos <ft+  i  sin <fi) Г i , ,  _ \ i _ 4 1 /K\
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Бу тенгликни текшириш учун булувчинн булинмага купай- 
тириш кифоя:

г ,  (cos +  i sin 92) [cos (9, —  «р2) + 1 sin (<р, —  <?,') =

<= Г2 [COS (<?2 +  ? !  — ? 2> +  / S in  (?2 +  ?1  -  <Pl) 1 =  Г , (COS <?, - f

+  i S in  «Pi).

Шундай килиб, икки комплекс сон булинмасининг модули 
булинувки ва булувки модулларининг булинмасига тенг; бу- 
линманинг аргументи булинувки ва булувки аргументлари- 
нинг айирмасига тенг.

2 - и з о * .  Комплекс сонлар устида амаллар бажариш коида- 
лари шуни к^рсатадики, комплекс сонларни кушиш, айириш, 
купайтириш ва булнш натижасида яиа комплекс сон хосил бу- 
лади.

Агар эодикий сонларни комплекс сонларнннг хусусий холи 
деб караб, комплекс сонлар устида амаллар бажариш коида- 
лари хакикий сонларга татбик этилса, бу коидалар арифмети- 
кадан бнзга маълум одатдаги амаллар коидаларинипг узи бу 
лади.

3 - и з о х -  Комплекс сонлар йигиндиси, айирмасн, купайтма- 
си ва булинмасининг таърифларига кайтиб, у  ифодаларда хар 
бир комплекс сон унинг кУшмаси билан алмаштирилса, шу 
амалларнинг натижалари хам унга кушма комплекс сонларга 
алмашинишини текшириб куриш осой. Бундан ушбу теорема 
келиб чицади:

Т е о р е м а .  Коэффициентлари хациций. сонлар булган 
ушбу

А0х н +  А ,хп-* +  . +  а„
купхадда х  урнига а +  ib сон, сунгра унга цушма сон a — ib 
цуйилса, урнига цуйиш натижалари хам узаро цушма бу
лади.

3 -§ .  Комплекс сонни дараж ага  кутариш 
ва комплекс сондан илдиз чицариш

1. Д а р а ж а г а  к у т а р и ш .  Бундан олдинги параграфдаги
(3) формуладан, агар п бутун мусбат сон булса, ушбу форму
ла келиб чикади:

[г  (cos ?  +  /sin 9 )]"  = rn (co s «9 +  /s!n /19). ( 1)
Бу Муавр формуласи деб аталади. Бундан курннаднки, 

комплекс сонни бутун мусбат даражага кутаришда модул
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шу даражага кутарилади, аргумент эса даража ф рсат- 
кичига купайтирилади.

Энди Муавр формуласининг яна бир татбикини К(а(>>аймнз. 
Бу формулада г  = 1 деб фараз килиб,

(cos <р +  t sin <р)" = cos л<р +  i sin rif
тенгликни хосил киламиз. Чап томонини Ньютон бии^од фор
м улой  буйича ёйиб, хакикий ва мавхум кисмларини чежглаб, 
sin л<р ва cos л? ни s in ?  ва cos<p нинг даражаларц юркали 
ифода кила оламиз. Масалан, я  = 3 булганда:

cos* <р -f  i 3 cos* <р sin <р —• 3 cos <p sin* <p — / sin3 <p 
=  cos3«p +  / sin 3<p;

икки комплекс соннинг тенглик шартидан фойдаланиб, у Шбу 
тенгликларни хосил киламиз:

cos 3<р =  cos* <р — 3 cos <р sin* <р, 
sin 3<р = — sin3 <р +  3 cos* <р sirj,®.

2. И л д и з  ч и к а р и ш .  Комплекс соннинг я-дарая^я-и нл- 
дизи деб л-даражага кутарганда илдиз остидаги coMf̂  тенг 
буладиган комплекс сонга айтилади, яъни

рл (cos nty + i sin л4») =  r  (cos <p +  * sin <p)
булса,

У r  (cos <P -f  I Sin <p) = p(COS'}l-f I sin<j>).

Тенг комплекс сонларнинг модуллари тенг булишц керак, 
аргументлари эса 2я га каррали сонга фарк килиши я умкин 
булгани учун

Р" — г, л$ = <р +  2Л«.

Бундан
", — , ? + 2 ЛяР= У Г, Ф = ^ — ,

бу ерда k — ихтиёрий бутун сон, \ГТ  — мусбат г  сон м д ц 3и- 
нинг арифметик (яъни хакикий мусбат) киймати. Д е^ак t

V  Г (COS <р +  I sin ? )  — У  Г (cos Т +  * S,n (2)

А: га 0, 1, 2, . . .  , л — 1 кийматларни бериб, илдизцц»чг л та 
хар хил кийматларини топамиз. k нинг бошка кийма|>1арида 
аргументлар топилган кийматлардан 2п га каррали соцгг* фарк



2 4 6 КОМПЛЕКС СОНЛАР. К711ХАДЛАР

кпл-ади ва д ем ак , топилган илдизлар аввалгилар билан бир
хнл булади.

Шундай килиб, комплекс соннинг п- даражали илдиэн п та 
лар хил кийматга эга булади.

Нолга тенг булмаган лакикий А соннинг п- даражали ил- 
дизи лам п та кийматга эга булади, лакикий сон комплекс 
соыиииг хусуснй лолидан иборат булгани учун тригонометрик 
шаклда тасвирлаииши мумкин:

1- м и с о л .  Бирнииг куб илдизининг ламма кийматлари топилсин. 
Е ч и ш. Бирии тригонометрик шаклда тасвирлаймиз:

к  га 0, 1, 2 кийматларни бериб, илдизнинг учта кийматини топамиз:
2it 2* 4* 4*

Х| =  cos 0 +  / s n 0 =  1, дг, — со» - у  +  / s in  -j> дгэ =  c o s y  -f t  sin -j-*

Маълумки,

шаклдаги тенгла*а икки ладли тенглама дейилади. Бу тенгла- 
манинг илдизларини топамиз.

Агар А лакикий мусбат сон булса,

агар А >  0 булса, А — | А | (cos 0 +  t sin 0); 
агар А < 0 булса, А =  | А | (cos it +  / sin г).

1 =  cos 0  +  I sin О. 

(2) формула буйича шуни лосил киламиз;

У Шунинг учун

в

С

Пн- раем.

164- раемдаги А, В, С нукталар топнлran 
илдизларнинг геометрик тасвирилир.

3. И к к и  л а д л и  т е н г л а м а н и  
е ч и ш.

х п — А

(Л = 0 , 1, 29 • • • » П — I).
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Каве ичидаги ифода 1 нинг п- даражали илдизининг лам
ма кийматларини беради.

Агар А л а к ^ и й  манфий сон булса,

*  =  (cos '-±30. +  i s ,„

Каве ичидаги ифода — 1 нинг п- даражали илдизининг ламма 
кийматларини беради.

Агар А комплекс сон булса, к нинг кийматлари (2) форму
ла буйича топилади.

2- ы и с о л. х ‘ =  1 тенглама ечилсин.
Е ч и ш .  •

*  — y^cos 2А* +  i sin  2Ar. =  cos - j -  +  I sin 

А ни 0, 1, 2, 3 га тенглаб, ушбуларни топамиз:

jfj =  cos 0 +  i sin 0 — 1,
2* , 2* 

xt  -  cos - j  +  / sin -4 =  /,

4js 4st
хг =  cos - f  / sin  f  =  — 1,

6r 6xxK = cos -J + t  sin -J = — i.

4- §. Курсаткичи комплекс булган курсаткичли функция ва 
унинг хоссалари

г — х  +  1у булсин. Агар х  ва у лакикий узгарувчилар бул
са, г комплекс узгарувчи деб аталади. Комплекс узгурувчи г 
нинг лар бир кийматига хОу текиелнгнда ( к о м п л е к с  у з г а 
р у в ч и  т е к и е л н г и д а )  маълум нукта мос келади (162- раем- 
га каранг).

Т а ъ р и ф .  Комплекс узгарувчи г нинг бирор комплекс кий- 
ыатлар соласида лар бир кийматига бошка w комплекс мик
дорнинг аник киймати мос келса, w комплекс узгарувчи г нинг 
функцияси булади. Комплекс аргументнинг функцияси w = 
= /  (г) ёки да =  гс (г )  билан белгиланади.

Бу ерда биз комплекс узгарувчининг битта функциясини, 
яъни курсаткичли функция

.  .  *  ♦ ‘у<w 3= ег еки ъо — е
ни караймиз.



w функциянинг комплекс кийматлари бундай белгиланади*):
х+1у

е =  г* ( c o s y -М  sin у), (1)
яъни

w (г) = е* (cos у  -f  I sin у). (2)
М и с о л л а р .

1. *  =  l  +  j / ,  е  + T / = e (cos j  +  /sin -£ ) =

2. *  =  0 +  2" /, е  * =  е ° (cos у  +  /sin - j )  —
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0 + f/ 
? *

1 +13. г  =  1 +  /, е =  (cos 1 +  / sin 1) *  0.54 +  / 0,83.
х + 01

4. г  =  х  — лакицнй сон, в =  ^ ( c o s  0 +  / sin 0) =  е х — одатдагича 
гУрсаткичли функция.

К у р с а т к и ч л и  ф у н к ц и я н и н г  х о с с а л а р н .
1. Агар гх ва z2 —иккита комплекс сон булса, унда

*,+*. *■ *. е — е е .
Ис б о т .

=  х х +  / у ь  zj =  л-, +  /у2

булсин. У вактда

е г'*г’ = ^<лг,+/у>* +<-*■•+<>•> _  <̂-г.+-«’.)+'(у,+у,)_

=  е х'ех' (cos (уж +  у*) - Н  sin (у, +  у 2)). (4)

Иккинчи томондан, трнгонометрик шаклдаги икки комплекс 
соннинг к^пайтмаси ^акидаги теоремага асосан:

е г,е z‘ =  е х,+,у' е x,+ty' = ех> (cos у, +  i sin у,) ех• (cos у 2 -f- 
+  I sin у 2) = ех ех‘ [cos (ух +  у 2) +  i sin ^  +  Уг) 1- (5)

(4) ва (5) тенглнкларда унг томонлар тенг, демак, чап томон-
-V *.+»! *. *>лар *ам тенг булади: е —е е .

*) Комплекс узгарувчининг курсаткичли функциясининг бундай белги- 
лалиши максадга мувофиктиги куйила XIII бобнинг 21- §  да ва XVI боб- 
иннг 18- § да лам к’Урсатилади (И том).



КОМПЛЕКС СОННИ ДАРАЖАГА КУТАРИШ 249

2. Шунинг сингари йул билан
*i—*• _/ с\е - р , ( 6)

формула *ам исботланади.
3. Агар т  бутун сон булса,

(е2) т = етг (7)
булади. Агар т  > 0 булса, бу формула (3) формулага асосан 
осонгина косил булади; агар т  < 0 булса, бу формула (3) ва (6) 
формулаларга асосан косил кнлинади.

4. Ушбу айният

+ (8)
тугридир.

Хакикатан, (3) ва ( 1) формулаларга асосан:

ег + 2lt< = еге 2г<= е* (cos + i sin 2к) = е*.
(8) айниятга асосан, ег курсаткичли функция даври 2п га тенг 
булган даврий функция эканлиги чикади.

5. Энди ушбу комплекс мицдорни караб чикамиз:
w =и ( jc )  +  iv ( jc) ,

бу ерда и (х) ва v(x ) какнкий Узгарувчи х нинг какикий фупк- 
цияларидир. Бу w мицдор — х̂ ациций узгарувчининг комплекс 
функциясидир.

а) Ушбу лимитлар мавжуд булсин:
Нш и (х) = и (х0), Иш v (х) = v (jc0).

X Х9 X — х 9

У вактда и (х0) + iv (х0) = w0 комплекс узгарувчи но нинг ли
мити дейилади.

б) Агар и' (х) ва v' (ж) ^осилалар мавжуд булса, ушбу
w'x = и' (х) + iv' (х) (9)

ифода ^акикий узгарувчи комплекс функциясининг какикий 
аргумент буйича х,осиласи дейилади.

Энди ушбу
_  <ix+i9x («+/?) * w — е = е

курсаткичли функцияни караймиз, бу ерда а ва Р узгармлс 
Какикий сонлар, х какикий узгарувчи. Бу w функция кациций
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узгарувчининг комплекс функцияси, уни (1) формулага муво-
фик бундай ёзиш мумкин:

w = е*  [cos Рх + 1 sin рх]
ёки

w = е* cos Рх + te^sln Рх. 
w'x лосилани топамиз. (9) формулага асосан:

w'x = (/"cos Рх)' +  i (е * sin Рх)' =  е * (* cos рх — р sin рх) +

-f ie™ (a sin Px-f pcospx) = a [ear(cos Рх -f- /slnPx)] -f- 
+ /P[«aJ(cos px + fsin px)I = (a + /p) [e *x (cos Px + /sin Px)J=

= (a + /p) e
n <«+«)•* <o+I3»jrДемак, агар = г булса, да = (a + /?) е ёки

= (10)
Шундай килиб, k комплекс сон (хусусий лолда лакикий сон) 
ва х лакикий сон булса, у лолда

(екх)' = kekx. (9')
Курсаткичли функцияни дифференциаллашнинг одатдаги фор- 
ыуласини лосил килдик. Энди

(<?*')" = [{ел*)'У = к (<?*')' = кге»х 
ва лар кандай п учун

(е»дг)(л) _  knehx.

Бу формулалар бизга бундан кейин керак булади.
5- §. Эйлер формуласи.
Комплекс соннинг курсаткичли шакли

Агар утган параграфнинг (1) формуласида х = 0 десак, унда
е‘у = cos у + i sin у (1)

формулани лосил киламиз. Бу — курсаткичи мавлум сон бул
ган курсаткичли функцияни тригонометрик функциялар оркали 
ифодаловчи Эйлер формуласидир.

(1) формулада у ни — у билан алмаштириб,
е ~ ‘у = cos у — i sin у (2)
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(3)

фирмулаки хосил киламиз. ( 1 ) ва (2 ) тенгликлардзн cosy са 
sin у пи топамиз;

е'У + е - ‘> cos у = — -̂--
eiy—e-‘y sin у = — ---

Суигги формулалардан фойдаланиб, жумладан, cos? ва sin<pim 
уларнииг хар кандай бутун мусбат даражаларини ва шу дл- 
ражалар купайтмасинн каррали ёйларнинг синуслари ва косн- 
нуслари оркали тасвирлашнмнз мумкин.

1- мисол.
/е‘ У+е-‘У\» 1cos /е'У+е-'П 1 1 v = ( - j -- j  -  Т (^*у + 2 + е~ у)

= [(cos 2у + / sin 2у) + 2 + (cos 2у — i  sin 2y)J = (2 cos 2у -f 2) =

= j ( l  + cos 2 у).

2- ы н с о л.  с -

(ea'-e-a*'t 1 , 1
= --4T4JS------~ » C0S ? + 8 •

К о м п л е к с  соннинг к у р с а т к и ч л и  шакли. Комп
лекс сонни трнгонометрик шаклда тасвирлаймиз:

г —г (cos ? -f / sin <р),
бу ерда г комплекс соннинг модули, <? комплекс соннинг ар
гумент Эйлер формуласига кура

cos <р -f Isfn ? = е . (4)
Демак, хар кандай комплекс сонни ушбу ку рса тк ич ли  

шаклда тасвирлаш мумкин:
г — ге1т.

3- м исол. 1, i, — 2, — I  сонлар курсаткичли шаклда ифодалансин.
Е ч и ш.

2шI = cos 2kr. -f I  sin 2kr. = e ,
1. /

x  X 2
I = cos ~2 + i sin 2~ — e ,

— 2 = 2 (cos к + i sin r.) = 2e'U ,

- / =  cos ( -  y )  + I sin ( -  y )  = в * t
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Курсаткичли функциянинг 4- § даги (3), (6) ва (7) хосса- 
ларига асосан курсаткичли шаклдаги комплекс сонлар устида 
амаллар бажариш осон.

Ушбу комплекс сонлар берилган булсин:

функция, п бутун мусбат сон булганда, куп^ад (полином) ёки 
х нинг бутун рационал функцияси деб аталади; п сони к$п- 
х,аднинг даражаси дейилади. Бу ерда А0, Аи . . . ,  А„ коэффи- 
циентлар хакикий ёки комплекс сонлар; эркли узгарувчи х хам 
закикий, *ам комплекс кийматлар олиши мумкин. Узгарувчи 
х нинг купхадни нолга айлантирадиган киймати купхаднинг 
илдизи деб аталади;

1-теорема ( Б е з у т е о р е м а с и ) .  Купх;ад f(x ) ни х — а 
айирмага булганда f(a ) га тенг цолдщ jfосил булади.

Исбот.  f  (х) ни х — л га булганда булинмада даражаси 
f  (х) даражасидан битта кам булган /Х(х) куп^ад хосил бу- 
либ, колдик узгармас R булади. Шунга кура бундай тенглик- 
ин ёзиш мумкин:

Zi = r l e ‘r\ г-1 = г2е ‘*\
Бу *олда

(5)
бу натижа 2-§ даги (3') формула билан бир хил.

бу формула 2- § даги (5) формула билан бир хил.

г" = (relf )* = гяе1п*;

(6)

(7)
бу формула 3-§ даги (1) формула билан бир хил.

бу формула 3- § даги (2) формула билан бир хил.

6-§. Купхадни купайтувчиларга ажратиш

Маълумкн,
f(x)=zA,)xn + A1xn- i + . . .  + А„

/ ( х) =  R. (1)
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Бу тенглик х нинг а га тенг булмаган ламма кийматлари учун 
тугри (х = а булганда х — а га булишнинг маъноси булмайди).

Энди х ни а га интилишга мажбур киламиз. Унда(1)тенг- 
лик чап томонининг лимити / (а ) га, унг томонининг лимити 
R га тенг булади. / (х ) ва (х — а )/, (х) + R функциялар (лам
ма х ф а  учун)узаро тенг булгани учун уларнинг х -*• а даги 
лимитлари лам тенг булади, яъни f (a ) = R.

Натижа .  Агар а куп^аднинг илдизи, яъни f  (а) = 0 бул
са, f  (х) куплад х — а га цолдицсиз булинади, демак, ку
пайтма шаклида тасвирланади:

f  (х) = (x - a ) f l (x), 
бу ерда /, (х) — куплад.

1- м и со л. / (х ) = х* — 6х* + Их — 6 куплад х  = 1 да нолга айланади, 
яъни / (1) = 0, шунинг учун бу куплад дг— 1 га колдицсиз булинади:

хз — 6х* +  Их — 6 =  (х — 1) ( х ‘  - 5 х  + 6).

Энди бир х номаълумли тенгламаларни кэрашга утамиз.
Тенгламадаги х урнига куйганда тенгламани айниятга ай- 

лантирадиган лар кандай (лакикий ёки комплекс) сон тенгла- 
манинг илдизи деб аталади.

к 5гс 9 я2- м н с о л. х ,=  т ,  x ,=  p X j = Y , . . . ,  сонлар cos х = sin х теигла-
манинг илдиэларидир.

Агар тенглама Р (х ) = 0 шаклда булиб, бу ерда Р(х ) п- 
даражали куплад булса, бу тенглама п- даражали алгебраик 
тенглама дейилади. Таърифдан алгебраик тенглама Р (х ) = 0 
нинг илдизлари Р (х ) куплад илдизларидан иборат эканлиги 
чикади.

Хар кандай тенглама илдизга эга буладими? деган савол 
тугилади.

Тенглама алгебраик булмаса, жавоб салбий булади: шундай 
ноалгебраик тенгламалар мавжудки, уларнинг на лакикий, на 
комплекс леч кандай илдизи булмайди, бунга ех = 0 тенглама*) 
мисол була олади.

*) Зотан, агар х1 = а + 1Ь сон бу тенгламанинг илдизи булса эди, ушбу 
айният е о+« = О ёки (Эйлер формуласига биноан) е° (cos b + / sin Ь) = О 
айннят уринли булар эди. Лекин а нинг леч кандай лакикий кийматида 
нолга тенг булмайди; cos b + i sin Ь лам нолга тенг эмас (чунки бу сон
нинг модули Ь нинг дар кандай киймати учун cos2 b + sin5 b = 1). Деуак,
f ^ * ° i  ь + 1 sin ь) купайтма лам нолга тенг эмас, яъни е“  + 1Ь Ф  0, бу эса

— О тенглама илдизга эга эмас деган сузднр.
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Аммо алгебраик тенглама булган *олда куйилган саволга 
жавоб ижобийдир. Бу жавоб алгебранинг ушбу асосий теоре- 
маси билан берилади:

2-теорема ( алгеб ра нин гас ос ий  теоремаси) .  Хар 
цандаЛ бутун рационал / ( jc )  функция энг камида битта1 
хациций ёки комплекс илдизга эгадир.

Бу теорема олнй алгебрада исбот килинади. Бу ерда биз бу 
теоремани исботсиз кабул киламиз.

Алебранинг асосий теоремасидан фойдаланиб, ушбу теоре
мани исбот килиш осон:

3-теорема,  п даражали %ар цандай к$п%ад х — а 
шаклдаги п та  яизицли купайтувчига ва хп олдидаги коэф- 
фициентга тенг купайтувчига ажралади.

Исбот.  /(дг) ни «-даражали ушбу
/  (х) = Ай х " -f- А1хп~  1 -|- . . .  -f- Ая

куп^аддан иборат деб фараз килайлик. Бу куп*ад асосий тео- 
ремага кура энг камида битта илдизга эга, у илдизни а, билан 
белгилаймиз. Унда к^щадни Безу теоремасининг натижасига 
асосан бундай ёзишимиз мумкин:

/ (* )-= (*- f l i )  А  (X),
бу ерда/, (л:) п — 1-даражали куп*ад; шунингдек /х ( jc )  *ам 
илдизга эга. Уни я .2 билан белгилаймиз. Унда

Л  ( х ) =  (х  ~  a t ) f 2 (х ),

бу ерда/,(х) п — 2-даражали куп*ад. Шунинг сингари
/ ,(х) = (x - a 3)f,(x ).

Чизикли купайтувчиларга ажратиш процессини шундай да- 
вом эттнриб, ушбу муносабатга келиб етамиз:

A - i  (*) = (*  -- a j f „,
бу ерда /„ нолннчи даражали куп*ад, яъчи тайин сон. Бу сон 
хп олдидаги коэффициентга тенг, яъни /, = А0.

Хосил килинган тенгликларга асосан, ушбу тенгликни ёзи
шимиз мумкин:

/(•*•) = Л , ( * - а , )  {х -  аг) . . (х - а „ ) .  (2)
Бу (2) ажралмадан я,, а-,, . . , а„ сонлар куп^аднинг ил- 

днзлари эканлиги келиб чикади, чунки jc = я „  x = at  , . . .  , 
х — ан урнига куйилганда тонгликнинг унг томони, демак, чап 
томони jjau, нолга айланади.
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3- М И С О Л . / ( JT) =  X » — бдг* +  11 X  —  6  к у щ м ,
* = 1, лг = 2, дг = 3

билган и  нолга айланади. Демак,
х *-6 х* + И х — 6 = (дг— 1)(лг — 2) (дг — 3).

- а,......... а„ дан бошка *еч кандай дс = а киймат/(дс) куп-
^аднинг илдизи була олмайди, чунки дс = а да (2) тенглнкнииг 
Унг томонидаги купайтувчиларнинг *еч бнри нолга айланмай- 
ди. Бундан ушбу натижа чикади.

п- даражали кугцад п тадан ортиц х,ар хил илоизлир- 
га эга булолмайди.

Аммо бу *олда ушбу теоремага урин бор:
4-теорема.  Агар х нинг п + 1 та, а0, а „ at, . . . .  ат 

^ар хил цийматларида п-даражали икки <Pi (дс) ва <р, (jc) 
куп^аднинг цийматлари бир хил булса, у кугцадлар бир- 
бирига айнан тенгдир.

Исбот.  Берилган куп>{адлар айнрмасини /(дс) билан бел- 
гилаймиэ:

/(*) = ?1 (х) — 97 (X).
Шартга мувофнк / (дс) даражаси п дан юкори булмаган, аи

at ..........ап нукталарда нолга айланадиган куп*аддир. Демак,
уни ушбу шаклда тасвирлаш мумкин:

/(дс) = А0 (дс -  a,) (x - a t) . . .  (х -  а„).
Аммо шартга кура / (дс) куп^ад а0 нуктада лам нолга ай- 

ланади. У *олда/(а0) = 0 ва бунда *ам чизикли купайтувчи- 
ларнинг *еч бири нолга тенг эмас. Шунинг учун А0 = 0, бун
дан эса (2) тенгликка мувофик / (х) айнан нолга тенглиги 
келиб чикади. Демак,

?«(*)  -  Ъ  (х) =  0 ёки <?х (дс) == <р, (дс).
б- теорема.  Агар.

Р(дс) = А0хп + Л,* "-1 -f . •. + А .- 1-* + Ая
куп>;ад айнан нолга тенг булса, унинг хамма коэфициент- 
лари нолга тенг.

Исбот.  Бу куп^адни (1) формула буйича купайтувчилар- 
га ажратамиз:

Р (дс) = Avxn 4- Л,.*"-1 + . .. + Ап—|ДС + Ап =
= М х -  а,) . . .  (х -  ап). (I*)

Агар бу куп^ад айнан нолга тенг булса, бу лолда х нинг о,, 
я*,. . а„ кийматларидан бошка биронта кийматида *ам нолга
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тенг булади. .Пекин у вактда х — аь  . . . х — а„ ейирмалардан 
леч бири нолга тенг эмас ва, демак, А0 = 0.

Л, = 0, v42 = 0 ва локазо эканлиги лам шу тарица исботла- 
нади.

6- т е о р е м а. Агар икки куплад бир-бирига айнан тенг 
булса, кугцадлардан бирининг коэффициент лар и иккинкиси-у 
нинг мос коэффициентларига тенгдир.

Бу берилган купладлариинг айирмаси айнан нолга тенг куп
лад булишидан келиб чикади. Демак, бундан олдинги теоре
мага асосан, унинг >(амма коэффициентларн нолга тенгдир.

4- мисол. Агар ах9 -f Ьх* + сх + d кущад хг — 5х купцадга айнан 
тенг булса, унда в = 0, 6 = 1, с — — 5, rf = 0 булади.

7-§. Куп^аднинг каррали илдизлари ^ацида
Агар п- даражали купладнинг чизикли купайтувчиларга 

ажралмаси
/(■*) = А> С* — в,) (■* — а,) . . .  (х — а„) (1)

да баъзи чизикли купайтувчилар бир хил булса, уларни бирлаш- 
тириш мумкин ва унда купладнинг купайтувчиларга ёйилмаси 
ушбу куринишда булади.

/ (х) = Ай(х -  а,)*‘ (х -  а,)*» . . .  (х -  a j* « .  (1')
Бунда

*1 + 2̂ 4* . . .  + kn = п.
Бу лолда й| илдиз /г, каррали илдиз, а, илдиз kt каррали ил- 
диз ва локазо деб аталади.

Мисол.  Ушбу куп\ад ) (х) = х3 — 5дс* + 8х — 4 куйидаги чизикли 
купайтувчиларга ажралади;

f (x )  = (x - 2 ) (x - 2 ) ( x - \ ) .
Бу ёйнлмани бундай ёзиш мумкин;

/(-*■) =  (■*■ — 2)* (jr — 1).
«1=1 — икки каррали нлдиз; в, = 1 — содда илдиз.

Агар куплад k- каррали а илдизга эга булса, куплад k та 
бир хил илдизга эга деб лисоблаймиз. Унда купладни чизикли 
купайтувчиларга ажратиш лакидаги теоремадан ушбу теорема 
келиб чикади.

Хар цандай п- даражали куплад расо п та  {дациций 
ёки комплекс) илдизга эга булади.
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I I 3 О V

f (л-) = А0хп + Atx* 1 + . . .  + Ап
к?п*аднпнг илдизларн какида айтнлгапларнннг ^аммасннн 
ушбу

/i0.v" 4* Агхя ~ 1 4- • • • + A i = О
алгебр?нк* теиглачанинг илдизларн терминларида нфодалаш 
мумкин.

Эпдн куйидаги теоремани исбот киламиз:

нлс
диз булади.

Исбот.  Агар л « а ,  сон / ( jc )  куп.^аднинг кх > 1 каррали 
нлдизи булса, (Г )  формуладач

келиб чикади, бу ерда ? (л-) = (л* — о,)*2 . .  . (х—ат)кт купапт- 
м< х — ах булганда нолга айлапмайди, яъни ?(а,)=£0. Днф- 
фрренциаллаймпз:

й (ах) = Л, <? (flj) 4- («1 — о,) <?' (я,) = А-, <? (я,) ф О,
яъни х = aj сон / ' (х) куп^аднинг Л, — 1 каррали илдизидир. 
Т-ореманинг нсботидан, агар kx = 1 булса, at сон f '(x )  jjoch- 
ланинг илднзи эмаслигк келиб чикади.

Исботланган теоремадаи яна ушбу натижа чикади: о, сон 
/ "  (х) косила учун к,—2 коррали илдиз,/"' ( х )  косила учун А»,—3
каррали илдиз,. . . , /  *' '* (х) ^осила учун бир каррали (яъни

/ (* )  = (.*- а , )*,<?(*)

лекнк
/  («О Ф 0.

17 H. С. Пискунов
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8-S. Комлскс и.чдизларга ?га булган куи^чдни 
купайтувчиларга ажратиш

Vjl боб 7- § (1) форыуладаги аи а,, . . ,  , а„ нлднзлар ла- 
кикнй вя комплекс булиши мумкин. Ушбу теоремага урин бор.

Теорем? .  Агар коэффициентлари хациций булган f(x ) 
к£п*ад (i + ib комплекс илдизга эга булса, шу куплад a — ib, 
Кушма комплекс илдизга лам эга булади.

Исбрт.  Агйр f (x )  купладдаги х Урнига a + ib комплекс 
соиии кУйиб, даражаларга кутаришнп бажариб, i иштирок эт- 
ыегдн ладларни айрим ва i иштирок этган ладларни айрим 
тупласак, ушбу ифодани лосил киламиз:

f (a  + ib) = M  + iN,
бу ерда М ва N  мнкдор.:ар I катнашмаган ифодаллрдир. 

a +- lb купладнинг илдизи булгани учун:
f(a  + ib )~ M  + iN  = 0,

бундан
Л1=0, N  =0.

Энди купладдаги х Урнига a — ib ифодани ку ятз . Нати- 
жада (шу бобнннг 2- § охиридаги 3- изолга асосан) М + IN га 
кушма булган М — iN сон чикади, яъни

/  (а — ib) =» М  — iN.
Юкорнда айтнлганидек М = О, Л' = О булгани учуй / (а  — ib) =* 
= 0, яъни a — ib комплекс сои купладнинг илдизидир.

Шундай килиб,
f (x ) ~ А 0(х -  о,) (х -  а2) . . .  (х -  ап)

ажралмага комплекс нлдизлар узининг к У ш м а с и билан 
ж уф т  лолда кирадн.

Бир жуфт кушма комплекс илднзларга мос чизикли купай- 
тувчиларки купайтирнб, лакикий коэффнццентлн квадрат учлад 
Лосил киламиз:

\х — (a - f tb)\\х— ( а — ib)] =•[(* — о) — ib\ f(jc — а) -f ibj = 
= (■* — a)* + b- = x% — 2ax -f a1 + b* = xl -j- px -f q,

бу ерда p = —2a, q — a3 -f b1 лакикий сонлар.
Агар a -f ib сон k каррали илднз булса, yirra кушмл бул- 

гаи a — ib сон лам худди шундай к каррали илдиз булиши 
керак, яъни куплад ажралмйсида х — (а + ib) чизикли купай- 
тувчи кеча марта учрасп, х — (a — ib) чизикли купайтувчи лам 
шунча марта учраЛди.



ИНТЕРПОЛЯЦИЯЛАШ

Шундай цилиб, ха/у/щий коэффициенту куп^ад тегиш- 
ли даражадаги чизицли ва квадрат уч.\од шаклидаги д;a/f/t- 
Kufi купайтувчиларга ажралади, яъни:

f(x ) = А0 (х — яО*, (х — а2)*, . . .  (л — ar)k, (л5 + ptx + ... 
^  . . .  (х ' + р,*+<*)1'.

Бунда АГ| + Л2 -г •.. + kr 4* 2 Л 4- . ■ • 4* 2/, = п.

9- §. Интерполяцнялаш. Лагранжнинг интериоляциоп 
формуласи

Биронта ходнсани урганишда у ва дг микдорлар орасида шу 
ходисаникг микдор томонини аникловчи функционал боглпниш 
бор лиги аникланган булсин; бунда у =. <? (х) функция номаь- 
лум булиб, лекин тажриба асосида аргументнинг [a, bJ кес
мадаги jc0, xlt хг , . . . , х„ кийматларнда функциянинг у0, у,, 
У», . . . .  Уп кийматлари аникланган булсин.

Масала у = <р (х) номаълум функцияни [а, />] кесмада аник 
ёки такрибий тасвирлайдиган, хисоблаш учун мумкин кадар 
кулай (масалан кущад) шаклида функция топишдан иборат. 
Шу масаланн умумнйрок шаклда бундай айтиш мумкин: |а, Ь\ 
кесмада иомаълум у = <?(х) функциянинг л 4  1 та *ар хил х0, 
х и хг, , . . .  , хп нукталардаги кийматлари берилган:

Уо = ? (*<>). Ух = 9 (■*»).........  у„ = ? (-«я);
<Р ( jc )  функцияни такрибий нфодаловчи, дарлжаси < п б' лган 
Р(х ) куп^адни топиш талаб этилади.

Бундай куп^ад снфатида х0, xlt дс2 , . . . , хп нукталардаги
кийматлари <? (д:) функциянинг у0, у,, у,..........у„ кийматлари
билан мос равишда бир хил булган купхадни олиш кераклн- 
ги табиийдир (165-раем). У вактда .функцияни интерполя
ция лаш масаласи" деб атала
диган бу масала бундай нфо- 
даланади: берилган с (.с) функ
ция учун берилган дг0, дгь дг2,
. . .  , jc „  кийматларда

L  Уо=т(-го'.
*  yi = ?(A'i),

у» = ? М
ик>- расы.

17*



кпйматлар кабул киладпган, даражаси <п булган Г  (дс) куп- 
ладнн топиш керак.

Бундай куп^ад сифатнда п- даражали ушбу шаклдаги куп- 
задни оламиз:
Р (дс) = С0 (х дс,) (дс Jfj) . . . .  (дс дся) -|-

+  С\ (ДС -  -V,,) (X -  Xt) . . .  (X — -Vj +  
т  С,(дс ^о) (дс Х|) (X ДС3) . . .  (X Хп) f  . . .
. . .  + С„ (дс -  д0) (дс -  л,) . . .  (дс — хт — i) (1)

ва С0, С,, С„ . . .  , Ся коэффициентларнн
Р  (•*«) =  У«, Р  ( * i )  =  У п  • • • . Р ( * п )  =  Уп (2 ) .

шартлар бажариладиган килиб аниклаймнз.
( 1) формулада дс = дсв деб фараз киламиз; у пактда (2) тенг- 

лпкларни эътнборга олнб, ушбуни топамиз:
Уо = С 0 (*0 -  •*,) (дс0 -  х2) . . .  (дс0 -  дс„),

бундан
Q  _  _____________ Уо_____________________

0 (*0 — * 1) (-to -  Xt) ... (Jfo -
Сунгра, дс = дс, фараз килиб, ушбуни топамнз:

Ух = Сг (дс, -  дс0) <дс, - * , ) . . .  (дс, -  дс„),
бундан

г  - ____________ h ____________
1 (Xt— Jfo)(->fi— Jfm) ••• (X i — х „) *

III у равишда куйндагиларни топамиз:
С  - _______________________ ?!_____________________

*  ( х 3 —  Jfo) ( J f j  -  J f t )  ( J f j  —  j f 3)  . . .  (дг, —  дг„) *

260________________________ КОМПЛЕКС С9НЛЛР. КУШуАДЛА!1 ______________________ _

Q _  _________________ Уп________________
" ( x „  —  Jfu) (ДГ„ —  ДГ,) ( J f „  —  ДГ,) . . .  (дг„ —  д г „ _  ,)■

Топнлган кийматларнн (1) формулага кУйнб, изланган куп^од- 
ни *осил циламиз:

р  ( х)  =  (-У — -У| ) ( - « • - (х — хл) ,
(дг„ —  дг,) (дг0 —  дг,) . . .  ( х 0 —  х „) у о 

. (х —  Jfo ) (дс -  дг,) ■ ■ . ( X  —  ДГ„) д _
(ДГ, — ДГ0)(ДГ| — ДГз) . . .  (д г,— дг„) 1 

(дг —  ДГ„)(ЛГ —  дг,) . . .  (дг —  j f n —l)  (3)
• • • 1 ( Х „  —  -Г0)  <,ДГ„ -  -Г,) . . .  ( J f „  —  ДГП—  » )  У Л'
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Dy формула Лагранжнинг интерполяцион формуласи деб
аталади.

Агар о(х )  функция \а, Ь) кесмада п +  1-тартибли лосилагл 
эгл булса, <? (х)  функциями Р (х )  куплад билан алмаштнрнш- 
даги хато, яъни /? ( jc ) = ® (х) — Р (х )  микдор ушбу тенгсизлик-
ни качоатлантнрадн:
I R (х) I < I (х -  х 0) (дс -  дг,) . . .  (х -  х„)| (— ^-jj, max | ? <,,+1>(л-)|.

Буии исботсиз кабул киламиз.
И зол. 6-§ даги 4- теорсмадан шу келиб чикадики топил- 

гаи Р(х ) куплад куйилган шартларни каноат.у^.ирадиган 
бирдан-бнр купладдир.

Бошка интерполяцион формулалар лам борлигини курсатамнз. 
Улардан бири Ньютоннинг интерполяцион формуласи булиб, 
10-'§ да каралган.

Мисол. Тажриба асосида у = (jr) функциянинг ушбу кийматлари то- 
пнлган: дг„ = 1 булганда у„ = 3, дг, = 2 булганда у, = — 5, дг» = — 4 булган
да у* =  4. у = <р (дг) функцияни 2-даражали куп.\ад билан такрибий тасвир- 
лаш талаб килннадн.

Ечиш.  (3) формула буйича (я = 2 да) ушбуни лосил киламиз:
(дг — 2 )(дг -4- 4) (л- — 1)(дг 4 4) (дг — 1)(дг — 2)

Г\ ,х )-  (1 — 2)(1 -г 4) г (2 — 1) (2 + 4) '  а ,+ (- 4 — 1 )(- 1 —2)
Ски

' 39 123 252 
p W  —  З о — 30 х + '30

10- §. Ньютоннинг интерполяцион формуласи
у = 9 (л:) функциянинг (« + 1)киймати маълум булсин, яъни 

аргументнинг п + 1 та дг0, х,, . . .  , хп кийматларида функция
нинг кийматлари у0, у1( . . . , уп булсин. Бунда аргументнинг 
кушнн кийматлари орасндаги айирма узгармас булсин. Унн h 
билан белгилаймиз. Шундай килиб, аргументнинг тегишли кий- 
матларида номаълум у = 9 (дс) функциянинг кийматлари жад- 
валига эга буламиз.

дг Хп Х, =  Х0 +  /1 дг* — х0 4* 2Л ■ • Хп=  д0 4- nil

У Уо Уг Уш Уп

Аргумент х нинг тегишли кийматларида даражасн п дан 
юкори булмаган тегишли кийматлар оладиган куплад тузамнз. 
Бу куплад такрибан 9 (х) функцияни ифодалайди.
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Олдин куйиДагн белгнлашларни киритамиз:
Дув = у, — у0, А у, = У* — У>< Ау, = Уз — У». • • • «
Д*у0 = у, -  2yt + Уо = А У1 -  Ау0, А*У1 = Ау, -  Ду,..........
дзуо — у, — Зу2 + 3yi — у® = А1 >'! — А*у0, . . ,

Д»у0 = Д" -  'у, -  А' -‘у0.
Булар 1-, 2-, . . .  , я-тартибли аннрмалар деб аталувчи ифода- 
лардир.

х0 ва xt га мос равишда у0, у, кийматларни оладиган куп- 
Хадни ёзамиз. Бу 1- даражали куп^ад булади:

/\(•*) = Уо + Ау0 (О
Хакикатан,

Я ‘ L  -  х. =  Уо' Рх L * , =  Уо +  Л у » Т  =  У® +  (у * -  y J  =  У»*

дс0, Х\, х, да мос равишда у0, ylt у2 кийматларни оладиган 
куп^а-’ни ёзамиз. Бу 2- даражали куп^ад булади:

Р , М  = У . + % ' - ^  +  Т ? ' - ^  f - p  -  1). (2) 
Хакикатан,

ргх = Ус р2 т = Уих~х„ х*»дг,

Р’ | , „ , = * + Л* . ' 2 + т т ( т -  >)=у>.
Учинчи даражали куп>(ад мана бу куринишда булади:

Р. М  = У. + 4 У. * = *  + i p  ( £ р  -  1) +

+ ? , ' - ? ( т * - |) ( т ' - ! )  <3>
Ни^оят х0, хх, . . .  , jc- да мос равишда У0. У» , •.. . У„ Кий-- 

матларга эга буладиган я- даражали куп>(ад мана бу куриниш- 
ни олади:

Р . м  “ У. +  Л у .^-р-Ь  т  ^ Т Г ^ Т Г 5 - l )  +  . •.

•• • + l)- • . [ т р - < * -  1)} (4)
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Бунинг тутрилигига тегишли кийматларнн Урнига куйиб ншопч 
хосил килиш мумкин. Шу ифода Ньютоининг интерполяцион 
формуласи ёки интерполяцион кущадидир.

Мохияти жи^атидан Лагранж куп^ади билан Ныотон куп- 
хади берилган жадвал учун айнан бир хил булиб, улар факат 
ёзилиши билан фарк килади, чунки х нинг берилган л + 1 та 
кийматларида берилган п + 1 та кпйматларга эга буладиган да- 
ражаси п дан юкори булмаган куп^ад ягона усулда топнладн.

Куп лолларда Ныотоннинг интерполяцион куп^ади Лагранж- 
нннг интерполяцион куп^адига Караганда кулайрокдир. Нью
тон куп^адининг хусусияти шундан ибораткч к- даражали 
куп^аддан А + 1- даражали купхадга утишда унинг дастлаб- 
кн &+ 1  хадлари узгармайди, факат аргументнинг барча ол- 
динги кийматларида нолга тенг булган янги бир хаД ортади, 
холос.

И зо л- Лагранжнинг интерполяцион формуласи (9-§ да (3) 
га каранг) ва Ныотоннинг интерполяцион формуласи (4) фор
мула (буйича функциянинг х0 < х < хп кесмадаги кийматлари 
аникланади. Агар шу формулалар буйича функциянинг л: < jr0 
даги киймати аннкланса (буни )л — дг„| кичик сон булганда 
Килиш мумкин), уни жадвални орцага экстраполяция цили- 
ниши дейилади. Агар функциянинг х > хп даги киймати аник- 
ланадиган булса, жадвални олдинга экстраполяция цилиш 
дейилади.
11- §. Дифференциаллашнинг сонли методи

Бирор номаълум <р (х) функциянинг кийматлари 10- § 
нинг бошида каралган жадвал билан берилган булсин. Шу 
функциянинг такрибий хосиласиии ТОпиш талаб килннади. Бу 
масала куйидагнча ечилади. Лагранж ёки Ныотоннинг интер
поляцион купхади тузилади ва шу куподдан косила топилади.

Купинча аргументнинг кушни кийматлари орасидаги айир- 
малар тенг булган жадваллар каралгани учун биз Ньютоннинг 
интерполяцион формуласидан фойдаланамиз. Аргументнинг учта 
*0, *i, хг кийматида функциянинг учта у0, у,. у3 кийматлари 
берилган булсин. Бу холда Ю- § даги (2, куп^адни ёзамиз ва 
уни дифференциаллайиз. Функция хосиласининг д:0< х < л ,  
кесмадаги такрибий кийматини хосил киламиз:

х = х0 да
(1)

(2 )

булади.



КОМПЛЕКС СОНЛАР. КУПЛ.АДЛАР

Агар 3-тартибли купладни (10-§ да (3)) карасак, дп 1>фе- 
рснц иаллагаид аи  суиг унинг хосиласи учун ушбу ифодани ло
сил киламиз:

Жумладан, х = булганда

(4)

Агар 10-§ даги (4) формуладан фойдалаисак, у лолда ло- 
силанинг такрибий ифодасн учун х = .г0 да ушбу ифодани ло- 
сил киламиз:

Хосилаларга эга булган функция учун Ду0 айирма h га i нс- 
батан 1- тартибли чексиз кичик ми»?дор, Л!у0 айирма 2-тартиули 
чексиз кичик микдор, Д*у0 айирма 3- тартибли чексиз кичик мнк- 
дор ва локазо эканини кайд килиб Утамиз.

12- §. Функцияларни куп^адлар билан энг яхши 
якинлаштириш ^акида. Чебишев назарияси

9 ва 10 параграфда каралган масалалар мупосабати билан 
ушбу саволни кУйнш табиий булади: \а, Ь\ кесмада <р (х) уз- 
луксиз функция берилган булсин. Шу функцияни аввалдан 
бери лган  лар‘ кандай а н и к л н к  да р аж ас н  билан 
Р (х ) куплад шаклида такрибий тасвирлаш мумкинми? Бош- 
Кача айтганда, <р ( jc) ва Р (х ) орасидагн айирманинг абсолют 
Киймати [а, Ь\ кесманинг ламма нуктасида олдиндап берилган 
е мусбат сондан кичик буладиган Р (х ) купладни топиш мум
кинми? Бу саволга нжобий жавоб*) куйидаги теоремяда бсрпл- 
гаи, биз бунн нсботсиз келтирамиз.

*) Лагргнжнинг интерполяцион к^лладп [9- § даги (3) га каранг) кУйил- 
ган саволга жавоб берма2дн. Унинг кийматлари функциянинг х0, .ц, л*. • ••■ 
х„ нукталардаги кнйматларнга тенг, лекпн [а, Ь] кесманинг бошка нукта
ларида унинг кийматлари функциянинг тегишли кийматларидаи жуда узокд* 
булиши мумкин.
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В е й е р ш т р а с с  теорем ас и. Агар <р (jc) функция \а, 6J 
кесмада узлуксиз булса, tap цандай s > 0 учу и шу кесма
нинг хамма нуцталарида ушбу

\у (х )~  Р{х )\< г
тенгсизликни цаноатлантирадиган Р (л )  куп.\ад мавжуддир. 
Машлур совет математнгн академик С. Н. Бернштейн берил
ган кесмада узлуксуз <р (х) функцняга такрибий тенг булган 
бундай купладларни бевосита топишнинг куйидаги усулинн 
берди.

Масалан, <p(jc) функция (0, 1) кесмада узлуксиз булсин. 
Ушбу ифоданн тузамиз:

П

Бу ерда С7 — биномиал коэффициентлар, <р j — берилган

функциянинг х = ^  нуктадаги киймати. Вп(х) ифода л-дара
жали куплад; у Бернштейн купхади деб аталади.

Агар ихтиёрий е> 0 сон берилган булса, шундай Бернш
тейн купладини топиш (яъни унинг даражаси л ни шундай 
танлаб олиш) мумкинки, х нинг [0, 1] кесмадаги ламма кнй- 
матлари учун ушбу тенгсизлик.

\в* (•*) — ?(•*)!< «
Каноатланади.

Хар кандай [а, b] кесма урнига [0, 1] кесмани караш уму- 
мийликни чегараламайдн, чунки x = a-\-t[b — a) алмаштириш 
билан лар кандай [а, Ь] кесмани [0, 1] кесмага- айлантириш 
мумкин. Бунда л- даражали куплад яна шу даражали купладга 
алмашинади.

Функцияларни купладлар билан энг яхшн якинлаштириш 
назариясининг ижодчиси математика фанининг энг буюк на- 
мояндаларидан бири булган рус математигн П. Л. Чебишевдир 
(1821 — 1894). Унинг бу солада эришган чукур натижаларн 
кейинги математикларнинг ишларига катта таъсир этди. Бу на- 
зариянинг Чебишев томонидан барпо килиниши, унинг маши- 
наларда кенг фойдаланиладиган, шарнирли механизмлар наза- 
рияси лакидаги асаридан. бошланадн. Бундай механизмларпи 
урганиб, у берилган даражадаги бош ладининг коэффициенти 
бирга тенг булган ламма купладлар орасида шу берилган кес
мада нолдан энг кам фарк киладиган купхадни топиш масала- 
сига келди. У бундай купладларни топди ва кейинчалик олнм-



у д ________________________ к о м п л е к с  с о н л а г . к г и х а д д д р

лар уларни Чебишев купхадларн деб атадилар. У куп*адлар 
купгьна ажойиб хоссаларга ва хозирги вактда математика ва 
техниканииг куп масалаларини текширншда кучли курол булиб 
хизмат к^лмокд3-
VII бобга машцлар

1. (3+ 5/) (4 — /) топилсин. Жав. 17 + 17/. 2. (6+11/) (7 + 3/) топил-
3__j 7 19

сип. Жав 9 + 95/. 3. jq rg i топилсин. Жав. ^  ^  /. 4. (4 -  7/)» топил-

сйн. Жаа. — 524+7/. 5. / 7  топилсин. Жав. ± — = . 6. / — 5— 12/ то-
Г 2

пилснн. Жав. ± (2 — 3/). 7. Ушбу ифодалар тригонометрик шаклга келти- 

рн/син: а) 1 + /. Жав. /5~ cos -у + / sin ^  j .  б) 1 — I. Жав. / 2  X

X  (cos ^  + /s ln^ j. 8. топилсин. Жав. L L l- 1 ;  — /; -~~.У  ^ . 9. Ку-
йнлагп ифодалар sin дг ва cos х даражалари оркали ифодалаисин; sin 2х, cos 2х, 
sin4jr, cos4.r, sin 5 дг. cos бдг. 10. Каррали ёйлар синуси ва косинуси 
оркалн нфодалансин: cos3*, cos3*, cos‘ дг, cosSjc, cos**; sin3*, sin3*, sln‘ jr, 
sin5 x. 11. /(дг) = x3 — 4дг3 + 8jc — 1 куплад дг + 4 га булинсин. Жав. / (дг)= 
= (дг +4)(дг=-.8дг + 40)—161, яъни булинма = дг3 — 8дг + 40; колдик/(— 4) = 
= — 161. 12. /  (дг) =з дг« + 12дг3 + 54дг3 + 108дг + 81 куплад дг + 3 га булинсин. 
Жаа. /(дг) =s (дг + 3)(дг* + 9дг3 + 27 дг + 27). 13. /(дс) = дгт — 1 ни д г-1 га 
бу.тиш керак. Жав. /(дг) — (дг — 1) (л* + х? + jr* + + дг3 + х  + 1).

Ушбу лакикий коэффициентли кУпладлар купайтувчиларга ажратилсин; 
14. /(дг) = дс* — 1. Жав. /(дг) = (дг — 1)(дг + 1)(дг» + 1). 15. / (дг) = дг’ -  дг-  
-2 . Жав. /(дг) = (дг-2)(дг+1). 16. /(дг) = дг3 + 1. Жав. / (дг) = (дс+1)Х 
X  (дг* -  дг + 1).

17. Тажриба асосида дг нинг функцияси у нинг ушбу кийматлари лосил 
килинган:

дг, = 0 булганда у { = 4,
-  1 . У» = 6.

•*з =  2 .  у з  =  Ю .

Функция иккинчи даражали куплад кУринишида тасвирлансин. Жав. 
х3 + дс + 4.

18. дс = 1, 2, 3, 4, 5 булганда мос равишда 2, 1, 5, 0 кийматлар олади-
7 79 151

ган туртинчи даражали куплад топилсин. Жав. — ~q ** + ~q * 3— "з~-** + 
226

+ —  дс — 35.
19. дг == 2, 4, 5, 10 булганда мос равишда 3, 7, 9, 19 цийматляр оладиган 

мумкин кадар цуйи даражали куплад топилсин. Жав. 2дс — 1.
20. у = sin кх функция учун (0, 1) кесмада 1-, 2-, 3- ва 4- даражали 

Бернштейн ^упладлари топилсин. Ж аз В , (дг) = q; В ,(х ) = 2jt(1 — -г);

-*(1 — ■*); й«(дг) = 2х (1-дг) [(2 / 2 - 3 )х * - (2 / 1 - 3 )л  +

+ / П



БИР НЕЧА УЗГАРУВЧИНИНГ ФУНКЦИЯСИ

1- §. Бир неча узгарувчи функциясининг таърифи

Бир узгарувчининг функциясини караган пайтда, к^п *оди- 
саларни урганишда икки ва ундан ортик эркли Узгарувчилар- 
нинг функциялари *ам учрашини курсатган эдик. Бир печа 
мисол келтирамиз.

1- мисол .  Томонларининг узунлиги дг ва у га тенг булган т^грн турт- 
бурчакнинг юзи 5 ушбу формула билан ифодаланади:

S  — ху
х ва у нинг *ар бир кУш кийматнга 5 юэининг аник бчр киймлти мос 

келади; 5 икки Фзгарувчннннг функциясиднр.
2- мисол .  Кирраларининг узунликлари х, у, г га тенг булган тугри 

туртбурчакли параллелепипеднинг х,ажми V ушбу формула билан ифодзла- 
пади;

V = хуг.
Бу ерда V учта узгарувчи х, у, г нинг функциясиднр.
3- мисол .  Стволи горизонтга <р бурчак остида огма килиб кУйилган 

тупдан v0 бошлангнч тезлик билан отилган снарядиинг учиш узоклиги R  
(цавонинг каршнлиги эътиборга олинмаганда) ушбу формула билан ифода
ланади:

_  sin 2у 

8
Бу ерда g — огирлик кучининг тезланиши. Бу формула t>(, ва о нипг *ар 
бир кУш кийматида А* нинг аник кийматини беради,'яъни R  икки узгарув
чи v0 ва <р унинг функциясиднр.

4- мисол.
дг» + у1 + ж» + О 

и — ----- гг- ---- . •
✓ 1 + X*

Бу ерда и тУрт Узгарувчи дг, у, г, t нинг функциясиднр.
1-таъриф. Агар бир-бирига боглик булмагаи гкки узга

рувчи дс ва у нинг бирор D узгариш со^асидаги *ар бир куш 
(дс, у) кийматнга г микдорнниг аник бир киймати мос келса, z 
икки эркли узгарувчи х, ва у нинг D со^ада аникланган функ- 
цияси дейилади.

VIII БО Б
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Икки узгарувчининг функцияси символик тарзда бундай 
ифодаланади:

г = /(л-, у), z ~  F  (л-, у) ал X- к.
Иккн узгарувчининг функцияси, масалан, жадвал ёрдами 

билан берилиши ёки, юцорпда каралган турт мисолдагн кабн, 
спллитнк усулда — формула ёрдами билан берилиши мумкин. 
Формулага асосач эрклн узгарувчиларнннг баъзи куш киймат- 
л ipii учун функция кийматларннпнг жадвалики тузит мумкин. 
Чунончк, биринчи мисол учун ушбу жадвални тузнш мумкин:

5' = х у

^ < 1 0 1 1. 5 2 3

1 0 1 1,5 2 3
2 0 2 3 4 6
3 0 3 4,5 6 9
4 0 4 6 8 12

Пу жадвалда х ва у нинг тайин кийматларнга тегишли сатр 
ва устуннинг кесншган ерида 5 функциянинг мос киймати кУ* 
Иилган.

Агар функционал богланиш z —f (x , у) бнрон ходнсани 
экспериментал урганишда z микдорни улчаш натижасида хо- 
снл булса, z ни икки узгарувчининг функцияси сифатида тас- 
вирловчн жадвал хосил булади. Бу холда функция факат жад- 
пал билан бсрнлади.

Бир узгарувчининг функцияси каби икки узгарувчининг 
функцияси лам, умуман айтганда, л: ва у нинг хар кандай кий* 
матида мавжуд булавермайди.

2-таъриф. z = f{x , у) функция аникланган х ва у куш 
(.V, у) кийматларининг туплами функциянинг аницлик со.\аси 
ёки мавжудлик сох;аси деб аталади.

Функциянинг аниклнк сохасн геометрик тарзда кургазмалн 
тасвирланади. Агар х ва у нинг лар бир куш кийматини Оху 
текислнкда М |л\ у) нукта билан тасвпрласак, функциянинг 
аниклнк сохасн текнсликдаги нукталарнннг бирор туплами ку- 
ринишида тасвирланади. Нукталарнннг бу тупламини хам функ
циянинг аниклнк сохасн деб атаймиз. Функциянинг аниклнк 
соласн, жумладан, бутун текислик булиши лам мумкин. Бун- 
д;ш буён асосан т е к и с л и к  н и н г чизик  л ар билан ч е г а- 
рлланган кис ми дан иборат булан сохалар билан нш ку- 
рамиз. Берилган соланн чегаралозчк чизикни соханинг чегараси

1 .

деб аитанмпз. Соланннг чегарада ётмаган нукталаринн. сола- 
нннг икки нукталари деб атаймиз. Факат ичкп нукталардан 
иборат булган сола окиц со^а дейилади. Агар солага чегарл- 
нинг нукталари лам кирса, со^а ёпиц деб аталади. Агар шун- 
дан узгармас С сон мавжуд булсаки, координаталар боши О 
дан соланинг нсталган Л1 нуктасигача булган масофа С дан кп- 
чпк, яъни |ОЛ1| < С  булса, сола чегараланган деб аталади.

5- Л\ и с о л.
г — 2х — у

Функциянинг табннй аниклнк соласн белгнланспн.
2х — у аналитик ифода дг ва у нинг лар кандай кийматгда маънога эга. 

Демак, функциянинг табиий аниклнк ссдаси бутун Охм теки .̂шгн 65'лади.
6- мисол.

«(■
г = /1  - х '- у » .

г дакикий кийматга эга булиши учун, ра
дикал остида номанфий сон туриши, яъни 
дг ва у ушбу тенгсизликни каноатлантнрн- 
ши керак

1 — х* — у* > 0 еки дс* + у* < 1.
Коордннаталари бу тенгсизликни капо- 

атлантирувчи дамма М  (дс, у) нукталар ра
диуси 1 га тенг ва маркази координаталар 
бошида билган донрада ва у донра чегара 
снда «тади.

7- м н с о л. 166- раем.
г = In (дс + у).

Логарифмлар факат мусбат сонлар учун аникланган булади, шунинг 
учун ушбу тенгсизлик каноатланиши керак:

ДС + У >  0 5ки у >  — дс.
Бу, s функциянинг табинй аниклнк сода с и у = — х тугри чпзнкдан ivko- 

рндагн ярим текислик булади деган сузднр; тугри чизикнинг узи бу солага 
кнрмайдн (166- раем).

8- мисол. Учбурчакнннг юзи 5 — асосн дс ва баландт ini у нинг фуик- 
цнясидир:

9 = *4-Л -  2 .
Бу функциянинг аниклнк содаси дг>0, у > 0  содаднр (чункм учбурчак- 

нниг асосн ва баландлиги манфий сон ва ноль була олмайди). Бу функция- 
иииг аниклнк содаси функцияни белгнловчи аналитик нфоданинг табиий

хуаниклнк содасидан фарк килади, чункн '-ту нфоданинг тябннн аниклнк со- 
дасн бутун Оху текислиги булиши равшан куриннб турибдн.

Икки узгарувчи функциясипннг таърифиин уч ёки -ундан 
ортнк узгарувчи булган хол учун умумлаштирпш осон.
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3-таъриф. Агар jc, у, г ......... и, t узгарувчиларнииг хар
бир кийматлар тупламнга узгарувчи w нинг аник киймати мос 
келса, w  ни jc, у, г.......... и, t эркли ргарувчиларнинг функ
цияси деб атаймиз ва

w =  F (x, у, z..........и, t) ёки w = f ( x ,  у, г............ и, t )

ва *. к. куринишда ёзамиз.
Икки узгарувчннинг функцияси сингари, уч, турт ва ундан 

ортик узгарувчилар функциясининг аниклик со^аси ^акнда суз- 
лаш мумкин.

Масалан, уч узгарувчининг функцияси учун аниклик со*аси 
уч сон (jc, у, г) нинг бирор туплами булади. Маълумки, *ар 
бир учта сон Qxyz фазо коордннаталар системасида бирор 
М  (jc, у, г) нуктани беради. Демак, уч узгарувчи функцияси- 
нипг аниклик сохаси фазо нукталарининг бирор туплами бу
лади.

Шунга ухшаш, турт узгарувчи функцияси и = /(jc, у, г, t ) 
нинг аниклик со^асн туртта сон (х, у, г, t) нинг бирор тупда- 
мн булади дейиш мумкин. Лекин турт ва ундан ортик узга
рувчилар функциясининг аниклик сохасини содда геометрик 
маънода изо.^лаб булмайдн.

2- мнсолда х, у, z нинг барча кийматларида аникланган уч 
узгарувчи функцияси келтнрилган.

4- мисолда турт узгарувчининг функцияси келтнрилган.
9- мисол .

w = У I  — х1 — y'J — х* — и*.
Бу ерда w т^рт узгарувчи х, у, г, и нинг функцияси булиб, узгарувчн- 

ларнинг ушбу
1 — х2 — у* — za — и* > 0 

муносабатни каноатлаитирувчи кийматларида аникланган.

2- §. Икки узгарувчи функциясининг геометрик тасвири

Оху текисликдаги G сохада (бу соха, баъзан; бутун текис- 
ликдан иборат булиши хам мумкин) аникланган

*=/(<*, У) (О
функцияни ва Oxyz тугри бурчакли Декарт координаталари 
снстемасинн караймпз (167-раем). G соханинг хар бир (jc, у) 
иуктасидан Оху текисликка перпендикуляр утказамиз ва унда 
/(дг, у) га теыг кесма ажратамиз.
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У лолда фазода координаталарн
Jf, У. * = / (* . У)

булган Р  нуктани лосил киламиз.
Координаталарн (1) тенгламанн каноатлантпрадиган Р  нук- 

таларнинг геометрик урин икки узгарувчи фуикциясининггра
фиги деб аталади. Аналитик геометрия ку.*сндан бнламизкн, 
( 1) тенглама фазода бирок сиртни белгилайди. Шундай килиб] 
икки узгарувчи фуикциясининг графиги, Оху текисликдаги 
проекцияси функциянинг аниклик еоласидан иборат булган 
сирт булади. Оху текисликка перпендикуляр булган лар бир 
тугри чизик z = f (х, у) сирт билан бир мартадан ортик ке- 
сишмайди.

Мисол. Геометриядан маълумки, г — л:*+у* функциянинг графит ай- 
лаииш параболоиладан иборатдир. (168- раем.)

И зо л. Уч ва ундан ортик узгарувчининг функциясини фа
зода график ёрдами билан тасвирлаш мумкин эмас.

3- §. Функциянинг хусусий ва тула орттирмаси
2 — f  (х, у) сиртнинг Охг текисликка параллел, у = const, 

текнелик билан кесишганндан лосил булган PS  чизикнп ка* 
раймиз (169- раем).

Бу текисликда у узгармас кийматни саклагани учун, z фя- 
кат PS чизик буйлаб х нинг узгарншига боглик равишда уз- 
гаради. Эркли узгарувчи х га Ах орттирма берамиз; унда z 
лам орттирма олади, бу орттирма z нинг х буйича хусусий 
орттирмаси деб аталади ва А̂ г билан белгиланади (шаклда SS' 
кесма), яъни

Sxz = f{x - t A x ,y )- f(x , у). (1)
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Шунга ухшаш, агар л* узгармас кийматни са^лал, у га Ау 
орттирма берсак, г  *ам орттирма олади, бу орттирма г нинг у 
буйича хусусии орттирмаси деб аталади ва Ayz билан белги
ланади (шаклда TV  кесма):

V  = f ix ,  У +  Ду) -  / (•*. У)- (2)
Функция Дyz орттирмани г= / (х , у) сиртнн Оуг текислик- 

ка параллел jc = const текислик билан кесишган ерида хосил 
булган , чизик буйлаб1* олади.

Нихоят аргумент х га Д х орттирма ва аргумент у га Ду орт
тирма бериб, г учун янги орттирма хосил киламиз; бу орттпр- 
ма функция z нинг тула орттирмаси деб аталади ьа ушбу 
формула билан белгиланадш

Az = f (x  + Ах, у + Ду) — f(x , у) (3)
169-расмда Д z орттирма QQ7 
кесма билпи тасзирлаигли.

Тула орттирма, умуман айт. 
ганда, хусусии орттирюлар йи« 
кинднсига тенг эмас, яъни

Дг + Axz + Ау-г.
Мисол.  г = дгу.
Дл-- = (х  + Ддг) у — ху -  у Ддг,
Дyz = дс(у + Ду) — ху = дс Ду,
Д г = (дс + Ддг) (у + Ду) — дсу =
= у Аде -(- х Ду + Ддг Ду. 
дс = 1, у = 2, Ддг = 0,ir, Ду = 0,3 

169- раем. булганида
Axz=0,4, Д уг = 0,3, Дг  = 0,76.

Иккитадан ортик узгарувчнлар функциясининг хусусий >>а 
тулт орттирыалари хам шу каби белгиланади. Чуиончн уч уз- 
гаруочинпиг функцияси и = f(x , у, t) учун:

Д г«= /(*-КД *, У. 0  — /(■*• У. О,
Дyu = f(x , у + Ду, t )—f  (x, у, t),
А,и = /  (х, у, t + ДО — f(x , у, t),
A u = f(x  + Ax,y + Ay, t + At) —f(x , y, t).

4- §. Бир меча узгарувчи функциясининг узлуксизлиги
Бити мухпм Ордамчи тушунчани, яъни берилган нукта ат- 

рофи тушуичасиии кирнтамнз.
M0(-Vo. Уо) иуктанинг /• радиусли атрофн деб

V  (л—д0)*'-;- v г(У~Уо)* < г

*
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тенгсизликни каполтлаитирадиглн ламма (х, у) нукталар туп- 
ламигл я ьни млркази М0(х0, ус) нуктада б^лгаи г радиусли 
доира ичида етгаи ламма нукталар тупллмнга айтиладн.

Агар биз f(x , у) функция n(.v0, у0) нукта якиинда” ёки 
»(А‘о. Уо'< нукта атрофида" фалон хоссага эга десак, ун- 
Д«н маркази (х0, у0) нуктада булган ш унда ft доира топилади- 
ки, унинг ламма нукталарида функция антнлган хоссага эга 
булади деган маънони тушунамиз.

Бир неча узгарувчи фуикциясининг 
узлуксизлиги тушунчасини карашдан 
аввал бир неча узгарувчи функцияси- 
пппг лимити тушунчасини караймиз*).

Оху текисликнинг бирон G соласи- 
да аникланган

*=/(■*. у) 
функция берилган булсин.

G солада ёки унинг чсгарасида 
ётган тайин Л10(лг0, у0) нуктани карай
миз (170- раем).

1-таъриф.  „Агар лар кандай 
мусбат е сон учуй шундай г > 0 сон 
топилсакп, ЛШ 0 < г тенгсизлик каноатланадиган барча Л'1и(д:, у) 
нукталар учун

| f (x , у) Л | < е
тенгсизлик каноатланса, узгарувчи М(х, у) нукта Af0(x0, у„) 
нуктага интилганда f(x , у) функция А лимитга интилади 
дейилади.

Агар А сон М (х, у) -+М0(х0, у0) да f(x , у) функциянинг 
лимити булса, бундай ёзилади:

Н т/(х, у) = А.X Xq
У —■ У»

2-таъриф.  М0 (-*„, у0) нукта f(x , у) функциянинг аникла
ниш соласпдаги нукта булсин. Агар М (х, у) нукта функцня- 
нииг аникланиш соласида колган лолда Л10 (х0, у0) нуктага их- 
тиёрий усулда интилганда ушбу тенглик

Иш f (x ,y )= f (x 0,y0) ( 1)
X  -► л ,
У -Уо

*) Биз асосан икки узгарувчи функциясннн караймиз, чунки уч ва ун
дан ортик Узгарувчи функпцясинн караш деч кандай принцнпиал у-згарнш 
киритмайли, лекин кушимча техник кийннчилнклар келтирнО чикаради.
18 Н. С. Пискунов
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мавжуд булса, г = / (дс, у) функция Л10(х0, Уо) нуцтади уз
луксиз дейнлади.

Агар д: = д-0 + Дх, у = Уо + Лу льО белгиллсак, (1) тенглпк-
ни бундай ёзиш мумкин:

lim / (х 0 + Дх, у0 + лУ) = / (^ 0. Уо) (О
A X  -» О
- у - о

ёки
И т [ / ( х0 + Дх, у ,+  Д у )- / (х 0, у,)] = 0. (1")

ДДГ ДО 
Л У АО

А р = (Дх)* + (Ду)* деб белгилаймиз. Лх -*■ 0 ва Ау — 0 да 
Др -► 0 ва, аксинча, Др -*• 0 булса, Лх -*■ 0 ва Ау — О булади.

( 1") тенгликда квадрат цавслар ичида турган нфода функция* 
нинг тула орттирмаси Az эканини эътиборга олиб, ( I 7) тенг- 
лнкки бундай шаклда ёзиш мумкин:

lim Az = 0. ( Г )
А р -» О

Бирор содпнннг хар бир нуктасида узлуксиз булган функция 
шу сохада узлуксиз дейилади.

Агар бирон А'(х0, у0) нуктада (1) тенг лик бажарнлмаса, 
N (*о . Уо) нукта z — f  (х, у) функциянинг узилиш нуктаси де
йилади. (Г )  шарт, масалан, куйидаги лолларда бажарнлмаелн- 
ги мумкин:

1) z — f  (х, у) функция Д/(х0, у0) нукта бирор атрофипинг 
барча нукталарнда аникланган, лекин N (х0, уи) нуктанинг узн- 
да аникланмаган;

2) 2 = /(х , у) функция N (x0, у0) нукта атрофннннг барча 
нукталарнда аникланган, лекин

lim /(х , у)
X  — X ,
У -  У.

лимит мавжуд эмас.
3) Функция Дг(х0, у0) нукта атрофининг барча нукталарнда 

аникланган ва lim f (х, у) лимит хам мавжуд, лекип
X  -  X .
У -  Уо

lim /(х, у) * / (х 0, у0)
X -  дг„
У -  У.

1- м и с о л. г =■ дт* + у* функция дг ва у нинг дар кандай кийматларида, 
яън ’1 Оху текисликнинг дар бир нуктасида узлуксиз.

Хакикатан, х ва у, Д* ва Ду нинг дар кандай киймати учун:
А* = 1(дг + Ддг)1 + (у + Ду)*] -  (л* + у*) =  2дг Ддг +  2у Ду + Ддг* + Ду»,
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дсмак,
llm = 0.Д X -+ О 

А у -* О

Узилувчм функцияга мисол келтирамиз.
2- мисол.

2ху
z = J —

______ „  О ва  v  =  О н у к та л а н  та ш ь
172- расмлар)

2 "  х» + у»
функция х = О ва у = О нуктадан ташкари дамма ерда аникланган (171, 
172- п л гм л яп У

г нинг у= кх (к  = const) TjipH чизик буйлаб кийматини кар ймиз. Бу 
тугри чизик буйлаб

2кхг 2к
* -  х* -г кгх* -  1+ А1 ”  const’

яъни г функция координаталар бошидан утган *ар кандай тугри чизик буй
лаб, тугрй чизикнинг бурчак коэффициенти к га боглик булган узгармас 
кийматга эга булади. Шунинг учун координаталар бошига дар лил йул би
лан акинлашнб, дар хил лимит кийматларга эга буламиз, бу эса (дг, у) нук
та Оху текнсликда координаталар бошига интилганда / (х, у ) функция ли
митга эга булмайди деган суздир. Демак, функция бу нуктада узилган. Бу 
функцияни координаталар бошида узлуксиз буладиган килиб кУшимча бел- 
гилаш мумкин эмас. Шу билан бирга бу функциянинг бошка нукталарда 
узлуксиз эканлшини куриш кийин эмас.

Впик ва чегараланган со*ада узлуксиз булган куп узгарув- 
чнли функциянинг бир неча му^пм хоссаларинн нсботсиз ай- 
тнб утамиз. Бу хоссалар кесмада узлуксиз булган бир узгарув- 
чнли функциянинг хоссаларнга ухшашднр (II боб, 10- § га 
Каралсин).

1-хосса. Агар /(х, у, , . функция ёпик ва чегараланган 
D со^ада аникланган ва узлуксиз булса, шу D ода да камида
18*
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бнтта шундай N (х0, у0, . . .) нукта топиладикн, соханпнг бош- 
ка ламма нукталари учун ушбу

/(*<,. Уо. • • •) > /(•*. У, • • •)

муносабат бажарилади ва камида б1Гтта шундай N (х0, у0, . . .) 
нукта топиладикн, соланинг бошка ламма нукталари учун

f ( x о. Уо , • • •) < / (* ,  У, . . •)

муносабат бажарилади. Функциянинг f (x 0, у0, ..  .) = М кий
матини /  (х, у,...) функциянинг D  соладаги энг ка тта  цийма- 
ти  деб, /  (х0, у,,, . . . )  = т  кийматини эса энг кичик циймати 
деб атаймиз.

Бу хосса бундай лам таърифланадн. Епиц ва чегараланган 
со^ада узлуксиз функция камида бир марта энг ка тта  М 
цийматга ва камида бир марта энг кичик т  цийматга эри- 
шади.

2- хосса. Агар / (х, у, . . .  .) функция ёпнк ва чегаралан- 
ган £>солада узлуксиз булса ва М, т  сонлар f(x , у, . .  .) функ
циянинг соладаги энг катта ва энг кичик кийматлари булса, у 
Лолда т  < ji < М шартни каноатлантнраднган лар кандай ц сон 
учун шундай N* (xj, у*, . .  .) нукта топилиши мумкинки, у нук
тада f(x*0, yj, . .  .) = (а тенглик бажарилади.

2-хоссадан натижа.  Агар f(x , у, . . .) функция ёпик 
ва чегараланган солада узлуксиз булиб, мусбат ва манфий кий- 
матларга эга булса, у лолда шу сола ичида f  (х, у, . . .) функ
ция нолга айланадиган нукталар топилиши мумкин.

5- §. Бир неча узгарувчи фуикциясининг 
хусусий лосилалари

Таъриф.  z = f(x , у) функциянинг х буйича хусусий хо
силаси деб хусусий орттирма Дxz нинг Ах орттирмага ннсба- 
ти Ах нолга интнлншидаги лнмитига айтнлади.

z — f  (х, у) функциянинг х буйича хусусий хосиласи ушбу 
символларнинг бири билан белгиланади:

> / v dz O f
Zx> fX у)» дх' дх'

Шундай килиб, таърифга кура:
llf _  и™ /(-* + Ддг, у )- / (х , у)
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Ш у ;га ухшаш z = f(x , у) функциянинг у буйича хусусий 
хосиласи деб функциянинг у буйича хусусий орттирмаси Ду2 
нинг Ду га нисбати Ау нолга интнлгапдаги лнмнтига айтн- 
лади.

Функциянинг у буйича хусусий хосиласи ушбу енмволлар- 
нинг бнрк бнлаи белгиланади:

дг д/ 
zy' ■'у* ду' ду"

Шундай цилчб,

£‘  = Hm b i  = Hm /<х- >+*»-/<*■».
Ду о ^ У  Ду -» О У

А £  ни хисоблашда у нинг узгармаелнгини Дуг ни хисоблашда 
эс;| х нинг узгармаслигини эътиборга олнб, хусусий хоенла- 
ларга бундай таърнф бериш мумкин: г — f(x , у) функциянинг 
л- б$'йича хусусий х,осиласи деб, у ни узгармас фараз килиб, 
а- буйича топилган хосилага айтилади. z — f  (х, у) функция- 
нннг у буйича хусусий хосиласи деб х ни узгармас фараз к»- 
лнб, у буйича топнлган хосилага айтилади.

Бу таърифдаи очик куринаднки, хусусий хосилаларни хи- 
соблаш коидаси бир узгарувчининг функцияси учун курсатил- 
гаи коида билан бир хил, лекин хар гал кайси узгарувчи бу- 
йнча хосила пзланаётганинн ёдда тутиш керак булади.

дг дг1- м и с о л. г = дг* sin у функция берилган; ва хусусин хоенла- 
ларни топиш талаб ^нлинади.

Е ч и ш.
дг „  дг
^  = 2дг sin у, gy = дг* cos у

2- м и с о л. г = ху 
Бу ерда

дх у
-1

дг у .7у = Дсу1пх

Хар канча узгарувчнлар функциясинннг хусусий хосилала- 
ри хг’м шунга ухшаш топилади. Чунончи, агар и туртта х, у, 
г, t узгарувчининг функцияси булса:

и = J  (•*, У. г, О,
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У *олда
_  |jm / и  + Ах, у, z, t) —/(дг, у. *, t )ди

« “ I T - . --------- з г
ди /(дг, y-f Ду, г, ( ) — /(дг, у, г, I)
*  = У” о'-----------^

3- мисол. в = д:* + у2 + дг/г3,

ди ди ди ди
5Л = Ъс + 1г3< Гу = 2*' Tz = dt = **3-

6- §. Икки узгарувчи функцияси хусусий 
^осилаларининг геометрик маъноси

Ушбу тенглама
* = / (* ,  У)

173- расмда тасвирланган сиртнинг тенгламаси булснн.
х = const текисликии утказамиз. Бу текисликнинг сирт би

лан кесимида РТ  эгри чизик *осил булади. Бернлган х буйича
Ох у текнсликда бирор Л1 (jc, у) 
нуктани караймиз. М нуктага 
z =  f ( x ,  у) сиртнинг (jc , у, z) 
нуктаси мос келади, jc ни уз
гармас *олда саклаб, у га 
Ду = AIN = РТ’ орттирма бе- 
рамиз. Унда г функция 
A yz = TV  орттирма олади 

’ (N (х, у + Ду) нуктага z = / ( j c ,  
у) сиртнинг Т (jc , у + Ду, 

■ z + Дг) нуктаси мос келади). 
Ду гд-— нисбат РТ  кесувчи би

лан бу укнинг мусбат йунали- 
ши орасидаги бурчакнинг тан- 
генсига тенг:

173- раем. ^  =  t g f P r

Демак,
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лимит РТ эгри чизикнинг Р  нуктасидан утган РВ уринма би
лан Оу укнинг-мусбат йуналиши орасида лосил булган (i бур- 
чакнинг тангенсига тенг:

% ” ***•

Демак, хусусий лосиланннг сон киймати z = /(x, у)
сиртни х = const текислик билан кесганда лосил булган эгри 
чизикка уринма ofhui бурчагннинг тангенсига тенг.

Шунингдек ^  хусусий хоснланинг сон киймати г — f(x ,y )
сиртнинг у - const текислик билан кесимига уринманинг огиш 
бурчат а нинг тангенсига тенг.

7-§. Тула орттирма ва тула дифференциал

z = / (х, у) функция тула орттнрмасининг таърифига к^ра 
(VIII бобнинг 3- § га каранг):

Az—f{x  + Ах, у + Ду) —f(x, у). (1)
f(x , у) функция каралаётган (х, у) нуктада узлуксиз хусу- 

сий хосилаларга эга деб фараз киламиз.
Дг ни хусусий хосилалар оркали ифодалаймиз. Бунинг учун 

(1) тенгликнинг унг т<уионига f(x , у + Ду) ни кушамиз ва 
айнрамиз:

^  = [f(x + Ах, у + Ду) -  f(x , у + Ду)1 +
+ [ f ( x ,  у +  Ду)•-/(*, у)]. (2)

Иккинчи квадрат кавс ичида турган
/(х, у + Ду) — /  (х, у)

ифодага бир Узгарувчи у функциясининг (д: нинг киймати уз- 
гармайди) икки киймати орасидаги айирма деб караш мумкин. 
Бу айирмага Дагранж теоремасини татбик килиб,

/(х , у + А у )- / (х , у) = Ду (3)

тенгликни лосил киламиз, бу ерда у у билан у -f Ду орасидаги 
сон.

Худди шунингдек, (2) тенгликдаги биринчи квадрат кавс 
ичида турган ифодани биргина х узгарувчили функциянинг 
(иккинчи аргумент ш у у -f Ду кийматни саклайди) икки кийма-
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тн орасидаги айирма деб карзш мумкин. Бу айирмага Лагранж 
теормасини кУлланиб, ушбуни доенл киламиз:

/  (дс + Ддс, у + Ау) — / (х, у + Ay) = A-v - {x'Jx^ Ay), (4)

бу ерда х х билан х -f Ах орасидаги сон.
(3) ва (4) ифодаларни (2) тенгликка куйиб, шуни *осил 

Киламиз:
дг = Дх « c £ £ t ± a  +  Ду v i i J i .  ,5,

Фаразимизга кура хусусий досилалар узлуксиз булгани 
учун

Ilm df{x' У + АУ> = df (x' У) д х - о дх <53с 11>-*0
,lm У) = W ± Ji

д х - о ду *У4 у -О

(6 )

(дс па у мос равишда х билан j c + A jc , у билан у + Ду орасида 
булгани учун. Ад: -+ 0 ва Ау -*• 0 да х ва у"мос равишда jc ва у 
га ннтнлади). (6) тенгликни бундай куринишда ёзиш мумкин:

d f(x , у + Ду) д/(х, у) , _ .)
---- di---- -- ~Гх-- + Ть
df(x , 7) _  */(*■'*> ■ _ / (б'>

ду оу I *•

бу ерда Ах ва Ау нолга интилганда (яъни А? = Y Ддс*+Ду2-*- О 
да) 7j ва •(, мнкдорлар нолга интилади.

(6') тенгликка кура (5) ифода ушбу куринишга келади.

4J = ^ % > l 4 . t  +  i ^ 4 y + 1 ,/ U  +  1,4 y . (5')

Унг томондаги охирги икки кушилувчининг йигиндиси 
Ар = У  Ах* + Дуг га нисбатан юкори тартибли чексиз кичик мик* 
дордир. Хакикатан р -*• 0 да -*■ 0, чунки чексиз кичик
микдор, 0  -  чегаралаиган ( | |  < 1) микдор. ^  — 0 эканли
ги дам шундай текшнрилади. '

Олдинги икки кушилувчининг йигиндиси Ах ва Ду га я с̂- 
батан чизикли ифода. f  'x ( jc , у) Ф 0 ва f y ( jc , у) ф 0 булганда бу
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пфода ортгирманинг бош булагини ташкил этади ва Дг дан 
До = \̂ ~Ах1 -(- Дуг га нисбатан юкори тартибли чексиз кичик 
микдорга фарк килади.

Таъриф.  Тула орттирмаси Дг берилган (х, у) нуктада 
икки *ушнлувчн: Ах ва Ду га нисбатан чизикли нфода ва Д? 
га нисбатан юкори тартибли чексиз кичик микдор йигиндиси 
куринишнда тасвирланиши мумкин булган г = /•(.*, у) функ
ция берилган нуктада дифференциалланувчи дейилади, орт- 
тирманинг чизикли кисми эса, т$ла дифференциал дейилади 
ва dz ёки df билан белгиланади.

(5') тенгликдан, агар f(x , у) функция берилган нуктада 
узлуксиз хусусий *осилаларга эга булса, у функция шу нук
тада дифференциалланувчи ва тула дифференцналга эга экан- 
лиги келиб чикади:

па Др га нисбатан юкори тартибли чексиз кичик микдоргача 
аниклик билан ушбу та к р и би й  тенгликни ёзиш мумкин:

Эркли узгарувчиларнинг орттирмалари Ах ва Ду ни х ва у 
эркли узгарувчиларнинг дифференциаллари деймиз, уларнн 
ах ва dy билан белгилаймнз. Унда тула дифференциалнннг
ИфОДЭСИ ушл,/ '/Лп" ии «»«»“ • ,.

1- мисол. г — ху функциянинг (2; 3) нуктада Ддг = 0,1, Ду = 0,2 бул- 
гандз т^ла орттирмаси ва тула дифференциали топилсин.

Е ч и ш.
Дг = (дг -)- Ддг) (у  -f Ду) — ху = у Дд: + х Ду + Дд: Ду,

d z = fx(x, y )A x + fj,(x , у) Ду.
(5') тенгликни яна буидай куринишда ёзиш мумкин: 

Az = dz + h  Ах + Ду

Шундай килиб, агар z — f(x , у) функ
ция узлуксиз хусусий ^осилаларга эга  ̂
булса, у функция (дг, у) нуктада днф- 
ференциалланувчи ва унинг тула диф- 
ференциалн хусусий ^оснлаларнинг 
тегишли эркли узгарувчилар днфферен- _ L  
циалларига купайтмалариникг йигинди- (. „  _ 
сига тенг.

dz = ox dx + &у аУ = у dx + х dy = У Дд: + х Лу-
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Демак, Дг = 3 0,1 + 2 0,2 + 0,1 -0,2 = 0,72, 
dz = 3-0,1 +2-0,2 = 0,7.
174- расмда бу мисолга тасвир берилган.

Юкоридаги мулокамалар ва таърифлар лар канча аргумент
нинг фуикциясига тегишли равишда умумлаштирилади.

Агар куп узгарувчининг ушбу функцияси
»  = / (* . У, *, и, . . .  ,t)

берилган булиб, унинг (дс, у, z, и, . . .  , t) нуктадаги ламма 
„  d f  d f  d f л „  хусусий лосилалари . . .  узлуксиз булса, у лолда

dw = gx dx + %y dy + d/t dz + . . .+ % d t

ифода функция тула орттирмасининг бош б^лаги булади 
ва тула дифференциал деб аталади. Дху — dw айирманинг 
^(Д>с)*+(Ду, » + . . .  + (ДО* га нисбатан юкори тартибли ки
чик микдор эканини исботлаш худди икки узгарувчининг 
функцнясидаги каби утказиладн.

2- мисол. Уч узгарувчи дг, у, г нинг функцияси и=ех'+у' sin}z нинг ту
га дифференциали топилсин.

Ечиш.  Хусусий лосилалар

^ с = е *’+у' 2дт sin’ х,

Jy= ex4y‘ Ь
£  =  е 2 sin г cos г =  ех'  + у* sin 2г

х, у, г нинг цамма кийматларида узлуксиз булгани учуй 
ди ди ди л’ + у1
1Гх dx + ду + dz dz ~  е  ̂ sm’ г dx + 2у sin* zrfy+sln 2г dz).

8- §. Тула дифференциалнинг такрибий 
кисоблашга татбики

z = f(x , у) функция (дс, у) нуктада дифференциалланувчи 
булсин. Бу функциянинг тула орттирмасини топамиз:

Дг = /(дс + Ддс, у + Ду)-/(дс, у), (
бундан

/(дс + Ддс, у + Ду) = f(x , у) + Дг. (I)
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Биз мака бу
Д zzzdz

такрибий формулага эгамиз, бунда
dz = df^ А х + ^ А у .

(2)

(3)
(1) формулада Дz урнига dz нинг ёйик ифодасини куйиб, уш
бу такрибий формулани *осил киламиз:
/(дс + Ах, у + Ду)«/(дс, У) + 0/(/х-У- Ах + ЛУ- (4)

*

Бу формула Дд: ва Ду га нисбатан юкори тартибли чексиз ки
чик мнкдоргача аникликда тугридир.

(2) ва (4) формулаларнн такрибий ^исоблашга кандай кул- 
ланишини курсатамиз.

Масала .  УлчовАри куйидагича булган цилинд
рик стакан ясаш учун кетадигаи материалнинг дажмн 
лисоблансин (175- раем):

нчки цилнндрнинг радиуси R, U-Я-ч
ички цилнндрнинг баландлиги Н, _
стакан £н девори ва тубининг калинлиги к.
Е ч и ш. Бу масаланинг икки хил: аник ва такрибий 

ечилишини берамиз.
а) А н и к  ечилишн.  Изланган v лажм ташки ___

цилиндр билан ички цилиндр лажмларинннг айирмаси- ^ t . 
га тенг. Ташки цилиндрнинг радиуси R  + к га ва ба- 175. раем, 
ландлиги Н к  га тенг булгани учун,

v = я (Я + к)* (// + *) -  * R*H,
Ски

v = «(2RHk + R 'k  + Hh* + 2Rk* -f *3). (5)
б) Т а к р и б и й  ечилиши.  Ички цилиндр дажмнни /  билан белгнлай- 

миз, у долда / =  r.R2H. Бу икки узгарувчи R  ва Н  нинг функцияси. Агар 
R  ва Н  ни к га орттирсак, /  функция лам Д/ орттирма олади; лекин бу 
изланган v лажмнинг узи, яъни v =  Д/ булади.

(1) тенглнкка асосан ушбу такрибий
v »  df,

Ски

формулага эгамиз. Лекин 
df
OR =

df

\

булгани учун:

^ x R 1, Д/? — ДА/ = к 

V X *  (2RHk + R*k). (6)
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(5) са (6) иагижаларнч солиштнриб, улар к га нисбатан иккинчи па учинчи 
тартибли кичик хадлардан иборат булган к (И кг -f 2Rk* + k3) ынкдорга фарк 
Килганини курамиз.

Бу формулаларни сонли мисолларга кУлланаилнк:
R  = 4 см, Н  = 20 см, к = 0,1 см булсин.

(5) формулани кУлланиб, ушбу аник натижани хосил цнламнз:
v = * (2-4-20 0,1 + 4*-0,1 + 20 0,1* 4- 2-4-0,1* + 0.Р) = 17.881 г.

(6) формулаин кУлланиб, ушбу такрибий натижани хосил киламиз:
v *  к (2-4-20-0,1 +4* 0,1)= 17,6 к.

Демак, (6) такрибий формула 0,3* дан кичик хатоли натижа беради. Бун-
0-3*даги хато улчангаи микдорнинг 100- {у^щ- %■ яъни 2%  дан кам.

9- §. Дифференциалнинг ^исоблашдаги хатони 
балолашга татбици

Бирор и микдор х, у, г, . .  ., t узгарувчиларнинг функ
цияси булсин:

и = /(■*. У, г, , t)
ва х, у, г, . . .  , t узгарувчиларнинг кийматларини бирон усул 
билан аниклашда Ах, Ду, At хатоларни кплган булайлнк.
У холда аргументларнинг ноаник кийматлари буйича хисоб- 
ланган функциянинг киймати бундай хато билан хосил булади:
Аи = / ( *  + Ах, у + Ду,. . . ,z + Az, t + A t)—f{x , у,z ......... t).
Куйида Ax, Ду, . .  . , Дt хатолар маълум булганда Аи хатони 
бахолаш билан, шугулланамиз. Ах, Ду, At микдорлар- 
нинг етарли даражада кичик абсолют кийматлари учун тула 
орттирмани такрибан тула дифференциал билан алмаштирнш 
мумкин:

Ди »  У- А* + т  Ду + • • • + %дх 'д у  '  1 ' dt
Бу ерда хусусий хосилалар ва аргумент хатоларннинг киймат
лари мусбат ва манфий булиши мумкин. Уларни абсолют к'ий- 
матлар билан алмаштирнб, ушбу тенгсизликни хосил киламиз:

|Д «|< |£||Д*| + |^||Ду|+  . . .  +|^||А/|. (1)
Агар аргументларнинг максимал абсолют хатоларн (хатолар 
кнйматларининг абсолют микдорлари учун чегаралар) теги- 
шинча |Д*ж|, |Д*у|, . . . , |Д*н| билан белгиланса, ушбу тенг- 
ликнн кабул килиш мумкин:

|Л*"1= |Й||Л*-Ч + |^ ||Д*У|+ ••• + ||||А ^ |. (2)
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М и с о л л а р.
1. и = х + у + * булсин, у долда

| А*и | = | Д*дс | + | А*у | -f | Д*г | булади.
2. и — х — у булсин, у лолда

| Д*и | = | Д*дг | + |Д*у | булади.
3. и = ху булсин, у лолда

| Д*и| = | х \| Д*у | +|у J | Д*дг| булади.

4. и = у  булсин, у лолда

У I У1
5. Тугри бурчакли ЛВС  учбурчакнииг гипотенузаси ва бир катети так- 

рибаи с = 75, а — 32 га тенг. Гипотенуза узунлигини улчагандагн максимал 
абсолют хато | Д*с | = 0,2, катетни улчагандаги абсолют хато | Д*д | = 0,1. 

аА бурчак sin А = — формула буйича лисоблансин; А бурчакни лисоблаш*
даги максимал абсолют хато |ДЛ| аниклансин.

а аЕчиш.  sin А = А = arc sin — демак,С с
дА 1 дА А
да У с* — а*’ дс с У  с* — а* ’

(2) формулани кУлланиб, ушбуни лосил киламиз:

l X t l "  ✓ ,75).'- д а  • 01 + ~ ' 9'24'-
Шундай килиб,

32А = arc sin j j  ± 9'24'.

5̂. ТУгри бурчакли A BC  учбурчакнииг катети b = 121,56 л, бурчаги А=  
= 25°2Г40', Ь катетни аниклашдаги максимал абсолют хато | Д*6 | = 0,05 м. 
А бурчакни аниклашдаги максимал абсолют хато | ДМ | = 12*.

а катетни а *= b tg А формула буйича лисоблашдаги максимал абсолют 
хато топилсин.

Ечиш.  (2) формула буйича

| Д*а | = | tg Л 11 Д*61 + ^ | А М |

эканини топамиз. Тегишли кийматларни кУйиб ( |ДМ|ии радиан билан 
ифодалашни унутмасдан), куйидаги кийматни лосил киламиз;

12156 12
|Л*а | = tg 25 2 Г40'-0,05 -f cosa25c2r40T 206265 = ®*®^7 + 0,0087 =0,0324 м.
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Бирор микдор хатоси Д-С нинг уша мнкдорнинг такрнбии 
Киймати х га нисбати шу мицдорнинг нисбий хатоси дей 
аталади. Уни Ьх билан белгилаймнз:

* А* ох = т .

х микдорнинг максимал нисбий хатоси деб максимал абсо 
лют хатонинг х нинг абсолют кийматнга ннсбатнга айтиладн 
ва |8\c| билан белгиланади:

|8**1 |А*дг| 
1*1 '

и функциянинг максимал нисбий хатосини ба^олаш учун (2) 
тенгликнинг барча *адларини | и | = |/ ( jc , у, г, . . . , f)l га була
миз:

д1
| А * У | +  . . .  +  *IA*" l_  

1«1 ~ |Д*д:| +

лекин
д/
дх д

д/ д1dt7~Ь '"I/I. f  = ...... 7 = 5 ln 1/1-
Шунинг учун (4) тенгликни бундай ёзиш мумкин:

15*и | =

+

|Д*к|+|£|п|/| |Д*у| + . . .  + 

| ln |/ l| |A * f |  . . . .
ёки кискача

|3*и | = |Д*1п |/||.
(4) формуладан *ам, (5) формуладан *ам бундай натижа чи
кади: функциянинг максимал нисбий хатоси шу функция ло- 
гарифмининг максимал абсолют хатосига тенг.

(6 ) формуладан такрибий ^исоблашда кулланиладиган кои- 
далар келиб чикади.

1. и = ху булснн. 3- мисолнинг натижаларидан фойдала-
ниб, мана бу тенгликни *осил киламиз:

\ху\ I ху\
| А*дг | | Д*у I

+  -TZT- =  15**1  +  | 8*У1.\х\ IУI
яъни купайтманинг максимал нисбий хатоси купайтувчилар 
максимал нисбий хатоларининг йигиндисига тенг.
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2. Агари = *  булса, 4- мисол натижаларидан фойдаланиб,
шуни топамиз:

|5*и| = 18**1+ |5*у|.
И зо *. 2- мисолга асосан ушбу натижа чикади; агар 

и = х — у булса,
■ ■ | А*дг 14-1 А*у |
I8 « I — \jc-yi

Агар дг ва унинг кийматлари бир-бнрнга якин булса, |о\., 
нинг киймати аиикланадиган х — у нинг кийматига Караганда 
анча катта булиши мумкин. Лисоблаш ишларнни бажаришда 
бу ^олни ^исобга олиш лозим.

7- мисол.  Маятникнинг тебраниш даври

Г =  2* л/~ L ,  
v g

бу ерда I — маятник узунлиги, g — огирлнк кучининг тезланиши.
Лгар я »  3,14 (0,0б5 гача аникликда), / = 1 м (0,01 гача аннкликда), 

g — 9,8 м/сек1 (0,02 м'секг гача аникликда) деб кабул килиб, Т ни шу фор
мула буйича лисобласак, кандай нисбий хато кнлган буламиз?

Е ч и ш .  (6) формулага кура максимал нисбий хато
|Ь*7"| = |Д*1п Т\.

Лекнн

In Т = In 2 +  In * -f -j In / — -j In g.

|Д*1п T\ ни лисоблаймиз. ««3,14, Д*я = 0,005, /= 1 м, \*1 = 0,01 м, 
£ = 9,8 м/сек1, Д*£ = 0,02 м/сек* эканини эътиборга олиб, ушбу кийматнн 
досил киламиз:

Д*/ Д *g 0,005 0,01 0,02 ____ _
д*1пГ = —  + 2Г + I F  “  ЪМ + ~ Г  + Г9Г8 = °-007G-

Шунда^килиб, максимал нисбий хато
Ь*Т=  0,0076 = 0,76%.

10- §. Мураккаб функциянинг хосиласи. Тула ^осила. 
Мураккаб функциянинг тула дифференциали

Ушбу
z = F(u, v) (1)

тенгламада и ва v микдорлар х, у эркли ^згарувчиларнинг 
функциялари:

« = *(•*. У), v = 4/(x,y) (2)
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деб фараз килайлик. z бу ^олда л: ва у нинг мураккаб функ- 
циясидир.

Албатта, z ни бевосита ху у оркали ифодалаш мумкин:
z = F [? (x , у), У)]. (3)

1- мисол. Агар
z =  u*vз +  II +  1; и =  хг +  у ?; v  =  е * * *  + 1

булса, унда
ж =  (дг* о- у»)Э (е*+ У  +  1)а +  (jr* +  у») +  1.

F(u, v), <р (х, у), 'V (*> у) функциялар узларининг барча ар- 
гументлари буйича узлуксиз хусусий *осилаларга эга деб фа
раз киламиз ва бундай масалани куямнз: ( 1) ва (2) тенглама-
лардан фойдаланиб ва (3) тенгламадан фойдаланмасдан ^
хусусий хосилалар хисоблаисин.

у нинг кийматини узгартирмасдан, аргумент х га Ах орт
тирма берамиз. У вацтда (2) тенгламалар буйича и ва v хам 
Ахи, Axv орттирмаларнн олади.

Модомики, и, v мнкдорлар Ахи, Axv орттирмаларнн олса, 
z = F(u , v) функция *ам VIII бобнннг 7-§ даги (5') формула 
билан аникланадиган Az орттирмани олади:

= Ju А*“  + J v ^ v + Ъ Д‘Ы + A*v-
Бу тенгликнинг хамма ^адларини Ах га буламиз:

Дг _  dF А OF A^v Д^и Д,v_
Ах *  ди Ах • ди Ах ^  11 Дг '* Ах '

Агар Ax-*0 б^лса, бу холда и ва v функциялар узлуксиз 
булгани учун Axu-*0, Axv-*Q. Унда ^  ва *ам нолга инти- 
лади. Дх->0 шартн билан лимитга утиб, куйидагиларнн хосил 
Киламиз:

.. Д z дг .. Дг и ди .. Art; dvlim т- — Т-» Иш -г— = Иш = ri»
Дх-*0 ^ х  VX ^ Х  ^ Х  Дх-*0 ^ х  О*

Нш = 0, lim = О
Ддг-*0 Длг-»0

ва, демак,
1dz _ dF ди . dF dv ,
дх du дх ' dvdx * *

Агар у га Ау орттирма бериб, х ни узгартирмасак, шунга 
Ухшаш му^окамалар билан ушбуни топар эдик:

dz dF ди . dF dv



М УРАККАБ Ф УН КЦ И ЯН И Н Г ХОСИЛАСИ. ТУЛА Х О С И Л А ___________ 289

2- м и л.

г =  In («* 4- V). « = ^ +yi' 1’ =  л* +  *  
дг 2а dz 1
du = и4 f ’ Л» “  + * ’

<ё  = сГ+у,> й = 2̂ г+у‘- S - 2"' l ^ 1-
(4) ва (4') формулалардап фойдалапиб, шу »арни топамиз:

Ъ  -  ,РТ^  L,x+y’ + 5* ^  2jf = {ue*+*+ дг),

5$ = 2уеХ+У' + 5*Т7 = Й Ь  (2цу,,' +У’ f  1)-
Охирги ифодада и ва v урнига мос равишда ех+у’ на ех’ у̂ пн к/йиш 

керак.

Иккидан ортик узгарувчиларнинг функциялар» учун (4) 
ва (4') формулалар табиий равишда умумлаштирилади.

Масалан, w = F(z, и, v, s) турт аргумент г, и, v, s нниг 
функцияси ва буларнинг *ар бнри х ва у га боглик булса, 
(4) ва (4') формулалар ушбу курннишни олади:

dw dw dz Ow du dw dv dw dst 
Ox ~  dz dx+  du dx r  dv dx • ds dx
dw dw dz dw du dw dv dw ds 
dy ~~ dz dy Ou Oy 1 Ov Oy os Oy'

(5)

Агар z = F (x % у, w, v) функция берилган ва >\ //, v уз 
иавбатида бир аргумент х га боглик» яъни

У = /  (дг), и = f  (A*), (х)
булса, к^КИК&тда г факат бир узгарувчи х шт- функцияси
булади•ва^-. хоенлани топиш масаласнни куйиш мумкин.

Бу хосила (5) формулаларнинг биринчиси билан хисобла- 
надн:

d z _д£ djс , (}£ ду . dz ()и . dz dv%
dx dx dx ‘ dy dx ' du dx 1 dx'

лекин у, //, v — фаь;ат б ирги на х пинг функциялари булга
ни учун хусусий хосилалар оддий хоенлаларга айланади; ун-
даи ташкари — = 1; шунинг учун

<££ =  dx 1 dz dy | dz du . dz dv 
dx Ox *“ dy dx du dx +  dv Tx9

^  H. С Пискунов
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Су формула (g? х у с у с и й  хоснладан фарк килиб) рх 
л a j осилани лисоблаш формуласи деб аталади.

3- мисол.

* = х2 + / " у ,  У = sin х,
дх dz 1 dy гг}
-  = 2дг, “  = Г”7=*, — = cos дг. djr <ty 2 у  у </дг

Бу .\олда (6) формула ушбу натижани беради:
</z cz dz dy 1 1

= + J "  T = 2jt + - cos дг = 2*  *f •- /--- cos x.dx dx dy dx 2y  у 2 sin дг
Энди (1) ва (2) тенглнклар билан белгилаигаи мураккаб 

функциянинг тула дифференциалини топамиз.
(4) ва (47) тенгликлар билан аникланган ва ифодела-

рини тула дифференциал формуласи

dz = rx dx+ fydy (6)
ГЛ куямиз.

• — (№  ш  ^  _1 I dF dv \ ,
[ f r iF x  +  di, d i ) d x +  [Т и Г у  +  Я , Гу)

ни зосил киламиз.
Бу тенгликнинг унг томоннда ушбу алмаштнришни кила

миз:

< * - f fd s *  + g # )+ £ (g < t*+ g A ) СТ
Лекип

g * r  + grfy-A>.
(8) нм эътиборга олиб (7) ни бундай ёзиш мумкин:

(8)

<lz = T .du + % ,dv (9)
еки

d z~ Z du + % dv- (»')
(6) ва (9') ифодаларни солиштириб, бир неча узгарупчпли 

функцня бнринчи тартибли тула дифференциалининг ифодаси
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бир хил куринишда дейишимнз мумкин; яъни и ва у  эрклн 
^згарувчи булса *ам ёки бошка у з га р у в ч и л а р н и н г  ф)нкцияси 
булса *ам дифференциалнинг шаклн инвариантдир.

4- мисол. Ушбу
Z  —  U *V *, l/ =  A * S i n y ,  V =  J f V

мураккаб фуикцияиииг т^ла дифференциали топилсин.
Е ч и ш. (9') формулага к^ра:

dz = 2uv3 du -f- 3u*v*dv ~  2uv3 (2x sin у dx f  xl cos у dy) r  
-f 3u*v2 (3x*eydx -f- x*eydy).

Сунгги ифоданн бундай бзиш лам мумкин:
dt = (2uxfl-2x sin у -f 3u*v2-3x%ey) dx -f (2ихРхг cos у -f- 3иги%хЧ у) dy «

dz dz 
= Oxd x + d y d>-

II-  §. Ошкормас шаклда берилган функциянинг ^осиласн
Бу масалани карашни бир узгарувчининг ошкормас функ- 

циясидап бошлаймиз*). х нинг бирор функцияси у ушбу
F (x , у) = О

тенглама билаи аникланган булсин. Куйидаги теоремани не- 
ботлаймиз:

Теорема .  Лгар х  нинг узлуксиз функцияси у
F ( x , y )  =  0  (1)

тен глам а  билан ошкормас шаклда берилган булиб, бу ерда 
F (х, у), Fx (jc, у), Fy (jc, у) — координаталари берилган (!)  
тенгламани цаноатлантирадиган  (л, у) нуцтани уз ичига 
олган бирор D со^ада узлуксиз функцияла/\*\'лсин; бундан 
таш цари шу нуцтада Fy (jc, у) ф 0 булсин. У  вацтда х  нинг 
У функцияси ушбу хосилага эга булади:

F U X' У)
У х ~  F  у (■*• У) * Ы

Исбот .  х  нинг бирор к«ймат||га функциянинг у киймати 
мос булсин. Бунда

F(x, у) = 0.

*) III бобнинг И- § да ошкормас функцияни дпфференциаллаш *гкидл- 
гн масалани ечган эдик. Лекин у ерда айрим мисолларни караган ва бшкор- 
мас функциянинг *ар кандай нуктадаги ^осиласини берадиган умумий фор- 
муланй топмаган хамда бу хосиланинг мавжудлик шартларини аиикламаган 
эдик.

10*
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Эркли узгарувчи а  га Ах орттирма берамиз. у функция Ау 
орттирма олади, яъни аргументнинг а  + Да кийматнга функция
нинг у + Ау киймати мос келади. F(x , у) = 0 тенгламага асо
сан

/г ( а  + Д а , у +  Ду) =  0
тенгламага эга буламиз. Демак,

F (x  + Ах, у + Ду) — F ( а , у) = 0.
Сунгги тенгликнинг чап томони икки узгарувчи функцилсн- 
нинг тула орттирмасидан иборат, уни 7- § нинг (5') форму- 
ласнга асосан бундай ёзиш мумкин:
Г (х  + Да,у + Ду) -  F(x , y) = dlA x  + j yAy + -{l Ах + ь  Ау,

бу ерда Да иа Ду нолга иптнлганда 7, ва *ам нолга интн- 
лади. Сунгги ифоданннг чап томони нолга тенг булгани учун 
бундай ёзиш мумкин:

d F . , d F . , . ,
й  Д* + + Ъ  А* + Ь  Ду = о.

Кейинги тенгликни Ах га буламиз ьа ни *исоблаймнз:
OF

A y _  d i  +  71 
Sx  dF

Ах пн нолга интилтирамиз. Бунда h  ва *г2 *ам нолга интили-ОГ . л
hi  пни ва ^ т =0 эканинн эътиборга олсак, натижада куйнда- 
гнга эга буламиз:

0F

v  -  —  —Ух~ от (2')
ду

Ошкормас шаклда берилган функцнянннг ^осиласи у'х мавжуд. 
лигнин исбот кнлдик ва уни *исоблаш учун формула топдик.

1- м и со л.
+ уш _  1 _  о

тенглама у ни х штг ошкормас функцияси снфатидэ бслгилаЛди. Бу ерда 

П * .  1, % = 2 х ,  g  = 2у.

Дсиак, ( 1) формула буйнчл
</у 2х х_ 
дх ~  ~  2у “  у -

Берилган тенгламл иккита дар хил функцияни белгилайди (чунки дгиинг 
(— 1, 1) рраликдаги дар бир кийматнга у нинг иккитл киймати мос келади); 
лекин у'х нинг топилган киймати биринчи функция учун дам, иккинчи функ- 

,  цня учун дам т г̂ридир.
2- ы и с о л. х ва у ни богловчн

еУ — е* +  ху = 0 
тенглаыа берилган. Бу ерда F (x , у) = еу — е* + ху,

dF r dF
О х~ — ^  У, Ту = еУ + х- 

Демак, (1) формула буйича:
dy — 0х + у е* — у
dx ~  ~  е* +  х ~  е> + х ’

Эндн
F (x ,y ,z )~ 0  (3)

курииишдагн тенгламани караймнз.
Лгар л* ва у нинг бирор со^адаги ?{ар бир куш кийматнга 

z нинг (3) тенгламани каноатлантнрадиган бир ёки бир неча 
Киймати мос келса, бу тенглама х ва у нинг бир ёки бир 
неча бир кийматли z функциясинн ошкормас равишда белги- 
лайди.

Масалан,
а* + у* + г2 — R2 — 0

тенглама а ва у нинг иккита узлуксиз функцияси z ни ouv 
кормас равишда белгилайди; бу тенгламани z га нисбатан 
ечиб, функцияларни ошкор тарзда нфодалаш мумкин; бу *ол- 
да куйидаги ифодаларни *осил киламиз:

2 = у  К1 — а* — у* ва z =* — У /? — а* — у*.
(3) тенглама билан берилган а ва у нинг ошкормас функция- 
си г нинг хусусий ^осилалари ва ^  ни топамиз. ^  ни из-
лаганда у ни узгармас деб >{нсоблаймнз. Шунинг учун а  п и  
эркли узгарувчи ва г ни функция деб ^исобласак, (2) фор- 
ыулани кулланнш мумкин. Демак,

dF

___________________ ОШКОРМАС ФУНКЦИЯНИНГ ХОСИЛАСИ__________  29.1
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Худди шу йул билан
Ту 

' dF 
дг

2У - ~ д Г

Бу ерда

дс± ф  о деб фараз килинади.
Хар канча узгарувчиларнинг ошкормас функцияси лам 

шунинг сгнгари аннцланади ва уларнинг хусусий лосилалари 
топилади.

3- мисол. хг + у* + z3 — R* = 0.

dz 2х х_ dz у_
d x ~  2 z~  Г  ’ оу~~ ~  z '

Буни (тенгламани $ га нисбатан ечгандан cjfur) ошкор функция каби 
днфференциалласак, яиа шу иатижани досил килар эдик.

4- мисол.
е* + х*у + х +  5 = 0.

F (х, у, z) = е* + х*у +  z + 5, 
dF „  dF dF , ,

= 2j*  5* = **• Й  = ** + *•
dz 2xy dz x1
dx ~  — e* +  1' dy e* + 1

Изо * .  Бу параграфдаги ламма мулокамалар F(x, у) = О 
тенглама бир узгарувчининг бирор функцияси у =  а (д-) ни 
белгилайди; F  (х, у, г) = 0 тенглама икки узгарувчининг би
рор функцияси 2 = f(x , у) ни белгилайди деган фаразга суя- 
ниб ^тказилади. F  (лг, у) = О тенглама бир кийматли у = <f ( jc) 
функцияни белгилаши учун F (х, у) = 0 функция кандай 
шартни каноатлантиришини нсботсиз келтирамиз:

Теорема.  F(x , у) = 0 функция (х0, у0) нукта атрофида 
узлуксиз, уша ерда узлуксиз хусусий х,осилаларга эга, бун
да Fy (х, у)ф О  ва F (x о, у0) = 0  булсин. У лолда (х0, у0) 
нуктани уз ичига олувчи шундай атроф мавжуд буладики, у 
ерда F(x , у) — 0 тенглама бир кийматли у = <? (х) функциянн 
белгилайди.

F(x , у, г )=  0 тенглама билан аникланаднган ошкормас 
функциянинг мавжудлик шарти лакида лам шунга ухшаш 
тесГреманн айтиш мумкин.

И зо л- Ошкормас функцияларни дифференциаллаш кон- 
даларини чнкаришда биз ошкорамас функцияларнинг мавжуд- 
лигинн белгнлайдиган шартлардан фойдаландик.
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12- §. )^ар хил тартибдаги хусусий ^оснлалар

Икки узгарувчининг функцияси
z = /(•*, У)

берилган булсин.
Хусусий косилалар = / , (*. у) ва щ = / у (.г, у), умумлн

айтганда, х ва у узгарувчиларнинг функциясидир. Шунинг 
учун улардан яна хусусий косилалар топиш mw^hii. Демак, 
икки узгарувчи функциясининг иккинчи тартнОли хусусий
хосила лари т у р т т а  булади, чунки ^  ва ^  функцияллрдпн
Кар бирини х буйича ва у буйича дифференциаллаш мумкин. 

Иккинчи хусусий косилалар бундай белгиланади:
za f xx (х, у), бу ерда /  кстма-кет икки марта х буйича

днфференциалланади;
= / Ху (х ,  у), бу ерда /  аввал х буйича ва суигра на-

тижа у буйича днфференциалланади;
dj^ = * fyx (х, у), бу ерда /  аввал у буйича васунгра натижа

х буйича дифференциалланади;
=л f yy (дг, у), бу ерда /  кетма-кет у буйича икки марта

дифференциалланади.
Иккинчи тартибли хусусий хосилаларни кайтадаи х буйи

ча ва у буйича дифференциаллаш мумкин. Учинчи тартибли 
хусусий хосилаларга Эга буламнз. Улар саккизта булади:

сР? &*z <Pf д3* #>г д2* <Р*
3^’ дх*ду' дА ду дх' дх ду1' ду дх*' ду дх ду' дулд х • ЗуЗ’
УЯуман, я-тартиблн хусусий косила (я — П-тартибли 

хусусий хосиланинг биринчи тартибли хусусий хоСиласидир.ЛЛ *
Масалан, х̂Р у̂П-:, ифода я-тартнбли хусусий косила; бу ерда
г функция аввал х буйича р марта дифференциалланган, сунгра 
у буйича п —р марта дифференциалланган.

Истаган сондаги узгарувчнлар функциясининг ю)>орн тар- 
тибли хусусий коснлаларн шунга ухшаш топиладн.

1- мисол. /(дг, у) = хгу + у*
функциянинг иккинчи тартибли хусусий \осилалари дцсоблансин.

Е ч и ш. Кетма-кет шулзрин топамиз:
df ~ df
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o *f  „  0 4  <Ц2ху) _
~  -У' dx оу = оу

*/  д(л* + 3у») 2 £ _ 6у
0$Тх = —  дх = 2х' О у * - Ь>-

I СРг дР:
2- м и с о л. Агар г = у*е* т  дг*у3 + 1 б^лса, ^ д у  ва ду дх1 T011H-1£,,IL 
Е чиш .  Кетма-кет куйидагиларни топамиз.

дг o*z <flz-  = y V  + У.ху3, з р  = у*е* + 2уЗ, = 2уе* + бу»,

^ = 2)Cjr + 3acV. ’ J f h  = 2yer + 6*у*. +

3- м и сол. Агар и = 22ех+у' б$>лс i, 0J i  ^  $г топилсин.
Ч ч и ш.

£ - у‘. S  - ;V+,‘ А =
0*и

dSdfbz *= 4>^+У.
Бир неча узгарувчи функциясини дифференциаллаш нати- 

жасм лар хил ^згарувчилар буйича кандай тартнбда диффе- 
ренциаллашга боглик буладими ёки бошкача аПтганда ушбу
ШТу ва d jb  *<*илалар ёки

У'О рл ?/<*._&_*) П'1 V I/
Л* dy Л  Л  дх ду ** •

лосилалар узаро тенг буладими деган савол табинй равишда 
лайдо булади. Бу хакда ушбу теоремани айтиш мумкин.

Теорема.  Агар z = f(x , у) функция ва унинг хусусиЛ 
лосилалари f x, f y, f xy, ва f yx М  (х, у) нуцтада ва унинг би
рор атрофида аникланган ва узлуксиз булса, бу нуцтада

j V _  _  _d*/_ / /  -  /  \ 
дх ду ду дх \ J* f — Jy x h

Исбот.  Исботлаш учун ушбу ифодани караймиз:
A = \f{x+ Ax, у + Ду) — f { x  4- Д-r, у)1 -  [f(x , у + Ду) —

/(х, у)].
Агар

Ч (х )= /(х , у + А у )- / (х , у)
тенглик билан аникланган у (х) ёрдамчи функцияни кирнтсак, 
А ни бундай куринишда ёзнш мумкин:

А = <р (х + Ах) — <? (л).
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Теореманннг шартига кура f x .\осила ( а , у) нукта атрофида 
анк^ланган, демак, <р ( а )  функция [ а , дс +  Д дс] кесмада диф- 
ференциалланувчидир; бунда Лагранж теоремасини кулланиб, 
ушбуни хосил киламиз:

А = Ах <р' (ж),
бу ерда х х билан х + Ах орасида узгаради. Лекин

? ' (х) = f'x (х, у + Ду) -  f'x (х, у ?
f ху косила (х, у) нукта атрофида анпклангани учун, /косила 
|у, у + Ду] кесмада дифференциалланувчи, шунга кура хосил 
килннган айирмага яна Лагранж теоремасини (узгарувчи у 
буйича) кулланиб, куйидагини хосил киламиз:

/Х(х, у + Ду) —/х(х, у) = Ау/ху(х, у),
бу ерда у у билан у + Ду орасида узгаради.

Демак, А нинг бошлангич ифодасини
А = Ах Ay fxy (х, у) (1)

куринишда ёзсак булади. А нинг ифодаснда уртадаги кушилув- 
чиларнинг урннларинн алмаштириб, ушбуни хосил киламиз:
Л = [/ (дс + Ддс, у + Ду)—/ ( а , у + Ду)] — (/(дс + Ддс, у) —

-  / (* . у)].
Ушбу ёрдамчи функцияни кнритамиз:

М у ) =  / ( *  +  Д * . У ) - / ( ■ « .  У ) .
у вактда

А = ф (у + Ду) — «1» (у)
булади. Янгидаи Лагранж теоремасини кулланиб, ушбуни хо
сил киламиз:

л = ду f  (“ ),
бу ерда у у билан у + Ду орасида узгаради. Лекин

■У (У ) =  / у  ( *  +  Д-г, У ) -  / у  ( х ,  у ) .
Яна Лагранж теоремасини (узгарувчи х буйича) кулланиб, 
ушбуни хосил киламиз:

f'y (дс  + Ах, у) -f'y<x, у) = Ах/ух (х, у), 

бу ерда х х билан дс + Ах орасида узгарадн.
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Шундай килиб, А нинг бошлангич ифодасини ушбу кури- 
нишда ёзиш мумкин:

А = AyAx f yx(x, у). (2)
(1) ва (2) тенгликларнинг чап кисмлари А га тенг, демак, 

Унг кисмлари хам тенг булиши керак, яъни
ДлДу f xy(x, у) = Ду Дл: f yx (" , у),

бундан
f'x у(х, у) = fyx (х, у).

Бу тенгликда Дх -* 0 ва Ду -«• 0 булганда лимитга утиб, 
ушбуни хосил киламиз:

Иш /хУ (х, у) = lim /ух(х, у).
4-г-*0 Лх —О4у-»0 ду—О

f XУ ва fy x  хоснлалар (л:, у) нукта ча узлуксиз булгани учун, 
f 'x y (x ,  y ) = f x y ( x ,  у) ва Ilm f y X (x , у) =*/;,(*, у).

ла- О Дх-*0Ау-* 0 Ду-*0
Нихоят ушбу тенглнкни хосил киламиз:

fxy (Х, y)=f'yx(X, у),
шуни исботлаш талаб килинган эдн.

Исботланган теоремадан натижа сифатида ушбуни чикариш 
dnf  dnfмумкин: агар ва §у-п-я дхк хусусий хосилалар узлук-

снз булса,
дя/  _  dnf  

дх1 ду'- “ * dy" * Av*'

Мстаган сондаги узгарувчиларнинг функцияси хакида хам 
шундай теоремани айтнш мумкин.

(flu4- мисол. Агар и = sin z булса, дх д д2 вл топилсин:
Е ч и ui.
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^ г)2 бх = е*У cos z + хуе** cos z = e** (1+ xy) cos z.

Дсмак,
ifiu d3u

Ox dy dz ~  dy ds dx

(бундан ташкари, шу паргграфнинг 1—2- Miicai.iap.ira каралснн).

13- §. Юксаклик снртлари
(£

Фараз кнлаПлнк, (а, у, г) фазода П  соха бор па бу со.\лда
и = и(х, у, г) (1)

функция берилган булсин. Бу холда D со.\ада скаляр майдон 
берилган дейилади. Масалан, и(х, у, г) бир М (х, у, z) нук- 
та'даги температура булса, у холда температуранинг скаляр 
майдони берилган дейилади; агар D соха суюклик ёки газ 
билан тулдирилган булиб, и (*, у, г) босимни билдирса, бу 
Холда босимнннг скаляр майдони мавжуд булади ва хоказо, 

D соханииг и(х, у, г) функция узгармас с цийматга эга. 
яънк

и (х, у, г) = с (2)
булган нукталарини караймиз. Бундай нукталарнинг туплами 
бирор сиртнн хосил килади. Агар с нинг бошка кийматини 
олсак, бошка сирт хосил булади. Бу сиртлар — юксаклик 
сиртлари деб аталади.

1- м и сол.
X* у* Z1

« (* , у, *) *= j  + ?  +15
скаляр майдои бсрнлган булсин. Бунда юксаклик сиртлари ушбу сиртлар

х1 у* г*
* Т  + Т  +

яъни, ярнм Укларн 2 / с Г  3 у'Т, 4 /Гбулган эллипсондлар булади. 
Агар и функция нккита х, у узгарувчининг функцияси

и = и(х, у)
б^лса, бу холда юксаклик ,сиртларн“ Оху текисликдаги

и (а, у) = с (2')
чизикларидан иборат булади, бу чизиклар юксаклик чизиц- 
лари деб аталади.

Агар и нинг кийматларини Ог ук буйлаб крсак:
г = и (а, у),
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бу *олда z = и (л\ у) сирт билан z — с текислнкларнннг кс- 
сншганндан чосил булган чизикларнинг Оху текислик- 
даги проекцняларн — юксаклнк чнзиклари булади (176- раем). 
Юксаклик чизикларннн билган долда, z = u(x,y) сиртнннг ха- 
рактерини текшириш енгил булади.

2- мисол. 1— х- — у2 функциянинг юксаклнк чнзиклари аниклан- 
снн. Тенгламаси 1 — х2 — у1 = с булган чизиклар юксаклик чнзиклари бу
лади. Булар радиуси \^\ — с булган айланалардир (177- раем). Жумлздаи. 
с = 0 булганда х* - у* = 1 айлананн *осил киламиз.

П  со^ада и = и (х, у, г) функцияни ва М (х, у, г) нукта- 
ни караймпз. Ж  нуктадан йуналтнрувчи косннуслари cos a,cos 3, 
cos 7 булган s вектории утказамиз (178 раем), s векторда уннпг 
бошидан As масофада (лг+Дх, у +  Ду, z + Az нуктаин ка- 
раимиз.

Шундай килиб,

и х, у, z) функция D  со^адп узлуксиз ва узнннпг аргумент- 
лари буйича узлуксиз хосилаларга эга деб фараз киламиз.

7- § да килннгани каби, функциянинг тула оргшрмасшш 
бундай ёзамиз:

Аи ~ Ё  Адг +  %  +  Тг Дг + + е2АУ +  £з Дг, (1)
бу ерда £Ь So, s3 мнкдорлар As -* 0 да нолга интнлади.

176- реем. 177- раем.

14-§. Йуналиш буйича \осила

As = у/ Ддс* Ду2 +  Дс*.
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( 1) тенгликнинг хамма хадларини As га. буламиз:
Ду

As ‘ As 1 ~3 As
А и ди Ддг . ди А у ди Дг . Ад: , Ду А* /п\
As ~ 5jc As 1 Зу As r  dz As 1 81 A e  ' 2 A c  » сз л с

Равшанки,
Дл* Ay п A z
r s = C ° S < t ,  £f=*COS?, a7 = COST.

Демак, (2) тенгликни бундай ёзиш мумкиш
ди
dz

Аы ди . ди п . ди ж
As £ f C0Sa^  J v c° s ”  +  7)]!c0s7 +  ei c0sa +  s* c01*  ег cos7- (3)

178- раем. 179- раем.

^  нисбатнинг As -+ 0 даги лимити и = и (дг, у, г) функция-AS
н//яг (х, у, г) нуцтада s вектор йуналиши буйича %осиласи

* дидеб аталади ва ^  билан белгиланади, яъни
.. Д и ди ,Ач
|,т 7Г< = 7Г<- 4̂)I AS-+0 A S

Шундай килиб, (3) тенгликда лимитга утиб, ушбуни хосил 
Киламиз:

ди ди , ди 0 , ди -ч-  =,- cose + _ c° s ? + - cosT. (5)

(5) формуладан чикадикн, хусусий хоенлаларни бил га н холда 
истаган 5 йуналиш буйича хосила топиш енгил булади. Хусу
сий хоенлаларнинг узлари эса йуналиш буйича хосиланииг
хусуснй холидир. Масалан, а= 0 ,  7 = булганда:

ди . д и ___г. ди
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Мисол.  Функция
и =* х% + у1 + zx

берилган. М ( 1. 1, 1) нуктада: a) S t = 2/ + / + 3* сектор йуналиши буйича
ди6) 5t =/-f У + Л вектор йуналиши буйича jjj досила топилсин.

Е ч и ш. a) S x векторнинг йуналтирувчи косннусларинн топамиз:
2 2 e 1 3cos 2 = —=======- = —77=r. cos р = соь т = ■

^ 4 + 1 + 9  / Г Г  /14 ' /14
Демак,

ды___(?ii 2 да 1 ди 3
57, = дх /П  + ^ Т4_ + дг / Л  '

Хусусий доснлалар:
ди л ди ди
ох — ‘ Jr’ ду ~  2у’ д* ^ *

М  ( 1, 1, 1) нуктада бундай булади:

Шундай килиб,
ди  ̂ 2 1 е 3 12

’ /14 / И  +Z‘, И  “ / Г Г  
б) S t векторнинг йуналтирувчи косннусларинн топамиз:

C0Sa = 7 T : cosf = / r : C0S7= 7 Г
Демак,

ди л 1 1 л 1 6 _
я*. “ 2‘ /з- + 2' 7 Т  + 2 , 7 т  = 7 Т  = 2 / 3 ,

___ 1 2

Бундан бубн 2 /  3 >  эканини назарда тутамиз (179- раем).

15-§. Градиент

и = и(х, у, z) функция аникланган D  соханинг лар бир 
нуктасига координата укларидагн проекциялари хусусий доси

ди ди дилалар ^  нинг тегишли нуктадаги кийматлаоигг тенг
булган векторнн утказамиз:

grad u = d£ l  + % J + £k. (1)
Бу вектор и (х, у, г) функциянинг градиенти деб аталади. Бу 
лолда D соладл градиентларнинг вектор майдони аннклан*
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гаи дейилади. Энди градиент билан йуналиш буйича хосила
о,:асндаги боглаиишни аникловчи ушбу теоремани исботлаймнз.

Теорема .  и = и(х, у, г) скаляр майдон берилган ва ui$ 
скаляр майдонда

градиентлар майдони аницланган булсин. Бирор S  вектор
йуналшии буйича олинган0-̂  хосила grad и ваш  - "нинг S век-
тордаги проекциясига тенг булади.

Исбот .  5 векторга мос 5° бирлнк векторини цараймиз:
5° = /cos a + j cos р + ft cos

grad и ва 5 векторларнниг скаляр купайтмасинн хисоблаймиз:

grad и -5° = ^cosa-f  ^ 'cos?+  ^ cosf ‘ (-)
Бу тенгликнинг унг кисмида турган ифода и(х, у, г) функ- 
циядлн 5 ° вектор йуналиши буйича олингаи хосиладан иборат. 
Демак, бундай ёзишимиз мумкин:

grad u S ° = d£
Агар grad и билан 5° векторлар орасидаги бурчакни <? билан 
белгнлаегк (180- раем), бундай ёзишимиз мумкий)

lgraa«|cos? = ^  (3)

ёки
пр. so grad и = (4)

Теорема нсботлаиди.
Мсбот килннгап теоремага асосан градиент билан нстаган 

йуналиш буйича берилган нуктадаги хосила орасидаги му»°* 
сабатни кгргязмалн рпишида аниклаш мумкин. Берилган М [х, 
у, г) нуктага grad и лектории ясаймнз (181-раем). gr. dH ни
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диаметр килиб сфера ясаймиэ. Л1 нуктадан 5 векторни утка- 
злчиз. S  векторнинг сфера сирти билан кесишган нуктани Р  
билан белгилаймнз. Равшанки, агар <р градиент йуналиши билан
Л1Р  кесма йуналиши орасидаги бурчак (бунда <р < у ), яъни
Мр  = б^лса, М Р  = | grad и | cos <р булади. Агар 5 векторнинг
йуналиши карама-каршиснга узгарса, хосиланинг ишораси тес- 
ка;»нсига узгаради, лекин абсолют киймати илгаригича келади. 

Градиентнинг баъзи хоссаларинн аниклаймиз.
1) Агар S векторнинг йуналиши градиент йуналиши би

лан бир хил булса, берилган нуцтада S вектор йуналиши 
буйича олинган х;осила энг катта  цийматга эга булади; 
хосиланинг бу энг ка тта  киймати | grad и | га тенг.

Бу тасдикнннг тугрилиги (3) тенгликдан бевосита келиб
чикади: ^  нинг энг катта киймати <р = 0 булганда булади, бу
холда

^  = lB rad«|.

2) grad гг векторга перпендикуляр вектор йуналиши буйича 
хосила нолга тенг.

Бу тасдик (3) формуладан келиб чикади. Хакикатан, бу 
Холда

? = cos <р = 0 ва ^  = | grad и | cos <р = 0.

1- мисол. и = дг* у2 -f г2 функция берилган.
<п Af(l, 1, 1) нуктадаги градиентни аниклаймиз. Бу функциянинг нхтиё- 

рий нуктадаги градиенти бундай булади:
grad и = 2x1 + 2y j + 2zk.

Демак,
(grad и)м  = 21 + 2 J + 2k, | grad и | и = 2 / У .

б) и функциянинг Л# (1, 1, 1) нуктада градиент йуналиши буйича лоси- 
ласинн топамиз. Градиентнинг йуналтирувчи косинуслари бундай булади:

2 1



ГРАДИЕНТ

ЯЪНИ

диЛ = I 8 '^  « I-
И 3 о х. Агар и = и ( jc, у) функция икки узгарувчининг функ- 

циясн булса, вектор
. ди . . ди .grad u = - l  + TyJ  ,

Оху текнслнкда ётади. Бу холда grad и Оху текЯ.шкда 
ётган ва тегишли нуктадан утувчи и ( jc , у) = с юксаклик ни- 
чигига перпендикуляр холда йуналганлигини исботлаймнз.

Хакйкатан, и ( jc, у) = с юксаклик чизигига уринманинг бур
чак коэффициенти £,= — булади. Градиентнинг бурчак коэф-у
фнцнентн /?, = р 2- булади. Равшанки, к1-кг — — 1. Бу эса тас-
дипшизнннг тугрилигини исботлайди (182- расм\ Уч узгарувчи 
функцияси градиентинииг шунга ухшаш хоссасн IX бобнннг
6- § да исбот килинади.

дс® у*2- мисол. н = у  + з функциянинг М (2, 4) нуктадаги градиенти ю-
пнлснн.

Е ч и ш. Бу ерда
ди I _  I __
дх=х\м~ ' ду ~ 3 у [и “  3 ‘

Демак,
8grad и = 21 + -j у.

Берилган нуктадан утган юксаклик чизигининг тенгламаси
V» 22

2 + i = 3
булади (18t- раем).

20 Н. С. Пискунов
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16-§. Икки узгарувчининг функцияси учун 
Тейлор формуласи

Икки узгарувчининг
* = / (* , У)

функцияси узининг п + 1 тартибгача барча лосилалари (сунг- 
гй лосила лам кнрадн) билан бирга М (а, Ь) нуктанннг бирон 
атрофнда узлуксиз деб фараз цилайлик. У лолда, бир аргу
ментнинг функцияси булган лолдаги кабн (IV бобнинг б- § га 
каранг), икки узгарувчининг функцняснни jc — а ва у — Ь да- 
ражалари буйича п- тартибли куплад билан бирор цолдиц лад- 
нинг йииждиси куринишида тасвирлаймиз. Куйида п — 2 бул
ган лол учун формула ушбу куринишда булиши исботланади:

/ (* , y) = A0 + D ( x - a )  + E ( y - b )  +
+ '- [А (Х - а ) ' + 2 В (х - а )(у - Ь ) + С (у - Ь У ] + Ъ , (1)

бу ерда А0, D, Е, А, В, С коэффнциентлар jc ва у га боглнц 
эмас, /?,— лолдиц лад, бунинг таркибн бир узгарувчи функ- 
цняси учун Тейлор формуласи лолдик ладининг таркибига 
ухшаш.

х ни узгармас деб лисоблаб, биргина у узгарувчининг 
f(x , у) функциясига Тейлор формуласини кулланамнз (нккин- 
чи тартибли ладлар билан чегараланамнз):

У (х, У) = /  (х, Ь) +  ̂ / ;  (х, Ь) + "  ( jc , b) +

i-2-З fy y y (x > т‘>)» (2)

бу ерда ъ  = Ь + 6, (у - Ь), 0 < в, < 1, /  (х, Ь), f'y (дс, Ь), / ”  (jc, Ь) 
функцияларни х — а нинг даражаларн буйича Тейлор форму- 
ласига биноан ажратамиз (учинчн тартнбгача аралаш лосила- 
лар билан чегараланамнз):

f ix , Ь) = / („ .  Ь) + i f f / ;  (а, Ь) + п^з51' / "  («,») +

+ <*.•»>• (з)

бу ерда 5, = дг + 0, ( . с-а ) ,  0 < %<  1;

/у (* . Ь) =  / ; (а, Ъ) +  х-^ г-Г уя (а, Ь) +  {̂ f f y'xx ( ; „  b), (4)
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буерда ?. = л: + 0, (х — а), 0 < 0, < 1;

fyy (*. ь) = (а, ь )+ х- ^ - г ;1Х <*,. ft), (5)

бу ерда 5, = jc  + б4 (ж — а ), 0 < в« < 1.

(3), (4) па (5) нфодаларнн (2) формулага куйиб! чна бу 
нфодани хосил киламиз:

/(•>. У ) = Ц а .  Ь) + / , ( » . » )  +  Г „  ») + 

+ T ix / ™ < s i .  ' ’t + V  [/;<"• * ) + £Т £ / ;Л “ . * )+

+ !£f r i'/ ;„ (5 .. * ) ] + ' ^ [ / ; , ( a ,  b) + i= ± r, „ №..»>] +

^ т 7 т / т ( д' )̂*

Кушнлувчиларни ( 1) формулада курсатнлгандек жойлаш- 
тнриб, куйидагини хосил киламиз:

/ (* , у)= /(а , b) + (x - a )f 'x(a, Л) + ( у - ft)/;(а, А) +

+  j f  [ ( *  -  а )* / ;,  (о, ft) +  2 (дс -  а) (у -  ft) f xy (а, 6) +

* + (У -  Ь ) 'Г „  (а. *01 +  %  [(х -  а )'Гххх (*,. ft) +
+ 3 (дг -  а )1 (у -  b )fxxy (с,, ft) + 3 (х -  а) (у -  Ь)*/хуу (£*. ft) + 

+ (у - ^ )* + / ;уу(а, ч)]. (6)
Ана шу п = 2 булган хол учун Тейлор формуласндир.

Rt = Зт  К *  -  а)« / ; „  («I, *) + 3 (дс -  а)* (у -  b)f~xxy (5t, ft)+ 

+ 3 (дс -  а) (у -  ft)*/;yy <*.. ft) + (У -  * )• / ;„ (fl. w
нфода цолдиц *ад деб аталади. Энди дс — а = Аде, у — ft = Ду, 
Ap = V  (Д*)* +  (Ду)* деб белгилаймнз. /?2 ифодасини бундай 
алмаштирамиз:
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|Ajc|<Ao, |Ду!<Др ва учинчи хосилалар, шарт буйича, чега- 
раланган булгани учун Др* нинг коэффициенти каралаётган 
со*ада чегараланган микдор булади; уни а0 билан белгилаймиз. 

У вактда бундай ёза оламиз:
R t = а0 Др*.

Кабул килинган белгиларда п — 2 билган хол учун Тейлор- 
нннг (6) формуласи ушбу куринишни олади:

/(•*, y )= f(a , b) + Axfj(a, b) + Ayf'y(a, b) +

+ й- b) +  2АхАуК> ia> Ь) +  Ду«/;, (а, Ь)] + в0Др*.(6')
/I хар кандай сон булганда Тейлор формуласи шуьга ух

шаш куринишда булади.

17-§. Бнр неча узгарувчи функциясининг 
максимуми ва минимуми

1-таъриф. Агар М0(х0, у0) нуктага етарли даражада якин 
булиб, ундан фаркли хамма (х, у) иукталар учун

f ix о, у0)> / (* ,  У)
булса, у холда 2 = /(х , у) функция М0(х0, у0) нуктада (яъни 
х — Xq ва у = Уо булганда) максимумга эга деймиз.

2-таъриф. Худди шунга ухшаш, агар (х0, у0) нуктадан 
бошка ва унга етарлича якин турган хамма (х, у) нукталар учун

f ( x 0, Уо) < f (x , у)
булса, г = /(х , у) функция М 0(х0, у0) нуктада минимумга эга 
дейилади.

Функциянинг максимуми ва минимуми функциянинг экст- 
ремумлари дейилади, яъни функция берилган нуктада макси
мум ёки минимумга эга булса, функция шу нуктада экстре- 
мумга эга дейилади.

1- мисол. Функция
* = (дг-1)» + ( у _ 2)*-1

дг = 1, У = 2 да, яъни (1, 2) нуктада минимумга эришади. Хакикатаи, / (1, 
2) = — 1. шунингдек (х — 1)* ва (у  — 2)* эса х Ф  1, у  *  2 да доим мусбат, 
демак,

(-* _  1)* + (у  _  2)« _  1 >  _  !,
ЯЪНИ

fix . У) >/(1. 2).
Бу долга мос гсометрик куриниш 185- расмда тасвнрлаигаи.
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«!- м II С О Л. Ф у НКЦПЯ

г = J-  — sill (X2 +  У*)

х  - у = О да (яъип координаталар бошнда) ыаксиыумга эрншади 
(186- раем). Г

Хакикатам,

/(О, 0) =

х  + У — (j айлана нчида (0, 0) дан фаркли (дг, у) нукта оламиз, у долда 

0 < * *  + у* <  g- да sin (х1 + у5)> 0  булади па шунинг учун

lfto- у о

ЯЪНИ

/С*. У) =  у  - sln (■** +  У*) <  2 '

/(дг, у) < /(0 , 0).

Функциянинг максимуми ва минимумига юкорида берилган 
таърифни яна бундай айтиш хам мумкин,

х = х0 + Ах, у = у0 + Ду деб фараз киламиз: унда
/ (* . У )- / (*о . Уо) = f  (хо *Ь Ах, у0 + А у )- / (х 0, у0) = А/.
1. Агар эрклн узгарувчиларнинг етарлнча кичик булган 

барча орттирмаларида А/< 0 булса, /(х , у) функция Л1 (х0, 
Уо) нуктада максимумга эга булади.

2. Агар эркли узгарувчиларнинг етарлнча кичик булган 
барча орттирмаларида А/ >Ч> булса,/(х, у) функция Л1 (х0, у0) 
нуктада мицимумга эга булади.

Бу таърифларни хар кандай сондаги узгарувчиларнинг 
функцияси учун узгаришсиз такрорлаш мумкин.
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\- т ео рем а  (э кстр е м у м и и и г з арур  шартлари) .  
Аг.ар z ~  f  ( jc , у) функция х = х0, у = у0 да экстре му мга эга 
булса, у холда z нинг хар бир биринчи тартибли хусусий 
хосиласи аргументларнинг шу кийматларида ё нолга тенг 1 
булади, ё мавжуд булмайди. — I

Хакицатан лам, узгарувчи у га бирор аник циймат берамиз, 
масалан, у = у0 булсин. У вактда f(x , у0) функция бир узга- 
рувчи х нинг функцияси булади. Бу функция х = х0 булганда 
экстремумга (максимумга ёки минимумга) эга булади, демак,

® нолга тенг, ёки мавжуд эмас. Худди шунингдек

(I).
у-у.

нинг ё нолга тенг булишини, ёки мавжуд эмаслигини
'Хш-Х.
У-У.

нсботлаш мумкин.
Бу теорема функциянинг экстремал кийматлари лакидаги 

масалани тек шири с.' учун етарли булмаса лам, лекин макси
мум t чи минимумнннг мавжудлигига олдиндан ншончимиз бул-

г;.н лолларда бу кийматларни то- 
пишга имкон беради. Акс лолда 
кушнмча текшириш зарур буладн.

Масалан, г = дг* — у* функциянинг ло
силалари ^  = + 2дг, щ  = -  2у булиб,
улар х = 0 ва у = 0 булганда нолга айла- 
нади. Лекин бу функция шу кийматларда 
максимумга лам, минимумга лам эга эмас. 
Хакнкатан, бу функция координаталар бо- 
шида нолга тенг' ва координаталар бошига 
лар канча якин нукталарда мусбат киймат
лар лам, манфий кийматлар лам кабул 
килади. Демак, ноль киЯмат максимум лам, 
минимум лам була олмайди (187- раем).

187- раем.

г — f  (х, у) функциянинг 7̂ = 0 (ёки мавжуд булмаган) ва
дг

ох
^  = 0 (ёки мавжуд булмаган) нукталари упипг критик иукта-
лари деб аталади. Агар функция бирор нуктада экстремумга 
эга б^лса ( 1- теоремага кура), бу лол факат критик нуктада- 
гина юз бериши мумкин."

Икки узгарувчи функциясиии критик нукталарда текшириш 
учун унинг бу нукталарда экстремумн булишининг етарли '  
шартларини аниклаймиз.

Г  5. т еорем а. /  (X, у) функция Л10 (х0, Уо) нуцтани уз ичи
га олган бирор сохада учинчи тартибгача (учинчи тар- 
тиблиси хам) узлуксиз хусусий хосила лар га эга булсин;



БИР НЕЧА УЗГАРУВЧИ ФУНКЦИЯСИНИНГ МЛКСИМУМН ВА МИС.ИМУМИ ЗЦ

ундин ташкари М0 (дг0, у0) нукта f(x , у) функциянинг кри
тик нуктаси, яьни

df (Ха. уо) _  п д/(хо. у„) _  л
o i U* ду ~ U

булсин. У вактда х = х0 ва у = у0 булганда:
1) агар
Pfixp, уо) б»/(дг<ц уо) (Р/{хо, уо)  ̂ л „о*/(хс.у„)  ̂п

51* ду» { дхду ) >  и в а ---

булса, f(x , у) функция максимумга эга булади;
2) агар

0 * ( * о . Уо) 0*/(хО . У») /о */(д г ,н  Уо) \ 5 ^  Л  •У'ТУХо, Уо) ^  л  
-------- 3 ? - '  -  1 -дхду  ) > °  в а ~ 5 ?---> °

булса, / (х, у) функция минимумга эга булади;
3) ага/»

ь*/(*о. Уо) 0*f(x о, Уо) (&/(хо, уп)\* ^  л
---315------ -------I ЗТЭу j < 0

булса, f(x , у) функция максимумга ха н, минимумга хом 
эга булмайди;

4) агар -  (- ^ h y  '^ ) = 0 булса• У)
функция экстремумга эга булиши хам, булмаслиги хам, J  
мумкин (бу холда текширишни давом эттирнш керак булади) /  

Исбот.  /(дг, у) функция учун иккинчи тартибли Тейлор 
формуласипи ёзамиз (16- § (6) формула). Бунда

а = х0, b =* у0, х = х0 + Дх, у = у 0 + Ду 
фараз килиб, ушбу формулага эга буламиз:

/(дго-f Д*. у, + Ау)=/(д:о.Уо) + Й/% ^ Д х  +

бу ерда Др = У A*1 -t- Ау* ва Др -♦ 0 булганда а0 хам нолга 
ннтнлади.

Шартга мувофик
= о, df{fy Уо) -  0.
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Демак,
Д / =  / ( * „  +  А л , у 0 + А у ) - / ( * < > . Уо) =

= + 2 ^  +$ Л)”1+ ••(ЗД'- (1)
Энди иккинчи хусусий хссилаларнинг М0 (х0, у0) нуктадаги 

кийматларини А, 5, С оркали белгилаймиз:

(^ к  = и’ Ш ? ) м 0= И ' (Щ и. = С
Л1̂ М кесма йуналишн бнлак (бу ерда М  (х0+Дх, у0+Ау) нукта) 
Ох уки орасидаги бурчакии 9 билан белгилаймиз; у .\олда

Ах — Др cos 9, Ду = Д? sin <р булади.
Бу ифодаларни Д/ нинг формуласига куйнб, ушбуни топа- 

миз:
Л/ = -j (Др)*\Л cos* 9 -f 2В  cos 9 sin 9 + С sin* 9 -f 2а0 Ар]* (2
А Ф О деб фараз киламиз.

Урта кавс ичидаги ифодлни А га купайтнрнб ва булпб, 
ушбуни хосил киламиз:
Л /  -  [ М  т  +  Д МП r f  +  Н С  -  в») «i iV i .  +  2 , л ] .  (3 )

Эиди мумкин булган т^рт холни караб чикамиз.
1) АС — В г > О, А < 0 булсин. У холда касрнинг суратида 

иккита манфнй булмаган мнкдорлар йигиндиси туради. Улар
бир вактда нолга айланмайди, чунки биринчи хлд tg9 = — у{
булганда, иккинчи х?-Д эса sin 9 = 0 булганда нолга айланадн.

Агар А < 0 булса, каср нолга айланмайдиган мапфий мик* 
дор булади. Уни — т г билан белгилаймиз; унда

А/ = у  (А?)2 [ -  т г +  2ас Др],
бу ерда т  микдор Др га бмглик эмас, Др->0 да а,,Др-* 0. Де
мак, Др етарлнча кичик булганда

А/ < О
ёки ,

/  (.г0 + Дх, Уо + Ду) -  /  (дг0, у„) <  0. л
Лекин у вактда (лг0, у0) нуктага етарлнча якин булган хамма 
(х0 + Д-v, у0 + Ду) пукталар учуй ушбу тенгсизлнкка эга бу- 
ламиз:

f (x о j- Дг, у0 + Ду) < / (х 0, у0),



ВНР НЕЧА УЗГАРУВЧИ ФУИКЦИЯСИНИНГ МЛКСИМУМИ р\ МИНИМУМИ 313

бу sea функция (х0, у0) нуктада м а к с и м у м г а  эга булншн-
III! курег-тад»!.

2) АС — Вг >  0-/1 > 0  булсин. У ло/да, юкоридагига Ух» 
шаш фикр юрнтиб, ушбуни лосил киламиз:

Д/ = ^(Д р)*[т* +  2а0Др]

Ски
/  (лг0 +  Ддс, у0 +  Ду) >  / ( х с, у0),

яъни / ( .г ,  у) функция (х0, ус) нуктада мн н и м )  м г а  эга.
3') (АС — £*)< 0, А >  0 булсин. Бу лолда функция н а  ма к -  

с и м у м г а в а  на  м и н и м у м г а  э г а  б у л м а й д и .  (дс0, уи) 
нуктадан бир йуналишда ларакат кнлганимизда функция уса
ди ва иккинчи йуналишда ларакат киЛ|анимнзда функции ка- 
маяди. ХакикРтан лам ? =  О нур А,“Лича енлжппнда ушбуга 
эга буламиз:

4 / = 7 ( Л р ) а И  +  2«вД р ] > 0;

бу нур буйича ларакат килннганда функция усади. Агар 
tg <р0 =  — ■— буладиган ?  =  <f0 |!УР буйича ларакат килписа, 
А >  .0 булганда

А/ = -j(AP)’ [ s,n* Те + 2ао V]  < О
буладн; бу иур буйичл ларакат кнлинганда эса функция ка- 
маяди.

3") АС — В* <  О, А <  0 булсин. Бу лолда лам функция н а 
м а к с и м у м г а  в а  н а  м и н и м у м г а  э г а  б у л м а й д и .  Тек
шириш 3' лолдагн каби утказиладн.

3'") АС — В" <  О, А = 0 булсин. У вактда В ф  0 ва (2) тенг- 
ликнн ушбу куринишда ёзнш мумкин:

Дf  — \  (AfO* (sin ? (2 В cos ? +  С sin f )  +  2а0 Др).

<f пинг старлнча кичик кийматларида кичик каведаги ифода 
ишораспни саклайди, чунки у 2В  га якин, sin <р купайтувчн 
эса <? нинг нолдан катта ёки кичик булишига караб ишораси- 
ин узгартнради (<р >  О ва <р <  0 ни танлагандан сунг Др ни 
шундай кичик килиб оламизки, 2а0 квадрат каведаги нфода- 
нииг ншорасини узгартнролмайдн). Демак, бу лолда лам 
нинг, яъни Дх ва Ду нинг лар хил кийматларига караб Д /нинг 
ишораси узгаради, шунга кура бу лолда лам максимум ва 
минимум булмайди.
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Шундай килиб, А нинг ишораси кандай булмасин доим
ушбу холга эга буламиз:

Агар (хй, у0) нуктада АС -  В* < О б?лса, функция бу нук- 
тада максимумга ^ам, минимумга >(ам эга б^лмайди. Бу холда 
функциянинг графиги хизматини килувчи сирт бу нукта яки- 
нида, масалан, эгар шаклнда (187- расмга каранг) булиши мум
кин. Функция бу нуктада минимаксга эга дейилади.

. 4) АС — В г =  0 булсин. Бу холда (2) ва (3) формулаларга 
асосан А/ нинг ншорасини аниклаб б^лмайди. Масалан, 
А Ф  0 да

А / =  {  т '  [Н а » Ь ± » ” ?Д  +  2ап Др ] буладн;

<р = a r c tg (  — булганда Д / нинг ишораси 2а, нинг ишораси-
га караб аникланади, бу эса v а х с у с (масалан, юкорирок тар
тибли Тейлор формуласи ёрдами билан ёки бошка бирон усул 
билан) т е к ш и р и ш н и  т а л а б  к и л а д и .  Шундай килнб,
2- теорема т^ла исботланди.

3- м и с о л.
г = дг* — ху  + у* Здг — 2у + 1

функциянинг максимум ва минимумга эга Ски эга эмаслиги текширилсин.
Е ч и ш. 1) Критик нукталарни топамиз:

dz dz
Vx “  2х -  У + 3> Ту = -  х  + 2У -  2-

Ушбу тенгламалар системасини ечамиз:
2х -  у +  3 -  0,1

-  дг +  2у -  2 =  0, j
унинг илдизларн

4 1
х — з* У ~  У

( - т 4 ) критик нуктада иккинчи цосилаларни тспгмнз вп критик
иуктанинг характеринн аниклаймиз:

o*z tiPz огг
A = fci = 2. в -Щ -у^- '<  с  =  57* =  ?.

АС— В* =  2 -2  -  ( -  1 )* =  3 >  0.

Демак, ( — " j ; " j )  нуктада функция минимумга эга, яъни;

£
* m ln ----- з  •

4- м и с о л -  2 =•* х3 + у3 — Злгу .функциянинг максимум на мннимумннииг 
мавжуд ёки мавжуд эмаслиги аннцлансин:



нукталарни топам,,!КСТреЫуМНИ" Г 3<ФУР шаРтлаРидан Фойдал.ниб, критик

дж
=  Зд:* -  Зу =  О,

дг
^  =  Зу« -  Здг =  0.

Бундан иккита критик ну^тани топамиз.

•*1 =  1. У\ =  1 ва дг, =  0, у, =  0.

2) Иккинчи тартибли досилаларни топамиз:

о*я и2г О1 г
a P  =  6jr* Ш-у = ~ 3> д? = 6У-

3) Биринчи критик нуктанинг характерны!! текширамиз:
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А =

■1 у — 1 у— 1

Л С — Й * =  36 — 9 =  2 7 > 0 ;  И > 0 .
Лемак, берилган функция ( 1; 1) нуктада минимумга эга, яъни:

*m ln  =  1-

4) Иккинчи критик нукта Aft (0, 0) нинг характерини текширамиз:

А = 0, В = -  3, С =  0;
А С - Ь 1 =  - 9 < 0 .

Демак, иккинчи критик нуктада функция максимумга дам, минимумга 
дам эга эмас (минимакс).

5- м и с о л .  Берилган мусбат а сон шундай учта мусбат кУшилувчнга 
аГ/кратилсинки. уларнинг купайтмаси энг катта ки и м атгаэга  булсин.

Е ч и ш. КУшилувчиларни белгилаймиз: биринчи кУшилувчинн дг билан, 
иккинчи кУшилувчини у билан белгилаймиз; унда учинчи кушилувчн а —
— х — у булади. Бу кУшилувчиларнннг купайтмаси:

и =  ху (а  — у — у).

М асаланннг шартига кура д г > 0, у > 0, а  — дг — у > 0, яъни дг +  у < а ,  
и >  0. Демак, х ва у дг =  0, у =  О, дг +  у =  в  тугри чизиклар билан чегара- 
ланган соцага тегишли кийматларга эга булиши мумкин. 

и функциянинг хусусий досилаларнни топамиз:

ди
~  =  у ( а - 2 х -  у), 

ди
^  =  д г ( а - 2 у - д г ) .

Х осилаларнц нслга тенгллб, ушбу тенгламалар системасипи \осил киламиз. 

у (а — 2х — у) =  0, х (а  — 2у — дс) =  0.



Бу системами ечиб, критик нукталарни топамиз:
* ,  =  0. у , = 0, Л!, (О, 0), 
д-, =  0, уt  =  a , A li (0 , а ), 
х3 =  а. Уз =  0, Alj (а, 0),
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а а т
Ц ' =  Т  МД т  !)■

Олдинги учта нукта сохаиинг чегарасида, тУртинчи нукта содаиниг ичида 
Стали. Соданинг чегарасида и функция нолга тенг, соданинг ичида эса функ

ция мусбат; демак, ( у .  - j j  нуктада и функция максимумга sra  булади
(чунки бу учбурчак ичидаги бирдан-бир экстремал иуктадир). Купайтма- 
нннг максимал киймати-.

а а ( а а  \ а 3 
3 3 ']  =  27‘

Етарли шартлардан фойдаланиб, критик нукталарнинг характерини тск- 
ширамиз. и функциянинг иккинчн тартибли хусусуй хосилалврини топамиз:

д3и „  оги „  _ дги
о* =  ~ 2Г' 57Г у г " - 2 1 - ^  5 ?  =  - ^ -

AI, (0, 0) нуктада
63и дги д2и

A =  S7* =  0i в ^ ’д7Ту = а' с  =  =  °: Л С - В *  =  - в * < 0.

Демак, All (0, °) нуктада на максимум ва на минимум йук. М«(0, а)  иуктада 

j д1'1 
А ~ д х * ------2а‘ В ~  дхбу -  ~ а> C = = d y » - 0 >

АС — В2 =  — а* < 0 .  Демак, /Иг нуктада хам на максимум ва на мини

мум йук. М 3 (а, 0) нуктада
А = 0 ,  В = — а, С — — 2а, АС — Ь* =  — а » < 0 .

(Л i \
у  j нук

тада

'2а а 2аЛ - — 3< В — — з* С — — у

И С -£*  = Т  _  ^ > 0, Л < 0.

Демак, Af4 нуктада максимумга эгамиз.

И з о л .  Бир иечта ^згарувчи фуикциясининг максимум ва 
минимумлари назарияси эхспернментал маълумотлар асосида 
функционал борланишларни тасвнрлаш учун формулалар лосил 
нилншнинг бир усулини топишнинг асосидир. Бу масала 19-§ 
да баён килинган.
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18-§. Берилган тенгламалар билан богланган 
бир неча узгарувчи функциясининг максимуми 
ва минимуми
(шартли максимумлар ва минимумлар)

I Функциянинг энг катта ва энг кичик кийматларини топиш-
1 га дойр куп масалаларда вазифа эркли булмаган, балки узаро 

баъзи кушнмча шартлар билан богланган (масалан, улар берил- 
гаи тенгламаларни каноатлантириши керак) бир неча узгарув- 
чн функциясининг максимум ва минимумини топншдан иборат 
булади.

Масалан, ушбу масалани караб чикамиз.
Юзи 2а га тенг булган тунукадан параллелепипед шакли- 

да энг катта зажили ёпик кути ясаш керак.
Кутининг узунлиги, энн ва баландлигини х, у, z харфлари 

билан белгилаймиз. Масала 2ху 2xz -J- 2yz =  2а ш а р т н д а

функциянинг максимумини топишдан иборат. Бу ерда биз 
ш а р т л и  э  к  с  ш  р  е м  у  м  г а  т е г и ш л и  м а с а л а н  и о л а м  из: 
дг, у, г  узгарувчилар 2ху 2x z  2уг =  2 а  ш а р т и  б и 
л а н  б о г л а н г а н .  Бу параграфда бундай масалаларни ечиш 
усулларини цараймиз.

Аввал узаро б и т т а  шарт билан богланган икки узгарувчи 
функциясининг шартли экстремумн хакидагн масалани караймиз.

функциянинг максимум ва минимумларини топиш керак бул
иш ; бунда х  ва у мана бу

тенглама билан богланган.
(2) шарт мавжуд булганда икки узгарувчи х  ва у дан фа

кат б и т т а с и ,  масалан х  э р к л и  у з г а р у в ч и  булади, чунки 
у (2) тенгламадан х  нинг функцияси сифатнда аникланади. 
Агар (2) тенгламани у га нисбатан ечиб, топилган ифоданн (1) 
тенглнкдаги у урнига куйсак, бир узгарувчи х  нинг функция- 
сини хосил килиб, масалани бир узгарувчи функциясининг мак
симум ва минимумини текшириш хакидагн масалага келтирган 
булар эдик.

.Пекин куйнлган масалани (2) тенгламани х  ёки у га нис- 
батан ечмасдан хам хал килиш мумкин. х  нинг и функция мак
симум ёки минимумга эга буладиган кийматларида и нинг £  
буйича хусусий хоенлаен нолга айланиши керак.

V  =  х у  Z

Ушбу
« =*/(* , У) (1)

<f(x, у) =  О (2)
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у х нинг функцияси эканини эсда тутиб, ( 1) дан ~  хосилани 
топамиз; du _  д/_ , д/ dy _ 

dx ~  dх ' dy dx 
Демак, экстремум нукталарида

df , df dy _  n
Их +  <3>

(2) тенгликдан
i 2_ +  i l  1L  =  о (4)dx ^  dy dx u  

ни топамиз. Бу тенглик (2) тенгламани каноатлантирадиган х 
ва у  нинг барча кийматларида каноатланади (VIII бобнинг 11- § 
га карапг).

(4) тенгламанинг иккала томонини хозирча номаълум X. коэф
фициента купайтириб, хосил кнлинган тенгликни (3) тенглик- 
ка хадлаб кушиб, куйидаги тенгликни хосил киламиз:

ёки
(зт + "|гёг) + 1 ($Г + T fin r )  = °

+  l £ )  +  ( g  + > - | г ) 4 7  =  °- <5>
Бу тенглик барча экстремум нукталарда бажарилади. )> нинг 
Кийматини шундай танлаймизки, (5) тенгликдаги иккинчи кавс 
и функцияга экстремум берувчи л- ва у кийматларда нолга 
айланди*):

^  +  =  0. dy ^  dy
Лекин бу холда л  ва у нинг шу кийматларида (5) тенгликдан

dx 1 дх
тенглик келиб чикади.

Шундай килиб, экстремум нукталарда учта х, у, X номаъ- 
лумли учта тенгламанинг каноагланиши келиб чикади:

£ + * £  = <>.)
(в)

dy 1 dy 
?  ( * .  У) =  0 .

Бу тенгламалардан х ва у ни хамда факат ёрдамчи ролни ба- »  
жарган ва бундан кейин керак булмайдиган X ни аниклаймиз.

*) Аниклик учун критик нукталарда -? ф 0 деб фараз киламиз.dy
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Бундан (6) тенгламалар шартли экстрему мним зарур шарт- 
лари эканн келиб чикади, яъни экстремум нукталарда (6) тенг- 
ламалар каноатланади. Лекин (6) тенгламалар системаснин ка- 
поатлантирувчи хар кандай дг, у (ва X) кийматларда шартли 
экстремум булавермайди. Критик нуктанннг характерини kv- 
шимча текшириш керак булади. Конкрет масалаларнн ечганда 
баъзан масаланннг мохиятига асосланнб критик нуктанннг ха- 
рактерини аниклаш мумкин. (6) тенгламаларнинг чап томонлари 

F  (*. У. >) =  / ( * .  У) +  >•? (х у) (7)
функциянинг х, у ва Хк буйича хусусий хосилалари эканини 
курамиз.

Шундай кнлиб, (2) шартнн каноатлантирувчи ва и = /(дс, у) 
функция шартли максимумга ва шартли минимумга эга булиши 
мумкин булган дс ва у нннг кийматларини топиш учун (7) ёр- 
дамчн функцияни тузиш, унинг дс, у ва X буйича хусусий хо- 
силаларини нолга тенглаш ва хосил килинган учта (6) тенгла- 
мадан х ва у (ва ёрдамчи купайтувчи X) нинг кийматларнни 
аниклаш керак. Юкорида курилган усул хар канча узгарувчи 
фуикциясининг шартли экстремумини текширишга таркатилади.

Узаро т  та ( т  <  п) тенглама
Ti (* ь  *2..........х„) = О,

*•(*!,«**........... Хя) ~  0» (8)

9 т (*1. ......... Хп) = 0
билан богланган л та узгарувчи дс,, xt, дс„ функцияси
и ~ f  (хj, дс,, . . . ,  х„) нннг максимум ва минимумларини топиш 
талаб килинсин.

Функциянинг шартли максимуми ва минимуми булиши мум
кин булган дс,, дс............ ...  кийматларни топиш учун, ушбу
функцияни тузиш:

F  (дс,, -V,.......... дс„, X,............ X J  =
=  /(•* ............ хп) +  Х,<р, (д с ,............. дс„) +

“Ь (дс,, • . . , Хп) -}- . . . -f- \я9т (-*!» • • • t Хп),
унинг .f,, xt...........дс„ кийматлар буйича хусусий хосилаларн*
ни нолга тенглаш:

ОХг, 
d f

сЪг,
df,

_= 0,
дх.

_
Ох, =  0,

(9)
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ва (8), (9) нинг т  +  п та тенгламасидан хи xt, . . ,  .v„ ларни ва 
К, **. . . . .  '̂т ёрдамчн номаълумларни аниклаш керак. Икки 
узгарувчининг функциясидагн кабн топилган цийматларда функ
ция максимумга ёки минимумга эга булиши, ёки на унга ва 
на бунга эга булмаслпги масаласнни умумий холда очнк цолдн- 
рамнз. Бу масалани ёрдамчн муло^азаларга асосланиб ечачиз.

1- м и с о л .  Бу параграфнимг бошила айтилган масалага кайтамнз;
ху + хг + у г - а  = 0 (х> 0 ,  у > 0, z > 0 )  ( 10)

шарти билан богланган х, у, г узгарувчилар функцияси
v =  хуг

нинг максимуми топилсин. Ёрдамчн функция тузамиз:
F(x , у, X) =  хуг +  X (лгу +  хг +  у г -  а).

Унинг хусусий досилаларини топамиз ва уларни нолга тсиглайынз;

уг + l  (у  +  *) =  0, |
хг +  X (х J - z ) =  0, > (Ц )
ху +  X (дс +  у) =  0.J

Масала т$трт (дг, у, г, X) иомаълумли туртта ( 10) ва ( 11) тенгламалар счо- 
темасини ечи’шга келтирилади. Бу сйстеманн ечиш учун (11) тенгламалардан 
бирннчисинн х га, иккннчисини у га, учинчиснни г га купантирамиз на

Здсуг
уларни кУ'шамиз; ( 10) тенгликни эътиборга олиб, X =  — - ни топамиз.
X нннг кннматпни ( 11) га кУ'йиб, куйидагнларни досил киламиз

уг [ , _ §  ( ,  +  , ) ] .  о, 

"  [ ' - £  < - + * ) ] - < *  

ху [ ! - § ■ '  ( - t + y ) ] = 0 .

Масаланннг маъноснга кура х, у, г нолдан фаркли болтани учуй охиргн 
тенгламалардан куйидагиларнн ёзиш мумкин:

| l ( y  +  z ) =  1, | 1 (дс +  г ) = 1, ^ . ( х  + у )= \ .

Олдннгн икки тенгламадан х =  у, иккинчи ва учинчи Тснгламлдпн у  =  г. 
Лекин бундай долда ( 10) тенгламадан

келиб чикади. Бу дг, у ва г  нинг максимум ва минимум булиши мумкин 
булган ягона кийматлари системасидир.

Хосил кнлинган ечим максимум берншинн исбот килиш мумкин. Бу ма- 
саланинг геометрик мазмунидан дам келиб чикади (масала шартнда кутн- 
нинг дажми чекланмаган долда катта була олмайдн; лемак, томонларшшг 
кандай булмасин аник кийматларида унинг дажмн энг кагта булади).
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Ш ундай килиб, кутининг дажми энг катта булиши учун, кути кирраси 

у  ^  га тенг куб булиши керак.

2- м и с о л .  Йигиндиси а га тенг булган дг, дг*..........дг„ сонлар купайт-
масининг п- дараж али нлдизининг энг катта ци матн топилсин. дем ак, ма
сала бундай кУйилган: дг,, д г * . . . ,  хп сонлар

X\ 1 -  X* +  хп — а =  О (* 1> 0, дг* >  0 .............дгл > 0 )  (12)

шарти билан богланган лолда

« * = /  д г , . . . .

функциянинг максимумини топиш талаб килинади. Ердамчн функция ту
зам из:

F (xx........... хт  Х) =  , дг, . . .  хл +  Х(дг, + д г , +  . . .  +  дгя - а ) .

Унинг хусусий хосилаларнни топамиз;

1 дг*дг3 . .  . хп , ,
------------------V = T  +  х -  п  7 ,  +  Х =  0  *ки и =  -  лХдг„

(Х\ • • . хп)
I 1 UF x = — —  +  X =  0  Ски и =  — лХдг»,

> 1 иF .  =  — —  +  X =  0 ёки и =  — лХдг„.
П п  Х п

Охирги тенгликлардан:

дг, “  дг* — . • • =  дгя

ва ( 12) тенгламага асосан:
а 
пХ1 — •** — . . .  — х п — и

Масаланинг маъносига кура бу кийматлар /  дг,дг* . . . хп функциянинг

— га тенг максимумини беради.
Шундай килиб, дг, -)- дг* +  . .  . -4- дгя =  а тенглик билан богланган дар 

кандай мусбат дг,. дг*, . . ., дгя сонлар учун

Л/-
У  х ,  дг*. . .  х„  <  — (13)

тенгсизлик баж ариладн (чунки исбот килинганига кура, — бу функция

нинг энг катта кийматидир^. Энди (13) тенгснзликдагн а Урннга (12) тенг
ликдан унин- кийматини куйиб, ушбуни топамнз: 

п?------------------- Xi ■+■ дг* +  . . .  дгя
v Х\ дг, . . . дгя < ------------ - --------- 5. (14)

21 Н. С. Пискунов
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Бу тенгсиалик дар кандай мусбат xt, х, ..........х„ сонлар учун т}гри. (14)
тенгсизликнииг чап томоннда турган ифода шу сонларнинг урта геомет- 
риги деб аталади. Шундай килиб, бир неча мусбат сонларнинг урта гео- 
метриги уларнинг ?рта арифметигидан катта »мас.

19- §. Функцияни энг кичик квадратлар усули билан 
тажрибадан олинган маълумотлар асосида 
\осил цилиш

у мицдорнинг х микдорга функционал богликлиги:
У =  <р(*) ( 1)

ни тажрибага асосан аниклаш талаб этилсин. Тажриба нати* 
жасида аргументнинг и та кийматлари учун функциянинг л та 
мос кийматлари олинган булсин. Натнжалар куйидаги жадвал- 
да бзилган:

X XI Х\ Хп

• У У\ У% Уп

у =  в (х) функциянинг куриниши назарий мулолазаларга 
асосан еки тажрибада олинган кнйматларга мос келаднган иук- 
таларнинг координаталар текислигида кандай жойлашганига 
караб аникланади. (Бу нукталарни „экспернментал нукталар* 
деб атаймиз.) Масалан, экспернментал нукталар координа
талар текислигида 188- расмда тасвирлагандек жойлашган б^л- 
син. Тажриба бажарилаётган вактда озгнна булсада хато бу
лишини лисобга олиб, изланган у =  <р (х) функцияни у =  ax-\ b 
чизикли функция курннишида топиш мумкин.

Агар экспернментал нукталар координаталар текислигида 
189- расмдагндек жойлашган булса, у лолда изланган у *= у(х)
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функцияни у =  ал® куринишда топиш табиий ва хоказо. Функ
цияни у =  <р (х, а, Ь, с) куринишда танлаб олингач, шу функ-
цняга кирувчн а , Ь ,с , . . .  параметрларни шундай танлаш ке
рак буладики, у урганнлаётган ходисанн бирор маънода жуда 
ихши тарзда акс эттнрснн.

Куйилган масалани ечишда жуда кенг таркалган усул энг 
кичик квадратлар усулидир. Бу усул куйидагндан иборат: 
тажрнбада олннган у, кийматлар билан мос нукталардагн 

(дс, а, b, с) функция кийматлари орасидаги айирмалар квад- 
ратларннинг йигинднсини караймиз:

5  (а, Ь, с,...) =  2  [у, — <р (*„ а, Ь, с, . . .)]*. (2)

а, Ь, с,. . . параметрларнн шундай танлаб олампзки, бу Пнгин- 
ди энг кичик киймат кабул килсин:

S (o ,  b, с, . . .) =  ^ , 1У/ — ?(•*!• ь* с* • • •)]* =  min. (3)

Демак, масала S  (а, Ь, с, . . . )  функцияни минимумга анланти- 
радиган а, Ь, с, . . .  параметрлар кийматларини топишга келтн- 
рилади.

1-теоремага (17- §) асосан а , Ь, с ,...  гараметрларнинг бу 
Кийматлари куйидаги тенгламалар системрснни каноатлантнри- 
ши лознм:

OS л  dS л  dS п  /1 \
=  arc3 0 ..........  <4)

ёки буларни ёйчлган куринишда ёзсак:

£  [У; — V (хь «. Ь. г , . . . ) ]  ■*’•"> =  о,

i  1л — *(■**.«. ь> 09 iXL’-a'Jb с, ,‘ >х=о, (5)я—1

V  а, Ь . <•,...)] '-■■> = 0,/—1

'',ч Бу ерда канча номаълум булса, шунча тенглама булади. Хар 
кайси конкрет холда (5) тенгламалар системасининг ечими мав- 
жудлиги ва S (a ,  b, с ,... )  функциянинг минимумга эгалигн ма- 
саласи текширилади. у =  <? (дг, а, b, с , . . . )  функцияни аник- 
лашнинг бир неча холини караб чнк;амнз.

21*
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I. у = ах + Ь булсин. Бу холда S (a , b) функция куйидаги 
куринишда булади ((2) ифодага каранг):

S(a, Ь )= 2  [у, - (ах ,  +  /»))*. (6)
/=1

Бу функция иккита а ва b узгарувчилн функциядир (л:, ва 
у,—берилган сонлар; 322- бетдаги жадвалга каранг). Демак,

^ = - 2 2 . “  (axi + *)!х, = о. i—1 
П

= — 2 2 1У<— (axi +  *)1 =  0./—1
яъни (5) тенгламалар системаси бу холда куйидаги куриниш-
ни олади:

п п п

2  У1*1~а 2  х * -  b 2 * '  =  °*/—I
п

/—1 /=1

2  У1 — а 2  X, — Ьп =  0,
/=| /-1

(7)

Икки а ва b номаълумли иккита чизикли тенгламалар систе- 
масини хосил килдик. Бу системанинг маълум ечимга эга экан- 
лиги, а ва b параметрларнинг топилган кийматларида хамда 
S(a, b) функция минимумга эга булиши равшан*).

II Биз аппроксимацияланувчи фунцкия учун иккинчи дара
жали уч хадни олайлик:

у =  ах* +  Ьх +  с.
Бу холда (2) ифода куйидаги куринишнн олади:

S  (а, Ь, с) =  2  (У( -  (а х 1 +  Ъх{ +  с)\\ (8)
/—/

*) Бу етарли шартларга асосан лам осонгина аникланади (17- § даги
2- теоремага каранг). Хакикатан дам, бу ерда
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Бу учта Узгарувчининг функциясидир. (5) тенгламалар снсте- 
маси куйидаги куринишнн олади:

2  1у< ~ (ах< + bxi + С)1 “  °-/=-1
Л

2  [У. -  (яX] +  bx, +  с)1 х, =  О,
/=1 

п

2  (у*— ' адс? + bxi + <о] =(=i

ёки ёйплгаи куринишда ёзсак:
П п п я

2  уIх] ~ а 2  * 2  _  с 2  *; =  °*/—I /«1 /—1
я л л

а  ^  *? — ь 2  *< — с 2  =

i-=l
Л

V УЛ (—1
л

/—I

/—1

( 9 )

а, Л, с номаълумларни топиш учун чизикли тенгламалар сис- 
темаси досил киламиз. Масала характеридан система аник ечим- 
га эга эканлиги, a, b, с параметрларнинг олинган киймат
ларида S (a , Ь) функция м и н и м у м г а  эга эканлиги куриниб 
турибди.

М и с о л .  Аргументнинг т?ртта кийматида (л =  4) изланган функция
нинг тажрибага асосан туртта киймати олинган булсин; улар ушбу жадиал- 
га ёэилган:

X 1 2 3 5

У 3 4 2.5 0 ,5

? функцияни у =  ах -+■ Ь чизикли функция куриниш да топамиз, S (а, Ь) 
учун ифода тузамиз:

А
s  (а, Ь) = У  [у, - (ддг, + ft))».

4-1
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(7) системами тузиш  учун \ам д а  а  ва & коэффицнемтларнн аннклаш учуй 
олдин куйидагиларнн лмсоблаймиз:

i—l
10.

i—I

(2) система ушбу куринишни олади.
21 — 39а — 114 =  0, \
10 -  И л  -  46 =  0. )  С  j  

Бу системами ечиб, а ва b ни топамиз.

26
35'

159
* = З Г

190- раем. Изланган тугри чизик куйндагича була- 
дн (190- расш):

26 159
у ~  ~  35 х +  3 5 '

20-§ . Эгри чизикнинг махсус нуцталари

Хусусий косила тушунчаендан эгри чизикларии текшириш- 
да фойдаланилади.

Эгри чизик
F (x ,  у) =  0

тенглама билаи берилган булсин.
Эгри чизикка уринманинг бурчак коэффициента

dF
it у _  dx 
d x ~  д? 

dy
формула билан аникланади (VIII боб 11- § га каранг).

Агар эгри чизикнинг берилган М (х, у) нуктасида хусусий
доенлалар ёки ^  дан энг камида биттаси нолга айланмаса,

шу нуктада ё Л~  ёки а— тула аникланади. F  (х , у) =  0 эгри
чизик бундай нуктада аник уринмага эга булади. Бу *олда 
М  (х, у) нукта оддий нуцта деб аталади.

Агар бирор Af„(jr0, у0) нуктада

У-У. У=У.



булса, у лолда уринманинг бурчак коэффициенти ноаник бу-
лнб колади.

Т а ъ р и ф .  Агар F (х, у) =  0 эгри чизикнинг Ми (дс0, у0) нук- 
dF dFтасида ^  ва ^  хусусий ^осилаларнинг иккаласи нолга айлан-

* са. бундай нукта эгри чизикнинг махсус нуцтаси деб атала- 
^ 'Д н .  Демак, эгри чизикнинг махсус нуктаси

F =o- g - o ,  $ - о
тенгламалар системаси билан аникланадн.

Хар кандай эгри чизик махсус нуктага эга булавермаслиги 
табиин. Масалан,

_________________ ЭГРИ ЧИЗИКНИНГ МА&рУС Н У^Т^ДАКИ __________________^77

Jt*  V* 

i  +  f c - '
эллипс учун

ГГ/ \  -х* . У* , dF 2х dF 2уF (x ,  =  ^  +  =  ^  =
лр АР

ва ^ ^ о с и л а л а р  факат х =  0, у =  0 нуктада нолга айлана-
ди, лекин л  ва у нинг бу кийматлари эллипс тенгламасинн 
каноатлантнрмайди. Демак, эллипснинг махсус нукталари йук.

Эгри чизикнинг махсус нукта якнннда куринишнни батаф- 
сил текширишга киришмасдан, махсус нукталари булган бир 
неча эгри чизик намуналарини караймиз.

1 - м и  с о л . Ушбу
у1 — х (дс — а ) 2 =  0 (в  >  0)

эгри чизикнинг махсус нукталари текширилсин.
Е ч и ш .  Бу мисолда F  (х, у) =  у* — х (дс — в)*, шунинг учун •

dF dF
^  =  (дс -  а) (а -  Здг); -щ =  2у.

Учта тенглама:
л dF п OF „

F  (х, у) =  0, J i  =  0, <jiy — 0

ни бирга ечнб, дг ва у нинг бу снстемани каноатлантирадиган кииматлари- 
ни топамиз:

х0 = а, Уо — 0.
Демак, М0 (а, 0) нукта эгри чизикнинг махсус нуктасидпр.

Эгри чизикнинг махсус нукта якнннда жойлашишпни текширамиз оа 
эгри чизикнн ясаймнз. Берилган тенгламанн ушбу шаклда Сзамнз:

У = ± ( х - а ) / х  .
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Б у ф ормуладан куринадики. эгрн чизик: • )  дг >  О кийматларда
аникланган; 2) Ох укка нисбатан симметрик; 3) Ох Укни (0, 0) на (в, О) 
нукталарда кесади. Кейинги нукта, ю корида аниклангапидек, махсус нук
тадир.

Аввал эгри чизикнинг тенгламадаги 4* иш орага мос кисмини текш ирамиз

У — (х — а) т/~х . 
у пинг х буйича биринчи ва иккинчи лосилаларини топамиз:

У =
Зх — а 
2 / * " ’ У* =

Здг 4- а 
4 х У 7

х =  0 булганда у' =  оо. Демак, эгри чизик координаталар бош ида Оу Укка 
а а

уринади. х =  -у  булганда у ' =  0, у* >  0, яъни х  =  -у булганда у функция
минимумга эга:

0 < д г < а  кесмада у < 0  булади ; д г > ~
3

»91- раем.

кесмада у <

булганда у ' >  0;_дг оо да у у -*оо, х — а
булганда у ' =  яъни махсус М,,(а, 
нуктада эгри чизикнинг у  = -f-(jc —  а ), х  
тармоги у =  ^ а  (х — а) уринмага эга б у 
лади.

Эгри чизикнинг иккинчи тармоги 
у =  — (х — а) ^  х биринчи тармогига Ох 
Укка нисбатан симметрик булгани учун, 
эгри чизик иккинчи уринмага (иккинчи 
тарм окка) эга;

У =  -  уга(х — а).
Эгри чизик махсус нуктадан икки мар 

та утади. Бундай нукта тугун нуцта t i o  
аталади.

Текш ирилган эгрн чизик 191- расмда 
тасвирланган.

2-  м и с о л .
у* - х *  = 0

эгри чизик (ярим кубик парабола) нинг махсус нукталари 6ор-йУклиги тек- 
ширилсин.

Е ч и ш. М ахсус нукталарнннг координаталари ушбу тенгламалар систе- 
масидан топилади:

у* -  д:3 =  о, Зд:* =  0, . 2у =  0.
Л емак, М0 (0, 0) — махсус нукта.

Берилган тенгламани

У = ± / I 5
куринишда ёзамиз. Эгри чизикнинг графигини ясаш учуй аввал эгри «жэиц- 
нннг тенгламадаги плюс иш орага мос тармогини текширамиз, чунки минус 
иш орага нос тармоги биринчи тармокка Ох Укка нисбатан симметрикдир.
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у функция ф акат х >  0 булганда аникланган булиб, манфий эмас ва 
х нинг усиши билан усади.

У =* г  функциянинг биринчи ва иккинчн *осилаларини топамиз:

Г - j  Я  Г - &

Л д г  =  0  булганда у =  0, у' =  О булади. Демак, эгри чизикнинг каралаётган тар- 
моги координ 1талар  бош ида у =  0  уринмага эга. Эгри чизикнинг иккинчи 
У =  — х3 тармоги дам коорданаталар бошидан Утади ва уша у =  0 урин
мага эга булади. Ш ундай килиб, эгри чизикнинг иккита турли тармоги к оор
динаталар бош ида учраш ади, умумий бир уринмага эга ва уринм адан . турли 
томонга ж ойлаш ган булади. Бундай махсус нукта биринчи тур цайтши 
ну ц mac и деб аталади (192- раем).

192- раем. 193- раем.

И з о * ,  у2 — х3 =  0  эг*ри чизикни у2 =  х (х — а)2 ( 1- мисолда каралган) 
эгри чизикнинг а -+ 0 даги лимит *оли сифатида караш мумкин; хакикатан 
а -► 0 да эгри чизик сиртмоги бир нуктага айланади.

3- м и с о л .

(у  — х2)2 — х* — О

эгри чизик текширилсин.
Е ч и ш .  М ахсус нукталарнннг координаталарн 0

— Ах (у — х2) — Ъх< = 0 , # 2 (у  — х2) =з О

тенгламалар системасидан топилади; бу система ягона ечимга эга: х =  0. 
у =  0. Демак, координаталар боши махсус нукта экаи.

Ьерилггн тенгламани у =  х2 ± куринишда ёзамиз:
Бу тенгламадан куринадики, х О дан 4- с» гача кийматлар кабул цила олади. 

Биринчи ва иккинчи тартибли лосилаларни топамиз:

/  =  2* ± § / * .  Г -
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Эгон чизикнинг плюс ва минус ишораларг» мос тармокларини айрим 
текширамиз. х =  О булганда иккала лолда хам у *= 0, у ’ ^  О, яъни Ох Ук 
иккала . армок учун *ам уринма булади. Аввал

У «=** +  / * *

тармркин караймнз. х 0 дан оо гача усганда у 0 дан оо гача усади. Иккин- 
чм тармок

у х* — / л * .

Ох уцни (0, 0) ва (1, 0) нукталарда кесади.
х ш* булганда у =  д* — / д 1 функция максимумга зга. Агар х -*

— +  оо булса, у — — оо булади ..
Ш ундай килиб, бу *олда координаталар бошнда вгри чизикнинг икки 

тармогн учраш ади; иккала тармок умумий уринмага зга ва уриниш нукта- 
синннг якинида иккала тармок уринманинг бир томонига жойлашган. Бундай 
нукта иккинчи тур цайтиш нуктаси дейилади. Курилган функциянинг гра- 
фнгн 193- расимда тасвирланган.

4- м и с о л. у* — дг‘ 4- дг* =  0 эгри чизик текширилсин.
Е ч и ш. Координаталар боши махсус нуктадир. Эгри чизикни бу нукта 

якинида текшириш учун эгри чизик тенгламасини ушбу куринишда ёзамиз:

у = ± х2/ \  — х1.
Эгри чизикнинг тенгламасида узгарувчилар факат ж уф т дараж ада, шу- 

иннг учун эгри чизик координата Укларига нисбатан симметрик ва, демак, 
»грн чизикни дг ва у нинг мусбат кийматларига мос кисмини текшириш ки
фоя. Q w prH  тенгламадан курииадики, х 0 дан 1 гача, яъни 0 <  х <  1 кес
мада узгариши мумкин.

Эгри чизикнинг у =  +  х2 /\  — х* тенгламанинг графиги булган тармо- 
ги учун биринчи досилани *исоблаймиз:

. дг (2 — Здс*)

,г= *0  булганда у = 0 ,  / < « 0 ,  Демак, эгри чизик координаталар бошида Ох 
у к м  уринадн.

х =  1 булгаиД1 у *  0, у' =  оо булади; демак (1, 0) нуктада уринма Оу 
укка параллел булади. дс =» у /  _  булганда функция максимумга эга булади 

(194- расы).
Координаталар бошида (махсус нуктада) эгри чизикнинг радикал олди- 

,даги плюс ва минус ишораларга мое тармоклари узаро уринади. Бундай мах
сус нукта Рпишиш нуцтаси дейилади.

5- м и с о л .  Ушбу эгри чизик текширилсин;
у * -  х2(х -  1) =  0.

Е ч и ш. Махсус нуктани аникловчи тенгламалар системасини ёзамиз;

у* -  д* (дс -  1) =  0, — Зд» +  2дг =  0, 2у =  0.

Бу система х =  0, у =  О ечимга эга. Демак, (0, 0) нукта эгри чизикнинг 
»1а.тсус нуктасидир. Берилган тенгламани ушбу куринишда ёзамиз:

У =  ± х  /  д  — 1.



ЭГРИ ЧИЗИКНИНГ МАХСУС НУКТАЛАРИ 331

Бундан куринадики, дс 1 дан оо гача уэгаришн ва 0 кийматга эга бУлиши 
дам мумкин (кейинги долда у ш= 0 булаДи)Г

рампз,
Эгри чизикнинг радикал олдидаги плюс ишорага мос тармогини текши 
из. х 1 дан оо гача усганда у 0 дан оо гача усади. Хосила

У =
Эх- 2  

2 / 7 ^ 4
х =  1 булганда у' =  оо, демак, (1, 0) нуктада уринма Оу Укка параллел бу. 
лади.

Эгри чизикнинг минус ишорага мос тармоги биринчи тармокка Ох Ук- 
ка нисбатан симметрикдир.

(0. 0) нуктанинг координаталарн эгри чизик тенгламасини каноатлантн- 
ради, демак, у згрн чизикка тегишли нукта, лекин унинг якииида »гри чи* 
зикнинг бошка нукталари йук (195- раем). Бундай махсус нукта я к к а л а н - 
ган махсус нукта дейилади.

иг-х**т*т 0

194- раем.

VIII боб га  м аш ^ лар

Куйидаги функцияларнинг хусусий досилаларн топилсин:

1. г = х* sin* у. Жав. =  2х sln*y; ^  =  х* sin 2у. 2. г =  дг»1. Жав.

(. и =  «*•+>•+*•. Жав. ^  =  2хе*ч удги  Z  «
у .д сУ -ь д- =  х 1 2у  In дг. 3,

ди 
дг

• + г\

ди ~ „хЧ-у'+г*. ™  _  2 re jr*+ >’+2’- 4. и =  /  д» 4- y i - г *.о^  =  2у*
du

~  /  t t  +  у г A-" It  5- * -  агс12 (ХУ)- Жав. -  1 J xtyt' ду -  \ А- Х*у*
у <)г — у  . <)* дг , '  V1 fy *  -  дг

6. *  =  a rc tg  - •  Жав. Тх -  j r  +  7*  • ^  -  j r f ?  7* ' * ln T V
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—  1
... дг 2___  о±_______- А -  “ 1 + Жав. * !  -Жаа. 55 -  -  ^  х1 + — „у yyf xi + yi дх

- 1 / ,  g  =  у е У . 9. z =  a rc s ln (дг +  у).

a,  i л: f  x* — v- дг1-„ч- & -Щ- V * + k  *"■ a--
yJ dz — у

ДГ /  jr* —  у* d y  y rx* —  y*
Куйидаги функциялардан тула дифференциал топилсин:

11. г =  х1 - f  дгу* +  sin у. Жав. dz = (2дг +  у*) dx (2дгу +  c o sy )d y .

12. г =  In (ху). Жав. dz =  Ц  +  у -  13. z  =  е'Ч-У*- dz =  2 * ' Ч у ’ X

Х(дг*/дг +  у</у). 14. u =  tg (3 jf  — у ) + 6у + *- Жав. du = — +

+  (“ 'cos*(3^ — y)+®y+i |п6) ЛУ +  6У+* |п 6dz> *5' ® =  arcsln у  • 
* ав * ,  ш y d x - x d y  

\У\УУ* — Хг
,6 - /(х, у) «= х* +  у3 булса, /х (2, 3) ва / у (2, 3) *исоблапснн 

Жав. f  х (2, 3 ) =  4. (2, 3) — 27.

17. Агар / ( х, у) = Ух* + у» булса, дг =  1, д: = 0 ;  =  rfy =  - |  

булганда < //(дг, у) хнсобланснн. Ж ав. т р

18. х, у ва z  мицдорларнинг кичик абсолют кийматларида л / ____1 х
У (1+у) (•+*)

учун такрибий ифода тузнлсин. Жав. l+ - j (x  — у г).

19. У^  Т~-|- у * £  Уч>'н *ам ШУ масала ечилсин. Жав. 1 +-5 (дг—у — г).

20. Агар z =  и - f  г*, и = х* +  sin у, v =  In (дс 4- у) булса, ва ~

топилсин. Ж ™ . %  -  2дг +  2 |  =  cos у  +  2

21. Агар  ̂= y f  j— “  ■ и = — cosjr, v = cos дг булса, топилсин.

ж  д г  1Жав. tlдх х1 cos* ~2

22. Агар z — е-1 21, и — sin дг, v =  дгз 4- у* б^лса, ва ^ топилсин.

Ж ав. % = еи 2,,(cos дг -  бдс»), ^  =  в“- 2» (0 _  2-2у ) =  - 4у е u~2v-
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23. Ушбу функцияларнинг тула цосилалари топилсин! г =  arcsin (и +  v),
1C к

и =  sin х cos a, v  =  co sA rs ln « . Жав. Агар 2Ьк — <  х -f- а <  2Л* +  у

б*лса’ Тс = Х' агар 2Ля +  у  <  -* +  а < ( 2* +  1) я  +  - j  булса, =  _  1.
е"-* (у — г) du

24- u =  а« +  1 ' У =  а  sln -*■. г  =  cos *• Жав. = sin х. 25. г =

=  In (1 — jc‘), х «■ j /  sin в. Жав. ^  =  — 2 tg  0.

Куйидаги тенгламалар билан берилган х нинг ошкормас фуикциялари- 
нинг \осилаларн топилсин:

Ж. Й  + | т - 1 - о .  ж ™ . и - s ' - i r - 1- й  -

. ц .  « . у .  g  -  • » .  -  < „ >  -  ^  -

rfy у  [cos (лгу) — е*У — 2х\ х !  у ' :*  dz
-  х*у =  0. Жав. = х ух +  gxy _  cos (Ху)] • З®* а » +  F  +  <? ~  1; Тх ва
дг дг с*х дг с* у л
^ т о п и л с и н . Ж ав. =  -  j j i j .  ;jp =* -  31. и -  v tg  cw _  0; ди в t
dw dw cos*aw dw sin 2aw „ 2
5 Г  топилсин. Жав. ^  ^  =  -  ' 2a ~ '  32. z  +  ^  =  /  > -  z  ,

x , J jc +  y " 5 y ~ T  эканн курсатилсин. 33. — =  f  ( ~ )'• Z7 — лар кандай

d r  dz .
дифференциалланувчи функция булса, Jcdx + y '5 y ~ z экаии кУРса‘

тилсин.
Иккинчи тартибли хусусий *осилалар цисоблансин:

д*г О1 г d*z
34. г = х3 4дг*у +  бу1. Жав. =6х — 8у; ду дх =  — 8дг; dyi -  10.

/  d*z sin у d*z ex
'  j5 .  z  =  e* In у 4- sin у  In jr. Жав. ^-г = ех \п у — • дхду — y +
cos у d*z e*4- ----- y-i =  — - г  — sin у  In Of.-r x  d y t y l 7

1 d*u d*u d*u
36. A r .p  u = V x i + yi - ^ r  булса, -dJ t  + ^  + ST t- 0  булиши ис-

ботлансин.
riy* ^

37. Агар z =  ж +  у булса, х +  У fc-J} = 2 дх бУлишн исботлансин.

38. Агар z  =  In (дг* +  у*) булса, = °  булиши исботлансин.

39. Агар z  =  ?  (у  +  адг) +  ф (у  — адг) ва <р, 4- пар кандай икки марта
2̂ 2Г с)*

дифференциалланувчи функциялар булса, а* ^  -  ^5  =  0 булиши исоот- 

даМСИН.
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40 ,  „  з * .  _  * w +  *а ф ункциянинг М О .  2 ) н уктада Ох $к  билан 
«У> ли бурчак  _ ,о с и л  килувчи  йуналиш  буй и ча * о с и л « и  топилсин.

Жав. 5 +  11 V2 3 - 41. z = 5 л *  — Здг — у — ! ф ункциянинг Л !(2 , 1) н ук

тада ш у нуктадан  N ( 5, 5) н уктага  борадиган  йуналиш  буй и ча *осиласи
топилсин. Жав. 9,4.

42. / ( j г, у ) ф ункц иян ин г: 1) Оху координат бурч аги  би ссектриса-
сининг йуналиш н буйича, 2 ) Ох ярим Укнинг манф нй йуналиш и

1 /<*/ W  л д/
буйича д е и л а л а р и  топилсин. Жав . 1) ^ 7 ^ ( 5 д  +  5у]*  ̂ ~  дх ***

у) =* дз - f  Зд1 + 4ху +  у*. М  ( J - .  у )  н уктад а *ар  кандай йуналиш  буйича

хосила нолга тенг ( .ф у н к ц и я  стац ион ар*) эканлиги  курсатилсин. 44. П ери- 
м етри 2р булган *амм'а учб урчакл ардан  энг катта  ю з’га эга  булгани  аник- 
лансин. Жав Тенг томонли учб урчак . 45. Тула сирти  S  бери лганда энг катта 
хаж м га эга булган  тугри  турт бурчакли  п арал лел еп и п ед  топилсин. Жав. К»Р*

/ с  х — I у  Z х у Z
— булган  куб. 46. — j—  =  у  =  у .  у  =  у  = у  булган  ф аэода-

гн икки  тугри  чизик орасидаги  м асоф а топилсин. Жав.

К уйидаги  ф ун к ц и ял ар  максим ум  ва минимумга текш ирнлсин. 47. z *=
а а

хЗу* (а — х — у). Жав. дг ■= -g-» у  булганда z м акси м ум га эга.

48. z *= д 3 - f  д у  - f  У1 +  !Г + ~ Г *  Ж ав . д  =  у  «= 3- ■ *■;_  булган да 2 минимумгах у /  з

ага. 49. * =  sin  х  +  sin  у  +  sin  (дг +  у ) (0 <  -с <  - у  0  <  у  <  Жав. х=
X

■■ У ^  7  булганда * м аксим ум га ага  б ул ад и . 50. z =  sin  х s in  у  sin  (дг - f y )
1C

(0  <  д  <  х, 0 <  у  <  г.). Д а в .  дг у  «=» - j-  булган да z м аксим ум га эга.

К уйидаги эгри  чизикларнинг махсус н укталари  топилсин; уларни н г хар ак 
тери  текш ирнлсин ва бу н уктал ард аги  уринм аларнннг тен глам аларн  тузил- 
син. 51. д 3 +  у3 — З а д у  =  0. Жав. Af0 (0, 0) — тугун  нукта; д  =  0, у  =  0 
уринм аларнннг тен глам аларн . 52. аАуг *= д 4 (а1 — д*). Ж ав . У рнниш  нуктаси

дЗ
коорди н атал ар  бош ида; у1 г= 0 -  Куш  ури н и а . 53. у* =  gа ~ х' Жав. Af0(0,

0 ) — биринчи тур  кайтиш  нуктаси ; у 1 =  0  — уринм а. 54. у* =  д * (9  — д*). 
Жав. Af0(0 , 0 ) — тугун  н укта ; у  =  ± Зх — ури нм алар  тен глам аларн .

55. х*—2ах*у—ахуг + а * д *  = 0 .  Жав. М Д 0 , 0 ) - иккинчи тур  кайтиш  нук
таси ; у* = 0 - к У ш  уринм а. 56. у* (а* +  д«) = д *  (а* -  д*). Ж ав . М0( 0 ,0 ) - т у г у н  
н укта; у  *  ±  х — ури н м алар  тен глам аларн . 57. 6*д* +  в*у* =  хгу3. Ж ав . М0 
(О, 0) — яккалан ган  нукта. 58. у = * д ! п д  эгри чизик к оорди н аталар  бош ида 
ту гал у в ч и  н уктага  эга булиф, О у Уки уринм а экани  курсатилсин. 

д
59. у  = --------- р  эгри  чизик коорди н атал ар  бош ида тугун  н уктага  эгалиги

1 -+■ е х
ва бу  н уктада ури н м алар  Унгдан у  =  0, чапдан у  =  д  булиш и курсатилсин.
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ДИФФЕРЕНЦИАЛ ^ИСОБНИНГ ФАЗОДАГИ  
ГЕОМЕТРИЯГА ТАТВИКИ 

1- §. Ф азодаги эгри чизик тенгламаси

ОА =  г  векторни караймиз; бу векторнинг боши коорди- 
наталар бошида, охири эса бирор А (дг, у, z) нуктада б у л 
син (196- раем). Бундай вектор радиус-вектор деб  аталади.

Бу векторни координата Укларидаги проекциялари оркалн 
ифодалаймиз:

r - x t + y j  + zk. ( 1)

г  векторнинг проекциялари бирор t параметрнинг функция- 
лари булсин:

? ( 0 .
(2)

л:
У =  М О . 
z  =  x(*).

У цолда (1) ф урмулани бундай ёзиш 
мумкин:

г  =  » ( < ) /  +  * ( 0 7  +  » ( 0 *  ( I ' ) .
ёки кнекача

t узгарганда х, у, г хам узгаради  ва г  векторнинг охири А 
нукта ф азода бирор эгри чизик чнзади; бу эгри чизик г = r ( t )  
векторнинг годографи деб  аталади. ( Г )  ёки ( 1") тенгламалар 
фазодаги чизикнинг векториал тенгламалари  деб  аталади. (2) 
тенгламалар ф азодаги эгри чизикнинг параметрик тенглама
лари дейилади. Бу тенгламалар ёрдами билан t нинг лар бир 
киймати учун Э'-ри чизикнинг унга мос нуктаеннннг координа
талари х, у, z аникланади.

И з о * .  Фазодаги эгри чизик икки сирт кееншган нукталари- 
нинг геометрик урнн сифатида *ам таърифланиш и мумкин.



д е м а к ,  бундай эгри ч и з .к  икки сиртнинг икки тенгламаси би-
лан берилиши мумкин:

ф , ( л ,  у, Z )  =  0, I (3) 
Ф»<л, у, г)  = 0. J

М асалан, ушбу
х* + у* + г* = 4, z = 1

тенгламалар сфера билан текисликнинг кесишганидан лосил 
булган айланаларнинг тенгламаларилир ( 1 9 7 - раем).

Д И Ф Ф ЕРЕН Ц И АЛ  ХИСОБНИНГ ТАТБИКИ______________________

Ш ундай килиб, фазодаги эгри чизик ё параметрик тенгла
малар (2) билан, ёки иккита сиртнинг тенгламалари (3) билан 
берилиши мумкин.

Агар (2) тенгламалардан t параметрни йукотсак ва х, у, г 
ни богловчи иккита тенглама лосил килсак, шу билан эгри чи
зикнинг параметрик усулда берилишидан сиртлар ёрдами би
лан берилиш  усулига утган буламиз. Аксинча, агар x« : <p( f )  
деб  ф араз  килсак [<р (t ) ихтиёрий ф ункция] ва у билан г ни t 
нинг функцияси сифатида ушбу

Ф»1?(0. У. г)]= 0 . Ф*1?(0, У. * ]= 0
тенгламалардан топсак, эгри чизикнинг сиртлар ёрдами билан 
берилишидан параметрик усулда  берилиш ига ^тган буламиз.

1- МИСОЛ.
х =  At — 1, У =  3/, X =  / +  2

тен гл ам ал ар  тугри  чизикнинг п арам етрик  тенглам аларидир. П арам етр  t ни 
йукотиб, иккита тен гл ам а  досил килам из, уларлан  *ар бири  теки сан к  тенг
лам аси  буладн. М асалан, бнринчн тенглам адан  нккиннчи ва учинчи тенгла-
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м аларни *адлаб ай ирсак , jc — у  — г  =  — 3 тенглам ани лосил килам из. А гар 
биринчи тенглам адан  иккиичининг  туртга  купайтм асини ай ирсак , х  — 4г =  — 9 
тенглам ани ДОсил килам из. Ш ундай  килиб. берилган  тугри  чизик 
•* — V — 2 - f 3 = 0  ва д: -  4д +  6 с  0 текисликларнинг кесиш иш  чизигидир

2- м и с о л .  Радиуси  а га тенг ва Уци Oz ? к  билан устм а-уст  туш ган 
тугри  доиравий  цилиндрни карайм из (198- раем ). Бу цилйндрга СХАС тугри 
бурчакли  учб урчакн и , унинг А учи цилиндр ясовчисининг Ох Уки билан ке- 
сиш ган  н уктага  туш адиган  ва АСХ катети  цилиндрнинг Оху текисли ги да ёт- 
ган доиравий кесим га У раладиган килиб цилиндрга урайм из. У вактда уч- 
бурчакни н г гипотенуааси  цилиндрнинг ей сиртида в и н т  ч и з и к  деб  ат ал а 
диган  чизикни \о си л  килади.

Винт чи зикнинг тенглам асини  езам из, бунинг учун чизикнинг У згарувчи 
М нуктасининг коорди наталари ни  дг, у ва г билан ва АОР  бурчании /  билан 
белгилайм нз (198- расм га к ар  ). Унда

х и cos /, y * = a s i n / ,  t  =  РМ — АР  t g  О

булади , бу  ерда 0 билан СХАС  учбурчакн ин г Уткир бурчаги  белгиланган
"д р - М  (Чунки  >А Р  — ради уси  а булган д о и р а н и н г  /  м арказий  бурчагига 
мос ёйдир). lg  Ь ни т  билан алм аш тнриб, винт чизикнинг п арам етри к  тенг- 
лам аларини  *осил киламиз:

х в= a cos / ,  у =  a sin  / ,  z =  amt 
(бу  ерда t — п ар ам етр ) ёки  вектор  ш аклда;

г «= la  cos t -f ja  sin  / + kamt.
Винт чизикнинг п арам етри к  тенгламал& ридан п арам етр  t ни йукотиш  

осон ; олдинги иккита тенглам ани квад ратга  кутариб  ва уларни кУшиб, 
х% 4- у* *= а1 ни *осил килам из. Б у —винт чизик ж ойлаш ган цилиндрнинг тенг- 
лам аси ди р . С у и гра иккинчи тенглам ани биринчига *адлаб булиб ва *осил 
булган тен гл ам .д а  t урнига унинг учинчи тенглам адан  топилган киймат» 
куйиб, винт чизик ж ойлаш ган  бош ка сиртнинг тенглам асини топамиз:

22 Н. С. Пискунов
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Бу эса винт сирт (геликоид) деб ст* ^ л и Р
текисликка параллел ва * * VMKIfM. бунда ярим тугри чизик уэгар .
тидам *осил 6J.ii *н из д^еб h р« айланади ва Узгармас таалик би-
:: „ С £ »  «ко р н гаИк * та?ила^ик н ^ и н г учи О* УК б ^л аб ^си л ж и й д и . Винт
ч н з и Г ш 7 и к Т с Риртнннг кесиш иш чиэигидир. Ш унинг учун уни икки тенг- 
лама билам бериш мумкин:

х* + у* г
am'

2 - § .  Скаляр аргумент вектор функциясининг лимити 
ва ?(осиласи. Эгри чизицца уринманинг тенгламаси.
Нормал текислик тенгламаси

Аввалги параграфдагн ( Г )  ва (1") формулалар™  цайтамиз»

г - ?(*)/  + И ')7  + х (0 *
ёки

г = г(0.
t узгарганда умуман г  векторнинг микдори ва йуналиши 

узгаради. г  вектор скаляр аргумент t нинг вектор функцияси 
деб аталади. Куйидагича фараз киламиз:

Ilm <f ( t ) = <р0, 

»П1 ф (0  =
'  °  /-Л

Иш х (t) =  / 0.

У вацтда г0 =  <р0/  +  4*оУ +  Ул k вектор 
г — г (t) векторнинг лимити  дейилади 

i ва бундай ёзилади (199- раем):
199- раем.

lim г  (<) =  г0.
t-t.

Охирги тенгликдан ушбу тенгликлар келиб чикади:
lim | г  (О  — г 0 |=» t-t,

=  Иш / I ?  (О  -  «Pol* +  I* ( 0  - % ] '  +  [ *(<) -  Х .Г =  О

оа
Н г а |г (/)1 =  | г , | .  '
/-•I*

Энди скаляр аргумент вектор функциясининг 

М О  = ? ( ' ) / + И 0 У  + Х ( 0 * 0 )
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i/nnnrrичпто 1.о^А*ги масалага ^тамиз; г  (О векторнинг боши 
с  п л 1 /b o o n o 'u ft °  41 и да деб ф араз ^иламиэ. Охирги тенглама 
бнрон фазовий эгри чизикнинг тенгламаси эканини биламнз.

t нийг эгри чизикдаги маълум бир М нуктага мос келади- 
ган бирор тайин кийматини олнб, унга Дt орттирма берамиз' 
у вактда мана бу векторни хосил циламиз:

г (t + At) = <р (t 4 ДО / + Ht + ДО У + х (t + до *,
бу вектор эгри чизикда бирор М х нуктани аниклайди (200- раем). 
Вектор орттирмасини топамиз:

Дг «= г (t +  ДО — г  ( 0  =  [<р (t  +  ДО — <р (01  * +
+  (.{. (t  + A t) - 1 (01У  +  Ix ( t + Д О  -  X (01 *•

200- раемда OM — r (t ) ,  QM| =
=  г (i 4 - ДО ва бу орттирма ММХ=
=  Д г  ( /)  вектор билан тасвирланади.

Вектор функция орттирмасинннг 
скаляр аргумент орттирмасига нис-
батини, яъни нисбатни ка-
раймнз; бу Дг (t) векторга колли- 
неар вектор буладн, чунки унинг
узи Д г ( 0  ни ^  скалярга купайти-

ришдан хосил булади. Бу векторни 
ушбу куринишда ёзиш мумкин: —

Дг (/) у (/4- ДО — «р« )  / , 4  А/) — ф(<) . , г(/^-А<)- х(0  k 
Д< — Д/ +  ^ А '

Агар <р(0. М О . Х ( 0  функциялар t нинг олинган киймати- 
да хоенлага эга б^лса, /, J , * векторлар олдидаги к^пайтув- 
чиларнннг Д/ -* О даги лимнтлари <?' ( 0 .  ¥  (О, х' ( 0  ХО*1лалар-
га айлаиади. Демак, бу холда Д^ -*■ 0 да ^  нинг лимити
мавжуд ва (О /  +  f  (ОУ +  х '  (0  *  векторга тенг:

lim £  =  * ' < 0 * + * '  ( 0 У  +  Х ' ( 0 * -  д '
Охирги тенглик билан белгиланган вектор г ( 0  векторнинг 

скаляр аргумент t буйича хосиласи деб аталади. Хосила g 
ёки г '  символ билан белгиланади.

Шундай килиб,

^  =  г '  =  f  (0  /  +  <|»' (О У +  х ' ( 0  *• <2)

22*

J
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ёки
dr dx / . £у / \ dS b  12')di = T ti + diJ г  Tt (Z )

~  векторнинг йуналишини аниклаймиз.

\t -  0 да М, нукта М  нуктага якинлашади, шунинг учун 
ММХ кесувчининг йуналиши натижада уринманинг йуналишини
беради. Д емак, ^  косила вектор М  нуктада эгри чизикка 

уринма буйича йуналган. ^  векторнинг узунлиги уш бу

1 5 1 =  / [ ? ' ( t ) V  +  W ( t )V  +  U ' ( О Г '  (3)

формула билан *исобланади#).
Хосил ^илинган натижаларга асосан эгри чизик тенглама- 

сида х = <р (t), у  =  ф (О. г =  /  (<) эканинн эътиборга олиб,

г  =  х /  +  y j +  г к
эгри чизикка М  (jc, у, г) нуктада уринманинг тенгламасини 
ёзиш осон. М  (х, у, г) нуктадан утган тугри чизик тенгламаси 
ушбу куринишда булади:

X - х  _  У — у  _  Z - Z  
т  ~  п р '

бу ерда X, Y, Z  — тугри чизик узгарувчи нуктасининг коор
динаталари, т ,  п, р  — шу T^Fpn чизикнинг йуналтирувчи ко- 
синусларига (яъни тугри чизикнинг йуналтирувчи вектори 
проекцияларига) пропорционал микдорлар.

Иккинчи томондан
dS  _  dx . , dy . , dz . 
dt dt ' dtJ  'd t

вектор уринма буйича йуналганлигнни аникладик. Шунинг 
учун бу векторнинг проекциялари уринманинг йуналтирувчи 
косинусларига, демак, т, п, р сонларга *ам пропорционал сон- 
лардир. Д ем ак, уринманинг тенгламаси уш бу куринишда б у 
лади:

Х - х  Y  — у Z - Z  
dx - dy ~  dz (4 )
dt dt dt

I {tr\*) К аралаётган  н укталарда | -jt | Ф  0 деб ф араз киламиз.
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1- м и сол. /  нинг ихтиёрий ва /  =  у  кийматларида

х =  a cos t. у =  a sin  z =  amt
IHT чизикка уринманинг тенгламаси езилсин. 
■  Ечнш.

dxd T^-as iu t,
(4 ) ф орм ула буйича:

X  — a cos t

dy
-jj = a cos / ,

dz
dt =  am.

— a sin /
я

У — a sin t Z  — amt
a cos t

Ж ум ладан , /  =  - у  булганда; 

X Y —
ay  2
2

a / 2 a / T
2

am

Z  — am  y  

am

еки

Л -
л / 2 Y - a /  2

Z -
r.am

-1 m / 7

Текис эгри чизицда булгани каби, уринмага перпенди
куляр  ва уриниш нуктасидан утган тугри чизик фазовий эгрн 
чизикка унинг шу нуктасида нормал деб аталади. Фазовий эг
рн чизикнинг берилган нуктасндан унга саноксиз куп нормал 
тугри чизиклар утказиш мумкин. Уларнинг доммаси уринма 
TyFpH чизикка перпендикуляр текисликда ётади. Бу текислик 
нормал текислик деб аталади.

Нормал текисликнинг (4) уринмага перпендикулярубулнш  
шартидан нормал текисликнинг ушбу тенгламасини *осил ки
ламиз:

dx / ^  _х % dy sm* v . dz
dt dt (5)

2- м и с о л .  Винт чизикка t =  у  нуктада нормал текисликнинг тенгла

маси езилсин.
Е п и ш. 1- мисолга ва (5) ф орм улага асосан уш бу тенгламани досил ки

ламиз:

ёки

— X  +  У  +  т  /" 5  Z  =  am2 у  /  2~.
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Энди фазовий эгри чизик
Ф 1 (*, у, г) = 0. Фа (*. у, 2) = 0 (6)

тенгламалар билан берилганда унга уринма тугри чизик ва 
нормал текислик тенгламаларини чикарамиз.

Бу эгри чизикнинг х, у, г координаталарини бирор t пара- 
метрнинг функцияси каби ифодалаймиз:

*  = ? (0 . у = НО. 2 — /. (О- (?)
? ( 0 .  H O .  X ( 0  функцияларнн t буйича дифференциалланувчи 
функциялар деб фараз киламиз.

(6) тенгламаларда х , у, г урнига уларнинг эгри чизик нук
таси учун t оркали нфодалаигаи кийматларинн куйиб, ушбу 
икки айннятни хосил киламиз:

Ф »1Ф(0 . ♦ (*). Х(01 = 0, (8а)
< М ? ( 0 > ♦(<). X (0 ] =  0. (86)

(8а) ва (86) айниятларни t буйича дифференциаллаб, шулар- 
ни топамиз:

^Ф i dx , дФ | dy _д дФ |
дд: rff dy rff Oi d t* *  ’

дФ , dx , дФ* </у , дФ , ^
Ж Г д / ду dt ' dz dt '

(9)

(Ю)

Бу тенгламалардан куйидагилар келнб чикади:
dx дФ , дФ2 __ <?Фг дФг dy ^Ф , <)Ф, ()Ф, дФ ,
Ж  _ ~5у~ ~оГ dz ду . dt _  ~Sx дх ~дг
~dz *  <*Ф, 0Ф , d4>t 0<P~t ’ dz (^Ф, ^Ф , (>ФУ
dt ~3x dy dy dx dt dx dy dy dx

„  дФх дФ. дФ. дфш . n л .
Бу ерда j ~  — -gy -37 0 деб фараз киламиз, лекин охир

ги ( И )  ва ( 12) (куйида чикарилган) формулалар уларда иш
тирок этган детерминантлардан бирортаси нолдан фаркли бул
ганда Уз кучини саклашини исбот килиш мумкин.

( 10) теиглнклардан шуларни хосил киламиз:
dx dy dz

_______ <Ц_______  _  _______ Ъ ______  _  _______ rf?______
дФх dФt __ д Ф ,с |Ф , дФ , дФ% __ дфх йФ , £ )Ф ,^Ф | ^ Ф ,( )Ф ,'
Оу дг дг ду dz 6х дх дг дх dy dy дх

Демак, (4) формулага асосан уринма тугри чизик тенгла- щ 
маси ушбу куринишга эга булади:
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Ски детерминантлардан фойдалансак: 
Х - х  Y - y

0Ф1 дФ1 
dz Их 

д ф а 0Ф2 
dz Ох

ОФI С̂Фд
"37 dz
()ф, дФа
djr dr

z - h
0ФХ дФ ,
~5х ду 
<2Ф2
Ох ду

( П )

Нормал текислик ушбу тенгламага эга б^ладн: 

( Х - х )

С^Ф| д ф | ОФх оФ1 дФг ^Ф,
Oy Oz

+  ( r ~ y )
Oz dx ~57 oy

ОФг 0Ф% 0Фг 0Фг +  ( Z - z ) о>Ф, аФ ,
Oy Oz dz ox dx dy

=  0. (12)

Бу формулалар, уларда нштирок килган детерминантлар
дан камида биттасн нолдан фаркли булгандагнна, маънога эга 
булади. Агар эгри чизикнинг бирор нуктасида

дФх дФ} 
dy dz

()Ф| (>Ф1 0Ф | дФх
~Oz dx dx Oy

ОФг 4 Ф | ОФг (>Ф1 <*Ф, дФ%
dy dz Oz dx dx Oy

детермннантларнннг учаласи но 1- 
га тенг булса, бу нукта фазовий 
эгри чизикнинг махсус нуктаси 
деб аталади. Фазовий эгри чизик 
бу нуктада, текис эгри чнзпклар- 
да булгани каби, *еч кандай 
уринмага эга булмаслигн мумкин 
(VIII бобнинг 20- § га каранг).

3- м и с о л .  х*+ у* + г* — 4г* сфера 
билан хг +  у* =  2гу цилиндр кесишиш 
чизигининг М(г, г, г ^ Т )  нуктасида 
(201- раем) унга урннма т^гри чизик ва 
нормал текислик тенгламалари топил- 
сии.

Е ч и ш.

Ф, (дг, у, г) =  л* +  у* +  z* -  4г*. « М * . У, *) = xt + y1 — 2гу,

дх 2х,
дФх
ду — 2у.

дФ , дф7 0Ф2 л л 4Ф1
~5i =  2г' ~oI=2x' S7  = 2У~ 2г' ~дГ =  °-

Хоснлаларнинг берилган М нуктадаги кийматлари:

Ox dv “  *
дФ% 0 .*• <>Ф* д Ф ,

dy “  "  * Oz ~  ^  * dx “ 2 r* dy ~~ *
дФг
~0z = 0.
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Ш унинг учун урнниа т^гри чизик тенгламаси бундай булади:

X — г Y - r  Z - г У Т  .

о — V I  — 1
Нормал текислик тенгламаси:

- г ) - ( 2 - г /  2) =  0 ёки / 2  Y - Z  =  0.

3- §. Векторларни (вектор ф ункцияларни) 
дифференциаллаш цоилалари

Юкорнда курганнмиздек,

г(0=?(0/ + *(0у+х(0*. (О
вектор зосилас'.нинг таърифнга кура,

r'(t) = <f'(t)l + Y(t) + x(t)k. (2)
Бундан, дифференцналлашнинг асосий коидалари векторлар 

учун *ам уз кучида колиши келиб чикади. Биз куйида век
тор функцияларни дифференцналлашнинг баъзи формулалари- 
нн курамиз. Бу формулалар бундан буён бизга керак булади.

I. Векторлар йигиндисининг хосиласи цушилувки вектор
лар хосилаларининг йигиндисига тенг. ’

Масалан, ушбу икки вектор берилган булсин:

г , ( 0 - ? . ( 0 / + < М 0 У  +  х»(0*. \ 
г ,< 0 -¥» < 0 * +  Ъ(*)У +  х.(0*; )

буларнинг йигиндиси:

/•. (О +  г2 (0  =  [?1 (0 +  <р2 (01 / +  It, (о +  ь  (ОУ +  
+  (хл(0 +  х*(0]Л-

Узгарувчи вектор ^оснласининг таърифнга к^ра:
*(г_,(/) + г ,(0 ) =  (?( (0  +  Т в (0 ]7 +  [ф1 (0  +  ^ ( о г у  +

+  Ixi (0 +  х«(0Г *
ёки

</</-, (п + ы п )  _  [? ; ( / )  +  ? ' ( Q j /  +  i ^ ^ )  +  ^ ' ^ ) ] y  +  [х; ( /)  +

+ x i(o i*  - 1?; (о / +  ф; ( о у + х; (о *1 +  
+  l<pi (0 * +  <р2 (ОУ +  xj (О *1 =  г1 +  r 'i•
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Д емак ,

I Г,«)1 rfr, drt ...
4t = H i + W  (I)

II. Векторларнинг скаляр купайтмасидан олинган коси
ла ушбу формула билан ифодаланади:

W S J  -  dJ j r  . ,  *Jj ....dt ~  dt r* + г» dt (И)
Хакикатан, агар r ,  (t), r t (t) векторлар (3) формулалар би

лан ифодаланса, маълумки, уларнинг скаляр купайтмаси мана 
бунга тенг:

Г  1 ( 0  г, ( 0  =  «PiTa +  Ф»4»* +  XiX*-

Шунинг учун

=  ? i ? i  +  <Pi?2 +  t it *  +  M i  +  xix* +  XiXj =

=  (?i<p* +  t it *  -r XiXs) +  ( f i b  +  M i  +  ш ';) =

= (T;/ + 4*; у +xi *) ы + + xt *) + ы +♦»/+ xi*) x
X W  + K J  +  b * )  = 7 ? r t + r t% '.

Теорема исботланди.
(II) формуладан ушбу мухим натижа чикади.
Н а т и ж а .  Агар е вектор бирлик вектор, яъни \е\= 1 

б^лса, унинг хосиласи, унга перпендикуляр вектор булади. 
И с б о т .  Агар е бирлик вектор булса,

ее =  1 .

Бу тенгликнинг иккала томонидан t буйича хосила оламиз:

_ de . de _  П
e -dt + n r e = 0

ёки

яъни скаляр купайтма

бу эса ^  вектор е векторга перпендикуляр эканини бнлди- 
ради.
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II! Агар f ( t )  скаляр функция ва г (t) вектор функция 
булса, f  (t) r  (t) купайтманинг * осиласи ушбу формула би
лан ифодаланади:

И с б о т .  Агар г  (О вектор (1) формула билан аникланган 
булса, у *олда

f ( t )  Г (О  =  / ( О  Т (0  / + / < < ) ♦  (ОУ +  / ( О  X (0  *•
(2; формулага кура мана бу тенгликни *осил киламиз:

« М  ! , + / £ ) / + ( £ ♦ + / ! )  у+  

+  ( £ * + / £ - ) * “ £  ( » ' + « + * * ) + / ( 5 - ' +

+  S T - / + 5 1 *) = ' г г + ^ ' § ‘-
IV. Узгармас сон купайтувчини х,осила ишорасидан таш- 

царига чицариш мумкин:

=  (IV)

Агар f ( t )  = a =  const булса, бу формула III формуладан ке
либ чикади. Демак, ~  =  0.

V. r x(t) ва г2(t) векторларнинг вектор купайтмасининг 
Хосиласи ушбу формула билан ифодаланади;

d (r iy r t) _  , . .  v  drt . . .
dt dt X 2 +  1 X at *

(II) формулага Ухшаш нсботланади.

4 -§ .  Векторнинг ёй узунлиги буйича биринчи ва 
иккинчи ^осилалари. Эгри чизикнинг эгрилнги.
Бош нормал. Иуктанинг эгри чизикли 
>(аракатдаги тезлиги ва тезланиши.

Фазовий эгрн чизик ёйи М0И =  5 нинг узунлиги*) *ам те
кисликдаги эгри чизиклар узунлиги каби аникланади (202- раем). 
Узгарувчи нукта А (дг, у, г) эгри чизик буйича ^аракат кил- 
ганда ёй узунлиги s узгаради ва аксинча, s узгарганда эгрн 
чизик устидаги А нуктанинг координаталари х, у ва z узгаради.

*) Фазовий эгрн чизик бЯининг узунлиги текис вгри чизик ейининг
узунлиги каби аникланади (VI боб 1- § ва XII боб 3- § га каранг).
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Демак, узгарувчи А нуктанннг координаталарн дг, у, г ни Oft 
узунлиги s нннг функцияси деб караш мумкин:

=  ? (s),
У =  Н «) .
г = х (*)•

Эгри чизикнинг бу параметрик тенгллуаларида параметр 
ёйнинг узунлиги s днр.

Вектор ОА = г бундай нфодала- 
нади:

ёки
'• = ¥ (* )/+ 'И*) У + /.(«) *

г - г ( з ) ,  (1)

яъни г  вектор ёй узунлиги s нинг 
функциясиднр. 

dr-jjj- коснланинг геометрик маъно-
сини аниклаймиз.

Куйидаги тенгликлар урннли були- 
ши 202- расмдан к^ринади:

МцА = s, АВ  =  As, М„В  =  s +  As,
Щ  = г  (s), 0 5  = r ( s + A s ) ,
АВ  =» Аг =  г  (S +  As) — г  (s),

Дг АВ
Л5 “  Тв

2- параграфда ~  =  lim ^  вектор эгри чизикка А нуктада-
-*о аД J

ги уринма буйича s нннг усиш томонига йуналганини курган
S/4Sэдик. Иккинчи томондан lim

.43
1 (ватар узунлнгининг ёй

узунлигига нисбатннинг лимити*)). Демак, ^  — уринма бу-ds

*) VI бобнинг 1- § да бу муносабатни текис эгри чизик учун к^рсатган 
эдик. Агар у (О, Н О . х ( 0  функциялар бир вактда даммаси нолга айланмай- 
диган узлуксиз досилаларга эга булса. фазовий эгри чизик г (О  =  + 
• f  И О У  +  Х (0 *  учун дам шу муносабат мавжуд булади.
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йнча йуналган б и р л и к  в е к т о р д и р ;  уни о билан белги- 
лаймнз:

dr —
ds =  о. 12)

Агар г вектор
r  = x l+ y j  + zk 

проекциялари билан берилган булса, унда

« -  аЛ / 4 - -  *0 * "г dsJ  * //« 'ds ds (3)

аммо

/ ( * Г + ( 2 Г + (*)■ -'■
rf3/-Энди вектор функциянинг и к к и н ч и  ^осиласи ^  ни,

яъни 'lfs нннг >(осиласини караймиз ва унинг геометрик маъно- 
сини ёритамнз. (2) формуладан ушбу натижа чикади:

tPr
ds1

— й. f ^ l  — —

ds Id s 
Дз

ds

Демак, llm т- ни топишимиз керак.
IS—0

203- расмдан ушбуларни курамиз: 
АВ  =  As, AL — о, В К  — о +  Да. В  
нуктадан BLX =  о векторни утказа- 
миз. BKLi учбурчакдан

В К  =  B L ! +  LXK
ёки

о +  Дз =  о +  LXK.
203- раем. Демак, LXK  =  А-з. Исботланганига

асосан о векторнинг узунлиги уз- 
гармайди, шунинг учун | 3| =  |® +  Д3|; демак, BK.LX учбурчак 
тенг ёнлиднр.

Шу учбурчак учидаги Д? бурчак эгри чизикка уринманинг 
А нуктадан В  нуктага утишдаги бурилиш бурчаги булади, яъни 
ёй узунлигининг As орттирмасига мос келади. B K LX учбурчак
дан:

А?

(чунки |о |

LXK =  | А '\ : 

1).

21- Sln =  2 I Sin .
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Охирги тенгликнинг иккала томоннни As га буламиз:
Д<р I

Sin Y , д ?

\ Ё \  -  ^

s i n ~ 2
1 ^ 1 -Д s j Ду

1
1 As 1

Сунгги тенгликнинг иккала томонида Д5-»0 ш арж  билан ли 
мнтга утамиз. Чап томонда:

41->0

| Д *  I -  1 1
1 A s  |— 1 ds I"

Биз лимит мавжуд булган ва, демак, Д5-+0 да Дт>->-0

буладиган эгри чизикни караётганимиз учун
д?

llm
4j-»0

slnT
Д -f
Т

=  1.

Шундай килиб, лимитга утгандан сунг

1 Л - Й 1 Й 1 (4)

хосил булади. Уринманинг А нуктадан В  нуктага утишдаги 
бурилиш бурчаги Д? нинг АВ  ёй узунлиги As га нисбатининг 
абсолют киймати, текис эгри чизикдагн каби, берилган эгри чи
зикнинг АВ  участкадаги уртака эгрилиги деб аталади:

уртача эгрилик =  | 4г | ’

уртача эгриликнинг Д$-*0 даги лимити чизикнинг А нуктада
ги эгрилиги деб аталади ва К  харфи билан белгиланади:

K = l i m |  *1 | .  1 Д* I

^ - |  =  яъни уринманинг бир-Лекин бу холда (4) тенгликдан
лик векторидан ёй узунлиги буйича олинган хоснланинг узун
лиги*) эгри чизикнинг берилган нуктадаги эгрнлнгига тенг бу

лади. а вектор бирлик вектор булгани учун, унинг ~  хоси
ласи унга перпендикуляр булади (IX бобнинг 3- § натижага 
Каранг).

*) В е к т о р н и н г  \осиласи в е к т о р  булишини ва шунинг учун цо- 
силанинг у з у н л и г и  *акида гапиришнмиз мумкинлигини эслатиб утамиз.
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Шундай килиб, I j- вектор узунлиги эгри чизикнинг эгрн- 
лнгнга тенг, йуналиши эса уринма векторга перпенднкулярднр.

Т а ъ р и ф .  ^  вектор й^налишига эга булган ва эгри чи- 
викнинг тегишли иуктасидан ^тган т ^ р и  чизнк эгрн чизикнинг j 
шу нуктасидаги бош нормали деб аталади. Бу й^налишнинг 
бнрлик векторини п билан белгилаймиз.

^  векторнинг узунлиги эгри чизик эгрилиги К  га тенг бул
гани учун

l b * " -
Эгриликка тескари билган микдор эгри чизикнинг берил

ган нуктасидаги эгрилик радиуси деб аталади ва R *арфи
билан белгиланади, яъни =  R. Шунга кура бундай ёзиш
мумкин:

d*r _ do _ п
~ds* ~  Us ~

By формуладан ушбу натижа чикади:

W  =  Ш '  (6)

(5)

Лекин

Демак,

rfV _  <Pxl4_<Py , , . 
ds1 ~  ds1 * ‘ ds3 J  ds*

# - - / ( £ )  + ( S )  + { Ш -  '  («')
Агар эгри чизик параметрик тенгламалар билан берилган 

булиб, уларда параметр ёй узунлиги s булса (яъни берилган 
эгри чизик узгарувчи нуктасннинг раднус-вектори ёй узунлиги
нинг функцияси каби нфодаланган булса), охирги формула эг
ри чизикнинг хар кандай нуктасида эгриликни хисоблашга им- 
кон беради.

Радиус-вектор г ихтиёрий t параметрнинг функцияси
r  = r (t )

булган холни караймиз. Бу холда ёй узунлиги 5 ни параметр
I нинг функцияси деб караймиз. Бу вактда эгрилик куйидаги- 
ча хисобланади:
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Эндн

булгани учун

« Г  -  (§)*• <»>'
Бу тенгликнинг jhir ва чап томонларинн днфференци*ллчб ва 
иккига кисцартирсак, шуни хосил киламиз:

% % - Ш  (»>
С^нгра (7) формулага к^ра

dr _  dr\_
Ts =  dt ds' 

dt

Охирги тенгликнинг иккала томонини s буйича дифференциал' 
лаймиз;

d4
d!r <Pr 1 _  dr dt* .
35* =  dtijds^} dt tds\*’

\Tt) \dt)

учун *осил килинган ифодани (6) формулага куйиб, мана 
буни *осил киламиз:

d*s *
d*r _ \ _____ dr dt*
I t 1 (ds,* d t , ds I*

Irf? J \Л /  .

, rf-’r \ *  / ds)* о  </V rfr ds <Ts /dr\* /<Ps\* 
IrfTT) dtdtdt* \dtI [dt*)

©

• )  Бу тенглик | Ys | = 4lln ' i | ^ |  м н  кели6 чикади. Лекин А г  — ей узун- 

лИ1 и As ни тартиб турувчи ватар, шунинг учун As -  0 да j ^ j  нисбат I

га интиладн.



~  ва ни (8) ва (9) формулалар буйича г (t) нинг хо-
гилалари оркали ифодалаб, ушбуни ,\оснл киламиз*):

(^£)я 1— \2 (**2г \*1 __ \dtv \ dt) ~ \(П* ~dT)
Ф  — I3

К "  И
( 10) ф о р м у л а н и  бундай ёзнш мумкин**):

3 5 2  ДИФФЕРЕНЦИАЛ ХИСОБНИНГ ТАТБИКИ_____________________

^  н%~ н*а\*\л J ’
I W J

Эгри чизик и х т и ё р и й  параметрик тенглама билан берил- 
ганда унинг исталган нуктасидаги эгрилигини хисоблашга им* 
кон берадиган формулани хосил килдик.

Агар хусусий холда эгри чизик текис булиб, Оху текис- 
ликда ётса, унинг параметрик тенгламаси ушбу куринишда 
булади:

* =  ?(* ) .  У =  + (*). z = 0.
х, у, г нинг бу ифодаларини ( 11) формулага кУйиб, илгари 

(VI бобда) чикарилган ва параметрик шаклда берилган текис 
эгри чизик эгрилигини ифодаловчи формулани хосил киламиз:

к  e  W  ( t )  г  ( 0 ^ 1 4 0  ^ (01  
{ (T 'W P + N 'W )' '*

М и с о л .  г  ^  cos /  +  у  д sin /  +  *  amt винт чизикни нг ихтиёрий нук
тасидаги эгрилигй дисоблансин.

Е ч и ш .
dr d?r

— /  а sin /  +  у д  со* / +  Л am, =  — / a cos /  — j  a sin /,
I/

Г dr d*r I2
[ I t *  h f \

*) М ахражни бундай алмаштирамиэ: -  { ( ^ 7 ) }*. Бу

I  d r y  ,  t dr\* dr
ерда y-Ji) деб езиш мумкин §мас. I ' j j  J дан векторнинг скаляр

квадрати тушунилади. { ( ^ г )  } дан ( -37- )  соннинг учинчи дараж аси ту-

шунилади. ( - д р )  ифоданинг к а  маъноси йук-

**) Биз айниятдан фойдаландик, бунннг тугри-
лигига ишониш учун, айниятни агЬг — (ab cos f  )* =з (ab sin f  )а куринишда 
ёзиш кифоя.



ВЕКТОРНИНГ Ей  УЗУНЛИГИ БУЙИЧА ХОСИЛАЛАРИ 353

^  X  ~ г т  — I — a  sin /  a cos /  am 
dt dt1 | — a c o s /  — a  sin /  0

* J  *
I  a2m sin  t — Ja %m cos t 4- ka*9

[
dr d2r \2
dt X dt2 /  =  *4('wa - f  1),

/
Демак,

бундан

J =  a 1 s in1 /  +  a* cos2 f  - f  a2 m2 =  a» (1 +  m2,.

1 «2* (m1 4 -1 )  1
/?s =  [a* (1 +  m*)P =  e * ( l  + m2)2’

R = a (  1 -f  m2) =  const.
Ш ундай килиб, винт чизик ?згарм ас эгрилик радиусига йга.

И з о . у  Агар эгри чизик текисликда ётган булса, умумий- 
ликни бузмасдан, уни Ох у текисликда* ётади деб фараз килиш 
мумкин (координатларни алмаштириш йули билан бунга доим 
эришиш мумкин). Агар эгри чизик Оху текисликда ётса, z = 0

d*zбулади, Унда эса ^  =  0, демак, п вектор хам Оху текисликда
Стади. Бундан ушбу хулоса чикади: агар эгри чизик текис
ликда ётса, унинг бош нормали хам шу текисликда ётади.

Э г р и  ч и з  и к л и * а р а к а т д а  н у к т а н и н г  т е з л и г и .  
Харакатланувчи нукта вактнинг t моментнда радиус-вектори 
ОМ  =  г  (t) билан белгиланган М  нуктада (2 0 0 -раем га ка- 
ранг), t-\-At моментда эса ОМх =  г (t +  A t) радиус-вектор 
билан белгиланган А/, нуктада булсин. Унда MMt вектор нук
танинг к$чиш вектори дейилади. Кучиш вектори ЛШ, нинг 
вакт орттирмаси At га нисбати нуцтанинг At вацт инидаги 
уртача тезлиги дейилади:

ММ, А г  . . . .  
урт* =  Т Г  =  дГ =  ш •

4

Уртача тезлик вектори хам Л Ш Х ватари буйлаб нуктанинг 
харакати томонига (339-бетдаги 200- раемга каранг) йуналган 
( т ^ р и  чизиклн харакатда у траектория буйича йуналган) бу
лади.

Нуктанинг берилган моментдаги тезлиги бундай аникла-
нади:

я ъ н и

v  — lim (v  \ ш- \\т
a i - o v  урт»у дг^.0 dt

Л12)

| В  н. С. Пискунов
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Шундай килиб: Нуцтанинг берилган моментдаги тезлиги 
нукта радиус-векторининг вацт буйича биринчи %осиласи га 
тенг дейиш мумкин.

Тезликнинг координата Укларидаги проекциялари 2- § даги 
(2') формулага асосан бундай булади:

dx dy dt
=  I t '  v r =  -dt' v ‘  “  7 i '

Тезликнинг модули 2- § даги (3) формула буйича аникла* 
нади:

№ '  + № + [ £ ?  оз)
Агар бу параграфнинг бошида килганимиздек ёй узунлиги 

s ни киритсак ва ёй узунлиги s ни / вактнинг функцияси део 
карасак, у *олда ( 12) формуланн бундай ёзиш мумкин:

dr dr ds ....
= П Г  ~  ~ЗГ  ~dt ~  °v ' ( |4>

бу ерда v  =  — тезликнинг абсолют киймати, 7 — уринма
буйича ^аракат томонга йуналган бирлик вектор.

Э г р и  ч и з и к л и  ^ а р а к а т д а  и у к т а н и н г  т е з л а н и *  
ш и. 111 бобнинг 25- § да таърифланганн каби эгри чизикли 
^аракатда иуктанинг тезланиши w  деб, тезлик векторининг 
вакт буйича ^осиласига айтнлади:

(Id
w = И Г  0 5 )

Лекин v  =  . демак,

= (16)
Агар (14) формуланн эътиборга олсак, мана буни *оснл 

киламиз:

Сунгги ^осилани 3- § даги (III) формула буйича ёйсак, 
ушбу нфоданн >10сил киламиз:

w
Ш dt
рамнз: -

dz dt ds п

( ,Г )

-Д- *осилани (7) ва (5) формулалардан фойдаланиб алмаштн»
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Буни (17) тенгликка куйиб, ушбу охирги ифодани хосил 
Киламиз:

Бу ерда а — уринма буйича харакат томонга йуналган бир- 
лнк вектор, п — бош нормал буйича йуналган бирлик вектор. 

(18) формула суз билан бундай ифодаланади.
Нуцта тезланишининг уринмадаги проекцияси тезлик- 

нинг абсолют цийматидан олинган биринчи хосилага тенг, 
тезланишнинг, бош нормалдаги проекцияси эса тезлик 
квадратининг траектория берилган нуктасидаги эгрилик 
радиусига булинмасига тенг.

а ва п векторлар узаро перпендикуляр булгани учун, тез- 
ланнш модули ушбу формула билан аникланадн:

5- §. Ёпишма текислик. Бннормал. Буралиш

1- т а ъ р и ф .  Берилган эгри чизикнинг А нуктасидаги урин
ма чизик ва бу чизикка бош нормал буйича $нтан текислик А 
нуктада ёпишма текислик деб аталади.

Текис эгри чизик учун ёпишма текислик эгри чизик ётган 
текислик устига тушади. Агар эгри чизик фазовий булса, 
унинг устида иккита Р  ва Я, нукта олиб, иккита узаро икки 
ёкли ц бурчак ташкил этадиган ёпишма текислик хосил кила
миз. р бурчак канча катта булса, эгри чизикнинг шакли текис 
вгри чизикдан шунча купрок фарк килади. Буни аниклаш 
учун яна бир таъриф киритамиз.

2 - т а ъ р и ф .  Эгр I чизикка нормал ва ёпишма текисликка 
перпендикуляр булган гугри чизик бинормал деб аталади.

Бинормал устида Ь бирлик вектор оламиз ва уни шундай 
й^налтирамизки, о л, ft векторлар координата укларнда ётув
чи, /, У, к бирлик векторлар билан бир хил йуналишда бул
ган учлик ташкил киленн (204, 205- расмлар).

Векторларнинг вектор ва скаляр купайтмаларннинг таъриф- 
ларига кура:

ij^-хосилани топамиз. 3- § даги (IV) формула буйича

(18)

(19)

Ь —7 Х  п\ ЬЬ =  1. ( 1 )
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Лекин (4- § га каранг), шунинг учун

^ Х я = 1 д Х «  =  0 

ва (2) формула ушбу куринишга келади:

Чш = ‘ X •£■ (3)

204- раем. 205- раем.

dbБундан (вектор к^пайтманинг таърифнга асосан) век
тор 7  уринма векторга перпендикуляр эканлиги чикади. И к

кинчи томондан Ь бирлик вектор, шунинг учун вектор 
Ь векторга перпендикулярдир (3- § даги натижага каранг).

Демак, вектор д ва Ь векторларга перпендикуляр, яъни 
п векторга коллинеар булади.

векторнинг узунлигини билан белгилаймиз, яъни

db I 1
ds I “  | Г |  ,

деб фараз киламиз; у вактда
db . I I
ds

микдор берилган эгрн чизикнинг буралиши деб ата-
лади.

Эгрн чизикнинг икки н ук^си га  тегишли ёпишма текис-  
ликлар орасидаги икки ёкли у^бурчак б и н о р м а л л а р  орасидаги 
бурчакка тенг. 4- лараграфдаги (4) формула сингари бундай 
ёзиш мумкин:

— -у -Я . (4)
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Шундай килиб, эгри чизикнинг А нуктадаги буралиши аб
солют киймат жи){атндан А нуктадан ва унга якин турган В  
нуктадан утказилган спишма текисликлар орасидаги ц бурчак- 
нинг АВ  ёй узунлиги |A s| га нисбатининг As-* Ода ннтилган- 
даги лимитига тенг.

Агар эгри чизик т е  к и с  эгри чизик булса, ёпишма текис
лик уз йуналишини узгартирмайди, ва демак, буралиш нолга 
тенг булади.

Буралишнинг таърифидан очик куринадики, у фазовий эгри 
чизик текис эгри чизнкдан четланишининг улчови буладн.

Т микдор эгри чизик буралишининг радиуси деб аталадн.
Буралишни *исоблаш учун формула топамиз. (3) ва (4) 

формулалардан ушбу тенглик чикади:

Иккала томоннинг п векторга скаляр купайтмасини топа-

Сунгги тенгликнинг унг томоннда учта п , о ва -^j- вектор-
ларнинг аралаш купайтмаси >{Осил булади. Маълумки, бундай 
купайтмада купайтувчиларнинг Уринларини айланма тартибда 
алмаштириш мумкин. Бундан ташкари пп = 1 эканинн эъти
борга олиб, сунгги тенгликни ушбу куринишда ёзамиз:

миз:

ёки

ва
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- у «Опяйтмаси нолга тенг булганивекторнинг уз-узига вектор купайтмаси
учун _

* r у  —  -  О
Ч ?  Х  ds* и>

Шундай килиб,

ds
~а = эканини эътиборга олиб ва (5) тенгликка кайтиб, ds

шуни косил циламиз:
1 =  _  р* ЁИ {^ L  v  — \

~т ds I ds* л  d s ’ / ’ (6)i и-* ' '
Агар г  вектор ихтиёрий < параметрнинг функцияси каби 

ифодаланган б^лса, бундан олдинги параграфда килингаиндек 
\ш бу  тенгликни исботлаш мумкин*):

*) Хакикатаи
dr dr ds
ds ~  ds dt

Бу тенгликни яна бир марта t буйича диф ференциаллаймиз; 

d%r  d tdr\ds ds dr d%s d*r ids^ dr d£s 
I t * ^ 4 s \ T s ) 'd iT t ' ir ds dt* *”  d s7  [d t] + ds dt1 *

Яна t буйича дифференциаллаймиз:
d r d (  d2r\ d s  (ds\2 d*r ds dls d (dr\ds d*$ , dr <P$
dt3 ~  ds\dsl )  d t\d t) +  ds* dt dt2 ^  Js \d s )T t Ht*  v ds dt* *

(Or Ids \ * d2r dS  (Я5 dr d*s 
=  Ч &  \dt) +  3 ds* dt dt2 +  35 rfP *

энди уч векторнинг аралаш  купайтмасини тузамиз:

drt(Pr  v  d r \ __
<// I rf/* X J “

dr ds (I r/2r  /r /s\2 </r rfis ]  Г /rfs  V  . rf*r r/s </r 1)
= d s  d? \ [  d s 2 \ dt)  +  d s  d f J J x  [ d F  [d t  )  x 3 ds1 dt Л* 1 d s  "7F Jj

Бу купайтмани купладларни купайтнриш  коидасн буйича очиб ва и к» 
кита бир хил купайтувчи векторга эга булган *адларнинг \ам м асинн тащлаб 
(учта векторнинг аралаш  купайтмасида икки купайтувчН бир ш  б^лса, 
купайтма нолга тенг булади) цуйидагини *осил киламиз:

dr I  dlr  d*r \  dr / d r̂ d'r \ (d$\* 
d t [d t i ' T t? )  ffi [ i s *  x  ~ds*J [T t j*

Ни*оят,

Щ -Ш  - д о - - p ) T
эканини эътиборга олиб, талаб килинган тенгликни косил киламиз.
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dr / d2r <Рг \
d r (&r _  .  . £ r  \  _ _  dt I  df1 x  dt3 J
d s  I d s *  '  ds3 ) (i  d r M *  '

' i W )
Бу ифодани (6) формулага к?йиб ва f?  ни унинг 4- § даги

( 11) формуласи буйича алмаштириб, ушбу охирги формулани 
Хосил киламиз:

dr /  d2r d2r  '
1 dt \ dt2 X dt* )
T ~  I dr d2r  v*

h r *  ж )
(7)

Бу формула эгри чизик ихтибрий t параметр иштирок эт- 
ган параметрик тенгламалар билан берилганда унинг хор К311* 
дай нуктасидаги буралишни хисоблашга имкон беради.

о, Ь, п векторларнинг хосилаларини ифодаловчи формула 
лар Серре-Френе формулалари деб аталади:

dt _  п db _  п dn_ _  __ в___Ь_
И 7  -  ~ R ’ И Г  -  Г '  ds -  R  Т

Булардан охиргиси бундай хосил килинади:

п =  Ь X
dn d (b X~ t) _  db v,  - , u w  d t _  я ч, -  , Я_ _
T s =  </s~ ~  = T s X ° + f tX 7 s - y X «  +  » X  W -

= -у л Xo"+ | ^ Х л ;

лекин
n x  a =■ — Ь \ Ь X  я Я — О ,

шунинг учун
</Л ____________
57  ~  г  '

М и с о л .  Винт чизикнинг буралиш и хисоблансин: 
г  =  la cos /  +  / я  sin /  +

• Е ч и ш .
— a sin t a cos t am I
— a cos /  — a  sin t 0 I =  a 3m, 

a sin t — a  cos t 0 |

Демак,

dr ( (P r d3r  \
dt ( dt2 X dtз J =
[dr d2r \*
(  dt ) =e4 (i
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6- §. Сиртга уринма текислик ва нормал

Сирт ушбу
F ( x , y , z ) = 0  (1)

куринишдаги тенглама билан берилган булсин.
Куйидаги таърифларни киритамиз:
1 - т а ъ р и ф .  Агар тугри чизик сирт устида ётган бирор 

эгри чизикка унинг Р  (х, у, г) нуктасида уринма булса, бу 
тугри чизик сиртга Р  нуктада уринма дейилади.

Р  нуктадан сирт устида ётган чексиз куп эгри чизиклар 
утади, шунинг учун умуман айтганда бу нуктадан сиртга чек
сиз куп уринмалар утиши мумкин.

F(x, у, z) =■ 0 сиртнинг махсус ва оддий нукталари *акида 
тушунча киритамиз.

» ч dF dF dFАгар М (х, у, г) нуктада ^  ^  хусусий ^осилалар-
нинг учаласи нолга тенг булса, ёки улардан бнрортаси мав
жуд булмаса, М нукта сиртнинг махсус нуктаси деб аталади.
Агар М (х , у, г) нуктада ^  хусусий *осилаларнинг
учаласи мавжуд ва узлуксиз булиб, улардан *еч булмаганда 
биттаси нолдан фаркли булса, М нукта сиртнинг оддий нук
таси  деб аталади. Энди куйидаги теоремани айтишимиз мум

кин.
Т е о р е м а .  Берилган ( 1) сиртнинг Р  

оддий нуктасидаги л;амма уринмалар бир 
текисликда ётади.

И с б о т .  Сиртда ётган ва шу снртнинг 
берилган Р  нуктасидан утган бирор L чи
зикни караймиз (206- раем). Бу эгри чи- 
знк ушбу параметрик тенгламалар билан 
берилган булсин:

x = ? ( t ) ,  у =  <!»(<), г = *(0- (2)
Эгри чизикка уринма сиртга *ам урннма булади. Бу урин- 

манннг тенгламаси мана бу шаклни олади:
X  —  У  Y - у

—
dt

dy
dt

Z - z  
dz ' 
dt

Агар (2) ифодалар (1) тенгламага куйилса, бу тенглама t 
га нисбатан айннятга айланади, чунки (2) эгри чизик ( 1) сирт
да ётади. Унн t буйича дифференциаллаб.

Ox dt 1 ду dt "* л* w/ ~Oz dt (3)
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тенгликни *осил киламиз*). Сунгра Р  нуктадан утадиган N  ва 
векторларни караймиз:

и _dF . . dF .. . OF .
N ~ d i i + d }J+ T zk- (4)

Бу в е к т о р н и н г^ .  ^  проекциялари Р  нуктанинг х, у, г
координаталарига боглик; Р  оддий нукта булгани учун бу 
проекциялар Р  нуктада бир вактда нолга айланмайди ва ш у
нинг учун

М  =  \/~ ( з£ )  +  (з£)' +  [тг)% *  °-

Вектор

I  - S ' + J ' + S *  <8>
Р  нуктадан утади ва шу сиртда ётган эгри чизикка уринма 
булади. (2) тенгламага асосан бу векторнинг проекциялари 
t параметрнинг Р  нуктага мос киймати буйича *исобланади.
N  ва ^  векторларнин- скаляр купайтмасини ^исоблаймиз, у
бир исмли проекциялар купайтмаларининг йигиндисига тенг:

д.  dr _
~di =  dx dt Oy dt dz dt

Бу тенгликнинг унг томонидаги ифода (3) тенгликка асосан 
нолга тенг, демак,

< t  =  °-

Сунгги тенгликдан N  вектор ва (2) эгри чизикка уринма
^  вектор унинг Р  нуктасида бир-бирга перпендикуляр экани
келиб чикади. Утказилган му^окама Р  нуктадан утувчи ва сирт 
устида ётувчи *ар кандай (2) эгри чизик учун тугридир. Д е 
мак, сиртнинг Р  нуктасида унга уринма булган тугри чизик* 
ларнинг *ар бири N  векторга перпендикуляр ва бу уринма- 
ларнинг *аммаси N  векторга перпендикуляр булган бир текис- 
ликда ётади. Теорема исботланди.

*) Бу ерда биз уч узгарувчи  мураккаб функциясиии дифференциал 
лаш коидасини к^лланамиз. Каралаётган *ол учун бу цоидани кулланиш муц- 

OF OF OF
кнн, чунки ш артга к у р а ^ *  хусусий *осилалар узлукснздир.
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2- т а ъ р и ф .  Эгри сиртнинг берилган Р  нуктасидан утувчи 
сирт устида ётган эгри чизикларга уринма жойлашган текис* 
лик сиртга Р  нуктада уринма текислик деб аталади (207- раем).

Сиртнинг махсус нукталарида уринма текислик мавжуд бул- 
маслиги мумкин. Бундай нукталарда сиртга уринма тугри чи- « 
знклар бир текисликда ётмаслиги мумкин. Масалан конус сирт- 
нинг учи махсус нуктадир. Бу нуктада конус сиртга уринма 
тугри чнзиклар бир текисликда ётмайди (уларнннг узлари ко
нус сиртни хосил килади).

Оддий нуктада (1) сиртга уринма текислик тенгламасини 
ёзамиз. Бу текислик (4) векторга перпендикуляр булгани учун 
унинг тенгламаси ушбу куринишда булади:

Я < * - * >  +  5 < Г - У )  +  £ ( 2 - * ) - а  (6)

Агар енртнктгг т^чгламаси 
' - = / ( * ,  У) €ки z f  (х, у) =  0 
шаклда берилган булса,
OF _  _ d f_  OF_____ д£ dF _
Ox Ox’ Оу — ду' дг —

булади ва бу холда уринма те
кислик тенгламаси ушбу кури- 
нишни олади:

Z - z - g { X - x )  +  % ( r -  у).<6')

207-раем. И з о х -  Агар (6')  формулада
X  — х =  Ах, У — у *= Ау деб фа

раз килсак, бу формула ушбу кУринишга келади:

2 - *  = % & *  + %у ьу.

бу тенгликнинг унг томони z = f(x ,  у) функциянинг тула диф- 
ференциалидан иборат. Демак, Z , — z => dz. Шундай килиб, 
икки узгарувчи фуикциясининг Л1 (х, у) нуктадаги эркли узга- 
рувчилар х ва у нинг Дд: ва Ду орттнрмаларига мос тула диф- 
ференцнали берилган функциянинг графиги булган сиртга урин
ма текислик апплнкатаси (г) нинг унга мос орттнрмасига тенг.

3 - т а ъ р и ф .  (1) сиртнинг Р (х , у, z) нуктаси оркали урин
ма текисликка перпендикуляр килиб утказилган тугри чизик 
сиртга нормал деб аталади (207- раем).



СИРТГА УРИНМА ТЕКИСЛИК ВА НОРМАЛ
*

Нормалнинг тенгламасини ёзамиз. Унинг йуналиши N  век
торнинг йуналиши билан бир хил булгани учун, унинг тснг- 
ламаси ушбу куринишда булади:

X — х __ У — у Z z
oF dF oF  • (7)
дх Ъу TFz

Агар сиртнинг тенгламаси z = f (x ,  у) ёки

* - / ( * .  У )  “ О

шаклда берилган булса, нормал тенгламаси ушбу куринишда 
булади:

Х - х  _  У - у __ Z  - z  
_  df ~  df ~  ~Т~- 

дх ду

И з о * .  F (x , у, г) =  О сирт уч узгарувчннинг бирон функ- 
цияси и =* и(х, у, г) учун юксаклик сирти булсин, яъни

F(x, у, г) =- и (х, у, г) — С =  0.

(4) формула билан аникланган F = и (х, у, г) — С — 0 юксак
лик снртига нормал буйича йуналган N  вектор бундай ифода
ланади:

кг ди . ,д и  . ,д и  .

яъни

N  — grad и.
Шу билан биз и (х, у, г) функциянинг градиента берилган 
нуктадан утувчи юксаклик сиртига нормал буйича йунал
ган булишини исбот цилдик.

М и с о л .  х2 +  у* -Ь г 2 =  14 шар сиртииинг Р  (1, 2, 3) нуктасида уринма 
текислик тенгламаси ва нормал тенгламаси ёзилсин.

Е ч и ш.

dF dF dF „F(x , у, z) -  x* + y2 + z2 -  14 = 0 ,  =  2x, 2y, ^  =  2z\

x **\ , у = 2 ,  z  =  3 булганда;

dF n dF dF 
Fx = 2' 5> =  4- T z ^ 6-

Демак, уринма текислик тенгламаси;

2 ( х — 1) +  4 ( у  — 2 ) +  6(2 — 3) =  0  ёки *  +  2 у +  3г  — 14 =  0.
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Н ормал тенгламаси; 4
х -  1 _  У - 2  _  г - з

2 “  4 “  6 ’

Скн

jr — 1 у — 2 2 — 3
1 — 2 — 3 *

IX б о б га  м аш ц лар

В скторларнииг досилалари топилсин:

1. Г =  /C tg  /  =  У a rc tg  /  Жав. г '  =  -  /  - f  2. г  =  i e - 1 +
к i  к

4- у 2/ 4* к In /. Жав. г' = — -f 2у 4- у . 3. г= /*/ — “7  4- 75* • Жав. г* а
/  2*

— ? / /  4- 77 — ^5". 4. г  =  / /  - f  эгри чизикка (3, 9, 27) нуктада 
уринма пектор, уринма тенгламаси ва нормал текислик тенгламаси топилсин.

‘ дг — 3 у — 9 z — 27
Ж ав. г '  =. /  бу -f- 27 к\ уринма; — —  =  — g— =  27"" ; н0Рмал текислик;

дг 4- бу 4- 27* =  786.

5. г  =  /  cos*-j 4 - - j  У s i n /  + Л sin у  эгри чизикка уринма вектор,

уринма тенгламаси ва нормал текислик тенгламаси топилсин. Жав. г '  =*

1 1 1 /  X  — cos* 4
=  — -л* /  sin /  4- *75 у  cos /  4- -9- k cos о-; уринма тенгламаси; __________ ^

* * * z  — s i n /  ^

К — - j s i n /  _  Z  — sin 4
=  ------ соГТ----- ~~------------- 7—  • н°Р мал текислик тенгламаси; - f  Я  sin /  —

cos ^

— К cos /  — Z  cos y  =  x  sin /  — у cos /  — 2 cos у ,  бу ерда дг, у, г  эгри чизик

нинг нормал текислик утказилган нуктасининг координаталарн (яъни дг =*
. t 1 t  \=  cosa у »  у  =  -J- sin /, z =  sin у  j .  6. X =  t — sin /, у  =  1 — cos /, z =«

=  4 sin y  эгри чизикка уринма тенгламаси ва уринманинг координата Ук-

Я  —X
лари билан ясалган бурчакларинннг косинуслари топилсин. Ж ав. ------ г  »

sin  у

К -  Z  - Z 0 . .  /0 .  1 /о .
=  ----- j "  =  ------р ,  cos в =  sin1 -j-, cos р =  у  sin /<* cos 7 =  cos у . 7. z ^

cos j  c tg  j  *
= xa — ya, у  =  дг эгри чизикка координаталар бошида нормал текислик тенг-
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ламаси топилсин. К у р с а т м а .  Эгри чизик тенгламаси параметрнк шаклда 
ёзилсин. Жав. х  4- У =  0. 8. г  =  / ( c o s  t 4- sin* / )  - f  j  sin / ( 1  — cos / )  — k cos t

* — _ l 
эгри чизик учун  ̂=  нуктада j, л , & топилсин. Жав. з =  —r=  ( —/-f-

— 5 / — 4у — к . /  — 2 / 4 -  ЗЛ л /4 1
"  ~  * 4 2  ’ к П  ■ 9‘ Х ~ Т ’ У = ~3’ г  =  J  ЭГР"

чизикка (-го. Уо. *о) нуктада бош нормал ва бинормал теигламалари топил-
ГИ|1 YTnn — — Д̂ - у — Уо Z~ Z(" х  ~~ х0 __ у  — у0 г  — г а

4+2,. -  i-<j -  - а г - «, • L -  -  -%-■
10. у* =г jr , jr* =  z эгри чизикка iVf (1, 1, 1) нуктада ёпишма текислик 

тенгламаси топилсин. Жав. Ьх — 8у — г +  3 =  0.
11. ** 4- У* +  ** — 4 =  0, дг 4- У — z = 0 тенгламалар билан берилган 

эгри чизик учун эгрилик радиуси топилсин. Жав. R = 2.
12. г  =  /  cos / 4 -  У sin / 4- к sh /  эгри чизикнинг буралиш радиуси топил

син. Жав. Т =  — ch /.
13. г  =  t2l  4- 2t2J  эгри чизикнинг эгрилик радиуси ва буралиш  ра

диуси топилсин. Жав. R  =  - у  / ( 1  4- 9 /•)\  Т =  оо.

14. г  =  (а ^ *  - f  4- п )  / 4- ( V *  +  V  +  *i) J f  (яз*5 +  M  4- c3) Л эгри 
чизикнинг текис эгри чизик эканлиги исботлансж!. Жав. г '" а  0, шунинг 
учун буралиш нолга тенг.

топилсин. Жав. Эгрилик . У  ?—. га тенг; буралиш ?—. га тенг 
(•* + у) (•* — У)

15. х =*€*, у =  £*7, z = t ^  2 эгри чизикнинг эгрилиги ва буралишн 

Ж ав. с

16. jc =  ^ r sin /, y = 3 * - * c o s / f z = e~t эгри чизикнинг эгрилиги ва
/ Т  1

буралиши топилсин. Жав. Эгрилик - —  е* га тенг; буралиш  — -я* ег га тенг.
и ^

л* у® z2
17. —г — р  — =  1 гиперболоидга (лг,, у ,, г ,)  нуктада уринма текис-

у  ^  V  V  7  ?
лик тенгламаси топилсин. Ж ав. -А р  — — “7 Г  =  1.

18. х 3 — 4уа 4- 2z2 =  6 сиртга (2, 2, 3) нуктада нормал тенгламаси топил
син. Жав. у + 4х =  10; Здг — г  =  3.

19. z  =  2jca 4-4y* сиртга Л1(2, 1, 12) нуктада уринма текислик тенгла
маси топилсин. Жав. 8х 4* 8у — z =  12.

20. х2 4 -2 У2 -4- ** =  1 сиртга д: — у 4- 2z =  О текисликка параллел булган

уринма текислик утказилсин. Жав. х — у  4- 2* =  ±



I

X Б О Б
АНИЦМАС ИНТЕГРАЛ

1- §. Б ош лангич ф ункция ва аницмас интеграл

III бобда бундай масаланн караган эдик: F (х) функция 
берилган; унинг *оснласини, яъни f  (х) = F ' {х) функцияни 
топиш талаб килинади.

Бу бобда тескари масаланн караймиз: f (x )  функция берил
ган; шундай F  (х) функцияни топиш керакки, унинг ^осиласи 
f ( x )  га тенг, яъни

F ' ( x ) = f ( x )
булсин.

1- т а ъ р н ф .  Агар [а, Ь) кесманинг *амма нукталарида 
F ' (л) = f (x )  тенглик бажарилса, F  (х) функция шу кесмада 
f (x )  функцияга нисбатан бошлангич функция деб атал ади .-

М и с о л. /(д г ) =  х2 ф ункц ияга  нисбатан бош лангич ф ункция топилсин.
лг3

Бош лангич ф ункция таъ ри ф н га  кура, F (x )  =  у  ф ункция бош лангич

экаин чикади, чунки

Агар f ( x )  функция учун бошлангич функция м авж уд бул
са, бу бошлангич ягона булмаслигини куриш осон. Чунончи, 
юкоридаги мисолда бошлангич учун ушбу функцияларни

д>3 ĵ 3
олиш мумкин эди: F (x )  =. +  1; F  (х) ^  — 7 ёки умуыан

Х2F  (х )  =  у + С  (бу ерда С — ихтиёрий узгармас сон), чунки

Иккинчи томондан, у  - f  С куринишдаги функция х2 функциядан

топиладиган % а м м а бошлангич функцияларни $'3 ичига оли- 
шини исботлаш мумкин. Бу эса ушбу теоремадан келнб чикади:
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Т е о р е м а .  Агар F t (х) ва Ft (x) функциялар / (  jc )  функ- 
циядан [а.  Ь\ кесмада бошлангич, функциялар булса, улар 
орасидаги айирма $ пар мае сонга тенг булади.

И с б о т .  Бошлангич функциянинг таърифнга кура х нинг 
[а, Ь\ кесмадаги *ар кандай кийматида

деб белгилаймиз. Унда (1) тенгликларга асосан х нинг [а, 
кесмадаги лар кандай кийматида

Лекин <р' ( jc)  =  0  тенгликдан 9  (х) нинг узгармас сон эканн ке- 
лнб чикади.

Хакикатан, [а, Ь] кесмада узлуксиз ва дифференциалланув- 
чн экани равшан булган 9 ( jc )  функцняга Лагранж теоремасини 
Кулланамиз (IV боб 2- § га каранг).

х  нинг [а, Ь\ кесмадаги *ар кандай киймати учун Лагранж 
теоремасига кура

Шундай килиб, [а, Ь] кесманинг *ар кандай х нуктасида » ( л )  
функция <р (а) кийматин саклайди, бу эса (х) функция [a, ft| 
кесмада узгармас сон деган с у з д и р ." <р (а)  узгармас сонни С 
билан белгилаб (2) ва (3) тенглнклардан ушбуни *оснл кила-- 
мнз: ____

Исбот килинган теоремадан бундай натижа чикади: trap -   ̂
берилган f ( x )  функция учун кандай булмасин бирок Р (х )

F'l (x ) =  / ( * ) ,
(D

тенгликларга эга буламиз.

Ft  (•*) -  F t (х) =  ? (х) (2)

ёки

F l (x )- F ' i ( x ) = f ( x ) - f ( x ) ^  О
*

*'(* ) =  1Л ( * ) - Л  ( * ) Г = о .

\

<?(*) =  ?  (а). (3)

F 1( x ) - F t (x ) = C.

. - X V  v v V. v  V. V.  «



i

АНИКМАС И НТЕГРАЛ

бошлангич ф ункция топилган булса, / (х) функция учун з а р  
к а н д а й  б о ш ц а  бошлангич ф ункция F (x )  +  С куринишга эга 
булади (бу ерда  С *= const).

2- т а ъ р и ф .  Агар F (x )  функция f ( x )  ф ункция учун бош- 
лангнч булса, F  (х)-\-С ифода f ( x )  функциядан аникмас ин
теграл  деб аталади ва уш бу ] f (x )d x  символ билан белгила
нади. Ш ундай к»либ, таърифга кура, агар

F ( x ) = f ( x )
булса,

\ f (x )d x  = F (x )  +  C.

Бунда f ( x )  ф ун кц и я—интеграл остидаги функция, / (x )dx
— интеграл остидаги ифода, f ишора — интеграл ишораси 
деб аталади.

Ш ундай килиб, аникмас интеграл у =  F (х) +  С  ф у н к ц и я 
л а р  т у п л а м и д а н  нборатднр.

Геометрия нуктаи назаридан Караганда аникмас интеграл 
эгрн чизиклар тупламидан (оиласидан) иборат булиб, уларнинг 
Зар бнри эгри чизиклардан  биттасини уз-узига  параллел 30л- 
да юкорига ёки пастга, яъни Оу Ук буйлаб силжитиш  йули 
билан зосил килинади.

Бундай савол пайдо булади: за р  кандай / ( х) ф ункция учун 
Зам бошлангич ф ункция (демак, аникмас интеграл) м авж уд 
буляверадими? Текш ириш лар хар кандай функция учун бош- 
лангнч функция м авж уд булавермаслигини курсатади. Лекин 
уш бу теоремани нсботсиз айтиб утамиз; агар / (х) функция 
| а, Ь | кесмада узлуксиз булса, бу функция учун бошлангич 
функция <демак, а ницмас интеграл) мавжуд булади.

Бу боб элементар ф ункцияларнинг баъзи классларидан бош 
лангич ф ункцияни (ва аникмас интегрални) кандай усуллар 
ёрдами билан топишни аниклашга багишланган.

Берилган f ( x )  функция буйича унинг бошлангич функцня- 
снни топиш /(дг)  функцияни интеграллаш  дейилади.

Ш уни ^ам айтиб утиш керакки, агар элементар ф ун кц и я
нинг зоснласи доим элементар ф ункция булса, элементар ф у н к 
циянинг бошлангнчи чеклн сондагн элементар фун”А ;иялар 
ёрдами билан тасвнрланмаслигн зам  мумк'нн. Бу масалага шу 
бобнинг охирида яна кайтамиз.

2- таърифдан куйндагнлар чикади:
1. Аникмас интегралнинг хосиласи интеграл остидаги 

функцияга тенг, яъни F '(x )= * f ( x )  булса, у золда

( i /  (* )  dx)' = ( /  (л )  +  С )' =  /  (х). (4)
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Сунггн тенгликни хар кандай бошлангич функциянинг хоси
ласи интеграл остидаги функцияга  тенг деган маънода туш у- 
ниш керак.

2. Аницмас интегралнинг дифференциали интегоал ос
тидаги ифодага тенг:

Б у  формула (4) формулага асосан хосил кнлинади.
3. Барон функция дифференциалининг аницмас интегра- 

ли шу функция билан ихтиВрий узгармас соннинг йигинди- 
сига тенг :

Суигги тенгликнинг тугрилигини диф ф ерциаллаш  билан тек 
шириш мумкин (тенгликнинг иккала томонндан олинган ди ф 
ференциал dF  ( jc )  га тенг).

2 - § .  И н те гр ал л а р  ж ад вал и

И нтеграллаш  методларини баён чилишга утишдан аввал энг 
содда ф ункцияларнинг интеграллари жадвалини келтирамиз.

X бобнинг 1 - §  да берилган 2 - таъриф  ва (III бобнинг 1 5 -§  
д а  келтнрилган) хосилалар жадвалидан ннтеграллар жадвали 
бевосита келнб чикади. (Ж адвалд а  келтирилган тенгликлар- 
нинг тугрилиГини диф ф еренциаллаш  йули билан текшириш, 
яъни тенгликнинг унг  томонидаги функциянинг хосиласи ин
теграл  остидаги ф ункциягс  - е к г *игини аниклаш осон.)

j  1. \x'dx =  +  С (а У- — 1). (Бу  ерда ва бундан кейин

ги ф орм улаларда  С  ихтиёрий узгармас микдор деб тушуни- 
лади.)

(5)

§ d F (x ) = F  (х) С.

У
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АНИЦМАС ИНТЕГРАЛ

1- §. Бошлашич функция ва аницмас интеграл

III бобда бундай масалани караган эдик: F (х) функция 
берилган; унинг досиласини, яъни f (x )  = F '(x )  функцияни 
топиш талаб к»линади.

Бу бобда тескари масалани караймиз: / ( х )  функция берил
ган; шундай F (x )  функцияни топнш керакки, унинг ^осиласи 
/ ( х )  га тенг, яъни

F '(x )  =  / ( х )

булсин.
1 - т а ъ р и ф .  Агар \а, Ь) кесманинг *амма нукталарнда 

f  ( х ) = / ( х )  тенглнк бажарилса, F  (х) функция шу кесмада 
/ ( х )  функцияга нисбатан бошлангич функция деб аталади.

М и с о л. /(д г ) =  хг ф ункцияга нисбатан бош лангич функция тспилсии.
JC3

Бошлангич функция таъриф и га к^ра, F ( x )  =  tj- функция бош лангич 

эканн чикали, чунки ( у )  =  дг*.

Агар / ( х )  функция учун бошлангич функция мавжуд бул
са, бу бошлангич ягона булмаслигнни к^риш осон. Чунончи, 
юкорндаги мнсолда бошлангич учун ушбу функцияларни

олиш мумкин эди: F (x )  =  j -  -(- 1; f  (х) *= g— 7 ёки умуман
JC3F  (х) =  у + С  (бу ерда С — ихтиёрий 5’згармас сон), чунки

( ?  +  С) =  **•

Иккинчи т о ц в й д а н .у  + С  куринишдаги функция хг функциядан

топиладиган р м м а  бошлангич функцияларни уз ичига оли- 
шнни исботлаш мумкин. Бу эса ушбу теоремадан келиб чикаДИ!
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Демак,
dx 1 | д 4- х |

аг — х1 2я *п а — х I “Ь С.
Бу формулани X боб 9- § нинг умумий натижаларидан чи- 

цариш *ам мумкин.
14- формулада:

а >

демак,

I  / х*Х±а~  =  1п 1* +  / X* ± а2 1 +  С.

Бу формулами 1Q- § нинг умумий натижаларидан хам чи- 
Кариш мумкин.

1Г  ва 13' формулалар хам шулар сингарн текширнладн. Бу 
формулалар кейинрок 11- ва 13- формулалардан чнкарилади 
(4- § даги 3- ва 4- мисолларга каранг).

3 - § .  Аникмас интегралнинг б а ъ зи  хоссалари

1. т е о р е м а .  Икки еки бир неча функциялар алгебраик 
йигиндисининг аницмас интеграли, шу функциялар аницмас 
интегралларининг алгебраик йигиндисига тенг:

$ [ f i ( x )+ f t (x )]dx  =  [ f \ ( * ) dx +  j / «  (*)<**• ( 1)

Исботлаш учун бу тенгликнинг чап ва ^нг томонларннинг 
хосилаларини топамиз. 1 - параграфдаги (4) формулага суяниб 
ушбуни топамиз:

( J [ Л  (* )  +  А  (х) ] dx)' =  / ,  (х) +  / ,  (ж),

( J f l (x )d x  +  J f t (x )d x )'=  ( J f i { x ) d x ) '+ ($ f t (x )dx )' =
= / i W + / « ( 4

ШундаИ килиб, (1) тенгликнинг чап ва ^нг томонларннинг хо- 
снлалари узаро тенг, яъни чап томонда турган хар кандай 
бошлангич функциянинг хосиласи ^нг томонда турган Х8Р кан- 
дай функциянинг хосиласига тенг. Демак, X бобнинг 1- пара- 
графидагн теоремага кура ( 1) тенгликнинг чап томонидаги хар 
Кандай функция унг томонидаги хар кандай функциядац уз 
гармас кУшилувчи билан фарк килади. ( 1) тенгликнн шу ‘ 
нода тушуниш керак.
24*
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2- т е о р е м а .  Узгармас купашпувяини интеграл ишораси 
остидан кицариш мумкин, яъни а  =  const булса,

\ a f (x )d x - a \ f (x )d x .  (2)

Бу тенгликни исботлаш учун унинг чап на унг томонларн- 
нинг зосилаларини топамиз:

(j a f (x )d x ) ' = a f (x ), 

( a $ f (x )  d x )= a (J f (x )d x ) '= a f (x ) .

Чап ва унг томонларининг зосилалари узаро тенг, демак,
( 1) тенгликдаги каби чап ва унг томонларда турган иккита зар 
Кандай функциянинг айирмаси узгармас микдор. (2) тенгликни 
шу маънода тушуниш керак.

Аникмас интегралларни зисоблаганда куйидаги коидаларни 
назарда тутиш фойдали.

1. Агар

$/(x )dx  = F (x )  + C
булса,

j* /  (ах) dx=  ^ F  (ах) + С. (3)

Хакикатан (3) тенгликнинг чап ва унг томонларшш диф- 
ференциаллаб, шуларни зосил киламиз:

(j f ( a x )d x ) '= f (a x ),

( у  F (axfj = i ( F  (ах))'х = ^ F '  (ах) a = F f (ах) =*/(ах).
Чап ва унг томонларнпнг зосилалари узаро тенг. Шунн нс- 
ботлаш керак эди.

И. Агар

булса, J  /(•*) dx — F (х) +  С

§ f (x  + b)dx = F (x  +  b) +  C .  ( 4 )

III. Агар

j  f (x )  dx = F (x ) + C
булса,

\ f  ( a x b )  dx = ^  F  (ax + b) + C .  (5)

i
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(4) ва (5) тенгликлар шу тенгликларнинг у н г  ва чап цнсм- 
ларинн дифференциаллаш билан нсботланади.

1- м и с о  л.

j  (2х3 — 3 sin х +  5 V~*) dx =  j  2x3 dx — J  3 sin x dx 4* |  5 |/" X dx --

J. 3+1
r= 2 j  jr3 dx — 3 j  sin x dx +  5 J  x 1 dx *=. 2 j -  1 — 3 (— cos jc) +  

l2 + 1
X , Г  1 о 10+  5 -j------- +  С =  -^-дг4 +  З с о в д г +  - j x V  x + C.
7 + 1

2- мисол.

1(^7 + ̂ Гх + х̂ Т) dx = 3\x *ах + Цх ldx + ] x 'dx =
1

“ ■ 3 + 1

I x 2 + 1 
+  T  T + 5

1+ 1

T +1
+ c = | ^ ?  + / j +

4

4 -

+  -g-** ► * +  C-

3- м и с о л .

4- м и с о л .

5- м и с о л .

J j + 3  =  In I x +  31 +  C.

J cos Ix  dx =  у  sin Ix  +  C. 

j* sin (2x — 6) </дг =  — 7  cos (2лс — 6) +  С.

4- § .  Узгарувчини алмаштириш усули билан 
ёки урнига цуйиш усули билан интеграллаш

Ушбу
j  f (x )d x

интегрални топиш талаб цилинсин; б у н д а / ( х )  функция учун 
бошлангич функция мавжуд эканлиги бнзга маълум булса *ам, 
уни бевосита танлай олмадик деб фараз килайлик.

x = <f(t) ( } )
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деб олиб, интеграл остидаги ифодада ^згарувчини алмаштира- 
ыиз; бу ерда ? (t) узлуксиз функция булиб, узлуксиз зосила- 
га ва тескари функцияга эга. У вактда dx — у' (t) dt; бу золда 
ушбу тенглик т^гри б^лишини исботлаймиз:

$ f(x )d x  = J / M 0 1  ?'(*)<*• (2)

Бу ерда интеграллашдан с^нг тенгликнинг унг томонида t ур 
нига унинг ( 1 ) 'тенгликка асосан х оркали ифодаси куйилади 
деб тушунилади.

Бу тенгликнинг чап ва унг томонларида турган ифодалар- 
нниг юкорида айтилган маънода бир хил эканинн аницлаш учук 
уларнинг х буйича зосилалари узаро тенг эканинн исботлаш 
керак. Чап томонининг зосиласини топамиз.

(J f (x )d x ]x = /(x ).
(2) тенгликнинг унг томонини х буйича мураккаб функция 
каби дифференциаллаймнз, t оралик аргумент булади. t нинг

j  j,
х га богли^лиги (1) тенглик билан ифодаланади, бунда -j j  =*

» "*
=  <?' ( /)  ва тескари функцияни дифференциаллаш коидаси бу
йича.

dt 1
dx -  V' (О •

Шундай килиб,

( J  / 1? (01 ? ' ( 0  dt) ’ =  ( j >  [ т  (01 ? ' ( ' )  d t); £  =

=  / [ ? ( * ) ] ? ' ( * ) ^  = / [ ? ( * ) ] = / ( * ) .

Демак, (2) тенгликнинг чап ва унг томонларининг х буйича 
зосилалари узаро текг; талаб цилинган исбот шу эди.

х = <? (t) функцияни шундай танлаш кераккн, (2) тенглик- 
иинг унг томонида турган аникмас интегрални зисоблаш мум
кин булсин.

И 303. Интеграллашда узгарувчини алмаштиришни баъзан 
x = <?(t) куринишда эмас, балки £=<{|(л-) куринишда танлаш 
маъкулрок булади. Буни мисолда к^рсатамиз. Ушбу

CV U )d x
J Ш

куринишдаги интегрални зисоблаш керак булсин. Бу ерда

-V (■*) =  t
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деб кабул килиш кулай, у вактда
У(х) dx  =  dt,

J  =  J  ^  =  1" I  ̂1 4 - С =  !n | Ф (дс) 1 +  С.

Узгарувчнни алмаштприш ёрдами билан интеграллашга дойр 
бир неча мисол келтирамиз.

1- м и с о  л. j  ^ s i n  х  cos х  dx =  ? Бунда t  =  sin x  алмаштиришни кила-

l
низ; У долда dt =х cos х  dx, демак, J  у  sin х  c o sx d x =  J / Т  dt =  j  t dt=*. 

I t  ’ 2 -
=  ^ -  +  C = y  sln X + C

л  у  ^

2- н и с о л .  I f V J Lr 1 ? Бунда t =  1 - f  X1 деб кабул киламиз; у вактда

С x d x  \ С dt \ 1
= ‘2xdx  в» \ fT 'Jd l =  7  j Т  = Т  1п * +  ^  =  7  ,п 0  +  ■*’ ) +  С.dt

3- м и с о л.

Г dx 2  (* dx
J e2 + jr* “ eJJ l +

х
Бунда / =  — деб эътнбор киламиз; у долда dx = а dt,

Г dx I С adt I Г dt 1 „ 1  х
"  a- J T T F  =  7  J F T F  “  7  • « '« '  +  с -  7  • " '«  7  +  с - 

1 / 3 = ^  =  7 |  /  [ Б»““  < -  f

Киламиз; у вактда

f  dx  1 Г adt С dt . , „dx = a dt ва --±~ . >. =  -  \ .  =  I ,  .- -г. =  arc sin /  +  С «
J  / в *  -  дга

ДГ
=  arc sin — +  С (в  >  0  деб ф араз килннади).

(8- ва 4- мисолларда жадвалда келтирнлган (2- § га каранг) 
1Г ва 13' номерли иитеграллар чикарнлди.

С dx dx
5- к и с о л. \ (In ху* — =  ? * =  in х  деб ф араз киламиз; унда <// =  — , .
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С dx С tl 1Win * Р Т - \ Я Л - Т  +  С - Т (1п*). +  С

6-  И И С О Л.

Узгарувчиларни алмаштириш усули аницмас интегралларни 
хисоблашнинг асосий усулларидан биридир. Хатто бирор бош
ка усул билан интеграллаганимизда хам, купинча орадаги хн- 
соблашларда узгарувчиларни алмаштириш тугри келади. 
Интеграллашдаги муваффакият узгарувчиларни берилган ин- 
тегрални соддалаштирадиган функция билан алмаштиришни 
топа олишнмизга анчагина богликдир. Киска килиб айтганда, 
ннтеграллаш усулларини урганиш — интеграл остидаги ифода- 
нинг куринишига караб узгарувчини кандай алмаштириш ке- 
раклигини аниклашдан иборатдир.

5- §. Квадрат учхад цатнашгаи баъзи 
функцияларии интеграллаш

I. Ушбу интегрални караймиз:

Аввал махраждаги квадрат учхадни квадратлар йигиндиси ёки 
айирмаси куринишига келтирамиз:

Плюс ёки минус ишорани тенгликнинг чап томонидаги ифода 
мусбат ёки манфий булишига, яъни ах* +  Ьх +  с квадрат уч- 
хаднинг нлдизлари комплекс ёки хакнкнй булишига караб оли- 
нади.

ахг -\-Ьх +  с =  а [л2 +  -£• л: +  =



Шундай килиб, А интеграл ушбу к^ринишни олади:
С dx 1 dx

*1 — J  ax- + bx + с — a J  j
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С^нгги интегралда узгарувчини б у н д а й  алмаш тирамиз:
ь_
2а

у вактда

/  -  - Ч  —м  — a J  t* ± k‘

косил булади.
Бу эса жадвалдаги интеграллардир (1Г ва 12 ф о р м у л а л а р -  

га каранг).
1- м и с о л .  Ушбу интеграл *исоблансин:

dx ■
■ +  8jc +  20 '

Ечиш.
dx_  Г dx _  1 f _  

_  J 2х* + 8* +20 ~ Т  J дг* +  4х +  10 —
1 Г dx 1 Г dx

~  2 J  х- +  4х +  4 +  10 — 4 — 2  J ( jc  +  2 )*  +  6

Узгарувчини алмаштирамиз; х  +  2 =  t, dx  =  dt. Буни интеграл остидаги 
ифодага кУйиб, жадвалдаги иитегрални *осил киламиз:

I С d t 1 1  t , „
Г=ж 2 J /-'+6- 2 / 6 " arCtg/ 6 '  +

t нинг Урнига унинг х  оркали ифодасини кУйиб, охирги жавобни топа
миз:

1 х  +  2 „
I  / = 2 7 ? * ' c ' g 7 Г + с -

II. Умумнйрок куринншдаги интегрални караймиз:
Р Ах + В 

' t  — J  ах* +  Ьх +  с ах%

Интеграл остидаги функцияни бундай алмаштирамиз:

|  ;  Г Ах + В dx \ ^ (2ax + b) + ^ ~ ^ dr
■•з — J ax* +  bx +  с а л  ~  J  ax1 +  bx +  с
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Сунгги интегрални икки интегралнинг йигиндиси куринишида 
тасвирлаймиэ:

А р 2ах +  Ь , /  Л6\ С dxА С 2ах -f Ь . /  _ АЬ\ С 
7» =  2а) ax' + bx + c d x + \ B  -  f r j ) ах* +  bx -f « •

Бундаги охирги интеграл / ,  интегралнинг узи, уни ^исоблаш- 
ни биламиз. Биринчи интегралда Узгарувчини алмаштирамиз:

ах* +  Лх +  с =  /, (2ах  -f b) dx =
Демак,

Г (2ах 4- b)dx С dt л
J ejfj -г ftjr +  с =  J f =  In 111 +  С — In | ax  -f- bx  -f с | +  C. 

Шундай килиб, жавобни топамиз:

U -  Та + ln  I ах* +  Ьх+с  | +  (д  -  g  ) Д.

2- м и с о л .  Ушбу иАгеграл дисоблансин:

/ Г •* 3 j
, ~ ) х * - 2 х - 5  

Юцорндаги усулни кУлланамиз;

С дг +  З р у (2 д г  — 2) +  ( з  +  у 2 )
/ =  J д г « - 2 д г - 5  r f j r - J ---------- х * - 2 х - 5 ---------- '

1 Г (2 х— 2)dx  . С dx 
“  Т  J дг1 — 2дГ— 5 +  4 J  2л: -  б =

=  у  I п IX* -  2х -  5 1 +  4 j  (V J f p  _  6 =

dx

=  yin | дг* — 2дг — 5 | + 2 ^ = F  In

III. Ушбу интегрални караймиз:
dx

/ 6  —  ( jc —  1 ) 1 

/в "  + ( x - 1)!
+ c.

J:Sax^+bx-j-c

I пунктда курсатилган алмаштиришлар ёрдами билан бу ин
теграл а нинг нШорасига караб, жадвалда булган ушбу кури- 
иишдаги интегралга келтирилади:

С dt с dt
а >  О булганда J у -,г^г*з ёки а <  0  булганда J •

булар интеграллар жадвалида караб чикилган (13' ва 14 фор
мулаларга каранг).
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IV. Ушбу куринишдаги интеграл
Ах  +  в

У  ах* +  Ьх + с dx

II пунктда каралган алмаштиришлар ёрдами билан зисобла- 
нади:

А  /  /1А\
С Ах + В _  r 2 ^ (2 e jf+ fc )  +  ( B ~  2 а )

J  | Гах* +  Ьх +  с J у/~ ах* +  Ьх +  с d x —

А р  2ах + Ь ( АЬ\ Г* rf.y
2e J ах‘ + Ьх +  с Х  \ 2ej J уГ^  ^  (,х

Хосил булган интегралларнинг биринчисида ушбу алмаштн- 
ришни кулланамиз:

ахг +  bx +  ,: =  t, (2 ах +  b)dx  =  dt,
бунда шуни зосил киламиз:

1 7 & ^ + Т  “  =  2  ^  +  С“  2  ^ аХ' + Ьх +  С +  с -
Иккинчи интегрални шу параграфнинг III пунктида караган 
эдик.

3- и и с о  л.

(* 5 *  +  3  р  у  (2дг +  4) +  (3 -  10)
I d x — \ ----, j ■ --- ---- dx  =

J  У ж* +  Ах +  10 J  v  X* +  4дг +  10
5 f  2дг +  4 ,  f  dx_____________

“  "2 J / JT+ 4дг + Ю * J /(Jf-r2 )‘ : 6
=  б /д г »  +  Ах +  10 -  7 !п | дг +  2 +  V  (дг +  2)* +  6 | +  С=»

=  5 / х 3 +  4 х + 1 0  -  7 1 п |л -  +  2 +  / д г -  +  4 д г +  101+ С.

6- §. Булаклаб интеграллаш

и ва v  функциялар х буйича дифференциалланувчи икки 
функция булсин. Унда, маълумки, uv купайтманинг дефферен- 
цйали ушбу формула буйича зисобланадн;

d (uv) =  и dv  +  v  du.
Бундан, интеграллаб

uv =  | н  dv  +  j  v  du
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ёки

\и dv  =  uv — J v du (I)

пн хосил киламиз. Бу формула булаклаб интеграллаш фор
муласи дейилади. Бу формула к^пинча интеграл остидаги нфо- 
дани и билан dv  нинг купайтмаси куринишида тасвирлаганда
d j  днфференциалдан v  функцияни топиш билан j  vdu инте- 
грални лисоблаш J и dv  интегрални бевосита хнсоблашдан осон-
роц булган холларда кулланилади. Интеграл остидаги ифодани 
и ва dv  купайтувчиларга маъ^ул тарзда ажратишни билиш 
махоратн масалалар ечиш процессида хосил булади, бунинг 
кандай килинпшини бир неча мисолда курсатамиз.

1- и и с о л. 1 дг sin дг dx *= ? Бундай фараз киламиз;

и = х, dv =  sin х  dx; 
у вактда

du =  dx, v =  — cos x.
Демак,

x  sin x  dx =  — x  cos x  +  J cos x  dx =  — x  cos x  +  sin x  +  C,

И з о х .  dv  дифференциал буйича v  ни белгилашда истаган 
ихтиёрий узгармасни олишимиз мумкин, чунки у охирги на- 
тнжага кирмайди (буни ( 1) тенгликда v  урнига v С ни ку* 
йиб текшириб куриш осон). Шунинг учун бу узгармасни нолга 
тенг деб хисоблаш кулайдир.

Булаклаб интеграллаш коидаси куп холларда кулланилади. 
Чунончи, ушбу курннншдаги ннтеграллар:

J л* si п ах dx, | х* cos ах dx,

| х* е°* dx, Jjc* In дс dx,

тескари тригонометрик функциялар иштирок ц и л г а н  баъзи ин- 
теграллар булаклаб интеграллаш ёрдами билан хнсобланади.

2- м и сол.  J arc \g x d x  ни лисоблаш керак. Бундай белгилаймиз;

. dx
и =  arc tg х, dv =  dx, у лолда du *= v = x. Демак,

f* (* dx  1
\ arc tg x  dx =  x  arc tg x  — 1 =  л  arc tg дг — - j  In 11 +  дс31 +  C.
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3- dx ни лисоблаш керак. Бундай белгилаймиз: и = х*, 
dv — е* dx; у вактда du = 2xdx, v =  е*.

J х*е* dx = х-ех — 2 j  хех dx.

Охирги интегрални яна булаклаб ннтеграллаймиз. Бундай белгилаймиз;
их =  х, dux =  dx, 
dvi =  r'rfor, v, =  e*.

У вактда

J дге* </дг =  хе* — J е* rfjc =  дге* — е* +  С.

Охирги натижа:

J дг’е* dx =  дг’е* — 2 (дге* — ех)-\-С = х ' ^  — 2хех +  2** -f С =  е* (х1 — 2х + 
+  2 ) +  С.

4- м и с о л. [  (дг* +  7х — 5) cos 2х dx ни лисоблаш керак. Бунда и =  
=  х* +  7х — 5, rfv =  cos 2х dx деб фараз киламиз; у вактда

sin 2х
du = (2х -+• 7) dx, v =  — — ,

Г sin 2х (* _ sin 2л: ^
j (дг5 + 7х — 5) cos 2х dx = (jc3 +  7х — 5) — —  — j (2x +  7) ^ i x -

2x 4- 7Охирги интегралда ux =  — — , dvt =  sin 2x dx белгилашни киритиб, 
булаклаб интеграллашни кУлланамиз, у вактда

cos 2х
du\ = dx, vx = ------- j —,

Г2* +  7 „ . 2x + 7 1 cos 2дс\ f /  cos 2*\ ,
J  —— sin2xdx = — 2“ ( -  ~ 2 ~ ) - Д -  " "5 - } ax -

(2дг-f-7)cos2jr , sln2jf , „  
■= ---------------4------------ ~ 4 +  u

Шунинг учун охирги натижа:
С sin 2х cos 2х 
I (лг* +  7дг — 5) cos 2xdx — (** +  7х — 5) — ^---- Ь(2х + 7) 4

с|ц sin х  cos 2х „
— — j — +  С =  (2х* +  \Ах — 11) 7 +  (2х + 7) — —  +  с -

м и с о л .  /  =  j  /  а‘ -X-х- dx = 7
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Аввал бундай алмаштнрамнз. Интеграл остидаги функцияни V а1 — х ‘ г« 
купайтирамиз ва буламиз:

р ,______  f  а5 — дг1 . Г dx р х* dx

х С х dx ■■ а1 arcsln — — J  х’yTSTTxi'
Охирги интгерални булаклаб, интеграллаймиз. Бундай белгилаймиз;

и =  х  du =  dx
х dx ------j-

dv =  /■-■■■-- . v =  —  / a *  —  дг*;
i a* — x*

у пакт да

f X Г *  Г +  \ x X-r~—i =-■* V a%-x*  +  ( V  a * -x *  dx.J у a‘ — x J у  a* — x* J
Сунгги натижаии берилган интеграл учун аввал топилган натнжага куйиб, 
ушбуни топамиз:

 ̂'/а* — л1 dx =  в* arc sin +  х уга* — дг* — j* уга- — лга dx.

Интегрални чапдан Унгга уткизиб, содда алмаштиришдан сунг ушбу охиргя 
натижага эга буламиз:

уга* — x*dx = Y  arc s*n —  +  у  /  а* — х* - f  С.f
х 
а

6- мис ол .  Ушбу интеграллар цисоблансин:

/, =  J еах cos bx dx ва /* =  J еах sin bx dx.

Биринчи интегралга булаклаб интеграллаш методини кУлланиб, шуларни цо- 
сил киламиз;

и =  еал, du =  aeaxdx, 

dv =  cos bx dx, v =  -j- sin bx,

^eajr cos bx dx =  -1- e°x sin bx — ■j-J e“x sin bx dx.

Сунгги интегралга яна булаклаб интеграллаш методини кУлланамиз: 
и — еах, du =  aeaxdx,

dv = sin bxdx, =  — -L cos bx,b

j*»4* sin bxdx  =  — -j- eax cos bx+ -£ j  eax cos bx dx.

Хосил килинган ифоданн олдинги тенгликка кУйиб, шуни *осил киламиз; 

j  е°х cos bx dx = -i. eax sin bx -f cos bx — j  eax cos bx dx,
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Бу тенгликдан /, ни топамиз;

е°х *'os Ьх dx sin Ьх 4- Л- cos Ьх ) + с ( 1 + Й '
бундан

еах cos bx dx =• (* sin *дг +  a cos бх) , г  
--------г ,- г*---------+ и

Шунга ухшаш йул билан /* ни топамиз:

вах sin bx dx = а‘ +  А»

7- §. Рационал касрлар. Энг содда рациона)! касрлар 
ва уларни интеграллаш

Куйида зар кандай элементар функция элементар функция
лар билан ифодаланадиган интегралга эга булавермаслнгини 
курамиз. Шунинг учун интеграллари элементар функциялар 
оркали ифодаланадиган функциялар синфларини ажратиш катта 
азамиятга эга. Бу синфлардан энг соддаал — рационал функ
циялар синфидир.

Хар цандай рационал функцияни рационал каср куриниши- 
да, яъни икки купзадиинг нисбати куринишида тасвирлаш 
мумкин:

Музокаманинг умумийлигини чекламасдан, бу к^лзадлар уму- 
мий нлдизга эга эмас деб фараз киламиз.

Агар суратнинг даражаси махражнинг даражасидан паст 
булса, каср тугри каср деб аталади, акс золда нотугри каср 
дёб аталади.

Агар каср нотугри булса, суратнн махражга (купзадни куп- 
хадга булиш коидаси буйича) булиб, берилган касрни купзад 
билан бирор тугрн каорнинг йигннднси куринишида тасвирлаш 
мумкин:

Q tx)  Bt)x m 4- Вххт- '  4 - ... Ч- Вт 
/(дг) АоХя + А1хп- 2 + . . .  +  7 7 "  ‘

бу ерда М (х) — купзад, — т ^ р и  каср.

1- ии  С од. Нотугри рационал каср берилган булсин;
дг‘ — 3

л» +  2х 4- 1 •
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Суратини махражига (куи*адларни булиш коиласи буйича) булиб, шуни 
Лосил киламиз: ,

jr‘ — 3 „ 4х — 6
х* + 2 х + 1  ~ х  — 2дг Ч- 3 — xj +  2 j c + \ .

Купзадларни интеграллаш зеч кандай кийинчилик тугдирыа- 
гани учун, рационал касрларни интеграллашдаги асосий кийин
чилик тугри рационал касрларни интеграллашдан иборатдир: 

Т а ъ р и ф .  Ушбу куринишдаги т^грл рационал касрлар:
I. *х — а

II. (х А а)-л (k — бутун мусбат сон >  2).

III. - Л̂ х^  q (махражнинг илдизларн комплекс сонлар, 
pi

льни ^—  q <  0 ).

,v - (х*+рх + v)* ^  ~  бУтУн мУсбат сон > 2; махражнинг
нлдизлари комплекс сонлар), I, II, III ва IV типдаги энг содда 
касрлар деб аталади.

Сунгра зар кандай рационал касрни энг содда касрларнинг 
ннгиндиси куринишида тасвирлаш мумкинлиги исботланади (8-§ 
га каранг). Шунинг учун биз аввал энг содда касрларнинг ин- 
тегралларини караб чикамиз.

I, II ва III типдаги энг содда касрларни интеграллашда кат
та кийинчиликка учрамаймиз, шунинг учун уларнинг интеграл- 
ларини зеч кандай изозсиз келтирамиз:

Г л
•• \ Y -  a dx =  A In | х — а | +  С.

II. dx = A j  ( х - а )  dx = A {jh ^ r ^ r  + c  ^
________ A_______________L П
~  (1 -  А) (•*-<*)■*“ 1 ^  ь * 

в - А-1\
III. \ гл j .  пг л . а dx  — J x t + p x \ q dx

dx
X* +  px + q

f  Ax + B j  f  2 (2jr +  p) +  (
) x '  + px + 4 dx  =  J xt +pxJt

=  4 J  dx  +  ( в -  4 ) j

=  ± \ n \ *  +  Px  +  q \ +  arc,g +  c
(5- § ra каранг).
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IV типдаги энг содда касрларни интеграллаш мураккаброк 
хисоблашни талаб килади. Шу типдаги интеграл берилган бул
син:

пг Г Ах ь в dx‘
, v * J +  рх  +  <?г

Куйидагича алмаштирамиз:

Г Ах + В [ 4 ( 2 х  + Р ) + ( в - % )  ^

J  (х1 + р х  + q)k х  — J  (х1 + р х +  ч)к Х
А Г 2х + р dx , ( d _  Лр\ Г___*х______

“  T J  (х2 +  рх +  <?)* +  \  2 ) J (X■: рх /»)*•

Биринчи интеграл х2 -f рх  +  q =  t, (2jc +  p )dx  =  d t  алыашти- 
риш ёрдами билан олинади:

J  (х-+pH+ Ч)* <***•§? = ^ - к<а  =  т = т  +  с  =
, 1_________ , г
- ( 1  - k) [x4-px + 4,*- и -

Иккинчи интегрални (уни /к билан белгил^миз) ушбу кури
нишда ёзамиз:

Г dx _  Г________ dx________ р У ± _  ,
-  J  (Л- + „  + = J  ^  + £.J>+  ^  _  Щ  j* -  j  «*+ ->)»• 

бу ерда
х  -f- j-  =  t, dx =  dt, q — ~  =  m2 

деб фараз киламнз (махражнинг илднзларн фаразга кура комп-
nt

леке сонлар, демак, q — >  0). Энди куйидагича кирншамиз:

/  Г dt 1 с  (t>+ * , ' ) - г- 
'ft — J  (<* +  m})k — m-’J  (/■ +  m')* at  —

1 Г dt 1 Г *
°=" m- J (N + m ;*-< m J (/J -f m*)kt*̂ ' (1)

Сунгги интегрални бундай алмаштирамиз:
С t'dt I t tdt 1 С* </(/-’+ m!)
J (/» + «  )* -  J ^  + «*')*“ =  T  J (, . , _m)ft =

=  - 2 l * 3 T 7 j  i d ( (/J + *.)*-. )•

2 5  H. C. IlucKyiiu*
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Булаклаб интеграллаб, шуни ^осил киламиз:
Г _ Л " * _  = _______ !____Г , ______ !_________ Г dt 1

J (tl - f  т-)к 2 (А — I)  L (/* +  /я-’)* -»  J ( / з -f ms)*“ ‘ J*

Бу ифоданн (1) тенгликка куйсак, куйидаги лоснл булади:
с dt

Ik=  ) (*а +  ™-)к ~
1 Г dt I 1 1 Г '  - Г dt ~ u  

=  m*J (/а +  ш.)*-1 от2 2 ( * - l)[(*i +  т )*-i J (О +  пО)*~ * J

+  ■
2k — 3К  —  О  I

2/я-’(* — 1)(/а +  т*)* — 1 ’ 2m ( k - \ )  J (tl +  т -)* -1
Унг томонда 1к тнпидаги интеграл бор, лекин интеграл ости- 
даги функция махражининг даража курсаткичи унинг даража 
курсаткичидан битта бнрлик паст (Л— 1); шундай килиб, /* ни 
lk _  j оркали ифодаладик.

Шу йул билан давом этиб, маълум интеграл
dt 1 . / . п  

=  * arc t? «  + С

dt

U 4- т? т т

га етиб борамиз. Сунгра t  ва т урнига уларнинг кийматлари* 
ни куйнб, IV интегралнинг х  ва берилган А, В, р, q сонлар 
оркали ифодасннн топамиз.

2- м и с о л. »

X
(X- + 2х + 3) 

2л + 2

т  (2ж +  2) +  ( - 1- 1)

+  2х +  3)» dx

( j?  + 2х +  3)а 
dx

dx ■■

(х' +  2х + З)3
1 1
2 (.v* +  2х +  3) —

С dx
2 J + 2х + 3)»*

Охирги интегралга х  \ - \  = t алмаштнришни кУлланамиз: 
dx С dx Г dt 1 (*(/’

!J  ((дг+ 1). +  2 ) » -  J  ( F +  2| (х»
_____1  (*<
Тр -  2 J

2)  —  О
dt+  2*  +  3 p ~ J  [ ( х +  1> +  2]» ~  J  (Р +  2у  -  2 J  W  +  2 ) '

1 (* dt 1 с . 1 1  1 * Г t idt
2 J i * T 2  ~  2 J  (/- +  2)* d t ~  2 / 2  arctg / Г  — 2 J (<* +  2)» ’

Охирги интегрални караймиз:
Г t* dt 1 c td(fi  +  2) I f /  1 \
J U* + 2)* -  2 J (/»- r 2 f  ~  — 2 J * ® + 2 j 

1 ' 1 Г dt < , 1  *
“  ~  2 /* +  2 +  2 J /« +  2 = ~  2 (/* +  2) +  / Y  g / T

(ихтиёрий узгармасни лознрча ёзмаймиз; уни факат охирги натнжада лисов* 
га оламнэ).
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Демак,
dx

¥

+  2х +  3)* ”

Охирги натижа бундай булади;

Г • х —1 . х +  2 -г + 1
J  ( jc* +  2х +  3)* йх =  -  2 (х* +  2х +  3) ~  ~ 4“ arctg / 2~ +  С

8-§ . Рационал касрни энг содда касрларга ажратиш

Энди зар кандай тугри рационал касрни энг содда касрлар 
йигиндисига ажратиш мумкинлигини курсатамиз.

Ушбу тугри рационал каср

берилган булсин.
Бу касрг* кирган купзадларнинг коэффициентларн закикнй 

сонлар ва берилган каср кнскармайдиган каср деб фараз ки
ламиз (бу эса сурат ва махраж у мумий илдизга эга эмас де- 
ган суздир).

1- т е о р е м а .  х =  а махражнинг k каррали илдизи, яъни 
f ( x )  =  (х — a)kf x(x) булсин, бу ердаf x (а) ф  О (VII боб, 6- § га
каранг); у холда тугри касрни бош ка икки тугри каср
HuFunducu шаклида цуйидагика тасвирлаш мумкин:

бу ерда А нолга тенг булнаган узгармас сон, Fx (дг) купхад, 
бунинг даражаси (д: — а)*“ ‘ Л(дг) махражнинг даражаси- 
дан паст.

И с б о т .  Ушбу айниятни ёзамиз:

(бу айинят зар кандай А учун тугри) ва узгармас А учун 
ш ундай  киймат топамизки, F(x) — A f t (x) к^пзад х — а га 
булинсин. Бунинг учун Безу теоремасига кура

t F(x)
f ( x )

f ( x )  ~ ( x - a ) * +  ( jc —  a ) *  ~ ' A ( x ) '
F(x) A _______ Ft (x) (1)

F{x)  _  A . F(x) — A f x{x) 
f ( x )  ~  (x -a ) *  ^  (д: -  e )* /!(x ) (2)

F ( a ) - A f \ ( a )  =  0

26*
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тенглик бажарнлиши зарур ва етарли. f i ( a )  Ф О, F (а) ф  О 
булгани учун А сони

Л =  - £М
Л  (в)

тенгликдан бир кийматлн равишда аникланади. А нинг шундай 
Киймати учун

F (х) -  A U  (х) =» (х -  a) Fi  (х)

тенгликка эга буламиз, бу ерда Fx(x) куплад, бунинг даража- 
сн (x — a)k~' f i ( x )  купладнинг даражасидан паст. (2) форму- 
ладаги касрнн х  — а  га кискартириб, ( 1) формулани хосил ки
ламиз.

Н а т и ж а .  ( 1) тенгликдаги

(дс -  « ) ■ - • / ,  (дг)

тугрн касрга юкоридагидек мухокаыани куллаш мумкин. Шун- 
дай килиб, махраж к каррали х  =  а  илднзга эга булса, ушбу 
тен.гликни ёзнш мумкин:

F ( дс) А А , Fb (дс)
/(д с )  =  (дг — в )*  г (дг — в ) * " 1 • • • +  х  — а '^ Т ^ Т я Т * ’

f" (х)бу ерда j ^ y -кискармайдиган тугри каср. Агар f x(x)  бошца
.хакикнн илдизларга эга булса, охирги касрга хам хозиргнна 
исбот кнлинган теоремани куллаш мумкин.

Энди махраж комплекс илдизларга эга булган холни ка- 
раймнз. Хакикнй коэффнциентларга эга булган купхаднннг 
комплекс илдизлари иккитадан узаро кушма булишини эслатиб 
угамиз (VII боб 8- § га каранг). Купхадни хакикий купайтув- 
чиларга ажратганда хар икки цушма комплекс илднзга 
х* + р х q курмнишдагн ифода мос келади. Агар комплекс ил-

j l ,

дизлар jjl каррали булса, уларга (х2 +  рх  +  q) ифода мос ке
лади.

2- т е о р е м а. Агар /  (х) =* (хг -+• р х  +  q )1 (л:) булса (бу
ерда <Pi(x) куплад хг + p x  +  q га булинмайди), тугри
рационал касрни бошца икки тугри касрнинг йигиндиси к$- 
ринишида цуйидагияа тасвирлаш мумкин':

F(x)  М х - f  N * i ( x )
77ТТ ““ ----“ ~ * —-------------r i n -----*

} {х%+ р х + щ )  (x* + p x  +  q) ? ! (x)
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бу ерда Ф, ( j c)  — куплад, бунинг даражаси махражидаги
( jc * -f- px-\-q)*  <Pi (-*■) кУп^аднин.?. дарижасидан. паст. 

И с б о т .  Ушбу айнняпА ёзамиз:
F ( x ) _  F(x)________ __  Mx + N  j F(x)  -  (Mx  -f  /Vh>. I
/(jf) ( х*+рх  + 1) \ ( х )  ( x ' + p x  + t f  ( j f i +pX + q f b (X)

бу айният ^ap кандай М ва N  учун тугри; М ва Допинг шун- 
дай кийматини топамизки, унда F (х) — (Л1л- - f  N )  y l (jc) куп,\ад 
x* +  px +  q га булннсин. Бунинг учун

F ( j c ) - ( A f x  +  yV)?,(jc) = 0
тенглама лам х* +  р х  +  q нинг а ±  1} илдизларига тенг илдиз- 
ларга эга булиши зарур ва етарлиднр. Демак,

F ( i  +  Г?) -  [М v« +  /?) +  /V] ? l  (a +  /?) =  О
ёки

л ( .  +  « > + л г -£ £ ± т ? { .I ••
Лекин а,!И* ®ИР К(>мпле|<с сон, буни k +  iL к^риниш*
да ёзиш мумкин, бу ерда К  ва L лакикий сонлар. Шундай 
Килиб, ,

М (* +  i$) +  N = K  +  iL;
бундан

М<х +  N  «  К, М.} — L
ёки

. л , . | .  * = а ^ .

М  ва /V нинг шу кийматларида F(x)  — (Mx +  iV) f t  (jc) 
куплад а +  /3 илдизга, демак, а -М ?  к^шма илдизга лам эга 
булади. Бу лолда куплад jc — ( a - f  ф) ва jc — (а — t?) айирма- 
ларга, демак, уларнинг купайтмасига, яъни jc* +  рх  +  q га кол- 
днксиз б^линади. Вулннмани Ф! (jc) билан белгнлаб, бундай 
ёза оламиз!

F (х ) — {Mx  +  N)  ?1 (jc) =  (jc* +  рх  +  q) Ф1 (х).
(4) тенгликдагн охирги касрни x * + p x - { - q  га кискартнриб, (3) 
тенгликни лосил киламиз, бунда 4>i(jc) нннг даражаси мах- 
ражнинг даражасидан паст экани равшан. Шуни исбот килиш 
керак эди.
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ларини кулланиб, f ( x )  махражнинг замма илдизларига мос энг 
содда касрларни кетма-кет ажратиш мумкин. Шундай килиб, 
ю^орида айтилганлардан ушбу натижа чикади:
Агар

f ( x )  =  (х — а)" {х — Ь)9 . . .  (л* +  рх  +  q) * . . .  (л* +  I х  +  s)’

A, Ai .......... В, Ви . . .  коэффициентларнн куйидаги мулозаза-
лардан аниклаш мумкин. Ёзилган тенглик а й н и я т д а н  ибо
рат, шунинг учун касрларни умумий махражга келтириб, иккн 
томондагн суратларда айнан бир хил купзадлар зосил кила- 
миз. Бир хил даражадаги х  ларнинг коэффицнентларини тенг- 
лаштириб, номаълум А, Ах , .  . . ,  В, fib ... коэффициентларнн 
аниклаш учун тенгламалар системаси зосил киламиз.

Шу билан бир каторда коэффициентларнн топишда ушбу 
изоздан фойдаланнш мумкин: касрларни умумий махражга 
келтиргандан сунг тенгликнинг унг ва чап кисмларида зосил 
булган купзадлар айнан тенг булиши керак, шунга кура улар 
х  нинг зар кандай хусусий кийматларида зам тенгдир. х  га 
хусусий кийматлар бериб, коэффициентларнн аниклаш учун 
тенгламалар зосил киламиз.

Шундай килиб, зар кандай т ^ р и  рационал касрни энг сод
да касрларнинг йигиндиси куринишида тасвирлаш мумкин эка- 
НИНН курдик.

булса, каср куйидаги куринишда тасвирланиши мум-
J  V**/

кин:

/•(дг) _  л ,_____Ал +  ^ = ± +

P x  + Q +  Р ХХ +  Ох 
{xt + lx + s)' {Х2 + lx + s) _ 4- 4.  ^ + 5 ^ - 1  

1 ~  ‘ ----- Л ",Г  / 7 Г > -----
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Xх +  2
М и с о л .  У ш бу 1 )з (jr — 2) к асР 9НГ С°ДД* касрл арга  аж ратилсинл

(5) ф орм улага асосан касрни уш бу куриниш да ёзам из:

____х ' ± 2 - .  _________ А___ V А  , Л*_ В
(х + I f  (х -  2) (jr +  1)» (jr +  1)* +  х +  1 +  Г^ТГ •

Умумий мадражга келтириб ва суратларни тенглаштириб, ушбуни *осил 
киламиз;
л:* +  2 =  А ( х  -  2) +  At  (х  +  1 ) ( д г -  2) +  Аг(х  +  1>«(дг -  2) +  В ( х  +  1)з, (6) 
tan

л 2 +  2 =  М , +  В) дг* +  (Ах +  3В) х* +  (А -  А х -  3Ах 4 -3 В )х  +
+  (— 2А — 2Ах — 2At  -f В).

х 3, х*, х \  х° (озод лад) Снидаги коэффициентларни тенглаштириб, номаълум 
коэффициентларни аниклаш учун ушбу тенгламалар системасиии топамиз:

0 =  Лв 4-Я,
1 =  А х 4- 3В,
О *= А -  Ах -  3 А% 4- 3S,
2 а - 1 4  —  З Д - З Д + А

Бу системани ечиб, мама буларни топамиз:
1 * *2 2 

i4  =* — 1{ А\ =  "J", i43 =  -- *g“, В =  “у*.

Коэффициентлардан баъзиларнни дг га нисбатан айниятдан иборат бул- 
ган (6) тенгликда х  га хусусий кийматлар беришдан лосил буладиган тенг
ламалардан топиш ^ам мумкин.

Чунончи, х  =з — 1 фараз килиб, 3 =  — ЗЛ бки А =  — 1 ни лосил кила
миз;

2
х  =  2 фараз килиб, 6 =* 27Б; Б  =» ни лосил киламиз. Агар бу икки

тенгламага бир хил даражали х  лар $нидаги коэффициентларни тенглашдан 
досил буладиган яна иккита тенгламани бирлаштирсак, туртта номаълум 
коэффициентни топиш учун туртта тенглама лосил киламиз. Натижада уш
бу ажралмага эга буламиз:

ж* 4 -2  1 , 1  2 , ___ 2__
( * +  I ) 3 ( J C —  2 ) =  “  ( J C +  1)* +  3 ( х  +  1)* 9 ( J t + 1) +  9 ( * - 2 ) '

9- §. Рационал касрларни интеграллаш

рацнонал касрнинг ннтегралннн, яъни/  V**/ »

J П х)
интегрални лисоблаш талаб этилсин.

Агар бернлган каср н о т ^ р р и  каср булса, уни М( х)  к$т- 
F (х)*ад билан т у f р и рационал каср Ahfhhahch шаклида ифо-
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далашимиз мумкин (7- параграфга каранг). TyFp» касрни эса 
8- параграфдаги (5) формулага асосан э н г cjd д  д  а  к а с р л а р  
«игиндиси куринишида ифодалаймиз. Шундай к»-7111®’ *аР *<ан* 
дай рационал касрни интеграллаш к^пдадни ва б*Ф неча э н г  
с о д д а  к а с р л а р н и  интеграллашга келтирилади. 4 

8- параграфдаги натижалардан энг содда касрл0Р«инг кури- 
ниши функция махражининг илдизларн билан аникЛанишн келиб 
чикади. Бунда куйидаги доллар булиши мумкин.

I з о л .  Махражнинг илдизлари хацициа ва хил-
f ( x )  =  ( x - a ) ( x - b ) . . . ( x -  d). 

г  F (х) тby золда каср I типдаги энг содда касрЛаРга ажра- 
.пади:

£<£> в  _ А ____ . _ В ____ , D
f  (л:) дг — а ' х  — b ' • • • ~Г * _

ва бу тенгликнинг иккала томонинн интегралласак:

J 717)dx = j  dx+ \ ~ r  dx +  • • • + j T?~d dx e
=  Л1п|-* — а |  +  51п|лг — [ ) \ n \x  — </| +  C.

I з о л .  Махражнинг илдиз лари хакикий ва уАаРдвн баъ- 
зилари каррали: *

f ( x )  =  ( x - a ) ' ( x - b ) * . . .  (х - d ) .

Пу *олда j ~  каср I ва II типдаги энг содда касрларга
ажралади.

)* м и с о л .  (X боб 8- § даги мисолга каранг).

I  * 1 + 2 . С d x  , 1 Г d x  2 С d*
J H + D H * - » ) * * - "  J (7 Т Т ?  + T J  (T T T j i-  T U + i  +

. i f  ____ 1 1 1 2 2
9J * 2 2 ( j r + l ) » - 3 (7 q n y - ^ l n | j r + I | + f - l n | X - 2 | + C e

2x  — 1 2 
6 (j t+  1)» +  g- ,n

jc —  2 \
+  C.

I l l  з о л .  Махражнинг илдизлири орасида такр°Рланмай~ 
диган (яъни турлича) комплекс илдизлар бор:

f ( x )  =  (х* -+ рх  +  q) . .  . (х2 +  lx  •+ s)(jc — а)'. . . ( х ~  d)-

Бу золдл каср I, II, III типдаги соддарок касрларга аж
ралади.
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2- м и с о л .  Ушбу интеграл *исоблансин:
_____ х  dx
( * * +  1 ^ Д С -  1 )  '

Интеграл остидаги касрни соддарок касрларга ажратамиз (X боб 8- 6
(б) формулага каранг):

х  Ах +  В С
(л« +  1 ) ( д с -  1) -  дсг +  1 +  ДС -  Г

Демак,
дг =  (А *  + Д ) ( д г - 1 )  +  С(л:2 +  1). 

х  жя 1 деб фараз килсак: 1 «  2С, С =  у ;  

х  в  0 деб фараз килсак: 0 =  — В +  С, £  =  у .

х % олдидаги коэффициентларни тенглаб, 0 =  А +  С тенгликни *осид 

киламиз, бундан А =  — у . Шундай килиб,
$

Г * dx  l f j t - l  ,  1 (L dx
J (дс* + lK Jf-1 ) 2J дг»+ \ a x +  2 J дг- l  -

1 (* x d x  1 С dx  1 (* dx
- - T J J ? n  +  + t j  =

=  — -J  In I X 2 +  1 1 +  -y a rc tg  x +  у  In | 11 +  C.

IV л о л. Л1 ax раж нинг илдизлари орасида, каррали комп
лекс илдизлар бор:

j  (дс) =  (х% +  рх  +  q f  . . .  (.дс* +  lx +  s)'(x — а ) ' . . .  (х — d ) .

Бу лолда j j j j  касрни соддарок касрларга ажратиш IV тип- 
даги содда касрларна лам уз ичига олади.

3- м и с о л .  У ш бу
Сх* + 4х*+  11jt* +  12дс +  8 
J  (л« +  2дг +  3)*(дг+1) “  dx

интегрални лисоблаш талаб этнлади.
Е ч и ш. Касрни соддарок касрларга ажратамиз;

Л4 +  4 * » +  Идс* +  12дс +  8 А х  +  В Сх  +  D  . Е
~ < * *  +  1 *  +  3)*(дс +  1) -  (л* +  2дс +  3) +  дг* -г  2дс +  3  +  дс +  1-

бундан
л* +  4дс3 Идс* +  12дс +  8 =
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Юкорида курсатилган коэффициентларни апиклаш усулларини комбина- 
циялаб,

Л =  1, B = - \ t С =  О, £> =  0, £ =  1 
эканини топамиз. Шундай килиб,

Г х* +  4*3 +  11*» +  12а: -Н 8 , f  дг -  1 Г dx
J (** + 2* + 3)‘ (* + 1) ах-  J (X* + 2х + 3)* ах + J Jf + 1 "  

- - &(jt»+tr2+ 3) - ^ « fC» g ^ T + |П1 * + Ц  +  С.
Унг томондаги биринчи интеграл X боб 7- параграф даги  2- мисолда карал- 
ган эди. Иккинчи интеграл бевосита лисобланади.

Юкорида баён этилганларнинг хаммасидан, хар кандай ра
ционал функциядан олинган интеграл охнрида элементар функ
циялар оркали ифода этилиши мумкин эканлиги келиб чикади, 
чунончи:

1) I типдаги содда касрлар булган холда — логарифмлар 
билан;

2) II типдаги содда касрлар булган холда — рационал функ
циялар билан;

3) III типдаги содда касрлар булган холда — логарифмлар 
ва арктангенслар билан;

4) IV типдаги содда касрлар булган холда — рационал функ
циялар ва арктангенслар билан чекли шаклда ифода этилади.

10- §. Иррационал функцияларнинг интеграллари

Хар кандай иррационал функциями олинган интеграл эле
ментар функциялар оркали ифодаланавермайди. Бу ва бундан 
кейинги параграфларда интеграллари узгарувчиларни алмаш- 
тириш ёрдами билан рационал функциялар интегралларнга кел- 
тириладиган иррационал функцияларни караймиз, демак, бун
дай функциялар охчригача интегралланади.

m г_
x n, . . . %x*^dx  интегрални караймиз, бунда/? — уз 

аргументларига нисбатан рационал функция*).

•>*( -* l ) ,  7  Т\ х, х  , ... , х  /езувдг, х  , . . .  , х  микдорлар устида факат р а 
ц и о н а л  амаллар бажарилишини курсатади.

т

Бундан буби R  д̂г, ( Сх  + d )  • •• • )» R  (дг >/ &xk -f  bx -f  с ) , R  (sin дг,
cos дг) ва локазо кУринишдаги ёзувларни лам худди шундай тушуниш ло
вим. .Масалан, R (s\n х, cosx) бзув 9ln дг ва cosjc устида рационал амаллар 
оажарилишини курсатади.
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—, ... , у  касрларнинг умумий махражи к булсин. Бундай 

х  =  t \  rfx =  ktk~ x dt
алмаштиришни бажарамнз.

Бу холда х  нннг лар бир к а с р  л н даражаси t  нинг б у ту  н 
даражаси билан ифода этилаДи, демак, интеграл остидаги функ
ция t  нннг р а ц и о н а л  ф у н к ц и я с и  га  айланадн.

1- м и с о л .  Ушбу интеграл *исоблансин;

Iх' 'Лх.
X й  +  Г

1 3
Е ч и ш. у . *4" касрларнинг умумий махражи 4 булади; шунинг учун

х  =  / 4, d x  =  4 /3 dt алмаштиришни баж арамнз; у долда;
0

- 4 j i J T T  " - 4 j « П Т I I - 1  j (<•■-i 4 r ) «  -

Г Г Г »  /3 4
« 4  I p - q ^ r < / / = 4 g * — j l n | / 3  +  l | + C = a

-  jx4.+  i | J  +  C .

II. Энди J ^ j r ,  ( т Ш ) ......... [ % Т Т )  } dx  .............. ...
интегрални караймиз. Бу интеграл

ЛХ + Ь =  /*
СХ +  d

алмаштириш ёрдами билан рационал функциянинг интегралнга
келтирнлади; бунда к билан ^ ..........-С- касрларнинг умумий

махражи белгиланган.

2- м и с о л .  Ушбу интеграл *исоблансин:

.dx. х
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Е ч и ш. х 4 =  х =  I1 — 4, dx =  2/ dt алмаштиришни бажарамиз; 
бу цолда

Л - 2  | ( | + И п ) ‘" - 2 | Л  +  8 | , ' ^ Г , -

_ 2 / + 2 | » | ^ | | + С . 2 / Г + 4 + 2 | п | ^ ± ^ | | + С .

11-§. \ /? ( jc, / ах* +  Ьх +  с) d x  куринишдаги интеграллар

/ у  шбу
Vах*  +  Ьх +  c)dx  (1)

куринишдаги интегрални караймиз, бунда а Ф 0.
Бундай интеграл Эйлернинг куйидаги алмаштиришлари ёр

дами билан янги узгарувчи рационал функциясининг интегра- 
лига келтирилади.

1. Эйлернинг биринчи алмаштириши. Агар а >  0 булса, у 
Золда

у  ах*

деб оламиз. Аниклик учун у/~а олдида +  ишорани оламиз. Бу 
золда " - '

ах* Ц- Ьх +  с — ах* +  2 / а  xt  +  #*, 

бундан х  ни t нинг рационал функцияси к^б^^^клайм и з:

* =  * -  2 / л  * чГ<Г
(демак, rfjt зам < билан рационал ифода этилади), демак,

/  а х * +  +  с =  / 7 Г . * + *  =  / а -

яъни ал* +  bx +  с, ифода f нинг рационал~функцияси булади.
/ a.t-' -г Ьх ± с  х  ва dx  лар t  билан рационал ифода этилгани 
сабабли берилган (1) интеграл t  нинг рационал функциясидан 
олинган интегралга айланади^

1- м и с о л .  Ушбу интеграл *исоблансищ
Г dx
J  V •** +  «’

Е ч и ш. Бу ерда > 0  булгани учун -/ i f l  4-С ■■— *  +  /  деб оламиз,
бу *олда

хг +  с «= х* — 2дг/ +

+  Ьх +  с =  ±  \̂ ~а х  +  t
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бундан
tl - cX =» 2/ .

Демак,
/* + с . f—,----  tl — с /* 4- е

А* *= 2/* • ^  с =  -* +  * » -  2t +   ̂=  ~27~ •
Дастлабки интегралга кайтамиз:

I / f e  -  f i § i r  * I * = ln 1(1+ Ci" |п| •* + / *г + с |+ с -
(интеграллар жадвалидаи 14- формулага царанг):

2. Эйлернинг иккинчи алмаштириши. Агар с >  0 б^лса, бу 
лолда

/  ах* -Ьх +  с =*xt ± y f с

деб оламиз; у долда (аницлик учун у̂ ~с олднда - f  и шора ни 
оламнз)

ах2 +  Ьх +  с =  х 2*2 +  2х£ \ f  с +  с.
Бундан х  узгарувчи t  нинг рационал функцияси каби аннкла- 
нади:

dx ва ах* +  Ьх +  с лам t  оркали рационал ифода этилга- 
ни сабабли х, S ах* Ьх +  с ва dx  нинг кийматларини 
j  R[x,  a x J +  bx +  г) dx интегралга куйсак, бу интеграл лам 
t нинг рационал функциясидан олинган интегралга келади.

2- м и с о л .  Ушбу интеграл лисоблансин.

Г (1 - / 1  j f-гДГ*)1 г
J х*у/  1

Е ч и ш. / 1  +  х  х г =  x t  +  1 деб оламиз; бу долда
2/ _  1 2/1_2/ -I-2

1 +  ■* +  -*1 =  х*/* + Ix tx  +  1; =  Ах*»

/ 1  +  jf-t- x ‘ = x t  4- 1 =  - i Z  fi i 1 — / 1  +  JC +  X* =  t _  t»~ ‘
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Х о с и л  к и л и п г а м  и ф о д а л а р н и  д а с т л а б к и  и и т е г р а л г а  к У я м и з :

\*(1 -  / Г ± х ± 2 ? 4 х  =  г ( -  2<* +  0* (1 -  W  (1 -  /») ( 2 / » - 2 /  +  2) л  „
J-jrVl+JC + JC* J (1 -  <*)* Ф  -  1)* (*'-/ + 1)(1 -  /*)г

=  г |  j- ^ т г  dt =  — 2/ +  In | | +  С =  — +

+  . , | *  +  / T + *  +  * « - l  К  r _  _ 2 ( /  l + x  +  x » - l )  +  |n|  2x +  
l j r - / l + j c  +  jc* +  l |  *

+  2 / 1  +  jc +  jc* +  11 +  C.
3. Эйлернинг учиняи алмаштириш.и. ах* +  Ьх +  с учхад-

пинг хакикий илдизлари а ва Э булсин, бу холда ^ а х 2 +  Ьх + с  =» 
ж: (х — i ) t  деб оламиз:

ахг +  Ьх +  с =  а (х  — a)(jt — Р)
булгани сабабли

/ а (х — а)(х — р) = * ( х - а )  t, 
а( х  — а ) ( х - $ )  =  ( х -  a)21\  

а ( д с - р )  =  (д ;-а)** .
Бундан х  ии t нинг функцияси каби аниклаймиз:

a 'i — a t1
X  =  - -------- 7 J - .a — t *

dx ва ах% +  Ьх с хам t билан рационал боглик булгани 
сабабли берилган интеграл t  нинг рационал функциясидан оли- 
надиган интегралга алмашади.

1 - н з о х .  Эйлернинг учинчи алмаштириши а < 0  булганда- 
гина кулланмасдан, балки а >  0 булганда хам татбик этилади, 
бунда факат ах* +  Ьх +  с купхад иккита хакикий илдизга эга 
булса бас.

3- м и с о л .  Ушбу интеграл лисоблансин:
dx

I;| /  Х‘ +  3jc — 4
Е ч и ш.  х 1 +  Здг — 4 =  (х  +  4) (jc — 1) булгани сабабли

^ (ar +  4 ) ( j c - l )  =  (jc +  4)<
деб оламиз; у лолда

(* +  4 )(jc- 1 )  =  (jc +  4)’ /*, jc — I =  (дг +  4)
I +  4 /* . 10/

Х “  ] _(2 * ^Х — __ ftjl dt,

/  ( j f +  4 ) ( . c -  1) =  +  4 J /  =  jZ I J t '
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Дастлабкн интегралга цайтамиз:
dx С 10/(1 -  Iг)

I х  * + 3х - 4
с 10/(1 -<*) г 2 11 +  ИJ T l ^ 7 w / rf' =  J r = T * rf<- | n | — / |  +  с -

1п
1 + V х  + 4

X -  1
х  + 4

Vx + 4+  jfx — 1 
/ л  +  4 — - / х — 1

+ С.

2- и з о з .  ( 1) интегрални рационал'функциянинг интегралига 
келтириш учун Эйлернинг биринчи ва учинчи алмаштиришидан 
фойдаланиш етарли эканини таъкидлаб утамиз. ах2 +  Ьх-{-с 
учзадни караймиз. Агар Ь2 — 4 а с > 0  булса, учзаднинг нлдиз- 
лари зацикий ва, демак, Эйлернинг учинчи алмаштиришинн 
татбик килса булади Агар Ь2 — 4 я с < 0  булса, бу золда

ах2 +  bx -f  с =  ^  [(2а х  -f 6)2 +  \ас  — 6*)]

ва, демак, х  нинг барча кийматларида учзаднинг ишораси а
нинг ишораси билан бир хил булади. ■/'ах2 +  Ьх +  с закикий 
булиши учун учзад мусбат булиши, демак, а >  0 булиши ке
рак. Бу золда биринчи алмаштиришни татбик килса булади.

12-§. Тригонометрии функцияларнинг 
баъзи синфларини интеграллаш

Хозиргача факат алгебраик (рационал ва иррационал) функ
цияларнинг интегралларини системали равишда ургандик. Бу 
параграфда баъзи бир ноалгебраик функциялар, биринчи нав- 
батда трнгонометрик функциялар интегралларини караймиз. 
Ушбу

[ R (sin х, cos х) dx  ' (1)
интеграл берилган булсин. Бу интеграл

tg  j  =  i  (2)
\ I

плмаштириш ёрдами билан замма вакт рационал функциянинг 
интегралига келтирилиши мумкинлигини к^рсатамиз. sin дс ва'
cosх  функцияларни t g y  билан, яъни t  билан ифодалаймиз:
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X
$tnJY  I - tg* j2 I — t*

COS X —
co„* J -  +  Sin* -J 1 +  t({J -J

X  1 +  <*’

Сунгра
n . * » 2Лx  ~  2 arc tg t, dx = ^ ^ 7.

Шундай килиб, с т л - ,  c o s jc  ва dx  лар t билан рационал  
ифодаланади. Аммо рационал функцияларнинг рационал функ
цияси уз навбатида яна рационал функция булгани учун до- 
сил килинган ифодаларнн (1) интегралга кУйиб, рационал функ
циянинг интегралини досил киламиз:

р C l  1 -  о <н
J /? (s in дс c o s ^ r f r - j ^ T + F .  Т Т ё ) Т ~ 1 * ’

1- м и с о л .  Ушбу

Курилган алмаштириш R (cosjc, sin jc) куринишдаги дар кан
дай функцияни интеграллаш учун имкон беради. Шунинг у чун  
уни баъзан .универсал тригонометрик алмаштириш1* деб атай- 
дилар. Лекин практикада бу алмаштириш купинча анча мурак
каб рационал функцияга олиб келади. Шунинг учун „универ
сал* алмаштириш билан бир каТ0РДа баъзи доллар учун  
максадга тез олиб келадиган бошка алмаштиришларни дам 
бнлиш фойдалидир. _________

долда sin л: =  t, cos х 
кУринншга олиб келади.

2) Агар интеграл j  /?(cosдс) s i nxdx  куринишда булса, у 
долда cos x =  t\ sin х dx — — dt  алмаштириш ёрдамида бу ин
теграл рационал функциянинг интегралига келтирилади.

3) Агар интеграл остидаги функция факат tg x  га боглик
булса, у долда tgjc =  £, jc =  arctgf, dx =  t ^ алм аш тириш

интегрални караймиз. Юкорида ёэилган формулаларга асосан;

1) Агар интеграл
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ёрдамида бу унтеграл рационал функциянинг интегралига кел-
тириладн:

f /? ( tg  к) dx  =  j /? (0  T f i r  •

4) Агар интеграл остидаги функция /? (sin -с. cosjc) кури
нишда булса аммо s inлг ва cos х факат ж у ф т  даражаларда 
кирса, у золда

i gx  =  t  (2')
алмаштириш татб и к  этилади, чунки sin*jc ва cosj jc лар t g x  
билан рационал иф одаланади:

c° s'  * =  t + l F l "  п т  
sin. x _ _ ! « ^ ------------------------- —

1 +  lg* X 
J  dtdx =

1 + /* ’

1 + **•
Бундай алмаштирншдан кейнн биз рационал функциянинг нн- 
тегралини зосил киламиз.

2- м и с о л .  Ушбу
sin3 х

2 -f cos дг dx

интеграл *исоблансин. Су интегрални J R (cos дг) sin х dx  куринишга келти- 
риш осой Хакикатан,

I .

С sinJ jr (* sin1 х  sin х  dx  Г 1
12 cos x dx 2 +  cos jc — J 2

1 — cos* x
sin xdx.2 cos х “л J  2 - f cos j c  J  2 + cosjc 

cos x — z  алмаштнришн.1 бажарамиз. Бу золда sin x d x  =  — dz:
Г sln^ x  p i  — г* — 1
J 2 + cosx dx = J Г Г 7  (“ rfz) = J 7 + 2  d z  =

J ( ~
3 \  г*

2 4- JTJTJ) dz = ^  — 2* +  3 In (z +  2) +  С

cos* JC
- 2 cos jc -f 3 In (cos x  + 2) + C.

I ax3- м и с о л .  \ j  -  Sin*3c интегРал зисоблансин.

Е ч н ш.  tg jr =  / алмаштиришни бажарамиз. Бу цолда:
dx

2 — sin* X '
________ a t______

J ( 2 - t t f ) <> + '*>
- J f  + / * ;

jk “ 7 ^ m ,*rV  + C e 7 f afC,e( / f )  + c'
2 6  H. С. Пксь>ноа



402 АПИКМЛС ИНТЕГРАЛ

5) Энди | /?(sin jc, co s jc )  dx куринишдаги яна бир интег
рални, чунончи интеграл остида sin"1 х cos '1 х dx купайтма тур
ган интегрални караймиз (бунда т ва п бутун сонлар). Бунда 
уч долни караймиз:

a) j  sinmxcos" x d x  интегралда т ва п дан камида биттаси
ток сон. Аниклнк учун п т к сон деб фараз киламиа. 

п =  2р +  1 деб олиб, интегрални алмаштирамиз:

j  sinm j c c o s ^ +1 x d x  ■=> f sinm x  cos2'’jc cos x d x  =

“  j  sinm x ( 1  — sin* x y  cos x dx. 
Узгарувчини алмаштирамиз:

sinjc =  f, cos x dx =  dt.
Янги узгарувчини берилган интегралга куямиз:

j  sinm х  cos" x dx =  j  tm (1 — txy d t ,

бу эса t  нинг рационал функциясининг интегралидир.
4- м и с о л .

р cos3х   ̂ j1 cos’ х  cos x d x  Г 
J  sin4 x  J sin4 x  ~  J

(1 — sin* jr)cos x d x  
sin* x

Энди
sin x  = t, cos x  dx — dx  билан белгилаб, цуйндагиларни досил кнламиза 

Р cos3X . Р(1 — /*)<// Cdt Cdt 1 . 1 .
J =  J Г* t* “ J 7*=  — iP"+  7  +

l 1 • +  c.3 sin3 x  ' sin x

6) J sinm jccos" x  dx  интегралда m ва n — манфий булмаган  
ж уфт сон. т =  2р, n =  2q д еб  фараз киламиз. Тригонометрия- 
дан маълум формулаларни ёзамиз:

sin1 х  =  j  — j  cos 2х,  cos* х  =  1  +  у  cos 2.v. (3) 

Буларнн берилган интегралга куямиз:

J sinV  х  cos1*7 jc dx  =  j*(-̂  — cos 2x)p (-j +  -  ̂cos 2x}4dx.

Даражага кутариб, кавсларни очиб, cos2jc нннг жуфт ва 
ток даражаларини уз ичига олган дадларни досил киламиз. 
Ток даражали дадлар, а) долда курсатилгандек, ннтегралла- 
нади. Даражаларнинг жуфт курсаткичларини (3) формулалар
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буйича яна пасайтирамиз. Даража кУрсаткичларини пасайти- 
ришни осон интегралланадиган j coskxdx  куринишдаги дадлар 
досил булгунча шундай давом эттирамиз.

5- м и с о л .

Jsln* х  dx =* _  | ( 1  — cos2*)* dx =  - j  j ( 1 — 2 cos 2x +  cos* 2x)dx  =  

- i . [ x - « n 2 » + } J  (1 +  cos 4x) dx  J =  |^-jc -  sin 2x +  +  C.

в) Агар иккала даража курсаткичи хам жуфт булиб, улар- 
дан камида биттаси манфий булса, юкорида баён килинган 
усул максадга олиб келмайди. Бунда \g x  =  t  (ёки ctgjc =  <) 
алмаштиришни бажариш лозим булади.

6- мисол.

tg  х  =  t деб оламиз; у лолда: х  =  arctg t, dx =  ]TjT7* ’ м а н а  б Ун и  лосил ци- 
жаиня:

J S v - 1 11+■”  i f ? 1-  + '"h" - f + Т + 'с =
tg3* tg5 х „=  +  с.

3  5
б) Энди

J  cos mx cos nx dx , fs inm xcos n x d x 9 J  sin m.rsin nx dx
кУринЯшдаги интегралларни караймиз. Булар куйидаги фор
мулалар ёрдамида дисобланадн*) (т ф п ):

cos mx cos nx =  y[cos (т +  п) х  +  cos (т — я) дг], 

sin mx sin nx =  -j [sin (т +  п) х  +  sin (m — п) х], 

sin mx srti пх =  [— cos (т +  л) х  +  cos (т — п) х\.

*) Бу формулаларни ушбу усул билан келтириб чицариш осон:
cos (m -f  я) х  =  cos /яд: cos яд: — sin mx sin ядr, 
cos (m — я) дr =  cos mjc cos яд: +  sin mx sin ядг.

Бу тенгликларни ладлаб кУшиб ва иккига булиб, юкорида келтирилган 
учга фор мул ада н биринчисини лосил киламиз. дадлаб айирнб ва иккига бу
либ, учинчи формулани лосил киламиз. Агар шунга ухшаш формулалар 
sin(m -f я) х  ва s i n ( m— п )х  функциялар учун лам Сзилса, сунгра улар 
ладлаб кУшилса, иккинчи формула лам юцоридаги каби келиб чикади.

26*
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J-

Буларни интегралга кУйнб, интеграллаймиз:

J cos mx cos пх dx  =  — j  [cos (m +  n) x  +  cos (m — n) x | dx  =
sin ( m- f  л) jt . sin(m — л)дг . „  

"" 2 (« +  я) +  +  U
Колган икки интеграл зам шунга ухшаш ^исобланади.

7- м и с о л .

J  sin 5jt sin Зх dx =  y j*  [— cos 8 jc -f cos 2x] dx =  — +  C.

13- §. Баъзи бир иррационал функцияларни 
тригонометрии алмаштиришлар ёрдамида 
интеграллаш

X боб 11- параграфда каралган

R(x,  ^ а х 1 +  bx + с) dx (1)
ЯД

интегралга кайтамиз, бу ерда а + 0 ва с — ^  *  0 (а =  О билган 

долда интеграл 10- § II кУринишга эга булади, с — ^  = 0 бул

га и да ах* +  bx -f с =  а [х +  булади ва а >  0 булса, биз

рационал функция билан иш курамиз, а < 0  булганда»^ах*+Ьх+с  
функция х  нинг деч бир кийматида аникланмаган). Бу интег
рални олдинги параграфда каралган

j/?(s inz ,  cos z)dz  (2)

куринишдаги интегралга алмаштириш методини курсатамиз. 
Илднз остидаги учдадни узгартириб ёзамиз:

ах* +  Ьх +  с =х а (дс +  +  (с — 

х +  =  t, dx= . dt фараз килиб, узгарувчини алмаштирамиз: 

у Г°х* +  Ьх +  с =  j /  at* +  [с — j.

Мумкин булган барча долларни караймиз:

1. а  >  0, с — ^  >  0 булсин, а  =  т \ с — ^  =  п* белгилаш-
ларни киритамиз. Бу долда: ^ а х г -f Ьх с =  m*t- -f  п* бу
лади.
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2 а >  0, с — <  0 булснн. Бу долда4 а

а =  т \ с - ~  =  -  п\

Демак,
ах* -+■ Ьх с =  т*7* — л*.

3. а  <  0, с — ^ > 0  булсин, у *олда а =  — ms, с — ^  =л* 
белгилашларнн киритамиз. Демак,

/  ах* +  Ьх +  с =  / я *  — т-7*.

4. а  <  0, с — ^  <  0 булсин. Бу *олда / ах* +  Ьх -+ с ифо
да х нинг барча кийматларида комплекс сонднр.

Шундай килиб, 0 )  интеграл куйидаги интеграллар тинла- 
ринннг бирига келтирнлади:

I. J R (t, V т гР +  я*) dt. (3.1)

II. j /?  (t, • / тЧ% — я*) dt. (3.2)

III. J R ( t , ] / V  -  тНг) dt.  (3.3)

(3. 1) интеграл t  =  £  tg z \

алмаштириш ёрдами бнлан (2) куринишдаги ннтегралга кел- 
тирилади. (3.2) интеграл f =  £ s e c z  алмаштириш ёрдами бн

лан (2) куринишга келтирилади. (3.3) интеграл / =  — sin* 
алмаштириш ёрдами бнлан (2) куринишга келтирилади. 

М и с о л .  Ушбу интеграл лисоблансин:

Г dx

Е ч и ш. Бу интеграл III типдаги интегралдир. х  =  a sin г алмаштиришни 
1ажарамиз, бу *олда

dx  =а a cos z dz,

Г d x _____ f  a cos z dz __ (* a cos zdz*)
J f  (a* — ** ] /(<i* ~  a* sin1*)* 3 J a3 cos3 г

• )  у  1 — sin** »  | cos ж I; биз аницлик учун фацат | c o s * | = » c o s *  *ол ус
тида тухталамиз.
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1 (* Ит 1 ^  1 Sin 2  . _  1 S in  2

: 7» | с о ? г  =  7* *ё * +  6 “  в1 cos z  +  “  в» / 1  -  »Ша г
+  С—

1 у  1 — sm* г

+ С.

14- §. Интеграллари элементар функциялар билан 
ифодаланмайдиган функциялар ^ацида

X бобнинг 1- параграфнда биз (а, Ь) интервалда узлуксиз 
булган хар кандай /(■*) функция бу интервалда бошлангич 
функцияга эга булишини, яъни F' (х)  =  f  (х) тенгликни каноат- 
лантирувчи /^(х) функция мавжуд эканини (нсботсиз) айтиб 
Утган эдик. Аммо х а р  к а н д а й  б о ш л а н г и ч  ф у н к ц и я ,  
хатто бу мавжуд булса хам, э л е м е н т а р  ф у н к ц и я л а р  
б и л а н  ч е к л и  к у р и н и ш д а  и ф о д а л а н а в е р м а й д н .

Куйидаги

\ e~*'dx. J SJT  dx> j j , 7 7

интеграллар билан ифодаланган ва бошка коптина бошлангич 
функцияларни элементар функциялар оркали ифодалаб бул
майди. ,

Бунга Ухшаш холларнинг хаммасида бошлангич функция 
чекли сондаги элементар функцияларнинг комбинациясига 
келтирилмайдиган бирор янги функциядан иборат булиши 
равшан.

Масалан, j* е—*2 dx  - f  С бошлангич функциялардан х = 0

шартда нолга айланадиганларн Лаплас функцияси дейилади 
ва Ф (х ) билан белгиланади. Шундай килиб, агар Ф (0) =  0 
булса,

Ф (x) =  ^ = ^ e- * d x  +  Cl.

Бу функция яхши Урганилган. х  нинг турли кийматлари 
учун бу функция кийматларининг мукаммал жадваллари ту- 
знлган. Бу жадвалларнинг кандай тузилишини биз XVI боб 
(II том) 21- параграфда курамиз. Интеграл остидаги у =  е~ л  
функция ва у =  Ф (х) Лаплас фуикциясининг графиги 208 ва 
Д)9- расмларда тасвирланган. Бошлангич

/ 1  -Л*81п*хЛст*-С (Л <  1)
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ФУнкциялардан х  =  0 булганда нолга айланадигани .эллип- 
тик интеграл" деб аталади ва Е (х) билан белгиланади
агар Е (0) =  о булса,

Е (х) =  j  у  1 — k* sin* х dx  -f  Сг.

x  нинг турли кийматлари учун бу функция кийматларининг 
жадвали дам тузилган.

X бобга машцлар

I. Куйидаги интегралларни лисобланг: I. Жав. ^ - + С .  2. J (х +

+  / l c ) d x .  Жав. j + l ^ C - f  +  С.З. | dx-Жав. в у П  _

_ ^ V 7  +  c . 4 . f - V I + c . 5j ( j  +  ^ J + 2) f c  

ж « » . - ^ - ^ 5 + 2 -,  +  с  *• \  {7=' * " 1 ^ +<~

7. J  j rf*. Жав. +  X  +  3 V ~*  + С .

Урнига кУйиш ус^ли^билан интеграллаш: 8. j W  </дг. Жав. — &* +  С.

С (  Sin 5JT С CO SflX  л  Ппдг
9. j cos 5xdjc. Ж у »— g77 4 - С. 10.J sin а*  </дг. Жав,— “ +  С. U .J —  dx.

Жав. y l n * *  +  C.
dx  ctg3* . „

7 Т Г § Ж а в ,-  - V -  +  C sin1 Здг 3
Г dx 

. 13. —  J  cos* 7* Ж ав.

t e ^  +  C.14. j  Жав. j  In I З л - 7  | +  C. 15. j Ж а в . - In |1 -

— x |  +  C. 16. | ' Жав. — - j  In 15 — 2л: | +  С. 17. j  lg 2 xd x . Жав.

— In | cos 2x | +  C. 18. J  ctg (5* — 7) rf-r. Жав. у  In | sin (бдс — 7) | +  0.
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... Г J l —  Жав -  ~  In I cos Зу | +  С. 20. ( ctg -  dxг. Жав. 3 In Sin -  +  
'  J  ctg Зу 3 . Г

+  С. 21. j* tg f . sec1» d f. Жав. -  tg1 ?  +  C. 22. J  (ctg  dx. Жав. 

l n | s i n ^ |  +  C -2 3 .j ( tg  45 — ctg - j  j  dS. Ж а в .-  -j- In | cos 45 | - 4  In j s i n -1  +

6ln3JC _ С 
!x  cos x  dx. Жав ——  +  С. 25. I

cos4 x
cos3 x  sin x d x . Ж а в ------- +-t- С  24.

•• C. 26. |  / д 1 +  1 дг </jc. Жав. у  / (x* + 1 р +  С. 27. J  ^ ав>

-  / 2 л 1 +  3 + ‘С. 28 .1  - 4 = - .  Жав. +  С. 29. \ —  Х ‘‘Х
1 J  V x * +  1 3 J  sin1 .г

А 'г .в .------ — +  С.30. Г **"- — ■ Жав. ,  - 1 - +  С.31. Г dx. Жав.sin х  J  cos3*  2cosa jr J  cos**

' i i i + c a  f ' f L i  жив. — ' - ^ + с . з з .  f  . . .  f  ,
2 J  sin •* 2 J  cos Xf/ tg x  — 1

. Жав.

cos x  dx. , S5 =r+ c . « .  j' ! ! £ + ! > !s^+i>+c.35. j /irarrn 

* “ ■ /rarm  + c. 36. j  ж... ттт-±5Ж7 +о.

37. I" . Жав. 2 / 1 •*- sin* х  +  С. 38. i </х  ^ зв,
J / l - f s i n 2*  J  cos* дг

j r ' ( t g * + l > * +  С. 39.

f  sin Здг dx  1 ^  Г
-.0. I : \J = = = . Жав. з г = =  +  с. 41. 1 

J  у  cos4 Здг y c o s3 -r

Г arc sin х  dx  arc sin* x  „ [ arc tg x  dx
’ ’ J /  1 - , V  * “»■ “ “ j -----+  C' J I t * * .  '

u. j' * ^ _ !ii|S i+C. ,5. fill

cos 2jc dx  w __ 1 1 , „
+  3sin2x)3- Жав- ~  12 Г2 +  3 sin i.r)*

mi£££. Жав. !£if+ c. 
л 3

л ь . . ‘- ^  +  с.

ctg x  dx

arc ctg
—  +  C. 46. \ — f -^ Ж а в . -^-In (дг* +  1) +  C. 47. i x + \

x* +  2x-t3 dx.

s r» .

«fa*, -r- In (дг* +  2jc +  3) +  C. 48. I ^  _  |n (2 sin дг +  3) +  С.
* I * Sin X -f- о Z

V Pj J17> ^ ae- In | In x  I +  C. 50. 2дг (Л* + 1)* rfx. Жав. (дг* 4- 1)*
С’.
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Жав.

dx.

х
3 s in 2 jt^ ’r "

Ы- tg4 x  dx. Жав. Ц р — IgJf +  j r + C .  52. I ----------dx
J ■ 3 J (1 +  x*) arc tgx'

in I arc tg jc |+ C . 63. J  Ж Л ± 1 п |3 1 у г + 1 |+ с . И

Ж ав. *& *+  C .5 5 . j / r - ^ r - g- . ^ e. In | arc slnorl + C. 56.

^ ав' g " ,n  |2  +  Я*1п2дг|4-С. 57. J* cos (In* ) Жав. sin (In дс) |- C.

58. J  cos (a +  bx) dx. Жав. у  sin (a +  bx) +  C. 59. j  exx dx. Жав. - j  t** +

+  C. 60. ^  dx. Жав. 3^"5 +  C. 61. j* e,ln x  cos x  dx. Жав. e*u> x + C.

68. ^ axlx  dx. Жав. - f  C. 63. J  e* dx. Жав. ae'* +  C. 64. jV*)V jr.

Жав. ~ e ^ + C .  65. 1 V t*  dx. Жав. . -3~ -  ■ + C. 66. I dx. Жав.
4 J  In 3 + 1  J

“  i *"**+ c -ет* f (е6* +  abX) dx-Жав- T  +  1 7 7 +  c  )  68 ]  «x,+4jr+3x

Х (дс+2) dx. Жав. ±  S + ^ + C .  69. j  ,/дг. Жав. - 2 * + C .

Г 6х d x  1 Г £~* d x  1
т е , \ з й ? ‘ ' ■ » + * ' ) + * " • ]  T + & -  * « - т ,в(2 +

+  e " )  +  C. 72. j  т ^ ? . Жав. ^  arc tg < / T  дс) +  С. 73. j  ^ = = f .

Ж ««. ^  arc sin < / l r )  +  C. 74. j* — / f  * f « .  j  arc sin %  +  C.

T . Жав. arc sin у  +  C. 76. J  Ж ав. у  arc tg f + C .

2 -f Зл- 
2 - 3 *” • jsTTI -*"• I ,rc'« ?  + c-re- j c b  -*“ • fa

f  dx  ____ f  rf* 1
W- J T i i T r j  Жав■ln I *  +  / - ^ П Г I +  C. 80. Ж -a. у  In | bx +

+  / b-x* — a-1 +C. 81.  ̂ -7= j = = ^ .  Жав. — In | ax +  ^  bl +  а*дс* 1+  С.
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82.

X in

Г dx
J a'x'-J
I x 3 -f- / " 5 

jc3 —  \ /Г~5

1 \a x  — c
. . Ж ав . —  in ----- —•* 2or ал: +  с +  C. 83.

Г
J  5-дв'

Жав. +С. 86.

+  С. 84. Г * *** . Ж ав. arc sin дг* -f С. 85. I - -  dX ■.
2 J  дг* +  a*

С 6х dx  f  ^
1 . Жав. arc sin r* +  C. 87. I -■ —J  / 1  J  / 3Г 57* •

1 « / "  5 _ ^  f  cos x d x  1 / s in .r\
Жав. ^  arc sin j /  -  *  +  C. 88. \  - +  Ж ав. j  arc .g( —  | +

+ C  «■ j v i - t n *
Ж ав. arc sin (In jc)  - f  С

, f are cos ж
J  / Г = г ?

дг — X
dх.Ж ав.

1 , v* r\------ 1 ~ Гдг — arctg jc 1
-  — (arc cos x) +  у  1 -  дс* +  C. 91. I — — - —  dx. Жав. — In (1 +  x 'y -

— J  (arc tg дг)* +  C. 92. J  —  ^  -П-'Г dx. Жав. / ( 1  +  lnjc)3 + C.

m- J dx ж “ \ •'<* +  ►'->■+?• * •  ) s T 7 7 W t -

Жав. 4 / 1 + /  jc -f С. 95.
J l + * «

с* dx Г cos X  dx
. Ж ав. areig e* - f  C. 96. I 3 ;

Жал. 3 / s i n  дг +  C. 97. j  /  1 + 3  cos* jc sin 2x dx. Жав. — (1 -f 3cosajc)3-f

1 p  «л f  sin 2дг dx  f*cos3 jc
+  C‘ *  J TT + c o s ^ -  Ждв‘ ~  2 +  & » .  j  —  

Л<М* ^ 7 - Ж +С- 10°* ^ - т ^ + а

l01, Жа*-7?  arc,g( j / l  ‘8 ^  + c-
г ^+д г rfjr
J  « *  +  *х +  г dx К*Р"1,ИШ«™ интеграллар, 102. | ^ + 2 х + ъ -

J SnrST* ^  „« >g +о.
10 4 .

I -  ix ж«.tL  1.12Ц-3- / 1
дг* -г  Здг +  I 12дг +  3 + /  5

Ж ав' 4 | i ~ Г] | +  С- ,06* 1 2 z * - 2 x + \ ‘ Ж ав ' агС ‘К (2* -  1) +  С.
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107• j a , - - 2 , + 2- * ' " v 4 1" ,g:7 T '  +  c- *"• | ' w - u * r

ж«. i . i a ^ - 7 , ,+щ +с. m. j  Жт.1 ы ь ^ а д  _

11 1 0 * - 3  . „ г  3JC-1 .4
5 / 3 T a r C , g / 3 T  + С - ,0- J ^ 3 7 T T ах- Ж а , - \ П( * - х + Х ) +

+ ̂ h ilQtS^ T +C- Ul- J o ? + t- l  dX- Жа9'Т  ln(3*-l) +
+  — 1п(2дг +  1) +  С. 112. Г — ------ —̂— dx. Жав. — \п (Ъхг — х + 2)—

I  J  эх* — х  +  2 5
8 Юлг —  1 Г 6JT4 —  5jc3-f-4jr*

-5 7 5 5 г,с,8 7 зГ+с- "3- j * " ■ * - , +  ■ 

+7 "чг«, - '+ 1  1+27т“,,«7Т+с- П4-|2с<».л+„»'со,«.1̂ -
2 2 t g j c + l  _

Ж ав. ^F=  arc tg -  V y — +C.

j y e X ^ + c  : </дг куринишдаги интеграллар:

Г dx  _  1 8 jt -f-3 _ P ^
* “ • Ta,c!,“7 i r +C' ne- J 7ттг+?-

1 I p  f/S*
Ж ав. In \ x +  -  +  / * *  +  jc +  1 +  C. 117. y —  Жав. l n | S  +

+  a + / 2 a S  +  6*| +  C. 118. j  д = ^ = = = у .  Жав. ~  arc * l n y =  +  C.

1,9. f  . ** , V . Жав. 4 н п  | бдг +  5 + /1 2 х ( 3 * + 5 ) | +  C.
J  у  x{3 x+  5) / 3

P 2* +  3 л С </*
,2<l- J * " • , ,c>'n T f f  + c  l21-

Ж „ . Л ? 1. | , 0 , - 1  +  / Щ $ ^ Г ^ Г П | + С .  122.

Mae. 2 /й * * + Т Г + Г +  C. 123. I U  + 31 rfr . Жчл. у / 4дг* ~ 4л T J+
J  /  4jc* +  4jc +3 4

5  , — s---------------x- Г ( x — 3)dx
+  7 l « | 2 * + l  +  / G T T T T + T l  + C. 124. ] ^ + № . _ ц >



4 l 2 ___________________X БОБГА М А Ш М А Р

* __________  Г (jc +  3)</jc
Ж ав. -  1 / 3  +  в6х-11х*4-С . 125. j ^ = = = .  Ж ав.

1 __________  7 2jc-1 л Г 3x4-5
— j / 3  +  4x -  4дг« +  j  «гс sin—  +  С. 126. J "■

Ж а в .  y / 2 j r * - j c  +  j ^ = - l n ( 4 j r  - 1 +  / 8 ( 2 jc* -  jc) )  Ц - С .

II. Булаклаб интеграллаш: 127. J  x t* dx. Жав. е * { х - 1 ) + С .  

128.  ̂х  In х  dx. Жав. ■j дг* ^ln х  — | )  +  С. 129. J  х  sin х  dx. Жав. sin х—

— x c o s x  +  C. 130. ^ Inxr fx .  Жав. x ( l n x  — 1) +  С. 131. Jarc sin х dx. Жав. 

х  arc sin х  + / 1  — х* +  С. 132. | In (1 — x)dx. Жав,—x —(1— x) In (1— x)-f-C.

133. \ x " \ nxdx .  Жй* ^ln дг — -f C. 134. j  jcarc tg jt </дг.Жв«.

1 (* 1
— [(x* +  l )arc tg X — x] +C. 138. | x  arc sin x dx. Жав. у  [(2x*— 1 )arc sin х  -|-

+  х /Т + " х *  | +  С. 136. J  In (х*-Н) dx. Жав. х  In (х’ + l ) —2х+2 arc tg дг +  С. 

137. j  ire tg /  х  dx. Жав. ( x + l)  arc t g / j T -  / ~x f  C. 138. j  —  *dx. 

Жав. 2 / 1  arc sin / 7  +  2 /  1 -  x  + C. 139. J  arc sin dx-

Жач.хятеНа'у  / ^  +  arc t g / ж  +  C. 140. j x  cos* x  dx. Жав ^

+  -  x  sin 2x + j c o s  2x+C. 141. j ^  dx. Жав. x -  / Г ^ Г ?  arc sin л: + С.

149 Г - агс х . ^  х 1 1 arc tg Xi / I  ы  dx. Жав. ————— .1. — jr^ in х — — ----------  _1_ q
J ( * *  +  l)* 4(1+х*) 4 » 2 1 )* *

i43. J x  arc tg / г *  -  1 dx. Жав. ~ х*  arc t g - f  С.

lxi Гаге sin х 11 — S Y — j?! 1
\ Л*- Жав. In ■ I — — arc sin x  -f C.J * I JC I JC

! « .  J  In (X +  / Г Т Т * )  dx. Жав. x  In | x  + / Г П ? |  _  / f + P .  4- C.
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146. J
х  dx  arc sin х  1

arc sin x , »м. Ж а л,-7 ====: - f r -  In
V o V i ~

1 -  Л-
1 +

+  c.

Куйидаги масалаларга тригонометрик алмаштириш татбнк эти.лсин:
— х-

dx. Жав. —
V а* -X -

,  arc s i n -  -f  С. 148.
Cl

1
Ц*Кй« 2 arc sin J - j  *V * — •**+ x*Y4 — x* +  C. 149.

+  X*
Ж ал.  — ---------- +  C. 150. Г / 2 Е ? Л Ж

J dx
дг^/ГТТ*-

/ . ----------------------  iiЖав V  x1—a* a arccos— f C. r x

+ C.

Рационал касрларни интеграллаш:

x  dx

152. f—J и —
2x — 1

!)(* — 2) //дг.

In | —---- --- | -f c. 153. *

154.

155.

x - \
»д6 +  Л4_8

Л*+Ж*+3)(*4-5)' 8 П k  5|ь |лг-г !|

4*
dx .

f e f
дг4 </*

x* х а (дг — 2)%
Жав. ~  +  -  4- 4дг 4- In

t . u - l |  , 16
(дг +  2)3

+  С.

_ Т). Ж вв. ^ - 2ж + ? 1п и + 1 р Т  з+  -  In |дг +  2| +  С.

* “• , - з т + | й  |+ с - " ■  " •

А  + * ‘£^ + *  - * -  +
г2 Г х2 dx

» 1 п  Г ~ т ^  +  С- |59‘ J

я

+  In

161.

162.

uh.

164.

(X fl )*

( Ш ) ' + с -

(дг +2)* (дг +  4)*
dx___ #

4-1)
Г </-

Ш  J  Х( Х2

dx. Жав. 

Жав. -  

Жав. In

2<*+ I)1
5х 4- 12 

х* -f 6* 4- 8 
х I

/ X2 1 f  с.

f
2х2 — Зх — 3 2*4-5)2 1 дг — 1 

— i i ----- ------------- dx. Жав. In -- -------—  +  -  arc tg —  С.
(дг — 1) (дг —2дг+5) И - 1 |  2 2

х* + 4 3 х  3 , хF = = 5 +  ? . , c t ! ? - 7 I . . c 1 ! 7 ? + CI —^----- ---- </*. Жаб. In
J  *44бдг, *г8

dx
х* 4. Г

Здг — 7

1 U 4  1)1
б ,п

. Жлб. 1п ^ + 1 #ге18|  +  С .1в«. Г &  
J * 3 f  **4-4* 4- 4 (•» +  !)• 2 2 J ^ + l

2*  — 1 
■ arc t£ 4- С

k
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Жа1- 7 ? ln ** -  х / 4 +  г + / T a r c  t gf ^ + a  т - j ^ r z i
dx .

i /*дгЗ -L  jc — 1
Жав. у  [дг* +  In (дг* — 1)] -f С. 167. J  - а ^ ^  ■ </дг Жав

2 - х

1 *
+  !„(**+2) -

Здг1 — 1
57 Т * " ,!у % + с -

168.

4 (дг- +  2) 

(4jc* -  8jc) //дг

-4-

Жав. (дг-1)(дсЧ1) 
* - 1  . __Ю

Ж ал. In | -------х

(у  — 1 )*
+  ,П — Г +  агс *8 х +  С- |69‘х 1 -f 1

i )*(** +  и1-
dx

2х — 12л: — I
3 / Т  аГС tg / Т  3 ( * * - * + 1)

Иррационал функцияларни интеграллаш;

+  С. 

170.

JT) ( jc2— дг- f  I)1

Жав. 4- (4/ ^  -  In С /** +  0 1  +  С. 171- dx. Жав. 1  */х* -
3 J  6 \ П  27

1 1г/ ^ + с .
13

[ _ V j ± L172. 1 - Л dx. Жав. -  J L  +  +
J 6/ ^  +  y ^  У *

+  2 In х  — 24 In ( У  х  4* 1) +  С. 173. J , _  2з+ - 7 </Л.

Ж а в . Т ^ * * 5 — т  +  4 х  — 6 /  дг +  6 /  дс — 9 In ( /  дг +  1) -f- 
5 I

+  у  In (►/ *  +  1) +  3 arctg / ~ х  +  С.

Жав. In
1/1  _  JT + / 1  + .
УI — х — /Г+"Зс 

Жав. 2 Ate tg J ^ /

/ Г Г 1 ?
+  С.

I - - Г  
\ + х + In

/ 1  + х -  / f ^ 7  
/ Г н м  +  / Г = Х

» j / ш -
Г f  1 — х  dx

J  V  1 + *  х '

. ‘ с У х  +
■ J  7/ ^ * * - У ^ *

Ж « .  14 № ~ * -\ 7/ 7 + | У ^ -  j ^ ? + { ‘̂ J + C .  177. [  j / j T *  

Ж<и. /З л *  -  7* - 6  +  , j ^ =  In -g- +  j / "  x * - - j j c - 2 j  + С .

\ R(*, ax?+ bx+c ) dx  куринишдаги интеграллар: 178. I — ,■ * ■ -- ~ ■
J  J  лг1—jt+3

f  </jc
1Ж

Жав. - t=  In 
V з

J jc*—дг+З — V  3 1
X + 2 / T
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Жв' - ~ 7 Т  1"

Жав. — arc sin — т=
2 j f / T

У ‘2 + х -х *  +  - / Т  1 
2

дг — 2

4- С. 180. j dx
х  /  х* +  Ах — 4 *

О. ж  2 jt +

+  , „ u  +  1 +  / ^ l + c  182. +

l- j / 2 - r  — Ж<м. | (x -  1) / 2 a  — Jf* +  ere sin (jt — 1» +  C.

181.

183.

,84# j  ^ а5- 7  +  “f  / • * * -  1 -  \ |n I x  +  / * j—1 1 +  с

185. I </дг
(1  + X ) / 1  +JC +  X*

Жав. In +  / 1  +  x  + x i
2 +  x +  / 1  +  -r +  х г

+  c.

186. I ------- — j= = = g ^ d x . Жав. -  L. 4-C. 187. Г Ц ? р Е ^ Щ л г .
J  (2jt 4- x 3)yr2x +  x* y ^ ix  4- дг'-* J  д :/  1 4- x  4-л2

Ж ав. In </дг.*

^ ae- -  , 7 ' t ' T v  +  in 1 д: +  2 +  /Р ч 1̂  i +  c.JT 4- V x* 4- 4x

Тригонометрии функцияларни интеграллаш: 189. ^$1п3 дг//дг.

1 С 2Жаб. х  cos8 л — cos х  4 - С. 190. \ $ 1пь дг*/дг. Жаб. — cos дг 4- "Т cos3 х  —
3 J  «3

• -  С°^ ■- 4- С. 191. Г cos4 х  s in3 х  dx. Жав. — 4* cos5 *  4- "Г cosT *  4  С. 
5 J  5 7

192. f i2 L *  ^ ae# cosec дг — -I- cosec3 дг 4-С . 193. fcos1 х  dx.
J  sin4 дг 3 J

х  1 . . .  3 sin 2дг sin 4jt 
s in 4 x  dx. Жав. — x  —— -—  4- ~ 4- C.

• 5z8 ~  4 

s in3 2л:
+  C.

Жав. ~  4" sin 2дг 4" С. 194. J* 1

Г I / r  . j  о sln3 2x  3 \195. lcos«x</x. Жав. — (5дг 4 - 4s l n2x  — — - — 4- — sin 4дг1

196. |  s in 4 x c o s 4 x  dx. W a e .- ^ ^ b x  — sin 4дг 4 - 4- C. 197. j  t g3 x  dx. 

Жав. 4- In I cos x  I 4- C. 198. j c t g 6 x d x . Жав. — ~  c tg 4 x  4- y c tg * j r +

4 - In I sin дг 14- 1 ^ .  J c t g  * xdx .  Ж ав.— -  In | sin  дг | 4 - f t
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200. (sec* х  dx. Жав. ~ ^ — + t g J х  + tg  дс+С. 201. J  tg ‘ дг сес* л dx.

Жт. a l i  +  ! £ i  +  с. 202. ж « .  .г  - + 1  !«• Х+С. m  л .

f s i n 3 * * /*  * 3  “5 “ 1
1 --------------- . Ж а в .— cos  j t + 3 ( c o s  дг) - f  С.

5
Жав. С — cosec jc. 204. l 3-

J  у  cos4 ДГ
p sin 4* sin 2* _ f

205. \ sin x  sin Здг dx. Жав. — — —  - f  — —  +  C. 206. \ cos 4дт cos I x  dx.

sin 11* +  s m 3 £  +  c  207. |  с us 2x  sin i x  dx. Ж а в ,-Жав
cos бдг сое 2x

4“ (*•
С 1 3 cosjc l  г

208. j sin j x  cos— x  dx. Ж ав. — ——  -f  cos j x  -f C. 209. I — dx
5 sin x'

Жав. — In 
«5

- 2
x  , 2 t g ^ - l

(*sln jt dx

+  C. 210.

2

5J b Z '  Жа*-7 " с ‘8 | 21« | | + С .

211. , , . Жав.J l + s i " *  , +  | g x

I

+ '  + c 2 ,1  firs?; f +c-

21a J;
sin 2x

cos4*  -f- sin4*
dx. Ж ав. arc tg (2 sin1 *  — 1) +  C. 214.

Ji
dx

(1 +  cos *)*’

Жав. j  .« j  +  j  «g> i  +  c. 215. j  Mn- ~ tgljt. Ж а в .-  \  [ clg * +

4  —=  arctg ( t I ) ] + c- 2,«- j rfjt- Ж а* -/ T  ( ^ f ) -

v

4



АНИЦ ИНТЕГРАЛ

1 - §. Масаланинг цуйилиши. Цуйи ва юцори 
интеграл йигиндилар

А н и к  и н т е г р а л  математик анализнинг асоснй тушунча- 
ларидан бири булиб, математика, физика, механика ва бошка 
фанларда текширишнинг энг кучли куроли ^нсобланади. Эгри 
чизиклар б и ^ н  чегараланган юзларни, эгрн чизик ёйлари 
узунликларини, ^ажмларни, ишларни, тезликларнн, йулларни, 
инерция моментларини ва ^оказоларни ^исоблаш ишларининг 
*аммаси аник интегрални ^исоблашга келтирилади.

X I  Б О Б

Ф  х, хг хпч ХП'Ь х

216- раем.

О zc-a х, хг х, Хп-Ь I

211- расмГ

\а,Ь\ кесмада у  =  / ( у )  у з л у к с и з  функция берилган б у л 
син (210 ва 211- расмлар). Унинг бу кесмадаги энг кичик ва 
энг катта кийматларнни т ва М билан белгилаймнз. [а, Ь\ кес- 
мани

О JTq, Х \% Xf, *«« f » Хп =  b

нукталар б«лан п та киемга ажратамиз, бунда

*о <  * 1  <  *1 <  . . .  <  

деб *исоблаймиз ва

A j  Xq —  Д а * ! ,  Х% X j  . . .  * Хп Хп—i Ахп

27 Н. С. Пискунов
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деб фараз киламиз. Сунгра / ( J t )  функциянинг энг катта ва энг 
кичик кийматларини

[л0, л,] кесмада тх ва Af, билан,
[дг,, х 2\ кесмада т2 ва М2 билан,

кесмада тп ва Мп билан

белгилаймиз. Энди
• П

_s„ =  /и,Лх, - f  т2Ьх2 +  . . .  +  тпЬхп = 2 /пДх,, V  ( 1) 

~sn =  Мх\ х х +  М2Ад:2 +  . . . +  М„Ахя -  Ц  Mfix, \ J  (2)
/=1

йигиндиларни тузамиз. s„ цуйи интеграл йигинди деб, sn эса 
юцори интеграл йигинди деб аталади.

А г а р / ( л с ) > 0  булса, у холда куйи интеграл йигнндининг 
сон киймати .ички чизилган зинасимон“ шаклнинг

AC0NXCXN 2. . .Ся_ ,  N nBA  си
ниц чизик билан чегараланган 
юзига тенг булиб, юкори интеграл 
йнгиндннинг сон киймати эса, 
„ташки чизилган зинаенмон* 

A K 0CxK v  . .Сп_ хКп- хСпВ А  
шаклнинг синик чизик билан че
гараланган юзига тенг.

Юкори ва куйи интеграл йи- 
гнндиларнннг баъзи хоссаларини 
курсатиб утамиз.

а) Хар кандай / ( / =  1, 2, . .  , п) 
учун nt, <  Л1, булгани сабабли, 
( 1) ва (2) формулага мувофик

I
( / ( х )  =  const булган холдагина тенглик белгиси булади).
б) / я , > / л ,  т2 > т ,  . . . , тп > т  булгани учун (бундА 

т f ( x )  функциянинг [а, Ь\ кесмадаги энг кичик киймати),
s„ =  тхЬхх +  т2Ьх2 +  . . . +  /п„Дх„ >  m bxx +  т \ х 2 +  . . .  +

+  т&хя =  т {&хх +  Ах2 +  . . .  +  Адсл) =  т(Ь — а). 
Шундай килиб,

£ „ > т ( Ь -  а).  (4 )
в) Мх <  М, М2 <  Af, . . .  Мя <  М
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булгани сабабли (М  бунда /• (* )  функциянинг (а, Ь\ кесма
даги энг катта киймати),

7„ =  М,Дл, +  М,Ахг +  . . . +  А1Я&ХП <  MAxt +  М Ц  +  . . .
. . .  4 - Л1Ахп =  М  (Axj +  Ддг, +  . . . +  Ддс„) =  М (Ь — а).

Шундай килиб,
1 „ ^ М ( Ь - а ) .  (5)

Хосил кнлинган тенгснзлнкларни биргаликда ёзамиз:

т(Ь — а ) <  5я < 7 я <  М(Ь — а).  (6)

Агар у (дс) > 0  булса, бу тенгсизлнклар содда геометрик 
маънога эга (212- раем), чунки т(Ь — а ) ва М (Ь — а)  купайт- 
маларнинг сон кийматлари мос тартибда „ички чизилган* 
ALiLzB тугри туртбурчак юзига ва , ташки чизилган* A LjL fi  
тугри туртбурчак юзига тенг.

2- §. Аник интеграл. Аниц интегралнинг 
мавжудлиги хацида теорема

Утган параграфдаги масалани текширишни давом эпирамиз. 
Энди

К ,  - î 1« [*1. Д̂ г]» • • • » \х п—1» ХЛ
кесмаларнинг дар бирида биттадан нукта оламиз. Бу нукталар- 
ни St, ?2, . . .  , £„ билан белгилаймиз (213- раем),

*0 <  *1 <  * 1. *1 <  Ъ <  Х2............ Хп-1 <  <  *„•

Бу нукталарнннг *ар бирида функциянинг / 0 0 ,  / ( с , ) ,  . . .  , 
/ (? „ )  кийматларини дисоблаймиз.

s„ =  / (S  i) Д х ! + / ( 6,)ДЛ1 + +  /<*■> A * . - j S /«■>**, ( 1)

йигиндинн тузамиз. Бу йи
гинди [а,Ь\  кесмада / ( х ) 
функциянинг интеграл 
йигиндиси деб аталади. 
[дс,_ь  jcJ кесмага тегишли 
булган дар кандай S, учун

М,
ва барча Ддс, >  0 булганда 
т, Ддс, ^  f  (?,) Ддс, ^  MtAxlt

27*

Ч
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демак.
п п п

2  /я, Дх, <  2  /  (&() < 2 . М 1 Дх„ «-=1 (=1 (—1

(км

«г.-

булганда (2) тенгсизлнклар геометрик томондан юзи 
s„ га тенг булган шакл „ички чизилган* ва „ташки чизилган" 
синик чизик орасида ётувчи синик чизик билан чегараланган 
деган маънони билдиради.

s„ йипждининг киймати [о, Ь\ кесмани |х ,_ ь дс,] кесмачалар- 
га ажратиш усулига *амда *осил килинган кесмачалар ичида 
5, нукталарни танлаб олишга боглик.

Энди шах |х ,_ ь х (1 билан [Xo.Xj), [ х „ х 2], . . .  , U e_ b х„] 
кесмачалар ичидан энг узуиини белгилаймнз. [а,Л] кесма- 
ни |х (_ , , х ,1 кесмачаларга ажратишдаги турли усуллардаи 
шах |х ,_ , .  х,] нолга интиладиган долина караймиз. Бу золда 
(жратиладиган кесмачаларнинг сони л чексизликка интилиши 
равшан. Хар бир ажратиш учун I, нинг мос кийматини танлаб

интеграл йигиндини тузиш мумкин.
п -* оо да булакчаларга ажратишнинг шах Д х(-* О булрдиган 

бирор кетма-кетлигини караймиз. Хар бир б^лакчада 5, кийматин 
танлаб оламиз. s* интеграл йигиндиларнинг бу кетма-кетлиги*) 
бирор лимитга интиладн деб фараз киламиз, яъни

Энди ушбу таърифни беришимиз мумкин:
1- т а ъ р и ф .  Агар [а, Ь\ кесма шах Дх, -*■ 0 шартни каиоат-

лантирадиган *ар кандай булакчаларга ажратилганда ва [ дс4_1э x j
кесмада S, нуктани истаганча танлаб олганда

олиб,
П

(3)

п

*„ =  2 /(««)
Isz 1

(б)

*) Бу лолда нигннди тартибланган узгарувчи микдор дан иборат.



АНИК ИНТЕГРАЛ? 421

интеграл йнгинди биргина s лимитга интилса, у холда бу лимит 
(а, Ь\ кесмада /  (дс) функциянинг аниц интеграла деб аталади 
ва

ь
j f ( x ) d x
а

билан белгиланади.
Шундай килиб таьрифга кура

ш.!Йг о 2  /  (*,) ^  =  J /  (*) dx. (6 )

а сон интегралнинг цуйи чегараси, b сон интегралнннг гово
ри чегараси дейилади. [а, Ь\ кесма интеграллаш кесмаси, х  
эса интеграллаш узгарувчиси дейилади.

2- т а ъ р и ф .  А гар/(дс) функция учун (6) лимит мавжуд 
булса, у холда функция [а, Ь\ кесмада интегралланувчифунк
ция дейилади.

Куйи интеграл йнгинди s„ ва юкори интеграл йишнди sn
(5) интеграл йипшдинннг хусусий холларидан нборат эканлн
гини курамиз, шунинг учун агар /(дс) интегралланувчи функ
ция булса, у холда куйи ва юкори интеграл йигинднлар бир 
хил s лимитга ннтилади ва шунинг учун (6) тенглнкка асосан 
куйидагиларни ёза оламиз:

Ч® „ 2  miAxl =  \ f ( x )d x ,  (7)шах Дх -*0 “ j 1 1 J 
1 а

<7'>1 а

Агар интеграл остидаги y = f ( x )  функциянинг графнгини 
чизсак, / ( * ) >  0 булган холда

ь
j  f  (х) dx

интегралнинг сон киймати курсатилган эгри чизик, дс =  а  ва 
х — b тугри чизиклар хамда Ох ук билан чегараланган эгри 
чизицли трапеция юзига тенг булади (214- раем).

Шунинг учун, агар у = / ( д с )  эгри чизик, х  =  а ва х  =  b 
тугри чи?иклар хамда Ох ук билан чегараланган эгри чизик-
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ли трапеция юзинм зцксфлаш талаб цилинса, у *олда бу юз Q 
ушбу интеграл

ёрдамида *исобланади.
Куйидаги му*им теоремани исбот киламиз.
1 - т е о р е м а .  Агар / (х) функция \а,Ь\ кесмада узлуксиз 

бума, у холда бу функция шу кесмада интеграллануечидир.
И с б о т .  \а,Ь\ кесманн яна [х0,х , | ,  | х , , х 2| .........[дс,-,,*,],

. | j c„ _ , , j c J  кесмачаларга ажратамиз. Куйи ва юкори ин-

пшларини орттириш йули билан кесмачалар сонини орт- 
тирсак, куйи интеграл йигинди факат усиши, юкори ин
теграл йигинди эса факат камайиши мумкин.

И с б о т .  [а,Ь ] кесма янги нукталар орттириш йули билан 
п' кесмачаларга ажратнлган булснн (л' >  л). Агар бирор 

л-4| кесмача бир неча кесмачаларга, масалан, p k кесма
чаларга ажратнлган б^лса, у *олда янги куйи sn. интеграл 
нигиндида кесмачага р к кушилувчилар тугри келади,
буни биз в’^билач белгилаймнз. sn йигиндида бу кесмага битта
тк (хк — кушилувчи тугри келади. Лекин йигинди
*амда тк (л* — хк-  j) микдор учун 1- § даги (4) т е н г с и з л и к к а  
ухшаш тенгсизлик уринли. Биз бундай ёзишимиз мумкин. .

(8)
о

теграл йигиндиларни тузамиз:

Бундан кейинги ишлар учун юкори 
ва куйи интеграл йигиндиларнинг баъ
зи бир хоссаларнни аниклаб утамиз.

/ = 1

If

п

(Ю)

(9)

214- раем. 1 - х о с с а .  а , Ь\ кесмани булакча
ларга ажратишда янги булиниш нук-

i r*  >  тк (хк -  дг»_,).
Хар бир кесма учун мос тенгсизликни ёзиб ?{амда чап ва ^нг 
томонларни кушиб

S „ ^ 5 K ( Л ' > Л)  С11)(П)

тенгсизликни ^осил киламиз. 1- хосса исботланди.
2- х о с с а .  Куйи интеграл йигинди (9) ва юкорч инте

грал йигинди (10) янги булиниш нукталар ортт ириш  йу *а
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билан кесмачалар сони чексиз орттирилганда цандийдир s 
ва s лимитларга интилоди.

И с б о т .  1- § даги (6) тенгснзликка асосланиб ушбуни ёзи
шимиз мумкин:

s„ < A f  (£ — а),
яъни п дар кандай булганда дам sn чегараланган. 1- хоссага 
асосан п усиб борганда s„ мо'нотон усиб боради. Деыак, лимит
лар хакидагн 7- теоремага (II боб, 5- § га к.) асосан бу узга
рувчи микдор лимитга эга; уни_5 билан белгилаймиз:

lim s ,  =  £. ( 12)

s„ нинг куйндан чегараланганлиги ва монотон камайиши 
шунга ухшаш аникланади. Демак, s„ лимитга эга, уни биз s 
билан белгилаймиз:

lim 1 =  s.П-+ЭО
3 -  х о с с а .  Агар / ( х) функция ёпиц \а,Ь\ кесмада узлук

сиз б^лса, у холда 2- хоссада аникланган s ва s лимитлар 
max Ajc, -+■ 0 шартида бир-бирига тенг.

Бу умумий лимитни 5 билан белгилаймиз:
s =  s =  s. (13)

И с б о т .  Юкори ва куйи интеграл йигиндилар айирмасинн 
Караймиз:

s„ ~ Jn  = (A»i -  +  (Aft -  mt) Axt +  . . .  +
П

+  (А/, - m , ) A x , - f  . . .  +  (Л1, -  m„) Ax„ =  2(Л1, -  m() Ax,. (14)

Бу б^лакларга ажратишдаги (/И, — т )  айирмаларнинг энг 
каттасини ея билан белгилаймиз:

гп =  шах (Af, — т,)
Агар /  (jc) ёпик [а, Ь\ кесмада узлуксиз булса, у долда \а,Ь] 
кесмани дар кандай усул билан булакларга ажратганимизда 
факат max Ах, -*■ 0 булса, «„->0, яъни

=  0 ( is)
б^лишини исботлаш мумкин (бунинг устнда тухталмаймиз). 
Ёпик ннтервалда узлуксиз функциянинг (15) тенглик билан 
ифодаланган хоссаси функциянинг текис узлуксизлиги дейн
лади.
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Шундай килиб, биз ушбу теоремадан фойдаланамиз: ёпиц 
кесмада узлуксиз булган функция шу кесмада текис узлук- 
сиздир.

Энди (14) тенгликка кайтамиз. Унг томондаги хар бир 
(Mi — mt) айирмани ундан кичик булмаган еп микдор билап 
алмаштирамиз. Ушбу тенгсизликни хосил киламиз:

s„ — i „  <  е„ Ajq +  «„ Ах, +  . . .  + t nAx„ =
=  en (^-vi +  -̂*2 +  . . . +  Axn) =  e„ (b — a).

шах Ax, -* 0 (n-+ «ж) да лимитга утиб, куйидагини хосил кила
миз:

lim (s„—£n) <  Hm e„ (b — a) =
max AXj -»0

— (b — a) lim e„ =  0,

max i x.  -»0 max -»0

maxi.r̂ -̂ C * (16)

ЯЪНИ

lim sn =  llm s„ =  s (17)
ёки s =  s =  s, исбот ана шу.

4- х о с с а .  sn, ва sn, лар \а, b\ кесманинг мос тартибда 
«, ва пг кесмачаларга булинишига мос куйи ва юкори инте
грал йигиндилар булсин. У холда пх ва п% нинг хар кандай 
Кийматларида ушбу тенгсизлик $ринли:

in, ^  sn, • (18)
И с б о т .  [а, Ь] кесмани я, =  пх +  л2 кесмачаларга аж рати ш- 

ни карайлик, бундай ажратишда булиниш нукталари биринчи 
ва иккинчи булиниш нукталарининг узлари булади.

1- § даги (3) тенгсизликка асосан:
£ n t^ s n,. (19)

1- хоссага асосан:
Sn, Sn,. (20)
Sn , < ~ S n , * (21)

тенгсизликлар хосил булади.
(20) ва (21) муносабатлардан фойдаланиб, (19) тенгсизлик- 

ни кенгайтириш мумкин:
Sn, < S „ ,  Sn, ^  S n,

ёки
£п, Sn,.

Шуни исбот килиш керак эдн.
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5 -  х о с с а .  Агар f  (х) функция [ а ,Ь\ кесмада узлуксиз 
булса, у холда | а,Ь\ кесмани [х ,_ г, х,) кесмачаларга ажра- 
тишнинг хар кандай кетна-кетлигини янги булиниш нук
талари орттириш. йули билан тузиш шарт эмас, агар 
факат т а х Д х ;-* 0  булса, куйи интеграл йигинди s*nea юко
ри интеграл йигинди s'm (3- хоссада аникланган) s лимит
га интилади.

И с б о т .  2- хоссада аникланган юкори интеграл йигинди s„ 
кетма-кетлигининг кетма-кет булинишларини караймиз. п ва 
т нинг *ар кандай кийматларида ((18) тенгсизликка асосан) 
бундай ёза оламиз:

£т S„.

л->-оода лимитга утиб, (15) га асосан куйндагини ёза ола- 
ыиз:

Шунга ухшаш усул бнлан s <  эканинн исбот киламиз. 
Шундай килиб,

1 т S S  т

ёки
s — 0, y „ - s >  0. (22)

Айирманинг лимитики караймиз:

l i m „ ( S m - i * ) .
mix ьх( -»0

f ( x )  функция [a,b\ кесмада узлуксиз булгани учун ( 3 - хос- 
сани исбот килганимизга ухшаш ушбуни исбот киламиз ((16) 
тенгликка каранг):

lim (Тп — fm) =  0.
max bxt -*0

Кейингн муносабатни куйидагича ёзамиз:

, й и  К'£ - * >  +  < * - - & ) !  =  0.mux t x {-

(22) га асосан квадрат кавсдаги айнрмаларнинг jjap бири 
манфий эмас. Демак,

( й - * )  =  о. is - i " l  = o.
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Натижада ушбуни досил киламиз:
lim Sni =  s, Hm =  /23)

mat 1j>(  -» 0  _  шах —0

Шуни исбот килиш керак эди.
Энди юкорпдаги теоремани исботлаш ва ифодалаш мумкин. 

Фараз килайлик, f ( x )  функция [а,Ь] кесмада узлуксиз булсин.
П

Интеграл йигиндилар s„ =  2/в ,) Ах, нинг ихтиёрий кетма-
1—1

кетлигини караймиз. Бу кетма-кетликда max Ьх, -+ 0 булсин,
5, эса (а .^1 кесманинг ихтиёрий нуктаси.

Булинишларнинг шу кетма-кетлиги учун юкори ва куйи 
s„ ва s„ интеграл йигиндиларнинг мос кетма-кетлигини карай
миз. Хар бир булиниш учун (2) муносабатлар уринли булади:

£ „ < « „ <  V
шах Ах, -*■ 0 да лимитга утиб ва (23) тенгликлардан дамда

II боб 5- § даги 4- теоремадан фойдаланиб, ушбуни досил 
Киламиз:

Nm s =  s,тиДх -̂*0 п

бунда s — учинчи хоссада аникланган лимит. о
Бу лимит, юкорида айтилганидек, аник интеграл J f ( x ) d x

а
деб айтилади. Шундай килиб, агар / ( * )  функция [ а ,Ь\ кесма
да узлуксиз булса, у долда

п а
“ и, =  (24)lim

max A.r,-*0
R

Узилувчан функциялар орасида интегралланувчи функция- 
л«р дам, интеграллянмовчн функциялар дам булишини кайд 
Килиб утамиз. .

1 - и з о  д. Линк интеграл факат f ( x )  функциянинг турига 
са интеграллаш чегараларига боглик, аммо дар кандай дарф 
билан белгиланиши мумкин булган интеграллаш узгарувчиси- 
га боглик эмас. Шунинг учун аник интеграл кийматини узгарт- 
маган долда х  дарфинн дар кандай бошка дарф билан алмаш
тириш мумкин; масалан:

» » »
$ f ( x ) d x  =  § f ( t ) d x =  . . .  =  j /(z )r fz .
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I/

2 - и з о * .  Биз ^ f ( x ) d x  апиц интеграл тушунчасини бер-
а

ганнмизда а < Ь  деб фараз килднк. Агар b <  а булса, т а ъ 
р и ф  га  к у р а  куйидагини кабул киламиз:

■  Ш к. а

Масалан,

j / ( x ) d x  =  - j f ( x ) d x .

о 5

f л 1 dx  =  — j  Л* dx.

(25)

3 -  и з о * -  Агар a =  b б^лса, т а ъ р и ф г а  к у р а ,  хар кан
дай f ( x )  функция учун ушбу тенглик урннли деб фараз ки- 
ламнз:

а

\ f ( x ) d x  =  Q. (26)
U

Бу геометрик нуктаи назардан хам табинй. Хакикатаь бу 
холда эгри чизикли трапеция асосининг узунлиги нолга тенг 
ва демак, трапециянннг юзи хам нолга тенг. 

ь
I -  МИСОЛ. I kx dx (b > 0) интеграл *исобланснн

а
Е ч и ш.  Геометрик томоидаи масала 

у = кх, х  = а, х  = Ь, у = 0 чизиклар билан 
чегараланган трапециянннг Q юзини *исоб- 
лашга эквивалентдир (215- раем).

Интеграл ишораси остидаги у =  кх уз-. . . .  А.......... - П__... ............................. J------ -- ,----- ------------------  ------- -------  J J **
луксиз функция. Демак, аник интегрални *и- 
соблаш учун биз, юкорида курсатиб утилга- 
нидек, [а, 6] кесма ни нхтиёрий усул билан 
булакларга ажратнш ва оралнкдаги 1к нукта
ларни *ам нхтиёрий танлаб олишга ^аклимиз.
Аник интегралнинг лисоблангаи натижаси ин
теграл йигиидини тузига усулига боглик эмас, 
лекин булиниш калами нолга интилиши ке
рак.

[а, 6| кесманн'я та тенг кесмачаларга бу
ламиз.

Хар бир кисмий кесмачашшг узунлиги Ах =  _____ j  ______
булиниш калами булади. Булиниш нукталари куйидаги координаталарга эга 
булади:

jr0 =  я, х, =  а +  Ддг, xt = я +  2Ддг, . . .  , х „ =  в +  лДлч 
t* нуцта учун з̂ ар бир кесмапанинг чап учини оламиз:

fi = о, it =  а + Ддг, {, *  а + 2Ддг.........=  а +  (л — 1) Дх.

b — а 
п ана шу соннингузи
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(1) ннтегрил йнпшлини тузампз. /(5 ,) =  *;, булгани учун: 
s„ =  Л?! Дх +  k-t  Дх +  . . .  +  Аг;„ Ддг =

=  kaSx +  (Л (в +  Дх)] Дх +  . . .  +  (*(а +  (л — 1)Дх]) Ах =  
к  k {в +  (в +  Дх) +  (в +  2Дх) +  . . .  +  [а +  (я — 1)ДхЦ Ах =  

=  к {ла +  (Дх +- 2Дх 4- . . .  +  (л — 1) Ах]) Дх - =
=  к {ла +  (1 +  2 +  . .  . +  (л -  1)) Дх) Ддг,

бунда
Ь — а

Энди
Дх =

1 + 2  +  . . .  +  (л — 1) —
я (я — 1)

2
(арифметик прогрессия йигиндиси) эканини лисобга олиб,

г л (я  — 1) Ь — в 1& — а г , л  — 16 — « 1 .
*„ =  * [ л а  + ----- 2---------- i r \ ~ l T  = k [a + ~ r  - ] ( * - « )

натижани *осил киламиз. Аммо
Нш п ~  ' 

л 1

b — a i 6»- а *

Шундай килиб, 
»
I k x d x  — к Ьг — в1

Элементар геометрия методи билан АВЬа юзни 
(215- раем) ^исоблаш осой.

АввалГи натижанинг узн чикади. ь
2 - м и с о л. J х2 dx  хнсоблансин.

Е ч и ш. Берилган интеграл у =  х* парабола, х — Ь
• ордината ва у =  0 тугри чизик билан чегараланган эгрн 

чизикли трапециянинг Q юзига тенг (216- раем).
216- раем. [О, Ь] кесмани

Ь
х0 =  0, х, =  Дх, х , =  2Дх, . . .  , х я =  6 =  лДх,  Дх =  —

нукталар бнлан я та тенг булакка буламиз. ^  нукта учун хар бнр кссманниг 
5'нг учини оламиз. Интеграл йигнндини тузамиз:

Sn =  X j Дх +  Х2 Дх +  . . .  +  хя Дх =
=  [(Дх)* Дх +  (2Дх)з Дх +  . . .  +  (лДх)» Ах) =  (Дх)з [ 1* +  2» +  . . .  +  л*J. 
маълумки,

■■ +  2 .+ 3 .  +  . г а -
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шуиниг учун
^  п ( я - f l )  (2я-Ь 1) *э / 1 w  i .

Sn =  n* 6 ~ Т (! + TT) (2 + 7г):
Ь Ь*

Q- V djc==s -

3- м и с о л .  J m dx  лисоблансин (от — const).

Е ч и ш.
ь п п
( m d x =  llm ^  т Ах, =  lim т Ах, =
J т»хадг,-*0 raaxijr ->0 ^в / («=1 I

л
»= т llm ^ Д д г ,  =  от (6 — в).

‘• 'Г0 Я
/I

Бунда ^ Д л г /  йигинди [в, 6J кесма булннганда хосил булган кесмачалар 
1*1

узунликларинннг йигиндиси. Булиш кайси усулда бажарилган булмасин, бу 
йигинди Ь — а кесма узунлигига тенг булади. ь

4 - м и с о л. J е* dx  хисоблансин.
а

Е ч и ш. [а, 6] кесмани яна п та тенг кесмачаларга буламиз:
Ь — а

дг0 =  а, х, =  а 4  Ддг, . . .  , х„ =  а 4- лДдг; Ддг =  ——

£ нукта учуй кесмаларнинг чап учларидаги нукталарни оламиз. Интеграл 
йигинднни тузамиз:

s„ =  е° Ах 4- еа+Ах Ах 4 - . . .  4- еа+1п~ 1)ХхАх  =

=  е° (1 4- еАдг 4- «2Ajr4 - . . .  4- « <п—1)Адг,Ддг.

Каве ичидаги ифода махражи е1х ва биринчи *ади 1 булган геометрик про- 
грессиядир, шунинг учун

1 \ г
*„ = <*--------- Д* =  ** (<?*“ - 1)- А .

ekx- 1 eLx- \
Сунгра

Ах
пАх = Ь — a, llm —----------=  1.

w<o gXx — 1

(Лопиталь коидасига мувофик lim . * . =  llm 4 - =  1Лi -»0 r  1 *-»0^  I
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Шундай килиб,

llm s„ =  Q =  е° (eb ~ “ — 1)- 1 =  е — е“,

ЯЪНИ
ь
j V  dx = еь -  е°. 
а

4- и з о л .  Юкорида каралган мисоллар аник интегралларни 
интеграл йигиндиларнинг лимити деб караб, бевосита лисоб- 
лаш катта кийинчиликлар билан боглик эканини курсатади. 
Интеграл остидаги функциялар жуда содда (kx,  л*, &)  лоллар
да лам бу усул анча OFHp лисоблашларни талаб этади. Мурак- 
каброк функцнялардан аник интеграллар топиш яна лам кийинрок 
Лисоблашларга олиб келади. Шунннг учун аник интегралларни 
лисоблашнннг кулай методини топиш масаласи ^з-узидан ке
либ чикади. Ньютон ва Лейбниц кашф этган бу метод ннте- 
граллаш билан дифференциаллаш орасида мавжуд муносабат- 
дан фойдаланади. Бу бобнинг келгуси параграфлари шу ме- 
тодни баён килишга ва асослашга бапнпланади.

3- §. Аник интегралнинг асосий хоссалари

1 - х о с с а .  Узгармас купайтувчини аник интеграл бел- 
гисининг ташцарисига чикариш мумкин: агар А =  const бул
са, у холда

ь »
\ A f ( x ) d x  =  A \ f ( x ) d x .  (1)
а а

И с б о т .
b п

\ A f ( x ) d x  =  lim ^ Л / 0 ,)Д*г =
шах Д.г/-*0 | и ;

п Ь

=  A lim У  /(?,) Ддг, =  A j  /  (д:) dx.
max &Xj-+0 j а

2 -  $ о с с а .  Бир неча функциялар алгебраик йигиндиси- 
нинг аник интеграли кУ^илувчилар аник интегралларининг 
алгебраик йигиндисига тенг. Масалан, иккита кУшилувчи 
булган лолда:

»

» ь ь
J  (А (*)  +  /г (•*)1 А* =  J / ,  (дс) dx + j f ,  (дс) dx. (2)
а а а
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И с б о т .
»
fl f i ( x ) + M x ) \ d x =  Пш 2  l / l ( U + / 2( ^ l ^ )  =

в  шах адг^-О “

п п

=  Иш J 2 / i ( e . ) A * /  +  2 A ( * i > A*/] =шаж <=rj J

п я

=  lim 2 / i  Oi) +  Чт 2 /г Лдс< -
шах I X , —0 ,=1 щах i x , - 0  ,m-l
b b 

= J / ,  (Jf) dx  -f j  / 2 (*) rfx.
a a

Кушилувчилар сони дар канча булганда дам, шунга ухшаш 
исботланади. 1 ва 2- хоссалар факат а <  b булган дол учун- 
гина нсботланган булса дам, а > £  булган долда дам уз кучи- 
ни садлайди.

Аммо куйидаги хосса факат булган долдагина тугри
булади.

3- х о с с а .  Агар \а,Ь\ (а < Ь ) кесмада f  (х) ва <р (х) функ
циялар / ( х ) < 9 (дг) шартни цаноатлантирса, у х;олда

ь ь
j / ( x )  d x K  j ?  (X)dx.  (3)
a a

И с б о т .  Куйидаги айирмани караймиз: 
b b b 
j  f  (x) dx -  j f ( x )  dx  =  J  [<P (дс) - / ( * ) ]  dx  =

Hm j  I* « , ) - / & ) ]  A*,.

Бунда дар бир айирма нолдан катта:

9 (ti) - / ( « , ) > О, Д * , > 0.
Демак, йигиндининг дар бир кУшилувчиси манфий эмас, де
мак, бутун йигинди манфий эмас ва унинг лимити дам манфий 
эмас, яъни

ьS  ( ? ( ■ * ) - / ( * ) ! < * * >  о
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еки
и

j  <р (х) dx  — j  f { x )  d x ^ o .

бундан (3) тенгсизлик келиб чикади.
Агар / (jc) >  0  ва с? (х ) >  О булса, у *олда баён килинган 

хосса геометрик усулда кургазмалн тасвир этилади (217- раем).
® ( j c ) > / ( j c )  булгани учун а А ^ ^ Ь  эгри чизикли трапеция- 

нннг юзи aAtB2b эгри чизикли трапециянинг юзидан катта
эмас.

4 * х о с с а .  Агар т ва М мик
дорлар f ( x )  функциянинг, [а, Ь\ 
кесмадаги энг кичик ва энг катта 
кийматлари булиб, а ^ Ь  булса,
у холда

т (b — а ) <  j  /  (х) dx  <  М (Ь—а) (4)

булади.217- раем.

И с б о т .  Теореманннг шартига кура:
m < / ( * ) <  AJ.

(3) хоссага асосан:

Аммо

\ т dx  <  J f ( x )  dx <  [ М dx.
а  а а

ь ь
\ mdx  =  т (b—a), \ М dx =  М (Ь — а)

(40

(XI боб 2- параграфдаги 3- мнеолга каралсин). Бу ифодалар- 
нп (4') тенгсизликка кУйсак, (4) тенгсизлик *осил булади.

Агар / ( j c ) > 0  булса, у *олда бу хоссани геометрик усулда 
тасвирлаш осон булади (218- раем). Эгрн чизикли аАВЬ тра- 
пециянинг юзи *амда а А ф £  тугри туртбурчаклар
юзлари орасида ётади.

5 -  х о с с а .  ( У р т а  к и й м а т  * а к и д а  т е о р е м а . )  Агар 
f ( x )  функция (а,Ь\ кесмада узлуксиз булса, у холда бу кес
мада мундай 5 нукта топиладики, бу нукта учун

] f ( x ) d x = ( b - a ) f ( \ ) (5)

тенглик уринлидир.
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И с б о т .  Аниклик учун а < Ь  булган лолни караймиз. Агар 
т ва М  микдорлар f ( x )  функциянинг \ауЬ] кесмадагн энг 
кичик ламда энг катта кийматлари булса, у лолда (4) форму
лага мувофик

о

Бундан
и

_ J _  \ /  (х) dx  =  {А, бунда т <  р <  М . 
в ;
f ( x )  узлуксиз функция булгани 

учун у т ва Л1 орасидаги ламма 
оралик кийматларни кабул кнлади. ^  
Демак, бирор 5 (а < Е < Ь) кнйматда Ц\ а 
|1 = / ( 5) булади, яъни

ь
j  / ( х ) dx  =  /(&) (b - a ).

218- раем.

6 - х о с с а .  Агар куйидаги уя интегралнинг х,ар бири мав
жуд булса, у холда х,ар кандай уята а, Ь, с сон учун

ь с ь
J f ( x ) d <  =  \ f ( x ) d x - \ - \ f ( x ) d x  (б)
а а с

тенглик уринли булади.
И с б о т .  Дастлаб а <  с <  b деб фараз киламиз ва f ( x )  функ

ция учун [о, 6 ] кесмада интеграл йигиндинн тузамнз. Интеграл 
йишндининг лимити [а,Ь] кесмани б?лакларга булиш усулига 
боглнк булмаганн учун [ а ,Ь] кесмани майда кесмачаларга 
шундай буламизкн, с нукта булиниш нуктаси булсин. Сунгра 

ь
|а,Ь] кесмага мос У  интеграл йигиндинн иккита: [а,с] кесма-

а
с Ь

га мос 2  йигиндига ва [с,Ь\ кесмага мос 2  йигиндига ажра-

тамиз.
У вактда

о . ч v

2 / ( 5 , )  bxt =  2 /о « )  * х ,+ 2  /(««)

булади.
28 Н. С Пискунов
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Кейинги тенгликда m a x i r , ^ 0  да лимитга ^тиб, (6) муно- 
слблгни досил киламиз.

Агар а '  b <  с б 'лса , исботланган тенгликка асосан:
е д е  
j / ( x )  dx =  j f ( x )  dx +  ] f ( x ) d x
a a b
ёки

b e e

§ f ( x ) d x  =  J / ( jc )  d x - \ f ( x ) d x \
a a I

,аммо 2- параграфдаги (4) формулага 
мувофик

219- раем. ,  ь

j  / ( x ) d x = -  j  f ( x )  dx
a с

булади, шунинг учун
Ь с b

] f ( x ) d x  =  \ f ( x ) d x  +  j / ( x )  dx.
a a e

a , b, с нукталарнинг бошцача зар кандай жойланишида зам 
бу хосса шундай исботланади.

219- расмда f ( x )  > 0  ва а < с  <  А булган зол учун б- хос- 
санннг геометрнк тасвирн берилган: аАВЬ трапециянинг юзи 
аАСс ва сСВЬ трапецнялар юзларининг йигиндиенга тенг.
4- §. Аник интегрални зисоблаш.
Ньютон — Лейбниц формуласи

Ушбу
»
J  f ( x ) d x
а

аник интегралнинг куйи чегараси узгармас а,  юкори чегараси 
b узгарувчи булсин. Бу золда интегралнинг киймати зам уз
гарувчи булади, яъни интеграл ю к о р и  ч е г а р а с и н и н г  
ф у н к ц и я с и  булади.

Одатдаги белгилашлар билан иш кУриш учун юкори чега- 
рани х билан белгилаймнз, интеграллаш узгарувчиси билан уни 
аралаштириб юбормаслик максадида, бу Узгарувчини t оркали 
белгилаймнз. (Интеграллаш узгарувчисининг белгиланишидан 
интегралнинг киймати узгармайди.) Натижада

X
\ n t ) d t
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интегрални досил киламиз, а узгармас сон булганда бу инте
грал юкори х  чегарасининг функцияси булади. Бу функцияни 
Ф(лс) билан белгилаймиз:

X

Ф (x) = S f ( t ) d t .  (1)
а

Агар / ( 0  манфий булмаган функция булса, у *олда Ф (х) 
функциянинг сон киймати згри чизицлн аАХх  трапециянинг 
юзига тенг (220- раем). Бу юз х  ^згариши билан узгариб бо- 
риши уз-узидан равшан.

Ф(лс) функциядан х  га нисбатан косила оламиз, яъни ( 1) 
аник интегралдан юкори чегарасига нисбатан косила оламиз.

1- т е о р е м а .  Агар f ( x )  узлуксиз функция ва Ф(лг)=*
X

=  J / (* )< #  булса, у ^олда
а

ф ' (•*) = / ( ■ * )  
тенглик уринли булади

Бошцача айтганда, аниц интег
ралдан юцори чегараси буйича 
олинган хосила интеграл ости- 
даги функцияга тенг булиб, унда 
интеграллаш узгарувчиси урнига 
юцори чегаранинг циймати цуйил- 
ган (бунда интеграл остидаги функ
ция узлуксиз булиши шарт).

И с б о т .  х  аргументга мусбат ёки манфий Ах орттирма бе- 
рамиз; у долда (аник интегралнинг 6 - хоссасннн эътиборга 
олиб) мана буни досил киламиз:

x + l x  X x + i x

Ф(дг +  д * ) =  J  f ( t ) d t =  j f ( t ) d t  +  j  f ( t ) d t .
a a x

ф (х )  функциянинг орттирмаси
X Х 4 - 1 Г  X

Дф =  ф  (jc +  Дх) - Ф ( x ) = $ f ( t ) d t +  j  f ( t ) d t - j f ( t ) d / ,
a x  a

ЯЪНИ
x + k x

ДФ =  j
X

28*
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Охирги интегралга ?рта циймат ^акидаги теоремани татбнк 
киламиз (аник интегралнинг 5- хоссаси):

ДФ =  /  (I) (х +  Ах -  х)  =  /  (?) Ал*,
бунда £ нинг киймати х  билан х +  Ах орасида етади.

Функция орттирмасининг аргумент орттирмасига нисбатини 
топамиз:

ДФ / ( £ )  Ддг __
Ь х ~  \ х  J  ' Ч '

Демак,

Ф '(дс)=  lim ^  =  lim /(&).
дх-*0 ь х  дх-*0

Аммо Ддс -*■ 0 булганда I -*> дс булгани учун, бу лолда 
lim / ( 8) =  lim / ( ; ) .*х-*0 1-*х

лскнн / ( jc) функция узлуксиз булгани сабабли,
И т / ( 5 ) = / ( д с ) .1-+Х

Шундай килиб, Ф'(дс) =  /(дс). Теорема исботланди.
Бу теорема геометрик томондан жуда содда тасвирланади 

(220- раем): ДФ =  / ( ? )Д х  орттирма бир асоси Ддс булган эгри 
чизикли трапециянннг юзига тенг булиб, Ф' (дс) =  /  (д:) косила 
эса дсА кесманинг узунлигига тенг.

И з о  л- Исбот этилган теоремадан, хусусий лолда, ^ар кан
дай узлуксиз функция бошлангич функцияга эга* деган на
тижа келиб чикади. Хакикатан лам, агар / ( < )  функция |а ,  А] 
кесмада узлуксиз булса, XI бобнинг 2- параграфида курсатил-

X
ганидек, j f ( t ) d t  аник интеграл мавжуд, яъни

а
х

Ф ( * ) - J / ( 0 < t t
а

функция мавжуд. Аммо юкорида исбот этнлганига кура, бу/(дс) 
функциянинг бошлангич функциясидир.

2-  т е о р е м а .  Агар F (дс) узлуксиз /(дс) функциянинг би
рор бошлангич функцияси булса, у %олда 

ь
J  f { x ) d x  =  F ( b ) - F ( a )  (2)

/
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формула уринлидир. Бу формула Ньютон — Лейбниц форму
ласи дейилади*).

Исб от .  F (x )  функция } (х )  функциянинг бирор бошлангич
X

функцияси булснн, 1- теоремага мувофик I / ( 0  dt функция
а

*ам f  (х) функциянинг бошлангич функцияси булади. Аммо 
берилган функциянинг >;ар кандай иккита бошлангич функция
си бир-биридан узгармас С* кушилувчи билан фарк килади. 

Демак, бундай ёзиш мумкин:
X
j  f ( t )d t  = F (x ) + C \  (3)
а

Бу тенглик С* мос равишда танлаб олннганда х нинг *амма 
кийматлари учун тугри, яъни айниятдир.

Узгармас С* сонни саклаш учун бу айниятда х = а деб 
оламиз; у *олда:

а

$ f ( t )d t  = F (a )  + C*
а

ёки
0 = ^(0) + С*,

бундан
С* = - F ( a ) .

Дема:<
X
$ f (t )d t  = F ( x ) - F ( a ) .
а

Бунда х = b деб олсак. Ньютон — Лейбниц формуласи *о- 
сил булади:

ь
J  f ( t )d t  = F (b )- F (a ) ,
а

ёки интеграллаш узгарувчисини х билан алмаштнрсак: 
ь
J  f (x )d x  = F (b ) - F ( a ) .

♦ (2) формуланинг бундай аталиши шартли эканини цайд килиб утига 
зарур, чунки Ньютонда *ам, Лейбницда лам шундай формула бу с^знииг 
том маъносида булган эмас. Лекин му*ими шуки, Ньютон билан Лейбниц 
аник интегралларни зисоблаш учун коида тузишга нмкон берувчи диффе
ренциаллаш билан, интеграллаш орасидаги богланишни биринчи марта аниц- 
лаганлар.
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F  (b) — F (а) айирма бошлангич F  (х) функциянинг танлаб 
олинишига боглик эмаслигини эслатиб утамиз. Чунки ламма 
бошлангич функцияларнинг бир-биридан фарки узгармас мик
дордир, улар айириш вактида й^колиб кетади.

Агар
^ ( ^ ) - F ( a )  =  F ( x ) | ;

белгилашни*) киритсак, у лолда (2) формулани 
ь
j  J  (X) dx = F  (х) I* = F (b) -  F  (a)

куринишда ёзиш мумкин.
Интеграл остидаги функциянинг бошлангич функцияси маъ

лум булса, у лолда Ньютон — Лейбниц формуласи аник инте
гралларни лисоблаш учун амалда кулай методнн беради. Факат 
шу формуланинг кашф этилншигина аник интегрални лозирги 
замонда математик анализда тутган урнини олишга имкон бер- 
ган. Аник интегрални интеграл йигиндининг лимити каби ли- 
соблашга ухшаш процесс билан кадим замонлардаёк (Архимед 
замонасида) таниш булсалар-да, бу усулни интеграл йигинди- 
ни бевосита лисоблаш мумкин булган энг содда лолларгагина 
татбик килиш билан чегараланиб колганлар. Ньютон — Лейбниц 
формуласи аник интегралнинг татбики соласини анча кенгайтир- 
ди; чунки математика бу формула ёрдамнда хусусий куриниш- 
дагн турли масалаларни ечиш учун у м у м и й  у с у л г а  sra 
булди; шунинг учун, у аник интегрални техникага, астроно- 
мияга ва локазога татбик килиш доирасини анча кенгайтирди.

1 - м и СОЛ.

§xdx = j  
а

2- м и с о л .

4
f . *3 ьз-а*J ** Лх=s  „ = ~~т~ •а

* |* ифода икки марта Урнига кУйиш белгиси деб аталади. Адабибтда 
бу ифода икки хил ёэнлади;

еки

Биз бундан кейин иккала хил ёзилишни лам ишлатамнз.

* Ь* -  а*
а
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3- МИСОЛ.

С * я  + , |» * "  + , _ в л + |
) * я“х =  т г т | „  = --------Т Т Л --------

4 - и и с о д.
»
j  е* dx = е* |5 = ** — е“ . 
а

5- мисол.
2*j sin х dx = — cos x |jj* = — (cos 2* — cos 0) — 0.

6 - м и с о д.
1 .С х dx ______„  _

] 7 № > л  + ' ’ 1> = / 2 - 1 .

5- §. Аниц интегралда узгарувчини алмаштириш 
»

Теорема. J f {x )d x  интеграл берилган булсин, бунда
а

f (x )  функция [а, Ь\ кесмада узлуксиз функция.
х = <р (t) формула буйича янги t узгарувчини киритамиз. 

Агар
1) ? (а ) = а, <р(р) = Ь ,
2) <р (t) ва <р' (t) лар [а, Р] кесмада узлуксиз функциялар 

булса,
3) /[<р(0 ] функция [a,pj кесмада аникланган уз- 

луксиз булса, у холда
ь 9
J / W d t - f / l T W K t O *  (О
а а

булади.
Исбот.  Агар F (х) функция f (x )  функциянинг бошлангич 

функцияси булса, куйидаги тенгликларни ёзиш мумкин:
§ f(x )d x  = F (x ) + C, (2)

J / l ? ( 0 1 ? ' ( 0 ^  =  ^ t ? ( 0 1 + C .  (3)

Кейинги тенгликнннг тугрилиги унинг иккала томонини t бу
йича дифференциаллаш билан текширилади. (Бу тенглик X 
бобнинг 4- параграфидаги (2) формуладан дам келиб чикади.)
(2) тенгликдан:

*
f  /  ( * )  dx  =  F  W  la  =  F  (* )  -  F ia )



440 АНИК ИНТЕГРАЛ

вкани келнб чикади. (3) тенгликдан:
<»
i / [ f ( t )W ( t )d t= F [ ? (t)\\l =
а

= / Ч ? (Р )]- / Ч  ?(*)] = F (b )- F (a )

экани чикади. Кейинги ифодаларнннг $>нг томонлари бир-бирн- 
га тенг булгани учун, чап томонлари *ам тенг.

И зо*.  Аник интегрални ( 1) формула буйича *исоблагаи- 
да эскн узгарувчига кайтишнинг зарурати йуклнгини зслатнб 
^тамиз. Агар (1) тенгликдаги аник интеграллардан иккинчиси- 
ни ^исобласак, бирор сон *оснл булади; биринчи интеграл *ам 
худди шу сонга тенг.

Мисол. Ушбу интеграл *исоблансин:
Г
J  V Г* — х2 dx.

Ечи ш .  Узгарувчини алмаштирамиз:
X = г sin t, dx = г cos t dt.

Интеграллашнинг янги чегараларинн аниц- 
лаймиз;

х — 0 булганда t = О,
1C

х — г булганда t = -j ,

Демак,

г I I
j  /  г* — х2 dx = J ^  г2 — г2 sin1/ г cos t dt = г2 J  1 — sin11 cos t dt •.

= r2 J  cos2td t = r2 J  ( 7  + 7  cos2/)d/=  ^ [ y  + ^ ^ l e  = X '

Хнсобланган интеграл геометрик томондан •** + у* = г* айлана билан 
чегараланган доира юзннинг цисмини тасвирлайди (221- раем).
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6- §. вулаклаб интеграллаш
и ва v  функциялар х нинг дифференциалланувчи функция-- 

лари булсин. Бу *олда:

(uv)' = u'v + uv’.
Бу айниятнинг иккала томонини а дан Ь гача чегараларда 

интеграллаймиз:

Демак, (1) тенглик куйидаги куринишда ёзилиши мумкин:

ъ ь ь
(1)

Лекин
а

Ь Ь Ь ь
ёки

а а

Мисол. Ушбу
к

т

интеграл дисоблансин.
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Танлаб «линган белгнлашлар ёрдамида кейинги тенгликни куйидагича 
ёзиш мумкин;

1 ) / „ _ , - ( я -  D f„.
•ундан

п — I
Л. -  —  Г—  <2)

тенгликни топамиз. Шундай усул билан

2 'к-*
тенгликни топамиз. Шунинг учун

я — 1 л — 3
/« = п ^ ' « - 4

Шунга ухшаш алмаштиришларни татбик этишни лавом эттириб, л нинг 
жуфт ёки тоцлигига караб, /0 ёки /t га бориб етамиз.

Икки лолни куриб чикамиз:
1) л — жуфт сон. л = 2т.

2т -  1 2т  -  3 3 1 
/,т -  2/л ‘ 2т -  2 ’ • * 4 ‘ 2 /о:

2) л — ток сон, л = 2m + 1:
2т 2 т - 2  4 2 

/,'" +1 “  2 т + 1 ’ 2м— 1 • • * Т  ' 3 7‘*

бирок

i I i
/0 = J  slnnotrfj:=J dx = у ,  /|= J  Sin дг dx = 1,

булганидан

f , 2m — 1 2m— 3 5 3 1 *
/,m = J  sin л </* = 2m ' 2m^2 1 * *T  * 4 ‘ 2 "2

Ж

f . . . . .  . 2m 2m — 2 6 4 2
1 ~  J  sln + x d x -  2m + 1 ' 2m -  1 • • • 7 ' 5 ' 3 *

X
Бу формулалардан у  сонини чексиз купайтма шаклида ифода этупчн

Валлис формуласи келиб чикади.
Хакикатан лам. кейинги икки тенгликдан ладлаб булиш йули билан

я / 2-4-6 .. .  2m \* 1 /v,
2 -^3-5 ...(2 т -  1) )  2 т+ 1
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mu линии топамиз. Энди
Ilm

'im + l
эканини исботлаймнз.

х нинг (о, 2"j интерваллаги барча кийматлари учун

sln-'"-‘ jc>  sina,n jr> sin1,n + 1 х

тенгликлар уринли. О дан -jj- гача чегараларда интеграллаб

Um — l ^ Л/л ^ Um +1 
тенгсизликларни лосил киламиз, бундан

1*т—\ . I

(2) тенгликдан;

Демак,

+1 К т  +1

hm- 1 4- 1
2̂m +1

/am — 1 2/Я +  1

> 1. (4)

Ilm — — = Ilm —о = 1.
m-.« '»* +i «и —  lm

(4) тенгспзлнкдан
Am ,Ilm 7----= 1.'2Л1 + 1

3) формулада лимитга ^тиб Валлис формуласини цосил киламиз;
* . Г/ 2-4-6 ...2 т  у  1 1
2 [уЗ-5. . . (2 т  — l ) j  2m + lj

Бу формулани яна куйидагича езиш мумкин*.
* / 2 2 4 4 6  2т - 2  2т 2/л \
2 ~  (  1 ' 3 ‘ 3 ‘ 5 ‘ 5 ‘ ' ‘ 2т — 1 ‘ 2ж -  1 ‘ 2т + 1 ]'

7- §. Хосмас интеграллар
1. Ч е г а р а л а р и  ч е к с и з бу л г а н и н те г р а л л а р. /(-*) 

функция л нинг а <  дс < оо ораликдаги барча кийматларида 
аникланган ва узлуксиз функция булсин. Ушбу

ь

а
интегрални карайлик. Бу интеграл дар кандай 6 > а  учун маъ- 
нога эга. Ь узгарганда интеграл дам узгаради. Бу интеграл b 
нинг узлуксиз функцнясидир. (XI боб 4- параграфга каранг.)
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£-* + <» булганда бу интегралнинг кандай узгаришини каран- 
миз (222- раем).

Таъриф.  Агар чеклн лимит
»

Иш | / (jc) dx
*- + - а

мавжуд булса, бу лимит f (x )  функциянинг [а, -{- оо] интер- 
валдаги хосмас интеграли дейилади ва

+ *
j  f (x )d x
а

символ билан белгиланади. Де
мак, таърифга кура:

+» ь
^ f(x )d x=  lim \f(x)dx.

Ь-»-\ »

+ «•
Пу *олда j  f (x ) dx хосмас интеграл мавжуд ёки яцинла-

а
шувчи дейилади.

ъ
Агарда b -*■ + оо да \ f  (х) dx нинг чекли лимити мавжуд

а
+ ао

булмаса, у *олда J /  (х) dx хосмас интеграл мавжуд эмас
а

ёки узоцлашувяи дейилади.
f(x )  > 0 булган *олда хосмас интегралнинг геометрик маъ-

носини тушунтнриш кийин эмас: агар J f(x ) dx интеграл у =
а

= f (x )  чизик абсциссалар уки ва х = а, х = Ь ордннаталар
+ •

бнлан чегараланган со^а юзини ифодаласа, у *олда } /(jc) dx
а

хосмас интеграл у = f(x ), х = а, чизиклар ва абсциссалар уки 
орасида колган чегараланмаган (чексиз) со^а юзини ифодалай- 
ди деб лисоблаш табиийдир.

Бошка чексиз ннтерваллар учун *ам хосмас интеграллар 
шунга jhxiuaui аникланади:

а а

J f  ( х)  dx =  lim ^ f ( x ) d x ,
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4» + »
§f(x )dx  = ^f(x)dx + j  f  ( jc ) dx.

— go — oo С

Кейинги тенгликни бундай тушуниш лозим: агар Jtor томон- 
даги хосмас ннтегралларнинг ^ар бири мавжуд булса, таърифга 
кура чап томондаги интеграл *ам мавжуд (яцинлашувчи) бу
лади.

+ -
1- мисол. J  

ралсин).

dx
1 + *- интеграл *исоблансин (223- ва 224- расмларга ка-

224- раем.

Е ч и ш. Хосмас интегралнинг таърифига мувофик куйидагинн топамиз. 
+» ь

dx
г г ?

llm arctg дг = llm arctg b — -к
b- +» b-* +*o

Каралган интеграл 224- расмда штрихланган чексиз эгри чизикли трапе- 
циянинг юзини ифодалайди.

2- мисол. а нинг цандай цийматла- 
рида (225- раем)

+ оо .
dx I

s §
интеграл якинлашувчи ва кандай киймат
ларида узоклашувчи булиши текширилсин. 

Е ч и ш. а у. 1 булганда

* \
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Демак, каралаСтган интегралга нисбатан куйидаги хулосаларни чицариш 
мумкин;

+ оо
I* dxагар * > 1  булса, I — = --- г , яъни интеграл якинлашувчн;

дг* « — 11
-foo

агар а <  1 булса, | (?£ = оо , яъни интеграл узоклашукчи.
1 х 

f dx I t "в= 1  булганда, J —  = In дг = оо интеграл узоклашувчи.

f dx3- м и с о л. J  г - - s интеграл *исоблансин.
— о»

Еч и ш .
Ч- о» 0 + ®
С dx С dx С dx

_ ^ п г ^  = Г Т ^  + ,) Т Т Т * '

Иккинчи интеграл —  га тенг (I- мисолга каранг). Биринчи интегрални *и-
соблаймиз:

о о
С dx С dx 1° к
j \ ^ хг = Mm \ xi = Нт arctgx\ = (arctgO -  arctg a) = -j-

Демак,
+oo

С dx *
J T T ? = T + — =

Куп лолларда берилган интегралнинг якинлашувчн ёки 
узоклашувчи эканини билиш ва унинг кийматини ба^олаш 
етарли булади. Бунинг учун куйидаги теоремалар фойдали 
булиши мумкин; биз уларни исботсиз келтирамиз, аммо улар
нинг татбикига мисоллар келтирамиз.

1-т е о р е м а .  А?ар барча х (х  > а )  лар учун
О < / ( * ) < ? ( * )  

тенгсизликлар бажарилса ва ) <j> ( jc )  яцинлашувчи булса, у
+  0О

^олда j f (x )d x  *ам якинлашувчн булади, бунда
а

■too Ч ••
j  / ( х )  dx <  J f  ( jc ) dx.
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4- м и с о д. У шбу
+ 0 0

dx
+ОС

\
интеграл якинлашувчи эканн текширнлсин. 

Е ч и ш. 1 < х булганда

булади. Сунгра:

Демак, интеграл

1 1
jr* (1 + е*) < Xх

Т * * - -  н +" - ‘-

+«
dxГ *J + **)

I
яцинлашувчи булиб, унинг киймати 1 дан кичикдир.

2-т е о р ем а .  Агар барка х (х  > а )  лар учун
о < ? ( * ) < / ( , * )

+ х>

тенгсизликлар бажарилса, шу билан бирга | . <р (х) dx узо/{-
а

+оо

лашувчи булса, у холда | f (x )d x  интеграл *ам узоклашувчи
а

булади.
5- м и со л .

интегралнинг яцинлашиши текширнлсин. 
Е ч и ш.

х + J  _ДГ_______ 1
У̂ Х* у̂ х* / 7

экаилигига эътнбор берамиэ. Аммо

Г dx . л \ —7 =  = lim 2 у  х \ = +  оо,
J  /•* *-+С0 |j
1

Демак, берилган интеграл *ам узоклашувчи.
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Кейингн икки теоремада манфий булмагаи функцияларнинг 
хосмас интеграллари каралди. Чексиз интервалда ишорасини 
узгартирадиган функциялар учун куйидаги теорема уринли 
булади.

+ »
3-теорема.  Агар j \f(x)\dx интеграл яцинлашувчи

+-
булса, |  f (x )d x  интеграл *ам якинлашувчн булади.

а
Бу ^олда кейинги интеграл абсолют яцинлашувчи интег

рал дейилади.

+ 00

sin X. dxX*

интегралнинг яцинлашиши текширилсин.
Е ч и ш. Бу ерда интеграл остидаги функция ишораси узгарувчи функ- 

циядир.

булиши маълум. Аммо
+ 00

I sin дг I
\ < \ Х \
1 < 1 X* 1

С dx = _  1 |+oe = _ L  J дс* 2х* I, 2 ‘

Демак,
+

• I
+ »

sin X
ДГ3

dx интеграл якинлашувчидир. Бундан берилган инте-
1

гралнинг лам якиилашувчи булиши келиб чикади.
«

2. У з л у к л и ф у н к ц и я н и н г  интеграл и. f  (х) функ
ция а<дс<с  булганда аникланган ва узлуксиз булсин, х = с 
булганда эса ё аникланмаган, ёки узилишга дучор булсин. Бу

С
*олда [ /  ( jc) dx интегрални интеграл йигиндининг лимити деб

а
караш мумкин эмас, чунки / (х ) функция \а,с\ кесмада узлук
сиз эмас ва шунинг учун бу лимит мавжуд булмаслиги *ам 
мумкин.
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с н у кт ад а  у з и л и ш г а  эга билган  / ( jc )  функция-
С

нинг J f (x )d x  интеграли куйидагича аникланади:
а

с Ь
f /  ( jc ) dx = lim I /  ( jc )  dx.
J  b-+c—0 Ja a

Агар унг томонда турган лимит мавжуд булса, у холда 
интеграл яцинлашувчи хосмас интеграл дейилади, акс холда 
интеграл узоклашувчи дейилади.

Агар f (x )  функция [а, с] кесманинг чап учида (яъни х = а 
нуктада) узиладиган булса, у холда т а ъ р и ф г а  мувофик

С С
f /  ( jc )  dx = Нш f /  (х) dx.
J  b-a+0 Ja о

Агар f (x )  функция [a, с] кесма нчидаги бирор jc = jc0 
нуктада узлукли булса, тенгликнинг унг томонидаги хосмас 
интегралларнинг иккаласи хам мавжуд б^лса, у холда

С х0 С

\ f (x )d x  = \ f (x )d x +  J  f(x )d x .
а а х9

7- м и с о л .  Ушбу интеграл ^исоблансин:
1

dx

У

Е ч и ш. 
1
\ ~ 7 = =  " т  \ ~ = ^ ~  Пп. 2 / ~ х \j y l —x *-.1—0 J  y l —x *-1_о |„

-  Иш 2 ( / 1 — Ь — 1) = 2. 
*-1-0

I
8- м и с о л. интеграл хисоблансин.

—1
Е ч и ш. Интеграллаш кесмаси нчида интеграл остидаги функциянинг 

узилиш нуктаси дг = 0 мавжуд булгани учун интегрални икки кУшилувчИ- 
нннг йигиндиси каби тасвирлаш керак:

щи! Иш
-1 - -1 -~+0{

dx I II l dx
И?-

W н. С. Пискуно»
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Хар кайси лимитни алсдида *исоблаймиз:

lim
J  £ —  Ц _ г ~  А  ” = г )  =  ” •—1

Демак, [— 1. 0] ораликда интеграл узоклашади:
1
С dx

llmn 1 rs= ~•*-♦+0 J  «,
ч

lim f 1 = oo.
-+0 \ 8« /

Демак, [0, 1J ораликда интеграл узоклашади.
Шундай килиб, берилган интеграл бутун [— 1, 1] кесмада узоклашади. 
Агар берилган интегрални интеграл остидаги функциянинг х = 0 нук

тадаги узилишига эътибор цилмасдан лисоблаганимизда нотугри натижа \о-
сил килган булар эдик. Хакикатан,

Cdx _  1
J 7  ~
-1 -1

226- раем.

оу эса мумкин эмас (226- раем).

И з о * .  Агар [а, Ь\ кесмада 
аникланган / (х) функция бу к«сма 
ичида чекли сондаги аг, at, . . . ,  а„ 
нукталарда у з и л у в ч и булса, у 
*олда f (x )  функциядан [а, b] кес
мада олинган интеграл куйидагича 
аникланади:

Ъ ах в *  b

J f (x )d x =  \ f (x )d x  +  j /(*)</*+ . . .  +  J f (x )d x ,

бунда тенгликнинг унг томонидаги хосмас интегралларнинг
*ар бири якинлашувчн булиши шарт. Агар бу интеграллардан

ь
*еч булмаганда биттаси узоклашувчи булса, у *олда J f  (х) dx

а *
интеграл *ам узоклашувчи дейилади.

Узлукли функциялардан олинган хосмас интегралларнинг 
якннлашувини аниклаш ва уларнннг кийматларини ба^олаш 
учун купинча чегаралари чексиз булган интегралларни ба*о- 
лагандагнга ухшаш теоремалардан фойдаланнладн.

1' т еорема .  Агар f  (х) ва o.(jc) функциялар [а, с\ кес
манинг с нуктасида узлукли булса ва бу кесманинг барча 
нукталарида

?  (•*) > / (• *) > 0
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тенгсизликлар бажарилиб, [ <? (л:) dx якинлашувчи булса, у
а

е
холда | f (x )d x  ^a.w якинлашувчи булади.

а
II' т еорема .  Агар f (x )  ва <р (х) функциялар [а, с\ кес

манинг с нуктасида узилувчи булса ва бу кесманинг барча 
нукталарида

/ ( • * ) > « ( • * ) >  О
С

тенгсизликлар бажарилса ва) y(x)dx узоклашувчи булса, у
**

Холда |  f ( x )d x  хам узоклашувчи булади.
а

III' т еорема .  Агар f ( x )  функция \а, с] кесмада ишора уз- 
гартирувчи булиб, ф акат с нуктадагина узилувчи булса ва

е
бу функциянинг абсолют кийматидан олинган 1 \f(x)\dx

а
хосмас интеграл якинлашувчи булса, у холда бу функция-

е
нинг узидан олинган \ f (x )d x  интеграл хо-м. якинлашувчи

а
булади.

Купинча хосмас интеграл белгиси остида турган функция
билан таккослаш ^уЛай булган функция сифатида --- -——

(с х)
е

функция олинади. | интеграл a < 1 булганда якин-
а

лашувчи, а!>1 булганда эса узоклашувчи булишини текши
риш осон.

с ^

J  (x — a f ^х интегралнинг *ам якинлашувчи эканлнгини
а

текшириб куриш кийин эмас.
1

9- м и со л . j* — —  dx интеграл якинлашувчи буладими?
о

Е ч и ш .  Интеграл остидаги функция [0, 1] кесманинг чап учида узил и ш га 
•га. Уни —  функция билан таккослаб,

29*
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1

эканини биламиз.
1

—  хосмас интеграл мавжуд. Демак, кичик функциядан олинган хос-

1
мае интеграл лам, яъни ^  dx *ам мавжуддир.

8 - §. Аник интегралларни такрибий ^исоблаш
X боб охирнда *ар кандай узлуксиз функция учун унинг 

бошлангич функциясини элементар функциялар оркали ифода- 
лаб булмаелнги курсатилган эдн. Бу лолларда аник интегрални 
Ньютон—Лейбниц формуласи буйича лисоблаш к»йин, шунинг 
учун аник интегралларни >{исоблашда турли т а к р и б и й  усул- 
лар кулланилади. Хозир биз аник интегралга йигиндининг ли
мити деб берилган тушунча асосида такрибий интеграллашнинг 
бир неча усулини баён киламиз.

I. Т у г р и  т У р т б у р ч а к л а р  фо р му лас и .  [а, Ь\ кес-
ь

мада узлуксиз функция у = f (x )  берилган. j  f (x )  dx аник
а

интегрални лисоблаш талаб килинади.
[а, Ь\ кесмани а = х0, хъ х%% . . .  % хЯ =  Ь нукталар билан 

узунлиги Ах булган п та тенг булакларга ажратамиз:
а ь — аА* = — .

Сунгра f (x )  функциянинг х0, хг, xt..........х„ нукталардаги
кийматларини у0, уь у „  . . .  , y „_ i, у„ оркали белгилаймиз, 
яъни

У в = / Ю :  У1 =  / ( * i ) .  . . . .  У « “ / Ю -  
Ушбу йигындиларии тузам из:

ye Ajt + y1A.t + . . .  + y „_ i Адг, 
у, Ах + ytAx +  . .  . + y„A.t.

Бу йигиндиларнннг *ар бнри f (x )  учун [а, b) кесмада ин

теграл йигинди булади ва шунинг учун j/(-*) dx и н т е г р а л н и
Л

такрибий ифода этади:
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Ь
j ' / ( jc) ( у 0 -f -f у , , . .  -j- (1 )
Я

b

| / ( х ) ^ д : ж Ц - ? ( у 1 +  у 2 +  . . .  + у я). ( Г )

Булар m^Fpu туртбурчаклар формуласндир. 227- расмдан 
куйидагиларни куриш мумкин: агар f  (х) мусбат ва усувчи 
функция булса, у холда ( 1) формула „нчки“ тугри туртбур- 
чаклардан тузилган зинапоясимон шаклнинг юзини тасвирлай- 
ди, ( Г )  формула эса „ташки* туртбурчаклардан тузилган зина- 
поясимоп шаклнинг юзини тасвирлайди. Интегрални тугри 
туртбурчаклар формуласи билан хисоблашда килинган хато
п сон канча катта булса (яъни булиниш кадами Ах = ь- ~
канча кичик б^лса), шунча кичик булади.

227- раем. 228- раем.

II. Т р а п е ц и я л а р  фор муласи .  Агар берилган у =  f(x ) 
эгри чизикни тутри туртбурчаклар формуласида булганидек 
зинапоясимон чизик билан алмаштнрмасдан, балки нчки  чи- 
зил ган  синик чизик бнлан алмаштирсак, у холда аник ин
тегралнинг анча аннкрок киймати хосил булишинн кутнш та- 
биийдир (228- раем).

Бу ^олда эгри чизикли аАВЬ трапециянннг юзи юкоридан
ААи Л И г..........An—iB  ватарлар билан чегараланган тугри
чизикли трапециялар юзларининг йигиндисига тенг булади.

- у  
У

•f(x)

х0=а х, хг xn-i х„’ Ь
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Аммо бу трапециялардан биринчисннинг юзи У о у - Дх, нк- 
кинчисннинг юзи У|  ̂ у-г Ах ва *оказо булгани сабабли

\ f (x )d x ^ [^ ± ^ A x  +  Ц ^ Д * - Ь . .  +  У-а= ^ Д * )
а

ёки

J  f  (x)dx = Ь п -а  ̂ Уп2 у" -г У1 + У«+ . +У«—i) • (2)
а

Бу эса трапециялар формуласидир.
п сопи ихтиёрий танлаб олинади. Бу сон канча катта бул

са ва демак, Дд: = b ~ - кадам канча кичик булса, (2) такрп-
бий тенгликнинг унг томонида ёзилган йигинди шунча катта 
аниклик билан интеграл кийматини беради.

III. П а р а б о л а л а р ф о р м у л а с и  (Симпсон ф о р му ла 
си). [а, Ь\ кесмани ж у ф т  сонда п=2т  булакларга ажратамиз. 
[jc0, JCj] па [jclt jca] кесмаларга мос ва берилган у = f  \x) эгри 
чизик билан чегараланган эгри чизикли трапециянинг юзи пи

М (х 0, уо), ‘ А М *ь у,) Mt (xt, уг)
учта нуктадан утувчи ва уки Оу Укка параллел булган и к- 
кинчи да ражали  парабола  билан чегараланган эгри 
чизикли трапециянинг юзи билан алмаштирамиз (229- раем). 
Бундай эгри чизикли трапецияни параболик трапеция деб 
атаймиз.

Уки Оу Укка параллел булган параболанипг тенгламаси
у = Ахг +  Вх  + С

куринишда булади. А, В  ва "С коэффициентлар параболанннг 
берилган уч нукта оркали утиш шартидан бир кийматли равнш- 
да аникланади. Шунга ухшаган параболаларни кесмаларннпг 
бошка жуфтлари учун *ам ясаймиз. Шундай ясалган параболик 
трапециялар юзларининг йигиндиси интегралнинг такрибий кий
матини беради.

Дастлаб битта параболик трапециянинг юзини ^исоблаймнз. 
Лемма.  Агар эгри чизицли трапеция

у = Ах* + Вх + С
парабола, Ох уц ва сралиги 2h га тенг булган иккита ор
дината билан чегараланган булса, у холда унинг юзи

S  = 4  (Уо + 4у, +  Уг) га тенг, (3)
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бунда у о ва у2 четдаги ординаталар, у, эса эгри чизикнинг 
кесма уртасидаги ординатаси.

Исбот. Ёрдамчи координаталар системасини 230-расмда 
курсатилгандек жойлаштирамиз.

Параболанинг у = Ах* Вх + С тенгламасидагя коэффи- 
циентлар куйидаги тенгламалардан аникланади:

агар х0 = — А булса, у холда у0 = Ah* — Bh +  С, 
агар ^  = 0 б^лса, у холда уг= С,
агар jc,  = А булса, у холда у, = ЛЛ г-ял +  С. (4)

229- раем. 230- раем.

Л, В, С коэффициентларни маълум деб *исоблаб, парабо
лик трапециянннг юзини аник интеграл ёрдами билан *исоб- 
лаймиз:

А

5= ](Ах* + Вх + С) dx =
-л

" = (2ЛА2 + 6 С).

Лммо (4) тенглнклардан:
Уо +  4у, +  у, = 2Ah* 6 С.

Демак,

5 = (Уо + 4у, + У,).

Шуни исбот килиш талаб этилган эди.

АхЗ Рх*
2 "Ь Сх
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Биз яна асосий масаламизга кайтамиз (229- расмга каранг).
(3) формуладан фойдаланнб, куйидаги такрибий тенгликларни 
ёза оламиз (А = Ах): 

х,
j  f ( x ) d x ^ ^ - ( У0 + 4У1 + Уг),

а - х ,

j / (х) dx ж  (у, + 4у, + у4),
*1

*2,1»=®
j  / ( x )< / x « j ( y lm_ ,+  4y.,_ , + y J ,

х1т-1

Чап ва унг томонларнн кушиб, чапда нзланаётган интег- 
рални, унгда эса унннг такрибий кийматини хосил киламиз: 

ь
j /  (х) dx X  ^  (у0 + 4ух + 2у, + 4у, + . . .

• . •. + 2угт + 4ySm_ 1 + у1т), (5)
ёки

ъ
j  f  (х ) d x  =  [Уо +  Уг-п +  2 (у ,  +  У4 4-. . •

• • • +  У *т-*)+  4  (У |  4- Уз +  • • • +  Угт—l])-
Бу Симпсон формуласидир. Бу ерда булиннш нукталарининг 
сони 2т  ихтиёрий, лекин бу сон канча катта булса, (5) тенг- 
ликнинг унг томонидаги йигинди интеграл кийматини шунча 
аник нфодалайди*).

М и со л .  Ушбу
2

1
интеграл такрибий хисоблансин.

*) Интегрални берилган аникликда хисоблаш учун канча булиннш нук
талари олиш кераклигини аниклашда интегрални такрибий хисоблашда \о- 
сил буладиган хатони бахолаш формулаларидан фойдаланиш мумкин. Биз 
бу ерда бундай бахоларпи келтириб утирманчиз. Китобхон буни анализииш 
бнрмунча т^ларок курсларндан, масалан Ф и х т е н г о л ь ц н н н г  .Диффе
ренциал ва интеграл хисоб курен* китобидан топа олади (II т.,
IX боб, 5- иараграфга караленн), .Укнтувчн‘ , Тошкент, 1972.
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Ечиш . [1, 2J кесмани 10 та тенг булакка ажратамиз (231- раем). 

Ддс = -уд- = 0,1

деб олиб, интеграл остидаги функция кийматлари жадвалини тузамиз:

X 1
у = — X 1

* = “

х„ = 1,0 
х, = 1,1 
* ,=  1.2 
х3= 1,3 

= 1,4 
хь = 1,5

Уо = 1,00000 
у, = 0,90909 
у, = 0,83333 
Уэ = 0,76923 
у 4 = 0,71429 
у5 = 0,66667

дт, = 1,6 
х, =1,7 
дг, = 1,8 
*9 = 1,9 
*10 = 2,0

у„ =0,62500 
у, =0,58824 
ув = 0,55556 
у„ =0,52632 
у,0 = 0,50000

1. Тугри тУртбурчакларнинг биринчи (1) формуласини татбик этамиз: '
2

j  dJL  а 0.1 (уо +  у, +  . . .  +  у») =  0,1 -7,18773 =  0,71877.
1

Тугри туртбурчакларнииг иккинчи (Г )  формуласини татбик этамиз:
2

j  dJL  а 0,1 (у, +  у, +  . . .  +  у,„) =  0.1 -6,68773 = 0,66877.

Бу *олда *1нтегралнннг киймати
ни биринчи формула ор ти ги  би
лан, иккинчи формула эса к а м и 
билан бериши 231- раемзан бевосита 
кУрмниб турибди.

II. Трапециялар формуласи (2) 
ни татбик этамиз.<
2

j  dJL  а 0,1 ^  +  ° ’5- + 6,18773̂  =

= 0,69377.
III. Симпсон формуласи (5) ни 

татбик этамиз;

Л
j  iL  a [у0 + у,о +  2 (у3 +  у, +  у. +  у3) +  4 (у, +  у3 +  уй + у, +  >’»)! -

0,1-j- (1 + о,5 + 2-2,72818 -f I • 3.4W5V -- 0,69315,
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I
Хакпкатда In 2 = j* —  = 0,6931472 (еттинчи каср хона бирлигигача 

1
аникликда).

Шундай к»либ, [0, 1] кесмани 10 та тенг булакка булганда Симпсон 
формуласи буйича бешта ишончли ракам хосил киламиз; трапециялар фор
муласи буйича факат учта ишончли ракам хосил килдик; тугри турт
бурчаклар формуласи буйича эса факат биринчи хоиа раками ишончли 
булишига кафил була оламиз.

9- §. Чебишев формуласи
Чебишевнинг такрибий интеграллаш формуласи техник хи

соблашларда купинча кулланади. 
ь

Яна j" f (x )d x  интегрални хисоблаш талаб этилсин.
а

Интеграл остидаги функциянинг [а, b| кесмадаги f ( x t), 
/(;сг), . .  . ,  f ( x n) п та кийматини олиб (бунда х ъ  xt, . . .  ,  х „  

нукталар [а, Ь\ кесманинг ихтиёрий нукталари), бу функцияни 
Лагранжнинг Р ( х )  интерполяцион купхади билан алмаштира
миз (VII боб 9- параграф);

п /  г \ __ ( у ~  х 1) { х - х 3) . . . { х - х „ )  г ,  .  ,
(ДГ, -  ДГ,)(ДГ, -  ДГз) . . . ( Х х - Х п ) 1  ^

1 ( X  —  —  * з ) . . .  ( х  —  Х я)  f i  \ I
(Xi — xl)(x 1 — x3) . . . (x i - x ll)

(дг — Xt) (X -  X ,).. .{X  — ЛГ„_,) . ,.V
+  (ДГЯ -  Х , ) ( Х  п -  X , )  . .  . ( Х „ — ДГл—i ) -'  К Ч

Натижада интеграллашнинг куйидаги такрибий формуласи- 
Ш( хосил киламиз:

6 ь
\ f (x )d x ?z ^ P (x )d x ]  (2)
а а

баъзи хисоблашлардан с^нг бу формула 
»
|/(лг) dx *  C if (X i) + C J ( x t) + . .  . + Cnf(x„) (3)
a

курннишни олади, бунда С, коэффициентлар
о

с  шш (х - Xl) • • •(дг — Jr'~l) (jf - х,г х)- • (* - Хп) d к (4)
1 J  (X, -  х х) . . .  (ДГ/ —  Д Г / - , )  (Xi  -  x / + i ) . . . ( x <  — х п) -  

а

формулалар билап хисобланади.
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С'( коэффициентлар мураккаб касрлар билан ифодалангаии 
учун (3) формула узундан-узок ва зисоблаш учун нокулайдир.

Чебишев, хи xt, . . . , хя абсциссалар берилмасдан, Сь 
Сг, . ..  , Сп коэффициентлар берилган, хи xt> . . , х„ абсцис
салар аниклансин деган тескари масаланн куйди.

С, коэффициентлар шундай берилиши керакки, (3) фор
мула зисоблаш учун иложи борича содда булсин. С, коэф- 
фициентларнинг ^аммаси узаро тенг булган холдагина шундай 
булади:

Агар С,, Cj, . . .  , Ся коэффициентларнннг умумий кийма- 
тини С„ билан белгиласак, у *олда (3) формула

ь
$ f (x )d x ^ C „  [ f ( Xl) + / (* ,) + . . .f (x „) 1 (5)
а

куринишни олади. (5) формула умуман т а к р и б и й тенгликни 
ифодалайди, аммо f  (х) даражаси п — 1 дан ошмаган куп^ад 
б^лса, у а н и к тенгликка айланади. Бу *ол С„, хи хг, . . .  , х„ 
микдорларни аниклаш имконини беради.

Интеграллашнинг *ар кандай оралнги учун кулай формула 
*осил цилиш максадида |а, Ь\ интеграллаш кесмасини [— 1, 1] 
кесмага алмаштирамиз. Бунинг учун

_  а + ь _1_ ь ~ а /
Х 2 +  2 1

деб оламиз; бу *олда t=  — 1 булганда х = а; £ = 1 булганда 
х — b булади.

Демак,

| / м  dx -  |  / (4 - ‘ + V  /) d t -  b- ^ i j  т (о  dt,

бунда <р(0  билан t нинг интеграл остида турган функцияси 
белгиланган. Шундай килиб, берилган / (х ) функцияни [а, Ь\ 
кесмада интеграллаш масаласини *ар доим бирор бошка ? (х) 
функцияни [— 1, 11 кесмада интеграллаш масаласига келтириш 
мумкин.

Демак, масала 
1
J / (X) dx = Сп [/ (х,) + /  (х,) + . . .  + /(*„)] (0) 

-1
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формуладаги Сп, хи хг, . . .  , хп сонларни шундай танлаб олиш 
керакки, (6) формула

f (x )  = а0 4- ахх + atx* 4-. . .  4- ая_ 1xr,~ l (7)
куринишдаги *ар кандай f (x )  функция учун аник формула 
булсин. Бунда 

1 1
f f (x )  dx = j  (а0 + ахх + о,л* 4- . . .  4- a „ _ t xn- ')d x  =

—i -i
агар п ток сон булса, 

агар п жуфт сон булса, =
2(«о + х  + т- + т- + ”: + а-тг,)« 
2 (ао + т  +  • • • +  Sr=l)

(8)

эканини эслатиб утамиз.
Иккинчн томондан, (6) тенгликнинг унг томонидаги йигин- 

ди (7) га асосан,
Сп Н о  + ai (xi 4*-** 4*. • • 4- хл) 4- а%(х1 4- *2 4-... 4- х2п) ...

(9). . .  4- о„—1 (* i + х 2 4“ . . .4 *^ п  )]
га тенг. (8) ва (9) ифодаларни бир-бирига тенглаб, а0, аи 
аг, , а„-х ларнинг ^ар кандай кийматларида *ам уринли 
булиши керак булган тенгликни косил киламиз:

2(flo + f + т 4- т 4- •••) =
= С„ \па0 + ах (хх + xt + . . .  4- хп) +

4- а, (х? 4- хг 4-.. . 4- 4-... 4- ап- х (х" *4- х" 14*..-4'-*” ')].
Тенгликнинг унг ва чап том^Ицидаги ап, аи аг, . .  . ,  a „ _ x 

ларнинг ^коэффици^нтларйни бир^ирига тенглаймиз:
2 = Спп ёки, С„ =

xi 4- xt 4* •. • 4- хп = О,
v2 +  * 2 +  +  Л2 =  _2______1Л , т  л 2 т  . . .  Т  ЗСЯ — 3 »

■*1 4" х\ 4* . . .  4* х3п = 0,
4 . х * Л . ^ Х х -  —Л1 • л 2 | ~  л п ~  5с п — 5 ’

( 10)

Кейинги п та тенгламадан хх, х2, . . .  , хп абсциссаларни 
топамиз. п нинг турли кийматларига дойр бу ечилмалар Че-
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бишев томонидан топилган. Куйидаги жадвалда оралиц нукта- 
ларнинг сони я=3, 4, 5, 6, 7, 9 булганда Чебишев топга» 
ечимлар келтирилган:

Ординаталар Ся коэффи х„ х,.........хп абсциссаларнинг
сони я циент кийматлари

3 2 Xi = — X3 = 0,707107
3 х3 = 0

А 1 дг, = — дг4 = 0,794654** 2 х, = — дг3 = 0,187592

о дг, = -  дс» ■= 0,832498
5 дг3 = — JC4 = 0,374541

5 .*3 = 0

1 дгг = — хл = 0,866247
6 1 дс2 = — хь = 0,422519

3 х3= — х ,=  0,266635

x i= — x7 = 0,883862
2 х2 = — дг,} = 0,529657/ 7 дг3 = — дг5 = 0,323912

* 4 = 0

дг, = — дг9 = 0,911589
о х2 = - х й = 0,601019

9 А х3 = — л-, = 0,528762
9 дт« = — дт« = 0,167906

ДС» = 0

Шундай цилиб, [— 1, 1J кесмада интегрални такрибий *и- 
соблаш Чебишевнинг куйидаги формуласи буйича бажарн- 
лади:

1
J/(x) dx = i-[/(*,)+/(*,) +... +/(*„)],
-1

бунда п — жадвалда келтирилган 3, 4, 5, 6, 7 ёки 9 сонлардан 
бирортаси хи . . . , хп — шу жадвалда берилган сонлар. п га 
8 кийматни ёки 9 дан катта кийматни бериб булмайди, чунки 
бу *олда ( 10) тенгламалар системаси мав^ум илдизлар беради.



462 АНИК ИНТЕГРАЛ

Берилган интегрални интеграллаш чегаралари а ва b булса, 
у *олда Чебишев формуласи 

ь

j/<*>
а

dx -  Ь1 г  i f  т  + /  (*«>+•••+/(■*.)!

куринишда булади, бунда А, = Ь~ -  4-b~ x , ( i  = 1,2......л), 
эса жадвалда курсатилган кийматларнн олади.

2

м и с о л. J* ̂  (=  In 2) хисоблансин.
1

Е ч и ш. Дастлаб узгарувчиларнн алмаштириш брдамида бу интегрални 
интеграллаш чегаралари — 1 ва 4-1 булган янги интегралга алмаштирамиз:

1 4-2 2 — 1 3 / 3 + t dt
х -  2 + 2 t=sz ~Т + Т = “  ~ -

У холда
I

dt
ЗТ7J f - J i  i —i

n = 3 деб олиб, Чебишев формуласига мувофик, кейинги интегрални хисоб* 
лаймиз:

1
| / (0  dt = -1 [/(0,707107) + /(0) + / ( -  0,707107)]. 

—1
Аммо /(0,707107) = 0,269752, /(0) =. 0,333333, / (— 0,707107) ='0.436130 

булгани сабабли
1
- i L  = 4 -  (0,269752 + 0.333333 + 0,436130) =«5 *j" » «J

2
= —  • 1,039215 = 0,692810 a  0,693.

Бу натижани тугри туртбурчаклар формуласи буйича, трапециялар фор
муласи буйича *амда Симпсон формуласи буйича (утган параграфдаги ми
сол га каранг) хисобланган натнжалар билан таккослаб, биз Чебишев форму
ласига мувофик (учта оралик нукталар билан) досил килган натижамнз 
трапециялар формуласи буйича (туккизта оралик нукталар билан) хосил 
этилган натижага Караганда интегралнинг хакнкий кийматига аича якин 
»канини курамиз.

Интегралларни такрибий *исоблаш назарияси академик А. Н. 
Крилов (1863— 1945) ишларида узининг бундан кейинги ривожи- 
ни топганлигини кайд этиб утамиз.
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10- §. Параметрга боглик булган интеграллар. 
Гамма-функция

Па р а ме т р г а  б о г л и к  б у л г а н  ин те г р ал л ар н и  
д и ф ф ер ен ц и ал л аш .

л

*(•) = f / ( * . « ) d*  ( 0  
а

интеграл берилган булсин, бунда интеграл остидаги функция 
бирор а параметрга боглик. Агар а параметр узгарса, у .\олда 
аник интегралнинг киймати *ам узгаради. Шундай килиб, аник 
интеграла нинг  ф у н к ц и я с и д и р ;  шунинг учун биз уни 
/ (а) билан белгилашимиз мумкин.

1.
c < a < r f e a a < j c < A  (2)

булганда / ( jc , а )  ва f'a(x, а )  узлуксиз функциялар деб фараз 
Киламиз. Интегралдан а параметр буйича косила топамиз:

llm
Бу ^осилани топиш учун 

/(*4-Д * )- / (Я)
Да

b
=  Г / (^  « + A*) — /(*, «) £х

.) А»
a

эканини назарга оламиз. Интеграл остидаги функцияга Лаг
ранж теоремасини татбик этамиз:

/ (* ,«  + - / ( * , « )  = / . (jc а + б Д а ) (

бунда 0 < в < 1. Аммо / ' ( jc, а) ёпнк (2) со*ада узлуксиз бол
тани сабабли,

/ ' (X , a +  0Да) =  / ’ (X , а) +  «,

бунда jc , а. Да ларга боглик булган в микдор Да — 0 да нолга 
ннтилади. Шундай килиб,

ь ъ ь

« ) + • ] < / * = * ) d x + j* d x .
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g ^ ) = / > ) = j 7 : (* , *)dx

Да -► 0 да лимитга утсак*): 

lim +
Да-»0 и

ёки «
ь , ь

[ j /(•*, a) dx ] = J /.’ (х , а) rf*
а а

формула *осил булади. Сунгги формула Лейбниц формуласи 
дейилади.

2. Энди (1) интегралда а ва b и н т е г р а л л а ш  чегара- 
лари а нинг ф у н к ц и я л а р и  деб фараз киламиз:

»<«»
/ (а ) = Ф [а ,  а  (а), * ( « ) ]  =  j  /(дг, a)dx. ( 1')

fl(«)
ф [а, а (а), &(а)] функция а нинг мураккаб функцияси булиб, 
а ва Ь эса оралик аргумеитлардир. I  (а) дан косила топиш 
учун куп аргументли мураккаб функцияни дифференциаллаш 
коидасидан фойдаланамиз (VIII боб, 10- параграфга каранг):

Г _д<Р ,д Ф  да , <?Ф db ...
1 W  -  17 + Ш 4S + 5ь ЧГ-

Аник интегрални узгарувчининг юкори чегараси буйича 
дифференциаллаш ^акидаги теоремага мувофик (4- § га ка
ранг):

ь
дФ
7 F

а
b % а

ST = ^  *)d x =  a)dx = f [ a  (а), а].
a b

дФНи^оят, -gj- *осилани ^исоблаш учун Лейбниц формуласини 
татбик киламиз:

ь
*) / х* j* в di интегралда интеграл остидаги функция Да — 0 да нолга

а
интилади. Интеграл остидаги функциянинг нолга интилишидан интегралнинг 
лам нолга интилиши ламма вакт келиб чикавермайди. Аммо, берилган лол
да Ai 0 да / нолга интилади. Бу фактни биз исботсиз кабул киламиз.

о

£  J7 (* . * )d x = f [b ( a ) ,  а],
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а
Хосилаларнинг топилган ифодаларини (3) формулага куйсак, 

*<•>

w -  J  / > .  <4)
а (в)

ифода зосил булади. 
Лейбниц формуласи ёрдами билан баъзи бир аник интег- 

ралларни ^исоблаш мумкин.
7 *

1- мнс#л / (а) = Г етяХ -in dx

интеграл дисоблансин.
Е ч и ш. Дастлаб биз бу интегрални бевоснта хисоблай олмаслигимизни 

„ sJn *х .курамиз, чунки е~х —-—  функциянинг бошлангич функцияси элементар
функциялар оркали ифода этилмайди. Берилган интегрални хисоблаш учун 
уни а параметрнинг функцияси деб караймиз. У холда унинг а буйича хо- 
силаси юкорнда чикарилган Лейбниц формуласига мувофик топилади*);

оо оо
Г  (а) = J  L -д: Sin 7— 1 dx = e~r COS axdx.

о -*а о
Лекин кейинги интеграл элементар функциялар брдамида осой хисоб-

ланади; унинг киймати | - --а га тенг. Шунинг учун Г  (а) = ---у Хосил 
килинган айниятни интеграллаб, 1 (a) ни топамиз;

/(а) = arc tg а-}-С. (5)
Бундан С ни аниклаймнз. Бунинг учун

/(0) = j  е-х dx = 0 • dx = 0
о о

эканини эътиборга оламиз. Бундан ташкари arctg0 = 0. (5) тенглнкка а = 0 
ни кУйиб,

/(0) = arc tgO + С
тенгликни хосил киламиз, бундан С = 0. Демак, а нинг хар кандай киймати 
учун I  (*) = arc tg а тенглик уринли, яъни

r sin их ,е х ----ах = arc tg а.

*) Лейбниц формуласи интеграллашнинг а па b чегаралари чекли деган 
фараз билан чикарилган эди. Аммо берилган холда интеграллаш чегарала- 
ридан биттаси чексизликка тенг булса-да Лейбниц формуласи уринлиднр. 
Хосмас интегрални параметр буйича дифференциаллаш уринли булиш шарт
ларини Г. М. Ф и х т е н г о л ь ц н и н г .Дифференциал па интеграл хисоб 
курен* китобидан каранг. „Укитувчи\ 1970, II т. XIV боб, 3- §.
30 Н. С. Пискунов
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2-мисол. Гамма-функция, 
а параметрга боглик булган интегрални караймиз:

J ж— 1 е~х dx. (6)

Бу хосмас интегралнинг а> 0  да мавжуд (якинлашувчн) булишини курса- 
тямиз. Буни йигинди куринишида тасвирлаймиз:

•• 1 ооj x*~l е~х dx =■ х*~1 е~~х dx +  j* xa~l e~xdx.

Унг томондаги биринчи интеграл якинлашувчн, чунки 
1 1

Г*—1 Н г =О < J  jc* 1 е х dx < j* .

Иккинчи интеграл лам якинлашувчидир. Хакикатан п шундай мусбат сон 
булсинки, унда п > а — 1 булсин. Бу лолда,

оо

ё~х dx < \ хп е~х dx < ооО < j  х* 1 е х dx < j

, булиши равшан. Кейинги интегрални, лар кандай бутун мусбат k сонда
х*

lim - г  =0 (7)
л - *  +  *о

булишини лисобга олиб, булаклаб интеграллаймиз. Шундай килиб (Ь) инте
грал а нинг бирор функциясини аниклайди. Бу функция Г fa,) билан белгила
нади ва гамма-функция деб аталади:

00 «

Г ( 1 ) = [ jc ,_1 ё~х dx. (8)
О

Бу функциядан купинча математиканинг татбикотларида фойдаланилади. 
а  бутун сон булганда Г ( а )  нинг кийматини топайлик. а = 1 булса,

во

Г (1) = j  e~Jtd x = l. (9)

в > 1 бутун сон булсин. Булаклаб интеграллаймиз:
оо ОО

Г (в) = j  х*~* е~х dx = — х*” 1 е~х | + (а — 1) J  лг“ “ 2 е~~х dx

Ски (7) ни эътиборга олиб, ушбуни ёзамиз:
Г (а) = (а — 1) Г (a) — 1). (10)

(10) ламда (9) га асосан, а = п булганда куйидагини топамиз:
Г (я ) =  (п -  1)!
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:

11-§. Х аК>*кий узгарувчи комплекс функциясини 
интеграллаш

VII бобнннг 4- параграфида хакикий Узгарувчи дс нинг 
комплекс функцияси /(дс) = и (дс) 4- iv (x )  ва унинг хосиласк 
/ ' (дс) =» и'(дс) 4-<У (дс) аникланган эди.

Т а ъ р и ф. Агар

/ '(« * )  - / ( * ) .  (1 )
ЯЪНИ

и  ( jc )  -  / V " ( х )  = и (дс) 4- iv  ( х )  (2)

булса, ~F ( jc )  = U  ( jc ) 4- IV  (дс) функция хациций узгарувчи 
комплекс функцияси /  (дс) нинг бошлангич функцияси дейи
лади.

(2) тенгликдан U' (л) = и (дс), V' (дс) =* v (х), яъни U (х) 
функция « ( jc )  учун ва V (х) функция v (x ) учун бошлангич 
функциядир.

Берилган таърифдан ва бу изо^дан агар F  (дс) = U  (дс) 4- 
4-/V(jc) узи / (х ) функция учун бошлангич функция булса, 
/(jc) учун бошлангич функция/*’ (х) 4-С куринишда булади, 
бунда С — комплекс ихтиёрий узгармас. ^ ( x J - f C  ифоданн 
jfациций узгарувчи комплекс функциясининг аницмас инте
грали деймиз ва бундай ёзамиз:

j  /  (jc) dx = Ja  (x) dx 4- / j  v (jc) dx = F  (x) + C. (3)
Хакикнй узгарувчининг комплекс функцияси /  (х) = и (дс)4* 

4- iv  (jc) н и н г  анш{ интегралини бундай аниклаймнз: 
ь ъ ъ
j  f ( x )  dx = j и (дс) dx 4- i j V  ( j c )  dx. (4)
a a a

Бундай аниклаш аник интегрални Лигиндининг лимити каби 
килинган таърифга зид эмас, балки унга батамом мувофик 
келади.
X I бобга машцлар

ъ
1. Интеграл йигиндиси sn ни тузиб ва лимитга Утиш билан jx*tfx аник

а
интегралларни *исобланг. К ур сагм а .  [а, Ь] кесмани xt = aql (I = О, I.

п / * Г
2, . . . ,  п) нукталар оркали п та булакка ажратинг, бунда q = у  —-• 

30*
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Жав.
Р  — а* г Ьх _ Ь^—  2. \ — • бунда 0 < а <  Ь. Жав. In —• К у р с а т м а. [а, 6]

кесма олдинги мисолдагидек булакларга ажратилсин. 3. J* х dx.
а

2 г.Жав. у  (*’ а — в"*). К у р с а т м а .  2-мисолга каранг. 4. I sin xdx.
а

Жав. cos а — cos Ь. К У р с а т м а. Дастлаб куйидаги айниятнинг тугрилиги 
курсатилсин:

sin л -|- sin (а + h) +  sin (a -f 2h) - f . . .  -f sin [a + (it — I) Л] = 
cos (a — h) — cos (a -f- nh)

= 2slnA

бунинг учун чап томоннинг барча ^адларини sin h га купайтнриш ва булнш 
*амда синуслар купайтмасинн косннуслар айирмаси бнлан алмаштириш 
керак.

»
5. | cos xdx. Жав. sin b — sin а. 

a
Ньютон — Лейбниц формуласидан фойдаланиб, куйидаги аник интеграл-

1 I I
ларни лнсобланг: 6. J  xldx. Жаз. у  7. j  0х dx. Жав. е — 1. 8. Js lnxdx ,

УТ ,
1 2 3

Жал. 1. 9. I —г/х -• Жав. -£• 10. I ■ (ix Жав. I I .  I tgxdx.
1 1+ х* 4 J  /1  _  ^  4

е х х
Жав. In 2. 12. j  Ц . Жав. 1. 13. j  Ц . Жав. In |х|. 14. j  sin xdx.

Жав. 2 sin1 ±- 15. j  х* dx. Жав. ~ J -  16. \ Жав. In (2*-1 ).
3 r— 1
V a

1C *

!• i  
17. I cos*xdx. Жав. i  18. I sln*xdx. Жая. ~

i  4 г/ 4
Курсатилган алмаштнришларни татбик килиб, куйндаги интегралларни

1C

7  ^  1с
dx Iлисобланг: 19. Г sin х cos*x dx, cos х = t. Жав. 4- 20* 1 ---гг

8  3  о  J  i
cosx
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l g x = t. Жав. * . 21. [  -± * х . 2 + 4* = /*. Ж а в .Л ^ - Т .  
2 уГъ {  / 2 + 1 7  2
1 5 _______ .

22 j  (Г Т> )>  ■ *  °  tg f- Жав- т + т  ” • JC- 1 = ,,-

3 J

Жав. 2(2 — arctg 2). 24. f x=-|:- Жав. In-*'
г * / л т 1
i

«
7

25. f --- ,ia ?=  /. Жав. In *
6— 5sin9 + sin* f  3

t l
Куйидаги тенгликларни исботланг; 26. [ xm (1 — х)я dx -  J  xn (1 —

о о
b b

-  x)m dx (m > 0, n > 0). 27. j  f (x )d x -  j  / (a + b -  x) rfjr,
a a

в a
28. j / ( * * )A r  = l  J /(**)</*.

I* ... ••Куйидаги хосмас интегралларни *исобланг: 29. \ -̂ ====j-' Жав. 1.

Э0. | в -  rfar. Жав. I. 31. J  Жав. £ (а >  0). 32. j  .

и  1 ОО

Жав. -^.33. j  Ж ав.-1. 34. J  1пдгЛг. Жав. —1. 35. j  jrslnjrdx.

ОО

Жав. Интеграл узоклашувчи. 36. I ■ f x— Жав. Интеграл узоклашувчи.
Г V*

37. f -  ■ *х Жав. «. 38. f * L .  Жав. 39. f **. ЖавJ m х* + 2х + 2 j  у -  7  $х*
•• 1

Интеграл узоклашувчи. 40. f --- j f  Жав. -1. 4!. [  Жаа.
]  х /  х» - 1  2 J t JC*

Интеграл умклашувчи. 42. j  a-** Ha bx dx (а > 9). Жав. -д, ^  gr  *
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f43. I е~ах cos bx dx (a >  0). Жав.

Куйидаги интеграллариииг такрибий кийматларини топинг. 44. In 5 =*
5
С dx== I —  интегрални трапециялар формуласи буйича ва Симпсон формуласи 
1 х

буйича хисобланг (л =  12). Жав. 1,6182 (трапециялар формуласи буйича);
п

1,6098 (Симпсон формуласи буйича). 45. |* х* dx ни трапециялар формуласи
1

ва Симпсон формуласи буйича хисобланг (п =  10). Жав. 3690; 3660. 
1

46. J  V 1 — •*3 dx, трапециялар формуласи буйича (л =* 6). Ж ав. 0,8109.

з ю
47. j  » Симпсон формуласи буйича (л =4). Жав. 0,8111.48. j*lg,9xdx,

трапециялар формуласи буйича ва Симпсон формуласи буйича (л = 10).
1

Жав. 6,0656; 6,0896. 49. JL  = J  2 муносабатдан Симпсон формуласини 

татбик этиб (л = 10), к нинг кийматини хисобланг; Жав. 3,14159.

50. j sIn *  dx, Симпсон формуласи буйича (л = 10). Жав. 1,371. 
о *
°о

5 i- 1 в ** dx = — тенгликка асосланиб, бунда а >  0, л >  0 бутун сон б£л* 
о

оо оо

ганда J  е^ ххп dx интегралнинг кийматини топинг. Жав. л! 52. J  -1х т  а
оо

— —  тенгликка асосланиб. f — — ---- интегралнинг кийматини то-
2 / J  J  (х '+ \ )*+ *

00 •лх
пинг. Жав. -1 .• ^.п--- 11- 53. \ *---L -— dx интегрални хисоб-

2 2я л! J  хех
1

ланг. Жав. In (1 +  в) (в >  — 1). 54. | хПтиХ dx = -1 тенгликдан фойдала- 

1
ниб, I xn~l(\nx)h dx интегрални хисобланг. (—1)* ft*

г/ л +
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Демак,
1 1 

x'dx )d x

К»

О ** J  V~* dx — J  x*dx «= ~  х*

* г р _ £ р _ !  - L - 1
“  3 1о 3 |0-  3 3 - 3 -

Энди тенгламалари параметрик куринишда берилган 
х = <р(0, У =* ф (0 . (3)

бунда <* <! £ -< р ва ? (а) = а, <р (р) = b эгри чизиклар билан чега
раланган эгри чизикли трапеция юзини *исоблаймиз (236- раем).

(3) тенгламалар [а, Ь\ кесмада бирор у = f ( x )  функцияни 
< 'аклайдн деб фараз киламиз, у *олда 9гри чизикли трапе-

/ЯН И Н Г Ю ЗИНИ

л 
Q =  | / ( л ) Л с -  ]  y r f *

формула билан зисоблаш мумкин булади.
Бу интегралда узгарувчинЯ алмаштнрамиз! х = ?(г) .

d x ~ v '( t )d t .

j * (3) тенгламаларга асосан: у — / ( * )  = */[? (01 =* ♦ (*)• Демак,
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Бу эса параметрик куринишда берилган эгри чизик билан чс-1 
гараланган эгри чизикли трапециянинг юзини хисбблаш фор* 
муласидир.

3- м и"с о л. х ~  д cos t, у b sin t млипс билан чегараланган соханмнг
юзи хисоЙяансин. к

Е ч и ш. Эллипснинг юкори яриц юзини хмсоблаб, уни иккига купаити- 
рамиз. Бу ерда х нинг киймати — л дан + а гача Узгаради, демак, t иин* 
киймати * дан 0 гача ^згаради.

о о «
Q =х 2 j  (Ь sin 0  (— a sin t dt) = — 2aft j* sin* / dt = 2 eft Jsln* t dt ■=

= 2aft |  -  2rf[ 1  = * * .

4- м и с о л. Ох Ук ва х = a (t — sin /), у = а (1 — cos t) циклоиданинЦ 
бир аркаси билан чегараланган юз хисоблансин.

Е ч и ш. / нинг киймати 0 дан 2* гача узгарганда х нинг киймати 0 дан 
2яд гача узгаради.

(4) формулага асосан бу юз куйидагича хисобланади:
2* 2*

Q = | а (1 — cos /) а (1 — cos t) dt =* а1 Г (1 — cos /)* dt
i  i  

2* 2* 2*
cos t dt + j  cos’ t dt j;

2* 2k 2k 2k
J  dt = 2*, J  cos tdt = 0, I* cos1 t d t = \  -!.± i os 2/ л  =

Шундай k'’-ih6, натижада Q = а* (2* + it) = Зла* цосил булади^*'

2 - §. Цутб координаталар системасида 
эгри чизикли секторнииг юзи

Кутб координаталар системасида эгри чизик
Р = / ( б )

теиглама билан берилган булсин, бу ерда / (б) функция) 
кесмада узлуксиз. \ 

Р=/(б )  эгри чизик, 6 = а ва & = ? радиус-векторлар билан 
чеглралангач ОАВ  секторнинг юзини топамиз. 

Берилган юзни л = б0, G = б1( . . . .  0„ = [3 радиус-векторлар 
билан п та булакка ажратамиз. Утказилган радиус-векторлар
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ораларндаги бурчакларни Д9,, 
ДЭг, . . . , Д9П билан белгилай- 
миз (237- раем).

0,_, билан 0, орасидаги бн- 
рор б, бурчакка мос радиус- 
векторнинг узунлигини р, ор- 
кали белгилаймнз. Радиуси "р( 
ва марказий бурчаги Д04 бул
ган доиравцй секторни карай
миз. Унинг юзи:

Щ  — ур *Д®«-
Ушбу йигинди

Qn =  т 2  р?Л9'=  т 2 ( / (0< )Г ^
i s  I /*1

^зинапоясимои* секторнинг юзини беради.
Бу йигинди а < 0 < Э  кесмада ? = [/(9)]* функциянинг 

интеграл йигиндиси булгани сабабли унинг лимити шах ДО, -*0 да

аник интегралга тенг. Бу ДО, бурчак ичнда кандай р, радиус 
векторнн олишимизга боглик эмас. Бу лимит шаклнннг излан 
ган юзи учун кабул кнлиниши табнийднр*).

Шундай килиб, ОАВ  сек
торнинг юзи:

РИ (О

€ки

Q -  у  (7[(®)1*<*в-

М и с о л. р = а | Лсо5 2 0 лемнискат* билан чегараланган юз цисоблан-
син (238- раем).

•) Юзнинг бу таърифи билан олдинги бери.и 
Кандай зидлик йуклигини курсатиш мумкин; бошкача

►илган таъ|1ърифи орасида *еч 
айтганда. агар эгри 

чизикли сектор юзини эгри чизикли трапециялар ёрдами билан *исооласак.
яна уша натижанн *осил киламиз.
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Е ч и ш. Агар 0 бурчак 0 дан -j- гача узгарса, радиус-вектор изланаёт- 
гаи юзнинг чорагпнч чизади;

* —
7  4  ±

1 I Г 1 Г ___ a* Sin 20 I -» а*.
Т Q ~ Т  J  =  Т а J cos =  2 2 j = Т

Дсмак, лемниската билан чегараланган юз Q *= а1 га тенг.

3-§. Эгри чизиц ёйининг узунлиги
1. Т у г р и  б у р ч а к л и  к о о р д и н а т а л а р  с ноте маеи- 

да эгри чизик, ёй и н и н г  у з у н л и г и .  Текисликда т^ри 
чизикли координаталар системасида эгри чизик У =/(•*) тенг
лама билан берилган булсин.

Бу эгри чизикнинг х =  а ва х=Ь 
вертикал тугри чизиклар орасидаги 
АВ  ёйнинг узунлигини топамиз 
(239- раем).

VI боб 1-§ да ёй узунлигининг 
таърифи берилган эди. Бу таъриф- 
ни эслатиб утамиз. А В  ёйда абсцис- 
сслари а=>х0, х1у хг, х„

y-ftx)

*0*
ха — Ь булган А, Ми М г,
Л1,, . . . .  В  нукталарни оламиз ва 
AMU AfjAfj, Мц—iB  ватарлар- 
ни ^тказамиз, уларнинг узунликла- 
рини мос тартибда &sit Д*2 • • &sn билан 
холда АВ  ёй ичига чизилган AM iM t . . .  М, 
*осил булади. Сииик чизикнинг узунлиги

239- раем.

белгилаймиз. Бу 
сииик чизик

s„ = 2 As>
i = l

s ейнинг узунлиги деб ички чизилган синик чизикнинг энг 
катта звеноси узунлиги нолга интилгапдаги лимити га аПтилади:

5 =  Hm
п и х  > 1 5 О

(1)

Биз >к0знр, агар f ( x )  функция *амда унинг f ' ( x )  зосила- 
сн кесмада узлуксиз булса, у *олда бу лимитиинг
мавжудлигипи исбот киламиз. lily билан бирга ёй узунлигини 
>(исеблаш усули ^ам берилади.
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= /(*/ ) — /(•**—i) Деб белгилаймнз. Бу *олда:

AS/ =  ] / (A.v,)2 +  (ДУ,)3 =  / l  +  (  $ У АХ‘’
Лагранж теоремасига асосан:

бунда < S, < jc,. Демак,

As, = / T T F W " ^ .
Шундай килиб, ички чизилган синик чизикнинг узунлигн

П
*п =  2 / Ж 7 Ч № ^ .

/= 1

Шартга кура / ' (дс) функция узлуксиз, демак, 1 + [/' (х )]а 
функция *ам узлуксиз. Шунннг учун интеграл йигиндининг 
лимити мавжуд па у куйидаги аник ннтегралга тенг:

п Ь

s =. lim 2  V Т+ТГЖ* = j  /Г+ТП^Л5dx.
inaxAjr /-*0 /-*1 а

Шундай килиб, ёй узунлигини ^нсоблаш учун

® = J  / Т + I T W ^  = f  l / 1 + ( &  V * *  (2)
а а '  '

формуланн *осил килдик.
1-изо*.  Кейинги формулага асослапиб, ёй узунлигидан 

пбсцисса буйича косила олишимиз мумкин. Агар интегралнинг 
юкори чегарасини узгаруочи деб >5исобласак ва уни х бнлан 
белгиласак (интеграллаш узгарувчисини узгартирмаймиз), ёй 
узунлигн s х нинг функцияси булади:

• w - j V l + (2 )r *
а

Бу интегрални юкори чегараси буйича дифференциаллаб,

i- = v/ H r i ) s « )
формулани *осил киламиз. Бу формула VI бобнинг биринчи 
нараграфнда бошкача фаразлар билан *осил килиигаи эди.



478 АНИК ИНТЕГРАЛНИНГ ТАТБИЦИ

1- мисол  jr1 + y, = /’1 айлана узунлиги аниклансин.
Е ч и ш. Дастлаб айлананьнг биринчи квадрантда втган туртдан бир 

кисмининг узунлигини хисоблаймиэ. У холда АВ Сйнинг тенгламаси:

у = ■/Г* — X*,
бундан

dJ L  =  -
dx j/V* — jг* *

Демак,

j  ] / l + p r ^ r ^  = = s m - ^ [  = r-5-.

Бутун айлананинг узунлиги s = 2*r.

Энди эгри чизик тенгламаси
*  = ?(* ). У = Ф (0 . (* < * < ? ) (4)

парамстрик куринишда берилган булса, бу эгри чизик ёйи- 
нннг узуилигиии топамиз, бунда <р (t) ва ty(f) узлуксиз хоси- 
лали узлуксиз функциялар, шу билан бнрга f '(t )  берилган 
ораликда нолга айланмайди. Бу холда (4) тенглама бирор 
у = f (x )  функцияни аннклайди; бу функция узлуксиз булиб,
dv = Нту УзлУксиз хосилага эга.

а — <? (а), Ь = ip (Р) булсин. Бу холда (2) интегралда х = f  ( t), 
dx = 'f'(t) dt алмаштиришни бажариб,

a
ёки

S = \ V W (t )\ * + W (t ) ) 'd t  (5)
3

формулани хосил киламиз.
2- изох. (5) формула вертикал тугри чизиклар билан бир- 

дан ортнк нукталарда кесишаднган эгри чизиклар учун хам 
(жумладан, ёпик эгрн чизиклар учун) уз кучини саклайди; 
буни исбот килиш мумкин, лекин эгри чизикнинг хамма иук- 
таларида ф'( )̂ ва ty'(t) хоснлаларнинг иккаласи хам узлуксиз 
булиши керак.

J  н и с о л. х — a cos3 /, у = a sin3 / лстрондянннг узунлиги хисоблансин. 
L ч н ш. Эгри чизиц нккала координата укллрнга нисбатан симметрик 

булгани учун, дастлаб унинг биринчи коадрлнтда жойлашган туртдан бир
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dx 1
кнемининг узунлигини *исоблаймиэ. = —За cos* t sin l , ~  = За sin* t cos t

Г.
досилаларни топамиз. / параметр 0 дан -у- гача узгаради. Демак,

Т  г

“4“  s = j  ^ а% cosi * sin* * + sln* * cosa * dt = За У  COS2 / sin* t dt =a

*
2 JL

= За | sin < cos t dt — 3a ^  ‘ = Щ-\ s = 6a.

3- и30 j(, Агар эгри чизик фазода  параметрик тенгламалар
x = <f(t), y = ty(t), г = х(0 (6)

билан берилган булса (бунда у *олда ёйининг узун
лиги (текисликдаги ёй узунлиги каби) ички чизилган синик 
чизик энг катта звеносининг узунлиги нолга интилгандаги ли
мити каби аникланади (IX боб 1-§ га каранг). Агар <р (О, 'МО 
ва х (0  функциялар [a, J5] кесмада узлуксиз >;амда узлуксиз *о- 
силаларга эга булса, эгри чизик аник лимитга эга (яъни унинг 
учун юкорида курсатилган лимит мавжуд) булиб, у

S = j  S W ( t ) r + W ( t ) \ '  + W (t)\*dt (7)
я

формула билан аникланади. Кейинги натижани исботсиз кабул 
киламиз.

3- м и сол. / параметр 0 дан 2* гача узгарганда винт чизиш 
х = a cos t, у = a sin /, z = amt

ёйининг узунлиги цисоблансин.
Ечи ш . Берилган тенгламалардан; dx = — a sin t dt, dy = a cos t dt, 

dz = am dt эканини топамиз. Буларни (7) формулага куйиб,
2к 2* _____  _____

5 = J  I 'a* sin* t -Н a* cos-1 + а2т 2 dt = a  ̂ +  \ -f- 'w4

эканини топамиз.
2. К у т б  к о о р д и н а т а л а р  си сте м  асида эгри чи- 

зи к ' ё и и н и н г  у з у н л и г и .  Кутб координаталар системасида 
эгри чизикнинг тенгламаси

р = / ( 9 )  (8)
булсин, бунда Р кутб радиуси, 0 кутб бурчаги.
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Кутб координаталардан Декарт координаталарига утиш фор- 
муласини ёзамиз:

дс =  Р cos 0, у =  р sin 6.
Агар бунда р урнига унинг 0 оркали (8) ифодасини куйсак, у 
*олда

j c = / ( 6 ) c o s 0, у = / ( 0) sin 0
тенгламалар *осил булади. Бу тенгламаларга эгри чизикнинг 
иараметрик тенгламалари деб караш ва ёй узунлигини *исоб- 
лаш учун (5) формуланн татбик этнш мумкин. Бунинг учун 
х ва у дан 0 параметр буйича косила оламиз:

• g -  =  / ' ( 0) s l n O  +  / ( 0) c o s O .-g- = / ' (0) cos 0- / ( 0) sin 0,

Бу *олда

( ж ) '  +  ( 5 - ) '=  у  <8» ’  +  I / W 1 *  =  С”  +  f*

Демак,

J / р'* + Р*</0.

4- мисол. р = a (1-f cos 6) кардиоиданинг узунлигн топилсин (240- раем). 
О кутб бурчагини 0 дан я гача узгартиб, изланаётган узунликнннг яр- 

мини топамиз. Бу ерда р' = — a sin б. Демак,
к к

s 2 у а2 ( I -f cos 0)* -f a2 sin2 Ь </0 = 2а j >/ 2 -f 2 cos 0 dQ =*

*
*= 4a J cos -A- db = 8л sin = Sa.

i с о л. a > b л 
: = a cos/, |
* = b sin t, J

5- м и с о л. а > b деб фараз килиб,
х = a cos /, j 
У

< t < 2к

эллипснинг узунлиги *исоблансин.
Е ч и ш. дисоблаш учун (5) формула

дан фойдаланамиз. Дастлаб ёй узунлигининг
-̂ “ Кисмини, яъни нараметрнинг / = 0 дсп 

п
/ = -2 " гача Узгаришнга мос булган ёйнинг 
узунлигини дисоблаймиз; 2чи- раем.
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х

— cos* 7) + Ьг cosJ t dt =

1C X

О

а2 — b2
— ~2—  cos* / dt =з

ic
2

= л /1  -  Л2 cos21 dt%
о

V а 2 -  Ь2бунда k = --- ---- < 1. Демак,

X
2

s = 4а J  |Л  — к2 cos31 dt. 
и

Факат кейинги интегрални хисоблашгина колди. Аммо маълумки, бу интег
рал элементар функциялар билан ифодаланмайди (X боб 14- параграфга 
каранг). Бу интегрални факат такрибий хисоблаш методлари билан (маса
лан, Симпсон формуласи билан) хисоблаш мумкин.

Жумладан, агар эллипснинг катта ярим уки 5, кичик ярим Уки 4 булса, 
, 3у холда к = —  ва эллипснинг узунлиги

Кейинги интегрални ([0, */2] кесмани турт булакка булиб), Симпсон фор 
муласи буйича хисоблаб, интегралнинг такрибий кийматини топамиз;

демак, бутун эллипс Сйининг узунлиги такрнбап s «  25,96 узунлик бирли- 
гига тенг.

31 н. С. Пискунов

X

О
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4- §. Жисмнинг \ажмини параллел кесимлар 
юзлари буйича *исоблаш

Бирор Т жисм берилган булсин. Бу жисмни Ох укка пер
пендикуляр текислик билан кесишдан *осил булган *ар кан
дай кесимининг юзи маълум деб фараз киламиз (241- раем). 
Бу юз кесувчи текисликнинг вазиятига боглик, яъни х нинг 
ф у н к ц и я с и  булади:

Q = Q(x).
Q(jc)hh х нинг  у з л у к с и з  

ф у н к ц и я с и  деб фараз килиб, бе
рилган жисм ^ажмини аниклаймиз.
х =  х0 = а, х = хь х = xt, . .  ., 
х = хл = Ь текисликларни утказа- 
миз.

Бу текисликлар жисмни катлам- 
ларга ажратади.

Хар бир х(_, < x < x t кисмий ораликда нхтиёрий 5, нукта 
танлаб оламиз ва I нинг >{ар бир (/=  1, 2, 3.........п) киймати

Гун ясовчиси х лар укига параллел булиб, йуналтирувчиси 
жисмни х = текислик билан кесишдан *осил булган ке- 

симнинг контуридан иборат булган цилиндрик жисм ясаймиз. 
Асосининг юзи

Q O j) ^ ■*/)
ва баландлиги Дх, булган бундай элементар цилиндрнинг >;ажми 
Q(Ei)Ax,  га тенг. Хамма цилиндрларнинг *ажми

П
« . « 2  Q M b x ,

булади. шах Дхл-*0 да бу йигиндинннг лимити (агар у мав
жуд булса) бернлган жисмнинг *ажми дейилади:

П
l im  У  Q ( £ )  Дх,

тахА*,-»о Д

vn микдор кесмада узлуксиз Q(x) функциянинг
интеграл йигиндисиднр, шунинг учун курсатилган лимит мав
жуд ва у

*
V = J  Q (x )d x  ( i )

а
аниц- интеграл билан ифодаланади.
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демак,

= / 1  + ; ' 2 (5i) A-v„

АР,=  2 « ^ - !2+ y V l + / /а(^ )А  

Синиц чизик билан чизнлган сирт

=  2 * 2 * - »  t A  / г + ж ^ „

еки

Л, = « 2 [ / (^ - i )  + / (• * !)]/ »  +  /'*&> A * i ( 1)

йигиндига тенг булнб, бу йигинди снник чизикнинг барча зве- 
нолари буйича таркалгандир. Синик чизикнинг энг катта звено- 
си A s, нолга интилгандаги бу йигиндининг лимити царала- 
ётган айланиш сиртининг юзи дейилади. ( 1) йигинди

2- / (* )  / 1 + / '* (* ) (2)
функция учун интеграл йигинди була олмайди, чунки [л-,_ ,, лг;] 
кесмага мос булган кушилувчида бу кесманинг бир неча 
(jfj-,, нукталари цатнашаётир. Лекин (1) йигиндининг ли- 
мити (2) функция интеграл йигиндисининг лимитига тенг бу- 
лншини исбот килиш мумкин, яъни:

П

р = 2 1 / <*«-!>+ / (*<> ] /  ■ а *. =
п

i 1=1
еки

Р — 2  ̂j  /  ( .ф Л  +  / '* (* )  dx 13)

М и с о л .  у2 == 2рх параболанинг х нинг х = 0 дан *  = а гача уэгари- 
шига мос ёйииииг Ох атрофида айлаиишидаи хосил булган параболоид- 
нинг сирти аниклапсни.

Е ч и ш.

, - у ы .  y - 0 L .  / т т г - У Т Т Щ - У Щ * .
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(3) формулага асосан:
а _____  а

Р  = 2* j  / Тр~х j / d x  = 2x /7  J /2дг + p dx =»

= 2 * / ^  - f  <2jf + Л *  t [ =  “ I T " -  1(2e + />)*/. -  p4.}.

7- §. Ишни аник интеграл ёрдамида \исоблаш
Бирор Z7 куч таъсири остида М моддий нукта Os tv fp h  

чизик буйича *аглкат килсин, бунда кучнинг йуналиши хара- 
кат йуналиши билан бир хил булсин. М нукта s = а вазиятдаи 
s = b вазиятга кучганда F  кучнинг бажарган ншини топиш 
талаб этилади.

1) Агар F  куч узгармас булса, у *олда А нш/^куч билан 
утилган йул узунлиги купайтмаси билан ифодаланади, яъни

А — F  (Ь — а).
2) F  куч моддий иуктанинг олган урнига караб узлуксиз 

узгаради, яъни кесмада F (s )  узлуксиз функцияни 
ифодалайди деб фараз киламиз.

|a, b] кесманн узунликлари
AS|, Asj, • • • ,

булган п та нхтиёрий булакка буламиз, ундан кейин *ар бир 
Is,_р s, J кисмии кесмада нхтиёрий 5, нукта танлаб оламиз ва 
F (s )  кучнинг

As,(i = 1, 2, , . . ,  л) йулда бажарган ншини
т  л*,

купайтма бнлан алмаштирамиз. Бу эса бир кисмий кесмада 
6» lfu кучни узгармас микдор деб кабул киЗишимизни, чу 

L n V  ') А флараз кнлишимизни билдиради. Бундай 
Холда F ( l, )  As, ифода As, етарлича кичик булганда F  кучнинг
Ангин а  РГЗН ишининг такрибий кийматини беради,

Я

/-1

^  кучнинг б\т\н [а, Ь\ кесмада бажарган ишининг так
рибий лфодаси булади.

. А п йигинди (я, Ь\ кесмада F —F ($)куч учун тузилган интег
рал йигинди экани уз-^зидан тушунарли, Бу йигиндинннг
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шах (As,) -*• 0 даги лимити мавжуд ва у f (s ) кучнннг s = а 
нуктадан s = b нуцтагача булган йулда бажарган ишини ифо- 
далайди:

А = JV  (s) ds. (1)

1- мисол. Винт пружинасининг 5 кисилиши унга таъсир этувчи А̂ куч- 
га пропорционал. Агар пружинани 1 см кисиш учун 1 кг куч керак булса, F  
куч пружинани 5 см кисиши учун каича иш бажариши керак булиши 
*исоблансин (245- раем).

Ечиш . Шартга кура F  куч ва S  силжнш 
F = kS муносабат оркали богланган, бунда k 
Узгармас сон.

5 ни метр билан, F  ни килограмм билан 
ифодалаймиз. S=0,01, F=  1 булганда 1=£0,01 
булади, бундан k = 100, F =  1005.

(1) формулага асосан:
0,05 0,05

1009 dS = 100 = 0,125 кгм.

2- мисол. ех электр заряди узидан г ма
софада турган (ишораси бир хил) е2 зарядки 
F куч билан итарса, бу куч

245- раем.

формула билан ифодаланади, бунда k узгармас сон.
е\ заряд санок бошланадиган нукта деб кабул этилган А0 нуктага жоЙ- 

лашган деб фараз ки либ, сг зарядиниг ег заряд тан г, масофа узокда булган 
Ах нуктадан сх заряддан г, масофа узокда булган At нуктага* кучишида Г  
кучнннг бажарган иши аниклансин.

Ечиш . (1) формулага асосан:

I = j  * Cjp r dr = — у

г% = оо булганда

булади. ег = 1 булса, A = k-y-' Уейинги микдор ех заряд *осил килган 
майдон потенции.ш дейилади.
8-§. Огирлик марказининг координаталарн

Оху текисликда массалари т х, /я2, . . .  % щн булган 
Р1 (**ь У1)* (xt* • • • » (хп, уп) 

моддий нукталар системаси берилган булсин.
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х,м, ва у ,т , к^пайтмалар т { массанинг Ох ва Оу ^кларга 
нисбатан олинган с та ти к  номентлари дейилади.

хе ва ус оркали берилган системанинг огирлик маркази 
координаталарини белгилаймиз. Бу холда, баён этилган мод- 
дий система ошрлик марказииинг координаталари:

П
V
2 i  ximi

e  X iтх д у я ,  -г . . . +  х птп /»1 
с *" т х + т % + . . .  + т в «

2л щ
/=i

п
V

У / " * /

V  =  > 1 т 1 +  У » 7” »  - Ь  -  ■ 4 -  Упт п в
/»1 + /и* +  . . .  +  **„ "

^  w'
/=1

формулалар билан аникланиши механика курсидан маълум. Биз 
бу формулалардан турли шакл ва жисмларнинг огирлик мар- 
казларини топишда фойдаланамиз.

1. Т е к и с л и к д а г и  ч и з и к н и н г  о г и р л и к  ма ркази .  
А В  эгри чизик у = f ( x ) тенглама билан берилган (а-<* < А ) 
ва бу эгри чизик модднй чизик булсин.

Бундай моддий эгрн чизикнинг чизикли зичлигини*) •{ деб 
фараз циламиз. Чизикни узунликлари Aslt Ast, . . .  , As„ бул
ган п та булакка буламиз. Бу булакларнинг массалари улар
нинг узунликлари билан (узгармас) зичлик купайтмасига тени 
АП{ => 1 As,. Asj ёйнинг хар бир булагида абсциссаси i, билган 
ихтиёрий нукта оламиз. Энди As, ёйнинг хар бир булагинк 
массаси -[As, булган Я ,(5 „/(£/)] моддий нукта билан тасвир- 
лаб ва ( 1) хамда (2) формулаларда х, урнига I, кийматни, у/ 
урнига /(£,) цийматни, /л/ урнига (As, булаклар массалари) 
lAs, кийматни куйсак, ёйнинг огирлик марказини аниклаш 
учун такрнбнй формулалар хосил киламиз: .

У .
хе«  -  . ус»  —

^As'

Агар у =» /  (х) узлуксиз фунция булса ва узлуксиз хосилага 
эга булса, у холда хар бир касрнинг суратидаги ва махражн-

(1)

(2)
♦

*) Берилган чизик узунлнк бирлигининг массаси чизикли зичлик дейи
лади. Биз эгри чизикнинг дамма жойида чизикли зичлик бир хил деб фараз 
киламиз.
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даги йигинднлар max As,-* О да мос интеграл йигиндиларнинг 
лимитларига тенг булган лимитларга эга булади. Шундай ки
либ, ёй огирлик марказининг координаталарн аник интеграллар 
билан ифодаланади:

ъ ь
J Xds j  X  уТ+ r\x) dx
а а

* с = — --  “  1----------- * (Г )
jd s  j Y l + f { X ) d x
а а

Ь Ъ
I  / (* )  ds j  f (x ) У  1 + f * (x )  dx

Ус “  — ь----  = Ч -------------- (2')
'  J  ds j" V  1 + f 1 (x) dx

a

1- мисол. Ox Укнинг юкорисига жойлашган х* + у* = а* ярим айлан.1 
огирлик марказининг координаталарн топилсин.

Е чи ш .  Огирлик марказининг ординатасини топамиз:

У = Г а '- Х* ’ d , - Y l  + ( % p x .

а
ds — —■■ dx

Y  а '- х *  '
а а

j  - J " '
~ а ________________________________________~ а 2d1 2а

У* кд ка ™ ка * '

хе = 0 (чунки ярим айлана Ох укка нисбатан симметрикдир).

2. Т е к и с  ш а к л н и н г  о г и р л и к  маркази .  Берилган 
шакл y = f i (x ) ,  y = ft(x ), х = а, x = b чизиклар билан чега
раланган булиб, модд ий  текис шаклдан иборат булсин. Сирт 
зичлнгини, яъни сирт бирлик юзининг массаси шаклнинг *амма 
булаклари учун узгармас ва 8 га тенг деб *исоблаймиз.

Берилган шаклни х = а, х = х „ . . .  , х — х„ = Ь тугри чи
зиклар билан кенглиги \x lt Ахг, . . . ,  булган полоскаларга 
ажратамиз. Хар бир полосканинг массаси полоска юзи билан 
5 зичлик купайтмасига тенг булади. Агар *ар бир полоскани 
(246- раем) асоси Ах{ ва баландлиги /,(£,) — /,(£,) булган (бун*
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Г)—— I тугри туртбурчак билан алмаштирсак, уда с, =
*олда полосканинг массаси такрнбан

Am, = («,) ~ U  ( * < ) ( * '  = 1 . 2 ...........п)
га тенг булади.

Бу полосканинг огирлик маркази тахминан тегишли тугри 
туртбурчакнинг марказида булади:

W ,  = S„ ( у =

247- раем.

Энди *ар бир полосканн массаси тегишли полосканинг мае- 
сасига тенг булган ва шу полосканинг огирлик марказига туп- 
ланган моддий нукта билан алмаштириб, бутун шакл огирлик 
маркази координаталарининг такрибий кийматини топамиз [ (1) 
ва (2) формулаларга асосан]:

2 E ,M / . (5 i ) - / . ( 5 i )1

Ус

у 1 чм€/)-/,а/)|д^,
7  V  I/ , (.=,) + /, (£i)l * [/а (5/) -  /, <:,)] Ддг, 

У  Ч А О , ) - Л  (s,)] Лх,
Лх,->0 да лимитга утиб, берилган шакл огирлик маркази- 

нинг координаталарини топамиз:

\ x [f1(x ) — f l (x )]dx

4 I/i (-*) -  /i (■*)) dx 
a

j )  [/ ,(x)+  /,<аг)1[/,(дс)-Л(х) ] dx
a

\ [ft(x ) -  ft(x )\ dx
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Бу формулалар хар цандай бир жинсли (яъни хамма, нуктала- 
рида бир хил зичликка эга булган) текис шакллар учун Грин
ли. Огирлик марказининг координаталари шаклнинг 6 зичлн- 
гига боглик эмаслигини курдик (хисоблаш жараёнида 8 кис- 
Кариб кетди).

2-мисол. у* = ах параболанннг х — а т^гри чизик билан кесилиши- 
дан хосил булган сегмент огирлик марказининг координаталари аниклаисин 
(247- раем).

Е ч и ш. Берилган *олда /«(дг) = } а х ,  / ,(дг) = — | 'Их, шунинг учун

уе = 0 (чунки сегмент Ох Укка нисбатан симметрикдир).

9-§. Чизик, дойра ва цилиндрнинг инерция моментини аниц 
интеграл ёрдами билан хисоблаш

хОу текислигида массалари /я,, т г, . . . ,  т п булган

моддий нукталар системаси берилган булсин. Бу холда, ме- 
ханикадан маълумки, моддий нукталар снстемасининг О нук
тага нисбатан инерция моменти куйндагича аникланади:

8- § даги каби, АВ  эгри чизик у =» /  (* ) тенглама билан бе
рилган, а<дс</> булиб, бунда f (x )  узлуксиз функция бул
син. Бу эгрн чизик моддий кизицдан иборат булсин. Эгрн 
чизикнинг чизикли зичлиги t га тенг булсин. Чизикни узуи- 
лиги As,, Ast, . .  . ,  Asn билган п та булакларга буламиз, бун
да As, = у  АхJ -f Ду2(, уларнинг массалари А т х = -;Asi, Arut-=* 
= -tAst, . . . , А т п = -jAsn булсин. Ёйнинг хар бир кисмида абс- 
циссаси Е, булган ихтиёрий нукта оламиз. Бу нукталарнннг

а

Р i (•*!» У1)* Р 2 (̂ а* У*** • • • (̂ п* Уп)

п п

/о =  2  (* ?  +  У/) mi ёки !о  = (О

бунда г, =  V x f T ? , .
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ординатаси щ =*/(£,) булади. Ёйнннг О нуктага нисбатан инер
ция моменти ( 1) формулага мувофик такрибан бундай булади:

п

(2)
/=i

Агар y = f ( x )  функция ва унинг ^осиласи /'(•*) узлуксиз 
булса, у *олда Ад:,- -*• 0 да (2) йигинди лимитга эга. Аник нн- 
теграл билан ифодаланадиган бу лимит моддий чизикнинг 
инерция моментини аниклайди:

ь

1о = т S [■*• + Г И ]  /Т+ ТЧх) dx. (3)
а

1. У з у н л и г и  / б у л г а н  и и г и ч к а бир  ж и и с л и 
т а ё к ч а н и н г  ( с т е р ж е н н и н г )  о х и р г и  у ч и  га н и с б а 
тан  и н е р ц и я  м о м е н т и .  Таёкчани Ох ук кесмасн билан 
устма-уст жойлаштирамиз 0 < х < /  (248-раем). Бу, з̂ олда 
As, = Ал-!, Am,='yAjC|, г- = х] ва (3) форму
ла бундан куринишни олади:

i

f /з Ах I
x *d x  = 4-3-  ( 4 ) . * t = = r *— ' — я

о х '
4̂8- раем.

Агар таёкчанинг массаси М  берилган булса, у .\олда Т = “j "  
па (4) формула бундай куринишда булади:

/ос = ± М Р .  (5)

2. Радиуси г б у л г а н  а й л а н а н и н г  м а р к а з и г а  нис 
б а т а н  и н е р ц и я  м о м е н т и .  Айлананинг барча нукталари 
унинг марказидан бир хил масофада булган ва массаси 
/я = 2яг. f  булгани учун, айлананинг инерция моменти бундай 
булади:

/о = mr2 = f 2r r- r2= 7 2 яг3. (6)
3. Р а д и у с и  R  б у л г а н  бир  ж и н с л и  до и ран и иг 

м а р к а з и г а  н и с б а т а н  и н е р ц и я  м о м е н т и .  о — дойра 
юзи бирлигинннг массаси булсин. Доирани п та ^алкаларга 
ажратамиз.

Битта >(алкани олиб караймиз. (249- раем). Унинг ички ра
диуси г„ таш^и радиуси г, +  Дг, булсин. Бу ^алцанинг массаси 
Дг, га нисбатан юкори тартибли чексиз кичик микдоргача 
аниклик бнлан А/и, = 8 2и г, Дг, га тенг булади. Бу массанинг
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23. х '‘+ у ‘=аЧ‘ астроида билан чегараланган шакл Ох Ук атрофида 
и  Л  л а?

а данади. Айланиш жисмининг хаж м и ни  топинг. Жав. •
24. у = sin д: синусои^анинг битта *йи ва Ох $к билан чегараланган 

шакл Ох ук атрофида айланади. Айланиш жисмининг хажмини топинг.
Жав “2"-

► 25. у* = \х парабола ва х = 4 тугри чизик билан чегараланган шакл
► Ох ук атрофида айланади. Айланиш жисмининг хажмини топинг. Жав. 32 *.

26. у = хех эгри чизик ва у = 0, х = 1 тугри чизиклар билан 4eiapa- 
ланган шакл Ох Ук атрофида айланади. Айланиш жисмининг хажмини То-

к |
пинг. Жав. J  (е?— 1).

27. х = а (/ — sin /), у = а(1 — cos /) циклоиданинг битта аркаси ва Ох
УК билан чегараланган шакл Ох Ук атрофида айланади. Айланиш жисмининг 
хажмини топинг. Жав. 5г*а3.

28. х = a (f — sin /), у = а (1 — cos О циклоиданинг битта аркаси хамда 
Ох Ук билан чегараланган шакл Ох Ук атрофида айланади. Айланиш жис- 
минннг хажмини топинг. Жав. 6*2л3.

29. 27- масаладаги шакл, циклоиданинг учидан утувчи Ох Укка параллел 
т$три чизик атрофида айланади. Айланиш жисмининг хажмини топинг.
Жав. —jg—(9-а— 16).

30. 27- масаладаги шакл циклоиданинг учндан утувчи Ох Укка параллел 
тУгри чизик атрофида айланади. Айланиш жисмининг хажмини топинг. 
Жав. 7**а3.

31. Асосининг радиуси R  булган цилиндр асосининг диаметри оркали 
асос текнслиги билан а бурчак ташкил килиб утувчи текислик билан кесил-
ган. Кесиб олинган кисмнинг хажмини топинг. Ж ав.

32. .г2 4- у* = R2, у* 4- ** = R2 цилиндрлар учун умумий булган хажмни 
16топинг. Жав. ■j А 3.

33. Квадрат днагоналларннинг кесишган нуктаси радиуси а булган дои- 
ранинг диаметри буйича харакат килади; бунда квадрат жойлашган текис
лик хамма вакт доира текислигига перпендикулярлнгича колади, квадрат- 
нинг икки мрама-карши учлари эса айлана буйича харакат килади (маъ- 
лумки харакат пайтида квадратнинг катталиги узгариб туради). Харакатда-
нувчи квадрат хосил килган жисмнинг хажмини топинг. Жав. j  а\

{  у2Тр + = х эллнптик параболоидни х=а текислик билан кесишдан
хосил булган сегментнинг хажмини хисобланг. Жав. rdk^~pq.

35. * = 0, у = 0 текисликлар х1 = 2ру ва г2 = 2рх цилиндрик сиртлар 
ва х = а текислик билан чегаралангас' жисмнинг хажмини хисобланг.

ь 'У Ъ аЖав -■ "  (биринчи октантда).
7 V Р .

X1 у* %36. Тугри чизик Оху ва Охг текисликларда ётувчи -jjj 4- = \t
ж2 *%у + ^ - - 1  эллипсдарни кесиб, Oyz текисликка параллел холда *аракат

• g 
килади. ^осил булган жисмнинг хажмини хисобланг. Жав. “j  abc.
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Е й л а р н и н г  у з у н л и к л а р и н н  х и с о б л а ш

37. х 'г+ у '*= а*  астроиданинг бутун узунлигини топинг. Жав. 6а.
38. ау2 =  дг3 ярим кубик парабола ёйининг координаталар бошндан абс-

335
циссаси дг = 5а нуктагача билган узунлигини хисобланг. Жав. -cjf *• 

хЗЭ. у = a ch —  занжир чизик ёйининг координаталар бошидан (дг, у)
х _____

нуктагача билган узунлигини топинг. Жав. a sh —  = у у 3—а3.
40. х =s a (t — sin /), у = а (1 — cos /) циклоида битта аркасинннг узунли

гини топинг. Жав. 8а. __ __
41. у = In дг эгри чизик ёйининг х = У  3 дан д: = ^  8 гача билган

1 3
узунлигини топинг. Жав. 1 + “5* 1° у

1C
42. у = 1 — In cos дг эгри чизик ёйининг х = 0 дан дг = гача булган

Зя
узунлигини топинг. Жав. In tg—g—•

43. р = я<р Архимед спиралининг кутбдан биринчи Урам охиригача бул
ган узунлигини топинг. Жав. ка / Т + Т ?  -f у  In (2л -f /  1 -f- 4*1).

44. p = ga? спнралнннг кутбдан (р, ? ) нуктагача булган узунлигини то-

пинг. Жав. * ^  g> = -£• /1  + в*.
345. р = a sin3 -у эгри чизикнинг бутун узунлигини топинг. Жав. у  **•

С3 с2
•* = “j *  cos3 f, у = - у  sin3 / эллипс эволютасининг узунлигини то-

4 (а3 — Ь2) 
пинг. Жав.  jjg----

47. р = а(1 -f cos<p) кардноиданинг узунлигини топинг. Жав. 8а.
■* = а (cos 7 +  7 sin f), у = a (sin «р — cos ?) дойра эвольвентаси ёйи-

нинг «р = 0 дан tf = *! гача булган узунлигини топинг. Жав. уа<р*.

А й л а и и ш ж и с м л а р и с и р т л а р и и и и г ю з л а р и н и 
Х и с о б л а ш

49. у3 =г 4ад: параболанинг Ох Ук атрофида айланишидан хосил булган 
сиртнинг координаталар бошидан абсциссаси х = За булган нуктагача ора-
ликдаги юзи топилсин. Жав. -у ха1.

50вЛ т 2дг Т*ГРИ чизикнинг дг = О дан дг = 2 гача оралнкдаги кесмаси- 
иинг: а) Ох Ук атрофида, б) Оу атрофида айланишидан хосил булган 
конус сиртининг юзини хисобланг. Жав. а) 8* У Т , б) 4г. у б!

51. х2 -f (у  — Ь)* = а2 доиранинг Ох }к  атрофида айланишидан хосил 
оулгам тор сиртининг юзини топинг (6 > а). Жав. 4т*аЬ.

52. Кардиоида х = а (2  cos у cos 2f), у = a (2 sin tp — sin 2<p) парамет
рик тенгламалар билан берилган. Кардиоиданиг Ох Ук атрофида айланишн-
дан хосил булган жисм сиртининг юзини топинг. Жав. пг Г*<Ао
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53. х =z a (t — Sin t), у = a ( l  — cos t) циклоида битта аркасининг O x  >к 
атрофида айланишидан *осил булган жисм сиртининг юзини топиш*.
Жав. -■*--.

54. Циклоиданинг аркаси Оу Ук атрофида айланади (53- масалага ка
ранг). Айланиш жисмининг сиртини топинг. Ж ав. 16r.2a* 4- -у т.а1.

55. Циклоиданинг аркаси унинг учидан утган ва Ох £кка параллел бул
ган уринма атрофида айланади (53- масалага каранг). Айланиш жисмининг

32га*сиртини топинг. Жав. — g—
56. дг = a sin* t, у =za cos* / астроида Ох Ук атрофида айланади. Айланиш

12 та1жисмининг сиртини топинг. Жав. — g—
57. у=  sin х синусоиданинг ёйи Ох Ук атрофида х = 0 дан х = 2* гача 

айланади. Айланиш жисмининг сиртини топинг. Жав. 4л [ ^ T + ln  I)).
X* у*

58. + JT  = 1 (я >  £) эллипс Ох Ук атрофида айланади. Айланиш
arcsln е \ а 2— Ь* 

жисмининг сиртини топинг. Жав. 2nb2 + 2nab— -— , бунда е = ----— •

А н и к  и н т е г р а л н и н г  т у р л и  т а т б и к л а р и  

х* у-59. -f - jj = 1 (дг > 0 , у > 0 ) эллипс чорак кисми юзинннг огирлик
4а АЬ

марказини топинг. Жав. *3“ »
60. х1 -f 4у — 16 = 0 парабала ва Ох Ук билан чегараланган шакл юзи-

иинг огирлик марказини топинг. Жав. (О; -jp )
61. Ярим ш^> *ажминннг огирлик марказини топинг. Ж ав. Симметрия

укида, асосдан -g- R  масофада.
62. Ярим шар сиртининг огирлик марказини топинг. Жав. Симметрия

RУкида, асосидан у  масофада.
63. Асоснннг радиуси R , баландлиги h булган тугри доиравий конус сир-

h
тининг огирлик марказини топинг. Жав. Симметрия Укида, асосдан -j масо
фада.

64. у = sin jc  (0  < х < *) ва у = 0 чизиклар билан чегараланган шакл
юзининг огирлик марказини топинг. Жав. ( у  “g”)-

65. уа = 2 0 дг, хг = 20 у параболалар билан чегараланган шакл юзининг 
огирлик марказини топинг. Жав. (9; 9).

66. Марказий бурчаги 2а ва радиуси R  булган донра сектори юзининг
2 sin а

огирлик марказини топинг. Жав. Симметрия Укида, сектор учидан-3 R - j-  
уасофала.

67. Агар асоси 8 му баландлиги 12 м булган тугри туртбурчак сувга 
вертикал *олда туширилган булиб, унинг юкори асоси сувнинг эркнн сир-

32 н. С. Инскуно*
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тига параллел ва 5 м чукурликда булса, тугри тУртбурчакка булган сув 
босиминннг микдоринн топинг. Жав. 1056 т .

68. Томони 8 булган квадрат шаклдаги шлюзнинг юкори кирраси сув 
сиртида ётади. Квадратии унинг бир диагонали билан ажратиб хосил килим- 
гаи шлюз кисмларннинг *ар бирига булган сув босиминннг микдоринн аниц- 
ланг. Ж ав. 85 333,33 кг, 170 666,67 кг.

69. Диаметри 20 м булган ярим сферик идишдан сувни насос билан тор
тиб олиш учун керак булган иш микдоринн хисобланг. Жав. 2,5-10е х кгм.

70. Жнем х = ct3 конун буйича тугри чизикли харакат килади, бунда 
ЛЬ вактда утилган йул узунлиги, с = const. Мухитнинг каршилиги тезлик 
коадратнга пропорцнонал оулиб, пропороционаллик коэффициенти k га тенг. 
Жисмнинг х = 0 нуктадан "х = а нуктагача килган харакатида каршилмс

27*
бажарган ишни топинг. Жав. —  У  сяв7.

71. Зичлиги 7 булган суюмикни баландлиги /У, асосининг радиуси R  
булган ва учи билан пастга караган конус шаклидаги резервуардан насос

" олиш учун сарфлаш керак булган ишни хисобланг.

72. Сгочдан ясалган калковуч цилиндр шаклида булиб, асосининг юзи
S  = 4000 см1, баландлиги эса Н  = 50 см. Калковуч сув юзида сузиб юрибди. 
Калковучни сув енртига кутариб чикариш учун канча иш сарф килиш ке
рак? (Сгочнинг солиштирма огирлиги 0,8) Жав. — ^— = 32 кгм.

73. Устки асоси а = 6,4 м , остки асоси Ь = 4,2 м, баландлиги Н  = 3 м 
булган тенг ёнли трапеция шаклидаги плотинани сув кандай куч билан 
босишини хисобланг. Ж ав. 22,2 т .

74. Козоннинг сфера шаклидаги тагига Р  кг буг берадиган тулик босми- 
нинг Укдаги ташкил этувчиларини топинг. Козон цилиндик киемннинг диа-

75. Радиуси г булган вертикал валнинг тагидан ясси подпятник тутиб 
турадн. Валнинг Р  огирлиги таянчнинг бутун сирти буйича текис таркалади. 
Валнинг бир марта айланишида ишкаланиш кучининг бажарган тула ншнин

4
Хисобланг. Ишкаланиш коэффициенти ц га тенг. Жав. г. р/У.

76. Вертикал валнинг учи кесик конус шаклидаги пята билан тугайдп. 
Пятанинг подпяТнккка булган солиштирма босими узгармас булиб, Р  га тенг. 
Пятанинг юкори диаметри D, куйи диаметри </, конус учидаги бурчак 2а, 
ишкаланиш коэффициенти р. Валнинг бир айланишида ишкаланиш кучнкпнг

jjl1 Р'Х
бажарган иши топилсин. Жав. g-— (О3 — <fJ).

77. Узунлиги / булган призматик стержень 0 дан Р  гача секии усиб 
борувчи куч билан шундай чузила борадики, ч^зувчи куч хар бир моментда 
стерженнинг эластик кучи бнлан мувозанатда булади. Чузилиш эластиклпк 
чегараларида булади деб фараз килиб, кучнннг чузиш учун сарф килган Л 
ишини хисобланг. Стержень кундаланг кеенмининг юзи F  га, материалнннг 
эластиклик модули Е  га тенг.

I/ Л _____ ___  4_____  — —
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78. Призма шаклидаги брус вертикал холатда осилган булиб, унинг 
метки учига чузувчн Р  куч таъсир этади. Агар оруснинг чузилган холат- 
Даги узунлиги /, кундаланг кесимининг юзи F, огирлнги Q ва материалнинг 
эластиклик модули Е  га тенг экани берилган булса, брус Уз огирлик кучи

(0 4 2Р)1ва Р  куч таъсирида канча чузилишини хисобланг. Жав. А/ ** ---2EF---
79. Призма шаклидаги идишга // баландликкача куйилган суюцлик туки- 

либ гамом булиши учун канча вакт кетади? Идиш куидйланг кесимининг 
юаи F, тешикнинг юзи /, оким тезлиги v  *= р \  2gh формула билан аник- 
ланадн, бунда ц — ёпишкоклик коэффициенти, g — огирлик кучинииг тезла-

2/**/Униши, h — тешикдан суюклик сатхигача булган масофа. Жав. Т *=---т== J
Г/У  2gH

j L  , /
“  Y f У s '80. Кесими тугри туртбурчак шаклда булган оцава иншооти оркали ок*б 
чиккаи 0  сув сарфини (вакт бирлиги ичида оциб чикалиган суш микдоринн)
аникланг. Иншоотнинг баландлиги Л, кенглиги Ь. Жав. Q = ) 2gh.

81. Баландлиги а ва кенглиги Ь булган тугри туртбурчак шаклида *м 
томоидаги тешикдан оциб чикалиган 0 сув сарфини аниклйнг. Тешикнинг 
паст томонидан сув сиртигача булган баландлик Н.

Ж е.

SO*
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