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I

С У З  Б О Ш И
Узбекистон жум^уриятида тил ^а^идаги ^онун ца- 

бул цилинганидан с?нг, деярли *амма фанлар брича 
узбек тилидаги адабиётларнинг тацчиллиги сезилиб 
цолди. Математик анализ буйича Т. Азларов ва ^ . Ман­
суров томонидан ёзилган икки жилдлик китоб бу ма- 
салага маълум цадар жавоб булди. Ш у билан бирга 
бу китобларга мос мисол ва масалалар т^плами яра- 
тиш э^тиёжи тугилди.

Ушбу китоб Тошкент Давлат университети матема­
тика факультета у^итувчиларининг бир гуру.̂ и томо­
нидан тайёрланган б^либ, у математика ихтисослиги 
б^йича мутахассислар тайёрлаш дастури ва юцорида 
цайд этилган китоблар асосида ёзилган.

Китобнинг бу цисмига дастлабки тушунчалар, сон- 
ли кетма-кетлик ва унинг лимити, функция ва унинг 
лимити, функция узлуксизлиги ва текис узлуксизлиги, 
функциянинг ^осила ва дифференциали, дифференциал 
^исобнинг асосий теоремалари ва татбицлари, аниц- 
мас ва ани^ интеграллар, ани^ интегралларнинг баъзи 
бир татбицлари ва сонли цаторлар мавзулари кири- 
тилган.

^Улланмани ёзишда муаллифлар ^ар бир матема­
тик тушунча ва тасди^ларни мос мисол ва масалалар- 
ни т^лиц ва синчиклаб та^лил ^илиб ечиш ор^али 
Укувчиларга етказишга ^аракат ^илдилар. ^улланма- 
да 244 та мисол ва масала батафсил ечиб курсатилган
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б^либ, 1502 та мисол ва масала муста^ил ечиш учун 
тавсия этилган.

Ушбу китобни ёзишда Тошкент Давлат университе- 
тнда куп йиллар мобайнида математик анализ курси 
буйича олиб борилган дарслар катта ёрдам берди. Шу 
бнлан бирга китоб цулёзмаси тайёр булгач, у машц 
дарсларида синовдан утказилди.

Китоб ^улёзмасини уциб, унинг яхшиланишига ^з 
^иссаларини цушган профессор А. Аъзамов, доцентлар 
М. Зо^иров, А. Назаров, А. Жалиловларга муаллифлар 
миннатдорчилик билдирадилар.

Кулланмадаги камчиликларни бартараф этиш ва 
унинг сифатини яхшилаш борасидаги фикр-муло^аза- 
лар учун муаллифлар олдиндан ^з миннатдорчилик- 
ларини билдирадилар.



I  боб
Д А С Т Л А Б К И  Т У Ш У Н Ч А Л А Р

1-§. ТУПЛАМ. ТУПЛАМЛАР УСТИДА АМАЛЛАР

Туплам тушунчаси математиканинг бошланрич, айни пайт- 
да му.\им тушунчаларидан биридир. Тупламни ташкил этган 
нарсалар (предметлар) унинг элементлари дейилади. Одатда 
тупламлар бош ^арфлар билан, унинг элементлари эса ки- 
чик ^арфлар билан белгиланади. Тупламлар элементлари- 
нинг сони нуцтаи назаридан икки хил булади: 1) чекли туп­
ламлар, масалан, А = {2, 4, 6, 8} туплам, 2) чексиз туплам­
лар, масалан, N — {1, 2, 4, . . .} туплам.

Иккита А ва В  туплам берилган булсин. Агар А т̂ п- 
ламнинг ^ар бир элемента В тупламнинг а̂м элемента б̂ л- 
са, А туплам В  тупламнинг цисми ёки н,исмий туплами деб 
аталади ра А с. В  каби ёзилади.

1-таъриф. Агар А с: В  ва Вс:. А бдлса, у холда А ва 
В тупламлар бир-бирига тенг тупламлар деб аталади ва 
А = В  каби ёзилади.

2- т а ъ р и ф. А ва В  тупламларнинг барча элементлари- 
дан ташкил топган туплам А ва В  тупламлар йигиндиси 
('бирлашмаси)  деб аталади ва А [) В  каби ёзилади.

3-таъриф. А ва В  тупламларнинг умумий элемент- 
ларидан ташкил топган туплам А ва В  тупламлар ку- 
пайтмаси (кесишмаси) деб аталади ва А Л В  каби ёзи­
лади.

4-таъриф. А тупламнинг В  тупламга тегишли бул- 
маган элементларидан тузилган туплам А тупламдан В 
тупламнинг айирмаси деб аталади ва А \ В  каби ёзила­
ди.

5- т а ъ р и ф. А тупламнинг В  тупламга тегишли бдл- 
маган элементларидан ва В  тупламнинг А тупламга те- 
гшили бдлмаган элементларидан тузилган туплам А ва'В 
Щпламларнине симметрик айирмаси деб аталади еа А \ В  
каби ёзилади.
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6-таъриф. Биринчи элемента А т()пламдан, иккинчи 
элементы В тупламдан олинган (a, b) (а £ А, b £ В ) к§- 
ринишдаги жуфтликлардан тузилган туп  ламга А ва В  
тупламларнинг Декарт купайтмаси ёки myFpu купайт- 
маси деб аталади ва А х  В  каби ёзилади.

1-мисол. А = {1 ,2 ,3 }, В  = {2, 4} бу'лсин. У  э̂ олда 
A U В  = {1 ,2 ,3 , 4}, А Л В  = {2};
Л \ В  = {1 ,3 }, В \ А  = {4}, Л Д В= {1 ,3 , 4}; 
А Х Я  = {(1, 2), (1, 4), (2, 2), (2 ,4), (3,2), 

(3, 4)}
булади.

7-таъриф. Агар А теплом U тдп.гамнинг цисми, 
яъни A a  U бдлса, ушбу

U \ A ~ {x ix £ U ,  х£/!}
туплам А тдпламни U тупла.чга тЦлдирувчи тралам деб 
аталади ва СА ёки СиА каби белгиланади.

К,унидаги хоссалар уринлидир:
1°. С (СА) = А.
2°. С (A U В) = СА П СВ.
3°. С (А Л В) = CA\J СВ.
4°. Л \ С 4  = 0 , A U С А = U ( 0 -буш туплам).
2-мисол. Ушбу

А \ В  = А Л СВ

тенглнк уринли эканини курсатинг.
Иккн тупламнинг бир-бирига тенгбулиши таърифига асо- 

сан берилган тенгликнинг уринли булишини курса тиш учун
Л \ В с / 1 ЛСА ва Л Л С В с Л Ч В  

муносабатларнинг бажарилишини курсатиш етарли.
V а £ А \  В  булсин, у ^олда:

а£А, а£В=>а£А, а£СВ=>а£А{)СВ.
Демак, А \  В  с : А Л СВ.

Энди V а £ А Л СВ булсин:
а£А  Л СВ=>а£А, а£СВ=>а£А, a lB = > a £ A \ B . 
Демак, А Л СВ с : А \  В. Натижада 
Л Ч В с Л Л С В ,  Л Л С Б с Л \ А = ^ Л \ В  = Л и С В  

булишини топамиз.
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Мисол ва масалалар
Куйидаги муносабатлар нинг урннли булишинн курсатинп
1. А Л f l c ' A c A U B .
2. А ПИ U В )-  А.
3. Л П (^ и С ) = (Л П В) и (А п С).
4. Л и (В (]С ) = (А и В) П (-4 и С).
5. А \ (В (\ С ) =  (А \ В )  и И \ С ).
6. А \ (В [ )С )  = (А \ В )  П (Д \ С ) .
7. А\](СА[\В) = А\)В.
8 . Д \ ( В \ С )  =  (/4\В)иИПС)-
9. (А \ В )  U СВ \ А )  = (А Ц В )\ {А  Л В).

10. ( Л \ В )и  ( В \ А )  = (А U В) Л (СA U СВ).

2- §. \АК,ИКИП СОНЛАР

Q — барча рационал сонлардан иборат туплам булсин.
6-таъриф. Рационал сонлар туплами Q нинг цисмла- 

ри А еа А ' тцплам.шр
1) А Ф 0 ,  А 'Ф 0 ,
2) A U А' = Q,
3) * а £ А , V а' £А '= > а< а'

шартларни ^аноатлантирсин. У  \олда А еа А ' тЦплам- 
лар Q тупламда кесим бажаради дейилади еа бу кесим 
(А , А ') каби белгиланади. А туплам кесим нинг цуйи син- 
фи, А ' туплам кесимнинг юцори синфи дейилади.

Q тупламда бажарилган хар ^андай кесим фа^ат икки 
турли булишн мумкнн:

1) цуйи синфида энг катта элемент ёки юцори сннфнда 
энг кичик элемент мавжуд булган кесим. Бундай кесим ра­
ционал кесим деб аталади.

2) цуйи синфида энг катта элемент мавжуд булмаган ва 
ю о̂ри синфида энг кичик элемент маьжуд булмаган кесим. 
Бундай кесим иррационал кесим деб аталади.

Виз 1-турдаги кесимга унга мос энг катта ёки энг ки­
чик рационал сонни мос ^уямиз. Бу келишувга кура 2-тур- 
Дагн кесим учун бирор рационал сонни мос цуйиб булмайди.

7-таъриф. Рационал сонлар туплами Q да бажарил- 
ган иккинчи тур  кесим (иррационал кесим) иррационал 
сонни аницлайди дейилади.

Берилган кесим {А, А ') аницлаган сон а = '(Л , А ') к̂ - 
ринищда хам ёзилади. Рационал ва иррационал сонлар битта 
умумнй ном билан эцак^ий сонлар дейилади. Барча ха̂ и-

сонлар туплами R а̂рфи билан белгиланади.
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^ацнций сонлар туплами цуйидаги хоссаларга эга!
1° .  ^ациций сонлар туплами тартибланган туплам.
2°. ^ацнций сонлар туплами зич туплам.
3°. ^ациций сонлар туплами тули^ (узлуксиз) туплам. 

Г^а^иций сонлар устида арифметик амаллар бажарилади 
(царанг: [I], 2-боб, 7-§).

3-мисол. Ушбу х* = 2 тенгламани и;аноатлантирувчи 
а̂ци̂ ий соннинг мавжудлигини курса тин г.

К,уйидаги рационал сонлар тупламини оламиз:
A ' = {r:r£Q , г5 > 2 },
A = {r:r£Q , г3 <  2}.

Бу А, А' тупламлар Q да (-4, А') кесим бажаради, чунки:
1) 1 £ А, 2£А'=>А ф  0 , А' Ф  0 .
2) v a G A, v а' £ А' => а3 <  2 <  (а' )3 =► а3 <  (a ')3̂ a< a'-
3) A [)A ' = Q.
Бу кесим бирор а ха̂ иций сонни ани^лайди I 

а = (А, А').
Энди А тупламда энг катта, А' тупламда эса энг кичик 

элемент (сон) мавжуд э.маслигини курсатамиз.
А' тупламда г0 сонни (г0 >  1) олиб, унинг ёрдамида ушбу

г ,— — рационал сонни цараймиз. (Бунда п натурал сон

^ 3 го (  ® 'о ] ,п >  —j---- тенгсизликни цаноатлантирсин I п = -j— — +
'о  —  2 \  L  ' ’о — *  J

+ 1 деб олиш мумкин). Агар

(г  _ 1 \ *  = Г3 _ ^ 0  + ±<L___ L > r3 _ ^ i  +  i£ !L _
\ 0 п ) 0 п л* л* 0 п п*

— — +  1йГ 1 > ' 3 ~ — >  2л* л л* п

булишини эътиборга олсак, унда (го — А' булишини 
топамиз. Шундай цилиб г0£А' сон олинганда, бу сондан
кичик булган шундай г0— - сон мавжудки, г0— — £ А'П п
булади. Бу эса А' тупламнинг элементлари орасида энг ки-
чиги мавжуд эмаслигини курсатади. Худди шу йул билан А
тупламнинг элементлари орасида энг катгаси мавжуд эмас-
лиги курсатилади. Демак, (А, А') иккинчи тур кесим булиб,
у а  иррационал сонни аннцлайди.

Ха^и^ий сонлар устида арифметик амаллар бажариш о̂и-
дасидан фойдаланиб а3 =» 2 эканлигини куриш ^ийин эмас.



Юкорида к^рсатилган усул билан мураккаброк; хак,н̂ ий
сонларга, масалан, \ +  V V 3 + У 2 сонларга мос 
кесимларни куриш хам цийин эмас.

3-§. \АЦИКИП СОННИНГ АБСОЛЮТ КИЙМАТИ

Бирор x£R  (дс= 0̂) сонни олайлик. Рачшанки, х, — х 
сонларидан бирн албатта мусбат булади. Бу мусбат сон х 
соннинг абсолют ^иймати деб аталади ва уни | х | куриннш- 
да белгиланади. Ноль соннинг абсолют циймати деб ноль 
сонининг узи олинади. Демак,

агар х > 0 булса, 
агар х <  0 булса.

^аци^ий соннинг абсолют ^нймати дуйидаги хоссаларга
эга:

1°. v R  сон учун
I * I > О, | дс | = |— х|, — х<|дс)

муносабатлар уринлидир.
2°. Ушбу

|х| [а>=> — а < х < а ,  (а > 0)
| х | < а <==> — а ^ х ^ а  

муносабатлар уринлидир.
3°. Ушбу

\х + у\ < 1x1 + \у\,
\х — у\> ||х| — \у\\,

\ху\-\x\-\y\,

I-  = -I У IiM 
муносабатлар уринлидир.

4-§. СОНЛИ ТУПЛАМЛАРНИНГ ЧЕГАРАЛАРИ
. Элементлари а̂ци̂ ий сонлардан иборат туплам сонли 

туплам деб аталади. Масалан,
{x :x£ R , а < д с< 6} = [о, Ь], (1)
{*:*€/?, а < х < Ь }  = (а, Ь), (2)
{*:*€/?, а ^ х < Ь )  = [а, Ь), (3)
{x ;x£R , а < х  < 6} = (а, Ь] (4)
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тупламлар сопли тупламлардир. (1) туплам сегмент ёки кес- 
ма. (2) туплам интервал, (3) ва (4) тупламлар ярим интер- 
валлар деб аталади.

Бнрор Е  туплам (Е  с  R) берилгаи булсин.
8-таъриф Агар шундай М сон (т  сон) мавжуд бул- 

саки, У  х £ Е  учун ( х ^ т )  тенгсизлик бажарилса,
Е  туплам юцоридан (цуйидан) чегараланган дейилади.

9-та ъриф. АгарУ М сон (Y  т  cohJ олинганда %ам шун­
дай х0£ Е  топилсакн дг0 >  М (х0 <  т )  тенгсизлик бажа­
рилса, Е  туплам юцоридан (цуйидан) чегараланмаган дейи­
лади.

10-та ъриф. Агар Е  туплам %ам цуйидан, %ам щоридан 
чегараланган булса, Е  туплам чггараланган дейилади.

1-теорем а. \ар рандам кл о̂ридан чегараланган туп­
лам учун уни ю^оридан чегараловчи сонлар ичида энг |ки- 
чиги мавжуд.

11-таъриф. Юкоридан чегараланган Е  туплам учун 
уни юцоридан чегараловчи сонларнинг энг кичиги туплам- 
нинг аник, юцори чегараси дейилади еа sup£ каби белги­
ланади.

Равшанки,

sup£ = а<==> Ш  >'ч>'н .\2) Y  е >  0 учун 3 х0 £ Е , х0 >  а — е.
2-те о рем а. )̂ ар цандай цуйидан чегараланган туплам 

учун уни ^уйидан чегараловчи сонлар орасида энг каттаси 
мавжуд.

12-та ъриф. Цуйидан чегараланган Е  туплам учун уни 
цуйидан чегараловчи сонларнинг энг каттаси тупламнинг 
анщ цуйи чегараси деб аталади еа inf Е  каби белгила­
нади.

Равшанки,

l xi EJ 4yHх>ьСР12) Y  е >  0 учун Н х0< Ь  + г.
4-мисол. Агар Е  туплам (Е  с : R) юкоридан чегаралан­

ган булиб, Е 1 с: Е  булса, у холла
sup Е х sup Е

булишини курсатинг.
Е  туплам юкоридан чегараланган, E l cz Е  булгани са- 

бабли Е у туплам хам юцоридан чегаралангандир.
Демак, 1- теорема га кура, sup£, ва sup£ лар мавжуд. 

Уларни мос равишда а ва Ь билан белгилайлик:
sup Е г = a, sup Е  = Ь.
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Энди а < Ь булишини исботлаймиз. Тескарнсини фараз 
цилайлик, яънн а >  Ь булсин. У  холда *ар доим а >  а >  Ь 
тенгсизликни цаноатлантирувчи а рационал сонни топиш 
мумкин. а = sup Е 1 булгани учун, шундай а*^ Е1 мавжуд- 
ки, а* >  а, демак, а* >  b булади. Аммо а *^ Е1 ва £ , с: Е  
булгани учун а* < Ь. Шундай ^илиб, b <  а* < b тенгсиз- 
ликларга эга булдик. Бу эса а >  b тенгсизликка зид. Де­
мак, а < Ь, яъни sup£t < sup£ булади.

Мисол ва масалалар

П. Y 3 сонни аницловчи кесим тузинг.
12. Ушбу х* = 2 тенглама рационал сонлар тупламнда 

ечимга эга эмаслигиии курсатинг.
13. Кесим ёрдамида У 2 + У 8  = У 18 эканини курса-

ТИНГ.
14. Кесим ёрдамида У2_-У3 = ]^6 эканини курсатинг.
15. Кесим ёрдамида У 2  + (~  У 2 ) = 0 булишини кур­

сатинг.
16. Ушбу х* = 3 тенгламани цаноатлантирувчи хакнкий 

соннинг мавжудлигинн курсатинг.
Берилган Л ва В  тупламларга кура А Ц В, А [)В , Л \Я  

В \  А тупламларни топннг.
17. Л = {*£/?: х* — 5x+6ss0},

B = {x£R:2x* — 5лг<  0>.
18 . Л = {х 6 Я :|х |  + | х - 1 | < 3 } ,

B  = {x £ R :x t — 51х/ +  6 < 0}.
19. Л = {(х, y )£ R  х R: |х| + \у\ < 1}.

В  = {(х, y )£ R x  R: х + у > 1}.
20. Л = {(ж, y )£ R  х R: ху < 0}, 

в  = {(*. y )£ R  X R: у > х2}.
21- Л = {*(:/?: 1 <  Iх — 3 1 < 2},

B ~ {x £ R :  21 дс | <  3).
22. А = {(х, y )£ R  х R: х*>у*},

B  = { (x ,y )£ R x R :  х*>у*}.
23. Л = {(х, y )£ R x R :  sin (х — у) = 0},
о, . = 6 R  X R: cos (х + у) = 0).

D ~  | ( Х ’ У ) €  R  х  I C0S Х У  I >  1 }•S  = {(x, y )£ R  х R :\cos ху | < I}.
25. Л = {(х, y )£ R x  R: х* + уг = 0},

дс*-у* = 0}.
• Агар Л с: В  булса, inf Л > inf В  эканини курса-
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27. А = {х} ва В  = {г/} хаци̂ ий сонлар туплари берил- 
ган булиб, {х -f- у) туплам эса {х + у: х£А, у£ В) йигин- 
дилардан иборат туплам булсин. Унда

sup {х + у) = sup {х} + sup {у}, 
inf {х +  у) = inf {х} + inf {у}

булишини исботланг.
28. А = {х) ва В  = {у} манфий булмаган ха^ий  сон­

лар тупламларн берилган булиб, {х у }  туплам эса {х -у , 
у£ В ) купайтмалардан иборат туплам булсин. Унда

sup {х у } — sup {x}sup {у}, 
inf {х у) = inf {х} inf {у}

булишини исботланг.
29. А = {х} хакикнй сонлар туплами берилган булиб, 

{— х} туплам — х сонлардан (х£ А) иборат туплам булсин. 
Унда

sup {— х} = — inf {х}, 
inf { —х} = — sup {х}

булишини курсатинг.
30. Ушбу

{~ ]  = { ~ :m ^ *  rt€/V* т < л} 

тупламнинг аник, ю о̂ри чегараси sup |—| ва аниц цуйи че­

гараси in f j—| ларни топинг.

I I  боб
С О Н Л А Р  К Е Т М А - К Е Т Л И Г И  

В А  У Н И Н Г  Л И М И Т И

1-§. СОНЛАР КЕТМА-КЕТЛИГИ ТУШУНЧАСИ

Фараз цилайлик, f хар бир натурал сон n£N  га бирор 
а̂циций хл £ /? сонни мос цуювчи акслантириш булсин:

хп.

Бу акслантириш ^ийматларидан тузилган



иЛода *ЗКНКИЙ сонлар кетма- кетлнги (к;нецача сонлар кетма- 
кеглиги) дейилади ({*„} куринишда белгиланади).

х (Л в  1, 2, 3, . . . )  сонлар (1) кетма-кетлнкнинг хад-
лари дейилади.

Мисоллар:
l . l l  1

1) 2’ 3 ........
2) и - ( - 1) " : - 1. 1. - 1. 1....... ( - 1) " . . . .
о) 2 _ — • * о ' о * * • * * *•••'  п п 2 3 п
4) Ь  !»•••* 1# • • •
1-т а ъриф. Агар шундай узгармас М сони мавжуд бул- 

саки, У  п £ .V учун хп < М (Хп > М ) булса, у \олда {*„ } 
кетма-кетли- юкоридан (цуйидан) чегараланган дейилади.

Бу таърнфни цискача
Н М £ R, У  п £ N : хп < /И (д:п > М) 

каби ифодалаш мумкин. Масалан,
— 1. — 2, — 3....... — п , . . .

кетма- кетлик юцоридан,
1, 4, 9, . .  ., л2, . . .

кетма-кетлик эеа ^уйидан чегараланганлир.
Агар {хп} кетма-кетлик хам цумидан, хам юкоридан че­

гараланган булса, у чегараланган кетма-кетлик дейилади.
2- т а ъ р и ф. Агар шундай узгармас М >  0 сон мавжуд 

бдлсаки, У  n£N  учун |дсп| < М булса, у .уолда {хп} кетма- 
кетлик чегараланган дейилади.

Бу таърифни цисцача
3 М >  О, Y  п £ Л\ | хп | < М 

каби ифодалаш мумкин. Масалан, ушбу
1 1  1  I

’ 2’ 3 ........« ’ •••
кетма- кетлик чегараланган кетма- кетликдир.

1-м и со л. Ушбу
— i_  JL
И’ 2! ’ 3!’ ■ п!’ ' ' ' 

кетма-кетлнкнинг юкоридан чегараланганлигини исботланг.
13



Бу кетма-кетликнинг л-ва (п + 1 )-.\адларн
2п 2П“̂

_  лГ* ДГ"+| ~~ (л+1)!
учун

хп 2я (п +  1)1 __ я + 1
Хя+1 п! ' 2 "+ ' 2

тенглик уринли булади. Агар ихтнёрин натурал п (п > 1)
сон учун -2-i-L ^  1 эканннн эътиборга олсак, унда 

2

~ Г ~  *„+,*Л+1
булишини курамиз. Демак,

[*1 ^  Х2 ^  *3 ^  ^  хп ^  Хп+\ ^  •

Бунлан эса ихтиёрий п > 1 учун
хп\< *1 = 2

б^лиши келиб чицади.
Демак, шундай М сони, яъни М  = 2 сон топилдики, 

2пV  n£N  учун хп = —  < 2 булди. Бу эса берилган кетма-я!
кетлик ю о̂ридан чегараланганлигини билдиради. хп > 0 экан- 
лигини назарга олсак, {хл} кетма-кетликнинг чегараланган­
лигини курамиз.

2-мисол. Ушбу

V 2 , V 2 + V 2 ........V 2 + V 2 +  . . . + V 2  , . .  . (2)
п та илдиз

кетма- кетликнинг чегараланганлигини исботланг.

Равшанки, хп = V  2 +  K 2 + . .  .+  V 2  булиб, V  n£N
п та илдиз

учун х„ > V 2  булади. Бу кетма-кетликнинг цуйидан "че­
гараланганлигини билдиради.

Агар

2 =  / 2  +  2 >  Г  2 +  / 2  =  х „



= 1^2+1 2 + . . .+  V 2  + 2 >
(п — 1) та илдиз

>  V  2 + 1̂ 2 +■ • ■ + У'2 = хп 
п та илднз

булишини эътнборга олсак, математик индукция усулидан 
фойдаланиб V  n£N  учун хп <  2 эканини ани^лаймиз Шун­
дай ^илиб, (2) кетма-кетликнинг хам куйидан, хам юцори- 
дан чегараланганлйги курсатилди. Демак, берилган кетма- 
кетлик чегаралангандир.

3-м и со л. Ушбу {хп} = { / п}:

1, / 2, ^ 3 / п  . . . .
кетма- кетликнинг юцоридан чегараланмаганлигини курсатинг.

Ихтиёрнй мусбат М сонни олайлик. Бу сонга кура 
п§= [М + I ]2 олинса, унла

= V 4  =\V ш +1]* = [.и + 1] > м (3)
б^лали. Бу эса { V п } кетма-кетликнинг юцоридан чегара- 
ланмаганлигнни билдиради.

4-мисол. Ушбу

{■*■».} = ! 1 + - 4 = + -7=

кетма- кетликнинг ю о̂ридан чегараланмаганлигини нсботланг. 
Равшанки,

Хп = 1 + +  —~=. + • • • + — Z >
V T  / з  Vn

+ -7= : + . . .  + - .  т . .
V n  V n  V n  V n

Демак,

Юцоридаги (3) муносабатдан фойдалансак, а̂р цандай М 
учун шундай n0£\N мавжудки, бу п0 учун

К , > м
булади.
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Демак,
М >  0, з  п0 € N : хП' > у"п^ >  М .

Бу эса берилган кетма-кетлнкнинг юкоридан чегаралан- 
маганлигинн билдиради.

Мисол ва масалалар

Куйидаги кетма- кетликларнинг чегараланганлигини исбот- 
ланг:

1. xn = } n +  \ — V n .
2. хп = у/Гп2 +  (п — 1) sinn — п.
3. хп = log(n+i) 2.

4. Х .- 2 & -
п п

5. х =
4 + л*

f i  V
n 2n *

» - ^ - , + ТТ + 1 Г + -  + 5 = ^ « > ,>-
. - I .  sin2 . . sinn , ^  0v8. x„ = s m l+  — +  . •• +  5 Z i^ .  (» > 2 ).

9. Xa ™  1 +  +  • • • +  . (a > 2).
1 , 1  1 . , (- 1)"” 1 

«о- * n = i - з ~ 7  + - - - +— •
11. *„ = sin sin . .  . sin x.

>' “v- “
л та

К,уйидаги кетма-кетликларнинг чегараланмаганлигини' ис- 
ботланг:

12. хл =  ^ .
Л 71

13. хп = (— 1)" п.
агар п жуфт булса,

15 х ^  ( / л , агар л = *8 булса,
10, агар б^лса.

16



17. xn = log, (пг + п).
18. Агар {* „ } ,  {у п} чегараланган кетма-кетликлар бул­

са, у *олда К  ± у„), {хп уп) кетма- кетликларнинг чегара-
панган эканлнгини курсатинг.

19. Агар {* „} ва {уп} кетма-кетликлар чегараланмаган
булса, {хп ± уп}, {хп Уп) кетма-кетликлар хасида нима дейиш 
мумкин?

20. Агар {х„} чегараланган, {уп) эса чегараланмаган кет­
ма- кетлик булса, у *олда {хп +  уп) кетма- кетликнинг чега-
раланмаганлигини курсатинг.

21. Агар {* „} кетма-кетлик учун xn + xn+i йигинди че­
гараланган булса, {хп} кетма-кетликнинг чегараланган були- 
ши шартми?

22. Агар {*„} чегараланган кетма- кетлик булса, у хрлда

лигини курсатинг. Тескариси уринлими?
23. Агар {* „} кетма-кетлик учун {дс3̂  — дсп} айирма че­

гараланган булса, у холда {хп} кетма-кетликнинг чегара­
ланган булишини курсатинг.

нинг чегараланган булишини курсатинг.
25. Агар {* „} кетма- кетлик учун хп >  0 ва дсп+1 <

< лс„(1 — хп), п 5» 1 шартлар [бажарилса, {пдсл} кетма-кет­
ликнинг чегараланган булишини курсатинг.

Фараз цилайлик,

тенгсизлик уринли бдлса, {* „} дсувчи (цатгий усувчи) кет­
ма-кетлик дейилади.

кетма-кетлик хам чегараланган экан

24. Агар {хл}’ кетма- кетлик учун хл Н---йигинди че­

гараланган булса, у .холда {хл} ва [ —] кетма-кетликлар-

Хр Хгф . . . »  хп, . . 
кетма- кетлик берилган^булсин.

3-таъриф. Агар V n £ N  учун

V i  **■ <  xn+i)

Х|9 Xrj

2—438 IT



Агар V  п £ N учун
Хп >  *„+1 ( * „  >  * „+ | )

тенгсизлик дринли булса, (хл) камаювчи (цатъий камаюв- 
чи) кетма- кетлик дейилади.

4- т а ъ р и ф. Рсувчи ва камаювчи кетма- кетликлар 
монотон кетма-кетликлар дейи.шди.

Масалан
1, 2, 2, 3, 3, 3, , усувчи,

2, 2\ 2s, . . , 2п . , ^атъий усувчи,
I 1 1 I Л1, ^атъии камаювчи,

2 3 п
, 1 1  1 11, —, —, . . . камаюзчи

2 2 п п
кетма-кетликлар булади.

Юцоридаги таърифдан бевосита, V n£ N  учун

^  1 (хп >  0) ёки дс„ — ха+1 < 0
*п+1

булганда {хп} кетма-кетликнинг усувчи,

> 1 (хп > 0) ёки хл — *л+1 > 0
1п+1

булгаида эса кетма-кетликнинг камаювчи булиши келиб чи 
цади.

5-м и ф  л. Ушбу {х„} =

1 2 п
2 в 2*• ' ' ‘ • 2п'

кетма-кетликнинг камаювчи эканлигини курсатинг.
п ____ л+1

хп=я 2п 83 *'•+* 2"+'
лар учун

*„+, („+ 1) 2» _  1 /. J \  I  , _! . 
~Тп 2"+>« 2 \ n J 2 2

булади. Бу тенгсизликдан эса
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булиши келиб чицади. Демак, VngJV учун
> х„+\

булади. Бу эса бернлган кетма-кетлнкнинг камаювчи экани- 
НИ билдиради.

6-мисол. Ушбу

W  -  { >  +  Г 2  +  М +  • • • • + ^ Г Г Т ) } ( ' ’  = * 2 )

к е т м а -кетлнкнинг усувчи эканлигнни курсатинг.
Берилган кетма-кетлнкнинг

1 I 1 . 1 ■ I 1— 1 + —  + —  +••• +1.2 2-3 п (я— 1)

х„,, = 1 + А + А  + • • • н— . 1 .. +
Л+1 1-2 2-3 я (л  —  1) я (л  +  1)

хддларини олиб, уларнинг айирмаси
Хп+1-Хп

ни цараймнз:
X , . — X — 1 -f----(— . . . —J—--------1----------

n+1 "  1-2 (л —  1) я  л ( л + 1 )

— ( l  + — + . . .  + — !— ) = -  1 
V 1 -2 ( п - 1 ) п )  п

Равшанки, V п £N учун
(« + !)•

> 0.
я  (я  +  1)

Демак, V n£N  учун
“  * „  >  0  °  х * + 1  >  х п

булади ва бу берилган кетма-кетлнкнинг усувчи эканини 
билдиради.

Мисол ва масалалар
Куйидаги кетма-кетликларнинг усувчи ёки камаювчи бу- 

лишини аник;ланп

ЩХп

2 8 - х *+ « +  хг > °> а > °-
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29- *п+1 = хп (2— ■*.). О <  х„ <  1 (л > 1).
30. л0 ни канлай танланса, л > л, лар учун цуйидаги 

кетма-кетликлар монотон булади:
\ 3я л* ч я !а ) * , - - ;  б ) х „ - - ;  в) *„ =  -•

Куйидаги кетма- кетликларнинг монотон ва чегараланган­
лигини курсатинг:

31. а) I + _  + _  + . . . +  _ _ 2 ) Л Г + 1 :

«  г . - 1 +  р ?  +  р г +  • • • +  y z - i V * -

32. л:, = 9, xn+l = (хп — З)1 кетма- кетликнинг усувчи 
эканини исботланг.

2-§. СОНЛАР КЕТМА-КЕТЛИГИНИНГ ЛИМИТИ

1̂» %29 • • ■ * * ••• (I)
сонлар кетма- кетлиги а̂мда бирор а сон (а С R) берилган 
булсин.

5- т а ъ р и ф. Агар V е >  0 олинганда \ам шундай на- 
my рал п0 — п0 (г) сон топилсаки, барча л >  л„ натурал 
сонлар учун

\хп ~ а  1 < с

тенгсизлик бажарилса, {дсл} кетма-кетлик щинлашувчи 
дейилади, а сон эса {хп} кетма-кетликнинг лимити деб 
аталади ва

lim х „=  а ёки х„-*-аП flП-*ао
каби белгиланади.

Бу таърифни ь̂ исцача
V е> 0, з  n0 = n0{t)£N, V п >  л0=*-|х„ — а [<  е

каби ифодалаш мумкин.
7-мисол. Ушбу

W " { ^ + r } : 2 ’ 3.......... iTfT’ • • •
кетма- кетликнинг лимити а =» 1 булишини кур сатин г.
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Ихтиёрий  мусбат е сонниа оламиз. Бу е >  О сонга кура

« . - [ 7

\х„~а\

булади. Демак,

дейилса, у *олда V п >  п0 учун

1  ̂ I

lim ---П-+ОО /1 —f- 1

<
п 4" 1 П0 1 

= 1.

< е

8-мисол. Ушбу
/ л (<- *>"). _  1 _ J L _____ L

j ’ ' у г  У  Г
(-D ' 
У  п

кетма-кетликнинг лимита ноль булишини таърифга асосан 
исбот килинг.

Ихтиёрий мусбат е сонни олайлик. Унда бу е >  О сонга 
кура шундай натурал п0 (п0 = п0 (г) £ N) сон топилишини 
курсаташ керакки, п >  п0 булган барча натурал п сонлар 
учун (демак, топилган п0 сондан кейнн келадиган натурал 
сонлар учун)

\хп 0 1 = | х„ | <  е

тенгсизлик бажарилсин. Юцорида айтилган п0 сонни топиш, 
одатда \хп\ <  е тенгсизликни ечиш орцали амалга ошири- 
лади:

k i  = I <  е.Уп
Равшанки,

I (— 1)" 
У п

< е » , ^ г < е » - < V n  o n > r
Vn

Демак, п0 натурал сон сифатида + 1 = п0 олинса, 
унда У п >  п0 учун

(- D
I л У п

булади. Кетма-кетлик лимита таърифига биноан

булади.
11т Ц ! Е - 0Л-ео У П
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Э с л а т м а. Шуни таъкндлаш лозимки, кетма- кетлик лимит 
таърифидаги берилган е> 0  га к^ра топиладигаи п0 = л 0(е) натурал 
сонлар (яъни V n > f ifl учун I хп — а |<  е тенгсизлик бажариладиган) 
жуда к^п булади. Улардан бирини олиш етарлидир.

6-та ъриф. Агар
lim хп = О

п-+оо

бдлса, у \олда {хп} ни чексиз кичик мщдор деб аталади.
Миря ляп*

') w - Й  2> W  = K } ; 3 )^ - { (̂ г }
лар чексиз кичик мицдорлар булади.

7-та ъриф. Агар V £ > 0  сон олинганда %ам шундай 
натурал п0 сон топилсаки, V л >  л0 учун

\*п\ > Е
булса, {дсл} ни чексиз катта мщдор деб аталади.

Агар V £ >  0 сон олинганда \ам шундай л0 £ N то­
пилсаки, V л >  nQ учун хп >  Е  (хп <  — Е ) булса, унда 
{ * „ }  кетма- кетликнинг лимити +  оо ( — о о )  деб олинаЭи 
ва Игл хп =  +  оо, ( l im  хп =  —  оо) каби белгиланади.

П--ЬОО п -+  ОО

9-мисол. Ушбу
{*„} = {2Уу . 2. 2/ ? , 2,Т ..........2 У\  . . .

кетма- кетликнинг лимити + оо эканнни курсатинг.
Ихтиёрнй Е  >  0 сонни олайлик. Унда бу сонга кура 

шундай п0 £ N (л0 = л0 (£)) сон топилишини курсатиш ке- 
ракки, барча л >  л0 учун

х„ =  2> " >  £
тенгсизлик бажарилсин.

Олдинги мисолни ечиш жараёнида айтганимиздек, л0 сон
2У" >  Е  (4)

тенгсизликни ечиш орцали антушнади.
Раншанки,

2У" >  Е  о  log] 2V" >  log] E = > V n >  log, E.
0 <  £ < 1 булганда, л0 = л0(£) = 1 дейилса, £ >  1 бул- 
ганда, л0 = [ logj £] дейилса, унда V л >  л0 учун .%ар доим 
(4) тенгсизлик бажарилади:

х„ =  2 ’' " > £ .
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Бу эса
lim хп = lim 2V" = + ооПП—*оо

эканини билдиради.
{*  } ьа {(/„} кетма-кетликлар берилган булсин.

^уйидаги
X } 4 “  У ^2 “ Ь  У 21 • • • » Х п “ Ь  У п г • • •

* 1  У  и  х 2  У  2’  '  '  * » Х п  У п '  • ’ •

*1 * У\' Х2 ‘ У2' • * • * Хп ‘ Уп' • ' •

s , -*.......... -------  (у„ # 0, /»=■ 1, 2, . . . )
1/1 У* Уп

к е т м а - кетликлар {* „} ва {уп} кетма-кетликларнинг мос’ра- 
вишда йигиндиси, айирмаси, купайтмасн ва нисбати деб ата­
лади ва

+  {Хп~Уп1 {Хп-Уп}. (^ }
каби белгиланади.

3-§. ЛИМИТГА ЭГА БУЛГАН КЕТМА-КЕТЛИКЛАР 
\АКИДА ТЕОРЕМАЛАР

Айтайлик, {хл} ва {уп} кетма-кетликлар берилган булиб, 
улар чекли лимитга эга булсин:

lim хп = a, lim уп = Ь.
I

У о̂лда:
ПП—► 00

1) Игл (хп ± уп) = а ± Ь\
П-+ оо

2) lim (х • у ) = а-Ь\ПП-+ао

3) Иш х-*= -  (Ь Ф 0)
гг—юо Уп Ь

булади.
4) агар Y  п £ N учун хп < уп булса, а < b булади. 
Э слатма .  Агар V л 6 W учун хп < у п булса, а < Ь  булиши

шарт эмас. Масалан, хп = --- -# у  = — кетма- кетликлар учун
„ _  я -г 1 п
хп<Уп ва а =  Ь=* о.
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Лиыитларга дойр мисол ва масалалар купинча 1) — 3) 
цоидалар ёрдамида ечилади.

10-мисол. Ушбу {хп} = [ ~ у ]  кетма-кетликнинг ли-
митини топинг.

Бу кетма-кетликнинг лимита цуйидагича топилади:
5

П т = lim = пт  - il'L  =
П-юо п +  1 п-юо ( я  “Ь  1) I  п П-+оо  ̂ ^  1

П
5lim “Т=-

Л - » 00 ] п ___  Q

lim ( l + ~ )
П —♦ ос \  п  /

Бу ерда биз фойдаланган lim -tL  = 0, lim ( l  +  —) =
n-+oo 1 П n—»x \ Tl J

= 1 муносабатлар бевосита лимит таърифига кура исбот 
цилинади.

11-мисол. Ушбу {* „} = {» п };

1, V 2 ,  Уз, У п , . . .
кетма-кетликнинг лимитини топинг.

2л
Равьчаики, V  п > 2 да ) п >1 булади. Агар

ап = У п  — 1 =► 'У п  = 1 +  ап => У п  = (1 + ап)п
дейилса, сунг Бернулли тенгсизлигидан фойдаланнлса 
(Азларов Т., Мансуров X. «Математик анализ» I жилди, 
66-бетга царанг), унда

V *  = (1 + > 1+ л а л > я а л
булишини топамиз. Кейинги тенгсизликдан

а <-^= 
п Vn

булиши келиб чи^ади. Натнжада ушбу

1 < ^ " < ( 1 + Н г ) в (5)
тенгсизликка келамиз. Агар

lim (1 + - L  f  = 1 П-+ао \ у П J
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эканини *исобга олсак, у ^олда 5) ва юцоридап. 4) цовда-

lim V~n = 1

булишини топамнз.
5) {*„}, {(/„} Ra {*„} кетма-кетликлар берилган булсин.

Агар V  « 6 ^  " учун г„ булиб,
lim = lim zn = ап пП-+00 П—*00

б^лса, у *олда {(/„} кетма-кетликнинг лимити мавжуд бу­
либ,

lim уп= а
П-+оо

булади.
12-мисол. Ушбу {xn} = cos л | кетма-кетликнинг

лимитини топннг.
Равшанки, бир томондан, xn = - cos, л учун

Л

1 1 _  1--- < - cos Л < —
п п п

тенгсизлик бажарилади, иккинчи томондан, 

lim ( — -М = lim /- ) = 0.
л-юО \ Л  / п -+оо \ Л  /

Унда {xn} »  j ~ ~ j  кетма-кетлик а̂м лимитга эга бу­
либ,

lim — cos n = О
П-+00 Л

булади.
6) Агар {хп} кетма-кетлик усувчи булиб, юцоридан че­

гараланган булса, унинг чекли лимити мавжуд булади.
АгаР  {* п}  кетма-кетлик камаювчи булиб, цуйидан чега­

раланган булса, унинг чекли лимити мавжуд булади.
о-мисол. Биринчи з̂ ади х0 = 2, кейинги хадлари эса

*n+l = +  — j цоида ёрдамида аницланадиган кетма-
S f WHr лимнти мавжуд эканлигини курсатинг ва шу ли- митни топинг.
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Аввало *0 = 2 ва xn+l = 1 (хп + I )  (л > 0) С^лганлиги
дан хп >  0 (л = 1, 2, 3, . . . )  булиши равшан.

Энди дгп+| — хп айирмани караимиз:

=  { ( * » -  )  «= J  (* . +

+  хп-1 —  хп) — 0.
Демак,

хп+1 - * п < °^ х п > хп+1
тенгсизлнк бажарилиб, бу берилган кетма-кетликнинг ка- 
маювчи булишини билдиради. Шундай ^илиб, берилган кет­
ма-кетлик камаювчи ва цуйидан чегараланган экан. Унда 
кетма-кетлик чекли лимитга эга булади. Бу лимитни с би- 
лан белгилаб

х'+>='г{х" + 7.)
тенгликда лимитга утсак, у холда 

lim Jfn+1 = lim -J ( * „ + -  W c - 4  (c+  “ )■***“  1n~*°0 n-¥OO 2 \ xn)  2 \ с )

булиши келиб чицади. Я^инлашувчн кетма-кетликларнинг 
хоссаларнга кура хп >  0 б^лгани учун с=  1, яъни

lim х. = 1
П-Л 00 П

муносабатга эга буламиз.
7) {хп} кетма-кетлик яцинлашувчи булиши учун, V e >

>  0 сон олинганда хам шундай n0£ N  сон мавжуд булиб,
V  л >  л0 ва V  m >  л0 ларда (л Ф  т )

I хп —  хт \ < *

тенгсизликнинг бажарилиши зарур ва етарли (Коши крите- 
рийси).

14-ми с о л. Ушбу
( г  \ —  _ l  cos &  I I cos л! )

~  IT T  + T F  • • • +

кетма- кетликнинг яцинлашувчи эканини исботланг.
26



Берилган кетма- кетлик учун (я >  т )
cos II . cos 2! . , cos л!

X. =  . —  +  --- г  • • • i“

X.
я 1-2 2-3 л ( л + 1 )

cos It . cos 2! . , cos m!
+ T T-- г • • • тт  1-2 2-3 т ( т  + 1)

б̂ либ,
х — Хг*п г

cos (m +  1) t , cos (m +  2) 1 ^
(m + 1) (m + 2) (m + 2) (m + 1)

cos л ! I ^ _______ j____________ I_________ !____________
л ( л + 1 )  I (m + l ) (m  +  2) (m +  2)(m  +  3)

л (л +  1) (/я +  1 m +  2  ̂ (m  +  2 ш +  з )

+ /1 ___l- ) ~ - ------- ~ <  —\ л  л + l /  m + 1  л + 1  m + 1
булади.

Агар V  е> 0  сонга кура л0> -  — 1 дейилса, у з̂ олда
8

л > m >  л0 булганда

булади. Демак, Коши критерийсига кура берилган кетма- 
кетлик чекли лимнтга эга.

15- мисол. Ушбу

К 1 - { ' + Т  +  Т + -  +  т }
кетма-кетликнинг я^инлашувчи эмаслигини курсатинг.

Коши критерийсига кура бу кетма-кетликнинг я^инлашувчи 
эмаслигини исботлаш учун шундай е0 >  О сон ва ихтиёрий 
натурал л учун шундай т 0, n0£ N топилиб, л0 >  л ва 
т 0> л  булганда

\Хп .- Хп,.\>е0
бажарилишинн курсатиш керак.
ео = 4 -, л0 = п + 1, т 0 = 2 (л+ 1) (равшанки л0 >  л,' т 0>

и
> л) булганда

•2<п+1) п|- + З 2(л + 1)
п+ 1 1 ^

** 2(л+1) “  2 0 
булади. Демак, берилган кетма-кетлик лимитга эга эмас.
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Мисол ва масалалар
Сонлар кетма-кетлиги лимита таърифига кура курсаталган 

сонлар берилган кетма-кетликларнинг лимити эканлигини не 
ботланг:

34. х. =

(-  и*
2л+  5 ’ 

( -  1У+|л
п л* +  I

= 0 . 

а = 0.

35. хя = Ц-, а = 0. п\

3 6 '  *■ " 7 Г ’ а ~ ° ■

37. х. п+1 а = 1

39. х = } /Г 2, а =  1.

Куйидаги сонлар кетма-кетликларннинг лимитини топинг:
40. lim | / 4/1 + 1

П-ФОО '  п

41. lim  [У п г +  п +  1 —У  пг — 1 ).Л—► оо
42. 1нпл(у'л« + л + 1— V V + l ) .Л-* 00
43. И т _(п± 1Р + (п + 2)1»

Л-> 00 (л — I)15 4“ 1
4 4 . П т  — ±  2"  -f cos л

л-* оо 2* +  sin п

45. lim ап
п-+ оо 1 +  ап. (я > 0).

4в- Л ™ - 5 ^ -  «“ >».»><»• 

47' i n,. ( T !7  + 2-!5 + - + „ l i i , ) '

4* - й ( т  +  т г + - + « д >
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1*2 +  2-3 4- • • • +  п (п + I)
49. lim --------- я !

5M i” (cosT c“ T cosf  ■■■cosf )
51.лП т ' + * + ‘ '* + г "  + ’‘ ° \  ( а > 1).

52. lim уЛп3 + п +  1-
Л-* <>•

53. Ит]/' 2" +  б" •
Л-» ОО

54. Нш у/~ 2П*3 + 2П 1 «3 + . . .  + 2 *3П
Л-# ОО

Л/
55. П т ^  1 *+ 2 я+ .. .  + п п ■

П-+00

5М ! ™ ( т ^  + + ■ • •+

57. lim f— J = +  +
п- " * \ У л » + 1  V n *  +  2 V  n* +  n /

Коши критерийсндан фонда"аннб цуйидаги кетма-кетлик- 
ларнинг чекли лимитга эга булишини курсатинг:

со „  sin 1 sin 2 . . sin пОО. X == — -4- ---  -р . . .“Г ---
п 2 2* 2п

59. x l — I

61. Хп= 1 -f - i-  -f . . .+  учун а >  1 булса я̂ инла-
2 п

шувчи, а < 1 булса узоцлашувчи эканлигини курсатинг.
62. {х„) кетма-кетлик Коши критерийсини щаноатлантир-

03. I *n), \V\xn |( лар а̂м Коши критерийсини цаноатлан- 
тиришини курсатинг.

63. Агар {xnj, { ynj кетма-кетликлар Коши критерийси­
ни ^аноатлантнрса, ( *„ + уп\ (п > 1), ( хпуп] *ам Коши 
критерийсини цаноатлантиришини курсатинг.

64. Агар [хп] кетма-кетлик учун |дсп+1— хп| <  ~  бул- 
са’ х̂ц} Коши критерийсини цаноатлантиришини курсатинг.
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4-§. КЕТМА-КЕТЛИКНИНГ КУПИ ВА Ю^ОРИ 
ЛИМИТЛАРИ

Фараз цилайлик, ихтиёрий
х,, х2, ху  . . .  , xn t

кетма-кетлик берилган булсин. Бу кетма-кетлик а̂дларидан 
тузилган ушбу *Л|, дсл>......... ^  . . .  (л, <  . < п к<  . .
nk£N, к = 1, 2, . . . , )  кетма-кетлик берилган ,{хп} кетма- 
кетликнинг ^исмий кетма-кетлиги деб аталади.

{* „} кетма-кетлнкнинг якинлашувчи цисмий кетма-кетли-
гининг лимити берилган кетма-кетликнинг цисмий лимити
деб аталади.

{дсп} кетма-кетлик циемий лимитларининг энг каттаси бе­
рилган кетма-кетликнинг юк,ори лимити деб аталади ва

каби белгиланади.
{* „} кетма-кетлик и̂смий лимитларининг энг кичиги бе­

рилган кетма-кетликнинг куйи лимити деб аталади ва
lim хп

каби белгиланади.
Кетма-кетликнинг юк,ори ва к,уйи лимитларини цуйндаги- 

ча з̂ ам ифодалаш мумкин;

кетма-кетликнинг цуйи ва юцори (лимитларини топинг. 
Берилган кетма-кетликнинг

lim хп

lim хп = /-«=>

lim хп = |1 °. Y  е >  0, нл0. Vn  >  п0=>дс„ < L  + e 
\ 2°. Y e > 0 , ;Y ^ ,3  n>N=>xn> L - e ,  
1°. Ye >  0, зп0, Уп  >  п0 => хп >  / — е 
2° Ye >  О, V  N, з n>N =>хп <1 +  е.

16-мисол. Ушбу

83 ( *2m|

цисмий кетма-кетликларнни цараймиз. 
Равшанки,
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булади- Демак, берилган кетма-кетликнинг
j *2m—1}• *1’ *»••••• 1> • • •

|уКЭ<ий кетма-кетлиги лнмитга эга ва у 1 га тенг:
lim

Энди {х2п\ цисмий кетма-кетликни к;араймиз: 

Агар

х2т = 1 +  cosm л.

1, агар т  = 2k,
cos т я  = i , т . t[ — 1 агар т  = 2k — 1

эканини эътиборга олсак, унда
I Х2т] =  {1 +  ( *)т ) = {0 . 2, 0, 2, . . . }

булишини курамиз. ( *2т) = )0, 2, 0, 2, . . .  j к;исмий кетма- 
кетлик яцинлашувчи эмас. Бу кетма-кетликда

*4* =  2> X 4 ( * - l )  =  ®

булиб, 2 ва 0 сонлари цисмий лимит эканлигини курамиз. 
Энди

{  ^ 4^ — 2 }* X Q* *^10» • • • • __2* '  * *

кетма-кетликларни ^арайлик.
{х(к} кетма-кетлик учун V  k £ N да

Х4п <  * 4 ( * + 1 ) 8 3  *4* < 2

булади. Демак, {x4Jk} кетма-кетлик усувчи ва у юцоридан 
чегараланган. Унда бу кетма-кетликнинг лимити мавжуд ва

lim x.t = lim ( 1Н-- Y= 2.
*- »  4* *-ог\ 4й +  I/

Шундай цилиб, берилган кетма-кетликнинг цисмий кет- 
ма-кетликларн лимитлари орасида энг каттаси 2, энг кичиги 
эса 0 га тенг эканлигини куриш к,ийин эмас. Демак,

lim хп = lim ( 1 + cos — ) = 2,
Л-*OD П —♦ ОО \ 2 /

lim хл = Jim  f 1 -f cos — 'j = 0.
Л - » а о  П-+ 00  '  ^  -

17-мисол. Arapan= sup {x j булса, lim.rn= lim a„; экан-K>n П-+00 tl-¥ 00
лиги курсатилсин.
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Аввало lim an мавжудлигини курсатамиз:
Л—too

at = sup {х ,}......... a 1 = sup {х*}.
к>1 *>П+1

Бундан куринадики, >  а 2>  . . . >  а л+1 . .  . , яъни {a. j 
кетма-кетлик монотон камаювчи экан. У ^олда чекли ёки 
чексиз lim a мавжуд.ПП~¥00

1- хол. П т а л = а булиб, а чекли сон булсин. У  холла
Л  —♦ ОО

Y  е >  0, лв = л0 (e)&V топиладикн, Y n  >  л0 учун а—е <
<  ал<  a + е булади.
ап = sup хк экани сабабли

Д>л
о — е <  sup хк <  a -f е.к>п

Равшанки, барча л > 1 лар учун
хп < sup х* <  a + е =>- V  е > 0, з  п0‘= n0(t)£N,к>П

V  п >  Лр, хл <  a -f е (1)
эканлигини курамиз.

ал = sup хК сабабли, уша берилган Y  е >  0 учун шун­
дай к>л k(z)£N топиладики, унинг учун

ХЩ е) >  ®
булади. Аммо, барча л > 1 лар учун шу сабабли

хЦ ',> ап - е > а ~<=> х* ,  > « - е .  (2)
(1) ва (2) лардан куринадики,

lim х„ = a = lim ап = lim sup x*." А>лив̂
2- *ол. a  = — оо булсин. У  ^олда:

Y  Е  >  0, з  л0 = л,(£) £ JV, Y  л >  л0, a„<  — £=> 
=> sup;(x*} <  — £ » „  <  — £.

k>n

Шу сабабли:
lim х„ = lim sup х„ =» — оо.



6) lim хп -f lim уп «slim (хп + уп)П---— П—ЮО П—+00п —ю о

эканини курсатинг.
(х } ва {уп} кетма-кетликларнинг ю^ори ва куйи лимит-

лари чекли сон булган ^оли билан чекланамиз.
Юцорида келтирилган мисолларга асосан:
а) I t a x . + T t a l f . -  lim sup {* ,}+

п -ю о  л -ю о  п —*оо к > п

+ lim sup {ук} = lim (sup {дсж} + sup {ук}) >
п—*оо л л—+оо *>л Д>л

> lim sup {хк + Ук) = Tim { дг„ + Уп}\
П-*оо к > П  П -ю т

б) \Ш уп = Ш  1(хп + у„)+ (—*„)] <
л —#30 П —КЯ*

< lim (хп -f уп)+  П т (— хп) =
П—*00 П—¥00

= Ш (х п +  уп) — П т (х п).
п -* о о п -+ ао

Бундан: lim хп + Нт уп < П т (хп, +  уп).
п—  Л - * 0 0  Л —Ю О

19-мисол. Агар lim мавжуд булса, у о̂лда ихтиё-
л*»а»

рий {уп) учун
lim (хп + у^ = lim хп + Ш у ,ЛПт* 00

эканлигини курсатинг.
Ю^орида келтирилган мисолларга асосан»
а) lim (хп -f уп) < llrrf хл + Ш у п = lim хп + Йту„;

n ~+°0 n-fOO Л-fOO п -+ о о  л««ао

б) lim (*л + $rn) > lim хп+ Ш  уп= lim хп+ П т уп
П-*°° ПтМО Л-ЮО л-*оо П—ЬОО

Булардаи

С*. + У„) = Нт хл + П т у эканн келиб чицади.П-т+оо п _ Л 1 С7/|
Л —»оо П —+оо

Мисол ва масалалар
К,уйидаги кетма-кетликларнинг юкори гва куйи лимитла­рини топинп -
65. х ---L+(—О"

2
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66. хп = 'л < - |>'\П ■

69. хп = 1 + 2 (— l)'*+,-f 3(— 1)
П(П—1) 

2

n-f-1 3
71. хп = — л (2+  (— 1)4.

72. x„ = ( l + - ^ j n( - l ) ’, +sisin — . 
4

73. хп 1 + г * - » " .
"1 л .  2 пл74. х„ = cos"---- .

а 3
Исботланг:
75. limjcn =  а о  lim х„ =  lim х =  а.П ___ П

л - о о  п—*оо n—too

76. lim (— хп) = — lim xn.

• (хл(*) *  ̂> 1}> {* „} кетма-кетликнинг ихтиёрий пие­
мий кетма-кетлиги булса, у >;олда

а) Итдс„ < Jim  хп{к),

эканлигини курсатинг.
78. lim xn = lim inf {* „} эканини курсатинг.

П-+ао k>n
79. lim лгД = max((lim хп)г, (lim xn)*)

n~+°° П-+оо П -*ao
эканини курсатинг.

80. lim xn + Hm yn ^  Jim (.xn + yn) < lim xn + fimVn
П —+00 n —* oo n-+ o o  n -+ o o  n -* a o

эканини курсатинг.
81. Агар xn > 0, yn > 0 булса, lim xn lim yn <

П—*oo "-*•
lim (xn yn) < lim ДС lim yn

П—ЮО n —*30 rt—*Ou

булишини курсатинг.
34
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I l l  боб

Ф У Н К Ц И Я  В А  У Н И Н Г  Л И М И Т И

1-§. ФУНКЦИЯ ТУШУНЧАСИ

X ва Y хациций сонларнинг бнрор тупламлари булсин:
1-таъриф. Агар X  тупламдаги %ар бир х сонга би- 

рор цоида ёки крнунга кура Y тупламдан битта у сон 
мос цуйилса, X  тупламда функция берилган (аникланган) 
деб аталади ва f:x-*~y ёки у — f(x) каби белгиланади.

Бунда X  — функциянинг ани^ланиш туплами (со.̂ аси), Y — 
функциянинг узгарнш туплами (со.̂ аси) деб аталади. х — 
эркли узгарувчн (функция аргумента), у эса эркснз узга- 
рувчи (х узгарувчининг функцияси) деб аталади.

Масалан: 1) / — ?qap бир ,\ациций х сонга унинг бутун 
к,исми [х] ни мос к,уювчи цоида булсин. Демак, f:x-*-[x] 
ёки у = [х] функцияга эга буламиз. Бу функциянинг анод* 
ланиш туплами X = R, узгариш туплами эса Y = Z булади.

2) Ĵ ap бир рационал сонга 1 ни, а̂р бир иррационал 
сонга 0 ни мос цуйиш натижасида функция о̂сил булади. 
Уни Дирихле функцияси дейилади ва D(x) каби белгила­
нади:

II,  агар x£R  рационал сон булса,
|0, агар дc£R иррационал сон булса. .

Дирихле функциясининг аницланнш со^аси X  = R, узга­
риш со̂ аси Y — (0, 1} булади.

1- мисол. Ушбу
I

У = Vi-Jfl
функциянинг аницланиш со^асини топинг.
. г I — дг* ифода каср махражида эканлигини угсобга олнб, 

■* > 0 муносабатга эга буламиз, яъни |х |<  1.
Демак, берилган функциянинг аникланиш сохаси (— 1, 1) 
интервалдан иборат.

2-мисол. Ушбу

У ==Vri°g 1ee0sinx 

% Т ^ ,ш аИЩЛатШ со а̂си 83 фуихиия цийматларн туп-

V^l°gi»eo sinjc ифода logis#0 sinx> О
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муносабатини ^аноатлантирувчи х ларда маънога эга эканли­
гини ^исобга олиб, sinx> 1 тенгсизликка эга буламиз. 

sin х функциянинг энг катта циймати 1 эканидан sin лг=
= 1, яъни х = ~~ +  2 k л, k£Z булади. Демак, функция­

нинг аницланиш сохаси +  2&л, fegzj тупламдан иборат.

Энди k нинг ^ар бир k£Z цийматида sin + 2&л) = I
булгани учун, функциянинг аницланиш сохасидан олинган 
^ар цандай х да log1990 sin х — 0 булади. Шундай цилиб, ца- 
ралаётган функциянинг цийматлари туплами {0} тупламдан 
иборат.

у = f(x) функция X  тупламда аницланган булсин.
2-та ъриф. Агар шундай узгармас М (узгармас т ) 

сон топилсаки, Yx£X учун
f (х) ^  М (f(x)> т )

булса, f(x) функция X  тупламда щоридан (к,уйидан) чега­
раланган деб аталади. Агар f(x ) функция цам юцоридан, 
%ам цуйидан чегараланган булса, яъни шундай узгармас 
М ва т  сонлар топилсаки, Yx£X учун

т  < / (х) < М
булса, f(x ) функция X  тупламда чегараланган деб ата­
лади.

3-мисол. Ушбу
f (х) = 2*°s’x + 3 sin 2х

функциянинг чегараланганлигини курсатинг. Равшанки, бу 
функция R =  ( —  оо, +  оо) да аницланган;

| г '05’* +  3 sin 2x1 < | 2eos*x | + 31 sin 2x\ < 2 +  3 = 5.

Демак, функция R  да чегараланган.
Функциянинг ю о̂ридан (цуйидан) чегараланмаганлиги 

бундай таърифланади.
3-та ъриф. Агар ихтиёрий М  (ихтиёрий т )  сон олин­

ганда %ам, шундай х£Х (х0' £ X ) сон топилсаки,
/(х„) >  М {/(Xq) <  т

бдлса, f(x ) функция X  тупламда юцоридан (цуйидан) че- 
гараланмаган дейилади.

4- м и с о л. Ушбу f (х) + х2; х£ (0, +  оо) функциянинг 
ю о̂ридан чегараланмаганлигини курсатинг.
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Kv функция юцоридан чегараланган булсин дейлик, яъни 
„п'Ндай Д! сони топилиб, барча * 6(0, +оо) лар учун х2< М  
муносабат уринли. Бу тенгсизликдан куринадики, М  >4). 
^  х = ;У М + \ сонни царайлик. Функциянинг_бу нущта- 
даги киймати /(х0) = х\ = (V М + I)2 = М + 2/  М +  1 га

_
Ф а р а зи м к зг а  кура /(х)< Af, /(х0) эса М + 2/A f + 1 га 

тенг б ули б , у *ар доим М дан катта. Бу зиддият царалаёт- 
ган ф ун кц и ян и н г  юкоридан чегараланмаганлигини курсатади.

Мисол ва масалалар 
Цуйндаги функцияларнинг аницланиш сохаларини топинп

1.
2.
3.
4.
5.
6.
7.

8. 
9.

10.

11.
12.
13.
14.

15.
16.

(.x) = V 2 x +  1 - V x +  1 
(jc) = lg(l— хг).
(x) = 3 — 2 cos x.
(x) =V— log.(x — x2) • 
(X) = 5X- 2 X+I.
(x) = tg/16 — x*.
(x) = arc sin x + 1 . r

f nx — 1
(x) = | x | — 2.

(x)------ 1 ■ .
V\x\-2\x-\\

(*) = logCQSZsinx .
(x) = Kcos X.
(x) = In COS X.
(x) = arc cos (3—x).

3;
I х I

(x) =■/ x1 — IX I — 2
W  = log,x+i, (** — 3x +  2).

17. Аналитик усулда берилган, аннкланиш сохаси фа- 
1̂ЭТ, йИТТа сондан иборат функцияга мисол келтнринг.

18. Аналитик усулда берилган, аннкланиш сохаси [1,2] 
ifHeHHHr нУНта-г,аРи булган функцняга мисол келтиринг. 
г\уйидагн функцияларнинг аницланиш со.\алари ва функ-

^ийматлари тупламларини топинг:
37



19. / (лг) = log, (— jc).
20. f(x) = У  lgcosx + 4.
21. / (x )= iii

X

22. f(x) = 2loe*\
23. / (x) *  | |x | — 11 — x.
24. /(x) = x +  -L.

26. f(x) = cos V  x + 100-
27. /(x) = ctgx lgx.
28. /(x) = sinx + /3cosx.
29. Аналитик усулда берилган, кмйматлар туплами kv- 

иидагича булган функцияларга мисоллар келтиринг:
а) фа цат битта сондан иборат;
б) нккита сондан иборат;
в) натурал сонлардан иборат;
г) барча бутун сонлардан иборат;
Д) (0,1) интервал иу̂ таларидан иборат булсии.
К,\йндаги функцияларнинг чегараланганлигини курсатинг;

30- , м “ ттго' лею. si.
31. w - g j ,  , € Л

32. /(х)= ——- x£R, хф  1.
I**—1|

33. /(x) = -2sin* .
1 — tg* х

34. /(х)=  —  sinx.х
35. / (х) ва g (х) функциялар X  тупламда аникланган 

оулиб, чегараланган булса, у о̂лда
а) f(x) +  g(x);
б) f ( x )  —  g ( х );

в) f (x) g(x);



r) |/ (* )l
кииялар а̂м X  тупламда чегараланганлигини курсатинг;
д) цандай шарт бажарнлса, ^  функция *ам X  туп­

ламда чегараланган булади?
46 I (хГфункиия X  тупламда аницланган ва чегараланган

бФлсин. У ^ лда ушбу Функнияларнинг X  да чегараланган- 
лигини курсатинг.

у —  д) arc sin/(х);
Кх). ' е) arc cos/(х);

б) а' • .. \е) arc tg / (х);в) cos/(x),
'  . f ,„v Ж) arcctg/(x).г) sin/(x),

Куйидаги функиняларнинг уз амикланиш со а̂ларида чега- 
раланмаганлигини курсатинг:

37. f(x) = V х.
38. / (х) = | х + 21.

39. /(х) = 2VT.

40. / (х) — х — .

41. /(х)= |х|+ |2х+ 1|.

42" И т ) X.

43. /(*) = xsinx.

44. /(х) = 1

45. /(х) =
ars ctg х

46. f (x) ва g(x) функциялар X  тупламда ани^ланган ва 
чегараланмаган булсин. /(х) ва g(x) функнияларнинг айирма- 
си X  тупламда чегараланган булиши мумкинми? Мисоллар 
келтиринг.

47. /(х) Da g(x) функциялар X  тупламда анн^ланган бу­
либ, /(х) функция X  да чегараланган, g(x) эса чегаралан­
маган булсин. /(х) ва g (х) функциялар орасида арифметик 
амаллар бажариш натижасида ^осил булган фуикцияларнииг 
чегараланганлиги а̂цида нима дейиш мумкин? Мисоллар 
келтиринг.

48. Ихтиёрий функциянинг КЕадрати цуйидан чегаралан- 
ганлигинн исботланг.

4- та ъриф. Агар Vx,, х ,£  X  лар учун х,<ха булиши- 
aHJ  (*1) < / (-*■*) (/ (Xj) <  / (ха)) булса, f (х) функция X  туп- 

Усувчи (цатъий усувчи) деб аталади.
.у  fi* х ^ Х  лар учун xt <  х2 булишидан /(х,)> 

Г*''•*>) (/ (х,) >  f (х ,)) булса, f(x) функция X  тупламда
аювчи (цатъий камаювчи) деб аталади.
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53. f (x) = arccos | x |.

54. / (x) = sin —  .
V l - x *

55. f (x) = arc tg x — x.

57. f (x) = x — у V — 1 .

58. f (x) = x£[0, 2 л].
2 -f sirur

59. f (x) = 2-3'~x — 9~x.
60. f (x) = x — e sin x (0 <  e ^  1).
61. Агар I  (x) функция X  тупламда аницланган булиб, 

монотон булса, у холда у = — / (х) функциянинг хам мо- 
нотонлигнни исботланг.

62. Агар f (х) >  0 тенгсизлик барча х£Х лар учун урннлц
ва f (х) монотон булса, у холда у = —  функциянинг хам

1(х)
монотонлигини исботланг.

63. Монотон функциялардан тузилган мураккаб функция­
нинг монотонлигини исботланг.

Куйидагн функцияларнинг даврнй функция эканини кур­
сатинг.

64. f (х) = tg (sin х).
65. / (х) = V sin3x.
66. f (х) = 2'
67. / (х) = lg sin х — lg cos x.
68. f (x) = sin*x.
69. /(x) = |cosx|.
70. / (x) = {2x}.__
71. / (x) = cos f/2 x.
72. / (x) = |2x + 5] — 2x, бу ерда (д]—царалаётган а сон- 

нинг бутун цисмнни билдиради.
73. / (х) = cos (sin х).
74. / (х) - sin4x -f cos4x.
75. f (x) функция X  = R тупламда ани^ланган булиб, 

унинг графиги х = а, х — b (а ф Ь) чизшушрга иисбатан сим- 
метрик булса, у холда унинг даврийлигини исботланг.

76. f (х) функция X  тупламда ани^ланган булиб, шун­
дай Т Ф 0  сони топилсаки, .\ар кандай х £ Х  лар учун х + 
+ Т £ Х , х — Т £ Х  булиб, к,уйидаги шартлардан биттаси ба- 
жарилса, унинг даврийлигини исботланг:
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1) f  (X  +  T )  =  —  / W i

2) / (x -+- Г ) = :
r ,  , ГЧ /(*>+<».3) / (* + Г> -  ^т-т^ггт-

4 ) / ( ' + г ) “ ГГ717):
5) f (x + T ) = f (x).
77 f (x) = cos x -f sin ад: давриА функция булса, у холда 

а рационал сон эканлигини исботланг.
78. Бутун сонлар увидан битта нуцта чицариб ташлан- 

ган тупламда анжушнган функциянинг даврнй эмаслигинн 
исботланг.

у = f (х) функция Х (Х  a  R) тупламда аниклангаи булиб, 
V x £ X  учун — х £ Х  булсин.

6-таъриф. Агар V  х £ Х  учун / (— х) = f (х) булса, 
f (х) жуфт функция, f (— х) = — / (х) бума, f (х) функ­
ция ток, функция деб аталади.

8-мисол. Ушбу

/ (х) = log, (х+  V 1 +х*)
функциянинг жуфт ёки той; функция эканини аницланг. 

Ух£Яларда х + >/ 1+х* >  0 булгани учун функция-
нинг аннкланиш сохаси R дан иборат. ____ _

Y  x£R  учун / (— jc) = log, (— х + у/ 1 +х*) =

= log, f f + У и ^  ,{_ x + lo g ,---± —  =
\ x + |/ |+ x *  )  x + V  I+ x *

= log, (x + V T T s  г »  = -  log, (x + / Г + ? )  = -  f (X) 
булади. Бу эса ^аралаётган функциянинг то^ эканини бил­
диради.

У = / (*) функция X  ту пламда аницланган булиб, Y эса
• сКуИЯ и>и”матлаРидан иборат туплам булсин: Y = {/ (х): 
У ?**)-  Шу билан бирга Y тупламдан олинган хар бир у га 
л тупламдан фа^ат битта х мос келсин, яъни ххф х 2 бул- 
анда / (xx)^k f (х2) булсин. Бу холда Y тупламдан олнн- 

шЬ ХаР „биР У га X  тупламда битта х мос цуйилишини 
ншу̂ аЛа”ДИГан ФУнкцияга келамиз. Бу функция у = /(х) га 
va/r Т.ан mескари ф ункция дейилади ва у х = f~ l (у) 
каои белгиланади.
га 92 Г ОЛ- Ушбу (х) = 2х+ 1, х £ [0, 1] функция-

батан тескари функцияни топинг.
43



Бу функциянинг цийматлари туплами [1, 3] ораликци 
ташкил этади. [1,3] орали^да аницланган х = f~ l (г/) =

2
функция берилган у = 2х+ 1 функцияга нисбатан тескарн 
функция булади.

У — f (х) функция X  тупламда ани^ланган булиб, г = 
= Ф (*/) функция уз навбатида Y = {/ (х): х £ X )  {/: X  -»■ К} 
тупламда аницланган булсин:

f ф 
X -*~Y-*■ Z.

Натижада X  тупламдан олинган ,\ар бир х га битта гС-Z 
сон мос цуйилади. Бундай холда / ва ф функцияларнинг 
мураккаб функциясн берилган дейилади ва г = ф (/ (х)) каби 
белгиланади.

10-ми со л. Ушбу
f (х) = х2, g (х) = 2х

функцнялар ёрдамида мураккаб функциялар топинг.
Бу мураккаб функцнялар цуйидагича булади:

/ (g (х)) =  \g (*)]* =  (2х)г =  2гх\ 
g (/ (х)) = 2f{x) = 2Х\ 

f (f (х)) =  U (х)]2 =  (х2)5 = х4;

g (g (х)) = 21<х> = г2*.

Мисол ва масалалар
1̂ уйидаги функцияларнинг жуфт ёки тщлигини аницланг:
79. / (х) = х* sin

X

80. / (х) = х + 1 .X
81- f(x ) = ---- J— .

1
*  +  -

82. / (x) = K ^ T :::]T | log^.
83 t /х\ _  f 1, агар x — рационал сон булса,

1— 1, агар х — иррационал сон булса.
84. / (х) = sin V х  .
85. / (х) = arccos|x|.
86. / (х) = ^ ■sm * .

sin jc
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ч I sin x\
87. f w  = f± ^ 7 -
88. / ( * )  =  ( * “  1)* s in *JC.
89 f (x) = arc sin (arccos x).

' 10'+1
90. / ( * )  =  •
91. Arap f (x) ва g (x) функциялар жуфт функциялар 

б\'лса, улардан тузилган мураккаб функцияларнинг хам жуфт 
ф ункция булишини исботланг.

92 Агар f (х) ва g (х) функциялар тоц функциялар бул­
са, улардан тузилган мураккаб функцияларнинг то  ̂функция 
булишини исботланг.

93. О нук,тага нисбатан симметрик булган X  тупламда 
анщланган хар цандай / (х) функция жуфт ва тоц функция­
лар йигиндиси куринишида ифодаланншини исботланг.

94. / (х) = 2' функцияни жуфт ва тоц функциялар йи- 
гиндиси куринишида ифодаланг:

95. f (х) = 1®’ агар булса, фуНКЦИЯНИ Жуфт ва 
' ' \х, агар х < 0  булса

тоц функциялар йигиндиси куринишида ифодаланг.
96. Жуфт ва тоц функциялардан тузилган мураккаб 

функцияларнинг жуфт ёки тоцлиги хацида нима дейиш мум­
кин?

Куйидаги функцияларга нисбатан тескари булган функ- 
цияларни топинг:

97- / М  =  (*  +  >)2- * £ [ —  1; +  оо].
98. / (х) = sin х, х € Г — Ю; — — я].

>• 4 J
99. / (*) = -х-+ 1 .

X
1 —  X»

100. / (х) = — е 2 , х£[0; +  оо).
101. f  (x) =  ln £1±2_, х € ( 0 ; -  оо).

102. f (х) = я — arcsinх, х£[— 1; 1].
ЮЗ. / (х) = 2*,_2х, * е ( _ о о ;  1].

^^104. а ва ft ларнинг цандай цийматларида / (х) =ax+b 
лад̂ рРи ФУнкЦия га эга булиб, у — f (х) билан бир хил бу-

a £R нинг цандай цийматида f (х) = х“ , х >  0 тес- 
ри функция га эга булиб, у f (х) билан бир хил булади? 

каб 'функц^ ^ункциялаР буйича шу функцияларнинг мурак-
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106. f (дс) = ДС2, g (x) = V x .
107. f (x) = V \ ~ x \  g (x) = V  I- * 2.
108. f (дс) = л* g (дс) = x + 5.
109. / (x) = ex, g (дс) = In x.
110. / (дс) = sgn x, g (дс) = 1 + x*.
111. / (дс) = sgn дс, g (x) = 1 + дс — [дс].
112. / (дс) = In дс1, g (лс) = sin л:.
113. f (*)-/*•  araP -*€10; + оо) булса,

(О, агар дс£(— оо; 0) булса. 
а (и  = /0, агар дс£ [0; + оо) булса,

|х*, агар дс£(— оо; 0) булса.

1 и . f (д) = - булса, / ( / ( . . . /  (дс))) . . .) (п мар-
V  а* +  X*

та) ни топинг.
Текисликда Декарт координаталар системасинн оламиз. 

Текисликнинг (дс, / (х)) каби аии^ланган нуцталаридан ибо­
рат ушбу

{(*. / (*))} = {(*. / (дс)):дс£Х, у — f (дс) £ Y )
туплам у = f (х) функциянинг графиги деб аталади.

Мураккаб функцияларнинг графиги уларнинг ордината- 
лари устида аналитик (цушиш, айириш, купайтириш, булиш, 
даражага кутариш, илдиз чицариш, логарифмлаш ва к.) 
амаллар бажариш ёрдамида тацрибан чизилади. Функция- 
ларни тулиц текшириш, уларнинг аниц графикларинн ифо- 
далаш билан биз келинро  ̂ батафсил шурулланамиз.

11-мисол. Ушбу
у — х cosх, x£ R

функциянинг графигини чизинг.
Функция то  ̂ булгани учун, унинг графигини [дс >[0 лар 

учун ясаш етарли. К,аралаётган функциянинг ординаталари 
Ух =  х ва y t  — cosх функцияларнинг ординаталарини купай­
тириш натижасида ^осил булади.

Функция графиги координаталар бошидан утиб, Ох уцини
х = ~  + & л (k £ Z, cos дс=0) ну^таларда кесади.— 1 < cos х < 1
булгани учун, дс > 0 ларда — дс < х cos дс < дс булади. Де­
мак, у = х cos х функциянинг графиги у — дс ва у = — х чи- 
зицлар орасида ётади. х = 2k я ну^таларда cos* = 1 бул­
гани учун, функция графиги у = х чнзи  ̂ билан дс = 26 я 
ну^таларда умумий цийматларга эга, дс = л + 2k л нук,та- 
ларда эса у = — х чизик, билан умумий ну^таларга эгад'ф 
(cosx = — 1, х = л + 2*л, k£Z), 0 <  дс<  1 да 0<xcosx<
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1- чизма.

< cos х, яъни xcosx<x. Бу эса функция графиги у= cosx 
ва у = х функцияларнинг графигидан пастда жойлашганли- 
гини билдиради.

х = 1 да у — XCOSX ва у = cosx функцияларнинг гра­
фиги кесишади. д = cosl «  0,54. Агар х >  1 булса, |xcosx |>
>  | cos х |. Шу маълумотларга асосланиб берилган функция­
нинг графигини чизамиз (1-чизма).

Мисол ва масалалар 
1̂ уйидаги функцияларнинг графикларини чизинг:
115. / (х) = xsinx.
116 / (X) =

m . / W -  e
1 - f  JC*

118. f (x) = sgncosx.
119. / (x) = In sin x. 
•20. f (x) = arctg —.

X

•21. / (jc) = arctg — .

124. f (jc) =  [x*].

125. /(x) = |x - l| + |x-2 |-
— |x — 3|.

126. / (x) = [|x|).

127. f (x)

128. / (x) = e* cosx.

129. f (x) = e~x cosx.
‘22. f (x) = 
123. f (x) =

x] tg *

« 1

130. / (x) = 2
131. f (x) = x -f sin x.
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X  = {х} хацнций сонлар туплами берилган булиб, а нук. 
та унинг лимит нуцтаси булсин. Бу тупламда у = [ ] 
функция аншушнган.

7-та ъриф (Гейне таърифи). Агар X  тупламнин, 
нуцта-гаридан тузилган а га интилувчи цар цандай {* f 
(хпФ а , п — 1, 2 . . .) кетма-кетлик олинганда %ам мос 
if  ОО) кетма-кетлик цамма вацт ягона b (чекли ёки чексиз) 
лимитга интилса, шу Ъ га f (х) функциянинг а нуцтада- 
ги(ёких->а доги) лимити деб аталади ва уни lim f (х) = ь
ёки х-+а да f (x)-*-b каби белгиланади.

12-мисол. Ушбу
/ (*) -  х*

функциянинг х-*-2 даги лимити 32 га тенг эканнни курса­
тинг.

2 га интилувчи ихтиёрий {хп} {хпФ 2 , п = 1, 2, . . .) кет­
ма-кетлнкни оламиз. Мос {/ (x j} кетма-кетлик у̂йидаги 
{/ М  = {j$ } куринишда булади. [Яцинлашувчи кетма- кет- 
ликлар устидаги арифметик амалларга биноан: 

lim /(xj =* lim х* = 2* = 32.

Демак, таърифга Kypai

lim f (х) =  32.

13-мисол. Ушбу
/ (х) = cos -  (х ф  0)X

функциянинг х->0 да лимитга эга эмаслигини курсатинг. 
Нолга интилувчи иккита турли

2-§. ФУНКЦИЯНИНГ л и м и т и

кетма-кетликларни олайлик. У  о̂лда
/ (х;) = cos (4«± |)-2 = 0,

/ (х") = cos 2п л = 1
булиб,

lim f (хл) = 0, lim / (х*) = 1
П-*0О П-+00

булади.
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Бу эса / (х) = cos — функциянинг х = О нуклада лимити
мавжуд эмаслигини курсатади.

8 - т а ъ р и ф  (Коши таърифи). Агар V  е >  0 сон учун 
шиндай 6 > 0  сон  топилсаки, аргумент х нинг 0<|х—а|< 
J b  'тенгсизликни цаноатгантирувчи барча цийматларида 
Г} м  __ ь | <  е тенгсизлик бажарилса, b сон f (х) функция­
нинг а нуцтадаги (х-*-а даги) лимити деб аталади.

14-м исол. Ушбу
/ (jc) = sin х

функциянинг х — нуцтадаги лимити 1 га тенг экани к̂ р-
сатилсин.

Y  е >  0 сонга
х — т  I <  ®2 I

учун

кура б ни б = е деб олсак, у 
тенгсизликни цаноатлаитирувчи барча

| sin х — 11 = | sin jc — sin j =*

я я
X~ 2  X + ~22 s in -----cos----

холда 
x лар

X  —

2 sin

муносабат бажарилади. Буидан, таърифга кура, lim sin х = 1itдг—*— 
2

экани келиб чи а̂ди.
X  = { jc}  хаци̂ ий сонлар туплами берилган булиб, а нук,- 

та унинг унг (чап) лимит нуцтаси булсин. Шу тупламда / (х) 
функция аиицланган.

9-таъриф (Гейне таърифи). Агар X  тупламнинг 
нуцталаридан тузилган ва цар бир ){ади а дан капипа (ки­
чик) булиб а га интилувчи х1ар цандай {jc„} кетма-кетлик 
олинганда %ам мос {f (хп)} кетма-кетлик %амма вакт 
ягона b га интилса, шу Ь ни / (jc) функциянинг а нуцта- 
даги унг (чап) лимити деб аталади.

10-таъриф (Коши таърифи). Агар У е> 0 со н  
учун шундай б = б (е) сон топилсаки, аргумент х нинг 
°< х < а +  6 (а — 6< х < а) тенгсизликларни цаноат- 
лантирувчи барча х£ X  цийматларида |/ (х) — b| <  е тенг-
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ымлик оажарилса, b conf (х) функциянинг а нуцтадаги 
унг (чап) лимити деб аталади.

Функциянинг унг (чап) лимитларн ^уйидагича белгила- 
нади:

lim / (х) = Ь ёки f (а + 0) = 6,
х-*а+0

(lim / (х) = Ь ёки / (а — 0) — Ь).
х -*<1- 0

1 5-мисол. Ушбу
isin х, агар х > 0 б^лса, 

f (х) — | агар х <  0 булса,

функциянинг х = 0 ну^тадаги унг ва чап лимитларинн то­
пинг.

lim f (х) =* lim sin х — О,
х-*+0 х-*+0

lim / (x) = lim = -L.
x -* — о x - » — o 2 2

Мисол ва масалалар
Функция лимити таърифларидан фойдаланиб ^уйидаги му- 

носабатларни исботланг:

132. lim * * ~ 9 = 6.х-3 X — 3
133. lim cos х = cosx0.

V  X*  4 - 1 - 1

=  2.

134 lim
x_»0 X

135. l im
x-*4 X* —  4*

1 3 6  /  ( « ) =  [ r + 7 - ’ а г а Р * * 0  « » * ■ •  

I 0, агар x = 0 булса. 
lim / (x) = 1.

x - 0

137. lim —-— = oo. 
x--*0 x — 3

138. lim sin x = 0.
139. lim x4 = 81.

x-*3

140. limxsin — = 0.
x-*0 X
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^уйидаги функцнялар а нуцтада лимитга эга эмаслиги­
ни исботланг:

141. f i x ) - 17 . а = 0.

142. /(*) = sin j ,  а = 0.

143. / ( jc) = arcctg ± , а = 0.

Iал f ( r ) - f x* +  x ,+  x + 1’ araP * > 1 бУлса- а = 1144. / ( * ) - |  0 > агар х<  j б.лса а 1.
145. / (х) = х — [х], а = 2.

1 ли =  /  **• агаР *  <  0 бУлса’ а =  °*
14». I Ы  (ь + х, агар х > 0 булса, b Ф I .
147. Дирихле функциясннинг бирорта нуцтада хам ли­

мити мавжуд эмаслигини исботланг.
148 f (х) = i х*' агаР х иррационал сон булса,

' ' ' \ 1, агар х рационал сон булса, 
функция ^андан ну^таларда лимитга эга?

149. /(х) = [х ]-  функциянинг х -*0 дагн лимити мав- 
жудми?

К,уйндагн функцияларнинг курсатилган нуцтадаги унг ва 
чап лимитларини топинг:

150. / (х) = th —, а = 0.
X

151. I  (*) -  ( " И "  агар * > 0 6^ 1са’ а - 0 .
Icosx, агар х < О булса,

152. / (x) = sgnx*, а = 0.
153. f (х) = sgn cos х. а =■ — .

154. / (х )------L _ _  а -  3.
3 — х 

х +  З

155. / (х) ----- а = — 1.
X — (дг)

156. / (х) = х + [**1, а = 10.
157. / (х) функциянинг а ну^тада бир томонли лимитлар 

таърифлари инкорини Коши ва Гейне буйича келтиринг.
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158. Функциянинг а нуцтада бир томонли лимитлари 
мавжуд булишидан унинг шу ну^тада лимитга эга були­
ши келиб чицадими?

X  (X  czR) туплам берилган булиб, а унинг лимит нук,- 
таси булсин. f (х) ва g (х) функциялар а ну ̂ тада чекли ли­
митга эга булиб,

lim f (х) = b, lim g (х) = с
х-+а х-и2

булсин. У  холда
1) Jim  I/Oc)±g (х)) = Ь ± с ,
2) П т If (x )g  (х)] = b e,

3 )  l i m  - •  - ,  с Ф 0
x-*a g  (* ) С

булади.
1 6-мисол. Ушбу

lim (̂10 sin1 x + 3 cos*x + j

ни ТОПИНГ.

lim sin* x = lim sinx lim sinx = 0,
x-*0 x-*0 x-»0

lim cos* x = lim cos x-lim cos x-lim cosx = 1,
x-*0 |  x-*0 x-*0 x-*0

lim  (*  —  1)
l i m = i  -----  = -  1 .
x-*o * +  2 lim (*+ 2 ) 2

x-*0
Демак,

lim ( 10sin*x + 3cos*x + ‘Л = lim 10sin*x +
* - ► 0  \ x -+- 2 / x-.o

+ lim 3 cos3 x -f lim —~  - = 0 + 3 — - = — = 2 —.
x-o x-o x + 2  2 2 2

Ф ун кц и я  лииитининг м авж уд ли ги  ^а^ида 
теоремала p

1°. Агар х нинг а ну^танинг U& (а) атрофидан олинган 
^ийматларида

h (х) < / ( * ) <  ft (х) 
булиб, х-*-а да fx (х) ва /, (х) функциялар лимитга эга 
э̂ мда

lim ft (х) = lim /, (х) = Ь
х-*а х—а
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йОлса, У *олда / (х) функция хам лимитга эга ва
lim / (х) = Ь
Хт*а

69ЛЗЛН х  (Г R туплам берилган булиб, а шу тупламнинг 
мит нуктаси ва барча х £ Х  лар учун х ^ а  булсин. Агар 

'Г Г { функция X  т$лламда ?сувчи (камаювчи) булиб, юк;о- 
оидан (куйидан) чегараланган булса, f (х) функция а нуц-
тада чекли лимитга эга.

11-таъриф. Агар V  к >  О сон учун шундай 6 = б (е)
сон топилсаки, аргумент х нинг

О<  |х' —  а | <  б, О <  |дс" —  а К  б 
тенгсизликни цаноатлантирувчи ихтиёрийх' ва х " (х'£Х, 
х"£Х) цийматларида

| / ( Л - / ( * ' ) | < е
булса, f (х) функция учун а нуцтада Коши шарти бажа-
рилади дейилади.

f (х) функция а нук,тада чекли лимитга эга булиши 
учун унинг бу нуцтада Коши шартини цаноатлантири- 
ши зарур ва етарли (Коши критерийси).

17-ми со л. Ушбу
/  (х) =  х2 cos -i-

ф ун кц и я  учун а = 0 нуцтада Коши шартннииг бажарили- 
шини курсатинг.

З^ицатан ^ам, V  е >  О сон олиб, б ни б = V 
царалса, х нинг

0 < | * ' - o |  = |x '|< |/ - |-

o o j C - o I - k k j / I

тенгсизликларни цаноатлантирувчи ихтиёрий х\ х" циймат- 
лари учун цуйидагига эга буламиз:



Бу эса царалаётган функциянинг х = 0 нуцтада Коши шар- 
тининг бажарилишини курсатади.

Ф у н к ц и я л а р н и  т а ^ о с л а ш
X с: R тупламда / (х) ва g (х) функцнялар аницланган 

булсин. Бирор а ну^танинг U6 (a) (Ut (ti)crX ) атрофида / (х) ва 
g(x) функцнялар ^уйидагича та^осланади.

1 2-таъриф. Агар f (х) ва g (х) функциялар учун шун­
дай узгармас б >  О ва С >  0 сонлар топилсаки, барча 
x£U6 (а) лар учун

I / W I  lg  M l
булса, у цолда х-*- а да f (х) функция g (х) функцияга 
нисбатан чегараланган дсйилади ва / (х) = О (g (х)) каби 
белгиланади.

Агар f (х) = О (g(x)) ва g (х) = О (f (х)) булса, f (х) ва 
g (х) функциялар х —► а да бир хил тартибли функциялар 
дейилади.

Агар

lim Ш  -  1
*~>а S (х)

булса, х -► а да g (х) ва f (х) лар эквивалент функциялар 
деб аталади ва / (х) ~  g (х) каби белгиланади.

18-мисол. Ушбу

/ (х) =» 1 1*1 +  У Щ  ва g (х) = У \Г\  
функцияларнинг х-*- 0 да узаро эквивалентлигини курсатинг.

Iim Ш  = iim V.± xL ± y \ Il- l i m / l  +  КЩ- = 1.
х.о х-.о 11

Демак, ^аралаётган функциялар узаро эквивалент.
13-таърнф. Агар / (х) ва g (х) функциялар у чу н

f (х) = а (х) ■ g (х)

бдлиб, бунда lim a (х) = lim g (х) = 0 булса, у \олда х-*-а
х —*а х -*  а

да / (х) функция g (х) га нисбатан юцори тартибли чек- 
сиз кичик функция деб аталади ва f (х) = о (g (х)) каби 
белгиланади.

19-ми со л. Ушбу |х|52=о (х2) муносабат х-> 0 да 
уринли эканини курсатинг. |х |5'2 = Y\ х \-х2 тенгликдан ва
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lim V \ x\s=z ® эканлигидан \ x |5/2 = о (x2) эканлигн келиб 
*->0
чикади- * .Лимит з̂ исоблашга оид булган миеолларда купинча цуии-
аги ажойиб лимитлардан фойдаланилади: 

sinx ,1) lim --- -- 1.
7 х-0  х

2) lim a = In a (a > 0).
x-0 X

3) lirn (1 + x)* = *•
x—0

4 ) ! ™ ( | + 1 Г “ '-
20-мисол. Ушбу

J j m  s in  ( x - s » n 2 x )  

x - » 0  x*

лимитни хисобланг
_ 0Бу ифода — куринишдаги анн^масликдир.
х —► 0 да xsin2x-*0 эканини хисобга олиб топамиз: 

sin ( x s i n 2 x )  2 s in  (х  s i n  2 x )  sin 2хhm ---------- = lim --------------  =
x-*o X* x-+o x ( s i n 2 x ) - 2 x

sin (x-sin2x) sin 2x 0 = 2 lim— 5-----  lim ----= 2.
x - » o  x * s i n 2 x  x-*o 2 x

21-мнсол. Ушбу
ех*— c o s x  lim -------

X-*0 Sin1 X

лимитни хисобланг.
f  —  cos JT

sin2 x
ифоданинг куринишини ^уйидагича узгартирамиз:

*** — cos X  1 -f 1 — cosx __ e*" —  1 2 2
s»n*x sin*x sin2x sin2x

e** — 1

sin* x , . x x sin*x л x
4 sin2 —  cos2 — ----- 2 cos2

2 2 x2 2
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Бундан эса
в**— 1

е* — cosх * . .. 1 lim --------------- ---- lim  —r z —  +  lim -----------
x - o  s in * *  jt _o  Sltl x  x - o  2 cos* —

x* 2
«“ - I

x^o X* 1 1 _  3
“  si n*x + i !^  * ~ I + 2 2 'l im — — 2 cos* —

x-*o дс 2
22-м и со л . Ушбу

лимитни ^исобланг.

lim (cosx)
x-+0

------  — L lim

lim  (cosx) x =  lim (1 +  cosx — 1) x =  e*^°
x-*Q x-*Q

2sfn* —

lim
2 sin* —  lim

2 x-*0

23-м и со л . Агар x -* -0  да / (х )-* -0  булса, у  лрлда 
lim [f ( x ) - r f ( x 2) 1 = 0  эканини исботланг. Шартга кура
х-*0
х-*- 0 да f  (х )-»-0 . Бу эса Гейне таърифига кура, х;ар цан- 
дай__нолга интилувчи {хп} (хп Ф  0, п =  1, 2, . . .) кетма-кет- 
ликни 'олганимизда |^ам, мос (/ (хп)} кетма-кетлик ^амма- 
ва^т ягона 0 лимитга интилишини англатади.

у п =  х\ деб олсак, л-*- оо да у п -*-0  булиб, ю^оридаги 
таърифга биноан f  (уп) = f  (х^) 0 муносабатга эга була­
миз. Демак, f  (х2) функция х,ам х->-0 да иол га интилар 
экан. Чекли лимитга эга булган функциялар устидаги ариф­
метик амалларга кура f  (х) +  f  (х2) функциянинг х -* -0  да
0 га интилишини топамиз.

Энди х —► 0 да / (х)Н -/ (х2) - » -0  булсин. х->-0 да / (х) 
нинг нолга интилиши хасида нима дейиш мумкин?

Мисол сифатида ушбу
(— 1)", агар х = —  булса,

/ М  =  2г”
0, агар х ф —-  булса,
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функцияни ^а рай лик. У холда

/(**)
(— 1Г+1 , агар х =  —— булса,

О, агар х ф  _ !_ булса
2я

б^либ, * -* -0  да f  (х) + f  (лг*) —► о булади. Лекин х -* -0  да 
f  (дг) функциянинг лимити мавжуд эмас Шундай ^илиб ис- 
бот килинган муносабатнинг тескариси *ар доим уринли 
булиши шарт эмас экан.

Мисол ва м асалалар  
Куйидаги лимитларни топинп

х — а159. lim
У х  - ]  а 

(х -  2)» 
х* — 8

V ^ - 8

г  (а >  0).

160. lim
Х-+2 X* — 8

4 —

161. lim
r - i e  у ;  _  4

162. lim *" T-L  (m, л^ЛТ). 
* * i г "  — 1

т/—
163. lim  V * (п , т^ЛО-

Х-1

164. lim
7 x - i

- 1165. lim  __
* - 8 3 -  У  4 +

166. lim

167. lim

К ' + т - У ' + j

, - i / Z I

*"*° 1 +  ax • 1 -f- bx —  1

168. lim  I K 1* * *  +
*-»0

(л, m£N).

. n£N.
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/ « + / .169. lim  j - . ^ r  x + V x_' 
*-.+» V x + l

170. lim JL+xt+ •• ■ + * " - *
x-+\ X  —  I

(^уйндаги лимитларни топинг:

171. lim ^ i .
Х-фО ПХ*

172. lim
я  Л

X  —  ------  -----X
J 2

173. lim -----— — .
x-*o sin6x — sin7x

174. lim - У . У - 1 .
x-»o sine2x

175. lim iiElZLH£_. 
x-»e x — a

176. lim f ------ ----------------- L_\
x-*o \ sin2 x-sin  x sin*x J

177. lim - i iH i - .
х -* л  Л* —  X*

178. u m l r ” * ^ .
x-̂ 0 tg jc*

179. lim £ S !i£ 5 l.
x-*0 X

sin 7 л x180. lim
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x - » l  s i n 2 n x

181. lim x2 (cos  -  — cos —V
X —*OD \  X  X  /

182. lin sin2 л  V n 2 +  2n .
X-frOO

183. lim l ^ c0sjr c0s,2jf c0s,3x.
x-*0  x*

184 lim (sin  — - f  sin — +  . .
х-юо \ n * Л*

—L-

185. lim (— )
x-*<j \ sin a /



186. lim (sinx)'1’*.
Л

X —
2

sh x
187. lim — •X-*0 * j

2x
188. lim (s inx  + co sx ) .

Jt->0 »
2

189. lim x (3 — 1).
x-+oo

190 lim — -------•
X - . 0  t g x  (

191. lim •
x-.o  V c h x  /

192. l i m f ^ i ^ V  ( a > 0 .  b > 0 ) .
f j l  !  I ,

193. Пш C + 4 " « — » ? . ) * .  
x-+ + «  \  1 + s i n4x— cos4 x J

,94. lim arccos (1Г Х) •
*-*+o \

195. /(x)  =  s i nx  функция x->- +  oo да лимитга эга 
эмаслигини курсатинг.

196 f  (х) =  sgn sin — функция х -* -0  да лимитга эга 
х

эмаслигини курсатинг.
197. f  (х) ва g  (х) функциялар а нущтада лимитга эга 

булмаса, f  (*) ± g  (х). / (x) g  (х) функцияларнинг бу ну^- 
тада лимити хасида нима дейнш мумкин? Мисоллар келти-
ринг.

198. lim ( f  (х) Н-----— ) =  0 булса, lim  f  (х) ни топинг.
*-<> \ |/ (х)|/ х-а

199. Агар f ( х ) > 0  булиб, lim ( f  (х) +  —̂ ) = 2  бул-
х-+а \ I  ДО/

са» У холда lim / (х) =  1 эканини исботланг.
х-*а

200. Агар / (х) функция даврий булиб, х-+ оо да /(*)-► с 
улса, у эфлда / (х) =  с  эканлигини курсатинг.
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201. Даврий функция х -* -— оо да чексиз катта булицц, 
мумкинмн?

202. Даврий функция чегараланмаган булиши мумкин ми?
203. lim cos —  cos —  . . .  cos ни топинг.

n-о с  2* 2* 2
2 0 4 .  (0 , +  оо) оралиада аницланган, ^нйматлар туплами 

[0, +  оо) оралик^дан иборат / (х) функция х =  0 нуцта атро- 
фида чегараланган булиб, бу функция учун ихтиёрий х о, 
у  > 0  ларда f  (х +  у) = f  (х) +  f  (у) муносабат урин л и бул’
са, lim  лимит мавжудлигини исботланг.

х—♦-ф- ос X
а  ва р ларнинг цандай цийматларида / (х) функция 

чексиз кичик булади?

205. f  (х) =  х* Iх ~  ^— а х  — р х —► оо.
' '  (*+  О*

206. / (х) =  у  х2— Xs — а х  — р, х —► +  оо.

207. / (х) =  — а х  — Р, х ->  +  оо.6х — 1

208. / (x )= x“ sin х - *  +  0.

209. / (х) =  (1 — х У ,  х —+■ -}- 0.

210. / ( х ) = —  , х - *  +  0.

К,уйидаги муносабатларни исботланг:
211. о (о (/)) =  о (/).
212. О (о (Л) =  о( 0 -
213. О (О (/)) =  О (/)•
214. о (0  +  О(/) =  О(/).
215. о (/) • О (/) =  о (/).

7 F  боб

ФУНКЦИЯНИНГ УЗЛУКСИЗЛИГИ 
ВА ТЕКИС УЗЛУКСИЗЛИГИ

1-§ . ФУНКЦИЯНИНГ УЗЛУКСИЗЛИГИ

X с~ R тупламда / (х) функция ани^ланган ] булиб, 
хо(хо£Х)  тупламнинг лимит ну^таси булсин.

1 - т а ъ р н ф  ( К о ш и  т а ъ р и ф и ) .  V e > 0  сон учун 
шундай  6 =  6 (е) >  0 сон  топилсаки, функция аргум ент а
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с X  нинг  | х — х0| < 6  тенгсизликни цаноатлантирувчи 
барча цийматларида

тенгсизлик бажарилса,  f  (х) функция  х0 нуцтада узлук-  
сиз дейилади.

1- м и с о л. Ушбу ______
f{x) = V x +  11

А ункциянинг х0 =  5 нуктада узлуксиз эканини курсатинг.
у  е >  0 сон олиб, бу е сонга кура б >  0 сонни б =  4е 

булсин деб к;аралса, у  холда |х — 5 | < б  булганда

1 / й ) - / © 1 - | / г + т т - 4 | -
I ж — 5 1 ^  |х — 51 ^  =  е

У  х+  11 +  4 4 4
булади.

Бу эса каралаётган функциянинг х0 =  5 ну^тада узлук­
сиз эканини билдиради.

2 - т а ъ р и ф  ( Г е й н е  т а ъ р и ф и ) .  Агар X тупламнинг 
элементларидан тузилган ва х0 га интилувчи \ар цандай 
{х„} кетма-кетлик. олинганда хая функция цийматларидан 
тузилган мос  {/ (хп)} кетма-кетлик \амма вак^т ягона f  (хв) 
га интилса, f  (х) функция х0 нуктада у злук си з  д е б  ата­
лади.

2-м и со л. Ушбу
/ (х) =  х D(x)

функциянинг х0 =  0 нуцтадаги узлуксиз эканини курсатинг. 
Бу ерда D (х) — Дирихле функцияси.

Ихтиёрий нолга интилувчи {хп} кетма- кетлик оламиз. У 
*олда мос {/(хп)} кетма-кетлик 

_ f(x„) = xn D(xn)
куринишга эга булади.

Маълумки, Дирихле функцияси чегараланган. {хл} кет- 
ма-кетлик чексиз кичик булгани учун {/(*„)} кетма-кетлик 
^ам чексиз кичик булади. Демак, л -> о о  да f{xn) - * 0  бу­
лади. Бу эса царалаётган функциянинг хв =  0 нуцтада 
узлуксиз эканини билдиради.

Агар Jim  Д х) =  /(х0)

муносабат уринли булса, ушбу
lim  [/ (* )— /(хв)] =  0

х—х#-*0
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муносабат \ам уринли булади. Одатда х — х0 айирма а р г у .  
мент орттирмаси, f(x) — f (x0) эса ф у н к ц и я н и н г  х 
нуцтадаги орттирмаси  дейилади. 0

Улар мех: равишда Ах ва Ау (А/ (х0)) каби белгиланади-
Ах — х — х0, Ау =  Д/ (х„) =  / (х) — / (Хв).

Демак, х =  х0 +  Ах, Ay =  f (х0 + Ах)—f (х0).
Натижада, lim  f  (x) — f  (х0) муносабат

lim Ay =  lim Af (xe) =  0
Д х-*0  Дх -*0

куринишга эга булади.
Шундай цилиб, /(х) функциянинг х0 иуцтада узлуксиз- 

лиги, бу нуцтада аргументнинг чексиз кичик орттирмасига 
функциянинг ^ам чексиз кичик орттирмаси мос келишн си­
фатида хам таърифланиши мумкин.

3 - м и с о л .  Ушбу
/ (х) =  cos х

функциянинг Y  хв £ R нуцтада узлуксиз булишини курса­
тинг.

Y  х0 £ R ну^тани олиб, у ига Дх орттирма берайлнк. На­
тижада / (х) =  cos х функция хам ушбу

А у  =  cos (х0 +  Ах) — cos х ,
орттирмага эга булиб, — л <  Дх <  л булганда

/АуJ =  | cos (х, +  Дх) — cos х0 [ =

=  | 2 s i n y s in | x ,  +  ^ j | < 2 - i ^ i - | A x |

муносабатга эга буламиз. Бундан эса Ах 0 да Ау -*■ О 
булиши келиб чи^ади.

Демак, f  (х) =  cos х функция х0 £ R нуцтада узлуксиз.
3 - т а ъ р и ф.  Агар f (х) ф ун к ц и ях  тупламнинг ,\ар бир 

нуцтасида у злук си з  булса,  функция X тупламда узлуксиз  
д е б  аталади.

4- м и с о л .  Ушбу
s in  х  , л

f ( X) =  “Т - * агар х ф  0 булса*
2, агар х =  0 булса,

функцияни х0 =* О нуцтада узлуксизликка текширинг. 
Маълумки,

lim  /(х) =  lim  =  1.
х -* 0  X--+Q X

■
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Пекин бу лимит циймат функциянинг О нуцтадаги к,иймати 
устма-уст тушмайди. Демак, бу функция х0 =  0 нуц-

тада узлуксиз эмас.
1 ' f (x)  функция X cz R тупламда амнцланган булиб, 

(х € X) тупламнннг (унг ва чап) лимит ну^таси булсин.
*  *-+ х0 да /(х) функция учун ^уйидаги 3 .\олдан битта-
сигина бажарилади.

1°. Чекли / (х0 — 0), f (x0 +  0) чап ва унг лимитлар мав-
жуД 03

/(хо- 0 )  =  /(хо +  0) =  /(хо) (1)

тенгликлар уринли.
Бу холда f{x) функция х = х0 да узлуксиз булади.
Т. f  (Xj 0), / (х0 4 -0 ) лар мавжуд, лекин (1) тенглик­

лар бажарилманди. У халда /(х) х =  х0 нущтада 1-тур узи- 
лишга эга дейилади.

3°. /(х0 — 0), f (x0 4- 0) ларнинг бирэртаси чексиз ёки 
мавжуд эмас. Бу халда функция х0 ну^тада 2 - тур узилиш- 
га эга дейилади.’ »

4°. f  (х0 — 0) =  / (х0 - f  0) ф f  (х0) булса, бундай узилиш, 
бартараф цилиш мумкин булган узилиш дейилади.

5- ми со л. Ушбу

/(*) =
х sin - ,  агар х Ф  0 булса,X

1, агар х =  0 булса

функция учун хо= 0  бартараф ^илиш мумкин булган узи­
лиш ну^таси эканини курсатайлик.

Маълумки,
. 1 X sin —X

<  | х | булиб, х -*» 0 да

х sin -i функция 0 га интилади

Демак, х->-0 да /(х) функция чекли лимитга эга, лекин 
бу лимит /(0) =  1 билан тенг эмас, яъни х0 =  0 ^аралаёт- 
ган функция учун бартараф ^илиш мумкин булган узилиш 
нУЧтасидир. Бунда f  (0) =  0 деб олнш билан, функция узи- 
лишидан цутулинади.

«/ f (х) функция дг0 нуцтада ани^лзнмаган (гв 6 X) булиб,
/ \х) JL fX$ ларнинг мавжуд ёки мавжудмэслигига ^араб 
мшлатил* л̂шчы ёки иккинчи тур узилншга эга, деган фикр *ам
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6 -м и с о л . Ушбу

/ ( * ) - ! * !

функциянинг х0 =  2 нуцтада биринчи тур узилишга эга эка- 
нини курсатинг.

lim  [х] =  1, lim  [jc] =  2 .
jc—#-2— 0 x-*2+Q

Демак, функция х0 =  2 ну^тада биринчи тур узилишга 
эга.

Ушбу

f  tx) — ( 1, агар jc — рационал булса,
( — 1, агар jc — иррационал булса.

функциянинг Y  х0 g R ну^тадаги лимити мавжуд эмас, де­
мак, бу функция jc0 ну^тада иккинчи тур узилишга эга.

/ (jc) =  c tg  jc функциянинг х0 =  л  ну^тадаги ^нг ва чап 
лимитлари

lim  c tg  х  =  — оо, lim c tg  jc =  +  oo
Х - ^ Я - fO  Х - + П —

булади.
Демак, /(jc) =  c tg  x функция jc0 =  я  нуцтада иккинчи 

тур узилишга эга.
2 . /(jc) ва g (jc) функциялар X тупламда аницланган бу­

либ, х9 £ X иуцта X тупламнинг лимит нук,таси булсин. 
Агар /(jc) ва g(jc) дс, ну^тада узлуксиз булса, у  холда

F JL * )± g (х), f [{x) - g (x) ,  

^  Ш  +  0 .  V  JC е  X ) ;  j  
8  (х)

функциялар хам дс0 нуцтада узлуксиз булади.
7 -м и со л . Ушбу

/ (х) =  Зле3 +  sin* jc

функциянинг X =  R да узлуксизлигини курсатинг.
Ф (х) =  х, g  (х) =  sin х  функциялар R да узлуксиз. /(х) 

функцияни
/’(х)|= 3 -x -x -x  +  sin x]-|sin х

куринишда ёзамиз. У холда узлуксиз функциялар у с т и д аги 
арифметик амалларга кура /(х) функциянинг R да узлук* 
сизлиги келиб чи^ади.



Мисол ва масалалар

Куйидаги функцияларнинг узлуксизлигини курсатинг:
1. / (х) =  sinx.
2. f (x )  =  x* ._
3. f ( x )  =  Vx.
4 . / (x) — | x  |.
5. / (x) =  shx.-.1-isin*

x
6 . / (x) =  *e
7. / (дс) функциянинг x0 нуцтада бир томондан (унгдан 

ва чапдан) узлуксиз булиши таърифларинн келтиринг*
8. f (x)  функциянинг х0 нуцтада узлуксиз булиши зару- 

рий ва етарли шартларини ифодаланг.
9. Агар f  (х) функция х0 ну^тада узлуксиз булса, у  *ол- 

да |/(х)| функциянинг *ам шу нуцтада узлуксиз булишини 
исботланг.

10. /(х) функция х0 нуцтада узлуксизлигининг геомет­
рик талк,инини ифодаланг.

11. Агар / (х) функция а  ну^тада узлуксиз булса, <р(х)=»
а — с■= / (Ьх +  с) (Ь ф  0) функция

шини исботланг.
Куйидаги функцияларнинг 

ланг ва графикларини чизинг:
1ж +  2|
ж + 2

13. /(х) -= sgn(e* — 1).

12. /(х)

нуцтада узлуксиз були-
9

узилиш нуцталарини аниц- 

U — 11

14. /(дс) =  * - [ х ) .  

«5. / (х) 1

16. /(х)

Х — [х\

и -

17. /(х)

18. /(х)

19. /(х)

20. /(х)

ж* — ** 
sgnsin х.

X
sin х*

1
COS X

I

21. / (x) =  e
22, / (x) =  ( x +  •• araP x >  0 булса,

1 x2, агар x <  0 булса.

23. Х,еч бир нуктада узлуксиз булмаган функцияга ми­
сол келтиринг.

24. Фацат биргина х0 £ R  нуктада узлуксиз, бошк;а ну^- 
аларда узлуксиз булмаган функцияларга мисол келтиринг.

2®. f  (х) - f  g (х) функция биринчи тур узилншга эга б^л-
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са, у  ^олда /(х) ва g  (х) функцияларнинг камида биттаси 
бнрннчи тур узилншга эга булиши шартми?

26. f ( x ) - g  (х) функция иккинчи тур узилишга эга булса 
у  дол Да f (x)  ва g (x )  функцияларнинг ж уда булмаганда 
биттаси иккинчи тур узилишга эга булиши шартми?

3. f(x) функция X тупламда аницланган булиб, х0 £ X 
ну^тада узлуксиз булсин. У \олда

1) х0 нуцтанинг етарли кичик атрофида функция чегара­
ланган булади.

2) Агар f  (х0) Ф  0 б^лса, х0 нуцтанинг етарли кичик 
атрофида /(х) уз ишорасини са^лайди.

(Булар узлуксиз функцияларнинг локал хоссалари.)
у  =  / (х) функция X тупламда г  => <р (у) функция Y туп­

ламда ани^ланган булиб, улар ёрламида г  =* <р (/ (х)) мурак­
каб функция тузилган булсин.

Агар f  (х) функция х0 ну^тада, г  =  <р (у) функция х0 га 
мос келган f  ( x j  нуцтада узлуксиз булса, г  =  ф (/ (х)) функ­
ция х0 нуцтада узлуксиз булади. (Мураккаб функция узлук- 
сизлиги хасидаги теорема).

1 - т е о р е м а  ( Б о л ь ц а н о  — К о ш и н и н г  б и р н н ч и  
т е о р е м а с и ) .  Агар / (х ) функция [а, 6] сегментда ани^- 
ланган узлуксиз булиб, сегментнинг четки ну^таларида т̂ ар 
хил ишорали к^йматларга эга булса, у  \олда шундай 
с  (а  <  с  <  Ь) ну^та топиладики, у ну^тада функция нолга 
айланади: 1 ( c )  — 0.

2 - т е о р е м а  ( Б о л ь ц а н о  — Ко ш и н и н г  и к к н н ч и  
т е о р е м а с и ) .  Агар /(ж ) функция [а, Ь] сегментда ани^- 
ланган ва узлуксиз булиб, унинг четки ну^таларида / (а ) = 
=  А, / (6) =  В  цийматларга эга ва А ф  В  булса, А ва В 
орасида *ар ь^андай С сон олинганда ^ам a  билан Ь ора- 
сида шундай с  ну^та топиладики,

f  ( с )  = С
булади.

3 - т е о р е м а  ( В е й е р ш т р а с с н и н г  б и р и н ч и  т е о р е ­
маси) .  Агар /(ж) функция [а, 6] сегментда аницланган 
ва узлуксиз булса, у  шу сегментда чегараланган б у л а д и .

4- т е о р е м а  ( В е й е р ш т р а с с н и н г  и к к и н ч и  т е о ­
р е м а с и ) .  Агар f (x )  функция (а , 6] сегментда а н и ^ л а н га н  
ва узлуксиз булса. функция шу сегментда у з и н и н г  ан и к  
ю^ори ^амда аниц ^уйи чегараларига эришади.

(Юцорида келтирилган Больцано—Кошининг ва Вейершт- 
расс теоремалари узлуксиз функцияларнинг глобал хоссала- 
ридир).
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8-м и с о л .  Ушбу

функцнянн узлуксизликка текширннг. 
Маълумки,

I х I =  ( х, агар х >  0 булса,
I I  \ — х, агар х <  О булса.

Бундан фойдаланнб, топамиз:

/(*) =
О, агар х >  О булса, 
2

------ , агар х <  0 булса.X
х = О нуктада функция аникланмаган булиб, 

lim f (x) =  О, lim / (jc)  =  -+- оо
х—+ +0 х-+ —О

муносабатлар уринлидир.
Бу эса таърифга кура х =  0 нуцта / (х) функция учун 

иккинчи тур узилиш нуцтаси эканини билдиради.
9 - м и с о л  Бутун сонлар уцида ани^ланган, х =  1, х =  

=  — 1 нуцталарда узлуксиз, цолган барча ну^таларда узи­
лишга эга булган функцияни тузинг.

Ушбу
/ /и _  | х* — 1, агар х — рационал сон булса,

\ О, агар х — иррационал сон булса

функцнянн ^арайлик.
Бу функцияни

f (x )  =  (x * -\ )D (x )
Дирихле функцияси ёрдамида ^ам ёзиш мумкин.

Маълумки, Дирихле функцияси сонлар уцининг хамма
ну^таларида узилишга эга. 1 га интилувчи ихтиёрий {*„}
кетма-кетлик олайлик, у  >̂ олда мос функция цийматлари-
Дан иборат булган {/(*„)} кетма-кетлик п-*- оо да нолга
ттилади. Бу эса функциянинг х =  1 нуктада узлуксиз эка­
нини англатади.

функциянинг х =  — 1 нуцтада узлуксизлиги худди шун- 
£*шаш к^рсатилади.

сонл ДИ ИХТИ®РИЙ а £ а ф  ± 1 га интилувчи рационал 
83 иРРацнонал сонлар кетма-кетлигини ^арасак, мос

• п ЦИя Цийматларидан иборат кетма- кетликлар а* — 1 га 
га интилади. а ф ±  1 булгани учун а2— 1 =5*0. Де-
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мак, царалаётган функция х  =  1, х = — 1 нуцталардан 
бошца барча ну^таларда узилишга эга.

10 -м и со л . Ушбу

f (x)  =  lim „X . „—X П—ьао П -р П

функцияни'  узлуксизликка ^текширинг ва унинг графигини 
чизинг.

/ (х) функциянинг х =  0, х >  0, х <  0 ну^талардаги ь̂ ин- 
матларини царайлик:

/(0) =  И т -
л° +  п°

х > 0  лар учун

0.

* —2ж 
, " П = 1 .—2х/ (* )=  lim

И—+оо 1 “Г Л

х <  0 лар учун эса

f (x) — lim 1 — П—2х

булади. Демак,

/(*)

1+ л - 2 х —  1

1, агар х >  0 булса, 
О, агар х =  0 булса, 

— 1, агар х <  0 б^лса.

Бу функция / (х) =* sgn х булиб, маълумки у  х =  0 нуцта- 
да биринчи тур узилишга эга (2- чизма).



Мисол ва масалалар

Куйидаги функцияларни узлуксизликка текширннг ва 
улар графикларини чизинг:

27. / W s l i m T“  35- / (* )“  lim Х + £\+Хп - с о  \ + x f * '

28. /(*) -  Hm -j/j  + xn + Jn(x >  0).

29  Hx) =  l i m- -------1 ’ . , /9 . v2n •I W  nu№ ylft i Л—oo 1 + (2  sin x)

30. (x) =  lim  У 1+ **»"• 37, / (x )=  lim -2 * •
П-юо X  “Г  1

31. /W = lim , 38. /(x) =  lim (x a rc tg (n  ctgx)).
П — OO

32. f  (x) — x2 — [**]. 39. / (x)  =  lim cos2n x.

33. f (x)
2n

sin x* 40. / (jc) =  lim  V cos2'1 x + s in ^ x .

34. f (x )  =  sgn (̂ cos — j. 41. f ( x )  =  [x] sin лх.

К,уйидаги функцияларни а  нинг ^андай цийматларида 
узлуксиз булишини аницланп

42. /(*) =

43. f (x )  =

44. /(х) =  

« .  /(*) =

(1 + * ) п —  1 .  Л—■—--------, агар х ф О  булса,

а, агар х =  0 булса. 

x c tg x , агар х ф  0 , |х| <  ^  булса, 

а,  агар х =  0 булса.

0х — 1
, агар х ф О  булса,

( с > 0 )
а,  агар х =  0 булса.

S- Jp , агар х ф О  булса,

а, агар х =  0 булса.



46.

f (x)

47.

f  w

(1 + х ) ж, агар х ф О  булса, 
а, агар x  =  О булса.

_ j_

е  х , агар дс Ф  О булса, 
а , агар дс =  О булса.

до  , /_х _  Г ** . агар х <  О булса,
• / W  \ а  +  х, агар х >  О булса.

49. Монотон функциянинг узлуксизлиги ва уз или щи ха- 
цидаги теоремаларни келтиринг.

50. ^уйидаги функциялардан тузилган мураккаб функ- 
цияларни узлуксизликка текширинг:

а) /(*) =» sgnx, g ( x )  =» 1 +  х*;
б) / (х) — sgnх, g (x )  =  — 1 -h X3;
в) /(х) =  sgnx, g (x ) =» 1 +  X— [х].

^  51. f ( g (x ) )  мураккаб функция х0 ну^тада биринчи тур 
(иккинчи тур) узилишга эга булса, g  (х) нинг х0 ну^тада 
албатта биринчи тур (иккинчи тур) узилишга эга булиши 
шартми?

52. Монотон, лекин узлуксиз булмаган функцияларга 
мисол келтиринг.

53. Вейерштрасс теоремаларида [а, Ь] сегмент урнига 
[а, Ь) ёки (a, b\ U [с, d] царалса, тасдиц уринли буладими?

54. [a, ft] сегментда чегараланган ихтиёрий /(х) функ­
ция узлуксиз буладими?

55. Узлуксиз булмаган функциялар учун Вейерштрасс 
теоремалари уринлими?

56. хех =  1 тенглама (0,1) орали^да ^еч булмаганда 
битта илдизга эга эканини курсатинг.

57. Агар /(х) функция {xt} ва {х,} тупламларда узлук­
сиз булса, у  э^олда бу функциянинг {х,} U {х,} тупламда 
узлуксизлиги ^ацида нима дейиш мумкин?

58. /(х) функция узлуксиз булиб,

lim
Х-* 4-а - р в д -  Ию - Ш г - i  ( * 6 М

муносабат бажарилса, у  .\олда шундай а  ну^та топилиб, 
д а )  =  0 булишини курсатинг.

59. Агар /(х) ва g (x )  функциялар [а, Ь\ сегментда 
узлуксиз булса, у  холда
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п(х) ~  шах {/(*), g (x)},  q{x )=  min {/(дс). g (x)}
P W  v Ж e [a. 0] 4

. ,и1ШИЯ™р [а, ь ] да узлуксизлигини курсатинг.
BO f  (х) функция [а, с] ва [с, Ь] сегментларда узлуксиз 

.  "Г , f  (х) функциянинг [а, Ь] сегментда узлуксиз були- 
Л V4VH етарли шартни келтиринг ва исботланг.

Ш 61 Агар / (х) функция V  [а, Ь] с :  X сегментда узлук­
сиз булса, у  *олда у  X тупламда узлуксиз булишини
исботланг (а<Ь).

62. Тескари функция мавжудлиги ва узлуксизлиги хак,н-
даги теоремани келтиринг.

63 /(а) функция [а, 6] оралиьда аницланган булиб, 
^атъий монотон булса, у  холда унга тескари функциянинг 
узлуксизлигини исботланг.

64. f(x)  функция [0 , 1] ораликда ашщланган, монотон 
булиб’ /(0) =  0, / ( 1 ) = 1  булсин. Агар V x £  [0,1] учун 
шундай п £ N топилсаки,

ж ? . . . / 0 ( * ) )  . .  • > - *
п та

муносабат бажарилса, [0 , 1] оралицда f (x )  = x эканини ис­
ботланг.

65. / (х) функция R  да узлуксиз булиб, V  x £ R  учун 
/(/(*)) =  х муносабат бажарилса, у  ^олда шундай с нуцта 
топилиб, / (с) =  0 булишини исботланг.

66. f (x )  ва g (x ) функциялар узлуксиз ва бир хил дарр- 
ли булсин. Агар

lim  {/ (х) g  (х)] =>0
Х -¥ 0 0

булса,

f (x )  =  g ( x )
эканлигини исботланг.

2 -§ .  ФУНКЦИЯНИНГ ТЕКИС УЗЛУКСИЗЛИГИ

Бирор y  = f ( jc) функция X т\пламда берилган булсин.
4- т а ъ р и ф. Агар  V  е >  0 с о н  у ч у й  ш у н д а й  6 (е) >  0 

с о н  moniLicaKu, X т уплам нин г  | х ' — х "  | <  6 тен г си злик -
паларид тлантирУвчи ихтиёрий х' ва х" (х\ х "  £ X) нуц-

1/(0 - / ( х ' ) 1< е
бажарилса,  f  (х) ф ункция  X тупламда текис  

узлукси з д е б  аталади. *
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Бу таърифни ^исцача

V e > 0 .  Н б (е )> 0 . V * ' ,  х "  € X : | х ' - х "  | <  6=> 
=>1/ ( Л - / М 1< е  

■Уринишда ифодалаш мумкин.
l l - м и с о л .  Ушбу

/ (* ) =  V х
функциянинг X =  [ 1 , 2 ] тупламда текис узлуксизлигини 
курсатинг.

V e > 0 c o H  учун б ( е ) > 0  сонни б=аЗе  деб олсак, 
унда | х — х "  | <  б =  3 е тенгсиэликни цаноатлантирув щ
V  х ', х"  €  П. 2] ларда

булишини топамиз. Бу эса, таърифга кура, берилган f  (х) =«
=  у^ х  функциянинг X =  [ 1 . 2 ] да текис узлуксиз эканини 
билдиради.

/ (х) функция X да текис узлуксиз эмаслигини тубанла- 
гича таърнфлаш мумкин.

5 - т а ъ р и ф  Шундай мусбат г  сони мавжуд  булиб,
V  б >  0 сон ошн ган да  %ам | х ' — х"  | <  б тенгсиэликни  
цаноатлантирувчи шундай х' , х "  € X ну^тагар топилсаки

1/ ( * ' ) - / Ю 1 > е  
тенгсизлик бажарилса,  f (x) функция X тупламда текис  
у злук си з  эмас дейилади.

Бу таърифни ^ис^ача
Н 8  >  О, Y  6 > 0 ,  н * ' € Х .  н * " €  X :  |х ' — х " | < 6 = ^  

= > \ f ( x ' ) - f ( x " ) \ > e
куринншда ифодалаш мумкин.

12-м и с о л .  Ушбу
/ (х) =» X*

функция X =  (0 , +  оо) тупламда текис узлуксиз эмаслиги­
ни курсатинг. Ихтиёрий мусбат б сонни олайлик. Агар е =*
=* 1 ва х =  -[■, х" =* 7  +  -  деб олинса, унда



Bv эса f  (x) =  x* функциянинг X =  (0 , +  оо) тупламда те­
ки: узлуксиз эмаслигини билдиради.

5- т е о р е м а  ( К а н т о р  т е о р е м а с и ) .  Агар / (х ) 
функция [а, Ь] сегментда ани^ланган ва узлуксиз булса, у  
Шу сегментда текис узлуксиз булади.

Масалан, ушбу

f(x) =  V x
функция, (0, 1] сегментда текис узлуксиз булади, чунки бу 
функция шу сегментда узлуксиздир.

13-мисол.  Ушбу

/ (х) =  In х

функция X = (0,1)  тупламда текис узлуксиз эмаслигини 
курсатинг.

Ихтиёрий мусбат б сонни олиб, е =  — In 2 ва х' =  —,
2 п

х" =  -  дейлик. п^ни етарлича катта цилиб олиш .^исобнга

4

тенгсизликка эришиш мумкин. Унда

/ К д 0 - / ( 0 1 - | | п - - 1 п  -п п

булади. Бу эса /(дс) =  1п х функциянинг (0, 1) да текис узлук- 
сиз эмаслигини билдиради.

/(*) функция X тупламда берилган булиб, б ихтиёрий 
мусбат сои булсин.
0 „ 6 * т а ъ р и Ф- У ш б у
Пх)  }Г  SUp { 1;  {х>) ~ f ( x" ) l  х"  £ Х : \ х ' - х " \ ^ 6 )
д е б  а п ю 1а д * иЯНиНг ^  Щ пламдаги  у з л у к с и з л и к  модули

0
0113 Функция X тупламда текис узлук-
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lim со (/ ; 6) =  0
S-.+0

лимит муносабатнинг бажарилишн зарур ва етарли.
14-м и с о л .  Ушбу

/(дс) =  х2 +  1

функциянинг X =  [0. 1] сегментдаги узлукснзлик модулинп то- 
пинг ва /(х) нинг X да текис узлуксизлнгинн курсатинг 

X =  [0, 1] да ихтиёрий х' нуцта олиб, х" нуцтани эса 
х" =  к '— 6 деб царайлик ( 0 < б < 1 ) .  Равшанки, 26  —
— б2 >  0 ва

\ f (x ' )~ f (x" )\  =  1(*'2 +  1 ) - ( * ' ' 2 +  1)\ =
=  /2х ' б  — 6= | < 2 6  — б2.

Демак,
© (/; 6) =  sup { |/(х') — /(х") | : V  х\ х"  е X :

: |х' — х " | < б > < 2 б — б2.

Агар х' =  1, х"  =  1 — б ну^талар учун | х ' — х"  | <  б ва 
| f ( x ' ) - / ( x ” )| =  2 6 - 6 2 булишини эътиборга олсак, унда

б) =  26 — б2 эканини топамиз. Бундан эса:

lim о  (/; 6 )=  lim (26 — б2) =  0.
8 Л - .+ 0  б -» + о

Демак, берилган / (х) =  х2 +  1 функция [0, 1] да текис 
узлуксиз.

15 - мис ол .  Ушбу

/ (х) =  sin —X

функциянинг X =  (0, +  оо) тупламдаги узлуксизлик моду- 
лини топинг ва f(x) функцияни текис узлукснзлнкка тек- 
ширинг.

Ихтиёрий мусбат б сонни олайлик.
Равшанки,

1/(*')— /(*")! =  | s in - l  — sin 1 < 2  (х ', x " G * )

Жумладан \х’ — х " | < 6  тенгсиэликни ^аноатлантирувчи 
ихтиёрий х' ва х”  лар учун хам

h r -  sin> h 2
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со(sin —; 6 ) ^ 2 .

Юденичи томондан.

$ л а д и . Демак.

« >  л — > Х" =  5 Г - —- - + 2 П Л  -  + 2пя

-ейилса унда п ни етарлича катта цилиб олиш .^нсобига 
бу х, ва х’„ лар учун

тенгсизликка эришиш мумкин. Унда

Isin  А - —  sin Л-  j =  | sin j — |  +  2 лл  j —

булади.
Демак,

Аммо

—  sin +  2лл|| =  2 

to fsin 6) =  2.

lim  to ( sin —; 61 =  2 фО 
e-.+o \ x ]

б^лгани сабабли f(x)  =  sin — функция (0; +  оо) да текис
X

узлуксиз эмас.
16-мис о л .  Агар f (x) Еа g(x)  функцнялар бирор {х) 

тупламда текис узлуксиз булса, q>(х) = f  (х)• g (х) функция­
ни текис узлуксизликка текширинг.

Аввало {*} =  [а, 6) булган холни царайлик. Шартга ку- 
ра f(x) ва g(x)  функциялар [я, Ь\ да текис узлуксиз.
V х' £ [а, Ь], Y  х £ [а, Ь] нуцталарни олиб цуйидаги айир- 
мани ^араймиз:

<Р (х') — ф (х") — / (* ') g  (X') -  f  (х") g  (X' ') = f ( x ' ) g  (х') -  
- f i x ' )  s ix " )  +  f  (x')g{x")  -  f  (X") g  (X") =

-  / ( * ') t e ( * ' ) - g ( x " ) l  +  g i x - )  l f(x') - /  (x")l. 
Вейерипрасснинг иккинчи теоремааига биноан

А =  sup }f(x)\, В =  sup |g(x)|
* € Iе* bi * £ («. И
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ларга эга буламиз. Бундан эса 
| ф (х )  -  ф (X") I <  А \ g  (х) — g (x " )  \ +  В - \f (X') -  f  (* ' -) I

булади. Равшаики, ф(х) функциянинг [a, ft] сегментда текнс 
узлуксизлиги учун, / (х) ва g  (х) ларнинг бу сегментда текис 
узлуксизлиги кифоя.

Агар царалаётган [а, b] сегмент урнига (— с»;  - foe )  
оралицни олсак, умуман айтганда, ф (х) текис узлуксиз бул- 
масдан цолиши мумкин. Масалан, /(х) =  х, g (x)  — х функ­
циялар бутун сонлар уцида текис узлуксиз, лекин /(x) g  (*)== 
=  х1 функция царалаётган оралицдз текис узлуксиз эмас.

Мисол ва м асалалар
^уйидаги функцияларни текис узлуксизликка текширннг:

67. / ( х ) = ^  (0 <  х <  л).X
68 . /(х) =  х • sin х ( 0 ^ х <  +  оо).

69. /(х) =  х* ( ~ е < х < е ) .
70 . f ( x ) = e x (— оо < х <  + оо).

71. /(х) =  cos х • cos — ( 0 < х < 1 ) .X
72. f  (х) =  х sin — (0 <  х <  л).X
73. /(х) =  sin У х  ( 1 ^ х <  +  оо).

74. f(x)  =  е г  * (— 1 ^  х «£ 1).
75. t tx\— ( х +  1, агар х  О булса,

( е~ х, агар х >  0 булса.
76. / (х )=  sin /х|“ , а > 0 .
К,уйидаги функцияларнинг берилган 'оралиеддги узлук- 

сизлик модулларини топинг ва текис узлуксизликка текши- 
ринг:

77. / (х) =  х1 (— е  <  х <  е).

78. / ( х ) = 1  ( 0 < а < х <  +  оо).X
79. /(х) =  sin х +  cos х (0 <  х <  2л).

80. / (х) =  -1- (0  <  х <  1).

81. / (* )=  х* (— о о < х <  +  оо).
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82. Агар 6j <  6S булса, со (/; 6j) <  о> (/; бг) тенгсиэликни

ИС̂ 8 3 .а1Агар /(х) функция X тупламда чегараланган булса, 
v  халда V  б > 0  учун со(/; 6 )<  +  оо эканини исботланг.

84- Агар / (jc) функция чегараланган X тупламда аниц- 
ланган булиб, чегараланмаган булса, у  *олда Y  б >  0 учун

— -f  оо эканлигини исботланг.
85. /(х) функция а ну^тада текнс узлуксиз, деган 

жумла маънога эгами?
' 86. (а, Ь) орали^да текнс узлуксиз функция чегаралан­

ган 65’ладими? (97- масалага царанг.)
87. Функция тскис узлуксизлигининг геометрик тали;и-

нини ифодаланг.
88. Агар /(х) функция X тупламда узлуксиз булса, у 

берилган тупламда текис узлуксиз буладими?
89. Агар /(х) функция [о, Ь\ ва [b , с] сегментларда текис 

узлуксиз булса, у  ^олда у  [а, с] сегментда .\ам текис уз- 
луксизлигини исботланг.

90. Агар 89-мисолда [b, с] сегмент урнига (Ь, с] оралиц 
олинса, /(х) функциянинг [а, с] сегментда текис узлуксиз- 
лиги ^а^ида нима дейиш мумкин?

91. Агар /(х) ва g (x)  функциялар X тупламда текис 
узлуксиз булса, у  ^олда У а ,  р £ R лар учун а/(х)-+- 
+  Pg(х) функция ^ам X тупламда текис узлуксиз эканини 
исботланг.

92. Мураккаб функциянинг текис узлуксиз булиши учун 
бирорта етарли шарт келтиринг ва исботланг.

93. Агар /(х) функция А ва В тупламларда текис уз­
луксиз булса, у  з^олда А П В тупламда .\ам текис узлуксиз 
б^лишини исботланг.

94. Узлуксиз даврий функция текнс узлуксиз булишини 
исботланг.

95. Интервалда (чекли ёки чексиз) узлуксиз, чегаралан­
ган монотон функциянинг текис узлуксизлнгинн исбсгт-

й,  Агар f(x) функция [а,Ь] сегментда текнс узлуксиз 
оулмаса, у  з^олда унинг >̂ еч булмаганда [а, Ь] оралиадаги 

0 7 ^ "У^тада Узилишга эга эканлигини исботланг.
97. Чекли (а, Ь) оралиада /(х) функция текис узлуксиз 

улицщ УЧУН» унинг (а,Ь) орали^да узлуксиз булиб, чекли

lim /(jt), lim /(jt)
* - » а + 0  x-*b—О

лимнтларнннг мапжудлиги зарур ва етарлилигини исбот-
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98. f(x) функция (0; (+  оо] оралюум текис узлуксиз 
булса, у ^олда х -*■ -+• оо да

/(*) =  о(х)
эканлигини исботланг.

99. X тупламда а  тартибли Гёльдер шартини цаноатлан- 
тирувчи функциянинг текис узлуксизлигини исботланг.

10 0 . Цх) функция [0, 1] сегментдаги барча рационал сон­
лар туплами Q0 да анжумнган булсин. [0, 1] да узлуксиз 
g (x )  функция мавжуд булиб, V x £ Q 0 ларда f(x) =  g(x) тенг- 
лик бажарилиши учун, /(х) функциянинг Q0 да текис уз­
луксиз булиши зарур ва етарлилигинн исботланг.

V боб
ФУНКЦИЯНИНГ КОСИЛА 

ВА ДИФФ ЕРЕНЦИАЛЛАРИ
1 - § .  ФУНКЦИЯНИНГ *ОСИЛАСИ

1°. Ф у н к ц и я  ^ о с и л а с и н и н г  т а ъ р и ф и  у  — /(*) 
функция xt нуцтанинг (x0£R) бирор атрофида берилган б$л- 
син. Бу функциянинг х0 нуцтадаги орттирмаси

Ау =  Д/ (л:,,) =  f(x0 +  Ax) — f (x 0) (1)
нинг аргумент орттирмаси Ах га нисбати

±± = ± 11*) о)
А х Ах

ни цараймиз.
1 - т а ъ р и ф .  Агар Дх-*-0 да  —  нисбатнинг  лимити

Ах

lim  ** =  п т  М  + * * ) - 1 Ы  (2)
Дг-*0 Ах Дх-»0 Ах

мавжуд ва чекли булса , б у  лимит у  = f(x) функциянинг  
х0 нуцтадаги %осиласи д еб  аталади ва f ' ( x j  ёки у ' ХшкХ$
ёки ^ - кдринишларда белгиланади.

й Х  ХятХ9

Демак,
/' (jO  =  lim =  lim j ^fo +  Ax) -  д̂г0)

Д* - * 0  Ад: Дх-*о Ах

у  =  /(*) функциянинг х0 нуцтадаги ^осиласи цуйидагича 
^ам таърифланиши мумкин:

f\xо) -  lim M - f W  (3)
Х -* Х Щ X ----  X q
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, м и с о л .  Ушбу у  =  f(x) =  хг функциянинг х «= 
ги хосиласини топинг.

Бу функииянннг х0 нук;тадаги орттирмаси (1) га кура 

Д/ (х0) =  (х0 +  Ах)2 — х* =  2х0 ■ Лх +  Дх2

булади. Унда
А/(х0±  =  И т  2дг0-Ддг + Д х » .  =  ljm  (2  +  Д х) =

Ах д*-»0 Ах Дх-о

б^тади Демак, /' (х0) =  (х2)' =  2х0.

2 - м и с о л .  Ушбу f (x) = e x функциянинг х„ =  1 нук;та- 
даги хосиласини топинг.

Юкоридаги (3) формуладан фондаланиб топамиз:

X—* 1 X —  1 х  —* I X —  1Г О )- ( « ' ) * - !
^ -1  _  1

=  е - l im -----------  = е \ п е  = е.
ж—*1 X — 1

Демак,
т  =  ( о ; _ ,

3- ми с о л .  Ушбу /(х) =  x s i n  — , /(0) =  О функциях=0

нуцтада ^осилага эга эмас. Х,а^н^атан хам бу функция учун
_1_

Ц х ) - т  x ' i m  х . 1---------------= ----------- =  Sin —х  — 0 х х

б$глиб, х - ^ 0  да
цХ) _  /(0) . 1 
—— —  =  sm — 

х — 0 х

нисбат лимитга эга эмас. Демак, берилган функция х =  0 
ну^тада хосилага эга «булмайди.

4- м и с о л .  Ушбу

f ix )  =  { агаР х — радионал сон б$лса,
I — х2, агар х — иррационал сон булса, 

ФУ^шшишг х =  0 нуцтадаги \осиласи /'(О) =  0 булишини

Берилган функция учун:
/00 f (0) _/(£) ^  | х, агар х — рационал сон булса,

* 1— агар х — иррационал сон булса,
У ио, унинг лимити х->-0 да 0 булади.
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Демак,

П т «Й = 2 В  =  о.
х**0 X — 0

Бу эса

Г (0) =  о
булишини билдиради.

5 - м и с о л .  Агар ф(х) функция х = а  ну^тада узлуксиз 
булса, ушбу

функциянинг х = а  нуцтадаги хосиласи f '(a) = ср(а) булиши­
ни курсатинг.

Берилган функциянинг х — а нуцтадаги орттирмаси

Д /(а) =  /(а +  Дx )—f(a) = (а +  Ах — а ) ф( а  +  Дх) —
— (а — а)-ф(а) =  Дх-ф(а ■+■ Ах)

булади. Унда

булиши келиб чицади. ф(х) функциянинг х — а  нуцтада уз­
луксиз эканини эътиборга олиб, топамиз:

lim  ф (а +  Дх) =  ф (а).

/ ( х )  =  ( х  — а) - ф(дг)

А На)
\ х

Ах»<р(д + Ах) =  ф(а +  Д х)

булиб,

Ax^tO А х Дх-*0
Нш -Ц— =  lim =  ф (а +  Дх)

Демак,

Бу эса /'(а) =  ф (а) эканини билдиради. 
2°. Б ир т о м о н л и  ^ о с и л а л а р
2- т а ъ р и ф. Агар Ах -*■ +  0 (Дх-»- — 0) да —  нисбат-

Ддс
нинг  лимити

lim  _  П т .(К  + А х )-/ ( .0)
д*-*+0  Дх Д*-*+о A x )
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Ачсид ва чекли б ул са ,  б у  лимит f ( x)  ф у н к ц и я н и н г  хв 
*^ападаги у н г  ( чап )  %осиласи д е б  аталади  ва у н и  f ' (x0+  0)

0)) каби б ел гиланади .  
ф ункциянинг унг ва чап ^осилалари б и р  т о м о н л и

х о с и л а л а р  деб аталади. 
6 - МИСОЛ.  Ушбу

/ (х) =  дс* ■ c o s — , / (0) =  0

ф ункциянинг х =  о нуктадаги унг ва чап *осилаларини то­
пинг

Бу функциянинг х =  0 нуцтадаги орттирмаси

Д/ (0) =  / (0 +  Дх) — /(0) =  / (Дх) =  Дх2 • cos

булиб,

булади. Агар

л НО) 
Ах

Ах*-cos —  
А х

Ах A x c o s  —

lim A x c o s — = 0 ,
Ах-*+0 А X

lim  A х - cos —  =  О
Дх-*—О Ах

эканлигини эътиборга олсак, унда

lim  4 Ш _ 0.
Ах-*4-0 Ах

l im М ° ) = 0
Ах-*—о Ах

булишини топамиз.
Демак, берилган функциянинг х =  0 нуцтадаги унг хо- 

силаси /' (+ 0 ) =  0, чап хосиласи /'(— 0) =  0 булади.
7- м и с о л .  ^Ушбу f (x)*=tyr l — е~х‘ функциянинг [х =  

=  0 ну^тадаги унг ва чап хосилалариии топинг. Бу функ­
циянинг х =  0 нуцтадаги орттирмаси

А/ (0) =  f  (Ч+|Дх)1- / (0) =  f  (Дх) -/ [ (0 )  =
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б^либ,

l^£\. I /~|- * ~ <Ах'‘ т  1А*| л /  1 - 1
д * V (Дх)* Дх К <*** (Д*)'

булади. Агар

2 Т .  ] / т Ь -  |АД|,' / П Г ( - 1

эканини эътиборга олсак, унда

Нт Щ - lim 1 ^ 3 - lim ^  =  1,
Дх-*+0 АДС Дх-*+0 ^  Дх-*+0 Ах

Нт * Ш - Н т  ^2L- l im  -  1. 
Ах—- о  Ах дх——о А х  Дх-»—о Ах

булишини топамиз. Демак,

/ ' ( + 0 ) = 1 ,  Г  (— 0) =—  1.
8- м и с о л .  Ушбу

sin х, агар х <  0 бУлса,

f(x) х cos——, агар х > 0  булса
X

функциянинг х = [0 нуктадаги бир томонли ^осилаларини 
топинг.

Бу функция учун

Ш  =  (Д х  <  0 )
Ах Ах

А /(0> 1 / А  X .  А Ч— cos — (Аж >  0)

булиб,
Дх Дх

П т ЛШ>= lim 
At-»—о Дх At- . —0 Дх

булади. Демак, берилган функциянинг х =  0 нуцтадаги чап
^осиласи f '  ( —0) =  1 булади. Бироц Дх-»- +  0 да =»

Ах

=  cos—  нисбат лимитга эга эмас. Демак, берилган функ* 
А х

ция х =  О ну^тада унг хосилага эга эмас.
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о л. Ушбу f (x) = x c o s - ~  функциянинг(/ (0) “ 0)

Бу ф ункциянинг х =  О нуцтадаги орттирмаси

Д/ (0) «= / (0 +  Дх) — / (0) =  Ax cos

б£либ,

Дх Дх
нисбат лимитга эга эмас.

Демак, берилган функция х =  О нуцтада унг ва чап хо-
силаларга эга эмас.

3°. Ч е к с и з  х о с и л а л а р .
у  =  /(х) функция х0 ну^танинг (хв 6 Л) бирор атрофида 

берилган булиб, у  х0 ну^тада узлуксиз булсин.
3 - т а ъ р и ф .  Агар Дх-*-0  да  нисбатнинг лимити

-  ___А  о __

+  оо (ёки — оо) бйлса, уни  \ам f  (х) функциянинг  х0 нуц- 
тадаги \осиласи дейилади. Бундай ^осила чексиз цосила 
деб аталади.^

Бир томонли чексиз хосилалар \ам х>ДДИ шунга 5ХШ 
таърифланаян. _  л „

10-м и с о л .  Ушбу f (x) = V*  функциянинг х и ну*- 
тадаги хосиласини топинг.

Бу функциянинг х =  0 нуцтадаги орттирмаси

Демак,

Ах-*0 Лх
lim  Н х ,  +  А х )-/ (х „ )  =  +  оо (ёки -  оо).

д/ (0) *= / (0 +  Дх) — / (0) = к  Д х
булиб,

Д№) ____ 1
Д *  Дх Дх*



булади. Бундан эса 

lim АЛО)
Ддг-.0 Л*

■ lim
Дх-*0 ^Ах* +  ОО

булиши келиб чи^ади. Демак, берилган функциянинг х =*г 
нуцтадаги хосиласи +  оо булади.

11- м и с о л. Ушбу f  (jc) =  ^  cos х функциянин г *=
г

ну^тадаги ^осиласи топилсин. Бу функциянинг х =  ~  нуц. 

тадаги орттирмаси

4 , ( т ) - ' ( т + 4 * Н т ) - | И т  + Д , ) -

— 1/ cos =  j/"cos^-^-+  A x ^ = V — sin Ах =

=  — V  s i n Ax
б$’либ.

b f (f) "P'sin Ax
Ax Ax - f -

sin Ax
Дх ’ 1УДх»

булади. Бундан эса 

А/
lim

Дж-,0
sin Ах

Дх ’ Т^Дх»&*»] оо

л
булиши келиб чицади.

Демак, берилган функциянинг х =* - у  нуцтадаги ^осила*

си —оо булар экан.
12- м и с о л .  Ушбу f  (х) =  функциянинг х =  0 нуц* 

тадаги унг ва чап ^осилаларинн топинг.
Бу функциянинг х =  0 нуцтадаги орттирмаси

булиб,
А/ (0) =  / (0 +  А х) — f (0 )~V Ах- 

А НО) ТЩ Г

булади. Равшанки, 

lim

Дх

Д ПО)

Д х

lim  —7 7 = =  +  оо
Дх-*-|-0 Ах [Д*->+0 1^Ах
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lim  A — =  lim  гег=г =  —с»
Дх-*—о Ах Дх—- о  V Ах2 fli f —V

булади. Демак берилган функциянинг дг =  О нуцтадаги ?н г 
хосиласи / (+  0) =  +  оо, чап ^осиласи /'(—0) =  —^  эка.,

13- м и с о л .  Ушбу экан-

f ( x )  =  l ° ' J ^ P  1 б У лс а ,
1 К х — 1, агар х > 1  булса

функциянинг х =  1 ну^тадаги унг ва чап хоси-.аларини то-

Бу функциянинг д: =  1 нуцтадаги орттирмаси

Д/(1) =  /(1 +  Ах) - / ( ! )  =  | ° . ^гар Д * < о  булса,
W Ах, агар А х < 0  булса

б^либ,

Д/0) 
Д х

О, агар Д х <  0 булса,
_1_
Дх

булади. Демак,

lim =  lim =  lim  - 4 = -  =  +  °°.
Д *-*+ 0 Ах Д х-*+ 0  Дх Дх-*+О г Д*

l i m — — =  l i m0 =  0.
Дх—>—О А X  Д х-» —О

Берилган функциянинг х =  1 ну^тадаги унг хосиласи f  (
— 1) *= +оо, чап ^осиласи /' (— 1) =  0 дан иборат.

4°. Ф у н к ц и я  ^ о с и л а с и н и н  г г е о м е т р  и к в а  ме­
х а н и к  м а ъ н о л а р и .

/(*) функция (а, 6) ораликда ани^ланган ва узлуксиз 
булиб, х0£(а, fc) нуцтада /' (х 0) хосилага эга булсин. У э̂ ол- 
да f(x) функция графигига MQ(x0$ /(*<>)) ну^тада утказил- 
ган урунма мавжуд. Функциянинг х0 нуцтадаги хосиласи 
/ (*о) эса бу уринманинг бурчак коэффициентини ифодалай- 
Ди. Уринманинг тенгламаси

У = f { x j +  / ' ( хв ) ( х  — *о) (4)
куринишда булади.

14- м и с о л .  Ушбу f  (х) =  cosx функция графигига

("б")) нУ*̂ таДа утказилган уринма тенгламасини
топинг.
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Берилган функциянинг хосиласи /'(дс) =  — sin х га тенг 
Агар

' ( f ) — f  
булишини эътнборга олсак, унда (4) формулага Кура 
Af# ( /|̂ “ j j  ну^тадан утувчи уринма тенгламасини

эканини топамиз.
Агар /'(х0) =  ±  оо булса, /(х) функция графнгнга (*„ 

/ (х0)) ну^тадан утказилган уринма Ох у ^ а  перпендикуляр 
б£лади.

Моддий ну^танинг т\три чизшуш харакати s =  / (/) функ­
ция билан ифодаланган булсин, бунда t — ва^т, s шу ва^т 
ичида утилган йул (масофа).

s =  / (/) функциянинг t0 ну^тадаги хосиласи /'(/„) хара- 
кат ^илаётган моддий ну^танинг (0 пайтдаги онин тезлиги- 
ни билдиради.

5°. Т е с к а р и  ф у н к ц и я н и н г  х о с и л а с и .
Агар у  = f  (x) функция х0 нуцтада /' (х0) Ф  0 ^оснлага 

эга булса, бу функцияга тескари х =  f~\y) функция х0 ну^- 
тага мос булган у ^ у0 =  / (х0) ) нуцтада ^осилага эга ва

( r w , - *  ^ т -
/ *(*о)

булади.
15-м и с о л .  Ушбу г/=» arcsin х функциянинг хосиласини 

топинг.
Равшанки, у  =  arcsin х функция х =  sin у  функцияга

-^ -< «/ <  ~  j  тескари функциядир. Унда юцоридаги 

^оидага кура
1у  — (arcsin х)' =

(si пк) '

булади. Маълумки, (sin у)'  =  cos у .  Демак,

у' = (arcsin х ) '= —!— = 1 -  = —- i ---- (—1<х<1)-
cos у у 1 — sin*y У 1 —

6°. Х о с и л а л а р  ж а д в а л и .
К,уйида элементар функцияларнинг ^осилаларини топиШ 

формулаларнни келтирамиз:

ев



ц  ( !• > » ) •

2J у =,ах ■ In а, (а >  о, а Ф 1).

3) (loga*),=s - 7 loga* ( x > 0, а > °* а # 1 ) '

4) (sin х)' =  cos х.
5) (cos х)' — — sin х.

«> i ^ ' - d r r  * ’ * f + * *  * - ° ' ±1,±2>

7) (ctg jc ) '----- —1—, x Фкх. k = 0 ,± l ,± 2 ,  . . .

8) (arcsinx)' =  y y = T '  — 1 <  x <  1-

9) (arccos x)' =  — y Y l f =i • — 1 <  x <  1-

10) ( a r c t gx ) ' =

11) (arcctgx)' = —

12) ( I n jc) '  =  — , x > 0 .
X

13) (sh x)' =  ch x.
14) (ch x)' =  sh x.

15) ( t hx ) ' = - J — .
ch* x

16) (cthx)' =  - — L - . ( * * 0 ) .
sh* x

7е. к о с и л а  р с о б л а ш н и н г  с о д д а  ц о и д а л а р и .  
f(x) на g(x) функциялар х £ (а, Ь) нук;тада f'(x) ва g  (х) 

Г ^ а р г а  эга булсин. У холда f ( x )± g (x ) ,  f (x ) -g (x) ,
^  (S (*) Ф 0 функциялар >̂ ам хосилага эга ва

0  U (x )± g{x ) ) ' - f ' (x )± gX x ) ;
2) 1/(х) • g  (*))' =  Г (х) ■ g(x) +  f(x) • g'(x)-,
з , [ м у „ т м ^ , № ) # 0 )

бУлади.
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1
16* м и с о л .  Ушбу

У ~ X + V X + У  X 
функциянинг хосиласини топинг.

Бу функциянинг хосиласини топишда юцоридаги ^оида- 
дан хамда лосилалар жадвалидан фойдаланамиз:

j_  _|_
у ' = ( х + У ^ + ¥ У ) '  = ( х + х 2 +  х 3 )' =

J_ JL —— I J__ __i
“ W ' +  ( x * ) '  +  ( x 3) ' = l  +  4 - x a + ± х 3 =

Z о

- , +  w r + i h i x > 0 ) ■
17- м и с о л .  Ушбу

f (x ) '= 'x - lx l  
функциянинг хосиласини топинг:

а) х >  0 булсин. У ^олда f (x) — х • | х\ =  х* булиб, 
р  (х) =  2х булади.

б) х <  0 булсин. У .\олда f (x)  =• х- \ х| =  — х* булиб, 
f '  (jc) =  — 2х булади. J

в) х =  0 булсин. У \олда, хосила таърифига кура:

, '(0 )  -  Urn ffl +  ^ - W O - l l n .  _
Д х-*0 Ах Ах-И) Ах

=  lim I Ддг| =  0.
Дх-*0

Демак, берилган функциянинг л°силаси:
—2х, агар х <  0 булса,

агар х >  0 булса.
8° М у р а к к а б  ф у н к ц и я н и н г  х о с и л а с и  
и — f  (х) функция (а, Ь) ораликда. у  =  F (и) функция эса 

(с, d) оралик^да берилган булиб,

мураккаб функцияга эга булайлик.
Агар и =  Дх) функция х0 £ (а, Ь) ну^тада /' (х0) ^оснлага 

эга булиб, у  = F (и) функция эса х0 ну^тага мос и0 (и0 =  
=  f  (*о)) нуцтада г  (ы0) лосилага эга булса, у  \олда мурак­
каб функция F(j(x) ^ам х0 ну^тада лосилага эга ва

булади.
<5)
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18- мис ол .  Ушбу
у  =  sin 5 У  х

ф ункциянинг хосиласини топинг.
Равшанкн, бу мураккаб функция булиб, уни 

у  = F(u) =  sin и, и — f  (дс) =  ЪУх

деб хараш мумкин. (5) формулага кура:

у'=* (sin 5 ]^^ '*=  (s in и)'и„ Ъ}г -  (5У х ) '=
„ II 5«cos5|^x"

=  cos5 ]/ дс • 5■ =  ~  2. y j  (х > 0 )

19-мис о л .  Ушбу
у  =  In (10 дс* -4- 2х* +  1)

функциянинг хосиласини топинг.
Равшанки,

у  = F(u)  =  In и, и = f  (x) =  10 х4 - f  2xJ - f  1. 
(5) формулага кура

y f  =  (ln(10x* +  2x* +  1))' =з
-  •(10x4 +  2 x * + 1)' =

• (40xs +  4x) =  — ,l) .
lOx4 4- 2x* +  1 Юх4 4- 2x* +  1

20- мисол. Ушбу
•  /1 — и =  arcsin -------

* U 4 - W
функциянинг хосиласини топинг. Бу функциянинг хосиласи 
Хуйидагнча топилади:

(14-х*)1
— 4х

2- \ * /-(I 4-**)
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Демак,

У -

— агар х >  0 б^лса,

, агар х <  0 булса.
1 +  *»

Берилган функция х =* О иуцтада эса хосилага эга эмас.

Мисол ва масалалар

I Х,осила таърифидаи фойдалаииб цуйидаги функциялар. 
нинг ^осилаларини топинг:

1. }(х) =  К хГ
2. f  (х) = 2х ■ sin х.

3. f  (х) = х-у/~х

4. / (х) =  2*+1-
5. f  (х) =  In х.
6. /(x) =  sin5x .
7. / (х) =  arctg Зх.
8. /(x) =  2 s in 3 x , х0 — ~ .

9. / (х) =  1 +  In 2х, х0 =  1.

10. /(х) =  х +  tgx,  х0 =

11. / (х) =  5 1х - f  1 1, Х0 =  — 2.
12. Д х) =  Xs, х0 =  0,1.

13. f ( x ) = V x ~ ,  х0 =  0.

14. f  (х) =

15. f  (х) =  

«6. / (х) —

x2-sin — , агар х # 0  булса, 
х

О, агар х =  О булса.

V\~x\*■ cos — . агар x #  0 булса,

О, агар х =  0 булса. 

агар х ф  0 булса,

О, агар х ■= 0 булса.
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пя таърифндан фойдаланиб цуГшдаги функциялар- 
Х2 о и вл аР « мавжудлиганн текширинг.

17. /(■*) в  1*1» х° ~ ° '
18. / ( * ) Н ( * — М * ”  2)1* *о= 1 ’ х» =  2-

19. /(*) - 1*3!’ х« =  °
20. f ( x )  = x\xj,  х0 =  0.
21. /(jc) — I s i nx l .  х0 =  л.

22 . f(x) e  I ** — х I* *« =  !•
х*. агар х >  0 булса, 
х4, агар х <  0 булса, 

х0 =  0.
О, агар х >  0 булса, 
х*. агар х <  0 булса,

23. f ix)

24. /(х) =

25. /(х)=

26. f(x)

27. /(х)

х • cos —- ,  агар х Ф  0 булса,
X

О, агар х =  О булса 
Xs, агар х <  0 б^лса,

е  * агар х >  0 булса 
х0 =  0.

x*|cos —I, агар х Ф  0 б ^ с а , 
х I

. О, агар х =  0 б^лса, 
х„ =  О

28 f  (х) =  ( *' агаР х ~  Ра^ионал еон булса.
I 0, агар х — иррационал сон булса,

х„ =  0.

29. Ушбу /(*)
х*, агар х — рационал сон булса,
2(х — 1), агар х — иррационал сон

булса.

аник>УНКЦИЯНИНГ *осилалаРи мавжуд булган нук;таларини 
^  бу нУКталарда ^осилаларни топинг.

11. К,уйидаги функцияларнинг унг ва чап хосилалари 
“звжудлигини текширинг.

30- /(х) =» |2Х— 2|, х0 =  1.
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31. /(х) =  sin дса. x0 =  0, x0= V n

32. f  (x) =  arccos — , x0 =  1, x0 =  — 1

33. / (x) =
x*  sin — , агар x Ф  О булса,

X

О, агар x =  О булса,
* 0 = 0 .

( х ,  агар х >  0 б^лса,
34. f  (х) =  __

I Т^х4 1пх, агар х > 0  булса,
х0 =  0.

35. f ( x ) =

36. /(х) ==

1 + •*

■, агар х 0 булса,

О, агар х ~  0 б^лса,
х0 =  О,

I s i n х  | л  ^ .1— агар дс# 0 булса,
I х I

1, агар х  =  0 булса,
*0 =  0.

37. 37. f ( x )
x sin — , агар х =?*■ 0 булса,

X1

О, агар х =* 0 булса, 
х„ =  О

38. /(х) =  | х - 1 |  Л  х0 =  1.

е * , агар х ф  О булса,39. /(х)

40. /(х)

О, агар х =  0 булса

1 — cos дс
О,

, агар х  Ф  0 булса,

О, агар х =  О булса,
*о =  0, *0 =  I-

III. К,уйидаги функцияларнинг берилган нуцтадаги 
кари функциялари ва уларнинг \осилаларнни топинг:

41. у — 2х— COSJt
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42- y s =2x* — x*, х>1, у ,  = 0.
4 3 . у  =* 0 , 1х + е 0,1я, у в — 1.

44. Агар x=*shy  булса, у ' (х)  ни топинг.

45 Агар y  = x +  sinx  булса, x£R цандай ну^таларда 
фу нкция га тескари функшш +  оо досилага эга булади? 
IV- Хрсалалар жадвалн ва ^оидалари ёрдамида к,уйида- 

ги функцияларнинг ^осилаларини дисобланг:
1Г 3  ,  2

46. у  =“ —— + *  •

47. у  =  7хг6 +  25х“ 7
/а” „ -К ”48. у  = х — х

CLX +  Ь ,  л49. у=* — — , с Ф  0.
сх +  d

50. у  =  5х sin х.
51. у  = (х+  1) tg х.

52. / ( jc)

S in  X  л------ , агар х *  0 булса,ж

1, агар X =  0 булса
53. у  =  (х* — 7дс +  8) е
54. у  = eax . (a sin bx — Ь cos bx).
55. у  =  2х In |х|.
56. у  =» log^2.

57. у  =  log^ 2х.

58. у  = sh* дг — ch* дс

59. у = у х* — а*.

в0* У =  1.

" •  » - ^ + К 7 + у Х

®2. у =  sin1 (cos х) -{- cos2 (sin x). 
вз*  ̂=  sin(sin(sinx)).
64. у  =  2c°4x+te*.

65, y = e * -s in x .
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66. y = e x*cos 2х.]

67. у  =  е  ** +  х ** •

68. у  = х\
69. у  =  In (In (In х)).

70. y - ± l n i = l , a < 0 ,
2 а  ж+а

71. у  =  In | jc |.

72. ^ =  1 п (х + У **  ± а*)-

73. y j = l n s i n x .
74. у  <= sin (In х).

75. у  =  arcsin — .
а

76. £ =  a r c t g p ^ - i .
1 — X*

77. у  =  arccos — .
X

78. у  =  arc sin (sin х).
79. у  =  arctg (lg х).
80. у =  sin (arcsin х).

81- s = l n p 4 f t r + t arc ,g f ;

82. +  y  arc sin y ,  f l> 0

83. J£scos^ +  J _  in 1 T  V 'z r *t
x 2 j +  у  j _  ж»

lnx84. у  =  a r c tg / x 1— 1 +  >A;r—j •

85. ^ - = 4 -  +  i | n b i .
* / I - ж *  ^  2 1 + x

86. y =  ln(<r*^ 1 +  e2*).

87. i/ = a rc tg (x  +  K 1+x*).

88. y  = (sinx)coix-
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89. у  =  sh (tgx).
90 . у  =  th(cosx).
91# У =  ln (shx).
92 . y  =  Ig(chx).
93 . у  =  arctg (th x).
94. f (x) *= x(x lXx 2) . . .  (x — 1 ООО); /'(0) ни то-

ПЯНГ-

/ и ( * )  ■
9

/ i i W  • • • / , . W

/ * . ( * )  ■ •

п
/ »  • • • / * , < * )

и * *  • / „ . ( * >  • ■ fn n i* )

муносабатни исботланг.
96. Бутун сонлар у^ида аншутанган ва иккита ну^тада

^осилага эга булмаган функцияга мисол келтиринг.
97. /(х) ва g(x) функциялар X тупламда ашпуинган бу­

либ, f(x) х0 да ,\осилага эга, gix) эса бу нуцтада >;осилага 
эга булмасин У  >;олда

а) /(х) ±  g(x),
б) f(x) g{x)

функцияларнинг х0 нуцтадаги хосилалари ^а^ида нима дей- 
иш мумкин? Мисоллар келтиринг.

98. Агар 97- мисолда /(х) функция х;ам х0 нуцтада >о- 
силага эга булмаса, у  э^олда f(x)± g(x), f(x) g{x) функция- 
ларнинг х0 ну^тадаги хосилалари хасида нима дейиш мум- 
кин? Мисоллар келтиринг.

99. Бутун сонлар у^ида аницланган ва фа^ат п та нуц- 
тада ^осилага эга булган функцияга мисол келтиринг.

*00* косила га эга булган жуфт функциянинг хосиласи 
^  функция эканини исботланг.

Х°силага эга булган то^ функциянинг .\осиласи
in  ^уикция жанини исботланг.
•02. Х,осиласи жуфт функция булган, узн то^ булмаган 

W®nuwra мисол келтиринг.
б$лса ^  ФУНКЦИЯН1,НГ лосиласи f'(x) тоц функция

■ 154^ д ’°'1Да №  ФУ,,кчия жуфт эканини исботланг. 
либ Р ^осилага эга булган /(х) функция даврий бу-

• У инг даври Т га тенг булса, у  х,олда f'(x) ^ам дав-
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рий булиб, унинг ^ам даври Т га тенг булишини Нс-  , 
ланг.

105. Агар /(х) функция х0 нуцтада досилага эга бЬ 
функция х , нуцтанинг бирор атрофида ^осилага эга Й' 
ладами? j'

106. Бутун сонлар ук;ида аницланган булиб, нхти&*Л 
x£R  ну^тада досилага эга булмаган, лекин квадрати 
ну^тада хосилага эга булган функция га мисол келтиринг 1

107. х0 ну^тада досилага эга булмаган f(x) ва g ( Xj фун|. I 
циялардаи тузилган мураккаб функцияларнинг хосилалаД 
^ак,ида нима дейиш мумкин? Мисоллар келтиринг.

108. Агар /(х) функция х0 нуцтада досилага эга булс  ̂К
у  лолда { л ( ф 0+ 4 - ) - / Ц  кетма-кетлик яцинлашувчи
эканини исботланг. Тасдицнинг тескариси уринлими?

109. Агар f (x )< g (x )  булса, бу тенгсизликдан хосада 
олиш уринлими?

110# а) 1 -f- 2х -f- Зх2 . . .  -f- пх
б) 1* +  2*х +  з*х* +  . . .  +  n V “ ‘ ;
в) sin х +  sin 2х +  . . . +  sin пх;
г) cos х - f  cos 2х -f  . . . +  cos пх 

йотиндиларни ^исоблаш формулалари топилсин.

111. y  =  |sin*xj ва у  — (х ]sinl nx функцияларнинг доев- 
лалари топилсин.

112. f(x) функция бутун сонлар уцида аницланган ва 
Y x£R  учун /'(х) мавжуд булсин. Агар |/'(х) |<М тенгсизля 
у*£ Я учун  уринли булса, ^андай б >  0 лар учун | х | <  6 тенг« 
сизликдаи | /(х) — /(0) | <  е тенгсизлик келиб чицади? (уе> 0)-

113. /Х(х), /,(х), . . . ,  f n(x) функциялар X тупламда анщ- 
ланган булиб, х£Х  нуцтада /Дх) досилаларга эга булсин,
i  ■= 1,п. У долда

& ( * ) • « * ) . .  . w v - 2 / i W -  • • ы *
к=\

формулани исботланг.

114* К^андай нуцталарда у  =  2 функция графигиг*
Ятя~2 «с#

утказилган уринма Ох у^нинг мусбат йуналиши билан 
ли бурчак ташкил этади?
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, 5  у =  sin х функция графнги абсциссалар уцини к;ан- 
л як пар остида кесади?

Д кянлай' нукталарда цуйидаги у  =  f(x) функциялар гра- 
лягига Утказил ган уринмалар Ох у щ а  параллел булади?

116  и =  (3 — х*)  ̂ •
7 и =  3 *г - 12* +  7.
'• и = \х — 5 1 • (х — 3)*.

Кандай нукталарда к,уйидаги у  =  [(х) функциялар гра- 
фнгига утказилган уринмалар берилган TyFpn чизнцларга па­
раллел булади?

1 1 9 . /(дс) =  ** — Зх* +  2, у  =  Зле.
120. /(*) =  дс* — 7 x 4 - 3 ,  5х +  у  — 3 = 0.
121. /(х) =  In ( 4х— 1), у  = х.

122. Пх) =  4 -  sin Зх+  1 1 1  cos Зх, у  = —х.
3 «

Кандай нукталарда цуйидаги у  =  /(х) функциялар графи­
гига утказилган уринмалар k берилган тутри чизнцларга пер­
пендикуляр булади?

123. /(х) =  х3 +  2х — 1, х +  у  =  0.
124. /(x) =  sin x , х — 10 =  0.
125. /(х) =  In х, 2«/ +  х +  1 =  0.
126. / (х) =  tg х, х +  t/ =  0.

127. у  =  —V S F ,  4х — 3(/ +  2 =  0.
(/ =  Дх) функция графигига берилган нуцтада утказилган 

уринма тенгламасини ёзинг:

128. у  = }/5—х2, х =  1.
129. у  =  arctg 2х, х =  0.

130. y l n - g - 2^ 1 , х =  0.
** +  * + 1

131. у  =  4 c t g x - i 2 1 i ,  х =  JL .
sin* х  2

132. !/=  |х— 1 1 ^ 7 + 2 ,  х =  6.
133. I/ =  ех, х =  1.

кянпав*1!^аГИ ФУнкцияларнинг графиклари цайсн нуцталарда 
бурчак остида кесишишларини аншушнп

134. у 1 =  y j s i n x ,  y t =V~2 cos х.
7—434
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138. y l — хг, x =  у*.
Куйидаги функцияларнинг графикларнга берилган нуц. 

таларда утказилган бир томонли уринмалар орасидаги бур. 
чакни топинг:

139. у  = \х\, М (0 ,0).
140. у = У х * .  М (0 ,0 ).

141. у  = - t L  arcsin  2t~,  М (1,  0!V p Y* VI, 1 +  х* \ 2^3  )
142. y ~ V  2xs +  9х2 , М (0 , 0).

-^ -р , агар хфО булса,

143. у  = \+<х

0, агар х =  0 б^лса, 
М (0 ,0).

144. у = \ \ —е—'х' , М(0, 0).
145. Параметр п нинг цандай цийматида у  =  arctgnx 

(п >  0) чизи!  ̂ Ох у^ билан 89° дан катта бурчак остида 
кесишади?

146. у  =  |х|“ чизиь; 0 < а < 1  булганда Оу уэда.
1 <  а  <  +  оо булганда Ох уэда уриниишни исботланг.

2- §. ФУНКЦИЯНИНГ ДИФФЕРЕНЦИАЛИ

1°. Ф у н к ц и я н и н г  д и ф ф е р е н ц и а л л а н у в ч и  бу­
л и ши  т у ш у н ч а с и .  у  = f(x) функция х0 нуцтанинг (x0£W 
бирор атрофида берилган булсин. Бу функциянинг х0 нуК' 
тадаги орттирмаси

Ay =  Д/(хо) =  /(*„ +  Ах) — f  (x j
ни царайлик. Равшанки, бу орттирма Ах га боглицдпр

4 - т а ъ р и ф .  /1га/? у  =  /(х) функциянинг  х0 ну^тада» 
орттирмаси А у  ни

Ау =  Д/ (х„) =  Л • Лх +  а  (Дх) (
(бунда /1— узгармас, а  =  а(Дх) булиб ,  Дх-»- 0 да а(Д*Г*’ 1
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кйоиниш да ифодалаш мумкин бул са ,  функция  х0 
г а д а  дифференциалланувчи  д е б  аталади. 
муносабатни цуйидагича

Ду  =  Д/ (х0) =  А Ах +  0 (Дх) (7)

■ Г Г Ж — г дифференциал.! дейилади. Функция 
sE nem vtoJM  d y  = d f(x0) каби белгиланади: df(x0) =  Л Дх 

? '£ б .  Д-* =  dx ни эътнборга олсак, df (x0) = Adx булади.
21- ми с о л .  Ушбу

f(x) =  х3 +  х2 +  1

ф у н к ц и я н и н г  X0(Y  Х&)  нуклада дифференциалланувчи бу-
лишини курсатинг.

Бу Ф ункц иянинг х0 нуктадаги орттирмасини топамиз:

Д /(Хо) =  Я*о "Ь — Яхо) =  (хо "Ь ^-v)3 “t” (*• "Ь ^  v) “Ь 
+  1 - ( * о  +  *о +  1) =  Зхц- Дх +  Зх0- Дх2 +

+  Дх3 +  2х0 Дх +  Дх2 =  (3xq +  2хо) Дх +

+  (Зх0 Дх +  Дх +  Дл*) • Дх.

Агар А =  3xg +  2*о. *  =  « (А*) =  (3л'о +  1 )Д* +  А*1 яе-  
йилса, у долда

Af(x0) = AAx +  a(Ax)

б^лиши келиб чиь^ади. Бу эса берилган функциянинг х0 ну^- 
тада дифференциалланувчи эканини билдиради.

2 2- м и с о л. Ушбу

/ (х) =  x * a rc tg  — , f  (0) =  ОX
функция х =  0 ну^тада дифференциаллануьчи буладими?

1 Бу функциянинг х =  0 нуцтадагн орттирмасини топамиз:

Д/(0) >=:/(0;+|Дх)-/(0)>  Дх-arctg J L .

У тенгликдан куринадики, берилган функциянинг х =  0 
Мд У аДап* °РТТ1Фмаси Д/(0) ни (7)куринишда нфодалаб бул- 
чи булма’еМаК’ ^ нкюия * *= О нуцтада дифференииалланув-

23 - ми с о л .  Ушбу

/  ( х )  =  а *
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функциянинг х0 нуцтада (V  x0£R) дифференциалланувчи бб 
лишини курсатинг.

Бу функциянинг х0 нуцтадаги оргпфмасини топамиз:

А/W  = f ix о +  Д х)- /(.д  =  а х-+Ах — ах* =  а V х-  I). 
Агар

lim 0 ~  I =  1п а  0 ~  1 =  In а  +  а  =►
ДХ-.0 Д *  Д X

=*• а Лх— 1 =  Дх-1па +  а-Ад:
(а  =  а  (Ах): Ах -*> 0 да а  -*■ О) 

булишини эътиборга олсак, унда

А / W  =  а*’ (1п а -Ах +  а -  Дх) =*

=  ах,-1па-Д х -f- а-  Дх а** 
эканлиги аник,ланади. Демак,

А/ {Xf) = А Ах +  а х(Ах) • Ах. 
бунда А — ax,ln a , а х(Дх) =  а  ах*.

Бу эса берилган функциянинг х0 ну^тада (V  *о£ R) диф- 
ференциалланувчн эканини билдиради.

1 - т е о р е м а ,  /(х) функция х0 ну^тада дифференциал­
ланувчи булиши учун унинг шу ну^тада чекли f'(x0) *о- 
силага эга булиши зарур ва етарли.

Функция дифференциалланувчи булса,

d f ( x j  =  f ' (x0)dx  (8)

эканлигнни куриш цийин эмас.
2 4 - мис ол .  Ушбу

/(х) —Y 1 — *• arc sinV~x 

функция х0 =  у  ну^тада дифференциалланувчи булади, чуй­

ки бу функция х0 =  нук,тада чекли хосилага эга.

Х.аци^атан хам,

™  =  7 r = f ' W ^ +
. /—  1 , 1 a r c s in / *+  a r c s i n x • — — i v ( — 1)= — -----—==

2 / 1 — *  2 V x  2\ 1 —  *
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a r c s in  ■'1/ -L
/ i \ i У л .  =

К  * 2 ) 2- V - T  2V r ' - T

=  ( / 2 Г ‘ ( | — a r c s i n ^ - )

^Ю корида кептирилган теоремага кура берилган функция
J _  нуцтада дифференциаллаиувчн булади.

Хф 2
2 5 - мис о л .  Ушбу

/(х) =  х • cos , /(0) =  0

AvHKUiiH х =  0 нуцтада дифференциаллаиувчн булмайди, 
чунки бу функция дс =  0 нуцтада хрсилага эга эмас.

Буни Д х-*-0 да
J ___ Q

А/ (0) __/(0 +  Дх) —  /(0) _  __________ Ах_______ _ = c o s  —
Дх Ах АХ Ах

нисбатнинг лимитга эга э"  слигидан топамиз.
26- мис ол .  Ушбу

х) =  У х
функция х =  0 ну^Т-да ди;] ференцналланувчи булмайди, 
чунки бу функция х =  0 нуцтада чекли ^осилага эга эмас.

27- ми с о л .  Ушбу
— sin хm » - |п/ г + ж 7

функциянинг дифференциалини топинг.
Бу функциянинг дифференциалини (8) форму ладан фой- 

Даланиб топамиз:

dy =  d l\n  V  L — s i n x  \ / i n  л Г  \T * } n x X . dx  =
\ У 1 -f*s inх ) \ У 1 + s i n x /

— sin дс) — In (1 +  sinx) | j dx =

------ -------------------------- '— dx.
* \ I — sin x  1 +  sin x ;  cos xeyo M  1 '

Т а ^ р и б и н  ф о р м у л а л а р .
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у  =  f(x) функция (а, b) орали^да берилган булиб, х0£(а м 
нуцтада дифференциалланувчи булсин. Бу ^олда ’ '

Ay =  Af(x0) =  /(х0 +  Лх) — /(Хо) =  /'(Хо)Лх +  а  Дх
булади. Равшанки, Дх етарлича кичик булганда ушбу

f  (х0 +  Дх) — f  (x,j) ж  /' (Хо) • Дх,
яъни

/(х0 +  Дх) ж  / (х0) +  /' (Хо) • Дх (9)
тацрибий формулага келамиз.

2 8 - мис о л .  Ушбу

V T J , у т ж , V  U 002
мицдорларнинг та^рибий цийматларини топинг.

Ушбу

Д х) =  / 1 Н- х 
функцияни царайлик. Бу функциянинг ^осиласи

эканлигин» эътиборга олиб, сунг (9) формуладан фойдала- 
ниб, топамиз:

/ 1  +  (*0 +  Ьх) »  /  1 +  х0 +  2 - _ L _  • Дх.

Агар х0 =  0, Дх =  0,2 дейилса, унда

У I + 0 ,2  ж  1 + 4 "  О*2

булиши келиб чицади. Демак, У  1,2 ж  1,1. 
Агар х0 =  0, Дх =  0,02 дейилса, унда

У\  +  0 .0 2 »  1 +  у  0,02

булади. Демак, у  1.02 ж  1,01.
Агар х , =  0, Дх =  0,002 дейилса, унда

У  1 +  0,002 ж  1+  у  -0,002

булади. Демак. У 1,002 ж  1,001.
2 9 - м и с о л .  Ушбу

cos6(P6'
микдорнинг та^рнбий ^ийматини топинг.
102



(9) ФорМ̂ аГ(̂ К̂ х) «  cos х0 +  ( -  sinx„)- Дх.

я Лг== —  деб олинса, унда:
Х0 = I " ’ 1800 ,

У Х .  0 ,4 9 8 5 .
=  0 ,5 ------ 2 1800

Демак,

2 1800 

co s  6 ( Г 6 ' « 0 , 4 9 8 5 .  

Мисол ва м асалалар

I .  Куйидаги функцияларни берилган нуцталарда диффе- 
ревииалланувчанликка текширинг:

147. f ( x ) = 2хг + 7х— 1,

148. f(x) -  е и , Yx0

149. /(х)
0, агар х =  0 булса, 

х0 =  0.

150- «*> -
, *о = 0 ,  *0 = 1

tg-*
151. /(х) =  2 * Хп =  — • л

152. / (х) =  3 cos 2х —/  1 — sin 2х (sin х +  cos 2х),
Я

*о =

153. f(x) =  In (1 +  sin*x) — 2 sin х arctg sin х, x„ =  - y

154. / (x) =  arc sin j— x0 =  1, x0 =  — 1, x0 =  0.
1 +  JC*

155. /(x) =  (chx)*h*. x0 =  0.
•56. /(*),

si n*x +  1 x0 =  0.

157. /(x) =
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158. f{x) =  max(7x — 6хМ х|»), x0 =  0.

159. !(x) =  arctg V cos ln*x , x0 =  1.

160. /(дс) =  ( К Т + 3 ^ ) 1пЛ  x0 = l .
161. f(x) =  cos'xcos лх, у  x0£R.
162. /(x) =  2’,nV ,Y x0£R.
163. f(x)  =  2co*,x, у  *.€/?.

2. K,\ йидаги функцияларнинг дифференциалини

164. / ( x ) = ln ln ( - i ) .

165. /(дс) =  cos —!— .
log, ж

X

16 6 .  /(x) =  1о'°г,\
\T bL

167. /(л:) =  e ,+x.

168. /(x) =  In j f J ~ V r'[*osx_
V  3 - f  У  2 cos x

f ' + l
169. / (x) — arc tg e ' — In V,
170. /(x) =  x1'.

171. Дх) =  х * \

172. /(x) =  5 ** .

173. /(x) =  |sinx/c0S*-

174. / ( х )= у Лx , (x >  0).

175. /(x) =  x*° +  x a* - f  а  ** , a >  0. x >  0.
176. /(x) =  - ! ^ .

6

177. /(x) =  ln * ( s e c 2 ^ T ).

178. f(x) =  In (cos2 x + y r 1 +  cos4 x).

179. /(*) =  I n - f  2arctg]/r s in x !
1 —  К  x
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In x  1
180. / (*) "  агс ‘в  T ’ * ° =  Т ’ * ° =  А

, 8 1 .  Н*> -  ( т  + ^ т 1 )' * ----- '•

182. i  W  “  "^Г-  * *• — 1' х« “  2 ’
( 2 x - l > f ' 2  +  3x =  j

«S3- /W  = ^  +  4 ) ^ 1 ^ *  ° -
3. КУйиДаги Функцияларнинг берилган нукталарда так- 

рибий цийматларини топинг.

184. /(x) =  "F*" *  =  65, х =  125,1324.
185. /(дс) *= s in дг. х =  29°, х =  359э.
186. f(x) = i gx ,  х =  44°50'.
187. /(х) =  ln tgx, х =  47° 15'.
188. /(х)= * =  0,15.

189. /(х) =  cosx, х =  151°.
190. /(х) =  lg х, х =  11.

3 -§ .  ЮКОРИ ТАРТИБЛИ *ОСИЛА 
ВА ДИФФЕРЕНЦИАЛЛАР

Iе. Ф у н к ц и я н и н г  ю ц о р и  т а р т н б л и  ^ о с и л а л а -
ри

y  = f(x) функция х0 нуцтанинг бирор атрофида берилган 
булиб, шу атрофда /' (х) ^осилага эга булсин. Агар /' (*) 
*ам х0 нуцтада ^осилага эга булса, уни /(*) функциянинг 
*о ну^тадаги иккинчи тартибли ^осиласи деб аталади ва

У\. ёки Г(хо), ёки• dx* к - х .

d*y
" I \*0)< спи

каби ёзилади. Демак,

У'х. -  (y 'Y x - x s  Г ( * о )  =

<Ру I = d_(dy)
d x * lx—jr. d x \ d x ) x = x ,

xorunl. ункциянинг Учинчи, туртинчи ва х. к. тартибдаги 
ари худди шунга ухшаш таърифланади.
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Умуман, агар y  = f(x)  функциянинг (п — 1)-тартибл» 
f n~' (х) доснласи х0 нуцтанинг бирор атрофнда мав/К'уд 
булиб, бу f n~l (х) функция х0 нуцтада досилага эга булса 
уни y  — f (x ) функциянинг х0 н у уп а д а ги  п-тартибли хоси. 
ласи даб аталади ва

<=дг.

белгиларнинг бири оркали ёзилади. 
Шундай цилиб,

f%) =  (fn- l)(x)Y,
( с Г у  =  Л
\ dx" dx \ dxn - 1 j  J

булади.
30-м и с о л .  Ушбу у  =  In sin х функциянинг учинчи тар- 

тнбли досиласини топинг.
Функциянинг учинчи тартибли хосиласинн топиш учун 

унинг биринчи ва иккинчи тартибли ухилаларинн топиш 
керак булади:

у ’ — (In sin х)' =  —— • cos х =  ctg х,
sin x

У" *= G/У =  (ctg x)' =  — - у - ,
s in* jc

Демак,

— 2 sin х  cos х  2 cos X

У

sin4 x  sin* x

2 C 0 5  X

sinj jc
31 - мис ол .  Ушбу

JC*
У = 1 — x

функциянинг саккизинчи тартибли ^осиласини топинг. 
Аввало берилган функцияни

- i ' - * * 1 —  ( i + ^ +I —X 1 — X

+  ~Г—  = - ( 1 + х )  +  ( 1 - х ) - '1 — X
куринишда ёзиб оламиз. Шундан кейин унинг ^ о с и л а л а р и н й  

эртсоблаймиз:
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, _  Г_(1 +  ж) +  (1 - х Г ' У  =  - 1  + ( - ! ) ( !  - А Г \
*  , _ !  +  ( -  1)-(1 - * Г 2}’ =  0  +  (—  1) (— 2)(1  - х Г 3.

{ _Г , ,)  (_  2). (1 -  X)-3у ’ -  ( -  1) ( -  2) ( -  3) (1 -  х ) - 4 -
•  =  (— I)3-31(1 — * Г Ч.

njv Йул билан
у » ~ ( — 1)9-8! (1 — х ) - 9 =  8! (1 — х ) - 9

булишини топамиз.
2° С о д д а  ц о и д а л а р  ва а с о с и н  ф о р м у л а л а р  
f(x) ва g(x)  функциялар х0 нуцтанинг бнрор атрофнда

аникланган булиб, улар шу атрофда f (n)(x), g {n)(x) хосила- 
ларга зга булсин. У холда

1) lc f x ) f ) ^ c  f n)(x), с =  const.

2) l f (x) ± g(x)]<n) =  Г  М  ± 8{п) (х).
3) 1/ ( х Ы ( х ) Г - Г ( х ) - е ( х )  +  С ' f (n~\x) g ' (x) +

+  С* r ~ 2 ,W  • *" (*>  +  • • .  + C ' / ' W - ^ “ 1)W  +

+  f ( x ) g M(x)
(Лейбниц формуласи) булади.

Энди асоснй формулаларни келтирамиз:

1) у  =  а б^лса, у (п) = a  • In'1*!, a >  0.
2) у  = е  булса, у 1п) =  ех.
3) t/ =  sin х булса, «/('1) =  sin ^х +  п ■ ~  j .

4) у  =  cos х б^лса, у (п) =  cos ^х +  п  • .

5) «/ =  In х  булса, у (п) =  |0 .~ 1Ц

6) у  =  — булса, и<п) =  ’ п 1
х V +1

7) У =  х "  б^лса, у™ш= т ( т — 1) . . .  ( т  — л +  1) х"- ".
8) У =  (1 +  х)“ б^лса, у (л) =  (а  (а  — 1) . . .  (а  — п +

+  1)(1 +  х)а- п.
32- мисол .  Ушбу

2х . 9= е  s\n2x 
хосиласини топинг.
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Берилган функцияни

у  -  S - s l n ' x  -  • ' - f г х  _ ± ( ^ _ ^ . c o s f n

куринишда ёзиб оламиз. Шундай кейин унинг ^осилалариа, 
^исоблаймиз:

у '  — 1 • £х • 1 1 — 2 2 • cos |̂ 2 х -f- j| .

Юцоридаги формулалардан фойдаланиб
П

y w  =  2п-1е2*^ 1 — 2 2 cos^2xH- л ~ ) ]

булиши топилади.
33-мн е  о л. Ушбу у  — sin ах функциянинг л-тартибли 

хосиласини топинг.
Равшанки,

у '  =  (sin ах)' =  c o s  ах-а  =  а - sin (ах +  — J . 

Юцоридаги 3 )-формуладан фойдаланиб

У,п> =  ап sin ^ах +  п  • у  j

булишини топамиз.
34-м и с о л. Ушбу

** — 3 X +  2
функциянинг п  — тартибли хосиласи топилсин. 

Берилган функцияни
1 i l l

дс* —  З х  +  2 (х —  2) (X —  I) х  —  2 х  — I

куринишда ёзиб оламиз. Юцорида келтирилган содда к,011-33 
ва (8) формуладан фойдаланиб, топамиз:

<ю =  /__I_______ |__ \<»> =  /__I__\<п) _ / _ ! __ у п) _
\ х  — 2 х  — I / \ х  —  2 /  \де— I /

=  [(х -  2) *1(я) -  1(х -  1 Г 1] (п) =  ( -  1) ( -  1 -  J ) • •
. . (_  1 _  п +  j)  (х _  2Г 1- "  -  [ ( _  1) ( -  1 -  1) :  •

. .  ( _ 1 _ „ +  1) ( х - i r lw, ] =  (— 1)'*-л 1 [ ( х - 2) " -  

Г - 1]  _ ( _ ! ) .
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Демак,

у(п, =  (— •) п1 [ (* —2)”+| { x - I ) n+1 ]■
35-ми сол . у  =* х -cos а х  функциянинг л-тартибли хоси-

Л"СКу функциянинг п- тартибли хосиласини топишда Лейбниц 
Апомуласидан фойдаланамиз. Лейбниц формуласида /(х) =  
iS oe lax, g(*) =  x деймиз. Агар

f n)(x) =  (cos а х /^  =  a" cos (ax +  n ■ y j ,

* '(* )“ !. в ' М - Г М -  • • •  = g (,,,(v) =  0.
булишини эътиборга олсак, у холда 

. * Уп> =  (/ (х) • g  (х )Г  =  (х • cos о х р  =

=xa'’cos(ax +  л • - у )  +  • ап ‘ cos(ax +  (л — 1) y j  =

=  ха cos(ах +  л • y j  +  nan-1c o s (a x +  -^у — у )  =

=  хап cos (ax +  л • у  j - f  nan~ l sin |a x  -f  ^y-j 

булишини топамиз. Демак,

y{n) =  хап cos ̂ ax - f  п • у )  +  лап_1 sin (ax - f  л • у  j .

36-м и сол . Агар x =  a ну^танинг атрофида ф(х) функ­
ция (л— 1)-тартибли узлуксиз хосилага эга булса, у хол­
ла

у  =  у { х )  =  (х — а)п • ф(х) 
функциянинг х =  а ну^тадаги л-тартибли хосиласини то- 
пинг.

Айтайлик,

/(х ) =  (х — a ) \  g(x) =  cp(x) 
булсин. У холда

(/ (х))<п-1> =  [(х — а)п ] (п-11 =
=  п ( п— 1) ( п _ 2) . . . 2 (х — а) =  л!(х — а),

^  =  ф,п—') (х)
ли. Лейбниц формуласидан фойдаланиб топамиз:
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/ ," 1) =  l f ( x ) - g ( x ) f - l) =  [(х — o)n • Ф(лг)](л' |) -  

=  1(X -  a)n 1 (П- ‘Ч  (x) +  c ‘_ , [ (X -  a)" ] (n- 2' • Ф »  + . . .+  

+  C J  [(x -  a)"]' • ф,' - 2) (x) +  (x -  в)" Ф<п- 1) (x) =

=  n\ (x — а) ф (x) +  (n — 1) (n — 1) n (n — 2) . .  . 2 . .
. .  (x — a)3q>' (x )+  • • • + ( n  — l )n (x  —

_  a ) " - ’ v 1' - »  M  +  (x -  о)" <p(' - "  (*).
Энди

=  n! (x — а) ф (x) +  a  (x — a).
деб оламиз, бунда

lim a  =  О
x-+a

булади. Равшанки,
/ - | > ( в ) - 0 .

Шуни эътиборга олиб, сунгра хосила таърифидан фойдала- 
ниб, топамиз:

/ »  _  П т Л Г И И - и Т Л й  _  lim -
х-+а X — а  х-+а х  —  a

=  lim " «(x -a ) »(*) +  « ( * - « )  =  lim (al {х _ а) ф(х) +  а] =
х-»а х —  а  х-*а

=  л! Н тф (х).
х-*а

Шартга кура ф (х) функция х =  а нуцтада узлуксиз.
Демак,

Н тф (х) =  ф(а).
х-*а

Натижада берилган функциянинг х =  а ну^тадаги п — 
тартибли ^осиласи

у{п) (а) =  я! ф (а).
булиши келиб чицади.

3s. Ф у н к ц и я н и н г  ю ^ о р и  т а р т и б л и  д и ф ф е р е н -  
ц и а л л а р и

у  =  /  (х) функция х0 нуцтанинг бирор атрофида берилган 
булиб, шу атрофца икки марта дифференциалланувчи бул­
син. /  (х) функция дифференциали dy  — df  (х) нинг №<¥" 
ференциали берилган функциянинг иккинчи тартибли оиф- 
ференциали деб аталади ва

d~y ёки d2f(x)
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каби ёзилади. Демак, d'y  =  d [dy) ёки d}f{x)  =  d(df(x)).  
Юкорида келтирнлган функциянинг иккинчи тартибли диф- 
леренииали ^уйидашча изо.утанади;

а) dy  фа^ат х  нннг функцияси деб фараз филинади, 
яъни /' (x)dx нинг дифференциалн .\исобланганда dx узгар-
мас купаювчи деб царалади.

б) /'(*) нинг дифференциалн .\исобланганда х нннг орт­
тирмаси A x  =  dx  ни биринчи тартибли дифференциал dy  =  
=  /' (х) dx  ни хнсоблагандаги dx  нннг цнйматига тенг деб
^аралади.

f  (х) нинг учинчи, туртинчи ва >;. к. тартибдаги днфферен- 
циаллари худди шунга ухшаш таърифланади.

Умуман, /  (х) функциянинг п- тартибли дифференциалн
(Tf(x) ни

dnf(x) =  d(dn~ l f(x))

деб таърифданадн.
Функциянинг хосилалари билан унинг дифференциаллари

орасида
(Г у  =  у(п) dxn ёки сГ /  (х) =  ’ (х) dxn (10)

богланиш мавжуд.
37-м и сол . Ушбу у  — \пх  функциянинг 100-тартибли 

дифференциалини топинг.
(10) формулага кура

d"»y -  d 100 (In х) =  (In х)100 dx100
булади. Агар

)(ioo) =  (— I)100-1 (1 0 0 — I ) ! =  _  99!

булишини хисобга олсак, унда

<1п*> -

экани келиб читали.
43. С о д  да"^он д а л а р ва а с о с и Я
Цх) ва 6 («) функциялар „ / " > ( , )  хоси-

анюуинган булиб, улар шу атрофда / ва g 
лаларга эга булсин. У холда

1) <Г(с-/(х)) =  с-< П (х), с - const,
2) d n ( J ( x ) ± g ( x )  =  dnf ( x ) ± d ng(x),
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3) dn(f(x).g(x)) =  dnf(x)-g(x)  +  Cln <f- 'Hx)-dg(x)  +
+  Cn (T ~ 2 f ( x ) d tg  (x) - f  . . . +  Cn- l d n x ) c T - l g(x) +

+  {(*)<? g(x)
(Лейбниц формуласи) булади.

Энди асосий формулаларни келтирамиз:

1) у =  а булса, <Гу =  ах Innadxn.
2) у  =  ех булса, dny  =  exdxn.

3) у  — sin х булса, (Г у =  sin ^х +  п • — j dxn .

4) у  — cosx булса, (Г ij=  cos^x +  п • -y jd x * .

сч , л  (—  1)"_ 1 (Я —  I)!  . *5) у  =  Inх булса, ( Г у  — ----------- ---------- dx .

с \  1 < *  л  ( —  1)П rt! , п6) у  =  —  булса, (Г у  — ± —  dx .
X *"+1

7) у =  х"1 булса, dny  =  m ( m — 1) . . .  (т — п - f  1) х

X хт~" d x \
8) у =  (1 + х ) а булса, ( f y  =  а (а  — 1) . . .  (а — п +

+  l ) ( l  +  x)a- ndxn-

38-мне о л. Агар у  — f{x) функция л-тартибли хосилага 
эга булса,

(Г /  (ах +  b) =  ап f n) (ах +  b) dx
булишини курсатинг (а, b — узгармас сонлар).

(10) формулага кура

(T!(ax +  b) =  [f(ax +  b)lndxn

булади. Энди f(ax +  b) нинг п — тартибли хосиласини и̂* 
соблаймиз. Равшанки,

[/(а х -f-6)]' =  f ’ (ах +  b)-(ax +  Ь)’ =  a f  (ах +  Ь),'
[f (ах + Ь)\" =  [af  (ах +  Ь)]’ =  a [/' (ах +  &)]' =

=  а • /" (ах +  b) (ax  +  b)' =  а*/" (ах +  Ь),
[/(ах +  Ь)Г  =  1а2-Г(ах +  Ь)У =  а2 1Г(ах +  Ь)У -  

=  а* • Г  (ах +  Ь) ■ ( а х +  Ь)’ =  a*f" ( а х +  Ь).
Бу муносабатлардан фойдаланиб царалаётган ф у н к ц и я н и н г  

п — тартибли хосиласи учун ушбу



[J(ax +  b)\(n) =  an f n)(ax +  b) (11)

\f(ax +  b)]’ = а - Г ( а х  +  Ь).

Энди (И ) муносабат k ( k >  1) да уринли, яъни 

\ f(ax +  b)]lk) =  ak fk(ax +  b)
бйлсин деб, унинг k +  1 да уринли булишини курсатамиз. 

Таърифга кура:
[/ (ах +  b ) f + " =  {[f(ax +  ЭД<‘)}'.

Шунинг учун
If (ах +  « ] (*+,) =  {[/ (ах +  Ь)]'*»}' =

=  \ак ? к)(ах +  Ь)У =  ак [ Г  (ах +  Ь)|' =
=. а*-/<*+1) (ах +  Ь) (ах +  Ъ)' =  а*+| •/“ * " (ах +  Ь)

булиши келиб чицади. Бу эса (11) формула ихтиёрий п 
учун уринли булишини билдиради.

Демак,

<Tf (ах +  &) =  [/ (ах +  Ь))м  dxn =  ап ■ Г  (ах +  Ъ) d x \
39- м и с о л. Агар и — узгарувчи х нинг икки марта диф­

ференциалланувчи функцияси экани маълум булса, унда ушбу

У  =  еи

функциянинг иккинчи тартибли дифференциалини топинг.
Бу функциянинг дифференциалларини, юцорида келтнрнл- 

ган ^оидалардан фойдаланнб, кетма-кет хисоблаймиз:

dy  =  d (e* )=  еи du, 

сРу =  d (dy) =  d (eudu) «= d (eu) du +  eu d(du) =
=  eududu - f  eud2u =  eu (du)2 - f  e d2u =  e (du2 +  cPu).

Ларинн топинг:

Мисол ва масалалар

■ Куйидаги функцияларнинг иккинчи тартибли .\осила-

191* У =  х У \ +  х2 . 
192. у  =  arcsin *

194. у  =  ё~х\
195. у  =  tgV
196. у  =  [sin (In х) +

+  cos (In х).
в-438
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197. у  =  (1 +  x2) arctg x. 200. у  =  cos* x.

* 202. y  =  xx.
199. у  =  es'nxco s(s in x ). 203. */ =  x (co s!n x -f

+  sin In x).

2. К^уйидаги функцияларнинг л-тартибли ^осилаларинн 
топинг:

204. у  =  а0 +  а1х +  213. у  =  — _.
+  . . .  +  ап хп. у 1—2*

205. у  =  sin4x +  cos4 х. 2 ^* У ~  е cos +  с).
206. «/ =  sin ах cos Ьх. , т

I I х\ £\о.  у  — х е .
207. у  =  — — . 9 | fi „ п -1.1 — х* 216. У  =  х \ п х .

208. у  =  (х — 1)2х—*!* 217. у  =  arctg х.
209. у =  1 п ( х - 1 ) г*. 218' У =  x s i n xc o s 2х,
210. i/ =  x l n | i ^  . л =  100, х0 =  - 1 .

211. «, =  xcos*x. * 219- 0  =  ( * - ? i n x ) \
л =  16, Х0 =  у  .

212. < /=  —  . 4
5* 220. у  =  chaxsin £>х.

3. К,уйидаги функцияларнинг х =  0 нуцтада нечанчн 
тартибли хосилаларга эга эканлигини аницланг ва бу .\оси* 
лаларни топинг.

221. f ( \ _  ( 1 — cosх, агар х <  0 булса,
\1п(1 +  х) — х, агар х >  0 булса.

222. f i x\ _  [2 x co sx , агар х < 0  булса,
[ s in2x,  агар х > 0  булса.

223. г _  Г х10, агар х рационал сон булса,
{— х10, агар х иррационал сон булса.

22*“ f^x)=  Iх100 - sin — , агар х ф  0 булса,

1о, агар х =  0 булса.
225. 'X*

f ( x ) =  е , агар х Ф 0 булса,
0, агар х =  0 булса.
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227 КУйидаги Ф°РмУлани исботланг:Г ( ■ ■ - ■ ' ( т ) г - T f ' - w -
бу ерда /w W  мавжУд деб \исобланади. 

228. Агар 0  — хт)пт > 0  булса, Рп.т (1)

I "  д ^уйидаги  формулани исботланг.

dX
ни топинг. л .

Агар du, d2u, dv, d*v лар мавжуд булса, цуйидаги
функциялар учун d*y ни топинг:

ис 234. у — u\nv.
229. у  =  е
230. (/ — . т . у ~ и .

“ , „ , 236. у -  i  .
231. у =  arctg (—  ] . v _____

. V“ ' 237. y  =  V u 2+ v .
232. y =  ln V V + o * .
233. y a u ( 2  +  v). 238. у - u  v .

V I  б о б

ДИ Ф Ф ЕРЕН ЦИ АЛ ^И СО БН Н Н Г АСОСИЙ 
ТЕО РЕМ АЛ АРИ

1-§. ТЕОРЕМАЛАР
1°- Фе рм а  т е о р е м а с и .  у  =  / (х) функция бирор х  

орали^да аникланган ва бу орали^нинг ички с ну^тасида 
узинииг энг катта (энг кичик) ^ийматига эришсин. Агар 
бу ну^тада функция чекли / ' (с) ^осилага эга булса, у х,олда

/ '  (с) =  О булади. v
, Р о л л ь  т е о р е м а с и .  ,у =  / (х )  функция [a, ft] сег- 
(а I f 3 ани| л̂анган узлуксиз булсин. Агар бу функция 
= /  1 Г ерВаЛДа чекли f  ^осилага эга булиб, / ( а )  =  

' ' 6Улса» У з^олда шундай с ( а < с < й )  ну^та топиладики,

булади.  ̂ ( 0  =  0
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3°. Л а г р а н ж  т е о р е м а с и .  y  =  f ( x )  функция [n l. 
сегментда ани^ланган ва узлуксиз булсин. Агар бу (функ­
ция (а, Ъ) интервалда чекли / ' ( х )  ^осилага эга булся* 
у ^олда шундай с (а <  с <  6) нуцта топиладики, бу Нук’ 
тада '

г  (с) =
Ь — а

булади.
4Э. Ко ши  т е о р е м а с и .  / ( х )  ва g(x)  функциялар [а. Ь] 

сегментда аник^ланган ва узлуксиз булсин. Агар бу функ. 
циялар (а, 6) интервалда чекли / '  (х) ва g' (х) ^осилаларга 
эга булиб, Y x  £ (а, Ь) учун g' (х) Ф 0 булса, у холда шун- 
дай с ( а < с < 6 )  ну^та топиладики,

f (b) —  f  (а) =  Г  (с)
8 ( b ) — g  (a) g ' (c)

булади.
1-мисол.  Ушбу /(x ) =  i х2 — 1 функция (— 1, 1) нн- 

тервалнинг ички х =  0 ну^тасида узининг энг кичнк ь̂ ий- 
матига эришса хам, бу функция учун Ферма теоремасининг 
хулосаси уринли эмас. Шуни курсатинг.

Берилган функция х =  0 нуцтада узинннг энг кичик 
цийматига эришади. Биро^ функция шу х =  0 нуцтада чек­
ли хосилага эга эмас. Бу ушбу

А / (0) =  f  (А х) — f  (0) =  У П *  =  I 

Д х Д х Ах

нисбатнинг Ах-*-  0 да чекли лимитга эга эмаслигидан ке- 
либ чицади. Демак, Ферма теоремасининг шарти бажарил- 
майди. Бинобарин, теореманинг хулосасн уринли эмас.

2 - м и с о л .  Ушбу f(x) =  s in х функция учун [0, 2 л] сег­
ментда Ролль теоремасининг шартлари бажариладими?

Равшанки, f (х) =  sin х  функция [0,2 я] сегментда узлук­
сиз ^амда /' (х) =  (sinx)' =  cosx ^осилага эга. Бу^ функ­
циянинг [0,2 л] сегментнинг четки нуцталаридаги цийматла- 
ри /(0 ) =  0, / ( 2л)  =  0 булиб, улар бир-бирига тенг. Демак, 
берилган функция [0,2 л] сегментда Ролль т е о р е м а с и н и н г  

барча шартларини цаноатлантиради. [0, 2 л] с е г м е н т н и н г

Ci =  — , с , =  — л нуцталарида функциянинг хосилалари 
2 2 

нолга айланади:

/ ' ( * , ) - c o s = о, f f (с )̂ =  cos *— я — 0.
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3- ми с о л .  Ушбу /  (х) =  х s i n - j - , /  (0) =  0 ( 0 < х < 1 )

лункиия хосиласини нолга айлантирадиган нуцталардан 
т у з и л г а н  {<-„} кетма-кетликнинг лимити ноль булишини кур-
сатинг.

Равшанки, берилган функция |0,1] сегментда узлуксиз, 
(0,1) интервалда хосилага эга ва /  (0) =  /  (1) =  0 .'  Демак,’ 
функция [0,1] сегментда Ролль теоремасннинг барча шарт- 
лариин каноатлантиради. (0,1) сегментни цуйидаги

[ т * 1]-  [т *  i ] .......... [ т т р  т ] * - - -
сегментчаларга ажратамиз. Х,ар бир ------- , — 1 сегментча-

[ л + 1  flj
да ( п =  1, 2, . . . )  f(x) функция Ролль теоремасннинг барча
шартларини ^аноатлантиради. Бинобарнн, I —!—  , — 1 сег-

L п +  I п J
мент да (л =  1 , 2 , . . . )  шундай сп нуцта ( —̂  <  сп <  — ]
топиладики, f  (сп) =  0 булади. " "

Агар

■  7 Т Т < С« < 7  ( » - 1 .
на

lim — =  lim —!—  =  0
П—>оо П п —»оо fl -j- 1

булишини эътиборга олсак, у ^олда
lim с_ =  ОпП-+00

экани келиб чи^ади. п  ы  сегМентда аник,-
4-мчсол.  Агар /  х Ф ^ ^ р в  i a  п - т а ^ Х  косила- ланган ьа узлуксиз, 2) (а, о) интервалда у

га эга, 3) ушбу xlt х ,............*п- \  (а ^  2 ^  ‘
< х „ _ , < Ь )  нукталарда

/  (а) =  f (xj — f(xj ** • • • =  f =  /  "■ 0 
булса, у  холда (а, Ь) да камида битта с ну^та топиладики,

г  ( С ) -  о
булади. Шуни исботланг. „

Ь*. Ь) сегментни ю^орида айтилган xv  х2, • • • » л—i 
нукдалар ёрдамида п та

la. x j ,  l*k. x j ,  . . . .  К _ р  Ь1
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сегментларга ажратамиз. f(x) функция дар бир сегментв» 
Ролль теоремасининг барча шартларини цаноатлантирад? 
Унда Ролль теоремасига кура шундай clt ct , . . .  , сп ну*.
талар (а <  сх <  х1? х1 <  с, <  дг,............< с п<  6)" ТОпи!
ладики,

П ^ )  =  / > , )  =  . . .  = f'(cn) = 0
булади. Энди

[Cj, Cj|, [Cj, Cj], . .  . , [сп_11 cn]

сегментларнн царайлик. Бу сегментларнинг дар бнрида /' ы  
функция Ролль теоремасининг барча шартларини ^аноатлан- 
тиради. Ролль теоремасига мувофиц шундай с\, с', . . .

ну^талар (с, <  с,'<  с , < с ' < с ..............
< С , < 0  топиладики,

Г{с\)  =  Г ( с 2) =  . . .  =  Г  ( С , )  =  О 

булади. Энди

fc|» Cj]« 1^1 C3I1 • • • 1 [С„_2» С„_|]

сегментларнн царайлик. Бу сегментларнинг дар бирнда f" (х) 
функция Ролль теоремасининг барча шартларини к,аноатлан- 
тиради. Ролль теоремасига кура шундай с\, с’2, . . .  , с’_ 2
нупталар'с,' <  с\ <  с3 , с\ <  с\ <  с\........... сп_ 2 <  с;_2 <  сп_ х)
топиладики,

Г ( ^  =  Г (с21 =  . . .  = Г ( С 2) =  °
булади.

Шу жараённи даьом эттириб (« — 1) -цадамдан кейин 
[с(1п_1), c(2n_l,J сегментга келамизки, бу сегментда f  (*) 
функция Ролль теоремасининг барча шартларини цаноатлан- 
тиради. Унда Ролль теоремасига кура шундай с нуцт» 
(cf—0 <  с <  4"-1 *) топиладики,

Г  (с) - о
булади. „

5-м и с о л .  Агар f (х) функция (а, Ь) интервалда чек 
У (х) досилага эга булса, унинг шу интервалда текис У 
луксиэ булишини исботланг.
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r> «одомики, f  (x) чекли зкан, унда шундай узгармас 
^  0 сон топиладики, У  х£(а,  Ь) учун \ f ' ( x ) \ ^M  була-

ди-. м интервалда ихтиёрий х, ва х2 нуцталарнн олайлнк: 
х ’{.(а, Ь). Унда Лагранж теоремасига кура

Х" ’ ’ |№ ,) - Н * ,) 1  =  [ / 'М Н * .-* .1

Агар Y  е >  0 олинганда хам 6 =  6(e) <  —  дейилса, 

у холда
\xt - x l \ < 6 < j f * > \ f ( x J - f { x 1) \ < M . - ! - = e

булади. Бу эса f(x)  функциянинг (о, Ь) да текис узлуксиз 
булишини билдиради.

6-мне о л. Ушбу /(* ) =  х4 +  3 функция [— 1 , 2 )  сег­
ментда Лагранж теоремасининг шартларини цаноатлантира- 
дими?

Равшанкн, берилган функция [— 1, 2] сегментда узлук­
сиз ва (— 1, 2) интервалда f  (х) =  2 х хосилага эга. Демак, 
/(х) =  х* +  3 функция 1— 1, 2] сегментда Лагранж теоре­
масининг шартларини цаноатлантнради. Лагранж теоремасига 
кура шундай с нуцта (— 1 <  с <  2) топиладики,

1 8 .- / ( - 1 )  = / '  (г) =  2 с 
2 -  ( -  1)

булади. Кейинги тенгликдан с =  — эканини топамиз.
2

7-мисол.  Ушбу

^ = ± < 1 п - 1 < - ^  (0 < Ь < а )  
а Ь Ъ

тенгсизликни исботланг.
Ib, а] сегментда /  (х) =  In х функцияни царайлик. Бу 

функция шу сегментда узлуксиз ва (Ь, а) интервалда /' (х) =— * ^  
дс л°силага эга. Унда Лагранж теоремасига кура шун- 

Яйй с ну^та (6 <  с <  а) топиладики,
In a — In 6 1

б>ЛаДи. Равшанки.
1 ^ 1  _ 1
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Демак,
1 ^  In о — In b .  i 
а а — Ь 7 ‘

Кейннги тенгсизликлардан эса

а Ь Ь
булиши келнб чии;ади.

8 - мисол .  Агар х >  0 булса, у ^олда

V 7 + 1 — V;
2 > x  +  Q (х) 

тенгликни исботланг. Бунда

у  <  0(х) <  4  , Пт 0 (дг) =  — , lim 0(х) =  -L
4 2 x-*+0 4 X-.0 0  2

булишини хам курсатинг.
Ушбу

f(y) =  V y
функцияни [х, х +  1] сегментда (х > 0 )  царайлик, Бу функ­
ция шу сегментда узлуксиз, (х, х  +  1) да f '  (у) =  —  = ^  

силага эга. Унда чекли ортгирмалар формуласи 
F( t  +  А /) — F  (/) =  F ' ( t  +  0 (/)Д/)Д/

га кура

f (x +  1 ) - / ( * )  =  /' ( х + 0 ( х ) ) 1 ,
ЯЪНИ

к * + 1 — V *  =  -■ 1 .
2 К * 4 - 0 ( х )

булади. Бу тенгликдан топамиз:
1 1

2 К *  +  0(*)У  * +  1 +  f  х  2 у х + 0 ( х )

=  V  х +  1 +  V~x =>-4(х +  0(х)) =  х +  1 +  х +
+  2>Л с(х +  1)=*-4 0(х) =  1 +  2 / х ( х  +  1) — 2 х=>

=* 0 W  -  J  +  Y  ( / * ( х + 1 )  -  х).

Кейинги тенгликдан эса

Иш0(дг) =  Нш [т* +  4 — *)] =  4  ’*-♦+0 Х-*+0 L 4 2 J 4
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lim  0 ( x ) = H m  [  > +  A ( * - f  D - x l  
jr^-f«o X -+ + 0 0  L 4 *  J

Iim  M  x» +  x - * «  1 M
J 1 + .  L 4 2 ( / j t ( * +  I) +  x) J ,^+ooL  4 

+

x-*+

H—
2

0 (x) функциянин г

_______ !_________1 =  _L

| A T ± + 2 J

0(x) =  ^ - +
4 2 j A + J L  +  2

ифодасидан, унинг (0, +  00) орали^да усувчи эканини топа­
миз. Демак,

7 - < 0 W < |

булади.
9-ми со л. Ушбу

/ ( * ) - < * .  *(*) 1 +  **
функциялар [— 3, 3J сегментда Коши теоремасининг шарт­
ларини цаноатлантирадими?

Берилган функциялар [—3, 3] сегментда узлуксиз, (—3, 3)
да

/' (х) =  ех , g' (х) =  — —
7  *  ( 1  ч -  ^ * > 2

хосилаларга эга. Бироц, g ’ (0) =  0 Демак, /(х ) ва g(x) 
функциялар Коши теоремасининг шартларини цаноатлантир- 
майди.

10-мисол.  Агар /(х ) функция [х,, х4) сегментда 
(*1. х, >  0) дифференциалланувчи булса, у .\олда ушбу

.  П4-Нс)-сГ{с)
Xl <  **) тенгликнинг уринли булишини исботланг.

“ (х) =  —  , Р (х) — —•X X
^ ^ ^ ^ л ар н и  олайлик. Модом ики, х1 • х2 >  0 экан, х =  0 i  

1* а! оулади. Бу функциялар [xv  х2] сегментда узлук-
• '*i* **) да
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a . (je) =  г  (* ) •*- / (* ) . '  р (ху ---------L
X1 Х*

хосилаларга эга ва р (х) ф  0 (х £ [xlt x j) . Демак, а (л  
Р(х) функциялар Коши теоремасннинг барча шартларинй 
цаноатлантиради. Унда Коши теоремасига кура шундай с 
нуцта (х, <  с <  х,) топиладики,

a  (x j  — а  (-rt) _  а '  (с)
;p<jr,)-p(*i) р' ( с) 

булади. Кейинги тенгликдан топамиз:
/(*,) _  /(*,) cf’ (с)- f  (с) 

х* *1  _  с* .-------------------------------------------------
— _ - L
X ,  X !  С*

=>--l/(Xl)-  Xtf-(Xl) =  — [с/' (с) — /  (с)] =>•
*1 — *»

Xj—х,
X, X, 
/(^ l) / (* l)

Мисол ва м асалалар

1. /  (х) =  х (xs — 1) функция учун I— 1, 1] ва [0, 1) 
оралицларда Ролль теоремасннинг шартларини текширинг.

2. / (х) =  (х4 — 1)(х — 2) функция учун (— 1, 1) ва (I, 2) 
интервалларда шундай нуцталар топингки, бу нуцталарда 
функция графигига утказилган уринма абсциссалар у^ига 
параллел булсин

3. ^аци^ий коэффициентли куп^ад фацат ^аци^ий ил- 
дизларга эга б^лса, унинг хоснлалари хам факат ,\ак,ш\ИЙ 
илдизларга эга эканини исботланг.

4. Шундай (а, Ь) мавжуд булиб, /'(£) =  0 булиши 
учун, Ролль теоремасннинг шартлари зарур ва етарлими?

5. _  | xsin — , агар х ф  0 булса, 

О, агар х =  О булса
функция учун [— 1, 1] о р а л и ^  Лагранж теоремаси урин- 
лими?

Лагранж теоремасидан фойдаланиб хуйидаги тенгсизлик- 
ларии исботланг:

6. <  In(1 - f x ) < x ,  х >  0.
1 + *

7, ех >  ех, х >  1.
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8. «F> 1 + . jr* ,
9  k i n x  — sinyi <  |x — y|.
10. |ardgfl — arctgb| < | a — b|.

11. ха |1 п х 1 < - ^ - .  О< x <  1, a > 0 .

12> /  (*) =  x \  g(x) — Xs функциялар учун [— 1, 1] ора- 
^^да'Коши теоремаси уринлими?

13. Агар Дх) функцня дс >  0 нуцталарда дифференциал­
ланувчи б^либ, lim /' (х) =  0 булса, у холда Нт^ ■= О

эканини исботланг.
14. Агар /  (х) функция х >  0 нуцталарда дифференциал­

ланувчи булиб, lim —  = 0  булса, у холда lim |/' (х)| =
х—*-f-oo X х—

=  0 эканини исботланг.
15. Агар /(х) функция чекли (а, Ь) интервалда дифферен­

циалланувчи ва чегараланмаган булса, у холда унинг хоси­
ласи \ам чегараланмаганлигини исботланг.

16. Агар f(x)  функция [а, 6] сегментда дифференциал­
ланувчи булиб, f(a) =  f(b) булса, у х,олда з ? 6 ( а ,  Ь) булиб,
f(a) — f(l) =  — I f  (I) муносабат уринлилигини исботланг.

2- §. Т Е И Л О Р  ФОРМ УЛАСИ

1°. Ф у н к ц и я н и н г  Т е й л о р  ф о р м у л а с и  (л о к а  ль  
формула) .

y =  f(x) функция х0 ну^танинг (x0£R)  бирор атрофида 
берилган булсин. Агар функция х0 нуи,танинг шу атрофида 
Г  (X), Г ( Х ) ,  . . . , х) хосилаларга эга булиб, х0 нук,тада 
-̂тартибли /<'1,(д:в) ^осилага эга булса, у холда

/ W  -  /(Хо) +  - ^  (х - х „ )  +  ^  (X -  х0)‘ +  . . . +

+  ^ ~ x 1H o ( ( x - x 0f )  =  V i ! ! W ( x - x 0)‘ +
*=О

+  о ((х — Х0)Л) (/(0»(х) =  f (х)) (1)

булади. Бу Тейлор формуласиднр.
Агяп т ^ рен Ф ° Р « У л а с и .

P U) формулада х, =  0 деб олсак, унда ушбу
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f ( x )  =  f ( 0 )  +  ^ \ + ,̂ x *  +  . . .  +  - £ ^ L x ' '  +

+  о ( Л - ^ ^ ® , '  +  о (У )  (2)

формула ^осил булади. Бу Маклорен формуласндир.
Ушбу/  (х) =- е*, / (х) =*sin дг, /(x ) =  cosx, /(х )'=  (i +

+  x)m, /(х ) =  In (1 +  х) функциялар учун (2) Маклорен фо- 
мулаеи цуйидагича булади:

1) ех =  1 +  х +  -gj- +  -3]- +  • • • • +  +  о (хп),
«V . X* X* _ , _2л—I
2)  81П X =  X —  3 |  +  —  +  . . .  +  ( —  1) (2п— 1). +

г

+  0 ( х2п),

3) cosx -  1 -  2i  +  4У -  • • .  +  (— I)" +  0 (лгп+|),

4) (1 +  x f  -  1 +  т х +  т^ ~ Л х 2 +  . . .

j ^  1 ) . . .  (т п -f- 1) х п ^  ^  ̂   ̂
п!

5) 1 п ( 1 + х )  =  х - 4  +  Т “  + ( - 1)" -1^  +
+  о(хл).

3°. Т е й л о р  ф о р м у л а с н  ( ор а л и ц  учун) .  
y  =  f(x)  функция [а, Ь] сегментда берилган булсин. Агар 

функция шу сегментда /'  (х), /" ( х ) . . .  / п (х) ^осилаларга [эга
булиб, х0 нук,тада (а <  х0 <  Ь) /(,,+1,(х) хосилага эга булса, 
у холда

/W  =  / W  +  ^ e)( x - x 0) +  - № - ) ( x - x 0)a . . .  +

+ lin) (*о)
п \ ( x - x . ) n + R < x )

булади. Бу Т е й л о р  ф о р м у л а с н д и р .  /?„(*) ни Тейлор
формуласининг цолдиц \ади  дейилади. У цуйидаги куриниш* 
ларга эга:

!) Rn (*) =  - (С) (X — x / +I (1 — 0)п (Коши куринишя).
(с =  х0 +  в ( х - х , ) ,  0 <  0 <  1).

2) R  (х )“ ;А г ]п (х  — х0)',+1 (Лагранж куриниши),
(с =  хо +  0(х  — Хо), 0 < 0 <  1).

11-МИСОЛ. Ушбу /(* ) =  / х  функцнянн X — 1 нинг 
нанфий булмаган даражалари буйича ёйилмасининг учта

хадинн топинг.
' Бу *ол учун (1) формула ушбу

/  м  - / ( I )  +  ^  ( * -  ■> +  < * -  *)■ +  ° « * ~  w

куринишда булгди. Берилган функциянинг хосилаларини то­

памиз:

/'(*) 7 ? •  ' ' « — T - Т У

Равшанки

Демак,

12-мисол.  Агар x - vO  да 

булса,

/ х  -  1 +  4  ( * -  0 -  4 - ( * -  »■ +  0((ж— 1)*).
Z о

/ ( x ) - i + 4 - * + o w

lim [/ (х)]
мО

булишини исботланг. 
Ушбу

y =  [/W l:<
функцияни ^арайлик. Уни ^уйидагича

У  —  е

куринишда ёзиш мумкин. Агар

_  I 
In I /  <ж)1 ■» — 1п I  <х>

=  е

ln /(x ) =  l n j l  +  y  х + 0 ( х ) |
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фмда

l n [ l  +  i - x  +  0(x)] =  - i - x  +  0 W  

булишини эътиборга олсак, унда

т ( т * +0(*>)У =  е =  с
булишини топамиз. Кейинги тенгликдан

1  ± + °J £ . г -
lim // =  lim [/ (дс)) * =  lim (е  ̂ л ) =  I е
«-.♦О Х-*0 ДГ-*С

эканлиги келиб чицади.
13-мисол.  Тейлор формуласидан фойдаланиб ушбу

а  =  sin 36°, р =  (1,2)М

мицлорларми та!фибий ^исобланг.
(3) формулага асосланнб

sin х =  х —  — +  -  +  0(х»)
3! 5! v '

муносабатга ва ундан ушбу

X* X*sin х »  х --------- 1-----
J3I 5!

такрибий формулага келамиз. Бу так^ибий формуладан фой- 
даланнб, топамиз:

а  =  sin 36° =  sin — да — — -  • —  - f  — • —  да 0,588.
5 5 6 125 5! 5»

Демак,

а  да 0,588.

(3) формулага асосланган О̂ЛД3

( \ + х ) т = 1  +  т х +  т(т2 ~  Пл:3 +  0 (х 1) 

булншига sra буламиз. Бундан эса

( 1 +  х)т да 1 +  тх  +  т{т~  -V

та^рибий формулага келамнз. . .
Энди шу формуладан фойдаланиб Р мицдорни такриои х,исоблаймиз:
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р =. (1,2)1,1 -  1,2 (1.2)0*1 = 1.2- (1 + 0.2)01 *
«  1,2(1 +  0.1 0>2 +  0,1 з ° 9' ‘ О-2*)*15 1*121-

Демак, Р «  1,121.
1 4 - м и с о л .  (3) формулалардан фойдаланиб ушбу

. . .  .. <Г* sin  X —  *(1 + дг)
a) lim ------------------------•

х-»0 х

лимитларни топинг.а) да кУрсатилган лимитни топишда (3) формуланинг

куйида

« * - «  +  ,7 +  £ + ° М > .

•In « - * - £  +(>(*•)

холидан фойдаланамиз.
lim **5|п лг- - г( | +  -<)
*-*о х*

[ l +  7 + ^  + ° (**)] [ * - ^ + ° (**) ] - * (1+*)
X*

■ix* +  0(**) 0( ,
„ Н т ? ------ ---------— i + U ®  4 г “ Тдс-*0 Х г  3  х**0  X* О

Демак,
и _ е* sin  х — х  (1 -Ь х) _  _1_
l im ------------ :--------------- о *

*-♦0 хя *5
б) Да курсатилган лимитни топишда (3) формуланинг

Ч ‘ +  7 Н - И т ) '  +  0 (5 )
^олидан фойдаланамиз.
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Дсмак,

lim Где— x* In ( 1 +  —)] =  —

Мисол ва м асалалар

К,уйидаги функцияларнн Маклорен формуласи буйича
О (дс2) ^адгача ёйинг;

17. f(x) =  el* \

18. / ( х) =  еУТ+*Г.
19. /  (дс) =  In cos х.
К,уйидаги функцияларнн Маклорен формуласи буйича

О (г 1) ^адгача ёйинг:

20. /(х ) =  (1 + х ) х .

21. /(дс) =  T^l + 3  sin дс*
22. /(дс) =  In (1 +  arc sin x).
23. f(x) =  arctg (sin x).
Куйидаги функцияларнн Маклорен формуласи буйича 

0(дс" ) ^адгача ёйинг:
24. /(*) =  е5*-1 .
25. f(x) =  sin (2дс +  3).

27. f(x)  -  In (в* +  2).

29. /  (дс) =  32~*.
30. f ( x ) = ‘ (xi  —  x ) e - \

31. /(дс) =  In id lH f.
1 —X

32. /  (x) =  In (2 - f  х — x2).
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X2 -f  Згх
33. /(*) = — J T — •

xs
34. f(x)  -  7 3 7 -

хг +  1
35. / ( * ) “ £ — 3-

1 — 2x*
36. / М  = 2 +  x

Kvi’iHiarH функцияларнн Тейлор формуласи буйича х, 
нуктанинг атрофида 0 ((х -д г о )г) хадгача ёйинп

37. f (х) *= —• *о =  2-

38. /(х) =  sin (2х — 3), *0 =  1.
39 . f ( x )  =  xeix, х0 =  — 1.
40. f(x) =  x'2e~?x, х0 =  — 1.

41. f(x) =  {x2 — l)*2*, хо =  — 1 •
42. / (х) =  sin ( х +  1) sin ( х + 2 ) ,  х0 =  — 1.

43. / (* )=  In(2х +  1), х0 =  у

44. f(x) =  In 7х — 2, х0=  1.

45. / (х) =  t i + i  |njf> дГ()=  1.

46. /  (х) =  -j— —, х0 =  2.
1 —  X2

Куйидаги лнмитларни ^исобланг:

47. lim ,
Х-+0 X2

48. lim — 1 — х .
*-♦0 X2

• X2 
COS X —  1 +  —

49. lim -----------------L
•*—*0 X4

50. lim ^g x ~ s inx.
*-*0 X3

*-438 129



51. lim У -!* ? * -? ? !1?-*.
X - * 0  X 1

52. lim jg-— 
x-#o s in  x — x

53. lim
Xf»0 X

54. lim 0  +  *)* — 1
x-*0 x*

55. lim .
x-»0 X*

56. lim * < * * « > - « .
Хч*0 X*

57. lim
x-*0 In* (1 —  X)

2

1
60. e lijn>((** — x* +  |  +  1 y *  — Y  х" — х» +  2 ^

6 ,  H m  sin (sin я  x) 
x—♦! In (1 +  In x)

! __ -л х —2x*
62. lim 1— ---------

n_ COS X
2

1 1
63. lim x[(2e)x +  e x—  2J.

X-+QO

64. lim ( ---------- L _V
x-*0 \  x 1 X tg  X /

e5‘ ISi (* * + * +  i , i » ( i  +  7 ))
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ЛИФФЕРЕНЦИАЛ ^ИСОБНИНГ БАЪЗИ  
Д ТАТБИЦЛАРИ

Ы  Ф У Н К Ц И Я Н И Н Г УСУВЧИЛИ ГИ \А М Д А  
КАМ АЮ ВЧИЛИГИ

Фараз киланлнк, y  =  f(x) функция X  ора;>ицда ( А с / ? )  
берилган булсин. Маълумки,

V  *1. € А', xt <  х2 / (*j) <  /  (ха) 

булса, /(* )  функция X да усувчи,

Y  х , .  х ,  € X ,  х х <  хг = > /(х ! )  > f ( x 9)

булса, /(•*) функция X да камаювчи дейилар эдн.
Функция з о̂силасн ёрдамида унинг усувчилигини хамла 

камаювчилигини анщлаш мумкин.
1 - те оре ма ,  / ( х )  функция (а,  Ь) интервалда чекли 

/ ' ( jr) хосилага эга булсин. Бу ; функция шу интервалда 
усувчи булиши учун (а , 6) да

/ ' ( * ) >  о

булиши зарур ва етарли.
2-т е о р е м  а. / ( х )  функция (о , Ь) интервалда чекли/ ' (д:) 

хосилага эга булсин. Бу функция шу интервалда камаювчи 
булиши учун (а,  Ь) да

/ ' ( * ) <  о
булиши зарур ва етарли.

1-мисол.  Ушбу

;• 1п х
функцияни усувчи ва камаювчи булишга текширинг.

Ьу функция (0, +  оо) да аницлангандир. Унинг хосила-СИ

VII боб

булади. Энди

F  (*) >  0, яъни — ------  >  О
5 х
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/ '  (х) <  0, яъни — ------ ^  О
5 х

булишга текширамиз:

? “ 7 > 0 o ^ > 0 o ^ - ^ ) ( je +  Vr5 ) > 0 .

Бундан эса, ( ^ 5 ,  +  о о ) да f'{x) >  0, (0, |^ 5) да /'(*) 
булишини топамиз. Демак, берилган функция (О, ] / 5) ^  
камаювчи, (У Ъ ,  +  оо ) да усувчи булади.

2 -мисол .  Ушбу
/(* ) =  In | х |

функциянинг Усувчи ва камаювчи буладиган ораликларини 
топинг.

Бу функция Я \{ 0 }  =  (— оо, 0) U (0, +  со) да аниклан- 
ган. Унинг ^осиласи

Г ( Х ) - -X
булади. Бундан эса, х >  0 булганда / '  (х) >  0 булади, х <
<  0 булганда /' (х) <  0 булади. Демак, берилган функция 
(— о о , 0) да камаювчи, (0, +  °°) да усувчи булади.

3-м и с о  л. ^осиласи

/' ( х ) = ------ 5------------1
'  v 3 — 2х — хг

булган f(x)  функциянинг усувчилиги э̂ амда камаювчилигя 
тугрнсида нима дейиш мумкин.

Бу масалани ^ал ^илиш учун
/ ' ( * ) >  0 ёки / ' ( * ) <  О

тенгснзликларни ечиш лозим.
Энди

f'(x) = ------ 5------------1 < 0
3 _ 2 х  — **

тенгсизликни ечамиз:

----- ------------ 1 < 0  о  ** +  2* +  2. > 0  о
3 — 2х — х* ж* +  2* —  3

о Л + ^ + 1 + 1  > 0 о
(* +  3)(дг-1) ^  (ж +  З) (jc — 1) ^  

о ( х  +  3 ) ( х - 1 ) > 0 .

еки
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„ / оо- — 3) и (1. + ° ° )  Да / ' W < °  булади. ( - 3 ,  1) 
Демак* v • ,, ^  g булади. Шундай цилиб, берилган 
оралик.да ^  _  3) у  (1, - f  оо) да камаювчи, (— 3, 1) ора-
фуНлКяи'эса усувчи булади.

мисол.  Агар /(* ) ва g{x)  функциялар: 1) [а, Ь] сег- 
2 *  аниклаиган ва шу сегментда чекли [  (х), g  (х) .\оси- 

S 2 w  эга; 2) Г  «  >  S' « < * €  Ы. 6]); 3 ) / W - e W  б?л- 
са У -\олда (а> *1 ЯРИМ интеРвал*а f (x) > g ( x )  булишини

ИСб/Т(х)1'̂ а g  W  функциялар айирмасини ср(х) билан белги- 
лаймиз:

< р (х )- /(х )  — g(x).

Унда ф' (*) =  У W  — в' W  бУлиб- 2) шаРтга кУРа <Р' (*> >  
>  0 булади. Демак, <р (х) функция [о, Ь] да усувчи. Агар 
ф(а) =  /(о) — g(a) =  0 б?лишини эътиборга олсак, унда 
(а, Ь] ярим интервалда ср (х) >  0 эканлигини топамиз. Де­
мак,

ф(х)>  0 =>- / (х) — g (х) >  0 => /(х) >  g(x).
Шундай цилиб, (а, Ь) да

f ( x ) > g ( x )
булади.

5-мисол.  Ушбу
1п(1 +  х ) > х  — у

тенгсиэликни исботланг.
Бу тенгсиэликни исботлашда 4- мисолда келтирилган 

шартлардаи фойдаланамиз. f (х) ва g  (х) функциялар сифа- 
тнда

/(* ) =  1п(1 +  х)9 g(x) =  X — J

функцняларни олайлик. Бу функциялар учун (0, +  оо) ора- 
ликда 4 -мисол да ги шартлар бажарилади:

1 ) Г ( х ) = г Ь • g ' ( x ) = i - «
2) (0, +  оо) оралиада



еки

/' (х) <  0, яъни — ------<  О
5 х

булишга текширамиз:

J  — ~  > 0  °  >  0 о  дс (дс — К 5 ) (дс +  К б ) >  о. 

Бундан эса, (УЪ,  +  оо) да /' (х) >  0, (0, У 5 ) да /' (х) ^  0
булишини топамиз. Демак, берилган функция (0, у 5) ^  
камаювчи, (УЪ,  +  оо) да усувчи булади.

2-мисол .  Ушбу

функциянинг Усувчи ва камаювчи буладиган орали^ларини 
топинг.

Бу функция R \ { 0 )  =  (—  о о , 0 ) U (0, +  со) да аншуин- 
ган. Унинг ^осиласи

булади. Бундан эса, х >  0 булганда /'  (дс) >  0 булади, х <
<  0 булганда /' (х) <  0 булади. Демак, берилган функция 
(— оо, 0) да камаювчи, (0, +  <») да усувчи булади.

3-м и со  л. Хрсиласи

булган /(дс) функциянинг усувчилиги хамда камаювчилигн 
тугрисида нима дейиш мумкин.

Бу масалаии ^ал к,илиш учун

/(дс) =  In | х |

/' W  = X

/ ' ( * ) >  0 ёки / ' ( * ) <  0

f'(x) = - 1 < 0
3 — 2х — X*

тенгсизликни ечамиз;
5 > 0  о

3 — 2х — X*
^  х* +  2 х + 1  + 1  

(* +  3) ( х —  1)
> 0  о

о ( х  +  3 ) ( х - 1 ) > 0 .
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П .як f— оо; — 3) и (1. + ° ° )  да / ' М < °  булади. ( - 3 ,  1) 
демал. V v  о булади. Шундай килиб, берилган
f S  ( - ~ -  3) и (I. + ~> М  камаювчи, (-3 , 1) ора-

I/пя эса усувчи булади.
4 мисол.  Агар f ix)  ва g(x)  функциялар: 1) [о, Ь\ сег- 

аникланган ва шу сегментда чекли /' (х), g  (х) *оси- 
эга? 2) Г  М  > «' М<* € I». *J): 3 )/W  -  *JW 6?л- 

ca. У *ояда (fl- ЯРИМ ,штеРвал;1а / ( * ) > * ( * )  булишини

- W U  g(x)  функциялар айирмасини ф (дс) билан белги- 
лаймиз:

q> i x ) - f ( x )  — g(x).

Унда ф' (jc) =  /' (х) — g'  W  булиб, 2) шартга кура ф' (дс) >  
^  0 булади. Демак, ф (х) функция [а, Ь] да усувчи. Агар 
Ф (а) =  /  (а) — g  (а) =  0 булишини эътиборга олсак, унда 
(а, Ь] ярим интервалда ф (х) >  О эканлигини топамиз. Де­
мак,

Ф(дс)> 0 =>f ix)  — g ( x ) >  0=> f(x) > g ( x ) .
Шундай килиб, (а, Ь) да

f i x ) > g i x )
булади.

5-мисол.  Ушбу
In (1 +  х) >  X — у

тенгсизликни исботланг.
Бу тенгсизликни исботлашда 4- мисол да келтирилган 

шартлардан фойдаланамиз. f(x)  ва g(x)  функциялар сифа­
тида

/(* ) =  In (1 +  х), g(x) =  x — ̂

функш1яларнн олайлик. Бу функциялар учун (0, +  оо) ора- 
ликда 4-мисолдаги шартлар бажарилади:

1 ) Г ( д с ) = г Ь ’ S ' i x ) = l - x ;

2) (0, +  о о )  оралиода

т г > 1 ~ х1 +ДС
булади (чунки 1 - х г <  1 =► (1 — *)(1 +  *) <  1 =► 1 - * <

133



3) /(0) =  In 1 = 0 .  g(0) =  0 => /  (0) =  g ( 0) 
Унда f ( x ) > g  (x), яъни

In (1 + x )  > x  — —

булади.

Мисол ва масалалар

Куйидаги функцияларнинг усувчи ва камаюччн булади- 
ган ораликларини топинг.

1. / (лг) =  Злг — X3.

2. f(x) =
\ + 2 х

3. /  (х) =  х +  sin х.
4. f(x) =  8х3 - х * .
5. f(x ) =  ( x -  l)s (2x +  3)s.
6. f(x) =  xe~3x.
7. f(x) =  хг е~х\
8. /  (х) =  x +  I sin 2x I

9. j  (x) =  cos —.
X

10. f(x) =  x1 In x.
11. f(x) =  enx cos лх.
12. /  (x) =  x12~x.
13. /  (x) =  x* — In x*.
14. /(x ) =  x"<?-\ (n >  0, x >  0).

15. /  (x) =  x | | /  ~  +  sin In x j, x >  0, /  (0) =  0.

16. / ( , ) = ( 1 + 1 ) ж.

17. /(x ) =  x / ( x +  1Г-
18. f (x) =  arctg x — In x.

i
19. f  (x) =  3,x_3)

20. /(x ) =  *in
I +  I COS X  I
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» n Их) функция (a, b) интервалда усувчи булиб, 
21 • Л ^ л с а , / ' ( * )  нинг (я- да Усувчилиги .\ак,ида

f' £ \  дейиш мумкин?
куйидаги тенгсизликларни исботланг:

5 * * •  23- еХ> 1 +  х; х ^ °

24. 1п (! +  * ) >  JljTi’ * ^

25. х - £  < s i n x < r .  х > 0 .

26. е* >  1 +  1п 0  +

27.
In X < - т = ;  х > 0 ;  д с # 1 .

28. cos х >  i — -

х>
229. ch х >  1 +  --г. х £ Я-

30. sin х +  tg х >  2х, 0 < х < у .

3 , .  f“ ~ j*  >  сое х, 0 <  |х |  <  у .

32. \ T x — V y < .  V x  — У, х 5* у  >  о.
33. ^  *" +  , х > 0 ,  у > 0 ,  n £ W .

2 2
t 1

34. (х« +  у ° ) а > ( х *  +  у * ) * ,  х > 0 ,  « / > 0 ,  0 < а < Р-

35. — х <  sin х <  х, 0 <  х <  А
л 2

36. <  in — <  х >  с/ >  0.
* У У

37. х® — 1 <  а (х — 1), х >  0, 0 <  а <  1.

38‘ а) I1 +  т Т  < е <  ( ! +  if** ' х >  0:
б) J _ l n *  +  y l n i f  х +  у

х + у  >1п 2

39- eh х >  1 +  f£,
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y  =  f(x)  функция (а, Ь) интервалда берилган 
хо € (а> Ь) булсин. ''  45.

1 -таъриф.  Агар х0 нщтанинг шундай атрофи

U e (Xo) =  {x€/?:  *0- 6 < * < * о  +  6: б > 0 }  с:(в , Ь)
мавжуд булсаки, У  х £  U Л (Xq) учун

f ( x ) < f ( x j  U ( x ) > f ( x о)) 
тенгсиэлик уринли булса, f  (х) функция х0 нуктада мак. 
симумга (минимумга) зришади дейилади. f  ( x j  циймат 
f  (х) нинг максимум (минимум) циймати дейилади ва

/(х 0) =  max { /(х)> ( / (x j  = m i n  { f (x j } )
жеив<г*» *6Ue (jr*‘

каби белгиланади.
Функциянинг максимум ва минимуми умумий ном билан 

унинг экстремуми дейилади.
1°. Э к с т р е м у м н и н г  з а р у р и й  ш а р т и  
Агар }(х) функция х0 нуктада (х0 £ (а, Ь)) чекли f' (xJ 

Косилага эга булиб, бу нуктада f(x)  функция экстремумга 
эришса, у колда

/ ' W - o
булади.
“1 2Э Э к с т р е м  у м ни  н г е т а р л и  ш а р т л а р и  

*х, £ (а, Ь) нуктанинг

u r w  =  {•* € Я : хо — б <  X <  х0; б >  0},

и 6 (*о) =  (х £ я : хо <  х  <  хо +  6’ 6 >  °}
чап ва унг атрофларини караймиз.

Фараз кнлайлик, у — j  (х) функция х0 нуктада узлуксиз 
булиб, U e (x j  \  {х0} да чекли /' (х) ^осилага эга булсин.

а) Агар

v x g u r w  У ЧУ Н / ' ( * > > ° .

V x € U e+ ( * 0) У ЧУ« / '( * )< 0
булса, 1 (х) функция х0 нуктада макси мумга эришади.

б) Агар

У х £ и Г ( * в )  У ЧУ Н Г ( * ) < ° .

V x € U ^ ( * o )  УЧУН /' (х) >  0

2-§. ФУНКЦИЯНИНГ ЭКСТРЕМУМЛЛРИ
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/(*) ФУНКЦИЯ хо "У^тада мннимумга эришади.
в)’Агар

V x € U  «(*<>) учун /'  (х) >  О,

Y j c e u ^ ( x 0) учун Г ( х ) >  о

сЬИ V  X  £  и  г  (*о ) У ЧУ Н Г  W  <  О,

Y x € U * ( * 0) учун / ' ( х ) < 0

брса, /(•*) функция х0 нуцтада экстремумга эришмайди.
f(x) функция х0 нуктада f " .............f n) ^осилаларга

эга б^либ,
/' (*,) -  Г  (дг.) -  . . . =  Г - " (дг,,) =  О, Г  (х0) #  О 

булсин.
г) Агар п жуфт сон булиб,

r w < 0
булса, /  (х) функция дг0 пу^тада максимумга,

I  /<n,W >  О
булса, /(дг) функция х0 нуцтада мннимумга эришади.

д) Агар п тоц сон булса, f (х) функция х0 нуцтада 
экстремумга эрищманди.

6 - мисол.  Ушбу / (х) =  е~х‘ функция х =  О нук;тада 
максимумга эришишини курсатинг па максимум цийматини 
топинг.

* =  0 нуцтанннг U fi (°) =  (х € : — 6 <  х <  6; б >  0> 
атрофндагн нсталган х нук,та учун (V  х £ U а Ф))

f(x) =  e - * ' ^ e ° =  1 = / ( 0 )

булади. Демак, берилган функция х =  0 ну^тада максимум­
га эришади. Унинг максимум цнймати

шах {/(*)} =  max {<?-*’} = / ( 0 )  =  1
булади.

га те"кщириЛ /W  =  Зх* — 2х функцияни экстремум-

Берилгаи функциянинг хосиласи

f’ (x) =  6x — 2 =  2 ( 3 х -  1)
«и нолга тенглаймиз.

Г (х) =  2(3х — 1) =  О
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ва бундан x =  — стационар нуцта эканлигини топамнз [Цу

нуцта атрофида косила ишорасининг узгаришини ашпугаймиз 
РаЕшанки,

учун

учун

е > 0 )

г  (X) =  2(3х — 1) =  — 6 ( 1 - х )  <  0.

v * e u . + ( | ) - { x € « 4 < x < - i  +  f c « > o}

/'(х ) =  2 ( З х - 1 ) = - б ( 1 - х ] > 0

булади. Демак, функциянинг хосиласи х =  — нуцтадан утиш-
3

да уз ишораснни манфий («—») дан мусбат («+») га узгар- 
тирар экан. Берилган функциянинг узи х =  — ну^тада уз*

луксиз. Демак, /(х) =  3х* — 2х функция х =  — ну^тада ми- . 

нимумга эришади. Унинг минимум ^иймати

m i n / W - 3 . ( i ) * - 2 . i . -------1 .

8 - м и с о л .  Ушбу
ц х) =  |  х*. агар х Ф 0 булса,

агар х =  0 булса
функцияни экстремумга текшнрннг.

Бу функциянинг ^оснласи /' (х) =  2х булиб, х =  0 нук- 
танинг атрофида:

V x €  LIT (°) =  { x £ R -  — б < х < 0 ;  б > 0 }  учун 

/ '  (X) =  2 х < 0 ,
V  х £ U *  (0) =  {* £ Я : 0 <  х <  б; б >  0} учун 

/ ' ( х) =  2 х > 0

булади, яъмн функция ^осиласи х =  О ну^тани у ти ш д а  уз 
ишорасини «—» дан «+ »  га узгартирадн. Бироц, бери лган
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1 ия шу нуцтада мннимумга эрншмайди. Буига сабаб, 
* 2 |® ^ нинг х =  о нуктада узлуксиз эмаслигидир. 

д .м и с о л .  У шбу

F  / Ю - +

(Ьункиияни экстремумга текшнринг.
Бу функциянинг

у  (х) =  -I . Зх* — -2х +  6 =  X- —  5х +  б

хосиласини нолга тенглаймиз:

/'(х) =  х2 — 5х +  6 =  0.

Бундан хх =  2, х2 =  3 ларнинг стационар нукталар эка­
нини топамиз.

Аввало хх =  2 ну^та атрофида функция \оснласннинг 
ишорасини аниклаймиз.

V x £  и Г ( 2) в { * € Я : 2 — Ь < х < 2 \  0 <  6 <  1} учун 
Г (х) =  х* — 5х +  6 =  ( х - 2 ) ( х - 3 ) > 0 ,

Y x e  и ^ (2) =  (х € /?: 2 <  X <  2 ч- 6; 0 <  6 <  1} учун

Y (х) =  х* — 5х +  б =  (х — 2)(х — 3 ) < 0

булади. Берилган функция х, =  2 ну^тада узлуксиз. Д е­
мак, берилган функция х, =  2 нуцтада максимумга эриша­
ди ва унинг максимум циймати

шах / ( jc) =  -  -23 — -  -22 +  6 -2  =  4 -  
' w  3 2 3

булади.

Худди шу йул билан /(х) =  — х3 — — х* +  6х функ ия-
3 —

нинг х, =  3 ну^тада мннимумга эрншишини ва унинг мини­
мум циймати

га тенглиги топилади.
10-мисол.  Ушбу

min /(х ) =  4 у
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функцияни экстремумга текшнринг. Бу функция ^осиласн 

/ 'W  =  7 ? ( 3 - 2 х )  

ни нолга тенглаймиз: •

/'(* ) =  > - (  3 - 2 х ) - 0 .

Бу тенгламадан Xj =  0. дг2 =  — ларнинг стационар нуцталар
эканини топамиз.

Энди функциянинг иккинчи тартибли ^осиласини хнсоб- 
лаймиз:

Г (х )  =  2£(2хЦ 6х± 3). 
е

f(x) функциянинг берилншидан х =  0 ну^та экстремум­
га эга эмаслиги келиб чи^ади.

демак, царалаётган функция х =  нуктада максимум га эри- 
шади ва унинг максимум циймати

шах /  (*)**•“ е~ 3

га тенг.

И  8 о а) Маълумки, f (х) =  | х | функциянинг х =  0 нуктада ^о- 
силаси мавжуд эмас, лекин бу нуктада мини чум га эга булиши равшан- 
дир.

_2_

б) /  (х) =  х 3 функция х =  0 нуктада чексиз ^осилага эга булиб, 
унинг бу нуцтада минимумга эга эканлигини куриш цийин эмас. Де­
мак, функция ^осиласи мавжуд булмаган ёки чексизга айланздиган 
ну^таларда *ам экстремум мавжуд булиши мумкин экан.

Мисол ва масалалар

1\уйидаги функцияларнинг экстремум цийматларини то­
пинг:

40. f(x) =  2x2 — x*.

41. f(x)  =  2х3 + - х г —  6* +  3.
4 2
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ЛО г/Ч Г х * + 1 .  агар х * 0  булса,
42. f ( x )  — | 2 агар х =  0 булса.

43. f i x ) - * - ' .
In* X

44. f ( x )  -  — ■■

45. /(*) -  -ГГ'х

46. / ( * ) - *  +  “ •

47. / ( * ) - « *  sin *•
48. /(х) =  | д г | < г - « 1 •-
49. f (х) =  I х* — 1 | с | х | -
50. /  (х) =  | х* — 4 1 в - \
51. /(x) =  e - i x- " / ( x +  1).

52. f ( x )  =  x +  V  3 — х.

53. /(х) =  arctg х — у  In (1 +  х1).

54. /(х) =  In cos х — cos х.
55. /(х) =  хх .

I

56. Дх) =  х * .
57. / (х) =  | х — 5 1 (х — 3)*.

58. f (х) =  Ч^х* 12 — х |.
59. / (х) =  sin \ х — 3 1 +  cos х, х £ (0, л)

60“ f ( x )  =  (  * +  х, агар х <  0 булса,
{ Xх' |п х, агар х >  0 булса.

3-§ . ФУНКЦИЯ ГРА Ф И ГИ Н И Н Г КА В А РИ КЛ И ГИ  
ВА БО ТИ К Л И ГИ . ФУНКЦИЯ АСИМ ПТОТАЛАРИ

У =  f (х) функция (о, Ь) интервалда аницлан ган булиб, 
£  булсин. А (Х|, /(х,)), f l(x t, f ( x t)) нуцталар- 

к,араймнз. Маълумки, бу нуцталардан утувчи тугри чи-
ЗИК Т Р н п ои ^лм

а 
н
ЗИК теныамаси

о  —  f \  I X — Jtx
X1 — *1 Xf — Xx
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куринишда булади. Бу тенгламанннг унг томонидаги ифода. 
ни /(х) билан белгиласак, у холда тенглама цисцача у 
— 1{х) куринишга эга булиб,

булиши равшандир.
2- т а ъ р н ф. Агар \а р  цандай, х ,, х2 (а <  х, <  <  м 

ларда V  х £ ( х „  х,) ла/> учун /(х) >  / (х) (/(х) <  I (х)) 
сизлик уринли булса, f(x) функция графиги (а, Ь) интер. 
еалда цаварик, (ботщ) дейилади.

3 - т е о р е м а ,  у  =  / (л) функция (а, 6) интервалу 
ани^ланган ва бу интервалда чекли / ' ( х ) х°силага эга 
булсин. / ( х )  функциининг (а, Ь) да цавари^ (ботик,) були­
ши учун / '  (х) нинг (а, Ь) да камаювчи (усувчи) булиши 
зарур ва етарли.

4-т е о р е  м а. у  — /  (х) функция (я, Ь) интервалда аниц- 
ланган ва бу интервалда иккинчи тартибли /"  (х) хосила­
га эга булиб, Y  (а, р ) с : ( я ,  6) (а  ф  Р) ларда / '  ( х ) ^  О 
булсин. /  (х) функция (я, Ь) интервалда ^ааарик, (ботиц) 
булиши учун шу интервалда /  " (х) <  0 ( /  (х) >  0) тенг- 
сизликнинг бажарилиши зарур ва етарли.

11-мисол.  Ушбу

функциянинг а̂варии; ва ботицлши оралнцларини топинг. 
Функциянинг иккинчи тартибли хосиласини хис°5-1а” миз:

Демак, (— 1, 1) интервалда функция графиги каварик, 
(— о о , — 1), (1 ,  +  о о )  интервалларда эса функция графиги 
боти!  ̂ булади.

f  (х) функция х„ нухтанинг |J 4 (х0) атрофида аникланган 
булсин.

3 - та ъриф.  Агар f  (х) функция (J 7  (хо̂  оралщда Ба­
варии (ботиц) булиб, [j +  (х0) оралшфа эса ботик (кава- 
рщ ) булса, у  уолда х0 нуцта функциянинг (функция гра- 
фигининг) эгилиш. нуцтаси деб аталади.

5 - т е о р е м а ,  у  =  / (х) функция х 0 нуктанинг U e C v  
атрофида анихланган ва иккинчи тартибли /"  (х) хосилага
эга булсин. Агар /" (х 0) =  0 булиб, U e (*0). U 6 (хо) ора

f (x) =  X4 — 6л* — бх +  1

/' (x) =  4xs — 12x — 6.
/" (* ) =  12x*— 12 =  12 (дс* — 1),

| х | > 1  да /" ( x ) >  0, | x | <  1 да / " ( x ) <  0.
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f" (x)  турли ишорали булса» у >̂ олда
дяК^РДа I J ЦИя графиги учун эгилиш ну^таси булади.
Н 1 ы исол.  ушбу

f(x) =  xe~*'
■шлг эгилиш нуцтасинн топннг. 

фу1функциянинг иккинчи тартибли хосиласи
1"(х) =  2хе-х'(2хг — 3) 

ни нолга тенглаб топамиз. ^  __

х  =  0. х - / } .  х =  - / | ,

^ _ 00> _  | / 2 )  ва ^0, Y \)  интеРваллаРда f"  W  <  °* 

| _  | / 1 ,  0 ) ва оо ) интервалларда f " ( x ) >  0

эканини куриш цнйин эмас. Демак,

^ ( - v T  - v ' K 5)  в ( о . о .  c ( v | .  / ? « '  г)

нуцталар функция графиги нинг эгилиш нун;таларидир.
y =  f(x) функция а ну^танинг бирор атрофида ани^лан- 

ган булсин.
4 -таъриф.  Агар ушбу

lim f (х), lim f(x)
Х -ч А -t-O X —+Q— 0

лимитлардан бири ёки иккаласи чексиз булса, у  \олда 
х =  а тугри чизиц f (х) функция графигининг вертикал 
асимптотаси деб аталади.

Масалан, у  =» —— функция графиги учун х =  1 тугри 
X — I

чизик, вертикал асимптота булади.
5 -таъриф.  Шундай k ва b сонлари мавжуд булиб, 

* “ *■+ оо (дс •-*. —  оо) да f(x) фунхция цуйидаги

f(x) =  kx +  b +  a(x)

куринишда ифодаланса (бунда lim а(х)  =  0), у х1олда 
У ~ * х  +  ь тугри чизик; у =  /(х) функция графигининг 

а имптотаси дейилади.
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13-м и с о л ,  Ушбу

, « _ 2 £ ± £ ± *
X  —  1

функция графигининг огма асимптотасини топинг.
Берилган функция куринишнни ^уйидагича узгартирамиз,

f ( x ) = 2 x + 3 +  - Ц .
X —  1

±  оо да а ( х ) = б у л г а н и  учун, / ( х) функция-

ни /(*) =  2х +  3 +  а(х)  куринишда ифодалаш мумкин 
Бундан эса у  =  2х +  3 тутри чизиц функция графигининг 
OFMa асимптотаси экани келиб читали.

6* т е о р е м  а. у  =  /  (х)  функция графиги х->- +  оо да 
у  =  к х  +  Ь огма аснмптотага эга булиши учун

lim —  =  k, lim I/(дс) — Ajc) =  b
X X-* -foo

лимитларнинг уринли булиши зарур ва етарли.
Бу теорема х -*• — оо да .\ам урннлидир.
14-мисол .  Ушбу

( 1 - х ) '
функция графигининг огма аснмптоталарнни топинг.

П т Ш _  | | т  ----- * 5 _ _ | .
X—*±оо X  х - * ± о о  X  (1 -f- Х )^

lim [f(x) — k x ] =  lim Г— ---------* ]  =
х - * ± а о  х - * ± а о  L0 +  *)S J

_  l i m  ^ - ' » + з « + з , <  +  , Ч ---------з .
х - , ± о о  ( 1 + * ) *

Демак, царалаётган функция учун
у  =  х — 3 

чизи^ огма асимптота булади.

Мксэл ва масалалар
К,уйидаги функцияларнинг каваршушк ва ботицлнк ора- 

лицларини топинг:
61. f ( x) =  xa , а >  1, 63. /(*) =  1пдг.



68. "  '

Куйидаги функциялар графикларининг эгилиш нуктала- 
рини топинг:

7 1 . / ( * ) “ «**•  79. /(х) =  1 +  хг — ~  .

72. / М =  y x, _ i  • 80. f (x) =  е х~х\

73. f(x) =  e
81. / ( jc) =  2 х 2 +  \пх.

—2 х _ . —2
74. /(х) =  (х* — !)*• 82• / ( * ) “ « sin *•

а х

f / ч Iх — и Ь Ф 0.
76. / ( X ) - 1—  .

8 4 . f ( x )  =
77. f ( x ) ~ e CMX. "  ' (1 +  *)»

78. /(х) =  -^т= . 85. f(x) =  j 1— дс*.
v х

4 -§ . Ф У Н К Ц И Я Л А РН И  ТУ Л ИК ТЕКШ И РИ Ш  
ВА ГРА Ф И К Л А РИ Н И  ЧИЗИШ

Функцияларни текширнш ва уларнинг графикларннн 
чизишни цуйидаги к,оида буйича амалга ошнриш мацсадга 
мувофицдир:

1°. Функциянинг ани^ланиш тупламини топиш;
2s. Функцнянн узлуксизлнкка текшириш ва узилиш нуц- 

талариии топиш;
3°. Функциянинг жуфт, ток хамда даврийлигини аник;- 

лаш;
4 -̂ Функцияни монотонликка текширнш;
5°. Функцияни экстремумга текшириш;
6е. Функция графигининг цаварн  ̂ ва ботицлик оралиц- 

ларнни аниклаш, эгилиш нуцталарини топиш;
7 . Функция графигининг асимптоталарини топиш;
8 . Агар имконияти булса, функциянинг Ох ва Оу уклар 

*лан кесишадиган (агар улар мавжуд булса) ну^таларини 
опиш ва аргумент х нинг бнр нечта характерли цийматла-

Функциянинг цийматларини ^исоблаш.
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х* -4- 115-МИСОЛ. Ушбу f  (X) =  - j— - функциями Тулину ^
ширинг па графигини чизинг.

Берилган функция {(— оо, -  1) U (— 1, 1) U (1, +  <*» 
тупламда аницланган. Бу функция учун f  (— х) ~  j  (и 
ганидан у жуфтдир. Демак, функциянинг графиги Оу 
нисбатан симметрии булади ва уни [0, +  оо) ораликда те 
шнриш кифоя. к*

Функциянинг биринчи ва иккинчи тартибли ^осилалари:

/' (ж) =  — Ах , f "  (х) =  4(1 +  3<,) .
(X* — I)* W  (х* — 1)>

Биринчи тартибли хосила [0, +  оо) орали^нинг х =  1 
нуктасидан бош^а барча ну^таларида аницланган ва * =  0 
нуцтада нолга айланади. Иккинчи тартибли ^осиланинг х =  0 
ну^тадаги циймати f "  (0) =  — 4 <  0. Шунинг учун f (х) 
функция х =  0 ну^тада максимумга эга ва бу максимум 
циймат /  (0) =  — 1 булади.
И  Энди (0, 1) ва (1, +  оо) да f  ( х ) < 0  булгани дан бу 
тупламда f  (х) нинг камаювчилиги келиб чи^адн. Су игра

lim * ± i .
х ^ 1 - 0 |  X *—  1

lim * ± J
х-*—l-f-0 X* — 1

— оо, lim х*+ l
х-*1+0 X*— 1

1 • х * + 1  — оо,  lim — 1—
х—♦—I—О X* —  1

+

а +  ОО

булгани учун х =  ±  1 (функциянинг иккинчи тур узилиш 
нуцталари) тутри чизюугар вертикал асимптоталар эканлигини 
ва

f (х)k =  lim
х-*ао X

X * + l  1 Г\lim ——------ ---- 0,

Ь =  lim [f (х) — kx]

х-юо X* —  1 X

lim - £ ± J
Х-*оо X* — 1

лимитларга кура у  =  1 гориэонтал тугри чизиц f (х) функ­
ция графигининг асимптотаси эканлигини ^осил киламиз.
*■1 Энди I Зх* =  0 тенглама ^аци^ий сонлар уцида ечнмга 
эга булмагани сабабли функциянинг иккинчи тартибли хо- 
силаси нолга тенг булмаслиги, яъни эгилиш нуцтаси^иуК* 
лиги келиб чицади. Иккинчи тартибли ^осиланинг циймат- 
лари: [0, I) да /" W < 0 ,  (I, +  оо) да f  М  >  Д еМ"К’ 
функция графиги [0, I) да цавари  ̂ ва (I, +  оо) да ооти* 
булади (3-чизма).



Мисол ва масалалар 
Куйидаги функцияларнинг графнкларини чизинг:
86. /  (х) =  3х — Xs.
87. / ( х ) ----- х3 +  4 х - 3
88. f (х) =  х (х — I)3.
8 9 . / ( х ) = ( х + 2 ) * ( х - 1 ) 2.

20л*

96. /  (дс)

97. f (дс)

90. f  (х)

91. /  (х )------
JC —  1

92. /(X)
<*+!) ’

93. /  (х ) -------*L_
(1+х)>

94. / (х)  =  ( £ ± 1 * .

95. /  (х) =  _ £ in £

( 1 - х * ) *  
(х- D »
(* — 2)4

98. /  (дс) =  (х — 3) У х .

99. /  (х) =  ~ j = L -
К** +  1

100. /  (х) -  хг У х  + 1.

101. /(х ) =  х ( х + 1 ) .

102. / (х)-

103. /(х )=

V T - 4
4х_______Jf

" 2
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104. f  (x) =  (x* +  8 x +  12) .

105. / ( * )  =  \ x \  / 1  - x * .

106. / ( x ) - ' - ^ t £ i l .
K x

107. /  ( jc)  -  <?'—x.
108. f  (x) =  xe_ 2 t.
109. f  (x) =  x e ~ \

110. f  (x) =
1 —  JC

111. /(x )  =  ln x — x + 1 .

112. f  ( x ) =  — .
x

113. f  (x) =  x* lnx.
114. f  (x) =  x In*x.

115. / ( x J - I n l ^ i U - l p -
I x +  I I x + I

116. f  (x) =  x - y X' — 2 x .
117. /  (x) =  x* — 2 lnx.

118. /  (x)_= cos x-f- ^  sin2x. 

[119.  f  (x) =  sinx +  sin2x.

120. f  (x) =  sinx — sin*x.

121. /  (x) =
[cosx

122. /  ( x ) > ^  — arctg x.

123. / ( x )  =  — x — arccos-.
2 *

124. /(x)] =  arccos

125. / ( x ) --------- .
arcctg  x

126. f  (x) =  arcsin .
1 +  X*
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Г

— In sin*.

130. f  (*) =  (! +  *) •

б - § .  А Н И К М А С Л И К Л А Р Н И  О Ч И Ш

(Л опиталь цоидалари)

1Э ~  к у р и н и ш д а г и  а н н ^ м а с л и к л а р .
о '

7- т е о р е м  а. { (х) ва g  (х) функциялар учун к.уйидаги
шартлар уринли булсин:

1) f (х) ва g  (х) функциялар а нуцтанинг бирор атро-
(*ида а н и к л а н г а н  ва чекли *оеилага эга;

2) lim / (х) =  lim g (х) =  0;
X—+Q X —+Q ^

3) а нук>танинг шу атрофида g (х)=^0;
4) lim чекли ёки чексиз.

Х - * 0  g '  ( * )

У  холда

тенглик уринли булади.
H s o v  Агар бу теореманинг шартлари а нуцтанинг чап (ёки 5’нг)f (*)

ярим атрофида бажарилса, у холда теорема нинг а нуцтадаги
8 W

чап (ёки $нг) лимнтига нисбатан 5ринли булади.
16-мисол.  Ушбу

Бу ^олда /  (х) =  е1Х — cos а  х, g  (х) =  /  * — cos Р х бу- 
лнб, улар учуй теорема шартлари бажарилади:

а) lim / (х) =  0 =  lim g  (х),
х~*° х-*0

У М  =  а  (еа х +  sin а  х), g'  (х) =  Р ( /*-+-  sin Р х),

в) lim i l w  =  JEL, Пт =  ®
*4*0 g  (ж) [} x_ ,o  X  _J_ s j n  p  x  [J

Um
JT_0 е В* — COS f ix

,a * — cos a  x лимитам хисобланг.
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1
у ^олда теоремага кура:

lim
*~о 8 (*) р

8 - т е о р е м а ,  f (х) ва g  (х) функциялар учун куйидап, 
шартлар уринли булсин:

1) f  (х) ва g  (х) функциялар (а, +  оо) да аникланга» 
ва чекли ^осилага эга;

2) lim /  (х) =  lim g  (х) =  0;
X—*-̂ -JO X—♦ -f-OO

3) s' М  *  0. V  x £ (a, -f- oo);

4) lim —- x-  — чекли ёки чексиз.
* - + «  g  W

У *олда

lim I W _  =  lim
x - + «  g  (x ) x - + a o  g '  (x)

тенглик уринли булади.
1 7 -мисол.  Ушбу

,. л — 2arctg х *lim ----------- —  лимитни хисобланг.
1 „ ( ц - ± )х-*+оо

Бу ерда

f (х) =  л — 2arctgх, g  (х) =  In 1̂ +  ^ j

функциялар теореманинг 1) — 3) шартларини цаноатланти* 
ришини текшириш цийин эмас.]

Равшанки,

— 2 1
Hm I _ W « H m  ---------L ±2l_ _  =  lim _ L ± i!

x-*-f-ao g  (x)  x-^-f-oo X /  1 \  x-*.-j-ao 1

Ы -i)\ +  x  \  j t* ; (\+x) x

=  lim (1 +  x) x =  2.
X—♦-f-oo 1 +  Xs

Демак, 4) шарт *pu бажарилади. Шунинг учун теоре­
мага кура:

И т Ш -  и д
X ++UO g  (х)  х -*+ оо
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9 - т е о р е м а .  f (х) ва g  (х) функциялари учун ^уйидаги
ш артлар  уринли булсин:

1) бу функииялар а  ну^танинг оирор атрофида аниц-
лянган ва чекли ^осилага эга

2) lim  I (х) =  оо, I ™  8  М  =  » :
х-*а х~*а

3) а ну^танинг шу атрофида g' (х)фО\
lim — чекли ёки чексиз.

V  в ' <*)

29 - £ - к у р и н и ш д а г и  а н и ^ м а с л и к л а р .

у  ^олда

lim .....
g (X) X:->а *' (*)

Ит Ш  =  нт  Г М

тенглик уринли булади,
18-мисол.  Ушбу

In К)
Бу ерда

lim — ----------- лимит хисоблансин.
я tg X
2

/(дс) =  1п (x  — j J ,  g ( x ) =  tgx

булиб, улар теореманинг 1) — 3) шартларини цаноатланти- 
ради ва

1
л

lim -  (х> =  lim ----- —  =  lim — **х .
Я  g  (Jt) Я  1 я  я*-♦— Х-*— -------  X-*— X— —
2 2 COS* X 2 2

Кейинги лимит -Ц куринишдаги ани^маслнк булиб,

fx (jc) =  COS* X, g l (x) =  x — j

Функциялар 7-теореманинг барча шартларини каноатланти- 
ноли. Ш у  теоремага асосан:

lim ~ х =  lim 2cosx (~ sinJf) =  0.



3°. Б о ш ц а  к у р и н и ш д а г и  а н и ^ м а с л и к л а р  
Маълумки,

lim f  (дс) =  0, lim g  (х) =  оо б?лсa, f  (x) g  (дг)
х - т  х —*<2

купайтма 0-оо куринишдаги ани^маслик б£либ, унн

, w . g w _ m _  а ж

g (*) f  (х)

куринишда нфодалаш ор^али — ёки -  куринишдаги аник-
О 00

масликка келтириш мумкин.
Шунингдек, lim /  (х) =» +  оо, lim g  (х) =  +  оо булса,

x —+q  х-+ а

f (x)  — g ( x )  айирма оо — оо куринишдаги ани^маслик б}> 
либ, уии ^ам

1 ____ 1_

/ ( * ) - * ( * ) — ^

Т Т о'Л *)
куринишда ифодалаб, — куринишдаги ани^масликка келтя* 

риш мумкин.
Шундай ^илиб, функция хосилалари ёрдамида 0 • оо ва

оо — то куринишдаги ани^масликларнн очишда, уларнн -

ёки -  куринишдаги аницмасликка келтирнб, сунгра ю̂ о* 
00

ридаги теоремалар цулланилади.
Маълумки, х -*■ а да /  (дс) функция 1, 0 ва оо га, g  (*) 

функция эса мос равишда оо, 0 ва 0 га и н т и л га н д а

(/ (х)]8<>) даражали — курсаткичли ифодада 1“ , О3, оо3 к>‘ 
ринншдаги ани^маслнклар келишн мумкин. Б у  куринишдаги 
аницмасликларнн очиш учун аввало

ифода логарифмланади:
Ж  \ n y  =  g { x ) \ n f { x ) .

х -+а  да g  (х) In f  (х) ифода О-оо куринишдаги аннкмас-
ликни ифодалаши равшан. * ис

И J  о х. Агар f  (дг) ва g ( г )  функциянинг f  (х) ва w

8  W е  (х) g" (х)

тенгликлар Уринли булади, яъни бу Лолда Лояигаль коидасини такпоо 
к?ллаш мумкин булади. ' ц такрор

19-мисол. Ушбу
lim (tgx),£2x

П
Х-+ —

4

лимитни хисобланг.Бу лимит 1® куринишдаги аникмаслкк булиб, ю^орида

айтилганларга асосан:

• B f  У (*g

ифодани логарифмлаш натижасида

lim In у  =  lim ln * -

4  4

■jj куринишдаги аии^масликка келадн.
Энди Лопиталь ^оидаснни ^улласак:

j _____1 _

lim —On_tg_*V[_ .. tgx cos1* ____ lim sin2x = __ 1
l(tg2x)-‘l'

Демак,

* «я — i—  *-*-
* - 7  cos1 2x 4 

(tg 2x)*

lim (tgx)
tg2x___I

я -  «I-»-
зкан.

153



2

3е. Б о ш ^ а  к у р и н и ш д а г н  а н и ц м а с л и к л а р  
Маълумки,

lim f  (х) =  О, lim g  (х) =  оо булса, f  ( x ) g  (х)
х-*а х-*а

купайтма 0-оо куринишдагн аницмаслик булиб, унн

масликка келтириш мумкин.
Шунингдек, lim /  (х) =■ +  о о , lim g  (х) =  +  оо булса

х-*а x—*Q
f  (*) — g  (*) айирма о о — оо куринишдагн ани^маслик бу­
либ, уни ^ам

риш мумкин.
Шундай цилиб, функция хосилалари ёрдамида 0  • оо ва

оо — -» куринишдагн аницмасликларни очишда, уларни -

ёки -  куринишдагн ани^масликка келтирнб, сунгра ю о̂- 00
ридаги теоремалар ^улланилади.

Маълумки, х-*-а  да /  (х) функция 1, 0 ва оо га, g  (*) 
функция эса мос равишда оо, 0 ва 0 га интилганда

If (x)]g<>) даражали — курсаткичли ифодада 1®, 0°, оо" ку- 
ринншдаги ани^маслнклар келиши мумкин. Б у  куринишдагЯ 
аницмаслнкларни очиш учун аввало

I (»)'« w

y =  V W l‘ w
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„фода логарифмланади:
\ ny  =  g ( x ) \ n f { x ) .

а да g ( x ) \ n f ( x )  ифода О оо куринишдаги аницмас- 
ифодалашн равшан.

И з о * .  Агар /  (х) вз <? М  функциянинг f  (х) ва g '  (х) косила- 
т я м / W  ва 8 М  лаРдек юК°РиДа келтирилган теоремаларнинг 

S p i  ш аргяриня цаноаглантирсз, у цолда

•• f (x) м / ,(х) и,, Г  Мlim  — — «■ lim  -7 —  =  lim  ■ ■
g  (x) g  (*) g" (x)

■пгнгликлар Уринлч булади, яъни бу *олда Л ояигаль цоидасини такрор 
^уллаш мумкин булади.

19- мисол.  Ушбу

lim (tg*)1*2'
яX—♦
4

лимитни хисобланг.
Бу лимит I00 куринишдаги аникмаслик булиб, юцорида 

айтилганларга асосан:

К  » - < •  8 * ) " ”

ифодани логарифмлаш натижасида

lim \пу =  lim 1п *- х-
х-*~  <«g2x ) -*

4 4

-  куринишдаги аницмасликка келади.

Энди Лопиталь ^оидасини цулласак:

J ____ 1_
Ito  M i l M L  =  И т tgx'cos»* _  И т ,. 2 
*„* l(««2*)-‘ l' 2 l i m s i n / x

4 i  c o s * 2 x 4

Демак,
<tg 2дг)

lim ( tgx) '«‘ = ±  
* 11 € X—»—

экан,
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М исол ва м а с а л а л а р

131. Пт * * * « — ».
Х-+0 X*

132. lim —g-4 * ~  l2tg* .  
х-*о 3sin4 x  — 12sin x*

133. lim - i - i e j L z i .
я 2sin2x — 1X —♦—
■4

134. lim
x - * 0  x 3

135. lim | ~ соц*. 
x-*o x * s in x *

-X „sinx
136. lim - ----- ------

x - 0  X*

(a > 0).
1 3 ?  I jm  _nrcsin2 jr 2 arcsinjr 

x -*0 x*

138. lim (e >  0).
X*

139. lim - £ = i .
X-.1 X*1 — 1

(P *  0).

140. lim 1 . 
x-*l ln x

H i .  lim cos № + 1 1 *L>
,-ZL C0S (2fl +  !) *

2

154

m £ N ,  n £ N

142 . l im •
lnx — X - f  1

X—♦ 1 X —  X х

143. lim lnx
•

x-*-f-0 lnsin x

144. lim X® lnp X
X-̂ -foo ea x

145. lim e*
x-»+oo Xх e  In̂ x

146. lim
X-* -foo

n  —x*x e  •



Х -- -0
2

154. lim | ln x |2x.
x- + 0
1 • Xх — 1155. lim x

x-+Q

156. lim (x1* — 1)-
157. ^ i i ± i ^ l , ( a > 0 ) .  

x-*0 **
158. lim (thx)x.

159. lim ( — ) •
r-*0 \  X  I  

lnx
160. lim

X-*-f-oo (In X )K
_l_

161. lim (1 +  <)X —  .
x—̂0 x

\

, л л  , ,  lnshx
162. lim x

x-*4-0

163. lim f I V lnx.
x^-j-o \  x J

164. Urn (a resin x)12 x.*-*+o
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Мисол ва м асал ал ар

131. П т - ™ * * * - 1 . 
х-*0 х*

132. lim — - ■дс~  l2lgjr. 
х-*о 3sin4 jc — 12sin х #

133. lim
л 2sin2x — 1x -*—
4

134. lim v ( X + 1 ) - 2 ^ - 1)
x-*0 x 3

135. lim JbSSS.*.
x-*o Jtf sinjc*

-X „sinx
136. lim - ----- ------

x - 0  Xs

(a > 0).
1 3 7  l im  nrcsin2* ~  2 arcsinx 

x-*o x*

138. lim (e >  0).
Х- t o o  X C

139. lim x* ~
X-.1 x — 1

(P  *  0).

140. lim ■*X~  1.
x-*l lnx

141. lim C0S(2m+l>.JC-
cos (2л +  1) x

2
m £ N t n £ N

t  АП  1* ln x  —  X +  1142. lim

143. lim
x-И  X —  Xх

lnx
x-*+o lnsin x

144. Iim
x->-foo e*  *

145. lim
+oo j ^ a ln^

Пx e146. lim " ~ x
X-Ф -{-OO

154



. \ln*
152. Hm (1 +  x) •

x - + 0
Г» \COS X

153- Hm (n — 2x)
ж-*—-—0

2

154. lim I lnx |‘x.
x-*+0

Xх155. lim x
x-+Q

156. lim (x‘ — I)-
. . .  *-° (a -4- -  a*157. lim-1------- —------.

x-%0 **
158. lim (thx)*.

159. lim ( — ) ■
r-*0 \  X J

\nx
160. lim ------ - .

x->+00 (In x)

161. lim {{ +  x)X —  .
X-+Q X

1

162. lim x'nshx .

163. lim I ± \ ' * g.
*--*+0 \  X I

164. lim (a resin x) 12 x



165.

166

lim  ( —
x-tO \ Л

arccosx)

'— Iarcsin x ] 

( ■  '  )  \ x  — X In* X)167. lim
X-*-f 00

168. lim x ln  arctg x).

,69. lim - f c - i .  
x-*0 In1 (1+*)

170. lim xa a*, a > 0 ,
x-+-f-oo

а Ф  I.

V I I I  боб  

А Н Щ М А С  И Н ТЕГРАЛ Л АР

l - § .  АН П К "  AC И Н ТЕГРА Л ТУШУНЧАСИ

f(x) функция бнрор (a, b) (чекли ёки чексиз) интервалда 
аник.ланган булсин.

1-таъриф.  Агар (а , Ь) интереалда /  (х) функция
( /  (х) dx ифода) шу интервалда дифференциалланувчи F (х)
функциянинг хрсиласига (дифференциалига)  тенг булса, 
яъни ушбу

F'(x) =  /  (х) (dF (х)  =  f(x) dx),  х £  (а, Ъ) 
тенглик дринли бдлса, у  хрлда F(x) функция (а,Ь) интер­
валда /  (х) функциянинг бошлангич функцияси дейи.шди.

1-мисол.  Ушбу

/ « - т х - ,1 4- х9

функциянинг (— оо; - f  оо) интервалда бошланшч функиияся 

F ( * ) = I n  ( 1 +  х-)
булади, чунки

F' W  =  |1п ( 1 +  х*)]'
1 + * *

2х =  /  (х).
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. Ф м  функцияларнинг хар бирн (а, />) интервалда 
F f It) функция учун бошлангич функция булсин:

бИГГЗ F' (х) -  f (*)• ф ' W  -  /  (*)• * 6 (а. 6).

ДеМЗК’ F ' (х) =  Ф' (*)•

БуЯАЗН f  (х) =  Ф (х) +  С (С — const)

ТеНГгЕак6Л(а. ^интервалда берилган f (х) функциянинг бош- 
паигич (Ьункцияларн бир-биридан узгармас сонга фарц цилар 

яъни бу функциянинг (а, Ь) интервалда бирор бошлан- 
F,„ функциясн F (х) булса, унинг исталган бошлангич функ-
цияси ушбу

F(x)  +  C (С — const)
куринишда ифодаланадн.

2-таъриф.  (а, Ь) интервалда берилган функция бош­
лангич фунщияларининг умумий ифодаси F (х) +  С 
(С — const}, f (х) функциянинг ани^мас интеграли деб ата­
лади ва

J7 (*) dx

каби белгиланади.
Демак,

f f ( x ) d x  =  F (х) +  С (С — const).

2-мисол.  Ушбу
J3x* dx

интегрални хисобланг.
Равшанки, f (х) =  3хг функциянинг бошлангич функциясн 

F (х) =  х3 булади.
Ани^мас интеграл таърифидан

J3x* d x = x *  +  C
бУлишини топамиз.

1- А и и ^ м а с  и н т е г р а л н и н г  с о д д а  х о с с а л а р и :  
У • d [Г/ (х) dx] =  /  (х) dx.
Z-  j dF t o  -  F (x) +  С (С -  const), 

лапм АгаР /  »  83 f W  функциялар бошлангич функция­
ми*? Эг?  бУлса> У хрлда /  (х) ±  е  (х) функциялар* хам бош-
•'‘ангич функция га эга ва
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J If (^) ±  g  (*)J dx =  l f  (x) d x ± \ g  (x) dx

муносабат фринлидир.
4°. Arap f (x) функция бошланпш функцияга эга г,*, 

у холда k /  (х) (k — const) функция .\ам бошлантч ф, 
цияга эга ва 1 к*

J k I (х) dx  =  k f /  (х) dx  (k Ф  0)

муносабат уринлндир.
2. Э л е м е н т а р  ф у н к ц и я л а р н и н г  а н и ^ м а с  ин. 

т е г р а л л а р и .
Элементар функцияларнинг хосилалари жадвалидан хамда 

бошлангич функция таърифндан фойдаланиб, элементар фуНк. 
циялар учун аник;мас интеграллар жадвалини келтирамчз.

I J 0 dx =  С, С  — const.

2. j" 1 dx =  х +  С.

3. f xa dx =  - ^ - + C  ( а ф - l ) .
J « + 1

4. J y  =  ,n \ * \  +  c  ( * * 0 ) .

5. \ ax dx =  - f -  +  C (a >  0, а Ф  1).
J In a

6. j* e*dx =  ex +  C.

7. J sin x\dx  =  — cos x  +  C.

8. jcosxd jt =  s i n ; c+  C.

9. Г~ ~  =  tgx +  С, х ф ^  + п л ,  n £ Z .
J cos1* 2

10. =  — c t g x - f  C, x ф  rt л, n £ Z .
| J sin*x

II  f  -dx — f arctg x +  C,
■ J l  +  x* 1— a r c c t g x + C .

12. Г -----—  = 1  arcsinx +  C, < j e <  ,
J  у г +x* arccos X + C '

13. j s h x d x  =  chx  +  C.

14. J c h xd x  =  s h x - f  C.

15. f - £ -  = t h x  +  C.
J  ch*x
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3- ми с о л .  Ушбу
Г _ lL ± £ ± i  dx

^  J / *
«„тегрални хисобланг.

Интеграл остидаги функцияни
1 L

xt  +  x + l  2 . 2 . 1X +  X +
V x  V x

куринишда ёзиб оламиз. Натижада

+й)*
тенгликка келамиз.

Ани^мас интегралнинг содда хоссалари ва юк;орида кел- 
тирилган жадвалдан фойдаланиб, топамиз:

2- + i i  + i -  —
2 2 .  2 _ 2

- £ --------+ £ --------- +  2 J/ T  + с = ^ -  +  -^-= - +

г + '  * + '  5 3

+  2 у т  +  С =  +  2 V T  +  С =
5 3

= 2 ^ ( т + т  + 1) + с -

2 -§ .  ИНТЕГРАЛЛАШ УСУЛЛАРИ

Iе. У з г а р у в ч и н и  а л м а ш т и р и ш  у с у л и  
Ф АПФ «/ ) функция (с, d) интервалда бошланрич функция 
паш Г3 ЭГа бУли(>* I?(х) функция (а,Ь) интервалда диффе­
ренциалланувчи э^амда х£(а, Ь) цийматларда g(x) £ (с, d) бул- 

У Лол да

$<P(g(x))g'(x)dx =  Ф ( е  (х)) +  С 
Формула Уринлидир.
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II

9. jco s5̂ s i n  x dx.

10 . f — —-37=--
J  (1 + X ) V  X 

C dx
J У*(1+х)

12. jxe~ x'dx. ,

13. j ^ L d x .

« - f  81ПЛ —COM ,
14. j  д-... ■ ■ - i = -dx.

15.

16. 

17.

X

s in * — cosx 

sinx — ^osx

f ---------—J  sin*x +  2cos* xГ  Isin x 
dx 

*«4-1

2°. Б у л а к л а б  и н т е г р а л л а щ  у с у л и  
Фараз цилайлик, и(х) ва v(x) функциялар (а, Ь) интервал- 

да дифференциалланувчи булиб, v(x) u'(x) функция бу ин­
тервалда бошлангич функция га эга булсин. У ,\олда u{x)v'(x) 
функция хам бошлангич функцияга эга ва

С и(х) v'(x)dx — и(х) ф )  — \v(x) и'(х) dx

тенглик уринлидир. Бу тенглик б у л а к л а б  интеграл-  
л а ш  ф о р м у л а с и  дейилади. Булаклаб интеграллаш фор- 
муласини

J ф )  dv(x) =  и(х) v(x)— j ф )  du  (х)

куринишда ёзиш ^ам мумкин.
8 - м и с о л .  Ушбу

J  a rc tg K *  dx.

иитегралнн хисобланг.
Интеграл остидаги ифодани и =  a r c tg K * . d v  — dx **

купайтмаси деб оламиз. У холда du  =  —!-----—7^ '
I +  * 2 м

булади. Булаклаб интеграллаш формуласига кур а :



dx__
+  *)

p g V ^ - x a r c t g K x - J - ^

Г/Tdx интегралда К *  "= * Деб оламиз. Натижада x =  

J  dx = 2 td t  б^либ,

( У * * ;  _  [ J J L d i  - 2  Г
J l + X  J 1 + /*  J l + / *

- 2  j  | л  _  j - iL - ] = 2 / - 2 a r c t g  / + С = 2 / х - 2  arctg K 7 + C .

Шундай цилиб, берилган интеграл ^уйидагига тенг булади:

/ =  х -arctg У х -— К * ”+  arc tg Vx +  C =
=  (х +  1)arctg V x — Vx +  C-

9 - мисол .  Ушбу

1 =  fs in ( ln x )d x

интегрални хисобланг.
и — sin (In х), dv =  dx деб оламиз. У холда du =  ■— (1- — dx,

v = х булади.
Булаклаб интеграллаш формуласидан топамиз:

/ =  x - s i n ( l n x ) — |х cos (1п х) dx =

=  х- sin (In х) — j  cos (In x) dx.

Л =  jc o s ( ln x )d x  интегралда худди юк,оридаги каби б у ­
лаклаб интеграллаш формуласидан фойдаланамиз:

Л =  xcos(In х ) - f  f s i n ( l n x ) d x .  

б у л а д и ^ ’ |̂аРалаётган интеграл к,уйидагича куринишга зга

I = х sin (In х) — х cos In х— j  sin (In х) dx=

=  x sin (In x) — x cos ( lnx)  — I. 

бУлди^НбунДа,,,,ЛИ̂ ’  ̂ Га нис<̂ атан чизицли тенглама хоснл
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/ =  - у  ^sin (In дс) — cos (In дс)) - f  С I
эканини топамиз.

10- м и с о л .  Ушбу

I -  Г— —  (п =  1 , 2 , 3 ,  . . .  ) 
-o'* J(jc* + a*)n

интегрални хисобланг.
Аввало бу интегралда п  =  1 булган холни к̂ араГиик 

Бу холда
гъ

d
dx I I  \ a / IIx =  \ - =  —  1 — -  =  — arctg —  +  С

1 x*+ a1 a \  ̂ / x \* a a

т
муносабатга эга буламиз.

' ■ - Г - * * —л J  (л* +  а*)л
интегралда

и --------- -— -, dy =  dx
(** +  А*)Л

деб олсак,
, 2 п х dxdu  = -------------- —г* и =  х

(** +  0*) +1
булиб, булаклаб интеграллаш формуласига кура 

булади.

l = - JL— + 2 n [ ------ X̂ r r d x
"  (х* +  а«)л J(x »- fa * )',+l

*2 ифоданинг куриниши

х* I *— а*
(х *  +  а » / ‘+ 1  (дг* +  а * )"  (х *  +  а*)'1+1

каби узгартирилиши натижасида

/ =  — -------- f- 2n l  — 2паг .
п (х* +  а*)л п Л+1

тенгликка эга буламиз. Бу тенгликдан эса

/  -  4  . - *  ■ 2 "  ~ 1  _ L  /
" + 1 2л а* (х *  +  а « )л 2п  а* п
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нт формула келиб чик,ади. Бу реккурент форчула- 
реккуРр" ^  j б^Лган холдаги интеграл \исобга олиниб, 
да» 83 у Чу Н интеграллар топилади. Масалан:
п >  ' _  Г dx =  J _____ х _  , 1 7 _

J ( , 1  +  а*>* 2а* * * + а* 2а* 1(х* +  а*)’
1 х +  arctg —  +  С. 

^ 2 а* 6 а2а* лг*+ва

Мисол ва масалалар

Булаклаб интеграллаш усулидан фойдаланиб н;уйидаги 
интегралларни ^исобланг:

26. j x s i n x d x . 36. f eax c o sbxdx .

27. $ x e ~ d x . 37. j  eax-sin bxdx.

28. j x n In xdx(n Ф — 1). 38. In* x d x

29. j  arcsin xdx. 39. j  e2xs\ni xdx.

30. | Xя e~*'dx. 40. J x  (arctg x)*dx.

31. f  arcsin, dx 41. f x l n  1 — -  dx.
J  1 — X

32. ja rc tg x d x . 42 . jV s h x d x .

(7 ,n * \* .
33. j l n ^ + l / l + x 4) ^ - 43. j ( , )
34. j s i n x l n  (tgx)dx. 44. {— dx. 

J  COS* X

35. fcos(ln x)dx.
J

45. j  arctg <«*) dx

М .  РАЦИОНАЛ ФУНКЦИЯЛАРНИ ИНТЕГРАЛЛАШ

КУрини ~<* + Р* + чУ* ' т =  1,2,3> ‘ ‘ ' (1)
/1, сШДааГИ касрлар с о д д а к а с р л а р  деб аталади, бунда 
Учхад i -а ’ f ^ лаР УзгаРмас сонлар, х2 +  рх +  q квадрат 

у щб илдизга эга эмас.

p(jt)
QU)

эга эмас.

°о ~Ь QfX -f- aajf* +  . . . +  an хп (2)
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куринишдагн каср рационал функция дейилади, бунда а 0,
Ъ ва bj узгармас сонлар, n£N, j£N.  Агар nt '
булса, бу каср турри каср деб аталади. ^

Х,ар цандай т>трн каср содда касрлар ор^али ифодалан». 
ди (к- Т. Азларов, X. Мансуров. «Математик) анализе, I- жидТ 
262-бет). Демак, (2) куринишдагн рационал касрларнии« 
теграллаш масаласи (1) куринишдагн содда касрларни ни 
теграллаш орцали ^ал цилинади.

I ЛI — -  с о д д а  к а с р н и н г  а н и ^ м а с  и н т е г р а л  и:

\ 7 ^ а  =  А\ ~ Г - а  =  А [п \х ~ а1 +  С-

2. |  (х~  д)т dx (m >  •) интеграл хрм осон чисобл». 
нади;

_ ^ _____1 I п
1 - т  ‘ (х —а)

0 Вх +  С ^3  .  содда касрнинг интегралини лнспблаш
х1 +  Р* +  Я 

учун х* +  рх  +  q квадрат учгадни

** +  рх +  Q= ( *  +  -J-J* +  Я — J -

куринишда ифодалаймиз (дс* +  рх +  q квадрат учхад хаци-
ций илдизга эга булмаганидан q — —  >  0). У *олда

4
,  _  Г 8х+С _  г .  л ± с  ^  а , OL

J «•+,«+, J(,+ f)*+„.
булади. Бу интегралда х +  —  = t  алмаштиришни бажара*

миз:

J  /* +  а* V 2 /J /* +  а*

В С <Ц(* +  а*) , ! п  Вр\ 1 f  * ( т )  
Т )  /* +  « .  + 1 2 " ) ' а , Т Ш 2



!L  In (/* +  a*) +  (С  — у  arctg *— +  C,

p
2 C - f l p  *  +  2

д емак’ 1 -  f  * + £ + " « dx ~

Х +  -Г -

. i t a ( *  +  *  +  «  +  M a r d g - ^ + S C ,

r  —

4 fl* + c— (т> 1 )со л д а  касрнн интеграллаш учун 
’ (х*+рх + •)"

худди 3- холдаги каби узгарувчини алмаштиришдан фойда- 
ланиб топамиз:

I =  Г В х + С  d x  =  J L  Г d(t* +  gt)
"  J  (х* +  р х + 9 Г  2 J  (/* + а*Г  +  

 й1  = i - _ !  !  .
\ 2 /J (/* +  a*)m 2 1 —m ' (/> T

■  + f c - ^ H — —  Г  2 /J

Бу муносабатдаги Г--- —---- интеграл 10-мисолда кел-
J  (** +  a ')m

тирилган булиб, у реккурент формула орцали ^исобланади. 
И- м и со л. Ушбу

j  С х dx*I(ж -+-1) (2 х  — 1) (х* +  I)

интегрални хисобланг.

----- ------------------------- касрни содда касрларга ёйиш нати-
<*+ l) (2x -  1) ( х » +  1)

жасида у ^уйидаги куринишга эга булади:

___________ х__________________ А _ ____ В _  . Сх  +  Р
(■* +  1) (2х  — 1) { х * 1) _  х + 1  2х  — 1 х * + \

%  тенгликнинг ^нг томонидаги касрларни умумий махраж- 
суратдаги купхадларнинг тенглигидан фойда-
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— А +  B — D = 0, 
2A +  В — C +  D =  I, 
—A + B  +  C+2D=0,
2A + В +  2C =  0 

системага келамиз. Бу системани ечиб,
л l D 4 я  3 п  I А =  — , В =  — , С   , D =  —

6 15 10 10
эканини топамиз. Шундай цилиб,

j  _  Г ___________ xdx_______________ |_ Г dx  _4_ Г‘ d (

J  (*-ЫК2*-1К** + 1) “  6 J  х+  I +  I5 J2 X - I +

+  Г____!2 _ L _ “ L d * =  —  1п|х +  1 |+ —  In |2дг — II—**+1 6 1 30 1 1

- ± [ d U 1 ± n J _  Г_^1_ =  _L ln|x+  ,| +
20 J  x* -h I 10 J  x* -f I 6 1 '

+  30 In I 2дс — !| — In (x* -I- 1 ) + - i- a r c tg  x+C.

Бу мисолда рационал касрларни интеграллаш учун уму- 
мий булган, содда касрларга ёйиш усули етарлича мурак­
каб булган тенгламалар системасига олиб келишини курдик. 
Шунинг учун интеграл остидаги функция куринишига караб 
иложи борича солдароц усуллар билан интеграллаш маъ̂ ул- 
дир.

12-мисол. Ушбу
Г dx  

)х*+\
интегрални хисобланг.

Интеграл остидаги ифода куринишини узгартирнш нати- 
жасида топамиз:

/ -  Г dx  г  %  _  _ L f  d [ x ~ ' r ) ~ d ( x + j l *

J*  + « J^_L- «J , + J_

_ _ L f  _ _ L f  - ( х + т )  e  |
2 J  7 П *  2 J  / I \* „

(* r ) + ( - + — ) ' - 2
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__L_ функиияни содда касрларга ёямиз:

I
2 2 ( г—У 2 / + К г ) ’

Натижада
г d i ____ ! _  Г ^  Г
JjrTsi "  2̂ 2 J Z-V2 2/2.)г+К22 ^2

l—  In I г~~ ^ 2__ I +  С булади.
I г  + V 2  I21^2

Демак

Iт= arctg 
2 ) 2  ь > 2

( * - т )  | » In 
V T  4 » 2

х  +  —  + К 2

I
2 ^ 2  arC<g x ^ 2  4 J 2

=  In

+ — -V 2
x

x* +  x V T  4-1 
X» — xVT  - f  1

+  c

+ c.

Мисол ва масалалар  

К,уйидаги интегралларни хисобланг:

46 xdx
I  (х+1)(х +  2) (х +  3)

47. Г ----- * £ ___ .
J  X» — Зх +  2

*■М dx

50. j<*+1)(Х*+1)

dx

* * + г

xdx
J  U+IX*M-|) '

53

54.

55.

56.

57.

58.

59. 

60

Г dxJ X*- 1Iх»+1 dx.
х*+\

Г ________dx________

J ( l + * ) ( l + x * ) ( l + x * )  'Id I 1)100 

1—X7

dx.

XV+X7)
-11

dx.

f — -------J  x*+3x*+2

J

dx  

**+\

dx.

С dx 

J  * • -



1. Г — -  =  —  arctg —  +  С (а +  0).
J  а*+х* а а

2 . f - * - - X l „ | « ± i |  +  c  ( в ^ О ) .
J  а*— х* 2а I а —  х I

4- 1  p f c . =arrain 4 + с  <а>0)'

5- J  “  l n U +  V  1? ± 0*1 +  С (<3>0)

6. f . - т ^ Ц  - ± V a r ± ? + C  ( а > 0 ) .
J  V a* ±  X*

7. J  /0*^74* = -j-Va7̂ ?  +
-b — arcsin —  +  С (а > 0 ) .

2 а

8. J У х 1 ± a xdx =  - y V V  ± а 2 ±  ^ -1 п \ х  +

+  Vx* ± а * 1  +  С (а >  0).

4- §. БАЪЗИ ИРРАЦИОНАЛ ФУНКЦИЯЛАРНИ 
ИНТЕГРАЛЛАШ

Iе- \ R^x,  куринишдагн интегрални ^арай-

лик =и- бунда /?(х, ф(х)) х ва <р(х) ларнинг рацио­

нал функциясндир.
Бу интегралда

К,уйидаги формулаларни исботланг:

V c x - f d

алмаштиришни бажариб, рационал функцияни и н тегр ал л аш - 
га келамиз.

13-м и с о л .  Ушбу

Г -  J  = -  <П6Л0
интегрални ^исобланг. ^

Интеграл остидаги функция куринишини ц уй и д аги ч а  ) 
гартирамиз:
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" =  / алмаштиришни бажарсак, у  ^олда х *

, - J c .  1fl__
-я

------ ------------

f  .1—  ( n - W d - r -  Г
J  ( \ - t n)* t (а -Ь )-Г  ' ____

„ С dt п 1 , г _____ 2 _ i / ^ ' + C
^ Т ь ) 1Г  =  — а - Г + С - Ь - а \  х я*

эканини топамиз.
23. Куйидаги

М Ч ^ Т Ш ' ’ ........... ( Й г П *
интегрални карайлик г р г 2> • • • • гп — рашю*
нал сонлар. Бу r lt г„  . . .  , г„ рационал сонларнинг умумий 
махражини топамиз, у  т  га тенг булсин. Агар царалаётган 

mf n x 4- Ьинтегралда t — (x + d алмаштириш бажарилса, интеграл­
ни хнсоблаш рационал функцияни интеграллашга келади.

14-м ис ол .  Ушбу

/ f  dx
)  V~x +  V~*

интегрални хисобланг.
Бу интегралда t =\ х алмаштиришни бажарамнз. Нати-

' - 6 1 , - Т 7 л - 6 Я ' ’ - ' + 1 - т т 7 ) л “

" 6 ( т ~ т + , _ | п | ' + | | ) + с = '

- 6 ( т - ^ + ^ - 1 п | ! ^  +  м )  +  с -

** 2 V T  3|/х +  Ьу х — 6 In | Vх  +  1 1 +  С 
**нлигини топамиз.



Мисол ва масалалар
К^уйидаги интегралларни .\исобланг:

61. f  " V . 66.
J  1 +  V T

62. Г 3 f  х +  1 dx 
J  У x - l  x + l ' 67.

63. Г т/ \ ± 3 . j ! L  
J  r  1 -  x 1 — x 68.

64. \ ' ~ t X + 'dx. 69.
J  1 + V x +  1

65. Г dx
J  (\ + y ; ? V x

70.

Ж-Ь1)2(д:— 1)4 *
С xdx
J  v xs(a—х) a > ^| 

dx
\+Vx+}'\I ТХ

3°. ^уйидаги
J  /?(х. у ахг+ Ь х + с ) dx

ннтегралнн царайлик, бунда а, Ь, с — узгармас сонлар, ax’ -f 
4- Ьх +  с квадрат учхад тенг илдизларга эга эмас (а *  О 
Ьг — 4а с  Ф  0).

а) Агар ахг +  bx -h с  квадрат учхад ^а^иций иллнзларщ 
эга булмаса, у  х.олда унинг шиораси билан а  нинг и порася 
бир хил булиши маълумдир. Шунинг учун а >  0 деб фараз 
киламнз. Бу холда царалаётган интегралда

t = У а  х +  Уах?+Ьх+с (1)
(ёки t — — У  ах  +  У  ах*+Ьх+с )

алмаштирнш натижасида интеграл рационал функцияларни 
интеграллашга келтирилади.

б) Агар ахг + Ь х -\ - с  квадрат учхад .\ар хил xt ва х, 
хацицнй илдизларга эга булса, у  холда

У ах*+Ьх-\-с =  У а{х—х,Х*—xj) булиб,
У a(x-xMx-xJ =  / ( X - Xl) (2)

алмаштирнш натижасида интеграл остидаги функция t у* 
гарувчининг рационал функциясига келтирилади.

Одатда (1) ва (2) алмаштиришлар Э й л е р  а л м а Ш Т *  
р и ш л а р и  деб аталади.

15-м и с о л .  Ушбу
1—У 1+х +  х*

J x Y  1-bx ■+* х1
dx

интегрални хисобланг. 
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адмаштиришларидан фойдаланиб,

V T + 7+ 7*  =  /х +  1

натижада

Х 1 -/ 1 ’

L ----------- г, I - / + / 1 1 Л + д г  +  дг* - I
/ !  +  * + * * =  ■ . '  = ------------ ------------

бУ'Топнлган муносабатлардан фойдалансак,

n - / r M ± Z rfx , _ f J « L ,
J  * / l + * + * *  ^ 1 **

ln|1_r-| +  C =  l n | l - ( ^ ± ^ i ) ' + с
хосил булади.

К>п холларда Эйлер алмаштнришлари мураккаб хисоб-
лашларга олиб келали. К,уйида j R (х, \лах* + Ьх +  с)  dx 
интегрални хисоблашнинг яна бир усулини келтирамиз.

R (х, Vax* + Ьх +  с ) функциями алгебраик алмаштириш- 
лар ёрдамида хар доим цуйидаги куринишда ифодалаш мум­
кин ‘

— — 1 (-)- ~  +  R t ( v).
у ах1 -\-Ьх с

бу ерда /?, (.х) ва Rt (х) рационал касрлардир. Рационал 
каерларни интеграллаш масаласи юкорида курилганини зъти- 
борга олсак, у холдаI Я, W  dx

V  ах* +  Ьх +  с
касг>Г*рЛИИ хи„со®лашга келамиз. Маълумки, /?, (х) рационал 

/Р п М  купхад па элементар (содда) касрлар йигннднси 
к>ринишнда ифодаланади. Шундай цилиб,I Рп  (X) dx'

V  ах* +  Ьх + с 
dx

(х — п ) т У  ах* +  Ьх - f  с

(3)

(4)
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I ------------------ dX =. P*— 4 q<  0
(x* +  px - f  q)m V  ax* +  bx +  с

интегралларга келтирамиз.
(3) ннтегралнн ^(со5лаш УЧУ«

Г  Ря <х\ dx 

J  1/ а х *  +  Ьх -
Q (дс) У  ахг +  Ьх +  с  +

+  Ьх +  С
dxI V a**  +  ■+ с (6)

формуладан фойдаланиш ма^садга мувофи^дир. Бу ерда i 
бирор сон, Q (х) тартнбн (п — 1) дан катта булмаган купхад 
Охирги формулада тенглнкнннг хар иккала томонидан косила 
олнш ёрдамида хосил булган тенгликдан X ва Q (х) к\пхад- 
нннр коэффнцнентлари топилади.

dx
интеграл эса узгарувчини алмаштирнш

У  ах* +  Ьх h с 
усули билан ^исобланади.

(4) формула билан ифодаланган интегрални t = —L
х — а

алмаштирнш ёрдамида (3) куринишга келтириш мумкин- 
лигини курищ кийин эмас.

(5) куринишдаги интегрални эукоблаш учун ахг +  Ьх+ с,
х:* +  px +  q квадрат учхадларда р  =  — булса, к,аралаётган

а
ннтегралларни

(2x +  p)dx dxВа
2/П+1 I 2m—1

(x* +  px +  q) 2 J  (x* +  px +  q) 2

интеграллар йигиндиси оркали ифодалаб, биринчи интегралД* 
и = х* +  px +  q, иккинчи интегралда эса

/ =  (Vx' +  p x + q ) ' ---------2х + р ■ —
2 Kx» +  px+i/

алмаштирнш бажарилади (Абель алмаштириши).
Агар р  Ф  — булса, а

а/  +  рх = ----- -LJL
'  +  1
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цтирнш ёрдамнда (5) интеграл

J Р V) dt
(/*+Я)т  у  t f l  +  r

„шга келтирилади, бу ерда Р  (/), (2т — 1) — тартибли 
• а д  ва X мусбат сондир. Юкоридагн алмаштиришда а  ва 

в лар шундай танланадики, хг +  рх +  q ва ах* +  Ьх +  с  
драт уч\адларда t нннг бнринчи даражаси цатнашган

халлаР йуКОМДН
PJ!L-  тугри касрни содда касрларга ёйиш натижасида 

</• + *>"
юкорндаги интеграл ^уиидагн ннтегралларга келтирнлади:

/>________tdt Г ________dt_________

J  (/« + X)* Vst'  +  r  J (t1 + *)* v  я* + Г
Бу и н т е г р а л л а р н и н г  бнрннчисн и* =  st* +  г, иккинчиси эса

и = (Y s/а+ г) ' =  — 5/ ■ Абель алмаштиришларн ёрдамнда
V  U'+Г

хисобланади.
16-мисол.  Ушбу

dxS (х* + 2) Vx*+\
интегрални хисобланг.

Абель алмаштиришидан фойдаланамиз. Натижада

У =  ( У * + \ ) '
У * ш + 1

и* ( х ' +  1 )-д *  д> +  2 - Ц ^ .
1 — V*

0 \г хг + 1  =  >rt d v  V х1 +  1 +  =  dx,
_  dx d v

— - =* муносабатлар >рсил булади.

I ------- In K I ± i  + C
J  (** + 2)Kx* +  l J 2 - 1'* 2 ^ 2  ] / 2 - K

K 2  + JC

3 — —J 2 + 7  , ______r iZ Z X : +c- h  i£±Z±, 
j f e  K J 7 7  г  K2'  У ы  + 2 - X+ C '
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I -------------------- d x --------------  , p l —  4< / < 0
(jc* +  px +  q )m  V  c lx % +  Ьх +  с

интегралларга келтирамиз.
(3) интегрални \яоо5лаш учун

Г
J  VTx*-

' r t  dx Q (х) Vax* +  bx +  с  +
+  bx +  c

dx+  A.J Vajfl + bxl+c
формуладан фойдаланиш ма^садга мувофи^дир. Бу ерда \ 
бирор сон, Q (х) тартиби ( п — 1) дан катта булмаган купхад 
Охирги формулада тенгликнинг хар иккала томонидан ^оснл 
олиш ёрдамида хосил булган тенгликдан к  ва Q (*) купхад. 
нинг коэффициентлари топилади.

dx
интеграл эса узгарувчини алмаштириш

Y ах* +  Ьх г  с 

усули билан ^исобланади.
(4) формула билан ифодаланган интегрални / = —L

г — а
алмаштириш ёрдамида (3) куринишга келтириш мумкин- 
лигини куриш цийин эмас.

(5) куринишдагн интегрални х,исоблаш учун ах2 +  Ьх+ с,
х* 4 - рх + q квадрат учхадларда р  =  -  булса, щаралаётгана
ннтегралларни

(2х +  р) dx (* dx
2m + l 1 2m—1

(x' +  px +  q) 2 J  (xt +  px +  q) 2

интеграллар йипшдиси оркали ифодалаб, биринчи и н т е гр а л д а  

и = х* +  рх +  q, иккинчи интегралда эса

/ -  (У  ? + > + » ) •  — , ^  -
2 V х* +  рх +  ч

алмаштириш бажарилади (Абель алмаштириши).
Агар р Ф — булса, а

a  t  +  РX = -----
/+1



■штириш ёрдамида (5) интеграл 
г  Р (I) dtJ [l*+X)m Vsl* + r

«.ига келтирилади, бу ерда Р (/), (2т — 1) — тартибли 
к;риниш  ̂ муСбат сондир. Юкоридаги алмаштиришда а  ва 
к?пхаД шундай танланадики, х2 +  px + q ва ах* + Ьх + с  
Р ларт учхадларда t нииг биринчи даражаси цатнашган

хадлар йуКолади-
Р <п тугри касрни содда касрларга ёйиш натижасида

ю оридаги интеграл цуйидаги интегралларга келтирилади: 
л ______ tdt Г ______ л ______

J  а *+ X)» /«/*+»■ J а2 +  *)* V  +  г
Бу интегралларнинг биринчиси ц* =  st2 +  г, иккинчиси эса

v = (Ysl '+r)'  =  — s> —  Абель алмаштиришлари ёрдамида 
/ я * + г

хисобланади.
16-мисол.  Ушбу

dxI <х* +  2) V * + l

интегрални хисобланг.
Абель алмаштиришидан фойдаланамиз. Натижада

V x * + \
2 — с*

I/’  (** +  1) =  дс\ * 2 +  2 1 — V*
v Ух* +  I = х, dv  Vх1 +  1 +  =  dx, 

:р - -—  = муносабатлар \оснл булади.

Г -  d x  С  d v  ' I  . V 2 +  V____  Г - *
(<* + 2) K jC+I  J 2 - 1'* 2 ^ 2  К 2 - »

V i +
In — - 1 5 H  + c _  _ l  y ^ ± z ± !+ c .

V i --------------- 2 V 2 V  +  2 — x
Vx* + 1
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1 7 - м и с о л .  Ушбу
dx

■ ■ j <2*+1)» V4x*+4x+5
интегрални хисобланг.

Бу интегрални ^исоблаш учун 2х +  1 =» 2 sh t алма Ч 
ришни бажарамиз. Натижада ц%

/ =  ~ Г --------- cth / +  С =8 J  sh*/ 8

____I V l +  sh»t с  _  1 VАх* + ix  + 1 г
8  sh/ 8  (2 - r + l )

булади.
1 8 - м и с о л .  Ушбу

/ =  jxV x*  — 2х+2 dx 
интегрални .\исобланг.

Бу интеграл цуйидагича эугсобланади:

I =  j x V x *  — 2x+2dx  =  §  x V (x — iy+\dx  =

“  j  (х -  1) V (x - l)*+ ld x  +  j  V {x — l )4 ld x  -

=  j J  1 (^ - 1 )* +  1J2 d  1(jc - 1 ) *  +  1 ]+  I  

+  J V ( x  — 1)*+ Id ( jc — +  i| 3 ~ +

+  £ f i  K ( * “  ! ) • + ! + -J In | ( х - 1 ) + К ( ^ г Т Я ГЧ + 

+  С =  i  ( j c * - 2jc + 2)3/2 - f  у x * - 2x +2  +

+  \  In | ( x - l ) + / ? - 2 * + 2 |  +  C.

4е. Б и н о м  н а л  д и ф ф е р е н ц и а л л а р н и  и н т е г р * *  
л а  ш

Ушбу
х* (ax'1 +  ЬУ dx 

ифода биномиал дифференциал деб аталади.
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Бу ерда о, b з^иций сонлар, т, п, р  лар эса рацио- 
^  донлар булиб. аФО, Ь Ф 0. т ф  0, п ф  0. р  ф  0. Ушбу

|  х"1 (ахп +  b y  dx

интеграллар куйидаги уч >рлда рационал функчияларни ин- 
теграл-ташга келтирилади:

1) Агар р  — бутун сон булса, *  =  Iх алмаштнрнш бажа- 
рилади, бу ерда N, т ва п касрларнинг умумий махражн-

лир т  -f I2) Агар ——  бутун сон булса. a x ' + Ь = Г  алмашти- 

риш бажарилади, бу ерда s р  касрнинг махражидир.
3) Агар +  /> бутун сон булса, а  +  ftx- * =  t1 ал-

маштириш бажарилади, бу ерда хам s р  касрнинг махражи­
дир

19-мисол .  Ушбу

интегрални эукюбланг.
Интеграл остидаги ифода учун

a — b — 1 , /п — 0, /1 =  4, р  =  — -1 булиб,

W -f 1 | 1 1 Л g, •
----------Ь р = --------- = 0  булади.

п 4 4

Демак, 1 -+• дс“ 4 = алмаштиришни бажариш лозим. Нати-
жада:

5

dx = —t* ((*— 1) 4 <//.

12—438
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2 0 - м и с о л .  УшбуJXs ( х * -2 7 ) *  dx
интегрални хисобланг.

27)9 dX = \  I * * 4 - 27) 9 d (x *~ 27 )  
10

j w -

+  C.=  9 (V ~  27>
40

Мисол ва масалалар
Куйидаги интегралларни хисобланг:

JC*

7 1 1  

72 J
V l + x + x *

dx

dx.

73
(х +  1) | Л г * + х  +  I 

Г ________ dx_______

J  (1 — X)* V l + x* 

74 Г Vx* + 2xf +  2 dx.

75 J
76

(I + x ) К 1— x — X*

J dx

x» K** +1
x%dx77. | ---------------

J  1 Л + 2 * -

7 8 1

7 9 1

80.

x» K * *  — 1

x»-6x»+llx-6 
W  +  4 x - f  3 

dx

dx.

81

J (x+\)*Vx* + 2x
Г xdx

J  (x*—1)
178

82 dx

83

 ̂(1 +  д:*) |/"| _  Ж1

• f  — - 1J  (1 -x<) V\ +Л»

84. ( } - * ± l d x .
J  ** +  I

85. их

86

J ( x « + x + l) j/ * » + x - l

Г (X -  1) dx

J  (x*+x+ l)K i*+ j5fi
dx

+  |^x> +  3x +  2 

91. j x / j ? — 2 x+ 2 ^ '

9 2 ’ I (i + K Л н ^ П 'j



Я Ш _____ — --------- ' ’ х > 0 -
94 I ,  У~Ьх*-~2х +1

100 J  < х »+ х + 1 )^

р ______ xdx_______

J  (2х* -V 1) V  3*»+5
101

102
(т +  3) dx

1(**+1)/х«+х+1

1 з. Г—  dx 
J  <**-

104

x - f l )  V * + x + \  

+ 1с  * » + * + 1
J  *Кх«-Х +|

dx.

105.

106

х >  0.

X + V  1 +  х + х »

107

108

. J x  J ( l - x ) - * d x .

. J V  ( 1 + х 3Г *  dx.
_2 J_

109. | x 1 ( l + x 3 ) "3 dx.
I -  -

110. \x 2 ( l + x 4 r 10dx.

111. f x * i ^ ( x +  lj* dx.

dx.
1 + X +  V  1 + x + x *

.f(JSEfc.y,
dx

V\ +  X - f x *

112. j  У I +  V * dx.

dx.

dx.

113■s V \ + v  ■
V T  
Vx

V \+V x 

115 [- £ = -  J  X v  X* +  1

. _ P  xdx
н е .  - ■— _ ■

J  V < + v *
_ Г* dx

11 ' I  x * V v + * F

i t s .  f — £ = •
J  x* V  2 — x* 

119. Jv^ x  — x* dx.

120. I Г *я ***
J  1ЛиЧ-бх-к*

а ф О ,п £ М ,  n > l ,  
интеграл учун
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/„ =  —  ( хп 1 Vах* -+- bx - f  с  —
п а  \

_ i  ( 2 * _ l ) .  /п_ , — c(n — 1)

реккурент формулани исботланг.

5 - § .  ТРИГОНОМЕТРИК ФУНКЦИЯЛАРНИ ИНТЕГРАЛЛАШ

R (sinx, cosx) ор^али s inx ua cosx ларнинг рационал 
функцияси белгиланган булсин.

\ R (sin х, cos х) dx интегрални царайлик. Бу интеградц

алмаштириш бажарилса, у  ^олда интеграл остидагн ифода t 
узгзрувчининг рационал функциясига айланади:

теграллашда умумий алмаштириш булиб, ундан фойдаланиш 
куп холларда мураккаб ^исоблашларга олиб келади Шунинг 
учун интеграл остидаги функция куринишига цараб (маса- 
-тан, / =  sinд:, t =  cosjc ва к.) алмаштириш танлангмв 
маъ^улдир.

2 1 -мисол .  Ушбу

а ) 0 < е < 1 ; б ) е > 1  интеграл ^исоблансин.

I J  1 + е +  ( 1- е )  /*
1+ е - --------

I +/«

1+ /» _  Г ____2dt_
1 + е  +  ( 1- е )  /•

2dt

1 — е ифоданинг ишораси е га боглиц булиб, а'  маН. 
яъни 0 <  е <  1 да мусбат б) хал, яъни е >  1 да эса • 
фий булади. Демак, 0 < е <  1 да

хисил булади.



arctg

V \ - t
булади. e >  1 булганда эса

+  /»

arctg ( [ / 7 + ;  * в | )

i /  L=_« 
V 1+ e

t +  C =

4 -C

/ = 1—e /* —
1+ e / * • - 1

In
1 /* 1 T®
I / +<

In
e * -  I

e — I

1 -f e -f /»(е — I) - It VI* — I
I + e  —/»(е — I)

+  C =

У ч - i
In

булади.
2 ‘2 -мисол .  Ушбу

интегрални хисобланг

е +  cos х — К е »  — 1 sinx 
1 - f  e co sx

I cos6jxdx

+  С —

+ c.

Агар бу интеграл остидаги ифода учун tg I алмаш-

тириш бажарсак натижада
1 _  t* ь 2dt

1 -И*
интеграл *осил булади. Интеграл остидаг ф м\оаккаб 
рационал функцияси булса-да, уни  ̂ интегра‘ ’ ' ' д гар 
х,исоблашлардан иборат эканини куриш кии • 
интеграл остидаги функция куринишини ^уиидап 
сак:

cos4x =  cos4x co sx  = ( 1 — sin-x)2 cosx.
У холда берилган интеграл осон хисобланади.

j  cosbxdx =  j  (1 — sinx’x)* d  (sinx) =

=  J(1  — 2sin*x +  sin4x) d  (sinx) = 
sin1* . sin4xSinx — 2 - —  +  ^ ^  + c .

3 5
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12 3 - м н с о л .  Ушбу

/ - Г ----* _____  
J  3sinjr+4cos*+5

интегрални *исобланг.
tg j  = t алмаштириш натижасида:

• „ 2/ I —/* . 2 tit „
s in x ----------- , cosx —--------  dx = ------- . Бу MVHocaivJi + /1 ! +  /*' i-f/* 3 ^ '^о ат-

лардан фойдаланиб топамиз:

/ =  2 Г ------------- " --------------= 2  Г ---------=
J  6/+4(1-/*Н-5(1+/*) J  /* + 6/ +  9

- t - j o  + чг— - ,^Г + с - ----- ^  + с.
з -f-tg -

2 4- м не о л. Ушбу

| sinx sin3x dx.
%)

интегрални хисобланг.
Интеграл схггидаги функция куринишинн цуйидагнча уз- 

гартирамиз:
sinx s in 3 x =  i  (cos2x — cos4x).

Натижада
sinx- sin 3x dx =  j j *  cos2x dx  — ^  j  cos4x dx =

__ s i n 2 x ___sin4x q

4 8
булади.

2 5 - м и с о л .  Ушбу
Г dx  

J  a s lnx +  b c o sx
интегрални ^исобланг.

Интеграл остидаги функциянинг куринишинн узгартира- 
миз:

1 1  1 -

asinx +  b c o sx  , с. а  bу  a* +  b* — — —  s in x + —  —  cosx
V a * + P  V a * + b *

_  __ I_ _ _ _ _ _ _ 1
Y t f T »  s«‘n (x  + Y)
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, ar +  b* Ф 0.„ ^=5 arcsin ----- --
gyttf* ■ ya *+ b *

кяоалаётган интеграл куйндагн куринишга келади:

^ ___ dJ .___  = - — !— • (  — = (/ =  х +  Y) =J Qsinx *1" bco&x У а*+Ь* J s,n (JC+Y)

* sin —
dt +

! 2cos— L d  2

= 7 = ? , ( ' n K I - ' n K ! ) + cV  a*+b*

J - ---- : In I tg у  | +  С =
y W e *

Y = arcsin

-----------  In tg
V w  1 2

X +  Y + C,

V a> +6»
26-мисол .  Ушбу

I -  Г — - dx-----интегрални хисобланг.
J  у  ып‘дм•COSX

t = sin* алмаштирнш натижаснда интеграл ^уйидаги ку 
ринишни олади:

, - г , 3 (1 — /0 3 dt.

Интеграл остидаги ифода биномиал дифференциал булиб,

- Ь '  ,— ----------   --  ---1 Бу^олда — 1+ /-*=
2 3

унда ^Lt_! +  р
П

и* алмаштиришнн бажариш лозимдир. Лекин каралаётган
куринишда ифодалаб,интегрални 1 =

cos*x

V —, J  V cos‘ x

^ДДаро^ tgjc =  t алмаштиришнн бажарсак, у .\олда

б^чади.
(*вж) 3 d (tgx) =  (tgx) 3 +  с
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К,уйидаги интегралларни хисобланг:
121. J  s i n ' xdx .

122. f sin*x cos4x dx.
123. fs inl x cos‘ jf dx.

sin3x

Мисол ва  м асал ал ар

124

125

• J  J
126. Г

t)
127. f

COS4*

dx
COS3*

dx
sin3*

dx
cos4*
dx

dx.

128. f  —  
J sin4

129. Г  —
J sin4

130

x
dx

*co s4*
dx

X cos4*

131

132

I. f  —
J sin3
С dx

J sin*-cos4

•J sin3*-cos4*

>33. Г 7 ^ .
J  Vigx

134. (, cosxcos4xdx.

135. f sin2x cos4x dx.
136. |sin*x cos (3 x + 1 )dx.
137. |cos*2x cos*3xrfx.

138. |shx-ch7x dx.

139 . Г £2*1 dx.
J sin4j

140 и *
cos** dx.
sin4*

184

141. Jcos** dx.

142. Jcos*x-cos2x dx.

143. J  cos‘ 2x sin72* dx
144. f sh*x ch2A- dx.

145. Г -----^ —  f aJ (3 cosx -  I)» ax-
146

147.

148

•J dx.
s in * - f  sin3* 

cos2* 
dx

sin* (1 +  cosx) * 

sin2*
3 +  4sin**

dx.

, 4 9 . Г со» - с°*3* dx
J  I — sin4*

dx.

cos* — sin* dx.

sin2*

i ^  я 
. \*\<Щ

2 +  3sin2x -  4cos'* 

dx

, 5 6 ' I  tg*x-Htg*



170
■ L -

dx

J  e‘ sin‘x +  b 'c o ^ x

f dx

v  (as in* +  я  cos*)* 
dx
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-c o s *+ s in *)*

171. J s in 6x* ^  cosx dx.

172. | ------- ------ .
J  (s in *+2co s*)*

173. Г --------— -------dx.

■S
164.

7 c o «  — 4sinjc +  8

г + d x  
J  4cosjt+3sinx—2

I65 Г ' - С05 <X —* <**•
,0 °- J  1 - c o s  (* +  a)

' • II cosx к  I +  sin1* 
dx

( 1+ ecos* )*  
0 < e < l .

175 f  - i i i  
J 3sin

n* — cos*

166■f sin*

sin* +  cos*+ V  2 
167  Г 2cos*+<in£- 3  ^  

J  2cos*—sin*—3

168 f -J  sin2

4 - sin*
sin2* +  2sin*

169 Г dx

dx.

3sin** +  4 cos** 

176. | sin" xdx. 

dx. 177. J  cos" xdx.

178.
J  sin** 

dx  
cos'1*

180. f sin"x • cosmx dx, 
m, n£N.

dx.

179. J
J  sin2*+4sin*—4sin** 

e-§. ТУРЛИ ХИЛДАГИ ИНТЕГРАЛЛАРНИ \ИСОБЛАШ

27-мисол.  Ушбу
I =  f  e x+'x dx 

интегрални з^исобланг. ^
Интеграл остидаги функцияни = е х е* х куриниш- 

Да ифодалаб ех =  / алмаштиришни бажарамиз. Натижада

I ~ Je** ех dx ~  | е  - d t= e  +  с  =  е* х +  С
булади.

28-м и с о л. Ушбу

/, =  J e ^  co&bxdx.

I
ИнтегРалларни ^исобланг.“ К

sin bx dx
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Бу интегралларни ^исоблаш учун /2 ни i  =  V ~~ ] .
'О

купайтириб /, га ^ш амиз. Натижада /j -Ь */2 =  J  евх • eIfc* dje
булади. Энди е19 =  cos <р +  i  sin ф формуладан фойдаланиб 
топамиз:

е " . e ibx ~ e ax( c o s b x  +  i$\nbx)
-  - 7 + 1 Г  +  с  =  „■ + »■ <° -  " Н С  -

=  cos fex +  fc sin ft х +  /(a sin bx b cosbx)) +  С

Комплекс сонларнинг тенглиги эодндаги тасди^ка кура 
топамиз:

. ах а  со* Ьх - f  6 sin Ьх , ~
^ — + c - 

. «  a s i n h  — bcosbx . ~
/9=  e  ------------------ ------------- h C .2 a* +  b*

2 9 - ми с ол .  Ушбу

/ = Jx * (l - f  In at) dx

интегрални ^исобланг.
Интеграл остидаги функция учун F(x) =  х* бошлангич 

функция эканини куриш цийин эмас. Xх — t алмаштиришнн 
бажарамиз. У ^олда х*(1 -\-\nx)dx = dt булиб,

1 = \dt = t + С
булади.
Демак.

/ =  ( xx(l  +  In x)dx =  хх +  С.

30 -м и с о л .  Ушбу

/ =  \х(\ + х*)~2 e tTCttx dx
интегрални хисобланг.

Интеграл остидаги ифодани ^уйидаги куринишда ёзамнз: 
_з_

х(1 +  х*) е  й dx= хе г  ( (+  х1)у  , + х , 

arctg х = / алмаштириш натижасида 
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5улиб.
W / =  | tg/ • е1 | е  sin t  dt  булади.

5у j" е sin t d t  интеграл 28-мисолда ^исобланган. Демак, 

f - f / s l n tdt =  e' ■ , l n , - co' , + C  =

Ш  = « " " • ■ .  • ~ | | -2V х*+У

31-мисол.  Ушбу
/ =  \ x*arcsinxdx

интегрални хисобланг.
Булаклаб интеграллаш формуласидан фойдаланамиз:

. dx
u =  arcsin х, du  =  ■ -------.К I -  »*

; * ■ x*dx — d r, и =  ~ x4-
Л у4 Л jfl (/jC

/ =  \ x*arcsin xdx—— arcsin x — I —  • ------- =J 4 J 4 К  I -  X*
x* I f  X*dx

Ш& ■ -- —  arcsinx ------- ---  . .4 4 J  V \-**

11 = j*-pr=L==dx интегралда x =  sin t алмаштиришнн ба-

жариб ^исоблаймиз:
Л =  J  sin4/ dt  =  | (sin* t f d t  =  f  ' f  dt =

=  - i - J  ( l  — 2cos 2/ +  ■ dt  =  -  sin 2/+

P  + J . ,  + !b S )  + C.

* — arcsin x эканини ^исобга олган ^олда

----- ^ ) arcsinjc *** J 2 "** 3x^  1—** +  ^

эканини топамиз.



i \ * _ _ L  
+ 2 ) 20

=  — ( —  / — — l/ 5 / * + 5 / + l ------ ( — =
V 10 20 j  4 0 ^ 5 ] / ( /

+ / ' ,+ ' + t I + c  = ^ t / ' , + 3 ' + 1 -
____ . |n I (X +  1 )V 1  +  2 K  Х*+Зх+ 1 + r

40^5 | * — 1
3 3 - м и с о л .  Ушбу

/ = f -------- ^ --------
J  (x — 2)* (x +  3)*

интегрални ^исобланг.
Аввал ^уйидаги умумийроц интсгралларни цараймиз:

/т  .  =  Г -------- ^ , т, n£N.
J  <* +  а )т(х +  6)"
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32 -м ис ол .  Ушбу]

/ =  Г --------------------------------
J  ( х - 1)*Кх* +  З х + 1

интегрални ^исобланг.
Аввало бу интегралда t =  ——- алмаштиришни бажара.

мнз. Натижада dx =  — -~dt  булиб, интеграл ^уйндагн ку. 
ринишга эга булади:

/ -------Г ™  . . .
J  /5/*+  5/+ 1 

Бу интегрални ^исоблаш учун (6) формуладан фойдаланамиз:

Г t 4 t  =(At +  fi)./5 f*+ 5 /+ l +  хС dt -  
J  К 5/* +  5 / + l J К5/*+5/ - i .
Бутенгликни дифференциаллаб, ^осил булган касрларнн уму. 
мни махражга келтнрнш натижасида t нинг бир хил дара- 
жалари олдидаги коэффициентларни тенглаб топамиз:

А= — . В = - ± ,  Х - Л .
10 20 40

У *олда

/ =  — ( — / — —  У  5/*+5/+1 - — Г __ =
\ 10 20 / 4 0 J  К5/* +  5 / +  1



гралда t =  ——  алмаштиришни бажарсак, у  ^олда х + ft
,  ft — а .. . t(b — а) . , Ь — а___  dx = ------- dt, х - f  а  =  ---------x +  b = -----------

(1—/)* 1 - /  l - <
$лаД><

/ =  Г (1 — Qm (1 —/)п (6 — а) =
т-п J  (ft—e)m+n /m(I —I)2 
=  1 f  (1-0W 

(b -a )m+n~ ' J  /'

m+n—2
----  dt.>m

Ю^орида ^аралаётган интеграл учун
m =  2, п =  3, а  =  — 2, 6 =  3.

Демак,

w _ ±  +  3/ - £ - 3 i n | , | W
5 4 J f* 625 \ t  2  1 1 /

■  + с “ б4(_ й + 3  

I  - 31"|«-т!| ) + с -
34-мисол.  Ушбу

/ =  Г — —
J  1+**+**

интегрални ^исобланг.
1 +  х* + X s = (х* - f  1)* — хх тенгликдан фойдаланиб, инте­

грал остидаги функция куринишинн цуйидагича узгартира- 
миз:

_1___ =  I = _________ 1_________=
!+*«+** (*«+ 1), - х «  (*«+1+**)(х4-Ь1-х*) 

_ ! / » « +!  1 - х »  \ 
2 \ *«+**+1 х*-х*+1/‘

у  *олда
,  =  ± f _ £ l ± i _ ^ +  J L f _ L z f L rfx-

2 J  *«+**+1 2 J  * « -* * + 1

( -  Т ) , Г - К )  _КГ- ’JK J-



+  2
x * -h x V 3 + \  
x*—xV3 + i

+ y S g n x )  + C .

3 5 -мисол .  Ушбу
/ - j \ x \ d x

интегрални хисобланг.
а) x >  0 булсин. У  >^олда

/ =  j*|jc| d x = \ x d x  = -± + C i .

б) x <  0 да J |x |d x  =  — j*xdx -------- ^  +  Ct ;

x — 0 да C„ =  Ci=C булгани учун 

/ =  j  | x | <Yx =  -y-sgnx +  C булади.

36-м и с о л .  Ушбу
/ =  ( V |J[,dx

интегрални ^исобланг.
х  >  0, х <  О 

х,олларни худди 35-мисолга ухшаш цараймиз:

х >  0 да J  е~ 1 х 1 d x  =  j е~х dx =  — е~х +  С,. 

х < 0  да

j V ' ^ d j e - j V d c - * *  +  <:,.

х =  0 д а  —  е° + Сх =  е° 4- С ,
булгани учун Cj =  2 +  С а булади.

Демак,
Г - \ x \ d x = [ 2  —  е ~ х + С, агар х > 0  булса, 
J { е* 4- С, агар х <  0 булса.

Мисол ва масалалар
К,уйидаги интегралларни ^исобланг.

181. J ^ “ sin*6xdx. , 8 4# Г dx

182. S хг е ‘ cos* xdx. , 83. f ln"jcdjt.

« •  « -
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187. \ х arctg x - l n ( l - f  x! )dx.

188.  ̂ xarccos—  dx.

, 89. Г й СеЫ О Ш л
J  (l+x»)3/2 

190. | x In (4 +  x4)dx.

'*'•

192. J  xVx 'l + 1 In V 1 dx.

« n o  Г <*** -^-b  , I X —  I I ,193 .  In -------\dx.
.) x* — 1 \x+ 11

194. Г x3; _ ĉ - d x .
J  / l - x ‘

, 9 5 .
J  1 + x*

«96. lY th*x +  1 dx.

197. fx|x|dx .

198. J  (x +  | x I)* dx.

199. J  max (1, x*)dx.

200. J { | l + x |  —
— 11 — x|} dx.

201. f --------% = ■J  (x-f-l)»Kx*+2x

202. f  ** -7=- .
J  V7*+aVx

203. f ---------dx
J  (I—AT*)Kl -h X*

204. f  ------ dx ■—  .

205.

206.

P V\ + x*
J  x * - \I dx.

( l+ x « ) ,/ l +  2*

207. J ( t e ) V

208. Г — x ln |rx|—s sdx.J (l—x*)K**-l
209.

210.

21 1.

212.

I dx
x ^ - e 2" 
a  >  0.

II
dx

a*) К b * -* 5 
fl, ft 0. 

dx
1+2a cos x +  a*

Г dx
J  x^xn-fa

a  =?*= 0, n € ЛГ.

213. Г
J в е * + й е - ж

а -Ь Ф  0.

214.  , а-ЬфО.
J  K o + * » x

215. | ln|x* +  a|dx.

216. Г - т ^ -dx.
J  Vx + a

217. j  1" I x+V*+Z \dx_

218. | х а_/1п6_,х (а1пх+

+  b)dx.
219 J  lnx-coslnxdjc

2 2 0.  ̂ cos arctg sisin xdx.
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IX  боб 

АНИК ИНТЕГРАЛ
1-§ . АНИК ИНТЕГРАЛ ТАЪРИФЛАРИ

1. [а, Ь] с е г м е н т н и н г б у л и н и ш  и 
Бирор (а, Ь] с :  R сегмент берилган булсин. [а, 6) сегмент- 

нинг

а  =  х0 <  х, <  х2<  . . .  < * „ _ , < * „  =  &

муносабатда булган ихтиёрий чекли сондаги х0, х ,, . . t 
хп_г  хп нуцталар системаси [а, Ь\ сегментнинг булиниищ 
деб аталади ва у Р  =  {х0, x)t . . .  , хп_г  хп} каби белги-

)^ар бир xk(k = 1, 2, 3, . . . п)  ну^та Р  б^линишнииг 
бдлувчи н у упа си ,  [хА, х4+/) сегмент эса булиниш оралши 
дейилади.

Р  булиниш оралицларининг узунлиги \хк — хк+1 — хк 
(k =  0, 1, . . .  , п — 1) нинг энг каттаси, яъни

MHtyiop Р булинишнинг диаметры деб аталади. Масалан, 
[а, Ь] =  [О, 1) булсин. Ну^таларнинг

системалари (0, 1] сегментнинг

булинишлари булиб, уларнинг диаметрлари мос равишда 

Я,Я| =  — , XPj =  булади. [a, &J сегмент берилган х,олда

унинг турли усуллар билан исталган сондаги б ул и н и ш л ар и н и  
тузиш мумкин. Бу булинишлардан иборат туплам & булсин: 
?  = {Р) .

2. И н т е г р а л  й и г и н д и
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ланади.

X =  шах
1<к<п

{ Дх* J = max j Дх0, Дх; , . . . Дх„_, j



[ /(*) функция [а, b] сегментда аницланган ва чегаралан- 
■ и  булсин. (а, Ь] сегментнинг Р  булинншнни царайлик 
(а <  Ь), бу булинишга мос келувчи хар бир [х4, х*+/] (к =
*= 0, п — 1) оралшуи ихтиёрий £*(?*€!**. Art+I]) нуцта олнб, 
^уйидаги йнринднни тузамиз:
! п—1

o(D =  2  л и  A- v  (**+< — * * = &xk)- 
*-0

Одатда бу йигннди f(x) функциянинг интеграл йигиндиси 
ёки Риман йигиндиси  деб аталади.

3. А н и ц  н н т е г р а л н н н г  т а ъ р и ф и
1 -та ърнф.  Агар v e  >  0 берилганда .щи шундай  б =  

= 6(e) >  0 мавжуд  булсаки, диаметри кр <  6 булган  [а, Ь] 
оралшининг .\ар цандай Р булинишда (Р£&) %амда (дсА, 
xt+|] оралицдан олинган ихтиёрий \h (?*€[**,  хл+,]) нуцта- 
ларда

2 Д Ц 4 * . - /  < «
* = 0

тенгсизлик бажарилса,  у  %олда I сонини f(x) функциянинг 
[a, b] ораликдаги а н щ  интеграли д еб  аталади ва уни

К  / =  j  f(x) dx
а

каби белгиланади.
1-мнсол.  Ушбу

f(x) =  х
функциянинг [а, Ь] сегментдаги интегралини хисобланг.

Маълумки, f(x) функция учун (а, Ь] сегментда интеграл 
йипшди

н  ° = 2 ^ Ддг*
*=о

кУринишда булиб, бунда

Axk = xk+1 ***

Хк ^  ^к ^  1 *
Бу тенгсизликдан, Ьхк >  0 булгани учун топамиз:

Хк ^ Хк <  %к^Хк ^  Хк+\^Хк*
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л —1 л —1

Энди V  хкАхк ва V  Дх* йигандиларни куйидагнча 
*=о *=о

гартнриб ёзиб оламиз:
Л—1 П—1

4J  ***** = 2  — **>=
fc-О  *~0

*«0 Ar=0
l / о  ov 1 V 1 A 0  ̂ Ч.'' к о

=  7 ( 4 - ^ 7 1 4 = 1 ------- 4 4
л=о л=о

Агар хА+1 =  хк\+ Ахк эканини эътиборга олсак, у холда

ь=о
булади.

Демак,
- Л—1 .  . П —16*—а* 1 П“"1 I А « | П — ‘

--------V  Ад:? ^  о <  - ~ а Н-------V  Дх*.
2 ЙЙ * 2 2 Го*2 “ *—о " " *-о

Бу муносабатдан

_ * = £ ! <  - У д ж »
2 2 —  **=о

Л—1I Ж. 1тенгсизлик келиб чи^ади. Сунгра —  V  Ах2к учун

T 2 A- s < V T 2 Ax* - ^ i r  *~0 *-0
(Хр =  шах {Дх*}) булишидан Хр-^  0 да 

1 П” 1
“2~2l Ах\-+0  булади.

*=»0
Демак,

ь*,*_ а* г  fc*—а*
пш а  =  —?5— , яъни I хах =  —5— * 
Хр->0 J J  1
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о.мисол .  Ушбу
( 1, агар х рационал сон булса,

Х(*) = ( 0, агар а- иррационал сон булса.
у ,  функцияси учун [0,1] сегментда интеграл мавжуд-

^Г текш и ри и г.
' к  функция учун царалаетган оралицда интеграл ингин- 
■й ^йидагича булади:

j 1( агар барча \ь рационал сон булса,
о = | о] агар барча с* иррационал сон булса

равшанки, Хр- ^ 0  да о йигинди лимитга эга эмас.
Демак, Дирихле функцияси [0, 1] сегментда интеграл- 

тануБчи эмас.
4. Д а р б у  й и г и н д и л а р и .  Анин;  и н т е г р а л н и н г

бошка ч а  т а ъ р и ф и .
/М функция (а, Ь] оралнкда аницланган булиб, чегара­

ланган булсин. [а, Ь] оралицнинг бирор

Р — {х̂ , jfj, . . .  , *„} € j

булинишнни олайлик. Тупламнинг аник, чегаралари .^ацидаги 
теоремага кура

т к =  inf { f{x)}, х £ |х*; хк+1],

Мк =  sup { (Дх)}, х 6 I**, **+11 (к =  0, п  — 1)

лар мавжуд ва ихтиёрий ?*€ !** , х*+)] учун

тк <  /(?*) <  Мл

тенгсизликлар Уринлидир.
2 -таъриф.  Ушбу

У / > - 2 ш,Д х, , 5 Д )  =

йигиидцлар мос раВИШДа д арбунинг куйи х,амда юк,ори йи- 
Дилари деб аталади.

йигинди лари учун куйидаги муносабатлар ^рнн- 
ЛИДИР; (»Ч. [1], 279-бет).

I !® '*? <  «ДО < *,(/ )•
) т  (Ь -  а) с  sjif) < SJJ )  <  М(Ь -  а).

М “  sup{/(*)}, т =  inf |/(*)}, х£[а, Ь].
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Демак, 2) муносабат Дарбу йншндиларн т^пламла! 
чегараланганлигини билдиради.

3 - т а ъ р и ф.  (sp(/)} тупламнинг а н щ  юцсри  Че< 
f(x) функциянинг [а,Ь] оралщдаги к,уйи интегра 
аталади ва

/ =  f / №  
а

каби белгиланади.
{Sp(f)} тдпламнинг аник, цуйи чегараси f (x) функция■ 

нинг [а, Ь] оралицдаги юцэри интеграли д еб  аталади ва
ь

7 =  f f(x)dx
v
а

каби белгиланади.
4 - т а ъ р и ф .  Агар f(x) функциянинг [а,Ь] ораликдагц 

куйи ва щ о р и  интеграллари бир-бирига тенг булса, у 
)(олда f (x) функция [а, Ь] оралщда  интегралланувчи де­
йилади ва уларнинг умумий циймати

/ =  / =  /

f(x) функциянинг [а, Ь] оралщдаги а н щ  интеграли (Риман 
интеграли)  дейилади ва у

ь
\ f W x
а

каби белгиланади.
Демак,  ̂ ,

( f(x)dx — f !(x)dx= J  Дx)ix.
a  a  a

АГаР ‘  5
f l(x)dx ¥• f  l(x)dx

a 'a

булса, у  \,олда f(x) функция [a, b\ оралщда и н т егр а л л а н у + 
чи эмас дейилади.

3-м и со  л. Ушбу
К*) = х J

функция 4-таъриф ёрдамида [а, Ь] орали^да интеграл, 
чи эканини курсатинг.
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тшкнинг ихтиёрий Р  булинишини оламиз ва 
[а, Ь] дарбу йигиндиларини тузамиз. \ар бир

К .  хн 1 )
„ м  =  эканини :\исобга олсак,

«iKia =  ' * *+‘ o p a .w d * „_i
л-1 fti—flj ! у  4 2

s i n *  У  xkSxk = —2------- т ! Лх*’V 7'  л*  *=о
*“ °  п-1

п-1 ьг— а1 , 1 V  \х2

k-t
ифодзларнй топамиз.

Бу муносабат лар дан
Ь%— аг

sup {5р(/)}*=^-5—
** — а1

inf {5р(/)} =  ;

эканини куриш цийин эмас 
Демак,

В .  j r t - J L j *

булиб, Дх) =  * функция [а, Ь] оралшуи интегралланувчи ва
ьр . Ь*—а*
I xdx =  —2— •
а

4-ми со л. Ушбу
Г1, агар х рационал сон булса,

XW — |о, агар х иррационал сон булса.
Дирихле функциясини [0, 1] орали^да 4-таъриф ёрдамида 
•мтеграллануЕчиликка текширинг.

№. 1) оралицнинг ихтиёрий р  булинишини цараимиз ва 
Унга нисбатан Дарбу йигиндиларини тузамиз:

Л—1

sJJ)  =  ^  mk^Xk =  °.
*=0 

* -о
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Бундан
sup {sp(f)} =  О, 

inf {Sp(/)} =  1

экани келиб чицади. Демак,. Дирихле функциясииинг [о « 
орали^да цуйи ва ю^ори интеграллари мавжуд. Лекин ’ ^

1 I
f %(x)dx Ф  J  хШ х  

Ъ о

булгани сабабли у  [0, 1] оралицда интегралланувчи эмас.
Аниь̂  интегралнинг 1- ва 4-таърифлари узаро зквива- 

лентдир.

2 - §. АНИК ИНТЕГРАЛНИНГ МАВЖУДЛИГИ. 
ИНТЕГРАЛЛАНУВЧИ ФУНКЦИЯЛАР СИНФИ

1 - т е о р е м а .  f (x )  функция [а,Ь]  орали^да аникланган 
ва чегараланган булсин. Бу функция [а, Ь\ орали^да ин­
тегралланувчи булиши учун V e  >  0 олинганда >̂ ам шун­
дай 6 =  6(e) >  0 сон топилиб, [а, 6] орали»\нинг диаметре 
\р <  6 булган >̂ ар цандай р  булинишга нисбатан

—sP(f) < г  w ! I
тенгсизликнинг бажарилиши зарур ва етарлидир.

Агар аввалгидек f(x) функциянинг [**, хк+{) ( * = 0 , я —1) 
орали^даги тебранишини (ок орцали белгиласак, у .\олда (1) 
тенгсизлик

V  солЛдгл< е  Л
*=*о

куринишга эга булади. « м »
2-т е о р е м а .  /(х) функция [а, Ь] оралик^да узлу* 

булса, у  шу орали^да интегралланувчи булади.
3 - т е  о р е м  a. f (x )  функция [а,Ь] орали»\да 4t,raP * j ,  

ган ва монотон булса, функция шу орали^да интегр*^
ланувчи булади. талан-

4 - т е  о р е м  а. /(х) функция (а, Ь] орали^да 4 
ган ва бу орали^нинг чекли сондаги ну^таларида >3!.*лСд, 
га эга булиб, долган барча нуцталарида  ̂ узлуксиз 
функция шу орали^да интегралланувчи булади.



5- м  и  с  о л .  У ш б у  ^

=  j  x'dx 
в

интегрални хисобланг.
i(x) =  х9 функция [я, Ъ] ораликда узлуксиз булгани учун

2-тео р ем ага кура у  ^аралаётган ораликда интегралланувчи
булади.Демак, бу функциянинг [а, ЬJ оралин; буйича интеграли- 
ни таърифга кура хисоблашда [а, Ь] ора лигнин г булиниши- 
ни \амда \ар бир [дг*, **4.1] булакда £k ну^таларини интег­
рал йигинди ьа унинг лимитини хнсоблашга цулан килиб 
олиш имкониятига зга буламиз.

Шуни эътиборга олган холда [а , Ь) орали^ни п та тенг
булакка булиб, {k =  0 , п 1) нуь^талар сифатида [х 
хп+iJ сегментларнинг чап четки нуцталарини оламиз. 

Натижада

Ь — а Г 2 ,
= — г  4

* =0

(1 +  2 +  • • • +  (п — 1))+

*=о 
2 а (Ь  —  а )

+  ( ^ р ) * ( 12 +  22 +  . . .  + ( л - 1 ) * ]  =  

=  b-ZL? f па2 4- ga№-a)  . n ( ' i -  1) +

(6 - 0)2 (п — \)п{2п — 1)1

Я Ш л' J ’
0 (п-> оо) да лимитга утиб, топамиз:

l i ma  (/) =  -±- (Ь3 — я3).
Хр->0 к 3Демак,

х2 dx = — СЬ3 — а3). 
___________ 3 '

а

6-мисол.  Ушбу
1
[ а х dx (а >  0)

н^грални ^собланг.0
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Худди ю^оридагч 5-мисолга ухшаш [0,1] сегментни тещ. 
л та 'булаккка буламиз ва 1к ну^талар сифатида [хг4,
(k — 0, п — 1) сегментларнинг чап четки нуцталарини 0ла. 
миз. Натнжада

V i  I v  '  - L  £ - 1
°р(/) =  =  п ~~ п 'а ,,п—1

к 5  *=о
булади.

а  >  0 эканини хисобга олган ^олда п -*■ оо да лимитга 
утиб, топамиз:

i  .. а — I
Г a*dx =  lim  -Tfi—

п-*оо Q 1
0 1/rt

Хусусан a =  £ булса, fe* dx интеграл e — 1 га тенг булади.
о

7 -м и с о л .  Ушбу 
ь

а  — 1 
In а  *

№ (О <  a <  Ь)

интегрални хисобланг. .  л,,яиаап1
Фараз щилайлик, Р [а,Ь] сегментнинг ихтиерий булини* 

булсин. £* ну^талар сифатида цуйидагиларни оламиз.

5* =  W * + i  (k=  0 ,п  1)

Натижада
П —1

Орф  — ^ / ( У Ах* -  ^  X* хк+1

-  V i ' — -  —  W  - — L = - — ;
— **+* / х° *п 0

^осил булади. 
Демак,

ь
с  _ь_ =  J _____ L
J  X* О Ь

200

я . мисол .  Ушбу
о
и I X

гоални [я. *] сегментнинг иккита турлича булинишла- 
?* нуцталарнннг \ар хил танланишларнда Хисобланг.

a) [a.bj сегментни л+ 1 та тенг булакка булиб, сл нук,- 
тзлар сифатида [х*. **+,] (к=  0, п) ораликларнинг чап чет­
ий нукталарини оламиз. Натижада

к=* О
. * = 5 [ ( я + Ц в +  *=£(1 +  2 +  . . .  + „ ) ]  =

п + 1  I я + 1  '\
.  *= £  [(„ +  1 )a +  * = £ . " i'L + iL ]

А + 1 L ^  я + 1  2 J
зрсил булади.

л -► оо да лимитга утиб [топамиз:
ь Ьг _ 0>
xdx =  2 '

а

б) [а, 6] сегментни п та тенг булакка булиб, Е, ну^та- 
лаР сиФатида 'хар би р> 4, хк+1) (к =  0, л -  1) оралжутар-

нинг уртасида ётувчи 
тижада

нуцталарнн оламиз. На-

a B(/) =  -— g V I  *»  + * * + ! Ь — a  / хп +  х, . x i +  *2 ,
п ^  2 ~  „ ( -----2-----+  2------+ik=0

+ . . .  +  i a + ^ ) _ * _ z ; ( i + i _ + J . +  . . . .  +

б?лади.

00 Да лимитга утиб, топамиз

\xdx =
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1. Агар f(x) функция [а,Ь] сегментда интегралу 
булса, унинг шу сегментда чегараланган эканлигини 
ботланг.

2. f (x)  функция [а, Ь] сегментда интегралланувчи будщ^ 
учун Y e > 0  олинганда хам шундай 6 =  6(e) >  О толщЦ? 
диаметрлари 6 дан кичик булган [а, Ъ\ сегментнинг ихт>/ 
ёрий Рх ва Р г булинишларида

1®р ,(/ ) —  а я , ( / ) 1 < е

тенгсизликнинг бажарилиши зарур ва етарли эканини исбог. 
ланг.

3. Интеграл йигиндинннг лимити таърифини Гейне буйц. 
ча келтиринг.

4. Ушбу
я/2 * а ~

а) ( sin xdx,  б)  ̂ x3dx, б) \ Vx dx,

Мисол ва  м асал ал ар

интегралларни таъриф ёрдамида хисобланг.

3 -§ .  АНИК ИНТЕГРАЛНИНГ ХОССАЛАРИ

Iе. Агар f (x)  функция (а, Ь\ оралицда интегралланувчи 
б£лса, у  исталган (а, р] сг [а, Ь] оралицда хам интеграл-
ланувчи булади.

2^ Агар f (x) функция [а, с] ва [г, Ь] оралицларда ин­
тегралланувчи булса, у  холда функция [ j ,  Ь] оралицд* Ш  
интегралланувчи булади ва ушбу

ь ь
[ f i *)dx -= ' / ( 0  dx +  j f (x)dx

a a с

формула уринли ••.?!.
Зэ. Агар Цх)  |лнкиия [а , Ь] орали^да интегРалла1<мте̂  

булса, у холдэ /(а) (С — const) хрм шу орали^да 
ралланувчи б;, . l  ih ва ушбу

j C f ( x ) d x  = C j f ( x ) d x
а

формула yp i : и булади.



. , n f ( x) ва e (x)  функциялар [a , 6] ораликда интег- 
4°- ^ и  б>лса, у \олда f ( x ) ±g ( x )  функция хам шу 

ланувчи булади ва ушбу
 ̂ h

Г II (х) ±  8 (х)] dx =  J  f  (X) d x ± $ g  (x) dx
a aa

^ Р н а т и ж а "  А ы Г Ш '  Ш .............W  Функциялар
[a ь] ораликда интегралланувчи булса, у  *олда ушбу

Схи  (*) +  ( * ) + • ’ • + Сп!п (*) (С,- =  const, i =  М )

функция зам шу ораликда интегралланувчи ва

j  [C,/i (х) +  C J t (x) - f  . . .  +  C„ f„ (x)] dx -
a

b *
=  Cj j  /1 (x) dx -+- . . .  + C ,

a  e

формула Уринли булади.
5°. Агар / (jc) ва g (* ) функцнялар [a, 6] ораликда интег­

ралланувчи булса, у холла f (x) - g (x)  функция ^ам шу ора­
ли  ̂да интегралланупчи булади.

2 - на тижа .  Агар f (x)  функция [a, Ь) ораликда инте­
гралланувчи булса, Vn£N учун (/(*)] функция >̂ ам шу 
ораликда интегралланувчи булади.

6°. Агар /(х) функция [а, Ь] ораликда интегралланувчи 
булиб, V*£ [ a ,  Ь] лар учун f ( x ) > 0  булса, у .\олда

ь
[ f ( x ) d x >  0 (а >  Ь).

а
бУлади.

3' Н а ти ж а .  Агар f (x)  ва g ( x)  функциялар [а, Ь] ора- 
с * * ?  И1Я,е|Р®*яанувчи булиб. V x £ [ a ,  6) лар учун / (* )<

» W  тенгсизлик уринли булса* у ^олда ушбу

ь &
§ f ( x ) d x <  \ g ( x ) d x

снзл*к \ам уринли булади.
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7°. Агар /(х) функция [а, Ь] оралшуи интегралла| 
булса, у  .\олда \f(x)\ функция хам шу оралицда ИНТе1 
ланувчи булади ка

|J/(x)dJf| <  j \f(x)\dx
а а

тенгсизлик уринли булади.
f (x)  функция [о, Ь] оралицда ани^ланган ьа чегараланг» 

булсин. У .\олда [а, Ь] орали^да т — inf {/(дс)}, ,vj 
=  sup {/(дс)} мавжуд ва У * £ [ а ,  Ь] лар учун

т <  f (x)  <  М
тенгсизлик уринли булади.

8°. Агар /(дс) функция [а, Ь\ орали^да интегралланувчи
булса, у холда шундай узгармас ц ( т  < ц М)  сон мав- 

ь
жудки, ушбу \ f ( x ) d x=[ i ( b  — а) тенглик уринли булади.

а
(Бу урта циймат ^а^идаги теорема.)

4 - н а т и ж а .  Агар /(дг) функция [а, Ь] ораликда узлу*- 
сиз булса, у  з^олда бу ораликда шундай с (eg  [а, 6]) нуцт» 
топиладики,

\ f ( x ) d x  =  / (с ) (6 — а)
а

тенглик уринли булади.
9°. Агар /(дс) ва g (x)  функциялар [а, Ь] ораликда интег- 

ралланувчи булиб, g (.t) функция шу ораликда уз ишорасини 
узгартирмаса, у холда шундай узгармас ц ( т  <  и < АО сон 
мавжудкн

ь t>
j f ( * ) g ( x ) d x ~ = n j  g (x) dx
а а

тенглик уринли булади.
5 - н а т и ж а .  Агар/(дг) функция \а, Ь] ораликда Р-У 

сиз булса, у  *олда [а , Ь\ ораликда шундай с ( с k 1«. 
ну^та топиладики,

Ь ь
j  (х ) dx = f  ( с )  \g (х) dx
а л

тенглик уринли булади.
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Я Г а, Ь] ораликда интегралланувчн булсин 
/(*) ^ " интегралланг Г-хоссасига кура / (дг) функция 

у  з̂ олл3 а» * ^  (а  <  .v ^  Ь) ораликда хам интеграл-

р — ■

Н Г . f /(0 л
а

^ га боглик булади. Уни F (х) деб белгилаймиз:интеграл

F(x) — § f  (0 d t .
а

10° Агар /(х) функция [а, Ь] ораликда интегралланувчн 
йСтса F (х) функция шу ораликда узлуксиз булади.

11° Агар /(х) функция [а, Ь] ораликда интегралланувчн 
бупиб, х0€(а, й) ну^тада узлуксиз булса, у .\олда F (х) 
функция х0 нуцтада дифференциалланувчи булади ва

F' (xn) = f (x0)
тенглик Уринлидир.

6 - н а т иж а .  Агар f ( x )  функция [а, 6] ораликда узлук­
сиз булса, у *олда V x £ [ a ,  6) лар учун

? ' ( * )  =  /(*)
булади.

Энди ю^орнда келтирилган аник ннтегралнинг хоссалари- 
дан баъзиларини та.ушл циламиз.

4’-хоссага кура /(х) ва g(x)  функциялар [а, Ь) сег­
ментда интегралланувчн булса, у холда / ( x ) ± g ( x )  функ­
ция \ам шу ораликда Интегралланувчн булади.

Фараз килайлнк, f ( x ) ±g ( x )  функция [а, Ь] сегментда 
интегралланувчн булсин, у .\олда f (x)  ва g  (х) функциялар-
чи^им^ ?Д°ИМ ^  сегментда интегралланувчн эканн келиб

Мисол сифатида ушбу

/(*)== Л . агар х рационал сон булса,
10, агар х иррационал сон булса,

;  (х) =  ( — 1, агар а- рационал сон булса,
.  I 0, агар х иррационал сон булса
сегментля3*111” , а̂Рай*’,ик- Маълумки, бу функциялар [а, Ь] 
[а, ы с е *®тегРал-Г1анувчи эмас, лекин f (x) + g (x)  функция 
^ 'Риниш инГ^ интегралланувчидир. Агар /(х) функция 

узгартирмасдан g (x)  функция сифатида ушбу
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«„(дл _■[ 0, агар х рационал сон булса,
^  [1, агар х иррационал сон булса

функцияни царасак f ( x ) + g  (х) функция [а, Ь) сегмев,J  
интегралланувчи булмайди. тЛа

5°-хоссага кура / (х) ва g (x ) функциялар [а, Ь) сегме 
да интегралланувчи булса, у  ^олда f ( x ) g ( x )  функция х 
{а, Ь\ сегментда интегралланувчи булади. ^

f (x) g (x)  функциянинг [а, Ь] сегментда ннтегралланув^ 
булишидан / (дг) ва g ( x)  функцияларнинг [а, Ь\ сегмент? 
>;ар доим интегралланувчи булиши келиб чи^адими, дег*  
савол тугилади. ад

Мисол сифатида ушбу

f ( x ) = а (х) =  I агаР *  рационал сон булса, 
у— 11 аГар х иррационал сон булса

функцияларни царасак, f (x) g (x)  функциянинг [а, Ь] сег­
ментда интегралланувчи эканини куриш ^инин эмас, лекин 
f (x)  ва g(x)  функциялар [а, Ь] сегментда интегралланувчи 
булмайди.

Худди шу f (x)  функция ёрдамида 7°-хоссани ,\ам та̂ - 
лил цилиш мумкин. Равшанки, //(х)| =  1 функция ^ар доим 
[а, b] сегментда интегралланувчи, лекин f (x)  функция бу 
ораликда интегралланувчи эмас.

4- §. АНИЦ ИНТЕГРАЛЛАРНИ \ИСОБЛАШ

1. Н ь ю т о н  — Л е й б н и ц  ф о р м у л а с и .
5 - т е о р е м а .  /(*) функция (а, 6) сегментда узлуксиз 

булса, у  ^олда бу функциянинг ихтиёрий бошлангич функ- 
цияси F(x)  учун

ь
Г/<*> dx = F ( x ) F ( b ) - F  (а)

формула уринлидир.
Одатда бу формула Ньютон- Лейбниц формуласи деии- 

лади.
9 - м и с о л .  Ушбу

sh2
Г

интегрални хисобланг.
•hi / > + * *
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1° У з г а р у в ч и н и  а л м а ш т и р и ш  у с у л и  
к  I
фараз цилайлик f f (x)dx ннтегралда узгарувчи дс ушбу

в ф ( 0  формула билан алмаштирилган булиб, к,уйидаги
шартлар бажарилсин:

а) ф(0 функция [а, 0] ораликда аникланган ва узлуксиз, 
t «згарувчн (а, fi] сегментда узгарганда функция ^ийматларн 
[а, Ь] ораликдап чи^майди;

б)ф(а) = а, ф(Р) =  &.
в) ф(/) функция [а, р] орали^да узлуксиз хосилага эга.
У холда

тенг.пик уринли булади.
Одатда бу формула узгарувчини алмаштириб интеграл- 

лат форму лас и дейилади.
10-мисол.  Ушбу

а

а а

а
а- — хг dx

интегрални ^исобланг.
x ^ a s i n t  алмаштириш натижасида

а п/2



2°. Б ^ л а к л а б  и н т е г р а л л а ш  у с у л н
и(х)  ва v(x) функцияларнинг ^ар бирн [а, Ь] 0г _____

узлуксиз и' (х), у '(х ) ^осилаларга эга булсин. У  • х о л Г Ч  
ь ь ь
f и (дс) dv  (дс) =  (и (дс) у (дс)) | — j  v  (a ) du (д )

.

а а

формула уринлидир.
Одатда бу формула аник, интегрални бЦлаклаб unmeet 

лаш формуласи деб аталади. t pa
11-м ис ол .  Ушбу

П/2
1п =  | sin" xdx, п =  0 , 1 , 2 , . . .

интегрални ^исобланг.
Бу интеграл п  =  0, п  =  1 да хусусий лолларда содда 

^исобланади:
Я/2 я/2

/° =  j  dx = у , /j =  J  sin xdx =  1. 

n > 2 булганда берилган интегрални
Я/2 Я/2

sin" 1 xd(  — cos а)/„ =   ̂ sin" xdx =  j" sii
о о

куринишда ёзиб, булаклаб интеграллаш формуласини кул- 
лаймнз. Натижада

Я/2 Я/2

/„ =  (— sin"-1 x co sx )j + ( л — 1) ( sin'I_2A-cosJ А^А =

(п — 1 )J  sin” 2х ( 1— sin*A)dA =  (/i— l ) j  si

Я/2
— (n — 1) j1 sin* xdx

n- 2xdx-

булиб, ундан
П — 1

л - 2

реккурент формула келиб чицади.
Бу формула ёрдамнда п =  2, 3, . . .  да берилган инт* j 

рал нинг ^ийматларини кетма-кет хисоблаш мумкин.
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п
2 т жуфт сон булсин, у холда
___I 2 т  — 3 5 3 1 ,  _  (2 m—1)!! ят . . — ------  . . . .  — • — • — / Л =  —---------- —

Ъ - ' и Г  2 т - 1  6 4 2 (2 т ) ! !  2

2 т +  1 ТОК сон булсин, у >;олда

2 т  2 т  — 2 J L  . —  .  —  .  / =  ( 2 т >!1
lt*+i 2 т ~ ‘ 7 5 ' 3 ‘ 1 (2 т  -+■1)11

12-мисол .  Агар /(дс) функция [0,1] сегментда узлуксиз 
булса, у колда

П/2 Я/2
j  / (sin х) dx =  j  / (cos л) dx

муносабатни исботланг.

Jo, у ]  лар учун sin ( j -  — xj =  cos x

эканини >;исобга олиб топамиз:
Я/2 Я/2 Я/2

J  /(cosх)dx =  j  / [ s i n ( y  — * ) ] d *  =  -  J / [s in ( - у  —

Я/2

( ' - I - ' ) -

Демак,
Я/2 Л/2

j  / (sin x) dx =  j  / (cos x) dx.

у  *  . „
лусусан ( sin xdx =  | cosnxdx эканлигини топамиз.

® о1 о
учун I— Л /] сегментда узлуксиз /(*) функция

а) агар /(дс) Жуфт функция булса,

i I
j  f (x)dx = 2 ■ j  f (x)  dx,

14—438
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б) агар f{x) ток функция булса,

|7(хМ * =  0

муносабатларни исботланг.

j  f (x)dx интегрални аник интегралиинг 1°, Т-  хосеаларц», 1 

фойдаланиб куйидагича ёзамиз:
I о I
f f{x)dx =  \ f ( x ) d x +  f f (x)dx.

-/ -/ 0
0
f f{x)dx интегралда x = —t алмаштириш натижасида топа- 

миз:

^ f ( x ) d x= j f ( —t)dt  = j f { — x)dx.

Шундай килиб,

\ f (x) dx = ^ f (x) dx + \ f ( —x) d x=  П / ( jc) +  /(— х) dx.
— I 0 0 0
( Arap f (x)  жуфт булса, у  ^олда f (x)  =  /(— х) булиб,

\ f (x)dx =  2 • j  f (x)dx муносабатга эга буламиз.
- I  о

Агар /(х) ток булса, у  ^олда /(— х) =  — f{x) булиб,

1 f (x)dx = 0 муносабатга эга буламиз.

14-м ис ол .  Агар f (x) функция (— оо, оо) ораликДЭ 
аникланган, узлуксиз, даврий булиб, унинг даври Т га тенг 
булса,

о+Г г
j  f ( x ) d x=  j f{x)dx,  V a£R,

o' 0
муносабатни исботланг. ,

Аник интегралиинг 1°, 2’ - хоссаларидан ф о й д а л а н и  .
а+г
j  f (x)dx интегрални куйидагича ёзамиз!
а
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j+r/ (x) dx =  | f  (X) dx +  j  f  (x) dx.
a a

, , rt функция учун / ( * + 7 1 - № - Л  = /<*> эканлип,- 
„  'S r fT a  « 6 .  топаииз:

fl-ff а+Г
f r f « ) < l * - . f  H x - T ) d x ~ l  f (x — T) d ( x— T).

I  а+Г
ЭНДИ j  / (х — T ) d ( x - T )

-р.арл-ТД'1 x — T = z алмаштиришнн бажарамиз. Натижада 

°( Tf ( x) dx=\f ( 2) dz  булади.

г 0
Демак,

в-f Г
j  /(x)dx = j  / (х )dx + \ f (x)dx = j  /(x)dx +

г г
4-  ̂f ( x ) dx= \ f  (x) dx.

a 0

15-ми с ол .  Ушбу 
l

/
#—2nn~ i KcMinT)'h' n(N'

интегрални хисобланг.
Интеграл остидаги ифода куринишини куйидагича узгар- 

■Пфамиз;

dx.(cos In ~  j  j dx =  |(cos (In x))' |dx = J— sin (In x) • y  

~~ In x = t алмаштириш натижасида

2 J in  Я

l  *= J  |sin /1 dt =  2 n | sin / dt  =  4 n

бУ*тади.
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б) агар }{х) ток Функция булса,

[ f ( x ) d x  = 0 
- I

муносабатларни исботланг.

J  f{x)dx интегрални аник интегралиинг Iе, 2°-хоссала
-/
фойдаланиб куйидагича ёзамиз:

i о
j  / (х) dx =  j  f ( x) dx +  J  / (x) dx. 

f f  (x) dx интегралда x = — t алмаштириш натижасида топа-
—I
миз:

j/ (x )d x  =  j / ( — /)Л =  j f ( — x)dx.

Шундай 1\илиб,
l i t  i
\ f ( x ) d x =  \ f ( x ) d x+ \ f ( — x)dx =  П f (x )  +  f ( ~ x )  dx.

- I  0 0 0

 ̂ Агар f (x)  жуфт булса, у  .^олда f (x) = f  (— х) булиб,

\ f (x) dx — 2 • j  f ( x) dx муносабатга эга буламиз.
-/ о

Агар f (x)  ток булса, у  ^олда /(— х) =  — f{x) булиб,

I f ( x) dx =  0 муносабатга эга буламиз.

14-м н е  о л. Агар f (x)  функция (— с»,  с») ораликЛЗ 
аникланган, узлуксиз, даврин булиб, унинг даври Т га тенг 
булса,

а+г г
j  / (x)dx =  j/ ( x )d x , V a£R,  I

муносабатни исботланг.

а+г
Аник интегралиинг 1°, 2’ - хоссаларидан фонда;ланиб,

j  f ( x) dx интегрални куйидагича ёзамиз!
а
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‘f f (x)dx — \ f  W  d x +  f f  (x) dx. 
i  • r 

,  (г) функция учун f ( x +  T) = f (x — T) =  f (x)  эканлиги- 
вя хисобга олиб, топамиз: 

в-ff
f ' l l x ) d x  =  (  l ( x - T ) d x -  f f i x  T)d{x T).

)  * >+r
Энди ^ Tf ( x - T ) d ( x - T )

1
■р.^рдДД'1 х — Т = г  алмаштиришни бажарамиз. Натижада 

^ Tf ( x) dx= f f  (z) dz булади.
T

Демак,

j +Г/ (x) dx =  j  / (x) dx +  \ f  (x) dx = \ f  (x) dx

г г
+  J f  (x) dx =  \f (x)dx.

a 0

15-мисол.  Ушбу
i

/ =  J  |( cos In — | J dx, n ^ N,

+

t—2nn

интегрални хисобланг.
Интеграл остидаги ифода курннишннн куйидагича узгар- 

тирамнз;

dx.(cos In -i-'j | dx =  \(cos (In x))' |dx =  I— sin (In x) • -j-

— In x =  t алмаштирнш натижасида

2лл я
I =  j  |sin dt =  2 n j  sin t dt =  4 n

булади.
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16*м и с о л .  Ушбу

/ - Г ' - 4 =J  X Т/х*—1—2
интегрални "хисобланг.

- I

- J
dx

-1

-1

xVj *— I J

‘ ( I )

dx

- “ К  ‘ - - 3

/ - ( т ) 1

-1
=  — a r c s i n —  =

—2
—2

Л  . _  ___ Я

2 6 ~  3 '
17-м и с о л .  Ушбу

' - I
=  1(дс In дс)* dx

интегрални хисобланг.
Ани^ интегралда булаклаб интеграллаш формуласидан 

фойдаланиб, топамиз:

и =  In*х, du =  2 In х]- —  , v  =  — .
1 х 3

----- — f  хг In x  dx =  — — —
3 3 3

j * 4 n xdx

Ix =  \ xs In xd x  ннтегралга яна булаклаб интеграллаш 
г

формуласини ^уллаш натижасида

I I I п* е 3 X3 !-------I хЧх -------------- — —
3  9  I

£ ^ _ £ ^ , J _ = 2£3 , _ L
3 9 9 9 9

булади.
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Демак,
4 е* 2 b e *  — 2

3 27 27 27 

18- м и сол . Ушбу

i n =  f  . j 0=  dx
О

-пегрални *исобланг.
х = sin / алмаштириш натижасида

Я/2 Я/2
,  _  Г sin" < • cos / d( _  Г sin" /d/ 

п  J  c o s t  J

булади. 11-мисолга кура:

я/2
1п = ( sin4/Л = 

о

^ — —  • — , агар n = 2k булса,
(2*)!! 2

(2*)!!
(2А+1))!! 

19-ми со л. Ушбу

, агар п =  2 к +  1 булса.

1000 
=  f [х] dx

интегрални ^исобланг.
Интегралланусчи функциялар синфига оид теоремага кура 

U) функция [0,1000] сегментда интегралланувчнднр, чунки 
У [0,1000] сегментда чекли сондаги (999 та) нук,талардан 
бош̂ а барча нуцталарда узлуксиз. Аник, интеграл хоссала- 
ридан фойдаланиб, топамиз:

1000 1 2 1000 

/ = i lx]dx=  j [ x ]d x  +  j [x ]d x  +  . . .  +  f lx)dx =
H  0 999

= 1 +  2 +  . . . +  999 = -999._ !^  = 49950.

2°' м и со л . Ушбу

I =  Г [x] sin ( - j -  x) dx 
u o ' '
т **г&лнн ^исобланг.
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Интеграл остидаги функция х =  1, 2, 3, 4 , 5 6 
ларда узилишга эга. Демак, царалаётган интеграл

1 2 j  "Д* ‘

/ =  j’ M s in ^ 5 d x +  (’ W s in ^ d x +  f [ j r j s i n ^ ^ + ! 
о i 5 6
4 5 6

+  J M sin y  dx +  J  [x] sin j d x + i [ x ]  s i n dx =

"T[(OB7 -cosf) + 2 (cosf- c“ f )+3 (co,f~
_ c o s i r )  +  ‘, (cosT ' _ c o s 'T ' )  +  5 (cosT '  .

— cos л )| =  — I cos — cos — +  2 cos — +  3 COS —  —
/J я  \ 6 3 3 3

— 4 cos +  4 cos — — 5 cos — -f  5^ =  — .
3 6 6 / л

2 1 -м и со л . Ушбу
я

l  =  \ x sgn (cosx)dx
0

интегрални хисобланг.
Интеграл остидаги функция [0, л] орали^да cosx = О б?-

ладиган (х =  у  ] нуцтадан бошца барча ну^таларда узлук­

сиз. Демак каралаётган интеграл мавжуд.
я/2 я  я/2

1 = \  х sgn (cosx) dx +  f x sgn (cosx) dx =  \ xdx —
О Л/2 0

\xdx
я/2

Л * . Я *

T  T
Я*
T

Л*
4

Я/2 Я/2
22 - м и со л . /j =  j  sin10xdx, /, =  | sin*xdx интеграл*

лардан цайси бири катта эканини аницланг.) 
Маълумки,

6 (о, y - j  лар учун s in * x > s in l0x

тенгсизлик уринли. 
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X
0  Х==Л  ну^таларда sin*x =  sin10x

д аг ,  * и р « л Л  « « (о -  т )  ларда

О булади- Аник интегралнинг 6° хоссаснга кура \f(x)dx>

п «ъни /, >  Л тенгсизлик уринлидир.
23- м и  со л. У рта к,нймат хасида гм теоремадан фойдала-

ниб

(*_Ёn ± dx, (0 < а < Ь )
J  у  X а

интегрални бахоланг.
'ник интегралнинг 9° хоссасига кура 

S ъ ^
sin х dx =  4 =  Г sin xdx =  —̂  (cos a — cos 6)

. / 7  V f J  Vs

булади. 0 <  a  <  b да -т= <  -7= ва |cos я  — cos b\ *£ 2
VS у  a

булишини ^исобга олсак, у  ^олда берилган интеграл учун

\r j inx_dx  
IJ v * / °
a

батога эга буламиз.
24-м исол . Ушбу

sin* 
f /tg/ dt

lim °--------------
j y^ sin  t dt

лимитни хисобланг.
v v *8 * ва >/sinx функциялар каралаётган ора лик, ларда 

®̂ лгани учун аник, интегралнинг 1 1° хоссасига

*^>а j  Y tg td tf*\  У  sin/ dt интегралларни юк,ори чега-

*>а̂ Инг Функцияси сифатида днфференциаллаш мумкин. 1\ара- 
Ган ифода - у  куринишдаги аннк,маслик булиб, унга
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Лопиталь цоидасини к,уллаш мумкинлигини купит „ > 
эмас. ииив

Демак,
sinx

| / t g  t  d t  _______

l i m - ----------- =  lim — 1
' ■ * + 0 r  -  x ^ + 0 -------------------------J  / s i n /  d t ссь» x

=  lim cos* x  -■ А_*к_(£»£2_£)_ __ 
* - + o  V sin  (tg x)

=  lim cos3*  л f
*_*+o V s in x  tg* sin (t(

=  1.
(tg * )

2 5 -м и с о л . Ушбу

', + v + ; r + " '  (p> °>

йигинди лимитини ани^ интеграл ёрдамида хисобланг.
Sn йигиндининг куринишини куйидагича узгартирамиз:

Бу йигинди / (х) =  хр функция учун [0,1] сегментда (бу сег­
ментни тенг п та булакка булиш натижасида х;осил булган) 
интеграл (Риман) йигинди эканини куриш осон.

Демак,

lim  Sn =  Г хр dx — I =  - • 
п-»оо J р -Н* I Р +  *о о

2 6 - м и со л . Ушбу

я  1
/ =  lim sin — \  , k я

п-*ао , Л 2 COS ^

лимитни аниц интеграл ёрдамида хисобланг.
Етарлича катта п  лар учун sin — ~  — эканини эъ J

п п
борта олсак, у ^олда 
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булаДи
Энди лимит остида турган нфода Да) =  — !—  функ.

,  /* 2+ cosx
ция учун [О, Я1 ораликда (бу оралик тенг п  та булакка бу- 
линган холда тузилган) интеграл йиринди экани равшандир.
Демак,

Мисол ва масалалар

5. Нуктада узлуксиз ва бу нуктани уз ичига олупчи хар 
цандай сегментда интегралланупчи булмаган функцняга ми­
сол келтиринг.

6. Бирор [а, Ь\ сегментда чегараланган / (х) функция бу 
сегментда интегралланувчи булиши учун ихтиёрий е >  О 
олинганда хам функциянинг барча узилиш нукталарнни уз 
ичига олувчи чекли ёки санокли сондаги интерваллар систе- 
маси мавжуд булиб, уларнинг узунликлари йиишдиси е дан 
кичик булиши зарур ва етарли эканини исботланг.

7- Ушбу

!0, агар х  — иррационал сон булса,
1 т

—, агар х =  — булса 
Л п

т » п £ N, —- ф. о — ^ис^армайдиган каср).
L
Hvn?HMaH ФУнкЦияси ихтиёрий [а, Ь\ сегментда интегралла- 
УВчи эканини исботланг.

• /(*) =  sgn /sin — j функциянинг [0, 1] сегментда ин- 
^рвлланувчи эканини исботланг.
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Лопиталь цоидасини ^уллаш мумкинлигнни купит „ > 
эмас. к,,ищ

Демак,
sinx ___

| / t g  t  d t

И” * -x -*+0 г  г - —г
=  l im  cos x « / t g ( s in  x)

/sin t  d t  *~*+° • / sin (tg x)

= lim cos3*
x -*+ 0 / tg (sin x) _  

s in (tg x)

=  lim cos3* л [  !ILy. _ Ji 5  = ,
x-»+o V sin ДГ t g x  s in (tgx )

2 5 -м и сол . Ушбу

Д . -  ,' + V + - - + " '  (p > 0 )

йигинди лимитини аник интеграл ёрдамида хисобланг.
Sn йигиндинииг куринишини куйидагича узгартирамиз:

* . = Ш ' + ( ! Г + - + Ш ' Ь

- I
Бу йипшди / (*) =  хр функция учун [0,1 ] сегментда (бу сег­
ментни тенг п та булакка булиш натижасида .\осил булган) 
интеграл (Риман) йигинди эканини куриш осон.

Демак,

lim 5.
rwoo

1I xp dx = x? + 1 

P+ l i P+  1

2 6 -м и со л . Ушбу
П

/ =  lim sin — V k n
n 2 +  c o s -----n

лимитни анщ  интеграл ёрдамида хисобланг.
Етарлича катта п лар учун sin — — — эканини эт>

борга олсак, у эрлда 
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булади.
Энди лимит остида турган  ифода /(*) =  — !—  функ-2+со$х

иия учун [О, л] ораликда (б у  оралиц тенг п та б ул акка  бу- 
лингая хатда тузилган) интеграл йиринди экани равш андир.

яdx f *
X

cos* -
2  i ( , e  ^

з +tg* \ J 3 + t g * f  
0 *

I  * \ Я

(111 Я

V  У з ) о > 3

Мисол ва м асалалар

5. Ну^тада узлуксиз ва бу ну^тани уз ичига олувчи хар 
придай сегментда интегралланувчи булмаган функцияга ми­
сол келтиринг.

6. Бирор [а, Ь\ сегментда чегараланган / (х) функция бу 
сегментда интегралланувчи булиши учун ихтиёрий е >  О 
олннганда хам функциянинг барча узилиш ну^таларини уз 
ичига олувчи чекли ёки сано^ли сондаги интерваллар систе- 
маси мавжуд булиб, уларнинг узунликлари йириндиси е дан 
кичик булиши зарур ва етарли эканини исботланг.

7. Ушбу
(0 , агар х — иррационал сон булса,

Ф М *  1 т _7 | , агар х =  — булса■ ** и\ П
(mf n£N,  — ф  0  — цисцармайдаган каср j.
4 г. п - Гл м гргмеитда интегралла-Риман функцияси ихтиерии 1а, о]
нУвчи эканини исботланг. н<

»• / W - s g n  (sin  2 )  функциянинг 10, 11 сегментда 

^гралланувчи эканини исботланг.



9. Ушбу
- I Г I 1

агар х Ф 0 б^лса,f i x ) - H I агар х — О булса
функциянинг (О, 1] сегментда интегралланувчи эканини 
ботланг. Нс‘

10. Агар / (х) функция [а, Ь] сегментда интегралланув*Я 
V  дс £ [а, Ь] лар учун с < / (дс) s ; d  булиб, g  (х) fj;УМ3  
[с, d] сегментда узлуксиз булса, у холда g  [/ (*)] ф унилЗ! 
нинг [а, Ь\ сегментда интегралланувчи эканини исботланг

11. Агар / (дс) ва g  (х) функциялар интегралланувчи бул­
са, / ( g  (х)) функция хам интегралланувчи булиши шартми? 
Мисоллар келтнринг.

12 Агар f  (х) функция [Л, В] сегментда интегралланувчи 
булса, у холда 

ь
lim f | f  (x +  h) — f  (x)| dx = 0, [a, fc) с  [Л , В] 
h—0 Ja

муносабатни исботланг.
13. Агар / (x) функция [a, b\ сегментда интегралланувчи 

булса, у .\олда

J  /5 (х) dx =  О
а

тенглик бажарилиши учун / (х) функциянинг [а, Ь] сегмент- 
даги барча узлуксиз булган ну ̂ та лари да нолга тенг булиши 
зарур ва етарли эканини исботланг.

14. f  (х) функции [а, Ь] сегментда интегралланувчи бул­
син. —— функция [а, Ь] сегментда интегралланувчи булиши

f  (*)
учун бирорта етарли шарт келтиринг ва исботланг.

15. / (х) ва g  (х) функциялар [а, Ь] сегментда интегрв^И 
ланувчи булса, у холда

f I / (*) Ё М  I dx < \ f  j  /* (х) dx ]/ J  g 2 (x) dx
a a о

Коши- Буняковский тенгсизлигини исботланг.
К,уйидаги интегралларни хисобланг:
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i  dx______
19. | xi + 2xcos

(0 < ® <  я )*

18.

20. f  
-я/4 
9

dx
cos*x

21. f y T ^ l d x .

2П J
P _
' 1 +  e cosx22 .

(0 < e <  О
П /2

23. f
(fx

a* sin* x +  6* cos* x

(a-b Ф 0).
l

24

25

. f  —  dx.
J 1+x*о
H
С dx 
J  xlnx 
#* 
я

26 \ cos* xdx.
“ Л
2

27 \ sh3xdjc. 
о
з

f ---- ------- •J  x* — 2x — 8
28

dx29. f __ _
3/4 V  2 +  3x — 2x*

31

32

• I — “J  x (1 +  ln*x)

■ f — •J  e*  +  e - 'о 
я/З

33. \ tg lxdx.
j i /6

X + l

' J  X* (* -1 )  —2
1
r ____  dx

j  Vx*

34

35

dx.

+  2x + 2

36 Г dx 
}  l+ V x

37. Г ££!!!!£) dx.Г COS (1

1 *

38. \ ]/ 4 — дс* dx.
0

Я/4

. f  — -  
J  1 +  2sin*x
0
яI

39

sin* x
Я/4
2

41. \ x\nxdx.
\i

42. f sin (lnx) dx.
о
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43. | arcsiruc/jc
0
Я/2

44. f e,xcosxdx.
6
Я  _

45. j* 3y/ sin x dx.
—Я 
Я

46. f ex‘ sin xdx.
—Я
1

1/2

47. f cosxtfm/x.
- i
l

48. f +  e~x) tg xdx.
-I
1

49. j  x* у  1 - * »  dx.

2

50. je*9'xdx.

2Я

51. j' xl cos xdx.
0
VI

52. j  arctg V x  dx.
1

53. f ----- ——
f x K l+ ln x
я/254Iя/3

3 + cosjt

65.
я/2a)I dx

+ &COS*

*+-
63

a  cos1*  +  2£ cosx s iru  +  f  *in*x

• Я ' + ' - т ) *  ’*  
1/2

100 я  _________

64. j  Y  1“"<cos2x
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ш
„ . . г о - л г *

П/4

вя xdx.

о
1

, = f Хт  (Iruc)" dx, т, n£N 
Г) ' т, я J

__ Г  / jiru_—_cosx_\2̂1+1 ^
Д) я J  \  s in x  +  cosx /

о
Inn

66. /„ -  ( c h"xdx-
— Inп

Куйидаги муносабатларни исботланг:

Я/2
6 7 .  f sinmxco s xdx *=» 

о
( я — 1)1! (n — 1)!! . я  агар т, п жуфт булса, 

(гл +  л)!! 2
(m — l)!l (п — 1)М т  ва п то^ булса.

( т  +  л)1!

* =
______ (2л+ 1 )!!

о
а

68. j ’ (а* — хг)п dx = а*"*1 Ц"—■ л £
о

_ л (2а-1>/2 ^ =  2". (2я - '> 1! . JL П € /V.
' (2 а)! I 2 ’I. J  (а1 — х2/2

Я/2

70. Г cos* х • sin/ixdx =* - J ^  п£ЛЛ
о А=1

Я/2

71. J  cos^x cosnxdx =

я/2

72. f cosmxcos ( т  +  2) xdx =  0, т € N.

я /2

?3. Г cosmx sin ( т  +  2) xdx =  —Ц -, т £ N.
о т + 1
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2 (о»+1) (а*-1-3*). ,.(e*-f(2/i+ i)ij'
Я/2 I

- -  С sinnjc , я  л 71 п Г хп 
77* — —  dx =  -  — 2C0S —  • - i — d.Y(n =  0 1 \ J  S in x  2  2  J 1+** K

Я/2 я /2

78. j  f  (sin2x) cosxdx =  j  / (cos2x) cosxdx, f  (x)£C[0, ]j. 

Куйвдаги интегралларни хисобланг;
з

79. j* sgn (x — x3) dx .

2
80. j  [e*] dx.

i
81. j  sgn (sin (In*)) dx.

о
Л +1

82. j  In [дс] dx.

83. f  (дс) функция [u, b] сегментда интегралланувчи бул­
син. Arap V x € [ a ,  b] лар учун / (дс) >  0  булса, у  холм 
шундай (ot, PJ с : [а, Ь] топилиб, inf / (х) > 0 булишини ис-
ботланг. j*

84. f  (х) функция [а, Ь\ сегментда и н те гр а л л а н у в ч и  бу* 
либ, Y х£ [о, Ь] лар учун / (х) i* О булсин.

$ f ( x ) d x >  0



■ ft \rt fil с : [а, ь\ сегмент топилиб, 
’ 'Г л а p j£ 7 w  Л 'муносабатнннг бажарилиши аарур

сегментда „нтегрзлланувчи б?лнб. 

^ „ 0  булса, у  ^олда ихтиёрий (a, PI <= I». « Т О *

* j  f (х) dx =  0
а

б?лйШШ,Ии‘н £ ^ 1 Нёрдамида куйидаги лимитларнп топинг: 
Аник интегра j  я + ,

86. Нт ( — +  п,  ■ • "  „* 1 

®7' (я*” я4 п* 'П-*0О \ П 1 \
I 1 I 1 ■ 4- . . . -------- - )•

“ i i s u + i  »+* “ + ” ,

89 Нш ! ХГуГ  +  >  +  2> ~

л , s i n i i +  . . + й ,Ц = 1 Ь г ) .
«О lim -  sin — +МП „ +  " I

п-+ 00 П , п  J \

91 J S  ( y ^ r r f . +  V Z J^ + У * * ^ '

K i S ‘i r ( v A‘ + ' : + V ^ , + " + " + / | + »

93. Нш ----- •
П -*оо П

(/ (х) функция [а, b] сегментда интегралланувчн).

95 l i t n V  ( 1+ —\sin
n- 00 ^ 4  V Я ) n*

96. lim — V  У ( n x  +  k )  (nx +  k т  U . * >  0.
П-*оо n *



97. l i m V
2k/r

n —*oo jnw A*=l n + -к*
cosx2 dxI

98. lim -
x-*0  X

X

99. lim 0
[(arctg/)2 d t

- + »  Y  X* +  1(M100. lim
“ +"  f > «

К^уйидаги интегралларнинг цайси бири катта эканини 
ани^ланг:

I 1
101. \е~х dx ёки j  е  *' dx.

о о
Я  2я

102.  ̂ех% cos2xdx ёки j* е х* cos2 xdx.
о п
я/2 я

, 0 3 . С « f d x  ёки
О о

,04. Г ^  ёки j  з ^ .
Г/г/* Г/2 V ^
I I

105. j ё ~х siiudx ёки j  е  х simrdx.

106. Г djf — ёки Г — .
J / l  + ** I5 х ^

Куйидаги функцияларнинг берилган ораликдаги }Рта 
матларини топинг.

107. / (jc) =  х*._ д:€ [0.1].
1ПК Г(*\ =  Л/г г  CIO. 1001 .

К.ИЙ'



109. / (дг) = 10 +  2 sinx -f  3 cosx, jc ̂  [0, 2 л ]
110. / ( x ) - sinx-sin (x - f  <p), jc6 10, 2 Л].

Урта циймат ха^идаги теоремалардан фойдаланиб к\йи-
даги интегралларни бахоланг: ’ ^

2 л
I .  Г dx  
1П Iо

I

1 +  0,5 cosx

112. Г — <fc.
0J  V \ + x  

100 

1.3. J

20Э n

J00

slru , -----  dx.
X 

100 я
1 , 4 1

100

115 J V  Sirud* (0 < a < ft. a > 0).a
b

46 .  J s in x'dx ( o <  a <b).
a

П7. f - * L _
J 1пдс - f2 ‘

j V * .

,№Jr*12
Л

120 У '  Vsmx ax.

IS-438
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АН1Щ ИНТЕГРАЛНИНГ БАЪЗИ 
ТАТБИКЛАРИ

I - §. ER УЗУНЛИГИНИ \ИСОБЛАШ

Маълумки, эгри чизиц ёйининг узунлиги шу , гри 
зиада чизилган синиц чизиц периметринннг лимити сцфат^ 
таърифлаиади. Синиц чизиц периметри йигиндига (интегр  ̂
йигиндига) келади ва уиннг лимити аниц интегрални ифодд. 
лайди.

1°. Фараз цилайлик, АВ ёй
у = /(дс) (а ^ х ^ Ь )

X  боб

тенглама билан аншугансин. Бунда f  (дс) функция [а, 6] Cer- t 
ментда аницланган узлуксиз ва узлуксиз }' (х) хосилага эга
булсин.

Хв  ёйнинг узунлиги

l - $ V \ + r ' ( x )  dx ( I)

булади.
1-м и с ол .  Ушбу

f(x) = ~n 1 °  +е “ ) ( а > 0 )

тенглама билан аницланган чизик,нинг (занжир чизицяИЩ 
[—а, а) орали^аги узунлигини топинг.

Бу эгри чизицнинг узунлигини (1) формуладан фоадМЧ 
ниб топамиз. Равшанки,

Унда X
Г\*

1 + Г \ х ) - 1  +  ± ( е “ - е  )

булиб,
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б?лади 0 )  Ф°Рмула:3 КУРЗ:

l - j 4 ( ‘7 + '  ( е " - '  “ ) [ - a ( e - 7 )

д ^ а к  берилган эгри чизицнинг узунлиги

Ж  ‘ - « ( - 7 )
га тенг• _. ^

2- ми со л. Ушбу

' « ~ 5 Г
параболанинг (0, а] оралицдаги цисмининг узунлигини то­
пинг (а >  0).

Аввал / (х) функциянинг хосиласини хисоблаб

I 1 +  /'*(*)

ни топамиз:Щ r < A - % - j .

i + r * w = I  +  4  *■+«•
Р* Р

(I) формулага кура каралаётган эгри чизицнинг узунлиги
а

Д д , /=. + dx
булади.

Энди ушбу

j V * a +  Г  dx 
а«1Цмас интегрални дооблаймиз. Агар

и =  У х 2 +  Ра, dv  = dx
Дейилса, унда

а ,.  x d xаи = — -  v = х
Vx*+p*
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булиб.

^ V *  +  p%dx =  x V ? T ? - j  ^7 = = Я

булади. Бу тенгламанииг унг томонидаги интеграл куйщ* 
гича ^исоблаиади:

Г _ * * ! _ =  [ f L ± ^ E , d x =  r ^ l± £ L  dx_
J  K * * + P *  J  Vx*+P  J  Vx*+P

— p2 [  — ——  = Г V*1 +  Pl d x - Р 1 j ~ x -  
J  K ^ + P *  J  J  Vx'+pt

= I VX2 +  p2 dx — p1 In | x + / x 2 +  p5|.
Демак,

f  Vx2 + p1 dx = x  Vx2 +  p2 — j  Vx2 +  p~ dx +

+  p2 In | x +  Vx1 +  P*I-
Бу тенгликдан:

2 j* Kx* +  p* dx = x Vx' +  P' +  P* In | x +  Vx2 + f t .

булиб,

f d* = \  xVx2 + P2 +  £  P* In |x+ V*? + ?\

булиши келиб читали. 
Натижада

/ =  1 ( У х *  +  р* dx =
Р о

= 1  X V х* +  р* +  у  рМп \ х +  V'x2 +  ?  l] | =■

= J _ flV- ^  +  7 * + £. 1п|а +  / ? + 7 М - 7

ни топамиз.
2*. Фараз ^илайлик, ЛВ ей

( * - * < 0 .  ( « < / < ( » )
1 к - » ( 0  ia эгри

тенгламалар системаси билан ани^лансин. (Бу *°Лхя*х(0* 
чизик параметрик ^олда берилган дейилади.) ь>»



(О функциялар [a, PI да аннкланган, узлуксиз ва уз- 
У (0. У w  хосилаларга эга.

«НИИ г узунлиги

И ?  / = /  К  дс'2 (/)+«/'* (0 d/ (2)
а

б* Т м и с о л . Ушбу
p - e j f - s l n j )  ( 0 < / < я )

=  а (1 — cos/) v ^  у

т е н г  лама лар системаси билан аницланган эгри чизицнинг (цик- 
лоиданинг) узунлигини топинг.

Аввал х = а (/ — sin/), у  = а ( I — cos/) функцияларнинг 
эрсилаларнни хисоблаймиз:

дс' (/) = а (1 — cos/), у ' (/) = asin/.

Унда

х'1 (0 + У'2 (/) = а* (1 — cos/)1 +  a*sin-/ = аг -2 (1 — cos/) 
булиб,

Vx'\t) +  y ' 2(t) = а / 2 ( 1 -  cos/)

булади.
(2) формулага кура изланаётган эгри чизнцнинг узунлиги

2 я  ______________

I = \ а ]/2 (1 —cos/) d/
о

Ф«Ди. Бу тенгликнинг унг томонидаги интегрални ^исоб-



Демак,
I = 8а.

3э. Фараз цилайлик, АВ эгри чизик, к,утб координата о*, 
темасида

р = р (0) (а  < 0 < р)
функция билан берилган булсин. Бунда р — р (0) функция 
[а, р] сегментда узлуксиз ва узлуксиз р' (0) хосилага эга 
Бу холда Хв эгри чизицнинг узунлиги

1 = J V V 2 (в) +  Р* (0)d0 (3)

булади.
5 -мисол .  Ушбу

р =  а ■ 0 (а = const, 0 < 0 < о)
эгри чизи  ̂ ёйининг узунлигини топинг. 

Равшанки,

Y Р'2 (9) +  Р* (0) -  / (а-0 )'2+ (а-0)2 = а Y 1 + 9’ .
(3) формулага кура изланаётган эгри чизицнинг узунлиги

/= { a V i T V  dO =  a j K f T o r d0  =  a [ f  К Г + Й 7 +

+  | ln | 0 + y T + t i r j]| = | | a / l  + a i f l n ^ a + l / l + a s)]

булади. Демак,

' - 1  
6 -ми со л. Ушбу

I — y  [а  У 1 +  а 2 +  In (а  +  У 1 +  ail)l

р = a - sin* — (а >  0)
3

ЛИТИЙ итенглама билан берилган ёпи^ эгри чизи^нинг узун. 
топинг.  ̂ о

Модомики, р > 0 булиши керак экан, унда sin -

булади. Бундан эса 0 < ~ < л, яъни 0  < ф < 3 л булиШ ^

топамиз.
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ф узгарувчи 0 дан 3 ; “

«,ца Сзгарганда р уса бориб О
т  а гача УзгараДИ- Ф У 3 '

„рувчнЗ- f  Дан З я  гача
v-згарганда р камая борибi а 
2 н  0 гача узгаради (4- чнз-

МЗ)Берилган функциянинг
^осиласи

Osin1Р

булиб 4- чизма

р'2 -I-р2 =  у  a*-sin4 cos* f  +  a2sine = asin2 |  

булади. (3) формуладан фойдаланиб топамиз:
3 п 3 л

/ = j* asin2 d ф = а — (1 — cos2 -2) d  ф = 
о о

_  о /о „  3 . 2 ~ \ За я= т  Зл — — sin — -3 л = ------ .
2 \ 2 3 / 2

Демак, царалаётган эгри чизицнинг узунлиги
I — л

~ 2
га тенг булади.

2 -§ .  ТЕКИС ШАКЛНИНГ ЮЗИ

^илайлик- У =  f  М  Функция [а, Ь] сегментда 
еин 83 У^УКсиз булиб, Y дс € [а, Ы Да / (*) > 0 бул-

*  ̂ ^  Функция графиги, ён томонлардан х = а,
чизи^ 1аР' пастдан Ох абсциссалар ук,и билан 

н шаклнинг (одатда бундай шаклни эгри чизицли
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5- чизма. б- чизма.

трапеция дейилади) юзи

5  -  j  { (ас) dx (4)
а

булади (5-чизма).
7 -мис ол .  Ушбу

4у =  8х — х1 ва 4у — x-h  6
чизицлар билан чегараланган шаклнинг юзини топинг.

Бу чизи^лардан бири парабола, иккинчиси тугри чизиц
булиб, улар бир-бири билан А ^1; Ra В (6; 3) ну^та-

ларда кесишади (6 -чизма).
Изланаётган шаклнинг юзи 5 , А'АВВ' эгрн чизшуш тра­

пеция юзи 5 Х дан А'АВВ' трапециянинг юзи 5 , нинг айир- 
масига тенг:

S = S! — s t.
А'АВВ' эгри чизи^ли трапециянинг юзи (4) формулага кура 

6 ^ 205
12

булади.
А'АВВ' трапециянинг юзи эса 

/■м + в .а
* 2 2 8 

булади. Демак, каралаётган шаклнинг юзи:

5  =  —  — — =  5 — кв. бир. 
12 8 24
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Энди тскисликда

Г /, (X). У* = I* (Д
х >  а , х =  Ь 

*75ИК1ар билан чегараланган
S.,™, V f ™ K- Б> "Г / 'й
М /.W  функцияла1 613  аняцланган узлуксиз ва —
и х 6 [ Л у чУ " Ш > Ш >  0
р.0 (7- чизма). Бундай шакл- 
нинг юзи 7- чизма.

5  = f [Д (х) — /, (х)1 dx (5)

булади.
8-ми сол.  Ушбу

(у — х)2 =  х8, х = 1
чизиклар билан чегараланган шаклнинг юзини топинг. 

Берилган чизи  ̂ тенгламаси {у — х)2 =  х3 ни

У — х  =  ±  V x 3 =  ±  х  V х  

куринишда ёзиб оламиз. Бундан

У\ (х) =  х +  х V x  , j/,(x) =  х — х У  7  
булиши келиб чицади.

Равшанки, х £» 0 да

</i <х) > У, (х)
булади.

Ю^орида келтирилган (5) формулага кура каралаётган 
шаклнинг юзи

I
5  =  f [У1 (х) — Уг (х)] dx 

б>лали. Бу интегрални ^исоблаб, топамиз:
o r  _  _  I

j  I* +  х]Л с — (х — х VJc)] dx = J 2x V~x dx =

5 .  i
2

2 —
j>
2 o
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4
Демак, 5  =  — кв. бирлик.

5

Э с л а т м а .  Агар f  (к) функция [а ,  Ь] дз узлуксиз булиб 
ишора са^тамасл, Ох уцншг юцорисидаги шаклнинг юзи мусЪт , • а 
билан, Ох уцнин»’ пастидаги шжзнинг юзи ман|>иД ишора билан ] °Ра 
нади. °***

2. Айтайлик, текисликдаги шаклни у раб турувчи эгои 
чизик °

«  (“ < , е й  
параметрик тенгламалар билан берилган булсин

а) х =  х (/), ц = у  (0 функциялар [а, Р) да узлуксиз
V /£ [а, Р) Да х (0  > 0, у  ( t )>  0 ва х (/) функция узлуксиз’ 
манфий булмаган х' (/) ^осилага эга булса, у холда шакл­
нинг юзи

Р
S = \ у  (() х (0 dt  (6)

а

булади.
б) х = х (/), у  ~ у  (0 функцнялар [a, PJ да узлуксиз,

V t £ [а, Р] да х (/) > 0, у  (/) > 0 ва ff(t) функция узлуксиз 
манфий булмаган у '  (t) хосилага эга булса, у холда шакл­
нинг юзи

Р
5 =  f x  (<)■!/'(0 dt (7)

а
булади.

9 - мисол .  Ушбу

f* = f inS(\  ( 0 < ^ 2 л )[у  = b cos3 1
чизик билан чега^панган 
шаклнинг юзннн топинг.

Бу чизик билан чегара- 
ланган шакл 8- чизмада тас- 
вирланган. 1\аралаётган ёпик 
чизик Ох ва Оу координата

— укларига нисбатан симмет- 
рик. У чегаралаб турган 
шаклнинг юзи 5 туртт* 
АОВ эгри чизик-™ >ч 
чак юзи S A0B га тенг Щ
лади:

8- чизма. S  =  4 S a o B
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‘ Энди эгри чизикли учбурчак юзи S A0B ни (6) формула­
ми фойдаланиб топамиз:
* *  nft У  ,я/2
5 w = f yV) x ' ( D dt = \ У (t) dx (t) = у  (t) x (t) | -

0 71/2 nJ 2
f " * (О y' (0 dt = b cos3‘ 'asin'11 ~~ j  * (0 ■ у (0 dt =

Л/2

= - (  *(/)•«/' ( о л .
0

Шундай килиб.
л/2

=  f У (0  * '  (0  d t>
о

П/2

SA O B = ~ i  X(t) y ' ( 0 d t
О

булишини топамиз. Бу тенгликларни хадлаб цушиб,
я/2

{ J  l y ( ‘) x' ( t ) - x ( t ) . y '  (t)) dt
О

тенгликка келамиз.
Энди интегрални ^исоблаймиз:

1 л/2
S a o b  e  у  j  [fecos3/ а  • 3$in2/ • cos/—  a s in 3/ • b  • 3cos2/ (— sin / ))J/=

Я/2

= | sin2/ cos2/ (cos2/ + sin2/) d/ =
о

” /2 Я/2

= 1 sin2/ • cos2lcit = J  4sin2 tcos2tdt = 
о 0

Q . J/ 2 Я/2

= j  sin*2/d/ =  - y - J  dt =



9- чизма. 10- чизма

Каралаётган шаклнинг юзи
с  л с  А Ш я  3 i b яS - 4 - S „ M - 4  — ------г

булади.
3. К,утб координаталар системаснда

р = р (0) (а <  0 < Р)

функция тасвирланган АВ ёй хамда ОА ва ОВ радиус-век- 
торлар билан чегараланган шакл — эгри чизицли секторни 
царайлик (9 -чизма).
Бунда р =  р (0) функция [а, Р] да узлуксиз ва ихтиёрий 9 
(0 € [а, Р]) да р (0) > 0 булсин.

Каралаётган секторнинг юзи

d  0 (8)

булади.
1 0 -мисол .  Ушбу

Засо> Ф-sin ш ( п  .  _ я \
Р=  у .  I ----0 < ( р < -

s in  ф  -f -  COS* ф  \ 2 /

чизиц билан чегараланган шаклнинг юзини топинг. ОдатЛ 
бу чизиц декарт япроги дейилади. Декарт япроги ва у 0,1 
лан чегараланган шакл 10-чизмада тасвирланган.

К,аралаётган шаклнинг юзини (8) формуладан фонда* 
ниб топамиз:

Я/2 л/2
5  =  j Г 3 f l C 0 S j £ S i n j p  I 2 , _  9 о»  с о * « ф - я п 2 У_

2 J  [sin* ф+cos* ф I ^  2 J  |sin3 ф -r~ cos3q̂ l2
о о
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ЛаЙМИЗ: яП я/2. '  COS» ф-sin» у  ^  _  Г tg«<p rf ф _
I (s in*ф +  cos*<p)* ( l + t g 4 )  cos»<pJ v- о

' Я / 2

f __JsL?----  d tg<J> =  ^  ( (1 +  tg3 ф)” * d (1 +  tg-1 ф) =
= 4  (1 +  tg* Ф)* 3 j/

О л/2

“  — т  0  +  tg3 ф Г1 I = j

gy тенгликнинг унг томонидагн ннтсгралнн хисоб-
Эндч

0

Мисол ва масалалар

Куйидаги чизюуирнинг берилган оралицлардагн ёйи 
узунлигини хисобланг:

1. у  ** a -In - ° — , (0 < х < Ь, а <  6).
А*—Л*

2. {/ =  In cosx, ((0 <  х ^  а <  у ) ,

з- х— у у * - y ln t/ ,  (1 < у < е ) .

4. х=д!п (0<6<г/<а).
5- У = In (х2 — 1). (2 < х < 5 ) .

6- У = 2 V 1-he5" . (In 9 <  х < In 64).
7- у = arcsin e*. (—In 7 x < — In 2).
8. i/ = К  дс*—32 +  8 1 n (x+ K i*= 3 2 ), (6 < x < 9).

9. у  «  V 1 —x* arcsinx, (o x< 

y== l ^ T * 1 ~~ *)• (0 < *0 <Jt С  1).

П - 0— f ( ? — ^ / ) f ( i < x < 8 ). 

l2> V *=* sh*x, ( | x  | <  a).
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13. у  =  ln t h ^ y j ,  ( 0 < O < X < 6 ) .

14. * =  ? -V (y= \ )F, (0<  х <  2 / 3 ).
«5

15. x =  a(cos/-Wsin/), у  = a(sin/— /cos/), (0< /^2л).
16. х =  a(sh / — /), у  = a(ch / — 1), (0 < / < Т).
17. х = ch1/, у  — sh3/, (0 < / <  Т).

,8 - * ^ Т ^ т г 005(0 ,п/)' у=  p ^ T sin(a 1п 0 . f t < '< g .

19. х = / — — ьЬ 2/, у  =  2 ch /, (0 < / < /0).

20. x = a(cos/ +  I n t g ( y j ) ,  y  = asin/,jO</0 </<

21. * =  (/* — 2)s in/+  2/cos/, у  =  (/*_2)cos/ — 2/sin/, 
(0 < / < л).

22. x =  cos4/, у  =  sin4/, ^0 < /< - y  j.

23. x = sin4/, у  = cos*/, ^ 0 < / < - y j .

24. x = a cos* /, у  = a sins/, (0 «£ / < 2л).
t /

25. x  = j" совф^ф, «/ = ( sin ф*Лф.
о о

(0 < / < /„) (клотоида).

26. x = J  ^ ф ,  «/ = j  ^ f /ф, ( l< / < / 0).

27. г = a emv, (m >  0), (a >  r  >  0).

i r b v  (l4>l«=-f-)-28. r =

29. г = a I h ~ , (0<ф<2л).

3°. ф= - L ( r  -f  - j - j ,  (1 <  r <  3).

31. Ф - / Г ,  (0 <  r < 5).

f  shp
32. ф =] — dp, (0 < r < /?).

33. r = l  +  cos/, T = / - t g - i - ,  ( 0 ; < / < Г < л ) .
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< - t ) ;
36. r = аф*. (О < ф <  4).
37. г = а ф\ (0 ф < 3).
38. ф =  arccosr< +  a'bt (a < r < ft).

(e + frV
Куйидагн чизи^ларнинг ёй узунликларини хисобланг:
39. jc* =  5iД  х2 +  у2 = 6.

40 f/* “  2?(Х-----г- )*’ y t  = X-
41. (у — arcsinx)*= l — хг.
42. V x  +  V y  = V a  .
43.

a* 6*

44. x = /*, у =  — **)•

45. x = 2/J( l —/2), у =  |^15/4.

46. x = a(/2 1), =

47. x = cos4/, i/ = sin4/.
48. у =  acoss (-2-J.

49. r — a sin4( —
V 4 I

50. r= a  ccs^-l- j  .

51. r = a s i n " ^  —  j, n £ N .

l ° .n = 2 k .  2°. n = 2ft +  1.
Куй ила ги чизицлар билан чегараланган шаклларнинг 

ларини хисобланг.
52. ах =  //*, ау =  х*.
53. у — 2х — х%, х +  у =  0.
54. t/=2x , «/ =  2, х = 0.
55. у  =  (х -f  1)*, х = sinjn’y, у =  0 (0 < у < 1).
56. </ = х, у =  х  +  sin* х, (0 <  х *£ л).

57. у =  в- ' .  | sin х |, у =  0, (х 5» 0).

34 . г =  2 (I  +cos<p), (г <  I).

35. г  = а(\ — sin ф ) ( ------- j -  <  ф



58. у  = х ------- , у  = cosx, х =  0.

59. у = sin х, у  — cosx,  0 < *  *£— .
4

60. у  = 1п(1 + х  ) , «/ = — хе~х, х = 1.
61. у  = х, у  = sin дг. х 5» 0.

62. </= - 4 " .  г/ — |х|. х > - 2 .
* + 5

63. у  = \х\3е -х\ \х\ = а ,  а >  0.

64. х* +  «/* = 2, у* -  2 х -  1, х >  ~ .

65. у  =  2Х_3 +  1, у= 2 3“ ж+  1, у  = 1 ,5 .

66. у  = х, у  = — , у  = ^ - —х, х >  1.х 3
67. у  =\~х, у  =  — iogjX, у  =  0, х = 0.
68. 2«/ =  хг, х2 +  у* = 4г/, 2(/ >  х2.

69. у  =  ха, у  = ха , х > 0, а  >  1.
70. у  =  ха, у  = х _а, у  = 0, х =  6. а > 0 ,  а=*1, 6>|
71. х =  а(/ — sin/), у  = а( 1 —cos/), (0 < / *£ 2л), у= 0
72. х = 2/ — /2, у = 2/2 — /3.

73. х = a c o s t ,  у =  — slnV ■.
2 + sin/

74. х =  а cos /, y  =  ftsin/.
75. х =  а(1 —cos/)cos/, </t= а(1 — cos/)sin/.

76. х = а ^ / —sin/j, у = а ( 1 — cos/), а  >  0.

77. x =  a sin 2/, y  = a sin /, a > 0 .
78. r* = a3cos 2ф (лемниската).
79. г  =  — ^— (парабола), Ф =  — , ф = — .

1 —cos ф 4 2
80. г =  3 +  2 cos ф.

81. Г =  Л  г =  — . ( 0 < ф < ^ - ) .ф sin ф \ 2 /
82. г* +  ф2 =  1.
83. ф = sin(nr), (0 < г < 1).
84. (р = г — sin г ф =  л.
85. г =  2 — ссяф, г = cos ф.
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86. r =a|lg«p|, г = 6 1cosфI, 0 < fc< a.
87. r  = b+a  cos ф, a >  b >  0.
88. т =  2acos®, г = a sin —, ф = 0.

COs* ф

89. r - а . ^ .  0 < b < „ .
sin Ф Stn <p

90. r* = a*cos4 ф.

3 -§ .  АЯЛЛНМА СИРТНИНГ ЮЗИ

у  =  /(*) функция [а,Ь] да аницланган ка узлуксиз хамда 
узлуксиз /'(jc) хосилага эга булиб, V x £ [a ,6 ) учун /(х) ^  О 
булсин. Бу функция графигининг (a, /(а)) ва (6, f(b)) ну^та-
лар орасидаги АВ сини Ох уц атрофида айлантиришдан хо- 
сил булган сиртнинг юзи

5  = 2 л  f f(x)V \+f'V(x)dx (9)

булади.
II-ми со л. Ушбу

X X
f  ( * ) -  - г ( с° +  е “) . 0 < * < (а > °)

занжир чизик,ни Ох у^ атрофида айлантиришдан хосил бул- 
ган айланиш сиртининг юзини топинг.

Равшанки, берилган f(x) функциянинг хосиласи

I  гм  -  т  )
булади. (9) формуладан фойдаланиб, изланаётган айланиш 
сиртининг юзини топамиз:

S  =  2 л | - ^ ( / + Г 0~ ) ] /  \+±.{е ‘ —е~*)3 dx =

= V aj  =  ™°\[е 2“ +  2 +  Г * -  ] dx -

=  ™ [ - f  * 2° +  2х -  \ ё * ~ а ] “ [е'- -  ё~* +  41.
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Демак,

АВ эгри чизиц юцори яримтекисликда (у  > 0 )  жойлашган 
булиб, у

параметрик тенгламалар билан берилган булсин. Бунда х 
= x(t) ва у  = у  (/) функциялар [а, 0] да узлуксиз ва узлук­
сиз *'(/), y '(t) ,\осилаларга эга булсин. Бу эгри чизи^ни Ох 
уц атрофида айлантиришдан хосил булган айланиш сиртн 
нинг юзи

айланани Ох у к; атрофида айлантиришдан ^осил булган айла­
ниш сиртининг (тор) юзини топинг.

Берилган айлананинг тенгламасини

параметрик формада ёзиб оламиз. Изланаётган айланиш сир­
тининг юзини (10) формуладан фойдаланиб топамиз:

1 Фараз цнлайлик, у  = / (х) функция [а, Ь] да аницлан- 
ган ва узлуксиз булиб, V х £ [а, Ь\ да f(x)  > 0  булсин.

(Ю)

булади.
11-м и со л. Ушбу

х! +  (</-2)г = 1

2л

5  = 2л |* (2 -Ь sin/)* У  (cos0'* +  (2 +  sin/)'г dt =
о

2л

= 2 л J’ |/ (— s in 0* +  cos*/-(2 +  sin l )d t  =
0

2л
2л f (2 +  s in t)dt = 2л(2/ — cos/) I =  8л*.

о о
Демак,

S  = 8 л2.

4 - §  АПЛАНМА ЖИСМНИНГ \АЖМИ
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Юцоридап f(x) функция графиги, ёи томонлардан х = а, 
х = Ь вертикал чизшуир, пастдан Ох уцдаги (а, Ь] сегмент 
билан чегараланган шаклни Ох уц атрофида айлантиришдан 
^осил булган жисмнинг .\ажми

Г  v - я  f r ( x ) d x  (II)
а

булади.
£ 12-мисол .  Асосларининг радиуси г ва R, баландлиги 
h булган кесик конуснинг хажмини топинг.

Масалада айтилган 
кесик конус юцоридан

f(x) =  г + X,

функция графиги, ёи то"
■онлардан х =  О, х = h 
вертикал турри чизиц- 
лар, пастдаи [о, h ] сег­
мент билан чегараланган 
ОАВС трапециянинг Ох 
у^ атрофида айлантириш- 
дан *осил булган жисм 
булади (11-чнзма).

(11) формуладан фойдаланиб кесик конуснинг ^ажмини
топамиз:

h  *

V = л j f * (x )dx  = л j  {г + J—  х) dx

+  2 r . ? — L x  +

R  — r  x* , (R  — r)*
a I7  + ft* 3 Jo 

R - r \ *  hs ! _

0

л Jr*<c +  2r •

n h + r ' V ' f t , + ( ^ r L)v 3 i =

л ft(r* +  R r - r *  +  “  [R2- 2 R r  +  r*)) 

= * ^ ( R *  +  R r - h  r* J .
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У

- А

2y -x*  1 \
т А  

• \I V \Л\ *
А, 0 в. “

12- чизма.

Аввало 2у  = х2 парабола

Демак,

V = 7  ( * ’ +  * '  + г* )

13-мисол .  Ушбу
2 у  =  дс*, 2х +  2у  = 3

чизицлар билан чегара­
ланган шаклни Ох уц 
атрофида айлантиришдан 
^осил булган айланиш 
жисмннинг ^ажмннн то- 
пинг.

чизицнинг кесишиш нуцталарини топамиз:
Xs = 3 — 2х.

Бундан xl = \ ,x i = — 3 булиши келиб чик,ади. Демак, 
чизикларнннг кесишиш нуцталари Л^— 3; -|j, Д ^I; - i j  бу­

либ, улар э̂ осил цилган шакл 12-чизмада тасвирланган. 
Изланаётган айланиш жисмининг ^ажми

V = Vx- V t
булади, бунда V, — Л, АВВ1 трапециянинг Ох уц атрофида 
айлантиришдан ^осил булган жисмнинг хажми, Vt эса 
АхАОВВх эгри ЧИЗИК.ЛИ трапециянинг Ох у к; атрофида айлан­
тиришдан хосил булган жисмнинг х,ажми. Бу жисмларнинг 
\ажмини (11) формуладан фойдаланиб топамиз:

V, -  л  Щ  (з  -  2*)]’  dx -  я  j  (*  - ]  )• t  ( ,  -  f )  -
— J

И * - ! ) ’
—3

—3 

91= — л . 
3

1
- 1 ( 1  + 2 4 3 ) - | 'л

—3 —3
Демак,

v  = v l — v t = 91я __61 л __ 18 2
з ~ ~  i s л "

Фараз ^нлайлик, эгри чизи^
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т

[ l - l m
г  ияраметрик тенгламалар
I билан берилган булсин.

Бунда х = х(1) функция 
в узлуксиз камда узлуксиз 
? манфий булмаган х  (/) 
Ёдосилага эга, y(t) функ­

ция [а, Р] да узлуксиз 
 ̂ *амда V / € (a, pj да 

</(/)> 0.
Бундай чизик билан 

чегаралангаи шаклни Ох 
УК атрофида айлантириш­
дан косил булган жисм- 
нииг ,\ажм и

13- чизма

V =  n ^ y * ( t ) x ' ( t ) d t (12)

булади
15-мисол.  Ушбу

К  Г х =- a  cos* /. (О ^  ^  2л)
\ у  = a  sin* /

параметрик тенгламалар билан аникланган чизик (астроида) 
Косил килган шаклнинг Ох ук  атрофида айлантиришдан юза- 
га келган жисмнинг хажмини топинг (13- чизма).

13-чизмада курсатилган ОЛВ шаклни Ох ук атрофида 
айлантиришдан косил булган жисмнинг ка*ми (12) формула- 
га кура топилади:

и
^0 = л f  I/2(0 • х (l)dt  =  — л \ а г s in*/a-3 cos5/

• (— sin/)d/=— Зла8 [ ( I  —cos2/)3cos2 / d (cos t)

— Зла3 f -  cos3 /------cos* / H—  cos7 /------cos* /1
[ з  5 7 9 .

16ЯЛЭ
105 ‘
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Демак, изланаётган жисмнинг \ажми:

v =  2V0 = 3- ^ - .
0 1 0 5

Мисол ва масалалар

К,уйидаги чизицларни айлантиришда» з̂ осил булган айла. 
ниш сиртларининг юзаларини ^исобланг:

91. у  — a cos ^ , (|дс|<6), Оде уц атрофида.

92. у  — tg х, (о < х < Ох уц атрофида.

93. у  =  ё~х, (0 <  х <  а), Ох уц атрофида.

94. 2 ау  = а* +  х1, (0 < х < а), Ох у к, атрофида

95. дг = In (у  — У у г — I), ( j  <  у  <  | ) ,  Оу уц атро- 
фида.

96. .v =  а ■ arcsin +  VУ (а — у), < у  < Оу 

УК атрофида.
97. 4.< +  21п у  — у *, (е~х <  у  <  е), Оу уц атрофида.

98. у '  = 2(дс — 1), (0 <  у  < 1), Оу уц атрофида.

99. у  = (arcsin x —x V  1—дс1)/ 2, (0 < х <  1). Оу ук ат­
рофида.

100. у  = a ch (— \ (а <  х < Ь), Оу уц атрофида.
\а/

101. х = a(t  — sin /), у  = а ( I — c o s t ) ,  (0 < / < 2л),
1) Ох уц, 2) Оу уц, 3) у  =  2а чизик, атрофида.

102. х = а ( 2 c o s t  — cos 21), у  — а ( 2 sin / — sin2/),
Ох уц атрофида.

103. х =  2 / 3  cos t, у  = sin 2 1, Ox ук атрофида.

104. * = - , « /  =  4 - - ,  ( f / | < 2 / 2 ) ,  Ox уь; атроф«Ч-
3 2

( I tКунидаги чизи^лар билан чегараланган шаклларни  ̂ ^  
атрофида айлантиришдан хосил булган айланиш жис. 
нинг .\ажмларини топинг:
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105. i/1 = 2 px, t/ = 0, x = a.
106. Xy =  a\ y  = 0, x = a, x = 2a.

' JL = 3, у  = 0, x = a. (x > 0). 

у  = sin 2x, ^0 ^  x ^  — j, у  = 0

107

108

109. у  -  <?"', «/ -  0, x = а.
110. I/ = (In х)/х, (1 < х < е ) .  у  =  0, х = е.
, 11. у — sin У *  (0 < x < л2), у  =  0.
112 у = *вж sin (л — 1 <  х ^  л), у  — 0, п £ N.

. « • S + S - 1-

1.4. — U x l

115. у* = 2х, у  = 2, х = 0.
116. I/ = sin* х, у = х sin х, (0 х s£ л).
117. 2ру = х*. 2<?х = у г, р >  0, <7 >  0.
118. у  = <Г* Ks inx ,  (0 < х <  +  оо).
119. у  =  ех +  6, «/ =  е2\ х =  0.
120. у = х, {/ = х +  sin*x, (0 «£ х *£ л).
121. х = a(t  — sin/), у  =  a ( l  — cos/), i/ =0, (0 < / < 2 л).
122. х = 2 / — /-, у  = 41 —t3.
123. х = l 3 — t

/• + 1 ' " I* + 1
124. x = ach3/, у  = a - sh*/, х =  2 ]/ 2  а.

2 о/* 2 al3У = — , х =  а1+/* ’ 1 + /|
За126. х = а (1 +  cos/), у  = a ( t g / +  sin/),  х =

5*§. АНИК ИНТЕГРАЛИИНГ МЕХАНИК МАСАЛАЛАРГА
ТАТБИЦИ

1 - С т а т и к  момент .  O f  и р.тик м а р к а  зи. 
_"и'ьлумки, эгри чизи^нинг Ох ва Оу у^ларига нисбатан 

к м°ментлари цуйидаги формулалар билан ифодаланади:
я

= j W s . Кv \x d s ' 
I
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бу ерда ds = У (dx)2 +  (d y )* эгри чизиц ёйинннг дифл-в. 
циали булиб, s эса берилган эгри чизиц узунлиги.

Берилган эгри чизицнинг огирлик марказлари эса куй 
ги формулалар билан ^исобланади: Ида>

-  Ку Кх
* - — •■ У = — -

Амалий жи.\атдаи бу формулаларда s ни эгри чизикнинг 
аналитик тасвирида эркли узгарувчи ролини уйнаган t, х ёки
0 узгарувчилар орцали ифодаланади.

16-мисол .  Тенгламасн — +  у  = 1 булган тугри чи-
зи^нинг координата уцлари орасига жойлашган цисми учун, 
унинг Ох ва Оу уцларига нисбатан статик моментларини то- 
пинг.

ds = У  1+  у ' г dx =  | 1 - f  ^  dx = 1 dx.

K _bV_a* +  b' j ^ i — L ' j d x *  ьУа* +  *  , a _

bVa' + b* ** I» r  ■ bVa* + P
----- —  " r \ o = b V a  + b ---------2------

* Va* +■ b* .
2

xdx 2
о

_2 L
17- м и с о л. Тенгламаси х 3 +  у  3 = а J билан берилган ас 

троиданинг биринчи чоракда ётган ^исмининг Ох ва Оу 
нисбатан статик моментларини ^амда унинг огирлик маркам 
ни топинг. ^

Равшанки, бу астроиданинг п арам етри к  тенгламаси  
= a cos3 у ,  у  = a sin3 ф булади. У ^олда



r ds = V (dx)1 +  (dyj* = 
f ss Y(—Засо52ф5тф)* + (За$ш*фС05ф)* dф =
^ Н г : = 3 a cos ф • sin ф d ф;

я
И£* Kx ■* J  a sin3 ф • 3 а • cosф• sin ф d ф =

=»3а! j*sin4<fd(sinф) =  За3- — s in 4  | =  ^ .  
о 5 о

ХуДДИ шунга ухшаш
I  I  IЩ о

д- _ ^
Оирлик маркази х = - j - , у  = булиб, бу ерда 

s = Г ds = f Засоэф-Бтф d ф =
В -I  Я

= — За j  cosфd(cosф) = — 3 а — | =  ;

За* З а  2а -  З а* З а  2 а
х " Т" : Т = 5 • у = “5” : т  = т  • 

- ( £ : ¥ ) •
тап До м е т Ри к ф и г у р а л а р н и н г  с т а т и к  м о м е н т -  

Ри О г ир л ик  м а р к а з и .
*КИА?Р  геометРик фигура юцоридан у  = у  (дг), пастдан Ох 
Чега ‘ 11 то**онидан дс = а ва х = Ь вертикал чизицлар билан
нисбатЛа,,Ган ®̂ лса* бундай фигуранинг Ох ва Оу уцларига 
Лот,,,,.!? СТатик моментлари ва орирлик марказя куйидаги 
ГЙЧГЛМар билан *исобланади: 

ь
2 j  y'dx, M,  = j x y  dx, (х, {/) = ( % .  ' т )
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'

бу ерда ds = v (dx)* +  (dy)2 эгри чизин; ёйининг ли),и 
циали булиб, s эса берилган эгри чизиц узунлиги.

Берилган эгри чизицнинг огирлик марказлари эса куйп 
ги формулалар билан ^исоблаиади: ,И;1а-

Ку_
S * У s '

Амалий жи.^атдан бу формулаларда s ни эгри чнзикщц. 
аналитик тасвирида эркли узгарувчи ролини уйнаган t, х ёки
0 узгарувчилар ор^али ифодаланади.

16-мисол .  Тенгламаси — +  = I булган тугри чи-

эицнинг координата уцлари орасига жойлашган ^исми учун, 
унинг Ох ва Оу уцларига нисбатан сгатик моментларини п> 
пинг.

K  =  bVaJ + b1 b V Z ± * . a _
* a J  \ a J  a

b V ^ T W  *  P _  ь К - г г т г  b V *  + » _  
a» 2 э '  2

bVai + b*

u

K. ~ \

1  2 - 1 .
17- м и с о л. Тенгламаси х 3 +  у  3 = а 3 билан берилган*^ 

троиданинг биринчи чоракда ётгаи цисмининг Ох ва Оу УКлаР** 
нисбатан статик моментларини ^амда унинг огирлик маркам 
ни топинг. ^

Равшанки, бу астроиданинг параметрик т е н гл а м а с и  х 
= a cos’  ф, у  = a sin3 <р булади. У ^олда
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ds  = V (dx)* +  (d y )* =
3 a  cos* ф sin ф)4 +  (3 a sin* ф cos ф)* dy = 

= Засо$ф-51п ф^ф;
Л
2*

/Сж = f а $ т 3ф-За*со5ф5!пф^ф =

л я
Г I 2 3

=j 3fl2 f sin4фd (sinф) = За**—sin^p | ■= .

Худди шунга ухшаш
I ‘

f t  * . - } * « - ? ■

Ш  Ky Kr
Огирлик маркази x =  , у  ** —  булиб, бу ерда

S  S

л  л

Г 2s = I ds = | 3 a cos q> • sin q d ^ =
i  о

Я  Л_

— 3 a  f cos<pd(cos<p) =  — З я | =  _l£.С cosq>

№  2а -  З а »  З а  2 a-  3 a* 3 a  _  =s — .
x =  - g -  : T  =  5 - У -  5 2 5

^ Г е о м е т р ^ н к ^ г у ^ а л а р н и н г  с т а т и к  м о м е н т -  

лари. О г и р л и к  м а р к а з и .  || =  и(л  пастдан Ох
Агар геометрик фигура ю*оридан j' чйзимаР билан 

Уи,и, ен томонндан х = а  ва х — b верп . укларига
чегараланган булса, бундай фигуранинг ' куйидаги
нисбатан статик моментлари ва си̂ ирлик ■ P 
формулалар билан х,исобланади:

ь9 ь _ /М Мж \
Л,« = - J  j  «/*dx, =  j  ху dx, (х, у) =  • Т Г

a a
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Бу срда 5  = f y (x)dx  геометрик фигуранинг юзи
а

18-мисол.  у  = а — х, у  = 0, х = 0 чизицлар билан 
гараланган фигуранинг Ох, Оу уцларига нисбатан , т Че" 
моментлари ва огирлик марказининг координаталаринн топ** 

Юцорида келтирилган формулаларга асосан:

м ,  =  1 1 y ' i x  -  - i  | (о  -  x f  dx -  -  j L  <„ _  ' _  *  .
0 0 0 u

My = f (a — x) xdx =  f ax dx — J  x2dx =
о o o

a* a 8 a 3 a 3 a 3= a ------------------------------------  —  ;
2 3 2 2 6

S  =  f (a — x)dx =  f a dx — {xdx = a2 — — = — •
о o o  2 2 ’

« й - № - т ) - ( т - т ) ‘
19-мисол.  x =  n(/ — sin/), y = a ( l — cos/) циклоида- 

нинг бир тармоги ва Ох уц билан чегараланган фигуранинг 
огирлик марказини топинг.

j 2я 2я

“ J  */2dx = -j- j* a 2(I — co s l ) 2dx = 
о 0

2я 2л

= ~2~ f  ^  —cos/)3d/ = f  j  (1—3cos/-f 3cos2/—3cos*t)dt
о 0

a3 0 . 3 a*  0  3 . 0  1 3 5 jlfl3= — • 2 л H--------- 2 л = л a3 +  3 • — л a — — —  •
2 4 2 2

2Я 2л
M. = I* xy dx =  j* a (/ — sin /) a2 (1 — cos t)2 dt =

2Я

=  a3  ̂ (/ — sin 0(1 — cos /)*dt  = З л 2а3
о

2я 2л 2я о
5  =  f у  dx = \ y{t) x'dt = a2 f (1 — cos /)2 d/ =  3 л я »

о о  о
, -----/Ми Мх \ / 5а\

(*» у )  =  * “5“ ) =  ( я а * 6 ]  *
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r А К у ч н и н г  й а ж а р г а н  иши
Сзгаоувчи F(x) куч Ох ук  буйлаб таъсир этаётган

__ k x ,  5 кГ =  А>0,25 м=> k = 20 => F = 20х .

21- мисол .  Цилиндрда днаметри 20 см ва узунлиги 80см 
булган поршень харакат киладн. Бу цилиндр Я0 = 10 кг/см1 
Госим остида 6yF билан тулдирилган булса. температурани 
узгартмай кандай иш бажарилганда, бугнинг хажми иккн 
баробар камаяди?

Жараён иэотермнклш и сабабли, Бойль- Марриот конунига 
биноан: P V — P0 V0 булиб,

Бундан: v0 = 10г л - 8 0  = 8000 л смг ва Р0 =  10 кг/смг 
сабабли,

А = 80000 л • In 2 кг • см = 800 л In 2 кг м
булади.

XI боб 
С О Н Л И  Ц А Т О Р Л А Р

М  АСОСИЙ ТУШУНЧАЛАР. СОДДА ТЕОРЕМАЛАР

20- мисол.  Лгар ЪкГ куч пружинани 25 см га чузса 
у *олда пружинани 60 см га чузиш учун кандай иш бажа-
риш керак?

Гук конунига биноан:

иш бажа-

д  = | 20xdx  =  =  10-0,36= 3,6 кг м.
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ж
ифода цатор (сонли цатор) д е б  аталади. Уин „

-  " К'НС|ача7  а„ каби  бел гиланади :

2  . " + а лПв-1
О)

в „  о3, . . .  лар (1) цаторнинг \адлари, ап э са  цаторнинг умумий з{ади дейилади.

Ушбу

А, = а„ 
Л, = а, 4- а„

А3 = а, + с, + я„

• • •

йигиндилар (1) цаторнинг цисмий J йигиндилари  дейилади. Бу цисмий йигиндилардан иборат

^1* ^2* ^3* * * *’ • • • 
кетма- кетликни к,араймиз.

2 - т а  ъриф. Агар л-*-оо да  {Ап) кет м а-кет лик чекли лимитга эга, яъни

lim Ая =  А
П-¥0О

бЦлса, у  %олда  (I) цатор якинлашувчи дейилади, А сон 
ш у  цат орнинг йигинди си  дейилади.

Бу з^алда

ао
А =  ах +  аг +  а9 +  . . . +  ап +  . . .  =  ^  ап

П—1 Iкаби ёзилади.

Агар п -► оо да ’{/1л} кетма-кетликнинг лимити чексиз i 
булса, ёки бу лимит мавжуд булмаса, у  .^олда (1) узоцлашувчи  дейилади. j
252

ас

I Шундай килиб, таърифга кура V  ап ^аторнинг яцннла -
Пя|

рКИ уэоцлашувчи булишини аннцлаш учун унинг цис- 
‘ЧГйигиидй'ар кетма-кетлигини {Ап} нинг лимита ни к,араш 
*** экан. Кисмий йигинди Ап нинг лнмитини топишда 

ифодасиии ку^анроц шаклда ёзиб олиш лозим. Куп­
она холларда куйида келтириладиган формулалардан фой- 
.̂таниш ма^садга мувофи^ булади:

1_ п _  '—----------- — , агар х Ф 1 булса,
В ( * ) - * + • ■ •  +  *  =  . 1 - *  I - *

, п  , агар х =  1 булса,

Сп (х )~  1 +  2х +  Зх2 +  . + / 1 ХЛ_1 =

— !-------1- (г| — 11 л ~~ ПА----- , агар х Ф 1 булса,
= (I—*)* (I—**)’ (2)

агар х =  1 булса.

D.  (х) =  х +  х3 +  хь +  . . . +  х2п~1 =П
х х2п- 1, , ,  агар х Ф ± 1 булса,

=  | 1 —  X * I —  Х г

I ± п , агар х =  ± 1 булса.

Еп (х) =  1 +  Зх* +  5х« +  . . . +  (2л -  1) х2" - 2 =

_  I _ !+ £ . [2, + ■ ),»+ »-< 2. ,
~ (1-**)» (1 — ЛГ*>*

' ± пг , агар х =  ± 1.

Бу формулаларнн келтириб чн^ариш цийин эмас. Биз улар- 
Дан бирини, масалан, учинчисининг тугрилигини курсатамиз. 

Равшанки, х =  ± 1 булганда

(О =  1 +  1 +  1 +  . . - +  1 =  п, Dn (— 1) =

=  — 1 — 1 — 1 — . . .  — 1 = — /z
б?лади.
■типм*1* х *  ± * булсин. Бу холда тенгликкинг \ар икки 
Т0Мон“ни х га купайтариб, топамиз:

x D, , ( * ) = * (x  +  x* +  x‘ +  . . . +  х2"-1) =

=  X* -+- X* +  . . . +  х2".
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Агар
X* +  X* +  X* +  . . . - fx 2n =  X* +  (хг)г - f  . . . - f  (x-)'

=  x *  =  JC* l - x 2n
1 —  X* 1 —  X*

булишини эътиборга олсак, унда ушбу
1 - х 2"x-D<x) = x*
I — х*

тенгликка эга буламиз. Бундан эса
х - х 2" * 1 X

Dn (х) =

булиши келиб чин̂ ади. 
1 -мисол .  Ушбу

1 - 1 + 1 - 1 +
2 4 8

.2л-}* 1

-I

цаторни якинлашувчиликка текширинг.
Берилган цаторнииг ^исмий йигиндиси

А . - 1  — . . . + ( —I)"-1
П 2  4 8  V '  2п

булади. Бу Ап ни юн;орида келтирилган (2) формуладаи'фой- 
даланиб бундай ёзиб оламиз:*-'+НИ-7Г+НГ+-+(-Г-

+ К)1 \ п — 1

-И) -И)
3 3 I 2/

1+ т

1 + 7
п-*- оо да лимитга утиб, топамиз:

lim = lim 1  ( ___L\n_' l  = -3 I 2j J 3
Демак, берилган цатор я^инлашувчи, унинг йигиндиси

2
3А - ±

254



2- мисол.  Ушбу
1 , 1  . JL  4- I 2п -  1 1
2 2 * 2 »  ' ‘ Т

ЩооНИ я^нлашувчиликка текширинг. Бу цаторнкнг цнсмий 
ЛЕиндиси

Ш  = -  +  — +  ■• • +  2п ~  - =  -  ( I +  3 - -  +■ Г "  2 2* 2" 2 1  2I  + 5 - ^  +  . . .  +  ( 2 а - 1 ) - ^ )

булади Уни (2) формуладан фойдаланиб, бундай ёзиб ола- 
миз:

Ап = -  п 2 + 3 Ш ' + 5 ( р т ) ' + - - - +

+  (2л
- ' К Й г )

1 \2n-2 , +  2КГ +

(2л + 1)
+

у+ г, — (2л+  !)• 2„

К )’
Натижада

1 /а 2" +  3\

lim Ал -  lim i  (6  -  )
n-*oo n-»oo A \ Z /

булишини топамиз. Демак, катор якинлашувчи, унинг йи- 
риндиси

Л = 3.
3*мисол.  Ушбу

J T + . - V + -  + (Зл — 2) (Зп+1)
Каторни Яфшлашишга текширинг. Бу ^аторнинг ^исмий йи 
риндисини ^исоблаб, унинг лимитини топамиз:

l« =  Т Т  +  4 Т  +  ‘ ‘ ‘ +  (Зп-2) (Зл+1)

( ■ Н )  +  - 5 а - т )  +  -  +  т ( 5 г Ь - ^ “
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=  1  / i _  I  +  i - i - f +  — _______ I
3 \ 4 4 7 7  '  Зя — 2 3n , p

=  — ( l ------- !— V lim An = lim ^  (1 — -) = I
3 \ 3/1+1/ я-» 8 Л-.00 3 \ З л + 1 /  3 ‘

Демак, берилган к,атор якинлашувчи ва унинг йнгиндис,
А =  -

3
4 -мисол .  Ушбу

] Юцорида келтирилган (2) формуладан фойдаланиб
)  ^  формулада х -  — 1 деб) Ап ни хисоблаймиз:

(п — 1) (— 1)" — п (— I)"-'- *  I I -  " "  ■ ■■ И ■

V f l / П+У  — 2 / л + 1  +  / л ) Агар

п IX—(-D1* ' П - ( -  О)*
1 , (п — I) (— 1Г — я (— I/*-1 1 „  ,, - + ------------------------------------- г п  +

+  2п (— 1У +  (— l)f+,J.

2k булса,

Л=1 :к
цаторни я^инлашувчиликка текширинг. Бу ^аторнинг кисмнйI 
йигиндиси

К  = (1/3 - 2  /2+/Т) + ( / 4 - 2 / 3  + /2)  +
агар ns=2k_ 1 б*ЛС̂ . , 4 ^ n  = i ( 4 - 4 f e ) = = l - fe

+  . . .  +  ( / л + 2 - 2 / л + 1  + К л )  
булади. Уни куйидагича ёзиб оламиз:

\  =  [ ( К З - / 2 ) +  ( / Г  -  / 2 ) )  +  [(/ 4  -  / 3 )  +

+  ( / 2 - / 3 ) ]  + [ ( / 5 - / 4 ' )  +  (/ 3 -1 / 4 ') ]  +
+  . . . +  K/7TF2 -  К м Т ) +  ( / л  -  / л " Т 1  )1=

= [ ( К З - / 2 )  +  ( 1 - / 2 ) ] + [ ( / 4 - / 3 ) -
( / 3 - / 2 ) ]  +  [(/ 5  — / 4 )  — ( / ? — / 3 )1  +  . . . +
+  [(/ л + 2 * — / п Т Т ) —( К л + Г  — / л )1  = 1 - / 2  +

I

6?лади-
Бундан эса lim i4M =  +  оо, lim А2к_ ,  =  —  осЛ-юо
булиши келиб чицади. Демак, цатор узон^лашувчи.

Щ* С о д д а  т е о р е м а л а р

Бирор
ао2 « 1I- e , + e 1+ e I + . . . + e ll+ . . .  (1)

дастлабки m  та ^адини

+  ( / л + 2  — / л + 1 ) =  1 - / 2  +  

Натижада 

lim An = lim / 1 — / 2  +
П-ФОО П-¥00 \

_  *

/ л  + 2 + / я  + 1/

/ л  +  2  + / л  +  1 

=  1 - / 1

Катор берилган булсин. Бу каторнинг 
ташлаш натижасида юзага келган

V  a  = a m+, + Д т +2+ ■ ■ ■
(6)

n—m+l

булишини топамиз. Демак, ^атор якинлашувчи, унинг йигий*
диси А = \ — V 2 .

5 -мисол .  Ушбу
1 — 2 +  3 — 4 +  . . . -f- (— 1 )п * • я  +  . • •

цаторни якинлашувчиликка текширинг. Бу цаторнинг кисмий 
йигиндиси

Кагор (1) каторнинг ^олдиги ле‘’”ла^ ’н 1ашувчи булса, унинг 
1 - те орема .  Агар (1) Кат0Р ^ булади в а , аксинча. 

исталган (В) колдиги кам як.1,нла1“> берилган 0 )  Ка*
(6) колди^нинг якинлашувчи булишидан у

Т Г / Л Г Г С 5*л"6' >" инг
йигиндиси А га теиг булса, у  колда

^  . ± j a n, +  • -J_ _

А„= 1 — 2 +  3 — 4 +  . . . +  (— 1)П—1
V  с - а п = с а х +  са2 +  са3 +
П*1

17-438
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^атор ^ам я^инлашувчи ва унинг йигиндиси с-Л га w  
булади ( с  Ф  0 узгармас сон).

3 - т е о р е м а .  Агар

аО
V  ап =  а , +  а2 +  а3 +  . . . +  ап +  . . .
п=» 1

5 ]  Ьп =  Ь\ +  Ь2 +  Ь3 +  • • • +  Ьп +  • ' ' 
л -  1

цаторлао я^инлашувчи булиб, уларнинг йигиндиси мо: ра- 
вишда А ва В га тенг булса, у  *олда

У  (а п +  Ьп) “  (а 1 +  ь \) +  (а2 -Ь &2) +  • • • +  (а„ +  Ь„) +  . . .
Л*«1
^атор ^ам я^инлашувчи ва унинг йигиндиси А +  В га тенг 
булади.

4-т е о р е м а  Агар (I) *атор як,инлашувчи булса, л-*-оо 
да ^аторнинг умумий >̂ ади ап нолга интилади. (Бу теорема 
к,атор яцинлашувчи булишинннг зарурий шартини ифодалА 
ди.)

6 - мисол .  Ушбу

0,001 +  V 0,001 +  р  0,001 +  . . .  +  / 0 ,0 0 1  +  . .  •

истории я^инлашувчиликка текшир:шг. ____
Берилган цаторнинг умумий з̂ ади ап =  / 0 ,0 0 1  булада 

Агар

lim ап =  lim V  0,001 =  1 фО
п-+ ээ п-*ж

булишини эътиборга олсак, унда берилган ^атор учун 
я^инлашишининг зарурий шартининг баж а р и л маслип 
миз. Демак, берилган ^атор уэоцлашувчи.

7 -мисол .  Ушбу

_1___

цатор я^инлашувчи буладими?



Ry щаторнинг умумий *ади учун
1 1 J 1

ап П, ----  п„т\Чн I 1 I 1п1пл
V  In П  (1ш*) —Inlnn ------

л л
е  е

булганлнгн сабабли ^атор узо^лашувчи булади.

2- §■ МУСБАТ *А Д Л И  КАТОРЛАР. СОЛИШТНРИШ 
ТЕОРЕМАЛАРИ

Бирор

V  а„ = а, + а , + аз + • • • + ап + • • • (О_ i
Л*1

катор берилган булсин.
Агар (1) цаторда ап >  0 (п =  1, 2, 3, . . .) булса, у *ол-

да (1) ^атор мусбат \адли цатор  ёки кисцача мусбат ца-
тор деб аталади.

ао
5-т е о р е м  а. Мусбат ^атор V  ап нинг я^инлашувчи

л«1
булиши учун унинг ^исмий йигиндилари кетма-кетлиги 
{Дл} нинг ю^оридан чегараланган булиши зарур ва етар- 
ли.

8-ми со л. Ушбу
вс

= 1 • • •  + ^ 5  +  • • •  (“ > »
П*1

Цаторни яцинлашувчиликка текширинг.
Бу ^аторнинг ^исмий йигиндиси

Лп = 1 + - ^ + ^ +  • • • + - £

булади. Равшанки, {А } — Ссувчи кетма-кетликдир.
Иккинчи томондан,

'1” + i “ 1 + ^  +  f +  • • •  =
■ > + ( ^ + i ) + . : . + (5 l I + 5 - L F ) <  

< , + *  +  * + - + £ "
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' Ап| < Щ  I “ , +  F = i ( I + - ? + F +  • • •  + ^ ) “ I + F ^
б^либ, ундан

л . < 1  +  г = г 4 ,

булиши келиб чи^ади. Кейинги тенгсизликдан топамиз:

An < - f ^ - ( n =  1,2,3............. о >  1).
2 — 1

Демак, {Ап} кетма-кетлик юцоридан чегараланган. К)и,орц.
дан келтирилган теоремага кура берилган цатор я^ин ;ашув. 
чи булади.

оо

Одатда ^аторни умумлашган гармоник катор

деб юритилади.
Шундай цилиб умумлашган гармоник цатор а  >  1 бул- 

ганда якинлашувчи булади. Бу цатор а  <  1 булганда узоц- 
лашувчи булади.

9 - ми со л. Ушбу
ао
v  а 1пп
Ля I

цаторни я^инлашувчиликка текширинг.
Бу цаторнинг умумий з̂ ади

In Пап = а

ни ^уйидагича ёзиб оламиз:
In п !па*пП In л-In в / In л \ In ва  =  е  =  е  =  \ е  )

In а  1=  п = „—In а п
Натижада берилган цатор ушбу

00
V  —У  A  - - I nЯ
л —1

куринишга келади.
£  Агар —l n a >  1 булса, ^атор якинлашувчи булади.

— In а  >  1 =>• In — >  In е
а

260
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' Демак, берилган цатор а <  ~  булганда якинлашувчи

булганда катор узоцлашувчи булади.)

Энди м усб ат  цаторларни солиштириш теоремаларини к;а-
раймиз.

Иккита

=  Oi +  а2 - f  а3 +  . . .  +  ап +
Л*»1

2  ьп = &, + ь2 + ь3 + . . .  +ьп+ . . .

мусбат цаторлар берилган булсин.
' 6 - т ео ре ма .  Агар п  нинг бирср n0(/i0 > 1 )  циймати- 

дан бошлаб барча п  >  п0 лар учун

° п  <  Ь п

ОО
тенгсизлик уринли булса, у  ^олда^^&л ^аторнинг я^ин-

Jmd
Пят 1

ОО
лашувчи булишидан у  а п ^аторнинг *ам якинлашувчи

Л—1ОО оо
булиши ёки ап ^аторнинг узо^лашувчи булишидан V  Ъп

л—1 л=»!
■̂ аторнинг х̂ ам узо^лашувчи булиши келиб чи^ади.

7-т е о р е м а .  Агар п - ^ о о  да — нисбат ушбу
Ъп

lim ~ - =  к  (0 <  к  <  +  оо)
Л-►ос Ь п

лимитга эга булса,

а) к  <  те булганда v  Ьп к,аторнинг якинлашувчи бу-
оо П“ 1

ЛИЩидды
2 .1 ап каторнинг якинлашувчи булиши;л**1

* >  0 булганда V  Ъп ^аторнинг узоклашувчи Сули-
Л-»1
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шидан V  а п цаторнинг *ам узоцлашувчи булиши Кр
iS i L,115

чицади.
Н а т и ж а .  Агар

lim — = к
П-*ао  6 Я

лимит уринли булиб, О <  к  <  оо булса, у цолда V а~~И °ч

2  Ьп цаторлар бир вацтда ёки яцинлашувчи, ёки \ >,он,ла.
П«" 1
шувчи булади.

8 - т е  о р е м  а. Агар п  нинг бирор п0 цийматидан бощ. 
лаб барча п  >  л0 лар учун

ап+\ К  + 1
*п К

90

тенгсизлик уринли булса, у  ^олда У  Ьп цаторнинг я^ин-
л -|ОО

лашувчи булишидан У  ап цаторнинг *ам яцинлашувчи
ОО

булиши ёки V  ап цаторнинг узоцлашувчи булииидая
п=-1ОО

v  Ьп цаторнинг хам узоцлашувчи булиши келиб чи^ад*.
л-1

10-м и с о л .  Ушбу

—  + —  +  —  +  . . .  +  — +  . . .1! 2! 3! п!
цаторнинг яцинлашувчилигини курсатинг.

Математик индукция усули билан курсатиш мумкинкя.

Л!

булади. Маълумки,
00

=£ -п - l '  (п >

- д а -п—1 п—1

геометрик цатор ^  = -̂ —<  1 j  яцинлашувчи. Демак, 

ремага кура берилган цатор хам яцинлашувчи булади.

6-тео-

202

„.«ЙСОЛ. Ушбу
_|___!----- ь  . . . -4------- 1---------ь  . .  .

H H r  1001 2001 1000* n - f l

; „инг узоцлашувчи эканлигини курсатинг.
^равшанки,

1 0 0 0 -я + К  Ю00п +  1000=1000(^+1).

902 1 1 / 1 1000 \ 
10 0 0 (я +  1) 1000 л +  1 л + 1  1000 n - f l  /

бвлиши келиб чицади.
Агар _

2 j n  + 1
П-**-1

каторнинг узоцлашувчи эканини эътиборга олсак, унда 6- 
теоремага кура берилган цаторнинг узоцлашувчи булишини 
аницлаимиз.

12-мисол.  Ушбу

I ■ 1 ■ , 1 -----L
УТЗ 1 УТЬ У  (2/1 -  1) (2л -г 1)

каторнинг узоцлашувчи булишини курсатинг.
Энг олдин цуйидаги тенгсизлнкни цосил циламиз:

(2л-1Х2п+ 1)<(2л+ 1) (2л + 1)<(2л+ 2Х2л + 2) =
=  4(л +  1)*,

1 >  1 
2(л+1) У(2п — 1) (2 л+1)

Маълумки,
оо

V - J -
* " + '

цатор узоцлашувчи. Демак, 6-теоремага кура, берилган ца- 
Т0Р узоцлашувчи булади.

13-мисол .  Агар
со

(°„ >  0; л =  1 , 2 , 3 ,  . . . )
П*1
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цатор я^инлашувчи булса, у  ^олда
оо

п— 1

^аторнинг я^инлашувчи булишини курсатинг.
К,атор якинлашишининг зарурий шартидан

lim а =  ОПП-*СО
булади. Демак, шундай n0£N сонни топиш мумкинкщ. 
барча п >  п0 лар учун

О <  ап <  1 
булади. Унда п >  п0 учун

булади. 6-теоремадан фойдаланиб берилган каторнинг якин- 
лашувчи булишини топамиз.

14-мисол.  Агар а п > 0, Ьп >  0 (я =з 1, 2, . . . )  булиб

ОО ОО

2  ап =  +  °° ' 2 ь* = +  °°п—1 л—1
булса, у  холда

оо ОО
2 > И а яЛ ) .  ю
п—1 п—1

Каторлар  хакида нима дейиш мумкин?
Равшанки,

т а *  К -  ьп ) > ап’ 
m ax(а„, Ьп) > Ьп.

Шу сабабли V  шах (ап, Ьп) {катор ^аммавакт узоклашу
П - 1

булади.
Аммо

00
2  min (ап, Ьп)
П — 1

цатор я^инлашувчи булиши мумкин.
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булганда j
min(a„, bn) =  —

булади.
Равшанки,

00

V m i n(a„, У  =
n-! л- l

а̂тор якинлашурч».
15-мисол.  Ушбу

оо
1V

*md 1+~л-1 „ "
Кагор яцинлашувчилнккл текширилснн.

| ■ ОО

Бу цаторни гармоник цатор ®илан солиштирамиз

Равшанки, бу икки ^атор умумий хадларн нисбатининг ли­
мити

1

,+]г
lim ~ — = l im— — = lim — 1— = 1л-*оо

п

булади. Юцорида келтирилган натижага кура берилган ^а- 
Т0Р уэо^лашувчи булади.

Мисол ва масалалар

Куйидаги цаторларнинг я^инлашувчилигини курсатинг
йигиндиларини топинг:

1. ( - b + .L U / - L - L  1 \ • > 1 1 1 м '



2- У, 1
СО

_л(я+1)
Л“ 1
оо

ч  V  1

2 U  я(л+1)(п +  2) 
/1*1
ОО

4. V  1

5. V

_  л(л+!)(л+2)(л+3)
Л — 1

ОО

1
(2 л + 1 )(2 л + 3 ) (2 л + 5 )  

л—1
оо

ft 1
п(п + 2) (л + 3)л

Л=1
оо

2- л
7* S " ( » + l ) ( f i  +  3)

л —1

8 - ^
л—2
ОО

9. у , п л» - 1
л» +  1

>«•

оо

**• Z j ,' ш ~а»И-1 2"+'

ОО

а  . За Sin й.7  • sin
л —1

ОО

12. ' л! (п + 2)

ОО

>3. V s in^ r ' cos^ r
л —Г
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К.8ШВП1 чаторяр учу» цатор ; я^нлашувчилиганинг 
« е т  б а ж а р и л м а с л и г и н н  курсатикг:

16. V  у  0,02 
h

"• S C t -D"

V  (Зп3~ 2 )п‘
6 J L U » * + 4 /

П" 1
ос

18
*̂ —1 

ОО

19. V *3 г-
________ 1 П Ч П +  1 )

20. V (л* + 2) In ^  
j b J  пП«=1

оо

21 • V ( n +  1) arctg - ^ - 2-
П~ 1

22. V___*___
^  V  1п(п+ 1)

ОО n - f l

23. Y _ £

( * т ) '

(л* +  9) arcsir
«  »г +  5

п-1
ОО

1



Солиштириш (та^ослаш ) аломатларидан фо|1Дала1 

Куйидаги цаторларни яцинлашишга текширинг: V  а

ос sin*3n25. а

26. а  =

п\ п 
arctg  п

п ~  п*+ Г  
я

cos —

27. а .  =  4п
п V w = ri '

28 . а =  ]n n +  sin я_
"  л * +  21п п

. п — 1 
arcsin  ---------

29. а =  - . п + 1 -
n V \п(п+\)

30. а  =  ™ W *t +  2nlп

31- 0 , - 4  £

32 . ап =  (Зп +  п3)е'п In n .

( з - 2 с о * * х ) еп
33* а  — „

п п2 -2п

34. а„ =  ln/l  Н— j W )
\ « г  п /

35 . ап =  [ е  " —  1 I *sin
V n + l

36. ап 2» булиб, {л  ап} кетма-кетлик чегараланган булса,
ОО
^  а 2 цатор яцинлашувчилигини исботланг.
п—1

3 - § .  М У С Б А Т  К А Т О Р Л А Р  УЧУН  Я К И Н Л А Ш У В Ч И Л И К  
А Л О М А Т Л А Р И

Бирор
ОО
2  а п  =  °1  +  а 2 +  а 3 +  • • • +  ° п  +  • • •Л«*1

мусбат цатор берилган булсин.

(1)



I I »  К о ш и  а л о м а т и .  Агар (1) каторда n £N  нинг 
^ й * > 1 ) * и й м а т и д а н  бошлаб барча п >  п0 циймат-

И г -  у ъ « , < 1

уринли булса, (1) кагор якинлашувчи (узокла-
шувчи) булади.
ШУ Агар (О Катор учун

lim У  ап =  k
П-¥ ОО

-шит мавжчд булиб, k <  1 булса, у холда (1) катор якин­
лашувчи, к>1  булса, (1) катор узоклашувчи булади.

¥  Даламбер а л о м а т и .  Агар (1) каторда n £ N  
нинг бирор П0(п0 >  1) кийматларидан бошлаб барча п >  п0 
^ийматлари учун

(V й1)
тенгсизлик уринли булса, (1) катор якинлашувчи (уэокла- 
шувчи) булади.

Агар (1) катор учун

lim ^ ± i  =  d
П-+Х>

лиыкт мавжуд булиб, d <  1 булса, у холда ( I )  катор якин­
лашувчи, d>  1 булса, (1) катор узоклашукчи булади.

3°. Р а а б е  а л о м а т и  Агар (1) каторда n £ N  нинг 
Р°Р пАп0 >  1) кийматларидан бошлаб барча п >  п0 киимат- 
лари учун

тенгсизлик уринли б^лса, (1) катор якинлашувчи (узокла- 
шувчи) булади.

Агар (1) катор учун

l i mn ( 1 —  =  р (р =  const)
" - * «  V а п }

™мит мавжуд б^либ, р >  1 булса, у \олда (1) катор якин- 
р <  1 б^лса, (1) катор узоклашувчи булади.

* К о ш и н и н г  и н т е г р а л  а л о м а т и .  Агар /(*) 
II» + о о ] да аникланган, узлуксиз ва усмайдиган
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булиб, F(x) =  j* f(t)dt шу функция учун бошлангич 

ция ва
ао оо

булса, у холда
х

lim F(x) — lim f  f(()dt
X  —♦  "в Д>—♦  яг Ч

лимит мавжуд ва чекли булганда (1) цатор яцинлащув* 
бу лимит мавжуд булмаганда ёки чексиз булганда (1) катоп 
узоцлашувчи булади.

5°. Г а у с с  а л о м а т и .  Агар (1) цатор учун

Ч -i
*  +  —  +

булса у \олда:
а) Х >  1 булганда (1) цатор яцинлашувчи,
б) Х <  1 булганда (1) цатор узоцлашувчи,
в) X =  1 булиб, (I >  1 булганда (1) цатор яции 1ашувч^
г) \ =  1 булиб, fi <  1 булганда (1) цатор узоцлацг 

булади.
1 6 - м и с о л .  Ушбу

+  4*7» 10 . . .  (Зл-+  1) j4 . 4 7  _L 4 -7‘ 10 т — г  “  I ___• “Г
2*6 2-6-10 2 -6 - 1 0  . . .  (4л — 2)

цаторни яцинлашувчиликка текширинг.
Бу цаторни текширишда Даламбер аломатидан фонда» 

намиз.
Равшанки,

4 . 7 - 1 0 -  . . .  (Зл +  1)

4 -7 -1 0

. (4л —  2)

(Зл +  1)(Зл +  4>
‘л+1 2-6-10. 

an+1

. ( 4 л - 2 )  ( 4 л +  2) 
Зл +  4

ап Ап +  2’
Кейинги тенгликда п -^ о о  да лимитга утиб, топамиз: 

lim -^ ±1 =  lim
n“*«e а п  п-*®  4 л  +  2

Демак, берилган цатор яцинлашувчи.
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J 7-MHC0 л. Ушбу
00

2п +  з п
п» 1

рнJ  щинлашу вч и л ик ка текширинг.

Берилган цатор учун:
п> (я 4-1)*

а п 2 п -(- 3" ’ 2п+1+ 3 ,1+|

«.+. <n+ I)8 24 4-3"  _  1 , ,  1 1 ^-(1)1
' з "+ 1И Г J

' +  ' + ( з  )
3 ( J  .+ ( | Г '

Ь  ^ - 5 1  т ( 1+т У  • -  т < 1

б^лганлнги сабабли, Даламбер аломатига кура, берилган ца- 
тор якинлашувчи 

18-м и с о л. Ушбу
осЩ у ,

I  . л—I
< / 2-Г

Цаторни кршлашувчиликка текширинг 
Агар

а ~\п »" n(V2T 
«/—  1 1 У  а„ — -----------—Л _ /-г- Л /--

| 2 у п

Иш у  а =  l jm _ L  . _ 1 — =  --—  <  1 
■ -»  "  / г  у'ТГ у т

р ^ нйни эьтиборга олсак, унда Коши аломатига кура, бе- 
Каторнинг якинлашувчи булишини топамиз.
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V I  3 + ( — 1 )п 
2п+1

|п-1

цаторни яцинлашувчиликка текширинг. 
Равшанки,

1 9 - м и  с о л .  Уш бу

а п =
3 + ( - 0 "

2п+1 ‘п+1
3 + ( - 1 ) ',+ |

2"+2

ая+| =  3 - К - 1 Г +| 2Ч+' _  I 3 4 ( - I ) n+1 

оп 24-*-2 3 + ( — 1Г 2 3 + ( - 1 )п
Агар п =  2k булса,

в?*-)-! _  3 ~  1 
°2* ~  2 3 + 1

агар п =  2k —  1 булса,
02* 1 3 + 1

1

4

=  1

булади. Демак, п - ^ о о  да —!—  нинг лимити мавжуд эмас.

а2*-|  2 3 — 1

аи
Бинобарин, Даламбер аломатига кура берилган каторнинг 
яцинлашувчи ёки узоцлашувчи булиши туррисида бирор ца- 
рорга келиб булмайди.

Аммо

3-Ь (— 1)п = ± < 1 .  
2 21 ы у  ~  т й - У

Демак, Коши аломатига кура берилган цатор яь.инлашу** 
булади.

00
2 0 - ми с о л .  Ушбу ^  ап,

П*т\
ап =  (2-/5) (2-/5) . . . (2—у  5), а > 0  j

цаторни яцинлашишга текширинг.

нисбатни царайлик. Бунда
эканй*

°п+1
ни куриш цийин эмас

'«+1
П--2 — f a

— —̂ (----»---  - «

• у : - г » * '  - 1  + ! i i ( i  — 1 ) + + о ( - р )
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муносабатдан фойдаланиб топамиз:
а“ 1 | , |па I У%

• п ^  л«In а  V .
а п+1 1— -----— 12.

л л*

бу ерда IY a | <  ‘w-
Гаусс аломатига кура lna >  1, яъни а  >  е булганда ца- 

уор якинлашувчи, lna <  1, яъни а < е  булганда эса узок-
лашувчи булади. _

Агар каРала®тган мнсолда Даламбер аломатндан фоида- 
ланадиган бу/.сак, у холда катор якинлашувчилиги ёкн узок- 
лашувчнлнги х,акида бирор карорга келиб булмайди, чунки:

lim -?2±1
оо

Бундан таш^ари якинлашувчи ' V  —  ва узоцлашувчи
пг

п>
а.

&

V  -  каторларга нисбатан lim =  1 эканини курнш
jjggji П оо Qfi

Кийин эмас.

Мисол ва м асалалар

Коши ва Даламбер аломатларидан фойдаланиб куйндаги 
Каторларни якинлашишга текширинг:

37. V 4

£ К Г ‘

38.
ОО

V I  ( п — l\a(n—I)

39.
оо

У —
^ ( 1 п  П)п 
п «  2

40.
З Ш -  « > •п*»|

41.
оо

з « + 1  / П +  2 у*
&  u + s j  •

•8—438
273



42 У! (— )U + 1 /2

tl —  1 \«в+ 4 л + 5

43 V
П*ж 1

00

44 У М
+  2 \ , т

У п  +  3 /  
п»1

45. V r
П=»\
00

46. (cos — Г  , а >  0.
п)

47. V  а = ^ е , а >  0.
П*=1
оо

48. У » .
^  (я!)»п—1

49 V I  (2п +  1)!
' ^ ( З п + 4 ) З л'

50. V (2 я +  I)!!

Л*1

51.

3 ”-nl

У Г У  3 -6  - .- .(Зп )  1

л~1
оо

arcsin — . 
(n +  l)!i 2Л

52 . у  Ш .  arctg - 1 .  

r t f  Л! ЗП

Раабе ва Гаусс аломатларидан фойдаланиб ^уйидаги 
торларни я^инлашишга текширинг:
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5 6  V _________1п2 - 1пЗ In ( „ + ! ) ------------ 0
Z a  in  ( 2 + a )  In ( 3 + f l ) . . . . l n  ( л + 1 + f l)
n=l

57. V ---- — --- , a>0.
( a + V  2) (fl +  K 3 ) - ( f l +  V n + l  )

П«* I

58 V  P 1Р+ 1)-----( p + n — 1) 1

n*= 1

59 Ё [ ^ Г ! РГ ~ , ' , Т  '  ̂> “• ’ > °>^  L <7 (</+!)•••• (9 +  П — 1) Jn= 1
oo

^уйидаги ^аторларни яцинлашишга текширинг ( ^ a j :



65. V -
C(Inn)/l

Inn

п —2

Ъ г - V 'к п * . о66. у п2 е
П=\

67. V ( a n,+' - 1 ) .  
JmJTПт 1

68. V  (ппа — 1).
П«1

69. а = —  - sin — . 
V n  •

70 . « „ - ^ = l n f l  +  
У п \

, ,  уТГап*+1> .
71. ап =  е —  1.

72. ап =  tg -  —  arctg -
п Г

„ п
73. а  =  .

" (л!)*

74. ап= < ? ^ .
" я" (л!)*

75. а„ 1
In ( n + 1 )

чс _ _  ,n ("•)7 b .  a  =  — - — . 
n na

<«+!) я
ПП С slntX J 7 7 . ^ , - j  —  Л .

n n
I/*

78. an
0
f Д * •J  1 + x4

■
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79. ап
j  V \  +  x*dx
0
n+2 -V7

80. =  J  « dx■
П

, „ _  f"  i f i f i  dx. 
8 " J  1 +  *1

82. a.
11 +  2! +  . . .-t-n! 

(2л)!

83. Агар lim  nan =  а  булиб, а Ф 0 булса, ^  an K.aT0P
" - » «  Л - 1

узоклашувчи булишини исботланг.

84. Агар ап > 0 ,  V  n £N  ларда ап+1 <  ап булиб, V  ап
Пш*\

^атор п ц ш ш у о ч и  булса, lim тшп =  0  эканини исботланг.
П-*эс

8 5. Агар ап >  0  булиб, V  ап к,атор хусусий йигинди-
Пш= 1

лари кетма- кетлигининг бирорта цисмий кетма- кет лиги юцо-
ос

ридан чекланган булса, V  ап цаторнинг яцинлашувчилигини
I

исботланг.
ОО оо

86. Агар V  а 7п, V  Ь2п цаторлар [яцинлгшувчи булса, 

У холда

В  2 1 S  (“" + w -  S  ^
п=*1 п—1 п=1

K̂ Topwiap̂ xaM якинлашувчи булишини исботланг.

2  ^атоР (ап >  0) берилган булиб, п >  п0 ларда 
« Пал'

(1 г ---- п
* a n) >  р >  1 булса, берилган »\атор якинлашувчи,
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-Inn
65 ж ’ п

л=2
К1ПЛ)"

ОО 3 У—
2 -V П. у . п  -е66

"л-П

67. V ( n n'+1 - 1 ) .
л-1

68. V  (лл“ —  1).
Лш1

69. а = — -sin — .
К л  •

70. а . =  ——  In (1  - f
"  V n

Vn Л л*+1)71- an~ e — 1.
72. an =  tg -  — arctg -

Л Г

73. a  =  — .
*  (л!)*

74. an =  i ? ^ .
"  л " (л!)*

75. a. 1
/ In (Л+1)

7 6 . e  =  J il Mna

(n+1) я
c i n l  м

dx.
л я

1/Л

7 8 .  a . - f
- 1 +  ^

0
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83. Агар lim пап =  а булиб, а ф  О булса, ^  ап катор
п-1

узоцлашувчи булишини исботланг.

84. Агар ап > 0 ,  V  n£N  ларда оп+{ ^ а п булиб, V  ап
п—1

цатор яцинлашувчи булса, lim пап =  0 эканини исботланг.
П -*эс

оо

8 5. Агар ап>  0 булиб, V  ап цатор хусусий йигинди-
Пш= 1

лари кетма- кетлигининг бирорта цисмий кетма- кетлиги юцо-
оо

ридан чекланган булса, V  ап цаторнинг яцинлашувчилигини 

исботланг.
оо ао

86. Агар V  а*, V  Ь7п цатор лар [яцинлашувчи булса,
я*1 П«= 1

У холда

V k u V k + v .
п=*1 п*= 1 Л=1

•^торлар^хам яцинлашувчи булишини исботланг.

2  а* ^атоР (а„ >  0) берилган булиб, п >  пй ларда
.  n~i/j /у.__ ^
v ап) >  Р >  1 булса, берилган цатор яцинлашувчи,



п > п ° ларда ( *  — У °п  )  <  1 булса уэоКлащувчи 
нини исботланг.

оо

88- 2  ап ^атор >  °) берилган булсин. Шундай а > 0

мавжуд булиб, п > п 0 ларда — ^  >  1 + а  булса
Inn J * *\аТОр

In —
якинлашувчи, п >  п0 ларда <  1 булса, ^атор уэо^

лашувчи эканини исботланг. (Логарифмик аломат.)
4- §• И Х Т И ЕР И Й  \ А Д Л  И К А Т О Р Л А Р ,

КОШ И Т Е О Р Е М А С И .
АБСОЛЮ Т ВА Ш АРТЛИ ЯКИНЛАШ УВЧИ КАТОРЛАР

ОО

Бирор ^  ап =  a i +  а2 +  а з  +  • • • +  ап +  I *. катор бе-
П*=1

рилган булсин.
о  00
8 - т е о р е м а  (Коши теоремаси). Ихтиёрий V  ап к, а тор-

ж п-1
нинг якинлашувчи булиши учун Y e > 0  сон олимганда 
*ам шундай n0£N  сон мавжуд булиб, барча л > л # ва 
т =  1 , 2 . 3 , . . . *  лар учун

I Л + т  —  Ап I =  I °п+1 +  °п+2 +  • • • +  Я„+ т  | <  е

тенгсизликнинг бажарилиши зарур ва етарли.
QO

Ихтиёрий У  ап катоР билан бирга бу каю р кадларииинг
П —I

оо
абсолют кийматларидан тузилган V  /a J  каторни карайлик.

Л=»|
оа

9 - т е о р е м а .  Агар V | anf ^атор якинлашувчи булса» У
п= 1

оо

^олда V  ап к^атор \им якинлашувчи булади.
п— 1

оо
3- т а ъ р и ф. Агар V  | ап | цатор якинлашувчи булса, У

П—1
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ж -» V  а катор абсолют якинлашувчи *;атор деб ата

' Л=1

4. т а ъ р и ф. Агар 0п цатор якинлашувчи булиб, 2 , \а,
п- 1 " - 1

оо

Ш шюр уэоцлашувчи булса, у \олда ^  ап к,атор шартли

аинлсииувчи цатор дейилади
2 1- м и с о л .  Ушбу

sinrur

___ п (п + 1)
л-*1

Кдонинг яцинлашувчилигини Коши критерийси ёрдамида 

курсатинг.

I Ап+т — Ап 1 ифодани царайлик.

I А , т Ап\ —
n-fm

S ,

sinAx

*  i* + D
k^m-t 1

т+пS 1 1 1 <  —
*  (А-+- 1) л +  1 п +  т п +  1

b*=n-f-1
Демак, V  n£N  ва V  m £N  ларда

1а п+1 + • • • + а п + т  I ^  n _|_ 1
тенгсизлик уринли.

Энди lim — !—  =  0 эканини хисобга олган холда, V e > 0
П-+оо П -j- 1 ш .

га кура, шундай n0£W мавжуд булиб, барча п >  л0 ва
V ш £ iV лар учун | А г т — тенгсизлик уринли эка-

00

нинн курамиз. Бундан эса — —-—  ^аторнинг яцинла- 
J  л ( п + 1)

п*=1
шувчи эканлиги келиб чи^ади.

2 2- м и со л. Ушбу



гармоник цатор узоцлашувчилигини Коши теоремаси ё 
мида курсатинг.

l An+m — AnI муносабатда Y k £ N  учун п =  k, т = = . 
деб олсак,

— — |— !— ( - . .  .н — L .  >
* + 1  * + 2  ^  >А п + т  А п

> k 2-k

Бундан куринадики, | Ап, т —  Ап| < е тенгсизлик е <  L
Afc* 2

учун бажарилмайди. Демак, царалаётган цатор узоцлаапвчи 
2 3 - м и с о л .  Ушбу

цаторнинг абсолют яцинлашувчилиги курсатилсин
Маълумки, х >  О ларда 0 <  In (1 +  х) <  х тенгсизлик, 

x £ R  ларда | a rctg *| <  |х | тенгсизлик уринли. У .^олда

cos8n

Vn .4/3

ас

булиб, бу V  ап цаторнинг абсолют яцинлашувчилигнни бил-
Л=*1

диради.
К^уйидаги

2  (—  I ) " " 1 ап =  а, —  а 2 +  . . .  +  (—  I ) " - 1 ап +  . .  

(ап э> 0  ёки ап <  0)

цатор \адларинин> и иора.гари навэат билан Цзгариб кела- 
диган цатор деб аталади.

Л е й б н и ц  а л о м а т и .  Агар

lim а =  0
Л-оо п

булиб, V  n £N  ларда 0 < а я+1 тенгсизлик уринли б у л 
са, у холда
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V  (— 1) ап катор якинлашувчи булади.

« щ б у  7  (—  1)П ' ка тор Лейбниц аломатларининг
У п 1

6tpia шартларини щаноатлантиради, яъни ап =  монотон

д^айиб нолга интилади. Демак, кртор якинлашувчидир.

цатор узоцлашувчи, чункиАйни ващтда V  ап
П«=1

V  _ ! _  катор узоцлашувчи

Шундай цилиб, каралаётган цатор шартли яцинлашувчи-
Дир.

Мисол ва м асалалар

Куйидаги цаторларнинг як,инлашувчилигинн Коши теоре­
маси ёрдамида исботланг:

89.

п—1

cos пх 

2п

ад у

а—1

« • J
а—1 

92

cos пх COS (п +  1) X 
п

sinVuc

п*т ( *  +  0 ( « + 3 )

м аг!)^ идаги Кргорларнинг узоклашувчнлигини Коши теоре- 
еРДамида исботланг:
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95

96.

97.

гг—  1

V
1

оо

2п+1

п=\
ао

V n  (п+ \ )

п -f- 1 
л *+  4*

П=1

Л

99. 1 + 1  —  i a - l - f J ------- L -L
2 3 4 5 6

Куйидаги цатор.тарнинг абсолют яцинлашувчилнгини ис 
ботланг:

100

101.

у ^ К ]
П »  ^ я +  2

arctg ( — п)п

“t r f  / 2п* +  З п + 1

102. ЧП  ( -  1)п+| 1п»п 
2 я

Л—1

103. У Ц Ц  arcsin —  • 
Н  У п  4"

104. У  cos*n arctg - -+  
jmJ  К л’ + 2
Л-1
ар

105. V  n3 sirme
Л«= 1

Уп

106 \

Пшт

Л  (—"У
(2л)!
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п=»1

(2л)Л
1°8 ^  ( л + 1 ) я

п -1

/ iV^+D/* 2П +  пУ 
109. V M )  З4 +  п®

ч о - £ ( — т - с в Т Г 1 , я -
*Г Х \ n s in -  /Л

Е&йкддги ^аторларни яцинлашишга текширинг: 

111.
V I  ( - 1 ) "

п—1

112.

Н У * + '

^  (- !)"+ ' InnЪ V *

п—1 
щ

114. V . ( - l ) n+1 7 7 = '
V п *+  1п—1

115. V , ( —  1)" П +  2~ arctg -~ z -
М к V nV  ft* 4-4

... >
In *  (п +  1)

оо

117. V *  ( _  i ) -  cos*2n
* и  Vn
n-1

n = l

_ОС_S



118

4 s r  у « + »

00

I

S -k!
*=i

n 9 - ▼ ■ 5̂ -  sin2n

He
eo Я  (Я — 1)

120.

121 sing

/1=1 ' *  -f-sin Л

Пжв |

123. V  sin (л V V + l ) .
n— 1

oo
sin

124.  \ V
^ ^ J l n  In (n -f- l ) ’

n*-l

>25. V  sinn2.
л«!

126
'n«|

|r>^ X l  s inn-sinn1

■ - L  nn*I

Куйидаги цаторларни абсолют гва шартли якинлашиия* 
текширинг: k
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j e ,  I 2" sin»"x
i3 i. V ( — *> n

ПЯ
sin —

132. т  . n я
np +  sin —

rt=l



Ж АВОБЛАР ВА К?РСАТМАЛАР 

I боб
I ,  2 ,  3 ,  4-м исолларда тенгликнинг чап тоыонидаги тупламнинг ихт». 
рий элемента Унг томондаги тупламга тегишли ва аксинчасини к?рс* 

тиш керак. 5. Л \ ( £  П С) =  А П (В П С) ва {A f| С) =  (В ц С) муноса­
батлардан фойдаланинг. 6 . А \ (В  (J С) =  А Г) (В U С) ва i S U q w 

*= (Bf|  С) муносабатлардан фойдаланинг. 7. 4 -м и солдан  ва А у Л 
ва U ft X =  X муносабатлардан фойдаланинг. 8 . A \ (B \ Q  =  A f|

П (В\С ) =  А гГ(В  Л С) =  Л П ( B ’ U О  =  М  (1 В ) U М П С )  =  (А\В) и 
[ ] (А (]С ).  2 7 .5  sup { *  +  У } = * up ( x } + s u p  {у} эканини курса* 
тайлик. Фараз] ^илайлик,' sup { * }  =  a  sup [у] *= b булсин. У *олда
V дг €  {-«}» V У 6 {у ) учун ва у <  Ь булади. Бундан х +  у ^
<  а  +  b га эга буламиз. 11ккинчидан, V е >  0 , j  х'% 6  { * } .  I уЁ 6  { У}

9 в 0 в » /
топилиб, * е >  fl Т  Ув >   ̂ Т  б ^лади* Бундан * е +  >  а +  6 —

—  е га эга буламиз. Аммо л:* +  у* 6  { *  +  у } Д емак, s u p {*  +  у ) = о

=  sup { * }  +  sup {у } экан. 2 8 , 29- маипутар \ам юцоридагига }х-
m

шаш исботланади. 30 . т <  п ва m, п 6  N б^лгани сабабли 0 <  ~  ^

<  1. Энди sup | ^ |  =  1, inf j — J  =  0  эканини к^рсатиш цийин эмас.

/ /  боб
I-  §• I®. Хп =  п, уп =  —  п хп +  уп чегараланган. хл « / л  +  1. Уп ** 

■= * „  —  у„ чегараланган. Аммо {хп • уп } чегараланмаган б^ладн. 

а̂цицатан, V £  >  0) I л €̂ N I xnR I >  ** пЕ € N I Ул£ f>  '

Агар лЕ  =  max {л ^ , ) деб олсак, у *о л д а (У  £  > 0 )  я пЕ 6 ^  10

либ | хл • | >  £  булади. 2 1 . Шарт эмас. * „  =  (—  l /1 F  я * 22# ^  £ £



лайлик, барча n £ N  лар учун | хп | <  М булсин. У  *олда| | «  

l 4-1 • • +  хп | 1̂ xi | + 1 * i I +  • • • + 1 *п I ^Af+M+ . . . +М
Я  I Л  Л

МiS J -  =* Af. Тескариси \ар доим уринли эмас. М асалан, хп =» 

^  л

I  у / ь  л  =  Л* буЛСЗ| у  з^олда ( у  £) £  дг Л» <  л <  (k +  I )3 лар учун 

** | 0 , л ^ А :3
1 л . 2 4 -  . . . +  k t I 1_ _ ------------------------------- л >  k* булгани сабабли — <  — . У  *олда

Уп п л Аг3

V 1 +  2 +  . . • +  *  k(k+  \)✓ W U — 1---------------------  — — —  <  1. Аммо биз биламизки, хп чега-
Уп ^  k* 2k* п
раланг.н ямас. 4 0 . 2 .  4 1 . ~  42 . ~  43 . 1; 44. 1; 46 . 0 < а < 1

булса, 0 ; а >  1 булса, 1; а  =  1 булса, ~  4 6 . Агар а =  Ь булса, у ;

3  1
а > Ь  булса, V§; а < &  б^ лса, у .  47 . 1. 48 . — . К У р с а т м а .

— !—  _  -1 /— !— — — -— ^ 4 9 . т " .  К у р с а т м а .  1*2  +  2 « 3  +  
4я*— 1 2  \2 л  —  I 2 л  +  1 / 3  т
+  . . . + л ( л + 1 ) - Р + 2 3 +  • • - + л *  +  ( 1 + 2  +  3 +  . . . + л )  =

| f c l l ( n +  I) (2л +  1) л (л +  1) s i n x  лП Ш — -  + ----------------. 50 . --------- . К у р с а т м а .  2 .
6 2 х

»*п 5л e  *,п *• s n =  cos -| c o s  j  . . . cos —  . 61.

62. 1. К у p с  а т  м a. 1 <  у "л *  +  л  +  1 <  > Зл3 =  ^  3  • (к  л )3.

53. 5. К У р с а т м а .  5 < ^  2п +  5 П <  5 у  2. 54. 3. К У р с  а т м а . 3 <

« Г г * - - - ,  г  <  з  v ( f j r + ( i r  +  - + ( f b - ' <

< 3 | / "n . 55. I. К у р с а т м а .  I <  У  Iя  +  . . +  п "  <  У  п” + л "  +

V 4 . . . a " = ( ^ n ) " + ' .  56. 1. 57. 1. 59. I * n+m -  *„ I <

П , е >  1

+  •••■]---- ;---- ------------=  -  — Л’(е) =  H il+ 1. 0<в<1
( л + т ) ( л + т — 1) л л + т  л |^е ]

Деб олсак, у ^олда V  в > 0  \ N =» N (в) (V  л) (л >  N (е)) ва (V  m)6 /V, 
|хл+т  — д г„ | < е , 61 . Агар а > 1  булса, барча натурал л > 1  учун 

- L  1 1
ла < Чл< “Т — г* булади. Фараз ^илайлик, а <  1 булсин. У *олда п л (л —  1)
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Ч *0 и  ^  >  0 ,  ихтиёрий натурал N учун 3  nN *■  N - f  1 >  #  ва  ̂т

1
- t f + l  топиладики. улар учун I х% +  т ^ _  >  -  б С лад,,.

1'”+” - ' л| "w+o^w+a5 + ' • •+J ^ >^ + ~ $ +
т N +  1;— >  — —  • Хусусан, \хп . хп / > ----------— U ______ .

п + т  п + т  jv n  n/J  (n v +  1 )+ T v + T ) " “

2 * I * п + т  xn I =  I * л + т  *n  I I *n + m  +  *n I ^  I * n+m — 

*n I ( I *л -{-т  f +  I xn I ) ^  I j» чунки V n £ iV учун

K K  У  4 1  =  v i r 17 , '  I"! - ,>
V 'xn+m\+ V lxnl \ \xn+ml+V\xn\ 

65. 1; 0 . 68. +  oe; 0 . 6 7 . 1; 0 ; 70. 1 ; - j .  71 . -  oc. 72. e +  1; -

~ [ e + V r ) ' 73,2:  ' • 74- ° -

III б о б

( — + » j .  2. ( - 1 .  1). 3. R. 4. (0. I). 5. R. 6. { * € [ - 4 ,  4), 

х Ф  ±  J/ ^ 1 6  —  ^ - J -  7 - « €  { — 1. 0 , 1} булганда x  =» 0 ; л >  I бул­

ганда Я =  ; l j ;  л < —  1 булса, X  =  I , — j .  8. R. 9. | j ,  2 j.  

10. j x  6  ^2 л  л ; ~  +  2лл  j  л 6  Z j  I I .  | х б | 2 л л  —  ~  у + 2 ял | .л б 2 )

12. | х б ( г л л - | - ,  j + 2 л л ) ,  л 6  z } .  1 3 .(2 ,4 1 .  1 4 . / ? \ { - 1; 1 } .

( -  oc, - 2 1  u (2 , +  oc). 16. ( -  1; 0) U (0 ; 1) u (2 ; +  » ) .  17. f(x) -

— V  — x * . x  =  {0 }  ёки g (x) =  e * Jt—4 .  У 4—x , x  =* {4 } .  20. x *• 
=  [in k ,  * 6 Z } .  У =  (4 ) .  21 .  X  =  (— оо, 0) U (0 ; +  <»); Y =  ( -  »• '
—  1) U ( I .  +  *)•  22. X =  (0 , +  ® ), Y =  (0, + o o ) .  23 . X =  \ R .Y =* 
=  J—  1, +  oo). 24 . A =  ( - с о ,  0) U (0 , +  oo), K = ( -  oo. - 2 1  U [ 2 . +  
+  oo). 25 . X =|/?, Y =  [0 ; I ) .  26 . X =  ( —  100, +  oo), Y =  [ —  1; П- 27<

х = -| / ? \ {| у + я Л , * e z } u { n * ,  * € Z ) } ,  Y =  {1} 28. X =  \R, У - 1 "

—  2 ; 2 J . 4 9 , |R да Усувчи. 50 . (— oo, —  1) (J (0 , 1) тупламда камаю» 

чи, [ —  I ;  0 ) U ( I ;  +  oo) тупламда усувчи. 51 . я ;  — ( ' ” "2 ’ /

2 8 8



^  *амаюпчи. 10, 2 ) ^ ( 2 ’ Я )  ^  ^СУВЧИ- ^ М камаювчи. 57 .

р  оо; —  U  Л* ^ у в ч и ; |1, +  ое) да камаювчи. 58 . ^0; -^1(J I 2я| 

Г я  З л |
дз иамаювчн; I 2  j ^СУВЧИ‘ (—  °°» —  П да Усувчи; [ —

_ 1; +  °о) да камаювчи. 60. К  да Усувчи. 79. Тоц. 80 . Т о * . 81 . Тоц. 
82. Жуфт 83 • Жуфт. 84 . Жуфт *ам , тоц *ам эмас. 85 . Жуфт. 86 . 
Жуфт з а̂м, т о * *ам эмас. 87 . Ж уфт. 8 8 . Жуфт *ам , тоц *ам  эмас. 

89. Жуфт \*м, т о * *ам эмас. 90. Ж уф т. 100. у =  у  Г —  2  In (—

ех 4- I
х 6 [— 0). 101. у  =  I n —---------• *  6 (0 ; +  00). 102. у  == sin  х,

. 103. у  =  1 —  V lo g a  2х, X >  »/»• 104. а  =  1, й =  0  ва
я 3jx

2
я

. 2 ’
аш, — l , f t  =  0 . 105. а  =  ± 1 .  106. I (х )оg (ж) =  х, х > 0  g o f(x )  — 
= |*|. x £ R .  107. / . e W  = *o/(x) = |x|. *6 1 - 1 ; И. 108. 
/og ( x ) =  (ж +  5 )‘ , J t 6  1Я g ° f  М  =  * 5 +  5. * € / ? .  109. f ° g (x )  =  x, 
g o f(x )= x .  ПО. f o g ( x ) =  1. g ° l ( x ) =  1 +  (sgn * )* . I I I .  fo g {x )  =• 
=  1. « ° / M = l -  4 2 .  f ° g ( x ) =  In sin* jr. j: ±  nn. n £ Z , g ° f ( x ) = *

■= sin In x*. j f # 0 .  113. /<= « (jc )  =  | oc.^O), в 0̂ / (Jf)= 0  д: 6 /?-

114. Arap a* ф  1 б ?лса , / ( / ( . . . / ( * ) )  . . . ) =  — f  ., •= • .

/ *■ + £ = *« •  a* —  1

агар a* =  1 булса, / ( / ( • . .  /(jc)) . . . ) =  / * — ■ . . 149. М авж уд
У 1 +  пх2

эмас. 150. 1; — 1 . 151. 1; 1. 152. 0 ; 0 . 153. — I ;  1. 154. 0 . 155.
3

+  <*; I . 156. 110; 109. 159. 2 l a .  160. 0 . 161. 3 .  162. — . 163. — .
m m

I c  4 ^ T71 7 TTin
IM ~ T — • 1 6 5 .3 .  166. — . 167. --------------. 168. 2 n. 169. 1. 170.

2 12 am -f- bn
J i l +  ') m 9

^  • 171. — . 172. I .  173. —  1. 174. —  — . 175. c o s a . 176.
I n 128

T - l77, 2j|- ,7e- 5- I80- -  j .  181. 4. 182. 1 . 183. 18. 184.

185. J*tga  Я 1
’ a  *= Т  +  я *-  188. ~7=. 187. 1. 188. I f t .  189. In 3 .

V «
, le " 5 l91- *''■ 192. yZb. 193. 0 . 194. V 2 .  203 . . 2 0 5 . a  =

x

289

V'2
19—438



=  1, Р =  —  3 . 206. а  =  —  J ,  Р =  — . 207. а  =  1, Р =  0 . 208.

Р — ихтиёрий; а < 0 ,  Р < 0 ,  а >  р. 209. а  +  Р > 0 .  210. a  >  |j

IV б об

12. х  =  —  2 . 13. х  =  0 . 14. x £ Z  IS. x € Z .  16. x  =  —
n

17. x  =  0 , x — 1. 18. x =  п л . n£Z. 19л  =  л я ,  n £ Z.  20 x =  -5- .
2 +

+  ПЛ, n 6 2 .  2 1 . x =  0 . 22. x  =  0 . 42. a  =  n. 43 . а  =  1. 44. а =  jn c 
45. а =  1. 46. a =  e. 47 . a  =  0 . 48 . а = »  1. 67 . Текис узлуксиз. 68 . Те­

кис узлуксиз эмас. 69. Текис узлуксиз. 70. Текис узлуксиз эмас. 

71 . Текис узлуксиз. 72. Текис узлуксиз. 73 . Текис узлуксиз. 74 . Те. 

кис узлуксиз. 75. Т*кис узлуксиз. 77 . Агар булса, ш(6) =  е!;
I

агар 0  <  6  <  е  булса, w (6 ) =  6  (2 6 —  6 ). 78. ю (6 ) -- -----------------
а (а +  6) *

80. V 6  > 0  учун w (o, / ) =  +  оо. 81 . У 6  > 0  учун ш (5, /) =  + о о .

К б о б

I. / '(х )  =  1 , (х  >  0 ). 2 . /' (х) =  2 х (In 2 sin X + c o s  х). 3. /' (х) =■
2 /  х

=  •4- f  w - 24,1 In2- 5- П *> =  “ • 6- f

- 5 е т ! 5 , .  7. r M - j j - X - . i r  ( - f ) - O  »• / ' ( l ) - l -

10. Г  (я '4 )  = 3 .  I I .  /' (—  2) =  —  5. 12. /' (0 .1) =  0 ,0 3  (Снг цосила).

13. П 0 ) « + o o ,  И ./ ' (0) =» 0 . 15. /' (x) =  (  (5/2) |x|3/2cos —  sgnx +
V X

+  |x|l/2 s in — , агар x # 0  булса. 0 .  агар x = 0  булса. 16. М авжуд* 
x

17. М авж уд эмас. 18. М авж уд эмас. 19. /' (0) =  0 . 20 . /' (0) = 0 . 2 1 .  М в *   ̂

ж у д  эмас. 22. М авжуд эмас. 23 . /' (0) = 0 .  24 . /' (0) =  0 . 25. МавжуД 

эмас. 26 . М авжуд эмас. 27 . /' (0) =  0 . 28. /' (0) =  0 . 29 . М авжуд эмас * 

3 0 . / + ( 1) =  1п4, / 1 (1 ) —  In  4 . 3 1 .  / + (0 )  =  1; /1(0) =  — 1 :/ Ю  * * * *

=  — оо (у ля ) — мавжуд эм ас. 3 2 . / '_  ( — 1) = / + 0 )  =  +  ^ '

/ 1  ( — 1) ва / 1 (1 )  мавжуд эмас. 3 3 . Г (0 )  =  0. 34 . /— ^

/+ (0) =  0 . 3 5 . f  (0) =  —  оо# /+  (0) =  0. 36 . М авж уд эмас. •
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L  з». С О » - -  и » -  ’• ff - t
В ,  40. / ' (0 ) “ 7 : I ' M  - * i n ' + cos1- 1- 4 I- x [  2 ) 2 *

j  , . 0 ) s = , ^ . 4 3 -  * ' ( D  =  5 .  4 4 .  !/ 'W  =  7 = ^ -  « • » * "

12 X 6 , 0  e
e  , = _ i n l .  4 7 . ! / ' = 1 7 5 (x * ‘ - * - 8) .  4 8 .

<2 * + ! ) я; 6 x , .
✓ Г - 1  1 - V f f - l i  49 y’ =  - - ~  ■ 5 0 - V ' = 5 ( s i n x +

. « . ✓ 5 V  + *  ’ <« +  d>*
¥ I x  cos x —  sin *

x + i  / ------------- : -----------* arap
c l  н' — te  x 4 - — — . 52. у =  X*

+  x c o s x ) .  5 1- У tg ^  c o s * x  { 0  . a r a p

0 « .« » . (**—5 , + 1).*  ■ M. * ' - < *  +  b">f ' sinta- “ ■
О б ? л с а .  1 .

S)- « ( l n 2 . 1n W + 7 ) 2 * - * * 0 '  5 в - x l n x l o g , x  ’

l n  *  —  1 *  >  0 ;  х ф \ .  5 8 .  у '  =  0 .  

x ^ 1. 5 7 . у -  j n дс lo g jx  ' ______  2xt

, ,  - «  _ - J = = .  .  60. y' -  ^  +  3 f ( i . + T ?
» у' —д* ________

1 + 2 / Г +  +  4 ^ 7 ) Л :  + > ЛГ  _ _  _ 

вЬ У'~  8 / 7  Ух + V *-V X + V x+V х

|s;n Г+  cos (sinx) sin (sinx) c o s x ) .  63. у =  cos X CO

64 u '  =  In 2 f — -------------- S i n x ) 2 - *  +  « ■* 65. у '  =  г  (sin x + c o s x ) .  66.
' 4 \ cos* x I - j  y ,

= 2 <** (x cos 2 x -  sin 2 x). 67. * ' =  e* «  ( 7  + 1ln * ) )  •

Xх (1 +  ln x ) .  69. i , ' - 7 ( ln Jt ) l l n ( I ^ r ; ( X > e ) - 7 0 , ! / “

~ л \ .  * ' - 7 ; <**°>- 72- v ' = 7 ^ ± t * ‘ 73‘ ^  =  ctgx
COS In X , ----Sgn a =_ ;

( 2 Л я < х <  {2 k +  1)я, * € Z ) .  74. (/' = ------ 7 - -  7 5 ‘ *  V a ' +  x'

м  <  t +  ■—  . 77. „• -  j j y i - r  • <W >  "•

7«- V' =* Sgn (c o s x ) , ( x *  « .  * € Z ) .  79 . /  =  »• 80. у =  1.

( И  <  1). 8 1 .  у '  = ------- ------------------------  .  8 2 .  у '  =  )  a *  —  * *  • 8 3 .  у  —  —
(x +  0) (x* +  6*)



arc cos x
, (0  <  | j t | <  1). 84 . у'

x arc sin jc
( 1 _ , , }3/2 * M < 4 '  

sin
ch (tg * )

86. y l

x  In JC 

(ДГ* — 1)3/2
ex

( *  >  0 .  85.

/ \+<?x
87. у

2 o + * T
8 8 . /  =  (sin jc),+ cos *  (ctg*x —  In (sin *)). (2 Л я  <  jc <  (2 Л -f- 1) n  ^ ̂

sin x

In 10

COS* JC

93. y'

91. y ' = c t h j c .  92.. 90. y ' =  —  .
ch* (cos jc)

: — ■—  . 94. / '(0 )= 1 0 0 0 ! 109. >̂ ap доим уринли эмас 
cn 2 x

nxn+l- ( r t + \ ) x n + 1  .ПО. а)

б)

О -  *)«
I +  ж —  (я +  I)1 * "  +  (2  п* +  2 п -  1) * " +| -  л» * п+ г

пх п +  1 пх COS Л- f  I
sin —  s i n — —  х  sin —  — - x

в) ------------ 2 —  ; r ) _ J --------- ! _ .

sin
X

sin —

111. 1) у  =  2/3 sin 2jc|sinjc|; 2) у  — я  [jc ) sin 2 я x. 112. б =  е/м. 
114. Л =  (0 , —  1); В (4. 3 ). 115. x = 2 k n  да <p =  45°. k £ Z ; *=» 

=  ( 2 * +  О *  Да ф =  135°. k £ Z . 116. ( I .  2 г); ( -  3 , —  6 e ~ 3). 117. 

( -  1, 14); (2 , —  13). 118. (3 .0); (9/2, 27/16). 119. (1 + / Г ,  -  ^ 2 ) ;  

(1  — V r ,  VJ ) .  120. ( 1 , - 3 ) .  1 2 1 .(5 / 4 , In 4). 1 2 2 .(1 / 3 ( я / 3 -  
—  2 *  я ) ,  1 / ^ 3 ) ,  (1/3 ( - 2 я/3 —  2 m  я ). —  1 / ^ 3 ) ,  k, m£Z.  123. 8 .  
124. *я/2 +  * л ,  1 ), ( * € Z ) .  125. (1/2, —  In 2). 126. (*  я . 0). (k£Z). 
127. (1/8, —  1/16). 128. x +  2 y — 5  =  0 . 129. 2 x  — у  =  0. 130. y +

+  3 *  =  0 . 131. 3 *  +  y  —  —  = 0 .  132. 2 9 * — 12 (/ —  5 4  = 0 .  131

Я
ex — у 134. (я/4 +  k  я , ( -  I ) * ) ,  (*  €  Z). <p =  -  . 135. ( I .  I);

5  я
Ф =  arc tg 3. 136. (V e  , 1/2), ф = 0 ,  137. ( I .  1); ф =  —  • 138.(0.0);

ф = я / 2 .  ( I ,  1 ); ф =  a r c tg  3/4. 139. ф =  я/2. 140. ф =  2 я 'З .  141-

Ф =  arc tg3/4. 142. ф =  — . 144. ф =  2 arc tg (1/|а|). И 5. п > 5 7 £
4

147. Дифференциалланувчи. 148. Дифференциалланувчи. 149. Диф4*Р**| 
циалланувчи эмас. 150. Дифференциалланувчи. 151. Д иф ф еренш ил»У ^ 
чи. 152. Дифферснциглланувчн. 153. Дифференциалланувчи. 154. * • /  
Х|==— 1 да дифференциалланувчи; jc0 — Ода д и ф ф е р е н т ! л л. л\и «»
155. Дифференциалланувчи. 156. Дифференциалланувчи. 157. У Л т  
циалланувчи. 158.Дифферен циалланувчи эмас. 159. Д|фферсн^и;!-,л̂ рей. 
160. Дифференциалланувчи. 161. Дифференциалланувчи 162. ДифЧ*»"«

циалланувчи. 163. Дифференциалланувчи.
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164.
dx >2-

In (jc/2)



Огх) а ( I n . - D l n J O  10,ogjt<ix ,6 7 —  '

' « К ^ 2 ,njt,ogsX , ,? _ х

J & 5 K F m > * .  . 6 8 . 2 / б - ^ ^ г х ) ^  7  - Т Т Г ^ ’

Д -И *( | + 2 1 п x)dx. 171. е х хе* (1/х +  In x )  dx. 172. (In 5)

' 5  , * М + 1 п х # х .1 7 3 .| ч п х Г '  (cos х  ctg дс —  sin х  In |sin дс|) dx. 174.

. 7 5 . (x - ' x * ‘  (1 +  a  In x) +  ff* / ( . / « + . " «

In x) +  x^a^ln a (I +  In x)l dx. 176. -  gg ( lo g , <)* dx.

2 ' + У 7 In 2 sin (2* *  ) In (sec 2»  * > dx 

,7 7 ‘ '
- i n 2 x _  f , _ _  cm'± - ) dx.

I7 8 ‘ “  cos* x  +  V 1 +  co > *x  I  / 1 +  cos« x J 

|7flL-  Ш ------- . 180. 0 . 181. —  <»'2) dx.

182 (2 I n 4 ) dx. 0 . 183. М авж уд эмас. 184 . 4 ,0 2 0 8  . 5 .0 0  Ь 7 . 
1 8 5 .0  485 -  0 0 1 7 .  186 . 0 ,9 9 4 2 . 1 8 7 .0 .0 7 9 ; 1 8 8 .0 .9 2 5 ;  189. -0  8747 .

, Л 0 '485, x  (3  - f  2 x1) . . .  .
IW. 1.043. .9 1 .  t  3/“ - ,9 2 - (1 —  x*)* (1 — X»)5 -

2 sin x /
(|xj <  1). 1 9 3 . 1/x (x  > 0 ) .  194. 2 e * ( 2 x * - l ) .  I» 5 . [ *  *

2  x

*  2 *  +  1 Л .  k£ Z ).  196. —  cos (In x). (x >  0 ) . 197. { +  “  r  

+  2 a rc tg x . 200 . —  2 c o s 2 x . 2 0 1 . 4 c h 2 x . 2 0 2 . (x  (1 +  In * ) a f
-l I П Я \

+  l ) x *  *. 203. —  (2 sin  (lnx))/ x . 204. ann\ 2 0 5 . 4 a c o s ^ 4 x +   ̂ j .

^  (a-bY* .
200 . -------- ------  s in

2
+ — ] .  207. n! ( ( I  - X ) — 1 + ( - » ) "  (I  + * ) " " " ' ) •  2 0 8 ‘

(In'1—'2 ) 2 l ~ ‘ (In 2) ( x - l ) + n ) .  209. ( - 1) "  2 (n -  2)! (x —  n) (x  —  1) ^ .  
< " > ! ) .  210. ( a - 2 ) !  « 3  л -  x) (3  -  x ) - "  +  ( -  1)" (3 я +  x ) ( 3 + x )  ) .  
n >  1. 211. I' (x) =  cos* x  —  x  sin 2  x . 1) n =  4 k —  3 , k =  2 , 3. 4 , . . . 

Г ](х) =  —  г " - 1  x  sin 2 x  +  2 " —2 n  co s  2  x ; 2) n =  4 Л —  2 й =  1. 2 . 3 . 

” • ^П) (x) =  —  2" —1 x  cos 2  x  —  2я - 2  n sin 2 x ; 3) n =  4 k 1, k =  1.

г  3 ..............(x) =  24 - 1  x  sin 2 x —  г " - 2  n cos 2 x; 4) n =  4 * .  A - I .

2> 3- • . .  /W (X) =  г " - 1 X cos 2 x +  2я- 2 rt sin 2 x .  212. 0 '' (22 „ ~ -' -  

( 2 / г - 5 х ) ( 1 - 5 jt)- ( 2,, + l )AJ i ( f | > 1 )  213 . (2 n —  5 )!! ( 3  x* — 2 nx -)-
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+  „« _  п) (1 _  2  X)" i2n+'>'i  (я  >  2). 214 . е " ( а *  +  б*)"/2 cos (6*  .

+  Лф ), c a s y ^ a / Y e f l  +  b* J; sin ф =» Ь / Y &  +  Ь% . 215. ( ^ л  
Х_ „ _ 1 е,/х 2|6 {n_ X)Vg 2„  ( _  I ) " - 1 (Я _ 1 ) ! ( 1  +  ^ - а Л ^

(я a r c t g * ) .  2 18. ( 1 + 3 » » ) .  2 1 9 . ( l 6  - j )  ^ 2 .  220. (а«+ 6 , )ЧЛ 

(ch ах  cos ^я ф sin (fix  +  +  sh а х  sin ф -  ~  j  co$ bx +

- y - ) )  cos ф =  a l f a * + b >  ; sin Ф=  p = =  • 2 2 1, f  (0 ) =  0 ; f  (0)_

—  мавжуд эмас. 222. /' (0 ) = 2 ; f ’  (0 ) =  0 ; f ”  (0 ) —  м авж уд эмас. 223. 

Г  (0) =  0. Г  (0) -  мавжуд эмас. 224 . /<"> (0) =  0 , я  ^  5 0 , мавжуд

эмас. 225. /<") (0) =  0 . я  €  .V. 2 2 8 . ( —  I )"  m 'ln !  229. <>«:• «:■ ( -  dui +

+  ln  ud»t’+  | г . ( иг —' - b — j t 1 In u - j-  ^ - j j  rfudv +  (uv o +  v —  1) —̂  du*+

+  (uz +  1) In* и dv1. 230. —  (a* d1 v —  и vd1 и —  2 и dudv  4 -  2 v du*).
ul

23 j (a* +  и2) (ud*v —  v ilu) +  2  uv du* 2 (a* —  a*) i u  dv ~  2 uv dv« 

(u* +  u*)* +  (u* +  y*)3

232 . ^  ((«* 4 -  01) A *  +  v d*o) +  (y* —  a*) du1 —  4 ml* dv - f

+  ( a * —  y*) dy*. 2 3 3 . (у +  2) d*u +  2 du dv -f- wd*y. 2 3 4 . ln vd*u +
2  и и ~ t v v (v— 1)

+ , —  du d v +  — d*v —  —  dv*. 2 3 5 . и I — d*u 4 -  In ud*v 4 - ---------- - du+
[v v v* \ и 1 a*

, 2 (o ln u  - f  I ) ....................... vd*u — utPu 2 dv(vdu —
H-------------------------- du dv 4 -  In* udv*) . 2 3 6 . ------------------------- — ---------------- —

и у* У3
—  и dv) 1

— ——  . 237. —  ■ ^  ^ 3/2 №** ~  y*) (u d%u +  v dv) + (v d u  —  и dv)*).

238. и93 ум  {(9900  v*du* +  20200 ay dudy +  10100 u*dv* J +  uv (100 vd*u +  
+  101 ud*v))

VI боб

2 ±  V l  « .
2 . * i t2 =  ------- «------ Ролль теоремасннинг шартлари етарли, лекин

3
рур эмас. Масалан, (а , 6) =  (0 ,2 ), / (х) =  х* —  Зхфункция учун Г 0 ) — • 
лекин Ролль теоремасннинг шартлари бажарилмайди. 5 .  ЙуК. чУ11* *  
У (0) мавжуд эмас. 12. Йуц, чунки g' (0) = 0 .  13. Функция лнмития**

М х ) I
Гейне таъри{>и ва Лагранж теоремасндан ф ойдг!ан инг. 14 . в %

/ifl
функцияларга К оли теоремасини ^ л л а н г . 15. Л агранж теорема 
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^>йдаланинг. Тескари тасди^ тугри эм ас, яъни функция ^осиласининг 
^ ^ С ц в м а г а ш п г и д а н  ^ар доим  *ам функциянинг чегаралаимаганлиги 

чицавермайди. М асалан, / (х) =  у  х , 0 <  х <  а. 17. 1 +  х  +
|елй̂

:
1  ж,  4 - О (X*). 18. е +  еде + . 0  (**). 19. -  +  0  (** ) . 20 . е - ~ х  +
2 * 2

’ 7е 3-LL « * - —  ** +  0 <**)■ 21- 1 + * - * *  +  -  х* +  0(х»). 22. г -

24 5*
i !  + 0  (**)• 23 . х - \  * '  +  0 М .  24. V ) j 7 7 * 4  

" 2 2  J

16

0  (хп).

п 2й sin 

25. ^

in ( 3  +  *  g )  \ У ° '
—  4 - 0  (хл). 26 . >  —

*1
Nil
2*-Л!

х л +  0  (хп),

Е 6

л  ,„2 +  ( j )  ^  +  0 (*">■ 28. +  »  X* +  0 (Xя).

»-1

+  0 (Xя). 31. У / - 0 * " 1 2 * —  х* +  0  (хп). 32. In 2 +

В  ”

+  V < - l> * - 1 - 2 - *  ,»  +  о (х п ). 33. 3  +  V  13 +  М * - 1 )  2* *] 
Jmd k*=1 х«= 1

( - 1 ) *  „ t 1 2х* +  0 (х я). 34. - ^ х *  +  0 ( х « ) .  35. -  -  - -  х -

*=3
1 3 \ ^ / 2 \ *  .  1 (— 1)*+1—7 - 2 - ( * +|) ь ,

~ т 2 Ь  ? ]  • • ' + • « • » ■  i + i , -------------3-----------* ч
^-2 А-1

я k
+  ° (*•). 37. V H L  (х — 2)* +  0 ((х — 2)я) .

/ д  -------------  ( х — 1Г( х — 1)* +  0  ( (х — 1)л). 3 9 . - * - »  +

+  V — 2* 1 {k 2) ( х + 1) * + 0 ( ( х + 1) я).
1 5 f  **
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/ 2 - f  у 3 \
да ^авари^; I , +  со да ^отиц

\ УЗ  1

( 1/ / 2 ,  +  £ , ) > *  ботиц; [ —  — г ,  ~ ~ Г  ) да ^авари^. 6 8 . (2* я
\ К 2  К 2 /

( 2* + 1) я ) да цавариц; ((2* + 1) л ,  (2 *  +  2) л) да ботик. k£Z. 
/ л  (8 * -3 )  я (Я » + 1 \ I  я ( 8* + Р  я  (М-f  5)\

• ' *  »  ̂ 4 / да  ботиц, V  4 , е 4 /69
Да кавариц

70. (— оо, 1/2) да ботик; (1/2, - f ® )  да цавариц. 71 . х = -  + * „  

( * € 2 ) .  72 . х  =  0 , х = ± 3 .  73 . х ] =  —  1/2. 74. х = ± 1, *  =

1 ^ 5 - 1
3г _ _-j 2

± 1 / у  5 , 75 . х  =  -  76. х  =  3 . 77 . х = 2 £ л ± а г с с о з

А 6 ^ . 78. х  =  г 8/3. 79. х =  1 / / 3 ; х  =  —  1 / / 3 . 80 . х  

(6 * + ( -  1)*)  я

2
2 ±  У Т

81. х  =* 1/2 . 82. х
12 Л 6 Z. 83. х  =  0 , х  =  ±  Ъ У  3

84. Эгилиш ну^талари 85. х  =  0 ; х  =  1. [8 6 .* Координата Гошнг* 

нисбатан симметрии. Функциянинг нолларн: х  =  0  ва х = ± ] / 3 *  
я» 1 ,73, х =• —  1 да m iny =  —  2 , |х =  1 дз шаху =  2  х  =  0 , у =  О 
эгилиш нуктаси. 87. Координата |^лари билан [кесишиш нуцталарВ

(1, 0). ( —  ± „ ^ 13 , О I. (О, - 3 ) ,  X = 2 ^ 3
да miny =  —

16 У ъ
—  3 ; х

г К з
да max у =

16 К з
—  3 ; (0 , —  3) эгилиш

9 ' "  3  ~-----------'  9
иуцтаси. 8 8 . Координата Уцлари билан ке сишиш нуцталари: (0; 0 ), (1 ;0 );

Да m iny =  ““ *256 * Эгилиш иуц талари: —  - ~ j ,  ( 1»

89. Координата {у^лари |би!зн кесишиш нукталари. (— 2 ; 0 ), (1 ,0)»

1 81
(О, 4 ); =  — 2 ва х =  1 да miny =  0 ; х =  —  —  да т а ху =  J6 •

2
Эгилиш нуцталари: (0 , 4 ). (—  1, 4). 9 0 . Аницланиш со\аси: х ф  1 Ко­
ордината у-цлари билан кесишиш нукталари: (0, 0 ). Асимптоталари: у=*0

80
ва х =  1. х «  0  да птаху =  0 ; х =  —  2  да [m iny =  —  — .Эгилиш ну^

талари: * " =  — 2 ±  V J  . 91 . Ани^ланиш со.\аси: дг«э* 1. КоорДИйЛ 
У ^ ар и  билан кесишиш нукталари: ( 0 ,0 ) .  Асимптота: 1;
298



inaxy =* “ • Эгилиш нуцталари: (0 ,0 ) .  92. Ани^ланиш сохаси :

[ - fc — I . Координата J^ ia p n  билан кесишиш ну^талари: (1 ; 0 ), (0 ; I).
^ К д о г а л а р и :  у =  0  ва  х  =  —  1 . х  =  1 да m iny =  0 ;  х =  5 да

2 _
. Эгилиш нудолари : х  =  5 ±  2 ^ 3 . 93 . Аннкланиш сохаси

1. Координата уцлари'билан кесишиш нуцтаси (0; 0 ) .  Асимпто- 
«аари: у — х — 3  ва х  =  -  1. х  =  0  да m iny =  0 ; х = — 4 д а т а х у =  

256-— . 94 . Аши^ланиш со\аси: x #  1. Координата у ^ а р и  билан 

кесишиш нуцталари: (— 1; 0 ) , (0 ; 1). Асимптоталари: у =  1 в а х ® 1 .

— 1 да m iny =  0 . Эгилиш нуцтаси: 4 ; ^ r j -  95. Аннкланиш

сохаси: х ^ 0 . Координата ?!дор и  билан кесишиш нуцталари: ( / 8 ; 
0) ж  (1 ,52; 0 ). Асимптотаси у =  х . х  = .  — 2 да m iny =  —  2 ,5 . 9 6 . К о­
ордината бошига нисбатан симметрии. Экстремум йу§\. Эгилиш нуцтаси: 
(0 , 0). Асимптоталари: х  =  —  1, х = 1  ва у =  0 . 97 . Аницланиш со ­
хаси: х # 2 .  Координата у»\лари билан кесишиш нуцталари: ( I ;  0 );

К  1 \ 55
0; — —  . Асимптоталари: i/ =  x  +  3 , х  =  2 . х  =  б да minу =  —  . 

16 / 44
Эгилиш ну^таси ( I ;  0 ). 98. Аницланиш сохаси: х ^ 0 .  Ноллари: х  =  0 
ва х =  3. х  =  1 да т а  ху — 2 ; х  =  0  да чегаравий max у =  0 . !^ава- 

риц. 99. функциянинг ноли х  =  2. х  =  —  0 ,5  да m in y =  —  у' 5  «  —

— 2.24. Эгилиш нуцталари: х =  —  • Асимптоталари: х - * — ао

да у =  —  1 в а х - ^  +  оо да у =  1. 100. Аннкланиш сохаси: х > —  1. 
Координата Сцлари биплан кесишиш ну ̂ талари: (—  1 ; 0 ) ва (0 ; 0 ) ,  х  =

, 4 16
ш —  11 х  =  0  да m iny =  0. х  =  —  — да шаху = --------- — ^ 0 ,2 9 .  Эги-

5  2 5 ^ 5

'1ИШ ЧГЧ»си: лг =  — 5- ~  5 «  -  0 ,5 5 , у =  - *  0.21 101.
5  5  V '5

Аницланиш с о ^ с и : *  >  —  I . х =  2/5 да miny *  —  ^  ^  ж  — 0 ,1 9 .

^ 1ИШ нУКтаси: (— 4/5-; — 4/25 ) 5 ) .  102. Анш^аниш со\асн: |х|>2.
РДината бошига нисбатан снмметрик. Асимптотапарн: у =  8 , х = ± 2 ,  

103 А ^  ^  (2 , + о о )  орали^ларда функция цатъий камаювчи. 
ни^ланиш сохаси: R (0 ; 0) —  симметрия маркази. Асимптоталари:

— оо да и — 5  +  8 . х — 8
у ------------- 2—  ва * -+  +  *> Да */ =  — — “— • Координа-

*  УЧЛарИ ** ** *  кесишиш ну ̂ талари: (0 , 0) ;  (0 , ±  3  V T ) .  x = - J  У

27
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_з з л з У  з
да m iny =  ------ --------; х =  У 3 да шаху =  — — . Эгилиш нуцТасг

(О, 0). 104. Аницланиш сохаси R. х  =  —  4 тутри чизи»; симмоТрня  ̂
Координата yiyiapn билан кесишиш нуцталари: (— 6 ; 0 ); (— 2 ; 0 ) (q.

2 -1 ?  1 8 ) . х =  —6  ва х =  — 2  да mini/ =  0 ; х =  — 4 да пмху =1 

=  2 У 2 *  2 ,5 .  Эгнлиш нуцталари: х )>2 =  —  4 ±  2 У Т ,  у (xi)=y(x„)^
=  4. Функция —  6) ; (— 6 ; — 2); (— 2 ; * , )  ораликда ка-приц 
105. Ани^ланиш со\аси: |jc| ^  1. Ординаталар уцига нисЗатаи сиччет- 
рик. Координата ytyiapn билан кесишиш ну^талари: (— |; 0 ), (0 t Q)

V I
( 1; 0 ) ;  х =  0  да m in y =  0 ; х = ± — —  да таху =  1/2 . 106 АИИц.

з _
ланиш сохаси: х > 0 ,  jc =  1/2 да m in y =  — (/'3 « 2 , 6 0 .  Кавариц

3
Асимптоталари: у =  х  - f  — ва jc =  0 . 107. Асимптотаси: х - + — оо **2
у =  — х; х =  0 m iny =  1. Боти^. 108. Координата yiyiapn билан ке­
сишиш нуцтаси: (0 ; 0 ). Асимптотаси: лг-^ +  зо да у  =  0 ; х =  0 ,5  да

таху =  « 0 , 2 .  Эгилиш ну^таси: ( I ,  <?“ *). 109. А ни^аниш  сохаси:

R. Асимптотаси: jc - * - 4 - ° °  да у =  0 . Координата у^зари билпн кеси­
шиш нуцтаси: (0 ; 0). х =  0  да m iny =  0 ; х =  2  да ш аху =  4 е " 2« 0 ,5 4 .  

Эгилиш нуцталари: хх =  У 3 —  1, у (хг) =  0 ,3 ;  хг =  Уз'Л -1 у(хi ) »  
« 0 , 4 7 .  (jc j. jc*) ораликда цавариц. ПО. А нтупниш  со\аси: х Ф \ .  

Асимптоталари: х =* 1 ва х-+  +  <х> да у =  0. х  =  0  да max// =  ! , * > !  
да ^авари^; х <  1 да  ботиц 111. Аншузаниш сохаси: j c > 0 .  Аснмлто- 
таси: х - ^  +  0  да х =  0 . х =  1 да т а х у  =  0 . !^авари^. 112. Ани^ланиш 
сохаси: д: >  0. Координата у ^ а р и  билан кесишиш ну^таси ( 1; 0). 
Асимптоталари: *-►  +  00 да у =  0  ва *-►  +  0  да х = 0 ;  х =  е да

т а х у  =  — . Эгилиш нуцтаси: (е3/2; 1.5 е“ 3/2). 113. Аншузаниш со- 
е

*аси : х > 0 ; у ( + 0 ) =  0 , у ' ( + 0 ) =  0 , координата у^зарн билан ке­

сишиш нуцтаси (1. 0) х =  У е  да m iny = — е 1п2. Эгилиш ну»\таси

—  2^ ) '  1 ,4  Ани1\ланиш сохаси: * > 0 . у ( + 0 ) =  0 . у' ( + 0И

1 4
=  +  оо . х =  —  да т а х у  =  — , ва х =  1 да miny =  0 . Эгилиш Hyv

тгси: ^— . — j .  115. Аницланиш сохаси: х ф ± \ -  Асимптоталари*

х  =  —  1, х  =в 1. у =  0. Координата у^зари билан кесишиш ну»\талари 
( «  0 ,9 ;  0 ); ( «  1.2; 0 ) ; (0 ; 6 ), jc =  2  да т а х у  =  2  -  1пЗ. Эгилиш нУ*£ 
талари: (0 .5 ; 4 —  1пЗ). (3 ; 1,5 —  1п2). 116. Аницланиш сохаси: *  —
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I  2  Координата уцлари билан к*сишнш нуцтаси: (0 , 0). Асимпто- 
х *  х - *  +  оо да I/ =  I ва х-+~ —  да у = 2 х  —  1, х < 0  дафунк- 

И ? * /  ва х > 2  да Ботиц. 117. Аншукшиш сохаси : х > 0 .  Асимп- 
ц1,я . х = к О ; +  х =  1 A3 rnini/ =  1. Воти^. 118. Функция-

2 я  га тенг ва координата у*лари билан кесишиш н у*та-
нинг давр"

/ я  \ /  3 л \ Я 3 V  3

« ,« : (О-' »• ( - ? '  " И Т ’ " J ’ ' “ б -  -------Г  ”  * “
_3 1f з / я  )

т Д1 mini/ = ---------------. Эгилиш нуцталари: 0 р  (я  +

—З ^ Т бЛ  /3 \ / . 3 l / l 5  \
+  arcsin 1/4. ( a 51' 0 )  I  2 я - агС51П

, 19. функциянинг даври 2 я  га тенг, графиги координата бошига нис-

б а ш  симметрии, х  =  -^ да шаху =  ва х  =  ~  7  ^  т'ПУ =

,1 / 3  (  . 1 - 3 V J 5 )
в .--------------. Эгилиш ну^талари: (— я ;  0), I —  л  +  arc cos ^  J .

/ 3 15 \
(О, 0). ( я  -  arc cos 1/4, — -- ------  ) , (л. 0), 120. Функцилнинг даври

2 я г а т е н г .  у (0) =  у ( | )  =  у (я) =  О х =  j  ва х =  | я д а т а х у =

=  i ; х =  j  да m iny =  0 . х =  ^  я  да у --- -  2. Эгилиш нуцталари :

j j . i /’з з  У ^ з з  — 1 .. '~ гУ / ^ .
х =  arc s in ----------------, х =  я  +  arc sin---------- , х —я — агсчп

8  8  °

l /"  зз  | л
x =  2 n  — a r c s i n - ---------- — . 121. Аницланиш со.у.си: х ф  —  —  +

8 J
л

+  * я ,  Даври 2 л  га тенг. Асимптоталари: / / = ~  +  л *»

~2 л ) °Р алИ1 д̂а *  =  ® нуцтадэ т а х у  =  I ,  х =  л

Да miny =  _  |. (о. j j  ва ; я )  д а \ ;  ( - | ;  о )  ва ( я ;  j  я )

Дз /*. 122. Координата бошига нисбатан симметрии. Асимптоталари:

*  — Я х +  я
^ 2 . агар х - * —► + о о  булса ва у =  — - —  агар х-+  —  оо Оул-

Са’ х== да шаху = 1  ва дг =  ------- -- да min у =* —  1, Эгилиш
*  4
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нуцтаси: (0 ; 0 ). 123. Ани^ланиш со \аси : | х | >  1
* ( о .  - си*.

метрия маркази. Асимптотаси: х-+  оо да у

—  6 К з " - 5  л  ,  2 V J
да ш аху = --------------------------  * - 4 , 4  х  =  - у —  да miay^

6  К Г — я
= ---------------------*  1,2 ; (—  оо, —  1) ораликда ^авэриц. 124. Аницланищ

со^аси Я ; графиги ординаталар ^ и г а  нисбатан симметрии. Асимптотаси* 
я .  х > 0  да / . у  ( +  0 ) =  2 . 125. Ани^аниш со^аси: Я  Асимп

1
тоталари: х - >  — оо да i/ =  — ва х-+  +  оо да у  =  х. Координата уК.

д

лари билан кесишиш ну^таси ( 0 ;  — j .  Ботиц. 126. А ни ̂ л а ниш со^аса

|Я; координаталар бошига нисбатан симметрии. Асимптотаси: у =  О,
я  я

х  =  1 да max// =* — ; х =  —  1 да mint/ =  —  ~  у  (1 — 0) =  1

у' (1 -(- 0) =  —  1. Эгилиш ну^таси: (0; 0). 127. Дарри 2 я ;  ордината- 
лар у^ига нисбатан симметрии, х =  0  да тюху =  е ва х  =  я  да m in y »

1 -  К Г - i
=  — . Эгилиш ну ̂ талари: х  =  a r c c o s --------------  ва х =  2 я  —

^/5 _j
—  a rc c o s  --------------  128. Асимптоталари: х - * —  оо да у =  е п 2 х ва

Функция Эгилиш ну^таси: • -, eerctgl/2J* 

129. А ни^аниш  со^аси: 2k я  <  х  <  (2k +  1) я ,  k  £ Z. Даври 2 я . Асимп­

тот алари: х  =  k  я . х  =  ~  +  2£ я  да m iny =  1, Л 6 Z- 130. А н и ц »
*

ниш со^аси: х  > — 1; х ^  0 ; у  (— 0) =  у  ( + 0 ) = е .  Асимптоталари: 

х =  — 1, у = 1  Ботиц. 1 3 1 . — - .  132. — 2 . 133. 1/3. 134. 1/6 .О
135. 1/2. 136. Ь'6 -l па. 137. 1. 138. 0 .  139. а 'Р .  140. 1.

141. 1>Я1 f , ( 2 m + . l.) < |42 1/2. и з .  1. |44. а . Р * .  7 > 0 б Улса' 
2п 1

0 ; ( а < 0 . P v , a  =  0 . Р < 0 ) булиб, у =* 0  б^лса, 0 ; +  00• агаР
7  <  0  (а .  Р —  V ) ёки у =  0  (а  >  0 , Р —  V ; а  =  0 , Р >  0) булса. 
+  оо; arap а  =  Р =  -у =* 0  булса. 1. 145. Агар а  >  1 ёки а  =  1. Р ^  
> — 1 булса. 0 ; агар а =  1. Р =з —  1 б$лса, 1; агар а  <  1 ёкись=» •

а  Р
Р <  —  I б у л с а .  +  о о .  1 4 6 .  0 .  1 4 7 .  0 .  1 4 8 .  0 .  1 4 9 .  |50‘ * ’
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, - 2/" 152. I . 153. I . 154. I . 155. 1. 156 —  1 . 157. I/o. 158. 1 
|51 •
L ,  e l/3. 160. 0 .  161. — 162.  e. 163. I . 164. I . 165. e~ 2'n. 1 6 6 .0 .

, e7 +  oo. 168. — 169. 1/3. 170. 0. Агар 0_< a <  1 ( а — У )б у л - 

0 ; агар a  >  1 ( a  -  V ) б?леа. +  oo.

VII! боб
_______  (1 _  JC*)3''2 I

, 2 . —  ------ --------. 3. -  (a rc tg * )1. 4 . In | In ( ln x ) I -

5 _  1 — . 6 . —  arcsin  ~  7 . —  x — 2e~x/2 +  21n (1 +  ex/2).
\f x* -  1 1*1

8 . Агар x >  1 булса. У х *  —  1 —  21n ( )  "x  —  1 —  )  x  1 ) агар x  <  

< _ 1  булса, - Г * * - 1  + 2 \ п ( У - х + \  +  У - х - \ ) .  9. -

4  2  \ - ______  __
— — sin*x +  —  s in 4x j  у sin3x . 10. 2  a r c tg  К *  I I .  2  s g n x X

_, _______________  1 t ln l0 lx
X\n(V\x\ +  V \ l +  x\), ( x ( x + l ) > 0 ) .  12. 13.

2 101

— | 1 —  sin2x. 15. — arctg  ( tg ——  \ 16. 1
V 2 { V 2 I

x
tg 2

1----------- , ** +  x V T + !  , 1  xV~2 
17. ----- — In -------------—-----  + ------ — arctg  ---------- 18.

4 K 2 x* —  x V 2  +  l 2 V 2 1 ~ x% 2 V 2
* * — x j ' T + l  1

In -------------— . 19. ----------------;—  In
x« +  x  V 2 +  1 2  <I n 3 _  ln2)

3* -  2х I 
3 '  +  2х Г

. . .  ---------- Д. ___________

20- 2 )  1+ +  xi .  2 1 . 2arctg ex. 2 2 .— ) 1 —  x* +  j *  a rcsinx . 

— I 1 + x *  +  arcsinx. 24 . —  — Cos*x +  - -  ^ln (I +  cos* x).& &
(arctg У  ]T)*. 26. —  jrcosx +  s iru . 27 . —  ( x + l ) * “~x .

* " + 1  /  j  ____________

—  ^1^7 Kn ^  29 ‘ *a rcs in x  +  V i +  A  30.

— - £ l ± J  -X *  «,. arcsinxe x . 3 1 .  — ------------- —  In
1 *
2 ,n  (* +  **)• 33 . x In (x +  \\  +  x*) -  V\ +  x * . 34 . In I tg I —

32. xarctgx —  

x  

2

- « « • I n  M .  35. i  (sin (Uu) +  COS (In*)). 3 .. S ^ ± ^ . x2 q* -j- b2
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162. —
COS X

a{u s in x + 6  cosx)
-. 163. In

+  3  sin x  —  2
+  T V 7 i ,n

Ч т Ь Н И

2 ^ ‘ ( у ) - У З + Г 7

||И- f * - g -  1 4 1 * 4

(cos 2a).
2 ^ 3" ‘ 8 [ у ) - К З - К 7  

•x— 2 (sin 2 o ) . ln  | sin ( ^ J  | -  2(sin*e)ctg , 6 6 . |n(cos, +

+  .Ш Х  +  1 I8 7 . -g -  In ! 2co S I _

+  T > » | i «  ( f  )|. т .  Ж т  | +  T ' n K (  f H  -

- T ,nl,g( f ) - ' | - 170.
l+ tg (jr/ 2 )

+  ln
- ( f )

I+ tg (*/ 2 )
171.

—  « Г  (COS /3 * (20—  16  cos2 x  - f  5cos4 x , . 172.
8 0  10  (s il l  A -f-2 co s  x)*

♦ й рН Ч т ^  ■ » £ < ■ ( *
2  +  У  1+ s in *  x

| cos jc | )•
174. —

e sin jc
( I — e*) ( 1-fe c o s  jc) (1 V  r r i ' s f ) ' 175.

+  1 = - ' J „ _ , .  177. К .  -  " P.* ’” » '" ' + n —  1

n n
cos JC n —  2

^ r +  : -----r ^ n -2- ,70. *„  =

/С„_2. 178.

sin JC
n —  1 (я — I) (C05JC)n 1 

(sinx) " * 1 (cos x)m 1 m — 1 , , 8 |#
" -f* n,m—2*

л -f/ n  n +  m
ex

182 . —  (x ? - ( s in  ж -H

(л — 1) (sinx)

. n “  2
+  7 3 7  *"-*■  ,80- J<

t^_r I 3 (a sin bx—b cos Ax) a sin 3 6 *  —  3b cos bx 
4 L e *  +  />* ~  a* +  9b*

- f  cos x) —  2x sin x  +  (sin x - c o s  x )J. 183. x - 3  In { ( I + e x/6) K  l + ^ /3) * "  

—  3 arctgex/e. 184. I n ( e ' - I ) .  185. x ( l n "  x  —  n 1пп -| ж + (я —  l)nlnn" 2* +
_ • r arccos x

+  • • • + ( — I) n(n— 1) . .  . 2 In x  4 * (— l)n n ! j .  186. - 7 " f = T  "У 1 x
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I n  I f  С Т .  1 8 '-  x - ar c t g x + ( ^ a r c t g x - T ) [ l n ( l + ^ ) - l | .

S L f  / Л И ]  +  —  arccos — . 189. -  In V T + J +  ■ i =  -
188. — 2 2 *  У ■+**

K s +  | C T ) .  190. -  x* +  Y  ln (4 + x « ) +  2arctg  ( y ) .  l 9 1 - “  

arcsin x +  - y  (arcsin x)* +  In | *  | (0 <  | x | <  IV 192.

-  ^  ^  -  T  '" f S f e f 1 ('Л>

- , 1). 193. °(х in | J^Tj | in I •** 10 +   ̂ H l + a l '  ,94‘

в*"***3- | _ yf arccosjf, ( | JC I <  1). 195. — —  —
9 9 0

_  j L .  jarctg x  +  - “ (arctg *)* +  —  In (1 +  x2). 196. — 2 In (th x +

К ^ Г Г Д Г ,  ■ . ! „  V J ^ + X i ^ .  , 9 7 .  , 9 8 .
+  * 2  M  +  th2x —  V 2 thx 3

—  < x + l * D -  ,9 9 - A raP I ' l ^ 1 булса, ж, агар |xl >  1

х» 2 . . .  (1 -f- х) I 1 -h х | (1 — x) I 1 — x I 
6 M c a .  у  +  y  s g n x .  2 0 0 . ---------------- -----------------  +  ----------------j  '

- X + 5  V x » + 2x —  —  a r c s in — Ц - ,,  бундя x <  — 2 ёки x >  0 . 2 0 2 . 8( , +  1 ) 1 Г Л Г  S | x + l l  _____

x I I K l + * *  +
6 V 7 -  12 arctg  (V x / 2 ). 2 0 3 . j p =  +  - f f § r l n \

' 204. (3 ts — l)/(6 l*), бунда / =  ( 1—  V  1— x*)/x. 2 0 5 .
—xl 2
_ J ___ —  y f x  l . ,  / V - и

~ Z  In -  ------~~ZZ +  — —  a fc ‘ g 1 /  —  '
4 ^ 2  Y x * + l  +  V 2 x  2 ^ 2  r  2x=

207. 4 *  (C O s 2 x -s in 2 x - 2 )« -* *  .
4 y T + 2 * - x  2 *  x 8

_________  1

208« In I X |/ —  1 ) 4 - arcsin  (l/ jt). 209. ’^ 2n ^ T  * n | x +  a  I

I H  /



210. Агар а« < f t i  б ?л са , --------- —  |п:
I а \у Ь*-а* I» 6>—а>->г+!аГГбГГ75]:

агар а* =  6* б Ф л с а , -----------—
b*V b*-x*

}'а
arccos - — г г

, агар а* > 6* б^ л са ,

\ь\у+=? 2Н- Агар аф±1 б*лса- ^ Z I arctg ( ~ 7  tg-L )
1 X 1

а== *’ Т  t g T e araP а =  —  1; |Ж| < я  б^лса, —  —  ctg -~ -. 2l3

Агар а Ь >  0  6 >\ica, у 4 - arctg (  ] /  агар а 6 < 0  булсл,

t . ./------ г -  ______ 21 ~~ab
. 214. Агар а > 0  булса, —*—  In —  a+fct’ * I <Г

Ь-\-\ —abeх

Ь * ****  _____  У a Va+be*~y f
2 1 аА-Ье**

агар а <  0  б ?л са , — arctg — - . 215. Агар а > 0  булса.

х In I х* +  а  I —  2х +  2  У a  arctg  агар а <  0  бфлса, х In 1 | —

—  2х -f- J —a  In
x + V - a

jr—1 —а
2 1 6 . 2(1 n x — 2) К Г + " а + 2 К а ~ 1 п ^ ± Н ±

V h Z -

—V a ’ e ^ 0 -  2 (,n  x — 2)Vr* + a -H V —>a » c t g ^ 4 = ,  a < 0 .  217.9 _____  I —a
l_n(x+l x* +  a) I y * + - a + y a  — lnU-4-I * + i\

r +  7 7 T ,n --------П -------- • a> ° - — 1-------------- +x M  1*1 x
1 I7

+  7 7 = a r c t g  — —  a  <  0 ;
I — a  \ — a

\+ln(2x)
; a = 0 .  218. x° \nbx. 219,

(In *)sin  (Inx) +  cos(ln  x). 220 . (sin * )  a rc tg fc in  x) — —  ln (l +  sin'- x)

IX б о б

4. a) 1; б) Ь*~~а  ; в) \ (b in  —  а 3/2) ;  r) I n - ;  д) — ( * " + ' - a n + l )■
4 з  а  Л+ 1

11. g(x) —  функция сифатида 7-мисолдаги Ричан функцияси, f(x) функ- 

ция сифатида эса /(*) =  {  <>. функцня м ралсин.
я п  д 2я

1 • Т *  , 7 - т * ,8 - L  ,9 - 1Г -— • 20- *• 2|- 4 5 /4 22- Т П З *о б  2 sin a ) 1—e*

23 ‘ 21^ " Г  24‘ ~1 2 " 25* , п 7 - 26 ' я  27‘ y ( 2 - 3 c h 2 +  ch ’ 2).

310



In ( т ) * 29, Ш 30- т (e _ e '/4)' 3 ,‘ ^  32' arc,ge_T * ’ 

»  .т + #  «• « - Т - f - “ • H ^ T -  *  , - 2 l n3 - *

Ш Я . - +  — ■ »■ 1 7 1 -  <»■ 2 ' " * -  f ' ” •sin 1. 38* 'x ^  2 3  36  4

n

1
29- 7

«fajn l - ” ] ! . 43. - J J  +  Ц ~  -  1. 44- 45. 0 . 46. 0.

■r 16' ™  2 ’ 6
/ 1  1 \ 468  29

2(» 2-  О- 54. (arctg y j ~ *  ct8 y j  j ПГ2 -5 5 . -  у .  56. ^

„ ^ - l  8191
----------------a n --------------

26
3

57. 1 6 . 58. — ( « ” - 0 -  59. —  I n n - (n+1)*

61. 2(1 62. . 63. 64 . 2 0 0  ̂ 2 .  65 . (— l)a [ ^ r ~
1 /  2  L 4

- ( ■ - т + т - - - + т £ г ) 1 -  “ •

+  ^ - ) Я-1+  . . . + ( l - “ )  in-2- n > 2- 79‘ - 1' 8°- 1 4 - ln<7!>-

81. - t h  — . 82. ln (n l). 8 6 . 1/2. 8 7 .  16. 83. In 2. 89. Я/4. 50. A
2 ь ^

•I. 92. - ^ - ( 2 K f - l  )• 9 3 . !/«• 94. ^ - ( Hx)dx. 9 5 . — n.

a

96. x +  — . 97. — — . 98. 1. 9 9 . — . 100. 0 .  101. Иккинчиси. 102.
2 In 2 4

Биринчиси. 103. Иккинчиси. 104. Биринчиси. 105. Биринчиси. 106. Ик-
2 1 

«инчиси. 107. 1/3. 108. 6 — . 109. 10. ПО. —  соэф .
3 *

X боб
I . д 4-& . / п а \

г ь- 1■ Ы 8 1 т + т }
** + 1 * . 03.  . 4. a In —

4 о
5.

2(1 + In 1,5). 6. In 3 . 7. ln(2 +  Y 3). 8. a ln(a/x0)- 9. l / l  2 . 10. VA3(2—

—У' *o — V ~ *l) .  1 1 . 10 ,8. 12.sh 2a. 13. 14. 14/3. 15. 2n*a.

. . .  -  у -f i n . f  ̂ г - ‘» ■ 
V 2 / 1 + t 2
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о-
Iг

23. (2\ 5 > l n ( 2 - H  5  ))/4. 24. 2a 25. ta. 2e. |n ,

27. a V T + fc /m .  28. p lV '2 +  I n ( l4 - K 2  ))- 29. а (2я  —  th я). 30 . 24 

+  - y l n 3 .  3 ,  6 Y '  32  sh 33. T. 34. 8 (2 - V T ) .  35 . 2a. зд 

8a(5| 5  — 1)/3. 37. 1423 a/ 15. 38 . я(&— a)/2. 39 . 134/27. 40. (3 j  3- 

- I ) .  4 K 8 .  42. Г + 1) + « .  43 . 4 a f ( | - .  .j _  4 a  E(e),

— -■ ° fl & . бУ «Р-la £  эллиптик интеграл. 44. 4/3 К  З*. 45 . 8 . 46. a '  } гз  

, ln (l +  ̂ 2 )
4 7  1 +  ------ j - j ---------« .  З я а '2 .  49. 16а/3. 50 . 15я а/ 8 . 5 1 . I) 2a.

(2ft)M (2ft +  I)!!
, n =  2ft. 2) я а -  — , n =  2 f t + l .  52. a*/3. 53 . 4 , 5.

18. 19. sh*/0. 2 0 . - a  In s in / ,.  21 . у .  2 2 . | +  p L - , n ( , + f / - (
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9. In 2/3. 10. 3/4. 11. s in *— . 12. 1. 13. 1/2 sin 2 . 14. я/4. 15. 1/8.
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25. Якинлашувчи. 26. Я^инлашувчи. 27 . Узо^лашувчи. 28. Я^инлашувчи. 
29. Узо^лашувчи. 30 . Яцинлашувчи. 31. Якинлашувчи. 32. Я^иилашув- 
чи. 33. Уэо^лашувчи. 34 . Якинлашувчи. 35. Якинлашувчи. 37. Я.\инла иув- 
чи. 38. Якинлашувчи. 39 . Яцинлашувчи. 40. 0 < а <  1 да якинлашувчи, 
а > 1  да узоцлашувчи. 41. Узо^лашувчи. 42 . Якинлашувчи. 4 3 . Я^инлс- 
шувчи. 44 . Якинлашувчи. 45 . Якинлашувчи. 46. Якинлашувчи. 47. а < е  да 
якинлашувчи, а > е  да узоклашувчи. 48 . Узоклашувчи. 49 . Узоклаш увчи.

р
50. Якинлашувчи. 51 . Узоклашувчи. 52. Якинлашувчи. 5 3 . Q >  *

да якинлашувчи. 54 . р > 3/2 да якинлашувчи. 55. Узоклашувчи. 58. У зок* 
лаш>вчи. 57 . Якинлашувчи. 58 . q > p  да якинлашувчи. 59 . а ( 7— р )> 1  
Да якинлашувчи. 60 . / ? >  1 да якинлашувчи. 61. y q , р > \  да яцин-

лашувчи, р =  1, < у>  1 да якинлашувчи. 62 . а > —  да якинлашувчи.
*

®3« ^ зок,лашувчи. 64. Узоклашувчи. 65. Якинлашувчи. 6 6 . Якинлашув- 
Чи- 67. Якинлашувчи. 6 8 . а <  —  1 да яцинлашувчи. 69. Якинлашувчи. 
70. Узоклашувчи. 71. Якинлашувчи. 72. Якинлашувчи. 73 . Якинлашувчи. 
7^. Якинлашувчи. 75. Узоклашувчи. 76. а  > 2  да якинлашувчи. а < 2  

узо^лашувчи. 77 . Узоклашувчи. 78. Якинлашувчи. 79. Якинлашув- 
Чи 80. Якинлашувчи. 81. Якинлашувчи. 82. Якинлашувчи. 111.  Яцин-



лашувчи. 112. Якинлашувчи. 113. Якинлашувчи. 114. Узоклащув
115. Якинлашувчи. И в. Якинлашувчи. 117. Якинлашувчи. 118. я к щ 
лашувчи. 119. Якинлашувчи. 120. Якинлашувчи. 121. Узоклашуьчи' 
122. Якинлашувчи. 123. Якинлашувчи. 124. Якинлашувчи. 12 5 . Узокла 
шувчи. 126. Узоклашувчи. 127. Якинлашувчи. 128. р >  1 да абсотку* 
якинлашувчи, 0 < р <  1 да шартли якинлашувчи. 129. р >  1 да абсо 
лют якинлашувчи, 0 < р ^  1 да шартли якинлашувчи. 130. р >  ] ^  

1
абсолют якинлашувчи, ~ <  Р <  1 Да шартли якинлашувчи. 13j

Я  4 Л
| ж—k n \ c —  да абсолют якинлашувчи. x = k n ± ~  да шартли я̂ ин-

1
лашувчи. 132. р >  1 да абсолю т якинлашувчи, —  <  р  <  1 да шартли

якинлашувчи. 133. Шартли якинлашувчи. 134. Абсолют якинлашувчи.
135. Узоклаш увчи. 136. р  > 2  да абсолют якинлашувчи, 0 < р ^ 2  
да шартли якинлашувчи. 137. Шартли якинлашувчи.
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