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П РЕДИСЛО ВИЕ

Успешная реализация достижений научно-технического прогресса п на
шей стране тесным образом связана с использованием математических 
методов и средств вычислительной техники при решении задач из раз
личных областей человеческой деятельности. Исключительно важ ное 
значение приобретает использование указанных методов и средств и при 
решении экономических задач. В  связи с этим дли студентов экономиче
ских специальностей вузов необходимо как знание возможностей приме
нения математических методов и Э В М , так и понимание тех проблем, 
которые возникают при их использовании.

В  данном учебном пособии изложен материал, позволяющий полу
чить довольно полное представление о возможностях практического 
использования математического программирования и К С  Э В М  при реше
нии конкретных экономических задач. Это  пособие предназначено прежде 
всего для тех, кто самостоятельно изучает указанные вопросы и ж елает 
приобрести необходимые навыки в решении практических задач.

В  начале каждого параграфа пособия пометены определения, фор
мулы и другие краткие теоретические сведения и методические у к а за 
ния. необходимые для решения приведенных задач. Затем дается подроб
ное решение типовых задач с краткими пояснениями теоретических поло
жении. В каждом параграфе приводятся задачи для самостоятельного 
решения

Большинство задач носит условный характер, а числовые пара 
метры подобраны так, чтобы при решении задач можно било обойтись 
наиболее простыми вычислениями.

Дополнительные сведения из теории, а также задачи для сам остоя
тельного решения можно получить из книг, приведенных в списке лите
ратуры.

Автор выражает искреннюю признательность сотрудникам кафедры 
исследования операций М Г У  им. М . В. Ломоносова, кафедры прикладной 
математики М И У  им. С. Орджоникидзе, кафедры экономической кибер
нетики Л Ф Э И  им. Н. А. Вознесенского, а такж е  канд. физ.-мат. наук, доц. 
Б. Г. Белоусову за ценные замечания и пожелания, способствовавшие 
улучшению рукописи.

Автор



В В Е Д Е Н И Е

Математическое программирование представляет собой матема
тическую дисциплину, занимающуюся изучением экстремальных 
задач и разработкой методов их решения.

В  общем виде математическая постановка экстремальной за 
дачи состоит в определении наибольшего или наименьшего зна
чения целевой функции / (* ], х2, .... х„) при условиях £, (* :, х-г, ..., 
дг„) <  bi (I =■ 1, ш ), где { и — заданные функции, а й; — неко
торые действительные числа.

В  зависимости от свойств функций /' и математическое про
граммирование можно рассматривать как ряд самостоятельных 
дисциплин, занимающихся изучением и разработкой методов ре
шения определенных классов задач.

Прежде всего задачи математического программирования 
делятся на задачи линейного и нелинейного программирования. 
При этом если все функции / и £, линейные, то соответствующая 
задача является задачей линейного программирования. Если 
ж е  хотя бы одна из указанных функций нелинейная, то соответ
ствую щ ая задача является задачей нелинейного программиро
вания.

Наиболее изученным разделом математического программи
рования является линейное программирование. Д ля решения 
задач линейного программирования разработан целый ряд 
эффективных методов, алгоритмов и программ.

Среди задач нелинейного программирования наиболее глу
боко изучены задачи выпуклого программирования. Это задачи, 
в результате решения которых определяется минимум выпуклой 
(или максимум вогнутой) функции, заданной на выпуклом зам 
кнутом множестве.

В  свою очередь, среди задач выпуклого программирования 
более подробно исследованы задачи квадратичного программи
рования. В  результате решения таких задач требуется в общем 
случае найти максимум {или минимум) квадратичной функции 
при условии, что ее переменные удовлетворяют некоторой системе 
линейных неравенств или линейных уравнений либо некоторой 
системе, содержащей как линейные неравенства, так и линей
ные уравнения.

Отдельными классами задач математического программи
рования являются задачи целочисленного, параметрического и 
дробно-линейного программирования.



В  задачах целочисленного программирования неизвестные 
могут принимать только целочисленные значения.

В  задачах параметрического программирования целевая 
функция или функции, определяющие область возможных изме
нений переменных, либо то и другое зависят от некоторых пара
метров.

В задачах дробно-линейного программирования целевая 
функция представляет собой отношение двух линейных функ
ций, а функции, определяющие область возможных изменений 
переменных, также являются линейными.

Выделяют отдельные классы задач стохастического и дина
мического программирования.

Ксли в целевой функции или в функциях, определяющих об
ласть возможных изменений переменных, содержатся случай
ные величины, то такая задача относится к задаче стохастиче
ского программирования.

Задача, процесс нахождения решения которой является мно
гоэтапным, относится к задаче динамического программирова
ния.



Г Л А В А  1
ЗАДАЧИ Л И Н Е Й Н О Г О  П Р О ГР А М М И Р О ВА Н И Я

§ 1.1. П Р И М Е Р Ы  З А Д А Ч  Л И Н Е Й Н О Г О  П Р О Г Р А М М И Р О В А Н И Я

1.1. Д ля изготовления трех видов изделий Л, В  и С используется 
токарное, фрезерное, сварочное и шлифовальное оборудование. 
Затраты времени ка обработку одного изделия для каждого из 
типов оборудования указаны в табл. 1.!. В  ней же указан общий 
фонд рабочего времени каждого из типов используемого оборудо
вания, а такж е  прибыль от реализации одного изделия каждого 
вида.

Т а б л и ц а  1.1

Тип
о бо руд ования

Затраты  времени (стан ко -ч ) 
на обработку одного изделия 

вида

Общ ий фонд 
рабочего вре
мени оборудо

вании (ч )Л Й С

Ф р е зе р н о е 2 4 5 120
Т о к а р н о е 1 8 6 280
С в а р о ч н о е 7 4 5 240
Ш л и ф о в а л ь н о е 4 6 7 3(Ю

П р и б ы л ь  (р у б . ) 10 14 12

Требуется определить, сколько изделий и какого вида следует 
изготовить предприятию, чтобы прибыль от их реализации была 
максимальной. Составить математическую модель задачи.

Р е ш е н и е .  Предположим, что будет изготовлено *1 единиц 
изделий вида Л, х2 единиц - вида В  и *з единиц — вида С. Тогда 
для производства такого количества изделий потребуется затра
тить 2*| +  4*2 +  5*з станко-часов фрезерного оборудования.

Так как общий фонд рабочего времени станков данного типа 
не может превыш ать 120, то должно выполняться неравенство

2 * ,  +  4 * а +  5 * з  <  120 .

Аналогичные рассуждения относительно возможного исполь
зования токарного, сварочного и шлифовального оборудования 
приведут к следующим неравенствам:

*  I 4* 8 * 2  +  6 * з  <  2 8 0 ,

7 * |  - М * 24 - 5 * з < 2 4 0 ,

4 * |  + 6 * 2  4 - 7 * з  < 3 6 0 .

б



При этом так как количество изготовляемых изделий не может 
быть отрицательным, то

* | > 0, х2> 0. х3> 0 .  ( I )
Далее, если будет изготовлено Х\ единиц изделий вида А , *2 

единиц изделий вида В  и *з единиц изделий вида С, то прибыль от 
их реализации составит /•"=10*1 +  14*2+12*3.

Таким образом, приходим к следующей математической за 
даче: дана система

2 *  | +  4*2 +  5 * з  ^  12 0 ,

* 1  + 8 * 2  +  6 * з  ^  2 8 0 ,  

7 * 1 + 4 * 2 +  5 * :1 < 2 4 0 ,

4* | + 6*2 +  7 х.( <  360 
четырех линейных неравенств с тремя неизвестными *, (/=  1, 3) 
и линейная функция относительно этих ж е  переменных

/ - - = 1 0 * | + 1 4 * 2 + 1 2 * з ;  ( 3 )

требуется среди всех неотрицательных решений системы нера
венств (2) найти такое, при котором функция (3) принимает мак
симальное значение. Как это сделать, будет показано в дальней
шем.

Линейная функция (3), максимум которой требуется опре
делить, вместе с системой неравенств ( 2 ) и условием неотрица
тельности переменных ( 1) образуют математическую модель ис
ходной задачи.

Так как функция (3) линейная, а система (2) содержит толь
ко линейные неравенства, то задача ( 1) — (3)  является задачей 
линейного программирования.

1.2. Продукцией городского молочного завода являются мо
локо, кефир и сметана, расфасованные в бутылки. На производ
ство 1 т молока, кефира и сметаны требуется соответственно 
1010, 1010 и 9450 кг молока. При этом затраты  рабочего времени 
при разливе I т молока и кефира составляю т 0,18 и 0,19 ма- 
шино-ч. На расфасовке 1 т сметаны заняты  специальные авто
маты в течение 3,25 ч. Всего для производства цельномолочной 
продукции завод может использовать 136 000 кг молока. Основ
ное оборудование может быть занято в течение 21,4 машино-ч, 
а автоматы по расфасовке сметаны — в течение 16,25 ч. Прибыль 
от реализации 1 т молока, кефира и сметаны соответственно рав
на 30, 22 и 136 руб. Завод должен ежедневно производить не 
менее 100 т молока, расфасованного в бутылки. На производство 
другой продукции не имеется никаких ограничений.

Требуется определить, какую продукцию и в каком количе
стве следует ежедневно изготовлять заводу, чтобы прибыль от ее



реализации была максимальной- Составить математическую мо
дель задачи.

Р е ш е н и е .  Предположим, что молочный завод будет 
ежедневно производить Х\ тонн молока, ** тонн кефира и Х\\ тонн 
сметаны. Тогда ему для изготовления этой продукции необходимо 
1010*1 +  1010*2 +  9450*3 тонн молока.

Так как завод может использовать ежедневно не более 
136 000 т молока, то должно выполняться неравенство

1010*| +  1010*2 +  9450*з <  136 000.

Аналогичные рассуждения, проведенные относительно воз
можного использования линий разлива цельномолочной продук
ции и автоматов по расфасовке сметаны, позволяют записать 
следующие неравенства:

0,18*| +  0,19*г< 21,4,

3 ,2 5 *2  <  1 6 ,2 5 .

Так как ежедневно должно вырабатываться не менее 100 т 
молока, то * 1^ 100. Далее, по своему экономическому смыслу 
переменные *2 и *з могут принимать только лишь неотрицатель
ные значения: * 2^ 0, * з ^ 0 .  Общая прибыль от реализации Х\ тонн 
молока, * 2 тонн кефира и *з тонн сметаны равна 30*1 +  22*2 +  
+  136*з руб. Таким образом, приходим к следующей математиче
ской задаче: дана система

’ 1010*1 +  1010*2+ 9450*3 <  136000,

0,18*| +0,19*2 <21,4, (4)

3,25*2 < 1 6 ,2 5 ,

*, >100

четырех линейных неравенств с тремя неизвестными *], * 2, *з 
и линейная функция относительно этих же переменных

Г  =  30*1 +  22*2 +  136*з; (5 )

требуется среди всех неотрицательных решений системы нера
венств (4) найти такое, при котором функция (5) принимает мак
симальное значение. Так как система (4) представляет собой со
вокупность линейных неравенств и функция (5) линейная, то 
исходная задача является задачей линейного программиро
вания.

1.3. На швейной фабрике ткань может быть раскроена не
сколькими способами для изготовления нужных деталей швейных 
изделий. П усть  при /-м варианте раскроя (/' =  1, п ) 100 м2 ткани 
изготовляется Ьп деталей ¿-го вида (¿=  1, т ) , а величина отходов



при данном варианте раскроя равна c¡ Зная, что деталей
i-го вида следует изготовлять В, штук, требуется раскроить ткань 
так, чтобы было получено необходимое количество деталей к а ж 
дого вида при минимальных общих отходах. Составить м атемати
ческую модель задачи.

Р е ш е н и е. Предположим, что по /-му варианту раскраива
ется .V, сотен м2 ткани. Поскольку при раскрое 100 м2 ткани по 
/-му варианту получается b¡¡ деталей i -го вида, по всем вариан
там раскроя из используемых тканей будет получено

1*| + bt'iX'i -(- ... -f-b,nx„ 
деталей í-ro вида. Так как должно быть изготовлено б, деталей 
данного вида, то

b¡\X\+br¿x2-\-... +  b¡„xn =  B¡  ( í = Í ,  m).

Общая величина отходов по всем вариантам раскроя ткани 
составит

F  =  С \X\-\- С 2X 2 СnXw

Таким образом, приходим к следующей математической з а 
даче: найти минимум функции

П
ti** ( 6 )

/ - 1
при условии, что ее переменные удовлетворяют системе уравне
ний « ___

X  М ,  = я ( ( í=  1, т )  (7 )
1

и условию неотрицательности x ¡^ 0  (/=  I, л).
Сформулированная задача является задачей линейного про

граммирования, так как функция ( 6) линейная, а система (7) со
держит только лишь линейные уравнения.

Составьте математические модели задач 1.4 1.10.
1.4. В  трех пунктах отправления сосредоточен однородный груз 

в количествах, соответственно равных 420, 380 и 400 т. Этот груз необхо
димо перевезти в три пункта назначения в количествах, соответственно 
равных 260, 520 и 420 т. Стоимости перевозок I т груза из каждого  пункта
отправления в каждый пункт назначения являю тся известными вели
чинами и задаются матрицей

[  2 4 3 \
( с „ ) =  7 5 8 1.

\ б  9 7 /

Найти план перевозок, обеспечивающий вывоз имеющегося в пунк
тах отправления и завоз необходимого в пунктах назначения груза при 
минимальной обшей стоимости перевозок.



1.5. Кондитерская фабрика для производства трех видов карамели 
Л, В  и С  использует три вида основного сырья: сахарный песок, патоку 
и фруктовое пюре. Нормы расхода сырья каждого вида на производ
ство  1 т карамели данного вида приведены п таблице.

В  ней же указано общее количество сырья каждого вида, которое 
может бы ть использовано фабрикой, а также приведена прибыль от реа
лизации 1 т карамели данного вила.

Вид сырья
Нормы

на
>асхода сырья 
1 т карамели

(т)
Общее количест

во сырья (т)
л В С

Сахарный песок 0,8 0.5 0,6 800
П атока 0,4 0,4 0,3 600
Ф руктовое пюре — 0,1 0,1 120

Прибы ль от реализа
ции 1 т продукции (руб.) 108 112 126

Найти план производства карамели, обеспечивающий максималь
ную прибыль от ее реализации.

1.6. При откорме животных каждое животное ежедневно должно 
получить не менее 60 сд. питательного вещества А, не менее 50 ед. веще
ства В  и не менее 12 ед. вещ ества С. Указанные питательные вещества 
содержат три вида корма. Содержание единиц питательных веществ в I кг 
каждого  из видов корма приведено в следующей таблице:

Питательные
вещества

Количество единиц питательных веществ в 1 кг корма вида

1 11 111

А 3 4
В 2 4 2
С 1 4 3

С оставить дневной рацион, обеспечивающий получение необходи
мого количества питательных веществ при минимальных денежных за 
тратах, если цепа I кг корма I вида составляет 9 коп., корма I I  вида — 
12 коп. и корма I I I  вида —  10 коп.

1.7. В  т  пунктах могут бы ть размещены предприятия, производя
щие некоторую однородную продукцию. Эта продукция поступает в п 
пунктов ее потребления, причем п /-м пункте потребности в продукции 
равны  ai единицам. Затраты , связанные с доставкой единицы продукции 
с i -го пункта отправления в /-й пункт потребления, составляют с„ руб. 
Известно, что b i '-m пункте изготовления продукции максимальный объем 
ее производства не может превышать Ь,- единиц, а затраты, связанные 
с изготовлением единицы продукции, составляют d, руб. Определить та 
кое размещение предприятий, при котором обеспечиваются потребности 
в продукции в каждом из пунктов ее потребления при наименьших общих 
затратах , связанных с производством и доставкой продукции.



1.8. Д ля производства п видов изделий предприятие использует ш 
групп взаимозаменяемого оборудования. Изделий ¿-го вида необходимо 
изготовить И, единиц (/ =  1, п ), причем /-я группа оборудования может 
быть занята и (готовленном изделий не больше чем а, часов ( / = ! , / » ) .  
Время изготовлении одного изделия ¿-го пила на /-Й группе оборудования 
равно а,, часам, а цена производства равна с„ руб. Определить, сколько 
изделий данного вида с использованием каждой из групп оборудования 
следует изготовить, чтобы произвести нужное количество изделий к а ж 
дого вида при наименьшей общей стоимости их изготовления.

1.9. При выращивании некоторой культуры (или группы родствен
ных культур) может бы ть использован ¿'-й вид удобрений в количестве, 
не большем чем 1>, кг (¿ =  1, т ) .  В ся  посевная площадь содержит п ноч- 
венно-климатических зон, причем площадь /-й зоны равна га (/ =  1, п ). 
Внесение на каждый гектар площади ;-й зоны 1 кг удобрений ¿'-го вида 
увеличивает среднюю урожайность на с,, центнеров. Требуется распреде
лить выделенный фонд удобрений между посевными зонами так, чтобы 
суммарный прирост урожайности культур за счет внесения удобрений 
был максимален.

1.10. Д ля производства чугунного литья используется /1 различных 
исходных шихтовых материалов (чугун различных марок, стальной лом, 
феррофосфор и др.). Химический состав чугунного ли тья определяется 
содержанием в нем химических элементов (кремния, марганца, фосфора 
и др.). Готовый чугун должен иметь строго определенный химический 
состав, который задается величинами //,, представляющими собой доли 
(в  процентах) /-го химического элемента в готовом продукте. При этом 
известны величины: >1Ч — содержание (в  процентах) /-го химического 
элемента в ¿-м исходном шихтовом материале; с, -  ценя единицы к а ж 
дого ¿'-го шихтового материала. Определить состав шихты, обеспечиваю
щий получение литья заданного качества при минимальной общей стои
мости используемых шихтовых материалов.

§ 1.2. О БЩ АЯ  И ОС НОВ НАЯ  ЗАД А ЧИ  
Л И Н Е Й Н О Г О  П Р О Г Р А М М И Р О В А Н И Я

В  предыдущем параграфе были рассмотрены примеры задач ли 
нейного программирования. Во  всех этих задачах требовалось 
найГИ максимум или минимум линейной функции при условии, 
что ее переменные принимали неотрицательные значения и удо
влетворяли некоторой системе линейных уравнений или линейных 
неравенств либо системе, содержащей как линейные неравенства, 
так и линейные уравнения. Каж д ая из этих задач является  част
ным случаем общей задачи линейного программирования.

О п р е д е л е н и е ! . 1. Общей задачей линейного программи
рования называется задача, которая состоит в определении мак
симального (минимального) значения функции

П
( 8 )



п
^  Ь, (/•=!, к ), (9)
/'= I
п

£  апх, =  1), (< = & + 1 , т  ) 
/=|

( 10)

А(> 0 (/ - I ,  I, /<Л), ( И )

где ом, Ь,. г, -заданные постоянные величины н
О п р е д е л е н и е  1.2. Функция ( 8) называется целевой 

функцией (или линейной формой) задачи (8) — ( 11), а условия 
(9 ) —  (11) -ограничениями данной задачи.

О п р е д е л е н и е  1.3. Стандартной (или симметричной) зада
чей линейного программирования называется задача, которая со
стоит в определении максимального значения функции ( 8) при 
выполнении условий (9) и (11), где 6 =  т  и 1 =  п.

О п р е д е л е н и е  1.4. Канонической (или основной) зада
чей линейного программирования называется задача, которая 
состоит в определении максимального значения функции (8 ) при 
выполнении условий ( 10) и ( 11), где 6 =  0 и 1 — п.

О п р е д е л е н и е  1.5. Совокупность чисел X — (ЛГ|, х2 хп),
удовлетворяющих ограничениям задачи (9) — (11), называется 
допустимым решением (или планом).

О п р е д е л е н и е  1.6. План X * =  {х\*, х2* ...... *,,*). при кото
ром целевая функция задачи (8 ) принимает свое максималь
ное (минимальное) значение, называется оптимальным.

Значение целевой функции (8 ) при плане X будем обозначать 
через /Г (Л'). Следовательно, X* — оптимальный план задачи, 
если для любого X выполняется неравенство Р  (X ) <  Р  (Л-*) 
[соответственно /•' ( Х ) ^ Р  (А '*)|.

Указанные выше три формы задачи линейного программиро
вания эквивалентны в том смысле, что каждая из них с помощью 
несложных преобразований может быть переписана в форме дру
гой задачи. Это означает, что если имеется способ нахождения 
решения одной из указанных задач, то тем самым может быть 
определен оптимальный план любой из трех задач.

Чтобы  перейти от одной формы записи задачи линейного 
программирования к другой, нужно в общем случае уметь, во- 
первых, сводить задачу минимизации функции к задаче макси
мизации, во-вторых, переходить от ограничений-неравенств к ог- 
раниченинм-равенствам и наоборот, в-третьих, заменять пере
менные, которые не подчинены условию неотрицательности.

В  том случае, когда требуется найти минимум функции 
Р  =  с \ Х \ с 2х2-\- ... -\-спх,„ можно перейти к нахождению макси



мума функции F\ =  ~ F = — С\Х\— с?х 2— ...— с**,„ поскольку 
min F  =  — rnax ( — F ) .

Ограничение-неравенство исходной задачи линейного про
граммирования, имеющее пил « ^  », можно преобразовать в огра
ничение-равенство добавленном к его левой части дополнитель
ной неотрицательной переменной, а ограничение-неравенство 
вида — в ограничение-равенство вычитанием из его левой
части дополнительной неотрицательной переменной- Таким обра
зом, ограничение-неравенство

о, i*i + а,2X2 fa ,„ * N <; b, 
преобразуется в ограничение-равенство

а, 1*1 +а,2*2 + ...+0,,,*,,+.*,, м =  /». (*.. * I > 0), <12)
а ограничение-неравенство

a . l* l  + f l,2 * J +  ... +  0 м *.. 5 *  Ь,
—  в ограничение-равенство

ацХ\+ ацХ2+ ...+ а,„хя — х„.¥ ]= Ь ; (хпА ,> 0 ). (13)
В  то же время каждое уравнение системы ограничений

üj |* 1 -j- ii(2 + • - • + bi
можно записать в виде неравенств:

( а,-i*i + 11,2*2 + ... +  u,„*„<  b„ 
i  (14)
( - 0,1* 1— 11,2X2— ...- —Ь,.

Число вводимых дополнительных неотрицательных перемен
ных при преобразовании ограничений-неравенств в ограничения- 
равенства равно числу преобразуемых неравенств.

Вводимые дополнительные переменные имеют вполне опреде
ленный экономический смысл. Так, если в ограничениях исходной 
задачи линейного программирования отражается расход и нали
чие производственных ресурсов, то числовое значение дополни
тельной переменной в плане задачи, записанной в форме основ
ной, равно объему неиспользуемого соответствующего ресурса.

Отметим, наконец, что если переменная ** не подчинена 
условию неотрицательности, то ее следует заменить двумя не
отрицательными переменными и* и у*. приняв Xk =  Uk— ft-

1.11. Записать в форме основной задачи линейного програм
мирования следующую задачу: найти максимум функции
/-' =  3*|— 2* 2— 5*4 +  *5 при условиях

2*1+ * )— Х\ + *5^2 ,

*1—*3 + 2*4+ *5^3 ,
2 *2  +  * з  —  *4  +  2 *5  <  6,

*1+ *4—5*5^8,
*1, *2, *3 , Х а , * 5 ^ 0 .

Р  е ш е н и е. В  данной задаче требуется найти максимум ф ун
кции, а система ограничений содержит четыре неравенства. Сле-



довательно, чтобы записать ес в форме основной задачи, нужно 
перейти от ограничений-неравенств к ограничениям-равенствам. 
Так как число неравенств, входящих в систему ограничений за 
дачи, равно четырем, то этот переход может быть осуществлен 
введением четырех дополнительных неотрицательных перемен
ных. При этом кл евы м  частям каждого из неравенств вида « < *  
соответствующая дополнительная переменная прибавляется, 
а из левых частей каждого из неравенств вида вычитается.
В  результате ограничения принимают вид уравнений:

2 * 1 + * .|  -Ха +  *ь  +  *6 =  2,

*1 ~хъ + 2*4 + лг* -|- XI — 3,
2 X2 +  -Г)—  Ха +  2*г, Хц =  б ,

*1 -+ *4- -Г)Л'г, *9 =  8,
* | ,  *2 ,  х . , ^ 0 .

Следовательно, данная задача может быть записана в фор
ме основной задачи таким образом: максимизировать функцию 
/•’ =  3* 1— 2х2— 5х а-\-Хь при условиях

2* 1+ * з —  *4 * 5+  *6 =  2 ,

Х\ -*.( +  2*4-Ь *5 +  *7 =  3,

2х\ +  *з — *4 + 2*5 +  *8 =  6,
Х \+ Х а — Ъх ь — л-9 =  8,

* 1 .  *2 ......... * 9 > 0 .

1.12. Записать задачу, состоящую в минимизации функции 
И = — *1+2*2— *з +  *4, при условиях

2* |  ---  Х2 — * 3+  *4 < 6 ,

X 1 +  2 *2  +  * ;( —  *4  ^  8 ,

3*  1 —  * 2  Ч" 2 * . 1  +  2*4 <  10 ,

 * 1 + 3 * 2 + 5 * , (  - 3 * 4 = 1 5 ,

* 1. *5. *з, х, >0

в форме основной задачи линейного программирования.
Р е ш е н и е .  В  данной задаче требуется найти минимум целе

вой функции, а система ограничений содержит три неравенства. 
Следовательно, чтобы записать ее в форме основной задачи, вме
сто нахождения минимума функции ^ нужно найти максимум 
функции Р\ = — Р  при ограничениях, получающихся из ограни
чений исходной задачи добавлением к левым частям каждого 
из ограничений-неравенств вида « < »  дополнительной неотрица
тельной переменной и вычитанием дополнительных переменных 
из левых частей каждого из ограничений-неравенств вида « > » .



Следовательно, исходная задача может быть записана в фор
ме основной задачи линейного программирования так: найти м ак
симум функции Р \ = Х \ — 2 Х2  +  Х;1 — х* при условиях

2 лГ|— х2’'~Хз Х\ +  Х5 ̂  б,
Х| + 2 х 2 +  х 3 —  —  д г„= 8 ,

Зд̂ ! — х2 -(- ‘¿Ха +  2^4 +  -'•7 — Ю,
— л-, + 3 х ^  +  5х.(— З х 4 =  15,

Х|, Х '2 .........х 7> 0 .

1.13. Записать в форме стандартной задачи линейного про
граммирования следующую задачу: найти максимум функции 
/г =  6,5х|— 7,5агз +  23,5х 4— 5лгд при условиях

£  X] + 3 X 2  +  Х;( +  4X4 —  * 5 = 1 2 ,

/  2* 1—  * ! +  12* 4— лг5 =  14,

Ч Х| + 2x2 +  ЗХ4 — * 5  = 6 ,
Х|, х 2  х я > ( ) .

Р  с П1 с н и е. Методом последовательного исключения неиз
вестных сведем данную задачу к следующей: найти максимум  
функции /'' =  6 ,5 x 1 — 7,5хз +  23,5х.) 5хг, при условиях

Г  Х 2 +  * з  +  х ч = 6 ,

ч  Зхз +  10х4 +  х г, =  26, 

х , +  хл+  I 1 х ,= 2 0 ,

Х|, х :>, .... х г .^ 0 .

Последняя задача записана в форме основной для задачи, 
состоящей и нахождении максимального значения функции 
/Г =  Х ;}+ 2 * 4  при условиях

С Хз + А'4 ̂  (),
< Зл\( - Н О *4< 2 6 ,

 ̂ х'+11х4<2<).

х.1, х4^0.
Целевая функция задачи преобразована с помощью подста

новки вместо X I и х5 их значений в соответствии с ураимениями 
системы ограничений задачи.

Запишите задачи 1.14- 1.17 и форме основной задачи линейного 
программиронания:

1.14. /■ =  — 2х, - *э—»пип, 1.15. Г  =  —2х| +  +  5х., »шах,

(  2х\ — • х% + 6 x3 <  1 2 , (  4х, +  2 хг +  5хз ̂  1 2 ,
■ч Зх|+5х2—Т2х,1= 14, < 6*| -3x2 +  4*3=18,
^ ЗХ1 + 6 Х2 + 4*3^18, (-Зх|+Зх2— 2хз^16,

х и  Хг, Х з ^ О .  х\, Х г ,  х д ^ О .



С — * 1 + * 2  Ч- *з  >  4, Г  2 *| +  5 * *— 7 * з <  12,

% 2*1 - *а Ч- * з <  16, л —  4дг| — 3*2-(- 8 * з >  15,

ч  3*1 Ч~ *2  + * з  >  18. V 3 * | — 2*2 Ч" I Оа\, <  1 7,

* 1, * 2, * 3 ^ 0 .  ДГ|, х3, * , , > 0 .

1.18.— 1.27. Используя математические модели задач 1.1 — 
1. 10, запишите их в форме моделей основной задачи.

§ 1.3. С В О Й С Т В А  О С Н О В Н О Й  З А Д А Ч И  Л И Н Е Й Н О Г О  
П Р О Г Р А М М И Р О В А Н И Я .  Г Е О М Е Т Р И Ч Е С К О Е  И С Т О Л К О В А Н И Е  
З А Д А Ч И  Л И Н Е Й Н О Г О  П Р О Г Р А М М И Р О В А Н И Я

Рассмотрим основную задачу линейного программирования. Как 
было отмечено в § 1.2, она состоит в определении максимального

значения функции Г =  £  С;*, при условиях ^ а , , * , = 6, (/ =
, = | / |

=  1, ш ), аг/^О ( ;=  1, п ) .

Перепишем эту задачу в векторной форме: найти максимум 
функции

Г= С Х  (15)
при условиях

* 1р |+ *2/^ + ... + *,А, = Р,1. (16)
Х > 0 , (17)

где С — (си  Съ ...; сп) , X  =  ( * ь  лг2; ...; х„ ) ; СХ  — скалярное произ
ведение; Р  ...... Р п и Яо - ш-мерные вектор-столбцы, составлен
ные из коэффициентов при неизвестных и свободных член ах си
стемы уравнений задачи:

Ь\ \  I  О н  \  I  а > л  /  «1п

/>0= [  Ь* | ; Я| =  | я?’ I ; Р ,=  1 в«  ] ;  Р п =

а,п' )  \ а"*,
О [I р е д е л е н и е 1.7. План Х =  (х\\ хг\ ...; хп) называется 

опорным планом основной задачи линейного программирования, 
если система векторов Р,, входящих в разложение (16) с положи
тельными коэффициентами х,, линейно независима.

Так как векторы Я; являю тся ш-мерными, то из определения 
опорного плана следует, что число его положительных компонент 
не может быть больше, чем т .

О п р е д е л е н и е  1.8. Опорный план называется невырож
денным, если он содержит ровно т  положительных компонент, 
в противном случае он называется вырожденным.



Свойства основной задачи линейного программирования 
(15) — (17) тесным образом связаны со свойствами выпуклых 
множеств.

О п р е д е л е н и е  1.9. Пусть Ли, Х 2, .... Х п —  произвольные 
точки евклидова пространства Е„. Выпуклой линейной комбина
цией этих точек называется сумма а . \ Х \ агХг-Ь ... +  а Д „ ,  где 
а, произвольные неотрицательные числа, сумма которых рав-

П
на I: £  а (= 1, а, ^ 0  (¿= 1 ,п  ).

I I
О п р е д е л е н и е  1.10. Множество называется выпуклым, 

если вместе с любыми двумя своими точками оно содержит и их 
произвольную выпуклую линейную комбинацию.

О п р е д е л е н и е  1.11. Точка X выпуклого множества на
зывается угловой, если она не может быть представлена в виде 
выпуклой линейной комбинации каких-нибудь двух других раз
личных точек данного множества.

Теорема 1.1. Множество планов основной задачи линейного 
программирования является выпуклым (если оно не пусто).

О п р е д е л е н и е  1.12. Непустое множество планов основ
ной задачи линейного программирования называется многогран
ником решений, а всякая угловая точка многогранника реше
ний — вершиной.

Теорема 1.2. Если основная задача линейного программиро
вания имеет оптимальный план, то максимальное значение целе
вая функция задачи принимает в одной из вершин многогран
ника решений. Если максимальное значение целевая функция 
задачи принимает более чем в одной вершине, то она принимает 
его во всякой точке, являющейся выпуклой линейной комбина
цией этих вершин.

Теорема 1.3. Если система векторов Р\, Р 2, ..., 1\ (к ^ .п )  
в разложении (16) линейно независима и такова, что

Х\Р\+Х21>‘! -\ ... \-ХкРи~Рп, (18)
где все х ^ 0, го точка Х = ( л (; дг̂ ; ...; х4; 0; ...; 0 ) является вер
шиной многогранника решений.

Теорема 1.4. Если Х =  (дгк х2\ .V,,) —  вершина многогран
ника решений, то векторы Р,, соответствующие положитель
ным х, в разложении (16), линейно независимы.

Сформулированные теоремы позволяют сделать следующие 
выводы.

Непустое множество планов основной задачи линейного про
граммирования образует выпуклый многогранник. Каж д ая вер
шина этого многогранника определяет опорный план. В  одной из 
вершин многогранника решений (т. е. для одного из опорных пла
нов) значение целевой функции является максимальным (при



условии, что функция ограничена сверху на множестве планов). 
Если максимальное значение функция принимает более чем в од
ной вершине, то это же значение она принимает и любой точке, 
являю щ ейся выпуклой линейной комбинацией данных вершин.

Верш ину многогранника решений, в которой целевая функ
ция принимает максимальное значение, найти сравнительно про
сто, если задача, записанная в форме стандартной, содержит не 
более двух переменных или задача, записанная в форме основ
ной, содержит не более двух свободных переменных, т. е. 
п— г^ .2 ,  где п —  число переменных, г — ранг матрицы, состав
ленной из коэффициентов в системе ограничений задачи.

Найдем решение задачи, состоящей в определении макси
мального значения функции

ЛГ| + СъХг (19)
при условиях

а, 1*1 +а,г*2< ^  (« =  1,А> ). ( 20)
*,->0 (/ =  1, 2). ( 21)

Каждое из неравенств (20), (21) системы ограничений за- 
дачи геометрически определяет полуплоскость соответственно 
с граничными прямыми а,|Х| -\-ацХг =  Ь, (г =  1, й ), дг,= 0  и лг2 =  0. 
В  том случае, если система неравенств (20), (21) совместна, об
ласть ее решений есть множество точек, принадлежащих всем 
указанным полуплоскостям. Так как множество точек пересече
ния данных полуплоскостей — выпуклое, то областью допусти
мых решений задачи (19) — (21) является выпуклое множество, 
которое называется многоугольником решений (введенный ра
нее термин «многогранник решений» обычно употребляется,
если п ^ З ) .  Стороны этого многоугольника лежат на прямых,
уравнения которых получаются и а исходной системы ограниче
ний заменой знаков неравенств на знаки точных равенств.

Таким образом, исходная задача линейного программирова
ния состоит в нахождении такой точки многоугольника решений, 
в которой целевая функция /•' принимает максимальное значение. 
Эта точка сущ ествует тогда, когда многоугольник решений не 
пуст и на нем целевая функция ограничена сверху. При указан
ных условиях в одной из вершин многоугольника решений целе
вая функция принимает максимальное значение. Для определе
ния данной вершины построим линию уровня С\Х\-\-с-2Х2 =  И. 
(где /г - -- некоторая постоянная), проходящую через многоуголь
ник решений, и будем передвигать ее в направлении вектора 

{с\\ с 2 ) до тех пор, пока она не пройдет через последнюю ее 
общую точку с многоугольником решений. Координаты указан
ной точки и определяют оптимальный план данной задачи. 

Заканчивая  рассмотрение геометрической интерпретации



Рис I I  Рис. 1.2

задачи (9) — (21), отметим, что при нахождении ее решения мо
гут встретиться случаи, изображенные на рис. 1.1 — 1.4. Рис. 1.1 
характеризует такой случай, когда целевая функция принимает 
максимальное значение в единственной точке А. И з  рис. 1.2 
видно, что максимальное значение целевая функция принимает 
в любой точке отрезка А В . На рис. 1.3 изображен случай, когда 
целевая функция не ограничена сверху на множестве допустимых 
решений, а на рис. 1 .4— случай, когда система ограничений 
задачи несовместна.

Отметим, что нахождение минимального значения линейной 
функции при данной системе ограничений отличается от нахож
дения ее максимального значения при тех же ограничениях лишь



тем, что линия уровня с\Х\-\-сгХ2 =  И передвигается не в направ
лении вектора £%= (С|; с2), а в противоположном направлении. 
Таким образом, отмеченные выше случаи, встречающиеся при 
нахождении максимального значения целевой функции, имеют 
место и при определении ее минимального значения.

Итак, нахождение решения задачи линейного программиро
вания (19) —  (21) на основе ее геометрической интерпретации 
включает следующие этапы:

1. С троят прямые, уравнения которых получаются в резуль
тате замены в ограничениях (20) и ( 21) знаков неравенств на 
знаки точных равенств.

2. Находят полуплоскости, определяемые каждым из ограни
чений задачи.

3. Находят многоугольник решений.
4. Строят вектор (Т  =  (С|; с2).
5. Строят прямую С\Х\-\- С2Х 2  =  Н, проходящую через много

угольник решений.
6. Передвигают прямую с\Х1 -\-с2*2 =  Л в направлении век

тора (Т, в результате чего либо находят точку (точки), в которой 
целевая функция принимает максимальное значение, либо уста
навливают неограниченность сверху функции на множестве пла
нов.

7. Определяют координаты точки максимума функции и вы
числяют значение целевой функции в этой точке.

1.28. Д л я  производства двух видов изделий А и В  предпри
ятие использует три вида сырья. Нормы расхода сырья каждого 
вида на изготовление единицы продукции данного вида приве
дены в табл. 1.2. В  ней же указаны прибыль от реализации одного 
изделия каждого вида и общее количество сырья данного вида,
которое  м о ж е т  б ы ть использовано предприятием

Т а б л и ц а  1.2

Нормы расхода сырья (кг) Общее коли
Вид сырья на одно изделие чество сырья

Л В (кг)

1 12 4 300
11 4 4 120
i l l 3 12 252

Прибыль от реали
зации одного изделия
( р у б ) 30 40



Учитывая, что изделия А и В  могут производиться в любых 
соотношениях (сбыт обеспечен), требуется составить такой план 
их выпуска, при котором прибыль предприятия от реализации 
всех изделий является максимальной.

Р е ш е н и е .  Предположим, что предприятие изготовит х { 
изделий вида А и хг изделий вида В . Поскольку производство 
продукции ограничено имеющиеся в распоряжении предприятия 
сырьем каждого вида и количество изготовляемых изделий не мо
жет быть отрицательным, должны выполняться неравенства 

( 12*,-+- 4*, < 300 .
< 4*1+- 4х^< 120,
[  3*| +- 12х^<252,

* 1 , * 2 > 0 .
Общ ая прибыль от реализации Х( изделий пида А и х ?  изде

лии вида В  составит /■' =  30x1 +  40*2.
Таким образом, мы приходим к следующей математической 

задаче: среди всех неотрицательных решений данной системы 
линейных неравенств требуется найти такое, при котором ф унк
ция /•' принимает максимальное значение.

Найдем решение сформулированной задачи, используя ее 
геометрическую интерпретацию. Сначала определим многоуголь
ник решений. Для этого в неравенствах системы ограничений и 
условиях неотрицательности переменных знаки неравенств зам е
ним на знаки точных равенств и найдем соответствующие п ря
мые:

’ 12*|+ 4х, =  300, (1)
4*,+ 4*г= 1 2 0 , (И)
3*| +  12*? =  252, (111)

* ,= 0 . ( I V )
* 2 =  0. ( V )

Эти прямые изображены на рис. 1.5. Каж д ая из построенных 
прямых делит плоскость на две полуплоскости. Координаты то 
чек одной полуплоскости удовлетворяют исходному неравенству, 
а другой - - нет. Чтобы определить искомую полуплоскость, н у ж 
но взять какую-нибудь точку, принадлежащую одной из полупло
скостей, и проверить, удовлетворяют ли ее координаты данному 
неравенству. Если координаты взятой точки удовлетворяют д ан 
ному неравенству, то искомой является та полуплоскость, кото
рой принадлежит эта точка, в противном случае — другая полу
плоскость.

Найдем, например, полуплоскость, определяемую неравен
ством 12*| + 4*2<300. Для этого, построив прямую 12*1 +  4а-2 =  
=  300 (на рис. 1.5 эта прямая /), возьмем какую-нибудь точку, 
принадлежащую одной из двух полученных полуплоскостей, 
например точку О (0; 0). Координаты этой точки удовлетворяют



неравенству 12 • 0 +  4-0 <  300; значит, полуплоскость, которой 
принадлежит точка О (0; 0), определяется неравенством 
12*| +  4*2^300. Это  и показано стрелками на рис. 1.5.

Пересечение полученных полуплоскостей и определяет мно
гоугольник решений данной задачи.

Как  видно нз рис. 1.5, многоугольником решений является 
пятиугольник О АВС1). Координаты любой точки, принадлежа
щей этому пятиугольнику, удовлетворяют данной системе нера
венств н условию неотрицательности переменных. Поэтому сфор
мулированная задача будет решена, если мы сможем найти точ
ку, принадлежащую пятиугольнику О АВС О , в которой функция Н 
принимает максимальное,. значение. Чтобы найти указанную 
точку, построим вектор С =  (30; 40) и прямую 30ж1 40л:и =  /г,
где И — некоторая постоянная такая, что прямая ЗОдг| +  40*2 =  Л 
имеет общие точки с многоугольником решений. Положим, на
пример, /1 =  480 и построим прямую 30*1-1-40*2 =  480 (рис. 1.5).

Если теперь взять какую-нибудь точку, принадлежащую по
строенной прямой и многоугольнику решений, то ее координаты 
определяют такой план производства изделий А и В , при котором 
прибыль от их реализации равна 480 руб. Далее, полагая И рав
ным некоторому числу, большему чем 480, мы будем получать 
различные параллельные прямые. Если они имеют общие точки 
с многоугольником решений, то эти точки определяют планы 
производства изделий Л и й ,  при которых прибыль от их реализа
ции превзойдет 480 руб.



Перемещаядюстроенную прямую 30*| 4-40*2 =  480 в направ
лении вектора С, видим, что последней обшей точкой ее с много
угольником решений задачи служит точка В. Координаты этой 
точки и определяют план выпуска изделий А и В , при котором 
прибыль от их реализации является максимальной.

Найдем координаты точки В  как точки пересечения прямых 
I I  и ///. Следовательно, ее координаты удовлетворяют уравне
ниям этих прямых

4*, + 4*2= 120,
3* , +  12*2 =  252.

Решив эгу систему уравнений, получим х*= 12, х* =18. С ле
довательно, если предприятие изготовит 12 изделий вида А и 
18 изделий вида В , то оно получит максимальную прибыль, рав
ную /'|Т1ач =  30 • 12 +  40-18= 1080 руб.

1.29. Найти максимум и минимум функции /•'= *, +  х2 при 
условиях

2а-, + 4 д о <  16,

- 4 *| +  2 * ? < 8 ,

*1 + 3*2 >9.
*1, х2^ 0 .

Р е ш е н а  е. Построим многоугольник решений. Д л я  этого 
в неравенствах системы ограничений и условиях неотрицатель
ности переменных знаки неравенств заменим на знаки точных 
равенств:

2*! + 4*2 =  16, (■>
4*,+ 2*,=  8, ( 11)
х | + 3*2=  9, ( I I I)

*1 = 0, (IV )
*2 =  0. (V)

Построив полученные прямые, найдем соответствующие полупло
скости и их пересечение (рис. 1.6).

Как  видно из рис. 1.6, многоугольником решений задачи яв 
ляется треугольник Л ВС . Координаты точек этого треугольника 
удовлетворяют условию неотрицательности и неравенствам си
стемы ограничений задачи. Следовательно, задача будет решена, 
если среди точек треугольника Л В С  найти такие, в которых ф унк
ция Р =  х\-\-х2 принимает максимальное и минимальное значе
ния. Для нахождения этих точек построим прямую * 1+*2 =  4 
(число 4 взято произвольно) и вектор С = (1 ;  1).

Передвигая данную прямую параллельно самой себе в на
правлении вектора С , видим, что ее последней обшей точкой 
с многоугольником решений задачи является точка С. Следова-



Рис. 1.6

тельно, в этой точке функция Р  принимает максимальное значе
ние. Т ак  как С  — точка пересечений прямых / и II, то ее коорди
наты удовлетворяют уравнениям этих прямых:

(  2*| + 4x2 — 16,
хI -|- 3*2 =  9.

Реш ив эту систему уравнений, получим х *= 6, х*= 1. Таким 
образом, максимальное значение функции /’’тах =  7-

Д л я  нахождения минимального значения целевой функции 
задачи передвигаем прямую х\-\-х^_=4 в направлении, противо
положном направлению вектора С = (1 ;  1). В  этом случае, как 
видно из рис. 1.6, последней общей точкой прямой с многоуголь
ником решений задачи является точка А. Следовательно, в этой 
точке функция Т7 принимает минимальное значение. Д ля  опреде
ления координат точки А решаем систему уравнений

( * 1 +  3*2 =  9,

1 * ,= 0.
откуда дг|=0, *2 =  3. Подставляя найденные значения перемен
ных в целевую функцию, получим /гт .м =  3.

1.30. Найти максимальное значение функции Р  = — 1 блг] — 
— *г + *3 +  5x4+  5хй при условиях

С 2* 1+  *2+ *з — 10,
< — 2 *! + 3 * 2  +  * 4 =  6,

 ̂ 2* 1+ 4*2—*5 = 8,
*ь *з, *4, *5> 0.

Р е ш е н и е .  В  отличие от рассмотренных выше задач в ис
ходной задаче ограничения заданы в виде уравнений. При этом 
число неизвестных равно пяти. Поэтому данную задачу следует



свести к задаче, в которой число неизвестных было бы равно 
двум. В рассматриваемом случае это можно сделать путем пере
хода от исходной задачи, записанной в форме основной, к задаче, 
записанной в форме стандартной.

Выше было показано (см. § 1.2), что исходная задача запи
сана в форме основной для задачи, состоящей в нахождении 
максимального значения функции /•' =  2* 1-1- 3*2 при условиях 

С 2*,+  * ¡ < 10,
< - 2*, + 3*г<  6,

I  2л-,+4*2>  8,
*|, *2, *,), *4, Л ',^ 0.

Из целевой функции исходной задачи переменные * 3, х4, *5 
исключены с помощью подстановки их значений из соответствую
щих уравнений системы ограничений.

Построим многоугольник решений полученной задачи 
(рис. 1 .7). К ак  видно из рис. 1.7, максимальное значение целевая 
функция задачи принимает в точке С  пересечения прямых / и //. 
Вдоль каждой из граничных прямых значение одной из перемен
ных, исключенной при переходе к соответствующему неравен
ству, равно нулю. Поэтому в каждой из вершин полученного мно
гоугольника решений последней задачи по крайней мере две пере
менные исходной задачи принимают нулевые значения. Так, в



точке С имеем *з =  0 и х4= 0. Подставляя эти значения в первое 
и второе уравнения системы ограничений исходной задачи, полу
чаем систему двух уравнений

( 2-» | + х-2 — I О,

1 2л 1 +  3** =  О,
¥ *решая которую находим *|= 3 , л:* =  4.

Подставляя найденные значения *; и Хг в третье уравнение 
системы ограничений исходной задачи, определяем значение пе
ременной хь, рапное 14.

Следовательно, оптимальным планом рассматриваемой за 
дачи является X *  =  (3; 4; 0; 0; 14). 11ри этом плане значение целе
вой функции есть /гт .^=18.

1.31. Найти решение задачи 1.13, состоящей в определении 
максимального значения функции /; =  6,5хг~ 7,5*3 +  23,5*4 --5л'& 
при условиях

X I +  3*2 + -|- '1*4 -- Xг, =  12,

2 х , —  x i  +  12.«'! *5 =  14,

* 1 + 2 * 2  +  Здс^ *г> =  6 .

*1, *2. .... Х ^ О .
Р е ш е н и е .  К а к  было показано при решении задачи 1.13, 

исходная задача может быть записана в форме стандартной сле
дующим образом: найти максимум функции /-' =  х3 +  2*4 при ус
ловиях

* з +  * < <  В,

Здгл + 1 0*, < 2 6 .

*3+ 1 1*1 < 20,

* ; ) .  * 4  > 0 .

Полученная задача содержит две неизвестные. Следователь
но, ее решение можно найти, используя геометрическую интер
претацию задачи линейного программирования. Из рис. 1.8 
видно, что максимальное значение целевая функция /•' =  хз +  2лг4 
принимает в точке В , в которой пересекаются прямые / и I I. 
Следовательно, координаты этой точки можно найти из системы 
линейных уравнений

Г *3 +  * 4= 6,

( 3 * з  +  10*4 = 2 6 .
Реш ая  эту систему, получаем л-? =  34/7 и х? =  8/7. Подставляя 
найденные значения х3 и в уравнения системы ограничений 
исходной задачи, имеем х’Г=18/7, *^=0; *!?=0.

Таким образом, А"* =  (18/7; 0; 34/7; 8/7; 0) является опти
мальным планом исходной задачи. При этом плане Р пги =  50/7.



И сп о л ьзуя  геометрическую  интерпретацию , найдите р еш ен и я з ад ач  
1.32 1.40.

1.32. У  =ЛГ| 4-л,г-»-л1ах; 

л, ь 2.гг<  14,
- 5аг| + Ъхг <15, [_

4 л-1 + 6 * а > 2 4 .

л|, х2> 0.

1.34. Р  =  ■ 2л'| +  а\. - *гпт, 

Зл-, 2а^< 12 ,

- - а* 1 -)-2д:^< 8,

2 х |- Ь З х г>  6,

А |, Х-1 >  0.

С

1.33. Г  =  Х 1 + 2 х 2 *-тах ;

4 л , 2*г < 1 2 .

*]+ЗдГа<  б, с ■'
2 х \  + 4 .С 2 >  16.

X I, * 2 ^ 0 .

1.35. /■'—  — х ,  + 4 х 2 Ч - 2 х 4 -  л'5-*1пах; 

х | -Г)лг? -(-л-., =  Г»,

*1 +  Х 2 - \ - Х ,  — 4 ,

Х\ + х* + *5 = 8.
XI, А.., .... дг, ̂ 0.

1.3«. /■■= --5дГ| +  л2— Аз— т а х ;  

Зл  1 —  дго —  *1 =  4,

XI -Х2+ = I,
2лг | +дгг 4* 2*з -(- л'& = 7.

Х|, *2, .... *5^ 0.



1.37. Д л я  производства столов и шкафов мебельная фабрика ис
пользует необходимые ресурсы. Нормы затрат ресурсов на одно изделие 
данного вида, прибыль от реализации одного изделия и общее количе
ство имеющихся ресурсов каждого вида приведены в следующей таблице:

Ресурсы
Нормы затрат ресурсои 

на одно и 1ДСЛИС Общее количе
ство ресурсов

стол шка ф

Древесина ( м1):
I вида 0,2 0,! 40
I I  вида 0.1 0,3 60

Трудоемкость (чс-
ловеко-ч) 1.2 1.5 371,4

Прибыль от реали
зации одного изделия
(руб .) 6 8

Определить, сколько столов и шкафов фабрике следует изготовлять, 
чтобы прибыль от их реализации была максимальной.

1.38. Д ля производства двух видов изделий А и В  используется 
токарное, фрезерное и шлифовальное оборудование. Нормы затрат вре
мени для каждого из типов оборудования на одно изделие данного вида 
приведены и таблице. В  ней же указан общий фонд рабочего времени 
каж д ого  из типов оборудования, а также прибыль от реализации одного 
изделия.

Тип оборудования
Затраты времени (станко-ч) на 

обработку одного изделия
Обшин фонд полез

ного рабочего време
ни оборудования (ч)А В

Фрезерное 10 8 168
Токарное 5 10 180
Ш лифовальное 6 12 144

Прибы ль от реа
лизации одного из
делия (руб.) 14 18

Найти план выпуска изделий Л и В, обеспечивающий максималь
ную  прибыль от их реализации.

1.39. Н а  мебельной фабрике из стандартных листов фанеры необ
ходимо вырезать заготовки грех видов в количествах, соответственно 
равных 24, 31 и 18 шт. Каж д ы й лист фанеры может быть разрезан на за 



готовки двумя способами. Количество получаемых заготовок при данном 
способе раскроя приведено в таблице. В  ней ж е  указан а  величина отхо
дов, которые получаются при данном способе раскроя одного листа ф а
неры.

13 нд заготовки
Количество заготовок (ш т . )  при раскрое по способу

! 2

1 2 6
11 5 4
111 2 3

В е л и ч и н а  о тх о д о в  ( с м 2) 12 16

Определить, сколько листоэ фанеры и по каком у способу следует 
раскроить так, чтобы было получено не меньше нужного количества заго
товок при минимальных отходах,

1.40. На звероферме могут выращ иваться черно-бурые лисицы н 
песцы. Д ля обеспечения нормальных условий их выращ ивания исполь
зуется три вида кормов. Количество корма каждого вида, которое должны 
ежедневно получать лисицы и песцы, приведено в таблице. В  ней же ука 
заны общее количество корма каждого вида, которое может быть исполь
зовано зверофермой, и прибыль от реализации одной шкурки лисицы 
и песца.

Вид  корм,)
Количество  единиц корм а, которое 

ежедневно должны  п о л у ч а т ь О бщ ее количе
ство  корма

лисица песен

2 3 180
И 4 1 240

I I I 6 7 426

П р и б ы л ь  от р е а л и 
з а ц и и  одной ш к у р к и
(р у б .) 16 12

Определить, сколько лисиц и песцов следует вы ращ ивать на зверо
ферме, чтобы прибыль от реализации их ш курок была максимальной.

§ 1.4. Н А Х О Ж Д Е Н И Е  Р Е Ш Е Н И Я  ЗАД А ЧИ  
Л И Н Е Й Н О Г О  П Р О Г Р А М М И Р О В А Н И Я

Решение любой задачи линейного программирования можно 
найти либо симплексным методом, либо методом искусственного 
базиса. Прежде чем применять один из указанных методов, сле



дует записать исходную задачу в форме основной задачи линей
ного программирования, если она не имеет такой формы записи.

1. Симплексный метод. Симплексный метод решения задачи 
линейного программирования основан на переходе от одного 
опорного плана к другому, при котором значение целевой функ
ции возрастает (при условии, что данная задача имеет оптималь
ный план и каж ды й ее опорный план является невырожденным).
Указанный переход возможен, если известен какой-нибудь ис
ходный опорный план. Рассмотрим задачу, для которой этот план 
можно непосредственно записать.

Пусть требуется найти максимальное значение функции 
Р  =  С |* |+ Г 2Л-2+  ... - \ - с „ х п

при условиях
XI + а1«+1Хп+,-ь ... + аь.Хя — {>!,

*2 а2т + 1*>я + I + ... в2пХ„ =  Ь'2,

, хт + атт+[хт+\ + ... +атпХп =  Ьт , 
х , > 0  (/ =  1, п  ).

Здесь а,/р 6 / и С/ (/= 1 , т ;  /=1 , п  ) — заданные постоянные 
числа ( т < п  и Ь ,>  0 ).

Векторная форма данной задачи имеет следующий вид: найти 
максимум функции

/•' = 1  см  
при условиях I

Х\Р\ +  * 2 ^ 2  4 *  ••• -\-XmPm-\- • • ■ Ч~ Х„Р„  =  Ру,
* ,> о  а  =  \ . п ),

( 2 2 )

(23)
(24)

где

Р 1 =

1 }
0

|

0
0

; Р  2 == ; Р т  =
0

0 1
' \

а 1лп+ 1 Й1л
02л1+1 2п

а„, 1+ 1 (Зтп
\  /

Ро =

Так как
Ь1Р1 +  Ь2П3+ .. .+ Ь т Р,„ =  Ри, 

то по определению опорного плана Х — (Ь \ \  Ь 2\ Ьт ; 0; ...; 0) 
является опорным планом данной задачи (последние п— т  ком
понент вектора X  равны нулю). Этот план определяется снсте-



мой единичных векторов Р\, Рг   Я „„ которые образуют базис
ш-мерного пространства. Поэтому каждый из векторов Я|, Яг,

Р„, а также вектор Р а могут быть представлены в виде линей 
ной комбинации векторов данного базиса. Пусть

т
х„р , а = о , п ) .

т I - |__  ___
Положим г, = £  (/ =  1, п ) ;  Д, — г,— с, (/ =  1, п ). Т ак  как

> I т
векторы Я |, Я 2, .... Р т —  единичные, то лг,,=а(, и г, = £  с'а Ч’ а

т  ‘ “  I
Д, —^  <\0|| -с,.

I- I

Теорема 1.5 ( п р и з н а к  о п т и м а л ь н о с т и  о п о р 
н о г о  п л а н а ) .  Опорный план X* =  (хГ, х%\ 0; 0; ...; 0)
задачи (22) — (24) является оптимальным, если Л, ^  0 для л ю 
бого / (/ =  1, «).

Теорема 1.6. Вели Л *< 0  для некоторого / =  /е и среди чисел 
а,к (/=  1, т )  нет положительных 0 ), то целевая ф ункция
(22) задачи (2 2 )— (24) не ограничена на множестве ее планов.

Теорема 1.7. Если опорный план X  задачи (22) — (24) не в ы 
рожден и Л » < 0, но среди чисел а,ь есть положительные (н е  все
а . * ^ 0), то существует опорный план X ' такой, что Е  (- ¥ ')>  
> Р ( Х ) .

Сформулированные теоремы позволяют проверить, является  
ли найденный опорный план оптимальным, и выявить целесооб
разность перехода к новому опорному плану.

Исследование опорного плана на оптимальность, а такж е  
дальнейший вычислительный процесс удобнее вести, если усло 
вия задачи и первоначальные данные, полученные после опре
деления исходного опорного плана, записать так, как показано 
в табл. 1.3.

В столбце Сп этой таблицы записывают коэффициенты при 
неизвестных целевой функции, имеющие тс же индексы, что и 
векторы данного базиса.

В  столбце Ро записывают положительные компоненты исход
ного опорного плана, в нем же в результате вычислений получаю т 
положительные компоненты оптимального плана. Столбцы век 
торов Я , представляют собой коэффициенты разложения этих 
векторов по векторам данного базиса.

В  табл. 1.3 первые п\ строк определяются исходными дан
ными задачи, а показатели ( т +  1)-й строки вычисляют. В  этой 
строке в столбце вектора Ро записывают значение целевой ф унк
ции, которое она принимает при данном опорном плане, а в столб 
це вектора Р, — значение Л, =  г,— с,.



Зн ачение z, находится как скалярное произведение вектора 
Р , (/ =  1, т )  на вектор С б =  (c i; с2\ ...; ст )\

nt

z'= Z  о = 1' «)•
i i

Значение /-'о равно скалярному произведению вектора Р 0 на 
ВеКТОр Сб! т

f „ = i  с.6,.
I - I

После заполнения табл. 1.3 исходный опорный план прове
ряю т на оптимальность. Для этого просматривают элементы 
( т  +  1)-й строки таблицы. В  результате может иметь место один 
из следующих трех случаев: _____

1) 0 дли / =  т  +  1, т  -j- 2, .... п (при / — 1, гп г, =  с , ) . 11о- 
этому в данном случае числа V > 0  для всех / от I до п\

2) Л ,< 0  для некоторого /, и все соответствующие этому ин
дексу величины a,i <  0 ( ¿ = l , w ) ;

3) Л,< 0  для некоторых индексов /, и для каждого такого / 
по крайней мере одно из чисел а,, положительно.

В  первом случае на основании признака оптимальности ис
ходный опорный план является оптимальным. Во  втором случае 
целевая функция не ограничена сверху на множестве планов, 
а в третьем случае можно перейти от исходного плана к новому 
опорному плану, при котором значение целевой функции увели
чится. Этот переход от одного опорного плана к другому осу
ществляется исключением из исходного базиса какого-нибудь 
из векторов и введением в него нового вектора. В качестве век
тора, вводимого в базис, можно взять любой из векторов Р., 
имеющий индекс /, для которого Л ,< 0 . Пусть, например, \ *< 0  
и решено ввести в базис вектор /-V

Для определения вектора, подлежащего исключению из ба
зиса, находят min {b,/a,i,) для всех alk>  0. Пусть этот минимум
достигается при \ — г. Тогда из базиса исключают вектор Р,,
а число а,ь называют разрешающим элементом.

Столбец к строку, на пересечении которых находится разре
шающий элемент, называют направляющими.

После выделения направляющей строки и направляющего 
столбца находят новый опорный план и коэффициенты разложе
ния векторов Р , через векторы нового базиса, соответствующего 
новому опорному плану. Это легко реализовать, если восполь
зоваться методом Жордана- Гаусса. При этом можно показать, 
что положительные компоненты нового опорного плана вычисля
ются по формулам

, ,   ( Ь, — при г, 125)
1 “  I Ь ,/а ,к при i =  r.
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а коэффициенты разложения векторов Я, через векторы нового 
базиса, соответствующего новому опорному плану,— по форму
лам

После вычисления Ь ' и а'; согласно формулам (25) и (26) их 
значения заносят в табл. 1.4. Элементы ( т - Н )- й  строки этой 
таблицы могут быть вычислены либо по формулам

либо на основании их определения.
Наличие двух способов нахождения элементов {т-\- 1)-й 

строки позволяет осуществлять контроль правильности прово
димых вычислений.

Из формулы (27) следует, что при переходе от одного опор
ного плана к другому наиболее целесообразно ввести в базис 
вектор Я/, имеющий индекс /, при котором максимальным по абсо
лютной величине является число (Ь г/а,1 ) Л; (Лу<С0, а,\~> 0 ). 
Однако с целью упрощения вычислительного процесса в даль
нейшем будем вектор, вводимый в базис, определять, исходя из 
максимальной абсолютной величины отрицательных чисел Д/. 
Если же таких чисел несколько, то в базис будем вводить вектор, 
имеющий такой же индекс, как и максимальное из чисел с,, опре
деляемых данными числами Д; (Л (< 0 ) .

Итак, переход от одного опорного плана к другому сводится 
к переходу от одной симплекс-таблицы к другой. Элементы но
вой симплекс-таблицы можно вычислить как с помощью рекур
рентных формул (25) —  (28), так и по правилам, непосредственно 
вытекающим из них. Эти правила состоят в следующем.

В  столбцах векторов, входящих в базис, на пересечении строк 
и столбцов одноименных векторов проставляются единицы, а все 
остальные элементы данных столбцов полагают равными нулю.

Элементы векторов Р<з н Я/ в строке новой симплекс-таблицы, 
в которой записан вектор, вводимый в базис, получают из эле
ментов этой ж е  строки исходной таблицы делением их на вели
чину разрешающего элемента. В  столбце Со в строке вводимого 
вектора проставляют величину с*, где к —  индекс вводимого век
тора.

Остальные элементы столбцов вектора Я 0 и Я/ новой сим
плекс-таблицы вычисляют по п р а в и л у  т р е у г о л ь н и к а .  
Д ля вычисления какого-нибудь из этих элементов находят три 
числа:

] )  число, стоящее в исходной симплекс-таблице на месте 
искомого элемента новой симплекс-таблицы;

(26)

Ро = Го— (Ь,/а,1,) 4», 
Л,' =  Л ( я , , / ^ )  Д*,

(27)
(28)



2) число, стоящее в исходной симплекс-таблице на пересече
нии строки, в которой находится искомый элемент новой сим
плекс-таблицы, и столбца, соответствующего вектору, вводимому 
в базис;

3) число, стоящее в новой симплекс-таблице на пересечении 
столбца, в котором стоит искомый элемент, и строки вновь вво
димого в базис вектора (как отмечено выше, эта строка получа
ется из строки исходной симплекс-таблицы делением ее элемен
тов на разрешающий элемент).

Эти три числа образуют своеобразный треугольник, две вер
шины которого соответствуют числам, находящимся в исходной 
симплекс-таблице, а третья — числу, находящемуся в новой сим
плекс-таблице. Для определения искомого элемента новой сим
плекс-таблицы из первого числа вычитают произведение второго 
и третьего.

После заполнения новой симплекс-таблицы просматривают 
элементы ( т +  1) -й строки. Если все г\~  с, >  0, то новый опорный 
план является оптимальным. Если же среди указанных чисел 
имеются отрицательные, то, используя описанную выше последо
вательность действий, находят новый опорный план. Этот 
процесс продолжают до тех пор, пока либо не получают 
оптимальный план задачи, либо не устанавливают ее неразре
шимость.

При нахождении решения задачи линейного программирова
ния мы предполагали, что эта задача имеет опорные планы и к а ж 
дый такой план является невырожденным. Если ж е  задача имеет 
вырожденные опорные планы, то на одной из итераций одна или 
несколько переменных опорного плана могут оказаться равными 
нулю. Таким образом, при переходе от одного опорного плана 
к другому значение функции может остаться прежним. Более 
того, возможен случай, когда функция сохраняет свое значение 
в течение нескольких итераций, а также возможен возврат к пер
воначальному базису. В  последнем случае обычно говорят, что 
произошло зацикливание. Однако при решении практических з а 
дач этот случай встречается очень редко, поэтому мы на нем о ста 
навливаться не будем.

Итак, нахождение оптимального плана симплексным методом 
включает следующие этапы:

1. Находят опорный план.
2. Составляют симплекс-таблицу.
3. Выясняют, имеется ли хотя бы одно отрицательное число 

Д/. Если нет, то найденный опорный план оптимален. Есл и  ж е 
среди чисел Д, имеются отрицательные, то либо устанавливаю т 
неразрешимость задачи, либо переходят к новому опорному 
плану.



4. Находят направляющие столбец и строку. Направляющий 
столбец определяется наибольшим по абсолютной величине отри
цательным числом Д;, а направляющая строка — минимальным 
из отношений компонент столбца вектора Р 0 к положительным 
компонентам направляющего столбца.

5. По формулам (25) —  (28) определяют положительные ком
поненты нового опорного плана, коэффициенты разложения век
торов Р , по векторам нового базиса и числа /го, Д;. Все эти числа 
записываю тся в новой симплекс-таблицс.

6 . Проверяют найденный опорный план на оптимальность. 
Если  план не оптимален и необходимо перейти к новому опор
ному плану, то возвращаются к этапу 4, а в случае получения 
оптимального плана или установления неразрешимости процесс 
решения задачи заканчивают.

1.41. Для изготовления различных изделий А, В  и С пред
приятие использует три различных вида сырья. Нормы расхода 
сырья на производство одного изделия каждого вида, цена од
ного изделия А, В  и С, а такж е общее количество сырья каждого 
вида, которое может быть использовано предприятием, приве
дены в табл. 1.5.

Т а б л и ц а  1.5

Вид сырья
Нормы

на
затрат сырья (кг) 
одно изделие Общее количест

во сырья (кг)
А В С

1 18 15 12 360
[[ 6 4 8 ¡92
111 5 3 3 180

Ц ена одного изделия
(руб .) 9 10 16

Изделия А, В  и С могут производиться в любых соотноше
ниях (сбыт обеспечен), но производство ограничено выделен
ным предприятию сырьем каждого вида.

Составить план производства изделий, при котором общая 
стоимость всей произведенной предприятием продукции являет
ся  максимальной.

Р е ш е н и е .  Составим математическую модель задачи. И с 
комый выпуск изделий А обозначим через х\, изделий В  —  че
рез * 2, изделий С  —  через хз■ Поскольку имеются ограничения 
на выделенный предприятию фонд сырья каждого вида, пере



менные х\, * 2. хз должны удовлетворять следующей системе не
равенств:

( 18*| +  1 5 *з + 1 2 *э < 3 6 0 .

< 6*,+4*2 + 8*3<  192, (29)
5*| +3х2+3дгз^ 180.

Общая стоимость произведенной предприятием продукции 
при условии выпуска х\ изделий А , * 2 изделий И и х3 изделий С  
составляет

^ = 9*, + 10*а+1С*з. (30)

По своему экономическому содержанию переменные Х \, Х г  
и * 3 могут принимать только лишь неотрицательные значения:

* 1 , * 2 , * 3 > 0 .  (31)

Таким образом, приходим к следующей математической 
задаче: среди всех неотрицательных решений системы нера
венств (29) требуется найти такое, при котором функция (30) 
принимает максимальное значение.

Запишем эту задачу в форме основной задачи линейного 
программирования. Для этого перейдем от ограничений-нера
венств к ограничениям-равенствам. Введем три дополнительные 
переменные, в результате чего ограничения запишутся в виде 
системы уравнений

Г 1 8 * 1  +  15*2+  1 2 *з +  *4 =  360,

\  6 * |  +  4 * 2  +  8 *з +  * 5  =  192,

V. 5*1 +  3*2 +  3*л +  *6 = 1 8 0 .

Эти дополнительные переменные по экономическому смыслу 
означают не используемое при данном плане производства ко
личество сырья того или иного вида. Например, * 4 — это не
используемое количество сырья I вида.

Преобразованную систему уравнений запишем в векторной 
форме:

* 1 ^ 1  +  * 2^2 +  *3^3 +  *4^4 Х ь Р ь  + * 0^6 =  Ра,

где



Поскольку среди векторов Р\, Р%, Р з, Р 4, Р$, Рь имеются три 
единичных вектора, для данной задачи можно непосредственно 
записать опорный план. Таковым является план Х = ( 0; 0; 0; 
360; 192; 180), определяемый системой трехмерных единичных 
векторов Р 4, Рь, Р б, которые образуют базис трехмерного век
торного пространства.

Составляем симплексную таблицу для 1 итерации (табл. 
1.6), подсчитываем значения Ро, 2 \ —  с; и проверяем исходный 
опорный план на оптимальность;

Рй={С,  Р0) =  0; г , = ( С ,  Р , ) = 0; ?2= ( С ,  Р2) =  0; г 3= ( С ,  Р3) = 0 ;

21—С| = 0 — 9 = —9; г2 —сг = 0— 10= — 10; г3 — 16.

Для векторов базиса г, — С; =  0.
Т а б л и ц а  1.6

1 Б а 
з и с

с я Р о
9 10 16 0 0 0

Р , Р г Р э р, Р ь Р ь

1 Р  4 0 3 6 0 1 8 1 5 1 2 1 0 0

2 Р ь 0 1 9 2 6 4 8 0 0

3 Рь 0 1 8 0 5 3 3 0 0 1

4 0 — 9 - 1 0 -  1 6 0 0 0

Как  видно из табл. 1.6, значения всех основных переменных 
* 1, * 2, равны нулю, а дополнительные переменные принимают 
свои значения в соответствии с ограничениями задачи. Эти 
значения переменных отвечают такому «плану», при котором 
ничего не производится, сырье не используется и значение це
левой функции равно нулю (т. е. стоимость произведенной про
дукции отсутствует). Этот план, конечно, не является оптималь
ным.

Это видно и из 4-й строки табл. 1.6, так  как в ней имеется 
три отрицательных числа: 2| — С\ =  — 9, г% —  £,2=  — Ю и 23 — с$ =  
— — 16. Отрицательные числа не только свидетельствуют о воз
можности увеличения общей стоимости производимой продук
ции, но и показывают, на сколько увеличится эта сумма при 
введении в план единицы того или другого вида продукции.

Так, число — 9 означает, что при включении в план произ
водства одного изделия А обеспечивается увеличение выпуска 
продукции на 9 руб. Если включить в план производства по од
ному изделию В  и С, то общая стоимость изготовляемой про
дукции возрастет соответственно на 10 и 16 руб. Поэтому с 
экономической точки зрения наиболее целесообразным является 
включение в план производства изделий С. Это  же необходимо



сделать и на основании формального признака симплексного 
метода, поскольку максимальное по абсолютной величине отри
цательное число Л; стоит в 4-й строке столбца вектора Рз. Сле* 
довательно, в базис введем вектор Рз. Определяем вектор, под* 
лежащий исключению из базиса. Д л я  этого находим ü0 =  min 
(bi/üiz) для Щг>  0, т. е. 00= m in (360/12; 192/8; 180/3) =  192/8.

Найдя число 192/8 =  24, мы тем самым с экономической 
точки зрения определили, какое количество изделий С пред
приятие может изготовлять с учетом норм расхода и имеющих
ся объемов сырья каждого вида. Т ак  как сырья данного вида 
соответственно имеется 360, 192 и 180 кг, а на одно изделие С  
требуется затратить сырья каждого вида соответственно 12, 
8 и 3 кг, то максимальное число изделий С, которое может бы ть  
изготовлено предприятием, равно m in (360/12; 192/8; 180/3) =  
=  192/8=24, т. е. ограничивающим фактором для производства 
изделий С является имеющийся объем сырья I I  вида. С учетом 
его наличия предприятие может изготовить 24 изделия С. П ри  
этом сырье I I  вида будет полностью использовано.

Следовательно, вектор Р 5 подлежит исключению из базиса. 
Столбец вектора Рз и 2-я строка являю тся направляющими. 
Составляем таблицу для I I  итерации (табл. 1.7).

Т а б л и ц а  1.7

( Ба 
зис Св р*

9 10 16 0 0 0

Р» Рз Рд р, Рь Рь

1 Р а 0 72 9 9 0 - 3 / 2 0
2 Рз 16 24 3/4 т 0 1/8 0
3 Рь 0 108 11/4 3/2 0 0 - 3 / 8 1
4 384 3 - 2 0 0 2 0

Сначала заполняем строку вектора, вновь введенного в б а 
зис, т. е. строку, номер которой совпадает с номером н ап рав 
ляющей строки. Здесь направляющей является 2-я строка. Э л е 
менты этой строки табл. 1.7 получаются из соответствующих 
элементов табл. 1.6 делением их на разрешающий элемент (т . е. 
на 8 ). При этом в столбце Сб записываем коэффициент С з= 1 6 , 
стоящий в столбце вводимого в базис вектора Рз. Затем зап о л 
няем элементы столбцов для векторов, входящих в новый базис. 
В  этих столбцах на пересечении строк и столбцов одноимен
ных векторов проставляем единицы, а все остальные элементы  
полагаем равными нулю.

Для определения остальных элементов табл. 1.7 применяем 
правило треугольника. Эти элементы могут быть вычислены и 
непосредственно по рекуррентным формулам.



Вычислим элементы табл. 1.7, стоящие в столбце вектора 
Ро. Первый из них находится в 1-й строке этого столбца. Для 
его вычисления находим три числа:

1) число, стоящее в табл. 1.6 на пересечении столбца векто
ра Ро и 1-й строки (360);

2) число, стоящее в табл. 1.6 на пересечении столбца векто
ра Рз и 1-й строки ( 12);

3) число, стоящее в табл. 1.7 на пересечении столбца векто
ра Ро и 2-й строки (24 ).

Вычитая из первого числа произведение двух других, нахо
дим искомый элемент: 360— 12-24 =  72; записываем его в 1-й 
строке столбца вектора Ро табл. 1.7.

Второй элемент столбца вектора Яо табл. 1.7 был уже вычис
лен ранее. Д ля вычисления третьего элемента столбца вектора 
Яо также находим три числа. Первое из них (180) находится 
на пересечении 3-й строки и столбца вектора Яо табл. 1.6, вто
рое (3) — на пересечении 3-й строки и столбца вектора Рз табл. 
1.6, третье (24) —  на пересечении 2-й строки и столбца вектора 
Яо табл. 1.8. И так, указанный элемент есть 180 — 24 - 3 — 108. 
Число 108 записываем в 3-й строке столбца вектора Яо 
табл. 1.7.

Значение P q в 4-й строке столбца этого же вектора можно 
найти двумя способами:

1) по формуле F o =  (С , Ро), т. с. /г0 =  0-72 +  16-24 + 0  -108 =  
=  384;

2) по правилу треугольника; в данном случае треугольник 
образован числами 0, — 16, 24. Этот способ приводит к тому же 
результату: 0 — ( — 16)-24=384.

При определении по правилу треугольника элементов столб
ца вектора Яо третье число, стоящее и нижней вершине тре
угольника, все время оставалось неизменным и менялись лишь 
первые два числа. Учтем  это при нахождении элементов столб
ца вектора Р\ табл. 1.7. Д л я  вычисления указанных элементов 
первые два числа берем из столбцов векторов Р\ и Я 3 табл. 1.6, 
а третье число — из табл. 1.7. Это число стоит на пересечении 
2-й строки и столбца вектора Р, последней таблицы. В  результа
те получаем значения искомых элементов: 18— 12-(3/4) = 9 ; 
5 — 3* (3/4) =  11/4.

Число 2\ — С\ в 4-й строке столбца вектора Р\ табл. 1.7 можно 
найти двумя способами:

1) по формуле 2 ] — Ct— (C, Я | ) — С] имеем 0-9+  16-3/4 +  
+  0-11/4-9  =  3;

2) по правилу треугольника получим — 9 — ( — 16)-(3/4) =  3.
Аналогично находим элементы столбца вектора Я 2.
Элементы столбца вектора Я s вычисляем по правилу тре*



угольника. Однако построенные для определения этих элементов 
треугольники выглядят иначе.

При вычислении элемента 1-й строки указанного столбца 
получается треугольник, образованный числами 0,12 и 1/8. Сле
довательно, искомый элемент равен 0 — 12-(1/8) =  — 3/2. Эле 
мент, стоящий в 3-й строке данного столбца, равен 0 — 3 ♦ (1 /8) =
-  -3/8 .

По окончании расчета всех элементов табл. 1.7 в ней полу
чены новый опорный план и коэффициенты разложения векторов 
Р  (/=1,6) через базисные векторы Р<, Р 3, Я6 и значения А,' и F q. 
Как видно из этой таблицы, новым опорным планом задачи 
является план Я = (0 ;  0; 24; 72; 0; 108). При данном плане 
производства изготовляется 24 изделия С  и остается неисполь
зованным 72 кг сырья I вида и 108 кг сырья 111 вида. Стоимость 
всей производимой при этом плане продукции равна 384 руб. 
Указанные числа записаны в столбце вектора Р 0 табл. 1.7. Как  
видно, данные этого столбца по-прежнему представляют собой 
параметры рассматриваемой задачи, хотя они претерпели зна
чительные изменения. Изменились данные и других столбцов, 
а их экономическое содержание стало более сложным. Так, на
пример, возьмем данные столбца вектора P ¡. Число 1/2 во 2-й 
строке этого столбца показывает, на сколько следует уменьшить 
изготовление изделий С, если запланировать выпуск одного 
изделия В. Числа 9 и 3/2 в 1-й и 3-й строках вектора Рг пока
зывают соответственно, сколько потребуется сырья 1 и I I  вида 
при включении в план производства одного изделия В , а число
— 2 в 4-й строке показывает, что если будет запланирован вы
пуск одного изделия В , то это обеспечит увеличение выпуска 
продукции в стоимостном выражении на 2 руб. Иными слова
ми, если включить в план производства продукции одно изде
лие В , то это потребует уменьшения выпуска изделия С  на 1 /2 ед. 
и потребует дополнительных затрат 9 кг сырья 1 вида и 3/2 кг 
сырья I I I  вида, а общая стоимость изготовляемой продукции в 
соответствии с новым оптимальным планом возрастет на 2 руб. 
Таким образом, числа 9 и 3/2 выступают как бы новыми «норма
ми» затрат сырья I и I I I  вида на изготовление одного изделия 
В  (как видно из табл. 1.6, ранее они были равны 15 и 3), что 
объясняется уменьшением выпуска изделий С.

Такой же экономический смысл имеют и данные столбца век
тора Р i табл. 1.7. Несколько иное экономическое содержание 
имеют числа, записанные в столбце вектора Рь- Число 1/8 во
2-й строке этого столбца, показывает, что увеличение объемов 
сырья II вида на 1 кг позволило бы увеличить выпуск изделий 
С на 1/8 сд. Одновременно потребовалось бы дополнительно 
3/2 кг сырья 1 вида и 3/8 кг сырья 111 вида. Увеличение выпуска



изделий С  на 1/8 ед. приведет к росту выпуска продукции на 
2 руб.

Из изложенного выше экономического содержания данных 
табл. 1.7 следует, что найденный на I I  итерации план задачи 
не является оптимальным. Это видно и из 4-й строки табл. 1.7, 
поскольку в столбце вектора Рз этой строки стоит отрицатель
ное число — 2. Значит, в базис следует ввести вектор Ра, т. е. в 
новом плане следует предусмотреть выпуск изделий В . При 
определении возможного числа изготовления изделий В  следует 
учитывать имеющееся количество сырья каждого вида, а имен
но; возможный выпуск изделий В  определяется min {bl/ah) для 
a ',i>  0, т. е. находим

Oo =  mm ( 72

~9~
24-2 108-2 72

"9

Следовательно, исключению из базиса подлежит вектор P i, 
иными словами, выпуск изделий В  ограничен имеющимся в 
распоряжении предприятия сырьем I вида. С учетом имеющих
ся объемов этого сырья предприятию следует изготовить 8 изде
лий В . Число 9 является разрешающим элементом, а столбец 
вектора Р 2 и 1-я строка табл. 1.7 являю тся направляющими. 
Составляем  таблицу для I I I  итерации (табл. 1.8).

Т а б л и ц а  1.8

< Б а 
зис с в Ро

9 10 16 0 0 0

Р\ P i P i P i P i

1 P i 10 8 0 1/9 - 1 / 6 0
2 Р з 16 20 1/4 0 -  1/18 5/24 0
3 Р в 0 96 5/4 0 0 - 1 / 6 - 1 / 8
4 400 5 0 0 2 /9 5/3 0

В  табл. 1.8 сначала заполняем элементы 1-й строки, которая 
представляет собой строку вновь вводимого в базис вектора Рч. 
Элементы этой строки получаем из элементов 1-й строки табл. 
1.7 делением последних на разрешающий элемент (т. е. на 9). 
При этом в столбце Со данной строки записываем Сг =10.

Затем  заполняем элементы столбцов векторов базиса и по 
правилу треугольника вычисляем элементы остальных столб
цов. В  результате в табл. 1.8 получаем новый опорный план 
Х = (0 \  8 ; 20; 0; 0; 96) и коэффициенты разложения векторов 
р I (у=  1,6) через базисные векторы Ръ, Рз, Ръ и соответствующие 
значения Л "  и

Проверяем, является ли данный опорный план оптимальным 
или нет. Д л я  этого рассмотрим 4-ю строку табл. 1.8. В  этой стро



ке среди чисел А " нет отрицательных. Это  означает, что найден
ный опорный план является оптимальным и /^„^ =  400.

Следовательно, план выпуска продукции, включающий и з
готовление 8 изделий В  и 20 изделий С, является оптимальным. 
При данном плане выпуска изделий полностью используется 
сырье I и I I  видов и остается неиспользованным 96 кг сы рья 
I I I  вида, а стоимость производимой продукции равна 400 руб.

Оптимальным планом производства продукции не предусмат
ривается изготовление изделий А. Введение в план выпуска про
дукции изделий вида А привело бы к уменьшению указанной 
общей стоимости. Это видно из 4-й строки столбца вектора P i ,  
где число 5 показывает, что при данном плане включение в него 
выпуска единицы изделия А приводит лиш ь к уменьшению об
щей величины стоимости на 5 руб.

Решение данного примера симплексным методом можно было 
бы проводить, используя лишь одну таблицу (табл. 1.9). В  этой 
таблице последовательно записаны одна за другой все три ите
рации вычислительного процесса.

Т а б л и ц а  1.9

i Базис с6 Ро
9 10 16 0 0 0

Р, Рг Рз Р, Рь Рь

1 Р а 0 360 18 15 12 1 0 0
2 Рь 0 192 6 4 8 0 1 0
3 Рь 0 180 5 3 3 0 0 1
4 0 - 9 -  10 -  16 0 0 0
1 Рл 0 72 9 9̂ , 0 1 - 3 / 2 0
2 Рг 16 24 3/4 1/2 1 0 1/8 0
3 Рь 0 108 11/4 3/2 0 0 - 3 / 8 1
4 384 3 - 2 0 0 2 0

1 P i )0 8 1 1 0 1/9 - 1 / 6 0
2 Рл 16 20 1/4 0 1 -1/16 5/2 4 0
3 Рь 0 96 5/4 0 0 - 1/6 - 1/8 1
4 400 5 0 0 2/9 5 /3 0

1.42. Найти максимум функции Р  =  2х\ — бха +  бхб пРи усло
виях

Г  — 2*1 +  *2 +  *з -Ь *5 =  20,
< — * | — 2х2~\-х4 Зх$ =  24,
I  3* | — Х 2 — 1 2х& -)- х§ =  18,

* ,> 0  (/= "П б ).

Р е ш е н и е .  Систему уравнений задачи запишем в вектор
ной форме:

Х\р1 -)- Х2Р 2 4“ *зРз-Ь Х*Р  * -\- х$Рь + *бРб — Р  о,



Так как среди векторов Р,, Р 2, Рз , Л ,  Рь, Рб имеется три еди
ничных вектора, то для данной задачи можно непосредственно 
найти опорный план. Таковым является план Х = (0 ;  0; 20; 24; 
0; 18). Составляем симплексную таблицу (табл. 1.10) и прове
ряем, является ли данный опорный план оптимальным.

Т а б л и ц а  1.10

2 - б 0 0 5 0

P̂ Р1 Рз Р  4 Рь р«

1 Рг 0 20 — 2 1 1 0 1 0
2 Р а 0 24 - 1 - 2 0 3 0
3 Ре 0 18 3 - 1 0 0 -  12 1
4 0 - 2 б 0 0 - 5 0

К ак  видно из табл. 1.10, исходный опорный план не являет
ся оптимальным. Поэтому переходим к новому опорному плану. 
Это можно сделать, так  как в столбцах векторов Р\ и Рь, 4-я 
строка которых содержит отрицательные числа, имеются поло
жительные элементы. Д ля  перехода к новому опорному плану 
введем в базис вектор Рь и исключим из базиса вектор Р а. Сос
тавляем таблицу И итерации.

Т а б л и ц а  1.11

1 Базис С в Ро
2 - 6 0 0 5 0

Р< р , Рз р , Рь Рь

1 Р з 0 12 - 5 / 3 5 /3 1 - 1 / 3 0 0
2 Р ь 5 8 - 1 / 3 - 2 / 3 0 1/3 0
3 Р в 0 114 - 1 - 9 0 4 0 1

40 - 1 1 / 3 8 /3 0 5 /3 0 0

Как  видно из табл. 1.11, новый опорный план задачи не явля
ется оптимальным, так  как в 4-й строке столбца вектора Р\ 
стоит отрицательное число — 11/3. Поскольку в столбце этого 
вектора нет положительных элементов, данная задача не имеет 
оптимального плана.



1.43. Найти решение задачи, состоящей в определении макси
мального значения функции Р  =  2х| 4-*2 — *з4--*Ч — *6 при усло
виях .

*1 4“ *2 + *з — 5,
2*1 -\-x-i 4* ха = 9, 
х, +  2^2 4" *5 =  7,
X ] ,  Х2, . . . .  * 5 > 0

и дать геометрическую интерпретацию процесса решения.
Р е ш е н и е .  Систему уравнений задачи запишем в векторной 

форме:

Х|Р\ - \ -X 2P 2 4~ ХзРъ 4" Х\Ра - \ - х ьРь — Ро,
где

Так как среди векторов Р Р 2, Рз, Ра и  Ръ имеется три еди
ничных вектора Рз, Ра и  Я 5, то для данной задачи можно не
посредственно написать опорный план и, следовательно, найти 
ее решение симплексным методом (табл. 1.12).

Т а б л и ц а  1.12

Баэнс Св Ро
2 -  1 -1
Я| Яп Р а Рь

Р з -  1 5 1 1 1 0 0
2 Р а ) 9 2 1 0 1 0
3 Р ь -1 7 1 2 0 0 1
4 - 3 - 2 - 3 0 0 0
1 Р з -  1 3/2 1/2 0 1 0 - 1/2
2 Р а 1 11/2 3/2 0 0 1 - 1/2
3 Р  2 1 7/2 1/2 1 0 0 1/2
4 15/2 - 1/2 0 0 0 3/2
1 Р| 2 3 1 0 2 0 -  1
2 Р а 1 1 0 0 - 3 1 1
3 Р г 1 2 0 1 -1 0 1
4 9 0 0 1 0 1



И з  табл. 1.12 видно, что Х * = ( 3 ;  2; 0; 1; 0) является опти
мальным планом исходной задачи. При этом плане значение 
линейной формы равно /7п,ах = 9.

Дадим геометрическую интерпретацию процесса нахождения 
решения задачи. Д ля этого прежде всего перейдем от исходной 
задачи, система ограничений которой содержит уравнения, к 
задаче, система ограничений которой включает лишь неравен
ства. Э то  сделать нетрудно, так как исходная задача записана 
в форме основной для задачи, состоящей в нахождении макси
мального значения функции /?= — 3 +  2х| +  3х2 при условиях

г * 1+  *2 < 5 ,

\ 2л: I + <9,
I- * 1 + 2 х г < 7 ,

X ] ,  0.

Ц елевая функция исходной задачи преобразована с помощью 
подстановки вместо х3, х« и х8 их значений в соответствии с 
уравнениями системы ограничений.

Реш ение последней задачи можно найти, используя геометри
ческую  интерпретацию задачи линейного программирования 
(рис. 1.9). Исходный опорный план задачи Х = (0 ;  0; 5; 9; 7) 
соответствует на рис. 1.9 точке О. После 11 итерации был полу
чен новый опорный план Х = (0 ;  5/2; 3/2; 11/2; 0 ), которому 
соответствует точка А. На рисунке переход от одного опорного 
плана к  другому показан стрелкой, указывающей направление



перехода. После I I I  итерации получен опорный план X  * =  (3; 2; 0; 
1; 0), соответствующий точке В, т. е. осуществлен переход от 
точки А к точке В. Полученный на данной итерации опорный 
план является оптимальным.

2. Метод искусственного базиса. К а к  показано выше, для 
задачи, записанной в форме основной задачи линейного програм
мирования, можно непосредственно указать ее опорный план, 
если среди векторов Я/, компонентами которых служ ат коэффи
циенты при неизвестных в системе уравнений данной задачи, име
ется т  единичных. Однако для многих задач линейного програм
мирования, записанных в форме основной задачи и имеющих 
опорные планы, среди векторов Я, не всегда есть т  единичных. 
Рассмотрим такую  задачу:

Пусть требуется найти максимум функции
F = c ]x] +  c2X2 +  ...-\-c„xn

при условиях /
о u*i + fl] 3X2 +... -)-а i„x„ =  Ь 1,

021*1 +й22*2 + ... +  02п*Ч =  *2,

flm l* l - Ьй я 2*2 +  -.- +  а «п*л  =  6 т .

а = й И ) .

где ¿>¿^0 (i =  1, т ) ,  т < п  и среди векторов

нет т  единичных.
О п р е д е л е н и е  1.13. Задача, состоящ ая в определении 

максимального значения функции

Я  =  С | * ]  +  с 2л:2 + . . .  +  ^ * „  —  М х п+ I — ... — Мхл + п (35)

п ри условиях

а  1 1* 1  + 012* 2-1- • •. +  <*1л*л+ *л_|_ 1 =  ¿Ч ,

<221*1 +  ̂ 22*2 + ••• + А?Я*Я +*Я_|_ 2 =  ¿2. (36)

а„,|*, + а и1* }+  ... + атпхп +  хп+п =  Ьт>
*(> 0 (/= !, п +  т ) ,  (37)

где М  — некоторое достаточно большое положительное число,
конкретное значение которого обычно не задается, называется 
расширенной задачей по отношению к задаче (32) —  (34).

(32)

(33)

(34)



Расш иренная задача Имеет опорный план
X — (0; 0; 0; Ьт),

п нулей

определяется системой единичных векторов Р п+\, Р п + 2, .... Р п + т ,  
образующих базис т -го векторного пространства, который назы
вается искусственным. Сами векторы, так же как и переменные 
хя+/((= 1 , т ) ,  называются искусственными. Так как расширенная 
задача имеет опорный план, то ее решение может быть найдено 
симплексным методом.

Теорема 1.8. Если в оптимальном плане Х * = (х ? ,  х%,
* ?+ 1; ...; д: * + т )  расширенной задачи (35) —  (37) значения ис
кусственных переменных х%+\ =  0 (1= 1, т ) ,  то Х *= (х*\  х*\ ...; 
*л) является оптимальным планом задачи  (32) — (34).

Таким образом, если в найденном оптимальном плане расши
ренной задачи, значения искусственных переменных равны ну
лю, то тем самым получен оптимальный план исходной задачи. 
Поэтому остановимся более подробно на нахождении решения 
расширенной задачи.

При опорном плане Х =  (0; 0; ...; 0; Ьу, ...; Ь „ )  расширен

ной задачи значение линейной формы есть Ро =  — м £  6,, а зна-
ш ’  “  I

чения Ду =  г/ — С/ равны — — с^ Таким образом, Ро и раз-
I »  I

ности г,- — С/ состоят из двух независимых частей, одна из кото
рых зависит от М , а другая — нет.

После вычисления Ро и Д, их значения, а также исходные 
данные расширенной задачи заносят в таблицу, которая содер
ж ит на одну строку больше, чем обычная симплексная табли
ца. При этом в (т- Ь 2 )- ю  строку помещают коэффициенты при 
М , а в ( т  1) -ю — слагаемые, не содержащие М.

При переходе от одного опорного плана к другому в базис 
вводят вектор, соответствующий наибольшему по абсолютной 
величине отрицательному числу ( т  + 2 )-й  строки. Искусствен
ный вектор, исключенный из базиса в результате некоторой 
итерации, в дальнейшем не имеет смысла вводить ни в один из 
последующих базисов и, следовательно, преобразование столб
цов этого вектора излишне. Однако если нужно найти решение 
двойственной задачи для данной (о чем будет сказано в § 1.6), 
то такое преобразование необходимо. М ож ет случиться так, что 
в результате некоторой итерации ни один из искусственных век
торов из базиса не будет исключен.

Пересчет симплекс-таблиц при переходе от одного опорного 
плана к другому производят по общим правилам симплексного 
метода.



Итерационный процесс по ( т  +  2) -й строке ведут до тех пор, 
пока:

1) либо все искусственные векторы не будут исключены из 
базиса;

2) либо не все искусственные векторы исключены, но (т+ -  2 )-я 
строка не содержит больше отрицательных элементов в сто л б 
цах ВеКТОрОВ Р2, Рп +  т-

В  первом случае базис отвечает некоторому опорному п л а 
ну исходной задачи и определение ее оптимального плана про
должают по ( т  +  1)-й строке.

Во  втором случае, если элемент, стоящий в (т + 2 )- й  строке 
столбца вектора Ро отрицателен, исходная задача не имеет 
решения; если же он равен нулю, то найденный опорный план 
исходной задачи является вырожденным и базис содержит по 
крайней мере один из векторов искусственного базиса.

Если исходная задача содержит несколько единичных векто
ров, то их следует включить в искусственный базис.

Следовательно, процесс нахождения решения задачи (32) —• 
(34) методом искусственного базиса включает следующие ос
новные этапы:

1. Составляют расширенную задачу (35) —  (37).
2. Находят опорный план расширенной задачи.
3. С помощью обычных вычислений симплекс-метода исклю 

чают искусственные векторы из базиса. В  результате либо н а 
ходят опорный план исходной задачи (32) —  (34), либо у с та 
навливают ее неразрешимость.

4. Используя найденный опорный план задачи (32) —  (3 4 ), 
либо находят симплекс-методом оптимальный план исходной 
задачи, либо устанавливают ее неразрешимость.

1.44. Найти минимум функции Р  — — 2х1 +  Зх2 — 6*з — хА при 
условиях

2х\ + *2 -— 2*з * 4 ~  24,
* , + 2 * 2+  4*1 < 2 2 ,  

х 1 — *2 +  2 *з  ^  10,

* 1, *2, *3, *4^0.
Р е ш е н и е .  Запишем данную задачу в форме основной 

задачи: найти максимум функции =2х\ — Здг2 +  6*з +  *4 ПР И 
условиях

2*| + *2 — 2*з +  *4 =  24,
*1 + 2*2 + 4*3 +  *5 =  22,

* 1 — *2 +  2 * 3 —  * 6 =  Ю ,

*1> 0 (/ = 1 .6 ).



В  системе уравнений последней задачи рассмотрим векторы 
из коэффициентов при неизвестных:

Р ,=

Я 5 *

1 
2 

— 1

•о-

Рз —
- 2

4
2

Р< =

Рь =
О
О

- 1

Среди векторов Я (, Я 2, Рз, Я«, Р% и Рь только два единичных 
(Ра и Я$). Поэтому в левую часть третьего уравнения системы 
ограничений задачи добавим дополнительную неотрицательную 
переменную Х7 и рассмотрим расширенную задачу, состоящую 
в максимизации функции

Р  =  2Х1 —  Здгг -Ь  бдтз +  ж* —  Мх7
п ри условиях /

2д-1 + х г  —  2 * э + * «  = 2 4 ,

X I -\-2x 2 +  4хз -Ьх5 =  22,

X ) — Х% 2Хз —  ДГб +  Х 7 =  1 0 ,

х , > о  ц = Т У ) .

Расширенная задача имеет опорный план Х=(0; 0; 0; 24; 
22; 0 ; 10), определяемый системой трех единичных векторов:
Р*. Рь, Р ь

Т а б л и ц а  1.13

2 - 3 6 1 0 0 ~ м

Р, Рг Р 3 Р, Рь Рб Рт

1 я 4 1 24 2 1 - 2 1 0 0 0
2 Рь 0 2 2 1 2 4 0 1 0 0
3 Р1 - М 10 1 - 1 2 0 0 - 1 1
4 24 0 4 - 8 0 0 0 0
5 —  10 -  1 1 - 2 0 0 1 0

Составляем таблицу I итерации (табл. 1.13), содержащую 
пять строк. Д ля заполнения 4-й и 5-й строк находим /го и значе
ния разностей г, — сД /= 1 ,7 ):

Го = *2 4  —  Ю М ;  2 1 —  С ] = 0  —  М ;  гг —  с2 = 4  +  М ;  г 3 —  с3 =  —  8 —  2М \  
2а — Са =  0 ;  гь — С5=*=0; г6 — св =  0 - | - М ;  г? — с? =  0.

Значения Ра н гу — состоят из двух слагаемых, одно 
из которых содержит М , а другое — нет. Д ля удобства итера
ционного процесса число, состоящее при М, записываем в 5-й 
строке, а слагаемое, которое не содержит М ,—  в 4-й строке.



В  5-й строке табл. 1.13 в столбцах векторов Р, (/=  1,7) имеет
ся два отрицательных числа ( —  1 и — 2 ). Наличие этих чисел 
говорит о том, что данный опорный план расширенной задачи 
не является оптимальным. Переходим к новому опорному пла 
ну расширенной задачи. В базис вводим вектор Р 3. Чтобы опре
делить вектор, исключаемый из базиса, находим 0 =  m in (22/4; 
10/2) =10/2. Следовательно, вектор P i  исключаем из базиса. 
Этот вектор не имеет смысла вводить ни в один из последую
щих базисов, поэтому в дальнейшем столбец данного вектора 
не заполняется (табл. 1.14 и 1.15).

Составляем таблицу II  итерации (табл. 1.14). Она содержит 
только четыре строки, так как искусственный вектор из базиса 
исключен.

Т а б л и ц а  1.14

1 Базис Со Ро
2 - 3 6 0 0
Р. Рг Р 3 Р а Рь я*

1 Р 4 1 34 3 0 0 1 0 —  1
2 Рь 0 2 -  1 4 0 0 1 2
3 Рз 6 5 1/2 - 1 / 2 1 0 0 - 1/2
4 G4 4 0 0 0 0 —  4

К ак  видно из табл. 1.14, для исходной задачи опорным я в 
ляется план Х = (0 ;  0; 5; 34; 2 ). Проверим его на оптималь
ность. Для этого рассмотрим элементы 4-й строки. В  этой строке 
в столбце вектора Р б имеется отрицательное число (— 4). С ле 
довательно, данный опорный план не является оптимальным 
и может быть улучшен благодаря введению в базис вектора Рб. 
И з базиса исключается вектор Р%. Составляем таблицу I I I  ите
рации.

Т а б л и ц а  1 .15

( Базис c s Ро
2 —  3 6 1 0 0

Р , Pi Рз Pi Рб Ре

1 Р а \ 35 5 /2 2 0 1 1/2 0
2 Рь 0 1 - 1 / 2 2 0 0 1/2 1
3 Рз б 11/2 1/4 1/2 0 1/4 0
4 68 2 8 0 0 2 0

В  4-й строке табл. 1.15 среди чисел А, нет отрицательных. 
Это означает, что найденный новый опорный план исходной з а 
дачи А '*= (0 ; 0; 11/2; 35; 0; 1) является оптимальным. При 
этом плане значение линейной формы /гта)1 =  68. Решение дан



ной задачи можно было бы проводить, используя одну табли
цу (табл. 1.16), в которой последовательно записаны все три 
итерации.

Т а б л и ц а  1.16

Ба 
зис с в Ро

2 - 3 6 0 0 - М

Р , Рг Р 3 Р а Рь Ръ Рг

1 Р а 1 24 2 1 - 2 1 0 0 0
2 Р в 0 22 1 2 4 0 1 0 0
3 Р7 - М 10 1 - 1 2 0 0 - 1 1
4 24 0 4 - 8 0 0 0 0
5 -  ю -1 1 - 2 0 0 1 0

1 Р а 1 34 3 0 0 1 0 -
2 Ръ 0 2 -1 4 0 0 2
3 Р з б 5 1/2 - 1 / 2 ! 0 0 - 1 / 2
4 64 4 0 0 0 0 — 4

1 Р а 1 35 5/2 2 0 1 1/2 0
2 Р ь 0 1 - 1/2 2 0 0 1/2 1
3 Р 3 6 11/2 1/4 1/2 1 0 1/4 0
4 68 2 8 0 0 2 0

1.45. Найти минимум функции Р  =  2х, — х2 — х4 при условиях
Х\ —  2^2 —|— Хз =  10,

. —  2 х , - х г - 2 х ^ \ Ъ ,

3*| 4* 2 x 2  4~ х4 ^  36,

Х |, х 2, х 3, х 4^ 0 .

Р е ш е н и е .  Запишем данную задачу в форме основной за 
дачи линейного программирования: найти максимум функции 
Р =  — 2*1 4“ •*'24“ при условиях

1 х, —  2 х 2 4 - =  Ю ,

—  2х, —  х2 —  2х4 —  х в =  18,

Здг] 4 " 2хг +  х 4 —  х 6 =  3б,

( / * 1 , 6 ) .
Так как среди векторов



имеется только один единичный (Р з ), то находим решение рас
ширенной задачи, состоящей в определении максимального 
значения функции

Р =  — 2*| +*2 +  — М*7 — Мдгв

при условиях
Х\ —  2х 2 +  х $ =  10,

— 2х I — *2 — 2х4 — *5 + *? =  18,

3*1 2*2 Ч" *< — *6 “Н *8 =  36,

* ,> 0  (/ =  1,8).

Расширенная задача имеет опорный план Х = ( 0 ;  0; 10; 0; 
0; 0; 18; 36), определяемый системой трех единичных векторов: 
Р з, Р? и Р 8.

Составляем таблицу I итерации.

Т а б л и ц а  1.17

Ба - 2 1 0 1 0 0 - м —  м
зис Р 1 Рз Р а Р * Рб Рт Р ,

1 Р з 0 10 1 - 2 0 0 0 0 0
2 Р г - м 18 - 2 - 1 0 - 2 —  1 0 1 0
3 р . - м 36 3 2 0 1 0 - 1 0 1
4 0 2 - I 0 -  1 0 0 0 0
5 - 5 4 -  1 - 1 0 1 1 1 0 0

В  5-й строке табл. 1.17 в столбцах векторов Р\ и Рг имеются 
отрицательные числа. Поэтому переходим к новому опорному 
плану расширенной задачи. В  базис вводим вектор Рг, а из ба
зиса исключаем вектор Рз.

Составляем таблицу II  итерации (табл. 1.18). Так как ис
ключенный из базиса искусственный вектор Ре не имеет смысла 
вводить ни в один из последующих базисов, то в таблице этот 
вектор не указывается.

Т а б л и ц а  1.18

1 Базнс С 6 Ро
- 2 1 0 1 0 0 - М

Р , Рг Рз Р а Рь р . Р ,

1 Р з 0 46 4 0 1 1 0 - 1 0
2 Р 7 - М 36 - 1 / 2 0 0 - 3 / 2 —  1 - 1 / 2

3 Рг 1 18 3/2 1 0 1/2 0 - 1 / 2 и
4 18 7/2 0 0 - 1 / 2 0 - 1 / 2 и
5 - 3 6 1/2 0 0 3 /2 1 1/2 и



В  5-й строке табл. 1.18 в столбцах векторов Р\, Я 2  Я 7
не содержится отрицательных элементов. В  столбце же вектора 
Ро этой строки находится отрицательное число ( — 36). Следо
вательно, исходная задача не имеет опорного плана.

1.46. Найти максимум функции Р = 2 х , — Зх2 +  6х3 +  х4 при 
условиях .

Р е ш е н и е .  Запишем данную задачу в форме основной за 
дачи линейного программирования: найти максимум функции 
р  =  2х\— Зхг +  6х3 — Ха при условиях

имеется лиш ь два единичных (Я< и Я 5). Поэтому находим реше
ние расширенной задачи, состоящей в определении максималь
ного значения функции

Расш иренная задача имеет опорный план ^ = (0 ;  0; 0; 24; 
20; 0 ; 10), определяемый системой трех единичных векторов

Х\ + 2х2 — 4дгз <  20,

XI — Х2 + 2*з ̂  10,
2*1 + дг2 — 2*з + х, = 24,

*1, Х2, Хз, *4^0.

х | 4- 2дг2 — 4*3 + х5 =  20, 

Х\ — *2 +  2X3 — *6 =  10, 
2х| + Х2 — 2хэ +  Ха =  24,

х ,^0  (/=1,6).

Среди векторов

^ = 2х| — Зх2 + 6х3 +  л:4 — Мхт
при условиях

X) + 2х2 — 4хз + х5 =  20,

X I —  Х 2 +  2*3 —  ДГб +  Х 7 =  10, 

2Х| +  Хг — 2хз +  х< =  24,

х(>0 (/-1 ,7 ).

Р*, Ръ И Я 7.
Составляем  таблицу I итерации.



i Ба 2 -3 6 1 0 0 — м
зис Рх Рг Р 3 Р, Ръ Ре Р г

1 Ръ 0 20 ] 2 — 4 0 0 0
2 Pi - М 10 1 -1 2 0 0 -1 1
3 Р< 1 24 2 1 — 2 0 0 0
4 24 0 4 - 8 0 0 0 0
5 -  10 -1 I - 2 0 0 1 0

Из табл. 1.19 видно, что исходный опорный план не является 
оптимальным. Переходим к новому опорному плану. В  базис 
вводим вектор Яз, а из базиса исключаем вектор Я?,

Составляем таблицу П итерации (табл. 1.20). Эта таблица 
содержит только четыре строки, так как искусственный вектор 
Я? из базиса исключен.

Т а б л и ц а  1.20

i Ба
зис св Ро

2 -3 6 1 0 0
Л Pj Ръ р, Рь р*

1 Рь 0 40 3 0 0 0 1 - 2
2 Я3 6 5 1/2 -1/2 1 0 0 -1/2
3 Я, 1 34 3 0 0 1 0 -  1
4 64 4 0 0 0 0 - 4

Из последней таблицы видно, что найденный опорный план 
исходной задачи Х = (0 ;  0; 5; 34; 40; 0) не является оптималь
ным, поскольку в 4-й строке столбца вектора Р& этой таблицы 
находится отрицательное число ( — 4 ). Так как в указанном 
столбце нет положительных элементов, то данная задача не 
имеет оптимального плана.

3. Модифицированный симплекс-метод. При решении задач 
линейного программирования симплексным методом осущест
влялся упорядоченный переход от одного опорного плана к дру
гому до тех пор, пока либо не была установлена неразреши
мость задачи, либо не был найден ее оптимальный план. При 
этом для определения того, является ли найденный опорный 
план оптимальным или нет, на каждой из итераций нужно было 
находить числа

Д/= 21—С, = С1]Х1,1+Сг2Х,ч, + ... + С,т Х1т, —  С1.

где /1, /г гт  —  номера базисных векторов, а хщ, х,2/.....  х т̂1 —
коэффициенты разложения векторов Р, по векторам данного ба-



зиса. Все  указанные коэффициенты следовало определять на
каждой из итераций вычислительного процесса. Эта необходи
мость отпадает при решении задач линейного программирова
ния модифицированным симплексным методом. В  этом случае 
на каждой из итераций вычисляют вектор

£2 =  С вД - ' ,  (3 8 )

где В ” 1 — матрица, обратная матрице В, составленной из ком
понент векторов данного базиса, а затем находят числа Л, по 
формуле

А, = И Р ,- с ,.  ( 3 9 )

Определим компоненты вектора £2 и чисел Л/ в случае реше
ния основной задачи линейного программирования модифици
рованным симплекс-методом.

Итак, пусть дана задача линейного программирования, 
записанная в форме основной задачи, и пусть для нее найден 
опорный план, который определяется базисом, образованным 
векторами Р ,г Р ,2, .... Я<т . Следовательно, известна матрица В, 
для которой можно найти обратную матрицу В ~ \  Дальнейшее 
вычисление удобнее вести, если их результаты, как и при реше
нии задачи симплексным методом, оформлять в виде таблиц. 
В  этом случае при переходе от одной так называемой основной 
таблицы к другой используется вспомогательная таблица.

Вспомогательная таблица (табл. 1.21) отличается от обыч
ной симплекс-таблицы тем, что в ней содержатся дополнитель
ные столбцы и строки, в которых соответственно записывают 
координаты векторов и значения Д)п, получаемые в процессе 
нахождения решения задачи.

Основная таблица (табл. 1.22) отличается от обычной симп
лекс-таблицы, во-первых, тем, что вместо столбцов векторов 
Р, с соответствующими числами с, записывают столбцы векто
ров -4,, координатами которых являются соответствующие столб
цы матрицы В ~ ',  во-вторых, в ( т - И )- й  строке записывают 
компоненты векторов £2, а не числа Л,; в-третьих, табл. 1.22 
имеет один дополнительный столбец, в первых т  строках кото
рого записывают координаты вектора Р 3 в базисе Р,2,
Я,т и который было бы целесообразно включить в базис на сле
дующей итерации.

Чтобы определить вектор ЯЛ| сначала находят вектор 52(|). 
Его компоненты определяют как скалярное произведение векто
ра С(5 на соответствующие векторы А ,  т. е. по формуле (38). 
Найденные компоненты вектора й (1) записывают в последней 
строке табл. 1.22 и в столбце У (|) табл. 1.21. После этого по фор-



1 Б а 
зис С в Ро

С1 С} Сл й <п п (2> й (*)
Р . Р1 Рп

1 р ‘\ С> | * 1|0 *¿,2 *ц ч М " м а>

2 Р-2 С/2 *130 * (2' Хцз * 12Я X V

т Р ш А т х1т0 Х ,т 2 ХУ» х(тг)

т  + 1 ДУ» ду> Л У '

т  +  2 &?> М !> д?> д<2>

т  +  й Д<*> М » А^> д<‘»

Т а б л и ц а  1.22

( Базис Се Ро л , Аг А т Р<

1 Л , А |0 *ц|> <2| 1 0\2 а \ т * , п

2 С, 20 *120 <321 012 02т х,2,

г Л , С ¡г *1,0 а,\ а ,  2 а , т *1,5

т р, т с1т Х ‘т а <2 гг.! 0-п2 О т т *1^5

т +  1 п< 1) г 0 XV» X V № Д‘'>



муле (39) находят элементы (m -f 1)-й строки вспомогательной 
таблицы. Если среди найденных чисел ( т  -f-1) -й строки вспомо
гательной таблицы нет отрицательных, то исходный опорный 
план является оптимальным. Если же таковые есть, то либо зада
ча не имеет решения, либо можно перейти к новому опорному 
плану, при котором значение целевой функции не уменьшится. 
Д л я  выяснения этого выбирают среди отрицательных чисел 
( т + 1 ) - й  строки табл. 1.21 наибольшее по абсолютной вели
чине. В  том случае, когда таких чисел несколько, берут какое- 
нибудь одно. Пусть этим числом является А^1’. Тогда последний 
столбец табл. 1.22 отводят для вектора P s. В первых т  строках 
этого столбца записывают компоненты вектора P s в базисе 
Pi\, P i2> •••» Они получаются в результате умножения мат
рицы ß ~ \  записанной в табл. 1.22, на вектор P it компоненты 
которого указаны в табл. 1.21. После определения чисел дг,и, 
Xi2j, .... x.ms выясняют, имеются ли среди них положительные 
или нет. Если таких чисел нет, то задача не имеет решения. Если 
же положительные числа имеются, то переходят к новому опор
ному плану задачи. Д ля этого находят min (Xi.0/Xi.s).

*,,,> о
П усть  min {х,ко/х1к1) =  х1го/х1 .,. Тогда новый опорный план опреде- 

*(„> о
ляется базисом, получаемым из исходного исключением из него 
вектора Р ,г и введением вместо него вектора Р %. Считая элемент 
Xi,s разрешающим, а г- ю строку и столбец вектора P s направ
ляю щ ими, переходят к новой основной таблице. Первые т  строк 
столбцов векторов Ро, А\, А 2, .... А т новой таблицы находят по 
известным правилам перехода от одной симплекс-таблицы к 
другой, рассмотренным выше. После того как эти элементы 
определены, находят вектор Q(2>. Компоненты этого вектора 
записываю т как в новой основной таблице, так и в вспомога
тельной таблице (табл. 1.21). Затем вычисляют числа Д,2), и про
веряю т новый опорный план па оптимальность. Если план не 
оптимален, то либо устанавливают неразрешимость исходной 
задачи, либо переходят к новому опорному плану. Продолжая 
итерационный процесс, после конечного числа шагов либо на
ходят оптимальный план задачи, либо устанавливают ее неразре
шимость.

Таким  образом, процесс нахождения решения задачи моди
фицированным симплекс-методом включает следующие этапы:

1. Находят опорный план задачи.
2. Вычисляю т матрицу В ~ \  обратную матрице В, составлен

ной из компонентов векторов исходного базиса.
3. Находят вектор £2 =  Св0~ '.
4. Вы числяю т числа Л , =  и Р , — с,. Если все Л, не отрицатель

ны, то исследуемый опорный план является оптимальным. Если 
ж е среди чисел Л; имеются отрицательные, то выбирают среди 
них наибольшее по абсолютной величине. Пусть это Дк.



5. Вычисляю т компоненты вектора Я % в исходном базисе. 
Если среди компонент вектора Я , нет положительных, то целе
вая функция задачи не ограничена на множестве планов. Если  
же среди компонент вектора Я 5 имеются положительные, то 
переходят к новому опорному плану.

6. По известным правилам симплекс-метода находят разре
шающую строку и вычисляют положительные компоненты ново
го опорного плана, а также матрицу В -1, обратную матрице В ,  
составленной из компонент векторов нового базиса.

7. Проверяют новый опорный план на оптимальность и в сл у 
чае необходимости проводят вычисление начиная с этапа 3.

1.47. Реш ить модифицированным симплексным методом 
задачу 1.41, состоящую в определении максимального значения 
функции Г  =  9х\ +  ]0д:2+  16*3 при условиях

18*| + 1 5 * 2 +  12*з +  *4 =  360,

6* | + 4*2 + 8*3 +  *5=192,

5*| +3*2 + 3*з + *б= 180,

* ,^ 0  (/=1,6).

Р е ш е н и е .  Данная задача имеет опорный план ,¥ = (0 ; 0; 
0; 360; 192; 180), который определяется базисом, образован
ным векторами Я 4, Я5 и Яе. Компоненты этих векторов опреде
ляю т единичную матрицу В, обратная к которой В -1 та кж е  
является единичной.

Т а б л и ц а  1.23

1 Б а 
зис С е Ро

9 10 16 0 0 0
Н (9: я ,3>

Р, Р.( Р 4 Рь Рь

1 Р а 0 360 18 15 12 1 0 0 0 0 2 / 9
2 Я л 0 192 6 4 8 0 1 0 0 2 5 / 3
3 Р ь 0 180 5 3 3 0 0 1 0 0 0
4 Д Г - 9 - 1 0 - 1 6 0 0 0
5 Л Г 3 - 2 0 0 2 0
6 5 0 0 2 /9 5 /3 0

Т а б л и ц а  1.24

1 Б а зи с Сб Ро А , А-2 А* Яз

1 Р  4 0 360 1 0 0 12
2 Р ь 0 192 0 1 0 8
3 Р ь 0 160 0 0 3
4 0 0 0 0 —  16



Составляем вспомогательную и основную таблицы (табл. 
1.23 и 1.24). С начала в табл. 1.23 на основе исходных данных
заполняем первые три строки столбцов векторов Яо, Р\   Я$,
а в табл. 1.24 — первые три строки столбцов векторов Я0, Ли  
Аг, Аз (элементы столбцов векторов А\, Аг, А з представляют 
собой соответствующие столбцы матрицы б _ | ). После этого 
находим вектор ^ (|>, компоненты которого запишем в 4-й строке 
табл. 1.23. Эти числа определяем по формуле (38), т. е. полу
чаем в результате скалярных произведений вектора Сб на соот
ветствующие векторы А,:

В  4-й строке табл. 1.24 в столбце вектора Р о записано также 
значение целевой функции задачи при исходном опорном пла
не, которое получено как результат скалярного произведения 
вектора Се на вектор Я 0:

После заполнения 4-й строки табл. 1.24 найденные компоненты 
вектора Й(П записываем в табл. 1.23. На основе данных этой 
таблицы по формуле (39) находим числа Д(1):

Т ак  как среди чисел Л^11 имеются отрицательные, то исходный 
опорный план не является оптимальным. Перейдем к новому 
опорному плану. Вектор, который при этом следует ввести в ба
зис, определяют по наибольшей абсолютной величине отрица
тельных чисел Д '1’. В  данном случае это чи сл о — 16, которое 
находится в столбце вектора Р з табл. 1.23. Поэтому последний 
столбец табл. 1.24 отводим для вектора Яз. В  этом столбце запи
сываем компоненты разложения вектора Яз по векторам дан
ного базиса. Они определяются в результате умножения матри
цы б " 1 (записанной в табл. 1.24) на матрицу-столбец, элемен
тами которой являю тся  компоненты вектора Яз (записанные в 
табл. 1.23):

МЧ=*С<И, =0-1 + 0-0 + 0-0 =  0, 
л У ^ С в / Ь - 0 ‘0 + 0-1+0-0 =  0, 
ХУ»*СбЛэ = 0-0 +0-0 + 0-1 =0.

/̂ 0== С бЯо = 0 - 3 6 0  +  0 - 1 9 2 + 0 - 1 8 0  =  0.

ЛУ' =  « (1)Я 1 - С 1= 0 - 18 +  0-6 +  0 - 5 - 9  = - 9 ,  
Л ^ = Й (1)Я 2 — С г =  0-15 +  0 - 4 + 0 - 3 -  10=  -  10, 
ДЬ° =  Й ‘ ’’Я з - С з ^ О - 12 +  0-8 +  0-3 - 1 6 =  - 1 6 . 

Л^) = Аб1) = Дк,, = 0.



Если бы среди найденных чисел не было положительных, 
то задача не имела бы оптимального плана. Поскольку поло
жительные числа имеются, переходим к новому опорному пла
ну. Д ля этого введем в базис вектор Рз, а исключим из него 
вектор Я5- Вывод из базиса вектора Рь обусловлен тем, что 
min (*,оЛ<з) =  т т  (360/12; 192/8; 180/3)= 192/8 достигается 
при г =  5.

Считая теперь число 8 разрешающим элементом, а 2-ю стро
ку и столбец вектора Рз табл. 1.24 — направляющими, перехо
дим к табл. 1.25, в которой элементы первых трех строк столб-

Т а б л и ц а  1.25

1 Базис Сл Го А , л 2 А з P i

1 Р а 0 72 1 — 3/2 0 9
2 Р з 16 24 0 1/8 0 2
3 Р ь 0 108 0 - 3 / 8 3 /2
4 384 0 2 0 - 2

цов векторов Р 0, А |, А 2 и А 3 найдены с помощью известных пра
вил перехода от одной симплекс-таблицы к другой. После этого 
находим компоненты вектора £2(2). Их значения получаются 
в результате скалярного произведения вектора С 6 и соответ
ствующих векторов А\, Аг, А 3, компоненты которых записаны 
в табл. 1.25:

^ 2)=С«И 1=0-1 +  16-0 + 0-0 =  0,
^ 2 ) =  С й / 4 г  =  0 - (  —  3 / 2 ) +  1 6 - 1  / 8  +  0  • ( —  3 / 8 )  =  2 ,

А̂2) =  С&/1з —0-0 +  16*0 + 0-1 =0.

Полученные компоненты вектора записываем в 4-й стро
ке табл. 1.25 и в соответствующем столбце табл. 1.23. После 
этого находим числа 4 2) и записываем их в 5-й строке таблицы. 
Так как среди чисел Д}2) есть отрицательное (— 2 ), то найден
ный опорный план Х = {0 ;  0; 24; 72; 0; 108) не является опти
мальным. Поэтому в табл. 1.25 отводим последний столбец для 
вектора Р 2. Его компоненты в новом базисе определяются в 
результате умножения матрицы В (элементами которой яв 
ляются числа табл. 1.25, стоящие в столбцах векторов Л и  Л 2, 
Л 3) на матрицу-столбец, элементами которой являю тся  компо
ненты вектора Р 2 (записанные в табл. 1.23):



Найденные числа записываем в столбце вектора Р 2 табл. 1.25. 
Так как среди этих чисел имеются положительные, то перехо
дим к новому опорному плану (табл. 1.26). Это достигается 
введением в базис вектора Рг и исключением из него вектора Р 4.

Т а б л и ц а  1.26
1 Б ази с св А | Аг Аз

1 ?2 10 8 1/9 -1/е 0
2 Рз 16 20 -1/18 5/24 0
3 Рб 0 96 —3/2 -1/8

400 2/9 5/3 0

После заполнения первых трех строк табл. 1.26 вычисляем, 
как и выше, компоненты вектора $2<3), записываем их в 4-й стро
ке табл. 1.26 и в соответствующем столбце табл. 1.23. Затем 
вычисляем числа Д̂ 3). Эти числа записаны в 6-й строке табл. 1.23. 
Так как  среди них нет отрицательных,то найденный опорный 
план ^ * = (0 ;  8; 20; 0; 0; 96) является оптимальным. При этом 
плане целевая функция задачи принимает свое максимальное 
значение /гтах =  400.

1.48. Найти модифицированным симплекс-методом решение 
задачи 1.46, состоящей в определении максимального значения 
функции Р  =  2х\ — Зхг +  бхз — х4 при условиях

2x1 -\-х? — 2*з+  *4 =  24,

*1 “Ь + 4*з -(- *5 — 22,

*1— *2 + 2.*з — *6 =  10,
Х1>0 (/ = Г,б).

Р е ш е н и е .  Для сформулированной задачи нельзя непосред
ственно написать опорный план. Поэтому рассмотрим расши
ренную задачу: найти максимум функции Р  =  2х\ — Зх2 +  6дгз +  
+  — Мху при условиях

2дГ| — дгг —  2ж3 Х\ =  24,

*1 -|- 2*2 -|- 4*з -}- *5 =  22,
Х\ — Х2-{- 2*3 —  Х(, Ху ав 10,

Х1>Ъ (/=177').

Расш иренная задача имеет опорный план Я = (0 ;  0; 0; 24; 
22; 0; 10), который определяется базисом, образованным векто
рами Р 4, Р 5, Р 7. Так как эти векторы единичные, то матрица,



составленная из компонент этих векторов В , и обратная к ней 
В -1 являются единичными.

Т а б л и ц а  1.27

Базис С, Ро
2 —3 6 0 0 - м 2<1) ;2(*>
Р 1 Рг Рз Р* Рь Ре Рт

1 Р 4 1 24 2 — 2 1 0 0 0 1 1
2 Рь 0 22 1 2 4 0 0 0 0 0 2
3 Рп - м 10 1 - I 2 0 0 - 1 1 - м 4 0
4 ЛГ - М М  +  4 - 2 М - 8 0 0 м 0
5

%
4 0 0 0 0 - 4 4 +  М

б 2 8 0 0 2 0 м

Т а б л и ц а  1.28

1 Базис св Ро А , Аз Л з Рз

1 Рч 1 24 1 0 0 — 2
2 Р * 0 22 0 1 0 4
3 Р 7 — м 10 0 0 1 2
4 - 1 0 Л 1  +  24 0 — м

Составляем вспомогательную и основную таблицы (табл. 
1.27 и 1.28). Затем находим компоненты вектора записы
ваем их в 4-й строке табл. 1.28 и в соответствующем столбце 
табл. 1.27. После этого находим числа записываем их в 4-й 
строке табл. 1.27. Так как под М  понимается некоторое сколь 
угодно большое положительное число, то среди чисел Д,(1) есть 
два отрицательных: — Л1 и — 2М — 8. Наибольшее по абсолют
ной величине отрицательное число находится в столбце векто
ра Рэ. Поэтому в последнем столбце табл. 1.28 записываем ком
поненты разложения вектора Рз по векторам данного базиса. 
Вводя в базис вектор Р 3 и исключая из него вектор Рт, пере
ходим к новому опорному плану (табл. 1.29).

Т а б л и ц а  1.29

1 Базис С в Ро А , А г А з Рь

1 Р а 1 34 1 0 1 - 1
2 Р ь 0 2 0 1 - 2 2
3 Р з 6 5 0 0 1 /2 - 1 / 2
4 54 0 4



Найденный опорный план Х = (0 ;  0; 5; 2; 34; 0) проверяем 
на оптимальность. Д ля этого находим вектор и определяем 
числа А^2). Так как среди этих чисел есть отрицательные (— 4), 
то в табл. 1.29 заполняем столбец вектора Р 6 и переходим 
к новому опорному плану (табл. 1.30).

Т а б л и ц а  1.30

/ Б ази с с в Ро Ах Аъ А*

1 />4 1 35 1 1/2 0
2 Рб 0 1 0 1/2 -  1
3 Рз 6 11/2 0 1/4 0
4 68 2 0

Находим вектор Й(3;, записываем его компоненты в 4-й стро
ке табл. 1.30 и в соответствующем столбце табл. 1.27, После 
этого находим числа Д̂ 3). Эти числа записаны в 6-й строке 
табл. 1.27. Так как среди указанных чисел нет отрицательных, 
то найденный опорный план X*  =  (0; 0; 11 /2; 35; 0; 1) является 
оптимальным планом исходной задачи. При этом плане целевая 
ф ункция принимает свое максимальное значение /гтах — 68.

С равнивая процессы нахождения решения приведенных 
выш е задач симплексным методом и модифицированным симп
лексным методом, заключаем, что при использовании последнего 
метода понадобилось проводить меньше вычислений. Это харак
терно и для нахождения решения других задач линейного про
граммирования, прежде всего таких, для которых число т  су 
щественно меньше, нежели п. Поэтому во многих случаях при 
выборе метода решения конкретных задач предпочтение отдает
ся модифицированному симплексному методу. При этом для 
различных форм этого метода разработаны стандартные про
граммы его использования при решении конкретных задач на 
Э В М .

И сп о л ьзуя  рассмотренные методы, найдите решение задач 1.49—
1.64

1.49. /г =  Здг! + 2 х 3 — 6х6-*-тах;

^2*1 +*2 — 3*з + 6*6= 18,
— 3*| 4- 2*з 4* х* — 2*6=  24, 
х\ 4- Злг3 +  х6 — 4*6 =  36,

(/=Тб).
1.50. /г =  2̂ | +3хг — х4-*-тах;

’
2х\ — х2 — 2 х 4 * 516 ,
Зх, +  2х2 +  х3 — Эх« =  18,

— Х\ 4" Зл'г 4" 4*4 4" Хб — 24,
'  Х /> 0  (/= 1 ,6  ).



С х\ — 2 * 2  — 3*4 — 2*6= 12, 

^ 4*2 +  *з — 4*4 — 3*o =  12,

I  5*2 +  5*4 +  *5 +  *б =  25,{
Х/>0 (/="1,6“ ).

1.52. F = x ,  +3*2 — 5*4-»тах;

2*| +  4*2 Ч- Ч~ 2*4 — 28,

— 3*| + 5 *2  — 3*4 +  *5 =  30,
4 *i —  2*2 -(- 8*4 -f- Xe —  32,

* (> 0 (/ = 1,6“ ).
1.53. F  =  3 * i +  2*5 — 5*6“ ► гпах;

*,> 0  (/= 1,6_ ). 
1.54. F  =  * i + 2 * 2 — * з - » - т а х ;  

f  —  * 1 + 4 * 2  — 2 * : i < 6 ,

< *|+*2 + 2*j ^6,
(. 2 * |— *2 +  2*з =  4,

* i.  х2, * з> 0 .
1.55. F  =  8*i — 3*2 +  *з +  6*4 — 5*s-*-niax;

Г 2*i + 4*2 +хз + *♦—2*5 =  28,
Л *| —2*2 + *4 + *5 = 31,

V — *i +  3*2 +  5*з +  4*4 — 8*5 =118,

1.56. F  =  2*i — 3 * 2 +  4*з+  5*4  — *s +  8 *u-*max;
Г * 1 + 5 * 2  —  3 * з  — 4*4 +  2 *5  +  * 6  =  120,

{  2 * i + 9 * 2  — 5 * з  — 7*4 +  4*G  +  2* f i  =  32 0 ,  

xi>Q  (/= 1 Х ).
1.57. F  =  — 3*i + 5 * 2 — 3*з + *4 +  * 5  +  8 * 1,-*-тах;

Г —  3*2  +  4*3  +  5*4 —  6 *5  +  *0  —  6 0 ,

{  7* I -  17*2 +  26*3 +  31*4- 35*5 +  6 * 6  =  420, 
* ( > 0  ( / = Т Г ) .

1.58. F  =  5*| — * 2 + 8 *з+  Юл« — 5 * 5  +  *б-«-тах;
Г  2*| — *2 +  3 * 4 +  *5 — *6 =  36,

S — *| +  2 * 2  +  *з +  2*4 +  2jîô =  20,

^ 3*2 —  * 2 + 2 * 3  —  *4 +  3*5 +  *6  =  30,

* | ,  *2, *3, *«, * 5 > 0 .



1.59. Определить оптимальный план производства изделий по усло
виям задачи 1.1.

1.60. Определить оптимальный план перевозок груза по условиям 
задачи 1.4.

1.61. Определить оптимальный план производства продукции кон
дитерской фабрикой по условиям задачи 1.5.

1.62. На швейной фабрике для изготовления четырех видов изделий 
может быть использована ткань трех артикулов. Нормы расхода тка
ней всех артикулов на пошив одного изделия приведены в таблице. 
В  ней же указаны  имеющееся в распоряжении фабрики общее коли
чество тканей каждого артикула и цена одного изделия данного вида. 
Определить, сколько изделий каждого вида должна произвести фабри
ка, чтобы стоимость изготовленной продукции была максимальной.

Артикул
ткани

Норма расхода ткани (м) на одно 
изделие вида Общее количе

ство ткани (м)
1 2 3 4

I 1 2 1 180
11 ___ 1 3 2 210
111 4 2 — 4 800

Цена одного 
изделия (руб.) 9 6 4 7

1.63. Предприятие выпускает четыре вида продукции и использует 
три типа основного оборудования: токарное, фрезерное и шлифоваль
ное. Затраты  времени на изготовление единицы продукции для каждо
го из типов оборудования приведены в таблице. В  пей же указаны общий 
фонд рабочего времени каждого из типов оборудования, а также при
быль от реализации одного изделия данного вида. Определить такой 
объем выпуска каждого из изделий, при котором общ ая прибыль от их 
реализации является максимальной.

Тип
оборудования

Зат
на

)аты времени (станко-ч) 
единицу продукции вида

Общий фонд ра
бочего времени 

(станко-ч)1 2 3 4

Токарное 2 1 1 3 300
Фрезерное 1 — 2 1 70
Ш лиф оваль

ное 1 2 1 — 340

Прибыль от
реализации
единицы про
дукции (руб.) 8 3 2



1.64. Д ля перевозок груза на трех линиях могут бы ть использова
ны суда трех типов. Производительность судов при использовании их 
на различных линиях характеризуется данными, приведенными в табли
це. В  ней же указаны обшее время, в течении которого суда каждого 
типа находятся в эксплуатации, и минимально необходимые объемы 
перевозок на каждой из линии. Определите, какие суда, на какой линии 
и в течение какого времени следует использовать, чтобы  обеспечить 
максимальную загрузку судов с учетом возможного времени их эксплуа 
тации.

Тип
судна

Производительность судов (м.и 
миль в сутки) на линии

. тоино- Общее время 
эксплуатации 
судов (сут.)1 2 3

I 8 14 И 300
II 6 15 13 300
I I I 12 12 4 300

Заданный 
объем перево
зок (млн. тон
но-миль) 3000 5400 3300

$ 1.5. И С П О Л Ь ЗО ВА Н И Е  П А К ЕТ О В  П Р И К Л А Д Н Ы Х  
П РО ГРА М М  Д Л Я  Р Е Ш Е Н И Я  ЗА Д А Ч  
Л И Н ЕЙ Н О ГО  П РО ГР А М М И Р О В А Н И Я

В  предыдущих параграфах мы рассмотрели методы нахожде
ния решения различных задач линейного программирования. 
Эти методы определяют алгоритмы решения конкретных задач. 
Под алгоритмом имеется в виду определенное правило, согласно 
которому установлен соответствующий порядок выполнения 
действий над исходными данными в целях получения искомых 
результатов.

Зная алгоритм решения данной конкретной задачи, можно 
составить программу ее решения на Э В М . Однако во многих 
случаях составление такой программы оказывается излишним, 
поскольку можно воспользоваться существующими пакетами 
прикладных программ.

Пакет прикладных программ (П П П )  представляет собой 
набор программ, позволяющий решать определенный класс 
задач и ориентированный на определенный тип машин. Рассм от
рим более подробно наиболее часто используемые для нахожде
ния решения задач линейного программирования пакеты при
кладных программ: П П П  «Линейное программирование-2»
(П П П  Л П 2 ) н П П П  «Линейное программирование в А С У »  
(П П П  Л И  А С У ).



1. Использование П П П  ЛП2 для нахождения решения задач 
линейного программирования. П П П  Л П 2  предназначается для 
решения задач под управлением дисковой операционной систе
мы Д О С  Е С ; при этом используется алгоритм модифицирован
ного симплекс-метода. Применение П П П  Л П 2  позволяет нахо
дить решения задач линейного программирования с 200 ограни
чениями на машинах с оперативной памятью 32 К  байт и с 
1500 ограничениями на машинах с памятью 64 Кбайт. При этом 
в машину вводятся с перфокарт лишь отличные от нуля исход
ные данные задачи.

В  условиях использования данного пакета прикладных про
грамм появляется возможность одновременно хранить в памяти 
машины исходные данные нескольких задач, решение каждой 
из которых может находиться неоднократно с учетом различ
ных изменений в целевой функции и системе ограничений. Кро 
ме того, пользователь П П П  Л П 2  может на базе хранящихся 
в памяти машины различных задач формировать новые задачи.

Н аряду с возможностями нахождения решения различных 
задач использование П П П  Л П 2  позволяет проводить анализ 
полученного решения. Этот анализ может быть самым широ
ким, что определяется пользователем. Например, можно опреде
лить, в каких интервалах могут изменяться коэффициенты це
левой функции задачи, так чтобы данная задача имела один 
и тот ж е  оптимальный план. Далее, можно выявить устойчи
вость оптимального плана задачи относительно изменения сво
бодных членов системы ограничений, а также других параметров 
задачи.

Чтобы  найти решение конкретной задачи линейного програм
мирования с использованием П П П  Л П 2 , нужно определенным 
образом подготовить исходные данные задачи, ввести их в Э В М  
и осущ ествить управление процессом решения задачи, обеспе
чив выдачу необходимых результатов.

Таким образом, процесс нахождения решения конкретной 
задачи линейного программирования с использованием 
П П П  ЛГ12 включает следующие этапы:

1. Составляю т математическую модель задачи.
2. В  соответствии с требованиями П П П  Л П 2  элементам 

математической модели присваивают определенные имена.
3. Переписывают математическую модель задачи с учетом 

введенных имен.
4. Составляю т матрицу исходных данных.
5. Записываю т исходные данные на специальном бланке.
6. Определяют управляющую программу решения задачи.
7. Находят решение задачи на Э В М .
8. Проводят анализ полученного решения.



1.65. Используя П П П  ЛП2, найти решение задачи 1.41, 
состоящей в определении плана изготовления изделий А, В  и С, 
обеспечивающего максимальный их выпуск в стоимостном выра
жении с учетом ограничений на возможное использование сырья 
трех видов. Нормы расхода сырья каждого вида на одно изде
лие, цена одного изделия соответствующего вида, а также 
имеющегося сырья, приведены в табл. 1.31.

Т а б л и ц а  1.31

Вид сырья
Нормы затрат (кг) на одно изделие Общее количе

А В С ство сырья (кг)

I 18 15 12 360
11 6 4 8 192
( I I 5 3 3 180

Цена одного из
делия (руб.) 9 10 16

Р е ш е н и е .  Составим математическую модель задачи. И с 
комый выпуск изделий А обозначим через х\, изделий В  — через 
* 2, изделий С  —  через *з. Тогда математическая постановка 
задачи состоит в определении максимального значения функции 

=  9дг I 1 0^2 Н- 1 блгз при условиях
18*|+ 15*2+12*з <300,
6*[ -}- 4*2 8л'з <  192,
5*1 -4* 3*2 “Ь 3*з < 180,

*1, Х-2, * 3> 0 .
Перепишем теперь целевую функцию и систему ограничений 
задачи в соответствии с требованиями П П П  Л П 2 . Для этого 
прежде всего переменным, ограничениям и целевой функции 
присвоим соответствующие имена. Эти имена не должны содер
жать более восьми символов и быть информативными. Пере
менным *ь  *2 и *з присвоим соответственно имена И ЗД А , И З Д В  
и И ЗД С , ограничениям — имена С Ы Р Б Е 1 , С Ы Р Ь Е 2 ,  С Ы Р Ь Е З , 
а целевой функции — имя СТО И М . С учетом введения имен 
целевая функция и система ограничений задачи, согласно тре
бованиям П П П  Л П 2 , записываются в виде уравнений:

С Т О И М  =  9ИЗДА4- 10И ЗД В -+ 16И ЗД С  
С Ы Р Ь Е !  =  18ИЗДА +  15И ЗД В +  12ИЗДС 
С Ы Р Ь Е 2  =  6И ЗД А  4-4И ЗД В + 8 И З Д С  
С Ы Р Ь Е З  =  5И ЗД А  +  ЗИ ЗД  В  + З И З Д С



И з приведенной записи видно, что в левую часть полученной 
системы уравнений одна и та же переменная входит только один 
раз. Такие переменные, а именно переменные С ТО И М , С Ы Р Ь Е 1 , 
С Ы Р Ь Е 2  и С Ы Р Ь Е З ,  называются строчными. Переменные 
И ЗД А , И З Д В  и И З Д С  являются столбцовыми. Эти переменные 
никогда не могут находиться в левой части уравнений.

Следующим шагом является запись исходных данных на 
специальном бланке. Прежде чем это сделать, составим матрицу 
исходных данных задачи (табл. 1.32).

Т а б л и ц а  1.32

Строчные переменные
Столбцовые переменные Нижняя Верхняя

ИЗДА ИЗДВ ИЗДС граница граница

С Т О И М 9 10 16
С Ы Р Ь Е ! 18 15 12 0 360
С Ы Р Ь Е 2 6 4 8 0 192
С Ы Р Ь Е З 5 3 3 0 180
Н и ж н яя граница — — — — —
Верхняя граница

"

В  этой таблице соответствующим образом записана приве
денная выше система уравнений, а такж е  по всем строчным и 
столбцовым переменным указана область их возможных изме
нений.

Используя табл. 1.32, запишем исходные данные на бланке 
для их последующей перфорации. При этом бланк разобьем на 
шесть вспомогательных полей (табл. 1.33). Поле 1 включает 
позиции со 2-й по 3-ю, поле 2-  е 5-й по 12-ю, поле 3 — с 15-й 
по 22-ю, поле 4 — с 25-й по 36-ю, поле 5 —  с 40-й по 47-ю, по
ле 6 — с 50-й по 61-ю.

Т а б л и ц а  1.33

Поле 1 2 3 4 5 6

Пози
ции

2--3 5-12 15-22 25— 36 40—47 50— 61

С то л б ц о 
вая  пере
менная

Строчная
перемен
ная

К о э ф 
фици
ент

Строчная
перемен
ная

К о э ф 
фици
ент

В  поле 4 запишем коэффициент, с которым столбцовая 
переменная, указанная в поле 2, входит в уравнение строчной



переменной, приведенной в поле 3. Точно так ж е  в поле 6 запи
шем коэффициент, с которым столбцовая переменная, указан 
ная в поле 2, входит в уравнение строчной переменной, приве
денной в поле 5.

Записи исходных данных на бланке предшествует указание 
комментария, начинающегося с символа >fí в позиции 1 и трех 
операторов, которые записываются с позиции 1:
IN P U T  — (начало ввода данных);
N A M E  — имя задачи;
L IS T O N  — вывод на печать исходных данных.

Размещение и величина комментария не ограничены. Здесь 
в качестве комментария взято: «исходные данные».

После указания комментария и трех указанных выше опера
торов запишем исходные данные в соответствии с описанными 
выше правилами (рис. 1.10).

При записи исходных данных укажем ограничения на столбцо
вые и строчные переменные. Эти ограничения запишем с по
мощью следующих обозначений: F R  — переменная может при
нимать любые значения от — оо до оо ; U B  —  значения перемен
ной ограничены сверху; L B  — значения переменной ограничены
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снизу; F X  — переменная принимает фиксированное значение. 
При этом всему набору ограничений присваиваем одно и то же 
имя, которое запишем в каждой строке.

В  данном случае набору ограничений присвоим имя О ГР . 
Д л я  наглядности перед записью граничных условий дадим ка- 
кой-нибудь комментарий, например О Г Р А Н И Ч Е Н И Я . После 
этого в каждой последующей строке в поле 1 указываем обозна
чения, границы, в поле 2 — имя набора граничных условий, 
в поле 3 — имя переменной и в поле 4 — числовое значение гра
ничного условия (рис. 1.10). При этом по переменным, на кото
рые наложено только требование неотрицательности, на блан
ках ничего не записываем. Если же по переменной заданы ниж
ний и верхний пределы, то в одной строке запишем нижний пре
дел, а в другой — верхний.

После завершения записи граничных условий указываем 
оператор окончания ввода EN D A T A , который записываем с 
позиции 1 (рис. 1.10). Затем записываем операторы, обеспечи
вающ ие управление решением и получение нужных отчетов. 
Управление решением включает в себя M O V E — оператор на
чала управления решением, который записываем с позиции 1. 
Затем  с позиции 5 указываем оператор DATA, который откры
вает доступ к именуемому файлу исходных данных. Оператор 
M A X IM IZ E  указывает на то, что определяется максимальное 
значение целевой функции, а оператор B O U N D S  — имя набора 
граничных условий. Управление решением завершается опера
тором окончания ввода EN D A T A , который записывается с пози
ции 1.

Оператор L P S O L U T IO N  обеспечивает решение задачи и 
выдает отчет о решении задачи. Этот оператор запишем с пози
ции I. Запись на бланке завершаем оператором окончания 
E N D .

Отчет по решению задачи выдается в виде двух таблиц. Для 
данной задачи отчеты приведены в табл. 1.34 и 1.35.

Т а б л и ц а  1.34

Номер
итерации

Значение
стоимости

Чпело неудовлетворен
ных ограничений

Общая сумма неудовле
творенных ограничений

0 0.0 0 0.0
2 400.000 0 0.0

О П Т И М А Л Ь Н О Е  Р Е 
Ш Е Н И Е

О Ш И Б К А  Н И Ж Е  Т О 
Л Е Р А Н С А  Н А 0.000



В  табл. 1.34 1-я строка характеризует начало решения зада
чи, 2-я строка — окончание решения. В  данном случае оптималь
ный план был получен на II итерации.

Если бы задача не имела оптимального плана, то вместо слов 
О П Т И М А Л Ь Н О Е  Р Е Ш Е Н И Е  в отчете был бы текст Ц Е Л Е В А Я  
Ф У Н К Ц И Я  Н Е  О Г Р А Н И Ч Е Н А  или З А Д А Ч А  Н Е С О В М Е С Т Н А .

Строка О Ш И Б К А  Н И Ж Е  Т О Л Е Р А Н С А  Н А  0.000 указывает, 
на сколько накопленная в процессе вычислений погрешность 
(обусловленная конечным числом разрядов машинного слова) 
выходит за установленные П П П  Л П 2  пределы (Т О Л Е Р А Н С ).

Т а б л и ц а  1.35

Перемен
ная

Тип Вхо
дит

Значение в 
решении

Верхняя
граница

Ниж 
няя

граница

Коэффи
циент в 
целевой 
функции

Двойст
венная
оценка

И З Д А L L 4 0.0 * * * 0.0 9.000 — 5.000
С Ы Р Ь Е ! U L 0 360.000 360.000 0.0 0.0 -0 .223
И З Д В В  * 4 8.000 * * * 0.0 10.000 0.0
И З Д С В  * 4 20.000 * * * 0.0 1G.000 0.0
С Ы Р Ь Е 2 U L 0 192.000 192.000 0.0 0.0 —  1.667
С Ы Р Ь Е З В  * 0 84.000 180.000 0.0 0.0 0.0
С Т О И М В  * 0 400.000 • * * 0.0 —  1.000 —  1.000

Из отчета по решению данной задачи, приведенного 
в табл. 1.35, видно, что оптимальным планом производства 
продукции является план, согласно которому следует изготовить 
8 изделий В  и 20 изделий С. При таком плане общая стоимость 
изготовляемой продукции равна 400 руб. и используется 360 кг 
сырья I вида, 192 кг сырья I I  вида и 84 кг сырья I I I  вида (что  
меньше имеющегося на 96 кг). Этот результат записан в столбце 
З Н А Ч Е Н И Е  В  Р Е Ш Е Н И И , где указаны значения всех перемен
ных, как строчных, так и столбцовых при оптимальном плане 
задачи. Тот факт, что при оптимальном плане производства 
продукции сырье I и I I  видов используется полностью, опреде
ляется вторым столбцом табл. 1.35, где указан «тип* переменной. 
В  этом столбце против переменных С Ы Р Ь Е !  и С Ы Р Ь Е 2  стоят 
обозначения U L , указывающие на то, что данные переменные 
приняли свои верхние граничные значения. И з  этого же столбца 
видно, что переменная И ЗД А  приняла нижнее граничное значе
ние (обозначение I.I.), а переменные И З Д В , И ЗД С , С Ы Р Ь Е  и 
С ТО И М  приняли значения из соответствующих интервалов их 
возможных изменений (обозначение В * ) .



Помимо указанных данных, характеризующих решение зада
чи, в табл. 1.35 столбцами «Верхняя граница», «Нижняя гра
ница» и «Коэффициент в целевой функции» воспроизведены 
условия задачи. В  столбце «Входит» указано число уравнений, 
в которые данная столбцовая переменная входит, а в столбце 
«Двойственная оценка» — соответствующие числа А;, взятые 
с противоположным знаком (см. задачу 1.41). Заметим, что знаки 
перед числами Л/ соответствуют случаю минимизации данной 
целевой функции.

1.66. На ткацкой фабрике для изготовления трех артикулов 
ткани используются ткацкие станки двух типов, пряжа и краси
тели. В  табл. 1.36 указаны  производительность станков каждого 
типа, нормы расхода пряжи и красителей, цена 1 м ткани данного 
артикула, а такж е  общий фонд рабочего времени станков к аж 
дого типа, имеющиеся в распоряжении фабрики фонды пряжи 
и красителей и ограничения на возможный выпуск тканей дан
ного артикула.

Т а б л и ц а  1.36

Ресурсы
Нормы затрат на 1 м ткани артикула Общее коли

1 2 3 чества ресурсов

Производитель
ность станков 
(станко-ч):

I типа 0,02 0,04 200
II типа 0,04 0,03 0,01 500

Пряжа (кг) 1,0 1,5 2,0 15000
Красители (кг) 0,03 0,02 0,025 450
Цена 1 м ткани

(руб.) 5 8 8
Выпуск ткани (м) 
минимальный 1000 2000 2500
максимальный 2000 9000 4000 —

Составить такой план изготовления тканей, согласно кото
рому будет произведено возможное количество тканей данного 
артикула, а общ ая стоимость всех тканей максимальна.

Р е ш е н и е .  Составим математическую модель задачи. 
Предположим, что предприятие произведет х\ метров ткани
1-го артикула, х2 метров ткани 2-го артикула и * 3 метров ткани 
3-го артикула. Тогда задача состоит в определении максималь
ного в стоимостном выражении выпуска ткани

^  =  5*) -(-8* 2+  8*3 (40)

при выполнении следующих ограничений:



на имеющийся фонд рабочего времени каждого из типов 
станков:

|  0,02*1 +  0,04*3 <  200, (4 1 )

1 0,04дГ| +  0,03*2+ 0,01*з 500;
на выделенные предприятию фонды пряжи и красителей:

Г *1 +  1,5*2 + 2 * з< ! 1500,

|  0 ,0 3 * ,+ 0 ,02*2 +  0 ,025*3< 4 5 0 ;  (4 2 )
на возможный выпуск ткани каждого из артикулов: 

1000< *,< 2000,

. 2000 < * 2 <9000, (43)
2500 < * 3<  4000.

Перепишем теперь целевую функцию и систему ограничений 
в соответствии с требованиями П П Г1Л П 2 . Д ля  этого прежде 
всего каждой переменной, ограничениям (41), (42) и целевой 
функции (40) присвоим соответствующие имена. Переменным 
*(, * 2, *з присвоим соответственно имена Т К А Н Ь ! ,  Т К А Н Ь 2  
и Т К А Н Ь З , ограничениям (41) — имена С Т А Ж  и С ТА Н 2 , 
ограничениям (42) — имена П Р Я Ж А  и К Р А С , а целевой функ
ции (40) —  имя СТО И М .

С учетом введенных имен целевую функцию задачи и ограни
чения (41), (42) запишем в виде следующей системы уравнений: 

С Т О И М  — 5 Т К А Н Ы  + 8 Т К А Н Ь 2  +  8Т К А Н Ь З  
СТАН1 =  0 ,02ТКАН Ы  + 0 ,0 4 Т К А Н ЬЗ
С Т А Н 2 = 0 ,0 4 Т К А Н Ы  + 0 ,0 3 Т К А Н Ь 2 + 0 ,0 1 Т К А Н Ь З  
П Р Я Ж А  =  Т К А Н Ы  +  1,5ТКАНЬ2 +  2 Т К А Н Ь З  
К Р А С  =  0 ,О З ГК А Н Ы + 0 ,0 2 Т К А Н Ь 2  +  0 ,0 2 Т КА Н ЬЗ  

Используя полученные уравнения и учитывая значения пра
вых частей ограничений и граничных условий, составляем 
матрицу исходных данных задачи (табл. 1.37).

Т а б л и ц а  1.37

Строчные Столбцовые переменные Нижняя Верхняя
пере-мепные ТКА Н Ы ТКАНЬ2 ТКАНЬЗ граница граница

С Т О И М 5 8 8
СТАН1 0,02 — 0,04 0 200
СТАН2 0,04 0,03 0,01 0 500
П Р Я Ж А 1 1,5 2 0 15000
К Р А С
Н иж няя

0,03 0,02 0.025 0 450

граница
Верхняя

1,000 2000 2500 — —

граница 2000 9000 4000 — — •
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Н а основе табл. 1.37 исходные данные задачи, операторы 
управления и операторы описания запишем на бланке (рис. 1.11).

После этого проводим решение задачи на Э В М . Результат 
решения приведен в табл. 1.38.

И з табл. 1.38 следует, что оптимальным планом изготовления 
ткани является план, согласно которому выпускается 1000 м 
ткани 1-го артикула, 6000 м ткани 2-го артикула и 2500 м ткани 
3-го артикула. Общ ая стоимость изготовленных тканей равна 
73 ООО руб. При данном плане выпуска тканей полностью исполь
зуется  пряжа, остаются неиспользованными красители и не пол
ностью загружены станки I и 11 типов.



Т а б л и ц а  1.38

Перемен
ная Тип Вхо

дит
Значение 
в реше

нии

Верхняя
граница

Нижняя
граница

Коэффи
циент в 
целевой 
функции

Двойст
венная
оценка

ТКАН Ы и 5 1000.000 2000.000 1000.000 5.000 -33.334
СТОИМ в* 0 73000.000 XXX XXX — 1.000 — 1.000
СТАН1 в* 0 120.000 200.000 0.0 0.0 0.0
СТАН2 в* 0 245.000 500.000 0.0 0.0 0.0
П Р Я Ж А III, 0 15000.000 15000.000 0.0 0.0 — 53.334
КРАС в* 0 212.500 450.000 0.0 0.0 0.0
ТКАНЬ2 в* 4 6000.000 9000.000 2000.000 8.000 0.0
ТКАНЬЗ В* 5 2500.000 4000.000 2500.000 8.000 0.0

2. Использование П П П Л Г1  А С У  для нахождения решения 
задачи линейного программирования. П П П  Л П  А С У  предназна
чается для решения задач под управлением операционной 
системы ОС ЕС . С помощью этого пакета можно найти решение 
как задачи линейного программирования, так и задачи частично 
целочисленного и некоторых задач нелинейного программирова
ния.

При оперативной памяти, равной 1024 Кбайт, можно найти 
решение задач линейного и нелинейного программирования, 
содержащих до 16 ООО ограничений при любом числе переменных 
и задач частично-целочисленного программирования, имеющих 
до 4095 целочисленных переменных.

Использование П П П  Л П  А С У  позволяет последовательно 
находить решение задач, получающихся из исходной с помощью 
внесения изменений в исходные данные, а такж е построения 
различных целевых функций. Наряду с этим использование 
указанных программ дает возможность получать отчеты, необхо
димые для проведения широкого послеоптимизационного ан а 
лиза решения задач линейного и нелинейного программиро
вания, а также проводить другие различные исследования, 
обусловленные рациональным подходом к решению задач 
математического программирования.

Нахождение решения задачи линейного программирования 
с использованием П П П  Л П  А С У  включает те же основные 
этапы, что и при ее решении с использованием П П П  Л П 2 .

1.67. Машиностроительное предприятие для изготовления 
четырех видов продукции использует токарное, фрезерное, свер 
лильное, расточное и шлифовальное оборудование, а та кж е  
комплектующие изделия. Кроме того, сборка изделий требует



выполнения определенных сборочно-наладочных работ. Нормы 
затрат всех видов ресурсов на изготовление каждого из изделий 
приведены в табл. 1.39. В  этой же таблице указаны наличный 
фонд каждого из ресурсов, прибыль от реализации единицы 
продукции данного вида, а также ограничения на возможный 
выпуск продукции 2-го и 3-вида.

Т а б л и ц а  1.39

Ресурсы
Нормы затрат на изготовление 

одного изделия
Общий 

объем ре
1 2 3 4

сурсов

Производительность обо
рудования (человеко-ч):

токарного 550 — 620 — 64 270
фрезерного 40 30 20 20 4 800
сверлильного 86 110 150 52 22 360
расточного 160 92 158 128 26 240
шлифовального — 158 30 50 7 900

Комплектующие изде
лия (шт) 3 4 3 3 520

Сборочно-наладочные ра
боты (человеко-ч) 4,5 4,5 4.5 4,5 720

Прибыль от реализации
одного изделия (руб.) 315 278 573 370 —

Выпуск (шт.):
минимальный — 40 — — —
максимальный — — 120 — —

Найти план выпуска продукции, при котором прибыль от ее 
реализации является максимальной.'

Р е ш е н и е .  Составим математическую модель задачи. 
Предположим, что предприятие изготовит х\ изделий 1-го вида, 
*2 изделий 2-го вида, *з изделий 3-го вида и x̂  изделий 4-го вида. 
Тогда задача состоит в определении максимального значения 
прибыли

/•■ =  3 1 5 *1 + 2 7 8 *2  +  573*3 +  370*4 (44 )

при ограничениях:
на имеющийся фонд рабочего времени каждой из групп 

оборудования:
(  550х, +  620*3 < 6 4  270,

40*1 + 3 0*2  +  20*3 +  20*4 <  4800,

86*1 +  110*2+150*3 +  52*4 < 22360, (45)
160*,+  92*2+  158*3+  128*4 < 2 6  240,

158*2+ 30*з+ ‘ 50*4 <7900;



на возможное использование комплектующих изделий:
3 * !+ 4 *2 +  3*3+ 3*4 < 5 2 0 ; (46)

на возможный объем выполнения сборочно-наладочных рабх>т: 
4.5*, + 4 ,5*2 + 4,5*3 +  4,5*4< 720; (47)

на возможный выпуск изделий каждого вида:
*2 > 40, (48)
* з <  120,

* 1 , *3, *4 > 0 . (49)
Перепишем теперь целевую функцию и систему ограничений 

нашей задачи в соответствии с требованиями I I I I I I  Л П  АСУ. Эти 
требования аналогичны требованиям, предъявляемым к записи 
задачи ПГ1П ЛП2.

Присвоим переменным Х\, * 2, *з и *4 соответственно имена 
ПР1, ПР2, П Р З  и FIP4, ограничениям (45) —  имена Т О К А Р , 
Ф Р Е З Е Р ,  С В Е Р Л И Л ,  РАС ТО Ч и Ш Л И Ф О В А Л ,  ограничениям 
(46) и (47) —  имена К О М П Л Е К Т  и С Б О Р К А , а целевой функ
ции (44) — имя П Р И Б .

С учетом введенных имен целевую функцию задачи и ограни
чения (45) —  (47) запишем в виде следующей системы урав
нений:

П Р И Б  =  315ПР1 + 278ПР2  +  573П РЗ +  370ПР4
Т О К А Р  =550ПР1 + 6 2 0 П Р З
Ф Р Е З Е Р  =  40П Р1+  3 0 П Р2 +  2 0 П Р З +  20ПР4 
С В Е Р Л И Л  = 86ПР1  +  110ПР2+  1 5 0 IIP3 +  52Г1Р4 
РА С Т О Ч  =  160ПР1 +  9 2 П Р2 +  1 5 8 П РЗ+  128ПР4 
Ш Л И Ф О В А Л  =  158ПР2 +  З О П Р З +  50ПР4

К О М П Л Е К Т  =  З П Р 1 +  4 П Р 2 +  3 I1 P3 +  ЗПР4

С Б О Р К А  =  4.5ПР1 + 4 ,5 П Р 2 +  4 .5 П Р З +  4.5ПР4 
Используя полученные уравнения и учиты вая значения пра

вых частей ограничений (строчные переменные) и граничные 
условия на столбцовые переменные, составим матрицу исходных 
данных задачи (табл. 1.40).

На основе табл. 1.40 исходные данные запишем на бланке 
для последующей перфорации. При этом используем разбиение 
бланка на вспомогательные поля аналогично требованиям, 
предъявляемым П П П  ЛП2. Однако исходные данные из 
табл. 1.40 переносим на бланк в «секционном» формате.

Запись исходных данных на бланке начинается словом 
N A M E  и заканчивается словом E N D A T A  (рис. 1.12).

Слово N A M E  записываем с позиции 1, а с позиции 15 записы
ваем имя, присваиваемое задаче, которое должно содержать не 
более восьми буквенно-цифровых символов.



Т а б л и ц а  1.40

Строчные пере
менные

Столбцовые переменные 1равая часть уравнений
ПР1 ПР2 П РЗ ПР4 нижняя

граница
верхняя
граница

ПРИБ 315 278 573 370
ТОКАР 550 — 620 0 64 270
Ф Р Е З Е Р 40 30 20 20 0 4 800
С ВЕРЛ И Л 86 110 150 52 0 22 360
РАСТОЧ 160 92 158 128 0 26 240
Ш Л И Ф О ВАЛ — 158 30 50 0 7 900
КО М П ЛЕКТ 3 4 3 3 0 520
СБОРКА 4,5 4,5 4,5 4,5 0 720
Нижняя граница — 40 — — — —
Верхняя граница — 120 - — —

Слово E N D A T A  записываем с позиции 1 после окончания 
записи исходных данных. Между словами EN D A T A  и N A M E  
записываем в виде пяти секций условия задачи:

1) секция строк (имен ограничений) — R O W S ;
2) секция столбцов (элементов матрицы) — C O L U M N S ;
3) секция свободных членов ограничений — R H S ;
4) секция интервалов — R A N G ES ;
5) секция границ переменных — B O U N D S .
В  секциях R O W S  указываем строчные переменные: поле 1 — 

тип ограничения, поле 2 — имя переменной (см. рис. 1.14). Для 
обозначения типа переменной используются:

L  — переменная, ограниченная сверху ( О ;
G  — переменная, ограниченная снизу О ) ;
Е  —  фиксированная переменная ( =  );
N — неограниченная переменная ( о т — ос до +о с ) .
В  секции C O L U M N S  записываем элементы табл. 1.40 ана

логично тому, как это было сделано при записи исходных данных 
задачи с использованием П П П  ЛП 2  (рис. 1.12).

Секция R H S  содержит ненулевые значения свободных членов 
системы ограничений задачи. Каждый свободный член записы
ваем вместе с именем столбца свободных членов и именем той 
строки, которой он соответствует.

Секция R A N G E S  не является обязательной. Она исполь
зуется лишь тогда, когда для строчных переменных имеются 
двусторонние ограничения. В  этом случае в секции R A N G E S  
указываю тся разности между верхними и нижними пределами 
изменения переменных, т. е. интервалы их изменений. При этом 
в поле 2 указы вается имя набора интервалов, в полях 3 и 5
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Рис. 1.12

записывается имя переменных, в полях 4 и 6 помещаются вели 
чины интервалов. В  рассматриваемой задаче данная секция не 
используется.

В  секции B O U N D S , которая та кж е  не является обязательной, 
указываются верхние и нижние границы для столбцовых пере
менных. Эти границы записываются аналогично тому, как  это 
было сделано для граничных условий при использовании 
П П П  Л П 2 . Для того чтобы указать  тип ограничения, исполь
зуются следующие обозначения:
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Phc. 1.13

U P  — переменная, ограниченная сверху ( О ;
LO  — переменная, ограниченная снизу О ) ;
FX  — фиксированная переменная ( =  );
FR  —  неограниченная переменная (от — ос до +  ос);
M l —  переменная с бесконечной нижней границей ( — ос).
Тип ограничения указывается в поле I . В  поле 2 записывается 

имя набора граничных условий, в поле 3 — имя переменной, а в 
поле 4 — значение границ (см. рис. 1.14).

Имена переменных в секции B O U N D S  записываются в такой 
ж е  последовательности, в какой они записаны в секции 
C O L U M N S .

Секция B O U N D S  не является обязательной. Если границы 
переменных не определены, то они автоматически устанавли
ваются как 0 и ос.

Чтобы теперь получить программу решения задачи, опреде
ляем операторы управления заданиями ОС ЕС , управляющие 
операторы П П П  ЛГ1 А С У  и исходные данные. Управляющую 
программу решения задачи записываем на стандартном бланке 
начиная с позиции 10 (рис. 1.13).

Начало управляю щ ей программы определяет оператор 
P R O G R A M . Микрооператор IN IT IA L Z  осуществляет инициали
зацию пакета (определяет начальные значения для ряда пара
метров, значений, допусков и т. п.).

Управляющие операторы M O V E  устанавливают обязатель
ные параметры задачи:

M O V E  (X D A T A , 'П Л А Н ')  — имя входных данных;
M O V E  (X P B N A M E ,  'О РТ 1М ') —  имя, присваиваемое реша

емой задаче.



Первое имя совпадает с именем, указанным при записи 
исходных данных задачи на бланке, а под вторым будет создана 
задача на проблемном файле.

Благодаря указанию процедуры C O N V E R T  будут считаны 
входные данные под именем П Л А Н , преобразованы в двоичный 
формат и записаны на проблемном файле под именем O P T IM , 
Наличие параметра S U M M A R Y  в процедуре C O N V E R T  после 
обработки входных данных обеспечит распечатку краткой стати
стической информации о строках и столбцах исходной матрицы.

Наличие последующей процедуры B C D O U T  обеспечивает 
распечатку на А Ц П У  входных данных задачи в том же порядке 
и формате, в каком были введены секции входных данных.

Параметры процедуры S E T U P  указываю т на то, что задача 
должна быть решена на максимум (если на минимум, то вместо 
М А Х  указывается M IN ) , далее, что существует секция B O U N D S  
с именем строки ограничений на переменные O G R  (если бы 
в задаче была секция R A N G E S , то были бы указаны имя этой 
секции и имя столбца интервалов).

Следующие два оператора M O V E  устанавливаю т имя целе
вой функции (П Р И Б )  и имя столбца свободных членов (С С Ч ),  
а благодаря указанию XG U A R D PF-1  обеспечивается защита 
проблемного файла.

Микрокоманда O P T IM IZ E  используется для получения опти
мального решения, а процедура S O L U T IO N  выводит его на 
печать. Вместо микрокоманды O P T IM IZ E  может быть исполь
зована процедура P R IM A L .

В  конце управляющей программы указы ваю тся два опера
тора: E X IT  и P E N D . Их наличие является обязательным, Первый 
оператор возвращает управление операционной системе ОС ЕС , 
а оператор P E N D  указывает на конец управляющей программы.

По итогам решения задачи выводится стандартный отчет об 
оптимальном решении (табл. 1.41). Этот отчет состоит из двух 
частей: С Е К Ц И И  1 — С Т Р О К И , в которой приводится соответ
ствующая информация о строчных переменных, и С Е К Ц И И  2 — 
С Т О Л Б Ц Ы , в которой содержится информация о столбцовых 
переменных.

В  С Е К Ц И И  1 в столбце «Тип» указывается, какое значение 
приняла данная строчная переменная в оптимальном плане 
задачи. При этом употребляются следующие обозначения:

** — значение переменной является недопустимым;
B S  — переменная является базисной и приняла свое значение 

из интервала возможного изменения;
FQ  — переменная имеет фиксированное значение;
U L  — переменная приняла свое верхнее значение;
L L  — переменная приняла свое нижнее значение;



Р13 —  переменная является небазисной и приняла некоторое 
произвольное значение.

В  столбце «Решение» указывается значение строчной пере
менной, которое она принимает при оптимальном плане задачи, 
т. е. величина используемого ресурса, а в столбце «Дополнитель
ная переменная» —  объемы неиспользуемых ресурсов. Так, из 
табл. 1.41 видно, что останутся неиспользованными 150 комплек
тующих изделий, сверлильное и расточное оборудование будет 
свободным соответственно 5262 и 4380 человеко-ч, а на сборочно- 
наладочных работах простои составят 22,5 человеко-ч.

Следующие два столбца С Е К Ц И И  1 «Нижняя граница» 
и «Верхняя граница» характеризуют интервалы возможных 
изменений строчных переменных, а столбец «Оценка строки» 
определяет двойственные оценки соответствующих переменных. 
Заметим, что знаки оценок строки соответствуют тому случаю, 
когда находится минимум целевой функции. Если находится 
максимум функции, как в данном случае, то необходимо заме
нить эти знаки на противоположные.

Т а б л и ц а  1.41
СЕКЦИЯ 1 — СТРОКИ

Но
мер Строка Гип Решение

Дополни
тельная

переменная

Ниж
няя
гра
ница

Верхняя
граница

Опенка
строки

} П Р И Б ВЭ 59433.00000 Ж&ООООО Нет- Нет 1.00000
2 Т О К А Р Л 64270.00000 • Нет 64270.00000 0,56471 —
3 Ф Р Е З Е Р л 4800.00000 • Нет 4800.00000 0.11029—
4 КОМ ПЛЕКТ В Б 505.00000 15.00000 Нет 520.00000 •
5 С В Е Р Л И Л В Б 17098.00000 5262.00000 Нет 22360.00000 •
6 Р А С Т О Ч В Б 21860.00000 1380.00000 Нет 26240.00000 •
7 Ш ЛИ ФО ВАЛ и ь 7900.00000 • Нет 7900.00000 7.35588—
8 С Б О Р К А т 697.50000 22.50000 Нет 720.00000 •

С ЕКЦ И Я 2 -  СТОЛБЦЫ

Номер Стол
бец Тип Решение

Коэффициен
ты целевой 

функции

Нижняя
граница

Верхняя
граница

Оценка
столбца

9 П Р1 В в 65.00000 315.00000 • Нот •
10 П Р 2 I X 40.00000 278.00000 40.00000 Нот 887.5382-
11 П Р З 46.00000 573.00000 • 120.00000 •
12 П Р4 В Ь 4.00000 370.00000 • Нет •



С Е К Ц И Я  2 — С Т О Л Б Ц Ы  содержит информацию о столбцо
вых переменных. Из столбца «Решение» видим, что оптимальным 
планом производства продукции является план, согласно кото 
рому изготовляется 65 изделий 1-го вида, 40 изделий 2-го вида, 
63 изделия 3-го вида и 4 изделия 4-го вида. В  соответствии с этим 
планом прибыль от реализации производимой продукции равна 
59 433 руб.

Используя пакеты прикладных программ, найдите решение зад ач  
1.68— 1.76.

1.68. F  — 4*, +  3* 2 +  6 *з +  7 * 4-»-тах;

(  2*1 +  * ;  +  *3  +  *4  <  28 0 ,

<  * , +  * з  +  * 4 <  8 0 ,

(. *1 +  2х2 +  ха < 250 .

*1. *2, *3, * 4 > 0 .

1.69. I-' =  3*| +  2 +  4 *з +  5*4 +  3*/> -f- 2*r>-*-nnn;

{2 ,5 *i— 2,375*2 +  4 * 1 + 1,5*i+  0,75*5+ * 6 ^  1 2 ,
2 ,5 * i— 0,125*2 +  2* j +  2,25*5 +  3 * 6 ^  18,

4 * ,+  5*2+  4 * 4 -  2*5 +  8 * 6 ^ 3 2 ,

* y> 0  (/= 176).
1.70. /•' =  6*1 + 3 * 2  — 4 * 3 +  5*, +  6 * 5 — 2*6-*-max;

* i  + 2 *2  —  3*.( +  * 4 —  *5 +  2 * 6 <  36,

— * i +  3 * 2  +  4*з +  2*4 +  3 * 6  =  24,
2 * i— 4*2 +  5 *3+  3 *s—  * ö^ 2 0 ,
* 1+ 2*2+  *3+  *4  +  4*5 >  1 2.

* ,^ 0  (y— 1,6).
1.71. /•' =  7 * i— 4*2 +  3 *з— 4*4 +  6*,s +  5*b-*-TTiiiv,

/■ 2 * i+ 3 * 2 +  * 3 +  *< +  2*5 +  4*6 —  48.
J  — 3 * i+  4*3 +  4*s +  3*6 ^  36,
j * i +  4*2 +  5*з +  4*., +  6 * 5  +  4*6 ^  20,
L  5* i+ 3 *2  +  6 * 3 +  *4 +  2 *5 +  *« ^  30,

* , > 0  (/ =  1 ,6 ).
1.72. Д ля обогрева помещений используют четыре агрегата, к аж д ы й  

из которых может работать на любом из пяти сортов топлива, имею щ емся 
в количествах 90, 110, 70, 80 и 150 т. Потребность в топливе каж д ого  
из агрегатов соответственно равна 80, 120, 140 и 160 т. Теплотворная 
способность ¿-го сорта топлива при использовании его на /-м агрегате 
задается матрицей

(с,/) =

Найти такое распределение топлива между arpera и м и , при котором 
получается максимальное количество теплоты от использования всего 
топлива.

7 9 11 8
5 8 7 6
1 5 8 7
8 7 9 11



1.73. Изготовляемый на пяти кирпичных заводах кирпич поступает 
на шесть строящихся объектов. Ежедневное производство кирпича 
и потребность в нем указаны  в таблице. В  ней же указана иена перевозки 
1000 шт. кирпича с каждого из заводов к каждому из объектов.

Кирпич
ный завод

Цена перевозки 1 тыс. шт. кирпича к 
строящемуся объекту

Производ
ство кир

1 2 3 4 5 6 пича (тыс. 
шт.)

I 8 7 5 10 12 8 240
I I 13 8 10 7 6 13 360
Ш 12 4 И 9 10 И 180
IV 14 6 12 13 7 14 120
V 9 12 14 15 8 13 150

П от
ребность 
в кирпи
че (тыс. 
шт.) 230 220 130 170 190 110

Составить план перевозок, согласно которому обеспечиваются 
потребности в кирпиче на каждом из строящихся объектов при мини
мальной обшей стоимости перевозок.

1.74. Д ля поддержания нормальной жизнедеятельности человеку 
ежедневно необходимо потреблять не менее 118 г белков, 56 г жиров, 
500 г углеводов, 8 г минеральных солей. Количество питательных 
веществ, содержащихся в 1 кг каждого вида потребляемых продуктов, 
а такж е цена 1 кг каждого из этих продуктов приведены в следующей 
таблице:

Питательные
вещества

Содержание (г ) питательных вешеств в 1 кг продуктов

мясо рыба моло
ко масло сыр крупа карто

фель

Белки 180 190 30 10 260 130 21
Ж иры 20 3 40 865 310 30 2
Углеводы — — 50 6 20 650 200
Минеральные соли 9 10 7 12 60 20 10

Цена 1 кг продук
тов (руб.) 1.8 1,0 0,28 3,4 2,9 0,5 0,1

Составить дневной рацион, содержащий не менее минимальной 
суточной нормы потребности человека в необходимых питательных 
веществах при минимальной общей стоимости потребляемых продуктов.

\



1.75. Д ля производства трех видов продукции предприятие исполь
зует два типа технологического оборудования и два  вида сырья. Нормы 
затрат сырья и времени на изготовление одного изделия каждого вида 
приведены в таблице. В  ней же указаны общий фонд рабочего времени 
каждой из групп технологического оборудования, объемы имеющегося 
сырья каждого вида, а также цена одного изделия данного вида и 
ограничения на возможный выпуск каждого из изделий.

Ресурсы
Нормы затрат на одно изделие вида Общее количе

1 2 3 ство ресурсов

Производительность обо
рудовании (нормо-ч):

I типа 2 4 200
1! типа 4 3 500

Сырье (кг ): 
1-го вида 10 15 20 1495
2-го вида 30 20 25 4500

Цена одного изделия
(руб.) 10 15 20 _

Выпуск (ш т.): 
минимальный 10 20 25 _
максимальный 20 40 100 —

Составить такой план производства продукции, согласно которому 
будет изготовлено необходимое количество изделий каждого вида, а 
общая стоимость всей изготовляемой продукции максимальна.

1.76. При производстве четырех видов кабеля выполняется пять групп 
технологических операций. Нормы затрат на 1 км кабеля данного вида 
на каждой из групп операций, прибыль от реализации 1 км каждого вида 
кабеля, а также общий фонд рабочего времени, в течение которого могут 
выполняться эти операции, указаны в таблице.

Технологическая
операция

Нормы затрат времени (ч ) на 
1 км кабеля вида

обработку Общий 
фонд ра

бочего вре
мени (ч)2 3 4

Волочение 1,2 1,8 1,6 2,4 7 200
Наложение изоля

ций 1,0 0,4 0,8 0.7 5 ;600
Скручивание эле

ментов в кабель 6,4 5,6 6,0 8,0 11 176
Освинцование 3,0 — 1,8 2,4 3 600
Испытание и конт

роль 2,1 1,5 0.8 3,0 4 200
Прибыль от реали

зации 1 км кабеля
(руб.) 1,2 0.8 1.0 1,3

Определить такой план выпуска кабеля, при котором общ ая при
быль от реализации изготовляемой продукции явл яе тся  максимальной.



§ 1.6. Д В О Й С Т В Е Н Н Ы Е  ЗА Д А Ч И  Л И Н Е Й Н О Г О  
П Р О Г Р А М М И Р О В А Н И Я
I. Прямая и двойственная, задачи. Каждой задаче линейного 
программирования можно определенным образом сопоставить 
некоторую другую задачу (линейного программирования), назы
ваемую двойственной или сопряженной по отношению к исходной 
или прямой. Дадим определение двойственной задачи по отноше
нию к общей задаче линейного программирования, состоящей 
в нахождении максимального значения функции

/г =  С\Х> +  с2х2 +  ... +  с, ,х„ (50)
при условиях

’ а, 1*1 й\2Х2 +... 4*(1\пХп^  Ь\,

И2\Х\ (122X2 +  • •• +  С12пХп ̂  Ь2,

а к \ Х \ <2 *2X 2 + . . .  + а ь л Х п ^  Ь ь ,  ( 5 1 )

+ 11X 1 +  12-*2 +  -• +  а к+ \ пХ„ =  Ьк + ь

\ а,„ IXI +  а т2х-г + ... +  атпхп ~  Ьт ,
х, > 0  г'У =  1 ^  п).

О п р е д е л е н и е  1.14. Задача, состоящая 
минимального значения функции

Р* =  Ь\У\~\- Ь2у2 +  ... +  £?тУт
при условиях

' а\\ух-\-а^у2 +...-\-ат \у,п '̂ 1 Си 
в\2У\ +  й22{/2 +  +  От2Ут >  С2,

а, ¡у, + а 2/у2 +  ... +  а т 1у 1 ^ С 1, (54)
Я|/ + \У\ -(“ £121+ 1*/г +  ••• -\-От 1 + ¡Ут =  Сц-\,

\ в\г\У\ +  Я2«*/2 +  -\-а.тпУт~Ст ,
у ,>  О (¡ =  \ ,к, ¿ < т ) ,  (55)

называется двойственной по отношению к задаче (50) — (52).
Задачи (50) —  (52) и (53) — (55) образуют пару задач, 

называемую в линейном программировании двойственной парой.
Сравнивая две сформулированные задачи, видим, что двой

ственная задача по отношению к исходной составляется 
согласно следующим правилам:

(52)
в нахождении

(53)



1. Целевая функция исходной задачи (50) —  (52) задается 
на максимум, а целевая функция двойственной (53) — (55) —  
на минимум.

2. Матрица

составленная из коэффициентов при неизвестных в системе огра
ничений (51) исходной задачи (5 0 )— (52), и аналогичная 
матрица

в двойственной задаче (53) — (55) получаются друг из друга 
транспонированием (т. е. заменой строк столбцами, а столбцов — 
строками).

3. Число переменных в двойственной задаче (53) —  (55) равно 
числу соотношений в системе (51) исходной задачи (50) — (52), 
а число ограничений в системе (54) двойственной задачи — 
числу переменных в исходной задаче.

4. Коэффициентами при неизвестных в целевой функции (53) 
двойственной задачи (53) — (55) являю тся свободные члены в 
системе (51) исходной задачи (50 )— (52 ), а правыми частями 
в соотношениях системы (54) двойственной задачи — коэффи
циенты при неизвестных в целевой функции (50) исходной 
задачи.

5. Если переменная исходной задачи (50) — (52) может 
принимать только лишь положительные значения, то /-е 
условие в системе (54) двойственной задачи (53) —  (55) является 
неравенством вида Если же переменная х, может прини
мать как положительные, так и отрицательные значения, то 
/-е соотношение в системе (54) представляет собой уравнение. 
Аналогичные связи имеют место между ограничениями (51) 
исходной задачи (50) —  (52) и переменными двойственной задачи 
(53) —  (55). Если г-е соотношение в системе (51) исходной 
задачи является неравенством, то /-я переменная двойственной 
задачи у ,^  0. В  противном случае переменная у, может прини
мать как положительные, так и отрицательные значения.

Двойственные пары задач обычно подразделяют на симмет
ричные и несимметричные. В симметричной паре двойственных 
задач ограничения (51) прямой задачи и соотношения (54)

(56)



двойственной задачи являются неравенствами вида 
Таким образом, переменные обеих задач могут принимать 
только лиш ь неотрицательные значения.

1.77. Составить двойственную задачу по отношению к задаче, 
состоящей в максимизации функции

Р  =  2 х \  +  х - 2  +  З х з  ( 5 8 )

при условиях
— XI + 3 х г — 5 х 3 =  12,

2 х , —  х 2 +  4 х 3 =  2 4 ,  (59)
З Х |  4 -  Х а  +  Х ; 1 = 1 8 ,

*1, Х2, Хз, > 0 . (60)
Р е ш е н и е .  Д л я  данной задачи

(-1  3 —5 \ / - 1
2 - 1  4 I и Лт =

3 1 \/

Число переменных в двойственной задаче равно числу урав
нений в системе (59), т. е. равно трем. Коэффициентами в целевой 
функции двойственной задачи являю тся свободные члены 
системы уравнений (59), т. е. числа 12, 24, 18.

Целевая функция исходной задачи (5 8 )— (60) исследуется 
на максимум, а система условий (59) содержит только уравне
ния. Поэтому в двойственной задаче целевая функция иссле
дуется на минимум, а ее переменные могут принимать любые 
значения (в  том числе и отрицательные). Так как все три пере
менные исходной задачи (58) — (60) принимают только лишь 
неотрицательные значения, то в системе условий двойственной 
задачи должны быть три неравенства вида Следова
тельно, для задачи (5 8 )— (60) двойственная задача такова: 
найти минимум функции Р * — \2у\-{-24у2-\-\8у3 при условиях

С  —  У \  + 2 ( / й  +  3 £ / з > 2 ,

< 3 у ,— у 2+  03> 1,
(  —  5у, + 4 ( / 2+  Уъ>Ъ.

1.78. Д л я  задачи, состоящей в максимизации функции
р =  4х\ + х г — 4 х 3

при условиях
Г 2 x 1 —  *2 +  4 х 3 <  12,

% х ) + 3 х г — 2 х з =  13,

[  2х| + 5 х 2— 6х з <1 11,

*1, *2,
сформулировать двойственную задачу.



Р е ш е н и е .  Для данной задачи

Л =

В  соответствии с общими правилами задача, двойственная 
по отношению к данной, формулируется следующим образом: 
найти минимум функции /•'* =  !2//| +- 131/2-Ь-11*/з при условиях

2^1+ £/2 +  2£/з ^ 4 ,
— У\ +31/2 +  1,

4^1— 2у2— б1/3>  — ¡,
£/1, 2/з > 0 .

Сформулируйте двойственные задачи по отношению к зад ачам  
1.79— 1.83. .

1.80. /̂  =  3x1 +3*2— 4дг,,-*-тах;

С 2дг[ +  ха-3х3>  18,

% 4дГ|— 5х3<12,
I  Злг! — 2 л г ^ 14,

Х|, Х?, Хз^О .

1.82. /г =  — 2х|+5хг— 4лгз->-тт; 
Г 4х,+2х2— Зх3> 9 ,

< ЗлГ| —  2л-2-)-5х з > 8 ,

Х| 4" 3^2+ 4хз^  12,

*1, *2, *3>0.

1.79. F*= X |— 2х2 +  5хз-*-тах;

^2 х ] 4" 2 х2 4" 4х,( ̂  18,
2x14- х ;— 3*з ^  2 0 ,

5Х|— Зхг +  б х з ^  19,
Х\, Х2, Х;|>0.

1.81. ^  =  6x 1—  х2 +  Зх3-*-тах;

С 3x1— 7x2 +  5х3 <; 15,

\ 2х |+ Зх2—4Х;(=1б,
V бх| +  5х2— 8лз<  12,

Х|, х2, х3> 0 .

1.83. f  =  — 3x1 +4x2— б х . ^ т т ;

Г  2 Х| + 3*2—  Х :)> 8 .

< — Зх|+2хг—2хз= 10,
(. 5х|— 4х2+  Хз> 7 ,

X], Хг, Хз^О .

1.84— 1.86. Используя математические модели задач 1.1 — 1.3, 
постройте математические модели двойственных задач.

2. С в я з ь  м е ж д у  реш ениям и  п р я м о й  и двойствен ной  з а д а ч .
Рассмотрим пару двойственных задач, образованную основной 
задачей линейного программирования и двойственной к ней. 

Исходная задача: найти максимум функции



п
£ а цх,=:Ь1 ( | = 1 ,т ) ;  

/-1

х ,> о  а = 1  ,п ). (63)

Двойственная задача: найти минимум функции
т

(64)

при условиях
т
¡Г а ц у ^ С ;  (/*»1 ,п ). (65)

Каждая из задач двойственной пары (61) — (63) и (64), 
(65) фактически является  самостоятельной задачей линейного 
программирования и может быть решена независимо одна от 
другой. Однако при определении симплексным методом опти
мального плана одной из задач тем самым находится решение 
и другой задачи.

Существующие зависимости между решениями прямой и 
двойственной задач характеризуются сформулированными ниже 
леммами и теоремами двойственности.

Лемма 1.1. Есл и  X  — некоторый план исходной задачи 
(61) — (63), а У —  произвольный план двойственной задачи (64), 
(65), то значение целевой функции исходной задачи при плане 
X  всегда не превосходит значения целевой функции двойствен
ной задачи при плане У, т. е. Р (Х )^ . Е*(У).

Лемма 1.2. Если  Е (Х * ) =  Е*(У*) для некоторых планов X* и У* 
задач (61) — (63) и (64), (65), то X * — оптимальный план 
исходной задачи, а  У* —  оптимальный план двойственной 
задачи.

Теорема 1.9 ( п е р в а я  т е о р е м а  д в о й с т в е н н о с т и ) .  
Если одна из пары двойственных задач (61) —  (63) или (64), 
(65) имеет оптимальный план, то и другая имеет оптимальный 
план и значения целевых функций задач при их оптимальных 
планах равны меж ду собой, т. е. Е тлх=  Р * ш.

Если ж е целевая функция одной из пары двойственных 
задач не ограничена [д ля  исходной (61) — (63) — сверху, для 
двойственной (64 ), (65) — снизу), то другая задача вообще не 
имеет планов.

Теорема 1.10 ( в т о р а я  т е о р е м а  д в о й с т в е н н о с т и ) .  
План Х *= (х Т , * ? , .... х ?) задачи (61)- (63) и план У* =  
=  (¿/Т, .... у*) задачи  (64), (65) являю тся оптимальными
планами этих задач тогда и только тогда, когда для любого



/(/ =  Т7п) выполняется равенство

^  Z  аиУ*— С{^  х*=0.

Г е о м е т р и ч е с к а я  и н т е р п р е т а ц и я  д в о й с т в е н 
н ы х  з а д а ч .  Если число переменных в прямой и двойственной 
задачах, образующих данную пару, равно двум, то, используя 
геометрическую интерпретацию задачи линейного программиро
вания, можно легко найти решение данной пары задач. При этом 
имеет место один из следующих трех взаимно исключающих 
друг друга случаев: 1) обе задачи имеют планы; 2) планы имеет 
только одна задача; 3) для каждой задачи двойственной пары 
множество планов пусто.

1.87. Д ля задачи, состоящей в определении максимального 
значения функции F  =  2x i -\-7x 2 при условиях

( — 2*| +  3*2<  14,

I  X] 8,

Х\, * 2 > 0 ,

составить двойственную задачу и найти решение обеих задач.
Р е ш е н и е .  Двойственной задачей по отношению к исходной 

является задача, состоящая в определении минимального зн а 
чения функции F*  =  \Ау\ +8(/г при условиях

f — | +  У2 ^  2,
1 3yi -\~у2^7,

Уи  У 2 > 0 .

Как  в исходной, так и в двойственной задаче число неизвест
ных равно двум. Следовательно, их решение можно найти, 
используя геометрическую интерпретацию задачи линейного 
программирования (рис. 1.14 и 1.15).

К ак  видно из рис. 1.14, максимальное значение целевая функ
ция исходной задачи принимает в точке В. Следовательно, 
^ * =  (2; 6) является оптимальным планом, при котором / ^ ^  =  46.

Минимальное значение целевая функция двойственной 
задачи принимает в точке £  (рис. 1.17). Значит, У'* =  (1; 4) 
является оптимальным планом двойственной задачи, при кото
ром /r* in= 46. Таким образом, значения целевых функций 
исходной и двойственной задач при их оптимальных планах 
равны между собой.



2У1+Уг ~~г

Е  & + У г а 7 

Пу^8уГ Ч6

■\ ' V  ' I '
5 6 7 У1

И з рис. 1.14 видно, что при всяком плане исходной задачи 
значение целевой функции не больше 46. Одновременно, как 
видно из р и с .1.15, значение целевой функции двойственной 
задачи при любом ее плане не меньше 46. Таким образом, при 
любом плане исходной задачи значение целевой функции не 
превосходит значения целевой функции двойственной задачи при 
ее произвольном плане.

1.88. Найти решение двойственной пары задач.
Исходная задача:

/г=  — 2к\ — 3*2->-тт;

4а: , + 2*г > 4 ,

I  Х\ +  *2> 6 ,
Х\, * 2 ^ 0 .

Двойственная задача:

Р* =  4у | +  буг -*■ т  а х,

Г — 4у, +  (/2 <  - 2 ,
{ 2 у| + 1/а^  — 3,

У\. У г > 0 .

Р е ш е н и е .  К ак  исходная, так  и двойственная задача содер
ж а т  по две переменные. Поэтому их решение находим, используя 
геометрическую интерпретацию задачи линейного программиро
вания (рис. 1.16 и 1.17). И з рис. 1.16 видно, что исходная задача 
не имеет оптимального плана из-за неограниченности снизу ее 
целевой функции на множестве допустимых решений.



Из рис. 1.17 следует, что двойственная задача не имеет 
планов, поскольку многоугольник решений ее пуст. Это озна
чает, что если исходная задача двойственной пары не имеет 
оптимального плана из-за неограниченности на множестве 
допустимых решений ее целевой функции, то двойственная 
задача такж е не имеет планов.

Н а х о ж д е н и е  р е ш е н и я  д в о й с т в е н н ы х  з а д а ч .  
Рассмотрим пару двойственных задач —  основную задачу линей
ного программирования (61)— (63) и двойственную к ней задачу
(64), (65).

Предположим, что с помощью симплексного метода найден 
оптимальный план X*  задачи (61) —  (63) и этот план опреде
ляется базисом, образованным векторами Р п ,

Обозначим через Св =  (Сц, с^,...,с<т ) вектор-строку, составлен
ную из коэффициентов при неизвестных в целевой функции (61) 
задачи (61) —  (63), а через Р ~ '— матрицу, обратную матрице Р ,
составленной из компонент векторов Я,,, Р ,2 Р,т базиса.
Тогда имеет место следующее утверждение.

Теорема 1.11. Если основная задана линейного программиро
вания имеет оптимальный план X*, то ¥ * = С ь Р ~ ' является  
оптимальным планом двойственной задачи.

Таким образом, если найти симплексным методом оптималь
ный план задачи (61) —  (6 3 ),то, используя последнюю симплекс- 
таблицу, можно определить Сб и Я " 1 и с помощью соотношения 
К* =  С(,Р~ 1 найти оптимальный план двойственной задачи (6 4 ),
(65).

В  том случае, когда среди векторов Р ,,  Р 2,...,РЯ, составленных 
из коэффициентов при неизвестных в системе уравнений (6 2 ),



имеется т  единичных, указанную матрицу Р ~ '  образуют числа 
первых т  строк последней симплекс-таблицы, стоящие в столб
цах данных векторов. Тогда нет необходимости определять 
оптимальный план двойственной задачи умножением Сц на Я -1, 
поскольку компоненты этого плана совпадают с соответствую
щими элементами ( т + 1 ) - й  строки столбцов единичных векто
ров, если данный коэффициент с ,= 0 , и равны сумме соответ
ствующего элемента этой строки и с,, если 0.

Сказанное выф е имеет место и для симметричной пары двой
ственных задач. При этом так как система ограничений исходной 
задачи содержит неравенства вида «< [» , то компоненты опти
мального плана двойственной задачи совпадают с соответству
ющими числами {т- (-1 )-й  строки последней симплекс-таблицы 
решения исходной задачи. Указанные числа стоят в столбцах 
векторов, соответствующих дополнительным переменным.

1.89. Д ля  задачи, состоящей в определении максимального 
значения функции Р  =  ЛГ|+ 2*2 — *;* при условиях

— Х\ +4*2 — 2лг3 <  12,
2хз ̂  17,

2 х , -  х 2 +  2 х 3 =  4, 

х\, х2, * з> 0 ,

составить двойственную задачу и найти ее решение.
Р е ш е н и е .  Двойственная задача по отношению к исходной 

состоит в нахождении минимума функции Р* — \2у\ +  \7 уч-\-А ул  
при условиях

— У\ +  £/2 +  2</з> I,
4 У\ +  у-!— у 3> 2 ,
2 у  I +  2уг +  2 у ъ ̂  — I ,

Уи 02>О.

Чтобы найти решение двойственной задачи, сначала нахо
дим решение исходной задачи методом искусственного базиса. 
Оно приведено в табл. 1.42.

Из последней симплекс-таблицы видно, что двойственная 
задача имеет решение у Т  =  5/7; у $  =  0; у К  =  6/7.

Оптимальные двойственные оценки удовлетворяют всем усло
виям двойственной задачи. При этом минимальное значение 
целевой функции двойственной задачи, равное Лпт =  
=  12*(5/7)+ 17 • 0 -Н 4-(6/7)=  12, совпадает с максимальным 
значением целевой функции Гтак исходной задачи.



Т а б л и ц а  1.42

1 Б а 
зис Сл Р

1 2 1 0 0 -  м
/ о

Р\ P i Р< Рь Pi,

1 Р< 0 12 — 1 4 - 2 1 0 0
2 Р  г, 0 17 1 1 2 0 0
3 Pb - м 4 2 -  1 2 0 0 1
4 0 —  I — 2 1 0 0 0
5 — 4 — 2 1 -2 0 0 0
1 Р 4 0 14 0 7/2 -  1 0 1/2

2 Рь 0 15 0 3/2 1 0 — 1/2
3 Pi 1 2 1 - 1 / 2 1 0 0 1/2

4 2 0 - 5 / 2 2 0 0 1/2

1 P i 2 4 0 1 - 2 / 7 2/7 0 1/7
2 Рь 0 0 0 0 13/7 - 3 / 7 1 — 5/7
3 р, 1 4 1 0 6/7 1/7 0 4/7
4 12 0 0 9/7 5/7 0 6/7

3. Экономическая интерпретация двойственных задач.
Экономическую интерпретацию двойственных задач и двойст
венных оценок рассмотрим на примере.

1.90. Для производства трех видов изделий А, В  и С  исполь
зуется три различных вида сырья. Каждый из видов сырья 
может быть использован в количестве, соответственно не боль
шем 180, 210 и 244 кг. Нормы затрат каждого из видов сырья 
на единицу продукции данного вида и цена единицы продукции 
каждого вида приведены в табл. 1.43.

Определить план выпуска продукции, при котором обеспечи
вается ее максимальная стоимость, и оценить каждый из видов 
сырья, используемых для производства продукции. Оценки, 
приписываемые каждому из видов сырья, должны быть такими, 
чтобы оценка всего используемого сырья была минимальной, 
а суммарная оценка сырья, используемого на производство 
единицы продукции каждого вида,— не меньше цены единицы 
продукции данного вида.

Т а б л и ц а  1.43

Вид сырья
Нормы затрат сырья (кг) на единицу продукции

А В С

1 4 2 1
11 3 1 3
111 1 2 5

Цена единицы про
дукции (руб.) 10 14 12

4 И. Л. Акулич 97



Р е ш е н и е .  Предположим, что производится х\ изделий А, 
X i изделий В  и *з изделий С. Д ля определения оптимального 
плана производства нужно решить задачу, состоящую в макси
мизации целевой функции

F =  IO jc , +  1 4 ^ 2 +  12х^ (6 6 )
при следующих условиях:

4Х[ +  2 x i +  х-\ ^  180,

Зх | +  +  3x;i ̂  210, (67)

Х| + 2 х 2+ 5 хл<244,
Xi. Xi, х3^ 0 .  /68)

Припишем каждому из видов сырья, используемых для 
производства продукции, двойственную оценку, соответственно 
равную  у\, у? и у.\. Тогда общая оценка сырья, используемого 
на производство продукции, составит

F*  =  180i/i +  2101/2 +  2441/,,-*- min. (69)

Согласно условию, двойственные оценки должны быть та 
кими, чтобы общая оценка сырья, используемого на производ
ство единицы продукции каждого вида, была не меньше цены
единицы продукции данного вида, т. е. у\, у2 и у,\ должны удовле
творять следующей системе неравенств:

’ 4t/,+ 3 * ,+  уз> 10,
2 y i +  i / 2 + 2 t / : i^  14, (7 0 )

У 1 +  Зу'£ +  ^  ) 2,

</|. Уь Уз>0- (71)

К а к  видно, задачи (66) — (68) и (69) — (71) образуют сим
метричную пару двойственных задач. Решение прямой задачи 
дает оптимальный план производства изделий А, В  и С, а реше
ние двойственной — оптимальную систему оценок сырья, исполь
зуемого для производства этих изделий. Чтобы найти решение
этих задач, следует сначала отыскать решение какой-либо
одной из них. Так как система ограничений задачи (66)--(68) 
содержит лишь неравенства вида « <1», то лучше сначала найти 
решение этой задачи. Ее  решение приведено в табл. 1.44.

И з этой таблицы видно, что оптимальным планом производ
ства  изделий является такой, при котором изготовляется 82 изде
ли я  В  и 16 изделий С. При данном плане производства остается



Т а б л и ц а  1.44

Базис с л Ра 10 14 12 0 0 0
Р, Рг г 3 р. Р* Pi

я 2 14 82 19/8 1 0 5/8 0 - 1/8
2 Ръ 0 80 23/8 0 0 1/8 1 -5/8
3 Рз 12 16 -3/4 0 1 -  1/4 0 1/4

1340 57/4 0 0 23/4 0 5/4

неиспользованным 80кг сырья I I  вида, а общая стоимость 
изделий равна 1340 руб. Изтабл. 1.44 такж е  видно, что оптималь
ным решением двойственной задачи является z/f =  23/4; y t —  0; 
y i  =  E>/4.

Переменные y f  и y f  обозначают условные двойственные 
оценки единицы сырья, соответственно I и I I I  видов. Эти оценки 
отличны от нуля, а сырье I и I I I  видов полностью используется 
при оптимальном плане производства продукции. Двойственная 
оценка единицы сырья II  вида равна нулю. Этот вил сырья не 
полностью используется при оптимальном плане производства 
продукции.

Таким образом, положительную двойственную оценку имеют 
лишь те виды сырья, которые полностью используются при 
оптимальном плане производства изделий. Поэтому двойствен
ные оценки определяют дефицитность используемого предприя
тием сырья. Более того, величина данной двойственной оценки 
показывает, на сколько возрастает максимальное значение 
целевой функции прямой задачи при увеличении количества 
сырья соответствующего вида на 1 кг. Так, увеличение коли
чества сырья I вида на I кг приведет к тому, что появится возмож 
ность найти новый оптимальный план производства изделий, при 
котором общая стоимость изготовляемой продукции возрастет 
на 5,75 руб. и станет равной 1,340-1-5,75= 1345,75 руб. При 
этом числа, стоящие в столбце вектора Р А табл. 1.44, показы 
вают, что указанное увеличение общей стоимости изготовляе
мой продукции может быть достигнуто за счет увеличения 
выпуска изделий В  на 5/8 ед. и сокращения выпуска изделий 
С  на 1/4 ед. Вследствие этого использование сырья I I  вида 
уменьшится на 1/8 кг. Точно так же увеличение на 1 кг сырья 
I I I  вида позволит найти новый оптимальный план производ
ства изделий, при котором общая стоимость изготовляемой 
продукции возрастет на 1,25 руб. и составит 1340-}-1,25 =  
=  1341,25 руб. Это будет достигнуто в результате увеличения 
выпуска изделий С на 1/4 ед. и уменьшения изготовления



изделий б на 1/8 ед., причем объем используемого сырья 11 вида 
возрастет на 5/8 кг.

Продолжим рассмотрение оптимальных двойственных оце
нок. Вы числяя минимальное значение целевой функции двой
ственной задачи

/ • - * ! „ =  I Й О  - < 2 3 / 4 )  И - 2 1 0  - О  Н -  2 4 4  - ( 5 / 4 )  =  1 3 4 0 ,

видим, что оно совпадает с максимальным значением целевой 
функции исходной задачи.

При подстановке оптимальных двойственных оценок в сис
тему ограничений двойственной задачи получаем

2 3  + 5 / 4  >  1 0 ,

2 3 / 2  +  5 / 2 = 1 4 ,

2 3 / 4  +  2 5 / 4 =  1 2 .

Первое ограничение двойственной задачи выполняется как 
строгое неравенство. Это означает, что двойственная оценка 
сырья, используемого на производство одного изделия вида А, 
выше цены этого изделия и, следовательно, выпускать изделия 
вида А невыгодно. Его  производство и не предусмотрено опти
мальным планом прямой задачи. Второе и третье ограничения 
двойственной задачи выполняются как строгие равенства. Это 
означает, что двойственные оценки сырья, используемого для 
производства единицы соответственно изделий В  и С, равны 
в точности их ценам. Поэтому выпускать эти два вида продукции 
по двойственным оценкам экономически целесообразно. Их 
производство и предусмотрено оптимальным планом прямой 
задачи.

Таким образом, двойственные оценки тесным образом свя
заны с оптимальным планом прямой задачи. Всякое изменение 
исходных данных прямой задачи может оказать влияние как на ее 
оптимальный план, так и на систему оптимальных двойственных 
оценок. Поэтому, чтобы проводить экономический анализ с 
использованием двойственных оценок, нужно знать их интервал 
устойчивости. К  рассмотрению этого мы сейчас и перейдем.

4. Анализ устойчивости двойственных оценок. Продолжим 
рассмотрение основной задачи линейного программирования 
(61) — (63) и двойственной к ней (64), (65).

Предположим, что задача (61) — (63) имеет невырожденные 
опорные планы и хотя бы один из них является оптимальным.

Максимальное значение целевой функции (61) задачи 
(61) — (63) будем рассматривать как функцию свободных членов 
системы линейных уравнений (62): F mas{b i, b 2 bm).



Теорема 1.12. В  оптимальном плане двойственной задачи  
(64), (65) значение переменной у ,* численно равно частной произ
водной функции /',„.,,(¿1. Ь -2.....Ь,„) по данному аргументу, т. е.

Последнее равенство означает, что изменение значений вели
чин Ь, приводит к увеличению или уменьшению Р тя^Ь\, Ь^,...,Ьт ). 
Это изменение Ртах(Ь[, Ьг,-~, Ь т ) определяется величиной | 
и может быть охарактеризовано лишь тогда, когда при изменении 
величин Ь, значения переменных у ?  и оптимальном плане соответ
ствующей двойственной задачи (64), (65) остаются неизмен
ными. Поэтому представляет интерес определить такие интер
валы изменения каждого из свободных членов системы линейных 
уравнений (62), в которых оптимальный план двойственной 
задачи (64), (65) не меняется. Это имеет место для всех тех 
значений Лй;, при которых столбец вектора Ро последней 
симплекс-таблицы решения задачи (61) — (63) не содержит отри
цательных чисел, т. е. тогда, когда среди компонент вектора

нет отрицательных. Здесь В ~ 1 —  матрица, обратная матрице В , 
составленной из компонент векторов базиса, который опреде
ляет оптимальный план задачи (61) - (6 3 ).

Таким образом, если найдено решение задачи (61) —  (6 3 ), то 
нетрудно провести анализ устойчивости двойственных оценок 
относительно изменений Ь,. Это, в свою очередь, позволяет 
проанализировать устойчивость оптимального плана задачи 
(64), (65) относительно изменений свободных членов системы 
линейных уравнений (62), оценить степень влияния изменения 
Ь, на максимальное значение целевой функции задачи (61) — (63) 
и даст возможность определить наиболее целесообразный 
вариант возможных изменений />,.

1.91. Д ля изготовления четырех видов продукции предприя
тие использует три типа ресурсов. Нормы расхода ресурсов 
каждого типа на единицу продукции, их наличие в распоряжении 
предприятия, а также цена единицы продукции приведены 
в табл. 1.45.

Требуется-, а) сформулировать двойственную задачу и найти 
оптимальные планы прямой и двойственной задач; б) найти

Ь I +  Л/;( 

Й2 + ЛЛ2
В  - 1

Ь„
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Тип ресурса
Норма расхода ресурсов 

на единицу продукции
Наличие
ресурса

А В С D

] 1 0 2 1 180
11 0 1 3 2 210
I I I 4 2 0 4 800

Цена единицы продукции 9 6 4 7

интервалы устойчивости двойственных оценок по отношению 
к изменениям ресурсов каждого типа; в) выявить изменение 
общей стоимости изготовляемой продукции, определяемой опти
мальным планом ее производства при уменьшении количества 
ресурса I типа на 60 ед. и увеличении количества ресурсов 11 и 
I I I  типов соответственно на 120 и 160 ед. Провести анализ воз
можного изменения общей стоимости продукции как при изме
нении объемов каждого из ресурсов по отдельности, так и при их 
одновременном изменении в указанных размерах.

Р  е ш е н и е. а) Предположим, что изделия видов А, В , С и D 
будут произведены соответственно в количествах Х\, х ? ,  * з  и *4. 
Д л я  определения оптимального плана производства продукции 
следует найти решение задачи, состоящей в определении макси
мального значения функции

F  =  9 * | +6*2 +  4*з+  7*4 (73J

при условиях

г  *| + 2*з + *4<1й0,
< х2 + 3jc3 + 2*4 <210, (74)
I  4л-, +  2** +  4*4 <800,

Х\, *2, *3, *4^ 0 .  (75)

Припишем единице каждого из используемых ресурсов двой
ственную оценку, соответственно равную у\. у-и у з. Тогда двой
ственная задача по отношению к задаче (73) — (75) состоит
в  определении минимального значения функции

F *  =  180i/i +  2 1 0 t / 2  +  8 0 0 у з (76)



у 2+  2 у ;)> 6 ,  ( 7 7 )
2у, + 3у2> 4 .

í/i +  2уа + 4у;(^  7,

y i ,  {/2. у з ^ О .  ( 7 8 )

Как видно, задачи ( 7 3 )  - ( 7 5 )  и ( 7 6 )  ( 7 8 )  образуют симмет
ричную пару двойственных задач. Решение исходной задачи дает 
оптимальный план производства изделий видов Л, б, С  и D ,  
а решение двойственной — оптимальную систему двойственных 
оценок ресурсов, используемых для производства этих изделий. 
Чтобы найти решение этих задач, следует сначала отыскать
решение какой-нибудь одной из них. Т ак  как система ограниче
ний задачи ( 7 3 )  —  ( 7 5 )  содержит лишь неравенства вида 
то сначала лучше найти решение этой задачи. Ее решение 
симплексным методом приведено в табл. 1.46,

Т а б л и ц а  1.46

1 Базис св Р» 9 6 4 7 0 0 0

Р, Р 2 Рз Р Рь р Рг

Рь 0 180 1 0 2 1 1 0 0
2 Рб 0 210 0 1 3 2 0 1 0
3 Р , 0 800 4 2 0 4 0 0
4 0 - 9 - 6 4 —  7 0 0 0

1 />, 9 180 1 0 2 1 1 0 0
2 Рь 0 210 0 1 3 2 0 1 0
3 р7 0 80 0 2 --8 0 —4 0 1
4 1620 0 — 6 14 2 9 0 0

1 я, 9 180 1 0 2 1 1 0 0
2 Рь 0 170 0 0 7 2 2 — 1/2
3 Р  2 6 40 0 4 0 —2 0 1/2
4 1860 0 0 - 10 2 - 3 0 3

Р\ 9 95 1 0 - 3 / 2 0 0 -1/2 1/4
2 Рь 0 85 0 0 7/2 1 1 1/2 1/4
3 P i 6 210 0 1 3 2 0 0
4 2115 0 0 1/2 5 0 3/2 9/4

Из этой таблицы видно, что оптимальным планом производ
ства изделий является такой план, при котором изготовляется 
95 изделий вида А  и 210 изделий вида В .  При данном плане 
производства обшая стоимость изделий равна 2115 руб.



И з табл. 1.46 та кж е  видно, что оптимальным планом двойствен
ной задачи является  К * = (0 ; 3/2; 9/4).

б) Определим теперь интервалы устойчивости двойственных 
оценок по отношению к изменениям ресурсов каждого вида. 
Для этого найдем компоненты вектора

180 +  ЛЛ,

210 + Лйо 
800 +  Л&.,

/  95  —  ( I / 2 )\ / ь  +  ( I /4)Лй.| \
=  1 85 -4- Л/>, - И  l / 2 i . —  11 /4|  \i> * )

\ 2 I0  + A*j /
и определим, при каких значениях Ab\, Абг и \Ь-Л они не отрица
тельны. Прежде чем это сделать, отметим, что матрица В 
обратная матрице В , составленной из компонент векторов Р\, 
Р'о и Р< базиса, который определяет оптимальный план задачи 
(7 3 )— (75), записана непосредственно на основании данных 
табл. 1.46, а именно: элементы матрицы В  ' 1 взяты из столбцов 
векторов Pg, Рб и Р 1 , образующих первоначальный единичный 
базис.

Условие неотрицательности компонент указанного выше век
тора приводит к следующей системе неравенств:

95 — (1/2)Лйг +  (1/4)Лй.,> О,
85 +  A & ,+ ( l/ 2 )A & 2- ( ] / 4 ) A 6 3>  0, (79 )

2 1 0 + Л й и >  0.

Очевидно, если Д62 =  0 и ЛЬ , =  0, то ,\bt>  — 85. Это означает, 
что если количество ресурсов I тина будет увеличено или умень
шено в пределах 85 ед., то, несмотря на это, оптимальным 
планом двойственной задачи (76) (78) остается У * — (0; 3/2;
9/4).

Далее, если \ Ь [ =  0 и АЬ , =  (). то - - ] 70 <  \Ь->< — 190, а если 
Л 6 ,=  0 и Л&2 — 0, то 380< \1)л <340. Таким образом, если 
количество одного из типов ресурсов I I  или I I I  принадлежит 
соответственно промежутку 4 0 < й 2< 400  или 420< Ь л <  1140, 
а количество остальных ресурсов остается первоначальным, то 
двойственная задача (76) (78) имеет один и тот же оптималь
ный план К* =  (0; 3/2; 9/4).

Если b |, hi и bi изменяются одновременно, то исследование 
устойчивости двойственных оценок несколько усложняется, 
поскольку в данном случае нужно найти многогранник решений 
системы линейных неравенств (79). Точки этого многогранника



определяют количество ресурсов каждого типа, при которых 
двойственные оценки остаются прежними.

в) В  данной задаче одновременно изменяется количество 
ресурсов всех трех типов. При этом количество ресурса I типа 
уменьшается на 60 ед. (АЛ|=  — 60). а количество ресурсов II 
и I I I  типов соответственно увеличиваются на 120 и 160 од. 
(Л Ь2=120 и Л 6.1 =160). Следовательно, чтобы выяснить, 
остается ли К* =  (0; 3/2; 9/4)оптимальным планом двойственной 
задачи (7 6 )— (78) при указанном изменении количества ресур
сов или нет, нужно проверить, удовлетворяют данные значения 
Лй|, и \Ь. 1 системе неравенств (79) или нет. Д ля этого подста
вим в неравенства (79) вместо \Ь,. \ Ь 2 и .\ЬЛ их значения —60, 
120 и 160:

Следовательно, несмотря на изменение объемов ресурсов в 
указанных размерах, оптимальным планом двойственной задачи 
останется К *= (0 ; 3/2; 9/4). Данное заключение позволяет 
воспользоваться равенством (72) для определения приращения 
максимального значения функции (73) при указанных измене
ниях количества ресурсов. В этом случае

Это означает, что уменьшение количества ресурсов I тина на 
60 ед. и увеличение количества ресурсов I I  и I I I  типов соответ
ственно на 120 и 160 ед. приведет к возможности построения 
такого плана производства продукции, реализация которого 
обеспечит выпуск изделий на 540 руб. больше, чем при плане 
производства продукции, обусловленном первоначальным коли
чеством ресурсов. Уменьшение количества ресурсов I типа на 
60 ед. не повлияет на изменение максимального значения функ
ции, в то время как увеличение количества ресурсов II и I I I  типов 
на 120 и 160 ед. приведет к увеличению максимального значения в 
функции соответственно на //?Л£ь =  (3/2)- 120 =  60 и //f.\/?.i =  
=  (9/4) • 160-=360.

Сформулируйте двойственные задачи по отношению к задачам 
1.92— 1.97 и найдиle их решения,

1,92. =  + Ь*2 +  *.(-*-П1ак;

(  *1 + Х'2 + *з <  3.
< Л| + '¿л? <  4,
(. * 1. х2. *.1 > 0 .

!
95 — (1/2)- 120 +  (1/4)-160 =  7 5 >  0, 
85--60+ (1/2) • 120- (1/4) - 160 =  45> 0. 
210 +  Г20> 0.

Л / - m a x  =  У*‘\Ь  [ +  у * \ Ь -2 +  у*\Ь>\  —

=  0-(— 60) +  (3/2) -120 4- (9/4) • 160-540.



1.94. Р  =  ЗдГ| +  2ж2— 6х.|-*-тах, 1.95. /' =  3х |-7х*— 4 х .,-*тт ;

* 1. хг, х3> 0 .

1.96. ^ =  лг| +  Здгг —  5х<-*-тах; 1.97. И =  ‘Ах\ +2x5— 5хб-*-тах;

2х1 + хг-3х«, + 5хб = 30, 
4Х [+ Х з +  2ж5—4х§ = 28, 
За: | +  х 4~ 3x5 +  6x6 =  24,

Х [,  Х'2, Х.1, Х , |> 0 . х ,> 0  (/= 1,6  ).

1.98. Сформулируйте двойственную задачу по отношению к задаче 1.1 
и найдите ее решение.

1.99. Найдите решение двойственной задачи по отношению к зада
че 1.5.

1.100. Сформулируйте двойственную задачу по отношению к задаче 
1.6 и найдите ее решение.

1.101. Найдите решение двойственной задачи по отношению к задаче

1.102. Сформулируйте двойственную задачу по отношению к задаче 
1.62 и найдите ее решение.

1.103. Сформулируйте для задачи 1.41 двойственную задачу. 
Кроме того:

а) найдите оптимальный план двойственной задачи;
б) найдите интервалы устойчивости двойственных оценок по отно

шению к изменениям количества сырья каждого типа;
в) определите увеличение максимального значения обшей стоимости 

изготовляемой продукции при увеличении количества сырья всех трех 
типов соответственно на 30, 40 и 50 кг. Оцените раздельное и суммарное 
влияние этих изменений.

1.104. Д ля производства продукции трех видов А, В  и С исполь
зуется три различных вида сырья. Каждый из видов сырья может быть 
использован в объеме, соответственно не большем, чем 180, 210 и 236 кг. 
Нормы затрат каждого  из видов сырья на единицу продукции данного 
вида и цена единицы продукции каждого вида приведены в таблице.

1.63.



Вид сырья
Нормы затрат сырья (кг| на единицу продукции

изделие А изделие В изделие С

1 4 2 1

II 3 1 3
I I I 1 2 5

Пена единицы про
дукции (руб.) 10 14 1 2

Требуется определить план выпуска продукции, обеспечивающ ий 
максимальный ее выпуск в стоимостном выражении.

Сформулируйте для данной задачи двойственную. Кроме того:
а ) найдите оптимальный план двойственной задачи;
б) найдите интервалы устойчивости двойственных оценок;
в ) найдите увеличение максимального значения общей стоимости 

изготовляемой продукции при увеличении количества сырья I I  н I I I  вида 
соответственно на 80 и 160 ед. и при уменьшении количества сырья I вида 
на 40 ед. Оцените раздельное и суммарное влияние этих изм е
нений;

г) определите целесообразность в плане производства 4-го вида 
изделий, нормы затрат сырья на единицу которого равны 2, 4 и З к г ,  
а цена единицы изделия равна 18 руб;

д) найдите оптимальные планы прямой и двойственной задачи , 
если количество сырья I, И и I I I  видов равно 140, 250 и 240 кг.

5. Двойственный симнлекс-метод. Двойственный симплекс- 
метод, как и симплекс-метод, используется при нахождении 
решения задачи линейного программирования, записанной в 
форме основной задачи, для которой среди векторов Р-}, 
составленных из коэффициентов при неизвестных в системе 
уравнений, имеется т  единичных. Вместе с тем двойственный 
симплекс-метод можно применять при решении задачи линей 
ного программирования, свободные члены системы уравнений 
которой могут быть любыми числами (при решении задачи 
симплексным методом эти числа предполагались неотрицатель
ными). Такую задачу и рассмотрим теперь, предварительно 
предположив, что единичными являю тся векторы Ри  Ръ,- -, Р т . 
т. е. рассмотрим задачу, состоящую в определении м аксим аль
ного значения функции

/г =  Г|*| 4- С‘2Х‘2+ ... +  £•„*„ (80)

при условиях

х \Р \-\~  Х2Р2 + . . .  +  х,„Р„, хт +  | Р т 1 +  . . .  +  хпР„ =  Рп, ( 81 )



( Л Г Г0 0

Я ,= 0 ; P  -i = 0 ; ... ; Р „  = 0

\°> 1 °/ >/

и среди чисел b, (i= \ ,m ) имеются отрицательные.
В  данном случае X  =  ( b b ï ,  Ьт \ 0;...;0) есть решение 

системы линейных уравнений (81). Однако это решение не 
является планом задачи (80) — (82), так как среди его компонент 
имеются отрицательные числа.

Поскольку векторы Р и Р ъ - Я ,„ —  единичные, каждый из 
векторов P ,( j= \ ,n )  можно представить в виде линейной комби
нации данных векторов, причем коэффициентами разложения 
векторов Pi п о  векторам Ри  Яг, .... Я т служат числа х¡¡=ац  
(г =  1,m; / = 1 ,я ). Таким образом, можно найти

т
д/== г( --<:,•=£ сд ,--с, (/=  1,«).

I ■- I
О п р е д е л е н и е  1.15. Решение X =  (bt\ b->\...\ Ьт \ 0;...; 0) 

системы линейных уравнений (81), определяемое базисом 
Р  |, Яг,...,Ят , называется псевдопланом задачи (80) — (82),
если для любого j (/ =  1,п).

Теорема 1.13. Если в псевдоплане X =  (b i; b2; ...; bm, 0;...;0), 
определяемом базисом Р\, P i  Р т , есть хотя бы одно отрица
тельное число b i< i) такое, что все а,, ^  0 ( j= \ ,n ) ,  то задача 
(80) — (82) вообще не имеет планов.

Теорема 1.14. Если в псевдоплане X — (Ь\\ Ь?\ Ь,„\ 0; ...; 0),
определяемом базисом Р >, P i   Я,„, имеются отрицательные
числа Ь ,<  0 такие, что для любого из них существуют числа 
а ч <  0, то можно перейти к новому псевдоплану, при котором зна
чение целевой функции задачи  (80)---(82) не уменьшится.

Сформулированные теоремы дают основание для построения 
алгоритма двойственного симплекс-метода.



Итак, продолжим рассмотрение задачи (80) —  (82 ). Пусть 
X =  {Ь \; Ь-2\ ...; Ьт \ 0; ...; 0) — псевдоплан этой задачи. На основе 
исходных данных составляют симплекс-таблицу (табл. 1.47), 
в которой некоторые элементы столбца вектора Ра являю тся  отри
цательными числами. Если таких чисел нет, то в симплекс-таб- 
лице записан оптимальный план задачи (80) — (82), поскольку, 
по предположению, все А ,^ 0 . Поэтому для определения опти
мального плана задачи при условии, что он сущ ествует, следует 
произвести упорядоченный переход от одной симплекс-таблицы 
к другой до тех пор, пока из столбца вектора Р 0 не будут исклю
чены отрицательные элементы. При этом все время должны оста
ваться неотрицательными все элементы ( т + 1)-й строки, т. е. 
2, — с, ^  0 для любого / (/ =  I , п ).

Таким образом, после составления симплекс-таблицы про
веряют, имеются ли в столбце вектора Ро отрицательные числа. 
Если их нет, то найден оптимальный план исходной задачи. Если 
же они имеются (что мы и предполагаем), то выбирают наиболь
шее по абсолютной величине отрицательное число. В  том случае, 
когда таких чисел несколько, берут какое-нибудь одно из них: 
пусть это число Ь/. Выбор этого числа определяет вектор, исклю
чаемый из базиса, т. е. в данном случае из базиса выводится век
тор Я/. Чтобы определить, какой вектор следует ввести в базис, 
находим т т  ( — А,/я,(), где а г, <  0.

Пусть это минимальное значение принимается при / =  г; тогда 
в базис вводят вектор Р,. Число щ, является разрешающ им эле
ментом. Переход к новой симплекс-таблице производят по обыч
ным правилам симплексного метода. Итерационный процесс 
продолжают до тех пор, пока в столбце вектора Ро не будет боль
ше отрицательных чисел. При этом находят оптимальный план 
исходной задачи, а следовательно, и двойственной. Если  на неко
тором шаге окажется, что в «-й строке симплекс-таблицы 
(табл. 1.47) в столбце вектора Рп стоит отрицательное число 6,-, 
а среди остальных элементов этой строки нет отрицательных, то 
исходная задача не имеет решения.

Таким образом, отыскание решения задачи (8 0 )— (82) двой
ственным симплекс-методом включает следующие этапы:

1. Находят псевдоплан задачи.
2. Проверяют этот псевдоплан на оптимальность. Если исев- 

доплан оптимален, то найдено решение задачи. В  противном слу
чае либо устанавливают неразрешимость задачи, либо переходят 
к новому псевдоплану.

3. Выбирают разрешающую строку с помощью определения 
наибольшего по абсолютной величине отрицательного числа 
столбца вектора Ро и разрешающий столбец с помощью нахожде
ния наименьшего по абсолютной величине отношения элементов



< Б а з и с С „ Ро
С | Сз с. Ст С- + 1 с, Са

Р , Рг Р , Р т Р т  4. р , р„

1 Р i С\ 6. 0 0 0 a im + l а ,г a  i *
2 Р г Сг ь-> 0 1 0 0 Q2m+ 1 0'2п

е Р , Се Ъ ' 0 0 1 0 dem+\ йе, den

i P ¡ c¡ ь , 0 0 0 0 a,m+l а,г Ciin

т Р т Ст ь т 0 0 • 0- 1 Отг втп

+ 1 Fo 0 0 0 0 Л т+1 л , Л ,

( т + 1)-й строки к соответствующим отрицательным элементам 
разрешающей строки.

4. Находят новый псевдоплан и повторяют все действия начи
ная с этапа 2.

1.105. Найти максимальное значение функции F  — X\ +  x¡ +  2*э 
при условиях

/  Х \  +  * 2  +  * 3  =  8 .

*j * |  —  * 2 > 4 ,

 ̂* 1 + * г ^ 6 ,  

х и  Х 2, * з > 0 .
Р е ш е н и е .  Запишем исходную задачу линейного програм

мирования в форме основной задачи: найти максимум функции 
F  =  X¡ + *2  +  2*3 при условиях

г  * | +  * 2  +  * 3  =  8 ,

J  * | — * 2 — *4=4,
I  *1 +2*2 — *5 =  6,

*1, * 2, .... * 5 > 0 .
Умножим второе и третье уравнения системы ограничений 

последней задачи на — I и переходим к следующей задаче: найти 
максимум функции

F  =  X  | + * г  +  2 * з  (8 3 )
при условиях

г *] +  *2 +  *з =  8,
J  ^  +  ̂  =  - 4 ,  (84)

—  * | —  2 *г  +  *ь  =  —  6,



ДГ|, *2.....* 5 ^ 0 . (85)
Составим для последней задачи двойственную. Такой я вл я 

ется задача, в результате решения которой требуется найти ми
нимальное значение функции

/7* =  8{/|— 41/з— 61/3, (86)
при условиях

г  У \ — У 2 -  У г >  1,

< У\+Уг—2 у з Ж  ( 8 7 )

I  Ух>  2 ,

У2,У ; ,^ 0. ( 88)
Выбрав в качестве базиса векторы Яэ, Я 4 и Я 5, составим сим

плексную таблицу (табл. 1.48) для исходной задачи (83) - - (85).

Т а б л и ц а  1.48

1 Базис с« Ро 1 1 2 0 0

Р, Рг Рг Р а р5

Рз 2 8 1 1 \ 0 0

2 Р , 0 -•4 — 1 ! 0 1 0

3 Р ь 0 - 6 — 1 - 2 0 0 1

4 16 1 1 0 0 0

Из этой таблицы видим, что планом двойственной задачи 
( 86) — (88) является У =  (2; 0; 0 ;). При этом плане /•'*= 16. Так 
как в столбце вектора Ро табл. 1.48 имеются два отрицательных 
числа (— 4 и — 6), а » 4-й строке отрицательных чисел нет, то 
в соответствии с алгоритмом двойственного симплекс-метода 
переходим к новой симплекс-таблице. ( В  данном случае это м ож 
но сделать, так как в строках векторов и Рц имеются отрица
тельные числа. Если бы они отсутствовали, то задача была бы 
неразрешима.) Вектор, исключаемый из базиса, определяется 
наибольшим по абсолютной величине отрицательным числом, 
стоящим в столбце вектора Ро. В  данном случае это число — 6. 
Следовательно, из базиса исключаем вектор Рц. Чтобы опреде
лить, какой вектор необходимо ввести в базис, находим 
гшп ( — Л ,/а:1;), где а :!(< 0 . Имеем 

/
т ш  ( —  Л , / а , (/)  =  т ш  ( —  1 / ( —  1 ) ;  —  ! / (  —  2 ) ) =  1 / 2 .
/

Значит, в базис вводим вектор Р 2. Переходим к новой симплекс- 
таблице (табл. 1.49).



с Б ази с ся Ро ] 1 2 0 0

Р, />1 • Рг я« Рь

1 Рз 2 5 1/2 0 1 0 1/2
2 Р 4 0 - 7 -3/2 0 0 1/2
3 Рг 1 3 1/2 1 0 0 1/2

13 1/2 0 0 0 1/2

Из этой таблицы видно, что получен новый план двойствен
ной задачи К =  (2; 0; 1/2). При этом плане значение ее линейной 
формы равно /■'’'‘ = 13 . Таким образом, с помощью алгоритма 
двойственного снмплекс-метода произведен упорядоченный пе
реход от одного плана двойственной задачи к другому.

Так как в столбце вектора Рп табл. 1.49 стоит отрицательное 
число — 7, то рассмотрим элементы 2-й строки. Среди этих чисел 
есть одно отрицательное — 3/2. Если бы такое число отсутство
вало, то исходная задача была бы неразрешима. В  данном случае 
переходим к новой симплекс-таблице (табл. 1.50).

Т а б л и ц а  1.50

I Б а знс С в Ра 1 1 2 0 и

Р  1 Р з р , Р ь

1 Рл 2 8 /3 0 0 1/3 2/3
2 Р\ 1 14/3 1 0 0 - 2 / 3 - 1 / 3
3 Р-2 2 /3 0 0 1/3 - 1/3
4 32/3 0 0 0 1/3 2/3

К ак  видно из табл. 1.50, найдены оптимальные планы исход
ной и двойственной задач. Ими являются X* — (14/3; 2/3; 8/3; 0) 
и У* = (2 ; 1/3; 2/3). При этих планах значения линейных форм 
исходной и двойственной задач равны: м== 32/3.

1 .1 0 6 . Найти максимальное значение функции /г =  2а-! +  
+  3*2-1-5*4 при условиях

Г - 2*| +  *2 — Хз=12,

\ Х\ +  2*2 +  *4=  Ю,
 ̂ 3 * |— 2*г— *5=18,



Р е ш е н и е .  Умножая первое и третье уравнения системы 
ограничений задачи на — 1, в результате приходим к задаче на
хождения максимального значения функции /г =  2*| +  3*2 +  5.*4 
при условиях

г 2*|— Х2 +  Х3 =  -  12.
< Х\-\-2Х2-\-Х^= 10,

 ̂—3* | -4- 2x2 Хц =  — 18,

Хи *2.......*5 ^ 0 .
Взяв  в качество базиса векторы Р.\, Р* и Рь, составляем 

симплекс-таблицу (табл. 1.51).

Т а б л и ц а  1.51

< Базис св Р 0 2 3 0 5 0
Р, Рг Рз РА Рь

Р з 0 -12 2 -1 0 0
2 Р а 5 10 1 2 0 1 0
3 Р ь 0 — 18 —3 2 0 0 1
4 50 3 7 0 0 0

В 4-й строке табл. 1.51 нет отрицательных чисел. Следова
тельно, если бы в столбце вектора Ро не было отрицательных 
чисел, то в табл. 1.51 был бы записан оптимальный план. По
скольку в указанном столбце отрицательные числа имеются и 
такие же числа содержатся в соответствующих строках, пере
ходим к новой симплекс-таблице (табл. 1.52). Д л я  этого исклю
чим из базиса вектор Рь и введем в базис вектор Р\. В  результате 
получим псевдоплан ^  =  (6; 0; — 24; 4).

Т а б л и ц а  1.52

1 Базис С Л Ро 2 3 0 5 0

Р , Р , Р з Р* Рь

1 Р г 0 — 24 0 1/3 1 0 2/3
2 Р а 5 4 0 8 /3 0 1 1/3
3 Рх 2 6 1 2/3 0 0 - 1 / 3
4 32 0 9 0 0 1

Так как в строке вектора Р з нет отрицательных чисел, то 
исходная задача не имеет решения.



Найдите решение задач 1.107— 1.117, используя двойственный 
симплекс-метод.

1.107. Р  =  — 4 *|—  7лг2— 8дг3— 5дг<-*-тах;

(  * 1 +  *2 +  2*4 > 4 ,
( 2 . * ! +  * 2 +  2*3 > 6 ,

* 1 ,  * 2 .  * 3 , *♦ >  0 .

1.108. ^  =  5*1+ 6* 2 + *з  +  *4-^т1п;

11,5*1+3*2— *3+  *4 > 18,
) Зх, + 2 * .,- 4 х 4 > 2 4 .

* 1 .  * 2 ,  * 3 .  * < > 0 .

1.109. ^  =  * 1 + 3 * 2  +  4*з +  2*г-*-тш;

I * ] —  *2 +  4*з +  5*4  >  27,
| 2 * | + 3 * 2 —  *з  +  4 * 4> 2 4 ,

* 1, х2, *з, * « > 0 .
1 .И0. Р = —  *| —  7 * 2 +  4*з— 9* 4— 8*5 +  3*о-»-тах;

( 3* | +  2 * 2  +  3*з— 2*4 + *5 +  *6 =  18,

2 *| +  * 2 — *з— 3*4-(-2 * 5  > 24 ,

*, > 0  ( / = Т б ) .
1.111. Р  =  Х\ — 2 *2 — 4* 3 +  2*4  +  3*5-*-!пах;

Г  2*1 + 3 * 2 —  * 3  +  *4 4* * 5  =  18,

<{ — 2*2 +  3*, +  *4 > 24,

I   * 1 + 4 * 2 —  *4 > 1 2 ,
* 1 .  * 2 ,  *3 . * 4 .  * 5  >  0 .

1.112. /-' =  5 * 1—  2 * 2-  6*з +  4* 4 +  2*я-^шах;

Г 2 * 1—  * 2 +  *3 +  2 * 1  > 1 2 ,
у  3*^ +  2  К7—  2 *з  +  5Х| +  *5 =  30,

—  * 1 +  3*2 +  5*з +  *4 > 1 6 ,

*,> 0  (/=ТГ5>■
1.113. Р  =  — 2*| — 8 * 2 — *з — 5* 4->- т а х ;

Г  2 * 1 +  *2 —  3 *3 +  *4 > 1 8 ,

ч *| +  2*2 +  4*3 +  2*4 >  24,

(. 3*1 + 4 *2  +  2*з— 3 *4 > 3 0 ,

* 1 ,  * 2 ,  * 3 .  * 4 > 0 .

1.114. Определить оптимальный рацион для животных по условиям 
задачи 1 .6 .

1.115. И з  трех видов сырья необходимо составить смесь, в состав 
которой должно входить не менее 26 ед. химического вещества А, 30 ед.— 
вещества В  и 24 ед.—  вещества С. Количество единиц химического веще
ства, содержащ егося в 1 кг сырья каждого вида, указано в таблице. 
В  ней ж е  приведена цена 1 кг сырья каждого вида.



Вещество
Количество единиц вещества, содержа

щегося в 1 кг сырья вида

I 2 3 4

А 1 4
В 2 — 3 5
С 1 2 4 6

Цена 1 кг сырья (руб.) 5 6 7 4

Составить смесь, содержащую не менее нужного количества веш сств 
данного вида н имеющую минимальную стоимость.

1.116. Стальные прутья длиной 110 см необходимо разрезать на з а 
готовки длиной 45, 35 и 50 см. Требуемое количество заготовок данного 
вида составляет соответственно 40, 30 и 20 шт. Возможные варианты  
разреза и величина отходов при каждом из них приведены в следующ ей 
таблице:

Длина заготовки, (см) Вариант разреза

2 3 4 5 6

45 2 1

35 — — 3 1 —

50 — — — 2

Величина отходов (см) 2 0 30 15 5 25 1 0

Определить, сколько прутьев по каждому из возможных вариантов 
следует разрезать, чтобы получить не менее нужного количества заго 
товок каждого вида при минимальных отходах.

1.117. И з отходов производства предприятие может организовать 
выпуск четырех видов продукции. Д л я  этого оно планирует использовать 
два типа взаимозаменяемого оборудования. Количество изделий каж д ого  
вида, которое может быть изготовлено на соответствующем оборудовании 
в течение 1 ч, а также затраты, связанны е с производством одного изде
лия, приведены в следующей таблице:

Тип оборудования Количество производимых 
в течение 1 ч изделий вида

Затраты (руб.), связанные 
с производством в течение 

1 ч изделий вида

2 3 4 2 3 4

I 8 7 4 5 2,7 2 ,6 2,7 2.4
II 6 8 6 4 2 ,6 2,7 2 ,6 2.5



Оборудование I типа предприятие может использовать не более 80 ч, 
а оборудование II типа - не более 60 ч.

Учитывая, что предприятию следует изготовить изделий каждого 
.вида соответственно не меньше 240, 160, 150 и 220 ед., определить, в тече
ние какого времени и на каком оборудовании следует изготовлять каждое 
из изделий так, чтобы получить не менее нужного количества изделии 
при минимальных затратах на ик производство.

§ 1.7. И С П О Л Ь З О В А Н И Е  П А К Е Т О В  П Р И К Л А Д Н Ы Х  
П Р О Г Р А М М  Д Л Я  П О С Л ЕО П Т И М И ЗА Ц И О Н Н О ГО  
А Н А Л И З А  Р Е Ш Е Н И Я  З А Д А Ч И

Рассмотренный выше послеоптимизационный анализ решения за 
дачи линейного программирования имеет большое значение для 
эффективного использования экономико-математических мето
дов в реальных условиях. При этом использование ЕС  Э В М  и 
П П П  позволяет за короткое время и при незначительных затра
тах находить оптимальный план данной конкретной задачи и про
водить послеоптимизационный анализ найденного решения. Это 
очень важно при принятии управленческих решений, поскольку 
позволяет для данной конкретной ситуации выбрать наиболее 
подходящий вариант решения данной задачи.

I. Использование П П П  ЛП 2  для лослеолгимизационного 
анализа решения задачи. Послеоптимизационный анализ реше
ния задачи в условиях использования П П П  Л П 2  реализуется 
процедурой Ь Р А Ы А Ь У Э ^ . Отчет о послеоптимизационном ана
лизе выдается в виде таблицы, состоящей из двух частей. В  од
ной из них приводятся данные анализа для переменных, приняв
ших свои значения на границе области допустимых значений, 
а в другой — для переменных, принявших значения внутри обла
сти их допустимых значений.

В  отчете о послеоптимизационном анализе содержится вся 
информация, имеющаяся в отчетах Ь Р Я О Ь и Т Ю Ы  (см. § 1.5), 
а также приводятся:

верхнее и нижнее критические значения переменной. Это пре
дельные значения переменной, до которых она может изменяться, 
та к  что базис, определяющий данный оптимальный план, содер
ж ит одни и те же векторы;

оценки изменения значении целевой функции при единичном 
увеличении или уменьшении данной переменной. Эти оценки 
позволяют определить, как изменится значение целевой функции 
при принудительном изменении значения переменной. Их дей
ствие имеет место в интервале от верхнего до нижнего критиче
ского значения переменной;

минимальное и максимальное значения коэффициента целе
вой функции. Эти числа определяют интервал возможных изме



нений коэффициента целевой функции, для которого оптималь
ный план остается прежним.

Получение отчета о послеоптимизационном анализе решения 
задачи с использованием П П П  Л П 2  вклю чает те же основные 
этапы, что и процесс нахождения решения задачи с использова
нием данного пакета.

1.118. На мебельной фабрике изготовляется пять видов про
дукции: столы, шкафы, диваны-кровати, кресла-кровати и тахты. 
Нормы затрат труда, а также древесины и ткани на производ
ство единицы продукции данного вида приведены в табл. 1.53.

Т а б л и ц а  1.53

Ресурсы
Норма расхода ресурса 

продукции
на единицу

Общее коли-

стол шкаф диван-
кровать

кресло-
кровать

тахта
честно ресур

сов

Т рудозатра- 
ты (человеко-ч) 4 8 1 2 9 10 3456

Древесина
(м ’) 0.4 0 ,6 0,3 0 ,2 0,3 432

Ткань (м) _ 6 4 5 2400
Прибыль от 

реализации од
ного изделия
(руб-) 8 10 16 14 1 2

Выпуск (шт.): 
минималь

ный 1 2 0 90 2 0 40 30
максималь

ный 480 560 180 160 1 2 0 -

В  этой же таблице указана прибыль от реализации одного 
изделия каждого вида, приведено общее количество ресурсов 
данного вида, имеющееся в распоряжении фабрики, а также ука 
зано (на основе изучения спроса), в пределах каких объемов 
может изготовляться каждый вид продукции.

Определить план производства продукции мебельной фабри
кой, согласно которому прибыль от ее реализации является мак
симальной. Используя П П П  ЛП2, найти решение задачи, а также 
провести послеоптимизационный анализ полученного решения.

Р е ш е н и е .  Составим математическую модель задачи. Для 
этого предположим, что мебельная фабрика изготовит каждый из 
пяти видов продукции (стол, шкаф, диван-кровать, кресло- 
кровать и тахту) в количестве, соответственно равном X], * 2, *э.



* 4 и *5 ед. Тогда математическая постановка задачи состоит 
в определении максимального значения функции

F  =  8* | +  10*2 +  I б*з + 14*4 12*5 (89)
при условиях

4 *| + 8 * 2 +  12*3 +  9 * 4 +  1 0 *5 < 3 4 5 6 ,

0 , 4 * | +  0 ,6 * г +  0 ,3 * з  +  0 ,2 * 4  +  0 ,3 * 5  <  4 3 2 , ( 9 0 )

6 * з  +  4*4  +  5 * s  <  2 4 0 0 ,

' 1 2 0 < * , < 4 8 0 ,

90  < * г  < 5 6 0 ,
2 0 < * 3 < 1 8 0 ,  { }
4 0 < * 4 <  160,

3 0 < * 5 <  120.
Значение целевой функции задачи (89) определяет величину 

прибыли, получаемую мебельной фабрикой при данном плане 
производства продукции, а выполнение неравенств (90) системы 
ограничений обеспечивает неиревышение имеющихся в распо
ряжении фабрики ресурсов.

В соответствии с требованиями Г1ГТП ЛГ12 каждой перемен
ной, каждому неравенству системы ограничений (90) и целевой 
функции (89) присваиваем имена. Переменным * h  * 2, * з ,  *4  и * 5 
присвоим соответственно имена С ТО Л , Ш К А Ф , Д И В А Н , 
К Р Е С Л О  и Т А Х Т А . Первому неравенству системы ограничений 
(90) дадим имя Т Р У Д , второму — Д Р Е В ,  третьему — Т К А Н Ь , 
а целевой функции — П Р И Б . С учетом введенных обозначений 
целевую функцию и систему ограничений задачи записываем 
в виде системы уравнений:
П Р И Б  = 8 С Т О Л  + 1 0 Ш К А Ф  + 16ДИВАН + 14 К Р Е С Л О  + 12ТАХТА 

Т Р У Д  =  4С ТО Л  +  8 Ш К А Ф +  1 2 Д И В А Н +  9 К Р Е С Л О  +  10ТАХТА 

Д Р Е В - 0 .4 С Т О Л +  0 ,6 Ш К А Ф + 0 ,З Д И В А Н  +  0 ,2 К Р Е С Л О  +  0,ЗТАХТА

ТКАНЬ =  6ДИВАН + 4КРЕСЛО  + 5ТАХТА
Используя последнюю систему уравнений, составляем матри

цу исходных данных задачи (табл. 1.54).
Исходные данные задачи, операторы управления и операторы 

описания записываем на специальном бланке (рис. 1.18), так же 
как мы это делали при нахождении решения задачи линейного 
программирования в § 1.5. Вместе с тем, чтобы получить отчет 
о послеоптимизационном анализе решения задачи, после опера
тора L P S O L U T IO N  указываем оператор L P A N A L Y S IS  (ср. 
рис. 1.10 и 1.18).

После этого производим решение задачи на Э В М . Результаты 
решения выдаются в виде двух таблиц (см. табл. 1.55 и 1.56).



Строчные Столбцовые переменные Нижняя Верхняя
переменные СТОЛ Ш К А Ф Д И ВА Н КРЕС Л О ТАХТА граница граница

П Р И Б 8 10 16 14 1 2

Т Р У Д 4 8 1 2 9 10 0 3456
Д Р Е В 0,4 0 .6 0,3 0 ,2 0.3 0 432
Т К А Н Ь — — 6 4 5 0 2400
Н и ж 

няя гра
ница 12 0 90 2 0 40 30 —

В е р х 
няя гра
ница 480 560 180 160 1 2 0

В  табл. 1.55 содержится отчет о решении задачи (о чем было 
подробно сказано в § 1 5), а в табл. 1.56 — отчет о послеоптимиза- 
ционном анализе решения задачи.

Из табл. 1.55 видно, что оптимальным планом производства 
продукции мебельной фабрикой является план, согласно кото
рому изготовляется 459 столов, 90 шкафов, 20 диванов-кроватей, 
40 кресел-кроватей и тахты в количестве, равном 30. В  соответ
ствии с этим планом производства продукции прибыль фабрики 
от ее реализации является максимальной и равна 5812 руб., 
причем полностью используются трудовые ресурсы и остаются 
не использованными древесина и ткань.

Т а б л и ц а  1.55

Перемен
ная Тип Вхо

дит
Значение 
в решении

Верхняя
граница

Ннжняя
граница

Коэффи
циент в 
целевой 
функции

Двойст
венная
оценка

СТОЛ В  * 3 459.000 480.000 120.000 8.000 0.0
П РИ Б В * 0 5812.00 * * * * * * — ! .000 -1.000
ТРУД 11 0 3456.000 3456.000 0.0 0.0 — 2.000
Д Р Е В в  • 0 260.6 432.000 0.0 0.0 0.0
Ш К А Ф 11 3 90.000 560.00 90.000 10.000 -6.000
Д И ВА Н 11 4 20.000 180.000 20.000 16.000 -8.000
Т КА Н Ь в  * 0 430.000 2400.000 0.0 0.0 0.0
КРЕС Л О 4 40.000 160.000 40.000 14.000 -4.000
ТАХТА 11 4 30.000 120.000 30.000 12.000 — 8.000
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Проведем теперь анализ полученного решения задачи. Для 
этого воспользуемся данными табл. 1.56. Как видно, эта таблица 
состоит из двух частей. В  первой части приводятся данные для 
анализа переменных, принявших свои значения на границе об
ласти их допустимых значений (переменные типа Щ  Ш . и РС^), 
а во второй части — для переменных, принявших свои значения 
внутри области допустимых значений (переменные типа В * ).

Рис. 1.18



Переменные на границе допустимой области

ТРУД
Л

3456.000
0.0

3454.000
0.0

-2.000
2.000

3540.000
2100.000

* * *
— 2.000

Ш КА Ф
и .

90.000
10.000

560.000
90.000

6.000
-6.000

259.500
79.500

16.001 
* * *

Д И ВА Н
11

20.000
16.000

180.000 
20.000

8.000 
-  8.000

133.000 
13.000

24.001 
* * *

КРЕС Л О 40.000
14.000

160.000
40.000

4.000
-4.000

190.667
30.666

18.001 
* * »

ТАХТА
и .

30.000
12.000

120.000
30.000

8.000
-8.000

165.600
21.600

20.001 
* * *

Переменные внутри допустимой области

С ТО Л
В*

459.000

8 .0 0 0

480.000

12 0 .0 0 0

* « »

1.778

459.000

189.000

* * *

6 .2 2 2

П Р И Б 5812.000 * * * * * * 5812.000 * * *

в* - 1 .0 0 0 * * * * * * 5812.000 * * *

Д Р Е В 260.600 432.000 * * * 260.600 * * *

в* 0 .0 0 0 5.715 155.133 —  5.715

Т К А Н Ь 430,000 2400.000 1 .0 0 0 1032.668 1 .0 0 0

в* 0 .0 0.0 * * * 430.000 * « •



Первые четыре графы табл. 1.56 повторяют исходные данные 
и воспроизводят результат решения задачи.

В  пятой графе указываются оценки, характеризующие сте
пень изменения целевой функции при единичном изменении зна
чения данной переменной (заметим, что знаки оценок соответ
ствуют тому случаю, когда находится минимум целевой функции; 
в случае максимизации целевой функции, как в рассматривае
мой задаче, знаки оценок следует изменить на противополож
ные). Действие опенок справедливо в интервале от нижнего до 
верхнего предельного значения переменной. Так, например, если 
принудительно увеличить выпуск диванов-кроватей на один и до
вести до 21 (оптимальным планом производства продукции пре
дусмотрено изготовление 20 диванов-кроватей), то это приведет 
к уменьшению прибыли мебельной фабрики на 8 руб.

Такое изменение прибыли будет иметь место при каждом уве
личении выпуска на один диван-кровать до тех пор, пока выпуск 
данной продукции не превзойдет 133 шт.

Далее, если теперь рассмотрим один из видов ресурсов, на
пример древесину, то видим, что этот вид ресурсов при оптималь
ном плане производства продукции используется не полностью. 
Вместе с тем если считать, что его объемы заключены между 
260,6 и 155,133 м\ то каждое принудительное уменьшение объема 
использования данного ресурса на 1 м3 приведет к уменьшению 
прибыли на 5,715 руб.

Рассмотрим теперь шестую графу табл. 1.56. В ней указы ва
ются пределы, в которых принудительно можно изменять значе
ния переменных, так что базис, определяющий данный оптималь
ный план, остается неизменным. Так, например, если изготовле
ние столов, выпуск которых в соответствии с оптимальным пла
ном равен 459, изменять от 189 до 459, то базис, определяющий 
исходный оптимальный план, не меняется. Этот базис сохраня
ется и в том случае, если объем трудозатрат изменяется в пределах 
от 2100 до 3540 человеко-ч.

Рассмотрим, наконец, седьмую графу табл. 1.56. В ней указы 
вается, в каких пределах могут изменяться значения коэффици
ентов целевой функции задачи, так что найденный оптимальный 
план остается неизменным. При этом в указанной графе 
табл. 1.56 приведены данные для того случая, когда находится 
минимум функции. В том случае, когда находится максимум 
функции (как  в рассматриваемой задаче), в шестой графе верх
ние и нижние строки следует поменять местами. Так, например, 
для диванов-кроватей, прибыль от реализации которых равна 
20 руб., максимальное значение коэффициента при переменной 
Д И В А Н  в целевой функции равно 24, а минимальное не ограни
чено. Это  означает, что если прибыль от реализации одного ди



вана-кровати не превышает 24 руб., то выпускать диваны-кро- 
вати сверх установленного задания (20 шт.) невыгодно. Если  
прибыль окажется больше чем 24 руб., то выпуск диванов-кро- 
ватей при оптимальном плане производства продукции превысит 
20 шт.

Из рассмотренного примера видно, что использование П П П  
Л 112 позволяет не только найтн решение задачи, но и провести 
довольно полный послеоптимизационный анализ полученного 
решения. Ещ е более полный послеоптимизационный анализ поз
воляет провести использование П П П  Л И  АСУ.

2. Использование П П П J1П А С У  для послеоптимизационного 
анализа решения задачи. В условиях использования П П П  Л П  
АС У  наиболее подробный послеоптимизационный анализ обес
печивается процедурой R A N G E. Отчет о послеоптимизационном 
анализе выдается в виде таблицы, включающей четыре секции. 
Первая секция - С Т Р О К И  НА Г Р А Н И Ц Е ,  вторая секция —  
С Т О Л Б Ц Ы  НА ГР А Н И Ц Е , третья секция - С Т Р О К И  Н А  
П Р О М Е Ж У Т О Ч Н О М  У Р О В Н Е  и четвертая секция С Т О Л Б 
Ц Ы  НА П Р О М Е Ж У Т О Ч Н О М  У Р О В Н Е .  В  секциях содержится 
вся информация, выдача которой обеспечивается процедурой 
S O L U T IO N  (см. § 1.5). Кроме того, указываются:

нижняя и верхняя границы переменной, т. е. числа, харак
теризующие интервал, в котором может изменяться переменная, 
так что базис, определяющий данный оптимальный план, оста 
ется неизменным;

оценка при единичном увеличении (уменьшении) переменной, 
определяющая возможное изменение значения целевой функции 
при принудительном изменении значения переменной, принятого 
в оптимальном плане. Справедливость этого имеет место в интер
вале, определяемом нижней и верхней границами перемен
ной;

верхнее и нижнее значения коэффициента целевой функции, 
определяющие интервал возможных значений переменной, для 
каждого из которых найденный оптимальный план не изменя
ется;

имена векторов, вводимого в базис и выводимого из базиса, 
в том случае, если переменная примет значение, не принадлежа
щее интервалу от нижней до верхней границы переменной; 

тип переменной, т. е. новое положение переменной. 
Получение отчета о послеоптимизационном анализе решения 

задачи включает те же основные этапы, что и процесс нахожде
ния решения задачи с использованием данного пакета.

1.119. На молочном комбинате для производства двух видов 
сливочного мороженого и двух видов пломбира требуется мо
локо натуральное, молоко сухое, молоко сухое обезжиренное,



масло сливочное, сахар, молоко сгущенное, молоко сгущенное 
обезжиренное, а такж е  используется соответствующее обору
дование для расфасовки и упаковки мороженого. Нормы затрат 
указанных ресурсов на производство I т мороженого приведены 
в табл. 1.57.

Т а б л и ц а  I 57

Норм« расхода ресурса на 1 т мороженою

Ресурсы (кг) сливоч
ное I 
вида

сливоч
ное II  
вида

пломбир
I

вида

пломбир
II

вида

Эбщее коли
чество ре

сурсов

Молоко нату
ральное 550 620 64 100

Молоко сухое 40 30 2 0 2 0 4 800
Молоко сухое 

обезжиренное 30 40 30 30 55 200
Масло сливоч

ное 8 6 1 1 0 150 52 22 360
Сахар 1 G0 92 158 128 26 240
Молоко стуш ен

ное _ _ 50 800
Молоко сгущен

ное обезжиренное 158 30 50 7910
Производитель

ность оборудова
ния (машино-ч) 4.5 4,5 4.5 4,5 720

Прибыль от реа
лизации 1 т моро
женого (руб.) 315 278 573 370

Выпуск (т ) : 
мини мальный 40
максимальный — 1 2 0 --

В  этой же таблице указана прибыль от реализации I т моро
женого каждого вида, приведено общее количество ресурсов дан
ного вида, имеющееся в распоряжении молочного комбината, 
а также указаны минимально возможный выпуск сливочного мо
роженого II  вида и максимально возможный — пломбира I вида 
(эти границы определены на основе установившегося спроса на 
мороженое).

Определить план производства мороженого молочным комби
натом, обеспечивающий максимальную прибыль от его реализа
ции. Используя П П П  Л П  АСУ, найти решение задачи и прове
сти послеоптимизационный анализ найденного решения.

Р е ш е н и е .  Составим математическую модель задачи. Для 
этого будем считать, что сливочного мороженого I и II  видов



будет изготовлено соответственно * i и *? тонн, а пломбира I и I I  
видов — *з и Ха тонн. Тогда математическая постановка зад ачи  
состоит в определении максимального значения функции 

F  =  315* | +  278*2 +  573*з 4- 370*«
при условиях

/ 550*, +б20*з <64100,
4 0 * | +  3 0 * 2 +  2 0 * з +  2 0 * 4 <  4 8 0 0 ,

3 0 * , +  4 0 * 2 +  3 0 * : , +  3 0 * 4 <  5 2 0 0 ,

86*1 + 110*2+150*3+ 52*4 <22360,
I 6 0 * i +  9 2 * 2 +  1 5 8 * з + 128*4  < 2 6 2 4 0 ,

50*4 <  800,
158*2+ 30*з+  50*4 <  7910,

4,5*i +  4,5*2 +  4,5*з +  4,5*4 <  720,
1 * * >  4 0 ,
I * з <  1 20 ,

* 1, * 3. * 4 ^ 0 .
Значение целевой функции задачи определяет величину при

были, получаемую молочным комбинатом при данном плане про
изводства мороженого, а выполнение неравенств системы огра 
ничений обеспечивает непревышеиие имеющихся ресурсов к а ж 
дого вида и выполнение условий относительно возможного вы 
пуска мороженого данного вида.

В  соответствии с требованиями ППГ1 J1П АСУ переменным 
задачи, неравенствам (93) и целевой функции (92) присваи
ваем имена: С Л И В1 , С Л И В2 , Г1ЛОМ1 и 11ЛОМ2 — столбцовые 
переменные, обозначающие имя мороженого данного вида: 
М О Л Н , М О Л С , М О ЛСО , М А С Л О , С А Х А Р . М О Л С Г , М О Л С Г О  
и О Б О Р  — строчные переменные, обозначающие имя ресурсов; 
П Р И  Б - строчная переменная, обозначающая имя целевой 
функции. Тогда имеем

Г1РИБ =315СЛИВ I +278СЛ ИВ2 + 573ПЛОМ1 + 370ПЛОМ2

МОЛН = 550СЛИВ1 + 620ПЛОМ1
МОЛС = 40СЛИВ1+ 30СЛИВ2 + 2СШЛОМ1+ 20ПЛОМ2
М О Л С О =  3 0 С Л И В 1 +  4 0 С Л И В 2  +  ЗО И Л О М ) +  ЗО П Л О М 2

М ЛСЛО= 86СЛИВ I 4-! 10СЛИВ2 + 150МЛОМ I + 52ПЛОМ2
САХАР = 160СЛИВ1 + 92СЛИВ2+ 158Г1ЛОМ1 + 128ПЛОМ2

МОЛСГ = 50ПЛОМ2
М О ЛСГО = 158СЛ И В2 + ЗОПЛОМ1 + 50ПЛОМ2

ОБОР =4,5СЛИВ1 + 4.5СЛ И В2 + 4,511 ЛОМ 1 + 4.5Г1ЛОМ2

(92)

(93)

(94)

(95)



Используя последнюю систему уравнений, составляем матри
цу исходных данных задачи (табл. 1.58).

Т а б л и ц а  1.58

Строчные
переменные

Столбцовые переменные Ннжняя
граница

Верхняя
границаС Л И В ! С Л И В 2 П Л О М 1 Г1ЛОМ2

П Р И Б 315 278 573 370
м о л н 550 620 0 64 100
м о л е 40 30 2 0 20 0 4 800
м о л с о 30 40 30 30 0 5 200
М А С Л О 86 1 10 150 52 0 22 360
С А Х А Р 160 92 158 128 0 26 240
М О Л С Г — - — 50 0 800
М О Л С Г О 158 30 50 0 7910
О Б О Р 4,5 4,5 4,5 4.5 0 720
Н и ж н я я

граница 40 -
В е р х н я я

граница — — 1 2 0

Используя табл. 1.58, исходные данные задачи записываем на 
бланке для их последующей перфорации (рис. 1.19).

Следующим шагом является построение управляющей про
граммы решения данной задачи. Эта программа приведена на 
рис. 1.20 и, как видно из этого рисунка, отличается от программы 
решения задачи линейного программирования (см. рис. 1.13) тем, 
что последняя содержит оператор R A N G E , включение которого 
необходимо для получения отчета о послеоптимизаиионном ана
лизе решения задачи.

После этого производим решение задачи на Э В М . Резуль
таты  решения приведены в табл. 1.59 и 1.60.

Приведенный в табл. 1.59 отчет о решении задачи состоит 
из двух частей: С Е К Ц И И  1 — С Т РО К И , в которой содержится 
информация о строчных переменных, а С Е К Ц И И  2 — С Т О Л Б 
Ц Ы , содержащей информацию о столбцовых переменных. Струк
тура этих отчетов подробно рассмотрена в § 1.5.

И з табл. 1.59 следует, что оптимальным планом производ
ства мороженого молочным комбинатом является такой план, 
согласно которому будет изготовлено сливочного мороженого I и 
11 видов соответственно 64,945 и 40,0 т, а пломбира I и II видов — 
45,774 и 4,335 т. При этом общая прибыль молочного комбината 
от реализации указанного количества мороженого составляет 
59410,127 руб. Отметим, что несовпадение величины прибыли, 
приведенной в табл. 1.59, определяется округлением полученных 
значений переменных. Э то  округление с точностью до тысячных



С Е К Ц И Я  I - С Т Р О К И

Но
мер Строка Гиг Решение

Дополнитель
ная перемен

ная

Ниж 
няя
гра
ница

Верхняя
гракниа

Оценка
строки

1 П Р И Б В Б 59410.55882 59410.55882 Нет Нет 1 .0 0 0 0 0

2 М О Л Н и ь 64100.00000 Нет 64100.00000 0.56471
3 М О Л С и\ 4800.00000 Нет 4800.00000 0.11029
4 М О Л С О В Б 5051.64706 148.35294 Нет 5200.00000
5 М А С Л О В Б 17076.89020 5283.10980 Нет 22360.00000
6 С А Х А Р В Б 21858.50588 4381 49412 Нет 26240.00000
7 М О Л С Г В Б 216.76471 583.23529 Нет 800.00000
Я М О Л С ГО 1 Л_ 7910.00000 Нет 7910.00000 7.35588—
9 О Б О Р В Б 697.74706 22.25294 Нет 720.00000

С Е К Ц И Я  2 -  С Т О Л Б Ц Ы

Но
мер Столбец Тип Решение

Коэффи
циенты целе
вой функ

ции
Нижняя
граница

Верхняя
граница

Оценка
столбца

10 С Л И В  1 В Б 64.94510 315.00000 Нет
I 1 С Л И В  2 IX 40.00000 278.00000 40.00000 Нет 887.538—
1 2 П Л О М  1 В Б 45.77451 573.00000 1 2 0 .0 0 0 0 0

13 П Л О М  2 В Б 4.33529 370.00000 Нет

мы будем использовать и при проведении послеоптимизацион- 
ного анализа решения задачи.

Отчет о послеоптимизационном анализе решения задачи ха
рактеризуется информацией, содержащейся в табл. 1.60, кото
рая включает четыре части: С Е К Ц И Я  1 - С Т Р О К И  Н А  Г Р А 
Н И Ц Е , С Е К Ц И Я  2 — С Т О Л Б Ц Ы  НА Г Р А Н И Ц Е , С Е К Ц И Я  3 — 
С Т Р О К И  НА П Р О М Е Ж У Т О Ч Н О М  У Р О В Н Е  и С Е К Ц И Я  4 — 
С Т О Л Б Ц Ы  НА П Р О М Е Ж У Т О Ч Н О М  У Р О В Н Е . Структура 
этого отчета аналогична структуре отчета о послеоптимизацион
ном анализе решения задачи, получаемом с использованием 
П П П  ЛП2. Вместе с тем в отчете о послеоптимизационном ана
лизе решения задачи, получаемом с использованием П П П  Л П  
АСУ, имеется дополнительный столбец «Ввод— вывод из базиса», 
содержащий имя переменной, которая определяет вектор, ме
няющий свое состояние (выйдет из базиса или войдет в базис), 
если значение анализируемой переменной выйдет за допустимые
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пределы. При этом в последней графе табл. 1.60 указывается, 
на какой уровень перейдет переменная, если определяемый ею 
вектор будет введен или выведен из базиса.

С учетом сказанного выше проведен послеоптимизационный 
анализ полученного решения нашей задачи. Рассмотрим, напри
мер, вторую строку секции I . Данные этой строки характеризуют 
использование сухого молока. В  третьей графе этой строки ука-
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Рис. 1.20

зан тип переменной U L , т. е. оговорено, что она приняла свое 
верхнее предельное значение. В  последующей четвертой графе 
указано это значение, а из пятой графы видно, что количество 
неиспользованного сухого молока при оптимальном плане произ
водства мороженого равно нулю. Из следующей графы видно, 
что нижняя граница использования сухого молока не определена 
( в табл. 1.60 это отмечено словом «Нет», а верхняя граница равна 
4799,999 т ). Данное число совпадает со значением переменной 
М О Л С  в решении задачи, поскольку эта переменная приняла 
значение на своей верхней границе. Если верхняя граница будет 
увеличиваться, то базис, определяющий исходный оптимальный 
план, будет оставаться без изменения до тех пор, пока значение 
переменной не достигнет верхнего значения, равного 5052,199 т. 
Аналогично, уменьшение нижней границы переменной М О Л С  
без изменения базиса, определяющего оптимальный план, воз
можно до нижнего значения, равного 4531,999 т. При дальнейшем 
изменении нижней или верхней границы переменной М О Л С  про
изойдет изменение базиса за счет «Ввода— вывода из базиса> 
вектора, определяемого переменной, стоящей в предпоследней 
графе табл. 1.60, а именно переменной П Л О М 2  или М О ЛСО . 
При этом переменная П Л О М 2  перейдет на уровень LL , а перемен
ная М О Л С О  — на уровень UL.

Далее, увеличение количества сухого молока на 1 кг, т. е. 
увеличение значения переменной М О Л С  на единицу, приведет 
к увеличению значения целевой функции, т. е. прибыли от реали
зации мороженого, на 0,11 руб. Точно так же уменьшение значе
ния переменной М О Л С  на единицу приведет к уменьшению зна
чения целевой функции на 0,11 ед. Это справедливо при измене
нии переменной М О Л С  от 4531,999 до 5052,199.



Аналогично можно провести анализ использования и других 
ресурсов, которые полностью или частично необходимы для реа
лизации оптимального плана изготовления мороженого, т. е. 
аналогично можно провести анализ строк С Е К Ц И И  3 табл. 1.60.

Остановимся теперь на послеоптимизационном анализе про
изводства продукции. Рассмотрим, например, анализ переменной 
ПЛО М 1, т. е. рассмотрим 12-й столбец, находящийся в С Е К 
Ц И И  4 табл. 1.60. Из этого столбца видно, что переменная 
ПЛОМ 1 приняла свое промежуточное значение (тип В Э )  винтер- 
вале ее изменения от 0 до 119,999. Это  значение равно 45,774, 
т. е. оптимальным является выпуск 45,774 т пломбира I вида, 
цена 1 т которого равна 573,000 руб. Если в принудительном по
рядке увеличить производство пломбира I вида на 1 т, то это 
приведет к уменьшению общей прибыли молочного комбината 
от реализации мороженого на 4,090 руб. Каж дое уменьшение 
в принудительном порядке производства пломбира I вида на 1 т 
приводит к уменьшению прибыли молочного комбината на
288.0 руб. Таким образом, всякое принудительное изменение зна
чения переменной 11ЛОМ1 относительно значения, принятого 
в оптимальном плане производства продукции, приводит к умень
шению значения целевой функции. Это изменение значения целе
вой функции является более существенным при уменьшении про
изводства пломбира I вида на 1 т, чем при увеличении его произ
водства на 1 т. При этом указанные изменения целевой функции 
задачи имеют место до тех пор, пока выпуск пломбира I вида не 
будет увеличен до 52,999 т или уменьшен до 26,333 т. Если про
изводство пломбира I вида не будсг заключено в указанных гра
ницах, то нарушатся как указанные оценки изменения значения 
целевой функции, так и структура оптимального плана.

Далее, оптимальный план производства мороженого не изме
нится до тех пор, пока цена 1 т пломбира 1 вида не станет меньше
285.0 руб. и не больше 577,091 руб. Иными словами, если цена 
1 т пломбира I вида будет выше 577,091 руб., то оптимальным ста 
нет его изготовление в количестве 52,999 т. Если  же цена 1 т плом
бира станет меньше чем 285,0 руб., то оптимальная величина его 
производства будет равна 26,333 т.

Из изложенного выше видно, что использование П П П  Л П  
А С У  позволяет довольно полно проводить послеоптимизацион- 
ный анализ полученного решения задачи линейного программи
рования. Это очень важно для практики принятия управленче
ских решений, поскольку для каждой конкретной ситуации позво
ляет принять наиболее приемлемое управленческое решение.

1.120— 1.123. Используя пакеты прикладных программ, прове
дите послсоптимизационный анализ решения зад ач 1.74— 1.76.



С П Е Ц И А Л Ь Н Ы Е  З А Д А Ч И  Л И Н Е Й Н О Г О  
П Р О Г Р А М М И Р О В А Н И Я

$ 2.1. ТРАНСПОРТНАЯ ЗАДАЧА

I.  М атематическая постановка задачи. О бщ ая постановка тран
спортной задачи состоит в определении оптимального плана пе
ревозок некоторого однородного груза из т  пунктов отправления 
Л), А 2, .... А т в п пунктов назначения В |, й 2, В п. При этом в ка
честве критерия оптимальности обычно берется либо минималь
ная стоимость перевозок всего груза, либо минимальное время 
его доставки. Рассмотрим транспортную задачу, в качестве кри
терия оптимальности которой взята минимальная стоимость пере
возок всего груза. Обозначим через с,/ тарифы перевозки единицы 
груза из ¿-го пункта отправления в /-й пункт назначения, через 
а< —  запасы груза в /-м пункте отправления, через —- потребно
сти в грузе в /-м пункте назначения, а через x¡¡ — количество еди
ниц груза, перевозимого из /-го пункта отправления в /-й пункт 
назначения. Тогда математическая постановка задачи состоит 
в определении минимального значения функции

т п

^ = 1  I  с чхп (1)
при условиях 1- 1/=]

т

I  Хц = Ь, {/'=1, п), (2)
1= 1 

П
£  а, (/=1, т ) ,  (3)
/-1 __

XI! >  0  ( /  =  1, т  ; /  =  1, гг). {4 )

Поскольку переменные дг,( ( ¿ = 1 , т ;  / = 1 , п) удовлетворяют 
системам линейных уравнений (2) и (3) и условию неотрицатель
ности (4) ,  обеспечиваются доставка необходимого количества 
груза в каждый из пунктов назначения, вывоз имеющегося груза 
из всех пунктов отправления, а также исключаются обратные 
перевозки.

О п р е д е л е н и е  2 .1. Всякое неотрицательное решение си 
стем линейных уравнений (2) и (3 ), определяемое матрицей 
X  =  (X i¡)(i— 1 ,т  ■, / =  1,л), называется планом транспортной за 
дачи.



О п р е д е л е н и е  2.2. План Х**=(х%) (<= 1, т ;  / =  1, п), при 
котором функция (1) принимает свое минимальное значение, на
зывается оптимальным планом транспортной задачи.

Обычно исходные данные транспортной задачи записываю т 
в виде табл. 2.1.

Т а б л и ц а  2.1

П ун кты  отп р ав 
ления

П у н к ты  назначения
З а п а с ы

б , в, Вп

А , Си
*11

С||
*11

С\п
Х\п

а ,

А, Си
Х „

Сц
Хц

С(п
Х,п

а,

А ,„ с„ 1
х„\

Ст ,
Хт\ Стп

Х т я

а ,п

П о т р е б н о с ти Ь , Ь; Ьп

т
Очевидно, общее наличие груза у поставщиков равно £  а „

1 = 1
П

а общая потребность в грузе в пунктах назначения равна £  ^/

единиц. Если общая потребность в грузе в пунктах назначения 
равна запасу груза в пунктах отправления, т. е.

т  п

£  (5)
1-1 /-1

то модель такой транспортной задачи называется закрытой. Если 
же указанное условие не выполняется, то модель транспортной 
задачи называется открытой.

Теорема 2.1. Д ля разрешимости транспортной задачи необхо
димо и достаточно, чтобы запасы груза в пунктах отправления  
были равны потребностям в грузе в пунктах назначения, т. е. 
чтобы выполнялось равенство (5 ).



В  случае превышения запаса над потребностью, т. е.
т  л

1 « . > 1  ¿у, вводится фиктивный ( п+1) -й пункт назначения 
<~1 /-1

т  п
с потребностью Ьл- н = £  а, — £  Ь, и соответствующие тарифы 

<-) /=1

считаю тся равными нулю: с,л + I = 0  (г' =  1, т ) . Полученная зада
ча  является транспортной задачей, для которой выполняется 
равенство (5).

т п
Аналогично, при £  а, <  ]Г Ь, вводится фиктивный ( ш+1) - й

I I I»  1 п т
пункт отправления с запасом груза а т+ ; и тарифы

1 <=1
полагаются равными нулю: с\п+1; =  0 (/=  1, п ). Этим задача сво
дится к обычной транспортной задаче, из оптимального плана 
которой получается оптимальный план исходной задачи. В  даль
нейшем будем рассматривать закрытую модель транспортной за 
дачи. Если же модель конкретной задачи является открытой, то, 
исходя из сказанного выше, перепишем таблицу условий задачи 
так , чтобы выполнялось равенство (5 ).

Число переменных в транспортной задаче с т  пунктами 
отправления и п пунктами назначения равно п т ,  а число уравне
ний в системах (2) и (3 ) равно п-\-т. Так как мы предполагаем, 
что выполняется условие (5 ), то число линейно независимых 
уравнений равно п +  т — 1. Следовательно, опорный план транс
портной задачи может иметь не более п-\-т— 1 отличных от нуля 
неизвестных.

Если в опорном плане число отличных от нуля компонент 
равно в точности п-\-т— 1, то план является невырожденным, 
а если меньше — то вырожденным.

Д л я  определения опорного плана существует несколько ме
тодов. Три из них — метод северо-западного угла, метод мини
мального элемента и метод аппроксимации Фогеля — рассматри
ваю тся ниже.

К а к  и для всякой задачи линейного программирования, опти
мальный план транспортной задачи является и опорным планом.

Д л я  определения оптимального плана транспортной задачи 
можно использовать изложенные выше методы. Однако ввиду 
исключительной практической важности этой задачи и специ
фики ее ограничений [каждая неизвестная входит лишь в два 
уравнения систем (2) и (3) и коэффициенты при неизвестных 
равны единице] для определения оптимального плана транспорт
ной задачи разработаны специальные методы. Д ва из них — ме*



тод потенциалов и метод дифференциальных рент — рассмо
трены ниже.

2.1. Четыре предприятия данного экономического района для 
производства продукции используют три вида сырья. Потребно
сти в сырье каждого из предприятий соответственно равны 120, 
50, 190 и 110 ед. Сырье сосредоточено в трех местах его получе
ния, а запасы соответственно равны 160, 140, 170 ед. На каждое 
из предприятий сырье может завозиться из любого пункта его 
получения. Тарифы перевозок являю тся известными величинами 
и задаются матрицей /7 8 1 2 \

<-'=( 4 5 9 8 )
\9 2 3 6/

Составить такой план перевозок, при котором общая стои
мость перевозок является минимальной.

Р е ш е н и е .  Обозначим через x ,¡ количество единиц сырья, 
перевозимого из i-ro пункта его получения на /-е предприятие. 
Тогда условия доставки и вывоза необходимого и имеющегося 
сырья обеспечиваются за счет выполнения следующих равенств: 

* | | + * 1 2  +  *1 3 + * 1 4 = 1  60,

*21 +*22 +  *23+ *24 =  I 40,
*31+*32 +*33 +*34= 170,
*П+*21+*31=120, (6)
*12 +  *22 +  *32= 50, 
*13 +  *2Э +  *33 =  190,

 ̂ * 1 4  +  *24 +*34= 1 1 0.
Приданном плане X= {*¿/ ) (t — 1,3; /= 1 ,4 ) перевозок общая 

стоимость перевозок составит
F  =  7х\ \ + 8* 12+  * 1з+  2*14 +  4*21 +5*22 +  9*23 +  8*24 +  9*31 +

+  2*32  +  3 *3 3  +  6 * 3 « .  ( 7 )

Таким образом, математическая постановка данной транс
портной задачи состоит в нахождении такого неотрицательного 
решения системы линейных уравнений (6) ,  при котором целевая 
функция (7) принимает минимальное значение.

Составьте математические модели транспортных задач 2.2—
2.7.

2.2

Пункты
отправления

Пункты назначения
Запасы

0, Я? В , В,

л, 2 4 7 9 200
Аг 5 1 8 12 270
Аг 1 1 6 4 3 130

Потребности 120 80 240 160 600



П ун кты
отправления

Пункты  назначения
Запасы

В , В 3 в , В ,

А 1 18 2 3 12 180
А'2 3 4 8 7 160
А.\ 4 5 6 12 140
А , 7 I 5 6 220

П о т р е б н о с ти 150 250 120 180 700

2.4

П ункты  о тправления Пункты  назначения
Зап асы

Вх Вг Вз в<

/1. Си С\1 С\з Си
А  2 Сч\ С22 С23 С24 02
А  з Сз\ Сз? Сзэ С34 ал
А4 С 4 1 Си Си| С44 04
Л 5 С51 Сы сьг С54 аь

П о т р е б н о с ти Й1 82 вз в4

2.5. На трех складах оптовой базы сосредоточен однородный 
груз в количествах 180, 60 и 80 ед. Этот груз необходимо переве
зти в четыре магазина. Каждый из магазинов должен получить 
соответственно 120, 40, 60 и 80 ед. груза. Тарифы перевозок еди
ницы груза из каждого из складов во все магазины задаются 
матрицей

(  2 3 4 3\

5 3 1 2 )

2 1 4  2 /

Составить такой план перевозок, при котором общая стои
мость перевозок является минимальной.

2.6. Производственное объединение имеет в своем составе 
три филиала, которые производят однородную продукцию соот
ветственно в количествах, равных 50, 30 и 10 ед. Эту  продукцию 
получают четыре потребителя, расположенные в разных местах. 
Их потребности соответственно равны 30, 30, 10 и 20 ед. Тарифы 
перевозок единицы продукции от каждого из филиалов соответ-



ствующим потребителям задаются матрицей

Составить такой план прикрепления получателей продукции 
к ее поставщикам, при котором общая стоимость перевозок я в 
ляется минимальной.

2.7. Три предприятия данного экономического района могут 
производить некоторую однородную продукцию в количествах, 
соответственно равных 180, 350 и 20 ед. Э та  продукция должна 
быть поставлена пяти потребителям в количествах, соответствен
но равных 110, 90, 120, 80 и 150 ед. Затраты , связанные с произ
водством и доставкой единицы продукции, задаются матрицей

Составить такой план прикрепления потребителей к постав
щикам, при котором общие затраты являю тся минимальными.

2. Определение опорного плана транспортной задачи. Как н 
при решении задачи линейного программирования симплексным 
методом, определение оптимального плана транспортной задачи 
начинают с нахождения какого-нибудь ее опорного плана. Этот 
план, как уже отмечалось выше, находят методом северо-запад
ного угла, методом минимального элемента или методом аппрок
симации Фогеля. Сущность этих методов состоит в том, что опор
ный план находят последовательно за п-\-т— 1 шагов, на к аж 
дом из которых в таблице условий задачи заполняют одну клетку, 
которую называют занятой. Заполнение одной из клеток обеспе
чивает полностью либо удовлетворение потребности в грузе од
ного из пунктов назначения (того, в столбце которого находится 
заполненная клетка), либо вывоз груза из одного из пунктов 
отправления (из того, в строке которого находится заполняемая 
клетка).

В  первом случае временно исключают из рассмотрения стол
бец, содержащий заполненную на данном шаге клетку, и рассма
тривают задачу, таблица условий которой содержит на один стол
бец меньше, чем было перед этим шагом, но то же количество 
строк и соответственно измененные запасы груза в одном из пунк
тов отправления (в  том, за счет запаса которого была удовлет
ворена потребность в грузе пункта назначения на данном шаге). 
Во втором случае временно исключают из рассмотрения строку, 
содержащую заполненную клетку, и считаю т, что таблица усло
вий имеет на одну строку меньше при неизменном количестве 
столбцов и при соответствующем изменении потребности в грузе

7 12 4 6 '
8 6 5

6 13 8 7 4



в пункте назначения, в столбце которого находится заполняемая 
клетка.

После того как проделаны т  +  п-— 2 описанных выше шагов, 
получают задачу с одним пунктом отправления и одним пунк
том назначения. При этом останется свободной только одна 
клетка, а запасы оставшегося пункта отправления будут равны 
потребностям оставшегося пункта назначения. Заполнив эту 
клетку, тем самым делают (п- {-т— 1)-й шаг и получают искомый 
опорный план. Следует заметить, что на некотором шаге (но не 
на последнем) может оказаться, что потребности очередного 
пункта назначения равны запасам очередного пункта отправле
ния. В  этом случае такж е временно исключают из рассмотрения 
либо столбец, либо строку (что-нибудь одно). Таким образом, 
либо запасы соответствующего пункта отправления, либо потреб
ности данного пункта назначения считают равными нулю. Этот 
нуль записывают в очередную заполняемую клетку. Указанные 
выше условия гарантируют получение п-\-т— 1 занятых клеток, 
в которых стоят компоненты опорного плана, что является исход
ным условием для проверки последнего на оптимальность и на
хождения оптимального плана.

М е т о д  с е в е р  о-з а п а д н о г о  у г л а .  При нахождении 
опорного плана транспортной задачи методом северо-западного 
угла на каждом шаге рассматривают первый из оставшихся 
пунктов отправления и первый из оставшихся пунктов назначе
ния. Заполнение клеток таблицы условий начинается с левой 
верхней клетки для неизвестного х\\ («северо-западный угол») 
и заканчивается клеткой для неизвестного хтп, т. е. идет как бы по 
диагонали таблицы.

2.8. На три базы А\, Аз, А3 поступил однородный груз в ко
личествах, соответственно равных 140, 180 и 160 ед. Этот груз 
требуется перевезти в пять пунктов назначения В |, Вз, В з. В*, В$ 
соответственно в количествах 60, 70, 120, 130 и 100 ед. Тарифы 
перевозок единицы груза с каждого из пунктов отправления в со
ответствующие пункты назначения указаны в следующей таб
лице:

Т а б л и ц а  2.2

Пункты
отправления

Пункты назначения
Запасы

В , Й2 Вз Й4

А 1 2 3 4 2 4 140
Аг 8 4 1 4 1 180
Лэ 9 7 3 7 2 160

Потребности 60 70 120 130 100 480



Найти план перевозок данной транспортной задачи методом 
северо-западного угла.

Р е ш е н и е .  Здесь число пунктов отправления т  =  3, а число 
пунктов назначения п =  5, Следовательно, опорный план задачи 
определяется числами, стоящими в 5 +  3— 1= 7 заполненных 
клетках.

Заполнение таблицы начнем с клетки для неизвестного Х\ ь  т. е. 
попытаемся удовлетворить потребности первого пункта назначе 
ния за счет запасов первого пункта отправления. Так как запасы  
пункта А | больше, чем потребности пункта В\, то полагаем 
=  60, записываем это значение в соответствующей клетке 
табл. 2.3 и временно исключаем из рассмотрения столбец В\, 
считая при этом запасы пункта А 1 равными 80.

Т а б л и ц а  2.3

Пункты
отправления

Пункты назначения
Запасы

В, в 2 В3 в 4

А\ 2
60

3
70

4
10

2 4
140

А 2 8 4 1
110

4
70

1
180

Аз 9 7 3 7
60

2
100 160

П о т р е б 
ности 60 70 120 130 100 480

Рассмотрим первые из оставшихся пунктов отправления А\ 
и назначения Вг- Запасы пункта А \ больше потребностей пункта 
В*. Положим ДГ12 — 70, запишем это значение в соответствующей 
клетке табл. 2.3 и временно исключим из рассмотрения стол 
бец В 2- В  пункте А \ запасы считаем равными 10 ед. Снова рассм о
трим первые из оставшихся пунктов отправления А\ и назначе 
ния 63. Потребности пункта В 3 больше оставшихся запасов 
пункта А\. Положим дГ|з= Ю и исключим из рассмотрения стро
ку А]. Значение Х|3= 10 запишем в соответствующую клетку 
табл. 2.3 и считаем потребности пункта В 3 равными 110 ед.

Теперь перейдем к заполнению клетки для неизвестного *гз 
и т. д. Через шесть шагов остается один пункт отправления Ал 
с запасом груза 100 ед. и один пункт назначения В 5 с потреб
ностью 100 ед. Соответственно имеется одна свободная клетка,



которую и заполняем, полагая * 35=  100 (табл. 2.3). В  резуль
тате  получаем опорный план

Согласно данному плану перевозок, общая стоимость перево
зок всего груза составляет 

5  = 2-60 +  3-70 +  4-10 +  1 • 110-Ь 4-70 +7-60 +  2-100 =  1380.
М е т о д  м и н и м а л ь н о г о  э л е м е н т а .  В  методе се

веро-западного угла на каждом шаге потребности первого из 
оставшихся пунктов назначения удовлетворялись за счет запа
сов первого из оставшихся пунктов отправления. Очевидно, 
выбор пунктов назначения и отправления целесообразно произ
водить, ориентируясь на тарифы перевозок, а именно: на каждом 
ш аге следует выбирать какую-нибудь клетку, отвечающую мини
мальному тарифу (если таких клеток несколько, то следует вы
брать любую из них), и рассмотреть пункты назначения и отправ
ления, соответствующие выбранной клетке. Сущность метода 
минимального элемента и состоит в выборе клетки с минималь
ным тарифом. Следует отметить, что этот метод, как правило, 
позволяет найти опорный план транспортной задачи, при котором 
общ ая стоимость перевозок груза меньше, чем общая стоимость 
перевозок при плане, найденном для данной задачи с помощью 
метода северо-западного угла. Поэтому наиболее целесообразно 
опорный план транспортной задачи находить методом минималь
ного элемента.

2.9. Найти опорный план транспортной задачи 2.1 методом 
минимального элемента.

Р е ш е н и е .  Исходные данные задачи запишем в виде 
табл. 2.4. Минимальный тариф, равный 1, находится в клетке для 
переменной * 13. Положим *13 =  160, запишем это значение в соот
ветствую щ ую  клетку табл. 2.4 и исключим временно из рассмо
трения строку А |. Потребности пункта назначения В 3 считаем 
равными 30 ед.

В  оставшейся части таблицы с двумя строками А 2 и Л 3 и че
ты рьм я столбцами В |, В 2, В$ и В* клетка с наименьшим значением 
тариф а с,1 находится на пересечении строки Л 3 и столбца В 2> 
где Сз2 =  2. Положим х32 =  50 и внесем это значение в соответ
ствую щ ую  клетку табл. 2.4.

Временно исключим из рассмотрения столбец В 2 и будем счи
т а т ь  запасы пункта Аз равными 120 ед. После этого рассмотрим 
оставш ую ся часть таблицы с двумя строками Лг и Лз и тремя 
столбцами В ь Вз  и В 4. В  ней минимальный тариф с,, находится 
в клетке на пересечении строки Лз и столбца В э и равен 3. Запол-



Пункты
отпранлекия

Пункты назначения
Запасы

В, в 2 в* В ,

А, 7 8 1
160

2
160

л2 4
120

5 9 8
20 140

А 3 9 2
50

3
30

6
90 170

Потребности 120 50 190 ПО 470

ним описанным выше способом эту клетку и аналогично запол 
ним (в  определенной последовательности) клетки, находящиеся 
на пересечении строки Л 2 и столбца В ,, строки и столбца В 4, 
строки А 2 и столбца В*. В результате получим опорный план

( О 0 160 о \
120 0 0 20 I .

0 50 30 90 /
При данном плане перевозок общая стоимость перевозок со

ставляет
Я =  Ы  60 +  4 • 120 +  8 • 20 +  2 • 50 +  3 • 30 +  6 • 90 =  1530. 

М е т о д  а п п р о к с и м а ц и и  Ф о г е Л я .  При определе
нии оптимального плана транспортной задачи методом аппрок
симации Фогеля на каждой итерации по всем столбцам и по всем 
строкам находят разность между двумя записанными в них мини
мальными тарифами. Эти разности записывют в специально от
веденных для этого строке и столбце в таблице условий задачи. 
Среди указанных разностей выбирают минимальную. В  строке 
(или в столбце), которой данная разность соответствует, опреде
ляю т минимальный тариф. Клетку, в которой он записан, запол
няют на данной итерации.

Если минимальный тариф одинаков для нескольких клеток 
данной строки (столбца), то для заполнении выбирают ту клетку, 
которая расположена в столбце (строке), соответствующем наи
большей разности между двумя минимальными тарифами, нахо
дящимися в данном столбце (строке).

2.10. Используя метод аппроксимации Фогеля, найти опор
ный план транспортной задачи 2.1, исходные данные которой



Пункты Пункты назначения
Запасыотправления В , в 2 б, В«

А\ 7 8 1 2 160
А г 4 5 9 8 140
А з 9 2 3 6 170

Потребности 120 50 190 ПО 470

приведены в табл. 2.5 (опорный план этой задачи ранее был 
найден методом минимального элемента).

Р е ш е н и е .  Д ля каждой строки и столбца таблицы условий 
найдем разности между двумя минимальными тарифами, запи
санными в данной строке или столбце, и поместим их в соответ
ствующ ем дополнительном столбце или дополнительной строке 
табл. 2.6. Так, в строке Аг минимальны» тариф равен 4, а следую
щий за ним равен 5, разность между ними 5 — 4 = 1 . Точно так 
ж е  разность между минимальными элементами в столбце В 4 рав
на 6 — 2 =  4. Вычислив все эти разности, видим, что наибольшая 
из них соответствует столбцу В 4. В  этом столбце минимальный 
тариф записан в клетке, находящейся на пересечении строки А\ 
и столбца В 4. Таким образом, эту клетку следует заполнить. З а 
полнив ее, тем самым мы удовлетворим потребности пункта В а. 
Поэтому исключим из рассмотрения столбец В* и будем считать 
запасы  пункта А, равными 160— 110 =  50 ед. После этого опре
делим следующую клетку для заполнения. Снова найдем раз
ности между оставшимися двумя минимальными тарифами в 
каждой из строк и столбцов и запишем их во втором дополни
тельном столбце и во второй дополнительной строке табл. 2.6. Как 
видно из этой таблицы, наибольшая указанная разность соответ
ствует строке А\. Минимальный тариф в этой строке записан в 
клетке, которая находится на пересечении ее с столбцом Вз■ Сле
довательно, заполняем эту клетку. Поместив в нее число 50, тем 
самым предполагаем, что запасы в пункте <4| полностью исчер
паны, а потребности в пункте Вз стали равными 190— 50=  140 ед. 
Исклю чим из рассмотрения строку А\ и определим новую клетку 
для заполнения. Продолжая итерационный процесс, последова
тельно заполняем клетки, находящиеся на пересечении строки Аг 
и столбца Вз, строки Аз и столбца Вг, строки /Ь и столбца В],



Пункты
отправления

Пункты назначения За
па
сы

Разности по строкам
В , Bt В 3 В4

А\
7 8 1

50

2

ПО
160 1 6 — — — —

а 2
4

120

5

20

9 8
140 1 1 1 1 1 0

Аз
9 2

30

3

140

6
170 1 1 1 7 - —

Потребности 120 50 190 110 470

Разности по 
столбцам 3 3 2 4

3 3 2 —

5 3 6 —

5 3 - —

— 0 - —

— 0 — —

строки A-i и столбца В 2- В  результате получим опорный план 
/ 0 0 50 110 \

X =  I 120 20 0 0 I
V 0 30 140 0 /

При этом плане общая стоимость перевозок такова:
S = l  -50 +  2-110 +  4-120 +5-20 + 2-30 +  3-140=1330.

Как правило, применение метода апроксимации Фогеля поз
воляет получить либо опорный план, близкий к оптималь
ному, либо сам оптимальный план. Кстати , найденный выше 
опорный план транспортной задачи является и оптимальным.



Используя методы северо-западного угла, потенциалов и 
аппроксимации Фогеля, найдите опорные планы транспортных 
задач 2.11 — 2.13.

2.11
Пункты Пункты назначения

Запасыотправления Й1 в2 бз В< Й 5

А | 4 5 2 8 6 115
Аг 3 1 9 7 3 175
Ал 9 6 7 2 1 130

П о т р е б 
ности 70 220 40 30 60 420

2.12

П ункты
отправления

Пункты назначения
Запасы

В, в 2 в«

А, ‘1 5 3 7 280
А-г 7 6 2 9 175
А , 1 3 9 8 125
А\

Г
2 4 5 6 130

Г
Потребности 90 180 310 130 710

2.13

Пункты
отправления

Пункты назначения
Запасы

Я, «2 В  я В<

А\ 1 4 7 3 510
Аъ 5 6 8 9 90
А 3 7 2 4 8 120

Потребности 270 140 200 ПО 720

2.14— 2.16. Найдите опорные планы транспортных задач 2.5— 
2.7 методами северо-западного угла, минимального элемента и 
аппроксимации Фогеля и сравните их между собой.



3. Определение оптимального плана транспортной задачи.
Д ля определения оптимального плана транспортной задачи 
разработано несколько методов. Однако наиболее часто исполь
зуются метод потенциалов и метод дифференциальных рент.

М е т о д  п о т е н ц и а л о в .  Общий принцип определения оп
тимального плана транспортной задачи методом потенциалов 
аналогичен принципу решения задачи линейного программирова
ния симплексным методом, а именно: сначала находят опорный 
план транспортной задачи, а затем его последовательно улучш а
ют до получения оптимального плана.

Для определения опорного плана транспортной задачи будем 
пользоваться одним из методов, рассмотренных в предыдущем 
параграфе. Эти методы гарантируют получение занятых в исход
ном плане л +  т — 1 клеток, причем в некоторых из них могут 
стоять нули. Полученный план следует проверить на опти
мальность.

Теорема 2.2. Если для некоторого опорного плана Х *= (х *) 
(г'=1,/л / =  I,л) транспортной задачи сущ ествую т такие числа

ой, <*2......  а ш, р1, Рг  рп, что ■
Р, — а ¡ =  с,1 при x ¡j>  0 (8)

и
р; — а  При Х,/ =  0 (9)

для всех 1= 1 ,пг и /= 1 ,л , то Х* =  (х* ) —  оптимальный план 
транспортной задачи. __

О п р е д е л е н и е 2 . 3 .  Числа а, и р/ (/=  1 ,т  ; / =  1, л ) называ
ются потенциалами соответственно пунктов назначения и 
пунктов потребления.

Сформулированная теорема позволяет построить алгоритм 
нахождения решения транспортной задачи. Он состоит в следую
щем. Пусть одним из рассмотренных выше методов найден опор
ный план транспортной задачи. Д ля каждого из пунктов отправ
ления и назначения определяют потенциалы а, и Р/ (/=1,гл; 
у= 1 ,л ). Эти числа находят из системы уравнений

Р 1- ъ  =  с„, (10)
где с,, — тарифы, стоящие в заполненных клетках таблицы усло
вий транспортной задачи.

Так как число заполненных клеток равно п-\-т— 1, то 
система (10) с л  +  ш неизвестными содержит л +  т — 1 уравне
ний. Поскольку число неизвестных превышает на единицу число 
уравнений, одно из неизвестных можно положить равным про
извольному числу, например сь] =  0, и найти последовательно из 
уравнений (10) значения остальных неизвестных. После того 
как все потенциалы найдены, для каждой из свободных клеток 
определяют числа а „= Р /  —  а , —  Сц.
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рис- 2.]

Если среди чисел а/, нет положительных, то найденный опор
ный план является  оптимальным. Если же для некоторой свобод
ной клетки а ¡¡>  0, то исходный опорный план не является опти
мальным и необходимо перейти к новому опорному плану. Для 
этого рассматривают все свободные клетки, для которых а ()>  О, 
и среди данных чисел выбирают максимальное. Клетку, которой 
это число соответствует, следует заполнить.

Заполняя выбранную клетку, необходимо изменить объемы 
поставок, записанных в ряде других занятых клеток и связанных 
с заполненной так  называемым циклом.

О п р е д е л е н и е  2.4. Циклом в таблице условий транспорт
ной задачи называется ломаная линия, вершины которой распо
ложены в занятых клетках таблицы, а звенья— вдоль строк и 
столбцов, причем в каждой вершине цикла встречается ровно два 
звена, одно из которых находится в строке, а другое — в столбце.

Если ломаная линия, образующая цикл, пересекается, то точ
ки самопересечения не являются вершинами. Примеры некоторых 
циклов показаны на рис. 2.1.

При правильном построении опорного плана для любой сво
бодной клетки можно построить лишь один цикл. После того 
как для выбранной свободной клетки он построен, следует перей
ти к новому опорному плану. Для этого необходимо переместить 
грузы в пределах клеток, связанных с данной свободной клеткой. 
Это перемещение производят по следующим правилам:

1) каждой из клеток, связанных циклом с данной свободной 
клеткой, приписывают определенный знак, причем свободной 
клетке —  знак плюс, а всем остальным клеткам — поочередно 
знаки минус и плюс (будем называть эти клетки минусовыми и 
плю совыми);

2) в данную свободную клетку переносят меньшее из чисел 
Хц, стоящих в минусовых клетках. Одновременно это число при
бавляют к соответствующим числам, стоящим в плюсовых клет
ках, и вычитаю т из чисел, стоящих в минусовых клетках. Клетка, 
которая ранее была свободной, становится занятой, а мину-



совая клетка, в которой стояло минимальное из чисел х^, счи тает
ся свободной.

В  результате указанных выше перемещений грузов в пределах 
клеток, связанных циклом с данной свободной клеткой, опреде
ляю т новый опорный план транспортной задачи.

Описанный выше переход от одного опорного плана тр ан с 
портной задачи к другому ее опорному плану называется сд ви 
гом по циклу пересчета.

Следует отметить, что при сдвиге по циклу пересчета число 
занятых клеток остается неизменным, а именно остается равным 
п т  — 1. При этом если в минусовых клетках имеется два (или 
более) одинаковых числа лг,,. то освобождают лишь одну из таких 
клеток, а остальные оставляют занятыми (с нулевыми постав
ками).

Полученный новый опорный план транспортной задачи прове
ряют на оптимальность. Д ля этого определяют потенциалы пунк 
тов отправления и назначения и находят числа а/, =  р( — а, —  с</ 
для всех свободных клеток. Если среди этих чисел не окаж ется  
положительных, то это свидетельствует о получении оптимально
го плана. Если же положительные числа имеются, то следует 
перейти к новому опорному плану. В  результате итерационного 
процесса после конечного числа шагов получают оптимальный 
план задачи.

И з изложенного выше следует, что процесс нахождения реше
ния транспортной задачи методом потенциалов включает следую 
щие этапы:

1. Находят опорный план. При этом число заполненных 
клеток должно быть равным п -\-т— \.

2. Находят потенциалы р, и а, соответственно пунктов назна
чения и отправления.

3. Д ля каждой свободной клетки определяют число а,,. Если 
среди чисел а,, нет положительных, то получен оптимальный 
план транспортной задачи; если ж е они имеются, то переходят 
к новому опорному плану.

4. Среди положительных чисел а „  выбирают максимальное, 
строят для свободной клетки, которой оно соответствует, цикл 
пересчета и производят сдвиг по циклу пересчета.

5. Полученный опорный план проверяют на оптимальность, 
т. е. снова повторят все действия начиная с этапа 2.

В  заключение отметим, что при определении опорного плана 
или в процессе решения задачи может быть получен вырожден
ный опорный план. Чтобы избежать в этом случае зациклива
ния, следует соответствующие нулевые элементы опорного плана 
заменить сколь угодно малым положительным числом е и ре-



ш ать задачу как невырожденную. В  оптимальном плане такой 
задачи необходимо считать е равным нулю.

2.17. Для транспортной задачи, исходные данные которой 
приведены в табл. 2.7, найти оптимальный план.

Т а б л и ц а  2.7

Пункты
отправления

П ункты  назначения
Запасы

В, б2 Вз В4

А, 1
30

2
20

4 I
50

А2 2 3
10

I
Ю

5
Ю 30

Аз 3 2 4 4
Ю

ю

Потребности 30 30 Ю 20 90

Р е ш е н и е .  Сначала, используя метод северо-западного 
угла, находим опорный план задачи. Этот план записан в 
табл. 2.7.

Найденный опорный план проверяем на оптимальность. В  свя 
зи с этим находим потенциалы пунктов отправления и назначе
ния. Д ля определения потенциалов получаем систему 

01 —  СС1 =  ), 02 —  » 1 = 2 ,  02 — <Х2 =  3,
03 — Оа=1, 04 — <*2 =  5, р4 — СС3 =  4,

содержащую шесть уравнений с семью неизвестными. Полагая 
«1 = 0 , находим 01 =  1, 02 =  2, а г = — I, 0з =  О, 04 =  4, а 3 =  0. 
Д л я  каждой свободной клетки вычисляем число а,у =  0у — а ¡ — с :̂ 

а |з =  — 4, а и  =  3, а21=аз2 =  0, а з | = — 2, а 33=  — 4.
Заключаем найденные числа в рамки и записываем их в каж 

дую  из свободных клеток табл. 2.8.
Так как среди чисел <х,, имеются положительные, то по

строенный план перевозок не является оптимальным и надо пе
рейти к новому опорному плану. Наибольшим среди положитель
ных чисел а/, являю тся а м  =  3, поэтому для данной свободной 
клетки строим цикл пересчета (табл. 2.8) и производим сдвиг 
по этому циклу. Наименьшее из чисел в минусовых клетках рав
но 10. Клетка, в которой находится это число, становится свобод
ной в новой табл. 2.9. Другие числа в табл. 2.9 получаются так: к



Пункты Пункты назначения
Запасыотравления В, в 2 Во в,

Ах 1
30

2 — 
20

4 1 3 1 +  
0

50

Аг 2
0

3 + 
10

1
10

5 — 
10 30

Аз 3 2 4 4

а а |-4| 10 10

Потребности 30 30 10 20 90

числу 10. стоящему в плюсовой клетке табл. 2.8, добавим 10 и 
вычтем 10 из числа 20, находящегося в минусовой клетке 
табл. 2.8. Клетка на пересечении строки Ач и столбца стано
вится свободной.

После этих преобразований получаем новый опорный план 
(табл. 2.9).

Т а б л и ц а  2.9

Пункты
отправлении

Пункты назначения
Запасы

öi 8* в, в ,

а , 1
30

2 — 
10

2
R 1

1 +  
10 50

Ai 2

0
3

20
1

10
5

М
30

А з 3

1 +  4

2 +
| + з |

4

R 1

4 —
10

10

Потребности 30 30 10 20 90

Этот план проверяем на оптимальность. Снова находим по
тенциалы пунктов отправления и назначения. Д л я  этого состав
ляем следующую систему уравнений:



р 1 —  а |  =  1, р 2 —  ос | =  2 , р 4 —  а |  =  1,
р2 — а 2 =  3, Эз — «2 == I , Р« — а :( =  4.

Полагаем а , = 0 , получаем ($¡ =  04=1, Рг =  2, Рз =  0, а 3=  — 3, 
<Х2=  — 1. Д л я  каждой свободной клетки вычисляем число а,,; 
имеем, а  13= — 2, а л  = 0 , а 24 =  — 3, аз1 =  I , аз2 =  3, а 33=  — 1.

Таким образом, видим, что данный план перевозок не являет
ся оптимальным. Поэтому переходим к новому опорному плану 
(табл. 2.10).

Т а б л и ц а  2.10

Пункты Пункты назначения
отправления В 1 В5 Вз в ,

А\ 1 2 4 1
30 0 Н 1 20 50

2 3 1 5
В 20 10 Ы 30

3 2 4 4

Е Ю 10 1 4 1 М 1 10

Потребности 30 30 10 20 90

Сравнивая разности ^  — а, новых потенциалов, отвечающих 
свободным клеткам табл. 2.10, с соответствующими числами 
с,/, видим, что указанные разности потенциалов для всех свобод
ных клеток не превосходят соответствующих чисел с,(. Следова
тельно, полученный план

/3 0  0 0 20 \
Я * = Л  0 20 10 0 |

\  0 10 о о /
является оптимальным. При данном плане стоимость перево
зок

5 =  1 -30 +  2-0 +  1 -20 +  3-20+ !• 10 +  2-10= 140.
2.18. Д ля  строительства трех дорог используется гравий из 

четырех карьеров. Запасы гравия в каждом из карьеров соответ
ственно равны 120, 280 и 160 уел. ед. Потребности в гравии для 
строительства каждой из дорог соответственно равны 130, 220, 
60 и 70 уел. ед. Известны также тарифы перевозок 1 уел. ед. 
гравия из каждого из карьеров к каждой из строящихся дорог,



которые задаются матрицей

3 8 1 2 /
Составить такой план перевозок гравия, при котором потреб

ности в нем каждой из строящихся дорог были бы удовлетворены 
при наименьшей общей стоимости перевозок.

Р е ш е н и е .  Исходные данные задачи сведем в таблицу 
(табл. 2. 11).

Т а б л и ц а  2.11

Пункты
отправления

Пункты назначения
Запасы

В, в г Ва В,

А, ] 7 9 5 120
А 2 4 2 6 8 280
Аз 3 8 1 2 160

Потребности 130 220 60 70

К ак  видно из табл. 2.11, запасы гравия в карьерах (120 +  
+  280+160 =  560) больше, чем потребности в нем (130 +  220 +  
+  60 +  70=480) на строящихся дорогах. Следовательно, модель 
исходной транспортной задачи является  открытой. Чтобы п олу
чить закрытую модель, введем дополнительный пункт назначения 
В$ с потребностями, равными 560 — 480 =  80 уел. ед. Тариф ы 
перевозки единицы гравия из всех карьеров в пункт В 5 полагаем 
равными нулю. В  результате получаем закрытую модель тр ан с 
портной задачи, план перевозок которой определяем методом ми
нимального элемента (табл. 2.12).

Оптимальный план находим методом потенциалов (табл . 
2.13).

Как видно из табл. 2.13, исходная задача имеет оптимальный 
план

(120 О О О
0 220 0 0

10 0 60 70
При этом плане остается неиспользованным 60 уел. ед. гравия 
во втором карьере и 20 уел. ед. в третьем карьере, а общая сто и 
мость перевозок составляет

5= 1-120 +  3-10 +  2-220 +  1 -60+2-70 =  790.



Пункты
отправления

Пункты назначения
Запасы

В, Вг 04 В*

А, 1
40

7 9 5 0
80 120

А 2 4
60

2
220

6 8 0
280

А 3 3
30

8 1
60

2
70

0
160

П о т р е б 
ности 130 220 60 70 80 560

Т а б л и ц а  2.13

Пункты Пункты назначения
Запасы

отправления В, я» В 3 я , Вь

А\ 1
120

7 9 5 0
120

Аг 4 2
220

6 8 0
60 280

А а 3
10

8 1
60

2
70

0
20 160

П о т р е б 
ности 130 220 60 70 80 560

М е т о д  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  р е н т .  Если при опре
делении оптимального плана транспортной задачи методом по
тенциалов сначала находился какой-нибудь ее опорный план, а 
затем он последовательно улучшался, то при нахождении реше
ния транспортной задачи методом дифференциальных рент сна
чала нанлучшим образом распределяют между пунктами назна
чения часть груза (та к  называемое условно оптимальное рас



пределение) и на последующих итерациях постепенно уменьшают 
общую величину нераспределенных поставок. Первоначальный 
вариант распределения груза определяют следующим образом. 
В  каждом из столбцов таблицы данных транспортной задачи 
находят минимальный тариф. Найденные числа заклю чаю т в 
кружки, а клетки, в которых стоят указанные числа, заполня
ют. В  них записывают максимально возможные числа. В  резуль
тате получают некоторое распределение поставок груза в пункты 
назначения. Это распределение в общем случае не удовлетво
ряет ограничениям исходной транспортной задачи. Поэтому в ре
зультате последующих шагов следует постепенно сокращ ать 
нераспределенные поставки груза так, чтобы при этом общ ая 
стоимость перевозок оставалась минимальной. Для этого сначала 
определяют избыточные и недостаточные строки.

Строки, соответствующие поставщикам, запасы которых 
полностью распределены, а потребности пунктов назначения, 
связанных с данными потребителями запланированными постав
ками, не удовлетворены, считаются недостаточными. Эти строки 
иногда называют также отрицательными. Строки, запасы кото
рых исчерпаны не полностью, считаю тся избыточными. Иногда 
их называют также положительными.

После того как определены избыточные и недостаточные 
строки, для каждого из столбцов находят разности между числом 
в кружке и ближайшим к нему тарифом, записанным в избы точ
ной строке. Если число в кружке находится в положительной 
строке, то разность не определяют. Среди полученных чисел 
находят наименьшее. Это число называется промежуточной рен
той. После определения промежуточной ренты переходят к новой 
таблице. Эта  таблица получается из предыдущей таблицы при
бавлением к соответствующим тарифам, стоящим в отрицатель
ных строках, промежуточной ренты. Остальные элементы остаю т
ся прежними. При этом все клетки новой таблицы считаю т 
свободными. После построения новой таблицы начинают зап о л 
нение ее клеток. Теперь уже число заполняемых клеток на одну 
больше, чем на предыдущем этапе. Эта  дополнительная клетка 
находится в столбце, в котором была записана промежуточная 
рента. Все остальные клетки находятся по одной в каждом из 
столбцов и в них записаны наименьшие для данного столбца 
числа, заключенные в кружки. Заклю чены в кружки и два одина
ковых числа, стоящих в столбце, в котором в предыдущей т а б 
лице была записана промежуточная рента.

Поскольку в новой таблице число заполняемых клеток боль
ше, чем число столбцов, то при заполнении клеток следует поль
зоваться специальным правилом, которое состоит в следующем. 
Выбирают некоторый столбец (строку), в котором имеется одна



клетка с помещенным в ней кружком. Эту  клетку заполняют и 
исключают из рассмотрения данный столбец (строку). После 
этого берут некоторую строку (столбец), в которой имеется одна 
клетка с помещенным в ней кружком. Э ту  клетку заполняют и 
исключают из рассмотрения данную строку (столбец). Продол
ж ая  так, после конечного числа шагов заполняют все клетки, 
в которых помещены кружки с заключенными в них числами. 
Если к тому же удается распределить весь груз, имеющийся в 
пунктах отправления, между пунктами назначения, то получают 
оптимальный план транспортной задачи. Если же оптимальный 
план не получен, то переходят к новой таблице. Для этого нахо
дят избыточные и недостаточные строки, промежуточную ренту 
и на основе этого строят новую таблицу. При этом могут возник
нуть некоторые затруднения при определении знака строки, когда 
ее нераспределенный остаток равен нулю. В  этом случае строку 
считают положительной при условии, что вторая заполненная 
клетка, стоящая в столбце, связанном с данной строкой еще 
одной заполненной клеткой, расположена в положительной 
строке.

После конечного числа описанных выше итераций нераспреде
ленный остаток становится равным нулю. В  результате получа
ют оптимальный план данной транспортной задачи.

Описанный выше метод решения транспортной задачи имеет 
более простую логическую схему расчетов, чем рассмотренный 
выше метод потенциалов. Поэтому в большинстве случаев для 
нахождения решения конкретных транспортных задач с исполь
зованием Э В М  применяется метод дифференциальных рент.

2.19. Д ля транспортной задачи, исходные данные которой 
приведены в табл. 2.14, найтн оптимальный план методом 
дифференциальных рент.

Т а б л и ц а  2.14

П ункты П ун кты  назначения

отправления В 1 В г В а В а Вь
Запасы

A^ 7 12 4 8 5 180
А г I 8 6 5 3 350
А  з 6 13 8 7 4 20

П о т р е б -
н ости 110 90 120 80 150 550

Г5 е ш е н и е. Перейдем от табл. 2.14 к табл. 2.15, добавив 
один дополнительный столбец для указания избытка и недостатка 
по строкам и одну строку для записи соответствующих разностей.



Пункты Пункты назначения Запа Недостаток ( — ).
отправления В, В г Аз В , Вь сы избыток {+  )

<4, 7 12 ©
120

8 5
180 +  60

Лг ©
110

®
90

6 ©
80

Ф
70 350 - 8 0

А 3 6 13 8 7 4 20 +  20

П о т р е б 
ности ПО 90 120 80 150 550

Разность 5 4 - 2 1

В  каждом из столбцов табл. 2.15 находим минимальные тари
фы и обводим их кружками. Заполняем клетки, в которых стоят 
указанные числа. Д ля  этого в каждую из клеток записываем 
максимально допустимое число. Например, в клетку, находящую
ся на пересечении строки А\ и столбца В з, записываем число 120. 
В  эту клетку нельзя поместить большее число, поскольку в 
таком случае были бы превышены потребности пункта назначе
ния В л.

В  результате заполнения отмеченных выше клеток получен 
так называемый условно оптимальный план, согласно которому 
полностью удовлетворяются потребности пунктов назначения 
В |, Во, Вз и Й4 и частично — пункта назначения При этом 
полностью распределены запасы пункта отправления Л 2, час
тично— пункта отправления А\ и остались совсем нераспреде
ленными запасы пункта отправления Аз.

После получения условно оптимального плана определяем из
быточные и недостаточные строки. Здесь недостаточной являет
ся строка /12, так как запасы пункта отправления /Ь полностью 
использованы, а потребности пункта назначения Вь  удовлетворе
ны частично. Величина недостатка равна 80 ед.

Строки Л| и Лз являются избыточными, поскольку запасы 
пунктов отправления А\ и Лз распределены не полностью. При 
этом величина избытка строки А\ равна 60 ед., а строки Лз —



20 ед. О бщ ая величина избытка 60 +  20=80 совпадает с общей 
величиной недостатка, равной 80.

После определения избыточных и недостаточных строк по 
каждому из столбцов находим разности между минимальными 
тарифами, записанными в избыточных строках, и тарифами, стоя
щими в заполненных клетках. В  данном случае эти разности 
соответственно равны 5, 4, 2, 1 (табл. 2.15). Для столбца В з раз
ность не определена, так как число, записанное в кружке в дан
ном столбце, находится в положительной строке. В  столбце В\ 
число, стоящее в кружке, равно I , а в избыточных строках в клет
ках данного столбца наименьшим является число 6. Следователь
но, разность для данного столбца равна 6— 1=5. Аналогично 
находим разности для других столбцов: для В 2 12 — 8 =  4; для 
Ва 7 - 5  =  2; для В ъ 4 - 3 = 1 .

Выбираем наименьшую из найденных разностей, которая я в 
ляется промежуточной рентой. В  данном случае промежуточ
ная рента равна 1 и находится в столбце В 5. Найдя промежуточ
ную ренту, переходим к табл. 2.16.

Т а б л и ц а  2.16

Пункты
отправления

Пункты назначения За 
па
сы

Недостаток ( — ), 
избыток (+ )В, В, 0̂ В« Вь

А\ 7 12 ®
120

8 5 180 +  60

Аз ©
ПО

9
90

7 ©
80

©
70 350 - 6 0

Аз 6 13 8 7 ©
20 20 - 0

Потребности 110 90 120 80 150 550

Разность 5 3 - 2 1

В  этой таблице в строках А { и (являющ ихся избыточными) 
переписываем соответствующие тарифы из строк А\ и Аз табл
2.15. Элементы строки Ач (которая была недостаточной) полу 
чаю тся в результате прибавления к соответствующим тарифам 
находящимся в строке Л 2 табл. 2.15, промежуточной ренты, т. е. 1 

В  табл. 2.16 число заполняемых клеток возросло на одну 
Это обусловленно тем, что число минимальных тарифов, стоя 
щих в каждом из столбцов данной таблицы, возросло на единицу



а именно в столбце Вь теперь имеются два минимальных элемен
та 4. Эти числа заключаем в кружки; клетки, в которых они стоят, 
следует заполнить. Необходимо заполнить и клетки, в которых 
стоят наименьшие для других столбцов тарифы. Это клетки табл.
2.16, в которых соответствующие тарифы заключены в кружки. 
После того как указанные клетки определены, устанавливаем 
последовательность их заполнения. Д л я  этого находим столбцы 
(строки), в которых имеется лишь одна клетка для заполнения. 
Определив н заполнив некоторую клетку, исключаем из рассмот
рения соответствующий столбец (строку) и переходим к заполне
нию следующей клетки. В  данном случае заполнение клеток про
водим в такой последовательности. С начала заполняем клетки 
Л\Вз, А 2Ви  А 2В 2, А^Ва, так как они являю тся единственными 
клетками для заполнения в столбцах в | , В?, В з и После запол
нения указанных клеток заполняем клетку Л 3В 5, поскольку она 
является единственной для заполнения в строке Ал- Заполнив 
эту клетку (табл. 2.16), исключаем из рассмотрения строку Аз- 
Тогда в столбце Вь остается лишь одна клетка для заполнения. 
Это клетка АъВь, которую заполняем. После заполнения клеток 
устанавливаем избыточные и недостаточные строки (табл. 2.16). 
К ак  видно из табл. 2.16, еще имеется нераспределенный остаток. 
Следовательно, получен условно оптимальный план задачи и 
нужно перейти к новой таблице. Д ля  этого по каждому из столб
цов находим разности между числом, записанным в круж ке 
данного столбца, и наименьшим по отношению к нему числом, 
находящимся в избыточных строках (табл. 2.16). Среди этих 
разностей наименьшая равна 1. Это  и есть промежуточная рента. 
Переходим к новой таблице (табл. 2.17).

Т а б л и ц а  2 .1 7

П ун кты П ункты  назначения За- Н едостаток ( — ),
отправления В , в, йя В 4 В  г. еы избы ток ( +  )

А\ 7 12 ©
120

8 ©
60 180 0

А'2 ©
П О % 8 ©

80
©

70 350 0

А3 7 14 9 8 ©
20 20 0

П о т р е б н о с ти П О 90 120 80 150 550



В  новой таблице элементы строк Аг и А з получены в ре
зультате прибавления к соответствующим числам строк Лг н Аз 
{являющихся недостаточными) табл. 2.16 промежуточной ренты, 
т. е. 1. В  результате в табл. 2.17 число клеток для заполнения 
возросло еще на одну и стало равным 6. Определяем указанные 
клетки и заполняем нх. Сначала заполняем клетки А\В3, А гВи 
А 2В 2, А 2В  а затем АзВ$, А 2В$, А\ВЬ. В  результате все имеющие
ся запасы поставщиков распределяются в соответствии с факти
ческими потребностями пунктов назначения. Число заполненных 
клеток равно 7, и все они имеют наименьший показатель с,-,. Сле
довательно, получен оптимальный план исходной транспортной 
задачи:

0 0 120 0 60
10 90 0 80 70
0 0 0 0 20

При этом плане перевозок общие затраты таковы:
5 =  4-1204-5-60+1 -110 +  8-90 +  5-80 +  3-70 +  4-20 =  2300. 

2.20— 2.22. Методом потенциалов и методом дифференциаль
ных рент найдите оптимальные планы транспортных задач 2.5—
2.7.

Используя рассмотренные методы, найдите оптимальные пла
ны транспортных задач 2.23— 2.28.

2.23

Пункты Пункты назначения
Запасыотправления В| в 2 Вя в ,

А 1 5 4 3 4 160
•4а 3 2 5 5 140
Л 3 1 6 3 2 60

Потребности 80 80 60 80

2.24

Пункты Пункты назначения
Запасыотправления В, В г в 3 В,

Л, 4 2 3 1 80
а 2 6 3 5 6 140
А з 3 2 6 3 70

Потребности 80 50 50 70



Пункты
отправления

Пункты назначения
Запасы

В , А» в> В А
Л, 6 7 3 2 180

5 1 4 3 90
л 3 3 2 6 2 170

Потребности 45 45 100 160

2.26. Для строительства трех объектов используется кирпич, 
изготовляемый на трех заводах. Ежедневно каждый из заводов 
может изготовлять 100, 150 и 50 уел. ед. кирпича. Ежедневные 
потребности в кирпиче на каждом из строящихся объектов соот
ветственно равны 75, 80, 60 и 85 уел. ед. Известны такж е  тарифы 
перевозок 1 уел. ед. кирпича с каждого с заводов к каждому из 
строящихся объектов:

/ 6  7 3 5'

С =  | 1 2 5

\ 8  10 20

Составить такой план перевозок кирпича к строящ имся объек
там, при котором общая стоимость перевозок является минималь
ной.

2.27. На трех хлебокомбинатах ежедневно производится 110, 
190 и 90 т муки. Эта мука потребляется четырьмя хлебозаводами, 
ежедневные потребности которых равны соответственно 80, 60, 
170 н 80 т. Тарифы перевозок 1 т муки с хлебокомбинатов к к а ж 
дому из хлебозаводов задаются матрицей

1 9 7'

С =  | 4 6 2 12
,3 5 8 9,

Составить такой план доставки муки, при котором общая 
стоимость перевозок является минимальной.

2.28. В  трех хранилищах горючего ежедневно хранится 175, 
125 и 140 т бензина. Этот бензин ежедневно получают четыре 
заправочные станции в количествах, равных соответственно 180, 
110, 60 и 40 т. Стоимости перевозок I т бензина с хранилищ к 
заправочным станциям задаются матрицей

'9  7 5 3'

С = | 1 2  4 6
10 12 I



Составить такой план перевозок бензина, при котором общая 
стоимость перевозок является минимальной.

4. Определение оптимального плана транспортных задач, 
имеющих некоторые усложения в их постановке. При нахождении 
решения ряда конкретных транспортных задач часто бывает не
обходимо учитывать дополнительные ограничения, которые не 
встречались выше при рассмотрении простых вариантов данных 
задач. Остановимся подробнее на некоторых возможных услож
нениях в постановках транспортных задач.

1. При некоторых реальных условиях перевозки груза из опре
деленного пункта отправления А, в пункт назначения В, не могут 
быть осуществлены. Д ля определения оптимальных планов 
таких задач предполагают, что тариф перевозки единицы груза 
из пункта А, в пункт В , является сколь угодно большой вели
чиной М , и при этом условии известными методами находят реше
ние новой транспортной задачи. При таком предположении 
исклю чается возможность при оптимальном плане транспортной 
задачи перевозить груз из пункта А, в пункт В,. Такой подход к 
нахождению решения транспортной задачи называют запреще
нием перевозок или блокированием соответствующей клетки таб
лицы данных задачи.

2. В  отдельных транспортных задачах дополнительным усло
вием является обеспечение перевозки по соогветствующим мар
шрутам определенного количества груза. Пусть, например, из 
пункта отправления А, в пункт назначения В , требуется обяза
тельно перевести единиц груза. Тогда в клетку таблицы дан
ных транспортной задачи, находящуюся на пересечении строки 
А , и столбца В ,, записывает указанное число а,, и в дальнейшем 
эту клетку считают свободной со сколь угодно большим тарифом 
перевозок М. Д ля полученной таким образом новой транспорт
ной задачи находят оптимальный план, который определяет опти
мальный план исходной задачи.

3. Иногда требуется найти решение транспортной задачи, при 
котором из пункта отправления А, в пункт назначения В, должно 
быть завезено не менее заданного количества груза ос,-/. Д ля опре
деления оптимального плана такой задачи считают, что запасы 
пункта А, и потребности пункта В , меньше фактических на а,/ 
единиц. После этого находят оптимальный план новой транспорт
ной задачи, на основании которого и определяют решение исход
ной задачи.

4. В  некоторых транспортных задачах требуется найти опти
мальный план перевозок при условии, что из пункта отправле
ния А, в пункт назначения В, перевозится не более чем а,, единиц 
груза, т. е.



Сформулированную задачу можно решить так В  таблице исход
ных данных задачи для каждого / го ограничения ( I I )  преду
сматривают дополнительный столбец, т. е. вводят дополнитель
ный пункт назначения. В данном столбце записывают те же тари 
фы, что и в столбце В „  за исключением тарифа, находящегося в 
1-й строке. В  дополнительном столбце в этой строке тариф счи та 
ют рапным некоторому сколь угодно большому числу М. При 
этом потребности пункта В , считают равными а,,, а потребности 
вновь введенного пункта назначения полагают равными Ь \ — <хч . 

Решение полученной транспортной задачи может быть найдено 
методом потенциалов, и тем самым будет определен оптимальный 
план или установлена неразрешимость исходной задачи. З а м е 
тим, что исходная транспортная задача разрешима лишь в том 
случае, когда для нее существует хотя бы один опорный 
план.

Приведенную выше задачу можно решить и таким способом. 
С учетом ограничения ( I I )  по правилу минимального элемента 
строят опорный план. При этом если величина записываемого на 
данном шаге в соответствующую клетку числа определяется 
только ограничением (11), то в последующем из рассмотрения 
исключают только заполненную клетку. В  других случаях из 
рассмотрения исключают либо строку, либо столбец (что-нибудь 
одно).

Если в результате составления плана поставок все имеющиеся 
запасы пунктов отправления распределены и потребности в пунк
тах назначения удовлетворены, то получен опорный план транс
портной задачи.

Если в какой-то строке (а следовательно, и в столбце) остал 
ся нераспределенный остаток, равный й, то вводят дополнитель
ный пункт назначения и дополнительный пункт отправления с 
потребностями и запасами, равными й. В  клетке, находящейся 
на пересечении столбца дополнительного пункта назначения и 
строки дополнительного пункта отправления, тариф считаю т 
равным нулю. Во всех остальных клетках данной стро 
ки и столбца тарифы полагают равными некоторому сколь 
угодно большому числу М. Полученную в результате этого тр ан с 
портную задачу решают методом потенциалов. После конечного 
числа шагов либо устанавливают, что исходная задача не имеет 
опорного плана, либо находят ее оптимальный план. При этом 
(л$) — оптимальный план исходной задачи, если

( 12)



2.29. Найти решение транспортной задачи, исходные данные 
которой приведены в табл. 2.18, при дополнительных условиях: 
из А [ в Вг и из Аг в Вь  перевозки не могут быть осуществлены, 
а из Лг в В 1 будет завезено 60 ед. груза.

Т а б л и ц а  2.18

Пункты
отправления

Пункты назначения
Запасы

В, бг бз б, Вь

А\ 1 2 3 1 4 180
А 2 6 3 4 5 2 220
Аз 8 2 1 9 3 100

Потребности 120 80 160 90 50 500

Р е ш е н и е .  Так как  из А \ в Вч и из Аъ в В  $ перевозки не могут 
быть осуществлены, то в клетках Л 1В 2 и АчВь табл. 2.19 тарифы 
считаем равными некоторому сколь угодно большому числу М. 
Полагаем равным этому ж е  числу и тариф для клетки АчВ\. Одно
временно в эту клетку помещаем число 60, поскольку, по условию, 
из Лг в В | нужно завести 60 ед. груза. В  дальнейшем клетку 
АчВ\ считаем свободной со сколь угодно большим тарифом М.

Т а б л и ц а  2.19
Пункты
отправ
ления

Пункты назначения За 
па
сыЙ! в 2 Вз в< Вь

А ,
1

60

М " 3

30

1

90

4

! 802 - М М  — 5

Ач
М

60| 2 —  М\

3

80

4

30

5

В 1

М

50 220

А л
8 2 1

100

9 3

1001 ~ 91 М - 6

Пот
ребности 120 80 160 90 50 500



Для транспортной задачи, исходные данные которой записа
ны в табл. 2.19, методом минимального элемента находим опор
ный план. Этот план проверяем на оптимальность. Д л я  каждого 
из пунктов отправления и назначения находим потенциалы, а для 
каждой из свободных клеток — числа а</ =  Р/ — а / — с,/. Эти числа 
записываем в квадратах в соответствующих клетках табл. 2.19. 
Если среди данных чисел нет положительных, то найденной 
опорный план является оптимальным. В  данном случае имеется 
два положительных числа, расположенных в клетках А\В$ и 
А 3В 5. Поэтому переходим к новому опорному плану. Строим для 
клетки А\Вь цикл пересчета и производим сдвиг по циклу пересче
та (табл. 2.20).

Т а б л и ц а  2.20

Пункты
отправления

Пункты назначения
Запасы

В, В * в3 В4 Я»

Л , 1
60

М 3 1
90

4
30 1801-2 М  +  7] | - М  +  5|

А, м 3
80

4
60

5 М
20 220ю м — 3 | М - 8 |

А л 8 2

Е З
1

100
9 3

100[ М - 8 | |М — 15 | | М  — б|

П о тр е б -
ности 120 80 160 90 50 500

Полученный опорный план проверяем на оптимальность; так 
как он не оптимален, то переходим к новому опорному плану 
(табл. 2.21).

Как  видно из табл. 2.21, исходная транспортная задача имеет 
оптималышй план

(60 0 0 90 30 \

60 80 80 0 0 .

О 0 80 0 2 0 /

При этом общая стоимость перевозок 
5 =  1.60-Н  -90 +  4-30 +  6-60 +  3-80+ 4-80+  1 - 80 +  3-20 =

=  1330
является минимальной.



П ун кты
отправления

Пункты  назначения
За п а сы

В , Вч В , В , В  г,

л, 1
60

м 3
ЕГ1

1
90

4
30 180

Аз М 3
80

4
80

5

ЕЮ
м

22050|3-М| | б - М ]

А 3 8
| - 8 |

2
ЕИ

1
80

9
ЕЭ

3
20 100

П о т р е б 
ности 120 80 160 90 50 500

2.30. Найти решение транспортной задачи, исходные данные 
которой приведены в талб. 2.22, при дополнительных условиях: 
из А [ в В г  должно быть перевезено не менее 50 ед. груза, из А з 
в В ъ —  не менее 60 ед. груза, а из А 2 в В< - не более 40 ед. груза.

Т а б л и ц а  2.22

Пункты
отправления

Пункты назначения
Запасы

В, В 1 Вз В 4 В  г,

А, 5 3 2 4 8 160
Л 2 7 6 5 3 1 90
Аг 8 9 4 5 2 140

П о т р е б 
ности 90 60 80 70 90 390

Р е ш е н и е .  Так как из А\ и /43 соответственно в В 2 и Въ не
обходимо завезти не менее 50 и 60 ед. груза, то запасы этих пунк
тов отправления и потребности пунктов назначения считаем 
меньшими соответственно на 50 и 60 ед. {табл. 2.23). Кроме 
того, поскольку из А 2 в В< необходимо завезти не более 40 ед. гру
за, то рассмотрим дополнительный пункт назначения В\ с потреб
ностями, равными 70 — 40 =  30 ед., а потребности пункта В А счи
таем равными 40 ед. В  столбце В\ записываем тарифы, помещен



ные в клетках столбца В<, за исключением клетки Л 2В 4. В  этой 
клетке тариф полагаем рапным некоторому сколь угодно больш о
му числу М. В  результате получаем транспортную задачу, исход
ные данные которой записаны п табл. 2.23.

Т а б л и ц а  2 .2 3

П ункты
о тп р ав 

ления

Пункты  н а значен и я
З а п а с ы

б, Ь '2 Вл Й4 «  5 в\

/1| 5 3
30

2
80

4 8 4
I 10

Аъ 7
20

6 5 3
40

1
30

М
9 0

Аь 8
20

9
30

4 5 2 5
30 8 0

П о т -
р е б н о -
сти 40 60 80 40 30

Т

30 

а б л  (

2 8 0  

ц а  2 .2 4

П ун кты
о тп р ав 
ления

П ун кты  н а значен и я З а п а 
сыВ, В» в 3 В, В ь в'«

А\ 5
20

3
60

2
30

4

Ы 1
8

ЕЮ
4

ЕГ1 110

Аг 7
20

6

ЕЛ
5

ЕО
3

40
1

30
М

Е —м\ 9 0

Аз 8

ЕЕ
9

Е±1
4

50
5

1"*|
2

ЕЗ
5

30 80

П о т -
р е б н о -
сти 40 60 80 40 30 30 2 8 0



Данную задачу решаем методом потенциалов. Найденное ре
шение приведено в табл. 2.24. Как  следует из этой таблицы, опти
мальное решение исходной задачи

’ 70 60 30 0 0'

20 0 0 40 30

0  0 50 30 6 0 ,
При таком плане перевозок общая стоимость перевозок 
5 =  5-70 +  3-60 + 2 *3 0 + 7 -2 0  +  3-40+ I -30 +  4-50 +  5-30 +  

+  2-60=1350
является минимальной.

2.31. Найдите решение транспортной задачи, исходные данные кото
рой определяются таблицей

Пункты
отправления

Пункты назначения
Запасы

В. В г В* В. Вь

л , 5 8 7 2 1 220
А? 6 3 5 4 6 140
Ал 7 4 2 3 2 160

Потребности 80 140 90 130 80 520

и матрицей
оо со 60 оо оо

0 = 1  оо 70 оо 70 оо

оо оо со оо 00
Числа в матрице О определяют предельное количество груза, ко

торое можно перевезти из данного пункта отправления в соответствую
щий пункт назначения. Символ оо означает, что на перевозки из данного 
пункта отправления в соответствующий пункт назначения нет ограни
чений.

2.32. Найдите решение транспортной задачи, исходные данные кото
рой определяются таблицей

Пункты
отправления

Пункты назначения
Запасы

В, Вг В з в, Вь

А 1 1 2 3 1 4 180
Аг 6 3 4 5 2 220
А з 8 2 1 9 3 100

Потребности 120 80 160 90 50 500



и м атр и ц ей
/  со 70 40 60  оо

£) =  I  оо оо 80 оо оо

оо оо 40 оо оо

2.33. На трех складах оптовой базы сосредоточена мука в количест
вах, равных соответственно 140, 360 и 180 т. Эту  муку необходимо завез
ти в пять магазинов, каждый из которых должен получить соответствен
но 90, 120, 230, 180 н 60 т. С 1-го склада муку не представляется возмож
ным перевозить во 2-й и 5-й магазины, а из 2-го склада в 3-й магазин 
должно быть завезено 100 т муки. Зная тарифы перевозки 1 т муки с каж 
дого нз складов в соответствующие магазины, которые определяются 
матрицей

составьте план перевозок, обеспечивающий минимальную общую стои
мость перевозок.

2.34. На трех железнодорожных станциях А\, Аг и Ал скопилось 120, 
110 и 130 незагруженных вагонов. Эти вагоны необходимо перегнать 
на железнодорожные станции В|, В 2, Вз, н Въ. На каждой из этих 
станций потребность в вагонах соответственно равна 80, 60, 70, 100 и 50. 
Учитывая, что с железнодорожной станции А% не представляется воз
можным перегнать вагоны на станцию Вг и В 4, и зная, что тарифы пере
гонки одного вагона определяются матрицей

составьте такой план перегонок вагонов, чтобы общая стоимость была 
минимальной.

5. Нахождение решения некоторых экономических задач, 
сводящихся к транспортной. Выше были подробно рассмотрены 
методы нахождения решения транспортной задачи. Этими же ме
тодами может быть такж е найдено решение многих других задач, 
которые по своей экономической сущности не связаны с транс
портными перевозками. Рассмотрим некоторые из них.

2.35. На текстильном предприятии имеется три типа ткацких 
станков. На станках каждого из типов могут вырабатываться 
четыре вида тканей: миткаль, бязь, ситец и сатин. Производи
тельность каждого станка и себестоимость тканей приведены в 
табл. 2.25. Учитывая, что фонд рабочего времени каждой из групп 
ткацких станков соответственно равен 90, 220 и 180 станко*ч, со
ставить такой план их загрузки, при котором общая себестои-



Тип
стан 

П р о и зво д и тел ьн о сть  станка, 
(м / ч )  при выработке

Себесто им о сть  (р уб .) ткани 
при вы работке 1 м/ч

ка м иткаля бизн ситца сатина м иткаля бязи ситца сатина

I 24 30 18 42 2 3
I I 12 15 9 21 3 2 4

I I I 8 10 (» 14 6 3 5 2

мость выпускаемых тканей в количестве 1200 м миткаля, 900 м 
бязи, 1800 м ситца и 840 м сатина является минимальной.

Р е ш е н и е .  Составим математическую модель задачи. Б у 
дем считать, что ¿-й тип станков занят изготовлением /-го вида 
тканей *,, станко-часов. Тогда переменные *,, должны удовлетво
рять следующим уравнениям:

Г  * 1 1 +  *12 +  х  п  +  *14 =  9 0 ,
7 *21 +*22 + *ЙЗ +  *24 =  220, (13)
(. Хя\ +*з2 + *зз +  *э4= 180;

24*|| +  12*21 +  8*;| 1 =  1200,

30*,2+ 15*22+ 10* 32= 900,
1й*|з+ 9*23+ 6*зз=  1800.

42x14 +  21**4+14*34 =  84 0.
Переменные должны удовлетворять также условию неот

рицательности: ____ ___
* „5 ?0  (< =  1,3; / =  1,4). (15)

Среди всех возможных значений неизвестных *,„ удовлет
воряющих уравнениям (13) и (14) и условию неотрицательности 
переменных (1 5 ), требуется найти такое, при котором линейная 
функция

/г =  2 *  | | + * | 2  + 3 *1 3 +  *14 +  3 * 2 1 +  2*22 +
+  4* 23 +  *24 +  6*31 +  3* 32 +

+ 5*33 + 2*34 (16)
принимает наименьшее значение.

Преобразуем математическую модель задачи таким образом, 
чтобы свести ее к модели транспортной задачи. Для этого при
ведем исходные данные и неизвестные величины исходной задачи 
к одной единице, в качестве которой возьмем 1 станко-ч работы 
станков I типа. Тогда, поскольку производительность станков 
I I  и Ш  типов соответственно составляют 1/2 и 1/3 производи
тельности станков I типа (табл. 2.25), фактический фонд рабо



чего времени в приведенных станко-часах для II  типа станков 
равен 105, а для I I I  типа — 60. Общий фонд рабочего времени 
в приведенных станко-часах составляет 90+105 +  60=255.

Определим теперь, какое время требуется для выработки 
нужного количества каждого из видов тканей. Так как нужно 
изготовить 1200 м миткаля и за один приведенный станко-час 
можно выработать 24 м, то для выпуска необходимого количества 
миткаля потребуется 1200/24 =  50 станко-ч. Аналогично опреде
ляем потребности для выработки бязи, ситца и сатина. Эти  пот
ребности соответственно составляют 30, 100 и 20 стаико-ч. 
Обозначим теперь через х'п количество приведенных станко- 
часов / го типа станков, используемых при выработке j -го вида 
ткани. Тогда системы уравнений (13) и (14) исходной задачи 
можно переписать так:

Целевая функция (16) исходной задачи записывается в виде

В результате приходим к следующей математической задаче: 
требуется среди всех неотрицательных решений систем линейных 
уравнений (17) и (18) найти такое, при котором функция (20) 
принимает минимальное значение.

Таким образом, исходная задача свелась к задаче, м атемати
ческая модель которой ничем не отличается от математической 
модели транспортной задачи. Поскольку 90+  105 +  60 =  225>  
>  50 +  30+100 +  20 =  200, полученная задача имеет открытую  
модель. Поэтому, чтобы найти ее решение, считаем, что имеется 
фиктивная потребность в тканях, на выработку которых необхо
димо затратить 255 — 200 =  55 станко-ч. Полученную в результа 

(17)

X\i +  +  *31 =  50,
X'l2~\~ Х?2 +  X'i-2 =  30, 

+  * 2.1 +  х'лл =  1 00, 
х’м +  Хи +  х'ц — 20,

( 18)

где
X\í— fib  х '\2 — Xi2¡ * Ь  =  * 1э; Л'и=ЛГм;

F  i — 2х\ i +-*ч 2+  3*{ * +  x'w +  6*21 +  4*22 +
+  В * Ь +  2*24 +  1 8 .Í П +  9 *;i2 +  1 5 * 3 3  +  6 .Í3 4 . ( 20)



те последнего предположения задачу решаем методом потенциа
лов (табл. 2.26).

Т а б л и ц а  2.26

Тип
станков

Ткань
Производ
ственная
мощность

миткаль бязь ситец сатин некоторая
ткань

[ 2 1 3
90

1 0
90

II 6
50

4
30

8
10

2
15

0
105

i l l 18 9 15 6
5

0
55 60

П о т р е б 
ность в тка 
ни 50 30 100 20 55 255

К ак  видно из табл. 2.26, оптимальный план задачи (17) — 
(20) определяется матрицей

0 0 90 0 0

50 30 10 15 О

0 0 0 5 55

Используя соотношения (19), для определения оптимального 
плана исходной задачи (1 3 )— (16) получим матрицу

0  0  9 0  0  0

А *  =  |  1 0 0  С О  2 0  3 0  О

О 0 0 15 165
Таким образом, согласно плану выработки тканей, предусмат

ривается использовать 90 станко-ч станков I типа для производ
ства ситца, соответственно 100, 60, 20 и 30 станко-ч станков II  ти
па для выработки миткаля, бязи, ситца и сатина, 15 станко-ч 
станков I I I  типа для изготовления сатина. При этом 155 станко-ч 
станки I I I  типа остаются свободными.

В  соответствии с данным планом па станках I типа выраба
тывается 1620 м ситца, на станках II  типа — 1200 м миткаля, 
900 м бязи, 180 м ситца и 630 м сатина, на станках I I I  типа —



210 м сатина. При этом 165 станко-ч станки I I I  типа могут быть 
использованы для выработки сверхплановой продукции. При 
данном плане выработки тканей их себестоимость является ми
нимальной и составляет 

S  =  3 • 16204-3*1200 +  2• 9004- 4 • 180 4- I -6304-2-210= 12030.
2.36. На пяти токарных станках различных типов можно вы

полнять пять операций по обработке детали. При этом за каждым 
из станков может быть закреплена лишь одна операция и одна и 
та же операция может выполняться только одним станком. Зная 
время выполнения каждой из операций на каждом из станков, 
которое задается матрицей

С =

составить такое распределение выполняемых операций между 
станками, при котором суммарные затраты времени на обработку 
детали являю тся минимальными.

Р е ш е н и е .  Составим математическую модель задачи. Обоз
начим через х,) (I =  1,5; /= 1,5) переменную, значение которой рав
но 1, если на /-м станке /-я операция выполняется, и равно 0 в про
тивном случае. Тогда закрепление за каж дым  станком только од
ной операции выражается равенствами

(  *п  4“ *12 4-*1з 4"*14 4“ *15 — 1.

*21 4- *22 4* *23 4-*24 4- *25 =  1,
* 314" *32 4" *33 4“ *34 4“ *36 — 1, (21)
*41 4“ *42 4* *43 4" *44 4" *45 =  1 .
*51 4" *52 4" *53 4“ *54 4“ *55 =  1 .

а закрепление каждой из операций только на одном станке — 
равенствами

* и 4 -*2]4"*314-**1-1-*51— 1.
*  I 2 4“ *22 4“ *32 4" *42 4" *52 =  I
*1 з4" *23 4“ *33 4"*43 4“ *53 "  I . (22)

*14 4* *24 4“ *34 4“ *44 4~ *54 =  1.
к *15 4” *25 4“ *35 4" *45 4” *55 I

Требуется найти такие значения неизвестных Л7у (/' =  1,5; / =  1,5), 
удовлетворяющие системам линейных уравнений (21) и (22) 
и равные 0 или 1, при которых функция



/■ =  2л:11 +  4^12 +  бдг)з +  8лГ|4-)-Зл'|6 +  *2) +  3*гг +  2 х п  +  7*24 +
+  0а.'2;>Ч~ 7л:^| +  2л:з2 +  4 * з з  +  5лгз« +  8 x 3 5 - ) -  9x41 —|— д̂ -12 ~Н 3>Г4Э ~I-  4-^44 ~К

+  0л"45 4 “  3^51 +  2л-5а +  *5 3  +  4 *5 4  4 ”  5 л"55

(23)
принимает минимальное значение.

Оптимальный план сформулированной задачи может быть 
найден методами решения транспортных задач. Найдем его ме
тодом потенциалов (табл. 2.27).

Т а б л и ц а  2.27

Станки
Операции За каждым 

станком закреп
ляется одна 

операция1 2 3 4 5

I 2
0

4 6 8 3
1 1

(I 1
1

3 2
0

7 6

Ш 7 2
1

4 5 8

IV 9 1
0

3 4
1

6
1

V 3 2 1
1

4
0

5

К аж д ая  опера
ция выполняется 
только на одном 
станке 1 1 5

К ак  видно, оптимальным планом задачи является план, сог
ласно которому на I станке выполняется 5-я операция, на I I  стан
ке — 1-я операция, на I I I  станке — 2-я операция, на IV  станке — 
4-я операция и на V  станке — 3-я операция. В  соответствии с 
этим планом время обработки детали является минимальным 
и составляет 5 — 3 4 - 1 + 2 + 1 + 4 = 1 1 .

Сведите задачи  2.37— 2.40 к транспортной задаче и найдите их 
решение

2.37. И м еется три участка земли, на которых могут быть засеяны 
кукуруза, пшеница, ячмень и просо. Площ адь каждого из участков



соответственно равна 600, 180 и 220 га. С  учетом наличия семян к ук ур у 
зой, пшеницей, ячменем и просом следует соответственно засеять 290. 
180, 110 и 420 га. Урожайность каждой из культур дли каждого из у п а д 
ков различна н задается матрицей

40 45 50

30 28 22

18 22 14

24 18 16
Определить, сколько гектаров каждой культуры  на каждом и:* участков 
следует засеять так, чтобы общий сбор зерна был максимальным.

2.38. На каждом из четырех филиалов производственного объедине
ния могут изготовляться изделия четырех вндоп. Учитывая необходи
мость углубления специализации, на филиалах решено сосредоточить 
выпуск только по одному виду изделий. Себестоимость каждого из изде
лий на каждом из филиалов различна и определяется матрицей

9 8 9 7 \

4 6 3 2
7 2 1 4 '

8 3 5 6 /
Найти такое распределение выпуска продукции между филиалами, чтобы  
общая себестоимость продукции была минимальной.

2.39. Мясокомбинат имеет в своем составе четыре завода, на к а ж 
дом из которых может изготовляться три вида колбасных изделий. М о щ 
ности каждого из заводов соответственно равны 320, 280, 270 н 350 т/сут. 
Ежедневные потребности в колбасных изделиях каждого вида такж е  и з
вестны и соответственно равны 450, 370 и 400 т. Зн ая  себестоимость I т 
каждого вида колбасных изделий на каждом заводе, которые определя
ются матрицей

С  =

найти такое распределение выпуска колбасных изделии между за во 
дами, при котором себестоимость изготовляемой продукции является  
минимальной.

§ 2.2. Ц ЕЛ О ЧИ С Л ЕН Н Ы Е ЗАДАЧИ Л И Н ЕЙ Н О ГО  
ПРОГРАМ М ИРОВАНИЯ
1. Экономическая и геометрическая интерпретация задачи цело
численного программирования. Экстремальная задача, перемен
ные которой принимают лишь целочисленные значения, назы ва 
ется задачей целочисленного программирования.



В  математической модели задачи целочисленного программи
рования как целевая функция, так и функции в системе ограни
чений могут быть линейными, нелинейными и смешанными. 
Ограничимся случаем, когда целевая функция и система ограни
чений задачи являю тся линейными.

2.40. В  цехе предприятия решено установить дополнитель
ное оборудование, для размещения которого выделено 19/3 м2 
площади. На приобретение оборудования предприятие может 
израсходовать 10 тыс. руб., при этом оно может купить оборудо
вание двух видов. Комплект оборудования I вида стоит 1000 руб., 
а II  вида — 3000 руб. Приобретение одного комплекта обору
дования I вида позволяет увеличить выпуск продукции в смену на 
2 ед., а одного комплекта оборудования 11 вида — на 4 ед. Зная, 
что для установки одного комплекта оборудования 1 вида требу
ется 2 м2 площади, а оборудования II  вида — 1 м* площади, 
определить такой набор дополнительного оборудования, который 
дает возможность максимально увеличить выпуск продукции.

Р е ш е н и е .  Составим математическую модель задачи. 
Предположим, что предприятие приобретет х { комплектов обору
дования I вида и XI комплектов оборудования II  вида. Тогда 
переменные х\ и дг2 должны удовлетворять следующим нера
венствам:

(2 *1 +  х 2<19/3,
1 * ,+ 3 * 2< 10. (24)

Если предприятие приобретет указанное количество оборудо
вания, то общее увеличение выпуска продукции составит

Р  — 2х\ +4*2- (25)
По своему экономическому содержанию переменные Х\ и х2 могут 
принимать лишь целые неотрицательные значения, т. е.

*1, ха< 0 , (26)
* 1, *2 — целые. (27)

Таким образом, приходим к следующей математической зада
че: найти максимальное значение линейной функции (25) при вы
полнении условий (24), (26) н (27). Так как неизвестные могут 
принимать только целые значения, то задача (24) — (27) являет
ся задачей целочисленного программирования. Поскольку число 
неизвестных задачи равно двум, решение данной задачи можно 
найти, используя ее геометрическую интерпретацию. Д ля этого 
прежде всего построим многоугольник решений задачи, состоя
щей в определении максимального значения линейной функ
ции (25) при выполнении условий (24) и (26) (рис. 2.2). Коорди
наты всех точек построенного многоугольника решений О А Е В С  
удовлетворяют системе линейных неравенств (24) и условию не
отрицательности переменных (26). Вместе с тем условию (27), т. е. 
условию целочисленности переменных, удовлетворяют координа-



ты лишь 12 точек, отмеченных на рис. 2.2. Чтобы  найти точку, 
координаты которой определяют решение исходной задачи, 
заменим многоугольник О А ВС  многоугольником O K E M N F ,  
содержащим все допустимые точки с целочисленными координа
тами и таким, что координаты каждой из вершин являются целыми 
числами. Значит, если найти точку максимума функции (25) на 
многоугольнике O K E M N F , то координаты этой точки и опреде
лят оптимальный план задачи._^

Для этого построим вектор С =»(2; 4) и прямую 2х\ +  4x2= 12, 
проходящую через многоугольник решений O K E M N F  (число 12 
взято произвольно). Построенную прямую передвигаем в направ
лении вектора С до тех пор, пока она не пройдет через последнюю 
общую точку ее с данным многоугольником. Координаты этой 
точки и определяют оптимальный план, а значение целевой функ
ции в ней является максимальным.

В  данном случае искомой является точка £ (1 ;3 ), в которой 
целевая функция принимает максимальное значение /;тах== 14. 
Следовательно, координаты точки Е  определяют оптимальный 
план задачи (24) — (27). В  соответствии с этим планом пред
приятию следует приобрести один комплект оборудования I вида 
и три комплекта оборудования I I  вида. Это  обеспечит предприя
тию при имеющихся у него ограничениях на производственные



площади и денежные средства максимальное увеличение выпуска 
продукции, равное 14 ед. в смену.’ ^

2.41. Д л я  выполнения работ могут быть использованы п меха
низмов. Производительность ¿-го механизма (¿= 1 ,я ) при выпол
нении /-й работы (/ =  I ,п ) равна с,,. Предполагая, что каждый 
механизм может быть использован только на одной работе и к аж 
дая работа может выполняться только одним механизмом, опре
делить закрепление механизмов за работами, обеспечивающее; 
максимальную производительность. Построить математическую 
модель задачи.

Р  е ш е и и е. Введем переменную Хц, значение которой равно 
1, если при выполнении г-й работы используется /-й механизм, 
и равно 0 в противном случае. Тогда условия использования 
каждого механизма только на одной работе выражаются равен
ствами

П
(/ = 1, т ), (28)

/= I
а условия выполнения работы только одним механизмом — ра
венствами I

П
I  *.,= 1 (/= !.« ). (29)

у _  ( если I-ю работу выполняет у-й механизм;< (30)
0 в противном случае.

Таким образом, задача^ состоите  определении таких значений 
неизвестных Хг, (/ =  I ; /— 1 ,п), удовлетворяющих системам 
уравнений (28) и (29) и условию (30), при которых достигается 
максимальное значение функции

г = [  I  С , * ,  (31)
/=1 ,= 1

Сформулированная задача является задачей целочисленного 
программирования.

Найдите решение задач целочисленного программирования 2 . 4 2 -
2 .4 4

2.42. 3-г 1 +  хг-мтп;

Г  — 4^1 -+• Х2 ^  29 ,
< ЗдГ] — * 2<  15,
(. 5х , + 2 х 2> 3 8 ,

х\, х2^ 0, х,. дг2 — целые.



(  — Зх, +  14лг2< 78,
< 5х| —бх^^2б,
(  х ,+4лгг> 25.
х>, к* > 0 , Х\, хг -  целые.

2.14. Р  =  2д-( +дг2-*-тах;

/ 6л'| -\- Ах-1 4" х.( =  24,

< Злг[ - Злга 4- лг4 =  9,

 ̂ —ДГ| + Зл'г-(-ж» = 3,
*1, *2. *4. *5> 0,
* 1, * 2, АГ.1, Ха, *5 — целые.

Составьте математические модели задач 2.45 2.48.
2.45. Министерству необходимо составить план развития каждого 

из т  предприятий, выпускающих однородную продукцию. Число воз
можных вариантов развития г-го предприятия различно и равно л,-. Р е а 
лизация /-го варианта развития ¿-го предприятия (/= 1  ,п 1) требует к а 
питальных затрат, равных /С„, и обеспечивает выпуск продукции в объеме 
Ь,, единиц. При этом экономический эффект от капитальных вложений на 
развитие /-го предприятия по /-му варианту равен с,,. Учитывая, что не
обходимо выпустить продукции в количестве В  единиц и что общ ая вели
чина капиталовложений ограничена и равна К , составить такой план 
развития предприятий, при котором экономический эффект от реализа
ции выбранных вариантов развития предприятий является максималь
ным.

2.46. В  аэропорту для перевозки пассажиров по п маршрутам может 
быть использовано т  типов самолетов. Вместимость самолета 1-го типа 
равна а, человек, а количество пассажиров, перевозимых по /-му м ар ш 
руту за сезон, составляет Ь{ человек. Затр аты , связанные с использова
нием самолета / го типа на /-м маршруте, составляю т с,/ руб.

Определить, сколько самолетов данного типа и на каком из м ар ш 
рутов следует использовать, чтобы удовлетворить потребности в пере
возках при наименьших общих затратах.

2.47. В  обувном производственном объединении производится 
раскрой т  различных партий материалов, причем каждая из партий 
состоит из Ь, единиц материала, имеющего одинаковую форму (н апр и 
мер, пластины) и размер. И з материалов всех партий требуется выкроить 
максимальное количество комплектов деталей обуви, в каждый из кото
рых входит (1, (/ =  I , п ) деталей /-го вида, если при раскрое единицы 
материала 1-й партии по А;-му варианту (к  =  1, К )  получается а,», деталей 
/-го вида.

2.48. Имеется п городов, расстояние между любыми двумя из кото 
рых равно Су. Найти маршрут, имеющий минимальную длину, начи наю 
щийся и кончающийся в одном и том же городе и включающий по одному 
разу все остальные города.

2. Определение оптимального плана задачи целочисленного 
программирования. Рассм о тр и м  з а д а ч и  ц елочислен ного  про-



граммирования, в которых как целевая функция, так и функции 
в системе ограничений являются линейными. В  связи с этим 
сформулируем основную задачу линейного программирования, 
в которой переменные могут принимать только целые значения.
В  общем виде эту задачу можно записать так: найти максимум
функции

П
^ =  Х  СМ (32)

при условиях
п
£  =  (¿'= 1, т ) ,  (33)
/=|

х ,> 0  ( / * Т "п ) ,  (34)

х! —  целые (/= 1 ,л ). (35)
Если найти решение задачи (32) —  (35) симплексным мето

дом, то оно может оказаться как целочисленным, так и нет (при
мером задачи линейного программирования, решение которой 
всегда является целочисленным, служит транспортная задача). 
В  обшем же случае для определения оптимального плана задачи 
(32) — (35) требуются специальные методы. В  настоящее время 
существует несколько таких методов, из которых наиболее из
вестным является метод Гоморн, в основе которого лежит 
описанный выше симплексный метод.

М е т о д  Г о м о р и .  Нахождение решения задачи целочис
ленного программирования методом Гомори начинают с опреде
ления симплексным методом оптимального плана задачи (32) —
(34) без учета целочисленности переменных. После того как этот 
план найден, просматривают его компоненты. Если среди компо
нент нет дробных чисел, то найденный план является оптималь
ным планом задачи целочисленного программирования (32) —
(35). Если же в оптимальном плане задачи (32) —  (34) перемен
ная хI принимает дробное значение, то к системе уравнений (33) 
добавляют неравенство

Х Н а * ) * / > Н » * )  (36)
/

и находят решение задачи (32) —  (34), (36).
В  неравенстве (36) а?} и ЬТ~  преобразованные исходные ве

личины а,/ и значения которых взяты из последней симплекс- 
таблицы, а / (а * ) и / (6*) — дробные части чисел (под дробной 
частью некоторого числа а понимается наименьшее неотрица
тельное число Ь такое, что разность между а и Ь есть целое). 
Если в оптимальном плане задачи (32) —  (34) дробные значения



принимают несколько переменных, то дополнительное неравен
ство (36) определяется наибольшей дробной частью .

Если в найденном плане задачи (3 2 )— (34), (36) перемен
ные принимают дробные значения, то снова добавляют одно до
полнительное ограничение и процесс вычислений повторяют. 
Проводя конечное число итераций, либо получают оптимальный 
план задачи целочисленного программирования (32) —  (35 ), либо 
устанавливают ее неразрешимость.

Если требование целочисленности (35) относится лишь к не
которым переменным, то такие задачи называю тся частично  
целочисленными. Их решение также находят последовательным 
решением задач, каждая из которых получается из предыдущей 
с помощью введения дополнительного ограничения. В  этом слу
чае такое ограничение имеет вид

где V-/ определяются из следующих соотношений:
1) для х,, которые могут принимать нецелочисленные зна 

чения.

2) для а ,, которые могут принимать только целочисленные 
значения,

И з изложенного выше следует, что процесс определения опти
мального плана задачи целочисленного программирования мето
дом Гомори включает следующие основные этапы:

1. Используя симплексный метод, находят решение задачи 
(32) — (34) без учета требования целочисленности переменных.

2. Составляют дополнительное ограничение для переменной, 
которая в оптимальном плане задачи (32 )— (34) имеет макси
мальное дробное значение, а в оптимальном плане задачи (32) —
(35) должна быть целочисленной.

3. Используя двойственный симплекс-метод, находят реше
ние задачи, получающейся из задачи (32) — (34) в результате 
присоединения дополнительного ограничения.

4. В  случае необходимости составляют еще одно дополни
тельное ограничение и продолжают итерационный процесс до 
получения оптимального плана задачи (32) — (35) или установ
ления ее неразрешимости.

(37)

при / (а * )< /(й *), 

при /(а,т)> ¡(Ь * ) .



2.49. Методом Гомори найти максимальное значение функ
ции

/•' =  3лг,+2*2 (40)
при условиях

(  А'| - Ь л " 2  +  Хэ =  1 3 ,
< Х \ —  Х 2 +  Х 4 =  6, (41)
I  — ЗЛ1 + Х 2 +  Х5= 9.
Х ,> 0  (/ =  1, 5 Ь _  (42)

х, — целые (/ = 1 ,5 ) .  (43)
Д а ть  геометрическую интерпретацию решения задачи. 
Р е ш е н и е .  Для определения оптимального плана задачи

(40) - (43) сначала находим оптимальный план задачи (40) — 
(42) (табл. 2.28).

Т а б л и ц а  2.28

Базис с 6 Ръ
3 2 0 0 0

Р, Р2 р̂ Ра Рь

1 Яз 0 13 1 1 0 0
2 Р « 0 6 1 -1 0 1 0
3 Ръ 0 9 -3 1 0 0
4 0 -3 - 2 0 0 0

Рз 0 7 0 2 -  1 0
2 Рх 3 6 1 —  1 0 1 0
3 Рь 0 27 0 - 2 0 3
4 18 0 — 5 0 3 0
1 Рг 2 7/2 0 1 1/2 -1/2 0
2 Р 1 3 19/2 1 0 1/2 1/2 0
3 Рь 0 34 0 0 1 2
4 71/2 0 0 5/2 1/2 0

К а к  видно из табл. 2.28, найденный оптимальный план Х  =  
=  (19/2; 7/2; 0; 0; 10) задачи (4 0 )— (42) не является оптималь
ным планом задачи (40) — (43), поскольку две компоненты х, 
и Хг имеют нецелочисленные значения. При этом дробные части 
этих чисел равны между собой. Поэтому для одной из этих пере
менных составляется дополнительное ограничение. Составим, 
например, такое ограничение для переменной хг. Из последней 
симплекс-таблицы (табл. 2.28) имеем

* 2 + < 1 / 2 ) * 3 -  (1 /2 )*4 =  7/2.
Таким образом, к системе ограничений задачи (4 0 )— (42) 

добавляем неравенство
/ (1 ) * 2 +  М 1 / 2 )* з +  / (- 1 / 2 )* 4 > /  (7/2), или

и / 2) * э - Н 1/2 )х 4> 1/2.
т. е.



< Бапис С Л Ро
3 2 0 0 0 0
Л Р7 р> Я. Рь р,.

1 Р1 2 7/2 0 1 1/2 - 1 / 2 0 0
2 Р, 3 19/2 1 0 1/2 1/2 0 0
3 Ръ 0 34 0 0 1 2 1 0
4 Рь 0 — 1 0 0 -  1 -  1 0 1
5 71/2 0 0 5/2 1/2 0 0
1 Рг 2 4 0 1 0 0 -1/2
2 Р 1 3 9 0 0 0 0 1/2
3 Ръ 0 32 0 0 -  1 0 1 2
4 Р  4 0 1 0 0 1 1 0 - 1

5 35 0 0 2 0 0 1/2

Находим теперь максимальное значение функции (40) при вы
полнении условий (41), (42) и (44) (табл. 2.29).

Из табл. 2.29 видно, что исходная задача целочисленного 
программирования имеет оптимальный план X* =  (9; 4; 0; 1; 32). 
При этом плане значение целевой функции равно /г1Пах =  35. Д а 
дим геометрическую интерпретацию решения задачи. Областью 
допустимых решений задачи (40) —  (42) является многоугольник 
О А ВС О  (рис. 2.3). И з рис. 2.3 видно, что максимальное значение 
целевая функция принимает в точке С  (19/2; 7/2), т. е. что X =  
=  (19/2; 7/2; 0; 0; 34) является оптимальным планом. Это непо
средственно видно и из табл. 2.28. Так как X  = (  19/2; 7/2; 0; 0; 34)



не является оптимальным планом задачи (40) —  (43) (числа 19/2 
и 7/2 —  дробные), то вводится дополнительное ограничение 
*з +  *«^ 1 -  И склю чая из него *з и * 4 подстановкой вместо них 
соответствующих значений из уравнений системы ограничений
(41), получим *|<С9. Этому неравенству соответствует полупло
скость, ограниченная прямой *г= 9 , отсекающей от многоуголь
ника О А В С О  треугольник ЕРС .

К ак  видно из рис. 2.3, областью допустимых решений полу
ченной задачи является многоугольник О А ВЕР О . В точке 
Е  (9; 4) этого многоугольника целевая функция данной задачи 
принимает максимальное значение. Так как координаты точ
ки £  — целые числа и неизвестные Хэ, дг< и хь принимают целочис
ленные значения при подстановке в уравнения (41) значений 
х, =  9 и *2 =  4, то Х * =  (9; 4; 0; 0; 32) является оптимальным пла
ном задачи (40) — (43). Это следует и из табл. 2.29.

2.50. Методом Г'омори найти решение задачи, состоящей в 
определении максимального значения функции

при условиях
£ = *1 +  4*2 (45)

2*1 +*2  ̂  б'/э, 
' *1 +  3 *а^ 4 , (46)

*1, *2 ^ 0 , (47)

* 1. *2 — целые. (48)
Д ать  геометрическую интерпретацию решения задачи.
Р е ш е н и е .  Сформулированную задачу перепишем так: най

ти максимальное значение функции
Р =  Х[ +  4Х2 (49)

при условиях
2*! +  Хг +  *з =  19/3,
*1+3*2 + *4 = 4 , (50)

* ;> 0 (/ = Т 7 Т ) ,  (51)

* 1, *2 — целые. (52)

Задача (4 9 )— (52) является частично целочисленной, так 
как переменные *з и * 4 могут принимать нецелочисленные зна
чения.

Находим симплексным методом решение задачи (49) — (51) 
(табл. 2.30).

После I I  итерации получаем оптимальный план данной за
дачи Х =  (0; 4/3; 5; 0). При этом плане переменная *2 приняла
нецелочисленное значение. Поэтому необходимо перейти к новой



1 Базис С„ Я0
1 4 0 0

Р, ъ Яа Я<

1 Рз 0 19/3 2 1 0
2 Р 4 0 4 1 3 0 1
3 0 —  1 - 4 0 0
I Рз 0 5 5/3 0 1 - 1 / 3
2 Р 2 4 4/3 1/3 1 0 1/3
3 16/3 1/3 0 0 4/3

задаче, добавив к системе ограничений (49) — (51) еще одно 
ограничение: (1 /3)*] +  ( 1 /3 )*4^  1 /3, или

X ]  Ч- *4— *5—  1 ( * 5 > 0 ) .  (5 3 )

Находим теперь решение задачи, состоящей в определении 
максимального значения функции (49) при условиях (50 ), (51) 
и (53). Данную задачу решаем двойственным симплекс-методом 
(табл. 2.31).

Т а б л и ц а  2.31

1 Базис св Ро
1 4 0 0 0

Я. Яг Я3 Р а Ръ

1 Рз 0 5 5/3 0 1 -1/3 0
2 Р 2 4 4/3 1/3 1 0 1/3 0
3 Р б 0 - 1 -  1 0 0 - 1 1
4 16/3 1/3 0 0 4/3 0
1 Рз 0 10/3 0 0 1 - 2 5/3
2 р2 4 1 0 1 0 0 1/3
3 р| 1 1 1 0 0 1 - 1
4 5 0 0 0 1 1/3

И з табл. 2.31 видно, что Х* =  (1; I ; 10/3; 0; 0) является опти
мальным планом построенной задачи. Так как при этом плане пе
ременные х\ и *2 принимают целые значения, то он также я в л я 
ется оптимальным планом исходной задачи (4 9 )— (52).

Дадим геометрическую интерпретацию решения задачи. Н а 
рис. 2.4 показана область допустимых решений задачи (49 ) —
(51). И з рисунка видно, что максимальное значение целевая 
функция принимает в точке А (0; 4/3), т. е. что X  =  (0; 4/3; 5; 0) 
является оптимальным планом задачи (49) —  (51). В  то ж е  время 
Х = (0 ;  4/3; 5; 0) не является планом задачи (49) —  (5 2 ), так 
как переменная х2 принимает дробное значение. Поэтому вводим



дополнительное ограничение х, -l-x, >  I, откуда, подставляя вме
сто л-4 его значение из второго уравнения системы уравнений (50), 
получаем х2^ 1 .  Этому неравенству на рис. 2.4 соответствует 
полуплоскость, ограниченная прямой *2= 1, отсекающей от мно
гоугольника О А ВС  треугольник A D E, В  области O D E B C  находим 
точку £  (1; 1), в которой функция (49) принимает максималь
ное значение. Так как координаты точки £ — целые числа, то 
X * — (1; I ; 10/3; 0) является оптимальным планом задачи (49) —
(52). Это видно и из табл. 2.31.

3. Использование П П П  Л П  АСУ для решения задач цело
численного программирования. Как уже отмечалось выше, реше
ние задачи целочисленного программирования может быть най
дено с использованием П П П  Л П  АСУ. При этом число перемен
ных решаемой задачи при оперативной памяти, равной 1024 
Кбайт, не должно превышать 4095. Для решения задач целочис
ленного программирования используется метод ветвей и границ.

Процесс нахождения решения задачи целочисленного про
граммирования с использованием П П П  Л П  А С У  включает те же 
основные этапы, что и при нахождении решения задачи линей
ного программирования с использованием данного пакета. Од
нако здесь имеется некоторая специфика в записи исходных дан
ных и в управляющей программе. Основной особенностью записи 
целочисленных переменных является то, что в секции C O L U M N S  
запись каждого набора целочисленных переменных начинается



и заканчивается специальными маркерами, а в секции B O U N D S  
обязательным является задание верхних границ целочисленных 
переменных. Эти границы определяются исходя из условии к а ж 
дой конкретной задачи.

В  начале каждого набора целочисленных переменных в поле 2 
записывается присвоенное имя начала набора переменных (оно 
может быть любым и должно отличаться от других используемых 
маркеров и имен), в поле 3 указывается ключевое слово 'M A R 
K E R ',  а в поле 5 записывается маркер начала набора переменных 
JN T O R G  . Все остальные поля остаются пустыми.

После записи данного набора целочисленных переменных 
в поле 2 указывается имя конца набора переменных, в поле 3 
записывается ключевое слово M A R K E R ',  а в поле 5 указы вается 
маркер конца набора IN T E N D 7.

2.51. Используя П П  Л П  АС У , найти решение задачи 2.49, 
целочисленного программирования, состоящей в определении 
максимального значения функции

/’ =  3x i +2,v2 (54)

при условиях

{ Х\ +  *2 -+■ *3 = 13,

* i — *г +  *4 =  6, (5 5 )

- — 3.V, +  X-J +  х5 =  9,

х, — целые (/ = 1 ,5 ) . (56)

Р е ш е н и е .  В  соответствии с требованием П П П  ЛГ1 А С У  
каждой переменной, целевой функции и уравнениям системы 
ограничений задачи присваиваем имена. Переменным л 'ь  л '* , * з ,  
* 4, хь присвоим соответственно имена I1EPX1 , П Е Р Х 2 , П Е Р Х З ,  
Г1ЕРХ4, П ЕРХ 5 , целевой функции — имя Ф У Н К Ц И Я  и каж дому 
из уравнений (55) соответственно имена О ГР1 , О ГР 2  и О Г Р З .

В  соответствии с введенными обозначениями целевую ф унк
цию и систему уравнений (55) перепишем следующим образом:

Ф У Н К Ц И Я  =  З П Е Р Х 1 1-2ПЕРХ2
О ГР1 -  H F P X I +  П Р Р Х 2 + П Е Р Х З

О ГР2  =  П Е Р Х 1 — П Е Р Х 2  +  П Е Р Х 4

О ГР З  = — ЗГ1 ЕРХ1 +  П Е Р Х 2 + П Е Р Х 5

Используя последнюю систему уравнений, составляем м ат
рицу исходных данных задачи (табл. 2.32).



Строчные Столбцовые переменные Нижняя Верхняя
переменные ПЕРХ1 ПЕРХ2 П ЕРХЗ ПЕРХ4 ПЕРХ5 граница граница

Ф У Н К 
Ц И Я 3 2

О ГР1 1 1 — — 13 13
О Г Р 2 1 - 1 — 1 — 6 6
О Г Р З - 3 1 — — I 9 9
Н и ж н яя

граница _ _
Верхняя

граница — - — — - - -

С помощью табл. 2.32 записываем исходные данные на блан
ке для последующей перфорации (рис. 2.6). Как видно из рис. 2.6, 
запись исходных данных рассматриваемой задачи отличается от 
записи исходных данных такой же задачи линейного программи
рования тем, что в секции C O L U M N S  набор целочисленных пе
ременных начинается и заканчивается специальными маркерами 
(началу набора переменных присвоено имя 1 М У  I , а концу набора 
переменных — имя 1МУ2) и в секции B O U N D S  указана верх
няя граница для каждой из целочисленных переменных исходной 
задачи. В  качестве такой границы взято число 40. Выбор его в оп
ределенной степени произволен. А именно: из условий задачи 
видно, что в ее целочисленном решении каждая из переменных 
не может принять значение, большее 40. Отметим, что задавать
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Рис. 2.5
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слишком большие верхние границы не следует, так как это уве
личивает время решения задачи.

После записи исходных задачи на бланке определяем управ
ляющую программу (рис. 2.5) и проводим решение задачи. Оно 
выдается в виде ряда отчетов о процессе нахождения решения 
задачи. Основной из них приведен в табл. 2.33. Содержащийся

Т а б л и ц а  2.33
СЕКЦИЯ 1 — СТРОКИ

Н о 
мер Строка Тип Реш ение

Д ополни 
тельная пе

ременкам
Н и ж н я я
гр аниц а

Верхняя
граница

О пенка
строки

1 Ф У Н К 
ЦИЯ B S 35.00000 35.00000— Н е т Н е т 1.00000

2 О Г Р 1 E Q 13.00000 13.00000 13.00000 2.00000  -
3 О Г Р 2 E Q 6.00000 6 .0 0 0 0 0 6.00000
4 О Г Р З E Q 9.00000 9 .0 0 0 0 0 9.00000



Продолжение табл. 2.33 
СЕКЦ И Я 2 -  СТОЛБЦЫ

Но
мер

Строка Тип Решение
Коэффи

циент
целевой
функции

Нижняя
граница

Верхняя
граница

Оценка
столбца

5 П ЕР Х 1 IV 9.00000 3.00000 40.00000 1.00000
6 П Е Р Х 2 IV 4.00000 2.00000 40.00000
7 П Е Р Х З IV 40.00000 2.00000—
8 П Е Р Х 4 IV 1.00000 40.00000
9 П Е Р Х 5 IV 32.00000 40.00000

в этой таблице отчет о решении исходной задачи целочисленного 
программирования ничем не отличается от отчета решения за 
дачи линейного программирования, за исключением лишь того, 
что в графе «Тип» С Е К Ц И И 2 — С Т О Л Б Ц Ы  целочисленные пере
менные имеют обозначения IV.

Используя рассмотренные методы, найдите решение задач 2.52— 2.58.

2.52. F  =  lx\ +  x2-»-max;

( 9 x t +  4*г +  хз =110,

•ч И * , — 3*2 — *« =*» 24,

 ̂ 2х( ~ 7 х 2 — * 5 =  15,

х ,> 0 . х, —  целые () =  1 ,5 ).

2.53. Fs=*— 5дГ) +  8 * 2— 3*э+4х< +  7х5 +  6х6-ипах;

{~  2*i — Зх2 — 4хз —2-t 4 —f— xs —J— 24.
3*i - (- 2 *2 + Зх з-f- *< +  2xs +  xe ^  30,

—  4x i —  x 2 ~  5хз +  3x< -f- *5 -j- 2*6 ̂  60,

0 < * ,« s ; 1 0 , x, —  целые (/=  I, 6 ).

2.54. ^ =  60x1 +  70*2 +  120, 4* 3 +  130x,— m a x ;

*1 +  *2 +  *3 +  * 4 = 1 6 ,

* 1 +  1,85*2+ *3 +  X4^ 1 6 ,

*1 +  X 2 +  * 3 +  * 4 ^ 1 0 ,

4*i +  6 .9 * 2 + 1 0 * 3 + 1 3 * ^  100.

,6 ,3 * .+  5 * * +  4x.,+ Зх<<100.

* , ^ 0 ,  x, — целые (/ =  1,4).



2.55. ^ =  5*1 +2лг2— 3*з4- 2х , +  3*5— 3*6-*-тач;

5х| -+■ С*з 4" 4*з 4* 2*« --З.Г5 -+- 5*в — И,
5 л | 4- 5 а'2 4- 7.г3 +  З д ' 5 5 . г е  =  10,

2х, +2*2 4-2*3 4- 3*5. =  4,
* ,> 0 , х, —  целые (/ = 1 ,6 ) .

2.56. Д ля выполнения четырех видов землеройных работ могут быть 
использованы экскаваторы четырех типов. Производительность экска 
ватора / го типа при выполнении /-и работы задастся матрицей

0,9 0,6 0,7 0,9
0,7 0.8 0,9 0.8
0.8 0.6 0,8 0,9
0,8 0,7 0,9 0,7

Учитывая, что на каждой из работ может быть занят только л и ш ь  один 
экскаватор н что все экскаваторы должны быть задействованы, найти 
такое распределение экскаваторов между работами, которое обеспечивает 
максимальную производительность.

2.57. Пароход может быть использован для перевозки 11 наименова
ний груза, масса, объем и цена единицы каждого из которых приведены 
в следующей таблице:

Параметры 
единицы груза

Номер груза
] 2 3 4 5 6 7 6 9 10 11

М асса (т) 80 62 92 82 90 60 81 83 86 65 83
Объем ( V ) 100 90 % 110 120 80 114 60 106 114 86
Цена (тыс. руб) 4,4 2,7 3.2 2,8 2,7 2,8 3,3 3.5 4.7 3,9 4,0

На пароход может быть погружено не более 800 т груза общим объе
мом. не превышающим 600 м\ Определить, сколько единиц каждого 
груза следует поместить на пароход так, чтобы общ ая стоимость раз
мещенного груза была максимальной.

2.58. И з листового проката нужно выкроить заготовки четырех 
видов. Один лист длиной 184 см можно разрезать на заготовки длиной 
45, 50. 65 н 85 см. Всего заготовок каждого вида необходимо соответ
ственно 90, 96, 88 и 56 шт. Способы разреза одного листа на заготовки 
и величина отходов при каждом способе приведены в следующей таблице:

К о ли чество  заготовок, и ы кр аи васм ы х  из 
Д лина  заготовки  (с м ) одного л иста  при р а з р е з  способом

2 3 4 5 6 7 ё 9 10 11 12 13

45 4 2 2 2 1 1 1 _ _ _ —

50 — — 2 — 1 3 2 2
65 — — — — 2 — 2
85 _ _ 1 _ 1 1

4 44 29 9 39 9 24 4 34 19 4 34 14

Величина отходов (см)



Определить, какое количество листов по каждому из способов сле
дует разрезать, чтобы получить нужное количество заготовок данного 
вила  при минимальных общих отходах.

}  2.3. З А Д А Ч И  П А Р А М Е Т Р И Ч Е С К О Г О  
ПРО ГРАМ М И РО ВАН И Я

1. Экономическая и геометрическая интерпретации задачи па
раметрического программирования. Во  многих задачах матема
тического программирования исходные данные зависят от неко
торого параметра. Такие задачи называются задачами параме
трического программирования.

Рассмотрим зависимость исходных данных от некоторого 
параметра применительно к основной задаче линейного програм
мирования.

Задача, в которой коэффициенты целевой функции линейно 
зависят от параметра /, заключается в нахождении для каждого
значения параметра / из промежутка его изменения [а, р] макси
мального значения функции

П
+  (57)

/-1

при условиях
П

£  а,,х1 =  Ь, (4= ТТт), (58)

(/=ГТГп), (59)

где с], с”, сщ и Ь, — заданные постоянные числа.
Если от параметра / линейно зависят свободные члены систе

мы ограничений, то задача состоит в нахождении для каждого 
значения параметра / из промежутка его изменения [а, р] макси
мального значения линейной функции

П
г  =  1  с,х: (60)

/“ I
при условиях

п
]Г а,;Х, =  / ? '+ М  (/=1, т ) ,  (61)
у- 1

* ,> о  ц = \ .п ) .  (62)

где с,, а,-у, Ы  и Ь" —  заданные постоянные числа.



В  том случае, когда от параметра / линейно зависят как коэф
фициенты целевой функции, так и свободные члены системы огра
ничений, задача состоит в нахождении для каждого значения 
параметра ( из промежутка его изменения |а, р] максимального 
значения функции

Г = 1 ( с !  +  с''1)*1 (63)
У“ |

при условиях
П

£  ацх, — Ь! +  й"/(/ =  ТТгп), (64)
/=!

*,3*0 (/=ТГ7Г). (65)

Обобщением этих задач является общ ая задача параметри
ческого программирования, в которой от параметра ( линейно 
зависят коэффициенты при неизвестных в целевой функции, 
коэффициенты при неизвестных в системе уравнений и свободные 
члены системы уравнений. Она заклю чается в следующем. Д ля  
каждого значения параметра I из некоторого промежутка его 
изменения [а, р] требуется найти максимальное значение функ
ции

П
и + с г о * ,-  (66)

1~ I
при условиях

п
X  ( а<7 +  а,"/)д=  (/ =  I , т ) ,  (67)

х , ^ 0  ( / = Т 7 л ) .  ( 6 8 )

Решение сформулированных задач можно найти методами 
линейного программирования, о чем более подробно будет с ка 
зано в дальнейшем. Рассмотрим геометрическую интерпретацию 
задач параметрического программирования, остановившись бо
лее подробно на задаче (57) — (59). Предположим, что множе
ство неотрицательных решений системы линейных уравнений
(58) (многогранник решений) не пусто и включает более чем
одну точку. Тогда исходная задача состоит в определении при 
каждом значении параметра [а , р] такой точки многогран
ника решений, в которой функция (57) принимает максимальное 
значение. Чтобы найти указанную точку, будем считать / =  и, 
используя геометрическую интерпретацию, находим решение по
лученной задачи линейного программирования (57) — (59), т. е.



либо определяем вершину многогранника решений, в которой 
функция (57) имеет максимальное значение, либо устанавли
ваем, что при данном значении /о задача неразрешима. После 
того как найдена точка, в которой при/ =  /о функция (57) прини
мает максимальное значение, ищется множество значений (, 
для которых координаты указанной точки определяют оптималь
ный план задачи (57) —  (59). Найденные значения параметра I 
исключаются из рассмотрения и берется некоторое новое значе
ние /, принадлежащее промежутку (а, р|. Д ля выбранного значе
ния параметра /) определяется оптимальный план полученной 
задачи или устанавливается ее неразрешимость. После этого 
находится отрезок изменения параметра I, принадлежащий про
межутку (а, Р ) , для которого найденная точка определяет опти
мальный план или для которого задача неразрешима. В  резуль
тате после конечного числа шагов для каждого значения пара
метра / из промежутка [а , (5] либо находится оптимальный план, 
либо устанавливается неразрешимость задачи.

2.59. Предприятие должно выпустить два вида продукции А 
и В , для изготовления которых используется три вида сырья. 
Нормы расхода сырья каждого вида на производство единицы 
продукции данного вида приведены в табл. 2.34. В  ней же ука
заны запасы сырья каждого вида, которое может быть использо
вано на производство единицы продукции данного вида.

Известно, что цена единицы продукции может изменяться 
для изделия Л от 2 до 12 руб., а для изделия В  —  от 13 до 3 руб., 
причем эти изменения определяются соотношениями С|  =  2 +  /, 
с2=  13— /, где 0 < / < 1 0 .

Для каждого из возможных значений цены единицы продук
ции каждого из видов найти такой план их производства, при ко
тором общая стоимость продукции является максимальной.

Т а б л и ц а  2.34

Вид
сы рья

Н ор м ы  расхода сы рья на произ
водство  единицы продукции Зап асы

сы рья
А В

[ 4 16
II 2 2 22

111 б 3 36

Р е ш е н и е .  Предположим, что предприятие изготовит ж, 
единиц продукции Л  и хг единиц продукции В. Тогда математи
ческая постановка задачи состоит в определении для каждого 
значения параметра / (0 ^ / ^ 1 0 )  максимального значения



функции

Г = ( 2  +  1)х 1- \- (1 3 — 0 х 2 (69 )

при условиях

г 4х| +  л:г^16,
•| 2л:, + 2хг< 2 2 , (70 )

6Х| 3X2 <  36,

х\, -с2^ 0 .  (71 )

Чтобы найти решение задачи (69) —  (71), строим многоуголь
ник решений, определяемый системой линейных неравенств (70) 
и условием неотрицательности переменных (71) (рис. 2.7). П о 
сле этого, полагая *= 0, строим дрямую  2х| -+- 13x2 =  26
(число 26 взято произвольно) и вектор С = (2 ; 13). Передвигая 
построенную прямую в направлении вектора (Т, видим, что по
следней общей точкой ее с многоугольником решений О А В С О  
является точка А (0; 11). Следовательно, задача, полученная из 
задачи (69) — (71) при /=0, имеет оптимальный план А'5‘ = (0 ;



11). Это означает, что если иена единицы продукции А равна 
2 +  0 =  2 руб., а цена единицы продукции В  равна 13— 0 =  13 руб., 
то оптимальным планом производства является план, согласно 
которому производится 11 изделий В  и не производятся изде
лия А. При таком плане производства продукции ее стоимость 
максимальна и равна ^ тах=143.

Положим теперь / =  2 и построим прямую (2 -|— 2) Х| +  
+  (13— 2 )ДГ2 =  4лг1 +  11*2 =  44 (число 44 взято произвольно) и 
вектор С |= (4 ^ 1 1). Передвигая построенную прямую в направле
нии вектора видим, что последней ее обшей точкой с много
угольником решений является  точка А (0; 11). Следовательно, за 
дача, полученная из задачи  (69) — (71) при У =  2, имеет оптималь
ный план АГо — (0; 11). Э то  означает, что если цена единицы продук
ции А равна 2 +  2 =  4 руб., а цена единицы продукции В  равна 
13— 2=11 руб., то предприятию также наиболее целесообразно 
производить 11 ед. продукции вида В  и совсем не производить 
продукцию вида А. При таком плане производства продукции ее 
общая стоимость является  максимальной и составляет Р Ш.|Х =  
=  (2 +  2).0 +  0 3 — 2). П  =  121 руб.

Как видно из рис. 2.7, данный план производства продукции 
будет оставаться оптимальным для всякого значения /, пока пря
мая (2 +  г)*1+  (13— /)*2 =  /1 не станет параллельной прямой 
2*1 + 2*2 =  22. Это произойдет тогда, когда (2 +  /) /2 =  (13— /) /2, 
т. е. при / =  5,5. При этом значении I координаты любой точки 
отрезка А В  дают оптимальный план задачи (6 9 )— (71).

Таким образом, для всякого 0 < / < 5 ,5  задача (69) — (71) 
имеет оптимальный план Х $ =  (0; 11), при котором значение целе
вой функции (69) есть

^"тах“  (2 +  0*0 + (13— 0 -11= 143-1 1/.

Возьмем теперь какое-нибудь значение параметра /, большее 
5,5, например 6. П олагая / =  6, найдем решение соответствующей 
задачи (69) — (71). Д л я  этого построим прямую (2 +  6)*1 +  
+  (13— 6)*2 =  8*| +  7*2 =  56 (число 56 взято произвольно) и век
тор Сг =  (8; 7). Передвигая построенную прямую в направлении 
вектора (Г 2, видим, что последней ее общей точкой с многоуголь
ником решений является точка В  (1; 10). Следовательно, задача, 
полученная из задачи (69) — (71) при / =  6, имеет оптимальный 
план Л7= ( I ;  10). Э то  означает, что если цена единицы продук
ции А равна 2 +  6 =  8 руб., а цена единицы продукции В  равна 
13— 6 =  7 руб., то оптимальным планом ее изготовления является 
план, согласно которому производится одно изделие вида А и 
10 изделий вида В . При этом плане общая стоимость производи
мой продукции максимальна: /'тв1 =  8 . 1+7• 10 =  78 руб.



Как  видно из рис. 2.7, план Л’?= (1 ; 10) является  оптималь
ным планом задачи (69) —  (71) для всякого />  5,5 до тех пор, 
тюка прямая (2 +  1)х\ + (13 — 0*2 =  Л не станет параллельной 
прямой 6*| +3*2 — 36. Это произойдет тогда, когда (2 +  0 /6  =  
=  (13— 0/3, т. е. при / =  8. При этом значении / координаты лю
бой точки отрезка В С  дают оптимальный план задачи (69) — 
(71).

Таким образом, для всякого 5 ,5 ^  ¿ ^ 8  задача (6 9 )— (71) 
имеет оптимальный план А 7= (1 ; 10), при котором значение ли
нейной функции (69) составляет

/Гш3х =  (2 +  0 - 1 + (1 3 - 0 *  10= 132-9/.

Используя рис. 2.7 и проводя аналогичные рассуждения, по
лучим, что для всякого 8 ^ / < 1 0  оптимальным планом задачи 
(69) — (71) является Х $ = ( ‘2\ 8). Это означает, что если цена 
единицы продукции вида А заключена между (или равна) 10 и 
12 руб., а единицы продукции В  —  между (или равна) 3 и 5 руб., 
то оптимальным планом ее производства является такой план, 
согласно которому изготовляется 2 ед. продукции вида А и 12 ед. 
продукции вида В. При этом плане производства продукции ее 
общая стоимость для каждого значения параметра 8 ^ / ^  10 
составляет Р т:,х= 108 — 6/.

Таким образом, получаем следующее решение задачи (69) — 
(71): если 0 ^ / ^ 5 ,5 ,  то оптимальным планом является Я ’У =  
=  (0; 11), причем /гтах =  143 — 11/; если 5 ,5 ^ / ^ 8 ,  то оптималь
ным планом является X * =  ( I ; 10), причем /гтах =  132 — 9 ;̂ нако
нец, если 8 ^ / < 1 0 ,  то оптимальный план Я *  =  (2; 8), причем 

108-6/.

Используя геометрическую интерпретацию задачи параметриче
ского программирования и считая, что • оо <;/-<<», найдите решение 
задач 2.60 и 2.61.

2.60. /■' =  6л-|+(4 +  0 * з + (1 2  — О-^— шах;

г * |— *2 + *з =28,
< — I Н-Здга —|— *( =20,
(  -1/2*|+ 2*2+ *5 = 24.

*1, *2. .... *5>0.

2.61. /-' =  5*1— (3 +  /)*а 1 (4 1 /)А',-нпах,

{*, —2*2 + *з =12;
2*| + *2 + x̂  =10,

3*]+2*2+ *5 =  24,



С оставьте математические модели задач 2.62 и 2.63.
2.62. Д л я  производства п видов продукции, сбыт которой обеспе

чен, предприятие использует т  видов сырья. Нормы расхода сырья ¿-го 
вида на производство единицы продукции /-го вида равны ач =  
¡ = \ , п ) .  И звестна  та кже и прибыль от реализации единицы продукции 
/-го вида, р авная  с, (/ =  I, т ) .  Предприятие может использовать не бо
лее чем /?,' (£— 1, т  ) единиц сырья |-го вида, где I — некоторый пара
метр, значения которого принадлежат промежутку изменения (а , Р). Д ля  
каждого значения / определить план производства продукции, при кото
ром прибыль от ее реализации является максимальной

2.63. В  производственном объединении п видов продукции могут 
производиться т  технологическими способами. Потребность в продукции 
каждого вида определяется числами Ь, (/ =  1, т ) . Количество 1-й продук
ции, изготовляемой /-м технологическим способом в единицу времени, 
равно а'у +  с/,7, где I — некоторый параметр Д ля каждого
значения параметра I определить план производства продукции, согласно 
которому необходимое количество продукции каждого вида будет изго
товлено за  минимальное время.

2. Нахождение решения задачи параметрического програм
мирования. Р е ш е н и е  з а д а ч и ,  ц е л е в а я  ф у н к ц и я  
к о т о р о й  с о д е р ж и т  п а р а м е т р .  Продолжим рассмотре
ние задачи (57) —  (59). Считая значение параметра I равным не
которому числу /о^ (а, Р]> находим симплексным методом или 
методом искусственного базиса решение полученной таким обра
зом задачи линейного программирования.

В  результате при данном значении {о либо найдем оптималь
ный план задачи (57)-- (59), либо установим ее неразрешимость. 
В  первом случае, используя элементы ( т +  1)-й строки последней 
симплекс-таблицы решения задачи, в которой записаны числа 
Лу (/о) =  Л Л - /иЛ " находим:

( шах ( — А^/А^, если существует 0;
( — оо, если Л "^ 0 ;

Т— \ т ’п ( — ес,ПИ существует Л "< 0 ;
о, если все А "^ 0 .

(73)

Д ля  всех задача (57) —  (59) имеет один и тот же
оптимальный план, что и при /о-

В  том случае, если задача (5 7 )— (59) при /о неразрешима, 
в {т- \- 1 )-й строке последней симплекс-таблицы ее решения име
ется число Л* =  Л* /оЛ*С 0, где х,* <10 (/ =  1, т ) . Тогда:

1) если Л* =  0, то задача (57) 
бого /;

2) если Л к< 0 , то задача (57)
 ̂<  / | =  — Аь/А"*;

(59) неразрешима для лю- 

(59) неразрешима для всех



3) если Д£> 0, то задача (57) —  (59) неразрешима для всех 
/>*1.

Определив все значения параметра / е [а ,  р|, для которых 
задача (57) — (59) имеет один и тот же оптимальный план или 
для которых задача неразрешима, получаем промежуток измене
ния параметра I, который исключаем из рассмотрения. Снова 
полагаем значение параметра I равным некоторому числу, при
надлежащему промежутку [а, 0|, и находим решение полученной 
задачи.

После конечного числа итераций определяется либо промежу
ток, в котором для всех значений параметра задача имеет один 
и тот же оптимальный план, либо промежуток, в котором для всех 
значений параметра задача не имеет решения.

Итак, процесс нахождения решения задачи (57) —  (59) вкл ю 
чает следующие этапы:

1. Считая значение параметра I  равным некоторому числу 
(о ^  1а, р ] , находят оптимальный план X* или устанавливаю т 
неразрешимость полученной задачи линейного программиро
вания.

2. Определяют множество значений параметра / е  (а , р], для 
которых найденный оптимальный план является оптимальным 
или задача неразрешима. Эти значения параметра исклю чаю т 
из рассмотрения.

3. Полагают значение параметра / равным некоторому чи 
слу, принадлежащему оставшейся части промежутка [а, р | , и 
симплексным методом находят решение полученной задачи л и 
нейного программирования.

4. Определяют множество значений параметра /, для кото
рых новый оптимальный план остается оптимальным или зад ача  
неразрешима. Вычисления повторяют до тех пор, пока не будут 
исследованы все значения параметра / е [ а ,0 ] .

2.64. Д ля всех значений параметра I ( — о о < / < о о )  найти 
максимальное значение функции

V

Р  =  2х\ + (3  +  4/)*г (74)

при условиях

*1 =  12.
1 х,— Х1 + * 4 =10, • (75)

— Л']+Л'о -|-д;5=

*|, Х ‘2, ..., х5^ 0 .  (76)

Р е ш е н и е .  Считая в целевой функции исходной задачи з н а 
чение параметра I равным 0 (число 0 взято произвольно), нахо-



дим симплексным методом ее оптимальный план ХУ =  (3; 9: 0; 
16; 0) (табл. 2.35). После этого определяем значения параметра /, 
для которых Х(?=={3; 9; 0; 16; 0) остается оптимальным планом. 
Очевидно, это будет тогда, когда среди элементов 4-й строки 
последней симплекс-таблицы (кроме элемента, стоящего в столб
це вектора Р 0) не будет отрицательных, т. е. при 2 ,5+  2 / ^ 0  и 
0,5 +  0, откуда / ^ — 0,25. Итак, если / е  [— 0,25, оо), то
задача (74) —  (76) имеет оптимальный план (3; 9; 0; 16; 0), 
при котором /г1Т|ох =  33 +  36Л

Т а б л и ц а  2.35

1 Базис с 0 Рп
2 3+ 4/ 0 0 0

Р , Р з Р л Я* Р ь

1 Р з 0 12 1 1 1 0 0
2 Р а 0 10 1 — 1 0 1 0
3 Р ъ 0 6 -1 1 0 0 I
4 0 „ 2 -3-4/ 0 0 0
1 Р з 0 6 2 0 1 0 -1
2 Р а 0 16 0 0 0 1 1
3 Р 2 3 + 4/ 6 0 0 1

18 +  24/ - 5 —4/ 0 0 0 3 + 4/
1 Р| 2 3 1 0 1/2 0 -1/2
2 Р ь 0 16 0 0 0 1 1
3 Р 2 3 +  4/ 9 0 1 1/2 0 1/2
4 33 +  36/ 0 0 2,5 +  2/ 0 0,5 + 2/

Возьмем теперь некоторое значение параметра /, меньшее 
чем — 0,25. Тогда элемент, стоящий в 4-й строке столбца век
тора Ръ последней симплекс-таблицы (табл. 2.35), станет отрица
тельным. Следовательно, при данном значении параметра I план 
Х = (3 ;  9; 0; 16; 0) не является оптимальным. Поэтому переходим 
к новому опорному плану, для чего исключим из базиса век
тор Р а и введем в него вектор Рь (табл. 2.36).

Т а б л и ц а  2.36

< Базис с. Р 0
2 3 + 4/ 0 0 0
Л Р2 Рз Р. Рь

1 Р, 2 11 1 0 0,5 0,5 0
2 Рь 0 16 0 0 0 ]
3 Р2 3 + 4/ 1 0 1 0,5 -0,5 0
4 25 +  4/ 0 0 2,5 + 2/ -0,5-2/ 0



Полученный новый план ^*=(11; 1; 0; 0; 16) является опти
мальным при 2,5 +  2 /> 0  и — 0,5— 2/>0, т е. при — 1 ,2 5 < /<  
<0,25. Таким образом, если / е ( — 1,25; — 0,25], то задача 
(74) — (76) имеет оптимальный план Х *=  ( 11; 1; 0; 0; 16), при 
котором Р тах =  25 +  4/.

Найдем теперь решение задачи при / <  — 1,25. В  этом случае 
элемент, стоящий в 4-й строке столбца вектора Р л табл. 2.36, от
рицателен. Следовательно, записанный в таблице опорный план 
не является оптимальным. Переходим к новому опорному плану, 
для чего исключим из базиса вектор Рг и введем в него вектор Яз 
(табл. 2.37).

Т а б л и ц а  2.37

Базис Се
2 3 + 4/ 0 0 0
Р, Р? Рл р, Рг,

1 Р\ 2 10 1 -  1 0 1 0
2 Рь 0 16 0 0 0 1 1
3 я* 0 2 0 2 1 — 1 0
4 20 0 - 5 - 4 / 0 2 о

Полученный опорный план является оптимальным для лю 
бого / такого, что — 5 — 4/> 0, т. е. для / <  — 1,25.

Следовательно, для / е  (—  сс ; — 1,25] исходная задача имеет 
оптимальный план Лф=(10; 0; 2; 0; 16), при котором /г|1)̂  =  20.

Итак, если / е ( — оо, — 1,25], то задача (74) —  (76) имеет 
оптимальный план Л’?=  (10; 0; 2; 0; 16), а Г  . — 20; если 
/ е  [— 1,25; —0,25], то ХТ—  (11; 1; 0; 0; 16) — оптимальный план, 
а /гта)1 =  25 +  4/; если / е  [— 0,25, оо), то Х$=  (3; 9; 0; 16; 0) —  
оптимальный план, а Р (Ш(Х — 33 +  36/.

2.65. Предприятие для изготовления различных изделий А, В  
и С использует три вида сырья. Нормы расхода сырья каждого 
вида на производство единицы продукции данного вида приве
дены в табл. 2.38. В  ней же указана цена изделия каждого вида.

Т а б л и ц а  2.38

Вид сырья
Нормы затрат сырья (кг) на единицу продукции

Л В С

1 18 15 12
II 6 4 8
III 5 3 3

Цена единицы про
дукции (руб) 9 10 16



Изделия А, В  и С могут производиться в любых соотношениях 
(сбыт обеспечен). Однако производство ограничено имеющимся 
в распоряжении предприятия сырьем I вида в количестве 360 кг, 
I I  вида —  в количестве 192 кг и I I I  вида - в количестве 180 кг.

Найти план производства изделий, реализация которого обес
печивает максимальный выпуск продукции в стоимостном выра
жении. Одновременно с этим провести анализ утойчивости опти
мального плана задачи при условиях возможного изменения 
цены единицы каждого из изделий.

Р е ш е н и е .  Составим математическую модель задачи. Обо
значим планируемый выпуск изделий вида А через Х|, изделий 
вида В  —  через дг2 и изделий вида С — через дг3. Тогда матема
тическая постановка задачи состоит в определении макси
мального значения функции

Г  =  9х1-\-\0х2-\-\Ьхл (77 )

при условиях
г 18.fi +  15 * 2 +  12*3 < 3 6 0 ,

< 6 * ,+  4х2+  8*3 < 1 9 2 , (78 )

 ̂ 5х, +  3*2+ Зх;,<180,

Х|. *2, (79 )

Найдем решение задачи (77) —  (79) симплексным методом.
Оно приведено в табл. 2.39 (подробное решение задачи приведено 
в § 1.4, см. задачу 1.41).

Т а б л и ц а  2.39

I Б а з и с c s Ро
9 10 16 0 0 0

Р , P i />, р , Рь Р.,

1 Рц 10 8 0 1/9 -1/6 0
2 Р г 16 20 1/4 0 -1/18 5/24 0
3 Р ь 0 96 5/4 0 0 -1/6 -1/8
4 400 5 0 0 2/9 5/3 0

Из этой таблицы видно, что оптимальным планом производ
ства изделий А, В  я С является план, согласно которому произ
водится 8 изделий вида В, 20 изделий вида С и не производятся 
изделия вида А. При этом плане общая стоимость изготовляемой 
продукции максимальна и равна 400 руб.

Установим теперь возможные границы изменения цен к аж 
дого из изделий, внутри которых найденный оптимальный план



производства продукции не меняется. Начнем  с изделия вида А. 
Предположим, что его цена с> равна не 9 руб., а 9 +  /) руб., 
где /1 — некоторый параметр (очевидно, можно считать —9 <  
<  /1 <  оо). Тогда требуется найти такие значения параметра /,, 
при которых найденный план Х * = (0 ;  8; 20) реализует макси
мальное значение функции

Р  =  (9 +  /|).С| +  10*2+ 1б*э

при условиях (78) и (79). Чтобы сделать это, будем считать 
с'1=9 +  /| и с учетом этого составим табл. 2.40, в которой первые 
три строки возьмем из табл. 2.39, а 4-ю строку вычислим по пра
вилам, рассмотренным в § 1.4.

Т а б л и ц а  2.40

Базис св Р „
9 +  1, 10 16 0 0 0

Р , Р-2 Ря р, Рь Рь

1 Р-г 10 8 1 1 0 1/9 --1/6 0
2 Р г 16 20 1/4 0 1 -  1/18 5/24 0
3 Рь 0 96 5/4 0 0 -  1/6 - 1 / 8
4 400 Ъ - ( , 0 0 2 /9 5/3 0

Как  видно из табл. 2.40, план X* =  (0; 8; 20) является опти
мальным для построенной задачи параметрического программи
рования при 5 — ¿1 ^ 0 , т. е. при Это  означает, что если
цена ¿'| одного изделия вида А меньше или равна 14 руб., то за 
дача (77) — (79) имеет оптимальный план ^ * = (0 ;  8; 20), т. е. 
предприятию нецелесообразно включать в план производства 
продукции выпуск изделий вида А при условии, что цена одного 
такого изделия не превышает 14 руб. При этом заметим, что, 
предполагая возможным изменение цены одного изделия А, мы 
считаем, что все остальные исходные данные задачи остаются 
неизменными.

Аналогично можно показать, что если цена Сг одного изде
лия вида В  изменяется от 8 до 20 руб., т. е. если 8 ^ С г ^ 2 0 ,  то 
оптимальным планом производства продукции является план, 
согласно которому изготовляется 8 изделий вида В  и 20 изделий 
вида С. Отметим, что при изменении цены одного изделия вида 
В  мы считаем постоянными все остальные исходные данные за 
дачи. Одновременно с этим заметим, что хотя указанный план и 
остается оптимальным, значения целевой функции при разных 
значениях с2 неодинаковы. Наконец, аналогично показывается, 
что соли цоиа одного изделия вида (', изменяется от 8 до 20 руб.,



т. е. 8 <  Г з <  20, то оптимальным планом производства продукции 
также является план, согласно которому производится 8 изделий 
вида В  и 20 изделий вида С.

М ы провели анализ чувствительности оптимального плана 
задачи (77) —  (79) при возможном изменении цены каждого из 
изделий. Аналогично можно провести анализ чувствительности 
оптимального плана этой задачи при одновременном изменении 
значений нескольких коэффициентов целевой функции.

Р е ш е н и е  з а д а ч и ,  п р а в ы е  ч а с т и  о г р а н и ч е 
н и й  к о т о р о й  с о д е р ж а т  п а р а м е т р .  Алгоритм реше
ния задачи (60) —  (62) подобен рассмотренному выше алгоритму 
решения задачи (57) — (59).

Полагая значение параметра I равным некоторому числу io, 
находим решение полученной задачи линейного программирова
ния (60) — (62). При данном значении параметра Iо либо опреде
ляем оптимальный план, либо устанавливаем неразрешимость 
задачи. В  первом случае найденный план является оптимальным 
для любого где

max ( — q,/pi), если существуют р<> 0;
— ос , если все р, < 0 ;

j-__ ( min ( — (ji/pi), если существуют р ,< 0;
1 оо, если все /?,->(),

и числа (/, и pi определены компонентами оптимального плана 
и зависят от /0:

x ?= q i +  tüPi

Если при t — to задача (60)- -(62) неразрешима, то либо 
целевая функция задачи (60) не ограничена на множестве пла
нов, либо система уравнений (61) не имеет неотрицательных 
решений. В  первом случае задача неразрешима для всех 
/ е  [а, р|, а во втором случае определяем все значения пара
метра / е  [а, ß], для которых система уравнений (61) несовместна, 
и исключаем их из рассмотрения.

После определения промежутка, в котором задача (60) — (62) 
имеет один и тот же оптимальный план или неразрешима, выби
раем новое значение параметра t, не принадлежащее найденному 
промежутку, и находим решение полученной задачи линейного 
программирования. При этом решение новой задачи ищем с по
мощью двойственного симплекс-метода. Продолжая итерацион
ный процесс, после конечного числа шагов получаем решение 
задачи (6 0 )— (62).



Итак, процесс нахождения решения задачи (60) —  (62) вкл ю 
чает следующие основные этапы:

1. Считая значение параметра I равным некоторому числу 
/0е  [а, р|, находят оптимальный план или устанавливают нераз
решимость полученной задачи линейного программирования.

2. Находят значения параметра / е  [а, 0 ], для которых за 
дача (60) —  (62) имеет один и тот же план или неразрешима. 
Эти значения параметра / исключают из рассмотрения.

3. Выбирают значение параметра / из оставшейся части про
межутка [а, р] и устанавливают возможность определения но
вого оптимального плана. В  случае существования оптимального 
плана находят его двойственным симплекс-методом.

4. Определяют множество значений параметра /, для которых 
задача имеет один и тот же новый оптимальный план или нераз
решима. Вычисления проводят до тех пор, пока не будут иссле
дованы все значения параметра / е [ а ,  р ] .

2.66. Для каждого значения параметра / ( —  о о < / < о о )  
найти максимальное значение функции

^ — Зх,— 2х 2 +  5х 3— 4x5 (80)

при условиях

Г' *1-+" *2 +  *3 =12 +  /,
\ 2х |— Хг + Х 4 = 8  +  4/, (81)

 ̂ - 2 * ,+  2*2 + *5 =  Ю — 6/,
Х|, * 2, ..., х5> 0. (82)

Р е ш е н и е .  Считая значение параметра / в системе уравне
ний (81) равным нулю, находим решение задачи (80) —  (82) 
(табл. 2.41).

Т а б л и ц а  2.41

Базис с в Ро
3 - 2 5 0 — 4

Р\ Рг Я3 р, Я 5

Рз 5 12 +  / 1 1 0 0
2 Р  4 0 8 +  4/ 2 — 1 0 1 0
3 Рь — 4 т - 6 / - 2 2 0 0 !
4 20 +  29/ 10 -  1 0 0 0

Рг 5 7 +  4/ 2 0 0 - 1 / 2
2 Р* 0 13 +  / 1 0 0 1 1/2
3 Р2 - 2 5 - 3 / -  1 1 0 0 1/2
4 25 +  26/ 9 0 0 0 1/2



К а к  видно из табл. 2.41, (0; 5— 3/; 7 +  4/; 13 +  /; 0) при
( =  0 есть оптимальный план задачи. Очевидно, X* является опти
мальным планом и тогда, когда среди его компонент не окажется 
отрицательных чисел, т. е. при 5— 3 / ^ 0 ; 7 +  4 / ^  0; 13 +  / ̂  0 или 
при — 7 / 4 ^ ^ 5 / 3 .  Таким образом, если /е [--7 /4 , 5/3], то 
Х * = (0 ;  5 — 31; 7 +  4/; 13 +  /; 0) — оптимальный план задачи 
(80) — (82), при котором /г[11ах =  25 +  26/.

Исследуем теперь, имеет ли задача оптимальные планы при 
5/3. Если /> 5/3, то 5— 3/ С  0 и, следовательно, X =  (0; 5— 3/; 

7 +  4/; 13 +  /;0 ) не является планом задачи. Поэтому при />  5/3 
нужно перейти к новому плану, который был бы в то же время и 
оптимальным. Это можно сделать в том случае, когда в строке 
вектора Рг имеются отрицательные числа х*,. В  данном случае 
это условие выполняется. Поэтому переходим к новому опор
ному плану, для чего введем в базис вектор Р\ и исключим из него 
вектор Р 2 (табл. 2.42).

Т а б л и ц а  2.42

* Б ази с с» Р»
3 -2 5 0 - 4

Р, Р 7 Рз Р а Ръ

1 Р з 5 17 —  2/ 0 2 1 0 1/2
2 Р< 0 1 8 - 2 / 0 1 0
3 Рх 3 - 5  +  3/ -  1 0 0 - 1 / 2
4 70-/ 0 9 0 0 5

К ак  видно из табл. 2.42, Х * ~ (  — 5 +  3/; 0; 17— 2/; 18 — 2/, 0) — 
оптимальный план задачи для всех /, при которых 17— 2 / ^ 0 ; 
18— 21 ^  0; — 5 +  3/ 5г0, т. е. при 5/3 < /  ^  17/2. Следовательно, 
если /е [5/3 , 17/2), т<> (— 5 +  3/; 0; 17 — 2/; 18 — 2/; 0) явля 
ется оптимальным планом исходной задачи, причем /гта, =  70— /.

Е с л и />  17/2, то X, =  ( - 5  +  3/; 0; 17-2/; 18— 2/; 0) не явля 
ется планом задачи, так как третья компонента 17— 21 есть отри
цательное число. Поскольку среди элементов 1 -й строки табл. 2.42 
нет отрицательных, при />  17/2 исходная задача неразрешима.

Исследуем теперь разрешимость задачи при/ < — 7 /4 .В  этом 
случае X  =  (0; 5— 3/; 7 +  4/; 13 +  /; 0) (см. табл. 2,41) не является 
планом задачи, так как третья компонента 7 +  4/ есть отрицатель
но е число. Чтобы при данном значении параметра найти опти
мальный план (это можно' сделать, так как в строке вектора Рз 
стоит отрицательное число — 1/2), нужно исключить из базиса 
вектор Р з и ввести в базис вектор Ръ (табл. 2.43).



Ба.)нс с. Р„
3 -2 5 0 4
Р, Р7 Р, я 4 Ръ

1 Рь -4 - 1 4 - 8 1 - 4 0 - 2 0 !
2 Рч 0 20 + 5/ 3 0 1 1 0
3 Р2 - 2 12 + / 1 1 1 0 0
4 32 + 30/ 11 0 1 0 0

Как видно из табл. 2.43, Я *= ((); 12 +  /; 0; 20 +  5/; — 14 — 8/) 
является оптимальным планом задачи для всех значений пара
метра /, при которых — 14— 8/> (); 20 +  5 ^ 0 ;  12 +  / ^ 0 , т. е. 
при — 4 <  / <  — 7/4. Таким образом, если — 4 <  / <  — 7/4, то за 
дача (80) — (82) имеет оптимальный план Л-* — (0; 12 +  /; 0; 
20 +  5/; — 14— 8/), при котором /•'тах — ̂ 2 +  30/.

Из табл. 2.43 также видно, что при /■<— 4 задача неразре
шима, поскольку в строке вектора Р < нет отрицательных элемен
тов.

Итак, если / е  ( — оо, — 4), то задача не имеет оптимального 
плана; если / е |  — 4, — 7/41, то Х *= (0 ; 12+/; 0; 20 +  5/;
• 14 -8/) — оптимальный план, а /•' =32 +  30/; если / е ( — 7/4,

5/3), то А’о= (0 ; 5 — 3/; 7+4/; 13 +  /; 0) — оптимальный план, 
а Ртах — 25 +  26/; если /е|5/3 , 17/2|, то * ? = ( - 5  +  3/; 0; 17 — 2/; 
18— 2/; 0 ) — оптимальный план, а ^ ,„ „  =  70— (\ если (е |1 7 / 2 , 
оо), то задача неразрешима.

2.67. Для производства продукции трех видов А, В  и С  необ
ходимы три различных вида сырья. Каждый из видов сырья мо
жет быть использован в объеме, соответственно не большем чем 
180, 210 и 244 кг. Нормы затрат каждого из видов сырья на еди
ницу продукции данного вида и цена единицы продукции данного 
вида приведены в табл. 2.44.

Т а б л и ц а  2.44

Вид сырья
Нормы затрат сырья (кг) на единицу продукции

изделие А изделие В изделие С

I 4 2 ]
11 3 ) 3
ш 1 2 5

Цена единицы про
дукции (руб.)

10 14 12



Определить план производства продукции, обеспечивающий 
максимальный выпуск ее в стоимостном выражении, и провести 
анализ устойчивости оптимального плана относительно возмож
ных изменений объемов каждого из используемых видов сырья.

Р е ш е н и е .  Предположим, что изделий вида А произво
дится *1 единиц, изделий вида В  — дг2 единиц и изделий вида 
С  — единиц. Тогда для определения оптимального плана про
изводства нужно решить задачу, состоящую в максимизации 
целевой функции

/■’=*] 0*|-Н  4хг + 12хэ (83)

при условиях

г  4 * |+ 2 * 2  +  * з < 1 8 0 ,

< 3 * |+  *2 +  3*3<210, (84)
 ̂ *1 +2*2 +  5*з <  244,

*|, *2, * з> 0 . (85)

Решение задачи (83) — (85) симплексным методом приве
дено в табл. 2.45.

Т а б л и ц а  2.45

1 Базис с в Ро
10 14 12 0 0 0
Р\ Рч Р з Р  4 Ръ Рб

Л 0 180 4 2 1 1 0 0
2 Ръ 0 210 3 1 3 0 1 0
3 Рь 0 244 2 5 0 0
4 0 -10 — 14 — 12 0 0 0
1 р> 14 90 2 1/2 1/2 0 0
2 Ръ 0 120 0 5/2 -1/2 0
3 Ре 0 64 - 3 0 4 -1 0
4 1260 18 0 — 5 7 0 0
1 Р-1 14 82 19/8 0 5/8 0 -1/8
2 Ръ 0 80 23/8 0 0 1/8 -5/8
3 Ръ 12 16 -3/4 0 -1/4 0 1/4
4 1340 57/4 0 0 23/4 0 5/4

И з этой таблицы видно, что при оптимальном плане производ
ства изделий должно быть изготовлено 82 изделия вида В  и 16 из
делий вида С. При данном плане общая стоимость изделий равна 
1340 руб.

Проведем теперь анализ устойчивости найденного плана от
носительно возможных изменений сырья каждого вида. Начнем



с сырья I вида. Предположим, что производство изделий ограни 
чено не 180 кг сырья I вида, а 180+ Л кг, где Л — некоторый п ара 
метр, который в общем случае может принимать как положитель
ные, так и отрицательные значения. Таким образом, следует н ай 
ти такие значения параметра — оо < / | < о о ,  при которых з а 
дача, состоящая в определении максимального значения функции

/^=10*,+ 14*2+  12хэ (86)

при условиях
г4 *, +  2*а +  * 3< 1 8 0  +  /,,

< 3 * ,+  *2 +  3*3< 2 Ю , (87)
(- *| +  2*2+  5*з < 244,

дг|, *2. * з ^ 0 ,  (88)

имеет оптимальный план Л '*= (0 ; 82; 16).

Т а б л и ц а  2.46

1 Базнс с в Ро
10 14 12 0 0 0
р, р2 Рз р< Рь Ра

! Рг 14 Ь'г 19/8 0 5/8 0 1/8
2 Рь 0 Ь'ь 23/8 0 0 1/8 —5/8
3 Рз ¡2 Ь'3 -3/4 0 — 1/4 0 1/4
4 п 57/4 0 0 23/4 0 5/4

Найдем решение задачи параметрического программирова
ния (86) —  (88). При каждом значении параметра-/! оптималь
ный план задачи (86) — (88) определяется из табл. 2.46, отличаю 
щейся от последней симплекс-таблицы (табл. 2.45) лишь эле
ментами столбца вектора Ро, которые обозначим через ¿>2, Ь'ь 
и Ь'з. Указанные числа представляют собой компоненты разло 
жения вектора Ро по векторам, образующим последний базис, 
т. е. по векторам Рг, Рь, Рз- Следовательно,

Ь 'ь  

Ьз

=  В~  'Ро,

где В  1 — матрица, обратная матрице В , составленной из перво
начальных компонент векторов Рч, Р% и Рз- Указанная матрица 
б _| записана в симплекс-таблице (табл. 2.46) о столбцах векто 



ров, образующих первоначальный единичный базис, т. е. в столб
цах векторов Р а, Р ъ и Р&. Таким образом,

/ Ь 'Л  /  5 / 8 0 -  1/8\ /180 + / Д  / 8 2 + (5 / 8 )/ Л

Р& =  ( Ь'ь )  =  {  1/8 1-5/8 11 210 )  = [  8 0 +  (1/8)/, V

\ b ' J  \ —1/40 1/4/ \  2-14 /  \  16— (1/4)/, /

Найденный вектор Ро определяет оптимальный план Х =  
=  (0; 82+ (5/8)/ь 16— (1/4)/,) задачи (86) — (88) для любого 
значения параметра t\, при котором значения 82 +  (5/8 )/t, 
80 +  (l/8)/i и 16— (1/4)Л положительны. Вместе с тем X  будет 
совпадать с оптимальным планом Х * =  (0; 82; 16) задачи (83) — 
(85) лишь при значении t\ = 0. Это означает, что всякое, хотя бы 
самое незначительное, изменение объемов сырья I вида приведет 
к изменению оптимального плана задачи (83) —  (85). Например, 
если имеющиеся в распоряжении предприятия объемы сырья
I вида увеличить на 8 ед., то оптимальным планом производства 
продукции янляется план Я *  =  (0; 82 +  (5/8)-8; 16 — (1 /4)• 8) =  
=  (0; 87; 14), согласно которому изготовляется 87 изделий ви
да В  и 14 изделий вида С. При данном плане производства про
дукции общая стоимость изготовляемых изделий составит 
1386 руб. т. е. возрастет на 46 руб.

Проведя аналогичные рассуждения, можно показать, что 
если объемы сырья 11 вида, выделенные предприятию, умень
шить не более чем на 80 кг, то оптимальным планом производ
ства продукции останется план, согласно которому следует изго
товить 82 изделия вида В  и 16 изделий вида С. Таким образом, 
оптимальный план задачи (83) — (85) оказывается устойчивым 
относительно изменений в указанных выше объемах сырья
I I  вида.

Наконец, аналогично можно показать, что оптимальный план 
Х * = (0 ;  82; 16) задачи (83) — (85) не устойчив по отношению 
к изменениям объемов сырья 111 вида.

М ы провели анализ чувствительности оптимального плана 
задачи (83) — (85) к изменению объемов каждого из видов сырья 
по отдельности. Аналогично можно провести анализ чувствитель
ности оптимального плана этой задачи при одновременном изме
нении объемов сырья нескольких видов.

Р е ш е н и е  з а д а ч и ,  ц е л е в а я  ф у н к ц и я  и п р а 
в ы е  ч а с т и  о г р а н и ч е н и й  к о т о р о й  с о д е р ж а т  
п а р а м е т р .  Используя описанные выше алгоритмы решения 
задач параметрического программирования, можно найти реше
ние задачи, в которой от параметра t линейно зависят как 
коэффициенты целевой функции, так и свободные члены системы 
уравнений.



2.68. Найти максимальное значение функции

Р  =  (8 -  5/)*! +  (9 - 3 0  хг +  ( - 3  +  5/) дг3— (2 +  40*4 

при условиях

/ X)—  лгг +  *з =  24-12/,
■| — х | +  2хг +  .х« =  — 18 +  10/,
I  Х [ ,  * 2 > 0 , /<=( — оо, +  оо).

Р е ш е н и е. Считан значение параметра / равным числу 2 
(число 2 взято произвольно), находим симплексным методом 
решение полученной задачи линейного программирования 
(табл. 2.47).

Т а б л и ц а  2.47

1 Базис С* Р*
8-5/ 9 -3 / - 3  +  5/ - 2 - 4 /

Р, Рг Я., Я,

1 Рз - 3  +  5/ 24— 12/ 1 - 1 1 0
2 Р , — 2 — 4/ -  18 +  10/ -  1 2 0
3 - 3 6  +  208/- 100/- 14/-9 - 1 0 / - 0 0

-10
1 Рз — 3 +  5/ 15-7/ 1/2 0 1/2
2 Рг 9 — 3/ - 9  + 5/ -1/2 0 1/2
3 — 126+ 168/ — 50/’ 9/-14 0 0 5/+ 5

Из табл. 2.47 видно, что если / =2, то >иТ= (0; — 9 +  5/; 15— 7/; 
0) -  оптимальный план задачи. Таким он является и для тех 
значений параметра /.при которых 9/— 14 ^  0 и 5/ +  5 >  0, а сре
ди компонент вектора Х'Ц нет отрицательных чисел. Эти неравен
ства выполняются при />14/9. Сначала такие значения пара
метра / и рассмотрим.

Найденный вектор Х$ является оптимальным планом задачи 
при 15— 7/> () и — 9 +  5/> 0, т. е. 9 /5 < /< 1 5 /7 . Итак, если 
9 /5< /< 1 5 /7 , то Х$=  (0; 15— 7/; — 9 +  5/; 0) --оптимальный 
план задачи, при котором ^тач =  126 +  168/— 50/'2.

Если /< 9/5, то — 9 +  5/< 0 и вектор Х =  (0; 15— 7/; — 9 +  5/; 
0) не является планом задачи. Поэтому при /< 9 /5  следует пе
рейти к новой симплекс-таблице, что можно сделать, так как 
в строке вектора Рг (табл. 2.47) имеется отрицательное число 
— 1/2. Рассматривая это число как разрешающий элемент, пере
ходим к новой симплекс-таблице, для чего исключим из базиса 
вектор /-*2 и введем вместо него вектор Р\ (табл. 2.48).



Базж Ро
8 — 5/ 9 — 3/ - 3  +  5/ - 2 - 4 /

Р7 Рз Р а

1 Рз - 3  +  5/ 6 - 2 / 0 1 1
2 P^ 8 - 5 / 18— 10/ — 2 0 -  1
3 126— 134/ +  40/2 0 - 2 8  +  

+  18/
0 14/ — 9

Из табл. 2.48 видно, что вектор =  (18 — 10/; 0; 6 — 2/; 0) 
есть оптимальный план задачи для всех значений параметра / 
(как  отмечено выше, мы рассматриваем значения / ^  14/9), при 
которых 6— 2 / ^ 0  и 18— 10/^0, т. е. /< 9/5 . Следовательно, 
если / е  [14/9, 9/5], то X f=  (18— 10/; 0; 6— 2/; 0) является опти
мальным планом задачи, при котором Р та*=  126— 134/ +  40/2.

Рассмотрим теперь значения параметра />  15/7. При этих 
значениях вектор .¥ = (0 ; — 9 +  5/; 15— 7/; 0) уже не является 
оптимальным планом задачи, поскольку 15— 7/< 0. Так как 
в строке вектора Рз (табл. 2.48) нет отрицательных чисел, то при 
/>■ 15/7 задача неразрешима.

М ы  нашли решение задачи при изменении параметра / от 
14/9 до +  ° °  • Рассмотрим теперь значения параметра от — оо 
до 14/9. Если  / <  14/9, то в последней строке табл. 2.48 имеется 
отрицательное число 18/— 28. Поэтому следует перейти к новому 
опорному плану, введя в базис вектор Рг и исключив из него век
тор Рз (табл. 2.49).

Т а б л и ц а  2.49

* Базис с й Ро
8-5/ 9-3/ -3 + 5/ - 2 - 4 /

Р, Р г Рз Р*

1 Рг 9-3/ 6-2/ 0 1 1
о Р\ 8-5/ 30-14/ 1 0 2 1
3 294 —298/ +  76/2 0 0 00тСОсч 19-4/

И з табл. 2.49 видно, что если — оо< :/<14/9, то Х%=  
=  (30— 14/; 6— 2/; 0; 0) является оптимальным планом задачи, 
причем Р тах =  294 — 298/ +  76/2.

Итак, при / е ( — оо, 14/9] задача имеет оптимальный план 
л ? *>(30— 14/; 6 — 2/; 0; 0); при / е ф 4 / 9 , 9/5] — Л? =  (18— 10/; 
0; 6 — 2/; 0); при /<е е (9/5, 15/7} — ХсТ=(0; - 9  +  5/; 15-7/; 0); 
при / >  15/7 она неразрешима.



Считая, что — оо <  / <; оо , найдите решение задач параметрического 
программирования 2.69— 2.74.

2.69. /•' =  —  ( I  — 0*1 +  (4— 0*2—  (2 -/ )* ,,+  (2 0 * 4 -
• ( 3 — - 2 / )  лга—► г п а х ;

( *1 +*2 + *3+ *4 =2,
(  — 2дГ1 +  Х 2—  *3  +  * 5 =  1.

*1. *2 , •••. * 5 > 0 .

2.70. =  блг] — (4 4- 0*1+  (12 — /)*4-мпах;

; * |— *2 +  *з = 28,

— *1 +  3^а+ = 20,

- 1 / 2 * ,+ 2 * а+  хй =  24,

*1, *2, *5 ^ 0 .

2.71. /•’ =  2л:, -+ 5дга—► т а х ;

Г *1— 2*2 +  Хз = 4  +  2/,

л — 2 * 1 +  Х г +  *4 = 6 +  /,

 ̂ Зх ,— *2+ *5 = 8 —3/,

* ь  х 2 * 5 > 0 .

2.72. Г  =  — 2 х ,+ *г  +  *з— х ^ т п а х ;

(  *|+*2 + *:1 = 1—2/,
\ 2х,—-*2+ х< =  2 +  /, 

ч ЗлГ| + *5 = 3— /,

2.74. И = (2  +  0*1— (3 -/)*2 +  3(2 +  4/)*ь— тах;
Г А'| +2*2 + X) = 4+ 6/,

<{ — А', +  Зл-а +- *4 = 9— 12/,
(. * I х2 +  *5 = 8 +  9/,

* 1. *2 .........  * 5 > 1>.

2.75. Для произнодстиа трех видов изделий предприятие использует 
три нида сырья. Нормы расхода каждого вида сырья определяются

*1 , *2 , .... * 5 > 0 .

2.73. / '=  (2— 3/)*,-41х2+  (2 +  6/)*«-*-тах;

( *1— *2  +  *3  ' =12,
< 2*,+ *^+ *4 =6 + 8/,

(  - * ,- 2 *2 +  *»=-10+12/,1
*1, Х 2   * 5 > 0 .



матрицей

(1 I 2
Ч 0 1

О I о

Предприятие может использовать сырья I вида не более 20 ед., II ви
да не более 42 ед., Il l  вид а— не более 36 ел. Цена единицы продукции 
каждого вида линейно зависит от некоторого параметра /, и эта зависи
мость соответственно имеет вид 2-f- 12 — I, 6 +  I (0 ^  I <  10). Д ля каж 
дого значения параметра I ( 0 < / ^  10) найдите такой план выпуска про
дукции, реализация которого обеспечивает максимальный выпуск изде
лий в стоимостном выражении.

2.76. Д ля производства трех видов изделий А, В  и С  предприятие 
использует четыре вида сырья. Нормы затрат сырья каждого вида на 
производство единицы продукции данного вида приведены в таблиц».*. 
В  ней же указана прибыль от реализации одного изделия каждого вида.

Вид сырья
Нормы затрат сырья (кг) на единицу продукции

А В С

1 2 3 _
11 — 4 6
I I I 5 5 2
IV 4 — 7

Прибыль от реали
зации одного изделия
(руб.) 25 28 27

Изделия А, В  и С  могут производиться в любых соотношениях (сбыт 
обеспечен), но для их производства предприятие может использовать 
сырья I вида не более 200 кг, I I  вида - не более 120 кг, I I I  вида -  не 
более 180 кг, IV  вида -- не более 138 кг.

Определите: а ) план производства продукции, при котором общая 
прибыль предприятия от реализации всей продукции была бы наиболь
шей; б ) устойчивость оптимального плана задачи относительно измене
ний прибыли от реализации единицы изделия данного вида; в ) устой
чивость оптимального плана задачи относительно изменения количества 
сы рья каждого вида.

§ 2.4. ЗА Д А ЧИ  Д Р О Б Н О - Л И Н Е Й Н О ГО  
П Р О Г Р А М М И Р О В А Н И Я

I .  Экономическая и геометрическая интерпретации задачи 
дробно'линейного программирования. Общая задача дробно
линейного программирования состоит в определении максималь-



ного значения функции

при условиях

' —
К
I  <*1*1

г- I

£  а пх, =  Ь, (1 =  1 , т ) .
/ = |  __

(/= Т7^ ),

(89)

(90)

(91)

где с,, Ь, и и,, - некоторые постоянные числа,
/=|

(/=1,гг) и £  ¿/(лг,^0 в области неотрицательных решений си-
/-1

стемы линейных уравнений (90). При этом будем предполагать,
П

что £  <3,х,> 0 (такое условие не нарушает общности задачи,
(=|

поскольку в том случае, когда эта величина отрицательна, знак 
минус можно отнести к числителю).

Как и в случае основной задачи линейного программирова
ния, свое максимальное значение целевая функция задачи (89) —
(91) принимает в одной из вершин многогранника решений, опре
деляемой системой ограничений (90) и (91) (естественно, при 
условии, что эта задача имеет оптимальный план ). Если макси
мальное значение целевая функция задачи (89) принимает бо
лее чем в одной вершине многогранника решений, то она дости
гает его также во всякой точке, являющейся выпуклой комби
нацией данных вершин.

Рассмотрим задачу, состоящую в определении максималь
ного значения функции

/•' =
С \Х\ -|- С2Х 4  

й \ Х [  -}- ( ¡ 2X 2

при условиях

а, 1X1 2*2 <  Ь, (/=  I , ш ) ,

•*1. -*'2^0.

(92)

(93)
(94)

Будем считать, что с11* 1+ (/2* 2^ 0.
Чтобы найти решение задачи (92) —  (94 ), как  и в § 1.3 при 

рассмотрении задачи (19) — (21), сначала находим многоуголь
ник решений, определяемый ограничениями (93) и (94). Пред



полагая, что этот многоугольник не пуст, полагаем значение 
функции равным некоторому числу А, так что прямая

С\Х\~\-СчХ2 , п _

(/,*,+¿8*2 — '

проходящая через начало координат, имеет общие точки с мно
гоугольником решений. Вращая построенную прямую (95) вокруг 
начала координат, либо определяем вершину (вершины), в кото
рой функция (92) принимает максимальное значение, либо уста
навливаем неограниченность функции на множестве планов за 
дачи.

Итак, процесс нахождения решения задачи (92) —  (94) вклю
чает следующие этапы:

1. В  системе ограничений задачи заменяют знаки неравенств 
на знаки точных равенств и строят определяемые этими равен
ствами прямые.

2. Находят полуплоскости, определяемые каждым из нера
венств системы ограничений задачи.

3. Находят многоугольник решений задачи.
4. Строят прямую (95), уравнение которой получается, если 

положить значение целевой функции (92) равным некоторому 
постоянному числу.

5. Определяют точку максимума или устанавливают неразре
шимость задачи.

6. Находят значение целевой функции в точке максимума.
2.77. Д л я  производства двух видов изделий А и В  предприя

тие использует три типа технологического оборудования. Каждое 
из изделий должно пройти обработку на каждом из типов обору
дования. Время обработки каждого из изделий на оборудовании 
данного типа приведено в табл. 2.50. В  ней же указаны затраты, 
связанные с производством одного изделия каждого вида.

Т а б л и ц а  2.50

Тип оборудования
Затраты времени (ч ) на гбработку одного изделия

А В

1 2 8
II ! I

I I I 12 3

Затр аты  на производ
ство одного изделия (руб) 2 3



Оборудование I и III типоя предприятие может использовать 
не более 26 и 39 ч. При этом оборудование I I  типа целесообраз
но использовать не менее 4 ч.

Требуется определить, сколько изделий каждого вида следует 
изготовить предприятию, чтобы себестоимость одного изделия 
была минимальной.

Р е ш е н и е .  Предположим, что предприятие изготовит * ( из
делий вида А и х2 изделий вида В. Тогда общие затраты на их 
производство равны 2* 1-+3*2 руб., а себестоимость одного изде
лия в рублях составит

2x1 + Зхг
х I +  *  2

(96)

Затраты времени на обработку указанного количества изде
лий на каждом из типов оборудования соответственно составят 
2*1 +  8*2 часов, *, +  * 2 часов и I2*i +  3*2 часов. Так как оборудо
вание I и II I  типов может быть занято обработкой изделий вида А 
и В  не более 26 и 39 ч, а оборудование II  типа — не менее 4 ч, 
то должны выполняться следующие неравенства:

г 2*i +  8лг2 < 2 6 ,

< * 1+  * 2 ^ 4 ,  (97)
(- 12* , - ( - 3 * 2  < 3 9 .

По своему экономическому смыслу переменные *, и *г могут 
принимать только лишь неотрицательные значения:

х\, * 2^ 0. (98)

Таким образом, математическая постановка задачи состоит 
в определении неотрицательного решения системы линейных не
равенств (97), реализующего минимум функции (96). Ч тобы
найти решение задачи, прежде всего построим многоугольник
решений. К ак  видно из рис. 2.8, им является треугольник B C D .  
Значит, функция (96) принимает минимальное значение в одной 
из точек: В , С  или D. Чтобы определить, в какой именно, положим 
значение функции Г  равным некоторому числу, например 11/4. 
Тогда

2*' +3*2 Ч  

или * '+ * 2 ~ 4 ’

— 3 * 1 + * 2  =  0. (99)

Уравнение (99) определяет прямую, проходящую через н а 
чало координат. Координаты точек, принадлежащих этой прямой



и многоугольнику решений, являются планами задачи, при кото
рых значение функции (96) равно 11/4. В  данном случае к ука
занным точкам относится лишь одна точка В  (1; 3). Ее  коорди
наты определяют план задачи, при котором значение функции 
равно 11 /4.

Возьмем теперь к  — 5/2, т. с. положим

2*1+ 3*2 5

— х ^л-2^0 . (100)

Уравнение (100), так же как и (99), определяет прямую, 
проходящую через начало координат. Ее  можно рассматривать 
как прямую, полученную в результате вращения по часовой 
стрелке вокруг начала координат прямой (99). При этом коорди
наты точек, принадлежащих прямой (100) и многоугольнику 
решений, являю тся планами задачи, при которых значение 
функции (96), равное 5/2, меньше, чем в точках прямой (99). 
Следовательно, если положить значение функции (96) равным 
некоторому числу Но:

г  2х | -4- 3*2
г  =  -~ г г-- =  к>. (101)

Х \  + * 2

а прямую (101), проходящую через начало координат, вращать 
в  направлении движения часовой стрелки вокруг начала коорди



нат, то получим прямые
2х 1 4 ' 3*2

■■И, где к <  /¡о-
*1 +*2

Найдем последнюю общую точку вращаемой прямой с много
угольником решений. Это точка О (3; 1) (рис. 2.8), в которой 
достигается минимум функции (96).

Таким образом, оптимальным планом производства продук
ции является план, согласно которому изготовляется три изделия 
вида А и одно изделие вида В. При таком плане себестоимость 
одного изделия является минимальной и 

2-3 +  3-1 9
-  1 + 3  ~ Т

При нахождении угловой точки многоугольника решений, 
в которой целевая функция задачи принимает наименьшее значе
ние, мы полагали значение функции равным некоторым двум по
стоянным числам и установили направление вращения прямой, 
определяющее уменьшение значения функции. Это  можно было 
сделать и по-другому. А именно: полагая значение функции Р  
равным некоторому числу Л, т. е.

2Г + аГ ’ - * .  (102)Х| -\-X-2

н получив некоторую прямую, проходящую через начало коорди
нат и имеющую угловой коэффициент, зависящий от Л, можно, 
используя производную, установить направление вращения пря
мой (102) при возрастании Л.

Практически же дело обстоит гораздо проще. Найдя точки 
В  (1; 3) и О  (3; I ) (рис. 2.8), в  которых функция (96) может при
нимать минимальное значение, вычислим ее значения в этих точ
ках: Р  (В )=  11/4, Р  (0 ) =  9/4. Так как Р  (В ) >  Р  {О), то можно 
утверждать, что в точке О целевая функция принимает мини
мальное значение. Одновременно с этим заметим, что в точке В  
функция Р  принимает максимальное значение.

Заканчивая рассмотрение нахождения решения задачи дроб
но-линейного программирования графическим методом, отметим, 
что при решении конкретных задач могут быть различные слу
чаи.

1. Многогранник решений ограничен, максимум и минимум 
достигаются в его угловых точках (рис. 2.9).

2. Многогранник решений не ограничен, однако сущ ествую т 
угловые точки, в которых целевая функция задачи принимает 
соответственно максимальное и минимальное значения (рис. 2.10).

3. Многогранник решений не ограничен, и один из экстрему
мов достигается. Например, минимум достигается в одной из



вершин многогранника решений и функция Р  имеет так называе
мый асимптотический максимум (рис. 2.I I ) .

4. Многогранник решений не ограничен, как максимум, так 
и минимум являются асимптотическими (рис. 2.12).

И спользуя геометрическую интерпретацию задачи дробно-линей
ного программирования, найдите решение задач 2.78— 2.80.

2.78. Р  =
Эх,—2*г 
X] +  2 Х-2

-тах;

2х, +  4х2<  16, 

— 4*| +  2х2< 8 , 

х,+Зх2>9! 
х|. х2^0.

2.80. Р  =
5*1 + 3*2

-тах;Х\ + Зл̂
2х\ + Зха — Ха = 12, 

— *1 + 6x2 + Х4 =18, 
XI —Зх*+ Х5 = 3, 

XI, Х2 * 5> 0 .



Составьте математические модели аадяч 2.81— 2.83.
2.81. Д л я  производства п видов изделий предприятие исполь

зует т  типов взаимозаменяемого оборудования. Каж д ы й из видов изде
лий необходимо изготовить в количестве Ь, единиц (¿=  1,/г), причем к а ж 
дый из типов оборудования м ож етбы ть за н ят  изготовлением этих изде
лий не больше чем а, часов (/ = 1 ,т ) .  Вр ем я изготовления одного изде
лия «'-го вида на /-м типе оборудования разно  а,, часам, а затраты, с в я 
занные с производством одного изделия на данном типе оборудования, 
равны с,1 руб. Определить, сколько изделий каждого вида на каждом из 
типов оборудования следует произвести так , чтобы себестоимость од
ного изделия была минимальной.

2.82. Обувное производственное объединение для изготовления п 
различных моделей обуви использует т  видов кожтовароп. На изготов
ление одной пары обуви /-й (/ =  1, п) модели требуется а,) м2 кожтоваров 
¿'-го вида (г =  1, т  ) , а всего их может быть использовано Ь, м2. Величина 
производственных фондов, используемых при производстве одной пары 
обуви /-й модели, равна г/ руб., а прибыль от реализации равна с! / руб. 
Предполагая, что объединение может вы п ускать  обувь разных моделей 
в любых соотношениях, найти план выпуска, обеспечивающий м аксималь
ную рентабельность.

2.83. Д л я  выполнения п различных работ могут быть использо
ваны рабочие т  квалификационных групп. П ри выполнении /-й работы  
¿-й группой рабочих выработка в единицу времени равна си («’= 1 , т ;  
/ =  1, п) руб. Общий фонд времени, в течение которого ¿-я группа рабочих 
может быть занята выполнением работ, не превышает £>< единиц вре
мени, а объем /-й работы равен а, руб. С оставить такой план выполнения 
работ, при котором производительность труда является максимальной.

2. Сведение задачи дробно-линейного программировании 
к задаче линейного программирования. Сформулированная выш е 
задача (92) — (94) может быть сведена к задаче линейного про
граммирования. Д ля этого следует обозначить

Используя введенные обозначения, исходную задачу (92) —  
(94) сведем к следующей: найти максимум функции

(103)

и ввести новые переменные
У1 — УаХ1 ( ¡ = \ , п ) . (104)

П
(105)

при условиях п
(106)

П
(107)

(108)



Задача (105) —  (108) является задачей линейного програм
мирования, а следовательно, ее решение можно найти извест
ными методами. З н а я  оптимальный план этой задачи, на основе 
соотношений (104) получаем оптимальный план исходной задачи
(9 2 )- (9 4 ).

Таким образом, процесс нахождения решения задачи дробно
линейного программирования включает следующие этапы:

1. Сводят зад ачу (92) — (94) к задаче линейного програм
мирования (105) —  (108).

2. Находят решение задачи (105) —  (108).
3. Используя соотношения (104), определяют оптимальный 

план задачи (92) —  (94) и находят максимальное значение функ
ции (92).

2.84. Найти максимальное значение функции

2-У, + х 2 
~  *1 +*2

при условиях

Г x i + 2 x 2~ x :s =11,

< Х|—  *2 4**4 =8,
V  X] 4-3*2 +*5 =  9,

X i , *2. .... *5>0.

Р е ш е н и е .  Сведем данную задачу к задаче линейного про
граммирования. Д л я  этого обозначим ( * i+ * ¿ )  через уо и вве
дем новые переменные y¡ =  yQx¡ (/=  1,5). В  результате приходим 
к следующей задаче: найти максимум функции

f  =  2уi +  у2 (112)
при условиях

У\ +2í/2— yi — 11 í/o =  о,

У\ -- У2 +Í/4 — 8í/o =  0. (113)

-У\ + 3  у-г +У5— 9уо =  0,

У\ +  Уг = 1 .

Уо, У) Уь> 0. (114)

Задача (112) —  (114) является задачей линейного програм
мирования. Ее решение находим методом искусственного базиса 
(табл. 2.51).

(109)

( 1 1 0 ) 

( 1 1 1 )



/ Базис с 6 Рп
2 1 0 0 0 - м -л» 0

Р , р1 р, Р , Ръ Ри Р 7 Ро

1 Р 2 1 1/10 0 1 -8/30 -11/30 0 0
2 Р, 2 9/10 1 0 8/30 11/30 0 0
3 Ръ 0 15/10 0 0 5/3 7/6 1 0
4 Ро 0 1/10 0 0 2/30 — 1/30 0 1
5 19/10 0 0 8/30 11/30 0 0

Из табл. 2.51 видно, что оптимальным планом задачи (1 12) — 
(114) является ^ = 9 / 1 0 ; 1/10; у$ = у% =  0; у?= 15/10;
у$=  1/10.

Учитывая, что у 1 = уах„ находим оптимальный план задачи 
( Ю9) — ( I I I ) :  Х * — (9\ 1; 0 ;  15) .  При этом плане / г гпая —  1 9 /1 0 .

Найдите решение задач 2.85— 2.89.

Л _  _ —5*1 -+■ 2x2 Злг1—Хг
2.85. Р =  — ---------- -►шах; 2.86. Р  = ----:----- ►тах;

Х\, *2 , .... л '5 ^ 0 .

2.87. /.=  8̂ ,+  3̂  +  2-» +  ̂ _>тах;
*1 + * 2  +  *Э  +  *4

{2*1 ■+■ х2 *з 3*4 <  300,

■*1 2*з-|-*<<701

Х\-\-2x2~\-Хз <  340,

х ). *2 , Хз, *4  ^  0.

о ос г  — ■*2+8*3  +  10*4 —  5 *5 +  * 62.88. F=*----------       .-.---- »та
• * I 4 "  Х 2  +  *3  +  *4  “Ь  *5  “Ь  Х Ь

{ 2Х)— *2 +  3*4 + *5— *6 = 40,
— х | + 2*2 + *з + 2*4 + 2*о = 20,

3 * | —  л"2 —(— 2*3 * 4 + 3 * 5  +  *0 —  30,

* ,> о  (/= 1"б).



2.89. И =
4" х 2 + *3 4" *4 4” *5 +  * 6

Х| -+- 5*2—3*э—4х< 4* 2*5-|- хв = 120,
2х] 4- 9 х2—  Ъxi—7x̂  4- 4 х 5 4- 2х« =  320, 

х(> 0 (>- Г б ) .

-шах;

блок- сбязка

блок 1

§ 2.5. З А Д А Ч И  БЛ О Ч Н О ГО  
П Р О Г Р А М М И Р О В А Н И Я

В  практике решения конкретных экономических задач встре
чаю тся задачи, системы ограничений которых включают ограни
чения, содержащие все переменные (эти ограничения образуют 
так называемую блок-связку), и ограничения, содержащие часть

их (эти ограничения образуют бло
ки). Схематически система огра
ничений таких задач с двумя 
блоками изображена на рис. 2.13. 
В  общем случае число блоков мо
жет быть значительным, а задачи, 
имеющие блочную структуру, могут 
быть задачами как линейного, так 
и нелинейного программирования.

Д ля решения задач линейно
го программирования с блочной 

структурой может быть использован так называемый м е т о д  
д е к о м п о з и ц и и  Д а н ц и г  а— В у л ф а*1, позволяющий 
свести решение конкретной задачи, содержащей несколько бло
ков, к решению отдельных подзадач, определяемых ими и соот
ветствующим образом связанных между собой. При этом число 
блоков определяет количество подзадач, решаемых на каждой из 
итераций при решении так называемой главной задачи. Построим 
последнюю для задачи, содержащей два блока и состоящей в об
щем виде в определении максимального значения функции

Блок 2

=  □  

=  □  

=  □

Рис. 2.13

Р  С \Х\+  ... + С п ,Х П1 4-Ся, + |ХЛ1 4-1 -+ ... Ч 
при условиях

а\\Х\ 4- ••• 4-Ди,*«, + а ,,Я| + |Л:П| + , 4- ... -\-а\пхп =  Ьи

а*1*1+ ... 4“ о.кп,хп\ 4-а*.Л| + +1 4* ••• 4~а*л*л = Ь*,

15)

я*+1.1*1 Ч- • • • 4~ д*+ 1.<т1*л| * 4- I >
(11 6 )

* ’ Подробнее см.: Линейное и нелинейное программирование. 
Киев: В н щ а  школа, 1975.



0/i*i +  ••• +  ßinl*ni ~/>i,
t |.«| + |ДГП| + I +  ... +Ü(+|./».V„ =  £>/+. I,

««.„,+ |Xni + i -f ... +  £im4*,, =Öm,

x(> 0  (/ = T 7n). (117)

Прежде чем записать главную задачу, введем обозначения:

с?, п|) С' >=(t’n| -t i ; ся);

Л((»= (  0,,- а|Я| \  ; ЛЮ=  /

ац...а*а, / \ а* ..а*п
/и *  | I. |...а* ( \

/¡:|)= ... Ь  f t l>=

Л'4’ =

/ и* | I. |...а* ( \

\  ац-..ai,,, /
/  U) | 1„ , 4 I. ..й| ( )„ \  / f>( | 1 \

G :    )  H i )  ( " 8)

Обозначим через D \ и D> соответственно множества допу
стимых решений систем линейных уравнений:

Г а* * млГ| +  ... +  а и (. | n,x„, =  bt, ( |,

I 0/1* 1+  ... +  ai„,x,u =  Ь/,

x\, x-i ^ 0 ;

0/4 l. 'ii + I*h i * I +  • • • +  Of f  |. nX n =  Ö/4 i .

a m,n , + \Xn , f i +  . . .  + a m,iX,l — b m.

*n I f I i +- 1 > • ••■ 0.

Пусть Л'<|> (/=  1, N\') и Л|2> (/= 1 , Л ^ 1). R)'> (j= N \ '> + Г, Л̂ ||>")

и /?^’ (у =  jV*i2) +  1, М 2)) — вершины и направляющие векторы 
неограниченных ребер соответственно многогранников D \ и Ог. 
Обозначим

  / л ^ я у Л  __________
/ =  1 ,Л Г ;  ^ i " = l  0 1 / =  Л Л °+ 1, Л/1” ;

/ =  1 ,М ^; о I, / =  М Й) + 1. М 21.

( 4 9 )



Далее,

Л ,=  (^Р' У '  =  * Г ’). ¡= й < ’-. / =

=  М 1)+ 1 ,  Л ,(1); ( 1 2 0 )

а̂  = ((Я, Х<2>), / — Г,М'2); а̂  = (С2), /$«). /=М2Ч1,Л̂2).
С учетом введенных обозначений главная задача состоит 

в определении максимального значения функции

р = 0(,'У ,'>+ . . . + а |; |1»!;!1,+<.,,ч!/ !+ - + '> ™ ^ ”  ||2')

при условиях

¿ щ ’Ч . . . + № , № + 1 & п ” + ~ + № № - 1 >> о з д

у)1̂  о, / =  1, Л,(" ;  0, /=  1, Л/('2). (123)

Если К* =  (¿/?(|), у ? (|), у% °\  г/f(‘), .......  1/?(2)) — опти
мальный план главной задачи, Р\'\ РЦ\ .... Р ^ —  соответствую
щие вершины многогранника 0\, а Р\2\ Р^\ Р (ч1]— соответ
ствующие направляющие векторы неограниченных ребер много
гранника £>2, то оптимальное решение исходной задачи есть 
Х * = {Х Т , Х$), где

Х1 =  уГ1')Х\1)+ у ^ )Х ф +  ... +  х£ х%) ;(124)

х 1 = у Г № + у # а)№ + . . . + у 1 1*)1$ )= № , + *? , « ;  А О » )

В  том случае, когда целевая функция главной задачи не огра
ничена на допустимом множестве се решений, это же относится 
и к целевой функции исходной задачи.

2.90. Построить главную  задачу для задачи, состоящей в 
определении максимального значения функции

/ г  =  2дГ| -+- 3* 2— * з — 2*4 (126)



Х1+ Х 2— 2*з +  дг4 <  17, 

Зх| -|-Х2<9,
— 4 Х , — х г < 8 ,

х3 +  х 4 < 2 2 , 
2 х3 Х 4 <  13,

*1, *2, *з, х, > 0. (128)

Р е ш е н и е .  Система ограничений сформулированной з а 
дачи имеет блок-связку, определяемую первым неравенством, 
и два блока, первый из которых определяется вторым и третьим 
неравенствами системы (127), а второй — четвертым и пятым 
неравенствами. Следовательно,

С(1, =  (2; 3), С(2) =  ( — 1; - 2 ), Л (|) =  (1; 1), Л (2' =  ( - 2; 1),

Найдем вершины многоугольников решений и опреде
ляемых системами неравенств:

В  данном случае это легко сделать геометрически. И з
рис. 2.14 следует, что Л’<|0— (0; О ); Л'У)=  (0; 9 ); XV’=  (17; 6 0 ); 
* ‘ = (2 ; 0); Х<12> =  (0; 0); Х {р  =  ( 0; 13); Х (32) =  (3; 19); Х (р  =
=(22; 0).

По формулам (119) и (120) получаем:

М ° ) = ( ( 2 ;  3), (0; 0 ) ) = 0 ;  
сгУ>= (С<|), Л'̂ п) =  ((2 ; 3), (0; 9 ) )= 2 7 ; 

а ^ = ( С { '\ & 1))= ( (2 \  3), (17; 6 0 )) =214;

<$> =  (&'>, А-{) =  ((2; 3), (2; 0 ))=  4; 
о ^ Н С Я ,  Л\2)) =  ( (— 1; — 2), (0; 0)) =  0;

Р 0 =  (17), Д(|’ =

I



-



Таким образом, главная задача состоит в определении макси
мального значения функции

Г  -  27(/,'’ +  214<Д'' +  4у!/' -  26 у $ - 4 1 - 2 2 у{2) ( 129)

при условиях

+  77уУ1 +  2«/,'' +  1 3 +  I ЗгЛ*> -  44«Дг) <  17,

у'/’ + у^’+ у ^  + у1* ^  I, (130)

уГ Ч у(/ Ч у^  +  ̂ = 1 .

ур > о . у '^ О  (/=1,4). (131)

Запишем главную задачу (129) — (131) в форме основной за 
дачи линейного программирования: найти максимальное значе
ние функции

2 7 (/У Ч  214<Л" +  4 -  26у^г) -  41 <# > -  22(Д ( ' 32 *
при условиях

9уУ1 +  7 7 ^ '1 +  2у{ '' +  1 Зу^ ’ +  1 -  44 уф  +  у  5 =  17,

у^, +  у^) +  ̂ 2) +  ̂ )=1.

У(, " ^ 0 ,  у Р > 0  (/= 174), у5> 0 . (134)

Если теперь сопоставить между собой задачи (126) —  (128) 
и (129) — (131), то видим, что число ограничений-неравенств 
в первой задаче равно 5 и число переменных равно 4, а во второй 
эти числа соответственно равны 3 и 8. Таким образом, при пере
ходе от задачи (126)— (128) к задаче (129 )— (131) уменьши
лось число ограничений, однако возросло число переменных. 
К  тому же нам понадобилось определить все вершины многогран
ников решений О] и £>2, что не всегда возможно сделать так  про
сто. 11оэтому естественно возникает вопрос: стоит ли при нахож
дении решения задачи (126) — (128) переходить к определению 
оптимального плана задачи (129 )— (131 )? Положительный



ответ на этот вопрос дает метод Данцига— Вулфа, позволяю
щий находить решение главной задачи (129) — (131), не зная 
при этом ни всех вершин многоугольников решений D \ и D а, ин их 
числа, а зная л и т ь  какой-нибудь базис, определяющий план за 
дачи (129) —  (131). На этом методе и остановимся более подроб
но. А именно: используя его, рассмотрим нахождение решения 
главной задачи (121) --(123). построенной для задачи (115) — 
(117). В  связи с этим отметим, что для начала итерационного 
процесса решения задачи (121) — (123) достаточно знать какой- 
нибудь базис, определяющий опорный план данной задачи. Этот 
базис можно либо непосредственно записать, либо определить 
его, например, используя метод искусственного базиса.

И так, пусть известны базис, определяющий один из опорных 
планов главной задачи, и В - 1 — матрица, обратная матрице, со
ставленной из компонент базисных векторов. Для проверки дан
ного опорного плана на оптимальность найдем вектор

£2=(Х|, .... Xm + i, Х,п + 2)=ОбВ 1

и обозначим через £2 вектор, составленный из первых т  компо
нент вектора £2, т. е. Q = (X i, К2, .... Ят ). После этого найдем реше
ние задачи, состоящей в определении максимального значения 
функции

fV>= (С 0 *— Я А 11\ Х 1>>) при условиях А 0)Х {"  =  № ,  Х (11> 0

и определяемой первым блоком исходной задачи (115) — (117) 
(подзадача 1). Если она имеет оптимальный план AV' и 
/'V’ i'Xs )) =  i; то находим решение подзадачи 2:

(С (2)—  Q Ai2\ Х {2)) при условиях Л (2)Х ^ =  Я 2), Х С2)> 0 ,

определяемой вторым блоком задачи (115) — (1 17). В  том случае, 
если и эта задача имеет оптимальный план Х^] и Л 2) (ЛЪ2,) =  
=  Хт + о, то исходный базис определяет оптимальный план глав
ной задачи (121) — (123) и, таким образом, найдено ее решение, 
а  следовательно, по формулам (125) и(126) можно определить 
оптимальный план исходной задачи (115)— (117).

В  тех случаях, когда F\i} (-К*11) =̂ =кт + \ или F\2) (^ i '1) =/-Кт f 2, 
исходный опорный план не является оптимальным и необходимо 
перейти к новому базису, определяющему некоторый следующий 
опорный план главной задачи. Если при этом оказывается, что 
/•'VJ (М 1*) Ф  Хт + 1, то находить решение второй подзадачи не имеет 
смысла.

И так, пусть, например, F\^ ( XV1) ф  1. Тогда следует пе
рейти к новому базису, определяющему некоторый последую



щий опорный план главной задачи. Д л я  этого нужно какой- 
нибудь вектор исключить из базиса и ввести вместо него новый 
вектор. Вектор, вводимый в базис, определяется наименьшим
отрицательным числом из чисел Хт+ | — (С и,£М (|), ^ 1)), А.|, Х2......
..., Кт . Если таким числом является , — (С<11 — £М(1), Д^1’), 
то в базис вводим вектор Р.,". Если ж е  это есть некоторое 
число Д.,-, то в базис вводим вектор Р ) '}, определяемый данным 
числом.

После нахождения вектора, вводимого в базис, определяем 
вектор, исключаемый из него. Д ля  этого находим разложения 
векторов Р [ '] (или Р\']) и Ро (вектор, определяющий опорный план 
главной задачи) по векторам данного базиса и определяем мини
мум отношения компонент вектора Ро к соответствующим поло
жительным компонентам вектора Р [ '} в данном базисе. Наимень
шее из этих отношений и определяет вектор, исключаемый из 
базиса. В  результате получается новый базис, определяющий 
последующий опорный план главной задачи. Этот план прове
ряем на оптимальность, для чего строим соответствующую подза
дачу (подзадачи) и находим решение. Данное решение позволяет 
сделать вывод, является ли соответствующий опорный план 
оптимальным или нет. Если он не оптимален, то по описанным 
выше правилам переходим к новому базису, определяющему 
некоторый последующий опорный план. При этом заметим, что 
в ходе итерационного процесса возможен случай, когда среди 
компонент разложения вектора по векторам данного базиса 
не имеется положительных. Это означает, что целевая функция 
главной задачи на множестве ее допустимых решений не ограни
чена, а следовательно, не ограничена и целевая функция исход
ной задачи.

В  результате после конечного числа шагов либо устанавли
ваем неразрешимость, либо находим оптимальный план главной 
задачи, а следовательно, и решение исходной задачи.

Выше рассмотрено нахождение решения задачи линейного 
программирования с блочной структурой для случая двух блоков. 
Если число блоков больше двух и равно, например, £, то алго
ритм решения такой задачи, по сущ еству, отличается лишь тем, 
что теперь в общем случае на каждой итерации приходится 
решать не две подзадачи, а к подзадач. Однако если решение 
одной из подзадач показало, что данный базис не определяет 
оптимальный план главной задачи, то находить решение других 
подзадач не имеет смысла.

2.91. Найти решение задачи 2.90, состоящей в определении 
максимального значения функции

Т7 =  2* I +  3*2— *з— 2*4 (135)



< 9,

4х, — *2 < 8 .
*.1 +  *4 ̂  22,

— 2х з-|-Х4^ 13,

*1. *2, *3, *4 ^ 0 . (137)

Р е ш е н и е .  Запишем исходные данные о матричном и век
торном виде:

С(|)=  (2; 3 ); С '2)=  (— 1; - 2 ); ( I ;  I ) ;  Л (:>)=  (— 2; 1);
Яо= (17);

Определим теперь базис главной задачи (эта задача была запи
сана вы ш е).

Так как блок-связка в системе ограничений (136) задачи
(135) —  (137) представляет собой неравенство вида то та 
кой же вид примет и первое ограничение в главной задаче. Сле
довательно, приводя главную задачу к задаче, записанной в фор
ме основной задачи линейного программирования, добавляем 
к правой части первого ограничения дополнительную перемен
ную, которую обозначим через у$. Этой переменной соответствует

(136) задачи (135) —  (137) видно, что многоугольники решений, 
определяемые соответственно первым и вторым блоками, имеют 
вершины Я’У ^  (0; 0) и ЛУ1— (0; 0). Этим вершинам соответ
ствуют векторы

единичныи вектор из системы неравенств

Поскольку вектор свободных членов главной задачи



не имеет отрицательных компонент, векторы Я г„ ЯУ\ ЯУ' обра
зуют базис, определяющий опорный план главной задачи, в кото
ром отличные от нуля компоненты таковы: //Г(= 17 , у\']= \  и
'Л“1 =  1 -

Чтобы проверить, определяет ли найденный базис оптималь
ный план главной задачи, найдем максимальное значение функ
ции Л |)= ( С ‘|)~ 4 М (,)Д (|)) при условиях Ж ,)А',|)=  РЦ\ Х (" > 0.

В  данном случае В  1 == Л, поскольку матрица В  состоит из 
компонент единичных векторов Р$, Р\п и Р\2>. Далее, а 5 =  0, о1)1̂  
=  (С '\  Х\") =  ((2 ; 3 ), (0; 0 ) ) = 0 ,  а\2,=  ( С ‘\ Х\2') =  {{-  1, 3) ,

/1 0 0 \
(0, 0 ) )  — 0; У = ( 0 ,  0, 0) 0 I 0 = ( 0 ,  0, 0 ) ;  Ь2 = (0 ) ;  ^2 =

\ о  о \ )

=  Х-,,, + 1 = 0; ( .‘ =  0.
Составляем и решаем подзадачу 1:

/■‘\ "=  (С (И— <М °\ Г м) - ( ( 2 ;  3 ) - 0 ( 1 ;  1), (* ,; х7) ) =  2дг, +  3*2—
—*-тах;

—Зл"| -\-x-2 <  9,
4*|— лг2 <  8,

*1. х2^ 0 .

Оптимальным планом последней задачи является А'У,=  (17; 
60). При этом Р\') (Х ^ )  =  214> Я.,,,4 I = Х 2 =  0. Значит, исходный 
базис, образованный векторами Я 5, Я1!1’ и Р\2\ определяет опорный 
план главной задачи, который не является оптимальным.

П е р в а я  б о л ь ш а я  и т е р а ц и я .  И з чисел Хт — (С40—
-1 М (1), XV1), Х|, А.2......  Х.,„, т. е. в данном случае из чисел —214

и 0, наименьшим отрицательным является — 214. Следовательно, 
в базис вводим вектор

Для него оУ, =  (С(П. Л'У))= ((2 ; 3), (17; 60))=  214. Разложение

|7\
вектора Я^1', как и вектора Яо =  ( 1 ), по векторам исходного

базиса совпадает с этими векторами. Поэтому для определения 
вектора, исключаемого из фазиса, находим наименьшее из отно
шений компонент вектора Я0 к положительным компонентам век
тора ЯУ1, т. е. min (17/77; 1 /1) =  17/77. Таким образом, из базиса



исключаем первый вектор, т. е. вектор Р$, и, следовательно, но
вый базис образуют векторы Р^'\ Р\'] и Р {\гК Матрица, составлен
ная из компонент этих векторов, такова:

«= (214/77 ); А,2 =  А.тЧ., =  0; Ха =  Хм + 2 =  0; С " - £ М (1,=

Оптимальным планом последней задачи является А’У )=  (0; 9). 
Так как (^ У ’) ~  153/77> Х2 =  0, то рассматриваемый базис 
определяет опорный план главной задачи, не являющийся опти
мальным.

В т о р а я  б о л ь ш а я  и т е р а ц и я .  Из чисел Х2— (С (1)— 
— Й Л (|), ХУ*), Х2, т. е. в данном случае из чисел — 153/77 и 0, на
именьшим отрицательным является — 153/77 =  Х.2— (С*1'—
— £2/1(|), Х ^ ) .  Значит, в базис вводим вектор

Теперь находим матрицу

и определяем векторы £2, Й и С(,) — О А (1>:

И = а 6В ~  ' =  (о У ; о1!11: (т\2>) В _| =

=  ((2; 3) — (214/77)-( 1; 1)) =  ( — 60/77; 17/77). 

Подзадача 1 имеет вид
/ ^  =  — (60/77)*! +  (17/77)*2-*тах;

— З лГ | + * 2 < 9 ,

4*1— х2^ 8 ,  
Х\, * 2 > 0 -

Соответственно о^1)= ( С (1), АУ’)= * ((2 ; 3 ), (0; 9 ))= 2 7 . 
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Чтобы определить вектор, исключаемый из базиса, разложим 
векторы ЯУ* и Яо по векторам рассматрива£жтГо~"?>£Зиса, т. е.

и найдем min (17/77:9/77; 60/77:68/77) =  min (17/9; 15/17) =  
=  15/17. Следовательно, из базиса исключаем второй вектор, 
т. е. вектор ЯУ!. Новый базис образуют векторы

Матрица, составленная из компонент этих векторов, такова:

/  77 9 0 \
В = (  I 1 0 ;

\  О О I /
обратная к ней имеет вид

/ 1/68 -9/68 0 \
В “ ' =  ( — 1 /68 77/68 О I .

V  0 0 | /

Находим векторы £2 и С01— iM (l):

Í2= (a^-  о1,1’; о\2)}В-  ’ =(214; 27; 0 )Х

/ 1/68 -9/68 0\
X  / — 1/68 77/68 0 ] =  (11/4; 9/4; 0 );

V  о 0 1 /

Í2 =  (9/4); Xa =  Xm+l= 9/4; Ха =  ^т + 2 =  0;

С(,)— í M l0 =  ((2 ; 3) — (П / 4 ) (1; 1 )) =  ( —  3/4; 1/4).

Составляем и решаем подзадачу 1:

ñsl) =  —  (3/4) дг| +  (1/4)дг2-*-тах;

=  , ЯУ>= и Я<,2) =

3*1 9,
4*1 — лг2< 8



Подзадача 1 имеет оптимальный план Л 'У ^  (0; 9). При этом 
/ту) (*U>) ==9/4 =

Составляем и решаем подзадачу 2:

W = ( C < » - î 2A<2\ Х (2)) =  ( ( — I ; — 2) —  (9/4) ( — 2; I ) ,  (х3; х4) )  =  
=  (9/2) дг3— ( [3/4)х4-»-тах;

+  *4 22,
—2*3 +  *4 <  13,

*3. *4 ^  0.

Подзадача 2 имеет оптимальный план X ÿ } =  (2'2; 0). Так как 
Л 2) — У 9 >  Х3 =  0, то рассматриваемый базис определяет
опорный план главной задачи, не являющ ийся оптимальным.

Т р е т ь я  б о л ь ш а я  и т е р а ц и я .  Из чисел Хз— (С <2)— 
— Q Ar'\  Х<) = — 99, >ч =  11/4 наименьшее отрицательное есть 
— 99. Поэтому в базис вводим вектор

/ л ' Х Л  / ~ 4 4 \

№ Ч  "  М  ? )
Соответственно a.f' =  (C J1, A',4' J) =  (( — I ; — 2), (22; ( ) ) )= — 22. 
Чтобы определить вектор, выводимый из базиса, разложим 

векторы /%-’ н Ро но векторам рассматриваемого базиса, т. е.
^  / 1/68 —9/68 0 4 / 17 \ / 2/17 \

В  7 ,и =  / — 1/68 77/68 0 W  1 1 =  i 15/17 1 ;

/  1/68 9/6В 0 \  / — 44 \  / 11/17 \
В  [Р {2) = ^ — 1 /68 77/68 Ü J ^  0 у  =  1 11/17 J

и найдем min (15/17:11/17; 1/1 ) — 1. Таким образом, из базиса 
исключаем вектор Pf. Новый базис образуют векторы

4 0 - Ч  Î )
Матрица, обратная матрице, составленной из компонент векто
ров Р з ‘. Р ъ ‘ и Р\2\ такова;

/  I /08 -9/68 11/17 \
В  ' =  (  -1 /6 8  77/68 -11 /17  I .

\  0 0 I /
Найдем векторы Q, Q, С(и - И А " ] и С(2)— Н А 1'2':

Q = (o V '; оУ1; а\-') В  ' =



/ 1/68 —9/68 11/17 \
=  (214; 27; 22)1 -1/68 77/68 11/17 )=  (11/4; 9/4; 99);

\ 0 0 1 /
12= (1 1/4); Ят + |= Х 2 =  9/4; >.ffl + i =  >.3 =  99;

С10— SM tlJ= ( (2 ;  3) — (11/4) (1; 1)) =  (- 3 / 4 ; 1/4);

С<2)— Й/4(2>= ( ( — 1; -2) — (П / 4 ) ( 2; 1 )) =  (9/2; — 19/4). 

Составляем и решаем подзадачу 1:

F ^  =  -  (3/4)Jt, +  ( l/ 4 )jfa-MTiax; 

f — 3jT|-(-jf2^9,
|  4x\— * 2 < 8 , 

xit x2> 0 .

Оптимальный план ЯУ ) = (0; 9 ); при этом fV* (А-!?11) = 9/4  =Х^. 
Составляем и решаем подзадачу 2:

М 2)=  (9/2) * 3— (19/4) ̂ -> тах ;

( Лз +  ̂ 4 ^  22,
1 — 2хз~\~Ха ^  13,

Хз, *4 5^0.

Подзадача 2 имеет оптимальный план Х^2) =  (22; 0); при этом 
/Y> (Л\а,) =  99 =  Х3-

Таким образом, определяемый рассматриваемым базисом 
опорный план является оптимальным. Для его нахождения раз
ложим вектор Р 0 по векторам данного базиса:

- is  (  1/68 -9/68 11/17 Л / 17Л / 13/ 17\
В A ) - f _ t / 6 8  77/68 —  И/17 П  1 1=1 4/17 J-

Значит, в оптимальном плане главной задачи отличные от нуля 
компоненты таковы: «Ди=  13/17, «Л" =  4/17 и у(? )— \.

Используя формулы (124) и (125), находим оптимальный 
план исходной задачи (135) — (137):

х * = (лт; ^ )= (У 2 1,4 |) +  у (1|,4 11; y W ) =

=  ((4/17) -(0; 9) +  (13/17) ■ (17; 60); 1 • (22; 0) =  (13; 48; 22; 0).



Максимальное значение целевой функции 
/-тах =  2-13 +  3-48— 22 =  148.

В  заключение отметим, что помимо метода Данцига— Вулфа 
сущ ествую т и другие методы, позволяющие сводить решение за 
дачи большой размерности к решению ряда подзадач меньшей 
размерности.

И спользуя метод Данцига - Вулф а, найдите решение задач 2.92 —
2.98.

2.92. 3* 
/

2х2 +  3*з +  *<-*- т а  х;

2*1 +  За'2 +  *з +  *4 ^  18,

*1 +  *2 < 9 ,

— 3*, +  3*2 <12,

2х.\— Здг< ^  12.

*з +  3 *4<  15,

X,, Х2, *3, Х4^0.
2.94. 5дг|+4дг2-^тах;

/ *1 +  *2 <  18,

2 * >  +  * 2  < 2 0 ,

— Х\ + *г<9,
* 2  < 1 0 ,

-3*| +  4*2>  12,

* 2 ^ * 5 ,

* 1 ,  * 2 > 0 .

2.96. Г  =  х, +  2х2— 3*з +  5*4-*-тах; 

*1 +  2*2—  3*з— 4*4 ̂  24,

2 * | +3*2 ^  1 0 2 ,

*1— 2*2 < 16,

*з +  2*4 < 14,
*з— 2*4 <  18,

*1. *2, *3, *4 ^ 0 .

2.97. ^  =  2*1+5*2— 4*з +  2*4-»-тах; 

'  З*, +  2*2 +  2*з— 5*4 <  50,

2 * 1 +  * 2  < 2 0 .

* 1 — 3 * 2  < 2 7,

2*з + 3*4 .<  28,

— *з +  2*4 <  12.

2.93. 2*| + 3*2— 2*я— * 4- *та х ;

*1 +  3*2 —*,( —  2*4 <  20,
*1+ *2 <5,
*1— *2 <3,

2*з+  *4 < 4 ,

— *3 +  *4 <  2,

*1, *2, *3, *4 > 0 .

2.95. 5*| -(-6*г4-4*з +  7*4-»-тах; 

2*) +  3*2 +  2*з +  3*4 <  150,

4 * 1 - ( - 5 * 2  < 8 0 ,

3*1+2*2 <60,

*з +  *4 <  90, 

2 *з+  4*4  < 8 0.

*1, *2, *3. *4> 0 .



2.98. Для производства двух видов изделий на двух предприятиях 
отрасли может быть использовано 480 ед. сырья. Нормы затрат сырья 
на одно изделие соответственно равны 4 и 3 ел., а прибыль от реализации 
одного изделия соответственно равна 5 и б руб.

На каждом из предприятий сырье проходит последовательную об
работку, причем используются два типа технологического оборудования. 
Затраты времени при обработке сырья на каждом из типов оборудования 
в каждом из предприятий приведены о таблице. В ней же указан общий 
фонд рабочего времени каждого из типов оборудования на каждом из 
предприятий.

1 -е предприятие 2-е предприятие Общий фонд 
рабочего времени 

предприятия
Тип обору

дования Затраты времени 
одного

на изготовленно 
изделия

А В А В 1 2

1 2 1 2 3 360 420
11 1 3 4 5 420 340

С учетом имеющегося сырья и возможностей использования пред
приятиями технологического оборудования определить, сколько изделий 
каждого вида следует изготовить на каждом из предприятий, так чтобы 
прибыль от их реализации была максимальной.

§ 2.6. ЗАДАЧИ ТЕОРИИ ИГР 
И ЛИНЕЙНО Е ПРОГРАМ М ИРОВАНИЕ

I. Экономическая и геометрическая интерпретации задач теории 
игр. Если имеется несколько конфликтующих сторон (лиц), к аж 
дая из которых принимает некоторое решение, определяемое 
заданным набором правил, и каждому из лиц известно возмож
ное конечное состояние конфликтной ситуации с заранее опреде
ленными для каждой из сторон платежами, то говорят, что имеет 
место игра. Задача теории игр состоит в выборе такой линии пове
дения данного игрока, отклонение от которой может лишь умень
шить его выигрыш.

О п р е д е л е н и е  2.5. Ситуация называется конфликтной, 
если в ней участвуют стороны, интересы которых полностью или 
частично противоположны.

О п р е д е л е н и е  2.6. Игра —  это действительный или фор
мальный конфликт, в котором имеется по крайней мере два участ
ника (игрока), каждый из которых стремится к достижению соб
ственных целей.

О п р е д е л е н и е  2.7. Допустимые действия каждого из 
игроков, направленные на достижение некоторой цели, назы
ваются правилами игры.



О п р е д е л е н и е  2.8. Количественная оценка результатов 
игры называется платежом.

О п р е д е л е н и е  2.9. Игра называется парной, если в ней 
участвуют только две стороны (два лица).

О п р е д е л е н и е  2.10. Парная игра называется игрой с ну
левой суммой, если сумма платежей равна нулю, т. е. если про
игрыш одного игрока равен выигрышу второго.

Парные игры с нулевой суммой и рассматриваются ниже.
О п р е д е л е и и е 2.11. Однозначное описание выбора игро

ка в каждой из возможных ситуаций, при которой он должен сде
лать личный ход, называется стратегией игрока.

О п р е д е л е н и е  2.12. Стратегия игрока называется опти
мальной, если при многократном повторении игры она обеспечи
вает игроку максимально возможный средний выигрыш (или, что 
то же самое, минимально возможный средний проигрыш).

П усть имеется два игрока, один из которых может выбрать 
/-ю стратегию из гп своих возможных стратегий (; =  ! , т ) , а  вто
рой, не зная выбора первого, выбирает /-ю стратегию из п своих 
возможных стратегий (/ =  1, /¿)- В результате первый игрок вы
игрывает величину а,,, а второй проигрывает эту величину.

Из чисел а,, составим матрицу

Строки матрицы А соответствуют стратегиям первого игрока, 
а столбцы — стратегиям второго. Эти стратегии называются 
чистыми.

О п р е д е л е н и е  2.13. Матрица А называется платежной 
(или матрицей игры).

О п р е д е л е н и е  2.14. Игру, определяемую матрицей А, 
имеющей m строк и п столбцов, называют конечной игрой размер
ности т Х п .

О п р е д е л е н и е  2.15. Число a =  max (min а,-,) называется
нижней ценой игры или максимином, а соответствующая ему 
стратегия (строка) — максиминной.

О п р е д е л е н и е  2.16 Число ß =  min (max а,;) называется
/ ■

верхней ценой игры или минимаксом, а соответствующая ему 
стратегия игрока (столбец! — минимаксной.

Теорема 2.3. Н иж няя цена игры всегда не превосходит верх
ней цены игры.

О п р е д е л е н и е  2.17. Если a  =  ß =  ü, то число v назы
вается ценой игры.



О п р е д е л е н и е  2.18. Игра, для которой а •= р, называется 
игрой с ссдловой тонкой.

Для игры с седливой точкой нахождение решения состоит 
в выборе максиминной и минимаксной стратегий, которые я в л я 
ются оптимальными.

Если игра, заданная матрицей, не имеет седловой точки, то 
для нахождения ее решения используются смешанные стратегии.

О п р е д е л е н и с 2 . 1 9 .  Вектор, каждая из компонент кото
рого показывает относительную частоту использования игроком 
соответствующей чистой стратегии, называется смешанной стра 
тегией данного игрока.

И з данного определения непосредственно следует, что сумма 
компонент указанного вектора равна единице, а сами компоненты 
не отрицательны. Обычно смешанную стратегию первого игрока 
обозначают как вектор и  =  (и |, и3, ..., ит ), а второго игрока — 
как вектор 7. =  (г\, г2, .... гп) , где и ,^  0 ( ¡— \ , т ) ,  2 ,^ 0  (/ =

Если и * — оптимальная стратегия первого игрока, а 1*  
оптимальная стратегия второго игрока, то число

является ценой игры.
Определение оптимальных стратегий и цены игры и состав 

ляет процесс нахождения решения игры.
Теорема 2.4. Всякая  матричная игра с нулевой суммой имеет 

решение в смешанных стратегиях.
Теорема 2.5. Для того чтобы число V было ценой игры, а  и *  

и — оптимальными стратегиями, необходимо и достаточно  
выполнение неравенств

Если теорема 2.4 дает ответ на вопрос о сущ ествовании ре
шения игры, то следующая теорема дает ответ на вопрос, как 
найти это решение для игр 2 X 2 , 2 Х п  и п Х  2, примеры которых 
приведены ниже.

Теорема 2.6. Если один из игроков применяет оптимальную  
смешанную стратегию, то его выигрыш равен цене игры и вне 
зависимости ит того, с какими частотами будет применять второй 
игрок стратегии, вошедшие в оптимальную (в  том числе и чистые  
стратегии).

Г!
1, п), £ « ,=  1, X  г I — \ .

£  а ,,и ?^  и (/=  1, п) и I  <  V (/ =  1, т  ).



2.99. Найти решение игры, заданной матрицей I ^  ̂ 1,
и дать геометрическую интерпретацию этого решения. '

Р е ш е н и е .  Прежде всего проверим наличие седловой точки 
в данной матрице. Д ля  этого найдем минимальные элементы в 
каждой из строк (2 и 4) и максимальные элементы в каждом из 
столбцов (6 и 5). Значит, нижняя цена игры а  =  т а х  (2; 4) = 4, 
а верхняя цена игры 0 =  гтш!(6; 5) = 5 . Так как а  =  4=/=р =  5, 
то  решением игры являю тся смешанные оптимальные стратегии, 
а цена игры и заключена в пределах 4 ^ у ^ 5 .

Предположим, что для игрока А стратегия задается вектором 
и = ( и и  и2). Тогда на основании теоремы 2.6 при применении 
игроком В  чистой стратегии В | или В 2 игрок А получит средний 
выигрыш, равный цене игры, т. е.

2иТ+&и$— о (при стратегии б | ),

5 ^ + 4 и $ = и  (ПрИ стратегии Вг).

Помимо двух записанных уравнений относительно иТ и и? доба
вим уравнение, связывающ ее частоты и? и и£

иТ+ и$= \.

Реш ая  полученную систему трех уравнений с тремя неизвест
ными, находим ^ = 2 /5 \  и % = 3/5; у =  22/5.

Найдем теперь оптимальную стратегию для игрока В. Пусть 
стратегия для данного игрока задается вектором 1 = ( г , :  г2) 
Тогда

Г 2гТЧ5г?=22/5,

< 6г?-М г?= 22/5 ,
(  гГ+  I.

Реш ая систему уравнений, состоящую из каких-нибудь двух 
уравнений, взятых из последней системы, получим гТ=1/5; 
z f= 4 /5 . Следовательно, решением игры являются смешанные 
стратегии 0 * =  (2/5; 3/5) и 2 *= (1 / 5 ; 4/5), а цена игры и =22/5.

Дадим теперь геометрическую интерпретацию решения дан
ной игры. Для этого на плоскости иОг введем систему координат 
и на оси Ои отложим отрезок единичной длины А 1А 2 , каждой 
точке которого поставим в соответствие некоторую смешанную 
стратегию и = {и \ ,  и2) =  (и и 1— и,) (рис. 2.15). В  частности, 
точке /41 (0; 1) отвечает стратегия А>, точке А 2 (1; 0) —  страте
гия Аг и т. д.



В  точках А | и А 2 
восставим перпендикуля
ры и на полученных пря
мых будем откладывать 
выигрыш игроков. На пер
вом перпендикуляре (в 
данном случае он совпа
дает с осью Ог) отложим 
выигрыш игрока А при 
стратегии А\, а на вто
ром -- при стратегии А 2.
Если игрок А применяет 
стратегию А\, то его выиг
рыш при стратегии В\ иг
рока В  равен 2, а при стра
тегии Вг он равен 5. Чис
лам 2 и 5 на оси Ог соот
ветствуют Т О Ч К И  В\ и  В-2.

Если же игрок А применяет стратегию А 2, то его выигрыш 
при стратегии #1 игрока В  равен б, а при стратегии Вг  он равен 4. 
Эти два числа определяют две точки В\ и В 2 на перпендикуляре, 
восставленном в точке 4 2. Соединяя между собой точки В\ и 
В\, В 2 и В'2, получим две прямые, расстояние до которых от 
оси Ои определяет средний выигрыш при любом сочетании соот
ветствующих стратегий. Например, расстояние от любой точки 
отрезка В\В\ до оси Ои определяет средний выигрыш и\ при лю
бом сочетании стратегий А, и А 2 (с частотами и | и и2) и страте
гии В | игрока В . Это расстояние равно 2и\ + 6 и2 =  Уь Аналогично, 
средний выигрыш при применении стратегии В 2 определяется 
ординатами точек, принадлежащих отрезку В 2В 2.

Таким образом, ординаты точек, принадлежащих ломаной 
В у М В 2, определяют минимальный выигрыш игрока А при приме
нении им любых смешанных стратегий. Э та  минимальная вели
чина является максимальной в точке М ; следовательно, этой 
точке соответствует оптимальная стратегия С/* =  (и̂ -, и$), а ее 
ордината равна цене игры о. Координаты точки М  находим как 
координаты точки пересечения прямых В\В\ и В 2В 2. Соответству
ющие три уравнения имеют вид

Г 2иТ+6и*=1>,
\ 5иТ+4и£=и,
[  ы?+ и$=1.

Реш ая последнюю систему уравнений, получаем иТ=* 2/5; « ?=  
=  3/5; у =22/5.

Аналогично находится оптимальная стратегия для игрока В.



Д ля  ее определения имеем уравнения

2гГ+5г*=22/5, 
гГ+  г?= 1 ,

или
гГ=  1 /5; г?= 4/5 .

Следовательно, решением игры являются смешанные страте
гии и * =  (2/5; 3/5) и ¿ *  =  (1/5; 4/5), а цена игры у =  22/5. К  та 
кому выводу мы пришли и выше.

Обобщ ая изложенные выше результаты нахождения решения 
игры 2 X 2 , можно указать основные этапы нахождения реше
ния игры 2 Х п  или п Х  2.

1. Строят прямые, соответствующие стратегиям второго 
(первого) игрока.

2. Определяют нижнюю (верхнюю) границу выигрыша.
3. Находят две стратегии второго (первого) игрока, которым 

соответствуют две прямые, пересекающиеся в точке с максималь
ной (минимальной) ординатой.

4. Определяют цену игры и оптимальные стратегии.

2.100. Найти решение игры, заданной матрицей

7 9 8 
10 6 9

Р е ш е н и е .  На рис. 2.16 прямые В\В\, В 2В 2 и В-лВ'ъ соответ
ствуют стратегиям, а ломаная В \ К В '2 —  нижней границе вы

игрыша игрока В . Игра 
имеет решение V* = {2/3; 
1/3), ¿ *  =  (1/2; 1/2; 0), 
у =  8.

2.101. Найти решение 
игры, заданной матрицей

А =

А =

Р е ш е н и е .  Матрица 
имеет размерность 2 X 4 . 
Строим прямые, соответ
ствующие стратегиям иг
рока А (рис. 2.17). Лом а
ная Л]/С/!4 соответствует 
верхней границе выигры
ша игрока А, а отрезок



N K  цене игры. Решение 
игры таково: (/*= (7/8;
0; 0; 1/8), Z * = (3/8: 5/8). 
у =  43/8.

2.102. Швейное пред
приятие планирует к мас
совому выпуску новую мо
дель одежды. Спрос на эту 
модель не может быть 
точно определен. Однако 
можно предположить, что 
его величина характеризу
ется тремя возможными 
состояниями (I, II, I I I ) .
С учетом этих состоянии 
анализируются три воз
можных варианта выпуска 
данной модели (Л, Б, В ) .
Каждый из этих вариан
тов требует своих затрат и
обеспечивает в конечном счете различный эффект.
Прибыль (тыс. руб.), которую получает предприятие при данном 
объеме выпуска модели и соответствующем состоянии спроса, 
определяется матрицей

/  1 II I I I

л 1( 22 22 22
В 1 21 23 23
в V 20 21 24

Требуется найти объем выпуска модели одежды, обеспечива
ющий среднюю величину прибыли при любом состоянии спроса.

Р е ш е н и е .  Прежде всего проверим, имеет ли исходная м а 
трица седловую точку. Для этого находим минимальные эле
менты в ее строках (22; 21; 20) и максимальные в столбцах 
(22; 23; 24). Максимальным среди минимальных элементов строк 
является число а = 2 2 , а минимальным среди максимальных эле
ментов столбцов — число р =  22. Таким образом, а  == р =  22. Ч и 
сло 22 является ценой игры. Игра имеет седловую точку, соответ
ствующую 1 варианту выпуска модели одежды. Объем выпуска 
модели, соответствующей данному варианту, обеспечивает при
быль в 22 тыс. руб. при любом состоянии спроса.

Используя геометрическую интерпретацию, найдите решение игр, 
определяемых следующими матрицами.

/ 3 5 1 4 6



2.104. А =  \ I 7 •

\П /
2.105. Обувная фабрика планирует выпуск двух моделей обуви 

А и В. Спрос на эти модели не определен, однако можно предположить, 
что он может принимать одно из двух состояний (1 и I I ) .  В  зависимости 
от этих состояний прибыль предприятия различна и определяется матри-

мами выпуска каждой из моделей, при котором предприятию гаранти
руется средняя величина прибыли при любом состоянии спроса.

2. Сведение задач теории игр к задачам линейного програм
мирования. Рассм отрим  игру т Х .п ,  определяемую матрицей

Согласно  теореме 2.5, для оптимальной стратегии первого 
игрока и * = ( и ?■, и?, .... и?,) и цены игры у вы полняется иеравен-

0. Э то  всегда м ож ет быть достигнуто благодаря тому, что 
прибавление ко всем элементам матрицы А одного и того же 
постоянного числа С  не приводит к изменению оптимальных стра 
тегий, а только ли ш ь увеличивает цену игры на С.

Разд елив теперь обе части  последнего неравенства на у, по
лучим

оптимальное соотношение между объе-

т
ство  £  (^ ¡иТ^и  Ц —  1,л). Предположим для определенности, что

П оложим  и*/и — у *  тогда

£  а „ у ? >  1 ( / * 1 ,п); 0  ( / = 1 .т).

И сп о льзуя  введенное обозначение, перепишем условие £  и*=

в  виде



Так как первый игрок стремится получить максимальный 
выигрыш, то он должен обеспечить минимум величине I /у. С  уче 
том этого, определение оптимальной стратегии первого игрока 
сводится к нахождению минимального значения функции /г* =

т  т

=  при условиях £  №/(/<>1 (/ =  1,л); «/,-> 0 (£ — I ,т ).
< - 1 < = 1

Аналогичные рассуждения показывают, что определение 
оптимальной стратегии второго игрока сводится к нахождению

П
максимального значения функции /г =  £  х, при условиях
я ____  ___  /-1

^  а,,х ,<  1 (/ =  1, т ) ; х, ^ 0  (/=  1 ,п). Здесь лг,- =  г,/у.
/- '

Таким образом, чтобы найти решение данной игры, опреде
ляемой матрицей А, нужно составить следующую пару двой
ственных задач и найти их решение.

Прямая задача: найти максимальное значение функции /•' =
Л П ____ ___

= £  х , при условиях £  а^х, <  I (/ =  1, т ) ; х ^ О  (/ =  1, я ) .
(=| /-1 

Двойственная задача: найти минимальное значение функции
т  т

/г* =  £ у, при условиях £ ачУ‘ ^ \  ( / = Ь л); у .^ О  (1= 1, т ).
1 = 1 < = I

Используя решение пары двойственных задач, получаем фор
мулы для определения стратегий и цены игры:

и?=*-^— =иуТ, г*—--— = ох?,т   ̂ 1 п 1
I  у ?  1 * Г<-1 /=)

и =  ■   — -— ; (4 *  1, т  ; / = I , п ).

I * ?  I  У‘У-1 1-1

Итак, процесс нахождения решения игры с использованием 
методов линейного программирования включает следующие 
этапы:

1. Составляют пару двойственных задач линейного програм
мирования, эквивалентных данной матричной игре.

2. Определяют оптимальные планы пары двойственных за 
дач.

3. Используя соотношение между планами пары двойствен
ных задач и оптимальными стратегиями и ценой игры, находят 
решение игры.



2.106. Найти решение игры, определяемой матрицей

А - ( ] 2 °л ~ [  1 0  1

V 2 I О
Р е ш е н и е .  Составим двойственную пару задач линейного 

программирования: прямая задача: найти максимум функции 
Р = Х \  +  лг2 +  а'з при условиях

Г х 1 +  2.** < 1 ,
< X | +  *3 ̂  1,

(_ 2л: | +  Х2 ^  1,

*2, * з ^ 0 ;
двойственная задача: найти минимум функции /•’* =  £/] +¿/-2 +  //̂  
при условиях

У\ +¿/2 +  2^3^: 1,

2у | +  у л ^  1,

У2>  1,

У I, У2, уз> 0 .
Находим оптимальные планы прямой и двойственной задач 
(табл. 2.52).

Т а б л и ц а  2.52

Базис Сц Ро
1 1 1 0 0 0

Р\ Р} Рг Р 4 Р', Рь

1 Р< 0 1 1 2 0 1 0 0
2 Рь 0 1 1 0 1 0 ] 0
3 Рь 0 1 2 5 0 0 0 1

0 -  1 -  1 -1 0 0 0
1 Р а 0 1 1 2 0 0 0
2 Рз 1 1 1 0 I 0 1 0
3 Рб 0 1 2 1 0 0 0 1

1 0 -1 0 0 1 0
1 Рг 1 1/2 1/2 I 0 1/2 0 0
2 Яз 1 1 I 0 1 0 1 0
3 Рь 0 1/2 3/2 0 0 -1/2 0 1

3/2 1/2 0 0 1/2 1 0

И з табл. 2.52 видно, что исходная задача имеет оптималь
ный план ^ * = (0 ;  1/2; 1), а двойственная задача — оптималь
ный план У *— {\/2\ 1; 0 ). Следовательно, цена игры у =

=  '|/2 + |  — у  а оптимальные стратегии игроков ¿/*= (1/3 ; 2/3; 

0 ); V е =  (0; 1/3; 2/3).



Выш е было показано, что для всякой матричной игры можно 
записать симметричную пару двойственных задач. Справедливо 
и обратное: для всякой симметричной пары двойственных задач 
можно записать матричную игру.

Пусть задана симметричная пара двойственных задач: пря
мая задача: /Г= С Л , А Х ^ В ,  Л ^ О ; двойственная задача: /г* =  
=  ВУ , У А ^ С ,  У ^ О . Тогда этой симметричной паре двойствен
ных задач можно поставить в соответствие игру, определяемую 
матрицей

где индекс ' означает операцию транспонировании.
Следует отметит!), что если каж дая матричная игра имеет 

оптимальные стратегии, то не всякая задача линейного програм
мирования имеет решения.

2.107. Построить игру, определяемую следующей парой двой
ственных задач: прямая задача:

2л-[ +Зл'2-*-тах;

двойственная задача:

10(/| + 12у2- *- тт ;

2^|— //2 > 2 ,
У\ % 2 ^ 3 ,

у  и У2 > о .

Р е ш е н и е .  Здесь

В т=  {10; 12); С — (2; 3 ), СТ =  )

Следовательно, исходной симметричной паре двойственных 
задач можно поставить в соответствие матричную игру, опреде



ляем-ую матрицей

0 0 2 1 -  10
0 0 - 1 3 - 1 2

- 2 +  1 0 0 2
—  1 - 3 0 0 3

10 12 - 2 - 3 0
\ /

В  задачах 2.108— 2.111 найдите решение игр, определяемых следую
щими матрицами:

2.111. Л =

В  задачах 2.112 и 2.113 постройте для симметричных пар двойствен
ных задач определяемые ими матричные игры.

2.112. /г =  За [ 4-4дг2+  х.1-»-тах; Р *  =  12у| +  14уг +  14у3-*-тт;

С 2 * , + 3 ^ - 4 ^ < 1 2 ,  Г  2у, — у2 +  3у3> 3 ,

/  —  лг ,+  х 2 +  Х а< 1 4 , ^ 3 (/|+  Уг-н 4(/3> 4 ,

(  Зл:,+4л:а—  лгл <  16, 4 у ,+  у 2— Уз> 1 ,

* 1 .  -«2 . * з  > 0 ,  { / [ ,  Цг, Ул > 0 .

2.113. Г  =  5л:| +  7x2 +  8х;)-*-тах;

| х2 5*з <  18, 
3*| + 2x2 +  •*.!< 16, 
4у|+3ха+ Хз<24, 

* 1, х2, дгз>0;

/г'*=  18̂ 1 + 16уг +  24г/,ч-̂ т1п; 
С у ,+  3 у2 +  4у3>5,
\ У|+ 2 У2+ Зуп^7,
V. 5^1 "Ь  У *~ Ь  У з ^ 8 |

У\. </г. уз >0.



Г Л  А В  А 3

З А Д А Ч И  Н Е Л И Н Е Й Н О Г О  П Р О Г Р А М М И Р О В А Н И Я

$3.1. Э К О Н О М И Ч Е С К А Я  И Г Е О М Е Т Р И Ч Е С К А Я  
И Н Т Е Р П Р Е Т А Ц И И  ЗА Д А ЧИ  
Н Е Л И Н Е Й Н О Г О  П Р О Г Р А М М И Р О В А Н И Я

В  общем виде задача нелинейного программирования состоит 
в определении максимального (минимального) значения функции

при условии, что ее переменные удовлетворяют соотношениям

где / и — некоторые известные функции п переменных, а Ь, — 
заданные числа.

Здесь имеется в виду, что в результате решения задачи будет 
определена точка Х *= (х *\\  х*2\ •**„), координаты которой
удовлетворяют соотношениям (2) и такая, что для всякой другой 
точки X  =  (хи х2\ ...; х „ ) , удовлетворяющей условиям (2 ), выпол
няется неравенство / (ж* х* ..., х % )^ }  (Х|, х2  х„) |/ (х*
X* .... * ? )< /  (Х|, Х2, .... Ха)].

Если / и — линейные функции, то задача ( I ), (2 ) является 
задачей линейного программирования.

Соотношения (2) образуют систему ограничений и вклю чаю т 
в себя условия неотрицательности переменных, если такие усло
вия имеются. Условия неотрицательности переменных могут быть 
заданы и непосредственно.

В  евклидовом пространстве Е „  система ограничений (2 ) опре
деляет область допустимых решений задачи. В  отличие от задачи 
линейного программирования она не всегда является выпуклой.

Если определена область допустимых решений, то нахожде
ние решения задачи (1 ), (2) сводится к определению такой точки 
этой области, через которую проходит гиперповерхность наивыс
шего (наинизшего) уровня: / (х ь х2, .... х„) = Л . Указанная точ
ка может находиться как на границе области допустимых реше
ний, так и внутри нее.

Процесс нахождения решения задачи нелинейного програм
мирования ( I ) ,  (2) с использованием ее геометрической интер
претации включает следующие этапы:

¡{Х\, Х2, Х я) ( 1)

(2 )



1. Находят область допустимых решений задачи, определяе
мую соотношениями ( 2) (если она пуста, то задача не имеет ре
ш ения) .

2. Строят гиперповерхность  ̂ (*[, * 2, ..., хп) — Н.
3. Определяют гиперповерхность наивысшего (наиниз- 

шего) уровня или устанавливают неразрешимость задачи из-за 
неограниченности функции ( 1) сверху (снизу) на множестве до
пустимых решений.

4. Находят точку области допустимых решений, через кото
рую проходит гиперповерхность наивысшего (наинизшего) 
уровня, и определяют в ней значение функции ( 1).

3.1. Найти максимальное значение функции

Р е ш е н и е .  Так как целевая функция (3) нелинейная, то 
задача (3) — (5) является задачей нелинейного программирова
ния. Областью допустимых решений данной задачи является 
многоугольник О А В С  (рис. 3.1). Следовательно, для нахождения 
ее решения нужно определить такую точку многоугольника 
О А В С , в которой функция (3) принимает максимальное значе-

чениях /г. При каждом значении Л получаем параболу, которая 
тем выше отдалена от оси Ох\, чем больше значение Н (рис. 3.1). 
Значит, функция Р  принимает максимальное значение в точке 
касания одной из парабол с границей многоугольника О АВС . 
В  данном случае это точка О (рис. 3.1), в которой линия уровня 
Р  =  Х2— * , - 1-6*1 =  13 касается стороны А В  многоугольника 
О А В С . Координаты точки О можно найти из системы уравнений

Реш ая  эту систему, получим **= 3 ; **= 4 . Итак, =13 
при * *  =  (3; 4).

К а к  видим, в задаче (3) — (5) точка максимального значения 
целевой функции не является вершиной многоугольника реше
ний. Поэтому процедура перебора вершин, которая использо-

Р = х  2— * 2| + 6X1 (3)

при условиях

(4)

*2 < 4 ,

*1. *2 ^ 0 . (5)

ние. Построим линию уровня Р  =  хг— *2, + 6*| =Л, где к — неко
торая постоянная, и исследуем ее поведение при различных зна-

*2 — * ?  +  б*| =  13,
*2 =  4. (6 )



валась при решении задач линейного программирования, непри
менима для решения данной задачи.

3.2. Найти максимальное и минимальное значения функции

/ '= ( * , - 3 } 2+ ( * 2- 4 ) 2 (7)

при условиях

(  3*1+2*2 > 7 ,
< 10х{—  х г< 8 , (8)
[  — 18х , +  4х 2<  12,

*1, * 2> 0 . (9)

Р е ш е н и е .  Областью допустимых решений задачи (7) —  (9 ) 
является треугольник Л В С  (рис. 3.2). П олагая значение целевой 
функции (7) равным некоторому числу Л, получаем линии уровня, 
а именно окружности (*| — 3 )2+  (д:2— 4)'г =  Н с центром Е  (3; 4) 
и радиусом С увеличением (уменьшением) числа Л значения 
функции Р  соответственно увеличиваются (уменьшаются).

Проводя из точки Е  окружности разных радиусов, видим, что 
минимальное значение целевая функция принимает в точке О, 
в которой окружность касается области решений. Для опреде
ления координат этой точки воспользуемся равенством угловых 
коэффициентов прямой Юлг, — лг2 =  8 и касательной к окружности



■10х) ~х1 *8 
-Мх, + ‘гх,=?2

(х,-3)г+(хг-фб5

Рис. 3.2

в точке О. Из уравнения 
прямой * 2=  Ю*1 — 8 видим, 
что ее угловой коэффици
ент в точке О равен 10. 
Угловой же коэффициент 
касательной к окружности 
в точке О определим как 
значение производной 
функции *2 от переменной 
Х\ в этой точке. Рассматри
вая *2 как неявную функ
цию переменной х, и диф
ференцируя уравнение 
окружности, получим

2 (* ,- 3 )  +  2(*г- 4 )4  =  0, 
откуда 

*2=  — (*! — 2)/(*2 — 4).

Приравнивая найденное выражение числу 10, получаем одно 
из уравнений для определения координат точки Е. Присоединяя 
к нему уравнение прямой, на которой лежит точка Е , имеем си
стему

( +  10*2 =  43,

I  10*1— *2 =8,

откуда *'['=123/101; **=422/101. Таким образом, Е 1тп =  
=  (123/101 — 3)" +  (422/101 —4)‘ =  324/101.

К ак  видно из рис. 3.2, целевая функция принимает макси
мальное значение в точке С (2; 12). Ее координаты определены 
путем решения системы уравнений прямых, на пересечении кото
рых находится точка С. Таким образом, максимальное значение 
функции / ^ ^  =  65.

3.3. Найти максимальное и минимальное значения функции

Е  =  (*1—4 )г+  (*г— 3 )г (10)

при условиях
С 2*| + 3 *2 ^  6,
^ 3*,— 2*г<18, ( 1 1 )

V — *| + 2 *г <  8,
*1, *2 ^ 0 . ( 1 2 )

Р е ш е н и е .  О бластью  допустимых решений исходной задачи 
является многоугольник А В С О Е  (рис. 3.3), а линиями уровня —



окружности (ДГ| — 4)2 +  (х2 — 3)2 =  /г с центром Е  (4; 3) и радиусом

Из рис. 3.3 видно, что целевая функция принимает минималь
ное значение в точке Р  (4; 3), а максимальное — в точке С (13;
10,5). Следовательно, Р тп =  0 и /Г111)<=  137,25.

3.4. Найти максимальное значение функции

/г =  Зх , +  4х 2 (13)

при условиях

*?- Ы < 2 5 ,
*1*2 ^  4, (14)

х,, х2> 0 .  (15)

Р е ш е н и е .  Область решений задачи (13) — (15) изобра
жена на рис. 3.4. На этом рисунке построены дие л и н и и  уровня, 
представляющие собой прямые. Из рис. 3.4 видно, что максималь
ное значение целевая функция задачи принимает в точке Е , и ко
торой прямая касается окружности х? +  х2 =  25. Для определе
ния координат точки Е  воспользуемся равенством угловых коэф
фициентов прямой 3*| +4*2 =  /! (где к  —  некоторая постоянная) 
и касательной к окружности в точке Е . Рассматривая х2 как неяв 
ную функцию переменной Х|, почленно дифференцируем уравне
ние окружности хт’ +  х2 =  25 и получим

2x1 +  2*2*2 =  0, ИЛИ х.г =  —  Х ]/ Х 2 .



П р и р а в н и в а я  найден
ное в ы р а ж е н и е  чи сл у /г =  
—  — 3/4, получаем  одно 
из ур авн ен и й  д ля опреде
л е н и я  коорд ин ат точки  /:. 
В  к а ч е с тв е  второго у р а в 
нения во зьм ем  уравнение 
о к р у ж н о сти . Т аки м  о б р а 
зом , д л я  определения к о 
о р д и н ат  точки  Е  имеем с и 
стем у

ЗлГ|— 4x2= О,
* ?+  *2 — 25,

о ткуд а  х*= 4; х*=3. З н а 
чи т, /гтах =  32 +  42 =  25.

Решите задачи нелинейного программирования 3.5- 3.8.
3.5. Найти максимальное .значение функции Г  =  х\х- при условиях

г 6лГ|Ч4л,>12,
^ 2х ,4-За-2< 2 4 .

(. Э х ,+ 4 x1^ 12 ,

л-,. х2^ 0 .

3.6. Найти минимальное значение функции /-' =  9 ( аг1--5)24- 
+  4 (д-̂ — 6 )а при условиях

Í3xl +2x■>^12,

X I — .V.. ^  (),

4,

л|. х>^0.

3.7. Найти максимальное значение функции Г  =  4х, 4-Зх2 при усло
виях

(  х2,—  2х, + х 2.г -2X2— 34 < 0 .

< XI > 1 ,

^ х2>  1.

3.8. Найти максимальное значение функции Р  =  х\х2 при условиях

^х2, 4-2^1 4-х22 — 2х 2—  14 ^ 0 ,

2х| 4- х 2<  10.

Х\, Х2^0.

Составьте математические модели задач 3.9— 3.1!.
3.9. На развитие предприятий отрасли на планируемый год выде

лено 220 млн. руб. Эти  средства могут быть распределены между тремя



предприятиями. Каждый вариант распределения обеспечивает к концу 
года определенный доход отрасли. Учиты вая возможные варианты рас
пределения капитальных вложений между предприятиями и получмемый 
при этом доход, определить такой вариант распределения капиталовло 
жений, при котором доход отрасли является максимальным.

Пред
прия
тие

Размер 
капитало
вложений 

(млн. руб.)

Доход
(тис.
руб.)

Размер 
капитало
вложений 

(млн. руб.)

Доход
(тыс.
руб.)

Размер 
капитало
вложений 

(млк. руб.)

Доход
(тыс.
руб.)

1 От 10 до 30 14,3 От 30 до 60 16,2 60 и более 17.2
II О т К) до 40 13,5 От 40 до 70 17,8 70 и более 18,3
И ! От К) до 50 18,4 От 50 до 60 19,3 60 и более 19,4

3.10. М ежду п предприятиями отрасли необходимо распределить 
выпуск некоторой однородной продукции. Затраты , связанные с производ
ством Xi (< =  1, п) единиц продукции на /-м предприятии, зависят от о б ъ 
ема производства и определяются функциями ^ (я ,). Зн ая, что продук
ции должно быть изготовлено не менее Ь единиц, составить такой план  
производства продукции предприятиями отрасли, при котором общ ие 
затраты, связанные с ее производством, минимальны.

3.11. В  т  пунктах отправления сосредоточена однородная продук
ция в количествах, равных а |, .... а „  единиц. Э ту  продукцию нужно пере
везти в п пунктов назначения в объемах, равных Ь\, Ь-г  Ь „  единиц.
Цены, связанные с перевозкой единицы продукции, зависят от объемов 
перевозимой продукции и определяются функциями (дг,у), где хч («' =  
=  1 , т ;  /'= I, п ) — количество единиц продукции, перевозимой и :1 /-го 
пункта отправления в у-й пункт назначения. Определить, сколько единиц 
продукции из (-го пункта отправления в /-й пункт назначения следует 
доставить, чтобы вся продукция была перевезена в пункты назначения 
и необходимых объемах при минимальной общей стоимости перевозок.

§ 3.2. М Е Т О Д  М Н О Ж И Т Е Л Е Й  Л А Г Р А Н Ж А

Рассмотрим частный случай общей задачи нелинейного програм
мирования ( I ) ,  (2 ), предполагая, что система ограничений (2) 
содержит только уравнения, отсутствуют условия неотрицатель
ности переменных и / (Х|, х2 х„) и £, ( * 1, х2, .... х„) —  функции,
непрерывные вместе со своими частными производными

В курсе математического анализа задачу (16), (17) н азы 
вают задачей на условный экстремум или классической задачей 
оптимизации.

/(*1, х-2, .... *л}-*-тах ( т т ) ; (16)

(*1, Х2 дс„) = ь { ( г =  1, т ) . (17)



Чтобы найти решение этой задачи, вводят набор переменных 
Хк А.2, •••, называемых множителями Лагранж а , составляют 
функцию Лагранж а

р (*!> х2, •••. •*", 1̂> 2̂. --•> Я(п) =
т

=  1 (X I, * 2........ х„) + £  ь  [Ь,— £, (Х|, дг2, .... * „ ) ] ,  (18)
<.= I

дР , .  , дР .— чнаходят частные производные (/ =  1, п) и { ¡=  1, т )  и рас

сматривают систему л +  т  уравнений

0 =  М ) ;
(19)

‘  д Р  у  . дgi л ,. —̂ >
, и А = 0  ( , = и п ) '

С?̂  = Ь ,— ё1 (х,, х2  * „) = 0  (/— I, т )

с п-\-т неизвестными х\, х% ..., хп, ки Х2, X«. Всякое решение
системы уравнений (19) определяет точку Х  =  (*°, х°, ..., *2), 
в которой может иметь место экстремум функции / ( * ь  * 2, .... хп) 
Следовательно, решив систему уравнений (19), получают все 
точки, в которых функция (16) может иметь экстремальные зна
чения. Дальнейшее исследование найденных точек проводят так 
же, как и в случае безусловного экстремума.

Таким образом, определение экстремальных точек задачи 
(16), (17) методом множителей Лагранжа включает следующие 
этапы:

1. Составляют функцию Лагранжа.
2. Находят частные производные от функции Лагранж а по 

переменным лгу и Я.,- и приравнивают их нулю.
3. Реш ая систему уравнений (19), находят точки, в которых 

целевая функция задачи может иметь экстремум.
3. Среди точек, подозрительных на экстремум, находят такие, 

в которых достигается экстремум, и вычисляют значения функ
ции (16) в этих точках.

3.12. По плану производства продукции предприятию необхо
димо изготовить 180 изделий. Эти изделия могут быть изготов
лены двумя технологическими способами. При производстве Х\ 
изделий I способом затраты равны 4х| -(- х{ руб., а при изготовле
нии XI изделий II  способом они составляют 8*2 +  *1г руб. Опре
делить, сколько изделий каждым из способов следует изготовит]., 
так  чтобы общие затраты на производство продукции были мини
мальными.

Р е ш е н и е .  Математическая постановка задачи состоит 
в определении минимального значения функции

/ =  4*| + *1 +  8*2+ *2 (20)



* ,+ *2 = 1 8 0 . (21)

* 1, * г > 0. (22)

Сначала найдем решение зада
чи, используя ее геометрическую 
интерпретацию. Областью допусти
мых решений исходной задачи 
является отрезок прямой А В  (рис.
3.5), а линиями ур о вн я- - окруж
ности с центром в точке £  ( — 2; — 4).

Проводя из точки Е  окружности разных радиусов, нидим, 
что минимальное значение целевая функция принимает в точ
ке О. Чтобы найти координаты этой точки, воспользуемся тем, 
что угловой коэффициент к окружности 4*1 + * 1+ 8* 2+  * 2=  С 
в точке I )  совпадает с угловым коэффициентом прямой * ,+ *2  =  
=  180 и, следовательно, равен — /. Рассматривая * 2 как неявную 
функцию от Ху и дифференцируя уравнение окружности, имеем

4 +2а'[ + 8*2 +  2* 2*2 =  0, или *2 =  — (2 +  * | )/ (4 + * 2).

Приравнивая полученное выражение числу — 1, получаем 
одно из уравнений для определения координат точки 0 . Присо
единяя к нему уравнение прямой, на которой лежит точка О, 
имеем систему

|  *1—*2 =  2,

*1 +*2 =  1 80,

откуда **= 91 ; **= 89 . Это означает, что если предприятие 
изготовит 91 изделие I технологическим способом и 89 изделий 
I I  способом, то общие затраты будут минимальными и составят 
17 278 руб.

Решим теперь задачу, используя метод множителей Л а 
гранжа. Найдем минимальное значение функции (20) при усло
вии (21), т. е. без учета требования неотрицательности перемен
ных. Для этого составим функцию Л агр ан ж а

Р  ( * | , * 2, А,) —  4 * | + * ^  +  8*2 + * 2  +  ^  ( 1 8 0  —  *1  —  * 2),

вычислим ее частные производные по Х\, * 2, А. и приравняем их 
нулю:



дР^ - = 4 +  2*,— >. =  0, дх\

^  = 8 +  2 * ^ Х  =  0. 

Д £ - =  180 —  Х\ —  *2 =  0.Ок

Перенося в правые части первых двух уравнений к и прирав
нивая их левые части, получим

4 +  2* 1=8 + 2* 2, или * |— х2=2.

Реш ая последнее уравнение совместно с уравнением *, +  х2 =  
=  180, находим **=91 и *2 =  89, т. е. получили координаты 
точки £), удовлетворяющей условиям (22). Эта точка является 
подозрительной на экстремум. Используя вторые частные произ
водные, можно показать, что в точке О  функция / имеет условный 
минимум. Э то т результат и был получен выше.

Следует отметить, что такой же результат мы получим и в 
том случае, если исследование на условный экстремум функции / 
сведем к исследованию на безусловный экстремум функции 
полученной из / в результате ее преобразований. А  именно: если 
из уравнения связи ( 21) найдем * 2= 180— *, и подставим это 
выражение в ( 20), то получим функцию одной переменной *,:

/ ,= 4 * ,+ * г  +  8 (1 8 0 - * |) +  (1 8 0 - * | )2.

Найдем стационарную точку этой функции из уравнения-^;1 =

=  4 +  2л:, — 8 — 2 (180 — *0 =  0, или 4x1 — 364 =  0, откуда **= 91; 
**= 89. Так ж е  как и выше, устанавливаем, что в данной точке 
функция {  имеет минимальное значение.

3.13. Найти точки экстремума функции / =  *? +  *2 при усло
вии *| + * 2:== 5.

Р е ш е н и е .  Составим функцию Лагранж а

Р ( * | ,  * 2  А,) =  * 1  - Ь х\ +  А ^ 5  —  * 1 — * Д

найдем ее частные производные по х\, х2 и к приравняем их нулю. 
В  результате получим систему уравнений

дР = 2* |- Я  =  0,

дР
дХ2

_дР
дк

=  2*2—  ̂=  0,



И з первого и второго уравнений имеем Х \ — * 2  =  0. Р е ш а я  это 
уравнение совместно с третьим из систем ы  (2 3 ), находим х\ =  
=  5/2; * 2  =  5/2. Таким образом, в точке (5/2; 5/2) данная ф у н к 
ция может иметь условный экстремум. Ч то б ы  определить, дости 
гается ли в этой точке условный экстремум, нужно провести допол
нительные исследования. В  частности, и спользуя вторые частны е  
производные, можно показать, что в этой точке функция имеет 
условный минимум И /•'min — 25/2.

Метод множителей Л агран ж а  м ож но  применять и в том с л у 
чае, когда условия связи  представляют собой неравенства. Т а к , 
если требуется найти экстремум ф ункции z =  f ( X )  при условии 
g (Х )  ^  b, то сначала следует найти точки  безусловного экстр е 

мума функции z =  f ( X )  из уравнений ^ - = 0  ( k = \ ,  п), затем

среди этих точек отобрать те, координаты которых удовлетворяю т 
условию связи  g (X ) <  Ь, и, наконец, определить точки, уд овлет
воряющ ие системе уравнений

f  — к 7Г = °  (*  =  Г « ) ,J  дхк дхк 
{  g (X )= b .

Точки, найденные в результате реш ения этой системы, вм есте 
с точками, определенными на первом этапе  и удовлетворяю щ ими 
условию g  (А’) < & ,  подлежат дальнейш ем у исследованию, как  
и при нахождении безусловного экстрем ум а.

Найти условные экстремумы функций в задачах 3.14—3.18.
3.14. / =  х] 4-х$ +  хз при условиях

*1 +  *2 +  * з  =  4,

2* 1— 3*2 =  12.

3.15. / =  при условиях

2*1*2 +  *2*3 =  12,
2*1- *2 =  8.

3.16. f = * l * 2  +  *2*3 при условиях 

*1 +  *:> =4,
* 2 +  * 3  =  4.

3 . 1 7 . f =  3 *|+ 2*!+2*^4-4*2*з при условиях 
Г; +2*2=  19,

* 1  + 2 * 2 * 3 =  I  i .

3.18. f =  *|*2*3 при условиях 
* 1  +  * 2  +  * 3  — 5,
* 1 * 2  +  * 2 * 3  +  * 1 * 3  =  8 .



3.19. Найдите максимальное значение функции / =  * 1X2*3 ПРН 
условии *1 +  *2 +  * з — 18.

3.20. Н а двух предприятиях отрасли необходимо изготовить 
200 изделий некоторой продукции. Затраты, связанные с произ
водством *1 изделий на 1 предприятии, равны Ах] руб., а за 
траты, обусловленные изготовлением х2 изделий на I I  предприя
тии, составляют 20*2 +  6*2 руб. Определить, сколько изделий на 
каждом из предприятий следует произвести, чтобы общие за
траты, обусловленные изготовлением необходимой продукции, 
были минимальными.

3.21. Изготовление некоторой продукции в производственном 
объединении можно осуществить двумя технологическими спосо
бами. При I способе изготовление х\ изделий требует затрат, 
равных ао +  а ! * | + а 2х  ̂ руб.. а при I I  способе затраты на изго
товление *2 изделий составляют ¿’о +  ̂ г  +  ̂ г  руб. (Яо, Яг, Лг. 
&о, Ь\ и ¿>2—  некоторые положительные чи сл а ). Составить план 
производства продукции, согласно которому должно быть произ
ведено и изделий при наименьших общих затратах.

$ 3.3. З А Д А Ч И  В Ы П У К Л О Г О  П Р О ГР А М М И Р О В А Н И Я

Рассмотрим задачу нелинейного программирования:

/ { * ь  х2  х„)-*-тах, (24)

g¡ (х ь * 2, .... хп) (*'=1, т ) ,  (25)

* ,> 0  < /= М > , (26)

где / и — некоторые функции п переменных х\, х2, ..., х„.
Д ля решения сформулированной задачи в такой обшей поста

новке не существует универсальных методов. Однако для отдель
ных классов задач, в которых сделаны дополнительные ограни
чения относительно свойств функций / и разработаны эффек
тивные методы их решения. В частности, ряд таких методов име
ется для решения задач нелинейного программирования (24) — 
(26) при условии, что / —  вогнутая (выпуклая) функция и об
ласть допустимых решений, определяемая ограничениями (25) 
и (26 ),— выпуклая.

О п р е д е л е н и е  3.1. Функция / { * 1, *2......  х „), заданная
на выпуклом множестве X , называется выпуклой, если для любых 
двух точек Л 1 и Х 2 из X  и любого 0 ^ > .^  1 выполняется соотно
шение

/ [ ^ + ( 1  - К )  ( * 2) +  ( ! - * )  / (X ,) .  (27)



О п р е д е л е н и е  3.2. Функция f {х\, x¡  х „ ) , заданная
на выпуклом множестве X, называется вогнутой, если для любых 
двух точек Ху, X í  из X н любого 0 <  1 выполняется соотноше
ние

/ | М г +  (1 - k ) X ^ k f  ( * 2) +  (1 - X )  f (X |). (28)

О п р е д е л е н и е  3.3. Гопорят, что множество допустимых 
решений задачи (24) — (2G) удовлетворяет условию регулярно
сти, если существует по крайней мере одна точка X¡, принадлежа
щая области допустимых решений такая, что (Х ,)< .Ь , (/=  1,т).

О п р е д е л е н и е  3.4. Задача (24) — (26) называется зад а
чей выпуклого программирования, если функция / ( j c i , х2, ..., х „) 
является вогнутой (выпуклой), а функции g, (X )  ( t '= l ,m )  — 
выпуклыми.

Теорема 3.1. Любой локальный максимум (минимум ) задачи  
выпуклого программирования является глобальным максимумом  
(минимумом).

О п р е д е л е н и е  3.5. Функцией Лагранж а  задачи выпук
лого программирования (24) — (26) называется функция

m
L (ЛГ|, х2  х,„ у ь у 2 ym) = f  (*|, Х 2  хп) +  £  y¡

i-  I

|bi— gi (* [, Х 2, .... * п) | ,  (29)

где у\, у2, .... у т —  множители Лагранжа.
О п р е д е л е н и е  3.6. Точка (Я 0; К0) =  (*?; х2\ .... х°п\ уй\\ 

У ъ  ■■■'. У т )  называется седловой точкой функции Л агр ан ж а , если

/- (*i, х2....... х„, уи  y î, .... y°m) <  L  (■*?, *г  xl,

Уи у92. - , Ут) <  L  (*?, Х°2 , .... х°П, у и уч, .... у т )

для всех л , ^ 0 (/=  I , п) и (i =  l ,m ) .
Теорема 3.2 (т е о р е м а К у н  а— Т а к к е р а ). Д л я  задачи

выпуклого программирования (24) — (26), множество допусти
мых решений которой обладает свойством регулярности, Хо =  
=  (* i; * 2; *'!) является оптимальным планом тогда и только
тогда, когда существует такой вектор ^0=  (у?; у 2\ ■■■', У т )  { у ? ^  0, 
í =  1, т  ), что (/V0; Yo) — седловая точка функции Л агр ан ж а.

Если предположить, что целевая функция / и функция g, 
непрерывно дифференцируемы, то теорема Кун а— Таккера может 
быть дополнена аналитическими выражениями, определяющими 
необходимые и достаточные условия того, чтобы точка (Хо; К0)



была седловой точкой функции Лагранж а, т. е. являлась реше-
нием задачи выпуклого программирования Эти выражения
имеют следующий вид: 

/
(30)

* > Ш = ° (31)

х?> 0  (>=ТГЙ); (32)

- ^ > 0  (/= 1 , т ) ;
ду1 ^ (33)

0 б Ы  _ . . ---.
(34)

у^ 0  (г =  ], т ), (35)

где- д и  Ж е — значения соответствующих частных производ
ил:, ду.

ных функции Лагранжа, вычисленных в седловой точке. Всем 
отмеченным выше требованиям, позволяющим записать необхо
димые и достаточные условия для седловой точки (Хо; Ко) функ
ции Лагранж а в виде выражений (30) — (35), удовлетворяет 
сформулированная ниже задача квадратичного программиро
вания. Прежде чем сформулировать эту задачу, дадим некото
рые определения.

О п р е д е л е н и е  3.7. Квадратичной формой относительно 
переменных дгь х2, ..., хп называется числовая функция от этих 
переменных, имеющая вид

Р  =  С \\X\X\ -\-С\2Х \ Х 2 -\-С\ъХ\Х$-\- ... С2\Х2Х\ С22Х 2Х2-\- . . . =

п п
=  X  X  Ск1ХкХ>-

*«=1 /= I

О п р е д е л е н и е  3.8. Квадратичная форма /•' называется 
положительно(отрицательно)-определенной, если /•' (А") >  О 
¡/Г (А ')> 0 ] для всех значений переменных X  =  (дг|; х2, ...; х„), 
кроме X  =  0.

О п р е д е л е н и е  3.9. Квадратичная форма Р  называется 
положительно(отрицательно)-полуопределенной, если /•’ ( Х ) ^ 0  
[/■' для любого набора значений переменных А- =  (д:х;
х2; хп) и, кроме того, существует такой набор переменных 
Х '= {х \ \  х2; ...; х'п), где не все значения переменных одновре
менно равны нулю, что Р  (Л ') = 0 .



Теорема 3.3. Квадратичная форма является  выпуклой функ
цией, если она положительно-полуопределенная, и вогнутой 
функцией, если она отрицательно-полуопределенная.

О п р е д е л е н и е  3.10. Задача, состоящ ая в определении 
максимального (минимального) значения функции

п а п
/ ( ■ * ) = £  4 * ,+  £  £  ск1х„х1 (36)

У-1 * - ! / - !
при ограничениях

п
( / = 1 , т ) ,  (37)

х ^ О  (/=  ГТп), (38)

л п
где £  £  сахкх1 — отрицательно(положительно)-иолуоиределен- 

I /=I
пая квадратичная форма, называется задачей квадратичного 
программирования.

Для сформулированной задачи квадратичного программи
рования функция Лагранжа запишется в виде

п п п п

1 =  I  4 * / +  I  I  с * ,з д  +  у.  { Ы -  £  а,,*,).
/=1 А— 1 У— 1 /=1

Если функция £ имеет седловую точку (Х 0; У о) =  (хУ; Л', ...;
уЬ  Уг\ •••; Ут).  Т О  Й этой точке выполняются соотношения 

(30) —  (35). Вводя теперь дополнительные переменные и, (/ =
=  1,п ) и w¡ (/=1 , т ) ,  обращающие неравенства (30) и (33)
в равенства, перепишем выражения (30) —  (35), записанные для 
задачи квадратичного программирования, следующим образом:

"̂ *7— Ь =  0 (/= 1 , п); (39)

— ею, =  0 (( =  17 т"); (40)

— 0 ( / = [ , « ) ;  (41)
у ^ ,= 0  ( / = 1 , т ) ;  (42)

х ?^ 0 , У/^0 , 1/^0, ш ;^ 0  (/ =  1, п; (= 1 , т ) .  (43)

Таким образом, чтобы найти решение задачи квадратичного 
программирования (36) — (38), нужно определить неотрицатель
ное решение систем линейных уравнений (39) и (40), удовлет



воряющее условиям (41) и (42). Это решение можно найти с 
помощью метода искусственного базиса, примененного для на
хождения максимального значения функции Р  = — £м«/; при

I
условиях (39), (4 0 ), (43) с учетом (41) и (42). Здесь у, — искус
ственные переменные, введенные в уравнения (39) и (40).

Используя метод искусственного базиса и дополнительно 
учитывая условия (41) и (42), после конечного числа шагов либо 
установим неразрешимость, либо получим оптимальный план ис
ходной задачи.

Итак, процесс нахождения решения задачи квадратичного 
программирования (3 6 )— (38) включает следующие этапы:

1. Составляют функцию Лагранжа.
2. Записывают в виде выражений (39) —  (43) необходимые 

и достаточные условия существования ссдловой точки для функ
ции Лагранжа.

3. Используя метод искусственного базиса, либо устанавли
вают отсутствие седловой точки для функции Лагранжа, либо 
находят ее координаты.

4. Записывают оптимальное решение исходной задачи и на
ходят значение целевой функции.

3.22. Найти максимальное значение функции

I  ^ 2 x 1  +  ^х 2— Х1— 2 х 1 (44)

при условиях

2х,— *2<12,
Х \ ,  * 2 ^ 0 .

Р е ш е н и е .  Ф ункц ия I является вогнутой, так как представ
ляет собой сумму линейной функции )'\ =2дГ[ +  4*2 (которую мож
но рассматривать как вогнутую) и квадратичной формы /г =  
=  — х\— 2х\, которая является отрицательно-определенной и, 
следовательно, такж е  вогнутой. Система ограничений задачи 
включает только лиш ь линейные неравенства. Следовательно, 
можно воспользоваться теоремой Куна —Таккера. Составим 
функцию Лагранж а

¿, =  2х\-{-4х‘2— х‘[— 2х\ +  £/| (8— — 2 x2 ) (12— 2х\ х2)

и запишем в виде выражений (39)-- (43) необходимые и доста
точные условия существования седловой точки построенной 
функции:

(45)

(46)



=  2 — 2*1— 1/1 — 2г/2< 0 ,

=  4 - 4 дг2 — 2£/1 + ^2 < 0 ,

=  8 - * ,  — 2 *2^0 ,

(
дх\ 
д1_
дх2 
д1.

¥
— — =  12 — 2*1 + * 2 ^ 0 ; 
оу 2

* 1- ^ -  = *|(2  — 2*1 — //] — 2у2) =  0,
а/!

* 2 - у -  =  *а(4 — 4*2 — 2г/1 +  1/а) =  0,
С/*2

{/| <?£/!
<?1

= У|(8 — *| — 2*^ =  0,
(48)

У2 — ¿/г(12 — 2 *|+ *г) =  0,

* ь  XI, Уи У 2 > 0 .  (49)
Систему линейных неравенсти (47) перепишем следующим 

образом:

2*1 +  У\ +2(/г^  2,
4*2 +  2{/1— »/2> 4 , (50)

*  | +  2*2 ̂  8, 
2х,—  * 2<  12.

Вводя теперь дополнительные неотрицательные перемен
ные У|, и2, и>1 и Дог, обращающие неравенства (47) в равенства, 
получим

2*1 +  У1+21/2— V | = 2,
4*2 +  2у|— «/г— у2 = 4 , (51)

х,+ 2*2 +  Ш |=8,

2*|— *2+  о>2= 12,

*1. *2, У ь ¿/г, Уь Уг, ам, чУг^О . (52)

Учитывая равенства (51), можно записать:

и1*1==0, 02*2 =  0, =  и)2«/2 =  0. (53)

Если теперь найти базисное решение системы линейных урав
нений (51) с учетом выполнения равенств (53), то будет полу



чена седловая точка функции Лагранж а для исходной задачи, 
т. е. определено оптимальное решение.

Д л я  нахождения базисного решения системы линейных урав
нений (51) воспользуемся методом искусственного базиса. В  пер
вое и второе уравнения системы (51) соответственно добавим 
дополнительную неотрицательную переменную г\ и гг и рассмот
рим задачу линейного программирования, состоящую в опреде
лении максимального значения функции

Р = — ЬЛг\— Мгг (54)
при условиях

2*| +  у\-Ь2«/г— 1'| + 2| =2,
4хг +  2«/|- у2- У 2 +  г2 =  4,

(55)
*1 +  2*2 + Ш |=8,

2*1— хъ +  ьщ =  12,

*1, *2, У и  У 2 ,  V ? ,  1 Ю \ ,  Н О 2 ,  2 \ ,  ¿2 ^ 0 . (56)

В  результате решения задачи (54) — (56) [отметим, что при 
этом решении учитываются условия (53)] находим допустимое 
базисное решение системы линейных уравнений (55) (табл. 3.1):

Т а б л и ц а  3.1

( Ьазис с « Ло
0 0 0 0 0 0 0 0 ■м ■м

Рч Р'2 ч Ра . Рп р., 1\,

1 Ру  1 - м 2 2 0 2 —  1 0 0 0 0
2 Р У2 — м 4 0 4 2 1 0 -1 0 0 0
3 Р ., 0 8 1 2 0 0 0 0 0 0 0
4 Р а2 0 12 2 -1 0 0 0 0 0 1 0 0
5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
6 - 6 -2 - 4 -3 1 0 0 0 0

Ру\ — м 2 2 0 1 2 -1 0 0 0 0
2 Р** 0 1 0 1 1/2 -1 /4 0 -1/4 0 0 0 1/4
3 Рш, 0 6 1 0 —  1 1/2 0 1/2 1 0 0 -1/2
4 Рш-2 0 13 2 0 1/2 -1/4 0 -1/4 0 1 0 1/4
5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
6 - 2 —2 0 — 1 - 2 1 0 0 0 0 1
1 р*> 0 1 1 0 1/2 1 -1/2 0 0 0 1 л 0
2 Р* 2 0 1 0 1 0 0
3 Рш, 0 5 0 0 1 0
4 Р Ш2 0 11 0 0 0 1
5 0 0 0 0 0



Так как *101=0; *202 =  0; уЧии\ — 0; у ^ 2 =  0, то { А"о; К0) =  (1; 1; 
0; 0) является седловой точкой функции Л агр анж а  для исходной 
задачи. Следовательно, Х * = (1 ;  1) — оптимальный план исход
ной задачи н ¡ твх — 3.

Решите задачи выпуклого программирования 3.23— 3.26.
3.23. Найти максимальное значение функции ¡  =  Х\ +  4Х2+Х1Х2— 

—2x1—2х% при условиях

( *1 + 2хг <  12,
1 3*1 +  х2 <15,

Х\,

3.24. Найти максимальное значение функции / =  — *?— Х2 +  * 1 + 8х2 

при условиях

1 Х ,+ Х 2< 7 ,

I  х2<5,
Х|, дг2 > 0 .

3.25. Найти максимальное значение функции/ =  — 2 * 1 + 8* 2— х\—х\ 
при условиях

( х ,+ 2 * 2 < 1 2 .

I  — Х\ +  * 2 ^  — 8 ,
XI, х2 > 0 .

3.26. Найти максимальное значение функции ( — — *?—х1— 2хз + 
+  2дг2 +  Зх̂  при условиях

Г Х 1 + Х 2 +  Х;(<18,

< х2 < 1 2 ,
I  х, +  2х3 <  14,

Х|, Х2, Х з ^ о .

§ 3.4. Г Р А Д И Е Н Т Н Ы Е  М ЕТ О Д Ы

Используя градиентные методы, можно найти решение любой 
задачи нелинейного программирования. Однако в общем случае 
применение этих методов позволяет найти точку локального 
экстремума. Поэтому более целесообразно использовать гра
диентные методы для нахождения решения задач выпуклого 
программирования, в которых всякий локальный экстремум я в 



ляется одновременно и глобальным. Процесс нахождения реше
ния задачи с помошью градиентных методов состоит в том, что 
начиная с некоторой точки Х{к) осуществляется последовательный 
переход к некоторым другим точкам до тех пор, пока не вы явля
ется приемлемое решение исходной задачи. При этом градиент
ные методы могут быть подразделены на две группы.

К  первой группе относятся методы, при использовании кото
рых исследуемые точки не выходят за пределы области допусти
мых решений задачи. Наиболее распространенным из таких ме
тодов является  метод Ф ранка— Вулфа.

Ко  второй группе относятся методы, при использовании ко
торых исследуемые точки могут как принадлежать, так и не при
надлежать области допустимых решений. Однако в результате 
реализации итерационного процесса находится точка области 
допустимых решений, определяющая приемлемое решение. Из 
таких методов наиболее часто используется метод штрафных 
функций или метод Эрроу— Гурвица.

При нахождении решения задач градиентными методами, 
в том числе и названными, итерационный процесс осуществля
ется до того момента, пока градиент функции / (дг(,   х„)
в очередной точке Я (*+|) не станет равным нулю или же пока 
|/(Лч<!+ 1() —  / (А'СЛ))| < в , где (  — достаточно малое положитель
ное число, характеризующее точность полученного решения.

Остановимся более подробно на методах Франка— Вулфа, 
штрафных функций и Эрроу— Гурвица.

1. Метод Ф ранка— Вулфа. Пусть требуется найти максималь
ное значение вогнутой функции

/ (*1, *2......  *-.) (57)

при условиях

п
£  ^ ¡х ^ Ь ,  («= 1 , т ) ,  (58)
/=1

лг,^0 (/ =  I, п ) . (59)

Характерной особенностью этой задачи является то, что ее 
система ограничений содержит только линейные неравенства. 
Э т а  особенность является основой для замены в окрестности 
исследуемой точки нелинейной целевой функции линейной, благо
даря чему решение исходной задачи сводится к последователь
ному решению задач линейного программирования.

Процесс нахождения решения задачи начинают с определе
ния точки, принадлежащей области допустимых решений за-



дачи. Пусть это точка X ll!\ тогда в этой точке вычисляю т градиент 
функции (57)

„ , , v < № ( а к * “ ’) , - Ж * '* ’) . . в « х ' * > ) ' 1

» Ч - д — ■ ........

и строят линейную функцию

р д ц х^ ) w , a/(x“ J) , , д а “ ’)
F®8 — ,-------  -3---- * 2+  ... H---- 5---- x„. (60)ox i a*2 ax„

Затем находят максимальное значение этой функции при ограни
чениях (58) и (59). Пусть решение данной задачи определяется 
точкой Z(k\ Тогда за новое допустимое решение исходной задачи 
принимают координаты точки Л’(А'М):

X<*+‘> =  jtw  +  jL* (£<*>_X <k)), (61)

где X* — некоторое число, называемое шагом вычислений и за
ключенное между нулем и единицей I ) .  Это  число X*
берут произвольно или определяют таким образом, чтобы значе
ние функции в точке Л(*+11 /(Х(А+ и), зависящее от Л*, было макси

мальным. Д ля этого необходимо найти решение уравнения 4— = 0
а X*

и выбрать его наименьший корень. Если его значение больше еди
ницы, то следует положить Х*=1. После определения числа X* 
находят координаты точки Л’<4+1), вычисляют значение целевой 
функции в ней и выясняют необходимость перехода к новой точ
ке Х (А+2). Если такая необходимость имеется, то  вычисляют в 
точке Х (А+|) градиент целевой функции, переходят к соответ
ствующей задаче линейного программирования и находят ее ре
шение. Определяют координаты точки и исследуют необхо
димость проведения дальнейших вычислений. После конечного 
числа шагов получают с необходимой точностью решение исход
ной задачи.

Итак, процесс нахождения решения задачи (57) — (59) мето
дом Франка— Вулф а включает следующие этапы:

1. Определяют исходное допустимое решение задачи.
2. Находят градиент функции (57) в точке допустимого реше

ния.
3. Строят функцию (60) и находят ее максимальное значение 

при условиях (58) и (59).
4. Определяют шаг вычислений.
5. По формулам (61) находят компоненты нового допусти

мого решения.
6. Проверяют необходимость перехода к последующему до

пустимому решению. В  случае необходимости переходят к этапу



2, в противном случае найдено приемлемое решение исходной 
задачи.

3.27. Методом Франка — Вулфа найти решение задачи 3.22, 
состоящей в определении максимального значения функции

 ̂=  2 * |+ 4 *2— *?— 2*а (62)

при условиях

Г Х[ +  2 *2^%  8,

1 2 х ,—  х2<  12,

Хь х2^ 0 .

Р е ш е н и е .  Найдем градиент функции

и в качестве исходного допустимого решения задачи возьмем 
точку Х (0)=  (0; 0 ), а в качестве критерия оценки качества полу
чаемого решения — неравенство | / (х<4+1;) — I  (* (й))|< е , где е =  
=  0,01 .

¡ и т е р а ц и я .  В  точке А " ' градиент V /  (А1111) =  (2; 4). Н а 
ходим максимум функции

/■’,= 2 *1 +4*а (65)

при условиях (63) и (64)

*] + 2х 2^  8, 
2x1 - х2<  12,

Х|, хг^ 0 .  (67)

Зад ача  (65) — (67) имеет оптимальный план 2 (0)=  (0; 4).
Найдем новое допустимое решение исходной задачи по фор

муле (61):

Х { ' ) =  Х т  +  Х1 ^ — Хт ),  где 0 < Ь ,< 1 .  (68)

Подставив вместо Х (0) и 2<0) их значения, получим

(63)
(64)



Определим теперь число Х.1. Подставив в равенство (62) вместо 
Х\ и *2 их значения в соответствии с соотношениями (69)

[  (X ,) =16Х,— 32Х?,

найдем производную этой функции по Х| и приравняем ее нулю: 
I ' (Я.|) =  16 — 64Х =  0. Реш ая это уравнение, получим А.] =  1/4 =  
=  0,25. Поскольку найденное значение Х| заключено между 0 
и I, принимаем его за величину шага. Таким образом, Х (|) =
— (0; I). / (X й ’) =  2, / (Х (||) - / ( Х 1',,) =  2 >  8=0,01.

II  и т е р а ц и я .  Градиент целевой функции исходной задачи 
в точке Х (П есть V  / (Х (1)) =  (2; 0 ). Находим максимум функции 
F 2 =  2x| при условиях (63) и (64). Решением является 2(П =
— (6, 4; 0, 8 ).

Определяем теперь Х (2, =  Х (1, +  Х2 ( Z I•̂ )— Х (п). Последнее ра
венство перепишем следующим образом:

, *  ̂=  6,4X2,
{  № =  1— 0,2Ла. <70>

Подставляя теперь в функцию (62) вместо *| и * 2 их значения 
в соответствии с соотношениями (70), получаем

} (Х2) =  2+12,8Х2--41,76Х^,

откуда (Ха) — 12,8— 83,52)^. Приравнивая (Х 2) нулю и решая 
полученное уравнение, находим Х2«0 ,1 5 . Таким образом,

|  х<|2| =  0,96,

1 ^ '  =  0,97,

т.е. ХС2' = (0,96; 0,97), [ (Х<2)> =2,9966, / (Х ^ - М * 01) = 
= 2,9966—2 = 0,9966> е = 0,01.

I I I  и т е р а ц и я .  Градиент функции I  в точке Х (2) есть 
^ Д Х (-‘) =  (0,08; 0,12). Находим максимум функции /\(»  
=  0,08*1+0,12*2 при условиях (63) и (6 4 ). Решением является

(6; 0 ).
Определяем Х1',)= Х (^Ч-Хз(2(2)— Х(2)) .  Имеем

( лг'г=0,96 +  Хз (6—0,96) — 0,96 +  5,04Х;|,

1 4 ,)== 0,97 +  Хз (0— 0,97) = 0,97— 0,97X3;

/ (Х3) =2,9384 + 0 ,4032Хз— 27,3416X3,
/' (Х3) =  0,4032—54,6832Х3.



Реш ая уравнение / '(А з )= 0 , находим Л3ж0,007. Следона
тельно, Я (3) =  (0,99528; 0,96321), /(Л:(:))) =  2,99957, / ( Я р  — 
— / (Л-1-') =2,99957— 2,9966 =  0,00297<е =  0,01.

Таким образом, А’(-3)=  (0,99528; 0,96321) является искомым 
решением исходной задачи. Данная точка Х {Л) находится доста
точно близко к точке максимального значения целевой функции 
Х * = (1 ;  1), найденной при решении этой задачи в § 3.3. Задав 
меньшую величину е, можно было, совершив дополнительные 
приближения, еще ближе подойти к точке максимального значе
ния целевой функции.

2. Метод штрафных функций. Рассмотрим задачу определе
ния максимального значения вогнутой функции / (х\, * 2, •*,.)
при условиях gi (ДГ|, * 2, .... ( ¿— 1 , т ) ,  * / ^ 0  (/ = 1 ,я ),
где £, (* ь  * 2, *«) —  выпуклые функции.

Вместо того чтобы непосредственно решать эту задачу, на
ходят максимальное значение функции Г{х\, *2, ..., хп) =
=  К*|, *г. •••» хп)-\-Н(х 1, *2.....  хп), являющейся суммой целевой
функции задачи, и некоторой функции Н(Хи х2, х„),
определяемой системой ограничений и называемой штрафной 
функцией. Ш траф ную  функцию можно построить различными 
способами. Однако наиболее часто она имеет вид

Щ
И {Х  |, *2, .... * - .)=  X  а ^Х |’ -• *•) ё ‘ (Х ' '  Х *  *")•

1 = I
где

а,{х ,,х2. если *> -«< *■ .*..... *■»<>. (71)
1а(,если — 5,(х1,ж'2, . . . , ^ ) < 0. 

а а<> 0 — некоторые постоянные числа, представляющие собой 
весовые коэффициенты.

Используя штрафную функцию, последовательно переходят 
от одной точки к другой до тех пор, пока не получат приемлемое 
решение. При этом координаты последующей точки находят по 
формуле

И з последнего соотношения следует, что если предыдущая точка 
находится в области допустимых решений исходной задачи, го 
второе слагаемое в квадратных скобках равно нулю и переход к 
последующей точке определяется только градиентом целевой 
функции. Если ж е  указанная точка не принадлежит области до
пустимых решений, то за счет данного слагаемого на последую
щих итерациях достигается возвращение в область допустимых



решений. При этом чем меньше а,, тем быстрее находится прием
лемое решение, однако точность определения его снижается. 
Поэтому итерационный процесс обычно начинают при сравни
тельно малых значениях а, и, продолжая его, эти значения посте
пенно увеличивают.

Итак, процесс нахождения решения задачи выпуклого про
граммирования методом штрафных функций включает следую 
щие этапы:

1. Определяют исходное допустимое решение.
2. Выбирают шаг вычислений.
3. Находят по всем переменным частные производные от це

левой функции и функций, определяющих область допустимых 
решений задачи.

4. По формуле (72) находят координаты точки, определяю
щей возможное новое решение задачи.

5. Проверяют, удовлетворяют ли координаты найденной 
точки системе ограничений задачи. Если нет, то переходят к сле
дующему этапу. Если координаты найденной точки определяют 
допустимое решение задачи, то исследуют необходимость пере
хода к последующему допустимому решению. В  случае такой 
необходимости переходят к этапу 2, в противном случае найдено 
приемлемое решение исходной задачи.

6. Устанавливают значения весовых коэффициентов и 
переходят к этапу 4.

3.28. Найти максимальное значение функции

Р е ш е н и е .  Целевая функция данной задачи представляет 
собой отрицательно-определенную квадратичную форму и, зн а 
чит, вогнута. В  то же время область допустимых решений задачи, 
определяемая ограничениями (74) и (75), — выпуклая. Следо
вательно, задача (73) — (75) является задачей выпуклого прог
раммирования. Для нахождения ее решения применим метод 
штрафных функций. Прежде чем это сделать, построим область 
допустимых решений задачи (рис. 3.6) и линии уровня, опреде
ляемые целевой функцией (73). Этими линиями служ ат о кр уж 
ности с центром в точке (0; 0 ). Точка касания одной из этих 
окружностей с областью допустимых решений и является иско
мой точкой максимального значения целевой функции.

Положим Х и= (6 , 7). Возьмем Х =  0, I, обозначим через 
g{x\, Х'х)— 18 — (*| — 7)2 — (*2 — 7)2 и определим частные произвол-

(73)
при условиях

( * , - 7 ) 3 +  (*2 - 7 )2<18. (74)
(75)*1; дгг^О.



ные от функций f(x\, * j) и 
g(*i, * 2) по переменным Х\ 
и х2:

- 2 * , ;
dxi 

до
~ Т ~ ~  -* 2дг, +  14;ОХ]

2 Х ,;дх2 
¿8 : -2*2+  14.
иХ2

Теперь, используя формулу (72), приступаем к построению после
довательности точек, одна из которых определит приемлемое 
решение.

I и т е р а ц и я .  Так как точка Х и ==(6, 7) принадлежит об
ласти допустимых решений задачи, то второе слагаемое в квад
ратных скобках формулы (72) равно нулю. Значит, координаты 
следующей точки X 1 вычисляем по формулам

*У ) =  шах{0; x f + K  — =  max |0; 0,1 .(- 2 )- 6 ) =  4,8;

* (2l) =  m ax{o ; *<а°> +  К — =  max (0;-7 +  0,1 ■ ( -  2)• 7} =  5.6.

Проверим теперь, принадлежит ли эта точка области допусти
мых решений задачи. Д ля  этого найдем g (X ') =  18 — 4,84 — 1,96 =  
=  11,2. Так как g'(X,)> 0 ,  то X 1 принадлежит области допусти
мых решений. В  этой точке /(Л’1)=  — 54,4.

I I  и т е р а ц и я .  Находим
*\2) =  шах {0; 0,48 +  0,1 • ( — 2) • 4,8) =  3,84;
4 2> =  шах (0; 0,56-1-0,1 * (— 2)• 5,6} =  4,48;
g {X 2) = 1 8 -  9,9856 -  6,3504 =  1,664> 0; f{X2) =  -  34,816.

I I I  и т е р а ц и я .  Находим
х\л) =  max (0; 0,384 +  0,1 • ( - 2 ) .  3,84) =  3,072;
*9> =  шах(0; 0, 4,48 +  0,1 • ( — 2) • 4,48) =  3,584; 
g {X w ) =18-15,429184 -  11,669056 «  -  9,0981.

IV  и т е р а ц и я .  Точка .¥<3) не принадлежит области допусти
мых решений задачи. Следовательно,

=  т а*|0 ; , » > + 4  - £ Ш _ +  , ^ ” 4 )
I L Яг. Ay , 1'дх\ дх\

=  шах (0; 3,072 +  0,1 • [ ( -  2) • 3,072 +  а[( -  2}- 3,072 +  14)0 =  
=  max{0; 2,4576 + а-0,7856);



r f ' - m „ l o ; W ^ . +  a M ! V ] } _
1 L dxj дхч J '

=  max{0; 3,584 +  0,1 [( -  2). 3,584 +  ct(( -  2).3,584 +  14)|) =
— max {(), 2,8672+  a -0,6832].

Здесь возникает вопрос о выборе числа а. Наиболее целесо
образно взять его так, чтобы точка A1141 не слишком далеко уда
лялась от границы области допустимых решений и вместе с тем 
принадлежала этой области. Этим требованиям удовлетворяет, 
в частности, а= 1 ,9 . При данном значении получаем

=  max Í0; 2,4576 +1,9 • 0,7856)« 3,950;
4 4, =  max¡0; 2,8672 +1,9-0,6832}« 4,165; 

g(XHJ)=  1 8 -9 ,3 02 5 -8 ,037225«0,660; / (* 4 ))«  — 32,950.
V  и т е р а ц и я  Имеем

x f  =  max |0; 3,950 +  0,1 ■ ( — 2)• 3,9501 =  3,16; 
xt>s,=  max|0; 4,165 +  0,1 .(-2)-4,165| =  3,332; 
g(X(S))=  18— 14,7456- 13,454224« — 10,2.

V I и т е р а ц и я .  Находим
л-Г =  тах (0 ; 3,16 +  0 ,1 •(( - 2 ).3 ,1 6 +  l,9 .((- 2 )- 3 .1 6 +  I4)]|«3,987; 
х!г6)— max{0; 3,332 +  0.1 ■ ( (— 2)■ 3,332 +  1.9.((-2)-3o332 +  H ) ( ! «

«4,059;
g(Xi«))== 18-9,078169 — 8,649481 «0,272; ¡(Х ^ ')ъ : — 32,372.
V I I  и т е р а ц и я .  Находим

x\7> =  max (0; 3,987 +  0,1 • ( -  2) • 3,987]«  3 ,189; 
x%] =  max¡0; 4,059 +  0.1. ( -  2)• 4,0591 *  3,247; 

g {W ))  -  18 -  10,169721 -  10,543009 «  -  2,713.
V I I I  и т е р а ц и я .  Имеем

^ ’=m ax(0; 3,189 +  0,1 -|(-2 )-3 ,189+ 1 ,9- ((-2 )-3 ,189+ I4 )| }«
«3,999;

x T  =  max|0; 3.247 +  0,1 • |( -  2)• 3,247 +  1,9 • ( ( -  2) - 3,247 +  14))}«
«4.027;

Ж*'«)) = 1 8 -  9,006001 -  8,856576 «  0,137; f(X*>) =  — 32,185.
IX  и т е р а ц и я .  Находим

x\J>- m a x {0; 3,999 +  0,1 • [( -2)• 3,99j)« 3 ,199;
^ 9, =  maxt0; 4,024 +  0,1 -|(- 2 )- 4 .024 ]}«3,219; 

g(Xw ) =  18— 14,447601 -  14.295961 «  -  10,744.
X и т е р а ц и я .  Имеем

*V(,)=  max|0; 3,199 +  0,1 *[(— 2)■ 3,199 +  l,9-((-2 )-3 ,199 +  14)])«
«4,004;

*V"! =  maxiO; 3,219 +  0,1 - | (- 2 ) .3.219 +  1 ,9 .Ц - 2 ).3 ,2 1 9 +  14)))«
«4,012;

g(A'CO)) =  j 8 —  8 ,976016  -  8 ,928144 «  0,096; /(X<l0>)«  —  32 ,128 .

X I и т е р а ц и я .  Находим
M‘”  =  max|0; 4,004 +  0,1 •|(-2)-4,004)}«3.203;



4"> =  тах {0 ; 4.012 +  0.1 • [С — 2)-4,012Ц«3,210;
5 (^(| 1))= 18— 14,417209-14,3641 «  -  10,781.

X I I  и т е р а ц и я .  Имеем 
X V '’ =  гпах {0; 3,203 +  0.1 • |( -  2)- 3,203 +  1,9 • ( ( -  2) • 3,203 +  14)])«

«  4,005;
4 ,2) =  шах(0; 3,210 +  0,1 ■[( — 2)* 3,210 +  1,9-(( — 2)*3,210+ 141||«

«4,008;
Я(Л<12>)« -32,104.

С равнивая значения целевой функции, найденные в точках, 
полученных после X  и X I I  итераций, видим, что они с точностью 
до 10“  1 совпадают. Это говорит о близости точки, найденной на 
последней итерации, к точке максимального значения целевой 
функции. Такой же вывод можно сделать, если исследовать 
векторы-градиенты функций /(X ) и g(X) в точке Х (12). В  этой 
точке

12)) =  ( — 8,01; -8,016), УЯ (ЯЧ2 ))*(5 ,99 ; 5,984). 
Вычислим  отношения одноименных координат векторов: — 8,01/ 
5 ,9 9 «  — 1,337; — 8,016/5,984« — 1,339. Как  видно, они почти 
равны между собой. Это означает, что векторы V  ¡{Х { 'г>) и 
V ¿? (Я (12)) практически коллинеарны. Так как к тому же точка 
Я (12> находится вблизи границы области допустимых решений 
(поскольку £(Х<12))«0,078), то *?'=4,005 и х?=4,012 можно 
считать приемлемым решением задачи. Это решение при необ
ходимости можно уточнить дальнейшими шагами до полной 
коллинеарности градиентов целевой и ограничительной функций.

Последовательность точек, получаемых во время нахождения 
решения задачи, наглядно иллюстрируется рис. 3.6.

3. Метод Эрроу — Гурвица. При нахождении решения задач 
нелинейного программирования методом штрафных функций 
мы выбирали значения а, произвольно, что приводило к значи
тельным колебаниям удаленности определяемых точек от области 
допустимых решений. Этот недостаток устраняется при решении 
задачи методом Эрроу — Гурвица, согласно которому на очеред
ном шаге числа а,(А) вычисляют по формуле

а }к) =  та х {0 ; а!А“ 1) — ̂ ( А -1̂ )} { (=  1, т ) .  (76)

В  качестве начальных значений а}0) берут произвольные неотри
цательные числа.

3.29. Используя метод Эрроу — Гурвица, найти решение 
задачи 3.27, состоящей в определении максимального значения 
функции /= _ * 2 _ х2 (7?)
при условиях

18 — (*[ — 7)2 — (*2 — 7)3^  0, (78)



Р е ш е н и е .  К ак  следует из решения задачи 3.27, при нахож 
дении решения данной задачи методом Эрроу — Гурзица первые 
три итерации при одинаковых значениях Л. =  0,1 в обоих случаях 
совпадают. Это объясняется тем, что каждая из последовательно 
получаемых точек принадлежит области допустимых решений, а 
поэтому a,(i,)==0 (k =  1, 3) независимо от того, находится ли оно по 
формуле (71) или (76).

IV  и т е р а ц и я .  Так как то координаты следующей 
точки A44’ находим по формуле (72):

* ■ - ......

-  m а х  [0; 3 ,0 7 2  +  0 ,1 1< -  2 )  ■ 3 ,0 7 2  +  а 4({ -  2 )  - 3 ,0 7 2  +  14 )|;

1 1 Ох 2 ()х-г

=  max [0; 3,584 +  0,1 [ ( -  2)- 3,584 -+ а (4>( -  2) • 3,584 +  14)Ц.

Число а (4) найдем по формуле (76):

а '11 =  max|0; а (М- 0 ,\g(Xn>))=  max{0; 0 - 0 ,1 (-9 ,0 98 1 )}«0 ,91 .

Таким образом, aV ' « 3.172; ^ « З ^ в Э ;  g(A<4)) «  — 8,981.
V  и т е р а ц и я .  Найденная точка А14) =  (3 ,172; 3,489) не при

надлежит области допустимых решений исходной задачи. Поэто
му для отыскания координат следующей точки такж е  используем 
формулу (72). Однако прежде чем ее применить, по формуле (76) 
находим

а (Г° =  maxjO; 0,91 — 0,1( — 8,981)}« 1.81.

Значит,

У]51 =  max(0; 3,172 +  0 ,1(( — 2).3,172 +  1,81(( - 2 )-  3 ,1 72 +  14||да
«  3,923;

л‘25)=  тах|0; 3,489 +  0 ,1|( — 2).3,489+ 1,81(( — 2 ).3 ,4 8 9 + 14)|}«
«  4,062;

¿(А<5> )«-0 ,1 .
V I и т е р а ц и я. Имеем

a lb) =  max(0; 1,81 - 0 ,1 (- 0 ,1 )}«  1,82;
A-i"' =  niax(0, 3,923 +  0,1К — 2)• 3,923 +  1,82(( — 2)• 3,923 +  14)}}«

«4,258;
а-9° =  max{0; 4,062 +  0 ,1[(-2 )•  4,062 +  1,82((-2 )-4 ,062  +  14)||«

«4,319;

g ( * C61) «1,294; /(А-161) «  — 36,784.



V I I  и т е р а ц и я .  Находим
jĉ 7>=  max {0; 4,258 +  0,1 [ (— 2) ■ 4,258]) «3,406;

х̂ 7) =  rnax (0; 4,319 +  0,1 |(-2)-4,319|) «3,455;
Я (J>í(7)) «  — 7,484.

V I I I  и т е р а ц и я .  Имеем
а (й,=  max{0; 1,82-0,1 (-7,484)) «2,57; 

х\6) =  m a х ¡0; 3,406 +  0,1 [ ( -  2) • 3,406 +  2,57 ( ( -  2) • 3,406 +  14))) «
«4,572;

^ 8) =  max|0; 3,455 +  0,1 |(-2)-3,455 +  2,57 |(-2)-3,455 +  14)|) «
«4,586;

g  (A'<a)) «6,278; f ( X w ) «  -41,935.

IX  и т е р а ц и я .  Находим
*<,9>=rnax|0; 4.572 +  0,1 ¡(-2)-4,572Ц «3,658; 
4 9)= m ax|0 ; 4,586 +  0,1 ¡ (- 2 )- 4,586)} «3,669;

t f (* (9)}«4 ,265 .
X  и т е р а ц и я .  Имеем

a n0) =  max |0; 2,57-0,1 (-4,265))) «3 ,0 ; 
дУ0) =  max |0; 3,658 +  0,1 {— 2)• 3,658 +  3,0 ( (— 2) • 3,658 +  14))) «

«4,931;
л-V"> =  rn а х (0; 3,669 +  0,11( -  2) -3,669 +  3,0(( -  2) • 3,669 +  14 )))«

«4,934
tf(,Y(IO))«9 ,451 .

X I и т е р а ц и я .  Находим
М " , =  !пах (0; 4,931 +0,1 )(-2).4,931)) «3,945; 
*í>M)= m ax(0 ; 4.934 +  0,1 |(-2)-4,934)) «3,947;

£ (Л '" ' ) «  — 0,654.
X I I  и т е р а ц и я .  Имеем

а (|2) =  т а х  ¡0; 3 ,0-0 ,1 (-0 ,654 )[ «3,06;
xV‘ i =  JTiax{0; 3,945 +  0,11(— 2)-3,945 +  3,06((-2 )-3 ,945+ 14)|)«

«5,026;
хУ2) =  т а х  (0; 3,947 +  0,1 |l -  2)-3,947 +  3,06((-2).3 ,947 +  14)])«

«5,026;
g {X {]2)) «10,207; / (Х {>2)) «  -50.521.

X I I I  и т е р а ц и я .  Находим
*У 3) =  тах |0 ; 5,026 +  0,1 [(-2)-5,026)) «4,021;

4 13> = тах|0 ; 5,026 +  0,1 [( — 2).5,026]) «4,021;
£(Х<К,)) «0,251; f{X (n)) «  -32,337.

Полученное на данной итерации решение ** =  4,021 и 
* 2 — 4,021 можно считать приемлемым. Это решение при необхо



димости следует улучшить, продолжив итерационный процесс до 
получения результата требуемой точности.

В  заключение отметим, что решение сложных задач нелиней
ного программирования градиентными методами связано с боль
шим объемом вычислений и целесообразно только с использова
нием ЭВМ .

Используя метод Франка — Вульфа, решите задачи 3.30 и 
3.31.

3.30. Найти максимальное значение функции / =  2х\ -{- 4*2 —
х 2, —  2x1 ПРИ условиях

« Л| +  2*2 ̂  8,
> 2Х1~ Х 2^ \ 2 ,

Х\, Х‘2 ^ 0 .

В  качестве начальной точки взять А'(0> =  (2; 2).
3.31. Найти максимальное значение функции / =  6*2 +  б*з — 

— х\' — х\ — х\ при условиях

С X, +
< 2*|+^2 +  * 1< 6,

*1. *2. *3 ^ 0 .

В  качестве начальной точки взять Х (и) — (0, 0, 0), а в качестве 
показателя, определяющего возможность завершения итераци
онного процесса,- неравенство /(А1*4 р, где г =
=  0 ,0 1 .

Используя метод штрафных функций и метод Эрроу — Гурвица, 
решите задачи 3 . 3 2 -  3.34.

3 . 3 2 .  Найти максимальное значение функции / = — -V,— х\ при 
условиях (дГ| — 5)2 +  (дг2 — 5)2< 8 , х\, * 2 > 0 .

3 . 3 3 .  Найти максимальное значение функции /  =  4 * ,  +  1 0а\> —  х'\ — х:2 
при условиях

1 *2< 2,
*1, *2^0.

3 . 3 4 .  Найти максимальное значение функции 1 = — х ' \ — х 1  при 
условиях

С х, +  0 ,5 х 'г ^  I,

Л | + 0 , 5 * 2 < 4 ,

I  Х)+ДГ2< 6,



§ 3.5. Н А Х О Ж Д Е Н И Е  Р ЕШ ЕН И Я  ЗАД АЧ  
Н Е Л И Н ЕЙ Н О ГО  П РО ГРА М М И РО В А Н И Я ,
С О Д Е Р Ж А Щ И Х  С Е П А Р А Б Е Л Ь Н Ы Е  Ф У Н К Ц И И

Рассмотрим задачу нелинейного программирования, в которой 
целевая функция и функции в системе ограничений являются 
сепарабельными.

О п р е д е л е н и е  3.11. Функция 1: {Х\, х±, .... х„) называется 
сепарабельной, если она может быть представлена в виде суммы 
функций, каж дая из которых является функцией одной перемен
ной, т. е. если

F ( х и х 2, х„) =  t  f i ( xi)■
/= i

Если целевая функция и функции в системе ограничений 
задачи нелинейного программирования являю тся сепарабель
ными, то приближенное решение такой задачи можно найти с 
использованием метода кусочно-линейной аппроксимации. Одна
ко его применение в общем случае позволяет получить прибли
женный локальный экстремум. Поэтому рассмотрим использо
вание метода кусочно-линейной аппроксимации для решения 
задачи выпуклого программирования.

1. Метод кусочно-линейной аппроксимации. Пусть требуется 
определить максимальное значение вогнутой функции

F = ' i  f, (*/)
'■ l (80)

при условиях

I  ( / = ¡7 ^ ) .  (81)

Xf> о (/= !.« )-  (82)
Чтобы найти решение задачи (80) — (82), заменим функции 

//(*/) и ß 'i{xi) кусочно-линейными функциями //(*,) и £;,(*/) и перей
дем от задачи (80) —  (82) к задаче, состоящей в определении 
максимального значения функции

F =  £  ?,(*,) (83)
/=|

при условиях
п

£&■/(*/)<*< 0 = 1 . т ) .  (84)
/ - 1



В  задаче (83) — (85) пока не определен вид функций. Чтобы 
сделать это, будем считать, что переменная может принимать 
значения из промежутка [0, а ¡] (а , —  максимальное значение 
переменной х,). Разобьем промежуток (0; а,\ на г, промежутков 
с помощью г ,+  1 точек так, что Яо/ =  0, хг̂  =  а,. Тогда функции 
?»(*)) и ¿Цх,) можно записать в виде

Ы */ )=  t  8ч(х1)= £  ЬцВнь (86)
* = 0 й 0

где

=  8и1 =  Мп{хк) (*= 1 ,ш ); (87)

4=0

А Я*, =  1, Х*; > 0  для всех £ и /, причем для данного X/ 
а = о '
не более двух чисел Х*у могут быть положительными и должны 
быть соседними.

Подставляя теперь в равенства (83) и (84) выражения 
функций f(Xj) и в соответствии с формулами (86), приходим 
к следующей задаче:

Найти максимальное значение функции

? = 1  t  и М  (88)
;-1 *-0

при условиях

" О ____
Е Е (» = 1 , т ) ;
у» I *«0

¿> # = 1  (/ =  ТГл);
«»о

Х*/^0 для всех £ и /. (91)

Полученная задача отличается от обычной задачи линейного 
программирования тем, что наложено дополнительное ограниче
ние на переменную Х*;, состоящее в том, чтобы для каждого / не 
более двух X*/ были положительными и эти положительные Х*у 
были соседними. Выполнение этих условий может быть соблю 

(89)

(90)



дено при решении задачи (88) — (91) симплексным методом за 
счет соответствующего выбора базиса, определяющего как каж 
дый опорный, так  и оптимальный план данной задачи. При этом 
в общем случае точность полученного решения зависит от приня
того шага разбиения промежутка [0, а,|. Чем меньше шаг, тем 
более точным является  полученное решение.

Таким образом, процесс нахождения решения задачи нели
нейного программирования методом кусочно-линейной аппрок
симации включает следующие этапы:

1. Каждую  из сепарабельных функций заменяют кусочно
линейной функцией.

2. Строят зад ачу линейного программирования (88) — (91).
3. С помощью симплексного метода находят решение задачи 

(88) — (91).
4. Определяют оптимальный план задачи (80) — (82) и нахо

дят значение целевой функции при этом плане.
3.35. Используя метод кусочно-линейной аппроксимации, 

найти максимальное значение функции Г  =  * 2 — *? +  6*1 — 9 при 
условиях

' 2*, +  3*2<24,
*1 +  2х2< 15,

3*| +  2*г<24,
**< 4 ,

Хи * 2><>.

Р е ш е н и е .  В  данном случае целевую функцию Р  можно 
представить как сумму двух функций /1 (х|) = — * 1+ 6* 1— 9 и 
/г(*2) =  * 2, каждая из которых есть функция одной переменной. 
Следовательно, функция Р  является сепарабельной. Кроме того, 
она является вогнутой (как сумма двух вогнутых функций), а 
область допустимых решений — выпуклой. Значит, используя ме
тод кусочно-линейной аппроксимации, можно найти приближен
но глобальный максимум целевой функции.

Здесь нелинейной функцией является только целевая функ
ция. Значит, кусочно-линейной функцией следует заменить 
только ее. При этом та к  как функция /г(*г) линейная, то аппрокси
мировать будем функцию

На рнс. 3.1, где построена область допустимых решений 
задачи, видно, что переменная *1 может принимать значения в 
промежутке |0; 8]. Разобьем  этот промежуток на восемь частей 
точками * 01= 0, * п = 1, * 21= 2, Х31 =  3, *41=4, *51= 5, * 6| = 6, 
* 71 =  7, *81 = 8. Вычислим  теперь значения функции /| (*|) в этих 
точках (табл. 3.2).



.*»1 0 ! 2 3 4 5 6 7 8

/|(**|) - 9 - 4 -  1 0 —  1 — 4 - 9 - 1 6 - 2 5

Используя формулы ( 8 6 )  и ( 8 7 ) ,  находим
( * | )  =  —  9Ао| —  4Л. 11 —  Х 21  —  А.41 —  4 Х$ ] —  9 Хб  1 —  1 6 X 71  —  

-25Хв1,

л ' | = 0 -Хо[ +  1 Х ц 4 "  2А.21 +  З Х 3 1  -(- 4X^1 +- 5Хд[ -(- 6 Хс 1 -[-7 X 71  +  8 X 9 1 .

Подставляя найденные выражения (*|) и Х\ в исходные д ан 
ные, получим:

Ь =  —  9Хн | —  4 X11 —  Х 21  —  Х 41  —  4*51 —  9Хб1  —  1 6 X 71  —  25Хй1  +  х2~*~
-►тах,

2 Х | 1 + 4 X 21  +  6 X 31  -|-8 X 41  -\-10Хб1 +- 12 Хб | -\-14 X 71  -(- 1 6 X 01  + 3 ^ 2  -|-
Ч - * з  =  24 ,

X) 1 +  2X21 +  З Х „  +  4X4] +  5X51 + 6 Хб[ +  7X71 +  ЙХд| + 2 Х 2  +  Х4 =  15 ,

З Х 1 ] + 6 X 21 +  9 X .il -{- 12 X 41 +  15 X 51 +  18 Х$ | +  2 1 Х 71 +  24 Хе 1 ‘2хз
-\-Хъ =  24,

* 2  +  *<» =  4 , Хо| - { -  Х | 1 +  Х 2 1 +  Хз| +  Х41 -+ - Х51 +  Хб1 +  Х71 +  Хе 1 =  1,
Хг, хз, ХА, Хб, * б > 0. Х * > 0  ( Й = 1~8).

Д ля полученной задачи пять векторов Р 0ь Ль Я 4. Рь и Р& 
являются единичными. Значит, ее решение может быть найдено 
симплексным методом. Определяем его (табл. 3.3).

Т а б л и ц а  3.3

Ба
зис с в Р о

- 9 - 4 -  1 0 -1 - 4 — У -  16 -2Г 0 0 0 О
Ал Р п Р 2  1 Р 31 Рч, Р ы Ре, Р и Р ч Р 2 Р ъ Р  4 Р ь я«

Рз 0 24 0 2 4 6 8 10 12 14 16 3 0 0 0
2 Р , 0 15 0 1 2 3 4 5 б 7 8 2 0 1 0 0
3 Р ь 0 24 0 3 6 9 12 15 18 21 24 2 0 0 1 О
4 Р« 0 4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1
5 Ро. - 9 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0
6 - 9 0 - 5 - 8 - 9 — 8- 5 0 7 16 -  1 0 0 0 0
1 Р ъ 0 18 - 6 - 4 - 2 0 2 4 6 8 10 3 -  | 0 0 0
2 р. 0 12 - 3 - 2 -  | 0 I 2 3 4 5 2 0 1 0 0
3 Р ь 0 15 - 9 - 6 - 3 0 3 6 9 12 15 2 0 0 1 0
4 Ре 0 4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1

5 Р31 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0
6 0 9 4 1 0 1 4 9 2 25 -  I 0 0 0 0



Продолжение табл. 3.3

I Базис с , Ро
— 9 — 4 -1 0 -1 - 4 —9 — 16 -■£ 1 0 0 0 0

А 1 Л . />21 Ри Рп Р>< Р*, Рп P i, P i р, р. Рв

1 Рл 0 6 — 6 — 4 - 2 0 2 4 6 8 10 0 1 0 0 - 3
2 Рх 0 4 — 3 — 2 - 1 и 1 2 3 4 5 0 0 1 0 — 2
3 Ръ 0 7 - У — 6 - 3 и 3 6 9 12 15 0 0 0 1 - 2
4 P i 4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1
5 Рм 0 1 1 I 1 0 0 0 0 0
6 4 9 4 и 4 9 2 25 0 0 0 0 1

По найденным в табл. 3.3 значениям находим х* — ‘Л. 
Далее, из табл. 3.3 видим, что х* =  4. Значит, X*  =  (3; 4) является 
приближенным оптимальным решением, которое случайно совпа
ло с точным решением. При данном решении 1Х =  4.

2. Использование П П П  Л П  А С У  для решения задачи нели
нейного программирования. Используя П П П  Л П  АС У , можно 
решить любую задачу нелинейного программирования, целевая 
функция и система ограничений которой содержат сепарабель
ные функции. Д ля ее решения применяется дельта-метод кусоч
но-линейной аппроксимации. Его применение позволяет находить 
приближенное решение задач нелинейного программирования 
при 16 ООО ограничений (при любом числе переменных) на маши
нах с оперативной памятью 1024 Кбайт.

Процесс нахождения решения задачи нелинейного програм
мирования с использованием П П П  ЛГ1 А С У  включает те же 
основные этапы, что и процесс нахождения решения задачи 
линейного программирования с применением данного пакета. 
Вместе с тем имеются определенные различия как в записи исход
ных данных задачи на бланке, так и в управляющей программе 
решения задачи, которая содержит еще один оператор X S E T L B .

Основная особенность записи исходных данных задачи нели
нейного программирования состоит в том, что по каждому набору 
вспомогательных переменных вводятся маркеры начала и конца 
набора переменных.

Каждый набор переменных имеет свое имя. Это имя записы
вается в поле 2, в поле 3 помещается ключевое слово 'M A R K E R ',  
а в поле 5— ключевое слово начала набора 'S E P O R G '.  Если при 
этом наборы вспомогательных переменных идут один за другим, 
то имя конца набора может быть одним и тем же.

Заметим, что, прежде чем приступить к записи исходных дан
ных данной задачи, нужно определенным образом подготовить 
их к этому на бланке. Т акая  подготовка связана с заменой сепа
рабельных функций задачи на кусочно-линейные, о чем подробно 
сказано выше.



3.36. Используя П П П  Л П  АСУ, найти решение задачи, состо
ящей в определении максимального значения функции Г  =  Х \— 
— хг’ +  *2 при условиях #(*|, * 2) — х{ +  2дг| +  3^2< 3, * 1; х2^ 0 .

Р е ш е н и е .  Целевая функция /■'(*!, * 2) исходной задачи и 
функция х2) в системе ограничений являю тся сепарабель
ными, поскольку /(д. *г) =  /1(х|) +  /2{*2) и #(*|, * 2) =  £ |(*|) +  
+  Ы * г ) ,  где / ,(* ,) =  * , — *?, / 2 ( * 2) = * 2, g  ̂ (*«) =  *| +  2* [ и
£ 2(* 2) = 3* 2-

Далее, целевая функция задачи вогнута, а область допусти
мых решений выпукла, так как функции /|(*|) и /2(^2) вогнутые, 
а функции й |(х :) и ^ 2(^2) выпуклые. Следовательно, решая 
задачу методом линейной аппроксимации, определим глобальный 
максимум целевой функции. Решение начнем со сведения исход
ной задачи к задаче линейного программирования. Д л я  этого 
промежуток [0, 1] изменения переменных *;(/ =  I, 2) разобьем на 
пять равных частей и составим табл. 3.4 и 3.5.

Т а б л и ц а  3.4

X» и/п х*» (¡1» — — ■*{» /*» /?» /•'1* =  /“ * / т *

1 0 0,2 0,2 0 0,16 0,16
2 0,2 0,4 0,2 0,16 0,24 0,08
3 0,4 0,6 0,2 0,24 0,24 0
4 0,6 0,8 0,2 0,24 0,16 — 0,08
5 0,8 1,0 0,2 0,16 0 — 0,16

Т а б л и ц а  3.5

№
п/п *!» х\ь Й2» — 

*3» — л?» Я и Я?» /?!* =
Г»

« и Й2» ёгь  —
¿5» —

1 0 0,2 0,2 0 0,44 0,44 0 0,12 0,12
2 0,2 0,4 0,2 0,44 0,96 0,52 0.12 0,48 0,36
3 0,4 0,6 0,2 0,96 1.56 0,60 0,48 1,08 0,60
4 0,6 0,8 0.2 1,56 2,24 0,68 1,08 1.92 0,84
5 0,8 1,0 0,2 2,24 3,0 0,76 1,92 3,00 1,08

Вводя теперь вспомогательные переменные * 1/ и хц (/’=  1,5), 
получаем:

х | =  0+0,2*11 +  0,2*12+ 0,2* 13 +  0,2*)4 +  0,2*15,
*г  —  0 +  0,2*21 +  0,2*22+ 0,2*21+ 0,2X24 +  0,2*25,

$ 1 (х 1) =  0 +  0,16* 11 +  0,08* 12 +  0 - *  | з — 0,08*11 — 0, 16* 15,

?а (х г )  —  0 +  0,2*21 +  0,2*22 +  0 ,2 * г з  +  0,2^24 +  0,2* 25,



g i (x i )  =  0  —f-0,44лг11 +  0 ,52xi2  +  0 ,60x i3  +  0 ,6 8 x u  +  0 ,7 6 x is , 
g 2(X2 ) =  0  +  0, 12X21 + 0 ,3 6 X 2 2 +  0,60X23 +  0,84 x 24-1-1.08X25.

Подставляем теперь вместо ?|(Х|), '¡■¿(х?), ¿ 1(Х|) и ¿¿(х^  их 
выражения в целевую функцию и систему ограничений задачи. 
К  полученной новой целевой функции и системе ограничений 
добавляем уравнения сеток. В  результате получаем следующую 
задачу линейного программирования: найти максимальное значе
ние функции

V =  0,16х [ | +  0,08х| 2 — 0,08х| 4 — 0,16x 15 +  Х2. (92)
при условиях

0 ,4 4 x1 1 +  0,52x12 +  0 ,6 0 х п  +  0 ,6 8 х и  +  0,76x15 +  0,1 2х*| +  
+  0.36X22 +  0,60X23 +  0,84X24 +  1 ,08X25 <  3,

0 , 2 х п + 0 , 2 х | 2  +  0 , 2 х п  +  0 , 2 х и  +  0 , 2 х |5 - х | = 0 ,  (93)

0,2x21 +  0,2x22 +  0,2x23 +  0,2x24 +  0,2x25 —■ Хг =  О,

0 < х * ;<  1 (* =  1,2; / =  Г,5). (94)

Теперь в соответствии с требованиями П П П  Л П  А С У  целе
вой функции, переменным задачи и ограничениям (93) присваи
ваем имена. Целевой функции присваиваем имя Ф У Н К Ц И Я .

Т а б л и ц а  3.6

Строчные 
переменные

Столбцовые переменные
1ЕРХ1 1ЕРХ2 X I 1 Х12 XI3 X 14 X 15 X2I

Ф У Н К Ц И Я 1 0.16 0,08 — 0,08 — 0.16
Р Е С 0,44 0,52 0,60 0,68 0,76 0,12
C E T K A I -1 0,2 0,2 0.2 0,2 0,2
С Е Т К А 2 —  1 0,2
Н и ж н яя  граница •- — 0 0 0 0 0 0
Верхняя граница — — 1 1 1 1 1 1

Продолжение табл. 3.6

Строчные
переменные

Столбцовые переменные Нижняя
граница

Верхняя 
гранинаХ22 Х23 Х24 Х25

Ф У Н К Ц И Я _ _
Р ЕС 0,36 0,60 0,84 1,08 0 3
С ЕТ К А  1 — —
С ЕТ К А  2 0.2 0,2 0,2 0,2 — —
Нижняя граница 0 0 0 0 — —
Верхняя граница 1 1 1 1 — —



переменным х, и x-j — имена ПЕРХ1 и П Е Р Х 2 , переменным х*, — 
имена ХК-1, неравенству системы (93) —  имя Р Е С  и уравнениям 
системы (93) — имена СЕТКА1 и С ЕТ К А 2 .

С учетом введенных имен целевая функция и система огра
ничений записываются в виде следующей системы уравнений:
Ф У Н К Ц И Я - 0 ,16X11 +0,08X12-0,08X14 — 0 ,16X15+ П ЕРХ 2  
Р Е С  = 0,44X11 +0,52X12 +  0,60X13+0,68X14 +  0.76X15 +

+  0,12X21 +0,36X22 +  0,60X23 +  0,84X24+  1,08X25 
СЕТКА1 = 0 ,2 X 1 1 +  0,2X12 +  0,2X13+0,2X14 +  0,2X15- 

- -ПЕРХ1
С ЕТ К А 2  =  0,2X21 +  0,2X22 +  0,2X23 +  0,2X24 +0,2X25 -  И ЕР Х 2

Уравнение пакета, значения правых частей ограничений 
(строчные переменные) и граничные условия на столбцовые 
переменные сводим в табл. 3.6.

Используя табл. 3.6, записываем исходные данные на бланке 
для последующей перфорации (рис. 3.7). К а к  видно из рис. 3.7,

Т а б л и ц а  3 .7
СЕКЦ И Я I -С ТРО КИ

Н о 
мер С трока Тип Реш ение

Дополнитель
ная перемен

ная

Н и ж 
няя гра 

ница
Ве р х н яя
граница

Оценка
строки

1 ф у н к ц и я B S 1.07852 1 .0 7 8 5 2  — Н е т Н е т 1.00000
2 Р Е С U L 3.00000 » 3.00000 .18519 -
3 С Е Т К А 1 E Q
4 С Е Т К А 2 E Q 1.00000

СЕКЦ И Я 2 - С Т О Л Б Ц Ы

Н о 
мер Столбец Тип Решение

Коэф ф ициен
ты целевой 

функции

Н иж -  
1я я  гра
ница

Ве р х н яя
граница

О ценка
столбца

5 П Е Р Х 1 B S .20000 Н е т
6 П Е Р Х 2 B S .91852 1.00000 Н е т
7 X I I U L 1.00000 .16000 1.00000 .07852
8 X I 2 L L .08000 1.00000 .01630 -
9 Х 1 3 L L 1.00000 .11111 —

10 Х14 L L .08000 - 1.00000 .20593 —
11 Х 1 5 L L .16000 1.00000 .30074 -
12 Х21 U L 1.00000 1.00000 .17778
13 Х22 U L 1.00000 1.00000 .13333
14 Х 2 3 U L 1.00000 1.00000 .08889
15 Х24 U L 1.00000 1.00000 .04444
16 Х 2 5 B S .59259 1.00000
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Рис. 3.7
запись исходных данных рассматриваемой задачи отличается от 
записи исходных данных такой же задачи линейного программи
рования тем, что в секции C O L U M N S  каждый набор вспомо
гательных переменных начинается специальными маркерами.

Первому набору дополнительных переменных присвоено имя 
НМ1, второму набору дополнительных переменных — имя НМ2, 
а концу наборов переменных — имя НМ З.
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Рис. 3.8

После записи исходных данных задачи на бланке определяем 
управляющую программу (рис. 3.8) и проводим решение задачи. 
Это решение выдается в виде отчетов, которые полностью иден
тичны выходным отчетам, получаемым при решении задачи 
линейного программирования.

В  табл. 3.7 приведен отчет о решении задачи. И з этой таблицы 
видно, что X *  =  (0,20000; 0,91852) является приближенным реше
нием исходной задачи. При этом решении значение функции 
/•шах =  1,07852.



ГЛАВА IV

ЗАДАЧИ ДИНАМИЧЕСКОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ

§ 4.1. о б щ а я  х а р а к т е р и с т и к а  з а д а ч  
Д И Н АМ И ЧЕСКО ГО  ПРОГРАМ М ИРОВАНИЯ  
И ИХ ГЕО М ЕТ РИ Ч ЕС К А Я  И ЭКОНОМ ИЧЕСКАЯ  
И НТЕРП РЕТАЦ И И

В  рассмотренных выше задачах линейного и нелинейного про
граммирования мы находили их решение как бы в один этап или 
за один шаг. Такие задачи получили название одноэтапных или 
одношаговых.

В  отличие от этих задач задачи динамического программиро
вания являю тся многоэтапными или многошаговыми. Иными 
словами, нахождение решения конкретных задач методами дина
мического программирования включает несколько этапов или 
шагов, на каждом из которых определяется решение некоторой 
частной задачи, обусловленной исходной. Поэтому термин «дина
мическое программирование» не столько определяет особый тип 
задач, сколько характеризует методы нахождения решения 
отдельных классов задач математического программирования, 
которые могут относиться к задачам как линейного, так и нели
нейного программирования. Несмотря на это, целесообразно дать 
общую постановку задачи динамического программирования и 
определить единый подход к ее решению.

Предположим, что данная физическая система 5 находится 
в некотором начальном состоянии 5о е  5« и является управ
ляемой. Таким образом, благодаря осуществлению некоторого 
управления и  указанная система переходит из начального сос
тояния 5о в конечное состояние При этом качество
каждого из реализуемых управлений V  характеризуется соответ
ствующим значением функции № (¿У). Задача состоит в том, чтобы 
из множества возможных управлений и  найти такое и*, при 
котором функция № (и )  принимает экстремальное (максимальное 
или минимальное) значение № (и*). Сформулированная задача и 
является общей задачей динамического программирования.

Дадим геометрическую интерпретацию этой задачи. Предпо
ложим, что состояние системы характеризуется некоторой точкой 
5 на плоскости Х\Ох2 (рис. 4.1) и эта точка благодаря осуществ
ляемому управлению ее движением перемещается вдоль линии,



Рис. 4 .1

изображенной на рис. 4.1, 
из области возможных на
чальных состояний 5о в об
ласть допустимых конеч
ных состояний ¿д. К а ж 
дому управлению и  дви
жением точки, т. е. каждой 
траектории движения точки, 
поставим в соответствие 
значение некоторой функ
ции IV [11) (например, дли
ну пути, пройденного точ
кой под воздействием дан
ного управления). Тогда 
задача состоит в том,
чтобы из всех допустимых траекторий движения точки 5 най 
ти такую, которая получается в результате реализации управле 
ния и *, обеспечивающего экстремальное значение функции 
1Г ((/*). К  определению такой «траектории» сводится и зад ача  
динамического программирования в случае, когда допустимые 
состояния системы 5 определяются точками ^-мерного простран
ства.

Экономическую интерпретацию общей задачи динамического 
программирования рассмотрим на конкретных примерах.

4.1. В  распоряжение министерства, в подчинении которого 
находится к предприятий, выделены средства в размере К  
тыс. руб. для использования их на развитие предприятий в тече 
ние т  лет. Эти средства в начале каждого хозяйственного года 
(т. е. в моменты /|, ?2. -••• 1т ) распределяются между предприятия
ми. Одновременно с этим между предприятиями распределяется 
полученная ими за прошедший год прибыль. Таким образом, в 
начале каждого ¿-го года рассматриваемого периода /-е пред
приятие получает в свое распоряжение тыс. руб. З а д а ча  
состоит в определении таких значений х\'\т. е. в нахождении т а 
ких распределений выделенных средств между предприятиями и 
получаемой ими прибыли, при которых за т  лет обеспечивается 
получение максимальной прибыли всеми предприятиями.

Сформулировать поставленную задачу в терминах общей 
задачи динамического программирования.

Р е ш е н и е .  Предполагая, что /-му предприятию на <-й год 
выделяется а1 () т ы с . руб., будем рассматривать данное распреде
ление средств как реализацию некоторого управления Таким  
образом, управление и, состоит в том, что на г-м шаге первому 
предприятию выделяется хГ' тыс. руб.. второму х^'тыс. руб. и т. д. 
Совокупность чисел х[1), х,12), .... х\к> определяет всю совокупность



управлений « ь  и -2 ит  на т  шагах распределения средств как т
точек в /е-мерном пространстве.

В  качестве критерия оценки качества выбранного распределе
ния средств, т. е. реализуемых управлений, взята суммарная 
прибыль за т  лет, которая зависит от всей совокупности управле
ний: № («|. и-2......  ит ).

Следовательно, задача состоит в выборе таких управлений иТ, 
т. е. в таком распределении средств, при котором функция И/ при
нимает максимальное значение.

К ак  видно, сформулированная задача является многоэтап
ной. Эта многоэтагтость определяется ее условиями, которыми 
предусмотрено принятие определенных решений в начале каж 
дого года рассматриваемого периода времени. Вместе с тем в 
целом ряде других задач динамического программирования 
такая многоэтапность непосредственно не следует из их условий. 
Однако в целях нахождения решения такие задачи целесооб
разно рассматривать как многоэтапные. Приведем пример подоб
ной задачи и дадим ее формулировку в терминах обшей задачи 
динамического программирования.

4.2. Для увеличения объемов выпуска пользующейся повы
шенным спросом продукции, изготовляемой предприятиями, 
выделены капиталовложения в объеме 5 тыс. руб. Использование 
*-м предприятием тыс. руб. из указанных средств обеспечивает 
прирост выпуска продукции, определяемый значением нелиней
ной функции /* (*,}.

Найти распределение капиталовложений между предприяти- 
ми, обеспечивающее максимальное увеличение выпуска продук
ции.

Р е ш е н и е .  Математическая постановка задачи состоит в 
определении наибольшего значения функции

Г  =  1  М л )  ( 1)
/— I

при условиях

I  Х. =  Б .  (2)
I-  1

х, > 0  (¿=  I, п ). (3)

Сформулированная задача является задачей нелинейного 
программирования. В  том случае, когда ^ ¡ )  -- выпуклые (или 
вогнутые) функции, ее решение можно найти, например, методом 
множителей Лагранж а. Если же функции (*,) не являются тако
выми, то известные методы нахождения решения задач нелиней



ного программирования не позволяют определить глобальный 
максимум функции (1). Тогда решение задачи (1) —  (3 ) можно 
найти с помощью динамического программирования. Д л я  этого 
исходную задачу нужно рассмотреть как многоэтапную или мно
гошаговую. Вместо того чтобы рассматривать допустимые вари 
анты распределения капиталовложений между п предприятиями 
и оценивать их эффективность, будем исследовать эффективность 
вложения средств на одном предприятии, на двух предприятиях 
и т. д., наконец, на п предприятиях. Таким образом, п олу
чим п этапов, на каждом нз которых состояние системы (в  к а ч е 
стве которой выступают предприятия) описывается объемом 
средств, подлежащих освоению к предприятиями (А =  1,п). Р е ш е 
ния об объемах капиталовложений, выделяемых fc-му предприя
тию ( к =  I,«), и являются управлениями. Задача состоит в выборе 
таких управлений, при которых функция (1) принимает наиболь
шее значение.

Сформулируйте задачи 4.3— 4.8 в терминах общей задачи д инам ичес
кого программирования.

4.3. В  состав производственного объединения входят два предприя
тия, связанные между собой кооперированными поставками. В кл ад ы вай  
дополнительные средства в целях развития этих предприятий, м ож но  
улучш ить технико-экономические показатели деятельности производст
венного объединения в целом, обеспечив тем самым получение дополни
тельной прибыли. Величина этой прибыли зависит от того, сколько выде
ляется средств каждому предприятию и как эти средства использую тся.

С читая, что на развитие г-го предприятия в начале к-го года вы д ел я 
ется тыс. руб., найти такой вариант распределения средств м еж д у 
предприятиями в течение А'лет. при котором обеспечивается получение за 
данный период времени максимальной прибыли.

4 .4 . В  производственном объединении в начале каждого года пол
ностью расяределяется между входящими в его состав т  предприятиями 
созданный в объединении централизованный фонд развития производ
ства. При этом благодаря выделению из этого фонда i-му предприятию  
х, тыс. руб. обеспечивается получение дополнительной прибыли, равной 
fi (х.) тыс. руб. К  началу планового периода, состоящего из N  лет, ц ентра
лизованному фонду развития производства выделено А тыс. руб. В  к а ж 
дый последующий год этот фонд формируется за счет отчислений в него 
от полученной прибыли. Эти  отчисления для <-го вредпрнятия со став 
ляю т (р, (*,) тыс. руб.

Найти такой вариант распределения централизованного фонда р аз
вития производства между предприятиями объединения, при котором 
общ ая прибыль, полученная за /V лет, является максимальной.

4.5. Д ля осуществления своей эффективной деятельности произ
водственные объединения и предприятия должны периодически проводить 
замену используемого ими оборудования При этой замене учи ты ваю тся  
производительность используемого оборудования (т. е. объем вы п уска  
на нем продукции в течение единицы времени), затраты, связан н ы е  с 
содержанием и ремонтом оборудования, стоимость приобретаемого и



заменяемого оборудования. Предположим, что к началу планируемого 
периода на предприятии установлено новое оборудование, позволяющее 
за т-й год выпустить готовой продукции на сумму Я  (т) руб., а ежегодные 
затраты , связанные с содержанием и ремонтом оборудования, равны
7. (т) руб. В  т-й год оборудование может быть продано за 5  (т) руб. и куп
лено новое за Р , руб. С  учетом всех этих факторов найти оптимальный 
план замены оборудования, т. е. план, обеспечивающий максимальную 
ирибыль от замены оборудования в течение N лет.

4.6. Детали п видов могут обрабатываться на двух станках. Время 
обработки 1-й детали (< = 1,п ) на первом станке равно а< минут, а время 
обработки той же детали на втором станке равно Ь, минут. Очередность 
обработки деталей одна и та же: сначала деталь обрабатывается на пер
вом станке, а затем на втором. Требуется выбрать такую  последователь
ность обработки деталей, при которой время изготовления всех деталей 
является минимальным.

4.7. В  склад емкостью № мл требуется поместить п различных типов 
оборудования. Объем одной единицы /-го типа оборудования (¿= 1 ,л ) 
равен м3, а стоимость единицы данного типа оборудования равна С, руб. 
Определить, сколько оборудования каждого типа следует поместить в 
склад так, чтобы общая стоимость складированного оборудования была 
максимальной.

4.8. Производственные объединения (предприятия), выпускающие 
товары  народного потребления, изготовляют их отдельными партиями. 
Чем больше размер этих партий, тем это более выгодно для производ
ственных объединений. Поэтому каждое объединение заинтересовано в 
отдельные месяцы выпускать больше изделий, чем это нужно для удовлет
ворения спроса, а излишки хранить на складе для их реализации в после
дующ ие месяцы. Однако хранение изделий на складе сопряжено с соот
ветствующими затратами.

Будем считать, что предприятие стремится найти оптимальный план 
производства продукции в течение N  месяцев, в каждом из которых необ
ходимо о, (('= |,Л 0  единиц продукции. Запасы к началу планируемого 
периода равны Ь изделиям, а в каждом из планируемых месяцев пред
приятие может изготовить не более чем й , единиц продукции. Одновре
менно на складе может храниться не более чем А изделий. Затраты , с в я 
занные с производством а, (/ =  1,Л) изделий, составляют с, руб., а затраты, 
обусловленные хранением в течение месяца одного изделии, составляют 
Р руб. Определить такой план выпуска продукции, при котором общая 
сумма затрат на производство и хранение ее была бы минимальной, а 
спрос на необходимые изделия был бы удовлетворен своевременно и 
полностью.

§ 4.2. Н А Х О Ж Д Е Н И Е  Р Е Ш Е Н И Я  ЗАД АЧ  
М ЕТ О Д О М  Д И Н А М И Ч ЕС К О ГО  
П Р О ГР А М М И Р О В А Н И Я

В  предыдущем параграфе была дана постановка общей задачи 
дииамического программирования и приведены ее геометриче
ская и экономическая интерпретации.' Рассмотрим теперь в 
общем виде решение этой задачи. Для этого введем некоторые



обозначения и сделаем необходимые для дальнейших изложений 
предположения.

Будем считать, что состояние рассматриваемой системы 5
на К -м шаге (/ ?= !,« )  определяется совокупностью чисел
=  (дг‘|Аг), х<к)  х1*)), которые получены в результате реализации
управления и*, обеспечившего переход системы 5 из состояния
Л4*- "  в состояние Х (к\ При этом будем предполагать, что состояние
Х(к\ в которое перешла система 5, зависит от данного состояния 
*(*-■) и выбранного управления и* и не зависит от того, каким об
разом система 5 пришла в состояние

Далее, будем считать, что если в результате реализации к-го 
шага обеспечен определенный доход или выигрыш, также зави
сящий от исходного состояния системы Л4*  ̂и выбранного управ
ления и* н равный и»), то общий доход или выигрыш
за п шагов составляет

П
X  “ *>• (4)

*-1
Таким образом, мы сформулировали два условия, которым 

должна удовлетворять рассматриваемая задача динамического 
программирования. Первое условие обычно называют условием 
отсутствия последействия, а второе — условием аддитивности 
целевой функции задачи.

Выполнение для задачи динамического программирования 
первого условия позволяет сформулировать для нее принцип 
оптимальности Беллмана. Прежде чем сделать это, дадим опре
деление оптимальной стратегии управления. Под такой страте
гией будем понимать совокупность управлений и *= (и ^ , и% и*),
в результате реализации которых система 6’ за п шагов переходит 
из начального состояния Я (0) в конечное А1*0 и при этом функция 
(4) принимает наибольшее значение.

П р и н ц и п  о п т и м а л ь н о с т и .  Каково  бы ни было состоя
ние системы перед очередным шагом, надо выбрать управление 
на этом шаге так, чтобы выигрыш на данном шаге плюс опти
мальный выигрыш на всех последующих шагах был макси
мальным.

Отсюда следует, что оптимальную стратегию управления 
можно получить, если сначала найти оптимальную стратегию 
управления на п-м шаге, затем на двух последних шагах, затем 
на трех последних шагах и т. д., вплоть до первого шага. Таким 
образом, решение рассматриваемой задачи динамического про
граммирования целесообразно начинать с определения оптималь
ного решения на последнем, л-м шаге. Д л я  того чтобы найти это 
решение, очевидно, нужно сделать различные предположения о 
том, как мог окончиться предпоследний шаг, и с учетом этого



выбрать управление и°п, обеспечивающее максимальное значение 
функции (Х {п ' п, ип). Такое управление и", выбранное при опре
деленных предположениях о том, как окончился предыдущий 
та г , называется условно оптимальным управлением. Следова
тельно, принцип оптимальности требует находить на каждом ш а
ге условно оптимальное управление для любого из возможных 
исходов предшествующего шага.

Чтобы это можно было осуществить практически, необходимо 
дать математическую формулировку принципа оптимальности. 
Д ля этого введем некоторые дополнительные обозначения. Обоз
начим через Р п (Х и) максимальный доход, получаемый за п шагов 
при переходе системы 5 из начального состояния в конечное
состояние при реализации оптимальной стратегии управлении
и = (и \ ,  и?  мл), а через — максимальный доход,
получаемый при переходе из любого состояния в конечное
состояние Х [п] при оптимальной стратегии управления на остав
шихся п — к шагах. Тогда

^ ° ) = т а х | Г , ( ^ ,), « 0 + ...+  № п(Х {п '>,«„)]; (5)
“»+(

Рп_к(Х^)=  т а х [ и ? * + , ( Л < Ч  « * * , )  +  Гя- к- +  ' М *  =  С й Г -Т ) .
(6)

Последнее выражение представляет собой математическую за 
пись принципа оптимальности и носит название основного 
функционального уравнения Беллмана или рекуррентного соот
ношения. И спользуя данное уравнение, находим решение рас
сматриваемой задачи динамического программирования. Остано
вимся на этом более подробно.

Полагая £ =  п — I в рекуррентном соотношении (6 ), полу
чаем следующее функциональное уравнение:

Р \ (Л’(л~ |))=  пых | (Х|П_ 1), и.)  (7)

В  этом уравнении /7о(Лч")) будем считать известным. Используя 
теперь уравнение (7) и рассматривая всевозможные, допустимые 
состояния системы £ на (л — 1)-м шаге Я У '" П, Х % ' ° ,  Х ^ ~ '),
.... находим условные оптимальные решения

м^хУ1- 0), м З Д "- |))......  “ V - “ 0). ...

и соответствующие значения функции (7)

п ( А - ' ) ,  Я № - ' \  .... / Э Д Г ' 1).......
Таким образом, на п-м шаге находим условно оптимальное 

управление при любом допустимом состоянии системы 5  после 
{п — 1)-го шага. Иными словами, в каком бы состоянии система



ни оказалась после (п — П-го шага, нам уже известно, какое 
следует принять решение на п-м шаге. Известно также и соот
ветствующее значение функции (7 ).

Переходим теперь к рассмотрению функционального уравне
ния при к — п — 2:

F , ( X [" |,)=  max \Wn ,<*<" «. u „ . ,) +  F, (8)

Для того чтобы найти значения 1 1 для всех допустимых зна
чений Х1" " ' ’, очевидно, необходимо знать W n м „_|) и
/■'[ (Л4" |)). Что касается значений Г\ ¡Л’1” ” ), то мы их уже опреде
лили. Поэтому нужно произвести вычисления для W n- г {Х (п~'*\ 
и„. i) при некотором наборе допустимых значений Xin~ 2) и соот
ветствующих управлений и„ Эти вычисления позволят опре
делить условно оптимальное управление и'!,, i для каждого А4" 2). 
Каждое из таких управлений совместно с уж е выбранным управ
лением на последнем шаге обеспечивает максимальное значение 
дохода на двух последних шагах.

Последовательно осуществляя описанный выше итерацион
ный процесс, дойдем, наконец, до первого шага. Иа этом шаге нам 
известно, в каком состоянии может находиться система. Поэтому 
уже не требуется делать предположений о допустимых состоя
ниях системы, а остается лишь только выбрать управление, кото
рое является наилучшим с учетом условно оптимальных управле
ний, уже принятых на всех последующих шагах.

Таким образом, в результате последовательного прохождения 
всех этапов от конца к началу определяем максимальное значе
ние выигрыша за п шагов и для каждого из них находим условно 
оптимальное управление.

Чтобы найти оптимальную стратегию управления, т. е. опре
делить искомое решение задачи, нужно теперь пройти всю после
довательность шагов, только на этот раз от начала к концу. 
А именно: на первом шаге в качестве оптимального управления 
и* возьмем найденное условно оптимальное управление и". На 
втором шаге найдем состояние X f, в которое переводит систему 
управление и f. Это состояние определяет найденное условно 
оптимальное управление и2. которое теперь будем считать опти
мальным. Зная uf, находим A J, а значит, определяем u j и т. д. 
В  результате этого находим решение задачи, т. е. максимально 
возможный доход и оптимальную стратегию управления U *, 
включающую оптимальные управления на отдельных шагах: 
l/* =  (uf, и%  и*).

Итак, мы рассмотрели в общем виде нахождение решения 
задачи динамического программирования. И з изложенного вид
но, что этот процесс является довольно громоздким. Поэтому



ниже рассмотрено нахождение решения самых простых задач, 
допускающих постановку в терминах общей задачи динамиче
ского программирования. Вместе с тем отметим, что использова
ние Э В М  позволяет находить на основе описанного выше подхода 
решение и более сложных практических задач.

Используя методы динамического программирования, найдем реше
ние для частных случаев задачи 4.5 об использовании оборудования и 
задачи 4.2 о распределении ресурсов.

4.9. К  началу текущей пятилетки на предприятии установлено 
новое оборудование. Зависимость производительности этого обо
рудования от времени его использования предприятием, а также 
зависимость затрат на содержание и ремонт оборудования при 
различном времени его использования приведены в табл. 4.1.

Т а б л и ц а  4.1

Время т, в течение которого используется 
оборудование (лет)

0 2 3 4 5

Годовой выпуск продукции
Я  (т) в стоимостном выражении
(тыс. руб.) 80 75 65 60 60 55

Ежегодные затраты  Z (т), с в я 
занные с содержанием и ремон
том оборудования (тыс. руб.) 20 25 30 35 45 55

Зная, что затраты , связанные с приобретением и установкой 
нового оборудования, идентичного с установленным, составляют 
40 тыс. руб., а заменяемое оборудование списывается, составить 
такой план замены оборудования в течение пятилетки, при кото
ром общая прибыль за данный период времени максимальна.

Р е ш е н и е .  Э т у  задачу можно рассматривать как задачу 
динамического программирования, в которой в качестве системы 
5  выступает оборудование. Состояния этой системы определя
ются фактическим временем использования оборудования (его 
возрастом) т, т. е. описываются единственным параметром т.

В  качестве управлений выступают решения о замене и 
сохранении оборудования, принимаемые в начале каждого года. 
Обозначим через и\ решение о сохранении оборудования, а через 
иг — решение о замене оборудования. Тогда задача состоит в 
нахождении такой стратегии управления, определяемой решения
ми, принимаемыми к началу каждого года, при которой общая 
прибыль предприятия за пятилетку является максимальной.

Таким образом, мы сформулировали исходную задачу в тер
минах задачи динамического программирования. Эта задача



обладает свойствами аддитивности и отсутствия последействия. 
Следовательно, ее решение можно найти с помощью описаиного 
выше алгоритма решения задачи динамического программирова
ния, реализуемого в два этапа. На нервом этапе при движении от 
начала 5-го года пятилетки к началу 1-го года для каждого допус
тимого состояния оборудования найдем условное оптимальное 
управление (решение), а на втором этапе при движении от нача 
ла 1-го года пятилетки к началу 5-го года из условных оптималь
ных решении для каждого года составим оптимальный план зам е
ны оборудования на пятилетку.

Д ля определения условных оптимальных решений сначала 
необходимо составить функциональное уравнение Веллмана.

Так как мы предположили, что к началу к-го года 
(к  =  1, 5 ) может приниматься только одно из двух решений — 
заменять или не заменять оборудование, то прибыль предприя
тия за к-й год составит

Гь(тЮ и ) -  при И„
*( ’ I (т(А> =  0) — 2 (т(Л) =  0) — С„ при И2,

где т(Л)— возраст оборудования к началу /г-го года =  1 ,5 ); 
ы* —  управление, реализуемое к началу к -го года; С„ -- сто
имость нового оборудования.

Таким образом, в данном случае уравнение Веллмана имеет
вид

+ /■ „ ,(!<*+■>)./>(т(Л,) =  та х  ' ' ' '■ "  (9)
Т I  =  0) -  =  0) -  Сп +  Р * +. ,(т(4) =  1 )•

Используя теперь уравнение (9 ), приступаем к нахождению 
решения исходной задачи. Это решение начинаем с определения 
условно оптимального управления (решения) для последнего 
(5-го) года пятилетки, в связи с чем находим множество допус
тимых состояний оборудования к началу данного года пятилетки. 
Так как к началу пятилетки имеется новое оборудование 
( т(^ =  0), то возраст оборудования к началу 5-го года может 
составлять I, 2, 3 и 4 года. Поэтому допустимые состояния систе
мы на данный период времени таковы: т<|;>>=  1; т ^  =  2; т ^  =  3; 
т 5̂, =  4. Для каждого из этих состояний найдем условно оптималь
ное решение и соответствующее значение функции Га(т (5)). 
Используя уравнение (9 ) и соотношение /■’б (т1''4 п) =  0 ( т а к  как 
рассматривается последний год расчетного периода), получаем

{ м - 1 ' » = о > - с ,  ( ,0)



Подставляя теперь в формулу (10) вместо т(5) его значение, 
равное I, и учитывая данные табл. 4.1, находим

(Г>)\ [  У?(тг’’— 1 ) —  2(т'г>)~  1)ГъМ  ’) =  т а х  1 ,г.
Л I ^ ( т (,, =  0 ) - 2 ( т (Г,) =  0 ) - С п

=  , м * 1 8 0 - 2 0 - 4 0  ) =  5°-

Значит, условно оптимальное решение в данном случае есть И[.
Проведем аналогичные вычисления для других допустимых 

состояний оборудования к началу 5-го года пятилетки:

^ ) = т а х { 8605 - 23” _ 4 ( ) }= 3 5 ,

^ ( т ? ’)= т а х  | 860° : 2305_ 40 }= 2 6 ,

^ ( тР )  =  пк ,х [ “ “ ^ _ 4о ] = 2 0 ,

Полученные результаты вычислений сводим в табл. 4.2.

Т а б л и ц а  4.2

В о з р а с т  Оборудования 
т̂ 5) (л е т )

Зн ачен и я  функции 
^ ( т (5)) (ты с . руб.)

У словно  оптнмпльнос 
решение ¿¡°

1 50 и\
2 35 «1
3 25 М|
4 20 и 2

Рассмотрим теперь возможные состояния оборудования к 
началу 4-года пятилетки. Очевидно, допустимыми состояниями 
являю тся  т()4,=  I , т̂ 4) =  2 и т̂ 4)= 3 . Д ля каждого из них определяем 
условно оптимальное решение и соответствующее значение функ
ции /^ (т^ ). Для этого используем уравнение (9) и данные 
табл. 4.1 и 4.2. Так, в частности, для т')4)=1 имеем

( Ж т ^ = 1 )- 2 (^ = 1 )+ / - '6(т(5> =  2) 1
^ ( т ^  =  т а х ]  =  о) — Л(х(^ =  0̂  — =  1) \

(7 5 - 2 5 + 3 5  ) „
=  т а х   ̂ > =85, и =Ц|.

\ 8 0 - 2 0 - 4 0  +  50 1



F<(т124)) =  т а х  •{ wx' ' \ =  70. и{> =  и2\
’ 8 0 - 2 0 - 4 0  +  50 '

6 5 -3 0  +  25 
8 0 -2 0  — 40

Г 6 0 - 3 5 +  20 | ()
^ ,) = п,ах {8 0 - 2 0 - 4 0  +  5 0 } = 7 ° '  “  = " 2' 

Полученные результаты вычислений записываем в табл. 4.3.

Т а й л и ц а  4.3

Во зр а ст  оборудовании 
т '1' (лог)

Зн ачен и я  функции 
/г4(т'41) (ты с. руб )

Условно  о пти м альн ое  
решение и"

1 85 «1
2 70 U-1
3 70 U J

Определим теперь условно оптимальное решение для каждого 
из допустимых состояний оборудования к началу 3-го года пяти 
летки. Очевидно, такими состояниями являются 
т ^  =  2. В  соответствии с уравнением (9) имеем

Рз(т\'))= т а х  

^з(т£!,) =  шах

Ж  Т( ! )  =  1) -  2( т (3) =  1) +  F At f 4) =  2 )

R t f *  =  0 )  -  Z { t ( !) =  0 )  -  С п  +  W ’ =  1 )

R t f :i) =  2 ) - Z t f :i) =  2 ) +  F 4( t (41 =  3 )

Я(т,:1) -  0) -  Zfx(3) =  0) -  С„ +  F a( т (4 ) =  1)
Используя данные табл. 4.1 и 4.3, получаем

i 75 — 25 +  70 1
F 3(t^ ) = m ax \ /• =120, и'’ = и j ;

I 80 — 20 — 40 +  85 )

F 3 (т^ ) =  max
6 5 -3 0  +  70 1

\ =  105, u() =  u,. 
80 -2 0  — 40 +  85 )

И з последнего выражения видно, что если к началу 3-го года 
пятилетки возраст оборудования составляет два года, то  неза
висимо от того, будет ли принято решение и | или и2, величина 
прибыли окажется одной и той же. Это означает, что в качестве 
условно оптимального решения можно взять любое, например и2. 
Полученные значения для /7з(т (3)) и соответствующие условно 
оптимальные решения записываем в табл. 4.4.



В о зр а с т  оборудования Зн ачен и я  функции Условно  оптимальное
т 1'1 (л е т ) Г 3(т ‘ ''' (ты с. руб .) решение н °

1 120 Ы[
2 105 и -2

Наконец, рассмотрим допустимые состояния оборудования к 
началу 2-го года пятилетки. Очевидно, на данный момент времени 
возраст оборудования может быть равен только лишь одному 
году. Поэтому предстоит сравнить лишь два возможных решения: 
сохранить оборудование или произвести замену. Анализ такого 
сравнения характеризуется данными табл. 4.5.

Т  а б л и ц а 4.5

В о з р а с т  оборудования Зн ачен и я  функции Условно  оптимальное
т<2) (ле т) Г 2(т<2)) ( т ы с . руб.) решение и0

1 155 «1

Согласно условию, к началу пятилетки установлено новое 
оборудование (тУ) =  0). Поэтому проблемы выбора между сохра
нением и заменой оборудования не существует: оборудование 
следует сохранить. Значит, условно оптимальным решением явля 
ется и |, а значение функции

Л (т У ')  = Л (т У ’ =  0) - г { т \ " = 0 )  +  Р г  (т(||=  1) = 8 0 - 2 0 + 1 5 5  =
=  215.

Таким образом, максимальная прибыль предприятия может 
бы ть равной 215 тыс. руб. Она соответствует оптимальному плану 
замены оборудования, который получается на основе данных 
табл. 4.5, 4.4, 4.3 и 4.2, т. е. в результате реализации второго этапа 
вычислительного процесса, состоящего в прохождении всех рас
смотренных шагов с начала 1-го до начала 5-го года пятилетки. 
Д л я  1-го года пятилетки решение единственно — следует сохра
нить оборудование. Значит, возраст оборудования к началу 2-го 
года пятилетки равен одному году. Тогда в соответствии с данны
ми табл. 4.5 оптимальным решением для 2-го года пятилетки 
является  решение о сохранении оборудования. Реализация 
такого решения приводит к тому, что возраст оборудования к 
н ачалу 3-го года пятилетки становится равным двум годам. 
П р и  таком возрасте (см. табл. 4.4) оборудование в 3-м году пяти
летки следует заменить. После замены оборудования его возраст 
к  началу 4-го года пятилетки составит один год. К ак  видно из



табл. 4.3, при таком возрасте оборудования его менять не следует. 
Поэтому возраст оборудования к началу 5-го года пятилетки 
составит два года, т. е. менять оборудование нецелесообразно 
(табл. 4.2).

Итак, получается следующий оптимальный план замены обо
рудования (табл. 4.6).

Т а б л и ц а  4.6
Годы пятилетки

1 2 3 4 5

О п т и 
мальное ре
шение

С охра 
нить обо
рудование

Сохра
нить обо
рудование

Произве
сти замену 
оборудова
ния

Сохранить
оборудова
ние

С о х р а 
нить обо
рудование

4.10. Найти решение задачи 4.2, если 5  =  700 тыс. руб., 
а =  3, а значения X, и /,(Х,) приведены в табл. 4.7.

Т а б л и ц а  4.7

О бъем  кап и та 
ловложений X, 

(ты с. р уб ,>

П рирост выпуска продукции //(А-,) в зависимости  от 
объема кап и тал о вл о ж ен и й  (ты с . руб .)

предприятие 1 предприятие 2 предприятие 3

0 0 0 0
100 30 50 40
200 50 80 50
300 90 90 П О
400 П О 150 120
500 170 190 180
600 180 210 220
700 210 220 240

Р е ш е н и е .  Д ля  решения данной задачи динамического 
программирования следует составить рекуррентное соотношение 
Беллмана. В  рассматриваемом случае это соотношение приводит 
к следующим функциональным уравнениям:

< р | (Х )=  ш а х  ( / [ ( Х , ) ) ;
О ̂  X | ̂  X

<р2( Х ) =  т а х  | ^ ( Х г) + ф , ( Х - Х а)}; ( I I )

Ф „ _  , ( А ' ) =  т а х  { / „ _ 1 ( Х , , _ 0 + ф п - 2 ( *  —  * * - | ) }
0<Х,.,<Х



Здесь функции ф,(Х)(1=1, п— I) определяют максималь
ный прирост выпуска продукции при соответствующих распре
делениях X  тыс. руб. капиталовложений между « предприя
тиями. Поэтому значение функции ф„ (X ) вычисляется лиш ь для 
одного значения Х — Я, так как объем капиталовложений, 
выделяемых для всех п предприятий, ранен 5 тыс. руб.

Используя теперь рекуррентные соотношения (11) и исход
ные данные табл. 4.7, приступаем к нахождению решения за 
дачи, т. е. к определению сначала условно оптимальных, 
а затем и оптимальных распределений капиталовложений 
между предприятиями.

Начинаем с определения условно оптимальных капитало
вложений, выделяемых для развития первого предприятия. 
Для этого находим значения (р|(Х) для каждого X, принимаю
щего значения 0, 100, 200, 300, 400, 500, 600 и 700.

Пусть ^  =  0; тогда ДО) = <). Возьмем теперь X  =  100. Тогда, 
используя табл. 4.7, получаем

Здесь первая строка соответствует решению Х [= 0 , а вторая 
строка — решению Л"| =  100. Так как при первом решении при
рост выпуска продукции не обеспечивается, а при втором ра
вен 30 тыс. руб., то условно оптимальным решением является

Аналогично находим условно оптимальные решения для дру
гих значений X:

Х°\— 100.

ф|(200)= т а х  ==50, Я*,1 =  200;

Ф ,(3 0 0 )= т а х  . ■ =90, ЛЧ =  300;

0 ' 

30
9 ,(4 0 0 )=  т а х  50 — 110, Л'(|’ =  400;

90

И



О

30 
50 
90 

110 
Тто|

О
30

50
90

110
170

=  170, XV =  500;

=  180. А"1,’ =  600;

^'1 (<00) - т а х =  210, XV =  700.

О
30 
50 

90 
110 
170 
180 

. 210 ,
Результаты вычислений и полученные соответствующие у с 

ловно оптимальные решения записываем в табл. 4.8.

Т а б л и ц а  4.

О бъем  ка п и та л о вл о ж е 
ний X, выделяемы х пер

вому предприятию 
(ты г  руб >

М аксим альный прирост 
Ч ,(Л ) вы пуска  про
дукции (ты с. р уб .)

У словно  оптим альный 
>бъем капнталонлож ений X ® , 
выделяемы х первому пред 

приятию  (ты с. руб .)

0 0 0
100 30 100
200 50 200
300 90 300



Продолжение табл. 4.8

О бъем  к а п и та л о вл о ж е 
ний Л, выделяемых пер 

вому предприятию  
(ты с. руб .)

М акси м альн ы й  прирост 
4-1 (Л )  выпуска продук

ции (тые. руб.)

У слоино  оптимальный 
^бъсм капиталовлож ений  ,Yl, 
выделяемы х первому пред

приятию  (ты с. руб.)

400 1 10 400
500 170 500
600 180 600
700 210 700

Используя теперь данные табл. 4.8 и 4.7, определим условно 
оптимальные объемы капиталовложений, выделяемых второму 
предприятию. Найдем

ф2(Х )=  max (/2( ^ 2) Ха)}

для каждого из допустимых значений X, равных 0, 100, 200, 300, 
400, 500, 600 и 700:

Фг(0) =  0, *3 =  0;

фг(100)= max* 'o  + 3 o j р
. Ё Е З  I

=  50. ^2=  100;

0 + 50
Ф г (2 0 0 )= тах { |50+30| } =80, *8=100; 

80 +  1)

фг(300) =  т а х

0 +  90 
50 + 50 
|80 +  30| 
90 + 0

=  110, *8 =*200;

фг(400)= max

( 0 + 1 1 0

50 +  90 
80 +  50 
90 + 30

т ± ц )

=  150, *2 =  400;



^(500) =  max

0+170

5 0  +  110 

8 0  +  9 0  

9 0  +  50  

150 +  3 0  

1190 +  0|

=  190, *11 =  500;

0 +  180
5 0 + 1 7 0

< Ы 6 0 0 )  =  m a x

80+110 

9 0  +  9 0  

150 +  50 

190 +  30 

210 + 0 

0 + 210 

50+180

=  220, =  100,

8 0 + 1 7 0

ф 2(7 0 0 )  =  т а х — 250, A l =  200.

90+110 
150 +  90

190 +  50

210 +  30

220 + 0

Полученные результаты и найденные условно оптимальные 
объемы капиталовложений, выделяемых второму предприятию, 
записываем в табл. 4.9.

Т а б л и ц а  49

Объем капиталовложе
ний А', выделяемых двум 

предприятиям 
(тыс. руб.)

Максимальный прирост 
(ра(А') выпуска продук

ции (тыс. руб.)

Условно оптимальный 
>бъем капиталовложений Д-?, 
выделяемых второму пред

приятию (тыс. руб.)

0 0 0
100 50 100
200 80 100
300 110 200



Продолжение табл. 4.9

О бъем  к а п и та л о в л о ж е 
ний .V, вы д еляем ы х  двум  

предприятиям  
(ты с . руб .)

М акси м альн ы й  прирост 
ц2 ( -V) выпуска продук

ции (ты с . руб .)

Условно оптимальный 
>бъем капиталовлож ений .V", 
выделяемых второму пред

приятию (ты с. руб )

400 150 400
500 190 500
600 220 100
700 250 200

Переходим теперь к нахождению значений
Ч .,(Х) =  тах|/.(( Х ,) +  ф2(Л' — Х Д

о < х ,< л

используя для этого соответствующие данные табл. 4.9 и 4.7.
Так как в данном случае число предприятий равно 3, то про

водим вычисление лишь для одного значения Л’ =  700:

О + 250 ^

40+220 
50+190 

110 -г 150 
1 2 0 + 1 1 0  

180 +  80 
|220-1-Г>0|
240 + 0

Фз(700) = =  270, ХЧ =  Ш .

Следовательно, максимальный прирост выпуска продук
ции составляет 270 тыс. руб. Это имеет место тогда, когда треть
ему предприятию выделяется 600 тыс. руб., а первому и второ
му предприятиям — 100 тыс. руб. Тогда, как видно из табл. 4.9, 
второму предприятию следует выделить 100 тыс. руб.

И так, мы получили оптимальный план распределения капи
таловложений между предприятиями, согласно которому обеспе
чивается максимальный прирост выпуска продукции.

И спользуя методы динамического программирования, решите зада
чи 4.11 - 4.14.

4.11. Составить оптимальный план замены оборудования в условиях 
задачи 4.9 при исходных данных о производительности оборудова
ния и ежегодных затратах на »то содержание, приведенных в таблице. 
Кроме того, известно, что к началу рассматриваемого периода уста 
новлено новое оборудование, использованное оборудование списывается, 
а стоимость нового оборудования равна 10 тыс. руб.



0 2 3 4 5 6 7 8 9

Годовой выпуск про
дукции Я  (т) на обору
довании возраста т лет 
(тыс. руб.) 25 24 24 23 23 23 22 22 21 20

Ежегодные затраты 
на содержание и ре
монт оборудования 
г(х) (тыс. руб.) 15 15 16 16 17 17 18 18 19 20

4.12. Составить оптимальный план распределения капиталовложе
ний между четырьмя предприятиями в условиях зад ачи  4.2 при исход
ных данных относительно X, и приведенных в таблице, а также
с учетом того, что 5 =  100 тыс. руб.

Объем капитало
вложение X, 
(тыс. руб.)

Прирост пыпуска продукции ¡¡(х,) п зависимости от 
объема капиталовложений (тыс. руб.)

предприятие 1предприятие 2 1редприятне 3 1рсдлриятие 4

0 0 0 0 0
20 12 14 13 18
40 33 28 38 39
60 44 38 47 48
80 64 56 62 65

100 78 80 79 82

4.13. Найдите оптимальный план загрузки склада в условиях зада
чи 4.7 при Г  =  90 м3. VI =  24 ма, К г= 1 9  м3, 1^= 1 6  м3. С , =  960 руб., 
С 2 =  500 руб., С 3 =  250 руб.

4.14. Найти оптимальный план производства продукции пред
приятием в течение четырех месяцев в условиях задачи 4.8, если 
потребности в каждом из месяцев соответственно составляют 2000, 
3000, 3000 н 2000 изделий, а запасы к н ачалу  планируемого 
периода равны 2000 изделий. Следует учитывать, что предприятие в каж 
дом из месяцев может производить не более 4000 изделий. Одно
временно оно может хранить также ие более 4000 изделий. Затра 
ты. связанные с производством 1000, 2000, 3000 и 4000 изделий, 
составляют соответственно 13, 15, 17 и 19 руб., а затраты, обуслов
ленные хранением 1000 изделий, равны 1 руб.



О Т В Е Т Ы

Глава I

1.32. F ma х =  14 при *f= 14 , 4 = 0 .  1.33. =  12 при л:Т=4,8, 4 =
=  3,6. 1.34. iп =  — 11 ПРИ * *= Ю , 4  =  9. 1.35. F max =  22 при Х*  =  
=  (2-. 6; 33; 0; 0). 1.36. F max= - 20/3 при Х * » (4 / 3 ;  0; 0; 1/3; 13/3). 
‘ •37. F max= 1 9 4 0  при xf=102; 4 = 1 6 6 . 1.38. F max =  276 при 4 = 1 2 ;  
х* =  6. 1.39. Fm in—  ЮО при 4  =  3; 4  =  4. 1.40. F max =  1 056 при **  =  57; 
4 = 1 2 .  1.49. F max =  66 при Х* =  (18; 0; 6; 66; 0; 0). 1.50. F mfl* =  282/11 
при Х *  =  (6/1 I ;  90/1 I. 0; 0; 254/11; 0). 1.51. F m„  =  39 при Х*  =  (23; 4; 0; 
1; 0; 0). 1.52. F max =  226/Il при Х *= (10/11 ; 72/11; 0; 0; 0; 456/11). 
1.53. F max =  28 при Х *= (0 , 76; 0; 66; 14; 0). 1.54. F max =  7,2 при Х *  =  
=  (2,8; 2,4; 0,4). 1.55. ^ тах»1 5 9  при Х * = (0 ;  0; 6; 28; 3). 1.56. f max =  
=  3920 при X *  = (0 ; 0; 0; 80; 0; 440). 1.57. F max~3420  при Х * = (0 ; 0; 0; 
0; 60; 420). 1.58. F max= l9 0  при Х*  =  (6; 0; 10; 8; 0; 0). 1.59. F max =  492 
при Х * = (2 4 ; 18; 0). 1.60. Минимальная с т о и м о с т ь  перевозок равна 
5840 руб. при условии, что из первого пункта отправления к первый 
пункт назначения перевозится 260 т груза, во второй пункт назна
че н и я—  140 т, в третий пункт назначения —  20 т груза; из второго 
пункта отправления во второй пункт назначения перевозится 380 т груза 
и из третьего пункта отправления в третий пункт назначения перево
зится 400 т груза. 1.61. F rTiax=  162 000 при Х*= (100 ; 0, 1200).
1.62. F mex =  2115 при X* ={95, 210; 0; 0). 1.63. F nia,= 9 6 5  при Х* =
=  (70; 135; 0; 0). 1.64. На 1-й линии суда I I I  типа используются 
250 сут, па 2-й линии суда I типа —  300 сут, I I  типа — 46 сут и I I I  ти 
па —  50 сут, на 3-й линии суда I I  типа заняты в течение 254 сут. 
1.68. F IT11)X =  935 при Х * = (0 ; 125; 0; 80). 1.69. F max=16,8 при Х*  =  (3,6; 
0; 0; 0; 0,3). 1.70. F ma» =  — 15 при Х* =  (0; 0; 6; 0; 1,5; 0). 1.71. F m n— — 192 
при Х *  =  (0; 0; 0; 48; 0; 0). 1.72. * = 4 9 0 0  при 44  =  80; * ? .= 5 0 ; 4 з  =  70; 
*31 = 3 0 ; х$2=  110; 4 .  =  Ю; 4 » -  150. Ы .  F min =  7210 при 4 ,  =  80; 
4 з — 130; 4 «  =  30; 4 *  =170; 4 s  =190; 4 а — 100; 4 s  =  80; 4 а «  120;

=  150. 1.74. F min =  ().565947 при Х*=(0; 0; 0; 0,03335; 0; 0.90513; 0).
1.75. Fmax =  1495 при Х*=(10; 33; 45). 1.76. F max =  1939.428 571 
при х* =  (1200; 624, 28 571; 0; 0). 1.92. F mill = 20 при yf =  4; 
t/?= 2. 1.93. F min =  29 при 2; I. 1.94. F niln = 66 при К* =
=  (719; 0; 13./Ü). 1.95. F min =  21 при К*=(0; 0; 7/5). 1.96. F min-226/ll
при У*= (7/И ; 1/Ц; 0). 1.97. Fmn**2S при К*= (0; 1, 0). 1.98. Fmin = 492 
при К* «(29/10; 0; 3/5; 0). 1.99. F min= l62 000 при Г* =(27/2; 0; 45). 
1.100. F mjn=  186 при К* = (8/5; 9/5; 0). 1.101. F min=965 при К* =  (0; 
13/2; 3/2). 1.102. F min =  2115 при У*=(0; 3/2; 9/4). 1.103. а) К* = (2/9; 
5/3; 0); б) 288<6,<520; 96<i>2<240; *,> 84 ; в) Д F ах =20/3; 
А  F ]ma% =  200/3- Л  F (inax = 0; A F max =  220/3. 1.104. а) Г* = (23/4;



0; 5/4); б ) 48,8 < Ь\< 244; Ь2>  130; 180> Ьэ>  372; в) Д  /г|тах=  —  230; 
Д  /•'г шах =  0; Д  /=3 тах =  200; Д  /•щах — — 30; г) целесообразно; д ) X *  =  
=  (0; 58; 24), «/* =  (23/4; 0; 5/4). 1.107. /гтах= - 2 9 / 2  при Х * = (3 ;  0; 0; 
1/2). 1.108. Р гг̂ =*=52 при Л* =  (8; 2; 0; 0). 1.109. ^ |пт= 1 2  при Х*= »(2 ; 0; 
0; 5). 1.110. /гтах=  — 75 при ЛГ*=(3; 0; 0, 0; У; 0). 1.111. Г тах = \ \  при 
Я *  =  (0; 3; 10; 0; 19). 1.112. / ^ *  =  48 при Л * = (4 ; 0; 4. 0; 26).
1.113. /гтах=  126 при Л :*= {0; 12; 0; 6). 1.114. Г т т = 186  при * *  =  
*=(0; 8, 9). 1.115. ^т(п =  26 при * *  =  ((); 0; 0; 6,5). 1.116. Р т1* =  550 при 
Л*, =  (10, 0; 20; 10; 0; 0). 1.117. /^ ¡„ =  305,6 при Х* =  (30; 0; 44; 0; 20; 
25; 0).

2.20. ^ „,1,, =  500 при Х* =  \

2.21. ^т;,, — 140 при Х* =  \

0 120 60 О

2.22. Р т п  =  2240 при Х* =  \ ПО 90 0 20 130

О 20

60

70

Гл ава  2

90 0 0 0

0 0 60 0

30 40 0 80

30 0 0 20

0 20 10 0

0 10 0 0

2.25. Р -¡.. =  800 при Х *= \

0 0 0

0 60 80

80 0 0

0 0 0

0 10 70

50 40 0

0 0 0

0 100 35

45 0 0

0 0 125

5 00 35

75 0 0

0 0 50



2.28. F min =  l67f> при X”

2 .3 1 . /■'m in=1480 при X *  =  \

2.32. /'т ,п=  Ю 5 0  при X *  =

0 60 0 50 N
20 о ;170 0
G0 0 Ü 30

0 110 60 0
125 0 0 0
55 0 0 40

Ю 0 0 130

70 70 0 0

0 70 90 0

80 0 40 60
0 20 80 30
0 GO 40 0

' 0 0 0 Ь

90 110 100

0 10 130 ‘

0 60 60 0
80 0 0 0
0 0 10 100

2.34. ^min =  1040 при .** =

2.37. На I участке следует засеять 180 га пшеницей и 420 га
просом, на II участке — 70 га кукурузой и 110 га ячменем, на
I I I  участке — 220 га кукурузой. При этом максимальный сбор зер
на равен 22 150 ц. 2.38. На 1-м филиале изготовляется 4-й вид изде
лий, на втором— 1-к, на третьем — 3-й и на четвертом— 2-й. 
2.39. Первый завод ежедневно изготовляет 170 т колбасных изделий
1-го вида и 150 т изделий 2-го вида, второй завод — 280 т I -го вида, 
третий завод — 220 т 2-го вида и 50 т 3-го вида, четвертый завод — 
350 т 3-го вида. 2.42. при Х*=(0; 19). 2.43. F mm =  52 при = 
=  (2; 6). 2.44. Fтах = 7 при Х* =  <3; I; 2; 3; 3). 2.52. f max =  84 при 
* *  =  (12; 0; 2; 108; 9). 2.53. F míX= l40 при Х* = (0; 5; 0; 10; 0; 10; 0).
2-54. ^тах=  1322,4 при **=(10; 0; 6; 0). 2.55. f mflX =  7 при * * « (1 ; 1; 
0; 0; 0; 0). 2.56. F max =  3,5 при rf, =  =xf3=  1. 2.57. F max =  32,7
при Х* =  (0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 8; I; 0; 0). 2.58. f ^ - 5 4 2  при Х* =
=  (10; 0; 0; I; 0; 0; I; 47; 0; 3; 42; 0; 4). 2.60. F max =  744 —48/ при
Л* =  (28; 0; 0; 48; 38), если ( е ( - о о , 7|; /гтах =  352 + 8/ при **=*(0; 0 
28; 20; 24), если /е[7. 8]; /'тах = 4l6/3 + (I04/3)í при ** =  (0; 20/3 
104/3, 0; 32/3); если /<=[8, оо). 2.61. /•'„,„=*-30-10/ при * * « (0 ;  10 
32; 0; 4), если / е ( — оо, —5,5]; F max =  25 при Я* =  (5; 0; 7; 0; 9); если 
/€=[-5,5; — 1.5]; F max =  40+I0/ при Х* = (0; 0; 12; 10; 24), если 
/ е |  — 1,5, оо). 2.69. f тах =  6 — 2í при **«={0; 1, 0; 1; 0), если ¿ е (  — сю,



-  1/2|; F ma,,=  19/3-(4/3)/ при Л* =  (1 /3; 5/3; 0; 0; 0). если /<= | -  1/2, 
7/41; Р та%=  -  17+ 12/ при А *= (2 ; 0; 0; 0; 5), если /е |7 /4 , оо). 
2.70. /•'тах =  744-48* при А* = (28; 0; 0; 48; 38), если / е ( -  оо, 9|; 
^тих=  3*12 при Л * **{52; 24; 0; 0; 2\ если /€=(9. оо). 2.71. Г тах =  1 9 8 -  19/ 
при Л* =  (14 — 2/; 34 — 3/; 58 — 2/; 0; 0), если / е ( — оо, 7|; задача не
разрешима, если / е (7 ,  оо). 2.72. /;та х = 1 — 2/ при А* =  (0; — 2 — 1: 
3 — /; 0; 3 — /), если / е (о о , — 2]; Р тах =  — 1 — 3/ при А *= (0 ; 0; I — 2/; 
2 +  /; 3 — /), если / £ " [— 2, 1/2|; задача неразрешима, если / е (1 /2 , оо).
2.73. Задача неразрешима, если / е  ( — оо, — 1/14); =  2 -4-14/ +  108/2
при А* =  (0; 5 - 6 / ; 17-6/; 1 +  14/; 0), если / е | - 1 / 4 ;  5/6|; Р т а  ̂=  
=  12 +  52  ̂+  48/* при А* = (0 ; 0; 12; 6 +  8/, -  10+ 12м, если /<=|5/6, оо).
2.74. Задача неразрешима, если /<=( — оо, — 2/3); =  32 +  82/ +  42/'
при А *= (4  +  (>/; 0, 0; 13 — 6/, 4 +  3/), если 7 е [  — 2/3, — 4/111; А‘т;|Х=* 
=  48+  150/+ 108/‘ при А* =  ((), 0; 4-(-6/; У — 12/; 8 + У/), если I е  | — 4/1 1,
— 3/131; /^„х  =  54 +  185/+ 147/* при А* =  (0, 2 +  3/; 0; 3 -2 1 /; 1.0+ 12/). 
если /<=( — 3/13, 1/7]; /г„,вх =  5 7 +  177/ +  56/2 при Х *= (0 ; 3 - 4 / ;
- 2 + 1 4 / ; 0; 11+5/), если /<=1/7; 3/41; 84 +  201Г — 24/2 при
Л* =  ( — 9+ 12/; 0; 13— 6/; 0; 17— 3/), если / е (3 / 4 ; 13/6|, задача не
разрешима. если / е (  13/6; оо). 2.75. =  240 — 20/ при Х * = (0 ; 20. 0),
если / е Ю ; 5|; / М1ИЧ = 4 0 +  20/ при Л'* =  (20; 0; 0), если / е |5 ; 10|.
2.76. а) /••та ч =Ц|Г>  при X* =  ( 17; 15; 10); б ) 150/11< г, <  1296/35, 
109/3< с2< 335/27; 29/2 921/20; в) ¿>,>121, ¿>2=120, ¿>3« 1 8 0 ,
¿>4=138. 2.78. /'п,лх =  2 при А *= (6 , 1). 2.79. /-тм1= - 2 / 1 3  при А * =  
=  (4; 6). 2.80. /'„,,„ =  27/7 при А* =  {5; 2/3; 0; 19; 0). 2.85. 1/2
при А* = (0 ; 4; 0; 0, 26). 2.86. ^ тах =  2,2 при А *= (4 ; I; 0; 8; 0). 
2.87. Р п,;„ =  8 при Х* =  (70; 0; 0; 0; 0). 2.88. / ^  =  489/62 при X *  =  
=  (6,8; 0; 9,2; 8,8; 0; 0). 2.82. / ^  =  98/13 при А* =  (0; 0, 0; 80; 0; 440). 
2.92. /гтах =  39.5 при А* =  (3,5; 0; 9; 2). 2.93. / тах8=15 при А * = (0 ;  5; 
0; 0). 2.94. /Г|пах =  65 при А *= (5 ; 10). 2.95. Г тах =  260 при А* =  (20; 0; 
40; 0). 2.96. Лпач = 8 7  при А* =  (34; 9; 0; 7). 2.97. И 2 при
А* =  (0; 20; 0; 6). 2.98. /'та , =  960 при А* =  (0; 140; 0; 20). 2.103. и *  =  
=  (1/2; 1/2); ¿ *  =  (0; 0; 0; 3/4; 1/4); у =  9/2. 2.104. ¿/*= (1/3 ; 0; 0; 0; 2/3); 
/*=-(2/3; 1/3); с =  5. 2.105. В  общем объеме выпускаемой продук
ции « 5 3  %  составляют изделия А и » 4 7  % — изделия И. 2.108. и *  =  
=  (3/5; 2/5); Л* =  (1/5; 0; 4/5); у =  23/5. 2.109. £/* =  (0; 1/3; 0; 2/3); г *  =  
=  (2/3; 1/3); у =  7. 2.110. ?;*  =  (0; 0; I) ;  2 *  =  (0; 1; 0); у =  7. 2.111. и *  =  
=  (1/2; 1/2; 0); г *  = (3/4; 0; 0; 1/4); у * .  13/2.

Глава 3

3.5. Л пах =  24 при А *  = (6 ; 4). 3.6. /-т т = 1 6  при А - = ( 5 ;  4).
3.7. /Гтах =  37 при А *  =  (5,8; 4,6). 3.8. /•‘тах =  12,5 при А * =  (2,5; 5).

3.14. и п = | Ц ^ -  мри А* =  ( з А ,  _ 1^ ,  2± } , 3.15. / „ , ¡„= - 5 0 / 2 7  при

А* = (  — I /3; - 2 6 /3 ; -28/39), /тнч =  72 при А* =  (3; - 2 ;  - 1 2 ) ,
3.16. =  8 при А* = (2; 2; 2). 3.17. /т т  =  43 при А ? = (- 1 ;  3; 2),
А * = ( — I ;  - 3 ;  - 2 ) .  3.18. / „ ,„  =  -1 при А Г= (2 ; 2; П. А? =  (2; 1; 2) и 
А !  =  (1; 2; 2); /тах= !12/27 при А Г * (4 / 3 ;  4/3; 7/3), А ? =  (4/3; 7/3; 
4/3) и А ! = (7/3 ; 4/3, 4/3). 3.19. А* = (4 ; 6; 8). 3.20. х ?= 1 2 1 ;



ai -f- bi■bt 2(а2 + Ь>) ■ 3'23- 
=  65/4 при *7=1/2,

* 2  =  4. 3.25. 16 при л'*— О, дг?=4. 3.26. 17/8 при дгТ^О,
X ? =  I . X, =  3/4. 3.30. /тах ~  з  при *Г = * 1 .4 = 1 - 3 - 3 1 . ¡ т :„ =  16,2 при X* =  
=  (0; 1.8; 2,4). 3.32. Итерационный процесс сходится к точке * / (3 ; 3). 
3.33. Итерационный процесс сходится к точке *  =  (2; 2). 3.34. И тера
ционный процесс сходится к точке *  =  (0,8; 0,4).

4.11. Оборудование следует заменить к началу 3-го и к началу 
6-го года. 4.12. Предприятиям 3 и 4 следует выделить по 40 тыс. руб., а 
предприятию 2— 20 тыс. руб. 4.13. В  склад следует поместить по три еди
ницы оборудования 1 и I I I  типов 4.14. Предприятию следует изгото
вить во 2-м и 3-м месяце по 4000 изделий,

Глава 4
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