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Предисловие

Настоящее учебное пособие является продолжением первого тома 
книги Ю.Ф. Сенчука “Математический анализ для инженеров”. В эту чають 
включены следующие разделы высшей математики: криволинейные и 
поверхностные интегралы, интегралы, зависящие от параметра, основы 
математической теории полз, обыкновенные дифференциальные уравнения и 
системы линейных дифференциальных уравнений, числовые и функци­
ональные ряды, ряды Фурье и интеграл Фурье. Для углубленного изучения 
систем обыкновенных дифференциальных уравнений и приближенных 
методов их решения могут быть полезными главы XVII, XXIV. В качестве 
примеров приложения интеграла Фурье и преобразования Фурье следует 
рассматривать главу XXIII “Элементы спектральной теории сигналов”.

Материал, представленный в этом томе, посвящен рассмотрению теоре­
тических вопросов математического анализа с хорошей иллюстрацией на кон­
кретных примерах. Достаточно четко и понятно для будущих инженеров про­
ведено доказательство всех сформулированных теорем. Сохраняется строгая 
последовательность и логика изложения материала с подробным графическим 
изображением. Представленное пособие может быть классифицировано как 
конспект лекций по указанным выше разделам высшей математики.

Мы обращаем внимание пользователей этой книги на то, что она 
составлена на основе материалов, подготовленных Юрием Федоровичем 
Сенчуком, для чтения лекций по математическому анализу и курсу “Диффе­
ренциальные уравнения” для специальности “Прикладная математика”. Тем 
не менее, это пособие будет чрезвычайно полезным для студентов всех 
технических специальностей. Мы также надеемся на то, что второй том этого 
пособия, как и первый, поможет преподавателям, особенно начинающим, 
читать лекции по курсу высшей математики, планировать изложение лекций, 
выделять главные вопросы и учить студентов глубоко их осмысливать.

Хочется выразить особую признательность и благодарность сотрудни­
кам кафедры прикладной математики проф. Михлину Ю.В.; ст. преп., к.т.н. 
Ярошенко А.Р.; ст. преп. Кашуба Ж.Б.; аспирантам: Курилову Е.А., Пильгун 
Г .В., Тимченко Г.Н. за активное участие в подготовке данного учебного посо­
бия к изданию, рецензентам проф. О.М. Литвину, проф. Е.Г. Голоскокову.

Заведующая кафедрой 
прикладной математики НТУ «ХПИ»
доктор технических наук, профессор Курпа Л.В.
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XII. Криволинейные интегралы и интегралы по поверхности

1. Криволинейные интегралы 1-го рода 
и их вычисление

Рассмотрим функцию f ( x , y ) ,  заданную в области S плоскости лгО^,и
некоторую непрерывную лугу L, целиком 
лежащую в S (рис. 12.1). Разобьем L на п У 
частей As,.As2,...,A v  На каждой
элементарной дуге As, возьмем
произвольную точку М к (&*%) и вычислим

п

/ ( £ к ’Пк)- Составим сумму •

Пусть теперь
к=1

8  = тахД^А - » 0 . Если Рис. 12.1

существует lim У /  , не зависящий от способа дробления дуги L и
£->0

выбора точек М к (это будет, например, если функция f { x , y ) непрерывна на 
дуге Z,), то он называется криволинейным интегралом 1-го рода функции 
f { x , y )  по дуге L и обозначается \ f ( x , y ) d s .

I
Очевидно, что криволинейный интеграл 1-го рода не зависит от 

направления интегрирования. Кроме того, для него, разумеется, верны 
обычные свойства интегралов.

Рассмотрим правила вычисления криволинейных интепэалов I-го рода. 
Пусть у -(р {х )  -  уравнение дуги I ,  причем а< х< Ь  Далее, пусть

А -1 (**-!• Л -i) и АЛ хк>Ук) -  начало и конец 
дуги Ask (рис. 12.2). Как было показано раньше 
длина дуги Ask определяется как

*% = \  yjl + (<p'{x)fdx,

или, в силу теоремы о среднгм,

^ = ^ 1  + (<р%))2Лхк, 

где 4к € (•**-!>**)• Положим rjk -(р[^к). Точка

{£к> Пк) принадлежит дуге Л*_, Ак , и возьмём её в качестве точки М к. Тогда 
получим



i f ^ k ’4k ) ^ k = i / U k  ■Vk )Ji+(<p'(£k ))2&xk (12.1)
k=i *=i

Справа стоит интегральная сумма для функции /(*,#>(*)) J l  + (<Р'(*))^ 
в интервале \a,b\ . Поэтому при 8  —>0 в пределе из (12.1) получим

|  f (x ,y )d s  ={/(*,<v{x))yjl + (<p'(x)fdx ( 12.2)
L a

Пусть теперь дуга L задана параметрически
x-<p(t)
y = p ( t )

причем a < t < p .  Тогда, рассуждая совершенно аналогично, будем иметь

= j  f(<p{t), iy(t))J(ip'{t))2 + (iy ' ( t ) f  Л .
L а

Переходя к пространственному случаю, определим точно так же 
интеграл [ f ( x , y tz)ds,  где L -  некоторая пространственная дуга. Если она

задана параметрически:
X =  < p {t)

y=v{t)>  

* = z ( t )
причем а  < t < , то

l f (x ,y . z )d s  = l f (<p( t ) , y ( t ) ,Z ( t ) )J ( v \ t ) ) 2 + ( y ' ( t ))2 + ( x ' ( t ) f d t .

2. Некоторые применения 
криволинейных интегралов 1-го рода

Вычисление массы неоднородной кривой. Пусть р(х ,у )  - линейная 
плотность материальной дуги L . Тогда, очевидно, масса этой дуги равна 

m = \p\x,y)ds. у
L

Пример 12.1. Вычислим массу материальной ь
х2 у2кривой, совпадающей с эллипсом —  + — - = 1, если
а Ь4' 0 а х

р - х у , дг>0, у>  0 (рис. 12.3). Уравнение заданной дуги Рис 12 5
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имеет вид

откуда

Ь Гг 7Ту  = —уа  —х ,

а значит

1 +

■У ~ “ \ f 7 Z c 2 '

Ъ2Х2 Ь г Г~2 2 ^  2 I 
г--------- rdx = -  ХхАа - х  + - т х  а х  =

я2(*2 - * 2) « I  V а2

2Ъ
■ - J

а/?

а2 -
v1' * 2,

X* & Х--
3 а , ь2)2 1 Т

{ fl-J

а2 -

1-
а'

ab(a2 + ab + Ь2^

з(я2 - 6 2) 3(л + б)

Вычисление моментов инерции кривых. Пусть дуга L имеет 
плотность р(х ,у ) .  Тогда момент инерции этой дуги относительно начала
координат, очевидно, равен

Л = (  P(x,y)(x2 + y 2)ds.
L

Если дуга -  пространственная, то ег момент инерции, например, 
относительно оси Ох равен

J x = \ p { x-y){y1 + - 2) * -
L

Вычисление площади цилиндрической поверхности. Вычислим 
площадь цилиндрической поверхности, заключенной 
между плоскостью хОу и поверхностью z - f ( x , y ) y 
если направляющей цилиндра служит дуга L , а 
образующая параллельна оси Oz (рис.12.4). Если 
/(х ,У )£  0 , то площадь Ь$к элементарной полоски
заданной цилиндрической поверхности приближенно к А -------------—-—
определяй гея как г  х

bSk <*f($k,Tjk)Ask, Рне12-4
Тогда, рассуждая аналогично предыдущему, получим формулу для 
вычисления всей поверхности, т.е.



3 .2
Приviер 12.2. Определим площадь боковой поверхности цилиндра 

к , о гранич 

Поскольку

у  = - х  , ограниченного плоскостями х = 0, z = 0, z  = x  и у - 6  (рис. 12.5). 
8

то

|.Л1 +
16

Z

4
V 60
)

0 4 ^
16
27

Рис. 12.5

3. Интегралы по поверхности 1-го рода

Пусть на некоторой поверхности .7 задана функция f ( x ,y , z )  
(рис. 12.6). Разобьем а  на п частей sx,s2^-.,sn% площади поверхности 
полученных участков обозначим как: Лег,, Д<т2,..., Ао*Л.
На каждой площадке Ask возьмем произвол ьную точку 
Pk(£k’ Чк> $к) и вычислим в ней значение функции

п
/(4к-%-Ск)-  Составим сумму £ / ( & , щ.Ск)&сгк .

ы\
Пусть теперь каждая элементарная площадка стягивается 
в точку таким образом, что 8  -  тахДсг* —>0. Если 
существуег

Пк- С к )ь °к .S-+0 Лг=1

не зависящий от способа дробления поверхности <т и выбора точек Рк на 
элементарных участках (это будет, в частности, если функция f ( x , y , z )  
непрерывна на сг), то он называется интегралом 1-го рода фунщии f { x ,y ,z )  
по поверхности а  и обозначатся Q f ( x , y . z ) d a .

Если f ( x , y , z )  трактовать как плотность материальной поверхности
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сj  то интеграл ^ f ( x , y , z ) d c r  численно равен массе этой поверхности.

Пусть z  = <p(x,y) -  уравнение поверхности о*, а 5 -  проекция сг на 
плоскость хОу. Тогда, как было показано ранее площадь А а к участка 
поверхности может быть вычислена как________

= я  \11+Ш +
f d<p
ч Ф '/

dS = . 1 +
дх ду

AS,.

Положим Очевидно, точка (^к,т]к^к) принадлежит
Аак . Беря ее в качестве точ]си Рк , будем иметь

\ \ f ( x , y , z ) d o  =
сг

= Нш
£-►0

AS,,

т.е.
2 /  

4-
I3v

(12.3)

Подобно тому, как формула (12.2) выражает криволинейный интеграл 
через определенный интеграл, формула (12.3) выражает интеграл по 
поверхности через двойной интеграл.

Пример 123. Вычислим момент инерции пластины, 
совпадающей с частью плоскости х  + у  + z = 1, 
расположенной в первом окганте (рис. 12.7), относительно 
начала координат, если p {x ,y ,z ) = 1.

Из равенства z  = l - x ~ y  имеем
и-

i+
(дгЛ1 ( & 42
Vac ду j

= 7 з , Рис. 12.7

а поэтому

Jo = Л  (*2 + у 2 + л2 )d a  = j j jx 2 + у 2 + (1 -  X -  у ) 2 =

1 / 1-
~ n/3J J  (2х2 + 2у 2 + 2ху - 2 х -  2у  +1 jdfy \dx =

■ 4
* ' 2 , 1~Х 2х2у  + —у3 +  ху2 - 2 х у - у 2 + у



4. Криволинейные интегр;1лы 2-го рода

Пусть в каждой точке дуги АВ лежащей в плоскости д;0>- задана
_ KJ

вектор-функция F (x ,y )  (рис. 12.8). Разобьём дугу АВ на п частей точками 
М х ,М 2, . . ; М п_1ь после чего обозначим А через Af0, а В через М п. Кроме

того, введём обозначение M k_{M k =Ask . У
и

На каждой дуге М к.лМ к возьмём 
произвольную точку Л^(^.т]*) и вычислим 
F{Nk ).

Составим сумму

* = 1

где ^(Л ^),Д 5*  j -  скалярное произведение 

векторов F(Nk) и ASk. Рис. 12.8

Обозначим X = тах  Л?* и предположим, что к  —> 0. Если существует
к '

t a g ( т )  .4 » Т )  •

не зависящей от способа дробления дуги АВ и выбора точек Nk, то он 
называется криволинейным интегралом 2-го рода вектор-функцииF(x,y)  по

дуге АВ и обозначается J [f (x ,v)
АВ

Выясним физический смысл этого интеграла. Пусть - сила,
и

действующая на точку М  при её движении но дуге АВ . Тогда работа этой



| / ( ^ ) ) |a ^ |c o s ^ F (^ * )  , A ^ j  =(F(Wn), As* ).

Поэтому интеграл J (р (х ,у ) ,^ }  в данном случае представляют собой
и

АВ
и

работу силы F(x,y)  на пути АВ. У
При изменении направления А

интегрирования каждый из векторов Ask 
меняет знак, а значит меняет знак и ^  
интегральная сумма и её предел-интеграл.
Итак, в отличие от криволинейных 
интегралов 1 -го рода, здесь мы имеем ^

J ( f ( . c  ,у ) , * ) = - J  ( / ’(*  O') , * ) .

с и л ы  н а  пути М к_лМ к приближённо равна

/ W

7\м к.\ 1 1 / 1/ 1 / *•*

U
ВА

ХкЛ -Ч X
а в  Рис. 12.9

Пусть хк и у к -  координаты точки М к . Тогда Ask = Axki + Аук]  
(рис. 12.9).
Далее, пусгь

F(x,y)=P(x,y)T + Q (x ,y ) j ,
откуда следует, что

F(Nk)=P{lk ^ J  + Q%k ^ k ) j.

Получаем

J ( ^ ( *  »У) > Пк)Ьхк +Я{$к , 7*)А л )U л—HI , .
^ ^ ^ \ аВ 

В связи с этим пишут, что

|  ( ^ ( х O') . * )  = J P{x,y)dx + Q(x,y)dy (12.4)
 ̂ и

П АВ АВ
Правую часть называют скалярной формой криволинейного интеграла 2-го 
рода.

Совершенно аналогично вводится криволинейный инте1рал 2 -го рода 
вектор-функции F (x ,y ,z )  = P(x,y,z)T + Q (x ,y ,z)j+ R(x ,y ,z)k  по

U
пространственной дуге АВ

1 [F{x,y,z),ds}=  J P(x,y,z)dx + Q(x,y,z)dy + R(x,y,z)dz (12.5)
АВ АВ

И



Примечание. Очевидно, что правую часть равенства (12.4) можно 
переписать так

J  P(x,y)dx + Q(x,y)dy = J  P(x,y)dx + J Q(x,y)dy ( 12.6)
AB AB AB

Аналогичное замечание касается и формулы (12.5).

5. Вычисление криволинейных интегралов 2-го рода

U
Пусть дуга АВ задана параметрическими уравнениями:

* = <р(0

у  = ¥ (0 ,
причем .движение по этой дуге от точки А к точке В отвечает монотонному 
изменению параметра t от а  до р . Будем считать, что функции <р(/) и v|/(t) 
имеют на отрезке [а,/?] непрерывные производные ф'(/) и V ( 0  (это значит,

и
что дуга АВ -  гладкая). О функциях же Р(х,у) и Q(x,y) пре,:щоложим, что

и
они непрерывны на дуге АВ.

Пусть tk -  значение отвечающее точке Мкь т.е. q>{tk)=xk , 
\|/(/А)-У к  Точке же Nk ) пусть отвечает значение t = т*. Тогда

1 Ж = Z р № к  \ v("a- Ш ** ) -  -1)) 
к= 1 А=1

т.е.

, П* М*/: = ), Ъ '(Ч  К  
*=1 *=1

где тк e (tk_lftk ). На основании теоремы о квазиинтегральной сумме, отсюда
получим

В т YlH&t ,Л< )Д*к = Ь п W W V f a K t
Х->0*=1 &-+°к=1

т.е.

АВ
Совершенно аналогично будем иметь

J  Q(x,y)dy  = |е ( ф ( г ) ,у ( / ) У  ( г ) л .
АВ
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С  к л а д ы  вел оба результата, получим, в силу (12.6),
j P{x,y)dx + Q(x,y)dy =

лв

= J + J 0 (ф(.'), v (/))  v '( 0 ^
а а

Эта формула легко обобщается на случай у
интеграла вида (12.5).-

П р и м ер  1 2 .4 . Вычислим работу ъ
упругой силы F  = -kr  при перемещении 
точки М  по первой четверти эллипса

+ 2L = 1. (Рис. 12.10). 
я2 Ъ2

(12.7)

Поскольку
F  = -к{х1 + у})= - Ы  -  kyj , Рис. 12.10

то
я

А = j[-kacost(-asin t)~  kbsintbcost'jdt =

cos t sin tdt~ V - * ) .sin 21

u
Пусть теперь дуга ЛВ задана уравнением у - f  (*), причем а < х < Ь .  Тогда
(12.7) сразу будем иметь

f P(x9y)dx + Q(x,y)dy =
4 L

и з

Рис.12 И

Р
= 1 ( р(*./<*>) + Q (x jX x))f'(x ))d x

а
и

Примечание. Возьмём вместо дуги ЛВ 0 
замкнутый контур L в плоскости хОу (рис.
12.11). Тогда криволинейный интеграл 2-го 
рода обозначают ||j(F (.T ,y),S), при этом положительный обход контура L 

I
предполагается против часовой стрелки, т.е.

= |  (F (x ,v ),< ft)+  j  (12.8)
L u kj

13



Если изменить направление интегрирования на противоположное 
очевидно, рассматриваемый интервал изменит свой знак.

6. Связь между 
криволинейными интегралами 1-го и 2-го рода

и
Пусть АВ -  гладкая дуга (рис. 12.12). Взяв в качестве параметра

и
величину s = AM у запишем уравнения дуги так 

x = g(s) ^  \0<:$< 5и I 
y  = h(s) \ лв)

Обозначим через а  -  угол, образованный с 
осью Ох вектором касательной т , направленным 
в сторону возрастания величины s . Тогда 

d x= d sco sa ,  сfy = ds s\na
т.е.

dx dy— = cosa, —  = sin a  
ds ds Рис. 12.12

Поэтому в случае непрерывных на дуге АВ функций Р(х,у)  и Q(x.y), 
получим, в силу (12.7),

J P(x,y)dx + Q(x,y)dy =
АЬ

- \j

О

=  J  ( ^ ( g W ^ ( 5 ) ) c o s a  +  Q(g(s),h(s))sina)ds
о

Окончательно
J  P(x,y)dx + Q{x,y)dy= \  (Р(х  ,^ )cosa + Q[x,y)sma)ds
KJ u

ЛВ АВ
Тем самым криволинейный интеграл 2-го рода выражен через 

криволинейный интеграл 1-го рода по той же дуге. Благодаря аддитивности 
интеграла, этот результат легко обобщить и на случай кусочно-’гладкой дуги.

Далее, для пространственной дуги АВ с уравнениями

14



x = g (s) 
y =h(s) 
z = k(s)

точно так же получим
J  P{x,y,z)dx  +  Q(x,y,z)dy + R(x,y,z)dz  =

AB
= J (P(x,y,z)cosa + Q(x,y,z)cosie + R(x,y,z)cosr)ds  

AB
где cos<2, cos/?, cosy -  направляющие косинусы вектора x касательной, 

направленного в сторону возрастания дуги AM =s.

7. Формула Грина-Римана
N

у  = (р2(х) (а < х ^ Ь )  (рис. 12.13).
Будем считать, что функции />(.х,>’) и

дР—  непрерывны в области D = £ . Тогда 
ду

/А
/  У = <Рг(х ) 

А ( I5/ |
\ \ у =<рА х ) /

/  1 '  11

1 i ьл
nl--- !--------------------

•111

Рис. 12.13| | |Р ( д г , ^ ) Л =  J  P(x,y)dx+  J  P(x,y)dx =
I yj V

AMB BNA
щ. m  , ь ь

= J  P (x ,y )d x -  J p(x,y)dx  = ]p(x,<p (x))dx-^P(x,<p2(x))dx =
■ ШЧ a n b  0 “

-\(p(x,<p1(x))-p(x.<p,(x) ) ) < f r = - j [  J  ^ d y
e l  Ф,(дг)

т.е.
/  . 
L

i  D %
Легко видеть, что этот результат верен и 

в случае, когда контур L содержит в себе и 
отрезки, параллельные оси Оу (рис. 12.14). 
Действительно, в этом случг.е, очевидно,

15



J  P{x,y)dx = |  P(x,y)dx = Q.
BB' A'A

Предположим теперь, что контур L составлен из линий: * = и 
х = У/2(>’) (c<y<>d), а функции Q(x,y)  и
г\Г)
—  непрерывны в области D (рис.12.15).
дх

Тогда
ФQ(x,y)dy = J Q(x,y)dy+  J Q(x,y)dy =
/  u  w

AN# BMA
= J Q (x ,y )d y -  J  Q(x,y)dy  =

ANB AMB

i t .............. *

/  °

м /
х \ г 2{у )

А
О»---------------------

) n

j  Q{v 2 - 1 e(!/'i (y), y)<fy =
С с

 ̂ Ы>’)ЯГ)
= J ( e ( v '2 ( y ) ^ ) - e ( ^ i W . j ,) ) ^ , = J  j

Рис. 12.15

.*W
dy

т.е.

Z. £>
причем это равенство, очевидно, верно и тогда, когда контур L содержит в 
себе и отрезки, параллельные оси Ох .

Предположим, наконец, что контур L и функции Р(х,у)  и Q(x,y) 
удовлетворяют одновременно условиям 1-го и 2-го случаев. Тогда, складывая 
оба полученных результата, будем иметь

dQ дР
ду)

Эту формулу называют формулой Грина-Римана.
Она выражает криволинейный интеграл 2-го рода у 
по замкнутому контуру через двойной интеграл по А 
области, ограниченной этим контуром.

Пример 12.5. Вычислить интеграл

I  = $ y 2dx + (x + y )2dy,
L

где L -  контур треугольника с вершинами 
0 (0,0), Л(0,1), fi(l,0 ) (рис. 12.16).

Вычисляя интеграл непосредственно, имеем:

ds (12.9)

Рис. 12.16
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/ -  f y'dx + i x + y f  d>'+ f  y 2dx + (x + y f  dy+ J  y 2dx + (x + y f d y  =
L  ob №A, о 1 1

= J (0 + y f  dy + J [(l -  x ?  + »2 (“ 11 ) J *  = ~ J J'2* ' + f (2* -  л'  )dx =
0

= - i + 1 _ I = I
3 3 3

Вычисляя тот же интеграл по формуле Г'рина-Римана, получим
1 (  1- х

: j j  [2(х+>>) -  2 у ] Л  = 2  J J  = 2  j  dy\dx = 2 \x ( \ -x )d x  =

- 2 ^ x - x 2^d x -2
{ 2 з 4JC _ JC
T 3

0\  0
1

8. Условие независимости 
криволинейного интеграла 2-го рола 

от пути интегрирования

Предположим, что интеграл J  (f(jc  ,у) ,ds} не зависит от формы дуги
АВ

'w'

А В , а зависит только от положения точек А и В . 
Тогда

J (^ (*  ,У) ,ds)= j (f(jc  ,у)  , * ) ,
ЛЛВ АШ

т.е.
J  ( f ( ac , у )  , * ) -  J  ( f ( x  .у) , л )  =  0

/Ш8
ИЛИ

т.е.

|  (F (x  ,у)  ,& ) + f  (f( .c  ,у ) ,<fc) = 0,
ANB ВМА

|  (F (x ,y ),d s) = 0,
л  № Ш  г __ _._______ зд----- .---- — |

^ гко убедиться в том, что эти рассуждения верны и тогда, когда дуги

л ш  „ ANB имеют более двух общих точек



Итак, если интеграл J >>),&) не зависит от формы дуги АВ То
К.!

АН
при любом замкнутом конту ре L будет справедливо равенство

L
Повторяя рассуждения в обратном порядке, получим, что и, наоборот 

если J ( f u , >>),*)=о по любому замкнутому контуру L , то интеграл 
L

J ( f ( x,y),ds} не зависит ог формы дуги АВ . Таким образом, независимость
и

АВ

интеграла от формы дуги равносильна равенству нулю этого интеграла по 
любому замкнутому контуру.

дР дОТеорема 12.1. Пусть функции Р(х,у), Q (x ,y ), — , —  непрерывны в
ду дх

области D , ограниченной одним замкнутым контуром. Тогда для
И и _

x,y)dx + Q {xy)dy  от формы дуги ABeD
АВ

необходимо и достаточно, чтобы при всех (л:,у)  е  D выполнялось равенство

( 12.10)
ду дх

Достаточность. Пусть L -  произвол ьный замкнутый контур в D, а 
Dx -  область, ограниченная контуром L . Поскольку Д  с  D , то, на основании 
формулы Грина-Римана

y)dx+Q (x,y)dy  = jjf Щ- -  = JJo-ds = 0,

что и требовалось доказать.
Необходимость. Дано, что ^\P{x,y)dx + Q(x,y)dy = 0 по любому

L _
замкнутому контуру L e D . Докажем, что тогда для всех (х9у)е&  
выполняется равенство (12.10).

Предположим противное, т.е. пусть в некоторой точке М (х х,у \ )е В

будет, например, ^ -  —  >0. Так как на основании условия, есть
дх ду дх ду

непрерывная функция, то, в силу леммы о сохранении знака, существует
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т а к а я  окрестность С£(М ), что неравенство g - - ^ > 0  вы порется всюду в

п  - Г  ( и Ь Д  Возьмем в этой области произвольный замкнутый области L>\ ^
контур А . ограничивающий область Z)2 c D ,. Поскольку ~ > 0  всюду

в D2, то и

П {д х  д у Г

а значит, в силу формулы (12.9),
fyp(x,y)dx + Q{x,y)dy > 0 ,

что противоречит условию. Гем самым доказзна необходимость.
. и

Пример 12.6. Возьмем интеграл /  = J ydx + (x  + y )d y , где АВ -  дуга с
■илв

началом в точке Л(1,1) и с концом в точке 5(3,2). Поскольку в данном 
случае Р{х>у)=у, Q(x,у ) - . с + >’, то справедливо равенство 

ду __д(х + у)  У
ду дх 2

Поэтому интеграл /  не зависит от формы дуги
и

АВ , а зависит только от положения точек А и В , 1 
в связи с чем его записывают просто так:

(з,2) 0
/ =  J  ydx + (x -\-y)dy.

(14)

Беря в качестве дуги АВ линию АСВ, У 
состоящую из отрезков, параллельных осям 
координат, (рис. 12.18), получим

/ =  J  ydx+{х+y)dy + j  ydx + (x + y ) d y -  
св 

3 2 

= J 1 ’ dx + 0 + J(3 + y)dy  =
1 i

в

А С \
111
1 3
Рис. 12.18

L

AC

Рис. 12.19

= *|r + 1 13= 3 -1  + 6 - - 2 - 3 -  — = — .
2 2

Примечание. В доказательстве теоремы 12.1 использовалось,
19
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область D ограничена именно одним контуром I ,  а не несколькими. R ^
случае, какой бы контур Z,, в области D мы не взяли, область ограниченна
этим контуром, также принадлежит области D (рис. 12.19). Ниже 
понятие о связности области. 0

Область, ограниченна одним замкнутым у 
контуром, называется односвязной. Если же DD 
состоит из нескольких замкнутых контуров (в 
этом случае 3D называют еще сложным 
контуром), то область D называйся 
многосвязной.

Например, на чертеже 12.20 приведена 0 
трехсвязнгя область. рис 12.20

9. Условие полного дифференциала

Если z = F (x ,y ) ,  то - -  и ~  также есть, вообще говоря, функции от х 
сх ду

и у , а значит, полный дифференциал функции z имеет вид
dz = P(xiy)dx + Q (x ,y )dy .

Возникает вопрос: каждое ли выражение вида
P(x,y)dx + Q(x,y)dy  (12.11)

является полным дифференциалом некоторой функции z  = F ( x ly ) ‘?
Q j y  дО

Теорема 12.2. Пусть функции P(jc,j>), Q (x,y ), — , —  непрерывны в
ду дх

односвязной области D. Тогда для того, чтобы выражение (12.11) было 
полным дифференциалом некоторой функции z ~ F ( x ,y ) ,  необходимо и
достаточно, чтобы для всех (х,у)  е  D  выполнялось равенство (12.10) 
dP = dQ 
ду дх

Необходимость. Пусть P{x,y)dx + Q{x,y)dy = d z , где z = F(x,y) -  
некоторая функция. Тогда

P h , y ) . « Д О - ) - 0 .

а значит
дР d2z cQ д2г ( 12.12)
ду дудх дх схду 

Поскольку условия теоремы Шварца (см. главу X) выполнены, то из (12.12) и
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*, х, +Дх

Рис 12.21

8Р -  Ш. всюду в D . 
с л е д у е т ,  ч т о - -  —  всюд>

Д о с т а т о ч н о с т ь .  Пусть равенство (12.10) выполнено всюду в области
5  Возьмем в ней произвольную, но
фиксированную точку А(х*,у0) и переменную ,
(текущую) точку В(х,у)  (рис. 12.21). Введем в
рассмотрение функцию.

(**.v )

F (x ,y )=  J P{x,y)dx + Q(x,y)dy  (12.13)
(■Wo) 0

интеграл справа, в силу предыдущей теоремы, не
^  г, №  дРзависит от формы дуги АВ. Вычислим —  и — .

Пуспъ -  некоторая фиксированная точка области D . Тогда
F (x l +AAr,y1) - / r (xl,y ,)=

(х,+Д*,.п) (*,>’1)
= J  P (x ,y )dx+ Q (x ,y )dy -  J  P(x9y)dx + Q(x>y)dy.

(Wo) <Wo)
Второй интеграл справа возьмем по произвольной дуге АВ]9 а первый -  по

г
дуге АВ{ В{ . Получим

F(x1+Ax,y1)~ F (x 1,>^)= J P(x,y)dx + Q(x,y)dy,
а д '

а так как J Q(x,y)dy = 0, то

JCi+Ax
Ar/r(^i,^i)= J p (x, _>>)<& = J / >(x,.y)rfr=P(£>'1)Ax,

B.s,' J&
где £ € (.г, ,x{ +Дх}). Следовательно,

Отсюда в пределе при Ах-+0, в силу непрерывности функции Р (х ,у ), 
получим

г / ч
— 5 — ^ . й )-

ольку произвольная точка области D , то всюду в D
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dF
_  02.14)

Совершенно аналогично доказывается, что для всех (х ,у ) е  D  будет

(12.15)
Из (12.14) и (12.15) вытекает равенство P{x,y)dx + Q(x,y)dy = d F , Что и 
доказывает достаточность.

В силу только что доказанной теоремы, теорема 12.2 утверждает, что 
(при предположениях этой теоремы) криво линейный интеграл не зависит от 
формы дуги тогда и только тогда, когда подынтегральное выражение является 
полным дифференциалом некоторой функции.

10. Нахождение функции по ее полному дифференциалу

Пусть выражение (12.11) есть полный дифференциал некоторой 
функции F(x,y).  Тогда эту функцию называют 
первообразной выражения (12.11). Равенство у
(12.13) фактически дает способ нахождения v 
первообразной, т.е. нахождения функции по ее 
полному дифференциалу.

Поскольку интеграл в (12.13) не зависит от 
формы дуги, соединяющей точки Л(*0,>>0) и 
В (х ,у ) ,  то, беря в качестве этой дуги, например, 
линию АСВ  (рис. 12.22), получим из (12.13)

>о

В

А С•
—  1 .. ______ Ш

Рис. 12.22

F (x ,y )~  J P(x,y)dx + Q(x,y)dy + j P(x9y)dx + Q (x ,y )dy9
AC C3

т.е.

F(x, y )=  j  P(x,y)dx+ j  Q (x ,y)dy . (12.16)
*0 Уо

Пример 12.7. Пусть dz = ydx + (x + y)dy  (выполнение условия (12.10) 
было проверено в примере 12.6.). Тогда (рис. 12.23) у

х У 2
z  = \Q-dx + \(x+y)dy=*xy + Z - .

0 0
Примечание. Функция, найденная по формуле

(12.16), зависит от выбора точки А[х0,у0). Берч в 0
качестве А другую точку области D , получим другую 
первообразную Ф (х,у). Она отличается от /"(*,>>) на

В(х,у)

X
Рис. 12.23
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постоянное число. Действительно,

дх
и аналогия но

чУ
_ ,Ыг. v\ Я г  v) не зависит ни от х , ни от у , т.е.Таким образом, Ф(х,.у) П У  » '

0 (x ,^)-F (jc ,> ’)= C , (12.17)

В равенстве (12.17) положим (-<,_у)= (-^О'Л) • Получим С — Ф(*о, j>q ) > а 

Подставляя это в (12.13), находим
(х*у)

J P(x,y)dx + Q(x,y)dy  = Ф(ж,у)-  Ф(W o ) •
(Wo)

Этот результат записывают обычно так

]P (x9y)dx + Q(xfy)dy = Ф (# )-Ф (Л ). (12.18)
А

Поскольку здесь Ф(х,у) -  любая первообразная подынтегрального 
выражения, то формулу (12.18) естественно назвать формулой Ньютона- 
Лейбница для криволинейного интеграла 2-го рода.

11. Интегралы по поверхности 2-го рода

Пусть в каждой точке гладкой поверхности I  задана вектор-функция 
Ffay*2) (рис. 12.24). Разобьем I  на 
элементарные части На
каждой из площадок Л1к возьмем 
произвольную точку Mk(Zk*4k£k) и 
вычислим Введем вектор Аак ,
направленный по нормали к площадке ЛЕк в 
точке М1: и численно равный по длине 
площади л а 4 площадки Л1'к . Составим сумму

Д ** F {  М к )

п

где ( /* (& ,% ,* ) .Д ^ ;) Рис. 12.24
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есть скалярное произведение векторов F  и А&к .
Обозначим через X наибольший из диаметров площадок 

Предположим теперь, что —> 0 , т.е. что каждая из площадок стягивается* 
соответствующую точку М к . Если существует предел

не зависящий от способа дробления поверхности I  и выбора точек Ык т0 0н 
называется интегралом 2-го рода вектор-функции F(x ,y ,z )  по поверхности 
I  и обозн ачается (Т (f(*, у , z \  dcs).

Рис. 12.25

При таком определении молча предполагается, что на всех площадках 
Л1к векторы Астк направлены по одну сторону от поверхности I , в связи с 
чем, эта поверхность считается односторонней. Если же одновременно 
направления всех нормалей поменять на противоположные, то интеграл 
изменит знак. Поэтому интеграл по 
поверхности 2-го рода определяется с 
точностью до знака. Знак же такого интеграла 
зависит от того, по какой стороне поверхности 
ведется интегрирование.

Для выяснения физического смысла 
интеграла по поверхности 2-го рода 
предположим, что v(x,y,z) -  скорость частиц 
жидкости в точке M (x ,y ,z )  (рис. 12.25), а 2Г -  
воображаемая поверхность в этой жидкости.
Тогда за единицу времени через площадку Л£к протекает объем жидкости, 
приближенно равный

д 'vk = До*Iv(M k )|cos v{Mk), \ а к j  = (v(M* ),Д с^).

Следовательно, через всю поверхность I  за время t = 1 протекаег объем 
жидкости, равный

v  = \ \{v{x,y.z),tid)
I

( V -  поток жидкости через эту поверхность).
Если Е — замкнутая поверхность, то интеграл обозначают

V = [|j^v(.c,>y,2:),tfa). В этом случае, если не оговорено противное, векторы
I

Acsк принято направлять наружу.
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интеграл

Пример 12.8. Пользуясь определением, вычислить поверхностный 
t i ( r ja ) ,  где г  -  радиус-вектор

точки, а I  -  полная поверхность тела,

ограничен лого конусом z  = у/х2 + у 2 и 
плоскостью z = h. (Рис. 12.26)

Имеем
f l ( r , t e }  = f j ( r ,d ^ )+  / /  (r ,d S ),

где 2Гб -  боковая поверхность тела, I  (К.Н ~ 
поверхность основания.
Поскольку r(N k)±Acrk всюду на 1 6 , то

= а значит

j f ( r ^ c r ) =  f j  (М с т )= Н т £ (г (Л /Д Д с г* )  =
г т x_K,*=l

п
= L im ^|r(M *)|Ao-*c°s r* =

Jt=I
П П 7=  lim ^ Г /fzla* =  Л lim  = h nh =nh

A.->04=1 'v~T'4=i
Пусть а* , р*, yk -  углы вектора Дак с осями Or, Оу\ O z . Тогда 

Аок = (Аок cosuk )/ + (Аа к cos $к ) j  + (ДаА. cos уА. )&. 
Поэтому, если F (x9y ,z )  = P{x,y9z ) i  + Q(x9y 9z ) j  + R(x9y 9z)k , то 

[Р(М к), До* ) ~  )cosat +

+£?(&>%,£*)со8У?4 + R(£k,T]k ,Ck )<*>*'/к )Л<7*
а значит

Jf(^(*.y,z),A <r)=lim  )coea*+

+(?(& , 7b  £* )cos Д  + Л ( & , % , ̂  )cos ̂ ) Да* (12.19)
Справа стоит интефальная сум\::а функции P(x9y 9z)cosa + 

*Q(x>y,z)cosfl + /£(.x,^,z)cos/ для интефала по поверхности 1-го рода (см. 
ыражение (12.9)). Величины а, р  ,у  являются здесь, очевидно, функциями 

’ '^леДОвательно, мы получаем формулу, выражающую интеграл по
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поверхности 2-го рода через поверхностный интеграл 1 -го рода
|J(F(jc,y,z),Acr) =
2

- Л И * м )  со на + Q(x,y,z)cosfi + R(x,y,z)cos y )d a  ( 2qj

Отсюда, e частности, слех;ует, что если функции P{x,y,z), Q{x.y 2j 

R{x,y,z)  непрерывны на поверхности 2 \  то интеграл jj(^(*,.y ,z)

существует.
Отмстим еще, что формула (12.20) 

напоминает по внешнему виду формулу (12.9), 
что говорит о сходстве связи интегралов по 
поверхности 2-го и 1-го рода и криволинейных 
интегралов 2-го и 1-го рода.

Обратимся к формуле (12.20).
Проектируя бесконечно малый вектор da  на 
плоскость хОу ,  получим (см. рис. 12.27)

d a c o s y  = dS(3\
т.е.

d c r c o s y -d td y .
Здесь пол, dxdy подразумевается элемент площади в плоскости хОу. 
Совершенно аналогично получим (в том же смысле)

da  • cosa = dydz, da  cosp = dxdz 
(при этом предполагается, что все три угла: а , р ,у -  острые).

В связи с этим равенство (12.20) формал ьно записывают так: 
J J ( F ( x f* z ) , A a )  =  J J  P (x ,y9z)dydz + Q(x,y,z)dxdz + R(x,y,z)dxdy .
2 ' I

Правую часть называют скалярной формой интеграла y,z),Aa). Ее

следует рассматривать как сумму трех интегралов, каждый из которых может 
быть сведен к двойному. Например, если z  = <p(x>y) -  уравнение поверхности

27, и D — ее проекция на плоскость хОу, тс, на основании формул (12.20) и
(12.3), имеем

J J  R(x,y,z)dxdy  = J J  R(x,y,z)cosyda =
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JJ Я(х,у,<р{Х’У))

J д(р
ду

KSHf dxdv

J J R{x,y,z)dxdy = J f  R{x,y,<p{x,y))dxdy.

Аналогично,^переписав уравнение ж - « х .у )  в виде и
= г ( х 2 ) (предполагается, «гго функции y { y ,z )  и *(* ,*) однозначны и 

имеют непрерывные частные производные 1-го порядка), будек иметь 
\\p{x,y ,z)dydz  -  jj /•(*(**),**)«$*& ,
i  О1"
f f Q{x,y ,::)dxdz= J J  Q(x,X {x,z),z)dxdz 
33 &1'

где D{]) и Da) -  проекции поверхности I  на плоскости yOz и xOz. При 
этом в общем случае каждый из трех интегралов берется со своим знаком или 
с противоположным - в зависимости от знаков величин c o sa , cosp и cosy. 

Пример 12.9. Рассмотрим интеграл
/  =  J J  xyzdydz + +(-r -yz)dxdz + [х2у 2 + z)dxdy,

где Е -  часть плоскости x + 2<y + 3z = 6 , 
расположенная в 1-м октанте, причем 
интегрирование ведется по верхней 
стороне плоскости (рис. 12.28).

Разрешая уравнение плоскости I  
относительно каждой из переменных, 
получим

х = 6 - 2 у - 3z, у  = 3 -  — - - г ,
2 2

1  2z = 2— х — у ,
3 3^

а, значит, исходный интеграл равен

JJ  ( 6 - 2 y -  3z)yzdydz + ff [ x - [ l - - - - z \ z \ d x d z  
с№ (̂2)4 v 2 2 у у
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д ( * 4 * - Н ' )

\  3
dxdy = J 

'  0

( ,  2 Л2--у
у  J  (6-2y-3z)z<afz dy 

0
v У

[ Ь Н - Н К

3
dz + |  

0 Т ^ Н ' - и } dy

12. Формула Остроградского- Гаусса

Пусть D -пространственная односвязная область, 
ограниченная снизу и сверху гладкими поверхностями
I ,  и 1 2 с уравнениями z = ̂ (jc ,y ) и z = ̂ 2(*,y)
соответственно (рис. 12.29). Далее, пусть G -проекция 
области D на плоскость хОу. Предположим, что

функция /?(*,>>,г) и —  непрерывны в области D. 2
dz

Тогда, обозначив I'Xv 'L2 =Y. , получим

®  * < « • . z)dxdy = ff« (< .V , z)dxiiy z)dxdy

(интеграл по поверхности £, берется с 
противоположным знаком, потому, что интегрирование v 
на ней ведется по нижней стороне поверхности). х

Выражая интеграл по Zj и Z2 через двойные 
интегралы, будем иметь:

[Ц" R(x,y,z)dxdy = \\R{x,y,<p2 (x,y))dxdy -  §R {x ,y ,q \  (x,y))dxdy =

Рис. 12.30

(дг, >•)) -  (x,y)))*ft/y = JJ J —  dz
О G \ М Х’У)

dxdy.

Окончательно

(12.2Dj j  R(x,y,z)dxdy = j j j ~ d V

1 D Очевидно (см. рис. 12 30), что формула (12.21) верна и тогда, когда oD 
содержит в себе и цилиндрическую поверхность 1 3, с образую
параллельной оси 0z (поскольку в этом случае JJR(x,y,z)dxdy = 0).
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очевидных предположениях)

rff P(x,y,z)dyt1z = J J J  — dV 
°

f l Q ( x , y , z ) d * k - S l l f < I V .

С к л а д ы в а я  все три результата, получим 
[jj P(x,y,z)dydz -г Q(x>y,z)dxdz +R(x9y 9z')dxdy - Рис. 12.31

dV. (12.22)
дх ду dz

Эту формулу называют формулой Остроградского-Гаусса. Выражая 
интеграл по замкнутой поверхности через тройной интеграа по области, 
ограниченной этой поверхностью, она тем самым является пространственным 
аналогом формулы Грина-Римана.

13. Формула Стокса

Пусть L -  не пересекающий сам себя пространственный контур, на 
который можно натянуть гладкую поверхность X, пересекающуюся с любой 
прямой, параллельной оси 0z, не более чем в одной точке (рис. 12.32). Далее, 
пусть Г-проекция контура G на проскости хОу , a D -  область ограниченная 
контуром Г. Пусть, наконец, z = ̂ ?(jc,>>) -  уравнение поверхности I ,  а
P(x,y,z) -  функция, имеющая на поверхности £  непрерывные частные

производные —  и — .
ду dz

Имеем

Ф P{x,y,z)dx  =||]Р(дг,-у,,р(х, y))dx
I  г

или, на основании формулы Грина-Римана,

т.е.

J  Р(х, у ,z ) -  - ) \ d~ \ z^ xy)dxdy - J f дР
dz =<Р(Х'У)

д<р
ду

dxdy (12.23)

УРа®нение z~<p(x,y) в виде -(p(xyy )  + z  = 0, заключаем, что 
шие косинусы нормали этой поверхности равны
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coscr =

д(р
-fa­

il +

COS p  ~

c o s y  =

1 + f  ̂  
I dx

2 /  
+

Поэтому

d<p 
I dy .

(12.24)

J j f l  *M*.y)dxdv =

- f l f U v i l ? * * -

ap cos/

= f j 5 |x ^ ) C O S / ? J l  + f  <?£ 
l a c > . J

QP
dxdy-  ГГ— cos/? d a .  

JJ rkdz

Подставляя это в (12.23), получим

§P{x,y , z) ix  = f l ( f c o s / ? - " c o s x  У<?.

Точно так же, сделав очевидные предположения, 
получим формулы

f]R(x,y9z)dz = f ff— c o s a - —  cos/? dcr (12.26)
£  *У V Sv dx )

(12.25)

O' x.

dr

,>%z)/y = J f f " C o s / ~ ^ c o s a
i

Складывая все три результата, будем

d a .  

иметь

(12.27)
Рис. 12.32

1ри рслулыаш, иудем иметь 
|j\P(x,y,z)dx + Q(x,y,z)dy + R(x9y,z)dz = 
I

• я
(дР  3R_ d R \

Icos р  4
dR 6Q \----------El cos а  + ------------ I

£L .v^  &  J V&  v '
Эта формула называется формулой Стокса. Ей 
символический вид

<Э£? дР cosy rf<x. (12-28)
йх ду J

можно придать следук>1Ш1й
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^ p ( x ,y , z y x  + Q {x,y^)dy + R (x^ ^ y k -\\

cos а cos/? cosy
д д д
дх ду dz
Р Q R

d<7.

П имечаниеЛ. В формуле Стокса направление интегрирования в 
интеграле слева и сторона поверхности 2 , по __
которой ведется интегрирование, должны быть 
согласованы между собой. Рассмотрим этот вопрос 
подробнее.

Последняя из формул (12.24) означает, что 
всегда c o s /> 0 . Следовательно, воспользовавшись 
формулами (12.24), мы имеем дело с интегралами 
по верхней стороне поверхности I .  С другой 
стороны, использовав формулу Грина-Римака, мы ^
предполагали, что в интеграле |J\Р(х,у,<р(х>У))<Ь ?ис 1233

интегрирование ведется против часовой стрелки. Но тогда в интеграле 
jJ]P(jc,j\z Idfr интегрирование должно вестись так (см. рис. 12.33), чтобы с
L
верхней стороны поверхности £ оно казалось происходящим против часовой 
стрелки. Именно при таком условии была выведена формула (12.25).

Если же теперь в интеграле [J]P(x,y,z)dx  поменять направление
L

интегрирование на противоположное, то правая часть формулы (12.25)
изменит знак, а это будет означать, что в интеграле справа направление
нормали изменилось на противоположное. Однако, и в этом случае с конца
вектора нормали интегрирование по контуру L будет казаться происходящим
против часовой стрелки. Таким образом, формула (12.25) имеет место, если в
интеграле справа вектор нормали к поверхности £ направлен в ту сторону,
откуда направление обхода контура L кажется происходящим против 
стрелки часов.

rррм Аналогичное замечание касается и формул (12.26) и (12.27), а значит и 
всей формулы Стокса.

всех QQ̂TQHe4aHUe ^  ^ СЛИ Г10веРхность £ такова, что ‘"верхняя” нормаль во 
ф орм улы  ^ Р ^ у е т  острые углы с осями Ох,Оу и Oz, то правую часть
Рода в ска.тяТ0КС- ^ 0ЖН0 ПРвставить в виде интеграла по поверхности 2-го 

ной форме, и тогда эта формула запишется гак:
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Ijj* \*,S,z)dx  4 Q(x,y,z)dy + R(x,y,z)dz = 

JJ I fiv П7 I '  l Яг rbr I I Av Aj

д х '  ду ' dy d z '  dz 8x

dxdy Щ  Щ  m(,2-29) Достаточность условии (12.31) вытекает из формулы Стокса
Чины Р  и Q  з а в и , необходимость проверяется так же, как и в двумерном случае

в плоскости" Т кК00т* ТаК " ! ^ ЛУЧае ДВуХ НеИВЖИМЫХ переменных, доказывается
-  и л% , а ^ что условия (1 2 .3 1 ) необходимы и  достаточны для

w o . чтобы выражение Z( В {х у  z )

jp I, Ф  o z ) * I, dz д х )  ^ ду у 

Примечание 3. Предположим, что величины Р и Q зависят только 
и v, a R ( x ,y , z ) a 0. Далее, пусть контур L лежит в плоскости *()>■, а 0 ,  в ы р а ж е н и е  ^  Vo, Zo)
ограниченная им область этой плоскости. Тогда а -  В -  90°, у = п „ Т°Г°’ d/v v z № + 6 (x^ , z ^ + \ Х*У* > * *
П Г 10, ^ и’ и *  Л * * * ;  S L l - —-n M i некоторой(12.29) по;гучим

*&я[у

бы ло полны м  дифференциалом некоторой 
ф ункции F ( x , y , z ) .  Поэтому предыдущая
теорема, как и  в двумерном случае, утверястает, 

— т ЯП 2 -го рода поI  D V - нгу те о р е м а ,^ - '— —  интеграл 2-го рода по
а это -  формула Грина-Римана, являющаяся, лаким образом, частным случаем 4X0 криволинеи^ Ы не завиСит от формы этой Рис 12 34
формулы Стокса. Обратно, формула Стокса есть обобщение формулы Грина- пространственной дуге когда подинтегральное выражение является
г» w хп гл а  И ТОЛЬКО ТОГ,-1»?Римана на пространственным случаи. дуги тогда «^птооой (Ьункции.

г ; ; ; : : г  Г "  Г Г е р ^ б р » . *  «
14. Условия независимости криволинейного интеграла * ФУ®®®1 V 5 \ Лх + 0 (г г)<(у+ #(*».У>2)<*г '

по пространственной луге от формы дуги ”VX’3’»Z; ’ ’ iit /nur i?
может быть найдена, как нетрудно сообразить, по формуле (рис. 12.34)

Предположим, что функции P{x,y,z), Q(x,y,z), R(x,y,z) и их j  г W x + f 0 (^>'.Zo)<fy+}^(x,y,.O^z ■
0P 0P Э0 S£> ал dR n ^ , y , z )  j о- о J

частные производные — *— — .—  неппеоывны i kнепрерывны в
oy dz ox dz dx dy - / п ш  ппя инт«*п>ала (12.30) легко получить При выполнении условии (12.31) для инт.гр у

пространственной области D . Эту область будем считать такой, что на любой ф0рМуЛу Ньютона-Лейбница, аналогичную формуле ( 2. ). 
замкнутый контур, принадлежащий области D , можно натянуть гладкую 
поверхность, также полностью принадлежащую этой области. Примером
Т Я К О Й  П П П Я Г . Т И  М П М Г ^ Т  г м г ч / и г ы п .  т т а / ' - п  » / о м уттлг r r m n t n  v a h t  г д и т п и и А П Г Н М И

I ’ * • ipilllu/v1
такой области может служить область между двумя концентрическими 
сферами. Наоборот, шар не является областью указанного типа.

Так же, как и в двумерном случае, легко показать, что равенство нулю
интеграла j |}P(x,y,z)dx + Q(x,y,z)dy + R(x,y,z)dz  по любому гладкому или 

L

кусочно-гладкому контуру L e D  равносильно независимости интеграла

J P(x,y,z)dx + Q(x,y,z)dy + R(x,y,z)dz  (l2J0)
АВ

от формы дуги АВ.
Теорема 12.3. Для того, чтобы интеграл (12.30) не зависел от фор^ 

дуги АВ, необходимо и достаточно, чтобы всюду в области D в ы п о л н я л и с ь  

равенства

32

Задачи и упражнения к главе XII

1. Найти массу линии д> = л / ?  (0^д :< 4 ), если плотность в каждой ее 

точке равна у = х.
2. Найти массу дуги линии >>2 =4л: (>>^0) на участке лее[0,4], если

плотность в каждой течке равна у  = >/*
3. Найти площадь цилиндрической поверхности д> = 1пд, вырезанной

плоскостями z = 0, х - 1, х~Ъ  и поверхностью z - x 2 .
Н айт боковую поверхность тела, офаниченного плоскостями 
*Г~ 1’ z = 0 и поверхностями у2 = Л> z ^ y fx  .



2 )

5. Найти площадь цилиндрической поверхности *2 +>’2 = 4 ч ВЬ1
2 **Ч1 ■плоскостью z  =  0  и поверхностью z  = [y+2)  .

6. Найти площадь части поверхности у = вырезацц 

плоскостями z  = 0, х = 3 и поверхностью г  =  jc2 .

7. Найти массу параболической оболочки z = ^ x 2 + ^ 2j (0< z < 

если
8. ее плотность в каждой точке равна у  = 2 .

9. Найти момент инерции поверхности z  = y[x2 + y 2 (0<z<ij 
относительно оси Oz .

10.Вычислить массу части поверхности z = х 2 + у 2 (0 < z < 1), если 
плотность в каждой ее точке равна у  =| ху | z .

11.Вычислить работу силы F ~ ( x + y ,  2х) вдоль первой четверти 

окружности х2 + у 2 = 4.

12.Вычислить интеграл | cosydx + sinxdy для
АВ

точек и  £ ( ; г , 0) .

13.Вычислить интеграл [f arctg~dx, где L-
х Рис. «.35

изображенный на чертеже 12.35 контур.

Непосредственно и при помощи 
формулы Грина-Римана вычислить интегралы:

\4.]^(х + у )2d x - ( x 2 + y2^d\') где L -  треугольник с вершинами (1,1)»
L

(4,4).

15-|f](*2 + y ]d x - ( x  + y)dy,  где I  -  контур, образованный линиями * 
L

v=0, x--y = 2 t y  = yfx
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\2d  где L -  контур, образованный линиями

x 2 +  y 2 = l, Х +  У  =  I  ( * > 0 ’ ^ > 0 ) -  

1? ^ й 'у  + У Л гд е  L -  контур, образованный линиями y= 0, v = x и

I
»»й 2 , ..2 _ Л2

18- ^ x y 2d)’- x 2ydx , где £ ~ окружность x + y  = a  .

19. 'вычислить интеграл \j\{x + y)dx + { x - y ) d y , где L -  эллипс

£_ + Z l = l . Объяснить результат.
2 h2 a о

Вычислить интегралы:

(2.3)
20 J (x~y)dx  + (x -y )d y -  

(o,i)
(3,0)

21. J (.r4 + W ) ^  + (6x:y - 5 / ) < / y .
( -2, - 1)
(2.1)

22. J (x2+ 2 x y -y 2)dx + (x2 - 2 x y - y 2\dy.
( 1,0)

23. При помощи формулы Ньютона-Лейбница вычислить интеграл.
( м )  j  ,  . jг xdx + ydy

J /  2 "2
(1,0) V* + /

24. По формуле Ньютона-Лейбница вычислить интеграл
(л\0)

|  cos х sin ydx + sin jc cos .

H)
ычислить интеграл +y}dx + ( x ~ y ) d y , где L -  эллипс

? v = 1 -
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, ,  о .. -  f 1 1 1 ] XIII. Интегралы, зависящие от параметра
26. Вычислить работу силы F  = j I вдоль прямолинейного отре!Ка

2 Х , (Пппелеленные интегралы, зависящие от параметрасоединяющего точки (1,1,1) и (2,4,8). 1. Определенные н

27. Найти работу силы Пусть [а,*] -  конечный отрезок оси Од, а Е  -  некоторое множество на

^  = |г , ' / 4 - у 2 ,дгу| вдоль дуги винтовой линии j
,„ .и Ov. Р ассм отрим  интеграл: 

х — 2  c o s /  ^  '  ь
у  = 2 s i n /  ОТ точк, \ f ( x ,y ) d x

а
— рде /(*,>>) при каждом у е £  есть интегрируемая на отрезке [a,b] функция,

пересечения с плоскостью хОу до точки пересечения с плоскостью ,  -  о При переменном у этот интеграл есть функция, определенная на множестве Е.

28. При помощи формулы Ньютона-Лейбница вычислить инте.рал ~ ^  раСС'4°'фИМ ФУИКЦИЮ- ь
(2-3-4 ) Ф {y) = \ f { x , y ) d x  (13.1)

I  xdx + y 2d y - z 3ctz. . ;•< a
(1,1,1) В стоящем справа интеграле переменную у  называют параметром.

Будем предполагать, что множество Е  имеет по крайней мере одну

Найти u(x,y ,z) , если: предельную точку у„.'  г  Тогда существует числовая последовательность \уп) е Е , такая, что

/  ,  ч I  L i m y ^ y o -

2 9  d — 2 И ^ I х41' ] я—кои -  2х Inzdx + z dy + — + 2yz \dz Предположим, что существует конечный предел:
 ̂ “ > Um f ( x , y )  = <p(x)

30. du = 2xzdx + 2z4dy + (*2 + Syz3)dz T ^  ™  ,1 / Тогда для любого s > 0  существует такое 5 (£,*), что

31. du = 2xz2dx + 2>dy + (2x 2z + 3yz2)dz ( \ y - y 0\<S)=>(\f(x ,y)-<p(x)<e)
Здесь существенно, что S зависит не только от £, но и от х.
Функция f ( x , y )  при у-*Уо называется сходящейся к предельной 

функции <р(х) равномерно относительно х  на отрезке [д,б] если для любого 
* > 0  существует такое ,что

Цд' -  >̂о| < ̂ )  => (|У -  ̂ (^ )| < ̂ ). Vx е [a,*J (13.2)
или

{\у-  Уо\ < 4 => (1/ ( *>>’) -  <р( 4 < £)
В этом случае пишут, f ( x , y ) — — —><р(х)

Л ем ча 13.1. Если функция /(* ,> > ) при любом у е Е  непрерывна по х 

На 01Резке [а,Ь] и при этом f ( x , y ) — >̂<р(х)у то и предельная функция
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<р(х) непрерывна на отрезке [а,Ь]. ь ь

■Выберем в Е произвольную последжггельность {уп} - » л . Тогда „ Lim J / (x,y)dx  = \  ^ x ' y]dx
достаточно большом п будет \y„ -y0\< 8 , iзначит, на основании (13.2) Р а „ мпй „ предельном переходе по параметру под

г з г д а г .  1 Г М £ - М 1Поэтому, положив % ( * ) - / ( * ,  v„), певчим, что последовательное!. Рассмотрим теперь таг случаи, когд I > J 
функций {<рп (л-)} равномерно на отрезке [ai] сходится к функции ю( *) Теорема 13-2. Пусть функция у

М  / М  Непрерывна по совокупности £
переменных 8 прямоугольнике

Поскольку все функции <рп(х ) н е я в н ы  на отрезке [а,Ь], то, „а f = ^ f  ̂ ф у н к ц и я  С ..... Г
основании теоремы о непрерывности пресной  функции фяициовальнй Ла 1  „ ‘ 1 шезке fc d] ° «
последовательности, функция <р{хг) также «прерывна на отрезке [„,*].□*> аргумента у непрерывен на тр Ь  J ^  ^

Теорема 13.1. Пусть функция /(*,.у|при любом непрерывна по для Г ю б щ Г "°Л Т  существует такая

ь ь _
Lim [/(*,>>)<& = [«М<& п , в частности, для любого .т e[a,fej будет

метим, что стоящии справа ин:;;рал существует на основании ,i
непрерывности функции <р(х), обеспечиваемой леммой 13.1. Это значит, что f { x , y )  ~* f ( x , y Q). Но тогда, на основании теоремы 13.1,

Снова возьмем в Е последовательности {у } — у0 и положим ’ ’
/ V , /  ! получим

« . ( * )  =  / ( * > * ,)  ь ь

т  ( \ а̂  / \ т Lim f f (x ,y )d x  = [ f l x , y 0)dx,T.Q.
Тогда <pn(x)--yp(x) .  На основании георемы об интегрировании , ,  щ  |

последовательности функций, имеем отсюда - lr(l И 1лшФ(>>) = Ф (> ,) .
I_jni Г / ) г Поскольку здесь v0 -  произвольная точка отрезка [с,а'], то теорема

J  (f>n*Х> ~ J  ' P W *  *т о* доказана. □
° ь ° ь Примечание, Теорема о предельном переходе под знаком интеграла

Lim \ f ( x , y  )dx= справедлива для любого промежутка изменения параметра у , конечного или
я"мо I Ч' I ’ бесконечного (отрезок, интервал, полуось, вся ось).

Это равенство выполняется для л ю 4  последовательности {.у„}еЕ , ..ер ем е^ Г к Г п ^ ^ Г м и ." '0^ '  аНаЛ0™ЧНаЯ °
такой, что Lmy„ =у0, а значит отсюда и слехует соотношение (13.3). о Теорема 13.3. Пусть функция f ( x , y )  непрерывна в прямоугольнике

Примечание. Поскольку равенство<13:(можно переписать так: D ={{x,y)]p^x<.b,c^y<,d} по совокупности переменных, а функции <р{у)
и v {y )  непрерывны на отрезке [с,</]. Тогда интеграл

доказатеш^гвд “ ДШ'ЬНеЙШеМ СИМВ0ЛЫ " ИП "обоняю т соответственно начало и коней
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*Лу)
1{у )=  J  f ( x ,y ) d x

<р(у)
непрерывен на отрезке [с,*/], т.е.

Ил)
L im /(y )=  f f ( x , y 0)dx 

f i )
для любого у0 е[с,</]

>;> ( i+ * 4)'vПри мер 13.1. Вычисли м величину Lim —— =—^-rd!x
у-*0 |  1 + X" + У

Поскольку функции

или, В

» ь ь
= } /(* .> 0  + - /  f ( x , y 0)dx = | ( / (х ,>0 + Д V ) -  / (дг, j ;0 ))& ,

„ а а
c w v  теоремы Лагранжа,

г *
ДФ ( Л  )  =  \Г у  (*> n)bydx =  Д у | / ;  (.г, ,

(1 3 .4 )

непрерывны всюду, то интеграл / (у )  такжг непрерывен. В 
непрерывен при у0 = 0 . Следовательно

у-* 0  J 1 + х +у  ^ 1 +  х  4

2. Дифференцирование и интегрирование 
определенных интегралов по параметру

частности, он

где п « (У о ’Уо +  & ) •  С л ед о в а т ел ь н о ,

У а
рассмотрим разность

—  - \Г у{Х ’Уо)<Ь = \  ( / ;  (*> п) -  Гу (дс.Д'о ))& •
У а а

Поскольку функция fy ( x ,y )  непрерывна в замкнутой области D, то, на
основании теоремы Кантора, для любого е > 0  существует такое S (e )> 0 ,  что 

всюду в D
(\х' -  х"\ <Sr\\y ' -  у"\ < S ) ^  ( |/ ;  (.х ,у ’)~  Гу (х",у")\ < е ) .

В частности, для любого х  € \a,b\ будет

(Ь -У 0| <<?)=> (I/ ;  (Х,У)~ Гу {Х,У0 )| ■< £).
Но если |Ду| < д , то тем более \tj -  у0\ < 5 , а значит

\Гу(х,т))-Гу (х,у0"\<е.

Но тогда

— -  J Гу (х,у0 ) *  ^ \\Г у  (х,п) -  Гу {x,y0^dx <e \dx  = s ( b - a ) .
а а

Теорем. 13.4. Пусть ф унвд,, / М  ol ,  пряж,)тш11ше

<P“ ' 13 0  "  ■ » * * —  ПО ,  н ,  „ ч * , »

11ГГ,1„Г„™Гой оТогда „р „' ̂ „ T . M i Z T r  I I  ' ° ” КУПН“ ™  "Ч ” " '™ *  <>»»» « е в " ,  что „редел сушестдуег „  ранен }/;(«.> • )*,
fhnnMvnr, ’ Функция (13.1) дифференцируема и имеет мес, у  *
формула т о  и доказывает теорему 13.4. □

Формула (13.5) выражает т.н. правило Лейбница дифференцирования
(13.J интеграла по параметру: для того чтобы (при условии теоремы 13.4)

продифференцировать интеграл по параметру, достаточно
продифференцировать по нему подынтегральную функцию.

Теорема 13.4*. (обобщенное правило Лейбница). Пусть функции
f { x ,y )  и Г { х ,у )  непрерывны в прямоугольнике
D -  {(*>.У)|а £ x < b ,c < y < d ]  и кроме того, на отрезке [c.d\ существуют

Ф ' {y)=°\ry{x,y)dx
а

■Возьмем произвольно у0 e [c fd].  Тогда

Дф ( Уо )  = ф (>,о+Ау)~  Ф(>о ) =
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<р'{у) и (//’(у ). Тогда интеграл

*(у)

i{y)= J  А*>у)<ь
<р(у)

дифференцируем по у  на отрезке [c,d], и при этом

^'(>')= } / , '( х>>')Лс+/(^ (^ ) , .у У (> ’)-/(<г>(у),д 'У (> ').
*(у)

Теоремы 13.3 и (13.4*.) позволяют не только вычислять, производную
интегралов по параметру, но в отдельных случаях для этих интегралов явньд 
численные выражения.

Пример 13.2. Вычислить величину

Окончательно

С = - к  \п2.

а + 11(а) = л  In

/ (a) = | l n ( a 2Sm2AT + cos2A:
где а > 1.

В данном случае

Т е о р е м а  13.5. Если функция f ( x , y )  непрерывна в прямоугольнике
D = {(x9y)\a<,x£b,c<y<d},TO

dfb   ̂ bfd  Л
I  \ f { x , y ) d x  dy = \  j  f (x ,y )d x  dy.
c \ a  )  a \ c  )

Утверждение этой теоремы было ранее доказано в теории двойных
интегралов.
Мы ее сформулируем сейчас повторно в связи с последующим ее 
обобщением, которое рассмотрим ниже.

Пример 133 .  Вычислить интеграл
\ x h ~ х“/  = j£ _ iL < £ r ,
i  In*

/(•*■, а) = In (a2 sirr дг + cos2 х ), f i ( x , a )  =  -  2 а*т2 х
'  “ v а 2 sin2 х + cos2*

Эти функции непрерывны на множестве 0,— X[l,+oo). Дифференцируя

параметру под знаком интеграла, получим
п

ПО

2asin2jc
о ^2sin2x-bcos2jr

dx = f = ctgr,x = arcctg/
d x - . *

Hi2

+ 0 0

= 2 a j - dt

Итак,

а значит 

Ho

так что

> ) ( ! « ’ )- I
2a *?( 1______ 1__ V  _ 2a f /г _ к

fl2 - ~ l * U  + f2 a2+t2)  a2 ~ l \ 2  a 2 J  a +  1

l (a )  = тг\п(а + l)+ c . 

l
/ ( 1) = J In (sin2 x  + cos2 x^dx = 0 ,

Л

где a > 0 , b > 0 .
Подынтегральная функция не определена при х -  0 и х  = 1. Но в этих 

точках онг, как легко видеть, имеет устранимые разрывы. Поэтому ее можно 
доопределить предельными значениями в эти?: точках

х!>.-ха хь - х а Lim---------= 0, Lim --------- - b - a
x-nQ h\X  дс-И-0 JnX

Считая функцию доопределенной по непрерывности на всем отрезке 
[ол] , ее можно представить в виде интеграла, зависящего от параметра лг:

xb - x a f —------=|дг >dy.
m JC Ja

Поскольку функция f ( x , y )  = xy непрерывна в прямоугольнике [0,l]x[a,/>],

b v+l ь
то на основании теоремы 13.5.

i fb \  ь(\

0 \a
Окончательно

/  = f  J *  = J|Ja*& jdy = J— !\dy  = J -2 L  «ta|y + 1||* .dy

\хь - х а . л Ь + 1---------dhr = ln-----
J0 lnx  ал-1
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а И * р ниже легко распространяются также на3. Несобственные интегралы, зависящие от параметра  ̂ результаты, полученные ниже,

Напомним, что дискретным аналогом несобственного интеграла и Г(иНТеГ*>аЛЫ ^ , ч , и Г f ( x,y)dx.
рода J /УХ'У)™  J J v ;

Н  051является числовой ряд ^ щ ю и а л ь н о го  ряда

х V"' / \S«, (IM Ж *  2 “-W (13.9)

В частности, аналогом частичной 

для интеграла (13.6) определенный интеграл

J  f { x )d x
а

где Ъ -  некоторое конечное число, а

л=1

к=1
суммы ряда (13.7) I  = У я  яп Если интеграл (13.8) сходится при любом v e £ ,  то говорят, что этот

п Zmmluk является г> гчинтеграл сходится на множества Е. Эго значит, что при любом
фиксированном у е Е  будет:

Ь ао

непрерывным остатком ряда (13.7)
со

* - 2 >
£=/?+1является интеграл

] f { * )d x .
ь

Поэтому (в случае сходимости ряда (13.7) с суммой s) будет
S = S n+r„,

а, соответственно, для интеграла (13.6)

Q = \ f ( x ) d x  + ] f { x ) d x ,  
а Ь

где Q -  значение интеграла (13.6). Сходимость ряда (13.7), означает, что
Lim гп =0,«-КО

и аналогично, сходимость интеграла (13.6) значит, что

Urn }/(*)<&  = 0. 
ь

Будем теперь вместо интеграла вида (13.1) рассматривать интеграл

00

ф  ( y )  = \ f ( x , y ) d x ,

или, что то же самое:

Lim \ f ( x , y ) d x  = О
Ь—►+ао *

(13.10)

Для ряда (13.9) соответствующее условие сходимости записывается так:

Lim ]Г ы*(*) = 0. (13.11)
£-/7+1

Зададим произвольное; е  > 0. Тогда, на основании равенства (13.10), для 
этого € существует такое В(е,у),  что

(b > ] f ( x , y ) d x < £  .

■Ингеграл (13.8) называется сходящимся на множестве Е равномерно 
относительно параметра у , если для любого £ > 0  существует такое В(е),  что

(Ь>В)=> \ / { х , у ) Л с < е У у е Е (13.12)

вида

(13.8)

44

Соответственно для функционального ряда (13.9) эго соотношение 
запишется так:

(л > N)=>

Таким образом равномерная сходимость интеграла (13.8) относительно 
параметра аналогична равномерной сходимости функционального ряда (13.9).
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Теорема 13.6. Пусть существует функция g(x) ,  интегрируемая н ^  п р о и з в о л ь н о е  число.
гД® У

каждом конечном отрезке [с?, 6] и такая, что

1* \ / ( х>У)\~ё{х ) всех х ^ а и всех у е Е ;
00

2 . интеграл Jg(x)dx  сходится.
а

Тогда интеграл (13.8) сходится на множества Е равномерно. Тот фаю
оо

что при любом у е Е  интеграл J f{x>y)dx сходится (и даже абсолютно

Имеем:
| / М = у Г ^ 2 -

Используя неравенство между средним арифметическим и средним
геометрическим, получим

х  + у  > 2 |>,|jc , а значит

|/(-*,^)| £ -Д И -Т  = Л Ч у  е  R .

2 | у К

интеграл сходится, то исходный интеграл, наследует из условия 1 и признака сравнения несобственных интегралов. Далее, Поскольку
из условия 1 следует, что для любого е> 0  существует такое В (е), что 1~ n v

х основании теоремы 13.6 сходится равномерно на всей оси иу

(Ь>В) <е

Но тогда, в силу условия / ,  при b > В тем более будет

4. Предельный переход по параметру 
под знаком несобственного интеграла

J f (x ,y]dx j f ( x , y )d x < j g (x ) d x  <£ , Т е о р е м а  13.7. Пусть функция f ( x , y )  при х > 0  и при у е Е

р I * * „ „ f i r v \ У  т{х\ на любом конечном отрезке [а,Ь]. Пусть,а поскольку В здесь зависит только от е , т.е. не зависит от у, то равномерная непрерывна по х, a J (х9у)  ^  г \ Л) na J
сходимость интеграла (13.8) -  доказана. □ интеграл (13 8) сходится на множестве Е равномерно. Тогда

Легко видеть, что теорема 13.6 аналогична признаку Вейерштрасса далее, иннл рал v ^ х
равномерной сходимости функциональных рядов. В связи с этим ее также мы L m [ f { x , y ) d x  = \<p(x)dx. (1313>
будем в дальнейшем называть признаком Вейерштрасса равномерной у-гуо а
сходимости несобственного интеграла по параметру. основании лелшы 13.1. функция (р{х) непрерывна, а значит и

Пример 13.4. Рассмотрим интеграл Ф(у) = | ----- j-----* Н°ск°льку для и н т е г р и р у е м а ,  н а  л ю б о м  конечном отрезке [а, ].
о 1 + х  + У Зададим произвольное s  > 0. Для него в с

5 (f) , что для всех у  € Е будет
1 .  1

силу условия найдется такое
всех х и для всех у  > О будет

1 + х2+ у  1 + .Г2 (Ь>В) <£

г dx , v VIB
а интефал I------- сходится, то интеграл Ф( v), на основании признака Возьмем некоторое конечное Ь' >Ь .Тогда

aI + х v I
Вейерштрасса, сходится равномерно на множестве Е  = [0,оо).

Ниже мы познакомимся с другими достаточными признаками 
равномерной сходимости интеграла (13.8).

Пример 13.5. Исследуем на равномерную сходимость интеграл
+ 0 0  0

• W -  J 7 7 7 - * .
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J  f{x,y)dx
Ь'

<€ .

Следовательно,

} f{x,y)dx\ \ f { x , y y x - \ f { x , y ) f b ] f {x ,y )dx , т.е.
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I b
Поскольку это верно при всех у  е  Е , то

Ь'
U \m ^ f{x 9y)dx(Ь‘ > в ) .

или, на и основании теоремы 13.1:

(Ь>В,Ь'>В)
и

$<p(x)dx

<2 £

<2е
\\о  I

Здесь Ь' можно взять сколь угодно большим,
(13.14) можно придать вид:

(13.14

а поэтому выражении

[c ,d ] .  Тогда этот интег)эал как функция у
аргумента у  непрерывен на этом отрезке. d\

■При доказательстве теоремы 13.2 мы 
видели, что при изменении х  на конечном отргзке 
[a ,b \  для любого y Qe [ c , d ]  будет

f { x , y )  1{х,Уо) v а
У~*Уо

Но тогда, на основании теоремы 13.7, в Рис. 13.2
интеграле (13.8) можно перейти к пределу пох, знаком интеграла, так что

со

X

Lim J f ( x ,y )d x  = | / (x,y0)dx,
У~*Ус

т.е.

(.в < ь ) J  <p(x)dx <2е
Ы шФ(у) = Ф(уэ)
у-+Уо

откуда и следует утверждение теоремы. □
ОС 00

Последнее означает, что ^Lim^cp(x)dx = 0, т.е. что интеграл 6. Интегрирование и дифференцирование 
несобственных интегралов по параметру

сходится. Имеем теперь
А в Теорема 13.9. Если функция / ( * ,у )  непрерывна при * > а ,  с < y < d  и

] f ( x , y )d x - \ t p { x )d x  = J  f { x , y yb-\<p{x)dx  + J f (x ,y )dx - \<p(x )dx , интеграл (13.8) сходится равномерно относительно параметра у  на отрезке 
а а \а а )  Ь Ь [с,^],Т0

где Ь > О -  произвольное число. Отсюда
* <*' Ь Ь оо эо
\f{x>y)dx~\<p{x)dx < ^f{x,y)fix-]<p(x)dx + \ f ( x , y ) d x  + ]V (x)dx
a p a a

Если Ь>В„ то 2-ое и 3-е слагаемые справа

d( оо
dx (13.15)

a \c
Эта теорема обобщает утверждение теоремы (13.4) на случай—« — — I------ ■

ьелк ь> В * то 2-ое и 3-е слагаемые справа не превосходят 2s.  Взяв несобственного интеграла 13.8 
теперь b достаточно большим по отношению к у0, можно, на основании (13.3) «Имеем >,
и 1-ое слагаемое справа сделать меньшим, чем е . Таким образом, для взятого Л * (h | г( г ч, L
е  > 0 найдется такое ^ (^ ) , что при \у -  у0| < S  будет JJ | f { x 9y)dx |<fy = J J /  {x9y)dxb < у  + J j  \x 9y p x  j* ^

lo o  ЛЛ *

| y - j 0|< ^  будет
00

ff(x,y)stx-\(f>{x)dx <5£
a a

откуда и следует выражение (13.13). □

5. Непрерывность несобственного интеграла по параметру

Теорема 13.8. Пусть функция f ( x , y )  непрерывна по совокупности 

переменных в области D = {(x,y)\a<x<b9c < y < d }  (рис. 13.2) и пусть 
интеграл (13.8) равномерно сходится относительно параметра у  на отрезке
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или, на основании теоремы 13.3.
ff?  ̂ b(d \ d(ao 
J \ f { x>yyx Л = |  \ f ( x , y ) d y  dx + j  \ /{х ,у )ф с
с ' а )  а \ с  /  с \Ь

\dy.

Но
d(

Lim J; ^ f ( x ,y ) d x  dy = \ 0 d y  = 0.
Я
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а значит

т.е.

bfd \  dfao \
i i ™ /  \ j  (x>y)dy & = / [  j f ( x , y )d x  \dy,

] \ Г ( х , у ) ь У с  = ̂ ] / ( х , у ) с Ь

c \ a

dy,

+°°, т.е. когда

что и требовалось доказать, с
Формулу (13.15) можно обобщить и на случай, когда d  

интегралы по обеим переменным х н у -  несобственные.
Теорема 13.10. Пусть функция f ( x , y )  непрерывна в области 

D={(x>>,)ljr- a>>’- c}-Если:
00

1. интеграл j  f ( x ,y )d x  равномерно сходится относительно у  на любом
а

конечном отрезке оси Оу\
»

2. интеграл \ f(x ,y)dy  равномерно сходится относительно х  на любомс
конечном отрезке оси Ох ;

3. существует хотя бы один из повторных интегралов
ОС /  00 Л  с о /  ОС ^

I Лf (x ,y ) \ ix  dy, J \ \ f (x ,y ) \ ty  dx,
c \a  У a \c  >

то существуют и равны между собой оба повторных интеграла
ос / 00 Л  с о /с о  Л

J j f ( x , y ) d x  dy = \  \ f { x ,y )d y  Иг,
c\a J а ч с Jт.е.

t  CO w

J dy — j* \ f ( x , y ) d y  dx. (13.17) 

t
Рассмотрим функцию F(x,t)  = \ f ( x , y ) d y .  В силу теоремы 13.9, она

С

н еп р ер ы в н а  по х , а из условия 2 следует, что она равномерно относительно х 

любом конечном отрезке [а,Ь] стремится к интегралу \ f ( x , y ) d y  прина

/->-+<30.
Далее,

|F(x,/)| < j \f{x,y)\dy  < J \ f{x ,y  )\dy

Но последний интеграл сходится, а значит интеграл

\ f { x , y ) d y dx

сходится равномерно относительно t (в силу признака Вейгрштрасса) на 
любом конечном отрезке изменения t.

Итак, для функции F (x ,/) выполняются все условия теоремы 13.7, а 
значит, на основании этой теоремы

Lim |« F(x,t)dx = f Lim F(x,t)d.x,
l—►-fCC• » /... \

т.е.
ao/ 1  \  о о /с о  Л

LjmJ \ f ( x , y y t y  dx = \  \ f ( x ,y ) d y U x .
a \ c  у a \c  J

OOI  СО \  о о /  0 0  >

J j.f(x,y)Ux dy = J |f (x ,y )d y  dx.
с \  а У a \  c /

■Пусть, для определенности, существует интеграл
□О /  оо ^

J j / ( x , y ) d y  dx.
а \ с  /

Возьмем произвольное t > с . Из условия 1 и теоремы 13.9 следует,

(13.16)

что

Поэтому, совершая в равенств 13.17 предельный переход при г

™ ч,„ .  . О
(рис. 13.2) заменяется областью D, изображенной на рис. 13.3.

Теорема 13.11. Пусть функция f ( x , y )  непрерывна по дг при * > 0  и 
ye[cyd], и при этих х и у имеет непрерывную У 
частную производную / у ( х >у)- Пусть, далее, 
интеграл (13.8) сходится при всех уе[с,</], а

, С[~ Тинтеграл \ f 'y(x>y)dx  сходится на отрезке [c,d\ О Q
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Рис. 13.3
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равномерно относительно у.
Тогда при любом д>е[с,г/] интеграл 13.3 дифференцируем по у, и 1 < »

фЬ ) = ] / ; ( х , у ) а х .

■Возьмем произвольное >>е[с,(/]. Тогда, на основании теоремы 13.9
у ( 00 ^ со/у ^
j  J .fy(x,y)dx dy = \  ]f'y {x,y)dy dx.

00

0 3 , И таК как интеграл J e~xclx сходится (поскольку он равен единице), то, на
л

т.е. /  а \ с

J  J f y (x,y)dx 'dy = \ f ( x , y ) d x - \ f ( x , c ) d x .
/•' Я (13.191

СО

На основании теоремы 13.8, функция J  fy (x ,y )dx  непрерывна по у
а

Поэтому дифференцируя по у  обе части равенства (13.19) и использу! 
теорему Барроу, получим

00 /  00 

J  f y {x,y)dx = J  f { x ,y )d x
а

что равносильно формуле (13.18). □
Пример 13.6. Рассмотрим интеграл

00 1 ,гРх
ф ( р ) , ; Ь £ _ а .

основании признака Вейерштрасса интеграл j ~ -  сходится равномерно
С е

относительно параметра р  на любом конечном отрезке изменения р  
Таким образом, условия теоремы 13.10 выполнены, и поэтому, 

используя (13.21), получим

ф  = = — - 1° = _ L» Mi l l ® . 9о P + l 1 р  + \

откуда
Ф(/?) = 1п(/? + 1) + С  (13.22)

Из (13.20) непосредственно следует, что Ф(0) = 0 , а значит из (13.22) 
получим

т.е. С = 0. Итак:
0 = lnl + C ,

] l— ~ - d x  = \n{p+\)

где р  > 0 . Поскольку
хе

~ ~ I~  = L im ~  = рссо  
х~*° хе  х->о х•%

то этот интеграл является несобственным интегралом, только 1 - го рода. 
При х  —> -к» и р  > 0 имеем

1-е~рх
хе

2
хе

- ------- - v

(13.20) При получении этого результата мы предполагали, что р^:0. Легко
проверигь. что этот результат верен и при р  > - 1 .

оо sin  h x
Пример 13.7. Возьмем интеграл \ е ~ ^ -------d x , где а > 0 (при а <О

о х
интеграл, очевидно, расходится).

В качестве параметра возьмем, например, b, хотя можно было взять и а. 
Итак пусть

I
а поэтому сходимость интеграла (13.20) очевидна. 

Далее

d f l - e * } * '  1
др(  J  * е г е{р+>)х'

Для любого р  > 0 имеем

ф ( * ) в  Г
00 .or sin Ьх ̂

Отсюда формально имеем:

(13.21) Ф'(б) = J <? dx = j e ^cosbxdx.
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Поскольку |cosfa| < 1, а интеграл J e axdx сходится (при я > 0 ),
о

интеграл j е " c o s bxdx сходится равномерно относительно параметра Ь.
о

Следовательно, действительно

Эту формулу (мы ее используем позже) называют интегралом Эйлера- 
Дирихле.

Примечание. Рассмотренная теория интегралов, зависящих от 
параметра, легко переносится на случай двух и большего чисел независимых 
параметров, т.е. на интегралы вида:

00

Ф'(б) = j e  cosbxdx.
о

Но

Итак,

= Re£------- “|q == Re
a - b i  a2 + b2 a2+b2

1 _  a -f bi a — Re ~ ~т

откуда

a

a
Предположим, что b > 0. Тогда

00 |___

т.е.

Итак, если b > 0, то

(13.23)

ъ
(13.24)

а
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Н а п р и м е р ,  в случае двух параметров вместо интеграла (13.8) мы имеем дело с
1 интегралом вида

Ф ( y , z )  =  \ f { x , y , z ) d x ,
а

где, например, c < y £ d ,  f < z < h  В этом случае в формулировках и 
доказательствах приведенных выше теорем следует заменить отрезок [с, d\ 
оси Ov некоторым n-мерным параллелепипедом в пространстве точек

(У\9У1*“л*У'п)’
В частности, к случаю двух независимых параметров s и со сводится 

случай комплексного параметра p -s+ co i .  Таким образом, все
рассмотренные теоремы можно считать доказанными и для интегралов вида

00

ф  { p ) ^ \ f { x , p ) d x ,
О

где р  -  комплексный параметр. Интеграл такого вида составляет содержание 
одного из важнейших разделов инженерной математики “Операционное 
исчисление”.

7 .0  других признаках равномерной сходимости 
несобственных интегралов по параметру

Признак Вейештрасса (теорема 13.4) является наиболее простым 
признаком равномерной сходимости несобственных интегралoei по параметру 
(в сущносги, он “списан” с соответствующего признака Вейерштрасса для 
функциошшьного ряда). Можно доказать, хотя и более сложным образом, 
следующее утверждение.

Теорема 13.12. (Признак Дирихле). Пусть имеется интеграл
ос

(13-25)

Где у  е Е , и пусть:

1. При всех у е Е  функции f ( x , y ) ,  g (x 9y )  и —  непрерывны подг при
дх

всех х > а:<
х

2. Функция F(x ,j/) = при любом у е Е  ограничена в 

промежутке [а,+оо);

Ъг ~ ̂  п*)и всех Уе ^ и всех х -  а ’
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А п  А, I \  Г Ч о  Г а м м а -ф у н к ц и я  и  е е  о с н о в н ы е  с в о й с т в а4. Существует функция У'(дг), непрерывная в промежутке [я,+оо) . 9.1 амми-ч»*
такая, что в

J ^ ^ )  = °  и Ы х.уЬ Ф )  ^ « Bcex У * Е  и х ^ а - рассмотрим интеграл \е~хх ^ d x ,  где р  -  некоторое вещественное
Тогда интеграл ( J3.25) сходится равномерно по параметру у  на множестве £.

оо рели х  велико, то
г г  i * » o  г г  ,  /  \  f  —-r v  S 1 H  ДГ .  Ч И С Л О .  С С . 1 И  J  / > - ,  1

Пример 1 3 .8 . Пусть имеется интегрсл Ф (.у)=  \е  ■----- dx. В неь -x o -i _  *__ < £___= — ,
j г ,:'К? в л  г П+1 2
0 е дг * 1 дафункция sin л: есть первообразная для cosx,a при х>1,  у > 0  б'/дет - , данный интеграл как несобственный интеграл -го ро

/  \  _ _ * а так как »

1  \ * 1  = _ £ _ ! ^  + ху)< о ; L l <:i ; Lim — = 0. СХОДИТп!„,ко при в < 1 этот интеграл является несобственным интегралом и
дхУ х ) х  х х  О д н а к о ,  пР р  ^  т о ч к £  х  =  0  б у д е т  ^ - , = с 0 )  т .е . х  =  0  -

Все условия теоремы 13.12 выполнены, а значит интеграл (13.25 2-г о р о д а ,  так как пр / . . ^  н этом если х -> 40 , то 
сходится равномерно по параметру у  на множестве £  = [0 ,+ оо). особая течка подынтегральной функции.

Существуют и некоторые другие признаки равномерной сходимости _х Если 1 -/?< !>  т е- если Р > ®* то интегРал сходится и как
несобственных интегралов по параметру. е I

несобственный интеграл 2-го рода.
8. Другие виды Итак? учитывая, что при р > 1  рассматриваемый интеграл есть

несобственных ннтегралов, зависящих от параметра несобственный интеграл только 1-го рода, заключаем, что данный интеграл
Пл ______ сходится при всех р  >0. При этих р  он является функцией параметра р. Эта

интегралы 1 - % ™ *  Функция называется гамма-функцией и обозначается Г („ ) . Таким образом.
теперь иметь дело с интегралами вида по определению (при р  > 0)

ф М  = / / ( *,у)<Ьс, (13.26) V(p)  = \e~xx pAdx. (13.27)
Г 1 ° _  0

где [а,Ь\ -  конечный отрезок, но функция f ( x , y )  имеет на множестве Е  одну Например, при р = 1 имеем
или несколько точек, в котором она обращается в бесконечность. Примером _/.ч f , .
может служить интеграл: i ( l )  = Je  а х - 1.

1 - X V  4 0

\ ^ = d x .  Далее’ )

Для интеграла вида (13.26) точно так же можно ввести понятие Г( | ]  =  1<ix = ) е~* Т х  =  2 Г  ' ^ Ц ^ )  =  2 “  =  V ?
равномерной относительно параметра сходимости а также ссЬопмулиппнять и г 0 о о .
доказать теоремы, аналогичные рассмотренным для интегралов вида ( 13.8). ИС1юльзуем ранее известный результат для интеграла Пуассона).
Наконец, можно рассмотреть “о б ъ е д Г н Т н н ы й ^ в Т н т е ! ^  Заменимр  в формуле (13.27) на р + \. Получим, интегрируя по частям

(13.26) может быть * = +». а в промежутке [а,+оо) функция f ( x , y )  имеет ГГ в + 1W  1 - p ' V d r  = = х ре~х 1° + p l e ' ^ ' d x .
одну или несколько особых точек. В этом случае интеграл ( 13.26) ___  J Iе0 J
го оолааВЛ,1ЮТ В ВИДе СУММЫ НеСК0ЛЬКИХ несобственных интегралов 1 -го и 2- Поскольку р  > 0, то внеинтегральиое слагаемое равно нулю, а значит

Г(/?4-1) = р Г ( р ) .  (13.28)
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Эта формула выражает т.н. основное свойство гамма-функции, 
частности, из нее находим

Г(2) = 1-Г(1) = 1 
Г (3 )= 2 Г (2 )  = 2 1  = 2!
Г(4) = 3-Г(3) = 3-2 = 3! 

и вообще при любом натуральном п
Г(л + 1) = л!

Последняя формула позволяет обобщить понятие факториала на случа! 
любого чизла р > - 1 следующим образом

р! = Г(/> + 1)
Например,

0! = Г(1) = 1.
(этот результат использовался нами еще на первых занятиях).

Далее,

- О * # - -

1(1. Формула Стирлинга

Мы уже видели, что при р>-1 будет
00

r ( p  + l )= je~xxpdx.
О

Исследуем поведение этой величины при р —►-ню .Для этого совершим в 
интеграле замену переменной по формуле х -  р(\  + а ) .  Получим

Г( р  +1) = |  е ' ^ 1+а̂ рр (1 + а )р pda  = е~рр р+1J  е-уюг (1 + а )р d a .
-I - i

Последний интеграл для кратности обозначим через 1 ( р ) . Имеем
°°

Г  d a ./(/>) = |(е~ а+Ц,+в)

Положив
и(£г)=а-1п(1+аг),

будем имегь

-  Г d a .
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рис. 13.4. Но тогда, при р>  О вид графика функции £Г 'Я'И  fivn„T то . „
указано на рис. 13.5. При этом если р-++х> то пик чтпг \  К°И’ КШ< J —Г ти ,то пик этого графика, сохоаняч
высоту, равную единице, неограниченно суживает™ гт Р яя
вклад в  интеграл ( 13.29) даст некоторый малый о этому основной
отрезок [-£,£]■ Но на этом промежутке будет

f  а г а 3 л а 2 а 3 а 2
а " Т + Т + ••• =^ г - ~ —2  3  j  2  3  2

л,п» « a m , ™  график фу1шош им ея в ы  изо6ражекни1) на

"(«) = 0 -

-р--
функция же е 2 (рис. 13.6) имеет при 

больших р  также узкий пик при а = 0, а значит

+00 -р°2
основной вклад в интеграл J е 1 da  дает

-ос
малый отрезок

Итак, получаем цепочку приближенных 
равенств (тем более точных, чем больше р ):
°° е 6 -  п—  400 о:
|  е *** a^da « J е pû d a  * J е 2 afar« J  Р 2 da

^ — €  —эС

Но

е-«(а)

а
-1 -с 0 £ х />>1 «

Рис. 13.5

V> i  a

Рис. 13.6

I  * * |2 ^
а значит при больших р  будет J  е pâ d a  = ̂ |—  •

Способ получения последнего приближенного равенства есть одна 
разновидностей общего метода, называемого методом перевала 

Итак, если р  велико, то

т.е.
Г(р + | ) » е - ^  &  

7 Р

Г ( р  + \ ) * е  рр р у [ ъ г р . (13.30)
Если /? = л , где л -  натуральное число, то приходим к т.н. формуле

Стирлинга
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n\=e~"nnyj2xn, x = ___ I___
позволяющей приближенно вычислять большие числа. Ее относител! „ Г * I ехх'~р ~ exxl~s e*x'~s хк е 'х 1{‘'~Ц 
погрешность тем меньше, чем больше п. Например, при Я : |< ^  то
относительная пофешность формулы Стирлинга составляет 0,08%. Но если х  -> > j j

Примечание. Пусть имеются функции f ( x )  и g(x) ,  такие, что г ~ Ц < М '
Л \  ' * €  X Л

1 .

™ я ( х ) Т'е* ТаКИС’ 4X0 При * ~ >со будег f ( x )*g<x )> а знач!* интегоал f— сходится, то интеграл (13.31) как несобственный' а так как j

f ( x ) = g (x )  + o (g (x ) ) . Практически это значит, что чем больше х тем тонне а л  2 го рода сходится равномерно относительно р.
равенство / ( * ) « * ( * ) .  В этом случае функцию g(x)  называк "“^ И т а к , мы показали, что функция Г{р)  дифференцируема при любом
ассимптотическим представлением функции f ( x )  на бесконечное,; /;> 0 , и ее п р о и з в о д н а я  может быть вычислена по формуле (13.31).

Например, если х  -> -юо, то х4 + х  In х  »  х4. ’
В связи с этим формулу (13.30) называют асимптотической формуле, I  г Н Ы  12> Б э та ФУнкция

для гамма-функции.
Очевидно, что для каждой функции f ( x )  можно построит Бэта-функция определяется следующей формулой: 

бесконечно множество функций g(x ). Наиболее удобным следует считан ' В(Р’Ч) i - x f  dx, (13.32)
ту, при которой функция g(x) вычисляется наиболее просто 0 *=• ~ с ^

где р>0, q>l-  Если р> \ .  ?>1,  то интеграл (13.32) собственный. Бели же
11. Производная гамма-функции р<1, то интеграл есть несобственный интеграл 2-го рода, причем его

сходимость очевидна. То же относится и к случаю, когда q < 1.
Из формулы (13.27) формально находим Произведем в интеграле (13.32) замену переменной по формуле

\ °r v x = [ - t .  Получим
Г О  = (е xr Inxdx. (13 31) Н о * .

Для доказательства справедливости этой формулы достаточно проверить, что и с
при D<S<P<P<CO  интеграл (13.31) сходится равномерно относительно т.е.
параметра p. B (p ,q )= B (q ,p ) ,  (13.33)

\ 1ме<. м при х > 1 так ц ^ -q  бэта-функция симметрична относительно своих аргументов.
\е'хх рА 1пдг| < е ^ х ^ х  = е ххр < ё~ххр . Далее, из (13.32) имеем при q > 1

• V I /  \

x r 2dx

Но интеграл J е Xxpdx сходится при любом р 9 а значит интеграл (13.31), как B(p,q)  j (  )
,  i

несобственный интеграл 1-го рода, сходится равномерно относительно р. = 1(1 -  х” I' + -7-^ 1  ]*р (1 -  x T ' d x  = i —  f  х" (1 -
Пусчъ теперь х<1. Поскольку Lim хк Inх = 0 при любом к > 0, то при Р Р о 0

.х-н-оо Но

любом Ь О  и при лг< 1 будет |lnx |< -y .B  частности, можно считать, что (1 - х)ч~2 = хр~х( l—x)q 2( l - (1 - * ))= х? 10 ’“ ■*)* ~ х? O '”*)
к < S . Поэтому Поэтому
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S(p.<?) = —  (1 -  J t f *  dx -  t - \ x pA (1 - х Г 1 dx = 
P I  P I

Отсюда

а значит
/> + ?

и, в силу (13.33), аналогично

/> + < М
Пусть # = л, где « -  натуральное число. Тогда, последовательна 

применяя формулу (13.34), будем иметь
г>/ \  ^  “ I  /7 - 2  1 п ,  .V

Но

а поэтому
B( p - i h j x p-ld x = ~ ,  

о Z7

В {р ,п)= ~ ------
Л Р + 1 )Ь + 2 > ...(а,+ /1- 1)

В частности, если р  есть натуральное число т , то

 ̂  ̂ 7 i(m  +  l) ( /w  +  2 )* .. .* (m  +  ( /* - * l) )или

[т + п - 1 j!
Но мы видели, что (w -l)/= r(/n ), (и-1)/=Г(/т). Следовательно, (13.34) можно переписать так:

Ц т + я )
Можно показать, что при произвольных р  и q (не обязательно целых) 

последняя формула остается в силе, т.е. при любом р > 0, q> 0, будет

XIV. Основы математической теории поля

1. Понятие скалярного поля

Скалярным полем называют часть пространства, в каждой точке 
которого задана некоторая скалярная величина. Примерами могут служить: 
поле температур внутри наг|эетого тела, поле давлений жидкоста в некотором 
сосуде, ноле плотностей в шжотором объеме газа и т.п.

Отнесем поле к конкретной системе координат Oxyz. Рассматриваемую 
в ней скалярную величину будем обозначать u(x,y,z).

(13.34 Совокупность точек поля, в которых поле u(x,y,z)  имеет постоянное 
значение С, называется поверхностью уровня данного поля.
Очевидно, ее уравнение:

u(x.yyz) = C
Придавая константе С всевозможные значения, 

получим семейство поверхностей уровня.
Прииер 14.1. Поверхностями уровня поля плотностей Рис. 14.1 

земной атмосферы являются -  в первом приближении -  
концентрические сферы с центром в центре Земли. Чем 
больше радиус сферы, тем, очевидно, меньше С, (рис.
14.1)

Пример 14.2. Поверхностями уровня поля 
гидростатического давления воды в сосуде являются 
горизонтальные плоскости. Чем больше глубина 
плоскости, тем больше С. (рис. 14.2)

Прииер 14.3. Возьмем некоторое абарактное поле 
z

К
Рис. 14.2

и =

Его поверхности уровня имеют уравнение

z _____ -  с

х2 +>2 ’
т.е.

Эго -

2 = c ( * W ) .

семейство параболоидов вращения с общей
02- 1ем «уже» параболоид, тем больше С. (рис. 14.3)
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2. Производная скалярного поля в данном направлении

* Пусть поле задано функцией u(x9y 9z). Возьмем в нем некоторую
фиксированную точку М (х^9у 0^ 0) и «текущую» точку M (x 9y 9z)  (рис.14.4). 
Составим разносгь

еш{м0)= и { м ) -и Ш 0),
т.е.

Ли ( х 09 y 0,z0) = и (x9y 9z ) - и (xQ9y 09z0 ).

Обозначим Д£ = |а/ 0Л/|, и рассмотрим отношение

Ли
д7

. Оно равно средней скорости изменения юля на

отрезке М0М . Пусть теперь Д£ -» 0 . Если

существуег lim. М Л / о ) то он называется
д/--»о At

О

Рис. 14.4

производной поля и(М) в точке М0 в направлении М ^М , и обозначается 
д и Ш А  ^
—   - .  с  физическои точки зрения эта величина, очевидно, представляет

d£
собой скорость изменения поля в точке М0 в направлении точки М .

Введем обозначения:
Ах = х - х 0, Ay = y - y Qi Az  = z ~ zq

Тогда
Ах = At cos а  у Ay = At cos P , A z -  A t cos у

где cosa, cos/?, co s/ -  направляющие косинусы М()А/.
Предположим, что функция u{x9y 9z) во всех точках поля имеет

ди ди ди _  ,непрерывные частные производные — , —  и — . Тогда эта функция
дх ду dz

дифференцируема всюду в голе, а это значит, что

дх ду dz
Отсюда,

Дц(М0) ди(М0) Ах ди(М0) Ау ди[М0) Az о(,\£)
At  “  дх At ду д !  dz М  bJt ’

т.е.
Аи(М0) ди( М0) du{M A  aw(M0) o(Af)
— — "А _ — i—Ш-cosa + — -— --cos P  + — -— —cosy + —— L. (14.1) 

At dx cy dz A£
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<оШ)
Если М  0 , то, учитывая, что lim —— - = 0 , получим в пределе из

Al'—H) №
равенства [14.1)

du(MQ) ди(М0) ди(М0 ) ди(М0)— 1— I — — Ъ---- -cosa + — ----- -cosР  -̂---- ----- -cosy (14.2)
дР. dx ду dz

тж - ди(М0)Итак, мы не только доказали существоЕ&ние производной — ^ —- при

сделанных предположениях., но и вывели формулу для ее вычисления.
Прииер 14.4. Вычислить производную поля а = х 3 - 2 у 2 +4yz  в точке

A/0(l,2,-l) в направлении вектора М 0Л /,, где Afj(3,ljl).
Решение. Вычислим частные производные функции и , т.г. 

ди - 2 дч л , л f a  л
дх ду dz

а, значит
ди{Мъ) 2 ди{М0) _ ди(Мо) о 

дх ду dz
Далее, в данном случае Лх = 2, Ду = -1 , Az = 2, а поэтому

д < ’ =  %/ 4  +  1  +  4  =  3 ,
так что

2 п 1 2 cosa = - ,  cosp =-— , cosr = —.
3 3 3

Следовательно, на основании формулы (14.2) получим

dt  3 v \  3)  3 3 
Примечание. Положим а  = 0, р ~ у  = 90°. Тогда из формулы (14.2) 

du du _следует, что —  = — . Таким образом, частную производную 

Зи(М 0) сЪ(Л/0 )
— ^ — — & — можно теперь рассматривать, как производную поля

w(Af) в положительном направлении оси Ох Аналогичное замечание
du du ~касается и производных —  и — . Следовательно, частные производные
су dz

функции трех переменных можно считать теперь частными случаями 
производной по направлению, когда направление дифференцирования 
параллельно направлениям координатных осей.
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3. Градиент скалярного поля

Выше отмечалось, чтс* производные поля в одной и той же точке, но в 
разных направлениях, вообще говоря, различны. Возьмем точку М  в поле 
u(x,y,z) и выясним, в каком направлении (те. при каких углах а , >9, и / )  

д иШ Л
величина — ----- '  будет наибольшей. С этой целью введем векгор

д£

дх ду dz

= ( Я  г)

а также вектор г = cosa • i -f- cos/? • j  + cos/ • к , являющийся ортом искомого 
направлен ля. Тогда формула (14.2) примет вид

дР
а так как |f| = 1, то

д1
_ ди(М0)
Отсюда следует, что величина — ----- - примет наибольшее значение, если

Ы
угол между N  и х  равен нулю, т.е. (jYAr)= 0 , т.е. г N ,  а это значит, что
искомым направлением является направление вектора N . Таким образом, в 
данной точке Л/0 поле u(x^y,z) наиболее быстро возрастает в направлении
вектора N , определяемого формулой (14.3). Этот вектор называется 
градиентом скалярного поля и(М ) в данной точке М 0 и обозначается 
grad и(М0 ).

Итак, по определению,

+ + ( |4 .5)
дх ду dz

Напомним, что касательная плоскость к поверхности u(x,y,z)=C , (а это -  
поверхность уровня поля u(xyy,z))  в точке M 0(x0,y0tzQ) имеет уравнение

дх ду dz
п du(M^) du(M с ) du(M0)Следовательно, величины — —̂—, — -—--  и —-—— есть проекции

дх ду dz
нормального векгора этой плоскости. Поэтому равенство (14.5) означает, что 
градиент поля направлен по нормали к поверхности уровня поля в данной 
точке.
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форм улу (14.4) можно теперь переписать так

~ ~ ~ ~  = (grad и (М0 )| cos т , grad w(A/0 ) j (14.6)

Отсюда следует, что производная поля в 
данном направлении I  равна проекции 
градиента поля на это направление (рис. 
14.5).

В частности, если направление t  
совпадает с направлением градиента, то

г , grad и(М0) j = 0, а значит, в этом случае 

= jgrad и (М0 ) |,

т.е.

ГсЦ М о)? ( М м о))
2

+ ( Н м ъ)'\
1 дх J { %  J 1 & Jд(

Итак, из формального определения (14.5) следует, что градиент 
скалярного поля -  это вектор, направленный в сторону наиболее быстрого 
возрастания поля и равный по длине скорости этого возрастания.
Если же направление лежит в касательной плоскости к поверхности уровня

поля, то Г г , grad w(M0 )1  = 90°, и из формулы Г 14.6) получим, что = 0 .
I )  &

Этот результат естественен, так как вдоль поверхности уровня иоле сохраняет 
постоянное значение, т. е. имеет скорость изменения равную нулю.

Из последних рассуждений вытекает, что, хотя производная по 
направлен/но и градиент скалярного поля выражаются в декартовых 
координатах формулами (14.2) и (14.5), они не зависят от выбора системы 
координат, т. е. являются внутренними характеристиками поля. Такие 
характеристики называют инвариантами поля

Пример 14.5. Возьмем поле и = х : -  2у2 + 4>г из предыдущего 
примера и ту же точку Af0(l,2,-l). Тогда, как мы видели, 

ди{М0) ди{м о)_  ди(М0)
~ И Г  ' ~ Ъ  ’

а, значит, из формулы (14.5) следует, что
grad и(М0 )=3/ - 12j  + S k .

Отсюда
{grad и(М0 ]| = V9 +144 + 64 = V217 .
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Пусть 1 -  направление из точки М 0 к точке А/(3,1,1). Тогда (см. предыдущ^
ди(М0) 34 

пример). — 1---- - = — , а значит,
81 3

cos ^,grad w(A/0)

ди(М0)
дТ 34 «0,77.

|grad м(Л/0)| Зл/2Г7 
Отсюда следует, что в точке Af(l,2,-l) направление к точке Л/(зэ]д} 
составляет с направлением градиента поля угол, приближенно равный 39°36'

4. Свойства градиента

Градиент скалярного поля обладает следующими свойствами:
1. grad (,*j + и2 )= grad м, + grad и2

(следует помнить, что стоящая справа сумма -  векторная).
2. Если с = const, то grad си = cgrad и
3. grad(,:/1w2)=w,gradw2 + w2gradw!
4. Если f (u )  -  дифференцируемая функция, то grad/(w) = /'(w)grad и . 

Последняя формула позволяет найти градиенг сложной функции. Свойства 1 
и 2 непосредственно следуют из формулы (14.5), а свойства 3 и 4 легко 
проверяются. Например, имеем в силу (14.5)

^ , ( и ) . Ш и т 1 + т - к ,
дх ду dz 

Но, согласно формуле для производной сложной функции,

дх ду dz dz
А значит,

т.е. свойство 4 доказано.
Получим еще одну формулу, полезную 

при решении задач.
Пусть и -  поле расстояний от начала
координат 
г

т. пусть и = г , где
= yjx2 + у 2 + z2 . Тогда 

ди х
дх tJx 2 + у 2

и, аналогично
Рис. 14.6
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поэтому
JCr у  -г Г г Гgradw - —I Н— у + --«=  —
Г г г г

т е' grad г = 7° (рис. 14.6) (14.7)
В данном случае поверхностями уровня поля являются сферы 

^2 + у2 + г2 =С 2. И то, что градиент поля направлен по нормали к 
поверхности уровня, является очевидным геометрическим фактэром.

5 .0  плоскопараллельном поле

Скалярное поле называют плоскопараллельным, если оно не зависит от
2 , т.е. если оно имеет вид и(х,у). В эгом случае все сечения поля 
плоскостями z = const одинаковы, а поэтому можно рассматривать его только 
в плоскости хОу, т.е. считать поле двумерным.

Полагая и{х,у)=С и придавая затем константе С всевозможные 
значения, получим семейство линий уровня поля.

Введем в плоскости хОу направление а ,  образующее угол а  с осью
Ох. Тогда с осями Оуп Oz это направление образует углы /? = 90° - а  и 
/  = 90°, а значит -  на основании формулы (14.2) -  для производной поля в
точке поля А/0 по направлению а  находим

( 9 0 ° - а ) ,
ди(М  о) он(М0) ди(М0)
— “— - = — t — L cos а  + — v- у- cos 

да  сх ду
т.е.

= М м ) с ю а + ‘M w o ] sina
да  дх ду

Рассуждая так же, как и в трехмерном случае, получим, что величина 
fe(Mo)

zr  становится наибольшей, если направление а  совпадает с 

направлен ием вектора

gBd. (* ,„ ) .
дх ду

Вектор gradw(M0 ,̂ очевидно, нормален по отношению к линии уровня 
поля, проходящей через точку Л/0.

Считая поле и(х,у) заданным в плоскости хОу , будем изображать
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величину поля в данной точке (х9у)  в виде координаты z. Тогда полун^ 
поверхность z = u(x,y)4 являющуюся как бы «графиком» данного поля 
_ Ди (М А  _
Составим отношение — 1------------L. Очевидно, оно равно t g q> и: представл

собой среднюю крутизну поверхности в точке Р0
яет

в направлении G

Устремляя теперь А а  к нулю, получим, что величина — '■ представляет

собой tgtp. Эту величину называют крутизной поверхности z  ~ и(х,у) в точке 
Р0. Беря различные направления <т, выходящие из точки А/0, будем получать 
различные углы <р, т.е. различную крутизну поверхности в одной и той же 
точке Р0. Если в качестве а  взять направление вектора gradw(Af0), т0 
получим направление, в котором поверхность z = u(x,y) имеет в точке Р() 
наибольшую кругизну подъема, равную

t g ^ m a x = | g r a d w ( M 0 ) |  =
Г <5w(x0’>’ci)

2 / 
_1_

1 дх )
т

ду
Такс в геометрический смысл модуля градиента функции двух 

переменных.

6. Векторное поле

Векторным полем шяывается пространственная область, в каждой 
точке M (x ,y 9z)  которой, задан некоторый вектор a{x,yyz).

Пример 14.6. Классическим примером векторного поля является поле 
скоростей жидкости, протекающей через некоторую область (течение 
предполагается стационарным, т.е. не зависит от времени).

Пример 14.7. Рассмотрим поле точечного 
заряда +q (рис. 14.7). Напряженность этого поля

равна Е - ~ .  Введем вектор напряженности ноля 
г

Ё = Е .Ё ° = Е .г °  = ± 1  = ± ; .
Г г Г

Он нредстаатяет собой силу взаимодействия 
заряда +q с единичным положительным зарядом, 
помещенным в точке М.

Пример 14.8. Аналогично можно рассматривать поле тяготения, 
создаваемое материальной точкой массы m :

Рис. 14.7



ъ  * т :  F  = f - Т Г.
r

1„есь /--постоянная тяготения.
п  мер 14.9. Рассмотрим поле скоростей точек вращающегося 

т в е р д о г о  "тела- Направим ось Oz по оси
" Г е н и я  (рис. 14.8). Пу-пь а  -  вектор 
р ^-лппгти Тогда известная изАловой скорости. Тогда извес 

механики формула Эйлера V = [а>, г jмеханики

i  1  к

дает

= -о) y i  + (oxj = G)(~yi + x j )0 0 со 

х у  z
Пример 14.10. Пусть по бесконечному 

прямолинейному проводнику течет ток 
плотности J , одинаковой во всех точках, 
проводника (рис. 14.9). Направим ось Oz по 
проводнику в направлении тока. Пусть Рис j48
M(x,y,z)  -  произвольная точка вне
проводника. Каждый элемент тока JA£k создает в ней, согласно закона Био- 
Савара, магнитное поле

, м .АН, А £

Поскольку г  к -  xi + y j  + ( z - £ k ) - k ,  то
i ]  к

Д Н к =

[ х 2 + у 2 + ( г - С к ) 2}

j ( - y i  +xi

0 0 J
X у  z - £ k

— Т  4 k -

0

X2 + , 2 + ( z - < r ) 2} Рис. 14.9

Легко видеть, что векторы АН к, отвечающие различным
коллинеарны и одинаково направлены. Поэтому при суммировании 
складываются их длины, и мы имеем

И
= 1.

+00
- 0 0

j ( - y i  + x j)d c  . ,  n r

.2 . 2 / . J j p[ x 2 + y 2 +(.

+00

~oo

p + / + ( 2 - 0 2’
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Положив -  £ = yjx2 + у 2 tgf, получим, что 

£ = z - y j x 2 + y 2tg t ,  d £ =
cos21

d t ,

тогда

# = / (-> ,/ + x 7 )J^
- y fx2 + y2d t-

cos /

j { - y l  + xj) } J i - y i + x j )  .
—----------- - I cos t d t^ —----------- Lc'

X2 + J>2
sin/

Окончательно

x2 + y2
(14.8)

Пусть векторное тюле задано произвольным 
вектором a (x ,y ,z ) .  Линии, в каждой точке которых

касательная коллинеарна вектору а , называются 
векторными линиями этого поля (рис. 14.10). В случае [  
электрического или магнитного полей их называют еще 
силовыми линиями, а в случае поля скоростей жидкости -  Рис 14 jq 
линиями тока.

x - (p ( t )
Пусть \y~y/{t) -  уравнение одной из векторных линий. Тогда при 

z = Z(0
каждом t вектор г  = ̂ '(/)/ +y/{t) j + направлен по касательной к этой
линии в соответствующей точке, а значит, т\\а, откуда следует, что

< р '(0  ^  ^ ' ( 0  ^  z ’(t)
ax(x ,y ,z )  ay (x ,y ,z ) az (x ,y ,z ) '

т.е.

или

dx
dL

f t
dL

dz
Ж

ax(x ,y ,z )  ay (x ,y ,z ) a . (x , y , z ) '

dx _ dy  _ dz

<*у(х>У>2 ) а г ( х>У>2 У  
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уравнения выполняются для любой векторной линии поля, т.е. мы
3X11 мстему дифференциальных уравнений I -го порядка, интегрируя

получиля айдем двухпарамстрическое семейство векторных линий поля а .
которую- |41, Найдем векторные линии поля (14.8). Имеем

^ 2 / ? /
Z — и  = , - = Д — я  = 02 ’ .V 2 . 2 ’ ’

а значит,

т.е.

Откуда

и значит

а г - г у

dx

х + у  

dy
- 2/ , 2 Л

Л-2 + .V2 Л-2 + у '

т.е.

dx _ d y  _dz^ 
- у  х 0

xdx = -> ф  

dz ~ 0 t

2 2 + 2 
[г = е2,

г = с2.
Это -  семейство окружностей, «нанизанных» на ось 0 z  (рис. 14.11).

7. Поток векторного поля через поверхность

Пусть F -  поле скоростей жидкости, а I  -  некоторая воображаемая 
поверхность в поле. Тогда, как мы видели (см. главу XII), величина

0 = Jf|F, rfa
кото жидкости» протекающей через поверхность I  за единицу времени, 

рая называется потоком этой жидкости через данную поверхность.
Усть теперь а (х , y ,z ) -  произвольное поле. Пс 

предыдущим результатом величину
аналогии с
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q = m a ,  d a
I '

называют потоком поля a через поверхность I .  Очевидно, при сложен 
полей алгебраически складываются их потоки, а и
при умножении поля на константу на эту же 
константу умножается и иогок поля. Очевидно, 
что знак потока зависит от того, какое 
направление нормали к поверхности взято в 
качестве положительного.

Пусть I  -  замкнутая поверхность (рис.
—>

14.12). Тогда векторы d a , как отмечалось, 
обычно направлены наружу по отношению к 
области D ,  ограниченной поверхностью S .
Поэтому б случае «вытекания жидкости» угол
/ л

a, d a  будет острым, а значит' скалярное произведение 1 a, d a  >0. В

случае же «втекания» этот угол будет тупым, а значит а у d a <0. Итак,

< 0 , то в области D имеются так называемые стоки,

поток со знаком «+» отвечает вытеканию, а отрицательный поток -  втеканию 
жидкости.

Предположим, что JJ| я , d a  >0. Это значит, что для области D

вытекание преобладает над втеканием. Исходя из ги др о ди н ам и ческо й  
аналогии, можно утверждать, что в этом случае внутри области D имеются 
точки, дополнительно порождающие поле. Их называют источниками поля.

Если

поглощаюлдае часть поля.

Легко видеть, что если даже JJ a , d a  |>0, то существование стоков в
1

области D не исключено. Источники и стоки могут с у щ е с т в о в а т ь  
одновременно, но источники в данном случае преобладают. Наоборот, если

5 ,  d a  < 0 ,  то преобладают стоки. Если же j j f a ,  d a  = 0  то и сто ч н и к и  

и стоки в области D либо от сутствуют, либо компенсируют друт друга.
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Пример
14.12. Рассмотрим поле точечного заряда по чещенного в

начало

Имеем

координат (рис. 14.13). Окружим заряд сферой 
Z = {(x,y,z) | x2+y2+z2=R2}.

Е. d a )  = lim £ ( 4 ’ Аак ) =] •“ =

Ри:. 14.13

L  lim VДгДо~;. = ^ 4 ^ = 4 ^
л -* °ш R R

Эта величина не зависит от радиуса сферы и всегда 
полож ительна. Это значит, что положительный 
электри ческий  заряд является источником в поле Ё.

Пример 14.13. Для заряда - q , очевидно, будем иметь 
(  _ _» \

Щ Ё , d a  = -4  л  q ,
I v '

а значит, отрицательный электрический заряд является стоком в своем поле.
Пример 14.14. Аналогично для поля тяготения материальной точки 

массы т получим

= -An f m ,

а значит, материальная точка также является стоком своего гравитационного 
поля.

8. Дивергенция векторного поля

Возьмем поле а(х, y..z) и в нем -  некоторую точку М Окружим эту 
точку замкнутой поверхностью X, и пусть D -  область, ограниченная этой 
поверхностью, а V - ее объем. Вычислим поток поля а через поверхность Е

0 » ® ( з ,  da
I ^

и составим отношение Оно характеризует среднюю по области D

«производительность» источников и стоков, вместе взятых.
успь теперь поверхность I  стягивается в точку М ; при этом V —>0.

Есл О
существует Иш —: , не зависящий от способа стягивания I  в точку М ,

У-+Q V

Называется дивергенцией поля а в точке М и обозначается diva(M ).



Итак, по определению

div а (М )  = lim — 
v~>o

i f f  в . da

V  * (Н.9)
Из этого определения, в частности, следует, что дивергенция являет 
инвариантом векторного поля. я

Если d iv a (M )> 0 , то, очевидно, в точке М имеется источник, тем
более интенсивный, чем больше d iva (M ).  Если же d iva(A f)< 0, то в точке
М -  сток. Если же diva (Л/) = 0 , то в точке М нет ни источника, ни стока

Таким образом, дивергенция поля в данной точке, с физической точки 
зрения, есть не что иное, как мощность (обильность) источника или стока 
находящегося в этой точке.

Легко видеть, что diva есть скалярная величина. Поэтому можно 
говорить, что каждое векторное поле а[х,y , z )  (удовлетворяющее условиям, 
сформулированным ниже), порождает скалярное поле diva (x ,y ,z ) ,  которое
характери зует мощности источников и стоков, распределенных в этом 
поле.

Равенство (14.9) неудобно для вычисления дивергенции. Предположим, 
что проекции поля: ax(x,y>z)4 ay (x ,y9z)  и az(x ,y ,z )  имеют частные

да дау да̂
производные —=- и непрерывные в области D . Тогда, применяя

дх ду dz
формулу' Остроградского-Гаусса**, получим

■( дах
1 дх dz

dV .

Теорема о среднем дает

(  } я , d o [dax(N)  | day (N)  ( & , ( * ) ]

1 J дх с у  dz V,

где N -  некоторая точка внутри области D .
Подставляя этот результат в (14.9), находим

* » » ( * )  , day ( N )  , д а Л " )d iv a ( М ) ~  im
v 7 о дх д у dz

Но если I  стягивается в точку М , то N А/, а значит в пределе получим

di , а ( м )  + Ь  W . ,
V '  дх д у  dz

м Предполагается, что поверхность S  удовлетворяет условиям, при которых была 
выведена формула Остроградского-Гаусса.
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дх  с у  OZ
мы доказали существование дивергенции (при сделанных 

ИТжениях) и получили удобную формулу для ее вычисления. 
^ ^ Д и в е р г е н ц и я  обладает сл едующ им и свой ст вами :
l .d iv (a ,+ 5 2) = diva,+ div52 .

2 div(ca) = cdxwa.
3. Если u ( x , y , z )  -  скалярная функция, то

div(иа )  = wdiva + ( а , gradz/).
Свойства 1 и 2 очевидны. Проверим свойство 3. В силу (14.10), имеем,

I Н т , )  Н ш у* э ( ш . )

(,4.10,

ди да  у ди ^ z дм ^  +— ax + u - - l -  + — a v + м --^  + —  az 
дх дх д у д х  dz dz

-и ди  с и  ди 
+ a  -  + а ; -  

сх д у  dz
= wdiva + (£', gradw)

что и требовалось доказать.
Пример 14.15. Пусть а = г , где г  = xi + y j  + zk . Тогда

 ̂ дх с у  dz л , , .div т —---- 1------1---- = l + l- f l  = 3.
dx с у  dz

Пример 1 4 .1 6 .  Пусть а =Зх2уТ +(д>3 +xz}j+xzk. Вычислить 

дивергенцию этого поля в точке М  =(1, -3 , 2 ). Очевидно, что

diva = 6ху + Ъуг н- х ,
откуда

diva (А/) = -18+  27 4-1 = 10.
Итак, в точке М поле имеет источник мощностью в 10 единиц.

м Пример 14.17. В силу свойства 3 дивергенции, учитывая также 
воиство 4 градиента и формулу (14.6), находим

Лу [/ ( г ) » :]  = / (/ ')d iv(r) + ( f ,  grad^ ( г )) =

= 3/ ( r )  + ( r >/ '(r )g rad (r ) )  = 3/(/-) + / '( r )  ( r , f (,):=

= 3/(/‘) +/ '( r ) f r , j ]  = 3/ (r)  + / ' ( r ) -  = 3/ (r)  + / '( 0 '--
в  частности, при г * 0
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div£ = d V ^ r  j  = = 0 •

Этот результат очевиден и физически, так как предполагается, что вне

■

л-q других зарядов нет. }аРяда

9. Теорема Остроградского-Гаусса. 
Соленоидальное поле

Г дах да да ,  4 + —— + —*■ 
ду>дх dz

dV .

Рассмотрим поле a (x , y 9z) и в нем -  замкнутую поверхность I  
окружающую область D. Тогда, считая условия формулы Остроградского- 
Гаусса выполненными, получим

Ф- % д
Z '  '  D

Учитывая формулу (14.10), перепишем это так

[| f[a , d a  W jjd m w / F . (14.Ц)

Таким образом, имеет место следующее утверждение.
Теорема 14.1. Поток векторного поля через замкнутую поверхность 

равен тройному интегралу дивергенции этого поля по области, ограниченной 
данной поверхностью.

Эту теорему называют теоремой Остро :радского-Гаусса. С физической 
точки зрения она выражает тот факт, что поток поля через замкнутую 
поверхность есть суммарный результат 
производительности всех источников и стоков, а 2
расположенных внутри этой поверхности.

При выводе формулы (14.11) 
предполагалось, что область D -  односвязная.

Легко видеть, что теорема Гаусса- 
Остроградского верна и в случае, когда область V 
имеет две границы -  внешнюю и внутреннюю 
(рис. 14.14), т.е. является двусвязной. При этом

под d a надо подразумевать суммарный Рис. 14.14

поток через а 1 и а 2 . Однако, поскольку вектор d a  должен быть направлен 
наружу по отношению к V, то на поверхности а ] его нужно н ап равлять 

внутрь по отношению к а х. Поэтому формула (14.11) для данного случая 
запишется так:
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где п р е д п о л а г а е т с я ,  что на каждой из поверхностей 
векторы  d a  направлены наружу по отношению к 
этим п оверхностям .

Огсьэда легко получается следующая 
Теорема 142. Пусть в точке М  имеется 

и з о л и р о в а н н ы й  источник или сток. Тогда поток 
поля через замкнутую поверхность, окружающую 
точку А/, не зависит от размеров и формы этой 
поверхности , если только внутри нее нет других

источников или стоков.
Пре;щоложим сначала, что поверхность а ,

целиком лежит внутри поверхности <т, (в 
отдельных точках она может касаться ее) (рис. 
14.15). Пусть V -  область между <т, и <т2. Тогда 
всюду в \ будет diva = 0 (благодаря отсутствию 
источников и стоков), а значит, в силу (14.12).

[ f lf '7’ dcT ) = (£f(5 ' d a

Рис. 14.15

т.е.

(14.13)

Если же сг1 и о 2 пересекаются, то, бери поверхность <т3 находящуюся 
внутри и о*,, и а 2 (рис. 14.16), получим, по
уже доказанному,

d a W f a ,  d o
9 А  / <т3 ^

в  (а .

Рис. 14.17

откуда снсва следует (14.13).
nnnv, Г7ри'чена,,ие- Доказанная теорема 
^У чен а нами как следствие теоремы Гаусса-
силу о Г СКОГ°- ^ днак0, оиа совершенно очевидна и физически, так как, в 
ПгщII ~ ^ ГГСТВИЯ ^посторонних» источников и стоков, поверхности сг, и <г2 

' одинаковое число векторных линий (рис. 14.17).



Векторное поле называется соленоидальным (или трубчатым) 
каждой его точке дивергенция равна нулю, т.е. если в ней о тсу^ в*1 Й

источники и стоки. Примером такого поля может служить поле
г ъ г  вне

заряда +q.
Из теоремы Остроградского-Гаусса легко следует, что для того чтобы 
было соленоидальным, необходимо и достаточно, чтобы его поток 
любую замкнутую поверхность, принадлежащую польз вместе 
ограниченной ею областью, был равен нулю.

10. Циркуляция и ротор векторного поля

Возьмем произвольное поле a [x ,y ,z )  и в нем -  некоторую дугу 
Интеграл

j  р ,  5 )
и

MN
и

называют линейным интегралом поля а по дуге MN . В случае силового поля
U

он представляет собой работу этого поля на п̂ лги MN .
и

Заменим теперь дугу MN замкнутым контуром L . Величину

C = $(a js)
L

называют ]диркуляцией поля а  по контуру L.
Пусть I  -  некоторая поверхность, натянутая на контур/, (рис. 14.18), а 

а  ~ ее площадь. Возьмем на I  произвольную точку М . Вычислим
С

циркуляцию С поля а по контуру L и составим отношение — •

Предположим теперь, что контур L стягивается в точку М ; при этом <т->0.
С __

Пусть существует предел lim — , не зависящий от d o  [
о-*0сг

способа стягивания контура L в точку М .
Данный предел можно рассматривать как проекцию ........... ^  \
некоторого вектора на нормаль к поверхности I  в V Л
точке М ; при этом вектор нормали d a  ______ _
направляется по ту сторону поверхности I , откуда L
обход контура L при вычислении циркуляции 1418
виден совершающимся против часовой стрелки.
Этот вектор, проекция которого на нормаль к поверхности Z в точке М
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у  £  (СМ зам еч ан и е  дальше), называется ротором (или иихрем поля а

i\ обозначается ю 1а(м ).  Итак, го определению, ro ta (M )  -  это 
в точке iw

«оторого

( r o l a ( M ) )  = l im ----------  (14.14)
'  /п <т-*0 С

этого определения, в частности, следует, что ротор поля (если он 
с у щ е с т в у е т )  является инвариантом этого поля.

Получим из выражения (14.14) формулу, удобную для вычисления 
ротора. Для этого предположим, что проекции поля ax(x ,y ,z ) ,  a Y(x ,y ,z ) ,  и 
а (х y*z) и контур L удовлетворяют условиям, при которых была выведена 
формула Стокса (12.33). Тогда

ф(г-^)=Я
' да . д а у  

д у  dz
cos a  -f

да^
дх

cos/? +
£у 1

cos V d a

(1415)
Введем вектор N° = cos а  • i + cos f l j  + cos/ • к  , являющийся, очевидно, 

ортом вектора ds , а также вектор

Ц х ,у , г )  =
\ ду  &  

Тогда получим из (14.15)

дау I j  , ( да: 7 | ( да. са.
&  сЬг J  дх ду

А:.

Но

(5, N° ) = Щ • 1cos(M ct ] = bn,

гДе - проекция вектора b на направление вектора d a .  

Следовательно,

или, по теореме о среднем.

ГДС Я П()Некоторая точка поверхности I .
Дставляя этот результат в равенство (14.14), получим

[ r o t a (M )\  = bm bn(P ) . (14.16)
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1
Если поверхность I  стягивается в точку М ,  то и

а так
вектор b , в силу предположенного, непрерывен на поверхности £ *** 
пределе из выражения (14.16) будем иметь ’ То &

[rota(M)]n=bH(M). (н  .

Из равенства проекций двух векторов на некоторое направл 

конечно, не следует равенство самих векторов. Но ведь I  -  произволь^’ 
поверхность, содержащая точку М .  Поэтому соотношение (14  ̂  
фактически означает, что проекции векторов Ь(М )  и ro ta (M )  на любое 

направление одинаковы, а отсюда следует, что b (M )  = ro ta (M ) ,  т.е. что для 
любой точки М  (х, у ,  z) будет

rota
с а

д у
у

dz
-  ( дах 

v dz
или, в символическом виде.

rota  =

да,
дх

j

д у

J  +
'д а .
[дх ду ,

(14.18)

Заметим, что мы одновременно доказали существование (при 
сделанных предположения?:) ротора и вывели удобную формулу для его 
вычисления.

Теперь можно говорит ь, что каждое векторное поле а порождает новое 
векторное поле r o t a , называемое полем вихрей поля а .

Для выяснения физического смысла ротора возьмем поле скоростей 
вращающегося твердого тел а. Поскольку

V = c o ( - y i  +xj )
то, на основании (14.18),

i  j  к
5 М  

дх д у  dz 
- c o y  сох О

Итак:, в данном случае ротор поля во всех точках одинаков и равен 
удвоенному вектору угловой скорости.

П о аналогии с этим результатом, говорят, что н в случае произвольного 
поля а вектор ro ta  характеризует так называемую вращ ательную  
способность, или «завихренность» поля в данной точке.

Пример 14.18. Возьмем магнитное поле бесконечного прям олинейного

rotV = = (со + со) к = 2 сок = 2 со
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проводим*3

Тогда

Отсюда

# =_ ^ Ц ( - / + * 7 ) .
Х + У

2 J y  „  2 JX
Н х  — 2 2 ’  v  2 2 ’ г  ~  ̂  • х + у  j r + j r

rotH = 2J

i
л
дх

У

j  *
д_ д_
д у  dz

Х О
х2 + у2 х2+ у 2

а значит,

Н » ) , - 2-7!  7 7 7  Г 0 , ( т Л Ъ ~ ~ г 'шъdz

{rotH) -  2 J

X* + у  
д_ 
дх

У
х + у'

* 0 ,

/ NX
U ‘  + y

а  +—

= 2J х2 л-у2 -  2х2 , х2 + у 2 - 2 у 2

Эу{х2 + у2 

н 0
(х2 ^ 2)2 (* 2+ >;2)

Итак, всюду, кроме точек проводника (где х2 + /  = 0, и приведенные 
выше равенства теряют смысл) поле Н является безвихревым.

11. Свойства ротора. Теорема Стокса

Ротор обладает следующими свойствами:
1 • rot(ax + а2) = rotax + rotd2 ( эта сумма -  векторная).
2. Если с  -■ c o n s t , то r o t ( с а ) = c r o t ( а ) .

Это свойство, как и предыдущее, совершенно очевидно.
3. Если u(x,y,z) -  скалярног поле, то

Действительно,
ro t ( н а ) -  urota  + [gm du ,a ]
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rot(wz) =

Отсюда
д_
д у

д_
dz

/ j к
d д_

dx д у dz
иах на у uaz

>) =
du
— а, 
д у д у

1

ди
dz

д а у
dz

= и [ + ((grad« )у в , -  (gradv ) . ау ) = и (rota )  ̂+ [gradu,o

Аналогично проверяются равенства и для двух других пар проекций. Из 
равенства проекций следует равенство самих векторов.
4. Для любого поля а будет div(rota) = 0 , т.е. поле вихрей любого векторного 
поля солеьюидально.

Действительно.
( d a z да у '

+ - |
Кдах daz

) + -
'  дах дах'

1 ду­ dz J dy' ч bz дх ) dz , д х  д у  J

д2д, д 2а д 2ах д 2а„ д 2ау с 2а х =---- ---------L + — £-------- L + — L -------L = О
дхду dxdz dydz дудх dzdx cxdy

5. Для любого скалярного поля u (x fy , z )  будет rot(gradw) = 0. 
Действительно,

rot(gradw) =

Отсюда

и аналогично

(rot(gradw))v =

i j  к
д_ d_ d_
dx dy dz
ди du du
~dx dy dz

d2u d2u _
dydz dzdy

(rot(gradw))v =0, (rot(gradw)) =0,

откуда и следует свойство 5
Возьмем теперь произвольное поле а , и в нем -  контур, L , на 

натянем некоторую поверхность I . Считая условия формулы
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енными, получим равенство (14.15),которое можно теперь переписать

* *  ;  ' ^ (a ,d s )  = \\[roia,da) ( 1 4 .19)

г  е д о в а т е л ь н о , при упомян^ых условиях имеет место
Т е о р е м а  14.3. Циркуляция векторного поля по замкнутому контуру

вна потоку ротора этого поля через произвольную __
п о в е р х н о с т ь ,  натянутую на данный контур. Лг,

Эту теорему называю! теоремой Стокса.
Пусть теперь L -  произвольный контур в поле а  . /  ___

Натянем на него две различные поверхности X, и 1 2 К "  ~ j S
так, чтобы они ограничивши некоторую область D ч. /
(рис. 14.19). Тогда, в силу (14.19),

JJ  [ro ta ,do}  -  J J  (rot a ,da}  '
I, z2 Рис. 14.19

(поскольку оба интеграла равны При этом векторы d a  на обеих
L

поверхностях направлены так, чтобы с их концов обход контура L был виден 
совершающимся против часовой стрелки. Если же на поверхности 1 2
векторы d a  направлены в противоположную сторону, то на всей 
поверхности I , u l 2 вектор d a  будет направлен наружу но отношению к 
области D . Получим тогда

I  JJ(rota,Ja) = ~JJ(roi: а,*/сг),

т.е.

или

jJ(ro ta,(icr ) + JJ  (rot a^da} -  0

[JJ (rota,J<r) = 0.

Ввиду произвольности поверхностей I t и I 2 отсюда следует, что поле rota -
соленоида!ьное, т.е. мы фактически установили физический смысл свойства 4 ротора.

12. Потенциальное поле
Веги

рное поле a (x , y tz) называется потенциальным, если существует
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такое скалярное поле u(x9y , z ) 9 что gradи - - а .  Функцию uix  v Л\ В эт01̂
случае называют потенциалом поля а . м

г 2 1 ШПример 14.19. Пусть а = г .  В этом случае и = — = - ^ 2 + у 2 +22\ ^  

самом деле,
ди  _ ди  _ ди _ 
дх ' д у  dz

а значит,
grad и = xi + y j  + zk = r  .

Потенциальное поле определяется одной скалярной функцией и(х у  2) 
тогда как произвольное векторное поле a (x , y 9z)  определяется тръщ 
скалярными функциями ах(х , у , г ) ,  a v (x ,y ,z )  и az(x ,y ,z ) .

Пусть а -  потенциальное поле, a u(x>y ,z )  -  его потенциал. 
Поверхности уровня скалярного ноля u (x ,y ,z )  называют 
эквипотенциальными поверхностями. Поскольку a  = gradw, то в любой точке 
поля вектор а нормален к соответствующей эквипотенциальной поверхности. 
Но вектор а коллинеарен касательной к векторной линии поля. Таким 
образом. векторные линии потенциального поля пересекают 
эквипотенциальные поверхности под прямым углом.

Теорема 14.4. Для того чтобы векторное поле было потенциальный, 
необходимо и достаточно, чтобы оно было бе звихревым.

■Необходимость. Пусть а  -  потенциальное поле с потенциалом 
u (x ,y ,z ) .  Тогда я  = grad и , и, в силу свойства 5 ротора,

ro ta  = ro t(  gradw) = 0 .□
■Достаточность. Пусть а -  безвихревое поле. Возьмем в нем 

произвольный контур L и натянем на него некоторую поверхность £• 
Поскольку r o t a -  0 , то, на основании теоремы Стокса,

[|(й)^ )  = 0 . ( 14'20)

В силу произвольности контура L, из условия (14.18) следует, что 
(a ,d s )  есть полный дифференциал некоторой функции u(x9y ,z ) .  И
существует такая функция u(x,j>,z), что (a*ds) = du ,  т.е.

axdx + a yd y  + a.dz ~ d u ,
а это значит, что

ди  ди ди



т.е что
ad и так что поле а -  потенциальное^ 

f i cz gr  ♦ д о к а з а т е л ь с т в а  достаточности следует, что если 
Пр*чеч***1  ому замкнутому контуру равна нулю, то это поле 

ц„ркУлЯЦИЯ л у
потенциально. ерЖдение. вообще говоря, неверно, т.е. циркуляция

Обратное ^  замкнутому контуру, полностью принадлежащему
потенциальног ^  равнятЬся нулю. Действительно, равенство (14.20) будет 
полю, может  ̂  ̂ теоремы Стокса, если на контур L можно натянуть 
выполнено. точки КОТОрой принадлежат полю, а это не всегда возможно.
поверхность, в -  2J / -

Прииер 14.20. Возьмем поле H = - f —r ( - y i  +xj).  Мы видели, что

ro tH  = б всюду вне оси Oz, а значит везде, кроме точек этой оси, поле Н 
потенциально. Это можно проверить и непосредственно. Для этого

у
рассмотрим функцию и = 2 J a r c tg - . Имеем для нее

arctg— 1 =
I x)

= 2 J
_y_  I

?  r  X -•-----S - l
1 + 1 +

C I 3

Рис. 14.20

Итак, функция m = 2 Jarctg— есть потенциал поля //. Эта функция

д: + ̂  = г ' 
г  = const

определен а всюду, кроме точек оси 0z , где не определено и поле Н .

Вычислим циркуляцию поля Н по окружности L = |(jc,iy) 

где z -  любое число. Тогда

) = : +  x j ,d s )  = - y d x  + xdy)  = Ц \ \ Id s  = 4/гУ * 0  

невоямп^* НИС Равенства (рис. 14.20) здесь связано с z

« е р е с е ^ щ у Г ^ Г о Г  Г "515 *  ПОВерХНОСТЬ'определено котором поле не
г

(dmcm^i Же КонтуР ^ не охватывает оси 0z 
1РК' 4^ ™ , № » н » „ , ф ( а д ) , „ ,  /

в поле а пктг,°ЖИМ тепеРь’ что Для любого контура L
яняется равенство (14.23). Возьмем в Рис- 14,21
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этом потенциальном поле некоторую дугу MN. На основании (\л Л 
интеграл

с , и
J (a , d s ) не зависит от формы дуги MN, а зависит лишь от положения

ш
точек

М  и N . Поэтому его можно обозначить j(a ,d £ ) . Поскольку в этом
м случае

(a ,d s )  = d u , то. по ранее доказанной формуле Ньютона-Лейбница,
N

J  (a,*Zs) = w(./V)-w(A/).
м

Этот результат означает теперь, что линейный интеграл в таком 
потенциальном поле равен разности потенциалов этого поля в конечной и 
начальной точках пути.

Что же касается нахождения потенциала поля, то оно в общем случае, 
очевидно, сводится к нахождению функции трех переменных по его полному 
дифференциалу (см. конец главы XII).

Вычислим в заключение дивергенцию потенциального поля. Имеем
ди т ди  -  ди д 2и д 2и д 2и

—Г Н-----X -I---- т .
дх д у  dz

diva = div (grad«) = div — / +— j  + — k
v 1 дх dy  dz

^ 2  2 2
Выражение + + называется лапласианом скалярной функции

ox2 д у 2 dz2
u (x ,y ,z )  и обозначается А и (не путать с символом приращения!). Итак,

d iva = Дм. (14.21)
Примечание . Понятие лапласиана вводят и для векторов. Пусть 

a = ах7 4 a yj  + azj c . Тогда, по определению,

Да = (Аах )Т + ( Да^ )7  + (Да, ) к ,

т.е.
.2. Я2

Да =
д  а., д  a v д*а 

+ — *- +
ч дх* ду* dz* ^

13. Потенциал электрического поля

д га~ d a .  д
1i r V  & 2

Расс мотрим поле точечного заряда +q :

Я г



а также функцию м = -  ~  • Имеем

grad u —'-q2Pad

г  имеет потенциал м = - х . Однако, в теории электричества 
Итак, поле £ г

принято называть потенциалом поля Ё функцию <р = - и  = ^ .

Пусть теперь имеется и точечных зарядов: +?1,+?2.- ,+ в ,л Тогда, в силу 
принципа суперпозиции полей, потенциал в точке М равен

, , S L  + &  + ... + ̂ ,
П 'г ^

где г„г2,...,ги -  расстояния точки М от зарядов +qu +q2,...,+qn ■
Предположим, наконец, что заряды заполняют некоторую область V 

непрерывно (рис. 14.22), и пусть p (x 9y , z )  -  I 
плотносгь заряда. Пусть, дачее, AV ~ элементарная 
часть области V. Её заряд равен Aq = p(£,/7,f )A F , 
где (^ ,7*0  -  некоторая точка области А У . Этот 
элементарный заряд создаёт в точке М (х ,у , : : )  (она 
может находится как внутри области V, так и вне её)

с потенциалом —  = - - - -  д  у . Рис. 14.22

Следовательно, суммарный потенциал в точке М равен

<p(x,y,z) = J JJE & I ^ X iy  ,
т.е.

v r )  = J J J ________P{4,n^)d -=dV.

Покажем, что 
соотношению

( * - * )  +(y - n f +(z _<rf

функция удовлетворяетэта
Рис. 14.23

(14.22)
д  Ф д  <р д  <р
Т Т  + Т Т  + —Т = ~4 я р ,

л „ г  ^  ^г ПЛОТНОСТЬ 1я
*)Яда в дайной точке Л/( x ,^ ,z ). Для этого опять возьмём

— — . . . лчислим его поток через сферу
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x2 - y 2 +z2 =R2. Поскольку в точке О поле не определено, 1и 
Гаусса-Остроградского неприменима, а поэтому вычисляем

то

непосредственно (рис. 14.23). Имеем п°тоц

Р  ■ 3 5 -  Km ± g ,  . 4 ^  -  В т  ± Е ,  ■ Л<г, > 1 т  ,  1

= ^  ==̂ 4ж,г2 -  - о ! ] г ~ л
По следствию теоремы Гаусса-Остроградского f  | /

поток поля Ё через любую поверхность а ,  \ J
окружаюную заряд (рис. 14.24), также равен >\ +с/ J

\$E -d cr  = 4xq (14.23) * /
<* Рис. 14.24

Если внутри а  имеется п точечных зарядов
+<7i,+ ?2>-->+Яп> то> очевидно поток суммарного поля через эту поверхность
равен

п
\ к

а  т|
Пусть, наконец, заряд распределён внутри а  непрерывно с плотностью 

p (x , y ,z ) .  Тогда

[JJ Ё ■ d a  = 4«-JJ| p (x ,y ,z )d V ,

[ff£  d ( j  = 47tYj ql

где V -  область, ограниченная поверхностью ст. С другой стороны, по 
теореме Гаусса-Остроградского,

^ E d a  = 4n\\\&\EdV.
о- V

Сравнивая оба выражения для потока, получим, в силу произвольности 
области V,

div£ = 4 п р ,
т.е.

div ( --grad <р) = 4п р ,
т.е.

-А ср-Л пр,
откуда и следует (14.22).

Соотношение (14.22) называется уравнением Пуассона.  ̂ ^  ^
Если в точке М р  ~ 0 (в частности, если М  находится вне области

в этой точке



Э я ,  р а в е н с т в о  называется уравнением Лапласа.

14. Символические операторы теории поля

дх2 ду2 dz'

Как мы видим, величины

g r a d  и  —

I j  к
г  д_
дх д у  dz
а ,  ау az

являю тся основными характеристиками поля. Все эти выражения можно 
записать очень компактно, если ввести символический вектор

л Q д
V = _r_7 + — ]  + — к .  Его называют вектором (или оператором) «набла». 

дх ду dz
Символичность этого оператора состоит в том, что он выражает не некоторую 
векторную величину, а действие. Применяя это действие к некоторой 
реальной величине (т.е. формально умножая V на эту величин}), мы получим 
другую реальную величину.

Например, умножая вектор V на скаляр u (x ,y9z ) ,  получи м вектор

d i v a - [V ,a ) , r o t  a  = [V ,a].
очень быстро получить многие уже

Далее, мы имели
div(retfa) = (V ,[V, а ])  = ([V, V ] ,a ) = (б .а )  = 0 .

ПеРь этс можно переписать так:
div(gradw) = A«.



(V ,V )u = Au. 
Поскольку здесь и произвольно, то

(v ,v )= д.

Левую часть принято обозначать V2, так что
V2 =A.

Это символическое равенство следует понимать так
■\ о2

V2 = д  г  5 -г  д  ~ д  -г д  ~ д  - 
— г +— J  + — — / +— / +— А: 
ох ду сг ох д у  dz ду

Линейный дифференциальньп1 оператор А = —— + -̂ -г- + - Няи»Во^
cbc2 d y2 & 2 ^ Ь1вает<*

оператором Лапласа. Применяя его к некоторой функции и(х, v ,z), получим
(  а2

Дм =
>2 Л

<fr2 dy2 dz2
д 'и  д 2и д 2и 

w = — т  +
а г2 д у 2 dz2

т.е. получим лапласиан этой функции.
Вычислим символическим методом величину rot ( ro t  а ) .  Имеем

r a / ( ^ a )  = [V ,[V ,a ]] = V (V ,f l)-(V ,V )f l = V (d iv a )-V 2a ,
т.е.

ro t ( ro t  а )  = grad ( d iv a ) - Д я .
Следует отметить, что, поскольку V не является реальным вектором, 

обращаться с ним ну»:но осторожно, т.е. формулы, полученные 
символическим методом, следует проверять обычным путем.

15. Произвольные системы 
ортогональных криволинейных координат

Пусть #1, ? 2, 9з -  некоторые криволинейные координаты точки А/» 
связанные с ее декартовыми координатами формулами

*  = /\(Я\ .ft
У =/г(Ч\>ЯпЧъ) (1

Обратные соотношения имеют вид
Ч\ = < P \ { x ,y ,z )

Яг = <Р2(Х’У>2)
‘h  = <?b(x,y,z).

Координатные поверхности имеют, следовательно, ур ав н ен и я

(14.26)



Здесь

Я (x ,y ,z ) == с х,<р2 (x ,y ,z )  = c 2..p3 (x ,y ,z )  = c 3.
_  н езави си м ы е  произвольные постоянные.

" п еп есеч ен и я координатных поверхностей 
Л И с Г  к о о р д и н а т н о й  линией. Очевидно, вдоль нее \ Ч 2- const 

НаЗЫВ̂ те.ч только одна из величин qx,q2,q i, а две других -  Ш
язменяе > 14.25). Например, координатной линией
постоянны с ф ерической  системе координат является /
координаты v  /

окружн°С1Ь (^) с «ентР0М на оси параллельная
плоскости (Рис- 1^.26).

Будем рассматривать только такие системы, в которых рис. 14.25 
все три координатные линии, проходящие через каждую

взаимно перпендикулярны. Такие системы

<73 = С<ЭЛ5/

точку,
ортогональными.

Пусть ёи ё2,ё3 -  орты касательных к линиям 
направленные в сторону возрастания

соответствующих координат. Будем считать, что векторы 
ек,е2Лъ образуют правую тройку (в противном случае 
мы перенумеровали бы координаты 4\,q2,q{) (рис. 
14.27).

Возьмем линию Вдоль нее будет
^2= const и const, и тогда уравнения (14.25) 
можно считать параметрическими уравнения ми этой 
линии. Поэтому дифференциал дуги линии (qx) 
равен

называют

Рис. 14.26

Аналогично получаются 
Обозначим

= я 2 »

с  ® Гл. VI
(11-19) °Ртогональности,

''fell
(Ч, )

Рте. 14.28 

«ы  вместо (14.25) и (14.26) писали
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■
= я .

(эти числа называют коэффициентами Ламе данной криволинейной 
координат). сИсте|у

Получим теперь
c/S| = H^dq^,ds2 = Я  2^2  > = H^dq^.

Поэтому элементы площади координатных поверхностей равны
d a x = f i2H3dq2dq±, d a 2 = Я 1Я 3ф 1с/173, </<т3 = H{H2dqxdq2, 

а элемент объема равен
dV = Я ! H2H^dqx dq2dq3.

16. Вычисление градиента, дивергенции, лапласиана и ротора в 
цилиндрических координатах

(Г)

Начнем со скалярного поля u(r,<p,z). Возьмем в нем произвольную
точку М и проведем через нее линии (г), (ф) и (z), 
вдоль каждой из которых меняется лишь одна 
координата, а две другие постоянные. Пусть ё г , и
е2 -  орты этих линий, направленные в сторону
возрастания соответствующих координат (рис. 14.29).

Напомним, что проекция градиента на данное
направление раэна производной поля по этому
направлению. Следовательно,

/ ди / j \  ди  1 ди( g :a d u ) r ,(grad;t/)^ =

( v )
(г)

dsм r  dtp Рис. 14.29

(grad и) = ди
dz

а значит,
. / ч ди  _ 1 ди  _ ди  _ gradw (r,^ ,z) = —  е г + — —  е  + —  е г . (14.27) 

д г  г  dtp dz
Рассмотрим теперь векторное поле a(r,tp ,z)

и вычислим его дивергенцию в данной точке
M(r0, ^ , z 0) .  Пусть а  -- полная поверхность
элемента сбъема (рис. 14.30). Тогда



ff a-d(T+ J| я*
* *  Л П О 'Л 1

d c г

MNN'M' QPP'Q'

f f  « • * ?  +  J J  a
A >  m'n 'p'<?'

a dcr = Qr +Q(p + Qz

Ho

я а - Л т  =  J J  ( « Л + « Л + а Д ) ' ( Ч ) ^  =  -  J J  a _ ( r , ^ z ) ^ a  =
M Q Q 'M '

MQQ'M'

Аналогично

MQQ'M
<Po+b<P

<*D

z0+te
J  rQar (r0,(p.z)dz

JJ 5 - ^ =  /
NPP'N’ *X>

г0+Дг
J (r0 +Ar)a/.(r0 + &r,<p,z)ck V<P

Поэтому
Гго+Дг

Q.= J  j J  [(r0 + )ar (r0 + Дг, -  r0a r (r0, z ) Jaz */<*> =
<h I 4 I

■ I I
Qo dr

Дгс/z
d (ra r )

r=p dr
4 r b f t e . Q z l

r-/> QrФ={'/
z=C

ArAfpAz,
Im,

где Л/, - некоторая внутренняя точка параллелепипеда. Мы примет 
теорему Лагранжа, а затем -  теорему о среднем для двойного интег^агш  ̂

Примечание. Скалярное поле называется осевым, если оно за 
только от расстояния до некоторой оси (обычно принимаемой в ка (еств 
Оz), т.е. если и = м(г). Примером может служить поле температур вокруг 
бесконечной равномерно нагретой проволоки. В этом случае

dugrad м =— е 9 
dr

Л М г ^ - Х
г  d r y  d r )

Вычислим, наконец, rot a ( r y<p,z). Пусть Lr - контур MQQ М  
fya  ds= ^ c i 'd s+   ̂ a  ds+  j  a - d s+  J  a d s .

...... U
MQ

Ho
QQ' Q'Af

<Я)+Аа>
Af'Af

Vo+b<P
j  a ds=  j  a^(r,0>,z)c/s = J  r0<v(r°’^ ,z° '  ^ ’ 

Mp iub 9,6
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J a - d s - -
uQ'M'

азначшт,
?\)+Лр

1 a * d s  + [ a d s - -  | r„[,

flo+Д <Р

■ j
<Ро

*Q Q'M'

V’ ’’t ’  '\ ( r 0,p ,O . ,  4 ( " | ) .  .
‘  I — Ы г - ь — ^ — н * .

<Po
где -  некоторая внутренняя точка фигуры MQQ'M'. Точно так же 

J 5 - Л +  J 5dfc= J az(r,<p,z)dz + J ax(r,<p,z)dz =
GG' M'M QQ' M 'M

■*ь+д* «ь+д* % ♦ **  (r0,y/,z)
= f  e2(r0,% + A p,z)< fe- J az(r0,<pQiz)dz = J *■ -^ — A(pdz =

Z q Z q  Z q

dtp
A<pAz

Следовательно,

азна»адт

l J e - Л *
к

( e - л

даг {М2) Ы М>)
д(р 0 dz

A <p&z,

d<p
- r n^ ( M \) AcpAz

dz ° r
i так как <т2 = r0A<pAz, то в пределе находим

[rot а (М )\  = -
да2(М ) да „ (М )

dq>
- г .

dz
(14.28)

Далее, имеем
J д-<& + J 5*<fc= J ar {r,<p,z)dr + J  ar (r,<ptz )d r  =
u u u О

M'N'

dar (r,<p0,£)
NM

r0+Ar
ЛГЛГ iVA/

г0+Дг
- -  J ar (r ,^ 0,z0)</r+ J a r (r,(30,z0 + Az)</r= J

dz
Azdr -

. b r ( M  3)
dz

AzAr,
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Ч *  ,  ч .  2оГ  ,  А ^= J az{r0,<p0, z ) d z -  j az(r0 +Ar,(p0,z)dz = -  J -------—------ Ardz =

даг (М 4)
dr

ArAz.

Далее, имеем^
a d a  = -  J| ( в Д .+ в ^ + в 2г ,)* е ^ (Г  = -  || дДг,р,г)</<7 =

M N N 'M ' M N N 'M 'MNN'M'

и аналогично

г0+Дг r0+Az

- J J %{r,q>o,z)dz dr
n> zo

г0+Дг z0+Az -

fcl §-1 II J аДг,?>0 +Д^г)<&
QPP'Q' r0 . *0

а поэтому
г0+Дг Гго+Дг

Йр= M  | [ а Д г ,^ + Д р ,г ) - а Д г 0,?,*)]<& р>- =
»b I *0 J

г0+Аг

■ j
■•j." с » , (г, у ,  г)

J д<р
Acpdz

Наконец,

JJ a d a  = -  JJ a2(r,<p,z)da = -  J
MNPQ

даф{М2)dr  -  —2--------A(pAzAr .
д(р

г0+Дг
J  ««г (r,(p,z0 )dr

MNPQ <Po iL ro
<Po+A<p г0+Дг

f j  s d < T = 1 I  ra2 ( r ,<p,zQ 4- Az)dr dtp,
M 'N 'P 'Q '  щ .  r0

d t p ,

а значит
Vo+Ap Гг0+Аг

&  = J  -j | \raz(r,<p,z0 + b z ) - r a 2{r,(p,z0)\dr}d<p =
<Ро

(fiO+A 

■ f
<Po I r0 

<Po+A<P

<Po

г0 + Д г  3

г гЛ ьJ dz
_  r0

, . d (ra z ) Azdr \d(p = —------ AzArAcp.
А/л

j~ j a d a  =
a

8{rar ) + 5 K )
dr щ  d(p Him

ArAcpAz
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Отсюда
\ j j a d o -
<7 д ( т г )

, ^
ArA<pAz

AV ё г л/, д(Р « г 6 2 и,
AV

Если элемент объема стягивается в точку Л/, то
” 3 J

ArAcpAz ArA(pAz 1
AV r^ArAipAz + o(AV) 'o ’

(14.29)

а поэтому в пределе из (14.29) получим

1div а(М ) = —
,ио

8 ( r a r ) + 5 Ю

d r
M  c> M  & А / _

Заменяя точку М (r0,£»0,z0) на текущую точку (r,<p,z), будем иметь

div a(r,(p.,z) = - d ( rar )  , Ва9 , d{razy  
д г  д(р dz

Отсюда, в силу формулы (14.27), находим

Ai/(r,<z>,z) = div grad u(t\<p,z) = - ( Л )  + ± ( 1 ^ ) + Э.(г ^
V d r )  д с р у г д ф )  c z y  dz

т.е.

Au(r,<p,z) = -

Отсюда

’ - 1
' ди"L l ^ f i e 2u

cH ,Г d r j r V i__
__

__
__

__

(14.30)

|f|5-<fc = 
L,
[fje-rfs

даг (М г ) д а . (М 4)
dz dr ArAz,

а значит, 

и в предел г:

даг (М3) даг (М4) 
a <D dz dr

Наконец,

[ « , , « ( A/)]
1 &  аг '

J a <fc+ J «  •<* = J ar(r,̂ ,z)rfr+ f a r (r,<p,z)dr =
U u  ̂ LJÂTV pQ

<4"гЛГ 'Ь+Л  Г„+Дг / Ч= j a,.(r,̂ 0,z0)c//-- J аДг^+Д^о )<*- = _ f -f-dr’̂ ’zoJA -r =

(14.31)
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f o r t e s )
д<р

A<pAr;

Ja4&+Ja<fc=J a9 (r,<p,z)ds + J (rt̂ ,z)<fc =
Aff* QM

<Po+A<P

.V/> 0А/

= J  (r0 + Ar)a^(r0 + A r^,z0)d<p- J  r0av (r0,<p,z)d<p =
<Po

5K )
<Po

dr
Ard(p =

dr
r=p A/,,

Отсюда

а значит

/■ \
II

1-8 с' К ) даг
д г

\
д(р

л/6 и ,

ArAtp

ArAcp,

' « Ю f a r

ч
А гА (р

д г
\

д<р
м 6 *5 У

° z

Если фигура MNPQ стягиваегся в точку М, то
ДгД^ ___  ДМ^> 1

сг. r0A M ^ + o(crr) г0 * 
и в пределе из (14.32) получим

бК )(rot а (Л/)) = —
дг

А/
д<р м

Своря  воедино формулы (14.30), (14.31) и (14.33) и заменяя 
фиксированную точку (r0, ^ , z 0) текущей точкой (r,^>,z), будем 
окончательно

д а /  
д г  д<р

rot a ( r , c p ,z )~ -
'д а ,  3 (га„)"

е + (
'Эа, +1

0>
| 

 ̂
1

а* ч & д г  Г *  Г к

или, в параметрическом виде, rot a(r,q> ,z)-

1 -- е .~ e r ег  г
д_ д_
д г  д(р dz

^ о ®z

(14.32)

(14.33)

в них 
иметь
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Если поле является плоскопараллельным, т.е. если 
а  = аг ( г.<р)ёг + ар {г,(р)ё9 , то формулы для дивергенции и ротора принимают 
следующий вид

,. v 1 ( д ( г а г ) да )  l ( д {га? ) даг \dixa(r,<p) =------- - L  + - -P  , rot a(r,<p) =------**•
г  у д г  с х<р) г  д г  д(р\ у

В еще более частном случае так называемого осевого поля a = a r ( r ) e r 
получим

div a(r ,(p) = - —™r \  rot а ( г )  = 0.
* г  д г

17. Градиент, дивергенция, 
лапласиан и ротор в сферических координатах

Рассмотрим скалярное поле и ( г 90,(р). 
Проведем линии ( г ) ,  (0 ) и [ф) и построим орты ег , 

и (Рис- 14.31). Имеем
/_ л \ ди / , ч ди 1 ди(grad и)  = — ; ( grad и L = ------= -------V ,r or )е ds(0) г д в

(grad и)^ = 1 диди
v rsin<p д(р

а значит,
. 1 а ч ди  ̂ 1 ди  ̂ 1 ди  ̂grad ш г ,в , (р )  = — ег + -  —  ев + —;— — е  .

дг гд в  гыпф с(р *
Рассмотрим теперь векторное поле а (г9в,ф).

Имеем (рис. 14.32):
JJ а • da =

M 'N 'P 'Q '

= JJ (arer + авё9 + )-erda =
M 'N 'P 'Q '

= JJ ar (r,9,ip)da = JJ аг(г,в,ф)^вг$твс1ф =
M ' N ' P ' Q '  M 'N 'P 'Q '

q\)+b<p( Oq+AO
= J  J  (r0 + A r f  smO • a r (r0 + Ar^<p)dO

% \ 00
i<p

и аналогично
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•Ръ̂ Ь<р( Oq+&0
JJ a d a  = -  J  J  r02 sin6* • ar (rQ,0,<p)d&

MNPQ

Следовательно,
{pQ +-&<pf в$+&в

V

d ip .

Qr = J J sin0[(ro +Ar)2a r (ro + Ar,O,<p)-ro2a r (rO90y<p)}d0
•Яв ч %

f

1

0 ц+ & 9

Г
Рэ

J
*о

J<p =

dr
ArdO dtp =

r=p

( . A 2°r )sin <9 1 7
dr

ArA6&#>.

m,
Точно так же получим (выкладки мы опускаем ввиду их полней 

аналогии с предыдущими)

Qe =
( д[ае $тв)

д в
АгА$Аф\ Qy =

А/.

г ч  
д(р

АгАвА(р.
1А/,

Здесь М ,, М2 и Л/3 ~ некоторые внутренние точки элемента объема. Итак,

jj5-rf<T =
О

а значит, 
Г [[а^ сг

ла(г2Дг) sin#
д г

УМ,

r g (Qe sin ^ ) l  А Г^ Л
™ L  [ др у

AV
SU10

д г
+ г

d (a e s\nO)
д в

-ь

л/, А/, dip м

АгАОАср,

АгАЭАср
AV

Если элементы объема стягиваются в точку А/, то из последнего 
соотношения следует

АгАвАср __ АгАОАср
AV r02 sin в  • АгАОАср + о(Д F) r02 sin 0О 

заменяя точку (гр,0о,рь) наточку (г,в,<р), получим

• Л^ (г2яг) d (% sin 0 ) ся*, un 0 -^ ------ - + г - ^ -------1 + /*-—
a* sin# ar а<?

V '
Учитывая ещё формулу (12.26), будем иметь

а / л \ 1 Г • л ^ f 2 5  f  . 1 a 2wДн(г,0,<р)=-~------  Sin#— Г ---  1+----Sin#------ I +
r  sin#^ arV д г )  д в \  д в )  sin Одер ,

Пусть скалярное поле зависит только от расстояния до неко^ор^ 
точки, т.е. и = w (r). Такое поле называется сферическим, или центральнь**1-
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Примером может служить ноле температур в однородной среде, создаваемое 
точечным источникам тепла. Для сферического поля получим

Вычислим, наконец, rota ( r y69q>). Имеем 

J  ads  = J a9 {r,6,<p)ds = J r0s in ( e0 +Ав)-а^,(г0,в0 +Ad,(p)dtp ■
NP

| ads=--~ J r0s in e0ap (r(), e 0,tp)d<p,
QM

Фо+Лф

s
<Po

<Po

а значит

$ a d s + j a d s =  | r0(sin{<90 + Ав)а^,(г0,в0 + A6>,(o)-sin6>0afJ(/-0,(90;^
u и

NP QM

d(sin<te„)

J Г° д в<Pb
\0d(p = rQ

5(sin 0a,,)

Q~x д в
&Od(p -

d (s in9a<p)

0=x дв
м.

где M\ -  некоторая внутренняя точка фигуры ABCD. Далее,
<9̂1+Д в

J ads = j  ae (r,9,<p)ds = J r0ae (ro ,e,<po ) d 0 :
'■J v j a

MN MN 0
0O+A0

J a~ds-=- | r0%(r0,̂ ,̂ 0 +&<p)dOi
PQ (>0 

0q+A0
откуда \ a d s + \ a d s  = -  J  го (а0(го9в 9фо + &<р)-а0(го ,в,<})о ) ^ в

А<р&в.

MN PQ
0q+A&

( г ^ в  
e<p j M

Итак, ^ a d s  -

а значит

|j ad s
4_____V

д в  

d(sin<9a,,)

д в

А/,

Л/i

I d<p)

r dae
v d p

M,

M-,

&6&(p,

A 6A(p

( 14.34)
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н°
а  = Sunpq =MN ' PQ + ° ( а ' ) = г°А в ' r° sin<9̂  + 0 Ю  = Г« sin ваАвА<р + 0 ( a ,  ) 
поэтому при стягивании контура Lr в точку М будет 

аПС АвА<р 1
°7 r(j2 sin6'0 

С л е д о в а т е л ь н о , из (14.34) в пределе получим

0 ( s i n ^ )

(rot a (M ) ) r = м

( дав 
дю м

Совершенно аналогично находим

(rotfl(Af))
9 го-sin О0 

(го Й(Л/)) = 1
г ГЛ

r0 sin<?0 

Эаг a(rsing-ay)
д г  д г

д { г -а в )
I <9Г

м
л ^

а# /м
Тогда, заменяя точку (*Ь,0О,^О) точкой (/*,#,(£'), будем иметь

rota(r, #.$?) =
1

г sin#

' д ( а 9 sin 6») ааг, 

д в
0_

0(р
ё„ +

1 ' даг 0 ( rs in f t i ,) ' _  t (8 ( r a e ) 6a r
H-----—-

rsin# d(p dr\ V
ee  + "r »  * a # J V

\ у
Этот результат можно записать и в символическом виде:

т о Х а ( г ,в у( р ) -

В

ев
1 -
гг 2 sin# ' г sin#

£  А  А
д г  д в  д<р
а гав г sin 0а,

случае центрального поля а ( г ) - а г ( г ) е г имеем

1 d ( r \ )
d iv5(r) = — • —------ ro ta(r) = 0.

r  dr
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легко убедиться, что ему удовлетворяют ф ун кц и и  , и  вообще
х х  х

всякая функция у  = —, где С -  произвольная постоянная.
х

Возьмем другое уравнение
у , = 4 х - 2 у .

Проверим, что ему удовлетворяет функция у  = Се + ?.х - 1 ,  где С -  
любое число.

Действительно, для данной функции будет
у '  = -2  Се~2х + 2 = 4х -  2 [Се~2х + 2х - 1) = 4х -  2 у ,

в чем и требовалось убедиться.
Можно показать, что решение произвольного уравнения вида (15.3) в 

общем случае может быть записано так
у~<р(х,С),

где С -  произвольная постоянная. Поэтому функцию у  = <р(х,С) называют 
общим решением уравнения (15.3).

Придавая С некоторое конкретное значение С , получим конкретное 
решение у  = <р(х,С*) • Оно называется частным решением данного уравнения.

Таким образом, общее решение дифференциального уравнения есть 
совокупность всех его частных решений.

Для гого чтобы из обгцего решения выделить нужное частное решение, 
задают дополнительные условия, называемыми начальными условиями

= у° (Ш ) 
где х0 и у 0 -  некоторые известные числа. Тогда, полагая в общем решении 
X = х0, у  = у 0 , получим

Л = р(*о*С ).
Из этого равенства находим искомое С , после подстановки которого в 

общее решение, находим искомое частное решение.
Общее решение уравнения (15.3) 

геометрически представляет собой семейство 
интегральных кривых этого уравнения.
Проинтегрировать уравнение при начальном 
условии (15.5) -  это значит выбрать из множества 
интегральных кривых ту, которая проходит через 
данную то чку (х0, _у0 )-

Прииер 15.1. Общее решение уравнения (15.4), как было 
имеет вид



с
>>=—• х

Это - семейства гипербол. Зададим начальное условие

Я = з= 2 -
Получаем

откуда
С = о,

а значит, искомое частное решение:
6
х

Задацим теперь такое условие:

y U = 4 - <15-6)
Получим

откуда следует, что соответствующее С найти нельзя, а значит такое 
начальное условие для данного уравнения не является допустимым. 
Геометрически эго выражает тот факт, что ни одна из интегральных кривых 
не проходит через точку (0,4).

Имеет место следующая теорема.
Теорема 15.1. Пусть функция f ( x , y )  в  уравнении (15.3) непрерывна в

df'области D плоскости хОу вместе со своей производной — . Тогда для

любой точки (xQ,y0) e D  существует и единственно частное решение 
Уравнения (15.3), удовлетворяющее начальному условию у\х_0 = у0.

Эту теорему называют теоремой Коши о существовании и
Линственности решения.

Пример 15.2. Возьмем уравнение (15.4). Для него f ( x ty )  = ~ ,  и при

Функция f ( x , y ) не существует. Именно этим и вызвана 
П Ч о с т ь  начального условия (15.6).

ПоР*дка Можно уточнить определение общего решения уравнения 1-го
Общим п

Называет Р&мением дифференциального уравнения 1 -го  порядка  
Функция у~ ф(х ,С ), удовлетворяющая следующим условиям:

. j m b ,  Ю7



1) При каждом  конкретном  С = С* функция у  = <р х̂,С* j  удовлетвори^  

этому уравнению .
2) Для каж дой  точки (л^.у0) g D ( гд е  D -  область, в которой выполняющей 

условия теоремы Коши) найдет ся такое значение С = С*, что функции 
у  -  <р х̂,С* j  буд ет  удовлетворять начальному условию у\х„г = >’о-

Примечание . При выполнении условий 
существования и единственности решения каждому 
начальному условию отвечает одно единственное у, 
частное решение уравнения. Однако, поскольку
каждая кривая у  = ф{х,С*^ состоит из бесчисленного ^

множества точек, то двум различным начальным 
условиям может отвечать и одно частое решение.

*0 *1 
Рис. 15.4

4. Уравнения с разделяющимися переменными

Рассмотрим уравнение (15.3) для случая, когда f ( x , y )  может быть 
представлена в виде двух сомножителей, один из которых зависит только от 
х , а друго й -  только от у . Тогда уравнение можно записать так

и м - ) .
ИЛИ

dy f\{x) 
dx f 2(y)'

откуда
f 2( y ) d y = / l (x)dx (15.7)

т.е. переменные х и у  разделились. Пусть F{(x)  и F2{y)  *- первообразные 
функций f\(x) и /2( v). Тогда (15.7) означает, что

dF2( y ) .d F [{ x ) .
а значит

F2( y )  = Fi(x) + C.
Это -  общий интеграл исходного уравнения.
Пример 15.3. Обратимся к уравнению (15.1) и перепишем его так:

dx х ’
откуда
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dy  _ 2 dx 
У *  ’

аЗНЗЧИТ ln y  = 21n r + ln C ’ ,

т.е.
>’ = C r  .

Итак, поставленной ранее задаче I удовлетворяет бесчисленное 
множество изображенных на рис. 15.5 парабол. При этом начальному условию

I -О удовлетворяет бесчисленное множество частных
Лдсяв
решений (а именно: все частные решения). Эго объясняется

w ч 2 у  & 2 \тем, что в данном случае )  (х , у )~ — , а значит, в \
X X ’ч.'чА

d f
точке (0,0) функция разрывна, т.е. не выполнены 0 х

^  Рис. 15.5
условия теоремы о существовании и единственности
решения.

Примечание. Уравнение с разделяющимися переменными можно 
записать и в так называемой дифференциальной форме:

я ( * )е ( .к )А + д (л О е д < * = о .
Действительно, это можно переписать так

d y  P (x )Q (y )  
dx Л(х)£(>’) ’

т.е.
Р{х)

у =. т
Ч у) '
Q(y)

5. Уравнения, однородные в смысле Эйлера

Уравнение y '  = f ( x , y )  называется однородным в смысле Эйлера, если 
может быть представлена как некоторая функция, зависящая только

°Т * ’ Т'е'’ если

Примером может служить уравнение
xy2dx + (х 3 -y*}d)> = 0.
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Действительно, переписав его в виде
d y  _ ху2
dx у 3 - * 3 ’

м 2
замечаем, что в данном случае / ( х , у ) = - ■--£— .

£
Другой пример однородного уравнения:

w ! z i = t g y
х х

(это становится очевидным, если переписать уравнение так:

-1

(15.8)

f - Z + t g Z y  (15.9)X X
Возьмем произвольное однородное в смысле Эйлера уравнение

■ ' - * М (15.10)

и положив в нем — = 2 , где z(x )  -  новая неизвестная функция. Тогда х
y  — xz,

откуда

dzу  =* + * — , 
dx

и уравнение (15.10) принимает вид

Эго -  уравнение с разделяющимися переменными. Действительно.

откуда, после разделения переменных, получаем
dz _ dx 

g { z ) - z  X
Интегрируя, находим

F (z )  = lnx + C ,
т.е.

F ^ i ^ l n x  + C ,

а это -  общий интеграл уравнения.
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Пример 15.4. Возьмем уравнение (15.8). Записав его в виде (15.9) и 

в0л о ^ ^ г ’ ПОЛуЧИМ
dzZ + X — = z + tgz, 
dx

те- dzx — = tgz. 
dx

Разделяем переменные:
dx

Отсюда

т.е.

или

ctgzdz =
х

ln|sinz| = In |*| + In |C|,

sinz = C!x,

sin —= Cx.

Окончательно:
y  = x- arcsinCr.

6. Линейные уравнения 1-го порядка

Линейным уравнением 1-го порядка называется уравнение вида
А (х)у '+ В (х )у  + C(jc) = 0 , (15.11)

где А(х), В(х)  и C(jc) -  некоторые функции, непрерывные вместе со своими 
производными. Очевидно, такое уравнение, разделив его на .4 (х ), всегда 
можно привести к виду

/+/>(*)>’ = 9 (* )  (15.12)
Под линейностью такого уравнения подразумевается его линейность 

относительно у  и у ' .
Если в уравнении (15.12) q (x )  = 0,  то уравнение имеет вид

у + р ( х ) у  = 0 (15.13)
и называется линейным уравнением без правой части, или линейным 
однородным уравнением, причем однородность здесь понимается не в смысле 

илера, а в смысле отсутствия «свободного члена», т.е. слагаемого, не 
СоДержащего у  и у  (ср. с понятием однородной системы линейных 
^тебраических уравнений).
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Чтобы й.
уравнения (1!'Щтъ о6щее Решенне уравнения (15 .12) с общим решением 
следует залис* °®°значим последнее через и .  Тогда уравнение (15.13)

Отсюда

и переменные
яяются:

так что

т.е.

и' •ь р (х )и  = 0.

—  = ~p{x)dx, 
и

Inw = — J  /?(*)<& + In С ,

Будем и, и = С е^ Ах)ах. (15.14)
т.е. в виде "еперь общее Решение уравнения (15 .12) в таком же виде,

Здесь С, (15-15)
отличие от (15.14), уже не произвольная постоянная, а 

неизвестно ф, _  .
(15 15) удовле Под*’еРем ее так» ™ ы у ,  определяемое формулой 

to уравнению (15.12). Имгем

- C { x ) e ^ +С { х ) е ^  • Г -р ( .г )1 .
Подстав, :  '  v ’  L

J  у  в (15.12), получим

C[ X)e i - C { x ) e - ^  .р{ х )+р { х ) С { х ) е ^ ^  ---.q(x), (15.16)

C ( x ) e ~ ^ = Q ( x ) ,

C ( x ) = Q ( x ) M x)* ,
'(дг) равна

С(дг) = |Q ( x ) J * x)*dx + C, С = c o n s t .
Подстав* :_ ч 

Описанный щ  * ( 15Л5)> П0ЛУЧИМ общее решение уравнения (15.12). 
называется ме втегРирования линейного уравнения с правой частью 
его применена *ариации пРоизвольной постоянной. Заметим, что для 
(15.12). Учение (15.11) вовсе не обязательно приводить к вйДУ

При иер к
аозьмем уравнение
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т.е.

откуда

а значит, искоь, . ч
реция С(х)  равна



шеМ со о тветствую щ ее  однороднОное уравнение 

5311 « '- - = 0 = 0 ,

опу,

илз

д:

du  u *
——  — » 
dx х *

du  dx vc
T = 7 7 ’

a m
1 1пм = ln x  + I n  (\

те
u = Cx.

Ишем теперь общее решение исходно-юго уравнения в виде

После подстановки в исходное уравнечнение полним: 

Cy(x)x + C (x )-C (r(.v ) = x + ^ .
т.е ц

С(х)х=х + ~ 1 . н)
Ой

аз^йт
С(.г ) - 1 + т л .д д ‘

-1 + Сс.

Уравнение вида

X г

7.. Уравнение Беьернулли

11 -  произвольное число, не равное ье 0 и 1 , н а з ы в а е т с я  У Р ^ ^ ^ ^ ^ |  
Перепишем уравнение так:

•) 2-е н
ун1 ^ То 114 пРактике - В Левой чаС:*стк равенства (15.16) всегда взаимно

« *  можно вообще не^е писать. 
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у г  + р { х ) у ц = ч { х ) ,  

и введем новую неизвестгную функцию г  = •. Тогда z = у  ̂   ̂

уравнение принимает вид

т.е. сводится к линейному урравнению.
Пример 15.6. Возьмекм уравнение

у - * у =*4у -
Приводим его к виду

и полагаем J y  = 2 . Тогда псюлучим

2 z '- —z = x\ дг
Полученное линейно#эе уравнение интегрируем методом вариации 

произвольной постоянной. Ж меем

2 м '-—м = 0,JC
т.е.

откуда

а значит,

т.е.

Теперь полагаем

Получим

Следовательно,

du 2
dx х

du  _ 2dx 
и х

lnw = 21nx-flnC ,

и = Схг . 

z = C(x)x2.

2С(х)х2=х.

c ( , ) - b
а значит
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C (x ) = ̂ ln *  + C, С - c o n s t .

Таким образом.

r - ^ ( l b x  + c ) e
a так как у  -  z1 * то окончательно имеем

у = хч| —1пх + С I .
2

8. Геометрический смысл 
дифференциального уравнения 1-го порядка

Рассмотрим уравнение у  = /(*,>>). Возьмем некоторую точку (х0, у 0 ) 
и вычислим f ( x 0, y 0). Обозначим производную в этой точке через у 0. 
Очевидно, это есть угловой коэффициент кас ательной в точке (jc0 , у 0 ) к той 
интегральной кривой уравнения, которая проходит через эту точку. Берем 
теперь другую точку (x j, у {) и вычислим у\ = / (х ,,^ ,) . Это есть угловой 
коэффициент касательной в точке (x j, у {) к проходящей через эту точку 
интегральной кривой (вообще говоря, это будет уже другая интегральная 
кривая). Поступая аналогично с новыми точками, получим угловые 
коэффициенты касательных для новых интегральных кривых. Итак, 
уравнение у  = / ( х ,у ) ,  с геометрической точки зрения, показывает, в каком 
направлении проходит через каждую данную точку соответствующая 
интегральная кривая. В связи с этим говорят, что дифференциальное 
уравнение 1 -го порядка задает поле направлений интегральных кривых.

9. Составление дифференциального 
уравнения 1-го порядка по его общему решению

Пусть
Ф (х ,^ ,С ) =0 (15.17)

общий интеграл некоторого дифференциального уравнения. Покажем, как 
составить это уравнение. Для этого продифференцируем равенство (15.17) по 
-^Получим

ф; (х9у9с ) +о ;  (х,у,с)у' = О (15.18)
м доставить дифференциальное уравнение -  это значит найти связь 

х, у  и у  для всех его решений. Для этого достаточно исключить С из
^Равнений (15.17) и (15.18). Получим
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Р ( х , у , у )  = О
Это и есть искомое уравнение. С геометрической точ • 

называют дифференциальным уравнением семейства кривых oi И 
уравнением (15.17). ' СЬ1в*ем0, ^

Пример 15.7. Пусть семейство окружностей ( х - С ) 2 + у 2 
15.6) является общим решением некоторого дифференциального Р̂Ис 
Чтобы получить это уравнение, продифференцируем по х данное -аВНени*.
тогда

откуда
2 (х -С )+ 2 > у := 0 ,

С т х+ уу\
дифференциальное

х - С  = - ) у ;  
а значит, искомое 
уравнение имеет вид

У  У + У2 = х2 + 2хуу' + у 2у  2,
или

х2- у 2 + 2хуу‘ --=0.

10. Нахождение ортогональных траекторий семейств кривых

Пусть семейство кривых задано уравнением (15.17). Найдем семейство 
его ортогональных траекторий.

Исключая С  из уравнений
Гф (х ,*С ) = 0 

\ф'х ( х ,у ,с ) +ф ;( х ,у ,с ) у  = о ’
получим дифференциальное уравнение семейства (15.17),

F (W >  0 (15.19)
Условие ортогональности двух кривых в точке их пересечения 

совпадает с условием ортогональности соответствующих касательных 
(рис. 15.7), т.е. имеет вид:

Уоргплгр.
откуда

У Г
У  орт .т р .

Поэтому если х 9 у  и у  для кривых 
семейства (15.17) удовлетворяют соотношению 
(15.19), то х , у  и у  для ортогональных 
траекторий удовлетворяют соотношению

1>0'

"ЯГ
X

Рис. 15.7
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—  х’У>-~\=0.
4 y J

Это _ ди 4| Оферснци^альное уравнение 
П «ктори«Е1Н р * В Д й  интеграл семейства ортогональных
Щ  *(■*; * с ) = о

является к ^ омым <)гУравнени,*м этого семейства.
П'"'Чер 1 5 .в ^ ‘ Найдел^ ортогональные трае 

Имеем из уравНен»и *я семейс ва е«ори и  семейства v = C r2
У = 2С г,

откуда

Подставляя з - т о  в  ура» чение семейства, „олучим

т.е.

или
•Vе 2 ’

■ ■ ■ Ж '  v - 2 v .
^ X

Это диф ф еренциалы  уравнение семейства у  = Сх2'\ Заменяя в нем 

v на —I  получп^м д Ифа1>енциальное уравнение семейства ортогональныхУ ’
траекторий!  ̂ ? ^

~7==~^’т.е.
d y __
с/т 2

Разделяем п «р *ем ен ^ :

Отсюда
.2

У_
2

г 2 >X ’2-----1,

’ Мы Могли написать ,ег о  |Г'> поскольку у  = Сх2 является i™* я*.
общим решением имен*тно ур^ия (15.1). ’ °  показано в п.1,

117



или

У = 1 .
(2 C f  ( J i c j  

Это - семейство подобных эллипсов (рис. 15.8).

11. Особое решение уравнения 1-го порядка

Теорема Коши для уравнения у  -  f ( x , y ) утверждаем, что если в
некоторой области функции f ( x , y )  и f'y {x9y )  непрерывны, то через каждую
точку этой области проходит только одна интегральная кривая этого 
уравнения. Точки, в которых не выполняются условия теоремы Коши, 
называются особы .ии точками дифференциального у р а вн ен и я . Линию, все 
точки которой являются особыми, называют особой линией уравнения. Если 
особая линия является в то же время интегральной для уравнения, то она 
называется особой интеграл ьной линией или особым решением

Пусть у~ ф (х ,С )  -  обшее решение уравнения y= f{ x > y ) .  
Предположим, что семейство у  = <р(х,С) имеет огибающую >̂ = F (x ) .  Тогда 
она также является интегральной кривой уравнения. Действительно, функция 
y  = F (x )  является решением данного 
дифференциального уравнения, так как для любой 
точки A f(x ,y )  на огибающей величины х, у  и у  -  те 
же, что и для проходящей через эту точку 
интегральной кривой семейства у  = <р(х,С) (рис. 15.9), 
а значит, и соотношение между х, у  и у  будет тем 
же.

Так как огибающая не входит в 
семейство, то решение y  = F (x )  не может 
быть получено из общего решения 
у  = (р(х,С) ни при каком значении С, т.е. 
это не есть частное решение. Его называют 
особым решением.

Пример 15.9. Возьмем уравнение 
у 2 (l + у 2) = 1. Имеем из него

y = ,_L .1=l r Z
'  у 1 /  '

т.е.

Рис. 15.9
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dx
Разделяем переменные:

jT : .2

Отсюда

т.е.

VT̂ у 2 =Т(х + С), 

1 - ^ 2 =(х + С )2,
ИЛИ

(* + С)2 + >>2 =1.
Это -  общий mrreipan исходного уравнения. Геометрически он 

изображается семейством окружностей. Это семейство имеет огибающую 
у  = ± 1. Легко видеть, что у  = 1 и >> = -1 есть решения данного уравнения. 
Следовательно, это -  его особые решения.

Примечание. Поскольку далеко не всякое семейство линий имеет 
огибающую, то не всякое уравнение у '= / { х ,у )  имеет особое решение.

Например, уравнение у '  - х 2 + у 2 заведомо не имеет особых решений, так как

функция f ( x , у )~ х 2 + у2 и ее частная производная — = 2 у непрерывна
ду

всюду на плоскости хОу. т.е. выполнены условия единственности решения. 
Если же уравнение у ' -  f ( x , y ) имеет особое решение ^ (х ) ,  то в каждой 
точке линии у  = F (x )  нарушается условие единственности, поскольку через 
эту точку проходят по крайней мере две интегральные кривые уравнения: 
кривая семейства у  = <р(х,С) и огибающая этого семейства.

12. Общие сведения о дифференциальных уравнениях 
высших порядков

Возьмем уравнение
у " + у  = 0.

Ему удовлетворяют функция у  = cosx , функция >> = sin.r и вообще 
любая функция вида y  = Cl c o sx  + C2sinx, где Сх и С2 -  произвольные 
постоянные.

Аналогично, уравнению
0



удовлетворяют функции у  = е х, у - е  х, ^  = 1 и вообще всякая функция вида 
У = + С2е * + С3, где С ,,С 2 и С 3 -  любые числа.

Возьмем простейшее уравнение 4-го порядка:

Имеем из него
у т = х+<Сх, 

y ' = £  + C l+C29

х3 С 
J  = — + -г-д:2 + С2л + С3,

6 2
а значит

С+ — дг + —
24 6 2

Обшее решение произвольного уравнения л-го порядка

у(п)=/(х,у*у'У,..,у(пА))
записывается в общем случае так:

У = <р(х9С19С29...9Сп ) ,  
где С,. С2,..., Сп -  произвольные постоянные. Придавая последним 
конкретные значения С, , С2 Сп , получим конкретное решение 

y  — p (x 9Ci ,С2 Оно называется частным решением уравнения.

Для нахождения из (15.21) нужного частного решения задаются 
начальные условия

(15.20)

(15.21)

(л-t)
= У  ;0 (15.22).....у ч »

(их число всегда равно порядку уравнения). Дифференцируя (15.21) я-1 раз и 
полагая *==д;0, .У = .у0, У" получим систему я уравнений

(р (хо,С1,С2,...,Си)= v0

<р(пА){хо,С1>С2,... ,С .)»^ " -Ч  
из которой и находятся нужные С,, С2,..., С„.

Всегда ли разрешима (и если да, то единственным ли образом) эта 
система? Ответ на это дает теорема Коши.
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Теорема 15.2. Пусть функция f [ x 9y 9y \ y \ . . . ^ n и ее частные

производные 1-го порядка

Щ  £  £  У
ду ’ ’ ф ''’” ’

н епреры вны  в некоторой области D изменения аргументов х9у 9у\у*9...ч У"-1).

Тогда для всякой точки м [х 0, у 0,у'0, у^ . . . , у (п~1*0j e  D этого (я  + 1)-мерного

п ространства существует и единственно частное решение уравнения (15.20), 
удо вл етво р яю щ ее начальным условиям (15.22), и определённее в  некоторой 
окрестности  точки М .

Обшим решением уравнения (15.20) называется функция 
у=<р(х9С1,С29.~,Сп) 9 удовлетворяющая условиям:

1) При любых значениях С, = С,\ С2 = С2\ ..., Сп = С * функция 

у  = (р(х9С} ,С2 9—,Сп j  есть решение этого уравнения.

2) Для любой точки [xQ>y&y&yl,...,y^n~]\ } e D  найдутся, и притом 

единственным образом, такие числа С2\ ..., Си\  что функция 

y  = (p(xtQ\C2*,...9C * )  будет удовлетворять начальным условиям (15.22).

13. Простейшие случаи понижения порядка уравнений

Рассмотрим уравнение* 2-го порядка
У"-/{х,У>У)

и исследуем два частных сл^ая .
I. Уравнение имеег вид

/ = / (* ./ )>
т.е. в него явно не входит v. Положим у '  = t (x ) .  Тогда уравнение примет вид

t' = f ( x , t ) ,
а это -  уравнение l -го порядка. Пусть / = ̂ (* ,C j) -  его обшее решение. Это 
значит, что

/=<г>(дг,С,),
поэтому

y  = \(p{x,Cx)dx + C2.

Пример 15.10. Возьмем уравнение v*-  — = х . Полагая y ’ = t(х )9
х 7
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получим линейное уравнение 1-го порядка

Имеем

откуда

т.е.

а значит

т.е.

Поэтому полагаем

Но тогда

t = х .
х

du и
dx х

= 0 ,

du и
dx х ’

du _ dx 
и x

1ш/зз In x + lnC,

и = Cx.

t = С (х )х .
Получим

С(х)х : = * .
Отсюда

С '(х ) = 1,
а значит

C(jc) = x-f Cj
так что

t = .v2 + C jjc.

у  = J  (x 2 + = — + ^ x 2 + С

И. Уравнение имеет вид у* - f  ( у ,  У ) , т.е. оно не содержит явно х. 
Положим У  = /, где г(>>) -  новая неизвестная функция. Тогда

«_ dt _ dt d y  _ ̂  dt 
dx dy  dx dy  

Поэтому уравнение принимает вид

а это -  уравнение 1-го порядка. Пусть t~<p(x9Ct ) -  его обшее решение. Это 
значит, что
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dx <P(X*C\)-
Отсюда

dy = dx.

а значит

x +

<p {xA )

< W  df<p(x,C{)
Пример 15.11. Возьмем уравнение у 1 + 2уу" = 0 . Полагая /  = *,

„ dtу* ~t— , получим 
dy

т.е.

или

t2 + 2 y t ~ = 0 ; 
dv

dtt = - 2 y — \ 
dy

откуда

т.е.

а значит

П олзаем

или, что то же самое, 

Окончательно

dt _ dy  
~ ~ 2 /

—In / -f- In Ci = —In у ,

a - * .

—  = -S=, или J v d y  = C,dx. 
dx ^  V' 1

I  y J y = C lx + C2, 

y y j y  = Cxx + C2. 

/ = (C ,*  + C2)\

(15.23)

(15.24)

(15.25)
Примечание . При переходе от (15.23) к (15.24) мы молча предполагали, 

что t&о. Но если t=  0 , тс У * 0 , а значит, у - c o n s t  у что содержится и в
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(15.25) при С, = 0. Таким образом, «потери» решения при сокращении на / в 
данном случае не происходит.

14. Однородные линейные 
дифференцнальные уравнения 2-го порядка

Линейное уравнение 2-го порядка имеет вид
А(х)у" + В (х )у '  + С ( х ) у +D(x) = 0 , 

где А(х), # (*), С (* ) и Z>(jc) -  некоторые непрерывные функции. Путем 
почленного деления на А(х ) это уравнение всегда можно привести к виду

/  + p ( x ) ?  + q (x ) y  = f ( x ) ,
Еслк / (х )  = 0 , уравнение называется равнением без правой части, или 

однородным уравнением. Если / ( .г ) *  0, уравнение называется 
неоднородным.

Будем рассматривать сначала только однородные уравнения, т.е. 
уравнения вида

/  + Р{х)у' + q (х ) у  = 0 (15.26)
Теорема 1. Если у х(х ) и у 2(х) - решения уравнения (15.26), то и 

У\ (х) +У2 Iх ) есть его решение.
Действительно, по условию

У\ + Р{х)у[ + q{x)y^ = 0 , у"2 + р(х )у '2 f q ( x ) y 2 = 0 .
Суммируя эти два тождества, получим то, что и требовалось доказать.

Теорема 2. Если >>(;с) -  решение уравнения (15.26), го Су(х ) ,  где 
С = c o n s t , также есть его решение.

По условию
у ' + p ( * ) y '+ q (x ) y = о.

Умножая это тождество на С, получим

(Су)* + p ( x ) (C y j  +q(x )(C y) = О, 
что и требовалось доказать.

Функции >*i(x) и У2 \х) называются линейно независимыми , если

У\{х)
У2(х)

Если же — — c o n s t , т.е. если у 2 s  Су, , то эти функции называются 
УЛХ)

линейно зависимыми.
Определитель
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W(x) = У\ У2
у[ у\

(15.27)

н а з ы в а е т с я  определителем Вронского, или вронскианом, функций у\ и у 2.
Теорема 3. Если функции ^ ( х )  и v2(x ) линейно зависимы, то их

вронскиан  тождественно ранен нулю.
Действительно, по условию у 2 = Сух, а значит

fV(x) = ==0.У\ СУ\
Л с м

Теорема 4 (обратная теореме 3).
Если W(х ) е 0 ,  то соответствующие функции v,(jc) и v2(x) линейно 

зависимы. По условию, в си.ту (15.27),
У\У2-У\У2я 0 -

Отсюда

т.е.

а значит

У\У2~У\У2 - о  2 ~ v ’ 
Ух

Щ ш о ,

(15.28)

(15.29)

4 4 '* c o n s t ,
У\(х)

что и требовалось доказать.
Примечание. При переходе от (15.28) к (15.29) молча предполагалось, 

что >>|(х) не обращается в нуль. Можно показать, что теорема остается в силе 
и без этого условия.

Пусть и у 2(х)  - решения уравнения (15.26). Тогда

у "  +р (х)у1 + я (х ) у1=0

У2 + р (х)У2 +4(x)y2 s 0 -
Умножая 1-е тождество на v2 , 2-е -  на у\ и вычитая 1-е из 2-го, имеем 

У\Уг ~ у ’Уг + р{х)[у\Уг “ Л л ) * 0 - (15.30)

Поскольку W(x) = )\У2 -  у{у2 , то

w '(x )  = У\ 'У2+У1У2 "~У\ "Уг ~У\ >2 ' = У\У2 "~У\ "Уг ■
Поэтому (15.30) принимает вид

W\x) + p (x )W (x ) = 0.
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Отсюда

~ - - p ( x ) f F .

Разделим переменные:

^ -  = - p ( K)dx.

Интегрируя это от произвольного х0 до текущего х, получим

Ь И *)Ц  ш-} р ( * ) * »
<0

т.е.

1о|ИЛ(х)| = -| / )(х )Л  + 1п|», (хо)|,
•*0

откуда
-\ p (x )dx

W(x) = W(x0) e  *° . (15.31)
Здесь W(xQ), ввиду произвольности лг0, играет роль постоянной 

интегрирования.
Формула (15.31) называется формулой Остроградского Лиувилля. 
Теорема 5. Если у х и у 2 -  линейно независимые частные решения 

уравнения (15.26), то их вронскиан ни в одной точке не обращается в нуль.
Предположим противное, т.е. пусть существует такое х0, что fV(x0 )= 0. 

Тогда, в силу (15.31), будет PF(jc0)= 0 , а отсюда, на основании теоремы 4, 
следует, что если у 1 и у 2 -  решения уравнения (15.26), то их вронскиан либо 
тождественно равен нулю (в случае линейно зависимых решений), либо, 
наоборот, ни при одном х не обращается в нуль (если у х и у 2 линейно 
независимы).

Теорема 6. Пусть у, и у 2 -  линейно независимые частные решения 
уравнения (15.26), а С, и С2 -  произвольные постоянные. Тогда 
У ~ С\У\ + С2У2 есть общее решение уравнения.

То, что функция у ~ С ху х +С2у 2 есть решение уравнения (15.26), 
следует из теорем 1 и 2. Докажем, что это решение -  общее. Для этого надо 
доказать, ьгго при любых начальных условиях

=>’о. у  L *  ~У'о
найдутся такие С, и С2, что у  = С]у 1 + С2у 2 будет удовлетворятъ этим 
условиям.

Поскольку у  = С,у[  + С2у 2, то начальные условия запишутся так
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С|Л(**) + С 2 Л (*о )“ Л .
Ciy'i(xo) + C2y'2(x<))=y'Q

Определитель этой системы равен
J l(* o )  3̂ 2 (^0 ) = И'(*о),

и. в силу линейной независимости у { и у 2, всегда отличен от нуля. Но тогда 
си стем а (15.32) имеет единственное решение, т.е. нужные Сх и С2 находятся, 
и притом единственным образом.

Обшего метода интегрирования уравнения (15.26) нет, т.е. в общем 
случае найти решение этого уравнения в конечном виде нельзя. Однако, 
имеет место следующая теорема.

Теорема 7. Если известно нетривиальное частное решение уравнения
(15.26), то второе частое решение, линейно независимое от первого, может 
быть найдено при помощи действия интегрирования.

Перепишем формулу (15.31) так

W(x) = , или -  с e~f  ̂ х^х, т.е.
У\ У\

= с  1 
У\) уf

У\ J Ух 

V ^ C y A ^ ^ d x .
J y f

Поскольку у 2 линейно независимо от у х при С *  О, то можно взять 
С = 1. Тогда окончательно получим

УЪшУ х \ \ ^ * хУ*<1х- ( 15-33>
3 У\

Из доказанной теоремы следует, что знание одного частного решения 
Уравнения (15.26) позволяет найти его общее решение.

Пример 15.12. Возьмем уравнение
i[  + x2) y " -2 x y '+ 2 y  = 0.

Легко видеть, что оно имеет частное решение у {=х. Для нахождения 
>2 приведем сначала уравнение к виду (15.26):

Отсюда

а значит
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Теперь формула (15.33) дает

V х )
06iu.ee решение:

1 ^
—  + 1 dx ~
х~ у

у  = С}х + С2[х2 - 1  j .

15. Однородные линейные уравнения 
2-го порядка с постоянными коэффициентами

Возьмем уравнение
y ”+ py '+ qy = О, (15.34)

где р  = con s t  и q -  c o n s t .
Нетрудно видеть, что уравнению вида (15.34) может удовлетворять 

далеко не всякая функция Например, такие функции, как *а , tg t, tax, 
очевидно, не могут превратить это уравнение в тождество. Для того, чтобы 
функция v (x ) удовлетворяла уравнению (15.34), вид у '  и у"  должен быть 
аналогичен виду самого Д'(х); только в этом случае возможно тождество 
у"+ ру'+ q y s  0 . Такой функцией является экспоненциальная функция.

В связи с этим будем искать решение уравнения (15.34) в виде

Итак, для того, чтобы у  = е Лх было решением уравнения (15.34), число 
Л должно удовлетворять квадратному уравнению (15.35). Оно называется 
характеристическим уравнением для уравнения (15.34).

Пусть Aj и ^2 -  корни характеристического уравнения. Возможны 
следующие случаи.

I. Числа \  и ^2 -  вещественные и разные. Тогда получаем два частных 
решения: у { =е^х и у 2 . Они линейно независимы, так как

(15.35)



—  = ^  Ф c o n s t .
Л

Поэтому сразу можно написать общее решение: 
у  = С1е^ + С 2е Л2Х.

Примеры. 1) Возьмем уравнение
5у'+ 6 у  = 0 .

Характеристическое уравнение:
Я2 -  5Я + 6 = 0 ,

откуда
\  = 2 , Я2 =3

а значит, общее решение:
у  = Схе 2х +С2е 3х.

2) Для уравнения у "+ у '  = 0 характеристическое уравнение запишется так:

Д2 + у1 = 0 ,
откуда следует, что Я1= 0 ,Л 2 = ~ 1,а значит

= C j 4- С *^  Л •
3) Обратимся к ранее полученному уравнению (15.2):

х*'- со2х = 0.
Характеристическое уравнение для него:

Л2 -W 2 = 0 ,
откуда Л, - с о ,  - - ( о ,  а значит

х = Схе ш +С1е~"я .
Зададим начальные условия:

4=о =:°-
Это значит, что в начальный момент шарик находился на расстоянии а 

от оси и был неподвижен относительно трубки.
Поскольку х'~соСхе ач - с о С 2е~й*> то, полагая t~ 0  в x(t)  и x f(r), 

получим
f q +С2 =а 

Ц с , - с 2)= ()’
откуда

С - С  -  —Ч  ~ ~ 2 ’
а значит

х = т.е. д: = a ch co t .
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II. Числа Я, и вещественны и равны между собой: \  = Л2 = Л. В 

этом случае имеем вначале только одно частое решение: у х = e ^ . Для 
нахождения у 2, линейно независимого от используем формулу (15.33). 
Получим

Но, в силу теоремы Виета, в данном случае 2Л = -/>, а значит

у 2 = e ^ j d x ,
т.е.

у 2 = еЛхх,
а значит, общее решение:

у  = С:е Лх + С2хеЛх.
III. Числа Л1 и Л2 -  комплексно сопряженные, т.е. = а  ± Д/. 

Поскольку в данном случае \  ^ , то формально можно применить формулу 
случая I:

y  = C ^ a+ ^ x +C2e (° - /,i)x =
= Схе ах (cos р х  + 1 sin Дх) + С2ел* (cos Дх - 1  sin р х )  =

= ^С| + С2 )cosрх  + (Cj -  С2)*sin Дх^.

Обозначим
С,+С2 =С,, ( c , - c 2)i = c 2 . (15.36)

Тогда получим
у = е * х(Сх cos р х  + С2 sin Д х ). (15.37)

Примечание. Из обозначений (15 36) может показаться, что 
произвольная постоянная С2 -  мнимая. Покажем, что если начальные 
условия -  вещественные, то и числа С, и С2 в (15.37) вещественны. 
Действительно, в данном случае

у х = еадг cos Д х , д>2 = e ttx sin Р х .
Это -  вещественные функции. Поэтому при вещественном х0 числа 

У\(х0)  и ,у2(х0) также будут вещественными. По условию, вещественны и 
числа у 0 и у '0 . Но тогда система (15.32), из которой находятся Сх и С2, не 
может иметь комплексного решения.

Примеры. 1) Возьмем уравнение у"+4у'+5у~Ъ. Имеем
Л2 + 4 Л  + 5 = 0 ,

откуда
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а значит,
у  == е~2х (С] cosх + С2 sin х ) .

2) Для уравнения у"+ 9 у - 0  характеристическим уравнением будет
Я2 +9 = 0 .

Его корни: Я = ±3/. т.е. они не произвольные комплексные, а чисто 
мнимые. Поэтому (15.37) дает

у  = Cj cos Зх + С2 sin Зх .

16. Общие теоремы
о неоднородных линейных уравнениях 2-го порядка

Будем рассматривать уравнение вида
’ у ”+ р {х)уЧ д(х)у= Д х). (15.38)

Теорема 15.3. Если функции vt(x ) и v2(x) есть решения уравнений 
y"+p{x)yt+q(x)y = f l[x) и у"+ p(x)yf+q{x)y = f 2(x) соответственно, то 

функция vi{x) + v2(x) есть решение уравнения
)’"+ Р{х)у'+ q(x)y = / , (х) + /2 (х ) .

Действительно, по условию
v | " + p (x )V + f (x h  = / i( jc ) , v2 "+ p(x)v2 ’+q(x)v2 = f 2(х).  

Складывав эти тождества, получим
(v, + V2)" + p (x )(v , + v2 ) '+ ? (x )(v , + v2)= / J (x )  + /2(x ) ,  

что и требовалось доказать.
Теорема 15.4. Пусть комплексная функция v (x ) = v, (х ) + iv2 (х ) есть 

решение уравнения (15.38) с комплексной правой частью 
/ (x ) = / j(x ) + //2(x ) . Тогда функции v ,(x ) = R ev(x ) и v2(x ) = Imv(x) 
являются решениями уравнений У*+р(х)у'+я(х) ̂ =/ i(x ) и 
У"+ p{x)y,+ q[x)y= /2(х ) соответственно.

Действительно, по условию
( v, + IV2 ) ”+ р{х)(  v>, + iv2 )'+ q(x)(  V, + IV2 )  я  /, (x ) + i f 2 ( x ) ,

т.е.
(  V, ■'+ p(x)  V, '+ ^ (x )v , )  + (v2 "+ p{x)v2 '+q(x)v2 )/ = / , ( x ) + i f 2 ( x ) .

Приравнивая отдельно вещественные и мнимые части этого тождества, 
получим

V |"+ p(x)v ,'+ ^(x)v , = / i(x ) ,  v2 "+ p(x)v2'+ q(x)v2 =/2 (x ) ,  
что и требовалось доказать.

Теорема 15.5. Общее решение неоднородного уравнения (15.38) равно
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сумме какого-нибудь частного решения этого уравнения и общего решения 
соответствующего однородного уравнения.

Пусть v(.r) -  частное решение уравнения (15.38), а м(дг) -  общее 
решение соответствующего уравнения (15.26). Тогда

м"+ p(x)uf+q\x)u=0 4 v"+ p(x)v'+q(jc)v = f ix ) .
Складывая эти тождества, получим

{и 4- v)"+ р(х)(и + v )f4  q(x)(u 4  v) s  f ( x ) .
Таким образом, функция у  = м(х) 4  v(jr) есть решение уравнения 

(15.38). Дскажем теперь, что это есть именно общее решение.
Пусть у{ и у2 -  линейно независимые частные решения уравнения

(15.26). Тогда и = Сху{ 4  С2у2» а значит у  = Сьу, 4  С2у2 + v . Надо доказать, что 
для любых начальных условий

■>'Ц=>,0’ y 'L 4 =y'o
найдутся такие С, и С2, что функция у  = 4  С2у2 + v будет удовлетворять 
этим начальным условиям.

Имеем
/ = q * 4 C 2y 2'~ v '.

Полагая х = х0 в у и у ',  получим, в силу начальных условий,

I Qyi (*о) + С2У2 (*о) + v( *о) = Уо 

[QУ\ '{хо) + С2У2 '(-*0) + '; '(*о) = У о ’
т.е.

| Qy, (-с0) + С2у2 Ю  = У о- v(x0 )

'(*о ) + С2у2 '(х0) = .у'0-  v'(jc0)
Из этой системы нужно определить С, и С2 . Но определитель этой 

системы есть W(xq) и, в силу линейной независимости функций ух и у2, он 
всегда отличен от нуля. Поэтому система имеет единственное решение, т.е., 
нужные С и С2 могут быть найдены, и притом единственным образом.

17. Линейные уравнения 2-го порядка с постоянными 
коэффициентами и с правой частью специального вида

Возьмем уравнение
У п+ py'+qy = f{ x ) ,  (14.39)

где р = const и q = const. Поскольку общее решение и(х) соответствующего
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однородного уравнения (15.34) находится моментально, то интегрирование 
уравнения (15.39) фактически сводится к нахождению какого-нибудь 
частного решения этого уравнения. Оказывается, что при некоторых видах 
правой части соответствующее v(x) находится очень легко.

I. Пусть f ( x )  = eaxPn(x), где Р„(х) -  многочлен п-й степени.
Возможны три случая.
а) Число а не есть корень характеристического уравнения Л2 + pA + q = Q. В 
этом случае частное решение уравнения (15.39) ищется в виде

v = eaxQ„(3с),
где Q,, (* ) ~ неизвестный многочлен п-й степени. Имеем

V' = aeaxQn (дг) + e“'Q'n (л-), v" = a2e“*Q„ (х) + 2ae°*Q'n (* )  + emQ"n ( * ) . 
Подставляя v, v' и v" в (15.39), получим
a-e^Q,, (x) + 2ae-Q'n (x) + e°*Q\ (x) + pae°*Qn (x) + pe°*Q'n (x) + 

+^ a , ( x )  = e^ ( x ) ,
т.е.

( a 2 + pa + * ) & ( * )  + (2a + (<) + Q"„ (* )  = P„ (x ) • (15.40)
Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях jc, получим п +1 

линейных уравнений, из которых и найдем п +1 неизвестных коэффициентов 
многочлена £?„(*).

Пример 15.13. Всзьмем уравнение у"+  у = 4хех. Составляем 
характеристическое уравнение

Я2 +1 = 0 .
Его корни равны Я,#2 =±/, а значит

и = Qcosx + C2smx.
Далее, правая часть исходного уравнения имеет здесь вид:

f ( x )  = exPx{x).
Поскольку ?л ф 1 и ^ 2  *  1 > то ищем v(x) в виде

v ~e*Qi(x),
т-е. полагаем

v = (Ах + В)ех .
Отсюда

v' = Ле* + ( Ат + Я )е* , v" = 2Лех +(Ах + В)ех.
Подставляя все это в уравнение и сразу сокращая на ех, получим

2 А + Ах + В + Ах *f Я = 4 * . 
аким образом, приходим к системе
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2 А = 4 
2А + 2Z? = 0 ’

откуда А =-2, В = - 2 , а значит,
v = (2 jc -  2)е*

Итак, общее решение:
>> = Qcosx + C2sinx -f 2(jc -  \)e* .

6) Число a -  простой корень характеристического уравнения Тогда

Теперь оно не может быть тождеством, гак как степень левой части 
равна уже не л, а л -1 ,  Для того, чтобы и левая часть имела л-ю степень, 
нужно положить v^ e^ Q ^ ix). Тогда вместо (15.41) получим

(2а + p)Q'n+I (х) + Q"n+[ (х ) = Рп (дг) (15.42)
В это равенство не входит свободный член неизвестного многочлена 

Qn+\ (х) * а значит, он может быть произвольным. Поэтому положим его 
равным нулю. Но в этом случае будет Qn+X (x) = Qn (х)х .

Итак:, в рассматриваемом случае можно с самого начала положить

Далее, поскольку здесь f ( x )  = exP0(x) и при этом т0

полагаем v = exQ0 (х )х , т.е.

(15.41)

(15.43)

зл=и

v = - e xx.
3
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Обшее решение:

у  = Схех + С2е'1х + ^ехх .

Примечание. В левой части равенства (15.43) слагаемые, содержащие 
обязаны были уничтожиться, так как в противном случае тождество было 

бы невозможно.
в) Число а -  двукратный корень характеристического уравнения. Тогда, по 
тео рем е Виета, 2а = - р , т.е. 2д + /? = 0 , и равенство (15.42) примет вид

т.е. теперь оно уже не может быть тождеством, поскольку степень левой 
части равна л-1, а не п. Следовательно, вместо £?„+,(*) надо взять б л+2(* )»  и 
тогда получим

Сюда не входят свободный член и коэффициент при л* многочлена 
Qn+i(x). Поэтому они могут быть любыми. Полагая их равными нулю,

получим, что Qn+2(x) = Qn(x)x2, а значит, в этом случае v следует искать в 
виде

v = e*fa ( x ) x 2 .
Примечание. Если правая часть уравнения (15.39) является суммой 

нескольких слагаемых вида е^Р^х), то надо воспользоваться теоремой 1 
предыдущего параграфа.

Пример 15.15. Возьмем уравнение у"-4у'+4у = е2х -  4.
Имеем

Л2 -  4Л + 4 = 0 ,
откуда

4 = ^ = 2 ,
а значит

и = Сле2х + С2еъ х .
Слагаемому e2t в правой части соответствует частное решение

vi =Ле Хх2, а слагаемому ~4 -  частное решение v2 =B (или имеет здесь место 
сочетание случаев в) и а)). Поэтому

v = Ae2xx2 +B.
Отсюда

v '  =  2Ае1хх2 + 2Ле2хх , v" =  4Л?2**:2 + 8Ле2хх + 2Ле2* .
Подставляя все это в уравнение (здесь уже нельзя сокращать на е2х), 

будем иметь
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4Ае2хх2 + 8Ле2хх + 2Ле2х -  8Ле2хх2 -  8Ле2гх + 4Ае1хх2 + 4В == е2х -  4 , т.е.
2i4e2x+ 4B = e2x- 4 .

Отсюда

т.е.

2v4 = 1 
4Я = -4

Обшее решение:

Л = — , В = - 1, а значит 
2

у Л л 2 -1 .
2

y = c 1e2T + c 2̂ 2-T + ^ 2V - i .

II. Пусть f ( x )  = Pn(x)eaxsmlx. Это значит, что / (x )  = Im|/^(x)e^+//’ j. 

Введем вспомогательное уравнение с комплексной правой частью:

у"+ру'+ qy = Pn(x)e(a+U)x. (15.44)
Фop]vIaльнo мы имеем здесь случай I.
а) Пусть а + И не есть корень характеристического уравнения. Тогда 

частное решение уравнения (15.44) имеет вид
v= a ( x ) ^ '> .

Многочлен Qn (дг) имеет, вообще говоря, комплексные коэффициенты, 
а значит

0 . ( x ) = s» ( x ) +,T»(* )*  
где Sn(х ) и Тп(х) -  многочлены с вещественными коэффициентами (при
этом степень одного из многочленов может быть и меньше, чем п). Итак, 

5 (х )= (5 л( х )+<Тв( Л) ) е ^ .
В силу теоремы 2 предыдущего параграфа, частное решение исходного 

уравнения имеет вид

V =: Imv = hn^(S„(x)+iT„ (х ))е (а+/,)дг j  = Im((S„ (x)+iT„ x ,

x(cos/x+ isin£t)) = £,шг1 т ^ п (x ) + iTn (x))(cos/x + /sin/х)), т.е.

v = e™ (5Я (x)sinZx + Tn (x)cos/x). (15.45)
б) Если a + li - корень характеристического уравнения, тс

v = е™ (Sn (x)sin/x + Тп (x)cos/х)х . (15.46)

Примечание. Если f ( x )  = Pn(x)eaxcoslx9T04 очевидно, вид формул
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(15.45) и (15.46) сохраняется. Если же / (* )  = ear(P„(jc)cos/x + On(^)sin/x), то 
все равно, например, в случае а) будет

v = е ах (5Я ( х  )sin/x + Тп ( jc)cos/x) , 
где п -  высшая из степеней многочленов Рп (л:) и Qn (jc) .

Заметим также, что на практике при интегрировании конкретных 
уравнений удобнее не пользоваться формулами (15.45) и (15.46), а каждый 
раз, как это было сделано для общего случая, вводить вспомогательное 
уравнение с комплексной правой частью

Пример 15.16. Рассмотрим уравнение у"+y'~2y = excos2x. Общее 
решение соответствующего однородного уравнения имеет вид

u -C xex +Сге~2х.
Далее, excos2x = Кее̂ и2, х̂. Вводим поэтому вспомогательное уравнение

y"+ y'-2y = elU2i)x. (15.47)
Поскольку ни одно из чисел \  и ^  не равно 1 + 2/, то для уравнения 

(15.47) будет
v = A e ^ ,

откуда
v' = А( 1 + 21>(,+2,>. V" = А(\ + 2л)-е(1+2,> = А (-3 + 4/)е(1+2,>.

Подставляя v , v' и v" в (15.47) и попутно сокращая на е*1+2'*Л, получим 
А(-3 + 4 i) + Л(1 + 2i) -  2А = 1, т.е.

( —4 + 6 i)A = 1,
откуда

1 = - 4 - &  = 2 + 3/
" - 4  + 6/” 52 26

Итак,
f. = - 2 + 3g‘c<Mfl«

26
а значит, для исходного уравнения:

v = j = -~̂/<Ц(2 + 3i)ex (cos2jc + isin2x)j =
= — — ex ( 2cos2x -  3sin2jc).

26

Исключение составляет лишь случай, когда а -  Он когда проще искать v(x) (например, 
яи* случая а )) сразу в виде

v = S„(x)s\nlx+Tn(x)coslx.
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18. Исследование простейших колебательных процессов

/. Свободные колебания без сопротивления. Пусть на материальную 
точку с массой т  действует упругая сила F -c x .  Тогда уравнение движения 
запишется так:

d2x т —Т = -сх. 
dt2

Положив — = к1, получим 
т

d2x . 2 Л —~ + к х = О 
dt2

Поскольку =±Ь‘, то общее решение
дс = Qcoskt + C2sinkt.

Постоянные Сх и С2 находятся из начальных условий.
Перепишем (15.48) так

с ,
J c ? + C 22

coskt +
n/c .2 + c

sin^r

Обозначим

Vc,2 + c l  = Л, 4
x/cf+c-2

= sin^
J c f + c ?

= COS<0.
2 "r^2

Последние два обозначения допустимы, так как, во-первых,

y fc f+ c i
и, во-вторых,

W + C ? ,

£ 1.

\2 / 

+

J c f + c l
< i,

л2

+ С5
= 1

(15.48)

П олзаем  теперь
x = ̂ sin(At +

Это -  простое гармоническое колебание с амплитудой Л'., частотой к и 
начальной фазой

2. Свободные колебания в среде с сопротивлением. Пусть на точку, 
кроме упругой силы, действует сила сопротивления среды R = ftv. Тогда 
уравнение движения примет вид
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d2x ndxm—t -~ P ------ex.
dt2 dt

Полагая —~k2, — = 2h , будем иметь 
m m

Отсюда

d x * , dx . 2 Л —r- + 2 h— + k x = 0 
dt dt

\ 2 =-h±ylh2 - k 2 .

Рис. 15.11

Обычно h бывает мало, т.е. h2 -к~ <0 . Обозначая yjk2 - h2 ~ а , 
получим

А1г2 = ~h + a i ,
а значит
* = *"Л/(Cjcosatf f  C2sina/), т.е.

x-Ae~htsixv(at + <р).
Итак, точка совершает о 
затухающие колебания с 
амплитудой, убывающей по 
экспоненциальному закону, и с 
постоянной частотой (рис.
15.11).

Примечание. Если h > к , то Я, и ^  вещественны и различны, а значит, 
в этом случае

х -  + С2ел* .
Движение в этом случае не является колебательным, но, поскольку, 

очевидно, \  < 0 и ^  < 0 , также затухает.
Если же h = &, то ^  ^  = -Л , а значит

х = ^ + C2te ^ ,
Те* Движение также затухает (хотя и с меньшей скоростью благодаря 
множителю /), но не является колебательным.

3. Колебания при наличии синусоидальной внешней силы. Пусть, 
кР°ме упругой силы и силы сопротивления среды, на точку действует

внешняя сила, равная Psin^yr + у/). Обозначая -  = р  и полагая для простоты

записи у/ = о , получим уравнение движения
т

d2x dx , 2  .  + 2h— + & x^psmcot. 
dt2 dt

(15.49)
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Очевидно, что x  = m + v, причем и -А е  'Afsin(qt + tp). Функцию о ищем 
в виде

v =Mcoscot + Nsincot.
Тогда

vr = co(-Msincot + Ncoscot) , v" = -to2(Mcoscot + Nsincot), 
и подстановка в уравнение дает 

-со2 (Mcoscot + /Vsimyf) + 2hco(-Msincot + Ncoscot) + A:2 (Mcoscot -f Asin*y/) =
= /Tsin^yf.

Отсюда

- 2 / m > M  +  ( * 2 - f i > 2 ) w  =  , p

( ус2 - 0)2}m + 2JuoN = 0

т.е.

а значит

p ÎA:2 -й ?2 j

(A:2 -  ft>2) 4 4Л W  [к2 -  со2 ) + Ah1 со2

2phco p{^ )
v = -T -r ----- ~r------ г rcos^y/ + 7 — ---- -r------V -rsm c jr . (15.50)

(к2 -  со2 ) + 4/r V  (/: -  со2) + Ah со
Это -  простое гармоническое колебание с амплитудой, равной

у/м2 + N2 , и с начальной фазой, равной arctg— .
N

Движения, описываемые слагаемыми и и v , называют соответственно 
свободными и вынужденными колебаниями. Поскольку lirm  = 0 , то при

/—н<с
больших t движение описывается практически только вынужденными 
колебаниями. Их частота равна частоте внешней силы.

Предположим, что сопротивление отсутствует, т.е. /? = 0. Тогда 
u = Asin(kt + tp), а

v = sin cot. (15.51)
к -со

В этом случае свободные колебания не затухают, и общее движение 
точки есть сумма двух простых гармонических колебаний с частотами кя со.

Пусть со—у к. Тогда лз (15.51) следует, что амплитуда вынужденных 
колебаний делается бесконечно большой. Исследуем предельный случай, 
когда со -к . Поскольку к - 0 ,  то Я̂ 2 =±ki, и равенство со-к указываем на 
то, что и надо искать в виде
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v = (Mcoskt + Nsmkt)t. 
Отсюда

•2 kM = p 
-2kN = 0 9

т.е.
M  = -

2 к
iV = 0 ,г . значит

v = ——tcosJct,
2/r Рис. 15.12

т.е. амплитуда вынужденных колебаний
растет пропорционально времени, рис. 15.12. Это явление называется 
резонансом.

Если же h *  0, то из (15.50) следует, что v = ——cosA?, т.е. резонанса
2 к

при со = к в этом случае нет. Итак, теоретически при наличии сопротивления 
резонанс невозможен. Однако, практически при малых h амплитуда 
вынужденных колебаний при со -  к все равно становится слишком большой.

Примечание. Мы рассмотрели простейшие механические колебания. 
Однако, если на клеммы изображенной на чертеже электрической цегш (рис. 
15.13) подавать напряжение v (f), то сила тока /(г), как легко показать,
удовлетворяет уравнению

-/ '+  — 1 = “  V'(/ ) .

а -
н о L С

Рис. 15.13

__  L LC
Поэтому если v(r) меняется 0 - 

синусоидапьно, то это уравнение 
совершенно аналогично уравнению 
(15.49), а значит, в данной цепи имеют место явления, аналогичные только 
wo описанным.

19. Интегрирован ие неоднородных линейных уравнений
2-го порядка методом вариации произвольных постоянных

Возвратимся к уравнению
у" + р{х)у' +q{*)y = f{x ).  (15.38)

Если его правая часть f(x )  не имеет рассмотренного ранее 
“Медиального» вида, то даже в случае постоянных коэффициентов (что в 
^нном параграфе не является обязательным) это уравнение не может быть 
цР°интегр фовано методом, описанным выше (его называют методом 
^определенных коэффициентов). Мы рассмотрим сейчас более общий метод,
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позволяющий находить общее решение уравнения (15.38), гели известно 
общее решение соответствующего однородного уравнения (15.26).

Пусть у х и у 2 -  линейно независимые частные решения однородного 
уравнения Тогда его общее решение имеет вид

** = С\У\ + С2У2‘ (15.52)
Будем искать общее решение неоднородного уравнения (15.38) в таком 

же виде, а именно, положим
У = с \ (Х)У\ + Сг {Х)У2 • (15 53)

где С,(дг) и С2(дг) -  неизвестные функции.
Однако, подставляя (15.53) в уравнение, мы не определим однозначно 

C j(x ) и С2(х), так как для нахождения двух неизвестных функций получим 
только одно условие. Поэтому необходимо еще одно, дополнительное 
условие, которое можно выбрать произвольно.

Из (15.53) имеем
У = Cl ( х )л  + с 2(х)у'2 + q  (д:).у, + С2 (х)у2 .

В то же время из (15.52) следует, что
и =Сху\ + С2у2.

Потребуем теперь, чтобы не только у  выглядело так же, как и м , но и 
чтобы у' выглядело так же, как и м '. Для этого надо положить

С1(х)у1+С2(х)у2 =0 , (15.54)
откуда и будет следовать, что

y' = Q(x)y\ + С2(х)у'2. (15.55)
Равенство (15.54) и является упомянутым выше дополнительным 

условием, наложенным на С|(х) и С2(.г).
Из (15.55) имеем

У ='Q (*К +  с\ (х) у\ + С2 (л )у2 + С2 (.х)у2.
Подставляя это, а также (15.55) и (15.53) в (15.38), получаем
C , ( * K +Ci (*).х! + С2 (х)у2 + С2 (х)у2 + р (х )(с, (х)у{ + С2 (х )>'2 ) + 

+<l{x){Ci(* )л  + с 2(х)у2) = f ( x ) , или 
Ci(x)iy: + p{x)y]+q(x)yi) + C2(x)(y2 +p(x)y'2 +q(x)y2)+Ci(x)y\ +

+c 2{x)y2 = f(x )  
так ух и у у есть решения уравнения (15.26), то отсюда

СМ > \ +С2{х)У2=/(х).
Присоединяя сюда условие (15.54), получим систему

+ < ? ( * ) » -О  (1556)
\ci(x)y\+C2(x)y'2 = f(x )

142



Определитель этой системы есть IV(л ), а так как у { и у 2 линейно 
незави си м ы , то Ж (л )*0  при всех х. Поэтому из системы (15.56) можно 
найти, и притом единственным образом, неизвестные CJ(jc) и C^(x):

С[ (* )  = <?,(*), С2(х) = <р2(х),
откуда

Сх (дг) = Ф, (х)+Су, С2 ( х) = Ф2 (* )  + С2 .
Подставляя это в (15.53), имеем окончательно

У = Ф 1 + ОУг + Ф1 {Х)У\ + ф2 (* ) У2 ■
Описанный метод является обобщением метода, изложенного ранее для 

линейных уравнений 1-го порядка. Поэтому его также называют методом 
вариации произвольных постоянных.

Пример 15.17. Найдем общее решение уравнения у  4- у  = tgx . 
Соответствующее однородное уравнение имеет общее решение 

и = С, sin х  + С2 co sjc  .

Поэтому полагаем
у  == Cv (jc)sinx+С2 (д )cosx .

Имеем систему уравнений
|C^(jc)sinx-f C^(x)cosx = 0

1 С[ (jc)cosjc -  С2 (jc)sin х = tgx ’
из которой находим

Cl(.r) = sin x , C'2(x) = - ^ f ,
а значит

С, (х ) =-co sx  + С ,,

Итак,

у  = -s in x co sx  + C, sin х +sin x co sx -c o sx ln

т.е.
4 2)\

tg — + -  ! + С 2 c o s jc  ,

у  = Сх sinx + C2 cosjc -cosxIn tg
/ TV X— -j-----

4.“ T  Am

20. Линейные уравнения высших порядков

Рассмотрим уравнение вида
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у(п) + Pi(x)y(n 0 Pi( -ф (л~2) +...+ /V ,(x)y' + pn(-r)y = 0 . (15.57)
На него переносятся все определения и, как нетрудно проверить, все 

свойства, изученные для однородных линейных уравнений 2-го порядка.
Пусть у х(х), у2(х)>..., yt(x) -  некоторые функции, а С1э С2,... , С. -  

постоянные числа. Выражение вида Сху{ +С2у 2 + ...+ Ciyi называется 
линейной комбинацией функций ул, у 2,...9 у , .

Функции У\(х), У2 {Х)*—*УГ{Х) называются линейно независимыми, 
если ни одна из них не является линейной комбинацией остальных, т.е. если 
тождество

°\У\ + а гУ2 + - + а г Уг  = 0  
выполняется тогда и только тогда, когда а, = а2 = ...= аг = 0 .

Пример 15.18. Функции х у х2 и х3 линейно независимы, так как 
тождество ахх  + а2х 2 + а3х3 = 0 возможно лишь при ах -  а2 = аъ = 0.

Фун;щии cos2 х, sin2 х и cos 2* линейно зависимы, так как 
cos2jc = l c o s 2 *  + ( -  l)s in2 x.

Заметим, что при г~ 2  линейная независимость функций у { и у2 

означает, что у 2 ^ С ,^ ,  что совпадает с прежним определением линейной 
независимости.

Пусть даны функции уД * ), у 2(дг),..., >’„ (* ). Их вронскианом 
называется определитель я-го порядка

У1 У 2 Уп

У\ Уг Уп

У\ Уг Уп

у Ы ) у {Г 1) у(»-0У п
Предположим, что у {, у 2>...9 у п -  частные решения уравнения (15.57). 

Тогда так же, как и для уравнения 2-го порядка, можно доказать, что либо 
fV(x)sO  (если у ]9 у 2,..., у„ линейно зависимы), либо W(x) ни при одном v 
не обращается в нуль (если у \9 Уп линейно независимы). Отсюда
вытекает, что если у{, у 2,..., у п линейно независимые часгные решения 
уравнения (15.57), то его общее решение дается формулой

У -  С\У\ +С2у 2 + -+ С „уп, 
где С j,  С2,... ,  С„ -  произвольные постоянные. Обратимся к однородному 
уравнению с постоянными коэффициентами:

У-п) + Р\У{п~{) + РгУ(п~2) +•••+ Рп-\У + РпУ = 0 • (15.58)
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Алгебраическое уравнение Лп + р{Лп 1 + р 2Лп 2 + ...+ рп-\Л + рп = О 
л азы вается  характеристическим уравнением дифференциального уравнения 
(15.58).

Каждому простому корню Л характеристического уравнения отвечает 
частное решение е . Если Л -  к-кратный корень характеристического

в X, ^ X , ег л .
Каждой паре простих комплексных корней характеристического 

уравнения а±  отвечают частные решения е™ cos (к  и еах s 'mpx. Если же 
a± fi -  паРа корней к-й кратности, то ей отвечают частные решения

е0* cos/Зх, хе™ cos/fc, лг2еЛ c o s / S i x ,хк~хеса cos/к, 
ет  sin fie, хеш sin /к, х2еах sin / 2 с , sin /fc.

Пример 15.19. Возьмем уравнение у 11 + 4у~ 0. Характеристическое 
уравнение

Л4 + 4 = 0 .
Перепишем его так: (л4 + 4Л2 + 4 ) -  4Я2 = 0 ,

т.е.

(я2 + г)2 - ( 2 я )2 ==0 ,
или

(Л2 +2 + 2Л)(Л2 + 2 -2 Л ) = 0 .

Решая уравнение Я2 + 2 + 2Л = 0 , получим
/Л1 =—1 ±>/Г-2 = - l± i .

Аналогично из уравнения Л2- 2  + 2А = 0 имеем Л* 4 = 1 ± /.
Этим парам простых комплексных корней отвечают частные решения 

e~xcosx, e~xsmxy ех cos х , ех sinx соответственно. Поэтому общее решение: 
у  = е~х (Cj cos х + С2 sin х ) + е* (С3 cosx -f С4 sin х ).

Рассмотрим теперь неоднородное уравнение с постоянными 
коэффициентами

У "1 + Л>'("4) +•••+Л ч У  + РпУ = А * )  • (15.59)
Его общее решение представляется как у -  и + v, где и -  общее решение 

^соответствующего однородного уравнения (15.58), a v -  произвольное 
частное решение уравнение (15.59) (этот факт, конечно, верен и для 
Уравнений с переменными коэффициентами).

I. Пусть f ( x ) - e axpn(x) ,  где рп(х) -  многочлен л-й степени. Если а не 
есть корень характеристического уравнения, то частное решение уравнения
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где Qn(x) -  многочлен п-й степени.
Если же а - т  -  кратный корень характеристического уравнения, то 

полагаем
v^eaxQn(x)xm.

В частноста, если а -  простой корень, то т  = 1.
И. Пусть / (x )  = eat(/?(x)cos6x + 0 (x )s in 6 x ). Если a + bi и a -b i  не 

есть корни характеристического уравнения, то частное решение ищется в виде 
v = eai{Sn (x)cos bx + Тп ( x)sinZ>x), 

где п -  большая из степеней многочленов р(х) и Q(x). Если же a±bi -  пара 
m -  кратных корней характеристического уравнения, то полагаем 

v = £***( (x)cos6x + Тп (x)smbx)xm.
Пример 15.20. Возьмем уравнение y lv --у 11 = 1х - е? + 5е1х. 

Характеристическое уравнение Л4 ~Л2 = 0 имеет корни Л1==Л2 = 0, ^  =1, 
Я4 = -1 , а значит

и = С, + + Cje* + С4е~х.
Частное ре шение ищем в виде

v = (Ах + В)х2 + Сехх + Е>еъ ,

т.е. v = Ах3 4- В:с2 + Сё*х 4 De2х.
Отсюда

v = 3 А г2 + 2Дх + Се* + О гх + 2Delx , 
v = 6Ax + 2B + 2Сех + Ce*x + 4ZtelY г 

v" = 6Л + 3Cev + Осе'* f  8Z>^T, 
v71'  = 4CVT + Cxex +16DeZr.

Подстановка в уравнение дагт
4С ^  + Схе* +16 D ^  -  6Ах- 2В -  2 0 ?  -  (> *х-  42*?l t  = 2х - е* + бе2* ,

т.е.
2Cex + l2De2x-6A x-2B  = 2x -ex + 5e2x.

Отсюда
- 6Ах = 2, - 2 5  = 0, 2 С = Ч  12D = 5 ,

(15.59) ищется в виде



XVI. Первичные сведения о системах линейных 
дифференциальных уравнений

Для описания многих физических процессов или явлений нередко 
требуется несколько функций. Отыскание этих функций может привести к 
н ескольким  дифференциал ным уравнениям, образующим систему.

Будем обозначать независимое переменное буквой t , неизвестные 
функции -  rXn(t), а производные функций -  как обычно,

/ г(/и1) jri X х" ^
Системой обыкновенных дифференциальных уравнений называется 

система уравнений вида:
( 16.1)

Наи(юльшее из чисел ml9m29.../n„ называется порядком системы 
уравнений (16.1). Например, в систему дифференциальных уравнений 
первого порядка могут входить лишь переменная /, неизвестные функции 
хх>х29...ухп и их первые производные л: { , . * 2  »•••»*£» в систему уравнений 
второго порядка входят еще вторые производные х1,х2,...Уп,и  т.д..

Определение. Набор функций *,(/), определенных на некотором 
промежутке Т (конечном или бесконечном, открытом или замкнутом) оси 
t, имеющих на этом промежутке те производные, копюрые входят в 
уравнение (16.1), и удовлетворяющих этим уравнениям при всех teT, 
называется решением системы уравнений (16.1).

В дальнейшем независимая переменная t может быть 
интерпретирована как время, поскольку величины, характеризующие 
физические процессы, как правило, зависят от времени.

Для упрощения записи употребляются векторные обозначения. Так, 
набор фун кций х{,х2,... jcn о бозначается

х(/)={х„х2,.
при этом ;c(f) называется вектор-функцией скалярного аргуменга t .

Производные вектор-оункции определяются как обычно:

x(f) = {xltx2,...,xn}.
Система дифференциальных уравнений первого порядка

Fj(t9 Xj 9x29...rxn9xx,x29...9xn)—0 (/—1,/j, (16.2)
к°торая в векторных обозначениях имеет вид

/;(/,*,i:)=0 (l = U ),
занимает особое положение среди систем дифференциальных уравнений, так 
Как к ней приводится произвольная система уравнений (16.1) с помощью
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введения новых неизвестных функций и увеличения числа уравнений 
Например, рассмотрим систему дифференциальных уравнений второго 
порядка

£х 
dr

Положим

/3^ - 2 х  = 0 dt

х -х {

dt
у=х у

Тогда получим
di х
d r  '

dxз 
dt

- 2хх =>

-=дг,

dx j 
di

=x>

dx
-  = JCi

Ж
Таким образом, система двух уравнений второго порядка приведена к системе 
трех уравнений первого порядка.

Расс мотрим одно дифференциальное уравнение т  -го порядка с одной 
неизвестной функцией:

Это частный случай системы (16.1), когда /=л = 1, /л, =/и. Вводя новые 
переменные

,Vi =*. у 2 =х',..^ут =--х{т
получим систему т  уравнений первого порядка с т  неизвестными функциями

dy± 
dt
dy2

dy\ 
dt ' 2

dt = Уз ,т.е .

Фт-1
Ж

—у.

Если в (16.2) число уравнений равно числу неизвестных, т.е. л=/, и 
сами уравнения можно разрешить относительно х\ то систему
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___ Хп )
или сокращенно в векторной форме

x=j'(t,x).
Система дифференциальных уравнений (16.3) называется нормальной 

с и с т е м о й  обыкновенных дифференциальных уравнений. Число неизвестных 
ф ункции п иногда называют порядком нормальной системы 
дифференциальных уравнений (16.3)

Решением системы (16.3) в интервале (а,Ь) называется совокупность
любых п функций х/=Ф/0) (i=l,tf), или x = x(t), определенныи непрерывно 
дифференцируемых в интервале (а,Ь), если они обращают уравнения 
системы (16.3) в тождества, справедливые для всех значений ie(a9b).

1. Теорема существования и единственности решения задачи Коши

Задачей Коши для системы (16.3) называется задача нахождения 
решения x=x(t) этой системы, удовлетворяющего начальным условиям

*i('o)=*i°» ( 16-4)
где r0, jcf -  заданные числа (/=1,л).

Теорема 16.1. Пусть имеем нормальную систему дифференциальных 
уравнений (16.3), и пусть функции /(t9xux29...jxn) (/=!,/?) определены в 
некоторой (п+1)-мерной области D изменения переменных 

Если существует окрестность Q точки A/0(f0, * i ° , . в которой функции f t 
а) непрерывны, б) имеют ограниченные частные производные по переменным 
x\>x2f.yXf. , то найдется интервал t0-h<t<t0+h изменения /, в котором 3!
решение нормальной системы (16.3), удовлетворяющее начальным условиям 
(16.4).

Доказательство этой теоремы можно найти в [ 11 ]
Система п дифференцируемых функций

х ,.= х ,4 с 1, с 2,.„ ,с л ) (' = Й  (16.5)
независимой переменной t u n  произвольных постоянных Сх,С2,...,Сп 
порывается общим решением нормальной системы (16.3), если:

V при любых допустимых значениях С1,С 2,...,СЛ система функций (16.5) 
°бращоет уравнения (16.3) в тождества;

(16.2) можно записать в виде:

(1 6 .3 )
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2) в области, где выполняются условия теоремы Коши, функции (1бя\ 
решают любую задачу Коши.

2. Интегрирование системы дифференциальных уравнений (СДУ) 
путем сведения к одному уравнению более высокого порядка

Один из основных методов интегрирования СДУ заключается в 
следующем: из уравнений системы и из уравнений, получающихся 
дифференцированием уравнений, входящих в систему, исключают все 
неизвестные функции, кроме одной, для определения которой получают одно 
дифференциальное уравнение более высокого порядка. Интегрируя это 
уравнение, находят одну из неизвестных функций, а остальные неизвестные 
функции, по возможности, без интегрирования, определяются из исходных 
уравнений и уравнений, получившихся в результате их дифференцирования. 

Например, рассмотрим систему дифференциальных уравнений вида
dx
7 Г У

*У = х 
dt

Дифференцируем одно из уравнений, например, первое. Тогда получим
d2 х dy 
dt1 dt

Учитывая второе уравнение системы, приходим к одному уравнению 
второго порядка

dt2
или

х ' - х  = 0.
Это уравнение с постоянными коэффициентами и решение его выполняется 
обычным образом, т.е. составляем характеристическое уравнение

* 2 -1  = 0, *u =±i.
Находим фундаментальную систему решений

хх-е \  хг -  е~*.
Составляем общее решение

х = Схе* + С2е 1.

И так как у  = ̂ , то дифференцируя x(t), находим у  = С{ег -  С2е~*.
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3. Метод интегрируемых комбинаций

Интегрируемой комбинацией называется дифференциальное уравнение,

являющееся следствием уравнений ~  = но уже легко

и н т е г р и р у е м о е .  Т.е. с помощью подходящих арифметических операций 
( с л о ж е н и е ,  вычитание, умножение, деление) из уравнений системы (16.1) 
образую т так называемые интегрируемые комбинации, т.е. достаточно просто 
решаемые уравнения вида

К  K H r b
где и -  некоторая функция от искомых функций. Каждая интегрируемая 
комбинация дает первый интеграл, т.е. конечное уравнение

Ф,(г,дг2,...^ л)=С„
связывающее неизвестные функции и независимые переменные. Итак, 
первым интегралом Ф(/,х1,. .гхл)=С системы уравнений называется конечное 
уравнение, обращающееся в тождество при некотором значении С , если 
вместо хД*) (/ = 1>л) подставлено решение системы (16.1). Если найдено к 
интегрируемых комбинаций, то получаем к первых интегралов: 

Ф1(...)=С1,Ф 2(...)=С2,...,ФД...)=С*
Найденный первый интеграл позволяет выразить одну из неизвестных 

функций через остальные переменные, и тем самым свести задачу к 
интегрированию системы более низкого порядка. Если найдено п 
независимых первых интегралов, то интегрирование закончено. Если 
предположить, что интегралы Ф, имеют частные производные, то для 
независимости их относительно х ,,...,хи необходимо и достаточно, чтобы 
якобиан функций Ф, по переменным х, не обращался тождественно в 0:

дФ{ дФх дФ1

8xx дХ2 дхп
....... ............
дФп дФ„
дх{ cbc2 дх„

* 0 .

п независимых первых интегралов образуют общий интеграл системы. 
Пример 16.1. Рассмотрим СДУ вида

^  = 5y + 4z 
dx
dz—  = 4 y  + 5z 
dx
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Складывая уравнения, получим, что

9 0 + г ) ,
ах

откуда после интегрирования, получим
ln (y+ z)~ 9х+ In С ,, 

т.е. первый интеграл системы имеет вид
y  + z = C / x.

Вычитая из первого уравнения исходной системы второе, получим 
вторую интегрируемую комбинацию

d(y-z)_
dx

= y-z
или

dx.d(y -z )=
y -z

Тогда, после интегрирования, имеем
\n\y-z\=X+\nC2,

y-z= C 2ex.
Таким образом,

\y+z = Cte9x 
\y-z=C 2e*

Откуда следует выражения для неизвестных функций

У = \(С\^х+С2ех)

z J - ( c ^ x-C 2ex)

При этом первые два интеграла определяются с помощью функций и Ф-», 
которые имеют вид

Ф , = С У + г У ^ С , ;

Ф2 = (у -г У х=С2.
Проверим, что функции Ф! и Ф2 линейно независимы. С этой целью 

вычислим их якобиан:
ЭФ, дФ,
ду dz 

дФ2 дФ2
, «Г* -X 1=е е

е~х -е~х 1 -1
= - 2е~хе~9х £ 0 .

ду dz
Прииер 16.2. Рассмотрим систему 3-х дифференциальных уравнений:



<ty\ _ 
dx
<jy2 =

dbc

л - л

~ У2 ~~У\

Решение. Для нахождения первой интегрируемой комбинации сложим 
данные уравнения, тогда получим

d(yi+y2+y3)=0 -,
откуда имеем первый интеграл:

У1+У2+Уз=с 1-
Для нахождения второй интегрируемой комбинации умножим первое 

уравнение на у{, второе -  на у2, третье -  на v3 и сложим. Тогда имеем:

V|V|' +У2У2 + Л Л ~УъУ\-У\Уг +У\Уг ~УгУг+У2Уз~У\Уз = ° ■
Откуда следует, что

- 4 г 2 2 2 
1 +У2 +У? )"0 -

Тогда первых два интеграла запишутся как

У\ +Уг+У\
[У\+Уг+Уъ=с \

Чтобы получить оставшийся первый интеграл, сложим второе и третье 
уравнения, тогда получим, что

dt

Заменяя выражение у3 -  у2 на
dt

пользуясь первым уравнением

исходной системы, получим равенство
а {Уг+Уг) dyx 

dt dt
или

Уг + Уъ~У\ = с з 
Таким образом, окончательно получим «твег:

У\+У2 +Уз=с \
~У1 +У2+Уз= С 2

У\+у1 +у1 =Съ-
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Пример 16.3.

dt хъ- t  
dx2 xl -x 2

dt x3 —t
dx

l  = X l - X 2 +

=0;

.  dt
Решение. Очевидно, что

4 * i  -x 2) _ 
dt

Тогда первый интеграл имеет вид:
Х\ - х 2 -С \.

Учитывая выражения для х{, исходную систему представим в виде:
dx2 _ С, 
dt х3 - t

dt 1

дез =(C| +l)f-f C:>; 
x3 -f= C if+ C 2 .

Откуда получим, что

Тогда

откуда

dx~>
dt Cxt+C2 

х2 ~ InjCjf+С21 +С3.

Пример 16.4. Найти решение системы
I  
У.

dy _  1
. JC-*

которое удовлетворяет заданным начальным у словиям:
1Ч=о 

4 = 0  = 1

Решение. Имеем
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Сложим полученные уравнения,

y f f c £ l +( , - , ) * = О, 
at at

затем свернем полученное уравнение как
с/Ыл:-?)]=о,

тогда получим, что
y{x-t)=Cv

Отсюда
С,x - t - — .

Из второго уравнения системы имеем, что

£^=2L 
dt Cj

Разделяя переменные, приходим к уравнению
dy _dt 
у ~ С

тогда

1пу =— Г + 1пС>.
С|

dt

Таким образом, решение системы имеет вид:
г_

У~С2еСх

x -t+ ^ -e  с' 
С2

4. Симметричная форма системы дифференциальных уравнений

Для нахождения интегрируемых комбинаций при решении системы
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дифференциальных уравнений иногда бывает удобно залисать ее 
симметричной форме:

dx |_________ dx 2 ____ dt
... ,*„) /2(<,дг„...,х„) 1 <l6'6)

В такой системе переменные t9xl9...yxn равноправны, что в некоторых 
случаях упрощает нахождение интегрируемых комбинаций.

Для решения системы (16.6) берут либо пары отношений, допускающие 
разделение переменных, либо же используют производные пропорций.

а \ _ а 2 _  _  а т _  h\a l + k 2t l2 +--'+Ь'та т
b\ bj Ът ‘kxbx+\2b2+...+\mbm 

Ь\ Ъ2 b2 9

Я| +^2^2 '̂ "̂ ‘3 3̂
Ь\ + -̂2^2 "̂ "̂  3̂ 3

0I = 02 . 
th h '  

d\b2 — Q2bx ;
flfj Xjflj■+■/-2 ^ 2  A.jdj/̂ 2 ~̂~'h2ct')b2 Xxa2b '\~X'jCt2b2 a2i{\xb ~\~X2b*)}
b\ + Ь-2Ъ2 X̂ byb2 +h2b2 A,j/?ĵ »2 +^2^2 ^2^i^l **"̂ 2̂ 2 )
Пример 16.5.

dx __ dy _ dz 
x2- y 2- z 2 2 xy 2 xz 

dy dz
У ~ * ’'
v=C,z.

_____xdx+ydy+zdz______ dy
X3 “ ЛУ2 -xz2 +2xy2 +2xz2 2xy ’



dt _ dx dy 
2x -In/ 1п/-2дг’ 

d(t+x+y)_ dt_ .
~ 0  ~2x* 
t+x+y=C2:

jhitdt=- J  2xdx; 

th t--t= -x2+C\; 
t(\nt-\)+x2=C\;

5. Интегрирование однородных линейных систем 
с постоянными коэффициентами

Однородной линейной системой с постоянными коэффициентами 
называется система дифференциальных уравнений вида

dx.
^ = 2 Х * * ( 0  М . " )  
ш к=1

(16.7)

где коэффициенты aik -  постоянные, a xk(t) -  искомые функции от t . 
Систему (16.7) можно коротко записать в виде одного матричного уравнения:

dX
dt

= ЛХ, (16.8)

где

'«\\ а\2 ... а1п~ ’ *l(0" V

А~ а2\ а22 ... я 2п
, х = х2(0 dX _ х2

... ... ............ ... ’ dt
Яп\ «1.2 - **•(0. Л .

Одностолбцовая матрица Y=

’ >1(0"
л ( 0

. у М

называется частным решением

Уравнения (16.8) в интервале (д,&), если выполняется тождество:

dL
dt

-AY(t) для a<t<b

Система частных решений
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W '« ? > « '

11
* ,(> )-

«М О . X,(/ ) - *?>(<) 4 4 ' )

* м о . 1 ' *£ 
: 

-н. Г'-—
'

Ч
'■ 
1

(здесь в записи х}(*) - нижний индекс указывает номер решения, верхний

х (чХ\ м2 *0)лп
х{2) д.(2)х\ п

х{п)х\ д(л)2 х(п)п

номер функции в решении) называется фундаментальной на интервале (а,б), 
если ее определитель Вронского

* 0

Vt e(a,b)
Теорема 16.2. Если система частных ргшений однородного уравнения

(16.8) является фундаментатьной, то общее решение этого уравнения имеет 
вид

Щ « с, jf, (f)+ с2Х2 (Г )+...+спХ„ (г), ( 16.9)
где C A i-hn)  -  произвольные постоянные Доказательство этой теоремы
читатель может выполнить самостоятельно.

Линейные системы можно интегрировать различными способами, 
рассмотренными ранее, например методом исключения, путем нахождения 
интегрируемых комбинаций и т.д. Для интегрирования однородных 
линейных систем с постоянными коэффициентами применяется также метод 
Эйлера.

Рассмотрим этот метод в применении к системе трёх однородных 
дифференциальных уравнений (ОДУ).

dx 
"dt 
dy 
dt 
dz 
dt

~ 3x- у + z 

~ -x + 5y~z. 

- x -  у + 3z

Решение системы ищем в виде
х == Ле*, y  = fi ert,z  = vert, 
Я, //, у, г -  const 

Подставляя это решение в систему, получим
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Arert я  (ЗЯ -  /i f  v)

(лгеп = er' (-Я  + 5ju -  v) 
vren = е" (Я -//  + Зу)

Я (3 - г ) -/ /  + 1̂ = 0 

-Я  + / / (5 -г )-1 ' = 0.

Я-// + v (3 - r )=  0 
Система уравнений относительно Я,//,у имеет ненулевое решение, 

если её определитель равен нулю, т.е.
3 - г  -1 1 

-1 5 - г  -1
1 -1  3 - г

Полученное уравнение; называется характеристическим уравнением 
г3 - 1 1/*2 -  36г -  36 = 0.

Корням этого уравнения rt = 2,г2 =3,г3 =6 соответствуют числа
Я, =1, ц  =0, к, ==-1 
Я2=1, ц2 =\у2 ^\
Яз=1, //3 = -2 , ^з=1.

Выписываем частные решения

Д = =  0 .

х, =<? у1 = 0 Zj = -1е

лг2 =е 
.-6/

.3f

*з ~ v3 = -2 е6' Z, = е6'
Z\ — е

Общее решение системы имеет вид:
x = Cte2t +C2e3t +С3е6' 
у-С ^е*1 ~ЪСге61 

z = -С хеъ + 0 ^ + Съеы 
В принятых ранее обозначениях частные решения запишем как

* ( 'W ' *р>=0 . t p W '
4 ‘W '  -Т «= е3' .t<3W '

1  4 , ) =^6' -42) = - 2е6' 4 3)= / '
Здесь верхний индекс совпадает с номером неизвестной функции, а 

указывает номер решения, т.е. х[]) =хи х\2) = >>,, х,(3) =z, и т.д. Тогда 
Г о р н о й  форме частные решения Х{ представляются как
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Хх =(е2',0  - е 2,)Г 

X2 = (e\ e\ e3' f

Х3 =(е6‘ ,-2 е ы,е*)‘ 

Общее решение X  = , т.е.

Х = С

1
гъ К

) 1 1 ы 1 г'31

0 е3' + с3 - 2еы

- Л 11 е”
Откуда следует, что

x = x{l)= qe2' +С2е51+ С3еы
у=,х12)=С2е3' -ЗС3ев!
z = х(3) = -C,e2t -  С2еу  + С3е6'

Расс мотрим теперь случай, когда корни характеристического уравнения
комплексные.

Пример 16.6. Решить систему:
dx -- = х-5у
dt

dt
- 2х~у

(16.10)

= 0

Составим характеристическое уравнение. Система при этом будет 
иметь вид:

(■(1-/->1-5ц = 0 
[2Х~(1+г)ц = 0 
1-г  - 5

2 - ( 1+г 
- ( l - r 2) f l - = 0  

г2 +9=0,
#1,2 = ± 3 ' -

подставим последовательно найденные корни в полученное 
характерисггическое уравнение (16.10):

(1-31>.-5ц=0
2Х-(1+3/)м=0 

Одно урав нение является следствием другого, т.к. Д=0.
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5|i= (l-3»> , 
если А.=5,то ц=1-3/.

Тогда первое частное решение запишется так:

*1=5е (16.11)

диалогично подставляя в (16.10) корень г2 =-3i ,  получим:
f(l-f 3i’)X.-5|i = 0 
[2А,-(1-Зг')ц = 0 

А.=5; n= l+ 3j; 
x2 =5e-bi'

У 2 =(l+3i')e’ 3lY 
Перейдем к новой фундаментальной системе решений 

х, + .  дт« -  х2

х, = 5cos31 , у ! = cos3/ + 3cos3/ 
х2 = 5sin 3 f, _y2 = sin 3/ -  3cos3/.

Тогда обшим решением си а емы будет
х = CjJfj + с2х2 = 5с, cos 31 + 5 с2 sin 3/ 

у =схух + су?2 ”  с\ ( cos 3* + s*n 3* ) + ^ 2  3/ ~ 3 cos 3/)
Примечание. Найдя первое частное решение (16.11) можно было бы 

сразу написать общее решение системы, пользуясь формулами
х=С{ Rex, 4-С2 Inix,
у= С, Re у ,

где Rez и Imz обозначают соответственно действительную и мнимую части 
комплексного числа z , ( f =a+bi).

Рассмотрим случай кратных корней.
Причер 16.7. Рассмотрим СДУ

'* = 2  х+ у 
dt (16.12)
-  = 4 у -х  
dt

Составим характеристическое уравнение этой системы:

Х + ц(4-г)= 0 
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Д =
2 - r  1 
-1  4 - r

=8+r2 -6 r+ l =r2 -6/*+9=0.

П,2=3 -
В этом случае решение следует искать в виде:

*  = (*<!+ц,г)е3' ,  (16.14)
Подставляя (16.14) в первое уравнение (16.12) и сокращая на е3' ,  получаем: 

(3 (4  +/4,/) + //,) = 2(Л, + /V) + >*2 + /V*
Для нахождения неопределенных коэффициентов Я,» ^ 2  и М» Мг 

приравняем выражения при
t | Зщ =2ц, +ц2 ] fX2 =^,+|i,
ш I * откуда:

£ j 3X.J + JAj = 2А,| ■f'X-2 J l̂ M'2 М"!

Величины А.| и ц, остаются произвольными. Обозначая их через С, и 
С2, получаем общее решение системы (16.12):

*=(с, +с2,у  
y=(ci+ c2+c2t y

6. Неоднородные линейные системы 
дифференциальных уравнений (НЛСДУ)

Рассмотрим неоднородную ЛСДУ с постоянными коэффициентами:

^ = Х а. л (*)+//(')> « « и , - * .  
dt *=i

или в матричном виде:

<*=AX+F,
dt

где F -  одностолбцовая матрица, элементами которой являются функции /)(/)• 
Теорема 16.3. Общее решение неоднородной линейной системы 

равно сумме общего решения X^it) соответствующей однородной системы
J  у

—  = ЛХ и любого частного решения X 4H(t) данной неоднородной системы: 
dt

x f a x J t  b x „ (t}= ttclx,(?)+xjf),
М I

где Cf -  п}Юизвольные постоянные. Доказательство этой теоремы может быть 
найдено в учебниках [11].

Прииер. 16.8. Решить систему
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dx2 
<//

= -*,+ tg/

ИЛИ

Соответствующая однородная система имеет вид

X' =
' 0  Г f  i Л  tg f -1
-1  0,

X *
4 x& >

dx | _

dx 
"dt

, характеристическии многочлен
XI2 —  = -*1

-А  1 
-1  -Я

= Я +1.

-iA j+ i^s=0 => b2 :=ib[,(bl -  любое).

Характеристическое уравнение Я“ *+-1=0 имеет корни Я,^ =±/ 

f-ifc +/ь = 0

Пусть />, =1, тогда Ь2 =/'.

АГ(Г)-

Вещественная и мнимая части этого решения являются решениями 
однородной системы, поэтому

т
«* =

T
(cos/+/sin/) =

^cos?+ isin?N ^cos/ N 'sin  t'
i'cos/ -sinc^

SB
v-sin/y

+ i
A Kcost;

( cost ( sin г
I - s in t vcos /, К « ( , Ь Г ' . + с г(о-sin/

^sin/л
vCOS/y

Частное решение будем искать, следуя методу Лагранжа, т.е. применяя метод 
вариации произвольных постоянных

cos t
-Sint

SI п/ 
cost

, . • ' / 4  ^ ' / v f c O s O  _  7 Y - S U l A  „  / .

i r  (f)=C| (/) -C|(/) + c 2 ( 0
v 7 4 7 - c m /  y 7I —COS/ / l ГЛС/ vV-sm/. v COS ty

cost 
-s in  /

Подставляя Л"* и ЛГ* 'в исходную систему, получаем 

C/(.?)cos/ + C2 (/)sin/ = tg2/ - l

—Cj# (/)sin/ + C2 (/)cos / = tg/
откуда

C/(r) = -cos/, C2 (/) =
sin3/
cos2/
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Cl (/) = - Jc o s tdt = - sin/.
Тогда

^  / x rsin  t , r l~ cosz/ ,/ ч 1C2(/) = — ~dt = ~\------ =— d(cost)~------+ cos/.
J cos^f J cos / cos /

1-cos /

<¥*(/) =-sin/
(cost Л
l^-sin/ J

f
/-cos/sin/4

sin2/

г
sin / 
cost

+ COS t
cost

+ sin tcost

sin/
cost

tgf
2

Общее решение исходной системы имеет вид:

Х = С
cost 
-s in  / cost

tgf
2

или
Xj = C} cost + C2 sini1 + tg/ 
jc:, = —Q sin/ + C2 cos/ + 2.

Частное решение линейной неоднородной системы с постоянными 
коэффициентами можно искать, не применяя метод вариации, а используя 
метод неопределённых коэффициентов в том случае, когда функции f k(t)
имеют вид сумм и произведений функций: Рп (/), eat, cos fit, sin fit.

Это делается по тем же правилам что и для одного линейного 
уравнения с постоянными коэффициентами и правой частью специального 
вида со следующими изменениями:

а) Если F = М ‘)

/<(<)]

, причем f k(t) = Pnjc(t)er ’, где Рпк -  многочлен степени

пк, то частное решение системы ищется не в виде tsQn(t)eyt (как для одного 
уравнения), а в виде

с
*1

причем
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4 (t) = Q$s( x y \  (k= 1,2,...,л),
где й1+! ( с) ~ многочлен степени л + s с неизвестными коэффициентами; 
я в  max л*, 5 = 0, если р не корень характеристического уравнения; если же 
у -  корень характеристичес кого уравнения кратност и р, то s = р .

Неизвестные коэффициенты многочленов 0я+! (х ) определяются путём 
подстановки выражений в данную неоднородную систему и сравнения 
коэффициентов при одинаковых степенях t .

Прииер. 16.9. Решить систему:

1  = х2+2е'
dt
dx
dt

- х х + /

или в матричном виде,
"о г '2" ' 0 'Х' = х+ е1 +
J  о, А

-Я  1 
-1  -X

=  А2 - 1 .

Соответствующая однородная сиситема 
'dxx—1- = х2 

dt * , и характеристическии многочлен
dx-,

Характеристическое уравнение Я2 - 1  = 0 имеет корни =±1.
При

В :  Л =1 { ^ ^ о °  ^  b[~bl = 0 => г,2 = ^ Й - л ю (» е ) .

Пусть Ь, = 1 => ъ2 = 1 .
При

Ь2 —0

^= ^2=  0 
Пусть Zj, = 1 => 6 j= -L

ч -1 .
е г составляют фундаментальную систему

^Шений. Тогда общее решение линейной однородной системы

Щ  * ( 0 = c ^ [ j e4 Q | ^ \
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или
ух = Схе' + С2е*
У2 ~Схе* —С2е~*. 

Представим правую часть в виде

.OrF(t) =
' 2 s

е* 4-
"0 "

А Л
e°'=F\(t)+F2(t).

Частное решение будет равно соответственно X* (t) = X* (t) + Х2 ( f ) .
Для первого слагаемого у -\  и совпадает с простым корнем 

характеристического уравнения (щ = 0, л2 = О => п -  шах пк = 0; s = 1)

a if+/, L-
a2t + l2)

х *(<)=

Для второго слагаемого ^= 0  и не совпадает ни с одним корнем 
характеристического уравнения ( пх =0, п2 = 2 => я  = max я* =2; 5 = 0)

/ 2 I I \#3  ̂ 4- /3/ + d-$ 

a4t2 +lAt
В силу принципа суперпозиции решаем две системы:

X?~ A X ;+ F x и Х2 = АХ2 + F2 

"0 lYaf+Ix  
1 0 

'о Г 
1 о

V Ч '+ О
/

+ =

/сГ к> 0̂2t+ l2J V

v \ t+ lx ' /
+ =

a2t+ l2/ \

\
Г21+

\ Г2Ч
+

/
Q\t 4-1\ 4" Я,

д2* +12 + « 2

ciyt 4-12 +2 
с,/ + /,

£?2̂  4-/2 
а,<+/, 

я t + /, + ax = д2/ 4- /2 + 2 
a?t + 12 +а2 = axt 4- lx

Сравнивая коэффициенты при одинаковых степенях t в каждом 
уравнении, получим:

Л, —— 2̂ , / / 2
/, +• я, -= /2 + 2 => Г '  ' Л => 2а, = 2 ,в, =1, /, — /2 = 1, (/, -  любое). 

[а ,-/ ,+ /2 =0
/2 4- й2 — /j

'
/ - 1

Пусть /, =0, /2 = -1 X* (/) = 

Для второй системы,

е1.
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Г 2 а 3/ + /3 ' г о  Г / 2 1 » А #3/ 4- А/ 4- с/3 0̂ "

\ 2 ^4/ 4-/4  ̂ Ь oj ч Л4/2 4- /4/ 4- d 4 у
4-

W
решение проводим аналогично и получаем:

f  2 1 - г - 2

-Ъ
сончательно, общее решение системы

( \\  Г л ^

щ = с !
ч1;

г/ + С е ' +
v '- l y

е' +
f  2 - Г - 2 1

- 2*

или
== С,е' + C2e~l +te> - I 2-  2, 

у2 = С,е' -С 2е~‘ + { t- [ )e '-2 t .
б) если /*(/) = (r)e ‘" cos;?/ или f k (г) = (t)eal sin [it , то частное решение 
системы ищется в виде

К  ** ( 0  = е<п (Osin pt) ,

где s определяется так же, как и в случае (д), причем с корнями 
фистического уравнения сравнивается число y  = a  + i/3 .

Припер 16.10. Решить систему:
dx
dt
dx

-  = х, -х-> + 2sinf
X '  =

v2 _
<//

2xj - x -

Г 1  - 1 ! ' 2  s i n / ^и  +1 . 2  - 1 ) 1 0  J
Соответствующая однородная система:

dx%
dt
dx2

~dt
= 2x, -  x-

еристическии многочлен
1 -Я  -1

= Я2 -1  + 2.
2 - 1 - Я

Характеристическое уравнение Я24-1 = 0 , \ 2 =-±i. Найдем решение, 
соответствующее Я, = /.

(1 — /)/?! -&2 =0
2^-(14-/)&2 = 0  ^ => 2̂ - любое) .
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Пусть fc, = 1 , тогда b2 = l - i . Собственный вектор, соответствующий

П 
1 - 1

Aj = 1 , равен

* (/ ) =
1-1

е|7 =
'1 N 
^ 1 -iJ

(cos/ + /sin/) =
cos/+/sin/
cos/ + /sin/ -  / cos/ + sin /

'co s/ ^ ( sin / ^
= + / .

vcos/ + sin/ ysmt -  cos//

Получено комплекснозначное решение системы. Вещественная и 
мнимая часть этого решения составляют фундаментальную систему решений.

COS /

cos/ + sm/y
sin /

4 sm /-cos//

Общее решение линейной однородной системы имеет вид

* ( 0 = с ,
cos /

4 cos/ + sin/. ^sin/-cos/ у

Найдем частное решение линейной неоднородной системы. Правая 
часть имеет вид

p s in A  °,

l o  J
^ = 0+/ -  совпадает с простым корнем характеристического уравнения. 

Частное решение ищем в виде

* * ( ')=

П ' Н

Ч/+/ 3 4 sin /cost+
A *  + /2 > ,C!4/+/4/

Подставляем в исходное уравнение:

ai l  .cos/- 
а2)  \a2t+ k j
f 1 - i Y '
2 -1

a2t +1\
[ W + h )

sin / +

COS/ +

sm/ +
^я4/ +14

+ \ f 2Л 
Ism/ | +

1°/

cos/ =

sin/
a4t^ l4)  J

Приравниваем коэффициенты при /cos/, / sin/, cos/, sin/ слева и справа:
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4 " (( V
v.fl4, ,2  - 1 ; ya2 ,

Ч а 2 )

'  1 \ \ f  ~  ̂1 —1 II Я3
2 -1  Д ач)

4 - * V ' 1 - Г

<a2+l4, ,2  -1 , 1(2 >

или

4 + V f 1 - 4 V <2>

— +
‘ i . 2 4 ^ 4 y , 0 ,1 4 + « о

Решая эту систему, находим: а,

а4  — 2 а, — ̂ 2  

—flj = д3 — я4 

- я 2 -  2а3 -  а4 
а \+1ъ = 1\ -  /2

Л2 4̂ — ̂ 1 — ̂ 2 
-А + я 3 = /3 — /4 ч- 2

-/2 + я4 = 2/3 -  /4 

1, а2 = - 2 , а3 =1, а4 = 0,
/,- - / 3 +/4 --I .

( . . - и , * ; ,
Выберем /3 = 0, /4 = 1. Тогда /, = 0, /2 = 1.

К
И, окончательно,

f-/  ^ Y l
COS/4- sinr

- 2 /  + 1, Л

* ( 0 = с ,
cost ( sin /

+ С2 . 
cos/+ sin/j I sin/ —

> f - /  ] ( 0+ COS/ +
COS/у - 2 /  +  1, U J

sin/

Или
xx (/) = C, cos/ + C2 sin/ -  / cos/+/ sin /, 

x2 (/) = C, (cos/ + sin/) + C2 (sin/ -  cos t) -  2t cost + cos/ -f sin/.
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XVII. Простейшие приближенные методы 
интегрирования дифференциальных уравнений

1. Общие замечания

Пусть имеется произвольное дифференциальное уравнение и-го 
порядка:

^ / ( W v . . , ^ ) .  (17.1)

Требуется найти его частное решение, удовлетворяющее начальным 
условиям

I *1 ’ (л —1) I (п-1)
У\ж=Уо,У > У  •

При этом предполагается, что условия теоремы о существовании и 
единственности решения выполнены.

Методы интегрирования дифференциальных уравнений делятся на 
аналитические, графические и численные При аналитическом методе 
интегрирования возможны следующие случаи:

1) Решение получено в виде суммы конечного числа функций 
(элементарных или неэлементарных).

2) Решение представлено интегралом от некоторой функции (или 
несколькими интегралами).

3) Решение найдено в виде некоторого функциошшьного ряда. 
Аналитические решения дифференциальных уравнений принято 
называть точными. Однако, с точки зрения практики этот термин 
неудачен. Пусть, например, частное решение некоторого уравнения 
получено в следующем неявном виде

2х + cos>’ = еу + In х .
Из подобного равенства найти значения у , отвечающие данным 

значениям х, обычно бывает труднее, чем если с самого начала 
интегрировать исходное дифференциальное уравнение каким-нибудь 
численным методом. Иными словами, из такого «точного» решения даже 
приближённые значения переменной у  найти очень сложно.

Аналитические и графические методы при приближённом 
интегрировании дифференциальных уравнений играют вспомогательную 
роль, а основными являются численные методы.

2. Интегрирование дифференциальных 
уравнений при помощи рядов

Пусть, для определённости, требуется проинтегрировать 
дифференииальное уравнение 2-го порядка
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с начальными условиями
У -t=.r0~У0 » 1д-Х)~ -У о- 

Будем искать решение в виде ряда Тейлора

■  У = y(*o ) ■+ ■>’’(*() )(*  -  *<■) + -  ■*0 )2 + -  ■+ - "  ̂ \ х - х 0)” +...
Начальные; условия дают

У'[хо) = Уо , У%Хо) = У’о-
Далее, из (17.2) имеем

Дифференцируя уравнение (17.2) по х, получим
Уя=еГ х{х,у,у')+ Гу{х,у,у')у'+/'у.(х,у,у')у\  (17.3)

Откуда
Уя{хо) = Г х(хо,УоУо)+Гу{хо’Ув’У'о)у,о+Гу'(хо,Уо,у'о)ущо. 
>енцируя теперь равенство (17.3) по х и полагая 

*  = W '  = У оУ —У'о*У9 = У\*УШ *  У*о» 
находим } 1У (x0) и т.д.

При тех значениях х, при которых полученный ряд сходится, его сумма 
является решением полученного уравнения.

Пример 17.1. Проинтегрируем уравнение

>" = ( l  + x2)v  (17.4)
при начальных условиях у  1^= -2 , у' |г=0= 2 .

ПолагаемЩ y=y{o)+yiO)x + ̂ x > +...+ ̂ x ' ' +...

Из начальных условий имеем
И ° )  = -2 . / ( 0 ) - 2 .

Дифференцируя уравнение (17.4), находим 
у" = 2  xy +(l + х2) у ,

откуда
у"( 0) = 2 .

Дифференцируя уравнение е;ще раз, имеем
у ,и = 2 у + 4 xy’ +(l + x 2)>-',

* ■ » / ( * ,* / )  (17.2)

откуда
у1У (0 ) = - 4  -  2 = -6 .
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Аналогично,

а значит,

и т.д.
Итак,

/ = 6 у ’+6лу,+(1+д:2) ;Л  

/ ( 0 )  = 12 + 2 = 14,

2 х3 х4 7дс5у =5 -2  + 2х -  х + ---------- + ------+...
3 4 60

Описанный приём интегрирования называется методом 
последовательного дифференцирования. Легко видеть, что он применим к 
произвольному уравнению вида (17.1), независимо от его порядка и от вида
функции Такие методы называют универсальными. Если

уравнение является линейным, т.е. если оно имеет вид
у ^ = р ,( х ) у ^ К р 2{х )у ^ 2К ...+ р,,_х{х)у'+рл{х)у + / {х 1  (17.5) 

то его можно интегрировать и при помощи т. н. метода неопределенных 
коэффициентов. При этом предполагается, что функции /?,(*) (/ = 1,2,...,//) и 
/ ( * )  разлагаются в ряды Тейлора в окрестности начальной точки х$.

Метод неопределенных коэффициентов состоит в следующем. Решение 
уравнения ищем в виде степенного ряда

У= f^ak(x -x 0)k (17.6)
*=0

Отсюда находим у\у"9...,у^ и  подставляем эти результаты в (17.5) вместе с 
рядами для Pi(x) и f(x ) .  В полученном тождестве приравниваем слева и 
справа коэффициенты при одинаковых степенях х - х 0. В результате 
приходим к системе бесконечного числа уравнений с неизвестными 
а0, ах, (фактически п первых коэффициентов находятся из начальных
условий).

Можно показать, что если ряды для функций pt(x) и / (* )  сходятся в 
некотором интервале cR(х$ ) 9 то и полученный описанным способом ряд 
(17.6) сходится в этом интервале. В частности, если все функции р,(х) и 
f ( x ) -  многочлены, то ряд (17.6) сходится при всех х .

Предположим, что ряд (17.6) сходится в интервале сл (.х0 }. Тогда в этом 

интервале его сумма является искомым решением уравнения. Действительно, 
во-первых, р я д  (17.6) в интервале c>(jt0) можно почленно ди ф ф ер ен ц и ро вать  

любое число раз. Во-вторых, подставляя выражения для
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/ и . | \
« У »-.-*У в (17.5), мы умножаем их почленно на ряды для 
О тветствую  функций р,(х) , что законно, поскольку степенные ряды 
внутри интервала сходимости сходятся абсолютно. Наконец, коэффициенты 
ряда (17.6) вычислены, исходя из того, что левая часть уравнения (17.5) 
тождественно совпадает с правой.

Пример 17.2. Возьмем то же уравнение (17.4)
y '  = (l + x2'Jy

с теми же начальными условиями х=0 = ~2, у  | ̂  = 2.
Положим

y~aQ+ ахх+ a2xL+.: + an х " -к ..
В силу начальных условий, а0 = -2  , а, = 2 , так что

у  = -2+ 2х+ а2х2 4- а3;с3 + а4х4 4- я5х5 4-...,
откуда

У  = 2 4-2 а2х + За3х2 + 4а4х3 4-5я5х 4 4-...,
3 '" = 1 • 2 а2 4- 2 • Зя3х 4- 3 * 4<?4л 2 4- 4 • 5а5х3 4-...

Подставляя это в уравнение, имеем
1*2 а2 4- 2 • 3а3х 4- 3 • 4а4х2 4 4 • 5а5х* 4- ...=

=  ̂14- х2 )(~24- 2x4- а2х2 4- с3х3 4* а4х4 4- а5х5 4-..^ ,
т.е.,

1-2 а2 + 2-3a3x4-3-4a4x2 4-4 • 5я5л:3 4-... =

Отсюда получаем
==-—24" 2x4- и2х 4" а3х3 4-... — 2х~ 4- 2х3 4-...

1-2 я2 = -2
2-3 а3 = 2 
3*4 а4 =а2- 2
4 • 5 ~ а.3 4” 2

а значит,
а 2 = -1, а3 = 1/3, а4 = —1/4. я5 =7/60, ...

Следовательно,
>’ = -24- 2 х - х 2 4-1/3 х3 -1/4 х4 4-7/60 х54-..., (17.7)

рГот результат совпадает с результатом, полученным ранее методом 
едовательного дифференцирования.

В силу сказанного выше, ряд (17.7) сходится при всех х и,



следовательно, дает решение уравнения (17.4) на всей числовой оси.
Оба описанных метода являются основными среди приближенных 

методов. Позже мы увидим, что эти методь: могут быть использованы как 
составная часть некоторых численных методов.

3. Интегрирование дифференциальных 
уравнений 1-го порядка конечно-разностным методом Эйлера

Возьмем уравнение 

с начальным условием
(П .8 )

Пусть >(х) -  решение этой задачи. Требуется составить таблицу значений 
функции у(х) в точках хх = х0 + h, х2 = х0 + 2А, х3 = х0 + 3h и т д.

В равенстве (17.8) положим х = х„ и обозначим у(хп)= уп, у'(хп) = у'п. 
Получим

Уп=/(хп> }’„)■
A y

Заменим теперь у' отношением — Тогда придем к равенству
И

~ а--/ { х я, Уг). (17.9)

Это равенство называют конечно-разностным аналогом исходного 
дифференциального уравнения (17.8).

Перепишем (17.9) так:

Уп\  Уп = / (* » , Уп)

Отсюда
Ул+1 =.v„+*/(*„, .Ул)  (17.10)

Это -  рабочая формула мергода Эйлера. Полагая в ней п = 0,1,2,..., получим 
цепочку равенств

У\=Уо + ¥ {х0,Уо) 
л а л + ¥ (* 1 .л )  (17.11)

y i= y 2 +hf(x2,y2)

Поскольку

то

АУп _ у(хп+ь)-у(х«) 
h h
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ЬСледовагельно, чем меньше Л, тем точнее дифференциальное уравнение
(17.8) заменяется конечно-разностным уравнением (17.9). Поэтому 

| естественно предположить, что чем меньше Л, тем ближе получаемые по 
формуле (17.10) результаты к истинным значениям неизвестной функции.

Пример 17.3. Рассмотрим уравнение у  = yja + y  с начальным условием 
m *i= 2 . Будем интегрировать это уравнение с шагом И = 0,1. Тогда формула 
(17.10) запишется так

Уп* 1 -Уп +0.ЧК +Уп ■

X У х + у
7 ^

+ц
»сГ

1,0 2,000 3,000 1,732 0,173
1.1 2,173 3,273 1,809 0,181
1.2 2,354 3,554 1,885 0,188
1,3 2,542 3,842 1,960 0,196
1.4 2,738

ИТ.Д.
Выясним геометрический смысл метода Эйлера. Для этого запишем 

уравнение касательной к искомой интегральной кривой в точке (х0,.у0)
У~Уо=Уо{х~х0),

или в силу (17.8),
У-Уо=/(хо,Уо){х-Хо)- 

Положим здесь х = хх. Получим

Л -> о = / К »> о )А .
а значит

У\=Уо+¥{х^,Уо), (17.12) v< 
что совпадает с первым из равенств (17.11).

Итак, на первом шаге метода Эйлера мы Уо 
заменяем искомую интегральную кривую в 
интервале [x0,Xj] отрезком касательной к ней в о' 
точке (х0.у0) . Найдем порядок допускаемой 
при этом погрешности.

Для этого запишем формулу Тейлора 2-го порядка

В  У(* )  = 3’(*о) + у'(хи)(х  - *о) + (дс -  Хо )2 + о((д: -  t0 f  j .

Отсюда получаем (вдоль кривой), полагая >’(х ,)  = >’,*, что
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Я = Л  + ̂  + | [ а2+0(а2) ,

т.е.

У\ = Уо + ¥  (лг0> Уо) + o[h2 ).
Сравнивая это с (17.12), заключаем, что погрешность, допускаемая на первом 
шаге, есть o{h2 j .

Сделаем следующий шаг. Для этого вычислим f ( x X9y\). Это число 
равно условному коэффициенту' касательной в точке (хх,ух) к той интег­
ральной кривой, которая проходит через эту точку. Эта интегральная кривая, 
вообще говоря, не совпадает с искомой, так как найденное по формуле

(17.12), вообще говоря, не совпадает с истинным значением ^величины 

у(хх). Но гак как у* - у х + С»(л2) ,  то при малых h будет у\ »  ух. а значит0

т.е. касательные к интегральным кривым в точках с абсциссой хх почти 
параллельны между собой. Поэтому, полагая

У2 =У\+¥{х\>У\)>
мы идем из точки ( * , .Vj) почти параллельно касательной к искомой

интегральной кривой в точке Л̂Г| 9ух ) .

Таким образом, на втором шаге погрешность возникает не только 
вследствие замены интеграаьной кривой отрезком касательной к ней, но и 
вследствие неточного знания углового коэффициента этой касательной. То же 
самое относится и ко всем последующим шагам. При этом, разумеется, к 
погрешности, возникающей на каждом данном шаге, прибавляется (в 
алгебраическом смысле) суммарная погрешность всех предыдущих шагов.

4. Оценка погрешности метода Эйлера 
в  конечном интервале

Пусть в некоторой области D плоскости (х9у) функция f ( x 9y) 
непрерывка и по переменной у  удовлетворяет условию Липшица с 
константой К, т.е. \/{х1у1) -/ ( х 2у2)\̂ К\\у2 - у х\\ Кроме того, будем

предполагать, что в области D величина—  + —  / (* , v) ограничена. Тогда
дх ду

*] Функция f (  x9y) непрерывна, так как удовлетворяет теореме Коши.
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1ествуеттакое N>0 , что для всех (х ,у)е D будет

<Ndf  У \ (17.13)

Предположим, что, пользуясь формулой (17.10), мы совершили п шагов 
и получили результат уп. Будем считать, что все точки (х,у), фигурирующие 
ниже, принадлежат области D.

Тогда, обозначая погрешность вычислений через еп, запишем

As„ = £„+1 -£„=  (л+1 -  Уп+1) "  [Уп ~Уп) = (>'«+1 -Уп)~ (л+1 -Уп)- 
Но если у(х )-решение уравнения (8) с начальным условием у\х=х ~у0, то 

гегрируя это уравнение по х , получаем
х

y{x) = yo + \f(x,y(x))dx,

а значит,

и аналогии но,

Поэтому

п

Уп = у(хп) -  >’о + J  f{x>y(x))dx
Xо

"v»+1
Уп-л=Уо+ J  f(x,y(x))dx.

хп+1

Но

*£Я=У**-Уп~  J  f { x>y{x))dx = hf(x„,yn) -  I f(x>y{x))dx.

‘л-1
j  f(x*y(x))dx=  J f(x ,y(x))d  (x  -  xn+l)

= f(x ,y {x )){x -x n+1 ) ~ J  (x-x„H ) ^ d x  =

=¥(*пУп)~ j  (x ~xn4 ^ +% f M dx

(осуществляем здесь интегрирование по частям). Следовательно,
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dx.

Отсюда

\Ae„\<h\f(x„,ya) - f ( x n,y '^  + J  \x-xn+x\ ^ -  + Q -f{x ,y)dx .
xn ^

Учитывая условие Липшица, а также (17,13), находим
•*л+1

т.е.

\ А ф И К \ ф ~ М 2.

Поскольку
| Д £ »  |  =  k « - i  - £ » \ z  \ К + 1 1 -  \ е п  I I  ^  К + 1 1 -  К I .

то из (17.14) следует, что тем более

\e^\-\e„\<hK\£n\+x-Nh2,

т.е.

\ e,Jz(l + hK)\en\ + ±Nh2.

Введем промежуточные обозначения
1 % тт 2

Тогда

Это значит, что

1 + Ж  = я ,  -N hL =b.
2

|£,1<й,
\е2\< а\ег\ + b <(а + i)b,

\s3\ < a\e2\ + b<{a2 + a+ \}b 
и т.д. Очевидно, что для любого натурального и будет иметь 

|£;1|<(яп"1 +ап~2 + ...+ а + \)Ь9

т.е.,

К р ------7 Ь'а  -1
Подставляя сюда выражения (17.15), находим

(17.14)

(17.15)
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hK
NKh\

т.е.,

k J<
Nh
2K

Используя то, что при и > 0 будет еи > 1 + и , получим
Nh

\£J<
2 К

(енк*-\).

(17.15*)

т

Или окончательно

Отсюда, в частности, следует, что на любом конечном отрезке при /г —> О 
будет еп ->0, т.е. у„-^}^- Это значит, что при у 
указанных выше условиях метод Эйлера является 3 - 
сходящимся в любом конечном интервале при И —> 0 .

Пример 17.4. Применим полученный результат
к рассмотренному выше уравнению у =\!х +у с 
начальным условием у\х=1~2. При h = 0,1 мы имеем |.. 
>>4=2,738. Легко видеть, что у5 < 3. Поскольку 
интервал [1,0; 1,5] достаточно мал, то естественно 0 

предположить, что и у£ < 3. Поэтому рассмотрим 
область D = {(jc ,y)| l^x< l,5 ;2< y< 3} .

Так как в данном случае

dx ду 2 Jx + y х + у (* + >>

1 1.5 
Рис. 17.2

+ 1

то

N = шах
D

+ 1 = 0 ,79 .

л/’
Далее, поскольку —  =

ду 2 yjx + y

Д 5

, то для константы К имеем

К   ̂"  2^3 = 0 ,29 '

Таким образом, для погрешности результата 5-го шага получаем
0,079/ 0145
0,58

) «0,02
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Если учесть, что интервал интегрирования уравнения сравнительно мал, 
то полученная погрешность весьма значительна. При дальнейшем увеличении 
интервала интегрирования погрешность, очевидно, продолжает возрастать.

Таким образом, метод Эйлера, являясь наиболее простым из численных 
методов, оказывается довольно грубым. Для повышения точности приходится 
брать очень малое Л, а это приводит к увеличению числа необходимых шагов 
при интегрировании в данном интервале. Поэтому метод Эйлера обычно 
используется лишь для получения приближенного представления о виде 
интегральной кривой, да и то в небольшом интервале.

5. Интегрирование нормальных систем 1-го порядка 
и уравнений высших порядков методом Эйлера

Рассмотрим нормальную систему уравнений 1-го порядка

| = 7  < *й
с начальным условием

У | г=лг0 ~ Уо •
Для такой системы, по аналогии с формулой (17.10), можно записать 

рабочую формулу
Ут* I = У т+ ¥ (хт ,ут ),

или, в скалярной форме,

.... >;->)

v(w+1) _ VM  . hf (x v \Уп “ Уп +П.Гп\Хт'У\ ’ У2 *Уп )

(здесь верхние индексы указывают на номер шага, а нижние -  на номер 
координаты ук вектор -  функции у  = {у\,у2> ~>уп})•

В частности, для системы двух уравнений

Iy' = f(x ,y .z)
\z' = g(x,y,z)

с начальными условиями



_  b w i = У„ + ¥ (хя, У„,гп)
I „и ( \’ ( *[z„+\=^+hg{x„,yn,z„)

Оценка погрешности для системы производится совершенно
аналогично случаю одного у равнения.

Рассмотрим теперь уравнение 2-го порядка
В  у" = /(х,у,у') (17.17)

с начальными условиями

4г=*=:но> у ' ^ г у 'о-
Снова вводим точки хх = Xq + h , д2 = + 2h> jc3 = *0 + ЗЛ,... Заметим сразу, 
что, положив у = у = у2 и тем самым, сведя уравнение (17.17) к системе

Ы *Уг 
\Уг~/{х>У\^)

мы могли бы сразу воспользоваться формулами (17.16). Но можно поступить 
и иначе.

Полагая х = хп, полним из (17.17)

У > А Х„,У„,У'„). (17.18)
д  д 2

Если h мало, то, как было показано, не только —— « у 'п, но и — ~ «уЦ .
h h

Поэтому из (17.18) получаем следующий конечно-разностный аналог 
[фференциального уравнения (17.17)

а Ч

имеем

т.е.,

Отсюда

h ) -

Уп+2 ~ ^Ул+1 Уп __ f (  у. ЗУй ~~~ Зл ^
Л 2  л  J

J W  =2>>п+. - л  + л 2/ ^ „ , л , 2~ к  |. (17.19)

Это и есть рабочая формула метода Эйлера для уравнения 2-го порядка. 
Из нее видно, что для заполнения очередной строки таблицы нужно иметь 
Заполненнэши не одну, а две предыдущих строки. Следовательно, для начала 
использования формулы (17.19) нужно иметь v0 и ух. Первое из этих чисел 
Даётся 1-м начальным условием. Для приближенного нахождения ух 

Выпользуем 2-е начальное ус ловие, которое приближенно запишем так:
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откуда

У\ =Уо+ЬУо- 
Имея у0 и ух> получим из (17.19)

У2 =2У1 -У о+ ^ 2 + f f, v ilziii 'l
Г ’>0’ h J

У}=Ь'2 ~У1 +к *f\  хьУь У2 -У 1

и Т.Д.
Совершенно аналогично применяется метод Эйлера для решения 

уравнений 3-го порядка и белее высоких порядков.

6. Интегрирование уравнений 
1-го порядка методом Эйлера с полушагом

Будем снова рассматривать уравнение (17.8) с начагьным условием 
v0 . Малая точность метода Эйлера связана с тем, что касательная к

точки касания, вообще говоря, всё больше 
удаляется от этой кривой. Гораздо 
естественнее на первом шаге «идти» из 
точки (*о ,у0) в направлении касательной к 
интегральной кривой не в точке (х0,у 0) , а

в точке с абсциссой хХ/2 = х0 +^.
Рис. 17.3Для приближённого нахождения 

углового коэффициента этой второй касательной делаем сначала из точки х0 

т.н. полушаг, полагая
h

V1/2 = J ;o + -/ ( - * :> .л ) - (17.20)

Поскольку Л/2 *  Л*/2’ Т0 /(•Tl/2 0 ’l/2)~/( Cl/2>-Vl*2)> т е - ИСКОМЫЙ 

угловой коэффициент приближенно равен / (  *1/2>Ла )•
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Теперь «возвращаемся» в точку х0 и совершаем из неё первый полный 
шаг, полагая

У\ = Уо + ¥  (% 21У\}2) • (17.21)
Из чгртежа легко видно, что найденное таким путём ух, вообще говоря, 

гораздо ближе к у*, чем ух, найденное обычным методом Эйлера. Мы 
покажем сейчас, что погрешность, допускаемая на первом шаге 

описываемого метода, есть о(л3), а на О̂ Л2 j ,  как в обычном методе Эйлера.

Введём обозначения

¥(х&Уо) = К \Ь> ¥  х0 + ^У 0 + ^ ~  ) = *20 (17.22)

Тогда
(17.23)

I Очевидно, что формулы (17.22) и (17.23) совершенно равносильны формулам 
(17.20) и (17.21).

Возьмём теперь те же формулы (17.22), а формулу (17.23) заменим 
более общей формулой

У1 = Уо + « 1 * 1 0  + « 2 К2 0 > ( 17 -24)
где а , и а 2 -  некоторые числа. Если а , = 1, а 2 = 0 , то приходим к обычному 
методу Эйлера.

Подберём а } и а 2 наивыгоднейшим образом, т.е. так, чтобы 
допускаемая на первом шаге погрешность имела более высокий порядок по 
сравнению с А. Из (17.24) и (17.22) имеем

ч h  К , * 'У\ = > 0  + « i¥ (  W o  ) + а 2А/1 л0 + - , y 0 + —

В силу формулы Тейлора 2-го порядка для функций дву* переменных, 
получим отсюда

шШ.1 - / ^ ^
У\ = Ус + 1 W (хо’Уо) + <*г¥\ f{xo,yo) + / Д  W o )~ + / ; {хо’Уо) - f -  +

1+—
2

Но АГ10 = 0(А), а значит,
yl =y0 + alhf(x0,y0) +



т.е.,
У\ = Уо + ( « 1  +a2)hf (х0, у0 ) +

2 МЪ'Уо) j  +/у(*о>Уо )” /(-*о.Л> )J + ° ( а3)- (17.25) 

С другой стороны, для искомой функции у (х )  имеем

Я * ) = Л Д[ь ) +/ ( дь ) ( г - л о )+

~ *о )2 + — -  Хо ?  + ° ( (*  -  ■*о )3) •

Отсюда, при х = х{, получим

Л * - Л  + Л * +  ̂ + | -* J + of*3) ,

или

y ;= y 0 +y'0b + Y h2 + ° (* 3) (17-26)
Но в силу исходного уравнения, у '0 = /(*о>.Уо)* Далее, дифференцируя 

тождество У ( х ) а  f(x ,y (х) ) 9 будем иметь

f { x ) =  f'x(x,y{x))+f'y{x,y(x))y'(x),
т.е.

/ ' ( * )  =  Я { * ' У ( * ) )  +  f y  (*> Я * ) ) / ( * ’Я * ) )  •
Отсюда при х = х0 находим

Уо =  Гх (*Ь ’Уо) +  f y  (xo>>’o ) / ' ( х0 ’У0)  •
Следовательно, (17.26) принимает вид

У* = .Уо + ¥(хо,Уо ) + ̂ h2 { f ’ (х0,у0) + / ; (х0, у0 ) f(x 0,y0 ))  + о(а 3). 

Сравним это с (17.25) и потребуем, чтобы порядок малости величины 

у* - у { был наивысшим, т.е. чтобы было у{ - у х =о|л3|. Получим для а , и 

а 2 систем /
а х + а 2 = 1 

а 2 = Г
а значит, 6*1=0, а 2 =\. Но именно при таких а { и а 2 формула (17.24) 
превращается в формулу (17.23). Следовательно, если у{ вычисляется по

формуле (17.23) (т.е. по формулам (17.20) и (17.21)), то —ух = = 0 .

После того как 1-й шаг совершён, поступаем аналогично. Сначала

184



делаем новый полушаг по формуле

Ууг=У\ + - / ( w i ) >

после чего полагаем

Уг=У\+¥{х-Ц2 1У т )  
и т.д. Рабочие формулы метода

у»+\п “ Л, +т/(*я.Л,)* Уп+\ =У„ + ¥ (х а+,12,УгИ12)
Вводя обозначения

¥(х„,у„) = к 1п, hf \ хп + -,у„  + ~  JК,
=  к 2п ,

получим

Уп+l = Уп+К2п- 

Заменив эту формулу более общей формулой 

Уп+1 =yn +V\K\n+a2K2n

(17.27)

(17.28)

и потребовав, чтобы погрешность, дополнительно возникающая на (п +1) -  м

шаге, составляла мы, очевидно, получим, что должно быть ах =0,

а 2 =1, и, гаким образом, из (17.28) получим именно формулу (17.27), т.е., 
формулу метода Эйлера с полушагом.

7. Общее описание метода Рунге-Кутта

Метод Рунге-Кутта является дальнейшим развитием мегода Эйлера с 
полушагом. Положим

Уп+\ = Уп + «1*1* + «2*2» + «3*3/1 + «4 *4 и* . (17.29)
где

*■» =¥(х„,у„) 

Kb, = h f U +^ y a + ^ L
(17.30)

* 4г = ¥ (**+ Ьуп+К3п)
После этого преобразуем равенство (17.29) на основании формулы
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Тейлора для функций двух переменных и, сравнивая результат с 
непосредственным разложением у(х„ +й) по формуле Тейлора, потребуем, 
«$гобы погрешность, дополнительно возникающая на (п +1) -  м шаге, имела 
наивысший порядок малости относительно А, т.е. чтобы она составляла 

о(/>5). В результате получим, для а , ,  а 2 , аг4, систему уравнений, из 

которой Н21ХОДИМ
1 1 1 1

Поэтому формула (17.29) принимает вид

3V. =У„+~(КЬ,+ 2 К2л + 2КЪп + К4а). (17.31)

Формулы (30) и (31) и являются рабочими формулами метода Рунге-Кутга.
Очевидно, что метод Эйлера с полушагом является как бы методом 

Рунге-Кутга 2-го порядка, а обычный метод Эйлера -  методом Рунге-Кутга 1 - 
го порядка. Можно рассматривать методы Рунге-Кутга 3-го, 5-го,... порядка, 
но наиболее часто применяют на практике описанный только что метод 
Рунге-Кутга 4-го порядка.

Примечание* Для метода Рунге-Кутта (как и для метода Эйлера с 
полушагом) можно вывести формулы, аналогичные формул г (17.15*) для 
простого метода Эйлера и позволяющие оценить суммарную погрешность, 
допускаемую в некотором конечном интервале. Однако, константы, входящие 
в эти формулы (в формуле (17.15 ) такими константами являются К и N) 
находятся, как правило, настолько сложно, что практическое использование 
этих оценок возможно очень редко. Поэтому на практике точность метода 
чаще всегэ контролируется в ходе самих вычислений. Для этого сначала 
вычисляют уп+] (по известному уп) описанным выше способом. Затем ул+1 
вычисляется заново, но уже путём перехода от хп к хя+1 не с помощью 
одного шага длинной А, а с  помощью двух последовательных шагов длиной

по ^ . Нели между обоими результатами получается значительное

расхождение (в пределах удерживаемых десятичных знаков), то шаг 
уменьшают вдвое, после чего снова аналогичным образом производят 
контроль, и т.д. Именно таким способом автоматически регулируется длина 
шага при интегрировании уравнения с использованием компьютера.

Методы Рунге-Кутта (произвольного порядка), совершенно аналогично 
описанному, могут быть применены и к интегрированию нормальных систем 
дифференииальных уравнений 1-го порядка, а значит, и к интегрированию 
уравнений высших порядков.
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8. Интегрирование дифференциальных уравнений 
методом Адамса-Ш тёрмера

Будем снова рассматривать уравнение (17.8) с начальным условием 
у\х=хъ~Уо • Как и прежде, требуется составить таблицу решения этой задачи с 

некоторым шагом h. Предположим, что числа ух, у2 и уъ некоторым 
способом '/же найдены. Покажем, как в этом случае найти у4.

Составим следующую таблицу

X У Sy У ЗУ s 2y 6 3у'
Уо Уо

*1 У\ у'\ 5у[
хг У2 У2 6 ? 2 8 гу\
xi Уз Уз Яу'з Я2 Уз 8 ъу'ъ

Здесь у\ находятся по формуле у\ = (/ = 0,1,2,3), а все
конечные разности вычисляются обычным способом.

Для заполнения следующей строки (будем называть её 4-й) вычислим 
сначала х4 по формуле х4 = дг3 + h . Далее, имеем

■*4

ё.У4 =У4 - у г = J  У ix)dx.

Этот интеграл вычислим гриближённо с помощью 1-й формулы Адамса. 
Получим

' г . 1  * , 5 , 3J  y'{x)dx=h\y’, + ±S/ 3 (17.32)
xi

Найденное по этой (]юрмуле Sy4 обозначим ду\ и запишем в 4-ю 
строку в графу для Sу . После этого полагаем

У4 =Уу+$У4
и результат записываем в графу для у. Затем вычисляем величину 
>*4 = f ( x 4,y4) и записываем результат в графу для у . Наконец обычным

способом находим Sy4, S 2y\, S3y4 .
Теперь необходимо угочнить значение у4. Для этого снова вычислим

интеграл J y ( x ) & ,  но уже не по 1-й, а по более предпочтительной 2-й
*э

рмуле Адамса (ведь значение у'4, хотя и предварительное;, теперь
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известно!). Итак, полагаем

Найденное; по этой формуле 8у4 сравнивается с 8у4 . Возможны два случая.
1. ду4 = 8у4 (в пределах данного числа удерживаемых десятичных 

знаков). Тогда выполнение шага можно считать законченным.
2. 8y4 * 8у4. Тогда вся 4-я сгрока вычёркивается, и под ней вместо неё 

заполняется аналогичная строка, но уже не на основании ду4 , а на основании 
8у4. После этого снова осуществляется контроль с помощью формулы 
(17.33), в которой фигурируют теперь данные из новой строки, и т.д. 
Выполнение шага считается законченным лишь тогда, когда результаты 
вычислений по формулам (17.32) и (17.33) совпадают.

Слишком долгое несовпадение 8у4 с ду4 обычно свидетельствует о 
том, что шаг h взят недостаточно малым. В применяемых нами формулах 
Адамса используются разности до 3-го порядка включительно. Поэтому h 
должно бьтъ взято с самого начала таким, чтобы отбрасываемая разность 4-го 
порядка оказалось пренебрежительно малой. При соблюдении этого условия 
контрольное равенство 6 у4 = 8ул будет выполняться, как правило, сразу же 
или при первом повторном сравнении.

После того, как окончательное заполнение 4-й строки закончено, точно 
также заполняется 5-я строка и т.д. При этом может оказаться, что на 
некотором шаге прежняя величина h сделается уже недостаточно малой (т.е. 
отбрасываемые разности будут уже большими). В этом случае длину шага 
приходится уменьшать, хотя это и связано с перезаполнением нескольких 
предыдущих строк.

Можно показать, что при интегрировании уравнения описываемым
методом погрешность, возникающая на каждом шаге, составляете^h4 ).

Осталось выяснить, каким образом можно вычислить у{, у2 и v3, 
знание которых необходимо для начала использования ме тода Адамса- 
Штёрмера Эти числа обычно находятся путём интегрирования исходного 
уравнения с помощью степенного ряда, поскольку этот ряд наиболее быстро 
сходится именно в точках, близких к х0.

Возьмём теперь уравнение 2-го порядка
}’" = f{x ,y ,y')

с начальными условиями y\x=Xo=yo , у'\х=хс = Уо • Снова находим yl9 уг и уъ с
помощью степенного рада. Путём дифференцирования этого ряда находим 
У\ > У2 и Ул • После этого составляем таблицу
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X У 8у У 8у 82 У 83У У" Sy" S2 у" S3y"
*0 Уо Уо Уо
*1 У\ У\ 8У\ у" Sy"
х2 Уг Уг 8 у 2 82У2 Уг Sy[г S’ y'i
ХУ Уг Уз 8Уъ 82Уъ 8 у3 Уз йУз - j f  о  уз Я'у’з

Здесь у" вычислены по формуле у 1/-/(хцу^у\) (/ = 0,1,2,3).
Для заполнения 4-й строки сначала находим 8у\ и вписываем в графу 

для ду ' . Затем в графу для у 9 вписываем величину у\ = у 3 + 8у4 . После этого 
обычным способом находим д 2у\ и 8ъу\.

Теперь в графу для 5у вписываем 8у4, найденное по формуле

Таким образом, величину 8у4 мы находим не по 1-й, а сразу по 2-й 

формуле Адамса, так как значения у\, 8у4, 8 2у\ и 8ъу4> хотя и 
предварительные, уже известны.

Вычислив 8у4, находим у4 = у3 +5у4 и у”=sf ( x i,yiyy-)\ результаты

записываем в графы для у и у ”. Затем заполняем графы для 8у" , 8 2у " и 

8ъу".
Теперь производим контроль при помощи формулы

Если 8у\ :=ду4, го переходим к заполнению следующей строки. В противном 
случае 4-я строка вычеркивается и заполняется заново на основании 8у4 (а не 
8у4) и т. д. Вплоть до совпадения 8у\ с 8у\. Последующие шаги 
производятся точно также.

Метод Адамса-Штёрмера совершенно аналогично применим и к 
уравнениям более высоких порядков.
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