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г т а ш з

Изучение свойств и условий работы ра?ЛЕчкых систем, осуще­
ствляющих преобразование некоторой в х о д н о й  переменной Ц> ( ‘(J 
в в ы х о д н у ю  переменную U, ( t )  дозволяет различать 
две основные ситуации. *

В условиях первой из них с о с т о я н и е  X  ( t ,) сиоте- 
мы в любой ыоиент входное воздейстше Ц. (Т) ка интерва­
ле ( t ,   ̂ ^  t )  и характеристик системы могут быть заданы 
столь определенно, что это позволяет однозначно определить ее 
оостояние Х ( 1 )  и выход 9  г*) в любой последующий момент 
t i t  > i , ) .  Системы такого типа, точнее -  рассматриваемые в 
таках условиях, называется д е т е р м и н и р о в а н н н -  
м и ("вполне определенными" [ I ] ) .

В другой ситуации описание указанных иоходных данных воз­
можно лишь с некоторой степенью неопределенности, так что сос­
тояние ж * )  а выход U ,(t )  системы в последующий момент t  
нельзя определить достоверно, а можно рассматривать лишь некото­
рые их вероятностные характеристики (распределения вероятностей, 
математические ожидания, дисперсии и т .п . ) ;  величины X(t) Н 

являются случайнши. Система, обладающая такими свойст­
вами, и изучение которой возможно лишь в рамках и терминах со­
ответствующих вероятностных характеристик, называется с т о ­
х а с т и ч е с к о й .

Такая онтуация определяется следующая возможными обстоя­
тельствами:

-  входаое воздействие и ,  ( t )  является случайной функцией 
аргумента t  ,

-  случайными являются характеристики самой оиотеыы (напри­
мер, ее параметры -  случайные величины);

-  олучайно начальное состояние сиоте»«.
Как видно, свойство стохаотичвости связано не только со 

свойствами собственно системы, но и о гарактержотихаыя ее воз­
можных состояний к внесших воздействий.

В этих условиях задача анализа стохастической системы за­
клинается в определены вероятностных характеристик переменных 
состояния X (t)  и енхода ( t) по аналогичным характерис­
тикам входа «г  it )  самой системы к ее начального состояния ¿ г м



Как известно, наиболее полное описание перечисленных случай­
ных величин дается соответствушими распределениями вероятностей. 
Однако нахождение этих распределений в общем случае, даже для ли- 
веЧных оиетем, оказквается довольно сложно*! задачей, в то время, 
как важные в прикладных задачах моменткые характеристики (матема­
тическое ожидание, дисперсия, корреляционные моменты) могут быть 
определены более простыми средствами. Вместе о тем, в случаях, 
когда исходные распределения являются нормаль^ми. переменные на 
выходе линейной системы также имеют нормальное распределение, пол­
ностью определяемое указанными моментньтяи характеристиками.

Поэтому широкое применение находит рассмотрение стохаспчеоких 
систем в рамках так называемой к о р р е л я ц и о н н о й  т е ­
о р и и ,  ограничивающейся моментами первого и второго порядка. 
Именно такой подход составляет содержание нпотоящего пособия.

Из перечисленных обстоятельств, определяющих стохестичностъ 
рассматриваемы* задач, ооиовяое внимание уделяется случайности 
входных воздействий Ц.(4) и, в меньшей степени, случайноети воэ- 
цгдют начальных состояний системы; при зтсм характеристики самой 
оистеш о читаются вполне определенными и заданными.

В этих условиях определяются соотношения, связывала^ моментике 
характеристики р» одя Ц. и выхода 5С в общей неотациовар- 
вой задаче. Самостоятельно рассматривается отационарная задача (с 
помощью 2 -- преобразования), а также частный олучай, когда ста­
ционарно только случайное входное воздействие Ц.(±).

Приводятся примеры использования полученных формул.
Изложение основного материала проводится последовательно для 

дискретных и непрерывных сиотем. Этому предпосылается краткое 
опхоанне методов представления векторных случайных функций, их 
основных математических моделей. Необходимые общие сведения при­
водятся в Приложении. В части математического описания рассмат­
риваемых оиотем и определения их характеристик изложение следую­
щего ниже материала в значительной отепени опирается на учебное 
пособие П ]  при ссылках на него в необходимых случаях указываются 
соответствующие номера страниц и формул.

В заключение приводится список хитературы, которая может быть 
использована дополнительно при изучении материала.



I ,  СПИСАНИЕ ДИСКРЕТНОЙ СТОХАСТИЧЕСКИ СИСТЕМЫ
и случайных водайствиЛ

1 .1 , Уравнения дискретной стохастической скогемы

Будем исходить из уравнений дискретной системы, представляю­
щих собой векторно-матричные разностные уравнения относительно 
переменных входа, состояния и выхода ( [ 1 ]  (1 .26))

г в ( к « 1 ) - А ( 1о а : ( к ) +  В ( к ) и « ( к ) , Т

у ( к )  -Ск)Х(к )+ Ъ (к )Ц , (к ) ,  (  а .х)
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(1 .2 )

-  векторы (матрицы-столбцы) перемепных входа, состояния и выхо­
да соответственно: Д (к ), В (к), С (к > , В ( к )  “  матрицы 
соответствующих размеров при которых определены необходимые 
алгебраические операции ( значения аргумевта к отвечают рас­
сматриваемым дискретным значениям переменной 1, иыевдей сш о д  
времени ),

В детерминированных задачах вход Ц Л К) имеет, главным об­
разом, смысл управляющего воздействия и считается неслучайной 
функцией своего аргумента. Рассмотрение входа Ц* (к) как слу­
чайной функции и связанный о этим переход к стогастичео кой схе­
ме возникают, прежде воего, щ я необходимости учета различных 
возмущающих воздействий (помех), но поддаяцнхоя в реальных у сл о­
виях детерминированному описанию. Учет таких воздейстшй ооот—



ввтотвует введению в уравнения (1 .1 ) некоторых дополнительных 
случайных функций. Вместе о тем, ¡гринццп суперпозиции, свойст­
венный линзйлкм спотемам, позволяй?  независимым образом рас­
сматривать реакции сиотеми (1 .1 ) на отдельные составлшацие вхо­
да -  неслучайные л случайные. Относя рассмотрение первой из со­
ставляют;/« к решению соответствующей детерминированной з**ачи 
(см . [ I  ] ) ,  будем рассматривать задачу определения только слу­
чайной составляющей. Этому отвечает использование тех же урав­
нений (1 .1 ) , но в условиях, когда функция Ц> (к ) является слу­
чайной,

В стохастических задачах тлеются основания различать случай­
ные воздействия в уравнениях состояния (первое из уравнений 
(1 .1 ) )  и в уравнениях выхода (второе уравнение). При этом на 
первом этапе наследования второе из уравнений молет рассматри­
ваться независимо от первого, что позволяет на этом этапе счи­
тать 2  (к) * о

Уравнения (1 .1 )  в одинаковой степени описывают стохас-’"гчес- 
кую систему при любых овойствах случайной функции а  (к ) Одна­
ко наиболее едиными и простыми необходимые расчетные формулы 
получаются при дополнительном уоловии, что I*- (к ) является слу­
чайной функцией типа дискретного белого шума (см.подпазд. 1 .2 ) . 
Основанием для принятия - чхого условия является возможность 
представления произвольной случайной функции и  (К) линейным 
преобразованием нокоторой случайной функции г*г (к ) ,  принадлежа­
щей к указанному типу. Тогда, вводя это линейное представление 

и  (к ) в уравнения (1 * 1 ), можно привести их к виду, для ко­
торого выполняются указанные услошя относительно случайного 
роудейотгяя (см.подразд. 1 .2 ) .  Дополнительными основаниями 
могут служить практические соображения о возможной независимос­
ти значений возмущения в различные моменты К 1 и К* .

В результате в качестве исходных уравнений стохастической 
системы ниже рассматриваются уравнения шда

а ? ( к  и ) -  А о о ж м  +  В о о ^ Г с ю , }  (1>3)

у  ( ю  - С м х ( * \  )



в которых Ш  к) является случайной функцией тиаа д::скратного 
белого шума.

Яри этом матрицы А  , очитаются неслучайными, а учет 
возможной случайнооти начального соотояшш системы оводитсл я 
рассмотрению начальных значений соот^етствупщх перешншх 
величин случайных.

1 .2 . Математичеокио модели случайных воздействий

При изучении стохастических систем существенную роль играет 
рациональное математическое описание рассматриваемых входных 
воздействий. В частности, приведение уравнений системы к стан­
дартной форме (1 ,3 ) связано, как указывалось в предыдущем параг­
рафе, с возможностью представления входа ЬКЮ  линейным преоб­
разованием некоторого случайного процеооа г*Г(ю  типа белого 
шума.

Векторный дискретный белый шум еоть случайный процеоо 1 Л к ) . 
корреляционная функция ( Кд К^.) которого определяется 
выражением (ом. п п. I I , 12 Приложения)

К 1̂ (к 1 -к а ) ,Ф </(к ^ < Г к ^ к 1 . , ( 1 ,4 )

где ((^-дисперсионная функция;

^ -скалярный множитель (оимвол Кронекера), определяе­
мый равенством

<Гк к - ( 1 ’ < к , ' к д  

к1кж 1 0 , ( к ^ к д  ‘ (Т .5 )

Из определения (1 .4 ) следует, что наадая из окалярннх соота в - 
1 Ж .( к )  вектора и Г ( к )  есть процеос с некоррелиро­

ванным* (при к ,  к г ) значениями.



Стандартным; белим шумом называется процесс 1 Л (  К) указанно­
г о  типа при дополнительном условии, что его дисперсионная функ­
ция является единичной матрицей

Е ц г  ( к )  ** Е . (1-6)

Теоремами, Еоли и ’ ( к )  дискретный белый шум и с а д  неслу­
чайная матриц, то процесс \/ { к ), определяемый равенством

сГ (к)«  С ( к ) г М ) ,  (1,7)
также является белым шумом.

Действительно, вычисляя корреляционную функции линейного пре­
образования (1 .7 ) с помощью формулы (П.20) Приложения и подстав­
ляя туда выражение ( 1 .4 ) ,  последовательно находим

К <г( к „ к ^ С ( ' ' о К ( / ( к 1к 1) С т( ^ -

-  С (к л Т )* г(к ,Л 1£  (№■

'  С ( к О  Р ^ , ) С ( Ъ ^ ; 1 >1Г ( Ь ) ^ к Л г . ( 1 -8 )

что  при сопоставлении о определением (1.4) доказывает необходимое.
Введение стандартного процесоа (1 .6 ) не ограничивает общности 

рассмотрения, ибо процесс, получаемый из него преобразованием

1дМ)« С 1Ю Л  (к),

является также белым шумом (по Теореме 1 .1) и в соответствии с 
выражением (1 .8 ) имеет диопероиояную функцию

Т > ^ ( к ) ’ С (к )  Е С Т(к ) = С ( к ) С Т(к )
(1 .9 )



Следовательно, выбирая матричный мнодитель Q  (к ) можно по­
лучать белый шум и о нестандартными характеристиками (1 ,6 ) »  Все- 
можно в реиею*е обратной задача -  определения U [k) по заданной 
диспероионной функции Ц , ( о м . ,  например, [ 3 ]  ( о .103 , 307- 
309).

Приведение уравнений схохастичеокой ои отет  к отацдартной 
форие (1 .3 )  возможно, если для случайного воздействия ( ^ ( м  оуце- 
отвует представление аналогичной формы через процеоо U f a )  »  
качестве входного воздействия.

Пусть случайный процеоо U* (к )  предотавлен уравнениями вжда

ОСг (км)- ]

l t f k ) - C a ( k ) * a ( k ) , ( I . 10)

в то торит ( к)-новая. промежуточная переменная; U/0(к )  -  д м х -  
ретный бмнй i bKi A j f k ) ,  « ч а д и -

Систеыу, описываемую уравнениями (1 ,10), называют фодаирухаце! 
процесс U*(k) из белого шума (\\),

Пусть в о бое очередь исходная оиотема, на вход которой посту­
пает воздействие ^  (к), опиоываетоя уравнениями вида (1*3)

а и ы  - А ,  ( Ь  х , ( к ) < в < ( к )  и .  ( Ь ,

f a i h  = C i ( b x j h .

Рассмотрим теперь уравнения (I .IQ )  оовмеотно о юходннки урав- 
нениями ( I . I ) ,  вводя новые векторные переменные

(1 Д 1 )



Объединенная оистема указанных уравнений душ этих переменных те­
перь представляется в виде

X (Ы -  А (к) Х(Ь*В (к) *Г(к), 
у . (к) = С (к) | (1.12)

оовпадалцем оо стандартной формой (1 .3 ) .  Матрицы эм й  оиотемы 
представляются блочным образом через матрицы 4 У>Р/ '  ио'
ходной системы (1 ,11) и матрицы форшруюцей
оиотемы (1 .10) оледутацими выражениями*

. . . .  ^  / с ; о '
у ! ? *  • с ы з )
V , у I

О писание (1.12) соответствует представлению этой системы как после­
довательного соединения оиотем(Т.1С) и(1.Х]).

Во многих случаях представление воздействия Цг (К) в виде
(1 .1 0 ) макет быть упрощено путем сохранения только первого из 
уравнений. В этом случае

ЗСг (к)-и.;к) , Сг [кП
и указанное уравнение принимает вид

( ¿ ( Ы ) «  А2(к) и  (к) + Бг (к) цГ(к). (1-14)
При »том

С - ( С , ; 0 ) ,



л второе из уравнений (1 Л 2 ) оошадавт с соответствуидим кз урав­
нений (1 ,1 ) .

Требование представления случайной Еункцие Ц. ( к) ¡к-ЁЗМ.
естественно, ограничивает клаос рассматриваемых таким об­

разом воздействий. Вместе о тем, этот клаос линейных представле­
ний достаточно строк о точки зрения получения и  (к) о раэнооб- 
р»:ншми корреляционными характеристиками, соотвототвующими прик­
ладным задачам. Кроме того, он охватывает и ряд общеупотребитель­
ное математических моделэй случайных процессов, рассматриваемых 
ниже. Отмеченное ограничение относитоя к случаям, когда в пред­
ставлении (1.10) вектор рассматривается конечноулрным. 
Переход к бесконечномерному вектору ¿С^(к) позволяет предста­
вить таким образом лэбой случайный цроцесо (см. .например, [4 ]  ) .

Равенство (1.14) является рекуррентным соотно.аением, предотав- 
дяхчдам значение процеоса Ц  (К*1) через его предыдущие аваче*- 
ния а  (к) и значеная не коррелировал пых случайных величин 14Г(к) 
В соответствии с этим оно охватывает ряд характерных моделей фор­
мирован™ случайных процеосов, называемых рекуррентным* моделями.

Векторным процессом дкольаяшего среднего называется случайный 
процесс И  («о , определяемый соотношением вида

в котором
векторнкй дискретный белый шум, определяем^ выражением (1*4 ),
Ъ г  ; (К )-м а т р и ц а  размера

Т*?г видно, скользящее ореднее рекуррентным образом предотав- 
Л«2Т (Л  К И) '№ ¿ 1  л рсздпествувдве значения посдюдова-
тсльяос'гм взаимно некоррелированных
случайных величия, характеристики которых принимался одинаковы­
ми

(1 .15)

М Ы ( К ) ] “ 0  *  С0Г\$1 . (1Л 6)



Получение же необходимых свойств процесса и  (к) достигается 
наддс -*«эдим выбором матриц

Дуя того, чтобы показать что представление (I  *15) охватывает- 
оя 061:1 л* уравнением (1 .14 ) достаточно ввести в рассмотрение век­
тор (блочную матршф-отал<$ец)

*Г,(Ю

/ и ! ( к )  '

1 « Г (к -1 )
*  ! • • . 

• • •

1^ ( к т м ; У

и блочную матрицу

Вг ( к ) Ч Р 21(к) : В г 2^ : ^ . г - 1(к)).
После этого уравнение (1*15) представляется в виде

Ь К к - 1 ) -  В 2 ( к )  1 й г ( к ) ,

оовпадапцеи о выражением (1 .1 4 ) при А^ ~ 0*
Частным случаем предадутаего является оклш ш й  процесс ск»дь- 

яяшего среднего, дяя которого IX (К ) ,  1дГ(К) и ябля"
ются окалярными ьалжчинаю! так, что '

и О ^ - ^ б ^ ' И ) .  (1>га

$  •
Замечание I .  Первое из условлЯ (1Л 6) не яяляетоя ограничени­

ем, так как отличное от нуля математическое ожидание функция 
■цГ(к) может быть учтено добавленном в правую часть вырамния
(1 .1 5 ) соответствующего детерминированного слагаемого.



Замечание 2, Без нарушения общности представления (1 .1 5 ) м о ­
жет использоваться белыЯ шум Ц е  (к) стандартного сипа с диспер­
сионной функцией вида (1*6).

Векторным пропеосом авторегреосии называется олучайный про­
цесс IX (к), определяемый ооотношедивх вида

$-1

и. (Ы)* X  А21Мц(кЧ)+В20(к)иГ(к), И*И)
;.-0

в котором А 2 ^к)-квадратные матрицы размера (гплп); В20 ~ 
матрша размера 1Л (к) ~ векторный диокретный белый
шум.

Как видно, процесс авторегреооии рекуррентным образом пред­
ставляет значение II  (к*1) дроцеоса через его хе предшествую­
щие значе ия IX (к а )  и значение 'ЦТ(к) процесса о некор­
релированными значениями; характерисТ5п® последнего определяют­
ся теми хе выражениями (1 .1 6 ).

Представление (1.18) процеоса авторегреоои может быть сведе­
но к общей форме (1 .14 ), для чего достаточно ввеота в рассмотре­
ние векторы (блочные матрицы-столбцы)

1Ц(к)-
а  £ к -< * * 2 )

а  ? к - 1)
\и (к)"

размерноотей ГПС̂  ■ и соответственно.
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Тогда уравнение (1 .18) прелотавднется в общем виде (1.14)

1Ц(Ь1)= Аа(к)1Ц(к) + В2(к)игг(к).

Частным случаем предыдущего явдяетоя о местный яррцеос авто­
регрессии. для которого 1 К к ) ,г Л 7 к ) ,  А г ( к ) ,  В  ( к )  являютоя 
окалярвими величинами, так что

<И
\ 1 ( Ы -  £  с ^ и ( к - ь )  ■» б 1 (к )1 д Г (к ). 

1-0
(1.19)

В ©том одучае для общего векторного представления вида
(1 .1 4 ) имеем

/ \
О \

к

/ о  ’ ..........  0 0  \

о 0 1 .........о

о о .1 

< м

в -у г
О



Векторный смешанный поопеос авторегреосии и скользящего 
п.радн^гп представляет собой объединение двух предыдущих рекур­
рентных моделей ( I .I 5 )  и ( I . I 8 )  и опиоывАвоя соотношением 

<V“1 f-**

( 1 .20)

L-0 j*0
Выражения для "расширенных" векторов cooтает—
стиукщюс матриц Д^(л)/ (^) в общем представлении ( I .I 4 )  
такого процесса очевидным образом усматриваются из предццущяг 
выкладок. ,

Для скалярного процесоа (Л (w  этого типа имеем

и ( к - н ) -  с М к Ы к - О *  fy fW u J Y k -j) ( I .2D  
L-0 ¿ -о

о соответствующим упрощением векторов матриц
к г (У), &2<Ь.

Выбор ..одходящей математической модели случайного воздейст­
вия CL (к) представляет ообой самостоятельную сложную задачу, 
связанную о некоторыми теоретическими построениями либо ( в 
большинстве случаев) оо статистической обработкой опытных 
данных { 4  ] .  В данном пособии эти вопросы не затрагиваются и 
соответствующая модель считается заданной. В связи о тем, что 
для перечисленных моделей возможно единое математическое описа­
ние процесса l l lk )  вида ( I . I 4 ) ,  совпадающего с видом уравнений
(I .I 2 )  сиотемы в целом, для определения характеристик этого про­
цесса ниже используются те до общие методы, что и для определе­
ния соответствующих характеристик переменных состояния и выхо­
да системы.

1 .3 . Преобразования уравнений системы

При изучении стохастичесгах систем, так же как и в детермини­
рованном случае, возможно преобразование исходных уравнений 
системы к виду, допускашему более наглядную интерпретацию per-



эудьтатоа и облегеапцему оамо решение задачи (ом.[1]:юдразд. 2 .3 ) 
Еудем походить иа общях уравнений (1 .3 ) системы и уравнений

(1 .1 4 ) формирования воэдейстшя 1Х ( к )  ограничиваясь перашн -  
ксыечно-раэыостшши уравнениями

Х д ( Ы ) -  А-1 Х чСк) + в ,  и.(к),'

а (к « 1 )  -  А2 и (к )  + В2 - и  (к),
которые могут быть представлены одним уравнением

Х ( Ы } - А ® ( к )  + В и 7(Ю

(1.22)

(1 .23)

при

ж* А
(А,

Ч
вЛ

0 и
В1 (1 .24)

С одержание рассматриваемого преобразования расширенной снсте- 
ш  (1 .2 3 ) о водится к нахождению такого линейного преобразования 
переменных

Х ~ Т ? Г '  (1 .25)

при котором матрица преобразования системы оказывается диагональ­
ной (при некоторых дополнительных условиях). В такой постановке 
задача раоомотрева в работе [ I ]  применительно к первому из уравне­
ний (1 .2 2 ) . Как м веотно, матрице Т  преобраауадая матрицу А  
к диагональному виду, имеет сввкми столбцами собственные векто­
ры Б; матрицы А определяемые как решения уравнений и *



( А - Л £ )  Ь ь -  О  ( I -  1,  п  +Г П ) ,  ( 1- 26)

в которое А !  -собственные значения матрицы|
5   ̂ "собственные векторы, ооответствувдие этим соб­

ственным значениям;
П иШ -размерности векторов X  и И  соответственно; 

( П * т )  ~ размер квадратной матрицы А .
Расширенная система (1.23) боле^ сложна, чем походная, опре­

деляемая только первым из уравнений (1 .2 2 ), и ее преобразование 
является более сложной задачей. Заметим, что рассматриваемые 
преобразования сводятоя к случаю, когда матрицы А 1 * А г  * &1 * 

постоянны, что и отмечено в зал- си (1 .22) и (1*23).
Вместе с тем, в силу независимости второго из уравнений

(1.22) от первого задача построения преобразупаей матрицы Т  
обладает особенностями, облегчапцими ее решение. Применительно 
к частному случаю, когда А  является матрицей простой струк­
туры эти особенности определяются следувдей теоремой.

Теорема 1.2» Дуоть в сравнении (1 .23) вое собственные значе­
ния Я с матрицы А различны ( А - матрица простой струк­
туры).

Тогда
а) множеотво ооботвенны* значений А ,»  \]\п+т

матрицы А совпадает о множеством собственных значений мат­
риц А 1 и А г  т ,е * эти собственные значения является корня­
ми уравнений

IА -)ц Е I- О «•«>

Л - Л 1Е 1 -0 П « 1 ,  г и т ) (1 .2 8 )



о " ; о  ! - ! о
. 1 ?  лп
■■! ¿ V

'» (1 .29)
т

при этом, для I “  Л у Л составляющие в  I являютоя собствен­
ными векторами матрицы Д  ̂ и определяются уравнениями

( А 1 - Л с  Е ^ Б с - О ,  ( I “  1; п ) (1.30)

для 1 в ГН1, ооставляпцие 5  I являются собственными
векторами матрицы Л2 и определяются уравнениями

( А г  ~ Я ( . Е ) 5 1 * 0  ; ( 1 -  п + 1 ,  г\ + т ) ,  (1 .31)

после чего составляющие находятся по соотношениям

в г -  ( А - А с Е Г в ^ з 1 I. ( 1 - п + 1 ;  п + т ) .  а . з 2)

Доказательство. Матрица Д “ Л Е  в соответствии с выраже­
нием (1 .2 4 ) являетоя блочной верхней треугольной матрицей

Ш - Л

а Г - Г е

для которой определитель равен произведению определителей диаго­
наль нкх блоков. Отсюда оледует равносильность уравнения



1 А - U M ,

оп редел явш его собственны е зн ачен ия  матрицы А уравнениям  
(1 -2 7 ), (1.28).

Теперь продставич собственные векторы 5  и матрицы Р  в
виде .

где 5 * ; и 3 1 вектори (блочные составляющие вектора 5 с ) 
размеров П и Щ соответственно. Тогда уравнения ( 1 .26) при­
нимают вид

/к > г  JA fik E  ; К 
л Л ) 6 | - | - 0 - Т : - Г е о,

что равносильно уравнениям

(A,-j\E)s; - B . s b o ,  )
/ « -ч mr. \ ~./Г А (  (1 .3 3 )(кг « 0. J
Так как различны все соботвенше значения матриц» А . то 

нет оовпадаадих и среди корней уравнения (1.27) и (1 .2 8 ) .  По эт о - 
му для JU, яшшпцлхея корнлми (1 .2 7 ) и отвечащих i " ' ! ,  п , име­
ет место  ̂t a ' K E W  0 и)следоват0льно,для уравнений (1 .3 3 ) суще­
ствуют только трипиальные pemeinm 5|. * 0  Тогда из первого 
из этих уравнении следует (1 .3 0 ) .

Далее для j\L, пилящихся корнями (1 .2 0 )  и огпечаодих^ 
-------------------- существуют нетривиальные ргшенля S L ^ О

i = П +1 , п •+ П1 >



уравнокий (1 .3 1 ), водстч!£ляя которые в первое из уравнений
(1 .3 3 ) , находим в-ипаяения (1 .3 2 ) для соотавляицих б  с (при 
атом обратная матрица ( А ~ ) и  Е. ) существует, так как для 
рассматриваемых 3^“  (1 “ П+-1> п♦гти̂  [ А  '  ^  и Е | #  01

Как следует из Теоремы 1 .2  , процесс определения праобраз ую- 
щей матрицы X  сводится к последовательному решению .двух за­
дач -  преобразованию второго из уравнений (1 .22) и использова­
нию выражений (1 .3 2 ).

После того, как преобразующая матрица Т  определена (в 
виде (1 .2 9 ) ) ,  подстановка 1Г из выражения (1 .25) в уравне­
ние (1 .2 3 ) дает

1Я Ы ) -  АчГ(к) + Т "1 В , 1Ш  , (1.34)

где

(1.35)А  = Т  А Т
матрица, подобная матрице А  простой отруктуры и яаляпцаяся 
диагональной

А  = ■ ■ ■ у Л п * т )  .

Ей соответствует каноническая форма уравнений системы, при ко­
торой каждое из скалярных уравнений, соответствующих формуле
(1 .3 4 ) оодвркжт только одну ив переменных 1Г, ( ь *

2 . АНАЛИЗ даКГБТНСЙ СТСКАСШЕСКСЙ СИСТЕМЫ

2 .1 .  Общие сведения

Как ухе упоминалооь, изучение стохастической системы в рамках 
корреляционной теории сводится к определению основных моментных 
характеристик переменных состояния и выхода по аналогичным харах-



теристикан входных случайных Еоздейогвий.
Будем исходить из уравнений оистемы общего ввда (1 .3 )

® ( Ы ) = А ( 1 0 Х ( к ) - | -  В ^ М к ) , ’  
у , (к )= С (к )Х (к ) ,

(2.1)

в соответствии с которыми поставленная задача может решаться в 
два этапа -  определение характеристик переменной ооотояшш ОС 
и последующее определение аналогичных характеристик выходной пе­
ременной Основными характеристиками, предо тавлящими прак­
тический интерес и определяемыми в рамках корреляционной теории, 
являются математические ожидания, диопероии и различные корреля­
ционные функции составляющих соответствующих векторных перемен-

корреляционных функций К х ( к и кг ) ,  ( к и к » )  и дисперсион­
ных функций 'Оде (И *  1>и (И  с̂м* п п' (П.Т5>—(П.18) Прилозсе- 
ния); в ряде задач представляют интерес и различные взаимные кор­
реляционные Функции. При этом исходными являются аналогичные ха^ 
рактеристики случайного воздействия •иГ(к) и другие вероятност­
ные данные задачи.

Этап определения характеристик вектора Х ( к )  связан о решени­
ем конечно-разностного уравнения и представляется более сложным,

Для решения указанной задачи попользуются два основных подхо­
да:

-  определение явных выражовий для искомых характеристик е ис­
пользованием общего решения системы (2.1) ;

-  построение рекуррентных соотношений (разноотных уравнений), 
которым удовлетворяют искомые характеристики.

Первый из подходов дает интересующие результаты в окончатель­
ном виде, но в практически содержательных задачах приводит к 
очень громоздким выкладкам. Второй, требуя также решения некого*

хождению математических ожиданий

ных Х (к )  и 
Поэтому системы оводится к на-

чем второй этап определения характеристик 
через ОС (к) конечным матричным соотношением.



рых рачноогигх уравнений, ш есте о тем дает основу для использо­
вания методов математического моделирования, находящих все более 
широкое применение. Следует подчеркнуть, что опкскьаемие метода 
в полкой мере (о точностью до обозначений) могут быть исполъзо- 
ванг и для исследования исходной сиотеш (1 .3 ) и системы (Х.Ю) 
формирования случайного воздействия U ( k )  и для расширенной 
системы ( I . I 2 ) .

При использовании любого из указанных подходов фигурируют наг- 
чальные значения Х (о )  переменных состояния и tJ (k ) случайного 
воздействия. Развиваемый далее математический аппарат в принци­
пе позволяет учитывать возможную овязь между этими олучайными 
величинами, однако они предполагаются некоррелированными, т .е . 
очитавтся, что

В прикладных задачах начальное оостояние оиотвмы, как прави­
ло, независимо от внешнего воздействия или хе не имеется достаточ­
ных оснований для принятия определенных характеристик этой связи. 
Вместе с тем, уоловие (2 .2 )  существенно упрощает основные соотно­
шения.

2 .2 . Определение характеристик состояния и выхода о 
использованием общего решения уравнений системы

Обгее решение первого из уравнений системы (2.1)(уравнения 
состояния)

определим, иополъзул его как рекуррентное соотношение для после­
довательного дачясленжя значений Х Я )  2 ,  ,  к ). В ре­
зультате имеем

(2 . 2)

0 C ( k + - i ) “ A ( k ) 3 C ( k )  +  B / k ) W ( k ) (2 .3 )

1*0



Т[ К ф ,  П о О  , 
Е  , ( к -1) ,

I 4 -1

■I *  '?•
неэываемая переходной функцией ооотояния (см .И п о д р а в д .3 .5 ). Она 
определяет значения Х ( к )  через значения ОС ( и  для однород­
ного уравнения, соответствующего выражение (2 .3 ) .

При этом, как следует из выражения (2 .5 ) ,

( Ы ,  к)  -  Л (к)
и матрица А Л О  является функцией перехода из предыдущего 
ооотояния X  в поодедупцее X  (к*И ), Как видно кэ общего 
решения (2 .4 ) ,  случайнооть функции ОС ( к )  определяется олучай- 
ностью воздействия ТЛ’ (к) и начального значения X  (о;. 

Математическое ожидаяие 1 П х ( к ) -  Ш М  олучайной фунх- 
ции ¿С(Ю  находим с помощью выражения ( 2 . 4 ) ,  принимая во внша» 
ние свойства математичеокого ожидания и неслучайнооть матриц 

Ф (к,У  » В (Ю в сдадущем виде:

к-< 
т х ( к ) » с1>(к)о ) т х ( о ^ 1 ? ^ ^ ' | ) В ( 1 ) т ы (и). ( г ' 6>

1-0 _  .
В силу линейности преобразования (2.4)  выражение (2 .6 )  получается 
применением того же преобразования к математическому ожидали?
01 иг внешнего воздействия *иГ ( к ) .

Лля нахождения взаимной кобтю ляш онной  Функции ( к 1,к ж .)
случайных функций ОС (К) и (к) будем исходить из ев опреде­

ления (ом.П.16 Приложения) и того же общего решения (2 .4 ) ,  прини­
мая во внимание, что последнему удовлетворят* и ооогветствувдяе 
центрированные функции ¿6 (к) ,  й/"(к).



В результате будем иметь

К х ^  ( к , ,^ ) -  М [ ^ ( к ,р )О С ( о )+ ^ ^ ( к (/1м)В(0(АГ(1-)^т̂ к г ) “  

• 9 Л1р)Кх^ (0, ^  ‘ ¿^ к ь ^ о В а )
1.-0

Примам теперь во внимание, что г&Ю- ороцеоо типа белый 
иум (процеос о некоррелированными значениями) я в ооотввтотвии 
о выражением (1 .4 )

К*г а д .)  -  <Гс,!с- ’

Такая выполняются условия (2 .2 )  некоррелированности 90 о 
^ ( к ) .  в  учетом всего »того находим

Г 0, Л 4>к,-1),

Рассуждая авалогичныы обравом, получим ввражотие для другое 
взаашой корреляционной функции

1 ^ ( к ^ ( к | ) ^ г(к *Л 141), к*> к < + 1 ,

л  (2.8)
0 .  к г < к , * 1 ,

В чаотяооти, дав взаимной дапп-ррояонной функции имеем

К ^ х  ( Ь . ^ О -  •

Тч (г>9)
1 > Х * Г Л 0  “  Д * х  ( * )  “  0 •

Копрелцпптрянэто Фунидро случайной функции Х ( Ю ~  нкчнолячк



воходя из ев определения (П.17 Прояснения) в проводя шкхадки, 
аналогичные предыдущим. Учитывая те же свойотва вовдейотвия ьХ (к .)  
в окончательном виде находим

К * ( к „ к а ) -  М [ х ( к . ) Х ( к 2) ]  =

ю ( п ( к | ' | .  к * - О  <2 д о )

( ьурхний предел суммирования определяется наименьший из значений
, "  1 «ли К«.“ 1 в ооответотшии оо овойотвом (1 .5 )  символа 

Кронекора).
л и  дгоперсионной ^ ( ( с ;  получаем

В ж (к )  -  !Сх ( к . к ) -
к-1 (2 .1 1 )

-  ‘ Р м х у о )  Т ( к , о у ^ > ( к , и 1)  В ( о Д ,  <о% та ) 9 \ И 1) .

Предотавдаотоя удобной возможность выражения корреляционно* 
функпии (2*10) через «оответотрущуи диолерожонную функции
(2 .1 1 ) в том рассматриваемом случае, тощ а * / ( к >  является бе­
лым шумом. Для яывода необходимого Сиотношения рассмотрим она- 
чала случай к ^ к ,  и предотавш X  (1с*) тем же общим решением 
\2‘.4 ) в принимая в качеотае начального значение £  (к 0 . Тогда
имеем

МСзс(к,)(<?>(к̂ к,)зсско*|3 ?Л 1л*оВ(Ог«Га)/]"
¿-О

к,-1

Ф х  (к,) ̂ (к , ,  к,)+£ к  ̂  (к,, и ВТ ( 0 ? т(кг ,и.
1 -0



При припятом условии К г >-ki в силу первого из равенств
( г . 7 - слагаемое, содержащее сумму, обращается а нуль, и иско­
мая ясуобляционная функция определяется первым слагаемым. Ана­
логичным образом получаетоя решение и для k*. ¿ k i . ’ T̂o позволя­
ет о<*ъедзшять оба результата в оледуодем виде:

Удооотво использования полученных фО£мул (2 .Ш  заключается 
в возможности вычисления корреляционной функции \ у  (кч,^слу­
чайной функции Х ( к )  по ее диоперсвонной Функции, получаемой 
различными и белее простыми средствами.

Вторым этапом анализа являетоя определение характеристик РН- 
тппипЕ рярвманной цдк)? определяемой вторым из уравнений (2.1)  
(уравнением выхода)

являетоя импульсной характеристикой системном. t i l  подразд. 4.П). 
Из соотношения (2 .13)  следует выражение для математического

(2 . 12)

(2 .13)

Отсюда домножением яа матрицу С (к) выражения (2 .4 ) для
Х (Ь  находим

(2.14)

Связанная с этим решением функция

(2.15)



ожидания

Щ у П О -  С ( к ) т х (\0
(2.16)

Для корреляционной а дисперомонной функций последовательно 
находим

К у  ( к лЛ г ) * С ( к Ж х ^ 1 . ^ 2 ) С Т( ^ ) ,  (2 .1 7 )

(к )  ■ С (ю 1 )х ( к ) С т( к ) .  <2-18)
Использование выражений ( 2 . 6 ) ,  (2 .1 0 )- (2 .1 2 )  ддя ооотьетотву- 

хщюс характеристик ОС (к) решает поставленную задачу.
Понятие импулъовой характеристики Ь ( к , 0  может быть использо­

вано для представления не только ш х  одной переменной и  (к ) (выра­
жения (2 ,1 4 ) , (2.15)), но и переменной состояния Х (К ) а также -  
воздействия а  (к)

В первом случае импульсная характеристика Пх^Ул) определяет­
ся в соответствии с (2 13) формулой

Ф ( к ,  1 + 1 )  В  ( 0  , ( Ь о ,  

0 .  ( к < . 0 .

Во втором случав, учитывая уравнения (1.14) фоширувдей систе* 
мн, находим импульонув характеристику Ьц(|< I )  для воздейст­
вия .

1 9 а  (к, 1+1) Ва.(О »
Пи (к,0е < (2.20)

| 0  , ( к * 1),



где К-1

Ф и ( к , 1 ) =  Т Т  А 2 ф  
1*1 0у

Определенные таким образом вероятностные характеристики век­
торных переменных Х 6 0  и ^ 0 0  Позволяют найти аналогичные 
характеристик их соответствующих скалярных ооотавляэдих.

2 03* Рекуррентные соотношения для характеристик ооотояния

Второй 13 упоминавшихся ранее в аодрчзд. 2 .1  подходов к опреде­
лению вероятностных характеристик переменных X  (к) и (к) связан о 
построением х использованием рекуррентных ооотнсшенлй (разностных 
уравнений), которым эти характеристики удовлетворяют. В основе та­
кого подхода лежит не обвде решение (2 .4) ,  а исходное уравнение 
системы (2сЗ) .

Рекуррентное соотношение для математического ожидания найдем, 
вычисляя математические ожидания от оОеих частей равенства (2 ,3 ) 
в  следующем виде:

т х  ( м о  -  А о о  т х  ( ю +В о о т , *  ( ю . (2•2I,
Начальным условием, неоОходиши для проведения последовательных 

вычислений 1 И х ( 0  ( ¿ * 4 2 , - . . , М  является ГПх №)* $игурирупцее 
и в прежнем решении ( 2 . 6 ) .  Как видно, ГО* (К) удовлетворяет то­
му же уравнению, что и сама случайная функция РС (*0# а общий 
вид решения, естественно, совпадает с формулой ( 2 .6 ) .

В частности, когда

ш , /  -  0 .

математическое ожидание Щ х М  удовлетворяет однородному уравне­
нию

Ш х  ( к + 1 ) «  А ( к ) т  ( к )  •

Для взаимной когпэелштонной Функции К имеем



К ХиГ ( к , м , к г ) - М [ А ( к . ) х ( Ь *  В(к0й,'гк.)^Гг(к1) ] "  
-  А(к, )Кх ^ ( к „ к > В ( к 1) К ^ ( к , , к 2 ) ]

или, принимая во внимание выражения ( 2 . 7 ) ,

[А  (к , )К х ^  ( к „ к о ,  ( ^ ‘ •к<-'0, 
К х  иг(к , -и ,к^* %

| 0  , (к * . >  кч  -  1 Л

Аналогичным образом для К  Ц ^ Х  находим

(  ^  '  ( ¿ л  < к-| +1),

К " - л ' , , ' к ‘ >  \иикт<ич
Определяя уравнение для диоперсионной Функшм (к) после­

довательно находим

Т Ы к ч ) ' М[(А(к)х(к)+В(кЫ(к)ХАгЮж(к)+8(к )^ к )Л *  

- А (\otyc (к) Ат(к) ̂ (к )Р ^ (к )А т(к) » А *В (ЬФа №ЙУ
Теперь, учитывая внрахешя ( 2 . 2 0 , ( 2 . 2 1 ) ,  окончательно полу­

чим

ТХ. Ы = А  М > х  ^ )А т(к) +В (к )1 ^ (к )  Вт(к).
Начальным условием для решения этого уравнения является зна­

чение В ,  (0)



Соотношения такого типа могут быть совершенно аналогичным 
путем поо трое га и для корреляционной функции (к1,кДОДнако 
более удобным предотавляется ее вычисление по уже найденной 
диопероионной функции (к) посредством соотношений (2,12) ,  
в которых переходная функция ,) формулой (2 .5)  выражав'T-
ОЯ чзрез матрицы А (К) иоходного уравнения (2 .3 ) .

Еотеотвенно, решения уравнений (2 .2 1 ),(2 .22 ) имеют форму, полу­
ченную в подразд. 2 .2с Однако рекуррентная форма этих уравнений 
делает их более прнгодннми для посроенил алгоритмов вычислений и 
жньх методов моделирования.

Переход от найденных характеристик переменной ооотоянля Х ( к )  
к характеристикам выходной переменной ^.(к) осуществляется о 
помощью соотношений (2 .1 6 ) -  (2 .18 ) предыдущего параграфа.

2 , 4 ,  Анализ стохастической оиотемы в отационарном случае

При изучении стохастических систем под стационарной понимает- 
оя задача, в которой вход и ш ход оистемы являются стационарными 
случайными функциями. При таком понимании стационарность задачи 
определяется не только стационарностью оамой оистемые но и свой­
ствами воздейотажя *tJ (k ). Как известно, случайная функция ^J(k) 
называется стационарной (в  широком смысле), если выполняются ус­
ловия

rritf-const, Ktf C2*23)

оледстнием чего является

D „ , =  c o n s t .

В овос очередь» стационарной является система, импульсная 
характеристика которой удовлетворяет условию

h r k . o - h f l c - O - h ( n )  , (n-|f-L) . (2.24)
в уравнениях (2.1)  для отационарной системы матргсш А ,  Е> «
Q  постоянны так, что эти уравнения имеют ьид



лл
«А-' (Ъ-О* А х  (к) +Вг*Г(к),"' 
Ц (к) -  С х  (к).

Импульоную херактеристику (2.15) тако?1 систомы, учитывая ш -  
рвжекиб (2,5) для переходной функции состояния ф ( к  I) и ус­
ловия физгчеокой осуществимости, можно записать в  виде*

и , ГСА"4 '1 В, гЫ)1 ы к - 0 -  <! ’
I 0 , ( к ^ )  _ <2.26)

При этих уолонищг (хЗщее решение (2.14) для отацкояяррой омо­
темы может бытъ ¡гредотавлено ^сле^тщ в» форме:

л" 1

(к-ко)Е х (к . )^  ^  Ь ^ ( к - 0 ^ ( с ) .
У£Лория дтадирнаряостл эадаяя устанавливается оледутяцей тео­

ремой,
£адрема %,1, Пусть для рассматриваемой оиотемы вклолнягоюч 

условия -
а) условие стационарности онсгаш (2 .2 4 );

б) 21 ! Ь̂ . ф  | < ^

в для случайной функции (к ) наполняются уолошя (2 .23) ом~ 
ционарпости тгри

в)

Тогда частное решение
*  Х > 0  <

<ю

( к - 0 и Г ( 0  (2,27)

являетоя стационарной случайно* функцией (в  смысла уолоиий
(2.23) ) .



Е огА эател ьотво .  Для математического ожидания ГП ^  (V) Функции
( 2 . 2 7 ) ,  вводя пвроманную суммирования я учитнвая

условие а ) , имеем
о о

пи_.

Б оилу условия в) существует матрица Н , Г Ц )  олэдователь-
по,

Щ  -  Ь а Г П и г  = С0Ш+.

Вычисляя корре ляцв ошгуг функцию выходной перемен­
ной» определяемой (2 .27)

О о  ехз

'к,,к,)- М[ ¿ .( Ь ^ т(к*)]*£н# ^  Г к ^ д
Ц - ~  1 / ' * °

введем переменные-я^-ц I * к * - 1_х , П - 1 * ' Ц  . после чего 
получим о V

о «  «*«

Отовда видно, что после суммирования по индексам ^  и 
результат охазивается зависящим только от И^Ка.-К* , т .е ,

К^ ( к , , к о -  К^(п),
Следоэательно, случайная функция (2 .27) удовлетворяет требо­

ваниям стационарности (2,23) .
Рассматриваемое решение (2 ,27) является предельным при удале­

нна точек к от начальной к - (изменение верхнего индекса оум- 
иировакня на с -с  несущественно в силу уоловия (2.26) физической 
осуществимости).

Из доказательства олбдуют форцулн для математического ожида­
ния выходной переменной



ее корреляционной фунзсцкл
Лг.

¿ Г ' * 3 К *
и дисперсионной матрицы

(2 .30)
с ц з

^ г 1 м р 1С .
® < К “ ~  „Зпглечаиао. Лж видно услодая стационарности задачи и получен­

ные формулы справедливы при любой стационарной функции ■ ь Ш ,  
не обязательно являющейся белкм шумом.

Бели же Х$ (к) белый шум и е го корреляционная функция опреде­
ляется выражением (1 .4 ) ,  то из последние двух фо1Нул следуют

(2.31)

<Г
Пользуясь выражением (2.2В) для импульсной характерно тики, 

можно те же величины выразить явным образом через матрицы оиоте­
мы (2.25)

т и - Е  С А Г '  В т ^
® '  (2 .32 )

£  САГ‘ ВРцгЕТ(А^’)ТС Т.
] ч

Уоловие в) теоремы 2.1 обеопечивает I  ограниченность дяоперсион- 
ной матрицы

Выражения для в можно получить н из рекуррент­
ных соотношений; которым они удовлетворяет (см.подраад. 2 . 3 ) .
Иэ соотношений (2 .1 6 ^ (2 .1 9 )  и условия поотоянства ГПу следует



частное репение для стационарного случая

т ^ -  С (Е - А Г  & п м
Также из выражений (2.22) и (2 .1 8 ) для постоянной дисперсион­

ной матрицы получаем

Установленные условия стационарнооти и связанные о вгам рас­
четные соотношения могут быть попользованы для определения не 
только характерно гак переменных З&АО, в уравненная сиоте- 
мы (2 .2 5 ), но и переменных Х аЛ), М,(к) уравнениях (1.10) форми­
рования случайного воздействия. Как легко видеть, сравнивая эти 
уравнения, вое о водится лишь к изменению обозначений матриц 
уравнений.

Наряду о изучением стационарны* оиотеы во временной области, 
находит, как к для детерминированных сиотвк, применение частот­
ный подход, связанный о использованием методов преобразо­
вания.

-  АТЬсАт + ВТ>^ В т ,
(2 .34)

Корреляционная функция Ку. О1)  определяется выражением 
(2 .12) о учетом формулы (2.5) (2.5

(2.35)

( п )  *  С Л х ( п )  с



2 ,5 . Анализ отационарной системы о помощью 
Z  - преобразования

Используем Z  преобразование для представления овязи между 
стационарным воздействием t»T(k) и стационарным решением для 
ÿ. (V) вида (2 .2 9 )  ̂ Как нэвеотно, 2  преобразованием ) (  ( z )  

функции Х А О  называется функция переменной 2 , определяемая 
выражением (подразд. 3 .6  C i l ;  [ 3 ] ; [ б ]  )

Х ( н ) - г { о с г к ) } - г х ш - п .
(2 .36 )

А »  -
При этом обратное преобразование осуществляется в соответ­

ствии о формулой

(2 .37)
z

(вопросы оущеотвоюния преобразования (2 .3 6 ) , его  свойств и опо- 
ообов вычисления обратного преобразования (2 ,3 7 ) раоомотрены в 
пособиях [3 ]  о [6 ] ) ,

Применительно к стационарным стохастическим задачам использо­
вание г -  преобразования связано о введением функции в х  О к а ­
зываемой спектральной плотноотыг дискретной отационаряой случай­
ной функции Х(Ь) я определяемой как г  - преобразование ев 
корреляционной функция

■> “ *>

( ? ) ~ Ж  | ( г 0 | *  ^  К х  1 л ) 2  . (2.3В)
и » -  «-а»

Б соответствия с выражением (2 .37) имеет мвото обратное пред­
ставление

х М / ' Ь .  <2 -39>



Отохща для диоперсконной матрицы следует

Ъх  -  И х ( о) - 2^ . ( 2 ’ “ }

Ооноввой задачей, как ж прв анализе во временной областя, яв­
ляется опредыгание корреляционной функции Йи. (п ) ж днеперся он- 
ной матрицы О и  выходной переменной ^ 0 с )о В этих уолонхях 
применение ¿Г * пре образованна о водится к использованию формул 
(2 .3 9 ), (2 .4 0 ) о предварительным нах( едением по спек­
тральной плотроотм $  & (2) * входа *Г (к ) *  характеристика* оно-
МАШтяш «

Последние определяются тмтжяаточной ДукидвЙ декретное сио- 
т ш ,  являщбйоя г -  преобразованием ее «сульово* харахгермо- 
Я П

Н ^ - 5 С ‘ [ Ь Ы | - ^ Ь ( П ) * Н' . (2 .41)

Необходимая связь между опектральншн плотвоотша дается оо - 
отвовенивм

( 2 ' 42>

Для его доказательства будем вычислять ( 2 )  по формуле
(2 .3 8 ) , Еопользуя вырахеоте дли '

« су *•

получо.шое при доказательстве Теоремы 2 .1 . 
Последовательно будем вметь

(2.43)



№>Т.Цм1 п-1  Е  ь у .

Н ^ ( г )  ¿ ^ Г г )  Н Т( г ’  ) ,

что к доказывает формулу (2.**2).
Для получения раочетних формуя найдем передаточную фуш щ «  

Н « .Ф - оиотеш , для чего ооущеотавс г  -  преобразован» прашх 
■ л ева  чаотей равенств (2 ,2 5 ), учитывал овойотво двеКяооти

2 -преобразовав«! к формулу [ 3 ]  £  { х ( к м > } " в 7 {к 0 0 | }

г  X »  "  А Х ®  + В \ / ( ж ) , )
У « -  С Х ( г ) .

Отовда

I

У ( г ) - С ( г Е  ' А ) ' 1 . (г-“ >

Как известно [ з З ,  определении (2 ,41) пвредаточво! фувкции ех- 
вивалентно ее определение;, как отноаени* 2? - преобразований 
У ( £ ; , V  ГУ и входа. Следовательно,

Нцф- С (г Е -А) $
Г*» (2.45)

(тот же результат может быть получен о помощью преобразования 
(2.41) и выражения (2.26) для жмпульоной характеристики). 

Учитывая выражения (2.39) ,  (2 .40) и ( 2 .4 2 ) ,  получаем оконча­
тельные расчетные формулы



-  зе -

21Г;

^ ( г ) ^ ( г ) Н ^  ( г 1) г ' ^ 2  ,
(2*47)

в которых первдаточнач фуь.чция Н„(*> ддя выходной переменной 
Ц.(к) одредаллется выражением (2 .4 5 ).

Те же формулы могут быть использованы для оп ределен  харак­
теристик переменной состояния X  (к) и воздействия Ы>(кХ В в тих 
случаях следует исходить из импульсных характеристик (2Л9) ,  
(2 .20) для ооотввтствутадих перемеиннх, которым соответствуют пе­
редаточные функции

(2.48)Н « 6 Ы * Е  - А) В 
Н « ( г М н  Е - А Д

(2.49)

Как оледует на предыдущего, вое полученные формулы справедли­
вы дли произвольной стационарной функции (к).

Частный когда стационарная случайная функция (*) ~
белый шум. Тогда иг формулы (1 .4 ) о учетов отационарвости оледует

К иГ  М *  ^ < Г аа, о

и п силу (2 .38)
•о

X !  В ц Г  к п .о Ъ  "  - О й Г  "  с о п ^ .
П - -



Дели, кроме того, болид шум является стандартным (не­
обходимое изменение характеристик воздействия доотигазтоя подбо­
ром матрицы В  ) ,  то в соответствия с выражением (1 .6 )

£> гй (г) - Е ,
и расчетное формулы (2.46),  (2 .47) принимают вид

(2 .50)

Замечание. Касаясь ьычисления обратных преобразований типа'
(2,50) ,  заметим, что полюсы передаточной функции (г) совпа­
дают о собственными значениями матрицы Д г) а для функции Ну (*■'*) 
являются величинами, обратными этим собственным значениям. В си­
лу же условия устойчивости системы для собственных значений 
матрицы А  имеют место 1ДИ4  ̂ • П о эт о в  за контур интегриро­
вания Г  можно выбирать окружность I ? ! ■ !  , Практически вычис­
ление интегралов проводится обычно путем нахождения вычетов по- - 
дынтегральной функции в указанных ее полюсах, расположенных внут­
ри этой единичной окружности.

эования для какой-либо из переменных системы основано на формуле
(2.28)* Действительно, из определения (2 .4 1 ) середаточной функ­
ция следует

о помощью я -  преобра-

Подставляя это в выражен» (2 .28) находим

(2 .5 1 )

Аналогичные формулы имеют место и для других переменяю: ()с) 
и Ц(к);при этом используютоя соответствуйте выражения (2 .4 3 ) ,



2 .6 . Анализ систет.тк при стационарном воздействии

Рассмотренный в предыдущем параграфе стационарный случай от­
носится к ситуации, когда стационарными; являются все фигурирую­
щие случайные функции ¿ Л О , И ' к ) , Х ( к ) ,  у, (к) Наряду с 
этим представляют практический интерес задачи, когда в условиях 
стационарности воздействия Ц  (к> остальные переменные могут не 
являться стада онер шма случайными функциями. Это может иметь мес­
то , когда установившееся стационарное воздействие Ц (к) начинает 
действовать на систему, находящуюся в некотором произвольном оос̂  - 
точнии в рассматриваемый момент ко.

Для решения такой задачи целесообразно стационарное решение 
представить не в виде предельного, отвечащего к’©-'*’  0,1 (см\фор­
мулу (2.27)), а чаотным решением, ооответствущим некоторым опре- 
деленным начальным условиям для выбранного ко.

Исходя из уравнений системы (2.25)

будем рассматривать условия отацнонарнооти для переменной состоя­
н и ях  (У)-Ъ соответствии с указанной шше Теоремой 2 .1  отационар- 
ным является решение ввда

Х ( к +1) = А х Г к  ) + В ь Г О О , '  

у, 00 = Сх(к),

з с е ( к ) "  Е Ь х  ( к ч Ы ( 0, (2 .52)

в  то  время, как общее решение имеет вид (2.4)

В этих условиях возможно представление стационарного решения
(2 .5 2 ) как частного решвяжя, отвечающего определенным начальным



условиям З С ^ к о ) .
Теогюма 2.2.  для того чтобы частное решение

к-1 

Х ( к ) в т ( к - к о ^ Х ( к о ^ ^ <р ( к Ч - 1 ) Е 1 ? Г { С /

совпадало с решением ^2.52) при и, следовательно, явля­
лось стационарной чхяучайной функцией, достаточно, чтобы началь­
ное значение ХлОФ было выбрано в соответствии с шражением

ко-1

Х с (ко)-£^ ^[кв~с-1)В ^ /'1)“ ^  ||ж (к с Ч н 1 ( 1 ) « Ж с (к*). (2 .53 )
С" **» С "'4*"

Доказательство. Учитывая выражение (2 .1 9 ) для импульсной ха ­
рактеристики ^зъ^-ь)  представим решение (2.52)  в сяедушем ви­
де ’

к-1 км

Х с С к ) * ^ Ь ^ ( 1с ' 0 ^ ( 0 “ ^ ^ ( к - < - _1) 6 ЙШ^У 1?  (к-1м)В иГ и ) .
С --00 I“ -*® Д а

Приравнивая результат выражения для любого решения, получаем 
условие, которому должно удовлетворять искомое значение

к*-*

9 Л с - к » ) з с - . ( к . ) ’ / ]  ^  ( к ч - ч )  В  & « Г ( О  ■
Х*-оо

Из лвго находим
кв-<

х л к „ )  = 1  Т  к - и Ь и - , ) Ь М
- <*о

или, учитывая свойства переходной функции соотояния

Т м - Т М ) ,  ? 0 , 0  ■ < № . ] > - *  л . о
(см..налример, [ Л  , с. 43), получаем требуемое соотношение
(2.53) .



Таким образом, искомое значение Х„{\со) определяется значени­
ем стационарного решения (2 .52) ,  вычисленным для к -ко,

В силу случайяоотд (к) величина Х в (ко) является случай­
ной и надлежащий ее подбор для каждой из возможных реализаций

с целью получения стационарного решения) не представля­
ется практически возможным и интересным- Однако выражения (2.53) 
может йыть использовано для определения начальных значений момен- 
тлых характеристик- случайной функции Х с (к).

Действительно, вычисляя математическое ожидание от обеих чес­
тей равенотва ( ° . 5 3 ) ,  находим

к.-1

т .  -  т Х е ( к . ) - £ ь х ( 1 с < , - о т * г  С2-54)
¿«-«ю

и для дисперсионной матрицы имеем

Ь>*1

Ь0 * Ьх ( Ы  0уТЬ* (к.-0. (2-56)

Котеотвенно, они дают ооответствущне отаиионарные значения 
втжх характеристик.

Полученные результаты позволяют перейти к задаче настоящего 
параграфа -  решению нестационарной задачи при условии стационар­
ности воздействия Ц, 6«) на основе использования полученных ра­
нее расчетных соотношений.

Будем исходить из уравнений (1.14) формирования воздействия 
Ц,(Ц) уравнений оистемы (2 .2 5 ) , оводящихоя к о<5щим уравнениям 

вида (1,12)

э с ( Ь 1 ) -  А х ( к )  + В ( Л ( Ю /

у № - С х ( Н ,
а кпторых '



При »том в связи оо стационарностью воздействия и»(к) рассмат­
ривается стационарное решение Н е  (к ) уравнений формирования
(1,14) и произвольное, отвечавшее некоторым начальным условиям 

Х / Ь )  решение уравнений сиотемы (2 .2 5 ) .  Решение такой задачи 
в рамках общих уравнений возможно, еоли в качестве начальных 
значений для момонтных характеристик принять для X , (О  выбран­
ные по условии задачи начальные данные, а для И  (к) начальное 
значения, определяемые условиями стационарнооти (2 .5 4 ) , ( 2 .55 ) .

Этому соответствуют начальные данные следующего вида;

, т *  (к ») ,

т х 1Ко)»-------- I > (2.56)

. Щ ц с О с . )

Д ,  ( К о ) -  ( Ъ *  ^  - !  ^  ,  ( 2 ' 5 ? )

\ ^ а х , ( К о )  | О а с ( К о )  )

где т « , ( 1 ( . ) ,  А .  I к.)  определяются соотношениями
(2.54) ,  (2 .55) ,  а -  заданными условия­
ми задачи.
Как упоминалось р подразд. 2 .1 , начальное состоиние Ж^(ко) сио­
темы, как правило, независимо от внешнего воздействия Ц> (к) или 
же не имеется достаточных основания для принятия определенных 
характеристик зтой связи. Поэтому чаще всего можно полагать

- D u x  , ( к ° )  “  ( к ® ) ] “  О

Последующее решение задачи проводится с помощью общих расчет-



них формул типа ( 2 . 6 ) , ( 2 Л 1 ) , ( 2 Л 2 ) , ( 2 Л 6 ) , ( 2 . 1 8 ) .

2 .7 . Примеры анализа дискретных оистам 

Пример I .  Система описывается уравнениями

х С к * 1 ) - о , б х ( к ) »  а  ( к ) /
^ (к)-  х ( к ) ,

ев начальное состояние случайно о характеристиками 

/Т1х  ( 0) «  П1о ,  ^ Ь х ^ о )  “ 0 0 ,  О х а ( о ) , г Ь и х ( о )в0 . 

Случайное воздействие \Х (к) определяется уравнением

и(к-м) -  0 ,2 а (к )  + (к)
и представляет ообой скалярный процесо авторегресоии первого по­
рядка (Х.Х5). Скалярный процвоо и Г  (\() очитавтоя стандартным 
белым иумом и

Считая Еоздвйотше установившимся (отациоварным), определить 
характериотига воздействия, переменных состояния и выхода.

Решение. Объединяя уравнения системы а воздейстаая приведем 
их к общей форме (1 ,1 2 )

ж ( М -  А х ( к ) + В<Л(к),'
^.(к) = С х ( к ) ,

где в ооотвототвли о выражением (1.13)

Определяем хароктеристю т воздействия и^к), рассматривая за-

0
. с - м



дачу во временной области. Соответствующая импульсная характе­
ристика Ь и Л .О  определяется формулой ( 2 . 20)

Г 0 ,2 пН , (п Л ч > 0) 1

Ь а ( к д ) - Ь и . ( к - 0 - Ь а ( п М
( 0 , ( п - к Ч ‘ о) .

По формуле (2 .2 8 ) для стационарной функция и с(\0 шчясляем 
математическое ожидание

М ^ г т ы  -  £ о У  т  -  ъ г в т а  Р 

г —  ¿ т'°°
по формулам (2 .3 1 ) -  диоперСию

0+1>1Л-

Г ‘ ~  Г 1
и корреляционную функцию

К и ( п ) ^ Й 11у 0 а Ь а ^ ) - ^ « 2  ̂ \  0 ,2* '*  -  1,№ м Ц * .  

Г ' ~  Г 1
Импульсную характеристику Ь * < Ы  определяем по формуле 

(2 .1 9 ) с учетом выражения (2 .5 ) для переходной функции состоя-

( А .  (п > в ) ,

Ь х М - Ь х Г п ) - 1  о  ( (п < (0 ) _

Для вычисления степеней матрицы Д  удобно воспользоваться 
соотношением (1 .3 5 ) ,  связывающим ее о диагональной ь*трицей Д. 
собственных значений

л - г м .



откуда находим

А - TAT 
Г - Т А Г

Преобразующую матрицу Т находим, польауяоь общей методи­
кой к&яоничеокнх пре образ свеяна (ом. f I ]  , подраэд. 2 .3 )  и 
Теоремой 1 .2  настоящего поообия.в оледутадем виде *.

т- (\ -оД
После этого вме~ч

,  / я ,я-|  Л \ / 4  4 V< /ОА«*< г,5(ъ6*',-с&”',У

г - ( м . Р Л . - . } ( « «• ,

и выражение для импульсной характеристики 

.»и,

Математическое ожидание ГЛ х  случайной функции Ж(к) находим 
по общей формуле ( 2 . 6 ) ,  принимая в качестве начального значения 
(2 .5 6 ) ,  отвечалцме случав стационарности воздействия Ц(Ю,

0,6̂  2,B(<l6^-Q2b\ /  т,
о  о , г *  J 1

*-• / 2 , 5 ( 0 , 1
ГПцf



Для дисперсионной матрицы Т>х (к ), пользуясь формулой (2 . 1 1 ) ,  
находим (при начальных уоловиях (2 ,5 7 ))

2 , 5 ( а 6 к -0 ,2 ^)\/д, о ^ ^
Х V О 0 ,2  к Д с

с-о 0,2 '

= /(Во'3,27Е)иг)0, * (2 .0 7+ 1 ,20  -0,12 ^240~Р.12к)Г>4

0, 2 *+ ( 1  * 9 1 2 к ) Т Ы

При увеличении к вычисленные характеристики стремятся к  ово- 
им установив>1имся значениям, отвечаицрм стада общности не только 
воздействия и .№ , но и переменной ооотсяния %  (к)

/з, 125 \ ( г ,

" « • (  1 « Г А х" (,■»
2 ,0  у 

2 +

о, 2-4- ъ * .
г  о + /

Если начальные условия выбраны в соответствии о последними 
выражениями, то значения ПРИ всех *  остаются
постоянными и равными этим величинам. При этом, как  легко прове­
рить, выполняются конечные "отационарныс" уравнения (2 .3 3 ) н
(2.34). , у

Для. определения характеристик выходной переменной и (К* на­
ходим соответствующую импульсную характеристику сиотемы, 
используя выражение (2 .1 5 )

С А Ь‘:2,5(о/6П̂ -С)2П~1) ;

О С п 4 ) .



Тогда

rr iÿ ik ) o , é k m .* 3 , 125 f i ' 0, 6 l' ) m ur ,

D y (le )-q3< 5‘'( 'I X -3 ,  2 7 0 ^ ) 4 2 ,0 7 * 1 ,2  0, <2 k ) Dur.

Te же результаты могут быть полутени о помог.ью выражений 
(2 Л 6 ) , ( 2 .1 ? '  соответственно. В данной проотой задаче эти резуль­
таты очевидны в  силу соотношения

IJ. (к) = X (к) ,
Ирж е р  2 .  Система описывается уравнениями

X ( k i z )  -  1 , 3 х  ( k * i )  - о л х  f k )  +u  (Ю ,

ÿ  ( к >  Æ ( k )  ♦ X  (k*i )  .

Случайное воздейотшв U(k) определяется условиями 
примера I ,  т . е .  ошюывается уравнением

ц -qz u(k)*uï4lO
при

М Ы Ч к ) ]  -  n v  t f lo -D ij - .

Требувтоя определить характеристики установившегося движения 
оистемы, ооответотвуххцего стационарном решениям для случайных 
функций U(tc># X ( l 0 ,  tj (к ).

Решение. Введем в  качестве переменных состояния

X , i ^  -  х ( к > ,

X x ( k > -  X t {k+ i),

X s c k ) *  u . ( k ) .
Тогда в общих уравнениях оистемы

x ( k + i ) -  А э с (Ц )  + B w Y k O

ij. (У ) - Сое (1<) ]



Для нахождения характерноти>: раосматрЕваеиых отациокарннх 
функций воспользуемся методикой 2  ■ преобразования. В ооотве*- 
ствии о уравнением формирования воздейотиш L t(k j и формулой 
(2 049) определяем передаточную функцию

Н у ,®  -  Ни. ( г ;  -  г  "¿ 7 1  '

Математическое ожидание ГПи. находим, пояьэуяоь формулой 
вида (2 .5 1 ) для фунгада И (к)

r i v - H a i i i ' f r y -

Как указывалось в  подразд. 2 .5 ,  опектральная плотность S u f f i )  
процеоса uT(V) определяется выраженном

Ô u T f E ) - D i J «  c o n s t .

Диспэровонную матрицу находим о помощью ооотяовения .
(2 .50 )

Н и . f  i*^5>rz^Q5) dz'

Для вычисления интеграла воспользуемся теорией вычетов, в со­
ответствии о которой д

2irj ^  Res {(Hi).
L«1 .

где l e i j & i )  я л е т  подынтегральной функдии J  (*■' в  полюоо t i f 
располсяекнся внутри контура интегрирования Г



едичотвенным таким полюсом для которой является 2 , “ 0 ,2 . Тогда

Найденные характеристики отацгонарной олучайной функции 
ц ( к )  ооЕ н адаот о полученными в примере I  раоомотренхек во 

временной области» Легко проверить, что передаточная функция 
Ци (?) к соответствующая импульсная характеристика Ьи.(и) свя­

заны ооотношеняем(2.41).
Для определения характеристик переменной оостояния %(<) на­

ходим передаточную функцию Нх (^  иоходя из выражения (2 .4 6 )

Щ ю $ = ] ( 2 ) ( 2 - г 4 )  - -------------------------  -  0 4
£ “ 2 , - 9 2  1 - 0 . 2  9 2

1 > а -  л,  0 4  ]>цГ.

Для корреляционной функции Кц. (п ), поступая аналогнчннм обра­
зом, имеем



(2  - 0 ,5 X 2 '« } 8 ) (Н - 0,2 )

1
г

( г ' 0 , з ) ( г о , ъ ) /
Матвматичеокое ожидание Ш х  определяем, пользуясь форму­

лой (2 .5 1 ) и найденным выражением для Н х  (2)

1 \  ¡ 12 ,5

т ,-Н _(1 )т .г------------- - I  1 I- чье №
й - с ^ к ч - а в [ 1 . 2 5 ,

Для вычноления двопероиокной матрицы воспользуемся шражеии- 
ем (2 .50 )

.  П г  С г
НХ(2)НХ (2 *)2 1с1л- I 1> * 1 1>гг Ъ гъ

* хи  \Т>.1 ь »

«
■ту У  ( £ - ° ^ Х г - ° . № - 0 , 2 )  о , 5̂ н - ^ в )

Щ ч

-1 ж ' <( г ' - а в ) ( г ' <- о , 8 ) ) ? ' ^



\  (2-0,5ХН-0.8) Z^i-O'Sttz-Qü) .

ЕВпмодяем последовательно элемента матрицы

-л _т\ - Jh r/ f\  _______________£l!-------------------------------
Vii P7t~?f\T l7-OlS)(2-0,№-Q,2)(rlo,5K2"f~0¿)(*'i-a,i)

«  UW

-  <fe -------------------------— ---------------------------- —  ¿ I я

2WJ

•  J V  (~G№ *■ ^ 9 * o , B 0 j -  / 3 , 0 S D ^ ;

Í j í f ^  í?-O ,5)fÍ-Ú ie)ír42)íí-a íZ Íff-982)^-0 ,«J 
/?И

* few



!)  ̂ V  ------23 32 2?1 *  ^-О,
г  ¿ г

,1 - и - о д ) ( г - о ,Ш ‘ 0,2Нг*о,22)
А* 4

= о , и  Ъи г ;

______ !______
зз  **/ ^  (г~о(2) ^ - о , г г :  

ии*
6 результате змеей

<12 -  4 ,04  3 )*^ .

1Ъ,0$ /2,30 0 \1
12,30 /5.03 0,2а ] Б

0 0,20 1 ,0 4 /

иг,

Для определения характеристик выходной перемеввой у  (|<) опре­
деляем ооответотвущут передаточную функции Ми (£ ) по формуле 
(2 .4 5 ) *

Н у Ю ' Н у И - С Ь Ё - А Г ' В *  С Н * ( « *

= (* У о ! ------------I _____  
' I? - о Ж г 'О Ш г - о . г )

!  1

Пооле этого находим математическое ожидание

г у  - г г т „ .

а диоиерсяониую матрицу



М , ------------( Ц * Ш  ----------------------------  &
Щ  ^ '• 2 ^ 5 Х Й ^ 0 Х г < * Ж 2 '1- О Й Й ',-^ в Х Н ‘ ,'С12^ 

- % х ) к _______ 0 + % ) *  ^ с ! г

( * < * Ф - - о » Х ? - 0 [ 2 Х 1 - а 15 г Х 1 - о , ъ 2 . ) ( 1 - о 122 )
|г)«1

5 аб 9 П \ «- .

Проведенное вычисление характеристик выходной переменной у (V), 
оонованное на использования соответствующей передаточной функ­
ции Ну (е ) , является общим приемом. В том же случае, когда уже 
определены характеристика переменной состояния 9С (к); те »е  ре­
зультата могут быть найдены более простым путем -  использованием 
уравнения выхода, овязывавдего вти переменные.

Вычисление корреляционных функций 0 проводится
о помощью первой кэ формул (2 .5 0 ) .

3 .  ЫкТШШЕСУХЕ (НИЗАНИЕ НЕПРЕПШНСЙ
стскастичвзкоЕ сизтияи

3*1. Общие оведегая

Рассмотрим непрерывную систему, описывавмув уравнениями, ана­
логичными уравнениям ( 1 .3 ) .

¿ р - А ш * а ) * - в ю и « |  

у ц - с  (Ц
где Ц. Ф 'Л Ь  мерный вектор входных сигналов; 

%(1)~ П* мерный вектор состояния системы; 
^  р-мерный вектор выходных сигналов;

(3 .1 )



А [0 ,6 № .С № - матрицы ооотЕвтствущих размеров, характеризую­
щие оиотему,

Если А(<.«. ВИ). С (0 . и. (О -  непрерывные неслучайзше функции 
аргумента 1 , то решении систем« ( ЗЛ)  можно представить в 
виде [ I I

*
и

з с  <о и  х  ( и * /  9 (I т) В п.) и- ю
и

¡ ¿ а , '  С (0 Ф < 1 и х (и * С (О ]Т (Ъ )Ш и Ш ,с-

где ^ ( с .Д )  •• переходная функции соотояна» системы. Вели вход­
ной сигнал И И/ -случайшй процесс, то состояние %  (О  я вы­
ходной сигнал ^  (1) будут также случайными процессами. Сиото- 
мы„ описынаемне уравнениями (3 .1 )  со опучайинма шеодякми се риа­
лами №>(*-,) ь неедзчайлымк параметрами Д (I/ р В Й ,С . (О  Лу- 
дут в дальнейшем называться непрерыРншЕ стохастическими лилей­
ными системами.

Если случайный входной ситная ОД* (О  яаллется яепре гнилым 
(в  среднемэадратичеоком) дроцэсссм, то решение системы (3*1) 
можно также представить в  виде (Э.,2 ) ,  но интегралы £ этих форму­
лах следует понимать как стохастлчеекпе - *■* К сохалеяию, формулы 
(3 .2 )  непригодны, если Ц.(^) белый шум,. Дело в  том, что белый 
шум (с  неиреоивным временем Ь ) является слишком "нерегулярным" 
случайным процессом, для которого даже ве имею? омнола отохаотичео 
кие интегралы в выражения ( 3 . 2 ) .  Поскольку белый шум представляет 
собой чрезвычайно полезную модель реальных широкополоенаи случай­
ных процессов, а также является основой для представления других

Напомним, что определение стохаотического интеграла Рямаяа 
отличается от обычного только тем, что вместо обычного предела 
последовательности интегральных оумм, иопольяуетоя понятие пре­
дела в среднеквадратическом, поокольну интегральные оушы -  слу­
чайные величины второго порядка.



процессор с помощи твк н азы ваем а формирующих систем (см.под-
р а зд .1 . 2 ) ,  нам потребуется так  изменить математический аппара. 
анализа стохастических литейных систем, чтобы включить в  рас­
смотрение вхо.оныя сигналы типа белого шума„ Ыатемвтячвокие труд­
ности, связанные с анализом таких сиотем можно преодолеть, иолн 
преобразовать первое уравнение сиотвмы (3 . 1 ) в интегральное и 
ввеотв понятие интеграла Стилтьвоа,

3 .2 .  Интегральное ургэнвние ооотояния. Интеграл Стилтьеса

Предположим на время, что Ш — неслучайный входной окгнал. 
Проинтегриротв обе частя первого уравнения системы (3 .1 )  можно 
получить его  в  оледуицем ви де :

} ь
зс а ;- х  (;)+_[ А(0зсШс/1<-| в м и ш м .  (3°3)

1*/ X ^Введем вектор-функцию ы| (I )  приняв 

~Ьс
так  что

ц ( ^ ¡ Ш  в ¿;т  (3.4,
° Ь * 1-^0 л ь

Тогда и  Г О Л  - 6 ^ ( 1 ) . Подставляя это выражение в
формулу ( 3 .3 ) ,  аолучам

х ГО -ж Л }.] ДШас(1)сЛ* I  М Ы ч з и ) . (3.6,
и  и

Еоли функция дяфференцируема, т . е .  существует производ­
ная ( 3 .4 ) ,  интегральное уравнение ( 3 . 6 )  эквивалентно дифференци­
альному уравнению состояния в ( 3 .1 ) .  Если и ( М  не дифференци­
руема, дифференциальное уравнение в (3 .1 )  лишается смысла, в то



время как уравнению (3 .5 )  можно продать ожол, ввода понятие ин­
теграла Стилтьеоа«,

Пусть ^ ( 0  и £ (I) действительные или комплексные функции, 
определенные на отреэке Го, б Ь  а » 1 .  л <• . *■ ;

; д и - И с  -¿ к н  ; А ^к"
Обозначим символом интегральную сумму вида 

п

$ п - Е  }к > )* 9 к - .

Бели оущеотвует предел & т  £> п . и »тот предел не эаваоитп-г +*
пах (д1 и) •з’О й ̂  . ■

от опоооба разбиения отрезка [ о , 6}  точками ъ » ,  и , —
и выбора промежуточных точек Т к , то £«т {*1̂  вазываетоя 
мтеградом Стилтьеоа й гаш в» X по Фттпспм п  и обознача­
ется сЕ ^ш олому^-((.) ^  (1 ) ,  т . е .  ®

{  5 Ш ц М - в т ^  [ 1 1  Гтул^к] (3 . в ,

О п а х и и ^ О

Заметом, что при 9 ^ * * ^  интеграл Стилтьеоа переходит в 
интеграл Римана, так что приведенное в»*™ определение (3 .6 )  вояс­
но считать обобщением известного определения интеграла.

Стохастический интеграл Стилтьеоа от неслучайной функции 
по случайной функции £-(1 )  определяется аналогичным образен 
только в определении (3 .6 )  предел понимается как предал в сред­
не квадратическом.

Нам понадобится также матричная форма интеграла Стилтьеоа 
€

а

где О  (О , Н({-) -  матрицы соответствующих размеров.
Этот интеграл определяется как матрица о элементами



{Д(о «*смню };к4{ раж^онм ).к -

]  ы о ш к ш с ю ^ ш .
г $ а

В частнооти, еоли Г(У -  ( т  к П ) _ матрица, ( г Ф - ф М -  
( П * ! ) -• матрица (п  -  мерный вектор-столбец), Н(0 " /1 > то

«

Ц м =
\

(3 .7 )
/* ■

- - ^ Г и т ^ ^ п Й )  I

3 .3 .  Случайные процессы с ортогональными приращениями 
и их связь о белым шумом

Случайный процесс второго порядка называется процес­
сом о ортогональными приращениями, если для любых ^ ^ 4-
таких, что Ь 1 <\-г <• t 4■

( 0 - $ ( * 0 ] [ $ ( ч ) - 5 М } - о .  (3-8)
Для наших целей достаточно ограничиться рассмотрением процеооов 
с нулевым математическим ожиданием. Для такта процеосов соотно­
шение (3 .8 ) ознр^ает некоррелированность приращений процесса 
% б Ь г)' % ( ь ^   ̂ ^ ( ^ 4-) - ^  если 0НЙ взяты на неиере-

секаодихоя интервалах.
Структурной функцией процесоа с ортогональными прира­

щениями называется функция определяемая как



при

при ^ с .

Можно показать, что несмотря на то , что функция Г  ̂{¿) заве­
сит от параметра +0> ев приращения не эавиоят от £ , *

М 1|ЗД-£,М 1‘Н 5(е И %М .
Из этого соотношения,ю чвотноотимолеДует, что процвоо % (¿ )  о 
ортогональными прирашзнкями непрерывен в точке Ь тогда я  толь­
ко тогда, когда в  этой ?очке непрерывна его  отруктурная функция
$ ( 0  •

Важным примером процеооа о ортогональными приращениями явля­
ется винеосчский пткцесо. определнешй уолоииями:

а) £,(о) * 0 ;

б) приращения процеооа ^ ( 1} распределены по нормальному за­
кону с нулевым математическим ожиданием;

в)  ^  ( { И .  ( 3 . 9 )
Из вида структурной функции винеровокоге процеооа следует, что 

этот процесс непрерывен при всех Ь . Можно показать, что вине- 
ровокий процесо не дифференцируем ни в  одной точке. Однако в 
некоторой обобщение»! смысле (который мн не будем уточнять) мож­
но определить производную Еинеровокого процесса, которая называ­
ется стационарным нормальным белым шумом и в этом обобщенна» 
смысле винеровский процесс является интегралом от нормального 
белого шума. Если отказаться в определении винеровского процесоа 
от нормальнооти приращений и рассмотреть обобщенную производную 
такого процесса с ортогональными приращениями, то можно причтя 
к  более общему понятию стационарного белого г.гума с распределени­
ем, отличным от нормального.

{  м [ ! ^ 0 - ? а л а]



Р&ооматривая (с учетом сделанных замечаний) интегральное урав­
нение состояния (3 .5 ) , можно сделать вывод* что при определении 
реекция линейной оистеда на белый шум. мы столкнемся оо отохао- 
тичеокями интегралами Стнлтьеса по вепреывному процессу о орто­
гональными прмревеннями.

3 .4 .  Интеграл Стхлтьеоа по процеооу о ортогональными 
прираценидеи

Раосмотрим некоторые овойотва стохастжчвоких интегралов со 
процеооу о ортогональна« пркравегаями. Пуоть 4(0 вепре1ив- 
ная на отрезке [ о , н е с л у ч а й н а я  функция, ^  (£) случайный 
процеоо о ортогональными приращениями, шювай нулевое математи­
ческое свидание. Можно показать, что стахаотический интеграл 
Стилтьееа ^

о
существует тогда и только тояаа, когда оуцеотвует интеграл

,  ч <3 *10>
< г - 5 *

причем ° МГО/ И *  б '*  пусть $ ( * )  '  другая непрерыв­
ная неолучайная функция и пуоть существует интеграл

3 - ;% (1 Ы § (0 .
с.

Тогда можно показать, что

пНп(£,сО ,
при тм(а,с)*~т\г\ (6 ,с1), 

тахСо, с )  с з л 1 )

О при т о л (а /с)?гп1п^в/.-|),



При анализе линейных стохастических о йогам нам ирцдвтоя рао- 
сматривать векторные олучайние процеооы, у  которых компонент 
являютоя процессами о ортогональными приращениями, Пусть % ( i )  

m- мерный олучайный процеоо, компонента которого взаимно не 
корродированы„ имеют нулевое математичеокое ожидание и их струк­
турные функции имеют вэд ( 3 ,9 ) .  Пусть F í t )  ~ ( п  и пт.)- матрица, 
для ;юех компонент которой существуют интегралы вида (ЗЛО) при 

. Стохастический интеграл

определяемый формулой ( 3 ,7 ) ,  являетоя П - мершм случайным век­
торе*,, Основное свойство таких интегралов, моторов нам понадо­
бится в дальнеЙшвМр можно оформулировать следующим o d p a s « : воли 
существуют интс ’ралы

то

М П № =

m¿A(ü,cb

' j  F  M Ó 'd l d i  при maxfocjirrLin&cL),
HW((L,c)

о при ntaÁM>minlltd}.
(3 .12)

Читателю предлагается самостоятельно ш вести это ооогнооеняе иэ 
соотношений (3 .7 )  в (З .П )  о учетом того, что интегралы, взятые 
по различным компонентам процесса ^  (Ч) взаимно некоррвЛЕрова- 
ны,

В заключение данного раздела заметим, что иэ определения ото- 
хаотического интеграла Стилтьеса и овойств нормальных прсцеосов 
следует, что роли ^  (*-; нсрмалымй случайный процесс, то нв- 
тегралы ввда ^  (при неслучайной р (1 )) яв­
ляются нормальными случайными векторами.



3 .5 , Решение урлвиеняя ооатоялия непрерывной отохастичвской 
лин? Зной системы при йвлам щуке на моде

При решении уравнения состояния (3 .5 )  будем полагать. ?то 
процесс % $(V  имеет ьзаимно некоррелированные компоненты. яв ­
ляющиеся лрошэсоами о ортогональными приращениями. амеходмк ну­
левое математическое ожидание и структурную Функции вида (З г9 ). 
Это предположение эквивалентно предположения о ?ом, что Ц, (I) 
векторный Оелый лум о корреляционной функцией

И. и „ у Ч я ). (злз)
Может оказаться , что рассмотрение входных Щ)оцвсоов только та1со- 
го типа является злишком огранили тельным я э -з а  того, ?то сомно­
жителем при дельта.—фук #ция э  выражении (3 .1 3 ) ядняетоя единичная 
матрица Е . На ©амок деле этс ае так , еоокслья;» нетрудао показать, 
что случай, ко гда входной сигнал У, ( ямэет корреляционную 
функцию более общего вид?.

Кц. (и Д 5)^ ( 1 ) £ ( 1 г ,и ) ;
где -  положительно определенная матрица сводится к  рассмат­
риваемому здлоь умножению матрицы В  ( 0  з  уравнваюс; (3 .1 ) ,
(3 .5 ) справа на матрицу ^  удовлетвррвщую условию

к о  - ё « ё тш .
»¿.Решение интегрального уравнения соотоянкк (3 .5 )  

имеет вид
Ь

X  ( 0 - ^ Д . ) х ( ц ) + ) 9 ( 1 , г ) Ь ( г ) а ^ Ю ,  « . и )

и
где Я*(£/£)-переходная функция достояния сжстемь, описываемой 
уравнениями ( 3 . 1 ) ,  с  это решение едииотвенно,

С учетов выражения (3 .1 4 ) и свойства переходной
функции -зостоякжя



■¿в "¿в £в

Вычисляя першй ннтегра* в  правой чаоти  (3 .1 6 )  о учетом  того, 
что ^ (1 .1 )*  Е  , *  меняя порядок и нтегрирования во етсром 

шитаграхе, пел учим

4

Фа, 1 )ж (и) - х (и) *I [ ( ^  ^  ] в (г) А У  (г) -  ^

ж  Сь) «1в  - .

1 о

и г
г

^ад0)зс(̂ )-*ао)̂5 Мг с ) о 1 - [ в т \2(%)
и  Л



П одотавляя формулу (3 . 17) в  (3 . 5 ) убевдаем оя в  том, что формула
(3 . 14) д ей стви тельн о  п р ед ставл яет  решение ур авн егтя  (3 . 5 ) .  Нетруд­
но д о к а з а т ь  единотвевнооть это го  решения,

СлбдотЕие. Если случайный векто р  Х(±о)  имеет нормальное р а с ­
пределение , а  входной о я гк ал  Ц  ({.)? не эавиоящий от X  ( г  „) нор­
мальный белый шум, то ооотож ие X  (-1) я  шходной процеоо ^  (V  
сиотемн, описываемой уравнениями (3 . 1 ) я в л я гт а я  нормальными слу­
чайными процессами.

Теорема Д. У, определяющая общий вид решения уравнения со сто ян и я , 
п о зво л яет  ри вести  соотношения д л я  р асч ета  математического ожида­
ния и корреляционной функции состояния сиотемы X  (%), При услови­
я х ,  оформулироЕаиных в  следствии теоремн 3. 4, эти украхтериотики 
дают полное вероятностное опиоаиве процесса 3£ ( 1) .

Теорема 5.2. П усть  белый шум, некоррелированный о началь­
ным соотоянием  X  (£:»,), Тогда математнчвокое ожидаиич /Пд/'О я 
корреляц кон лая функция соотоянкя системы % ( 0  оп­
ределяю тся формулами

Ш х С О  -  9 ^ , и т х ( 1 =) ,  (3>18)

К х ^ д .н р  а , .и 1 > х ( и ? Та 2 , и +
т т  (£ ,, {.2)

с з . и ,

1р_каэатвльотвр. Формула (3 .1 0 ) получается пр»менлнием опера­
тора математичеокого ожидания к  (3 .1 4 ) о учетом того, ч т о ^ ^ Д )  
и В (^)  неологчайкы и Для доказательства соотноше­
ния (3 .1 9 )  зам ет»* , что из некоррелированности £  (Ч; и И (О 
оледует некоррелированность первого я второго слагаемых в (З Л 4 ) . 
Поэтому корреляционная функция ^ ^  убудет равна сумме кор­
реляционных функций этих слагаемых. Применял соотношение ; Л/') 
для ялгеолвшш корреляционной функции первое слагаемого я соот-



ношение (3 .1 2 ) для вычисления корреляционной фунзщнж второго, 
получим (3 ,1 9 ) .

Следствие. Корреляционная функция полноотью опрв*
деляетоя дисперсионной матрицей Р х  Ш ооотояния X  (О

К х

Ф ( Ь , Ь ) 3) х ( * * )  при ^**^2  ,  

В * ( Ь ) Ф Т( 4 1^ < ) при 1 , ^ 1  а ,

(3.20)

где

в х и ) - ? е ш ы и 1 > та 2, и
(3 .21)

■и
Теорема 3 Д М атеиегячвокое ожидай не Шль(0 *  ди сперси онн ая 

матрица 1̂ *  (1)  о о с т о я ю к  X  (1) лрж у с л о в и и ^  определенных 

в  теорем е529 удовлетворяют онедуадя» дифференциальна* уравнениям:

.  Д ( | ) т х ( Ц

А (0 1 )*  (1) - ь л ж а )  * в  а) т
С11

Дпкя^д^дгьогао. Дифференцируя ооотногаенжя (3 .18 ) ,(3 * 2 1)  п о *

о учетом  овойотва (3 .15) переходной функции о о о то ян и я , пояучих

? 1  т * ^

-  Ш У ( Ш т х (и )~  к ( 1 ) т х Ш ,



в т ш а , и *

♦] 2 $ Ш В ( е ) В т( г ) ? т( ъ * ) &  +

+]>  а ,г )& К ) Вт(г) - ^ - ¿ ч  -
1 '  I

* А (О [?^До)С* (1о)Пи„)^ат)В(%)В7г)<РШ г ]  +
и

+ [ ? ( а л и ц р и . и *
♦} ? м  в м в г(т) Г(г,ту-1] ат а;*в^)вуо-
- а  а ) в * ш  +в*(ОАта ь в ш в ч о .

что я требовалооь доказать.

Т^опвма 3 .4 . Воли око тема - опиоывавмая уравнвкнямв (3 01 ) ,  
отадаоиарна *  устойчива, входной процеоо И (1 ) ~ белый шум о 
корреляционной функцией К и  $  ( 1 ц ~1 а )  и нулевю ма-
теиаткчеокнм оквданиеи, начальное состояние Ж (%о) не коррелж- 
роваяо о и . (*•), имеет нулевое математическое ожидание и дисперси­
онную матрицу

Ъ *  ( ! . )- $ >  В Вте А Ч Л - В .
О



являадуюоя решением уравнения

A D  -  D A 7 ♦

то ооотоянке оиагемы %  ( t )  при t * i ®  является отрезком ста ­
ционарного (в  широком омыоле) процесса о нулевым математическим 
ожиданием и корреляционной функцией

К э е  ( t 1 t z ) (3 .2 4 )

Доказательство. Для интегралов Римана от матричных функций 
параметра t  справедливо следующая фор*^ула интегрирования по 
частям :

j A W ( t ) d t ’ № ( t ) - ¡ A ' W ( t ) d t ,

-4 io A ( t ) ? B ( t )  - матричные функции от t  ооотаетогвувдиг 
размеров^ а знак ' означает ди^ференцьрованив по t  Приме­
няя в ту формулу к  аыражешш (3 .2 2 ) о учетом ооотвсоеим

f e « ) '  - А с * ' - е * ‘ А ,
получим

D -  J e A t | B ve A ,t d t -

. е *° В В е лч(А Т  I f  - |Аем ВВ c^ Y a T  clb(3-2S) 
= e AtBgTe ATVÁУ l~° “ A D ÍA 7) "  .



- « е  -

Учжтавая, что для уотойчивой систему

С\т е  - О
соотношение (3 .2 5 )  мокно записать в виде

ь  * - в  вт ( аТ ' А Е Ц а у 1
или

1>АГ в в т - А В ,
что эквивалентно уравнению (3 .2 3 ) , Таким образом» мы показали, 
что матрица Е ж , определяемая соотношение»« (3 ,2 2 ) , действитель­
но удовлетворяет уравнению (3 .2 3 ) и ооглаово теореме 3«4 
1>Х ; 0 -Т> является ремеяием дифференциального уравнения ,пдя 

диопероионноЯ матрицы при начальном условия !)* ({/ )) “О
Поскольку Ш асй -о )*©  из теоремы 3 . 2  оледуетР-что 

Г П х ^ - О  Ш т ак  как  для стационарной система <ф %
то соотношение (3.2СГ) р определяющее корреляционную функцию 

при*** вид (3 .2 4 ) .

4 .  АНАЛИЗ НЕПРЕРЫВНЫХ СТОХАСТИЧЕСКИХ ЛИНЙЙНХ 
СИПИЭ1

4 .1 .  Постановка задачи

При анализе непрерывных огохастнческп систем как и при ана­
лизе дискретннх сиотем, будем считать, что случайная составляю­
щая входного сигнала предотавляетоя уравнениями системы, форми­
рующей ее из- белого оума.

Пусть Анализируемая оиотема опвонваетоя уравнениями



гд« U ., (t)*  олучайная составляющего входного оигнала, имеющая 
нулевое математическое ожидание; неслучайная семтавляю-
щвя входного сигнала.

Будем полагать, что одучайиая ооогавдяэдая Мч(^)  отбы вает­
ся  уравнениями

- l i t ® '  A 2 a ) x 3 ( t )^ B 2( t ) u 2( t ) r
a,ft)- C2(t )x 2(t),

(4 .2 )

где i t  2 ( t) белый d  m о нулешм математичвоклм ожиданием к корре­
ляционной функцией Вводя ногой вектор ооотояния

х -
\ » 2 .

и обозначая -hT'. О г ,  $1 * уравнения (4 * 1 ) ,  (4 .2 )  можно пе­
реписать в  виде

k ( i )x (tb $ (t )^  ( t ) * c - m (t ) ;

i (t)- C(t)xit)
(4 .3 )

где

C-(C.O) (4 .4 )

При необходимости рассмотрения белого вумь о бсиев обшей 
корреляционной функцией Q. ( t , )  ооглаоно замечанию, вде­
ланному в начале подраэд. 3 .5 ,  в  последуадих формулах оледут ia -  
ме нить В ( t )  на B (t )  S ( t ) ,  где S i t )  -  любая матрица, удов- 
лртворяюцая условия Q ( t ) * S ( t ) $  ( t ) .



Задача анализа непрерывной стохаотической линейной сиотемы 
оводитоя к  получению вираже ни Я для общего решения системы (4 .3 )«  
математического ожидания, корреляционные и взаимных корреляцион­
ных функций прочесоов Х(У, ^  М  и входного прод-эооа

Ц  « О - 1 1 , ( 4  + ^ ) -  С и . а ) Э С ( ^ ( У ,  и . 6 )

где

С{» **\0 СдЗ. (4 .0 )

4*2. Общее решение уравнений оно темы и его характеристики

В соответствии с принципом суперпозиции реакций отохастичео- 
кой линейной оно темы можно представить в  виде суммы ноолучайной 
ооставдяюцей, о б  уо ловле иной математическим окидекием начального 
ооотояння а входного сигнала, и олучайной ооставлящей. Неслу­
чайной ооотавлипцей процеооов X ( t ) ,  y ( t ) ,  я в л яе т с я* »  
математическое ожидание W a (t) , ftiu. ( t )  , а  случайной—  
центрирование лроцеосы ¿ ( t ) ,  ¿ ( t ) ,  U  ( t )  . Используя форму­
лы (3 .2 )  и теорецг 3 .1 ,  можно получить следухщие выражения:

mx (t) - W t, UlTlx (t*>* j  ^ (1 ,т )& (Г )  № )  * c .
t< t

(t)~  О Д М , ^ т х ( ^ С Г 0 | * М ® ^ 4.7>
mu (t) = irW ,



t
¿ M - f it . t Jœ f t .o M  t  (t/t) S i'd <Lw{*)

t “ t
f(t)*C(t)f ( t . t0)aé(to )+ C(t)íí(t1x)8rT)o(i(r(!c)> -
л i® * ^  '

U .Í, (Ü -C li, 11 ( t ,  t  ) K (  U  + Cet ( t> J$  ( t , T ) i  ( l ) d t f ( l ) -

- £2(t)^ (t,t.)5& (i.)^a ft) f f c í t #  e^ T ^ i/ rt),
Í*

i-дэ -W ( t ) '  процепо о ортоговальиымг .гржрвщвШЕши,, являпцийоя 
(формально) интегралом от белого шума , Согааояо т р е м

3 .2  о «пользованием формул Ш»2'Л»Ш »22) П рвдаэмкя a o jy w i

К »
<Лг)  D e ft .)  n r i t z  ,

Dac ( Ь ) Ф  при

к«* (Ц  t.,)- Си. (t*ffat ( î„t*)Car(tí),

( t „ • £ » ) - ! ( * ( * , l 4, 8> 

K x u  ( t , , t * ) *  SÇag ( t ( , t i ) C « , T( t i ! ) > 

K y u  ( t , , t , ) -  C f t J K x i l i . l / t J C a V t a ) ,



гд е  диопероионлая матрица состояния о п р е д е л и тся  змраже-

нлвк

Х|в ( 0 - ^ ( 4 1£ . ) В х а о ) ? 7 ^ Ы * Г ^ Л д ) В М В 7 т ) 9 т^ д ) ^ -
и  (4 .9 )

Матрицу ! > * ( «  можно также найти, решая дифференциальное урав­

нение

А ( * ) Ы «  + В * и > А ’ [ 0 *  & ( 0 вт( 0  ило)

прж заданном начальном значении ( ^ У .
Из о&цих выражений ( 4 » 7 ) -  (4 ,1 0 ) можно получить ряд полезных 

соотношений для различные частных случаев Предволакям, что сис­
тема, описываемая уравнениями (4*3) ,  устойчива, так что

С'т Ф  ( * : Д 0 )  *  С*т ^  ( 1 , 1 0)  -  0  .
х --* сч»

Полагая в формулах ( 4 . 7 ) ,  что ~ ° в , получим вдражеяия для 
уотаяовившихоя олучайнюс £ неслучайных составляющих процеооов
* ( 1 ) ,  £  Ц), Ш> ( I )  ,

т х ( ¡ ¡ - ¡ ъ а л о ш т т ,
» «в  \

( О -  С ( 0  ¡ 9 И ^ ) С г ( г ) ^ ( г ) ^ ,  ( 4 . ш  

Ш и Л У - ч Г ^ ,



Х ( 0  - 1  <Ра , '% ) В М с 1 и г М
- «о 4

£(0 - С (О ]9ид)в(х)с)14У(г),
"*** ( 4 Л 1 )  

= С & ( ^ ]  ф  (1/т ) Ъ ( 1 ) с 1 и ? ( (£)

Дисперсионная матрица состояния в  установившемся режи­
ме определяется выражением

с я ( 0 - ] ? а . т ) в ( т ) в , ( т ; ? т а , х ) с 1т .  (4<и)

Если система, описываемая уравнениями ( 4 . 3 ) ,  устойчива и отаци- 
окарна, то можно показать , что установившиеся составляющие про­
цессов Х ( 0 ,  у ф , ц . ( 0  яаляю-гоя отадионарнымл ( в  
широком смысле; процесс-тми. Действительно, подотавляя в (4  12 ) 
выражение для переходной функции состояния стационарной сиотеь« 

Ф  -  6 Л  1 получим С с м .( 3 .2 2 ) )

- ] С А В В б  А ^ с Н ^ Е - с о г ^ .
г

С учетом постоянства матрицы С дл я стационарной системы
стационарность процессов ¿ ( 0  . у  а  (Ч) оледует из 
тесремы 3 . 4 .  Подставляя в формулы (4 . П)  переходную функцию со с ­
тояния стационарной с и с т е м , убождаоглсл в том, что процессы



¿ 0 ) , ¿ ( 0 , а ( 1 ) отационаряо связаны, поскольку их 
взаимные корреляционные функции эавиоят только от разности аргу­
ментов. Вводя функции К х ( Ф >  "V  ( П  * и  ( V ,  СП 
Ё х и  (Т) , Сии. ('Я )  таким хе обрааом, как это было сде­

лано для дискретных процессов, соотношения ( 4 . 8 ) для установив- 
никоя составляющих в уотойчивой отацнонарноМ оиотеме мохно пере­
писать в виде

и ю -  £‘ \ ч
1 ис при г  <-о,

№ * СЕХ М  С \
Ки.(т) - СиК% (т) Си ,
В * ^ ( т )  ** Е х  ( ъ )  С т и Л З )

Кхц. ( Т ) -  К х  Ст) См, ,

Й ^и. (т) -  С С х  М  с :  .

Предположим теперь, что анализируемая и формирующая оистемы 
отационарны и уотойчивы и неолучайная составляпцая Ц”(1) рав­
на нулю. Тогда установившиеся составляющие выхода этих систем 
у  (Ь) и и  Ю мох.10 предотавить в  надо

 ̂ СУШ

а - Ся | с Ал (1'Т) Вяс 1 ь М ? )- ^  (1 -V с! иГ (<с\
С4Л4)

¡ } ( ' 0 Л С 1 1* е ^ 1 ^ " ^ В 1ц  (^ сИ : -/ Ь , (-¿--т^и.(;т>с(т,
-  «ч» •*

?д.е ,  и Ь импульонне характеристики анализируемой и' фор­
мирующей сиотем* Первое из соотношений (4 .14)  вытекает из



( 4 . 1 1 ) ,  а второе оледует иэ представления ш кода отохаотичеоко! 
системы при воздействии на вход непрерывного случайного процеооа. 
Выражения для корреляционных и взаимных корреляционных функций 
процессов и . (О е ^  СО в данном олучае можно получить непо­
средственно из> ( 4 . 1 4 ) .  Используя формулу (3 .1 2 ) и общие соотно­
шения, относящиеся к расчету характеристик интегральных преобра­
зований случайных процессов, получим

8ц Гт)- Км.

6 © )с )0

(4 . 15 )

а  ,и:
Ла

Ь-Т «г
1 ( 4 . Ь )

» о

" | Ь ( ^ - 0 )Ь Т( " ^ ) с 1 0 ,

где Ь ” импульсная хярактериотика последовательного ооеджне- 
ния формирупцей и анализируемой оиотрмы, определяемая выражение«

Ь (т }- |Ь 1('*>0)Ьг (е)с10 (4 .1 7 )

Далее



Г у « .

(4 .18 )

■ ] Ь М ) Ь тя ( - в ) с 1 0 .

Применяя к  выражениям (4 Л 5 )-{ 4 .1 8 )  преобрааовакие Фурм и учжш- 
вая  овойотва преобразован*« Фурье, подучим матрицы спектральных 
плотностей

би. Ы - Ц ^ ы )  И*  (} со),

(си) -  и ( ¡и )  Г  д  со), 
^ г ы )- н д ы )Н 7 ^ ы ) .

(4 .19 )

где Н 1 ( ¿ с о ) ,  Н а ^ ^ )  -  частотные характеристик« анализируемой 
к формирующей оиотвм, определяемые выражениями

Н ^ - С ^ с о Е  -  А , )  Й !  ,

" ДА) 1 Вг ,
(4 .20)

Матрица н г м  являющаяся частотной характеристикой последо­
вательного ооединения этих систем,равна

Н (д Ь>) ш Н, (¡со) НА (¡со) . (4 .21)

Знак в  формулах (4 .1 9 ) означает транспонирование матрицы
о заменой элементов на комплеконо-сопряженные.

Подотааяяя выражение (4 .21)  а  ( 4 . 1 9 ) ,  получим



(О  *  H i i J  CO) &U.( to )  H,

'O '  Hi (j to) |Sa (to) ,  И.22)

которые иолезни для раочетоь в том случае, к о гд а  отатвствгчеокиб 
характеристики входного продесоа U. ( I )  задаю тся мгорлцвй его 
спектральных плотностей £ u . f w )

4 . 3 .  Пример» анализа непрерывных отохаотичоскях 
линеРннх систем

Пример I .  Исторически, самым первым примером непрерывной ото- 
хастичеокой систоми была система, описываемая уравнениям*

А * 1 й  - a x ( t )  * 6 v S ' ( i ) ,
d  t
, , ,  (4.23)

y ( t )  - exit),

где t i ’ TO _ белый гауссов шум с нулевым математичеоким ожидани­
ем и корреляционной функцией (1 t , t * )  " $  С t  i " ^я)> параывт- 
ры а- -Д(оС>о),  б  . с  - постоянны. Этот пример появился 
и задаче о броуновском дникении частицы при наличии трения* Диф­
ференциальное уравнение J? (4 .23)  называется уравненяем Данкеве- 
на, а  его решение -  процесссм Орнштейпа-Уленбеиа* Уравнения 
(4 .23)  описчвакгг г  я ваш процесс па заходе £ С  ~ фильтра низкой 
частоты при воздействии на его вход белого u jw a.

Используя формулы предыдущего р азд ел а , получил следующие вы­
ражения для статистических характеристик процессу? 'X (*)  * (О

/ \ f ̂  о) , |
т х ( t )  - е  z ( t c ) ,

Ъ , И ) - е ^ [ ъ ^ - £ г \ < Ц



В уотановившомоя режиме (при 1 «  ~™ ) процессы X ( 0  и 
-u ( t )  являются стационарными процессами с нулевым математичео- 

п и  ожиданием и корреляционными функциями

l W r

R ü ( T ) “ K u  ( t i ,  t * )  | ^  ш * ]<t, (4 .25)

ß  t u  ( ' О *  ( " t i / t * )  -JL £ _  -6

Применяя преобразовали« Фурье к  ( 4 . 2 5 ) ,  падучим соответствуиаие 
спектральные плотности



-  те -

с 2 6*
^ = ¿ а .  -Го? 4 ’

( с о )

Из олодстпия теоремы ЭЛ устаяонивпшвоя сооталламде ттропво- 
сов X (О и ягдяются нормальными одучаЛннмя прсцвооаь-
мп.

Пример 2 .  Рассмотрим систему, описываемую уравнениями состо­
яния (4 Л ) , в которых матрицу А , , В , ,  С  * постоянны и равш

(4*27)

8та оиотемя отационаряа. Ддя того чтобы ш яонить, является ош 
эта система устойчивой, решим характерно тичвоков уравняете м ат-

1>яо* А ,

(4*28)

Имеем

А, - ХЕI*
■5 - I  -5

1 -1 -X

Подгтамкя »то выражение в (4 .28)  и рвшиа х*р%ктер*ст*ч«ко* 
уралнрняв, получим корни

, Поскольку эти корни отрицательны, рассматриваемая скс 
устойчива. (см.  [ I ]  с.  вЗ ) .



Предположим, ято  пл лход ->?оЧ систем» поступает процесс Орн- 
штейяа-Улинбгкл, рассмотрении!! п пре’:кдущом примри с П'^.т/пт;«- 
мл ■/ Требуется нч^ти характеристики уст-'м'оьни-
шейся со с^ вляи ц е^  города системы (1)

Так ьак уот&ловинчипся состивлшаиле процесса ^ (1 ) я и- (О 
яьллютск г^жципияртшн процессами и так  к«и спектральная плот­
ность установившейся составляющей процесса и  (^) т в е с т н а  
(см. ( 4 . 26 ) )

ц> и ( г~о)
4 (4.29)

то наиоолее короткий путь репегаю вдст-шлрнно!* чадачи состоит 
ь определении опектралью « матрвд |5^ ( ^ )  & 1(и* ( ¿о)  по фор­
мулам (4 .22)  и нахождению £ ^ (X) в Я^ц.(Т) о прошью обрат­
ного преобразования Фурье

(4.30)

Подставляя в ( 4 , 2 2 )  выражение (4 . 29 )  для £>ц, ( с о )  я ныражянае 
для чаототиоЯ характернотвкж системы (см,  [ I ]  с. '*))

Нт ^ ) *  И 1 ([>) | " С Д ^ Е  А 1 ) В 1

а _________1 ^ ы ^ \
(¿Ь) \ ^ СО + I

получим



-  81 • 

(  9

"(Со *-4Л6)((4*+А) I 3 ^ 1 5 -
4 \ < Г +1

а ) 2 *9 
СО* -* i

яМ. Ги)
X

'̂<0

/ - А -  
/ ^ « + 1

со +з
с о *  ♦1 /

тм етич , что элемснть матриц являгтоя
; ,  нгазшми лналитичкими при всех комплексных 2  эа иоклненм- 
ем конечного чиола полуюов, не лежащих на двйствятвльвой оож* 
Нетрудно видеть, что

б*т 5 и (г) “ 0, Ст (£)■<>*
,  _* ^  г  -+

В втнх условиях ддя (ычноденкя обратного првоОрачованм Ф у?м 
можно воспользоваться формулой

с ^ Г Ш е 11', г*] чш 1 >о,
\ 1 К в верхнее долутоскоотж  ,

(4.33)

-‘Ь ^ М ' ,г1М  вр“ 1 <0,
£кв кжжней полуплоокоотж .

Подстанляя Н .32)  ь (4 .30)  и шсполмуж (4 03 3 ) ,  лалучжм
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ПРИЛОЖЕНИЕ

ВЕКТОРНЫЕ СЛУЧАЙНЫЕ ВЕЛИЧИШ И СЛУЧАЙНИЕ ФУНКЦИИ

Векторно-Матричное представление систем скалярных случайных 
величин (случаГлых функций) и их характеристик позволяет исполь­
зовать компактную форму описания таких величин и их лияейких 
преобразований.

I .  Случайной матрицей называется матрица

I

Ь ( а ч У
& Я . Л

\

& 1А.

С1 л г  

(Хп я

Ш.Х)

а

элементы 0. :̂ которой являются случайными величинами.
В частности, случайным вектоосм (векторной случайной величи­

ной) называется вектор (матрица-столбец)

X *  ( Х л X *  . . .  Х п ) Г (П.2)

В соответствии о общепринятым определением олучгйной величи­
ны она являетоя функцией элементов СО некоторого множества 
элементарных событий. В выражениях (П.1) , (П.2)  и в  последуяием 
аргумент с о  при залиои опуокается во всех случаях, когда 
это не может вызвать недоразумений. Переменные 2С, V  /

•ц/ используемые в рассматриваема: уравнениях стахаотичеоких 
систем, являетоя векторными случайными величинами.

2 . Математическим ожиданием М Г А 1  матрицы А  называ­
ется матрица, определяемая ооотношв^ем



М№

/ m í"  а,л1

-  84

М Г а « 1

М [ й д я ]

М [ а  пл]  М [ & п л ]

M L c h * l  

М [&пт  ]

(Л.З)

3 .  В частнооти, математическим оаддалием т«екторноЯ случайной 
величины (П.2 ) называвтоя вектор, определяемы!» соотношением

Ш й -  М [ х ]  . (П .4)

4 .  Боли А  , В .  С  '  матрицы о неслучайными элементам!* и 
%  -олучаРная матрица, то выполняется соотношение

М | А 2 В  + С ]  -  А М  [ Z ] В + С (П.5)

11ря в том предполагается (к а к  и везде далее), что лее матрицы 
имеют со о тветствуй те размер«, при которнх определены эишоывяе- 
ине операция.

Для случайных векторов X  я  ^  имеет место

М [ А *  - АМ *1«ВМ Д О . ш-6)
5 ;  КорумхкпиоиноА матрицей 1С%Ч случайных ректороп X  к 
и наяыва^тоя матрица ®



элементами которой являотоя корреляционные моменты

Х т . у . *  (П .8)

ооставлныцк* Х ( и соответственно,
6 . Дисперсионная матрица олучайяого вектора X  опре­

деляется соотношением

Э х - К х * -  М  [ ¿ ¿ ' И Х * , * . ) Шт9)

я  в о илу выполнения уолошй

г „ - я . , - *  ч - ^
являвтоя ошжегричной.

7в Если Х ( и  -  случайные ввктог» А , в  ~ неолучайнне 
матрица и ьекторы £   ̂ И -  определяются выражениями

§ -  А х  /  П -  В#- (ПЛО)

то м е с т  меото соотношение (доказывается непосредственным вычис­
лением)

(ПЛ1>

Иэ этого соотношения следуют



* А1>хА / Т у М ^ В т-

Перечисленные векторно-матричные представления и формулы для 
олучайннх величин очевидным образом раопроотраняютоя и на слу­
чайные функции.

б» Векторная одучайная Фуниш» % (*) еоть вектор (матрица- 
столбец)

х ( ^ ( а ,  И  х л а ) ■ м У , Ш.14)

с оставляв заде которого являются окаллрн>тадл случайными
функциями аргумента 1  , в  рассматриваемых задачах этот аргу­
мент интерпретируетоя как время (в  таком алучае X  ( I )  называют 
тагске случайным процеоос*»).

При рассмотрении непрерывных систем 1 6  [ОДЗ , включая Т -**0
& диокретном представлении-'¿•к (  к » о , *1 , 2 __ ).

Основные характеристики векторных случайных функций и соотно­
шения между ними получаются ыэ соотве'*отвущих соотношений для 
случайных величии о учетом того обстоятельства, что в качестве 
олучайннх величин X  и теперь раооматрнваютоя значения

олучайннх функций X  {*), (£̂ ;  взятие для раэл^ч- 
нчх или совпадающих значений аргумента "й . При этом тгоинимает- 
оя во внимание возможная зависимость от того же аргумента и яе -  
олучайкых матриц Д (Ь)/

9 . Математическим ожиданием Ш х векторной случайной функ­
ция %  (*) называется вектор

т х № ~ м г х ш з  ш .16 )

ТО. Матричная взаимная корреляционная функция ( t i  А*-)
олучаЯтдг функций Х ( ^  и ^  еоть матрица вида



XI. Матричная, корреляпионаал Ф стн ги  К х  * г )  (автокор­
реляционная) олучайной функции X  (*) получается та шражвния 
(П.16) При х (^ )  и определяется формулой

К х  (-1,,и)~ М [ *  ( * 0 ж т( и ) ]  (пл7)

12. Матричная диопвроионная Функция Р х  (*)ооогввтотвувт 
¿ 4 £ и Давтоя выражением

! > * №  -  К х  = м [ *  (*■) ж т ( ъ ) ] . ш - и )

Диагональные элементы матрицы определяют диопвроии

Ъ х , -  М Гх  V
составляющих X I (О вектора ЗС ( 0 .

13 . Если векторные случайные функция X  (V, ДО и 5  IV/
^  связаны соотношением вида (II.10)

&(У-А(0х(*>, ШЛ9)
то имеют место равенства (аналогичные (П .11)-(П .13))



- A  ( t j  Kxu(i,,±x)
' II.2I)

I C * y  ( t i . t i )  В  ( t u ) ;  

T>s itJ= A(i)Dx(t)AT(t), = BTft| 01.28)
14 . Бекторнял случайная функция X  ( t j  называется стационар­

на]*, вели выполняются условия

ГПх (Q - Я) х - const Ш,23)
и для любого "t *

K x O v t *  К х
(П.24)

Последнему условию удобно придать другой вид, полагая 
t *  - - ! <  и вьэдя функцию ( J x  одной переменной ' t - t i - t i  . 

Тогда иэ соотношения (П.24)  оледует

К *  (¿1, t^ lC x  (о, t 2 "t^Rx f c ) .  (П.25)
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