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П р и  п ро ект и ро ва н ии  т е х н и ч е с к и х  о б ъ е к т о в  м о ж н о  
в ы д е л и т ь  д в е  основные  г р у п п ы  п р о ц е д у р :  а н а л и з  и с и н ­
тез.  Д л я  с и н т ез а  х а р а к т е р н о  и с п о л ь з о в а н и е  с т р у к т у р н ы х  
м од еле й  (см.  книгу С), д л я  а н а л и з а  —  и с п о л ь з о в а н и е  
ф у н к ц и о н а л ь н ы х  моделей.  М е т о д ы  р е ш е ни я  м о д е л е й  
и з л а г а ю т с я  в книге 5. В С А П Р  а н а л и з  в ы п о л н я е т ­
ся м а т е м а т и ч е с к и м  мо дел и  рои а пнем.  М а т е м . п  и чес к о е  
м о д е л и р о в а н и е  — процесс с о з д а н и и  мо дел и  п о н е р п р о п п -  
иие ею  с ц е л ы о  получения  с в е д е н и и  о р еа л ь н о м  о б ъ е к т е .  
А л ь т е р н а т и в о й  м ат е м а т и ч е с к о г о  м о д е л и р о в а н и я  я в л я е т ­
ся ф и з и ч е с к о е  м ак ет и р ов ан и е ,  по у м а т е м а т и ч е с к о г о  м о ­
д е л и р о в а н и я  есть  р я д  п р е и м у щ е с т в :  м ен ь ш и е  ср о к и  н а  
п о дг от ов ку  а н а л и з а ;  з н а ч и т е л ь н о  м е н ь ш а я  м а т е р и а л о е м ­
кость ,  ос об ен н о  при п р о е к т и р о в а н и и  к р у п н о г а б а р и т н ы х  
о б ъ е к т о в ;  в о з м о ж н о с т ь  в ы п о л н е н и я  э к с п е р и м е н т о в  н а  
к ри ти ч е ск и х  р е ж и м а х ,  к о т о р ы е  п р и в е л и  бы к  р а з р у ш е ­
нию фи зи ч ес к о г о  м ак е т а ,  и др .

М а т е м а т и ч е с к а я  мо де ль  ( М М )  — сово куп но ст ь  м а т е ­
м а т и ч е с к и х  о б ъ е кт ов  (чисел,  с и м в о л о в ,  м н о ж е с т в  и т . д . )  
и св я з е й  м е ж д у  ними,  о т р а ж а ю щ и х  в а ж н е й ш и е  д л и  
п р о е к т и р о в щ и к а  св ойства  п р о е к т и р у е м о г о  т е х н и ч е с к о г о  
об ъ е кт а .

М о д е л и р о в а н и е  б о л ь ш и н с т в а  те х н и ч е ск и х  о б ъ е к т о в  
м о ж н о  в ы п о л н я т ь  на ми кро - ,  м а к р о  и м е т а у р о в н я х ,  
р а з л и ч а ю щ и х с я  степенью д е т а л и з а ц и и  р а с с м о т р е н и я  
п ро ц есс ов  в объекте .

М а т е м а т и ч е с к о й  м од е ль ю  те х н и ч е с к о г о  о б ъ е к т а  н а  
м и к р о у р о в н е  я в л я е т с я  си с те ма  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в ­
нений в ч а с т н ы х  прои зво дн ых,  о п и с ы в а ю щ а я  п р о ц е с с ы  
в с п л о ш н о й  ср е д е  с з а д а н н ы м и  к р а е в ы м и  у с л о в и я м и .  
С и с т е м а  у р ав н ен и й ,  к а к  п р а в и л о ,  и зв е ст н а  ( у р а в н е н и я  
Л а м е  д л я  м е х а н и к и  уп ругих  с р е д ;  у р а в н е н и я  Н а в ь е  —



С т о к с а  д л я  г и д р а в л и к и ;  ур ав н ен ия  те пл о п р о во д н о с ти  
д л я  т е р м о д и н а м и к и  и т. д. ) ,  но точное р е ш е н и е  ее  у д а ­
е т с я  пол учи ть  л и ш ь  д л я  частных слу ч ае в ,  п оэ том у  п е р ­
в а я  з а д а ч а ,  в о з н и к а ю щ а я  при м о д е л и р о в а н и и ,  состоит 
в  построении  п р и б л и ж е н н о й  ди с к рет но й  мо дел и .  Д л я  
э т о г о  ис п о л ь з у ю т с я  м е т о д ы  конечных р а з н о с т е й  и и н ­
т е г р а л ь н ы х  г р а н и ч н ы х  урав нен ий ,  одним из  в а р и а н т о в  
пос л е дн е го  я в л я е т с я  м е т о д  г р ан и ч н ых  эл ем ен т ов .  Т а к  к а к  
п о л у ч а е м а я  при д и с к р е т и з а ц и и  п р о с т р а н с т в а  а п п р о к с и ­
м и р у ю щ а я  си с т е м а  а л г е б р а и ч е с к и х  у р а в н е н и й  имеет 
в ы с о к и й  п ор яд ок ,  т о  при м о д е л и р о в а н и и  до с та точ но  
с л о ж н ы х  т е х н и ч е с к и х  о б ъ е кт о в  п р и х о ди т ся  п р и н и м а ть  
р я д  д о п у щ е н и й  и у п р о щ е н и й  и п е ре х о ди т ь  к м о д е л и ­
р о в а н и ю  па м а к р о у р о в н е .

М а т е м а т и ч е с к о й  м о д е л ь ю  техни че ско го  о б ъ е к т а  на 
м а к р о у р о в н е  я в л я е т с я  сис те ма  О Д У  с з а д а н н ы м и  н а ­
ч а л ь н ы м и  у с л о в и я м и .  В основе М М  л е ж а т  к о м п о н е н т ­
н ы е  у р а в н е н и я  о т д е л ь н ы х  эл ем ен т ов  и топ ол ог и че ск ие  
у р а в н е н и я ,  в и д  к о т о р ы х  о п ре д ел яе тс я  с в я з я м и  м е ж д у  
э л е м е н т а м и ,  П р е д п о с ы л к о й  с о з да н и я  ед и н о г о  м а т е м а ­
ти че ско го  и п р о г р а м м н о г о  обеспечения  а н а л и з а  на м а к ­
р о у р о в н е  я в л я ю т с я  а н а л о г и и  ком п о н ен тн ых  и т о п о л о г и ­
ческ их  у р а в н е н и й  ф и з и ч е с к и  о дн о р од н ы х  подсистем,  из 
к о т о р ы х  сост ои т  те х н и ч е ск и й  объект .  Д л я  по лу чения  
то п о л о г и ч е ск и х  у р а в н е н и и  и сп ол ьз ую тс я  ф о р м а л ь н ы е  
м ето ды .  О с н о в н ы м и  м е т о д а м и  по лучения  М М  о бъ ект ов  
н а  м а к р о у р о в н е  я в л я ю т с я  сл е д у ю щ и е  м ето д ы:  о б о б щ е н ­
ный,  та б л и ч н ы й ,  у з л о в о й  и пер е ме н н ых  сост оян ия .  М е ­
т о д ы  о т л и ч а ю т с я  д р у г  от  д р у г а  видом и р а з м е р н о с т ь ю  
по л у ч а ем о й  с и с т е м ы  у р а в н ен и й ,  способом д и с к р е т и з а ­
ции  к о м п о н е н тн ы х  у р а в н е н и й  р е а к т и в н ы х  ветвей,  д о ­
пу с т и м ы м и  т и п а м и  з а в и с и м ы х  ветвей.  Д л я  с л о ж н ы х  т е х­
ническ их  о б ъ е к т о в  р а з м е р н о с т ь  М М  ст а н о в и т с я  ч р е з ­
м е р н о  высокой ,  и д л я  м о д е л и р о в ан и я  п р и х о д и т с я  п е р е ­
х о д и т ь  на  м е т а у р о в е н ь .

Н а  м е т а у р о в н е  м о д е л и р у ю т  в осн овном дв е  к а т е г о ­
ри и  те х н и че ск и х  о б ъ е к т о в :  объе кт ы,  я в л я ю щ и е с я  п р е д ­
м ет ом  и с с л е д о в а н и й  тео рии  ав то м а т и ч е с к о г о  у п р а в л е ­
ния ,  и о б ъ е кт ы ,  я в л я ю щ и е с я  п ред м ето м  те ор и и  м а с с о ­
вого  о б с л у ж и в а н и я .  Д л я  первой к а те г о р ии  о б ъ е кт ов  
в о з м о ж н о  и с п о л ь з о в а н и е  м ат е ма ти ч ес к о г о  а п п а р а т а  м а к ­
р оу р ов н я ,  д л я  в т о р о й  катег ори и  о б ъ е к т о в  и сп ол ьз ую т  
м е т о д ы  с о б ы т и й н о г о  м о де ли ро в ан ия .



1. МЕТОДЫ ПОЛУЧЕНИЯ 

МАТЕМАТИЧЕСКИХ МОДЕЛЕЙ 
ТЕХНИЧЕСКИХ ОБЪЕКТОВ 
НА МИКРОУРОВНЕ

1.1. Краевые задачи при проектировании 
технических объектов

П р о е к т и р о в а н и е  м но гих  те х н и че ск и х  о б ъ е к т о в  с в я ­
з а н о  с н ео б х о д и м о ст ью  а н а л и з а  н е п р е р ы в н ы х  ф и з и ч е ­
ски х  процессов ,  м а т е м а т и ч е с к и м  оп и са н и ем  к о т о р ы х  я в ­
л я ю т с я  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы е  у р а в н е н и я  в ч а с т н ы х  п р о и з ­
водных.  П р и м е р о м  т о м у  с л у ж а т  с о в р е м е н н ы е  л е т а т е л ь ­
ные  а п п а р а т ы ,  при п р о е к т и р о в а н и и  и р а с ч е т е  к о т о р ы х  
ш и р о к о  и сп ол ьз ует ся  а н а л и з  по доб ных  м о д е л е й .

П р и м е р ы  у р а в н ен и й ,  с о с т а в л я ю щ и х  о с н о в у  м о д е л е й  
о б ъ е к т о в  на м и кр оу р о вн е .  П е р в а я  в а ж н а я  з а д а ­
ч а  п р о е к т и р о в а н и я  л е т а т е л ь н о г о  а п п а р а т а  —  о п ­
р ед ел е н и е  прочности у з л о в  и э л е м е н т о в  к о н с т р у к ц и и  при 
р а з л и ч н ы х  ви д ах  н а г р у ж е н и я .  П о э т о м у  и с с л е д о в а н и е  
н а п р я ж е н н о г о  с о с то ян и я  д е т а л е й  к о н с т р у к ц и и  и с в я з а н ­
ные  с ним ра сче ты  па п ро чн ос ть  от н о с я т с я  к  н а и б о л е е  
отв етс тве нн ым  в са м о л е то с тр о ен и и .  ’

Н а п р я ж е н н о е  со с то ян и е  д е т а л е й  к о н с т р у к ц и и  в з а ­
висимости  от г ео м ет р и и  и сс л ед у ем о го  у з л а ,  в и д а  п р и ­
л о ж е н н о й  н аг р у зк и  и свой ств  м а т е р и а л а  о п и с ы в а е т с я  
д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы м и  у р а в н е н и я м и  р а з л и ч н о г о  в и д а .  Л ю ­
бое из этих  у р а в н е н и й  м о ж е т  быть  п о л у ч е н о  и з  о б щ е г о  
к в а з  и гар м он и че ск ог о  у р а в н е н и я

где  .V, у, г  — п р о с т р а н с т в е н н ы е  к о о р д и н а т ы ;  ср— и с к о ­
м а я  н е п р е р ы в н а я  ф у н к ц и я ;  А'*, К у, —  к о э ф ф и ц и е н т ы ;  
С?— вне ш н ее  возд ейс тви е .

' В дв у х м е р н о м  с л у ч а е  при Д'х =  Д'?/= 1  у р а в н е н и е  (1.1)  
св о ди тс я  к у р а в н е н и ю ,  о п и с ы в а ю щ е м у  н а п р я ж е н н о е

д
д х

( 1. 1)



с о с т о я н и е ,  в о з н и к а ю щ е е  в по п ер еч н ом  сечении упру го го  
о д н о р о д н о г о  с т е р ж н я  п о д  во зд ей с тв и е м  к р у т я щ е г о  м о ­
м е н т а  М :

д \ !д х ъ !- д \ !д у г - \ - 2 E Q - - 0 ,  (1.2)

г д е  Е  —  м о д у л ь  с д в и г а  м а т е р и а л а  с т е р ж н я ;  0 —  угол  
з а к р у ч и в а н и я  н а  е д и н и ц у  д л и н ы ,  а ф у н к ц и я  <|- —  ф у н к ­
ц и я ,  с в я з а н н а я  с н а п р я ж е н и я м и  сд ви г а  т* и ту у р а в н е ­
н и я м и

%х =  дер !ду; ту =  д у ! д х .  (1.3)

В  (1.2)  в яв н о м  в и д е  не в х о д и т  к р у т я щ и й  моме нт ,  
с в я з а н н ы й  с иском ой  ф у н к ц и е й  н а п р я ж е н и я  ф у р а в н е ­
н и ем

М  =  2 | ф ^ ,

г де  5  —  п л о щ а д ь  р а с с м а т р и в а е м о г о  сечения.
В т о р а я  в а ж н а я  з а д а ч а  п р о е к т и р о в а- 

н и я л е т а т е л ь н о г о  а п п а р а т а  —  изуч ени е  его а э р о д и н а м и ­
ч е с к и х  свойств .  Р е ш е н и е  этой  з а д а ч и  с в я з а н о  с и с с л е д о ­
в а н и е м  п р о ц ес со в  о б т е к а н и я  г аз о м  пов ерхностей  п р о и з ­
в о л ь н о й  ф о р м ы .  Н а и б о л е е  о б щ и м и  у р а в н е н и я м и ,  о п и с ы ­
в а ю щ и м и  э то т  пр оцес с ,  я в л я ю т с я  у р а в н е н и я  Н а в ь е  —  
С т о к с а ,  к о т о р ы е  в д е к а р т о в о й  сис те ме  к о о р д и н а т  им ею т  
в и д

ди

(1.4)
дш  , да) . д м  . д(а г

- -  а  - ч ----- и - т — - (о - гг— =  / \  —д1 1 <)< 1 д ц  1 дг

1 д р  , <32(о , д 2(>) , <520)
I- V  - I ‘ Д. ,2 " гр дг '  ̂ дх2 ' ду2 1 дг2

где  а,  и, ы —  п р о ек ци и  в е к т о р а  скорости ;  Рх, Е у, —  
п р о е к ц и и  в е к т о р а  с и л ы  на оси к о ор дин ат ;  р —  плотность ;  
р  —  д а в л е н и е ;  V == н/(> ( ¡ 1  —  к о э ф ф и ц и е н т  вя з к о с ти ) .



■  П р и м е ч а н и е .  Система  урав н ен и й  (1 .4 )  н е з а м к н у т а я .  Д л я  
реш ения ее  с л е д у е т  дооп ред елит ь  с п о м о щ ь ю  у р а в н е н и я  н е р а з ­
ры вности , к о т о р о е  в д е к а р то в о й  с и сте м е  к о о р д и н а т  имеет  вид

Н- ц _ | р .  +  „ _ | ! ! _ + ш 4 р_ = о;
д1 д х  д у  д г

д и  , д-о да» _  ф ^ ^
д х  д у  ' дг  

где  I —  в р е м я .

Т р с т  ь я  з а д а ч а  н р о е к т и р о  в а н и я л е т а ­
т е л ь н ы х  а п п а р а т о в  —  расчет  т е п л о в ы х  р е ж и м о в  р аб от ы  
д е т а л е й  и у з л о в  конструкции .  О д н и м  и з  о с н о в н ы х  а с п е к ­
тов з а д а ч и  я в л я е т с я  о п ре д ел е н ие  т е м п е р а т у р н ы х  полей,  
и м е ю щ и х  м е с т о  в констру кц иях .

■  П р и м е ч а н и е .  З н а н и е  т е м п е р а т у р н ы х  п о л е й  н е о б х о д и м о  д л я  
вы ч ислен ия  ко л и ч е с т в а  теплоты, п о д в о д и м о й  к т е л у  или о т в о д и ­
мой от  него. К р о м е  того,  т е м п е р а т у р н ы е  п о л я  в л и я ю т  на р а с ­
пределение  н а п р я ж е н и й  в к о н с т р у к ц и я х .  Э т о  о б ст о ятел ьство  
особенно  в а ж н о  у чи ты вать  при п р о е к т и р о в а н и и  в р а щ а ю щ и х с я  
элем ен тов  л е т а т е л ь н ы х  ап п аратов .

Т е м п е р а т у р н о е  пол е  в с п л о ш н о й  с р е д е  о п и с ы в а е тс я  
у ра в не ни е м  теп ло п ро во дн о с ти .  П о с л е д н е е  м о ж е т  быть  
получено из у р а в н е н и я  (1.1),  если  п о д  ф у н к ц и е й  <р по­
ни м а т ь  т е м п е р а т у р у  Т,  а под к о э ф ф и ц и е н т о м  К  —  к о э ф ­
фи ц и е н т  те п л о п р о в о д н о с т и  X. Так ,  в д в у х м е р н о м  случ ае  
при условии ,  что к о э ф ф и ц и ен т ы  т е п л о п р о в о д н о с т и  кх и 
).у по с о о т в е т с т в у ю щ и м  н а п р а в л е н и я м  не з а в и с я т  от  
коо р ди н ат ,  с т а ц и о н а р н о е  у р а в н е н и е  т е п л о п р о в о д н о с т и  
имеет вид

д'2 Т  г№Т
* д х а К  ~ д у 3 ‘ Ф  =  0 ,  ( 1 . 6 )

где 0  —  и ст о ч н и к  те плоты вну тр и  т е л а ,  к о т о р ы й  сч и ­
тае тс я  п о л о ж и т е л ь н ы м ,  если т е п л о т а  п о д в о д и т с я  к телу.

С ф о р м у л и р о в а н н ы е  выше з а д а ч и  —  т и п и ч н ы е  д л я  
многих  о б л а с т е й  тех ни ки .  Т а к ,  з а д а ч у  и с с л е д о в а н и я  м е ­
х ан и чес ких  н а п р я ж е н и й ,  в о з н и к а ю щ и х  в ко н ст ру к ц ия х ,  
необ хо ди м о  р е ш а т ь  при п р о е к т и р о в а н и и  мостов ,  арок ,  
опор  э л е к т р о п е р е д а ч и  и т, д. Р о с т  б ы с т р о х о д н о с т и  и 
удел ьно й  м о щ н о с т и  те пл о вы х д в и г а т е л е й  в ы з ы в а е т  н е ­
о б х о д и м о ст ь  б о л е е  т щ а те л ь н ог о ,  чем р а н е е ,  и сс л ед о в ан и я  
пр обл ем  м е х а н и ч е с к о й  прочности и т е п л о в ы х  р е ж и м о в  
р а б о т ы  их д е т а л е й .  А н ал ог и чн ы е  п р о б л е м ы  во зн и к а ю т  
в ав т о м о б и л е -  и турби но стр ое нп и .  П р о е к т и р о в а н и е  да м б ,  
плотин,  д р е н а ж н ы х  и ор ос и т ел ь ны х к а н а л о в  н е в о зм о ж н о



без  т щ а т е л ь н о г о  а н а л и з а  те чен ия  гр у н то вы х  вод.  П о с ­
л е д н я я  з а д а ч а  я в л я е т с я  ча ст н ым  с л у ч а е м  с ф о р м у л и р о ­
ва н н о й  в ы ш е  з а д а ч и  о течении  ж и д к о с т е й  и газов .  
В г р а д о с т р о и т е л ь с т в е  при п р о е к т и р о в а н и и  системы  в о д о ­
с н а б ж е н и я  г о р о д о в  необходим а н а л и з  те чен ия  г р у н то ­
вы х  вод.

А н а л и з  т е ч е н и я  ж и д к о г о  или г а з о о б р а з н о г о  т е п л о ­
н о с и т е л я  п а  о с н о в е  у р ав нен ий  Н а в ь с — С т о к с а  п р о в о ­
ди т ся  п р и  п р о е к т и р о в а н и и  я д е р п ы х  р е а к то ро в .  Кр о м е  
того,  о с о б о  в а ж н а я  рол ь  при п р о е к т и р о в а н и и  я д е р н ы х  
у с т а н о в о к  о т в о д и т с я  р ас чет у  т е п л о в ы д е л я ю щ е й  системы,  
м а т е м а т и ч е с к о й  м о д е л ь ю  (М М ) к о т о р о й  я в л я е т с я  н е с т а ­
ц и о н а р н о е  у р а в н е н и е  тепл оп ро во дн о ст и .  В этом с л у ч а е  
в у р а в н е н и и  (1.6)  д оп ол н и т ел ьн о  п о я в л я е т с я  член,  о п и ­
с ы в а ю щ и й  и з м е н е н и е  искомого т е м п е р а т у р н о г о  по л я  во 
вре ме н и .  П р и  а н а л и з е  теп ло вых  п р о ц ес со в  в т е п л о в ы д е ­
л я ю щ и х  э л е м е н т а х  ( Т В Э Л а х ) ,  н а п р и м е р  в в ы с о к о т е м ­
п е р а т у р н ы х  г а з о о х л а ж д а е м ы х  р е а к т о р а х ,  у р ав н ен и е  
т е п л о п р о в о д н о с т и  у до бн ее  з а п и с ы в а т ь  в сф ери чес ки х  
к о о р д и н а т а х  в в и д е

п  д Т  п  . .  <52Г  . 2 .  д Т  п  ~
Р с р  д1 Я  д г2 -\- г  дг  ’

где  С р —  у д е л ь н а я  т е п л о ем к о с ть  м а т е р и а л а  Т В Э Л о в ;  
/<! —  у д е л ь н а я  я д е р н а я  мощность.

К р а е в ы е  у с л о в и я .  У р а вн е ни я  (1 .2 ) ,  (1 .4 ) ,  (1.6) ,  (1.7) 
и м ею т  м н о ж е с т в о  решений .  Д л я  п о л у ч е н и я  ед и н ст в ен ­
ного р е ш е н и я  н е о б х о д и м о  з а д а в а т ь  к р а е в ы е  у с л о в и я  
( с ве де н и я  о б  и с к о м ы х  н е п р е р ы в н ы х  ф у н к ц и я х  н а  г р а ­
н и цах  р а с с м а т р и в а е м ы х  обл а ст ей  —  г р а н и ч н ы е  у с л о в и я ,  
а в с л у ч а е  н е с т а ц и о н а р н ы х  з а д а ч  —  з н а ч е н и я  этих  ж е  
ф у н к ц и й  в н а ч а л ь н ы й  момент в р е м е н и  —  н а ч а л ь н ы е  у с ­
л о в и я ) .  И с х о д н о е  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  у р а в н е н и е  в ч а с т ­
ных  п р о и з в о д н ы х  вм ес те  с к р а е в ы м и  у с л о в и я м и  носит 
н а з в а н и е  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о й  к р а е в о й  з а д а ч и  и п р е д ­
с т а в л я е т  с о б о й  М М  иссл ед уем ого  о б ъ е к т а .

Г р а н и ч н ы е  у с л о в и я  в к р а е в ы х  з а д а ч а х  могут  з а д а ­
в а т ь с я  р а з л и ч н ы м и  способами.

Н а  г р а н и ц е  р а с с м а т р и в а е м о й  о б л а с т и  м о ж н о  за д а т ь :  
а )  з н а ч е н и е  и с к о м о й  функции;  б) з н а ч е н и я  п р о и з в о д ­
ных по п р о с т р а н с т в е н н ы м  к о о р д и н а т а м  от  искомой  
фу н к ц и и ;  в )  у р а в н е н и е  б а л а н с а  потоков .  В сл у ч ая х  
а ) — в)  г о в о р я т  о  г ра ни ч н ы х у с л о в и я х  п е р в о г о , второго  
и  третьего р о д а  соответственно.



Д л я  у р ав н ен и й  т е п л о п р о в о д н о с т и  (1.6)  и (1.7)  ч а щ е  
з а д а ю т  гр ан и ч н ые  у с л о в и я  п ер во го  и т р е т ь е г о  р о д а .  
Д р у г и м и  сл ов ам и,  н а  г р а н и ц е  с р а с с м а т р и в а е м о й  о б ­
л а с т ь ю  з а д а ю т с я  л ибо  т е м п е р а т у р а  Т ( х )  =  Т ( с ) ,  л и б о  
у с л о в и я  т е п л о о б м е н а  с в н е ш н е й  средой .  П р и  э т о м  е с л и  
на г р а н и ц е  об л а ст и  им еет  м е с т о  к о н в е к т и в н ы й  т е п л о о б ­
мен,  то  гр ан ич н о е  у сл ов и е  т р е т ь е г о  ро да  з а п и с ы в а е т с я  в 
виде

где а  —  к о э ф ф и ц и ен т  т е п л о о б м е н а ,  в о б щ е м  с л у ч а е  
я в л я ю щ и й с я  фу нк ци ей  т е м п е р а т у р ы ;  Т .  —  т е м п е р а т у р а  
о к р у ж а ю щ е й  среды.

Е с л и  на гр ан и ц е  з а д а н  п о т о к  д тепл оты,  то  г р а н и ч ­
ное ус ло ви е

где п о т о к  ¿7 счит ае тс я  п о л о ж и т е л ь н ы м ,  есл и  т е п л о т а  
о т в о д и т с я  от  р а с с м а т р и в а е м о г о  о б ъ е к т а .

П о т о к  ¿7 те плоты и к о н в е к т и в н ы й  т е п л о о б м е н  н е  м о ­
гут з а д а в а т ь с я  од н о в р ем ен н о  н а  о дно м  и том  ж е  у ч а с т к е  
г ра н и ц ы .  В частном сл у ч ае ,  к о г д а  г р а н и ц а  т е п л о и з о л и ­
р о в а н а ,  т. е. ко н ве к ти вн ы й  те п л о о б м е н  о т с у т с т в у е т  и 
поток  т е п л от ы  рав ен  нулю,  и м е е т  место  г р а н и ч н о е  у с л о ­
вие вт оро го  рода:

Г р а н и ч н ы е  у сл ов ия  д л я  у р а в н е н и й  Н а в ь е — С т о к с а  
т а к ж е  мо гут  быть  весьма  р а з н о о б р а з н ы м и .  Н а п р и м е р ,  в 
з а д а ч е  о б  о бт ек ан и и  в я з к о й  ж и д к о с т ь ю  или г а з о м  п о ­
ве р х н ос ти  пр оиз вол ьн ой  ф о р м ы  о б ы ч н о  з а д а ю т с я  г р а ­
н и чны е  у сл ов ия  перв ого  р о д а ,  причем на г р а н и ц е  н е о б ­
х о д и м о  з а д а в а т ь  зн а ч е н и я  к о м п о н е н т  в е к т о р а  с к о р о с т и ,  
п л от но с ть  и дав ление .

П р и б л и ж е н н ы е  м о де ли  о б ъ е к т о в  на  м и к р о у р о в н е .  
То чн о е  ре ш е н и е  к р ае вы х  з а д а ч  у д а е т с я  п о л у ч и т ь  л и ш ь  
д л я  нем но ги х  ча ст ных  с л у ч а е в .  П о э т о м у  о б щ и й  с п о с о б  
их ре ш е н и я ,  в том числе и в С А П Р ,  з а к л ю ч а е т с я  в  и с ­
п о л ь з о в а н и и  р а з л и ч н ы х  п р и б л и ж е н н ы х  м оде лей .  В  н а ­
с т о я щ е е  вр е м я  н аи б ол ее  ш и р о к о е  р а с п р о с т р а н е н и е  п о ­
л у ч и л и  м о д е л и  н а  о сн ов е  и н т е г р а л ь н ы х  у р а в н е н и й  и 
м о д е л и  н а  осн ов е  метода сеток.

* * - а Г  +  Ч - Т Г  +  а ( Г - Г , )  =  0. ( 1.8)

( 1 .9 )

д Т ) д х  =  0; д Т / д у  =  0.



О с н о в н а я  ид е я  п о с т р о е н и я  м о д е л и  п а  о с н о ­
в е  и н т е г р а л ь н ы х  у р а в н е и н и з а к л ю ч а е т с я  и 
п е р е х о д е  от  исх од н ог о  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о г о  у р а в н е н и я  в 
ч а с т н ы х  п р о и з в о д н ы х  к  э к в и в а л е н т н о м у  и н т е г р а л ь н о м у  
у р а в н е н и ю ,  п о д л е ж а щ е м у  д а л ь н е й ш и м  п р е о б р а з о в а н и я м .

С у щ н о с т ь  м е т о д а  с е т о к  состоит в а п п р о к с и м а ­
ци и  иск ом о й  н е п р е р ы в н о й  ф у нк ци и  с о в ок у п н о с ть ю  п р и ­
б л и ж е н н ы х  зн а ч е н и й ,  р а с с ч и т а н н ы х  в н е к о т о р ы х  то ч ка х  
о б л а с т и  —  у з л а х .  С о в о к у п н о с т ь  узлов,  со е д и н е н н ы х о п ­
р е д е л е н н ы м  о б р а з о м ,  о б р а з у е т  сетку.  С е тк а ,  в св ою  о ч е ­
р е д ь ,  я в л я е т с я  д и ск р ет н о й  м о д е л ь ю  области о п р е д е л е ­
н и я  и с к о м о й  ф у н к ц и и .

П р и м е н е н и е  м е т о д а  сеток  п о зв ол яе т  свести  д и ф ф е ­
р е н ц и а л ь н у ю  к р а е в у ю  з а д а ч у  к системе  н е л и н е й н ы х  в 
о б щ е м  с л у ч а е  а л г е б р а и ч е с к и х  у р ав н ен и й  о тн о с и те л ь н о  
н е и з в е с т н ы х  у з л о в ы х  з н а ч е н и й  функций.

В о бщ е м  с л у ч а е  а л г о р и т м  м е т о д а  сеток  сост ои т  из 
т р е х  э та пов .

Э т а п  1. П о с т р о е н и е  сетки  в з а д а н н о й  о б л а с т и  ( д и с ­
к р е т и з а ц и я  з а д а ч и ) .

Э т а п  2. П о л у ч е н и е  системы  а л г е б р а и ч е с к и х  у р а в н е ­
ни й  от н о с и те л ь н о  у з л о в ы х  зна че ний  ( а л г е б р а н з а ц и я  з а ­
д а ч и ) .

Э т а п  3. Р е ш е н и е  п ол уче н н ой  системы  а л г е б р а и ч е ­
с к и х  у р а в н ен и й .

Н а и б о л е е  час т о  в с о с т а в е  С А П Р  и с п о л ь з у ю т с я  д в а  
м е т о д а  сеток:  1) метод  к о н е ч н ы х  эл ем ен то в  ( М К Э ) ;  
2 )  метод к о н е ч н ы х  разн ост ей  ( М К Р ) .  Эти м ет од ы  о т л и ­
ч а ю т с я  д р у г  от  д р у г а  п а  э т а п а х  1 и 2 а л г о р и т м а .  Н а  э т а ­
п е  3 м ет од ы  п р а к т и ч е с к и  идентичны,

В П р и м е ч а н и е .  Н и ж е  б у д у т  рассм отрены  э т а п ы  1 и 2 а л г о р и т ­
м а  м е то д а  сеток,  а э т а п  3  будет  подробно  и з л о ж е н  в книге  5.

1.2. Метод конечных элементов

В н а с т о я щ е е  в р е м я  мет од  ко неч ных  э л ем ен т о в  
( М К Э )  я в л я е т с я  о д н и м  из  н аи бо лее  п о п у л я р н ы х  методов 
р е ш е н и я  к р а е в ы х  з а д а ч  в С А П Р .  В м а т е м а т и ч е с к о м  о т ­
н о ш е н и и  м ет од  о т н о с и т с я  к  группе в а р и а ц и о н н о - р а з н о с т ­
ны х .  Ст ро го е  д о к а з а т е л ь с т в о  т а к и х  в а ж н ы х  ствой ст в ,  к а к  
уст ой чи во с ть ,  с х о д и м о с т ь  и точность ме то д а ,  -проводится 
в с о о т в е т с т в у ю щ и х  р а з д е л а х  м а т е м а т и к и  и ч а с т о  п р е д ­
с т а в л я е т  собой н е п р о с т у ю  проблему .  Тем не м ен ее  М К Э



акт ив но  р а з в и в а е т с я ,  с его п о ­
м о щ ь ю  без  с т р ог о г о  м а т е м а т и ч е ­
ского о б о с н о в а н и я  испол ьз уем ых 
п ри емо в  у с п е ш н о  ре ш а ю т с я  с л о ж ­
ные те хн и ч е с к и е  проблемы.  П р а ­
ви ль но сть  ж е  р а б о т ы  с о з да нн ы х 
ал г о р и т м о в  и п р о г р а м м ,  р е а л и з у ­
ю щ и х  М К Э ,  п р о в е р я ю т  на и зв е ст ­
ных  то чн ых р е ш е н и я х .  Н а ч а в  р а з ­
ви в а ть с я  к а к  м е т о д  реш ения  з а ­
дач  с т р о и т е л ь н о й  механики,  М К Э  
быстро  з а в о е в а л  т а к и е  сф ер ы и н ­
ж е н е р н о й  д е я т е л ь н о с т и ,  как  п р о ­
ек т и р о в а н и е  с а м о л е т о в  и а в т о м о ­
билей ,  к о с м и ч е с к и х  ракет ,  т е п л о в ы х  и э л е к т р о д в и г а т е ­
лей,  турб ин ,  те п л о о б м ен н ы х  а п п а р а т о в  и др .

К о с н о в н ы м  п р е и м у щ е с т в а м  М К Э  о т н о с я т  д о с т у п ­
ность и п р о ст о ту  его п он и м ан и я  и п р и м е н и м о с т ь  м ет о д а  
д л я  з а д а ч  с про из во л ь н о й  ф о р м о й  о б л а с т и  р еш е н и я ,  
во з м о ж н о с т ь  с о з д а н и я  на о сн ов е  м е т о д а  в ы с о к о к а ч е ­
ст венных у н и в е р с а л ь н ы х  п р о г р а м м  д л я  Э В М .

В М К Э  и с х о д н а я  об л а ст ь  о п р е д е л е н и я  ф у нк ци и  р а з ­
б и в ае тс я  с п о м о щ ь ю  сетки,  в о б щ е м  с л у ч а е  н е р а в н о ­
мерной ,  па о т д е л ь н ы е  по до б л ас ти  —  к о н е ч н ы е  элементы.  
И с к о м а я  н е п р е р ы в н а я  ф ун к ц и я  а п п р о к с и м и р у е т с я  к у ­
с оч н о- н еп рер ы вн ой ,  о пр ед ел е н н ой  н а  м н о ж е с т в е  к о н е ч ­
ных э л ем ен т о в .  А п п р о к с и м а ц и я  м о ж е т  з а д а в а т ь с я  п р о и з ­
в о л ь н ы м  о б р а з о м ,  по ча щ е  всег о  д л я  эт и х  целей  и с ­
п ол ь зу ю т с я  п о л и н о м ы ,  к ото рые  п о д б и р а ю т с я  так,  ч т о б ы  
обе спечить  н еп р е р ы в н о с ть  и с к о м о й  ф у н к ц и и  в у з л а х  н а  
г р а н и ц а х  эл ем ен т о в .

ф  П рим ер  и с п о л ь з о в а н и я  М КЭ д л и  р а с ч е т а  о д н о м е р н о ю  т е м п е р а ­
т у р н о г о  н о л я  в однородном  с т е р ж н е .  П у с т ь  им еется  с т е р ж е н ь  
дли н ой  L  и п л о щ а д ь ю  поперечного с е ч е н и и  ¿> (рис. 1.1). О д н и  
конец  с т е р ж н я  ж е с т к о  закреп лен ,  и к н е м у  п о д в о д и т с я  т е п л о в о й  
поток  q з а д а н н о й  интенсивности. Н а  с в о б о д н о м  конце  с т е р ж н и  
п р о и с х о д и т  кон векти вн ы й  теп лообм ен  с вн е ш н е й  средой. И з в е с т ­
ны к о э ф ф и ц и е н т  теплообм ена  «  и т е м п е р а т у р а  о к р у ж а ю щ е й  
с р ед ы  Т . .  В д о л ь  боковой  п о в е р х н о с т и  с т е р ж е н ь  т е п л о и з о л и ­
рован.

Т е м п е р а т у р н о е  поле в ст е р ж н е  о п и с ы в а е т с я  у р авн ен и ем  т е п ­
л о п р о в о д н о с т и  (1 .6 ) ,  которое  в о д н о м е р н о м  п р и б л и ж е н и и  и м е ­
е т  вид

>.t (d>Tldxi) -  0. (1.10)

Ри с .  I I .  О д н о р о д н ы й  
с т е р ж е н ь ,  н а х о д я щ и й с я  
п о д  во зд ей стви ем  т е п л о ­

вого потока.



Рис.  1.2. Р а с ч е т  о д н ом ерн ого  т е м п е р а т у р н о г о  н о л я  в о д н о р о д ­
ном стер ж н е  м етодом  М К Э .

К р а е в ы е  у с л о в и я  о п р е д е л я ю тс я  у р а в н е н и я м и :

X , ( й Т 1 й х ) +  (? =  0 при  х  =  0 ;  (1 .11а)

\ х ( ё Т / й х )  -|- а ( Т  —  Г*)  =  0  при х  =  1 .  (1 .116)

И с к о м о е  т е м п е р а т у р н о е  поле я в л я е т с я  неп реры вн ой  ф у н к ц и ­
ей к о о р д и н а т ы  х  (рис.  1 .2 ,а ) .  В М К Э  с т е р ж е н ь  р а з б и в а е т с я  п р о ­
и зво л ьн ы м  о б р а з о м  на конечные э л ем ен ты ,  к о т о р ы е  в дан н ом  
с л у ч а е  я в л я ю т с я  о т р е з к а м и  неравной  д л и н ы .  Н а  к а ж д о м  э л е м е н ­
те н е п р е р ы в н а я  ф у н к ц и я  Г (х )  а п п р о к с и м и р у е т с я  некоторой л и ­
нейной з а в и с и м о с т ь ю ,  к а к  показ,-ию на рис.  1 .2 ,6  (в скобках  
у к а з а н ы  н о м е р а  э л е м е н т о в ) .  А п п р о к с и м и р у ю щ а я  кусоч но-линей­
ная  ф у н к ц и я  о п р е д е л я е т с я  через  у зл о в ы е  зн а ч е н и я  Т , — Тв,  к о т о ­
ры е  в о б щ е м  с л у ч а е  сн ач ала  неизвестны  и п о д л е ж а т  о п р е д е л е ­
нию в М К Э .

А н а л о г и ч н ы й  п о д х о д  м ож ет  бы ть  и в с л у ч а е  двух-  и 
т р е х м е р н ы х  о б л а с т е й  о п ред еле ни я  ис к ом ой  функции.  

Д л я  д в у х м е р н ы х  обл а ст ей  н а и б о л е е  ча ст о  ис п о л ь ­
з у ю т с я  э л е м е н т ы  в ф о р м е  тр е у г о л ь н и к о в  и ч е т ы р е х ­
уг ол ьни ко в .  П р и  э т о м  эл еме нт ы м о гу т  им еть  к а к  п р я ­
мо-,  т а к  и к р и в о л и н е й н ы е  г р ан и ц ы ,  что п о зв о л яе т  с 
до с т а т о ч н о й  с т е п е н ь ю  точности а п п р о к с и м и р о в а т ь  г р а ­
ницу  л ю б о й  ф о р м ы .

Д л я  т р е х м е р н ы х  обла ст ей  н а и б о л е е  у п о тр е би м ы  
э л е м е н т ы  в ф о р м е  т е т р а э д р а  и п а р а л л е л е п и п е д а ,  к о т о ­



ры е  т а к ж е  мо гут  иметь  п р я м о л и н е й н ы е  и к р и в о л и н е й ­
ные г ра ни цы .

В о б щ е м  с л у ч а е  ал г о р и т м  МК.Э со с т о и т  из ч е т ы р е х  
этапов .

Э т а п  1. В ы д е л е н и е  ко н еч ны х э л е м е н т о в  ( р а з б и е ­
ние з а д а н н о й  о б л а с т и  н а  к о неч ны е  э л е м е н т ы ) .

Э т а п  2. О п р е д е л е н и е  а п п р о к с и м и р у ю щ е й  ф у н к ц и и  
д л я  к а ж д о г о  э л е м е н т а  ( о п р е д е л е н и е  ф у н к ц и и  э л е м е н ­
т а ) .  Н а  д а н н о м  э т а п е  з н а че н ие  н е п р е р ы в н о й  ф у н к ц и и  
фИ в п р о и з в о л ь н о й  то ч ке  е-го к о н е ч н о г о  э л е м е н т а  а п п р о ­
к си м и р у е т с я  п ол и н о м о м

ф(") =  А(е)|*-ьАо, (1 .12)

где А<е> —* в е к т о р - с т р о к а  к о э ф ф и ц и е н т о в  п о л и н о м а ;  А о —  
св о бо д н ый  член ;  К =  ('л:, у,  г )  —  в е к т о р  к о о р д и н а т  в 
р а с с м а т р и в а е м о й  точке.

З а д а ч а  э т а п а  д а л е е  з а к л ю ч а е т с я  в оп р ед ел е н и и  н е ­
извест но го  в е к т о р а  А<е) и с в о б о д н о г о  ч л е н а  А 0. Д л я  э т о ­
го, и с п о л ь з у я  у с л о в и е  н е п р е р ы в н о с т и  ф у н к ц и и  в у з л а х ,  
к о э ф ф и ц и е н т ы  по л и н о м а  в ы р а ж а ю т  ч е р е з  вектор  Ф''') 
у з л о в ы х  з н а ч е н и й  ф у н к ц и и  и к о о р д и н а т ы  уз л о в  и, п р о ­
д е л а в  э к в и в а л е н т н ы е  п р е о б р а з о в а н и я ,  п о л у ч а ю т

ф ( е ) = | ^ ) ф И  (1.13)

где М е>— м а т р и ц а - с т р о к а ,  э л е м е н т ы  к о т о р о й  н а з ы в а ю т  
ф у н к ц и я м и  ф о р м ы  конечного э л е м е н т а .

Ф у н к ц и и  ф о р м ы  л е г к о  в ы ч и с л я ю т с я  в к а ж д о й  т о ч к е  
конечного  э л е м е н т а  через  к о о р д и н а т ы  с а м о й  то чки  и 
к о о р д и н а т ы  у з л о в  элемента .

Э т а п  3. О б ъ е д и н е н и е  к о н е ч н ы х  э л е м е н т о в  в а н ­
с а м б л ь .  Н а  э т о м  э т а п е  у р а в н е н и я  ( 1 .1 3 ) ,  о т н о с я щ и е с я  
к  о т д е л ь н ы м  э л е м е н т а м ,  о б ъ е д и н я ю т с я  в а н с а м б л ь ,  т. е. 
в си ст ем у  а л г е б р а и ч е с к и х  ур а в н е н и й :

Ф = № .  (1 .14)

С и с т е м а  (1 .14)  яв л я е т с я  м о д е л ь ю  иск ом ой  н е п р е ­
ры вн ой  ф у н к ц и и .

Э т а п  4. О п р е д е л е н и е  в е к т о р а  у з л о в ы х  зн а ч е н и й  
функ ци и .  В о б щ е м  сл уч ае  в е к т о р  Ф в (1.4)  в н а ч а л е  
неизвестен .  Е г о  о п ред еле н ие  —  н а и б о л е е  с л о ж н а я  п р о ­
ц ед у р а  в М К Э .

Р а з р а б о т а н о  нес колько  а л г о р и т м о в  в ы ч и сл е н и я  в е к ­
т о р а  Ф. О д и н  из ал г о р и т м о в  о с н о в а н  н а  м и н и м и з а ц и и



ф у н к ц и о н а л а ,  с в я з а н н о г о  с ф и з и ч е с к и м  см ы с л о м  р е ­
ш а е м о й  з а д а ч и ,  и со с то и т  из  с л е д у ю щ и х  эта п ов :

Э т а п  1. В ы б о р  ф у н к ц и о н а л а  Р, з а в и с я щ е г о  д л я  
с т а ц и о н а р н ы х  з а д а ч  от  искомой  ф у н к ц и и  ф и ее  ч а с т ­
ных п р о и з в о д н ы х  фх, фу, ф2, по в е к т о р у  п р о с т р а н с т в е н ­
ных к о о р д и н а т :

/ ^ ^ ( ф .  Ф*. % ,  % ) № ,  (1.15)
V

где V —  о б ъ е м .
ф у н к ц и о н а л  ^  п р е д с т а в л я е т с я  с у м м о й  с о о т ве т ст ву ю ­

щ и х  ф у н к ц и о н а л о в ,  о т н ос ящ и х ся  к  о т д е л ь н ы м  к о н е ч ­
ным э л е м е н т а м :

р  ' й ' 1' <1 Л 6 )
е 1 е— \ у[е)

где N  —  ч и с л о  э л е м е н т о в .
Э т а п  2. П о д с т а н о в к а  а п п р о к с и м и р у ю щ е г о  в ы р а ж е ­

ния  (1.13)  в (1 .16)  и выч исление  п р о и з в о д н ы х  фу(Ч  
ф;(') по ф о р м у л а м  в и д а

$*> =  д у 1е)/д х  -  ( д ^ 1е)/ д х ) Ф и ) .

Э т а п  3. М и н и м и з а ц и я  по в е к т о р у  Ф ф у н к ц и о н а л а  
Г.  Д л я  э то г о  с о с т а в л я ю т с я  у р а в н е н и я

д / а д /д Ф « о = 0 .  (1.17)

С у м м и р о в а н и е  в ы р а ж е н и й  (1.7)  по к о н еч н ы м  э л е м е н ­
та м  п р и в о д и т  к  с и с т е м е  а л г е б р а и ч е с к и х  у р а в н е н и й

К Ф - В ,  (1.18)

где К —  м а т р и ц а  к о э ф ф и ц и е н т о в  —  м а т р и ц а  жесткости; 
В — вектор н а г р у з к и .

Э т а п  4. Р е ш е н и е  системы (1 .18 ) ,  п о з в о л я ю щ е е  о п ­
р е д е л и т ь  н е и з в е с т н ы й  вектор у з л о в ы х  зн ач ен ий .

Н а й д е н н ы е  з н а ч е н и я  вектора  Ф п о д с т а в л я ю т  в (1.14) ,  
после  чего  з н а ч е н и е  ф у нк ци и  ф л ег к о  в ы ч и с л я е т с я  в л ю ­
бой то ч ке  з а д а н н о й  области .

■  П р и м е ч а н и е .  К а ж д ы й  из че ты рех  э т а п о в  п риведенного  а л ­
г о р и т м а  М К Э  п р и  р еа л и за ц и и  в С А П Р  о б л а д а е т  особенностями, 
ко т о р ы е  п о д р о б н о  р а с с м а т р и в а ю т с я  ниж е.

В ы д е л е н и е  к о н е ч н ы х  элементов .  Р а з б и е н и е  об л а ст и  
па э л е м е н т ы  — в а ж н ы й  этап  в М К Э .  О т  ка ч ес т ва  раз-



Рис.  1.3. Р а з б и е н и е  двухм ерной  о б л а с т и  п р о и з в о л ь н о й  ф о р м ы  на 
т р еу г о л ьн ы е  к о н еч н ы е  элементы с к р и в о л и н е й н ы м и  границам и .

биения  во м н о го м  зависи т  т о ч н о ст ь  п о л у ч а е м ы х  р е з у л ь ­
татов.  Н а п р и м е р ,  ра з бие ние  н а  д в у х м е р н ы е  э л ем ен т ы ,  
б л и зк и е  по ф о р м е  к  р а в н о с т о р о н н и м  т р е у г о л ь н и к а м ,  
о б е сп е ч и в ае т  л у ч ш и е  р е з у л ь т а т ы  по  с р а в н е н и ю  с р а з ­
биением н а  в ы т я н у т ы е  по ф о р м е  т р е у г о л ь н ы е  э л ем ен т ы .  
В о з м о ж н о с т ь  л е г к о  в а р ь и р о в а т ь  р а з м е р а м и  э л е м е н ­
т о в —  в а ж н о е  св ой ст в о  М К Э  ( п о с л е д н е е  п о з в о л я е т  без  
т р у д а  у ч и т ы в а т ь  ко н ц ен тр а ц и ю  н а п р я ж е н и й ,  т е м п е р а ­
ту р н ы е  г р а д и е н т ы ,  р аз л и ч н ы е  с в о й с т в а  м а т е р и а л а '  и з у ­
чаемо го  о б ъ е к т а  и т. д . ) .

Р а з б и е н и е  о б л а с т и  п а  э л е м е н т ы  о б ы ч н о  
н а ч и н а ю т  от  ее  г р а н и ц ы  с ц е л ь ю  н а и б о л е е  точной  а п ­
п р о к с и м а ц и и  ф о р м ы  границы,  з а т е м  п р о и з в о д и т с я  р а з ­
биение  в н у т р е н н и х  областей.  Ч а с т о  р а з б и е н и е  о б л а с т и  
на э л е м е н т ы  п р о и з в о д я т  в н е с к о л ь к о  э т а п о в .  С н а ч а л а  
о б л а с т ь  р а з б и в а ю т  на  до ст ат очн о  к р у п н ы е  п о д о б л а с т и  
( п о д к о н с т р у к ц и и ) ,  гран иц ы м е ж д у  к о т о р ы м и  п р о х о д я т  
там ,  где  и з м е н я ю т с я  свойства  м а т е р и а л а ,  геом ет рия ,  
п р и л о ж е н н а я  н а г р у з к а  и пр. З а т е м  к а ж д а я  п о д о б л а с т ь  
р а з б и в а е т с я  н а  э л ем ен т ы.  Р е з к о г о  и з м е н е н и я  р а з м е р о в  
конечных э л е м е н т о в  на г р ан иц а х  п о д о б л а с т е й  с т а р а ю т с я  
избегать .  Н а  рис.  1.3 приведен  п р и м е р  р а з б и е н и я  д в у х ­
мерной  о б л а с т и  произвол ьно й  ф о р м ы  н а  т р е у г о л ь н ы е  
конечны е  э л е м е н т ы  с к р и в о л и н е й н ы м и  г р а н и ц а м и .

Н у м е р а ц и я  у з л о в  э л е м е н т о в  ( г л о б а л ь ­
н а я  н у м е р а ц и я  у з л о в )  —  с л е д у ю щ а я  п р о ц е д у р а  
э т а п а  в ы д е л е н и я  конечных э л е м е н т о в .  П о р я д о к  н у м е р а ­



ции имеет в д а н н о м  с л у ч а е  с у щ е с т ­
венное зн ач ен ие ,  т а к  к а к  в л и я е т  на 
эфф ект ивн ост ь  п о с л е д у ю щ и х  в ы ч и с ­
лений.

Д е л о  в том,  чт о  м а т р и ц а  к о э ф ф и ­
циентов си ст ем ы л и н е й н ы х  а л г е б р а ­
ических у р а в н е н и й ,  к  которой  п р и в о ­
д и т  М К Э , —  с и л ь н о  р а з р е ж е н н а я  
м ат ри ц а  л ен т о чн ой  ст р у к т у р ы .  Н е н у ­
л е в ы е  э л е м е н т ы  т а к о й  м а т р и ц ы  р а с ­
п о л а г а ю т с я  п а р а л л е л ь н о  гл авной  
д и а г он ал и  (рис.  1,4) .  Ц е л о е  ч и с л о ! ,  

п р е д с т а в л я ю щ е е  со б о й  н а и б о л ь ш у ю  р а з н о с т ь  м е ж д у  но­
м е р а м и  н е н у л е в ы х  эл еме нт ов  в ст ро ке ,  н а з ы в а е т с я  ш и ­
р и н о й  п о л о с ы .  Ч е м  мен ьш е ш и р и н а  п о л ос ы ,  тем мень ший 
о бъ е м  О П  т р е б у е т с я  д л я  х ра не ни я  м а т р и ц ы  при р е а л и з а ­
ции М К Э  в С А П Р  и тем м е н ь ш е  з а т р а т ы  м аш и н н ог о  
вр ем ен и  н а  р е ш е н и е  р е з у л ь т и р у ю щ е й  с и с те м ы  у р а в н е ­
ний. Ш и р и н а  п о л о с ы  зависит ,  в св ою  оч ер ед ь ,  о т  числа  
степеней с в о б о д ы  у з л о в  и способа  н у м е р а ц и и  последних .

П о д  ч и с л о м  степеней св об оды  п о н и м а ю т  количество  
н еи з ве с тн ы х ф у н к ц и й ,  о п р е д е л я е м ы х  в к а ж д о м  узле.  
Так,  н а п р и м е р ,  д л я  дв у х м е р н ы х  з а д а ч  г и д р а в л и к и  в к а ж ­
дом у з л е  о п р е д е л я ю т  три  переменные:  д а в л е н и е  и с о с т а в ­
л я ю щ и е  с к о р о с т и  по  ос ям  X  и У.

П р и  н у м е р а ц и и  у з л о в  п р ед п о ч т и те л е н  способ,  о б е с ­
п е ч и в а ю щ и й  м и н и м а л ь н у ю  р а з н о с т ь  м е ж д у  н о м ер ам и  
у з л о в  в к а ж д о м  о тд ел ь н о м  э л ем ен т е .  Е с л и  м а к с и м а л ь ­
ную  р а з н о с т ь  м е ж д у  но м ер ам и  у з л о в  д л я  отдельного  
э л е м е н т а  о б о з н а ч и т ь  N,  а число  ст еп е н ей  св о б о д ы  —  М,  
то  ш и р и н а  п о л о с ы

1  =  ( И + \ ) М .

В н е к о т о р ы х  с л у ч а я х  у м е н ь ш е н и е  ч и с л а  N  м о ж е т  
быть  д о с т и г н у т о  п о с л е д о в а т е л ь н о й  н у м е р а ц и е й  уз л ов  при 
д в и ж е н и и  в н а п р а в л е н и и  н а и м е н ь ш е г о  р а з м е р а  р а с ­
с м а т р и в а е м о й  о б л а с т и .

Н а  рис.  1.5 п р и в е д е н ы  д в а  р а з л и ч н ы х  спо со ба  н у ­
м е р а ц и и  у з л о в  про и зв ол ь н о й  о б л а с т и ,  р а з б и т о й  на к о ­
нечн ые  э л е м е н т ы .  П р и  п ервом с п о с о б е  (рис.  1.5, а)  
N = 1 4 ,  п ри  в т о р о м  (рис.  1.5, б)  N = 5 .  Ш и р и н а  полосы 
д л я  п р е д с т а в л е н н ы х  способов при о д н о й  степени с в о ­
боды в у з л е  п о л у ч а е т с я  р ав н о й  с о о т ве т ст ве н н о  15 и 6;

Рис.  ¡А .  М а т р и ц а  
ленточной с т р у к т у р ы .



Рис.  1.5. С по со б ы  ну м ер ац и и  узлов  при р а з б и е н и и  д в у х м е р н о й  о б л а ­
сти  на конечные эл е м е н ты .

при двух  ст е п е н я х  свободы — 30 и 12. Р а ц и о н а л ь н а я  
н у м е р а ц и я  в с л у ч а е  рис.  1.5, б  с о к р а щ а е т  н е о б хо ди м ы й  
об ъ е м  О П  почти  в тр и  р аз а  по с р а в н е н и ю  со случае м 
рис.  1.5, б.

И н ф о р м а ц и я  о с п о с о б е  р а з б и е н и я  о б ­
л а с т и  н а  к о н е ч н ы е  э л е м е н т ы  и н у м е р а ц и и  
узл ов  я в л я е т с я  исхо дн ой  д л я  вс ех  с л е д у ю щ и х  э та п о в  
а л г о р и т м о в  М К Э  при  р е а л и з а ц и и  м е т о д а  в С А П Р .  П ри  
этом тр е б у е т с я  у к а з ы в а т ь  не т о л ь к о  но м ер ,  но и к о о р ­
д и н а т ы  к а ж д о г о  у з л а  и его п р и н а д л е ж н о с т ь  к  о п р е д е ­
л ен ны м  к о н еч н ы м  эл ем ен та м .  Т а к о г о  р о д а  и н ф о р м а ц и я  
н а з ы в а е т с я  то по логической  и о б ы ч н о  с о д е р ж и т  п р и м е р ­
но в б р а з  б о л ь ш е  чисел ,  чем к о л и ч е с т в о  у з л о в  системы.

П р и  оп и са н и и  об ла ст и ,  р а з б и т о й  н а  к о н е ч н ы е  э л е м е н ­
ты,  н е о б х од и м о  з а д а в а т ь :  тип  к о н е ч н о г о  э л е м е н т а ;  его 
п о р я д к о в ы й  н ом ер ;  но мера  уз л о в  э л е м е н т а ;  к о о р д и н а т ы  
узлов,  и н ф о р м а ц и ю  о соединении э л е м е н т о в  м е ж д у  со­
бой; з н а ч е н и е  фи зи ч ес к и х  п а р а м е т р о в  о б ъ е к т а  в п р е д е л а х  
к а ж д о г о  к о не ч но г о  элем ент а .  Т а к ,  п р о м ы ш л е н н а я  э к с ­
п л у а т а ц и я  п р о г р а м м н о й  системы (см .  н и ж е )  д о л г о е  в р е ­
мя  т о р м о з и л а с ь  им ен н о  сл о ж н о с т ь ю  п о д г о т о в к и  исходных 
да нн ых,  о б ъ е м  ко то р ых  в н е к о т о р ы х  с л у ч а я х  д ос ти г ал  
нескол ьки х  сотен  тысяч .

П р и  р е ш е н и и  пе ре чис лен ны х в § 1.1 з а д а ч  методом 
конечных э л е м е н т о в  обла ст ь  о п р е д е л е н и я  иск ом ой  ф у н к ­
ции р а з б и в а е т с я  н а  нес колько  т ы с я ч  э л е м е н т о в  п р и м е р ­
но с т а к и м  ж е  ко личеством  у з л о в .  В с в я з и  с этим 
в о з н и к а ю т  п р о б л е м ы ,  с в я з а н н ы е  со  с л о ж н о с т ь ю  п о д г о ­
т ов ки  .столь б о л ь ш о г о  к о ли че ст ва  и с х о д н о й  и н ф о р м а ­
ции и с т р у д н о с т ь ю  ее про ве рки  и к о р р е к т и р о в к и ,  т а к  
к а к  при ру чно й  подготовке  т а к о г о  о б ъ е м а  исход ных  
д а н н ы х  н е и з б е ж н о  по явле ние  о ш и б о к .



П о э т о м у  у с и л и я  р а з р а б о т ч и к о в  п р о г р а м м  М К Э  в 
с о с т а в е  С А П Р  в последние г о д и  б ы л и  н а п р а в л е н ы  на 
с о з д а н и е  п о д с и с т е м  а в т о м а т и з и р о в а н н о й  подгото вк и  т о ­
п о л о г и ч ес к о й  и н ф о р м а ц и и ,  ос н о в у  к о т о р ы х  с о с т а в л я ю т  
с п е ц и а л ь н ы е  п р о г р а м м ы ,  н а з ы в а е м ы е  п ре п р о ц е сс о р а м и .  
П р е п р о ц е с с о р ы  л и б о  неп ос р ед ст ве нн о  в к л ю ч а ю т с я  в 
со с та в  п р о г р а м м н ы х  ко мпл екс ов ,  р е а л и з у ю щ и х  М К Э ,  
л и б о  с у щ е с т в у ю т  в виде а в т о н о м н ы х  пр ог р ам м.  
А л г о р и т м  р а б о т ы  пр еп р о ц ес со ра ,  к а к  п р ав и л о ,  состоит 
из с л е д у ю щ и х  эт а п о в :

Э т а п  1. Н а н е с е н и е  н а  з а д а н н у ю  о б л а с т ь  н ек о то ­
рого  м н о ж е с т в а  уз л о в .

Э т а п  2. Ф о р м и р о в а н и е  у з л о в ы х  св я зе й  с цел ью  
з а п о л н е н и я  о б л а с т и  конечными э л е м е н т а м и  « н аи л у ч ш ей »  
ф ор м ы.

Э т а п  3. Н у м е р а ц и я  узлов,  м и н и м и з и р у ю щ а я  ш и р и ­
ну п ол о сы  в м а т р и ц е  к о э ф ф и ц и ен т о в  си ст ем ы у р а в н е ­
ний.

П о с л е д н я я  п р о ц е д у р а  п о д д а е т с я  а л г о р и т м и з а ц и и  ос о ­
бенно п р о с т о  и р е а л и з о в а н а  п р а к т и ч е с к и  во всех к р у п ­
ных п р о г р а м м н ы х  к ом п л е к с а х  на  о сн о в е  М К Э .

П р и  а в т о м а т и ч е с к о м  нане се ни и  па исх о д ну ю об л а с т ь  
м н о ж е с т в а  у з л о в  д о л ж е н  в ы д е р ж и в а т ь с я  р я д  т р е б о в а ­
ний.  Т а к ,  у з л ы  д о л ж н ы  с г у щ а т ь с я  в зон а х ,  где о ж и ­
д а ю т с я  в ы с о к и е  ко н ц ен тра ц и и  н а п р я ж е н и й  или г р а ­
ди е н ты  т е м п е р а т у р .  П р и  этом и з м е н е н и е  густоты узлов  
не д о л ж н о  б ы т ь  с к а ч к о о б р а з н ы м .  Э т и  т р е б о в а н и я  у д а ­
ется  о б е с п е ч и т ь ,  есл и  в качестве  к о о р д и н а т  уз л ов  б р а ть  
с л у ч а й н ы е  ч и с л а  с з а д а н н ы м  з а к о н о м  рас п р ед ел е н и я .  
Т о г д а  в п р о г р а м м н ы х  р е а л и з а ц и я х  к о о р д и н а т ы  узлов  
г е н е р и р у ю т с я  д а т ч и к о м  с л у ч а й н ы х  чисел .  А л го ри т м ы  
ф о р м и р о в а н и я  м е ж у з л о в ы х  св я зе й  с т р о я т с я  на основе 
р а з л и ч н ы х  п о д х о д о в .  При  это м  в п е р в у ю  о че ред ь  с т а ­
р аю т ся ,  е с л и  э т о  во зм ож но ,  и с п о л ь з о в а т ь  у п р о щ а ю щ и е  
п р е д п о л о ж е н и я .  Т а к ,  ре г у ляр н ос ть  о б л а с т и ,  очевидно ,  
удо б н о  и с п о л ь з о в а т ь  для  п о ст ро ен и я  одн ор о д н о й  сетки,  
ш а г  к о т о р о й  м е н я е т с я  по н е с л о ж н о м у  за кон у .  К р и в о ­
л и н е й н ы е  г р а н и ц ы  области  ч а с т о  ап п р о к с и м и р у ю т  с 
п о м о щ ь ю  о т р е з к о в  прямой ,  п а р а б о л ы  и ли  дуги.

В о с н о в у  р а з б и е н и я  обл ас ти  п р о и зв о л ь н о й  ф о р м ы  
на т р е у г о л ь н ы е  кон ечные  э л е м е н т ы  м о ж е т  быть  п о л о ­
ж е н  с л е д у ю щ и й  ал го р и тм :

Э т а п  1. А п п р о к с и м а ц и я  г р а н и ц ы  о б л а с т и  со в о к у п ­
ностью о т р е з к о в ,  п р е д с т а в л я е м ы х  н о м е р а м и  узлов.



Рис.  1.6. П р и м е р  и сп о л ь зо в ан и я  ал го р и т м ;)  авт о м а т и ч е с к о го  р а з б и е ­
нии п ро и зв о л ьн о й  област и  на т р е у г о л ь н ы е  конечны е элем енты .

Э т а п  2. В ы бо р  ве ршин т р е у г о л ь н и к о в ,  о с н о в а н и я м и  
к от ор ых  с л у ж а т  пол уче нн ые  п а  э т а п е  1 о т р е зк и  ( п р и  
этом в ы б о р  ве р ш и н  р а з р е ш е н  т о л ь к о  с одной  в п о л н е  

’ о п р е д е л е н н о й  ст ор о н ы ) .
Э т а п  3. Со е ди н е н и е  о с н о в а н и я  с в ы б р а н н о й  в е р ­

шиной  о т р е з к а м и ,  к о то ры е  на  с л е д у ю щ е м  ш а г е  с а м и  
будут  р а с с м а т р и в а т ь с я  к а к  о с н о в а н и я  но вы х т р е у г о л ь ­
ников.

А л г о р и т м  п о в т о р яе тс я  до т е х  пор ,  п о к а  о с т ае тс я  в о з ­
м о ж н ы м  с т р о и т ь  новые э л е м е н т ы  н а  б а з е  п р о в е д е н н ы х  
отр ез ко в ,  т.  е. д о  полного  з а п о л н е н и я  о б л а с т и  э л е м е н ­
тами.

П р и м е р  т а ко г о  «п ос л ой но г о»  з а п о л н е н и я  о б л а ­
сти э л е м е н т а м и  приве ден  па рис.  1.6. П р и  п о с т р о е н и и  
о че ред но го  т р е у г о л ь н и к а  д л я  а н а л и з а  в ы б и р а ю т с я  в н а ­
ч а л е  д в а  б л и ж а й ш и х  к  о с н о в а н и ю  у з л а  с « р а з р е ш е н н о й »

: стороны.  Н а  в ы б р а н н ы х  у з л а х  с т р о и т с я  п р я м о у г о л ь н и к .
; Д а л е е  п р о в о д и т с я  то п о л о г и ч е ск и й  а н а л и з ,  и с п о л ь з у ю ­

щий  и н ф о р м а ц и ю  об у ж е  п о с т р о е н н ы х  э л е м е н т а х .  Ц е л ь ю  
а н а л и з а  я в л я е т с я  исключение  в о з м о ж н о с т и  п о п а д а н и я  
к а к о г о - л и б о  у з л а  внутрь  п о с т р о е н н о г о  т р е у г о л ь н и к а .  
Н а  о с н о в а н и и  а н а л и з а  в ы б и р а е т с я  о д н а  из дв у х  в о з ­
м о ж н ы х  в е р ш и н  и ч е т ы р е х у г о л ь н и к  д е л и т с я  п а  т р е у ­
гольники  о д н и м  из дв ух  в о з м о ж н ы х  способов .

П р и м е р о м  др уг ог о  п о д х о д а  к а в т о м а т и ч е с к о м у  р а з -  
 ̂ би ен и ю о б л а с т и  на эл ем ен т ы с л у ж и т  с л е д у ю щ и й  а л г о ­

ритм:
 ̂ Э т а п  1. О п р ед ел ен и е  г р а н и ч н ы х  у з л о в  области ,



Рис.  1.7. П р и м е р  а в т о м а т и ч е с к о г о  разб и ен и я  о б л а с т и  с пятью  г р а ­
н и ч н ы м и  у з л а м и  на тр еугольн ы е элем енты : 

а  р е г у л я р н а я  с е т к а ;  6  - г с т к я  в з а д а н н о й  о б л а с т и .

Э т а п  2. П о с т р о е н и е  р ег ул ярн ой  се тк и  с тем  ж е  чи с­
л ом  узлов,  что  и в з а д а н н о й  области .

Э т а п  3. И с п о л ь з о в а н и е  получе нн ой  сх е м ы  со е д и ­
нения  у з л о в  д л я  о б л а с т и  п ро изв ол ьн ой  ф о р м ы .

Н а  рис.  1.7 п р и в е д е н  п ри мер  р а з б и е н и я  па т р е у ­
го л ьн ые  к о н е ч н ы е  э л е м е н т ы  о бл а ст и  с п я т ь ю  г р а н и ч н ы ­
ми у зл а м и .

Д л я  п о с т р о е н и я  р е г ул яр н ой  сетки  и сп о л ь зу е т с я  сл е ­
д у ю щ и й  а л г о р и т м :

Э т а п  1. О к р у ж е н и е  исходной т о ч к и  к о ль ц о м  р а в ­
н ос то рон ни х  т р е у г о л ь н и к о в  так,  чт обы чи с л о  внешних

уз л ов  б ы л о  п р е д е л ь н о  б л и з ­
ким к з а д а н н о м у  чис лу  г р а ­
ничных узлов .

Э т а п  2. Е с л и  ж е л а е м ы й  
р е з у л ь т а т  н е  дос тигнут ,  д о ­
б а в л е н и е  е щ е  одног о  р я д а  
колец.

Н а  рис.  1.8. п р о и л л ю с т р и ­
ро ва но  и с п о л ь з о в а н и е  п р и ­
ве денного  а л г о р и т м а  д л я  по­
стро ени я  р е г у л я р н о й  сетки 
« иа и л у ч ш е г о »  в и д а  д л я  г р а ­
ницы с д е в я т ь ю  у з л а м и .  П о ­
л у ч е н н а я  в р е з у л ь т а т е  п р о ­
ве денного  п о ст р ое ни я  сх ем а  
со еди не ни я  у з л о в  п о зв ол яе т  
получить  к о о р д и н а т ы  всех 
вн ут р ен н и х  точ ек  обл ас ти .  
Е сл и  в р е з у л ь т а т е  выполне-

Рис .  1.8. П р и м е р  и с п о л ь з о в а ­
ния а л г о р и т м а  а в т о м а т и ч е с к о ­
го построения  с етк и  н а и л у ч ш е ­
го вида  в о б л а с т и  с дес ятью  

гр а ни ч н ы м и  у з л а м и .



пия а л г о р и т м а  вид  ко неч ных  э л е м е н т о в  о к а з ы в а е т с я  н е ­
у д о в л е т в о р и т е л ь н ы м ,  то и с х о д н а я  о б л а с т ь  р а з б и в а е т с я  
на п о д о б л а с т и  и все п о в т о р я е т с я  с н а ч а л а .

О п р е д е л е н и е  а п п р о к с и м и р у ю щ е й  ф у н к ц и и  э л е м е н т о в .  
Эт у  п р о ц е д у р у  м о ж н о  в ы п о л н и т ь  один  р а з  д л я  т и п и ч ­
ного э л е м е н т а  об л а ст и  б е з о т н о с и т е л ь н о  к  его т о п о л о г и ­
ч е ск о м у  п о л о ж е н и ю  в ней.  П о л у ч е н н а я  ф у н к ц и я  и с ­
п о л ь зу е т с я  д а л е е  д л я  всех о с т а л ь н ы х  э л ем ен т о в  о б л а с т и  
того ж е  ви д а .  Эта  о со б енн ос ть  я в л я е т с я  в а ж н ы м  а с п е к ­
том МК.Э.  Б л а г о д а р я  ей  э л е м е н т ы  с о д н а ж д ы  о п р е д е -  

. л е н н ы м и  ф у н к ц и я м и  л е г к о  в к л ю ч а ю т с я  в б и б л и о т е к у  
э л е м е н т о в  со о тв ет ст ву ющ его  п р о г р а м м н о г о  к о м п л е к с а .  
Д а л е е  эт и  э л ем ен т ы  п р и м е н я ю т с я  д л я  р е ш е н и я  р а з ­
н о о б р а з н ы х  к р а е в ы х  за д а ч .

В ы ш е  от м еч ал ос ь ,  что в к а ч е с т в е  а п п р о к с и м и р у ю щ и х  
ф у н к ц и й  эл ем ен т ов  ч а щ е  в с е г о  и с п о л ь з у ю т с я  п о л и н о ­
мы.  В за в и с и м о с т и  от ст еп е ни  п о сл едн их  к о н е ч н ы е  
э л е м е н т ы  д е л я т с я  на си м п л ек с- ,  комп лек с-  и м у л ь т и ­
п л ек с- э л ем ен ты .  П о л и н о м ы  с и м п л е к с - э л е м е н т о в  с о д е р ­
ж а т  к о н с т а н т ы  и ли не йн ые  ч л е н ы ;  п ол и н ом ы  к о м п л е к с -  
э л е м е н т о в —  ко нстанты,  л и н е й н ы е  чле ны,  а т а к ж е  ч л е н ы  
боле е  в ы с ок и х  степеней.  К о м п л е к с - э л е м е н т ы ,  к а к  п р а ­
вило ,  к р о м е  г р ан и ч н ых  им ею т  д о п о л н и т е л ь н ы е  в н у т р е н ­
ние  у зл ы .  П о л и н о м ы  м у л ь т и п л е к с - э л е м е н т о в  т а к ж е  
с о д е р ж а т  член ы боле е  в ы с о к и х  степеней.  О д н а к о  н а  
м у л ь т и п л е к с -э л е м е н т ы  н а к л а д ы в а е т с я  д о п о л н и т е л ь н о  
е щ е  о д н о  условие :  их г р а н и ц ы  д о л ж н ы  бы ть  п а р а л л е л ь ­
ны к о о р д и н а т н ы м  осям.

О д н о м е р н ы й  с и м п л е к с - э л е м е н т  п р е д ­
с т а в л я е т  собой  отрезок ,  и з о б р а ж е н н ы й  на рис.  1.9. П р и  
о п р е д е л е н и и  ф у н к ц и и  этого э л е м е н т а  д л я  п р о с т о т ы  б у ­
д е м  счи та ть ,  что  у зл о вы е  з н а ч е н и я  иско мо й  н е п р е р ы в н о й  

; фун кц и и ,  о п р ед ел е н н ы е  на к о н ц а х  о т р е з к а ,  и з в е с т н ы .
• П о  д л и н е  о т р е з к а  з н а ч е н и е  ф у н к ц и и  <р а п п р о к с и м и ­

ру ет ся  п о ли но мом :

<р=Я1 +  а 2*. ( Ы 9 )

К о э ф ф и ц и е н т ы  а 1 и а 2 о п р е д е л я ю т с я  через  у з л о в ы е  
з н а ч е н и я  ф у нк ц и и  Ф,-, Ф]  в с о о т в е т с т в и и  с у с л о в и е м  н е ­
п р ер ы вн о ст и :

<р =  Ф,  при л: =  АГ,;
( 1.2 0 )

ф =  Ф;  При Х ~ Х у



П о д с т а в и в  (1 .20)  в (1.19) ,  получим

Ф|  =  +  02^01 Ф;  “  О] +  (1.21)

Р е ш и в  с и с те м у  (1 .21)  относ ите ль но  О) и аг, опреде-  
л  и м

0 1 -  (*1>*А'(— Ф ]Х Д Щ  а2=  ( ф ; — Ф , ) / 1 .
П о д с т а в и в  в ы ч и с л е н н ы е  зн а ч е н и я  к о э ф ф и ц и е н т о в  а п ­

п р о к с и м и р у ю щ е г о  п о л и н о м а  в (1.19) ,  по лу чим

ф =  ( Ф ^ . - Ф Д О / ^  +  К Ф — Ф  {)1Цх. ( 1 . 2 2 )

П р о в е д я  э к в и в а л е н т н ы е  п р е о б р а з о в а н и я  п р а в о й  ч а ­
сти у р а в н е н и я  ( 1 .2 2 ) ,  п ре д ст ав и м  его в ф о р м е

ф Ч ( ^ - * ) / 1 ]  Фг +  [ ( х - Х 0 / Ц Ф ^  (1.23)

Ч л е н ы  у р а в н е н и я  (1.23) ,  з а к л ю ч е н н ы е  в  скоб ки ,  я в ­
л я ю т с я  ф у н к ц и я м и  ф о р м ы  од н о м е р но г о  с и м п л е к с - э л е ­
мен та :

N i = { X J— x)!L■  А/ ; = ( * — * < ) / ! .  (1.24)

С  учетом о б о з н а ч е н и й  (1.24)  у р а в н е н и е  (1.23)  п р и ­
н и м а е т  вид

Ф — Л ,Ф,-{-Л^Ф^ (1.25)

ил и  в м а т р и ч н о й  ф о р м е
Ф =  (1.26)

где N — [Л^, N } \ —  матрица-строка;  Ф 
столбец.

Ф;
Ф] -  вектор-



Ф ун к ци и  ф о р м ы  о б л а ­
д а ю т  сл е д у ю щ и м  с в о й с т ­
вом:  ф у н к ц и я  ф о р м ы  с н о ­
м е р о м  I р а в н а  1 в у з л е  с 
соо тв ет ст ву ю щ и м  н о м е ­
ром и р а в н а  0 во всех  д р у ­
гих  узл ах .  Н е  п р е д с т а в л я ­
ет т р у д а  у бе ди т ьс я  в н а ­
л и ч и и  этого с в о й ст в а  у 
ф у н к ц и й  ф о р м ы  (1.24) .

Д в у х м е р н ы й  с и м ­
п л е к с - э л е м е н т  п р е д ­
с т а в л я е т  собой п л о ск и й  
т р е у г о л ь н и к  с п р я м о л и ­
н е й н ы м и  сто рон ами ,  у ж е  и с п о л ь з о в а в ш и и с я  в ы ш е  д л я  
д и с к р е т и з а ц и и  п р о и зв о л ь н о й  д в у х м е р н о й  о б л а с т и .

И н т е р п о л я ц и о н н ы й  п о л и п о м ,  а п п р о к с и м и р у ю щ и й  н е ­
п р е р ы в н у ю  ф у н к ц и ю  ср в н у т ри  т р е у г о л ь н о г о  с и м п л е к с -  
э л е м е н т а ,  имеет вид

ц  =  а 1 +  а 2х- \ - а3у.  (1-27)

Ч т о б ы  по лу чит ь  в ы р а ж е н и я  д л я  ф у н к ц и й  ф о р м ы  
э л е м е н т а ,  нео б хо ди м о п р о н у м е р о в а т ь  уз л ы т р е у г о л ь н и к а .  
О б о з н а ч и м  их н о м е р а м и  /, к,  н а ч и н а я  с  п р о и з в о л ь н о  
в ы б р а н н о г о  у зл а ,  д в и г а я с ь  при этом п р о т и в  ч а с о в о й  
с т р е л к и  (рис.  1.10).  У з л о в ы е  з н а ч е н и я  Ф , ( Ф; ,  Фл б у д е м  
п о - п р е ж н е м у  сч и т а т ь  извест ным и.

И с п о л ь з у я  у с л ов и е  н е п р е ры вн о с ти  и с к о м о й  ф у н к ц и и  
в у з л а х  а н а л о ги ч н о  п р е д ы д у щ е м у  с л у ч а ю ,  с о с т а в и м  с и ­
ст е м у  у р ав не ни й

Ф»=  &у-\~С12Хх-\-(1з У
Ф ; = а-1 я  ъХ} - Ь  С1 з У); 

ф / ; =  й -̂̂ -а Х̂ 11-\-и3У и,

р а з р е ш а я  кот ору ю от н о с и те л ь н о  н е и з в е с т н ы х  к о э ф ф и -  
цн ент ов  по ли но ма ,  полу чим :

а,  =  (0 ,5 /5 )  [ № П — В Д ) Ф Н - № К г - Ъ П ^  +
+  ( В Д -

а , =  ( 0 ,5 /5 )  [(У,— П ) Ф # + ( П - У , - ) Ф / Ч - ^ / - ^ ) Ф й]; П - 28)  
а 8« ( 0 15 / 5 ) [ ( Х л- ^ ) Ф < Н - № - Х А) Ф ^ + ( ^ - ^ ) Ф к], 

где 5  —  п л о щ а д ь  э л е м е н т а ,  в ы ч и с л я е м а я  по  ф о р м у л е  

5  =  0 , 5 [ , Ъ ( 1 0 -  Кл) + ^ ( У а- К ( ) + ^ ( У * - ^ ) ] .

Рис.  1.10. Ф у н к ц и я  д в у х м е р н о г о  
с и м п л е к с -э л е м с н т а .



П о д с т а в и в  (1.28)  в (1.27)  и п р о д е л а в  п ре об р  аз о ва-  
н и я ,  а н а л о г и ч н ы е  п р е д ы д у щ е м у  сл уч аю ,  н ай д ем

Ф ^ Л ^ + Л ^ + Л ^ ф * ,  ( | . 2 9 )
где

Л̂ , =  ( 0 , 5 | S ) ( a i  +  biX +  Ciy);
Л^ =  ( 0 , 5 /5 )  (аз +  Ь}Х +  с}у ) \  (1.30)

Л^  =  (0 ,5 / 5 )  (аь +  Ььх +  сцу)
и

=  ХзУк—Хи Уц а} =  Хк К£— В Д ;  а„ =  X, К,— У\;
^  =  К,—  УА;  г>; =  К , -  К*; ^  К,-;

с^ =  ̂ - Х л; ск =  Х}— Х {.

В ы ч и с л я я  з н а ч е н и я  ф у н к ц и й  ф о р м ы  А^, ¿V/,, не ­
т р у д н о  у бе дит ьс я ,  что  они р а в н ы  1 в у з л а х  с с о о т в е т ­
с т в у ю щ и м и  н о м е р а м и  и 0 в о с т а л ь н ы х  у з л а х  э л ем ен т а .

З а м е т и м ,  что  ф у н к ц и и  (1.25)  д л я  о д н о м е р н о г о  и 
(1 .29)  д л я  д в у х м е р н о г о  с и м п л е к с - э л е м е н т о в  бы л и  п о л у ­
ч е н ы  д л я  ти пи ч н ы х э л е м е н т о в  бе зо тн ос ит ель но  к их 
п о л о ж е н и ю  в о б л а с т и .  П о э т о м у  они у д о в л е т в о р я ю т  всем 
э л е м е н т а м  д а н н о г о  типа ,  что,  к а к  о т м е ч а л о с ь  выше,  
п о з в о л я е т  с о з д а в а т ь  о б ш и р н ы е  биб ли оте ки  э л е м е н т о в  в 
С А П Р .

А н а л о г и ч н о  р а с с м о т р е н н ы м  п р и м е р а м  в ы ч и с л я ю т с я  
ф у н к ц и и  всех  п р оч и х  типо в  э лем ент ов ,  н а б о р  ко то ры х 
м о ж е т  п о п о л н я т ь с я  и р а с ш и р я т ь с я .

О б ъ е д и н е н и е  к о н е ч ны х  э л е м е н т о в  в а н с а м б л ь .  О с н о ­
в у  э т о г о  э т а п а  с о с т а в л я е т  з а м е н а  п ро и зв о л ь н о  н а з н а ­
ч е н н ы х  в ы ш е  н о м е р о в  уз л о в  I, /, 6 на  но м ер а ,  п р и с в о е н ­
н ы е  у з л а м  в  пр оц ес се  р а з б и е н и я  р а с с м а т р и в а е м о й  о б ­
л а с т и .  Э т а  п р о ц е д у р а  п р и в о д и т  к  системе  л и н е й н ы х  а л ­
г е б р а и ч е с к и х  у р ав н ен и й ,  п о з в о л я ю щ е й  пр и  изв е ст н ых  
у з л о в ы х  з н а ч е н и я х  иск о м о й  ф у н к ц и и  по л у чи т ь  з н а ч е ­
н и е  п о с л е д н е й  в л ю б о й  точ ке  о бл а ст и .

Р а с с м о т р и м  п р о ц е д у р у  с о с т а в л е н и я  а н с а м б л я  к о н е ч ­
н ы х  э л е м е н т о в  д л я  с ф о р м у л и р о в а н н о й  в ы ш е  з а д а ч и  о 
н а х о ж д е н и и  п о л я  т е м п е р а т у р  в с т е р ж н е  (см.  рис.
1.2, а ) .  К у с о ч н о - э л е м е н т н а я  м о д е л ь  о б л а с т и  п р и в е д е н а  
н а  рис.  1 .2 ,6 ,  а  ф у н к ц и я  о т д ел ь н о го  э л е м е н т а  о п р е д е ­
л я е т с я  у р а в н е н и е м  (1.25) .

М о ж н о  н а п и с а т ь  с л е д у ю щ е е  соот ветствие  м е ж д у  
п р о и з в о л ь н ы м и  н о м е р а м и  ¿, /, ф и г у р и р у ю щ и м и  в у р а в ­
н е н и и  (1 .25 ) ,  и г л о б а л ь н ы м и  н о м е р а м и  у з л о в  р а с с м а ­
т р и в а е м о й  д и с к р е т н о й  м одели:  д л я



э л е м е н т а 1 /  =  2; (1 .31а)
э л е м е н т а 2 1 =  2; / ~ 3 ; (1 .316)
э л е м е н т а 3 ( =  3; /  =  4; (1 .31в)
э л е м е н т а 4 ¿ =  4; У =  5; (1.31 г)
э л е м е н т а 5 ¿ - 5 ; /  =  6. (1.31 д )

Подставы»  з н а ч е н и я  ном еро в  у з л о в  (1 .31)  в (1 .25 ) ,  
получим:

Л ^ Т * ;

Л Г ^ Г , . | - А Г ? ' Г » ;  

ф<3> = = М 3,Г 3 (1 .32)

Ф(4) -  Л ^ ' Г ,  1 А ^ ’Г, ;

<р(5 > -  Л^55 |7 ’й - | -  Л ^ Г , ,

где  верхн ие  ин дек сы  в с к о б к а х  от но с ят с я  к  н о м е р у  э л е ­
мента .

В вы р аж ен и ях  дл я  ф у н к ц и й  формы э л ем ен т а  (1 .24)  
значения произвольных номеров /  т а к ж е  с л е д у е т  изме­
нить  в соответствии с (1.31) .  Тогда  значения  Л^з2), N з3), 
например,  опр еде ляю тс я  по формулам

М 2> =  ( х - Х г ) / 1 т ;

М 3 )  =  ( Х 4 —  х ) / ^ ( 3 ) .

Очевидно,  что Л'з2’ и N з >> не равны д р у г  д р у г у  д а ж е  
в случ ае  равенства  длин  элементов ¿ (2> и Ь (3). П р и  из­
вестн ых  значениях узловых ве л и ­
чин Т 1 — Т 6 уравнения  (1.32)  
позволяют  определить  значение 
те мперат уры в любой точке с т е р ­
жн я .

Р а с с м о т р и м  е щ е  оди н  п ри м ер  
о б ъ е д и н е н и я  э л е м е н т о в  д в у х м е р ­
ной о б л а с т и  в а н с а м б л ь ,  ко тор ый 
по т р е б у е т с я  д л я  и л л ю с т р а ц и и  
д а л ь н е й ш и х  э та п о в  М К Э .

Т р е у г о л ь н а я  о б л а с т ь  р а з б и т а  
на  э л ем ен т ы  тр е у го л ь н о й  ф о р м ы ,  
к а к  п о к а з а н о  на рис.  1.11. Д л я  

г о б о з н а ч е н и я  у з л о в  о т д е л ь н ы х  э л е ­
м ент ов  п о - п р е ж н е м у  и с п о л ь з у ю т ­

Фб

Рис.  1.11.  П р и м е р  с о ­
ст а в л е н и я  а н с а м б л я  к о ­
нечных э л е м е н т о в  д л я  
дпух  мерной  т р е у г о л ь н о й  

о б л а с т и .



ся  н о м е р а  /, /,  к , н а ч и н а я  с п р ои зв ол ь н ог о  у з л а  (на р и ­
с у н к е  о т м е ч е н н о г о  з в е з д о ч к о й )  пр оти в  ча сов ой  стр елк и .  
С о о т в е т с т в и е  м е ж д у  э ти м и о б о з н а ч е н и я м и  и г л о б а л ь н ы ­
ми н о м е р а м и  у з л о в  с л е д у ю щ е е :

э л е м е н т  1 1 = 1 ;  /  =  2; 6 =  4; (1 .33а )
э л е м е н т  2  ¿ =  2; /  =  3; к  =  5; (1 .336)
э л е м е н т  3  ¿ =  2; /  =  5; к =  4; (1 .33в)
э л е м е н т  4  ¿ — 4; / =  5; /г =  6. (1.33г)

П о д с т а в л я я  з н а ч е н и я  (1 .33)  п (1.29) ,  получим:

Ф (1) |

ф (2) : - - :М2,ф ,  I М 2)Ф; , - ! - аг52)ф 5; {1-34) 

ф(3) - М 3)ф 2 | ^ 3)Ф 5 - | - М 3,Ф4;

Ф<4 > ^ } Ф 4 - | Л/54)Ф а -|- Л/с41Ф 6.

А н а л о г и ч н у ю  з а м е н у  н о м е р о в  необ хо дим о п р о д е л а т ь  
в (1 .30)  при  вы ч и с л е н и и  ф у н к ц и й  ф о р м ы  эл ем ен т ов .

С и с т е м а  (1.34)  — с о к р а щ е н н а я  ф о р м а  м а т е м а т и ч е ­
с к о г о  о п и с а н и я  м од е ли .  Р а с ш и р е н н а я  ф о р м а  имеет  вид

(р( , > ^  Л / ' / ’Ф ,  -]- М ‘>Ф2 +  0 Ф 3 +  М ' Ч  +  ОФа +  0ф„;

* — 0 Ф г -{- N 2 Н- Л'з ^Ф3 0Ф,  -|- Л̂ 5 *Ф„ 4“ 0ф„;

<р(31 -  0Ф! +  М 3)Ф 2 +  ОФз +  М 3)Ф ,  +  >Ф5 +  0Ф„;

Ф<4) =  0Ф; +  0 Ф 2 +  0Ф3 -|- I- М 4,Ф5 +  Л # > Ф „

и л и  в м а т р и ч н о й  ф о р м е

Ф = \ Ф .  (1.35)

В С А П Р  с ц е л ь ю  у м е н ь ш е н и я  о б ъ е м а  п а м я т и  ч а щ е  
и с п о л ь з у ю т  с о к р а щ е н н у ю  ф о р м у  оп и са н и я  м о де ле й  
(1 .3 4) .

Р а с ш и р е н н а я  ф о р м а  о п и с а н и я  м о дел ей  и м ее т  н е к о т о ­
р ы е  п р е и м у щ е с т в а  пр и  р е а л и з а ц и и  с л е д у ю щ и х  э т а п о в  
а л г о р и т м а  М К Э .

О п р е д е л е н и е  в е к т о р а  у з л о в ы х  зн а че н ий  ф у н к ц и й .  Д л я  
э т о й  ц ел и ,  к а к  о т м е ч а л о с ь  в ы ш е ,  ис по л ь зу ет ся  н е с к о л ь ­
ко  м е т о д о в .

М е т о д ,  о с н о в а н н ы й  н а  в а р и а ц и о н н о й  
п о с т а н о в к е  з а д а ч и ,  т р е б у е т  м и н и м и за ц и и  некото-



Рис.  1.12.  П ри м ер  м и ни м и зац и и  
ф у н к ц и о н а л а  при н а х о ж д е н и и  р а с ­
п р е д е л е н и я  т е м п е р а ту р ы  в с т е р ж н е .

por o  сп е ц и а л ь н о  п о д о б р а н н о г о  ф у н к ц и о н а л а ,  к о т о р ы й  
с в я з а н  с ф и з и ч е с к и м  см ы с л о м  з а д а ч и .  П о д б о р  ф у н к ц и о ­
н а л а  я в л я е т с я  н е т р и в и а л ь н о й  п р о ц е д у р о й ,  т р е б у ю щ е й  
гл у б о к и х  з н а н и й  в к о н к р е т н о й  п р е д м е т н о й  о б л а с т и .
#  П рим ер м и ни м и зац и и  ф у н к ц и о н а л а  в з а д а ч е  о  н а х о ж д е н и и  р а с ­

пределения  т е м п е р а т у р ы  в ст е р ж н е  (см. рис.  1 .12).

П р и  у к а за н н о м  м е то д е  м иним изируется  ф у н к ц и о н а л :

F  - 0,5X.V

V S

где  V  —  об ъ ем  т е л а ;  S  —  п л о щ а д ь  границы .



В ф у н к ц и о н а л  Р  в х о д я т  о б а  гра ни ч н ы х  услови я  (1.11).  П р и  
м и н и м и з а ц и и  ф у н к ц ио н а ла  и сп о л ь зу е т с я  м н о ж е с тв о  ф у н к ц ий  
э л е м е н т о в  д и ск р ет и зи р о в ан н о й  об л а с т и .  Д л я  простоты  в ы ч ис л е ­
ний  б у д е м  сч итать ,  что с тер ж ен ь  р а з б и т  всего на д в а  э л ем ен та  
(в  п р а к т и ч е с к и х  сл у ч а я х  этого  н е д о с т а т о ч н о )  (рис. 1.12).  Т о гд а

7 (1) = Л г(]1)7’1 +  Л/‘ 1)Г г; Г (2) =  ^ | 2 , 7'а +  А'<2 )Г э . (1 .37 )

Ф у н к ц и о н а л  (1.36) удобно  п р е д с т а в и т ь  в виде

*» / 2 л л
] 0 , 5 Х Л [ ~ ^ \  +  |  -Ь |  0 , 5 а  ( 7 - 7 , ) *  ^ 2> (1 .3 8 )

V

г д е  51  и Эг —  п л о щ а д и  сечений с т е р ж н я ,  на которы х з а д а н ы  г р а ­
н и ч н ы е  у с л о в и я  (1 .11а) и (1 .116) соответственно .

Д л я  в ы ч ис л ен ия  о б ъ ем н о г о  и н т е г р а л а  в (1.38) его  н е о б х о д и ­
м о  р а з б и т ь  на д в а  с л аг аем ы х  в со о т в е т с т в и и  с принятой  ко н е ч н о ­
э л е м е н т н о й  моделью :

1 1 о,5ц ^ ) Ч  +

+  [  (1 .3 9 )

V, * 1

П р о и з в о д н ы е  в (1 .39) в ы ч ис л яю т ся  с учетом (1.37)  и (1 .24):  

с( Г ( 1> / ^  =  ( - 7 ’1 +  Г 2) / ^ ( 1 ) ; ¿ 7 < 2> / ^ = ( - Г 2 + 7 э) / / . ( 2 ) . (1 .4 0 )

П о д с т а в и в  (1.40) н (1.39) и сч ит ая ,  что п о ­
л у ч и м

Г (  й Т  V
Г ’5Ч “ 1г )  ^  888 0,5 .... ¿(И ( - 7> ! - П ) Ч -

Ц2)5(2)
+  ° ’5 ¿ (2) ( - Г , +  Г , ) " .  (1 .4 1 )

В т о р о е  и т р е т ье  с л а г а е м ы е  в (1 .38) в ы ч ис л яю т ся  просто,  
т а к  к а к  п о д ы н т е г р а л ь н ы м  ф у н к ц и я м  со о тв е тств у ю т  у з л о в ы е  з н а ­
ч е н и я  7> и Т 3:

|  д Т й З ^ д Т ^ ;  ( 1 .4 2 )

^1

] 0 , 5 а  ( 7  —  7 #) ^ 5 Я -  0 , 5 а 5 2( 7 |  —  2 7 , 7 3 +  7 2 ) ,  (1 .4 3 )

г д е  ^ 1  и 5 г  —  п л о щ а д и  поверхностей ,  на кото р ы х  з а д а н ы  г/ и а  
( д л я  р а с с м а т р и в а е м о г о  примера  $ 1  =  5 (1) и 5 2= 5 (2)) .



З н а ч е н и е  ф ун кц ион а ла  /•' в ы ч и с л я е т с я  п р о с т и м  с у м м и р о в а ­
нием в ы р а ж е н и и  (1.41) — (1.43):

Г  =  0 15 С ( , , (7’5 — 2 7 * ! ^ - ! -  Т \ )  0 , 5 С ( 2 ) ( 7 ' |  —  2 Т гТ я 4-  Т \ )  +

+  +  0 , 5 а 5 а ( Г 2 -  2 Г +Г 3 +  Г 2) ,  ( | . 44)

где  С ( , )  - -  „ с , 2)  . 5 (2 )^ 2 ,Д ( 2 ) .
Д л я  м и ни м и зац и и  ф у н к ц и о н а л а  Г  н е о б х о д и м о  вы п о л н ен и е  

условии

д Г / д Т 1 =  С ( 1 )Т 1 -I- С ( ] ) Т,2 -I ■ <7^! ^  0;

д ^ / а г а = = - с ( 1> г н ч с (1Ч - с (2М г » - с < 2>га .= о; 
^ / а г 3 =  -  с (2)7\, +  [С<2> -|- с ^ а !  Г 3 -  =  О, 

или в м атричном  форме

'  с<1> ~ с<1) 0 1  Г г п  Г - ч М
- С (1) С <1,- | -С (2) - С (2) X  Т 2 0  1 . ( 1 .4 5 )

0 —С(2) С(21 +  «>5" ■7'3  ̂ а 5 а7'*
В о б щ е м  в и д е  (1.45)  можно п р е д с т а в и т ь  т а к :

к т = в ,
что с о о т в е т с т в у е т  (1.18).

I  П р и м е ч а н и е .  М а тр и ц а  к о э ф ф и ц и е н т о в  К в (1.45) п о - п р е ж ­
нему н а з ы в а е т с я  матрицей  ж е с т к о с т и ,  х о т я  по ф и зи ч ес к о м у  с м ы с ­
л у  в д а н н о й  з а д а ч е  ее удобнее б ы л о  бы  н а з в а т ь  м атрицей  т е п л о ­
пр о во д н о сти .  Т ак о е  название  м а т р и ц ы  К п ри ш ло  из с т р о и т е л ь ­
ной м е х ан и к и ,  где  М К Э  н ача л  п р и м е н и т ь с я  раньш е, чем в д р у ­
гих о б л а с т я х  техники.

З н а я  х ар а к т е р и с т и к и  м а т е р и а л а ,  из системы  (1.45) м о ж н о  
о п р е д е л и т ь  у зл о в ы е  значения Т\ ,  Тг. Т л.

И з  (1 .44)  и (1.45)  нетрудно  з а м е т и т ь ,  что  о д нотипны е к о н е ч ­
ны е э л е м е н т ы  вносят  в эти в ы р а ж е н и я  с л а г а е м ы е  о д н ого  в и д а .  
П о э т о м у  при р еал и за ци и  М К Э  в С А П Р  в к л а д  э л ем ен та  о п р е д е ­
л ен н о го  т и п а  в матрицу  ж е с т к о с т и  в ы ч и с л я е т с я  только  о д и н  р а з ,  
а з а т е м  исп ользуется  во всех н е о б х о д и м ы х  сл у ч а ях .  П р и  э т о м  
а л г о р и т м  получения  матрицы ж е с т к о с т и  несколько  о т л и ч а е т с я  
от  оп и сан н о го  вы ш е и состоит из с л е д у ю щ и х  этапов :

Э т а п  1. П редс тавлен и е  ф у н к ц и о н а л а  Р  в  виде  с у м м ы  с о ­
о т в е т с т в у ю щ и х  ф ун кц ион алов  д л я  э л е м е н т о в .

Д л я  рассм отрен н ого  примера  причем

/г ( , ) =  [  [ 0 ,5 С 1 1» /£ (1 > ] ( - Т 1 -1 -7 '3)» ( Д / Ш - Ь

V 11 * 5 ,

^ (2) =  С [0,5С<2>д,2)] ( -  т2 +  тя)4 1/ (2>+ Г0,5а(Гэ -  Г,)ЮЯ.
У12) 5 2

Э т а п  2. М иним изация  ф у н к ц и о н а л а  к а ж д о г о  э л е м е н т а  о т ­
д е л ь н о  (при  этом вы числяю тся  м а т р и ц ы  ж е с т к о с т и  К ' 1' 1 и в е к т о ­
ры н а г р у з к и  В "  » д л я  всех ко н еч н ы х  э л е м е н т о в ) .  В пр и м е р е



Рис.  1.13.  У п р у г и й  стер ж ен ь ,  нахо- Рис .  ¡.14.  Попереч- 
д н щ н й ся  под  в о з д е й с т в и е м  крутящ е-  ное  сечение с тер ж н я ,  

го  м о м е н т а .  н а х о д я щ е г о с я  под
в о зд ей ств и ем  к р у т я ­

щ его  момента .

д Р П )

д Т

0 т у > 5 Г
_ С ( 1) с (1) 0 Т* -ь 0

о о о Т з . _ 0

(1 .46 )

а ^ 2>
д Т

' о  0  0 7 \ 1 0

0  С<2 > — С<2> X Т 2 -ь 0

о  — С (2) С ( 2 ) +  а Э 2 т3_ _ — ,  _

Э т а п  3. С у м м и р о в а н и е  м атр и ц  ж е с т к о с т и  н в е к то р о в  н а ­
грузки  о т д е л ь н ы х  элем ен тов  [сумма п р и р а в н и в а е т с я  нулю, что 
п о з в о л я е т  п о л у ч и т ь  систему  (1.18)].

М и н и м и з а ц и я  с п е ц и а л ь н о  п о д о б р а н н о г о  ф у н к ц и о н а ­
л а  при о п р е д е л е н и и  вектора  у з л о в ы х  з н а ч е н и й  ш и р о ко  
и сп о ль зуе тс я  п р и  а н а л и з е  прочности к о н ст ру к ц и й .  При  
это м если  о к а ч е с т в е  степеней св о б о д ы  в ы б р а н ы  н а п р я ­
ж е н и я ,  то  м и н и м и з и р у е т с я  ф у н к ц и о н а л ,  о п и с ы в а ю щ и й  
д о п о л н и т е л ь н у ю  р а б о т у  системы.  Нели ж е  ст епенями 
сво бо д ы в ы б р а н ы  пер е ме щ ен и я ,  то м и н и м и з и р у е т с я  по­
т е н ц и а л ь н а я  э н е р г и я  системы.

ф  П рим ер  м и н и м и з а ц и и  ф ункционала  в з а д а ч е  о  кручении  с тер ж н я  
(рис. 1.13).  З а д а ч а  описы вается  у р авн ен и ем  (1 .2 ) ,  оты скание  

н а п р я ж е н и и  в с е ч е н и и  с вя зан о  с м и ни м и зац и ей  дополнительной  
р а б о т ы  си сте м ы .  В с л у ч а е  к р аев ы х  у сл о ви й  п ервого  р о д а  ф =  0 
с о о т в е т с т в у ю щ и й  ф у н к ц и о н а л  имеет вид

Оу
( I V . .47)



Д л я  о п р е д е л е н и я  н а п р я ж е н и й  н ео б х о д и м о  з н а т ь  ф о р м у  сеч е ­
ния с тер ж н я .  В с л у ч а е  к в а д р а т н о г о  сечения с т е р ж н я  и з - з а  н ал и ч и я  
осей сим метрии  при р еш ении  за д а ч и  д о с т а т о ч н о  р а с с м о т р е т ь  1/8 его 
(рис. 1.14).

Разбиение исследуе м ой  части сечения с т е р ж н я  н а  э л е м е н т ы  п о к а ­
зан о  на рис. 1 . 11.  (Н а  практике  такое  разб и ен и е  с т е р ж н я  слиш ком  
г р у б о е . )  Ф у н к ци о н ал  ( 1 .4 7 )  представим с ум м ой  ф у н к ц и о н а л о в ,  отно-

4

с я щ и х с я  к о тде льн ы м  элем ен там  сечения с т е р ж н я :  =

Р ас с м о т р и м  один и з  ф ункционалов :
е— 1

/гИ -![+(■
Л«) \2

-  ч д х  

В ве д я  о б о з н а ч е н и я

<Э<р(в) \2

,<*)_ д х

д ^ е) 
д у

пр ео б р азу ем  (1.48) к  в и д у

ду

,(<■) _

■ 2£,ф(е) О й У (е ) . (1 .4 8 )

■,(«> <5ф<е>
д х ду

|  — 2£-ф^>0 1 . (1 .4 9 )
1/ 1е) 1. Jу1е)

С учетом (1.35) в е к т о р  за п и ш е т с я  в виде:

,(<■)

д ^ е) д М[ е) дЫ[е)
- ф г

Ф*
д х д х д х

X
Фа

д М \ е) дЫ[е) Ф 4

Ф»
Фв

_ дУ дУ д у  J

( 1 .5 0 )

£<Ов 0 1г>Ф,

где  0 ('> — матрица  г радиентов.
П о д с т а в и в  (1.50)  в (1 .49),  получим

= 0 , 5  ф ' р ( е , , 0 {е ,ф ^ (' ) — 2 £ 0  |  ^ Ф ^ И * ^ .

у(*)  у (е)

М и н и м и зац и я  ф у н к ц и о н а л а  п р и в о д и т  к  у р а в н е н и ю

=  2Е В  Г̂ ( г , ^ И £ ) ,
Ле) т[е)

2 З а к . 306 3 3



где

к (*)=  Г о {е)10 1е)й У ^ е) (1 .5 1 )

у(е)
е с т ь  м а т р и ц а  ж е с т к о с т и ,  а

В<е> = 2 £ 0  [  Г*<е)^ И е) (1 .5 2 )

у(«)
е с т ь  в е к т о р  н а г р у з к и  отдельного  э л ем ен та .

В ы ч и с л е н и е  п о  (1.51) и (1 .52)  п ровед е м  па примере первого  
э л е м е н т а .  С  учетом  п ервого  у р а в н е н и я  системы  (1.34)  м а т р и ц у  
г р а д и е н т о в  Р (1) м о ж н о  п р е д с т а в и т ь  в виде

0 ( 1 ) =

<мЛ11)
дх

дN[l)

щ 1)
д х

О ад^<1)
д х

ал ^ 1*

о о

о о

=  0 , 5 5 ( 1)

д у  д у  д у

х Г б1п б | п 0 ь [ 1) о  о '

с \ 1) 4 й  о 0  0

г д е  Ь[ 1 ) = У 2 - У Л; й<‘ > =  -  К 3;

с \ 1 ) = Х л - Х 2-, =  Х 1 —  Х л; 4 ’ ^ Х г - Х ! .

П р о и з в е д е н и е  м а т р и ц  О О П  0 (,) р ав н о

0 (Ш О*11 = -------- 1— —  X
45(1) 5 ( 0

0 МУ + < №  00‘
^ 11) +  4 111 & 22 ) +  С2 2) 0  Й2 14) +  4 ,41 0 0

О 0 0 0 0 0

^  +  о « о
О 0 0 0 0 0
о  0 0 О О О

(1 .5 3 )

ь Щ - М ;  сШ = с11,.см ) -
В ы р а ж е н и е  (1.53) —  п о с т о я н н а я  величина  и м о ж е т  быть 

в ы н е с е н а  и з-п о д  з н а к а  интеграла .  С учетом  ск а з а н н о г о  и п р и н и ­
м а я  д л я  п р о с т о т ы  т о л щ и н у  э л е м е н т а  равной  1, м ат р и ц у  ж е с т ­
к о с т и  м о ж н о  в ы ч ислить  по ф о р м у л е

=  0 (1)/0 (1) [  ¿ У < 1)=  (1 .5 4 )

й ‘)



Д л я  о п р е д е л е н и я  в е к т о р а  нагрузки  (1 .5 2 )  у д о б н о  в о с п о л ь з о в а т ь ­
ся  и н т е г р а л ьн о й  ф ормулой ,  п о з в о л я ю щ е й  в ы ч и с л я т ь  интегралы  
по п л о щ а д и  д в у х м е р н ы х  си м п ле кс -эл см сн то в :

=  ■ а'.Ыс!
(а +  Ь +  с - \ -  2)!

2 5 . (1.55)

В ча стн ом  с л у ч а е  при  а = 1 ,  Ь =  О, с = 0  ф о р м у л а  им еет  вид

=  2Я -  _  _ .  
3! 3 (1.56)

С учетом  п р и н я т о г о  доп ущ ен и я  о  е д и н и ч н о й  то л щ и н е  э л е ­
мента  и ф о р м у л ы  (1.56) вектор н а г р у з к и  В “ » д л я  первого  э л е ­
м ента  з а п и ш е т с я  в виде

В<>> =
2 £05(1)

А н ал о ги ч н ы е  вычисления н е о б х о д и м о  п р о д е л а т ь  и д л я  всех 
остальн ы х  э л е м е н т о в  области.  Д а л е е ,  п р и н и м а я ,  что п л о щ а д и  
всех э л ем ен то в  р а в н ы ,  а свойства  м а т е р и а л а  о д и н а к о в ы ,  и о б ъ ­
е д и н я я  у р а в н е н и я  д л я  элементов,  п о л у ч и м  п о л н у ю  систему 
уравнений :

¿>0)_^с(1) ¿(1)_|_ с(1) 0 

ь Щ +  41» ^ +2+3Ч  4 12+2+3) * й ' +  4 2) 4 1 +4)+  4 \ +А)

Ь \ \ ' + г О >14

о 

Н ,1,+  4 1. , ^ 12+ 3 , +  4 ^ 3) 
о ^ 2 +3)+ 4 1 +3) 
о о

о

33 о
о *^4+ з+ ' ч + с<;1+ з+ 4 

С + 41’ *й+4)+ « й 44'
О

41+3»+ 4 2 . - 3 .

41' +  41* 
‘Г Ч 4 1 + ' 1

' 5 5
/,(4) I /.(4) 

65 X  С65

0 *1 -  р  -

0 *2 ЗЯ
0 Р

А<4 > 1 ,-<4) 
°4С +  40 ф 4 -- 3 Р
¿(4) ! г (4) 

50 +  56 4*6 3 Р
Л<4 > . .(4) 
°66 т  с00 _ _ ф 0_ _  Р

2' 35



где

^ /+*)=  » а + » а + <  -  < щт > = < а + ^
Р  =  2 £ 0 5 / 3 ;

5  —  5 < 2) —  5 < 3 > =  5 < 4 ) .

П р и  р е а л и з а ц и и  М К З  в С А П Р  ф о р м а  (1.54) м а ­
три цы ж е с т к о с т и  э л ем ент а  н е э ф ф е к т и в н а  с точки  з р е ­
ния з а т р а т  О П .  Д е й с тв и т ел ьн о ,  м а т р и ц ы  ж е ст ко с ти  о т ­
д е л ь н ы х  э л е м е н т о в  имеют ту  ж е  р а з м е р н о с т ь ,  что и 
г л о б а л ь н а я  м а т р и ц а  ж е ст кос ти  с и с т е м ы ,  а бол ь ш и н ст в о  
э л е м е н т о в  м а т р и ц ы  нулевые.  В С А П Р  с ц ел ь ю  с о к р а ­
щ е н и я  з а т р а т  О П  из м ат ри ц  ж е с т к о с т и  и с к л ю ч а ю т  н у ­
л е в ы е  э л е м е н т ы ,  ст р о я  их в с о к р а щ е н н о й  фо рм е .  Та к о й  
мето д  п о с т р о е н и я  м а т р и ц  н а з ы в а ю т  методом п р я м о й  
жесткости.  П р и  э т о м  ис к л ю ча ет ся  н е об х од и м о ст ь  х р а ­
нения  м а т р и ц  б о л ь ш о й  р а з м е р н о с т и ,  но в о з н и к а е т  п о ­
тр е б н о с ть  в с п е ц и а л ь н о й  п р о ц е д у р е  к о д и р о в а н и я  уз л ов  
эл ем ен т ов .

С у т ь  э т о й  п р о ц е д у р ы  з а к л ю ч а е т с я  в том,  что с н а ч а л а  
в ы ч и с л я ю т с я  м а т р и ц ы  ж е с т к о с т и  э л е м е н т о в  в с о к р а ­
щ ен н о й  ф о р м е .  Н а п р и м е р ,  в р а с с м о т р е н н о м  в ы ш е  п р и ­
м ере  м а т р и ц а  ж е с т к о с т и  К(1) б уд ет  и м е т ь  вид

В е к т о р  н а г р у з к и  т а к ж е  в ы ч и с л я е т с я  в со к р а щ е н н о м  
виде:

1
1 •

1 _
З а т е м  с т р о к а м  и ст ол бца м м а т р и ц  ж е с т к о с т и  о т д е л ь ­

ных э л е м е н т о в  п р и п и с ы в а ю т с я  г л о б а л ь н ы е  н о м ер а  у з ­
лов  и т е м  с а м ы м  оп ре д е л я е т с я  их место  в об щ е й  м а ­
т р и ц е  ж е с т к о с т и  системы.  А н а л о г и ч н о  п р о и зво ди тс я  
ф о р м и р о в а н и е  г л о б а л ь н о г о  в е к т о р а  наг ру зк и .

М е т о д  Г а л е р к и  н а  —  д р у г о й  ш и р о к о  изв естный 
м ет од  в ы ч и с л е н и я  ве кт ор а  у з л о в ы х  зн а че н ий  —  п р е д ­
с т а в л я е т  с о б о й  ча ст ны й сл у ч а й  б о л е е  о б щ е г о  метод а  
в з в е ш е н н ы х  н е в я з о к .  Осн овн ым  п р е и м у щ е с т в о м  этого

В '1» 2 £ 0 5 ( , )

К<1) =
4 ^ 1)



ме т о д а  я в л я е т с я  то,  что о с н о в о й  д л я  него  с л у ж и т  и с ­
ходное  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  у р а в н е н и е .  П о э т о м у  м е т о д  
Г а л е р к и н а  с  усп ех ом  п р и м е н я е т с я  п р и  р е ш е н и и  з а д а ч ,  
д л я  к о т о р ы х  не у д а е т с я  п о д о б р а т ь  ф у н к ц и о н а л  д л я  м и ­
н и м и з а ц и и  ( н а п р и м е р  за да ч ,  м а т е м а т и ч е с к и м  о п и с а н и е м  
к от ор ых  с л у ж а т  ур ав н ен ия  Н а в ь е  —  С т о к с а ) .

М е т о д  Г а л е р к и н а  основан  н а  м и н и м и з а ц и и  о ш и б к и  
e =  Lu ~ f  п р и б л и ж е н н о г о  р е ш е н и я  и  исх од но го  д и ф ф е ­
р е н ц и а л ь н о г о  у ра в н е н и я  Lcp— /  =  0, г д е  L — д и ф ф е р е н ­
ц и а л ь н ы й  о п е р а т о р .

Д л я  минимизации е в заданной  обл аст и  G тр е бу е тс я  
выполнение рав енс тва  \ N p d G  0 д л я  к а ж д о й  из ф у н к -

G
ций Ni .

С о ч е т а н и е  м е т о д а  Г а л е р к и н а  с М К Э  п ри во д и т  к с и ­
стеме у р а в н е н и й

pVp/.(cp)dG =  0  при р - i,  у, к,
Ь

где L(cp) —  л е в а я  часть  исх од но го  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о г о  
ур а в н е н и я ,  о п и с ы в а ю щ е г о  н е п р е р ы в н у ю  ф у н к ц и ю  ср.

Т ех н и к у  п о л у ч е н и я  р а з р е ш а ю щ е й  с и с т е м ы  у р а в н е ­
ний м ет о д ом  Г а л е р к и н а  л е г к о  п р о и л л ю с т р и р о в а т ь  н а  
пр и м ер е  у ж е  р еш е н н о й  выше з а д а ч и  о б  от ы с к а н и и  т е м ­
п е р а т у р н о г о  п о л я  в од но ро дн ом  с т е р ж н е  (см.  рис.  1.1),  
к о н е ч н о - э л е м е п т н а я  модель  к о т о р о г о  п р е д с т а в л е н а  на  
рис.  1.13.

П р и м е н и в  м е т о д  Г а л е р к и н а  к  ( 1 . 1 0 ) ,  получим

\ N‘K ^ ~ d v  = 0 - (1-57)
V

П о д с т а в и м  в (1.57) ф о р м у л у  д и ф ф е р е н ц и р о в а н и я  
пр ои зве де ни й:

И н т е р п о л я ц и о н н а я  ф у н к ц и я  Т  не  с о х р а н я е т  п о с т о я н ­
ства  по д л и н е  с т е р ж н я ,  поэтому  и н т е г р а л  в (1.58) м о ж ­
но п р е д с т а в и т ь  су м м о й  с о о т в е т с т в у ю щ и х  и н т е г р а л о в  
д л я  о т д е л ь н ы х  эл ементов .  Так ,  в т о р о й  и н т е г р а л  в (1 .58) 
м о ж н о  п р е д с т а в и т ь  в виде



.1 й х  К

2
V dN(í)í

\ г  й х  м *' ¿ ы  .1 ¿х  
у  «=1 у(‘>

й х М < ‘\  (1.59)

В ы ч и с л и м  в (1 .59)  ин тегралы,  о т н о с я щ и е с я  к  о т ­
д е л ь н ы м  э л е м е н т а м :

" "  Х ) — х

dN(g)<
йх

й Т (е)

сI 
йх х - Х (

1
Ь (е)

—  1 

1

1
й х  й х  "  " I (*>

С у чет ом  (1 .6 0)  и (1.61)

[ - 1  П
Т 1

Т }

у(*)
йх

X

й х
йум- -- ;  ?

у ( ‘)

1 — 1

— 1 1

¿ у м  -
$ (в)*4е) ' 1 — Г ‘т у

т} _

(1.60)

(1 .61)

X 

(1.62)

П е р в ы й  и н т е г р а л  в (1.58) н а  о с н о в а н и и  те ор емы  
О с т р о г р а д с к о г о  —  Г а у с с а  п р е о б р а з у е т с я  к  виду

о - 6 3 )
у  '  ' 5

где 1х (йТ/с1х)  =  й Т / й п ;  «  — в н е ш н я я  н о р м а л ь  к  р а с с м а т ­
р и в а е м о й  п о в е р х н о с т и .

С у ч е то м  к р а е в о г о  у сл ов и я  (1 .11 а)  в то ч ке  * = 0  
д л я  пе рв ого  э л е м е н т а  интеграл  (1.63)  п р и н и м а е т  вид

й Т ({)
йп X 1 

1<>>

( - ^ .  (1.64)

П о д с т а в и в  з н а ч е н и я  А ^ О ,  Х 2 =  /-(1) в (1 .64) ,  получим

¿ я - ■—  <?5 1"
0 0

(1.65)

С у ч е то м  к р а е в о г о  условия  (1 .116)  в точ ке  х = [ *  д л я  
второго  э л е м е н т а  инте гра л  (1.63) з а п и ш е т с я  так:



(’ N < 2 ) ^ ( 2 )  С

5  *  5

=  5 о ( — а Т 3 - { - а Г # ). ( 1.66)

П р о с у м м и р о в а в  в ы р а ж е н и я  в и д а  (1 .62)  д л я  п е р в о г о  
и вт ор ого  эл ем ен т ов  и в ы р а ж е н и я  (1.65) и (1 .66)  и п р и ­
р а в н я в  с у м м у  нулю,  п ол у чи м  с и с те м у  у р а в н е н и й

С<п — СО) О

где

- С т о 1) +  С<2> —  С<2> 
О —  С(2>С<2> +  а 5 2

С (1) -  5 ,1,Я11,/ ^ (1> и С

' Г Г
та + 0
Т э —а5 2Г +

=  0,  ( 1 . 6 7 )

( 2 )
5 (2)А<2,/ ^ (2).

С и с т е м а  (1.67) и д е н ти ч н а  сис те ме  (1 .45 ) ,  о п р е д е ­
лен н о й  путем м и н и м и з а ц и и  с о о т в е т с т в у ю щ и м  о б р а з о м  
п о д о б р а н н о г о  ф у н к ц и о н а л а .

З а в е р ш а ю щ и м  ш а г о м  э т а п а  о п р е д е л е н и я  в е к т о р а  
у з л о в ы х  зн а че н ий  Ф я в л я е т с я  р е ш е н и е  с и с т е м ы  л и н е й ­
ных а л г е б р а и ч е с к и х  у р а в н е н и й .

■  П р и м е ч а н и е .  О сн овн ы е  о с о б е н н о с т и  этого  ш а г а  —  б о л ь ш а я  
р а зм е р н о с т ь  и сильн ая  р а з р е ж е н н о с т ь  м а т р и ц ы  к о э ф ф и ц и е н т о в  
системы. В связи  с этим д л я  р е а л и з а ц и и  М К Э  в С А П Р  р а з р а б о ­
т а н ы  сп ец и альн ы е способы  х р а н е н и я  м а т р и ц ы  ж е с т к о с т и ,  п о з в о ­
л я ю щ и е  у м еньш ить  нео б х о д им ы й  д л я  это го  о б ъ е м  О П .  Д л я  н а ­
х о ж д е н и я  у зл о вы х  значений ф у н к ц и й  п р и м е н я ю т с я  м е т о д ы  п р е ­
о б р а з о в а н и я  и реш ения систе м ы , н а п р а в л е н н ы е  на с н и ж е н и е  з а ­
т р а т  м аш ин н ого  времени.

Н е с т а ц и о н а р н ы е  к р а е в ы е  з а д а ч и .  В о  всех  р а с с м о ­
т р е н н ы х  в ы ш е  п р и м е р а х  М К Э  п р и м е н я л с я  д л я  р е ш е н и я  
с т а ц и о н а р н ы х  к р а е в ы х  з а д а ч .  А л г о р и т м  м е т о д а  и о с о ­
бенности  от д ел ь н ы х  его э т а п о в  о с т а ю т с я  н е и з м е н н ы м и  
и пр и  реше ни и  н е с т а ц и о н а р н ы х  з а д а ч ,  в у р а в н е н и я х  
к о то р ы х  п р и сут ств ую т  не т о л ь к о  ч а с т н ы е  п р о и з в о д н ы е  
по п р о ст р ан с тв е н н ы м  к о о р д и н а т а м ,  но и ч а с т н ы е  п р о ­
и з в о д н ы е  по времени ,  как ,  н а п р и м е р ,  в (1 .4 ) ,  ( 1 . 7 ) .  
В это м  с л у ч а е  член  с ч а ст н о й  п ро и зв о д н о й  по  в р е м е н и  
р а с с м а т р и в а е т с я  к а к  ф у н к ц и я  п р о с т р а н с т в е н н ы х  к о о р д и ­
нат  в к а ж д ы й  ф и к с и р о в а н н ы й  м о м е н т  в р е м е н и ,  ил и ,  к а к  
п р и н я т о  говорить ,  на  к а ж д о м  ш а г е  чи с л ен н о г о  и н т е ­
г р и р о в а н и я  по времени .  Н а п р и м е р ,  в р а с с м о т р е н н о й  
в ы ш е  з а д а ч е  н е с т а ц и о н а р н о е  т е м п е р а т у р н о е  п о л е  в 
с т е р ж н е  оп ис ы в а е тс я  у р а в н е н и е м



с ,  р П — Х , ™ - .  ( 1 .68)

В это м  с л у ч а е  п ри  в а р и а ц и о н н о й  ф о р м у л и р о в к е  з а ­
д а ч и  м и н и м и з а ц и и  п о д л е ж и т  ф у н к ц и о н а л

Р =  1± [ ^ { - % т ) '  +  2С* - % Г Т ] Л'  +

| 97’ +  ~ £ - < х ( Г - 7 ’, )»  ¿Б.  (1.69)

Ф у н к ц и о н а л  (1 .69)  о тл и ч ае тс я  от  м и н и м и з и р о в а н ­
но г о  в ы ш е  ф у н к ц и о н а л а  (1.36)  н ал ич и ем  д о п о л н и т е л ь ­
но г о  с л а г а е м о г о  в о б ъ е м н о м  интеграле .  В ы ч и с л и м  в к л а д  
э т о г о  с л а г а е м о г о  в р е з у л ь т и р у ю щ у ю  си ст ем у  у р ав н ен и й .  
Д л я  э то г о  о б о з н а ч и м

^ - ¡ р С р - Т й - Т М -  о -7°)
V

Пр ин има я ,  что ха ра кт ери ст ик и  материала постоянны 
по всему  объему  с т ер ж н я ,  перепишем (1 .70)  в виде —

=  т м , где О  =  Срр.
V

И н т е г р а л  Р\  м о ж н о  п р ед ст ав и т ь  су м м ой  ин те гр а л ов ,  
з а п и с а н н ы х  д л я  о т д е л ь н ы х  элементов ;

^  =  2  Я " 1 |  (1.71)
«=1 у(<)

И с п о л ь з у я  с о о т н о ш е н и е  =  и у ч и т ы в а я ,  что
я в л я е т с я  ф у н к ц и е й  то л ь ко  ко ор ди на т ,  п р ои зв о д н у ю  

по  в р е м е н и  в (1 .71)  п р е д с т а в и м  в виде

д Т ^ 1 д ( = т ) ( д Т « ’Уд1).

Т о г д а  д л я  о т д е л ь н о г о  э л е м е н т а  ф у н к ц и о н а л  Л  з а п и с ы ­
в а е т с я  в ф о р м е

/Г<-) =  ¡ ) М  I* (1.72)
у Н

П р о д и ф ф е р е н ц и р о в а в  (1.72)  по ве к т о р у  Т(р) и п р и ­
р а в н я в  р е з у л ь т а т  н у л ю ,  получим

=  £><*> Г - ^ г * .  (1.73)
а г с »  ^  л



П о д с т а в л я я  в о б ъ е м н ы й  и н те гр а л  (1 .73)  с о о т н о ш е н и я

З и ^ И “ ^ а Р1й ё м (1-24) И УЧИ™ ВаЯ соотношение

=  £ ) И  [  =

у « )

,(«)

X }  —  х

№  

х  —  Х(
X }  —  х  х  —  Х {  

И е) ¿.<*>
Ы х

__ 1 
6

2  1 

1 2
(1 .74)

П о с л е  с у м м и р о в а н и я  по э л е м е н т а м  и с  у ч е т о м  П 74) 
ф у н к ц и о н а л  р 1 п р и н и м а е т  в ид  '

Л

где

2  # 0 )  # <  1) 0 Г д Т '  1
д1

//<*> 2 ( Я < п  - ¡ - Я < 2 >) / / < 2> а г 2
д1

0  я < 2) 2 Я < 2 ) д Т 3
_ д1

° 4 г ' < 1 - 7 5 )

=  и / /<2> =  0 < 2>.5<2) / .(2) /6 .

О б ъ е д и н я я  (1 .75)  с р а н е е  п о л уч е н н ы м  д л я  то й  ж е  
з а д а ч и  у ра в н е н и е м  (1 .45) ,  р е з у л ь т и р у ю щ у ю  с и с те м у  
у р ав не ни и  д л я  з а д а ч и  (1.68) з а п и ш е м  в ф о р м е

сП
О

<и кт в. (1 .76)

"  с Х ^ ь Л 'Г и г е  б " " 0“  РСШСН“ Я СИСТСМЫ ( 1 '7 б > п в д Р ° б ™  Р а с -

1.3. Метод конечных разностей

М е т о д  к он е ч н ы х  р аз н о ст е й  и ст о р и ч е ск и  н а ч а л  паз -  

р е п Г е ш т  к р а е в ы х  з а д а ч . И ™

д л яАмеГт°оРдИаТ сетокК Р  С° СТ° ИТ И3 ЭТаП° В' ^ ^ о н н ы х  

В М р "  1  П о с т р о е н и е  сетки  в з а д а н н о й  о б л а с т и .

1 с 1 Рм г СГ „ ЬЗУ, еТСЯ Се™ а ' к о н е ч н ы м  м н о ­ж е с т в о м  узлов.  В у з л а х  сетки о п р е д е л я ю т с я  п р и б л и ж е н -



н ы е  з н а ч е н и я  фл искомой  ф у н к ц и и  <рч  Со в ок уп н о с ть  у з ­
л о в ы х  з н а ч е н и й  фл н а з ы в а ю т  сеточной ф ун к ц и ей .

Э т а п  2. З а м е н а  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о г о  о п е р а т о р а  ЬФ— 
=  д ф и  в ис ход но м  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о м  у р а в н е н и и  р а з ­
н о с т н ы м  а н а л о г о м  Ьл, п о ст р о ен н ы м  по одной  из схем,  
р а с с м о т р е н н ы х  ниже .  П р и  эт о м  н е п р е р ы в н а я  ф у н к ц и я  
Ф  а п п р о к с и м и р у е т с я  сеточной  ф у н к ц и е й  щ -

Э т а п  3. Р е ш е н и е  п о л уч е н н о й  системы  а л г е б р а и ч е ­
с к и х  у р а в н е н и й .  х * ™

П р и  к а ж у щ е й с я  простоте  а л г о р и т м а  М К Р  его п р а к ­
т и ч е с к а я  р е а л и з а ц и я  н а т а л к и в а е т с я  на р я д  труд но ст ей .  
Д л я  в ы я с н е н и я  их п р и ро ды  ц е л е с о о б р а з н о  р а с с м о т р е т ь
о с н о в н ы е  э т а п ы  М К Р  более п од ро б н о .  »«ып

П о с т р о е н и е  сетки в з а д а н н о й  обл ас ти .  В М К Р  и с­
п о л ь з у ю т с я ,  к а к  пра вило ,  р е г у л я р н ы е  сетки,  ш а г  к о т о ­
р ы х  л и б о  по стоян ен ,  л и б о  м е н я е т с я  по н е с л о ж н о м у  
з а к о н у .  П р и м е р ы  по ст р о ен и я  сето к  в М К Р  д а н ы  на 
рис .  1.15. Д л я  о д н о м е р н ы х  о б л а с т е й  по строение  сетки 
м а л о  че м  о т л и ч а е т с я  от а н а л о г и ч н о й  п р о ц е д у р ы ^  М К Э .  
О т р е з о к  д л и н о й  I  р а з б и в а е т с я  н а  N  ча ст ей  (рис.



1.15, а ) .  Р а с с т о я н и е  м е ж д у  д в у м я  с о с ед н и м и  у з л а м и  
н а з ы в а е т с я  шагом^сетки  /!< =  **— **_, п ри  ¿ = 1 ,  2, N .

П р и  р е г у л я р н о й  сетке  ш а г  !ц —  п о с т о я н н а я  в е л и ­
чина ,  р а в н а я  1/(Л^— 1), г д е  N  —  к о л и ч ес тв о  у з л о в  
сетки.

Д л я  д в у х м е р н о й  обл ас ти  п о д х о д  к  п о ст ро ени ю  с е тк и  
с у щ е с т в е н н о  о т л и ч а е т с я  от а н а л о г и ч н о й  п р о ц е д у р ы  в 
М К Э .  П у с т ь  в кач ест ве  о б л а с т и  и з м е н е н и я  ф у н к ц и и  
з а д а н  п р я м о у г о л ь н и к  (рис. 1 . 1 5 , 6 ) .  О с и  х н у  р а з б и ­
в а ю т с я  н а  от р е з к и ,  которые  я в л я ю т с я  ш а г а м и  се тк и  по 
с о о т в е т с т в у ю щ и м  н а п р а в л е н и я м .  Ч е р е з  точки  д е л е н и я  
п р о в о д я т с я  п р я м ы е ,  п а р а л л е л ь н ы е  о с я м  ко ор ди н ат .  С о ­
вок у п н о ст ь  т о ч е к  пересечения  ( у з л о в )  этих  п р я м ы х  и 
о б р а з у е т  с е т к у  в з а д а н н о й  д в у х м е р н о й  об ла ст и .  С о с е д ­
ними у з л а м и  т а к о й  сетки н а з ы в а ю т с я  узлы,  р а с с т о я ­
ние м е ж д у  к о т о р ы м и  равно  ш а г у  с е т к и  по од н о й  из 
осей.

Спо со б  п ос т ро ен и я  сетки не м е н я е т с я  и в том с л у ­
чае,  есл и  з а д а н а  об л а с т ь  п р о и з в о л ь н о й  ф о р м ы  (р ис .
1.15, в ) .  У з л ы  сетки,  п о п ав ш и е  в н у т р ь  о бл а ст и ,  н а з ы ­
ва ю т с я  в н у т р е н н и м и  у з л а м и .  Т о ч к и  п ере се че ни я  п р я ­
мых,  о б р а з у ю щ и х  сетку,  с г р а н и ц е й  о б л а с т и  н а з ы в а ю т с я  
г р а н и ч н ы м и  у з л а м и .  Оче видно ,  чт о  д а ж е  в с л у ч а е  п о ­
ст о я н н ы х  ш а г о в  сетки  по осям х  и у  в о б л а с т и  и м е ю т с я  
г р а н и ч н ы е  у з л ы ,  отстоящие  от  б л и ж а й ш и х  к ним в н у ­
тре нн их  у з л о в  н а  расстояние,  м е н ь ш е е  ш а г а  по с о о т ­
в е т с т в у ю щ е м у  напра вле ни ю.  П о э т о м у  д л я  д в у х м е р н о й  
о б л а с т и  п р о и з в о л ь н о й  ф о р м ы  с е т к а  в об щ е м  с л у ч а е  
вс егд а  я в л я е т с я  нере гу ляр ной ,  п р и ч е м  особ енн ос ти  г е о ­
мет р и и  у ч и т ы в а ю т с я  только  в о к о л о г р а н и ч н ы х  у з л а х .

З а м е н а  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о г о  о п е р а т о р а  р а з н о с т н ы м  
а н а л о г о м .  Э т у  пр о ц ед у р у  л е г к о  п р о и л л ю с т р и р о в а т ь  н а  
с л е д у ю щ е м  прост ом  примере.  П у с т ь  н е п р е р ы в н а я  ф у н к ­
ция (р(х) ,  о п р е д е л е н н а я  на о т р е з к е  (рис .  1.15, а ) ,  о п и с ы ­
ва ет с я  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы м  у р а в н е н и е м

¿ЛрМ Н-Аф =  0,  (1 .77)

где А к о н с т а н т а ;  з а д а н о  т а к ж е  г р а н и ч н о е  у с л о в и е  
ф ( 0 )  =  1 и п ри  ди с к ре ти за ц и и  о б л а с т и  б ы л а  п о с т р о е н а  
се тк а  с п о с т о я н н ы м  ш аго м  к.

З а м е н и м  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы й  о п е р а т о р  Ь ф =  ̂ ф ¡йх  р а з ­
ностным:

и +  =  [ф {* ■+ к)  —  ф ( х )  ]1 ¡г, (1 .78)

где  Ц +  —  п р а в а я  разностная  п р о и з в о д н а я .



П о д с т а в и в  (1 .7 8 )  в (1.77) ,  п ол учи м р а з н о с т н о е  урав-  
1Ие:

[ф(лг4-/1>— ф (х ) ] / А + А ф (дс) = 0 .  (1.79)

У м н о ж и в  (1 .7 9)  н а  /г и п о л а г а я  п о с л е д о в а т е л ь н о  х  =  
=  0, /г, 2Л, п е р е й д е м  к системе  а л г е б р а и ч е с к и х  у р а в ­
нений:

Ф( / г ) : + ( А / | - 1 ) ф ( 0 ) = 0 ;
( 1 .8 0 )

ф ( 2 Л )  +  (АЛ—  1)ф(Л)  =  0;

Р е ш а я  (1 .80)  от н ос ит ел ь н о  сеточ но й  ф у нк ци и  ф/,. 
н ай д ем  т а б л и ц у  з н а ч е н и й ,  а п п р о к с и м и р у ю щ у ю  реше ни е  
к р а е в о й  з а д а ч и  ( 1 . 7 7 ) .  При  ум е н ь ш е н и и  ш а г а  к  сетка  
с т ан ов и т ся  в с е  « г у щ е » ,  а т а б л и ц а  з н а ч е н и й  сеточной  
ф у н к ц и и — вс е  п о д р о б н е е .  П р и  н е о г р а н и ч е н н о м  с т р е м ­
л ен ии  ш а г а  к  н у л ю  м о ж н о  был о  бы по л у ч и т ь  зна че н ия  
иско мо й  ф у н к ц и и  в  к а ж д о й  точке  о б л а с т и .  О д н а к о  в 
р е а л ь н ы х  с л у ч а я х  ст еп е н ь  п р и б л и ж е н и я  к  то чн ом у  р е ­
ш ен и ю  о г р а н и ч и в а е т с я  рядом ф а к т о р о в ,  в а ж н е й ш и м  из 
ко то ры х я в л я е т с я  р а з м е р н о с т ь  р е з у л ь т и р у ю щ е й  системы 
у р а в н е н и й  ( 1 . 8 0 ) .

Д л я  а п п р о к с и м а ц и и  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о г о  о п е р а т о р а  
р аз н о ст н ы м  к р о м е  (1 .78)  часто  п о л ь з у ю т с я  в ы р а ж е н и е м

Ь л - —[<р(Х)— А)1/А, (1-81)

г де  Ц _  — л е в а я  р а з н о с т н а я  пр о и зв о д н а я .
К р о м е  того ,  д л я  ап п ро к си м ац и и  Ь ф м о ж н о  в о с п о л ь ­

з о в а т ь с я  л ю б о й  л и н ейн ой  к о м б и н а ц и е й  (1.78) и 
(1.81) ,  т. е.

+  (1  —  сг)

где а —  л ю б а я  в е щ е с т в е н н а я  к о нст ан та .
П р и  о  =  0,5 д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы й  о п е р а т о р  Ь ф ап п р о к с и ­

м и ру ет с я  ц е н т р а л ь н о й  разностной п р о и з в о д н о й :

1 _ ^ = [ ф ( х - Н М —1ч>(*— М ] / ( 2/0 -  О - 8 2 )

П о д с т а в и в  (1 .8 2 )  в (1.77) ,  п ол учи м д р у г о й  р а з н о с т ­
ный а н а л о г  к р а е в о й  з а д а ч и  (1.77):

[ц;(х +  Ь ) — ф ( я — (г)]1(2к)  + А ф ( Х )  =  0.

У д о б н ы м  г е о м е т р и ч е с к и м  и з о б р а ж е н и е м  схем п ост ­
ро ен ия  р а з н о с т н ы х  пр ои зв од н ых  я в л я ю т с я  ш а б л о н ы .  Н а



X - л

х  +Л
- Г "

х  — Л х + Л

рис.  1.16 п ри ве д е н ы  ш а ­
блоны,  с о о т в е т с т в у ю ­
щ и е  п р ав о й  (рис.
1 .16 ,а ) ,  левой  (рис.
1 .1 6 ,6 )  и ц е н т р а л ь н о й  
(рис.  1.16, в) р а з н о с т ­
ным  п р ои зво дн ым .

Н а  рис.  1.17 п р и в е ­
д е н ы  п р и м е р ы  ш а б л о ­
нов,  н а и б о л е е  ч а с т о  ис ­
п о л ь з у ю щ и х с я  пр и  а п ­
п р о к с и м а ц и и  д и ф ф е ­
р е н ц и а л ь н ы х  о п е р а т о ­
ров  дц>!дх и ду1ду  д л я  ф у н к ци и  ф =  ф(* ,  у )  в д в у х м е р н о й  
об ла ст и .  Ш а б л о н  т и п а  «к рест»  (рис.  1.17, а )  с о о т в е т с т в у ­
ет ап п р о к си м ац и и :

д ч > 1 д х & [ у ( х + к х, у ) - у { х - к х , у ) ] /2Н х ; 

д ф у * * [ ц > ( х ,  у  +  Ну)—  <р(х, у ~ к у))12Ну,

где Нх и к у —  ш аги  с е тк и  в н а п р а в л е н и я х  х  и у.
Ч е ты р е х то ч еч н ы й  ш а б л о н  (рис.  1 . 1 7 ,6 )  с о о т в е т с т в у е т  

а п п ро к си м ац и и :

Рис.  1.16.  П р и м е р ы  ш а б л о н о в  в о д ­
номерной об л а с т и ,  с о о т в е т с т в у ю щ и х  

ра зн о с т н ы м  п р о и з в о д н ы м :  
а — п рав о й ;  б  — л е в о й ;  в  — ц е н т р а л ь н о й .

: 0,5 У)— У)
<?ф 

д х * ’А

л .  0 ,5  ¥(* +  **■ У +  Ь„) — ф ,  у  +  Иу) .
/е и ’

дф
ду

^ 0 , 5

-0,5
ф (* .  У +  Ну ) —  ф ,  у )

< Р (* 4 -А * .  У +  Ьу) — у { х  +  к х , у )

П р и  пе ре хо де  от  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о й  к р а е в о й  з а д а ч и  
к  раз но ст н о й  н ео б х о д и м о  т а к ж е  а п п р о к с и м и р о в а т ь  г р а ­
н и чны е  услов ия .  Т а к ,  в ра с с м о т р е н н о м  п р и м е р е  (1 .77) 
г р ан и ч ны е  у с л о в и я  пр и  и с п ол ь зо ва н и и  (1 .78)  м о ж н о  
а п п р о к с и м и р о в а т ь  точно :

Фл(0) =  1. (1 .83)

» Со в о ку п н ос ть  р а з н о с т н о г о  у р а в н е н и я  и р а з н о с т н ы х  
к р а е в ы х  условий  н а з ы в а е т с я  разно стн ой  с х е м о й  к р а е в о й  
з а д а ч и .  Так ,  в н а ш е м  п р и м е р е  у р а в н е н и я  (1 .79)  и (1 .83) 
я в л я ю т с я  р а з н о с т н о й  схемой  к р а е в о й  з а д а ч и  ( 1 . ? 7 ) .



К а ж у щ а я с я  п р о с т о т а  п о ст р о ен и я  раз н ос тн о й  сх е м ы  в 
р а с с м о т р е н н о м  п р и м е р е  о б м а н ч и в а .  В р е а л ь н ы х  з а д а ч а х  
п р и  п о с т р о е н и и  р а з н о с т н ы х  сх е м  могут  во зн ик ну ть  с у щ е ­
с т в е н н ы е  п р о б л е м ы .  Н а п р и м е р ,  п ри  и сс л ед ов ан и и  р а з н о ­
с т н ы х  с х е м  д а ж е  д л я  пр ос т ых  л и н е й н ы х  з а д а ч  час т о  
в ы я с н я е т с я ,  что,  к а з а л о с ь  бы,  р а з у м н а я  р а з н о с т н а я  сх е м а  
д а е т  р е ш е н и е ,  не  с х о д я щ е е с я  при изм ел ьч ен и и  сетки  к 
т о ч н о м у  р е ш е н и ю  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о й  за да чи .  П о э т о м у  
п о с т р о е н и е  с х о д я щ е й с я  разностной  с х е м ы  —  ц е н т р а л ь н ы й  
и н а и б о л е е  с л о ж н ы й  вопрос  М К Р .

П о н я т и е  с х о д и м о с т и  р а з н о с т н о й  сх е м ы  тесно  с в я з а н о  
с  п о н я т и я м и  точности и устойчивости.

П у с т ь  то ч н о е  з н а че н ие  н е п р е р ы в н о й  ф у нк ци и  ср в у зл е



с к о о р д и н а т о й  х = х н  равно  <рл, а  п о л у ч е н н о е  з н а ч е н и е  
сеточной  ф у н к ц и и  в том ж е  у з л е  щ п . Е с л и  п о г р е ш н о с т ь  

=  ф п  ст ре м ит с я  к н у л ю  п р и  ст р е м л е н и и  к н у л ю  
ш а г а  h  и и м е е т  &-й п ор яд ок  о т н о с и т е л ь н о г о  ш а г а ,  т о  
п р и н я т о  го во ри ть ,  что р а з н о с т н а я  с х е м а  им еет  k -й п о р я ­
д о к  точности в п*м узле.

А н а л о г и ч н о  д л я  о п р е д е л е н и я  п о р я д к а  а п п р о к с и м а ц и и  
в ы ч и с л я ю т  по гр еш но ст ь  м е ж д у  т о ч н ы м  Ь фп и п р и б л и ж е н ­
н ым Ц п з н а ч е н и я м и  п р о и зв о д н о й  в п - м узле:

=  L f tn ----Lgjn .

П р и  э т о м  п о р я д о к  по г р еш н о ст и  \|)п о тн о си тел ьн о  ш а г а  
с о в п а д а е т  с  по р я д к о м  а п п р о к с и м а ц и и  д и ф ф е р е н ц и а л ь ­
ного Ьф р а з н о с т н ы м  Ц  о п е р а т о р о м  в n -м узле.

Д л я  о п р е д е л е н и я  п о р я д к а  т о ч н о с т и  многих  п р а к т и ч е ­
ских  р а з н о с т н ы х  схем д о с т а т о ч н о  о п р е д е л и т ь  п о р я д о к  
а п п р о к с и м а ц и и  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о г о  о п е р а т о р а  р а з н о с т ­
ным,  т а к  к а к  п о р я д к и  точности и а п п р о к с и м а ц и и  д л я  н и х  
с о в п а д а ю т .  О д н а к о  р а з н о с т н а я  с х е м а ,  д л я  которой  т а к о е  
у т в е р ж д е н и е  м о ж е т  быть  д о к а з а н о ,  д о л ж н а  о б л а д а т ь  
е щ е  одн и м  в а ж н ы м  свойством —  у с т о й чи во с ть ю .  Ус тойчи­
в а я  ра зн ос т на я  с х ем а  —  сх ем а ,  в к о т о р о й  не п р о и с х о д и т  
н а р а щ и в а н и я  м а л ы х  ош ибок  о к р у г л е н и я ,  д о п у щ е н н ы х  н а

• н а ч а л ь н ы х  с т а д и я х  решения.
Д л я  м н о г и х  к р а е в ы х  з а д а ч  с х о д и м о с т ь  р а з н о с т н о й  

сх е м ы  я в л я е т с я  следствием а п п р о к с и м а ц и и  ею к р а е в о й  
з а д а ч и  и устойчивости.  При  э т о м  п о р я д о к  с х о д и м о с т и  
о тн о с и те л ь н о  ш а г а  с о в п а д а е т  с п о р я д к о м  а п п р о к с и м а ­
ции.

Д л я  г л а д к и х  н е р а зр ы в н ы х  ф у н к ц и й  х о ро ш о р а з в и т  
м а т е м а т и ч е с к и й  а п п а р а т  и з у ч е н и я  а п п р о к с и м а ц и и  и д о ­
к а з а т е л ь с т в а  устойчивости  р а з н о с т н ы х  схем.

■  П р и м е ч а н и е .  Д о к а з а т е л ь с т в о  у с т о й ч и в о с т и  свод и т ся  к  п о ­
лучению  ап р и о р н ы х  оценок, в ы р а ж а ю щ и х  неп р ер ы вн у ю  з а в и с и ­
мость  р а з н о с т н о г о  реш ения з а д а ч и  о т  в х о д н ы х  данны х .

Н е о б х о д и м о с т ь  и сс л ед о в ан и я  с х о д и м о с т и  в п е р в ы е  
по строенной  р аз н о ст н о й  сх е м ы  о б у с л о в л и в а е т  тот  ф а к т ,  
что  ос но в у  п р о г р а м м н ы х  р е а л и з а ц и й  в С А П Р  с о с т а в ­
л я ю т  вп о л н е  ко нкр ет ные ,  х о р о ш о  и з у ч е н н ы е  д л я  о п р е ­
д е л е н н ы х  з а д а ч  раз но стн ые  сх е м ы .

t •  П р и м ер ы  у с т о й ч и в ы х  р азностны х  с х е м  д л я  реш ен и я  к р а е в о й  з а ­
да ч и  (1 .6 )  с  кр а е в ы м и  у слови ям и  п е р в о го  р о д а . О б л а с т ь ю  о п р е ­
д е л е н и я  и ском ой  непрерывной ф у н к ц и и  Т ( х ,  у ) я в л я е т с я  п р я м о -



угольник, п р и в е д е н н ы й  на рнс. 1 .15 ,6 .  Д л я  р е ш е н и я  з а д а ч и  ис­
п ользуется  р а в н о м е р н а я  по н ап р ав л ен и я м  осей  х н у  с е тк а  с ш а ­
га м и  Нх и Ну с о о т в е т с т в е н н о .  Д л я  п р о и зв о л ь н о го  внутреннего  
у зл а  (*,  у )  в т о р ы е  п р о и зво д н ы е  но к о о р д и н а т а м  ап п р о к с и м и р у ­
ются р а з н о с т н ы м и  а н а л о г а м и  Р х и с п о м о щ ь ю  пятиточечного  
ш а б л о н а  (рис.  1.17, в ) :

д Ч  -  =  1 , T ( x  +  hx , у )  —  Т ( х ,  у)  _

дх*  *  h x

Т ( х ,  y)  —  T { x  —  hx , у ) 1 ( !  .84)

д Ч  
д у 8

Р и =-
Т ( х ,  y  +  h y ) - T ( х ,  у)

н у
Т ( Х ,  у)  — Т ( х ,  у  —  h  у)

X

В ве д я  о б о з н а ч е н и и  T ( x + h x , y ) = T i + i , j ; Т ( х ,  y — h v) — T i , i - \  
и т. д., м о ж н о  з а п и с а т ь  и более к о м п ак тн о й  ф о р м е

^  =  U7V f i . / - 2 7 U + 7' i - - i . / ^ ,: й - ,
(1 .80 )

Р У —  t t T l , i + l — 2 T l , i  +  T l . l + l  

П о д с т а в и в  (1 .8 5 )  в  (1 .6 )  и п о л а г а я  =  получим  р а з н о ­
стное у р а в н е н и е

Px + Pg + Q№x> /М  =  °* (К86)
П р я м о л и н е й н ы е  г р а н и ц ы  области  п о з в о л я ю т  в д а н н о м  случае  
точно а п п р о к с и м и р о в а т ь  краевы е  условия:

T rf i  =  T ( i h x , , ( 1 . 8 7 )

где  точ ки  i hx  и i h v п р и н а д л е ж а т  гр а н и ц е  обл аст и .
Р а з н о с т н а я  с х е м а  (1.86),  (1.87) у с т о й ч и в а  и ап п р о кси м и р у ет  

исходную  к р а е в у ю  з а д а ч у  (1.6) со в то р ы м  п о р я д к о м  точности 
отн оси тельн о  ш а г а .  К р о м е  того,  она  р е г у л я р н а  по н а п р а в л е н и я м  
осей х н у ,  ч т о  п о з в о л я е т  с о з д а в а т ь  б ы с т р о д е й с т в у ю щ и е  а л г о ­
ритмы р е ш е н и я  р езу л ь т и р у ю щ е й  системы  ал ге б р а и ч е с к и х  урав-  
некий

Н е с к о л ь к о  с л о ж н е е  реш ается т а  ж е  з а д а ч а  в случа е ,  когда  
о б л аст ь  о п р е д е л е н и я  функции им еет  п р о и зв о л ь н у ю  ф о р м у  
(см. рис.  1 . 1 5 ,0 ) .  З д е с ь  д л я  внутренних  у з л о в ,  к а к  и в п р е д ы д у ­
щ ем  с л у ч а е ,  с е т к а  я в л я е т с я  регулярной .  О д н а к о  в о б л а с т и  и м е­
ется р я д  п р и г р а н и ч н ы х  узлов, один  из к о т о р ы х  п риведен  на 
рис.  1.18, д л я  к о т о р ы х  необходимо и н т е р п о л и р о в а т ь  за д а н н ы е  
гра ни ч н ы е  у с л о в и я .  Н а  практике  и н т е р п о л я ц и я  п р о и зв о д и т ся  р а з ­
личны м и с п о с о б а м и .  Н а и б о л ее  простой  из н и х  з а к л ю ч а е т с я  в з а ­
мене г р а н и ч н ы х  у с л о в и й ,  зад ан н ы х  на г р а н и ц е  о б л а с т и  С, гр а н и ч ­
ны м и у с л о в и я м и  н а  звеньях  сетки  Ch. Н а п р и м е р ,  д л я  случая ,  
и з о б р а ж е н н о г о  н а  р и с .  1.18, м о ж н о  п ри н ять ,  ч т о  г р а н и ц а  Ch п р о ­
х о д и т  ч е р е з  п р и г р а н и ч н ы й  у зе л  T^, ) ,  п р и ч е м  к р а е в ы е  у с л о в и я  
в у зл е  п р и н и м а ю т с я  равн ы м и  знач ению  л и б о  в точке i u . u  либо



в то ч ке  л и б о  среднему м е ж д у
ними, л и б о  л ю б о м у  линейному с о ч е т а ­
нию их значений .

В о б л а с т я х  со сл ож н о й  ф о р ­
мой г р а н и ц ы  ин те р п ол яц и я  г р а ­
ни чн ы х  у с л ов ий  д л я  к а ж д о г о  
п р и г р а н и ч н о г о  у з л а  м ож ет  п о ­
т р е б о в а т ь  з н а ч и т е л ь н ы х  в ы ч и с ­
л и т е л ь н ы х  з а т р а т  и с д ел а ть  н е ­
ц е л е с о о б р а з н ы м  и сп о л ь зо ва н и е  
М К Р .

С р а в н е н и е  методов  к о неч ­
ных э л е м е н т о в  и конечных р а з ­
ностей.  О б а  м ето д а  о тн о с ят с я  
к  к л а с с у  сеточ ных м ет о д ов  
п р и б л и ж е н н о г о  решен ия  к р а е в ы х  з а д а ч .  С точки  з р е н и я  
т е о р е т и ч е с к и х  оцено к  точн ост и  м е т о д ы  о б л а д а ю т  п р и м е р ­
но р а в н ы м и  в о зм о ж н о с тя м и .  В з а в и с и м о с т и  от  ф о р м ы  
о б л а с т и ,  к р а е в ы х  условий ,  к о э ф ф и ц и е н т о в  и с х о д н о г о  
у р а в н е н и я  о б а  мет о д а  и м е ю т  по г ре ш но ст и  а п п р о к ­
с и м а ц и и  от  первого  д о  ч е т в е р т о г о  п о р я д к а  о т н о с и т е л ь н о  
ш а г а .  В с и л у  этого они у с п е ш н о  и с п о л ь з у ю т с я  д л я  р а з ­
р а б о т к и  п р о г р а м м н ы х  к о м п л е к с о в  а в т о м а т и з и р о в а н н о г о  
п р о е к т и р о в а н и я  технических о б ъ е к т о в .

М е т о д ы  ко неч ных  э л е м е н т о в  и ко н еч ны х  р а з н о с т е й  
им ею т  р я д  су щ е ст ве н н ы х  о т л и ч и й .  П р е ж д е  всего м е т о д ы  
р а з л и ч н ы  в том,  что в М К Р  а п п р о к с и м и р у ю т с я  п р о и з ­
во д н ы е  и с к о м ы х  функций ,  а в М К Э  —  с а м о  ре ш е н и е ,  т.  е.  
з а в и с и м о с т ь  и ско м ых  ф у н к ц и й  о т  п р о с т р а н с т в е н н ы х  к о ­
о р д и н а т  и време ни .  М е т о д ы  с и л ь н о  о т л и ч а ю т с я  и в с п о ­
собе  п о ст р о ен и я  сеток.  В М К Р  с т р о я т с я ,  к а к  п р а в и л о ,  
р е г у л я р н ы е  сетки,  осо б ен н о ст и  г е о м е т р и и  о б л а с т и  у ч и ­
т ы в а ю т с я  то л ь к о  в о к о л о г р а н и ч н ы х  у зл а х .  В с в я з и  с 
эти м  М К Р  ч а щ е  п ри м ен яе тс я  д л я  а н а л и з а  з а д а ч  с  п р я ­
м о л и н е й н ы м и  г р а н и ц а м и  о б л а с т е й  о п р е д е л е н и я  ф у н к ц и й .  
К  ч и с л у  т р а д и ц и о н н ы х  за д а ч ,  р е ш а е м ы х  н а  основе  М К Р ,  
от н о с я т с я  ис с л ед ов ан и я  т е ч е н и й  ж и д к о с т е й  и г а з о в  в 
тр у б ах ,  к а н а л а х  с учетом т е п л о о б м е н н ы х  п р о ц е с с о в  и 
р я д  др уг и х .  В М К Э  р а з б и е н и е  н а  э л е м е н т ы  п р о и з в о д и т ­
ся с  у ч е то м  геом етрических  о с о б е н н о с т е й  о б л а с т и ,  п р о ­
цесс  р а з б и е н и я  нач и н ае тс я  о т  г р а н и ц ы  с ц ел ь ю  н а и л у ч ­
ш е й  а п п р о к с и м а ц и и  ее г ео м ет р и и .  З а т е м  р а з б и в а ю т  н а  
э л е м е н т ы  внутр енни е  о б л а с т и ,  п р и ч е м  ал г о р и т м  р а з б и е -

Рис ,  1.18. И н т е р п о л я ц и я  
гр а н и ч н ы х  условий д л я  п р и ­
гр а ни ч н ы х  узл о в  н о б л а с т и  
с п р ои звольн ой  ф о р м о й  г р а ­

ницы.



пн я  ст ро итс я  т а к ,  ч т о б ы  эл еме нт ы у д о в л е т в о р я л и  н ек о то ­
р ы м  о г р а н и ч е н и я м ,  н а п р и м е р  сто рон ы тр е у г о л ь н и к о в  не 
сл и ш к о м  о т л и ч а л и с ь  по дли не  и т. д.  П о э т о м у  М К Э  н а и ­
б ол е е  часто  и с п о л ь з у е т с я  д л я  р е ш е н и я  з а д а ч  с п р о и з ­
во л ь н ой  о б л а с т ь ю  о п р е д е л е н и я  ф у нк ци й ,  т а ки х ,  к а к  р а с ­
чет  н а  п ро чн ос ть  д е т а л е й  и узл ов  с т р о и т е л ь н ы х  к он ст ­
рукц ий ,  а в и а ц и о н н ы х  и ко смических  а п п а р а т о в ,  т е п л о ­
вой  рас чет  д в и г а т е л е й  и т. д.

О б щ е й  п р о б л е м о й  методов  я в л я е т с я  в ы с о к а я  р а з м е р ­
ность  р е з у л ь т и р у ю щ е й  системы а л г е б р а и ч е с к и х  у р а в н е ­
ний (н ес к ол ьк о  д е с я т к о в  тысяч  в р е а л ь н ы х  з а д а ч а х ) .  
П о э т о м у  р е а л и з а ц и я  М К Р  и М К Э  в с о с т а в е  С А П Р  т р е ­
бует  р а з р а б о т к и  с п е ц и а л ь н ы х  способов х р а н е н и я  м а т р и ­
цы к о э ф ф и ц и е н т о в  си с те м ы  и методов  р е ш е н и я  п о с л е д ­
ней.

■  П р и м е ч а н и е .  П о д х о д  к  реш ению  этих п р о б л ем  излож ен  
в книге 5.

1.4. Программные комплексы на основе методов 
конечных разностей и конечных элементов

П р о г р а м м н ы е  к о м п л е к с ы  на основе  М К Р .  И х  м о ж ­
но р а з д е л и т ь  на д в е  группы.

К  первой г р у п п е  п р о г р а м м н ы х  к о м п л е к с о в  о тно ся тс я  
п р о г р а м м ы ,  н а п р а в л е н н ы е  на реше ни е  у р а в н е н и й  о п р е ­
де л е н н о г о  к л а с с а ,  н а п р и м е р  э л л и п ти че ск и х  с ф о р м а л ь н о  
з а д а н н ы м и  к р а е в ы м и  усло ви ями ,  бе зо тн о с и те л ь н о  к  ко н ­
к рет н ой  о б л а с т и  их  испо л ь зо ва н и я .

В т о р а я  г р у п п а  п р о г р а м м н ы х  к о м п л е к с о в  п р е д с т а в л я ­
е т  бо л ь ш и й  и н т е р е с  д л я  м о д е л и р о в ан и я  в С А П Р ;  в ней 
р е а л и з у е т с я  р е ш е н и е  к р а е в ы х  з а д а ч  с к о н к р е т н ы м  ф и з и ­
че ск и м  см ы с л о м .  К  п о сл е дн и м  о тно ся тс я  т а к и е  к ру п н ые  
п р о г р а м м ы ,  к а к  ГА.ММА,  Т Е К О Н ,  к о м п л е к с  п р о г р а м м  
д л я  числ ово го  р е ш е н и я  уравн ени й  Н а в ь е  —  С т о к с а .  В о с ­
н о в у  п о ст ро ени я  п р о г р а м м н ы х  к о м п л ек со в  вт ор ой  г р у п ­
пы з а л о ж е н  р я д  о б щ и х  принципов.  Т а к ,  все к о м п л ек сы  
п ос т ро ен ы по м о д у л ь н о м у  принципу,  пр иче м м о д у л и  д е ­
л я т с я  на  д в е  ч а с т и :  у п р а в л я ю щ у ю  и о б р а б а т ы в а ю щ у ю .

У п р а в л я ю щ и е  м о д у л и :  а )  г ен е ри р у ю т  р а б о ч и е  п р о ­
г р а м м ы  на  о с н о в е  и н ф о р м а ц и и ,  з а д а н н о й  п о л ь з о в а т е л е м  
и ли  х р а н я щ е й с я  в б и б л и о т е к е ;  б)  у п р а в л я ю т  в з а и м о д е й ­
с т в и е м  о т д е л ь н ы х  м о д у л е й  в пр о ц ес се  вы чи слений;  
в )  о б е с п е ч и в а ю т  в и з у а л ь н о е  о т о б р а ж е н и е  исходной  ин-



ф о р м а ц и и  и р е з у л ь т а т о в  р а с ч е т о в  в в и д е  п р о с т р а н с т в е н ­
ных и з о б р а ж е н и й ,  г р аф ик ов  и т. д . ;  г )  о б е с п е ч и в а ю т  д и а ­
л о г  с п о л ь з о в а т е л е м  на п р и н я т о м  я з ы к е  п р о г р а м м н о г о  
к ом п л е к с а .

О б р а б а т ы в а ю щ и е  м одули  о б е с п е ч и в а ю т  р е ш е н и е  к о н ­
к р е т н ы х  к р а е в ы х  за да ч ,  о т н о с я щ и х с я  к р а с с м а т р и в а е м о ­
му кла сс у .  К р о м е  того,  к эти м  м о д у л я м  могут  о т н о с и т ь ­
ся  б а з и с н ы е  моду ли ,  о б е с п е ч и в а ю щ и е :  а )  т р а н с л я ц и ю  и с ­
хо д н ы х  д а н н ы х  ( геометрия  о б л а с т и ,  к р а е в ы е  у с л о в и я ,  
ви д  ис хо д н ог о  ур а в н е н и я )  н а  я з ы к  вн ут ре н н ег о  о п и с а ­
ния,  п р и н я т ы й  в комплексе ;  б )  п о с т р о е н и е  сетки ( о п р е ­
д е л е н и е  по н о м е р у  у зл а  его к о о р д и н а т  и ном еро в  с о с е д ­
них с ни м у з л о в ) ;  в) пост рое ни е  д и с к р е т н ы х  а п п р о к с и ­
м ац и й  ( ф о р м и р о в а н и е  м а т р и ц ы  к о э ф ф и ц и е н т о в  и в е к т о ­
р а  п р а в ы х  ч а ст ей  системы а л г е б р а и ч е с к и х  у р а в н е н и й ) .

ф  П рим ер  о б р а б а т ы в а ю щ е г о  м о д у л я .  П р о г р а м м н ы й  к о м п л е к с  
Г А М М А  я в л я е т с я  примером п р о г р а м м н ы х  ком плексов  в т о р о й  
группы. О н  р а з р а б о т а н  в М Г У  им. М .  И . Л о м о н о с о в а  д л я  Э В М  
Б Э С М -6 .  О б р а б а т ы в а ю щ и е  м о д у л и ,  с о с т а в л я ю щ и е  к о м п л е к с ,  
п о з в о л я ю т  р е ш а т ь  р а зн о о б р а з н ы е  з а д а ч и  а э р о г и д р о д и н а м и к и .

Р а с с м о т р и м  о б р а б а т ы в а ю щ и й  м о д у л ь  д л я  р ас ч е т а  с в е р х з в у ­
к ового  о б т е к а н и я  газом  боковой  п о в е р х н о с т и  тела,

Р а с с м а т р и в а е т с я  течение и д е а л ь н о г о  в я з к о г о  г а з а  в д о л ь  б о ­
ковой п о вер х н о сти  за т у п ле нн о г о  о с е с и м м е т р и ч н о г о  т е л а  при ч и с ­
л а х  й е > 1 ( ) 3. Р а с ч е т  ведется в з а д а н н о й  о б л а с т и  <2 (рис. 1 .1 9 ) .  
Н а  г р а н и ц е  Г2 за д а ю т с я  зн а ч е н и я  п р о д о л ь н о й  и  и п оп ереч ной  V 
с о с т а в л я ю щ и х  скорости , д а в л е н и я  р,  т е м п е р а т у р ы  Т  и н а ч а л ь н о -

ном ком плексе  Г А М М А .



го  поля  п а р а м е т р о в  п о т о к а  в области.  Р а с ч е т  в е д е т с я  на основе 
полных у р а в н е н и й  (1 .4 )  Н ав ье  —  Стокса.

И с п о л ь з у е т с я  я в н а я  р азностная  схем а .  О б л а с т ь  С) п о к р ы в а ­
ется  сеткой  ( х т = х ц - \ - т & х ,  У1= у о - \ - 1&у) ,  в к а ж д о й  то ч ке  к о т о ­
рой в м о м ен т  в р е м е н и  / = 0  за д а ю т с я  з н а ч е н и я  г а з о д и н а м и ч е ­
ских ф ункций  ( с к о р о с т ь ,  тем п ература ,  д а в л е н и е ) .

Д л я  р а с ч е т а  п о  п р о г р а м м е  п о л ьзо в ател е м  з а д а ю т с я  с л е д у ю ­
щ и е  исходны е д а н н ы е :  I )  число узлов  сетки  в н а п р а в л е н и и  у 
в поле те ч е н и я  ( Ю ^ Л Ч  ^  100); 2) число у з л о в  сетки  в н а п р а в ­
лении  х  ( 1 0 < Л г ё <  100) ;  3) число узл о в  с етк и  в н а п р а в л е н и и  д: 
С 'п остоян н ы м  ш а г о м  ( 1 < М 5 ^ 1 0 0 ) ;  4)  зн ач ен и е  ш а г а  по оси х\  
5)  знач ение  ш а г а  п о  о с и  у;  6)  значение ш а г а  п о  врем ени ;  7) п а ­
рам етр ы , х а р а к т е р и з у ю щ и е  газ^ (число Р е й н о л ь д с а ,  П р а н д т л я  
и т. д . ) ;  8)  р а с с т о я н и е  о т  о с и ’сим метрии  д о  н ач а льн о й  точки, 
о б р а з у ю щ е й  т е л о ;  9 )  п а р а м е т р ы  у п р ав л ен и я  печатью.

М а сси вы , с о д е р ж а щ и е  начальны е зн а ч е н и я  полей  скорости, 
д а в л е н и я  и т е м п е р а т у р ы ,  зап и сы в аю тся  на м а г н и т н у ю  л е н т у  и 
сч и т ы в а ю тс я  с нее  п е р е д  началом расч ета .  В р е з у л ь т а т е  расчета  
зн ач ен и я  и с к о м ы х  ф у н к ц и й  и, V, р, Т  о п р е д е л я ю т с я  во  всех т о ч ­
к а х  разн о с тн о й  с е т к и ,  п окры ваю щ ей  о б л а с т ь  (?. Н а  печа ть  в ы ­
д а е т с я  р а с п р е д е л е н и е  плотности  на з а д а н н ы х  в р ем ен н ы х  ш а га х  
в д о л ь  о б р а з у ю щ е й  т е л а .

В а ж н о й  х а р а к т е р и с т и к о й  ком плекса  п р о г р а м м  ГА М М А  я в ­
л я ет ся  его о т к р ы т о с т ь  к  включению новы х  о б р а б а т ы в а ю щ и х  м о­
дулей , в р е з у л ь т а т е  чего  комплекс постоянно  р а с ш и р я е т с я  и со ­
вер ш ен ств у ется .

П р о г р а м м н ы е  к о м п л е к с ы  на основе  М К Э .  М н о г о ч и с ­
л е н н ы е  п р о г р а м м н ы е  к о м п л ек сы  на ос но ве  М К Э  н а и б о ­
л е е  р а з в и т ы  п р и м е н и т е л ь н о  к  р а с ч е т а м  на прочность  
э л е м е н т о в  и у з л о в  к о н с т р у к ц и й  в а в и а ц и о н н о й  и к о с м и ­
ческой  те х н и ке  и в ст роительстве .  П р о г р а м м н ы е  к о м п ­
ле к с ы ,  р е а л и з у ю щ и е  М К Э ,  м ож н о  р а з д е л и т ь  на п р о ­
г р а м м н ы е  к о м п л е к с ы  с п е ц и а л и з и р о в а н н ы е  и у н и в е р с а л ь ­
ные.

С п е ц и а л и з и р о в а н н ы е  п р о г р а м м н ы е  к о м ­
п л е к с ы  п р е д н а з н а ч е н ы  д л я  а н а л и з а  вп о л н е  о п р е д е ­
ле н н ог о  к л а с с а  к о н с т р у к ц и й  при п р и л о ж е н и и  о п р е д е л е н ­
ного  вид а  н а г р у з о к .  Д л я  сп е ц и а л и з и р о в а н н ы х  п р о г р а м ­
м н ы х  к о м п л е к с о в  х а р а к т е р н ы :  а)  о тн о с и те л ь н о  н и з к а я  
стоимость ;  б)  з а т р а т ы  н а  р а з р а б о т к у  о к о л о  2 человеко-  
л ет ;  в)  п р о с т а я  л о г и ч е с к а я  ст ру кт ур а ;  г)  в ы с о к а я  с т е ­
пень  н е з а в и с и м о с т и  о т  ти п а  ЭВ М;  д )  в ы с о к а я  э ф ф е к т и в ­
ность  р е ш е н и я  з а д а ч  р а с с м а т р и в а е м о г о  к л а с с а .

•  П рим ер с п е ц и а л и з и р о в а н н о г о  програм м ного  ко м п ле к с а .  Р а с с м о ­
тр и м  п р о г р а м м н ы й  к о м п ле к с  Е Ш 'Е М 1  Ш вец и и ,  п р е д н а з н а ч е н ­
ный д л я  р е ш е н и я  с т а т и ч е с к и х  за д а ч  у п р у го ст и  и тер м о у п р у го ст и
на Э В М  и К Ч У А С  1108. О б ъ ем  п р о г р а м м н о г о  к о м п л е к с а __
25 000 о п е р а т о р о в  н а  Ф О Р Т Р А Н е .  П р о г р а м м н ы й  ком п ле к с  и м е­
ет о б ш и р н у ю  б и б л и о т е к у  элементов, п о з в о л я ю щ и х  вести  а н ал и з



ферм, р ам ,  пластин , оболочек, о с е с и м м е т р и ч н ы х  тел, р е ш а т ь  к а к  
плоские,  т а к  и про стр ан ст вен н ы е  з а д а ч и .  Внеш ние  н а г р у з к и  м о ­
г у т  з а д а в а т ь с я  со сред оточенны м и,  р ас п р е д е л е н н ы м и  и п о в е р х ­
ностными.

К о м п л е к с  Е и Р Е М 1  о б л а д а е т  ш и р о к и м  н аб о р о м  с е р в и с н ы х  
ф ункций .  П о  ж е л а н и ю  п о л ь з о в а т е л я  н а  печа ть  м о ж н о  в ы в е с т и  
ге о м етр и ю  исследуемой к о н с т р у к ц и и ,  г р а ф и к и  р а с п р е д е л е н и я  н а ­
г р у з о к  д л я  всей конструкции, в з а д а н н ы х  у з л а х  или в у з л а х  
с м а к с и м а л ь н о й  нагрузкой .  О н  о б е с п е ч и в а е т  т а к ж е  в о з м о ж н о с т ь  
п р е р ы в а т ь  счет  с по сл ед у ю щ и м  во зо б н о в л е н и е м  п р е р в а н н о г о  
места.

П р о г р а м м н ы й  ком плекс  Е и Р Е М 1  состоит  из восьм и  о с н о в ­
ных бл о к о в :  1) в в о д а  и сходн ы х  д а н н ы х ;  2)  о б р а б о т к и  в х о д н о й  
и н ф о р м а ц и и  (геометрия о б л а с т и ,  с в о й с т в а  материала^  и т .  д . ) ;  
3) п е р е н у м е р а ц и и  узлов ;  4) ф о р м и р о в а н и я  глоб альн ой  м а т р и ц ы  
ж е с т к о с т и  и в е к то р а  н агрузки ;  5, б,  7)  реш ен и я  си стем ы  а л г е ­
б раи ч ески х  уравнений ,  п о д г о т о в к и  р е з у л ь т а т о в  к печати; 8 )  в ы ­
во д а  р е зу л ь та т о в .

К о м п л е к с  Е и р Е М 1  обеспечен  в х о д н ы м  п р о б л е м и о -о р и е н т и -  
р о в а н н ы м  язы к о м ,  ком анды  к о т о р о г о  д е л я т с я  на к о м а н д ы :  
а )  о п и с а н и я  геометрии, свойств  м а т е р и а л а ,  гра ни ч н ы х  у с л о в и и ,  
степеней  свобод ы ; б) описания  в н е ш н и х  н агр у з о к ,  з а д а н и я  ф о р ­
мы печати  резу л ьтат о в .

В ко м п ле ксе  п р е д у с м о тр е н ы  с р е д с т в а  к о н т р о л я  о ш и б о к  
в ходн ой  инф ормации ,  ко то р ы е  в з а в и с и м о с т и  от  степ е ни  о ш и б к и  
о с у щ е с т в л я ю т  ее коррекцию , в ы д а ю т  п р е д у п р е ж д а ю щ и е  с о о б ­
щ ен и я  или п р е к р а щ а ю т  р еш ение  з а д а ч и .

В х о д н а я  и н ф о р м ац и я  о  г е о м е т р и и  исходного  о б ъ е к т а  д е л и т ­
ся  н а  д в е  группы : I )  к о о р д и н а т ы  у з л о в ;  2)  н ом ера  у з л о в  э л е ­
ментов.  Э т а  и н ф о р м ац и я  м о ж е т  з а д а в а т ь с я  л и б о  о т д е л ь н о  д л я  
к а ж д о г о  у зла ,  либо  г е н е р и р о в а т ь с я  а в то м ати ч еск и .  П р и  а в т о м а ­
тич еской  генерации  входной и н т о р м а ц и и  узл ы  р а с п о л а г а ю т с я  
либо  в д о л ь  прям ы х,  либо  в д о л ь  д у г  о к р у ж н о с т е й .  П р и  э т о м  ш а г  
м е ж д у  у з л а м и  в ы д е р ж и в а е т с я  п о с т о я н н ы м .  Д л я  г е н е р а ц и и  л о ­
к а л ь н о  н е р ав н о м ер н ы х  сеток и с п о л ь з у ю т  с п ец и ал ьн ы е  к о м а н д ы .  
Д л я  к о н т р о л я  входны х д а н н ы х  м о ж н о  п олучить  р и с у н о к  з а д а н ­
ной обл аст и ,  разб и той  на э л е м е н т ы .  К о м п л е к с  Е и Р Е М !  м о ж е т  
в ы д а в а т ь  рисунки  д в у х  типов: 1) о б л а с т ь ,  р а з б и т а я  на э л е м е н ­
т ы  и н ом ера  элем ентов  (рис. 1.20, о ) ;  2)  о б л а с т ь  с н а н е с е н н ы м и  
и п р о н у м е р о в а н н ы м и  у зл а м и  (рис .  1 .2 0 ,6 ) .

П р е д е л ь н ы е  в о зм о ж н о с ти  к о м п л е к с а  з а в и с я т  от к л а с с а  Э В М .  
Р е к о м е н д у е т с я ,  однако ,  п р и м е н я т ь  Е и Р Е М 1  д л я  з а д а ч  с  о б щ и м  
ч ислом  степеней  свободы  в п р е д е л а х  3 — 5 тыс.

П р о г р а м м н ы е  к о м п л е к с ы  о б щ е г о  н а з н а ­
ч е н и я  ( у н и в е р с а л ь н ы е )  п о з в о л я ю т  и с с л е д о в а т ь  
ш и р о к и й  к л а с с  конструк ци й  п р и  р а з л и ч н ы х  с п о с о б а х  н а ­
г р у ж е н и я  и р а з л и ч н ы х  с в о й с т в а х  м а т е р и а л а .  И х  о т л и ­
ч и т е л ь н ы м и  п р и з н а к а м и  я в л я ю т с я :  а )  с л о ж н а я  л о г и ч е ­
с к а я  с т р у к т у р а ;  б)  нал ич ие  С У Б Д ;  в)  в р е м я  р а з р а б о т к и  
50— 100 че ло ве ко- лет ;  г) о р и е н т а ц и я  на о п р е д е л е н н ы й  
к л а с с  Э В М ;  д )  о б ш и р н а я  б и б л и о т е к а  к он еч ны х э л е м е н ­
тов.
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Рис. 1.20, а. О б л а с т ь ,  р а з б и т а я  на элем енты ,  и н о м е р а  
элементов.

Все универсальны е программные комплексы, р еал и зу ­
ю щ ие М К Э, п остроены  по м одульному принципу. М о д у ­
ли, как правило, представляю т собой отдельны е програм­
мы, написанные на язы к е высокого уровня, например на 
язы ке Ф О Р Т Р А Н . Н епосредственно м е ж д у  собой м о д у ­
ли не взаи м одей ствую т, а объединяю тся в к а ж д о м  кон­
кретном случае в н у ж н о й  последовательности с помощью  
монитора. Состав основны х модулей является типичным 
д л я  больш инства п рограм м  и отраж ает  сущ ество основ­
ных этапов М К Э  (см . § 1.2). Так, все универсальные  
программны е комплексы  имеют в своем составе модули,  
р еал и зую щ и е оп ер ац и и  над матрицами, а т а к ж е  модули,  
р еал и зую щ и е р а б о т у  с  разреженны ми матрицами. Боль-



57
X

77
X

7Ц
X

63
X

75
I

31 
3 2Х 

ЗЗХ 
3**Х 

3 5 1
%х

«ЗТХ

<>6
X

47
X

48
521

56

X

72
X
76
X

90
X

н

1.2

X

20
х

2 9  28
X X

27 26
X X

21
X
22
X
23

21*
X

25
X

Ш
X

15
X

шннство программны х комплексов с о д е р ж а т  т а к ж е  бл о ­
ки автоматической обработки и сход н ой  информации,  
формирования матриц жесткости эл ем е н т о в  и глобаль­
ной матрицы ж есткости .

Н ем ал ов аж н ой  проблемой для  ун и вер сал ьн ы х комп­
лексов является, как отмечалось выше, больш ой объем  
выходной информации. П оэтому в их со с т а в  включаются,



как правил о , модули, позволяю щ ие пользователю вы­
бр ать  те д ан н ы е,  которые ем у  нужны , и получить их в 
гр аф и ч еск ой  ф орме.
•  П р и м е р ы  у н и в е р с а л ь н ы х  п р о г р а м м н ы х  комплексов .  1 П р о ­

г р а м м н ы й  к о м п л е к с  « П р о ч н о с т ь - 7 5 »  р а з р а б о т а н  
в п р о б л е м н о й  л а б о р а т о р и и  т о н к о с т е н н ы х  п р о странственны х  к о н ­
с т р у к ц и й  К и е в с к о г о  и н ж ен ер н о -ст р о и тел ь н о го  института  и о р и ­
е н т и р о в а н  н а  Э В М  БЭ С М -6 .  Н а л и ч и е  м о н и т о р а  и я з ы к о в о г о  п р о ­
ц е с с о р а  п о з в о л я е т  с полным о с н о в а н и е м  отнести  «Прочность-75»  
к  п р о г р а м м н ы м  системам .  С и с т е м а  п р е д н а з н а ч е н а  д л я  и с сл ед о ­
в а н и я  н а п р я ж е н н о г о  состоя н и я  и с о б с твен н ы х  колебаний  э л е ­
м е н т о в  н е с у щ и х  конструкций. В х о д н о й  ин ф о р м ац и ей  системы я в ­
л я ю т с я  с в е д е н и я  о  топологии, г е о м е т р и и  и ф изической  с т р у к т у р е  
и с с л е д у е м о г о  о б ъ е к т а .  Н а  в ы х о д е  п о л ь з о в а т е л ь  м о ж е т  получить  
к а р т и н у  р а с п р е д е л е н и я  сил и д е ф о р м а ц и й  во времени. Система  
« п р о ч н о с т ь - 7 5 »  р а з д е л е н а  на о т д е л ь н ы е  подсистемы , п р е д н а з н а ­
ч е нн ы е  д л я  а н а л и з а  объектон  о п р е д е л е н н о й  разм ерности .

.задание входной информации в системе автоматизировано. 
Для этой цели используются специальные проблемно-ориентиро­
ванные языки, которые разделены на три группы.

К  г р у п п е  I о т н о с я т с я  языки, п р е д н а з н а ч е н н ы е  д л я  оп и сан и я  
о д н о г о  о п р е д е л е н н о г о  класса  з а д а ч  с  ж е с т к о  за д а н н ы м  а л г о р и т ­
м ом  р е ш е н и я  ( я з ы к и  Я С Т О О М , Я С Т А М П О ,  Я К О Д Е Т О М )  Н а ­
п р и м е р ,  я з ы к  Я С Т А М П О  исп ользуется  д л я  о п и сан и я  м н о го сл о й ­
н ы х  п л а с т и н  и оболоч ек ,  н а х о д я щ и х с я  под  возд ей стви ем  п о в е р х ­
н о с т н ы х  н а г р у з о к .  Описание м о д е л и  н а  я з ы к е  Я С Т А М П О  о с н о ­
в а н о  н а  п р е д п о л о ж е н и и  о р ег у ля р н о сти  сетки, р а з б и в а ю щ е й  ее на 
э л е м е н т ы .  Я з ы к  п о з в о л я е т  о п и сать  к о н с т р у к ц и ю  сл о ж н о й  ф о р м ы  
с п р о и з в о л ь н о й  системой отверстий.

Г р у п п у  2  с о с т а в л я ю т  язы ки ,  о р и е н т и р о в а н н ы е  на реш ение  
н е с к о л ь к и х  к л а с с о в  з а д а ч  (язы ки  Д И С Т О С ,  Я С Т О М Т )  П о л ь з о ­
в а т е л ю  п р е д о с т а в л я е т с я  в о з м о ж н о с т ь  в ы б р а т ь  о дин  из в о з м о ж ­
н ы х  а л г о р и т м о в  реш ен и я  задачи .  Я з ы к  Я С Т О М Т , нап р и м е р  ис­
п о л ь з у е т с я  д л я  оп и с а н и я  толсты х  о б о л о ч е к  и м ассивны х  тел  
с л о ж н о й  ф о р м ы .  О б л а с т ь  р а з б и в а е т с я  на тр ех м ер н ы е  э л ем ен ты  
в в и д е  п а р а л л е л е п и п е д о в  с п о м о щ ь ю  р а в н о м ер н о й  сетки

К  г р у п п е  3  отн о си тся  язы к  С И Д Е К О Н .  Он о бес пе чи вает  в о з ­
м о ж н о с т ь  и с п о л ь з о в а т ь  метод  ре ш е н и я ,  которы й  з а р а н е е  не 
в к л ю ч е н  в  систем у .  К р о м е  того,  с  п о м о щ ь ю  я з ы к а  С И Д Е К О Н  
м о ж н о  о п и с ы в а т ь  с л о ж н ы е  к о м б и н и р о в а н н ы е  кон струкц и и  П о и  
э т о м  к о н с т р у к ц и я  с н а ч а л а  р а з б и в а е т с я  на н ебольш ое число  под- 
к о н с т р у к ц и й .  З а т е м  к а ж д а я  п о д к о н с т р у к ц и я  р а з б и в а е т с я  на к о ­
н еч н ы е  э л е м е н т ы  различ ны х  т и п о в  п о  з а р а н е е  за д а н н ы м  ачго-  
р и т м а м .  П о э т о м у  д л я  описания с л о ж н о й  кон струкц и и  д о с т а т о ч ­
но з а д а т ь  л и ш ь  типы  ф рагм ен тов  и с ж а т у ю  ин ф орм ац и ю  о  г р а ­
н и ч н ы х  у с л о в и я х  их стыковки. К р о м е  того,  необход им а конечно 
ч и с л о в а я  и н ф о р м а ц и я  о  ф р агм ен тах .  В х о д н а я  и н ф о р м а ц и я  о б р а ­
б а т ы в а е т с я  д а л е е  м е т а т р а н с л я т о р о м .  Д л я  расч ета  к о нкретной  
з а д а ч и  р а б о ч а я  п р о г р а м м а  ф о р м и р у е т с я  из отде льн ы х  п о д п р о ­
г р а м м  н а  я з ы к е  Ф О Р Т Р А Н  в о п р е д е л е н н о й  послед о ва тел ьно с ти  
и т р а н с л и р у е т с я  з а т е м  в маш инны е код ы . П о сл е  этого  у п р а в л е ­
ние п е р е д а е т с я  в со о тв е тств у ю щ у ю  п р о б л ем н о -о р и ен ти р о в а н н у ю  
п о д с и с т е м у ,  к о т о р а я  в процессе р а б о т ы  исп о л ьзу ет  с ф о р м и р о в а н ­
ную  м е т а т р а н с л я т о р о м  и монитором  р а б о ч у ю  програм м у .



Рис. 1.21. П р и м е р  расчета н ап р я ж ен и й  и непологой о б о л о ч к е  с п о ­
м о щ ью  п р о г р а м м н о й  системы « П р о ч н о с т ь -7 5 » :

а — эпю ры  м е м б р а н н ы х  н а п р я ж ен и й ;  б  — э п ю р ы  и з г и б н ы х  н а п р я ж е н и й .



С и с т е м а  «Прочность-75» о б е с п е ч и в а е т  во зм о ж н о с т ь  р а б о т ы  
в д в у х  р е ж и м а х :  I )  пакетном; 2)  и н тер ак т и в н о м .
П р и м е р  и с п о л ь з о в а н и я  системы д л я  реш ен и я  за д а ч и  о  н а ­
п р я ж е н н о м  состоя н и и  непологой о б о л о ч к и  с л о ж н о й  к о н ф и г у р а ­
ции (р и с .  1 .21) .  Н а  оболочку  д е й с т в у е т  в н е ш н я я  н о р м ал ьн о  р а с ­
п р е д е л е н н а я  н а г р у з к а  интенсивностью  р  =  9,81 • 104 П а. Р а с ч е т ­
н а я  м о д е л ь  с о с т о и т  из 601 э л ем ен та .  К о л и ч еств о  степеней  с в о ­
б о д ы  в у з л е  — 5 (3 перем ещ ения и 2 у г л а  п о в о р о т а ) .  П о р я д о к  
р е з у л ь т и р у ю щ е й  системы  ал ге б р а и ч е с к и х  уравн ен и й  —  3465. Н а  
рис. 1.21, а  п р е д с т а в л е н ы  п олучен н ы е  в р е зу л ь т а т е  расч етов  
э п ю р ы  м е м б р а н н ы х ,  а  на рис.  1 .2 1 ,6  —  изгибных н ап р я ж ен и и .  
Р и с у н к и  п о л у ч е н ы  н а  гра ф о п о ст р о ит ел е .

2. П р о г р а м м н а я  с и с т е м а  A S K A  с о д е р ж и т  н е ­
с к о л ь к о  с о т е н  о т д е л ь н ы х  п о д п р о гр а м м  на я з ы к е  Ф О Р Т Р А Н .  С и ­
с т е м а  A S K A  о р и ен ти р о в ан а  на б о л ь ш и е  Э В М  третьего  п о к о л е ­
н и я  ( C D C  6600, I B M  360/65, U N I V A C  1108).  О б ъ ем  О П ,  з а н и ­
м а е м ы й  с и с т е м о й  и рабочими м а с с и в а м и ,  с о с т а в л я е т  5 00К  байт. 
П р е д е л ь н о е  ч исло  неизвестных в р а с с м а т р и в а е м о й  конструкции  
м о ж е т  д о с т и г а т ь  57  тыс.

С и с т е м а  A S K A  разб и та  на п о д с и с т е м ы  A S K A I  . . .  A S K A IV , 
п р е д н а з н а ч е н н ы е  соответственно  д л я  р е ш е н и я  зад ач :  линейной 
с т а т и к и ;  д и н а м и ч е с к и х  (переходны е процессы  в д е м п ф и р у ем ы х  
и н е д е м п ф и р у е м ы х  к о н с т р у к ц и я х ) ;  нели н ей н ой  статики ,  п л а с т и ч ­
ности , б о л ь ш и х  перемещ ений; с т а ц и о н а р н о й  и н еста ци он арн ой  
т е р м о у п р у г о с т и ,  а т а к ж е  п о д с и с т е м ы  (A S K A V ) ,  с о д е р ж а щ е й  
с е р в и с н ы е  п р о г р а м м ы ,  п р о гр ам м ы  к о н т р о л я  ош ибок,

С п о м о щ ь ю  монитора  си стем а  A S K A  ф о р м и р у ет  из и м е ю ­
щ и х с я  п о д п р о г р а м м  н еобход им ую  д л я  расч ета  конкретной  з а д а ­
чи п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь .  К ром е  того ,  с и сте м а  A S K A  м о ж е т  и с ­
п о л ь з о в а т ь с я  д л я  реш ения з а д а ч  п о  а л го р и т м а м ,  не вклю ченны м  
з а р а н е е  в систем у ,  а созд анны м  п о л ь зо в а т е л е м  впервые. При 
э то м  п о л ь з о в а т е л ь  им еет  в о з м о ж н о с т ь  в к л ю ч ать  в систему  н о ­
в ы е  м о д у л и ,  и с п о л ь зу я  общ ую  сх е м у  р е ш е н и я  зад ачи .

С и с т е м а  A S K A  с н аб ж ен а  с п е ц и а л ь н ы м  входны м  я зы ко м ,  к о ­
т о р ы й  п о з в о л я е т  в удобной ф о р м е  о п и с ы в а т ь  геометрию  и т о п о ­
л о г и ю  п р о е к т и р у е м о й  конструкции.

Б и б л и о т е к а  конечных э л е м е н т о в  си сте м ы  с о д е р ж и т  более 
50  р а з л и ч н ы х  эл ем ен то в .  Н а  рис. 1.22, а  приведен пример  и с ­
п о л ь з о в а н и я  си сте м ы  ASKA д л я  р а с ч е т а  соединения т р у б  с и с ­
п о л ь з о в а н и е м  э л ем ен та  Н Е Х Е С  27  из библиотеки  системы  
(рис.  1 . 2 2 , 6 ) .  П р и  решении 2 /3  о б щ е г о  времени р а б о т ы  с о с т а ­
ви л о  в р е м я  в в о д а -в ы в о д а .  Н а  ф о р м и р о в а н и е  м атр и ц ы  ж е с т ­
к о сти  з а т р а ч е н о  40 % времени р е ш е н и я  (это  о б ъ я с н я е т с я  ис­
п о л ь з о в а н и е м  э л ем ен то в  с к р и в о л и н е й н ы м и  ребрами ,  оче рчен н ы ­
ми п о  п а р а б о л е ) .

3. П р о г р а м м н а я  с и с т е м а  N A S T R A N  п р е д н а з н а ч е ­
н а  д л я  р а с ч е т а  н а  прочность к о н с т р у к ц и й  ави акосм и че ски х  о б ъ ­
ек т о в ,  о б е с п е ч и в а е т  во зм о ж н о с т ь  п р о в о д и т ь  следую щ ие виды 
р а с ч е т о в :

1. Р а с ч е т  статической  п рочн ост и  к о н стр у к ц и й  под  в о з д е й ­
ст в и е м  с о с р е д о т о ч е н н о й  и р а с п р е д е л е н н о й  н агрузок .

2. Р а с ч е т  динам ической  п рочн ост и  п о д  действием  п е р е м е н ­
ных н а г р у з о к  и с луча йн ы х  возм ущ ен и й .

3. Р а с ч е т  к о л еб ан и и  конструкций.



Рис. 1.22. П р и м е р  р а с ч е т а  соединения т р у б  с  п о м о щ ь ю  п р о гр а м м н о й
системы Л Э К Л :

а — исх о д н ы й  ф р а г м е н т ;  б — конечный э л е м е н т  и з  б и б л и о т е к и  систем ы .

4. Р а с ч е т  стат и ческой  и д и н а м и ч е с к о й  п рочн ост и  д л я  н е л и ­
нейных з а д а ч  (с  н екоторы м и о г р а н и ч е н и я м и ) .

5. Р а с ч е т  ста ц и о н а р н ы х  и н е с т а ц и о н а р н ы х  т е м п е р а т у р н ы х  
полей.

6. Р а с ч е т  теч ен и я  ж и д к о сти  и г а з а .
7. Р а с ч е т ы  п ласти ч ности  и т ек у ч ести .
Б и б л и о т е к а  конечны х э л ем ен то в  с и с т е м ы  М Э Т И Л Ы  с о д е р ­

ж и т  набор  э л е м е н т о в  д л я  расч ета  с т е р ж н е й ,  б а л о к ,  м ем б р ан  и с ­
к р и в л ен н ы х  оболоч ек ,  о сеси м м етр и ч н ы х  тел ,  т р у б о п р о в о д о в  
и т . д.

Р а з м е р н о с т ь  р е ш а е м ы х  з а д а ч  п р а к т и ч е с к и  не о гр а ни ч ен а ,  
т а к  к а к  э к о н о м и ч е с к и е  огранич ения  н а  р а з м е р н о с т ь  з а д а ч и  п р о ­
я в л я ю т с я  р а н ь ш е ,  чем исч е р п ы ваю т ся  в о з м о ж н о с т и  системы.

П р о г р а м м н а я  система и м е е т  с л о ж н у ю  л о ги ч еск у ю
с т р у к т у р у  и с  точ ки  зрен и я  си с т е м н о г о  п р о г р а м м и с т а  о чень  п о ­
х о ж а  н а  о п е р а ц и о н н у ю  систему. В с о с т а в  у п р а в л я ю щ е й  п о д с и ­
стем ы  в х о д и т  монитор , который м о ж е т  у п р а в л я т ь  реш ением  з а ­
дач ,  р а с п о л о ж е н н ы х  не только  в О П ,  но и на внеш них н о с и т е ­
лях .  В с и сте м е  п редусм отрен а  в о з м о ж н о с т ь  п р е р ы в а н и я  сч ета  
с п о с л е д у ю щ и м  возоб новлением  с п р е р в а н н о г о  места,

Ф у н к ц и о н а л ь н а я  часть  системы  с о с т о и т  из о т д е л ь н ы х  м о д у ­
лей, д л я  у п р а в л е н и я  которыми с о з д а н  с п е ц и а л ь н ы й  я з ы к  О М А Р .  
П о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  инструкции я з ы к а  О М А Р  о п р е д е л я е т  п о р я ­
д о к  р еш ен и я ,  в ы р а ж е н н ы й  в т е р м и н а х  м а т р и ч н ы х  о п ераций .  П о ­
с л е д о в а т е л ь н о с т ь  м атричны х о п е р а ц и й ,  з а п р о г р а м м и р о в а н н ы х  
в строго  о п р е д е л е н н о м  порядке,  н а з ы в а е т с я  ж е с т к и м  ф о р м а т о м .



Ж е с т к и е  ф о р м а т ы  и спользую тся  в с и сте м е  ЫАБТЯАЫ д л я  р а с ­
чета  по с т а н д а р т н о й  методике. В с его  в с о с т а в  системы  вх о д и т  
12 ж е с т к и х  ф о р м а т о в ,  таких, к а к  стат и ч еск и й  расчет ,  с т а т и ч е ­
ский р а с ч е т  с  д и ф ф е р е н ц и а л ьн о й  ж е с т к о с т ь ю ,  расчет  со б с твен ­
ных к о л е б а н и й  и т. д.

П р и  ж е л а н и и  п о л ь зо в а т е л ь  м о ж е т  с о з д а в а т ь  и новы е ф о р м а ­
ты, но э т а  р а б о т а  по силам т о л ь к о  в ы с о к о к в а л и ф и ц и р о в а н н ы м  
с п е ц и а л и с т а м ,  г л у б о к о  знаю щ им  систему  ЫАЗТИАМ.

В х о д н ы е  д а н н ы е  д л я  системы  с о с т о я т  из трех  частей: 
1) у п р а в л я ю щ и е  д а н н ы е ;  2) свед ен и я  о н а г р у з к а х ;  3)  основные 
д а н н ы е .  У п р а в л я ю щ и е  данны е о п р е д е л я ю т  ж естк и й  ф о р м а т  и 
ф о р м у  п р е д с т а в л е н и я  р езультатов .  К о л о д а  о сновны х  д а н н ы х  с о ­
д е р ж и т  о п и с а н и е  всей конструкции. Д л я  ж е с т к и х  ф о р м а т о в  г е ­
н е р а ц и я  и с х о д н ы х  д а н н ы х  а в т о м а т и з и р о в а н а ,  но п о л ь зо в а т е л ю  
при  это м  н е о б х о д и м о  с д е ла ть  вы б о р  из 150 разл и ч н ы х  в а р и а н ­
тов,  п р и в е д е н н ы х  в инструкции.

П р о м ы ш л е н н о е  применение си стем ы  К А Б Т И Л Ы  д о л г о е  в р е ­
м я  т о р м о з и л о с ь  и м ен но  огромным к о л и ч ест в о м  н еобход им ы х и с ­
х о д н ы х  д а н н ы х .  С  целью  облегчения  п о д г о т о в к и  д а н н ы х  были 
р а з р а б о т а н ы  а в т о н о м н ы е  п р о гр ам м ы  (п р еп р о ц ессо р о в ) ,  ге не ри ­
р у ю щ и е  д а н н ы е  д л я  системы. Так,  п р о г р а м м а  С Ш О Х У  с о с т а в ­
л ен а  д л я  м о д е л и р о в а н и я  небольш их гильз  с н а р я д о в  с пом ощ ью  
т р е у г о л ьн ы х  и т р а п е ц и е в и д н ы х  ко л ь ц е в ы х  элем ентов .  К р о м е  
того ,  п р о г р а м м а  м о ж е т  и спользоваться  д л я  м о д е л и р о в а н и я  т о н ­
к о стен н ы х  о с е с и м м е т р и ч н ы х  конструкций .  Ч т о б ы  в о с п о л ь з о в а т ь ­
ся  п р о г р а м м о й ,  п о л ь з о в а т е л ь  д о л ж е н  р а з б и т ь  конструкцию  на 
п о д о б л а с т и ,  о г р а н и ч е н н ы е  п рям ы м и  л и н и я м и  или  п о л и н о м и а л ь ­
ными к р и в ы м и .  О с т а л ь н ы е  д ей ст ви я  в ы п о л н я е т  с а м а  п р о гр ам м а .

П р о г р а м м а  Р Е М  р а з р а б о т а н а  ф и р м о й  « М а к д о н е л л  —  Д у г ­
л ас»  д л я  с н я т и я  и сходн ы х  д а н н ы х  н еп о ср ед с тв ен н о  с ч е р те ж а .

Е щ е  о д н и м  п р и м е р о м  п реп роц ессора  д л я  системы  N A S T R A N  
с л у ж и т  п р о г р а м м а  О А Т С Е Ы , г е н е р и р у ю щ а я  м о д ел ь  п ал у б ы  и 
к а р к а с а  с у д н а  н а  о сн о в е  п ар а м е т р и ч е с к о го  описания .

1.5. М етоды граничных элементов

При р еш ен и и  краевых задач прибл иж енны е модели  
технических о б ъ ек то в  можно строить на основе инте­
гральных ур авн ен и й . При этом первый ш аг на пути к р е ­
ш ению состоит  в п ер еходе  от дифференциальны х ур а в ­
нений в частны х производных к эквивалентным инте­
гральным ур авн ен и я м . Во многих сл учаях ,  когда такой  
п ер еход  ок азы в а ет ся  успешным, реш ение исходной з а д а ­
чи м ож ет  быть получено с минимальными вычислитель­
ными за т р а т а м и  и высокой степенью точности. Кроме  
того, р азм ер н ост ь  исходной задач и  пониж ается  на 1, 
двухм ер ны е з а д а ч и  преобразую тся в одномерные.

П римером у к а за н н о го  подхода к реш ению  краевых з а ­
дач с л у ж а т  м етоды  интегральных граничных элементов  
(М Г Э ).  Р а зв и т и е  М Г Э  началось сравнительно недавно,



причем мощным стимулом к эт о м у  п о с л у ж и л о  создан и е  
бы стродействую щ их ЭВМ . В с е  р азн ов и дн ости  М ГЭ и с­
пользуют принцип суперпозиции, п о эт о м у  область их 
применения ограничена классом п олн остью  линейных  
или линейных относительно прир ащ ений  задач. О дн ак о  
к такому классу  относятся многие в а ж н ы е для развития  
техники задач и , например М Г Э  у сп е ш н о  используются  
для решения задач  теории упругости , механики ж и д к о ­
сти и газов.

Все М Г Э  строятся на основе о б щ и х  принципов. При  
этом р азличаю т прямые и непрямые М Г Э .

В п р я м ы х  М Г Э  искомыми пер ем енны м и краевой з а ­
дачи являются величины, имеющ ие реальны й физический  
смысл, например в задачах теории уп ругости  —  усилия и 
перемещ ения, возникающие в э л е м е н т а х  конструкции.

В н е п р я м ы х  М Г Э  решение и сход н ой  задач и  в ы р а ж а ­
ется через функции плотности, которы е сами по се б е  не 
имеют реального физического см ы сл а .  П осле того как  
функции плотности найдены, зн ач ен ия  реальных физнче-  

■ ских парам етров задачи могут быть получены из них п у ­
тем простого интегрирования.

В лю бом  варианте МГЭ р езу л ь та т о м  перехода от  
диф ференциальны х уравнений в частны х производных к 

1 интегральным уравнениям в конечном счете является с и ­
стема уравнений, включающая значения  переменных  
только на границе заданной об л а с ти .  П о это м у  в отличие  
от М К Э  и М К Р  последующ ая ди ск р ет и за ц и я  задачи п р о ­
водится только на границе и сс л е д у ем о й  области. П о с л е д ­
нее обусловливает, во-первых, б о л е е  высокую по с р а в н е ­
нию с М К Р  и М К Э  точность реш ен и я , во-вторых, с у щ е ­
ственно меньший объем входных д а н н ы х  при реализации  
методов на Э В М .

Переход от исходного д и ф ф ер ен ц и ал ьн о го  у равнения  
к интегральному. Рассмотрим на п р остом  примере ал г о ­
ритм перехода. В двухмерной о д н о р о д н о й  обл асти  
С /  произвольной формы с к оэф ф и ц и ен том  п рон и ц аем о­
сти к  требуется  найти распредел ение функции ф, о п и с а н ­
ной уравнением

д2<р/дх* - | -д 2(р/д* 2  =  0. (1 .8 8 )
■  П р и м е ч а н и е .  Уравнение (1 .88)  я в л я е т с я  частным с л у ч а е м  

о п и сан н ого  в § 1.1 к в а з и г а р м о и и ч е с к о г о  у р а в н е н и я  (1.1) п ри  
* 1  =  *, х г ~ у .  1*ам ж е  п р и в о д я тся  п р и м е р ы  практич еских  з а д а ч  
п р о е к т и р о в а н и я  технических о б ъ е к т о в ,  п р и в о д я щ и х  к э т о м у  
уравнению .



Н а гр анице Ь  рассматриваемой области  заданы  гра­
ничные усл ови я  первого  рода

Ч>(хо ) ^ ё Ы -  (1.89)
Э т а п  1. 11ахож дение сингулярного решения. В МГЭ  

используется то  обстоятельство, что для большинства  
уравнений в частны х нронзводпых сущ ествую т сингу­
лярные (ф ун дам ен т ал ь н ы е)  решения, отвечаю щ ие ед и ­
ничным в о зм у щ а ю щ и м  воздействиям в неограниченной  
области. Д л я  рассм атриваемой за д а ч и  сингулярное ре­
шение зап и сы в ается  в виде

Ч ( х )  = 0 ( х ,  1 ) 8 ( 1 ) ,  (1.90)

где ц>(х) — зн а ч е н и е  искомой функции в произвольной  
точке области; £ ( | )  —  единичное возм ущ аю щ ее воздейст­
вие, п р и л о ж е н н о е  в точке | .

При этом  н а ч а л а  координат для систем х  и £ совпа­
дают. В ели чи н а  0 ( х ,  определяется, в свою очередь,  
уравнением

где г2 — Х]2-\-х22 и г0 выбрано так, что 6  =  0 при г =  г0.
У равнение (1 .9 0 )  определяет искомую  функцию ср(х) 

относительно некоторого нулевого значения при г = го.
Э т а п  2. В в е д е н и е  фиктивных источников. Р ассм ат ­

риваемая о б л а с т ь  а  «помещ ается» в бесконечную о б ­
ласть, для котор ой  известно реш ение (1 .9 0 ) .  При этом  
потребуем, чтобы  значения ср(Х) на границе области сов­
падали с за д а н н ы м  граничным условием (1 .89) .  Чтобы  
это требован и е  выполнялось, введем на границе фиктив­
ные источники неизвестной интенсивности р ( | )  в расчете  
на единицу длины  границы Л. П одставив р ( | )  в (1.90)  
и проинтегрировав его по длине границы, получим иско­
мое решение:

ф ) ^  [С(х, 1 ) р ( \ ) й Ц ! Н - С .  (1.91)
I

В р езул ьтате  проделанных действий от исходного  
ди ф ф ер ен ц иал ьн ого  уравнения (1 .88) удал ось  перейти к 
эквивалентном у интегральному уравнению  (1 .91 ) .  П р о­
извольная п ост оя н н ая  С появляется в (1 .91)  для обесп е­
чения еди н ствен ного  решения в связи с тем, что функ­
ция ц>(х) р ассчиты вается  относительно некоторого н уле­
вого значения. В дальнейш ем С п одбирается  таким обра-



зом, чтобы сум м арное «излучение» от всех  источников  
обр ащ ал ось  в нуль на бесконечно удаленной  гр анице.

Д л я  обеспечения задан н ы х граничных условий н е о б ­
ходим о, чтобы выполнялось равенство

Ф (*0) =  СО(*0? ) р Ш ‘« .  +  С. (1 .9 2 )

Н а основании равенства (1 .92) строится си с т е м а  ин­
тегральных уравнений относительно неизвестны х ф и к ти в ­
ных источников р (£ ) .  П осле того как они б у д у т  н а й д е ­
ны, значения искомой функции ф(Х) в лю бой  внутр енней  
точке области легко оп редел яю тся  из (1 .91 ) .

Если бы (1.92) удал ось  проинтегрировать а н а л и т и ч е­
ски, то для исходной задач и  было бы н ай ден о  точное  
решение. На практике (1 .92) реш ается п р и бл и ж ен н о ,  что  
является единственным источником погреш ности в М Г Э .

Д искретизация границы р ассм атриваемой  о б л а с т и .  
Д л я  приближенного реш ения (1.92) производится  д и с ­
кретизация границы рассм атриваем ой  области .  А н а л о ­
гично М К Э  р азбиение границы на элементы м о ж н о  п р о ­
изводить различными способам и. В простейш ем сл у ч а е  

I граница аппроксимируется линейными эл ем ен т ам и . О т ­
дельный элемент оп ределяется  координатой своей  с р е д ­
ней точки. Интенсивность неизвестных источников р ( £ )  
в предел ах  элемента принимается постоянной.

С учетом принятых допущ ений  вы раж ение (1 .92 )  з а ­
пишется в виде

ф ( 4 )  ! С, (1 .9 3 )
г=1 I

, где Хо —  координата средней точки ^-го граничного эл е ­
мента.

Уравнение (1.93) оп редел яет  значение ф у н к ц и и  и 
средней  точке ^-го граничного элемента.

В матричной форме (1 .93) принимает вид

Ф * - (  [ р(' ’ - |-С , ( 1 .9 4 )
д‘/.

где Д Л — длина ^-го граничного элемента; р (?)— вектор-стол­
бец размерности N;  | О,!есИ —  вектор-строка той ж е  раз- 

л/,
мерности.



При этом каждый элемент вектора-строки определяет­
ся по формуле

С учетом (1 .95)  уравнение (1.94) перепишется так:

С оставляя аналогичные уравнения для к а ж д о го  гр а­
ничного элем ента и проводя суммирование по всем э л е ­
м ен там , получим систем у алгебраических уравнений:

гд е  ф и р —  Димерные векторы; I —  единичный ЛГ-мерный 
вектор-столбец; —  матрица коэффициентов р азм ер н о­
сти № х М .

Таким об р а зо м ,  при реализации на Э В М  алгоритм  
М Г Э  состоит  из сл ед ую щ и х этапов:

Э т а п  1. Ф ормирование входных данных (ном ера  у з ­
лов  граничных элементов, номера самих элементов  
и т. д . ) .

Э т а п  2. И нтегрирование функций в ( х ,  для по­
лучения  матрицы коэфф ициентов й 3.

Э т а п  3. Составление р азреш аю щ ей системы ал г еб ­
р аических  уравнений.

Э т а п  4. Р еш ен и е системы для  определения неиз­
вестны х фиктивных источников.

Э т а п  5. П одстановка найденных значений в о п р е ­
д е л я ю щ е е  интегральное уравнение и вычисление зн ач е­
ний ф ункций во внутренних точках области.

М ногие этапы р ассм отренного  алгоритма аналогичны  
соответствую щ им  эт ап ам  М К Э . Д остаточно нетривиаль­
ным является этап 2 алгоритма, связанный с интегриро­
в анием  функции 0 ( х ,  | ) .  П оэтом у  в целом п рограм м иро­
в ан и е  М Г Э  требует  несколько больших усилий по ср ав ­
нению  с р еализацией  М К Э . Однако п оследую щ ая  
эк сп л уат ац и я  программы прощ е с точки зрения пользо­
в ател я ,  так как о б ъ е м  задав аем ой  входной информации  
значительно  меньше, чем в М К Э.

Краткие выводы

М а т е м а т и ч е с к и м  о п исанием  о б ъ е к т о в  п р о ек ти р о в ан и я  н а  м и к ­
р о у р о в н е  с л у ж а т ,  к а к  'п р а в и л о ,  д и ф ф е р е н ц и а л ьн ы е  у р а в н е н и я  в ч а ­
с т н ы х  п р о и зв о д н ы х ,  точное р еш ение  д л я  кото р ы х  у д а е т с я  получить

(1 .95)

<р,7 =  0'"’р(е,+ С .

Гр =  С ‘яр +  1С,



л иш ь в н ем ногих  ч а с т н ы х  случаях .  В с в я з и  с  э т и м  д л я  а н а л и з а  о б ъ ­
ектов  н а  м и к р о у р о в н е  р а з р а б а т ы в а ю т  п р и б л и ж е н н ы е  м одели , м а т е ­
м атическое  о п и с а н и е  к о т о р ы х  п р е д с т а в л е н о  с и с т е м а м и  о бы кн овен н ы х  
д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  или алге браи чес ких  у р а в н е н и й .  Д л я  построения  
п р и б л и ж е н н ы х  м о д е л е й  о б ъ ектов  и с п о л ь з у ю т  д в а  п о д х о д а .  В основе 
одного  из них л е ж и т  м е т о д  сеток, в о сн о в е  д р у г о г о  —  исп ользован и е  
и н тегральн ы х  ур ав н ен и й .  К наиболее п о п у л я р н ы м  в а р и а н т а м  м е то д а  
сеток о т н о с я т с я  м е т о д  конечны х э л е м е н т о в  и м е т о д  конечны х р а з н о ­
стей. О б а  м е т о д а  обес пе чи ваю т  п ри м е рно  о д и н а к о в у ю  точность  р е ­
ш ения и усп еш н о  и сп о л ь зу ю тся  д л я  п о с т р о е н и я  м о д е л е й  в С А П Р. 
К м е то д а м ,  о с н о в а н н ы м  на исп ользован и и  и н т е г р а л ь н ы х  уравнений, 
о тн о ся тся  м е т о д ы  гра ни ч н ы х  элементов.  П р и м е н е н и е  э ти х  методов  
позволяет ,  в ч а стн о сти ,  на единицу п о н и ж а т ь  р а з м е р н о с т ь  р е ш а е м ы х  
зад ач .



2. ОСНОВНЫЕ ПОЛОЖЕНИЯ ПОЛУЧЕНИЯ 

МАТЕМАТИЧЕСКИХ МОДЕЛЕЙ 
ТЕХНИЧЕСКИХ ОБЪЕКТОВ 
НА МАКРОУРОВНЕ

2.1. Общ ие сведения о моделировании 
на макроуровне

И с п о л ь зо в а н и е  ММ объекта в виде системы д и ф ­
ф ер енциальны х уравнений в частных производных в о з­
м ож но т ольк о  д л я  очень простых технических систем, и 
д а ж е  в этом  с л у ч а е  порядок аппроксимирую щ ей алгеб­
раической систем ы  уравнений при моделировании в т р ех ­
мерном п р остр ан ст в е  может достигать  10е и более, П о э ­
тому при м одел ировании  на м акроуровне в технической  
системе вы дел я ю т ся  достаточно крупные элементы, кото­
рые в д а л ь н е й ш е м  рассматриваются в виде неделимой  
единицы. Н еп реры вн ой  независимой переменной остает­
ся (в ср ав н ен и и  с моделированием на микроуровне)  
только врем я. М атематической м оделью  технической си ­
стемы на м а к р оур ов н е  будет систем а О Д У .

П о в е д е н и е  большинства технических подсистем м о ж ­
но о х а р а к т ер и зо в а т ь  с помощью ф аз ов ы х  переменных.  
Ф азовы е п ер ем ен н ы е образую т вектор неизвестных в ММ  
технической системы. Так, в электрической подсистеме  
ф азовы м и перем енны м и являются токи и напряжения, в 
механической поступательной подсистем е —  силы и ско­
рости.

М а т ем а т и ч еск у ю  модель системы получают о б ъ е д и ­
нением ком понентны х и топологических уравнений.

Законы  функционирования эл ем ента  подсистемы (в 
дальнейш ем  —  просто  элемента) за д а ю т ся  компонентны­
ми ур авн ен и ям и , связывающими, как правило, р азн о р о д ­
ные ф а зо в ы е  переменные, относящ иеся к данном у э л е ­
менту, т. е. компонентные уравнения связывают перем ен­
ные типа потока  с переменными типа потенциала.



■  П р и м е ч а н и е .  Конкретный смысл этих переменных для раз­
личных физических подсистем показан в табл. 2.1.

Компонентные уравнения м огут  быть линейными или  
нелинейными, алгебраическими, обыкновенными д и ф ф е ­
ренциальными или интегральными. Эти уравнения п о ­
лучаю тся на основе знаний о конкретной п редм етной  о б ­
ласти. Д л я  к аж дого  элемента м одел и руем ого  т е х н и ч е с к о ­
го объекта долж ны быть получены компонентные у р а в ­
нения. Это м ож ет  оказаться длительной и т р у д о е м к о й  
процедурой. Н о эта п роц едура  выполняется о д н о к р а т н о  
с одновременным накоплением библиотеки п о д п р о г р а м м  
м одел ей  элементов.

■  П р и м е ч а н и е .  Д л я  б о л ь ш и н с т в а  э л ем ен то в  т а к и е  к о м п о ­
нентны е у р авн ен и я  у ж е  п о л у ч ен ы  в п р и к л а д н ы х  д и с ц и п л и н а х .  
И м и  м о ж н о  в осп ользоват ьс я  п р и  м о д е л и р о в а н и и  в С А П Р .  Н а ­
пример ,  в  г и д р ав л и к е  д л я  д р о с с е л я  и м еется  а н а л и т и ч е с к о е  в ы р а ­
ж ен и е ,  с в я з ы в а ю щ е е  р а с х о д  и д а в л е н и е  (это  и есть  к о м п о н е н т ­
ное у р ав н ен и е  д р о сс ел я) .

Компонентные уравнения получаю т либо т е о р е т и ч е ­
ски, л и бо  физическим макетированием, либо м а т е м а т и ч е ­
ским моделированием на микроуровне.

Связь м еж д у  однородны м и ф азовыми пер ем енны м и,  
относящ имися к разным эл ем ен т ам  подсистемы, з а д а е т ­
ся топологическими уравнениями, получаемыми на о с н о ­
ве сведений о структуре подсистемы . Д л я  ф ор м и р ов ан и я  
топологических уравнений р а зр абот ан ы  ф орм альны е м е ­
тоды (см. гл. 3 ) .  Очевидно, что  п роцедура получения т о ­
пологических уравнений выполняется для к а ж д о г о  м о д е ­
лируем ого объекта, так как структуры объектов  р а з ­
личны.

■  Пр и м е ч а н и е .  Подробнее о свойствах компонентных и топо­
логических уравнений см. в книге К

В С А П Р  целесообразно  испол ьзовать  м атем ати ч еск и е  
и программные средства, обесп еч и ваю щ и е м о д е л и р о в а ­
ние всей номенклатуры проектируем ы х объектов и с п о ­
собны е адаптироваться к и зм еняю щ им ся  условиям э к с ­
плуатации. Эти свойства достигаю тся ,  если п ри м ен я ем ы е  
средства имеют высокую степень универсальности. П о ­
лучению универсальных ср едств  способствует  и с п о л ь з о ­
вание аналогий м еж д у  п одсистем ам и различной ф и з и ч е ­
ской природы и м еж ду  м одел и рую щ им и  их к о м п о н ен т ­
ными и топологическими уравнениями.
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2.2. Аналогии компонентных уравнений

В больш инстве технических систем м ож н о  выделить  
три типа простейш их элементов:

A. Э лемент типа И —  элемент диссипации энергии. На  
этом  элементе, как правило, происходит преобразование  
энергии в тепловую.

Б. Э лемент типа С.
B. Элемент типа Ь.
Н а  эл ем ентах  типа  С и Ь происходит накопление по­

тенциальной или кинетической энергии.
Сочетанием этих  простейших элементов, а т а к ж е  ис­

точников ф азовы х переменных м ож ет  быть получена ММ. 
технического о б ъ ек та  практически любой сложности.

Рассм отрим  основны е физические подсистемы с точ­
ки зрения аналогий компонентных уравнений.

Д л я  каж дой  ф изической подсистемы характерны  свои 
законы, однако дл я  простейш их элементов ф орм а вы ра­
ж а ю щ и х  их уравнений оказывается одинаковой.

Электрическая подсистем а. Фазовыми переменными  
электрической подсистем ы  являются токи /  и н а п р я ж е­
ния и .  Запиш ем ур авнения трех типов простейш их э л е ­
ментов:

A. Уравнение сопротивления (закон О м а )  1=11 ¡Я, 
гд е  Я —  электрическое сопротивление.

Б. Уравнение ем кости  1 =  С(йи/<И),  где С —  электри­
ческая емкость.

B. Уравнение индуктивности ¿/ =  ¿ ( ¿ / / ¿ 0 -  гДе ^ —  
электрическая индуктивность.

М еханическая поступательная подсистема. Ф азовые  
переменные м еханической поступательной подсистемы —  
силы У7 и скорости V —  соответственно аналоги токов и 
напряж ений. З а п и ш е м  уравнения трех типов простейших  
элементов:

A . Уравнение вязкого  трения Р = У 1 Я М> где  Я и = \ / к —  
ан алог  электрического сопротивления; к — коэффициент  
вязкого трения.

Б. Уравнение м ассы  (уравнение второго зак он а  Н ью ­
т он а)  Р =  т а  =  С М((1У!(И), где а =  —  ускорение;  
См= т  —  аналог электрической емкости (м асса  э л е ­
м ента)  .

B. Уравнение пруж ипы  Г =  кх,  где х  —  перемещение;  
к —  жесткость пруж ины .



П р одиф ф ер енцир уем  обе  части ур авн ен и я  по времени:  
йР)й1 =  кУ,  или V — гДе Е м *= 1/&—  аналог
электрической индуктивности.

А налогичное компонентное ур авн ен и е  м ож н о  п о л у ­
чить из закона Гука для элемента, у  к отор ого  учиты ва­
ется сж имаем ость, т. е. Р = Е ( Ы ! 1 ) ,  гд е  Р  —  н ап р яж ен и е  
в элементе; Е —  м одуль  Юнга; I —  дл и н а  элем ента;  А/ —  
изменение длины элемента. Умнож ив о б е  части этого  
уравнения на п лощ адь 5  поперечного сечения э л е ­
мента и продифф еренцировав по врем ени , получим:  
й(РЗ)1Ш=(Е8/1){с1А1/Ш)-,  (1{М)1Ш=У-, Р З = Р \  с1Р1сН =  
=  ( £ 5 / 0  V, или V  =  ¿ М =  / / ( Т 5 ) .

М еханическая вращ ательн ая  п одсистем а . Ф азовы е  
переменные этой подсистемы —  моменты сил М  и у гл о ­
вые скорости со —  соответственно анал оги  токов и н а ­
пряжений. Запиш ем  уравнения трех типов  простейш их  
элементов:

A. Уравнение вязкого трения вр ащ ен и я  М  — о)//?Лр, 
где 7?цр=1 //г —  ан алог  электрического сопротивления;

1 к —  коэффициент трения вращения.
Б .  Основное уравнение динамики вращ ател ьн ого  д в и ­

ж ения М  =  1 (с1о}/сИ), где /  — аналог электрической ем ­
кости (момент инерции эл ем ента) .

B. Уравнение кручения бруса с круглы м поперечным  
сечением М =  ( ? /р0, где  М  — крутящий момент; 6  —  м о­
дуль сдвига; Ур —  полярный момент инерции сечения;
0 =  ̂ ср¡(11 —  относительный угол закр учивания.

Рассмотрим бр ус  конечной длины, т о г д а  0 =  ср//,  где  
Ф —  угол закручивания; I — длина б р уса .  П р о д и ф ф е р е н ­
цируем о б е  части уравнения по врем ени , т. е. =  
=  ( 0 } т>11)(йц1<Н), или, если  учесть, что <йр/сИ =  ш и ¿ Вр =  
~ Ч ( 0 ] р),  то со =  / . Вр(¿М/сИ),  где 1 Вр —  а н а л о г  электри­
ческой индуктивности (вращ ательная ги бк ость) .

Аналогичное компонентное ур авн ен и е м о ж н о  полу-  
чить для спиральной пружины, у р авн ен и е  которой М  =  
=  С ф ,  где с —  ж есткость  пружины. П р о д и ф ф е р е н ц и р о ­
вав обе части уравнения по времени, получим со =

■ ¿ „ р  =  1 / с .

Гидравлическая  (пн евм ати ческая)  подсистема . Ф а ­
зовые переменные гидравлической п одси стем ы  —  м а с с о ­
вые расходы С и  давления Р  —  соответствен н о  аналоги  

; токов и напряж ений. Запиш ем уравнения т р ех  типов про­
стейших элементов:

А. Уравнение д л я  участка т р у б о п р о в о д а  при стацно-



1------------
~ Г

\

Рис. 2.1. И л л ю с т ­
р а ц и я  к  о п р е д е л е ­
нию г и д р а в л и ч е -

нарпом лам инар ном  течении ж ид-  
Дк кости Р =  RrQm,  где  R r =  128v t f  (ndi ) —  

аналог электрического сопротивления  
(v —  кинематическая вязкость, d  и / —  

диаметр и дл и н а  т р у боп р овод а) .
Б. Уравнение сж им аем ости  ж и д к о­

сти в некотором о б ъ е м е  V при в озд ей ­
ствии давления Р  Д У =  1/рДР. Так как  
&V =  S M  (рис. 2 .1 ) ,  то, умнож ив обе  
части уравнения на р и продифферен-  

ской емкости. цировав по времени, получим p S ( d A l /  
dt )  =  Vf ip(dP)dt ) ,  или Qm =  C r( dP ld t ) ,  

где Сг =  p V $  —  аналог электрической емкости; р —  плот­
ность ж и дк ости ; S  —  площадь поперечного сечения с о ­
суд а ,  U =  d M j d t  —  скорость д ви ж ен и я  жидкости через  
сечение.

В .  У р а в н е н и е  Эйлера (закон движ ения идеальной  
ж и дк ости )  d U f d t  — — (1/р) ( д Р / д Х ) .

Если р ассм отреть  участок т рубопр овода  длиной I с 
д ав л ен и я м и  на концах Р\ и Р 2, то при зам ене производ­
ной d P / d X  первой разностью найдем  d U j d t = (  1/р) ( P i — 
— Р 2)/1. Д л я  получения в левой части уравнения м а сс о ­
вого р а с х о д а  ум н ож и м  обе его части на pS, т. е. dQmjdt  — 
=  ( S ! l ) P ,  или P =  L r( d Q m/d t ) ,  где  Lr= / / 5  — аналог эл ек ­
трической индуктивности.

З а к о н  д в и ж ен и я  реальной ж идкости  описывается  
ур авн ен и ем  Н авье  —  Стокса, которое для одномерного  
случая вы глядит так: dl l l d t  — U ( d U f d X )  —  (1/р) ( d P j o X ) - J- 
+  GM+ v ( d 2U f d X 2) ,  где G M — м ассовы е силы; v  —  вторая  
вязкость.

В ы д е л я я  участок  трубопровода и считая d U ld X  =  a =  
=  co n st ,  получим, что участок м ож ет  быть представлен  
гидравл ическими сопротивлением и индуктивностью  
(м ассовы м и  силами п р ен ебр егаем ),  т. е. L r (dQmf d 0  +

RvQm =  Р ! Rr =  ClllS.
Т е п л о в а я  подсистема. Ф азовы е переменные этой п од­

с и с т е м ы —  тепловы е потоки Ф и температура Т  —  соот­
ветственно аналоги  токов и напряж ений. Запиш ем ур а в ­
нения т р е х  типов простейших элементов:

А. И з  соответствую щ их уравнений законов Фурье и 
Н ью тона д л я  теплопроводности и конвекции \|) =  Х (Т |—
—  Т2)/1 и ^  =  a KOm( T i — T2),  где ^  —  плотность теплового  
потока; X —  коэффициент теплопроводности; а,:ш,в— ко­
эф ф и ц и ен т  т еп лообм ена  через конвекцию; Т\ и Т2 —  тем-



пература на границах рассм атриваем ого  участка  дл и н о й
I дл я  индуктивного т еп лообм ена  и Т\ —  т ем п ер а т у р а  т е ­
ла; Тг —  температура ок р уж аю щ ей  среды д л я  кон век ти в­
ного теплообмена.

Д л я  получения теплового потока ум н ож и м  о б е  части  
уравнений на площ адь 5  поперечного сечения в ы д ел е н ­
ного участка, т. е. Ф = ( Х 5 / / ) Г  или 0  =  7 / 1{ОПД; Ф =  
=  5ако!тп7’ ИЛИ Ф =7у/?конп, где #конд =  / / ( Х 5 ) — к ондук-  
циопное сопротивление; ^коин =  1 / ( 5 а К0ПВ) —  к о н в ек ц и о н ­
ное сопротивление.

Б. Уравнение теплоемкости тела Ст =  йС}/(1Т, где  
¿<2 —  изменение количества теплоты в теле при и з м е н е ­
нии температуры на йТ.

Так как изменение количества теплоты в ед и н и ц у  в р е ­
мени есть тепловой поток, то йС}/й1 =  Ф =  С 1(йТ/ (И) ,  
где  С т =  спг —  аналог электрической емкости; с  —  у д е л ь ­
ная теплоемкость; пг —  м асса  тела.

В. В том случае, когда ф азовы м и перем енны м и явля-  
/ ются тепловой поток и тем пература, ком понентное у р а в ­

нение, соответствую щ ее тепловой индуктивности, не и м е ­
ет физического смысла.

2.3. Аналогии топологических уравнений

Топологические уравнения в больш инстве ф и з и ч е ­
ских подсистем базирую тся  на уравнениях р авн ов еси я  и 
уравнениях непрерывности,

Рассмотрим аналогии топологических ур авн ен и й  в 
различных физических подсистем ах  по от н ош ен и ю  к 
электрической подсистеме.

Электрическая подсистем а. Связи м е ж д у  о т д е л ь н ы ­
ми элементами этой подсистемы  устанавливаю тся  на о с ­
нове законов Кирхгофа.

У р а в н е н и е  п е р в о г о  з а к о н а  К и р х г о ф а  
устанавливает равенство нулю суммы токов в у з л а х  с х е ­
мы, т. е. ^  //( =  0 (уравнение равновесия),  гд е  1к —  ток  

¿ер
£-й ветви; р  —  м нож ество номеров ветвей, и н цидентны х  

, р ассм атриваемом у узлу.
И з  у р а в н е н и я  в т о р о г о  з а к о н а  К и р х г о -  

ф а видно, что сум м а падений напряж ений на э л е м е н т а х  
схемы при их о б х о д е  по произвольному контуру равна  
нулю, т. е. ^  С/; — 0 (уравнение непреры вности),  где  /  —



ном ер  ветви; Uj —  падение напряж ения на /-  й ветви с х е ­
мы, входящ ей  в контур; q здесь  и д а л е е —  м нож ество но­
м ер ов  ветвей, в ходящ их в рассматриваемый контур. 

М еханическая  поступательная подсистема. А  н а л о-
г о м  у р а в н е н и я  п е р в о г о  з а к о н а  К и р х г о ф а  
является  уравнение принципа Д а л а м б ер а :  сум м а сил, 
д ей ств у ю щ и х  на тело, включая инерционные, равна ну­
л ю , т. е. ^  Fh =  0, где  Fh —  сила, прилож енная к телу. 

*ер
А н а л о г о м  у р а в н е н и я  в т о р о г о  з а к о н а  

К и р х г о ф а  б у д ет  уравнение принципа сл ож ен ия  ск о ­
ростей: абсолю тная скорость является суммой относи ­
тельной  и переносных скоростей, или ж е  сум м а этих трех  
скор остей  равна нулю (переносных скоростей м ож ет  быть  
несколько: с первого тела на второе, со второго на 
третье и т. д . ) ,  т. е. ^

/б=<7
Д л я  механических плоскостных и пространственных  

си стем  рассмотренные принципы применимы, если Fh 
и Vj  представить в виде векторных величии, когда приве­
ден н ы е выше уравнения справедливы для каж дой  коор­
ди н атн ой  оси, например для пространственных систем

=  = 2 ^  =  0; 2 ^ = 0 ; 2 ^  =  0; 
кер kep *ер /е<? /е?

— 0, где Fhx, Fhy, Fhz —  соответственно проекции сил
/S<7
на оси у,  z; V Jx, V Jy, V jz —  соответственно проекции 
скорости на оси х , у , г.

М еханическая  вращ ательная подсистема. А й а л  о- 
г о м  у р а в н е н и я  п е р в о г о  з а к о н а  К и р х г о ф а  
является уравнение принципа Д а л а м б е р а  для в р а щ а ­
тельны х подсистем, т. е. ^  Ми =  0, где Mk  —  момент

feSp
силы, действую щ ий относительно оси вращения, включая  
м ом ент, вызванный моментом инерции.

А н а л о г о м  у р а в н е н и я  в т о р о г о  з а к о н а  
К и р х г о ф а  является уравнение принципа слож ения  
угл овы х скоростей вдоль оси вращения, т. е. ^  0)j ~

/е<?



Гидравлическая (пневм атическая) п од си с т е м а .  А н а ­
л о г о м  у р а в н е н и я  п е р в о г о  з а к о н а  К  и р х г о- 
ф а является уравнение равновесия в у з л а х  подсистемы,
т. е. ^  =  0| гДе Фтл — поток, п одтек аю щ и й  или от- 

к^р
текающий от узл а .

А н а л о г о м  у р а в н е н и я  в т о р о г о  з а к о н а  
К и р х г о ф а  является уравнение нер азр ы вн ости  под­
системы, т. е. ^  Л  =  0 —  сум м а п аден и й  давлений  при

/ е<7
обходе  по контуру равна нулю; Р; —  п а д е н и е  давления  
на ветви, входящ ей  в контур.

Тепловая подсистем а. А н а л о г о м  у р а в н е н и я  
п е р в о г о  з а к о н а  К и р х г о ф а  является  уравнение  
равновесия в у зл а х  подсистемы, т. е. ^  ф л =  0 —  сумма

тепловых потоков в у зл ах  подсистем  р авн а  нулю, где 
Ф* —  тепловой поток, подтекающ ий или оттекающий  
от узла.

А н а л о г о м  у р а в н е н и я  в т о р о г о  з а к о н а  
К и р х г о ф а  является уравнение непреры вности , т. е.
2  Т) =  0 —  сум м а разностей тем п ер атур  при о б х о д е  по 
/е?
замкнутому контуру равна нулю, где Т ; —  разность  т ем ­
ператур на участке, входящ ем в контур.

Таким об р а зо м ,  во всех рассм отренны х подсистем ах  
м ож но установить аналогии перем енны х типа потока и 
типа потенциала, Эти аналогии и ан ал огии  на уровне  
простейших элем ентов сведены в табл . 2.1.

■  П р и м е ч а н и е .  А н ал о ги и  р а с с м а т р и в а л и с ь  по отнош ению  
к электрич еской  п о дсистем е ,  но эт о  не п р и н ц и п и а л ь н о ;  в к а ч е с т ­
ве исходной м о гл а  б ы ть  в ы б р а на  л ю б а я  д р у г а я  подсистема  
(кроме теп л о в о й ) .

Топологические уравнения строго сп р аведл и вы  для  
установивш ихся р еж им ов, но их м о ж н о  прим енять и в 
тех случаях, когда временем р асп р остр ан ен и я  в о з б у ж д е ­
ний по линиям связи м ожно пренебречь. В р ем я  р аспро­
странения во зб у ж д е н и й  зависит от ф и зи ч еск ой  природы  
подсистемы, т. е. от скорости р асп р остр ан ен и я  в о з б у ж ­
дений в соответствую щ ей среде и р а зм е р о в  этой среды в 
конкретном объекте. П о д  возбуждением  поним ается  из­
менение ф азовых переменных. Кр итической д л и н о й  на-



Ф а з о в ы е  перем енны е К ом поиенты

П о дсистем а тнпа
п о т о к а

типа п о ­
те нциал а ти п а  И типа С типа  Ь

Э л е к т р и ч е ­
с к а я

Т о к Н а п р я ж е -  Сопротнв-  
ние леиие

Е м к о с т ь И н д у к т и в ­
ность

М е х а н и ч е ­
с к а я
п о с т у п а ­
т е л ь н а я

С и л а Скорость  Т р ен и е М асса У п р у го с ть

М е х а н и ч е ­
с к а я  в р а щ а ­
т е л ь н а я

М о м е н т У г ло в а я
скорость

Т о  ж е М омент
инерции

В р а щ а т е л ь ­
н ая  ги б к о сть

Г и д р а в л и ­
че ская
(п н е в м а т и ­
че ск ая )

Р а с х о д Д а в л е н и е » Гидравличе-  Г и д равли ч е­
с к а я  е м к о с т ь с к а я  и н д у к ­

тивность

Т е п л о в а я Т е п л о в о й  Темпера- 
п о т о к  тура

Теплосоп-
ротивле-

Т еп ло е м ­
кость

икс

зы ваю т при бл и ж ен н ы й  предельный разм ер  среды, при 
превыш ении которого необходим о учитывать время р ас­
простр ан ен и я  возбуж дений . Критическая длина зависит  
от в р ем ен н ого  д и ап азон а  м оделирования объекта, напри­
мер если м одел и р уется  электрический объект в наносе-  
кундном д и а п а з о н е ,  то критическая длина будет порядка  
30 см; если  в пикосекундном ди ап азон е ,  то критическая  
длина со ста в и т  единицы и доли  миллиметра. П р и бли ­
ж ен н о  критическую  длину м ож н о  определить по ф ор м у­
ле 1„Р =  А1У,  гд е  V —  скорость распространения в о з б у ж ­
дения в с р е д е ,  например для электрической подсистемы  
это ск ор ость  света, для механической, гидравлической и 
пневм атической подсистем —  скорость звука; Д/ —  интер­
вал в рем ен и , характеризую щ ий врем енную  точность р ас­
см отрения процессов.

П р и в ед ен н ы е  выше элементы подсистем —  линейные.  
О дн ак о  эл ем ен т ы  подсистем могут быть и нелинейными,  
зав и сящ и м и  от  р еж и м а  работы, например гидравлическое  
соп р оти вл ен и е при турбулентном р еж и м е  течения ж и д ­
кости за в и с и т  от расхода, значение емкости р-п-п ер ехо­
д а  —  от н а п р я ж ен и я  на нем. Если н абор  линейных и не­
линейны х эл ем е н т о в  дополнить зависимыми и независи-



мымн источниками переменных типа потока /  и типа  
разности потенциалов Е,  то будем  им еть  базовы е с о в о ­
купности двухполюсников, на осн о в е  которы х м ожно п о ­
лучать м атематические модели практически любых т е х ­
нических объектов.

Н езависим ы е источники исп ол ьзую тся  для м о д ел и р о ­
вания постоянных воздействий на об ъ е к т ,  например с и ­
ла тяж ести  м ож ет  быть отр аж ен а  постоянным источни­
ком силы, напряж ение питания эл ек тр он н ой  схемы —  и с­
точником типа разности потенциалов и т. д.

Зависим ы е источники можно р а зд е л и т ь  на группы: 
1) источники, зависимые от времени; 2 )  источники, з а в и ­
симые от ф азовы х переменных. И сточники, зависимые от  
времени, использую тся для м од ел и р ов ан и я  внешних в о з ­
действий па объект, например трап ец еи дальн ы м  источ­
ником р а сх о д а  м ож ет  быть о т р а ж е н о  ф ункционирование  
идеального ги дронасоса  в р еж и м ах  включения, работы и 
выключения, синусоидальным источником напряж ения —  
подключение генератора сигналов к электронной схем е.  
Источники, зависим ы е от ф азовы х переменных, исполь­
зуются дл я  отраж ения  нелинейных свойств  объектов, а 
такж е для установления взаи м освязей  м е ж д у  подси сте­
мами различной физической природы .

■  П р и м е ч а н и е .  П рименение г р у п п  з а в и с и м ы х  источников б у ­
д е т  п р о и л л ю с т р и р о в а н о  позднее.

2.4. Получение эквивалентных схем 
технических объектов

При получении ММ достаточно  сл ож н ого  техниче­
ского объекта, состоящ его из н ескольких  физических  
подсистем, нужно:

1) выделить в объекте од н о р о д н ы е  физические п о д ­
системы, например механическую, гидравлическую , э л е к ­
трическую и т. д.;

2) получить эквивалентные схем ы  к а ж д о й  из п о д си ­
стем;

3) установить связи м еж ду  п одси стем ам и ;
4) получить математическую м о д ел ь  системы (М М С )  

одним из рассмотренных ниже сп о с о б о в .  Этот этап ф о р ­
мализован и м ож ет  быть выполнен с  пом ощ ью  ЭВМ .



рис. 2.2. О с о б е н н о с т ь  этого примера в том , что  в зав ис и м о сти  от 
у ч и т ы в а е м ы х  э ф ф е к т о м  можно в ы д е ли т ь  д в е  или три  под си ст е ­
мы. П р е д п о л о ж и м ,  ч т о  утечки м е ж д у  зо л о т н и к о м  3  и корпусом  
К  о т с у т с т в у ю т ,  т о г д а  наш о б ъ ек т  м о ж н о  р а з д е л и т ь  на тр и  п о д ­
системы : о д н у  м ехан и ческую  и д в е  ги д р ав л и ч еск и е .  М е х ан и ч е­
с к а я  п о д с и с т е м а  с о с т о и т  из к орп уса  К, з о л о т н и к а  3  и п р у ж и н;  
п е р в а я  г и д р а в л и ч е с к а я  п о д с и с т е м а — из и сточ ник а  р а с х о д а  И, 
т р у б о п р о в о д о в ,  рег у ли р у ем о г о  з а з о р а  и н а г р у з к и  Н\  в т о р а я  г и д ­
р а в л и ч е с к а я  п о д с и с т е м а  — из р е г у л я т о р а  Р,  т р у б о п р о в о д о в  и 
д в у х  п о л о с т е й  в ко р п у се .

Т а к и м  о б р а з о м ,  если  п техническом  о б ъ е к т е  имею тся  н е с в я ­
зан н ы е п о д с и с т е м ы  одной физической  п р и р о д ы ,  то  их следует  
при м о д е л и р о в а н и и  ра с с м а тр и в а т ь  к а к  о т д е л ь н ы е  подсистемы. 
Е сли  в п р и м е р е  у честь  утечки м е ж д у  зо л о т н и к о м  и корпусом , 
то в о б ъ е к т е  б у д у т  выделены д в е  подси ст ем ы :  м ехан и ческа я  и 
г и д р а в л и ч е с к а я .

■  П р и м е ч а н и е .  М е то д ы  получения М М С  п о д р о б н о  б у д у т  р а с ­
см отрены  в гл .  3. Н и ж е  будут  п р и вед ен ы  способы  получения 
э к в и в а л е н т н ы х  с х е м  однородны х ф и зи чес ких  подсистем  и типы 
связей  м е ж д у  н и м и  в слож ном техническом  о б ъ ек те .

Эквивалентны е схемы применяются пользователем  
С А П Р  в п р о ц е сс е  подготовки информации о б  объекте для  
комплексов а н а л и з а  и оптимизации, поэтом у детализация  
объекта вы пол няется  д о  блоков, которы е в программных  
комплексах п редставлены  п одпрограм м ам и ММ. Р а з р а ­
ботчики С А П Р  или разработчики М М  при включении в 
комплекс новы х подпрограмм м оделей  дол ж н ы  опериро­
вать эквивалентной  схемой объекта, выполненной на 
уровне дв ухп ол ю сн и к ов .



И нж енер  отраж ает  в эквивалентной схем е  те э л е м е н ­
ты и свойства реального объ ек та ,  которые, по его  м н е ­
нию, оказывают сущ ественное влияние па ф у н к ц и о н и р о ­
вание объекта. Какими эф ф ек там и  м ож но п р е н еб р еч ь ,  
ем у  подсказывают опыт и интуиция. П оэтом у  п р о ц е д у р а  
составления эквивалентной схемы  не полностью ф о р м а ­
лизована.

О траж ен и е структурных свойств объектов в о з м о ж н о  
как с помощью эквивалентных схем, так и с п о м о щ ь ю  
графов.

■  П р и м е ч а н и е .  П р и м ен ен и е  г р а ф о в  в АГ1 б у д е т  п о к а з а н о  н е ­
с к о л ь к о  позднее,  а п о к а  бу д е м  п о л ь з о в а т ь с я  э к в и в а л е н т н ы м и  с х е ­
м ами ,  п оскольку  это  б о л ее  н а г л я д н о ,  т а к  к а к  у с л о в н о е  и з о б р а ­
ж е н и е  ветв и  х а р а к т е р и з у е т  тип  э л ем ен та .

Б удем  использовать обозначения  ветвей, п р и в еден н ы е  
на рис. 2.3.

Ветви типа К соответствует компонентное у р а в н е н и е  
Е  = [ ( 1 ) ,  где в качестве 7. могут фигурировать н е з а в и с и ­
мая переменная I, ф азовы е переменные, константа; Е  —  
разность переменных типа потенциалов д л я  у зл ов  эт ой  
ветви;

ветви типа С —  ком понентное ур авн ен и е 1 =
=  С{йи!(И)-

ветви типа И — компонентное уравнение / = £ / / Я ;  
ветви типа Ь —  компонентное уравнение 1) =  Е(й11сИ)\  
ветви типа I —  компонентное уравнение / = / ( £ ) ,  где  

1  —  аргумент такой ж е ,  как у ветви типа Е.

б в г д

I

т

Рис. 2.3. У словны е г р а ф и ч е ­
с к и е  обозначения  ветвей э к в и ­

валентной  схемы: 
а — типа Е; б — типа С:  в — типа Р; 

г — типа 1«; ¿  — типа I.

а и

\_ т и р

и

Рис. 2.4. У с л о в н ы е  
гра ф и ч ески е  о б о з н а ­
чения ветпей  э к в и в а ­
лентной  с х е м ы  д л я  
м еханической  п о д с и ­

стемы: 
а — э л е м е н т  м а с с ы ;  б  — 
э л е м е н т  т р е н и я ;  в — эл е ­

мент упругости.



В этих уравнениях и  —  переменная типа разности по­
тен ц и ал ов  на концах ветви, I — переменная типа потока  
в этой ветви, парам етры  ветвей могут быть как постоян­
ными, так и зависим ы м и от ф азовых переменных или от 
времени.

В некоторых ф изических подсистемах приняты свои  
усл ов н ы е обозначения, например при отображ ении  д и н а ­
м ических свойств м еханических подсистем используются  
обозн ач ен и я , показанны е на рис. 2.4.

Э квивалентные схем ы  механических ггоступательных 
подсистем. При построении эквивалентной схем ы  сн ач а­
л а  в м оделируемом  объ ек те  выделяют элементы, массу  
к оторы х необходим о учесть. Такие элементы и з о б р а ж а ­
ю тся  двухполю сникам и (условное обозначение д в у х п о ­
лю сника дан о  на рис. 2.4, а ) .  Первый полюс этого д в у х ­
полю сника соединяется  с  базовым узлом, отраж аю щ и м  
инерциальную  си стем у  отсчета (или систему, которую  
м о ж н о  принять при реш ении конкретной задач и  за  инер­
ц и а л ь н у ю ),  что сл ед у е т  из компонентного уравнения э л е ­
м ента  массы, второй полюс представляет собой собств ен ­
но с а м у  м ассу  (через него осущ ествляются все взаи м о­
дей стви я  элем ента с  окруж аю щ ей ср ед о й ) .  Д а л е е  
вы деляю т учитываемые элементы трения и упругости.  
Э л ем ен т  трения (рис. 2 . 4 ,6 )  включается м е ж д у  контакти- 
р уем ы ми телами, эл ем ен т  упругости (рис. 2.4, в ) —  м еж ду  
т ел а м и ,  соединяем ы ми упругой связью.

Внеш ние усилия, прикладываемые к механической си ­
стем е ,  о т о бр аж аю т ся  включением источника силы м еж ду  
базовы м  узлом и тем узлом, к которому подключен э л е ­
м ент  массы, подвергаю щ ийся усилию. И деальны х источ­
ников скорости в п р и р од е  не существует, так как этот ис­
точник д ол ж ен  о б л а д а т ь  бесконечной мощностью и 
н езав и си м о  от массы тела ем у  сообщ ается скорость, рав­
н а я  значению  источника. Н о тем не менее в эквивалент­
ны х сх е м а х  такие источники встречаются. Если м о д ел и ­
р овать  вертикальные перемещ ения автомобиля при его 
д в и ж ен и и  по неровной каменистой дороге, то профиль  
д о р о ги  м ож но представить источником скорости, кото­
рый б у д ет  включен м е ж д у  базовым узлом (зем л я )  и у з ­
л о м , с которого начинается и зобр аж ение колеса.

Ф  П р и м е р  м ех ан и ч еско й  п о сту п ате ль н о й  системы. Н а  рис.  2.5, а 
и з о б р а ж е н а  м е х а н и ч е с к а я  п о с т у п а т е л ь н а я  система ,  а  н а  рис. 
2 .5 , 0  —  ее э к в и в а л е н т н а я  схем а  д л я  д в и ж е н и я  в д о л ь  го р и з о н ­
та л ь н о й  осн. А в т о м о б и л ь  массой т% в езет  груз  м ассо й  тг,  при-



Рис. 2.5. П рим ер  м ех ан и ч еско й  п о ступательной  с и с т е м ы  (а)  и ее  э к ­
в и в а л е н т н а я  схем а (б).

цеп массой т 3 с п о д п р у ж и н ен н ы м  о нем г р у з о м  м а с с о й  т * .  
У з л а м  схем ы  со о т в е т с т в у ю т  скорости ,  в е т в я м  —  уси ли я .  Н а  
рис.  2 .5 ,6  т \ ........... гп1 —  в ы ш е н а зв а н н ы е  м а с с ы ;  Г  —  т я г а  а в т о ­
мобиля;  Я 1 и Нз —  приведенны е к о э ф ф и ц и е н т ы  т р е н и я  а в т о м о ­
биля  и п рицепа  о  зе м л ю ;  Рг  и Я* —  к о э ф ф и ц и е н т ы  т р е н и я  г р у з о в  
с к у зо в а  а в т о м о б и л я  и прицепа; и Р \ —  у п р у г о с т ь  сц еп ки ;  11Рг —  
упругость  п р у ж и н ,  у д е р ж и в а ю щ и х  гр у з  м а с с о й  т 4.

Пример м ех ан и ч еско й  п о ступательной  с и с т е м ы  с  р ы ч а го м .  Н а  
рис. 2.6, а  и з о б р а ж е н а  р ы ч а ж н а я  система .  П р и  м а л ы х  п е р е м е щ е ­
ниях т а к у ю  си сте м у  м о ж н о  считать  п о с т у п а т е л ь н о й .  Р ы ч а г  и з о б ­
р а ж е н  н а  эк в и в а л е н т н о й  схем е (рис. 2 .6 , 6 ) д в у м я  з а в и с и м ы м и  
источниками / 'р  и £ р. Он п р е д с т а в л я е т  с о б о й  т р а н с ф о р м а т о р  сил 
и скоростей: Р р «  К Р  Е  ; Е р = К У Р ; К  =  1гЦ 1 , з д е с ь  / >  —

р г р  £ р
усилие  (в ветви  и сточ ник а  скорости  Е р) ,  в о з д е й с т в у ю щ е е  на 
п р у ж н н у  11Рг\ V —  скорость  на верхнем  к о н ц е  р ы ч а г а  ( с к о ­

р ость  т 3 или ж е  ^ Р) ;  11 и 1г —  с о о т в е т с т в у ю щ и е  плечи  р ы ч а г а .
О б о з н а ч е н и я  э л е м е н т о в  системы и э к в и в а л е н т н о й  с х е м ы  с о в ­

пад аю т ;  пг3 —  м а с с а  п р у ж и н ы  и Р и  м а с с а м и  о с т а л ь н ы х  п р у ж и н  
пренебрегаем .

б иРг

т3

о  п  □  0  О  □

ОРг
-М Л -V ---------------1

*»1 ^  
г п  ^
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Эквивалентны е схемы вращ ательны х механических  
систем . В  таких с х е м а х  базовый узе л ,  как правило, с о ­
ответствует  неподвиж ной  (невращ аю щ ейся)  части о б ъ ­
екта. В етвь , и зобр аж аю щ ая  момент инерции, включает­
ся м е ж д у  базовы м  узлом и узлом, через который о с у щ е ­
ствляется  взаим одействие тела с данны м моментом инер­
ции с  т ел а м и ,  находящ имися с ним на одной оси в р ащ е­
ния.

ф  П р и м е р  м о д е л и  р ед у к т о р а .  Н а  рис.  2.7, а  п р ед ст авл ен  р едуктор ,  
а  н а  рис.  2.7, б  —  его э к в и в а л е н т н а я  сх ем а ,  у з л ы  к оторой  с о о т ­
в е т с т в у ю т  у г л о в ы м  скоростям ,  а в е т в и  —  мо м ен та м  сил. В д а н ­
ном  с л у ч а е  с и сте м а  состоит из т р е х  в р а щ а т е л ь н ы х  подсистем  
( с о г л а с н о  ч и с л у  осей  в р а щ е н и я ) ,  в за и м о д е й с т в и е  м е ж д у  к о т о ­
р ы м и  о с у щ е с т в л я е т с я  з у б ч а т ы м  з а ц е п л е н и е м  —  т р а н с ф о р м а т о -



6 L, " L  t,

M,

Puc. 2.8. С х е м а т и ч н о е  и зо б р а ж ен и е  м у ф т ы  с ц е п л е н и я  (а) и ее  э к в и ­
в ален тн ая  с х е м а  ( б ) .

ром м о м е н т о в  и у гловы х  скоростей . Н а  э к в и в а л е н т н о й  схем е  з а ­
ц еп л ен и я  п р е д с т а в л е н ы  з а в и с и м ы м и  и с т о ч н и к а м и  м о м ен та  и 
у гловой  ск о р о сти :  М \  к Q i  ( п е р в о е  з а ц е п л е н и е ) ;  Мг  и й 2 ( в т о ­
рое з а ц е п л е н и е ) .

Д л я  первого  зацепления М i «= k i M a  ; Q i  =  k i  —
=  Dz/Di,  гд е  ki  —  передаточное о т н о ш е н и е ;  Di  и й г  —  д и а м е т р ы  
зу б ч а т ы х  ко л ес  соответственно с  м о м е н т а м и  инерции Л  и 1г\ 
А10 |  —  м о м е н т  на элем енте  f i i ,  т. е. м о м е н т ,  п р о т и в о д е й с т в у ю ­
щий в р а щ е н и ю  п ервого  колеса со  с т о р о н ы  вто р о г о ;  Q Mi — и с т о ч ­
ник у г л о в о й  ско р о сти  д л я  в то р о г о  к о л е с а  со  стороны  п ервого .

Д ля второго зацепления М г =  к 2М Пг\ Q 2 — *гЙ Л/2; * 2  «  
= D i /D 3, гд е  Аг —  передаточное о т н о ш е н и е ;  D 3 и D i —  д и а м е т р ы  
з у б ч а т ы х  к о л е с  с моментами / 3  и U  с о о т в е т с т в е н н о .

Н а  э к в и в а л е н т н о й  схеме (рис. 2 . 7 , 6 )  Л1и* —  м омент  на в х о д е  
р е д у к т о р а ,  М а —  м омент  н агр у зки ,  L i  и L % —  кру ти л ьн ы е  г и б к о ­
сти  з у б ч а т ы х  колес ,  х а р а к т е р и з у ю щ и е  у п р у г и е  свойства  зу б ье в :  
Li,  . . . ,  L a — к р у ти л ь н ы е  гибкости  в а л о в ;  R it /?а —  к о э ф ф и ­
ц и ен ты  т р е н и я  в подш ипниках  с  у ч е т о м  п риведенного  т р е н и я  
в з у б ч а т ы х  зац е пл ен и я х .

0  П рим ер  м о д е л и  м у ф т ы  сцепления  а в т о м о б и л я .  П рим ером ,  к о г д а  
в етв ь  т и п а  R  в к л ю ч аетс я  м е ж д у  д в у м я  н е б а з о в ы м и  у зл ам и ,  м о ­
ж е т  с л у ж и т ь  э к в и в а л е н т н а я  с х е м а  м у ф т ы  сц еп л ен и я  а в т о м о б и л я ,  
с о с т а в л е н н а я  д л я  в р а щ а т е ль н о г о  д в и ж е н и я  (рис. 2 . 8 , 6 ) .  Н а  
рис.  2.8, а  с х е м а т и ч н о  и зо б р а ж е н а  м у ф т а  сц епления .  Н а  рис. 2.8 
M i —  м о м е н т  на входном  в алу ;  М г —  н а г р у з к а  на в ы ход н ом  в а ­
л у  м у ф т ы ;  R i и Rz  —  к о эф ф иц и ен т ы  т р е н и я  в п о д ш и п н и к ах ;  L i  
и ¿ 2  —  к р у т и л ь н ы е  гибкости в а л о в ;  Л  и / 2 —  м ом енты  и н ерции  
в ед у щ ег о  и вед о м о го  ди с­
ков  м у ф т ы ;  R  =  R {t)  —  
к о э ф ф и ц и е н т  т р е н и я  м еж д у  
д и с к а м и  сцепления .

При составлении экви­
валентных схем  вращ а­
тельных механических си­
стем осо б о е  внимание сле-  

• дует  обр атить  на направ­
ление источников момен­
тов и скоростей. Н а  рис.

Рис. 2.9. С х е м ы  встречного  в к л ю ­
ч е н и я  и с т о ч н и к о в  м омента  ( а )  и 
с о г л а с н о г о  вк л ю ч ен и я  источников  

м о м е н т а  (6 ).



2.9, а представлен  случаи, когда моменты и М 2 про­
тиводействую т д р у г  другу, а на рис. 2 .9 .6  —  случай,  
когда моменты М \  и М 2 действуют в одн ом  направлении.

Щ П р и м е ч а н и е .  А н алоги ч н ое  з а м е ч а н и е  с п р а в е д л и в о  и д л я  
источников с и л ы  в м еханических  п о с т у п а т е л ь н ы х  подсистемах .

Э кви вален тн ы е схемы гидравлических (пневматиче­
ских) подсистем. З а  базовый узел  при составлении эк ­
вивалентных сх е м  таких подсистем обы чно принимается  
внешняя ср ед а .

■  П р и м е ч а н и е .  П о с к о л ь к у  г и д р а в л и ч е с к а я  и пневм ати чес кая  
подсистемы  а н а л о г и ч н ы ,  и дальн ей ш ем  бу д е м  гов орить  т о л ь к о  
о  ги д р а в л и ч е с к о й  подсистеме.

Р езер вуар ы  и зо б р а ж а ю т с я  на эквивалентных схемах  
гидравлических подсистем  емкостями, которые одним  
полюсом п о д к л ю ч а ю т с я  к базовом у узл у ,  через другой  
полюс осу щ ес т в л я ет ся  взаимодействие этой емкости с 
т рубоп р оводам и  и другими гидравлическими элементами.  
Трубопровод на эквивалентной схем е и зо б р а ж а е т ся  гид­
равлическими сопротивлением и индуктивностью, вклю­
ченными п осл едовательн о ,  но м ож ет  быть от обр аж ен  и 
только ветвью типа  И, если пренебречь инерционностью  
жидкости.

0  П рим ер  ф р а г м е н т а  гид равлической  п одси стем ы . Н а  рис. 2.10, а 
п ре д с т а в л е н  ф р а г м е н т  гид равлической  п о д си ст ем ы , а  на рис. 
2 .1 0 ,6  — его  э к в и в а л е н т н а я  схема.  В у з л а х  с х е м ы  оп ределя ю тс я  
д а в л е н и я ,  р а с х о д ы  распред елены  по в е тв я м .  Т р у б о п р о в о д ы  о т о ­
б р а ж е н ы  г и д р а в л и ч е с к и м и  со п р о ти в л ен и я м и  ........... /?4 и г и д ­
р а в л и ч е с к и м и  и н д у к т и в н о с т я м и  ¿ 1, . . . ,  ¿,4; Р 1 и Р 2 —  источники 
д ав л ен и й ;  С \  —  г и д р а в л и ч е с к а я  емкость ;  за в и с и м ы й  источник 
р а с х о д а  ( ? 1  р а в е н  р а с х о д у  через э л ем ен ты  /?3 и п ерем енная



ги д р а в л и ч е с к а я  ем кость  С 2 о п р е д е л я е т с я  через  з а п о л н е н н о с т ь  с о ­
с у д а ,  т .  е .

■  П р и м е ч а н и е .  Способ в ы ч и с л е н и я  и н т е г р а л а  при м о д е л и р о ­
вании, см. §  2.5.

Эквивалентные схемы т еп л о в ы х  подсистем. Е с л и  п 
М М  элем ентов используются зн ач ен ия  температур, то  з а  
базовый узел  в таких п о д си с т е м а х  м ож ет  приним аться  
условное тело с температурой О К или О °С млн, с с л и  н 
М М  используются только р азн ост и  температур, п р о и з ­
вольная точка подсистемы.

В узл а х  эквивалентной схем ы  определяю тся  л и б о  а б ­
солютные температуры, либо перегрев  относительно б а ­
зового узл а;  тепловые потоки р аспредел яю тся  по ветвям  
схемы.

ф  П ри м ер  тепловой  подсистемы. Н а  рис. 2 . 1 1 , 6  п ре д с т а в л е н  ф р а г ­
м ент  печатной  платы , п о д л е ж а щ и й  т е п л о в о м у  р а с ч е ту ,  н а



рис. 2.11, а — ее э к в и в а л е н т н а я  схема. Ф р а г м е н т  печатной  п л а ­
т ы  р а зб и т  на ч е т ы р е  у ч а стк а .  М и крос хем ы  на эк в и в а л е н т н о й  
схем е  п р е д с т а в л е н ы  и сто ч н ик ам и  т еп лового  по то к а  Ф ь . Ф 3. 
Т еп лое м кост и  м и к р о с х е м  обозначены Си . . . ,  Сз; теп л о ем к о сти  
уч а стк о в  п л а т ы  —  С^, С7 ; р езисторам и  р 3 п р е д ­
став ле ны  т е п л о в ы е  с о п р о т и в л е н и я  п ереходов  м и к р о сх ем а  —  п л а ­
т а ,  R^ ........... $  19 —  к о и д у к ц и о н н ы с  т еп л о в ы е  соп роти влен и я ;
/?2о, /?2о —  к о н в е к ц и о н н ы е  теп ловы е  со п р о ти вл ен и я .  П о ­
скольку  п л а т а  р а с п о л о ж е н а  горизонтально ,  т е п л о о т д а ч е й  вниз от 
п л а т ы  п р ен еб р ег аю т .

Эквивалентные схем ы  электрических подсистем. Э к ­
вивалентные схемы  т аки х  подсистем практически совпа­
д а ю т  с  их принципиальными схемами, зам ен яю тся  толь­
ко слож ны е радиоком поненты  их схем ам и зам ещ ения, а 
т а к ж е  могут быть учтены «паразитные» элементы м он­
т аж а .

П о д  схемой з а м е щ е н и я  понимается эквивалентная  
схем а  слож ного радиоком понента, составленная из д в у х ­
полюсников.

Н а рис. 2.12, а  представлена схсма двухкаскадного  
усилителя, а на рис. 2 . 1 2 ,6  — его эквивалентная схема.  
Элементы, о б в ед е н н ы е  пунктирной линией, входят в эк ­
вивалентные схем ы  зам ещ ени я  транзистора.

Р еком ендации к составлению эквивалентных схем.  
При составлении эквивалентны х схем сл едует  избегать



последовательного соединения источника типа I и ветви 
типа Е, а т ак ж е параллельного соеди н ен и я  источника ти­
па Е и ветви типа С. Причина этого  в том, что, напри­
мер, при последовательном соеди н ен и и  источика силы 
с элементом гибкости (пруж иной) ск а ч к о о б р а зн о е  и зм е­
нение силы приведет  к тому, что в у з л е  их соединения  
скорость м ож ет  достигать бесконечны х величин. При па­
раллельном соединении, например источника давления и 
гидравлической емкости, влияние ем кости  никак не ск а ­
зывается на процессах  в объекте, поскольку разность  
давлений в у з л а х  их подключения о п р е д ел я ет ся  только  
источником и значение расхода, п ост у п а ю щ е го  в емкость  
при скачкообразном  изменении д ав л ен и я , м ож ет  дост и ­
гать бесконечных значений. Д л я  у ст р ан ен и я  таких п од­
ключений сл ед у е т  учесть какой-либо эф ф ект , которым  
ранее пренебрегали: в узел соединения ветвей типа I и Ь 
подключить ветвь типа С или К, м е ж д у  ветвями типа Ь 
и С включить ветвь типа К или Е. Н ап р и м ер , при п осл е­
довательном соединении источника силы и пружины  
м ож но в узел  их соединения подклю чить эл ем ент  массы, 
соответствующ ий м ассе пружины, при парал лельном  с о ­
единении источника давления и гидравл ической  емкости  
м еж д у  ними м о ж н о  включить эл ем е н т  местного соп р о­
тивления, соответствующ ий сопротивлению  входного от ­
верстия в емкости.

■  П р и м е ч а н и е ,  П ри веде н ны е  в ы ш е  з а м е ч а н и я  в основном  о т ­
н осятся  к п о д к л ю ч ен и ю  входны х  и сто ч н ик о в ,  но и д л я  з а в и с и ­
мых источников их учет  т а к ж е  ж е л а т е л е н .

Типы связей м е ж д у  подсистем ами р азличной физиче­
ской природы. Выш е рассмотрены эквивалентны е схемы  
однородных ф изических подсистем. О д н а к о  реальный  
объект, как правило, представляет с о б о й  совокупность  
разнородны х ф изических подсистем. С огл асн о  основным  
этапам получения М М  С па м ак роур овн е,  п осле составл е­
ния эквивалентных схем однородны х подсистем  следует  
установить связи м е ж д у  ними, т. е. о п р е д ел и ть  их в оздей ­
ствие друг па др уга .  М ож но выделить три типа связей: 
1) трансф орматорная , 2) гираторная, 3) через  зависимые  
параметры элементов.

При т р а н с ф о р м а т о р н о м  т и п е  с в я з и  в о д ­
ной подсистеме включается зависимы й источник разности  
потенциалов. Э тот  источник зависит  от  р азности  потен­
циалов па зависим ом  источнике потока, установленном в



Ямс. 2.У5. С х е м а  ги р а т о р н о г о  ти п а  связи .

другой п одси стем е ,  который, в свою  очередь, зависит от 
потока ч ер ез  первый источник. Н а  рис. 2.13, а показана  
эквивалентная сх е м а  трансф орматорной связи, где р  и 
д —  подсистем ы  различной природы.

Если ж е  источники в подсистемах поменять местами, 
то схем а  б у д е т  иметь такой вид, как и зо б р а ж е н о  па рис. 
2 .1 3 ,6 .  П о д о б н ы й  вид связи у ж е  встречался в ранее р а с ­
см отренных п р и м ер ах  эквивалентных схем однородны х  
ф изических подсистем  (рычаг, зуб ч а т о е  зацепление ко­
лес)  .

Д л я  р а зн о р о д н ы х  физических подсистем рассмотрен­
ная выше связь  характерна при электромеханическом  
взаим одействии .

0  П ри м ер  т р а н с ф о р м а т о р н о г о  типа  св я зи .  Н а  рис. 2.14, а п р е д ­
с т а в л е н  э л е к т р о м е х а н и ч е с к и м  в и б р а т о р ,  на рис.  2 .1 4 ,6  —  его  э к ­
в и в а л е н т н а я  с х е м а .  И сточ ник  силы Г, в о зд е й с т в у ю щ и й  на м а с ­
су т,  з а в и с и т  о т  скорости  и зм енения  э л е к тр о м а гн и тн о г о  ноля,  
т. е. о т  т о к а  ч е р е з  к а т у ш к у  э л е к т р о м а г н и т а ,  или, что то ж е  са-

e 2 = f1 (vF)

е —
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Рис. 2.15. С х е м а  ги р ат о р и о го  типа  с в я з и .

мое, от то к а  через  и сточ ник  протнво-э .  д.  с. £ 2 , к о т о р ы й  з а в и с и т  
о т  скорости  д в и ж е н и я  массы т\  £ 1  —  в х о д н о е  с и н у с о и д а л ь н о е  
н ап р яж ен и е ;  Я  —  а к т и в н о е  соп роти влен и е  о б м о т к и  э л е к т р о м а г ­
нита.

Использование схемы  рис. 2.13, а или 2 . 1 3 , 6  о п р е д е ­
ляется из физических сообр аж ений  или ж е  из учета  п о ­
следовательного и параллельного подклю чения источ­
ников.

При г и р а т о р н о  м т и п е  с в я з и  в о б е и х  ф и зи ч е­
ских подсистемах включаются зависимые источники о д ­
ного вида: либо типа разности потенциалов, л и б о  типа  
потока. Источники разности потенциалов за в и с я т  от  по­
тока через источник в другой подсистеме (рис . 2 .15,  а ) ,  
источники потока зависят  от разности п отен ц и ал ов  па ис­
точнике в другой подсистем е (рис. 2 . 1 5 ,6 ) .  Т ак ой  вид  
связи характерен при взаимодействии м ехан и ч еск ой  и 
гидравлической или пневматической подсистем .

ф  П рим ер  г и р ат о р и о го  ти п а  связи .  Н а  рис.  2.16, а  и з о б р а ж е н  гид- 
роц и л и лд р  ( с о в о к у п н о с ть  ги д равли ческой  и п н е в м а т и ч е с к о й  под-

Рис. 2.16. С х е м ати ч н о е  и з о б р а ж е н и е  г и д р о ц и л и н д р а  ( а )  и  его  э к в и ­
в а л е н т н а я  с х е м а  (б).



с и с т е м ) ,  а  на рис.  2.16, б  — е г о  э к в и в а л е н т н а я  схема. Г и д р а в л и ­
ч е с к а я  с и с т е м а  на эк в и в а л е н т н о й  схем е  п р ед ст авл ен а  исто ч н и ­
к о м  д а в л е н и я  Р, ко то р ы й  через т р у б о п р о в о д  (элементы  и / . 1 ) 
н а г н е т а е т  ж и д к о с т ь  в п ерем ен н ую  ем к о с т ь  С 1 ; м ех ан и ч еск а я  п о д ­
с и с т е м а  п р е д с т а в л е н а  источником  у с и л и я  Гг, которы й, п р е о д о л е ­
в а я  т р е н и е  ш то к а  о стенки, ч е р е з  уп руги й  ш то к  С/Р\ п е р е д в и ­
г а е т  п о р ш е н ь  массой  т\,  им ею щ ий т р ен и е  Рг о  стенки ц и ли н д ра .

В о з д е й с т в и е  на ги д р а в л и ч е с к у ю  подсистему  со сто р о н ы  м е ­
х а н и ч е с к о й  у ч и т ы в а е т с я  источником  р а с х о д а  О, ко то р ы й  з а в и ­
с и т  о т  с к о р о с т и  д в и ж е н и я  п орш н я ,  т. е. 0 = к \ У  при ^  —  где  
5  —  п л о щ а д ь  п оперечного  сечения  п о р ш н я ;  р —  плотность  ж и д ­
к о с т и ;  V  —  скорость  д в и ж е н и я  п о р ш н я  (потенциал  механической  
п о д с и с т е м ы ) .

И с т о ч н и к  силы  Fi  у ч и т ы в а е т  возд ействие  ги д равли ческой  
п о д с и с т е м ы  на м еханическую : Г 1 =  йгЯ п ри  £г =  5 ,  где  Р  —  д а в ­
л е н и е  в ем кости  С 1 (п отен ц и ал  г и д р а в л и ч е с к о й  подси ст ем ы ) .

В ы б о р  схемы связи (рис. 2.15, а  или 2 .1 5 ,6 )  выполня­
ют т ак  ж е ,  как и для трансф орматорной связи.

■  П р и м е ч а н и е .  Т р а н с ф о р м а т о р н а я  и г и р а т о р н а я  с в я з и  у с т а ­
н а в л и в а ю т  вза и м о д е й с т в и е  п о д с и с т е м ы  по д в у м  п а р а м  ф а з о в ы х  
п е р е м е н н ы х .  В последнем  п р и м е р е  неверной  б у д е т  т а к а я  связь :  
в ги д р а в л и ч е с к о й  подсистеме  за в и с и м ы й  источник р а с х о д а  0 =  
=  кУ ,  а  в  м еханической  — за в и с и м ы й  источник ско р о сти  У =  
=  С/й .  В этом  с л у ч а е  было бы  у с т а н о в л е н о  со ответстви е  т о л ь к о  
м е ж д у  ф а з о в ы м и  перем енны ми о дной  пары.

С в я з ь  ч е р е з  з а в и с и м ы е  п а р а м е т р ы  э л е ­
м е н т о в  характерна при взаим одействии с тепловой  
п одси с т е м о й .  В зависимости от значений температуры  
м ен я ю т ся  параметры элементов взаимодействую щ ей п о д ­
си стем ы , например вязкость ж идкости, значение соп р о­
тивл ения резистора. О бр атное влияние на тепловую п о д ­
си с т е м у  учитывается введением в эквивалентную схем у  
т еп ловой  подсистемы зависимых источников теплового  
потока . П ри отсутствии массопереноса  значение источни­
ка о п р е д е л я е т с я  мощностью, выделяемой элементом; при 
наличии  м ассопер еноса  —  переносимой массой.

В  с л у ч а е  моделирования влияния температуры на р а ­
б о т у  технических объектов б е з  учета обратного в о зд е й ­
ствия предполагаю т, как б у д ет  изменяться тем пература  
во в рем ен и , и переносят эту  зависимость па параметры  
эл е м е н т о в  объекта, т. е. д ел аю т параметры зависимыми  
от  врем ени . Аналогично моделирую т старение элементов  
о б ъ е к т а  при расчетах надеж ности.



2.5. Сложные модели элементов 
технических объектов

Рассмотренны х в § 2.4 м о д е л е й  простейших э л е ­
ментов подсистем , зависимых источников и эл ем е н т о в  
связи подсистем достаточно д л я  получения ММ. м н о ги х  
технических объектов. Но г о р а з д о  у д о б н ее  и спол ьзовать  
бол ее  сл ож ны е элементы п одси стем , М М  которых п о л у ­
чены зар ан ее ,  т. е. в программном обеспечении С А П Р  

' к аж дой  такой модели со ответствует  п о д п р о г р а м м а .  
П ользователь С А П Р  при этом и збав л ен  от н е о б х о д и м о ­
сти описания достаточно сл о ж н ы х  зависимостей, р е а л и ­
зованных в модели.

П о  с п о с о б у  п о л у ч е н и я  различаю т т е о р е т и ­
ческие и эмпирические ММ.

Теоретические М М  о т р а ж а ю т  физические з а к о н о м е р ­
ности процессов, происходящ их в элем енте. При этом  э к ­
вивалентная схем а элемента и его  параметры и м ею т  
определенны й физический смы сл.

■  П р и м е ч а н и е .  Все ранее р а с с м о т р е н н ы е  м одели  я в л я ю т с я
теоретическим и .

Э м пир ич ес к ие  М М  получаю т па основании и зуч ен и я  
объекта как «черного ящика», т. е. по его отклику па  
внеш нее воздействие, причем р еакции на внеш нее в о з ­
действие могут изучаться как на реальном объекте, т а к  
и с помощью более точных М М  (например, моделей  м и к ­
р оуровня).

Теоретические ММ, как пр ави л о ,  более у н и в е р с а л ь ­
ны и справедливы в большем д и а п а з о н е  внешних в о з ­
действий, чем эмпирические М М .

С ложны е математические м о д е л и  электрической п о д ­
системы. Н аи бол ее  распространенны ми слож ны ми э л е ­
ментами электрической подсистем ы  в р адиоэл ек тр он н ы х  
устройствах являются диод, биполярпы й и М Д П -т р а н з и -  
сторы. С о зд а н о  и используется несколько р а зн о в и д н о стей  
ММ д и одов  и биполярных тран зи стор ов ,  р а з л и ч а ю щ и х ­
ся точностью, областями адекватности ,  п о к а за т ел я м и  

> экономичности. Рассмотрим х а р а к т ер н ы е модели д и о д а  и 
биполярного транзистора, н а зы в аем ы е м оде ля м и  П А Э С  
и используемы е в ряде программ анализа  эл ек т р он н ы х  
схем.



М а т е м а т и ч е с к а я  м о д е л ь  д и о д а  основана  
на аппроксимации вольт-амперной характеристики р-п - 
перехода:

I  =  / т е х р [ £ 7 / ( ш ф т ) — 11, ( 2 .1 )

где /  и и  —  ток  и напряж ение на диоде; / т —  тепловой  
ток р-я-пер ехода;  срг —  температурный потенциал; ш —  
эмпирический коэф ф ициент, позволяющий точнее аппрок­
симировать вольт-ам пер ную  характеристику реального  
диода .

В таком виде М М , естественно, не учитывает динам и­
ческих свойств д и о д а .  Д л я  их отраж ения параллельно з а ­
висимому источнику тока, за дав аем ом у  (2 .1 ) ,  подклю ча­
ется емкость С:



где Coo —  бар ьерн ая  емкость р-л-пе-  
р ехода при U =  0; сро —  контактная  
разность потенциалов, п  равен ’/г 
или */з (в зависим ости  от характера  
п ер ех о д а ) ,  второе сл агаем ое в (2.2)  
есть д и ф ф узи он н ая  емкость.

Эквивалентная схема диода,  
представленная на рис. 2.17, а, д о ­
полнена резисторами: Rc, учиты ва­
ющим о бъ ем н ое  омическое сопротив­
ление полупроводника, и Ry, учиты ­
вающим утечку по поверхности ди ода .

Эквивалентная схем а  б и п о л я р н о г о  т р а н з и с т о ­
р а  представлена на рис. 2 .1 7 ,6 .  Так как  транзистор  с о ­
стоит из дв ух  р-п-переходов  эм и т т е р -б а за  и коллектор-  
база , то элементы  / э, С:), Ry3, /к, CKt R yK—  элементы  со ­
ответствующих р-п-переходов, 1Г= В 1 9— В, tIK —  источник  
тока, от р аж аю щ и й  пролет неосновных носителей  через  
базу  и определяю щ ий усилительные свойства транзисто­
ра (В  и В и —  нормальный и инверсный коэффициенты  
усиления т о к а ) ,  гэ, гк и гс —  объ е м н ы е сопротивления  
областей соответственно эмиттера, к ол л ек т ор а  и базы.

П ользователь С А П Р  может не зн ать  эт и х  эквивалент­
ных схем, ем у  достаточно сведений о б  о б л а с т и  прим ене­
ния моделей, их описания на входном язы ке п рограм м но­
го комплекса а н ал и за  и значений п а р ам етр ов .  Описание  
транзистора м ож ет  выглядеть так:

ТР,___ _У 1 1____,У2,___ УЗ, К Т 361 ,

где У1, У2, УЗ — узлы подключения соответственно  эм ит­
тера, базы и коллектора, КТ361 — тип т р ан зи стор а ,  о п р е­
деляю щ ий значения его параметров.

М а т е м а т и ч е с к а я  м о д е л ь  М Д  П- т р а н з  и- 
с т о р а  — в своем достаточно простом в ари ан те м ож ет  
быть задан а  эквивалентной схемой (рис. 2 .18)  и выра­
ж ением  для зависим ого источника тока

/и —с ^  М ( / з - и  — £ / „ o i . ) 2 —  exp ^ i / IIOp ) )

з - и  — U пор) t / c —и* (2-3)

где }i{ — удельная крутизна вольт-амперной хар актер и ­
стики сток — затвор; — удельная вы ходная  проводи-

Рис. 2.18. Э к в и в а ­
л е н т н а я  с х е м а  М Д П -  

т р а н э и с т о р а .



мость; и ПОр —  пороговое напряж ение; и ¿ / с - / / —
р азности  п отен ц и ал ов  затвор — исток и сток —  исток.

П о р о го в о е  напряж ение изменяется в зависимости от  
р азности  п отен ц и ал ов  м еж ду  истоком и подлож кой. Эта  
зави сим ость  з а д а е т с я  выражением

£Люр ■= £Аюр т -  Ь{У  £ /и —п  I 2ср„— ] /  2 ф ц ),

где ¿/пор —  пороговое напряжение при £ /и -п  — 0; Ь и <р0 —  
параметры, зависящие от конструктивного исполнения 
транзистора; С з - И, С з _ с , Сс—и —  межэлектродные емкос­
ти; £ /и - п  —  разность потенциалов исток — подложка.

С л ож н ы е элем енты  механических систем. При м о д е­
лировании м еханических систем поми.мо основных ф а з о ­
вых п ер ем енны х (сил и скоростей) дл я  поступательного  
д ви ж ен и я  у д о б н о  использовать дополнительную  п ер ем ен ­
ную —  п ер ем ещ ен и е .  Это связано с тем, что многие п а р а ­
метры эл ем е н т о в  зависят от перемещ ения, например у  
пруж ины, р а б о т а ю щ е й  на сж атие , при смыкании витков 
изм еняется  упругость. Д л я  вращ ательного  движ ения в 
сл учае н ео б х о д и м о с т и  можно ввести в рассмотрение д о ­
полнительную  переменную —  угловое перемещение.

Ф  П р и м е р  п о с т у п а т е л ь н о й  м еханической  с и сте м ы  с элем ентом ,  з а ­
в и с я щ и м  о т  п е р е м е щ е н и я  (рис. 2.19,  а ) .  Н а  рис. 2. 19, б  п р и в е ­
д е н а  э к в и в а л е н т н а я  с х е м а  этой  системы .

Т а к  к а к  п е р е м е щ е н и е  5  в ы ч и с л я е т с я  через  интегрирование 
ско р о с т и ,  т .  е. 5  ■ - 11/сИ, то, п р о и и т е г р и р о в а в  скорость  у зл а  2,

\
п о л у ч и м  п е р е м е щ е н и е  левого  к о н ц а  п р у ж и н ы .  Д л я  м о д е л и р о в а ­
н и я  п е р е м е щ е н и и  5  м о ж н о  и с п о л ь з о в а т ь  эк в и в ал ен тн у ю  схему 
из э л е м е н т о в  /  и С, п р е д с т а в л я ю щ у ю  собой  идеальны й и н т е г р а ­
то р ,  ч т о  с л е д у е т  из к ом понентного  у р а в н е н и я  ем кости  / =  
=  С (йи /сИ )  и л и  ( 1 / С ) ] 7 л  ~ и ,  т. е. р а з н о с т ь  потен ц и алов  на 
е м к о с т и  п р е д с т а в л я е т  собой и н те г р а л  о т  т о к а  через нее, если  
п р и н я т ь  С  «= 1. Е сл и  при н ять  /  =  V, то  н а п р я ж е н и е  на емкости

Рис. 2.19. П р и м е р  м еханической  п о с т у п а т е л ь н о й  системы (о ) ,  ее 
э к в и в а л е н т н а я  с х е м а  (б ) ,  з а в ис и м о сть  ж е с т к о с т и  п р у ж и н ы  о т  пер е ­

м ещ ения (в ) .



я в л я е т с я  а н а л о го м  п ерем ещ ения л е в о г о  к о н ц а  п р у ж и н ы  и и с ­
п о л ь зу е т с я  в М М  п риж ины  д л я  о п р е д е л е н и я  ж естк о ст и  К  с о г л а с ­
но х а р а к т е р и с т и к е ,  п р ед ст авл ен н о й  н а  рис.  2.19, в.

К о м п о н е н т н ы е  и т о п о л о ги ч е с к и е  у р а в н е н и я  и н т е г р а т о р а  
в к л ю ч а ю т с я  в о б щ у ю  систему у р а в н е н и й  о б ъ е к т а .

■  П р и м е ч а н и е .  Р е а л ь н ы е  т е х н и ч е с к и е  о б ъ е к т ы  м о д е л и р у ю т  
в трех-  или д ву х м ер н о м  п р о с т р а н с т в е .  В д ал ьн ей ш ем  р а д и  п р о ­
с то т ы  и з л о ж е н и я  будем р а с с м а т р и в а т ь  д в у х м е р н ы й  с луча й .

М атематические модели взаи м одей ств и я  м еж д у  м е х а ­
ническими телами достаточно с л о ж н ы е,  но р а зр а б а т ы в а ­
ются однократно, и их р а зр а б о т к у  долж ны  вы полнять  
либо квалифицированные пользовател и , либо р а з р а б о т ­
чики С А П Р . В качестве примеров рассмотрим м о д е л и  
ш арнира, нерастяж имой тяги и ск ол ьзящ ей  пары.

Ф азовыми переменными плоских  механических с и с ­
тем являются скорости Vs, Vy и усилия F x, Fy по коор ди -  

! патам х  и у,  угловые скорости о) и моменты М.  При м о-
I делировапии пространственных систем  к этим п е р е м е н ­

ным добав я тся  пара фазовых п ер ем енны х для к о о р д и н а ­
ты z  и ещ е две пары вращ ательны х ф азовы х п ер ем енны х  
для соответствующ их плоскостей.

Д л я  к аж дого  тела будем считать заданны ми к о о р д и ­
наты центра масс, массу, центральный момент инерции  
[координаты центра масс з а д а д и м  в декартовой н е п о ­
движ ной  системе координат ч ер ез  (x;o, y i o ) ,  где i — п о ­
мер тела], введем подвижную, св я зан н ую  с этим т е л о м  
полярную систему координат, н ач ал о  которой будет  р а с ­
полагаться в центре масс тела. Э т у  систем у к оорди н ат  
будем  использовать для задан и я  контактных точек т е л а  
через (гц,  ф ^),  где i, /  —  номер т ел а  и контактной точки  
(для контактных точек в н еп одв и ж н ой  системе к о о р д и ­
нат ¿ = 0 ) .

Ш а р н и р н а я  с в я з ь  т е л а  с  н е п о д в и ж н ы м  
о с н о в а н и е м  показана на рис. 2.20, а, где хоУо —  н е ­
п одвиж ная система координат, х\У\  — подвиж ная с и с т е ­
ма координат  с координатами контактной точки (г п ,  
Фи). В неподвижной системе к оорди н ат  (г0ь cpoi) —  к о ­
ординаты контактной точки, (хю, у  ю) — координаты  
центра масс, фю — угол поворота подвиж ной  системы к о ­
ординат относительно неподвиж ной . Н езависим о от в и д а  
воздействия на тело шарнир огр ан и ч ивает  его п е р е м е щ е ­
ния вращ ательным движ ением вокруг контактной точки,  
иначе это условие с привязкой к ося м  координат н е п о ­
движ ной системы м ожно записать в виде



Рис. 2.20. П ри м ер  ш а р н и р н о г о  соединения т е л а  с н е п о д в и ж н ы м  осн о­
в а н и е м  ( а )  и его  эк в и в а л е н тн а я  с х е м а  (ó ) .

(2.4)
Г01 COS (ро! —  П1 COS ( ф ю  +  ф п  ) = * l o ' (

Го! s i n  ф 0 1 — Гц. s i n  ( ф ю  +  ф п  ) — У\о-

Поскольку ф а зо в ы м и  переменными являются линей­
ные и угловые скор ости ,  перейдем к ним, продиф ф ер ен­
цировав (2,4) по времени:

а м Г п  s i n  ( ф ю  +  ф п )  — Vlx]

— СО]Г ] [ C O S  ( ф ю  +  ф[ i )  =  У \у ,
(2.5)

где  о)1 — угловая  скорость тела 1\ У\х и У\у —  скорости  
центра тяж ести  т ел а  1 по соответствующ им координа­
там. •

Уравнениям (2 .5 )  соответствует эквивалентная схе­
ма, показанная на рис. 2.20, б, где Рх0, /^о, М  —  внешние 
воздействия на тело;  т  и У —  масса тела и центральный  
момент инерции соответственно; элементы, составляю ­
щ ие собственно м одел ь  шарнира, обведены  на рис. 
2 . 2 0 ,6  пунктирной линией; /•’* и —  проекции реакций  
в ш арнире на координатны е оси х  и у\ Ух и Уу —  
зависимые источники скорости, определ яем ы е (2 .5);  
М р х  ^ /у -цБШ  (ф10 И- <рп ) и - / Т и с о в  (фА0 +  фп ) — 
моменты реакций в ш арнире относительно центра тя­
жести; / ,  С — интегр атор  [/ —  источник, линейно завися­
щий от угловой ск ор ост и  (разности угловых скоростей  
узлов 4 и / )  с коэфф ициентом 1, т. е. 1 =  и 4], значение  
емкости равно 1].



К ром е уравнений (2.5) при со с та в л ен и и  схемы у ч т е ­
но, что реакции в шарнире, со г л а с н о  третьему за к о н у  
Ньютона, с  равным усилием д е й с т в у ю т  на тело и на  
н еподвиж ную  систему отсчета.

И нтегратор  позволяет получить значение угла п о в о ­
рота фю, н еобходим ого  для о п р е д е л е н и я  линейных с к о ­
ростей и моментов. В эквивалентную  с х е м у  (рис. 2 . 2 0 ,6 )  
м ож но было бы ввести еще два  интегр атор а  для о п р е д е ­
ления перем ещ ений по осям х  и у,  если  бы эти п е р е м е ­
щения ф игурировали в качестве аргументов в каких-  
либо функциональных зависим остях.

■  П р и м е ч а н и е .  К а к  будет п о к а э а п о  в гл. 3, система у р а в н е ­
ний, п о л у ч а е м а я  с помошью э к в и в а л е н т н о й  схем ы  (рис. 2 .2 0 ) ,  
з а м к н у т а я .

Д л я  пользователя САПР м о д е л ь  такого ш арнира  
представляется в виде «черного» я щ и к а»  с указанны м  
порядком узл ов  подключения и п а р а м е тр а м и  —  к о о р д и ­
натами контактной точки (гц, <рц) и начальным з н а ч е ­
нием угла фю, если он по к а к и м -л и б о  сообр аж ен и я м  
выбирается не равным нулю. Его описание на язы ке  
программного комплекса анализа  м о ж е т  выглядеть так:

Ш А Р Н .___ , У 1 ___ ;У2,___ ;У З  (гп , фп , ф10).

Ш а р н и р н а я  с в я з ь  д в у х  п о д в и ж н ы х  т е л  
показана на рис. 2.21, а. Тело 1 с к оординатам и центра  
м асс (лгю, У\о) и относительным у гл о м  поворота фю п о д ­
вижной системы координат Х\У\ ч е р е з  ш арнир А  связано  
с телом 2 с координатами центра м а с с  (* 20* Уго) и углом  
поворота срго подвижной системы к оординат . Д л я  такого  
соединения тел м ож но записать ур авн ен и я

Г[1 COS ( ф ю  +  < р п ) — Г21 COS ( ф20  +  ф 2 | )  = * 2 0 —

— Г11 s i n  (ф |0 “Н ф 1 ] ) + ^ 2 1  s i n  (Ф20 +  Ф21) =Ую— Í/20-

П р одиф ф еренцируем  эти ур авн ен и я  по t для п е р е х о ­
да  от перемещ ений к скоростям:

(ОгГ2] s in  (ф20 +  ф 2|)— GJ] Г, i SÍ!! (фю +  ф | | )  =  V¿x— V ] x = V x, ] 
0)2^21 COS (ф20 +  ф 2 | ) — ÍOiT 11 COS ( ф ! 0  +  ф ц )  =  F l y — Viy = V I

(2.6)

где ío¿ — у гл о вая  скорость t-ro т е л а ;  V\* и V i y — скорости 
центра масс i-ro  тела по осям х  и у  соответственно.

Зависим ости (2.6) позволяют интерпретировать М М  
шарнира как зависимые источники „скорости, включен-



Рис. 2.21. П р и м е р  ш а р н и р н о г о  соединения д в у х  тел  (а),  первы й в а ­
р и ан т  его э к в и в а л е н т н о й  схемы (б ) ,  второй  в а р и а н т  его  э к в и в а л е н т ­

ной  с х е м ы  д л я  сил и скоростей в д о л ь  о си  х{Ь).

ные в эквивалентны е схемы для поступательного д в и ж е ­
ния. Д л я  эквивалентной схемы вращ ательного д в и ж е ­
ния нуж но учесть  моменты от реакций в шарнире.

Эквивалентная схема объекта представлена на 
рис. 2 .2 1 ,6 ,  гд е  с х е м а  модели ш арнира выделена пунк­
тирной линией; Ух и Уу —  источники, определяем ы е со-



гласно (2 .6)  (они передают уси л и я  F x и Fv от одного  
тела к д р у г о м у ) .  Ч ерез усилия F x и F v определ яю тся  
моменты от  реакций в ш арнире относительно центра  
масс:

M i F x  =  F / i i S i n  (фхо +  Фи);

M l F y =  F / u COSÍ Vlq - I Ф и ) ;

M 2̂ - F / 2 i S Í n  (ф 20 - I -  Ф 21);

M 2 F — f / 2 1  c o s  ( Ф м  +  Ф ^ ) ’ 

где С,, / 2, C 2 -  интеграторы, п о зв о л я ю щ и е  вычислять  
углы поворота, необходимы е д л я  (2.Ь) и ( / .< ) ,  
внешнее воздействие на объект.

■  П р и м е ч а н и е .  А льтер н ати вн у ю  э к в и в а л е н т н у ю  схему т а к о г о  
ш а р н и р а  м о ж н о  получить,  и с п о л ь з у я  т р а н с ф о р м а т о р н ы й  т и п  
с в я з и  м е ж д у  т е л а м и ;  т а к а я  с х е м а  д л я  к о о р д и н а т ы  *  п р и в е д е н а  
н а  рис.  2.2 , в. З а в и с и м ы й  источник с к о р о с т и  Vi о п р е д е л я е т с я  
ф о р м у л о й ,  полученной  из (2 .6):  _i_ л

V i  =  V l x  —  V2X — Ü) 2 ' - 2 l S Í n ( Cp 2 0 4 - í p 2 l ) + W i r i l S 1I l ( t | ) l O +  < p l l ) -  
И сточ ник  у с и л и я  F i  р ав ен  F* —  у с и л и ю  н а  источнике скорости .  
Б  этой  с х е м е  в явн о м  виде  у ч и т ы в а е т с я  т р с т и н  з а к о н  Н ь ю то н а .

Эквивалентная схема п одви ж н ого  ш арнира является  
обобщ ением  эквивалентной схем ы  неподвиж ного  ш а р ­
нира (для этого  объединяются узл ы  у  эл ем ентов  т 2 и J 2 )- 

С в я з ь  д в у х т е л  с п о м о щ ь ю  н е р а с т я ж и ­
м о й  т я г и  д л и н о й  R п р е д ст а в л е н а  на рис. 2.22, о. 
Н а концах тяги — шаровые ш арниры  А  и В.

Это соединение дв ух  тел м о ж н о  охар актер изовать
уравнением

( х Во —  *ло)2 (Уво —  УаоУ  =  Я“. ( 2 -й )
где x BOt Ут, Хл», Уао -  координаты ш арниров, ниж ний  
индекс 0 озн ач ает  принадлеж ность координат  к н е п о д ­
вижной си стем е отсчета ХоУо- 

П одставим  (2 .9)  в (2.8):

(*20 —  *10 +  *21 C0S (Ф20 “I- Ф2 1 ) —  Г11 C0S (Я>Ю "I’ 'Pll))3 ‘I'
( í /20 — í / i o - 1-^21 sin ( Ф а о + Ф г ^ — Г ц  sin  (ф10-! -ф ц ) ) '  ~ R 2 - (2.10) 

П родиф ф ер енцир уем  уравнение (2 .1 0 )  по времени с 
целью п ер еход а  от перемещ ений к основным ф азовы м  
переменным и разреш им его относи тел ьн о  ( Vzx Vix )-

( V2.v— Vlx) =  r21 SÍn((p2 0  +  <P2 l )® 2— Hi s in  (фю +  ф11 ) ^ 1

— { У 2 0 ~ ~ У \ О  +  Г2 \  Sill (Cf 20Ч'ф2[)— S i n ^ i o + i p i l ) )  (V2K—



Рис. 2.22. П р и м е р  с о е д и н е н и я  д в у х  тел  с п о м о щ ь ю  н е р а с т я ж и м о й
тяги.



—  V i y  +  Г 2! C O S ( ( f 2 0  +  < p 2 l ) M 2 — r 11 C O S  ( < p m  + C p M  )  «  I )  /  ( * 2 0  

— * Ю  +  Г 2 1 С О  S (  ф  2 0  И"  Ф 2 1 )  —  ̂ 11  C O S ( ( p l 0  +  ( p l l )  ) -

В общ ем виде
( V 2x — V lx) = f { { V 2y— Vi v),  ( * 2 0 — * ю ) ,  ( У к —Ую) ,  <01, и з ) .

( 2 . 11)

Э то уравнение по отнош ению  к эквивалентной с х е м е  
горизонтальных перемещ ений м ож но и нтерпр етировать  
как зависимый источник скорости, включаемы й м е ж д у
двум я телами.

Уравнение (2.8) не учитывает передачу у си л и я ,  н а ­
правленного вдоль тяги, т. е. того, что реакция в ш а р н и р е  
разлагается  на составляю щ ие в соответствии с  у гл о м  срт 
(рис. 2.22, б ) :

Fy У В У А
tg<pT = хв ~ хл

_  {/‘¿о — ffio +  ru sin  (фзо —  фар ~  Г «1 sin (Фм +  Фи)
*20 —  *10 Н- Гц  COS (ф.Л Ф а ) —  Гп С08(фю +  Ф и )

где Fx и Fv —  реакции в шарнире; ^ —»усилие, п е р е д а ­
ваем ое через источник скорости V2x— Vj*. т о гд а  у р а в н е -  
ние Fy=l- 'x t g  фт м ож н о  по отнош ению к эк в и в ал ен тн ой  
схем е вертикальных перемещ ений интерпретировать как  
зависимый источник усилия.

Следовательно, м е ж д у  вертикальными и г о р и зо н т а л ь ­
ными перемещ ениями дл я  тяги действует  св я зь  т р а н с ­
ф орм аторного типа.

В эквивалентную схем у тяги для в р ащ ательн ого  д в и ­
ж ения к моментам инерции тел  подклю чаю тся источники  
моментов, определяемы е через реакции в ш арнир ах:

M l =  Fxr n sin  (ерю +  ф п )  + Л / П  c o s  ( ф ю  +  ф п ) ;

M2 =  Fxr2l sin  (Ф2 0  +  Ф2 1 ) + V l l  C0S ( ф 2 0 + ф 2 | ) -

Выразим эти координаты через  координаты ц ентров  
тяж ести  и координаты контактных точек:

Хво =  Х20-\-Г21 СО5(ф20+ф21); *А0 =  * 10  +  Гц co s  ( ф ю + ф п ) !
(2 .9 )

У ВО =  У2Ч~\~ Г21 5 Ш ( ф 2 0 + ф 2 1 ) ;  í/AO  =  i / l O + r u  S Í n  ( ф ю + ф и )  •

Поскольку в вы ражения дл я  источника Vix— V\x,  и с ­
точника усилия F v п моментов М\  и Мо в ходят  к о о р д и ­
наты центров м асс (х\о, ую) ,  (.V20, У20) н углы п ов ор от ов



Р ис.  2.23. П р и м е р  с о е д и н е н и я  д в у х  тел  с пом ощ ью  с к о л ь з я щ е й  п ар ы  
(б) и его  э к в и в а л е н т н а я  схем а  (а ) .

Фю и фго, в эквивалентную с х е м у  тяги включаются шесть  
и нтегр атор ов  из элементов типа I и С.

С в я з ь  д в у х  т е л  с п о м о щ ь ю  с к о л ь з я щ е й  
п а р ы  па примере м еханической системы показана па 
рис. 2 . 2 3 ,6 ,  а эквивалентная схем а  этой системы —  на 
рис. 2 .23,  а.

Т е л о  2 м ож ет  перем ещ аться  по направляю щ ей АС,  
п р и н а д л е ж а щ е й  телу  1. Координаты точек Л и С заданы  
в полярны х к оорди н атах  через  (гц, ф ц ) ,  (г12, Ф1 2 ) • Точ­
к а С  —  произвольная точка па направляющ ей. Такое  
со е д и н ен и е  тел приводит к тому, что углы поворота фю 
и ф20 всегда  одинаковы ( ф ю = ф 2о и соответственно  
СО] =  (1)2 ) .

Н а  эквивалентной схем е это условие вы раж ается  тем, 
что им еется одна вращ ательная подсистема. Элементы  
экви вален тн ой  схемы скользящ ей пары для поступатель­
ны х дви ж ен и й  получим из сл едую щ их условий: реакция  
в ск ол ьзящ ей  паре направлена перпендикулярно к н а ­
п р ав л я ю щ ей, и расстояние от лю бой точки тела 2 д о  н а ­
п р ав л я ю щ ей  остается  при движ ении постоянным. З а д а -



лнм второе усл ови е п виде м атем ати ч еск ого  выражения.  
П ол ож ение точки Zi, леж ащ ей па п р я м ой  А С  и п ринад­
л еж ащ ей  телу  2,  в подвижной си стем е  к оординат  ( х {, у \ )  
задается  уравнением

Ут = kx¡]\ +  b,  (2 .12)

где у  л i и Хщ —  координаты точки В \  к  и Ь —  константы, 
определяем ы е из уравнения прямой А С .

R неподвиж ной системе к оорди н ат  д л я  этой ж е  точ­
ки В м ож но записать  выражения

^f f i )  =  . Y l O + - V / n  С О Й ф ю —Ум s i n  ф ю ;

í/ л о  — í / i o  +  ^ m  ф т + í / m  C Ü S  ф ю -

О тсю да

Хц\= {Хио— А'И)) С О й ф ю + ( У й О — i/ ю )  s i n  ф и п

Ут =  —  (хво— х {0) s in  ф ю +  ( í / j io -  У\п) cos  ф Ш.

П одставим полученные в ы раж ен и я  в и сходное ур а в ­
нение (2 .1 2 ) ,  тогда  уравнение п о л о ж е н и я  точки В на 
прямой А С  в Неподвижной системе к о о р д и н а т

—  ( * в о — * ю )  s i n  ф ю + f í / n o — Ую) С О Я ф ю  =

=  к[ ( хво — * ю )  c o s  ф ю +  (Уао— У\о)  s i n  ф ю  +  Ь].

П р одиф ф ер енцир уем  полученное у р а вн е н и е  по I:

— ( Увх— У \ х )  sin  ф ю +  Cl)] (Хво— *lo) C O S  ф ] о Н “

+  {VВу— V l y ) C O S  ф ю — coi  (уВО—#10 )  s i n  ф ю  —

— k[{ Vfíx—  ^ l x )  CO S  ф ю — О)] (Хво - ' • í o )  s i n  ф ] 0  +

+  C 0 ] ( í / / Í 0 — i / l o )  COS ф ю "Ь { У B y — V \ у )  s i n  ф ю ] .

Учитывая, что У ц х = У 2х и Vnv = V 2 y, перепиш ем п олу­
ченное вы раж ение, разрешив его от носи тел ьн о  V<¿x— У ix:

У2х— У\х={{У2у— У\у) ( C O S  ф ю — k  s i n  ф ю )  +

+  о ч [ ( * 2о— * ю )  ( c o s  ф ю  +  А s i n  ф ю )  — ( 020— У ю )  ( s i n  ф ю  +  

-\-k c o s  Ф ю ) ] } / ( s i n  ф ю — к c o s  ф ю ) .

Это уравнение позволяет связать  на эквивалентной  
схеме для горизонтального д в и ж ен и я  д в а  тела зави си ­
мым источником скорости. К о эф ф и ц и ен т  к  м ож ет  быть 
определен  чер ез  координаты точек А  и С в подвижной  
полярной си стем е координат:

к =  ( Г | |  s i n  ф п — Г|2 s i n  ф 12 ) / {г 12 C O S  ф 1 2 — ' ' i l  C O S  ф ц ) .



Ч ерез источник V2x~ V’u- пер едается  усилие Fx (т а ­
ким вклю чением  автоматически выполняется третий з а ­
кон Н ь ю т о н а ) .

Условие того ,  что реакция в скол ьзящ ей  паре F н а ­
правлена пер пендикул ярно  к направляю щ ей, приводит к 
однозначной  взаим освязи  м е ж д у  F x и F v (рис. 2 .2 3 ,а ) :

Fy = Px C tgcpcK,

где q\.„ —  угол  поворота направляю щ ей относительно  
оси X.

Это у р а в н е н и е  позволяет на эквивалентной схеме для  
вертикальных перемещений соединить тела зависимым  
источником силы  F v, т. с. для скользящ ей пары такж е  
характерен  трансф орматорны й тип связи м еж д у  эквива­
лентными с х е м а м и  для вертикальных и горизонтальных  
перемещ ений:

c t g q v i ; - ( . v (; - . v . i ) / ( / / c — ¡Ja),
где хс,  ус ,  Хл ,  Уа  —  координаты точек С и Л в неподвиж ­
ной си стем е коорди н ат .

Ч ер ез з а д а н н ы е  полярные координаты точек находим

c t j r  ф  '1 3  C0S (Ф ю - Í Ф12) —  ' l l  c o s  (Ф ю  -I- Ф п )  
ь  ^ cl< г  i  о s in  (ф ,а Н- Ф,2) —  r n  s i n  (ф,„  фп )

Элементы  эквивалентной схемы скользящ ей пары, от ­
р а ж а ю щ и е  в р а щ а т е л ь н о е  движ ение, представлены источ­
никами м ом ентов, возникающими от реакций Fx и Fv:

M f  =  M f , — M f , M f  =  M p  — M p  ;x xl xi ‘y r y\ ¿12
M f x i  * =  f * f ( & o  — - í / i o )  - i -  r 2 i  s i n  ф 2 0 ] ;

=  РхГпЫпУы',

Mpui = Fyl(xm—xio) -r r2i e o s  ф м ] ;

=  cos Фго.

где индекс 1 или 2 —  номер тела.
О кончательно  имеем

^ Fx ~  Fх(У2О í / i o ) ;  ^ Fy ~  F<J ~  Fу( х 2 0 --- * ю ) -

Пять интегр атор ов ,  включенных в эквивалентную  
схему, н е о б х о д и м ы  для определения x i0, y ]Q, х 2о, У20, фю-

М е х а н  и ч о с к и е  у п о р ы ,  л ю ф т ы ,  с у х о е  т р е- 
н н с являю тся  неотъемлемыми эл ем ент ам и  м еханиче­
ских п одси стем . П ри моделировании технических об ъ е к ­
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Рис. 2.24. Х ар а к т е р и с т и к и  нели н ей н ы х  м ех ан и ч ески х  э л е м е н т о в :  
а — упора; б — люфтп; в — сухого трепня.

тов часто необходим о учитывать ограничения на п е р е ­
мещ ения некоторых составных частей о бъ ек та ,  н а п р и ­
мер при моделировании движ ения пл ун ж ер а  зо л о т н и к о ­
вых устройств, ограниченного угла поворота ш ар н и р ны х  
соединений и т. п.

М еха ни чески й  у по р  для поступательной п о д си с те м ы  
м ож н о  представить двум я способам и .

С п о с о б  1. Он основан на использовании н е л и н е й ­
ной упругости с характеристикой, пр едставл енн ой  па  
рис. 2.24, а. З д ес ь  х  —  пер ем ещ ение дв ух  тел д р у г  о т н о ­
сительно друга, С  —  коэф ф ициент ж есткости  в з а и м о с в я ­
зи  м е ж д у  ними. П а р а м ет р а м и  такой м одел и  б у д у т :  
С\ —  коэффициент ж есткости  взаимосвязи д о  д о с т и ж е ­
ния ограничения; Х\  —  пер ем ещ ение, при котором н а с т у ­
пает  контакт в упоре; С2 —  коэф ф ициент ж ест к о ст и  при  
полном контакте, который н аступает  при п ер ем е щ е н и и  
х 2. Д оп усти м о  Х \ = Х 2, но это усл ови е м ож ет  пр и в ест и  к 
плохой сходимости реш ения системы нелинейны х у р а в ­
нений при применении неявных методов интегр ирования  
(см. книгу 5 ) .

С п о с о б  2. Он предп ол агает  абсол ю тно ж е с т к и й  
упор и основан на логической коррекции значений  с к о ­
ростей и перемещений при дости ж ен и и  огр ан и ч ен и я .  
Двусторонний упор м ожно представить с л е д у ю щ и м  о б ­
разом:

х ' при х '  <  х в; 
х  =  х в при х '  >  х в; 

х н при х '  <  х„;

V '  при х И <  х '  <  х в, или при х '  > х в И V '  < о, 
или при х '  < х И и V '  >  0;
О при х '  >  х в и V ’ >  0;
0 при х '  <  х„ и V" 0,



г д е  х  —  перем ещ ение; V  — скорость; л:,, и х в —  минималь­
но  и м аксим ально возм ож ны е значения х; х '  и V'  —  зн а ­
чения  х  и V, вычисленные без  учета упора.

Т ак ую  модель м еханического упора м ож но использо­
вать  преим ущ ественно при применении явных методов  
интегрирования.

Люфты  в соеди н ен и ях  м ож но моделировать двумя  
подви ж н ы м и  м еханическими упорами, включенными по­
сл ед о в а т ел ь н о  и об р а зу ю щ и м и  характеристику, п о к азан ­
н у ю  на рис. 2.24, б. П ри этом необходимо, чтобы один из 
у п о р о в  р аботал  при полож ительных перемещ ениях, д р у ­
гой —  при отрицательных.

Элемент сухого  трения  представляется нелинейным  
эл ем е н т о м  м еханического  трения с характеристикой, по­
к а за н н о й  па рис. 2 .2 4 ,0 .  П араметры  модели —  коорди­
наты  точки излома и тангенс угла наклона пологой части  
хар актеристики. К рутой  участок характеристики м ож ет  
быть и вертикальным, по  при этом возможны  за т р у д н е­
ния вычислительного плана, связанные со сходимостью  
реш ен и я  системы нелинейных алгебраических уравнений.  
П о э т о м у  реком ендуется  наклон этой части характер исти­
ки д ел а т ь  конечным, тем  более что в реальном случае  
о н  т а к ж е  сущ ествует  хотя бы за счет изгиба микроско­
пических ш ероховатостей .

М одели элементов гидравлических подсистем. П ом и ­
м о  р анее  рассмотренны х простейших гидравлических  
эл ем е н т о в  к собственно гидравлическим элем ентам  отно­
сятся  сопротивление реального трубопровода, дроссель  
и клапаны.

■  П р и м е ч а н и е .  О с т а л ь н ы е  элем ен ты  гид росистем  к л а с с и ф и ­
ц и р у ю т с я  к а к  ги д р о м е х а н и ч е с к и е  (например , насос ,  ги д р о м о то р ,  
расп ред елительны !“! зо л о т н и к  н т. д .) .

Так как ф азовы м и переменными в гидравлической  
п од си с т е м е  являются р а сх о д  и давление, а в м еханиче­
ск ой  —  силы и скорости, то модели перечисленных э л е ­
м ентов  долж ны  представлять собой уравнения или си­
стем ы  уравнений относительно указанных переменных.

С о п р о т и в л е н и е  р е а л ь н о г о  т р у б о п р о в о -  
д  а является нелинейны м и зависящим от р еж им а тече­
ния ж идкости . Р е ж и м  течения жидкости при движ ении  
в круглы х тр у б а х  оценивается по значению числа Р е й ­
н ол ьдса;  1 с̂ = У 1 ) / \ ,  где  V с к о р о с т ь  движ ения ж пдко-



стн; О —  ди ам етр  трубопровода; V —  кинематическая  
вязкость.

Критическим значением числа Р ей н о л ьд с а  для к р уг­
лых труб б у д ет  значение К екр =  2 3 2 0 ,  при меньших з н а ­
чениях р еж и м  течения ламинарный, при больших —  т у р ­
булентный.

П отерн напора в трубопроводе

н 1 4 - - 1 Г ’ (2 -13 )

где К —  гидравлический коэф ф ициент трения; / —  дл и н а  
т рубопровода;  £  —  ускорение с в о б о д н о г о  падения.

Ф ормула (2 .13)  справедлива д л я  всех  реж имов т еч е­
ния; от р е ж и м а  течения зависит т ольк о  коэффициент X.

При л а м и н а р н о м  режиме  Х =  64 /И е .  П р еобр азуем  
(2 .13) таким обр азом , чтобы в ней связывались р асходы  
и давления. У м нож им  обе  части у р авн ен и я  на р£. В л е ­
вой части уравнения получим д а в л е н и е ,  в правой —  вы ­
делим 1/5р =  С<)т .

Окончательно для лам инарного р еж и м а  Р — ̂ л Я т ,  
где Л г л -1 2 8 \ - / / (я Л < ) .

Д л я  турбулентного режима  сп р а в ед л и в а  зависимость  
Р  — ЯгтФт|<2тп|, где Я г т  =  8?.//л2£ г,р ) ,  которая т ак ж е п о ­
лучается из (2 .13)  после вы деления в правой части
ф т |  ф т |  •

К оэф ф ициент Я зависит от ч и сл а  Ие.
О бщ ая М М  дросселя  д о л ж н а  бы ть справедлива д л я  

турбулентного  и ламинарного р е ж и м о в  течения ж идкости  
в широком д и а п а зо н е  изменения тем пературы  и д а в л е ­
ния. П оскольку точного описания п ер еходн ог о  р еж и м а  
м еж ду  турбулентны м и лам инарны м  р еж им ам и не с у ­
ществует, м о ж н о  использовать к усочн ую  аппроксимацию  
зависим ости коэффициента ц от числа Ие, т. е. р. =  
=  т т { 2  V Ие, цт  ах}> ГДе ртах —  К оэф ф ициент При раЗВИ- 

том турбулентном  режиме; Ъ —  к оэф ф и ц и ен т,  зависящ ий  
от геометрических размеров д р о с с е л я  и определяемы й  
экспериментально.

Ч исло Я е определяется из ф о р м у л ы  И е = 4 1 С |/ \ ' /7 р ) ,  
где в  —  р а сх о д  жидкости через д р о ссе л ь ;  П  —  см ач и в ае­
мый периметр контура поперечного сечения дросселя;  
V — коэф ф ициент кинематической вязкости, зависящ ий  
от давления и температуры:

\' =  \ ’о ехр И Р р— Р 0)]/р ,



р — р о [ 1 / ( 1 ~ ( £ р -ЬА))/£'с)];
To =  w o / (p o  e x p { b j ( T — To) ) ) ,

где г —  пьезокоэф ф ициенг;  Р р —  р а б о ч е е  давление; Ро и 
То —  д ав л ен и е  и тем пература, при которых оп редел яет­
ся <оо —  к о эф ф и ц и ен т  динамической вязкости; ро —  плот­
ность ж и д к ости ,  определ яем ая при Р =  105 П а и Т — Т о; 
Е с —  м одуль  о б ъ е м н о й  упругости ж идкости; Ьт —  т ер м о­
коэффициент.

Уравнения, связы ваю щ ие р асход  Qm через  дроссель с 
давлением Р,  п озв ол я ю т  интерпретировать др оссель  как 
линейное (при лам инарном  р еж и м е течения ж идкости)  
или как н ел и н ей н ое  (при турбулентном р еж и м е течения  
ж идкости) сопротивление:

Qm =  (Amax/7V/ 2 p ) /T P T s ig n P  при Ц =  p mflX;

Qm =  8(Z S)2pP/(t°n ) ПРИ И- <  1 W ,
где 5  —  п л о щ а д ь  проходного сечения дросселя;  ы —  д и ­
намическая вязкость , определяемая по ф орм уле

(1) =  оз0 ехр  [г(Р|,— Ро)]/ехр [6Х(7’— Го)]-

П е р е л и в н о й  к л а п а н  является элементом р е ­
гулирования д а в л е н и я  в гидросистеме. С достаточной  
точностью практически для лю бы х гидросистем  м атем а­
тическая м о д е л ь  клапана мож ет  быть представлена его 
статической характеристикой

Q m “ m a x { 0 ;  У к л Р  наг Р с Л ^ к л  ) } ,

где  Укл —  п р ов од и м ост ь  клапана, о п р едел я ем ая  его кон­
струкцией; Р ,шг —  давление в м агистрали нагнетания;  
Реп  —  д а в л е н и е  в магистрали слива; Р кя —  разность д а в ­
лений в эт и х  м агистралях, при которой открывается кла­
пан.

С ледоват ел ьн о ,  клапан представляет  собой нелиней­
ное (к усочн о-л и н ей н ое)  сопротивление.

Д л я  н а с о с а ,  если пренебречь сж им аем остью  ж и д ­
кости в п ол остя х  н асоса , неравномерностью  подачи из-за  
кинематики, влиянием  индикаторных характеристик,  
м ож но и сп ол ьзовать  эквивалентную схем у ,  показанную  
на рис. 2.25. З д е с ь  зависимый источник момента силы М  
и момент инерции /  представляет механическую  часть 
насоса, зави сим ы й  источник Qm и сопротивление утечки 
R y —  гидр авл и ч еск ую  часть. Связь м е ж д у  подсистем а­
м и —  ги р атор н ого  типа. Поскольку применяются источ-



пики типа потока, в качестве аргументов они должны 
использовать переменные типа потенциала,  т. е. д а в л е ­
ния и угловые скорости.

Момент на валу насоса

М  =  +  а^аз Вр +  ар | Р  | +  а,

где аы и а Р — коэффициенты механических и гидравличе­
ских потерь;а — постоянная гидромеханических потерь; 
/=<7(0/?и;  — Я ( О — рабочий объем насоса; 
/  — параметр регулирования.

Расход жидкости зависит только от угловой скорости:

ф т  “  <7н/рЮвр»
где <7н — максимальный рабочий объем насоса;  <»ьр— 
угловая скорость вращения вала насоса.

■  П р и м е ч а н и е .  З н а ч е н и я  аьу а {„ а и /?у б е р у т с я  из х а р а к т е р и ­
стик  м еханического  и о б ъ е м н о г о  К П Д  насоса .

Более точная модель насоса учитывает компрессию и 
декомпрессию рабочей жидкости при прохождении через 
гндромашину, что на эквивалентной схеме учтено источ­
ником расхода фт1( (изображен пунктиром).  Этот источ­
ник отражает тот факт,  что расход, подаваемый насосом 
в магистраль высокого давления, меньше, чем расход, 
поступающий из магистрали слива:



Qmi  — KufwnpP P ,
где Ku — конструктивный параметр насоса.

Эквивалентная схема г и д р о м о т о р а  представле­
на на рис. 2.25, при ее построении также принято допу­
щение о пренебрежении неравномерностью подачи, где 
для  гидромотора: М  = qufP  — Ьыы01>— bp \P\ s ign о)вр — 
— b s ign  о)вр — момент, развиваемый гидромотором; J — 
момент инерции вращающихся частей; Qm =  р^и/шнр— 
расход жидкости, отбираемой гидромотором из сети; 
R v — сопротивление утечки; Ьы, Ьр — коэффициенты гид­
ромеханических потерь; b — постоянная гидромеханиче­
ских потерь.

Гидромеханические потери в уравнении момента з а ­
даны с учетом направления вращения и возможности 
тормозного режима.

Р а с п р е д е л и т е л ь н ы й  з о л о т н и к  можно рас­
сматривать как комплекс дросселей, соединяемых ка на­
лам и в результате движения плунжера.  Движение плун­
ж е р а  приводит к изменению площади S поперечного се­
чения дросселя, значение икоторой изменяется от 0 до 
•Sraax-

Краткие выводы

С у щ е с т в у ю т  а н а л о г и и  к о м п о н е н тн ы х  и топологич еских  у р а в ­
н ений  д л я  подсистем  разли ч н ой  ф изической  п рироды ,  что с о з д а е т  
о с н о в у  д л я  р а з р а б о т к и  единого  м атем ати ч ес к о го  и п р о гр ам м н о го  
о б е с п е ч е н и я  С А П Р .

К о м п о н е н т н ы е  у р а в н е н и я  у с т а н а в л и в а ю т  с в я зь  м е ж д у  р а з н о р о д ­
н ы м и  ф а з о в ы м и  переменными, о т н о с я щ и м и с я  к о д н о м у  элем енту ,  
а  т о п о л о г и ч е с к и е  у р а в н е н и я  — м е ж д у  од н о р о д н ы м и  ф а з о в ы м и  пере­
м е н н ы м и ,  о т н о с я щ и м и с я  к р азн ы м  эл е м е н т а м  системы.

Д л я  о б ъ е д и н е н и я  э к в и в а л е н т н ы х  схем о д н о р о д н ы х  ф изических  
п о д с и с т е м ,  в ы д е ле нн ы х  в о б ъ екте ,  и спользую т тр а н с ф о р м а т о р н у ю ,  
г н р а т о р н у ю  св я зи  и с в я з ь  через з а в и с и м ы е  п арам етры .



3. МЕТОДЫ ПОЛУЧЕНИЯ 
МАТЕМАТИЧЕСКИХ МОДЕЛЕЙ 

ТЕХНИЧЕСКИХ СИСТЕМ

3.1. Элементы теории графов

Графы в математическом обеспечении С А П Р  ис­
пользуются при решении задач синтеза, особенно в ко н ­
структорском проектировании, при проектировании про­
граммного обеспечения, баз данных,  при решении з а д а ч  
анализа на макроуровне.

Топологические уравнения подсистем записываются 
для узлов и контуров эквивалентной схемы, поэтому по­
лучение эквивалентной схемы — необходимый этап под ­
готовки технического объекта к моделированию. П о ­
скольку существующие методы получения топологиче­
ских уравнений основаны на применении графов, р а с ­
смотрим основные определения и понятия из их теории.

■  П р и м е ч а н и е .  П о л ь з о в а т е л ь  С А П Р  н е п о ср ед с тв ен н о  в о п р о ­
сов, с в я за н н ы х  с получением  т о п о л о ги ч е с к и х  у р а в н е н и й ,  н е  к а ­
с ает ся ,  ем у  д о ст а т о ч н о  ум еть  п р е д с т а в л я т ь  о б ъ е к т  в в и д е  э к в и ­
в ал ен тн о й  схемы. З н а н и е  а л г о р и т м о в  а в т о м а т и ч е с к о г о  п о л у ч е н и я  
топ ологи ч ески х  уравн ен и й  н е о б х о д и м о  р а з р а б о т ч и к у  С А П Р  и 
к в а л и ф и ц и р о в а н н о м у  п о л ь з о в а т е л ю ,  п о п о л н я ю щ е м у  б и б л и о т е к у  
м оделей  п р о гр а м м н о го  к о м п л е к с а  а н а л и з а  д и н а м и ч е с к и х  с и с т е м .

Г р а ф —  со во ку п н о сть  в е р ш и н  (у з л о в )  и с в я з ы в а ю щ и х  и х  р е ­
бер (в е т в е й ) .  Е сли  р е б р а  г р а ф а  и м е ю т  о п р е д е л е н н о е  н а п р а в л е ­
ние, то  т а к о й  г р а ф  н а з ы в а ю т  о р и е н т и р о в а н н ы м  ( о р г р а ф о м ) ,  
а его р е б р а — д у г а м и  (рис. 3 .1 ) .

Часть г р а ф а —  гр а ф ,  о б р а з о в а н н ы й  из исходного  г р а ф а  у д а ­
ленном некоторы х  верш ин и ребер .

П одграф  —  ча сть  г р а ф а ,  о б р а з о в а н н а я  н е к о то р ы м  п о д м н о ­
ж е с т в о м  ребер гр а ф а  и всеми и н ц и д е н т н ы м и  им в е р ш и н а м и .

б в

Рис. 3.1. Г р а ф  ( а ) ,  п о д г р а ф  ( б ) ,  с у г р а ф  (в) .



Рис. 3.2. Г р а ф  (а )  и е г о  ф у н д а м е н т а л ь н ы е  д е р е в ья  (б, в).

С у г р а ф — ч а с т ь  г р а ф а ,  о б р а з о в а н н а я  у д ал ен и ем  из и сх о д ­
ного  г р а ф а  н е к о т о р ы х  ребер. К о л и ч еств о  верш ин г р а ф а  и сугра -  
ф а  о д и н ако во .

Маршрут  —  п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  с м е ж н ы х  ребер. С м е ж н ы м и  
с ч и т а ю т с я  ребра ,  и н ц и д е н т н ы е  о дной  и той  ж е  верш ине ,  или в е р ­
ш ины, ин ц и ден тн ы е  о д н о м у  и т о м у  ж е  ребру. В о б щ е м  с л у ч а е  
м а р ш р у т  м о ж е т  с о д е р ж а т ь  п о в т о р я ю щ и е с я  р е б р а  и верш ины .

Цепь  ~  м а р ш р у т ,  в к о то р о м  все  р е б р а  различ ны .
З а м к н у т а я  ц е п ь  н а з ы в а е т с я  циклом.
Простой ц и к л  (контур)— цикл, не с о д е р ж а щ и й  п о в т о р я ю ­

щ и х с я  верш ин.
Граф  я в л я е т с я  связным,  если м о ж н о  у к а з а т ь  м а р ш р у т ,  о х в а ­

т ы в а ю щ и й  все в е р ш и н ы .
Д е р е в о  графа  ■*- св я зн ы й  п о д г р а ф ,  не им ею щ ий циклов .
Фундаментальное дерево  ( о с т о в ) — св я зн ы й  с у г р а ф ,  не 

им ею щ ий ци клов ,  т .  е. ф у н д а м е н т а л ь н о е  д е р е в о  о х в а т ы в а е т  все 
в е р ш и н ы  г р а ф а  и н е  о б р а з у е т  ни о д н ого  цикла .

Ветви д е р е в а — р е б р а  г р а ф а ,  во ш е д ш и е  в дерево .
Х о р д ы  —  р е б р а  г р а ф а ,  не в о ш ед ш и е  в дерево.
Н а  рис.  3.2, а  п р е д с т а в л е н  пример  с в я з н о г о  г р а ф а ,  а на 

рис.  3 . 2 , 6  —  его  ф у н д а м е н т а л ь н о е  дерево .  В е т в я м и  д е р е в а  б у д у т  
р е б р а  б, г, е, ж, и, х о р д а м и  —  ре б р а  а, в, д , к.

В ы б о р  ф у н д а м е н т а л ь н о г о  д е р е в а  г р а ф а  не одн озн а чен ,  д л я  
о д н о г о  и то г о  ж е  г р а ф а  их м о ж е т  б ы ть  несколько .  Так,  на 
рис.  3.2, в  п р е д с т а в л е н о  ещ е о д н о  ф у н д а м е н т а л ь н о е  д е р е в о  г р а ­
ф а  (рис. 3.2, а ) .  П р и  этом  р е б р а  а, б, в, д, и — ветв и  д ер е ва ,  
г, е, ж, к  —  хорды .

■  П р и м е ч а н и е .  Н и ж е  б у д у т  р а с с м а т р и в а т ь с я  то л ь к о  ф у н д а ­
м е н т а л ь н ы е  д е р е в ья .

П р и  м о д е л и р о в а н и и  на м а к р о у р о в н е  особы й и нтерес  п р е д ­
с т а в л я е т  д е р е в о ,  в к о т о р о е  р е б р а  в к л ю ч а ю т с я  с о г л а с н о  н е к о т о ­
р о м у  п р и о р и те ту .  Е с л и ,  и з о б р а ж а я  с т р у к т у р у  т ех н и ч еск о го  о б ъ ­
ек т а ,  з а  к а ж д ы м  р е б р о м  г р а ф а  з а к р е п л я т ь  о б о з н а ч е н и е  з а м е ­
н я е м о го  им э л е м е н т а ,  т о  м о ж н о  построить  н о р м а л ь н о е  д е р е в о  
гр а ф а .

Нормальное  дер ево  г р а ф а — т а к о е  ф у н д а м е н т а л ь н о е  дерево,  
в к о то р о е  р е б р а  в к л ю ч а ю т с я  в так о й  по сл ед о ва тел ьно с ти :  источ­
ники р а зн о с т и  п о т е н ц и а л о в  ти п а  Е, ребра  типа  С, р е б р а  типа  И, 
р е б р а  ти п а  Ь, и с т о ч н и к и  переменной типа  I.



Узлы

Ветви

а б в * д е ж и к

1 - м - ы

2 — 1 — 1 -1-1

4 — 1 + 1 — 1 +  1

5 —  1 — 1 — 1

6 + 1 + 1 — 1

Сечение ветви д е р е в а — м н о ж е с т в о  ребер ,  п е р е с е к а е м ы х  л и ­
нией сечения (при этом  д о л ж н ы  в ы п о л н я т ь с я  с л е д у ю щ и е  у с л о ­
вия :  ли н и я  сечения я в л я е т с я  з а м к н у т о й  и  п ер есек а ет  л ю б о е  р е б ­
р о  не более  одного  р а з а ,  ср е д и  в е т в е й  д е р е в а  п е р е с е к а е т с я  е д и н ­
с т в е н н а я ) .

Граф несет информацию о связях в объекте, удобную 
для восприятия человеком, по для  обработки на Э В М  
нужна информация числового характера.  Представить 
граф в таком виде можно с помощью матрицы инци- 
денцин А, которая кодирует ориентированный граф так :  
каждому узлу графа (кроме одного, называемого б а з о ­
вым) соответствует одна строка,  каждому ребру — один 
столбец, в столбце записывается + 1  на пересечении со 
строкой узла,  из которого ребро направлено, и — 1 на 
пересечении со строкой узла,  к которому оно н а п р а в л е ­
но, остальные элементы этого столбца равны 0. Б а з о в о ­
му узлу в матрице инциденций никакая строка не со от­
ветствует. В качестве базового может быть выбран п р о ­
извольный узел.

Матрицы,  содержащие нулевые элементы, н а з ы в а ю т ­
ся разреженными матрицами. Матрицы инциденций я в ­
ляются сильно разреженными,  причем разреженность 
возрастает с увеличением их размера.

В табл. 3.1 представлена матрица инциденций д л я  
графа,  показанного на рис. 3.3 (за базовый прин ят 
узел 3 ).



Метод, основанный на использовании информации, 
заключенной в М-матрице (в матрице контуров и сече­
ний) ,— наиболее удобный и общий метод получения то­
пологических уравнений.

М-матрица строится па основании ориентированного 
гр аф а  эквивалентной схемы и выбранного для этого 
граф а дерева. Количество столбцов матрицы соответст­
вует числу ветвей дерева,  а количество строк — числу 
хорд.

Процедура формирования М-матрицы заключается в 
следующем: к а ж д а я  хорда графа поочередно вклю­
чается в дерево, при этом образуется замкнутый контур; 
выполняется обход этого контура в направлении, з ад ан ­
ном направлением хорды; в строке матрицы, соответст­
вующей данной хорде, ставится + 1 ,  если направление 
ветви дерева совпадает  с направлением обхода контура,
— 1, если направление ветви дерева противоположно, О, 
если ветвь не входит в данный контур.

Рассмотрим получение матрицы контуров и сечений 
для  графа,  показанного на рис. 3.3. М-матрица этого 
граф а представлена в табл. 3.2.

При подключении хорды а образуется контур из вет­
вей дерева б, е, ж, в столбцах матрицы, соответствующих

Рис. 3.3. М а т р и ц а  ко н ту р о в  и сечений гр а ф а .



б г д е ж

а —  1 0 0 -1 1 — 1

в +  1 -|-1 0 0 0

к 0 0 + 1 0 0

и 0 - 1 —  1 — 1 0

ветвям 6 и ж, появится — 1, в столбце, соответствующем 
ветви е, будет + 1 ,  остальные столбцы содер жат  0. Ан а­
логично заполняются и другие строки.

Топологические уравнения с использованием М-мат- 
рицы имеют вид

Ми„.д и_г — 0 ; (3 . 1 )
1в. д - М ' 1 Л =  0, (3.2)

где и в.д, 11* — векторы переменных типа разностей по­
тенциалов на ветвях дерева и хордах; 1В.Д, \х —  векторы 
переменных типа потока для ветвей дерева и хорд; 
М' — транспонированная М-матрица.

Д л я  М-матрицы табл.  3.2 имеем:
— и  б "Ь Ое— и  а — 0;
и 6 +  и г+ и д = 0; 
и й+ и к =ъ-
- и а— и д- и е + и и =  0;

1б + 1а— А» =  0;
1г— +  = 0 ;
1о—/* +  /  к =  0;
Л?---+  =  0;

/а ~  0»
где (/£ и и  ~  переменные типа и  и I для ребра I.

Таким образом, (3.1) есть не что иное, как  уравнение 
второго закона Кирхгофа (или ему аналогичное соглас­
но аналогиям топологических уравнений),  записанное в 
матричной форме, а ( 3 . 2 ) — уравнение первого закона 
Кирхгофа (или ему аналогичное) для сечений дерева. 
Линии сечений графа (рис. 3.3) отмечены пунктирными 
линиями.
■  П р и м е ч а н и е .  С е ч е н и я  д е р е в а  с п е ц и а л ь н о  в ы б и р а т ь  не н адо .  

У равн ен и я  д л я  сечений пол у ч аю тся  из М - м а т р н ц ы ,  д л я  п о с т р о е ­
ния которой  сечения  не п р и вл ек аю тся ,  и на рис.  3 .3  о н и  о т м е ­
чены д л я  в и зу а л ь н о й  п роверки  п олучен н ы х  у р а в н е н и й .

К оличество  топ ологи ч ески х  урав н ен и й  р а в н о  к о л и ч е с т в у  в е т ­
вей э к в и в ал ен тн о й  схем ы .



Математической моделью технического объекта на 
макроуровне является система обыкновенных дифферен­
циальных уравнений, в общем случае не разрешенная 
относительно производных, т. е. Р(у,  V, / ) = 0 ,  где V — 
вектор фазовых переменных; I — время, независимая пе­
ременная; Р — вектор-функция; \ - d \ l d t .  Подобную си­
стему уравнении в общем случае можно решить только 
с помощью численных методов интегрирования, посколь­
ку эта система высокого порядка и нелинейна. Результат 
решения М М  системы ( М М С ) — зависимости фазовых 
переменных от времени.

К ак  было показано ранее (см. книгу 1), обобщенная 
М МС может  быть представлена в виде системы урав­
нений:

где Н — вектор переменных состояния, т. е. фазовых пе­
ременных,  непосредственно характеризующих запасы 
энергии в системе (переменных типа разности потенци­
алов на ветвях типа С и переменных типа потока через 
ветви тина Ь) ;  \У — вектор остальных фазовых перемен­
ных; 2, — вектор производных переменных состояния по 
времени.

Эти уравнения составлены при условии, что эквива­
лентная схема содержит а элементов и из них у  реактив­
ных. Реактивными считаются элементы, способные на­
капливать  энергию, т. е. типа С и Ь (емкости, индуктив­
ности, массы,  упругости и т. д.).

Количество неизвестных в этих уравнениях 2а+у» 
так как  размерности векторов Н и Ъ равны у, а вектора 
\У — 2 а — у  Таким образом, система уравнений (3.3) — 
замкнутая.

Совокупность неизвестных переменных в уравнениях, 
описывающих поведение технической системы, называ­
ется вектором базисных координат или базисом метода.

Б аз и с  обобщенного метода составляют переменные 
типа разности потенциалов для  всех элементов, перемен*

( 3 .3 )



ные типа потока для всех ветвей и переменные типа про­
изводных переменных состояния.

В матричном виде ММС обобщенного метода можно 
записать следующим образом:

" 1 0 0 м 0 " ■ ’ 0 ’
0 1 — м 0 0 1в. д 0

Кз1 Кз2 D3 к * К,;, * к 03
К41 к 42 К« D4 к « ^в.д В*
к 51 КВ8 К,з К,4 1 Z

где 1 — единичная подматрица; D3 и D4 — диагональные 
подматрицы, содержащие на диагонали 1 или 0. Н а пр и ­
мер, для подматрицы D3 компонентное уравнение 
I%—/ ( £ / * ) =  0 даст на диагонали 1, а компонентное у р ав ­
нение Ux— f ( Z ) =  0 даст на диагонали 0, поскольку в нем 
отсутствует / х; подматрица К31 связывает  между собой 
1Х и Ux, т. е. ее элементы суть коэффициенты перед Ux в 
компонентных уравнениях хорд; подматрица К42 св язы ­
вает между собой 1„.д и и в.д, т. с. ее элементы суть коэф­
фициенты перед 1ВД в компонентных уравнениях ветвей 
дерева; подвекторы 0з и 0 4 — постоянные члены в к о м ­
понентных уравнениях; подматрицы К 32. Кз<, К 4], К43 —  
ненулевые только при наличии зависимых ветвей, нап ри­
мер элемент с уравнением / х =  /  ( UB.д) даст ненулевой 
элемент в подматрицу К34'. элементы подматриц К35 и 
и К45 суть коэффициенты в компонентных уравнениях ре ­
активных элементов перед Z; подматрицы К 5 1 ........К54 свя­
зывают между собой переменные состояния, которые мо ­
гут принадлежать как ветвям дерева,  так  и хордам, с их 
производными (подвектор Z) через формулы интегриро­
вания. Формула интегрирования в общем виде (см. кни­
гу 1)

ZK=t\kHk-\-\ih,

тогда коэффициент щ  будет элементом подматриц 
К51, •••> К54* а коэффициент ць будет элементом подвекто- 
ра \х.

Решение подобной системы уравнений возможно ите­
рационными методами, наиболее распространенным из 
которых является метод Ньютона (см. книгу 5). Алго­
ритм метода Ньютона предусматривает многократное 
решение линеаризованной системы уравнений:



а

Рис. 3.4. Э к в и в а л е н т н а я  схем а  г и д р о м е х а н и ч е с к о й  си ­
стем ы  (а )  и е е  г р а ф  ( у )  с  в ы д е ле нн ы м  ф у н д а м е н т а л ь ­

ным деревом .

Я Л Х =  -  с р ( Х ) ,

где Я =[<5ср/<5Х] — матрица Якоби; ДХ — вектор поправок 
к неизвестным X; ср(Х) — вектор невязок.

#  П ри м ер  п о л у ч е н и я  м атем атической  м о д ел и  гидромеханической  
си стем ы  ( о б о б щ е н н ы м  м етодом ).  Э к в и в а л е н т н а я  схем а  ги д р о м е ­
х ан и че ской  с и с т е м ы  п р ед ст авл ен а  на рис.  3.4, а.

Г р а ф  э к в и в а л е н т н о й  схемы и з о б р а ж е н  на рис.  3 .4 ,6 .  Н а п р а в ­
л е н и я  п е р е м е н н ы х  т и п а  потока в в е т в я х  з а д а е м  произвольно  
( к р о м е  и с т о ч н и к о в  п о т о к а ) .  Если з а д а н н о е  и истинное н а п р а в л е ­
н и я  не с о в п а д а ю т ,  т о  получим зн ач ен и я  п ер ем ен н ы х  типа  потока  
со  з н а к о м  м и н у с .  Д е р е в о  гр а ф а  в ы д е л е н о  ж и р н ы м и  линиями. 
В о б о б щ е н н о м  м е т о д е  дерево  вы б и р а е тс я  п р о и зво л ьн ы м , т. е. не 
о б я з а т е л ь н о  н о р м а л ь н ы м .

И с п о л ь з у я  у р а в н е н и я  (3.1) н (3 .2 ) ,  получи м  топологические 
у р а в н е н и я  с и с т е м ы .  М -м атрииа  п р е д с т а в л е н а  в таб л .  3.3. Нуле* 
вы е  э л е м е н т ы  п ней  не проставлены .  С и с т е м а  топологических  
у р а в н е н и и  т а к о в а :

и р +  и ь -  и  с +  и Лг =  0 ; и р, +  и Я1 =  0 ;

- и с + и * т= Ъ
- и т -\-иР1 =  0; !г Л Ы г \ - }От
~~ Ут "I и =  0; Ли -Ь 1 ¡\ “Ь — ^ир
Ут — УрЙ +  Уцр =  а =



р 1 с т

*1 + 1 + 1 - и

- I

Л —  1

Я* —  1

и р -1-1 - 1

-|-1

Вектор  н еи зве стн ы х  д л я  этого  п ри м е ра  б у д е т  с о д е р ж а т ь  с л е ­
д у ю щ и е  элем ен ты :

Х1 =  [ ^ , -  и чт> ¿ V  и ш м и ^ я, 1,„ 1Ь, !с , !т, / ^ ,  

<̂Зт’ £̂У Р' и с , Ут< .

¡\> ¿цр]
Р а с п о л о ж е н и е  п ерем енны х  в этом  в е к т о р е  с л е д у ю щ е е :  под- 

вектор  11х, п о д в е к т о р  1„.д , п о д в е к т о р  1х, п о д в е к т о р  1)0.д, под- 
в ек то р  п р о и зв о д н ы х  п ерем ен н ы х  со сто я н и я  д л я  р е а к т и в н ы х  э л е ­
ментов. Система  у р а в н е н и й  типа

Я (X) ДХ : —  Ф (X)

п ре д с т а в л е н а  т а к ,  к а к  п о к а з а н о  на с. 118— 119.
В ектор  н е в я з о к  с о ста в л ен  из с л ед у ю щ и х  п о д в е к т о р о в :  н у л е ­

вой  под вект о р  ( у р а в н е н и я  1...........11);  п о д в ек т о р ,  п о л у ч а е м ы й  из
компонентны х у р авн ен и и  12........... 22; п о д в е к т о р ,  п о л у ч а е м ы й  из
ф о р м у л  и н т е г р и р о в а н и я  (у р ав н ен и я  2 3 ...........  2 6 ) ;  / , ........... /* —
ф о р м у л ы  и н т е г р и р о в а н и я  с о о тв е тств у ю щ его  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о г о  
у равнения ,  причем не о б я з а т е л ь н о  о д и н а к о в ы е ,  д л я  к а ж д о г о  р е ­
ак ти вн о г о  э л е м е н т а  м о ж е т  быть и с п о л ь зо в а н а  с в о я  ф о р м у л а  и н ­

т ег р и р о ван и я :  и с , 11Н1, 1 ц р — в екторы  зн а ч е н и й  с о о т в е т с т в у ю ­
щ их переменных с о с т о я н и я  на п р е д ы д у щ и х  ш а г а х  и н т е г р и р о в а ­
ния, п оскольку  ф о р м у л а  ин тег р и р о ван и я  в ы г л я д и т  с л е д у ю щ и м  
об р азо м

2 а =  г]),//)1+ |.1л, (3.5)
гд е  г| а з а в и с и т  о т  п о р я д к а  м етода  и н т е г р и р о в а н и я  н ш а г а  и н т е ­
гр и р о в а н и я  Л*, а ц* зав ис и т ,  кр о м е  того ,  о т  в е к т о р а  зн ач ен и й  
переменных с о с т о я н и я  на одном или н е с к о л ь к и х  п р е д ы д у щ и х  
ш а га х .

К о эф ф и ц и ен ты  а, Ь, с, с1 в  м а т р и ц е  Я к о б и  с у т ь  к о э ф ф и ц и е н ­
ты, п олучаем ы е  п осле  д и ф ф е р е н ц и р о в а н и я  ф о р м у л ы  (3 .5 )  п о  с о ­
ответ ствую щ е й  перем енной .  Е сли  и сп о л ь зу е т с я  о д и н  м е т о д  ин­
тег р и р о в ан и я  д л я  всех д и ф ф е р е н ц и а л ьн ы х  у р а в н е н и й ,  т о  к о э ф ­
фициенты  р а в н ы  м е ж д у  собой.
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Д л я  н е я в н о г о  м е т о л а  первого  п о р я д к а  —  м етода  Э йлера,  
ф о р м у л а  к о т о р о г о  2 к = й Н к Ш ^ { Н к - И к ~ \ ) 1 Н ,  к о эф ф иц и ен т ы  
р а в н ы  1/Л.

Д л я  м ет о д а  Г и р а  в т о р о г о  п о р яд к а ,  ф о р м у л а  к о т о р о г о  ¿л  =  
= [ ( 1 / 2 ) / / * - * — 2 # * - 1 +  ( 3 / 2 ) Я а ] А ,  коэф ф иц и ен т ы  р а в н ы  а =  Ь =  
=  с = ^ =  (3/2)-/!.
Рассмотрим, как необходимо представить модели не­

которых элементов при их включении в библиотеку комп­
лекса анализа динамических систем, если в этом комп­
лексе реализован обобщенный алгоритм формирования

М одель биполярного  транзистора. Эквивалентная 
схема транзистора изображена на рис. 2.17,6. Запишем 
компонентные уравнения каждой ветви:

/ э  —  / т э ехР ( У э / п ч ТЭ —  1) =  0; / к  —  / тк ехр (£ /к / " * ф |к  —  1)^=0; 

¡С  — [Сбд Н - т / ( т ф т:1) ( / э -|- ^ ^ к / Л у к “ 0!

Неизвестными переменными являются I г ь> /у? .

Часть матрицы Якоби, получаемая из топологических 
уравнений, формируется после обработки М-матрицы 
всей эквивалентной схемы, а часть матрицы Якоби, по­
лучаемая из компонентных уравнений, может быть сфор­
мирована в подпрограмме модели. В предположении, что 
в дерево вошли ветви С;„ Ск и Гб, эту часть матрицы для 
вышеперечисленного порядка неизвестных можно пред­
ставить в табл. 3.4. Коэффициенты в этой матрице

м мс.

/с  —  (с бк + т„/"!ф Тк(/к +

“1“ ^тк)1 ^ С к =

+  т̂п)] УС9 ~  
1г - В 1 а+ В иГк —- 0 ;

~ г - е х р [ ( / в/(т с р тэ)];
тэ



1 1 I - 1 

г

2 1 -1

3 1

а2 1
3

5 - в 1 в *

7 1 а4 *5

6
*6

8 1
- 1

к :.
9

7

10

11

12 1

13
а7 | [ 1

14
1 а8

1

15
1.

Н!

17
1 - 1

18

, . 0

° Ъ " [ С°,( '"“ иф'тк ' ' /т1(  ̂ ’

= -------[ ¿ / к / ( » * Ф т к ) 1 -

Коэффициенты ^  и а& вычисляются в подпрограмме 
интегрирования. Справа от матрицы — вектор неизвест­
ных. Из перечня элементов вектора неизвестных видно, 
что в модели уже учтены некоторые топологические 
уравнения. Так, например, из вектора неизвестных иск­
лючены элементы 1/сэ и 11ск как совпадающие с элемен­
тами £/;, И £/,{.



Т а б л и ц а  3. 5

1 2  3  4  5  6  7 8  9  10 1 1 12  13 '4  15 16

1 1 »1 а2 аЭ
Г ,

2 1 а5 я6 *7 *8 'v

3 а9 1 *10 M i r „

4 Я1 t 1 a^2 W l F y

Б а1 3 1 аы M 2 F ,

6
*15 1 а1в M2 F y

7 - 1 V ,

8 - 1 1 V v

9 i..,

10 u:г

11 *1 0

12 °JO

13
а 17 1 Ur 2

14 а 1 8 1 c t

15 «i

16 fe

Модель шарнирной связи двух тел (см. § 2.4). Неиз­
вестными переменными при использовании обобщенного
базиса будут  Fx, Fy, Ai i M\Fy, М 2 Fy , Vx>

Va, wlt <o2, Ф1, ф2. UCt, Uc,> / 1 .  h -
Компонентные уравнения для всех элементов шарнир­

ной связи выглядят следующим образом:

Vx — щ г21 sin (<р30 Ь ф а )  +  wi r xi s in  (Фю +  Ф п )  =  0;

У у — » йг21 cos (ф80 +  ф21) +  Щ г 1г cos (ф10 -Ь фп ) *= 0; 

M \ F X —  Fxr 11 sin (фю +  Фи) =  °- 

MiF — F f n  cos (Ф10 +  Фп) ^  0;

РА2 fх —  F/-H sin («Pao ~\г Фп) °*



MzFg — Ftír^ cos (Фзо -i- Ф2 1 ) =  0 ;
—  Icox =  0 ;

Л  — CiÜct ~  0 ;
¡ 2  — 1о) 2 -■= 0 j

¡2~[C20 c^  0.

Часть матрицы Якоби, определяемая компонентными 
уравнениями при условии, что 1и / 2 — хорды, С и С 2 —  
ветви дерева,  представлена в табл.  3.5. Коэффициенты в 
матрице определяются по следующим формулам:

«t =  ru sin (фю+фн); a-¿ = — f 21 з 1п(ф2о+ф 2 1) ;
а з= а ) 1Гц cos (фю+фп); а^ = — 0 )2^21 cos (ф2о-Ьф^1);

«в — —г21 cos (фгоН-ф-л);
«8 =  0)2̂ 21 SÍ!! (ф20~l“fp21) i 
«10 =  — / ' a / l l  COS (фю+фп) ; 
а и  = Р иги  Sin (фю+фн); 
fll4 =  — РхГщ СО8(ф20+ф21); 

sin (ф2оН—(р21),

а коэффициенты а [7, a lg вычисляются в подпрограмме и н ­
тегрирования.

Справа от матрицы — вектор неизвестных.
К ак  видно из примеров, при использовании об общ ен ­

ного базиса ММС имеет высокий порядок даже для п р о ­
стых объектов.

«5 =  ^ 1  c o s  ( ф ю + ф н ) ;  

а 7 = —ш1Гц 5 т ( ф ю + ф и ) ; 
а о = —  г ц  s i n  ( ф ю + ф н ) ;  

« п  —  ~ ~ г ц  c o s ( ф ю + ф и ) ;  

«13= — /*21 s i n (<рао+ф2 1 ) ; 
«15 — /*21 s i l l  (Ф2 0+ Ф 2 1 ) ;

3.4. Табличный метод получения 
математических моделей систем

В табличном методе в вектор базисных координат 
включаются переменные величины типа и  и I для всех 
ветвей схемы. Выбор такого базиса позволяет в э к в и в а ­
лентной схеме иметь любые зависимые ветви. Из о б о б ­
щенного метода табличный получается алгебраизацией 
компонентных уравнений, т. е. из вектора неизвестных, 
согласно (3.5), исключаются производные переменных 
состояния.

Рассмотрим алгебраизацию компонентных уравнений 
при использовании неявной формулы Эйлера для у р авн е­
ния элемента типа С:

!к^ С { й и кШ ) .



Подставляя (Шь1сН= {ип— получим алгеора- 
изованиое компонентное уравнение элемента типа С:

1 к= ( С (Н ) { и ,  —  и к-О  или /  = унУ 11 + Як, 
где номер шага  интегрирования; Л& — его величина.

0  Пример а л г е б р а и з а ц и и  для у р а в н е н и я  э л ем ен та  т и п а  I  при и с ­
п о л ь зо в а н и и  для и н т е г р и р о в а н и я  формул Гнра .  Ф о р м у л а  Гира / А =•--

р
=  1^ ) ,  г д е  (// и Ь —  коэф ф ициенты , зав ис ящ и е  от

¿=1
п о р я д к а  метода и в еличии  ш аго в .

П о д ст ави м  ф о р м у л у  Г и р а  в компонентное уравн ен и е  эл ем ен та  т и ­
п а  Ь:

{//, =  .
В р е зу л ь тат е  п о л у ч и м  алгебранзованное компонентное уравнение:  

п
и к =  [ ¿ / ( М ) 1  (! к  — ¿ ^ * - 1) И'111 Ь  =  УьУъ. +  Як* (3 -6 ) 

¿=1
р

г д е  Ук =  Н ь! 1 ’ Ян = ^ ^ Л - ь
*=1

Представление компонентных уравнений в форме 
(3.6) удобно для формирования матрицы Якоби. Матри­
ца Якоби, получаемая при использовании табличного 
метода, сильно разреженная.  Чем меньше число ненуле­
вых элементов в матрице, тем выше экономичность моде­
ли, поэтому следует стремиться получить максимальную 
разреженность матрицы.

Поскольку структура компонентных уравнений опре­
делена набором элементов,  используемых в объекте, то 
влиять на разреженность можно только за счет тополо- . 
гической части ММС.  Один из алгоритмов, обеспечива­
ющий высокую разреженность М-матрицы, а потому и 
разреженность топологической части матрицы Якоби, 
основан на включении в дерево в первую очередь тех 
ветвей (по возможности),  которые обладают наиболь­
шим весом. Вес ветви определяется суммарной кратно­
стью вершин, между  которыми она включена. Кратность 
вершины, в свою очередь, определяется количеством 
ветвей, ей инцидентных. Д ля  графа гидромеханической 
системы (рис. 3 .4 ,6 )  ветви, включенные в дерево, отве­
чают этому условию.



В общем виде алгебраизоваппая и линеаризованная 
система уравнении, получаемая табличным методом, мо­
жет быть записана следующим образом:

1 0  0  М  • - д и х - 0  '
0  I -  М ' о А 1».д 0

^3 1  ^ 32 Р ;! У31 Д 1 х к *

^ 4 1  У 43 0 4 _ Д и в. д __ К , д ^

где ¥,•; — подматрица частных производных компонент­
ных уравнений но компонентам вектора неизвестных 
(подматрицы У32, У34) У4] У43 будут содержать  ненуле­

вые элементы только при наличии гираторпых или транс­
форматорных связей и то только при условии, что ветви 
этих связей попали в разные категории: одна — в ветви 
дерева, другая — в хорды. Замечание относится и к вет­
вям с зависимыми параметрами, поскольку эти парамет­
ры входят в компонентное уравнение);  0 3, Р 4 — диаго­
нальные подматрицы (диагональным элементом может 
быть 1 или 0);  символом Д отмечены приращения соот­
ветствующих переменных; Кх и К«.д — невязки компо­
нентных уравнений хорд и ветвей дерева.

Матрица Якоби и вектор правых частей вычисляются 
по значениям переменных, определенных на предыдущей 
итерации, или по результатам предыдущих шагов (для 
первой итерации па шаге).

^Алгебраизоваппая и линеаризованная система уравне­
нии гидромеханической системы, граф которой изображен 
на рис. 3.4, имеет вид, показанный д ал ее  (с. 126— 127).

Рассмотрим ММ биполярного транзистора при ис­
пользовании для интегрирования неявного метода 
дилера.  Вектор неизвестных

I Х ' (/г. ’ Ч > ’ /с»' 7-  , г ' Ч -  А,. Лгу11.
и э, и Г()> 1!г)-

Компонентные уравнения остаются такими же как 
при применении обобщенного метода, кроме двух урав­
нении, содержащих производные. Вместо этих уравнений 
будем иметь

п ~  П— 1/ С , - [ С , Со г ш р т ~  и а  - | -  / т о )

//И(т к  ! ' / т к ) ]

0;

.п и«, П— I

где п — номер шага интегрирования.
0,
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Часть матрицы Якоби, сформированная па основании 
только компонентных уравнений, представлена в 
табл. 3.6. Коэффициенты в матрице, не обозначенные 
штрихом, остались такими же, как и в матрице, пред­
ставленной табл.  3.5, т. е.

■ 61 с» т I ^ , . „ “-¿/>.«-1 V
а г  ' д !0 " нкртэ I  ¡1 Г

~ т г  ^  'I- ! ^ ) 1Н;

0 5 =  — (с бк -г - ^ 7  и «  ■!■ ы У ;

» Ы с к  Т„ /  ^ к .  п ^ к .  п— 1 ^

° 4 =  д ! к ~ / Л ф т к  \  ¡1 Г

Как видно из этих выражений, смена метода интегри­
рования может привести к необходимости замены компо­
нентных уравнении реактивных элементов.

Табличный метод иногда называют методом модели­
рования в полном координатном базисе . Полный коорди­
натный базис, т ак  ж е  как и обобщенный, избыточный; из 
него без ущерба д л я  общности можно исключить вели­
чины постоянные или переменные, зависящие только от 
времени. В результате  сокращается размерность ММС. 
Переменные, зависящие от времени, принадлежат источ­
никам типа Е и I. При  выборе дерева необходимо обес­
печить попадание ветвей источников типа Е в дерево, а 
ветвей источников типа I — в хорды. При этом 1е для 
источников типа Е й  V  { для источников типа I входят в 
координатный базис.  Из ММС исключаются компонент­
ные уравнения таких  источников, а переменные 1 е  и  ¿Л 
будут найдены из топологических уравнений.

Например, в М М С  гидромеханической системы мож­
но исключить переменную и р  и соответственно перемен­
ную подставив вместо и р  в первое уравнение зна­
чение Р  (/ р  остается  в координатном базисе).  Таким 
образом, из системы уравнений будут исключены одно 
уравнение и одна неизвестная, т. с. система уравнений 
останется совместной. Переменную / к 2> принадлежащую 
ветви дерева,  а не хорде, исключить из системы уравне­
ний такими простыми действиями не удается.

Метод получения ММС, в координатный базис кото­
рого включаются переменные типа и  и I всех веюеп
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схемы, кроме постоянных или зависящих только от в р е ­
мени переменных, называют модифицированным таблич­
ным методом. Достоинство этого метода — простота ф о р ­
мирования А1МС и возможность иметь в эквивалентной 
схеме любые зависимые ветви, недостаток — высокая  
размерность ММС, несмотря па некоторое сокращение по 
сравнению с (^модифицированным методом.

3.5. Узловой метод получения 
математических моделей систем

Узловой метод является популярным при создании 
программных комплексов анализа  динамических систем.  
В качестве вектора базисных координат в этом методе 
используется вектор переменных типа узловых потепци-



а б в г д е ж

Т  а б л и ц  а 3.7 

3 и

1 —  1 +  1

2 — 1 +  1 +  1

3 —  1 + 1 +  1

4 —  1 — 1 -|-1

5 — 1 -1-1 + 1

6 — 1 — 1

алов, в качестве топологических уравнений — уравнения 
типа первого зак она  Кирхгофа

I (ф) = 0 ,  (3.7)
ГЛ0 ф _  вектор переменных величин типа потенциала, 
характеризующих состояние узла (скорости, давления, 
температуры);  I — вектор переменных величин типа по­
тока (токи, силы, расходы, тепловые потоки).

Топологические уравнения типа (3.7) могут быть по­
лучены с помощью матрицы ининденций А:

А1 =  0. (3-8)
Т а б  л  и ц а 3.8

к л м О н п

и -■ 1

б — I -1-1

в — 1 - н

г - 1 -;-1

д — 1 + 1

е —] - м

ж — 1 -\ 1

3 - 1 -[ 1

и — 1



Из уравнений обоб­
щенного метода получе­
ния топологических урав­
нений уравнение (3.8) 
может быть выведено сле­
дующим образом. В экви­
валентную схему объек­
та вводятся фиктивные 
ветви, связывающие все 
узлы схемы с базовым 
(базовым может быть лю­
бой узел эквивалентной 
схемы; как правило, это 
узел, к которому подклю­
чено наибольшее коли­
чество ветвей).  Проводи­
мости этих ветвей равны 
нулю, т. е. переменная ти­
па I в этих ветвях равна 
пулю. В дерево включа­
ются только эти фиктив­
ные ветви.

Д ля  графа,  изобра­
женного на рис. 3.5, без 

учета ветвей, отмеченных 
пунктиром, построим мат­
рицу инцидепций А (табл.
3.7).

Д ля  этого же  графа с 
учетом того, что ветви,
отмеченные пунктирными линиями,  являются его д е р е ­
вом, построим М-матрицу (табл.  3.8). Фиктивные ветви 
в эквивалентной схеме имеют направление от пебазового 
узла к базовому.

Сравним полученную М-матрицу с матрицей и нц и ­
депций А. Если каждой фиктивной ветви поставить и с о ­
ответствие узел, из которого она выходит, то

А = — М 1.

Рис. 3.5. М а т р и ц а
граф а .

н ш ш д е п ц и и

Преобразуем общие топологические уравнения:

М и в.д- н и х =  0 ; ( 1 )

1в.д—М| 1Х =  0 . (2 )



Так как ветви дерева 
фиктивные, то 1в.д =  0 и из 
уравнения (2) получим

М Г1 =  А1 =  0,

где I — вектор переменных 
типа потока реальных вет­
вей.

Из уравнения (1) полу­
чим уравнение связи пере­

менных типа потенциала <р с переменными типа разности 
потенциалов V  па реальных ветвях. Так как 11„.л=Ф, то 
М(| 4 - и — 0 или — и  — 0.

Как уже было сказано выше, в узловом методе в век­
тор неизвестных включается вектор ф или и,,.л, компо­
нентные уравнения алгебраизуются так же, как и в таб ­
личном методе, и, кроме того, накладывается ограниче­
ние на вид компонентного уравнения: оно обязательно 
должно быть представлено в виде зависимости перемен­
ной типа потока от переменной тина потенциала,  т. е. 
I — I (ф), либо от времени.

Тогда алгебраизованная и линеаризованная система 
уравнений приобретает  вид

1 О
О 1
Уз1 о
о о

0
м*
1 
о

м
о
0
1

"ди “ 0 "
0 0

Д1 к
Дф 0

(3-9)

где Уз] =  [д/ДЛ/] — матрица частных производных компо­
нентных уравнений по переменным тина разности потен­
циалов; К — вектор невязок компонентных уравнений.

Исключим из вектора неизвестных подвекторы Д1) 
и Д1. Из первого уравнения системы (3.9) имеем Д11 =  
=  — МД,,.. Подставим это значение в третье уравнение 
системы, а полученный результат — во второе: Д1 =  
=  К +  У3!м д , ;  М1К +  М'У31МДФ =  0, или

УДФ =  — М'К, (3.10)

где У =  М*У3|М — матрица Якоби (матрица узловых 
проводимостей), алгоритм экономического вычисления



1 —  1 —  1 - м

2 4  1 —  1

3 +  1 — 1 — 1

4 1 —  1

которой будет рассмотрел мила1; М ‘К — вектор сумм пе­
ременных типа потока в узлах схемы.

Уравнение (3.10) и есть линеаризованная ММС для 
узлового метода.

Рассмотрим, что представляет собой матрица У =
- М 1У31М =  А \ 31\К

Д л я  графа, показанного па рис. 3.6, построим м а т р и ­
цу инциденций (табл. 3.9), приняв за базовый узел 5.

Матрица У3| при оговоренной структуре компонент­
ных уравнений будет диагональной с размерностью, р а в ­
ной количеству ветвей. Д ля  удобства обозначим с?/,/сШ, 
именем ветви, тогда:

АУ31

1 31

1 — 1
1 — 1

1 - 1 X

- ‘- 1  — 1

— а — б г
б — в

в — г — д 
д е



Y -  AY31Al —г — д
д — е

X

X 1 -1-1 
—  1
— 1

а !' б  Н- г -- б
- б  б -¡■б
- г -  в в

-И

— г

1-г |-д - 
- д д

Покажем,  что элементы матрицы Y есть не что иное, 
ка к  узловые проподимоетм ól¡¡d^j.

Узловой поток
/ [ =  — I а— 1б~\- h- 

Поток в ветви считается положительным, если нап­
равлен от узла:

д!аdl„
<Эф!
д!в

д!г

di в 
<5(^2 — <Pl) 

di,

d¡g
диа
dio
dUo

di,
dU¿0 ф1 < % 1  — Фэ)

Предполагая,  что срб^согЫ, <р2 =  согЫ, срз =  соп51, по­
лучим д1х1дух = д!а/ д и а+ д 1 61диь+ д1Г{д и 1-, т. е. элемент 
у  и  матрицы Y.

Аналогично можно определить остальные элементы 
матрицы.  Рассмотрим экономичную процедуру формиро­
вания матрицы Якоби: поочередно выбирается каждая 
ветвь эквивалентной схемы. Пусть очередная 6-я ветвь 
включена между узлами с номерами I и /. Тогда прово­
димость этой ветви уь =  д]к1дих) даст слагаемое в эле­
менты матрицы уи  и уц  со знаком плюс, а в элементы 
г/,-; и у ц — со знаком минус.

Отличительная черта узлового метода — простое фор­
мирование ММС, имеющих в своем составе многополюс­



ные элементы. Допустим, есть элемент,  включенный м е ж ­
ду тремя узлами с номерами /, /, Л. Тогда этот элемент 
даст слагаемые в элементы матрицы Якоби:

УН • • • У1} « • ■ У^\

Ун • • • УИ • • • У&>

Ук1 • • ■ Ук} • • • Укк*

ЕЯ П р и м е ч а н и е .  В матрице Я к о б и  м н о г о п о л ю с н и к  п р е д с т а в л е н  
т о л ь к о  св о и м и  внеш ними узлам и ,  в т о  в р е м я  к а к  м о ж е т  и м е т ь  
и внутренние .

При применении узлового метода в эквивалентной 
схеме допускаются и зависимые ветви, но аргументами 
функциональных зависимостей долж ны быть только 
элементы вектора ср. Допустим, переменная типа потока 
и к-й ветви, включенной между узлам и с номерами I и /, 
зависит от переменных величин типа потенциала в I-м и 
т -м узлах:

?к ~  Л  (ф/> ф т )  •

Тогда эта зависимость приведет к появлению следу­
ющих элементов матрицы:

уи = д1и!дуг, у 1т = —д1и \дут\ уц  =  — д 1 1{\дц>1\

У1т~ | (5фт*

0  П рим ер  М М С  механической  п о с т у п а т е л ь н о й  си стем ы  (рис. 3,7, а)  
при и с п о л ь зо в а н и и  узлового  м ет о д а .  Э к в и в а л е н т н а я  схем а о б ъ е к ­
та  д л я  си л  и скоростей  вдоль г о р и з о н т а л ь н о й  оси п р е д с т а в л е н а  
на рис. 3 . 7 , 6  ( г р а ф  этой схемы и з о б р а ж е н  н а  рис.  3 .11) .  В ы б е ­
рем в к а ч е с т в е  баз о в о го  узел 4. А л г е б р а и з а ц и я  к о м п о не н тн ы х  
\ | 1<шнсиий вы п о л н ен а  с помощ ью  м е т о д а  Э й л е р а .  Л и н е а р и з о в а н ­
ная  с и сте м а  уравн ен и и



ф! , Ф 1 - Ф ?  1 

я» +  дг

Фа л .  У а - ф Г '  „  

Я2 +  М

.т ■ | .п-1 , Ф1~Ф2 «31-К ,  +  £ м

« -  с 1 + - в - р -ф| а<) +

я. Л<
ф 2— Фз

Д.'1Н ф о р м и р о в а н и я  матрицы Я коби  исп ользуем  эконом ичную  
п р о ц е д у р у .  Э л е м е н т ы  /?:1 и т 3 д а д у т  » к л а д ы  в элем ент  у ц ,  р а в ­
ные с о о т в е т с т в е н н о  1 / /?л и шз/Д?, где  Л/ —  ш а г  интегрирования .  
Э л ем ен т  ¿ 2  д а с т  в к л а д  Д / / ¿ 2 в элем ен ты  у ц  и г/22  со зн ак о м  « + » ,  
в э л ем ен ты  г/ 1 2  и г/ 2 1  —  со знаком  «— » и т. д.  Э лем ен ты  г/(3 и у.ц 
нулевы е,  т а к  к а к  нет  сиини м еж д у  у з л а м и  / и Э лем енты  в е к ­
т о р а  н е в я з о к  с ф о р м и р о в а н ы  из усилий, п р и л о ж е н н ы х  к узлу. 
И н д е к с о м  о б о з н а ч е н ы  переменные, п о л у ч ен н ы е  на п р еды д ущ ем

ш а г е  и н т е г р и р о в а н и я .  Значения 1 +  ( ф / —  Ф / ) / ( £ * А 0  ик к
Фт — Фп» з а п о м и н а ю т с я  для сл е д у ю щ е го  ш а г а .  Д л я  первого шага 

и н т е г р и р о в а н и я  1 ° и оп ределя ю тс я  из начальны х  у словий .



П о д п р о г р а м м «  М М  э л ем ен та .  и с п о л ь зу я  в к а ч е с т в е  и с х о д н ы х  
дан н ы х  и о д аек т о р  скоростей ,  с ф о р м и р о в а н н ы й  д л я  у з л о в ,  к к о ­
торы м  подклю чен э л ем ен т ,  и з н а ч е н и я  '2 ™ 1 и ф " - 1 , а  т а к ж е  в е ­
личину  ш а г а  и н т е г р и р о в а н и я  и п а р а м е т р ы  э л е м е н т а ,  в ы ч и с л я е т  
п о д м а т р и ц у  Я коб и  и п о д в е к т о р  сил д л я  в н е ш н и х  у з л о в ,  о д н о ­
врем енно п о д г о т а в л и в а я  зн а ч е н и я  / £  и <р".

#  П рим ер  м одели  ги д р а в л и ч е с к о г о  д р о с с е л я .  В з а в и с и м о с т и  от  
ко эф ф иц и ен т а  р а с х о д а  ц  р а с х о д  Q m я в л я е т с я  л и б о  л и н е й н о й ,  
либо  нелинейной ф у н к ц и е й  д а в л е н и я  Р  (см. § 2 .5 ) ,  с о о т в е т с т в е н ­
но д о л ж н ы  и зм ен яться  э л ем ен ты  м атр и ц ы  Якоби.
В ы ч исляется  число Р е й н о л ь д с а :

Re=  4 IQ "“ 1 |/(v/7p),

где  Q ”— —  р а с х о д  че рез  дроссель,  полученны й  н а  п р е д ы д у щ е й  
итерации.

О п р ед е ля ется  коэф ф ициент  расхода: ц  =  m in  { z J ^ R e ;  Umax}; 
есл и  \1 < р max. то  Qm =  8 (Z S )2p / 7 ( w / 7 ) .

У р ав н ен и я ,  сформированны е по у зл о в о м у  м е т о д у

■ 8(ZS)2p/(<o/7) — 8(ZS)*p/(io/7)-| ГД/»! П Г Qml  
8(ZS)»p/(<ü/7) 8(25)V/(0J//)] U p J  l~ Q m\ ’

если ц  Mmax, то  Q m F |  2i7 V W s i g n  P .
Т о гд а  и у р а в н е н и я  M M

У -  у А я , Qm
.—  // у Л / V . Qm.

гд е  у  Нт а х  /=■ I 2 р ! ( 2 \ г \ Р \ ) ,

Д о с т о и н с т в о  узлового метода — простота ф ормиро ва­
ния матрицы Якоби и низкий порядок получаемой систе­
мы уравнений, поскольку именно для этого метода х а ­
рактерно предварительное исключение большого числа 
неизвестных из обобщенного базиса.

Недостаток узлового метода — ограничения,  н а к л а ­
дываемые на тип используемых элементов: в узловом ме­
тоде запрещены идеальные источники переменной типа 
разности потенциалов, а также ветви, зависимые от пе­
ременных типа потока. Эти недостатки в узловом методе 
можно устранить введением специальных ветвей, кото­
рые не должны искажать физических процессов в об ъ ек­
те. Последовательно с идеальным источником типа р а з ­
ности потенциалов включается ветвь типа К, благодаря 
чему этот источник можно свести к источнику типа по­
тока (рис. 3.8).



Рис. 3.8. П р е о б р а з о в а н и е  и сточ ник а  типа  Е  в источник
ти п а  I.

Последовательно с ветвями, потоки через которые яв ­
ляются управляющими,  включается ветвь, у которой 
связь  между  переменным» типа потока и типа разности 
потенциалов — линейная,  т. е. ветвь типа И. Тогда зави­
симость от переменной типа потока через ветвь может 
быть заменена зависимостью от разности потенциалов па 
этой вспомогательной ветви.

Объясним сказанное.  Пусть есть зависимый источник 
потока с компонентным уравнением / х =  ̂ (/2 )» где ¡ 2  — 
поток через управляющую ветвь, последовательно с ней 
включается ветвь типа Н с компонентным уравнением 
£/2= / 2/?2, тогда компонентное уравнение зависимого ис­
точника можно записать в виде ¡\ =  / (£/ 2/ ^ 2 )-

ф  П р и м е р  м о д е л и  ш ар н и р н о го  с о ед ин ен и я  тел а  с н е п о д в и ж н ы м  
о с н о в а н и е м .  Э к в и в а л е н т н а я  с х е м а  системы, состоя щ ей  из тела ,  
ш а р н и р о м  со ед иненны м  с н е п о д в и ж н ы м  основанием ,  п р и в ед ен а  
н а  рис. 2 .2 0 ,6 ,  С о с т а в и м  М М  э то й  системы, и сп о л ьзу я  у зл о в о й  
м е т о д .

П о с к о л ь к у  в эк в и в а л е н т н о й  схем е  имею тся  источники  с к о ­
р о с т и  Ух и Ку, а  в у зловом  м ет о д е  они  недопустимы , н е о б х о д и ­
м о  т а к о е  п р е о б р а з о в а н и е  э к в и в ал ен тн о й  схемы: п о с л е д о в а те л ь н о  
с  и с т о ч н и к а м и  ско р о сте й  вкл ю ч аем  небольш ие м ехан и чески е  с о ­
п р о т и в л е н и я  и п р е о б р а з у е м  источники скорости  н источники  уел-

Рис. 3.9. Э к в и в а л е н т н а я  с х е м а  ш а р н и р н о г о  соед инения  т е л а  с н е п о д ­
в и ж н ы м  о сн о в а н и е м  при и сп о л ьзо ван и и  узл о в о г о  м етода .



ли »  т а к ,  к а к  эт о  бы ло  п о к а за н о  н а  рис.  3.8. П р е о б р а з о в а н н а я  
э к в и в а л е н т н а я  схем а  п р ед ст авл ен а  н а  рис.  3.9. В ы р а ж е н и я  д л я  
о п р е д е л е н и я  в е к т о р а  невязок  с л е д у ю щ и е :

у з е л  1: —  ^ + ( Ф 1 —  ф"- 1 ) ( " * /д 0  +  Ф1 / ^  —  Фз^и sin (ф4 +

Ч- a)lrx = l 1*.
у з е л  2:  — F y +  (фа —  фЦ“ 1) ( « М О  +  Фi l r y  +  Ф з 'и  cos (ф4 +

-I- о)!гу =  / 2;

у з е л  3:  —  М  +  (<Гз —  ф ! Г ') +  (— Ф ^ и ^ п  (ф< +  « )/> *  +

-!- Ф1 ¡гх ) г ц  sin (ф4 -¡- а) +  (ф3гп  co s  (ф4 -|- а ) / г у  +
-\ 4‘2/ry)rn cos (ф4 +  а) =  /3;

у з е л  4: —  1ф3 -|- (ф< —  Ф4' 1) • “  U -

Э л ем ен ты  м а т р и ц ы  Я коб и  о п р е д е л я ю т с я  д и ф ф е р е н ц и р о в а н и е м  
э л ем ен то в  в е к т о р а  невязок:

I/, x — dh/d  ф! =  ш / Д / +  !//■*; 

i/i2=<?/i/^2=0; 
у 13 =  (?/,/(5фз =  — г ц  э т ( ф 4+ а ) ;

1/Н  =  (?/ |/<9ф*- — ф3Гц С08(ф4 +  а ) / г* и т. д.

Преобразования эквивалентной схемы, выполняемые 
для снятия ограничений в узловом методе, не всегда 
удобны для пользователя, более формально подобные 
ограничения снимаются в модифицированном узловом  
методе. Он получается, если базис узлового метода р а с ­
ширить переменными типа потока управляющих ветвей 
и источников типа разности потенциалов.  Поскольку уве ­
личивается количество неизвестных, соответственно д о л ­
жно увеличиться количество уравнении.  Уравнения узл о­
вого метода дополняются компонентными уравнениями 
управляющих ветвей и источников типа разности потен­
циалов. Аддитивный вклад модели в левую и правую ч а ­
сти системы уравнений Я (X) ДХ =  — F ( X ) :

'0  0 г "Дф/ / Е
0 0 —1 Дфа ; - I В
1 —1 0 M e _ (ф ! —  Фз) —  Е

Здесь ф1 и фг — потенциалы узлов 1 и 2, к которым под­
ключен источник; /е  — ток, протекающий через источник 
(значения /к  определяются по результатам предыдущих 
итераций);  Л — приращения соответствующих перемен­
ных.
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Рыс. <?./0. Э к в и в а л е н т н а я  схем а т р а н с ф о р м а т о р н о г о  типа 
связи.

П ри м ер  у р а в н е н и й  тр ан с ф о р м а т о р н о й  св я зи ,  с ф о р м и р о в а н н ы х  по 
м о д и ф и ц и р о в а н н о м у  у зл о в о м у  м етоду .  С х е м а  т р а н с ф о р м а т о р н о й  
св я зи  п р е д с т а в л е н а  н а  рис.  3.10, а в к л а д  в у равнение:
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дф4

Л«г, '
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Лфэ
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- 1,
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( ф | - ф а )  - / ( Ф з — ф|)

Достоинство модифицированного узловэго м е то да— 
получение ММС сравнительно невысокого порядка при 
практически любых зависимых ветвях, недостаток — ди­
скретизация компонентных уравнений реактивных вет­
вей методами интегрирования, в результате чего смена 
метода интегрирования может привести к необходимости 
смены всех подпрограмм элементов, содержащих реак­
тивные элементы,  т. е. библиотека методов интегрирова­
ния САПР в этом случае жестко связана с библиотекой 
моделей элементов.

3.6. М етод переменных состояния

Базис метода переменных, характеризующих состо­
яние системы, или более коротко— метода переменных 
состояния, составляют переменные типа потока через 
элементы типа С (1с),  переменные типа разности потен­
циалов на элементах  типа Ц и ^  и производные пере­
менных состояния. Из уравнений обобщенного метода 
формирования М М С  уравнения метода переменных со­
стояния могут быть получены путем предварительного 
исключения из вектора неизвестных всех переменных, 
кроме ¡с, и производных переменных состояния.



Рис. 3.11. Г р а ф  м еханической  с и с т е м ы  с вы де ле нн ы м  н о р м а л ь н ы м
д е р е в о м .

В этом методе предварительная алгебранзации к о м ­
понентных уравнений не требуется,  поэтому при п р о г р а м ­
мной реализации метода библиотека ММ элементов не 
связана с библиотекой методов интегрирования.

Отличительная особенность метода — возможность 
получения системы дифференциальных уравнений, я в л я ­
ющейся ММ технического объекта,  в нормальной ф орме  
Коши, т. е. разрешенной относительно производных. Эта 
возможность появляется благодаря тому, что в базис ме­
тода входят переменные 1с и V ^  (формулы интегрирова­
ния пока не учитываем),  которые определяются д л я  со­
ответствующих элементов согласно уравнениям / с  =  
= С ( й и с/Ш), и 1 =1((И,.1Ш).

Разрешив ММС относительно 1Г н (//,, а затем вы ­
полнив деление частей уравнений па С или получим 
систему уравнений в нормальной форме Коши.

В отличие от табличного метода,  для которого ф у н д а ­
ментальное дерево графа эквивалентной схемы в ы б и р а ­
лось из условия минимальной насыщенности М-матрицы,  
в методе переменных состояния используется н о р м а л ь ­
ное дерево графа (рис. 3.11) — фундаментальное дерево,  
в которое ветви включаются согласно следующему п р и о ­
ритету: типа Е, типа С, типа И, типа Ь и типа I. И с п о л ь ­
зование такого дерева позволяет упростить процедуру 
получения системы уравнений в нормальной ф о р м е  
Коши.



3.7. Математические модели технических объектов 
для получения частотных характеристик

Д л я  многих технических объектов, описываемых 
системой линейных дифференциальных уравнений, необ­
ходимо получение амплитудно-частотных и фазочастот­
ных характеристик (АЧФ и ФЧХ). Часто ЛЧХ и ФЧХ 
определяют для объектов,  описываемых системами не­
линейных дифференциальных уравнении в режиме мало­
го воздействия, в котором возможна линеаризация нели­
нейностей.

Получение ЛЧХ и ФЧХ возможно на основе уравне­
ний, сформированных для  анализа объекта во временной 
области,  т. е. ММС п виде системы дифференциальных 
уравнений,  при подаче па вход объекта гармонического 
воздействия.  Но такой подход связан с большими затра­
тами машинного времени, поскольку необходимо решать 
М М С  для ряда частот входного воздействия из заданно­
го частотного диапазона.  Поэтому для получения ЛЧХ и 
ФЧХ разрабатываются специальные модели и методы.

Численный метод анализа  частотных характеристик. 
Поскольку модель технического объекта предполагается 
линейной, целесообразно записать ее относительно при­
ращений:

d V ld t=  BV +  DU, (3.11)
где V — вектор приращений переменных состояния от­
носительно значений этих переменных без воздействия 
сигнала (в статическом состоянии); U — вектор перемен­
ных составляющих входных воздействий; В и D — посто­
янные матрицы.

Учитываем, что V(0)  =  0, и применяем преобразова­
ние Лап ласа  к (3.11):

/ïV(/>) =  BV(/>) +  DU(p) ,  (3.12)

где V(;j ) и U(/;) — преобразованные по Лап ласу векто­
ры V ( 0  и и (/).

Заменив р в (3.12) па /си, получим модель объекта в 
частотной области:

(/col — В ) V (/со) =  DU (/(о), (3.13)
где I — единичная матрица того же порядка, что и мат­
рица В.

Решение этой системы уравнений позволяет опреде­
лить значение V(/îo) д л я  избранного ряда частот. По­



строение АЧХ и ФЧХ сводится к нахождению модуля и 
аргумента комплексного значения У(/ю) = а ( ш )  -Ь/Ь(со) 
на заданных частотах ы при единичной амплитуде воз­
действия.

Метод полиномиальных коэффициентов.  Так как м а­
тематическая модель объекта линейна,  то и Выхг= В 1У-|- 
+  О, и ,  где 11вых — вектор приращений тех фазовых пере­
менных, которые считаются выходными для объекта.

Применяя преобразование Л а п л а с а  и учитывая 
(3.12), получим

и „ ы * = Н < р ) и ( р ) ,  

где Н(р)  =  В,{р1 — В) ' 0 ^ - О, — матрицы передаточных
функций объекта.

Элементы матрицы Я ^  =  ( /выхг(Р) /^ ;  суть функции 
передачи от ¡-то входа к ¿-му выходу.

Эти функции можно Представить как отношение двух 
полиномов относительно р:

и  °0 +  д1 Р -Ь °2Ра +  • • • +  атпРт /о 144
М Ь0 +  Ь̂ р 4 " &гРа +  • • • +  ЬпРп

Если коэффициенты а* и Ь} предварительно определя­
ют численно, то имеем метод полином иальны х коэффици­
ентов. Вычисление коэффициентов полиномов весьма тру­
доемкая задача,  но она выполняется однократно для э к ­
вивалентной схемы заданной конфигурации и при зад ан ­
ных параметрах элементов, и затем для  определения з н а ­
чения функции передачи на любой частоте достаточно
воспользоваться формулой (3.14). Недостаток этого ме̂ -
тода состоит в быстром росте погрешностей вычислении 
при увеличении размерности задачи.

Символический метод. Здесь большая часть действии 
по определению коэффициентов а* и Ь) производится в 
общем виде, т. е. выполняются операции над символиче­
скими обозначениями, в результате чего и Ь] в ы р а ж а ­
ются не через конкретные значения параметров элемен­
тов, а через их символические обозначения.  Этот метод 
еще более трудоемкий, чем метод полиномиальных коэф­
фициентов, но зато появляется возможность определения 
частотных характеристик с. использованием (3.14) при 
произвольных значениях параметров элементов после од ­
нократного получения коэффициентов а{ и Ьу, кроме того, 
наблюдается меньший рост погрешности с возрастанием 
размерности задачи для объектов, представляемых экв и­



валентными схемами средней и большой сложности (бо­
лее трех десятков узлов).  Однако в большинстве про­
грамм анализа  используется численный метод анализа 
частотных характеристик [путем решения системы (3.13)], 
поскольку затраты  времени на получение коэффициентов 
а,- и Ь] резко возрастают с ростом сложности эквивалент­
ной схемы (пропорционально п4, где п — порядок систе­
мы уравнений) .

Численный метод может быть реализован не только 
для объектов,  описываемых системой уравнений в нор­
мальной форме Коши,  как это было показано для (3.11). 
Любой из вышерассмотренных методов формирования 
ММС во временной области может быть адаптирован 
для получения М М С  в частотной области. Д л я  этого до­
статочно ММ элементов для временной области заме­
нить моделями д л я  частотной области, поскольку тополо­
гические уравнения остаются без изменений.

Компонентные уравнения для простейших элементов 
типа И, С, Ь.соответственно /  =  £//#; /  =  /соС6?; £/ =  / м И ,  
где и  и 1 — преобразованные по Фурье переменные со­
ставляющие соответствующих фазовых переменных.

3.8. Математические модели технических объектов 
при моделировании на метауровне

К основным типам сложных технических объектов, 
подходы к моделированию которых на метауровне раз ­
личны (см. книгу 1), можно отнести объекты, являющи­
еся предметами исследований теории автоматического 
управления (ТАУ),  и объекты, моделируемые как систе­
мы массового обслуживания.

Модели объектов ТАУ. Поведение сложного техни­
ческого объекта  в этом случае описывается системой 
обыкновенных дифференциальных уравнений. Классиче­
ские методы ТАУ развиты для случаев отсутствия или ог­
раниченного числа нелинейностей в моделях безынерци­
онных элементов. При использовании моделей ТАУ в 
САПР эти ограничения могут быть сняты.

Д л я  решения таких задач можно использовать спе­
циализированные программы, реализующие классические 
методы ТАУ, или универсальные программные комплек­
сы. Специализированные программы просты, но, как уже 
было отмечено, классические методы вносят ряд огра­
ничений. Д л я  применения универсальных программных



комплексов с входными языками, ориентированными на 
описание эквивалентных схем, нужна методика пр ив ед е ­
ния поставленной задачи к таким схемам.

Рассмотрим методику такого приведения для сл учая  
задания исходного описания на примере задачи о п о с а д ­
ке самолета в виде системы обыкновенных диф ф ер ен ц и ­
альных уравнений. Эта методика аналогична методике 
составления структурных схем объектов для последую­
щего анализа па A I M .  Она основана на установлении 
соответствий между членами (слагаемыми) исходных 
уравнений и элементами эквивалентных схем, допусти­
мых с позиций входного языка программного комплекса.

При ряде допущений, характерных для метауровня,  
уравнение высокочастотных колебаний в продольном 
движении самолета при посадке имеет вид

йЩ() , п d»0 ( 0  , 2 d0 (/) , r  2 ¿6 ( 0  , ,
— ¿ ¡ Г -  I- d(* - Г  Щ " d(—  =  K l  O0)o — J t-------- Г  Aft)0 O ( i ) .

где 0(i )  — угол тангажа;  £ — коэффициент д ем п ф и р о ва ­
ния высокочастотных колебаний; too — резонансная ч а ­
стота колебаний; k — коэффициент усиления высокоч а­
стотных колебаний; Т0 — траекторная постоянная в р е м е ­
ни; b ( t ) — отклонение руля высоты (внешнее воздейст­
вие на объект) .

Кроме того, угол тангажа 0 и высота h связаны д и ф ­
ференциальным уравнением

т  dVi(t) , dh(t)  ,

где V — скорость движения самолета считается постоян­
ной.

Алгоритм составления структурной схемы выглядит 
так:

Э т а п  1. Разрешение уравнений относительно с т а р ­
ших производных:

*в(о пГм ¿гт  2 ¿о«) hT  2 d m
и /з ~  л /з  м  к !  0(Оо и ,

0(0 .

-  Afiiuo — ¿ ¡i ^ 0  — J t г  « I 0 ^0  — J f

-f
d»A(/) 1 dh(t)

<1Р Г0 Ш 1 Г0
Э т а п  2. Определение суммы в правой части у р а в ­

нении с помощью сумматора (считается, что слаг аем ые 
известны).



Рис. 3.12, С х е м а  р е ш е н и я  п р е д л а г а е м о й  системы  у р авн ен и я .

Э т а п  3. Получение производных меньших порядков 
и зависимостей необходимых переменных от времени пу­
тем последовательного интегрирования.

Э т а п  4. Выполнение этапа 2, так как теперь слага­
емые в правой части действительно известны (установ­
ление обратных связей).

Составим схему решения предлагаемой системы урав ­
нения по данной методике (рис. 3.12). Если будем иметь 
блоки, выполняющие сложение, интегрирование, диффе­
ренцирование (для вычисления производной отклонения 
руля высоты) и передачу сигналов с заданными коэф­
фициентами,  то сможем решить поставленную задачу. 
Блок сложения можно выполнить на основе резистора с 
номинальным значением, равным единице сопротивле­
ния, параллельно которому включены источники тока 
(рис. 3.13). Тогда значения тока и напряжения на резис­

торе равны значению суммы токов источников. Операция 
вычитания выполняется изменением направления тех ис-



Рис. 3.13. С хема  
с у м м а т о р а .

Рис. 3.14. С х е м а  
б л о к а ,  в ы п о л н я ю ­
щ е г о  д и ф ф е р е н ц и ­
р о в а н и е  перем ен­

ной.

точников тока,  которые соответствуют переменным, ис­
пользуемым со знаком минус.

С помощью этой же схемы можно реализовать сов ­
местно с выполнением сложения и передачу сигналов с 
заданными коэффициентами, если для  зависимых источ­
ников тока использовать компонентное уравнение вида 
¡ —кХ, где к — коэффициент передачи соответствующей 
переменной X.

Блок, выполняющий интегрирование, представляет 
собой зависимый источник тока и емкость,  соединенные 
параллельно. Если вместо одного источника тока п а р а л ­
лельно включить несколько источников тока, то получим 
блок, выполняющий суммирование и интегрирование.

Дифференцирование можно выполнить с помощью 
блока, показанного на рис. 3.14. Зависимый источник 
тока (его значение равно переменной, которую необхо­
димо продифференцировать) нагружен  на индуктивность 
с номинальным значением, равным единице. В этом слу­
чае, согласно компонентному уравнению индуктивности, 
напряжение на индуктивности будет равно производной 
тока.



Используя рассмотренные блоки, получим эквивалент­
ную схему для исходной системы уравнений (рис. 3.15), 
где — А?(0 о6 (/),  1% -- кТцсоофб, /я — — соофд,' / 4— — 2 £о)0ф2> 
А', —ф1* /б  — ф2’ ^7 — фЗ’ 1б — 6 ( 0 ’ Л> — V7/7^0ф4? /ю  =  —  1 /7 40ф7» 
/ и  ~  фб; / 1 2 : - Ф? и потенциалы узлов ф 1 ^=^30(О /Л3; Ф2 •=

< Р В ( 1 ) ( Ш 2 ; ф3 = с!0(О/Л; Ф4 -  0(0.’ ф5 =  ^ б (о /Л ; фй -- 
~  ¿2Л(0ДЙг; ф7 -= ^ /г (0 /^ ;  ф8 =  Л(0.

Начальные условия для решения задаются в виде на­
чальных напряжений  па емкостях интеграторов.

Зависимые источники тока не накладывают никаких 
ограничений на вид функциональных зависимостей, поэ­
тому решаемые таким образом системы дифференциаль­
ных уравнений могут быть нелинейными.

Д л я  пользователя САПР удобно представлять объект 
анализа в виде исходной структурной схемы (см. 
рис. 3.12). В функции разработчика С А П Р  в этом случае 
входит написание подпрограмм соответствующих блоков.

Подобный подход к решению систем дифференциаль­
ных уравнений применим и к системам, не разрешенным 
относительно старших производных. Предположим, что 
ММ какого-либо объекта или процесса суть следующая 
система уравнений:

хоУ-\-ху'-\-ух'=: 0 ; 
х ' —у'  1п * ' — 0  =  0 .

Преобразуем систему к виду
у '  = — ( е " +  (у !х )х ' ) ; 

х '  — у'  1п х ' + с .

Рис. 3.10. С т р у к т у р н а я  схема реш ения с и сте м ы  уравнений, не 
р а з р е ш е н н о й  относительно с т а р ш и х  прои зводн ы х .



Считая, что правые части 
уравнений известны, получим 
структурную схему решения 
этой системы (рис. 3.16).

Для решения этой системы 
уравнений помимо уже рас­
смотренных блоков необходи­
мы блоки, выполняющие пре­
образование сигнала в соответ­
ствии с заданной функцией, деление и умножение двух 
сигналов. Такие блоки удобно реализовать в виде много­
полюсников. Например,  блок умножения двух сигналов 
представляет собой четырехполюсник (рис. 3.17). Адди­
тивный вклад в систему уравнений Я ( Х ) Д Х -  -  Т ( Х ) :

Д<рх'
' у  х  0 0 ' Дер., У' Х

- у  — х  0 0 Дфз - - Ц - Х
Дф4

Нулевые элементы в строках матрицы Якоби обусловле­
ны однонаправленностью модели. Выходной сигнал пред­
ставляет собой зависимый источник тока с компонент­
ным уравнением 1 =  х у .  Подключая к базовому узлу по­
люс 4 модели, будем иметь источник тока со знаком 
плюс, подключая полюс 3 — со знаком минус.

ф  П рим ер  б л о к а ,  в ы п о л н я ю щ е го  п р е о б р а з о в а н и е  с и г н а л а  в соот­
ветствии с з а д а н н о й  ф ункцией . П у с т ь  н е о б х о д и м о  вы п олн и ть  
пр ео б р аз о в ан и е  с и г н а л а  но ф о р м у л е  1  =  е у, т о г д а  м о ж н о  и сп о л ь ­
з о в а т ь  за в и с и м ы й  и сточ ник  то к а  с к о м п о н е н т н ы м  у р ав н ен и ем  
/  =  с х р ( у ) .  В к л а д  в с и с т е м у  уравнении

о 0 0
1

Лер, 0

с у 0  0 М'2 с"

- е "  0  0 _ЛЧз_ - е ?'

Моделирование объектов ТЛУ, представленных в виде 
набора стандартных звеньев, практически не отличается 
от рассмотренного выше подхода, поскольку ка ждое зве­
но описывается соответствующим дифференциальным 
уравнением. Рассмотрим апериодическое п колебатель­
ное звенья.

*г  -  - х -  у 
-  ■ о 4

Рис. 3.17. С х е м а  б л о к а ,  вы. 
п о л н я ю щ е г о  п ер ем н о ж е н и е  

п е р е м е н н ы х .



к / Т

ч

1 - 1
б

Я
-п и -

О- кх ^вых =  У

Рис. 3.18. С хема  ап ер и о д и ч еск о го  ;шон:1 : 
а — с т р у к т у р н а я  сходы; а — у ж 'ктр оии ьн )  экимин.тсн I .

А п е р и о д и ч е с к о е  з в е н о  о п и с ы в а е т с я  д и ф ф е р е н ц и а л ь ­
н ы м  у р а в н е н и е м

(ЗЛ5)
гд е  х  —  в х о д н о й  си гн ал ;  // —  в ы х о д н о й  сигнал;  А — статический  
к о э ф ф и ц и е н т  п ередачи ;  Т  -  п о с т о я н н а я  времени звена,

Э т о м у  у р ав н ен и ю  с о о т в е т с т в у е т  э к в и в а л е н т н а я  схем а  
рис. 3 ,18, а.

В т о р о й  в а р и а н т  п р е д с т а в л е н и я  ап ер и о д и ч еско го  зв е н а  с о ­
с т о и т  б п о д б о р е  со о тв е тств у ю щ ей  эл ек тр о н н о й  схемы, т а к  к а к  
и зв е с т н о ,  что  К С -ц еп о ч ка  (рис. 3 .1 8 ,6 )  я в л я е т с я  апериодическим  
з в е н о м  с  к =  1. Е сл и  на в ходе  ц еп о ч к и  постави м  зав ис и м ы й  и с ­
т о ч н и к  н а п р я ж е н и я  с ком понентны м  у р ав н ен и ем  Е = к х ,  то п о л у ­
чим з в е н о ,  о п и с ы в а е м о е  уравн ен и ем  (3 .15).

К о л е б а т е л ь н о е  з в е н о  о п и с ы в а е т с я  с л е д у ю щ и м  д и ф ­
ф е р е н ц и а л ь н ы м  уравнением:

Т * -^ $ -- \ -2 1 Т Л Уг +У = кх,

гд е т —  п о с т о я н н а я  времени; £ — к о эф ф и ц и е н т  з а т у х а н и я  ( £ <  
<  1); к —  к о э ф ф и ц и е н т  усиления.

Д л я  э т о г о  з в е н а  т а к ж е  м о ж н о  п олучить  со о тв е т с т в у ю щ у ю  
с т р у к т у р н у ю  схем у, но с точ ки  з р е н и я  з а т р а т  м аш ин н ого  в р е м е ­
ни и п а м я т и  экономичнее б у д е т  зве но ,  п р ед ст ав л ен н о е  э л е к т р о н ­
ной с х е м о й  (рис. 3.19) с з а в и с и м ы м  источником  н а п р я ж е н и я  на 
вх о д е .

Рассмотрим объединение блоков в систему при ис­
пользовании узлового метода. Д л я  узлового метода в ка ­

честве аргументов для з а ­
висимых источников тока 
(допустимы только источ­
ники тока) могут исполь­
зоваться узловые потен­
циалы. Значение тока 
зависимого источника со­
ответствует выходной пе­
ременной для многих бло-

'•ы х  “  У

С х е м а  к о лебательного  
зве на .



ков, например для блока умножения.  Если эта п ерем ен­
ная затем поступав на сумматор, интегратор или д и ф ­
ференцирующий блок, то источник тока непосредственно 
подключается к резистору, емкости или индуктивности 
(именно эти элементы, как мы уже убедились, в ы п о л н я ­
ют соответствующие функции при параллельном п о д к л ю ­
чении к ним источников тока) .  Если выходная перем ен ­
ная блока используется как аргумент для зависимого 
источника тока, то выход блока (источник тока) п о д к л ю ­
чается к резистору с номинальным значением, ра вным 
единице. В этом случае значение напряжения па рези сто ­
ре равно значению тока, т. е. равно выходной переменной 
и может быть использовано в качестве аргумента 
для зависимого источника тока.

Таким образом, для моделирования объектов Т А У  
возможно применение программных комплексов а н а л и з а  
динамических систем макроуровня.

М атематическое м одели рован ие  систем м а с с о в о го  
обслуж ивани я. Математическое моделирование систем 
массового обслуживания (СМО) может быть ан ал итиче ­
ским и имитационным. При аналитическом модел ирова­
нии модели СМО могут быть получены при использо­
вании допущений, каждое из которых приводит к у м е н ь ­
шению степени их адекватности. Поэтому, несмотря на 
то, что аналитические модели очень экономичны, о сн о в ­
ным универсальным методом исследования СМО я в л я ­
ется имитационное моделирование.
■  П р и м е ч а н и е .  П ри н ц и п ы  и м и т а ц и о н н о г о  м о д е л и р о в а н и я  бы*

л и  и з л о ж е н ы  в книге 1.

Рассмотрим некоторые вопросы более подробно.
При моделировании СМО различают два типа э л е ­

ментов: заявки и обслуживающие аппараты.
Поток заявок характеризуется временами поступле­

ния заявок. В общем случае поток можно рассматривать 
как случайный процесс, задаваемый функцией р а с п р е ­
деления промежутков времени между моментами поступ­
ления двух соседних заявок. Основной характеристикой 
потока заявок является интенсивность равная ср е дн е ­
му числу заявок, поступающих в единицу времени ( 1 /А =
— Т  — средний интервал времени между поступлениями 
двух соседних заявок).

Работа обслуживающего аппарата характеризуется 
длительностью обслуживания заявки — промежутком



Рис. 3.20. И л л ю с т р а ц и я  
к  о п р еделению  с л у ч а й ­
ной величины,  р а с п р е д е ­
лен н о й  по п р о и з в о л ь н о ­

м у  зак о н у .

Рис. 3,21. С х е м а  п ростей ш ей  си ­
стемы м ассового  о б с л у ж и в а н и я :

ГЗ  — ген ератор  э пяпо к ;  О  — о ч е р е д ь  к 
о б с л у ж и в а ю щ е м у  а п п а р а т у  ОА.

времени, необходимым для обслуживания. В общем слу­
чае это случайная величина, характеризуемая некоторым 
законом распределения. Математическое ожидание этого 
закона распределения — среднее время обслуживания ц 
заявки.

Законы распределения случайных величин при моде­
лировании СМО могут быть произвольными, но наиболее 
часто используются распределения экспоненциальное, 
/¿-распределение Эрланга,  нормальное. Моделирование 
последовательности случайных чисел (в СМО это интер­
валы времени между поступлениями заявок и времени 
обслуживания) ,  распределенных по заданному закону, 
выполняется па основе программного датчика случайных 
чисел с равномерным распределением в интервале от О 
до 1. В основе построения датчика лежит теорема, утвер­
жд ающая,  что если величина X имеет плотность распре­
деления ¡(х), то величина

Г ( У ) ^ - \ Г ( Х ) й Х  (3.16)

распределена равномерно в интервале [0 , 1], т. е. задавая 
Р( У)  и решая (3.16) относительно у, получим случайные 
числа с требуемой плотностью распределения ¡(х).

Уравнение (3.16) может быть решено графически, как 
это показано на рис. 3.20, где р ( X )  — функция распреде­
ления; X  — случайная величина с законом распределе­
ния Р( Х) ;  /? — случайная величина, равномерно распре­
деленная в интервале [0 , 1].

Для некоторых законов распределения данный способ 
может быть реализован аналитически. Например,



для экспоненциального распределения  /■’ (К) =  %

Разрешая это уравнение относительно У, получим У ---
- : — (1/Х) 1п (1 - /?). В данное уравнение подставим зна­
чения равномерно распределенной в интервале [0 , 1 ) ве­
личины Я, в результате определим значения У — величи­
ны с плотностью распределения ¡(У)  Ле*1';

для к-распределения Эрланга  значения случайной ве-
I к

личины У ---------гДе ^ — порядок распреде-

для нормального распределения значения случайной ве­

личины У — о уУ  1 2 / н ^ / ? ; — п/2^ - \ - М у , где п > 6  доста­

точно для практических целей, М у и а у — математическое 
ожидание и среднеквадратичное отклонение случайной ве­
личины У.

ф  П рим ер  м о д е л и р о в а н и я  простейшей С М О  (рис .  3 .2 1 ) .  Г е н е р а то р  
з а я в о к  Г З  н ы р а б а т ы в а е т  з а я в к и  в с о о т в е т с т в и и  с  тр е б у е м ы м  з а ­
коном.

П р е д п о л о ж и м ,  что длина о ч е р е д и  не о гр а н и ч е н а .  З а д а д и м с я  
д и сциплиной  о б с л у ж и в а н и я  з а я в о к ,  с т о я щ и х  в очереди: пу сть  
о б с л у ж и в а н и е  вед е тся  по принципу « р а н ь т е  приш ел ,  р а н ь ш е  о б ­
с л у ж ен » .  Н ели  —  момент п о с т у п л е н и я  г-н з а я в к и  на в х о д  О, 
т о  вр ем я  в ы х о д а  з а я в к и  из ОА, ; ^ - Н  (, гд е  —  в р е м я  
п р е б ы в а н и я  з а я в к и  в очереди, q¡ —  в р е м я  о б с л у ж и в а н и я  1-й з а ­
яв к и  в ОА ((, и <?, оп ределя ю тс я  н о  с о о т в е т с т в у ю щ и м  з а к о н а м  
генерации н о б с л у ж и в а н и я  з а я в о к ) .  Н е о б х о д и м о  о п р е д е л и т ь  И7,-. 
Б у д е м  сч ит ать ,  что в момент в р е м е н и  / =  0  в С М О  нет ни о дной  
з а я в к и ;  з н а ч и т ,  №¡ =  0, т. е. в р е м я  п р е б ы в а н и я  в очереди  с а м о ­
го  первого  т р е б о в а н и я  равно  нулю, т о г д а

где ^< =  / ¿ + 1 — —  и н тервал  времени м е ж д у  п о с т у п л е н и я м и  д в у х  
соседних з а я в о к .

С о о т н о ш е н и я  (3.17)  и л л ю с т р и р у ю т с я  рис. 3.22. Н а  рис. 
3.22, а  ( 1 + 1 ) -я з а я в к а  поступает  в м о м е н т ,  к о г д а  ОА  з а н я т  о б ­
с л у ж и в а н и е м ,  причем соотношение (3 .17 )  с п р а в е д л и в о  в л ю б о м  
случае,  о б с л у ж и в а е т с я  ли ¡-я з а я в к а  и ли  к а к а я -л и б о  из п р е д ы ­
д у щ и х  з а я в о к .  Н а  рис. 3.22, б О / 1 с в о б о д е н  в м омент  п р и х о д а  
0 4 - 1)-й з а я в к и .

Т аки м  о б р а з о м ,  появля ется  в о з м о ж н о с т ь  вы ч ис лять  
п о сл ед о в а тел ьно ,  нач и н ая  с первой з а я в к и .

0

I I
лення;

П

если -1- —  1]; >  0; 

если  Ш, —  <  0 ,



Поступление Выборке Поступление Выход из ОА
/•й заявки /-й заявки из О (/ + 1)-й заявки /-й заявки

W.1
п1

Поступление Выборка Выход из ОА Поступление
Лй заявки /*й заявки из О /*й заявки (/ + 1 ) -й заявки

W.1 qi

Рис. 3.22. П оступление  з а я в о к  в систему: 
а  — ОА занят ;  б — ОА св о боден .

А лгори тм  м о д е л и р о в а н и я  СМ О (см. рис.  3 .21) состоит из с л е ­
д у ю щ и х  э т а п о в :

Э т а п  1. Г е н е р а ц и я  случайной  вели чи н ы  ц,- и в ы ч исле­
ние ti.

Э т а п  2. О п р ед е ле н и е  q\.
Э т а п  3. В ы ч исление  F,-.
Э т а п  4. В ы ч и слен и е  0<.
П о д а в а я  н а  в х о д  системы д о с т а т о ч н о  бол ьш о е  количество 

з а я в о к  ( 1 0 2— 1 0 ’),  м о ж н о  со б р а ть  с т ат и сти ч еск и е  свед ения  д л я  
о п р е д е л е н и я  с л е д у ю щ и х  х ар а к т е р и с т и к :  загрузка  ОА р — Тз/Т, 
гд е  Т я —  в р е м я  р а б о т ы  ОА, Т —  в р е м я  м о д е л и р о в а н и я ;  коэффи­
циент простоя k  =» 1 — р; количество яаявок, обслуженных ОА; 
средняя  и м а к си м а льна я  длина очереди; среднее и максималь­
ное врем я  ож идания  в очереди; среднее и максимальное время  
пребы вания  в  системе.

Как видно на примере даже простейшей СМО, для 
моделирования необходимо составление алгоритма, син­
хронизирующего события, происходящие в системе, и вы­
являющего события,  которые должны быть очередными. 
Продвижение текущего модельного времени удобно вы­
полнять с помощью событийного метода, Заключающего­
ся в составлении для всех генераторов заявок и обслу­
живающих аппаратов списки будущих событий (СБС).  
Момент наступления текущего события в СМО опреде­
ляется минимальным значением момента времени из 
списка будущих событий. Кроме событий, непосредствен­
но влияющих па работу системы, в СБС заносятся также 
моменты времени печати статистических сведений и 
окончания моделирования.



Рис. 3.23. П ри м ер  с п о со б а  п р о д в и ж е н и я  м о д е л ь н о г о  в р ем ен и  но
С Б С .

ф  П рим ер  с п о со б а  п р о д в и ж е н и и  м о д е л м ю ю  п р е м с н и  по С Б С  
(рис,  3 .23).  Д в а  ге н е р а т о р а  з а я в о к  Г З 1 и / ' 3 2 с т а в я т  з а я в к и  в 
очередь  О, из к о то р о й  последние  могут  быть о б р а б о т а н ы  о б с л у ­
ж и в а ю щ и м и  а п п а р а т а м и  О А { и ОА 2. С писок  б у д у щ и х  собы тий  
д л я  э ю й  системы  с о с т а в я т  (рис. 3 .24): м о м е н т ы  п о с т у п л е н и я  з а ­
я в о к  от Г З 1 ( ¿0  и от  ГЗг  ( ^ ) ;  м ом ен ты  в ы б о р к и  з а я в о к  из о ч е ­
реди а п п а р а т а м и  О А  ̂ (0 1 ) и О Л 2 ( в 2) ( сч и тае м ,  ч т о  о н и  с о в п а ­
д а ю т  с врем енем  о к о н ч а н и я  о б с л у ж и в а н и я  п р е д ы д у щ и х  . з а я в о к ) ; 
м оменты  печати  стат и сти ческ их  х а р а к т е р и с т и к  /ц Рч и м омент  
окон чан и я  м о д е л и р о в а н и я  (ти-

Н а  рис. 3.25, а  п о к а з а н о  состоя н и е  С Б С  в м о м е н т  в ы б о р к и  
з а я в к и  из очереди  п ервы м  о б с л у ж и в а ю щ и м  а п п а р а т о м .  Н а  р и ­
сунке  (» т е к у щ е е  в р е м я  м о д ел и р о ван и я  (в д а н н ы й  м о м е н т  / м =  
=  Н (). П осле  п о п а д а н и и  з а я в к и  в ОА\  с т а н о в и т с я  и звес тн ы м  
вр ем я  ее о б с л у ж и в а н и я  и соответственно  в р е м я  в ы б о р к и  и з  о ч е ­
реди  следую щ ей  з а я в к и  в ОА\.  П р о и с х о д и т  з а м е н а  з н а ч е н и я  01



в С Б С  и п р о и зв о д и т с я  о б р а щ е н и е  к б л о к у  0 с целы о у м е н ь ш е ­
н и я  о ч е р е д и  на ]. С писок  б у д у щ и х  собы тий  принимает  вид , п о ­
к а з а н н ы й  на рис.  3 .2 4 ,6 ,  где / M =  /i .  Теперь  п оступ ает  з а я в к а  от 
Г З i, в с о о тв е тс тв и и  с  з а д а н н ы м  з а к о н о м  ф о р м и р у ет ся  новое 
в р е м я  п о с т у п л е н и я  з а я в к и  о т  Г З  i, п р о и зв о д и т ся  его з а м е н а  в 
С Б С  и в ы п о л н я е т с я  о б р а щ е н и е  к  б л о к у  0 д л я  у величения  о ч е ­
р е д и  з а я в о к  на 1. С л и со к  б у д у щ и х  собы тии  при н и м ает  вид, п о ­
к а з а н н ы й  на рис.  3.24, в, гд е  / м =  ^2 . В ы п о л н я ется  о б р а щ е н и е  
к б л о к у  Ü д л я  увеличения  о ч е р ед и  на 1, ф о р м и р у ет ся  новый 
м о м е н т  t% и т. д.

Таким образом, алгоритм событийного моделирова­
ния определяет минимальное значение момента времени 
из С БС ,  этот момент времени соответствует событию, 
которое будет следующим в системе. В зависимости от 
того, что это за событие, алгоритм должен выполнить те 
или иные изменения в системе, обусловленные логикой 
работы ОА, на которые влияет данное событие, и доба­
вить соответствующие элементы в СБС.

Создание имитационных моделей возможно па основе 
универсальных алгоритмических языков, таких, как 
Ф О Р Т Р А Н ,  ПЛ/1 и т. п., по такой подход к моделиро­
ванию связан с весьма трудоемким процессом програм­
мирования и, кроме того, переход к исследованию повой 
СМО приводит к необходимости создания практически 
новой программы.  Поэтому разработан ряд алгоритмиче­
ских языков высокого уровня, предназначенных спе­
циально для  моделирования СМО, наибольшее распрост­
ранение среди них получили языки GPSS,  SOL, SIMULA 
С Л Е Н Г ,  СТАМ.

Н  П р и м е ч а н и е .  С о сновам и  я з ы к а  G P S S  м о ж н о  п о з н а к о м и т ь ­
с я  в к н и г е  7.

Краткие выводы

Д л я  получен и я  М М С  и сп о л ьзу ю т  м етод ы  обобщ енны й, т а б л и ч ­
ны й ,  т а б л и ч н ы й  м од и ф и ц и р о в ан н ы й ,  у зл о во й ,  у зловой  м о д и ф и ц и р о ­
в а н н ы й ,  к о н т у р н ы й  и переменных с о с т о я н и я .  Все м етоды  м огут  быть 
с ф о р м и р о в а н ы  из обобщ енного  п р е д в а р и т е л ьн ы м  исключением части 
п е р е м е н н ы х  и з  б а з и с а  метода .  Н а и б о л ь ш е й  р азм ер н о стью  х а р а к т е р и ­
зу ю т с я  М М С ,  полученны е о б о б щ е н н ы м  методом , н аи м ен ьш ей  — 
у з л о в ы м ,  к о н т у р н ы м  или переменных с о с т о я н и я  ( в  зав ис и м о сти  от 
к о н ф и г у р а ц и и  эк в и в а л е н т н о й  с х е м ы ) .  П рои звольн ы е ф у н к ц и о н а л ь ­
н ы е  з а в и с и м о с т и  д л и  элем ентов  си стем ы  допустим ы  в обобщ енном ,  
т а б л и ч н о м ,  т аб ли ч н о м  м о д и ф и ц и р о в а н н о м  и у зловом  м о д и ф и ц и р о ­
в а н н о м  м е т о д а х .  М е т о д  перем енны х с о с т о я н и я  по зво л я ет  получить  
М М С  и н о р м а л ь н о й  ф о р м е  Коши.



При со зд ан и и  пр о гр ам м н о го  о б е с п е ч е н и я  б и б л и о тек а  м о д е л е й  
эл ем ен то в  не б у д е т  с в я за н а  с б и б л и о т е к о й  м е т о д о в  численного  и н т е ­
гр и р о в а н и я ,  если восп о л ьзо ват ьс я  д л я  ф о р м и р о в а н и я  М М С  о б о б щ е н ­
ны м  м ето д о м  или м етодом  п е р е м е н н ы х  с о с т о я н и я ,  т а к  к а к  д л я  н и х  
не т р е б у е т с я  пред ва р ит ел ьн о й  д и с к р е т и з а ц и и  к о м п о н е н тн ы х  у р а в н е ­
ний р е а к т и в н ы х  ветвей.

При а н а л и з е  объ ектов ,  я в л я ю щ и х с я  п редм етом  и с с л е д о в а н и я  
ГЛУ, м о ж н о  в о сп о л ьзо в ат ьс я  м а т е м а т и ч е с к и м  и п р о гр а м м н ы м  о б е ­
спечением, с о зд ан н ы м  д л я  а н а л и з а  о б ъ е к т о в  м а к р о у р о в н я .

При а н а л и з е  объ ектов ,  я в л я ю щ и х с я  п р е д м е т о м  и с с л е д о в а н и я  т е о ­
рии м ассо в о г о  о б с л у ж и в а н и я ,  и с п о л ь з у ю т с я  в основном  м е т о д ы  с о ­
бы тийного  м о д ел и р о в ан и я .
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