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П РЕДИ СЛОВИЕ

В этой работе описаны основные принципы, задачи и мето­
ды классической механики. Основное внимание уделено матема­
тической стороне предмета. Хотя физическая основа рассматри­
ваемых моделей, а также прикладные аспекты изучаемых явле­
нии затронуты в значительно меньшей степени, авторы стреми- 

» изложить в первую очередь «рабочий» аппарат классиче- 
й механики. Этот аппарат содержится, в основном, в гла- 

1, 3, 4 и 5.
'л ава  1 посвящена основным математическим моделям 
гсической механики, которые обычно используются для опи­

сания движения реальных механических систем. Особое внима­
ние уделено изучению движения со связями, а также вопросам 
реализации связей в динамике.

В главе 3 обсуждаются группы симметрий механических си­
стем и отвечающие им законы сохранения. Там же изложены 

ичные аспекты теории понижения порядка систем с сим­
метриями, часто использующейся в приложениях.

Глава 4 содержит краткий обзор различных подходов к про­
блеме интегрируемости уравнений движения и некоторые наи­
более общие и эффективные методы их интегрирования. Указа­
ны разнообразные примеры проинтегрированных задач, состав­
ляющих «золотой фонд» классической динамики. Материал этой 
гл 1вы используется в главе 5, посвященной одному из наиболее 
результативных разделов механики — теории возмущений. 
Основная задача теории возмущений — исследование задач ме­
ханики, мало отличающихся от задач, точно проинтегрирован­
ных. Элементы этой теории (в частности, широко известный и 
применяемый «принцип усреднения») возникли в небесной ме­
ханике в связи с попытками учесть взаимные гравитационные 
возмущения планет Солнечной системы. К главам 4 и 5 при­
мыкает глава б, в которой исследована принципиальная воз­
можность интегрирования уравнений движения (в точно опре­
деленном смысле). Оказывается, интегрируемые системы яв­
ляются редким исключением и это обстоятельство повышает 
роль приближенных методов интегрирования, изложенных в 
'■лаве 5. Классическим вопросам небесной механики посвящена 
вторая глава. В ней рассмотрена интегрируемая задача 2-х тел,
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классификация финальных движений задачи 3-х тел, содержит­
ся анализ столкновений и вопросы регуляризации в общей зада­
че п гравитирующих точек, различные предельные варианты 
этой задачи. С точки зрения теории возмущений задача п тел 
обсуждается в главе 5; основное внимание уделено проблеме 
устойчивости Солнечной системы. Элементы теории колебаний 
механических систем изложены в главе 7.

Наш текст, конечно, не претендует на полноту. Он также не 
является учебным пособием по теоретической механике: в нем 
практически отсутствуют подробные доказательства. Основное 
назначение нашей работы — познакомить читателя с классиче­
ской механикой в целом — как с классическими, так и с самы­
ми современными ее аспектами. Необходимые доказательства, 
а также более подробные сведения читатель найдет в книгах и 
оригинальных работах по этому предмету, указанных в кон­
це данного тома.



Глава 1

ОСНОВНЫЕ ПРИНЦИПЫ КЛАССИЧЕСКОЙ МЕХАНИКИ

Для описания движения механических систем используют 
разные математические модели, в основе которых лежат раз­
личные «принципы» — законы движения. В этой главе перечис­
лены основные объекты и принципы классической динамики. 
Наиболее простой и важной моделью движения реальных тел 
является ньютонова механика, которая описывает движение 
свободной системы взаимодействующих точек в трехмерном ев­
клидовом пространстве. В § 6 обсуждается целесообразность 
рассмотрения с точки зрения ньютоновой механики усложнен­
ных моделей движения.

§ 1. Ньютонова механика

1.1. Пространство, время, движение. Пространство, в кото­
ром происходит движение, трехмерно и евклидово с ф и к с и р о ­
ванной ориентацией. Будем обозначать его Е 3. Зафиксируем не­
которую точку  оС£ 3 — «начало отсчета». Тогда положение каж ­
дой точки s  в Е 3 однозначно задается ее радиусом-вектором
os = r (начало вектора совпадает с точкой о, конец — с точкой 
s). Множество всех радиусов-векторов образует трехмерное 
линейное пространство R 3. Оно снабжено скалярным произведе­
нием <, >.

Время одномерно. Оно всюду обозначается i. Множество 
R = { t }  называется временной осью.

Движение (или путь) точки s — гладкое отображение А-*- 
где А — интервал оси вр ем ен и .  Будем говорить, что дви­

жение определено в и н т е р в а л е  Д. Каждому движению одно­
значно соответствует гладкая чоктор-функция г : Д->-/?3.

Скоростью v точки s в момент времени /бД называется про­
изводная dr/dl = r ( t )£R3. Очевидно, что скорость не зависит от 
выбора начала отсчета.

Ускорением точки называется вектор a = v — r(R3. Скорость 
и ускорение обычно изображают векторами с началом в точ­
ке s.
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Множество Е3 называют еще пространством положений 
точки s. Пара (s, v) называется состоянием точки, а множество 
E3X R 3{v} — пространством состояний.

5_______I

Рис. 1

Рассмотрим более общий случай, когда в пространстве Е3 
движутся п точек s b . . . ,  s„. Множество E3n = E3{s | } х . . .
. . . X £ 3{sn} называется пространством положения этой «сво­
бодной» системы. Если необходимо исключить столкновение 
точек, то Е3п следует уменьшить, вычитая из него диагонали

Л =  U{s, =  s;}. 
i<j

Пусть (гц г„) =  r£R3n — радиус-векторы точек s t, . . . » s R.- 
Движение свободной системы задается гладкими вектор-функ­
циями г (<) =  (г, (< ) , . . . ,  rn (t)). Аналогично определяется скорость

‘в =  г =  (г1, ...,r„) =  (D1, . . . ,  vn)eR3n
и ускорение

а  =  г =  (г„ . . . ,  гп) =  (Дц . . .»  an)£R3n.
Множество E3,,x R 3n{v} называется пространством состоя­

ний, а пара (s, v) — состоянием системы.
1.2. Принцип детерминированности Ньютона—Л апласа. Этот 

принцип утверждает, что состояние системы в любой фиксиро­
ванный момент времени однозначно определяет все ее движе 
ние (как будущее, так и прошлое).

Пусть в момент времени t 0 известно состояние системь 
(г0, 1>0). Тогда, согласно принципу детерминированности, извест 
но движение г (t), t£&c:R\ r ( t 0) =  r0, г {t0) =  r0 =  V0. Можн' 
вычислить, в частности,, ускорение г в момент времени t =  t 0r 
Тогда r { t Q) =  f ( t Q, r 0, r Q), где /  — некоторая функция, сущест 
вование которой вытекает из принципа Ньютона — Лаплас* 
Поскольку момент времени t Q можно выбрать произвольнс 
то для всех t будем иметь уравнение

r =  f ( t ,  г, г).
Это дифференциальное уравнение называется уравнение

Все ф ункции ,  встре чаю щ ий ся  в д и н а м и к е ,  мы считаем  глад ким и .
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движения или уравнением Ньютона. Наличие уравнения Нью­
тона (с гладкой вектор-функцией /: R { t } x R 3n{ r } x R 3n{r}-*-R3n) 
эквивалентно принципу детерминированности. Это — следствие 
теоремы существования и единственности из теории дифферен­
циальных уравнений. Функция f  в уравнениях Ньютона опре­
деляется обычно из экспериментов. Ее задание входит в опреде­
ление механической системы.

Приведем примеры уравнений Ньютона, 
а) Уравнение падения точки в пустоте около поверхности 

Земли (полученное экспериментально Галилеем (G. Galilei)) 
имеет следующий вид: г = —gez, где 9,8 м/сек2 (ускорение 
свободного падения), e z — единичный вектор вертикали. Траек­
торией падающей точки является парабола. Д

в) Гук (R. Hooke) показал, что уравнение малых колебаний 
тела, закрепленного на конце упругой пружины, имеет вид х = 
= —ах, а > 0 .  Постоянный коэффициент а зависит от выбора те­
ла и пружины. Эта механическая система называется гармони­
ческим осциллятором. А

я

^ m m s m — т

Рис. 2. Гармонически» осциллятор

Оказалось, что в экспериментах удобнее определять не 
ускорение f, стоящее в правой части уравнений Ньютона, а 
произведение mf-—F,  где пг — некоторое положительное число, 
называемое массой точки (раскрытие физического смысла по­
нятия массы не входит в задачу динамики). Так, например, в 
экспериментах Гука постоянная пга = с зависит от свойства уп­
ругой пружины, но не от выбора тела. Она называется коэф­
фициентом упругости.

Пара (s, m)  (или (г, т),  где г — радиус-вектор точки s) 
называется материальной точкой массы т. В дальнейшем мы 
будем часто обозначать точку s и ее массу m одной и той же 
буквой т. Если система материальных точек состоит из п то­
чек с массами гп\, . . . ,  т п, то уравнения Ньютона

г i =  / ,  (t, r lt . . . ,  г„, Л .........гп), 1 ^  i п,

можно переписать так:

n f i  =  F l (t, г, г), 1 < i < п.
Вектор Fi = m tfi называется силой, действующей на точку 

т „  «Слово сила не входит в основные законы динамики, ко­
торые мы только что указали. В действительности, можно обой­
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тись и без него»1). Эти уравненияоудем также называть урав­
нениями Ньютона.

c) Как установил Ньютон (I. Newton), если в пространстве 
есть п  материальных точек (г„ , (г„, т п), то на /-ук>
точку действует сила Fi =  ’2 l F lJ, гДе

Fkt== W  Гк"  г * '==г' — г *’ Y =  const > 0 .
Это — закон всемирного притяжения.  Д

d) При быстром движении тела в воздухе сила сопротивления 
пропорциональна квадрату скорости (закон Стокса). Уравнение 
падения тела в воздухе имеет, таким образом, следующий вид: 
m z  =  mg  — c z2, с >  0. Оказывается, всегда существует Ппти(<)т

t оо

равный У tngtc  и не зависящий от начального состояния. Д  
Принцип детерминированности имеет место и в релятивист­

ской механике. Классическую механику Ньютона отличает от 
релятивистской механики принцип относительности Галилея.

1.3. Принцип относительности. Прямое произведение £ 3Х 
X R { t }  (пространство-время) имеет естественную структуру 
аффинного пространства. Группой Галилея  называется группа 
всех аффинных преобразований E3x R ,  которые сохраняют про­
межутки времени и при фиксированных t(?R являются изомет­
риями Е3. Таким образом, если g  : (s, t ')  — преобразо­
вание Галилея, то

1) t a t p = t a tp
2) если t a =  tfi то | Sa — Sp | =  j sa — Sp |.
Группа Галилея, очевидно, действует в /?3 {г} X /?{<}. Приве­

дем три примера галилеевых преобразований этого пространства. 
Во-первых, равномерное движение со скоростью v:

g t(r ,  t) =  (r +  v t ,  t).
Далее, сдвиг начала отсчета в пространстве-времени:

g2(r, t) =  (r +  x * +  а).
Наконец, поворот осей координат:

gz(r , t )  = {G r , t ) ,  
где G : R 3-*-R3 — ортогональное преобразование.

П р е д л о ж е н и е  1. Каждое галилеево преобразование 
g : R 3X R-*-R3X R можно представить единственным способом в 
виде произведения g\gigi-

1! А ппель  (P. Е. A ppe l l )  [ 2 ! |  ( стр. 89) .  В о  вр ем ен а  Н ь ю т о н а  «силой» 
(лат .  v is)  н а з ы в а л и с ь  многие о б ъ е к т ы ,  н а п р и м е р ,  ускорен и е  точки. П р о и з в е ­
ден и е  м ассы  точки на к в а д р а т  ее  скорости  Л е й б н и ц  (G. W . L e ib n i tz )  н а з в а л  
v is  v iva  ( ж и з з я  сила) .  С о в р е м е н н ы й  терм ин  «сила» с о о т в е т с т в у е т  v is  m o tr ix  
( у с к о р я ю щ а я  сила)  \ Н ью то н а .
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Введем в Е3 «неподвижную» систему отсчета: зафиксируем 
точку об£3 и выберем три взаимно перпендикулярные оси. 
Каждое преобразование из группы Галилея переводит эту сис­
тему отсчета в другую систему отсчета, которая движется рав­
номерно и прямолинейно относительно первой. Такие системы 
отсчета называются инерциальными.

Действие группы Галилея на E3X R  можно продолжить до 
действия на Е*Х . . .  X E 3XR:  если g  : (s, t)-*-(s', t '), то g ( s i , . . .  
. . . , s n, t) =  ( s i ' , . . . ,  Sn,  t’).

Принцип относительности утверждает, что уравнения Нью­
тона инвариантны относительно группы преобразований Га­
лилея в инерциальной системе отсчета.

Этот принцип налагает ряд условий на вид правой части 
уравнения Ньютона, записанного в инерциальной системе коор­
динат. Так как среди галилеевых преобразований есть сдвиги 
оси времени, то силы не зависят от /:

=  Fi  (г, г), 1 -< i <  п.

Силы, зависящие от времени, могут появляться в ньютонов­
ской механике лишь в упрощенных моделях движения.

Среди преобразований Галилея есть сдвиги в трехмерном 
пространстве £*. Из однородности Е3 вытекает, что в инерци- 
альных системах отсчета силы завиелт лишь от относительных 
координат г*—Г/. Из инвариантности уравнений Ньютона отно­
сительно подгруппы равномерных движений g\ следует, что 
силы зависят также лишь от относительных скоростей точек:

m lr,  =  F l (ril — r,, г*— г,); /, к, 1 = \ , . . . , п .

Изотропность Е 3 (инсариантн^сть относительно подгруппы 
вращений g3) влечет соотношение

F ( G r , Gr) =  G F  (г, г).
Если механическая система состоит всего из одной точки, то 

относительно любой инерциальной системы координат она дви­
жется равномерно и прямолинейно г>. ДейстЕИтельно, в этом слу­
чае сила F не зависит от t, г, г и инвариантна относительно по­
воротов. Следовательно, F = 0.

Если система состоит из двух точек, то приложенные к точ­
кам силы F\ и Fz направлены по прямой, их соединяющей. Бо­
лее того, согласно принципу равенства действия и противодей­
ствия считается, что F 1= —F2. Этот принцип, независимый от 
принципа относительности, приводит к общему понятию сил 
взаимодействия и замкнутой механической системы. Система п 
материальных точек ( г , ,т , ) ,  1 ^ / ^ п ,  на которые действуют 
силы Ft, называется замкнутой, если

’> Это — закон инерции Галилея — Ньютона.
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F  i — Ft,i =  — F  lk.
K/<n

Вектор Fjj называется силой, с которой /-ая точка действует 
на i'-ую. Важным примером взаимодействия является всемир­
ное притяжение.

Отметим, что если система состоит из трех материальных то­
чек, то из принципа относительности вытекает, что приложен­
ные к точкам силы лежат в плоскости этих точек.

Среди законов движения, приведенных в п. 1.2 в качестве 
примеров, галилеево инвариантным является лишь всемирное 
притяжение. Если, однако, в системе гравитирующих точек мас­
са одной из них исчезающе мала (скажем, пылинка в Солнеч­
ной системе), то ее влиянием на движение остальных точек 
можно пренебречь. Полученная таким путем «ограниченная» 
задача (имеющая важные применения в астрономии) уже не 
удовлетворяет принципу относительности Галилея. Все встре­
чающиеся в механике Ньютона законы движения, которые не 
являются галилеево икпарпантнымп, получены из инвариант­
ных законов движения с помощью подобных упрощающих 
предположений.

1.4. Основные динамические величины. Законы сохранения. 
В динамике важную роль играют следующие характеристики 
движения:

p — m v  — импульс  точки,
к =  г X р  =  т{г  Х'У) — момент импульса (кинетический  

момент),
М  =  г X F — момент силы ,
Т =  -^------кинетическая  энергия,
I  =  т г 2— м омент инерции.
Если система состоит из нескольких точек, то соответствую­

щие динамические величины являются аддитивными функциями.
П р е д л о ж е н и е  2. Пусть Я  =  2/?/ и F  =  'ZFt. Тогда P = F .  

Точка

называется центром масс. Легко видеть, что положение центра 
масс не зависит от выбора начала отсчета.

С л е д с т в и е .  Центр масс замкнутой системы движется рав­
номерно и прл:кпчиеЛно: ,̂ =  0 " .

П р е д л о ж е н и е  3. Пусть К  =  =  S m s t  X v t и 
Ti г да К  — М.

• 1~>10 у : :■.!> ь  : ' i n -  ( . 1 ч - ' и н о  I I : m : i. i O V
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С л е д с т в и е  1. Если система замкнута, то /C=constl). 
Сила, действующая на материальную точку, называется цент- 
ральной, если ее линия действия все время проходит через 
точку об£3.

С л е д с т в и е  2. Движение под действием центральной силы 
происходит в плоскости, проходящей через о.

П р е д л о ж е н и е  4. Пусть 7,= 2 т <̂ 2/2 . Тогда 7,=*2<Л. »«>•
Силы Л ( г ь . . . , г п) называются потенциальными, если

1-форма
ft

2  <F * (г)’ d r » > •i - i
называемая работой с и л  F t на перемещениях d r it точна, т. е* 
является дифференциалом некоторой функции V  /■„)•
определенной всюду на

Е зп \ А = Е 3" \  и  {г,= г,}.

Функция V называется силовой2', а функция U = — V — по­
тенциальной энергией (потенциалом) системы точек.

С л е д с т в и е  1. Если силы потенциальны, то иа каждом 
движении полная энергия T + U = co n st3).

Наличие законов сохранения импульса, кинетического мо­
мента и полной энергии замкнутой системы материальных точек 
связано с инвариантностью уравнений Ньютона относительно 
группы преобразований Галилея.

П р е д л о ж е н и е  5. Если силы взаимодействия зависят 
только от взаимных расстояний точек, т. е.

F t j — f i j i r t i i e t j ,  et j =  n ~ f L->

то они потенциальны4*.
Потенциальная энергия в этом случае равна 2  ич* где

t<j
ы/у =  j  f t j ( r lj )d r i j —потенциальная энергия взаимодействия ма­
териальных точек m t и m r

Например, в случае всемирного притяжения силовая функция 
равна

ymimj 
i<i r“

П р е д л о ж е н и е  6. Пусть I = ’L m lr ? —момент инерции си­
11 Установлено независимо Эйлером (L. Euler), Д . Бернулли (D. Ber­

noulli) и Д ’Арси (d’Arcy).
2| Силовая функция введена Л агранжем (J. L. L agrange).
3> В частных случаях оно было известно еще Гюйгенсу (Ch. H uygens), 

Ньютону (I. N ewton), И. и Д . Бернулли (I. and D. Bernoulli).
ч> Установлено Лагранжем.
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стемы относительно точки об£3. Тогда /  — AT +  2 ^ ( f | ,  f | ) .
i

Если силы потенциальны и силовая функция является одно­
родной степени k , то

/ = 4 Г  +  2 2  < г , > = 4 7 4 2 ^  =  4 /!+  2(£  + 2 )  К

зависит лишь от положения точек и полной энергии. В случае 
гравитационного притяжения — 1 и, следовательно, 7 =  
« 4 /i_ -2 t/. Эта формула получена Лагранжем.

В качестве приложения введенных динамических величин и 
законов сохранения, рассмотрим задачу об областях возмож­
ности движения замкнутой, системы с зависящими только от 
расстояния силами взаимодействия.

Свяжем с центром масс (барицентром) новую инерциаль- 
ную систему отсчета и впредь будем считать его неподвижным: 
2m*r< = 0. Ясно, что силы взаимодействия Ftj не изменятся при 
такой смене начала отсчета, поскольку они зависят от разно­
стей Г,— Гу

Суммарный кинетический момент K=‘ 'Lmi (r iXvi)  относи­
тельно центра масс не меняется. Плоскость, проходящую через 
барнцеитр перпендикулярно постоянному вектору К,  называют 
обычно неизменяемой плоскостью Лапласа.

П р е д л о ж е н и е  7. Справедливо неравенство
K 2< 2 I T .  (1)

<] Действительно, К 2 —  | 'Lml (rt X v,) \2 <  (2от, (г<Х-о,))*< 
< ( 2 m ,r <2)(2OT/®,2)= = /-2 ir . >

Так как T — h — U,  то из (1) получаем неравенство А'2<  
< 2 / (А— U)  или U + А '2/2 /  <  А. Рассмотрим гиперповерхность

Г = { г = ( г 1......... r n)£/?3n:2m ir / =  0}
и обозначим Вк.н область возможности движения — множество 
точек Г, в которых может находиться система с заданной 
энергией и заданной величиной суммарного кинетического мо­
мента. Очевидны включения B K,/,c:{r^T:U-{-K2i 2 I  < А } с Г . 
Обратного включения, вообще говоря, нет.

П р е д л о ж е н и е  8. В плоской задаче, когда движение
точек происходит в плоскости Лапласа, В к ,к==\^£Т-.и +  ~  < а | .

<3 Пусть 2 т , г ( =  0- и г>, =  (А 'Х г | ) / / - ( - а г , / / .  Тогда 
hm.l (rl X v l) = K  и Т — К 2/ 2 /  -(-а2/2 / .  Всегда можно подобрать а  
таким образом, чтобы г^Вк,и- О

§ 2. Л агранжева механика

2.1. Предварительные замечания. Начнем с простого приме­
ра. Пусть точка массы тп движется по гладкой регулярной по­
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верхности 2 ° , заданной уравнением
f ( x , y , z ) =  0 (2)

под действием заранее известной силы F. Влияние поверхности
2  на движение точки естественно отождествить с действием не­
которой силы N,  ортогональной 2 . Считая после этого точку т  
свободной, ее движение можно описать уравнением Ньютона

m r = F + N .  (3)
Из этого уравнения с учетом уравнения связи (2) силу N  

можно однозначно найти как функцию состояния и времени.
Уравнение (3) можно переписать в виде уравнения

<mr— F, !> = 0 , (4)
где |  — произвольный касательный вектор к 2 , и интерпрети­
ровать его как закон движения Ньютона в касательной плоской 
сти к поверхности 2 .

В механике сила N  обычно называется давлением или, более 
обще, реакцией связи (2), а касательные векторы |  — возмож­
ными перемещениями или скоростями несвободной точки т.

В общем случае, когда рассматривается несвободное дви­
жение п точек (mi, Г | ) , . . . ,  (mn, г„), связи определяются глад­
ким многообразием М,  вложенным в пространство положений 
свободной системы R 3n= R 3{r \)X  . . .  X R 3{r„). Связями допус­
каются лишь такие движения, при которых (Г)( * ) , . . . , гп ( 0 )£Af 
при всех t. Если на точки Действует известные силы Fь . . . ,  Fn, 
то уравнение (4) естественно обобщить:

П
2  < ^  > = ° .  (б)
г- 1

где (Ei , . . . ,  £п) — произвольный касательный вектор к М. 
Это уравнение называется «общим уравнением динамики» или 
принципом Даламбера—Лагранжа. В случае свободной систе­
мы точек векторы & произвольны и, следовательно, уравнение 
(5) эквивалентно системе уравнений Ньютона.

Пусть <7=(<7ь . .  ■, Як) — локальные координаты на М. Тог­
да r f — гладкие функции q и

*

Кинетическая энергия

T(q, q) =  j  V  n i r f

является положительно определенно;'! квадратичной формой

11 Г л а д к о с т ь  сл ед у е т  п о н и м а т ь  в двух  см ы слах-  кик бесконечную  
р сн ц и р у ем о сть  и к а к  отсут стви е  трения .
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Введем еще «обобщенные силы»—ковекторы Q (д) —с помощью 
равенства

п к

2  < F ‘< d r i > = 2  Q j & r  i - i  j - i
Т е о р е м а  1 (Лагранж). Функции q(t),  задающие движение 

несвободной системы, удовлетворяют уравнению

( T - y - T . ’ - Q .
Если силы F i , . . . , F n потенциальны (в смысле определения 

§ 1), то форма l Q j (q ) d q j  является полным дифференциалом 
некоторой гладкой функции V(q).  В этом случае естественно 
ввести функцию L = T-\-V и переписать уравнение движения в 
виде уравнения Лагранжа

Отсюда сразу следует, что движения механической системы 
совпадают с экстремалями вариационной задачи

& § L d t = 0 .
t,

«Удивительно, что у Л агранж а это предложение приведено 
лишь между строк; этим объясняется тот странный факт, что 
это соотношение в Германии, — главным образом благодаря 
трудам Якоби, — а затем и во Франции обычно называется 
принципом Гамильтона, тогда как в Англии никто не понимает 
этого обозначения; там это равенство известно под правильным, 
хотя и мало наглядным наименованием принципа стационар­
ного действия» (Клейн (F. K lein)).

2.2. Вариации и экстремали. Лагранжева система на глад­
ком многообразии М  задается одной единственной функцией 

L : TMxA-*-R,  где Д — интервал оси времени R = {t). Точку q£M 
будем называть положением системы, а касательный вектор 
обTqM  — скоростью в положении q. П ара q, v называется еще 
состоянием системы. В лагранжевой механике многообразие М 
принято называть пространством положений, касательное рас­
слоение ТМ — пространством состояний, L — функцией Лагран­
жа или лагранжианом, a dim М  — числом степеней свободы.

П р и м е р  1. Натуральная механическая система — трой­
ка (М, Т, V),  где М  — гладкое многообразие положений, Т — 
риманова метрика на М  (кинетическая энергия системы), V — 
гладкая функция на М (потенциал силового поля). Риманова 
метрика — гладкая функция на касательном расслоении, кото­
рая в каждой касательной плоскости является положительно 
определенной квадратичной формой. Функция Л агранж а L =
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=  r + V  (функция V : M-+R очевидным образом продолжается 
до функции из ТМ в R) А

Пусть а! и а2 — две (не обязательно различные) точки ft 
М.  Путем из а, в а2, начинающимся в момент tj и заканчива­
ющимся в момент t2 (*ь*2еД). мы назовем отображение класса 
С~

to : [*ь h)-+M
такое, что ю (Л )= а |, u>(ti)=a2. Множество всех таких путей 
обозначим Q(Af; а ь а2\ t\, t2) или просто Q, если это не приве­
дет к недоразумениям.

Можно представлять себе Q как некоторое «бесконечномер­
ное многообразие». Касательным пространством к Q в точке <■> 
мы назовем векторное пространство, состоящее из гладких век­
торных полей W  на М  вдоль пути ы, для которых И 7(а |)= 0 , 
ВР(а2)=0. Векторное поле Wt, заданное в точках ю(/)£Л1, по 
определению считается гладким, если оно является ограниче­
нием на о  (0  гладкого векторного поля, определенного в окрест­
ности пути и  на М. Касательное пространство к Q в точке to 
будем обозначать ГщQ.

Вариацией  п у т и  ю (с неподвижными концами) называется 
отображение а : ( —е, e)->Q такое, что:

1) а (0 )= ю ;
2) отображение а : ( —е, е)Х[Л» *;] -* М,  определенное форму­

лой а  (и, t ) = ‘a(u) ( t ) ,  является гладкой функцией переменных и, t .
Поскольку а6й (Ж ; a lt a?-, i 2), то
3) а (и , ^ 0 = ^ ,  а ( а ,  t 2) = a 2 при всех и 6 (—е, е).
Под вариацией пути и  мы будем понимать также отображе­

ние а.
Вариацию а  можно считать «гладким» путем на Q. Его век. 

тором скорости

£ ( 0)6 Г Л

естественно назвать векторное поле W f i T a{t)M  вдоль ю: 

Поскольку при всех t x <  t  <  t 2

Й (Р . t W ^ M

и

я « - 0’ | ( ° '
то, действительно, W&TJZ.
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Л е м м а  1. Для любого W(*Ta Q существует вариация а  (и) 
такая, что

Й < о > - г .

Векторное поле Wt называется векторным полем вариации. 
Оно, конечно, неоднозначно определяет вариацию движения.

П р и м е р  2. Пусть q \ , . . . , q n — локальные координаты на 
М  и касательное поле W  в базисе d /d q и ■ ■ ■, d /dqn имеет ком­
поненты W\ .........Wn. Если путь (о (0  представляется гладкими
функциями q i * ( t ) , . . . ,  q ’ (t), то вариацию a (u , t )  можно за­
дать формулами

(и. t ) = q \ ( t )  +  u W l ( t ) , . . . ,  qn (u, t ) = q \ { t )  +  u W n{t)- Д
Пусть числовая функция (по классической терми­

нологии-функционал) на Q. Мы определим дифференциал 
6F:TaQ-+R, который будем называть вариацией функционала  F.

Пусть W £ T aQ. Согласно лемме 1, существует вариация 
а (и ):(—е, e)-*-Q такая, что

а (0) == (о, |^ (0  ) =  Г .

Положим, по определению,

bF (W) (”ц(ц)) (0).

Нам следовало бы установить условия корректности опре­
деления вариации: линейность относительно W и независи­
мость от выбора вариации пути а(ы ). Мы, однако, не будем за­
ниматься этими вопросами, поскольку в рассматриваемых ниже 
случаях эти условия заведомо выполнены.

Точка ©6Q будет критической (стационарной) для F, если в 
ней б/7ав0. Пусть, например, F принимает минимальное значе­
ние на пути coo и производная

d F  ( а  ( и ) )  

d u

существует. Тогда, очевидно, путь со0 является критическим.
2.3. Уравнения Л агранж а. Пусть q ’. \ t v t J -> М —гладкий 

путь из множества Q. Скорость v  в момент t  равна производ­
ной q(t). В каждый момент времени t l < . t ^ rt 2 возникают наборы 
чисел/.', и ( L ' . \ — Lq. (1 < i < n ) ,  которые называются импуль- 

qi \ 4 и
сом системы и лагранжевой производной  функции L. Обозна­
чим их р  и [L].

Перейдем к новмм локрльным координатам q по формуле 
q*=q(q). Пусть J  --.ац пц — леьырожденная ма; >пша Якоби этой
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замены переменных. В новых координатах функция Лагранжа 
определяется формулой L(q,  q, t)=L_(q\ q, t).

Л е м м а  2. p = I * ~ lp, [L\ =  I*~l [L\.
Справедливость этих формул устанавливается прямым вы­

числением.
Так как р  и [LJ при заменах локальных координат преобра­

зуются по ковариантному закону, то мы можем считать их ко- 
векторами, заданными в точке q Следовательно, для ка­
сательных векторов w£Tq(t)M корректно определены выражения 
p - w  и \L\'W.

О п р е д е л е н и е .  Функционал

называется действием.
Т е о р е м а  2 (формула первой вариации действия).

*»

6F(7)'-_J((£].Wr)<ft. (6)
<«

<] Пусть а  (а )—вариация пути со. Тогда

и
Интегрируя по частям первое слагаемое подынтегральной функ­
ции, получим:

U
Осталось учесть, что W(ti)  = 0 , W(ti)  = 0 . t>

О п р е д е л е н и е  (принцип Гамильтона). Путь e>6Q назы­
вается движением лагранжевой системы {М, L) ,  если ои яв­
ляется критической точкой функционала действие.

Из формулы (6) следует, что критические пути функциона­
ла F  совпадают с решениями уравнения Л агранж а [L ].(o—0. 
В частности, ограничение движения <a(t) на любой подынтер­
вал [ /ь ti\  снова будет движением.

В локальных координатах q на М  уравнение Лагранжа мож. 
но записать в явном виде: A  (q, q, 0 ? + Ф (? <  q, 0, где 
A = L \ . .

я я _  _
Л е м м а  3. Пусть A = L 1^.. Тогда A — l*~xА1~1.я я
Если d e t4=^=0, то уравнение Л агранж а можно разрешить 

относительно ускорений. Отсюда вытекает, в частности, что со­
стояние системы в момент времени *0£Д однозначно определяет
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ее движение. Подчеркнем, что, согласно лемме 3, условие не­
вырожденности матрицы А не зависит от выбора локальных ко­
ординат на М.

2.4. Уравнения Пуанкаре. Пусть v x, v 2, v „—независимые 
касательные векторные поля на «-мерном многообразии М.  
В каждой точке q(*M коммутаторы \vt, Vj] можно разложить по 
векторам как п о  базису: [г>г, <d;1 = 2 c? ;(<7)'d*- Если
q:A-+ М — некоторый гладкий путь и /  — гладкая функция на М , 
то

П

/  = //•<7 = 2  Vi (/)“|. (7)
{-1

где Di ( f )  —  производная от /  вдоль v {. Переменные со суть ли­
нейные функции скоростей. Они называются ш вазаскор  ос т я м т .  
Представим лагранжиан в виде функции от q и о>: L (ш, q) =  
= L ( q ,q ) .  Пусть q(a, t ) —вариация пути q(t).  Положим

d f ( q ( u , t )) v
да = 2  М / К -

i
Учитывая перестановочность дифференцирований по q и t, полу­
чим равенства

дщ_ dm* у  k
ди dt ^  С1 Г ‘т Г 

i-J
Вычислим вариацию действия в квазискоростях:

6j jZ(w,  q ) d t = - ^ - w k \u +
11

<. *
Поскольку вариации да* независимы внутри интервала ( tx, t 2) и 
обращаются в нуль на его концах, то принцип Гамильтона дает 
нам уравнения движения в координатах q, со:

W “ 2 c‘A /W| + ®*(̂ )‘
Они впервые получены Пуанкаре (Н. Poincare) в 1901 г. 

Если в качестве Vh взять независимые векторы d l d q то урав­
нения Пуанкаре перейдут в обычные уравнения Лагранжа.

Пусть теперь М  — группа Ли G и » [ , . . . ,  vn — независи­
мые левоинвариантные поля на G. В этом случае Oyft= const. 
Предположим, что лагранжиан инвариантен относительно ле­
вых сдвигов на G. Тогда vk (L)**Q и, следовательно, L зависит
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шшь от квазискоростей ы, которые следует рассматривать как 
.;оординаты в алгебре Ли g группы G. В этих предположениях 
уравнения Пуанкаре являются замкнутой системой дифферен­
циальных уравнений на g.

П р и м е р  3. Твердым телом с неподвижной точкой мы на­
зовем совокупность материальных точек, на которую наложены 
следующие связи (в смысле п. 2.1):

а) неизменны расстояния между точками, 
в) одна из точек тела совпадает с некоторой фиксированной 

точкой из £ 3.
Ясно, что множество всех положений твердого тела можно 

однозначно получить из некоторого его фиксированного положе­
ния с помощью поворотов Е 3 вокруг точки о. Поэтому про­
странство положений этой системы можно отождествить с груп­
пой S O (3). Вращение твердого тела задается функцией B( t) ,  
где В  — ортогональная матрица из S O (3). Скорость вращения 
тела B( t)  есть касательный вектор к группе в точке B( t ) .  Ес­
тественно перенести этот вектор в касательное пространство к 
группе в единице, т. е. в алгебру Ли so (3 ). Это можно сделать 
двумя способами: левым и правым сдвигом. В результате мы 
получим две кососимметрические матрицы В~1В  и ВВ~1 из 
алгебры so(3).

Пусть R ( t ) — радиус-вектор точки тела в неподвижном 
пространстве. Тогда R ( t ) = B ( t ) R ( 0) и, следовательно,

V( t ) =k  (t) =B(t)R  (0) - Ё (t) В '1 (t) R {t).
В трехмерном ориентированном евклидовом пространстве лю­
бой кососимметрический оператор есть оператор векторного 
умножения: Q X ( - ) .  В результате получаем формулу Эйлера 
V = Q x R .  Вектор й  называется вектором угловой скорости в 
пространстве.

Если г — радиус-вектор, v — скорость той же точки в под­
вижном пространстве, связанном с твердым телом, то снова 
v= t aXr ,  где (o=B _1Q — вектор угловой скорости в теле. Соот­
ветствие f : B ~ xB-*-(a задает изоморфизм алгебры so(3) (кото­
рую можно трактовать как алгебру левоинвариантных полей 
на S O (3)) и алгебры векторов трехмерного ориентированного 
евклидова пространства, в котором коммутатором является 
обычное векторное умножение.

Пусть m — распределение массы в твердом теле. Кинети­
ческим моментом тела (в подвижном пространстве) назовем 
вектор

( r x v ) d m = f  { rX( (dXr) )dm.
Линейный симметрический оператор А  : ©-»-£ называется 

оператором инерции, а его собственные взаимно перпендику­
лярные направления /, — осями инерции.  Собственные значения 
оператора А можно вычислить по формуле

4 -3 25



■Ai =  J r ’dm,
где г , —расстояния от точек твердого тела до оси l t . Числа А { 
называются моментами инерции тела относительно оси l t . 

Кинетическая энергия твердого тела

7’ =  ̂  V2dm =  ̂   ̂v2dm,
ввиду формулы T —<k, со>/2 =  <Лсо, со>/2, является квадратичной 
формой от угловой скорости.

Пусть di — единичные векторы осей инерции, занумерован­
ные так, что е \Х е 2= е3, . . . .  Пусть i>i, t>2, v3— левоинвариантные 
векторные поля на S O (3), которые являются прообразами век­
торов еи е2, е3 при изоморфизме f  : so ( 3)-*-Яг{<а}. Ясно, что 

[■Oi, v 2] =  v 3, [v2, v 3] = v u [г;3, ■o1j = v 2. (8)

Пусть Тогда

7’ = (^lco2i4- Л2<й22_Ь ̂ з(°2з)/2. (9)
Используя формулы (8) и (9), запишем в явном виде уравне­

ния Пуанкаре в отсутствии внешних сил:

A p i  =  И  2 — -Аз) “ г^з. Л 2©2= ( Л 3— Aj) со3а>„
Л 3ш3 = ( Л ,  — А 2) ©jtoj.

Эти уравнения, полученные впервые Эйлером в 1758 г., можно 
заменить одним векторным уравнением Ай> 4-©ХЛ(о =  0.

Рассмотрим теперь более общий случай, когда твердое тело 
находится в осесимметричном силовом поле с силовой функ­
цией V. Ввиду уравнений Пуанкаре, в правую часть уравнений 
Эйлера надо добавить слагаемые vi(V) .  Пусть у —2 у «е» — еди­
ничный вектор оси симметрии поля. Очевидно, что 
=  V(Yi. 7 2 , Тз). Условие постоянства вектора 7  в неподвижном 
пространстве эквивалентно уравнению

Y =  Y X < b, (10)

которое называется уравнением Пуассона. Из формулы

V =  < 4 £ .  Y> =  < ^ 7 . Y X « >  =  ( со, ~ - Х у )

и соотношения (7) получаем уравнение движения твердого тела 

А »  +  » Х А » - У Х % .  ( И )

Замкнутая система уравнений (10) — (11) называется уравне­
ниями Эйлера—Пуассона.

П р и м е р  4. Укажем еще задачу о движении твердого тела 
в безграничной идеальной жидкости. Пространством состояний 
твердого тела является группа движений трехмерного евклидо­
ва пространства L ( 3). Ее алгебра /(3) есть полупрямая сумма
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алгебры вращений so(3) и трехмерной коммутативной алгебры 
трансляций. Вращение твердого тела описывается уравнения­
ми Кирхгофа (G. R. Kirchhoff) (1870)

А = Л Х ® + « Х а ,  ё = е Х ® ,

где со =  / / А', и = Н е', H ( k ,  e ) = j  { A k ,  k  ) - f  < Bk,  e > - f

+  j  { Се, e ) —кинетическая энергия системы «тело-j-жидкость»,

А, В, С — симметрические операторы. Векторы со и k — угловая 
скорость и кинетический момент, а е и и — «импульсивная си­
ла» и «импульсивный момент» тела в жидкости.

Можно показать, что уравнения Кирхгофа являются урав­
нениями Пуанкаре на алгебре /(3 ). Подробное обсуждение за ­
дачи Кирхгофа можно найти в книгах [140], [162].

2.5. Движение со связями. Будем говорить, что на лагран- 
жёву систему (М, L) наложены связи, если в каждый момент 
времени t€Д в пространстве состояний ТМ  выделено подмного­
образие 5 , которое локально задается уравнениями

/г(Ч> t ) ~  • • • Ч» 0
с  линейно независимыми ковекторами f \  , . . . ,  f \  . Связями

допускаются лишь те пути ю:Д -*М ,  для которых (со (t), ш (/))6S 
при всех 1£Д. Обычно рассматривают линейные связи, когда 
функции f s линейны по скоростям.

Лагранжевой системой со связями называется тройка (М , L, S)\ 
смысл обозначений уже разъяснен.

Касательные векторы |б Т ЯМ,  удовлетворяющие уравнениям

называются возможными скоростями системы (Af, L, S )  в мо­
мент времени / и в  состоянии (q, q) eS. Корректность этого 
определения вытекает из леммы 2.

О п р е д е л е н и е  (принцип Д аламбера—Лагранжа 
(J. R. d’Alembert—J. L. L agrange)). Допустимый гладкий путь 
q : Д-*-М называется движением лагранжевой системы со свя­
зями (M , L , S ), если в любой момент времени /6Д значение 
[£],«)• 1 =  0 для всех возможных скоростей £ в состоянии
( ? ( 0 .  ?(*))•

С помощью этого принципа можно записать замкнутую сис­
тему уравнений движения:

П
\ ц - 2 •  • • - / « - о .  (12)

j -1 14

Они называются уравнениями Лагранжа со множителями. Если 
матрица

4 - 2



(13)

невырождена, то множители ц,- можно представить в виде 
функций состояния системы и времени. В этом случае урав­
нения (12) являются дифференциальными уравнениями на S 
(возможно, неавтономными) и поэтому лагранжевы системы со 
связями подчиняются принципу детерминированности.

Принцип Д аламбера—Л агранж а имеет несколько эквива­
лентных формулировок. Мы приведем две из них, принадлежа­
щих Гауссу (С. F. Gauss) и Гёльдеру (О. L. Holder).

Введем, следуя Гауссу, множество мыслимых движений — 
гладких путей q„: А-*~М, допустимых связями и имеющих в не­
который фиксированный момент t0GА одно и то же состояние 
(a, v) 6S. Путь qo : Д->М с тем ж е состоянием в момент време­
ни t0 назовем освобожденным движением, если [L ],e (<)=0,/6А . 
Наконец, действительным движением qd : А-*-М назовем отобра­
жение, удовлетворяющее принципу Д аламбера—Л агранж а и 
начальному состоянию qd(to)=a, q<i(to)=v- Подчеркнем, что в 
отличие от мыслимых и действительных движений освобожден­
ные движения в общем случае не удовлетворяют уравнениям 
связей.

Пусть снова A = L y q и пусть qa (t), ^ ( ^ —произвольные 
гладкие пути с одним и тем же состоянием (a, v) в момент tQ. 
Квадратичная форма

Z = T  (А  > М ? « -? е ))к  
называется по Гауссу принуждением. Легко проверить, что при 
заменах локальных координат на М  разности ускорений qa— q* 
при t = to преобразуются как касательные векторы. Следователь­
но, согласно лемме 3, принуждение определено инвариантно. 
За  меру «отклонения» движений можно принять значение при­
нуждения.

Т е о р е м а  3. Отклонение мыслимых движений от освобож­
денного принимает стационарное значение на действительном 
движении.

Доказательство основано на применении известного прави­
ла М1нажителей Л агранжа.

Обычно матрица А положительно определена (как в нату­
ральных системах). В этом случае из теоремы 3 выводится

С л е д с т в и е  (принцип Гаусса [10]). Среди мыслимых дви­
жений действительное менее всего отклоняется от освобож­
денного движения.

П р и м е р  5. М ат ем ат ический  м а ят н и к  длины I —это 
тяжелая материальная точка, которая движется без трения 
по вертикальной окружности радиуса I . Пусть ф — угол отклоне­
ния маятника от вертикали (рис. 3). Зафиксируем некоторое со­
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стояние (Ф, Ф); ускорения мыслимых движений маятника а* рас­
положены на прямой, параллельной его скорости и отстоящей 
от точки т, на расстояние /Ф2. Ускорение освобожденного дви­
жения совпадает, очевидно, с ускорением свободного падения g. 
Принуждение Z = /ra  < Оц— g, а ^ — g  ) /2  с точностью до по­
стоянного слагаемого совпадает с функцией m (/4>-|-g 'sin9)2/2. 
Условие минимума Z  приводит к уравнению колебаний математи­
ческого маятника: J $ - f g s ln 9 = 0 .  д

Рис. 3
Д ля того, чтобы сформулировать принцип Гёльдера,  нам по­

надобятся некоторые новые определения. Пусть ©ей — глад­
кий допустимый путь. В линейном пространстве векторных по­
лей вариаций TaQ выделим подпространство Г, состоящее из 
полей W  таких, что при всех t  векторы Wt являются возможны­
ми скоростями. Путь «о назовем критической точкой (по Гёль- 
деру) функционала действие F, если ограничение 6F на под­
пространство Г обращается в нуль.

Т е о р е м а  4 (принцип Гёльдера [10]). Допустимый путь 
является движением лаграюкевой системы со связями тогда и 
только тогда, когда ои является критической точкой (по Гёль- 
деру) функционала действие.

Это утверждение — простое следствие теоремы 2 и принци­
па Д аламбера—Л агранжа.

Лагранжевы системы с линейными связями Герц (Н. Hertz) 
разделил на голономные  и неголономные в зависимости от то­
го, являются ли наложенные на них связи вполне интегрируе­
мыми или нет. Особенно просто определение интегрируемости 
выглядит в случае однородных связей, не зависящих явно от 
времени:

ei(fl)*£— • • • — в « (9 )-^ —0. (14)
Согласно общему определению связей, ковекторы a i.........a*
считаются линейно независимыми во всех точках М п.

Связь (14) называется вполне интегрируемой, если на Мп 
существует гладкое (п—т )-мерное слоение такое, что его слои 
(гладкие (п—т) -мерные подмногообразия в М") во всех сво­
их точках касаются плоскостей, определяемых уравнениями
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(14). Приведем один из вариантов критерия Фробениуса 
(F. G. Frobenius) полной интегрируемости распределения каса­
тельных плоскостей (14): Пусть ф, = a , ‘d q — 1-форма на М п, 
s =  1 , . . . ,  т\  связь (14) вполне интегрируема в том и только в 
том случае, когда 2-формы d<p„ обращаются в нуль
на пространстве допустимых скоростей.

Пусть q : A-wVf" — допустимый путь системы с голономны- 
ми связями. Тогда при всех А значения q(t)  принадлежат 
некоторому слою N n~m. Введем функцию L : TNn~m-*-R, которая 
является ограничением лагранжиана L на TNn~mczTMn.

П р е д л о ж е н и е  9. Допустимый путь q:A-+Mn является 
движением голономной системы (Мп, L, S)  в том и только том 
случае, когда путь q:A-+ N n~m, q( t )=sq(t)  является движением 
лагранжеЕой системы (N n~m, L).

Таким образом, голономные системы практически ничем не 
отличаются от обычных лагранжевых систем без связей.

С л е д с т в и е .  Движение голономной системы определяется 
ограничением лагранжиана на многообразие S a T M .

В неголономном случае это, конечно, не так.
Наиболее распространенными примерами движения с не- 

интегрируемыми связями являются скольжение конька по льду 
и качение шара по шероховатой поверхности. В первом случае 
скорость точки контакта в направлении, перпендикулярном 
плоскости конька, равна нулю, во втором — обращается в нуль 
скорость точки контакта. В заключение приведем два примера 
«парадоксального» поведения неголономных систем.

П р и м е р  6. Рассмотрим конек на наклонной плоскости с 
декартовыми координатами х ,  у\ будем считать ось у  горизон­
тальной, а ось х  направленной вниз. Пусть (х, у) — координаты 
точки контакта «уравновешенного» конька с плоскостью, 9 — его 
угол поворота, отсчитываемый от оси х .  Уравнение неинтегри- 
руемой связи есть jc sin Ф — у  cos ф =  0. Выбирая подходящим 
образом единицы измерения массы, длины и времени, лагран­
жиан можно представить в следующем виде: L =  (x2-]-y2-\- 
+  ̂ 2)/2-}-jc. Соответствующие уравнения Лагранжа со множи­
телем просто интегрируются. Если, например, в начальный 
момент угол ^ =  0 и конек закручен с угловой скоростью

(0) =  о , то

*/==2^1ш* - т 81п2о4  v==w<-
Интересной особенностью этого решения является то об­

стоятельство, что в средиом конек не соскальзывает с наклон­
ной плоскости: ОсС.г(Г) ^  1 /2-->2. Л

Ра ссм отрим заягчу  о качении однородного  шара  внутри  
вертикально п о с т а в л е н н о й  т р у б ы .  Естественно ож и да т ь  спи-
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ральный спуск шара по траектории с возрастающей крутиз­
ной. Однако в действительности (когда скорость центра шара 
в начальный момент не вертикальна) шар будет совершать 
гармонические колебания между двумя фиксированными гори­
зонтальными плоскостями.

§ 3. Гамильтонова механика

3.1. Симплектическая структура и уравнения Гамильтона.
Пусть М2п — гладкое четномерное многообразие. Существует 
несколько эквивалентных способов введения на М  симплек- 
тической структуры. Перечислим наиболее известные.

а) Симплектической структурой на М называется замкну­
тая невырожденная 2-форма со2. Согласно теореме Дарбу  
(J. G. Darboux), в малой окрестности каждой точки на М  в 
подходящих локальных координатах р х.........рп, qь • • •, 4» симп­
лектическая структура со2 приводится к «каноническому» виду

П

dpiAdqi-
i - i

Локальные координаты р, q называются обычно симплекти- 
ческими или каноническими.

Форма (о2 позволяет построить естественный изоморфизм 
касательного Т*М и кокасательного ТХ*М пространств: вектору 
\bTJA  ставится в соответствие 1-форма щ 1ЬТх*М по правилу

(tj) = to2(T|, £), т^бТУИ. В силу билинейности и невырожден­
ности 2-формы <о2, соответствие ю*1 действительно является 
линейным изоморфизмом. Пусть /  : Tx*M-*-T?M — обратное 
отображение. Пусть Н  — гладкая функция на М (возможно, 
зависящая от времени). Поскольку дифференциал dH  является 
ковектором, то IdH  — глад«ое векторное поле на М. Оно на­
зывается гамильтоновым. Соответствующее дифференциальное 
уравнение

x= JdH (x)  (15)
называется уравнением Гамильтона.

Если F и G — гладкие функции на М,  то корректно опре­
делена гладкая функция (o2(/dG, IdF),  которая называется 
скобкой Пуассона функций F и G. Обозначим ее {F, G}. Скоб­
ка Пуассона обладает следующими свойствами:

1) билинейность,
2) кососимметричность,
3) IFц* Ft , G } = F i( / ,2, G } + F 2{fi. G} (правило Лейбница),
4) {{Н , F}, 0}-|-{{Л  G), //} +  {{G, Н),  F ) е=0 (тождество 

Якоби),
5) невырожденность (если точка х£М не является критиче­

ской для F, то существует такая гладкая функция G, что {F, 
G} (х)ФО).
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В локальных симплектических координатах р, q

i —\

Скобку Пуассона {F, G} можно вычислять по формуле 
d F ( I d G ) — значение ковектора dF  на векторе IdG.  Следова* 
тельно, производная функции F  вдоль гамильтонова векторного 
поля IdH  равна как раз {F, Н } . Таким образом, уравнение 
Гамильтона (15) можно переписать в эквивалентной форме F=* 
= {F, Н }. Поскольку координатные функции р \ , . . . ,  рп, qи . . .  
. . . ,  qn образуют «полный» набор независимых функций, то 
уравнения

Pi = {pb Щ* <7( =  {<?;. НУ*-Р1-—Н ’Чр qii = Hpt(l<i<rc)
замкнуты. Они называются каноническими уравнениями Га­
мильтона.

в) По Дираку (P. D irac), многообразие М  снабжено симп- 
лектической структурой, если задано отображение { , } :  
: С“ (М)х С“ (М)-*-С°° (М),  удовлетворяющее условиям 1— 
5 предыдущего пункта.

Пусть F — гладкая функция на М. Из условий 1 и 3 следу­
ет, что vP={F,  ■} является дифференцированием, т. е. касатель­
ным вектором к М. Все касательные векторы можно предста­
вить в таком виде. Пусть G — еще одна гладкая функция и 
Vo ={G,  ^ — соответствующий касательный вектор. Определим
2-форму со2 по формуле

(i)2(t>c, v f ) = {F, G}.

Эта форма, очевидно, билинейна, кососимметрична и невы­
рождена. Последнее вытекает из условия невырожденности 
скобки Пуассона. Из тождества Якоби можно вывести, что (о2 
замкнута. Таким образом, определение симплектической струк­
туры по Дираку эквивалентно определению пункта а).

с) Наконец, согласно «классическому» подходу, симплекти­
ческая структура на М  вводится с помощью симплектического 
атласа — набора согласованных друг с другом карт, причем пе­
реход от карты к карте является каноническим преобразова­
нием.

Пусть Р, Q и р, q — локальные координаты на М.  Преоб­
разование р, q>-*P, Q называется каноническим, если

PdQ—pdq = dS(p,  q),

где S — некоторая гладкая функция, которую будем называть 
первообразной функцией канонического преобразования.

Из определения канонических преобразований следует, 
что форма u>p,g2 = dp / \d q  корректно определена на всем М.
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Действительно,
*>*,=£? (pdq)= d (PdQ -  dS)= dPAdQ -  ddS= w*, Q

Укажем критерии каноничности преобразования р, q-+P,  Q.
о) Пусть

<V  QP'
Р  Г Р  I

— матрица Якоби преобразования. Условием каноничности являет­
ся равенство Г * / Г = / ,  где

/н ' °  - Е

— единичная симплектическая матрица.
Р)

ф P d Q = §  pdq  
v v

для любого стягиваемого в точку замкнутого контура у*
у) (Z7, G}p,c?={/r, G}p.q, для любых гладких функций F  и С  
Отсюда вытекает, в частности, что канонические преобразо­

вания сохраняют канонический вид уравнений Гамильтона. 
Действительно, />,<? =  F p,q= { F ,  H}Ptg= { F ,  H}p .q.

3 .2 . Производящие функции. Пусть g:(p, q ) ~  (х ,  у )— кано­
ническая замена переменных такая, что

det|lJi£3 rs!-||’b0' <|6>
В этом случае можно (хотя бы локально) разрешить уравнение 
х  =  х  (р, q) относительно р  и считать х ,  q независимыми пере­
менными. Тогда

p  =  p ( x , q ) ,  у = у ( р ,  q)— y ( p (х,  q), q).
Условие каноничности преобразования g

p d q — x d y = d F  (p, q)
v >жно записать в следующем виде:

pdq  +  y d x — d ( F + x y ) = d S  (x, q),
откуда p — S q', y  — S x' .  Из неравенства (16) следует, что

Н г а И И  <17)
Функция S(x ,  q) называется производящей функцией пре­

образования g. Например, если g  — тождественное преобразо­
вание, то 5  =  xq.

П р е д л о ж е н и е  10. Д ля любой функции S (x ,  q),  удов­
летворяющей неравенству (17), существует каноническая заме-
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иа переменных х = х ( р ,  q), у = у ( р ,  q) такая, что det||d*/dp 11=^0 
и 5  — ее производящая функция.

Отметим, что не все канонические замены переменных удов­
летворяют условию (16). Вот простой пример: x = q ,  у = —р. 
В этом случае метод производящих функций можно слегка ви­
доизменить. Пусть, например, отличен от нуля якобиан 
det||dt//d/?||=5£0. Такие канонические преобразования называют 
свободными.  Производящей функцией служит функция 
S .( y .  Я) =Р(Р(У> Я), Я) - формулы

S ' , х =  — S 'г  *0» *'v *у

задают свободное каноническое преобразование. Д ля свободных 
канонических - преобразований снова справедливо предложение 
10. Эти замечания можно обобщить.

П р е д л о ж е н и е  11. Пусть g  — каноническое преобразо­
вание, заданное 2п функциями х = х ( р ,  q), у = у ( р ,  q).  За ло­
кальные независимые координаты всегда можно принять один 
из 2" наборов функций (х и у }, q), Ш,  /6{1, 2 , . . . ,  п } \ 1 ,

<?(■*<■ Уj) j  о  
d(Pi> Pi) ^

При этом преобразование g  локально восстанавливается по 
производящей функции

S ( * h  У г  ?)—2  x & i  +  S i p d l — x d y )
i £ /

с помощью соотношений
_  dS j_ dS _  dS 

P dq ’ У1 dxi ’ Xi dyj

3.3. Симплектическая структура кокасательного расслоения.
Пусть N n — гладкое многообразие и Tq*N — кокасательное 

пространство к N в точке q, состоящее из всех 1-форм на каса­
тельном пространстве Г,N. Объединение \J^NTq*N = М  имеет 
естественную структуру гладкого многообразия размерности 2п. 
Оно называется пространством кокасательного расслоения N  и 
обозначается T*N. Если q = ( q \ ......... qn) —  локальные коорди­
наты на N,  то любая 1-форма задается своими п компонента­
ми р = ( / ? ! , . . . ,  р„) в базисе dq ь . . . ,  dqn. Наборы чисел ри . . .
• • • .  Р п ,  <7i ,  • • • ,  <7п являются локальными координатами на М.

Симплектическая структура кокасательного расслоения 
T*N определяется исключительно гладкой структурой много­
образия N. Вначале мы определим замечательную 1-форму со1 =  
= p-dq  — значение ковектора p£T„*N на касательном векторе 
<7бГ,ЛЛ В координатах ри <7, ( l ^ i ^ n )  эта форма имеет вид 
ipidqi .  Симплектическая структура на М  задается 2-формой 
<о2=£/(о1, которая замкнута и невырождена.

С помощью этой симплектической структуры уравнения Л аг­
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ранжа, определенные на TN,  можно представить в виде урав­
нений Гамильтона на Т*N.  Сначала мы рассмотрим этот вот 
прос с локальной точки зрения. Пусть L(q,  q, t) — функция 
Л агранж а такая, что

de*l*wll’‘0'
Положим р = 1 ' .  и будем считать р  элементом сопряженного 

пространства T*qN .  Это уравнение локально можно разрешить 
относительно скорости q. Введем функцию

О —Р * ?—■4*5,.
которую будем называть «локальным» гамильтонианом. При фик­
сированных <7 и t  функция Н ( р )  является преобразованием  
Лежандра  (А. М. Legendre) функции L (q)l ) . Легко проверить» 
что d e t | | / / р р | |^ 0  и q = H ' p, L ( q ) = q - p — H \р^ ’- Таким обра­
зом, преобразование Лежандра инволютивно.

Т е о р е м а  5. Пусть q ( t ) —решение уравнения Лагранжа 
[Z-]?<o = 0 .  Тогда функции q(t)  и p ( t ) — L\  |  ̂ удовлетворяют урав­

нениям Гамильтона p  =  — H ' q, q — H ' p.
Использование импульсов вместо скоростей встречается впер­

вые в работах Лагранжа и Пуассона.
Для того, чтобц перейти к уравнениям Гамильтона в целом, 

будем предполагать, что гладкая функция L : T N X R - * - R  выпук­
ла по скоростям, т. е. матрица |j L \ . положительно определена

при всех q, q и t .  Определим «глобальный» гамильтониан фор­
мулой

Н ( р ,  q, t) =  s u p (p - q — L(q, q, t)). (18)
ч

Если в окрестности точки <7 = 0  лагранжиан L удовлетворя­
ет дополнительному условию L(q,  q, t ) > \ q \ 2, где | • | — неко­
торая риманова метрика на N, т о . локальный гамильтониан 
определен при всех р и всюду совпадает с глобальным. Следо­
вательно, Я  — гладкая функция на M x R .  Она выпукла по р  
и при этом

£(<7. Я* 0 — sup(q -p  — Н ( р ,  q, t)). (19)
р

Из формул (18) —(19) вытекает неравенство выпуклости 
p - q < H ( p ) + L ( q ) .

Применим эти соображения к натуральным механическим си­
стемам. Пусть | • |— риманова метрика на пространстве положе-

11 «Преобразование Л ежандра» имеется уже у Эйлера.
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ний N .  Функция Лагранжа L=*T — U,  где Т  =  | q | */2 — кинети­
ческая энергия, a U  (q) —потенциальная энергия системы. Если 
\q \2 =  A(q)'q-q,  то p  =  A q  и, следовательно,

где I р \ 2=  А~1р ‘р. Функция Н  совпадает с полной энергией си­
стемы. В более общем случае функция Лагранжа содержит ли­
нейные члены:

£ — j l ? l 2+  < * ( ? ) • ? >  — U t i l
где V — гладкое векторное поле на N .  Тогда

H ^ ^ P ^  — P ' v W  +  ^ l v W ^  +  Uiq) .

3.4. Задача п точечных вихрей. Не следует думать, ч. 
уравнения Гамильтона появляются в механике лишь в резуль­
тате применения к уравнениям Л агранж а преобразования Л е­
жандра. Рассмотрим плоское стационарное течение идеальной 
несжимаемой жидкости. Пусть v = ( a ( x ,  у),  Ь(х, у ) ) — поле 
скоростей ее частиц в декартовых координатах х, у. Из усло­
вия несжимаемости divu =  0 следует, что 1-форма ady—bdx 
является дифференциалом некоторой функции у) .  Урав­
нение движения частицы жидкости можно представить тогда в 
виде уравнения Гамильтона

i  =  4 " y, i/ =  - ¥ ' ,  (20'

с  гамильтонианом Чг. Поскольку на линиях то к а—траекториях 
частиц —функция ЧГ =  const, то ЧГ называется функцией тока.

В гидромеханике важную роль играет течение с функцие 
тока

Ч ^ - J l l n r ,  г =  V ( x  -  jc0)2 4 - (У-Уо)2 

Этой функции соответствует поле скоростей-
m ____г  ( V— V* х — хш\  ‘
V ~  2пг[ г ’ г г

В этом случае говорят, что течение порождает вихрь 
тенсивности Г, расположенный в точке (х0, i/о)- Легко пор 
что интенсивность вихря равна интегралу

§ a d x  +  bdy,

взятому по любой окружности с центром в точке (лг0, г/о)- 
Если на плоскости заданы п точечных вихрей с интенсивнг 

стямн Г, и координатами (х„ у ,),  то естественно рассмотрет
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функцию тока
п

~  2  ПГ* 1 V i x - x t f + t o - y t f .
k-l

Движение частицы жидкости с координатами х, у  описы­
вается уравнением (20). Согласно теореме Томсона (см. 
п. 3.7), вихри «вморожены» в идеальную жидкость и их интен­
сивности не меняются со временем. Следовательно1', динамику 
самих вихрей естественно описать системой дифференциальных 
уравнений

г г . У* =д у ,' d x s '

* = -  i  2  г*,п У { * , - х * Г + { у , - у * У -  (21>
Если ввести функцию Н  с помощью равенства

#  =  — 2 ^ 2  г *г * In V ( x t — х*)2 + (ys— yk)2,

го уравнения (21) системы точечных вихрей можно записать 
в форме уравнений

Xs = Hysi ^si/s=  ^ xs

Эти уравнения гамильтоновы. Симплектическая структура 
R ‘n{x, у) задается скобкой Пуассона

\J В) pf  ̂ Qys $х$ fiXs ()ys I

3.5. Действие в фазовом пространстве. Пусть снова М  =  
T*N и Н:М XA - +R —гладкая функция Гамильтона. На рас­

ширенном фазовом пространстве М  X  А корректно определена 
1-форма p d q — H d t — форма «энергии-импульса». Рассмотрим 
"ладкий путь <о:[0, l]->AfXA* траектория которого в расширен­
ном фазовом пространстве представляется уравнениями p = p ( t ) ,  
1= q ( t ) ,  Множество всех таких путей обозначим й .
Т1»иацией пути со (с подвижными концами) назовем отображение 

С-е, e)-*Q  такое, что 
^  а(0) =  (о.
l) Отображение а : ( — е, е)Х [0 . 1]-> М Х А , определенное фор- 

ИУлой а  (и , 5 ) = а  (и) (5), — е <  ц  <  е, 0 < s < l ,  является гладкой 
Функцией переменных и, s.

‘> Это рассуждение носит эвристический характер.
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Функционал F-.Q-+R,  определенный формулой

/ = » = ] ■  p d q - H d t ,  (22)
<|>

назовем действием в фазовом прост ранст ве  вдоль пути (о- 
Действие дифференцируемо и его дифференциал (вариацию) 
ложно найти по формуле

ь р — ар  (« (“ )) 1 _  
du W=o

и
— (РЯ' ~  H t % *  +  $ ( p 'q — q' p  H '  +  t ’H ) d t .  (23)

Здесь штрихом обозначена производная по и при и = 0.
Множество путей из Й с зафиксированными концами обозна­

чим й  (как в § 2). Ограничение F-.Q-+R тоже дифференциру­
емо и его вариация определяется формулой (23), в которой 
первое слагаемое отсутствует.

Т е о р е м а  6. Путь ы является критической точкой функ­
ционала F : Й-+-R тогда и только тогда, когда его траектория 
является решением уравнений Гамильтона с гамильтонианом Я.

Принцип стационарности действия в фазовом пространстве 
принадлежит Пуанкаре ([34], см. также [10]).

На вариационную задачу Пуанкаре можно посмотреть с 
иной точки зрения. Запишем действие в виде интеграла

/«
F  =  j  ( p q - H ) d t

и будем считать подынтегральное выражение функцией Л агран­
ж а L : TM-*-R. Уравнения Эйлера—Л агранжа вариационной за ­
дачи 6/г =  0 будут как раз уравнениями Гамильтона. Действи­
тельно,

( 4 ;) ' =  0 =  L'p =  q - H > p, {L-q )' =  p = L ' 4=  — H ' q .

Если М  — произвольное симплектическое многообразие, то 
действие (22) определено лишь локально (в пределах одной 
канонической карты на М).  При канонических заменах ло­
кальных координат действие F : й -+-R может изменяться лишь 
на константу. С этой точки зрения его определение «кор­
ректно».

3.6. Интегральные инварианты. Пусть со — гладкий замкну 
тый путь в расширенном фазовом пространстве. Точки, леж а­
щие на траектории со, можно рассматривать как начальные 
условия для решений уравнений Гамильтона. Множество всех 
решений с начальными условиями на ш образуют гладкую по­
верхность Г в М х Д ,  которая называется трубкой траекторий.
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4
Рис. 4. Трубка траекторий

Пусть а(ы ), 0 < и < 1 — гладкое семейство замкнутых путей в 
расширенном фазовом пространстве, лежащих на Г и а (0 )= (о . 

Т е о р е м а  7. Значения интеграла

§  p d q — H d t  (24)
<*(«)

не зависят от и.
Интеграл (24) называется интегральным инвариантом Пу­

анкаре— Картана [34], [23].
<] Пусть s  mod 1— угловая переменная, параметризующая 

замкнутые пути а. Рассмотрим действие

^(Y (*))— J  p d q — H d t
V(s)

вдоль путей на поверхности Г, которые являются решениями 
уравнений Гамильтона и которые начинаются в точках а(0 )= со , 
а  заканчиваются в точках а  (и).

По формуле первой вариации
dF (v(s)) ( _dq u dt \|«

“ 55--------"  dFJlo*
Интегрируя это равенство по s, получим 

1

I  ~  d s = § ( p d q  — H d t ) — §  (pdq — H d t ) = 0 .  >
0 et(it) a(0)

С л е д с т в и е  1. Пусть g ‘ —фазовый поток уравнения Га­
мильтона и у — замкнутый контур в фазовом пространстве М  
Значения интеграла

§ p d q  (25)

не зависят от t.
С л е д с т в и е  2. Отображение g * : М-*-М при всех t являет­

ся каноническим.
Интегралу (25) можно придать смысл и в том случае, когда

и  Г
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симплектическая структура <о2 не точна (т. е. 1-форма не опре­
делена однозначно на всем М).  Действительно, по формуле 
Стокса

§ p d q = ^ d p M q  =  \ \  w*.
Y а а

где о — поверхность в М  с границей у. 
С л е д с т в и е  3. Значения интеграла

не зависят от t.
Так как о —любая поверхность в М,  то дифференциал 

отображения g‘:M->-M сохраняет, очевидно, сичплектическую 
структуру (о2. Рассмотрим внешние степени 2-формы ш2:

Так как dgf:TM-*-TM  сохраняет дифференциальные формы 
со2*, то, очевидно, интегралы

взятые по «подвижным» 2£-мерным поверхностям о24, не зависят 
от t.

Форма (о2п, записанная в канонических координатах р, q, 
пропорциональна

d p , Д . . .  / \ d p n/ \ d q x/ \ . . .  Д dqn. (27)
Поэтому интеграл (26) при k = ti естественно назвать объ­

емом области о2п. Во всех канонических координатах элемент 
фазового объема с точностью до постоянного множителя имеет 
вид (27).

С л е д с т в и е  4. Фазовый поток сохраняет объем в фазо­
вом пространстве.

Это важное утверждение («теорема Лиувилля  (J. Liouville) 
о сохранении фазового объема») позволяет применить к гамиль­
тоновой механике результаты эргодической теории (теорема 
Пуанкаре о возвращении, теорема о средних Биркгофа и т. д.). 
При этом полезно иметь в виду следующее замечание: если га­
мильтонова система имеет первые интегралы F .......... Fm (среди
которых может быть функция Гамильтона Н),  то сужение фа­
зового потока g l на неособое инвариантное многообразие Ме= 
=  {/?, q : Fi — Cu ■ ■ ■, Fm = cm} сохраняет некоторую меру с глад­
кой положительной плотностью: можно показать, что g  мс со­
храняет значение интеграла

(26)

С da
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взятого по «подвижной» (2п— т ) -мерной области D на Л1«; 
здесь do  — элемент объема М с как вложенного многообразия в 
R 2n{p, Я}> Ут — m-мерный объем параллелепипеда со сторона­
ми grad Fu . . . .  grad Fm. Отметим, что форма d a / V m на самом 
деле определяется лишь симплектической структурой и не за­
висит от выбора метрики в R 2n.

3.7. Приложения к динамике идеальной жидкости. Уравне­
ние Эйлера, описывающее течение идеальной жидкости в по­
тенциальном силовом поле, имеет следующий вид:

Здесь а —ускорение частиц, р —плотность, р —давление, 
a U — потенциал массовых сил. В случае баротропных течений р  
и р связаны соотношением р = р ( р) и, следовательно, можно 
ввести функцию давления

Из уравнения (28) видно, что каж дая частица жидкости ве­
дет себя как материальная тачка единичной массы, помещен­
ная в силовое поле с потенциалом U—Р. Интегральный инва­
риант Пуанкаре—Картана в этом случае имеет вид

где г — радиус-вектор частицы, v — ее скорость, E = v2/ 2-\~ 
4- Р — U — функция Бернулли. В стационарном случае Е  посто­
янна на линиях тока.

В частности, если взять замкнутый «жидкий» контур, со­
ставленный из частиц в один и тот ж е момент времени, то ин­
теграл

называемый циркуляцией,  будет принимать постоянные значе­
ния. Э то— известная теорема Томсона о сохранении циркуля­
ции, из которой выводятся основные результаты динамики 
идеальной жидкости. Отметим два из них. Первый — это тео­
рема Лагранжа о сохранении потенциальности течения: если в 
начальный момент времени rot ua 0, то это равенство справед­
ливо всегда. Второй — теорема Гельмгольца  о «вморожениости» 
вихревых линий (интегральных кривых поля rot и): частицы, 
жидкости, образующие в некоторый момент вихревую линию, во 
все время движения такж е образуют вихревую линию.

3.8. Принцип стационарности укороченного действия. Пусть 
(М, L ) — лагранжева система с лагранжианом L =  L2+^i4-^or 
где Ls — гладкие функции на ГМ, однородные по скоростям 
степени однородности s. Будем считать форму L2 положитель­
но определенной, так что L2 — кинетическая энергия системы —

а  =  — у  grad р + grad U. (28)

f  <v, dr>—Edt,

Ф <v, dry,
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задает риманову метрику на М. Функцию L0 : TM-*~R можно 
отождествить с силовой функцией V : M-*~R.

Уравнение Лагранжа [ L ] = 0  имеет интеграл энергии Я =  
= L2—L0. При фиксированном значении Я  =  Л движение может 
происходить лишь в области B h= {х £ М : V+Jt>0},  называемой 
областью возможности движения. При h>h*=sирм (— V) мно­
жество Вн совпадает со всем пространством положений М.  
Если Л <Л , то граница д В и Ф 0 .  В типичном случае, когда Л — 
регулярное значение функции Н -.TM-+R, область B h — глад­
кое многообразие с гладким краем dBh= t h ,  размерность кото­
рого на единицу меньше размерности Вн.

Пусть, для простоты записи, Л =  0 (если к ф О, то можно 
заменить L0 на L0-\-h). Предположим, что В \ 2 Ф 0  (здесь 
В  =  Во, 2  =  2о).

О п р е д е л е н и е .  Функционал

** л*
F*  =  ^ (2У й Ц +  А ) d t  =  F — \) ( У Li — V L t f d t ,  

л ч
определенный на гладких кривых х : [Л, t i\-+B,  назовем уко­
роченным, действием или действием по Мопертюи (P. L. Маи- 
pe rtu is).

Подынтегральное выражение в F* является однородной 
функцией скорости степени 1. Следовательно, величина укоро­
ченного действия F* не зависит от параметризации пути интег­
рирования.

П р е д л о ж е н и е  12. Гладкий путь х  : [^ , <2] -* -В \2 , такой, 
что # ( * ( / ) )  = 0  для всех является решением уравне­
ния Л агранж а [Z.] = 0  в том и только том случае, когда этот 
путь является критической точкой функционала Т7*0

<  Пусть [Z.]x(O= 0  и L2( x ( t ) ) = L 0(x( t)) .  Тогда 

6F* =  6F -  2 J  ( У Ц  — 1/Т0) б ( ] /Т 2— V Q  d t  -  0.

Обратно, пусть jc:[si, s2]-> В \ 2  — некоторый гладкий путь, 
являющийся стационарной точкой функционала F*.  Положим

t  =  J  Y L 2i V L 0df .

’> Исторически «принцип Мопертюи» (предложение 12) предшествовал 
более простому принципу стационарности действия Гамильтона. «Факти­
ческое содержание этого «принципа» не было совсем ясным Мопертюи. Точ­
на* формулировка, приведенная в тексте, принадлежит Якоби и его пред­
шественникам Эйлеру и Л агранжу» ( [4 2 |) .
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Тогда, очевидно, гладкий путь х ( s (<)):[Л» В \ 2  удовлетво­
ряет уравнению L2= L 0. Из формулы для 8F*  вытекает, что 
6 F = 0 .  j>

Определим внутри области В  риманову метрику < , > , поло­
жив < х ,  х  ) ( х ) L2(x )% х £ГВ.  Эта метрика называется 
метрикой Мопертюи. Для натуральных систем, когда Z,!=0, 
предложение 12 означает, что в области В \ 2  траектории дви­
жения с нулевой полной энергией совпадают с геодезическими 
линиями метрики Мопертюи.

Когда Л >Л , область В  совпадает с М  и (В, <, >) — обычное 
риманюво многообразие. Это замечание позволяет применить 
топологические теоремы на римановых многообразиях к изуче­
нию механических задач. Так, например, рассмотрим тор Т2 с 
некоторой риманювой метрикой. Среди всех замкнутых кривых 
на Р ,  делающих m оборотов по параллели и л по меридиану, 
существует кривая минимальной длины. Эта кривая — замкну­
тая геодезическая. С другой стороны, тар Т2 является про­
странством положений плоского двойного маятника. Отсюда 
вытекает, что для любых целых т ,  я  существует периодическое 
движение двойного маятника, при котором одно звено делает 
m  оборотов за время, за которое второе звено делает я  обо­
ротов. Более того, такие периодические движения существуют 
при любом достаточно большом значении постоянной энергии. 
С вариационной теорией замкнутых геодезических можно 
познакомиться по книгам [161], [173].

Если h < h ,  то граница 2  области В  ие пуста и метрика 
Мопертюи имеет особенность: длины кривых, лежащих иа 2 , 
равны нулю. В этом случае геометрия области возможности 
движения не похожа иа привычную риманову геометрию зам­
кнутых многообразий (см. [78 ]). Вопросы существования 
замкнутых траекторий при Л <А  рассмотрены в работах [54],

В пункте 2.5 были рассмотрены лагранжевы системы со свя­
зями, движение которых подчиняется классическому принципу 
Д аламбера—Л агранжа (эквивалентному принципам Гаусса и

Рис. 5. Периодические колебания двойного 
маятника

[56], [193].

§ 4. Вакономная механика

6 - 2 43



Гёльдера). В этом параграфе мы укажем другую математичес­
кую модель движения систем оо связями, основанную на неко­
тором естественном обобщении принципа Гамильтона стацио­
нарности действия; эта модель названа нами вакономной меха­
никой. В случае вполне интегрируемых связей вакономная 
механика оказывается тождественной обычной механике голоном- 
ных систем. Если же связи неинтегрируемы, то принципы Д а ­
ламбера—Л агранжа и Гамильтона, будучи примененными к 
одной и той ж е лагранжевой системе, дают различные уравне­
ния движения.

4.1. З ад ач а  Л агранж а. Пусть М —гладкое многообразие и 
L \T M  X R - + R — гладкая функция. Пусть f s - . T M x R - * R  
(1 < s < т ) —набор гладких функций с линейно независимыми 
ковекторами •• • ../„$ •  Задачей Лагранжа  называется ва­
риационная задача о стационарном значении функционала дейст­
вие

и
F  =  $ L d t  

t,
в классе кривых с закрепленными концами, удовлетворяющих 
уравнениям

/ i  0. (29)
В отличие от вариаций в принципе Гёльдера (см. п. 2.5), ва­

риации допустимых путей в задаче Л агранж а должны снова 
удовлетворять уравнениям (29). Однако при буквальном пони­
мании этого высказывания может возникнуть ряд серьезных 
затруднений.

П р и м е р  7. (Каратеодори (С. C aratheodory)). Зададим 
связь уравнением

*2= /Т + 1 д  to, *2)б/г®. (30)
Если зафиксировать значения координат (xi, х 2) —х  в момент 
t\, то гладкая кривая х  : [fi, t2]-*-R% удовлетворяющая (30), од­
нозначно определится своей проекцией JCi(-). При этом раз­
ность значений х2 — координаты в концах кривой х ( - )  совпа­
дает с  длиной *1 -проекции. Если, в частности, х\ — линейная 
функция времени, то допустимая кривая *( • )  обладает тем 
свойством, что ее конец x ( t 2) нельзя соединить с точкой x(t<) 
никакой другой допустимой кривой. Д

Эту трудность, связанную с «жесткостью» связей, можно 
обойти, если слегка изменить определение вариаций.

О п р е д е л е н и е .  Вариацией допустимого пути a>:[flt /2]->УИ 
назовем гладкое семейство путей a(u): \ tx, t 2]->M,  «6 ( —е, е) 
такое, что

1) о (0)=о),
44



2) значения о (и, t t) ие зависят от и,
3) пути а  (и, t)  удовлетворяют уравнениям (29) с точностью 

до о  ( и ) .
Л е м м а  4. Гладкое векторное поле W (t )  вдоль допустимого 

пути о> является векторным полем вариации тогда и только 
тогда, когда

1) W ( t , ) = 0, W ( t 2) = О,
2) (as ’W ) ' = b s-W  при всех t l c t < t 2‘, здесь a s = / s- L  bs*=

•“ l / J k • t
С л е д с т в и е .  ^ b s ' W d t = Q ( \  < s < / r e ) .

t.
Вариация действия F  определяется обычным образом:

6 F ( W ) = d—^ u)) | , \ v = ^ a L \  .'  7 du |u-o du )u—o
Критерий стационарности действия дает

Т е о р е м а  8. Допустимый путь ш : [<ь является
условной экстремалью действия в том и только том случае, 
когда существуют т  гладких функций X ,: [fi, t2]-*-R таких, что 
вдоль пути о  выполняется равенство

ш - 2 м / * ] + 2 к К - д - (31)
S  S

Это уравнение вместе с уравнениями связей (29) составля­
ют «замкнутую» систему для нахождения решений задачи Л аг­
ранжа. Уравнение (31) можно получить методом множителей 
Лагранжа. Вводя новый лагранжиан 2? = L— 2X,f, и считая 
Xi.........Ят дополнительными координатами, сведем задачу Л аг­
ранжа к вариационной задаче без ограничений. Если в новой 
задаче не принимать во внимание уравнения связей, то урав­
нения Эйлера—Л агранж а будут иметь вид

{ Z \ ) ' = Z ’q,

Первое уравнение совпадает с уравнением (31), а второе — с 
уравнениями (29). Строгое доказательство теоремы 8 основы­
вается на применении леммы 4 (см. [141]).

З а м е ч а н и е .  Теорема 8 не справедлива для «классиче­
ского» варианта задачи Л агранжа, когда вариации а(и)  при 
всех значениях и точно удовлетворяют уравнениям связей. 
В этом случае уравнениями экстремалей являются уравнения 
(31) с «подправленной» функцией Л агранж а 2 > = ioL—2 X.f„ 
где Яо — некоторая постоянная (которая может быть и нулем), 
причем среди множителей К0, Яь . . . ,  А™ не все обращаются в 
нуль. В примере 8 постоянная Х0 как раз равна нулю.

4.2. Вакономная механика. Принцип Д алам бера—Л агран­
ж а не является единственным рациональным определением 
движения лагранжевых систем со связями. Мы можем заме­
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нить его принципом Гамильтона; тогда движения системы со 
связями будут условными экстремалями вариационной задачи 
Л агранжа (в смысле определений п. 4.1). Уравнениями движе­
ния будут уравнения (29) и (31). Математическую модель дви­
жения лагранжевых систем со связями, основанную на таком 
расширении принципа Гамильтона, назовем для краткости ва- 
кономной механикой.0 Обсуждение целесообразности рассмот­
рения этой модели мы отложим до § 5.

Уравнения Л агранжа (31) вакономной механики отличают­
ся от неголономных уравнений

Ю - 2 | ^  = (32)
S

слагаемым 2  k s [Д ]. Если эта сумма тождественно равна нулю
S

(в силу системы (29) и (31)), то уравнения (31) и (32) совпадают. 
Пусть, в частности, система подчинена набору интегрируемых 
связей gs (q, t) =  0 (1 < s < т.). Эти уравнения можно заменить 
на эквивалентные; gf = 0 .  Так как [^]==0, то в случае интегри­
руемых связей вакономная механика сводится к обычной голо- 
номной механике. Отметим, что, в отличие от неголономной 
механики, движение вакономной лагранжевой системы опреде­
ляется ограничением лагранжиана на подмногообразие в ТМ, 
высекаемое уравнениями связей (29).

Уравнения Л агранж а (29), (31) можно представить в га­
мильтоновой форме. Д ля этого введем канонические импульсы

p - s ^ = z ; ;  +  2 * , / ; ; , <зэ)
где A,f —пока неопределенные множители. Добавим к этим соот­
ношениям уравнения связи (29) и разрешим систему (29), (33) 
относительно q и X. Условием локальной разрешимости является 
неравенство

А f  \ q ' ' ' fmq

(/;■• )*
0

где Л =  | |2 ’- - | | ,  ( / , • ) *  — это ковекторы / ’j ,  записанные в виде 
строки. Если матрица А  невырождена, то неравенство (34)

■> Вакономная механика развита в работе [83]. Следует отметить, что 
уравнение (31) встречается в работах Герца, Гё.тьдера, Г. К- Суслова и др. 
авторов в связки с анализом применимости принципа стационарности дейст­
вия (в духе задачи Л агранж а) в неголономной механике (см. [10]). О ка­
залось, что когда связи неинтегрирувмьг, то принципы Д алам бера—Л агранж а 
и Гамильтона не эквивалентны.
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можно представить в следующем виде:

Если, в частности, связи линейны по скоростям, то 2 ^ *  = L " ’’ 
и условие (34) переходит в неравенство (13), которое гаранти­
рует детерминированное поведение лагранжевой системы со свя­
зями, подчиняющейся принципу Д аламбера—Лагранжа (см. § 2).

Итак, если выполнено (34), то по теореме о неявной функции 
д = д ( р ,  д, t), к = Х ( р ,  q, t). Введем по обычному правилу 
функцию Гамильтона

Я ( р ,  q, t)=*p>q(p, q, t ) — L(q(p ,  q, t), q, t).

П р е д л о ж е н и е  13. Гладкий путь q : &-+M является дви­
жением вакономной системы с лагранжианом I  и со связями 
f i =  . . .  = /» = 0  в том и только том случае, если функция <?(•) 
вместе с некоторой «сопряженной» функцией р ( - )  удовлетво­
ряют уравнениям Гамильтона

q’= H ' p, р  =  — Н  q . (ЗЯ
Функция Гамильтона Н  вырождена по импульсам: ранг 

гессиана Н"  падает на т  единиц. В натуральном случае 
(когда лагранжиан является положительно определенной квадра­
тичной формой по скоростям) отображение p*+q, определяемое 
уравнениями (29) и (33), является вырожденным линейным ото­
бражением. Поскольку всякое конечномерное линейное простран­
ство канонически отождествляется с его вторым сопряженным 
пространством, то уравнения (35) можно трактовать как уравне­
ния Гамильтона на Т*М.
. П р  и м е р  8. Рассмотрим конёк на наклонной плоскости 
(см. пример 6 из § 2). Функция Лагранжа этой системы 
£ = ( ^ 2+ ^ 2+ Ф 2) / 2 + х ,  а уравнение связи—(jcsin<P— t/cos ф )= 0 . 
Канонические импульсы вводятся по формулам

рх =  х — A,sin<P, p y= y + X c o s  ф, р „ = Ф ;

A ,= py c o s 9 —j ^ s i n v .  (36)

Функция Гамильтона

tf-4 l( f lrC 0 8 < P + /> ,s in < f)* + /> y — (37)

Пусть в начальный момент угол Ф и импульс р у равны нулю* 
Так как р у — первый интеграл уравнений Гамильтона, то р у=О* 
Следовательно, в этом случае гамильтониан принимает совсем 
простой е и д :

Н  =  ?  (Р*2 cos2 4 +  p 2J — x -
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Канонические уравнения с такой функцией Гамильтона, по-види 
мому, неинтегрируемы. Однако можно сделать качественные

выводы о скольжении вакономного конька. Так как р х =  — Н ' х — 1, 
то с точностью до аддитивной постоянной импульс рх равен t 
Из уравнений Гамильтона Ф=р<р, р<9= р х1 sin ф cos Ф следует, что

Из соотношений (36) получим уравнения для определения декар­
товых координат точки контакта:

Из первого уравнения вытекает, что конек монотонно соскаль­
зывает вниз с наклонной плоскости. Можно показать (см. [83]), 
что почти все решения уравнения (38) при t-*-oo стремятся к 
одной из точек n/2 + kn (k£Z).  При этом существуют

Следовательно, асимптотически конек опускается вниз по не­
которой прямой с ненулевой средней скоростью и стремится 
стать боком к своему среднему движению. Это движение ин­
тересно сравнить с движением неголономного конька, кото­
рый при тех же начальных условиях смещается вбок по цик­
лоиде.

4.3. Принцип детерминированности. Рассмотрим движение 
вакономной натуральной системы с лагранжианом L =  ( A q ’q)/2-\- 
+  V  (q) и с не зависящими от времени линейными связями 
f s  =  a s (q)-q =  0 (1 < 5 </ге). Линейное отображение Т*9М-*- 
-*-ТчМ , задаваемое соотношениями (29) и (33), вырождено; его 
/re-мерное ядро состоит из линейных комбинаций Пусть

(q) — /re-мерная плоскость в Т*„М — полный прообраз точки 
qQTgM при отображении 4V  Зафиксируем допустимое связями 
начальное состояние (д0, <?о) и рассмотрим семейство решений 
уравнений Гамильтона (35) с начальными данными q (0) =  q$, 
Р (0)6Г?„ Ы -  Если связи вполне интегрируемы, то функция 
q( t ,  <7 (0 ), р(0)) — движение вакономной системы —не зависит от 
выбора начального импульса из плоскости Г?, (^о)- Это простое 
замечание допускает обращение.

П р е д л о ж е н и е  14. Если для всех допустимых состояний 
<7о, q0 движение q(t,  q(0), р(0))  не зависит от р  (0)бГг„ (?0), то 
линейные связи вполне интегрируемы.

С л е д с т в и е .  Вакономные системы с неинтегрируемыми 
связями не подчиняются принципу детерминированности.

П р и м е р  9. В задаче о скольжении конька по наклонной 
плоскости (см. пример 8) начальное значение постоянного им­

ф ^ э ш ф с о э ф . (38)

*  =  < С 0 8 2 Ф, t / = < s i l ^ C O S < P .
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пульса ру не влияет на начальное состояние конька, если 
<р(0)=0. Однако решения уравнений Гамильтона с гамильто­
нианом (37) существенно зависят от pv. А

З а м е ч а н и е .  Принцип детерминированности, не справед­
ливый в целом, может выполняться для отдельных состояний. 
Можно показать, что в вакономной механике имеет место сле­
дующий «обобщенный» принцип детерминированности: движе­
ние системы на некотором промежутке времени однозначно 
определяет все ее прошлое и будущее. А

Пусть Ч*: Т*М-*-ТМ — отображение, совпадающее на каж ­
дом слое Т * М  с линейным отображением Чг„. Функцию 
F : T*M^»~R назовем наблюдаемой,  если существует функция 
G : TM-+R такая, что коммутативна диаграмма

т*м Д- тм

Условием наблюдаемости функции F(p, q) является ее инва­
риантность относительно семейства трансляций р >-/> +  2ц,а,. 
Так, например, полная энергия системы наблюдаема, а множи­
тели Л агранж а Xs — нет. Отметим, что свойство наблюдаемости 
не зависит от интегрируемости связей.

П р е д л о ж е н и е  15. Линейное пространство наблюдаемых 
функций замкнуто относительно скобки Пуассона (порожден­
ной стандартной симплектической структурой dp/ \d q )  тогда и 
только тогда, когда связи вполне интегрируемы.

Отметим в заключение, что проблема «скрытых» парамет­
р о в — ненаблюдаемых величин, участвующих в описании ди­
намики системы — неоднократно обсуждалась в квантовой ме­
ханике как раз в связи с анализом принципа детерминирован­
ности (см. [142]).

4.4. Уравнения Гамильтона в избыточных координатах. 
Уравнения (35) в случае вполне интегрируемых связей явля­
ются уравнениями Гамильтона голономной системы, записан­
ными в избыточных координатах. В качестве примера рассмот­
рим движение материальной точки ( т ,  г) в евклидовом прост­
ранстве Ег по гладкой регулярной поверхности 2 , заданной 
уравнением f(r)=  0. Пусть на точку действует потенциальная 
сила с потенциалом U(r).  Положим (согласно (33))

p =  m r +  \ f n  , (39)

Движение точки описывается уравнениями Гамильтона

г = Я ' р, р = - Н =  f  < г\ О  + i / = 5L ( jP X /i)2+ i / . ( 4 0 )

где п — единичный вектор нормали к поверхности Е. Следова­
тельно, уравнения (40) определяются самой поверхностью 2
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и не зависят от вида уравнения / =  0, задающего эту поверх­
ность.

л равнения (40) имс к/г интеграл энергии Н  и «геометрический» 
интеграл F  — f ( r ) .  Очевидно, что в стандартной симплекти- 
ческой структуре d p / \ d r  скобка Пуассона {Н, F }— 0. Пусть 
g ( r 1 г) —первый интеграл уравнений движения

+  /  ( 0  =  0 ,

a G — функция g, представленная в канонических переменных. 
Очевидно, что {//, G} = 0  и легко проверить ииволютивность 
функций G и F.

Относительный интегральный инвариант Пуанкаре

\  < р, dr )
г

в случае, когда контур лежит па гиперповерхности {/--=0}с 
с  R 6{p, г}, с точностью до постоянного множителя т  раьен

§  ( г ,  d r ) ,  (41)
V

где у  — замкнутый контур в R 5{r, г } — образ контура Г при 
отображении (39). Интеграл вида (41) в гидродинамике назы­
вается циркуляцией скорости вдоль контура “у.

§ 5. Гамильтонов формализм со связями

5.1. Задача Дирака. Пусть (М, 122) — симплектическое мно­
гообразие, Н  : M-+R —  гладкая функция и X  — подмногообра­
зие в М. Четверку (М , Q2, Н, X)  назовем гамильтоновой сис­
темой со связями. Ограничение симплектической структуры J.22 
на А' обозначим о 2, а ограничение функции / /  обозначим F. 
Форма о 2 очевидно, замкнута, но может оказаться вырожден­
ной (если, например, размерность .V нечетна).

О п р е д е л е н и е .  Гладкий путь х : Д-*-М, x ( t ) (■Х, назы­
вается движением гамильтоновом системы (М, Q2, Н, .V). если 
о 2(•, x ( t ) )  =(1F(x(t))  для всех значений /еД.

Наша цель — описать у.ножество всех движении гамильто­
новой системы со связями!’

Если N совпадает с М, то система со связями совпадает с 
обычной гамильтоновой системой (см. § 3) и се движения суть 
решения уравнений Гамильтона на М. Есть еще о. ин случай, 
когда задача Дирака сводится к решению уравнений Гамильто­
на: если форма ю2 невырождена, то (.V, <о2) — симплектическое 
подмногообразие и движения системы (М, Q2, //, А:) являются 
решениями уравнения Гамильтона на X  с функцией Гамильто-

11 Эта задача впервые рассмотрена Дираком в !0 j0  1. дли целей кванто­
вой механики (см. [2 5 |) .
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на F. При этом начальному состоянию xo^N отвечает един­
ственное движение системы со связями. В вырожденном слу­
чае есть еще две возможности: задача Дирака может иметь не­
сколько различных движений с начальным состоянием *о либо 
не иметь их вовсе. Как мы увидим, эти две возможности дей­
ствительно реализуются.

Пусть форма Q2 точна на М. Тогда Q2 =  dQ ‘ и а»2 =  с/а»1, где 
со1— ограничение 1-формы Q1 на N. В общем случае (когда 
£22 не точна) эти соотношения выполнены локально на М.

Л е м м а  5. Гладкий путь х : [fb является движением
системы (М , Q2, И, N) тогда и только-тогда, когда дс(-) — кри­
тическая точка функционала действие

t,
^ (со1 (x ) - F ) d t
и

в пространстве гладких путей на N с фиксированными концами.
Это утверждение сводит задачу Дирака к исследованию ва­

риационной задачи Л агранжа (см. п. 4.1) с лагранжианом 
L(x)  = Й ‘(х)—Н , а интегрируемые связи задаются многообра­
зием N.

Укажем некоторые явные формулы, которые будут исполь­
зованы в дальнейшем. Пусть х = ( р ,  q ) — локальные симплек- 
тические координаты на М  и подмногообразие N задано систе­
мой уравнений

Ф ,(р, q ) =  . . .  = Ф т(р, q ) = 0  (42)
с независимыми во всех точках N функциями Ф,. Уравнения 
экстремалей задачи Л агранжа с лагранжианом L = p - q — 
— Н(р,  Я) и связями (42) можно представить в виде уравнений

со множителями [£]=2Л ,Ф „*, или в явнов виде —

q = Н ' р -\-Хк5Фгр, р==— H'q  — (43)

К этим уравнениям надо добавить уравнения (42). Поскольку 
функция Лагранжа L вырождена по скоростям (от р  она вообще 
не зависит), то к уравнениям (43) не применим метод § 4.

Из уравнений (42) и (43) получим «условия совместности»

Ф, =  {Ф„ Н)  +  2Я, {Ф„ Ф,} -  0, (44>
когда все Ф, =  0. Если матрица скобок Пуассона ||{Ф„ Ф ^ || 
невырождена, то уравнения (44) однозначно задают Я, как 
функции от р, q. В этом случае т  Обязательно четно и N ■— 
симплектическое подмногообразие в М. Симплектическая струк­
тура на N  задается скобкой Пуассона:

т

{Fv F 2} ' = { F u F 2} +  2  № •  Fx}СЧ {ФР F 2), 
i . j -1
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тде IkiJI — матрица, обратная к ||{Фн ФЛИ. Можно показать, 
что ограничение скобки (Fi, F2}'  на N  зависит лишь от ограни­
чений функций F\ и f 2 на N.  Если некоторые из уравнений (44) 
не содержат множители Х„ то мы получим новые уравнения 
связей Ч^={Ф>, Н } — 0, которые обычно называются вторичны­
ми связями. В самом общем случае вторичные связи являются 
алгебраическими условиями, разрешимости уравнений (44) от­
носительно к,. Функции 'Fj следует добавить к функциям Ф.; 
если эти функции составляют независимый набор, то можно 
повторить исследование условии совместности еще раз. В ито­
ге мы либо придем к противоречию (в этом случае задача Д и­
рака не имеет решений), либо система (44) окажется совмест­
ной при соответствующем выборе коэффициентов к. В послед­
нем случае множители /., возможно, определены неоднозначно. 
Тогда начальные условия не определяют единственного реше­
ния системы уравнений (42)— (43).

П р и м е р  10. Пусть ш =  1 и скобка {Н , Ф} отлнчна от ну­
ля во всех точках N. Тогда задача Дирака не имеет ни одного 
решения, поскольку условие совместности (44) не выполнено. 
Пусть снова ш =  1 и {Н, Ф } = 0  на М. В этом случае коэффици­
ент к — произвольная гладкая функция на N  и поэтому через 
каждую точку из N в один и тот ж е момент времени проходит 
целое семейство различных движений. Более того, имеется бес­
конечно много разных движений, совпадающих на целом ин­
тервале оси времени. В вакономной механике это не так (см. 
п. 4.3). А

З а м е ч а н и е .  Д ля решения задачи Дирака, очевидно, до­
статочно знать лишь ограничение функции Гамильтона на под­
многообразие N.

5.2. Д войственность. Зная гамильтониан Н  и уравнения 
связей (42), можно перейти к функции Лагранжа L по обычному 
правилу: L — q -p  — H .  Пусть 36 =  Н 2А,4Ф,. Если

d e t | |a Q |¥ = 0  и йе\\\(Ф1р-(Ж'„Г'Ф)р)\\+0,  
то , по крайней мере, локально, из уравнений

я = н ; + z x / d ф 1 = . . . = ф т  =  0

можно найти р  как функцию от q, q. В итоге лагранжиан яв­
ляется функцией состояния (q , q), вырожденной по скоростям. 
Отметим, что переход от Н  к L в гамильтоновой механике 
со  связями двойственен переходу от L к Н  в вакономной меха­
нике (см. § 4).

Обратно, имея вырожденный по скоростям лагранжиан L (q, q), 

можно ввести канонические импульсы p — L'q и получить из этих
уравнений несколько независимых соотношений вида (42). 
В квантовой механике они обычно называются первичными
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связями. Затем вводится гамильтониан H = p -q—L, который, 
ввиду вырожденности лагранжиана, определен только на мно­
гообразии A^=={Ot =  . . .  =  Фт =  0}. Как мы уже видели, это огра­
ничение не существенно. При построении гамильтонова фор­
мализма со связями Дирак исходил как раз из вырожденного 
лагранжиана.

§ 6. Реализация связей

6.1. Различные способы реализации связей. Начнем с про­
стого примера. Рассмотрим движение по прямой двух тел с мас­
сами М и т, соединенных упругими пружинами с коэффициен­
тами уиругости k \\ с (как показано на рис. 6). Пусть х, у — 
расстояния от «стены» до точек М а т .  Движение описывается 
простой системой линейных уравнений

М х  =  — k x  — с ( х  — у), т у  — — с(у  — х).

Зафиксируем параметры М, т,  с, a k  устремим к бесконеч­
ности. Пусть x ( t , k ) ,  у (t, k) — решение этих уравнений с началь­
ным условием х  (0, k) — х  (0, k) — 0, a i/(0, k) и у (0, k) от k  
не зависят. Очевидно, что

l i m ; t ( f ,  £ ) = 0 ,
к-* оо

а предельное движение

y(t) =  \imy(t, k)
к-* оо

является гармоническим колебанием с частотой ш =  Уг/пг. 
В этом случае «бесконечно большая» жесткость пружины экви­
валентна наложению на систему голономной связи * =  0.

Эту же связь можно реализовать по-другому. Для этого до­
статочно устремить к бесконечности массу М и снова считать, 
что х(0) =  х(0) = 0 .

Есть еще один физически ясный способ реализации этой 
связи, основанный на введении сил вязкого трения. Предполо­
жим, что на тело с массой М действует еще сила сопротивле­
ния F = —ах, а =  const> 0 . Это слагаемое надо добавить в пер­
вое уравнение движения. Если а-+-оо, то снова х(0-*-0. При 
этом уже не обязательно, чтобы х(0) и х(0) обращались в 
нуль. Равенство
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litn x ( t ) = 0
a  —»

будет иметь место при /> 0 .
Можно рассмотреть более сложный случай, когда одновре­

менно М  и а  неограниченно возрастают, но их отношение а/Л4 
стремится к конечному значению ц > 0 . После этого предельно­
го перехода уравнения движения упрощаются:

х =  — \ix, т у =  — с (у  — х).

Они срова допускают решения ( х ,  у) =  (о, уи) такие, что 1Д.-1- 
-f<i)*t/0 = 0 ,  <1)2 =  г / о т .

Рассмотрим, наконец, случай, когда масса второго тела т 
мала. Тогда в пределе оно не оказывает действия на движение 
тела М  (которое будет совершать гармонические колебания с 
частотой yk/M).  Если с > 0 , то, очевидно, масса т  будет повто­
рять движение массы М : y ( t ) ^ x ( t ) .

Если же значение с тоже устремить к нулю и при этом 
c/m-*-\i>0, то в пределе будем иметь «ограниченную» задачу 
двух тел: масса М  совершает гармонические колебания по за ­
кону x0(t),  а масса т  совершает вынужденные колебания в со­
ответствии с уразнением

Эти простые наблюдения допускают обобщения.
6.2. Голономные связи. Пусть T(q, q) —  кинетическая энер­

гия, а U (q ) — потенциальная энергия голономной натуральной 
механической системы с пространством положений М.  Пусть 
/  : Ai-*-R — гладкая функция такая, что ЩФЪ  на множестве 
Л =  { f= 0 } c M .

Рассмотрим новую систему с потенциальной энергией U+  
+  Л/р, зависящей от параметра N  (который затем будет стре­
миться к бесконечности). Через q(t,  Л’) обозначим ее движе­
ние с начальными условиями на Л:

<7(0)=<7оеЛ, q  (0) =  q&Tq, \ ,
не зависящими от N .

Т ео р ем а  9. При iV-»-a> на каждом конечном промежутке 
<)<<<<„ существует предел

Ш п?(Л Л 0 = ?(* )€ Л .
УУ-гоо

Предельная функция ^:[0, <0|-*-Л удовлетворяет уравнениям 
Лагранжа с лагранжианом

L = ( T - u )  |ГА.
Подробное доказательство теоремы можно найти, например, 

в работах [187], [195]. Основным моментом является следующее 
соображение: вследствие сохранения энергии, точка q(t,  N ) не

54



может удалиться от Л на расстояние большее, чем c/yN,  что 
стремится к нулю при N-+-оо.

С помощью теоремы 9 мы можем, исходя из системы свобод­
ных точек, получить произвольные лагранжевы голономные ме­
ханические системы.

6.3. Анизотропное трение. Начнем с определения сил 
вязкого трения. Будем говорить, что на лагранжеву систему 
с лагранжианом L ~ ( A  (q)q-q)i2 — Lf (q) действуют силы вязкого 
трения, если ее движение описывается уравнением

(45)
где F — неотрицательная квадратичная форма по скоростям, 
называемая диссипативной функцией или функцией Рэлея 
(J. W. Rayleigh). Производная от полной энергии системы в си­

лу уравнения (45) равна — F. Если форма F положительно 
определена (в этом случае говорят о силах трения с полной дис­
сипацией),  то энергия монотонно убывает на всех движениях, 
отличных от равновесия. Мы будем рассматривать силы трения 
с функцией Рэлея FK = — N(a(q)  -q)2/2, где а — некоторое ковек- 
торное поле, N =  c o n s t> 0 . Легко понять, что форма FK вырож­
дена и что полная энергия системы не убывает лишь на тех дви­
жениях <7(-). которые удовлетворяют уравнению

a ( q ) - q = 0. (46)
Такие движения, отличные от равновесий, конечно, не всегда 
существуют. Трение с диссипативной функцией FN называют 
еще анизотропным.

Пусть q(t, N ) — решение уравнения с начальным условием, 
не зависящим от N.

Т е о р е м а  10. При N -*-оо на каждом конечном промежутке 
времени 0 < t ^ t 0 существует предел

Иm q ( t ,  N )  =  q( t) .  (47)
A' -*■ со

Предельная функци-i удовлетворяет систем  неголлюмных 
уравнений

[£| =  Яа, a(q)~q — 0 .

В частности, q(t)  удозл атвор лет линеГпиму уравнению 
связи (46).

Если начальное состояние {qo,qo) выбрать из множества 
решений уравнения a (q ) -q  = 0, то предел (47) будет существо­
вать при / = 0  и сходимость будет равномерной на каждом ко­
нечном промежутке времени. В общем случае эта сходимость 
неравномерна в интервале

Теорема 10 выводится из известной теоремы Тихонова 
о сингулярно возмущенных системах (см. [ 5 8 ] ,  [ 7 5 ] ) .  Идея
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реализации линейных по скоростям связей с помощью сил вяз­
кого трения и п?рвыс результаты в этом направлении принад* 
лежат Каратеодори Г144].

Рассмотрим с этом точки зрения упоминавшуюся в § 2 за­
дачу неголономной механики о качении однородного шара 
внутри вертикально поставленной трубы большего радиуса. До­
пустим теперь, что шар может проскальзывать и пусть v — 
ненулевая скорость точки контакта. Введем силу вязкого тре­
ния, приложенную к точке касания и равную — kv, где k =
— const> 0 .  При достаточно больших значениях k  движение 
такого шара будет близко к качению неголономного шара и, 
следовательно, по крайней мере, в первые моменты времени 
можно будет наблюдать движение шара с трением вверх ро 
трубе.

6.4. Присоединенные массы. Рассмотрим движение натураль­
ной системы с лагранжианом

зависящим от параметра N  >  0. Здесь снова a  (q) — ненулевое 
ковекторное поле, заданное на пространстве положений.

Пусть q(t,  N )  — движение с начальным состоянием q0, qQ, 
таким, что а(<70)-^0 =  0.

Т е о р е м а  11 (см. [83]). При N ->■ оо на каждом конечном 
промежутке времени сущ ествует предел

Предельная функция является экстремалью вариационной за" 
дачи Лагранжа о стационарном значении функционала

Следовательно предельное движение q (-) является движе­
нием вакономной системы с функцией Лагранжа L0 и со связью 
а • q ==0.

Рассмотрим этот предельный переход подробнее. При N > О 
обычным способом введем канонические импульсы

LX = \ ; (A  (q)q-q)  +  ^  (a (q) - q ) * - U  (q),

lim<7(*, N )  =  q( t ) .
Д-*ЭО

с линейным ограничением a -q  =  0.

р =  A q  +  N  (a-q)а. 
Разрешая это уравнение относительно скоростей

мы видим, что при N  -*■ оо оно переходит в равенство
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A q = p ---- - p 'a a ,’ r  A 'a - a
с помощью которого вводятся импульсы в вакономной механике.

Рассмотрим движения голономной системы при N  >  О с на­
чальными данными

д (0)=<7о, Ра (0) =  р0 f  аа, об/?,

где p 0= A q 0 и a(g0)-q0— O. Когда о = 0 ,  то получим начальные 
условия, о которых идет речь в теореме 11. При фиксированном 
значении о начальные условия q (0) н qa ( 0 ) = A ~ 1 (q0) р а (0) удов­
летворяют уравнению а-д =  0 с точностью до 1/ЛЛ

Гамильтониан голономной системы с лагранжианом LN равен 
H n  =  H 0+ O ( I i N),  где Н 0 — вакономная функция Гамильтона 
(см. § 4). Следовательно, при фиксированном а  и N -*- оо суще­
ствует предел

Urn qa (t, N )  =  qa (t), (48)
N-*oo

который представляет едно из движений вакономной системы, 
с лагранжианом Ц  и со связью a - q = 0.

При N-*~<x> начальное состояние <7(0) и qa(0) ие зависит от
а, однако предел (48) в случае неинтегрируемых связей су­
щественно зависит от параметра а  (см. § 4). Таким образом, 
когда N  велико, то ошибки в начальных условиях порядка 1/N 
могут порождать конечные отклонения на временах 1. 
В этом состоит одно из качественных объяснений недетермини­
рованного поведения вакономных систем.

П р и м е р  11. Покажем, как можно физически реализовать 
движение вакономного конька по наклонной плоскости, изу­
ченное нами в § 4. Д ля этого рассмотрим движение в безгра­
ничной идеальной жидкости удлиненной невесомой эллипти­
ческой пластинки с жестко закрепленными точками положи­
тельной массы (см. рис. 7). Предположим, что на точки 
действует лишь сила тяжести. Симметрия задачи допускает 
движения, при которых ось х  горизонтальна, а оси у  и г  по­
стоянно леж ат в некоторой вертикальной плоскости.

8 - 1
Рис. 7
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Пусть со — проекция угловой скорости тела на ось х, а и, 
v  — проекции скорости центра масс на оси у, г. Рассмотрим 
вначале движение эллипсоида

X- U2 92
— 4- ' -  4- — =  1а 2 ' Ьг ' с»

в однородной жидкости с плотностью р. Кинетическая энергия 
жидкости равна

^ ( A r f  +  B t f  +  Cv*), (49)

гд е

5 2 ( 4 — с * ) 4 . ( * * + с « ) ( р , - т . )  3 Я р а 6 с >

В =  2 = к - 3 Я-0а&Г’ С==2 = т Л ЯраЬС'

d \  , i* rfX

о а
Р°= а ^ \ ( ^ Т Х ) о - '  4o =  a b c \ - c- J f a ,

D  =  V { a 2 +  l )  (b2 +  Л) (с2 4- Ц-
Эти формулы можно найти, например, в книге Ламба 

(Н. Lamb) [162].
Устремим с к нулю и положим Ь = е, а = е~а. Считая е ма­

лым, из этих соотношений можно получить следующие асимп­
тотические формулы:

А  ~  -”г яра4-®, - В =  О, С  — ~ яре2_а.

Таким образом, если 2 < а < 4 ,  то Л-*-0, а С-*-оо при е-*0.
Кинетическая энергия системы «тело-|-жидкостъ» имеет тот 

же вид (49), только к А надо добавить момент инерции тела 
относительно оси х, а к В и С надо добавить массу тела. В ито­
ге при е-*-0 величины А к В  будут стремиться к конечным пре­
делам, a C-voo. Таким образом, мы находимся в условиях тео­
ремы: при e-vO движение эллиптической пластинки с начальной 
скоростью и ( 0 ) = 0  будет стремиться к движению предельнрй 
вакономной системы.

6.5. Присоединенные массы и анизотропное трение. Рассмот­
рим многомерную натуральную механическую систему с лаг­
ранжианом

Ln =  {  ( A (q )q .q )  +  ^ L ( a ( q ) . q f  +  V(q) .

Предположим, что, кроме потенциальных сил с силовой функ‘ 
цией V ,  на систему действуют силы анизотропного трения с 
сипативной функцией Рэлея

F N = M - { a ( q ) ' q f .
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Уравнение движения имеет вид уравнения Лагранжа

[ £ * ] = —  F N - .

Фиксируя значения параметров а > 0 ,  р > 0 ,  устремим N  к 
бесконечности.

Пусть q( t ,  ЛГ)— решения уравнения движения с не завися­
щим от N  начальным состоянием, удовлетворяющим уравнению 
a - ' q = 0.

Т е о р е м а  12 (см. [84]). При N-*-  оо иа каждом конечном 
промежутке времени сущ ествует предел

lim q ( i ,  N ) = q { t ) .
УУ—►оо

Предельное движение q (•) вместе с некоторой «сопряженной» 
функцией р ( - )  удовлетворяет дифференциальным уравнениям

д Н  А-1ра  • дН  в /сПч
P = - ^ ~ ^ l F 4 - a a' 9 = d J '  (5°)

где Н  (р , q) — функция Гамильтона вакономной системы с лагран­
жианом L0 и со связью а - <7=0.

Из второго уравнения (50) следует, что предельное движе­
ние q(-)  удовлетворяет уравнению a - q = 0 .

При р = 0  теорема 12 совпадает с теоремой 11. В другом 
предельном случае, когда отношение ц =  p/ а  велико, уравнения 
(50) будут сингулярными. Следуя общему методу исследования 
таких уравнений, при а  =  0 из (50) получим «упрощенное» урав­
нение

А-'аа
Дифференцируя уравнения A q = p — fai по времени и учиты­

вая условие А,=0, будем иметь

(L0-g) • = (Aq) — р — \ а — ' к а = — H ' q— i a =  — ка.
Это соотношение вместе с уравнением связи являются зам­

кнутой системой неголономных уравнений. Используя теорему 
Тихонова, можно показать, что при ц-*-+оо решения 
уравнений (50) действительно стремятся к решениям неголо­
номных уравнений.

При каждом фиксированном значении параметра ц уравне­
ния (50) можно рассматривать как уравнения движения меха­
нической системы с функцией Л агранж а L0 и со связью a-q = 
=  0. Таким образом, мы имеем целое семейство внутренне не­
противоречивых математичеоких моделей движения. Каждая из 
них является синтезом традиционной неголономной механики, 

основанной на принципе Д аламбера—Лагранжа, и вакономной 
динамики, в основу которой положен вариационный принцип
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Гамильтона. Вопрос о выборе модели в каждом конкретном 
случае может быть решен только с помощью экспериментов. 
Обсуждение этих вопросов можно найти в работе [84].

6.6. Малые массы. В заключение обсудим корректность 
обобщенного гамильтонова формализма Дирака. Как уже от­
мечалось (см. § 5), связи в фазовом пространстве появляются, 
например, в том случае, когда лагранжиан вырожден по скоро­
стям. В связи с этим мы рассмотрим голономную систему с 
функцией Л агранжа

Ц  =  Ц  (<7, <7> Q )+  - т г + е М ? ,  Q* Q' е)» q&Rn> Q&Ri

где е —малый параметр. Функция L0 предполагается невырож­
денной по q.

При е =  0 будем иметь вырожденную систему. Первичной 
связью (по Дираку) служит уравнение Р =  О, где P = L {)Q-. 
Условие совместности дает нам вторичную связь

(Я, Н 0) =  — HijQ =  0, (51)

где Н 0(р, д, Q) =  p - < } - L o \ ^ p-
Предположим, что Q — f ( p , q ) — решение уравнения (51). 

После этого вторичную связь можно представить в виде урав­
нения ¥ = Q —1 ( р ,я )=  0, причем {Р, ¥ }  =  — 1 ^ 0 .

Гамильтониан Д ирака 36 является суммой Н0-\-ХР+ 
+ |i ( Q —/) ;  коэффициенты Я и ц  однозначио найдутся из усло­
вий совместности

{Р, Щ  =  {Р, Я 0} - ч = О ,  {Q — / ,  - { / ,  Н 0) — X =  0.

Отсюда получаем, что и =  — Я = { Я 0, /} . Уравнения Га­
мильтона со связями, очевидно, примут следующий вид:

p = — H 0v, q =  H Qp, Р  =  0, Q =  / ,  (52)

где Н 0(р, я) =  Н й(р, q, Q)\q=i- Функция Гамильтона полной сис­
темы (при е=^0) равна Н й(р, q, Q) +  P 2l2s - \ -eH l (p, q, Q, e). 
Соответствующие канонические уравнения суть

р =  — Н'од — г Н 1д, q =  Hop +  eMlp, (53)

Р =  — H oq — ьН'ю, ф =  Я /е .

П р е д л о ж е н и е  16. Если то уравнения (53)
допускают единственное решение в виде формальных рядов по 
степеням е

P = P o ( t ) + b p l ( t ) +  . . . .  <7 =  <7o(0+6V i(*)+  . . . ,

Р — ьР\  ( 0 +  • • •• Q — f ( p o  (О* Яо (0 )+ « Q i (0  +  • • •» 
где Po(t), q0( t ) — наперед заданиое решение уравнений (52). 

К сожалению эти ряды не всегда сходятся. В случае, когда
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функция Но не зависит от Q, уравнения (53) перестают быть 
сингулярными: вместо импульса Р  следует взять новую пере­
менную Р/г .  Решения этих уравнений можно тогда представить 
в виде сходящихся степенных рядов, причем начальные усло­
вия Q(0) и 0 (0 )  могут быть произвольными. Именно так об­
стоит дело в «ограниченной» задаче п  тел, когда масса одного 
из них стремится к нулю.

Таким образом, механику Д ирака можно трактовать как ме­
ханику малых масс. В противоположность этому, вакономная 
механика, наоборот, удобна для описания динамики больших 
масс.

Утверждения этого параграфа могут служить мотивировкой 
наших теоретических построений, касающихся динамики меха­
нических систем со связями.

Глава 2
ЗАДАЧА п ТЕЛ

§ 1. Задача двух тел

1.1. Орбиты. Пусть две точки (г,, т {) и (г2, т 2) взаимодей­
ствуют между собой с потенциальной энергией U{\r \—г2|)  
так, что уравнения движения имеют вид

dU •• ди
ir i =  577’ т ^ = - д Г г -

П р е д л о ж е н и е  1. Изменение относительного радиус- 
вектора г=гх— г2 в задаче двух тел такое же, как при движе­
нии точки массы m =  mim2/(m i- fm 2) в центральном силовом 
поле с потенциалом V  ( | г \ ).

Если
» __т ^  +  ШгГг ___
* от, +  тг 

барицентр точек т х и щ ,  то, очевидно,

r i =  |- j ----- ^ — г, г2 =  ̂ -------^ — г.ь 1 « j  +  тг 2 J nti +  тг

Из этих формул вытекает, что в барицентрической системе 
отсчета траектории материальных точек являются плоскими по­
добными кривыми (с коэффициентом подобия m t/m 2). Итак, 
задача сводится к исследованию одного уравнения

m r =  rER3.
Пусть х ,  «/—декартовы координаты в плоскости орбиты* 

Тогда К г =  т ( х у — у х ) — const.  В полярных координатах j t =
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=  r  cos  Ф, y =  r  sin Ф, очевидно, A ',  =  т г 2Ф. Следовательно» 
г2Ф =  c — const. Если c = 0 , т о  Ф =  const (точка движется по пря­
мой). Будем считать, что с ф  0. В этом случае ф — монотонная 
функция t и, следовательно, сущ ествует  обратная функция 
t — t (ф). При движении точки т  ее радиус-вектор заметает 
некоторый криволинейный сектор с площадью

Таким образом , S =  c /2  =  const («секторная» скорость постоян­
н а). Этот факт называют обычно интегралом площадей или 
вторым законом Кеплера (J. K epler), а постоянную с  —  посто­
янной площадей.

П р е д л о ж е н и е  2 (Н ью тон). При фиксированном значе­
нии постоянной площадей с

Э то уравнение описывает движение точки массы m по пря­
мой / ? = { г }  под действием потенциальной силы с потенциалом 
U с. С помощью интеграла энергии

оно интегрируется в квадратурах. Функция U с называется при­
веденным потенциалом.

С помощью интегралов энергии и площадей можно найти 
уравнение орбит, не решая уравнения ( 1). Действительно, так 
как r  =  V 2 ( h  — U c) i т и г2Ф =  с , то

При вычислении орбит иногда полезно иметь в виду
П р е д л о ж е н и е  3. (Клеро (А. С. Clairaut)). П усть р = 1  /г 

и р = р (ч) — уравнение орбиты. Тогда

При фиксированных значениях Л и с  орбита заключена 
в области

о

( 1)

Интегрируя это уравнение, получим

В с.н =  {(г, Ф)6Я *:и  +  £ < Н \
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являющейся объединением нескольких колец. П усть h —  не­
критическое значение приведенного потенциала Ue и область 
Вс, h сов п а д а ете  кольцом 0 < r i ^ r ^ r 2< o o .

П окаж ем, что в этом  случае r(t)  — периодическая функция 
времени, причем

min г  ( / ) = / - ! ,  m a x r ( / ) = r 2.
Для доказательства положим

г г,
___я_ Г*_________ dx______  ^ __ р _________ dx______

Очевидно, что г  (и) — периодическая функция и с  периодом 2я  
и u = « / x = c o n s t .  Период функции г  (•) равен, очевидно, 2т.

Угол ф изменяется монотонно (если, конечно, с= ^ 0 ). Точки 
на орбите, наименее удаленные от центра, называются пери­
центрами, а наиболее удаленные —  апоцентрами. Орбита сим­
метрична относительно прямых, проходящих через точку г = 0  
и перицентры (апоцентры ). Угол Ф  меж ду направлениями на 
соседние апоцентры (перицентры) называется апсидальным 
углом. О рбита инвариантна относительно поворота на угол Ф. 
Если апсидальный угол

ф = 2  Р ----------- f
J  - ■ • ] / 4  ! » - ( / « >
Т\

соизмерим с л, то орбита замкнута. В противном случае она 
заполняет кольцо Вс, ь всю ду плотно. Если г2= о о ,  то  орбита не 
ограничена.

Рис. 8. О рбита в центральном поле

Движение точки по окруж ности г =  г0 называется относи­
тельным равновесием. Очевидно, что такое движение равномер­
ное и значения г0 совпадаю т с критическими точками приве­
денного потенциала Uc. Если в точке г = г 0 функция Uc имеет 
локальный минимум, то соответствую щ ее круговое движение 
орбитально устойчиво.
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Т е о р е м а  1 (Бертран (I. L. F. B ertran d )). П усть при не­
котором  с Ф О имеется устойчивое относительное равновесие и 
потенциал Uc аналитичен при г > 0. Еслн все орбиты , достаточ­
но близкие к круговой, замкнуты, то  U есть либо —угг, либо 
— у/г ( у > 0 ) .

В первом случае система является гармоническим осцил­
лятором. Орбитами являются эллипсы с  центром в точке г = 0. 
Второй случай соответствует гравитационному притяжению. За­
дача о  движении точки в силовом поле с  потенциалом U = — у/г 
обычно называется задачей Кеплера.

Рис. 9. Приведенный потенциал задачи  Кеплера 

Приведенный потенциал задачи Кеплера равен

Согласно уравнению К л е р о  (предложение 3), -щ г  — —  Р +  
Э т о  линейное неоднородное уравнение легко решается:

р =  Л cos  (Ф — Фо) +  т г  =  (1 +  £ cos  (Ф — Фо))« (2) 

де  е  и Ф0 — некоторые постоянные, р  =  с2/ у > 0. О тсю да

1 +  е  cos (ч>— <|>о)

и, следовательно, орбиты задачи Кеплера —  конические сечеиия 
с  фокусом в притягивающем центре (первый закон Кеплера).

При фиксированном с Ф 0 сущ ествует единственное относи­
тельное равновесие гй= с 2/у. Его энергия Л0=  — у1/2с1 мини­
мальна. С помощ ью простой формулы

D2 =  Г2 4 - Г2Ф2 =  С2 (р2 +  р '?), р ' =  -|~-

интеграл энергии можно записать в следующ ем виде:

- ^ ( р ^ + р 2) — Y P = a -

Подставляя в эту  формулу уравнение орбиты (2), получим 
выражение для эксцентриситета e  =  V\-\-2c2h ly2. Поскольку
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Л >Л 0=  — у2/2с2, т о  эксцентриситет принимает только действи­
тельные значения.

Если h —ho, то  е = 0  и орбита круговая. Если Л о < А < 0, т о  
0 < е < 1 .  В этом  случае орбитой будет эллипс. Если й = 0 , то  
е = 1  и орбитой является парабола. П ри А > 0  будем иметь 
е > \ .  В этом  случае точка движ ется по одной из ветвей ги­
перболы.

Н а рисунке 10 изображ ено бифуркационное множество 2  
на плоскости параметров с, А. Оно состоит из кривой h =
— —у 2/2с2 и д вух  координатных прямых с = 0  и Л = 0 . В точках 
2  происходит перестройка областей возмож ности движения 
Вс, h (на рисунке они заш трихованы ).

В случае гармонического осциллятора период обращ ения по 
орбите не зависит от  начального состояния. В задаче Кеплера 
это  не так. Д ля эллиптических движений справедлив «третий 
закон Кеплера»: а3/Т2=у/4я?=‘ const, где а —  больш ая полуось

О м
эллипса, Г —  период обращения. П оскольку a = jZzp~T^hi;
то период зависит лишь о т  постоянной энергии.

1.2. Аномалии. Д ля полного решения задачи Кеплера нам 
осталось найти закон движения по уж е известным орбитам. 
Направим оси х  и у  по главным осям конического сечения, 
представляющ его орбиту. Ее уравнение мож но представить в 
следующ ем параметрическом виде:

x = a ( c o s u  — е), у ^ а V/ l — e2 s in a  (0 < е < 1), если й < 0 , 

x = a ( c h u — e), у = а \ е ъ— 1 s h a  ( е > 1), если й > 0 , (3) 

х  — ^ ( р — и2), y = V p  и, если h = 0 .

Вспомогательная переменная и в астрономии называется 
эксцентрической аномалией, а угол <р меж ду направлением на 
перицентр орбиты (ось  х)  и радиусом-вектором точки —  истин­
ной аномалией.
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Рис. 11

И меют место следующие формулы:

Y 2 r * i -
U

V p

где А < 0 ,  й > 0 ,  А = 0 соответственно. Подставляя формулы (3) 
в интеграл площадей х у  — у х  =  с  и интегрируя, получим соотно­
шения между временем и эксцентрической аномалией:

и — e s i n « = / i ( /  — t0\ л = ^ £ - ;  если Л < 0, 

u — e s h u — n (t  — t0y, п — — если А > 0 ,

— — п =  2 если А = 0 .

Здесь (о —  время прохождения точки через перицентр. Эти 
уравнения (во  всяком случае первое) называют уравнениями 
Кеплера. Линейная функция Z,=n(t— t3) называется обычно сред­
ней аномалией.

Таким образом , в эллиптическом случае задачи Кеплера мы 
должны решить трансцендентное уравнение Кеплера

и— es in  u =  £.
Ясно, что при 0 < е < 1  оно имеет аналитическое решение 

и(е, £ ), причем разность и(е, £ )— £ периодична по средней ано­
малии £ с периодом 2л. Д ля того, чтобы представить функцию 
и(е, £) в удобном для вычислений виде, можно избрать два пути:

( 1) разложить разность и— £ при фиксированных значениях 
е в ряд Фурье по £ с зависящими от е коэффициентами,

(2) можно попытаться представить и(е, £) в виде ряда по 
степеням эксцентриситета е с коэффициентами, зависящими 
от £.
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В первом случае
J т (те)

ОО
и = £ + 2 2  »  "S in  m i,  (4)

m—1
где

y * ( z ) = 2S-S c o s ( m * - * s in * )r f .x = 2
0

(w t = 0, 1. . . )  —
функции Бесселя m-го порядка. «Эти функции использовались 
ш ироко как раз в рассматриваемой задаче самим Бесселем 
(F. W . B essel), а такж е на полстолетие раньше Л агранж ем »1*. 

Д оказательство (4 ) основано на простом вычислении
2 я оо 2 л

d a __ 1_________ 1 C  dt, . у  cos wg С cos mt,dZ, __
dt 1 — e cos и 2я j  1 — e cos л J 1 — e cos и

о m—1 о
2n oo 2»

S <*“+2 T *  § cos Im(u—eslnu)\du =
0 m—1 0 

oo

=  1 + 2 2  Im (m e)cos  mZ.
m—1

О стается  проинтегрировать эт у  формулу по £.
При втором подходе будем иметь разложение

00
и (е ,й ) = 2  ‘ " М ш ’ (5)

fR«0
где

д ти(е , С)
Cm(S) = de"' | е—о*

Используя известную формулу локального обращения голо­
морфных функций Лагранжа2) получим формулу для коэффициен­
тов этого  ряда:

с0 (£) =  £; с т(£) =  щ ^ Т  sinmS, m >  1.

Функции cm( £ ) — тригонометрические полиномы средней 
аномалии £. Переставляй члены ряда (5 ) , можно получить 
разложение (4 ) . Именно таким путем Л агранж пришел к фор­
муле (4 ).

П о теореме о  неявной функции (с  учетом периодичности 
и(е, ? ) — 5) ряд (5) сходится на всей числовой прямой l(-R при

^  См. Уинтнер (A. W in tner) [42].
Полученную  Л агран ж ем  как раз в связи с решением у р ав н ен и я  Кеп­

лера.
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малых е. Детальный анализ разложения (4) показывает, что 
ряд Л агранж а сходится при е < 0 ,6627434 . . .  u.

1.3. Столкновения и регуляризация. Выше предполагалось, 
что постоянная площадей с Ф 0. Положим теперь с = 0 .  Д виж е­
ние точки будет прямолинейным и мож но считать, что оно про­
исходит вдоль оси х. Если в некоторый момент времени ск о­
рость х  направлена к притягивающему центру, то  дс^ -^О , 
jc (0 -+ -«>  при приближении t к некоторому t0. Таким образом , 
в момент t= to  произойдет столкновение двух тел. Очевидно, что 
при с = 0  функция х ( ( ) ,  t£R обязательно имеет особенность 
указанного вида.

П окаж ем, что эксцентрическая аномалия и является регу- 
ляризующей  переменной, устраняющей особенность аналити­
ческой функции x ( t ) .  Если с =  0, то е =  \ в эллиптическом и ги­
перболическом случаях и р =  0 в параболическом случае. Сле­
довательно, формулы (3) запишутся в следующ ем виде:

j t = a ( c o s  и — 1), x  — a{chtt — 1), х = — (6)

В соответствии с этими формулами при А < 0  столкновение 
имеет место при и =  2л£, &6Z, а при Л ^ О  —  только при ы =  0 . 
В эллиптическом случае тож е достаточно рассмотреть случай 
и =  0.

Положим для простоты /0= 0 . Из уравнений Кеплера (при 
е = 1 )  легко получить, что в окрестности точки ы =  0 справед­
ливо разложение

t =  u3f(u ) ,
где f —  аналитическая функция в окрестности нуля, причем 
/ ( 0 )  =9̂=0 . Из (6) вытекает аналогичное представление

x = u 2g (u )
с аналитической функцией g и g ( 0 ) ф 0 .  Исключая из этих 
формул экцентрическую аномалию и, получим разложение Пю- 
изе (V . A. P u iseu x ):

л—0
Коэффициенты с„ с нечетными номерами, очевидно, рав­

ны нулю, а соФО. Следовательно, x ( t ) — четная функция вре­
мени, т. е. движущ аяся точка отраж ается от притягивающего 
центра после столкновения. Если переменные х к t рассмат­
ривать как комплексные, то t — 0 является алгебраической точ­
кой разветвления аналитической функции x ( t ) .  В точке столк­
новения * =  0 сходятся три листа ее римановой поверхности,

11 «Зам етим , что основным толчком, приведш им Коши к открытиям в 
теории  функций комплексного переменного, послуж ило его ж елание про­
вести удовлетворительны й анализ именно ряда Л агр ан ж а»  (Уннтиер [42]).
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причем действительные значения x ( t )  при *> 0  и t < 0 леж ат 
только на одном листе. Следовательно, функция х ( / )  допуска­
ет единственное вещественное продолж ение” .

В заключение отметим результат Болина (К . B oh lin ), ка­
сающ ийся регуляризации задачи двух тел в общ ем эллиптиче­
ском случае (когда Л < 0 ) .

Вводя комплексное переменное z —x + iy ,  уравнение задачи 
Кеплера перепишем в следующ ем виде:

а интеграл энергии

z  =

1* 1*

_____ У*
*\ш ’

А. (7)2 ' г  |
Сделаем замену независимой переменной z-*~w и времена 

t - + x  по формулам
z = w 2, / '  =  -| £ -= 4 | ® J | =  4|z|. (8)

Запишем уравнение (7) в новых переменных w,  т:

1*££ .-4у+4Л |  w*|. (9)

О тсю да ш "+ 8 | Л | ® = 0 . Это уравнение описывает колебания 
гармонического осциллятора. Таким образом , нелинейное отоб ­
ражение (8) переводит орбиты задачи Кеплера с  постоянной 
энергией Л< 0  в орбиты гармонического осциллятора, располо­
женные на энергетическом уровне (9 ) .  Этот вывод удачно до­
полняет теорему Бертрана.

Регуляризирующая переменная х линейно зависит от  экс­
центрической аномалии и. Действительно, так как 

| z | = r = a ( l  — e c o s a )  и л / — и — e s in a ,
то

du,________ п __па
~dk 1— e c o s u  г ’

откуда ы =  4пат.
1.4. Геометрия задачи Кеплера. М озер (J. M oser) заметил, 

что с помощ ью подходящ ей замены времени фазовый поток 
кеплеровой задачи можно преобразовать в геодезический поток 
на поверхности постоянной кривизны. При изложении этого 
результата мы будем следовать Ю . С. Осипову (УМН, 1972, 27 
в. 2, 161).

Л е м м а  1. П усть x { t ) — решение гамильтоновой системы с  
гамильтонианом Н (х ) ,  располож енное на уровне Н — 0. Сдела­
ем замену времени t>-+ т вдоль траекторий по формуле d.\ldt — 
=  G~1( x ) ^ 0. Тогда функция х(х) = x ( t { j ) )  является решени­
ем гамильтоновой системы (в той же симплектической струк-

11 Регуляри зац ия столкновений в задаче  двух тел восходит к Эйлеру.
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туре) с гамильтонианом H =  HG. Если G =  2 ( H + a ) ,  то можно 
положить Н = ( Н + а ) 2.

Запишем гамильтониан задачи Кеплера в обозначениях 
п. 1.3: # =  | р 12/ 2 — •yI^I. р — 2. Сделаем замену времени т'=  
=  |z|-1 на многообразии Я  =  Л (ср. с формулой (8) ) .  Согласно 
лемме 1, это  соответствует переходу к функции Гамильтона 
\z\(H— h) =  \z\(\p\2— 2h)/2— y. Сделаем еще одну замену 
времени т ' т ,  d'xldx =  2(\z\(H— h ) + y )  на том ж е уровне 
Я  =  Л. В итоге будем иметь гамильтонову систему с  функцией 
Гамильтона

H = \ z\ 2(\p\2- 2 h ) 2/4.
Выполним, наконец, преобразование Л ежандра, считая р —  ко­
ординатой, a z —  импульсом. В результате получим натураль­
ную систему с лагранжианом

Эта функция задает риманову метрику постоянной гауссовой 
кривизны (положительной при Л < 0 и отрицательной при А > 0 ) . 
В случае Л < 0 геодезические метрики (10) (определенной при 
всех p£R2) являются образами больших кругов сферы при сте­
реографической проекции, а в случае Л> 0 (метрика определе­
на в круге \p\2< 2 h )  геодезические являются прямыми пло­
скости Л обачевского (в модели П уанкаре).

З а м е ч а н и е  (А . Б. Гивенталь). П усть плоскость (дг, у)  —  
конфигурационная плоскость кеплеровой задачи с лагранжиа­
ном L =  (х2-\-у2)/2+1/^х2+ у 2. Рассмотрим в пространстве (х, у, 
г )  прямой круговой конус z2= ( x 2+ y 2) и семейство вписанных в 
него параболоидов вращения г =  (х2+ у 2)/4а +  а (а  —  пара­
м етр). П од «проекцией» мы будем понимать проекцию прост­
ранства (дс, у, г)  на плоскость (х, у) вдоль оси г. М ож но по­
казать, что

1) траектории задачи Кеплера —  проекции плоских сечений 
конуса (в частности, вершина конуса —  фокус проекций его 
плоских сечений),

2) траектории с одинаковым значением полной энергии — 
прсГекции сечений конуса плоскостями, касающимися одного и 
того же параболоида,

3) траектории с одинаковым значением кинетического мо­
мента —  проекции сечений конуса плоскостями, проходящими 
через одну и ту же точку оси.

§ 2. Столкновения и регуляризация

2.1. Н еобходимое условие устойчивости. Обратимся теперь 
к общ ей задаче п тел, в которой п материальных точек (mu 
r i) , -  -, (mn, г„) притягиваются друг к другу по закону все-
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мирного тяготения. Кинетическая энергия
1/  =

а силовая функция

v = 2 - r r ik

т= - 2 2 лЛ '

ЩП* г г |• — М / I
/<*

всегда положительна. Введем инерциальную систему отсчета с 
началом в центре масс и пусть rt —  радиус-векторы точек в 
новой системе отсчета. Уравнения задачи п тел будут иметь 
вид уравнений Л агранжа с лагранжианом L =  T + V .

Н азовем движение г . (t) ( l ^ s ^ n )  устойчивым, если вы­
полнены два условия:

a) Г ц Ц )Ф 0  для всех значений t и всех 1ф ]  (нет столкно­
вений),

b) | л * (/)| < £  ( с = con st).
Т е о р е м а  2 (Я коби (С . J a co b i)) . Если движение устойчи­

во, то  полная энергия h = T — V отрицательна.
<  Применим формулу Лагранжа

/ = 2 К  +  4й, (И )

где / = 2 т  ,/•<* — полярный момент инерции. Если А ^ О , то 
I ( t ) .  t£R, выпукла вверх и поэтому не мож ет быть ограничена 
одновременно снизу и сверху. Д ля завершения доказательства 
остается воспользоваться тож деством  Л агранжа:

/ S  *»|— 2  * » , о ) в- >
;<*

При дополнительном предположении об  ограниченности снизу 
взаимных расстояний (\riJ( t ) '\ > c > 0 )  из интеграла энергии и 
формулы Лагранжа (11) вытекает, что вдоль устойчивого дви­
жения средние значения

S S

l l m - t v  (*)<**. lim ^ 2Т ( t )d t
S-+ 00 S J s— 00 ® J

сущ ествую т и равны —  2 Л > 0 .
Н еобходимое условие устойчивости Л < 0 не является доста ­

точным при п > 2.
2.2. Одновременные столкновения. Когда при t-*-t0 радиус- 

векторы /ч (0  всех точек имеют один и тот же предел г0, то 
мы будем говорить, что в момент времени t0 происходит одно­
временное столкновение. Очевидно, что точка го долж на совпа­
дать с центрам масс, т. е. го= 0 . Одновременное соударение име­
ет место тогда и только тогда, когда полярный момент / ( / )  
стремится к нулю при t-*-tQ.
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Т е о р е м а  3. Если I ( t ) -+ 0  при t-*-to, то постоянный вектор 
кинетического момента

А' = 2/п,(г,Хг,)
равен нулю.

Для п =  3 это  утверждение было уже известно Вейерштрас- 
су  (К. W eierstrass).
J <3 Поскольку при t - * t 0 функция V ( < ) - * - f  оо, то, согласно 
уравнению I — 2V  + 4 А , при близких к / 0 значениях времени 
/  ( / )  >  0. Следовательно, перед столкновением I  (t) монотонно 
убывает.

Воспользуемся неравенством К 2< 2 / 7  (из §  1 гл. 1), кото­
рое вследствие формулы «Лагранжа эквивалентно неравенству

7  > £  +  2А.

Умножим это  неравенство на положительное число — 2 /  
и проинтегрируем его  в интервале ( / и /) ,  t <  tQ:

Р  ( / , ) - / *  (О  > 2К* In j ~  Ч-4А ( /  ( / , ) - /  (0 ).

Тем более справедливо неравенство

О тсю да вытекает сущ ествование для I {t )  положительной 
нижней грани в интервале (tu t0), если Ю фО.  <

2.3. Парные столкновения. Будем говорить, что в момент 
времени to происходит парное столкновение, если расстояние 
меж ду двумя точками, скажем меж ду т х и тп, стремится к 
нулю при t-*-t0, а Еааимные расстояния между остальными точ­
ками при значениях t, близких к t0, ограничены снизу некото­
рой положительной величиной. Влияние точек т2, . . . ,  тп- 1 на 
движение тх и тп при таких t, очевидно, пренебрежимо мало 
по сравнению с взаимодействием mi и т „ .  П оэтом у естествен­
но ожидать, что вблизи момента времени to поведение вектора 
>'in(0  примерно такое же, как и в задаче о  столкновении двух 
тел (см. § 1). В задаче двух тел локально униформизующ ей пе­
ременной была истинная аномалия u (t) ,  пропорциональная ин­
тегралу от обратного расстояния между точками. П оэтом у в слу­
чае парного столкновения естественно пытаться регуляризовать 
решение с помощ ью переменной

(12)• о
М ож но показать, что это  соображ ение действительно при­

водит к цели: функции rh(u) регулярны вблизи точки и =  0 
(соответствую щ ей парному соударению) и, кроме того, t(u) —
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— t0=u *p(u ),  где p ( ' )  —  функция, голоморфная вблизи ы=О,, 
причем р (0 )¥ = 0 . Таким образом , в случае парного столкнове­
ния, так  ж е, как в задаче двух тел, координаты точек /■* явля­
ю тся голоморфными функциями переменной / 1— to и, следова- 
тельно, допускаю т единственное вещественной аналитическое 
продолжение при t > l o ■ М ож но показать, что функции г2( / ) , . . .  
•. •, r „ -i  (t) даж е голоморфны в окрестности точки to.

Д ля того , чтобы  упиформизирующ ая переменная u(i)  была 
пригодной для любой пары точек и для л ю бого  момента пар­
ного столкновения, ( 12) следует заменить формулой

Если полярный кинетический момент отличен от  нуля, т о  в 
задаче трех тел единственными особенностями могут бы ть лишь 
парные столкновения. Как показал Зундман (К . F. Sundm an), 
функции rk(u) ( l ^ f t ^ 3 )  голоморфны в некоторой полосе 
|Imu|<C6 комплексной плоскости ыбС, содерж ащ ей действи­
тельную ось . О тобразим теперь эту полосу конформно на еди­
ничный круг | со | <С 1 преобразованием

переводящим действительную ось  — o o < u < - f o o  в отрезок 
— 1 < и < 1 .  В результате координаты точек г* станут функция­
ми, голоморфными в круге | ш | < 1, и их мож но представить 
в виде сходящ ихся степенных рядов новой переменной ш. Эти 
ряды представляют движение трех тел при всех значениях вре­
мени t ОТ ---- ОО ДО + 0 0 1».

Этот результат принадлежит Зундману (1913 г .) ; он следо­
вал более ранним работам Пуанкаре и Вейерш трасса, в кото­
рых были получены разложения решений задачи п тел в схо­
дящ иеся ряды по степеням вспомогательной переменной ш при 
отсутствии соударений. Ч то касается возмож ности соударений, 
то  в задаче трех тел они бесконечно редки: с помощ ью теоремы 
об одновременных столкновениях и с использованием регуля­
ризации парных столкновений мож но показать, что в двенад­
цатимерном пространстве состояний задачи трех тел (при 
фиксированном положении центра м асс) траектории столкно­
вений леж ат на некоторых особы х аналитических поверхностях 
размерности 10.. Их мера, конечно, равна нулю. О днако неиз­
вестно, м огут ли эти особы е поверхности всю ду плотно запол­
нять целые области в пространстве состояний.

■> Ряды по степеням о> совершенно бесполезны для практических расчетов 
ввиду их крайне медленной сходимости.

(О л а
е2!> + 1
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Приведем в заключение в качестве иллюстрации результа­
ты численных расчетов в «пиф агорейском» варианте задачи 
трех тел, когда тела с массами 3, 4, 5 в начальный момент по­
коятся в точ!ках плоскости (дс, у) с координатами (1 ,3 ) ,  (— 2, 
— 1), (1, — 1). Центр масс этой системы находится в начале 
координат.

Расчеты пифагорейской задачи трех тел были начаты Бур- 
ро (С. Burrau) еще в 1913 году и продолжены в наше время 
Себехеем (V . Szebehely) с  использованием быстродействующ их 
ЭВМ . На рис. 12— 14 можно видеть и тесные сближения точек, 
и их парные соударения, и распад тройной системы. Рис. 15 
показывает «финальное» движение: точка массы т =  5 удаляет­
ся  по прямой от  «двойной звезды », которую образую т точки 
т =  3 и т =  4, периодически сталкиваясь друг с другом. Инте­
ресно отметить, что хотя в этом случае кинетический момент 
равен нулю, однако тройные столкновения отсутствую т.

Рис. 12. Движение притягивающихся масс в пифагорейской зада­
че трех тел в интервала времени от /= 0  до / =  10.

2.4. Особенности решений задачи п тел. О собы е точки ко­
ординат г4 граветирующ их точек как функций времени в случае 
кратных столкновений, когда происходит одновременное соуда ­
рение Л ^З точек, с аналитической точ!ки зрения устроены го­
раздо сложнее. Они, вообщ е говоря, не алгебраические; более 
того, функции r,(t)  ( l ^ s ^ l n )  не имеют вещественного анали­
тического продолжения после момента соударения.

Э то мож но показать уж е на примерах одновременного со ­
ударения в задаче трех тел. Оказывается, при произвольных
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Рис. 13. Вид орбит пифагорейской задачи трех тел на интервале 
времени от <=40 до <=50.

значениях м асс точек т и т 2, т з  сущ ествую т решения
ОО

r 1( o = * 2/32 < w am- (13)
m—0

Положительное число а является непостоянной алгебраической 
функцией масс mt, m2i m3, а среди коэффициентов ал не все 
равны нулю. В момент времени t =  0 имело место тройное 
столкновение. В типичном случае, когда а иррационально, ряд 
(13) имеет при < = 0  изолированную логарифмическую особую  
точку. В частности, это решение, являясь вещественным при 
i > 0, имеет бесконечно много различных аналитических ветвей 
при / < 0, сцднако все эти ветви оказываются комплексными.

Решение (13) найдено Блоком (Н. B lock) (1909 г.) и Шази 
(I. F. Chazy) (1918 г.) с помощ ью следующ его приема. При 
всех значениях масс уравнения задачи трех тел допускают «то ­
мографическое» решение, при котором треугольник, образован­
ный телами, все время остается подобным самому себе. Это ре­
шение аналитически представляется формуле»»

Л ( 0 = в < о а/* ( 1 < « < 3 ) .  (14)
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Рис. 14. Э волю ция орбиг пифагорейской Рис. 15. О бразование двойной 
за д а ч и -т р е х  тел на интервале времени от звезды  в пифагорейском задаче 

/ =  50 до / =  60. трех тел (от / =  60 до / =  70).

Среди характеристических корней уравнения в вариациях для 
этого решения имеется отрицательное число (— а ) .  Согласно 
известным результатам Ляпунова— Пуанкаре, уравнения дви­
жения имеют решение (13) ,  асимптотическое к решению (14). 
Отметим, что метод Блока— Ш аэи уж е раньше применялся 
А. М. Ляпуновым для доказательства неоднозначности решений 
уравнений вращения тяж елого твердого тела с неподвижной 
точкой как функций комплексного времени (1894 г.).

Рассмотрим определенное решение задачи трех тел r,,(t). 
Пусть в начальный момент to все г,кФ 0 Ц Ф к ).  Проследим 
это решение при t > t 0. Возможны три случая:

(a) ни при каком / > * 0 нет столкновений, тогда это движ е­
ние соверш ается без особенностей д о  момента t— + о о ,

(b ) в некоторый момент t\ > t0 происходит аналитически 
продолж аемое столкновение,

(c) в некоторый момент происходит непродолжаемое столк­
новение.
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П усть имеет место случай (Ь ). Тогда при t > t  1 снова возмо­
жен один из вариантов (а ) —  (с ) .  П родолж ая этот  процесс, мы 
можем после конечного числа шагов либо прийти к случаю (а) 
или ( с ) ,  либо будем иметь бесконечное число продолжаемых 
столкновений, происходящ их в некоторые моменты времени 

U . Д ,  • •. М ож но показать, что при п =  3 в последнем 
случае

lim t k=  - f  оо.
к-+ со

В задаче п ^ 4  тел возмож ен, однако, принципиально иной 
тип особенностей. Уже в задаче о  четырех точках на прямой 
сущ ествую т движения, при которых за конечное время to про­
исходит бесконечное число двойных столкновений. Причем в 
итоге при t-yto три тела уходят в бесконечность: од н о  в одну 
сторону, а два других —  в другую , как в пифагорейской задаче 
трех тел. О днако в отличие от случая трех тел, сталкивающиеся 
тела неограниченно сближ аю тся друг с другом , что и дает 
энергию для ухода в бесконечность за конечное время. Четвер­
тое тело осциллирует меж ду ними. Когда осциллирующ ее тело 
подходит близко к двум сближ ающ имся, т о  происходит почти 
что тройное соударение. Сущ ествование такого  движения дока­
зал Д ж . М езер (J. M ather) с помощ ью регуляризации М ак-Ге- 
хн (R. M cG ehee) одновременного соударения в задаче трех 
тел (см. [1 7 2 ]).

§  3. Частные решения

В задаче п тел найдено мало точных решений. Практичес­
ки все они были уж е известны Эйлеру и Лагранжу.

3.1. Центральные конфигурации. Будем говорить, что п ма­
териальных точек (mt, rt) образую т в барицентрической систе­
ме отсчета центральную конфигурацию, если

d7i =  0 d7(’ (15)
где

I ,  V  ткт,

. - а ' Ч -
потенциал гравитационного взаимодействия, / = 2 т«г*2 —  по­
лярный момент инерции, а скалярная функция а не зависит от 
номера I. Из формулы Эйлера для однородных функций выте­
кает, что а =  — V/2/ .  Таким образом , формулу (15) мож но за­
писать ещ е в следующ ем виде

у  д]_
1 д г ~  2 V дг С 

Следовательно, центральным конфигурациям соответствую т 
критические точки функции IV2. Из ее однородности вытекает,
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что центральными конфигурациями одновременно являются на­
боры  (щ ,  п )  и (mi, аг<) для всех а # 0 .  Мы не будем их раз­
личать.

Отыскание для л ю бого числа точек п всех центральных 
конфигураций является сложной пока нерешенной алгебраичес­
кой задачей. Оставляя в стороне тривиальный случай п —2, 
перечислим известные относящ иеся сю да результаты.

При п =  3 единственной неколлинеарной центральной конфи­
гурацией является равносторонний треугольник (Л агран ж ). 
При п =  4 единственной некомпланарной конфигурацией являет­
ся правильный тетраэдр. Коллинеарные конфигурации описы­
ваются следующей теоремой Мультона (F. R. M ulton) [42 ]: 
лю бой нумерации масс точек соответствует единственная цент­
ральная конфигурация, в которой точки в заданном порядке 
расположены на одной прямой. Таким образом , сущ ествует ров­
но п\/2 различных коллинеарных центральных конфигураций. 
При п =  3 их ровно три; они были обнаружены Эйлером.

Понятие центральной конфигурации полезно при анализе 
одновременных столкновений: оказывается, конфигурация гра­
витирующих точек в момент одновременного столкновения 
является (в асимптотическом смы сле) центральной. Из форму­
лы (15) следует, что если в начальный момент точки образую т 
центральную конфигурацию и покоятся, то  д о  момента одновре­
менного соударения их конфигурация, очевидно, не изменится.

3.2. Томографические решения. Решение задачи га тел назовем 
гомографическим, если в барицентрической системе отсчета 
конфигурации, образованные телами, остаю тся подобными 
друг другу во все моменты времени. Если при этом конфигура­
ция не вращается, то таксе решение будем называть гомотети- 
ческим. Примером могут служ ить решения, упомянутые в  конце 
предыдущ его пункта. Если ж е конфигурация остается конгру­
энтной самой себе, то  решение назовем относительным равно- 
весием.

Н еслож но показать, что
a) томографическое решение является гожхгетическим тогда 

и только тогда, когда полярный кинетический момент равен 
нулю,

b ) томографическое решение является относительным равно­
весием тогда и только тогда, когда он о  плоское и его конфи­
гурация вращ ается с  постоянной угловой скоростью .

Более слож но доказы ваю тся следующ ие факты:
c) если томографическое решение не компланарное, то  оно 

гомотетическое,
d) если томографическое решение компланарное, то  он о  

плоское.
В частности, каждое томографическое решение является ли­

бо  плоским, либо гомоггетическим. В задаче трех тел все томо­
графические решения обл адаю т тем свойством, что в бари­
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центрической системе отсчета три тела лежат в неизменной 
плоскости, содержащ ей центр масс (Л агранж ).

П р е д л о ж е н и е  4. Если решение является гомографичес­
ким, то  в лю бой момент времени тела образую т центральную 
конфигурацию.

Э то утверждение дает сп особ  построения томографических 
решений. В качестве примера приведем известную теорему Ла­
гранжа (1772 г .).

Т е о р е м а  4. Задача трех тел при произвольных значениях 
их масс допускает точное решение, при котором

1) плоскость, содерж ащ ая эти точки, неподвижна в бари­
центрической системе отсчета,

2) равнодействующ ая ньютоновских сил притяжения, при­
ложенных к каждой из трех материальных точек, проходит 
через их общий центр тяжести,

3) образованный тремя телами треугольник является рав­
носторонним,

4) траектории трех тел представляют подобные друг другу 
конические сечения с фокусом в их общ ем центре масс.

В частном случае равных масс конические сечения конгру­
энтны и смещены друг относительно друга на угол в 120°. Э то 
замечание мож но обобщ и ть: задача п точек равной массы 
имеет решения, при которых каж дое тело описы вает коничес­
кое сечение с  фокусом в их центре масс; их траектории кон­
груэнтны и повернуты друг относительно друга на угол 2л /л .

3.3. Приведенный потенциал и относительные равновесия.
П р е д л о ж е н и е  5. Конфигурации относительных равно­

весий с  полярным кинетическим моментом К совпадаю т с кри­
тическими точками функции

и к - и + £ .

Функция UK называется приведенным потенциалом. Мы ис­
пользовали ее в § 1 гл. 1 для описания областей возможности 
движения в плоской задаче п тел и в § 1 гл. 2 для отыскания 
траекторий двух тел.

<3 П редположим, что конфигурация относительного равнове­
сия вращ ается вокруг центра масс с постоянной угловой ско­
ростью  to. Тогда, очевидно, К = ! со. Перейдем в систему отсчета 
с координатами и, v, вращ ающ уюся с угловой скоростью  ш; в 
ней конфигурация относительного равновесия неподвижна. 
В новой системе отсчета функция Л агранжа равна

L =  Т +  V  =  ^  Zm, (и,2 +  i i 2) +  wSm , ( « Я  — «,•!>,) +  V w
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m lul =  2m itovi т & 1 =  — 2mt(i)Ut + (16)

Справедливость предложения 2 просто выводится нз этих урав­
нений с учетом следующ его замечания: функции UK и V.  имеют 
одни и те же критические точки, поскольку в этих точках К =  
=  /(0. [>

§ 4. Финальные движения в задаче трех тел

4.1. Классификация финальных движений по Шази.
Т е о р е м а  5. (Ш ази, 1922). К аж дое решение задачи трех 

тел rh(t) ( Л = 1, 2, 3) принадлежит одному из следующ их семи 
кассов:

1J. Н  (гиперболические движения ): |г*|->-«з, | г* | с* >  О 
при /  -► +  оо ;

2°. H P k (гиперболо-параболические):  |г*|->-оо, /•*-► О,
| -> с , > 0  (1фк)\
3". H E k (гиперболо-эллиптические): |г,|->-оо, |г4| -* -с»> 0  

(1 ф к),  sup | г* | <  с » ;
/ > / в

4". P E k (параболо-эллиптические): | r ,| -> o o , | J —► О 
(1фк),  su p | г* |< оо ;

5°. Р  (параболические ): |г, | -> оо , |г<|-»-0;
6°. В (ограниченные): s u p | r * | < o o ;

t>t,
7°. OS (осциллирующие):

П т sup|r*j =  оо , _lim_ sup| r*| <  оо.
/-► + ПО * t-OO *

Примеры движений первых шести типов были известны Ш а­
зи. Сущ ествовэние осциллирующ их движений доказал 
К. А. Ситников в 1959 году.

Перечисленным семи типам финальных движений естест­
венно поставить в соответствие подмнож ества двенадцатимер­
ного фазового пространства задачи трех тел М п  с фиксирован­
ным положением центра масс: эти подмнож ества целиком со ­
ставлены из фазовых траекторий, которым отвечаю т движения 
заданного типа. Представление о  качественном характере раз­
биения ЛР2 на классы финальных движений дает рис. 16. М но­
ж ества Н и ЯРд леж ат целиком в области, где постоянная пол­
ной энергии h положительна, Р лежит на гиперповерхности Л =  
=  0, а множества В, РЕк, OS —  в области Л < 0 : движения из 
класса НЕ„ возможны при лю бом  знаке Л. Известно, что Н и 
НЕк открыты в АР2, НРк состоит из аналитических многообра-

где У Ы= У  Ins112. Уравнения движения:
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зий коразмерности 1, Р  состоит из трех связных многообразий 
коразмерности 2 (изображ енных тремя точками на рис. 16) и 
одного многообразия коразмерности 3 (которое на рис. 16 не 
показано). Топология остальных классов недостаточно изучена.

Рис. 16

4.2. Симметрия прош лого и будущ его. П о теореме Ш ази 
мож но ввести семь аналогичных финальных классов движений, 
когда t стремится не к + о о ,  а к — с» . Ч тобы  различать классы, 
относящ иеся к случаям * -* -± оо , будем использовать индексы 
( +  ) и ( — ):  Я +, НЕ3~ и т. д. В одной из работ Ш ази (1929 г.) 

бы ло сформулировано неверное утверждение о совпадении фи­
нальных типов одного и того ж е решения задачи трех тел при 
/-► ± о о . Представление о  «симметрии» прош лого и будущ его 
продерж алось довольно долго, несмотря на построенный Бекке-

Т аблица 1

/-►+оо

Л>0 я+ н е \

8
1
t

н -

Ж . Лагранж. 1772 
(отдельные примеры); 

Ж . Шази, 1922 
Мера >  0

0.
к.

ЧАСТИЧНЫЙ ЗАХВАТ 
Мера >  0

Ю. Шмидт (численный пример), 1947 
А . Ситников (качественные методы), 

1953

ПОЛНЫЙ РАС П АД  

М е р а > 0

/= /  М е р а > 0  
Д ж . Биркгоф, 1927

H E j
1Ф1 ОБМЕН, м е р а > 0  

Л. Беккер (численные примеры), 1920 
В. М. Алексеев (качественные методы), 

1956
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Т абл и ца  2

/-►+оо

Л<0
Н Е* в+ OS*

i —J  М е р а > 0  
Д ж Биркгоф, 1927

ПОЛНЫЙ ЗАХВАТ 
Г М ера= 0 
{  Ж . 1ШзЯ, 1929 и

fM e p a = 0  
j  Ж . Шази, 1929 и 
(Г .  А . Мерман, 1954

8
1

НЕ’
ОБМЕН 

1Ф\ М е р а > 0  
JI.. Беккер, 1920 

(численные приме­
ры) В. М . Алек­

сеев, 1956 (качест­
венные методы)

(Г .  А . Мерман, 1954; 
Дж. Литтлвуд. 1952; 
В. М . Алексеев, 1968, 

Ф0

В. М . Алексеев, 1968 
Ф0

t

в-

ЧАСТИЧНЫЙ
РАС П АД

Ф0
М ера—0

Л. Эйлер, 1772 
Ж . Лагранж, 1772 
А . Пуанкаре, 1892 

(отдельные примеры);
М ера > 0  

В. И. Арнольд, 1963

Дж- Литтлвуд, 1952 
М ер а = 0 ;

В. М . А лексеев, 1968
Ф0

os-
М ера= 0 , Ф 0 М ер а= 0 , =?Ь0 К. А . Ситников, 1959 

Ф0 ^
М ера =  ?

р ом ( L. Веккег) (1920 г.) численный контрпример, в котором 
утверж далась возмож ность «обмена»: Н Е г(\ Н Е з*ф 0 .  Пример 
Беккера «объясняли» ошибками в численном интегрировании. 
В 1947 году О. Ю. Ш мидт указал пример «захвата»  в задаче 
трех тел: Н~[\НЕ*Ф0.  Этот пример, такж е построенный чис­
ленным расчетом, был приведен О. Ю . Ш мидтом для подтвер­
ждения его известной космогонической гипотезы. С трогое до­
казательство возмож ности захвата нашел К. А. Ситников в 
1953 г.

Современное состояние проблемы финальных движений за­
дачи трех тел кратко отраж ено в таблицах 1 и 2, которые мы 
заимствовали из работы  В. М. Алексеева [2J. Каж дой клетке 
соответствует один из логически возможных вариантов комби­
наций финальных типов в прошлом и будущ ем. Указана (где 
это известно) лебегова мера соответствую щ их множеств в Л112.

§  5. Ограниченная задача трех тел

5.1. Уравнения движения. Интеграл Якоби. П редположим, 
что Солнце 5  и Ю питер J вращ аются вокруг общ его центра 
масс по круговым орбитам. Единицы длины, времени и массы
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выберем так, чтобы угловая скорость вращения, сумма масс £  
и J, а такж е гравитационная постоянная были равны единице. 
Н етрудно показать, что при этом  расстояние между S и /  тож е 
равно единице.

Рассмотрим движение астероида s i  в плоскости орбит S  и 
/ .  Считая, что масса астероида много меньше масс Солнца и 
Ю питера, пренебрежем его влиянием на движение больших тел.

Удобно перейти в подвижную систему отсчета, вращ ающ у­
юся с  единичной угловой скоростью  вокруг центра масс S  и J-, 
в ней тела S и /  покоятся. Ввведем в подвижной системе отсче­
та декартовы координаты х, у  так, что точки S  и /  постоянно 
расположены на оси х  и их цеитр масс совпадает с  началом 
координат. Уравнения движения астероида приводятся к сле­
дую щ ему виду (см . (1 6 ) ) :

d V  -  п  л. . d Vх ^ 2 у + п , у ~ - 2 х + ^ ,

, г _ Х 1+У* , 1—Ц , Ц (17)

2 Pj Р2
где ц — масса Юпитера, Pi и рг— расстояния астероида st> до S  
и J. Поскольку S  и J  имеют координаты ( — ц, 0) и (1 — ц, 0), т о

Р22= ( * - 1 + ц)*+ < Л

Рис. 17. Ограниченная задача трех тел 

Уравнения (17) имеют интеграл

х ! +  у« ■V (х , у )= Л ,

называемый интегралом Якоби. Он выражает постоянство 
энергии в относительном движении астероида.

При фиксированном значении h движение астероида проис­
ходит в области

{ (х , у ) е & : V ( x , y ) + h ^ 0 ),

которая называется областью Хилла.
5.2. Относительные равновесия и области Хилла. Вид обла­

стей Хилла зависит от расположения критических точек функ­
ции V(х, у ) .  Каждой критической точке (л0, уо) соответствует 
«равновесное» решение x ( t ) s = x 0, y ( t ) s = y 0, которое естественно
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назвать относительным равновесием. П окаж ем, что при всех 
значениях ц £ (0, 1) таких точек ровно пять.

Вычислим

и решим систему алгебраических уравнений V / = V t' = 0 .  П усть 
сначала у ф 0. Тогда f = 0 и, следовательно, p i = p 2 =  p- Из урав­
нения /  =  0 найдем, что р =  1. Таким образом , в этом случае точки 
S , /  и j #  находятся в вершинах равностороннего треуголь­
ника. Таких относительных равновесий ровно два; они называ­
ются треугольными точками либрации. Их следует рассматри­
вать как частный случай решений Лагранжа общ ей «неограни­
ченной» задачи трех тел (см . §  3 ). Сам Л агранж  относился 
к этим решениям как к «чистому курьёзу» и считал их бес­
полезными для астрономии. Однако в 1907 году был обнаружен 
астероид, названный Ахиллесом, который движется практиче­
ски по орбите Ю питера, постоянно «опереж ая» его на 60°. 
Вблизи Ахиллеса есть еще 9 астероидов («Г р ек и »), а по другую 
сторону обнаруж ено пять астероидов («Т р оя н ц ы »), которые 
тож е образую т с Солнцем и Ю питером правильный треуголь­
ник.

Теперь исследуем относительные равновесия, располож ен­
ные на оси х. Они являются критическими точками функции

Так как g ( x ) > 0  и g ( x ) - » -+ o o  при х -* -± о о , х -*-— ц и х-*- 
-► 1— ц, то в интервалах ( — оо, — ц ), (— ц, 1— ц) ,  ( 1—  ц, -+ оо ), 
на которые делят ось х  точки S и / ,  сущ ествую т три локальных 
минимума функции g. Ввиду неравенства g " ( x ) > 0  эти точки 
являются единственными критическими точками функции g. 
Коллинеарные точки либрации были найдены Эйлером.

М ож но показать, что коллинеарные точки либрации (обозн а­
чим их L\— L3) имеют гиперболический тип, а -треугольные точ­
ки либрации (Z-4 и L5) являются точками невырожденного ми­
нимума функции V. На рис. 18 изображ ена перестройка обл а ­
стей Хилла при изменении постоянной Якоби h от  — оо до + о о  
в предположении, что масса Ю питера меньше массы Солнца. 
Если h больш е отрицательного числа

т о  область Хилла совпадает со  всей плоскостью R2=  {*, у} .  При 
М- =  */г области Хилла симметричны не только относительно оси 
х, но и относительно оси у.

—  - у ф  —  ц  +  Ц 2 ) ,
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Рис. 18

Коллинеарные точки либрации всегда неустойчивы: среди 
корней векового уравнения уравнений в вариациях есть числа с  
положительными вещественными частями. Для случая треуголь­
ных точек либрации эти корни чисто мнимы и различны только 
тогда, когда

27|х( 1— ц ) < 1 .  (18)
При выполнении этого условия треугольные точки относитель­
ного равновесия устойчивы в первом приближении. Задача об  
их устойчивости в смысле определения Ляпунова оказалась 
гораздо сложнее; мы отложим ее обсуж дение до гл. 7. Отметим 
в заключение, что для реальной системы Солнце— Юпитер 
условие (18) заведомо выполнено.

5.3. Задача Хилла. Поместим начало вращ ающ ейся системы 
координат в точку, где находится тело с массой ц. Тогда коор­
динаты х, у  третьего тела малой массы надо заменить на

( 1— ц),  у. Обозначая эти переменные снова через х, у, мы 
видим, что уравнения движения (17) сохранят свой вид, только 
потенциал надо заменить следующ ей функцией:

V  =  ( l - H ) *  +  i - ( * 2  +  I/2) +

(1 -  и) (1 +  2х +  л* +  У2Г Х12 +  “  (** ~  У2) " 1'2- (19)

Сделаем еще одно упрощение задачи; оно введено Хиллом 
(G . W . Hil l )  и заимствовано из астрономии. П усть тело с мас­
сой 1— ц снова обозначает Солнце, ц. —  Землю, а третье тело 
ничтожно малой массы —  Луна —  движется вблизи точки 
(О, 0 ) , в которой постоянно находится Земля. Пренебрежем в 
уравнениях (17) всеми членами, имеющими по крайней мере 
второй порядок относительно х, у. Э то эквивалентно тому, что 
в (19) мы должны отбросить члены по крайней мере третьего 
порядка по х, у. С требуемой точностью V заменяется на функ­
цию

V  =  \  ( * Ч -  ̂  +  -§- (1 -  ц) * * (X* +  ifl-w s .

П оскольку масса Земли |х много меньше массы Солнца 1— ц, 
то в этой формуле первым слагаемым можно пренебречь.

У добно слегка изменить единицы расстояния и массы, сде­
лав следующ ие замены:

х -* -а х ,  у-*-tty, 1 — ц -* -Р (1 — ц),
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где
а =  (ц/1 — ц)1/3, р =  (1— (х)"1.

После этого  преобразования уравнения движения Луны при 
нимают следующий вид:'

х - 2  у = д£ ,  у + 2 х = ^ - ,  у  =  ^ - х * + ( х 2+ У 3) - ' 12- (20)

Они имеют первый интеграл— интеграл Якоби:

* l + * L - V { x , y ) - h .

Л егко видеть, что при переходе от  ограниченной задачи 
трех тел к ее предельному варианту —  задаче Хилла —  исчеза­
ю т две треугольные и одна коллинеарная точки либрации. 
Д ействительно, система уравнений W = V V  =  0 имеет всего два 
решения (х , у) =  ( ± 3 _|/3, 0 ) .  О бласти Хилла

{V (x ,  у)  + А ^ 0 )

при всех значениях А симметричны относительно осей х и у. 
Если А ^ О , то область Хилла совпадает со  всей плоскостью. 
При А < 0  граница имеет асимптоты, параллельные оси у: х =  
=  ± ( — 2/з й ) 7 2. Вид этих областей зависит от  того, будет ли 

постоянная (— А) больше, равна или меньше единственного 
критического значения функции V, равного 3/2 3 1/3. Эти три 
случая показаны на рис. 19. Для астрономических приложений 
интерес представляет лишь случай (а ) и более того, лишь о б ­
ласть, окруж ающ ая начало координат.

Рис. 19

Рассмотрим вопросы, связанные с регуляризацией задачи 
лилла. Для этого перейдем к новым параболическим коооди- 
натам по формулам *  =  12- т ] 2, у =  2£т| и сделаем замену вре­

мени г*-*- т вдоль траекторий:

Й = 4 (э2 +  г,2).
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Обозначая штрихом дифференцирование по т , запишем уравнения 
движения в новых переменных:

5 " - 8 ( | * + т ] 2) л '  =  ̂ .  r\" +  S ( ?  +  r\2) l '  =  V'n,

V -  4 + 4  &* +  Л2) А +  6 ft* -  if8) (|2+ rjZ).
Интеграл энергии примет следующ ий вид:

Ч, А ) - 0 .

Эта регуляризация задачи Хилла, предложенная Биркгофом 
(G . D. B irkhoff) позволяет просто исследовать аналитические 

особенности  решений, соответствую щ их столкновению Луны с 
Землей. П редположим, что столкновение происходит в момент 
времени t = 0  и пусть т (0 )  = 0 . Тогда, очевидно,

£ =  ( ] /8  s i n a ) t - | - . . r i = ( K 8 c o s a ) T +  . . . ;  < = ^ - т 3+ . . . ,

где a —  постоянная интегрирования. Таким образом , униформи- 
зующ ей переменной является новое время т и, как в  случае 
парных столкновений в общ ей задаче трех тел, решение | ( / ) ,  
r\(t) допускает единственное вещественное аналитическое про­
долж ение после момента столкновения.

Как уж е отмечалось, для астрономии интерес представляют 
лишь движения, которые происходят вблизи точки | = т )= 0. 
При больших отрицательных значениях А удобно перейти к но­
вым переменным

ф=2| [—2А—3 (g2—г)2) 2] т , ij>= 2т) [—2А—3 (|2—т|2) 2] 1/2.
С учетом этой замены интеграл энергии приобретает совсем 

простой вид
V +Л 7 -Нр2+'1,2=8.

Э то  —  уравнение трехмерной сферы в четырехмерном фазо­
вом  пространстве переменных t)', ф, >J>. П оскольку точкам 
( 5, л ) и (— £, — л) соответствует одна и та  ж е точка в плос­

кости (х, у ) ,  т о  состояния Луны (g ', л ', ф, Ф) и (— 1', — л ', 
— Ф, — ф) следует отож дествить. В результате мы получили, что 
при больших отрицательных А интересующ ая нас связная ком­
понента трехмерного уровня энергии диффеоморфиа трехмер­
ном у проективному пространству. Э то замечание справедливо, 
конечно, при всех А < — 3/2у^3.

О бсудим в заключение периодические решения задачи Хил­
ла, имеющие важные астрономические приложения. Речь идет
о  периодических решениях x ( t ) ,  y ( t )  вблизи Земли (точки 
х = у = 0) с малым периодом т, орбиты которых симметричны 
относительно осей х н у .  Более точно, условия симметрии опре­
деляю тся равенствами

х (  t) =  x ( t ) =  х  ^  +  У (— — y ( t ) ~ y  ^ Ч —
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Следовательно, эти решения надо искать в виде тригономет­
рических рядов

со л?
*(<)= ^  Оп(т)соs(2/i-fl)-^-, !/(/)= 2  a«('«)sin(2/i-bl)-^-;

/I—— СО //ж —зо

т — к -
Подставляя эти ряды в уравнения движения (20 ), мы полу­

чим бесконечную нелинейную систему алгебраических уравне­
ний относительно бесконечного числа неизвестных коэффициен­
тов. Хилл (1878 г.) показал, что эта система имеет единствен­
ное решение по крайней мере при малых значениях т (см. 
[3 7 ], [4 2 ]) .  Значение т0 =  0 ,0 8 0 8 4 ... для реальной Луны по­
падает в этот допустимый интервал. С ходимость рядов Хилла 
доказана А. М. Ляпуновым в 1895 году.

М ож н о показать, что для коэффициентов ак(гп) справедливы 
следующ ие асимптотические разложения:

Оо т + ^ т 2- . . . ) ,

а£  =  ± т * + ± т > + . . . ,  ^ 7 = - ^ - ^ 2_ ' з

...............
О тсю да видно, что при малых значениях т основной вклад 

в периодические решения Хилла дают слагаемые

x 0(t) =  m2'3cos  i/0(0  =  wi2/3sin

которые представляют закон движения Луны вокруг Земли без 
учета влияния Солнца. Наличие коэффициента тг г является 
следствием третьего закона Кеплера. Солнце, возмущ ая систе­
му Земля— Луна, при малых значениях параметра т не разру­
шает периодические круговые движения задачи двух тел, а 
лишь слегка их деформирует.

§  6. Эргодические теоремы небесной механики

6. 1. Устойчивость по П уассону. П усть (М, S, ц ) — полное 
пространство с мерой; здесь 5  —  о-алгебра подмнож еств М, 
ц —  счетно-аддитивная мера на S. Рассмотрим сохраняющ ий 
меру автоморфизм g  множества М. М нож ество

r p = U g n(/>), g°(p ) =  p
n£Z

назовем траекторией точки р£М, а

i y - u e * ( p ) -и> О
ее положительной полутраекторией.
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Т е о р е м а  П у а н к а р е  о в о з в р а щ е н и и .  П усть 
ц (Л 1 )< о о . Тогда для л ю бого измеримого множества положи­
тельной меры VeS сущ ествует равное ему по мере множ ество 
W czV  такое, что для всех p*W  пересечение Г р  (\W состоит из 
бесконечного множ ества точек.

Применим, следуя Пуанкаре (Н . P o in ca re ), этот результат 
к ограииченнной задаче трех лет. В обозначениях предыдущ его 
параграфа уравнения движения астероида имеют вид уравне­
ний Л агранж а с лагранжианом

L - ? & + f a + x y - y i + V ,  V =  JlL±£L + ±=Jl+-£-.
Эти уравнения можно представить в гамильтоновом виде с  га­
мильтонианом

H  =  ± ( X * + Y * )  +  y X - x Y - G ,  G =  J L  +  -b ± L ,

где Х = х — у, Y—у-{-х  —  канонические импульсы, сопряженные 
с координатами х, у. С огласно теореме Лиувилля, фазовый по­
ток  этой системы, обозначим его g\  сохраняет обы чную меру 
Л ебега (Н . L. Lebesgue) в /?4= { Я .  У, х, у ) .

Рассмотрим множ ество всех точек ф азового пространства, 
для которы х справедливо неравенство C j < — Н < с 2, где сх и 
с2 —  достаточно большие положительные постоянные. Как мы 
видели в §  5, при этом  предположении точка (х ,у )  лежит в 
одной из трех связных подобластей области Хилла {G ^ C | }. 
Выберем одну из двух областей, содерж ащ их Солнце или Ю пи­
тер. Ей будет соответствовать связная область в фазовом про­
странстве. Очевидно, эта область инвариантна относительно 
действия g ‘ . Из нее надо вы бросить траектории столкновения; 
их объединение имеет нулевую меру. Обозначим оставш ееся 
множ ество через М. Нам надо показать, что его мера конечна. 
Действительно, координаты (х, у)  точек из М  принадлежат 
ограниченному множ еству плоскости /?2={дс, у ) .  Допустимые 
импульсы X, Y подчинены неравенствам

2 ( G - c2) <  ( Y + x ) * +  (X— у ) 2< 2  ( G- с х ) ,  
которы е являются следствием интеграла Якоби. Эти неравенст­
ва определяют в плоскости /?2=  {ЛГ, У} круговое кольцо, пло­
щадь которого не превосходит 2 я (с 2— Ci). Из этих замечаний 
вытекает конечность ц(Л1) и, следовательно, возмож ность при­
менения теоремы Пуанкаре о  возвращении: для почти всех 
р€М  полутраектория g l (p) пересекается с лю бой окрестностью 
точки р при сколь угодно больших значениях t. Такие движения 
названы Пуанкаре устойчивыми по Пуассону.

6.2. В е р о я тн о сть  за х в а т а . П усть снова V — измеримое мно­
ж ество положительной меры. Для n&N через V n обозначим 
множество точек из V , для которых g k(p)&V при всех 0  < £ < « .
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Очевидно включение: V n'z>Vn‘ , если пх< п г. Положим
В =  П V я.

л> О

М нож ество В  измеримо и ц (5 )  <  о о . Если р£В, то , конечно, 
Г +рб1/  для всех п >  0 .

Положим Bn= g n(B). Все множества В" измеримы и снова 
B n'Z)B"‘ , если t i i < n 2- М нож ество

£> =  П Впа В
л>0

тож е измеримо. Если p&D то, очевидно, Г ре V.
П р е д л о ж е н и е  6. n ( f i \ D ) = 0 .
Чтобы это  утверж дение, не бы ло бессодерж ательным, нужно 

сначала показать, что ц ( 5 ) > 0 .  О днако в конкретных задачах 
доказательство этого факта мож ет оказаться существенной 
трудностью . Предложение 6, восходящ ее к Ш варцшильду 
(К. Schw arzschild), справедливо, конечно, и в том случае, когда 
время п непрерывно.

Предположим, например, что система Солнце— Юпитер 
«захватила» из окруж аю щ его пространства астероиды («гре­
ков» и «троянцев») в окрестность треугольных точек либрации. 
Предложение 6 сразу дает нам нулевую вероятность этого с о ­
бытия. Таким образом , явления «захвата» в небесной механи­
ке следует рассматривать лишь в математических моделях, 
учитывающ их диссипацию энергии.

Более интересным приложением является следующ ее рас­
суждение Литлвуда (J. L ittlw ood). Рассмотрим задачу п тел 
с  покоящимся центром масс. Движение точек описывается га­
мильтоновой системой; функция Гамильтона Н  регулярна в 
области, где их взаимные расстояния гм> 0. Для произвольно­
го с > 1 рассмотрим открытое множ ество Л (с ) точек фазового 
пространства, где выполнены неравенства

c~l< r hi< c  ( l s ^ k < l < ^ n ) ,  — с < Н < с .
П оскольку А (с) ограничено, то  \i(A ( с ) )  < о о .  Следователь­

но, согласно предложению 6, множ ество точек В (с) ,  которые 
остаю тся в А (с) при 0, лишь на множ ество нулевой меры 
превосходит множ ество D (c)  точек, которые находятся в А (с) 
при всех /б/?.

Если c t < c 2, то, очевидно, Л ( с , ) с Л  (с2), В  ( с , ) с В ( с 2) ь 
D  (c t)c z D  (с2). П оэтому соответствую щ ее утверждение справед­
ливо и для множеств

А = и Л ( с ) ,  f i = u B ( c ) ,  D = \ jD ( c ) .
С>1 С>1 С>1

Для точек рбВ  взаимные расстояния гм для всех t ^ O  о стаю т­
ся ограниченными сверху и снизу некоторыми положительны­
ми постоянными, зависящими от р. Для точек p£D это свойст­
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во  имеет место для всех значений t. Почти все точки из D  при­
надлеж ат В.

Пусть, например, планетная система устойчиза «в  прош лом». 
Если она захватывает новое тело, скаж ем, пылинку, приходя­
щ ую из бесконечности, то  образовавш аяся система тел уж е по­
теряет свойство устойчивости: с вероятностью единица либо 
произойдет столкновение, либо одно из тел снова уйдет в бес­
конечность. Причем совсем  не обязательно, что имеиио пылинка 
покинет Солнечную систему. Уйти мож ет Ю питер или даже 
Солнце.

Глава 3

ГРУППЫ СИММЕТРИЯ И ПОНИЖЕНИЕ ПОРЯДКА

§  1. Симметрии и линейные интегралы

1.1. Теорема Нётер. П усть (М, L) — лагранжева система и 
v —  гладкое поле на М . С полем v связана однопараметриче­
ская группа диффеоморфизмов g a : М-*-М, определяемая диф­
ференциальным уравнением

■ S ’ « * ( * ) — « ( * “ (* ))  0 )
и начальным условием g°(X) —х.

О п р е д е л е н и е .  Лагранжева система (М, L) допускает 
группу g®, если лагранжиан L инвариантен относительно отоб­
ражений g .c- : ТМ-*-ТМ. Группу g  естественно назвать группой 
симметрий, а поле v —  полем симметрий.

П усть у :  А -*-М —  движение лагранжевой системы (М, L). 
Тогда 5 v : А-*-М при всех значениях а  такж е является дви­

жением.
В неавтономном случае лагранжиан L —  гладкая функция 

на пространстве касательного расслоения расширенного про­
странства положений 'M = M x R . Группу диффеоморфизмов
g * :  будем называть группой симметрий системы
('М, L),  если 'ga(x, t) =  (у, t) для всех (х , t ) * M x R  и отобра­
жения ' g t a сохраняют L. Группе 'ga соответствует гладкое поле 
на 'М

'* (* •  ( '* “ <*. / ) ) « - О-

Очевидно, что 'v(x, t) — {v{x , t), 0)GTix,t)( M x R )  и v(x, t) мож­
но интерпретировать как поле на М, гладко зависящее от t.

Л е м м а  1. Система (М , L) допускает группу симметрий g a 
тогда и только тогда, когда

( p - v ) = [ L ] - v .  (2)
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О (3)

Л емма 1 справедлива и в неавтономном случае. Из равен­
ства (2) вытекает

Т е о р е м а  1. Если система (М , L) допускает группу g a, то
I =  p -v  —  гГервый интеграл уравнений движения0.

П усть (М, < , >, V) —  натуральная механическая система. 
Лагранжиан L =  <x, x > j2 + V (x )  инвариантен относительно дей­
ствия группы g  только в том случае, когда этим свойством  о б ­
ладают риманова метрика < , > и потенциал V. Для натураль­
ных систем интеграл / ,  очевидно, равен <v, х>; он линейно за­
висит от скорости.

П р и м е р  1. Если в некоторых координатах х\, . . . ,  х п на 
М  лагранжиан L не зависит от  x lt то  система (М, L) допуска­
ет (локально) группу симметрий g %: Xi-*-xt+ a ,  Xk-+Xk {k > 2 ) .  
Этой группе соответствует векторное поле v — d/dxi. С огласно 
теореме 1, сохраняется величина I = * p -v = p l =  L /j t . В механике 
координата Х\ называется циклической, а интеграл I —  цикли­
ческим интегралом. В частности, интеграл энергии является 
циклическим интегралом некоторой расширенной лагранжевой 
системы. Для того, чтобы  показать это, введем новое врем;, т  
по формуле / =  / ( т )  и зададим функцию 'L : ( ' М = М х
X R )  формулой

'L (x ' ,  t х ,  t ) — H x '/ t ' ,  х ,  t ) t ' ,

Из вариационного принципа Гамильтона с учетом равенства
Т* t t

§'Ld-c =  § L d t
T i  t t

вытекает, что е сл и .x  : [ fb t2] -* M  —  движение системы {М, L ) ,  
то (дг, t) :  [ть  т —  движение расширенной лагранжевой 
системы ('М, 'L).  В автономном случае время t является цик­
лической координатой и циклический интеграл

d 'L  ,  6L  • *-377- — L — —г - X =  const 
дх

совпадает с интегралом энергии. А
Т е о р е м а  2. Если v ( x o ) ^ 0 ,  то в малой окрестности точки

*0 сущ ествую т локальные координаты х\.........  хп такие, что
I =  p -v  =  p

<] Это утверждение вытекает из следующего тождества:

'> В таком виде эта  теорем а впервые сф орм улирована Э. Нётер (Е. N o­
e th e r) в 1918 г. С вязь законов сохранения импульса и кинетического момен­
та  с группами трансляций и вращ ений бы ла известна уж е Л агр ан ж у  и Я ко­
би. Теорем а 1 для  натуральны х систем опубликована Л еви  (М. Levy) в.
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Э то утверждение —  следствие теоремы о выпрямлении век­
торного поля0.

Т е о р е м а  3. П редположим, что уравнение движения 
[ / .1 = 0  имеет первый интеграл I = p - v .  Тогда фазовый поток 

уравнения ( 1) является группой симметрий лагранжевой си­
стемы (М, L).

Из теорем 2 и 3 вытекает
С л е д с т в и е .  Интегралы натуральных систем, линейные 

по скоростям , локально являются циклическими.
Если имеется несколько полей симметрий 0\,. . . ,  ил, то 

уравнение движения допускает столько ж е первых интегралов
/,= /? •  vi.........  Ik= P ‘ vk■ П редполагая, что лагранжева система
(М, L) является натуральной, перейдем с помощ ью преобразо­
вания Лежандра к уравнениям Гамильтона иа Т*М. Функции
/ , ......... / » :  независимы и инволютивны (в стандартной
симплектической структуре на Т*М) тогда и только тогда, ког­
да поля v \,. . . ,  vK независимы и коммутируют иа М. Наличие 
линейных интегралов налагает ограничения не только на ри­
манову метрику и потенциал силового поля, но и на тополо­
гию пространства положений.

Т е о р е м а  4. П усть М  —  связное, компактное, ориентиру­
емое четномерное многообразие. Если гамильтонова натураль­
ная система на Т*М имеет ^ ^ ( d im A f )/2  независимых линей­
ных интегралов в ниволюции, то  характеристика Эйлера —  П у­
анкаре

С л е д с т в и е .  П усть d im A f= 2 . Если натуральная система 
имеет линейный по скорости первый интеграл, то М  диффео- 
морфно сфере или тору.

В неориентируемом случае надо добавить проективную пло­
скость и бутылку Клейна.

Д окаж ем следствие. Если х С М )< 0 , то поле симметрий v 
имеет особы е точки. П оскольку фазовый поток уравнения i =  
=  v (x )  является группой изометрий двумерного риманового 
многообразия (М, < , » ,  то  особы е точки х, изолированы и име­
ют эллиптический тип. П о формуле Пуанкаре %{М) =  
=  2  in d (x ,) > 0 .  Получим противоречие.

S

Рассмотрим более общ ую  ситуацию, когда на М  действует 
(слева) произвольная группа Ли G. П усть & —  ее алгебра Ли, 

3 *  —  линейное пространство, дуальное алгебре S. Мы сейчас 
укажем естественное отображ ение / 0 : которое каж ­
дой точке х&ТМ сопоставляет линейную функцию на &.

К аж дому вектору соответствует однопараметрическая 
подгруппа g x, действие которой на М  порож дает касательное 
поле i>i. Отображ ение X <-* vx  является гомоморфизмом алгеб­

■> См. сб. «Итоги науки и техн. В И Н И Т И . Современные проблемы мате­
м атики. Ф ундам ентальны е направления», 1984, 1, 18

2> Э то утверж дение получено С. В. Болотины м и Д . Л . А браровы м
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ры % в алгебру Ли всех векторных полей на М. Положим 
Io(x) = L ' i  •и*. Эта функция линейна по X.

О п р е д е л е н и е .  О тображ ение / 0 : называется
кинетическим моментом лагранжевой системы (М, L) относи­
тельно группы G (или просто моментом, если это не приведет 
к недоразумению ).

Н аряду с моментом / 0 : ТМ-+&* определено отображ ение 
Р а \Т*М-+$*, заданное формулой Р0(р) =  p-Vx- М омент 1а яв­
ляется композицией отображ ения Р„ и преобразования Л е­
ж андра.

П р  и м е р  2. Рассмотрим п свободны х материальных точек 
(г», т » )  в трехмерном евклидовом пространстве. Пусть 
SO ( 2 ) — группа вращений пространства вокруг оси, заданной 
единичным вектором е. Группа S O (2) действуете  пространстве 
положений /?3{ r i } X  ••• X Я 3 { /" „ } ; ей соответствует векторное по­
ле ( е Х  (ri— ' r i ) , . e x  (г„— 'г „ ) ) , где 'rk —  радиус-вектор £-ой 
точки с началом в некоторой точке оси вращения. П оскольку

L ~  ~2 ( rk> rk ) "Ь (г 1, . . . ,  г „),

то
/ s o w — < Г*, e x ( r k— V*) > *= < <?, 2 /я * (г * — 'г * ) х г *  )

совпадает с уж е известным нам кинетическим моментом сис­
темы относительно оси.

П усть теперь G —S O (3 ) — группа поворотов вокруг неко­
торой точки о. Д уальное пространство J ? * = ( s o (3 ) ) *  можно ка­
нонически отож дествить с алгеброй векторов трехмерного ори­
ентированного евклидова пространства, в которой коммутатор 
задается обычным векторным произведением. Тогда, очевидно, 
1во(з), будет соответствовать кинетическому моменту системы 
относительно точки о. А

О п р е д е л е н и е .  Группа G называется группой симметрии 
лагранжевой системы (М , L), если L(g ,x )  = L ( x )  для всех 
хЪТМ и gGG.

Т е о р е м а  5. П усть система (Af, L ) допускает группу сим­
метрий G. Тогда момент / 0 является первым интегралом (т. е. 
/ 0 принимает постоянные значения на движениях лагранжевой 
системы (Af, L ) ).

Э то утверждение есть следствие теоремы 1.
П р и м е р  3. Мы уж е видели в гл. 1, что уравнения задачи 

п гравитирующих тел допускаю т группу преобразований Га­
лилея. Однако функция Лагранжа

L — -^ 2m k(x k2 +  yk2 +  z k-) +

V ____________ yniimj____________
V — x i)' +  — Hi)' +  {z i ~i)~
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инвариантна относительно не всей группы Галилея. Она допус­
кает трансляции оси времени, а такж е нзометрии трехмерного 
евклидова пространства. Сдвигам оси времени соответствует 
сохранение полной энергии, трансляциям евклидова простран­
ства —  сохранение импульса, а группе вращений —  сохранение 
кинетического момента. Рассмотрим ещ е группу гомотетий

(х, у, г)  <-*> (ах, ау, аг ) ,  о > 0 .  (4 )
Она порож дается векторным полем

® З Г +  У 1 & + z  7 Г
П ри а — 1 будем иметь тож дественное преобразование. Л агран­
жиан задачи п тел не допускает группу гомотетий. М ы, одна­
ко, воспользуемся тож деством  (3 ) при а =  1. П оскольку при за­
мене (4 ) Г -н х2? ,  V -k * _ iV, то  равенство (3 ) дает уж е извест­
ное нам тож дество Л агранжа:

"Й " |a-i ^  ‘ — V = 2 m ( x x - { - y y + z z ) - = Y '
/ = 2 /n ( j c 2- f  + z 2).

1.2. Симметрии в неголономной механике. П редположим, 
что иа неголюномную систему (M ,S ,L ) действую т дополни­
тельные непагенциальные силы F(x, х)  : ТХМ ^ Т Х*М. Движения 
определяются принципом Д алам бера— Л агранж а: ( [ L ] — F) •£= 
= 0  для всех возмож ны х скоростей £.

О п р е д е л е н и я .  Группа Ли G называется группой симмет­
рий неголономной системы (М , S , L ),  если

1) G сохраняет L,
2) векторные поля Vz, Х&З, являются полями возмож ных ско­

ростей.
Моментом силы F относительно группы G назовем отображ е­

ние Ф с  : ТМ-+9*,  определенное формулой <PG(* ) = F -V x .
Т е о р е м а  6. Если (М, S, L) допускает группу симметрий G, 

то (1ву  П о ­
с л е д с т в и е .  Если F**0, т о  в предположениях теоремы 6  мо­

мент /g  сохраняется.
Теорема 6 выводится из принципа Д аламбера— Л агранжа с 

помощ ью  тож дества (3 ).
Применим эти общ ие соображ ения к динамике систем мате­

риальных точек  в трехмерном ориентированном евклидовом про­
странстве. Будем предполагать, что на точку (г, т) действует си­
ла F. Рассмотрим группу сдвигов вдоль подвижной прямой с  на­
правляющим вектором e ( t )  : r - w - f a e ,  a£R.

Т е о р е м а  7. ( [8 5 ] ) .  П редполож им, что выполнены следу­
ющ ие условия:

1) векторы \h=e  ( l ^ f c ^ n )  являются возможными скоро­
стями,
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2) <Р,е> =  0, где P — Lm'r —  суммарный импульс.
Тогда <.P,e>' — <I,F,e>.
С л е д с т в и е .  П редположим, что в каждый момент времени 

векторы £ft=T|= (2 m r /2 m)* являются возможными
скоростями. Если система движется по инерции ( F s O ) ,  то  ско­
рость ее центра масс г) неизменна по величине.

П р и м е р  4. Рассмотрим скольжение уравновешенного конь­
ка по горизонтальной плоскости и качение однородного диска, 
плоскость которого все время вертикальна. П о следствию тео­
ремы 7, величины скоростей их центров масс постоянны. Л

Рассмотрим еще группу поворотов евклидова пространства 
вокруг подвижной прямой I с направляющим единичным век­
тором e ( t ) ,  проходящей через точку с радиус-вектором г0(0 - 
П усть К  —  кинетический момент системы материальных точек 
относительно неподвижного начала отсчета, a K i(M i)— кине­
тический момент (момент сил) относительно подвижной оси /.

Т е о р е м а  8 ( [8 5 ] ) .  Предположим, что выполнены следую ­
щие условия:

1) векторы скорости материальных точек при вращении сис­
темы как твердого тела вокруг оси I в каждый момент времени 
являются возможными скоростями,

2) <Р, (гоХ е ) > + < К ,е > = 0 .
Тогда Ki — Mi.
Если, в частности, ось  / не меняет направления в простран­

стве (e (t )  = c o n s t ) ,  то  условие (2) переходит в условие 
С . А. Чаплыгина (1897 г .) : <е, roXri> =  0, где х\ —  скорость цент­
ра масс. В случае, когда г0=г|, условие 2) м ож но упростить: 
<К + гоХ Р , е> =  0. Оно заведом о выполнено при дополнительном 
предположении, что e ( / )= c o n s t .  Например, уравновешенный 
конек вращ ается вокруг вертикали с  постоянной угловой ско­
ростью.

П р и м е р  5. Рассмотрим задачу Чаплыгина о  качении по 
горизонтальной плоскости динамически несимметричного шара, 
центр м а сс ,к отор ого  совпадает с  его геометрическим центром. 
П усть о —  точка касания шара с плоскостью, Ко—  его кинети­
ческий момент относительно точки о. Задача Чаплыгина допус­
кает группу поворотов 5 0 ( 3 )  вокруг точки касания. М омент 
/so<з) равен, конечно Ко, а момент сил < D g  =  0. Следовательно, 
по теореме 6, Ко =  const. Это замечание позволит нам составить 
замкнутую систему дифференциальных уравнений качения ш а­
ра. Пусть kp —  кинетический момент в подвижном пространст­
ве, связанном с твердым телом, со— угловая скорость вращ е­
ния шара, у  —  единичный вектор вертикали. П остоянство век­
торов k0 и у  в неподвижном пространстве эквивалентно 
уравнениям

 ̂о +  ш X  Ац =  0, y +<o X Y = ° -  (5)
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П усть А —  тензор инерции тела относительно центра масс, 
т —  масса шара, а —  его радиус. Тогда ko=*Ato+ma2y X  
Х (ш Х у ) .  Э то соотношение превращает уравнения (5) в замк­
нутую систему дифференциальных уравнений относительно ш 
и у. Уравнения (5) имеют четыре независимых интеграла:
F, =  <fcо, Ar0>, F2 =  <k0,Y>.  F3=<y,  у> =  1, FA =  (k 0, ш>. Последний 
интеграл выражает постоянство кинетической энергии качения 
шара. С помощ ью этих интегралов уравнения (5 ) можно про­
интегрировать в квадратурах (G. А. Чаплыгин, 1903 г .) .

1.3. Симметрии в вакономной механике. П усть [М, S, L) —  
вакономная система и G —  группа Ли, действующ ая на М.

О п р е д е л е н и я .  Группа G называется группой симмет­
рий вакономной системы (Af, S, L),  если

1) группа G переводит SczTM  в S,
2) G сохраняет ограничение L на S.
Кинетическим моментом / с  вакономной системы относитель­

но группы G назовем отображ ение Т*М-+$*, заданное форму­
лой: p-*-p'VX, здесь р —  вакономный импульс.

П р и м е р  6. Предположим, что система (М, S, L) нату­
ральная, и кинетическая энергия определяется римановой мет­
рикой < , >. Если связь S задана уравнением < а (х ), дг> =  0, то

/= < и , *> + < /? , а > (а -у ) /< а , а>. А

Т е о р е м а  9. Если вакономная система (M ,S ,L ) допуска­
ет группу симметрий G, то  / с  =  const.

Функция Iа  в общем случае не наблюдаема. Если, однако, 
поля симметрий vx, Х # §  являются полями возможных скоростей, 
т о  1а равна L-x -vx  и поэтому наблюдаема.

П р и м е р  7. Конек на горизонтальной плоскости, рассмат­
риваемый как вакономная система, допускает группу трансля­
ций, ио не допускает группу поворотов вокруг вертикальной 
оси . Следовательно, вакономный импульс конька сохраняется. 
Эта величина, однако, не наблюдаема. Вакономный момент о т ­
носительно группы поворотов конька совпадает с обычным ки­
нетическим моментом, который не является первым интегралом 
уравнений движения. А

1.4. Симметрии в гамильтоновой механике. П усть (М, а»2) — 
симплектическое многообразие и группа g* действует на М как 
группа симплектических диффеоморфизмов. С группой g  свя­
зано векторное поле

' - ■ s L * * -

Э то поле локально гамильтоново: 1 —  форма ш2(*, и) замкнута. 
П оэтом у локально <a2{ - , v ) = d F .  П родолжение функции F на 
многообразие М  в целом приводит, как правило, к многознач­
ной функции Гамильтона. Если, однако, симплектическая
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структура ш2 точна, то поле v имеет однозначный гамильтониан. 
Действительно, если ш ^ Л о 1, то  F=a> ' И -  „

П р и м е р  8. Пусть N —  гладкое многообразие и gs —  груп­
па его диффеоморфизмов, порожденная векторным полем и. 
П оскольку каждый диффеоморфизм N переводит 1-формы в 
] -формы, то  группа g s действует и на пространстве кокасатель­
ного расслоения M =  T*N. Напомним, что М имеет стандартную  
симплектическую структуру a 2=dp/\dq =  d (p -d q ),  где p ,q  —  
«канонические» координаты на М. П оскольку группа g s сохра ­
няет 1-форму p-dq, то она сохраняет 2-форму ш2 и, стало быть, 
является группой симплектических диффеоморфизмов М. Д ей­
ствие g * на М порож дается однозначной функцией Гамильтона 
F =  p-u. А

Т е о р е м а  10. Группа симплектических диффеоморфизмов 
gs с однозначной функцией Гамильтона F сохраняет функцию 
Н : M-+R  тогда и только тогда, когда F —  первый интеграл га­
мильтоновой системы с функцией Гамильтона Я .

<] Д оказательство основано на применении следующ ей фор­
мулы:

^|1=оЯ(^и)) = {Я,^}(х). О
Теперь мы предположим, что на М задано симплектическое 

действие группы Ли G такое, что каждому элементу X  из ее 
алгебры $  соответствует однопараметрическая подгруппа с од ­
нозначной функцией Гамильтона. Эти гамильтонианы опреде­
лены с точностью д о  постоянных слагаемых.

О п р е д е л е н и е .  Симплектическое действие G на М  на­
зывается пуассоновским, если соответствие X<~*Fx  можно по­
добрать так, что

1) Fx  линейно зависит от X,

2) {F x , F y }= F \ x ,y ]  V X , Y & .

П р и м е р  9. П усть N —  гладкое многообразие и G —  груп­
па Ли, действующ ая на N. Продолжим действие G на N до 
симплектического действия G на T*N как указано в примере 8. 
П остроенное действие пуассоновское. Э то вытекает из линей­
ности функции p -v x  и следующей формулы: {p -v x , p - v Y} —

= p - \ v x , T y \ =  p -V\X ,y \. A

П уассоновское действие группы G на М  определяет естест­
венное отображ ение Ра '■ М-+&*, которое сопоставляет точке х 
линейную функцию F.(x)  на алгебре Это отображ ение назо­
вем моментом пуассоновского действия группы G.

П р е д л о ж е н и е  1. П уассоновское действие связной груп­
пы Ли G при отображении момента Р  переходит в коприсоеди- 
ненное действие группы G на $* ,  то есть коммутативна диаг­
98



рамма

Af Л  М

Р J Ad’i -  1Р '< §* -Г  <§*
П усть (N, L) —  лагранжева система и группа Ли G действу­

ет на N. Лагранжиан L определяет преобразование Лежандра 
TN-*-T*N. Композиция момента Pa :T *N -*$ *  продолж енного 
пуассоиовсиого действия О на симплектическом многообразии 
T*N и преобразования Лежандра совпадает с определенным 
выше моментом / с  : TN-*9*  лагранжевой системы {N, L) от­
носительно группы G.

Если функция Н : M-*~R инвариантна относительно п уассо  
новского действия группы G, то, по теореме 10, момент Ра яв­
ляется первым интегралом системы с функцией Гамильтона Н.

В заключение обсудим симметрии в обобщ енной гамильто­
новой механике Дирака. П усть (М, ш2, Н, N) —  гамильтонова 
система со  связями, Н : M-+R  —  функция Гамильтона, N —  под­
многообразие в М  (см . п. 5.1 гл. 1).

Т е о р е м а  11. П усть задано пуассоновское действие груп­
пы Ли G на симплектическом многообразии (М , о 2) такое, что 
G сохраняет функцию Я  и подмногообразие N. Тогда момент 
Рв принимает постоянное значение на движениях гамильтоно­
вой системы со  связями.

§  2. Приведение систем с симметриями

2.1. Понижение порядка (лагранж ев аспект). Если лагран­
жева система (М, L) допускает группу симметрий g®, то  ока­
зывается возможным уменьшение числа ее степеней свободы . 
Группе g  соответствует первый интеграл / „  который локально 
всегда является циклическим. Сначала мы рассмотрим клас­
сический метод Рауса (Е . J. Routh) исключения циклических 
координат, а затем обсудим понижение порядка в целом.

Предположим, что лагранжиан L (q, q) не содержит коор­
динаты X. С  помощью равенства = с  представим циклическую

скорость  Я, как функцию q, q и с. Следуя Р аусу , введем функцию

R e d  q ) = L ( q ,  i ,  q) — ci\- Q C.
Т е о р е м а  12. Функция (q ( t ) ,  A , ( / ) ) — движение лагранже­

вой системы (Af, L) с постоянной циклического интеграла 1,=  
=  с тогда и только тогда, когда q(t)  удовлетворяет уравнению 
Лагранжа [/?с] = 0 .

Если имеется несколько циклических координат А,„ . . . ,  А,*, 
то  в качестве функции Р а у са  надо взять функцию R Cx сь =■
=  Z . - 2 c A -

Малая окрестность U неособой точки поля симметрий v
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«регулярно» расслоена орбитами группы g  (интегральными 
кривыми поля и ): факторпространство N =U /g  является глад­
ким многообразием с декартовыми координатами q. Пару 
(N, Rc) естественно назвать (локально) приведенной лагран­
жевой системой. Примером понижения порядка по Раусу слу­
жит, например, исключение полярного угла в задаче Кеплера 
(см . гл. 2, п. 1.1).

Циклические координаты определены неоднозначно: среди 
новых переменных Q =  q, Л = Я . +  / (< 7) координата Л тож е цик­
лическая. П усть Z ( 0 ,  Л, Q )= L ( q ,  X, q). Тогда, очевидно, Z A. =  
= £ ! ,  — с. Функция Рауса, отвечающая новой циклической коор­

динате А, равна R C(Q, Q)==Rc (.q, q) +  c f ' , - q .  Слагаемое 
c ( f 'q -q ) ,  ввиду тож дества [ / 1= 0 , не влияет, конечно, на вид 
уравнения [/?с] = 0 . Однако при с ф 0 функция Рауса тем са ­
мым определена неоднозначно. Эти наблюдения оказываются 
полезными при анализе понижения порядка в целом, к кото­
рому мы сейчас переходим. Д ля определенности будет рассм от­
рен случай натуральных лагранжевых систем.

П усть (М , N, pr, S, G ) — расслоение с пространством рас­
слоения М, базой iV, проекцией рг: M-*-N (ранг дифференциала 
р г , во всех точках М  равен d i m # ) ,  слоем S и структурной 
группой G. Группа G свободн о и транзнтивно действует слева 
на слое 5 . Э то действие мож но продолжить до левого действия 
G на М\ при этом все орбиты G будут диффеоморфны 5 . В слу­

чае главного расслоения многообразие 5  диффеоморфно прост­
ранству группы G. Базу N мож но рассматривать как фактор- 
пространство многообразия М  по отнош ению эквивалентности, 
заданному действием группы G. Векторы vx, Х£$,  касательные 
к орбитам группы G, вертикальны: р г * ( и* )  = 0 .

Предположим, что G —  группа симметрий натуральной ме­
ханической системы (М , (  , ) ,  V ). Введем в расслоении (М , N, 
рг, S, G) «каноническую» связность, объявив горизонтальными 
касательные векторы на М, ортогональные в метрике < , > 
всем векторам vx, X&S. Эта связность согласована со  структур­
ной группой G: распределение горизонтальных векторов пере­
ходит в себя при действии G на М. Гладкий путь у : [/i, / 2] - ^  
называется горизонтальным, если касательные векторы y (t )  
горизонтальны при всех Н етрудно пррверить, что для
лю бого гладкого пути у :  [ft, t2]-*-N и лю бой точки х\£М, леж а­
щей над y ( / i )  ( т .  е. p r(jfi) = v ( M ). найдется лишь один гори­
зонтальный путь у : [ /,, /г]-*- М, накрывающий у.

Снабдим многообразие N =  M/G «ф акторметрикой» < ~, >, 
опустив на N исходную метрику на М, ограничив ее предвари­
тельно на распределение горизонтальных векторов. П оскольку 
потенциал V : M-+R  постоянен на орбитах группы G, то су ­
щ ествует единственная гладкая функция V : N-*~R такая, что
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коммутативна следующ ая диаграмма:
РГ

M - + N
v \ / v

R  •
Т е о р е м а  13. Движения натуральной системы (М , 

с  нулевым значением момента / 0 однозначно проектируются
в движения приведенной системы {N ,  <  , > ,  V).

<] П усть -*• N  — движение приведенной системы и
Ya — его вариация с закрепленными концами. П усть Ya'[*n 
-v  А1 — горизонтальный подъем пути уа> причем Ya(^i) =  Yo(^i) 
для всех а. Поле вариаций и семейства путей Ya таково, что 
a ( * i ) = 0 ,  а и (t*) — вертикальный вектор. Если L(L ) — лагранжиан 
исходной (приведенной) системы, то , согласно формуле первой 
вариации,

и <»

<1 <1 1 
П р и м е р  10. Рассмотрим движение материальной точки т  

в центральном силовом поле. В этой задаче имеем расслоение 
R+, рг, S2, 5 0 ( 3 ) ) ;  проекция рг: R3\ {0 } -+ R + опреде­

ляется формулой: (х ,  у, z ) ~ Y x 2 +  y2jr  z 2. Лагранжиан 
Z. =  m | r| 2/ 2 + V  (] г  |) допускает группу поворотов SO  (3) вокруг 
точки х  =  у — г  =  Ь. Если кинетический момент I so(з> =  0. то  на 
R +— {s >  0} появляется одномерная приведенная система с  лаг­
ранжианом L =  ms2/2-{-V (s). Д

Рассмотрим теперь понижение порядка, когда момент 10ф  
фЪ. Мы будем предполагать группу G коммутативной (только 
в этом  случае применим метод Р а уса ). Более того, будем счи­
тать, что расслоение (Af, N, рг, G) —  главное; в частности, 
группа G действует на М  свободно. Кроме факторметрики
< ~, > на базе нам потребуется еще форма кривизны канониче­
ской связности. Напомним ее построение. Сначала вводится 
1-форма связности ш на М  со  значениями в алгебре Ли 8 ,  
определенная следующим образом : если и£ТМ, то <о(ц) равно 
такому что vx совпадает с вертикальной составляющ ей 
вектора и. В случае главного расслоения ядро гомоморфизма 
алгебры Ли 8  в алгебру векторных полей на М  нулевое; по­
этому форма связности определена корректно. Если, например, 
d i m G = I ,  то можно положить со(ц) =  <ц, у )/< у , у>, где v —  поле 
симметрий. Формой кривизны й  называется ^-значная 2-форма 
такая, что Q (u u ц2) =d<a(ui±, ц2х ), где цх —  горизонтальная со ­
ставляющ ая касательного вектора и. П оскольку G —  коммута­
тивная группа симметрий, то форму Q можно опустить на N. 
П усть 1 с Так как Q принимает значения в Ф, то  коррект­
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но определено значение момента на форме кривизны: Q c= c* Q . 
Ф орма f i c является Л-значной формой на базе N. Согласно 
структурному уравнению Картана Q = d to +  [м, ш], формы £2 и 
й с замкнуты.

Л е м м а  2. П усть сб # * . Тогда для лю бой точки х£М  най­
дется единственный вертикальный касательный вектор wfiTtM  
такой, что 1а( 1!)е) = с .

< Действительно, ше —  единственный* элемент из множества 
{и:1:ТхМ : 1а (и>) = с)< имеющий минимум длины в < , >-метрике. 
Э то утверждение справедливо для произвольной группы G. >

О п р е д е л е н и е .  Приведенной силовой функцией нату­
ральной системы с группой симметрий G, отвечающ ей посто­
янной момента 10 =  с, называется функция Vc :M-*-R, равная 
V — <wc, we}/2.

Л е м м а  3. Функция Vc инвариантна относительно Gc, где 
GcczG  —  стационарная подгруппа элемента сЫ§* ^ п р и соед и ­
ненного действия G на $ *  (см . предложение 1).

С л е д с т в и е .  Если G коммутативна, то Vt постоянна на 
орбитах группы G.

Э то утверждение позволяет корректно определить приведен­
ный потенциал ~UC = — Vc как функцию на базе N.

Т е о р е м а  14. Функция y  : A-»-Af является движением на­
туральной системы (М , < , >, V) с  постоянной момента 10 =  с 
тогда и только тогда, когда проекция ц =  рг ° у : A-+N  удов­
летворяет дифференциальному уравнению

^  (6)
где Le=  < ’ц, (А > /2 +  V c, F e( v ) = Q e( •, v).

Теорему 14 можно вывести, например, из теоремы 9.
Уравнение (6) можно рассматривать как уравнение дви­

жения натуральной системы (N, < , ~ >, Vc) под действием допол­
нительных непотенциальных сил Fc. Так как Fe(v ) - v  =  
=  £2с (и, а) = 0, то эти силы не производят работы  на действи­
тельном движении. Они называются гироскопическими.

П оскольку форма Qc замкнута, то  локально Qe =  diо.. Сле­
довательно, уравнение (6 ) является уравнением Лагранжа 
[Я с ] = 0, где R c =  Le— сое. Функция Рауса Rc определена в це­

лом  на TN только тогда, когда форма Qc точна.
П р и м е р  11. Рассмотрим вращение твердого тела с  не­

подвижной точкой в осесимметричном силовом поле. Кинетиче­
ская энергия и потенциал допускаю т группу поворотов S O (2) 
вокруг оси симметрии поля. В этой задаче М  диффеоморфно 
базисному пространству группы 5 0 ( 3 ) .  Факторизация S O (3)1 
/ 5 0 ( 2 )  была впервые проведена П уассоном (S . D. Poisson) 
следующ им образом . П усть е  — единичный вектор оси сим­
метрии силового поля, рассматриваемый как вектор подвиж­
ного пространства. Д ействие подгруппы 5 0 ( 2 )  на 5 0 ( 3 )  пра-
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выми сдвигами сохраняет е. М нож ество всех положений векто­
ра е  в подвижном пространстве образует двумерную сферу 
S 2 —  «сф еру П уассона». Точки S 2 «нум ерую т» орбиты группы 
поворотов SO  (2 ). Таким образом , мы имеем расслоенное про­
стран ство S O (3 )  со  структурной группой SO  (2) и базой S2. 
Группа симметрий SO (2 ) порож дает первый и н тегргл —  сохра­
няется проекция кинетического момента твердого тела на ось  с 
направляющим вектором е. Фиксируя его постоянную, можно 
свести задачу к исследованию приведенной системы с прост­
ранством положений S 2. При этом функция Рауса не определе­
на в целом, поскольку форма кривизны £2 не точна: при всех 
значениях главных моментов инерции

\ £2 =  4л=£0.
s*

Явные формулы понижения порядка будут указаны ниже. Л
Теория понижения порядка лагранжевых систем с очевид­

ными изменениями переносится на неголономную механику. 
Д ля того, чтобы осущ ествить факторизацию по группе сим­
метрий неголономной системы, нужно дополнительное предпо­
ложение о б  инвариантности связей относительно действия 
этой грурпы. Примером может служить задача Чаплыгина о 
качении шара по горизонтальной плоскости (см . пример 5 ). 
Эта задача допускает группу поворотов SO  ( 2) шара относи­
тельно вертикальной прямой, проходящей через его центр. 
Группа S O (2) сохраняет связи и порож даю щ ее ее поле яв­

ляется полем возможных скоростей. Исключение группы по­
воротов фактически проведено нами в примере 5 методом 
П уассона.

В заключение отметим еще «проблему скрытых движений» 
или «проблему дальнодействия», волновавш ую физиков в кон­
це 19-го века. Предположим, что натуральная механическая 
система с п +1  степенями свободы  движется по инерции и ее 
лагранжиан, представляющий только кинетическую энергию, 
допускает группу симметрий с полем v. Понижая порядок си­
стемы, мы видим, что функция Рауса, являющ аяся лагранж иа­
ном приведенной системы с п степенями свободы , содерж ит 
слагаемое —  приведенный потенциал —  Uc =  (w c, дос>/2 =  с2/ 2<1\ 
у>, не зависящ ее от  скоростей. Э то слагаемое можно интерпре­
тировать как потенциал сил, действующ их на приведенную 
систему. Гельмгольц, Д ж . Томсон (J. J. Thom son), Герц настаи­
вали на том, что все механические величины, проявляющиеся 
как «потенциальные энергии», обусловлены скрытыми «цикличе­
скими» движениями. Характерным примером является вращение 
симметричного волчка: поскольку вращение волчка вокруг оси 
симметрии заметить невозможно, то мож но считать волчок не- 
вращ ающ имся и странности в его поведении объяснить действи­
ем дополнительных потенциальных сил.
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Так как Uc =  <wt, w ^ l2 > 0 , то методом Рауса можно полу­
чить только положительные потенциалы. Однако, поскольку по­
тенциал определяется с точностью до аддитивной постоянной, то 
это ограничение несущественно для случая компактного прост­
ранства положений.

Т е о р е м а  15. П усть (М, < , >, V, Q ) — механическая систе­
ма с  замкнутой формой гироскопических сил Q. Если М  ком­
пактно, то сущ ествует главное расслоение с базой М  и со  
структурной группой симметрии P .  £ < r a n g / /2(Af, R) такое, 
что после понижения по Раусу при некоторой постоянной мо 
мента / г  ь = с  выполнены равенства Vc= y  +  const, й е =  й .

Э то утверждение нам сообщ ил С. В. Болотин (см . [5 6 ]) .
Если Q = 0 j  то  в качестве расслоенного пространства можно 

взять прямое произведение Л/ X  5 1 (Ч mod 2л} с метрикой
< х ,  х  > +  Ч2/ £ / (jc), где < , > — риманова метрика на М .  К оор­

дината Ф — циклическая; ей соответствует циклический интеграл 
4/U  =  c. Функция Рауса R c=  < х ,  х  ) /2 — c2U/2. При c = V 2 
будем  иметь натуральную систему на A l x S ' / S ^ M  с  потен­
циалом U.

2.2. Понижение порядка (гамильтонов аспект). П усть 
F : M-*~R —  первый интеграл гамильтоновой системы с  гамиль­
тонианом Н.

П р е д л о ж е н и е  2. Если d F (z )= £ 0, то  в некоторой окрест­
ности точки z£M сущ ествую т симплектические координаты 
* ! , . . . ,  х„, у и . . ■, Уп такие, что F (x , у) = у и

Э то утверждение —  гамильтонов вариант торемы о  вы­
прямлении траекторий.

В координатах х, у  функция Н  не зависит от  *i. Таким о б ­
разом, если мы зафиксируем значение F=y\ =  c , то  система 
уравнений

х к= Н ук, Ук — — H x k ( k > 2 )
будет гамильтоновой системой с  п— 1 степенями свободы . Итак, 
один интеграл позволяет нам понизить размерность фазового 
пространства на две единицы: одна единица пропадает при 
фиксировании значения F = c ,  а вторая —  за счет исключения 
циклической переменной *i вдоль орбиты действия группы сим­
метрий g£ . Э то замечание мож но обобщ ить: если гамильтонова 
система имеет s независимых интегралов в инволюции, то  ее 
мож но привести к системе с n— s степенями свободы . Отметим, 
что эффективное использование первого интеграла F для по­
нижения порядка упирается в задачу отыскания орбит группы 
g%, связанную с интегрированием гамильтоновой системы с 
гамильтонианом F.

Если алгебра интегралов некоммутативна, т о  размерность 
гамильтоновой системы понижается по крайней мере на удво­
енную максимальную размерность ее коммутативной подалгеб­
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ры. Количество коммутирующ их интегралов иногда мож но уве- 
личить, рассматривая нелинейные функции первых интегралов.

П р и м е р  12. Задача о  движении точки в центральном по­
ле имеет алгебру первых интегралов, изоморфную алгебре Ли 
s o (3 ). Все ее коммутативные подалгебры одномерны. Пусть 
М{ —  проекции кинетического момента точки на i-ую  о сь  де­
картовой ортогональной системы координат. Л егко проверить, 
что функции M i и М2= 2 М <2 независимы и коммутируют. Так 
что эта задача сводится к исследованию гамильтоновой систе­
мы с одной степенью свободы . Д

Э тот метод понижения порядка гамильтоновых систем при­
надлежит Пуанкаре, который применял его в различных зада­
чах небесной механики. П о сущ еству —  это  гамильтонов вари­
ант понижения порядка по Раусу. Если алгебра интегралов 
некоммутативна, то  метод П уанкаре использует известные ин­
тегралы не полностью. Этот недостаток метода П уаякаре устра­
нил Картан (Е. C artan), изучивший общ ий случай бесконечно­
мерной алгебры Ли первых интегралов (см . [2 3 ] ) .  Более точ­
но, Картан рассматривает гамильтонову систему (М , о 2, Н) с 
первыми интегралами Fu . . . , F k такими, что 
= a i j (F i t . . .  ,F h).  Н абор интегралов F i , . . . , F k  задает естест­
венное отображ ение F : В общ ем  случае функции 
о* , : Rh-*~R нелинейны.

Т е о р е м а  16 (Л и (S . Lie) — Картан (Е . C a rta n )). Пред­
положим, что точка сея * не является критическим значением 
отображ ения F и в ее окрестности ранг матрицы Ца^Ц постоя­
нен. Тогда в малой окрестности UczRh точки с найдутся k не­
зависимых функций <р, :U -+R  таких, что функции <D,=<p,°F: 
N->R, N = F ~ l (U) удовлетворяю т следующ им соотнош ениям:

{Ф ь  Фг} =  . . .  =  {Фг9—ь Фгд} =  1, (7)

вое остальные скобки {Ф<, Ф ; } = 0 .  Ч исло 2q равно рангу матри­
цы II a,-j II-

Д оказательство мож но найти в работе [2 3 ]. С помощ ью 
этой теоремы теперь нетрудно осущ ествить понижение поряд­
ка. П усть точка с =  (сь  . . . ,  ch) удовлетворяет условиям теоре­
мы 16. Тогда, в  частности, множ ество уровня Ме** {хШ :  
Фs ( x ) = c „  ls^ ss^ fc } является гладким подмногообразием в М, 
размерность которого равна 2п— k, где 2 n = d im  М. Поскольку 
функции Фг^+ь • • • > коммутируют со  всеми функциями Ф „ 
lssrs^A :, то  нх гамильтоновы поля касаются многообразия Ме
и, следовательно, определено действие коммутативной группы 
Rl, l = k — 2q на Мс, порожденное фазовыми потоками уравнений 
Гамильтона с гамильтонианами Ф,, s > 2 q .  В силу функциональ­
ной независимости Ф^ группа R1 действует на Мс без неподвиж­
ных точек. Если ее орбиты компактны (тогда они являются 
/-мерными торам и), то факторпространство Me/Rl*=Mc является



гладким многообразием. О но называется приведенным фазо­
вым пространством. П оскольку dim Ме=  (2л — к) — 1 = 2 (п — 
— k-\-q), т о  многообразие Мс всегда четномерно.

На приведенном фазовом пространстве сущ ествует  е ст е с т ­
венная симплектическая структура ш2, которую  можно задать,
например, с помощью невырожденной скобки Пуассона { , } .  П усть 
А , В:  М е-*■/?— гладкие функции. Их можно поднять до  гладких 
функций М ,  'В, заданных на уровне М сс:М .  П усть А , В — 
произвольные гладкие функции на М, ограничение которых на

М е совпадает с  ’ А , 'В. Положим, наконец, {А ,  £ } = { Л ,  Ъ).
Л е м м а  4. Скобка { , }  корректно определена (не зависит от 

способа продолжения гладких функций с  подмногообразия М с
на все М) и является скобкой Пуассона на М с.

П усть ' Н — ограничение функции Гамильтона И  на инте­
гральный уровень М с. Поскольку функция 'Н  постоянна на 
орбитах группы R1, то  сущ ествует  гладкая функция H :M eiR}-*- 
-+ R  такая, что диаграмма

М ^ М С 
hS\R/h

коммутативна.
О п р е д е л е н и е .  Гамильтонова система (УЙС, со*, Н )  назы­

вается приведенной.
Т е о р е м а  17. Гладкое отображение у :А -»-Ж , F  (у ( t ) ) = c  

является движением гамильтоновой системы (М , ш2, Н )  тогда 
и только тогда, когда композиция рг°у: Д-»- М с есть движение 
приведенной гамильтоновой системы (.Мс, <о2, Й).

<J Справедливость этой теоремы мож ет быть установлена с 
помощ ью следующих соображений. Формулы (7) показывают, 
что функции O i , . . . ,  Ф* составляю т часть симплектических ко­
ординат в окрестности подмногообразия Mt. Точнее, в малой 
окрестности любой точки из Мс можно ввести симплектические 
координаты х ь  . . . ,  х л, у и • • •, У* так, что *<=Ф 2( - 1, у< = Фг<, если 
is <̂7 и y t—Ф<, если i> 2 q .  Это утверждение —  следствие извест­
ной «леммы о  пополнении», принадлежащей Каратеодори (см.
[ 6] ) .  Так как функции Ф , —  первые интегралы, то в перемен­
ных х, у  гамильтониан имеет следующий вид: Н (у ,х )  —
=  Я ( ^ 9+1, . . . ,  у„, Xfc-g+i------, х п). Нам осталось зафиксировать
значения циклических интегралов y q+\, . . . ,  ун-q и отметить, что 
переменные xt, у, ( s > k — q) являются локальными координата­
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ми на Ms, в которых форма <о2 принимает «канонический» вид

2  dx,/\dy3. >
s>k—q

З а м е ч а н и е .  П оскольку к— q первых интегралов 
Фг , . . . ,  Ф 29, Ф 29+1. . .  •, Фк коммутируют, то  их можно исполь­
зовать для понижения порядка гамильтоновой системы по П у­
анкаре. Размерность локального пространства состояний при­
веденной системы будет равна 2л—2 (к— q), то есть размерно­
сти Мс. Более того, в силу теоремы 16, понижение порядка по 
Пуанкаре и Картану локально дает один и тот же результат, 
однако факторизация по методу Пуанкаре может быть прове­
дена в целом лишь при более ограничительных условиях. Д

В вырожденных случаях ранг матрицы скобок  Пуассона
II {Fi, Fj}|| может, конечно, падать. Понижение порядка по схе­
ме Картана (Е. Cartan) мож но осущ ествить и в этой ситуации, 
если дополнительно предположить, что интегралы F i , . . . ,F k  
порож даю т конечномерную алгебру (функции а.ц : Rh-*~R линей­
ны) .  Действительно, пусть задано пуассоновское действие груп­
пы G на симплектическом многообразии (А1, <о2) . Рассмотрим 
множ ество Мс =  Р~] (с) ,  являющееся прообразом некоторой точ­
ки сЬ&* при отображении момента Р  : М-+&*. Если с —  некри­
тическое значение момента Р, то Мс —  гладкое подмногообра­
зие в М. Поскольку действие группы G пуассоновское, то, со ­
гласно предложению 1, элементы G переводят интегральные 
уровни Мс друг в друга. П усть Gc —  стационарная подгруппа 
точки сЬ8*: она состоит из тех g£G, для которых Adg*c= c .  
Группа Gc является группой Ли и она действует на Мс. Если 
орбиты Gc на Ме компактны, то приведенное фазовое простран­
ство Mc= M e/Gc является гладким многообразием. После этого 
мож но определить приведенную гамильтонову систему (IЙс, 
to2, H)t дословно повторив конструкцию понижения порядка по 
Картану. Связь исходной и приведенной гамильтоновых систем, 
снова описывается теоремой 17. Н еобходимые доказательства 
можно найти в работах Сурио (J.-M. Souriau) [194] и М арсде- 
на (J. M a rsd en ), Вейнстейна (A. W einstein) [168].

П р и м е р  13. Движение материальной точки единичной 
массы  в центральном поле мож ет быть описано гамильтоновой 
системой в Я в= Д 3{* }  X * 3^ }  00 стандартной симплектической 
структурой и функцией Гамильтона Н (у , х) =  |у|2/2+£/(|лг|). 
Зафиксируем постоянный вектор кинетического момента 
х Х у —\х, (ц=/=0). М ож но считать, что ц = с е 3, где « з = (0 ,  0, 1), 
с > 0 .  М нож ество уровня Мс задается уравнениями хз= уз= 0 ,  
Х\Уг —  x2y i= c .  Ясно, что вектор ц инвариантен относительно 
группы поворотов 5 0 ( 2 )  вокруг оси с  единичным вектором е3. 
Д л я того, чтобы провести факторизацию по этой группе, вве­
дем в плоскости /?2= { jci, jc2} полярные координаты г, <р и со-
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A r ^ r c o s t f ,  y 1 =  p f c o s (f — ^rSln<P,

л:2 =  г sin9, +  ф.

Очевидно, что в новых переменных множ ество Мс задается 
уравнениями x3= y 3=Q, p<t=c. Факторизация по группе S O (2 ) 
сводится к исключению угловой переменной ф. Таким образом , 
приведенное фазовое пространство Mc—M c/SO(2)  диффеоморф- 
но R+{ r } x R { p r } ;  оно снабж ено приведенной симплектической 
структурой <о2= ^ р гД ^ г. Приведенный гамильтониан имеет вид 
Н = ( р *  +  с * г - * ) / 2 + и ( г ) .  Д

Если элемент с £ 8 *  находится в общ ем положении (ранг 
матрицы ||а„|| максимален0) ,  то  группа Gc коммутативна; по­
нижение порядка, проведенное по этой схеме, дает тот же ре­
зультат, что и понижение по Картану (Е. C artan ). Если с = 0 ,т о  
ранг матрицы ||аи || падает до нуля и интегральное многообра­
зие Мй устроено наиболее «симметрично»: стационарная под­
группа Go совпадает со  всей группой G. В этом  случае происхо­
дит максимально возмож ное понижение порядка гамильтоно­
вой системы на 2/s =  2dim G единиц (ср . с теоремой 13).

П усть (N, <, >, У) —  натуральная механическая система и 
пусть G —  компактная коммутативная группа симметрий (изо­
морфная Тк), свободно действующ ая на пространстве полож е­
ний N. Мы можем рассматривать эту  систему как гамильтонову 
систему с симметриями на M =  T*N и применить известную нам 
схему понижения порядка. Группа G осущ ествляет пуассонов­
ское действие на T*N\ поскольку это  действие свободное, то 
л ю бое значение момента сЫ З*  является некритическим. Стало 
быть, определено гладкое интегральное многообразие уровня 
М с (коразмерности fc =  dim G в М) и приведенное пространство 
состояний М е (размерность которого на 2k меньше размерно­
сти М ).  С другой стороны, мож но определить гладкое приве­
денное пространство - положений N, профакторизовав N по ор ­
битам действия G. Более того, при том же самом значении 
с Ь З *  мы имеем «полунатуральную» приведенную лагранжеву 
систему (N, <, >, V', Qe) (см . п. 1.1, теорема 13). Приведенным 
лагранжианом L: TN-+R естественно назвать функцию, опре­

деленную равенством L ( x ) = ( x ,  x )/ 2 + V c(x).
Т е о - р е м а  18.  При всех с в & *  сущ ествует  диффеоморфизм 

f : M c-*-T*N  такой, что

В случае пуассоновской алгебры  интегралов м ож ет быть следует луч­
ше говорить о ранге билинейной формы {F x ,  F у}, X, YqS

пряженные им канонические переменные р т, р,:
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1) /*< o2= £ 2-f-fy.t где й — стандартная симплектическая струк ­
тура  на T *N ,

2) функция f c H :T * N -* - R  является преобразованием Лежанд­
ра приведенного лагранжиана, задаваемым метрикой < , > .

С л е д с т в и е .  М ногообразие М 0 симплектически диффео- 
морфно T *N .

Если группа G некоммутативна, то приведенное фазовое 
пространство М с в общ ем  случае не совпадает с  кокасательным 
расслоением никакого гладкого многообразия.

П усть коммутативная группа G свободно и пуассоновскн 
действует на симплектическом многообразии (М , o r ) .  В этом 
случае переход к приведенному многообразию  (Ме, о ? )  можно 
осущ ествить еще следующим способом . Рассмотрим фактор- 
многообразие N=tMIG  и на нем ск обку которая является
исходной скобкой П уассона { , } ,  опущенной на N. Легко по­
нять, что скобка ' {  , }  вырождена. Если Р :М -+ & *  —  отображ е­
ние момента, то сущ ествует гладкое отображ ение Р  : N-+&* 
такое, что диаграмма

M — - N
р

коммутативна. П оскольку G действует свободно, то  точка 
одновременно является (не) критическим значением 

отображ ений Р  и Р. Считая точку сЬ&* некритической, рассм от­
рим гладкое многообразие Ne= P ~ l (c)  и ограничим скобку ' {  , } 
на Ne.

П р е д л о ж е н и е  3. Ограничение скобки ' {  , }  на Ne зада­
ет  симплектическую структуру ' о 2, причем многообразия (Мс, 
<о2) и (Ne, 'со2) симплектически диффеоморфиы.

Э то замечание мож но обобщ ить на случай некоммутативной 
группы G, только факторизацию М  по всей группе G надо за­
менить факторизацией по ее центру.

П р и м е р  14. В задаче о  вращении твердого тела с  непо­
движной точкой М = TSO (3 ) = S O (3 )  X R3. Если тело вращается 
в осесимметричном силовом поле, то  имеется однопараметри­
ческая группа симметрий G = S O (  2 ). Ф актор многообразие 
M/SO(2) диффеоморфно S2X R 3. Уравнения движения на этом 
пятимерном многообразии записываются в виде уравнений 
Э йлера— П уассона

k + < * x k = V ' x e >  e + a > X e = 0  (|г| =  1),

где  =  А © — кинетический момент, силовая функция
(см. §  2 гл. 1). Скобка ' { , }  в S * X # 3 задается следующими
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фоомулами:

К  “ 2} -------х х ........... {®i* ^ } = ° .  К  е*) —  j 1 .
1 ' Ах (8)

{®i. ^ з } = Х ’ ••••{«!• «>)“  °*
Уравнения Эйлера— П уассона имеют интеграл <£, е > = с , по­
рожденный группой симметрий SO (2).  Зафиксируем его посто­
янную и рассмотрим четырехмерный интегральный уровень 
Wc= {o ) ,  е \ ( А  о», е )  =  с, <е, е> =  1}, диффеоморфный (к о)к аса - 
тельному расслоению сферы П уассона S2= {e £ R 3 : <е, е> =  1}\ 
Положим а> =  '(й +  сеКАе,  е ) ;  вектор '©  является горизонталь­
ным касательным вектором в канонической связности главно­
го расслоения (S O (3 ) , S 2, SO  ( 2 ) ) ,  порожденной инвариантной 
римановой метрикой </4©, <о>/2. Проекция S O (3 )-* -S 2 позволяет 
отож дествить горизонтальные векторы '©  с  касательными век­
торами к сфере П уассона. П усть < ~ , > —  факторметрика на S2:

<'а, ' 6> =  <'а, А'Ь>. Функция Лагранжа приведенной системы, 
очевидно, равна

I  < Л<п, © > + V  ( е ) = ~  < 'со, '<о > + К С(<?)’

где Уе=  V— с2/2<Ае, е> —  приведенная силовая функция. В пе­
ременных 'и , е  стандартная симплектическая структура на 
T*S2 задается формулами (8) . При сФ О  приведенную струк­
туру на T*S2 тож е можно определить с помощ ью формул (8) , 
только правые части надо дополнить слагаемыми, пропорцио­
нальными постоянной с. А

2.3. Примеры: свободное вращение твердого тела и задача 
трех тел. Рассмотрим сначала задачу Эйлера о  вращении твер­
дого тела вокруг неподвижной точки по инерции (см . п. 2.4 
гл. 1) .  Здесь M =  TS0(3 ) = S O ( 3 ) x R 3, группой симметрий G 
является группа вращений S 0 ( 3 ) ;  ей соответствует пуассонов- 
ская алгебра первых интегралов, изоморфная алгебре Ли 
s o (3 ) .  Зафиксируем значение кинетического момента 
и рассмотрим интегральный уровень М е= Р в0(зГ1( с )- Нетрудно 
показать, что при всех значениях с множ ество М е является 
трехмерным многообразием, диффеоморфным пространству 
группы S 0 ( 3 ) .  Стационарной группой Gc является одномерная 
группа поворотов S O  (2) твердого тела в неподвижном прост­
ранстве вокруг постоянного вектора кинетического момента. 
Приведенное фазовое пространство Afe =  S O (3 ) /S O (2 )  диффео- 
морфно двумерной сфере.

Э то приведение можно осущ ествить, например, следующим 
образом . П оскольку гамильтоново векторное поле на М  допу­
скает группу G,  тс. его можно опустить на факторпространство



M /G ^R3. Возникающ ее на R3 дифференциальное уравнение 
является уравнением Эйлера

k +  (aXk=0,  о)=Л _|£.
Э то уравнение можно представить в гамильтоновом виде /• =  
=  {F, Я } ,  где H = ( k ,  (о>/2 —  кинетическая энергия твердого 
тела, а скобка I , }  определяется с помощ ью равенств {ftb 
k i } = — kz, {k2, Л3}  =  — *i, {Л3, k i } = — k2. Эта скобка, правда, вы­
рож дена: функция F =  <k, k> коммутирует со  всеми функциями* 
заданными на R3= { k ) .  Мы получим невырожденную скобку 
П уассона, если ограничим скобку {  , }  на поверхность уровня 
^ = М 2. диффеоморфную двумерной сфере S 2. На симплекти- 
ческом многообразии S2 возникает искомая гамильтонова си­
стем а; ее функция Гамильтона является полной энергией 
<k, (о>/2, ограниченной на S2.

Укажем классический сп особ  сведения задачи Эйлера к га­
мильтоновой системе с  одной степенью свободы , использующий 
специальные канонические переменные. П усть oXYZ  —  непо­
движный трехгранник с  началом в точке подвеса, охуг  —  по­
движная система координат (главные оси инерции тела). П о­
ложение твердого тела в неподвижном пространстве опреде­
ляется тремя углами Эйлера Ь (угол н утац и и )— угол меж ду 
осями о !  и ог, ф (собственного вращения) —  меж ду осью  ох  и 
линией пересечения плоскостей оху  и oXY  (называемой линией 
узл ов), (угол прецессии) —  между осью  оХ  и линией узлов. 
Углы О, ф, 1|) образую т на S O (3 )  систему координат, подобную 
географическим координатам на сфере: с особенностями у полю­
сов  (где 0 = 0, л) и многозначностью на одном меридиане. 
П усть р*, p „  р* —  канонические импульсы, сопряженные с  ко­
ординатами О, ф, -ф. Если твердое тело вращается в осесим­
метричном силовом поле с осью  симметрии oZ, то функция 
Гамильтона не будет зависеть от  угла ip. Понижение порядка 
в этом  случае можно трактовать как «исключение узла» —  
исключение циклической переменной ф, определяющ ей поло­
жение линии узлов в неподвижном пространстве.

Введем теперь «специальные канонические переменные» L,
G, Я , I, g,  ft. П усть 2  —  плоскость, проходящая через точку о 
и перпендикулярная вектору кинетического момента тела. Тог­
да L — проекция момента на ось oz, G — величина момента, 
Я  —  проекция момента на ось oZ, I —  угол между осью  ох  и 
линией пересечения 2  с плоскостью оху, g  — угол между ли­
ниями пересечения 2  с плоскостями оху  и oXY, h —  угол меж­
ду осью  оХ  и линией пересечения 2  с плоскостью oXY.

П р е д л о ж е н и е  4. П реобразование Q, ф, ф, р«, р „  р%-*  
g, h, L, G, Я  —  «одн ородное» каноническое:

p<,dft+ ряй<р+ p%d\|э — Ldl +  G d g+ Hdh.
Э то утверждение принадлежит Андуайе (Н . A n doyer); не­
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Рис. 20. Специальные канонические переменные

канонические переменные близкие по смыслу к элементам 
L, G, Н, I, g, h были использованы П уассоном при анализе вращ а­
тельного движения небесных тел [138].

Из определения специальных канонических переменных 
нетрудно получить, что A xu>{ =  YG '2 — L? s in/ ,  Л 2о>2 =  У  G2— L2X  
X c o s  /,  Л3(1)3= £ .  Следовательно, в задаче Эйлера функция 
Гамильтона приводится к виду

При фиксированном значении величины кинетического момента 
Go переменные L, I изменяются в кольце |L|s£G0, I mod2n. 
Линии уровня функции Гамильтона показаны на рис. 21. Кри­
вые L =  ± G о соответствую т особы м точкам уравнений Эйле­
ра —  постоянным вращениям тела вокруг оси инерции ог. П е­
ременные L, I естественно рассматривать как географические 
симплектические координаты на приведенном фазовом про­
странстве S2.

Рассмотрим теперь с точки зрения понижения порядка за ­
дачу трех тел, имеющ ую (в пространственном случае) 9 степе­
ней свободы . Покажем, что с помощ ью шести интегралов им-

2 (А 1СО [2 A  otoj2 4" А  зшз2) — 2 [
1 / s i n " /

L

Рис. 21 Рис. 22. Исключение центра 
масс в задаче  п тел
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пульса и кинетического момента уравнения движения трех гра­
витирующих тел мож но свести к гамильтоновой системе с 
4 степенями свободы . И спользуя еще интеграл энергии, мы 
приходим к выводу, что задача трех тел сводится к изучению 
динамической системы на некотором семимерном многообразии. 
В случае, когда три тела постоянно расположены в одной плос­
кости, размерность этого  многообразия равна пяти. Эти резуль­
таты  восходят к Л агранж у и Якоби.

Перейдем в барицентрическую систему координат и снача­
ла используем трехмерную коммутативную группу трансляций. 
С ее помощ ью размерность гамильтоновых уравнений движения 
понижается с 18 до  12. При этом приведенная система, как и 
исходная, будет обладать группой симметрий G =  S O (3 ). Фик­
сируя значение кинетического момента, мы придем к уравне­
ниям движения на девятимерном интегральном многообразии. 
Факторизуя его по стационарной подгруппе поворотов вокруг 
вектора постоянного момента, получаем искомую гамильтонову 
систему с  восьмимерным фазовым пространством. Весь вопрос 
теперь заключается в том , как такое приведение осущ ествить в 
явном виде

Сначала исключим движение центра масс. П усть г, —  ра­
диус-векторы точечных масс т, в барицентрической системе от­
счета, так что 2 m srs= 0. Для того, чтобы  с  помощ ью этого  со ­
отношения уменьшить порядок, дифференциальных уравнений 
движения

*</ 1
введем относительные радиусы-векторы % = г 2 — г ,, л = г 3— £, 
где 6 =  (т хг х -\-m2r2)l ( щ  -+- т2) — центр масс точек т х и т2. 
Положим \к — m xm2l\mx-\- т^, v =  ( / » ! - } - /и») m3ll,m s.

П р е д л  о ж е н и е  5. Если rs ( t )— движение гравитирующих 
точек, то  функции \ (t) и т] (t) удовлетворяют уравнениям

ц 1 = и ? ; ,  w b t f - n . , , .  (Ю)
Эти уравнения имеют первый интеграл

M E X a  +  v ( n X i i )  — Z / M ^ X r , )  — с.

Уравнения (10) описывают движение «фиктивных» матери­
альных точек с массами |х, v. Предложение 5 легко обобщ ается 
на случай лю бого п > 3. Уравнения (10) с 6 степенями св обо ­
ды, разумеется, гамильтоновы.

Исключение кинетического момента («исключение узла») 
мож но провести для уравнений ( 10) . О днако окончательный ре­
зультат проще независимо сформулировать в форме, симмет­
ричной по отношению к массам гп\, ш2, ш3. П усть 2  —  «неизме­
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няемая плоскость» Лапласа: она содерж ит барицентр и пер­
пендикулярна постоянному кинетическому моменту с. Пусть 
П —  плоскость, проходящая через точки ти т 2, т 3. Обозначим 
через О,- угол треугольника тхт^т3, где находится масса т,-, а 
через А  —  площадь этого треугольника. Справедливы формулы

s i n f y = - ^ - ,  cos Ь , =  Pl ~~р*
Ру _ _ _ _ _  ‘  (Ш

* __П  V  р / + р » — Pi

4V2p“  ’

где I, /, k допускаю т лишь три циклические перестановки чисел 
1, 2, 3, а р, —  длина стороны треугольника, противоположная 
вершине т П усть у —  угол между плоскостями П и 2 ;  в плос­
ком движении у = 0-

П р  е д л о ж е н и е  6. При фиксированном значении кинети­
ческого момента 2 m s( r , X r , ) = c  в барицентрической системе с 
4 степенями свободы :

Г = - Н у, Ps= H ps (1 < s < 3 ) ,  (12)

H  (T, P ц Р 2, Р з* Y> Pi> Рг> Рз) —

■ „ 1 с 15 si" v  у  Pfl s4n2 I r  x ! i z * » i  -L.
V4Д ^ m s V | с | sin y

+ | * | г^ Г ' ^ С " г - 2 —yP2* JU Р/

здесь величины A, Gi, d 2 и Ьг выражаются по формулам (11) 
как функции рь р2 ,рз символ 2 /,-*  означает сумму /123 -Ь /231 +  
+ /з !2-

Э то утверждение принадлежит Ван Кампену (Е. R. van 
Kampen) и Уинтнеру [158]. Д оказательство основано на эле­
ментарных, но громоздких вычислениях. Выражения импульсов 
Г, Ps через координаты и скорости гравитирующих точек очень 
громоздки и обычно не используются.

Когда движение плоское, то первые два уравнения (12) сво­
дятся к равенствам Г =  у =  0, »  мы получаем гамильтонову сис­
тему с тремя степенями свободы.

Если с =  0, то  уравнения (12) являются натуральной гамиль­
тоновой системой с тремя степенями свободы (ср. с теоремой 
13).



§ 3. Относительные равновесия 
и бифуркация интегральных многообразий

3.1. Относительные равновесия и приведенный потенциал.
Мы вновь возвращ аемся к исследованию гамильтоновой систе­
мы (М, <о2, Я )  с группой симметрий G, действие которой иа 
пространстве состояний М  является пуассоновским. П усть 
(AJC, о 2, Н) —  приведенная гамильтонова система в смысле 
п. 2.2.

О п р е д е л е н и е .  Ф азовые кривые гамильтоновой системы 
на М  с  постоянной момента P q = c,. переходящие при проекции 
М-*-Мс в положения равновесия приведенной гамильтоновой 
системы, называются относительными равновесиями или ста­
ционарными движениями.

П р и м е р  15. Рассмотрим вращение твердого тела в о се ­
симметричном силовом поле. П усть с —  фиксированное значе­
ние кинетического момента тела относительно оси симметрии 
поля сил; уравнения движения приведенной системы мож но 
представить в следующ ем виде:

Л<ох<*>—е у У ' ,  ё —е Х щ  .< Л<», е > = с , ( е , е )  =1,(13)
здесь V (e ) — силовая функция. В положении равновесия при­
веденной системы, очевидно, е = const. Следовательно, а —Хе. 
Из уравнения <Аа,е> =  с однозначно нахоуцггся множитель Я: 
он равен с/(.Ае,е>. П оскольку e = co n s t , то угловая скорость © 
тож е постоянна. Из первого уравнения (13) получаем уравне­
ние для нахождения относительных равновесий с  моментом с:

сг (А е Х е )  +  (Р 'Х е )  <Ае, е>2= 0 ,  <е, е> =  1.
Э тот результат впервые отмечен Ш тауде (О . Staude) в 1894 г. 
В стационарном движении (относительном равновесии) твердое 
тело равномерно вращается вокруг оси симметрии силового по­
ля с угловой скоростью  |ш| =  \с\/(Ае, е>. Д

П р е д л о ж е н и е  7. Фазовая кривая * ( / )  гамильтоновой 
системы (М, о»2, Я )  с  группой симметрий G является относи­
тельным равновесием в том и только том случае, когда x (t )  =  
= g ' ( * ( 0 ) ) ,  где g l —  однопараметрическая подгруппа груп­
пы G.

<]Если x ( t ) = g ' ( x 0) и g ‘ —  подгруппа G, т о  проекция М-*- 
-+-Ме переводит р еш ен и ех (0  в равновесие приведенной системы. 
Обратно, пусть x (t )  —h( (х0) —  относительное равновесие га­
мильтоновой системы с  гамильтонианом Я  и начальным усл о­
вием дг(0)=дг0. П окажем, что h! — подгруппа s G. Пусть g* —  
однопараметрнческая подгруппа О такая, что
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П оскольку G — группа симметрий, то группы Л* и g l коммути­
рую т и поэтому * ( / )  = £ Ч * о ) в силу равенства (14) .  >

В рассмотренном выше примере 15 траектории стационар­
ных движений являются орбитами группы S O  (2) вращений те­
ла вокруг оси симметрии поля.

Для натуральных механических систем с симметриями м ож ­
но указать более эффективный критерий стационарности дви­
жения. П усть (М, < , >, V) —  механическая система с группой 
симметрий (в смысле п. 2 .1 ): многообразие М является про­

странством  главного расслоения с  базой N  и структурной груп­
пой G.

П р е д л о ж е н и е  8. Если группа G коммутативна, то точка 
y£N  является положением относительного равновесия с постоян­
ной момента сб!?* тогда и только тогда, когда у  — критичес­
кая точка приведенного потенциала Uc : N-+R.

Э то утверждение —  следствие теоремы 14 и определения от ­
носительного равновесия. П оскольку, например, любая гладкая 
функция на сфере имеет по меньшей мере две критические точ­
ки, то  из предложения 8 вытекает

С л е д с т в и е .  Задача о вращении твердого тела с непод­
вижной точкой в лю бом  осесимметричном силовом поле при 
каждом значении момента имеет не менее двух различных ста­
ционарных вращений. Количество различных стационарных 
движений в общ ем случае можно оценить, например, с 
помощ ью неравенств М орса. Однако в конкретных задачах 
удается, как правило, получить более точную информацию 
(см. п.п. 3.3— 3.4).

3.2. Интегральные многообразия, области возможности дви­
жения и бифуркационные множества. П усть (М , со2, Я , G) —  
гамильтонова система с пуассоновской группой симметрий G. 
П оскольку гамильтониан Н  является первым интегралом, т о  
эту функцию естественно присоединить к интегралам момента 
Р : М-+-&* и рассмотреть гладкое отображение «энергии-момен­
та* Н х Р  : М -*# Х & *.

О п р е д е л е н и е .  Бифуркационным множеством 2  гамиль­
тоновой системы (М , to2, Н, G) назовем множ ество точек из 
R X & *,  над окрестностями которых отображ ение Н х Р  не яв­
ляется локально тривиальным расслоением.

В частности, критические значения 2 '  отображ ения «энер­
гии-момента» войдут в 2 . Однако з общ ем  случае множество
2  не исчерпывается 2 '.  Примером мож ет служить бифурка­
ционное множество задачи Кеплера, указанное в § 1 гл. 2.

П р е д л о ж е н и е  9. Критические точки отображ ения 
H x P  :M -> -R x$ *  на регулярном уровне момента совпадаю т с 
относительными равновесиями.

Это простое утверждение оказывается полезным при изуче­
нии структуры бифуркационных множеств.
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О п р е д е л е н и е .  При фиксированных значениях энергии 
Лб/? и момента сб # *  множ ество Л,,с=  ( Н х Р ) ~ '  (А, с) назовем 
интегральным, многообразием гамильтоновой системы (М , о>2,  
Я , G).

Очевидно, что лишь при (А, с)62 интегральные уровни 1л, е 
могут не быть гладкими многообразиями. Поскольку действие 
группы G сохраняет функцию Я , ' т о  стационарная группа Ое 
действует на уровне /л, с и поэтому определено фактормного- 
эбразие / А, с = / л, c/ G c. Если с — регулярное значение момента, 
то  /л, с совпадает с уровнем энергии приведенной гамильтоновой 
системы (УЙ,, и 2, /7 ). М нож ество Гц,е поэтому естественно наз­
вать приведенным интегральным многообразием. Например» 
в пространственной задаче трех тел типичные многообразия 1л, с 
семимерны, а в плоской задаче их размерность равна пяти. 
Поскольку над каждой связной компонентой R X $ * \ I>  отобра­
жение Н х Р  является расслоением, то топологический тип ин­
тегральных многообразий 7„, с мож ет меняться только при про­
хождении точки через бифуркационное множ ество 2 .

Итак, изучение исходной гамильтоновой, системы с симмет­
риями сводится к исследованию отображ ения Н х Р  и структу­
ры фазовых потоков на приведенных интегральных многооб-* 
разиях 7а, е-

Рассмотрим более детально строение отображ ения «энер­
гии-момента» для натуральной механической системы (М, ( ,  >„ 
V) с группой симметрий G; мы не будем предполагать, что 
действие G на М свободное. Введем множ ество Л, состоящ ее 
из точек Jc6Af, для которых стационарная подгруппа Gx (мно­
ж ество таких g£G, что g ( x ) = x )  имеет положительную раз­
мерность. М нож ество Л замкнуто в М. Например, в простран­
ственной задаче трех тел Л состоит из троек точек, лежащих на 
одной прямой. В плоской задаче Л сводится к единственной 
точке г1—гг= г з = 0  (мы считаем, как обычно, что барицентр 
совпадает с началом системы отсчета).

П усть /  : х -+ (х , Vx> —  отображ ение момента. Согласно лем­
ме 2, для лю бой точки * e A f\ A  и л ю бого  с6#* найдется един­
ственный вектор шс(х ) ,  такой, что J(we) = c  и <we, их> =  0 для 
всех Х*8.  Приведенным потенциалом Uc : M-*~R мы назвали 
в п. 2.1 функцию —  V +  <wc, we>l2.

П р е д л о ж е н и е  10. Приведенный потенциал обладает 
следующими свойствами:

1) U c ( x ) =  irin  И  (v), где И ( v ) =  ( v-~- —̂ V  ( х ) — полная
wgy-’ lc)

энергия системы,
2) над М \ Л  множ ество критических точек отображ ения Н:
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J ' l (c)-*-R совпадает с « М П ,  где Г — множ ество критических 
точек приведенного потенциала Uc : M W - + R ,

3) 2 '=  {(Л, с): A e tM H },

4) n ( / * , f ) =  t / r I ( — °°> А1» где  п:ТМ -*-М  — проекция.
Э то предложение отмечено Смейлом (S. S m ale); в конкрет­

ных ситуациях оно еще раньше использовалось различными ав­
торами. Заключение 2 уточняет предложение 9.

О п р е д е л е н и е .  М нож ество я ( fh, c)czM  называется о б ­
ластью  возможности движения при фиксированных значениях 
энергии h и момента с.

Если группа G коммутативна, то  п. 4) предложения 10 мож ­
но заменить на

4 ')  n ' ( I h . c ) < z U J l ( —  оо, А ] ,  где я ' :T N  -+ N  —  проекция 
N  =  M l G — приведенное пространство положений, U c:N -*-R .

Если М  компактно, то 2 = 2 '  и включение 4 ')  мож но заме­
нить на равенство. В некомпактном случае это  уж е не так: 
контрпримером мож ет служить пространственная задача п тел. 
И нтересно отметить, что в плоской задаче п тел область воз­
мож ности движения описывается неравенством Ue^ .h  (пред­
лож ение 7 из п. 14 гл. 1).

3.3. Бифуркационное множество в плоской задаче трех тел.
П р е д л о ж е н и е  11. Д ля л ю бого заданного набора масс 

в плоской задаче трех тел
(1 ) множ ество критических значений 2 '  отображ ения Hy.J\ 

TM-*~R2{h, с }  состоит из четырех кубических кривых, заданных 
уравнениями Ac2= a , < 0  ( l ^ i s £ 4 ) ,

(2 ) бифуркационное множ ество 2  состоит из 2 '  и коорди­
натных осей ft =  Q и с = 0 .

<] Если U —  потенциальная энергия в задаче трех тел, то 
приведенный потенциал Ve, очевидно, равен U + c 3/2 /,  г д е /  — 
момент инерции точек относительно их барицентра (ср . с  § 1 
гл. 1). В относительном равновесии dV  пропорционален dl, сле­
довательно, три точки образую т центральную конфигурацию 
(п. 3.1 гл. 2 ). При фиксированном значении \с\ФО таких кон­
фигураций ровно пять: три коллинеарных и две треугольных. 
В последнем случае треугольник обязательно равносторонний, и 
эти две треугольные конфигурации отличаются лишь порядком 
следования гравитирующих точек. П усть ы —  постоянная угло­
вая скорость вращения центральной конфигурации. Тогда, оче­
видно, |с| = /| © | , У =  /а)2/2  и

h ~ ~ Т - -U  и .

П оскольку все конфигурации лонного типа подобны, то можно 
считать /  =  а 2/ и. U - - - ' ‘ Cq. Коэффициент подобия а  м ож чо найти
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яз равенства 27 =  U, которое является следствием тождества 
Л агранжа I — 2T— U. Коэффициент а  равен c2/IoUQ и поэтому в 
относительном равновесии Ас2 =  а ,< 0 .  Согласно заключению 2) 
предложения 10, бифуркационное множ ество 2  включает кри­
вые, заданные уравнениями hc2= a ,  ( l ^ s ^ 5 ) .  Среди пяти чи­
сел аи  • • •. «5 по крайней мере два совпадаю т (они соответ­
ствую т треугольным решениям Л агранж а). В бифуркационное 
множество, очевидно, входят еще прямые А = 0, с = 0  (как в 

задаче К еплера). Как показал Смейл, множ ество 2  ие содер­
жит никаких других точек (см . (3 8 ]) . >

В работе Смейла [38] содерж ится информация о  тополо­
гическом строении интегральных многообразий в различных 
связных компонентах множества Я2\ 2 .

3.4. Бифуркационные множества и интегральные многооб* 
разия в задаче о вращении тяжелого твердого тела с непо­
движной точкой. П усть —  главные моменты инер­
ции твердого тела, х и хг, х3 —  координаты центра масс отно­
сительно осей инерции. Если <о—  угловая скорость тела, е  —  
единичный вертикальный вектор (заданные в подвижном про­
странстве), то  Н =  <Лй>, ю > /2+ е< х, е> и /= < Л ш , е>, где А =  
= d ia g (A b As, ;43) .  Наша задача —  описать бифуркационную 
диаграмму 2  в плоскости /?2= {А , с }  и топологическое строение 
приведенных интегральных многообразий /*,«. П олезно снача­
л а  рассмотреть вырожденный частный случай, когда е = 0  
(задача Э йлера). Положения относительных равновесий —  

•суть критические точки приведенного потенциала Uc= c 2l 
12(Ае, е> на единичной сфере <е, е> =  1. Если тело несимметрично 
(А \ > А 2> А ъ ) ,  то таких точек ровно шесть: ( ± 1 , 0 , 0 ) ,  (0, ± 1 ,

О ), (0 ,0 , ± 1 ) .  Им соответствую т равномерные вращения твер­
дого тела вокруг осей инерции. П оскольку в относительном 
равновесии тела а  — сеКАе, е> (см . пример 15), то энергия Л и 
момент с связаны одним из соотношений h =  c2/2A, ( l ^ s ^ 3 ) .  
Так как пространство положений твердого тела —  группа 
S O ( 3 ) — компактно, то бифуркационное множ ество 2  является 
объединением трех парабол. В случае динамической симмет­
рии число парабол уменьшается; если А 1= А 2= А 3= А ,  то 2  
состои т из единственной параболы h =  c2/2A. П усть В*,с=  
=  { 0 е^ А} — область возмож ности движения на сфере П уассо­
на. Классификацию областей Вн,с и приведенных интегральных 
многообразий /ft, с в задаче Эйлера дает

П р е д  л о ж е н и е  12. П усть Л 1> Л 2> А 3. Тогда
(1) если А < с 2/ 2 Л „  то  £ д .с = 0 ,  / й.с= 0 ,
(2) если с2/2Лм < А < с 2/2 Л 2, т о  Bh,c —  D 2 \j D 2, I k , c —  2S3,
(3) если c2l2A-,<_ h < с 2/2 А 3. то  Bn,c =  D l X S 1, 7/,.c =  S 2 x 5 ' ,
(4) если c2/2 A 3< A , то  B a .c =  S 2, 7л,с =  5 0 ( 3 ) -
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Выяснение топологического строения приведенных интеграль* 
ных многообразий основано на следующ ем замечании: / а . с диф- 
феоморфно расслоенному пространству с базой расслоения Bh,e 
и слоем S 1, у которого слой над каждой точкой границы дВпл 
отождествлен в точку.

Рис. 23. Биф уркационная ди аграм м а задачи 
Э йлера

В общ ем случае, когда центр масс не совпадает с точкой 
подвеса, задача полного описания бифуркационных множеств и 
интегральных многообразий сущ ественно усложняется. Она по­
дробно изучена в работах Я. В. Татаринова [120]. Мы приведем 
в качестве примера серию рисунков из работы  [120], на кото­
рой показан механизм перестройки бифуркационной диаграм­
мы, когда центр масс из общ его положения в плоскости * з=  
=  0 переходит на ось xi =  x2= 0 .  Числа на этих рисунках указы­
вают «многозначный род» областей возможности движения на 
сфере П уассона. Будем говорить, что связная область ВА,е име­
ет род /, если Bh,c диффеоморфна сфере S2, из которой удалены
I непересекающихся открытых дисков. Если область возм ож ­
ности движения несвязна, то присвоим ей многозначный род
l\, h .........  где — род отдельной ее связной компоненты.
(поскольку в рассматриваемой ситуации числа /, не превосхо­
дят трех, то путаницы не возникнет). Топология интегральных 
многобразий однозначно определяется структурой областей 
возмож ности движения (ее родом ).
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Глава 4

ИНТЕГРИРУЕМЫЕ СИСТЕМЫ И МЕТОДЫ ИНТЕГРИРОВАНИЯ

§ 1. Краткий обзор  различных подходов 
к интегрируемости гамильтоновых систем

Дифференциальные уравнения, в том числе уравнения Га­
мильтона, принято разделять на интегрируемые и неинтегриру- 
емые. «Если, однако, мы попытаемся сформулировать точное 
определение интегрируемости, то оказываются возможными 
многие различные определения, каж дому из которых присущ 
известный теоретический интерес»1’ . В этом параграфе мы да­
дим краткий перечень различных подходов к интегрируемости 
гамильтоновых систем, «не забывая при этом указания Пуан­
каре, что система дифференциальных уравнений мож ет быть 
лишь в большей или меньшей степени интегрируемой»1’.

1.1. Квадратуры. Интегрирование в квадратурах системы 
дифференциальных уравнений в /?" —  это  отыскание ее решений 
с  помощ ью конечного числа «алгебраических» операций 
(включая обращ ение функций) и «квадратур» —  вычисления 
интегралов известных функций. Следующ ее утверждение свя­
зывает интегрирование гамильтоновой системы в квадратурах с 
сущ ествованием достаточно больш ого набора ее первых интег­
ралов.

Т е о р е м а  1. (В. В. Козлов, Н. Н. Колесников [13]). П усть 
R2" — симплектическое многообразие со  стандартной симплекти- 
ческой структурой. Предположим, что система с гамильтонианом 
H:R2nXR{t}->R  имеет п первых интегралов F ,, . . Fn'.R&X
X R { t } - + R ( F / + { F ,  Я } = 0) таких, что { F „  F y} = 2  СЬ =
—= const. Если

1) на множестве M f = { ( x ,  ^ d ^ x R ' - F ^ x ,  — 1 < i < n }  
функции F lt . . F„  независимы;

2) 2  =  0 для всех / , / =  1, п;
3) алгебра Ли si- линейных комбинаций 2Х ,/\ , разре­

шима, то решения гамильтоновой системы x =  ldH, лежащие на 
Mt, можно найти в квадратурах.

С л е д с т в и е .  Если гамильтонова система с п степенями 
свободы  имеет п независимых интегралов в инволюции (алгеб­
ра зФ коммутативна), то ее можно проинтегрировать в квадра­
турах.

Это утверждение было сначала доказано Буром (Е. Воиг) 
для автономных канонических уравнений и затем обобщ ено 
Лиувиллем (J. L iouville) на неавтономный случай.

Д ж . Б иркгоф  «Динамические системы».
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П усть функции Н и Fi не зависят от времени. Тогда Н —  
тож е первый интеграл, например, H = F t. Теорема о б  интегри­
руемости в квадратурах справедлива, конечно, и в этом  случае, 
причем условие {Fu Л }  =  0 мож но заменить более слабым
условием {Fu F i}= cu F i,  1 ^ / ^ л .

Д оказательство теоремы 1 базируется на одном результате 
С . Ли (S. L ie).

Т е о р е м а  2. П усть п векторных полей Л и . . . ,  Х щ линейно 
независимы в малой области OczRn{x } ,  порож даю т разреш и­
мую  алгебру Ли относительно операции коммутирования и 
[*|, Х ,]= Я .Д | . Тогда дифференциальное уравнение x = X i (x )  
интегрируется в квадратурах в области U.

<\ Мы докажем это  утверждение в самом простом случае, 
когда п = 2. В общ ем случае доказательство аналогично (см . 
[1 2 6 ]) . Уравнение x —X i(x ) ,  x£U  будет проинтегрировано, если 
нам удастся найти его первый интеграл F (x )  такой, что 
d F ( x ) ^ Q  в области U. П оскольку Х|(дс)^ьО, x W ,  то  такая 
функция заведом о сущ ествует (по крайней мере локально). Е с­
ли X | (F )= 0 , то  X i(F )  —  снова интеграл, так как ^ i ( ^ j ( f ) ) “  
= X t ( X i ( F ) )  + X 2X|(F) = 0 . Очевидно, что локально X2(F) — 
*=f(F), где / ( ^ — некоторая гладкая функция одной перемен­
ной, ! Ф 0 .  Положим

° ' М ж -
Так как * , ( 0 ) = 0 ,  a X 2( F ) ~ d G  ( X 2( F ) ) = X 2(F ) i f  ( F ) = l ,  то  
решение системы уравнений

- 0 ,  +  « « & - I

существует. Разрешая эту систему относительно F '  и F' % мы 
найдем функцию F  с помощью дополнительного интегрирования. 
Поскольку Х 2 ( F ) =  1, то dF=£0.  >

Д ля доказательства теоремы 1 (в автономном случае) рас* 
смотрим п гамильтоновых полей I d F t. Согласно условиям 1— 2, 
они касаю тся многообразия M f  и независимы всю ду  на M f . Так
как {F t, /^у} =  ^  c4jFk, то  [ / d F t, IdFj\ =  2  с\} 1dFk- Следова­
тельно, касательные поля I d F t образую т разрешимую алгебру, 
причем \IdH, I d F t] =  K,IdH — con st). Утверждение 
теоремы 1 вытекает теперь из теоремы Ли.

З а м е ч а н и е .  Теорему 2, в свою  очередь, можно вывести 
из теоремы 1. Для этого рассмотрим я  функций F t ( x , y )  =
= у - Х i(x), определенных в U  'K R '• Если [Л’’,-, X \  — ^ с ^ Х *  то*

очевидно, {F (, F }  =  2 с ? ,F„. Многообразие М 0 = { ( j c ,  y):F x = . . .  
=  Fn= 0 }  — { (x , у) ■ y =  0j является инвариантным для гамильто­
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новой системы с функцией Гамильтона F\. Применяя авто­
номный вариант теоремы 1 на М0 и отождествляя М0 с U, 

получим заключение теоремы 2. Л
Неавтономную теорему можно вывести из автономной с 

помощью следующего приема. Уравнения Гамильтона
х = Н / ,  у =  — Н х'\ H  =  H ( x , y , t )

можно представить в виде канонической системы в расширенном 
пространстве переменных х ,  у, Л, t с функцией Гамильтона 
К  (х , у, =  (х , у, t ) — h :

х = К ' у, у =  — К 'х, h — K't* i = - K \ .
Если обозначить скобку Пуассона в расширенном симплекти­
ческом пространстве ^ { х ,  у}ХЯ!2{к, / }  через {, }*, то

(х, у, t), Fj(x, у , / ) } ,= { /= ■ „  F y) — S c * / ’*,

{F ,(* .  у , t), К (х ,  у, А, * ) } * = { />  H - h } = ? £ - + { F h Н } = 0.
Остается заметить, что функции Fu . . . ,  F„ и К  независимы.

П р и м е р  1. Рассмотрим задачу о  движении по прямой 
трех точек, притягивающихся с силой, обратно пропорциональ­
ной кубу расстояния между ними. Пусть mt —  массы, x t —  ко­
ординаты, a pi= m ix i —  импульсы точек. Потенциальная энер­
гия взаимодействия равна

“ - / “ Const.

Функции F ^ Z p f l i m t + U ,  Fs= 2 р(х и F3=2p< независимы и 
{F lt F3} = 0 , {Fs, F3} = F 3, {Fu F j} =  2Fi. Так как соответствую­
щая алгебра s i  разрешима, то движения, лежащие на нуле­
вых уровнях полной энергии и импульса, можно найти в квад­
ратурах. Эту возможность нетрудно реализовать непосред­
ственно. Если точки имеют равные массы и коэффициенты ati 
(* < /)  равны между собой, то уравнения движения интегриру­
ются в квадратурах в целом (см. пример 8 гл. 4 ). Отметим, 
что в рассмотренном примере потенциал U можно заменить 
произвольной однородной функцией степени — 2. А

1.2. Полная интегрируемость. Пусть М — симплектическое 
многообразие и F u . . . ,  F„ —  независимые функции иа М, по­
рождающие конечномерную подалгебру алгебры Ли С“ (М) 
(так что {F{, Fjj^ZCifFk, ctlk= const). В каждой точке х Ш , 

где функции F u . . . .  Fn независимы, векторы IdFt порождают 
n-мерное линейное подпространство П (х) в ТХМ. Распределе­
ние плоскостей П (х) инволютивно (если Х (х ),  У(х)ьП, то 
[X , У ](х )6П ). Следовательно, по теореме Фробениуса. через 
каждую точку хЬМ проходит максимальное интегральное who 
гообразие Nx распределения П. Эти многообразии могут быть
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погружены в М весьма сложным образом; в частности, они не 
обязательно замкнуты. Если п =  dim М/2, то среди интеграль­
ных многообразий распределения П есть замкнутые поверхно­
сти Mt={xbM : F i(x )= fi ,  E c,j* /»=0}. Если хШ ,,  то Nx совпа­
дает с одной из связных компонент Mf. В частном случае, 
когда функции F | , . . . ,  F„ попарно коммутируют, почти всё М 
«расслоено» на замкнутые интегральные многообразия М,.

Т е о р е м а  3. Пусть гладкие функции Fu - - . ,  F*: M-*-R на­
ходятся попарно в инволюции и dim М = 2  п. Если

1) они независимы на М,,
2) гамильтоновы поля IdFt ( l < i < n )  полны на Mf, то
1) каждая связная компонента М, днффеоморфна Р х  

X R n~\
2) на Thx R n~h существуют координаты <рь . . . ,  <phmod2n, 

у 1, . . . ,  у„-к такие, что в этих координатах уравнение Гамильто­
на x= Id F { на Mf имеет следующий вид:

ys= C sl (ft), £■ =  const).
Гамильтонову систему с каждой функцией Гамильтона 

F l t . . F„  называют вполне интегрируемой.
<] Укажем схему доказательства этой теоремы. Рассмотрим п 

однопараметрических групп g J', tfeR, являющихся фазовыми по­
токами п гамильтоновых полей Id F t. В силу условия 2) значе­
ние g ' 1 (jc), x^Mf определено при всех t t. Группы g t и g } ком­
мутируют, поскольку векторные поля Id F t и IdFj  коммутируют 
на М..  Следовательно, определено действие абелевой группы 
Rn= ( t v . . . ,  tn) на M f :

g‘ (•*)— • • • g‘„n (■<)• < =  (<i. • • • • *«)•

Из условия 1) и связности Mf молено вывести, что группа R" 
действует на М, свободно и транзитивно. Следовательно, Mt 
диффеоморфно фактормногообразию R”lГ, где Г —  стационар­
ная группа действия R" (она состоит из точек №Rn, для кото­
рых Так как касательные поля ldF{ независимы на 
М/, то Г —  дискретная подгруппа в R", изоморфная Zk ( 0 < & ^  
^ п). Таким образом, M,**Rn/Zk =  Tkx R n-''. Равномерно меня­
ющиеся «глобальные» координаты <p mod 2л, у линейно выра­
жаются через , t„. Все детали доказательства можно най­
ти в [6]. О

З а м е ч а н и е .  Если алгебра интегралов si- не коммутатив­
на, то замкнутые инвариантные интегральные уровни М, диф- 
феоморфны односвязной группе алгебры S&, профакторизован- 
ной по некоторой ее дискретной подгруппе. Реализация этого 
общего замечания упирается в нерешенную задачу классифи­
кации групп и алгебр Ли. Д

В теории и практике вполне интегрируемых гамильтоновых
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систем наибольший интерес представляет случай, когда множе­
ство М, компактно. Тогда k =  n и, следовательно, М,=*Тп. Рав­
номерное движение по тору Тп=  {фЬ . . . ,  <p„mod2n} по закону 
фг =  Ф(°+(о^ ( ls^ /s^ n ) называется условно-периодическим. 
Числа ©1, . . . ,  со*—  его частоты. Тор с набором частот © ь . . .

w„ называется нерезонансным, если из равенства 2 ^сй,= 0  
с целыми ki вытекает, что все &< =  0. На нерезонансных торах 
фазовые траектории всюду плотны. Это утверждение является 
простым следствием следующего общего результата, принадле­
жащего Г. Вейлю (Н. W eyl).

Т е о р е м а  4. Пусть f : Tn-*-R — интегрируемая по Риману 
функция и числа coi,. . . ,  со„ рационально независимы. Тогда 
для любой точки ф°€7л предел

S

lim —  {  +  
s oJ

сущ ествует и равен

S ^ (ф) * - * л ^ф«*
тп

Пусть, в частности, f —  характеристическая функция изме­
римой по Ж ордану (С. Jordan) области D на Тп. Применяя к 
функции /  теорему 4, получим следующее утверждение: средняя 
доля времени, которое фазовая траектория проводит в области 
D, пропорциональна мере D. Этот факт характеризует свойство 
равномерного распределения траекторий на нерезонансных то­
рах. Если тор резонансный, то фазовые траектории заполняют 
торы меньшего числа измерений.

1.3. Нормальные формы. Рассмотрим гамильтонову систему

z  =  Id H  (z), z  =  (р, qfcR2"

в окрестности точки 2= 0. Пусть вещественно-аналитическая 
функция Н представлена сходящимся степенным рядом от г, 
начинающимся с членов второго порядка: Я = 2 Я » . Точка г —0

*>2
является, очевидно, положением равновесия.

Собственные значения линеариованной системы z =  IdHz 
могут быть четырех типов: вещественные пары (а, —а), а Ф 0. 
чисто мнимые пары (ib, — ib), ЬФО, четверки ( z ta ± ib ) ,  а ф 0, 
ЬФО и кратные нулевые числа (см. гл. 6, п. 2.3). В первом и 
третьем случаях равновесие г —0 заведомо неустойчиво. Мы 
будем рассматривать случай, когда собственные значения ли­
неаризованной системы чисто мнимы и различны. Можно по­
казать, что тогда существует линейное каноническое преобразо­
вание координат р, q ~ x ,  у, приводящее квадратичную форму
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Hi к виду

7  2  ® «(*А + «//)•
S

Собственными числами являются как раз ± i c t i , . . . ,  ± ia „ .
Т е о р е м а  5. (Дж. Биркгоф). Если a i , . . . ,  а„ независимы 

над полем рациональных чисел, то существует формальное ка­
ноническое преобразование х, т], задаваемое формальны­
ми степенными рядами

х =  и(1, г)) = s +  y=*v(l, л ) = Л  +  •••* (О
которое переводит Н(х,  у)  в гамильтониан К( р) — формаль­
ный степенной ряд от р« =  |,2+т)А

Если ряды (1) сходятся, то уравнения с функцией Гамиль­
тона Н можно просто проинтегрировать. Действительно, функ­
ции рь . . . ,  р„ — сходящиеся степенные ряды по х, у  — обра­
зуют полный набор независимых интегралов в инволюции. Из 
канонических уравнений

Sj==^ t1j» ’Is =  ^

следует, что £ ,( /)  и т) ,(0  являются линейными комбинациями 
sin и cos Q,/. Следовательно, исходные координаты х н у  
суть условно-периодические функции времени с частотами 
Q i , f i n 1’. В частности, равновесие 2 = 0  устойчиво.

З а м е ч а н и е .  Условие теоремы Биркгофа еще не гаран­
тирует устойчивости по Ляпунову положения равновесия га­
мильтоновой системы. В бесконечно дифференцируемом случае 
контрпример приведен в работе [151]. Для аналитических 
гамильтоновых систем контрпример пока отсутствует.

Т е о р е м а  6 (см. [188]). Если система с гамильтонианом
/ /  =  2  Я * имеет п аналитических интегралов в инволюции 

k > 2

Gm =  -I 2*ms (Xj2 - f  ys2) +  2  Gmk
k > 2

и detllxm.H^O, то преобразование Биркгофа (1) сходится.
Этот результат показывает, почему мы (следуя Биркгофу) 

называем интегрируемыми гамильтоновы системы со сходя­
щимся преобразованием Биркгофа. Оставляя обсуждение во­
проса сходимости до гл. 7, мы укажем, что ряды Биркгофа, как 
правило, расходятся.

Теорема 5 допускает обобщение на случай, когда числа 
а =  ( аь  . . . ,  а п) рационально зависимы. Введем в рассмотрение 
все целочисленные векторы / '= ( / ' .......... j n ) ,  Для которых </', а> =

11 Ф у н к ц и я  g : R{t)-*-R н а з ы в а е т с я  ус.ювно-перис-<',Htvxi.-й ф ун кц ие й  с 
ча ст о та ми  ш ь и»я . шп>);  гдр ; . Tn-*f<.
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= 2 /„ а ,= 0 .  Они образуют свободную абелеву группу Г некото­
рого ранга г. Если числа « ,  независимы, то, очевидно, г = 0.

Выполним некоторую формальную каноническую замену пе­
ременных х,у*-+1, т) вида (1 ). В новых переменных £, т) гамиль­
тониан Н (х ,у )  будет представлен некоторым формальным сте­
пенным рядом КЦ,г\). Перейдем к комплексным переменным 
£«=£»-Нт1*, £.=£*— ст). и разложим К  в ряд по произведениям

П
W - П1—1

О п р е д е л е н и е .  Формальный ряд К (5. ч) имеет нормаль­
ную форму, если его разложение содержит лишь члены £*£* 
с  (Л -0 6 Г .

В частности, если а „  . . . , а я независимы, то в нормальной 
форме гамильтониана присутствуют только члены вида

W = (,2i +  ri2l)*, ...(S2» +  rt2„)*«-
П р е д л о ж е н и е  1. Ряд К (%,»)) имеет нормальную форму 

тогда и только тогда, когда D (A ”)==0, где

D==J j ° ' ^  <ЗпГ“ 1Ь^ 7 )‘
Доказательство просто выводится из следующей формулы: 

D  (£*£*) = 1  <  a, k —l >  Т О -

Т е о р е м а  7. Существует формальное каноническое преоб­
разование вида ( 1) такое, что исходный гамильтониан И (х,у )  
преобразуется к нормальной форме, т. е. D(K)  = 0.

Доказательство можно найти в [30]. При Г = { 0}  эта теоре­
ма совпадает с  теоремой Биркгофа.

Покажем, что в рассматриваемом случае можно указать 
п—г коммутирующих независимых формальных интегралов 
вида

° = 4 2 м ^ + ^ ) .

где вектор Р = ( Р ц . . рп) ортогонален всем векторам из группы Г. 
Действительно,

если р_1_Г. Так как ra n g T = r , то можно найти п—г таких ли­
нейно независимых векторов р.

П р и м е р  2. Применим эти соображения к гамильтоновой 
системе с функцией Гамильтона

И  =  \ V . 4 -У2: -:•**, +  * 2, 2 х\ хг- | л»2) ,
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детально изученной Хеноном (М. Нёпоп) и Хейлесом (С. Hei- 
les) с помощью численных расчетов. В этой задаче п —2 и
а , =  а2= 1 . Группа Г определяется равенством / i + / 2= 0; 
d i m r = l .  Чтобы получить интеграл, независимый от Я, мы 
можем положить 01 =  02= 1- Тогда С =  (si2+ t)i2 +  s22+ '422) / 2- Ес­
ли Я  преобразовать к нормальной форме по теореме 7, то

К  (s2i +  t f i  +  &  +  ’ I2.-) -г • • •

начинается с тех же членов, что и G. Можно показать прямым 
вычислением, что (с учетом слагаемых степени ^ 2) функции 
К и G действительно независимы. Обсуждение численных ре­
зультатов Хенона и Хейлеса, в связи с построением формаль­
ного интеграла, можно найти у Густавсона (F. Gustavson) 
[156] и Мозера [30].

Преобразование к нормальной форме можно производить не 
только в окрестности положений равновесия, но и, например, в 
окрестности периодических траекторий. Все сказанное выше с 
необходимыми изменениями справедливо и в этом случае. 
В следующей главе будут рассмотрены различные варианты 
теории возмущений, в которых функции Гамильтона также 
преобразуются к некоторому «нормальному» виду. Как и в 
случае нормальных форм Биркгофа, ряды теории возмущений 
в общем случае расходятся.

§ 2. Вполне интегрируемые системы

В этом параграфе мы продолжим изучение гамильтоновых 
систем, обладающих полным набором независимых интегралов 
в инволюции.

2.1. Переменные действие — угол.
Т е о р е м а  8. Пусть выполнены условия теоремы 3 и интег­

ральное многообразие М? компактно. Тогда
1) малая окрестность М> в симплектическом многообразии 

М  диффеоморфна прямому произведению D x T n, где D —  ма­
лая область в /?",

2) в D x T n существуют симплектические координаты /, 
Ф mod 2л (/££>, фGTn) такие, что в этих переменных функции 
F\,. . . ,  Fn зависят лишь от /, а симплектическая структура име­
ет вид dlf\dф.

В частности, в переменных I, ф mod 2л функция Гамильто­
на вполне интегрируемой системы с инвариантными торами 
принимает вид Я  =  Я( / ) .  При этом

/ • = - Я т.== 0, Н/ — а>(1). (2)

Следовательно, / ( / ) = / 0. oj( / )  —о )(/0). Переменные /, «нуме­
рующие» инвариантные торы в D x T ", называются переменны­
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ми €действие», а равномерно меняющиеся координаты <р —  пе­
ременными «угол».

П р и м е р  3. Рассмотрим гамильтонову систему с  одной сте­
пенью свободы с функцией Гамильтона Н : R2{p,q)-*~R. Пусть 
Ао —  некритическое значение функции Ht причем ее линия уров­
ня H = h 0 ограничена. Следовательно, при значениях А, близких 
к А0, уровни Mh= { H = h )  диффеоморфны одномерным торам 
(окружностям). На каждом Mh, очевидно, существует угловая 
координата <p mod 2л, равномерно изменяющаяся со временем. 
В этой задаче сопряженной переменной действие служит 
П (А )/2я , где П(Л) — площадь области в R2, ограниченной Mh. 
Это вытекает из следующей легко проверяемой формулы:

dpf\dq = —  dn/\d<P.

По формуле Грина

7 5 ?  §  pdg-
H<h //-Л

Значит, переменная /  имеет размерность действия (по Гамиль­
тону), что объясняет ее название.

Если Н =  (a2p2+ b 2q2) / 2, то Mh —  эллипс, ограничивающий 
площадь П(А)  =2nh/ab=2nh/a (a>=ab). Следовательно, для 
гармонического осциллятора переменная действие есть отноше­
ние энергии к частоте колебаний. Угловая переменная <р —  это, 
конечно, фаза гармонических колебаний. Л

<] В окрестности тора Mfa*Tn за координаты можно при­
нять функции l i= F i  и углы ф>< mod 2л, существующие по теоре­
ме 3. Ввиду линейной независимости dFu функции / , ,  <р< 
(ls£t*£n) задают диффеоморфизм окрестности Mf на прямое 
произведение D x T n (D —  область в Rn = { / } ) .  Введем в рас­
смотрение невырожденную матрицу скобок Пуассона

II Ub //}  Vi. <р/} II__И о < * //1|
II {Фь //} фу} II || — в/i Ьц | | '

Согласно теореме 3, скобки { / it Фу} постоянны на Mf, следо­
вательно, a , j =a i j ( I ) .  Покажем, что btj тоже зависят лишь о т / .  
Действительно, по тождеству Якоби

{/=■«. № . ФУ}}+ {Ф | , {«Ру. F m}}+{<fj, {Fm, Ф ,}}= 0 .
Скобки {Fm, btJ) = а”  не зависят от Ф. С другой стороны,

a m _V ip ip)— V dbij
difs V т' s> * *  дф, т*'

Так как d e t lle ^ H ^ O , то отсюда найдем dbuld4>s как функции 
только / .  Следовательно, bij= { <f „
Поскольку d4t — однозЧачные 1-формы вблизи M f, то /*.==0.
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Выполним замену переменных I s — I s (-Л» • • • • -АО так. чтобы 
{Jt, чу-}=в|у. Для этого надо решить систему уравнений

вытекает из тождества Якоби, примененного к функциям h,  q>j 
и <р*.

Если переменные ф,- не коммутируют, то следует выполнить 
переход к новым угловым координатам \|ц mod 2л с помощью 
сдвига ф( =  т|>|+М/). Функции определяются следующей сис­
темой уравнений:

Условием ее локальной разрешимости является замкнутость 
2-формы ИЬц<П{/\<11у Замкнутость этой формы вытекает из 
замкнутости исходной симплектической структуры. Итак, су­
ществование симплектических переменных действие —  угол 
/ ,  ^  mod 2я полностью доказано. t>

З а м е ч а н и е .  Пусть р, q —  симплектические координаты в 
/?2п и пусть уь . . . ,  уп —  непрерывно зависящие от постоянных 
/ =  (Л. - . . . / п )  базисные циклы на Мf. Так как форма pdq—Idy 
замкнута, то разность

поскольку переменные действие сами определены с точностью 
до аддитивной постоянной. Формулы (3) наиболее эффектив­
ны при анализе систем с разделенными переменными (см.

Гамильтонова система с функцией Гамильтона # ( / )  назы­
вается невырожденной (в области D x T n), если якобиан

в области D. В этом случае почти все (в смысле меры Лебега) 
инвариантные торы нерезонансны, а резонансные торы всюду 
плотны в D x T n.

Условие разрешимости этой системы

к к

постоянна. Следовательно.

(3>

§3) .  д
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Система называется собственно вырожденной, если

Причина вырождения может быть в том, что число первых ин­
тегралов, определенных во всем фазовом пространстве, больше 
п (но не все они, разумеется, находятся в инволюции). Так, на­
пример, в задаче Эйлера о вращении твердого тела по инер­
ции, имеющей три степени свободы, существует четыре незави­
симых первых интеграла. Их совместные уровни расслаивают 
трехмерные инвариантные торы на двумерные торы. Эта си­
туация описывается обобщением теоремы 8. Обозначим 
F i , . . . ,  Fn+k независимые первые интегралы гамильтоновой 
системы с гамильтонианом Н  и пусть по-прежнему М# =  
=  {* 6М: F i(x )= fi ,  l ^ i s ^ n + £ } .  Считаем Mf связным и ком­
пактным.

Т е о р е м а  9 (Н. Н. Нехорошее [109 ]). Пусть первые п—k 
функций Fi находятся в инволюции со всеми. Тогда

1) Mf диффеоморфны (п— Л)-мерным торам,
2) в окрестности Mf существуют симплектические координа­

ты I, р, ф mod 2л, q такие, что

J s = Is (F i , . . . ,F n- k), l < s < n — k,
а р, q зависят от всех f,-.

Симплектические координаты, о которых идет речь в теоре­
ме 9, можно назвать обобщенными переменными действие—  
угол.

П р и м е р  4. Рассмотрим задачу Кеплера в трехмерном про­
странстве. Эта гамильтонова система с тремя степенями свобо­
ды имеет четыре (3 + 1 ) интеграла: Н (полная энергия), Мг 
(квадраТ1 модуля кинетического момента), Mv, Мг (проекции 
момента на осн у, г).  Функции Н и М2 (в количестве 3— 1) 
коммутируют со всеми интегралами, что позволяет применить 
теорему 9. Обобщенные, переменные действие—угол задачи 
Кеплера обычно обозначаются L, G, 0 , I, g, Ъ и называются 
элементами Делоне (С. Delaunay). Если а, е и i обозначают 
большую полуось, эксцентриситет и наклонение эллиптической 
орбиты, то

£. =  1/\ ’Я, G = K Y f l (l —е2), 0 = G c o s / .
Далее, ft — долгота восходящего узла, g - f -d — долгота периге­
лия, I — средняя аномалия. В этих переменных H = —y2/2L?r 
M2 =  G2, MZ =  Q. Выражение Му через элементы Делоне более 
громоздко. Подробности можно найти в [24]. В нашей задаче 
переменными / ,  ф — служат элементы L, G, I, g, а переменны­
ми р, q — элементы в , ft. А

В заключение обсудим вопрос, связанный с усреднением по
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Рис. 25. Элементы Делоне

времени в интегрируемых гамильтоновых системах. Пусть 
f  : D x T n-*-R —  некоторая непрерывная функция. Рассмотрим ее 
поведение на решениях гамильтоновой системы (2). Образуем 
среднее по тору

2л 2л
М /)  =  (2я)-л J

б О*
и временное среднее

S

g ( / ,  Ф) =  Н т  4 -  *>t+<f)dt .  
s~°° 3 fi’

По теореме 4 предел всегда сущ ествует, однако если часто­
ты (oij( / ) , . .  .,со„ ( / ) ) = © ( / )  зависимы, то среднее зависит от на­
чальной фазы Ф. При этом

(2я)-" J g ( / ,  Ф)</Ф =  Ц / )

для всех /б£>. На нерезонансиых торах # ( / ,  ф) =  А.( /)  для всех 
србТ". Следовательно, временное среднее g(I,  ср) является, вооб­
ще говоря, разрывной функцией в области D x T n.

П р е д л о ж е н и е  2. Если тор /  =  / 0 нерезонансный, то рав­
номерно по фбТп

l i mg( / ,  ф) =  *.(/<,).

Таким образом, функция g(I,  ф) напоминает классический 
пример функции Римана, непрерывной в иррациональных и раз­
рывной в рациональных точках. Доказательство предложения 2 
содержится в работе [ 12].

2.2. Некоммутативные наборы интегралов. Пусть М — симп­
лектическое многообразие размерности 2п и Л , • • •, Fk : M-*-R — 
гладкие независимые функции. Линейная оболочка & над полем 
R функций F l t . . . ,  Fh имеет, следовательно, размерность к.
132



Предположим, что ^  замкнута относительно скобки Пуассона: 
{Fu Fj} =Z c,jsFs. Тем самым $  имеет структуру вещественной 
конечномерной алгебры Ли. Рангом ( r ang£)  алгебры $  назо­
вем максимальный ранг матрицы ||af j(F i , . . . ,  Fk) ||, a,j =  {Fit FjY 
(ср. с п. 2.2. гл. 3).

Т е о р е м а  10. Предположим, что на множестве уровня Mf=* 
=  {xGAf: Fi(x) = f u дифференциалы dFi линейно неза­
висимы и алгебра & удовлетворяет условию

d im £ - fr a n g £  =  dim M . (4)
Если Mf связно и компактно, то оно диффеоморфно г-мер- 

ному тору Тг, где г — ra n g £ . Далее, если функции F \ ,.. . ,F k  
являются первыми интегралами гамильтоновой системы с га­
мильтонианом Я, то на Mf можно выбрать угловые координаты 
Фь . . . ,  cpt mod2n так, чтобы уравнения Гамильтона x =  fdH(x) 
иа Тт приняли следующий вид: ф5= ш ,= const.

Это утверждение, родственное теореме 9, указано А. С. Ми­
щенко и А. Т. Фоменко [98]. Его можно вывести из теоремы 
Ли-Картана (теорема 16, п. 2.2., гл. 6) , согласно которой в пред­
положениях теоремы 10 существуют k функций Ф ь . . . ,  Ф* от 
первых интегралов Fu ..  , , F h в окрестности точки Ft = f ,  таких, 
что

{Ф,, Фг+(} =  1, 1*£»'*£г, 
а все остальные скобки *{Ф,-, Ф ,}= 0 . Следовательно, множество 
Nc=  {*еМ  : Фт (х) = с ,  1^ т ^ 2г} является симплектическим под­
многообразием в М, причем ограничения функций Фгг+ь • • ■. Фь 
на Nc образуют полный набор коммутирующих интегралов. За­
ключение теоремы 10 вытекает теперь из теоремы 3.

П р и м е р  5. Рассмотрим задачу о движении материальной 
точки в центральном поле. Соответствующая гамильтонова сис­
тема имеет четыре независимых интеграла: Я, Мх, Му и Mz. 
Функции Мх, М у, Мг порождают алгебру Ли, изоморфную so(3 ), 
а функция Н коммутирует с Мх, Му, Mz. Если постоянные «ин­
тегралов площадей» М не все равны нулю, то ранг матрицы ско­
бок Пуассона ] а(j | равен, очевидно, двум. В этом случае выпол­
нено равенство (4) и, следовательно, применима теорема 10. Д

В примере 5, как и во всех известных случаях, описываемых 
теоремой 10, можно указать полный набор интегралов в инволю­
ции. Это наблюдение не случайно; оказывается, справедлива

Т е о р е м а  11. Если М компактно, то в предположениях тео­
ремы 10 можно найти n =  d i mM /2  независимых интегралов 
Фь . . . ,  Ф „ в инволюции; эти функции являются полиномами от 
F1, . . . ,  Fh.

В работе А. С. Мищенко и А. Т. Фоменко [99], где доказана 
эта теорема, содержится также предположение о  том, что усло­
вие компактности М можно снять. Отметим, что полная интег­
рируемость вблизи множества уровня Mf вытекает, конечно, из
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теоремы Ли —  Картана, что является, по сравнению с теоре­
мой 11, более слабым результатом.

2.3. Примеры вполне интегрируемых систем
а) Уравнения Эйлера— Пуассона

i4o)=?l(i)X {o-feX r, e=eX ft),
описывающие вращение тяжелого твердого тела с неподвижной 
точкой, содержат 6 параметров: три собственных значения опе­
ратора инерции Л|, А2, Аз и три координаты центра м а ссгь г2, г3 
относительно его собственных осей. Как показано в гл. 3 (при­
мер 14), уравнения Эйлера— Пуассона гамильтоновы на четы­
рехмерных интегральных многообразиях

Мс=  {(о», e)GR6 : <Л<о, е > = с ,  <е, е> =  1}.

Один интеграл этих уравнений на Мс всегда существует: это 
интеграл энергии. Таким образом, для полной интегрируемос­
ти достаточно иметь еще один независимый интеграл. Пере­
числим известные случаи интегрируемости.

1) Случай Эйлера (1750 г.); n = r 2= r 3= 0  . Новый интег­
р ал —  <i4w,/4о)> — квадрат модуля кинетического момента.

2) Случай Лагранжа (1788 г.): А\=А2, п  =  г2=0.  Новый ин­
теграл—  (о3— проекция угловой скорости на ось динамической 
симметрии.

3) Случай Ковалевской (1889 г.): A i= A 2=2A3, г3= 0. Ин­
теграл, найденный Ковалевской —

(©I2— <1>2*—ve2) 2+  (2(i)i<i)2—ve2) 2; v = r /i4 3, r2 =  ri2+ r 22.
4) Случай Горячева— Чаплыгина (1900 г.): A t= A 2= 4A 3, 

г3= 0 и постоянная с=<Аа>, е> = 0 . В отличне от случаев 1— 3, 
мы имеем здесь интегрируемую гамильтонову систему лишь на 
одном интегральном уровне Мо-

Отметим, что все перечисленные интегрируемые случаи об­
разуют в шестимерном пространстве параметров A t, г,- многооб­
разия одной и той же коразмерности, равной трем.

Уравнения движения в первых двух случаях подробно изу­
чены с разных точек зрения в классических работах Эйлера, 
Пуансо, Лагранжа, Пуассона, Якоби. Случай Ковалевской не­
тривиален во многих отношениях. Он был найден из условия 
мероморфности решений уравнений Эйлера— Пуассона в комп­
лексной плоскости времени. Случай Горячева— Чаплыгина на­
много проще: его можно проинтегрировать с помощью разделе­
ния переменных. Для доказательства запишем функцию Га­
мильтона в специальных канонических переменных L, G, I, g  
(гл. 3, §  2, п. 2.3):

Н  — +  г ( si n/  c o s g + c o s l sing).

Рассмотрим каноническое преобразование
1- /? . ,  ( } - = р ,  — р 2, q , = l  Л- g ,  q : r,-.l — g.
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В новых симплектических координатах р, q

Н  =  г- +  г ( Pi sin qx 4— sin q2 )•2 Л ,( Р ,— рг) \Pi — рг p , — Рг
Полагая это выражение равным А и умножая на р\— р2, мы 
видим, что оно разделяется:

p\l2A3+  rpi sinqi — hpl — p\i2A3— rp2 s in q2 — hp2.
Положим
р\12Ай+ г р х sin <?! — Hpi =  T, p'?i2Az— rp2s\nq2 — H p 2‘=Y.  (5)

Функция Г является первым интегралом уравнений движения. 
В традиционных переменных со, е  она имеет следующий вид:

Г =  2 Л = /, /  =  со3(со;+со*) — vtOjgj (v =  r M 3).
Выпишем замкнутую систему уравнений для изменения рх, р2:

дИ  грх • дН тр*O i = — з—  =  — £-i— cos о,, р2= — л— = — cos q2,
Pi— Рг ^  dqt p i — рг ™

или, учитывая (5),
■ ± х 2 S 3  ■ ± п т , (6)

^  Р» — рг И2 P i — Рг 

где Ф ( г ) = г 2г2— (Г +  Я г— г3/2Л3) 2 — многочлен шестой степени. 
Решения этих уравнений выражаются через гиперэллиптические 
функции времени. Переменные рх и р2 изменяются в непересе- 
кающихся интервалах [a,, fti] и [а2, Ь2\, где а (, Ь{ — соседние 
корни многочлена Ф( г ) ,  между которыми он принимает поло­
жительные значения. Если корень а4(Ь<) кратный, то решение 
pi(t)-*~ai{bi) при t- * -+ оо или t-*—̂ оо. Кратные корни отвечают 
случаям зависимости интегралов Я  и Г. Ниже рассматривается 
лишь типичный случай простых корней многочлена Ф (г ). 

Введем угловые переменные фь фг mod 2л по формулам

* ‘ - 5 Н т 7 Ш '  '“ “ S l H f e r  (7)
ai at

В новых переменных уравнения (6) примут следующий вид:

^  ~  2т/ (р , (фж)— Рг (Фг)) ^
где p i ( z ) — действительные гиперэллиптические функции с пе­
риодом 2л, определяемые соотношениями (7 ). Поскольку тра­
ектории уравнений (8) на Т2={<р\, ф г п ^ 2 л } — прямые ли­
нии, то отношение частот соответствующих условно-периодиче­
ских движений равно Ti/тг — отношению вещественных перио­
дов гиперэллиптического интеграла



Этот замечательный факт имеет место и для уравнений зада­
чи Ковалевской (см. [12]) .

в) Поскольку уравнения вида (8) часто встречаются при 
исследовании интегрируемых задач классической механики, мы 
изучим их более подробно. С этой целью рассмотрим дифферен­
циальные уравнения на Тп =  {*,, . . . ,  дс„тос12я} несколько более 
общего вида:

* i = 7TT)' (9)
где й>/ =  const ^=0, а / — гладкая (или аналитическая) положи* 
тельная функция, заданная на Тп. Уравнения (9) имеют инвари* 
антную меру

mes (D )=  j f ( x ) d x lA - -  • Л d x n.
b

Меру всего тора Тп обозначим Л. Усредним правые части диф­
ференциального уравнения (9) с помощью оператора

- i - j  ( ’ ) d x i A - -  • A d x „ .  
тп

В результате получим уравнения

4l = Q , =  b̂  =  const ( l < t < / i ) .  (10)

П р е д л о ж е н и е  3. Предположим, что существует гладкое 
(аналитическое) решение R (x i , . . . ,  х „ ):  T”-*-R уравнения в 
частных производных

< ^ . а > = / - Л- (Н )

Тогда существует гладкая (аналитическая) замена переменных 
приводящая систему (9) к виду (10).

<] Такой заменой является преобразование

Т / ^ + д ' Ж * ! ,  . . . , * „ ) .  >

Пусть

' к-р 0
Если о)„ . рационально несоизмеримы, то мы можем напи"
сать формальное равенство:

( '2 )
fry о 4 '

Этот ряд определяет гладкую функцию R(x),  если, например, 
/1 х ) — тригонометрический полином.
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П р е д л о ж е н и е  4. Еслк f — гладкая функция, то для поч­
ти всех наборов чисел соь • • •, (ол уравнение ( 11) имеет глад­
кое решение.

<1 Действительно, коэффициенты Фурье fk убывают с ро­
стом к быстрее любой степени, а для почти всех <■> справедли­
ва степенная оценка

| < k, со > | > с /| A|v; с, y =  const.

Следовательно, в этом случае ряд (12) абсолютно сходится и 
его сумма является гладкой периодической функцией. t>

Если f(x )= 'Z f,(x ,)  (как в случае системы (8) ) ,  то уравнение
S

( 11) разделяется и поэтому оно всегда имеет решение незави­
симо от арифметической природы частот ©ь . . . ,  сол:

*  =  2 F- ' {Xi r sXS’ Fs(*) =  j f s ( t ) dt ,  I s= ± - F s (2n).

В частности, уравнения (8) всегда приводятся к виду (10), ко­
торый должен существовать согласно теореме 3.

с) Задача о движении твердого тела в идеальной жидкости 
намного богаче интегрируемыми случаями. Уравнения движе­
ния имеют вид уравнений Кирхгофа (гл. 1, §  2, п. 2.4):

/г=£Хсй +  еХи,  ё=еХа>, (13)
где (о =  Я(1/ , и =  Не'\ H =  (Ak, &>/2+<£&, е>+<С е, е>/2. Посколь­
ку матрицы А, В, С симметричны, то матрицу А можно при­
вести к диагональному виду: j4 =  diag(ai, а2, аз). Таким обра­
зом, задача Кирхгофа в общем случае содержит 15 параметров. 
Уравнения (13) всегда имеют три независимых интеграла: F\~
— Н, F2 =  </t, е>, F3= (e ,  е>. Как и в случае тяжелого волчка, за­
дача их интегрирования сводится к отысканию четвертого не­
зависимого интеграла. Укажем два случая интегрируемости; они 
открыты Клебшем (A. Clebsch) в 1871 г. и В. А. Стекловым в 
1893 г. В случае Клебша предполагается, что Б =  0, C = d ia g (c i, 

с3) и
а - '  (с2— с3) +  а2- 1 (с3 -  с ,) - f - (сх — с2) = 0 . 

Дополнительный интеграл уравнений Кирхгофа имеет вид
k \ -f- к 2 — Яз̂ з2.

В случае Стеклова B = d ia g (6l, Ьг, b3), C — dlag(cl, c 2, c 3), 
причем
bj=\i(ala2a3) a - 1 +  v, ,a3)2- f  v ', . . .  (|л, v, v ' =  const).

Дополнительный интеграл —

2  ( * /  -  («у +  v) V / )  +  V2 ((°2 ~  Дз)2 +  v'0) ^ +  . . . .
J
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Параметры v, v ', v " — несущественные: их появление связано с 
наличием классических интегралов F2 и F3-

d) Движение п точечных вихрей на плоскости (гл. 1, § 3, 
п. 3.4) описывается гамильтоновой системой с п степенями сво­
боды. Уравнения Гамильтона имеют четыре первых интеграла
Н, Рх =  1 Г,х3, Ру =  1>Т,у„ М =  2 Г ,(* 52 +  « / / ) /2; здесь ^  —  интен­
сивность s-ro вихря. Легко сосчитать их скобки Пуассона: 
{Рх, Яу} = — 2 Г „ {Р*, М }=  — Pv, {Pv, М }= Я * . Следовательно, 
задача п вихрей вполне интегрируема при п ^ З . Случай п =  1 
тривиален, при п =  2 независимыми коммутирующими интегра­
лами являются, например, функции И и М, при п = 3 — функ­
ции Н, М и Px2+ P v2. В задаче четырех вихрей независимых 
интегралов равно столько, сколько степеней свободы, однако 
они не все коммутируют. Можно, однако, показать, что если 
сумма интенсивностей вихрей равна нулю, то решения урав­
нений движения с нулевыми постоянными интегралов Рх и Ру 
можно найти в квадратурах.

§ 3. Некоторые методы интегрирования гамильтоновых
систем

Общим моментом различных подходов к проблеме интегри­
рования гамильтоновых систем, изложенных в §  1, является на­
личие полного набора независимых коммутирующих интегра­
лов. В этом параграфе мы укажем некоторые общие методы 
поиска первых интегралов — «законов сохранения». Самым 
простым и эффективным из них является

3.1. Метод разделения переменных. Рассмотрим систему ка­
нонических уравнений

р = * — Н я, q ’—Hpt (p,q)  б/?2" (14)
с функцией Гамильтона Н(р, q). Если нам удастся найти кано­
ническое преобразование g : р, q*-*x, у  такое, что в новых пере­
менных х, у  функция Н(р, q) =  K(x) не зависит от у, то кано­
нические уравнения (14) легко интегрируются:

Р = Р (Х, У), <7 =  ? (* . У)\ х = х 0, t/=t/o +  co(*oK, ц>(х)=Кх . (15) 
Если det||dp/dx||=5£ 0, то каноническое преобразование g ло­

кально можно задать одной производящей функцией S (x , q):
p =  S 9 , y =  S'x .

Таким образом, задача интегрирования канонических уравне­
ний сводится к отысканию производящей функции S, удовлет­
воряющей ввиду равенства p =  Sq' нелинейному уравнению в 
частных производных

H(S/, q )= K (x ) .  (16)
Это уравнение получается из уравнения Гамильтона — Якоби 
V t'+H (V '9, q ) = 0  заменой V(q , t) = —Kt +  S(q). Подчеркнем,

138



что функция К в уравнении (16) считается неопределенной и 
для ее однозначного задания следует привлекать дополнитель­
ные условия (см., например, применение уравнения (16) в тео­
рии возмущений гл. 5 ). Обычно полагают К {х и . . .  хп)=Х\] 
траектории системы с таким гамильтонианом являются прямы­
ми в R2” = {x ,  у).  Решение S уравнения (16), удовлетворяющее 
условию

det \\d*Sfdqdx\\¥*0,
называется его полным, интегралом.

Т е о р е м а  12. Если найден полный интеграл S(x, q) урав­
нения (16), то канонические уравнения р = — Я / ,  q = H T' интег­
рируются в квадратурах. При этом п функций х\(р, </ ) , . . .  
. . . ,  хп(р, q), определяемых из уравнений p=dS (x , q)/dq, обра­
зуют полный набор независимых интегралов в инволюции.

Доказательство этой теоремы Якоби вытекает из предложе­
ния 9 гл. 1 и формул (15). Метод интегрирования уравнений 
Гамильтона с помощью теоремы 12 был предложен Якоби в 
1837 г. Якоби опирался на более ранние работы Гамильтона 
(W. R. Hamilton). Метод Гамильтона — Якоби восходит к ис­
следованиям Пфаффа (J. F. Pfaff) и Коши (A. L. Cauchy) по 
теории характеристик уравнений в частных производных.

О п р е д е л е н и е .  Если уравнение (16) имеет полный ин­
теграл вида S(x, q) — ZSk(qh, х и . . . , * « ), то переменные qj , . . .

k
qn называются разделенными.

П р е д л о ж е н и е  5. Предположим, что в некоторых симп- 
лектических координатах . (р, q) =  (р\,. . . ,  р«, qь . . . ,  qn) функ­
ция Гамильтона Н(р, q) имеет один из следующих видов:

1)  H = f n (fn-i ( •  • • / г ( Л (Pu  <7i)> Рь Я?)• • • • » Р п - t»  * 7 n - i ) > Pni q-п) •  
Г )  H = 2 f , ( p „  q,)/H,g, (р„ q,).

Тогда функции
2) Fi=fi(p\, qi), ^ 2= Ы М Р ь  9t). Pit <72) » . . . »  Fn—H,

2') F0=H , F ,—f.(p „  q .)—H g(p„ q.), 1
образуют полный набор интегралов в инволюции гамильтоно­
вой системы с гамильтонианом Я.

Рассмотрим для примера случай Г . Полагая К=Хо, запи­
шем уравнение (16):

Его полный интеграл можно найти в виде суммы

Л‘о> ■Xk),
k

где Sk, как функция от qk, удовлетворяет обыкновенному диф­
ференциальному уравнению
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XoSk[4q^' ? к{ид7 ’ 2  Хк — °-

Переменные дсо, *1.........*л являются первыми интегралами в
инволюции (теорема 12) . Любые п из них в общем случае не­
зависимы.

Предложение 5 описывает наиболее простые и часто встре­
чающиеся виды разделения переменных. При решении задачи 
Горячева— Чаплыгина (п. 2.3) мы уже фактически использо­
вали разделение симплектических координат вида 1'. Отметим, 
что случаи 1 и Г  предложения 5 могут встречаться в сочетании 
друг с другом, кроме того, возможны более сложные виды раз­
деления переменных.

П р и м е р  6 (Штекель (P. Stackel), 1895 г.). Пусть Ф — 
определитель матрицы ll<p<j(?i)ll ( 1*£/, /*£га) а — алгебраи­
ческое дополнение элемента <p<j. Предположим, что в симплек­
тических координатах p i , . . . ,  р„, 9ь • • •, 9» функция Гамильто­
на имеет следующий вид:

П
н  (Р> <7)= 2 ФЬ (?) fs iPs ’ ^ ) /Ф (Р . <7); (17)

■У—1
тогда уравнения Гамильтона интегрируются. Полагая К(х) =  
=  хи запишем уравнение (16):

2  ®1т [2  (?т) f  т ( d q m ' j j = ̂ '
Его полный интеграл можно найти в виде суммы

S (х, я) — S m (<jm, jcj, . . . ,  х п),
т

где Sk, как функция qk, удовлетворяет уравнению

f  т  ̂ dqm ’  Чmj ==2I (йпд'

Можно показать, что п функций

F k(p, ^  =  2 - ^
S

образуют полный инволютивный набор интегралов гамильтоно­
вой системы с гамильтонианом (17). Д

Для отыскания разделенных переменных нет, конечно, ни­
какого общего правила. «Поэтому мы должны идти обратным 
путем и, найдя какую-нибудь замечательную подстановку, ра­
зыскивать задачи, в которых она может быть с успехом при­
менена»1’. Мы укажем здесь одну такую «замечательную под­
становку», связанную с эллиптическими координатами в R*.

’> Якоби, «Лекции по динамике».
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Пусть 0 < a i< a 2<  • • • < а «  — различные положительные чис­
ла. Для любого х =  (*ь  . . . ,  х „)б £ »  уравнение

/ < ч - = 2 з й - 1 <18)

определяет п действительных чисел А|, . . . ,  А„, разделяющих 
Ои •••, ап (рис. 26). Числа Аь . . . ,  А,„ служат криволинейными 
координатами в Rn. Они называются эллиптическими коорди­
натами Якоби.

и I
1

г /!«* /ь
0 А,

/ ' ■ /  3
г

Рис. 26

Можно показать, что
П I П

х \  =  П (а, -  К) /  П ( « , - « , ) .  (19)
j- i / i - i

/  S + 1

С  помощью этой формулы нетрудно вывести соотношение
4 2 ^ = 2  м  А .

S  S

Ms =  U ( h - K )  l U f r - k ) -  (19')
U-s I I

Отметим любопытную двойственность формул (19) и (19'). 
Перейдем теперь к симплектическим координатам Xs, \is= M s\sl4. 
Тогда энергия свободного движения точки в Rn примет следую­
щий вид:

Я = 4  2 ^ = 2 2 ^ /  (20)

Здесь непосредственно не видно, как симплектические перемен­
ные А., ц могут быть разделены. Воспользуемся следующей фор­
мулой Якоби: сумма

Я * m

^  П (Vs—А./)
S  —  1 1 +  S
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равна нулю при т < п — 1 и равна 1 при т=*п — 1. С помощью 
этой формулы равенство (20) можно представить в следующей 
форме:

2  Fтктг ___ (I1!  П (V»—в/)
У  т—0________  2  ^  У____________

П. (Я.,— Xi) П  (A*— Xi)
S l+S S

Здесь a F0, Fu. . . , F n_2 пока произвольны. Теперь пе­
ременные Я., |х разделяются: мы можем положить

п— 1 я
2  Л Л \ - 2Л П  ( h - a j ) -
m-О  j - l

Из этой системы уравнений найдем Fo, Fu • • •. ^*-2 как функ­
ции А,, ц; они дадут нам полный набор независимых интегралов 
в инволюции.

Этот результат на первый взгляд может показаться триви­
альным: полная интегрируемость задачи о движении по инер­
ции точки в /?" очевидна с самого начала. Однако из получен­
ных выше формул разделения переменных вытекает совсем не 
очевидный результат Якоби об интегрируемости задачи о дви­
жении точки по поверхности многомерного эллипсоида в от­
сутствии внешних сил (согласно принципу Мопертюи, траекто­
рии движущейся точки совпадают с геодезическими линиями). 
В самом деле, зафиксируем значение переменной А.ь скажем, 
Я|= 0 . Тогда А*,. . . ,  А,„ будут криволинейными ортогональными 
координатами на поверхности (п— 1) -мерного эллипсоида 
2 х ,2/а ,=  1. Гамильтониан задачи о геодезических задается фор­
мулой (20), в которой надо положить X i= 0 , |м=0. Разделение 
переменных Яг. Ц2, • • •, Л„, осуществляется по указанной вы­
ше схеме. Отметим, что в случае двумерного эллипсоида гамиль­
тониан имеет вид Г  из предложения 5. Если мы зафиксируем 
значение одной из переменных А*,. . . ,  К ,  то тем же методом 
получим полную интегрируемость задачи о геодезических на 
многомерных гиперболоидах всех возможных типов. Результа­
ты качественного анализа поведения геодезических на поверх­
ности двумерного эллипсоида, основанного на формулах Якоби, 
можно найти в [6] . Якоби показал, что задача о движении по 
инерции по эллипсоиду останется интегрируемой, если на точ­
ку будет действовать упругая сила, линия действия которой 
проходит через центр эллипсоида.

В качестве еще одного применения эллиптических координат 
мы рассмотрим задачи о плоском движении материальной точ­
ки в поле притяжения двух неподвижных центров. Эта задача 
была проинтегрирована Эйлером в 1760 г. Пусть Х|, х2 — де­
картовы координаты I! плоскости движения и (0, с ) , (0, — с) —
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координаты притягивающих центров; с > 0. Перейдем к эллип­
тическим координатам в плоскости Я2= { * 1, х2),  считая, что 
а2— ах — 2с. Это означает, в частности, что при фиксированных 
значениях А, уравнение

задает коническое сечение, фокусы которого совпадают с  не­
подвижными центрами. В симплектических координатах X, ц 
функция Гамильтона этой задачи равна

/• /= 2  (а. - ^ Д Д « - ^ 1 ц21 + 2 ц22+ ^ ( ^  М .

где U — потенциальная энергия взаимодействия. Пусть гх, г2— 
расстояния от движущейся точки до притягивающих центров. 
Используя формулу (19) при п = 2 ,  нетрудно получить, что

г \ = (* 2  +  СУ + x 2i = ( V  O j+ + V  а2 + ^г)2

Г22 =  (^2 — С)8 +  JC2i в  (У  Ог +  — 1/А̂ 2 +  Я2)2, 
Следовательно,

у г Ух , У» +  _  (V» +  Y»)~/a» +  ̂ i— (Vt— Т«) Va» +  Xi
Гх “ Г  Г| г ,г *  А.,— X ,

В итоге переменные Я.ь щ н Яг, цг разделяются и, согласно 
предложению 5, задача двух неподвижных центров интегри­
руема. Лагранж показал, что интегрируемость сохранится, ес­
ли на точку будет дополнительно действовать упругая сила, 
направленная на середину отрезка, соединяющего притягиваю­
щие центры. Качественное исследование задачи двух центров 
можно найти в книге Шарлье [24].

В заключение укажем две важные задачи, решаемые мето­
дом разделения переменных:

1) Задача Кеплера в однородном силовом поле: речь идет
о движении точки под действием гравитационного притяжения 
иеподвнжиого центра и дополнительной силы, постоянной по ве­
личине и направлению. Разделение переменных достигается с 
помощью введения « параболических» координат; они получа­
ются из эллиптических координат предельным переходом, ког­
да один из фокусов удаляется в бесконечность. Эта задача ре­
шена Лагранжем в 1766 году.

2) Задача о движении точки по сфере <х, х> =  1, xbRn в 
силовом поле с квадратичным потенциалом С /(х)=<Л х, х>. 
Разделение переменных осуществляется в эллиптических коор­
динатах. При л =  3 эта задача впервые рассмотрена Нейма­
ном (С. Neumann) в 1859 году. Случай произвольного п по­
дробно обсуждается в [32].
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3.2. Метод L — А пары. Этот метод основан на представле­
нии дифференциального уравнения x =  f(x ) ,  х = ( х {.........хп)
в виде следующего матричного уравнения

L =  [A, L] = A L — LA; (21)

здесь элементы квадратных матриц А и L (возможно, комп­
лексные) являются функциями от хп. Уравнение (21) 
естественным образом возникает во многих задачах механики и 
физики.

П р и м е р  7. Уравнение Эйлера М =  М Х ш  можно предста­
вить в виде (21) , если положить

0 м х -~ М 2 0 со, — со2
L = - М х 0 м 3 , Л = — “ l 0 со3

м 2 -Л 1 3 0 (t>2 — о>3 0

где (Mi ,  М 2, М 3) = М  и (coi, (о2, со3)= (о . Собственными значе­
ниями матрицы L  являются числа 0 ,  ± i ( M ,  М } ;  они постоянны 
на траекториях уравнений Эйлера.

Это замечание, оказывается, не случайно.
П р е д л о ж е н и е  6. Собственные значения оператора L  яв­

ляются первыми интегралами уравнения (21).
<3 Имеем L(t +  s) = e sAL(t)e~sA+ o (s )  при s-*-0. Поэтому 

d e t(L (/ +  s) — ХЕ) =  d e t(Z .(/)— ХЕ) +  o (s ) .  Следовательно 
det(Z. ( / )—ХЕ) не зависит от /. [>

На практике удобнее, конечно, иметь дело не с самими ха­
рактеристическими числами X, а с симметрическими полинома­
ми от к — коэффициентами векового уравнения det(L—ХЕ)=  0. 
Вопрос о независимости найденных этим методом первых ин­
тегралов и об их полноте в каждом конкретном случае состав­
ляет предмет отдельного исследования.

П р и м е р  8 (Цепочка Тоды (М. T od a )). Рассмотрим п час­
тиц на прямой с координатами x lt . . . , x n, удовлетворяющими 
уравнениям

П
'xl =  —  U x , £ / « * 2  ехР ( ■ * * " “ ■**♦>)» * n + i = - * i .  (22) 

1 * - 1

Как показали Хенон, Фляшка (Н. Flaschka) и С. В. Манаков 
<1974 г.), эта система может быть представлена L — A  парой, 
Можно положить, например,

Ь\ ах . . .  0 0  ах ... 0
а.\ Ь2 . . .  о , л  = — ах 0 ... 0
0 ... Ял-l Ьп 0 ... отс1
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где 2а»=ехр((дс|к— jc*+i) /2 ) , 2 bh= — xk. Из предложения 6 
вытекает, что собственные числа L являются интегралами урав­
нений (22); можно показать, что они независимы и коммути­
руют. В работе Мозера [178] этим же методом установлена 
интегрируемость системы точек равной массы на пр мой с по­
тенциалом парного взаимодействия

^  И (Хь JC/)»
Ь<1

где u(z) совпадает с одной из функций z-2, sin~2z, sh_2z. 
С. И. Пидкуйко и А. М. Степин обобщили этот результат, уста­
новив полную интегрируемость уравнений движения точек с 
потенциалом»? (z) [113]. Потенциалы, рассмотренные Мозером, яв­
ляются вырожденными случаями б3-функции Вейерштрасса. 
Движение нескольких точек на прямой можно рассматривать 
как движение одной точки в камере Вейля алгебры Ли Ак под 
действием потенциала, растущего у стенок камеры. Аналогич­
ные задачи для других простых алгебр Ли (с такими же потен­
циалами) тоже интегрируемы (А. М. Переломов, М. А. Оль- 
шанецкий). Интегрируемой оказывается и задача о свободном 
движении твердого тела в Rn (С. В. Манаков).

Отметим, что L—Л-представление найдено почти во всех 
проинтегрированных задачах классической механики. Найде­
ны также различные алгебро-геометрические конструкции, про­
ясняющие причины существования «скрытых» законов сохране­
ния. Наличие L—Л-представления помогает не только найти 
первые интегралы, но и осуществить явное интегрирование 
уравнений движения. Обсуждение различных аспектов совре­
менной теории интегрирования гамильтоновых систем можно 
найти в [32], [65], [136].

§ 4. Интегрируемые неголономные системы

4.1. Дифференциальные уравнения с инвариантной мерой.
Рассмотрим дифференциальное уравнение

x = f ( x ) ,  * 6Rn (23)

и пусть g x —  его фазовый поток. Предположим, что уравнение 
(23) имеет интегральный инвариант с некоторой гладкой плот­
ностью М (х):  т. е. для любой измеримой области DczRn и для 
всех t выполнено равенство

J М  (л:) d x  =  j* М  (х) dx .  (24)
g ‘ (D) Ъ

Напомним хорошо известное утверждение Лиувилля о сущест­
вовании интегрального инварианта.
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П р е д л о ж е н и е  7. Гладкая функция М : Rn-*~R является 
плотностью инварианта

( M(x)dx
тогда и только тогда, когда

div(Af/) = 0 . (25)

Если М (х ) > 0  при всех х, то формула (24) определяет ме­
ру в Rn, инвариантную относительно действия g ‘ . Наличие ин­
вариантной меры облегчает интегрирование дифференциально­
го уравнения; например, при л =  2 оно интегрируется в квадра­
турах. Действительно, из (25) следует локальная разрешимость 
системы уравнений

Функция F (xи х2) находится отсюда простыми квадратурами. 
Остается заметить, что F — первый интеграл системы (23). По 
Эйлеру функция М называется еще интегрирующим множи­
телем.

Т е о р е м а  13. Предположим, что система уравнений (23) с 
инвариантной мерой (24) имеет п—2 первых интеграла F\,. . .  
. . . ,  Fn_2. Пусть на инвариантном множестве Mc={x£R":  
Fs( x ) = c „  l ^ s ^ n —2} функции Fu - - - , F n~2 независимы. Тогда

1) решения уравнения (23), лежащие на Мс, находятся 
квадратурами.

Если Le— связная компактная компонента множества уров­
ня и f(x)  9^0 на Lc, то

2) Lc —  гладкое многообразие, диффеоморфное двумерному

3) на Lc можно подобрать угловые координаты х, у  mod 2.-т 
так, чтобы в этих переменных уравнение (23) на Lc приняло 
следующий вид

где )., ц =  const, а Ф — гладкая положительная функция, 2л- 
периодическая по х и у.

Укажем основные моменты доказательства. Поскольку век­
торное поле f касается Мс, то дифференциальное уравнение 
(23) можно ограничить на Мс. Это уравнение на Мс будет 
иметь инвариантную меру.(см . гл. 1, п. 3.6; там же приведена 
явная формула для плотности инвариантной меры). Интегри­
руемость в квадратурах на Мс вытекает теперь из замечания 
Эйлера. Заключение 1 теоремы 13 (отмеченное впервые Якоби) 
тем самым доказано. Заключение 2 составляет известный топо­
логический факт, что всякое связное, компактное, ориентируе­
мое двумерное многообразие, допускающее касательное поле 
без особых точек, диффеоморфно двумерному тору. Заключе­
ние 3 фактически является теоремой Колмогорова [87J

тору,

х~к/Ф (х ,у ) ,  у =  ц/Ф(х,у), (26)

146



(1953 г.) о приведении дифференциальных уравнений на торе 
с гладкой инвариантной мерой.

П р и м е р  9. Рассмотрим задачу С. А. Чаплыгина о  каче­
нии уравновешенного, но динамически несимметричного шара 
по горизонтальной шероховатой плоскости (гл. 3, п. 1.2, при­
мер 5 ). Движение шара описывается следующей системой 
уравнений в Л *= /?3{а>}Х/?3{у }:

£ +  <i>XA:=0, y + “ X y = 0;  Л =  /ш  +  даа*уХ(“ Х у )г- (27)
Здесь / —  тензор инерции шара, т — его масса, а — радиус. 
Эти уравнения имеют инвариантную меру с плотностью

М =  l/V(ma2)-‘ — < у, (/ +  та?Е)-1 у > , £ ‘ =  ||6iy||.
Учитывая наличие четырех независимых интегралов Fi =  <k,k>, 
F2=<k, у ), F s=<y,y) =  l; Ft =<k, to>, мы видим, что уравнения 
(27) интегрируются в квадратурах. Отметим, что система 
уравнений (27) не имеет положений равновесия на некритичес­
ких множествах уровня Мс. Действительно, если \ = 0, то векто­
ры о) и 7 зависимы. Это, в свою очередь, влечет линейную за­
висимость дифференциалов dF2 и dFt.

Наиболее просто уравнения (27) интегрируются в случае, 
когда постоянная интеграла «площадей» F2 равна нулю. В эл­
липтических координатах и, о на сфере Пуассона <Y>?> =  1 
уравнения движения на уровне Мс можно привести к следую­
щему виду:

• Vf^TW) • . V p T w
И(ц-> — « ' 1) Ф ( ц ,  V ) ’ V  ') Ф (и, V) ’

< D = l/r(a — u )(a  — v).
Коэффициенты многочлена 5-ой степени Рь и постоянная а  
зависят от параметров задачи и констант первых интегралов- 
(детали можно найти в [1 9 ]). Переменные и, v изменяются в 
различных замкнутых интервалах, где полином Рь принимает 
неотрицательные значения. Униформизирующая замена пере­
менных (7) (п. 2.3), в которой вместо Ф (г) следует подставить 
функцию /^ (z j /z 2, вводит угловые окординаты на Ме, в которых 
уравнение движения приобретает вид (26). При этом отноше­
ние А,/М (число вращения касательного векторного поля) равно 
отношению вещественных периодов абелева интеграла

ZJs
. У7Г7Л "

В отличие от уравнений (8), в задаче Чаплыгина переменные 
х, у  не разделяются. Л

Согласно предложениям 3 и 4, для почти всех наборов 
чисел (X, ц) дифференциальное уравнение (26) в некоторых 
угловых координатах у' может быть привела ;о к сравнению

х '  =  к\ у' =  и/ ц' — const}. (28)
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П р е д л о ж е н и е  8. Предположим, что Я и ц рационально 
несоизмеримы, и пусть Ф (х, у) =2<Dmnexp i{m x+ ny).  Если глад­
кой заменой угловых переменных х, у^ х ' ,  у' систему (26) мож­
но привести к системе (28), то

2  Ь & 5гГ<“ -
| m | 4 -| n l^ 0

В общем случае (когда разложение Фурье функции Ф со­
держит все гармоники) точки (А,, ц )6# 2, для которых ряд (29) 
расходится, всюду плотны в R2. Обсуждение вопросов приво­
димости уравнений (26) можно найти в работе А. Н. Колмого­
рова [87].

В заключение укажем некоторые качественные свойства ре­
шений системы (26), не зависящие от арифметической природы 
чисел Я, ц. Обозначим начальные значения х, у соответственно 
х0, уАо- Из теоремы 4 (в предложении несоизмеримости Я и ц )  
вытекает, что

•*= л;о +   ̂+  x ot Уо)> У =  Уй +  '('оТ) * -«О- Уо)»
где

< ф  > - т я г Й  т “ !Lm.  т - ° -

Расстояние d между точками Т2 =  {х, у mod 2л) зададим 
метрикой d x2+ d y 2.

Т е о р е м а  14 ([12]). Если Я и ц  несоизмеримы, то
а) для шобых е > 0, Г >  О сущ ествует т > Г  такое, что

I X  (т, Хо, Уо)\ <  е, | К (т, * 0. ?о)| <  е, d {(х  (т), у (т)), (х0, у0)} <  е 
для всех (х0, г/о)6?’2;

в) если Ф (*0, Уо)Ф<Ф>, то функция X2(t, х0, yo) +  Y2{t, х0, 
уо) имеет бесконечно много нулей при t-*-оо;

с) существуют точки (х0, уо)ЬТ2, Ф (х0, «/о)=<Ф> такие, что 
одновременно X{t, х0, yQ) ^ 0  ( < 0 ) ,  Y{t, х0, i/o) ( ^ 0 )  для 
всех t.

Из заключения а) вытекает, в частности, что (при несоиз­
меримых Я и ц )  эргодический фазовый поток системы (26) не 
обладает свойством перемешивания1*. Отметим, что если число 
вращения Я/ ja аномально быстро приближается рациональными 
числами, то система (26) может обладать слабым перемеши­
ванием (или, что то же самое, ее спектр непрерывен) (см. 
[87 ]).

4.2. Некоторые решенные задачи неголономной механики.
а) Покажем, что задача о качении уравновешенного дина­

мически несимметричного шара по шероховатой плоскости
1! См. сб. «Итоги науки к техн. В И Н И Т И . Современные проблемы м ате­

матики. Ф ундаментальны е направления», 1985, 2.
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останется интегрируемой, если частицы шара будут притяги­
ваться этой плоскостью пропорционально расстоянию. Посколь­
ку центр масс шара совпадает с его геометрическим центром, 
то потенциал можно вычислить по формуле

u  ^ г ' уУ> 2dm= T  < •/Y ’ y  ̂ ^
где V — единичный вектор вертикали, г — радиус-вектор частиц 
шара, J — тензор инерции шара относительно его центра. Силы 
притяжения создают вращательный момент

Srx  (e<r, y)y)dm =  Bl<r, y>(rXy)dm =  U /X y=B (JyX y).
Для того, чтобы получить момент сил относительно точки ка­
сания, надо добавить момент суммарной силы

eJ <r, 7>7dm—eOrdm, 7) 7,
равный нулю из-за совпадения центра масс с геометрическим 
центром шара. Таким образом, уравнения качения шара можно 
представить в следующем виде (ср. с уравнениями (5) из 
п. 1.2 гл. 3 ):

k  +  a > x k =  —  е ( У у Х у ) *  Y + w X Y 5* 0 - ( 3 1 )

Они имеют четыре независимых интеграла: F| =  <£, о)>+ 
+ е< /7 , y>,

F2=<k, 7>. ^з =  <7.7> =  1. F*=<k, k>— <Ay, 7>, 
где i4 =  diag(i4b А2, Аз), А х =  е,(]2+т а2)^ з + т а 2) .........

Поскольку уравнения (31) имеют инвариантную меру с плот­
ностью (27), то, по теореме 13, они интегрируемы.

Отметим, что задача о вращении твердого тела вокруг не­
подвижной точки в осесимметричном силовом поле с потен­
циалом (30) тоже интегрируема. Кроме трех классических ин­
тегралов Fu F2, F3 она обладает интегралом Ft, в котором надо 
положить а =  0. Интеграл F4 найден впервые Тиссераном 
(F. Tisserand) в 1872 году в связи с исследованием вращения 
небесных тел. Дело в том, что потенциал твердого тела в цент­
ральном ньютоновском силовом поле совпадает с потенциалом 
(30) с точностью до 0 (p 4/R4), где р — характерный размер 
твердого тела, a R — расстояние от тела до притягивающего 
центра. Как заметил впервые В. А. Стеклов (1902 г.), урав­
нения Эйлера— Пуассона с потенциалом (30) совпадают по 
виду с уравнениями Кирхгофа задачи о движении твердого 
тела в идеальной жидкости в случае Клебша (1871 г.). При 
этом интеграл F< в точности соответствует интегралу, найден­
ному Клебшем.

в) В качестве еще одного примера рассмотрим задачу о ка­
чении без проскальзования однородного диска по горизонталь­
ной шероховатой плоскости с учетом действия силы тяжести. 
Эта задача решена Аппелем и Кортевегом (D. Korteweg) в
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1899 г. Введем подвижную систему координат Охуг, где О — 
центр диска, ось Oz ортогональна плоскости диска, ось Ох 
всегда горизонтальна, ось Оу содержит точку контакта. Пусть
и, v, w и р, q, г — проекции на эти оси скорости центра масс и 
угловой скорости вращения диска. Если а — радиус катящего­
ся диска, то

u =  —ar, у =  0, w'=ap.
Пусть т — масса, А и С — моменты инерции диска относитель­
но осей Ох и Oz. Справедливы следующие уравнения движения 
(см. [21] ) :

(С +  та2) г =  ma2pq, Aq =(Cr — Aqctgti) р,

где Ъ — угол между осью Oz  и вертикалью. Так как р =  &, 
то из этой системы можно получить линейные дифференциаль­
ные уравнения, определяющие интегралы уравнений движения 
q — q\$) и г =  г ( 0 ):

(с +  та2) ~  =--- ma2q, A d±  = С г  -  AqctgO.  (32)

Как отмечено Аппелем и Кортевегом, функции q(ft) и г(Ф) вы­
ражаются через гипергеометрический ряд Гаусса. Угол О как 
функцию t можно найти простой квадратурой из интеграла 
энергии

m(u2 +  v2 +  w2) + A (p 2+ q 2) +C r2= — 2mgasin Q+h, (33)
где g  — ускорение силы тяжести, h — произвольная постоянная. 
Используя эти формулы, можно показать, что для почти всех 
начальных состояний (за исключением точек, лежащих на не­
которой гиперповерхности в фазовом пространстве) выполнено 
неравенство 0 < 0 ( 0 < я .  Этот результат объясняет удивитель­
ную способность диска катиться по плоскости, не падая. Дей­
ствительно, пусть <7i(fl), /"1( d ) — решение линейной системы 
(32), ограниченное при (А-*-л). Если q2W ,  Л>(й)— ДРУ* 
гое решение, то, по формуле Лиувилля,

<>
?t(fl)/"2(ft) — <7, (Ф) г, (Ф)--= с exp \ c\ gxd x  =  as\n$,  r =  const.

Я/*
Поскольку правая часть этого равенства стремится к + о о  при 
Ф-*-0 (я) ,  то любое решение, ограниченное при <Ь-+-0 (или О-*- 
-*-я), линейно зависимо с решением 9 =  91 (d) ,  r =  rt(d) .  Итак, 
почти наверное q2 +  r2->~ос на концах интервала (0, л ). Посколь­
ку правая часть интеграла энерпш (33) ограничена, то, очевид­
но, при всех значениях t справедливо неравенство е < в ( 0 <  
< л— е ( е > 0 ).

Методом Аппеля • Кс.г.щхта можно решить родственную 
задачу о движении \iv iv.oro •.■-;|.ч>;юдного диска о острым краем 
по гладкому гори.;-!’ ..id  " , : 1; льду. Негодономная сиг.г, состо­
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ит в том, что скорость точки касания диска параллельна его 
горизонтальному диаметру. В отличие от задачи Аппеля — Кор- 
тевега, здесь первые интегралы выражаются через элементар­
ные функции и имеют простой механический смысл: сохраняют­
ся проекции кинетического момента диска, вычисленного отно­
сительно его центра, на вертикаль и на ось Ог. Для почти 
всех начальных условий диск никогда не упадет на лед и тра­
ектория его точки касания ограничена. Более точно, точка 
касания описывает некоторую замкнутую кривую, которая, в 
свою очередь, вращается как твердое тело вокруг некоторой 
точки с постоянной угловой скоростью (детали см. в работе 
[79 ]).

с) Следуя Г. К- Суслову, рассмотрим еще задачу о враще­
нии вокруг неподвижной точки твердого тела с неинтегриру- 
емой связью <а, ы> =  0, а — постоянный вектор. Пусть тело 
вращается в осесимметричном силовом поле с потенциалом 
U (у). Следуя методу множителей Лагранжа (гл. 1, п. 2.5), за­
пишем уравнения движения:

Л с о - f  to X  =  у Х  U y - { - h z ,  у  +  ш Х У  =  0 .  (34)

Используя уравнение связи <а, со) =  0, множитель Лагранжа 
можно найти как функцию от со и 7 :

Х = — <а, А -'{А ы Х ч > )+ А -1{у хи ,')У К а,  А -'а> .
Уравнения (34) всегда имеют три первых независимых интег­
рала:

Fi =  <i4(o, o)>/2 +  U ( y ) ,  F 2= ( y ,  у>, F3=<a, ш>.
Для реальных движений F 2= \ ,  F 3 =  0. Таким образом, задача 
интегрирования уравнений (34) сводится к нахождению инва­
риантной меры (ее существование вовсе не очевидно) и чет­
вертого независимого интеграла. Рассмотрим частный случай, 
когда а является собственным вектором оператора А. При 
этом предположении фазовый поток системы (34) сохраняет 
«стандартную» меру в R6 =  R3{a ) }xR 3{y}. Пусть тело вращается 
в однородном силовом поле: U (y )= (b ,  у).  Если <а, Ь>=0,  то 
уравнения (34) допускают четвертый интеграл F 4 =  <A(o, b> и, 
следовательно, интегрируются в квадратурах. Этот случай от­
мечен Е. И. Харламовой в 1957 г. Укажем еще один случай 
интегрируемости: если силовая функция задана формулой 
(30), то уравнения вращения допускают четвертый интеграл — 
интеграл Тиссерана (см. а) ) .

Отметим в заключение, что в неголономной механике изве­
стно сравнительно немного точно решенных задач (практически 
полную информацию можно найти в книгах [19], [211, [17]). 
Однако в самых простых из них поведение системы может быть 
весьма неожиданным. Примерами могут служить уже упо­
минавшиеся в главе 1 (п. 2.5) конек на наклонной плоскости 
и однородный шар в вертикальном цилиндре.
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Глава 5

ТЕОРИЯ ВОЗМУЩЕНИИ ИНТЕГРИРУЕМЫХ СИСТЕМ

В природе часто встречаются системы, отличающиеся от ин­
тегрируемых малыми возмущениями. Например, задача о дви­
жении планет вокруг Солнца может рассматриваться как воз­
мущение интегрируемой задачи о движении невзаимодействую­
щих точек вокруг неподвижного притягивающего центра. Для 
изучения таких задач развиты методы, которые объединяют под 
общим названием — теория возмущений. Эти методы обычно 
просты и эффективны. Часто они позволяют описать возму­
щенное движение почти с такой же полнотой, как невозмущен­
ное. Некоторые из них предложили и использовали еще Лаг­
ранж и Лаплас (P. S. Laplace) в своих исследованиях вековых 
возмущений планет. Вопросы обоснования в теории возмущений 
достаточно сложны и начали рассматриваться относительно 
недавно. Многие из них решены далеко не полностью.

В настоящей главе рассматриваются методы теории возму­
щений, которые группируются вокруг принципа усреднения и 
идеи о разделении движения на плавный дрейф и быстрые ос­
цилляции.

§ 1. Усреднение возмущений

1.1. Принцип усреднения. Если на интегрируемую консерва­
тивную систему наложить малое возмущение, то величины, быв­
шие интегралами в невозмущенной задаче, начнут медленно 
эволюционировать. На временах порядка 1 эволюция мала. На 
временах порядка 1/е , где е — малость возмущения, эволюция 
может быть значительной (порядка 1). Формулируемый ниже 
основной принцип, который называют принципом усреднения, 
позволяет написать замкнутые уравнения для эволюции, содер­
жащие только плавно изменяющиеся переменные.

Будем считать, что совместные уровни однозначных интегра­
лов невозмущенной интегрируемой системы являются торами, 
несущими условно-периодические движения (как в случае пол­
ной интегрируемости), и что уравнения невозмущенного движе­
ния могут быть записаны в виде

/= 0 ,  /еВ с/?п, (1>
(i = c o ( / ) ,  чеТт.

Здесь / = ( / , , . . . , / „ ) — набор интегралов задачи, уравнение 
/  =  const выделяет инвариантный m-мерный тор, ф = ( ф ь . . .  
••• . ф т ) — координаты на этом торе (фазы), со( / )  =  (wi ( / ) , . . .  
. . . .  а>„ , ( / ) ) — частоты невозмущенного движения, В — область 
в Rn, где определены переменные I.
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П р и м е р  1. Если невозмущенная система описывает дви­
жение по кеплеровским эллипсам не взаимодействующих пла­
нет вокруг притягивающего их Солнца, то интегралы lj —  это 
большие полуоси, эксцентриситеты, наклонения, долготы узлов 
и перицентров, фазы <pj — средние аномалии планет. Д

Малое возмущение системы приводит к появлению малых 
добавок в уравнениях движения. В переменных /, ф уравнения- 
возмущенного движения примут вид

/  —  в / ( / ,  ф, е), 2
ф = о > ( / )  +  e g ( / ,  Ф, е).

Функции /  н g  имеют по ф период 2л. В уравнениях (2 ) пе­
ременные /  называют медленными переменными, а фазы ф — 
быстрыми переменными.

В приложениях обычно основной интерес представляет по­
ведение медленных переменных. Принцип усреднения состоит 
в том, что для приближенного описания их изменения на вре­
менах порядка 1/е  система возмущенных уравнений (2) заме­
няется на усредненную систему

J  = eF  (У), F  (У) =  (2я)_т §  /  (У, ф, 0) </ф. (3)
т'п

Таким образом, получается замкнутая система для описания 
медленного движения, которая гораздо проще исходной; напри­
мер, шаг численного интегрирования для нее можно выбрать в 
1/е раз большим. Поэтому принцип усреднения чрезвычайно 
продуктивен и широко используется на практике.

Пусть / ( / ) — медленное движение в исходной системе, а 
/ ( 0  —  в усредненной, У(0) = / ( 0).  Согласно принципу усредне­
ния, 1(f) заменяется на Jit). Для обоснования этого рецепта 
(который не всегда приводит к правильному ответу) надо 

установить условия, при которых |/ ( / ) — ./( /)  |—*-0 при 
^ 1 /е  и е-*0. Если последнее соотношение справедливо, то 
желательно иметь оценки сверху для | /( / )— У (/) | при 
^ 1 /е .  Иногда такие оценки удается установить и для гораздо 
больших интервалов времени. Эти вопросы еще далеки от 
полного решения, они обсуждаются в следующих пунктах па­
раграфа.

П р и м е р  2. Рассмотрим систему уравнений 

/  = е ( а + й с о з Ф ) ,  Ф = ( о  
и соответствующ ую усредненную систему

У = е а .
Здесь

t  ( 0  =“ /о  +  е а / +  b [sin (со/ + Ф 0) — s in Ф0]/©* 
J ( t ) = I 0-{-Eat.
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Решения точной системы осциллируют около решений усреднен­
ной с амплитудой порядка е и частотой со (рис. 27). Усреднение 
сводится к отбрасыванию в правой части уравнения чисто пе­
риодического члена. Этот член имеет тот же порядок, что и 
оставленный. Однако он осциллирует и приводит лишь к ма­
лым осцилляциям решения. Оставленный член вызывает дрейф, 
который за время 1 /(еа) изменяет /  на величину 1.

№

1в
Рис. 27

Принцип усреднения основан на представлении, что и в об­
щем случае отброшенные при усреднении осциллирующие чле­
ны приводят только к малым осцилляциям, которые наклады­
ваются на дрейф, описываемый усредненной системой. Д

Сформулированный принцип усреднения использовали Лаг­
ранж и Лаплас в теории вековых возмущений орбит планет. 
После их работ этот принцип стал стандартным средством не­
бесной механики. Позднее его переоткрыл и использовал для 
решения задач теории нелинейных колебаний Ван-дер-Поль 
(В. van der Pol). Широкое применение принципа усреднения 
в теории колебаний было стимулировано работами Л. И. Ман­
дельштама, Н. Д. Папалекси, Н. М. Крылова, Н. Н. Боголюбо­
ва и Ю. А. Митропольского. История принципа довольно запу­
тана, ее изложение содержится во вводных параграфах моно­
графии [96]. В настоящее время принцип усреднения в 
различных вариантах (и иногда под различными названиями) 
используется во многих прикладных областях.

Пусть теперь в уравнениях невозмущенного движения час­
тоты тождественно целочисленно соизмеримы, т. е. выполнено 
одно или несколько соотношений вида (к, со) « О ,  где k =  
=  (* i.........£*,)eZm\ { 0 } ,  (к, со) = ^ ,c o i+ . . . +A*com. Тогда траек­
тории невозмущенного движения на торе Тм заполняют торы 
меньшей размерности и усреднение по всему Тп не может, во­
обще говоря, правильно описывать движение. Другой довод — 
в разложении правых частей возмущенной системы в ряд Фурье 
имеются неосциллирующие гармоники, которые нет причин от­
брасывать. Если частоты в течение достаточно долгого времени 
близки к соизмеримости, то усреднение по всему тору также 
может оказаться неприменимым. В этих случаях, называемых 
резонансными, используется следующая процедура, называ­
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емая частичным усреднением. Пусть задано одно или несколь­
ко резонансных соотношений, т. е. равенств вида (к, ш) = 0  с 
целочисленными несократимыми векторами коэффициентов к. 
Через К обозначим подгруппу целочисленной решетки Zm, по­
рожденную этими векторами, а через г — ранг К. Гармоника 
exp (i(k, ф )) называется резонансной, если №К. Частично усред­
ненной с учетом заданной системы резонансных соотношений 
(или просто резонансов) называется система

j  — ъРk(Jt ф)» ..
Ф =ш  (У) + 8 0 *  (У, ф),

где Fк и GK —  суммы резонансных гармоник рядов Фурье 
функций / ( / ,  ф, 0) и g(I,  ф, 0).

Чтобы оправдать термин «частичное усреднение», сделаем в 
уравнениях возмущенного движения замену фаз д = # ф , где 
R — целочисленная унимодулярная матрица, первые г строк 
которой принадлежат К (такая матрица существует согласно 
[145 ]). Обозначим 7 =( y i ,  . . . ,  ?»•)— первые г компонент Ф, а 
Х = ( Х .......... Xm-r)— остальные компоненты. Усредняя по х по­
лученную систему, придем к уравнениям, эквивалентным (4 ).

Это рассуждение показывает также, что для описания изме­
нения /  в (4) достаточно рассмотреть систему из л + r  уравне­
ний для / ,  7 . Переменные У медленные, а 7 —  полубыстрые: они 
изменяются медленно вблизи точек фазового пространства, где 
справедливы заданные резонансные соотношения, и быстро — 
вдали от этих точек.

П р и м е р  3. Рассмотрим систему уравнений

/1  =  -  е sin (Ф! -  ф2), /  2= е [cos (Ф, -  Ф2) +  sin Ф2], 

Ф1- 1+ / 1, Ф г=1.
Введем у — Ф1 — ^2- Фазовый портрет задачи на плоскости 1{, у 
показан на рис. 28. Колебательная область имеет ширину 4 У е . 
Независимое усреднение по ф„ ф2 при / 1(0) = 0 , y (0 )= 0  при-

Рис. 28

водит за время 1/е к погрешности 1. Частичное усреднение с уче­
том резонанса со, — <i>2= 0  дает систему

j\ =  — e s in y . y 2 = e c o s Y . Y = / ь  
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которая описывает движение на временах 1/е с точностью по­
рядка е. А

1.2. Процедура исключения быстрых переменных. Нерезо­
нансный случай. Основную роль во всех вопросах, связанных 
с принципом усреднения, играют замены переменных, позволя­
ющие с заданной точностью исключить из уравнений возму­
щенного движения быстрые фазы и таким образом отделить 
медленное движение от быстрого. В первом приближении эти 
замены приводят исходную систему уравнений к усредненной. 
Их сконструировали Линдштедт (A. Lindstedt), Болин, Делоне, 
Ньюком (S. Newcomb), Пуанкаре, Цейпель (Н. Zeipel),
Н. М. Крылов и Н. Н. Боголюбов. Опишем построение этих за­
мен (в неконсервативном случае; консервативный случай разоб­
ран в § 2).

Нужная замена переменных / ,  <р*-•■/, г|> ищется в виде фор­
мального ряда

/  =  У гих (У, \р) +  е2и2 (У, ip) +  . . .
Ф =  г}, е-ц, (У, \р) -+-e2<a2 (У. 'Ф) +  • • •. 

где Uj и V] имеют по гр период 2л. Постараемся подобрать Uj 
и V] так, чтобы правые части уравнений для новых переменных 
не содержали быстрых фаз, т. е. уравнения имели вид

j  =  zFо (У) -j- e2F , (У) +  • • •
(о)

•ф ==ш (У)-)-бОо(У) +  б20 1 (У) +  . . . .
Предположим, что правые части уравнений возмущенного 

движения (2) аналитичны по всем аргументам. Подставляя замену 
переменных в эти уравнения, заменяя в получившихся соотно­
шениях J  и с помощью (б) и приравнивая члены одинакового 
порядка по б получим следующую систему соотношений:

/=■«(-/) =  / ( - / ,  Ч>. 0 ) - ^ ( о ,  (7)

G0(J)=g(J,  Ь  ° )  +  5 7 “ i —

Л ( У ) = ^ ( У ^ ) - ^ а > ,  i >  1,

0 ,(У ) =  М У ,
Функции X it определяются членами ии vu . . . ,  ии v, в раз­
ложении (5).

Чтобы записать решения полученной системы (7 ), введем 
дополнительные обозначения. Пусть функция А(/ ,  гр) имеет по 
ф период 2л. Запишем ее разложение в ряд Фурье:

h (У, \р) =  h0 (У) +  2  V )  ехР (* (Ь, ip))-
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Будем обозначать

< h > ♦ - Л 0( А  W = 2 / 7 F ^ exP№  *»* (8)
к+0 ' ’

Очевидно,

<А >*.
Оператор { • }* называют интегрирующим оператором. Он не 
определен, когда знаменатели в (8) обращаются в нуль или 
очень малы по сравнению с числителями. Трудности, связан­
ные с наличием этих малых знаменателей, являются основны­
ми в теории возмущений. Но мы временно забудем о них и бу­
дем считать, что интегрирующий оператор можно применить 
ко всем встречающимся ниже функциям. Тогда решение сис­
темы (7) дается формулами

Fo(J) =  < / ( Л ф , 0 ) > * ,  (9)

М Л  ¥ ) - = { / ( / ,  Ч > »°»* + «1° ( Д  
<Л>(У)= <£( У,  ^ 0 )  +  ̂ и , ( У .  * ) >♦,  

®i (y,  \|>) =  {g (y , \J), 0) +  g ^ « i (y , ^)|,|, +  г»10(У),

F i =  (  X t )  11', « <+1 =  {Л’(}* +  и®+1, i >  1,

G <=  < К, +  ^ и <+1 > *, г»,+, =  (к , +  |у и ,+1̂  +  г)-+1.
Здесь u0t (J), у®( / ) — произвольные функции. Обычно выби­
рают и “ =  у“= 0.

Если оборвать ряды для замены переменных (5) на членах 
порядка r ^ l ,  то получится замена переменных, которая при­
водит уравнения возмущенного движения к виду

j = e / rs (У, е) +  Ег+,а (У, я]?, е), 

ij>=© (y) +  eGs (y, е) +  ег+1Р(У, \р, е).
Таким образом, зависимость от фаз оказывается отнесенной в 
члены порядка er+1. Если отбросить эти члены, то система урав­
нений для /  отщепится. Если найти ее решения, то изменение 
фазы определится с помощью квадратуры. Возвращаясь к 
исходным переменным, видим, что изменение I сводится к мед­
ленному дрейфу (описываемому уравнением для J), на кото­
рый накладываются малые быстрые осцилляции (описываемые 
с помощью замены переменных), точно так же, как в примере 1 
и на рис. 27. Изменение <р представляется как вращение с мед­
ленно изменяющейся частотой, на которое также накладывают­
ся осцилляции. В первом приближении эта процедура приводит 
к усредненной системе (с добавлением уравнений, приближенно 
описывающих изменение фаз).

157



Выше предполагалось, что в формулах для замены перемен­
ных знаменатели {к, to( / ) )  не обращаются в нуль в рассматри­
ваемой области. Это предположение выполнено для одночастот­
ных систем с не обращающейся в нуль частотой, систем с по­
стоянными несоизмеримыми частотами, систем с конечным чис­
лом гармоник в возмущении и в некоторых других случаях 
(см. ниже пп. 1.4— 1.6). Но для общих многочастотных систем 
это условие нарушается. Здесь' есть две трудности.

Во-первых, в общем случае знаменатели (k, to( / ) ) ,  k£Zn\  
\ { 0} обращаются в нуль на всюду плотном множестве, так 
что формулы (8), (9) не позволяют даже определить us, v{. 
Эта трудность обходится с помощью следующей модификации 
замены переменных. Возмущающие функции е/, eg представля­
ются в виде

е / = / " ) +  / (2>+  . . . .  e g = g (1) +  g (2)+  . . . ’
где / (т),‘ g(m) —  тригонометрические полиномы от <р, ограничен­
ные сверху по модулю величиной порядка ет . Описанная выше 
процедура исключения быстрых фаз проводится так, как будто 
/  g'"u — члены порядка ет  в разложении возмущения по е (при 
этом не учитывается, что / (т)/е и g (niVem сами зависят от е). 
Тогда в каждом порядке процедуры возникает лишь конечное 
число малых знаменателей. Соответственно, функции uit не 
определены лишь на конечном числе резонансных поверхно­
стей (к, to ( / ) )  =  0, зависящем от е и номера i. В каждом конеч­
ном приближении отображение J, г|)>->7, <р оказывается не опре­
деленным на конечном (зависящем от е и от номера прибли­
жения) числе поверхностей. Вне некоторой окрестности этих 
поверхностей (обычно ширины порядка Уе) разности |/— /| , 
|<р— г|э| оказываются достаточно малыми (обычно тоже порядка 
}'е), а отображение / ,  о|э~/, ф действительно определяет замену 
переменных. Подстановка этой замены в уравнения позволяет 
отнести зависимость от фаз в члены более высокого порядка 
малости.

Вторая трудность состоит в том, что в ходе эволюции час­
тоты to ( / )  сами медленно изменяются. Поэтому на интервале 
времени 1/е  точка может многократно пересекать окрестности 
резонансных поверхностей. Следовательно, даже замена пере­
менных первого приближения не определена, вообще говоря, 
вдоль всей траектории на интервале времени 1/е . Однако эта 
замена является основным средством анализа движения между 
резонансами. Происходящие при пересечении резонансной по­
верхности явления рассмотрены ниже в пп. 1.7, 1.8. Грубо го­
воря, дело здесь обстоит так: суммарная мера резонансных об­
ластей оказывается малой; поэтому для большинства началь­
ных данных движение в них не может сильно повлиять на 
эволюцию и принцип усреднения позволяет описать большин­
ство траекторий.
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З а м е ч а н и я .  1. Существуют разные варианты построения 
замены переменных, осуществляющей разделение быстрого и 
медленного движений. В частности, эту замену можно искать 
не в виде ряда, как выше, а в виде композиции последователь­
ных замен переменных. Первая замена определяется форму­
лами

/  =  / + e « i ( / , i | j ) ,  <p=i|>+et'i( / , i|5),
где щ, Vi —  определенные выше первые члены рядов (5 ). Урав­
нения возмущенного движения для новых переменных содержат 
фазу в членах порядка е2. Затем делается аналогичная замена, 
переносящая зависимость от фазы в члены порядка е3 и т. д. 
Этим методом строится та же самая формальная замена (5), 
однако технически он часто оказывается более удобным. Для 
гамильтоновых возмущений метод последовательных замен об­
ладает замечательным свойством квадратичной сходимости: вто­
рая замена переносит зависимость от фазы в члены порядка е4, 
третья — в члены порядка е8 и т. д. (см. ниже п. 2.2. В).

2. Еще один вариант процедуры разделения движений полу­
чается на основе следующего соображения. Преобразование 
х =  ( /, ( / ,  iJj) — у вида (5) является преобразованием сдвига 
за «время» е для некоторой формальной системы дифференци­
альных уравнений

* L  =  W (y,e ),  ^  =  ( у ) +  8 ^ г ( « / ) + . . .  •

Обратно, каждая такая система уравнений порождает преобра­
зование сдвига вида (5). Поэтому вместо функций и,-, и,, входя­
щих в (5 ), можно искать функции IV',, задающие соответствую­
щую систему дифференциальных уравнений. Получающаяся 
процедура удобна тем, что в ней имеются достаточно простые 
общие формулы для высших приближении. Подробности см. в 
[154]. Д

1.3. Процедура исключения быстрых переменных. Резонанс­
ный случай. Пусть задана подгруппа целочисленных векторов 
К, определяющая возможные резонансы. Постараемся подо­
брать замену переменных /, J. о|з так, чтобы правые части 
уравнений возмущенного движения в новых переменных зави­
сели от быстрых фаз только через комбинации (k, \|>), £6 К. 
Замену переменных будем искать в виде рядов (5 ).

Уравнения для / ,  tp должны иметь вид
У =  eF0(J, y)+e?Fl(J, Y ) - b - -  ю
■ф =  о) (У) -}- eGq (У, \) +  • • • >

где y =  (Yu • • •, Yr) —  полубыстрые переменные (независимые 
комбинации фаз г|> с коэффициентами из К), г — ранг К. Вве­
дем еще быстрые переменные х =  (Xi.........Хп- r ) ,  (у, х) где
R — унимодулярная матрица, введенная в конце п. 1.1. Под­
ставляя замену переменных в уравнения возмущенного движе­
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ния, выражая У, г|> согласно (10) и приравнивая члены одина­
кового порядка по е, получаем систему соотношений вида (7), 
но функции F,u Ci в ее правых частях зависят уже от  /  и от у. 
Частное решение этой1’ системы дается формулами

^о (Л  Y )=  < / ( Л  'I’.O ) ) * ,
U\(J, xj) ) = { / ( У ,  ij>, 0) — F  о (У, Y ^  +  U iM A

( М Л  Y )=  < g ( A  Ч>. 0) +  - ^ и , (У ,  * ) > *,

(J . Ч>) =  {« (J - Ч1- °)  +  "37 «I (Л  11») — Go (У, Y)}* +  V°1 ( Л

F l= ( X l )y-, им = { * * - ^ } *  +  и°+ , ( А

( Yi + -jjUj+x > *, ®i+l =  jYi +  U/4i — + z’?+l(̂ )*

Здесь символ < • >x обозначает усреднение по % (предваритель­
но надо выразить гр через y, %), символ {• }*, как и в п. 1.2, 
обозначает применение интегрирующего оператора (8) , а мД 
i»i° — произвольные функции от J. В формулах возникают зна­
менатели (к, со) только для кЪК.

Обрывая ряды замены переменных на членах г-го порядка, 
получим систему уравнений, в которой зависимость от быст­
рых фаз содержится в членах порядка er+1. Отбрасывая эти 
члены, получим укороченную систему, которую следует приме­
нять для описания движения в окрестности резонансных по­
верхностей (k, to (У))  =  0, *6/С. В первом приближении эта си­
стема совпадает с частично усредненной с учетом заданных ре­
зонансов системой (4) (только надо выбрать m i°=0).

1.4. Усреднение в одночастотных системах. Будем рассмат­
ривать систему уравнений возмущенного движения (2) , в ко­
торой есть только одна фаза. Будем предполагать, что частота 
изменения этой фазы со( / )  не обращается в 0: с о ( / )> с - 1> 0, 
с =  const. В таком случае систему называют еще системой с 
быстро вращающейся фазой. Такие системы — одии из основ­
ных объектов теории возмущений. Вот некоторые примеры:

—  колебательная система с одной степенью свободы, на 
которую наложено малое неконсервативное возмущение (на­
пример, маятник с малым возмущающим моментом);

— колебательная система с одной степенью свободы, пара­
метры которой плавно меняются (например, маятник с 
медленно изменяющейся длиной [63 ]);

—  система, на которую действует малое быстроосциллирую- 
щее периодическое по времени возмущение;

— движение в задаче двух тел при наличии малого возму­
щения (малой тяги [67], сопротивления среды);

’* В общ ем решении u,°, f ,°  зависят от / ,  у  и изменяются Ft, Gu
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— вращение твёрдого тела около центра масс при наличии 
малого возмущающего момента, который не зависит от 
расположения тела в пространстве (тяга установленных 
на теле реактивных двигателей, сопротивление среды 
[43], [105]); здесь невозмущеиное движение происходит 
по Эйлеру— Пуансо и имеет две быстрые фазы, но одна 
из них, характеризующая прецессию тела около вектора 
кинетического момента, не входит в уравнения;

— движение заряженной частицы в магнитном поле, мало 
изменяющемся на длине ларморовского радиуса [52], 
[180]; в невозмущенной системе магнитное поле посто­
янно и движение происходит по ларморовской окружно­
сти, дрейфующей вдоль силовых линий поля, а роль 
быстрой фазы играет угловая координата точки на этой 
окружности.

Много примеров анализа движения одночастотных систем с 
помощью усреднения содержится в [63].

В одночастотном случае обоснование принципа усреднения 
проведено практически полностью. Ниже приводятся результа­
ты о точности усреднения на временах порядка 1/е, свойствах 
высших приближений процедуры исключения быстрой перемен­
ной и о связи интегральных многообразий (стационарных то­
чек, циклов, инвариантных торов) точной и усредненной систем.

З а м е ч а н и е .  Ниже всюду в формулировках теорем опу­
скаются естественные условия продолжимости решений: пред­
полагается, что решение усредненной системы J(t) при 0 ^ ^  
^  1/е не подходит слишком близко к границе области опре­
деления системы. А

Пусть в уравнениях возмущенного движения (2) частота о> 
и возмущения f, g  — гладкие функции в своей области опреде­
ления f i x s ' x  [0, ео], ограниченные вместе со своими производ­
ными первого порядка постоянной С.

Т е о р е м а  1. Различие между медленным движением / ( / )  
в точной системе и J(t) в усредненной системе остается малым 
в течение времени 1/е:

| / ( 0 — / ( / ) | < с ,е ,  если / ( 0 ) = / ( 0 ) ,  0 < /< J /e .
Здесь С\ — постоянная, зависящая от постоянных с и С.

<] Замена переменных первого приближения из п. 1.2 от­
личается от тождественной на величину порядка е. Она приво­
дит точную систему к усредненной с добавлением малого 
(порядка е2) возмущения. За время 1/е это возмущение может 
изменить значение медленной переменной, по сравнению с ее 
значением в усредненной системе, лишь на величину порядка е. 
Возвращаясь к исходным переменным, получаем результат тео­
ремы. [>

Эта теорема была доказана Фату (P. Fatou) и, другим спо­
собом, Л. И. Мандельштамом и Н. Д. Папалекси [96]. Приве­
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денное доказательство, основанное на исключении быстрой фа­
зы с помощью замены, принадлежит Н. Н. Боголюбову” .

Если возмущенная система аналитичиа, то процедура пунк­
та 1.2 позволяет исключить из ее правых частей фазу в любом 
конечном порядке по е. Однако получаемые ряды, вообще гово­
ря, расходятся, так что полностью исключить фазу и разделить 
быстрое и медленное движение не удается. Оказывается, ис­
ключение фазы можно провести с экспоненциально малой 
ошибкой. Эта ошибка в общем случае принципиально не устра­
нима ни в каком варианте теории возмущений. Сформулируем 
точнее утверждение об исключении фазы. Пусть правые части 
возмущенной системы аналитически продолжаются в комплекс­
ную б-окрестность области определения системы, оставаясь 
ограниченными по модулю постоянной С. Пусть в этой окрест­
ности |<|)|‘> с - 1> 0.

Т е о р е м а  2 ([1 0 8 ]). Аналитической заменой переменных
I =  J + n u (J ,  ip, е), ф =  гр +  ег»(/, ij), е), |и| +  Jт»|< сх 

уравнения возмущенного движения приводятся к виду 
/  = е ( Ф ( / ,  е) +  о  ( / ,  ip, е)), 
ip =  Q ( / ,  е) - j-ер ( / ,  ip, е),

I«1 + 1РI< ^ 2ехр ( — с - 1 /е), | Ф - < /  > | +  | Q -< o | < c 4e.

Здесь с , > 0 —  положительные постоянные, зависящие от с, 
С, б, е02>.

Экспоненциальный добавок неустраним, так как проекция 
всякой кривой, первоначально близкой к окружности/  =  const, на 
пространство медленных переменных растет, вообще говоря, не 
медленнее, чем e/csexp(— Сб"'/е) при переносе кривой фазовым 
потоком.

Исследование усредненной системы часто позволяет уста­
новить существование предельных циклов и инвариантных то­
ров исходной системы и приближенно их вычислить.

Т е о р е м а  3 ( [ 9] ) .  Пусть усредненная система имеет невы­
рожденное3’ положение равновесия. Тогда точная система имеет 
предельный цикл вдоль которого медленные переменные изме­
няются в окрестности указанного равновесия размера порядка е. 
Если все собственные значения усредненной системы, линеари­
зованной около этого равновесия, имеют отрицательные вещест­
венные части, то цикл асимптотически устойчив. Если вещест­

'* Точнее, Н. Н. Боголю бов д о к азал  этим способом подобную  теорему 
д л я  систем более общ его вида (названны х им системами в стандартной 
ф орм е), частным случаем которых являю тся одиочастот! ме системы и си­
стемы с квазипериодическим по времени возмущ ением [8 ], [9].

О бозначения для постоянных вы бираю т так , чтобы при упеличснии г, 
С оценки сохранялись.

3) П олож ение равновесия назы вается невырож денным , если линеаризо­
ванная около него система ие имеет нулевых собственных значений.
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венная часть одного из собственных значений положительна, 
то цикл неустойчив.

<] Введем фазу в качестве новой независимой переменной 
(нового времени). Рассмотрим два отображения Rn в себя: 
То —  отображение сдвига за (новое) время 2я для усредненной 
системы, Т\ —  такое же отображение для точной системы, пре­
образованной с помощью замены переменных первого прибли­
жения, построенной в пункте 1.2. Отображения То и Т\ сдвига­
ют точку на величину порядка е, а отличаются друг от друга 
на величину порядка е2. У отображения Т0 имеется невырожден­

ная неподвижная точка J,. По теореме о неявной функции у 
отображения Т< при достаточно малом е имеется неподвижная 
точка J = J ,+ 0 { t ) .  Очевидно она служит начальным условием 
для искомого предельного цикла. t>

П р и м е р  4. Уравнением Ван-дер-Поля называется урав­
нение

х =  — JC -fe(l — х*)х ,  
описывающее колебания с  малым нелинейным «трением», положи­
тельным при больших амплитудах и отрицательным при малых. 
Невозмущенное уравнение х  =  — х  можно записать в стандарт­
ном виде /  = 0, <*> =  — 1, где 2 1 = х 2 +  х 2, ф =  arg ( х - f - ). 
Уравнение л ля /  в возмущенном движении имеет вид

/  = е (1  — х 2) Jc2 =  2 e /(1  — 21 cos2 (P)sin2<P. 
Усредненное уравнение есть

У = е ( У — У2/2).
Оно имеет отталкивающее равновесие / = 0  и притягивающее 
/ = 2 .  Равновесию / = 0  соответствует равновесие х = 0  исходно­
го уравнения. Равновесию 1 = 2  соответствует, в силу сформу­
лированной выше теоремы, устойчивый предельный цикл ис­
ходного уравнения, близкий к окружности х2+ * 2= 4  
(рис. 29). Д

Если усредненная система имеет предельный цикл, и 
характеристические показатели линеаризованной около него 
системы имею! ненулевые вещественные части (кроме одного, 
который соответствует сдвигу вдоль цикла и равен нулю), то 
точная система имеет двумерный инвариантный тор, устойчи­
вый или неустойчивый вместе с циклом, вдоль которого мед­
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ленные переменные меняются в окрестности указанного пре­
дельного цикла размера порядка е [9 ], [89]. Процедура исклю­
чения быстрой переменной позволяет получить формальное 
разложение такого инвариантного тора в ряд по е. Для этого 
достаточно разложение предельного цикла системы (6), описы­
вающей медленное движение, подставить в разложение замены 
леременных (5). Полученные ряды, как правило, расходятся 
(см. ниже Предложение 1 и пример 5 ). Однако они носят 
асимптотический характер: обрывая их на членах порядка ег, 
получаем приближение для инвариантного тора с точностью 
0 (ег+|).

Движение на двумерном инвариантном торе, рождающемся 
из цикла усредненной системы, характеризуется введенным
А. Пуанкаре числом вращения ц (е )=  lim гДе
Ь, Ф (modd 2я) — координаты на торе [7]. Если число вращения 
иррационально, то движение условно-периодично и каждая тра­
ектория обматывает тор всюду плотно. Если число вращения 
рационально, то на торе существуют циклы; если циклы невы­
рождены, то их четное число (половина —  устойчивые, полови­
н а — неустойчивые), и остальные траектории притягиваются к 
ним при /-* -± оо . Число вращения ц (е) в системе общего поло­
жения представляет собой непрерывную кусочно-постоянную на 
открытом всюду плотном множестве функцию от е (вроде кан- 
торовой лестницы, но только суммарная относительная мера 
интервалов постоянства на отрезке [0, ео] стремится к нулю 
при со-*-0). Существование интервалов постоянства связано с 
наличием на торе невырожденных циклов: при малом измене­
нии е такие циклы не исчезают и, следовательно, число вра­
щения не изменяется. При е-*-0 в системе общего положения на 
торе происходит бесконечная последовательность бифуркаций 
рождения и исчезновения циклов. Все эти явления не улавли­
ваются формальной процедурой теории возмущений.

Заметим, что в аналитической системе предельный цикл, 
рождающийся из равновесия усредненной системы, аналити- 
чен и аналитически зависит от е (это видно из доказательства 
теоремы 3). При рождении тора из цикла усредненной системы 
картина совершенно другая.

П р е д л о ж е н и е  1 _ ([8 9 ]). Инвариантный тор возмущенной 
системы, как правило (в случае общего положения), не ана- 
литичен по параметру е. Для открытого всюду плотного мно­
жества значений е тор имеет лишь конечное (но растущее с 
убыванием е) число производных по фазовым переменным.

ОПусть при некотором е = е *  существует асимптотически 
устойчивый инвариантный тор, число вращения ц ( е * )  рацио­
нально и соответствующие циклы невырождены. Для простоты 
рассмотрим случай трехмерного фазового пространства. Сече­
ние тора плоскостью q> =  const показано на рис. 30, заимство­
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ванном из [177]. Если линеаризовать возмущенную систему 
около цикла и привести ее к системе с постоянными коэффи­
циентами (согласно теории Флоке— Ляпунова), то неустойчи­
вый цикл превратится в седло, а устойчивый цикл —  в узел. 
Инвариантный тор составлен из соединенных в узлах выходя­
щих усов седел. Ясно, что при малом изменении е такая карти­
на сохраняется. Но в узле все кривые на рис. 30 кроме четы­
рех, которые мы назовем главными, имеют, как правило, конеч­
ное число производных. Это следует уже из линейной теории: в 
главных осях фазовые кривые имеют вид у =  |сдг|х,'х,1 где fa и 
Яг— собственные значения приведенной линеаризованной сис­
темы, Я| характеризует скорость притяжения тором траекторий 
из объемлющего пространства, Яг — скорость сближения траек­
торий на торе. Поскольку сечения выходящих усов седел не 
обязаны быть одновременно главными кривыми узлов, то тор 
имеет конечную гладкость. Впрочем, эта гладкость очень вели­
ка и быстро растет с ростом е, так как fa/k2> c  *ехр(сЛ)(это» В
следует из теоремы 2 : если к системе добавить экспоненциаль­
но малый член, то все траектории на торе станут циклами).

Далее, если при сколь угодно малых е тор может быть не 
аналитичен по фазовым переменным, то он не аналитичен и по 
е. Действительно, как отмечалось выше, процедура исключе­
ния быстрой переменной позволяет написать формальное раз­
ложение тора в ряд по е. Все коэффициенты в этом разложе­
нии — аналитические функции фазовых переменных. Если тор 
аналитичен по е в окрестности нуля, то это формальное раз* 
ложение обязано совпадать с истинным (как асимптотическое 
разложение аналитической функции), сходиться и, следова­
тельно, представлять аналитическую функцию фазовых пере­
менных. Итак, в рассматриваемом случае тор не аналитичен 
по е. D>

Неаналитичность тора по е можно продемонстрировать на 
очень простых примерах, в которых аналитичность по фазовым 
переменным все же имеется.

П р и м е р  5 (153]). Пусть р, <> mod 2л — полярные коорди­
наты на плоскости медленных переменных. Рассмотрим в коль­
ц е  1 / 2 < р < 2 уравнения возмущенного движения

Рис. 30
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■ р =  — е [ р — 1+ /> (& , ф)], '&  =  е, ф =  1,

P = = 2 a ftexp(i(^ i& -f& 24))» а* =  е х р (— |6 |), 6 =^0.
Усредняя по Ф, получим

р = — е ( р — 1), »  =  е.
Окружность р =  1— предельный цикл усредненной системы. Лег­
ко определяется инвариантный тор точной системы

_ 1 . V  а*ехр(|(А.Ф + Агф))
+  £  / ( * *  +  *,) +  « ’ ^

В сколь угодно малом комплексном круге |е|< е0 найдется 
значение е, при котором один из знаменателей в этой формуле 
обращается в нуль. Следовательно, инвариантный тор не ана­
литичен по е. Д

Если усредненная система имеет вырожденное положение 
равновесия (цикл), то вопрос о существовании и устойчивости 
периодического решения (тора) точной системы, как правило", 
может быть решен с помощью высших приближений процеду­
ры исключения быстрых переменных.

П р и м е р  6. (Устойчивость верхнего положения маятника с 
вибрирующей тонкой подвеса [51], [7 4 ]). Уравнение движения 
маятника, точка подвеса которого совершает вертикальные си­
нусоидальные колебания, при наличии вязкого трения име­
ет вид

8 - f  v&-j-(g — д<о2 sin Ы )1'х sin Э =  0 .
Здесь & — угол отклонения маятника от вертикали, а и со — 
амплитуда и частота колебаний точки подвеса, I — длина маятни­
ка, g  — ускорение свободного падения, v — коэффициент затуха­
ния. Покажем, что при достаточно высокой частоте и малой 
амплитуде колебаний точки подвеса верхнее положение равно­
весия маятника устойчиво. Обозначим т =  сot,

6=v/<f e — и будем считать, что К,  б — величины
порядка 1, а е мало. Уравнение движения, линеаризованное около 
верхнего положения равновесия, имеет следующий вид (штрих 
обозначает дифференцирование по т):

х"  -(- ебл:' е2 (s in т — К 2е2) х  =  0.
Введя y=x'Je,  перепишем уравнение в виде системы, пригод­
ной для применения усреднения:

х ’ =  гу,
у '— — еб г /+ е (— sin r-f/C V )* .

1; При неконсервативном возмущ ении.
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В усредненной системе равновесие х = у = 0 — вырожденное. 
После двух шагов процедуры исключения быстрых фаз система 
приводится к виду

х '= г у + 0 {г * ) ,

у' =  — г6у +  е3(К?— 1/2)х+ 0 (е4).
Отбросив члены порядка е4, получаем укороченную систему* 
В ней равновесие х = у — 0 устойчиво при К <  1/V2 и неустой­
чиво при K > \ l V 2  (длядостаточно малыхе). Нетрудно показать, 
что для затухания 6 ф 0  у исходного маятника при таких К 
и достаточно малых е верхнее положение соответственно 
устойчиво или неустойчиво0.

Явление стабилизации верхнего положения маятника лри 
вибрации точки подвеса обнаружили Н. Н. Боголюбов [51] и 
П. Л. Капица [74]. Затем возможность стабилизации с по­
мощью вибрации исследовалась в ряде работ (перечень см. в

[9 6 ]), среди которых наиболее известна работа В. Н. Челомея 
127] о  повышении устойчивости упругих систем. Недавно об ­

наруженные новые примеры влияния вибраций на устойчивость 
описаны в [128]. А

1.5. Усреднение в системах с постоянными частотами. Сис­
темы с постоянными, т. е. не зависящими от  медленных пере­
менных, частотами возникают, когда рассматривается малое 
нелинейное взаимодействие линейных колебательных систем2’, 
влияние на линейные колебательные системы квазипериоди- 
ческих возмущений или действие быстрых внешних квазипе- 
риодических сил на нелинейную неколебательную систему (ска­
жем, влияние вибраций от двух несинхронных моторов на дви­
жение корабля или самолета).

Рассмотрим аналитическую систему стандартного вида (2) 
с постоянными частотами. Будем предполагать, что компоненты 
вектора частот со сильно несоизмеримы:

| (k, со) | > c ~ 4 fc|-v, c ,v = c o n s t> 0  ( 11)
для всех целочисленных векторов к Ф 0. Как известно [30], при 
\ > т — 1 множество точек со, для которых условие ( 11) не вы­
полнено ни при каком с, имеет меру 0.

Т е о р е м а  4. Если частоты невозмущенного движения по­
стоянны и сильно несоизмеримы, то различие между медлен­
ным движением I(t)  в точной системе и / ( / )  в усредненной си­
стеме остается малым в течение времени 1/е:

[ 7 ( 0 — / ( / )  | С с хе, если / ( 0 ) = / ( 0 ) ,  0s^==£l/e.

'> Если 6 =  0, /С> 1 /У 2, то равновесие неустойчиво. Если 6 =  0, /С < 1 /У 2, то 
равновесие устоГгчиво, но доказательство  этого требует новых идей 
(см. п. 3.5 Б ) . Применение процедуры исключения быстрых переменных в 
каж до м  приближ ении приводит к устойчивому равновесию  с чисто мнимыми 
собственными значениями.

2) Действительно, в линейных системах частота не зависит от амплитуды.
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<] Замена переменных первого приближения процедуры 
п. 1.2 строится по формуле

I - J + m U . : « .  (12)
* * о '  ’

Коэффициенты Фурье h  аналитической функции f экспо­
ненциально убывают с ростом порядка гармоники: | М <  
< с 3ехр (— Сч- 11*|). Знаменатели в формуле (12) из-за сильной 
несоизмеримости частот убывают лишь степенным образом. 
Поэтому ряд в (12) сходится и определяет близкую к тождест­
венной замену переменных. Дальнейшее доказательство — точ­
но такое, как для теоремы 1.1 .0

З а м е ч а н и я .  1. Из доказательства видно, что результат 
теоремы останется справедливым, если возмушенне имеет ко­
нечную, но достаточно высокую, гладкость по фазе; тогда 
коэффициенты Фурье возмущения убывают степенным образом 
с достаточно большим показателем степени. Нетрудно прове­
рить, что хватает наличия v +  m +1  производных.

2. Из доказательства видно также, что результат останется 
справедливым, если условие сильной несоизмеримости ( 11) вы­
полнено только для номеров к, входящих в разложение Фурье 
возмущения f. А

Если вместо (11) выполнено более слабое условие несоиз­
меримости (k, < о )# 0  при feeZm\ { 0 } ,  то усреднение все равно 
применимо для описания движения. Однако точность может 
быть хуже, чем е (например, Уе или 1/|1пе|). Именно, справед­
ливо следующее утверждение.

Т е о р е м а  5. Для любого tj> 0  существует ео=ео(т)) такое, 
что при 0 < 8 < е о  выполнено

| /( / )— /( / )| < т ) ,  если / ( 0) = / ( 0 ), (hsrfssrl/e.
Доказательство см. в [9].

Для систем с постоянными несоизмеримыми частотами име­
ются многочисленные результаты о существовании интеграль­
ных многообразий [97]. В частности, если усредненная систе­
ма имеет равновесие или периодическое решение, и веществен­
ные части характеристических показателей линеаризованной 
около него системы отличны от нуля” , то точная система имеет 
близкий к нему по медленным переменным инвариантный тор 
(соответственно т- или т +  1-мерный). Даже в аналитической 
системе этот тср, как правило, не аналитичен ни по е, ни по 
фазовым переменным (см. Предложение 1 и пример 6), однако 
процедура исключения быстрых переменных позволяет постро­
ить для него асимптотическое по е разложение.

При анализе движения на торе, рождающемся из равнове­
сия усредненной системы, приходится различать случаи, когда

'» В случае периодического реш ения — вещ ественные части всех показа­
телей, кроме одного, равного иулю.
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в уравнениях (2) возмущенного движения g = 0  (т. е. возмуще­
ние квазипериодично по времени) и g¥= 0. Если g  =  0, то дви­
жение на торе условно-периодично с вектором частот со [53]. 
Если g*£ 0, то характер движения может быть другим. Напри­
мер, для двумерного тора он определяется числом вращения 
Пуанкаре аналогично описанному в пункте 1.4 [89]. Если не­
возмущенные частоты рассматривать как параметры задачи, 
то в аналитической системе для любого вектора с сильно несо­
измеримыми компонентами о)*6/?т и любого е можно подобрать 
невозмущенные частоты <0 =  0 * +  еД (е, со*) так, что движение на 
рассматриваемом торе условно-периодично с вектором частот 
(о * [53 ]. Здесь Д(е, (о*) — аналитическая функция от е. Дело в 
том, что при подходящем выборе поправки Д можно аналити­
ческой 2л-периодической по фазам близкой к тождественной 
заменой переменных I, <р►-*/, гр привести уравнение для фазы к 
виду Отсюда следует высказанное утверждение о дви­
жении на торе.

Системы с постоянными частотами являются важным част­
ным случаем систем в стандартной форме Боголюбова:

x = z A ( t ,  х, е), xZRp,
где функция А предполагается удовлетворяющей условию рав­
номерного среднего: равномерно по х  существует

т
lim 4 * ^  A (t ,  x ,O )d t  =  A 0(x).Г-оо т J

Действительно, вводя в системе с постоянными частотами от­
клонение от равномерного вращения §=<р— <о/ и обозначая х =  
=  ( /, |), придем к уравнениям в стандартной форме. Условие 
равномерного среднего здесь выполнено, так как А (/, х, е) — 
квазипериодическая функция времени t.

Принцип усреднения Боголюбова [ 8] состоит в том, что 
что вместо исходной системы в стандартной форме рассматри­
вается усредненная система

у = еА0(у).
Многие результаты об усреднении в системах с постоянными 
частотами (в том числе теорема 5 и теоремы о рождении ус­
ловно-периодических движений из равновесий и периодических 
движений усредненной системы) могут быть обобщены иа сис­
темы в стандартной форме [8].

1.6. Усреднение в нерезонансной области. Рассмотрим мно­
гочастотную возмущенную систему (2) , в которой частоты за­
висят от медленных переменных: со =  со ( / ) ,  / 6В. Назовем об­
ласть В нерезонансной в первом приближении теории возмуще­
ний (или просто нерезонансной), если для всех 1ЬВ выполнено 
условие сильной несоизмеримости:
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\(k. ю ( /) )| > с -Ч * | -У (13)
при некоторых постоянных с, v и для всех целочисленных век­
торов к ф  Э таких, что гармоника с фазой (k, <р) входит в раз­
ложение Фурье возмущения f из правой части системы (2).

Если область В нерезонансная, то, аналогично теореме 4, 
усреднение применимо и гарантирует точность порядка е на 
временах порядка 1/е. Если условие (13) заменить более сла­
бым условием несоизмеримости (к, © ( / ) )  фО, то, аналогично 
теореме 5, усреднение также будет применимо, но точность мо­
жет ухудшиться.

В многочастотной системе общ его положения нерезонансных 
областей нет, так как условие несоизмеримости (для указанных 
векторов к) нарушается, вообще говоря, на всюду плотном мно­
жестве точек. Однако в приложениях иногда возникают задачи, 
в которых такие области все же имеются. Например, нерезо­
нансные области существуют, если возмущение содержит ко­
нечное число гармоник, а частоты независимы.

1.7. Влияние отдельного резонанса. Основные особенности 
многочастбтных систем связаны с резонансами. В соответствии 
с принципом усреднения, для описания возмущенного движе­
ния вблизи одного выбранного резонанса и вдали от остальных 
резонансов следует частично усреднить уравнения движения с 
учетом выбранного резонанса. Это приближение во многих 
случаях может быть обосновано с помощью процедуры п. 1.3. 
В настоящем пункте рассматривается получающаяся частично 
усредненная система. Она имеет обычный вид возмущенной си­
стемы, но возмущение зависит от фаз только через одну их 
целочисленную комбинацию:

/  =  е / ( / ,  у). V =  (*.<Р). (14)
ф  =  0> ( / )  +  £ £ ( / ,  у ) .

Здесь возможен только один резонанс: (к, <о) = 0 . Основные эф­
фекты, связанные с влиянием отдельного резонанса, проявля­
ются уже в системе (14).  Поэтому ее изучение представляет 
значительный интерес.

Предположим, что решение соответствующей (14) усреднен­
ной по у  системы трансверсально пересекает резонансную по­
верхность (рис. 31):

* ^ Г < / > ^ 0  ПРИ (*. “О ^ -
Ретение точной системы (14) может вести себя совсем иначе. 
При некоторых соотношениях между фазами возможен захват 
в резонанс-, точка, попав в окрестность резонансной поверхно­
сти, начинает двигаться так, чтобы приблизительно сохранялась 
возникшая соизмеримость (рис. 31).  Для описания такого 
движения усреднение по у неприменимо, решения точной и 
усредненной систем расходятся за время 1/е на величину поряд­
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ка 1. Однако захват в резонанс н такая большая погрешность 
усреднения возможны лишь для исключительного множества 
начальных условий, мера которого оценивается сверху величи­
ной порядка Уе. Для остальных начальных условий усреднение 
описывает движение по меньшей мере с точностью Уе|1пе| 
(при некоторых достаточно общих предположениях).

Рис. 31

Далее, оказывается, что если захват в резонанс происходит, 
то множество захватывающихся точек при е-*-0 стремится рас­
положиться в фазовом пространстве всюду плотно: в шаре диа­
метра порядка е имеются как захватывающиеся, так и не за­
хватывающиеся точки. Если, как это бывает в практических 
задачах, начальные условия известны с погрешностью большей, 
чем е, то нельзя однозначно сказать, захватится точка в резо­
нанс или нет. Задача приобретает вероятностный характер. 
Можно утверждать, что вероятность захвата в резонанс мала и 
при е-*-0 стремится к нулю как Уе.

Рассмотрим описанные явления на примере. Сначала заме­
тим, что в переменных / ,  у  система (14) становится одночас- 
тотной. Резонансу соответствует обращение частоты в нуль, 
переходу через резонанс —  смена направления вращения у- 

П р и м е р  7. Пусть возмущенное движение описывается си­
стемой уравнений

/ = е ( ! + a s t a Y — */4/ ) .  Y = A  a = » c o n s t> 0  (1 5 )
в области | / 1 <  2. Соответствующ ее усредненное уравнение 
имеет вид

Дифференцируя уравнение для у по времени, получим 
у = е  (1 - f a s in  у — 1/4у). Вводя медленное время и обо­
значая штрихом производные по нему, приходим к уравнению

Y " = l + a s i n Y — (16)
описывающему движение маятника с постоянным крутящим 
моментом и малым трением. Фазовые портреты маятника без
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трения при а < 1  и а > 1  изображены на рис. 32. В случае 
а < 1  фазовый портрет задачи с малым трением такой же, 
как без трения. Маятник переходит из обратного вращения в 
прямое. Время т движения от прямой у '— — 1 до прямой 
=  + 1  по различным фазовым кривым может отличаться на ве­

личину порядка 1. Возвращаясь к исходному времени и 
исходной переменной /,  получаем такую картину. Все точки про­
ходят через резонанс /= 0 ,  т. е. захват здесь невозможен. Вре­
мя прохождения Уе-окре<5тности резонанса для разных траекто­
рий может отличаться на величину порядка 1/Уе. Соответствен­
но, при прохождении этой окрестности набирается погрешность 
усреднения порядка Уе.

Для случая а >  1 фазовый портрет задачи с трением изобра­
жен на рис. 33. Вдоль сепаратрисы образуется полоса ширины 
порядка У  г из фазовых точек, для которых маятник переходит 
из вращения в колебания. Переходу к колебаниям в исходных 
переменных соответствует захват в резонанс. В незаштрихован- 
ной области на рис. 33 маятник переходит из обратного враще­
ния в прямое. Для траектории, проходящей на расстоянии 5> е  
от седловой особой точки, этот переход занимает время порядка 
| In||. Возвращаясь к исходным переменным, видим, что доля 
порядка 1/к всех фазовых точек захватывается в резонанс. Со­
ставим исключительное множество меры порядка У  г из точек, 
которые либо захватываются в резонанс, либо находятся в ре­
зонансе в начальный момент, либо проходят ближе е от седел. 
Точки, не принадлежащие этому множеству, проходят V е-окрест- 
ность резонан:а за время t порядка от 1 / ] /е  до |1пе|/|/е. При 
прохождении набирается погрешность усреднения порядка от 
У ъ  до У ё 11пе |.

Портрет задачи в исходных переменных I, у на фазовом 
цилиндре показан на рис. 34. На расстоянии 1 от резонанса вит­
ки сепаратрисы отстоят друг от друга на величину порядка е. 
К сепаратрисе прилегает заштрихованная полоса ширины по­
рядка е3/2 из захватываемых точек. Таким образом, при е-*-0 
захватываемые точки действительно стремятся расположиться 
в фазовом пространстве всюду плотно. Д

Основные явления, связанные с отдельным резонансом, про-

Г
a 5 г

Рис. 32 Рис. 33
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исходят в сУе-окрестности резонансной поверхности, с = const. 
В такой окрестности система (14) может быть приведена к 
«маятниковой» форме, напоминающей уравнение (16). Это 
приведение использовалось в ряде работ [95], [10СО, [101], [1311, 
[174]. Опишем его. Точку на резонансной поверхности будем 
обозначать а =  (аь . . . ,  on-i ) .  Точку I в окрестности резонанс­
ной поверхности будем характеризовать координатами р, сг, 
где p= (fc , со( / ) ) ,  а —  проекция /  на резонансную поверхность. 
Введем медленное время т= У е / и нормированное расстояние 
до резонансной поверхности г=р/У е. Обозначим штрихом диф­
ференцирование по т. Получим

V T M y , О, V zr ) ,  (17)

г ' =  Я ( y, о) -f- ] / era2 (у» a, Vzr), 
o ' =  a, V tr ) .

Функции P, a, имеют no y период 2я. Если в (17) положить 
е = 0, то получится гамильтонова1 > система, описывающая враще­
ние маятника в потенциальном поле при наличии постоянного 
крутящего момента:

у ' =  Г, г '=Р(у ,о) ,  or =  const, { P ) y  =  kdj f  { f  )Уф 0. (18)
Эта система, конечно, интегрируема. Движение в окрестности 
резонанса описывается с помощью ее малого возмущения со­
гласно (17).

Выше рассматривалось применение усреднения для описа­
ния дзижения точек, проходящих через резонанс без захвата. 
Покажем теперь, как использовать усреднение для описания 
движения точек, захватившихся в резонанс. Воспользуемся 
уравнениями движения в форме (17). Предположим, что соот­
ветствующая «промежуточная» невозмущенная система (18) 
(маятник) удовлетворяет следующим двум условиям общности

>) Тут уместно удивиться. Гам ильтоновость полученной системы обна­
руж ивается в результате вычислений и отню дь не очевидна заранее.
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положения: на ее фазовом портрете при всех а неустойчивые 
особые точки невырождены (условие В) и сепаратрисы не со­
единяют разные особые точки (условие В'). Тогда этот фазовый 
портрет выглядит аналогично либо рис. 326 (но может быть 
больше колебательных областей1’) ,  либо рис. 32а; последний 
случай нас сейчас2’ не интересует, так как он соответствует от­
сутствию захвата. При изменении а колебательные области не 
исчезают, не появляются и не сливаются друг с другом. Выбе­
рем одну из этих областей. Введем в ней переменные действие — 
угол X, х невозмущенного маятника. Изменение величин а, X, % 
в возмущенном движении описывается обычной одночастотной 
системой, где ролт» фазы играет х. Роль времени —  т, а роль 
малого параметра —  Уе. Усредняя эту систему по х. получим 
уравнения, которые приближенно описывают изменение а, X 
на временах т порядка 1/Уе (т. е. t порядка 1/е)3>. Изменение а 
характеризует дрейф вдоль резонансной поверхности, а измене­
ние к — амплитуду колебаний около этой поверхности. Ска­
жем, что начальные условия о0, Хо для решения усредненной в 
колебательной области системы взяты на сепаратрисе, если 
2лХо4) равно площади колебательной области при о = о 0. Реше­
ния с такими начальными условиями описывают движение с 
момента захвата в резонанс. Аналогично определяются реше­
ния, заканчивающиеся на сепаратрисе. Они описывают движе­
ние до выхода из резонанса. Полная траектория точки при на­
личии захвата в резонанс приближенно описывается кривой, 
склеенной из нескольких гладких участков (рис. 31). Первый 
участок —  траектория обычной усредненной вне резонанса сис­
темы до выхода ее на резонансную поверхность; точку выхода 
обозначим O f  Второй участок —  кривая на резонансной по> 
верхности, определяемая той колебательной областью невоз­
мущенного маятника, в которую произошел захват. Эта кри­
в а я —  о-компонента решения усредненной в нужной колеба­
тельной области системы с начальным условием на сепаратри­
се при о = а * .  Если указанное решение в некоторый момент 
выходит на сепаратрису (пусть при этом <т=а**), то имеется 
третий участок — решение обычной усредненной системы, начи­
няющееся в точке а * . Из точки а* встречи с резонансной по­
верхностью может выходить несколько кривых, отвечающих за­
хвату в разные колебательные области (рис. 31). М ожно по-

') Внутри колебательны х областей системы могут сущ ествовать неустой­
чивые особые точки. Д л я  простоты излож ения этот  случай рассм атривать не 
будем.

"< Но вес ж е  он очень важ ен , так  к ак  д л я  больш инства резонансов после 
усреднения получится именно ои (см. п. 1.8).

Эти уравнения м огут иметь невы рож денное равновесие с ХФО.  Ему 
соответствует по теореме 3 предельный цикл исходной системы, леж ащ ий 
внутри петли сепаратрисы.

41 Н апомним, что 2яХ — это площ адь, заклю ченная внутри зам кнутой 
траектории невозмущ енного м аятника.
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казать, что при достаточно общих предположениях приклеи­
вание одной из этих кривых к первому (нерезонансному) 
участку описывает движение с точностью 0(Уе|1пе|) для боль­
шинства начальных условий. Исключение составляет множест­
во, мера которого при е-»-0 стремится к нулю быстрее любой 
степени е. Оно составлено из точек, проходящих близко от се­
дел невозмущенного маятника.

1.8. Усреднение в двухчастотных системах.
Рассмотрим двухчастотную возмущенную систему с час­

тотами о>| ( / ) ,  <02 ( / ) :
/ = е / ( / ,  ф, е),

^  =  * 1  ( / )  +  eg, ( / ,  Ф, е), Ф2= © 2 ( / )  +  eg2 ( / ,  Ф, е). ( 9)
Будем считать, что ее правые части —  аналитические функции. 
Скажем, что система удовлетворяет условию А, если отношение 
частот &>i/a>2 изменяется вдоль ее траекторий с  ненулевой ско­
ростью:

* ( / ,  Ф, е )==(<01 " 5̂7— / > СГ, > 0 »

Скажем, что система удовлетворяет условию А, если отношение 
частот щ/(о2 изменяется с ненулевой скоростью вдоль траекто­
рий соответствующей усредненной системы:

/ . ( / ) = <  «? > * =  (со, -  а>2 j F  >  сГ ’ >  0,F  =  < /  > *, е = 0 .

Здесь и ниже с*. С, —  положительные постоянные.
Т е о р е м а  6 ( [4 6 ]) .  Если выполнено условие А, то разли* 

чие между медленным движением / ( / )  в возмущенной системе 
и J(t) в усредненной системе остается малым в течение вре­
мени 1/е :

| J (t)  — / ( * ) | < с 2К е , е с л и / ( 0) =  / ( 0), 0 < < < 1 / е .
<d Определим число N =N (b)  условием: в возмущении (19) 

суммарная амплитуда гармоник порядка, большего N, не пре­
восходит е2. Д ля аналитической функции амплитуда гармоники 
экспоненциально убывает с ростом порядка. Поэтому N<.  
<С| |In е|. Резонанс feitoi +  fe2®>2 =  0, где k\ и k2 взаимно просты, 
назовем существенным, если его порядок |&|| +  |&г| не превос­
ходит N. На плоскости частот резонансам отвечают прямые с 
рациональными угловыми коэффициентами, проходящие через 
начало координат (рис. 35). Прямые, отвечающие существен­
ным резонансам, расположены достаточно редко: угол между 
соседними прямыми, как можно сосчитать, не меньше, чем 
С2-Ч 1пе|-2.

Если резонанс не является существенным, то его влияние на 
движение на временах 1/е практически не проявляется. Влия­
ние существенного резонанса проявляется в узкой полосе вокруг
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резонансной прямой (рис. 35). Эту полосу назовем резонансной 
зоной. Как в примере 7, ширина резонансной зоны оказывает­
ся порядка Уеа*, где а* оценивает сверху амплитуды резонанс­
ных гармоник возмущения; величина аь экспоненциально убы­
вает с ростом |£|.

Условие А показывает, что точка последовательно переходит 
через нерезонансные и резонансные зоны на рис. 35. В нерезо­
нансной зоне определена замена переменных п. 1.2, приводящая 
в первом приближении точную систему к усредненной. Из-за 
остающейся при приведении невязки в нерезонансных зонах на­
бегает суммарное различие между решениями точной и усред­
ненной систем, не превосходящее С3]^ е . В резонансных зонах 
усреднение совершенно не описывает движение. Но суммарная 
ширина этих зли порядка | /е . В силу условия А , решение на­
ходится в этих зонах время порядка l / У е .  За это время реше­
ния точной и усредненной систем могут разойтись лишь на ве­
личину, не превосходящую С4У ё .  В результате общее расхож­
дение, набирающееся в нерезонансных и резонансных зонах, не 
превосходит с2 ]Л -. [>

Условие теоремы 6 можно ослабить. Скажем, что система 
^19) удовлетворяет условию А' [123], если выполнено условие 
А и, кроме того, на каждом резонансе fci<0i +  A2<02=0 отношение 
частот изменяется с ненулевой скоростью вдоль траекторий 
системы, частично усредненной с учетом этого резонанса (см. 
п. 1.1):

^ ( / )  +  (“ 1 ^ -^ 7- )  ( / .  Y ) > 1/ 2C7 i > 0, (20)
где 7 ==* 1ф1 +  *2ф2, a Fk(I, у)  — сумма гармоник функции f, за­
висящих от фазы у. Величина |F*| убывает с ростом |fc|. По­
этому найдется число N0, не зависящее от е, такое, что при 
|/гI > Л̂0 неравенство (20) вытекает из условия А. Резонансы с

назовем сильными, а остальные резонансы слабыми. 
Неравенство (20) достаточно проверить для сильных резонан­
сов.

Т е о р е м а  6'. Если выполнено условие А', то справедливо 
заключение теоремы 6.
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<] Как и в доказательстве теоремы 6, надо по отдельности 
рассмотреть движение в нерезонансных и резонансных зонах. 
В нерезонансной зоне движение хорошо описывается усреднен­
ной системой. Условие А показывает, что точка не застревает 
в этой зоне. Как и в теореме 6, суммарная погрешность усред­
нения, набирающаяся в нерезонансных зонах, не превосходит 
СьУе. В резонансной зоне определена замена переменных п. 1.3, 
приводящая в первом приближении систему к частично усред­
ненной с учетом этого резонанса. Из условия А' поэтому вы­
текает, что застревание в резонансной зоне также невозможно. 
Время пребывания точки в одной такой зоне имеет порядок 
ширины зоны, деленной на е. Остальные оценки — как в дока­
зательстве теоремы 6. [>

Сформулированное в начале этого пункта условие А не 
препятствует захвату в резонанс. Оказывается, при этом усло­
вии суммарный эффект прохождения через резонансы такой же, 
как эффект отдельного резонанса, описанный в п. 1.7.

Т е о р е м а  7 ([1 0 1 ]). Если система удовлетворяет усло­
вию А и еще некоторому условию В (выполненному почти 
всегда), то для всех начальных точек /о, <ро, кроме множества 
меры, не превосходящей сгУе, различие между медленным дви­
жением I(t)  в точной системе и движением / ( / )  в усредненной 
системе остается малым в течение времени 1/е:

| / ( 0  — / ( < ) | < с 3Ке|1пе(, если / ( 0 )  =  7 (0 ), 0 < * < 1 / е .

При любом х > с 2К е Для всех начальных точек, кроме мно­
жества меры, не превосходящей х, выполнено

| /(* ) — У (*)| < с4У е lines’1* |. если /  (0) =  / ( 0), 0 < < < 1/е.
<| В нерезонансных зонах и резонансных зонах слабых 

резонансов анализ не отличается от описанного выше. В этих 
зонах набирается погрешность усреднения, ие превосходящая 
С6Уе. Остается рассмотреть сильные резонансы, а их, как мы 
знаем, мало. Условие В состоит в том, что для каждого силь­
ного резонанса частично усредненная с учетом этого резонанса 
система удовлетворяет условию В п. 1.7 (невырожденность осо­
бых точек соответствующего системе «маятника» —  см. п. 1.7). 
В окрестности сильного резонанса делается замена перемен­
ных п. 1.3, приводящая в первом приближении точную сис­
тему к соответствующей частично усредненной. Получающаяся 
система лишь малым возмущением отличается от системы 
с одним резонансом из п. 1.7. Картина прохождения 
через резонанс описана в п. 1.7. Для всех начальных условий, 
кроме множества меры порядка Y 6 . резонансная зона пересе­
кается за время, не превосходящее Сг | lne I / V e . За это время 
набирается погрешность усреднения, не превосходящая
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C el/e| ln e| . Объединяя оценки во всех зонах, получаем, что 
общая погрешность не превосходит с3] е|1пе|. При начальных 
условиях, лежащих вне некоторого множества меры х >  Сд \гг, 
резонансная зона пересекается за время, не превосходящее 
C io iln C n 'x I /j/F . Соответственно, при таких начальных условиях 
погрешность усреднения не превосходит с^ У е |1псГ'х|. [>

П р и м е р  8. Рассмотрим колебания частицы в одномерной 
потенциальной яме при наличии малого периодического возмуще­
ния и малого трения:

dUх  =  + e a S  (*) — e x ,

где S — 2я-периодическая функция t, график U (*) и фазовый 
портрет невозмущенной (е = 0 )  системы показаны на рис. 36. Бу­
дем предполагать, что невозмущенная система нелинейна, так 
что период движения разный для разных траекторий. Пусть 
h =  l/2X2+ U ( x ) — энергия невозмущенного движения, qp — фаза 
на невозмущенных траекториях. Возмущенная система двух­
частотна, переменные ср и t —  быстрые, a h — медленная. Урав­
нение для Л имеет вид

И, —г [axS  (<) — jc2].
Усредняя по ф, t, получим

к =  — е < х 2 > .
Движение будем рассматривать в области 1 < Л < 2 ' ). Усред­

нение приводит к выводу, что h убывает и все точки уходят 
из этой области. При достаточно малых а выполнено условие А 
и усреднение описывает движение при всех начальных условиях. 
Условие А  выполнено для всех а. Оно гарантирует примени­
мость усреднения для большинства начальных данных. Но доля 
порядка I е точек может застрять на резонансах в области
1 <  h <  2. Подробный разбор движения в этой задаче для

X ̂  пд|4
^  =  - 2_ + ' 4~  (задача Дюффинга (Q. Duffing)) содержится 
в [100]. д

Ж

Рис. 37

[1001
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З а м е ч а н и я .  1. Для двухчастотных систем остался некс-. 
следованным случай, когда условие А нарушается, т. е. отно­
шение частот быстрого движения изменяется в усредненном 
движении немонотонно.

2. Недостаточно исследован также случай, когда нарушается 
условие В, т. е. фазовый портрет соответствующего резонансу 
«маятника» может иметь вид, показанный на рис. 37 (условие А  
предполагается выполненным). Если имеется одна медленная 
переменная, то справедлива неулучшаемая оценка: вне множест­
ва меры х > с 2у Т  погрешность усреднения не превосходит 
c z V z > V *  [101]. Для случая, когда медленных переменных 
больше, такая же оценка погрешности известна пока вне мно» 
ж ества меры х > с 2£113 [114]. Д

Приведем несколько примеров неконсервативных двухча­
стотных систем:

— маятник под действием неконсерьативной периодически 
зависящей от времени силы [129];

—  два слабо связанных нелинейных осциллятора при нали­
чии слабого трения;

—  быстрое вращение тяжелого твердого тела в сопротив­
ляющейся среде [43];

—  движение астероида в ограниченной задаче трех тел (см. 
гл. 2 ) при наличии сопротивления среды или малой тяги.

В этих задачах большинство решений описывается с по­
мощью независимого усреднения по фазам. Однако при некото­
рых соотношениях между параметрами возможен и захват в 
резонанс.

1.9. Усреднение в многочастотиых системах. Случай, когда 
число частот больше двух, изучен гораздо слабее, чем двух­
частотный. Особенность двухчастотных систем — простое рас­
положение резонансных поверхностей (рис. 35). При большем 
числе частот поверхности расположены совсем иначе.

П р и м е р  9. Рассмотрим иевозмуЩенную трехчастотнук> 
систему

Vi — Л. 92 =  / 2* <P3= Л = 0  (« =  1. 2).

Рис. 38

Здесь резонансные поверхности —  это все прямые на плоскости 
Л, 12 с рациональными уравнениями (рис. 38). Кривая на плос­
кости /  пересекает многие резонансные прямые а) под малыми 
углами (так как сколь угодно близко к любому линейному эле­
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менту имеется линейный элемент резонансной прямой) и
б) вблизи точек взаимного пересечения резонансных прямых —  
точек кратного резонанса. Поэтому, если в духчастотном слу­
чае основным эффектом является прохождение через отдельный 
резонанс, то при большем числе частот обязательно надо учи­
тывать касания с резонансами и совместное влияние нескольких 
(в рассматриваемом примере двух) резонансов.Д

Анализ, учитывающий детали этих явлений, для многочастот­
ных систем не проведен. Тем не менее известны некоторые 
оценки, обосновывающие применимость метода усреднения. 
Они получены на основе следующего общего соображения: ес­
ли множество точек, близких к резонансным поверхностям, 
имеет малую меру, то для большинства начальных данных фа­
зовая кривая проводит в этом множестве малое время; поэтому 
естественно ожидать, что для большинства начальных данных 
усреднение правильно описывает движение.

Общие результаты в этом направлении принадлежат 
Д. В. Аносову [44] и Касуге (Т. Kasuga) [160]. Теорема 
Д . В. Аносова утверждает, что для любого положительного 
числа р мера множества начальных данных (из компакта в фа­
зовом пространстве), для которых погрешность описания точ­
ного движения усредненным превосходит р:

mes { / 0, Ф0:шах 11 (t) — J { t )|>р при /  (0) == / ( 0) =  /„},
0</<1/е

стремится к 0 при е-*-0. Эта теорема доказана для возмущен­
ных систем более общего вида, чем стандартный вид (2): не 
предполагается, что совместные уровни интегралов невозму­
щенной задачи являются торами; требуется, чтобы при почти 
всех значениях констант этих интегралов невозмущенное дви­
жение на совместном уровне было эргодическим.

Для систем стандартного вида (2) техника работы [160] 
позволяет получить следующую оценку погрешности усред­
нения.

Т е о р е м а  8 ([1 0 3 ]). Пусть выполнено одно из двух усло­
вий невырожденности: ранг отображения равен числу 

частот; либо ранг отображения / .—(<0| ( / )  : о>2 ( / )  : . . . : w m( / ) )  
на единицу меньше числа частот. Тогда средняя (по началь­
ным условиям) погрешность метода усреднения не превосходит 
величины порядка Уе:

f max \l(t)— J ( t ) \d l0d % < c 1\  е. (21)
J 0<1-ще

С л е д с т в и е .  Обозначим E ( e, p) множество начальных дан­
ных в пределах фиксированного компакта, для которых погреш­
ность достигает величины р. Тогда

mes Е  (е, р) <  с х У ы  Р- (22)
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Эквивалентная формулировка: вне множества меры х сп^аведли* 
ва оценка погрешности усреднения

11 (t) — J (01 <  сх V е / х.

Эта оценка неулучшаема [103]°. Однако правдоподобно, что 
она может быть улучшена, если ограничиться возмущениями 
общего положения (ср. с оценкой для двухчастотных систем при 
условиях А, В: погрешность не превосходит с2Уе|1пх|).

Если т >п +  2, то теорема 8 неприменима, однако оценки 
(21) , (22) выполняются для почти всех членов типичного семей­
ства частот с достаточно большим числом параметров А, 
(В. И. Бахтин). Вместо невырожденности частот, требуемой в 
теореме 8, здесь используется неравенство: | (к, ш) | +  
+  |д(&, ш)/(?/| > с _||&|-v для v > m — 1 и всех k£Zm\  {0 }. При 
почти всех значениях А. оно выполнено с каким-нибудь с > 0.

Т е о р е м а  9 (В. И. Бахтин). Средняя по начальным услови­
ям погрешность метода усреднения оценивается для систем об­
щего положения с т быстрыми и п медленными переменными 
величиной порядка е|/(А+|\ если т<С* n+h— п.

Соответственно, правая часть оценки (22) принимает вид 
^ g 1 ift+n/p Системы не общего положения принадлежат некото­
рой гиперповерхности в пространстве всех систем.

§ 2. Усреднение в гамильтоновых системах

Задачу о влиянии малых гамильтоновых возмущений на ин­
тегрируемую гамильтонову систему Пуанкаре назвал основ­
ной задачей динамики. Эта задача имеет много приложений, 
именно к ней относятся исторически первые формулировки 
принципа усреднения и первые результаты теории возмущений. 
Формальная сторона теории здесь в принципе такая же, как 
для общих негамильтоновых возмущений. Одиако характер эво­
люции под влиянием гамильтоновых возмущений совсем иной. 
Соответственно, для обоснования рецептов теории возмущений 
используются существенно другие методы, чем в негамильго- 
новом случае.

2.1. Применение принципа усреднения. Пусть невозмущен­
ная гамильтонова система вполне интегрируема, некоторая об­
ласть ее фазового пространства расслоена на инвариантные то­
ры, в этой области введены переменные действие—угол

/, ф : / =  ( / i .........l n)eBczRn, q>= (фЬ . . . ,  ф„) (modd 2л)еГ".
Гамильтониан Но невозмущенной системы зависит только от пе­
ременных «действие»: Я 0= Я 0( / ) .  Уравнения невозмущенного 
движения имеют обычную форму:

Ч В классе степенных оценок.
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/  = 0 , ф = д н 01д1.

Пусть на систему наложено малое гамильтоново возмущение. 
Возмущенное движение описывается системой с гамильтонианом

/ / - = # о ( / )  +  е Я , ( / ,  Ч>, е):

Возмущающий гамильтониан # i ( / ,  ф, е) имеет по ф период 2л. 
Эта форма уравнений — стандартная для применения принципа 
усреднения. Если не оговорено противное, функции Н0, Н\ бу ­
дем считать аналитическими.

З а м е ч а н и е .  Часто встречаются задачи, в которых возму­
щение периодически зависит еще и от времени t. Этот случай 
сводится к рассмотренному введением новой фазы q>n+i =  < и со ­
пряженной ей переменной / п+1. Изменение расширенного набо­
ра фазовых переменных описывается системой уравнений с га­
мильтонианом

H' =  In+i+ H 0(Iu + е Я , ( / , ........./ „ ,  ф[..........фп, фп+1. е),
имеющей тот же стандартный вид (23). Д

Предположим, что все частоты дНо/д/ ,  не обращаются тож ­
дественно в 0 и что между ними отсутствуют тождественные 
целочисленные соотношения. Для приближенного описания из­
менения переменных /  в соответствии с принципом п. 1.1 усред­
ним уравнения (23) по фазам ф.

Т е о р е м а  10. В гамильтоновой системе с п степенями сво­
боды и п частотами эволюции медленных переменных не про­
исходит в том смысле, что усредненная система имеет вид 

/  =  0.
<1 При вычислении интеграла от dH}/d(fj по я-мерному тору 

можно сначала проинтегрировать по переменной ф;. Этот одно­
кратный интеграл равен приращению периодической функции 
Н 1 на периоде, т. е. нулю. [>

З а м е ч а н и е .  Чтобы сохранить гамильтонову форму урав­
нений, немного обобщим принцип п. 1.1: будем усреднять так­
же и второе уравнение (23), описывающее изменение углов 
(фаз) ф. Полученная усредненная система имеет гамильтониан 

Ж (],ъ)=Ж о(])-\-ъЖ \(1), Ж\ =  (Н\{1, ф ,0)>ф. Поэтому фазы ис­
пытывают равномерное вращение с частотами дЭ@1д/. Д

П р и м е р  10. Рассмотрим плоскую ограниченную круговую 
задачу трех тел (гл. 2, § 5). Массу Юпитера обозначим е и бу­
дем считать малой по сравнению с массой Солнца. В этой 
системе две с половиной степени свободы (две степени свободы 
плюс явная периодическая зависимость от времени). Переходя 
в рапномерно вращающуюся барицентрическую1’ систему коор­
динат, одна из осей которой направлена на Юпитер, а другая

11 Начали — п центре масс системы С олнце— Ю питер.
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перпендикулярна ей и лежит в плоскости орбиты Юпитера 
(рис. 39), получаем систему с двумя степенями свободы.

При е =  0 получается невозмущенная задача двух тел во 
вращающейся системе координат. В ее фазовом пространстве 
область эллиптических движений расслоена на двумерные ин­
вариантные торы. В качестве переменных действие — угол можно 
выбрать канонические элементы Делоне (см. гл. 2) L, G, I, g : 
L =  ya, G =  ya( l— е2), а и е — большая полуось и эксцентриси­
тет орбиты астероида, I — средняя аномалия астероида, g  — 
долгота перицентра орбиты, отсчитываемая от направления на 
Юпитер (рис. 39). Элементы Делоне —  это канонические пе­
ременные в фазовом пространстве. Их можно использовать и 
для описания возмущенного движения. Усредним возмущенные 
уравнения для элементов Делоне по быстрым фазам l u g .  
Согласно теореме 10 и замечанию к ней, в усредненной системе 
величины L, G (и, значит, а, е) являются интегралами, а фазы
I, g  равномерно вращаются с частотами, отличающимися от не­
возмущенных частот на величины порядка е. Итак, принцип 
усреднения приводит к следующей картине движения. Астероид 
движется по эллипсу, который медленно равномерно вращается 
вокруг своего фокуса (центра масс системы Солнце —  Юпи­
тер). Д

П р и м е р  11. Рассмотрим вращение тяжелого твердого те­
ла около неподвижной точки. Расстояние от точки подвеса до 
центра масс тела обозначим е и будем считать малой величи­
ной. При е =  0 получаем задачу Эйлера— Пуансо (гл. 4 ). Пере­
менные действие — угол Л, / 2, в ,  q>i, <p2, Ф для этой задачи опи­
саны в [12] (см. также гл. 3, п. 2.3). Напомним, что h  — модуль 
вектора кинетического момента тела, а 9  —  его вертикальная 
проекция, О —  угол поворота вектора кинетического момента 
вокруг вертикали, переменные Л, <рь фг при заданном / 2 опре­
деляют положение тела в системе осей, жестко связанной с 
вектором кинетического момента и вертикалью (рис. 20).
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В этих переменных гамильтониан возмущенной задачи име­
ет вид

Я = Я 0(/ь /2) + e # i(/1, h, ф1, ф2» 0)•
Так как 0 — интеграл задачи, то для /,, ф, получается система 
с двумя степенями свободы и двумя частотами. Применяя 
принцип усреднения, получаем, что «действия» I , — интегралы, 
а фазы (fj испытывают равномерное вращение, близкое к вра­
щению в задаче Эйлера— Пуансо. Из анализа уравнения ft =  
=  едН|/(?0 легко следует, что в рассматриваемом приближении 
изменение угла д близко к равномерному вращению с угловой 
скоростью порядка е. Итак, получается, что в системе коорди­
нат, связанной с вектором кинетического момента и верти­
калью, тело совершает движение «почти по Эйлеру—Пуансо», а 
сам вектор кинетического момента медленно прецессирует во­
круг вертикали. Д

Часто встречаются задачи с собственным вырождением 
(гл. 4, п. 2.1) когда невозмущенный гамильтон зависит не от 
всех переменных «действие» и, соответственно, некоторые из 
невозмущенных частот тождественно обращаются в нуль:

H = H 0(11, . . . ,  /г) ф, е), г < п .
Фазы ф,, / > г  являются медленными переменными. Согласно 
принципу усреднения, для приближенного описания эволюции 
надо усреднить уравнения возмущенного движения по быстрым 
фазам ф(, i^ r .  Аналогично предыдущему доказывается сле­
дующее утверждение.

Т еорема 11. В гамильтоновой системе с п степенями сво­
боды и г < п  частотами переменные, сопряженные быстрым фа­
зам, являются интегралами усредненной системы.

В соответствии с этой теоремой для медленных фаз и со­
пряженных им переменных при усреднении получается приве­
денная гамильтонова система с п—г степенями свободы. Если 
число быстрых фаз лишь на единицу меньше числа степеней 
свободы (однократное вырождение), то приведенная система 
имеет одну степень свободы. Следовательно, при однократном 
вырождении принцип усреднения позволяет приближенно про­
интегрировать задачу (как и в невырожденном случае).

Пример 12 (Задача Гаусса). Рассмотрим круговую огра­
ниченную задачу трех тел (не плоскую). Массу Юпитера будем 
считать малой, по сравнению с массой Солнца. Уравнения дви­
жения относительно вращающейся системы отсчета, введенной 
при описании примера 10, в канонических элементах Делоне L , 
G, 0 , /, g, О (гл. 2) однократно вырождены — угол g (аргу­
мент широты перицентра астероида) в невозмущенном движе­
нии постоянен. Усреднение по быстрым фазам (, ♦  в этой за­
даче называется усреднением Гаусса. Согласно теореме 2.1, 
величины L, 0  — интегралы усредненной системы. Изменение 
G, g после усреднения описывается гамильтоновой системой с
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одной степенью свободы, гамильтониан которой зависит от L r
0  как от параметров. Фазовые портреты этой системы для всех 
L , 0  построены в [62] (с помощью ЭВМ, так как форма га­
мильтониана достаточно сложна). Аналитически эта задача ис­
следована в четырех предельных случаях: при малых наклоне­
ниях, в хилловском случае (Юпитер находится гораздо даль­
ше от Солнца, чем астероид) [93], внешнем хилловском слу­
чае (астероид находится гораздо дальше от Солнца, чем Юпи­
тер) [69] и в случае равномерно близких орбит астероида и 
Юпитера [165].

При малых наклонениях движение качественно такое же, 
как в плоской задаче1’.

При исследовании хилловского случая было обнаружено 
следующее новое явление: у орбит с большими наклонениями 
возникают значительные колебания эксцентриситета. В част­
ности, у первоначально почти круговых орбит с наклонением 
90° эксцентриситет возрастает до единицы, что приводит к. 
превращению орбиты в отрезок и столкновению с Солнцем. 
Быть может, это объясняет, почему Солнечная система почти 
плоская и почему отсутствуют спутники с большими наклоне­
ниями к плоскости Солнечной системы у сферически симмет­
ричных планет.

Во внешнем хилловском случае плоскость орбиты астерои­
да медленно прецессирует вокруг нормали к плоскости орбиты 
Юпитера, а сама орбита медленно поворачивается в своей 
плоскости как твердое тело. Для вертикальных орбит прецес­

сия отсутствует. Для орбит с наклонением arc cos у^отсутству-
ет поворот в плоскости орбиты2’. А

Пример 13. (Теорема Лагранжа — Лапласа об устойчи­
вости Солнечной системы). Рассмотрим задачу п тел в предпо­
ложении, что масса одного тела (Солнца) много больше масс 
остальных тел (планет). Невозмущенной будем называть сис­
тему, в которой планеты не взаимодействуют друг с другом, а 
Солнце неподвижно. Невозмущенная система распадается на 
п— 1 задач Кеплера. Предположим, что невозмущенные орби­
ты планет — кеплеровские эллипсы, и введем для описания 
каждого из них канонические элементы Пуанкаре® [24]. В  ре­

•> Если в начальный момент наклонение мало, то в усредненной систе­
ме оно остается малым во все время движения' р102|.

Точно так же эволюционирует орбита далекого спутника осесимметрич­
ной планеты (см., например, [5 0 ]) .

Это канонические переменные, в которых задача регулярна при малых 
эксцентриситетах и наклонениях. Элементы Пуанкаре Л , |, р, X, т), q связаны 
с элементами Делоне L , G, 6 , /, g, #  соотношениями

A = L ,  | = l/ 'z ( L — G)cosg, p = V 2 ( G — 8)cosO.
Л=/+|Г-|-д, r| =  — \ 2 (L— G)s\ng, q = — V 2(G — 0 )s in # .

При нулевых эксцентриситетах и наклонениях | = ц = р = < ? = 0 .  Переменная 
/• — средняя долгота планеты.
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зультате получим канонические переменные для возмущенной 
системы. В рассматриваемой задаче есть п— 1 быстрых фаз — 
это средние долготы планет. Сопряженные им переменные At =  

а;, / = 1 , . . . , л — 1, являются интегралами усредненной по 
быстрым фазам системы. Здесь а} — большие полуоси орбит 
кеплеровских эллипсов планет, щ — множители, зависящие 
от масс. Итак, в усредненной системе большие полуоси орбит 
планет не эволюционируют. Этот важный вывод называется 
теоремой Лапласа об отсутствии вековых возмущений полуосей.

Далее оказывается, что усредненная система имеет устойчи­
вое положение равновесия, соответствующее движению всех пла­
нет в одной плоскости а одну сторону по круговым орбитам. 
Движение планет, соответствующее малым колебаниям в ли­
неаризованной около этого равновесия усредненной системе, 
называется лагранжевым движением. Оно имеет простую гео­
метрическую интерпретацию. Вектор, направленный из фокуса 
в перигелий планеты и имеющий длину, пропорциональную ее 
эксцентриситету (вектор Лапласа), в проекции на основную 
плоскость системы координат является суммой п— 1 равномер­
но вращающихся векторов. Набор угловых скоростей этих век­
торов одинаков для всех планет. Вектор, направленный по ли­
нии пересечения плоскости орбиты планеты с основной плос­
костью (линии узлов) и пропорциональный по длине наклоне­
нию планеты, является суммой п—2 равномерно вращающихся 
векторов1'. Если в некоторый момент времени эксцентриситеты 
и наклонения достаточно малы, то в усредненной системе они 
останутся малыми и во все время движения. В частности, ока­
зываются невозможными столкновения планет и уходы на бес­
конечность. Это утверждение называется теоремой Лагранжа — 
Лапласа об устойчивости Солнечной системы. С момента до­
казательства теоремы (1784 г.) центральная математическая 
задача небесной механики состояла в том, чтобы перенести 
этот вывод об устойчивости с усредненной системы на точную. 
На этом пути возникли многие разделы теории динамических 
систем, в том числе теория возмущений и эргодическая теория. 
Сейчас решение рассматриваемой задачи значительно продви­
нуто. Оказывается, при достаточно малых массах планет боль­
шая доля области фазового пространства, соответствующей не- 
зозмущенном движению* в одну сторону по кеплеровским эл­
липсам малых эксцентриситетов и наклонений, заполнена 
условно-периодическими движениями, близкими к лагранже­
вым (см. § 3). Таким образом, «устойчивость* имеет место для 
большинства начальных условий. При начальных условиях из 
исключительного множества эволюция больших полуосей если 
и происходит, то очень медленно — ее средняя скорость экспо-

11 Исчезновение одной частоты связано с наличием у системы интеграла 
момента количества движения.
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ненциально убывает при линейном убывании возмущения {18] 
(см. ниже п. 3.4). Однако до сих пор неизвестно, происходит ли 
в действительности такая эволюция и, тем более, может ли 
она привести к разрушению планетной системы. А

Вопросы о соответствии решений точной и усредненной сис­
тем во всех приведенных примерах носят общий характер и ре­
шаются в рамках теории КАМ, см. § 3.

В случаях, когда частоты невоэмущенного движения близки 
к целочисленной соизмеримости, для приближенного описания 
эволюции используется частичное усреднение с учетом резонан­
сов (п. 1.1). Для рассматриваемых гамильтоновых систем оно, 
очевидно, сводится к отбрасыванию в разложении Фурье возму­
щенного гамильтониана всех гармоник, фазы которых при рас­
сматриваемых соизмеримостях изменяются быстро. SKra проце­
дура также приводит к появлению интегралов усредненной сис­
темы.

Т еорема 12. Частично усредненная с учетом г  независи­
мых резонансов гамильтонова система имеет п—г  интегралов в 
инволюции, являющихся целочисленными линейными комбина­
циями первоначальных медленных переменных Ij.

<1 Сделаем симплектическую замену переменных /, <р•-*/>, q с 
производящей функцией W =(p , /?ф), где R — целочисленная 
унимодулярная матрица, первые г  строк которой образуют ба­
зис в подгруппе Z m, порожденной векторами коэффициентов 
рассматриваемых резонансных соотношений; матрица R  су­
ществует согласно [145]. В  новых переменных усреднение 
сводится к отбрасыванию в гамильтониане гармоник, содержа­
щих фазы qT+ь . . . ,  qn- Сопряженные им величины рг+ь . . . ,  р„ 
являются интегралами усредненной системы. t>

Если имеется всего один резонанс, то частично усредненная 
с его учетом система имеет п— 1 интегралов в инволюции 
(отличных от интеграла энергии) и, следовательно, интегри­
руема.

Пример 14. Пусть в плоской круговой ограниченной зада­
че трех тел период иевозмущенного движения астероида близок 
к половине периода обращения Юпитера. Воспользуемся кано­
ническими переменными L ,  G, I, g примера 10. Величина /+ 
+  2g является медленной переменной. Производящая функция 
W и новые переменные pit qit введенные при доказательстве 
теоремы 12, задаются формулами

W = p l ( l+ 2g )+ p 2(—l—g),

P i  =  G— L ,  qi =  l+2g , 
p2 =  G—2L, q2 =  —l—g.

После усреднения с учетом резонанса величина р2 становится 
интегралом, а для plt qx получается гамильтонова система с одной



степенью свободы. Ее фазовый портрет для различных значений 
р2 и малых pi показан на рис. 40. На портрете в качестве по-

В случае одного резонанса фазовый портрет усредненной си­
стемы близок к фазовому портрету задачи о движении маятни­
ка в потенциальном поле (при достаточно общих предположе­
ниях) [34]. Действительно, усредненный гамильтониан в пере­
менных р, <7, введенных при доказательстве теоремы 12, имеет 
вид

F  =  F 0(Pu Рг, •••, P n )+ tF i(p u рг, , . . ,  рп, qi).
Пусть pi* =  pi*(pt, рп) — простое резонансное значение pi, 
т. е.

Введем в его ^-окрестности новую переменную Я , =
— {pi— p * ) lV  г и, соответственно, новый гамильтониан Ф =  
= F / ] / e . Если исходный гамильтониан F  регулярен в окрест­
ности резонанса, то

Явную зависимость а, V от параметров р2, . . . ,  р„ указывать не 
будем. Если отбросить в (24) добавок 0(e), то получим га­
мильтониан задачи о движении маятника в потенциальном по­
ле, фазовый портрет которой показан на рис. 41. На фазовом 
портрете имеются области колебательных и вращательных дви­
жений маятника, разделенные сепаратрисами. Характерный 
размер колебательной области по переменной р{ и характер­
ная амплитуда колебаний рi — порядка Уе, характерный пери­
од колебаний — порядка 1 /Уе. Положения равновесия на 
рис. 41 называются стационарными резонансными режимами. 
При учете переменных q2, . . . ,  qn нм соответствуют условно-пе- 
риодические движения (если число степеней свободы п =  2 — 
периодические движения).

лярных координат выбраны — рх =  — ] / Z . ( K l — е2— 1) ̂ Y Le 2/2 
и Д

Рис. 40

Ф = ]^ е (, /2 ар* +  V  (qt)) +  О (г), 
V  {q\)— F i(A *>  Р ч......... f t .  <70-

(24)
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З а м е ч а н и я .  1. Если в рассматриваемой области зна­
чений переменных гамильтониан не является регулярной функ­
цией, то фазовый портрет усредненной системы может быть 
другим, чем на рис. 41. Так будет в задаче примера 14, если 
рассматривать малые значения эксцентриситета (ср. рис. 40 
и 41).

2. Эффекты, связанные с резонансами, неожиданно часто 
встречаются в природе. Большие возмущения. Сатурна Юпите­
ром («большое неравенство») связаны с соизмеримостью 2 :5  
их кеплеровских частот. Известны три резонансных соотноше­
ния в системе спутников Сатурна: частоты Мимаса и Тефии от­
носятся (примерно) как 2 : 1 ,  Энцелада и Дионы — также как 
2 : 1 ,  Титана и Гипериона — как 3 : 4 .  Частота осевого враще­
ния Меркурия составляет 3/2 его орбитальной частоты. Табли­
цы встречающихся в Солнечной системе соизмеримостей при­
ведены в [50]. В  большинстве случаев причины возникновения 
этих соизмеримостей неизвестны. Для описания движения 
вблизи соизмеримости успешно используется описанная выше 
процедура частичного усреднения. Д

2.2. Процедуры исключения быстрых переменных 
В пункте 1.2 описаны замечательные замены переменных, 

позволяющие формально исключить быстрые фазы из правых 
частей уравнений движения. Эти замены играют центральную 
роль во всех вопросах, связанных с усреднением. В  рассматри­
ваемом случае гамильтоновых систем эти замены можно вы­
брать симплектическими. Ниже описываются основные про­
цедуры симплектического исключения быстрых фаз.

А. М е т о д  Л и н д ш т е д т а .  Это — один из первых методов 
исключения быстрых фаз. Современную форму ему придал 
Пуанкаре в [34].

Пусть имеется возмущенная гамильтонова система (23) с п 
степенями свободы и п частотами, причем между частотами 
нет тождественных резонансных соотношений. Постараемся по­
добрать симплектическую близкую к тождественной замену пе­
ременных /, <рн-к/, -ф так, чтобы новый гамильтониан 36 зави­
сел только от медленных переменных: 36 =  36(1, е). Производя­
щую функцию замены переменных и новый гамильтониан ищем
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в виде формальных рядов по е:
г , dS dS

/ =  У +  еЭф- ,Ф =  (Р + е 57'
S  (У, Ф, е) =  S j  (У, Ф)+ eS2 (У, Ф) +  . . . ,  (25)

Ж  (У, e) =  ̂ o(-^)+e<3^i(/)+ . .  • •
Функции S , должны иметь по ф период 2я. Старый и новый 
гамильтонианы связаны соотношением

* < / .  е) =  Я о (/ + б | | )  +  е Я 1( У + е ^ ,  Ф, е).

Приравнивая здесь члены одинакового порядка по е, получаем 
систему уравнений

(•/) =  //<>(/),
* A S ) - * £ d$  +  H x(J, Ф,0), (26)

г’> 2-

Функция Z7, является полиномом от (^/дф, . . d S t.jd y . Реше­
ние системы (26) в обозначениях < • > ф* {* }ф для оператора 
усреднения и интегрирующего оператора, введенных в п. 1.2, 
дается формулами

Зву=  < Я ,  > ф, S ,  =  -  +  5,° (У),
ф, S , -------{/?,}<р +  5 /о(У)| i> 2 .

Здесь S ,0 — произвольные функции от /. Часто выбирают 5 ,° =  
=  0.

В выражение для интегрирующего оператора (см. п. 1.2) 
входят знаменатели (k, u>(J)) =  (k, dH0/dJ) с целочисленными 
векторами к Ф 0. Поэтому функции 5 , не определены, вообще 
говоря, на всюду плотном множестве точек /, где эти знаме­
натели обращаются в нуль или ненормально малы.

Временно забудем о малых знаменателях и предположим, 
что первые т  функций S , определены и являются гладкими. 
Оборвем ряд для функции S  на членах порядка ет  и рассмот­
рим замену переменных с «укороченной» производящей функ­
цией 7<p +  eSi(/, ф) +  . . . +emS m(7, ф). Д ля новых переменных 
получим гамильтониан, в котором зависят от фаз лишь члены 
порядка em+1 и выше. Отбросив эти члены, получим интегриру­
емую систему уравнений, в которой 7 =  const, а фаза -ф равно­
мерно вращается с частотой, зависящей от /. Подставляя это 
решение в формулы замены переменных, получаем приближен­
ное решение исходной системы. Его точность и интервал вре­
мени, на котором оно пригодно, растут с увеличением номера 
приближения т .  На интервале времени (0, Т)  это решение га­
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рантирует точность 0(em+l7’) для медленных переменных и 
0(em+I7’2) — для быстрых. При т =  1 приходим к усредненной 
системе. Если бы ряд для замены переменных сходился, то опи­
санная процедура давала бы возможность проинтегрировать 
исходную возмущенную систему.

Чтобы придать этим рассуждениям реальный смысл при 
наличии малых знаменателей, представим возмущение в форме

e t f  t (/, Ф, е) =  //<» (/, ф, е)-}-//<*> (/, ф, е) +  . . . ,

где Я (0 — тригонометрический полином от <р, ограниченный по 
модулю величиной порядка е*. Будем проводить описанную 
выше процедуру исключения фаз, считая Я (<) членом порядка 
е‘ в разложении возмущения в ряд по е («забыв» при этом, 
что функция Я (,)/е* сама зависит от е). Тогда в каждом при­
ближении процедуры возникает лишь конечное число малых 
знаменателей и, соответственно, функции S f, не бу­
дут определены лишь на конечной совокупности поверхностей 
(к, са(/))=0 (их количество зависит от е и номера приближе­
ния т ) .  Вне малой окрестности этой совокупности поверхностей 
введенная выше «укороченная» производящая функция опреде­
ляет замену переменных, приближенно интегрирующую исход­
ную систему уравнений. Полностью система функций 5,, 1 ^  
^ i< o o , по-прежнему не определена, вообще говоря, на всюду 
плотном множестве значений /.

Метод Линдштедта очень эффективен, так как дает простой 
способ приближенного интегрирования возмущенной гамильто­
новой системы. Этот метод сыграл большую роль в развитии 
теории, так как позволил построить разложение общего реше­
ния возмущенной гамильтоновой системы в формальный ряд, 
содержащий только периодические по времени члены. Методы, 
дающие такие разложения, Пуанкаре назвал «новыми» в про­
тивовес «старым» методам, в которых появлялись вековые 
члены вида Р* и tm sin  It, tm cos It (34]. Открытие «новых» мето­
дов совершенно изменило постановку вопроса об устойчивости 
возмущенных гамильтоновых систем (и в том числе Солнечной 
системы). Появление вековых членов в «старых» методах, 
обусловленное в действительности способом разложения, 
(подобно тому как возникает вековой член в разложении 
sin ( l  +  e )f= sin<+e <c o si+  . . . ) ,  считалось признаком неустой­
чивости движения1’. Усилия были направлены на доказатель­
ство отсутствия таких членов для конкретных возмущений в 
главных порядках разложения. Для Солнечной системы Лаплас 
доказал отсутствие вековых членов в первом порядке по воз­
мущению. Пуассон нашел, что во втором порядке по возмуще-

’> Здесь речь идет об устойчивости по Лагранжу. Движение называется 
устойчивым по Лагранжу, если его траектория вечно остается в ограничен­
ной области фазового пространства.
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пню отсутствуют чистые вековые члены (вида /ж), но присут­
ствуют смешанные (вида im sin//, /mcos//). С появлением «но­
вых» методов оказалось, что можно построить формальные 
теории без вековых членов, а вопрос — в сходимости получа­
емых разложений.

Как указал Пуанкаре, ряды Линдштедта в общем случае 
расходятся.

П ри ме р  15. Рассмотрим систему, в которой частоты не­
возмущенного движения постоянны и несоизмеримы:

tf=*ti>i/i+©2/2+ e (/ i+ 2  a»sin(fe, q>)), к Ф О 
|(©, к) | >с|£|-у, с, v «c o n st> 0 , a*=exp(— |fc|).

Здесь можио вычислить все приближения метода Лиидштед- 
та. Если ряды Линдштедта сходятся, то вдоль движения ве­
личина | / 1 испытывает лишь ограниченные колебания.

С другой стороны, возмущенная система легко интегрирует­
ся. Фазы равномерно вращаются с частотами ом+е, ©2. а изме­
нение / определяется квадратурой. При рациональном отно­
шении частот (<di+e)/o)2 величина |/| неограниченно растет 
вдоль движения (как легко сосчитать). Поэтому ряды Линд­
штедта расходятся. А

Расходимость, как это часто бывает, связана с тем, что 
строятся некоторые несуществующие объекты. Дело здесь 
обстоит примерно так. Если при некотором У ряды Линдштедта 
сходятся, то возмущенная система имеет инвариантный тор 
У = const, на котором фаза вращается с вектором частот
ш(У, е)•= -1-___ Невозмущенные частоты несоиз­

меримы (так выбиралось значение /). Но частоты возмущен­
ного движения при некоторых е становятся соизмеримыми. 
Тогда инвариантный тор расслаивается на торы меньшей раз­
мерности. Такая ситуация является очень вырожденной и в 
системах общего положения не встречается. Поэтому ряды 
Линдштедта в общем случае расходятся.

З амеч ан ие.  Имеется вариант метода Линдштедта, в ко­
тором ищутся инвариантные торы с заранее фиксированными 
несоизмеримыми частотами. Соответствующие ряды сходятся 
[29]. Доказательство сходимости этих рядов основано на 
установлении их тождества со сходящимися рядами теории 
КАМ (см. § 3). Прямое доказательство сходимости пока неиз­
вестно. А

Б. М е т о д  Ц е й п е л я .  Этот метод распространяет про­
цедуру метода Линдштедта на случай, когда из гамильтониана 
исключается только часть фаз. Он позволяет рассмотреть сис­
темы с собственным вырождением и резонансные ситуации. 
Метод Цейпеля перекрывает возможности ранее разработан­
ных для этой цели методов Делоне и Болина.
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Пусть в системе (23) снова делается симплектическая близ­
кая к тождественной замена переменных вида (25). Новый га­
мильтониан будем искать в виде формального ряда Ж  (/, -ф, е) =  
=  ̂ о(-0 + гЗ &1 (/, i|>) +  ..  • • Новый и старый гамильтонианы 
связаны соотношением

<^о(J) +   ̂+  e5 7 j + - - -  =  ^ o ^  +  e5^j  +

+  е Я , ( / + е ^ ,  Ф, e l

Приравнивая члены одинакового порядка по е, снова получаем 
систему соотношений (26), но только Ж  ̂ зависят от фаз и ина­
че вычисляются /\.

Пусть г^ Т "- ’ — набор фаз, которые требуется исключить 
из гамильтониана, •уб7> — остальные фазы. Тогда можно взять

Ж , =  < Я ,  (У, Ф, 0) > *, S , =  -  { Я ,  -  Ж х}'г +  S,o (У),
Ж , =  </=•,(/, Ф.) >*, 5 (= - { / ^ , . - ^ } ф  +  5 (о(У), i  > 2 .  (27)

Здесь S (° — произвольные функции от /. Например, можно 
выбрать S ,° = 0 .

Если, как и выше, оборвать ряд для 5  на членах порядка 
ет  и рассмотреть «укороченную» замену переменных, а в пре­
образованном гамильтониане отбросить члены порядка em+1, то 
получим гамильтониан m-го приближения. Он не зависит от 
фаз х; соответственно, полученная приближенная система имеет 
п—г интегралов и сводится к системе с г степенями свободы. 
Как и в методе Линдштедта, здесь возникают малые знамена­
тели. Для того, чтобы в каждом приближении имелось лишь 
конечное число малых знаменателей, надо модифицировать 
описанную процедуру аналогично п. 2.2.А.

Пусть рассматривается система с собственным вырождени­
ем— невозмущенный гамильтониан не зависит от некоторых пе­
ременных «действие». Тогда среди фаз есть медленные и быст­
рые, а описанная процедура позволяет формально исключить 
из гамильтониана быстрые фазы. Система первого приближе­
ния для новых переменных совпадает с усредненной по быст­
рым фазам системой.

Пусть теперь задано г независимых резонансных соотноше­
ний между невозмущенными частотами. Преобразуем фазы 
так, чтобы при выполнении этих соотношений первые г фаз 
были полубыстрыми, а последние п—г — быстрыми. Тогда опи­
санная процедура позволяет формально исключить из гамильто­
ниана быстрые фазы. Система первого приближения для но­
вых переменных совпадает с частично усредненной с учетом за­
данных резонансов системой. Практически здесь можно не 
вводить в качестве переменных резонансные комбинации фаз, а 
действовать в исходных переменных. При этом в формулах 
(27) усреднение по быстрым фазам заменяется следующей опе­
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рацией: в разложении Фурье отбрасываются гармоники, кото­
рые в невозмущенном движении осциллируют при наличии за­
данных резонансных соотношений.

Ряды Цейпеля, как и ряды Линдштедта, в общем случае 
расходятся.

Вместо метода Цейпеля часто используется его модифика­
ция, предложенная Хори (G. H o ri) и Депри (A. Deprit) (см. 
например, (154]). В этой модификации симплектическая заме­
на переменных, исключающая фазы, задается не производящей 
функцией, а генератором — функцией W(J, -ф, е) =  И?1 +  е№2+  . . .  
такой, что сдвиг за время.е вдоль траекторий гамильтоновой 
системы с гамильтонианом W  дает нужное преобразование 
/, ф-*/, -ф. Это удобнее, так как производящая функция зави­
сит сразу и от старых (ф) и от новых (/) переменных, а гене­
ратор — только от новых переменных. Поэтому при использо­
вании генератора не надо дополнительно решать функциональ­
ные уравнения, выражая все только через старые или только 
новые переменные. Имеются простые рекуррентные соотноше­
ния, выражающие коэффициенты разложения по е новых пере­
менных и гамильтониана через старые переменные, гамильтони­
ан и генератор. Коэффициенты разложения генератора после­
довательно определяются из системы соотношений, эквивалент­
ной (27). Например, первое приближение для генератора просто 
совпадает с первым приближением для производящей функции: 
Û i (У, \ jj)= S i(y , ф). Имеютсд программы для ЭВМ, реализую­
щие процедуру Хори—Депри в буквенном виде. С помощью 
одной из этих программ была уточнена классическая теория 
Делоне движения Луны [149].

В. М е т о д ы  т ео ри и  К А М .  В теории Колмогорова— 
Арнольда—Мозера (КАМ) разработаны сходящиеся методы 
интегрирования возмущенных гамильтоновых систем. Эти ме­
тоды основаны на построении последовательных замен пере­
менных, уничтожающих зависимость гамильтониана от быст­
рых фаз во все более высоких порядках по малому параметру. 
Процедуру последовательных замен предложил Ньюком. Со­
временную форму ей придал А. Пуанкаре, который, однако, 
посчитал процедуру Ньюкома эквивалентом процедуры 
Линдштедта.

В действительности, как выяснилось в работах А. Н. Кол­
могорова [14] и В. И. Арнольда [4], [5], процедура последова­
тельных замен обладает замечательным свойством квадратич­
ной сходимости: после m замен невязка в гамильтониане, за­
висящая от фазы, имеет порядок г2™ (без учета малых знаме­
нателен). Такая «сверхсходимость» парализует влияние малых 
знаменателен и делает всю процедуру сходящейся на некото­
ром «нерезонансном'» множестве.
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Процедуру последовательных замен можно реализовать 
по-разному. Ниже описывается конструкция В. И. Арнольда, 
близкая к первоначальному методу Ньюкома.

Рассмотрим возмущенную гамильтонову систему с гамиль­
тонианом

Н(1, <р, е ) = Я 0(/)+е//,(/, ф, г). (28)
Сделаем симплектическую близкую й тождественной замену 
переменных /, <р г|з так, чтобы в новых переменных члены 
гамильтониана порядка е не зависели от фаз. Такая замена 
переменных уже была построена в п. 2.2.А при рассмотрении 
первого приближения для метода Линдштедта. Она задается 
производящей функцией

/ф +  е5(/, ф), S = — {H lK(J, ф, е)}’ . (29>
Здесь { - ^ — интегрирующий оператор, H\N( I , ф, е) — сумма 
гармоник ряда Фурье функции Н\, порядок которых не превос­
ходит целого числа N. Число N выбирается так, чтобы остаток 
ряда Фурье R iN — H\—H iN по модулю не превосходил е. Новый 
гамильтониан Ж ( 1 , -ф, е) имеет вид

ef6(J, \j), e) =  3@0(J, s)-j-n23^i (J, if, e),
Зв0(J, e) =  H 0(J) +  b < / / , ) * ,  (30)

« « M * « . » ) - [ « . 3^1 +

+ e  !^//i  ̂ ff ,  i j  — H ,( J ,  4‘, e)j +e/?i.v (/ . f .  t).

В правой части последнего из этих равенств надо выразить .<р 
через -ф, / по формулам замены переменных.

Новый гамильтониан выглядит так же, как и старый, но 
фазы входят в члены порядка е2. Сделаем в полученной системе 
аналогичную замену переменных. После этого фазы сохранятся 
в членах порядка e* (см. (30)). После т  подобных замен пере­
менных зависимость от фаз сохранится лишь в членах поряд­
ка г2”1. Напомним, что после замены переменных m-го прибли­
жения метода Линдштедта зависимость от фаз остается в чле­
нах гамильтониана порядка em+I.

Оценка е2"' указывает формальный порядок по е невязки в 
гамильтониане. Фактически из-за влияния малых знаменателей 
невязка может быть гораздо больше.

П р и м е р  16. Рассмотрим описанную выше первую замену 
переменных в области, где частоты удовлетворяют обычному 
условию несоизмеримости | (к, © (/)) |>x\k\~v, 0<|А:|^Л/. Оче­
видно

|, - , | -К 4 И > 1‘р- ,я-|езз|~5'

I
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Значение х может изменяться от величин порядка 1 до величин 
порядка Уе  (при х — [ е имеем | | ~  1 и введенная произво­
дящая функция может не определять взаимно однозначного соот­
ветствия /, Ч-*-"/, При получазм |е2<3^,|~е вместо 
формальной оценки е2. Д

Всю последовательность замен переменных будем рассмат­
ривать на нерезонансном множестве, где возникающие малые 
знаменатели оцениваются снизу величинами сУе|£|"\ где с =  
=  const>0, v =  const>n— 1, а |А*|— порядок соответствующей 
знаменателю гармоники. Оказывается, на этом множестве 
быстрое возрастание порядка невязок по е подавляет влия­
ние малых знаменателей и композиция последовательных 
замен сходится. Это — центральное в теории КАМ утверж­
дение. Следствия из него сформулированы в § 3.

Процедура последовательных замен обеспечивает сверхсхо­
димость и для вырожденных систем, где вырождение, как гово­
рят, «снимается». Это означает, что гамильтониан задачи име­
ет вид

Я  =  Ноо(/) + e tfo i(/ )  + е 2Я|(/, <р, е),

где Я 00 зависит только от г < п  переменных «действие», a H 0i — 
от всех п переменных. В качестве невозмущенного гамильтониа­
на выбирается Яоо+еЯо1. В  невозмущенной задаче, как и в не­
вырожденном случае, п частот, но г из них порядка 1, а п—г — 
порядка е. Возмущение в l /е раз меньше минимальной частоты. 
Процедура последовательных замен организуется точно так же, 
как в невырожденном случае. Оказывается, она сходится на 
соответствующем нерезонансном множестве [5].

Выше предполагалось, что возмущение Я| — аналитическая 
функция. Если Я 1 имеет конечную гладкость, то описанная 
процедура последовательных замен приводит к «потере 
производных»: в каждом приближении возмущение имеет 
меньше производных, чем в предыдущем. Из-за этого про­
цедура обрывается после конечного числа шагов. При ко­
нечной гладкости возмущения Мозер предложил модифициро­
вать процедуру, используя технику сглаживания, восходящую 
к Нэшу (J. Nash) [179]. Как известно, гладкую функцию мож­
но с любой точностью приблизить аналитической; если функция 
периодична по некоторым переменным, то приближение можно 
выбрать в виде тригонометрического многочлена по этим пе­
ременным. Пусть Ящ. в выражении для производящей функции 
замены переменных первого приближения (29) — аналитиче­
ская функция, являющаяся тригонометрическим многочленом 
по фазам и приближающая Н\ с точностью е. Такая замена 
переменных исключит из гамильтониана фазы с точностью до 
членов порядка е2. В следующих приближениях поступим ана­
логичным образом. При такой процедуре гладкость возмуще-
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нпя сохраняется. Из результатов [176], [177] вытекает, что при 
достаточной гладкости возмущения последовательные прибли­
жения сходятся на нерезонансном множестве.1’ Требования к  
гладкости возмущения после первых результатов Мозера по­
степенно понижались в работах Мозера, Рюссманна (Н. R iis s -  
mann) и Пешеля (J. Poschel). В [183] показано, что в невы­
рожденном случае достаточно требовать, чтобы возмущение 
принадлежало классу Ст, г> 2 п  (здесь г — не обязательно це­
лое, так что Сг—пространство Гельдера).

§ 3. Теория КАМ

Теория КАМ — это теория возмущений условно-периодиче- 
ских движений гамильтоновых и родственных им систем в це­
лом для бесконечных интервалов времени. Она дает, в частно» 
сти, строгое оправдание фундаментальному выводу об отсутст­
вии эволюции в таких системах, вытекающему нз эвристического 
принципа усреднения и формальных процедур интегрирования.

3.1. Невозмущенное движение. Условия невырожденности. 
Напомним основные понятия, связанные с интегрируемыми си­
стемами. Рассмотрим невозмущенную интегрируемую гамиль­
тонову систему с гамильтонианом Я 0(/). Ее фазовое простран­
ство расслоено на инвариантные торы / =  const. Движение по 
тору является условно-периодическим с вектором частот 
со (/) =дНо/д1. Тор, на котором частоты рационально независи­
мы, называется нерезонансным. Траектория заполняет его всю­
ду плотно (как говорят, является обмоткой тора). Остальные 
торы /=const называются резонансными. Они расслоены на 
инвариантные торы меньшей размерности. Невозмущенная си­
стема называется невырожденной, если ее частоты функцио­
нально независимы:

л 1 do) j  I д~Н% > л
deta7= d e t'a 7 ^ ^ °‘

В невырожденной системе нерезонансные торы образуют всюду 
плотное множество полной меры. Резонансные торы образуют 
множество меры нуль, однако оно также всюду плотно. Более 
того, всюду плотны множества инвариантных торов с любым 
числом рационально независимых частот от 1 до п— 1 и, в част­
ности, торов, на которых все траектории замкнуты.

Невозмущенная система называется изоэнергетически невы­
рожденной, если одна из частот не обращается в нуль, и отно­
шения к ней остальных п— 1 частот функционально независимы 
на уровне энергии Н 0= const. Условие изоэнергетической невы­
рожденности может быть записано в виде

Техника последовательных приближений со сглаживанием привела так­
же к новым теоремам нелинейного функционального анализа о неявной функ­
ции по Нэшу— Мозеру [177], 1197], [157].

197



В  изоэнергетически невырожденной системе на каждом уровне 
энергии плотны множества как резонансных, так и нерезонанс­
ных торов, но, как и выше, первое имеет полную меру, а вто­
рое — меру нуль.

3.2. Инвариантные торы возмущенной системы. Рассмотрим 
теперь возмущенную систему с гамильтонианом

//(/, Ф, е ) = Я 0(/)+е//,(/, ф, е). (31)

Формулируемая ниже теорема А. Н. Колмогорова [14], [4] по­
казывает, что происходит с нерезонансными торами при возму­
щении.

Т еорема 13. (Теорема Колмогорова). Если невоз­
мущенная гамильтонова система невырождена нли изоэнергети­
чески невырождена, то при достаточно малом гамильтоновом 
возмущении большинство нерезонансных инвариантных торов не 
исчезнет, а лишь немного деформируется, так что в фазовом 
пространстве возмущенной системы также имеются инвариант­
ные торы, заполненные всюду плотно фазовыми кривыми, обма­
тывающими их условно-периодически с числом частот равным 
числу степеней свободы. Указанные инвариантные торы образу­
ют большинство в том смысле, что мера дополнения к их объеди­
нению мала вместе с возмущением. В  случае изоэнергетической 
невырожденности инвариантные торы образуют большинство на 
каждом многообразии уровня энергии.

Инвариантные торы, которые строятся в этой теореме, назы­
ваются колмогоровскими торами, а их объединение— колмого- 
ровским множеством. Доказательство теоремы основано на схо­
дящейся процедуре исключения быстрых фаз п. 2.2. В.

К  общей формулировке теоремы А. Н. Колмогорова можно 
сделать несколько дополнений.

1°. Теорема справедлива, если невозмущенный гамильтониан 
аналитичен, а возмущение принадлежит классу Сг, г> 2 п  [183]. 
(В  первоначальных формулировках возмущение предполагалось 
аналитическим [4]).

2°. Пусть задано число v, удовлетворяющее неравенствам 
л— l< v < '/ j г— 1. При достаточно малом возмущении класса С' 
частоты движения по колмогоровским торам принадлежат 
канторову множеству.

Qx=  {g : № c z R " ,  | (k, g )| > * l* l'vV *e Z"\ {0».
Здесь Я  — множество значений невозмущенных частот ©(/), а 
х — величина порядка Уе [184]. Напомним, что мера Лебега 
дополнения Q* до Q не превосходит величины порядка х.
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3°. Мера дополнения к колмогоровскому множеству не пре­
восходит величины порядка Уе. Деформация сохраняющегося 
тора, т. е. его отличие от невозмущенного тора с теми же час­
тотами условно-периодического движения, зависит от арифме­
тических свойств частот. Если частоты принадлежат Йо, б >х 
(см. 2°), то деформация не превосходит величины порядка 
е/б<Уе [90], [107], [115J, [1841.

4°. Колмогоровские торы образуют гладкое семейство [90], 
[115], [184]. Сформулируем это утверждение подробнее. Рас­
смотрим сначала невырожденный случай. Предположим для про­
стоты, что отображение частот /*-*©(/) — диффеоморфизм. То г­
да для возмущений класса Cr, r > 3 v  +  2> 3 n — 1, существует 
диффеоморфизм

X  Т п {&}-* R "  {/} х  Т п {Ф}, 
ограничение которого на канторово множество стандартных торов 
Qx X  Т п отображает его в колмогоровское множество. В пере­
менных Ь при уравнения движения записываются в виде

б=о, w ,
Диффеоморфизм l F  имеет анизотропную гладкость — число его 
производных по фазе Ф больше, чем по частоте |. Гладкость 
по й — это гладкость отдельного инвариантного тора, а глад­
кость по | — собственно гладкость семейства торов.

Порядок гладкости диффеоморфизма Ч* оценивается сверху 
через порядок гладкости возмущения. В частности, если воз­
мущение аналитично, то Ч* аналитичен по Ф (т. е. каждый тор 
аналитичен) и бесконечно дифференцируем по | (т. е. тори об­
разуют бесконечно дифференцируемое семейство). Это лучшее, 
чего можно ожидать, так как если Ч* оказался бы аналитичным 
по всем переменным, то возмущенная система была бы вполне 
интегрируемой.

В случае изоэнергетическон невырожденности семейство то­
ров на каждом уровне энергии аналогичным образом гладко 
параметризуется отношениями частот (и гладко зависит от 
энергии).

5°. Возмущенная система вполне интегрируема на канторо- 
вом множестве [184]. Это означает, что в невырожденном слу­
чае при достаточно гладком возмущении существуют симплек- 
тическая замена переменных /, <р~7, -ф с производящей функ­
цией Уф +  е5(/, ф, е) и невырожденный гамильтониан Ж ( 1 , е) 
такие, что

я . ( / + 4 | ) + . я , ( / + . & * ,

причем это равенство можно дифференцировать достаточное 
количество раз. Здесь В м — прообраз стандартного канторова 
множества Q* (см. 2°) при отображении J^da^/dJ. В  изоэнер­
гетически невырожденном случае формулировка аналогична. 
Функции S, Ж  получаются из соответствующих функции, дава­
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емых процедурой п. 2.2.В, сглаживанием в «щелях» между 
колмогоровскими торами.

Часто встречается случай собственного вырождения , когда 
невозмущенный гамильтониан не зависит от некоторых перемен­
ных «действие». Скажем, что возмущение снимает вырождение, 
если возмущенный гамильтониан приводится к виду

Я  =  Я о о (/ )+ е Я о ,(/ )+ е 2Я и ( / ,  Ф- еЬ  <32>
где Я 00 зависит только от первых г переменных «действие» и 
является по этим переменным либо невырожденным, либо изо- 
энергетически невырожденным, а Н 01 зависит, вообще говоря, 
от всех «действий» и является невырожденным по последним 
п—г из них (гессиан Я 01 по .............. ... отличен от нуля). Сис­
тему с гамильтонианом Яоо+еЯ01 назовем промежуточной.

Теорема 14 ([5 ]). Пусть возмущенная система вырожде­
на, но возмущение снимает вырождение. Тогда большая часть 
фазового пространства заполнена инвариантными торами, близ­
кими к инвариантным торам / =  const промежуточной системы. 
Фазовые кривые обматывают эти торы условно-периодически, 
с числом частот равным числу степеней свободы. Из этих час­
тот г соответствуют быстрым фазам, а п—г — медленным. Если 
невозмущенный гамильтониан изоэнергетически невырожден по 
тем г переменным, от которых он зависит, то описанные инва­
риантные торы составляют большинство на каждом многообра­
зии уровня энергии возмущенной системы.

Замеч ание.  Во многих задачах возмущение периодиче­
ски зависит от времени: H = H 0(I)+eHi{I ,  q>, t, е). Этот случай 
сводится к автономному введением времени в качестве новой 
фазы. Если det д2Но/д!2фО, то полученная так система изоэнер- 
гетически невырождена и в ней, согласно теореме 13, имеется 
много л-мерных инвариантных торов. Если в такой системе 
есть собственное вырождение, но возмущение его снимает, то 
инвариантные торы доставляет теорема 14. А

Пусть гамильтониан имеет вид H =  H0(I, p,q) +еН\(1, <p,p,q). 
где Н 0 имеет при всех / равновесие (р, ^ )=0(:/?2т с не чисто 
мнимыми собственными числами и невырожден по /. Тогда при 
малых е большинство невозмущенных инвариантных торов р =  
=  <7 =  0, / =  const не разрушается [155]°. Если m =  1, то торы со­
храняются и при мнимых собственных числах [29].

В [29] Мозер построил теорию возмущений условно-перио- 
дических движений негамильтоновых систем. В  частности, до­
казано сохранение инвариантных торов в обратимых системах.

3.3. Системы с двумя степенями свободы.
А. О т с у т с т в и е  э в о л ю ц и и .  В системах с двумя сте­

пенями свободы из наличия большого количества инвариант-

[29]'аКИе гипеР®0*1ическис Т0РЫ изучали также В . К . Мельников и Мозер,
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ных торов следует отсутствие эволюции для всех (а не только 
для большинства) начальных условий.

Т еорема 15 ([4]).  В изоэнергетически невырожденной 
системе с двумя степенями свободы при всех начальных усло­
виях переменные «действие» вечно остаются вблизи своих на­
чальных значений.

<] В рассматриваемой системе фазовое пространство че­
тырехмерно, уровень энергии трехмерен, а колмогоровские то­
ры двумерны и заполняют большую часть уровня энергии. 
Двумерный тор делит трехмерный уровень энергии (на рис. 42 
показано расположение торов на уровне энергии). Фазовая 
кривая, начавшаяся в щели между двумя инвариантными то­
рами возмущенной системы, вечно остается запертой между 
этими торами. Соответствующие переменные «действие» вечно 
остаются около своих начальных значений. Колебания  ̂перемен­
ных «действие» не превосходят величины порядка Уе, так как 
мера щели и отличие тора от невозмущенного (/ =  const) оце­
ниваются величинами такого порядка. t>

Рис. 42

Эволюция отсутствует и в случае собственного вырождения, 
если возмущение снимает вырождение и на уровне энергии 
имеется много инвариантных торов. Соответствующее условие 
снятия вырождения для гамильтониана вида (32) записывает­
ся в форме

7 Г Г * й' (33)
Здесь / 1, /г — две имеющиеся в задаче переменные «действие».

Т е о р е м а  16 ([5 ])- Если система с двумя степенями свобо­
ды в случае собственного вырождения удовлетворяет условиям 
(33), то при всех начальных данных переменные «действие» 
вечно остаются вблизи своих начальных значений.

Вырожденная система с двумя степенями свободы «более 
интегрируема», чем обычная возмущенная система, в следую­
щем смысле.

Т е о р е м а  17 ([107]). Пусть для вырожденной системы (32) 
выполнены условия (33) и, кроме того, условие дНщ/д^ф0 
(означающее, что «медленная» частота не обращается в нуль).
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Тогда мера множества исчезающих при возмущении торов 
экспоненциально мала (0(ехр(—const/e)) вместо О(Уе) в не­
вырожденной системе), отклонение тора от / =  const имеет по­
рядок е.

<] Причина этого явления — в том, что «быстрая» и «мед­
ленная» частоты различаются в '/е раз, н резонансу меж­
ду ними соответствуют гармоники возмущения, имеющие 
высокий порядок '/е и, соответственно, малую амплитуду 
0(exp(—const/e)). >

Замеч ание.  Аналогичные утверждения справедливы, ес­
ли у системы полторы степенр свободы, т. е. на систему с од­
ной степенью свободы наложено возмущение, периодически за­
висящее от времени. Нужное условие невырожденности — 
д2Н 01д!2Ф 0. В случае собственного вырождения при полутора 
степенях свободы гамильтониан имеет вид

Я  =  еЯ0|(/)+е2Я п (/, Ф, t. е). (34)
Условие снятия вырождения — д2Но\1д!2ФО. Мера разрушаю­
щихся торов экспоненциально мала, если, кроме того, дН0\1д!Ф 
Ф 0 . Д

Если система с двумя степенями свободы невырождена, но 
не является изоэнергетически невырожденной, то переменные 
«действие* вне инвариантных торов иногда могут эволюциони­
ровать.

П р и м е р  17 ([18]). Система с гамильтонианианом Н =  
=  l/2 (h 2—h  ) +£ sin (cpi—ф2) имеет «быстрое» решение /| =  —zt, 

h  =  et, ф| =  — '/ге/2, ф2 =  —’/ге̂ 2. Дело в том, что на невозмущенном 
уровне энергии лежит луч /1 =  —/д, вдоль которого отношение 
частот остается постоянным и равным 1. Этот луч и является 
«каналом сверхпроводимости». Д

Б. Щ е л ь  между  к о л м о г о р о в с к и м и  т орами.  
Опишем структуру щели между колмогоровскими торами, воз­
никающей вблизи заданного резонанса. Для простоты рассмот­
рим случай полутора степеней свободы (см. замечание к 
п. З.З.А). Для приближенного описания движения, в соответ­
ствии с п. 2.1, усредним возмущение с учетом резонанса Ai(i> +  
+  £2= 0 . Для /, <? =  ф+ (ki(k\)t получается гамильтонова систе­
ма с одной степенью свободы. Ее фазовый портрет в окрестно­
сти резонансного значения / в случае общего положения похож 
на портрет маятника (см. п. 2.1 и рис. 43а). Этот портрет мож­
но считать сечением фазового пространства /, Ф, t усредненной 
системы плоскостью / =  0. Равновесиям на рис. 43а соответству­
ют периодические решения, сепаратрисам — асимптотические к 
этим решениям при t- * ± 00 поверхности (их также называют 
сепаратрисами), замкнутым кривым — двумерные инвариант­
ные торы.

Эту картину можно немного уточнить, сделав несколько ша - 
гов процедуры исключения быстрой переменной (п. 2.2) и о т -
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а 5
Рис. 43

бросив возникающие в гамильтониане дополнительные члены 
более высокого порядка малости. При этом снова получится си­
стема с одной степенью свободы, фазовый портрет которой 
близок к портрету рис. 43а.

Как повлияют на движение отброшенные малые члены? 
Периодические решения сохраняются (это следует из теоре­
мы о неявной функции). Асимптотические к ним поверхности 
также сохраняются. Однако поверхности, асимптотические при 
t— оо и t-*-—оо к разным решениям (или даже к одному ре­
шению) уже не обязаны совладать друг с другом (см. 
рис. 436, на нем показано сечение фазового пространства пло­
скостью t = 0). В  этом состоит явление расщепления сепарат­
рис, открытое Пуанкаре [34].

Вопрос о судьбе инвариантных торов решается теорема­
ми 14 и 17. Движение вблизи резонанса может быть описано 
системой со снятым собственным вырождением вида (34), 
только роль малого параметра играет Уе; фазовые переменные 
в этой системе — время и переменные действие—угол на порт­
рете рис. 43а. Поэтому вдали от сепаратрис имеются все най­
денные при усреднении торы, кроме доли 0(ехр(—г/Уе)), с= 
=  const>0. Вблизи сепаратрис нужно специальное исследова­
ние. Оно показывает, что торы имеются экспоненциально близ­
ко к сепаратрисам, так что сепаратрисы заперты в экспонен­
циально узкой зоне [108].

Найденные торы при удалении от резонанса переходят в 
обычные колмогоровские торы.

З а м е ч а н и я .  1. Вопрос о вычислении асимптотики экс­
поненциально малого угла между расщепляющимися сепарат­
рисами рассматривался в самое последнее время В. Ф. Лазут­
киным.

2. Естественно ожидать, что в системе общего положения 
суммарная мера «исторического» множества, соответствующего 
всем резонансам, экспоненциально мала. Однако это не дока­
зано. Д

3.4. Диффузия медленных переменных в многомерных сис­
темах и ее экспоненциальная оценка. При исследовании возму­
щенного движения вне инвариантных торов следует различать 
случаи двух и большего числа степеней свободы.

В случае двух степеней свободы инвариантные двумерные 
торы делят трехмерный уровень энергии. Из этого вытекает 
невозможность эволюции (п. З.З.А).
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Если же число степеней свободы п больше двух, то «-мер­
ные инвариантные торы не делят 2п— 1-мерное многообразие 
уровня энергии, но расположены в нем подобно точкам на пло­
скости или линиям в пространстве. В этом случае «щели», от­
вечающие разным резонансам, соединяются друг с другом. 
Поэтому инвариантные торы не препятствуют начавшейся вбли­
зи резонанса фазовой кривой уйти далеко.

Г и п о т е з а  ((5 ]). Тйпичным случаем в многомерной зада­
че является топологическая неустойчивость: в сколь угодно ма­
лой окрестности любой точки проходит фазовая траектория, 
вдоль которой медленные переменные уходят от начального 
значения на величину порядка 1.

Теория КАМ доказывает метрическую устойчивость11, т. е. 
устойчивость для большинства начальных данных. Таким об­
разом, согласно сформулированной гипотезе, типичным случаем 
в многомерной задаче является комбинация метрической устой­
чивости и топологической неустойчивости.

Есть много примеров эволюции медленных переменных в 
метрически устойчивых задачах. Большинство этих примеров 
относится к очень вырожденным ситуациям, когда невозмущен­
ный гамильтониан не является крутой функцией (определение 
крутых функций см. ниже). Аналитически разобран только 
один пример эволюции в системе с крутым невозмущенным га­
мильтонианом [45]. Средняя скорость эволюции в этом при­
мере экспоненциально мала (О(ехр(— 1/>'е))).

Численные эксперименты показывают, что эволюция пере­
менных «действие» не имеет, по-видимому, направленного ха­
рактера, а представляет собой более или менее случайное 
блуждание по резонансам вокруг инвариантных торов. Этот 
процесс называется «диффузией» [68]. Обсуждение возникаю­
щих здесь вопросов имеется в [68], [146], [167].

«Диффузия» для систем общего положения происходит экс­
поненциально медленно. Нужное условие общности положения 
называется условием крутизны. Аналитическая функция назы­
вается крутой, если она не имеет стационарных точек, а ее 
ограничение на любую плоскость любой размерности имеет 
только комплексно-изолированные стационарные точки2’.

Т еорема 18 (Н. Н. Нехорошее [18], [111]). Если невозму­
щенный гамильтониан Н 0 (/) — крутая функция, то в возму­
щенной гамильтоновой системе при достаточно малой величине
возмущения выполнено |/(/) — / ( 0 ) [ < е® при 0 < t < ехр ^ а\

11 Слово употреблено здесь ие в формальном смысле, а как синоним 
отсутствия эволюции: sup |/(f)— / ( 0 ) |-*-0 при е-*-0.— оо</<»

Понятие крутизны введено Н . Н. Нехорошевым [Н О ]. Здесь в качест­
ве определения сформулировано доказанное Ю . С. И.тьяшеико достаточное 
условие крутнзны.
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Здесь a, b — положительные постоянные, зависящие от характе­
ристик невозмущенного гамильтониана.

<1 Доказательство основано на следующих соображениях. 
В  области, где частоты невозмущенного движения не удовлет­
воряют никаким резонансным соотношениям порядка до Чг, 
процедура исключения фаз п. 2.2. А (метод Линдштедта) поз­
воляет отнести зависимость от фаз в экспоненциально малые 
члены гамильтониана. Следовательно, в этой области эволюция 
может быть лишь экспоненциально медленной.

Быстрая эволюция (со скоростью порядка е) возможна лишь 
при резонансе. Вблизи резонанса процедура п. 2.2. Б  (метод 
Цейпеля) позволяет отнести в экспоненциально малые члены 
зависимость от нерезонансных комбинаций фаз. Отбросив эти 
члены, получим систему, которая, по теореме 12, имеет линей­
ные интегралы. Быстрая эволюция происходит в определяемой 
этими интегралами плоскости. Условие точного резонанса со­
стрит, как нетрудно сосчитать, в том, что градиент ограничения 
#о на эту плоскость обращается в нуль. Так как Н 0 — крутая 
функция, то точный резонанс осуществляется в изолированной 
точке. Следовательно, при эволюции резонанс нарушается. По­
этому быстрая эволюция идет лишь короткое время, вследствие 
чего и получается экспоненциально малая оценка средней ско­
рости эволюции сверху. [>

Если условия крутизны нарушаются, то, как показывает 
пример 17, эволюция может идти со скоростью порядка е и 
приводить к уходу медленных переменных на расстояние 1 за 
время '/е.

3.5. Разные варианты теоремы об инвариантных торах.
А. И н в а р и а н т н ы е  т о р ы  с и м п л е к т и ч е с к и х  

о т о б р а ж е н и й .  Рассмотрим отображение 2л-мерного 
«кольца», близкое к п-мерному повороту:

/'==/+ e f(/, ф, е), /€£с=/?\
(35)

Ф/ = Ф + Л (/) + tg ( I ,  <р, е), фто<1с12ябГ*.
Пусть отображение точное симплектическое, т. е. оно сохраняет 
интегралы по замкнутым контурам от 1-формы Idy. Невозму­
щенное (е=0) отображение называется невырожденным, если 
det(<?A/d/)#0.

Теорема 19 ([150]). Пусть невозмущенное отображение 
аналитично и невырождено. Тогда при достаточно малом воз­
мущении класса С', г> 2 п + 1 , в кольце В х Т " имеются инвари­
антные торы, близкие к торам / =  const, причем мера дополне­
ния к их объединению мала вместе с возмущением. Образ точ­
ки тора при итерациях отображения заполняет тор всюду 
плотно.

Если л — 1, то получается сохраняющее площадь отображе­
ние обычного кругового кольца (рис. 44). Невозмущенное (е =  
=  0) отображение представляет собой на каждой окружности



/ =  const поворот. Условие невырожденности означает, что угол 
поворота от одной окружности к другой меняется (рис. 44а). 
Окружность, угол поворота которой 2л-иррационален, назы­
вается нерезонансной. Образы любой ее точки при итерациях 
отображения заполняют такую окружность всюду плотно. Ок­
ружность, угол поворота которой 2л-рационален, называется 
резонансной. Она состоит из периодических точек невозмущеи- 
ного отображения.

Рис. 44

При возмущении нерезонансные окружности (и притом та­
кие, что угол их поворота а не слишком хорошо аппроксими­
руется 2л-рациональными числами: |а—2 npfq\ >c^tq~v, n + l <  
< v < 4 a{r +  1)) не исчезают, а лишь немного деформируются. 
Резонансные окружности разрушаются (рис. 446).

Теоремы об инвариантных торах для гамильтоновых систем 
и симплектических отображений сначала доказывались незави­
симо (хотя и почти одинаковыми методами). В случаях конеч­
ной гладкости и С~ эти теоремы могут быть выведены друг из 
лруга, так как отображение последования для гамильтоновой 
системы имеет вид (35), и обратно, всякое отображение вида 
(35) может быть получено как такое отображение последова­
ния [150]. Согласно [150], это верно и в аналитическом случае, 
но доказательство не опубликовано.

Б. И н в а р и а н т н ы е  т о р ы  в т е о р и и  м а л ы х  к о л е ­
бан и й .  Другие случаи, в которых существуют колмогоров- 
ские торы, связаны с теорией малых колебаний. Рассмотрим, 
в частности, гамильтонову систему с п степенями свободы в  
окрестности ее положения равновесия. Пусть равновесие устой­
чиво в линейном приближении, так что определены п собствен­
ных частот © I.......... ю„. Пусть, далее, между этими частотами
нет резонансных соотношений до 4-го порядка включительно:

fci(0i+  . . .  + £ п(О|,=̂ 0 при 0<| £i| + . . .  +  |М*5=4-
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Тогда функцию Гамильтона можно привести к нормальной 
форме Биркгофа (см. гл. 7 § 3)

Я = # о ( т ) + . . . ,  #о(т) =2ю<т< +  т( =  'M P i2+<?<*).
Здесь точки означают члены выше четвертой степени относи­
тельно расстояния от положения равновесия. Система в окрест­
ности равновесия называется невырожденной, если

det( '^ ? L ) =  det(® i;)^ 0- 
Система называется изоэнергетически невырожденной, если 

/ д Н , дН, \

\ 0 / ,

Если система невырождена или изоэнергетически невырожде­
на, то говорят, что гамильтониан обшего эллиптического типа.

Система с гамильтонианом Н 0 интегрируема, движение в 
ней происходит по инвариантным торам x=const. Система с га­
мильтонианом Н, следовательно, близка к интегрируемой в до­
статочно малой окрестности положения равновесия. Ситуация 
похожа на ситуацию теоремы Колмогорова.

Т еорема 20 ([5], [301). У гамильтониана общего эллипти­
ческого типа в окрестности положения равновесия имеются ин­
вариантные торы, близкие к торам линеаризованной системы. 
Они образуют множество, относительная мера которого в поли­
диске |х| <е  стремится к 1 при е-*-0. 3 изоэнергетически невы­
рожденной системе такие торы занимают большую часть каж­
дого уровня энергии, проходящего вблизи равновесия.

З а ме ч а н и е  ([184]). Относительная мера множества инва­
риантных торов в полидиске |т|<е не меньше 1— 0(е 1/4). Ес­
ли между частотами отсутствуют резонансы до порядка /^ 4  
включительно, то эта мера даже не меньше 1— 0(е1,-3,/4). Д

В случае п =  2 изознергетическая невырожденность гаранти­
рует устойчивость равновесия по Ляпунову [5]. При п =  2 усло­
вие изоэнергетической невырожденности заключается в том, что 
квадратичная часть функции Н0 Не делится на линейную. Если 
даже квадратичная часть делится на линейную, то равновесие 
все равно, как правило, устойчиво. Именно, предположим, что 
между частотами wi и ыг нет резонансных соотношений до по­
рядка 1> 4 включительно. Тогда функцию Гамильтона можно 
привести к нормальной форме

Н  =  Н 0(т„ т , )+ . . . ,  Н 0=  J  Л|уХ,'т.Л
I-* i+ r- U/2J

где точки означают члены выше /-го порядка относительно рас­
стояния от положения равновесия. Рассмотрим функцию
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A0(e) = t f 0(eoj2, —eoi). Если Л0(е) не обращается тождественно 
в нуль, то равновесие устойчиво.

Другие случаи, где имеют место аналогичные утверждения
об инвариантных торах и устойчивости, связаны с теорией ма­
лых колебаний в окрестности равновесия системы с периоди­
ческими и условно-периодическими коэффициентами, периоди­
ческого решения автономной гамильтоновой системы, а также в 
окрестности неподвижной точки симплектического отображения. 
Соответствующие формулировки приведены в [6].

3.6. Вариационный принцип для инвариантных торов. Кан- 
торо-торы. Инвариантный тор гамильтоновой системы, несущий 
условно-периодические движения с заданным набором частот, 
является экстремалью некоторого вариационного принципа. 
Сформулируем этот принцип, найденный Персивалем (I. С. Рег- 
cival) '[181], [182].

Для формулировки удобно перейти от гамильтонова описа­
ния движения к лагранжевому. Пусть H(p ,q ) — гамильтониан 
системы с п степенями свободы. Предположим, что из соотно­
шения г= д Н  (p,q) /др можно выразить p =  p(r,q ). Тогда изме­
нение со временем величин q, r  =  q описывается лагранжевыми 
уравнениями с функцией Лагранжа

L(q , r ) = p - r—H(p, q).
Пусть <o€#n — вектор частот разыскиваемых условно-периоди­
ческих движений. Для любой гладкой функции { Л '"{д }-»-#  
будем обозначать

/ < » < + . , |( - i _ v e .

Пусть 2 —гладкий «-мерный тор в фазовом пространстве q, 
г , заданный параметрически соотношениями q=*qz (&). 
ft model 2лРГ\ Вариац ий тора 2 назовем близкий тор, за­
даваемый соотношениями

q =  qz (») +  Ья (»), г  =  D aqz (8) +  D mbq (»).
Введем функционал

Фш(2 )=  (L(qz(b), A,<7S (»)) > о.
Здесь угловые скобки обозначают усреднение по д.

Т еорема 21 (Вариационный принцип [181]). Гладкий тор 
2  является инвариантным тором рассматриваемой системы, не­
сущим условно-периодические движения с вектором частот со, 
если и только если он является стационарной точкой функцио­
нала Ф .

<] Запишем первую вариацию функционала

(■з£-& г+-з7 0 Л > ' > "
В этой выкладке использованы интегрирование по частям и 

2л-периодичность функций qs, 6  ̂ по ft.
Если тор 2 инвариантен и заполнен условно-периодическимн 

движениями qv(wt4-b), D„qz(<>>t +  &), то, в силу уравнений Лаг­
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ранжа, 6ФМ= 0 , т. е. рассматриваемый тор — стационарная точка 
функционала.

Обратно, если 6 Ф М= 0 ,  то — -|^-=0. Тогда qz (&t +  &).
Du>qx (u>t - f  &)— условно-периодическое решение рассматриваемой 
системы. [>

Сформулированный вариационный принцип дает возмож­
ность разыскивать инвариантные торы как стационарные точки 
функционала Ф„.

Согласно знаменитому высказыванию Гильберта (D. H i l ­
bert), «всякая задача вариационного исчисления имеет решение, 
если только слову «решение» придать соответствующий смысл» 
[196]. Колмогоровские торы являются экстремалями сформу­
лированного вариационного принципа для систем, близких к 
интегрируемым, и векторов частот о> с сильно несоизмеримыми 
компонентами. Какое «решение» имеет поставленная вариа­
ционная задача для систем, далеких от интегрируемых, или для 
ненормально соизмеримых частот? Ответ имеется пока в случае 
двух степеней свободы (Мазер [169], [170], Обри (S. Aubry) 
[139]). Решением оказался канторо-тор1\ инвариантное множест­
во, получаемое вложением в фазовое пространство канторова 
подмножества стандартного двумерного тора. Ниже приводятся 
более точные формулировки.

Рассмотрим для наглядности гамильтонову систему с полу­
тора (а не двумя) степенями свободы, гамильтониан которой 
Н(р, q, t) имеет период 2л по времени t и кординате q. Пред­
положим, что система имеет два инвариантных тора, задавае­
мых соотношениями р=ро и р=р\>ро. Введем отображение 
последования для этой системы за время 2л:

f «  (fp, fq mod 2л) : R x S '- + R x S '.
Отображение f  сохраняет площади и ориентацию, оставляет ин­
вариантными окружности р=ро, р—р\ и кольцо П между ними.

Предположим, что dfp/dp>0 в кольце П; в этом случае 
отображение называется закручивающим. Обозначим vo, vi — 
числа вращения Пуанкаре для граничных окружностей. Так как 
отображение закручивающее, то vo<V|.

Т еорема 22 ([169]). Для любого v 6 (v o , vi) существует 
отображение А (не обязательно непрерывное) стандартной 
окружности S 1 в кольцо П, А=(АР, ft, mod2л) : S 1 {О}—*-II{/?, q} 
такое, что поворот окружности на угол 2лу индуцирует задан­
ное преобразование f  образа окружности: /(A(d)) =A(0-j-2nv), 
причем выполнены следующие свойства:

а) функция А ,— неубывающая,
б) если Ъ — точка непрерывности А,, то d+2nv и #—2nv — 

также точки непрерывности,

'> Термин «cantorus» предложен Персивалем.

2 7 - 1
209



в) функция Ар вычисляется по формуле Лр(#) =
A ,(d +2nv)),где g — гладкая функция,

г) если число v иррационально, то функция А, непостоянна 
ни на каком интервале.

<] Нужная функция Ач отыскивается как точка минимума 
функционала, являющегося дискретным аналогом введенного 
выше функционала Ф„. Подробности см. в [169], [170]. |>

Рассмотрим некоторые следствия этого результата. Если 
\ =  т/п  — рационально, то для любого # точка А(#)6П при п 
итерациях отображения f  переходит в себя. При этом на уни­
версальном накрытии кольца— полосе p i< .p < p 2, — < » <  
< q < оо, — координата q точки возрастает на 2ят .  Сущест­
вование таких периодических точек является одним из извест­
ных следствий геометрической теоремы Пуанкаре, доказанной 
Биркгофом [22]. Исходная гамильтонова система имеет в этом 
случае периодическое решение периода 2пп, делающее за пе­
риод т  оборотов по углу q.

Если v иррационально, а отображение А непрерывно, то ис­
ходное отображение последования имеет инвариантную кривую, 
гомеоморфную окружности, и на этой кривой топологически 
сопряжено повороту окружности на угол 2nv. Исходная га­
мильтонова система имеет двумерный инвариантный тор, об­
матываемый условно-периодическими движениями с отношени­
ем частот v.

Пусть теперь v иррационально, а Л, имеет разрывы. Тогда, 
согласно пункту б) теоремы, точки разрыва всюду плотны. Так 
как, согласно пункту а), Л, не убывает, то есть и точки непре­
рывности, которые также всюду плотны. Обозначим Е и 2  — 
замыкания соответственно множеств точек Л,(д) mod 2JX6S1 и 
А(Ф)Ш таких, что Ь — точка непрерывности А,. Тогда, соглас­
но пунктам б)—г) теоремы, S — канторово множество на 
окружности, а 2  — инвариантная канторо-окружность («одно­
мерный» канторо-тор), движение по которой характеризуется 
числом вращения v. Этой канторо-окружности соответствует ин­
вариантный канторо-тор исходной гамильтоновой системы. Име­
ются примеры отображений, у которых нет непрерывных инва­
риантных кривых, не гомотопных нулю [139]. Все инвариант­
ные множества таких отображений, соответствующие иррацио­
нальным числам вращения, — канторо-окружности.

Найденные канторо-окружности, по-видимому, неустойчивы. 
Это предположение основано на следующем рассуждении. 
Пусть 0 * — точка разрыва функции hq. Тогда интервалы 
(M ft*+ 2 n v /—0), A,(d* +2nv/+0), j  =  0, ± 1 , . . . ,  являются 
«дырками» в канторовом множестве 2  на окружности; концы 
интервалов принадлежат S . Следовательно, эти интервалы не 
пересекаются. Поэтому их длины стремятся к нулю при /-*- 
->±оо. Значит, при /->±оо стремится к нулю и расстояние 
между точками A(&*H-2nv/—0), Л(д* +  2:п7 +  0),принадлежащи­
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ми канторо-окружности 2. Следовательно, при движении вдоль 
канторо-окружности происходит сжатие, а поперек, соответст­
венно, растяжение (в силу сохранения объема). Это — признак 
неустойчивости.

Открытие канторо-окружностей, по-видимому, объясняет 
следующий результат численного исследования рассматривае­
мых отображений: точка может в течение большого числа ите­
раций двигаться в области, ограниченной, казалось бы, инвари­
антной кривой, а затем за относительно небольшое число ите­
раций перейти через нее и начать двигаться по области с 
другой стороны от этой кривой. Дело в том, что хотя канторо- 
окружность не разделяет плоскость, она может представлять со­
бой нечто вроде частого забора, который фазовой точке не так 
легко преодолеть. Поэтому точка должна долго двигаться вдоль 
этого забора, прежде чем она проскочит в какую-нибудь щель. 
Численно этот процесс подробно исследован в [167].

3.7. Приложения теории КАМ. Теория КАМ во многих клас­
сических задачах механики и физики дала строгое обоснование 
выводам, которые ранее были получены с помощью эвристиче­
ского принципа усреднения и формальной теории возмущений. 
Вот наиболее известные (см. [6], [30]) примеры:

— если в задаче о движении тяжелого твердого тела с не­
подвижной точкой (пример 11) кинетическая энергия тела до­
статочно велика по сравнению с потенциальной (в начальный 
момент времени), то длина вектора кинетического момента и 
его наклон к горизонту вечно остаются вблизи своих начальных 
значений (в предположении, что начальные значения энергии и 
момента не близки к таким, при которых тело может вращаться 
около средней оси инерции); при большинстве начальных усло­
вий движение тела будет вечно близко к комбинации движения 
Эйлера— Пуансо с медленной азимутальной прецессией;

— в плоской ограниченной круговой задаче трех тел (при­
мер 10) при достаточно малой массе Юпитера величина боль­
шой полуоси и эксцентриситет кеплерова эллипса астероида бу­
дут вечно оставаться близкими к своим начальным значениям 
(если в начальный момент этот эллипс не пересекал орбиту 
Юпитера); при большинстве начальных условий движение веч­
но близко к кеплеровскому движению по эллипсу, медленно 
вращающемуся вокруг своего фокуса;

— в задаче п тел (пример 13) при достаточно малых мас­
сах планет ббльшая доля области фазового пространства, соот­
ветствующей невозмущенному движению в одну сторону по 
кеплеровским эллипсам малых эксцентриситетов и наклонений, 
заполнена условно-периодическими движениями, близкими к 
лагранжевым (см. пример 13);

— большинство геодезических на близкой к трехосному эл­
липсоиду поверхности колеблется между двумя замкнутыми 
линиями, близкими к линиям кривизны поверхности, всюду
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платно заполняя кольцо между ними; это кольцо есть проекция 
на конфигурационное пространство (т. е. рассматриваемую по­
верхность) инвариантного тора в фазовом пространстве, кото­
рый заполняет траектория задачи;

— существует магнитное поле, большая часть силовых ли­
лий которого в окрестности заданной окружности обматывает 
вложенные друг в друга тороидальные поверхности, охватываю­
щие эту окружность; остальные силовые линии вечно зажаты 
между указанными тороидальными поверхностями; при малом 
возмущении поля большая часть этих поверхностей не разру­
шается, а лишь немного деформируется (такая конфигурация 
поля используется для удержания плазмы в тороидальных ка­
мерах).

Утверждение об устойчивости равновесия системы с двумя 
степенями свободы в общем эллиптическом случае также имеет 
многочисленные приложения.

Пример 18 ( У с т о й ч и в о с т ь  т р е у г о л ь н ы х  т о ч е к  
либрации) -  Плоская ограниченная круговая задача трех тел 
во вращающейся системе координат примера 10 имеет две сте­
пени свободы. Треугольные тояки либрации — ее положения 
равновесия [94]. Эти равновесия, как было известно еще Лагран­
жу, устойчивы в линейном приближении, если ц.<щ =
=  '/г ( l — ^ ]/б9 j »0.03852, и неустойчивы в противном случае
(здесь ц/(1 — ц) — отношение массы Юпитера к массе Солнца, и 
мы считаем, что ц < 1/2)- Оказывается [148], резонансам порядка 
< 4  соответствуют значения

H =  ̂  =  i /2( l _ i -  / Ш З  j  *  0.02429,

ц = ц 3= ' / 2 ( l _  у д -У ТГз )  *0.01352.

Далее оказывается [148], что условие изоэнергстической невы­
рожденности нарушается при единственном значении ц =  
«0 .0109 (сначала было доказано, что задача вырождена лишь 
в конечном числе точек [92], а затем было вычислено крити­
ческое значение цс).

Согласно результату п. 3.3, при О С цС ць ц=^цг, Мз. Ц« 
треугольные точки либрации устойчивы. В  [94] показано, что 
при ц =  ц2 и ц =  цз имеет место неустойчивость, а при ц =  ц<- — 
устойчивость. В  [119] показано, что при ц =  ц! имеется устой­
чивость. Д

Подобным же образом исследована устойчивость стационар­
ных вращений тяжелого твердого тела около неподвижной 
точки [76].

Сформулируем некоторые результаты, следующие из 
утверждений об устойчивости равновесия периодически завися­
щей от времени системы с одной степенью свободы, периоди­
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ческого движения системы с двумя степенями свободы и не» 
подвижной точки симплектического отображения плоскости:

— если равновесие маятника в периодически меняющемся со 
временем поле устойчиво в линейном приближении и его мульти­
пликаторы не попадают в точки единичной окружности с аргу­
ментами -у у , -“ у, у = 0 ,  то равновесие устойчиво;

— замкнутые геодезические на поверхности общего положе­
ния в трехмерном пространстве, устойчивые в линейном при­
ближении, устойчивы;

— если траектория мячика, прыгающего между двумя во­
гнутыми стенками общего положения (или, что то же, луча, 
отражающегося от двух зеркал (рис. 45)), устойчива в линей­
ном приближении, то она устойчива.

Рис. 45

Применения теории КАМ к задаче о вечном сохранении 
адиабатических инвариантов описаны в § 4.

Менее традиционные применения связаны с вычислением 
коротковолнового приближения для собственных значений и 
собственных функций операторов Шрёдингера, Лапласа и 
Бельтрами — Лапласа [91]. Дальше для определенности будем 
говорить об операторе Шрёдингера. Формулы коротковолново­
го приближения позволяют по решениям уравнений движения 
классической механической системы строить приближенные ре­
шения уравнения Шрёдингера, описывающего поведение соот­
ветствующей квантовой системы. В частности, если классичес­
кая система имеет в фазовом пространстве инвариантный тор, 
удовлетворяющий арифметическим условиям квантования, то 
формулы коротковолнового приближения позволяют построить 
по этому тору асимптотику собственного значения оператора 
Шрёдингера и соответствующей почти-собственной функции0. 
В близкой к интегрируемой системе есть много инвариантных то­
ров, причем они образуют гладкое семейство (п. 2.2). Соответст­
венно, вообще говоря, есть много торов, удовлетворяющих усло­
виям квантования. Это позволяет приблизить большую часть 
спектра соответствующего оператора Шрёдингера.

'> Почти-собственная функция приближенно удовлетворяет уравнению для 
собственной функции, но может быть далека от иее.
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§ 4. Адиабатические инварианты

В этом параграфе описывается влияние плавного изменения 
параметров на движение в интегрируемой гамильтоновой систе­
ме. Адиабатическим инвариантом такой задачи называется 
функция фазовых переменных и параметров, значение которой 
мало изменяется при значительном изменении параметров. 
Основные результаты теории относятся к одночастотным сис­
темам.

4.1. Адиабатическая инвариантность переменной «действие» 
в одночастотных системах. Рассмотрим гамильтонову систему 
с одной степенью свободы, параметры которой плавно изменя­
ются; гамильтониан £  =  £(р, q. А,), Х=А,(т), т  =  е/, 0 < е <<1 (на­
пример, маятник с плавно изменяющейся длиной). Функцию 
А,(т) будем предполагать достаточно гладкой.

Определение.  Функция I(p, q, X) называется адиабати­
ческим инвариантом, если для любого х > 0  найдется ео=ео(х) 
такое, что для е<е0 изменение I(p (t) , q(t), Я(еО) при 0 ^ / ^  
<1/е не превосходит х 1’.

Предположим, что функция Гамильтона Е(р, q, к) имеет 
при каждом фиксированном А, замкнутые фазовые кривые (ска­
жем, окружающие равновесие маятника (рис. 46)), частота 
движения по которым отлична от нуля. Тогда можно ввести 
переменные действие—угол системы с фиксированным X:

/ =  /(р, q, А,), ф=<р(р, q, А)тос12л.
Наша ближайшая цель — доказать адиабатическую инвариант­
ность величины /.

Рис. 46

П р е д л о ж е н и е  1. Изменение переменных /, <р в системе с 
плавно изменяющимся параметром описывается гамильтониа-

и Впервые такие почти-сохраняющиеся величины обнаружил Больцман 
( L . Boltzm ann) при рассмотрении адиабатических процессов в термодинами­
ке. Термин «адиабатический инвариант» ввел Эренфест (P . Ehrenfest). Су­
ществовало много различных определений адиабатической инвариантности. 
Приведенное определение, ставшее теперь общепринятым, дано А. А. Андро­
новым, М. А. Леонтовичсм, Л . И. Мандельштамом. Подробное изложение 
истории вопроса см. в [49|.
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Я  =  Я 0(/, * .)+ е Я ,(/ , ф, et):
/ _  , С<” Л (36)
1 ------ е дч> ’ * — д Г  +  е <?/ •

где #о — это гамильтониан Е , выраженный через I, к, а Н i име­
ет по ф период 2я.

Форма уравнений (36 )— стандартная для применения прин­
ципа усреднения п. 1.1.

П р е д л о ж е н и е  2. Переменная «действие» / является ин­
тегралом усредненной по фазе системы.

<1 Правая часть уравнения для / — производная периодиче­
ской функции, а потому имеет среднее значение нуль.£>

Т еорема 23. Если частота о>(/, Я,) системы с одной сте­
пенью свободы не обращается в нуль, то переменная «действие» 
I(p , q, Я,)— адиабатический инвариант:

11 (Р (0. ?(<).* («0)“  I  (Р (°). Я (0). Ь <Р)) I < « .
0 < /  <  I  c = c o n st> 0 .6

<] Согласно теореме 1 § 1, принцип усреднения описывает 
решение одночастотной системы с точностью порядка е за вре­
мя 1/е, а / — интеграл усредненной системы. t>

Пример  19. Д ля гармонического осциллятора адиабати­
ческим инвариантом является отношение энергии к частоте 
/ =  A/и. Л

Пусть в гамильтоновой системе с п> 2 степенями свободы 
зависимость гамильтониана Е  от всех координат, кроме одной 
(обозначим ее q), плавная: Е = Е (р , q, у, ех). Здесь ц, х — коор­
динаты, а р, у — сопряженные им импульсы0. Адиабатический 
инвариант такой системы — это функция фазовых переменных, 
изменение которой мало на временах 1/е. Систему с одной сте­
пенью свободы, в которой е х= const, у =  const, назовем невозму­
щенной. Пусть фазовый портрет невозмущенной системы со­
держит замкнутые траектории (рис. 46), частота движения по 
которым отлична от нуля, так что можно ввести переменные 
действие — угол

1=1 (р, Я, У, ех), ф=<р(р, q, у, ех)то<12я.
Обозначим через Я 0(/, у, ех) гамильтониан Е , выраженный че- 
через 1 , у, ex.

Т еорема 24. Переменная «действие» I  — адиабатический 
инвариант системы с гамильтонианом Е(р, q, у, ех). Изменение 
переменных у, гх описывается с точностью порядка е на интер-

') Плавная зависимость гамильтониана от времени сводится к этому 
случаю введением времени в качестве новой координаты и добавлением со­
пряженного к нему импульса.
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вале времени 1/е системой с гамильтонианом Н 0(1 , у, ех), со­
держащим / в качестве параметра (это приближение называет­
ся адиабатическим).

<] Преобразование (р, q)'~+(I, <р) можно дополнить преобра­
зованием (у, x )^ (Y , X) =  (у +  0(в), х + 0 ( 1 ) )  так, чтобы пол­
ное преобразование было симплектическим. Изменение новых 
переменных описывается гамильтонианом

Усредняя по фазе <р, получаем систему, описывающую измене­
ние решений с точностью е на временах 1/е. Действие I  — ин­
теграл этой системы. 1>

З а ме ч а н и я .  1. Если исходная система имеет две степени 
свободы, то теорема 2 приводит к системе с одной степенью 
свободы и усредненные уравнения интегрируются.

2. Та же величина / является адиабатическим инвариантом 
любой системы с гамильтонианом F  =  E(p, q, у, ex)+eEi(p, q, 
у, х, е), отличающимся от Е  малым добавком, уже не плавно 
зависящим от х. Д

Пример 20. При движении в квадратичном потенциальном 
рве, вытянутом вдоль оси х (рис. 47), имеем

Пусть, например, функция о)(ех) четная и при росте |х| 
сначала растет, а потом убывает (рис. 48а). Фазовый портрет 
системы с гамильтонианом Н 0 показан на рис. 486. Видно, что 
при не слишком большой начальной продольной скорости точка 
оказывается запертой в средней части рва (рис. 48в). Соответ­
ствующее условие на скорость («условие ловушки») обычно за­
писывается в виде

(37)
С (Оо

где Е х =  у2/2 и Е  l  =  (p2-ir aflq2)i2  — значения энергии продоль­
ного и поперечного движений точки в середине рва (при х = 0 ) ,  
“ о и с о — минимальное и максимальное значения функции со (ел:).

♦и

Справедливость этих выводов на временах 1/е следует из 
теоремы 24. На бесконечные времена они переносятся с помо­
щью теории КАМ (см. п. 4.5). Д

H  =  Ho(I, Y, гХ) + е Я ,(/ , <р, У, 'гХ, г).

сх
I

Рис. 47
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П ример 21. Коротковолновое возбуждение распростра­
няется по лучам. Волновод — это потенциальный ров для лу­
чей. Плавным рефракционным волноводом называется среда, 
показатель преломления которой плавно меняется вдоль неко­
торой кривой (оси волновода) и быстро— поперек нее; на оси 
волновода показатель преломления имеет максимум. Пусть, на­
пример, ось волновода — прямая линия, а среда двумерна 
(рис. 49). Тогда распространение лучей описывается системой 
с гамильтонианом

где х — координата вдоль оси волновода, а q — перпендикуляр­
но к ней, импульсы у, р задают направление луча, п2— показа­
тель преломления [881. Решения этой системы надо рассматри­
вать на уровне энергии Е = 0.

Вблизи оси показатель преломления можно считать квадра­
тичным: п2=а 2(гх)— b2(ex)q2. Тогда, в обозначениях теоре­
мы 24

Эти соотношения позволяют описать поведение лучей. Лучевая 
картина показана на рис. 49 (для случая, когда нет «запира­
ния» лучей, такого, как в примере 20). Таким способом описы­
вается распространение света в световодах, распространение в 
слоистых средах коротких радиоволн и звука [881. Д

П р и м е р 22. В постоянном магнитном поле заряженная 
частица движется по спирали вокруг силовой линии поля. Это 
движение является композицией вращения вокруг силовой ли­

E = p 2+ y 2—n2(q, гх),

В

Рис. 49 Рис. 50

I = P * + p L1, Н 0= !Р -а ? (гх )+ 2 1 Ь (е х ).
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нии по окружности, называемой ларморовской, и дрейфа этой 
окружности (рис. 50). Гамильтонова система, описывающая это 
движение, имеет три степени свободы. Из-за инвариантности 
гамильтониана относительно сдвига вдоль поля и поворота во­
круг направления поля число степеней свободы понижается до 
единицы. Все траектории приведенной системы периодичны, ее 
переменная «действие» — магнитный момент f = v ±2/(2B), где 
vx — перпендикулярная полю составляющая скорости частицы, 
В  — напряженность поля1'. Если теперь поле плавно неоднород­
но (мало меняется на длине ларморовского радиуса), то маг­
нитный момент является адиабатическим инвариантом [180]. 
Теория движения в плавно неоднородном поле описана в [180] 
без использования гамильтоновского формализма; гамильтоно­
ва теория построена в [1531,(166].

Рассмотрим частный случай, когда плавнонеоднородное по­
ле осесимметрично, причем его силовые линии лежат в плоско­
стях, проходящих через ось симметрии (рис. 51).

В цилиндрических координатах г, ft, z гамильтониан не за­
висит от угла д. Задача приводится к двум степеням свободы и, 
согласно теореме 24, может быть исследована до конца. Оказы­
вается [51, движение в плоскости г, z описывается гамильтониа­
ном

Е  =  У + +  <7. У, ех, е).

Здесь л-, q — координаты вдоль и поперек силовой линии маг­
нитного поля, около которой происходит движение точки 
(рис. 51) (эта линия выделяется условием сохранения импуль­
са, сопряженного углу Ф), В(гх) — значение напряженности по­
ля на этой линии. Отбрасывая в гамильтониане добавок поряд­
ка е, получаем потенциальный ров примера 20. Условие ловуш­
ки (3 7 ) показывает, какие частицы оказываются запертыми в 
этом рве. На этом принципе удержания заряженных частиц ос­
новано конструирование ловушек для плазмы, которые назы-

1( М а г н и т н ы й  момент равен п о то ку  п о ля  через ла рм оровский  круг.
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ваются адиабатическими [1801 (или ловушками с магнитными 
пробками). Гигантская естественная адиабатическая ловуш­
ка— магнитное поле Земли (рис. 52). Д

Адиабатические инварианты существуют и в системах с 
ударами.

Пример 23. При движении упругого шарика между двумя 
медленно движущимися стенками (рис. 53) адиабатическим 
инвариантом является произведение скорости шарика на рас­
стояние между стенками. Этот факт можно установить непо­
средственным вычислением, а можио извлечь с помощью пре­
дельного перехода из теоремы 23. Д

При ме р  24 ([881). При распространении лучей в плоском 
плавнонерегулярном0 световоде с зеркальными стенками 
(рис. 54) адиабатическим инвариантом является произведение 
расстояния между стеиками иа синус угла между лучем и стен­
кой. Д

4.2. Адиабатические инварианты многочастотных гамильто­
новых систем.

Оп редел ен ие.  Функция фазовых координат и парамет­
ров называется почти адиабатическим инвариантом, если для 
любого р > 0  мера множества начальных условий, для которых 
изменение этой функции вдоль решения превосходит р за время 
1/е, стремится к иулю при е стремящемся к 0.

Рассмотрим гамильтонову систему с п> 2 степенями свобо­
ды, гамильтониан которой зависит от плавно изменяющегося 
параметра Я. Предположим, что при каждом фиксированном А. 
система вполне интегрируема, так что можно ввести перемен­
ные действие — угол /, <р. Д ля этой системы справедливы пред­
ложения 1 и 2 п. 4.1 (доказательство дословно то же): измене­
ние /, ф описывается системой вида (36), а «действия» / — ин­
тегралы усредненной системы. Как ведут себя переменные / в 
точной системе?

Предположим, что 6е1д2Но/д12фО. Тогда, согласно теоре­
ме 8, изменения величии / остаются меньшими р > 0  в течение 
времени 1/е, если пренебречь множеством начальных условий 
меры rye/р в фазовом пространстве (которое предполагается 
здесь компактным, c=const>0). Таким образом, переменные

') Световод называется плавнонерегулярным, если вдоль него плавно ме­
няется его ширина и направление стенок.

tfet) к
✓

Рис. 53 Рис. 54
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«действие» / являются почти адиабатическими инвариантами 
невырожденной многочастотной гамильтоновой системы.

Если система двухчастотна, то оценку для изменения пере­
менных / можно уточнить с помощью результатов п. 1.6.

Примеры показывают, что уже в двухчастотных система_х 
может существовать множество начальных условий меры Уе, 
для которых почти адиабатический инвариант изменяется на 
величину 1 за время 1/е из-за застревания на резонансе [48]. 
Адиабатическая инвариантность в одночастотных системах со­
храняется в течение времени, много большего 1/е, а при перио­
дическом изменении параметра А— даже вечно. В многочастот­
ных системах картина совершенно другая. Примеры показыва­
ют, что за время 1/е3/2 для множества начальных условий меры 
порядка 1 почти адиабатический инвариант может измениться 
на 1 из-за временных захватов в резонанс.

Выше предполагалось, что при каждом фиксированном А. 
система вполне интегрируема. Почти адиабатическим инвариант 
существует и в противоположном, гораздо более распростра­
ненном случае, когда при каждом А. на почти всех уровнях энер­
гии Е{р , q, А.) =  const движение эргодично. Предположим, что 
поверхность Е(р, q, А ) = Л — гладкая и ограничивает конечный 
фазовый объем1’. Обозначим этот объем /(Л, А). Функция 
1(Е(р, q. А), А.)—почти адиабатический инвариант [160].

Детально изучены адиабатические инварианты линейных 
многочастотных систем [164]. Эта теория относится к линейным 
гамильтоновым системам с периодическими по времени коэф­
фициентами, зависящими, кроме того, от плавно изменяющего­
ся со временем параметра А =  А(е/)- Предполагается, что при 
каждом фиксированном А система сильно устойчива, т. е. она 
устойчива и любое достаточно малое изменение коэффициентов 
не нарушает устойчивости. Все мультипликаторы сильно устой­
чивой системы лежат на единичной окружности и отличны от 
±1  (см., например, [6]). Поэтому при изменении А мультипли­
каторы перемещаются по верхней и нижней единичным полу­
окружностям, не переходя с одной полуокружности на другую2’.

Определение.  Группа последовательно расположенных 
на единичной окружности мультипликаторов невозмущенной 
(А =  const) системы образует кластер, если при изменении А по 
закону А =  А,(е/) эти мультипликаторы сталкиваются друг с дру­
гом, но не сталкиваются с другими мультипликаторами 
(рис. 55).

Теорема 25 ([1641). Рассматриваемая линейная гамильто­
нова система имеет по меньшей мере столько независимых 
адиабатических инвариантов, изменяющихся на величину по-

'* Д ля открытой области значений Л, X.
В  силу вещественности системы расположение мультипликаторов сим­

метрично относительно вещественной оси.
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рядка е на временах 1/е, сколько кластеров образуют мульти­
пликаторы невозмущенной системы на верхней единичной полу­
окружности. Эти адиабатические инварианты являются квад­
ратичными формами фазовых переменных с коэффициентами, 
зависящими от времени (периодически) и от параметра К.

С л е д с т з и я .  1. Если при всех К мультипликаторы различ­
ны, то число независимых адиабатических инвариантов равно 
числу степеней свободы.

2. Рассматриваемая линейная система имеет по меньшей 
мере один адиабатический инвариант.

Если в рассматриваемой системе мультипликаторы совпада­
ют друг с другом только в изолированные моменты медленного 
времени st, то число независимых адиабатических инвариантов 
равно числу степеней свободы. Вдали от моментов столкнове­
ния мультипликаторов адиабатические инварианты испытывают 
колебания порядка е. В окрестности момента столкновения 
адиабатические инварианты, соответствующие сталкивающимся 
мультипликаторам, могут изменяться на величину ^>е (при 
столкновении мультипликаторов с ненулевой скоростью — на
величину порядка Уе).

4.3. Процедура исключения быстрых переменных. Время со­
хранения адиабатического инварианта. Для одночастотных га­
мильтоновых систем с плавно изменяющимися параметрами 
быстрые переменные можно исключать симплектически и за 
счет этого получить величины, сохраняющиеся с большей точ­
ностью. В переменных /, <р, У, X, введенных в п. 4. 1, гамильто­
ниан задачи имеет вид

Я  =  Я 0(/, У» еХ)+е//,(/, <р, У, гХ, е). (38)
Т еорема 26. Из гладкого, класса С ", одночастотного га­

мильтониана (38) формальной симплектической заменой пере­
менных /, <р, У, A W , if, t|, I  можно исключить быструю фазу if.

<  Новый гамильтониан т|, е£, е) и производящая
функция замены переменных /<p+eS(/, <р, rj, еХ, е) связаны со­
отношением

Н  (У + е^ Г ‘ ф’ (/. Л. « * + е2̂ Г* е)* (39)
Ищем Ж , S  в виде формальных рядов по е

Ж  =  Н 0 +  еЖх +  е*Ж.2+ . . . ,  S = S ,  +  eS2+  . . . .  (40) 
Подставляя эти ряды в (39) и приравнивая члены одинакового

Рис. 55
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d- i r 4 i  +  H ^J ' ф- *  8* ’ 0) =  а д  п. гХ),

d- J T T ^ Jr ° i  (Л  ф, л. еА-) =  3», (Л  Л, е *), i  >  2.

Функция (7, определяется членами S v 3ISU . . . ,  S t_lf в раз­
ложениях (40). Решение выписанной системы в обозначениях
< . ) ф, { .}ф для оператора усреднения и интегрирующего опера­

тора, введенных в п. 1.2, дается формулами

<*?!=< Я ,  > *, ^ - { ^ . r  +  S i0.

* i  =  < G, > ф, 5 , - - { G t f  +  S t°, i  > 2 .
Здесь S ,0— произвольные функции от У, п, еЛ'. Часто выбирают 
S ^ sO . >

С л е д с т в и я .  1. «Функция» / — формальный интеграл за­
дачи.

2. Оборвем ряд для замены переменных на членах порядка 
гт . Такая укороченная замена оставляет зависимость га­
мильтониана от фазы лишь в членах порядка em+1. Эта замена 
вводит функцию J, которая за время 1/е испытывает лишь 
колебания порядка em+1.

Ряды (40) даже в аналитической системе могут расходиться 
(пример см. в [1081). Следующее утверждение описывает пре­
дельно достижимую точность исключения фазы.

П р е д л о ж е н и е  3 ([108], ср. теорема 2). Гамильтониан 
одночастотной аналитической системы с плавно изменяющимися 
параметрами (38) с помощью симплектической, на 0(e) отли­
чающейся от тождественной замены переменных, может быть 
преобразован к сумме двух членов, первый из которых не за­
висит от фазы, а второй экспоненциально мал

(0(ехр(—с г'/е )), ci =  const>0).
Сл е д с т в и е .  В одночастотной аналитической системе пере-

.1
менная «действие» / в течение времени 7'=exp(,/2Cie) испы­
тывает лишь колебания порядка е. Таким образом адиабатиче­
ская инвариантность сохраняется на экспоненциально большом 
интервале времени0.

<3амена переменных предложения 3 переводит / в величи­
ну / = /  +  0(е ), которая изменяется экспоненциально медленно
и,следовательно, за время Гизменится экспоненциально мало.[>

4.4. Точность сохранения адиабатического инварианта. 
Пусть в системе с одной степенью свободы, зависящей от пара-

порядка по е, получим систему уравнений

11 Здесь предполагается, что за это время система не выходит из за­
данной области размера порядка 1.
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метра Я, этот параметр плавно изменяется так, что при 
е/-»-±оо он достаточно быстро стремится к определенным пре­
делам. Тогда существуют предельные значения адиабатического 
инварианта /( +  оо), /(— оо) и можно рассмотреть приращение 
адиабатического инварианта за бесконечно большое время

Д /= /( +  оо)—/(— оо).
Хотя при конечных t величина I  испытывает колебания поряд­
ка е, приращение А/ оказывается много меньше, чем е.

Если параметр меняется гладко (А,еС“ ), то А /= 0 (е “ ), т. е. 
убывает при е-»-0 быстрее любой степени е [163]. Действитель­
но, процедура п. 4.3 позволяет для любого т  ввести величину 
J, которая испытывает вдоль движения лишь колебания 0(ет ), 
а при f -> ±  оо совпадает с I.

Если зависимость “К от et аналитическая, то А/= 
=  0(ехр(—с*/е)), c =  const>0 [106], [116]. Действительно, 
согласно предложению 3, можно ввести величину J, которая ис­
пытывает вдоль движения лишь экспоненциально малые коле­
бания, а при f-»-±oo совпадает с /.

Д ля линейного осциллятора

х  = — (о 2{zt)x, со ( +  оо)=со±

с аналитической частотой и(е/) >const>0 известна асимптоти­
ка А/ [66], [122]. Ее вычисление основано на аналитическом 
продолжении решения в область комплексных значений време­
ни t.

В  [116] найден метод аналитического продолжения для ре­
шений нелинейных возмущенных систем и с его помощью вы­
числен показатель экспоненты в формуле для А/, а для ряда 
случаев — предэкспоненциальный множитель. Показатель экс­
поненты оказался равным минимуму из мнимых частей прира­
щений фаз в невозмущенном движении

ф . а я . (/-, м ер) t

вдоль путей на комплексной плоскости времени t от веществен­
ной оси до особых точек гамильтониана и до нулей невозмущен­
ной частоты в верхней полуплоскости (рис. 56).
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4.5. Вечное сохранение адиабатических инвариантов. За
бесконечное время из-за накопления малых возмущений ади­
абатические инварианты могут сильно эволюционировать. 

Пример 25. Рассмотрим линейный осциллятор

Зс«=—<DJ( l  +  acos &t)x, a = c o n s t< l.

При сколь угодно малы* е положение равновения может быть 
неустойчивым (явление параметрического резонанса [6]). 
Адиабатический инвариант изменяется неограниченно. Д

Оказывается, однако, что при периодическом изменении па­
раметра такое несохранение адиабатического инварианта свя­
зано именно с линейностью системы (точнее, с независимостью 
частоты колебаний от амплитуды). В нелинейной системе при 
увеличении амплитуды частота меняется, и колебания не успе­
вают еще нарасти, как нарушается условие резонанса.

Определ ение.  Адиабатический инвариант называется 
вечным, если при — o o < f < o o  его значение мало отличается от 
начального для достаточно малых е.

Т еорема 27 ([5 ]). При медленном периодическом измене­
нии функции Гамильтона нелинейной колебательной системы с 
одной степенью свободы переменная «действие» I  является веч­
ным адиабатическим инвариантом. Большая часть фазового 
пространства задачи заполнена инвариантными торами, близ­
кими к торам /=const.

<  Сформулируем, прежде- всего, нужное условие нелиней­
ности системы. В переменных действие — угол гамильтониан 
задачи имеет вид

H = H o (I, t ) + e H i( I ,  <р, т ) , т=е/, (41)

и 2п — периодичен по <р, х. Обозначим <о(/) — среднее по т  от 
«адиабатической» частоты изменения фазы ©(/, т) =дНо/д1. 
В  формулировке теоремы система считается нелинейной, если 
эта средняя частота зависит от I:

§ ^ 0 .  (42)

Доказательство теоремы основано на результатах теории 
КАМ  (§ 3). Чтобы привести уравнения движения к стандартно­
му виду теории КАМ («основной задаче динамики»), нужно 
выполнить некоторые преобразования.

Во-первых, введем вместо <р новую фазу
Т

t =  Ф— 4- 5 0) ( Л 0 . d\+•Y “  (/)'т -
о

При этом главная часть гамильтониана перестает зависеть от
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фазы т; гамильтониан
36=36о(1) +  e38i(/, г)?, т),

где 36о — среднее значение #0(/, т) по т, а 36\ имеет по я)?, х 
период 2л.

Во-вторых, введем фазу в качестве нового времени. Га­
мильтониан задачи будет иметь вид (см. гл. 4, п. 1.1)

F = —t I = —zF0{—h )+ e 2F l (h, у, т, е),
где Л — переменная, сопряженная фазе т  (старый гамильтони­
ан 36 с обратным знаком), F 0 — функция, обратная к 36q.

Получилась рассмотренная в пункте 3.3. система с полутора 
степенями свободы и собственным вырождением. В  силу усло­
вия (42) вырождение снимается. Согласно результатам пунк­
та 3.3, в этой системе есть много инвариантных торов, близких 
к торам Л =  const; значение Л вечно испытывает колебания с 
амплитудой порядка е. Поэтому в фазовом пространстве 7, <р, т 
исходной системы есть много инвариантных торов, близких к то­
рам /=const; значение I  вечно испытывает колебания с ампли­
тудой порядка е.

З амеч ание.  Если параметры системы зависят от времени 
условно-периодически, причем набор частот eQ удовлетворяет 
обычным условиям несоизмеримости: | (k, Q) | > с -1 |fc|-v, k6Zm\  
\ {0 } , то 7 также будет вечным адиабатическим инвариантом
[5].  А

Вечный адиабатический инвариант существует также (при 
некоторых условиях) в консервативной системе с двумя сте­
пенями свободы, гамильтониан которой плавно зависит от од­
ной из координат [5]. Согласно теореме 24, движение в этой 
задаче приближенно описывается гамильтонианом #<>(/, у, ех). 
Пусть фазовые кривые этого гамильтониана при фиксирован­
ном / замкнуты (как на рис. 46). Тогда в рассматриваемом 
приближении движение в фазовом пространстве происходит по 
двумерным торам, выделяемым условиями /=const, Я 0 =  const. 
Это движение двухчастотно, причем одна из частот в */е раз 
меньше другой. Если при заданном Н 0= const отношение час­
тот изменяется с изменением /, то из результатов теории 
КАМ вытекает наличие в точной системе большого числа то­
ров, близких к торам приближенной системы. Как всегда в 
случае двух степеней свободы, отсюда следует вывод об 
устойчивости: переменная «действие» 7 вечно близка к своему 
начальному значению. Подробности см. в [5]. Из этого вывода 
вытекает, в частности, что осесимметричная магнитная ловуш­
ка примера 22 удерживает заряженные частицы вечно.
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Глава 6 

Н Е И Н Т Е Г Р И Р У Е М Ы Е  С И С ТЕМ Ы

Общим моментом указанных в главе 4 различных подходов 
к проблеме интегрирования гамильтоновых систем является на­
личие достаточно большого числа Независимых первых интегра­
лов — «законов сохранения». К  сожалению, в типичной ситу­
ации интегралы не только не удается найти, но они вовсе не 
существуют, так как траектории гамильтоновых систем, вообще 
говоря, не ложатся на интегральные многообразия малого чис­
ла измерений. Здесь речь идет, конечно, о существовании ин­
тегралов во всем фазовом пространстве: полный набор неза­
висимых интегралов всегда существует в малой окрестности 
неособой точки.

Первые строгие результаты о неинтегрируемости гамильто­
новых систем принадлежат Пуанкаре. Сущность идеи Пуанкаре 
состоит в том, что сложное поведение решений (например, рож­
дение невырожденных периодических решений, расщепление 
асимптотических поверхностей и т. д.) несовместимо с полной 
интегрируемостью уравнений Гамильтона. В этой главе изло­
жены основные методы доказательства неинтегрируемости га­
мильтоновых систем, основанные йа выявлении различных не­
тривиальных динамических эффектов, не свойственных вполне 
интегрируемым системам. Более подробное изложение содер­
жится в работе [13].

§ 1. Гамильтоновы системы, 
мало отличающиеся от интегрируемых

Здесь описан принадлежащий в основном Пуанкаре метод 
доказательства несуществования дополнительных аналитиче­
ских интегралов, основанный на исследовании бифуркаций 
долгопериодических решений.

Пусть прямое произведение M = D x 7 ’n{<pmod2n} (D — об­
ласть в # " = { / } )  снабжено стандартной симплектической струк­
турой dl/\dq> и Н : М х ( —е0, t 0)-*-R — аналитическая функция 
такая, что #(/, ф, О )= Я 0(/). При е =  0 будем иметь вполне ин­
тегрируемую гамильтонову систему с гамильтонианом Н 0. Рас­
смотрим полную систему

/ = = - d ? ’ ^  =  ^ о (/ )  +  е Я , ( / , Ф ) + . . .  (1>

при малых значениях параметра е. Многочисленные примеры 
даны в главе 5. В этом параграфе исследуется задача о сущест­
вовании первых интегралов уравнений (1), независимых с
функцией Н  и аналитических (или, более общо, формально­
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аналитических) по параметру е”. Напомним, что с наличием 
полного коммутативного набора таких интегралов связана 
возможность построения и сходимость различных вариантов 
теории возмущений гамильтоновых систем (см. п. 2.2 гл 5).

1.1. Метод Пуанкаре. Сначала дадим некоторые определе­
ния. Пусть

Н х =  2  Ат ( / ) ехр/ < т ,  Ф > . 
т в  2 п

Множество Пуанкаре — это множество значений I& D , для 
которых существуют п — 1 линейно независимых векторов 
k \ , k n_y£ Z n таких, что

1) ( k s, © (/)> — 0, 1 < 5 < я — 1; (о =  Яо',
2) h„s U ) ^ 0 .

Пусть s t(V )  — класс функций, аналитических в области 
VczR\

Множество A c V  назовем ключевым (или множеством единст­
венности) для класса s l{V ) ,  если любая аналитическая функция, 
равная нулю на Л, тождественно обращается в нуль всюду в V. 
Таким образом, если аналитические функции совпадают на Л, 
то они совпадают на всем V. Например, множество точек интер­
вала ДczR является ключевым для класса л^(Л) в том и только 
в том случае, когда оно имеет предельную точку внутри А. До­
статочность этого условия очевидна, необходимость вытекает из 
теоремы Вейерштрасса о бесконечном произведении. Отметим, 
что если Л — множество единственности для класса функций 
С“ (К ), то Л плотно в V.

Т еорема 1. Предположим, что невозмущениая система не­
вырождена: det||<?2#o/<?/2||#0 в области D. Пусть /°е/> — некри­
тическая точка функции Н 0 и в любой ее окрестности U  мно­
жество Пуанкаре является ключевым для класса s^ (U ). Тогда 
уравнения Гамильтона (1) не имеют независимого от функ­
ции Я  формального интеграла F, который можно представить 
в виде формального степенного ряда 2  F ,( I ,  <р)е* с анали-

S> 0
тическими в области D X T n коэффициентами (ср. с [34], [12]).

Формальный ряд 2/,е* мы считаем равным нулю, если все 
/«=0. Формальный ряд F  — формальный интеграл канонических 
уравнений с гамильтонианом Я , если формальный ряд { Я , / }  
равен нулю. Два формальных ряда считаются зависимыми, ког­
да все миноры второго порядка их матрицы Якоби тождествен­
но обращаются в нуль как формальные ряды по степеням е.

Д ля доказательства теоремы 1 нам понадобится

ч Формальный ряд по е называется формально-аналитическим, если его 
коэффициенты — аналитические функции фазовых переменных.
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Лемма 1. Пусть функции F s : D x T n-+R  непрерывно Диф­
ференцируемы и ряд Z F S(I, ф)е* — формальный интеграл урав­
нений (1) с невырожденной функцией Яо- Тогда

1) F0{1, <р) не зависит от ф,
2) функции Яо и F0 зависимы в точках множества Пуан­

каре.
<3 Условие {Я , F) = 0  эквиралентно серии уравнений

{Я0, F  о} =0, {Яо,5,} +  {Я 115о}=0,... (2)
Из первого уравнения следует, что F0 — интеграл невозму­

щенных уравнений с функцией Гамильтона Я 0 Пусть тор / =  /* 
нерезонансный. Тогда F0(I*,y) не зависит от ф, так как любая 
траектория заполняет нерезонансный тор всюду плотно. Для 
завершения доказательства заключения 1) остается учесть не­
прерывность функции F о и всюду плотность множества нерезо­
нансных торов невырожденной интегрируемой системы.

Из второго уравнения (2) получим серию равенств для ко­
эффициентов Фурье hm и fm функций Н\ и F| = Z / m(/)exp i<m, ф>:

< т ,  ^  > / т ( / )=  < т ,  > hn (/), meZn.

Условие разрешимости этих уравнений относительно f  т в точке 
из множества Пуанкаре — зависимость векторов д Н 0/д/ 
и d F 0/J I.  t>

Д о к а з а т е л ь с т в о  т еоремы 1. Так как в точке I ° 6D  среди 
производных дНо/д1 х, . . . ,  д Й 0/д1 п -есть отличная от нуля, то 
в малой окрестности U  этой точки в качестве локальных коор­
динат можно взять Н й, / 2, (если Яо/,^0).

Согласно лемме 1, функции Я 0 и F 0 зависимы на множестве 
Пуанкаре. Поскольку миноры матрицы Якоби

д(Н„  /=•„) 
д (/|i . . 1п)

аналитичны в U  и множество Пуанкаре является ключевым, то 
функции Но и Fo зависимы во всей области U  и, следовательно, 
в окрестности значения Я 0(/°) в новых координатах будем 
иметь равенство FQ =  Fo(Ho).

Положим F —/го(Я)=еФ . Тогда Ф — формальный интеграл 
канонических уравнений (1). Пусть Ф =  2  Ф„е5. Тогда, соглас-

S > 0

но лемме 1, функция Ф0 не зависит от угловых переменных ф 
и Ф0 зависима с Я 0 в области U. Следовательно, Фо = Фо(Я0) и 
снова Ф—Ф0(Я )= е Ч г. Но тогда F  =  F 0(H) +еФ0(Я) 4-e2vF. 
Повторяя эту операцию нужное число раз, мы получим, что 
разложение всех миноров второго порядка матрицы Якоби

д{Н, F)  
д(1. я»)
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в ряд по степеням е начинается с членов сколь угодно высоко­
го порядка. Отсюда вытекает зависимость функций Я  и F . А.

Т еорема 2. Пусть функция Я 0 невырождена в области 
D  и множество Пуанкаре всюду плотно в D. Тогда уравнения 
(1) не имеют независимого от Н  формального интеграла 2F,e* 
с бесконечно дифференцируемыми коэффициентами F a:D x  
X  T n-*~R.

Это утверждение просто доказывается тем же методом, что 
и теорема 1.

Замеч ание.  При п = 2 из теоремы А. Н. Колмогорова о 
сохранении условно-периодических движений вытекает сущест­
вование аналитического по е первого интеграла с непостоянны­
ми непрерывными коэффициентами. Напротив, в многомерной 
случае, для системы общего вида, по-видимому, невозможен 
даже непрерывный интеграл (см. [45]).

1.2. Рождение изолированных периодических решений — 
препятствие к интегрируемости. Напомним некоторые факты из 
теории периодических решений дифференциальных уравнений. 
Собственные значения А, оператора монодромии Г-периодиче- 
ского решения называются мультипликаторами, а числа а, 
определяемые равенством Х=ехр(аГ), — характеристически­
ми показателями. Мультипликаторы А, могут быть комплекс­
ными, поэтому характеристические числа а определены неодно­
значно. В автономном случае один из мультипликаторов \ 
всегда равен 1 (соответствующий собственный вектор касается 
траектории периодического решения).

П р е д л о ж е н и е  1 (Пуанкаре — Ляпунов). В случае га­
мильтоновой системы с п степенями свободы характеристиче­
ский многочлен р(%) оператора монодромии возвратный: 
р (Х -*)= Я -2"р(Я).

Доказательство см., например, в [6].
Т еорема 3 (Пуанкаре [34]). Предположим, что гамильто­

нова система с гамильтонианом Я  имеет р интегралов F i —Я г 
F 2, . . . ,  F f , независимых в точках траектории периодического 
решения. Тогда р+ 1 характеристических показателей этого 
решения обращаются в нуль. Если интегралы F ,  коммутируют, 
то среди показателей по крайней мере 2р равны нулю.

С л е д с т в и е  1. Периодические решения автономной га­
мильтоновой системы всегда имеют два нулевых характеристи­
ческих показателя.

Один показатель обращается в нуль из-за автономности га­
мильтоновой системы, а другой — из-за наличия интеграла Я  
(который не имеет критических точек на траекториях периоди­
ческих решений). Если остальные характеристические показа­
тели отличны от нуля, то периодическое решение называется 
невырожденным. Невырожденные решения изолированы в 
том смысле, что на соответствующем (2л— 1)-мерном уровне 
интеграла энергии Я  в малой окрестности периодической тра-
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екторяи нет других периодических решений с периодом, близ­
ким к Г. В случае двух степеней свободы невырожденное реше­
ние с действительными показателями обычно называется ги­
перболическим, а с чисто мнимыми — эллиптическим. 
Гиперболическое периодическое решение неустойчиво, а эллип­
тическое — устойчиво в первом приближении.

С л е д с т в и е  2. Если гамильтонова система имеет полный 
набор интегралов в инволюции, независимых на траектории пе­
риодического решения, то спектр ее оператора монодромии со­
стоит из одной точки X— 1.

Теорема Пуанкаре дает нам метод доказательства неин- 
тегрируемости: если траектории невырожденных периодических 
решений заполняют фазовое пространство всюду плотно или 
хотя бы это множество обладает ключевым свойством, то га­
мильтонова система не имеет дополнительного аналитического 
интеграла. По-видимому, в гамильтоновых системах общего по­
ложения периодические траектории действительно всюду плот­
ны (Пуанкаре [34], п. 36). Это пока не доказано. Отметим в 
связи с гипотезой Пуанкаре следующий результат, касающий­
ся геодезических потоков на римановых многообразиях отри­
цательной кривизны: все периодические решения имеют гипер­
болический тип и множество их траекторий всюду плотно за­
полняет фазовое пространство [3].

Д ля гамильтоновых систем, мало отличающихся от интег­
рируемых, можно доказать существование большого числа не­
вырожденных периодических решений и из этого факта выве­
сти результаты п. 1.1. Для простоты ограничимся случаем двух 
степеней свободы.

Пусть для /= /° частоты u i и ы2 невозмущенной интегриру­
емой задачи соизмеримы, причем ю ^ О . Тогда возмущающая 
функция # i(/°, «11, to2/+Х) периодична no t с некоторым пе­
риодом Т. Рассмотрим ее среднее значение

S г
77, (/о, К) =  litn -1  ̂Я ,  (/о, (V , (^t +  k) dt =  ~   ̂H xdt.

S °̂° О О

Т е о р е м а  4 (Пуанкаре). Предположим, что выполнены 
следующие условия:

1) det || <?2Я 0/<?/21|̂ =0 в точке 1 = 1 °,

2) при некотором К=к*  производная д/Л/дА, =  0, а д2Н\1д‘К2Ф  
Ф 0 .
Тогда при малых е^=0 существует периодическое решение воз­
мущенной гамильтоновой системы (1), период которого равен 
Т\ оно аналитически зависит от параметра е и при е =  0 совпа­
дает с периодическим решением невозмущенной системы

I  =  /°, <Pl=0)l/, <Р2 =  <»2* +  А,*.
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Два характеристических показателя ± а  этого решения можно 
разложить в сходящийся ряд по степеням Уе:

С доказательством можно познакомиться по книгам [34], [ 12J* 
Функция Н\ (7°, А,) периодична по А, с периодом 2я. Значит, 

существуют по крайней мере два значения К, при которых 
д Н х/дА.=0. В  общем случае эти критические точки невыроЖде- 
ны. При этом локальных минимумов (где <?2//1/<?А2>  0) ровно 
столько, сколько локальных максимумов (где d2H jd 'K 2 <i0). 
В  типичной ситуации при / =  /° квадратичная форма

Кстати сказать, это условие геометрически означает отсут­
ствие перегиба у кривой Я 0(7) =Л в точке /=/<>. Таким обра­
зом, уравнение dH i= 0  будет иметь столько же корней, для 
которых а*> 0, сколько корней, для которых а ,2< 0 . Это равно­
сильно тому, что при малых значениях е^О возмущенная сис­
тема будет иметь ровно столько периодических решений эллип­
тического типа, сколько она имеет решений гиперболического 
типа. В этой ситуации обычно говорят, что при распаде невоз­
мущенного инвариантного тора 7=7° рождаются пары изолиро­
ванных периодических решений. Согласно результатам КАМ-те- 
ории, траектории типичных эллиптических периодических реше­
ний «окружены» инвариантными торами. Гиперболические 
периодические решения имеют две инвариантные поверхности 
(сепаратрисы), заполненные решениями, асимптотически при­
ближающимися к периодической траектории при *-»-±оо. Раз­
личные асимптотические поверхности могут пересекаться, об­
разуя в пересечении довольно запутанную сеть (см. рис. 44). 
Поведение асимптотических поверхностей будет подробно об­
суждаться в следующем параграфе.

Принципиальной основой доказательства неинтегрируемости 
возмущенных уравнений является лемма 1: если F = F 0(I, ф) +  
+ е Л (/, <р)+•.. — первый интеграл канонических уравнений 
(1), то F 0 не зависит от ф и функции Я 0 и F 0 зависимы на мно­
жестве Пуанкаре. Первая часть леммы вытекает из невырож­
денности невозмущенной задачи. Используя теорему 3, мы до­
кажем зависимость функций Я 0 и F 0 на множестве невозмущен­
ных торов / =  /°, которые удовлетворяют условиям теоремы 4 и 
неравенству (5).

а =  а, а3е]/е +  . . . ,
причем
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<3 Действительно, периодические решения Г(е), рождаю­
щиеся из семейства периодических решений на резонансном то­
ре /°, удовлетворяющем условиям теоремы 4, не вырождены. 
Поэтому (теорема 4) функции Н  и F  зависимы во всех точках 
траектории Г(е). Устремим е к нулю. Периодическое решение 
Г  (е) перейдет в одно из периодических решений Г(0 ) невоз­
мущенной задачи, лежащее на торе / =  /°, а функции Н  и F  
станут равными Я 0 и F 0. По непрерывности они будут зависимы 
во всех-точках траектории Г (0 ). Следовательно,

д(Н0, /=-,) „ ,
ГаПё с> (ТГср)

в точках (/, Ф)бГ (0)- В частности, в этих точках

^ Ц т г т т  = 0 -д ( I j ,  /г )

Для завершения доказательства осталось заметить, что функ­
ции Н 0 и F 0 не зависят от ф. t>

При малых фиксированных значениях параметра вФО  тео­
рема 4 гарантирует существование большого (но конечного) 
числа различных изолированных периодических решений. По­
этому из этой теоремы нельзя вывести неинтегрируемость воз­
мущенной системы при фиксированных значениях е^О. Прав­
да, в случае двух степеней свободы, который мы как раз рас­
сматриваем, справедливо следующее утверждение: если не­
возмущенная система невырождена, то при фиксированных ма­
лых значениях е # 0 возмущенная гамильтонова система имеет 
бесконечно много различных периодических решений. К  сожа­
лению, они могут быть не изолированы. Существование беско­
нечного числа периодических решений выводится из теоремы 
Колмогорова о сохранении условно-периодических дви­
жений (гл. 5, п. 3.2) и геометрической теоремы Пуанкаре — 
Биркгофа (см. [6]).

1.3. Приложения метода Пуанкаре, а) Обратимся к ограни­
ченной задаче трех тел, рассмотренной нами в § 5 гл. 2. Пред­
положим сначала, что масса Юпитера ц равна нулю. Тогда в 
«неподвижном» пространстве астероид будет вращаться вокруг 
Солнца единичной массы по кеплеровским орбитам. Пусть орби­
ты — эллипсы. Тогда удобно перейти от прямоугольных коор­
динат к каноническим элементам Делоне L, G, I, g (см. при­
мер 4, п. 2.1, гл. 4). В  новых координатах уравнения движения 
астероида будут каноническими с функцией Гамильтона F<>= 
= — ’/2ZA Если ц^О, тб полный гамильтониан F  можно разло­
жить в ряд по возрастающим степеням ц : ^ = ^ 0+ ^ 1+•  • • • 
Поскольку в подвижной системе координат, связанной с Солн­
цем и Юпитером, кеплеровские орбиты вращаются с единичной 
угловой скоростью, то функция Гамильтона F  зависит от L , G,
I и g— t. Положим лс 1 =  L , jf2 =  G, у 1 —I, y i—g—t и H = F —G.
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Ф ункц ия Я  теперь зависит лиш ь от х,, у ,, причем относительно 
угловы х переменных у ь Уг она 2л-периодична. В  итоге мы пред­
ставили уравнения движ ения астероида в виде следующей га­
мильтоновой системы:

Разложение возмущающей функции в кратный тригонометричес­
кий ряд по углам ух и у2 было изучено еще Леверье (J. Le ve r-  
rie r)  (см., например, [24]). Оно имеет следующий вид:

Коэффициенты hu, зависящие от х\ и х2, вообще говоря, 
отличны от нуля.

Множество Пуанкаре этой задачи состоит из прямых, па­
раллельных оси х 2 : и / х !3— и =  0, Оно всюду плотно 
заполняет полуплоскость х { > 0 .  Однако применить теорему 1
об отсутствии новых аналитических интегралов непосредствен­
но нельзя из-за вырождения невозмущенной задачи: 
det\\d2Ho/dx2\\ =  0. Эта трудность преодолевается тем, что кано­
нические уравнения с гамильтонианами Я  и exp Я  имеют одни 
и те же траектории (но не решения). Следовательно, эти урав­
нения интегрируемы или неинтегрируемы одновременно. Ос­
тается заметить, что

ехр Я  =  ехр Я 0+ Ц  (exp # 0) # i +  • • • и det||d2exp Н 0/дх2\\ фО. 
И так, мы получили, что уравнения ограниченной задачи трех 
тел в форме (6) не имеют независимого от функции Я  фор­
мально-аналитического по параметру р, интеграла Ф  =  2 Ф ,ц *, 
коэффициенты которого —  гладкие функции на множестве 
Dx Т 2{у mod 2 л } , где D  —  произвольная область в полуплоскос­
ти * i > 0 .

в) «Перейдем к другой задаче, а именно задаче о движ е­
нии тяжелого тела вокруг неподвижной точки . . .  можно спро­
сить, препятствуют ли  существованию однозначного интеграла, 
отличного от интегралов ж ивы х сил и площадей, соображения, 
изложенные в этой главе» (Пуанкаре, [3 4 ], п. 86 ).

Группе симметрий, состоящей из поворотов тела вокруг вер­
тикальной прямой, соответствует линейный интеграл <&, у>: 
проекция кинетического момента на вертикаль постоянна. Ф и к ­
сируя эту постоянную, понизим число степеней свободы до 
Дв ух.  На четырехмерных интегральных уровнях Afr {<&, y> =  c, 
<у,у> =  1} возникает гамильтонова система с двумя степенями 
свободы. Ее  функция Гамильтона —  полная энергии тела с фик­
сированным значением проекции (k, -у)—  равна Я 0+ е Я ь где

Я °  2 * 2. (6)

оо оо
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#о — кинетическая энергия (функция Гамильтона интегрируе­
мой задачи Эйлера о движении тела по инерции), а Н\ — по­
тенциальная энергия тела в однородном поле силы тяжести 
(е — произведение веса тела на расстояние от центра масс до 
точки подвеса). Будем считать параметр е малым (ср. с п. 2.1, 
гл. 5, пример 2). Это эквивалентно изучению быстрых враще­
ний тела в умеренном силовом поле. В невозмущеиной интег­
рируемой задаче Эйлера можно ввести переменные действие — 
угол /, ф. Формулы перехода от специальных канонических пе­
ременных. L , G, I, g к переменным действие — угол /, ф можно 
найти, например, в работе [12]. В  новых переменных Я =  
=  #о(/) +еЯ|(/, ф)- Переменные действие Л, h  могут изменять­
ся в области A ={| /i| < ;/2, /г^О }. Гамильтониан Я 0(Л ,/2) — 
однородная функция степени 2, аналитическая в каждой из че­
тырех связных подобластей Д, на которые делят область три 
прямые ль л2 и /| =  0. Уравнение прямых ni и я г  есть 2Я 0//г2 =  
= A j1- Они симметричны относительно вертикальной оси и 
стремятся к прямой /i =  0, когда А т+Ах и к паре прямых 
|/11 =  /2, когда А2-+А3 (напомним, что Аи А2, А3— главные мо­
менты инерции тела и А ^ А - ^ А г ) .  Линии уровня функции 
Н 0 изображены на рис. 57.

Рис. 57

Разложение возмущающей функции Н\ в кратный ряд 
Фурье по угловым переменным ф1 и фг фактически содержится 
в одной из работ Якоби:

2 h m,le‘^ ^ +  2 А т .-1 е ‘'<т(р>-ф*)+ .
m£Z mgZ

Когда главные моменты инерции подчинены неравенству 
A i> A 2> A 3, множество Пуанкаре состоит из бесконечного чис­
ла прямых, проходящих через точку / = 0  и накапливающихся у 
пары прямых Я| и л2. Можно показать, что функция Но невы­
рождена в области Д. Если функция Я  была бы аналитичной 
по I  по всей области Д, то можно было бы применить результа­
ты п. 1.1: точки /°, лежащие на прямых щ и лг, удовлетворяли 
бы условиям теоремы 1. Трудность, связанную с аналитически­
ми особенностями функции Г  амильтона в переменных действие- 
угол, можно преодолеть, рассматривая задачу о дополнительном
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интеграле, аналитическом на всем интегральном уровне Мс. 
С помощью метода Пуанкаре доказывается

Т еорема 6. Если тяжелое твердое тело динамически не­
симметрично, то уравнения вращения не имеют независимого от 
функции Ho+eHi формального интеграла 2F,e* с аналитичес­
кими на уровне Ме коэффициентами ([12]).

Это утверждение дает отрицательный ответ на вопрос, по­
ставленный Пуанкаре в [34] (п. 86).

§ 2. Расщепление асимптотических поверхностей

Невырожденные неустойчивые периодические решения име­
ют асимптотические многообразия, заполненные траекториями, 
неограниченно приближающимися к периодическим траектори­
ям при г—»-± оо. В интегрируемых гамильтоновых системах 
эти поверхности, как правило, попарно совпадают. В  неиитегри- 
руемых случаях ситуация иная: асимптотические поверхности 
могут пересекаться ие совпадая, образуя в пересечении доволь­
но запутанную сеть (см. рис. 44). В  этом параграфе мы опи­
шем восходящий к Пуанкаре способ доказательства иеиитегри- 
руемости, основанный на анализе асимптотических поверхно­
стей гамильтоновых систем, мало отличающихся от 
интегрируемых.

2.1. Условия расщепления. Пусть V — гладкое n-мерное про­
странство положений гамильтоновой системы, Т *  V — ее фазо­
вое пространство, Н  :T * V x R ( t} - * ~ R — функция Гамильтона. 
В  расширенном фазовом пространстве M = T * V x R 2{E , t) урав­
нения движения снова гамильтоновы:

где К = Н  (у, х , t ) — E ,  xeV, y6T xV .
Гладкая поверхность Ап*1с.М  называется лагранжеаой, 

если для любого стягиваемого в точку замкнутого контура y

(E = H (y ,x ,t)  на поверхности Лп+1) равен иулю. Лагранжевы 
поверхности инвариантны относительно действия фазового по­
тока системы (7). В  автономном случае лагранжевы поверхно­
сти Лпсz T * V  задаются условием

Если лагранжева поверхность ЛпН однозначно проектируется

V

ф ^ л := 0  (усЛ", <?y = 0 ) .
V
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на D x /?{*}< D c V ,  то ее можно поедставить в виде графика

y - * L £ ± ,

где S -.D x R -*-  R  — некоторая гладкая функция. В автономном 
случае Ля задается графиком

Функция S  (л:, 0  удовлетворяет уравнению Гамильтона — 
Якоби:

j тт I dS 1, л 
-дГ +  И  [-д7' * '  1 = 0 -]

В этом параграфе мы будем иметь дело с лагранжевыми 
поверхностями, составленными из асимптотических траекторий. 
Такие поверхности естественно назвать асимптотическими.

Предположим, что функция Гамильтона 2л-периодична по 
t и зависит еще от некоторого параметра е : Н  =  Н(у, х, t, е). 
Пусть при е =  0 функция H ( y ,x , t ,0 ) = H Q(y,x) не содержит вре­
мени и удовлетворяет следующим условиям:

1) Существуют две критические точки у-, х_ и у+, х+ функ­
ции Я 0, в которых собственные значения линеаризованной га­
мильтоновой системы

д Н 9 • дН,
У = — 5 Г '  x  =  ~dU

О

действительны и отличны от нуля. В  частности, 2л-периодичес- 
кие решения x± ( t)= x ±, y±(t),=y± имеют гиперболический тип.

2) Если Л 'Ч А - ) — устойчивое (неустойчивое) асимптотичес­
кое многообразие в Т*  V, проходящее через точку у+, ( jc _,  
у~), то Л + =  Л~. Отсюда вытекает, в частности, что Н 0{у+, х+) =  
=  Н 0(у-,х-).

3) Существует область D c V , содержащая точки х±, такая, 
что в T*D c zT*V  уравнение поверхности Л += Л "  можно пред­
ставить в следующем виде: y =  dS0/dx, где S 0 — некоторая ана­
литическая функция в области D. Полезно рассмотреть диф­
ференциальное уравнение

* дНь I dS о /о\
у ^ -т г г-  (8)ду |„<*)’ *  д х

В малой окрестности точки х± его решения стремятся при t-*- 
-*-±оо к точке х±.

4) Уравнение (8) имеет в области D  двоякоасимптотичес­
кое решение: x0(t)-*~x+ при /-*-±оо (рис. 58).

Гамильтонову систему с функцией Гамильтона Я 0 следует 
рассматривать как невозмущенную. В приложениях она чаще 
всего бывает вполне интегрируемой. Пусть D +(DJ) — подоб-
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Рис. 58

ласть D,  содержащая точку х+ (х_) и не содержащая х _ (х +). 
П ри малых значениях е асимптотические поверхности А + и Л~  
не исчезнут, а перейдут в «возмущ енные» поверхности Л Е+ и 
Л г .  Более точно, в области D ± x R { t )  уравнение асимптотичес­
кой поверхности можно представить в следующем виде:

где S ± (x, /, е ) — 2я-периодическая по t функция, которая 
определена и аналитична при x£D±  и малых значениях е (П у ­
анкаре, [3 4 ] ) .  Ф ункц ия 5=̂  должна, конечно, удовлетворять 
уравнению Гамильтона —  Якоби

Согласно предположению, при е =  0 поверхности Ло+ и Ло-  
совпадают. Однако, как заметил впервые Пуанкаре [3 4 ] ,  в об­
щем случае при малых значениях параметра 8=^0 поверхно­
сти Л *+ и Л е_ , рассматриваемые как множества точек в 
Т *  ( D +f }D-) X R ,  уже не будут совпадать. Это явление назы­
вается расщеплением, асимптотических поверхностей. Очевидно, 
что Л ,+ совпадает с Л е~ тогда и только тогда, когда уравнение 
(9) имеет решение S ( x , t , e ) ,  аналитическое по х во всей обла­
сти D.

Т е о р е м а  7 (Пуанкаре). Ес ли  Н { (у+, х+, t) = Н { (у~, Х-, t) и

то при малых значениях параметра е ^ О  возмущенные асимпто­
тические поверхности Л*Г и Л^" не совпадают.

<  Предположим, что уравнение (9) имеет аналитическое ре­
шение S  (х, t ,  е), которое при малых значениях е можно пред­
ставить в виде сходящегося степенного ряда

Откуда S Q =  — ht +  (д:), где h =  H o ( y . , x ±), a W  — решение

оо
j  { Я 0, И х} { у ( х о 00), x 0 {t), t ) d t ^  0, (10)

— оо

S  — S q(X, /) -f- 8S i  (x, t) -j- . . . .  

Функция So должна удовлетворять уравнению
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Ясно, что W  совпадает с функцией 50 (х).
Пусть Н  =  Н 0 (у, x) +  eHi(y, х , t ) + . . . .  Тогда из (9) мы 

получим квазилинейное диффёренциальное уравнение для S ,:

т т + т ?  ( » )
Так как уравнение (8) автономное, то оно вместе с решением 
x Q(t) имеет семейство решений .r0(t - f  a), af:R . Из (11) следует, 
что на этих решениях

5,(^ 0 ( t+ a ), t) =  
t

=  S 1 (x0(a),0) — § H l (y(x0{t--r a)), x 0( t+ a ) , t)d t. (12)
о

Без ущерба общности можно считать, что Н ^у^ , х т, t ) = 0  
для всех t. Если это не так, то вместо возмущающей функции 
следует взять функцию Н к — Н х(у±, х t). При этом скобка 
Пуассона {Н 0, /■/,} не изменится.

Поскольку разложение Тейлора функции в окрестности 
точек х±, у± начинается с линейных членов по х — х ±, у — у± 
и функции jc„(0 — *±.  У (-«о(О)—Ух экспоненциально быстро 
стремятся к нулю при t-+  ±  оо, то интеграл

оо

J (а)= j  M l (у0 ( t 4-а), лг0(/+а), t ) d t  (13)
— ОО

сходится. Из уравнения (12) следует также, что значение 
S i(x , t) в точках jc£ не зависит от t. Согласно (12), интеграл 
J  (а) равен 5, (jc+) — (х_) и поэтому не зависит от а. Для 
завершения доказательства осталось вычислить производную

s L - J  2  U H v H i d t - O .  >
— 00 —оо

Другое доказательство теоремы Пуанкаре можно найти в 
работе 145].

В автономном случае условие расщепления асимптотических 
поверхностей, расположенных на некотором фиксированном 
уровне энергии, можно представить в следующем виде:

00

f { F 0, H i)d t^ Q ,  (14)
—оо

где F 0 — интеграл невозмущенной системы. Если в точках не- 
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устойчивых периодических траекторий dF0= 0, то интеграл 
(14) заведомо сходится.

2.2. Расщепление асимптотических поверхностей — препят­
ствие к интегрируемости. Рассмотрим гамильтонову систему с 
гамильтонианом Н (г , t, е) = H 0(z )+ e H i(z , f )+ 0 ( e 2) в предпо­
ложениях п. 2.1. В  частности, невозмущенная система имеет 
два гиперболических положения равновесия z±, соединенных 
двоякоасимптотическим решением i*-*-Zo(0. tbR.

Теорема 8 (С.*В. Болотин). Пусть выполнены следующие 
условия:

00
1) j  {Я0, {Я0, Я,}}(г0(0, t )dt+0,

—  ОО

2) при малых е возмущенная система имеет двоякоасимп- 
тотическое решение t*~z,(t), близкое к t**zn(t).

Тогда при малых фиксированных значениях е^=и в любой 
окрестности замыкания траектории zt (t) уравнения Гамильтона 
z = Id H  не имеют полного набора независимых интегралов в  
инволюции.

Замеч ание.  Условие 1) можио заменить на следующее: 
при некотором т ^ 2

ОО

j  {Но,...{Но, Я,}...}(2 о(<). t)dt+0.
' т

Если выполнено условие 1), то асимптотические поверхно­
сти заведомо не совпадают. Условие 2) выполнено, конечно, ие 
всегда. Приведем достаточное условие существования семейст­
ва двоякоасимптотических траекторий.

Пусть # о = Л ........ F n — коммутирующие интегралы невоз­
мущенной задачи, независимые на Ло+=Ло". Если

СО

j{F„ Я,}(г0(/). t ) d t - О,

det J {^i> iF i . t)d t

то существует аналитическое по е семейство асимптотических 
решений t<-*z,(t). Это утверждение просто выводится из теоре­
мы о неявной функции.

Если мы исследуем задачу о существовании независимых ин- 
аолютивных интегралов F i( z , t , t ) ,  аналитических
(или формально аналитических) по параметру е, то условие 2) 

можно отбросить. В  частности, если выполнено условие 1), то
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ряды теории возмущений расходятся в окрестности расщеплен­
ных асимптотических поверхностей.

Методом нормальных форм Биркгофа в окрестности неус­
тойчивых периодических решений z± + 0 (e ) можно найти 2л- 
периодическую по t формальную каноническую замену пере­
менных г~ и ,  приводящую функцию Гамильтона H (z ,t,e )  к 
функции Я ± (ы,е), не зависящей от t. Из-за соизмеримости ха­
рактеристических показателей это преобразование Биркгофа 
может расходиться. Однако в случае одной степени свободы 
(п =  1) формальные ряды замены переменных г 1-*и всегда схо­
дятся и аналитически зависят от параметра е (см. [175]).

Т еорема 9. Предположим, что преобразование Биркгофа 
сходится и аналитически зависит от е. Если выполнено условие
1) теоремы 8, то при малых гфО уравнения Гамильтона не 
имеют полного набора независимых аналитических интегралов 
в инволюции.

В частности, при п =  1 достаточным условием неинтегрируе­
мости является условие 1) (С. Л. Зиглин [71 ]) .

Д о к а з а т е л ь с т в о  т еоремы 9. Определим на поверх­
ности До* функцию Я *  по формуле

+ оо
/? *(*)■ = -

О
0

/? -(*)=  \ {Яо, { Я 0, Я ,}}  (г (0, t)d U
— эо

где t*+z (t) — асимптотическое движение невозмущенной системы 
с начальным условием z  (0) =  г.

Лемма 2. Функции R -  определяются функцией Я 0, семей­
ством поверхностей A f и симплектической структурой.

<  Действительно, согласно результатам п. 2.1, функции
+  оо

S 4 * ) = - e  Jj (/Л (*(<). t) — H x(z+, t))d t,
о
о

S - ( z ) = z  \ (Я ,( г ( * ) ,  t ) - H x{z_, t))d t
г 

— ОО

являются производящими функциями лагранжевых поверхностей 
A f с точностью до 0(е2). Но е/?± =  { Я 0, { Я 0, 5 * } } .  >

Композиция преобразования Биркгофа со степенями отобра­
жения за период позволяет продолжить функции Н ± с окрест­
ностей критических точек и ± (е) на некоторые окрестности W± 
асимптотических поверхностей Л *. Так как возможное расщеп-

V { Я 0, {Яо, Я i}}(z (t), t ) d t ,
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ление поверхностей Л?  и Ае имеет порядок е, то при малых е 
окрестности W + и W _ пересекаются.

Лемма 4. { Я +, Я " } # 0 при е=^0.
<3 Положим

Я * (и, е) =  Но (и)+ е Я *  (и) +  О (е2).

Так как Я *  (и) =  Я 0 (и), то
{Я \  Я " } = е { Я 0, Я , '  -  Я ,+} + О (е2).

Поскольку Ло“— инвариантное асимптотическое многообразие 
гамильтоновой системы и =  Id H Q, то, согласно лемме 3,

о
{ Я 0, Я , ' }  (и) =  J { Я 0, { Я 0, Я , '} }  (Ио (<)) dt =  /?- (и), « 6 V .

— ор

Аналогично
+  оо

{Но, Я Г }  (и) =   ̂ { Я 0, { Я 0, Я * } }  («о (/)) dt =  /?+ (и), «ел0+.
О

Следовательно,
00

{ Я +, Я - } = е  J { Я 0, { Я 0, Я , } } ( г 0(/). О Л  +  О ф .
— 00

Согласно условию 1), при малых вфО скобка Пуассона 
{ Я +, Я ' } # 0 .  >

В новых переменных и интегралы F lt . . . , F n не зависят от i.  
Пусть при гфО  в некоторой точке W +Г\W_ интегралы F b. . .  
. . . , F „  независимы. Поскольку { Н ± , F =  0, то вектор / й Я *  
есть линейная комбинация векторов I d r Так как { F h F j } = 0 ,  
то, очевидно, в этой точке { Я +, Я " } = 0 .  Для завершения дока­
зательства осталось заметить, что на всюду плотном множестве 
аналитическая функция ( Я +, Я -} отлична от нуля. >

Т еорема 10. Пусть п =  1.. Если 
00

1) J { Я 0, Я 1}(2о(<), t ) d t +  0;
—00

2) при малых е возмущенная система имеет двоякоасимпто­
тическое решение близкое к i*~zo(t), то при малых

, значениях гф О гамильтонова система z = Id H  не имеет допол-
I нительного аналитического интеграла.
j <] Рассмотрим отображение за период g сечения t= to  на се- 
' бя. При малых е это отображение имеет две неподвижные ги­

перболические точки Z\ и zi с инвариантными сепаратрисами 
и 1̂ 2*. Согласно условиям теоремы, при е^О сепаратри-
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сы №1+ и W2~ пересекаются и не совпадают. Пусть V — малая 
окрестность точки Z\ и А — малый отрезок сепаратрисы №2“, 
пересекающийся с W\+. При достаточно большом п отрезок 
gn(Д) будет целиком лежать в области V, снова пересекаясь с 
№i+. Согласно теореме Гробмана—Хартмана (F. Hartman) 
[33], в области V отображение g топологически сопряжено ли­
нейному гиперболическому повороту. Следовательно, при 
п-*-<х> отрезки £П(Д) будут «растягиваться» вдоль сепаратрисы 
1Fi~, неограниченно к ней приближаясь. Очевидно, что объеди­
нение

U (Л) (15)
/1= 1

будет ключевым множеством для класса функций, аналитичес­
ких в сечении t = t 0.

Рис. 59

Предположим теперь, что уравнение Гамильтона имеет 
аналитический интеграл f ( z , t ) .  Функция f ( z , t 0) инвариантна 
относительно отображения g и постоянна на сепаратрисе WY" 
(так как последовательность точек gn(z), z£W2~ при п-*~—оо 

сходится к точке 22). Следовательно, аналитическая функция 
f ( z , t 0) постоянна на множестве (15), и поэтому она постоянна 
при любом /0. [>

Замеч ание.  А. Пуанкаре разделил двоякоасимптотичес­
кие решения на два типа: гомоклинные (когда 2+= г_ )  и гете- 
роклинные (когда г+Ф г - ) .  Если п = 1 , то при малых е возму­
щенная задача всегда имеет гомоклинные решения (если, ко­
нечно, они были при е =  0).

2.3. Некоторые приложения.
а) Рассмотрим вначале наиболее простую задачу о колеба­

ниях маятника с вибрирующей точкой подвеса (сп. п. 1.4 гл. 5, 
пример 6). Функция Гамильтона Н  равна Я 0 +  еЯь где

Но—у1/2—ш2 cos лг, Н \ = —ы2/(/) cos х,

а / — 2л-периодическая функция времени. Когда е =  0, то верх­
нее положение маятника — неустойчивое равновесие. Невозму­
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щенная задача имеет два семейства гомоклинных решений:

2̂ ±ш(<—<•)
■» Xq -> +  Я, при t  -> +  00. (16)

Так как {Н 0, Н х) =  — ш2/ (/)jcslnjc, то интеграл (10) с точностью 
до постоянного множителя равен

Пусть /  (t) =  Z f„e 'nt. Тогда интеграл (10) можно представить 
в виде ряда

Интегралы J„ нетрудно вычислить с помощью вычетов:

Следовательно, если /(f)^ const (т. е. /„# 0  при некотором 
п Ф 0), то интеграл (10) отличен от нуля хотя бы на одном 
двоякоасимптотическом решении из семейства (16). ТЬким об­
разом, если /(/) T^const, то согласно результатам п. 2.2, рас­
сматриваемая задача при достаточно малых (но фиксирован­
ных) значениях параметра ефО не имеет аналитического пер­
вого интеграла F  (у, х, /), 2л-периодического по х и /. Можно 
показать, что уравнения колебаний маятника могут быть впол­
не интегрируемыми лйшь при конечном множестве значений 
параметра с из интервала [—а, а], где а=1/шах|/(0| (см.

Замеч ание.  В работе [13] указан пример гамильтоновой 
системы с аналитическим гамильтонианом, аналитически зави­
сящим от параметра, которая при всюду плотных множествах 
значений параметра является как вполне интегрируемой, так 
и неинтегрируемой. Таким образом, интегрируемые случаи изо­
лированы не всегда.

Ь) В задаче о быстром вращении тяжелого несимметрично­
го твердого тела функция Гамильтона Н  =  Н 0+ г Н и где 

Н 0=<АМ, МУ/2, Я ,  =  <дс, е>; /4 =  diag(ab a2, a3), * = ( * 1, х2, х3). 
Числа аи а2, а3 обратиы главным моментам инерции тела, а 
* 1. * 2, х3 — координаты центра масс в главных осях инерции. 
При е =  0 будем иметь интегрируемый случай Эйлера. В этой 
невозмущенной задаче на всех некритических трехмерных уров­
нях Mh,c

00

00

2 2  i n f aJ„eia,\
ngZ

____ j e — n n l 2 a

113]).

{M, e :H o =h , <M, e> =  c, <e, e> =  1}
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существуют два неустойчивых периодических решения: если 
ai<a2< a 3, то

М 1 =  М3= 0 ,  М 2 =  М о°= ± V 2 h J a 2, е2 =  е2° =  ±с /М 2°, (17) 
el =  acos(a2M2o)t, e3= a s in (a 2M 2°)/; a2 =  l  — (с/М2°у.

Из неравенства < М, е ) 2 ^ ( М ,  М )  ( е, е)  и независи­
мости первых интегралов на М п,с вытекает, что а2> 0 . Устой­
чивые и неустойчивые асимптотические поверхности периоди­
ческих решений (17) можно представить как пересечения много- 
образия Мп, с гиперплоскостями M xV a 2— ai ± М 3 У а 3—а2 = 0. 
В задаче Эйлера асимптотические поверхности «сдвоены»: они 
сплошь заполнены двоякоасимптотическими траекториями, ко­
торые при /—►±оо неограниченно приближаются к периодиче­
ским траекториям (17). Расщепление этих поверхностей изуче­
но в работах В. В. Козлова (1976) и С. Л. Зиглина (1980). 
Оказалось, что при возмущении асимптотические поверхности 
расщепляются всегда, кроме «случая Гесса—Аппельрота* 
(L. О. Hesse):

jc2= 0 , jc, V а3 — а2 ±  Jc3 K a 2 — аг= 0 . (18)
В этом случае одна пара сепаратрис расщепляется, а другая — 
нет.

Причина нерасщепления состоит в том, что при выполнении 
условия (18) возмущенная задача при всех значениях е имеет 
«частный» интеграл: F= M \ V < h .— o,x± M 3 Vd%—a2 { F = 0 , если 
F = 0). Можно показать, что замкнутые инвариантные поверх­
ности Afft.cfH^O} при малых значениях е будут как раз парой 
сдвоенных сепаратрис (см. [12]).

В задаче о быстром вращении тяжелого несимметричного 
волчка р'ас1цепленные сепаратрисы пересекаются по-видимому, 
не всегда. Однако здесь применима теорема 9, с помощью ко­
торой можно установить отсутствие дополнительного аналити­
ческого интеграла возмущенной задачи при малых, но фикси­
рованных значениях параметра вфО (С. Л. Зиглин (1980)).

Поведение решений возмущенной задачи исследовалось чис­
ленно (L. Galgani, A. G iorg illi, J.-M. Strelcyn (1980)). На 
рис. 60 показаны результаты вычислений при разных значени­
ях возмущающего параметра е. Хорошо видно, что картина 
инвариантных кривых невозмущенной задачи начинает разру­
шаться как раз в окрестности сепаратрис.

с) Рассмотрим теперь уравнения Кирхгофа

\ M = M x ®  +  е Х и ,  е =  е Х и ;  ы =  # „ ,  и =  Н / ,
1 1 (19)

|Я =  4 - < AM, М  > +  < ВМ,  е > + ~  < Се, е > ,

описывающие вращение твердого тела в идеальной жидкости.
244



I i*0,5 t i*1

Рис. 60

Матрица A =  diag(cti, a2, a3) диагональна, а матрицы В и С 
симметричны.

Т е о р е м а  11. Пусть среди чисел аь а2, аз нет равных. Если 
уравнения Кирхгофа имеют дополнительный интеграл, незави­
симый от функций F\ =  H, F<i =  <Af, е>, F3=<e, е> и аналитиче­
ский в R6{M, е),  то матрица B =  diag(fti, b2, Ь3) и

аГ1 (Ьп— *з) +  аГ1 (Ь3— *0 +  аГ1 (pi— b2) = 0  (20)

Если В== 0, то независимый аналитический интеграл существует 
лишь в случае, когда C =  diag(cp с 2, с3) и

а, \1 (со — 1 (£3— (^i — Гг)= 0. (21)

Матрица В в интегрируемом случае Стеклова определяется 
как раз условием (20). Условие (21) дает интегрируемый слу-
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чай Клебша. Интересно отметить совпадение вида условий 
(20) и (21).

С л е д с т в и е .  В общем случае уравнения Кирхгофа неин- 
тегрируемы.

Доказательство теоремы 11, установленной В. Козловым и 
Д. А. Онищенко (1982 г.), тоже основано на явлении расщепле­
ния сепаратрис: в уравнения (19) вводится малый параметр е 
заменой е на ее; при е =  0 будем снова иметь интегрируемую за­
дачу Эйлера, сдвоенные сепаратрисы которой расщепляются 
при добавлении возмущений, если не выполнены условия 
(20) — (21). Подробности можно найти в [13].

d) С помощью метода расщепления асимптотических по­
верхностей можно установить неинтегрируемость задачи о  дви­
жении четырех точечных вихрей (С. Л .‘ Энглин, [7 0 ]). Точнее, 
рассмотрим эту задачу в ограниченной постановке: вихрь ну­
левой интенсивности (т. е. просто частица идеальной жидкости) 
движется в «поле» трех вихрей одинаковой интенсивности. Ока­
зывается, уравнение движения нулевого вихря можно предста­
вить в гамильтоновой форме с периодическим по времени га­
мильтонианом; эти уравнения имеют гиперболические периоди­
ческие движения с пересекающимися сепаратрисами. Поэтому 
ограниченная задача четырех вихрей не является вполне интег­
рируемой, хотя (как и в неограниченной постановке) имеет 
четыре независимых некоммутирующих интеграла.

Большинство методов доказательства неинтегрируемости 
основано на том, что достаточно запутанное топологическое 
поведение фазовых кривых препятствует существованию пер­
вых интегралов. Один из случаев, когда удается явно устано­
вить такую топологическую запутанность, следовательно и не­
интегрируемость, —  теория квазислучайных колебаний, кото­
рую мы здесь рассмотрим в простейшей модельной ситуации.

Рассмотрим, следуя В. М. Алексееву, неавтономную систе­
му с одной степенью свободы, движение которой описывается 
уравнением

Будем предполагать выполненными следующие условия:
a) Q — гладкая функция, 2я-периодическая по t.
b) Q (—х, t) = — Q(x, t); в частности <2(0, / ) = 0  и, следова­

тельно, точка х =  0 — положение равновесия.
c) Q > 0  при х > 0  и

§ 3. Квазислучайные колебания

* = — Q (x, t), xeR. (22)
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Если система автономная, то последнее условие означает огра- 
ниченность потенциальной энергии при | jc о о .

d) Q / < 0  при j c > j c * > 0 .  Это означает выпуклость графика 
потенциальной энергии О (х, t) (определяемой равенством U/ — 
=  — Q) при J jc | >  jc*. Следующие два условия носят техни­
ческий характер:

ОО

e) | Q /| < ¥ (x ) , j> ( .* )  < * * < «> ,
о

i) V (x )/Q 2 (x , < ) = 0 ( 1 )  при лг^Хо.
Важным примером является вариант ограниченной задачи 

трех тел, в котором две точки одинаковой массы описывают 
эллиптические орбиты в плоскости х, у, симметричные отно­
сительно оси z, а третья точка нулевой массы все время 
остается на оси г (см. рис. 61). Движение последней описы­
вается дифференциальным уравнением

z  =  - z / [ z *  +  r2 (0 l3/2. (23)
где

'•<<)- 1 + ■ »-<l +  «cos4>.
десь е  — эксцентриситет эллиптической орбиты массивных тел. 

°  этом примере все условия а — {, очевидно, выполнены.

3.1. Отображение последования.
О п р е д е л е н и е .  Решение x ( t )  уравнения (24) назовем гипер­

болическим в будущем, если существует j c ( + o o ) =  Urn .* (< )>  О,
/-► + 00

параболическим, если jc( +  o o ) = 0 ,  и колеблющимся, если функ­
ция дс(-) имеет бесконечно много нулей при /-+ -+ оо. Аналогич­
но определяются эти три вида движений в прошлом (при 
/-►— оо) (см. гл. 2, § 4, п. 4.1).

В указанном выше примере ограниченной задачи трех тел 
движения первого (второго) вида называются, согласно Шази,
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гиперболо-эллиптическими (параболо-эллиптическими). Финаль­
ный тип движений третьего вида пока не определен.

П р е д л  о ж е н и е  2. Каждое решение уравнения (22) при­
надлежит одному из этих трех видов (как при /-> -+ 00, так и 
при t~*— 00).

Несложное доказательство основано на использовании 
свойств а—с функции Q.

Пусть x(t)  — решение уравнения (22) со следующими на­
чальными данными: дс(т)=0, j c ( t )= u > 0 .  Здесь возможны два 
случая. В первом из них функция х монотонно возрастает при 
/—► +  00; это решение является либо гиперболическим, либо па­
раболическим. Во втором случае х достигает максимума 
X+(v, т), а затем убывает до значения х =  0. Введем функцию

Аналогично определяется функция h~ (v, т) (когда t -*■ — 00). 
В стационарном случае h+(v)==fr(v). В дальнейшем анализе 
важную роль играет постоянная

существующая согласно условию с. Если Q не зависит от вре­
мени, то /  — полная энергия параболического движения. Мож­
но показать, что Л* — дифференцируемые функции.

Рассмотрим на плоскости 2  с полярными координатами v, 
xmod2n две кривые П± = ( Л± = / } .  Эти замкнутые дифференци­
руемые кривые ограничивают на 2  некоторые открытые обла­
сти Я*, содержащие точку и =  0.

П р е д л о ж е н и е  3. Если точка (v, т) лежит вне (на) IP , 
то функция x(t)  монотонна и движение гиперболическое (пара­
болическое) при /-» -± о о . Если же точка ( v, т) лежит внутри 
/?*, то x(t)  имеет хотя бы один нуль при

<3 Неравенство Л+> /  эквивалентно условию ^ ( у ,  т) =  
=  оо, что, в свою очередь, влечет равенство Л+— J — x2( +  oo)[2. 
Если jc( +  oo) > 0  ( =  0 ), то движение гиперболическое (парабо­
л и ч еск ое )^

Согласно предложению 3, для точек (и, т) из R+ определе­
но естественное отображение S :  (у, т ) |-» (и ',  т ' ) ,  где т ' — бли­

ОО

.*  С Q0( x ) d x —B первом случае,
h*(v, т ) = х;+

J Q0(x)rfjc— во втором случае.
о

Здесь
2л

*>л -
о

оо

0
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жайший к т нуль функции x(t) ,  v' —  скорость точки в момент 
т ' (в силу симметрии х-*~—х  можно считать, что и '> 0 ; см. 
рис. 62). Ясно, что SR+ =  R~ и Л+ о 5  =  Л".

t

Рис. 62

Л е м м а  5. Отображение S : R+->-R- сохраняет площадь 
на 2 .

<3 Уравнение (24), разумеется, гамильтоново с функцией 
Гамильтона Н(у, х, i ) = y 2l2+ U (x ,  / ) ,  где у = х .  Пусть Г — 
замкнутый контур в области /?+ и пусть Г ' =  5 ( Г ) .  В силу тео­
ремы об интегральном инварианте

$  y d x — Hdt  =  §  ydx  — Hdt<=>§ v2dx— §  v2dx. >  
г Г Г Г '

Из этого утверждения выводится, в частности,
П р е д л  о ж е н и е  4. Почти все решения, колеблющиеся в 

прошлом, будут колеблющимися в будущем, и наоборот.
<3 Пусть А т — множество точек (v, т)б2, при которых реше­

ние x ( t )  имеет бесконечно много нулей при t >  т и ровно т 
нулей при < <  т. Ясно, что S (A m) =  Л т+1, mes (-Am)= m e s  (Л т+1) 
(лемма 5) и Л *П -А ,=  0  при кф1.  Нас интересует мера мно­
жества А =  и А*,- Если mes А тф 0, то mes А =  оо. Но мера А

т>О
конечна, поскольку это множество целиком лежит в круге радиуса

2 1 /  л j w ( x ) d x .
о

Действительно, умножая уравнение (24) на jc и интегрируя в 
пределах от т до t , будем иметь:

Т XV)

-------\ Q (x , t )d t .
J б

Осталось воспользоваться неравенством Q < 2 n 4 r(x) при х > 0 , 
вытекающим из условия е). D>

Поскольку области R+ и R~ имеют непустое пересечение 
и их меры совпадают, то границы П+ и П_ пересекаются по 
крайней мере в двух точках. Мы будем предполагать в даль­
нейшем, что П+ и П_ пересекаются трансверсально. Например,
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в случае уравнения (25) при нулевом значении эксцентриситета 
П+ =  П~— {у =  >'2}. В силу симметрии задачи относительно мо­
мента соединения т =  0, в общем случае кривые П+ и П" имеют 
обшие точки на луче т =  0. Можно показать, что по крайней 
мере при малых значениях е > 0  кривые П+ и П“ пересекаются 
в этих точках трансверсально.

В окрестности точки пересечения П ' » П " функции |=Л+—/,  
и r\ =  h~—J можно принять за локальные координаты на 2 . Рас­
смотрим малый квадрат =  j i i l ^ e } .  Можно пока­
зать, что при малых значениях е множество S(B{}R*) является 
«спиралью», наматывающейся иа кривую И- , а множество 
S -1 (/?n £ ") является аналогичной спиралью, наматывающейся 
иа П* (см. рис. 63). Это ив >яется следствием гиперболичности

Рнс. 63

отображения S (5  ’ ')  и окрестности точки | =  »j =  0: отображение 
5  является сжимающим вдоль оси ч п растягивающим вдоль 
оси I (подробности см. в [ I j >. Множество 5(ВП/?'Н)ПЯПЛ+ со ‘ 
стоит уже из бесконечного числа спязнмч компонент. Каждая 
из ннх при отображении 5  переходит в узкую спираль, лежа­
щую внутри спирали S(B(\Rr ). Итерируя отображение S как в 
положительную, так и в отрицательную сторону, мы будем по­
лучать все более узкие полоски в квадрате В, трансверсально 
пересекающиеся друг с другом. В пределе мы получим канто- 
рово (совершенное нигде не плотное) множество А сВ ,  инва­
риантное относительно всех ислых степеней отображения S. 
При этом орбита точки (у, т ) оА (т. е. множество S B(w, т ), 
nfcZ) имеет очень запутанный вид, характерный для случайного 
блуждания по множеству Л. Доказательство этих утверж пений 
можно найти в работах В. М. Алексеева [1]. Мы поясним С:.-- 
занное на некотором модельном примере.

3.2. Символическая динамика. Рассмотрим единичный квад­
рат В={(х,  «/)б/?2 : 0<дс, y s ^ l}  и определим отображение квад­
рата В в себя по формулам:

если О ^ д -г^ '/з , то х-* За*, 3, (24)
если 2/ 3< . v s ^ l ,  то х ~  З.т— 2, у ~ у / 3 + 2/3.
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В полосе 1 / 3 < j c < 2 / 3 ,  0 < у <  1 отображение S не определено. 
Геометрический смысл преобразования S:B^>-B ясен из рис. 64.

Рис. 64

Выясним, как устроены множества SnBczB  при я >  1. Для того’ 
чтобы получить SB, надо из квадрата В выбросить горизон­
тальную полосу [0, 1] X  (1/3, 2/3). Если из оставшихся двух по­
лос выбросим более узкие полосы [0, 1] х  [1/9, 2/9] и [0, 1] х  
Х [7 /9 ,  8 /9 ], то получим множество S*B и т. д. (см. рис. 65). 

Продолжая этот процесс неограниченно, мк придем к множеству 
[О, l]X^T|o,i|CB (здесь /С10.Ц — канторово мнсжество на от­
резке [0, 1]), на котором определены все отрицательные степе­
ни S. Рассуждая точно так же, мы получим, что на множестве 
К\о,. I X  [0. 1] определены все положительные степени отображе­
ния S. Следовательно, на прямом произведении канторовых мно­
жеств Л=/С|о,11 X/C|o,i| определены все целые степени S.

Как же устроено отображение S :A -»-A ? Для того, чтобы 
ответить на этот  вопрос, введем пространство i2 последователь­
ностей ю = {<■>„} нулей и единиц, где п пробегает все целые зна­
чения. Зададим в й  топологию SF, определив следующим обра­
зом сходимость: последовательность сходится к а>б£2, если 
©W ->(on при всех п.

Л е м м а  6. Пространство (£2, У ) гомеоморфно Л.
<3 Действительно, последовательности {(■)„} можно поставить 

в соответствие два числа

которые принадлежат, очевидно, /С,о, ц. Легко сообразить, что 
это соответствие — гомеоморфизм. [>

Пусть Т — отображение Q на себя, которое переводит <о =  
=  {(о„} в © '= {© „+ [}  (сдвиг всех индексов на единицу).

Т е о р е м а  12. Существует гомеоморфизм / :  А-*-й такой,

Рис. 65

J C = 2 2 o ) j /3 ^ 1, y =  2 ^ w . s/3\ (25)
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что коммутативна диаграмма
s

Л -*Л
4  г
Й-*£2.

Доказательство основано на простом сопоставлении формул 
(24) и (25).

Таким образом, каждой траектории 5 п(а ), аб8 , пЫ, цели­
ком содержащейся в квадрате В, мы поставили в соответствие 
последовательность символов а»= {а»„}, причем действию 
отображения S отвечает сдвиг всех символов на единицу влево. 
Этот метод кодировки траекторий, восходящий к работам Бирк- 
гофа, Морса (Н. М. M orse). Хедлунда (G. Hedlund), составля­
ет содержание « символической динамики». Более подробно с 
ней можно познакомиться по работам [1] ,  [33].

Из теоремы 12 вытекает ряд важных следствий.
П р е д л о ж е н и е  5. Отображение S : А-*-А обладает сле­

дующими свойствами:
1) любые Две периодические траектории можно соединить 

двоякоасимптотической траекторией,
2) периодические точки плотны в Л,
3) существуют траектории, всюду плотно заполняющие Л.
<3 Действительно, периодической траектории соответствует

точка (а) =  ( . .  .а , а, а , . . . ) 6Q, где а —  конечный блок из ну­
лей и единиц. Пусть точкам (а ), (Ь)в£2 отвечают две периоди­
ческие траектории. Тогда последовательности ( . . . ,  а, а, Ь,
& , . . . )  отвечает, очевидно, искомая двоякоасимптотическая 
траектория. Далее, любому элементу ©6Q можно поставить в 
соответствие последовательность ©<n)=  (a„)6Q , где а„ =  
=  ©в}. Очевидно, что ш'"’-**). Рассмотрим, наконец,
точку такую, что в последовательности {©п*}, начиная с 
некоторого места, подряд записаны все конечные блоки из ну­
лей и единиц. Легко понять, что замыкание орбиты иГ"м* 
(nGZ) совпадает с Q. >

3.3. Отсутствие аналитических интегралов.
Т е о р е м а  13. В предположениях пункта 3.1 дифференци­

альное уравнение (24) не имеет первого интеграла, аналити­
ческого по х, х, t и 2я-периодического по t.

Если такой интеграл существует, то отображение S : R+-► 
-*-R~ из п. 3.1 имеет непостоянную аналитическую инвариант­
ную функцию f(v, т). Можно показать, что ограничение 5  на 
канторово инвариантное множество А  обладает свойствами, 
перечисленными в предложении 5 (см. [ 1] ) .  В частности, в 
силу непрерывности, функция / = const на множестве А. Из 
способа построения совершенного множества А  вытекает, что 
для любой точки ( у 0, t 0) P Q  существуют две последовательности 
точек из А, сходящиеся к (t>o, то) по двум независимым направ­
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лениям. Поэтому производные всех порядков по v и т в точке 
(уо. то) равны нулю. Для завершения доказательства осталось 
воспользоваться аналитичностью /. О

В заключение сделаем несколько замечаний.
1. Поскольку А  нигде не плотно, то из этого рассуждения 

нельзя вывести отсутствие гладких первых интегралов.
2. Символическая динамика в ограниченной (и даже не­

ограниченной) задаче трех тел из п. 3.1 построена в работах
В. М. Алексеева [1].  С ее помощью В. М. Алексеев получил 
все логически возможные комбинации финальных типов дви­
жений по классификации Шази.

3. В окрестности гомоклинических периодических траекто­
рий с трансверсальными асимптотическими поверхностями 
справедливо утверждение, аналогичное теореме 12. Строгое до­
казательство этого утверждения, восходящего к Биркгофу 
(1935), принадлежит Смейлу (1965) и Л. П. Шильникову 
(1967) (см. [3 3 ]). Отметим, что доказательство отсутствия ана­
литических интегралов (теорема 10) не зависит от свойства 
трансверсальности. Однако наличие нетрансверсальных асимп­
тотических поверхностей может сильно влиять на качественное 
поведение траекторий (см. [3 3 ]).

4. Можно показать, что периодические траектории, лежа­
щие в А, являются гиперболическими и, следовательно, невы­
рожденными. С другой стороны, они плотны в А, а множество 
А  является ключевым в В. Поэтому отсутствие аналитических 
интегралов можно установить методом Пуанкаре (см. п. 1.2).

§ 4. Неинтегрируемость 
в окрестности положения равновесия 

(метод К. Зигеля)

Еще один метод доказательства неинтегрируемости основан 
на оценках снизу коэффициентов степенных рядов для фор­
мальных интегралов. Причиной расходимости здесь оказывают­
ся аномально малые знаменатели, то есть в конечном счете 
влияние резонансов, близких к изучаемому положению равно­
весия.

Рассмотрим каноническую систему дифференциальных урав­
нений

» * -------ТГ„ ( ' < * < * >  (26)
и предположим, что / /  — аналитическая функция в окрестности 
точки х  =  у = 0 ,  причем / / ( 0 )  =  0 и d H  (0 )=0 .  Пусть H = ^ H S,

s>2
где H s— однородный полином от х  и у  степени s.

Пусть Xi.........Яг» — собственные значения линеаризованной
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канонической системы с гамильтонианом Яг. Можно считать, 
что Х„+*=—Я» ( 1 < А < п ) .  Будем рассматривать случай, когда 
числа . . . ,  А„ чисто мнимы и независимы над полем рацио­
нальных чисел.

В этом параграфе мы исследуем полную интегрируемость 
уравнений (26) в окрестности положения равновесия х = у =О 
и сходимость нормализующего преобразования Биркгофа.

Рассмотрим множество 36 всех степенных рядов

Я  —  2hkaX ŷ*t (^ 1 *  . • • * ^ п )  , 5 =  ( $ 1 ,  • • • , S n ) i

сходящихся в некоторой окрестности точки х = у = 0. Введем в 
36 следующую топологию : окрестностью степенного ряда Я* 
с коэффициентами Л*,* мы будем называть множество степен­
ных рядов с коэффициентами Л*„ удовлетворяющими неравен­
ствам |AfcS— hh>*\<ehs, где е*. —  произвольная последователь­
ность положительных чисел.

Т е о р е м а  14. В любой окрестности любой точки Н*Ь36 
найдется гамильтониан Я  такой, что соответствующая канони­
ческая система (26) не имеет независимого от функции Я  ин­
теграла, аналитического в окрестности равновесия х = у  =  0.

Таким образом, неинтегрируемые системы всюду плотны 
в Ж  В частности, всюду плотны гамильтоновы системы, для 
которых расходится преобразование Биркгофа. Идея доказа­
тельства теоремы состоит в следующем. Пусть

f  =  (27)

формальный интеграл уравнений (26), независимый с функ­
цией Я. Его существование вытекает из теоремы Биркгофа 
(гл. 4, п. 1.3). Можно показать, что в любой окрестности точки 
Н*Ь36 найдется гамильтониан Я , которому отвечает формаль­
ный ряд (27), причем бесконечно много его коэффициентов 
удовлетворяют оценке где m=|fc| +  |s|. Это до­
стигается выбором собственных значений Хь •. •, К,  достаточно 
быстро приближающихся рациональными числами. С другой 
стороны, если уравнения (26) имеют аналитический интеграл, 
независимый от Я, то справедлива оценка | Д .| < стт , c =  const. 
Все детали доказательства можно найти в работе [35]:

Относительно расходимости преобразования Биркгофа спра­
ведлива более сильная.

Т е о р е м а  15 ([3 6 ]) . Функции Гамильтона Я  со сходя­
щимся преобразованием Биркгофа образуют в 36 подмножест­
во первой категории Бэра1’ в топологии 3~.

Более точно, Зигель (С. L. Siegel) доказал существование 
бесконечного счетного множества аналитически независимых

Ч То есть его можно представить в виде конечного или счетного объеди­
нения нигде не плотных множеств.
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степенных рядов ф|, Фг, • • ■ от бесконечного числа переменных 
/!*„ абсолютно сходящихся при |Л*,|<е (для всех k, s) таких, 
что если точка Н£3ё сходящимся преобразованием Биркгофа 
приводится к нормальной форме, то в этой точке почти все Ф. 
(кроме, быть может, конечного числа) обращаются в нуль. 
Так как функции Ф, аналитичны, их нули нигде не плотны в Ж.  
Следовательно, множество точек из 36, удовлетворяющих хо­
тя бы одному уравнению Ф, =  0, имеет первую категорию в 
смысле Бэра. Если мы попытаемся исследовать сходимость 
преобразования Биркгофа в какой-нибудь конкретной гамильто­
новой системе, то придется проверить выполнение бесконечного 
числа условий. Для этого не известно никакого конечного 
метода, хотя все коэффициенты рядов Ф, можио явно вычис­
лить. Доказательство теоремы основано на тщательном ана­
лизе изолированных долгопериодических решений в окрестно­
сти положения равновесия. Так что в идейном отношении оно 
также восходит к более ранним исследованиям Пуанкаре (см. 
п. 1.2).

З а м е ч а н и е .  Введем в множестве 36 новую топологию 
рассматривая в качестве окрестностей ряда с коэффициен­

тами hh.* все сходящиеся степенные ряды с коэффициентами 
удовлетворяющими неравенствам |Ак,— ИКа*\<в  при (£| +  

+  |s|^W  Для некоторых е > 0  и N ^ 3 .  Можно показать, что 
относительно топологии множество гамильтонианов со схо­
дящимися преобразованиями Биркгофа всюду плотно в 36. 
Действительно, если в формальных степенных рядах, задающих 
преобразование Биркгофа, мы отбросим члены степени боль­
ше N, а затем подправим коэффициенты ряда данного гамиль­
тониана при старших членах, то получим сходящееся канони­
ческое преобразование, приводящее модифицированный таким 
способом гамильтониан к нормальной форме. Отметим, что то­
пология Т ' , конечно, много слабее топологии

С помощью метода Зигеля можно доказать всюду плот­
ность неинтегрируемых систем в некоторых подпространствах Ж. 
В качестве примера рассмотрим уравнение

xeR n, (28)

которое описывает движение материальной точки в силовом 
поле с потенциалом U(x). Это уравнение, разумеется, можио 
записать в гамильтоновой форме:

.* =  / / / ,  у = - Н / - ,  Н  =  уЧ2 +  С/(х).
Пусть U  (0 ) = 0 ,  d U  (0) =  0. Тогда точка х = 0  будет положе­
нием равновесия. Положим U  =  ̂ U S и пусть U2 =  ^  o>k2x k2/2.

.0 2
Будем считать частоты малых колебаний © ц . . . ,  рационально 
независимыми.
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Введем пространство 4t степенных рядов

2
|*1>2

сходящихся в некоторой окрестности точки х = 0 . Снабдим 41 
топологией 3~, указанной выше для пространства Ж.

Т е о р е м а  16. В пространстве Ч£ с топологией !Г  всюду 
плотны точки, для которых уравнения (28) не имеют интеграла 
F(x, х),  аналитического в окрестности точки х =  х = 0  и незави­
симого от интеграла энергии £ = i 2/2 + U  (х) .

По-видимому, точки V&U, для которых преобразование 
Биркгофа к нормальной форме сходится, образуют в %1 подмно­
жество первой категории. Доказательство теоремы 16 содер­
жится в работе [13].

В связи с анализом нормальных форм полезно иметь в виду 
следующее важное обстоятельство: расходящееся преобразова­
ние Биркгофа может сходиться на некотором аналитическом 
инвариантном многообразии Л, содержащем положение равно­
весия. Возникающая при этом динамическая система на Л бу­
дет интегрируемой. Классический пример такой ситуации до­
ставляет нам

Т е о р е м а  17 (А. М. Ляпунов). Если при всех s > l  отно­
шение X./Xi не является целым числом, то существует обрати­
мое аналитическое каноническое преобразование х, у >-*■%, л. 
которое приводит гамильтониан Н (дс, у) к виду

Ф(Р) +  0 ( Ш 2).

где Ф — функция одной переменной p =  £ i2+ t] i2. а £ = (| 2, . . . .  &», 
Лг. • • •. Л»)-

Таким образом, на инвариантном многообразии Л = { £ = 0 }  
гамильтонова система (28) приводится к системе с одной сте­
пенью свободы:

§ 1 =  2Фр1]1, i'll = — 2 vL>ps i .

Следовательно, p =  const и gi-I-trii =  с exp(— 2iQ>p')t. Фазовая 
плоскость R2= { 1 1, rii} расслоена на инвариантные концентри­
ческие окружности Ii2+ iii2 =  p, по которым происходит равно­
мерное движение с частотой Ф/, зависящей от р, причем 
Фр'(0)=Я,/2.

Аналогичное утверждение справедливо и в том случае, ког­
да среди характеристических чисел есть вещественная пара 
Яь —А,|. В этом случае p =  ?itii (подробности см. в [37 ]).

З а м е ч а н и е .  Как показал Зигель, условие KjkftZ ( s >  1) 
в теореме Ляпунова отбросить нельзя. Обобщения теоремы на 
случаи, когда это условие не выполняется, см. в работах Роэля 
(J. R ods) 1971 г.
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Все сказанное выше с необходимыми изменениями можно 
распространить, например, на случай нормальных форм гамиль­
тоновых систем в окрестности периодических траекторий. Об­
стоятельный анализ сходимости нормализующих преобразова­
ний (причем не только уравнений Гамильтона) можно найти 
в книге А. Д. Брюно [61].

§ 5. Ветвление решений 
и отсутствие однозначных интегралов

В большинстве проинтегрированных задач гамильтоновой 
механики известные первые интегралы продолжаются в комп­
лексную область изменения канонических переменных до не­
которых голоморфных или мероморфных функций. В этом па­
раграфе будет показано, что ветвление решений гамильтоновых 
систем в плоскости комплексного времени в общем случае пре­
пятствует появлению новых однозначных первых интегралов.

5.1. Ветвление решений — препятствие к интегрируемости. 
Пусть £>с.«= {1*Сп : R e /6 Z )c /?n |Im /|<6}, Tc =  Cnl2nZn —  комп­
лексный тор (над R это Tnx R n) с комплексно-угловыми коор­
динатами <рь . . . ,  <р„ mod 2я, Е — некоторая окрестность нуля в 
С. Пусть Н :D c,aXTcXE-*-C  —  голоморфная функция, которая 
при действительных значениях / ,  <р, е принимает действитель­
ные значения, причем # ( / ,  <р, О ) = Л 0( / ) .

Прямое произведение Dc,tXT c  снабжено простейшей симп- 
лектической структурой, в которой уравнения Гамильтона с га­
мильтонианом Н имеют канонический вид:

W ------ & -Т Г -. Н - Н , + М ,  +  . . . .  (29)

Все решения системы с функцией Гамильтона Но однозначны 
на комплексной плоскости времени /6С:

/ =  /°, <р=<р°+ы
При е=?^0 решения «возмущенных» уравнений (29), вообще го­
воря, уже неоднозначны. Пусть v — некоторый замкнутый кон­
тур на комплексной плоскости времени. Согласно известной 
теореме Пуанкаре, решения уравнений (29) можно разложить 
в степенные ряды

/  =  / о + е /1 ( 0  + . . . ,  Ф =  Ч «-{-(*>*+ s ' i 1 ( / )  +  .••>
Л (0 ) = . . . = ^ ( 0 ) = . . . = 0 ,  (30)

сходящиеся при достаточно малых значениях параметра е, ес­
ли t£y.

Будем говорить, что аналитическая вектор-функция f(t) , 
/£С неоднозначна вдоль контура “у, если она испытывает скачок 
Д/" =  !=£0  при обходе у- Если, например, функция I'{t, /°, <f°)
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неоднозначна вдоль ?, то при малых значениях параметра е 
возмущенное решение (30) тоже неоднозначно вдоль контура 
V- Скачок ДЛ равен, очевидно,

Если при фиксированных значениях I функция # i  голоморфна 
в Тс,  то, конечно, 6 =  0. Однако в практически важных случаях 
эта функция имеет особенности (скажем, полюсы). Поэтому 
мы будем считать функцию голоморфной лишь в области 
D a X i i X E ,  где Q — связная область в Тсп, содержащая дейст­
вительный тор Т„п и замкнутый контур Г, который является 
образом контура у при отображении <р =  ф“Ч-u>(I°)t, t£y.

Зафиксируем начальные данные /°, <pQ и будем непрерывно 
деформировать контур у так, что при этом контур Г не пере­
сечет ни одной особой точки функции И. Тогда, согласно тео­
реме Коши, функция /■(*) при обходе деформированного конту­
ра будет изменяться снова на ту же величину 1^=0. С другой 
стороны, так как решения (30) непрерывны по начальным дан­
ным, то неоднозначность функции /*(/ ,  /°, <р°) вдоль контура у 
будет иметь место и для всех близких значений /°, ф°.

Т е о р е м а  18. Пусть выполнены следующие условия:
1) det | <?2#о/<?/21 ^ 0  в Dc, о,
2) для некоторых начальных данных /°, ф° функция / '  не­

однозначна вдоль замкнутого контура
Тогда уравнения (29) не имеют полного набора независи­

мых формальных1' интегралов

коэффициенты которых —  однозначные голоморфные функции в 
фямом произведении V x Q a D c, ЛХТ",  где V — окрестность 
точки 1 °b D c, * ([79 ], [1 2 ]).

<] Укажем основные моменты доказательства теоремы. Как 
всегда, покажем сначала, что функции Ff, (/, <р) не зависят от <р. 
Пусть (/, (f)€DxT^'  и F0f =  <D/-f Тогда Ф ,;, первые 
интегралы невырожденной невозмущенной системы. Согласно 
лемме 1, они не зависят от ф£TRn. Когда фб£2, постоянство 
функций /V  вытекает из связности области Q и единственности 
аналитического продолжения.

Затем докажем, что функции F'0 ( / ) , . . . , F.i ( / )  зависимы в

'> Мы снова считаем, что формальный ряд F =  S F ,e' — интеграл канониче­
ских уравнений (1.1), если формально {Н, F)^b0. Легко понять, что в этом 
случае композиция степенных рядов (1.2) и I F ,e f будет степенным рядом с 
постоянными коэффициентами.

V

ио

^ = 2 ^ <р) е< о < 5 < я ) .
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области VczDc, ». Действительно, так как FS(I, <р, е) — интеграл 
канонической системы (29), то эта функция постоянна на ре­
шениях (30). Следовательно, ее значения в момент времени 
tGy и после обхода контура у  совпадают:

F* ( / в + е / 1 (т) + . . . ) + е / ^  ( /о + е Л  (т) + . . . ,  Ф<>+ют +
Ч-еф1 (т) +  . . . )  +  •• • (х) +  1 ( !< > ) )+ .. .) +

+  ( / « + . . . ,  Ф° +  в « + . . . )+•••

Разлагая это тождество в степенные ряды по е и приравнивая 
коэффициенты при первой степени е, получим

A F*
1 < S < « .

Так как скачок s отличен от нуля в окрестности точки 1°, то 
якобиан

........Ю  _ п
д (/ji . . . .  /я)

с  целой области V, содержащей точку 1°.
С другой стороны, применяя метод Пуанкаре из §  1, можно 

доказать существование таких независимых интегралов

Ф ,( / ,  Ф, е ) = 2 Ф '</ * ф>е'
«Х>

с коэффициентами, голоморфными в области № х й  (И7 — ма­
лая подобласть V), что функции Ф0' , . . . ,  Ф£ независим ы й 

П р и м е р  1. Вновь рассмотрим задачу о быстром вращении 
тяжелого несимметричного твердого тела вокруг неподвижной 
точки. Функция Гамильтона Н в этой задаче есть Я 0( / )  +  
-\-гН\ ( /, <р), / 6Дс=Я2{ / } ,  <р6Т2 (см. п. 1.3). Возмущающую функ­
цию Н1 можно представить в виде суммы

Ai ( / .  Ф1) e ‘ <f> - f  А2 ( / ,  ф ,) егЧ>г +  h3 ( / ,  ф,),

причем при фиксированных значениях / 6Д функции Л5(/, г) 
( l ^ s ^ 3 )  —  эллиптические (двоякопериодические мероморф- 
ные функции от 26С ). Следовательно, гамильтониан Н про­
должается до однозначной мероморфной функции в Т2С.

Пусть <р°=0, а 1° принадлежит множеству Пуанкаре воз­
мущенной задачи. Рассмотрим на комплексной плоскости №С 
замкнутый контур у — границу прямоугольника ABCD (см. 
рис. 66). Здесь Т и iT’ — соответственно действительный и чис­
то мнимый периоды эллиптических функций fs(I°, <<>iz), М| =  
=dHo/dIi. Число т выбрано так, чтобы эти мероморфные функ­
ции не имели полюсов на у. Можно показать, что функция 
I\(t, /°, 0) неоднозначна вдоль контура у [79]. Следовательно, 
решения возмущенной задачи ветвятся в плоскости комплексно­
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го времени и это обстоятельство препятствует появлению нового 
однозначного интеграла. Д

iT' D С

А в
С t*T

Рис. 66

Используя ветвление решений, можно установить отсутствие 
однозначных аналитических интегралов при малых, но фикси­
рованных значениях параметра е ^ О  (см. [7 2 ]).

5.2. Группы монодромин гамильтоновых систем с однознач­
ными интегралами. Наличие неоднозначных решений можно 
установить не только с помощью разложений в ряды по степе­
ням малого параметра. Для этой цели А. М. Ляпунов в 1894 г. 
предложил другой метод, основанный на анализе уравнений в 
вариациях для известных однозначных решений. Мы уже при­
меняли метод Ляпунова при исследовании аналитических осо­
бенностей кратных столкновений в задаче многих тел (см. 
гл. 2, п. 2.4). В этом пункте мы сперва займемся исследованием 
линейных гамильтоновых уравнений с голоморфными коэффи­
циентами.

Пусть Н=<г, А ( / ) z>/2 — квадратичная форма относительно 
г€С2п, A(t)  —  заданная 2пХ 2п матрица, коэффициенты кото­
рой — голоморфные функции, определенные на некоторой ри- 
мановой поверхности X. Если, например, элементы матрицы 
A ( t ) — мероморфные на С функции, то X —  это комплексная 
плоскость с некоторым количеством выколотых точек (полю­
сов ). Линейные уравнения Гамильтона с функцией Я  будут 
иметь вид

z = ld H  =  IA(t)z.  (31)

Локально при заданном начальном условии z(to)=Zo всег­
да существует однозначно определенное голоморфное решение. 
Его можно продолжать вдоль любой кривой в X, однако это 
продолжение в общем случае уже не будет однозначной функ­
цией на X. Ветвление решений линейной системы (31) описы* 
вается ее группой монодромии G: каждому элементу а фун­
даментальной группы ni(Jf) соответствует 2пх2п  матрица Г„ 
такая, что после обхода вдоль замкнутых путей из гомотопи­
ческого класса а значение функции z(t)  становится равным 
Taz(t).  Если т — другой элемент группы tti(-Y), то Т „ = Т ХТ„. 
Соответствие о 1— Т„ определяет тем самым гомоморфизм групп 
n ,(X )-* G .
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Нас будет интересовать задача о  наличии у  уравнения (31) 
голоморфных интегралов F : C 2nxX-*-C. Так как любой интег­
рал F ‘ z, t) постоянен на решениях уравнений (34), то прн 
каждом функция F(z,to)  инвариантна относительно дейст­
вия группы монодромии G. Это свойство налагает жесткие 
ограничения на вид первых интегралов: если группа G доста­
точно «богата», то инвариантными функциями (интегралами) 
являются лишь константы.

Поскольку система (31) гамильтонова, то преобразования 
группы монодромии являются симплектическими. Задача об ин­
тегралах групп симплектических преобразований изучена
С. Л. Зиглиным в работе [73]. Мы кратко изложим его резуль­
таты.

Согласно предложению 1, собственные значения А,,, . 
симплектического преобразования g :C 2"-» -C 2'‘ разбиваются на 
пары — К  =  ̂ гп- Назовем преобразование ggG нере­
зонансным, если из равенства А,Г‘ . . .А,™« =  1 с целыми тх, . . .  
. . . ,  тп следует, что все ms= 0. При п =  1 это условие озна­
чает, что А, не является корнем из 1. Пусть Т — матрица нере­
зонансного симплектического отображения g. Так как ни одно 
из собственных зчачений матрицы Т не равно 1, то уравнение 
Tz — z  имеет тривиальное решение 2 = 0 .

Удобно перейти к симплекттескому базису отображения 
g: если z  =  (x ,y ) ,  x = ( x v . . . ,  х „), у = ( у »  . . . , « / „ ) — координаты 
в этом базисе, то g:(x, у)*+ (A,je,*A,_1t/). Симплектйческий базис 
существует, если все 1 (1 < s < « )  (это утверждение дока­
зано, например, в книге [37]).

Пусть F  (z)= F s (^0 — интеграл отображения g. Тогда все 
*>i

днородные формы F s тоже будут интегралами. Пусть 

F A X* У)=  JS f » ixkyl- ТогДа, очевидно,
k+1- s

Z U x V ^ Z k ^ f u X ' y 1-
Если g  нерезонансно, то s четно и /ы = 0  при кф1.

Т е о р е м а  19 [73]. Пусть g£G нерезонансно. Если гамиль­
тонова система имеет п независимых голоморфных интегралов 
F : С?пХ Х -+С ,  то любое преобразование g'GG им ееттуж е не­
подвижную точку, что и g, и переводит собственные направ­
ления g  в собственные направления. Если при этом никакие 
k ^ 2  собственных значений преобразования g' не образуют на 
комплексной плоскости правильного многоугольника с цент­
ром в нуле, то g'  коммутирует с g.

Последнее условие заведомо выполняется, если g'  тоже не­
резонансно.

Мы сейчас докажем теорему 18 для простого, но важного
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для приложений случая, когда п = 1 .  Пусть собственное значе­
ние отображения g  не является корнем из единицы и пусть 
(x , y ) = z — симплектический базис для g. Собственные на­
правления g  —  две прямые х = 0  и у = 0. Выше было показано, 
что любой однородный интеграл g  имеет вид с(ху )», s*N. Пусть 
g '  —  другое отображение из группы G. Поскольку функция 
(хуУ  инвариантна относительно действия g\ то множество 
х у - 0  остается неподвижным при отображении g'. Так как 
g> —  невырожденное линейное отображение, то точка х = у = 0 
неподвижна и отображение g' либо сохраняет собственные на­
правления отображения g, либо переставляет их. В первом слу­
чае g', очевидно, коммутирует с g, а во втором случае оно име­
ет вид

х ~ а у ,  у ~  $х.
Так как отображение g' симплектическое, его матрица

H l °  oil
удовлетворяет условию

5 * /5  =  / ,

откуда сф =  — 1. Но в этом случае собственные значения мат­
рицы S равны ± i .  Точки ± i  образуют как раз тот исключи­
тельный правильный многоугольник, о котором идет речь в за­
ключении теоремы. Что и требовалось доказать.

Рассмотрим случай, когда элементы матрицы А ( t) —  одно­
значные двоякопериодические мероморфные функции времени 
/бС, имеющие внутри параллелограмма периодов только один 
полюс. Можно считать, что A ( /)  —  мероморфная функция на 
комплексном торе X, полученном из комплексной плоскости С 
факторизацией по решетке периодов. Рассмотрим два симп- 
лектических отображения g  и g'  за периоды матрицы A(t).  
Предположим, что их собственные значения удовлетворяют 
условиям теоремы 18. Тогда для того чтобы уравнение (31) 
имело п независимых аналитических интегралов, необходимо, 
чтобы g  и g'  коммутировали. Следовательно, обходу особой 
точки (элементу gg'g~ig'~l^G) будет отвечать тождественное 
отображение пространства С2п.

Пусть нелинейная гамильтонова система

z  =  fd H , z6C 2n, (32)
имеет частное решение z0(t), однозначное на его римановой по­
верхности X .  Положим «  =  2 — z0(t). Тогда уравнение (32) можно 
переписать в следующем виде:

u =  I H " ( z 0( t ) ) u + . . . .  (33)
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й =  1Н" (t) и
будет уравнением в вариациях для решения z 0{t).  Оно разумеет­
ся, будет гамильтоновым с функцией Гамильтона

\  <и, Н " ( t ) u )  .

Интегралу И  (г) автономной системы (32) соответствует линей­
ный интеграл уравнений в вариациях:

< H '(z 0(t)), и > .
С  его помощью можно, например, понизить число степеней сво­
боды системы (33) на единицу.

Предположим, что нелинейное уравнение (32) имеет не­
сколько независимых голоморфных интегралов Fs(z) 
( l ^ s ^ m ) .  Тогда уравнение (33) также будет иметь первые 
интегралы. Ими будут однородные формы разложений функций 
Fs в ряды по степеням и:

(Fs'(zo(t)),  ы>+ . . .  .
Эти формы — голоморфные функции в прямом произведении 
С2пх Х .  Справедлива

Л е м м а  7. Если уравнение (32) имеет т независимых ин­
тегралов, то уравнение в вариациях (33) имеет m независимых 
полиномиальных интегралов ( [7 3 ]) .

Таким образом, задача о полной интегрируемости гамильто­
новых систем в комплексной области сводится к исследованию 
интегрируемости линейных канонических систем.

Следуя А. М. Ляпунову, С. Л. Зиглии применил эти резуль­
таты к задаче о вращении тяжелого твердого тела вокруг не­
подвижной точки. Оказалось, что дополнительный голоморфный 
(и даже мероморфный) интеграл существует только в трех 
классических случаях Эйлера, Лагранжа и Ковалевской. Если 
зафиксировать нулевое значение постоянной площадей, то к 
этим случаям надо добавить еще случай Горячева— Чаплыгина.

С помощью этого метода можно доказать неинтегрируемость 
гамильтоновой системы Хэнона — Хейлеса (пример 2, п. 1.3 
гл. 5) не только в комплексной, но и в действительной области. 
Аналогичный результат справедлив для однородной двухкомпо­
нентной модели уравнений Янга— Миллса, описываемой гамиль­
тоновой системой с гамильтонианом

H = \ { p ?  +  p ? ) + q ? q 22-

Более трудный вопрос о существовании дополнительного ве­
щественного аналитического интеграла при произвольном рас­
пределении масс в твердом теле остается пока открытым.

Линейное неавтономное уравнение
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З а м е ч а н и е .  В последнее время вновь возродился интерес 
к интегрированию дифференциальных уравнений механики в 
0-функциях (так называемая «алгебраическая интегрируе­
мость») Отыскание необходимых условий алгебраической ин­
тегрируемости следует методу С. В. Ковалевской, примененно­
му ею в 1888 году в динамике твердого тела. С современным 
состоянием этих вопросов можно познакомиться по работам 
[65, 136, 137].

§ 6. Топологические и геометрические препятствия 
к полной интегрируемости натуральных систем 

с двумя степенями свободы

Согласно результатам вариационного исчисления, любой од ­
номерный замкнутый цикл на многообразии положении можно 
реализовать в виде траектории периодического решения доста­
точно большой фиксированной энергии. С другой стороны, почти 
все периодические решения вполне интегрируемой системы с 
п степенями свободы расположены на л-мерных торах, объеди­
ненных в гладкие семейства. Таким образом, достаточное слож­
ное топологическое строение многообразия положений нату­
ральной системы является препятствием к ее полной интегри­
руемости. Эту идею удается полностью реализовать в случае 
двух степеней свободы.

6.1. Топология пространства положений интегрируемой сис­
темы. Пусть М — связная, компактная, ориентируемая, анали­
тическая поверхность, которая служит пространством положе­
ний натуральной механической системы с двумя степенями сво­
боды. Хорошо известно топологическое строение таких поверх­
ностей — это сферы с некоторым числом х приклеенных ручек. 
Число х — топологический инвариант — называется ее родом.

Пространство состояний — расслоенное пространство Т М — 
имеет естественную структуру четырехмерного аналитического 
многообразия. Будем считать, что лагранжиан L — T + V  являет­
ся аналитической вещественной функцией на ТМ.  На траекто­
риях уравнения движения [ L l = 0  полная энергия H = T— V, 
разумеется, постоянна.

Т е о р е м а  19. Если род М  больше 1 (т. е. М  нсгомеоморф- 
на сфере S2 и тору Г2), то уравнение движения не имеет перво­
го интеграла, аналитического на ТМ  и независимого от инте­
грала энергии.

Хорошо известны многочисленные примеры интегрируемых 
систем с пространством положений S 2 или Г2. В бесконечно 
дифференцируемом случае теорема 19 не справедлива: для лю­
бой гладкой поверхности М можно указать «натуральный» 
лагранжиан L такой, что уравнение Лагранжа [ L l = 0  на ТМ 
имеет гладкий интеграл, независимый (точнее, не всюду зави­
симый) с функцией Н (см. П31).
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Террема 19 является следствием более сильного утвержде­
ния, устанавливающего неннтегрируемость уравнения движения 
при фиксированных достаточно больших значениях полной 
энергии. Точная формулировка состоит в следующем. При всех 
h>h* =  maxM(— V) множество уровня полной энергии МЛ =  
=  {H =  h}  является трехмерным инвариантным аналитическим 
многообразием, на котором естественно возникает аналитиче­
ское дифференциальное уравнение. Это уравнение будем назы­
вать приведенным. Справедлива

Т е о р е м а  20. Если род М больше 1, то при всех h>h*  при­
веденное уравнение на Mh не имеет первого интеграла, анали­
тического на всем Mh (см. [13]).

З а м е ч а н и е .  Теоремы 19—20 справедливы и в неориеити- 
руемом случае, если дополнительно исключить проективную 
плоскость RP2 и бутылку Клейна К. Действительно, стандарт­
ное регулярное двулистное накрытие N->-M, где N — ориенти­
руемая поверхность, индуцирует натуральную систему на N, 
которая обладает дополнительным интегралом, если новый ин­
теграл есть у системы на М. Остается заметить, что род по­
верхности N больше 1, если М негомеоморфна RP2 и К. А  

Пусть k — гауссова кривизна римановой метрики Мопертюи 
(ds)2 =  2(h +  V)T(dt)2 на М. Согласно формуле Гаусса— Бонне 
(Р. О. Bonnet):

| kda =  2лу (М), 
м

где %{М) — эйлерова характеристика компактной поверхно­
сти М. Если род М больше 1, то х ( М ) < 0  и, следовательно, га­
уссова кривизна в среднем отрицательна. Если кривизна от­
рицательна всюду, то динамическая система на Мн будет 
У-системой и, в частности, эргодической на Mh (см. [ 3] ) .  Эти 
заключения справедливы и в многомерном случае (нужно толь­
ко потребовать отрицательность кривизны по всем двумерным 
направлениям). При этом дифференциальное уравнение на Mh 
не имеет даже непрерывного интеграла, поскольку почти все 
траектории всюду плотны на Mh. Конечно, кривизна, отрица­
тельная в среднем, далеко не всегда будет отрицательной 
всюду.

Укажем основные моменты доказательства теоремы 20. Со­
гласно принципу наименьшего действия, траектории на М с 
полной энергией h являются геодезическими линиями римано­
вой метрики Мопертюи ds. Зафиксируем точку хбМ и рассмот­
рим касательные векторы vbTxM, удовлетворяющие равенству 
H(v, x )= h .  Вектор v назовем критическим, если значение пер­
вого интеграла f  :M h-*-R в точке (v, х) является критическим. 
Покажем сначала, что различных критических скоростей беско­
нечно много. Если это не так, то окружность Sx— {v£TxM : 
H(v, . v)=A}  разбивается на конечное число интервалов Д,, та-
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ких, что все vbAi — некритические. По теореме 3 гл. главы 5 
каждому вектору соответствует единственный тор Tv2, на 
котором лежит движение z(t)  с начальными данными z (0 )= jc , 
z (0 )= v .  Объединение D t=  (J Tv2 диффеоморфно, очевидно,

A iXT2. Пусть я : ТМ-+М —  естественная проекция; положим 
Xi =  n(D,).  Утверждается, что группы гомологий H\(Xi)<z. 
Н\(М) накрывают спочти всю» группу Н\(М), за исключением, 
быть может, элементов из Н\(М), принадлежащих некоторому 
конечному множеству одномерных подгрупп. Это можно вы­
вести из одной теоремы Е. В. Гайдукова (1966): для любого 
нетривиального класса свободно гомотопных путей на М сущест­
вует геодезическая полутраектория y(t) ,  выходящая из точки х 
и асимптотически приближающаяся к некоторой замкнутой 
геодезической из данного гомотопического класса. Если ско­
рость y(0 ) не является критической, то y(t)  замкнута. Исклю­
чительные одномерные подгруппы в Л\(М), о которых говори­
лось выше, порождаются как раз замкнутыми геодезическими, 
на которые снаматываются» не совпадающие с ними асимпто­
тические полутраектории. Поскольку непрерывное отображение 
Di-^Xi порождает гомоморфизм групп гомологий 
-*-H\(Xi) и H i(D i)~ Z 2, то группа Н\(М) накрыта конечным 
числом групп, ранг которых не превосходит двух. Известно, что 
если х — род М, то H \(M )~Z2*. Так как х > 1 ,  то получаем про­
тиворечие.

Итак, различных критических скоростей бесконечно много. 
Поскольку всякая аналитическая функция на компактном ана­
литическом многообразии имеет лишь конечное число критиче­
ских значений, то интеграл f(v, х) постоянен на окружностях 
Sx. Следовательно, /  есть функция на М. Так как М связно и 
и компактно, то любые две его точки можно соединить крат­
чайшей геодезической и поэтому / = const.

З а м е ч а н и е .  Для всех известных многомерных вполне ин­
тегрируемых натуральных механических систем с компактным 
аналитическим многообразием положений М выполняется нера­
венство ran g //i(A f)^ d im M .

6.2. Геометрические препятствия к интегрируемости. Пусть 
N — замкнутое подмногообразие с краем на аналитической по­
верхности (уже необязательно компактной). Через Nh обозна­
чим множество всех точек на Ми, которые при отображении 
я : ТМ-*~М переходят в точки из N. Будем говорить, что N гео­
дезически выпукло, если кратчайшая геодезическая метрики Мо- 
пертюи на М, соединяющая близкие точки границы dN, цели­
ком лежит в N.

Т е о р е м а  21. Если на аналитической поверхности М су­
ществует компактная геодезически выпуклая подобласть N с 
отрицательной эйлеровой характеристикой, то приведенная сис­
тема на Mh не имеет аналитического первого интеграла. Более
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того, аналитический интеграл отсутствует даже в окрестности 
множества Л̂Л.

Доказательство теоремы 21 следует схеме рассуждений, ука­
занной в п.6.1. Незначительное отличие состоит в том, что вмес­
то группы гомологий Н\(М) используются свободно гомотопи­
ческие классы замкнутых путей на М.

Теорема 21 удачно применена С. В. Болотиным для доказа­
тельства неинтегрируемости задачи о движении точки в грави­
тационном поле п неподвижных центров при п > 2 (см. [551). 
Напомним, что значениям п = 1  и п =  2 соответствуют интегри­
руемые случаи Кеплера и Эйлера.

Глава 7 

ТЕОРИЯ МАЛЫХ КОЛЕБАНИЯ

Изучение колебаний системы в окрестности положения рав­
новесия или периодического движения обычно начинается с ее 
линеаризации. Линеаризованная система интегрируется. Основ­
ные свойства колебаний в исходной системе после этого часто 
могут быть выяснены с помощью теории нормальных форм 
Пуанкаре— Биркгофа. Эта теория —  аналог теории возмущений 
(гл. 5 § 2). Линеаризованная система играет роль невозмущен­
ной по отношению к исходной. В настоящей главе описаны 
основные элементы этого подхода.

Центральная задача теории малых колебаний — исследова­
ние устойчивости рассматриваемого положения равновесия или 
периодического движения. Теории устойчивости посвящена 
большая литература (см. обзор [11] и В. И. Арнольд, 
Ю. С. Ильяшенко, Обыкновенные дифференциальные уравнения. 
Итоги науки и техн. ВИНИТИ, Современные проблемы матема­
тики. Фундаментальные направления, 1984, 1). Ниже кратко 
рассмотрены только некоторые результаты этой теории, позво­
ляющие судить об устойчивости на основании изучения нормаль­
ных форм. Описаны также результаты, связанные с проблемой 
обращения теоремы Лагранжа об  устойчивости равновесия в по­
тенциальном поле.

§ 1. Линеаризация

Рассмотрим натуральную лагранжеву систему

( I f ) — af - ° -  L - T - U t i ) .  r - ( A ( , ) i , i ) / 2 .  (1)

Положения равновесия системы ( 1 ) — критические точки 
потенциальной энергии U. Чтобы линеаризовать систему (1) 
около равновесия q =  0. достаточно заменить кинетическую
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энергию Т ее значением Т2 при q =  0, а потенциальную энергию 
U — ее квадратичной частью U2 в окрестности нуля.

П р и м е р  1. Для едномерной системы L=a(q)<j- >, U (</),

L, =  Т2 — U, =--■ (ai/2 — bq2)/2, а = а ( 0), b = o2U . дф  
линеаризованное уравнение движения есть л<7+ Ь  ̂— 0. ^

Рассмотрим теперь гамильтонову систему. Ее положения 
равновесия — критические точки функции Гамильтона. Чтобы 
линеаризовать гамильтонову систему около положения равно­
весия, достаточно заменить гамильтониан его квадратичной 
частью в окрестности этого равновесия.

Линеаризация гамильтоновой системы около замкнутой тра­
ектории рассмотрена в пункте 3.2.

§ 2. Нормальные формы линейных колебаний

2.1. Нормальная форма линейной лагранжевой натуральной 
системы. Рассмотрим динамическую систему с квадратичной 
функцией Лагранжа L2= T 2— U2, Т2^ 0 .  Ее колебания выгля­
дят особенно просто в специальных координатах, которые на­
зываются главными или нормальными.

Т е о р е м а  1. Линейной заменой координат Q =  C</ квадра­
тичная функция Лагранжа приводится к диагональному виду

— 4-. • • + Ф ) / 2  — ( W + . . .  + W ) / 2 ,  (2)
а уравнения движения— соответственно, к виду

Qi — —   ̂ ■ 1 * . . .  I л .  (3)
Собственные числа являются корнями характеристического 
уравнения

d e t ( £ - M )  =  0, T2 =  (Aq, q)l2, U2 =  (Bq, q)l2.

<  Пару квадратичных форм, Т2 и U2t одна из которых 
(Г2) положительно определена, можно привести к главным 
осям единой линейной заменой переменных. Координаты мож­
но выбрать так, что форма Т2 приведется к сумме квадратов. >

С л е д с т в и е  1. Система, совершающая линейные колеба­
ния, есть прямое произведение п линейных одномерных систем.

Для каждой одномерной системы (3) могут представиться 
три случая:

1) X< =  (o2> 0 , решение Q =  c icoso )/+ c2sin(o/ (колебания),
2) Я., =  0, решение Q =  ci +  c2< (безразличное равновесие),
3)  Х, =  — **<0, решение Q =C |C hk t+ c 2shkt (неустойчивость).
С л е д с т в и е  2. Пусть одно из собственных чисел положи­

тельно: Х =  со2> 0 . Тогда система может совершать периодиче­
ское колебание вида q(t) =  (cicosci>f +  c2sin<o0i> где g — соответ­
ствующий X собственный вектор: В\ =  \А\.
268



Это периодическое движение называется собственным (или 
главным, или нормальным) колебанием, а число и — собствен­
ной (главной, нормальной) частотой.

Эти результаты справедливы и когда среди собственных чи­
сел есть кратные: в лагранжевой натуральной системе, в отли­
чие от общей системы дифференциальных уравнений (и даже 
общей гамильтоновой системы) резонансные члены вида /s in ш* 
и т. п. не возникают даже в случае кратных собственных чисел 
(лишь при а = 0 возникают жордановы клетки порядка 2).

2.2. Теоремы Релея— Фишера— Куранта о поведении соб­
ственных частот при увеличении жесткости и наложении связи. 
Из двух линейных лагранжевых систем с одинаковой кинетиче­
ской энергией более жесткой называется та, у которой потенци­
альная энергия больше.

Т е о р е м а  2. При увеличении жесткости системы, совершаю­
щей малые колебания, все собственные частоты увеличиваются.

Говорят, что лагранжева натуральная система с п— 1 степе­
нями свободы получена из системы с п степенями свободы, со­
вершающей малые колебания, наложением линейной связи, если 
ее кинетическая и потенциальная энергии получаются ограниче­
нием кинетической и потенциальной энергий исходной системы 
на п— 1-мерное подпространство.

Т е о р е м а  3. Собственные частоты © /,  i = l , . . . ,  п— 1, сис­
темы со связью разделяют собственные частоты исходной сис­
темы (рис. 67).

ы' ,  f t » - ?
ы{ W «п-1 • •

Рис. 67 Рис. 68

2.3.Нормальные формы квадратичных гамильтонианов. Рас­
смотрим гамильтонову систему с квадратичной функцией Га­
мильтона

z  — ld H id z ,  zeR 2", Я = ' / 2(Й2 , г), / - ( £ ” о* ")-

Рассмотрим характеристическое уравнение
det ( Я 2 - Я £ 2л) =  0.

Его корни называются собственными числами гамильтониана.
Т е о р е м а  4. Собственные числа гамильтониана на плоскости 

комплексного переменного А, расположены симметрично относи­
тельно координатного креста (рис. 68): если А, — собственное 
число, то собственными числами являются также А,, — А,, — А,.
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<] Если — собственное число, то

det (19. -  ЬЕ2п) =  det (Hi -  КЕ,„) =  О, 
det ( / о + КЕ2п) = det ( -  / о  +  хЕ ,„)г = 0  [>

С л е д с т в и я .  1. Устойчивость в системе Гамильтона всегда 
нейтральная: если равновесие устойчиво, то вещественные части 
всех собственных чисел равны нулю.

2. Если имеется чисто мнимое простое собственное чис­
ло, то при малом возмущении гамильтониана оно остается на 
мнимой оси. Аналогично вещественное простое собственное 
число при малом возмущении остается вещественным.

3. Если л =  0 — собственное число, то оно обязательно имеет 
четную кратность.

Согласно теореме 4, собственные числа бывают четырех ти­
пов: воинственные пары (а, —а), чисто мнимые пары ( ib, 
— ib), четверки ( ± a ± i b )  и нулевые собственные числа.

Следующее утверждение заменяет для гамильтоновых систем 
теорему о приведении матрицы линейного дифференциального 
уравнения к жордановоп форме.

Т е о р е м а  5 (Вильямсон (J. Williamson) [40 ]). Веществен­
ной симплектическон заменой переменных гамильтониан приво­
дится к сумме частичных гамильтонианов (функций от непере- 
секающихся подмножеств сопряженных переменных), а матри­
ца системы — соответственно к клеточному виду. Каждый час­
тичный гамильтониан отвечает либо вещественной паре, либо 
мнимой паре, либо четверке собственных чисел, либо нулевому 
собственному числу. Частичные гамильтонианы с точностью до 
знака определяются жордановыми клетками оператора Ш.

Список частичных гамильтонианов приведен в [6], [64].
У гамильтониана общего положения все собственные числа 

простые. Простой вещественной паре (а, —а) соответствует час­
тичный гамильтониан 3 6 = — ар\Ц\, простой чисто мнимой паре 
(ib, — ib) — гамильтониан 36 =  ±b(p\2 +  q\2)l2 (гамильтонианы с 
верхним и нижним знаком не переводятся друг в друга), чет­
верке ( ± a ± i b )  — гамильтониан 36 =  — a(p\q\ + Р 2<7г) +  b(p\q2— 
— Р2Я\)- Для мнимой пары часто используются симплектические 
полярные координты р, <р : р =  У2р cos <р, </ =  y2psin<p. Тогда 
гамильтониан З ё=±Ь р.

С л е д с т в и я .  1. Пусть имеется простое чисто мнимое соб­
ственное число \ =  ио. Тогда система может совершать периоди­
ческое колебание вида 2 =  Re(£exp (/to(/-*-^о)) ) ,  где | с о о т в е т ­
ствующий собственный вектор: (/S2— /ш£г*)| =  0. Это движение 
называется собственным колебанием, a w  — собственной часто­
той.

2. Если все собственные числа различные и чисто мнимые, 
то гамильтониан приводится к нормальной форме
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Я  =  <Oi(pi2+<7i2) /2 +  . . .  + (i)„(p„J+<7»2)/2  (4)
или, в симплектических полярных координатах, Н =  co;p i + . . .  
. . .  +ш „рп. Движение является суммой собственных колебаний.

З а м е ч а н и е .  Если гамильтониан имеет вид (4 ), то равно­
весие устойчиво независимо от того, положительно определен 
гамильтониан или нет (для лагранжевой натуральной линейной 
системы равновесие устойчиво только при положительно опре­
деленной полной энергии).

Часто бывает необходимо рассматривать не индивидуальный 
гамильтониан, а семейство, зависящее от параметров. В таком 
семействе при некоторых значениях параметров могут возни­
кать, и притом неустранимым малым шевелением семейства об­
разом, особенности: кратные собственные числа и, соответст­
венно, жордановы клетки порядка большего 1 у матрицы си­
стемы. В [64] для любого конечного / указаны особенности, 
возникающие неустранимым образом в /-параметрическом се­
мействе квадратичных гамильтонианов. Вычислены также вер- 
сальные деформации этих особенностей — нормальные формы, 
к которым можно привести в окрестности особых значений па­
раметров любое семейство гладко зависящих от параметров 
квадратичных гамильтонианов с помощью гладко зависящей от 
параметров симплектической линейной замены переменных. 
В частности, в однопараметрическом семействе гамильтонианов 
встречаются, вообще говоря, только следующие три особенно­
сти: двукратная вещественная пара ( ± а ) 2 с двумя жордано- 
выми клетками порядка 2, двукратная мнимая пара ( ± / Ь ) 2 
также с двумя жордановыми клетками порядка 2, двукратное 
нулевое собственное число (О)2 с одной жордановон клеткой 
порядка 2. Версальные деформации этих особенностей следую­
щие:

( ± а ) 2 : <3*?= — (а +  б2) {p\q\ +  p2q2) +P iq2  +  t>iPtfu (5)
( ± i b ) 2 : 50 =  ± (/?| 2+ /?2г) / 2 +  {b +  f>2) (ргЯ\—р № )  + 6 i (qi2 +  q-2)l2, 

(О)2 : <3^=±/7,2/2 +  б 1<?1г, 2.

Здесь йь бг —  параметры деформации.

§ 3. Нормальные формы гамильтоновых систем 
около равновесия

3.1. Приведение к нормальной форме. Пусть начало коор­
динат— положение равновчия ччялитической гамильтоновой 
системы с п степенями сноб( . ' Ну<. ь все собственные чистя 
квадратичной части гамтммс.ин п я и окрестности равновесия 
различные и чисто мннуьч . В с 'т к 'Т 'л  пн" со сказанным в § 1
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и н. 2.2, гамильтониан представим в виде
Я  =  (0|(Pi2+<7i* )/2 +  . . .  +<о«(р«*+(7п2) /2 + Я з + Я 4 +  . . . ,  (6)

где Нт —  форма степенн т от фазовых переменных р, q. (Среди 
частот могут быть и отрицательные).

О п р е д е л е н и е .  Собственные частоты о м , . . . ,  ш* удовлет­
воряют резонансному соотношению порядка / > О, если сущест­
вуют целые числа ки для которых fci(ui+ . . .  +Л«<1) „ = 0,
|Л| | +  . . .  +  |&п| =  /.

О п р е д е л е н и е .  Нормальной формой Биркгофа степени L 
для гамильтониана называется многочлен степени L от симп- 
лектических фазовых переменных Р, Q, являющийся в действи­
тельности многочленом степени [L/ 21 от переменных р( =
— ( P 2+ Q 2)I2.

П р и м е р  2. Для системы с двумя степенями свободы нор­
мальной формой Биркгофа степени 4 будет

//==(l)|Pl +  (l)2p2 +  wiipi* +  2(l)|2pip2 +  (l)22p22- (7)
Квадратичные по р члены описывают зависимость частот ко­
лебаний от амплитуд. А

Т е о р е м а  6 (Биркгоф [22 ]). Предположим, что собствен­
ные частоты ш< не удовлетворяют ни одному резонансному со­
отношению порядка L и меньше. Тогда существует такая симп- 
лектическая замена переменных р, q*+P, Q в окрестности по­
ложения равновесия, что в новых переменных функция Гамиль­
тона приводится к нормальной форме Биркгофа степени L с 
точностью до членов степени L + 1:

Н(р, q ) ~ X L{v)+ R ,  R =  0(\P\ +  \Q\)™. (8)
Отбрасывая в (8) ненормализованные члены, получаем ин­

тегрируемую систему, переменными действие —  угол являются 
симплектические полярные координаты р(, <р<:

Р , = V 2 р, cos Ч „  Qi =  V2i>, s in Ч>„ (9)

траектории обматывают торы р = const с частотами дЗЮЦдр. 
Большая часть этих торов в общем случае существует и в ис­
ходной системе; это вытекает из результатов теории КАМ 
(гл. 5, п. 3.5 Б ).

Нормализация Биркгофа сводится к процедуре исключения 
быстрых фаз Линдштедта (гл. 5, п. 2.2), если нормировать от­
клонения от равновесия малой величиной г(р = гр , q = tq ,  Н — 
=  Н1г2) и перейти к симплектическим полярным координатам.

Процедура нормализации описана ниже для более общего 
случая (см. доказательство теоремы 7). Нормализующее пре­
образование строится в виде многочлена степени L— 1 по фа­
зовым переменным. Изменение членов степени / в исходном га­
мильтониане не изменяет членов степени меньшей I в нормаль­
ной форме и меньшей /— 1 в нормализующем преобразовании.
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Рассматривая нормализацию при L- * - приходим к поня­
тию формальной нормальной формы, которое обсуждается в 
гл. 4, п. 1.3.

Для случая, когда собственные частоты удовлетворяют не­
которым резонансным соотношениям, определение нормальной 
формы надо модифицировать. Такая же модификация целесо­
образна и для частот, близких к резонансным. Пусть К — под­
группа целочисленной решетки Z".

О п р е д е л е н и е .  Резонансной нормальной формой гамиль­
тониана степени L для резонансов из К называется многочлен 
степени L от симплектических переменных Ри Qit. который в по­
лярных координатах (9) зависит от фаз <р4 только через их 
комбинации (k, ф), №К.

Т е о р е м а  7 ([1 5 6 ]). Предположим, что собственные часто­
ты не удовлетворяют никаким резонансным соотношениям сте­
пени L и меньше, за исключением, быть может, соотношений 
(k, (о) = 0 , №К. Тогда существует такая симплектическая заме­
на переменных р, q*~P, Q в окрестности положения равновесия, 
что в новых переменных функция Гамильтона приводится к ре­
зонансной нормальной форме степени L для резонансов из К с 
точностью до членов степени L +  1.

<  Сделаем в системе с гамильтонианом (б) замену пере­
менных с производящей функцией P q+ S (P , q), S =  S3+  . . . + S t. 
Новый гамильтониан имеет вид

36 =  i*,(P\ +  Q\)l2+  . . .  + o ) fl(P ’  +  Q »)/2+ 303  +  a ?4 +  . . . .
Здесь S,, 361 — формы степени I от (Р , q) и (Я, Q) соответствен­
но. Стсрый и новый гамильтонианы связаны соотношением

H { P  +  dSldq. q )= 3 g (P , q+dS/dP).
Приравнивая здесь формы одинакового порядка по Р, q, получаем

[P >'lqT~~C1!'d P j)=3ISl~ Fl'

Форма F,  определена, если известны Sv, 36 v < /  — 1. В сим­
плектических полярных координатах р, Ф последнее уравнение 
приобретает вид

a>dSt/ = 3 6 ,— F,.
Выберем

5 , = 2  * '(/* (Р)/(А. ®)> exp (i {k, *)). k$K,

где fh — коэффициенты ряда Фурье Ft. Тогда 3$i имеет нужную 
нормальную форму. Так можно последовательно определить 
все S,, Зви Возвращаясь к декартовым координатам, получаем 
доказываемое. t>

Пусть гамильтониан имеет резонансную нормальную фор­
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му. Если ранг подгруппы K a Z n, определяющей возможные ре­
зонансы, равен г, то система имеет п—г независимых интегра­
лов в инволюции, являющихся линейными комбинациями вели­
чин p i =  (Pi2+ Q i2)/2 (ср. с теоремой 12 гл. 5) .  В частности, 
если возможно только одно резонансное соотношение, то систе­
ма в нормальной форме интегрируема.

Резонансная нормализация сводится к процедуре исключе­
ния быстрых нерезонансных фаз Цейпеля (гл. 5, п. 2.2), если 
нормировать отклонения от равновесия малой величиной е и 
перейти к симплектическим полярным координатам.

3.2. Фазовые портреты систем с двумя степенями свободы в 
окрестности равновесия^ при резонансе. Система с двумя степе­
нями свободы, гамильтонианом которой является резонансная 
нормальная форма, интегрируема. Можно свести ее к системе 
с одной степенью свободы, зависящей от постоянной интегра­
ла, как от параметра, и построить фазовые портреты. Если 
коэффициенты при младших членах нормальной формы нахо­
дятся в общем положении, то для данного резонанса существу­
ет лишь конечное число типов фазового портрета, и эти типы 
различаются по младшим членам нормальной формы. Фазовые 
портреты качественно различаются лишь для конечного числа 
резонансов. Перечисление портретов дает исчерпывающую ин­
формацию о  движении вблизи резонанса для систем в нор­
мальной форме в случае общего положения. Соответственно по­
лучается значительная информация о движении для систем, 
младшие члены гамильтониана которых приводятся к данной 
нормальной форме. Ниже дается список фазовых портретов и 
их бифуркаций. Из-за недостатка места мы ограничиваемся 
случаем, когда частоты ш\ и Шг имеют разные знаки, как более 
интересным с точки зрения теории устойчивости (если a)ico2>  
> 0 ,  то уровень энергии Я  =  Л <  1 —  сфера, и равновесие устой­
чиво). Информация, необходимая для построения этих портре­
тов, содержится в ряде работ Алфренда (К. Т. Alfriend),  Хен- 
рара (J. Henrard), Роэля, Шмидта (D. S. Schmidt) и др. Порт­
реты для резонансов порядка выше 4 см. в [192].

Пусть к\, к2 — взаимно простые положительные коэффици­
енты резонансного соотношения. Существуют взаимно простые 
lu h такие, что к{12— к21\ =  \. Перейдем в окрестности равнове­
сия к каноническим полярным координатам р, ф (9), а затем 
сделаем замену переменных

Pi. Р2, Ф1, f z ' - G ,  I, Ч'. X 

с производящей функцией

S =  (&1Ф1+& 2Ф2) С/+(^ф1 +  /2фг)^:
■ф=^1ф1+^2ф2. G =  l2pi— /фг,

Х= 1̂ф1 +  ̂ 2ф2, 1 =  — &2P1+&1P2-
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Так как, по предположению, гамильтониан имеет нормальную 
форму, то он не зависит от соответственно /  — интеграл за­
дачи. Сделаем изоэнергетическую редукцию на уровне энергии 
Я = Л  (см. [6 ] ) ,  в качестве нового времени введем фазу х- По­
лучим приведенную систему с одной степенью свободы, гамиль­
тониан которой зависит от параметра А. Ее фазовый портрет и 
надо исследовать. В случае общ его положения портрет сущест* 
венно зависит еще от одного параметра —  резонансной рас­
стройки 6 =  * i0) i+ ^ 20)2.

Окрестность начала координат иа плоскости Л, 6 разби­
вается на области, соответствующие разным типам фазового 
портрета. Эти разбиения для различных резонансов показаны на 
рис. 69 а— 74 а, а бифуркации фазового портрета при обходе 
вокруг начала координат по часовой стрелке— на рис. 69 6—  
74 б соответственно. Нумерация портретов соответствует нуме­
рации областей на плоскости параметров. Непронумерованные 
портреты соответствуют разделяющим области крнввм, они 
приведены только на рис. 69— 71.

Нормальные формы, для которых приведены бифуракции, 
имеют вид

Нкi.*. =  <l)iPi +  + F (Ри Рг) + ^ p f l/2t>2,/2cos (^1^1 + ^ 2^2 ~ЬФи)-

Здесь F —  многочлен от pt, р2, начинающийся с квадратичной 
формы Fj(Pb Рг). в гамильтониане # 2, i член F надо опустить, 
В и -фо— постоянные. Нужные условия общности положения 
имеют вид ВФО, i4 = F j(A It/f2)T^0 и, для гамильтониана Яз, w 
|Л|#ЗУЗ|В|. Рисунки соответствуют случаю © i> 0 ,  А > О, 
5 > 0  (это не ограничивает общ ности). Рисунки приведены для 
следующих резонансных векторов (&|,&г): (2 ,1 ) —  рис. _69,
( 3 . 1 ) — рис. 70, если Л < 3 у 3 5  и рис. 71, если /1>ЗУЗА,
( 4 . 1 ) — рис. 72, ( 2 , 3 ) — рис. 73, (3 ,4 ) —  рис. 74. Для резо­
нансных векторов (1 .я ), п ^ 5  бифуркации такие же, как для 
(1,4), для (2, п), пЗ*5 — такие же, как для (2, 3 ), но пропус­
кается область (5) на рис. 73, для (3, п), п>5  — такие же, как 
для 3, 4), а для (т, п) т > 4, п>5  —  такие же, как для (3 ,4 ) ,но 
пропускается область (2) на рис. 74. (Конечно, число особых 
точек каждого типа надо изменить с учетом симметрии гамиль­
тониана). Ось 6 =  0 не является линией бифуркации. Располо­
жение линий бифуркации относительно нее может быть другим, 
чем показано на рисунках.

Еще несколько замечаний с  представлении информации. 
Чтобы фазовые портреты не имели особенностей, они изображе­
ны для й > 0  в полярных координатах р2, я|'/к«, а для h< 0 — 
в полярных координатах pi, Для А =  0 фазовый портрет на 
рис. 69— 71 изображен и в тех и в других координатах. Можно 
считать, что при h> 0 на портрете изображено сечение трехмер­
ного многообразия уровня энергии плоскостью <pi=0, а при
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Рис. 69

Як;
1

> ж 1
в

h*0

6
Рис. 70

Л < 0 — сечение плоскостью ф2 =  0. Положениям равновесия на 
фазовом портрете соответствуют периодические решения ис­
ходной системы с двумя степенями свободы», замкнутым кри­
вым соответствуют двумерные инвариантные торы. При этом 
равновесиям, получающимся друг из друга поворотом на угол

11 При Л =  0 равновесию в центре портрета соответствует равновесие ис­
ходной системы.
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Рис. 72
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Рис. 74
2 л /k2 в области й > 0  или 2n/kx в области Л<О, соответствует 
одно и то же периодическое решение, протыкающее поверхность 
сечения к2 (соответственно, kx) раз. Точно так же и для дву­
мерных торов.

Для завершения анализа резонансов в системах с двумя 
степенями свободы осталось рассмотреть еще резонансы, су­
щественные уже в квадратичных членах гамильтониана: случай 
кратных собственных чисел и случай нулевого собственного 
числа.

При кратных собственных числах в типичном случае матри­
ца линейной гамильтоновой системы имеет две жордановы клет­
ки второго порядка (см. п. 2.3). При собственных числах, 
близких к кратным, квадратичная часть гамильтониана при­
водится к виду (±i f e) 2 из (5). Согласно [117], в этом случае 
члены гамильтониана д о  4-го порядка включительно можно 
привести к следующему виду, также называемому нормальной 
формой:

Н  =  а(р\ - f  p\)l2+u>(p2qx- p xq2)+ b (q\  +  q\)/2 +
+ ( ? !  + ? ; )  №  (Ч] Jr 4^ Jr B (p 2qx — p xq2) + C  (p\ +/?:!)1,

a =  ±  1. (10)
Формальная нормальная форма — ряд по q\ -\-q), р ] + р ] ,  p2qx —
— p xqz- Перейдем, следуя [77], [119], к полярным координатам г, 
X на плоскости qx, q2 и введем соответствующие импульсы Р, 1\

<7, =  r c o s x .  px =  Pcosy> — / s i n * / / " ,
<7: =  r s i nx ,  pz =  Ps\n%-\-I cos i i r .

В новых переменных гамильтониан (10) принимает вид

H = l a ( P 2+ ~ ) + u r  +  r2 l[~ + D r 2+ B I + c { P * + ^ j ). (12)

Так как гамильтониан не зависит от угла х. то / —  интеграл, 
а для Р, г получается система с одной степенью свободы, за­
висящая от двух параметров, 1 и 6. Ее бифуркационная ди­
аграмма приведена на рнс. 75 для случая a =  1, 0 и на
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рис. 76 для случая а —1, £><0. Принято, что 0 —  это не 
ограничивает общности.

Рис. 75 

1

Рис. 77

К рай н и е ф а з о в ы е  п о р т р е т ы  на р и с . 75, 76 с о о т в е т с т в у ю т  
/  =  0. Чтобы он и  не и м ел и  о с о б е н н о с т е й , п р и х о д и т ся  сч и та ть , 
ч т о  г  п р и н и м а ет  зн а чен и я  о б о и х  зн а к о в . С и м м е тр и ч н ы е  о т н о с и ­
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тельно оси г =  0 кривые на портретах соответствуют одним и 
тем же инвариантным поверхностям в фазовом пространстве 
системы с двумя степенями свободы. Д

Наконец, рассмотрим случай нулевого собственного числа 
(вырожденного равновесия). Он возникает уже в системе с од­
ной степенью свободы; такую систему и будем рассматривать1’. 
Будем считать, что в линеаризованной системе нулевому соб­
ственному числу соответствует жорданова клетка второго по­
рядка (п. 2.3). Если равновесие близко к вырожденному, то его 
нельзя переместить в начало координат гладкой по параметрам 
задачи заменой переменных. Поэтому в гамильтониане сохра­
няется линейная часть. Члены гамильтониана до 3-го порядка 
включительно приводятся к виду

H =  bq+ap2/2-\-bq3, а — ±  1. (13)
Предположим, что а = 1 ,  Ь > 0. Бифуркация фазового портрета 
при переходе от отрицательных б к положительным показана 
на рис. 77. Два равновесия сливаются и исчезают.

Приведенные диаграммы исчерпывают все связанные с резо­
нансами бифуркации, которые происходят в однопараметричес­
ких семействах гамильтонианов общего положения с двумя 
степенями свободы и могут быть вычислены по нормальной 
форме.

Эти диаграммы полезны и при большем числе степеней сво­
боды. Действительно, пусть в системе с п степенями свободы 
приближенно выполнено единственное резонансное соотношение 
между двумя частотами. Тогда ее нормальная форма имеет 
п—2 интеграла р( =  const и приводится к системе с двумя сте­
пенями свободы. В результате получается одна из рассмотрен­
ных нормальных форм, коэффициенты которой зависят от па­
раметров 1.

Исследование кратных резонансов в системах со многими 
степенями свободы только начинается. В [134] исследован слу­
чай с отношением частот 1 : 2 : 1 ,  найдены его периодические 
решения и дополнительные интегралы, возникающие при осо­
бых значениях параметров. В [135] показано, что для резонан­
са 1 : 2 : 2  нормальная форма третьего порядка имеет дополни­
тельную симметрию и соответствующая система вполне интег­
рируема. В [152] показано, что для резонанса 1 : 1 : 2  нормаль­
ная форма третьего порядка порождает неинтегрируемую сис­
тему2’.

3.3. Устойчивость равновесий гамильтоновых систем с двумя
11 При двух степенях свободы порядок понижается до единнцы с помощью 

интеграла, соответствующего ненулевой собственной частоте.
В атнх работах предполагается, что кратной собственной частоте со­

ответствуют в матрице линеаризованной системы четыре ж>рдаиовы клет­
ки первого порядка, а ие две клетки второго порядка, т. е. дополнительное 
вырождение: для реализация такого случая з системе oo:uw;ro положе­
ния нужно 4 параметра.
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степенями свободы при резонансах. Изучение нормальной фор­
мы дает значительную информацию о движении исходной сис­
темы, младшие члены гамильтониана которой приводятся к 
этой форме. Например, если у нормальной формы есть невы­
рожденное периодическое решение, то близкое периодическое 
решение есть у исходной системы. Это следует из теоремы о 
неявной функции. Большая часть инвариантных торов, имею­
щихся у нормальной формы, в общем случае есть и у исходной 
системы. Это следует из результатов теории КАМ (надо ис­
пользовать теорему 14 из гл. 5, § 3 ). Как всегда в системах с 
двумя степенями свободы из наличия инвариантных торов сле­
дуют выводы об устойчивости.

Если между собственными частотами системы с двумя сте­
пенями свободы отсутствуют резонансные соотношения до 
4-го порядка включительно, то равновесие устойчиво (при до­
полнительном условии изоэнергетической невырожденности); 
этот результат уже обсуждался в гл. 5, п. 3.5 Б. Для оставше­
гося конечного числа резонансных случаев справедлив следую­
щий результат.

Т е о р е м а  8. ( [7 7 ], [94], [117— 119], [132]). Если собствен­
ные частоты удовлетворяют резонансному соотношению поряд­
ка ^ 4  и выполнены условия общности положения п. 3.2, то 
равновесие исходной системы устойчиво или неустойчиво од­
новременно с равновесием нормальной формы.

<1 Устойчивость доказывается с помощью теории КАМ, а 
неустойчивость — сравнением скорости ухода от равновесия 
для исходной системы и нормальной формы, либо построением 
функции Четаева. t>

В обозначениях п. 3.2 имеем следующие результаты.
С л е д с т в и е  1 ( [94] ) .  При резонансе (2,1) равновесие не­

устойчиво, если ВФО  (рис. 69).
С л е д с т в и е  2 ([94]J . При резонансе (3 ,1 ) равновесие 

устойчиво, если |Л]>ЗУЗ|Б|>0 (рис. 71) и неустойчиво, если 
0 <  L4 | <ЗУЗ]В| (рис. 70).

С л е д с т в и е  3 ([7 7 ], [117], [119]). При кратной ненулевой 
частоте у линеаризованной системы, имеющей пару жордано- 
вых клеток порядка 2, равновесие полной системы устойчиво, 
если aD> О (рис. 75), и неустойчиво, если aD< О (рис. 76).

С л е д с т в и е  4 ([118], [132]). При нулевой собственной ча­
стоте у линеаризованной системы, имеющей жорданову клетку 
порядка 2, равновесие полной системы неустойчиво, если Ь ф О 
(рис. 77).

Когда некоторые из сформулированных условий общности 
положения нарушаются, устойчивость проанализирована в Г941. 
[117]. [118], [132].

Имеющиеся на фазовых портретах нормальной формы сепа­
ратрисы при переходе к точной системе оказываются, вообще 
говоря, расщепленными, как описано в гл. 5, п. 3.3. Б.



§ 4. Нормальные формы гамильтоновых систем 
около замкнутых траекторий

4.1. Сведение к равновесию системы с периодическими ко­
эффициентами. Пусть гамильтонова система с п +  1 степенями 
свободы имеет замкнутую траекторию, отличную от равновесия. 
Такие траектории не лежат изолированно, а образуют, как пра­
вило, однопараметрические семейства. Приведем задачу о ко­
лебаниях в окрестности этого семейства к удобному виду.

П р е д л о ж е н и е  1. В окрестности замкнутой траектории 
ыожно выбрать новые симплектические координаты <p mod 2л, 
/  и ztR2" так, что на рассматриваемой траектории будет /  =  О, 
z =  0, а обход по ней изменяет <р на 2л; на самой траектории 
ф =  const. В новых координатах функция Гамильтона принима­
ет вид # = / ( / )  +<9#(z, ф, / ) ,  f/ ф 0, разложение Ж  по z, J на­
чинается с членов второго порядка малости.

Теперь сделаем изоэнергетическую редукцию (см. [6]) ,  
выбрав на уровне энергии H — h в качестве нового времени фа­
зу ф (обозначать ее теперь будем t). Гамильтониан задачи 
примет вид F =  F(z, t, ft). При ft =  О начало координат — поло­
жение равновесия системы. Предположим, что оно невырожде­
но (все мультипликаторы отличны от нуля; вырожденный слу­
чай рассмотрен в п. 4.3). Тогда при малых h система также 
имеет невырожденное равновесие. Гладкой по параметру за­
меной переменных можно перенести это равновесие в начало 
координат. Гамильтониан примет вид

F =  ( S (t, h)z, z)/2 +  G(z, t, А), (14)
где разложение G по г  начинается с членов третьего порядка 
малости, гамильтониан имеет период 2л по t.

Рассмотрим линеаризованную систему.
Т е о р е м а  9 (см., например, [133]). Линейная 2л-периоди- 

ческая по времени гамильтонова система приводится к автоном­
ному виду линейной симплектической заменой переменных. 
Если система не имеет вещественных отрицательных муль­
типликаторов, то приводящую замену переменных можно вы­
брать 2л-периодической по времени, а если имеет, то 4л-пери- 
одической. Если система гладко зависит от параметра, то и 
замена переменных выбирается гладкой по этому параметру.

Предположим, что все мультипликаторы линеаризованной 
системы лежат на единичной окружности и различны. Тогда, 
согласно сформулированной теореме и п. 2.2., гамильтониан 
(14) можно линейной 2л-периодическон заменой привести к 
виду

Ф =  (.11 (р']+q f )/2 +  ..  . + o ),i(р« +  <7« ) !2 +  xlr (р, q, t, h), (15)
где разложение 4 f по фазовым переменным начинается с чле­
нов 3-го порядка малости, Ч' имеет период 2л по времени t.
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4.2. Приведение системы с  периодическими коэффициентами 
к нормальной форме.

О п р е д е л е н и е .  Собственные частоты ш»......... о>« удовлет­
воряют резонансному соотношению порядка /> 0  для 2я-пери- 
одических систем, если существуют целые числа ko, k\,. . . ,  
для которых Л1(о ,+  . . .  + * „ (o ,+ ft0= 0 , \ki\+ . . .  +  |Л.|=*-

Т е о р е м а  10. (Биркгоф (2 2 ]). Предположим, что собствен­
ные частоты о>< 2л-периодической системы (15) не удовлетворя­
ют ни одному резонансному соотношению порядка L и меньше. 
Тогда симплектической 2я-периодической по времени заменой 
переменных функция Гамильтона приводится к такой же нор­
мальной форме Биркгофа степени L, как если бы система была 
автономной, с той лишь разницей, что остаточные члены степе­
ни L + 1 и выше будут 2л-периодически зависеть от времени.

Процедура нормализации аналогична описанной в п. 3.1. Ес­
ли система гладко зависит от параметра, то гладким по пара­
метру выбирается и нормализующее преобразование.

Для резонансных случаев используется резонанская нор­
мальная форма. Пусть К —  подгруппа целочисленной решетки 
2»+i

О п р е д е л е н и е .  Неавтономной резонансной нормаль­
ной формой гамильтониана степени L для резонансов из К  назы­
вается многочлен степени L от симплектических переменных Pit 
Qit который в полярных координатах (9) зависит от фаз <р< и 
времени t только через их комбинации ftiq>i+ . . .  + k K<fn+ k 0i, 
где (Л|,. . . ,  А„ к0)*К.

Т е о р е м а  11. Пусть собственные частоты не удовлетворя­
ют никаким резонансным соотношениям порядка L и меньше, 
за исключением, быть может, соотношений fti(oi+ . . .
+Л 0= 0 , где (k[.........kK, ko)(;K. Тогда существует симплектиче-
ская 2л-периодическая замена переменных, приводящая га­
мильтониан к неавтономной резонансной нормальной форме 
степени L для резонансов из К с точностью до членов степени 
L + 1 .

Если ранг подгруппы К равен г, то система в нормальной 
форме для резонансов из К имеет п— г независимых интегралов 
в инволюции, являющихся линейными комбинациями величин 
р(=  (P ,2+ Q (2)/2 . В частности, если резонансное соотношение 
только одно, то система интегрируема.

4.3. Фазовые портреты систем с двумя степенями свободы 
около замкнутой траектории при резонансе. Колебания около 
замкнутой траектории в системе с двумя степенями свободы 
описываются периодической по времени системой с одной сте­
пенью свободы, зависящей от параметра (п. 4.1). Система, име­
ющая резонансную нормальную форму для такой задачи, сво­
дится к системе с одной степенью свободы; можно строить ее 
фазовые портреты. Если коэффициенты при младших членах 
нормальной формы находятся в общем положении, то для дан­



ного резонанса существует лишь конечное число типов фазо­
вого портрета, и эти типы различаются по младшим членам нор­
мальной формы. Фазовые портреты качественно различаются 
лишь для конечного числа резонансов. Их список и описание 
бифуркаций, которые испытывают портреты при прохождении 
параметров системы через точный резонанс, содержатся в 
[59], [60] и воспроизводятся ниже.

Нормальные формы /У*,*, для резонансов {к, k0) имеют в 
переменных р, гр =  ф +  kot/k +  ф0 вид

Н з.и* = 6 p  +  £p 3/2cos3i|>, 
Hi,*, = 6р  +  р2Л (р) +  Bp*/2cos Аф, k ̂ 4 .

Здесь р и ij) — сопряженные фазовые переменные, £> =  ы +  ко/к— 
резонансная расстройка, А —  многочлен от р; В, фо — постоян­
ные. Нужные условия общности положения состоят в том, что 
В ф 0, А (0) =^0 для к ^ 4, |Л (0) | =т̂  |£| для к =  4. Все коэф­
фициенты зависят еще от параметра Л. Будем считать, что 
db/dh^O, так что вместо Л можно использовать 6. При сфор­
мулированных условиях малое изменение В и коэффициентов 
А не приводит к бифуркациям; поэтому зависимость их от па­
раметра можно не учитывать. Будем считать, что В > 0  и (0) >  
> 0  — это не ограничивает общности.

Перестройка фазового портрета при росте б с прохождением 
через нуль показана для к =  3 — на рис. 78 а, для k — A — на 
рис. 78 6, если /1(0) < В , и на рис. 78 в, если /1(0) > В , для k =  
=  5 — на рис. 78 г.

Для к^ 6 перестройка такая же, как для к =  5, только осо­
бых точек вокруг начала координат не 10, a 2k. При k ^ 5  
эти особые точки расположены на расстоянии порядка Уб от 
начала координат. Окружающие устойчивые точки «острова 
колебаний» имеют ширину порядка 6(*-2,/4. Следовательно, при 
& ^ 5  острова занимают лишь малую долю рассматриваемой 
окрестности начала координат, а остальные фазовые кривые 
близки к окружностям.

Есть еще два резонансных случая, которые проявляются уже 
в квадратичных членах гамильтониана. Это случаи, когда муль­
типликаторы замкнутой траектории равны — 1 или 1.

Если мультипликаторы равны — 1, (резонанс (2, ко)), то 
младшие члены гамильтониана в типичном случае 4л-периоди- 
ческой заменой переменных приводятся к нормальной форме

H =  bq* +  aPm + D q \  а =  ± 1 .
Перестройка показана на рис. 79а для а = 1 ,  D > 0 и на 
рис. 79 6 для а =  1, D < 0.

Если мультипликаторы равны 1 (резонанс (1, kQ)) ,  то млад­
шие члены гамильтониана приводятся к нормальной форме

Н = b q + a p 2/2+bq3, а =  ±  1.
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Рис. 78

Перестройка показана на рис. 80 (в предположении, что а=1 ,  
Ь > 0 ) .

Построенные фазовые портреты позволяют выяснить многие 
свойства исходной системы, когда ее младшие члены приво­
дятся к соответствующей нормальной форме. Так, не ыр жден- 
ным равновесиям на портретах соответствуют периодические 
траектории полной системы, обходящие исходную периодичес­
кую траекторию k раз. Для резонанса третьего порядка^ такая 
траектория одна, она неустойчива и сливается с исходной в мо­
мент точного резонанса (6 =  0 ). Для резонанса порядка
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таких траекторий две, одна устойчива, другая неустойчива, они 
ответвляются от исходной при прохождении через резонанс по 
оси б с одной определенной стороны. Для резонанса четвер­
того порядка, в зависимости от значений параметров, картина 
либо такая, как для третьего порядка, либо такая, как для по­
рядка к^Ъ. При переходе через резонанс второго порядка 
(мультипликаторы — 1) исходная траектория теряет или при­
обретает устойчивость; при этом ответвляется дважды обходя­
щая ее периодическая траектория. Наконец, при резонансе пер­
вого порядка (мультипликаторы 1) исходная траектория исче­
зает, слившись с другой траекторией того же периода (или, 
если двигаться с другой стороны по параметру, рождаются две 
периодические траектории).

Большем части замкнутых кривых на фазовых портретах 
соответствуют двумерные инвариантные торы полной системы, 
несущие условно-периодические движения (согласно теории 
К AM) .

Устойчивость или неустойчивость исходной замкнутой тра­
ектории при сформулированных условиях общности положения
286



устанавливается по нормальной форме (ср. с теоремой 8 ). При 
k =  3 будет неустойчивость, если В Ф  О, при «  —4 устойчи­
вость, если | Д (0 )| >  1В 1 > 0 ,  и неустойчивость если 0 <  
< | i 4 ( 0 ) j< B ,  при — устойчивость, если А (0 )В ф 0 .  При 
мультипликаторах равных — 1 будет устойчивость, если a J > ,  
и неустойчивость, если а Ь < .0. При мультипликаторах, р 
1, будет неустойчивость, если аЬФ0.

При переходе от нормальной формы к точной систе* 
ющиеся на фазовых портретах сепаратрисы, в °° °щ е г°воРя' 
расщепляются аналогично описанному в гл. 5, п. о.о.Ь.

§  5. Устойчивость равновесия в потенциальном поле

Т е о р е м а  12 (Лагранж (J. L. L a g ra n g e )— Дирихле 
(P . D irichlet)) . Если в положении равновесия потенциал имеет 
строгий локальный минимум, то соответствующее состояние рав­
новесия устойчиво.

<  В качестве функции Ляпунова можно взять полную меха­
ническую энергию. £>

Условие теоремы Лагранжа не является необходимым для 
устойчивости.

П р и м е р  3 (Пенлеве (P. Penleve) — Уинтнер).
Рассмотрим бесконечно дифференцируемый потенциал 

t/(<7)= co s < 7_1X e x p (— q~2), ц Ф 0, U{0) = 0 . Равновесие <7=0 
устойчиво, хотя точка <7 =  0 не является, конечно, локальным 
минимумом функции U (рис. 81). Д

В 1892 году А. М. Ляпунов поставил задачу об обращении 
теоремы Лагранжа для случая, когда коэффициенты квадра­
тичной формы Г = 2 а,;(<7)<7, Ц) и потенциал U являются анали­
тическими функциями в окрестности положения равновесия. 
Эта задача решена пока лишь в частных случаях.

Т е о р е м а  13. Пусть положение равновесия <7 =  0 не являет­
ся строгим локальным минимумом аналитического потенциала 
U. Состояние равновесия (<?,<?) =  (0 ,0 ) неустойчиво, если вы­
полнено одно из следующих дополнительных условий:

1) число степеней свободы п^.2,
2) U является квазиоднородной или полуквагиоднородной 

функцией,
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3) первая нетривиальная форма разложения Маклорена 
функцни U не имеет в 0 локального минимума.

Случай п =  1 тривиален. Неустойчивость равновесия в слу­
чае л =  2 установлена В. П. Паламодовым [112]. Доказатель­
ство опирается на утверждение, восходящее к Н. Г. Четаеву 
[130].

Л е м м а  1 (см. [112] ) .  Пусть точка <7 =  0 не является ло­
кальным минимумом функции U. Предположим, что в области 
2 ' =  {q:U(q) < 0, |?|<е} существует гладкое векторное поле v 
такое, что:

1) <с , U'>^.0 в области 2 „

2) s £> Для всех l*Rn и ( с > 0 ) ,

3) |у(<?) | = 0 (|<7|) при |q |-+-0.

Тогда существует е о > 0  такое, что если <7( - )  — движение 
механической системы с отрицательной энергией и q (0 )б 2 Ко, 

то |<7(0 I > е о  при некотором / > 0 .
З а м е ч а н и е .  Пусть q ( - ) — движение с нулевой полной 

энергией. Если равновесие <7 =  0 изолировано, то (в предположе­
ниях леммы 1) точка q(t)  либо покидает некоторую область 
М ^ е о  33 конечный промежуток времени, либо стремится к 
НуЛЮ При /-+-00. Д

Основная трудность в доказательстве теоремы Паламодова 
состоит как раз в построении нужного нам поля v.

Если U — квазиоднородная функция с показателями 
a i , . . ,  an^N, то в качестве поля v можно взять поле Ах, где 
/l =  d i ag ( a i , . . . ,  a „ ) . В полуквазиоднородном случае поле v 
является некоторым возмущением поля Ах  (детали см. в [8 0 ]).

З а м е ч а н и е .  В приложениях потенциал U чаще всего 
зависит еще от параметров. Функция общ его вида, зависящая 
не более чем от 6 параметров, в окрестности критической точки 
подходящей заменой переменных приводится к квазиоднород- 
ному виду (см., например, [47 ]). Стедовательно, для таких 
потенциалов справедлива обратная теорема Лагранжа. Для 
практических целей это более чем достаточно, однако общий 
случай к этому, конечно, не сводится. Д

Доказательство теоремы 12 в случае 3 основано на другой 
идее: если уравнения движения имеют решение <7(0» асимпто­
тически стремящееся к точке <7 =  0 при то равновесие 
(q>4 ) =  (0 ,0 ) неустойчиво. При этом надо различать три слу­
чая: разложение потенциала начинается с квадратичных чле­
нов, с формы нечетной степени и, наконец, с четной формы сте­
пени больше двух. Первый случай разобран еще А. М. Ляпу­
новым: уравнение движения имеет асимптотическое решение 
<7(0 = 2 А е - к1(, k ^ l ,  xh£Rn, 0. Если U =  U2m+1+ . . .
. . .  (т >  1) и fy2m+i=£0, то асимптотическое решение можно
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представить в виде ряда

2 x * / < w , k > \ ,  \i =  2l(2m — 1), (16)
сходящегося при достаточно больших значениях t [82]. Если 
же U = U 2m+ . . .  (т > 2) и изтф 0, то ряд (16) заменяется на 
следующий (см. [8 6 ]):

2 - т Ш ^ Г Р

Из заключения 3 теоремы 12 можно вывести ряд следствий:
а) Пусть f\ R n-+R. и d f ( 0) =  0. Т о п а  состояние равновесия 

(q, q) =  (0, 0) неустойчиво либо когда U  =  / ,  либо когда U =  — / .
б) Если в положении равновесия аналитический потенциал 

имеет локальный максимум, то равновесие неустойчиво.
в) Равновесия механической системы в потенциальном си­

ловом поле с гармоническим потенциалом (удовлетворяющим 
уравнению Лапласа Дt / = 0) неустойчивы. Частным случаем яв­
ляется «теорема Ирншоу» (S. Irnshaw): равновесие системы 
электрических зарядов в стационарном электрическом поле 
всегда неустойчиво. Д о работ [82], [86] теорема Ирншоу была 
доказана лишь когда характеристические числа первого при­
ближения отличны от нуля.

Пусть на механическую систему действуют еще непотен 
циальные силы F(q, q)\ движение описывается уравнением 
Лагранжа

l - T - U .  (17)

О п р е д е л е н и е .  Силу F  будем называть силой вязкого 
трения с  полной диссипацией, если F  (д, 0 ) = 0  и (Т -\-(J) =  
=  F q < 0  при q=r=0.

Положения равновесия и после добавления сил вязкого 
трения снова будут совпадать с критическими точками потен­
циала U. При этом состояния равновесия, устойчивые по тео­
реме Лагранжа, останутся устойчивыми с учетом диссипации 
энергии. Более того, если потенциал —  аналитическая функция, 
то они станут асимптотически устойчивыми.

Т е о р е м а  14 (см. [8 1 ]). Пусть точка ^ =  0 не является ло­
кальным минимумом функции U, U(0 )= 0 .  Состояние равнове­
сия (q, q.) =  (0, 0) системы (17) неустойчиво, если выполнено 
одно из следующих условий:

а) функция U аналитична в окрестности точки ^ =  0,
б) функция U гладкая и при некотором е > 0  в области 
2 е =  {<7: U(q)  < 0 ,  |<7| < е )  нет ее критических точек.

В аналитическом случае условие б) заведомо выполнено. 
t> Рассмотрим движение <7(*) с отрицательной полной энер­
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гией и q (0 )е 2 е. Утверждается,что за конечное время точка 
<7(0 покинет 2 f  Действительно, на таком движении q ( 0 ^ 0 .  
Следовательно, полная энергия E = T + U  монотонно убывает. 
Если <7(0£2е для всех / > 0  и при этом E(t)  стремится к ко­
нечному пределу при /-*•+оо, то q Но при малых зна­
чениях скорости силы трения малы по сравнению с потенци­
альными силами, которые сообщат системе достаточно боль­
шую скорость. Л



КОММЕНТАРИИ К СПИСКУ ЛИТЕРАТУРЫ

Основные принципы механики достаточно полно и подробно изложены 
в книгах [6], [20], [21], [39]. С генезисом основных понятий механики можно 
познакомиться по книге [28]. В [26] содержится оригинальное построение 
динамики, в которой отсутствует понятие ускоряющей силы: искривление 
траекторий вызывается лишь связями, наложенными на систему. Сборник 
статей [10] дает хорошее представление о развитии вариационных методов 
классической механики до 1950 года. В книге [23] развивается систематиче­
ский подход к гамильтоновой механике, основанный на использовании инте­
гральных инвариантов. Работа [25] содержит построение теории гамильтоно­
вых систем со связями.

Работы [34], [22] оказали решающее влияние на современное развитие' 
теории дифференциальных уравнений и классической механики. В них введены 
новые понятия и методы, ставшие теперь классическими. Качественным аспек­
там теории динамических систем посвящены работы [1], [3], [7], [12], [15], 
[31]. [33]. [38].

С математическими аспектами небесной механики можно познакомиться 
по книгам [24], (34], [37], [42]. В [37], [42] задачи небесной механики трактую гс* 
как задачи качественной и аналитической теории дифференциальных уравне­
ний, а книга [24] содержит обстоятельное введение в теорию возмущений. 
Работа [2] является обзором результатов, посвященных качественному ана­
лизу финальных движений в задаче трех тел (см. также [31]).

Вопросы понижения порядка гамильтоновых систем подробно обсуждают­
ся в [23], [34] (см. также [168]). Относительно понижения порядка по Раусу 
лагранжевых систем см. [121], [124]. Работа [38] содержит детальное исследо­
вание отображения энергии-момента.

Различные вопросы теории интегрируемых систем обсуждаются в [6], [13], 
[19], [27], [30], [32], [65], [I36J, [137]. В [19], [27], [30] подчеркнуты аналитические 
аспекты, а в [32], [65], [136], [137], [178] обсуждаются современные алгебро-гео- 
метрическне методы интегрирования гамильтоновыл систем.

Теория возмущений в системах дифференциальных уравнений общего 
вида обсуждается в [7], [8J. [9], [16], [29], а для гамильтоновых систем в [18], 
[24], [34]. КАМ-теорни положила начало работа [14]. Работы [4,5] содержат 
первые подробные доказательства теорем о сохранении инвариантных торов 
гамильтоновых систем. В [29] построена теория возмущений условно-периоди­
ческих решений негамильтоновых систем дифференциальных уравнений.

В работе [13] изложены методы доказательства неинтегрируемости га­
мильтоновых систем. Работы [35], [36] содержат подробные доказательства 
неинтегрируемости уравнений Гамильтона вблизи положений равновесия. 
Вопросы качественного анализа поведения траекторий в неинтегрируемых 
динамических системах рассматриваются в [1], [3], [31]. [33].

Обзор результатов по теории устойчивости положений равновесия и ста­
ционарных движений механических систем содержится в [II]. Элементы тео­
рии колебаний изложены в [6], [7], [39]. Работы [40], [41] содержат полное 
описание нормальных форм линейных гамильтоновых систем.
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—  лараболо-эллиптическое 80
—  скрытое 103
—  стационарное 115
—  условно-периодическое 125
— устойчивое 71
-------- по Пуассону 89
Действие 23
—  в фазовом пространстве 38
— по Мопертюи 42
Действие группы симплектическое 58
—  пуассоновское 98 
Диссипация полная 55 
Диффузия 204 
Долгота средняя 185 

Задача Гаусса 184
— двух неподвижных центров 142
— двух тел 61

— Кеплера 64
— Лагранжа 44
— п неподвижных центров 267
— п тел 70, 185, 211

—  трех тел ограниченная круговая 
184

------------------------плоская 182, 187, 211
—  Хилла 86
— Чаплыгина 96
Закон всемирного притяжения 14
— инерции Галилея— Ньютона 15 
Законы Кеплера 62, 64, 65 
Захват 81
— в резонанс 170 
Знаменатели малые 157, 191, 253 
Импульс 16
Инвариант адиабатический 214 
-------- вечный 224
— интегральный 39
—  почти адиабатический 219 
Интеграл площадей 62
— полный 139
— циклический 92
— Якоби 83
Интегральное многообразие 116
— приведенное 117 
Канторо—тор 209 
Квазискорости 24 
Кинетическая энергия 16
—  относительно группы 94 
Кинетический момент 16, 94 
Класс финальный 81 
Колебания квазислучайные 246
—  собственные 269, 270 
Координаты избыточные 49
—  параболические 143
—  симплектические 31 
  полярные 270
—  циклические 92
—  эллиптические 141 
Лагранжиан 20
—  приведенный 108 
Ловушка магнитная 218 
Масса точки 13 
Маятник математический 28
—  с вибрирующей точкой подвеса 

166
Мера инвариантная 146
Метод кодировки траекторий 252
—  множителей Лагранжа 45
—  Рауса 99
Механика вакономная 44 
Множество бифуркационное 65, 116
—  единственности 227
—  ключевое 227
—  колмогоровское 198
—  Пуанкаре 227 
Момент импульса 16
—  инерции 16
—  магнитный 218
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— пуассоновского действия 98
—  силы 16
--------относительно группы 95
Мультипликатор 229 
Неустойчивость топологическая 204 
Область возможности движения 18
—  нере.юнансная 169
— Хилла 83 
Обмен 81
Оператор инерции 25
—  интегрирующий 157 
Ось временная 11
— инерции 25
Осциллятор гармонический 13 
Отображение симплелтическое 205
— энергии—момента 116 
Переменная регуляризнрующая 63 
Переменные быстрые 153
— действие-угол 129 
 обобщенные 131
— медленные 153
— разделенные 139 
Перицентр 63
Поверхность лаграежева 235 
Поле симметрий 91 
Потенциал 17
— приведенный 62 
Преобразование Лежандра 35
— каноническое 32 
  свободное 34
Принцип вариационный для инва­

риантных торов 208
— Гамильтона 20
— Гаусса 28
— Гельдера 29
— Лаламбера— Лагранжа 19
— относительности Галилея 14
— равенства действия и противодей­

ствия 15
— усреднения 152
--------Боголюбова 169
Принуждение 28 
Производная лагранжева 22 
Пространство Гельдера 197
— положений 12 
 расширенное 91
— состояний i2
— фазовое 104
— — приведенное 106 
Путь 11
— горизонтальный 100 
Работа сил 17
Равновесие относительное 63, 115 
Расщепление сепаратрис 237 
Реакция связи 19 
Регуляризация 69 
Резонанс 155
— зона 176
— поверхность 170
— сильный 176
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—  слабый 176
— существенный 175 
Решение гетероклннное 242
— гомоклинное 242
— гиперболическое 230
—  томографическое 78
— гомотетическое 78
—  изолированное 229
—  эллиптическое 230 
Ров потенциальный 216 
Сверхсходимость 194 
Световод 219
Связи вполне интегрируемые 29
— вторичные 52
— первичные 52, 53 
Сепаратриса 172, 231 
Сила 13
— взаимодействия 15
— гироскопическая 102
— обобщенная 20
— центральная 17
Система в стандартной форме Бого­

любова 169
— гамильтонова невырожденная ’ J0, 

197, 207
-------------  изоэнергетически 197, 20,
-------- приведенная 106
— — собственно вырожденная 131
— — со связями 50
— голономная 28
— негилономная 28
— двухчастотная 175
— лагранжева 20 
  приведенная 100
— механическая замкнутая 15
— отсчета 15
--------  инерциальная 15
— с быстро вращающейся фазой 160
— усредненная 153
--------  частично 155
Скобка Пуассона 31 
Скорость 11
— угловая 25
Соотношение резонансное 155 
Структура симплектическая 31 
Теорема Гайдукова 266
— Гельмгольца 41
— Гробмана— Хартмана 242
— Дарбу 31
— Колмогорова 146, 198
— Лагранжа 41, 79
— Лагранжа—Лапласа 185
— Лиувилля 40
— Мультона 78
— о выпрямлении траекторий 93
— Пуанкаре— Биркгофа геометриче 

ская 232
— Томсона 37 
Тело твердое 25 
Теория возмущений 152
— КАМ 194, 197



" р колмогоровский 198 
иерезоиансиый 125, 197 
резонансный 125, 197 
<а либрации 84, 212 
:а материальная 13 
ние анизотропное 55
— с полной диссипацией 55 

рубка траекторий 38
глы Эйлера 111 

Уравнение Ван-дер-Поля 163
— Гамильтона 31

—  канонические 32 
Гамильтона— Якоби 138 
движения 12, 13 
Картана 102

—  Кеплера 66
— Кирхгофа 27
— Клеро 64
— Лагранжа 20
— Ньютона 13 

связей 19
Эйлера— Пуассоиа 26 
Янга—Миллса 263 

. <ореиие 11 
v --система 265 

:ловие крутизны 204
— ловушки 216

- - равномерного среднего 169
I среднение 154 
• - Гаусса 184

Устойчивость равновесия 281, 287
— по Лагранжу 191
— Солнечной системы 185 
Форма кривизны 101
—  нормальная Биркгофа 127, 272
-------------  резонансная 273
------------------ неавтономная 283
Формула Стокса 40
—  Эйлера 25 
Функция Бесселя 67
—  диссипативная 55
—  крутая 204
—  Лагранжа 20
—  наблюдаемая 49
—  первообразная 32
—  производящая 33
— Рауса 99
— силовая 17
--------  приведенная 102
— условно-периодическая 126 
Центр масс 16 
Циркуляция 41
Частота 125
— собственная 269, 270 
Число вращения 164
—  степеней свободы 20 
Члены вековые 191 
Элементы Делоне 131
— Пуанкаре 185
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