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В основу книги положены курсы лекций по теории управления, читавшиеся авторами 
в течение ряда лет в Московском институте электронного машиностроения (ныне — 
Московский государственный институт электроники и математики). Она состоит из
введения и четырех частей.

В первой части изложены основы современной теории устойчивости, -здесь 
приведены: общие утверждения об устойчивости и неустойчивости; достаточные 
условия устойчивости линейных систем, приемы исследования устойчивости различ­
ных типов систем; теоремы об устойчивости при случайных возмущениях.

Вторая часть посвящена оптимальному управлению детерминированными систе­
мами. Здесь рассмотрены: основные постановки задачи управления, вытекающие из 
конкретных приложений; связь современных задач и методов теории управления 
с теорией устойчивости и вариационным исчислением; основные результаты теории 
управления принцип максимума Понтрягина, метод динамического программи­
рования Беллмана, теория линейных управляемых систем.

Третья часть посвящена задачам управления системами при случайных возмуще­
ниях их параметров. Здесь рассмотрены: основные принципы теории оценивания; 
фильтр Калмана; задачи управления при слежения за системой; методы синтеза
оптимального управления.

В четвертой части излагаются современные численные методы теории управле­
ния- численное определение условий устойчивости; методы решения уравнении Ляпу­
нова и Риккати; численные методы в линейно-квадратичной задаче; методы анализа 
управляемых систем, включая одношаговые и многошаговые методы.

Изложение материала книги носит строгий, но доступный характер. .Зтому 
способствует подробное рассмотрение конкретных управляемых систем, встреча­
ющихся в различных областях механики, космонавтики, автоматического управле­
ния технологическими процессами. Кроме того, приведены упражнения, предназ­
наченные для самостоятельного решения, а также разнообразный иллюстративный 
материал. Вместе с тем в книге дано детальное изложение центральных разделов 
современной теории управления. Освоение материала книги поможет пониманию 
современных статей и монографий по специальным вопросам теории управления. ^

Большое внимание уделено точным формулировкам излагаемых утверждении, 
а также численным и приближенным алгоритмам построения управления, рассмотре­
нию разнообразных реальных примеров управляемых систем, в том числе и с исполь­
зованием ЭВМ. Этим примерам отводится особая роль. Они не только иллюстриру­
ют основные утверждения и алгоритмы, но и способствуют выработке навыков при 
построения моделей изучаемых явлений, расчету нелинейных систем управления 
и разъяснению качественных особенностей различных классов систем управления, 
а также использованию изложенных результатов при исследовании конкретных 
систем.



Список литературы не претендует на полноту. В него включены тпшч. работы 
непосредственно использованные в данном пособии.

Внутри одной и той же главы принята двойная нумерация формул и утверждений 
(первая цифра — номер параграфа, вторая — номер формулы или утверждения 
внем). при  ссылках на формулу или утверждение из другой главы вначале добавля­
ется еще и указание номера соответствующей главы.

Второе видание книги существенно расширено и переработано по дм.«.«..»» 
с первым. Оно содержит две новые главы. В гл. VIII рассматриваются некоторые 
редко излагаемые в учебной литературе вопросы теории оптимального управления 
такие, как теорема о существовании оптимального управления, особые управления 
скользящие и четеринг-режимы. В гл. XV излагаются методы приближенного числен­
ного построения оптимального управления для нелинейных задач (методы, основан­
ные на решении краевых задач, методы линеаризации и др.). Новый материал 
включен и в другие главы. Например, рассмотрены теорема о робастной устой­
чивости, достаточные условия существования оптимального управления, новые кри­
терии управляемости и наблюдаемости и ряд других вопросов. Написан новый 
параграф, посвященный моделям и задачам управления экологическими системами 
Добавлены новые задачи.

Некоторые материалы, использованные во втором издании книги, были любезно 
предоставлены авторам С. М. Лавреновым, А. А. Меликяном, Е. М. Гагиной. Всем 
им, а также студентам и аспирантам, участвовавшим в подготовке настоящего 
издания, авторы выражают искреннюю признательность.

Настоящая книга является учебником по курсу «Теория управления» и предназ­
начена для студентов вузов, обучающихся по специальностям «Прикладная матема­
тика», «Механика», «Управление в технических системах», «Автоматика». Она может 
быть также полезна студентам близких инженерных специальностей, аспирантам 
и инженерам.

Авторы отчетливо осознают, что книга не свободна от недостатков, и будут 
признательны за любые критические предложения по ее улучшению.

Авторы



ВВЕДЕНИЕ

Изучение поведения и конструирование систем управления, облада­
ющих требуемыми в приложениях свойствами, является ключевой 
задачей теории управления. При этом на первый план выдвигаются 
такие свойства систем, как устойчивость, оптимальность, поведение 
в присутствии неопределенных помех и т. д.

Основное внимание в настоящей книге уделено исследованию 
эволюционных систем. Общее понятие абстрактной системы сфор­
мировалось за последние 20 — 30 лет, оно обладает большой об­
щностью, и его строгое определение достаточно сложно.

Мы ограничимся некоторыми конкретными классами эволюци­
онных систем и для них дадим все неообходимые определения. На 
описательном уровне под эволюционной системой можно понимать 
техническую, физическую, биологическую, экологическую и любую 
иную систему, для которой изучаются изменения, протекающие 
в ней с течением времени. Математически эволюционные системы 
могут описываться различными способами. Укажем наиболее часто 
встречающиеся классы эволюционных систем и способы их описа­
ния*

непрерывные системы, описываемые обыкновенными дифферен­
циальными уравнениями;

дискретные системы, описываемые конечно-разностными урав­
нениями;

системы с распределенными параметрами, описываемые эволю­
ционными уравнениями в частных производных^ такими, как, на­
пример, уравнения теплопроводности, колебаний, гидродинамики
И Т д.*

системы с последействием, для описания которых используются 
функционально-дифференциальные уравнения. Такие системы воз­
никают тогда, когда протекание процерса определяется не только 
состоянием системы в данный момент, но также и предысториеи 
процесса;

стохастические системы. Стохастической может быть люоая из 
названных выше систем, для описания которой используются веро­
ятностные понятия и методы.

Приведем примеры эволюционных систем:
1) солнечная система, которая описывается с очень высокой 

степенью точности системой обыкновенных дифференциальных 
уравнений, получаемых из закона всемирного тяготения Ньютона,



2 ) движение жидкости, обычно описываемое нестационарным 
уравнением в частных производных Навье — Стокса. Для описания 
турбулентных движений часто используют вероятностные методы;

3) движение самолета. В зависимости от требований точности 
такая система описывается обыкновенными дифференциальными 
уравнениями либо при учете упругих элементов конструкций — 
уравнениями в частных производных. При использовании ЭВМ 
в контуре управления возникают разностные уравнения.

Необходимо отметить, что одна и та же реальная физическая 
система может быть описана разными математическими моделями 
в зависимости от целей исследования и требований точности адек­
ватности описания.

При рассмотрении различных практических задач управления 
существенную роль играет теория устойчивости. Термин «устой­
чивость» очень выразителен и имеет много различных значений. 
Под устойчивостью обычно понимают свойство системы или ка­
кого-либо состояния сохраняться при малых изменениях начальных 
состояний, внешних воздействий, параметров системы и т. д. Конеч­
но, при математической формализации это понятие нуждается 
в уточнении, причем такая формализация может быть сделана 
по-разному. Это приводит к различным математическим понятиям, 
часть из которых в дальнейшем строго определена. В книге значи­
тельное внимание уделяется изложению основ второго метода Ля­
пунова (метода функций Ляпунова). Метод Ляпунова является не 
только одним из основных методов анализа уже созданных, сущест­
вующих систем, но также важным методом синтеза вновь создава­
емых систем управления. Методически оказывается целесообраз­
ным начать изложение курса именно с теории устойчивости и второ­
го метода Ляпунова и объединить весь материал вокруг них.

При исследовании реальных объектов зачастую приходится при­
нимать во внимание разнообразные неопределенные факторы, дей­
ств ующие на систему. Указанные факторы могут быть связаны, 
например, с неопределенностью в силах, действующих на систему, 
запаздыванием и ошибками программы управления и др. Возмож­
ны разные способы математической формализации неопределен­
ностей. При вероятностном подходе, используемом в книге, разного 
рода неопределенности интерпретируются как случайные процессы. 
Приведены основные сведения из теории вероятностей и теории 
случайных процессов, необходимые для дальнейшего изложения. 
Даны определения различных типов стохастической устойчивости 
и описан стохастический аналог второго метода Ляпунова.

Характерной чертой современной эпохи является бурный взрыв 
исследовательского интереса к экстремальным задачам (т. е. зада­
чам определения наибольших и наименьших значений, оптималь­
ных условий протекания процессов и т. д.). Следует подчеркнуть, 
что подобные задачи встречались в истории человечества в том и пи 
ином виде начиная еще со времен античности.
6



Экстремальные задачи были предметом исследования И. Кеп­
лера, П. Ферма, X. Гюйгенса, И. Ньютона, И. Бернулли, Ж. Лагран­
жа, Л. Эйлера, К. Вейерштрасса и др.

Однако именно на современном этапе развития экстремальные 
задачи заняли доминирующее положение прежде всего вследствие 
ограниченности природных и материальных ресурсов, необходимо­
сти жесткой экономии энергии и материалов, роста народонаселе­
ния и других причин. Существенный прогресс при'исследовании 
и практическом применении экстремальных задач связан также 
с развитием ЭВМ. Возникшие первоначально из нужд экономики 
и механики полета современные экстремальные задачи находят все 
возрастающую сферу применений в таких областях, как физика, 
различные технологические процессы, ядерная энергетика, биоло­
гия, экология, медицина и др. ___

Одна из характерных особенностей в постановке современных 
задач управления состоит в том, что действующие на систему силы 
можно разделить на два класса: управляющие и возмущающие. 
Характер ограничений, наложенных на управляющие силы, в этих 
задачах часто оказывается таким, что применение методов клас­
сического вариационного исчисления становится невозможным. 
В рамках теории подобного рода задач, построенной в 50-е годы, 
были созданы принцип максимума Понтрягина и метод динамичес­
кого программирования Беллмана. В настоящее время учеными 
ведутся интенсивные исследования в различных разделах теории
оптимального управления.

В книге рассмотрены задачи управления как детерминирова- 
ными так и стохастическими системами, что представляется целе­
сообразным прежде всего с точки зрения методологии изложения. 
Кроме того, значительное внимание уделяется изучению прибли­
женных и численных алгоритмов решения конкретных классов задач 
управления.



ЧАСТЬ ПЕРВАЯ

УСТОЙЧИВОСТЬ УПРАВЛЯЕМЫХ 
СИСТЕМ

ГЛАВА 1

НЕПРЕРЫВНЫЕ И  ДИСКРЕТНЫЕ 
ДЕТЕРМИНИРОВАННЫЕ СИСТЕМЫ

В этой главе приведены основные постановки задач теории устой­
чивости и методы их исследования. Рассмотрены разнообразные
примеры и изложены современные результаты теории устойчиво- 
сти.

§ 1. ОСНОВНЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ ТЕОРИИ УСТОЙЧИВОСТИ 
ДЛЯ НЕПРЕРЫВНЫХ СИСТЕМ

1. Устойчивость. Пусть непрерывная эволюционная система описы­
вается системой обыкновенных дифференциальных уравнений запи­
санных в нормальной форме:

х (( 0  =Л( /, хи .... х„), / = 1 , ..., П; (1 .1)
■*11 0̂ / —*/0 -

Здесь / независимая переменная, обычно называемая временем- 
х хщ ,  .... х„(1) — искомые функции, / 0 и х1о — заданные начальные 

.  ̂ й х / /)
условия, а символ х {( {) = - ^  обозначает производную функции
*((0- Функции /¡((, х 1, ..., хп) предполагаются вещественными. 

Дифференциальных уравнений (1 .1) запишем в векторной

Х(}) =1(1, х ), х=со1оп^ 1 ......х„)еЛ„,
х ((0) = х 0.

Обозначим через 5Я шар радиуса Н  с центром в начале координат
/  п \  1/2

в евклидовом пространстве Яп с нормой \х\ = (х 'х )т =[ £  л?)

Символ «штрих» здесь и далее обозначает знак транспонирова­
ния. Через Т  обозначим интервал действительной оси вида



7'={а</<оо}, где а есть — ос или же некоторое число. Будем 
считать, что функция/(7, х ) ,  / : Г х 5 н-»Л„ непрерывная по обоим 
аргументам и является липшицевой по второму аргументу, т. е.

|/Г*. Х ) - Д 1 ,  у ) \ ^ Ц х - Я  с о п в ^ О .

При этих условиях справедливы теоремы о локальном сущест­
вовании, единственности и непрерывной зависимости на конечном 
интервале решения 10, х 0) задачи (1 .1 ) от начальных условий
¡0еТ  и х0е5д [14]. „

Многие фундаментальные результаты теории устойчивости бы­
ли получены великим русским математиком А. М. Ляпуновым 
(1857 — 1918) в его докторской 
диссертации «Общая задача об 
устойчивости движения» (1892).

В теории устойчивости Ляпу­
нова исследуется на устойчивость 
какое-нибудь одно решение. Пусть 
2 ( 4  /0. 2о) —  решение задачи (1 . 1), 
продолжимое вправо до бесконеч­
ности, т. е. г(г) существует на ин­
тервале [г0, оо), причем 
при 1 <оо.

О пределение 1.1. Решение 
г(1, *0, г0) задачи (1.1) называется устойчивым по Ляпунову, если для 
любого е ( 0  <ъ<Н) существует 6 = 3(е, / о ) > 0  такое, что все решения 
х ( ¿ 0, х 0) задачи (1 .1) бесконечно продолжимы вправо, как только 
|х0 - г 0 К^Ге, /0Л и Д118 этих решений справедливо неравенство

\х(и 'о. Хо)-2(й. Iо, г0)\^Е ,
Геометрически устойчивость по Ляпунову означает, что сколь 

угодно узкая Б-трубка решения г(() содержит все решения х ( 1) 
задачи (1 .1), которые в начальный момент *0  отстояли от г0 не более
чем на 5(е, /0) (рис. 1 .1 ).

Следуя Ляпунову, решение г(1) называют невозмущенным реше­
нием, а х(г) — возмущенным.

Важно отметить, что имеет смысл говорить только об устой­
чивости определенного решения а не всех решений уравнения 
(1.1).

Пример 1.1. [21]. Общее решение уравнения

х (0  =  - 1- [х2( 0  +  (х*(0  + 4х2(1))112]х(0  (1 .2 )

имеет вид х(1) =с&\п(М+с1), где с и — произвольные постоян­
ные. Решение z(t) = 0 уравнения (1.2) устойчиво по Ляпунову, по­
скольку все решения уравнения (1 .2 ) бесконечно продолжимы 
и |х ^ ;К |с |< £ , если начальные условия х 0(г0) = сьт(с10+а)

Рис. 1.1. Устойчивость по Ляпунову 
невозмущенного решения г (()



и *о(‘о) — с2  сое(с1  ̂+ е1) достаточно малы. Любое другое-решение 
х 1 (г) =  с1 ап  (с1Г+ а), с1 Ф 0 неустойчиво. В самом деле, всегда суще­
ствует такое решение *2(%) =  с2 яп (с21+й), для которого сг Ф0  и от­
ношение частот с1/с2 иррационально. Для этих решений

,!Тоо|ДС1 (/) ”  * 2 (/)|= |с‘|+ ^  (1 .з)

независимо от х2 (/о)» х2 ((о) и Х\ (/0), ¿1 (/о). Здесь Шп означает верхний 
предел. Таким образом, решения дс, (0 и х2(() расходятся на конеч­
ную величину |с1| +  |с2| # 0  независимо от близости начальных усло­
вий.

Для линейных уравнений устойчивость одного решения вле­
чет устойчивость любого другого решения и можно говорить 
просто, что некоторая линейная система устойчива (или неустой­
чива).

Теорем а 1 .1 . Для устойчивости решения г (*, /0. г0) линейной 
системы у(() = Л (/)у(1) + /( /)  при любом г0 и любой правой части/(*), 
где А ( () и / ( / )  — непрерывные функции, необходимо и достаточно, 
чтобы тривиальное решение х ( / ) = 0  однородной системы 
х(()= А  (/) х  (/) было устойчивым.

□  Н еобходим ость. Известно, что все решения линейного ура­
внения бесконечно продолжимы вправо. Поэтому первое требова­
ние определения 1.1 выполнено всегда. Пусть г(/, /0, г0) — некоторое 
устойчивое решение. Это означает, что любое другое решение у  (/, 
к, Уо) удовлетворяет неравенству ]у (/, /0, Уъ) -  г  (/, /0, *о)1 <  е, / 0 < * < оо, 
если [уо-г0 |<5(е, 10). Разность х(/, /0, Уо-г0)= у(1, /0, у  о) - г  (I, к, г0) 
есть решение однородного уравнения и |дг(л /0, ^0 —г0)|<е, /0<^<  оо. 
Согласно определению 1 .1 , это означает, что решение х(/) = 0  устой­
чиво по Ляпунову.

Д остато чн о сть . Всякое решение у(/) неоднородного уравне­
ния можно представить в виде >>(/)=г (/)+*(/), где г(() —  заданное 
решение неоднородного уравнения, а х (/) — решение однородного 
уравнения. Теперь достаточность непосредственно вытекает из 
определения 1 .1 . ■

Исследование устойчивости любого решения г({) уравнения (1 .1) 
можно свести к исследованию устойчивости тривиального (нулево­
го) решения некоторого другого уравнения. Функция у(1) = 
= * (/) — г(1) удовлетворяет уравнению

№ = А * . У + г)-№ , z)= g(t> у), £(*, 0) = 0. (1.4)

В дальнейшем будем исследовать устойчивость только тривиаль­
ного решения х(/) = 0  уравнения (1 .1), сразу предполагая, что

ю
/ 0 , о)г=о. (1.5)



Рис. 1.2. Устойчивость по 
Ляпунову тривиального ре­

шения х  (0=0
Рис. 1.3. Фазовая траектория, устойчи­

вая по Ляпунову

О пределение 1.2. Тривиальное решение х (0 =  0 уравнения (1.4) 
называется устойчивым по Ляпунову, если для любого е>  0 найдется 
5 (е , / 0) > 0  такое, что неравенство |х (/, /0, х0)|<е выполнено при всех 
О / 0, как только |х0|<<5(е* *о) (Рис- 1-2 и 1.3).

Решение, не являющееся устойчивым, называют неустойчивым. 
Точнее, можно дать следующее определение.

О пределение 1.3. Тривиальное решение х(0  =  0 называется не­
устойчивым по Ляпунову, если для некоторого е>0 и любого д>0 
найдутся решение х (/, /о, -*о) и момент времени >  /о такие, что \х (^ , 
к, Х0)|>Б, хотя (Рис- 1 4  И 1-5)-

Рис. 1.4. Неустойчивость тривиаль- Рис. 1.5. Фазовый портрет неустойчи- 
ного решения х (0=0 в0® тРаектоРии

Усилением понятия устойчивости является устойчивость, равно­
мерная по начальному моменту времени.

О пределение 1.4. Решение х (0  =  0 называется равномерно 
устойчивым по /0 (/0е7), если для любого е(0<е<Н) найдется такое 
¿(б)> 0 , не зависящее от ¡о, что |х(<, ¿о, Хо)|<£, ¡о (¿аЕТ), как только
М<<500-

-£



Пример 1.2. Решение уравнения

x ( t)= t~ 2x(t), x ( t0)= x0, /„g(0 , оо) (1 .6 )
имеет вид

x(t, t0, х0)= х 0ехр(töl - t ~ l).

Так как |х(/, л:0)| <  |лг0| ехр (/ х), то для любого е>0, взяв 
^(ej /0) =  еехр ( - * 0 X получим, что решение х ( / ) = 0  устойчиво 
в смысле определения 1.2. Однако равномерной устойчивости нет 
поскольку S (в, / 0) -► 0  при *о-*0 . ’

Теорема 1.2. Для автономного (f(t, х)= /(х)) или со-периоди- 
ческого (f(t+co, x)=f(t, х), со>0 ) уравнения (1 .5 ) из устойчивости 
по Ляпунову следует устойчивость, равномерная по начальному 
моменту.

□  Для произвольного решения x(t, /0, *о) периодического 
уравнения (1 . 1) справедливы тождества

x(t, t\, X (/], t0, Xß)) = x(t, t(j, Xq), 

x(t±mco, t0±mco, Xo)=x(t, t0, x0) i 1-7)

при любом целом m. Первое из этих тождеств есть очевидное 
следствие теоремы существования и единственности решения, а вто­
рое вытекает из со-периодичности уравнения (1.1). Из второго тож­
дества (1.7) следует, что при доказательстве равномерной устой­
чивости достаточно рассмотреть только / 0 из отрезка [0 , ш]. 
Возьмем произвольное в(0<в<Н)  и определим ц(е, ю)>0 такое, 
что |х (t, (о, д:0)| ̂  е, со, |х0| ̂  tj (в, со). В силу устойчивости решения 
в момент t0 — (o такое t] (е, со) найдется. Выберем теперь 5(е) так 
чтобы

max шах |*(ш, t0, х0)| <?/(е, со).
0<>о<(о |xo|<j(«)

Вследствие непрерывной зависимости решения на конечном отрезке 
[О, со] от начальных данных такое 3(е) существует. При таком 
выборе ¿(в) для всякого t<ß(— оо, оо) получим

Ix(t, t0, х0)| = \х ( t—mco, /0, x o ^ lx i r1, t[, х0)| =
=  |x ( t \  СО, х(о), ti, Xo))j^E, t^to, \Xq\^Ö(b).

Здесь обозначено t l = t —mco, t l0= t0—ma>, /¿e[0, со], m — целое чис­
ло. ■

2. Асимптотическая устойчивость. Другим усилением понятия
устойчивости является асимптотическая устойчивость.

О пределение 1.5. Тривиальное решение х ( 0  =  0  уравнения (1 .1)
называется асимптотически устойчивым, если:
12
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Рис. 1.6. Асимптотическая устойчи­
вость тривиального решения

Рис. 1.7. Фазовый портрет асим­
птотически устойчивой траекто­

рии

Io) оно устойчиво по Ляпунову;
2°) для всякого t(ßT существует Д =Д (/0)> 0  такое, что x(t, t0, 

jt0)->0, /->оо при |jc0|<A (t0) (рис. 1.6 и 1.7).
Множество Cl(t0)c:Ä„ всех тех начальных условий х0, для кото­

рых lim x(t, t0, х0)=0, называют областью притяжения тривиаль-
/-♦СО

ного решения в начальный момент to• Если il( /0)=Ä„, то говорят, что 
решение х  (t) = 0  асимптотически устойчиво в целом (или глобально 
асимптотически устойчиво).

Если выполняется только условие 2° из определения 1.5, то 
говорят, что тривиальное решение является притягивающим (или 
аттрактором). Из притяжения, вообще говоря, не следует устой­
чивость. Однако для скалярного обыкновенного дифференциаль­
ного уравнения притяжение всегда влечет устойчивость. Поэтому 
примеры, когда имеется притяжение, но нет устойчивости, можно 
построить только при л> 2  или для уравнений более общих, чем 
обыкновенные дифференциальные. Приведем пример так называ­
емого функционально-дифференциального уравнения первого по­
рядка, для которого притяжение не приводит к устойчивости.

Пример 1.3*. Рассмотрим уравнение

Это уравнение содержит значения неизвестной функции х (0  в раз­
личные моменты времени / и (t+2)¡3=g(t). Функция g(t)<;t 
при *>1. Поэтому уравнение (1.8) описывает некоторый эво­
люционный процесс, зависящий от прошлого. Для этого уравнения 
можно задать начальное условие в виде х  (1) =  д .̂ При этом

(1.8)

*Колмановский В. Б., Н осов В. Р. Устойчивость и периодические режи­
мы регелируемых систем с последействием. — М.: Наука, 1981.



легко сформулировать определения устойчивости и асимптотичес­
кой устойчивости для уравнения (1 .8 ), которые полностью аналоги­
чны определениям 1.2 и 1.5.

Непосредственной подстановкой убеждаемся, что решение х  (/, 
1 » хо) уравнения (1 .8 ) с начальным условием х  (1)=х0 можно запи­
сать в виде

х  О, 1 , х0) = х 0* ехр (—дг§ ( / - 1)), 0 1 .

Очевидно, что при любом х0 имеем

х  (/, 1 , х0)-*0, /—►оо.

В то же время при |х0| =  <5 в момент / = 1 + 8~2 получим

|* (1 + 82, 1 ,х 0)| =  г ( 1 + г - 2)е х р (-Й 2  (1  +  ,Г 2 - 1 ))=
=  (<5 +  <5-1) е- 1 ^2е-1.

Таким образом, для всех решений уравнения (1.8) имеет место 
притяжение, но условие 1° из определения 1.5 не выполнено. Триви­
альное решение уравнения (1 .8 ) не является устойчивым и тем более 
асимптотически устойчивым.

О пределение 1.6. Тривиальное решение уравнения (1 .1) 
называется равномерно асимптотически устойчивым, если оно рав­
номерно устойчиво и для любого числа у> 0  найдутся числа

Д1 (0<А 1 <Н) и Т  (у) такие, что 
1*0. к, *о)|<? При & 10+Т(у),
1.Х0К Д 1 (рис. 1 .8 ).

Требования равномерной 
асимптотической устойчивости, 
вообще говоря, сильнее требо­
ваний асимптотической устой­
чивости. Однако, аналогично 
теореме 1 .2 , можно показать, 
что если уравнение (1 .1) — ав­
тономное или ю-периодическое 
и его тривиальное решение аси­
мптотически устойчиво, то это 
решение является и равномерно 
асимптотически устойчивым.
3. Другие понятия устойчивости. 
Определение 1.7. * Говорят, 

что тривиальное решение уравнения (1 .1) экспоненциально устой­
чиво, если всякое решение х  (/, /0, х 0) этого уравнения удовлетворяет 
оценке

I* 0 , к, *о)|< В |х0| ехр ( - а  0 -/<>)),
5 > 0 , а> 0 , о, |*о|^ Н \< Н  (рис. 1.9).

Рис. 1.8. Равномерная асимптотическая 
устойчивость



Отметим, что для линейных x(t)
уравнений х  (О =  А (О х (О экспонен­
циальная устойчивость эквивалент­
на равномерной асимптотической 
устойчивости.

Пусть наряду с системой (1.1) 
рассматривается возмущенная сис­
тема

z (О = /  (t, z) + (p (t, z). (1.9)
Рис. 1.9. Экспоненциальная устой­

чивостьО пределение 1.8. Тривиальное чивость
решение х ( 0  =  0  уравнения (1 .1) называется устойчивым при посто­
янно действующих возмущениях, если для любого е> 0  и суще­
ствует б (б, / 0) > 0  такое, что при \(р (/, г ) ^ 8  и \г (/0) |<<5 все решения 
уравнения (1.9) удовлетворяют условию \г (01<е-

Кроме приведенных определений устойчивости используются 
также и другие, такие, как устойчивость по части переменных, 
устойчивость на конечном интервале времени, абсолютная устой­
чивость, орбитальная устойчивость и т. д. [1; 4; 16; 17; 21].

§ 2. ВТОРОЙ МЕТОД ЛЯПУНОВА

Универсальным методом исследования устойчивости различных 
классов систем является второй метод Ляпунова. В качестве инст­
румента исследования во втором методе используются некоторые 
специальные функции, называемые функциями Ляпунова.

Вещественную непрерывно дифференцируемую функцию V  (t, х),
V : T x S H->Ru удовлетворяющую условию V (t, 0 ) =  0 , называют 
функцией Ляпунова. Примерный вид функции Ляпунова двух пере­
менных хь х 2 и ее поверхности уровня V (хь х2) = С изображены 
на рис. 2.1 и 2.2. Назовем производной V функции V (t, х) в силу 
уравнения (1 .1 ) величину

Рис. 2.1. Примерный вид 
функции Ляпунова

Рис. 2.2. Поверхности уров­
ня функции Ляпунова 
V (хх, х2)=Ct (/=1, 2, 3), 

С1 < Сг < Сз



* = Y, + £  Y x /1 = Tt +  (grad ^  f (/*x))- (2- 0

Если x = x  (/) есть решение уравнения (1.1), то V представляет собой 
полную производную по времени сложной функции V (/, jc (/)). 
Отметим, что для вычисления V фактического знания решения х  (/) 
не требуется.

Всюду в дальнейшем через со, (и) ( О  О, i= О, 1, ...) обозначены 
скалярные непрерывные неубывающие функции такие, что со, (0 ) = 0  

и со, ( « ) > 0  при и> 0  (рис. 2 .3 ).
ч Теорема 2.1 (первая теорема Ляпунова). Пусть существует фу­

нкция Ляпунова V (/, х) такая, что
a>i(\x\)<V(t,x), (2 .2 )

V^O. (2.3)
Тогда тривиальное решение уравнения (1.1) устойчиво по Ляпунову.

□  Возьмем любое е (0<в<Н ) и любое t^T . В качестве 5 (е, /0) 
выберем такое число, что

шах V (t0, ХоКш, (е)-

Из непрерывности функции V (t, х) и условия V (/„, 0)=0 следует, 
что такое 8 (е, /„) обязательно найдется (рис. 2.4). Условие (2.3) 
означает, что функция V (t, х  (/)) не возрастает вдоль решений 
уравнения (1.1). Используя неравенства (2.2) и (2.3), при |х0|<<5 (е, t0) 
и t0 получим

“ 1 (I* (01) <  V (t, х  (0) <  V (t0, х0К  max V (t0, х0)<ш, (е).
l*ol<i (*, /о)

В силу монотонности Ш] (и) отсюда вытекает, что \х (t, t0, jc0)| < 
<е. ■

Рис. 2.3. Вид функции со, (и) Р®0- 2 А  Иллюстрация тео­
ремы Ляпунова об устойчи­

вости



Функции V (t, х), удовлетворяющие условию (2.2), называются 
определенно-положительными. Сам Ляпунов использовал другое, 
эквивалентное (2.2) определение таких функции [10]. Производная^, 
удовлетворяющая условию (2.3), называется знакоотрицательнои.

Теорема 2.2 (К. П. Персидский). Если в дополнение к условиям 
теоремы 2 . 1  справедливо неравенство

К (/,х )< ш 2 (М), (2.4)

то тривиальное решение уравнения (1 .1 ) равномерно устойчиво по
начальному моменту t0.

□  По заданному е (0<в<Щ  определим число ó = ó (б) (д не 
зависит от ¿о) таким образом, что cüi (е) =  (о2 (6). Используя (2.2)
(2 .4 ) и монотонность со2 (и), при t ̂  t0 и |х0| <  о (е) получим

coi (|х (t)\)^ V (t, х  (0)<  V (fo, х0)< ш 2 ( \х0\ ) « о 2 (S) =  co¡ (е).

В силу монотонности £»1 (и) отсюда следует, что \х (01 < Б- ■
Про функции Ляпунова, удовлетворяющие условию (2.4), гово­

рят что они допускают бесконечно малый высший предел, хотя 
первоначально использовалось другое эквивалентное определение

 ̂ ^Теорема 2.3 (вторая теорема Ляпунова). Пусть существует фу­
нкция Ляпунова V (t, х) такая, что

со, (|x|)«SF(*, x)«Sa)2 (|x|), (2.5)
V ( t .x ) < - to 3 (\x\). (2 .6 )

Тогда тривиальное решение уравнения (1.1) равномерно асимптоты-
нсскы устпойчиво •

□  В силу теоремы Персидского решение * (0  = 0 равномерно 
устойчиво. Покажем, что второе условие определения 1.6 также 
выполнено. Возьмем у>0 и определим S из соотношения <Mv) =  
=  ш2 (<5). В качестве Г (у) возьмем число Т  (у) =  2ш2 (AO/fUi (<?)• п а  
отрезке [/0, t0+T(y)] найдется момент tx такой, что *0 <*1<*о +  
+ Т(у) и \х (tu lo, х0)|<<5 при |xoKAi. Если это не так, то получим

V (to+T  (у), x ( t0+ T  (у), t0, хо ))- V (t0, х0)=

10 + 7 - ( г )  10 + Т ( у )

= J  V(s, x (s , t0, x0) ) d s ^ -  j  (o3 (\x (s )\)d s^ -(o 3(S)T(y).

‘o
Отсюда

0 ^ V  (to + T  (y), x (t0 + T  (y)))«S V (to, хо)- соз (¿) T(y)<
< co2 (Al)-co3 (5)T(y ). (2-7)

17



Если Т  (у)=2(02 (ЛО/шз (<5), то неравенство (2.7) невозможно. Значит, 
найдется к+Т(у)] такое, что |дс (/1, /о, дсо)|̂ <$. Но тогда в силу 
равномерной устойчивости при всех &  к  + Т(у) имеем
I* (Л *0, *о)|<6 . ■

В классической работе А. М. Ляпунова [10] теорема 2.3 сфор­
мулирована следующим образом: пусть существует определенно­
положительная функция V  (/, х), допускающая бесконечно малый 
высший предел, производная которой в силу уравнений (1 .1) определен­
но отрицательна. Тогда тривиальное решение уравнения (1 .1) асимп­
тотически устойчиво.

Если не предполагать выполненным неравенство (2.4), то реше- 
ние х  (/) = 0  может не быть асимптотически устойчивым.

Пример 2.1 (X. Л. Массера). Определим функцию £(0еС*[0, оо), 
£.|0 , оо)—»[0 , 1], совпадающую с ехр (—О всюду, кроме узких пиков 
ширины меньше 2  с центром в точке / = л; пусть g (п) = 1, п = \ 2
3, ... (рис. 2.5). ’ ’ ’

Рассмотрим уравнение х= £  (¡) х ^  (()■ Его общее решение имеет 
В1*Д* (0 = £ (0  *ь/£ Оо)- Отсюда вытекает, что тривиальное решение 
х  ( 0  =  0  не является асимптотически устойчивым.

Однако если взять функцию Ляпунова

_**(Р
V w |̂ 3- J  g2 (s) d ïj, (2 .8)

№

то получим V(t, х ) = - х 2 и V(t, х )> х2, поскольку ]g 2 (s)ds<
ОО 00 _ Q

< J e  d ï+  £  2 "=2. Вместе с тем функция (2.8) не допускает бес- 
0  „ - 1

конечно малого высшего предела, так как имеются точки t, где V (t, 
х ) ^ е  x2(t).

Отметим, что В. П. Марачковым была доказана следующая 
теорема: пусть правая часть f ( t ,  х) уравнения ( 1 .1) ограничена 
в T x Sh, If  (t, x)|<Af, teT, xeSH. Тогда если существует функция

V 0> х), удовлетворяющая оцен­
кам (2 .2 ) и (2 .6 ), то тривиальное 
решение уравнения (1 . 1) асимпто­
тически устойчиво [2 1 ].

Теорема 2.4 (Е. А. Барба- 
шин, H. Н. Красовский). Пусть 
выполнены все условия теоремы 
2.3 и, кроме того,

со, (и)~*со, и~юо. (2.9)
1 2 3  4* 5  t  r r t  \  /  ч  _когда решение х  (/) =  0  уравнения 

Рис. 2.5. Вид функции g (1) из при- (1-1) асимптотически устойчиво 
меРа 2.1 в целом.

1 / 1  /\  1 / 1  / \  1 / 1  /
1 /

ч \ ч 1 I J
-------L------1____|_----- 1 Г

)



Рис. 2.6. Стру
Q =  \V>0)

области

□  Возьмем произвольное начальное 
условие хф кп и определим такое к, что 
со, (к)=а>2 (|х0|). В силу (2.9) такое к обя­
зательно найдется. При этом так же, как 
и в теореме 2 .2 , устанавливается, что ре­
шение х (/, /о, *о) не покинет шар Sk при 
t ^ t 0. Применяя к шару Sk теорему 2.3, 
получим утверждение теоремы 2.4. ■

При нарушении условия (2.9) асимп­
тотической устойчивости в целом может 
не быть. Соответствующий пример при­
веден в [4].

Докажем одну теорему о неустойчиво­
сти. Возьмем непрерывно дифференциру- 
емую функцию V (t, х) и обозначим через Q область вида 
Q = {\x\<H, V (t, х)>0}. Предположим, что область Q обладает
следующими свойствами:

1°) О состоит из нескольких связных открытых компонент;^
2°) в Q имеются точки х  с произвольно малой нормой |х|

^ Т е о р е м а  2.5 (теорема Четаева). Пусть существует функция
V (t, х) такая, что область Q = {\x\<H, V (t, х)>0} удовлетворяет 
условиям 1° и 2°. Тогда если в области Q функция V  (Л х) ограничена, 
а ее производная в силу системы (1 .1) определенно-положительна 
(т. е. Ÿ (t, х)^со4 (|х|), xeQ), то тривиальное решение системы (1 . 1)
неустойчиво. „ __ , , ,

□  Согласно условию, в сколь угодно малой окрестности |х| <  я
начала координат найдется точка х0 такая, что V (/0, *о)= Уо> 0. На
решении х (t, /0, *о) функция V (t, t0, х0)) не убывает, т. е.
V (Л х (t, /о, *>))> Ко>0. Это означает, что через границу У= 0 это 
решение не может покинуть область Q. Решение х (t, t0, х0) не может 
всегда оставаться в области Q. Действительно, в этом случае при
V (/)> К0 в силу условия теоремы найдется а > 0  такое, что V (г )^ а 
при t> t0. Тогда было бы выполнено неравенство

У (О V ( s ) d s ^ a ( t - t 0) - + c o ,  оо.

Но это невозможно, поскольку V ограничена в области Ц. Значит, 
решение х (/, 10, х0) обязательно попадет на границу \х\ = Н  области 
£) за конечное время. ■

Замечания. 1. Условия теорем 2.1—2.5 можно несколько 
ослабить. Именно: можно потребовать только, чтобы V_(/, х) 
была непрерывной по (/, х) и локально липшицевой по х. Тогда



если в теоремах 2.1—2.4 заменить производную в силу систе­
мы у  на правое верхнее производное число в силу системы 
^  ’ то утверждения этих теорем останутся справедливыми. 
В теореме 2.5 вместо V можно рассматривать правое нижнее 
производное число D+ V.
2. Метод функций Ляпунова является универсальным мето­
дом исследования устойчивости и большинство теорем метода 
Ляпунова допускают обращение. Точнее, если функция/ ( / ,  х) 
в уравнении (1 . ̂ непрерывно дифференцируема и начало коор­
динат х = 0  устойчиво, то существуют некоторая окрестность 
"  начала координат и непрерывно дифференцируемая функция 

V» ■*)> определенная на Т  х О, которая удовлетворяет всем 
условиям теоремы 2.1. Это утверждение было установлено 
К. 1L Персидским. Обращение теоремы 2.2 о равномерной 
устойчивости было установлено Я. Курцвейлем. X. Л. Мас- 
сера доказал теорему, обратную теореме 2 . 3  о равномерной 
асимптотической устойчивости. Обращение теоремы Четаева
о неустойчивости получено И. Вркочем. Доказательство те­
орем обращения и их обсуждение можно найти в книге
Н. Н. Красовского [9].

§ 3. ПРИМЕРЫ ИСПОЛЬЗОВАНИЯ МЕТОДА ЛЯПУНОВА

1. Устойчивость движения снаряда [22]. При настильной стрельбе 
можно считать, что центр тяжести снаряда движется равномерно 
и прямолинейно. Движение снаряда вокруг центра масс можно 
характеризовать следующими величинами:

а углом между осью и направлением движения снаряда;
Р углом между осью снаряда и ее проекцией на вертикальную 

плоскость;
п проекцией угловой скорости вращения снаряда на его ось. 
Достаточно давно было замечено, что при малых п снаряд 

начинает «кувыркаться» в полете. При этом углы а и р  меняются 
очень сильно. Точность стрельбы в таком случае резко падает. При 
больших п «кувырканий» не происходит, углы а и Р незначительно 
меняются во время полета и при этом достигается меньшее рассе­
ивание снарядов. Изменяя параметры нарезки ствола орудия, мож­
но менять п и тем самым добиваться устойчивости полета снаряда. 
Несмотря на большую важность этого вопроса, полное теоретичес­
кое исследование устойчивости полета снаряда было осуществлено 
лишь в 40—50-х гг. XX столетия.

Уравнения, описывающие изменения во времени углов а и В 
установлены академиком А. Н. Крыловым и имеют вид

+  Act2 sin p c o sp -  Спа cos p=eR  sin p cos a,

Aa  cos P—2Aapsin P+Cnp= eR sin a. ^



В уравнениях (3.1) постоянные А, С. п, е. R  имеют следующим 
смысл: С — момент инерции снаряда относительно его оси; А 
момент инерции относительно вертикальной оси, проходящей че­

рез центр тяжести; е — расстояние от центра тяжести до центра 
дявпрни« (так называется точка, где приложены силы сопротивле­
ния воздуха); R  — лобовое сопротивление*.

Уравнения (3.1) допускают решение <x=a=/? =  /i =  0. Определим 
условия, при которых это решение устойчиво. Эта задача была 
решена Н. Г. Четаевым с помощью введенной им связки интег­
ралов. Четаев исходил из того, что при движении снаряда сохраня­
ются энергия и момент количества движения. Иными словами, 
уравнения движения (3.1) имеют два первых интеграла: 

интеграл энергии

Fi (a, a, р, Р)=1- А  ф2 + a2 cos2 p) + eR (cos a cos p - 1)=const;

интеграл момента количества движения
F2 (a, a, fi, P)=A (fi sin oc- ol cos fi sin fi cos a)+

+ Cn (cos a cos /? — 1)=const.
Легко убедиться непосредственным дифференцированием с учетом 
уравнений (3.1), что

=  (3-2>
dr dr

Однако ни Fu ни F2 не являются определенно положительными 
функциями a, a, Р, /? (т. е. не удовлетворяют условию (2 .2 ) ни для
какой функции o)i ( \ / a2 + а2  +  Р2 +  Р2))- Четаев предложил искать фу­
нкцию Ляпунова . в виде связки интегралов V=Fl — XF2 (Х= 
= const), где нужно подобрать X так, чтобы V  стало определенно
положительной. Разложим V=F, — XF2 в ряд по а, а, р и р:

V='~ {А&2 + (CnX — eR) Р2+2АХаР) +...

... + 1-{AP2 + (C nX-eR)a2-2AaP} + ... . (3.3)

Невыписанные члены в разложении (3.3) имеют порядок не ниже 
третьего относительно a, а, Р, р. Если X таково, что обе квадратич­
ные формы в фигурных скобках положительно определены, то 
функция V также определенно положительна в малой окрестности

♦Вывод уравнений (3.1) можно найти в кн.: Лойцянский Л. Г., Лурье А. И. 
Курс теоретической механики, т. II, § 153. — М.: Госте хиз дат, 1948.



точки а= а= р= р= 0. Для положитель­
ной определенности обеих форм необ­
ходимо и достаточно, чтобы А>0 
и АХ 2  — СпХ + еИ < 0. Первое неравенст­
во всегда имеет место и при выполне­
нии, условия С2п2—4АеК> 0 найдутся 
такие X, что второе неравенство также 
будет выполнено. Таким образом, при 
выполнении так называемого условия 
Маиевского—Крылова

п2> 4 ~  (3.4)
с2 ’

найдутся такие X, что функция 
У=Р1 — ХР2 в силу (3.2) удовлетворяет 

условиям теоремы 2.1. При выполнении условия (3.4) движение 
снаряда будет устойчивым, без «кувырканий». Используя аналогич­
ные построения и теорему о неустойчивости, можно показать, что 
при невыполнении условия (3.4) снаряд будет обязательно «кувыр­
каться» (см. также ниже пример 7 .1 ).

2. Движение твердого тела, закрепленного в одной точке. Рассмот­
рим движение твердого тела, закрепленного в неподвижной точке О 
совпадающей с центром инерции тела (рис. 3.1). Главные моменты 
инерции тела равны А, В и С. Уравнения Эйлера для проекций р, 
г вектора угловой скорости а  на главные центральные оси инерции 
имеют вид

А р = (В -С )д г, В<1 = (С —А) гр, С г= (А -В ) рд. (3.5)

Исследуем устойчивость установившегося вращения вокруг 
первой оси р=ро, ц=г=  0. В системе (3.5) имеется два первых 
интеграла

F^=Ap2 + Bq2 + Cr2,
Р2 = В (В -А )  д 2 + С (С -А ) г2.

Для новых переменных х = р —р0, у  = д, г= г  получим уравнения 

А х = (В —С) уг, Ву=(С —А) (р0 + х) г, С г= (А -В ) (р0+ х)у . (3.6)

Если первая ось является наибольшей осью эллипсоида инерции, то 
А < С и можно взять функцию Ляпунова в виде четаевской 
связки интегралов при Х= 1:

Ух = В (В —А) у 2 + С (С - А ) г 2 + [Ву2 + Сг2+А (х2+2хр0)]2. (3.7)

Рис. 3.1. Вращение твердого те­
ла около неподвижной точки О



При А < В ^ С  функция (3.7) является определенно положитель­
ной и Р, =  0. Значит, согласно теореме 2.1, вращение вокруг на­
ибольшей оси устойчиво.

Если первая ось есть наименьшая ось эллипсоида инерции, то 
А > В >  С и в  качестве функции Ляпунова можно взять связку интег­
ралов вида

Уг= В ( А - В ) у г+ С {А -С ) г 2 + [Ву2 + Сг2+А (х2 + 2хр0)]2. 

Поскольку ^ 2  =  0, вращение вокруг наименьшей оси также устой-

При вращении вокруг средней оси (С> А>В) в качестве вспомо­
гательной функции возьмем

Производная функции (3.8) в силу уравнений (3.6) имеет вид

В шаре S„, где Н <р\, выполнены условия теоремы Четаева. Это 
означает, что вращение вокруг средней оси неустойчиво.

При использовании этих результатов для исследования движе­
ния реальных объектов, например при изучении угловых движений 
космических аппаратов (КА), необходимо иметь в виду следующее. 
Реальные КА являются упругими, а не твердыми телами. Внутрен­
нее рассеивание энергии за счет упругости КА не позволяет исполь­
зовать допущения, применяемые в классических работах Эйлера 
и Пуансо при выводе уравнений (3.5). Более тщательное исследова­
ние вопроса об устойчивости вращения упругого тела вокруг непо­
движной точки показывает, что, как и для твердого тела, вращение 
вокруг средней оси — неустойчивое. Вращение же вокруг малой оси 
при учете упругих сил становится неустойчивым. Этот факт был 
сначала обнаружен экспериментально при наблюдениях за первыми 
искусственными спутниками Земли. Обработка радиоастрономичес­
ких наблюдений показала, что первый советский искусственный 
спутник Земли (1957) имел устойчивое вращение, а американский 
спутник «Эксплорер 1» (1958) оказался неустойчивым и совершал 
переходы из одного крайнего положения в другое каждые 90 мин. 
Теоретическое изучение этого явления и привело к выводу о том, 
что учет упругих сил меняет устойчивость вращения тела вокруг 
неподвижной точки*.

чиво.

(3.8)

"Ликинз Ц. Угловые движения КА и управление. Личная оценка ранних 
разработок // Аэрокосмическая техника. 1986. № 12.



Многочисленные другие примеры исследования устойчивости 
движения механических систем можно найти в книге Н. Г. Четаева 
[22], а также в [1; 9; 10; 11; 16; 19], где имеются примеры из других 
областей.

§ 4. РАЗВИТИЕ МЕТОДА ЛЯПУНОВА

Хотя теоремы, приведенные в § 2, полностью решают большинство 
задач устойчивости, их применение в ряде случаев сложно, посколь­
ку трудно построить функции Ляпунова, удовлетворяющие услови­
ям этих теорем. Имеется ряд других теорем, использующих функ­
ции Ляпунова с иными свойствами.

1. Теорема Барбашина — Красовского. Рассмотрим автономную си­
стему

X (0 = / 0 )> /( 0 ) = 0 , хеЛп, 
х(10)= х 0. (4.1)

Через х  (г, х0) обозначим решение системы (4.1).
О пределение 4.1. Точка уеАя называется а-предельной точкой 

для точки *о, если существует последовательность 1„, /я-юо, такая, 
что >>=ит х  (/„, х0).

Теорем а 4.1. Множество £2 всех оз-предельных точек данной 
точки х0 есть замкнутое множество, состоящее из целых траек­
торий (рис. 4.1).

□  Замкнутость множества П проверяется следующим образом.
Если lim .У». у*е  ß , то yn= ]im x(t„ , дс0) и поэтому у*-

*-»00 *

— lim lim х  (t„, Xq)— lim x  (tn , Xq). Далее, если ye й , то обязательно
Я-«» *-»оо

х  (t, у)е  й  при всех В самом деле, для любого /> /„ имеем

* (*> У)=х (t, lim х  (tn, х0)) =
п-+оо

= lim х  (tn+t, х0).

Поэтому х  (/, ^ )е £ 1 . ■
Множество, состоящее из целых тра­

екторий, называют инвариантным множе­
ством. Если V (х )^0  — некоторая функ­
ция Ляпунова и то все (»-предель­
ные точки для данной точки х0 лежат на 
одной поверхности уровня функции V (х), 
т. е. для у и у2 е П имеет место равенство
V (уО—У (у2). В самом деле, еслиРис. 4.1. Структура предель- 

i Оного множества



^! =  lim x  (t„, xq), y2= lim x  (tm, x0), то в силу непрерывности V (х)

Теорема 4.2 (Е. А. Барбашин, Н. Н. Красовский). Пусть суще­
ствует функция Ляпунова V (х) такая, что V (х)^со, (|х|), И^О, 
причем множество {х : У=0} не содержит целых траекторий систе­
мы (4.1), кроме точки х= 0 . Тогда тривиальное решение уравнения
(4.1) асимптотически устойчиво.

□  В силу теоремы 2.1 решение х (/)  =  0 устойчиво, т. е.-для 
заданного е>0 найдется такое ¿> 0 , что |х0|<<5=>|х (*, хо)|<в. Пусть

— множество со-предельных точек для некоторого х ^ г. П о­
кажем, что П =  {0}. Предположим, что это не так. Тогда существует 
у ф 0, уе П. Поскольку V  определенно положительна, имеем
V (у) > 0. Согласно теореме 4.1, траектория х  (/, у)е О; поэтому
V (х ((, у))= V (у). Значит, У=0 вдоль траектории х (/, _у), т. е. х (*, 
у) должно принадлежать такому множеству, где У=0. Но по усло­
вию множество У= 0 не содержит целых траекторий. Из получен­
ного противоречия вытекает утверждение теоремы. ■

Если уравнение (р (хь ..., х„)=0 описывает множество У=0, то 
условие

достаточно для отсутствия целых траекторий во множестве У=0.
Заметим, что теорема 4.2 остается справедливой и для пери­

одических систем (1 .1 ).
Пример 4.1. Рассмотрим уравнение

Это уравнение описывает колебания материальной точки под дей­
ствием нелинейной восстанавливающей силы /  (х) в среде, сопроти­
вление которой нелинейно зависит от скорости х. Запишем уравне­
ние (4.3) в виде системы

получим
У (уt) = lim У (х (/„, х0)) =  К* =  lim У (х (tm, х„)) =  У Ы .

(4.2)

х+<р (х )+ /(х ) =  0 , ц> (0 ) = / ( 0 ) =  0 . (4.3)

Х = у ,  у =  f  (х) (р О). (4.4)

Введем функцию Ляпунова
X

(4.5)

Пусть выполнены условия о

х/(х)>О, х * 0 , уц> (у)> 0,уф 0. (4.6)



Тогда функция (4.5) является определенно положительной, а ее 
производная равна V= —yep (у). Множество V=0 в данном случае 
имеет вид {у=0, х  — произвольное}. Но если на некотором реше­
нии ^=0, то и у  = 0, а значит, и f ( x ) = 0. В силу условий (4.6) точка 
х = 0  является единственным нулем функции /(* ) . Следовательно, 
в множестве V=  0  нет целых траекторий, кроме точки х = 0 , >»=0 . 
Согласно теореме 4.2, тривиальное решение уравнения (4.3) асимп­
тотически устойчиво, если выполняются неравенства (4.6). Если,

X

кроме того, lim J / ( m)<ím= oo, то в силу теорем 4.2 и 2.4 тривиаль-
W-«oное решение асимптотически устойчиво в целом.

2. Критерий Матросова. Теорема Барбашина — Красовского не мо­
жет быть обобщена на неавтономный случай. В самом деле, для 
уравнения х  (/)=  —a (t)x  (xeRu а (0>0) функция V (х) = х 2 удовлет­
воряет условиям теоремы 4.2. В то же время решение х  (t) = 0
асимптотически устойчиво или нет в зависимости от сходимости

00

или расходимости интеграла J a (s) di. Для неавтономного уравне-
'о

ния (2 .1) имеет место удобный критерий устойчивости, который 
получается, если использовать две функции Ляпунова.

Теорема 4.3 (В. М. Матросов). Для равномерной асимптоти­
ческой устойчивости тривиального решения уравнения (2 .1) необ­
ходимо и достаточно, чтобы существовали две функции V (t, х) 
и W  (t, х), обладающие следующими свойствами:

Io) СО! (И Х  V  (t, х)^со2 (РФ; xeS/f, t0^ t;
2o) V ( t ,x ) ^ a ( ¡ x ¡ )^  0 ;
3o) IW (t, x ) |< L = const, xeSH',
4o) IW (t, x)| ̂  œ4 (|x|), tQ«S t, x e E (p , p),

где a (|x|) — произвольная непрерывная скалярная функция; 
E(ß, p) — множество вида {xgSh, d(x, Q (a — 0))^p , <  |x| ̂  Щ  
(рис. 4.2). Здесь Q {a =  0) — такое множество из SH, для которого 
а (|х|) = 0, и d (х, Q (а= 0)) — расстояние от точки х  до множества 
Q (a= 0).

Доказательство этой теоремы см. в [17].
Пример 4.2. Маятник с вязким трением, зависящим от вре­

мени. Колебания такого маятника (рис. 4.3) описываются уравне­
нием

х +  А (í)* + sinx=0, k i^ h  ( t ) ^ k 2 (4.7)

или эквивалентной системой

х= у , ÿ=  —h (t)y—sinx.



Возьмем функцию V (х , у) в виде
«2

Рис. 4.3. Маятник в сре­
де с вязким трением

У(х, у ) = у  +  (1 —совх).

В области Д ={(х 2 +д>2)1/2< я  —е, е>0} имеем

— (х2 + у 2)<  V (х, ;>>)<- (х2+ у 2).
п 2

Производная У= — А (()у2<  —^ 2 <0. Множество Q (ш3 =  0) имеет 
вид {>» =  0, х  — произвольное}. В качестве второй функции 
W  возьмем \¥  (х, у)= —у. Она ограничена в любом шаре 
Ян и ^ = А  (О у+яп х. При и |х|>3к2р имеем ¡ ^ > \х \-к 2р>

(Ы+/с2 \У\). В силу теоремы 4.3 тривиальное решение уравнения
2

(4.7) равномерно асимптотически устойчиво.
3. Принцип сравнения. Для решения вопроса об устойчивости слож­
ных или составных систем удобно использовать векторные функции 
Ляпунова. Сформулируем некоторые результаты.

Наряду с уравнением (1.1) рассмотрим уравнение
¿ (0 = ^  (/, и), иеЯт (4.8)

Вектор-функция Р  (/, и)=(Ри ..., Рт)' называется квазимонотонно 
возрастающей, если для каждой пары точек (Л и) и (/, V) таких, что 
м,=V,-, и ^ ч )  (/'Ф0. ПРИ все* 1== Ь  т имеет место неравенство (/, 
и)>р1 (*. V).

Теорема 4.4 (В. М. Матросов). Пусть существует векторная 
непрерывно дифференцируемая функция V ((, х)=(У\ (/, х), ..., Ут (*, 
х))' такая, что:

1°) т а х  V, (/, х)>Ш1 (|х|), V  (/, 0) = 0;
2°) У(г»«, х)**Р ((, У « .х )).



Здесь У(2.1) (Л х) — производная вектор-функции V (/, х) в силу систе­
мы (2 .1), определяемая формулой

Функция Г  (/, и) предполагается квазимонотонно возрастающей. 
Тогда:

устойчивость решения и=0 уравнения (4.8) влечет устойчивость 
решения х= 0  уравнения (2 .1);

равномерная асимптотическая устойчивость решения и= 0  вле­
чет равномерную асимптотическую устойчивость решения х = 0 .

Доказательство этого утверждения, а также большого числа 
связанных с этой проблематикой теорем см. в [12; 17].

Пример 4.3 [17]. Рассмотрим систему

Здесь /  — единичная (п х и)-матрица, а (и х л)-матрица А (¡, х) с эле­
ментами ау(/, х), дифференцируемыми по / и х, является кососим­
метрической, т. е. такой, что аи (/, х )= 0 , а,, (г, х)= —а}1 (/, х). 

Возьмем функцию Ляпунова вида

С учетом кососимметричности матрицы A (t, х) имеем х'А (/, 
jc)x=0. Поэтому производная функции Ляпунова (4.10) в силу 
системы (4.9) равна

V —2x'x=2x' ( Iú n t+ A  (t, x))x=;2x'xsint=2Vsint.

Производная V функции (4.10) не знакопостоянна и применить 
непосредственно теорему Ляпунова 2.1 нельзя. Однако решение 
и (í) = 0  скалярного уравнения й = 2и sin / устойчиво, поскольку и (t,
*о, «о)= Mo exp sin jA I. По теореме 4.4 отсюда получаем, что

тривиальное решение х  (0 =  0 уравнения (4.9) также устойчиво.

4. Устойчивость по части переменных. В ряде случаев поведение 
исследуемой системы таково, что можно ожидать устойчивости 
только некоторых из фазовых переменных в процессе эволюции 
этой системы. Так, например, при изучении устойчивости движения 
велосипедиста нужно только, чтобы отклонения его тела от вер­
тикальной плоскости были малы, а поступательная скорость вело­
сипедиста может меняться в широких пределах. Такой случай удоб­
но изучать с помощью понятия устойчивости по части переменных

x= (Isin t+ A  (t, х))х, xeR„. (4.9)

(4.10)



Пусть система описывается уравнениями
x = f( t , х, у), у = g  (/, х, у), xeR„, yeRm, 

f i t ,  0 , 0 )=*  (t, 0 , 0 ) =  0 , ¿  = {х!, jO eR ." (4.11)

О пределение 4.2. Тривиальное решение z (0 =  0 (jc(/) =  0, 
у (0 = 0) системы (4.11) называется х-устойчивым (устойчивым по 
отношению к х), если для всякого е > 0  
и всякого tQe T  найдется 5 (е, t0)> 0  
такое, что как только |z (f0)| ̂  ö (е, t0), 
выполняется неравенство \х (t, t0, 
z0)|<e, t ^ t 0. Решение z (0 = 0 называ­
ется асимптотически х-устойчивым, 
если оно лг-устойчиво и для некоторо­
го А>0 справедливо соотношение 
lim x(t, t0, z0) =  0, |z0|<A (рис. 4.4). 
t-*00

Теорема 4.5 (В. В. Румянцев).
Пусть существует функция V (/, х, у) 
такая, что:

1°) V (t, х, у)>(ох (|х|);
Рис. 4.4. Траектория, устойчивая 

по переменной х
2°) У ^ 0 .
Тогда решение г (0=0 системы (4.11) является х-устойчивым. 
Если же функция V (/, х, у) такова, что:
3°) со, (|х|)< У (*. *. ^)<с«2 (И);
4°) У(1, х, ^Х -соз(М ), 

то решение г (0 = 0  асимптотически х-устойчиво.

§ 5. УСТОЙЧИВОСТЬ ЛИНЕЙНЫХ СТАЦИОНАРНЫХ СИСТЕМ

Общие теоремы об устойчивости (см. § 2) не позволяют даже 
в простейших случаях по коэффициентам уравнения без вычислений 
судить об устойчивости его решений. Получение таких коэффици­
ентных условий даже для частных классов уравнений представляет 
большой интерес. В первую очередь изучаются линейные уравнения 
с постоянными коэффициентами.

1. Критерий Рауса — Гурвица. Рассмотрим систему линейных диф­
ференциальных уравнений с постоянными коэффициентами

x(t) = A x  (0, xeR„. (5.1)

Напомним некоторые сведения, касающиеся структуры общего ре­
шения уравнения (5.1).

Предположим сначала, что матрица А имеет только простые, 
собственные значения Я, и собственные векторы А„ т. е.
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Лй,=Я,й, (» =  1. •••» «)• Тогда общее решение 
уравнения (5.1) имеет вид

*(< )= £  С Л еЧ
¡-1

где С, — произвольные постоянные.
При наличии кратных собственных зна­

чений для построения общего решения урав­
нения (5.1) приведем сначала матрицу 

\ик А к жордановой форме. Жордановой формой 
матрицы называется клеточно-диагональ- 

Рис' 5ма м о т ш ^  иая форма, в которой главную диагональ
образуют клетки Жордана, а все остальные 

элементы равны нулю. При этом клеткой Жордана называется 
квадратная матрица, у которой на главной диагонали находится 
одно и то же число, элементы одного ряда выше главной диагонали 
равны единице, а все прочие элементы — нулю (см. рис. 5.1, где 
изображены клетки Жордана, а все элементы вне диагональных 
блоков равны нулю).

Возможны различные способы приведения матрицы квадратной 
матрицы А  размерности п к жордановой форме. Приведем один из 
них* состоящий из следующих этапов:

1°. Для каждого к ( к - 0, ..., п) находят наибольший общий 
делитель (Я) всех миноров порядка к характеристической матри­
цы XI— А. Старшие коэффициенты у всех полиномов Б к (Я) берут 
равными единице. При этом

Д, (X)= <3е1 (X I- А), А, (Я) = 1.
2°. Находят инвариантные многочлены Ьк (Я) (называемые так­

же инвариантными множителями) по формулам

.. ‘'П -ш -™
3°. Каждый инвариантный многочлен раскладывают на различ­

ные неприводимые многочлены, называемые элементарными дели­
телями характеристической матрицы XI— А или просто матрицы А. 
Элементарный делитель представляют в виде степени одной из 
разностей (Я—Я/), где Я, — собственные значения матрицы А. Таким 
образом, Ьк (X) имеет вид

и  (Я)=(Я—Я, ) * 1 (Я—А2)*2...(Я—я / '.

Отметим, что произведение всех элементарных делителей рлвно 
произведению всех инвариантных множителей и равно £>„ (Я).

♦Гантм ахер Ф.Р. Теория матриц. — М.: Наука, 1966.



4°. Каждому элементарному делителю (X—X])1 сопоставляют 
клетку Жордана порядка с числом X/ на главной диагонали. 
Клеточно-диагональная матрица, у которой на главной диагонали 
находятся все построенные указанным образом клетки Жордана, 
и есть жорданова форма матрицы А. Жорданова форма матрицы 
единственна с точностью до порядка расположения ее клеток Ж ор­
дана на главной диагонали.

Приведем теперь формулы, определяющие общее решение урав­
нения (5.1) в случае кратных корней. Пусть X, — г-кратное собствен­
ное значение матрицы А. Ему соответствует некоторое количество 
собственных векторов. Степень вырождения собственного значения 
X, равна максимальному числу т (¿) линейно независимых собствен­
ных векторов, отвечающих X,. Число т  (г) равно также числу клеток 
Жордана, соответствующих А,. Обозначим через В] одну из этих 
клеток. Если размерность клетки Жордана есть я (/), то

5  (1)+^ (2 ) +  ... +5 (т (г)) = г.
Отсюда, в частности, видно, что жорданова форма матрицы А  яв­
ляется диагональной, если кратность любого ее собственного значе­
ния равна его степени вырождения. В этом случае все собственные 
значения имеют простые элементарные делители. Каждой клетке 
Жордана В] соответствует серия векторов А,, /=  1, ..., 5  (/) (своих для 
каждой клетки), таких, что

А^О, = Я;Л|, ^А2 =А,А2 +  А1, ..., Акгу) = Х&ц)+к3ц)-.1.

Векторы А/, где /=  1, ..., 5  (/), каждой серии линейно независимы 
между собой. Подпространство, натянутое на все векторы А/, соот­
ветствующие клетке В), является инвариантным, циклическим и име­
ет размерность, равную размерности серии, т. е. равную 5  (/). В ба­
зисе, составленном из векторов' всех серий, матрица А имеет жор- 
данову форму.

Вернемся к уравнению (5.1). Решениями этого уравнения явля­
ются функции вида

Хщ(1)=а>ч(1)а ' ,

Г 1 Г 2
°>ч (0 = ;— — Л|+;— — А2 •+•...+А,, ц = \ ......* (/), (5.2)

5 (1 ) +  5 (2 )+  ... + 5  (т =  Гх + г2+ ... + гк=п.

Количество линейно независимых решений вида (5.2) равно п. Об­
щее решение уравнения (5.1) есть линейная комбинация из частных 
решений вида (5.2).

Из описанного представления общего решения линейной стаци­
онарной системы немедленно вытекает следующая теорема.



Теорема 5.1. Для устойчивости тривиального решения уравне­
ния (5.1) необходимо и достаточно, чтобы все собственные значения 
X, матрицы А удовлетворяли условию ЯеД^О, причем собственные 
значения Х] такие, что КеА,=0 , имеют простые элементарные дели­
тели (т. е. в формуле (5.2) все 5  (/)= 1). Для асимптотической 
устойчивости уравнения (5.1) необходимо и достаточно, чтобы 
ЯеА, <  0 .

Таким образом, устойчивость (асимптотическая устойчивость
или неустойчивость) уравнения (5.1) определяется расположением
относительно мнимой оси корней характеристического уравнения
матрицы А\ . ^ Л

с1е1 (XI—А )=0. (5.3)
Здесь I  — единичная (п х л)-матрица. Раскрывая определитель, мож­
но привести уравнение (5.3) к виду

Рп (Х) = а0 + а1Х+...+аяХ"=0, а*= 1. (5.4)

Будем говорить, что многочлен Рн (Я) является устойчивым мно­
гочленом (многочленом ]Гурвица), если все его корни X] имеют от­
рицательную вещественную часть, т. е.

ЯеЯ><0. (5.5)
При выполнении условия (5.5) матрицу А также называют устой­
чивой.

Теорема 5.2 (А. Стодола). Все коэффициенты устойчивого мно­
гочлена положительны.

□  Пусть Х}= - ^ ± ^ Ц = 1 , . . .  г), / 2 = — 1, Хк= - у к (к= 1, ..., I, 
2г+1=п) — корни устойчивого многочлена Ря (А). Тогда а; >0, у*>0
и, раскладывая Р„ (X) на множители, имеем

Рп (Я) =  П  (Х2 + 2а^ + а]+Р]) ]̂ [ (А+у*).
у- 1  к-1

Таким образом, Ря (Я) представлен в виде произведения многочле­
нов с положительными коэффициентами. Поэтому все его коэф­
фициенты ар* 0 . ■

Положительность коэффициентов есть необходимое, но не до­
статочное условие для выполнения неравенств (5.5). Например, 
многочлен Р3 (г) = Ъ0+4г + г 2+ имеет корни гх = — 3 , 3 = 1 + 3/.

Сформулируем теперь необходимый и достаточный признак 
устойчивости. Матрицей Гурвица Мря многочлена (5.4) называется
матрица вида „ „

/А| ао 0  0  ... 0 '
/  0 з ¿22 ^1 ^ 0  •" ^

Мря= ( ........................... |. (5.6)
\ а2л- 1  ОТп-1 • •



В матрице (5.6) все а,=0 при ж  О и 5 >п. Например, для многочлена 
шестой степени матрица Гурвица такова:

Критерий Рауса — Гурвица. Для того чтобы многочлен Рн (Я) 
с Оо>0 и алф 0 был устойчивым, необходимо и достаточно, чтобы 
были положительны все главные диагональные миноры

его матрицы Гурвица М Ря.
Критерий Льенара — Шмпара. Для того чтобы многочлен с поло­

жительными коэффициентами был устойчивым, необходимо и до­
статочно выполнение одного из двух условий: а) А1 > 0 , Аз>0, ...,
б) Д2 >0, Д4>0, ... .

Доказательства этих критериев можно найти в [4].
В качестве примера рассмотрим многочлен

Из вида матрицы (5.6), используя критерий Льенара — Шипара, 
получим, что многочлен Р3 (Я) является устойчивым, если 0< ао<  
< в1в2.

2. Частотные критерии устойчивости. Применение критерия Рауса — 
Гурвица к реальным системам автоматического регулирования 

приводит к сложным вычислениям и не позволяет выявить влияние 
отдельных параметров на устойчивость системы. Более удобными 
в приложениях оказываются частотные критерии А. В. Михайлова 
и Г. Найквиста.

Рассмотрим многочлен (5.4). Положим Х = т  (/2=  — 1) и постро­
им годограф Михайлова (амплитудно-фазовую характеристику) 
Р„ (ко) этого многочлена:

Геометрически т  — Хк есть вектор в комплексной плоскости г, 
началом которого служит точка Я* — корень многочлена Р„ (Я), 
а концом — точка Х = т. . ... /

= I 0  а6 а5 аА аг а2

(

0  0  0  Об 05 04
0  0  0  0  0  о«

в! во 0  0  0  0

в] а2 а. До О О 
0$ (¡4 в] (¡2 @\ Оо

(5.7)

г= Рп (гсо) = а„ А„).

2 М атематическая теория конструирования систем управления
! Ч  Ы 1 Ъ = Г 33



Так как Ря (ico) — комплексное число, то
arg Ря (ico)= arg a„ +  arg (/ш -  А,)+ ... + arg (ico -  A„). (5.8)

Если корень Хк лежит в левой полуплоскости (Re Хк < 0), то при 
изменении со от — оо до +  оо вектор г'со—Хк вращается в положитель­
ном направлении (против хода часовой стрелки) и приращение 
аргумента равно п:

A arg (ico -  Хк) | SI- с о  = п. (5.9)
Если же корень X¡ лежит в правой полуплоскости, то вектор 

(ico — X¡) вращается по ходу часовой стрелки и

A arg (ico-Xi) | - п .

Из соотношений (5.8) и (5.9) вытекает следующая теорема.
Теорема 5.3. Многочлен Рп (X), не имеющий чисто мнимых кор­

ней, является устойчивым тогда и только тогда, когда
Aarg Рп (ico) 1“:® »=ия. (5.10)

Для упрощения условия (5.10) отделим действительную и мни­
мую части Р„ (ico). Имеем

Ря (ico) =  öo +  ai ico +  а2 (ico) 2 +... + ая (ico)" =
= (flo - a2ca2 + a4co4 + ...) + i (а,ш-  a3co3 + a 5co5 -l-...).

Отсюда видно, что ReP„ (ico) есть четная функция от со, 
а Im Ря (ico) — нечетная. Поэтому годограф многочлена Р„ (ico) 
состоит из двух частей, симметричных относительно действитель­
ной оси, первая из которых соответствует изменению со от — оо до
0, а вторая — от 0 до оо. В результате получаем следующее утвер­
ждение.

Критерий Михайлова. Для устойчивости многочлена Ря (X), не 
имеющего чисто мнимых корней, необходимо и достаточно, чтобы

А argP„ (iß>) |£ I“ =^ п. (5.11)

На рис. 5.2 приведены различные годографы Михайлова для 
и=2, ..., 6 . Чем ближе годограф подходит к началу координат, тем 
меньше запас устойчивости. Если годограф проходит через начало 
координат, то система находится на границе области устойчивости. 
Таким образом, критические значения параметров atp и частоты 
соц, линейной стационарной системы с характеристическим уравне­
нием (5.4) находят из условий

Re Ря (icoxр, a*p)=ImP, (icOxp, a*p) =  0.



Чтобы подчеркнуть зависимость 
многочлена (5.4) от параметров 
а=(ао, ..., ая), он обозначен через 
Ря (X, а). Интересно отметить, что на 
практике амплитудно-фазовую ха­
рактеристику можно определить эк­
спериментально, подавая на вход 
линейной стационарной системы си­
гнал частоты со и амплитуды 1. На 
выходе системы получится сигнал 
той же частоты со, а амплитуда 
|Р„ (к»)| окажется сдвинутой по фазе 
на а ^  Р„ (ко) относительно входно­
го сигнала.

3. Система автоматической под­
стройки частоты гетеродинного при­
емника*. В гетеродинных приемни­
ках для обеспечения качественного 
звучания основное усиление произ­
водится на фиксированной, так на­
зываемой промежуточной частоте 
сОцром. Поскольку частота принимае­
мого сигнала с л ^  постоянно меня­
ется из-за разного рода неконтроли­
руемых возмущений, для обеспече­
ния хорошей работы гетеродинного 
приемника в его состав вводят си­
стему автоматической подстройки 
частоты (АПЧ). Задачей системы АПЧ является поддержание за­
данного значения Шпрота)™™. Одна из возможных систем АПЧ 
изображена на рис. 5.3.

Работа каждого из устройств 1—5 описывается следующими 
соотношениями, записанными сразу для отклонений частот 5а>:

1. Смеситель: &соСИП1—5сог = 5а)'щам.
2. Усилитель промежуточной частоты (УПЧ):

Ту ~~ (¿Ы.фом) "Ь ̂ иром &С0 щ,ом.
ш

3. Дискриминатор: [/д=АддЮцроН.

4. Усилитель: Та —-+ (7У =  С1а.

*Гитис Э. И ., Данилович Г. А., Самойленко В. И . Техническая кибер­
нетика. — М.: Советское радио, 1968.

Рис. 5.2. Годографы Михайлова 
для устойчивых систем при л =2, 3, 

4, 5, 6

Рис. 5.3. Система автоматической 
подстройки частоты гетеродинного 
приемника: 1 — смеситель; 2 — 
усилитель промежуточной часто­

ты; 3 — дискриминатор; 4 — уси­
литель; 5 — управляющий элемент 

гетеродина



5. Управляющий элемент гетеродина:

Тт — (Sojr)+ 5а)г=Кт Ur

Входной величиной АПЧ будем считать So)m , а выходом — 
5(Оп т. е. будем рассматривать АПЧ как следящую систему. Приме­
няя операторный метод, получим:

6(0щюм=Т ^ ~ 1  <5ш’пром’

ил= ~ ~  Л»'яр « ,
Гу2>+1

и у= — -—  и а= - ------ ----------Seo' ,
У T J J + 1 (ГуД + 1 )(Г д2)+1)

х ^  тт с ,дшг = -------  £/» = -----------------------------  ¿0 ) „ром =
TrD+l У (TrD+l) (TyD+l) (TaD + l)  ^

= ----------- --------------------------------------  к = К тКл, D=~.
(TTD + 1) (TyD+ 1) (TaD +1) di

Окончательно получим уравнение АПЧ в виде
[ ( 7 ^ + 1 )  (7yZ>+l) (TaD + 1)+К]5(от=К5(от . (5.12)

Установим условия устойчивости АПЧ, описываемой уравнени­
ем (5.12). Воспользуемся критерием Михайлова. Построим годог­
раф:

G (ico) = (Tt (ко)+1) (Ty(ioj) + l) (Ta(i<o)+l)+K.
i

Отделим действительную и мнимую части:

Re G(íco)= 1 + К —а)2(ТуТя+ ТУТГ + ТаТг),
Im G (ico) = со (Ту+ Тя+ Тт -  (о1 ТуТаТт).

Определим критический коэффициент усиления и критическую 
частоту со,р из условий Re G (ica) = Im <7 (/со)=0. Из условия 
Im G (ícü)=0 находим, что

а>жр
1ту+та+тг
V ТуТдТт ’



а из условия Яе С? (ко) =  0  — что

*жр= <  (ТуТа+ ТуТт+ТаТт) - 1 =

= 2 + —+ —+ —+ —+ —+ —•
Тт Тт Ту Ту Та Гд

При значениях Ту= 0,003 с, 7;=0,002 с, 7;=0,001 с получим АЧ) = 
=  10. Следовательно, такая система АПЧ при К <  10 устойчива, 
а при К> 10 — неустойчива.

4. Линейные одноконтурные системы автоматического регулирова­
ния. Вывод, аналогичный предыдущему, верен и для любой 
одноконтурной системы автоматического регулирования (САР), со­
держащей произвольное число звеньев (рис. 5.4). Пусть характери­
стическое уравнение одноконтурной 
системы имеет вид _ и т “|~Г2 ЬЧ з

П  (7}А+1) П  ( а / 2 + Ь^+1) + К=0.
(5.13)

Рис. 5.4. Произвольная однокон- 
турная система автоматического ре­

гулирования
Первые т сомножителей в (5.13) 
соответствуют апериодическим зве­
ньям, вторые и — колебательным.

Теорема 5.4. Для любой одноконтурной САР с характеристи­
ческой функцией (5.13) существует критическое значение коэффици­
ента усиления АГ.Р такое, что при К < К ^ система устойчива, а при 
К>КЖр она неустойчива*.

5. Робастная устойчивость**. Приведенные в теоремах этого параг­
рафа условия устойчивости получены в предположении, что все 
коэффициенты системы х= В х, т. е. все элементы постоянной мат­
рицы В, априори известны точно. Однако указанное предположение 
не всегда выполняется. В реальной ситуации зачастую бывает изве­
стна лишь некоторая область С/, которой принадлежит матрица В. 
Ясно, что если устойчивость имеет место при любой матрице В  из 
области и, то реальная система также будет устойчива. Оказывает­
ся, что в некоторых ситуациях об устойчивости всех систем при 
произвольных матрицах Ве11 можно судить по их отдельным пред­
ставителям.

•Доказательство этой теоремы см. в кн.: Н ейм арк Ю . И. Динамические 
системы и управляемые процессы. — М.: Наука, 1978.

•♦Харитонов В. Л. Об асимптотической устойчивости положения равновесия 
семейства систем линейных дифференциальных уравнений // -Дифференциальные 
уравнения, 1978. Т. 14, № 11.



Приведем соответствующие утверждения.
Пусть Р„ (А) — характеристический многочлен матрицы В, 

а IV — множество всех таких многочленов, соответствующих всем 
матрицам Ве17. Произвольный многочлен Р„(Я)еРГ запишем в виде

РЯ(Х)=Х +Ь\Х +Ь2Х + .. .+ 6 „. (5.14)

Предположим, что известны границы изменения коэффициентов 
Ь, /=1, ..., п, когда многочлен Р„(Х) пробегает множество IV. 
Иначе говоря, предположим, что известны числа а,, /?, (/= 1, ..., 
п) такие, что

а , = т т  К  Д ,=тах Ьи Ь&а,, /Ч. /=  1 , ..., п. (515)

Оказывается, что для проверки устойчивости всего бесконечного 
множества многочленов достаточно убедиться в устойчивости 
только четырех многочленов: (А). / 2„ (А), (А), (А). 

Коэффициенты а } многочлена / Л(Х) таковы:

Р„-у, если четно; \Pn-y-i если j  четно;
Оя_ 2/_1 —̂Оп-у, если J нечетно; 4 если ] нечетно.

Коэффициенты а ] многочлена /2  (Я) имеют вид

2 [ап-2/. если у четно; если ]  четно;
а я - У ~  Л О • а п - У - \ ~ Л  о[Рп-у. если J нечетно; [Рп-у-ь  если J нечетно.

Коэффициенты а] м ногочлена(А ) имеют вид

3 {“л-у, если у четно; если j  четно;
а ” - У ~ \ о  • а п - 2 ] -1  =  \(_Ря—2>1 если ] нечетно; ^ап_2>_1, если )  нечетно.

Коэффициенты а * многочлена (Я) таковы:

Р*-у. если у четно;
аа„_2>, если ] нечетно;

Теорема 5.5 (В. Л. Харитонов). Для того чтобы любой много­
член Р„(Х) вида (5.14) с коэффициентами, удовлетворяющими услови­
ям (5.15), был устойчивым, необходимо и достаточно, чтобы все 
четыре многочлена /¡, (Я), ./1 (Я), / I  (Я) и (Я) были устойчивыми.

Пример 5.1. Установим необходимые и достаточные условия 
асимптотической устойчивости множества скалярных систем 
третьего порядка

\ап-у-.\, если  ̂ четно; 
Ч~Х \Pn-2j-i, если у нечетно.



х  (*)+Ьхх  ( /)+ Ь2Х (/)+¿>3 = 0  (5.16)
с коэффициентами, удовлетворяющими условиям

1=1, 2, 3. (5.17)
Характеристический многочлен уравнения (5.16) имеет вид 

X* -\-b\X2 + Ь2Х-\- Ьз = 0.

Построим многочлены / 3 (X), Д  (Я), / 3 (А), / \  (Я):
/ ‘ (А) =  Я3 +  а1Я2 +  &Я +  & ;/1(Я ) =  Я3 +  /?1Я2 +  а2Я + а 3;

Д(Х) = Х3 + р1Х2+ р2Х + а3;Д(Х) = Х3 + а1Х2 + а2Х + ръ. (5.18)

Учитывая результат примера на с.ЗЗ, запишем условия устой­
чивости многочленов (5.18). Они имеют вид

0<рг<лхр2, 0 < а 3 </?1<х2, 0<аъ<рхр2, О с^осцхг- (5.19)

Поскольку а3 < / ? 3 и аха2 меньше любого из произведений ахр2, рха2 
и рхр2, все условия (5.19) будут выполняться одновременно, если 
окажется выполненным лишь одно неравенство

0 </?3 <а,а2. (5.20)

Таким образом, все уравнения из множества (5.16) с коэффициен­
тами, удовлетворяющими условию (5.17), устойчивы, если выпол­
нены неравенства (5.20). Эти неравенства представляются весьма 
естественными. Если же они нарушаются, то, взяв уравнение (5.16), 
у которого Ьх=аи Ь2 = а2, Ьъ =  /?3, получим неустойчивое уравнение.

§ 6. УСТОЙЧИВОСТЬ ЛИНЕЙНЫХ НЕСТАЦИОНАРНЫХ УРАВНЕНИЙ

1. О методе замороженных коэффициентов. Для уравнения
х(1) = А(1)х( 0  (6 .1)

определение условий устойчивости является трудной, до сих пор не 
решенной до конца задачей. Часто в технических приложениях 
используют так называемый метод «замороженных» коэффициен­
тов. Этот метод заключается в следующем. При каждом 
/(/<)<*< оо) найдем все собственные значения Я,(/) матрицы А (О- 
Если они удовлетворяют условию КеЯ,(/)< — <т<0 ( К /^ и ,  
/„< /<  оо), то считают, что система (6 .1) асимптотически устойчива. 
Если же для некоторого 5  выполняется условие Яе X, ^  <т > О, 
то система (6.1) неустойчива. Эти утверждения без дополнитель­
ных предположений неверны, что иллюстрируют следующие 
примеры.



Пример 6.1. Система 

*1 ( 0  =  ( - 1  -  9  COS2 6 / + 6  s in  12t) X i +  (12 c o s 2 6 / + 4,5 s in  12t) x2,
(6 2 )

* 2  (0  =  ( ~  12sin2 6 /+ 4,5 sin 1 2 /) jc,-(1 +  9sin2 6 / + 6  sin 1 2 /) x2 
имеет решение

x¡ (/) =  C e' (cos 6 /+ 2 sin 6 /), 
x2 (/) =  Ce21 (2 eos 6 / —sin 6 /)

и поэтому является неустойчивой. Однако собственными значени­
ями матрицы А (/) служат Хх (/) =  - 1  и Х2 (/) =  - 1 0  

Пример 6.2. Для системы
(/) = ( -  5,5 + 7,5 sin 12/) х, + (7,5 cos 12/) x2,

x2 (/)=(7,5 cos 12/) x, +  ( —5,5 — 7,5 sin 12/) x2

собственные значения матрицы A(t)  таковы: Я, (0 = 2, Д2(/)= -1 3 . 
Вместе с тем фундаментальная матрица X(t) решений системы (6.3) 
имеет элементы вида

х х i (/) =  0,5е"' (cos 6 / + 3 sin 6 /) +  0,5е~10' (cos 6 / -  3  sin 6 /),

*i2 (0 е- ' (cos 6 /+ 3  sin 6 /) -  - е-10' (cos 6 / -  3  sin 6 /),
l , 6l (64) 

*2i ( / ) = - e  (3 cos 6 / —sin 6 / )— e 10,(3cos6/+sin6/),
2

x zz(t)=~ e ' (3eos6 /—sin 6 / )+ -  e-10* (3eos6 / + sin6 /).
6  6

В силу этого тривиальное решение системы (6.3) асимптотически 
устойчиво.

В общем случае справедливо следующее утверждение.
Теорема 6.1. Пусть ( /= 1 , П; /0< / < оо), где

Ц (0 — собственные значения матрицы АИ (t)=- [A (t) + A'(t)]. Тогда 
система (6 .1) асимптотически устойчива. 2  *

□  Доказательство вытекает из неравенства
' i

/w (í)< k ) , ^6  5)

называемого неравенством Важевского. В самом деле,

7  1* « 12 = 7  (x 'x )= x 'x+ ¿x= 2x 'A H(t)x. at dt

|х (/о)| exp ^ /Ашп (j) ds^ <  \x (/)| <  |jc (/0)| exp ^



Значит,
2 /imin (0 1* (Ol2 < 7  Wl2 <  №  (Ol2-at

Интегрируя это неравенство, получим неравенство (6.5) и утвержде­
ние теоремы 6 .1 . ■
2. Системы с почти постоянной матрицей. Приведем сначала важную 
для многих приложений лемму.

Лемма 6.1 (лемма Гронуолла — Беллмана). Пусть скалярные 
непрерывные функции x(t) и g(t) 0 удовлетворяют неравенству

t

х  ( 0  <  а (0 + 1  g 0 )  * СО ds, t ̂  t0, ( 6  6)

'о
где а (0 — некоторая неубывающая интегрируемая функция. Тогда

x ( t ) ^ a (0 exp j^j*g (л)d ij. ^  ^

'о
t

□  Положим u(t) = J* g(i)jc(s)ds. Из неравенства (6 .6 ) следует, что

й (0 =g ( 0  * ( 0  ( 0  [“ ( 0  +  и (0 1 - 

Умножая обе части неравенства (6 .8 ) на exp ^ — J*# (0&у^, получим

'° «

[й (0 - g ( t ) u  (0] exp ^ - 1 g(s) d s ^ g  (о a (0 exp ^ - 1  g (s) <tej,

или

^ м ( 0 е х р ^ -  g ( i)d ^  ^ g ( 0 a ( 0 e x p ^ -  g(s)d.v^.

'o 'o
Отсюда, интегрируя, имеем

t t

u m ^ g (s) a (s)exp ^ J g (O d g j  dj; t > t0.



Подставляя эту оценку в (6 .6 ) и учитывая, что функция а(/) является 
неубывающей, получим

/ / /

^ a ( i)  W exp g  ({) d ^ d i J  =  a (/)exp g Ш

‘o ‘o »0
Рассмотрим систему с почти постоянной матрицей

х= [А + В (/)] х, xeR„, t0> 0. (6.9)
Предположим, что элементы матрицы B(t) непрерывны и

00 00

Г ||J5(i)||di= Г max £  (/)| d /< оо. 
J J 1«У<л (6 .10)

В этом случае справедливо следующее утверждение. ,
Теорема 6.2 (Р. Беллман). Пусть решение у = 0 системы у= Ау  

устойчиво и выполнено условие (6.10). Тогда решение х = 0  системы^
(6.9) также устойчиво.

□  Фундаментальная матрица У(/) системы у= А у  ограничена, 
т. е. ||Г(/)||<Л/. Рассматривая член В(1)х в (6.9) как правую часть 
и применяя формулу Коши, получим ,

x (t)= Y (t)x (0 ) +

Отсюда

| х ( 0 |< М |х ( 0 ) |  +

y ( /- i)^ ( i)x ( i) c b .

t

М  ||5(i)|| |x(i)|di.

0 * 
Согласно лемме 6.1 из (6.11) получаем *

|х(/)|<Л/|х(0)|ехр |  М  1 \\B(s)\\ ds < С |х ( 0 ) | ,  |*| =  £  W . 
1-1



Таким образом, решение х (/) =  О устойчиво. Аналогично устанав­
ливается, что асимптотическая устойчивость > » = 0  влечет асимп­
тотическую устойчивость х = 0 . ■

В том случае, когда матрица А (I) переменная, утверждение 
теоремы 6 .2 , вообще говоря, неверно.

3. Линейные системы с периодическими коэффициентами. Рассмот­
рим систему

х(/)= Л (/)х , А (( + о)) = А (0еС°, хеД„. (6.12)

Обозначим через X  (/) фундаментальную матрицу решений уравне­
ния (6 .1 2 ), т. е. такую матрицу, что

Х(1) = А (0 Х((), X  (0) =  /. (6.13)
Приведем без доказательства следующую теорему.

Теорема 6.3 (А. Флоке). Фундаментальная матрица (6.13) мо­
жет быть представлена в виде

Х({) = Ф (0еи. Ф(/ +  ш )= Ф (0еС \ Ь=сопъ1. (6Л4>

Матрица X  (со) называется матрицей монодромии. Она определяет 
оператор сдвига вдоль решений уравнения (6 .1 2 ) на период по 
формуле х(со)=Х(со)х(0). Собственные значения р] матрицы моно­
дромии X  (со) называются мультипликаторами Флоке системы
(6 .1 2 ), т. е.

(1е1 [А" (со) — рД  =  0. (6.15)

Из уравнения (6.15), формулы Виета и теоремы Остроградского — 
Лиувилля следует, что

£  р1=ТтХ(оз)= £  Хц(со),
> -1  ¡ - 1  

О)
п

]~[ ру=ёе1 Лг(а)) =  ехр
У- 1 о

Далее, для любого мультипликатора Флоке Pj существует реше­
ние (£Д0 ф 0 уравнения (6 .12) такое, что (/ +  со) =  р£  (/). Это решение 
можно построить следующим образом. Пусть — собственный 
вектор матрицы А^со), соответствующий р7, т. е. Х(со)£° = р£°. Тог­
да искомое решение имеет вид

£;(0= *('К ,°. № = р ( ')е* . 1пР]. (6.17)
р(1+со)=р(1).

(6.16)



Если pj — кратное собственное значение матрицы Х(со) с жордано- 
вой клеткой размерности т, то ему соответствует т решений Флоке 
вида

(6.18)
¿я (0 =Рл (0  &  (/)= [¡Рл (0 +рп (/)] сХ/.

Г т~1 1
£ *  ( 0 = 1 ^  ” ^ ,  Ра  ( 0 + -  + Р л

рА (/+ш ) =/>*(/), )^=- \ripj.
О)

Раскладывая начальное значение х  (0) по базису, состоящему из 
собственных и присоединенных векторов матрицы Х(со), можно 
получить представление общего решения уравнения (6 .1 2 ) в виде 
линейной комбинации решений (6.17), (6.18). Нетрудно проверить
также, что КеЯу= -  Я е \пру<0, если |р̂ |< 1, и КеЯу>0, если |ру|> 1. Из
этого и соотношений (6.17), (6.18) вытекает следующая теорема.

Теорема 6.4. Уравнение (6.12) асимптотически устойчиво, если 
все его мультипликаторы Флоке р} лежат внутри единичного круга 
\р}\< 1- Если же \р  ̂<  1, причем мультипликаторы р,. лежащие на 
единичной окружности |р/| =  1 , имеют простые элементарные дели­
тели, то уравнение (6.12) устойчиво. В остальных случаях уравнение
(6 .1 2 ) неустойчиво.
4. Уравнение второго порядка с периодическими коэффициентами.
В случае уравнения второго порядка удается значительно подробнее 
исследовать устойчивость его решений. Рассмотрим уравнение

х  (0 +р  (0 х (0 = 0, р(1 +со) =р О). (6.19)
I

С помощью подстановки г(/)=л(/)ехр а ($) к этому урав-

0
нению сводится и более общее уравнение г +  а ( /)г + 6 ( /)г= 0 . 

Запишем уравнение (6.19) в виде системы (6.12):
х= у,

У - - Р ( О х ,  А (О
(6 .20)

, ТгЛ (0 = 0.

Фундаментальная матрица Х(() такова:

Х ( ( )  =
<р (0  ф ( 0

Ф(О Ф(0

ср(0 ) = 1 , ф(о) =  о, 
’ ф(0) = 0, ф(0) = 1.



Уравнение (6.15) в данном случае имеет вид
р2 — ар + det X  (со) = 0 . (6.21)

В силу (6.16), (6.20), (6.21) получаем

d e tlr(£o)=l, а=ср(со)+ф(со), Pi, г—- (a ± y /a 2 —4).

Величина а = ср(со) + ф(со) называется константой Ляпунова и опре­
деляет устойчивость уравнения (6.19). Возможны три случая:

а) |а |> 2 ; в этом случае оба мультипликатора рх и р2 веществен­
ны, причем |p i |> l, а |р2|<1; в силу теоремы 6.4 уравнение (6.19) 
неустойчиво;

б) |а| < 2 ; в этом случае мультипликаторы представляют собой 
различные комплексно-сопряженные числа и |pi| = |P2|= l ;  уравнение 
(6.19) устойчиво',

в) И = 2  — двойной корень р \—р2, это критический случай, кото­
рый требует более точного рассмотрения.

Таким образом, если
\<р(со)+ф(со)\<2, (6 .2 2 )

то уравнение (6.19) устойчиво. Соотношение (6.22) позволяет для 
каждого конкретного уравнения с помощью численного решения 
двух задач Коши найти ср(со) и ф (со) и тем самым определить, 
является ли уравнение (6.19) устойчивым.

Одно из часто встречающихся в приложениях уравнений — урав­
нение Матье

X + (ffl2 + £COS/)x =  0. '  ' '
При е=0 уравнение (6.23) имеет вид х  + со2х = 0 и его решения 
выражаются формулами ср(í) = eos cot, ф (t)=-sincot. Следователь­

но, a=2cos2nco. Ясно, что |а |<2 при соф 1/2, 1, 3/2, 2, ... . Точки 
ш = 1/2 , 1 , 3 /2 , 2 , ... можно рассматривать как границы областей 
устойчивости. При е^О области устойчивости в пространстве пара­
метров (со, е) находятся численно. Они изображены на рис. 6.1.

На рис. 6.1 при значениях параметров в заштрихованных облас­
тях соответствующее уравнение неустойчиво, в незаштрихован- 
ных — устойчиво. Для уравнения Матье с трением

х + их-I-(ш 2 + £ eos/) х = 0 , ®>0 , (6-24)

области устойчивости изображены на рис. 6 .2 .
Области неустойчивости шире всего вблизи точки со = 1/2. Нали­

чие такой области неустойчивости может объяснить эффект рас­
качивания качелей. Качели описываются уравнением (6.24). При 
периодических приседаниях, т. е. при периодическом изменении
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со

Рис. 6.1. Области неустойчивости 
для уравнения Матье

Рис. 6.2. Области неустойчиво­
сти для уравнения Матье с тре­

нием

момента инерции, качели становятся неустойчивыми и амплитуда 
их колебаний начинает расти. Это явление называется парамет­
рическим резонансом. При этом параметрический резонанс вызвать 
проще всего, если частота приседаний равна 1 /2 , т. е. если на 
каждый период качелей делается два приседания.

5. Параметрический резонанс в технике. Явление параметрического 
резонанса довольно часто встречается в практике. Иногда оно 
играет положительную роль, например в параметрических усили­
телях в радиотехнике. В других случаях параметрический резонанс 
может привести к катастрофам, среди которых наиболее известны 
падения висячих мостов. Уже давно было замечено, что висячие 
мосты, несмотря на неоспоримые технические, эстетические и эко­
номические преимущества, являются весьма неустойчивыми к воз­
мущениям. Чтобы не вызывать резонансов, в устав пехоты Наполе­
оном был введен параграф, запрещавший ходить в ногу по мостам. 
Резонансы, вызываемые ветром, привели к падению мостов через 
Ниагару в 1864 и 1889 гг. (в первом случае мост имел длину 320 м, 
а во втором — 386 м). Летом 1940 г. было закончено строительст­
во моста через реку Такома на крайнем Западе США (рис. 6.3). Мост 
имел пролет длиной 854 м и шириной 11,9 м, поддерживаемый 
двумя стальными канатами диаметром 44 см каждый со стрелой 
провеса 70,7 м. Сразу же была обнаружена большая чувствитель-

Рис. 6.3. Такомский мост

ность моста к ветру. Были пред­
приняты попытки устранить та­
кие колебания введением допол­
нительных связей. Однако 7 нояб­
ря 1940 г. около 10 часов утра, 
когда скорость ветра возросла до 
18,7 м/с, начались сильные изгиб- 
но-крутильные колебания проле-



Рис. 6.4. Такомский мост в момент разрушения

та моста, причем проезжая часть моста наклонялась под углом 45°. 
Мост выдерживал эти колебания около часа, после чего развалился 
и упал в воду (рис. 6.4). Интересно, что мост был рассчитан на 
статическую ветровую нагрузку в 50 м/с, а при динамической коле­
бательной нагрузке он упал при значительно меньшей скорости 
ветра. Более подробно об устойчивости уравнения с периодичес­
кими коэффициентами и о параметрическом резонансе см. [19; 23].

§ 7. ФУНКЦИИ ЛЯПУНОВА ДЛЯ ЛИНЕЙНЫХ 
СТАЦИОНАРНЫХ СИСТЕМ И УСТОЙЧИВОСТЬ 
ПО ПЕРВОМУ ПРИБЛИЖЕНИЮ

1. Матричное уравнение Ляпунова. Для линейной стационарной си­
стемы

х  = Ах, хеК„ (7.1)
будем искать функцию Ляпунова в виде квадратичной формы

У (х )= х 'В х ,В  = В. (7.2)
Потребуем, чтобы производная V в силу системы (7.1) была 

равна произвольной заданной квадратичной форме х'Сх, т. е.

У(х)=х!Сх, С  = С. (7-3>
Подставляя в (7.3) выражение (7.2), получим

У(х) = х'В х+ х'Вх= х' (А 'В+ ВА)х = *Сх. (7'4)
Тождество (7.4) при всех х  возможно тогда и только тогда, когда

А'В+ВА = С. (7.5)
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Матричное уравнение (7.5) называют уравнением Ляпунова. Здесь 
С — заданная симметрическая матрица, а В  — искомая симмет­
рическая матрица.

Обозначим через X, (А) (1 <г'^л) собственные значения матри­
цы А.

Теорема 7.1. Пусть
Л (А)+Ак (А)ФО (1 < /'^  к < и). (7 .6 )

Тогда уравнение Ляпунова (7.5) однозначно разрешимо для любой 
симметричной матрицы С.

□  В пространстве К„, где И=п(п+1)/2, симметричных (пхп)- 
матриц введем линейный оператор .Г по формуле Е (В)=А'В+ВА, 
ВеЯн. Для существования ограниченного обратного оператора 
(или, что то же самое, для однозначной разрешимости уравнения 
(7.5)) необходимо и достаточно, чтобы оператор /'н е  имел нулевых 
собственных значений. Иначе говоря, если Р(В)=цВ (ВФО), то 
должно быть цфО. Пусть все Х1 (А) различны и все суммы
также различны. Обозначим через х  собственные вектор-столбцы
матрицы А', т. е. А 'х  = х‘. Отметим, что собственные значения 
матриц А и А' совпадают, но собственные векторы у этих матриц,
вообще говоря, различны. Определим матрицу В‘кеКы формулой

В*=х1 (хк)' + хк (х)'.
Тогда

Р(В*) = А' [х‘ ( / ) '+ хк (УЛ+ [х (хк)' + хк (х‘у\ А =

=  [Я,х‘ (хк)' + Хкх  (х )' + Лкх (хк)' + ¿¡хк (*')'] =

=  (Я, +  Л*) [х1 (хку +Хк (х ;)] = (Я, +  1к) в к.

Значит, В  — собственная матрица оператора Г, соответствующая 
собственному значению ¡1^ = + Хк. Поэтому при выполнении сде­
ланных предложений и условия (7.6) оператор имеет ровно 
п(п + 1 ) / 2  собственных значений /х*, ни одно из которых не равно 
нулю. Других собственных значений Г  иметь не может. Итак, 
в рассматриваемом случае теорема доказана. Доказательство для 
случая кратных корней см. [1]. ■

Ниже символ С> 0 (С<0) означает, что симметрическая матри­
ца С положительно определена (отрицательно определена). 

Теорема 7.2 (А. М. Ляпунов). Пусть

ЯеЯ7 (^ )< 0 , 1 < /< л . (7 .7 )
Тогда для любой матрицы С< 0 существует единственное решение 
В>  0 уравнения Ляпунова (7.5). Кроме того, справедлива формула
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Обратно: если хотя бы для одной матрицы С < 0 существует реше­
ние В> О уравнения (7.5), то матрица А устойчива (т. е. выполняет­
ся условие (7.7)).

□  Из условия (7.7) вытекает (7.6). Следовательно, уравнение 
Ляпунова (7.5) разрешимо для любой матрицы С<0. Покажем, что 
при этом матрица В > 0. Введем форму У (х) — х'Вх\ предположим, 
что она неположительно определена. Тогда найдется точка х0#и  
такая, что либо У(хо)< 0 , либо И(х0) =  0. В первом случае
V (кхо)= к 2У(хо)<0 для всех £>0. Значит, в любой окрестности 
начала координат найдутся точки вида кх0, в которых У(кх0)<  О 
и У=к2х0'Сх0<0. Таким образом, в этом случае на основании 
теоремы 2 . 5  (в которой V заменено на — V) тривиальное решение
(7.1) было бы неустойчиво, что противоречит условию (7.7).

В том случае, когда У(х0) = 0 (х0 Ф 0), имеем У (х0) < 0 и обязате­
льно найдется точка х* ^ 0  такая, что К(Х[)<0 , т. е. приходим 
к предыдущему случаю. Это также невозможно.

Для доказательства справедливости формулы (7.8) заметим, что

У ( х  (/)) - У ( х  о)= х ' (/) В х  (/) -  хо’в х о =

I ' г  г
= | ^ ( х ( 5))Л5= |  х'(^)Сх(5)с1 Г= Х о'У  е^'Се^ёл х0. (7.9) 

0 0 0

Переходя в равенстве (7.9) к пределу при ¿-юо и учитывая, что 
х(0-»0-, /-»сю, из (7.9) получаем тождество

х0Вх 0=  — х0' е ^ 'С е ^ ^  х0,

из которого сразу следует (7.8).
Если же для некоторой матрицы С< 0 существует решение ^  >  и 

уравнения (7.5), то функция У(х) = х'Вх  удовлетворяет теореме 2.3
об асимптотической устойчивости. Отсюда вытекает, что матрица
А удовлетворяет условию (7.7). ■

Из теоремы 7.2 вытекает способ вычисления интегралов вида
00*

х '( /)Д х (0 < 1 Л  ¿> > 0 . (7.10)



Интеграл (7.10) характеризует среднеквадратическое отклонение ре­
шения х  (/) системы (7.1) от ее положения равновесия и является 
интегральной оценкой качества переходных процессов в системе
(7.1). Предположим, что матрица А устойчива, и обозначим через 
Р>0  единственное решение уравнения А'Р+РА= -О .  Записав соот- 
ношение (7.9) для матриц /) и Р, получим 

00

|  У ( 0  Лх (/)<!;= У(х0)= х0’Рх0. (7 .1 1 )

Следующее утверждение приведем без доказательства.
1 Теорема 7.3 (А. М. Ляпунов). Если хотя бы для одного

7 (1 < /<  л) выполнено неравенство КеДу(^)> 0, то для любой матрицы 
С> 0 найдутся матрица В и число а> 0  такие, что А'В+ВА = 
= С+аВ. При этом матрица В не является отрицательно опреде­
ленной.

С ледствия и з теорем  7.2 и 7 .3 .
1 . Если тривиальное решение уравнения (7.1) асимптотически 

устойчиво, то существует функция Ляпунова V (х)=х’Вх, удовлет­
воряющая теореме Ляпунова об асимптотической устойчивости.

2 . Если тривиальное решение уравнения (7.1) неустойчиво, то 
существует функция Ляпунова У(х)=х'Вх, удовлетворяющая те­
ореме Четаева о неустойчивости.

Конкретные численные алгоритмы решения матричного уравне­
ния Ляпунова будут рассмотрены в гл. XIV.

2. Устойчивость по первому приближению. В приложениях устой­
чивость решений часто исследуется по так называемым «уравнени­
ям первого приближения». Пусть требуется исследовать на устой­
чивость решение х  (1) = 0 системы

* (*)=/(*. х), (7.12)
где / 0 ,  х) некоторая дифференцируемая функция. Линеаризуем 
уравнение (7.12) в окрестности решения * (0 = 0. Для этого запишем
(7.12) в виде

* (0  =  Л (0 * + Л (/. *), 1-й(*. дс)|<С, |х|1+\  а>0, С, >0. (7.13) 

Наряду с (7.13) рассмотрим линейную систему

х ( 0 = А ( 0 х .А ( 0  = -  . (7.14)
ёх х-о

Система (7.14) называется уравнением первого приближения для
(7.13). Далее изучают устойчивость уравнения (7.14) и по ней судят
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об устойчивости нелинейной системы (7.13). Такой прием без долж­
ного обоснования применялся задолго до Ляпунова. Ляпунов пер­
вым установил, когда это является правомерным, а когда нет.

Предположим, что уравнение первого приближения (7.14) явля­
ется стационарным, т. е. совпадает с (7.1): А(1) = А, х  (/) = Ах.

Теорема 7.4 (А. М. Ляпунов). Пусть тривиальное решение урав­
нения (7.1) асимптотически устойчиво. Тогда тривиальное решение 
нелинейного уравнения (7.13) также асимптотически устойчиво.

□  Обозначим через В решение уравнения А'В+ВА = - I ,  где
I  — единичная матрица. Введем функцию Ляпунова У (х)= хВ х  
и найдем ее производную V в силу системы (7.13). Имеем

У=х!Вх + х!Вх = (х!А' + К (*, х)) Дх+х'Я(Лх+Л(*. х)) =
=  х ’ ( А ' В + В А ) х + Я ' В х + х ' В Я ^ - \ х \2 +

+ 2Сх ||ВЦ М2+Ч М 2 (-1 + 2 С , ||£|| |х|“)«£ - 1- М2 

для столь малых х, что
2С, ||£|| \х\а< 1  (7-15)

Таким образом, функция У(х) = х'Вх удовлетворяет теореме 2.3
об асимптотической устойчивости и, значит, тривиальное решение 
уравнения (7.13) асимптотически устойчиво. ■

Замечание. Отметим, что области притяжения уравнений
(7.13) и (7.14) не совпадают. Если для (7.14) областью притяже­
ния является все пространство И„, то для (7.13) можно гаран­
тировать, что х  (/, /о, -Хо)—‘•О лишь для Хо, удовлетворяющих 
оценке (7.15).

Теорема 7.5 (А. М. Ляпунов). Если тривиальное решение уравне­
ния первого приближения (7.1) неустойчиво, то тривиальное решение 
нелинейного уравнения (7.13) также неустойчиво.

Доказательство этой теоремы аналогично предыдущему, только 
функция Ляпунова строится с использованием теоремы 7.3 и далее 
применяется теорема Четаева о неустойчивости.

Случаи, рассмотренные в теоремах 7.4 и 7.5, называют некрити­
ческими. В некритических случаях матрица А не имеет собственных 
значений на мнимой оси. В этих случаях характер устойчивости 
полной нелинейной системы совпадает с характером устойчивости 
системы первого приближения независимо от вида нелинейных
членов. . ,

Случаи, когда матрица А имеет собственные значения Л/(А)
на мнимой оси, т. е. К.еАДЛ) =  0, называются критическими. В кри­
тических случаях устойчивость или неустойчивость зависит от вида 
нелинейных членов. Исследование критических случаев весьма сло­
жно, но является важным для многих приложений. Например,
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= 0, (7.17)

устойчивость Солнечной системы сводится к исследованию сложно­
го критического случая. В настоящее время хорошо изучены случаи 
одного нулевого корня и пары чисто мнимых корней. Ряд резуль­
татов ̂ получен для случаев одного нулевого и двух чисто мнимых 
корней, а также двух пар чисто мнимых корней. Более подробно
о критических случаях см. [1 1 ].

3. Вращательное движение снаряда. Такое движение описывается 
уравнениями (3.1). Полагая в этих уравнениях sin a « a , eos а а  1 , 
sm/?«/?, cos/?« l и отбрасывая члены выше первого порядка, полу­
чим уравнения первого приближения для (3 .1) в виде

A t - C m  = eRf¡, ^

A i  +  Cnfi = eRct.
Характеристическое уравнение линейной системы (7.16) имеет вид

АХ2 — eR, —СпХ
СпХ, AX2—eR

(AX2-e R )2 + Czn 2X2 = 0 .
Корни уравнения (7.17) таковы:

К  2. 3. < = (2A)~l [±  C ni± s/A A eR -C 2n2]. (7.18)

Если 4AeR — C 2n 2>0 (т. е. нарушается условие Маиевского — 
Крылова (3.4)), то два корня (7.18) имеют положительную вещест­
венную часть и решение линейной системы (7.16) неустойчиво. При 
этом в силу теоремы (7.5) решение нелинейной системы (3.1) также 
неустойчиво.

Если же 4AeR — C2n 2<0, то уравнение (7.17) имеет две пары 
чисто мнимых корней. В этом критическом случае уравнения перво­
го приближения (7.16) не позволяют судить об устойчивости полной 
системы (3.1). Это еще раз показывает силу результата Н. Г. Чета- 
ева, подробно изложенного в § 3 .

Хотя метод линеаризации является основным методом решения 
различных инженерных задач, необходимо учитывать, что только 
в некритических случаях он приводит к правильным выводам*.

♦Необоснованное применение метода линеаризации может привести к качест­
венно неверным результатам. В этой связи уместно привести высказывание амери­
канского специалиста по космической технике, сотрудника Лаборатории реактивного 
движения, проректора Колумбийского университета, профессора П.Ликинза из его 
статьи, датированной на с. 24: «Я думаю, будет справедливым заметить, что 
в начале 60-х гг. очень немногие, даже из тех, кто писал докторские диссертации по 
техническим дисциплинам, связанным с механикой, понимали ограничения, наклады­
ваемые методами линеаризации при анализе устойчивости движения. С фундамен­
тальными работами Ляпунова по теории устойчивости были знакомы в Америке 
лишь некоторые математики. В этом отношении ученые из СССР, по всей вероят­
ности, были подготовлены лучше.»
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4. Нестационарные уравнения первого приближения. В случае неста­
ционарных уравнений первого приближения (7.14) теоремы 7.4 и 7.5, 
вообще говоря, не верны.

Пример 7.1. Решение уравнения х(0  =  ~ х1 > ^ 2  имеет вид
/о» *о) = Х М  /о^2. (7.19)

Ясно, что тривиальное решение (7.19) асимптотически устойчиво. 
С другой стороны, нелинейное уравнение

* (/)=  - х Г 1 + Ь(1)х2,

»(о-— ! о-щ
«ОпО*

с ограниченным при коэффициентом Ь(1) имеет решение *(<) =  
= 1п /. Тривиальное решение уравнения (7.20) неустойчиво.

Однако справедлива следующая теорема.
Теорема 7.6. Пусть тривиальное решение нестационарного урав­

нения первого приближения (7.14) экспоненциально устойчиво. Тогда 
тривиальное решение уравнения (7.13) асимптотически устойчиво.

§ 8. ПОСТРОЕНИЕ СИСТЕМ УПРАВЛЕНИЯ РОБОТА-МАНИПУЛЯТОРА 
НА ОСНОВЕ МЕТОДА ЛЯПУНОВА

1. Однозвенный робот-манипулятор. Рассмотрим однозвенный ма­
нипулятор, состоящий из абсолютно твердого однородного прямо­
линейного стержня длиной Ь. и массой М  (рис. 8.1). Один конец 
стержня связан идеальным цилиндрическим шарниром О с непо­
движным основанием, а на другом конце жестко закреплен переме­
щаемый груз массой т. К оси шарнира О приложен управляющий 
момент и. Движение манипулятора происходит в вертикальной 
плоскости в поле силы тяжести. Ось шарнира О перпендикулярна 
плоскости движения. Уравнения движения имеют вид

L 2m i<p +  c^ ф + g L  ( т + ^ ) & т < р  =  и, (8 1 >

'  М
</>(0 )=<Ро, <р(0 ) =  Фо, /и, =  т  +  - .

Здесь <р — угол между осью стержня 
и вертикальной прямой, проходя- 
щей через точку О. Через g обо- 
значено ускорение свободного па- 
дения, а через а>Оо> 0  — коэффи-
циент вязкого трения. Величина _______________
а обычно известна неточно: пред- 0 у и 
полагается лишь, что известно Оо,
а конкретное значение а  неизвестно. Рис. 8.1. Однозвенный манипулятор



Задача состоит в выборе такого управляющего момента и, при 
котором груз известной массы т  перемещается из произвольного 
начального положения ((р0, ф0) в положение равновесия (<р = 0 , ф = 0 ). 
Поскольку коэффициент трения а неизвестен, естественно априори 
не задавать и время достижения положения равновесия. Поэтому 
возможной формализацией поставленной задачи является выбор 
такого управления и, при котором

lim ^ (í)= 0 , 1н п ф (/)= 0 , /-+0 0 . (8 -2 )
Зададим управляющий момент в виде u=-b<p(t), Ь>0, который 
просто реализуется с помощью стандартных П-регуляторов (пропор­
циональных регуляторов). Запишем уравнения движения (8 .1) при 
этом управлении:

V i =  <P2, 9 2 =  - Щ ф г  — а г Ы й ф х - Ь ф и

at = aL~2m f 1, a2= gL ~1 (т + М/2)т f 1, (8 .3 )
Ь—Ь\Ь~гт г'.

В качестве функции Ляпунова V для системы (8.3) возьмем 
V— 2b<p i + <р ¡ +  (<р2 + ах q>t)2.

Производная V  функции V вдоль траекторий системы (8.3) удовлет­
воряет при любом <5 >  0  соотношениям

Р= 4b<pxq>2+2<p2 ( - a l(p2- a 2sin(pl -b(pi) + 2(<p2+al<pl) ( -b (p i-  
— а 2 s in  (рi ) =2ai<p2—4a2<p2s in  <p, — 2a¡b(p f —2a¡a2(pt sin  <p¡ <

<  — 2<¡p 1 (ai — Sa2) -2 a i(p \(b -a 2-  a2S~l).

Выберем и зафиксируем S так, что а1-6 а 2 = аЬ~2тГ1-д а 2>0, а по­
сле этого выберем b из условия b - a 2- a 2S~1> 0. Тогда V будет 
отрицательно определена. Отсюда и из теоремы 2.3 вытекают равен­
ства (8.2). Таким образом, в данном случае достаточно сильная 
обратная связь только по координате стабилизирует движение ма­
нипулятора.

2. Робот типа «Циклон». Изучим задачу стабилизации объекта, 
соответствующего, например, роботам типа «Циклон» (рис. 8.2). 
Рука робота^длиной L  приводится в движение пневмоцилиндрами 
двойного действия через передаточный механизм с плечом /. В за­
хвате руки робота находится груз неизвестной массы т. Уравнения 
плоского движения имеют вид*

•Герц в .  В ., Крейнин Г. В. Расчет пневмоприводов. — М.: Машиност-



<p = 2PFl(mlL 2y i +f(<p),

P= -A P 'r F K V 'J -^  + lR T g iV J - 1.
M

Здесь <p — угловое перемещение руки манипулятора; m i= m + —, где
М  — масса руки манипулятора; Р  — текущее значение давления 
в пневмоцилиндрах; F  — площадь поршня;
R — универсальная газовая постоянная; Т  — 
абсолютная температура газа; — объем 

пневмоцилиндра; Рф — среднее давление 
в пневмоцилиндре; g — массовый расход в по­
лости цилиндров; / ( ф ) = —а ф — сила вязкого 
трения в исполнительном устройстве с неиз­
вестным коэффициентом трения а>0. Поло­
жим

Х[ = ф, Х2 = (р, х 3 — Р, 
а, = 2 F/(/n1L 2)-1, а3 = 4 Р ч^ /( К ср) - 1,

¿>=2 ЛГ(Кср) - 1, u = bg.
Тогда уравнения движения примут вид

к\=а\хъ — ахи x2-=Xi, х3 = — a ^ i +  (8.4)
Задача состоит в выборе такого управления и, 
при котором

lim (|х, (01 + \х2(01 +  |*з (01) =  0 (8.5)
/—»00

для любых начальных значений переменных х(.
Отметим, что поставленная задача соответ­
ствует задаче о переносе неизвестного груза 
массой m из произвольного положения в нача­
ло координат в фазовом пространстве (xls х2, 
х3), т. е. в такое положение, в котором угловое 
перемещение, его скорость и давление равны 
нулю. Положим и= —b\x2 — b2x 3. Выберем по­
стоянные bi> О так, чтобы удовлетворялось соотношение (8.5). Вве­
дем функцию Ляпунова

V= (х3 + Ь2а Г 'я , ) 2  +  (*э +  Ь2а Г1 x t +  а3х2) 2  +
+ х з + 2 а f 'x  ? (а3 +  аb2a f ') +  b2a f  ‘х \ (26, +  аа3).

Полная производная V этой функции вдоль траекторий системы
(8 .4 ) при выбранном управлении имеет вид

У=2(х3+Ь2аГ 1х,) (х3—Ь2аГ1осх+Ь2х 3)+
+ 2 (х3 + хф2а Г1 + а3х2) (х3 +  Ь2хъ + а3х, - b tx2-  Ь2хъ)+

3 4 3

Рис. 8.2. Робот-мани- 
пулятор типа «Цик­
лон»: 1 — схват робо­
та с грузом т; 2 — 
рука манипулятора 
длиной Ь и массой М;
3 — пневмоцилиндры 
двойного действия;
4 — распределитель­
ное устройство пнев­
моцилиндров; 5 — пе­
редаточный механизм

с плечом I



+ 4 азЛ1х3- 4 а3в 1 1ах^ + 2х1х 2аГ1Ь2 (26, +  аа3) +
+ 4 x^ 3  (а3 +  а г ‘а6 2) —4х ?а р'а (а3 + а 1аЬ2).

С учетом уравнений движения (8.4) отсюда следует, что 
Й= — х? (2аф2а Г1 +46 2о ¡а+ 4а3а Г ‘а) —

—2афхх \  — 2ь2х \ —(>ь1х2хг. (8 .6 )

Но при любом 6 > 0 выполняется неравенство 
6Ь,х2х3<  36, (х \6+ х\5~х).

Выберем и зафиксируем ¿> 0  так, что

2аъ — 35 >  0 . (8 .7 )

Затем возьмем любые Ь\ > 0 и Ьц удовлетворяющие условию

2Ь2>ЗЬ1б~1. (8.8)

Из условий (8 .6 )—(8 .8 ) следует, что V — определенно отрица­
тельная функция. Отсюда и из определенной положительности
V вытекает соотношение (8.5). Итак, при выбранных ¿>1 и Ь2 пред­
ложенное управление разрешает поставленную задачу. Отметим, 
что если требуется перевести систему (8.4) из произвольного началь­
ного положения в конечное (0 , х 2, 0 ) с произвольным х 2 и нулевой 
скоростью х, в конце, то можно использовать управление

и = - Ь ,( х 2- х 2) - Ь 2х  з 
с прежними значениями Ь\ и Ь2 коэффициентов обратной связи.

§ 9. ПРИМЕНЕНИЕ ВЫРОЖДЕННЫХ ФУНКЦИЙ ЛЯПУНОВА

Основным методом исследования устойчивости нелинейных систем 
является второй метод Ляпунова. Этот метод позволяет свести 
изучение устойчивости к построению определенно положительной 
функции Ляпунова, производная которой в силу системы определен­
но отрицательна или знакопостоянна. Несмотря на справедливость 
теорем обращения, использование классических теорем Ляпунова 
для исследования конкретных систем сопряжено со значительными 
трудностями, обусловленными указанными требованиями к функ­
ции Ляпунова. В связи с этим значительные усилия были направ-) 
лены на получение достаточных условий устойчивости, справед­
ливых при менее ограничительных предположениях о функциях 
Ляпунова.

В настоящем параграфе приведем некоторые утверждения об 
устойчивости систем обыкновенных дифференциальных уравнений, 
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основанные на использовании скалярной вырожденной функции 
Ляпунова.

Рассмотрим уравнение

х(я+1)( 0 = ^ а  *('), - ,  *W(fl), t> t0. (9.1)
Здесь вектор х (t)eRmi целое число п>1; непрерьшная функция 

FeR„ удовлетворяет условию
F(t, 0, ..., 0)=0.

Введем обозначение

Sk( x ( t ) ) = t \ x ('\t)\.
i-О

Начальные условия для уравнения (9.1) имеют вид

x(t0)=x°0, ...,x ln)(t0)= x V .  (9.2)

Предполагается, что для задачи (9.1), (9.2) выполнены условия 
локальной теоремы существования и единственности решения. 
Определение 1.2 в данном случае примет следующий вид.

Определение 9.1. Тривиальное решение x(t) = 0 уравнения (9.1) 
называется устойчивым, если для любого е> 0  можно указать 
ô =  S(e,  t0)>0 такое, что, как только S„(x(t0))^S (e , t0), соответст­
вующее этим начальным условиям решение удовлетворяет неравен­
ству S„(x(t))^E при t ^ t 0. Если решение jc (/) =  0 устойчиво и, кроме 
того, S„(x(t))-+0, /->оо для начальных условий S„ (х (/„)) <  А (/0), то 
тривиальное решение называется асимптотически устойчивым.

Аналогично вводятся и другие определения — равномерной 
устойчивости, равномерной асимптотической устойчивости и т. д.

Для исследования устойчивости используем непрерывные функ­
ции Ляпунова вида

v ( t)= v ( t ,  X (t) , ..., *w (o, g (t, x ( o , ..., х(я)т ,  (9 3 >
где g — непрерывно дифференцируемая функция такая, что g(t, О, 
..., 0)=0. Относительно функции V предполагается лишь, что Р > 0 , 
но, вообще говоря, V не является определенно положительной по 
аргументам x (t) , ..., jcw (t). Такие функции V называются вырожден­
ными функциями Ляпунова.

Ниже большую роль играют понятия, связанные с устойчиво­
стью неравенства вида

]g(t, y(t), ..., /° ( / ) ) |< Я 0 , t>to. (9.4)

Обозначим через y(t, t0, >»ô, —, ^ ? -1)) любое решение дифферен­
циального неравенства (9.4) с начальным условием



(9-5)

О пределение 9.2. Тривиальное решение .у (0 =  0 неравенства
(9.4) называется f -устойчивым, если для любого е>0 найдется такое 
ó(e, í0)>0, что при всех начальных условиях и правых частях, 
удовлетворяющих неравенствам Sn-¡(y(to))^S(e, t¿) и f ( t )<  S (е, t0), 
í ^ t 0, выполняется неравенство S„(у (t, /о, ..., >i"-l)))<e при всех 
t> tQ.

Решение у  (t) =  0 называется асимптотически f -устойчивым, если 
оно /-устойчиво, и, кроме того,

lim Sn(t, t0, у°о, ■, У?-4)) “ О 
/-+00

для всех начальных условий (9.5), удовлетворяющих неравенству 
Sn-i (у(4 >)ХА (*о), и всякой правой части /(О  такой, что / ( / ) - » 0  при 
/-»оо.

Теорема 9.1. Пусть существует функция V  вида (9.3), для кото­
рой выполнены следующие условия:

1 °) со,(Ig(t, X(/), Х(л)( 0 ) 1 ) (SK(x (0));
2 o) FíSO;
3 o) тривиальное решение неравенства (9.4) является / устойчи­

вым.
Тогда тривиальное решение уравнения (9.1) равномерно устойчиво.
□  Возьмем произвольное е>0. Вследствие /-устойчивости нера­

венства (9.4) для этого е найдется такое ¿i>0, что любое решение 
неравенства (9.4) с начальным условием (9.2) удовлетворяет соот­
ношению SK (у (0) <  £, как только / (0 < ¿ i  и S„-t (y(to))^S,. Выберем 
теперь S2 так, что 0 < ¿ 2<¿i и со2 (S2) =  ш, (Si). Тогда при S„(x(t0))^¿>2 
в силу условий Io и 2 ° имеем

а>,(1̂ (Л JC(0 , ^(Я)(0 )1Х  
<  V(t0, x ( t0), ..., x{"}(to), g(x(to), .... xW(ío)))<

<  co2 (S, (x (t0))) <  0J2 (S2)= со, (<5,).

Отсюда и из монотонности функции со, следует, что 1g(t, x(t), ... 
..., х* (t))\= f(t)^6i. Учитывая /-устойчивость неравенства (9.4), полу­
чаем S„(x(t))^E ( t ^ t 0) для всех начальных условий таких, что 
S n ( x ( to ) ) ^ S 2^ S l. Я

Замечание. Если при выполнении условий теоремы 9.1 удает­
ся установить, что / ( 0  не только ограничена, а стремится 
к нулю при t-* оо по определенному закону, то достаточно 
проверить /-устойчивость неравенства (9.4) только для таких 
правых частей f( t) .



Пример 9.1. Рассмотрим уравнение
_ (г+х^х+Ххх2х = ---------- -—

1 + х 2
(9.6)

и функцию g(x, х) = (1 + х 2)х. Тогда уравнение (9.6) можно записать 
в виде

к=  -И- (9.7)
Возьмем У(х(х, x))=g2(х, х). Из (9.7) следует, что

|*(*(/), * (0 ) |<С е-(,-'о>.

Таким образом, нужно установить /-устойчивость решения х(у) = 0 
неравенства

К1+ха)Л|<Ов"е"Ч  (9-8)

Из неравенства (9.8) следует, что \х(1)+хг (1)/3\^С1 или \х(/)|^  
^  С2. Далее, из (9.8) вытекает, что

На основании теоремы 9.1 и замечания к ней заключаем, что 
решение х (/) = О уравнения (9.6) устойчиво.

Для исследования асимптотической устойчивости предположим,
что

+  |/Ч/, х, ..., х(я)\^ М  (9 9)
сх

при 5,(х(/))<Я.
Теорема 9.2. Пусть существует функция V вида (9.3) такая, 

что:
1°) выполнено условие 1° теоремы 9.1;
2°) Р(/)<-а>,(|*(/. х ( /) ,..., х(я)(/))|);
3°) тривиальное решение неравенства (9.4) асимптотически /-  

устойчиво.
Тогда тривиальное решение уравнения (9.1) асимптотически 

устойчиво.
□  Согласно теореме 9.1, решение х (/) = О уравнения (9.1) устой­

чиво. Значит, £,(х (/))< #  при / > / 0 для всех начальных условий 
таких, что ¡>щ(х(10) ) ^ 8(Н). Покажем, что при этом |^(/, х(/),
..., х^(/))|-*О при /-»оо. Предположим, что это не так. Тогда суще­
ствует число у (0 < у < Н)и последовательность /,-»оо такие, что |#(/,,
х(/¡), ..., х(я) (/;))|>у. В силу неравенства (9.9) и уравнения (9.1) при 

(х (/)) <  Н  имеем

3* 3*
+ +  . . .+

д! дх дх



^ M H + M 2=L.

При этом для тф,— у/(2L), ti+y/(2L)] получим |g(x, х(х), ...
..., х*(т))|^у¡2. Обозначив через n(t) число точек /¡ф0. t\, находим

t t

V(t)~  V(t0)= J* K(s)ds< -  Jo jj (|s(i, x(s), ..., xM(j))|)dj<

'o 'o
< —уЬ~1озъ(y/2)n(t)-* — co, t—*со.

Это противоречит условию 1°. Значит, доказано, что \g(t,x(t) , ..., 
х(я (0 )1-»0 при оо и Sn (х (t0)) <  Ô (Я). Отсюда в силу асимптотичес­
кой /-устойчивости неравенства (9.4) следует асимптотическая 
устойчивость решения х (0 = О уравнения (9.1). ■

Следствие. Пусть дано уравнение
ù(t)=Fx (t, и (0), ueRk. Fi (t, 0) = 0. (9.10)

Пусть, далее, функция g (t, x (t) , ..., (0)еЛ* при t^to- Тогда если 
тривиальное решение уравнения (9.10) равномерно асимптотически 
устойчиво, а тривиальное решение неравенства (9.4) асимптотически 
f -устойчиво, то тривиальное решение уравнения

y g ( t ,x ( t) ,  ...,x (,,)(t))=Ft (t,g(t,x(t), ...,х(я)(0 )
at

асимптотически устойчиво.
Сделаем несколько замечаний относительно понятий /устой­

чивости и асимптотической /устойчивости решений дифференци­
ального неравенства (9.4). Нетрудно установить, что /устойчивость 
тривиального решения неравенства (9.4) при выполнении условия
(9.9) следует из устойчивости при постоянно действующих возмуще­
ниях тривиального решения уравнения

g (t. x(t), ..., xw(0 )= 0.
Понятие асимптотической /-устойчивости не сводится к извест­

ным ранее понятиям. Однако оно имеет простой механический 
смысл. Пусть неравенство (9.4) описывает некоторую механическую 
систему и / ( 0  — оценка нормы всех действующих на эту систему 
внешних сил. Тогда требование асимптотической /устойчивости 
означает, что если внешние силы при /->0 исчезают, то система 
должна стремиться к состоянию покоя.



С использованием других терминов было установлено [1], что 
для линейного нестационарного неравенства

1ум ( 0 + ^ , ( 0 / " 1)(0 + ...+ Л (0 у (0 1 < /(0  (9.11)
из экспоненциальной устойчивости тривиального решения урав­
нения

/>  (0+л1 (0 У"_1) ( 0 +...+Л  (0у( 0= о

следует асимптотическая /-устойчивость тривиального решения не­
равенства (9.11).

§ 10. УСТОЙЧИВОСТЬ ДИСКРЕТНЫХ СИСТЕМ

При описании динамических систем часто встречается такая ситу­
ация, когда состояние системы х(() известно (измеряется) только 
в дискретные моменты 1к=кк (к = 0, 1, 2, ...; й>0). Динамику такой 
системы можно описать уравнением вида

х  (/*+!)=/(/*. х((к), х(/*_,), х (4 - 2), X (/*-,). (10.1)

Обозначив х  (/*)=хк, /*=£, запишем (10.1) в виде
хк= /(к, хк_и хк-р). (10.2)

Уравнение (10.2) называют уравнением в конечных разностях р-го 
порядка. Введя вектор Хщ=(х„, хя+ь ..., хя+/,_,), можно записать 
уравнение (10.2) в виде системы

ХЯ+1=Р (п, Х„). (10.3)

Начальное условие для системы (10.3) имеет вид Х„о—Х°. Системы 
вида (10.3) часто встречаются при описании импульсных систем. 
Дискретные системы встречаются также, когда в контур управления 
включается цифровая вычислительная машина.

1. Второй метод Ляпунова. Приведем основные сведения об устой­
чивости дискретных систем. Рассмотрим уравнение

хк+1 = / (к, хк), х*еЛ„, /  (к, 0) = 0. (10.4)

Решение уравнения (10.4) с начальным условием хк =х° обозначим 
через х (к, ко, х°).

Определение 10.1. Решение х*=0 уравнения (10.4) называется 
равномерно устойчивым, если для всякого е>0 найдется <5 (е)>0 
такое, что из неравенства |х*о|<8  (е) следует |х*|<е при всех к ^ к 0.
Решение х*=0 называется равномерно асимптотически устойчивым, 
если оно равномерно устойчиво и для любого у> 0  найдутся целое



число N (у)>0 и число Н х>0 такие, что |х  (к, к0, х°)|<у при 
Л ^ Д в + ^ ^ и ^ К Я , .

Остальные определения устойчивости для разностного уравне­
ния (10.4) аналогичны соответствующим определениям для диф­
ференциального уравнения (1.5).

Для исследования устойчивости решения х*=0 уравнения (10.4) 
можно также использовать второй метод Ляпунова. Приведем без 
доказательства некоторые утверждения.

Теорема 10.1. Для равномерной устойчивости решения х*=0 
уравнения (10.4) необходимо и достаточно, чтобы существовала 
функция V (к, х), удовлетворяющая условиям

о), (|х|И  V (к, х)^<Ог (|х|), V (*+1,/(* . х ))-У (к , х)<0.

Теорема 10.2. Пусть существует функция V (к, х) такая, что

а), (|х|) < V (к, х)^(о2 (|дф,
V (к+ 1 , / (к, хк))~ V (к, хк) ^  -ш 3 (1**1).

Тогда решение х* = 0 равномерно асимптотически устойчиво.
На разностные уравнения вида (10.4) естественным образом 

переносятся и другие теоремы* из § 2 и 4.

2. Линейные стационарные уравнения. Рассмотрим случай линейного 
стационарного разностного уравнения

хк+1=Ахк, х0=х°, хеЯп. (10.5)
Как и в п. 1 § 5, общее решение уравнения (10.5) может быть 
получено следующим образом. Если Х1 (А) — простое собственное 
значение матрицы А с собственным вектором Аь то ему соответ­
ствует решение уравнения (10.5), имеющее вид х\.=Х\)г\. Если же 
¿2 (А) — кратное собственное значение с жордановой клеткой раз­
мерности т, то ему соответствует т решений вида

х 2к=Х$А2; х\=кХ\~% +Х% \ ...;
^,т + ] _у^т  — 1 2 к—т + \г. _±_ | к иХк — '-'к *2 П2'Г:--гА.2Пт+19

где А2, ..., Ат+1 — серия векторов, удовлетворяющих условиям 

Аг^О, А к 2= Х 2Н2, . . АИт+ 1 =  Х2Ит+1 +  Ат.
Аналогично записываются решения и для других клеток Жордана 
и собственных значений Xj (А). Линейная комбинация этих решений

*См., например: Х аланай  А ., Векслер Д. Качественная теория импульсных
систем. — М.: Мир, 1971.



является общим решением уравнения (10.5). Отсюда вытекает сле­
дующая теорема.

Теорема 10.3. Если |Л, (Л)| <  1 для всех », то решение хк=0 
уравнения (10.5) равномерно асимптотически устойчиво. Если же 
\Х, (/1)| <1  и всем собственным значениям Л*. для которых |Л* (Л)| =  1, 
отвечают жордановы клетки размерности 1, то решение хк= 0  
равномерно устойчиво. Во всех других случаях решение хк= 0 не­
устойчиво.

3. Устойчивость по первому приближению. Рассмотрим уравнение

хк+1 =Ахк+Л (к, хк), \Я (к, дс*)1<С|**|1+*> а>0. (10.6)

Теорема 10.4. Если нулевое решение линейного уравнения первого 
приближения хк+1 = Ахк асимптотически устойчиво, то решение 
хк= 0 уравнения (10.6) также асимптотически устойчиво. Если име­
ется собственное значение Х} (А), для которого |Яу (Л)|>1, то реше­
ние хк=0 уравнения (10.6) неустойчиво независимо от вида нелиней­
ности Я (к, х).

Случаи, когда имеются собственные значения X, (А) с \Х, (Л)| =  1, 
являются критическими. В этих случаях устойчивость нелинейной 
системы (10.6) зависит от вида нелинейности К (к, хк).

4. Устойчивость по заданным переменным. Приведем одну теорему
об устойчивости разностного уравнения (10.4), которая не имеет 
аналога в теории дифференциальных уравнений. Наряду с уравне­
нием (10.4) рассмотрим вектор переменных ук, имеющий вид

Ук=Ч (к, хк), у^К ,. (Ю.7)
Функция ^ (к, хк) предполагается непрерывной по второму ар­
гументу.

Определение 10.2. Решение хк=0 уравнения (10.4) называется 
устойчивым по переменным ук*=(ук> .... у к), если для любого б> 0  
найдется такое 6 = 8 (в, ко), что для любых начальных состояний х°, 
удовлетворяющих неравенству \Ук̂  = \я (ко, условие [у*| =
— \ц (к, выполняется для всех к ^ к 0. Если же, кроме того,

Ы  = \Я (к, х*)| = \д (к, х  (к, ко, х°))|-»0, к-*со,

для всех х0, лежащих в области притяжения решения х*=0 , 
имеющей вид |<? (к0, х°)|<Д, то решение хк=0 уравнения (10.4) на­
зывается асимптотически устойчивым по переменным ук=я (к, хк).

Определение 10.2 обобщает определение устойчивости и устой­
чивости по части переменных. Другие определения устойчивости по 
заданным переменным можно ввести аналогично.



Теорема 10.5. Пусть существует функция Ляпунова V (к, х) 
такая, что

ю, (|? (к, х)|)< V (к, х)^со2 (|? (к, х)|),
К (* + 1,/(А:,х))-К(А:,х)<0.

Тогда решение х*=0 равномерно устойчиво по переменным ук = 
= 4 (к, хк).

Теорема 10.6. Пусть существует функция Ляпунова V (к, х) 
такая, что

(К  V (к, х), V (к0, х)^со2 (|? (ко, х)|),
V (к+ 1 , / (к, х*))- V (к, х*)< - о )3 (|? (к, х*)|).

Тогда решение х*=0 асимптотически устойчиво по переменным 
yk= q (k ,xk).

5. Безусловная минимизация функций. Для отыскания минимума 
функций /  (х), где хеК„, /  (х)еС* (Л„), часто применяются градиент­
ные методы с регулировкой шага*. Алгоритм градиентного метода 
заключается в следующем:

1°. Выбирают х0еЛ„.
Ф 2°. Строят последовательность хк вида

хк+х=хк-Х к/ х (хк), / х= ^ ~ .  (10.8)
6х

3°. Выбирают шаг Я* так, чтобы 0<Л*<Л и

/ ( х к-Х к/ х (хк))^Г(хк) - 1-Х к \Гх (хк)\2. (Ю.9)

Предположим, что функция /  (х)еС2 (Л„) и является сильно выпук­
лой, т. е. матрица вторых производных / хх (х) является равномерно 
положительно определенной:

([хх (х) р ,р )> а  (р, р), а > 0, ¥ х , реК„, (х, р)=х!р.

Пусть, кроме того, матрица / хх ограничена сверху: (/^ (х)р\ ̂  
Известно, что такие функции /(х )  имеют единственную 

точку минимума.
При этих условиях последовательность (10.8) сходится к точке 

минимума функции /(х ) .

♦Детали доказательств приведенных в этом пункте утверждений см. в кн.: 
Васильев Ф. П. Численные методы решения экстремальных задач. — М.: Наука, 
1980; Пшеничный Б . Н ., Данилин Ю. М. Численные методы в экстремальных 
задачах. — М.: Наука, 1975.



Для доказательства этого рассмотрим неотрицательную фу­
нкцию

V (х) = / (х)-m in / (х). (10.10)
яеЛ„

Из сильной выпуклости f  (х) вытекают оценки

¿ 5  V. MI! «  v. WI!.

Из (10.9) следует, что

V (х*+1)<  V (х*) ~ А* 1fx (х*)|2<  F ( х * ) - ^  |fx (х*)|2.

Таким образом, функция (10.10) удовлетворяет условиям те­
оремы 10.6 об асимптотической устойчивости решений уравнения
(10.8) по переменной yk=fx (хк). Иначе говоря, градиентный метод
(10.8), (10.9) приводит к последовательности, сходящейся к точке х* 
и такой, что / Х(х*) = 0, т. е. к единственной точке х* минимума 
функции /  (х).

Основные результаты ■ формулы главы I
Первая теорема Ляпунова. Пусть существует функция V (/, х) такая, что 

си, (|*|) < V (I, х), ?  (I, х)<0. Тогда тривиальное решение устойчиво по Ляпунову.
Вторая теорема Ляпунова. Если ü>i (|х |)<К  (/, x)<£ü2 (М), V (I, х)< —соз (|х|), то 

тривиальное решение равномерно асимптотически устойчиво.
Устойчмость в целом. Если в дополнение к условиям второй теоремы Ляпунова 

tuj (и)-»оо, и—»оо, то тривиальное решение равномерно асимптотически устойчиво 
в целом.

Теорема Четаева о неустойчивости. Если в области V (I, х)>0  имеет место 
неравенство х)>ш4 (|х|), то тривиальное решение неустойчиво.

Теорема Барбапина— Красовского. Если система автономна, V (x)^a>i (|дг|), 
1>(х)^ 0 , и, кроме того, множество {х.Р' (х )= 0 } не содержит целых траекторий, то 
тривиальное решение асимптотически устойчиво.

Крате рай Матросова. Если существуют две функции V  (I, х) и W (/, х) такие, что 
с ,  (|jcl5= К (/, x)<ü>2 (М), V (I, х ) ^ - с о 3 (|*|)<0, \W(t,  Jc)|<L=const, \W (i, 
x)|><u4 (|x|) в EQt, p), то тривиальное решение равномерно асимптотически устой-
чиво. ,г t \Првнцш] сравнения Матросова. Пусть существует вектор-функция К(/, х) — 
=(У\ (/, х), ..., V„ (/, х)) такая, что max V, (I, х )> ш t (|х|), V (t, 0 ) = 0 , V(I. х )<  
<.F (<, V (I, х)), где F (г, и) —  квазимонотонно возрастающая функция. Тогда устой­
чивость (асимптотическая устойчивость) решения и = О уравнения м = 
=*F(t, и) влечет устойчивость (асимптотическую устойчивость) решения х=0.

Теорема Румянцева об устойчшосп по части переменных. Если существует функ­
ция V (/, х, у) такая, что а>\ (|х|)< V  (I, х, у)^а>г (|г|), V  (/, х, >■)< — о>з (|х|), то решение 
z = 0  асимптотически х-устойчиво.

Критерий Рауса — Гурвшда. Для устойчивости многочлена Рп (I) необходимо 
и достаточно, чтобы были положительны все главные диагональные миноры его 
матрицы Гурвица Мр„-

Робастная устойчивость. Для робастной устойчивости Рп (А) необходимо 
и достаточно, чтобы все четыре многочлена f \  (Я), f  \  (А), f l  (А) и /*К (А) были устой­
чивыми.
3 Математическая теория конструирования спаем управления 6 5



Критерий Михайлова. Для устойчивости многочлена РЛ (X), не имеющего чисто 
мнимых корней, необходимо и достаточно, чтобы

Лаге Рп (ии)|;;® =- п.

Лемма Гронуолла — Беллмана. Если скалярные функции х  (/), ; ( ( )> 0  и неубы­
вающая функция а ( 0  удовлетворяют неравенству

X (/)<« (О-*-g (*) х(г)<Ь, 1>1о,

‘о

х (/)< а ( 0  ехр Ц"* (■*)
‘о

Теорема Беллмана. Пусть решение > ■= О системы у =Ау  устойчиво (асимптотичес­

ки устойчиво) и |  ЦД (01 <1/< со. Тогда решение х = 0  системы х=  
о

=[А + В (/)] х  устойчиво (асимптотически устойчиво).
Теорема Флоке. Фундаментальная матрица X  (<) линейной ш-периодической си­

стемы представима в виде

X  (0 =Ф (Ое , Ф (>+а>)=Ф (<), Ь = сопв^

Теорема Ляпунова. Пусть Яе^ (А)<0, 1 <у<л. Тогда для любой матрицы С<О 
существует единственное решение ¿ > 0  матричного уравнения Ляпунова 
А В+ВА  =  С

Теорема Ляпунова об устойчивости по первому приближению. Пусть ЯеХу (А)< О,
1 ^ /< л . Тогда тривиальное решение нелинейного уравнения

х(/)=*Ах+К (/, х), |Л (/, х)|<С |х |1+в, а>0,

асимптотически устойчиво. Если же хотя бы для одного к (1 имеет место
неравенство ЯвЛ* (А) > 0, то тривиальное решение нелинейного уравнения неустой­
чиво.

Вырожденные функция Ляпунова. Пусть существует функция

У 0> х  (0 > •••> х(л) (I), % (/, х (/),..., х(п)(0 )) такая, что 
“ 1 0« 0. х  (0 ,.... х(и) (01)4У<о)2 (5, (х (0)),

и тривиальное решение неравенства (I, х (0 , ..., х(я) (0 )| < /(/)  является /-устой­
чивым. Тогда тривиальное решение уравнения ( / )= /’ (», х (/),..., х ^  (0) равно­
мерно устойчиво.

Устойчивость дискретных свстем. Если

со, (|х |)<К (* , х)4со2 ( |х | ) ,  IV (к, х ) -И (* ,^ ) |< Л / |х -Я  
V (к + 1 ,/(* , х ) ) -  V (к, х)< - 0 ,3  (|х|),

то тривиальное решение дискретной системы х^-ц = /  (к, х*) асимптотически устой- 
чиво.



ГЛАВА II

УСТОЙЧИВОСТЬ СТОХАСТИЧЕСКИХ СИСТЕМ

В этой главе приведены основные постановки задач теории устой­
чивости динамических систем при случайных возмущениях. Кроме 
того, изложены необходимые сведения из теории стохастических 
уравнений, используемые в дальнейшем.

§1. ВВЕДЕНИЕ

Задачи устойчивости при неполной информации встречаются 
в различных отраслях техники, механики, экономики, биологии 
и т. д. В этих задачах эволюция системы происходит при наличии 
факторов, известных не точно. Рассмотрим, например, движение 
летательного аппарата в атмосфере. В реальной ситуации это дви­
жение происходит под действием большого числа разнообразных, 
слабо контролируемых или непредсказуемых факторов, которые 
сложным образом взаимодействуют друг с другом, носят измен­
чивый, случайный характер. К их числу относятся внешние не точно 
известные силы, возмущения и ошибки в определении начальных 
условий, разброс аэродинамических характеристик и конструктив­
ных параметров летательного аппарата, порывы ветра, вариации 
плотности атмосферы, магнитного и гравитационного поля Земли 

• и др.
Источник неполноты информации может быть связан с наличи­

ем помех в канале наблюдения за движением системы. Одним из 
важных источников неполноты информации является запаздывание, 
вызванное конечностью времени, необходимого для проведения 
наблюдений и обработки их результатов.

Возможны разные способы математической формализации за­
дач устойчивости при неполной информации. При вероятностном 
подходе, принятом в настоящей книге, неполнота информации ин­
терпретируется как действие на систему случайных возмущений 
с заданными статистическими характеристиками.

Задачи устойчивости динамических систем при случайных воз­
мущениях связаны с выяснением условий, при которых некоторые 
статистические характеристики движения (например, математичес­
кое ожидание координат и скоростей, их матрица ковариации 
и т. д.) мало меняются при малом изменении возмущающих фак­
торов. В этой главе изложены общие постановки задач стохастичес­
кой устойчивости, приведены некоторые способы их решения и рас­
смотрены конкретные примеры.



§ 2. НЕКОТОРЫЕ СВЕДЕНИЯ ИЗ ТЕОРИИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ 
И ТЕОРИИ СЛУЧАЙНЫХ ПРОЦЕССОВ

1. Основное вероятностное пространство. Пусть дано пространство 
П элементов со. В пространстве выделим семейство множеств С/, 
образующее о-алгебру. Это означает, что для любого конечного или 
счетного набора множеств А,е11 их пересечение (”) А,, сумма
У А, и дополнения Л, принадлежат С/. '
I

Обозначим через Р вероятностную меру на £/, т. е. такую неот­
рицательную счетно-аддитивную функцию Р, заданную на С/, для 
которой Р (С2) =  1.

Множества из и  называются случайными событиями, а элемен­
ты ш е £1 — элементарными исходами. Совокупность (О, и, Р) на­
зывается основным вероятностным пространством.

Пример 2.1. Пусть монету подбрасывают один раз. Исключая 
возможность монете встать на ребро и исчезнуть, заключаем, что 
£2= {О, 1}, где <о = 0 отвечает выпадению решетки, со— 1 — герба. 
Если же монету подбрасывают п раз, то общее число всевозможных 
исходов равно 2", пространство элементарных исходов О имеет вид 
П = {со:со = (сои ..., <вя)} и вероятность каждого из исходов равна 2~". 
Здесь со, равно либо 0, либо 1.

Пример 2.2. Пусть бросают две игральные кости, грани которых 
занумерованы числами от 1 до 6. Множество О, содержащее 36 
элементов, есть множество всевозможных пар (п, т), т. е. £2= 
= {(л, т) : л, т — 1, 2,..., 6}. Вероятность элементарного исхода равна

2. Случайные величины. Случайным вектором £ (со) называется 
(/-измеримая почти всюду конечная функция £ (со) со значениями 
в (Вя, В), т. е. ^ : (£2, Ц)-*(Л„, В), где В — борелевская <х-алгебра 
борелевских подмножеств из ЯИ. Напомним, что о-алгеброй бо- 
релевских множеств пространства Яя называется минимальная ст- 
алгебра, содержащая все открытые множества Я (при этом с-алгеб­
ра, содержащая все открытые множества 5, называется минималь­
ной, если она представляет собой пересечение всех с-алгебр, содер­
жащих 5).

Случайный вектор £ (со) можно задавать функцией распределения 
Р(Х[, ..., хя), равной вероятности события (& <*,, ..., £л<х„), где 
£( — компоненты вектора Иначе говоря,

Р (х 1, ..., X,) — Р (^1<Д»1, ..., £Я<ХЯ).

По любому из аргументов х и ..., х„ при фиксированных остальных 
аргументах функция Р (х (, ..., хя) монотонно не убывает. Кроме 
того, из определения Р  вытекает, что



Х(-»-00

1ш1 Р  (Х\9 •••) Х(, ..., Хя)

= Р(^1<Х1, ..., &_1<Х,_Ь ¿1+1 ■<•*/+!» •••> {и^^и)*

В ряде случаев функцию можно характеризовать с помощью 
плотности вероятности. Плотностью распределения вероятностей 
(называемой иначе плотностью вероятности) называется такая из­
меримая по Лебегу неотрицательная функция /  (х!......х„), что

Из этого равенства вытекает следующая зависимость плотности 
вероятности /  от функции распределения Р.

Ясно, что интеграл от плотности вероятности У по всему простран­
ству Л* равен единице, т. е.

Говорят, что случайный вектор £ (со)еЯ„ имеет невырожденное 
гауссовское (или нормальное) распределение вероятностей, если су­
ществуют вектор теКя и симметричная положительно-определен­
ная матрица 2) такие, что для плотности вероятности /  вектора 
£ справедливо выражение

Вектор математического ожидания М£ произвольного случайного 
вектора £ (ю) определяется формулой

— 00 —оо

/(х )  = [(2я /(с1е1/>)] 1/2ехр —̂  (х—/и)'Х) 1 ( х - т ) | ,

х =  (хь ..., х„). (2-1)

(2.2)



Здесь предполагается, что функция |£ (ео)| является Р-интегрируемой 
(т. е. интегрируемой по мере Р). Из равенства (2.1), вычисляя 
соответствующие интегралы (2.2), можно установить, что матема­
тическое ожидание М£ гауссовского вектора { равно т, а кор­
реляционная матрица

М  (Z-m) (£—m)'=D.

Условным математическим ожиданием М  (£/ст<>) произвольного 
случайного вектора f относительно ст-алгебры ст0сС/ называется 
случайный вектор ti((o)=M (£/о0), который: а) ст0-измерим; б) удо­
влетворяет равенству

J* r¡ (a))P(dco) =
Л А

для любого множества Аес0. Указанные два требования определя­
ют условное математическое ожидание r¡ однозначно с вероятно­
стью 1. Условное математическое ожидание всегда существует, если 
только М  |£| <оо.

Отметим некоторые свойства условного математического ожи­
дания, используемые ниже. Прежде всего в силу (2.3) имеем

М £=М [М  (£/ст0)].

Далее, если случайная величина £ измерима относительно Сто, то

М (С£1о0) = £М (£/ст0).

Если случайная величина £ не зависит от ст-алгебры ст0, то

Л/(£/ст0)=Л/£.

Напомним, что две случайные величины £, и £2 называются незави­
симыми, если для любых Х\ и х2 справедливо равенство

Р  (íl <*1, {j< Х 2) = Р (fi <х,) Р (¿2<JC2).

3. Случайные процессы. Пусть В\ есть ст-алгебра борелевских мно­
жеств отрезка Т  такого, что Т\ обозначим через В{х U м и н и ,  
мальную ст-алгебру множеств из TxCl, содержащую все подмноже­
ства вида А х  А, где АеТ, AeU.

Функция С (/, со) двух аргументов teT  и (oeU со значениями в (R„, 
В) называется измеримым случайным прогрессом, если она (Bt x Со­
измерима и при любом фиксированном teT вектор £ (t, ш) представ­
ляет собой случайную величину. Функция { (/, со) при фиксирован­
ном оз называется траекторией (или реализацией, или выборочной 
функцией) случайного процесса.
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Обычно рассматривают сепарабельные случайные процессы. 
Случайный процесс называется сепарабельным, если его поведение 
при всех /еГс точностью до событий вероятности нуль определяет­
ся поведением на каком-либо счетном всюду плотном множестве 
А с: Г. Известно, что для любого стохастически непрерывного (т. е. 
непрерывного в смысле сходимости по вероятности) процесса С (*. 
со) всюду на Т, кроме, быть может, счетного множества точек, 
существует сепарабельный процесс £] (Л со) такой, что

Для описания процесса С 0. со) можно использовать его всевоз­
можные конечномерные распределения. Обозначим через А,еК„ про­
извольные борелевские множества, а через и (/= 1, ..., т) — произ­
вольные точки из Г.

Конечномерными распределениями вероятностей процесса (  (I, со) 
называются вероятности

В соответствии с теоремой Колмогорова [8] для любого согласован­
ного набора функций Р(Ь, ..., 1т, Аи Ат) существует такой 
случайный процесс, для которого эти функции служат конечномер­
ными распределениями.

По аналогии с (2.2), математическое ожидание случайного про­
цесса С определяется формулой

Важной характеристикой случайного процесса является корреля­
ционная матрица, равная

Случайный процесс называется гауссовским, если все его конеч­
номерные распределения вероятностей являются гауссовскими. Эти 
распределения зависят только от математического ожидания и кор­
реляционной матрицы.

Процесс С (/, со), <еГ, называется прогрессом с независимыми при­
ращениями, если случайные величины £ (*1> <о) — С (0, со), ...

С От. ог) — С От-1, “ ) взаимно независимы для любых /ь ••• 
..., („ таких, что 0<*1 < /2< -< * т < 7 ’. Интересно отметить, что 
любой процесс с непрерывными реализациями и независимыми 
приращениями является гауссовским [5].

Гауссовский процесс с независимыми приращениями называется 
процессом броуновского движения (или винеровским процессом).

Р(£(*. со) = С, (/.< о))= 1 ,¥^Г .

о

М  [С (5. 03)-МС (*, со)] [С (/, со)-М ( (I, ш)]'.



Винеровский процесс £ (t, со) может служить математической 
моделью для описания броуновского движения, т. е. движения мик­
рочастицы в жидкости (рис. 2.1 и 2.2). Как показал Н. Винер, при 
таком описании траектория движения микрочастицы нигде не имеет 
касательной, т. е. почти все реализации винеровского процесса £ (/, 
со) являются непрерывными, нигде не дифференцируемыми функци­
ями*. Винеровский процесс £ (t, со) называется стандартным, если 
£ (0, ш) = 0, (t, со) = 0, М. \  (t, со) (t, со)= It, где I  — единичная 
матрица.

Приведем еще в качестве примера формулу для плотности ко­
нечномерного распределения вероятностей скалярного стандарт­
ного винеровского процесса £ (/, со). Возьмем произвольное на­
туральное число т и моменты времени ti<t2<...<tm_i<tm. Тогда 
плотность вероятности случайного вектора (£ (/,, ш), ..., £ о 
со)) имеет вид ’

/С*1» хт) = [(2я) t\ (¡2 — t\)...(tm — /„_])]  ̂ X

ХеХр[-2 ~ ~ 2  " I  - ^ 2 fo+i “  0)"1 •

Для винеровского процесса £ (t, со) с вероятностью 1 справед­
ливо соотношение, называемое законом повторного логарифма:

lim { (/, со) (2t ln ln 0~1/2 = 1, (2.5)/—♦00
где lim означает верхний предел.

Кроме того, траектории винеровского процесса имеют неогра­
ниченную вариацию на любом отрезке [О, Т\, Т> 0. Иными

1 9 6 8 * И т 0  К > М аккин Г. Диффузионные процессы и их траектории. — М.: Мир, 
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словами, для любого положительного числа & справедливо соот­
ношение

Р Г £  1£ (*/+ь (О* ю » « 5
Ц|-0

при тах  (0+1 -  ь) “*0, 0 = /0 < Л = Г. Винеровский процесс яв­
ляется тем фундаментальным математическим аппаратом, с помо­
щью которого описывается 
значительное число реальных 
явлений окружающего мира: 
неравновесная статистическая 
термодинамика, тепловые 
флуктуации, помехи измери­
тельной аппаратуры, возмуща­
ющие силы и моменты, дейст­
вующие на движущееся тело, 
погрешности измерений и 
т. д. [2].

Обычно в теории случайных 
процессов переменную со опу­
скают, а случайный процесс 
обозначают С (0- В даль­
нейшем будем также придер­
живаться этого соглашения.

Подробные доказательства 
приведенных выше утвержде­
ний см. в [3; 5].

§ 3. СТОХАСТИЧЕСКИЕ ИНТЕГРАЛЫ И СТОХАСТИЧЕСКИЕ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ

1. Стохастические интегралы Ито и Стратоновнча. Существуют раз­
личные классы случайных процессов (например, стационарные про­
цессы, процессы с независимыми приращениями, мартингалы 
и т. д.). Важное место среди них занимают марковские процессы. 
Интуитивно марковский процесс можно определить как такой про­
цесс, значение которого в данный момент ¿о полностью определяет 
его будущее поведение независимо от прошлого. Примером мар­
ковского процесса является винеровский процесс. Решение обык­
новенного детерминированного дифференциального уравнения 
также представляет собой марковский процесс. С помощью ви- 
неровского процесса £ (0 можно построить широкий класс мар­
ковских процессов с непрерывными траекториями, опреде­
ляемых как решение стохастического дифференциального уравнения 
вида

Рис. 2.2. Траектории движения молекул, 
полученные на ЭВМ, иллюстрирующие 

двумерное броуновское движение

!
(2.6)



«ь (0 = /(л  х (0) d/+¿> (/, * (0) d£ (о, (3.1)
х  (0)=дсо, хеЯ„, £еКт.

Здесь х0 — детерминированный или случайный вектор началь­
ных условий; вектор-функция /  (/, х)еЛ„ и матрица Ь х) размера 
п х т заданы; £ — стандартный винеровский процесс.

Уравнение (3.1) является символической записью следующего 
интегрального тождества:

г /
х  (0=*о+ f ( s ,  х  (5)) dy+ b (s, x (s)) di, (5). (3.2)

Последний интеграл в правой части равенства (3.2) называется 
стохастическим. Возможны различные схемы построения стохасти­
ческого интеграла. Приведем две из них, принадлежащие К. Ито 
и Р. Л. Стратоновичу [6; 18]. Возьмем произвольное разбиение 
отрезка [0, /] точками причем 0 = /0 < /,< ... <**=/. Рассмотрим 
интегральную сумму

£* Ь О, х  (О) (£ (/,+ ,) -£  (/<))=/. (3.3)

Если при стремлении к нулю длины максимального интервала 
*<+1— и разбиений сумма (3.3) сходится в среднеквадратическом к не­
которому пределу, то этот предел называется стохастическим ин-I
тегралом Ито и обозначается Ь (у, * (у)) d£ (у).

При этом сходимость в среднеквадратическом означает, что 
/

М  (у, д: (у)) d¿; ($ )-] >0

о
при max (/i+, — /;)—>0.

Отметим, что в смысле Стилтьеса стохастический интеграл Ито 
может и не существовать в силу соотношений (2.5). Из сходимости 
же в среднеквадратическом интегральных сумм (3.3) вытекает лишь 
их сходимость по вероятности, но не с вероятностью 1. Впрочем, из 
сходимости J  в среднеквадратическом следует, что для некоторой 
последовательности {/,} разбиений J  сходится и с вероятностью 1.

Т

Пример 3.1. Найдем значение интеграла £ (0  d£ (/), где £ (0



стандартный винеровский процесс. Соответствующая интегральная 
сумма имеет вид

"Е « (0) (« ((/+!>-« (0)). 0 = Ь < и< ...< 1т = Т.
>-о

Заметим, что

{ ш  ({(/,+ ,)-{ « ¿ Ц  [(£2 0-,+. ) - £ 2 а д ) - «  (0+1)-« (О))2]-

Следовательно,

Е* Ш ( £ ( М - < У ) =
>0

Л  к 2 ( 4 м ) - * а а д ] - |  е ‘ « (о+. ) - «  (о))2- 
2 >-0  ̂>-0

Здесь первая сумма в правой части равна £2 (Т)/2, а вторая в силу 
свойств винеровского процесса стремится к Т/2 при тах  ((/+1 —
— /у) —► 0. Таким образом,

т

|* « < 1 { ( 0 = ^ К 2 СО-11-
о

Для построения интеграла Стратоновича рассмотрим интег­
ральную сумму

Е* Ъ и  \ (X (/,+ 1> +  х  (О ))  ({ (/«+!)-{ Ш  (3-4)
<-о \ 2 /

Предел в среднеквадратическом этой суммы называется стоха­
стическим интегралом Стратоновича и обозначается так:

/
|  Ь ( 5 ,  X (у)) <3̂  (у),
о

Стохастическое уравнение (3.2) понимается соответственно то­
му, в каком смысле понимается стохастический интеграл в (3.2). 
Оказывается, что если процесс х  (г) удовлетворяет уравнению Стра­
тоновича ____

сЬс (/)=/(*. х  (/)) йг + Ь (/, х  (0) (0, (3‘5)
то он также является решением следующего уравнения Ито:



¿X 0 )= /0 . х  (0) ь + ь  а  х  (0) <1£ (/)+ ; дЬ{\ х{,)) ь о, х  (0) (1/. (3.6)
2 Зх

Здесь через (ВЬ/дх) 6 обозначен вектор, /-я компонента которого 
равна

6/*(Л *Л *=1» п.

Приведем эвристическое обоснование эквивалентности уравне­
ний (3.5) и (3.6). Запишем разностное уравнение, предел решений 
которого в среднеквадратическом представляет собой решение ура­
внений (3.5):

х  ( / ж ) - *  (О = /(* .. *  Од) ( / /+ 1 -0 +

+ 6 (/„ 1- (х «1+1)+ х  (/,))) (И (/,+,)-£ (Л)). (3-7)

С точностью до бесконечно малых высшего порядка малости 
с помощью формулы Тейлора можно записать выражение

Ь (х (/,+1)+ х  (0)^=6 (и, х  (*,)) +

1 дЬ (/,, х (/,))
+ - ------------(х (/,+,)-* (О). (3.8)

2 дх

Подставив выражение (3.8) в (3.7) и обозначая через I  единичную 
матрицу, получим

[ (* 0 ш ) - х  (/,)) =

= /  0 и X (//)) (//+1 - 0 + 6  (//, х  (/,)) (£ (//+1) - £  (О). 

Отсюда вытекает, что
-1

X
дх

*/(*..х  О д )  О ж - О + б  О ь х О д )  (А ('¡+|)-£ (0 )=  

=/('.. * (0) (Л+1 -О+б (*/. * (О) (̂  0ш )-£  0д)+
1 (дьць х { ф \ ь ,л „ чч 
Д — <4 *«,)).+
2

Последнее соотношение представляет собой разностную аппрок­
симацию уравнения Ито (3.6).
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Ввиду эквивалентности уравнений (3.5) и (3.6) ограничимся 
в дальнейшем изложении рассмотрением стохастических уравнений 
Ито.

Приведем ряд свойств стохастических интегралов Ито. Опреде­
лим на основном вероятностном пространстве (П, С/, Р) семейство 
сг-алгебр Р„ порожденных винеровским процессом <£ (/), удовлет­
воряющих условиям:

1°) для любых / и /< 5, справедливо вложение FtC.Fi,
2°) винеровский процесс £ (0 измерим относительно Р,. Послед­

нее означает, что для любого борелевского множества ЛеК„ собы­
тие {ев: £ (0еА} принадлежит Р,;

3°) при любых неотрицательных / и 5 процесс £ (/-М) —£ (() не 
зависит от любого из событий ст-алгебры Р,.

Стохастический интеграл Ито

определен для любых случайных процессов а (/), удовлетворяющих 
требованиям:

1) процесс а (/) измерим относительно Р, при любом V,
2) с вероятностью 1 конечен интеграл

Рассматриваемый как функция верхнего предела стохастический 
интеграл (3.9) определяет некоторый случайный процесс £ (0  с нуле­
вым математическим ожиданием и корреляционной матрицей

Значения стохастического интеграла (3.9) при различных значе­
ниях верхнего предела / могут быть согласованы таким образом, 
что процесс С (0  будет сепарабельным и непрерывным.
2. Формула Ито. Рассмотрим некоторый процесс у ((), измеримый 
относительно Р, для любого I, причем

(3.9)
о

т

(ЗЛО)
о

о
тш(<1, ¡2)

О



<2 /2

У  (/ а )— у ( 0 = ^ а  ( ¿ ж  ( 0 ,  0 < / , < / 2< Г .

'1 '1

Здесь вектор /  (() и матрица а (/) со случайными элементами изме­
римы относительно ¥, при любом / и /  (/) < оо, /  (а) < оо, где функ­
ционал /  определен формулой (3.10). Говорят, что сумма 
/(/)(!/ + а (/)а{ (/) есть стохастический дифференциал с1у (/) процесса 
у (0 , и пишут

<1у(о=/(/)<1/+<г(о<1{(0. (3.11)
Пусть для скалярной функции V (/, х) существуют непрерывные 

частные производные У,=дУ/д1, Ух = 8У/дх и У^. Тогда если про­
цесс у (() имеет стохастический дифференциал (3.11), то процесс 
Г1 (/)= V (I, у (/)) также имеет стохастический дифференциал с1 ц (/). 
Этот дифференциал выражается с помощью формулы Ито:

(*. у(о)+  к ;  (/. у (о )л о +

Тг«т(/)^(/) И„(/. у (/))]*!/+к ; (/. у (0)а(/)<1{(0. (3.12)

Здесь Тг — след матрицы; У^КЛ — вектор с компонентами д У/дх  ̂
Ухх — квадратная матрица с элементами д2У/(8х,8х^ (/, 7= 1, ..., л). 
Формула Ито представляет собой аналог формулы дифференциро­
вания сложной функции.

Приведем эвристический вывод этой формулы. Пусть 
Т] и Тг (т1 < т2) — два произвольных момента времени. Разобьем 
отрезок [т,, Тг] точками : т, = *0<<1 <■■•<*« = т2. Ясно, что

П  ( т 2 ) - ^ ( т 1) = ' " 1  [ V  « , + ь  У  У (/>))]•
>-0

Используя формулу Тейлора, преобразуем правую часть:

V  ((,+1, у ( 0 + , ) ) -  К ((,, у ( / ,) )=  V, ( ^ + 9 ] (<,+,-<,), У (/>)) (0 + 1 -( /)  +

+  Р  х ((/* У  (0 ) )  (Г  ( 0+ 1) — У (0 ))  +  ^ Т г  Р »  (0- У ( У ( О + О  — У (0 ))) х

х  (7  ( О + 1) - ) ’ ((/)) ( У ( 0 + 0 - У  Ш

Здесь 0, и — числа из отрезка [0, 1]. В соответствии с равенством
(3.11) приращение процесса у (/) можно с точностью до величин, 
стремящихся с вероятностью 1 к нулю при шах (tj_̂.̂  — 
-(/)-♦ 0, представить в виде

у (М -у  (0) =/(',) (/,+.-<*>+*('/>«(0+.)-« (0))-



Из последних двух формул с той же точностью получим

V ((,+!, У (0+1»- У (Ь У ((/)) =
=[у, (о, у т + г х у т т щ + 1-Ф +

+ У'х ((*. у (ф  <*(*]) (<и ((м)-£ (№+
+ 1-ъ г хх (О- у (№<*{$*($

При выводе последнего равенства было использовано, что при 
тах  (^+1 —^)-»0 стремятся к нулю по вероятности величины

I '  ТгК„ у (0))/(^)/' (0) ((,+.-//>2,
У“ о

Т г  К „  (1Р  у Ш ( ф  ( Ь + 1 - ф  ( {  ( ( , + . ) - {  ( 0 ) ) ' * '  ((/),
]-0

I 1 Тг Рхх (/, у (/;))а 00 К (/,+.)-« (0) «  ((/+!)- { ((/))'-

-  7 (/>+1 — (/)] с ' (0)- 
Таким образом, окончательно имеем *

П «¿-П  ('.)= Е‘ [(V , (*. У (0))+ ^  (*/. 7 (*/))/(',)+

+ ̂  Тг у (0)) (7 (0) с ' (/,)) «,+ ,-/>) +

+  К  (/>. У  ( $ ) < г ( ф  (£ ( * , + ! ) - £  ((/))^-

Замечая, что пределы всех сумм в этом выражении равны соответ­
ствующим интегралам, приходим к формуле Ито (3.12).

Рассмотрим теперь некоторые примеры вычисления стохастичес­
ких интегралов.

Пример 3.2. Пусть £ (0 — скалярный стандартный винеровский 
процесс. Вычислим интеграл Ито:

г

| {  » < •{« ). (3 . 13)

о
Интеграл (3.13) уже был найден в примере 3.1. Здесь же приведем 
другой способ его вычисления. Обозначим через х  (/) случайный 
процесс, удовлетворяющий уравнению



йх (/)=<!{ (О, X (0)=0. (3.14)
Ясно, что х  0)=£ (/)• Применим теперь формулу Ито к функции
V (/, х  (0 )= *  (0- Учитывая соотношение (3.12), имеем

дх2 (1)= 2х  (0 <1{ (/)+<1/=2£ (0<1{ (/)+<!/.
Интегрируя обе части этого равенства, получаем

т г
| ё * 2 (0=дс2 (7) - * 2 (0) = £ 2 (7)=2 | £ (/)<!£ (0 + Г.
О

Таким образом, окончательно находим

I{ (0 < « (0 = ;  К 2 (* )- ! ] . (315)

Пример 3.3. НаЁдем значение интеграла, аналогичного (3.13), но
т

понимаемого в смысле Стратоновича: I £ (/) <1£ (/). Этот интеграл

можно вычислить тем же способом, что и выше. Однако можно 
поступить и иначе, используя непосредственно определение интег­
рала. В силу (3.4) величина этого интеграла есть предел в среднеква­
дратическом интегральных сумм

; 1  «  ( '* .)+ «  Ш) «  (/,+,)-{ (0))=
>-о

= 1  « Ш «  « ж ) - «  « /» + ; Е 1 «  ((,+.)-{ (О)2- (316)
У-0 2 >-0

В правой части равенства (3.16) первое слагаемое представляет 
собой интегральную сумму, соответствующую интегралу Ито
(3.13), т. е. в силу (3.15) оно стремится к (£2 (7)— Т)/2. Согласно 
свойству винеровского процесса, вторая сумма сходится по вероят­
ности к Г/2, поскольку

. 1 ‘ [ « ( 0+.)-а о ))2 -((,+.-о)]->о.
У-о

Следовательно,

£(0<1£(0= \И 2 {Т).



Этот пример показывает, что интеграл Стратоновича по формаль­
ным свойствам более похож на обычный определенный интеграл, 
чем интеграл Ито.

Пример 3.4. Рассмотрим систему двух стохастических уравнении
Ито

йх (/)= -~2 х  (0  <ь+у (0  <1{ (0 , р

4 у  ( 0 =  - ~ г  У  ( 0  ( 0  ( 0 ,

где { (0 — скалярный стандартный винеровский процесс. Покажем, 
что решением системы (3.17) являются процессы х  (0 = 
= в т  £, (0, У (0=сов{ (0- Используя формулу Ито, имеем

йх (/)=(а>8£('))<!£ (мп{ Ш 1 = у  (/)<!{(0 —~ * (Ой/.

йУ ( о = - ( я п а о ) ^  (0 “ <»8« (о«1/= х  (о<1{ (о - \ y m t -

Пример 3.5. Пусть скалярная функция Р (х) дважды непрерывно 
дифференцируема. Найдем стохастический интеграл Ито: 

г
| / ( €  (/))«!{(0 , / ( х ) = 8- ^ .  
о

Применим формулу Ито к функции Р (х (/)), где процесс х  (/) опи­
сывается соотношениями (3.14). Имеем

¿Р (х ( / ) ( £  (# ))= /«  (0) (0 + ~ Л  (* (0)й/.

Отсюда, интегрируя, получим
т ^

| / ( {  (/))<!{ (/)=*■({ ( 7 ) ) - Р ( 0 ) - у Л  (« (0 )Л/.
о 0

3. Марковские диффузионные процессы. Решение стохастического 
дифференциального уравнения (3.1) определяется как случайный 
процесс х (0, измеримый относительно Р, при каждом / и удовлет­
воряющий интегральному тождеству (3.2) при любом ( с вероят­
ностью 1. Приведем некоторые условия существования решения 
уравнения (3.1).

Теорема 3.1 [3]. Пусть функции/(* , х) и Ь (/, х) измеримы по 
совокупности аргументов / ^ 0, хеЛщ и удовлетворяют условиям



]f (/. *)l2+ |6  (t. x)l2< C  (1 +  |jc|2), C>0, (3.18)
\f 0, >>)| + |6 (t, x ) -b  (t, у)1<С|х-.И (3.19)

для любых x, y^Rx, |x| = (х'х)1П. Тогда существует, и притом единст­
венное, решение уравнения (3.1) на любом отрезке [0, 7]. При этом 
единственность понимается в следующем смысле: если хх (/) 
и Хг (0 — два непрерывных решения уравнения (3.1), то при любом 
Т> 0 справедливо соотношение

Р  (sup |x, (/) - х2 (/)| >  0) = 0, 0< Т.

Решение уравнения (3.1) представляет собой марковский про­
цесс, переходная вероятность которого Р (t, х, А) (где ti>t, AeRH) 
определяется равенством

Р (Л х, tu А)=Р (Х,ш х (it)eA). (3.20)
В равенстве (3.20) процесс Хи х (у) есть решение уравнения (3.1) при 
s> t начальным условием X, х (/) = х. Если вектор х  — случайный, 
то при выполнении условий (3.18) имеет место неравенство

м  IX,. х (/,) 1 4  С, (1 + М  W4). (3.21)
Здесь постоянная С, зависит от t, tx и постоянной С в условии (3.18).

Во многих задачах возникает необходимость вычисления сред­
них значений некоторых функционалов от решений уравнения (3.1). 
В ряде случаев эту задачу можно свести к решению краевой задачи 
для уравнений в частных производных. Пусть, например, требуется 
вычислить математическое ожидание

MF (Xt, x(s)), s>t. (3.22)

Здесь Р (х) — заданная непрерывная ограниченная скалярная функ­
ция. Значение функционала (3.22) зависит от начального момента 
t и начального вектора х. Положим

и (t,x)=M F (X,. х (s)), s ^ t ,  (3.23)
где s фиксировано. Предположим, что коэффициенты /  (/, х) я b (t, 
х) уравнения (3.1) и функция F в (3.22) определены при 0 < /<  Г, xeR„ 
и имеют в этой области непрерывные ограниченные производные по 
X до второго порядка включительно. Тогда функция и (/, х) из (3.23) 
имеет непрерывные производные по х  до второго порядка включи­
тельно, дифференцируема по / и удовлетворяет уравнению

Lu (t, х)=0 (t^s , xeRn). (3.24)
Дифференциальный оператор L, называемый производящим опе­

ратором марковского процесса (3.1), выражается формулой
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dt дх 2

Из (3.23) вытекает начальное условие для функции и (t, х):

Решив задачу Коши (3.24) — (3.26), получим значение функционала 
(3.22) при производных (t, х). Уравнение (3.24) называется обрат­
ным уравнением Колмогорова.

Опи ш ем  вероятностный смысл оператора (3.25). Возьмем огра­
ниченную область QeR„. Пусть в момент времени /о решение систе­
мы (3.1) находится в Q, т. е. Р{х (/0)eß} =  1. Обозначим через 
тQ момент первого выхода из области Q процесса Х ^ х^)(0  (*>*<>)• 
Положим Tß (0 = m in ( re> t). Тогда для любой функции V (t, х), 
непрерывно дифференцируемой по < и дважды непрерывно диф­
ференцируемой по х, справедлива формула

Пример 3.6. Рассмотрим скалярный процесс х  (/), удовлетворя­
ющий уравнению

ёх (0  = ах (/) <1* + ох (0  <1̂  (0 , х  (0) = хо, 7 >  *> 0.

Здесь а, хо, а — заданные постоянные, £ (/) — скалярный стандарт­
ный винеровский процесс. Найдем второй момент Мх (Т). В рас­
сматриваемом примере его можно определить двумя способами: 
непосредственно с помощью формулы Ито и с помощью обратного 
уравнения Колмогорова.

Применяя формулу Ито к функции х г (0, получаем
сЬс2(0 = 2х (0 (ах (/)<11 + ах (/)<*£ (/)) +  <т2х 2(/)с1/.

Проинтегрируем обе части этого соотношения в пределах от нуля 
до Г и вычислим математическое ожидание от обеих частей получен­
ного равенства. Имеем

Отсюда видно, что функция М х2(() является решением детермини­
рованного уравнения

lim и (t, x)=F(x), хеД,. (3.26)

М  [V (тQ(t), Хщ, х(1о) М О »  -  V (/о, х Оо))] =

(3.27)

о



-  М х 2(1)=(2а +  а 2) М х 2(1), М х 1 ( 0 ) = х 20. й!
Решая это уравнение, заключаем, что

М х г (7) = х  о ехр [(2а+ а  2) Т\.

Приведем теперь другой способ определения М х 2 (7). Положим 
К (/ ,  х)  =  М [ х 2 (Т)1х«)=х] ,  О 

Запишем для функции У (/, х)  обратное уравнение Колмогорова:

Ь У =  У,+ахУх+-2 о 2х 2Ухх=0,

У(Т, х ) = х 2. (3.28)

Будем искать решение задачи Коши (3.28) в виде
У ( 1 . х ) = Р « ) х 2, (3.29)

где функция Р  (/) подлежит определению. Подставляя выражение 
(3.29) в (3.28) для определения Р  (/), получаем уравнение

Р « ) + ( 2 а + о 2)Р(1 )=0 ,  Р ( 7 ) = 1 .

Значит,
Р  (0 =ехр [(2а-г<тг) (Г—/)].

Поэтому
М х 2 (Т ) =  V  (0, Хо)=Р (0)хо=дсоехр[(2а+<т2)7].

4. Лннейиые стохастические уравнения. Так же как и в примере 3.1, 
можно получить выражения для моментов решений системы линей­
ных уравнений вида

<1* 0 ) = А (1)х ( /)< ! /+ (0 с!^(/) +У(0<1/, />0,
•х(0)=х0, хеЯ„, £еЛт, /еИ„. (3.30)

Здесь А л а  — заданные матрицы, имеющие соответственно раз­
меры п х п  и и х т, с непрерывными элементами; /  — заданная 
непрерывная функция. Случайная величина х0 имеет характеристики

М х 0=то, М  (хо-то)  (х о -»*>)'=£><>.

Обозначим через т  (7) вектор математического ожидания, а через 
В  (/) — матрицу ковариации процесса х  (/):

т ( г ) = М х  (0 , / ) ( 0 = М  [ (х (0 - т  (/)) (х ( 0 - т  (/))-].



Используя формулу Ито, заключаем, что справедливы уравнения
m(t) = А (t)m (0+f(0,  т(0)=то, (3.31)

D(t) = A (t)D(t)+D (t)A '(t)+a (О*'(О, D(0) = D0. (3.32)
Обозначим через Z (t, s) матрицу Коши линейного уравнения 
x(t)—A (t)x(t). Тогда в силу (3.31), (3.32) математическое ожидание 
процесса (3.30) и матрица ковариации выражаются соотношениями

т (t) = Z (t, 0)/ио+ j z  (t, s)f(s)ds, 
о

D (t) = Z  (t, 0)DoZ'(t, 0)+ f Z (t, s)a(s)a'(s)Z ' (t, s)ds.
J (3.33)
о

Аналогично можно записать выражения для моментов решений 
линейного уравнения с диффузией, зависящей от фазовых коор­
динат:

dx(t)= A  (t)x ( t)d t+ a (0 x  (Odi (0 + f( 0 dt, t>  0, 
x (0)=x0,

где А я a — матрицы размера п х п с непрерывными элементами. 
В этом случае уравнение для т (0 записывается в виде (3.31), 
а уравнение для D (0 — в виде

D (0=A (0 D (0 + D (О А ' (0 + <г (0Ф  (0+т ( t)m '( t) )  а' (/),
D (0) = /)<>.

Пример 3.7. Рассмотрим систему второго порядка (см. [6] ко 
второй части)

X i= X 2,

х2= -  со 2х , -  2асох2+о) 2yfqk (0 > (3.34)
где а>0, д>0 и а » 0  — заданные постоянные. Вектор (xt (0), х2(0)) 
имеет нулевое математическое ожидание и матрицу ковариации 
D (0) с элементами dtj (0), i, У =1,2. Выражение для D (0 имеет вид 
(3.33), где элементы z,j (t, s) =  ( t—s )u a  (/) таковы:



*22 (t)=cosßt-acoß l sinßt, ß= 0i (1- a 2)'12,

a (t) Cvs)
Из выражений для элементов (/) матрицы Х> (/) следует, что при 
/-»оо, а > 0  справедливы соотношения

-1Um dn (t) =  qoi (4a) \  lim dl2 (0=0, lim ¿22 (t)=qto3 (4a)*-*00 /-*00 /-»00
Графики функций dn (t), dn (/), d22 (t), умноженных на некоторые 
постоянные, при а =0,2 и D (0) = 0 изображены на рис. 3.1. На рис. 
3.2 жирной линией изображена функция (Мх{ (/), Mx2 \t)) для траек-

а,Мк

5я f i t

Рис. 3.1. Графики элементов матрицы 
ковариации гауссовского марковского 
процесса второго порядка с малым 

демпфированием а =0,2

Рис. 3.2. Фазовая траектория х  (/) 
и математическое ожидание х  (г) га­
уссовского марковского процесса 
второго порядка с малым демпфи­

рованием а =0,2

торий системы, начинающихся из положения х, (0) = 1, х2 (0) = О, 
а ломаной линией — выборочная траектория. На этом же рисунке 
для некоторых моментов времени I изображены эллипсы, вероят­
ность пребывания системы (3.34) внутри которых в момент / состав­
ляет 0,865.

§ 4. ОПРЕДЕЛЕНИЯ СТОХАСТИЧЕСКОЙ УСТОЙЧИВОСТИ

Как и обычно в теории устойчивости, вопрос об устойчивости 
некоторого решения уравнения (3.1) с помощью замены переменных 
может быть сведен к исследованию вопроса об устойчивости триви­
ального решения. Поэтому можно считать, что 
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/( f ,0 )= 0 , ст(/,0)=0, t>0. (4.1)

При выполнении условия (4.1) уравнение (3.1) имеет тривиальное 
решение х  (0 = 0. Под устойчивостью тривиального решения урав­
нения (3.1) понимается его свойство мало изменяться при малом 
изменении начальных условий. В зависимости от конкретного пони­
мания выражения «малое изменение решения» возможны различные 
определения устойчивости. Некоторые из них приводятся ниже.

Определение 4.1. Тривиальное решение уравнения (3.1) назы­
вается:

слабо устойчивым по вероятности, если для ¥ б > 0 , ¥■¿>0 най­
дется такое г](е, <5)>0, ч т о  при t ^ t 0 и |-х0| < rj (е, 5) выполняется
неравенство Р {|*v  (1)|>«}<*, (4-2)

асимптотически слабо устойчивым по вероятности, если оно 
слабо устойчиво по вероятности и, кроме того, для ¥ ,б>0 найдется 
такое ri (е) > 0, что при |х0| <  г/ (е) имеет место соотношение

Р {\Х,а хо(О1>£}->0, /-»оо;

асимптотически слабо устойчивым по вероятности в целом, если 
оно асимптотически слабо устойчиво по вероятности и, кроме того, 
для ¥ х 0, ¥ e j> 0  справедливо равенство

Ы Р { \ Х , (0|>е,} = 0;/-♦00 0 0
асимптотически слабо устойчивым по вероятности в целом рав­

номерно по начальным данным, если в предыдущем определении 
стремление к нулю равномерно для V70^0  и всех |х0|<»/.

Определение 4.2. Тривиальное решение уравнения (3.1) назы­
вается:

p-устойчивым (р> 0), если для ¥е  > 0 найдется Т] (б) > 0 такое, что 
при |хо| < г/ (б) выполняется неравенство

Л/|ЛГго, Хо(0 |Ч е.
асимптотически p-устойчивым, если оно ^-устойчиво, и, кроме 

того, для |х0|< г] при некотором г]>0 имеет место соотношение

lim М\Х, ж (0Г—0;
/-»00 о 0

экспоненциально p-устойчивым, если найдутся такие положитель­
ные постоянные С0 и Сь что

М\Х,№ ,о (Of < Со\x0f  exp (—С, ( / - 10));
асимптотически p-устойчивым в целом, если оно асимптотичес­

ки ̂ -устойчиво и для ¥■ х0 справедливо соотношение



ш м \ х ,  .  ( О Г - 0./-♦оо О О

Кроме приведенных определений используется также понятие 
устойчивости с вероятностью 1. Под этим понятием подразумева­
ется такая устойчивость, при которой все траектории системы (кро­
ме, быть может, множества траекторий нулевой вероятности) 
устойчивы в соответствующем смысле.

Предположим, что тривиальное решение уравнения (3.1) р- 
усгойчиво (р> 0). Тогда для любого р^О , р) в силу неравенства
Гельдера имеем М\Х,^ ,о (/) | <  [А/| ДГ, ,о(/)|Т|/'.  Значит, в этом 
случае тривиальное решение является также и /^-устойчивым 
при любом />1е(0, р). Аналогично из асимптотической /т-устой­
чивости следует асимптотическая -устойчивость при всех 
/?,е(0, р).

Воспользуемся теперь неравенством Чебышева:

Здесь V (/, х) — произвольная неотрицательная функция, для 
которой существует МУ  (/, Х,^ (/)). На основании неравенства
Чебышева при V (/, х)= |х |' для любого р > 0 имеем

Р { '̂о- (/)1 > Б) ̂  (*)Г-
Следовательно, из ̂ -устойчивости тривиального решения уравнения
(3.1) вытекает его слабая устойчивость по вероятности, а из асимп­
тотической ^-устойчивости — асимптотическая слабая устойчи­
вость по вероятности. Отметим еще, что /»-устойчивость при р —2 
называется также устойчивостью в среднеквадратическом.

Определение 4.3. Тривиальное решение уравнения (3.1) назы­
вается:

устойчивым по вероятности, если для ¥ 5 > /0» V- £>0 выполня­
ется соотношение

асимптотически устойчивым по вероятности, если оно устой­
чиво по вероятности и

равномерно устойчивым по вероятности, если Р {sup \Х, ^  (/)| >
> б} стремится к нулю при Хо-*0 равномерно по х0 и £>/<>;

асимптотически устойчивым по вероятности в целом, если оно 
устойчиво по вероятности и для V-/0, Ухо имеет место соотношение



Р { Н 2 Я ' . < ' > = 0} = | '

Устойчивость по вероятности значительно сильнее слабой 
устойчивости и означает, что траектории процесса, начинающиеся 
в момент /о из точки Хо, всегда остаются в любой наперед заданной 
окрестности тривиального решения с вероятностью, стремящейся 
к единице, когда х0-+0. В задачах устойчивости стохастических 
систем наиболее интересным, по-видимому, представляется иссле­
дование устойчивости по вероятности и /»-устойчивости.

§ 5. ПРИМЕНЕНИЕ ВТОРОГО МЕТОДА ЛЯПУНОВА

1. Достаточные условия устойчивости. Сформулируем ряд достаточ­
ных условий устойчивости, используя функции Ляпунова. Приводи­
мые ниже теоремы 5.1 — 5.3 установлены Р. 3. Хасьминским [20].

Напомним, что функция V (/, х) называется положительно опре­
деленной, если V (/, 0)=0 и V (I, х)^ео, фс|). Как и в гл. I, через  ̂
св< (и) обозначены непрерывные скалярные неубывающие функции 
такие, что щ(и)>0 при м>0 и со,(0) = 0. Будем говорить, что 
функция V (Л ху=С\ (Ц), где область С/={*^0} * {М<г}, если эта 
функция дважды непрерывно дифференцируема по х  и один раз по 
/ всюду в области II, кроме, быть может, множества {* = 0}, и не­
прерывна в замкнутом множестве £/,={*>/<)} * М<г} при лю­
бом е> 0.

Теорема 5.1. Пусть в области С/ существует непрерывная функ­
ция V (I, х)еС12 (II), для которой при хфО справедливы неравенства

где оператор Ь определен формулой (3.25). Тогда тривиальное реше­
ние уравнения (3.1) устойчиво по вероятности.

П Возьмем произвольное ее(0, г), произвольный момент я и на­
чальную точку хф(—г, в). Рассмотрим решение X, х (0 ( /> 5) урав­
нения (3.1). Проверим, что при выполнении условий теоремы 5.1 
процесс X, х (*) удовлетворяет соотношению (4.3). Обозначим через 
т, момент первого достижения процессом Х,_ (() поверхности |х| =  е. 
Если некоторые траектории процесса Л" ни за какое конечное время 
не достигают поверхности |х| = е, то для них т, считаем равным оо. 
Положим т, (*)=тш (т„ /)• Тогда в силу (3.27) имеем

со, (|х|)<К(*, х), ЬУ^О, (5:1)

М[У (г, (О, X,. , о (г. (/)))- V (в, х0)] =



Отсюда и из условия (S.1) вытекает, что
M V  (т. (О, X,' ,о (т. (/)))< V (s, ДСЬ). (5.2)

Положим V,= inf V (t, х). Тогда в силу неравенства Чебышева, 
t>tff «<м<г

оценки (5.2) и определения V, находим

Р  j  sup |ЛГ,.. W |> .l< K r*  V (т, (О, . (г. (/)))<
(/<*,<» ° )

< V~l V (s, х0).

Если в последнем соотношении /-»оо, то получаем 

Р |юр|ЛГА ,о ( /) |> е |< Г Г ! V(s, хо).

Так как функция V (s, х0) непрерывна и удовлетворяет первому из 
неравенств (5.1), то

lim Р <sup \Х, х (/)|>е> = 0. ■
V o 0 J

Аналогично теореме 5.1, используя функции Ляпунова, можно 
сформулировать условия устойчивости и в других смыслах. Приве­
дем некоторые из них.

Теорема 5.2. Пусть существует функция Ляпунова (V (t, 
х)еС\ ((/^/о) х Rr) такая, что

со, (|х|)< V (t, х)<ш2 (|х|), со, (и)-»оо, м—► со, -со3(|х|).

Тогда тривиальное решение уравнения (3.1) асимптотически устой­
чиво в целом по вероятности.

Теорема 5.3. Пусть существует функция V (t, 
х)еС '2 ((/ ̂  to) * К*), удовлетворяющая неравенствам

kt |j¡f «£ V (i(, x)«Sfc2|*f. (5.3)
LV(t, x)s$ -k i \x { , k¡>0, p > 0. (5.4)

Тогда тривиальное решение системы (3.1) экспоненциально р-устой- 
чиво при 0.

□  Из условий теоремы и (3.22) следует существование MV (t, 
X, х (/)) при всех t^ s ,  а также равенство

/
M V (t, X , ,  ( /))-  V (s, х)= f MLV (т, Xs, х (T))di.



Дифференцируя обе части этого равенства по / и учитывая неравен­
ства (5.3) и (5.4), получаем

означающая, что тривиальное решение уравнения (3.1) экспоненци­
ально /»-устойчиво. ■

Пример 5.1. Рассмотрим скалярное уравнение

Возьмем в качестве функции Ляпунова V (х) = \х(, р > 0. Тогда

Значит, в силу теоремы 5.3 при 2Ь + а 2 (р—1)<0 тривиальное реше­
ние уравнения (5.5) экспоненциально /7-устойчиво. Отметим, что, 
поскольку функция У= \х^ удовлетворяет всем условиям теоремы 
5.2, тривиальное решение уравнения (5.5) также является асимп­
тотически устойчивым по вероятности в целом.

Пример 5.2. При рассмотрении работы реальных систем в усло­
виях неопределенности можно использовать разные классы случай­
ных величин и процессов для моделирования различных источников 
неполноты информации. Вопрос о выборе адекватной модели весь­
ма существен и крайне не прост. В каждом конкретном случае он 
должен специально исследоваться. Пусть, например, неустойчивая 
скалярная система находится под действием случайных сил и опи­
сывается уравнением (5.5). Тогда в соответствии с формулой Ито
(3.12) решение уравнения (5.5) имеет вид

Отсюда, используя закон повторного логарифма (2.5), заключаем, 
что при достаточной большой интенсивности а возмущения система 
(5.5) асимптотически устойчива по вероятности, т. е., в частности,

7  МУ О, X,. х (0)=МЬУ О, X,. х (/))< ~кгМ \Хг, х (/)Г< 
<11

< ( / , * , .  ,('))•

сЬс (0 = Ьх (1)й(+ах (0 ё £ (0, *^0, х  (0)=х0. (5.5)



систему можно стабилизировать (сделать устойчивой) за счет неоп­
ределенных факторов. Однако если работа системы описывается 
уравнением (5.5) в смысле Стратоновича, то это уже не имеет места. 
Действительно, в силу (3.5) и (3.6) уравнение Стратоновича (5.5) 
эквивалентно следующему уравнению Ито:

На основании формулы Ито решение этого уравнения имеет вид

Значит, при таком способе описания скалярную систему нельзя 
стабилизировать случайными силами. Таким образом, этот пример 
показывает, что при описании конкретных физических систем в ряде 
случаев интеграл Стратоновича предпочтительнее.

2. Устойчивость линейных систем в среднеквадратическом. Исследу­
ем условия экспоненциальной устойчивости в среднеквадратичес­
ком линейных систем вида

йх (О = Л (Ох (0(1/+ £  Ь, (Ох (0<1£, (0, Ф 10, хеКп, (, (0еЛ,.(5.6)

Здесь А (0 и ¿>< — заданные матрицы размера п х п с непрерывными 
ограниченными элементами, стандартные винеровские процессы 
& (0 взаимно независимы.

Теорема 5.4. Для экспоненциальной устойчивости в среднеквад­
ратическом системы (5.6) необходимо и достаточно существование 
функции V (I, х)еС12 ( ( /^ /0) Х-К»), удовлетворяющей оценкам (5.3),
(5.4) при р = 2.

□  Д остаточность следует из теоремы 5.3.
Необходимость. Зададим функцию V (*, х) с помощью равен­

ства

Здесь постоянный параметр т> 0  будет выбран ниже, а через X,. х (?) 
обозначено решение уравнения (5.6) при с начальным условием 
X,, х (0 —х, хеЛ*. Согласно определению экспоненциальной устой­
чивости в среднеквадратическом, имеем

х (0  = Хо ехр (Ы+ (0).

т

(5.7)

М\Х,_ х (у)|2<Со|х|2еС1(<-,)>

Из (5.7) и (5.8) вытекает неравенство 
92



Для обоснования положительной определенности функции V  (/, 
х) заметим, что в силу формулы Ито стохастический дифференциал 
по я процесса \Х,_ х (л)|2 имеет вид

¿\Х,,Л *)\2 = \у'А{5)? -\у \г +
ду

+ ;  £  Тг (ег, {а)уу'а\ (у) ~  [у|2)]сЬч- (5.10)
2 (-1 8у

+ 1  У«'/(5) 7  М2<1{, ( 5 ) ,
1-1 *У

где штрих означает знак транспонирования и положено у= Х,ш х (.у). 
Выражение в квадратных скобках в (5.10) с учетом (3.25) есть 
результат применения производящего оператора Ь, соответству­
ющего процессу (5.6), к функции ]у\2. Иными словами,

(0 |2 = (ММ2))& + £  / а ' ,  (1)^-|у|*с1{,(1), (5.11)
1.1 дУ

у=х,.Л *).

( Я \  2  0 2

У у,). Поэтому — \у\2= 2у, — \у\2=2. От- 
1-1 /  , , дУ дУ*

сюда и из ограниченности коэффициентов А и <х, уравнения (5.6)
следует существование такой постоянной кх > 0, что

\Ь(\У\2) \ ^ \ У \ 2. (5.12)

Далее, вследствие (3.21) четвертый момент процесса X, х (у) ко­
нечен на любом конечном интервале изменения аргумента Л 
Отсюда и из свойств стохастических интегралов Ито вытекает, что

< + х

М  |  Х'и х (5)0, (*)Х, х (у) (16 (л) = 0. (5 13)
/

Проинтегрируем теперь обе части равенства (5.11) по я в пределах 
от 5= / до 5 = /+ т и вычислим затем математическое ожидание. 
С учетом (5.11) — (5.13) заключаем, что



На основании (5.8) параметр т>0 можно выбрать так, что при 
всех / справедливо неравенство

Тем самым установлено, что функция (5.7) удовлетворяет соот­
ношениям (5.3) при р = 2. Проверим, что для функции (5.7) справед­
ливо неравенство (5.4) при р= 2, имеющее в рассматриваемом слу­
чае вид

Действуя на обе части формулы (5.7) оператором Ь, находим

Ь У « ,х )= М \Х и х {1+х)\2- \А г + ЬМ\Хи х (*)|2(Ь. (5.15)

Но в силу (3.24) имеем ЬМ\Х,_ х (у)|2=0, Поэтому на основании 
равенства (5.15) получим

3. Скалярные уравнения «нго порядка. Приведем условия асимп­
тотической устойчивости в среднеквадратическом линейного урав­
нения, коэффициенты которого а, возмущаются взаимно независи­
мыми винеровскими процессами (/)• Рассматриваемое уравнение 
имеет вид

Х(я) (* ) +  ( « ,  +  *,{, (ф х (я~1) (0 + ... + (в.+и.{. (ф х  (0 = 0, />0, (5.16)

где а, и <т, — .заданные постоянные, и введено обозначение

М \Х,,х 0+т)\2^ -  \х\2.

Отсюда и из (5.14) следует оценка
V (*, х)~&кх |х|2.

ЬУ  (/, х)< - к 3 \х\2, к3> 0, 

где оператор L задается выражением

ЬГш! ™ Л +* л  (0
д! дх 2

ЬУЦ, х) = М \Х ',х Ц+х)\2- \ х \2< - -  И 2. ■



Х(я) (/)=—* дс(/)е^
- И<1/

Решение уравнения (5.16) при /> 0  определяется заданием в началь­
ный момент времени (=0 значений величин х  (0) (0} У сло­
вия асимптотической устойчивости в среднеквадратическом систе­
мы (5.16) относительно возмущений начального положения фор­
мулируются следующим образом.

Теорема 5.5. Для асимптотической устойчивости в среднеквад­
ратическом системы (5.16) необходимо и достаточно, чЛбыдетер- 
минированная система, полученная из (5.16) при <т,=<т2=. =а  =  0,
делитель*""10™ 460™ устойчивой и ™обы был положителен опре-

А = ёе1

- * \  * \ -  ( - 1 ) " Л ; . ,  ( -1 )я
аг а4 ... о о

а\ аъ ... 0 о
1 а2 ... 0 о

0 0 ... О

С11УТНИКАЧИВОСТЬ ПО ВЕРОЯТНОСГИ ДВИЖЕНИЙ

«1лУеТ?Й'!?ВОСТЬ ПО тангажу симметричного спутника на круговой 
орбите . Движение реального спутника Земли определяется м н о г и -  
мифакторами, среди которых лишь градиент силы тяжести м о ж н о  
рассматривать как детерминированный. Все же остальные (напри­
мер, аэродинамические и магнитные моменты, солнечная радиация, 
электрическое поле Земли, метеоритный поток и др.) имеют случай­
ные составляющие. Кроме того, моменты инерции спутника, н а  
величину которых влияют термоупругие колебания антенн и солнеч­
ных батареи, перемещение экипажа, движение жидкости в баках, 
также являются случайными.

Второй метод Ляпунова может быть применен при рассмотре- 
^?® °°Р °С0В Устойчивости движения спутника под действием слу­
чайных возмущении. Рассмотрим плоское движение симметричного 
спутника по круговой орбите. Предполагается, что угол тангажа 
х  и скорость у= х  описываются системой двух уравнений Ито.

^ е х ™ Г 1 9 7 ?  л Й ( Н 7)ТИ,1еСК,,е МеТ0ДЫ В данамике « 4 ™ »  // «переводов



х —у, г-
d^=(-sinx+/sin2x-í?o>’) d / - V ff (sinx+ w )d£. (6.1)

Здесь í. (t) — стандартный винеровский процесс, постоянные 
r¡ и /<1/2 определяются параметрами движения СПУ ™ “ ’ * 
тенсивносгь случайных возмущении атмосферы. П риэто 
динамический коэффициент аэродинамического момента, I мо 
г З ^ н е Г з а д а »  со £ ж т  .
чивости по вероятности нулевого решения систем (6.1). Для этого 
используем теорему 5.1 и положим

V(x, y)=^br¡x2+ bxy+ y2+4 ^ l-r¡o -2 lco s2 sin2 -, (6.2)

где параметр b будет выбран ниже.
В силу (6.1), (6.2), (3.25) получаем

( sinjc\ .
6-2¿>/cosx—<r—  1 xsinx^

< - (2 ц - Ь - or¡2)y 2- ( b - 2Ы -а )х sinх. (6-3)

Из соотношений (6.2), (6.3) следует, что условия (5.1) выполнены, 

если 0<Ь<2г,, (х<ттГб(1 —2/), ^  • Исследуя зависимость до­
пустимых значений а от Ь при фиксированном г,, заключаем, что 
область изменения а окажется наибольшей при2’‘1+4*0-20
Значит, устойчивость по вероятности движения спутника по углу 
тангажа имеет место, если

. 2^(1-2/) (6.4)(Г<------------• 4 '
1+^(1 -20

Из этого условия видно, что при отсутствии возмущений ¡а =0) 
движение по тангажу устойчиво, если момент сил тяготения / удов

/<1/2. При наличии же возмущении т  ос-
новании (6.4) получим

/<
2!  ( < - -2 \  2ц-щ 2)

Следовательно, учет возмущений приводит к уменьшению воз­
можных значений моментов сил тяготения, при которых сохраняет­
ся устойчивость по тангажу движения спутника.



2. Устойчивость по углу рыскания спутника на круговой н экватори­
альной орбитах. Рассмотрим плоские колебания симметричного 
спутника на круговой и экваториальной орбитах по углу рыскания, 
обусловленные случайными флуктуациями магнитного поля Земли. 
Уравнения для угла рыскания х  имеют вид

х=У, (6.5)
d y = (—asinx+ßy) d t—(2 sinx + 2ßy)y/od£,

где а — интенсивность случайных возмущений магнитного поля, 
а а и ß — положительные постоянные, зависящие от детерминиро­
ванной составляющей магнитного поля и характеристик спутника.

Исследуем устойчивость по вероятности нулевого положения 
равновесия системы (6.5) с помощью теоремы (5.1). Положим

V(x, у)=-2 ( v ^ x + ^ ) 2+7  Уг + 4 (а + 4^ 2) sin \

Вычисляя LV, получим

LK< - а̂ -  (a2xsinх +4ß2у 2).
2aß \* + 4 ß 2 )

Отсюда видно, что условия (5.1) выполнены, если

с < ———, а>0, /?>0. (6.6)
4ß2+it

Таким образом, колебания по углу рыскания относительно слу­
чайных возмущений магнитного поля Земли устойчивы по вероят­
ности, если интенсивность этих возмущений удовлетворяет неравен­
ству (6.6).

Основные результаты и формулы главы П
Плотность вероятное!« гауссовского вектора:

/(■*)“ [(2*)" (deti))]""1/2exp (х -т ) 'D~x (jc-m)J.

Математическое ожидание случайного вектора:

A /í= |c(< u)P (dm ).

о

Условное математическое ожидание М  (Z/oo)=rl (ш) случайного вектора (  от­
носительно «т-алгебры ffo удовлетворяет равенству

4 Математическая теория конструирования систем управления 9 7



j "  n (® ) p  (d iü ) -  J  {  (ш ) P (dcu), y-Aetx0.

Л л
Кове,вомерные распределена вероятвостей случайного процесса { (I. со):

■FOl...... ‘т, A l .......A J ~ P  (( (t¡, (ü)eAi........С (Im. <¡>)eAm).

Коррелшронная матраца случайного процесса:

М  В  (s, ш)-МЦ (s, ш)] К (/■ <о)-Щ (I. а>)].

Плотность кове<вомерного распределения вероятностей стандартного вперовасого 
процесса í  (f, cu):

/ ( * i......xm)*=[(2nft¡

.2 , m-1
2  (*>+»-*/)*Oj+i-o)"1]-

Закон повторного логарифма для винеровского процесса:

lim { (/, со) (2/ 1п 1п 0 >/2 = 1./-♦00
t

Стохастический интеграл Ито J Ь (i, х  (¿)) d{ (5) есть предел в среднеквадратичес-
оком интегральных сумм

JV—1
5: * оьх (!,»«(/,+,)-{ад).
/-о

t _
Стохастический интеграл Стратововича J b (s, х  (s)) d{ (s) есть предел в среднеква-

одратическом сумм

^  /  1 \  I  ь (ь. - (х (i,+д+х (О) « (о+,) -  { т  
(-0 '  2 /

Стохастическое дифференциальное уравнение Ито:

dJf (!)- /(» . ^ (0)d t+Ь (f. * (O)df(i), x (0)=x0.

Стохастическое дифференциальное уравнение Стратововича:

¿х ( ') = / ( ',  х  (1))б1+Ь (/, х (0) х (0)=х0.

Всякое решение х  (/) уравнения Стратоновича есть также решение уравнения 
Ито:



Формула Иго: если V = V  (I, х) я  dy (<) = /  (0 d t+ a  (I) d f (/), то

dV(t, у (0)=|V< y ( t) )+ y 'x ('• У (0 )/(0  +

+ 1-  Тга (О ff- (/) К « (/, у ( / ) ) J  df +  V'x (l. у (<))» (Od{ (О-

Теорема существования в едвственноств решения стохастического двфференщ- 
альвого ураввешн Ито. Пусть

l/-(r, x)|2 + |A(i, х)|2< С (1 + |х |2),
!/■(». * ) - / ( '.  >)| + |А (<. х)—Ь (/, > )|< С |х—>|.

Тогда существует, и притом единственное, решение уравнения Ито на любом отрезке
[°. Л-Произведшим оператор уравнения Ито:

5 5 1 52
L ---- + / ' - + -  T r i é '  —

dt дх 2 5х

Теорема Хасьмнского. Если существует функция V (/, х) такая, что 
«о, (|х |)<К (/, х), L F<0, 

то тривиальное решение уравнения Ито устойчиво по вероятности. Если же 

Щ (|х|)< К (/. х)И щ  (1х|), 0)1 (и)-»оо, и->со, LV (t, х )< -со 3 (|х|),

то тривиальное решение уравнения Ито асимптотически устойчиво в целом по
вероятности. „  „ __

Устойчивость лнвейиых систем в с ре две квадратическом. Для устойчивости в сре­
днеквадратическом системы

m
dx (О=Â (i)х (<) df+  £  bi (0 х (0 d{, (О, t » о.

¡-1
хеЯ„, ( / i =  l,  m,

необходимо и достаточно существование функции V (t, х)еС\ ((<><о)* Ля), удовлет- 
воряющей оценкам

А:, |х|2< К (/. x)<fc2 |x|2.
LK(f, x )< -fe 3|x|2, ки к2, к 3>0.

Для асимптотической устойчивости в среднеквадратическом уравнения 

х(л) (0 + (ai+ffi{i (t))x(n~ l) (t) + ... + (.a„ + a„Î„ (0)* (0=0,

a,u,=const,  xeRi, (/ (<)еЛь i = l ,  n, / > 0  

необходимо и достаточно, чтобы детерминированное уравнение

х (л) (0 + û iх (" (0 4-... +  алх  (0 = 0



Д»<1е1

- а \ а\ ... ( - 1 Г  а 2-. (-1)"
1 а2 04 ... 0 0
0 аг а3 ... 0 0
0 1 а2 ... 0 0

0 0 0 ... 0 4.

Упражнения 
к первой части

1. Исследовать на устойчивость линейную систему х  (/)=Ах  (г), если:

2 <)\ / - 2  -2  Г
а) Л=*[ 0 11  I  б) л Л  0 - 1  4 

,1 3  1 /  \  1 0 — Юу

2. Определить, при каких значениях параметров а или (а, 0) устойчивы следу­
ющие уравнения:

а) х+ (2—а 2)х+ ах= 0;
б) х’+ х + а 2х+5ах=0;
в) х = - х + а у ,  у = Р х - у  + аг, 2 =Ру—г.
3. Пользуясь критерием Рауса — Гурвица, исследовать на устойчивость следу­

ющие многочлены:
а) *5+7г4+ЗЗг3 + 88г2 + 122г+60=0;
б) 2*+1г3 + \9г^+2Ъг+10=0.
4. С помощью критерия Михайлова исследовать на устойчивость следующие 

уравнения:
а) х’+ 2 х + х + х » 0 ; б) х + х = 0 ;

V (IV)
в) х +13х -|-28х + 23х-(-6х=0; 

ч (IV) . . .
г )  х + х  + х + х = 0 ;

ч (V) _ (IV) . . .
д) х +2х + х  +2х+х+2х= 0;
. (IV) . . .

е) х +х  + 4 х + х + х = 0 .
5. Задача об автоматической стабилизации курса корабля. Простейшая модель 

нейтрально устойчивого судна описывается уравнением
1ф + кф*=—кф, /> 0 , А>0, £>0,

где ср — угол уклонения корабля от курса; ф — угол отклонения руля от оси судна;
I  — момент инерции корабля относительно вертикальной оси, проходящей через 
центр корабля; Л — коэффициент жидкостного трения; к  — коэффициент эффектив­
ности руля (рис. У.1).



ля: I  — курс кораб­
ля; II — ось кораб­
ля; III — центр ине­
рции корабля; IV  — 

руль

Пусть уравнения авторулевого для корабля имеют вид

7^ + *=«{+Д{, Т>0.
Здесь Т  — постоянная времени авторулевого; а и /? — параме­
тры авторулевого, которые могут выбираться; { — измерен­
ное значение угла уклонения <р от курса. Изменение угла 
уклонения не происходит мгновенно, а описывается уравнени­
ем = т>0, где т — постоянная времени измерителя.

В пространстве параметров (ос, /0, характеризующих авто­
рулевой, найти ту область, в которой замкнутая система, 
состоящая из корабля и авторулевого, асимптотически устой­
чива при следующих значениях остальных параметров: /=  Ю ,
Л = 10-2,* = 1 , Г - 10*; г - 1 0 '1.

6. Найти периодическое решение уравнения х + * =сов / 
и исследовать его на устойчивость.

7. Используя теоремы Ляпунова, исследовать на устой­
чивость тривиальное решение следующих уравнений:

а) х = - 2 х - 3 у + х 5, у = х + у - у 1, У=4х2+14ху+19у2;
б) х - - х у \ у = у х ? .  К - х * + / ;
в) х = - 2 у - х 5, у= 5 х -у* ,  У=5х2+у2; 

г> * "
8. При каком значении параметра а тривиальное решение системы х=оис+у—х  , 

У ^ —х —у5, У=х2+у2 устойчиво?
9. Исследовать с помощью теоремы Четаева следующие уравнения:
а) х - у 3+ х3, у = х 3+у5, Р ^ х 4- / ;
б) х ^ у + х 2, у = 0, У = (хх-у)  у, о>0.
10. Исследовать на устойчивость тривиальные решения систем:
а) х ш - у - х * .  У ~ х - у 3;
б) х = х - .у + х 2+ .г  яп/, у ’вх+ у-у*;
в) х= 2х+85т^ , у = 2 - е х -3у -с(№у.
11. Пусть в одноконтурной системе, изображенной на рис. 5.4, каждое звено 

является апериодическим, т. е. пусть одноконтурная система описывается ура­
внениями

х1 = -а 1Х1+Й1Хт, а\ >0, ¿1>0; 
х /= — ад+ й/х ,-!, д,>0, ¿¡>0, ¡=2, ..., т. ,

Показать, что такая одноконтурная система асимптотически устойчива, если 
”  а,
Д Г 1'

12. Исследовать устойчивость системы х=у, у=  — 2х—3у, с помощью функции 
Ляпунова К, {х ,у)= х2+у2, У2 (х, у)=12х1+4ху + 3у2. Построить поверхности уров­
ня функций К) и У2 и объяснить геометрически, почему функция У, не позволяет 
исследовать устойчивость, а функция У2 позволяет это сделать.~ у*

13. Можно ли использовать функцию V (х, >’)= х 2 + 1—е для исследования—у* л
устойчивости системы х = (—х+.ух)е , у=  —у —л ' !

14. Исследовать на устойчивость уравнение Ван-дер-Поля

х+е  (х2 —1)х+х=0, £>0, У=х2+у2.

15. Для уравнения Ван-дер-Поля показать^ что область притяжения тривиаль­
ного решения содержит внутри себя круг х2 + у  <3.



16. Найти условия устойчивости тривиального решения уравнения Льенара
х + /(х )  x+ g  (x)-0.

Записать его в виде системы х ~ у ,  —g (x)—f  (х) у  и использовать функцию 
1 х

Ляпунова К—-  у2 + \ g (i)ds.
2 о

17. С помощью функции Ляпунова
X X

V=(cx-ay)2+2c j  f ( s )d s -a b x 1=(cx-ay)2+2  J(с /(s)-abs)ds

о о

найти условия устойчивости тривиального решения системы
х = /  (х)+ау, у=Ьх+су.

18. С помощью функции Ляпунова
X

V = (cx-a y)2+2 J [cfi (s)-af2 (s)]ás 

о
найти условия устойчивости тривиального решения системы

х  =А (х) +ау, у  = /2 (х)+ су.

19. Рассмотрим маятник с трением, описываемый уравнением 
x+/íx+íB2sinx«0, р > О, аз1 >0. Физически очевидно, что наличие трения приводит 
к тому, что положение равновесия х«х>=0 асимптотически устойчиво. Можно ли

х2
использовать в качестве функции Ляпунова полную энергию маятника Е  (х, х )= — |-

2
+(1 — arcosx)?

20. Доказать асимптотическую устойчивость положения равновесия маятника 
с трением (см. задачу 11):

а) используя теорему об устойчивости по первому приближению;
б) используя функцию Ляпунова V  (х, x)=xí + (¿+ x)2+4 (1 —ш2 cosx).
21. Исследовать устойчивость положения равновесия маятника с трением (см. 

задачу 19), на которой действует постоянный момент L. Маятник описывается 
уравнением x + flx+ a 2sinx= L ,  |L|<a>2.

22. Рассмотрим маятник с коэффициентом трения, быстро растущим по време­
ни. Пусть его линеаризованное уравнение имеет вид x + (2 + t)x + x = 0 .  Показать,
что функция х (/)■« (1 + е  ) при любом а служит его решением и поэтому положе­
ние равновесия маятника не является асимптотически устойчивым. Как это можно 
объяснить физически?

23. Используя векторную функцию Ляпунова V  (х, ^ )“ ((х+у)2, ( х - у )2) и те­
орему 4.4, исследовать устойчивость тривиального решения системы

х - е  ¡x + y  sin f—(дг3+ ху2) sin21, y = x á a t+ t~ ‘y - ( x l y + ^ á n 21.

24. Развитие изолированной биологической популяции можно описать логисти­
ческим уравнением

Ñ = N  (а-уЛО. “» У>0,



где N  (0 — численность популяции в мо­
мент времени I. Найти стационарные состо­
яния N  (0 —1̂ ! ( ¿ - 0 ,1) логистического урав­
нения. Показать, что стационарное состоя­
ние # 1 > 0  асимптотически устойчиво.

25. Исследовать устойчивость стацио­
нарного состояния N,> 0  логистического 
уравнения с помощью функций Ляпунова.

76. Развитие изолированной популя­
ции можно описывать с помощью зако­
на Олли # ( 0 - е ( Л 0 ^ ,  где г (АО — нели­
нейный коэффициент размножения. Экспе­
риментально полученный вид некоторых за­
висимостей Олли показан на рис. У .2. При 
линейной зависимости * (АО-а—уА7 закон 
Олли приводит к логистическому уравне­
нию.

Найти равновесные состояния ЛГ| попу­
ляций, описываемых законом Олли, и исследовать их на устойчивость. Использовать 
функцию Ляпунова V (АО“ *2 (АО- ,

27. Биологическое сообщество, состоящее только из двух видов: хищника (на­
пример, рысей) и жертвы (например, зайцев), — можно описать моделью Вольтерра

х (0 -*ах-Рху, у  (1)*=к(1ху—ту, 
а, Р, к, т > 0.

х (/) — численность жертв; у  (<) — численность хищников; я — коэффициент 
естественного прироста жертв; т — коэффициент естественной смертности хищника; 
Р — коэффициент, характеризующий вероятность поедания хищниками жертвы при 
их встрече, вероятность которой пропорциональна произведению ху. Требуется:

а) найти стационарные состояния (хо, Уо) и (Х(, у,) в модели «хищник жертва»,
б) исследовать устойчивость состояния (хь  >1), X! >0, >1 >0 с помощью функции 

Ляпунова

У=т (——1п - - Л  + а ( - - 1п - - Л
\Х] XI /  \У1 У\ )

28. Модель «хищник — жертва» с учетом внутривидовой конкуренции жертв 
описывается уравнениями

х ^ х х - р х у - у х 2, у= к р ху-т у .  а, /?, у, к, т > 0.

Найти равновесные состояния этой модели и исследовать их на устойчивость.
29. В теории генетического контроля бактерий* используется уравнение Гудвина

х = ~ —а, у —А х —р.
У

Здесь х — концентрация первичного генного продукта, а у  — концентрация энзима­
тического протеина, все постоянные у, а, А и р — положительные.

-  Р -  У
Исследовать устойчивость ненулевого положения равновесия 

пользовать функцию V (х, у) = 1У (х, у )-1У (х ,  у), где IV (х, у)=-у1пу+осу + 

+— ¡¿ -р х .  Является ли функция V (х, >>) положительно определенной?

Рис. У.2. Вид экспериментальных за- 
висимостей Олли для е (Л/)*л/А^ и не- 
которых типов развития популяций: 
/  — логистическое уравнение; I I  — 
монотонные законы развития популя­

ций; III  — немонотонные законы

•Rosen R. Dynamical system theory in biology. — New York, J.Wiley, 1970.



. Ух - - - « ,  y - A x - f i y ,  у, а, А. 0>О, 
У

где переменные имеют тот же смысл, что и в задаче 29. Исследовать устойчивость 

нулевого положения р  

И '(*.>-)- ж  ( Я Л  где

-  иг -  У
ненулевого положения равновесия х = — , у —~. Использовать функцию У(х, у)

Ал л

W  С*. У)“ -y in y + a y + —  (А х -Р у )2.2А
В упр. 31—38 через i  (/) обозначен стандартный винеровский процесс.
31. Вычислить

Т Т

М  {" (0 d f  (0J ,  л = 0 ,1,...; М  ei(0 d{ ( o j .

о
г

32. Вычислить стохастический интеграл cos (  (t) d{ (/). Показать, что 7 -
г

1 Г °« я л  £ (7 )+ - I sin{ (s)ds.

33. Пусть случайный процесс (х (/), у (/)) имеет стохастический дифференциал
y(t)

dx ( 0 -  -(sina(f))d{(0, a (0 = arctg-----,
х  (t)

djf (f)-=(cosa(f))d{(0, />0, x (0)#0.

Применяя формулу Ито, доказать, что

дс1 (t)+y2 ( 0 - х 2 ( 0 ) + /  (0)+/, <>0.

34. Пусть функция F  (х), хе(—оо, оо) дважды непрерывно дифференцируема. 
С помощью формулы Ито доказать, что

I t

F(°)+  ̂I F"(i ( i) ) (W (f  (,))- J ?  (i (*))d£(0-
о о

35. Доказать, что функции x  (t) = sh { (/), (/)= ch { (/) являются решением систе­
мы стохастических уравнений Ито

1 1 
dx (»)=- х  (t)d /+ y  (i)d{ (0, d.y (t)=~y (i)dt+x  (/)df(<).

36. Исследовать на устойчивость в среднеквадратическом скалярную систему
dx (t)=ax (i)d/+asinx (<)d{ (/).



Показать с помощью функции Ляпунова V ^ x 2, что условие устойчивости имеет вид

в + —<0.
2
37. Дана система стохастических уравнений в смысле Стратоновича

dx (0 -o V  (0 di, dу  ( / ) - - ( к у  (t) + сох ( t ) )d t-a ( t )y  (t)d( (t).

Эти уравнения моделируют движение колебательной системы с собственной часто­
той ш и коэффициентом вязкого трения Аг+<г{ (<)• С помощью функции Ляпунова

\ к —а2 2со V, 2 J J  (о к —в2

показать, что условие устойчивости в среднеквадратическом имеет вид а2 < к.
38. Дано скалярное уравнение Ито

dx (0= —ох (l)d t+ o  (f)d{(<), />0.

Показать, что любое решение этого уравнения, определяемое детерминированным 
начальным условием х (0), стремится к нулю при /-»оо, если постоянная а> 0

СО

и I a2 (t)dt< оо. Воспользоваться для этого соотношениями

*
х  (t)=X(fi~a‘+е j* t 1 a (s) d i  (j),

о
t

M  [x (/)-хое-в<]2=е Ш J" t “a2 (í)d s< e  “  J" a2 (i)ds+ j* a2 (s)ds.

o
ti2 t

0 ч2



ЧАСТЬ ВТОРАЯ

УПРАВЛЕНИЕ ДЕТЕРМИНИРОВАННЫМИ 
СИСТЕМАМИ

ГЛАВА Ш

ОПИСАНИЕ ЗАДАЧ УПРАВЛЕНИЯ

В этой главе описываются различные математические постановки 
задач оптимального управления непрерывными детерминирован­
ными системами. Приводится вид этих задач для различных конк­
ретных технических систем, таких, как выбор компоновки ядер- 
ного реактора, мягкая посадка на Луну и др.

§ 1. ВВЕДЕНИЕ

Разнообразные реальные процессы, происходящие в окружающем 
мире, зачастую являются управляемыми, т. е. протекают различ­
ным образом в зависимости от конкретного воздействия на них 
управляющей стороны. При этом естественным является стремле­
ние выбрать в некотором смысле оптимальное управляющее воз­
действие, т. е. наилучшее по сравнению со всеми другими возмож­
ными способами управления. Исторически задачи оптимизации 
встречались еще в древние века, однако интерес к ним особенно 
возрос в последнее время, что связано, в частности, с ограничен­
ностью природных ресурсов, развитием техники и ростом возмож­
ностей ЭВМ, благодаря которым стали осуществимы расчет и ре­
ализация сложных законов управления.

Результаты первоначального развития теории оптимизации объ­
единяются в рамках классического математического анализа и вари­
ационного исчисления, основным предметом изучения которого 
является исследование гладких функций и функционалов, опреде­
ленных во всем пространстве или на гладком многообразии. При 
этом необходимые условия экстремума записываются в виде усло­
вий стационарности (обращение в нуль градиента функции, уравне­
ние Эйлера и т. д.).

Однако в процессе эволюции общества возникли новые задачи 
управления, в которых управляющие параметры могут принадле­
жать некоторому замкнутому множеству.



Примером подобного рода задач является управление движени­
ем ракеты с целью достижения ею заданной высоты или дальности 
при минимальном расходе горючего. Отметим, что хотя указанные 
задачи приобрели особую актуальность в 40-е годы нашего столе­
тия, однако еще в 1919 г. Р. Годдард, изучая задачу о подъеме 
реактивного аппарата на заданную высоту при минимальном рас­
ходе топлива, пришел к выводу о невозможности решить ее в рам­
ках классического вариационного исчисления.

Необходимые условия оптимальности в задачах с ограничени­
ями на управление (существенно развивающие основные результаты 
классического вариационного исчисления) записываются в виде при­
нципа максимума Понтрягина. Другой подход основан на методе 
динамического программирования Беллмана.

§ 2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ

Конкретная задача оптимального управления определяется типом 
уравнений, описывающих эволюцию системы, видом минимизиру­
емого функционала (критерия качества) и ограничениями на траек­
торию и управление. Остановимся на этих понятиях подробнее.

1. Уравнения эволюции системы. В зависимости от характера рас­
сматриваемого явления для его описания можно использовать обы­
кновенные дифференциальные уравнения, уравнения с последейст­
вием, разностные уравнения, уравнения в ' частных производных, 
стохастические уравнения и т. д. Рассмотрим объект, положение 
которого в момент времени 7 определяется фазовым вектором 
х 0)еЛя, где Л, — евклидово пространство размерности п. Иногда 
фазовый вектор х  (/) называется также вектором состояния. Ниже 
все векторы хеКя будем рассматривать как вектор-столбцы с ком­
понентами X I ,..., х„, т. е.

Предположим, что движение объекта при /> /0 описывается си­
стемой обыкновенных дифференциальных уравнений

* (*)=/(*. * (0 , “)> х (0 =— ^. (2.1)<11
Здесь иеКт — управление, /еД , — заданная функция. Придавая 
управлению и различные допустимые значения, получаем множест­
во всевозможных состояний объекта, среди которых и надлежит 
выбрать наилучшее (оптимальное).

Пример 2.1. Уравнения движения твердого тела. Движение твер­
дого тела слагается из движения центра масс и вращения относите­



льно центра масс как неподвижной точки. Если г (0 — трехмерный 
вектор координат центра масс, то в ряде случаев уравнения движе­
ния центра масс имеют вид

г(0  =  и. (2.2)
Здесь и — вектор всех действующих на тело сил, часть из которых 
может быть управляющими.

Уравнения движения твердого тела относительно центра масс 
были получены JI. Эйлером и носят его имя. Пусть А, В, С — 
главные центральные моменты инерции, а р, q, г — проекции век­

тора угловой скорости тела на главные центральные оси инерции 
Ох, Оу, Oz. Тогда уравнения Эйлера можно записать в виде

Ар+ (С -В ) qr=Mu
Bq+ (A -C ) rp=M2, (2.3)

Cr+(B—A) pq = M3.

Здесь Mi, M 2, Af3 — проекции на оси Ох, Оу, Oz управляющего 
момента.

Устойчивость вращательных движений твердого тела была ис­
следована в § 3 гл. I.

Важный класс систем управления образуют линейные системы. 
В этом случае уравнения движения (2.1) являются линейными по 
фазовым координатам и управлению, т. е.

х (t) = A (t)x  (/) + В (/) и.

С помощью линейных уравнений можно аппроксимировать поведе­
ние реальных систем в окрестности номинальной (невозмущенной) 
траектории.

Другой класс систем, встречающихся при рассмотрении реаль­
ных объектов и называемых билинейными, описывается билиней­
ными уравнениями, правые части которых являются линейными по 
координатам при фиксированных значениях управлений и линей­
ными по управлениям при фиксированных значениях координат:

я п т
X, (0=  £  ац (t)x¡+ £  Y  (0 в чк (0 Xj+Bu0. 

j-1 j-1 *-i
2. Минимизируемый функционал (критерии качества). Управление 
и системой (2.1) осуществляется для достижения ряда заранее поста­
вленных целей, которые часто можно записать в терминах миними­
зации некоторых функционалов, зависящих от траектории движения 
системы и управления. В зависимости от способа задания миними­
зируемого функционала (называемого также критерием качества) 
принято различать задачи Легранжа, Майера и Больца.
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В задаче Лагранжа критерий качества / 0 имеет вид
т

л =
<о

Здесь F0 — заданная скалярная функция, а Т — момент окончания 
движения. Момент Т  может быть либо заранее задан, либо опреде­
ляться конкретной траекторией движения. В последнем случае Т  мо­
жно рассматривать как дополнительный параметр оптимизации.

В задаче Майера критерий качества J  зависит от траектории 
системы только в момент Т  окончания движения:

Jo=<Po (Т, х  (Т)). (2.5)

Наконец, в задаче Больца требуется минимизировать функци­
онал J  смешанного вида: 

т
Jo- j* Fo (t, X  (0, и) dí + <¡¡>o (т, x  (T)). (2.6)

'о
Отметим, что приведенное деление задач управления по виду 

м и н и м и зи р у ем о го  функционала весьма условно. Так, задача Больца 
(а тем самым, конечно, и задача Лагранжа) легко сводится к задаче 
Майера. Для этого введем еще одну скалярную переменную хя+, (t), 
определяемую соотношениями

хя+[ (t)=Fa (t, х  (0, и), t ^ t 0, *,+1 ('о) = 0. (2.7)

Тогда
т

хИ+1 (Т)= j*.Fo 0 . X (t), и) dt.
*D

Поэтому функционал (2.6) можно записать следующим образом 
в форме (2.5): “

Jo=xn+l {Т) + щ  (Т, х (Г)). (2.8)

Таким образом, для объекта управления (2.1), (2.7) получена задача 
Майера с критерием качества (2.8), эквивалентная исходной задаче
(2.1), (2.6). Аналогично, в случае дифференцируемое™ функции 
<¡So (t, х) задачу Майера можно свести к задаче Лагранжа.

Если в функционале (2.4) функция F0 (t, х, и)=1, то задача, 
состоящая в миним ичяции времени управления, называется задачей 
быстродействия.

Fo (t, х  (0, и) dt, xeR„ ueR„. (2.4)



В ряде случаев целью управления является стабилизация задан­
ного программного движения, т. е. удержание истинной траектории 
движения в некоторой окрестности желаемой траектории. В этом 
случае функции и <р0 в функционале (2.6) должны характеризовать 
отклонение реальной траектории от программной.

Довольно часто для этой цели используют квадратичные функ­
ционалы, имеющие вид

т

■Í
Jo=x’ (Г) NiX (Т)+ (х' (/) N2 (t)x (t) + u' (/) N3 (it)u (t))dt. (2.9)

В функционале (2.9) матрицы 0 (т. е. неотрицательно 
определены), штрих означает знак транспонирования. Последнее 
слагаемое в (2.9), характеризующее затраты на управление, возника­
ет весьма естественным образом в ряде задач.

Пример 2.2. Рассмотрим задачу управления полетом реактив­
ного аппарата, которое осуществляется выбором реактивного уско­
рения и (/). Обозначим через т (/) массу аппарата. Одно из требова­
ний, предъявляемых к управлению, состоит в том, чтобы расход 
рабочего тела был минимален, т. е. должно быть справедливо 
соотношение

т /л— -.шах по „(Г). (2.10)

Преобразуем левую часть соотношения (2.10). Из определения реак­
тивной силы следует, что

и ( / ) = - - -Л. (2.11)
т

Здесь т (/) — секундный расход массы, ю — относительная ско­
рость движения частиц в реактивной струе относительно аппара­
та. Для ряда двигателей малой тяги (например, ионных и плазмен­
ных двигателей) мощность у в струе является постоянной и равной

у = - ^ т .  (2.12)

Исключая из соотношений (2.11), (2.12) скорость истечения г, полу­
чаем уравнение 2ут~2т= — и2 (<)•

Решая это уравнение, находим, что отношение в (2.10) 
имеет вид

т(Т)



<0
Если начальное положение (т. е. момент времени ;0 и вектор 

х  (/0)) системы также можно варьировать, то критерий качества 
с учетом этого можно записать в виде

Иногда задачи с заданными значениями /0 и Т называют задача­
ми с фиксированным временем, а задачи, в которых либо /0, либо 
Т не задано, — задачами с нефиксированным временем.

В качестве аргументов критерия качества Л условимся записы­
вать только те переменные, которые можно независимо варьиро­
вать. В частности, в задачах с фиксированным временем минимизи­
руемый функционал (2.13) имеет вид / 0 (х Оо), и, х  (7)), а в задачах 
с заданным начальным положением (10, х  (/0)) и конечным (Т, х  (7)) 
функционал (2.13) зависит только от управления, т. е. Л = Л  (и).

3. Ограничения на траекторию. В ряде реальных ситуаций система 
не может заходить в те или иные области фазового пространства. 
Это находит отражение в соответствующих ограничениях на траек­
торию х  (/) движения системы, состоящих в том, что в каждый 
момент времени I задается область С в которой может
находиться вектор состояния х  (/).

В зависимости от вида этих ограничений выделяют различные 
классы задач управления. В задачах с фиксированными концами 
начальное х  (/0) и конечное х  (7) положения заданы. Если же д: (/0) 
(или х  (7)) не задано, то соответствующая задача называется зада­
чей со свободным левым (правым) концом. Задачей с подвижными 
концами называется такая задача, в которой моменты /0и Г  заданы, 
а начальное х  (/0) и конечное х  (Т) положения могут изменяться 
соответственно в пределах областей б  ((0) и в  (7).

В задачах с изопериметрическими ограничениями считаются за­
данными величины интегралов

г
вать интеграл и2 т .

•А) —Л  (*0> х  Оо)> и, Т, X (7 ))  —
т

|  /'о (*. * (0. и) <1*+<Ро Оо, X (*о), т, х  (7)). (2.13)

т
(2.14)

где /} — заданные скалярные функции.



Задача с ограничениями вида (2.14) является обобщением задачи 
вариационного исчисления об определении замкнутой кривой за­
данной длины (заданного периметра), которая охватывает наиболь­
шую площадь*. Отсюда, кстати, происходит и термин «изоперимет- 
рические ограничения».

Наряду с ограничениями на траекторию типа равенств (2.14) 
возможны также и ограничения типа равенств:

4. Ограничения на управление. При построении оптимального упра­
вления системой (2.1) важное значение имеет то, какая именно 
информация о системе (2.1) доступна управляющей стороне. Если 
фазовый вектор х  (0 недоступен измерению, то оптимальное упра­
вление, называемое в этом случае программным или П-управлением, 
ищется в классе функций и (/), зависящих только от времени /. 
Напротив, если в каждый момент времени / фазовый вектор х  (/) 
известен точно, то оптимальное управление ищется в классе функ­
ций, зависящих от времени и фазовых координат, и имеет вид 
и=и (/, х  (/)). Построенное таким образом управление и (I, х (()) 
называется С-управлением (управлением по принципу обратной связи 
или синтезом управления). Ясно, что С-управление является более 
гибким по сравнению с П-управлением, т. е. реализует не большее 
значение минимизируемого критерия качества по сравнению 
с П-управлением. Простейшим примером обратной связи являет­
ся пропорциональная обратная связь, при которой управляющий 
сигнал связан пропорциональной зависимостью с фазовым векто­
ром.

Идея обратной связи появилась почти 2 тыс. лет назад в устрой­
стве водяных часов, в которых уровень воды поддерживался посто­
янным с помощью поплавкового клапана. Поплавковые регулято­
ры уровня нашли широкое распространение в различных техничес­
ких устройствах, например в карбюраторах автомобильных двига­
телей. В таких регуляторах вес поплавка уравновешивается силой 
Архимеда. Если происходит отклонение уровня жидкости от номи­
нального значения, то поплавок либо опускается, либо поднимает­
ся. В результате изменяется положение регулирующего органа, 
дозирующего подвод жидкости или ее сток.

В 1620 г. голландский мастер Корнелиус Дреббель построил 
печь с автоматической регулировкой температуры, изображенную 
на рис. 2.1. В этой печи небольшое увеличение температуры в ин-

* Любопытно отметить, что первая изопериметрическая задача, известная еще 
в древности, была связана с основанием города Карфагена царицей Дидоной.

Т

(2.15)



Рис. 2.2. Центробежный регулятор 
УаттаРис. 2.1. Регулятор температуры Кор­

нелиуса Дреббеля: I  — горящий камен­
ный уголь; II  — спирт; III — ртуть;
IV — поплавок; V  — настройка длины 

плеча; VI — демпфирующий клапан

кубаторе приводит к расширению спирта, вызывающему подъем 
поплавка, и к перекрытию щели демпфирующим клапаном, т. е. 
приводит к уменьшению нагревания инкубатора. Изменяя длину 
плеча демпфирующего клапана можно менять значение стационар­
ной температуры, поддерживаемой в инкубаторе. Современные 
исследования этой печи показали, что с помощью этого неслож­
ного устройства температура поддерживается с точностью
до 0,6°С. _

Другими классическими примерами использования ооратнои
связи являются центробежные регуляторы Ползунова (1766) и Уат­
та (1784). Последний изображен 
на рис. 2.2. При создании первого 
авиационного автопилота (рис.
2.3) Ольховским в 1912 г. и бра­
тьями Сперри в 1914 г. также 
был применен принцип обратной 
связи. Все эти регуляторы отно­
сятся к так называемым регуля­
торам прямого действия, в ко­
торых измерительное устройство 
непосредственно воздействует на 
регулятор. Такое управление воз­
можно только на машинах малой 
мощности. Теперь более употре­
бительно непрямое управление, 
при котором в цепь управления

Рис. 2.3. Маятниковый автопилот Оль­
ховского для стабилизации по углу та­

нгажа



включают различные усилители или другие исполнительные меха­
низмы. Впервые гидравлический усилитель в цепи управления был 
использован Ж. Фарко в 1873 г.*

Если координаты системы х (/) можно не только точно изме­
рять, но и хранить в памяти их значения на интервале времени от 
начального момента (0 до текущего момента /, то оптимальное 
С-управление можно искать в виде функционала и (/, х,), где х, — 
отрезок траектории системы (2.1), равный * ,=* (1+ 6), /о- /< 0 ^ О .

.?  этом слУ4“  ПРИ подстановке управления и (/, х) в уравнение
(2.1) меняется тип этого уравнения — оно становится уравнением 
с последействием.

Однако для детерминированных систем, которым посвящена 
настоящая глава, оптимальное значение критерия качества, реали­
зуемое в классе С-управлений и в классе П-управлений, является 
одним и тем же. В самом деле, если С-управление и (/, х) в системе
(2.1) построено, то, определив ее решение х  (/) при управлении и (/, 
х) и заданном начальном условии, получим П-управление
V (1)= и (*, х  (/)). Обратно: если найдено П-управление ух, , (/) для 
произвольных начальных условий х  ((о)=х, то С-управлений и (/, х) 
определяется формулой и (/, х)=ух , (/). В связи со сказанным 
в дальнейшем изложении достаточно ограничиться рассмотрением 
лишь П-управлений.

Наряду с описанными информационными ограничениями, обус­
ловленными степенью информированности управляющей стороны, 
возможен и другой тип ограничений, связанный с ограниченностью 
ресурсов управления.

Эти ограничения могут иметь вид

где и  (/)! с  Цт — заданное множество.
Примером ограничения (2.16) является следующее: (и' (/),

и (0) = |и (01 <  Щ- Ограничение такого вида встречается, например, 
при управлении поворотами космического аппарата, если враща­
ющий момент М  (0 создается парой поворотных реактивных двига­
телей.

Соотношение (2.16) означает, что управление и (0 удовлетворяет 
ограничениям в каждый момент времени. Иногда ограничения на 
управление и (0 имеют интегральный тип, аналогичный ограниче­
ниям (2.14) и (2.15) на траекторию:

«(0е£/(0, (2.16)

т

(2.17)

*Воронов А. А. Регулирование автоматическое // БСЭ. 1975. Т. 21.



(/, и ( 0 )  <1/=0 ( к = т х + 1......../Иг). (2.18)

В ряде случаев соотношения (2.17), (2.18) можно интерпретировать 
как ограничения на стоимость процесса управления.

Отметим, что ограничения типа равенств (2.14) или (2.17) можно 
расширением фазового вектора свести к ограничениям на траек­
торию в моменты /0 и Т. Действительно, в случае, например, 
ограничений (2.14) достаточно ввести вектор у  удовлетворя­
ющий уравнениям

й  (/)=*} ('. х(0), У ('о)=У (Т)= 0 (/=  1, ..., т.).
Тогда исходная задача управления вектором х  (*) с ограничениями
(2.14) эквивалентна задаче управления вектором (х (/), У (0) без 
ограничений (2.14).
5. Совместные ограничения. Выше были рассмотрены постановки 
ряда задач оптимального управления. Они определяются уравнени­
ями движения (2.1), критерием качества (2.13), ограничениями на 
траекторию (2.14), (2.15) и ограничениями на управление (2.16),
(2.17), (2.18). Новые постановки задач получаются, если ограниче­
ния носят совместный характер, т. е. зависят одновременно и от 
траектории, и от управления. Выпишем совокупность соотношении, 
определяющих постановку задачи оптимального управления в этом 
случае:

1) уравнения движения (2.1)
х ( 1)= / (I, х  (0, и (0), хеКя, иеКт, /„< / < Т, (2.19)

2) скалярный критерий качества
Л (/о, х (/о), и, Т, х  (Т))->М. (2.20)

Часто индекс 0 в критерии качества опускается и последний обозна­
чается просто буквой /;

3) ограничения
4  (<о, х (/0), и, Т, х (Т))^0  (/= 1, "»,), (2.21)

/, (/о, * ('о), и, Т, х (Т)) = 0 ( /= т , +  1, ..., т2), (2.22) 
и (<)е£Л (2-23)

Здесь скалярные функционалы Л имеют вид
Т

Л (/0, X (<„), и, Т, х  (Т)) = |  Л  (Л х (/), и «))& +

'о
+ <Р* Оо, х (/о), Т, х  (Т)), к= 0, ..., т2. (2.24)



Задача определения минимума функционала (2.20) при наличии 
ограничений (2.19), (2.21), (2.22) называется задачей Лагранжа. 
В (2.19) (2.23) функции/, / ’=(Д), = ((¡о*) заданы, причем

/". Л| х Л„ х Ит—*Лт,‘ Р /с Л1 х Лщ х 
<рк : Л, х Д. х Л, х к = 0......т2.

Отметим, что в соотношениях (2.20) — (2.22) некоторые из фун­
кций <рк или Рк могут бьггь равны нулю. Моменты /0 начала движе­
ния и его окончания Т  принадлежат некоторому заданному конеч­
ному отрезку 2) числовой оси.

Управление и (/) ищется в классе кусочно-непрерывных функций, 
а траектория дс (/) — в классе кусочно-непрерывно-дифференциру- 
емых функций /еО.

Совокупность варьируемых параметров ? = (/„, х (/„), и, Т, х  (7)) 
называется допустимой, если она удовлетворяет всем ограничениям 
(2.19), (2.21) — (2.23). Допустимая совокупность параметров ? назы­
вается оптимальной, если для любой близкой в определенном смыс­
ле допустимой совокупности д значение функционала (2.20), соот­
ветствующее д, не_превосходит значения этого же функционала, 
соответствующего д. В зависимости от того, в каком именно смыс­
ле понимается близость ц и д, возникают различные типы экст­
ремума (например, сильный экстремум, слабый экстремум и т. д.). 
Всюду во второй части книги рассматриваются условия существова­
ния локально оптимального в сильном смысле экстремума.

Определение 2.1. Допустимая совокупность параметров ^ на­
зывается локально оптимальной в сильном смысле, если найдется 
такое е>0, что для любой допустимой совокупности Ъ, удовлет­
воряющей оценке

|4> — А>| + 1Т— Т\+ шах \х ( / ) - *  (01 <е, 1ф 0, 7]Р)[70, Т\,
справедливо неравенство

Л (7о, х  (/0), и, Т, х о, х (/0), и, Т, х (Т)).

Замечание. Предположим, что моменты /0 и Г заданы, диф­
ференциальная связь (2.19) отсутствует, а функции Ек в (2.24) 
не зависят от траектории х  (0- Тогда задача минимизации 
функционала (2.20) при ограничениях (2.21) — (2.22) называет­
ся ляпуновской задачей.

§ 3. ПРИМЕРЫ КОНКРЕТНЫХ ТЕХНИЧЕСКИХ ЗАДАЧ 
ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ

1. Оптимальное управление электродвигателем [41. Рассмотрим зада­
чу поворота вала двигателя постоянного тока с управлением по 
току возбуждения. Электрическая схема цепи возбуждения приведе- 
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на на рис. 3.1. Управляющее напряжение /? £
и (0  прикладывается к обмотке возбужде- 9- 
ния. При этом изменение тока г (() в об­
мотке и магнитного потока (р (0  описыва- 5  
ется уравнениями 3

Ь — + Ш =и (/), * (0) =  *о> <Р (0 — ̂ 1*(0>(3‘^  Рис. 3.1. Электрическая схе- 
<1( мя цепи возбуждения элект-

где Л и  Ь  — соответственно сопротивле- родвигателя
ние и инд у кти вн о сть  обмотки возбуждения.

Вращающий момент М  (/) якоря, через который протекает по­
стоянный ток, равен М  (/)= *г(Р (¡0—к\к^  (О, где к х, к2>0 некото­
рые коэффициенты пропорциональности. Выходное угловое смеще­
ние х  (/) вала двигателя удовлетворяет уравнению

/Зс (0 = М  (() = И  (/), к> 0. (3-2>
Здесь I  — момент инерции всех вращающихся элементов ротора 
и нагрузки. Подставляя выражение (3.2) в (3.1), получим

и х  (0  +  /Лх (0  = ки (/)• (33>
В качестве функционала, описывающего качество управления 

и (/) в этой задаче, естественно взять энергию Е„, подводимую 
к входу двигателя за время управления от ¿=0 до Т. Ясно, что

Елх= Ец+ Еи  (3-4)
где Ея — энергия, выделяющаяся в сопротивлении К, а Еь — энер­
гия, накапливаемая в индуктивности Ь  за время от /= 0  до * = Г. 
Известно, что

г

/2 №*>

(3.5)

Еь= Ь  1 1 (0 ^  & = Ь  [/* (7) - / 2 (0)].
о

Из уравнения (3.1) находим, что
/

I (/)= / (0) е*“ '" ' + 1  ехр ( - Л Ь - '  (/-^))и  (s)ds= g  (и). (3.6) 

о
Здесь g (и 0  + 0)), где — функционал вида (3.6), зависящий
от значений управления и (5) при



Используя соотношение (3.5) и (3.6), получаем окончательный 
вид минимизируемого функционала 

т

Л  (и )= Л  (и 0+в))<И +£ [л2 (и (Г+0) ) - / 2 (0)]. (3.7) 
о

На управление и (/) накладываются два ограничения-

о ^ и с о ^ и ^ ,

'^С/пр. (3.8)
а Ldg (и (1+в))
¿1 <1/

Физический смысл этих ограничений состоит в следующем. Пер­
вое ограничение показывает, что входное напряжение не может 
быть больше напряжения в сети, к которой подключен двигатель. 
Далее, при резких изменениях входного напряжения и (/) возможны 
резкие скачки напряжения на индуктивности, которые могут приве­
сти к пробою обмотки возбуждения. Чтобы избежать этого, необ­
ходимо наложить второе из ограничений (3.8), где постоянная в пра­
вой части определяется напряжением пробоя 1/щ, обмотки возбужде­
ния.

Таким образом, задача оптимального управления поворотом 
вала электродвигателя может быть сформулирована так: перевести 
вал двигателя из начального положения х  (0)=хо в конечное поло­
жение х  (Т )—х 1 так, чтобы функционал (3.7) имел наименьшее 
значение и в процессе вращения постоянно выполнялись ограниче­
ния (3.8).

Поставленная задача является достаточно сложной. Поэтому 
часто пользуются упрощенной моделью, в которой полагают Ь = 0. 
Тем самым одновременно понижается порядок уравнения (3.3) 
и упрощается функционал (3.7), в котором пропадает второе слага­
емое, а в первом слагаемом вместо {(t)= g  (и Ц+в)) можно напи­
сать просто и (/), поскольку в силу уравнения (3.1) имеем Л/(*)= 
=и (/). Кроме того, становится лишним второе ограничение (3.8). 
Упрощенная задача имеет вид

х  (0 = к 3и (/), к3 = Ы ~1Л ~1,
х  (0)=х0, х  (Т )= х и (3.9)

т

А  («) =  |  И2 ( 0  <1/, 0 < И  (0 < С /т и . 

о
Интересным для теоретического исследования является вопрос 

о связи решений задачи (3.3), (3.7), (3.8) и задачи (3.9). Можно ли
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считать, что при достаточно малом .£<>0 решения этих задач будут 
близки? Пусть в задаче (3.9) найдено оптимальное управление ис­
ходной системой (3.3). Какая ошибка в значении функционала (3.7) 
при этом допущена? Эти и другие подобные вопросы рассматрива­
ются в теории возмущений задач оптимального управления, ряд 
задач из которой рассмотрен ниже.

В случае задач (3.3), (3.7), (3.8) и (3.9) положение осложняется 
тем, что малый параметр Ь  служит множителем при старшей 
производной в уравнении (3.3). Такие задачи называют сингулярно 
возмущенными. Оказывается, что не всегда решения сингулярно 
возмущенных (при Ь > 0) и порождающих (при Ь  = 0) задач близки 
между собой. Особый интерес представляет определение условий, 
при которых такая близость имеет место. Первые исследования 
сингулярно возмущенных уравнений были выполнены в работах 
академика А. Н. Тихонова. Различные задачи управления для син­
гулярно возмущенных систем рассматривались многими авто­
рами*.
2. Оптимизация характеристик ядерных реакторов**. При констру­
ировании и эксплуатации ядерных реакторов встречаются различ­
ные оптимизационные задачи, которые можно разбить на две боль­
шие группы.

К первой группе относятся динамические задачи, в которых 
необходимо оптимизировать некоторые временные характеристики 
ядерных реакторов. Такова, например, задача об оптимальном 
выжигании ксенона-135 и т. д.

Ко второй группе принадлежат пространственные оптимизаци­
онные реакторные задачи, такие, как максимизация мощности реак­
тора при ограничении плотности потока нейтронов, оптимальное 
размещение поглотителя в реакторе и т. д.

Наконец, имеются задачи смешанного пространственно-времен­
ного типа, например задача оптимизации выгорания ядерного го­
рючего.

Приведем более детальные постановки задач об оптимуме мощ­
ности реактора и об оптимизации ксеноновых переходных процес­
сов.

Задача об оптимуме мощности реактора. Рассмотрим упрощен­
ную модель реактора, которая весьма близко описывает свойства 
реальных энергетических реакторов с газовым охлаждением (рис. 
3.2). Правильная решетка заполняет весь заданный объем реактора.

♦Дончев А. Возмущения, приближения и анализ чувствительности в оп­
тимальных системах управления. — М.: Мир, 1987; В асильева А. Б ., Дмитриев 
М. Г. Сингулярные возмущенна в задачах оптимального управления. — В кн.: 
Математический анализ (Итоги науки и техники, т. 20). — М.: ВИНИТИ, 1982.

••Рудик А. П. Оптимизация физических характеристик ядерных реакторов. — 
М.: Атомиздат, 1979; Рудик А. П . Ядерные реакторы и принцип максимума 

Понтрягина. — М.: Атомиздат, 1970.



Г-0
в) В узлах решетки расположены

каналы с твэлами (тепловыде­
ляющими элементами). Изме­
няя конструкцию твэла, можно 
менять количество ядерного 
горючего и в твэле, т. е. изме­
нять концентрацию ядерного 
горючего в единице объема ре­
актора. Ограничимся только 
одномерными задачами — о 
плоском, цилиндрическом или 
сферическом реакторе. Кроме 
того, рассмотрим одногруппо­
вое приближение, при котором 
учитываются нейтроны только 
одного типа. Это приближение, 
с физической точки зрения, 
справедливо для реакторов 

с хорошим замедлителем, работающих на тепловых нейтронах, или 
же для реакторов на быстрых нейтронах, когда тепловые нейтроны 
практически отсутствуют.

Обозначим пространственную переменную через г  и будем счи­
тать, что 2 = 0  соответствует центру реактора, а г —Н — его гра­
нице. При этих предположениях для плоского реактора плотность 
нейтронов N  (г) удовлетворяет уравнению

Рис. 3.2. Упрощенные модели ядерных ре­
акторов: а) — плоский реактор; б) — ци­

линдрический реактор

ё 2ЛГ (г) 

¿г2 Ьа (и) N  (г)=0. (3.10)

Примерный эмпирический график коэффициента а2 (и)> 0 изобра­
жен на рис. 3.3, его конкретный вид зависит от конструкции реак­
тора, однако в окрестности точек /  или II  эту зависимость можно 
считать линейной, т. е.

а2 (и)= а+Ьи .

Граничные условия для уравнения (3.10) имеют вид

<1ЛГ

(3.11)

лг(0) = # ш
ЛЫ= 0; М (Н )=р, -

■о <1г
(3.12)

Выберем нормировку так, что N — = 1. Управление должно удовлет­
ворять ограничениям

0 ̂  1̂щш ̂  Цщджч (3.13)

где Цщп, определяются конструкцией реактора, в частности 
количеством прутков урана в канале.



Оптимизируемый функционал а 2(и )  

IV имеет смысл мощности, снимаемой 
с единицы объема реактора. С точно­
стью до постоянной его значение опре­
деляется соотношением

Ч и
W = \u ( z ) N ( z ) d z .  (3.14)

Рис. 3.3. Эмпирический график
Действительно, вероятность захва- коэффициента а (и)

та нейтрона ядерным горючим пропорциональна произведению 
концентрации нейтронов N  (г) на концентрацию горючего и. Каж­
дый захват нейтрона вызывает деление урана, сопровождающегося 
выделением постоянного количества теплоты. Следовательно, об­
щая тепловая мощность реактора пропорциональна интегралу в вы­
ражении (3.14).

Часто приходится учитывать теплотехнические ограничения, 
сводящиеся к требованию ограниченности температуры или же 
тепловыделения во всех точках реактора. Эти ограничения можно 
записать в виде

и (г)ЛГ(г)< /7, (3.15)
или в виде

г

и (z)N  (г) +  J и ( у)  Л Г ( 5 ) Л у < / 7 2. (3.16)
о

Итак, постановка задачи о максимуме мощности реактора за­
ключается в следующем: найти такое распределение ядерного горю­
чего и (г), удовлетворяющее ограничениям (3.13), (3.15), чтобы мак­
симизировать мощность IV реактора (3.14), где N  (г) есть решение 
задачи (3.10) — (3.12).

Для цилиндрического реактора задача о максимуме мощности 
имеет вид

1 * Г * Щ \  + аг
г ёг |_ йг J

(и)Л(г) = О,

N (0) = Nшл, “  = 0, ЛГ(Д) = 0,агл
W = ^ N  (г)и (г)г<1г-»тах,

о
Можно рассмотреть также задачу об оптимизации мощности 

реактора в двухгрупповом приближении. Обозначим через N  (г)



плотность нейтронов в тепловой группе, а через и (г) — плотность 
нейтронов в замедляющей группе. Тогда, если размножение проис­
ходит только в тепловой группе и не происходит захват нейтронов 
в замедляющейся группе, двухгрупповые уравнения для плоского 
реактора можно записать в виде

— + (и) N  (г) —п (г),
¿г3

(3.17)

ёг2 г х

Здесь г — квадрат длины замедления, не зависящий от управления; 
к (и) — коэффициент размножения, зависящий от управления. В ка­
честве управления выбирают либо величину «1 (г), пропорциональ­
ную концентрации ядерного горючего, либо величину и2 (г), пропор­
циональную концентрации специально вводимого в реактор погло­
тителя. При этом обычно полагают

а2 (щ)=а+Ьии к  (и,)а2 (щ)=г\ии м, ть<и1<и,т„

либо
а2 (и2) = а+Ьи2, к  (и2)а 2 (и2)=г1, и2тт̂ и 2^ и 2тшх-

Требуется выбрать управление так, чтобы максимизировать пол­
ную мощность реактора, пропорциональную интегралу

и

N  (г) и (г) (к->тах,
о

при теплотехническом ограничении N  (г) и (г) ̂ р 1.
Задача об оптимизации ксеноновых переходных процессов. Среди 

разнообразных продуктов деления урана-235 (235и) образуется не­
стабильный изотоп ксенон-135 (13 Хе). Влияние 135Хе на работу 
ядерного реактора обусловлено тем, что он имеет большое сечение 
захвата тепловых нейтронов и поэтому его присутствие в реакторе 
подобно наличию поглотителя нейтронов. При эксплуатации ядер- 
ных реакторов одной из наиболее часто встречающихся задач упра­
вления является перевод реактора с одного уровня мощности на 
другой, например его остановка для проведения каких-либо работ. 
В начале процесса количество 135Хе в реакторе резко возрастает, 
а затем он самопроизвольно распадается в течение 1,5—2 сут. Все 
это время реактор непроизводительно простаивает. Возникает про­
блема, которая называется проблемой ксенонового отравления реак­
тора. Это приводит к задаче нахождения такого способа остановки 
реактора, при котором не происходило бы ксенонового отравления,



т. е. к задаче оптимального управления переходными процессами 
образования 135Хе.

Сформулируем эту задачу более подробно. Схема образования 
и распада 1Э5Хе имеет вид

е^ ^ 15![9!7 ^ 11!х е 13!4 ,^ , , !с52 ^ л ^ 1„ ва
135и + л  I  И Д Д

>135с=210«лет (1Д (3.18)

Р Р

Цифры над стрелками указывают время жизни соответствующих 
изотопов. Вероятность верхней цепочки реакций весьма высока: 
У) =0^06, а нижней цепочки уг= 0,003. Таким образом, в основном 
135Хе образуется из 1351. Обозначим через Ху (/) и х2 (/) кон ц ен трации
1351 и 135Хе в момент /, а через и (/) — управление, под которым 
удобно понимать среднюю плотность тепловых нейтронов в реак­
торе. Считается, что концентрация ядерного горючего в процессе 
управления не меняется. Тогда имеют место следующие уравнения:

¿1 (0=  -Л|Х|(0+У1*|И (/); (3.19)
х 2 (о = ¿1*, (/)—Х2х 2 (/) +  у2а {и (г) — а2и (/) х 2 (/).

Здесь Хи Х2, уь у2, «7ь Сг — некоторые величины, которые при 
сделанных допущениях можно считать постоянными

Уравнения (3.19) имеют простой физический смысл. Первое 
уравнение описывает изменение количества атомов 1351 во времени: 
член Х&х — количество исчезающих в единицу времени из-за /?- 
распада атомов иода (Х\ обратно пропорционально времени жизни 
1351, равному 7’= 9,74; член у ¡а ¡и (/) — количество 1351, образу­
ющегося за счет деления ядерного горючего (у, = 0,06 — вероят­
ность верхней цепочки реакции в схеме (3.18), с, — макроскопичес­
кое эффективное сечение деления ядерного горючего, постоянное 
в силу предположения о постоянстве концентрации ядерного горю­
чего). Аналогично, для второго уравнения член Х\Х\ показывает 
количество 135Хе, образующееся за счет /¡-распада 1351; член 
—Х2х2 учитывает /?-распад 135Хе; член у20 \и(I) — прямое возник­
новение 135Хе при делении 235и  согласно нижней цепочке реакций 
в схеме (3.18); член —о2и(¡)х2(оп и сы вает  выгорание 135Хе за счет 
реакции, связанной с захватом 135Хе тепловых нейтронов.

Начальные условия для уравнений (3.19) обычно задаются в со­
ответствии с физической постановкой задачи. Пусть требуется, на­
пример, перевести реактор с заданного уровня мощности И ^, на 
конечный уровень ^<« = 0. Уровень мощности \УЫЧ при п о ст о янно й  
концентрации 235и  однозначно определяет поток нейтронов и



Далее, подставляя это значение в уравнение (3.19) и полагая 
*1 (0 = *2 (0 = 0, найдем х, (0) и х2 (0). Кривая £ на рис. 3.4 дает 
изображение зависимости х х (0) и х2 (0) от концентрации 235и, т. е. 
от <Т\ (в качестве единицы измерения принято 1016 см-2).

Терминальные значения х { (Т) и х 2 (I ) определяются аналогично 
из условия 1¥хая = 0. Кривая О на рис. 3.4 изображает зависимость 
XI (7), х 2 (7) от начальной концентрации 1351.

Будем считать, что минимизируемый функционал имеет вид
т

J  (и) = ̂ [а + Ь и (0]<1/. (3.20)

о

Еще раз отметим, что в силу постоянства концентрации 23 5и  выде­
ляемая энергия IV (0 пропорциональна и (0- При различных значе­
ниях а и Ь получаем следующие задачи: 

задача на быстродействие (а=  1, Ь=0)', 
задача на минимум выделения энергии (а = 0, Ь= 1); 
задача на максимум выделения энергии (а= 0, Ь= — 1); 
задача на минимум отклонения энергии от максимально воз­

можной (а= и ^х , Ь= — 1).
Другие задачи оптимального управления ядерными реакто­

рами можно найти в приведенных в сноске на с. 119 кни­
гах А. П. Рудика.
3. Оптимальное управление космическими аппаратами. Разнообраз­
ные и интересные задачи возникают в ракетодинамике и космонав­
тике при управлении космическими аппаратами. Важность опти­
мального управления в космонавтике в значительной мере обуслов­
лена жесткими весовыми ограничениями. Известно, что вывод 1 кг 
на орбиту требует 30—50 кг топлива, поэтому необходимо осуще­

ствление таких маневров в космосе, 
при которых используется минималь­
ное количество топлива. Таким обра­
зом, решение различных оптимизаци­
онных задач в космонавтике является 
технически необходимым и экономи­
чески оправданным.

Многочисленные задачи опти­
мального управления КА можно 
условно подразделять на несколько 
групп. В одну группу входят те зада­
чи, в которых КА можно рассматри­
вать как материальную точку и ис­
пользовать уравнения движения типа

Рис. 3.4. Начальные и конечные 
условия в задаче оптимизации к се­

ноновых переходных процессов



а

(2.2). К этой группе относятся задачи о подъеме 
ракеты на максимальную высоту, о выводе ракеты 
в заданную точку, о прилунении и т. д. В другую 
группу входят те задачи, в которых КА рассмат­
ривается как твердое тело и описывается уравнени­
ями Эйлера (2.3). Это в основном задачи стабилиза­
ции или поворота КА. В ряде задач приходится 
учитывать упругие свойства КА или таких его ча­
стей, как антенны, солнечный парус и т. д. Такие 
задачи составляют еще одну группу. Наконец, удоб­
но выделить в особую группу навигационные зада­
чи, связанные с осуществлением космических пере­
летов Земля — Луна, Земля — Марс, изменением 
орбиты и т. д.

Вертикальный подъем ракеты на максимальную 
высоту (задача Годдарда). Пусть ракета с начальной массой то со­
вершает взлет по вертикали Оу (рис. 3.5). Благодаря сгоранию 
топлива масса ракеты т (/) изменяется по закону т (/)= — и (0 , где 
и (() — секундный расход топлива. На ракету действуют сила тяже­
сти Р —т (t)g, сила лобового сопротивления О и сила тяги Р — ри (/). 
Предположим, что сила б имеет вид О, — Су ((), где V (0 = у . Будем 
предполагать, что параметры С и / ?  — постоянные, зависящие от 
конструкции ракеты, и рассматривать ракету как материальную 
точку. Тогда второй закон Ньютона приводит к уравнениям движе­
ния ракеты (уравнениям Мещерского)

о
Рис. 3.5. Верти­
кальный подъем 

ракеты

. 0и(О-б • ,лу = -----------g, у  = у, т =  - и  (/). (3.21)

Начальные условия для задачи (3.21) имеют вид 

у  (0)= 0, у(0) = 0, т  (0)=/Ио. (3.22)

Конечные условия таковы: момент Т  не задан, но
у (Т) = 0, т (Г) = т1. (3.23)

Задача Годдарда состоит в выборе такого управления и (I), чтобы 
максимизировать высоту подъема ракеты, т. е.

7  (и)=  У (Т)-*тах. (3.24)
Таким образом, поставленная задача (3.21) — (3.24) есть задача 

Майера с нефиксированным моментом окончания движения.
Задача о мягкой посадке на Луну*. Рассмотрим задачу о прилуне­

нии КА. Пусть прилунение происходит по вертикальной прямой- На

•Летов А. М. Математическая теория процессов управления.— М.: Наука,



Луне отсутствует атмосфера, поэтому мягкая посадка может быть 
обеспечена только реактивными двигателями, что повышает требо­
вания к точности управления двигателями.

Сохраняя обозначения задачи о вертикальном подъеме ракеты, 
запишем уравнения мягкой посадки в виде

у = у, у = — - * Л|м = - и  (/) (3.25)
т

с начальными условиями у  (0)=>0, у(0)=уо, т(0)=то.
В некоторый конечный, заранее не заданный момент Т  должны 

выполняться условия у  (Т )= О, V = (7 )=0. В уравнениях (3.25) gя есть 
ускорение свободного падения на Луне, равное 1,62 м/с . Требуется 
выбрать управление и (/). имеющее смысл секундного расхода 
топлива, так, чтобы минимизировать затраты топлива на посадку, 
т. е.

/  (и )= 1щ —т (7)-чпГ (3.26)

при ограничении

0<и (0<«т«- (3.27)

Задача о прилунении (3.25)—(3.27) очень похожа на задачу Год­
дарда (3.21)—(3.24). Однако указанная модель приводит к управле­
нию, которое трудно реализовать на практике. В самом деле, пусть 
найдено оптимальное П-управление иот (/) в задаче (3.25)—(3.27). 
Это управление состоит из двух этапов:

свободное падение от момента /= 0  до момента /=/1 при
м«гг(0 = 0;

торможение на отрезке [*ь 7] при ыопт (/) = Мш»-
Такое П-управление на практике дает плохие результаты. Пусть 

момент включения тормозного двигателя не совпадает с (и 
что в действительности всегда имеет место. Если /д,< /1, 
то КА остановится на некоторой высоте над Луной, а затем улетит 
от нее. Если же > /ь то скорость при посадке не будет нулевой 
и мягкой посадки не произойдет. Момент зависит от начальной 
высоты у  (0) и начальной скорости V (0), его точное определение 
требует весьма точного определения значений у  (0), V (0), что невоз­
можно.

Поэтому система мягкой посадки усложняется. Кроме основ­
ного тормозного двигателя в нее включаются двигатели 
малой реактивной тяги. В этом случае назначение основного тор­
мозного двигателя состоит в обеспечении программного движения 
в задаче



2,= 22, ;

^ (О )= г10, г2 ( 0)=г2о, г3 (О)=гзо, ^ ( 7 ) = г 11> 0 , 22(7 )= 221> 0 , (3.28) 
У (со)=г3 (0 ) - г 3 (7)-+шГ, 0 ^ ш (/)<

Здесь 2ц и г2] — некоторые малые, заранее заданные величины. 
Управление со (() обеспечивается основным тормозным двигателем.

Второй контур управления обеспечивается двигателями малой 
тяги. Введем возмущенные переменные у и у 2, уъ, { так, чтобы
У—г1+у1, \= г 2+у2, т = г3+у3, и=а)+£. Для возмущенных перемен­
ных в первом приближении получаем уравнение

Начальные условия для уравнений (3.29) определяются точностью 
выполнения программного движения (3.28). Можно считать, что 
начальные условия представляют собой произвольные величины ую, 
У тя, Д’зо, удовлетворяющие условию

В качестве минимизируемого функционала в задаче (3.29), (3.30) 
естественно взять функционал, описывающий точность выполнения 
условий мягкой посадки:

•Л (О = (*11 +У1 (ТО)2 -I-а4 (г2| + у2 (ТО)2 +  а*у \ (7’,)-»шГ> (3.31)
0 < { (0 <«п-,.

Здесь Т\ — заранее не фиксированный момент мягкой посадки,
а, — относительные весовые коэффициенты, Я  — величина, опреде­
ляющая точность программного движения.

Отметим, что в задаче (3.29)—(3.31) необходимо найти С-управ- 
ление £ = £ (уи у2, у 0 . Важно также то, что задачи (3.29)—
(3.31) и (3.28) не являются независимыми и должны решаться со­
вместно. Обычно на решение обеих задач выделяется общий ресурс 
топлива б, т. е. должно выполняться условие

Кроме того, точность выполнения программного движения опреде­
ляет величину Я  в неравенстве (3.30) и минимальное значение ^  (£), 
т. е. значение скорости при мягкой посадке.

По описанной выше схеме 3 февраля 1966 г. была произведена 
первая в истории мягкая посадка советской автоматической стан-

Сш с  .
У1— Уг> Уг-------¡-.УэН— & У э= —£■ (3.29)

аО'ю+агУм+аз^зо^Л2. (3.30)

(Т  ^|)+{щ1ж (7*1 — 7) < 2 -



Рис. 3.6. Мягкая посадка на Лу­
ну космической станции «Луна- 
9»: / — высота 8300 км, ориен­
тация по лунной вертикали; II  — 
высота 75 км, включение основ­
ного тормозного двигателя;
III — высота 150 м, включение 
малых ракетных двигателей;
IV  — высота 5 м, касание Луны

штыревым датчиком

пии* «Луна-9». Скорость соударе­
ния с Луной, которую нужно бы­
ло погасить при посадке, состав­
ляла 2600 м/с. Схема мягкой по­
садки станции «Луна-9» изобра­
жена на рис. 3.6. На высоте 
8300 км за час до прилунения 
станция была сориентирована по 
лунной вертикали и падала на Лу­
ну до высоты 75 км. На этой вы­
соте за 48 с до посадки по коман­
де от радиовысотомера был 
включен основной тормозной 

двигатель. На высоте около 150 м основной двигатель был выклю­
чен и включены малые ракетные двигатели, которые обеспечили 
скорость посадки в 4 — 7 м/с. На высоте 5 м специальный штыре­
вой датчик коснулся лунной поверхности, в результате чего эластич­
ная оболочка, в которую была заключена станция, надулась сжа­
тым газом из баллонов. Подпрыгнув несколько раз, станция оста­
новилась, оболочка распалась на две части, которые были отброше­
ны в сторону, и «Луна-9» оказалась на лунном грунте в районе 
Океана Бурь.

Основные результаты ■ формулы главы Ш
Общая постановка задача оигвмалыюго уиравленш включает: 
уравнения эволюции системы ¿(»)—/( / ,  х, и); 
минимизируемый функционал (критерий качества)

¿о (‘о, х  (<0), и. Т, х  (*))-► т !-;М
ограничения на траекторию

1} (»0, * (Го), И. т, х  (Г))<0, У -1......яц;
*1 (*о> *(<о), Т, х  (Г))«О, ] - т  1 +  1, •••, ">г\

♦Левантовский В. И . Механика космического полета в элементарном изло­
жении. — М.: Наука, 1980.



*(№($)

I
т

] Ч ( » . м(/))<1/<0, у-1.....пц,

Т

<(0)а/-о, у—л»з+1.....пи.

г

Задача Лаграяжа: / о - | *0 (I. •*('). и(0) /̂.

Задача Майера: 70“ <?о (Г. *  (7)). 
т

Задача Больца: /о“  | " 0 , •*(<)» “ (0)<1<+<Ро(7’, дс(7)).

Задача быстродействшя: / г0(/, х(г), н(0)“ 1-
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ГЛАВА IV

КЛАССИЧЕСКОЕ ВАРИАЦИОННОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ 
В ЗАДАЧАХ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ

В этой главе изучаются необходимые условия локально оптималь­
ного в сильном смысле экстремума в задачах без ограничений на 
управление. Сначала устанавливаются необходимые условия для 
задач со свободным правым концом траектории. Затем приводит­
ся правило решения рассматриваемых задач в общем виде, кото­
рое позволяет изучить ряд частных случаев.

§ 1. ЗАДАЧИ СО СВОБОДНЫМ ПРАВЫМ КОНЦОМ 
И ФИКСИРОВАННЫМ ВРЕМЕНЕМ

1. Основные предположения. Установим необходимые условия оп­
тимальности в задаче управления системой

х  (/), и (*)), х (/о)=*0, Т, (1.1)
xeRK, ueRm,

с критерием качества
J (u ) = (p (x(2"))->inf. (1-2)

Моменты начала движения t0 и его окончания Т, а также начальное 
положение х 0 заданы. Предположим, что непрерывные функции

/  it, х , и) : Ri х RK х Rm-+RH, q> (х): RH-*Ri

непрерывно дифференцируемы по х и и. Производные функции /  (/, 
х, и) будем обозначать соответствующим нижним индексом:

f  ч 8f ( ‘ > X, и) d f(t, X, и) д<р(х)
f x (t. X, и) = ---- ------ , /„ (t, X, и)—---- ------. <рх (х) = ——.

ох ди дх»
Напомним, что f x — матрица размера п х и с элементами 

Щ О . х . и )  . .
---------- , где г, 7= 1, ..., п (г — номер строки, j  — номер столбца),

дх,

а (рх (х) — вектор-столбец с компонентами----- , где i=  1, ..., п.
дх,

Будем предполагать, что функция /  (/, х, и), а также f x (t, х, и) 
и <рх (х) удовлетворяют условию Липшица по (х, у), т. е. существует 
постоянная С> 0 такая, что хдля любых teRi, х, yeRn, и, veRm 
выполнены следующие неравенства:

1f i t .  х , и )- f ( t ,  у, v)| < С (|х— + |м—v|),
1fx it, х , u ) - f x it, у, v)|< С ( |x -y | + |u-v|), (1.3)

\<Px ix )- (p x (y)|<c \x -y \.



В задаче (1.1), (1.2) управление и (0 ищется в классе непрерывных 
функций.
2. Формула Коши. Рассмотрим систему линейных уравнений

х (0 - А  (0 х  (0, хеД,. (1.4)

Квадратная матрица А (/) размера л х п имеет кусочно-непрерывные 
ограниченные элементы. Обозначим через X  (/) фундаментальную 
матрицу системы (1.4), т. е. матрицу, столбцы которой представля­
ют собой любые п линейно независимых решений уравнения (1.4). 
Матрица Коши г  (*, з) системы (1.4) определяется равенством

г ( / , 5) =  ЛГ(0 ^ " 1(л')- (1,5)

Решение линейного неоднородного уравнения

х (0 = А  ( 0 * (0 + /(0. *(/о)=х0, О-6)
где/  (/) — кусочно-непрерывная ограниченная функция, выражается 
следующей формулой Коши:

х ( о = г  о , 10)х 0+ г о ,  * ) /№ * .  (1.7)

При этом оказываются полезными следующие свойства матри­
цы X  0, я)'.

дИ Ь Л = А  (,)2Г (Л 5), д1 ± А = (Л 5)а(1!)}
81 &

г  (*, о = г - 1 (/. 5), 82 5) = - 1 (/, 5) л  (0, (1-8)
г  (*, 5) г  (5. *0=2 (/, *0-

Справедливость соотношений (1.7), (1.8) вытекает из определе­
ния (1.5) матрицы Коши. Отметим, что для постоянной матрицы 
А (/)= В  матрица Коши X (г, 5) имеет вид

г(/,л )= ехр  [В 0 -5 )] . (1.9)
Ниже используется неравенство Коши — Буняковского в следу­

ющем виде. Для любых двух скалярных функций х  (0  и у  (О, 
интегрируемых с квадратом на отрезке [/0, 7], справедливо неравен­
ство Коши — Буняковского

Т т т

0 *ИО:н(О1<1̂  х 2(/)с1̂  ^ у 2 (.у)с1̂ .  (1.Ю)



3. Необходимые условия оптимальности. Введем следующее обозна­
чение:

Н  (/, х, и, ф)=ф'/(1, х , и). (1.11)

Теорема 1.1 (необходимые условия оптимальности). Пусть 
ио (0  — оптимальное И-уравнение в задаче (1.1), (1.2), а Хо (/) — 
соответствующая ему траектория х 0 (*)=/(/, х0 (/), щ (/)), 
Хо О о)= х0. Тогда

дН
ди 4 (0= Ни 0 , Хо(0, ио(0, Ф (0)=о, Т. <1Л2>

“о(0
Здесь ф (/)еЛ„ есть решение задачи Коши

Ф (0=  ~ Н Х (/, ХоО), Ио(/), ^(0), Ф (Т)= ~(рх {хо (Т)). (1.13)

□  Рассмотрим любое непрерывное управление V (/), 
Определим траекторию у  (0 системы (1.1), соответствующую упра­
влению «о (0  +  V (/):

У (0 = /  0 . У О), «о (0 + V (0), У (* о)=Хо, г0 < / < Г.

Оценим изменение А ({)=у(1)—Хо (0 оптимальной траектории, вы­
званное изменением оптимального управления на величину у(/). 
Ясно, что

/

Д (0 = (5. У СО, иа (0 + У (5) ) - / ( 5, Х0СО, Ыо СО)] ¿5.

'о
Отсюда и из условия Липшица (1.3) следует, что

*
|Д (0 |< с |(|А(5)| + |у (5)|)(15.

'о
Значит, в силу леммы Гронуолла — Беллмана (см. § 6 гл. I) 

имеем
г г

|А (01 < ес(,"'о) |  |у (5)1 (15< С, |  |У (5)1 (15. (1.14)

'о 'о
Здесь и далее через С, обозначены некоторые неотрицательные 
постоянные.



Оценим теперь изменение критерия качества (1.2), т. е. оценим 
разность Д /= /(ы о + у )-/ (щ). Учитывая (1.2), находим

АУ=9,'1 (х0 (7 ))А (7 )+ ^ 1, (1.15)
* . = [? , (*о (Т )+ вА  (Т))-<р'х (х0 (Т ))] А(7). (1.16)

Здесь и ниже через в обозначены некоторые числа из отрезка (0, 1). 
Из соотношений (1.14), (1.16) и условия Липшица (1.3) вытекает, что

М К С 2 (Тн*)|с1лУ. (1.17)

Преобразуем теперь первое слагаемое в правой части равенства
(1.15). Используя выражение (1.13), имеем

г

<р'х (х0 (Т))А(Т)=  — ф' (Т )А (Т )=  - 1 1  ( Г  (0 А (0 )^ =  

т 'о
= -  [ (ф’ (1)А (1)+ Г  (О А 

J
т 'о

= - ] * * ' (О Ш  у (О, И» (0 + у  ( / ) ) - / ( ' .  *<>(0, «о (/))]<!*+

'о г

+ 1  Я х (/, дсо (/), «о (0. Ф (0) Д (0

'о
Отсюда и из соотношений (1.11), (1.15) вытекает равенство 

г*
А /=  -  [Я ({, у  (0, «о (0 + V (0, Ф )~Н  (/, хо (0. “о (0, ^)] ̂ +

'о т

+ Н х (I, х 0 (0, щ (0, ^) А (0  <1* + ̂ ,. (1.18)

'о
Заметим теперь, что

Я  (/, >> (/), Ц> (0 + У (0, Ф)=Н  (Г. Хо(0» «о (0 +  У (0, ^) +
+Я* (/. х0 (/) + 0Д (0, м0 (0 + У (0, <А)А(/).



Поэтому равенство (1.18) можно представить в виде 
т

— j*[Н (t, хо (0, щ  (0+v  (t), ф ) - Н  (t, х 0 (О, Щ (/), ^]d/+

'° + N t + N2, ' (1.19)
где

т

N *~  ĴН * *°  ̂+ “° W + v ^)~

'° - Н 'х (/, Хо (О, Мо (0. *)]А (0 d/.

В силу равенства (1.13) и условий теоремы функция \ф (0| равномер­
но ограничена при O ^ t^ T .  Отсюда, а также из определения 
N2 и требования (1.3) вытекает, что

г

|ЛГ2|<Сз |( |А  (012 + |А (01 |v (01)d/. (1.20)

о
Используя неравенство (1.14), получаем 

т т т

|  |Д (01 |v (0|d/<C, |  |v(0| |v (i)| di^

'o 'o 'o
T T T

< C, |  |v (01 dt |  |v (s)I d , = C , [ |  |v (01 d/J2. (1.21)

0 'o
Аналогично в силу (1.14) имеем

т т

| |Д  (0 |2d K ( r - / 0) C ? U |v  W ldij2 (1.22)

'о 'очФормулы (1.20)—(1.22) означают, что 
 ̂ т

Ц* |v (OldfJ .m ^ C A  Jv (Old/ . (1.23)



Итак, для произвольной допустимой вариации v (/) оптималь­
ного управления щ (t) доказано основное соотношение (1.19) для 
приращения A J  критерия качества.

Положим теперь v (t)=eaj (t), где oi(t) — произвольное непре­
рывное управление, а параметр е>0. Тогда из (1.19) следует, что 

т

0<А /=  — j*Ну (t, Xq (/), щ (0 +0есо(0, \l/)eoj(t)dt+ Nl + N2. (1.24)

'о
Заметим, что в силу неравенств (1.17), (1.23) при v= e<d имеем
lim N\e~ 1 = 0, lim N2e~i = 0. Значит, поделив обе части (1.24) на е и пе- 
«-»0 «-»о
реходя к пределу при е-»0, получим

т

0< -  Г Н и (t, х 0 (О, Щ (0. ^)o i(t)d t.

Теперь, модифицируя основную лемму вариационного исчисления, 
заключаем, что последнее неравенство возможно только тогда, 
когда выполнено равенство (1.12). ■

4. Задача Больца. Рассмотрим задачу
х  ( 0 = /  0. х  ((), и (0), Т, х  (*о)=*о» (1.25)

г
/  («) =  ̂  (/, х  (0 , и (0 ) ¿и+ф (х  (7))-»тГ. (1-26)

'о
Здесь (0 и Т  — заданные моменты времени, а х^К„  — заданный 
вектор начального положения системы. Правый конец траектории 
х  (Т) свободен. Необходимые условия оптимальности в задаче
(1.25), (1.26) можно получить с помощью теоремы 1.1, восполь­
зовавшись описанным в § 2 гл. III способом сведения задачи Больца 
к задаче Майера. В соответствии с этим способом задача (1.25),
(1.26) эквивалентна задаче

*»+1 (0 =*Ч*. х  (0 , и (*)), х п+1 (/о) = 0, 
х  (/)=/(*. х  (0, “ (0). * (*о)=*о, (1.27)
хя+1 (Т) + (р (х (7))->М.

Необходимые условия оптимальности в задаче (1.27) сформулиро­
ваны в теореме 1.1. В рассматриваемом случае вследствие соот­
ношений (1.27), (1.11) функция Я  имеет вид



Н = ф ' (t ) f ( t , X, и)+фя+1 (t )F ( t , X, и).

Уравнение для вектора ф (/)еД, сохраняет прежний вид (1.12), 
а скалярная функция фя+\ (I) удовлетворяет соотношениям

фя+1 « )= -д Н /д х я+1 = 0, фя+1 (7)= — 1.

Значит, фя+1 (0 =  — 1. Поэтому

H ( t ,  х , и, ф)= —F (t, х , u)+i/r'(0 / ( i ,  х, и).
Таким образом, совокупность необходимых условий оптималь­

ности в задаче (1.2S), (1.26), которым удовлетворяют оптимальная 
траектория х 0 (t) и оптимальное управление щ (t), выражается соот­
ношениями

*о (0 = /(Л  (/), Щ (/)), хо (to)=Xo, (1.28)
Ф (0  =  ~fx it, Хо (0, Щ (0) Ф 0 )+ Fx (/, Хо (0, Щ (/)), (1.29) 

ф(Т)=-<рх (х0 (7)),

Л  0 , х 0 (I), Ц> (0) Ф ( t ) - F u if, Хо (t), щ (0)=0. (1.30)

Если решение задачи оптимального управления (1.25), (1.26) 
существует и единственно, то оно полностью определяется соот­
ношениями (1.28), (1.29). При этом построение оптимального упра­
вления состоит из следующих шагов:

1°. Решают уравнение (1.30) относительно щ и определяют фун­
кцию Щ = Щ (t, ф (t), Хо (0 )-

2°. Подставляют найденное выражение и0 в уравнения (1.28), 
(1.29). В результате получается двухточечная краевая задача от­
носительно неизвестных х0 (t) и ф (/).

3°. Решают полученную краевую задачу и определяют функции 
времени х 0 (t) и ф (t). Подставляя найденные функции х0 (/), ф (/) 
в формулу, определяющую оптимальное управление, получают 
программное оптимальное управление щ (t).

Реализация изложенного метода в конкретных случаях сопряже­
на с многочисленными трудностями, связанными, в частности, с не­
обходимостью решать краевую задачу (1.28), (1.29), с большой 
размерностью систем, с их нелинейностью и т. д.*

Кроме того, необходимо иметь в виду, что для доказательства 
оптимальности полученного таким образом управления следует 
установить существование решения исходной задачи оптимального 
управления и единственного решения краевой задачи (1.28), (1.29),

•Ч ерноусько Ф. Л ., К олм ановский В. Б . Вычислительные и приближен­
ные методы оптимального управления. — В кн.: Математический анализ. (Итоги 
науки и техники, т. 14). — М.: ВИНИТИ, 1977.



в которой вместо и подставлено щ (/, ф (0. *о (0)- Численная ре­
ализация изложенного метода будет рассмотрена в гл. ХУ.^

Вместе с тем в некоторых важных случаях описанный метод 
может быть эффективно осуществлен. Один из таких случаев — 
управление линейной системой с квадратичным функционалом — 
рассмотрен в следующем параграфе.

§ 2. ОПТИМАЛЬНОЕ УПРАВЛЕНИЕ ЛИНЕЙНЫМИ СИСТЕМАМИ 
С КВАДРАТИЧНЫМ ФУНКЦИОНАЛОМ

1. Необходимые условия оптимальности. Линейно-квадратичная за­
дача, ниже для краткости называемая ЛК-задачей, состоит в мини­
мизации квадратичного функционала

Моменты времени (0 и Г, а также начальное положение хь заданы. 
Предполагается, что матрицы А  ((), В  (/), И2 (0> (0 соответст­
вующих размерностей имеют кусочно-непрерывные элементы, 
причем

Напомним, что матрица N ^ 0 ,  если х 'Ы х ^  0 для любого вектора 
хеЯщ, и N > 0, если х % > 0, для любого хеК я, хфО.

Для определения оптимального управления в ЛК-задаче (2.1),
(2.2) используем установленные в § 1 необходимые условия оп­
тимальности (1.28)—(1.30). В рассматриваемом случае они заданы 
уравнениями (2.2) и соотношениями

т

на траекториях линейной системы
х  (0  = А ( 0 х  (О + В  (0 и (/), 1фо, Т\, хеД,, меД„; 
х  (*о)=*о. (2.2)

о, лг2 (0 > 0, (0 > 0. (2.3)

Н  (I, X (/), и (0, Ф (/))= - х ' ( 0 ^ 2  (О х ( 0 -

- и ’ ( о ъ  (0и ( 0 + Ф '(0[А ( 0 х  ( 0 + в  (Ои (01

—  = ф (0=  - А '  (0 Ф (0 + 2^2 ( 0 х  (0,
дх

ф ( П = - 2 Ъ х  (Т), (2.4)

— = Д '(0*(0-2Л Г ,(0и(0  = 0.
Я«.ди



В силу условий (2.3) функционал (2.1) является выпуклым по и. 
Используя это, так же как и в конечномерном случае, можно 
показать [18], что соотношения (2.2), (2.4) выражают не только 
необходимые, но и достаточные условия оптимальности.

2. Построение оптимального управления. Для определения опти­
мального управления с помощью необходимых условий (2.2), (2.4) 
применим описанный в § 1 метод.

1°. Из уравнения (2.4) следует, что оптимальное управление 
щ  определяется формулой

Uo=-2 N r l (t)B '(t)iK t). (2.5)

2°. Подставим выражение (2.5) в (2.2), (2.4). В результате полу­
чится краевая задача для оптимальной траектории х0 (t) и вектора 
сопряженных переменных ф (t):

x 0(t)= A  (0 *о (/)+^ Bi (0Ф (0,
Хо (to) =  Xo,

ф ( t ) = - А '(()ф (t)+2N 2 (t)хо (t), (2.6)
ф (Т )=  - 2 N xxü (T),
Bx ( t )= B ( t)N ï '( t )B '( t ) .

3°. Для решения краевой задачи (2.6) будем искать функцию 
ф (t) в виде

ф (/)= -2 Р  (0*о (0, (2.7)

где симметричная матрица Р (t) подлежит определению. Продиф­
ференцируем обе части равенства (2.7) по t:

i , ( t ) = - 2 [ P ( t ) x 0 (t)+ P (t)x 0 (t)].

Заменим здесь производные ^ и ^ в  соответствии с равенствами
(2.6), а затем подставим вместо ф (t) выражение (2.7). Получим

- A '  (t) ф (t) + 2N2 (t)x 0(t)= - 2 [ Р  (t)xo (0  +

+ P ( t)A ( t ) x 0 (t) + 1- P ( t ) B l W ( t ) ] ,

[P (t) + A ’ (t) P ( t)  + P  (t) A (t) — P (t)Bi (t) P (t) + N2 (0 ]*o (0 = 0, 
P (T ) xo (T )= N xXo (T).

Последние равенства будут выполнены для любого вектора х0 (t), 
если



P (t)+ A ' (t)P  Сt)+ P (О A  (О- P  ( 0 Bl ( i)P  (f) + N2 (0=0, (2.8) 
P(7)=JV,.

Уравнение (2.8), служащее для определения матрицы Р  (0, назы­
вается матричным уравнением Риккати. Оно играет важную роль 
в теории ЛК-задач управления.

После того как матрица Р  (0 определена, оптимальное управле­
ние в силу равенств (2.5) и (2.7) выражается формулой

«о (0= - N r 1 (0 В' (f)P  (0 *о (0. (2-9)
Кроме того, как будет показано в гл. VI, минимальное значение 
критерия качества (2.1), соответствующее управлению (2.9), опреде­
ляется соотношением

min J  (u) = J  (и0)= х  '0Р (t0) х 0. (2.10)
U

Таким образом, построение матрицы Р  (t) позволяет полностью 
решить задачу управления (2.1), (2.2).

Отметим еще, что управление (2.9) получено в виде С-управле- 
ния, т. е. в виде функции времени и фазовых координат. В самом 
деле, обозначая реализованное значение оптимальной траектории 
Хо (0  через х, получим, что оптимальное управление системой, 
находящейся в состоянии х  в момент /, имеет вид

ц, (t. х)=  -ЛГ,-1 (Ii)B ' (t)P  (0х. (2.11)

3. Матричное уравнение Риккати. Рассмотрим некоторые свойства 
матричного уравнения Риккати (2.8).

1°. Решение уравнения (2.8) существует и единственно при всех 
t<  Т.

Локальное (т. е. принадлежащее некоторой окрестности точки 
Т) существование и единственность задачи (2.8) являются очевид­
ным следствием общих теорем существования решения задачи Ко­
ши для обыкновенных дифференциальных уравнений. Значительно 
труднее доказательство того, что решение задачи (2.8) определено 
при всех t< T . Эта трудность связана с тем, что уравнение (2.8) 
содержит квадратичную нелинейность Р  (0 В\ (0 Р  (0- Не всякое 
уравнение с квадратичной нелинейностью имеет решения, продол- 
жимые на всю ось. Например, скалярное уравнение

у  ( 0 = 1 + У 2 (0 , у  (0)=0
имеет решение у  (l) = tg t, которое обращается в бесконечность при 
/=  ±п/2  и поэтому непродолжимо за точку / = я/2  как вправо, так 
и за точку /=  — п/2 влево. Однако специальная структура уравнения
(2.8) позволяет установить продолжимость решений на полуось 
t ^ T .



P  (0 +л2= 0, р  (7)=Ль blt щ, л2> 0. (2.12)

Решение уравнения (2.12) не может пересечь прямую р  (0=0. В са­
мом деле, если в точке t= t t< T решение пересекает прямуюр  (0 = 0, 
то должно бытьр  (/])=0 ир  (/,)>0. Но тогда уравнение (2.12) в этой 
точке /, нарушается. Решение р  (t) не может также пересечь прямую
p ( t ) = V b ïb u  поскольку на этой прямой —Ь\р2 (0 +л2= 0, а всюду 
выше этой прямой —Ь\р2 (0+л2<0. Таким образом, решение урав­
нения^. 12) всегда заключено в следующих пределах: 0</>(0 <
<VW*i, Т. Значит, р  (0 не может уходить в бесконечность для 
конечных значений t в отличие от решений уравнения (2 .12).

Используя близкие по идее рассуждения, Р. Калман доказал, что 
решения уравнения (2.8) определены при всех f < Т.

2°. Решение уравнения (2.8) неотрицательно, т. е. Р  (0^0 . Из 
соотношения (2.10) следует, что

x'oP ( t ) x o= J(uo)>0, (2.13)

поскольку всегда функционал J  (ы)^ 0. В соотношении (2.13) момент 
/0< Т, а также х0 могут быть выбраны произвольно. Это и означает, 
что Р  (0 ^0 .

3°. Пусть N 2 (0=0 и N t>0. Тогда уравнение (2.8) интегрируется 
в явном виде.

Уравнение (2.8) при N2 (0 = 0 называется уравнением Бернулли 
и имеет вид

Р  0t)+ A ' (t)P  (t)+ P  (t)A  ( 0 - P  (05, (t)P  (0=0,
(2.14)

P ( T ) = N lf N t> 0.

Рассмотрим матрицу D (t)—P ~ l (t). Так как

J  (P - 1 ( 0 P { t) )= P "  (0 P  (0 + P - 1 (0 * (0 = 0 , df

то D (0 =  — P -1  (t)P  (f)P ~ l (0- Умножая уравнение (2.14) слева 
и справа на Р ~ 1 (t), получим, что матрица D (0 является решением 
линейного уравнения

Ù  (t ) - D  (t)A ' (0 - А  (0 D (0+ 5 , (0=0,
(2.15)

D (T )= N r 1.
Непосредственной подстановкой в (2.15) можно убедиться, что ре­
шение представимо в виде



Здесь матрица Коши 2  ((, л) определяется соотношениями (1.5) 
и (1.8). Из (2.16) и (1.8) следует, что

Формула (2.17) показывает, что условие ЛГ| >  0 не является необ­
ходимым для ее справедливости. Достаточно лишь потребовать, 
чтобы матрица в квадратных скобках в (2.17) была невырождена.

4°. Формула для решений задачи (2.8) при произвольной матрице 
N2 (0- Выведем теперь формулу для решений задачи (2.8) при 
произвольной матрице ЛГ2 (/), используя матрицу Коши (/ (/, я) 
размера 2л х 2л. Рассмотрим систему 2л линейных уравнений

Найдем матрицу К  (О такую, что К (Т )= И Х и х 2( 0 = К  (0*1 (0 при 
всех Т. С учетом уравнений (2.18) получим

[¿(0+Л '(0 к (  о+ к{ 1)А  (0 -  к  (о в 1 (о к ( 1)+ N2 (0] х, (о=о.

Последнее равенство возможно при любом Х\ (0, если выражение 
в квадратных скобках равно нулю при всех Таким образом, К  (0 
удовлетворяет уравнению (2 .8) и тому же начальному условию 
К  (7 )= # ,, что и Р  (0- В силу свойства единственности (см. п. 1 ) 
заключаем, что К  (¡) = Р  (0-

= 2 ' (Т, 0  Г/+ЛТ, [ г  (Т. *)В, (5)2 ' (Т, 5)(Ы 1 N ,2  (Г, 0- (2.17)

х, ( 0 = А  (0 х , ( 0 - в  ( 0 * 2  (0 , * .е Л л/ 

х г (0=  - ^ 2  (0*1 ( 0 -  А ' (0 *2(0 . *2еД,;
* 2  (7)=Л^1*1 СГ).

(2.18)

*2(0= -^2 (0*1 (0~Л'(0*(0*> (0= 
=¿(0*1 (0+* (0[^ (0*1 (0-Д  (0^(0*1 (/)]•

Отсюда следует, что



Представим матрицу (? (/, я) в виде четырех блоков размера 
л хл:

На основании формулы Коши (1.7) решение системы (2.18) можно 
записать в виде

Сравнивая эти две формулы и учитывая, что х, (7) произвольно, 
получаем

р  (0 =  [<?2. (/, Т) + С22 (/, Т )Щ  [С„ (/, Т) + Оп (/. 7) ЛГ,]“ 1.(2.20)

Представление (2.20) решения задачи (2.8) справедливо при условии, 
что матрица во вторых квадратных скобках в (2.20) является невы­
рожденной.

Упомянем еще об одном способе получения соотношения (2.20). 
Положим Р  (О = 0 (/) а (О-1, где а (/) и р (/) — квадратные матрицы, 
подлежащие определению. Дифференцируя, с учетом (2.8) получим

Умножим обе части этого выражения справа на а и слева на 
а/?-1 =  (/?а-1)-1. Тогда решение уравнения (2.8) можно найти, если 
матрицы а и /? определить с помощью соотношений, аналогичных

Записывая теперь общее решение этих уравнений с помощью фор­
мулы Коши, приходим к представлению (2.20).

5°. Метод последовательных приближений. Рассмотрим после­
довательность симметричных матриц Р, (/) (/> 1), введенную с по­
мощью рекуррентных формул

(2.19)

Х1 (О—̂ п (*» Т)Х1 (Т )+ в 12 (*, Т )х2 (Т), 
х 2 (/) = ( ? 2 1  (/, Т)Х\ (7 )+ (?22  (Л Т)Х2 (Т).

Следовательно,
*2 (0 =  (&21 (*, Т)+0-22  (/, 7) N 0X 1  (7), 

х2 (/) =  Р (0*1 (0 = Р  (0 (<?.. ('. 7) + (?12 (л 7) #,) X, (7).

р (0 а " 1 (0  — ра~16их~1 = Р  (0 =  - А 'Р - Р А + Р В 1Р - Ъ  = 
= - А 'р а - 1- р а - 1А  + р а -1В1р а -1- Ъ .

(2.18):
а = А а -В ф , р = - А ' Р - ^ а ,  а (0)=/, Р(0) = Ы1.

Р0 (0  + А ’ (1)Р0 (0+Ро (0 ^  (0+^2 (0=0, Ро (7)=лг„
д  (о+л; (0Р/ (о+л (ол, (о+р,-. (о 5, (од., <о+лг2 (о=о,

Р, (T)=N¡, А, (0 = А  ( 0 - В ,  (0Л -, (0, «'= 1, 2......  (2.21)



1

Используя формулу Коши и уравнения (2.21), заключаем, что
г

Р, ( 0 = |  ^  (и 5) [Р,_, {5)В, (5) Р,_, (5)+Ы2 (5)] IV, 0 , 3)<Ь+

+ Г , (/. Т) ЛГ, к  0 , 7), »> 1. (2.22)
Здесь ¡V/ — матрица Коши решений однородного уравнения у  (()= 
= — А, (0 у  (0- Из соотношения (2.22) и аналогичного представления 
для матрицы Р0 (0 следует, что все Р, (0^0. Положим (£,=Р ,+1 — 
—Р,. Тогда на основании (2.21) при »>2 получаем уравнения

(0 в , (0 е ,_ .(0 = 0.
Q i(T )= о.

Отсюда и из формулы Коши вытекает, что 
т

а  (0=  -  Г г ' ,  ('. з) е*-! со*. (5) (5) IV, (5 ,7 )л*.

Последние равенства означают, что все матрицы О,, (0 ^ 0 , т. е. 
0< Р( (0 <-Р/-1 (0 ПРИ 1̂ 2. Таким образом, {Р, (0} представляет 
собой невозрастающую последовательность неотрицательно опре­
деленных матриц, т. е. Р,+ \ — Р/<0. Можно доказать, что последо­
вательность {Р, (0} имеет предел Р (0>0 при 1-*со, причем сходи­
мость Р, (0 -*Р (0 является равномерной на каждом ограниченном 
интервале времени. Значит, переходя к пределу при 1-»оо в интег­
ральном тождестве, соответствующем уравнению (2 .21), заключа­
ем, что матрица Р (0 есть решение задачи (2.8). Итак, для прибли­
женного решения уравнения Риккати (2.8) достаточно определить 
решение линейного уравнения (2 .21), которое выражается формулой
(2.22). Обозначим через ||Р|| норму матрицы Р, равную корню 
квадратному из суммы квадратов элементов матрицы Р. Тогда 
справедлива оценка

тах  IIР (0 -Р /  (011 -
10 ■ И

4. Скалярный случай [4]. Рассмотрим в качестве примера задачу 
управления вида (2.1), (2.2) с постоянными коэффициентами а, Ь, 
Ы2>0, N ,> 0, ЛГ,>0:

х  (0= ах 0) + Ьи (0, 0 < /< 7 ’, х(0) = х0, (2.23)
т

/(и )  =  ЛГ,х2 (7) +  |  ( Ъ х 2 (0 +  ЛГ3ы2 (0)<1/.



В этой задаче оптимальное управление щ (/) в соответствии с равен­
ством (2.9) вьфажается формулой

В силу формулы Коши (1.14) и соотношения (1.16) получаем, что 
оптимальная траектория х  (;) имеет вид

Скалярная функция Р  (/) определяется как решение задачи (2.8), 
принимающей в рассматриваемом случае вид

Р ( 0 = г  \N ir~1—а + р —( ^ г ~ 1 —а —р)а(0]~1 [(/?+а) (М1г~ 1-а + р )+

Полученные выражения для Р  (*) и оптимальной траектории х  (/) 
позволяют исследовать их вид при различных значениях парамет­
ров.

На рис. 2.1 изображены оптимальные траектории х  (/) для 
а= — 1, #1 =  0, N 2= 1, Т  =  1, х  (0) =  1 при значениях г=о_2ЛГ3, равных 
100; 1; ОД и 0,02. Видно, что скорость убывания траектории х  (0 
к нулю существенно зависит от величины г, характеризующей сто-

«6 (0 — ЪМ3- , Р ( 0 * ( 0 , 
где х (*) — решение задачи Коши:

х (0 = (а -г~ 1Р (/))х (0 , х  (0)=хо, г —Ь~гМъ.

о

р  (/)= - N 2- 2аР  (0 +  г“ 1? 2 (0, Р  (Т>=ЛГ,. (2.24) 
Отсюда, разделяя переменные и интегрируя, получим

+ (0 -а ) (# ,г  *-а-Д )а(/)], 
а (/)=ехр [ -2 0  (Г -/)], ^ а г + ^ ~ К

1 *
Рис. 2.1. Переходные процессы 
в задаче (2.23) в зависимости от гв задаче зависимости от г

Рис. 2.2. Зависимость решения 
уравнения Риккати (2.24) от г



Рис. 2.3. Оптимальное управление в за­
даче (2.23)

Рис. 2.4. Зависимость решения ура­
внения Риккати (2.24) от времени 
управления: N 1 —0 — нижние участ­

ки; АТ] — 1 — верхние участки

имость управления (множитель N 3) и эффективность управления 
(множитель Ь~2).

На рис. 2.2 изображены графики решений уравнения (2.24) при 
г= 1; 0,5; 0,1; 0,02. Видно, что для * < Т — 3/?/2 функция Р  (/) близка 
к постоянной, равной ЛГ2(/? —а). Последнее означает, что при

Т — Зр/2 управление системой (2.23) осуществляется с почти по­
стоянным коэффициентом усиления обратной связи.

На рис. 2.3 изображены графики оптимального управления при 
г=1; 0,1; 0,02. Видно, что с уменьшением стоимости управления^ 
уменьшением N3) или с увеличением его эффективности (с увеличе­
нием Ь) оптимальное управление стремится к дельта-функции, т. е. 
принимает импульсный характер.

Из рис. 2.4, где представлена зависимость решений задачи при 
а=  -1 ; т— 1; Т=  1; 3; 5; 10 и М = 0; 1, видно, что, как и выше, для 
К Г —3/?/2 функция Р  (/) близка к постоянной ЛГ2/(/?—а).

На рис. 2.5 изображены оптимальные траектории при а=  1, 
х  (0)=1, N 1= 0, N 2= 1, Г=1 для г= 100; 2; 1; 0,5; ОД; 0,05. Исходная

Рис. 2.5. Зависимость оптимальных 
траекторий от параметра г

Рис. 2.6. Зависимость решения ура­
внения Риккати от г



система (2.23) при ¿>=0 неустойчива. Видно, что при малых ресурсах 
управления (т. е. больших значениях г) управление слабо влияет на 
траектории системы.

Наконец, на рис. 2.6 приведены графики P it)  при а=  1, N , - О, 
7 = 1 и г=2; 0,5; 0,2; 0,05.

5. Оптимальное управление намоткой провода [13]. На рис. 2.7 
изображен механизм для намотки провода. Электродвигатель вра­
щает катушку, на которую наматывается провод. Во избежание 
обрывов провода или его провисания скорость намотки должна 
поддерживаться постоянной. Во время намотки диаметр катушки 
увеличивается, что приводит к увеличению момента инерции катуш­
ки g (t). Для поддержания постоянной линейной скорости намотки

v (0 =v0 необходимо во время 
намотки уменьшать угловую 
скорость со (t) так, чтобы

г (t)a)(t)= v (t)= v0. (2.25)
Уравнение 
имеет вид

шИ)

Электродвигатель вращения катушки
V(t) пробод

Рис. 2.7. Механизм для намотки прово­
да: 1} (() — напряжение на электродвигателе; 
<о (<) — угловая скорость катушки; г (/) — ра­
диус катушки с проводом; V  (/) — линейная 

скорость вамотхи провода

\g  (t)СО (/)] = sU (t)  — \ff(0 (t).

(2.26)

В уравнении (2.26) использованы 
обозначения: и  (/) — напряже­

ние на входе электродвигателя; аг — коэффициент пропорциональ­
ности между вращающим моментом двигателя и его входным 
напряжением; ф — коэффициент трения вращения. Управлением 
в данном случае является и  (/), а регулируемой величиной — со (/), 
которую необходимо менять так, чтобы выполнялось условие
(2.25). Найдем зависимость г (/) и g  (/) от времени при постоянной 
скорости намотки у0.

За время /об, необходимое для намотки одного ряда провода, 
радиус изменится от г0 до г так, что

г2 ( и ) - г 1 = к у 0и , (2.27)
где к > 0 — некоторый коэффициент, характеризующий привод. Из 
равенства (2.27) при *об«1 получаем

г (0 = у/го+С1. (2-28)
Так как для круга радиуса Я момент инерции пропорционален 
Л4, то

* (0 = * (0 ) + С1[г4 (/)-г*(0)].



Номинальное значение со„ом (/) для угловой скорости определяется 
выражением <ояом (О= УоГ- 1 (/), а номинальное управляющее напря­
жение С/»», (0 есть

£/*,* ( О » -  Г г  С? (О "«о« (0) +  ф(о«м (О •в |_а* J

В теории устойчивости шном (/) и С/*,* (/) принято называть невоз- 
мущенным решением. Для возмущенных значений соответствующих 
переменных

х(0=* (0 [ю (0 “  ш— (01 и(0=и (0 -  ижм (/)
получаем уравнение

(0х (1 )  + геи0) .

Критерий качества, подлежащий минимизации, естественно вы­
брать в виде

т

/  (и) = | [(r(t)g -1 (О х (0)2 + ри2 (/)]<!*. Р > 0. (2.30)

о
Первое слагаемое в интеграле (2.30) пропорционально кинетической 
энергии вращающейся катушки, а второе — электрической энергии, 
расходуемой электродвигателем (см. § 3 гл. III).

Таким образом, задача оптимального управления намоткой про­
вода сведена к ЛК-задаче (2.29), (2.30) с переменными коэффициен­
тами. При этом С-управление, дающее решение задачи (2.29), (2.30), 
имеет вид . _

и ( 0 = - К ( х ) х ( 0 ,  К(0 = гср~1Р(0-
Здесь Р (0  есть решение уравнения Риккати:

P(t)-2фg~1 (0Р (0~^Р~1Р2 (0 = - г2 (О?-2 (0. Р СГ)=°- (2-31)

Уравнение (2.31) можно проинтегриро- 
вать численно. Возьмем следующие число­
вые значения параметров задачи (2.31): /5

* (0=0,02+66,67 [г*(0 - г 4 (0)] (кг м2), 

г (0=^0,01+0,0005/ (м),

* = * = о д ^ ,  Р = 0 , 0 6 ^ .  0^ - г - 1̂ 1Г  ге ,

На рис. 2.8 изображены графики опти- ^  2 8 оптимальный го- 
мального коэффициента усиления К  (0 в за- эффициент усиления К (/) 
висимости от времени ( ДЛЯ значений в задаче о намотке провода
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Т=  Ю; 15; 20 с. Видно, что оптимальный коэффициент усиления 
К  (/) ведет себя одинаково при разных Т  всюду, за исключением 
конечного участка времени.

§ 3. НЕОБХОДИМЫЕ УСЛОВИЯ ОПТИМАЛЬНОСТИ.
МЕТОД МНОЖИТЕЛЕЙ ЛАГРАНЖА

1. Метод множителей Лагранжа. Удобным и эффективным методом 
получения необходимых условий оптимальности в конечномерных 
задачах оптимизации и в вариационном исчислении является метод 
множителей Лагранжа. Используя понятие множителей Лагранжа, 
приведем необходимые условия оптимальности для следующей за­
дачи:

*  ( 0 = / 0 , х  (1), и (*)), хеЛ„, иеПт, /0^ / ^ Т ,

Л (¡0, X (/0), и, Т, X (7))-»ш£
4  ( к , х  (/0), и, Т, х  (Г )Н 0, 7= 1И, Щ,

■Л Оо, X (/о), и, Т, х  (7)) =  0, /=/и, + 1, ..., тг, (3.1)
г

Л = | Рк (/, X (о, и (1))<И+<рк Оо, X (/о), Т, X (7)), к = 0, ..., т2.

‘о

Пусть решение задачи (3.1) существует и имеет вид {/<,, Т, щ (*), 
Хо (/)}. Здесь щ  (/) — оптимальное управление в задаче (3.1); х^ (/) — 
оптимальная траектория; /0 и Т — неизвестные моменты начала 
и окончания движения.

Предположим, что функции / ,  Р, / х, / и, Рх, ср, ц>х непрерывны 
в некоторой окрестности (х0 ((), щ (/), I), 1ф0, 7], где Р=(Р0, ...

-̂ »ц)> ф — (.фо> •••» Фт -̂
Теорема 3.1. Пусть (/0, Т, щ (I), х0 (/)) — решение задачи (3.1). 

Тогда существуют такие не равные одновременно нулю множители 
Лагранжа Х = (Х$, Ля2), ф (0еЛя, причем ф (/) непрерывно дифферен­
цируема на [/0, 7], что справедливы соотношения: 

уравнения эволюции системы
Х о (0 = Т « ,х 0 (0 ,ио(ф ; (3.2)

уравнения Эйлера
ф (*) =  - /*  (г, х0 (/), мо (0 )Ф 0 )~ Р х (/, Хо(/), ио (/))* (3.3) 

условия трансверсальности
Ф Оо) =~(Рх Оо, х, Т, у) X, ф(Т) = <ру (10, х, Т, у) X (3.4) 

п р и х= х0 Оо), у=Хо(Т);



условия стационарности

- Л  (/. х0 (/), ио (О) ¿+Л ('. (/), мо (О Ж 0 = 0 ; (3-5)
условия на подвижные концы /0, Т  (учитываемые лишь в случае 

подвижных концов)
^  (/о, Хо (/о)» иь (*о))Я [<¡¡>1̂ (̂ о» Хо (¡о)} Т, Хо (2)) +

+ (̂ о> х, Т, у )хо (/о)] А=0, (3-6)
Р' (Г, хо (7), щ (7)) Я+[</>г (/0, х0 (/0), Г. *о (Т))+

+ <р;(/0,х . Т .у )х 0 (Т)}'1=0  (3-7)

при х = х 0 (10), У=Хо(Т)',
условия дополняющей нежесткости

Т

Яу У  % (/. х0 (0, ио ('))<*'+Ф; (/о, Хо (/о), Т, х0 (7 )^  = 0,

'о ;  = 1, ...,/и,; (3.8)

условия неположительности
А,<0, 1=0, 1, ..., /»1. (3-9)

Доказательство сформулированной теоремы см. в [2].
Отметим, что условие (3.6) следует учитывать, если варьируется 

момент /0 начала движения, а условие (3.7) — если варьируется 
момент Т. Если же какой-либо из моментов /0 или Т  является 
чяданным, то соответствующее условие (3.6) или (3.7) не учитывает­
ся. Кроме того, если Яо отлично от нуля, т. е. если Ао<0, то 
в качестве Ао можно взять любую отрицательную постоянную.

Условия (3.6), (3.7) удобно записать в терминах функции Я  (/, х,
и, ф), определяемой равенством

Я  (*, х, и, ф) = ф' (*)/(*. и) +  АТ (Г, х, и).

При этом условие (3.6) представимо в виде

Я  (Л х, и, ф)| = Я>, (/о, Хо (/о)» Т, х0 (7)).
'-'о

Условие (3.7) записывается в форме

Я  (/, х, и, Ф)\,шТ= —Л'фт (*о, х 0 (Iо), Т, хо (7)).

Здесь Я |,.г есть значение функции Я  при /=  Т.



Итак, для задачи управления (3.1) необходимые условия оп­
тимальности выражаются соотношениями (3.1) — (3.9).

Способ определения оптимального управления, основанный на 
использовании необходимых условий оптимальности, состоит из 
следующих шагов.

1 . Из уравнения (3.5) находят управление щ в виде функции 
времени *, траектории х0 (г) и множителей Лагранжа X, ф (/), т. е.

щ = щ  0, х 0 (/), ф (О, X).

2°. Подставляют это управление в уравнения (3.2), (3.3), (3.6) —
(3.9). Тогда для определения траектории х0 (/) и вектора ф (I) 

получают краевую задачу, образованную системой уравнения (1.1), 
(3-3), граничными условиями (3.4), (3.6), (3.7) и соотношениями (3.8),

3°. Строят общее решение х<> (0, ф (/) системы 2л уравнений
(1.1), (3.3). Это общее решение зависит от 2л произвольных постоян­
ных, а также от множителей Лагранжа X и двух моментов времени 
*о и Т.

Заметим, что соотношения (3.1) — (3.9) сохраняют свой вид при 
замене ф на Сф и Я на СХ для произвольной постоянной С>  0. 
Значит, число независимых компонент вектора АеЛ* +1 не превос­
ходит т2. Таким образом, общее решение системы (3*2), (3.3) зави­
сит от 2л + /и2+ 2  постоянных, для определения которых имеется 2л 
условий (3.4), два условия (3.6), (3.7) на подвижные концы /0, Т  и, 
наконец, т\ условий (3.8) и т2—тх равенств из (3.1). Следовательно, 
число условий, служащих для построения оптимального управле­
ния, совпадает с числом искомых постоянных.

Ниже, используя теорему 3.1, приведем вид условий оптималь­
ности для характерных задач управления.

Пример 3.1. Рассмотрим систему, состоящую из источника ЭДС, 
соединенного через сопротивление Я  с конденсатором емкости С. 
Требуется выбрать закон управления и (/) напряжением источника 
так, чтобы за заданное время Т  изменить напряжение х  (*) конден­
сатора от величины х0= х  (0) до величины х,=х (7) и при этом 
минимизировать энергию 7, диссишрованную сопротивлением. 
Уравнения задачи имеют иид

Л С х (0 = -х ( / )  + м(0, х(0)=хо, х (7 )= х ь
г

J = -  | (и (()—х (/))2с1/-»тщ. 
л  J и

о
Покажем, что оптимальное управление ид (/) и соответствующее 

ему изменение хь (/) определяются выражениями



Хо (0 = х 0 ^ 1 - ^  + х, р

Приведем решение, основанное на использовании теоремы 3.1. 
Имеем

Н  (.х, и, ф) = Ъ> — — + —  (и - х ).

Если бы Ао=0> то из условия дН/ди=0 следовало бы, что ^  = 0, т. е. 
вектор множителей Лагранжа (Ао, ф) — нулевой, что невозможно. 
Поэтому Ао<0; тогда можно положить ко= — 1. При этом из усло­

вия дН/ди=0 находим щ ( 0 = — Ф (0 + *  (0- Подставив это выраже-
^  27/  и _х  ф

ние в уравнение для ф (/), имеем ф (/)= —— = — 2 +-~~=0. Зна-
дх  л  а С

чит, ф (0 — постоянная, т. е. ф (¡) = ф0. Для определения ф0 подста­
вим щ (/) в уравнение для х  (/). Получим

ЯСх (0=  -X  ( 0 + ^  Фо+х ( 0 = ^  фо.

чАоТ’Интегрируя это уравнение, заключаем, что х 0 (Т) = х  1—хг+ ——
2лС

Следовательно, ф0=2ЯС2 11—5, Отсюда, используя уравнение для 
х и выражение для ыо, находим искомое решение.

2. Фиксированные начало, конец движения ■ начальное состояние.
В этом случае необходимые условия оптимальности выражаются 
теоремой 1.1. Утверждение теоремы 1.1 получается как следствие из 
общих необходимых условий оптимальности, сформулированных 
в теореме 3.1. Вектор к множителей Лагранжа сводится в данном 
случае к скаляру Л>, неположительному в силу условий (3.9). Поэто­
му уравнения (3.3), (3.4) принимают вид

Ф (0=  - / * 0 , х 0 (*). “о ( 0 Ж 0 - V *  ('. х0 (/), ц> (0), (З.Ю) 
ф(Т)=ко(рх (хо(Т)). (3.11)

Условие (3.4) приводит к соотношению

Л  (*. хо (0 , Щ (0) Ф (0 + V «  (*> х0 (0, “о (0) = 0. (3.12)
Так как моменты <0 и Г и начальное положение системы х (/0) 
заданы и фиксированы, а ограничения типа равенств и неравенств



из (3.1) отсутствуют, то остальные необходимые условия оптималь­
ности (3.6) — (3.8) не учитываются. Значит, для задачи (1.1), (1.2) 
необходимые условия оптимальности сводятся к существованию 
числа Ло< 0  и вектора ф (()еДт не равных одновременно 
нулю, для которых выполняются уравнения (1.1), (3.10), (3.11).

Заметим далее, что если Л>=0, то вследствие (3.10), (3.11) функ­
ция ф (/)= 0, что невозможно. Поэтому Л)<0, т. е. в качестве £  мо­
жно взять любую отрицательную постоянную. Положим Л<,= — 1. 
Тогда соотношения (3.10) — (3.12) переходят в доказанные ранее 
условия оптимальности из теоремы 1.1.

3. Фиксированные начало н конец движения, свободные начальное 
н конечное положения. Рассмотрим задачу управления системой (3.2) 
с заданными моментами (0, Т  и критерием качества

I — I р  X (0, и (0)<1/+<р (х (/о), х  (Т))-+М.

Начальное положение х  (/0) и конечное х  (7) свободны. Необходи­
мые условия оптимальности (3.3) — (3.9) принимают в данном 
случае вид уравнений (3.10), (3.12) и граничных условий

Ф Оо)= -Л )<Рх (х, у), ф (Т)=Ло<ру (.X, у),
Х = х 0 Оо), у= хо (Т).

Рассуждая так же, как и в п. 2, заключаем, что можно положить 
Л>— — 1. Таким образом, необходимые условия оптимальности 
в рассматриваемой задаче имеют вид

*0 (0= /(Л  *0 (0, щ (0). Т, (3.13)
Ф ( 0 =  - / *  (*. *0 ( 0 ,  Ио ( 0 Ж 0 + Р Х (/, Х0 (0 , и0 (0 ),

Ф Оо)=<Рх (X, у), х = х 0 (/о),
Ф (Т )= -сру (х, >0, У=Хо (7),

Л  0 . х 0 (0 . ио (0 ) ф 0 ) - Р и (/, х0 (0 , «о (0 )= 0.

4. Задачи с фиксированными значениями некоторых переменных со­
стояния в заданные моменты начала н конца движения. Рассмотрим 
ту же задачу управления,, что и в п. 3, но с заданными значениями 
некоторых компонент векторов х  ((0) и х  (7). При этом уравнения 
движения имеют вид (3.2) с критерием качества 7, моменты времени 
/о и Т  заданы. Кроме того, заданными являются ^  компонент х°,
*2..... вектора х  (/„) и д2 компонент х [, х 2, х \  вектора х  (7),
где целые числа д2 не превосходят п. 2



х,(/0) -х ? = 0 , /= 1, 9и ху( 7 ) - х /= 0 ,  ] = \ .... ?2. (3.14)

В силу ограничений (3.14) естественно считать, что функция (р в фун­
кционале /  зависит только от остальных значений фазовых коор­
динат, т. е. <р(х(/о)), х  (Г))=(р ( *  , (/0), х„(*о), х, + 1 (Г), . . .
—, хя (7)). Вектор множителей Лагранжа имеет вид Л.=(Л), % ..... А*, ),
где /И2= ? 1+ 9г, Л><0. Следовательно, необходимые условия оп­
тимальности (3.3) — (3.9) в данном случае можно представить 
в виде

*о ( / ) = / ( / .  *о (0 , «о (0). Т, (3.15)
Ф (0 = /*  (*. *о (/), и0 (¡))ф ( / ) - V .  (*. х0 (0,  «о (0),

Л (/. *о (0, «о (0Ж0+ЛЛ (л *0 (0, “о (0)=о,
причем выполняются условия трансверсальности

Ф1 (*о)= — А/. *=1» 9ь 
фj О о )=  -Ъ к Р х .« ^  ( х  (/о ), X ( Л ) ,  У=?1 +  1, .... П,

фк (7)=А#1+Ь *=1, ..., Я2, (3.16)
Ф/ (7 )= .Яофдг^г) (х (/0), х (7)), /= 9 2 + 1, П.

Пример 3.2. Рассмотрим одномерную задачу управления 
х (0  = ах (/) + «(/),

(3-17)

х (0) =  0, х (7) = 1, | “ 2 (0 <*/-ишп,
о

где а и Т  — заданные постоянные.
Необходимые условия оптимальности (3.15), (3.16) приводят 

к соотношениям
ф= —аф (/), — 2ЯоИ (1) — ф (0 = 0, (3.18)

ф (0)=-А „ ф (Т )= к 2. (3.19)

Если Л=0, то на основании (3.18) функция ф (0 = 0. Поэтому в силу
(3.19) постоянные ¿1 =  0, Я2=0, т. е. все множители Лагранжа (Яо, 
^1, ^2, Ф (0), одновременно равны нулю, что невозможно. Значит, 
в качестве Ао можно взять любую отрицательную постоянную. 
Положим Яо=—1/2. Тогда и(1) = ф (0 в силу (3.18). Отсюда и из



формулы Коши вытекает, что ф (1)=—Х\е ш= и  (/). Подставляя это 
выражение для управления и (0 в (3.17), находим

/

х  (/)= - Л  ^ е в</
о

Полагая здесь < = Г и  используя граничное условие х(7) = 1, по­
лучим

Формулы (3.20), (3.21) справедливы при любом а. В частности, если 
а= 0, то с учетом правила Лопиталя имеем и0 (/) = 1/7’, х  (0  =

5. Задачи с неопределенным моментом окончания движения. Рассмот­
рим задачу управления (3.1) для заданных начальных момента 
/0 и положения х  (/0) и свободных конечных момента Т  и положения 
х  (Т) со скалярным критерием качества

Здесь скалярные функционалы определяются равенствами

Необходимые условия оптимальности в задаче (3.1), (3.22) — (3.24) 
заключаются в существовании вектора А=(Яо, Лв2). ¿о< 0  и функ­
ции ф (ОеЛ., не равных одновременно нулю и таких, что справед­
ливы уравнения (3.2), (3.3) — (3.5), (3.7), в которых Е=(Е0, ..., ТЦ), 
<р=(<р0, <Рт2)-

Следовательно, оптимальное управление щ (/) имеет вид
/  л  а  “ в /  * аТ  - в Г ч _  1щ (0= 2ае [е - е  ] \ (3.20)

а соответствующая этому управлению траектория — вид

(3.21)

= //7’.

/ 0 (и, Т, х  (Т ))-*М (3.22)

при ограничениях вида
/, (и. Г, х  (Т))=0, 1= 1, ..., т2. (3.23)

т



б. Задача Чаплыгина. Предположим, у 
что в горизонтальной плоскости Оху 
движется самолет с постоянной скоро­
стью V, составляющей угол и с осью 
Ох. На самолет действует ветер, ско­
рость которого со постоянна и направ­
лена по оси Ох (рис. 3.1). Задача Чап­
лыгина состоит в выборе такого упра­
вления и (угла курса самолета или же уа 
направления оси самолета), при кото­
ром самолет, начав движение из точки о к0 л 
А (*о, Уо), облетит за заданное время
Т  фигуру максимальной площади 5. Рис- 31 • Чаплыгина

Обозначим текущие координаты самолета через х  (/) и у  (/). 
Тогда уравнения движения самолета, начальные и конечные условия 
имеют вид

дс=усовм—со, у = у ь т и , (3.25)
х  (0) = х  (Т )= х0, у  (0 )= у (Т )= у0. (3.26)

Площадь 5, облетаемая самолетом, определяется выражением
т

| ^  (0 )й * ^т а х .

Значит, в качестве минимизируемого функционала / ( и )  можно 
взять

Л и )- ■I[ху я т и - ; ' (у сое и — со)] ё/. (3.27)

Таким образом, задача Чаплыгина есть классическая вариационная 
задача типа Лагранжа.

Для ее решения, как это было изложено выше, построим 
функцию

Я = [Х У 8 Ш Ы  — у  (уС О вИ  — Сй)] + ф 1 ( у  с о е  ы — ш )  +  ф 2У  в ш  и.

Положим Х\ = —фи Я2= —фъ Тогда из уравнений (3.3) для сопряжен­
ных переменных ф1я ф 2 я условия стационарности (3.5) получаем

• дн



Из первых двух уравнений (3.28) следует, что ^  = у+ С 2, Х2= —х —
— Си Тогда из последнего уравнения (3.28) находим

Уравнения (3.25), (3.29) задают параметрически некоторую кривую.

менных вместо уравнений (3.25), (3.29) получим систему

¿ ,  + У Я П ф  — Ш = 0, У1 — УСО8<р =  0, ^ С О З ф  — Х1 8 Шф> =  0. (3.30) 

Из последнего уравнения (3.30) следует, что

Известно*, что уравнение (3.32) задает при ш<у эллипс в полярной 
системе координат с эксцентриситетом го/у, фокальным параметром 
С и большой осью, параллельной оси Оу. Определив постоянную 
интегрирования С из условий (3.26), получим, что максимальная 
площадь 5, облетаемая самолетом за время Т, такова:

(у+Сг) яп и+(х+С 1)со8ц = 0. (3.29)

Покажем, что эта кривая при со< у есть эллипс. Введем новые 
переменные Х1= х + С и У1=У + С2; <р=- + и. Относительно этих пере-

Х1 =  гсов<р, у 1 = гьт<р, гг = х \+ у \ . (3.31)

Дифференцируя (3.31) и используя (3.30), получим

= *! с о в р + й в п к ^ го со в « ^ - у\.
V

Интегрируя это соотношение, находим

Г = — у х + С=Г -  8Шф+С,
СО О)

V V

ИЛИ
с (3.32)г

* Бронш тейн И . Р ., Семендяев К. А. Справочник по математике для 
инженеров и учащихся втузов . — М.: Наука, 1986.



7. Максимизация скорости ракеты У 
в конце участка выведения ее на прямо- ь 
линейную траекторию [6]. Предполо­
жим, что ракета, рассматриваемая как 
материальная точка постоянной массы 
т, движется в плоскости Оху под дей­
ствием силы тяги F1=ma (t) (рис. 3.2).
Реактивное ускорение a (t) считается 
известной функцией времени, В про- 3.2. Вывод ракеты в гори/о- 
стеишем случас постоянной, т. с. нтальный полет
а (0 = а. Такая модель движения реаль­
ной ракеты оправдана, если масса ракеты в процессе движения 
изменяется незначительно ((гщ—п ц )« т 0), и массой ракеты можно 
пренебречь (g « a  (/)). Обозначим через vx (t) и v, (/) горизонтальную 
и вертикальную компоненты скорости ракеты, т. е. v,=x, vУ= у. 
В качестве управления выберем угол в (/) =  и между силой тяги 
FT и осью х. Движение ракеты описывается уравнениями

x = v x, y= v y, vx=ocosm, Vy=asinM. (3.33)
Задача состоит в том, чтобы за заданное время Т  перевести ракету 
на траекторию, параллельную оси Ох и отстоящую от нее на 
расстояние h, так, чтобы достигалось максимальное значение скоро­
сти. Иначе говоря, начальные условия имеют вид

* Ф)=У (0)=Vjk (0)=у,, (0) =  0. (3.34)
Конечные условия при заданном Т  имеют вид

у  (T)=h, vy (7 )= 0, х  (7) произвольно. (3.35)
Требуется выбрать такое управление в (/), чтобы максимизировать 
функционал:

J  (и) = v, (7)-ипах. (3.36)
На угол в= и  никаких ограничений не накладывается. Значит, сфор­
мулированная задача является классической вариационной задачей 
Майера.

Гамильтониан Н  в этой задаче записывается в виде 
Н =  \jf\a eos 0 + ф2а sin в +  ф3\ х+ ФаУу.

Для сопряженных переменных фj справедливы уравнения

Ф з = - Ф ь  Ф л = - Ф ъ  •Ái =  0 , ф2= 0 ,

откуда
Ф\ = Си Ф2 — С2, ф ъ ^- Q t + C u  

Фа — C2t +  С4.
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Из условия оптимальности 
дН
Зи

— —̂ 3sin«4-^4cos«=0

получаем, что оптимальное направ­
ление силы тяги выражается фор­
мулой

. а Фа - С 21+Са

<3-37>
о о,2 °‘‘4̂ /т0'6 °’Й 1’° Закон изменения направления тяги

(3.37) называют законом дробно-линей-*/т
Рис. 3.3. Оптимальное П-управ- ного тангенса.

ление Углом тяга Иопт Из краевых условий (3.34), (3.35)
следует, что ^ 1= 0, а Поэтому закон (3.37) принимает вид

1%и=\.%вй- а .

Величины 0О и С  определяются из двух граничных условий \ у (7)= 
=0, у  (7 )= А. На рис. 3.3 изображены программы управления углом 
тяги ы01ГГ в зависимости от параметра в0. В литературе рассмат­
риваются другие задачи проектирования систем наведения"1.

*
Основные результаты н формулы главы IV 

Задача Майера без ограничений на управлешае:

х  (0 =■=/(*. * (0. “ (0), х (/0)-*о>

<? (х (Т))-»ад
и

необходимые условия оптимальности: 
дН
------ 0, Н (I, X, и ,ф ) -ф ’(1)/0, X, и);
ди

ф ( ( ) = - Н х ((, х, и, ф), ф (Т)=-<рх (х (Г)).

Задача Больца без ограничений на управление:
х  (<)“ /(* . х  (/), и (/)), х  (10)=х0;

т

iF(t,  х  (0, и (t))dt+<p (x(7))-»inf;

*См., например: Ф едосов Б. А. Проектирование систем наведения. — М.: 
Машиностроение, 197S.



необходимые условия оптимальности: 
дН
—  -О , где Я  (/, х, и, ф)~ —F(i, х, и )+ ^ '(0 /(* . х, и); 
ди

ф ( О - - Н х (I, X. и, ф), Ф(Т)---- <рх (х (Г)).

Л а к Ь м с п д р и п ш  задача:

х ( 0 ~ Л  (l)x (t )+B  (0 и (О, 10< К Т .  х  о, 
т

/ 0- х '  (T)N\x  (7) + J*(х' (t)N2 (Ох (0 +  и '(0 ^3  (0«(0)d/, 

го
*1>0, N2(()>О, JV3(0>0;

оптимальное управление
и о ф ш - ы ?  (t)B‘ (t)P(t)xo(t);

матричное уравнение Риккати:

Р (0 -М ' 0)РО) + Р (1)А ( t ) -P( l )B  (l)N~l (t ) B ' (t)P (l)+N2 (0=0 ,
0<*<Г , P(T)=Ni.

Метод множителей Лагранжа. Пусть (<о, Т. щ  (0, х0 (0) — решение общей задачи 
оптимального управления (3.1) с фазовыми ограничениями и неизвестными момен­
тами начала и окончания движения. Тогда существуют такие не равные одновремен­
но нулю множители Лагранжа Л=(Хо,..., Ля ). Ф (ОеЛя, что справедливы соотноше­
ния: 2 

уравнения эволюции системы
*о (0 “ /  ('. *о (0. "о (0);

уравнения Эйлера

Ф 0)=  - Л  ('. хо (0, «о (0W (0--F* (*. х0 (0, ш (0U;

условия трансверсальности
ф (<0)=  -</>* (/о, х. Г, у)Л ф (Т)**(/>у (/„, х, Т, у)Х, х = х 0 Оо), У=х0 (Т);

условия стационарности
- f„ 0. х0 (0. «о (ОМ+Л (<. х0 (0, ч> (0) ^ ( 0 - 0 ;

условия на подвижные концы ¡& Т  (учитываемые лишь в случае подвижных 
концов)

F '  Оо, х 0 (Го), “о ('o ))-l-fo>/0 Оо, х 0 Оо), Т , хо (Л ) +

+<р'х ('о. X, Т. у)хо (/о)]'Я=0,

F'  (Г, х0 (7), ио (Г))Л+[«>г('(ь х0 Оо), Т, хо (Г))+ср‘,  (t<h х, Т, у )х0 (7)Г Л=0,
(/0), З'-хо (7);



Я  (г, X. и, ф) |,_«0-Л > ,0 (/о, *о (Го), Т. * 0  (Г»,

Н  (I. х, и, ф) |(_ г “  —Х'фт Оо> *о Оо)> Т, две (7));

условия дополняющей нежесткости 

Т

X/Ц* Р} (I, хо (О, «О (<))<!'+<*>/ Оо, х0 (<о). Г. *о (Г))^-0, 

'о
У-1 .... »1;

условия неположительности
¿/<0, у -0, 1, « 1.



ПРИНЦИП МАКСИМУМА

В практических задачах на множество управлений чаще всего 
накладываются некоторые существенные ограничения. Для этих 
задач установленные в предыдущей главе необходимые условия 
оптимальности, вообще говоря, непригодны. Необходимые усло­
вия оптимальности в таких задачах дает принцип максимума Пон- 
трягина, изучаемый в настоящей главе. При этом оказывается, что 
в модификации нуждается лишь условие стационарности, а все 
остальные необходимые условия оптимальности сохраняют свой 
прежний вид [1; 2; 8—10; 19—21].

§ 1. ЗАДАЧИ СО СВОБОДНЫМ ПРАВЫМ КОНЦОМ 
И ЗАДАННЫМ ВРЕМЕНЕМ

1. Задача Майера. Рассмотрим задачу управления
* (0 = /(* . ■*(*)» «(0). хеК», иеД*. х(10)=х0, (1.1)

Новым элементом в постановке задачи по сравнению с предыдущей 
главой является ограничение (1.3). Если множество I/ замкнуто 
и ограничено, то оптимальное управление, вообще говоря,, может 
принадлежать границе множества 17. В этом случае управление 
нельзя варьировать произвольным образом и, следовательно, мето­
ды классического вариационного исчисления неприменимы. Пред­
полагается, ч т о /и  (р удовлетворяют ограничениям (1.3)—(1.5) гл. 
IV, а оптимальное управление ищется в классе кусочно-непрерыв­
ных функций и (0- Так как значения и (0 в точках разрыва не 
влияют на величину критерия качества (1.2), то значение управления 
в точках разрыва можно доопределить произвольно. Для опреде­
ленности считается, что рассматриваемые управления кусочно-не­
прерывны справа, т. е.

Если ограничения (1.3) отсутствуют, то необходимые условия оп­
тимальности приведены в теореме 1.1 гл. IV. Наличие же ограниче­
ния (1.3) требует модификации условия (1.7) гл. IV указанной те­
оремы, поскольку оптимальное управление и (0  может лежать на 
границе множества и  и потому производная дН/ди, вообще говоря, 
может быть отлична от нуля. Необходимые условия оптималь­
ности, называемые принципом максимума Понтрягина, формулиру­
ются следующим образом.

J(u)=(p (х
и (0еи .

(1.2)
(1.3)

и (/) = Шп и (л), *е[/0, Т), и (Т )= и  (Г -0).
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Теорема 1.1 (принцип максимума Понтряпша). Пусть щ (/) — 
оптимальное управление в задаче (1.1)—(1.3), а ль (/) — 
соответствующая ему оптимальная траектория. Тогда щ (/) удов­
летворяет условию максимума

шах Н  (*. х 0 (/), и, ф ( /))= # (/, дсо (/), «о (0. Ф Ш  л  4)
иеи у '

Здесь гамильтониан Н  определяется равенством

Н  (*, х (/), и (0, Ф (0)= Ф ’Ш 0 .  х  (0, и (/)),
а вектор сопряженных переменных ф (/) является решением 
задачи

Ф  (0 =  ~  Дс 0 .  х 0 (0, Мо (0, ^  (0). Ф ( Т ) =  ~<РХ (х0 (Т)).

Замечание. По сравнению с необходимыми условиями оп­
тимальности в классической вариационной задаче управления 
(теорема 1.1 гл. IV) в принципе максимума Понтрягина заме­
нено только условие стационарности дН/8и=0 на условие 
максимума (1.4). Все же остальные условия остаются без изме­
нений.

□  Доказательство данной теоре­
мы вплоть до формулы (1.24) гл. IV 
дословно повторяет доказательство 
теоремы 1.1 гл. IV. Изменения в до­
казательстве, обусловленные ограни­
чением на управление (1.3), касаются 
дальнейших рассуждений. Приведем 
их. Возьмем произвольный элемент 
и еи  и моменты времени ( и /+е на 
отрезке [/0, Т\, где е>0. Обозначим 
через V (л) игольчатую вариацию упра­
вления (рис. 1.1), задаваемую фор­
мулой

Рис. 1.1. Игольчатая вариация V (̂ ) =  — Мо (г) + и, V (х)=0,
управления Лфо, Щ /. /+£].

Отметим, что ц, (0 + у (ОеС/. Тогда из (1.19) гл. IV
(подобно выводу (1.24) гл. IV) следует, что

« + «
0 < А 7 = - |  у (5 )< к + К + Ъ ,

г

у (Г) = Н  (/, Хо (/), и, ф (0) - Н ( ! ,  х 0 (/), Мо (0, Ф (0)-



Здесь слагаемые N 1 и N2 выражаются формулами (1.16) и (1.19) гл.
IV. Используя неравенство Коши — Буняновского, оценки (1.17) 
и (1.23) гл. IV слагаемых N 1 и N 2 и выражения для вариации V, 
заключаем, что при некоторой постоянной С >0 справедливо нера­
венство

/+« «+•
+ |у (0 |сЬ^ <еС |  |у (дг)рЛу.

I /
В силу сделанных предположений Н  есть непрерывная функция 
своих аргументов. Поэтому с учетом кусочной непрерывности упра­
вления щ (/) найдется столь малое е> 0, что функция у (/) непрерыв­
на при ле[/, / + е]. Значит, при некотором 0е[О, 1] получим

у (5) 65=67 (I+ ве).

Отсюда и из выражения для АI  следует, что
/+«

—еу О + ве) + еС I \у (л:)|2 <1̂ , е > 0 .I
/

Разделив обе части полученного неравенства на е и перейдя к пре­
делу при £-»0, заключаем, что у (/)<0. Так как элемент иеЦ является 
произвольным, то соотношение (1.4) установлено при /е[/0, Т). По­
добным же образом устанавливается справедливость равенства (1.4) 
и при ¡=Т, если положить V (5) = и — щ  (*), Т — и  у ( у )  =  0,

■
Отметим, что в условиях доказанной теоремы Н  (Л х0 (/), ио (0> 

ф (()) как функция времени / непрерывна, поскольку независимо от 
того, является ли управление непрерывным или имеет скачок, значе­
ние функции Н  в любой момент времени одно и то же и равно левой 
части выражения (1.4).

2. Задача Больца. В качестве следствия из теоремы 1.1 приведем 
необходимые условия оптимальности в задаче управления системой
(1.1) с ограничениями (1.3) и с минимизируемым функционалом

/  (ы)= Р0 (/, лг (/), и (0)<11 + (р (х (Г))-*М . (1.5)



Моменты времени i0 и Г, а также начальное условие х  (t0)= x,fiRn 
заданы.

Подобно выводу необходимых условий в теореме 1.1 гл. IV, 
заключаем, что имеет место следующая теорема.

Теорема 1.2. Пусть щ (/) — оптимальное управление в задаче
(1.1), (1.3), (1.5), а х 0 (0 — оптимальная траектория. Тогда суще­
ствует такой вектор ф (/), удовлетворяющий уравнениям

ф (/) =  —Нх (t, х й (0, щ (0, Ф (0). to ^ K T ,
ф (Т)= -< рх (хо(Т)), (1.6)

что справедливо условие максимума
max Н  (t, х 0 (/), и, ф (t))= H  (t, х0 (/), щ (/), Ф Ш  С1-7)

ueU

где функция Н  определяется равенством
Н  (t, х  (t), и, ф (0)= ф ' (t ) f ( t , х  (0, и)- F 0 (t, х  (/), и). (1.8)

Отметим, что максимум функции Я  (/, х0 (/), и, ф (t)) в левой 
части условия (1.7) вычисляется по параметру ueU при фиксирован­
ных значениях остальных аргументов t, х0 (t) и ф (/).

Построение оптимального управления в задаче (1.1), (1.3), (1.5) 
проводится так же, как в классической вариационной задаче управ­
ления, с той лишь разницей, что управление исключается благодаря 
использованию соотношения (1.7). Таким образом, указанный ме­
тод состоит из следующих шагов:

1°. Определяют управление щ (t, ф (t), jc0 (/)) из уравнения (1.7).
2°. Подставляют найденное управление щ в равенства (1.1), (1.6) 

и решают полученную краевую задачу относительно Xq (/) и ф (/)■
3°. Подставляют найденное значение Хо (t), ф (t) в выражение 

для «о- В результате применения этого метода получается П-управ- 
ление щ (t). Как и для задач без ограничений (1.3), полученное 
П-управление является оптимальным, если решение исходной зада­
чи управления (1.1), (1.3), (1.5) существует, а решение краевой задачи 
в п. 2 единственно.

Пример 1.1. Рассмотрим задачу оптимального управления ска­
лярной системой с постоянными коэффициентами а и b

х  (t)= ax  (it) + bu (i), O ^ i ^ T ,  х  (0) = 0 (1.9)
с критерием качества

г

/ =  J [ x2(/)+ m2 (0]di-»min. (1.10)



Решение задачи (1.9), (1.10), очевидно, есть щ  (0 = ° и х о (0 =  0. 
Установим его также и с помощью принципа максимума. Функция 
Н  в силу равенства (1.8) в рассматриваемом случае имеет вид

Н =ф  (0 [ах (t)+bu  (01 -х2 ( 0 - м 2 (0- (111>

Условие (1.7) с учетом (1.11) дает щ=Ьф (0/2. Уравнение (1.6) для 
сопряженной переменной ф (0 принимает вид

ф (t) = 2x  (0 -а ф  (0, Ф (Т) = 0. (1.12)

Подставим в (1.9) вместо и выражение ф (0/2. Тогда для определе­
ния траектории Хо (/) и функции ф (0 получаем краевую задачу, 
образованную уравнением (1.12) и уравнением

* (t)= ax  (0 + Ь2ф (0/2, х (0) = 0. (1-13)

Решением краевой задачи (1.12), (1.13) является х 0 (0 = 0, ф (0 = 
= 0, т. е. щ (0 = Ьф (0/2=0.
3. О решениях уравнений принципа максимума. Предположим, что 
решение задачи оптимального управления Майера (1.1) — (1.3) (или 
Больца (1.1), (1.3), (1.5)) существует и, кроме того, принципу мак­
симума удовлетворяет только одно допустимое управление. Тогда 
это управление и является оптимальным. Отметим, однако, что 
в общем случае принцип максимума представляет собой лишь 
необходимое условие оптимальности, а не достаточное. Иными 
словами, траектория х  (0 и управление и (0 могут удовлетворять 
всем условиям принципа максимума, но не быть оптимальными. 
Рассмотрим соответствующие примеры.

Пример 1.2. Пусть х  (ОеЛ, удовлетворяет уравнению
x ( t)  = u(t), х  (0)=0, х  (1) = 0. (114)

Требуется выбрать управление и (í) так, чтобы минимизировать 
функционал

i
_ /(и ) = | [и2 (0 -4 х  (Ои3 (0 + 2/и4 (0]di—►inf. (1.15) 

о
Запишем соотношения принципа максимума для задачи (1.14),
(1.15). Имеем

Н = р0 (и2—4хиъ + 2ш*) + ф (0 и.

При этом постоянную р0 можно положить равной р 0 = — 1. Следова­
тельно,

ф (0=  —— = —4и3 (0- (1-16)
дх



Заметим, что функции
*о (0=0, фй (0 = 0, щ (0=0 (1.17)

удовлетворяют уравнениям (1.14), (1.16), а также для любого упра­
вления и условию максимума

Н  (/, хо, фо,и о )= 0 ^ Н  (t, х0, фо, и)= - и 2 (1+2tu2).

Иначе говоря, функции (1.17) удовлетворяют всем условиям при* 
нципа максимума. Покажем, однако, что траектория х 0 (0 = 0 
и управление Uo (0= 0  не являются решением задачи оптимального 
управления (1.14), (1.15). Значение функционала (1.15) при управле- 
нии uo (t) есть J  ( « о ) = 0 .  Построим теперь последовательность упра­
влений, для которых значение критерия качества может быть сдела­
но отрицательным (и притом стремящимся к — оо). Положим

где ее(0, 1). Соответствующая траектория х, (t) имеет вид

Найдите значение критерия качества (1.15), соответствующее урав­
нениям (1.18), (1.19). Имеем УУ

J  (м,) =  [е (1—е)]-1 —е_2+2 (1 — е)~2+(1 + е) (1 — е)_3. (1.20)

Из (1.20) и (1.21) вытекает, что управление щ (0=0 не является 
оптимальным.

4. Поворот вала электродвигателя на максимальный угол. Эту зада­
чу рассмотрим на основе упрощенной модели электродвигателя из 
§ 3 гл. III. Используя обозначения указанного параграфа, имеем

Здесь Х] — угол поворота вала двигателя; и — приведенный враща­
ющий момент; Т  — заданное время окончания поворота. Требуется 
выбрать управление и (0 так, чтобы в момент времени Т  скорость

(1.18)

(1.19)

Отсюда видно, что
J  (и,)—» — 00, £—»0. (1.21)

Xi = x 2, х г=и. |м|<6, 
х, (0) =  х 2 (0) = 0, 

х 2 (Т) = 0, *1 (7)-»тах.

(1.22)

(1.23)
(1.24)



вращения была равна нулю, а угол поворота при этом был мак­
симальным.

Для того чтобы воспользоваться методами настоящего параг­
рафа, сведем задачу (1.22) — (1.24) к задаче Майера с помощью 
введения штрафной функции. Отметим, что метод штрафных функ­
ций достаточно часто используется для учета различных ограниче­
ний.

Введем функционал

Л(и) = - * 1  ( Г ) + ^ х \ (7)-m in. (1.25)

Здесь к »  1 называется коэффициентом штрафа. Можно доказать, 
что при к-* оо оптимальное управление в задаче (1.22), (1.23), (1.25) 
должно стремиться к оптимальному управлению в задаче (1.22)— 
(1.24).

Для задачи (1.22), (1.23), (1.25) на основании теоремы 1.1 
получаем

* дН
н = ф 1х 2+\р2и, ^, =  - — =о, фх CD=i,

5*i (1.26)
• дН
ф2 = -----= - ф и ф2 (Т) = —кх2 (7), max Я = т а х  ф2и.

д х 2 |u K A

Из равенств (1.26) следует, что оптимальное управление имеет вид 
фх (0=1, Фг (t) = C - t , щ (t) = b signф2 (0,

■ » » - { - £  °<;Тт . °-27)
Здесь т — момент переключения, для которого ф2 (т) =  0; он будет 
определен ниже. Из уравнений (1.22) для х2 (t) и х х (0 при управле­
нии (1.27) получим

X l{t)~ \2 b x - b t ,  x ^ t ^ T ;  (12g)

b - ,  O ^ t ^ x ,

ХЛ<) = \  * b
b -+ 2 b x  ( t—x)—- ( t2 — x2), x ^ t ^ T .

Для нахождения момента переключения т используем краевое усло­
вие ф2 (7)= - к х 2 (7). Отсюда следует, что

ф2 (D  = C —T= — k  (2bx—bT), С = Т —к (2b x-b T ).



Поскольку ф2 (т)=0, имеем
Т —к (2Ьт-ЬТ)-т=0.

Таким образом, для определения момента переключения получаем 
формулу

т = Г (1 +Ьк) (1 +2Ьк)~1. (1.29)
Приведем и другой возможный способ определения момента т. 

Вычислим значение функционала Л  (и) на траектории (1.28):
1»т2

Л 00= — +Ьх2+ - ~  № - Т? - 2ЬТ*- (1.30)
Теперь момент переключения т можно определить из условия мини­
мума выражения (1.30) по т:

- =2Ьх + 2кЬ2 (2т— Т)—2ЬТ=0,
<!т

откуда
т = Т (1 + Ь к ) (1 + Ш )-1,

т. е. получен тот же результат, что и раньше.
Из равенства (1.29) видно, что х-*Т/2 при к-*со. Далее, так как

х 2 (Т )= Ь Т (1 + 2 Ь кГ 1,
то х 2 (Т )->0 при к-* оо. Следовательно, оптимальное управление 
к* (0 найдено и при достаточно большом к  близко к оптимальному 
управлению щ (() в задаче (1.22) — (1-24), которое равно

г л - 1  Ь• 0< ^772 ,
{ - 6 ,  772</<Г.

§ 2. ЗАДАЧИ С ПРОИЗВОЛЬНЫМ ВРЕМЕНЕМ ОКОНЧАНИЯ 
ПРОЦЕССА УПРАВЛЕНИЯ

1. Сведение к задаче Майера. Рассмотрим задачу управления систе­
мой (1.1) с ограничением (1.3) и критерием качества

г

0 . X (0, и (0) хеЛ„. (2.1)

Предполагается, что начальное положение х  (/0)= *о и конечное 
положение х  (Т )= хх заданы; момент /0 задан, а момент Г не задан. 
Сформулируем поставленную задачу иначе, воспользовавшись тем



же методом, что и при переходе от задачи Лагранжа к задаче 
Майера из § 1 гл. IV. Введем векторы

у  (0 =  (*i О)..... х я (0, хя+, (0), у  (t)eR*+ „
F = ( f u  —,fn,  Fo), FeR „+i. 

xH+i (t)=F0 (t , x  (t), и (0), x„+l (0) =  0.

Тогда задача (1.1), (1.3), (2.1) преобразуется в следующую 
задачу:

у  (t)= F  (/, у  (0, и (/)), to, У (to) = (x0, 0), (2.2)
y t (T )= x t (7), ..., уя (Т )= хя (7), уя+1 (7^-»inf, и (t)eU  (/).

М
Отметим, что в уравнении (2.2) правая часть F  не зависит от 

переменной уп+\ (/).
Момент времени Т  окончания процесса не задан заранее, а опре­

деляется из условия попадания системы (2.2) в заданное конечное 
положение х  (7).

2. Необходимые условия оптимальности для линейных по скалярному 
управлению систем. Выведем необходимые условия оптимальности 
для линейной по управлению системы вида (2.2)

у  (t)= F  (t, у  (t))+b  (t)u (t), t o ^ t ^ T ,  yeR n+i, ueRu (2 .3) 
У (*о)=Уо-

Предполагается, что F  не зависит от y„+i и удовлетворяет усло­
виям Липпшца (1.3) гл. IV, а в А (/)еЛл+1 — вектор с ограниченными 
и кусочно-непрерывными компонентами. Скалярное управление 
и (0 удовлетворяет ограничению

\и (/)|<а, а= const. (2.4)
Момент t0 начала движения, начальное положение у  (t0), а также 

п первых компонент у  (Г) заданы. Момент Т  и управление и (/) 
определяются из условия попадания системы в конечное состояние 
у  (7) с минимальным значением уп+1 (Т):

у я+1 (7)-»inf. (2.5)
U

Предположим, что решение задачи (2.3) — (2.5) существует. 
Обозначим через щ (t) оптимальное управление, а через у0 (/) — 
оптимальную траекторию с компонентами д>0, i (0» •••. Уо, я+i (0-

Пусть v (t) — любая кусочно-непрерывная функция такая, что 
щ (t) + y (t) удовлетворяет ограничению (2.4), т. е.

Такую функцию v (t) назовем допустимой.



Обозначим через а (/)еД,+1 решение уравнения в вариациях:

а (0  = А  (0 а (0+ Ь 0 ) у (0, « (*о)=0,
А  ( 0 = ^  (Л Уо (0). (2.7)

Решение задачи (2.7), отвечающее заданному V (0, обозначим
а  ( / .  V).

Введем в пространстве Д,+1 множество (7) (рис. 2.1), определя­
емое следующим образом: б  ( Т ) = { ч ^ й  {Т)'-Ч—У (7 )+ а ( Т ,  у), где 
V — любая допустимая функция}.

Установим свойства множества (7), которые существенно ис­
пользуются при получении необходимых условий оптимальности: 

1°. Множество б  (7) ограничено.
Поскольку множество допустимых

V (0 ограничено (|у (01 < 2а) и матрица 
А (0 также ограничена на [/0, 7], все 
а (/, у) ограничены на [/0, 7].

2°. Множество (2 (7) выпукло. 
Напомним, что множество на­

зывается выпуклым, если для любых 
двух точек 91€б, ^2е£? и любого числа 
уе{0, 1] точка у<?! + (1 — у) д2 также при­
надлежит ().

Рис. 2.1. Вид множества С (7), „  и  ?2 —  две точки из (2 (7).
опорной гиперплоскости I и нор- Покажем, что все точки вида 

Мали N ? ,= уд, + (1 -  у) где 0 < у < 1, принад­
лежат Q (7). Если 01, q^Q  (7), то существуют допустимые V! (0 
и у2 (/) такие, что

(7)+ а (7’, V,), дг=Уо ( Т ) + а  ( Т ,  у2).

Тогда
9г=Уо (Т)+У* (Т. ^)+(1 -У) а (Г, у2).

Для линейного уравнения (2.7) справедлив принцип суперпози­
ции, в силу которого

у а  (Т ; У,) + (1-у)а  (Т’, у2)= а  (7; у у, +  (1 -  у) Уг).

Функция V, (О =  уу, (0 + (1-у)у2 (0 при всех уе[0, 1] и /ф 0, 7] 
является допустимой, так как

К  (0 + V, (01= К  (0 + уу, (0 + (1  -  у) у2 (/)|=
Ч у ( “ о ( 0  VI ( 0 ) + ( 1 - у )  ( ц > ( 0 + у 2 (0)1 <

< у К  ( 0 + VI (01+О -  у)1 «о (0 + У2 (01 < а.



Значит, а (Г, V,) при любом уе[0, 1] отвечает допустимой функции
V, (*)• Поэтому, по определению,

?т=>'о CD +  *  (Г. v,)eg (7),

что и доказывает выпуклость множества 2  (7).
3°. Точка уо (Т) есть граничная точка множества б  (7).
Напомним, что точка называется внутренней точкой

множества б, если она принадлежит £? вместе с некоторым шаром 
с центром в точке 9. Совокупность всех внутренних точек множест­
ва б  обозначим через £)0. а замыкание множества б  — через О,- 
Граничной точкой множества б  называется любая точка из множе­
ства «2\ <2о)- Иначе говоря, в любой окрестности граничной точки 
найдутся точки как принадлежащие б> так и не принадлежащие ().

Докажем теперь, что у0 (7) есть граничная точка множества 
б  (7). Предположим противное, т. е. что уй (Т) — внутренняя точка 
множества 6 (7 ). Тогда найдется такое число 0<уо, „+1 (7), что 
отрезок, параллельный оси у я+1 и соединяющий точку уа (7) и точку 
Я/1—(Уо, 1 (7), ..., Л я (7), /0» целиком лежит в множестве 6 (7 ). 
Поскольку q¡/eQ (7), найдется такая допустимая функция (/), что 
4/1=Уо (7) + а (Т, Уд). Обозначим через ^  (/) решение уравнения (2.3), 
соответствующее допустимому управлению «о (0  + Уд (/).

В силу формул (1.17) и (1.23) гл. IV получаем, что при некоторых 
постоянных С\ и С2 имеют место неравенства

Отсюда вытекает, что при 0, достаточно близком к >>о, »+1 (7), 
справедливо неравенство ур, „+i (Т )< у0, „+i (7). Однако это неравен­
ство невозможно, поскольку оно противоречит оптимальности 
Уо (7). Таким образом, показано, что j»0 (Т) — граничная точка мно­
жества Q (7).

4°. Существует вектор N -ф 0 такой, что для любого а (Т, v), 
удовлетворяющего условию (у0 (Т) + а (Т, v))eQ (Т), имеет место 
неравенство

N 'a  (Т , v)<0. (2.8)
Напомним [10; 21], что через граничную точку у 0 (7) выпуклого 

множества Q (7) можно провести опорную гиперплоскость такую,

т

т



что все точки Q (7) лежат по одну сторону от этой гиперплоскости. 
В качестве N  возьмем нормаль единичной длины к гиперплоскости 
/ в точке у 0 (7), направленную в ту сторону, которая не содержит 
точек множества Q (7) (рис. 2.1). Ясно, что для такого вектора 
N  выполняется неравенство (2.8).

Продолжим теперь вывод необходимых условий. Пусть Z (/, 
з) — матрица Коши системы а (¡)=А (/)а (/). Обозначим через
V 0) = (Фи —» Фч. Фл+д вектор сопряженных переменных. Имеем

ф «) = г '  (Г, О N.
где N  — вектор, существование которого установлено в п. 4°. Ясно, 
что ф (0Ф 0, так как N ^ 0  и матрица Z ' (Т, О не вырождена. В силу 
свойства (1.8) гл. IV матрицы Коши 2  (/, з) получим

Ф ( 0 = ^ ^  ЛГ= —А '  (/) г '  (Т , 0=  - А '  (0Ф(1). (2.9) 
01

Введем теперь гамильтониан Я  ((, у  ((), и, ф (/)) задачи (2.3)—(2.5) 
с помощью равенства

Я  (/. у  (0, и, ф (ф  = ф' (0 [Р (Л у  (0 +Ь (0«]. (2.10)

Тогда уравнение (2.9) для сопряженных переменных ф (/) можно 
записать в виде

ф (0=  —Ну (и у0 (0, Щ (0, ф (0), Ф (Т)=М. (2.11)
Докажем теперь, что оптимальное управление щ (0 максимизи­

рует гамильтониан Я, т. е. что выполняется условие максимума 
вида

шах Я  (/, Л  (/), и. ф (0 )= Я  (/, у0 (/), ц, (0, ф №  (2.12) 
н . мок«

Из формулы (2.10) для гамильтониана и из соотношения (2.12) 
при этом следует, что

ы0 (0 ■= а • (ф' (0 Ь (0). (2.13)

Предположим, что равенство (2.13) не выполняется. Рассмотрим 
сначала те точки /ф 0, 7], в которых ф' (1)Ь (0=0. В этих точках 
условие максимума (2.12), очевидно, имеет место. Следовательно, 
условие (2.12) может не выполняться лить в тех точках /е[/0, 7], 
в которых ф' (06 (0 /0 .  Поскольку ф' (06 (0 кусочно-непрерывна, 
найдется такой отрезок [^, Т\, и < /2, что либо

ф' (06 (0<0, ц> (/)> -в !>  - а ,  /г],
либо

ф' (06 (0>  о, Ио (о <  01 < А. «О,, и < /2. (2.14)



Для определенности рассмотрим только случай (2.14). Из соот­
ношений (2.7), (2.8) и формулы Коши следует, что

т

N 'a  (Т, v) = N ' J z  (T, t) b (f)v(f)d/<0.

Отсюда и из определения ф (?) вытекает неравенство
т

jV (0 * (0 v ( f )d f< 0 . (2.15)

'о
Положим v (0  = С, где /ф ь /J, 0 < C ^ a - a t и v (0 = 0, t W[/,, Для 
такого v (0 формула (2.9) в силу (2.14) приводит к неравенству

г h

N 'a  (Т )= j*b' ( t) \l/(t)v (t)d t= C  | b ' (3 ^ (/)d f> 0 ,

которое противоречит (2.15). Тем самым справедливость равенства 
(2.13) доказана. Из соотношений (2.10), (2.11) вытекает, что
фп+1 (0 = 0, т. е. фя+1 (0 постоянна и фя+х ( Т ) = ^ + Кроме того, 
можно показать, что Л^+1<0 (рис. 2.1). Следовательно фя+1 (0 = 
=•^*+1^0.

Таким образом, доказана следующая теорема.
Теорема 2.1. Пусть щ (0 и у 0 (0 — оптимальные управление 

и траектория в задаче (2.3)—(2.5). Тогда существует такой ненуле­
вой вектор ф (0, удовлетворяющий уравнению (2.11), что выполняет­
ся условие максимума (2.12), причем фя+{ постоянна и неположите­
льна.

3. Случай многомерного управления. Сформулируем условия опти­
мальности для задачи

х  (0=/(*. х (0, и (0), *>/<>, хеКя, иеКт, 
х  0 0)= х0, х  (Т )= х и и (/)еС/ (0, 

т

Ро 0. X (0, и (0) d^-»mf. (2.16)

Здесь /0, х0, х, заданы, а Т  свободно.



Теорема 2.2. Если щ (0 , ХоО) — оптимальные управление 
и траектория в задаче (2.16), то существует ненулевой вектор (ф (/), 
Фт+д, Ф (0еЛ, такой, что

Фп+1 (/)-сош 1<0, ф (0 =  - Н х (/, Хо (0, «о (О, Ф (0)- (2.17)
Гамильтониан Н  в задаче (2.16) имеет вид

Н  (/, х, и, ф (/))= £  Ф1 0 ) /  0 , х, и)+фя+1 / ’о (*. х, и). (2.18) 
/-1

При этом выполняется условие максимума
тах  Н  (/, х0 (0, и, ф ( /))= # (/, х0 (0, Ц> (0 , Ф (0)- (2.19)
ивЩ1)

Кроме того,
г

н  (/, х 0 (/), щ (/), ф (/)) =  |  Н, (5, Хо (5), щ (л), ф (¿)) ¿У, (2.20)
г

4. Случай стационарных систем. Приведем необходимые условия 
оптимальности для задачи (2.16) при дополнительном предположе-. 
нии о стационарности. Стационарность задачи (2.16) означает, что 
/ ,  Г0 и 17 не зависят явно от времени, т. е.

/(* . х, и)=/(х, и), Я  (/, х, к)—/о (х, «), С/ (0 = С/. (2.21)

Е с л и  стационарная задача (2.16), (2.21) имеет оптимальное управле­
ние щ  (/) и оптимальную траекторию х0 (/), то существует ненуле­
вой вектор сопряженных переменных (ф (/), фя+\), ф (/)еД,, удовлет­
воряющий условиям (2.17), и выполнено условие максимума (2.19). 
Кроме того, в стационарном случае имеет место тождество

Я  (/, х0 (/), щ (0, Ф (0)=0. (2.22)

5. Перевод системы с многообразия на многообразие. Приведем еще 
необходимые условия оптимальности для стационарной задачи
(2.16), в которой относительно начального и конечного положений 
Хо и XI предполагается, что они принадлежат заданным гладким 
многообразиям М 0 и М Т, размерности которых меньше п, т. е. 
ХоеМо, х хеМ т. Необходимые условия оптимальности в этой задаче 
совпадают с условиями оптимальности из п. 4 и, кроме того, 
должны быть выполнены условия трансверсальности, состоящие 
в том, что ф (/0) перпендикулярно всем касательным векторам



многообразия М 0 в точке Хо,а.ф(Т) перпендикулярно всем касатель­
ным векторам многообразия М т в точке Х]. Ниже для конкретных 
задач приведен явный аналитический вид условий трансверсаль­
ности.
б. Задача управления с шзопершметрмческммн ограничениями. Приве­
дем необходимые условия оптимальности для задачи (2.19)—
(2.23) гл. Ш:

X (*)-/(*. X (0, и (/)), хеЯя, иеЛ*,. *0<*<7\ (2.23) 
Л  (*о, х  (/о), и, Т, х  (7))-ипГ,

Jj Оо, х  ((о), и, Т, х  (7))<0, 7 = 1, ..., ти (2.24)
0о, х  Оо), и, Т, х  (7)) = 0, 1= о т ,-И ,..., тъ и (/)еС/.

Здесь скалярные функционалы Л  имеют вид
т 

Л Оо, X Оо), и, Т, х  (7)) =  (/, дс (о, и (/))<!/ +

'о
+ <Р* (<о, х Оо), Т, х  (7)), £ = 0 ,1 ..... тпг.

При отсутствии ограничений на управление вида и (/)еС/ необ­
ходимые условия оптимальности приведены в гл. IV. Ограничение 
на управление и (*)е£/ приводит к необходимости модифицировать 
только лишь условие стационарности (3.4) гл. IV.

Обозначим через Л=(Ло, ..., Я*), ф (ОеЛ» векторы множителей 
Лагранжа. Предположим, что решение Оо, Т, щ0), *о (0) задачи
(2.24) существует. Предполагается, что функции / 0 ,  х, и), !"= 
=(Р„ 0 , х, и), ..., 0 > х, и)) и их частные производные по х  и и не­
прерывны в некоторой окрестности (/. Хо 0), “о 0)), {Фо> Т\> а функ­
ция <р=(я>0 Оо, £, т, 0 ..... <Рт2 Оо, £, Т, О непрерывно дифференциру­
ема в окрестности точки Оо, *о Оо), Т, х0 (7)).

При сделанных предположениях существуют такие не равные 
одновременно нулю множители Лагранжа Хиф  0), что справедливы 
соотношения (2.23), а также (3.2), (3.3), (3.5)—-(3.7) гл. IV, имеющие 
вид:

уравнения эволюции системы
Хо=/0- хо 0), «о (0); (2 25)

уравнения Эйлера для сопряженных переменных

ф 0 )=  - Л  0 - хо 0), «о (0 ) Ф 0 )~Рх 0 . *о (0 . “о 0 ))Ь  (2-26)



условия трансверсальности
Ф (*о)= -  <Рх Оо, X, Т, у) X, q> (Т) = (р, (t0, х, Т, у) X (2.27)

при х = х 0 (/0), у= хй (Т); при этом вместо условий стационарности 
(3.4) гл. IV справедливо условие максимальности

тах  Я  (/, дсо (/), и. Ф 0 ))= Н  (t, Хо (/), «о (/), Ф (0). (2.28)
ueU

где гамильтониан имеет вид
Я  (f, х, м, ф) = ф' (/)/(*, л, и)+ЛТ (/, х, и);

условия на подвижные концы t0, Т  (учитываемые лишь в случае 
подвижных концов)

F' (íg, хо (to), щ (t0))X—[q>,o (/о, *о (/о), Т, Хо (7)) +
+ <Р х ('о, х, 7, jO Хо (<о)] 'А=0; (2.29)

.F' (71, х0 (Т), «о (7’))Я+[9>г (/0, Хо Оо), 7, Хо (Т)) +
+ <р'у (t0, х, Т, у) X» (7)]'Л=0 (2.30)

при х = х 0 (t0), у=Хо(Т);
условия дополняющей нежесткости 

т

Xj U* Fj (t, хо (t), и0 (0) d t+ <pj (t0, хо (to), Т, хо (Т))J  = 0, (2.31) 

'о . ,7=1. •••, гп\, 

условия неположительности
Xj^O, í=0, 1, ..„/и,. (2.32)

В терминах функции Н  условия (2.29) и (2.30) записываются 
соответственно в виде

Я  (Л х, и, ф) 

Я  (/, х, и, i/O
1-Т

— A '<Pt (to, Хо (/о), 7, х0 (Т)),

— —Х'срт (t0, Хо (to), Т, х0 (7)).

Здесь Я];_( есть значение функции Я  при t—10.
Из сказанного вытекают следующие утверждения:
1°. Функция Я  (t, Хо (0, Uo (t), ф (/)) непрерывна по t при всех 

/е[/о, 7].



□  Это утверждение, вообще говоря, не очевидно, поскольку 
управление щ (/) может иметь разрывы. Для доказательства непре­
рывности Я  возьмем два произвольных момента времени / и г (т > t) 
на отрезке [/<>, Т[ и рассмотрим разность

А Я =Я  (г, Хо (т), щ (г), ф (т ) ) -Я  (/, х0 (/), м0 (О, Ф №)•

Покажем, что ДЯ-»0 при х-*t. Заметим, что в силу (2.28) справед­
ливы неравенства

Я  (t, хо (/), Щ (0. Ф (Ф > н  0- хо (0, «о СО, ^  (0).
Я  (т, хо (т), щ (т), ф (х))>Н  (т, х0 (т), щ (0. Ф (*))-

Значит,
Я  (т, Хо (т), Ц) (0, Ф (т))~Я (/, х0 (0, «о (0> Ф (0 Х  

< А Я < Я  ( т ,  х о  ( т ) ,  щ ( т ) ,  ф ( т )) — Я  (/, х о  ( 0 ,  « о  ( т ) ,  ф ( 0 ) .

Однако левая и правая части последнего соотношения стремятся 
к нулю при x-*t в силу непрерывности функций х0 (/), ф (0 * /• 
f  и того факта, что управление ц> входит в них при одинаковых 
значениях аргумента. Поэтому ЛЯ-+0 при t-W. ■

2°. Пусть сверх сделанных предположений функции f ( t ,  х , и) 
и F  (/, х, и) непрерывно дифференцируемы по /. Тогда для тех 
/е[*0, 7], где оптимальное управление и0 (t) непрерывно, справедливо 
равенство

Л  у / ч  /.ч I /.чч 8Н ('• (0 . “о (0> Ф (0 )(t, Хо (0 , Щ (/), ф (0 )= ------------------------ •

Здесь Я  — полная производная функции Н  по t, a dHjdt — частная 
производная Я  ло первому аргументу.

□  Справедливость этого равенства установим аналогично до­
казательству утверждения 1°. Имеем

ДЯ . .—  (Л т), т> /,
■c-t

где функция а (/, т) определяется равенством

о (/, т)=—— [(Я (т, х0 (т), «о (/), Ф (х))~
Т— t

- Я  (г, Хо (t), Мо (о, Ф (т))) +  ( я  (т, Хо (0, Мо (0. Ф ( ф -  

- Н  (х, х0 (/), мо (0. Ф (Ф) +  (Н  (т> *о (0, «о (0. Ф (Ф ~
- Н  (/, х0 (0, «о (/), ф (0))]> т> /.



1ш1 а 0 , х )= дН(1’ *°(<)* “° (0, * (0)+

, г н '(1, хо (о, МО, +(!)) .
+ ------------ ------------- *0 (0 +

| д н ‘ о, хо (<), ц, (о, ф (0) ^ ая(<, *0 (р. иор), ф (/)) 
дф 31

Поэтому, обозначая через Нт нижний предел, получаем

1ш —  >1ш  « «, т)= эд « '*•<->■ МО, »(0)
т—*/ т —/ 1_»/

Подобным же образом устанавливаются соотношения

“ < 1ш> а «. , ) , ” <■•»«>•»<■)■»»» ,  (,_
»-•» т—< 3/ т—/

где Шп — верхний предел. Из последних формул вытекает справед­
ливость данного утверждения. ■

Пример 2.1. Рассмотрим скалярную управляемую систему

х  (1)=ах (1) + и (/), дс (0)=*о, х (7)->тт. (2.33)

Управление и (0 в каждый момент времени может принимать 
два значения: либо и (0 = 0 , либо и (0 = 1) что соответствует случаю, 
когда в каждый момент времени можно либо управлять, либо не 
управлять. При этом задано изопериметрическое ограничение на 
время управления:

т

и (0 (1/ = Т0, 0 < Г0<:г. (2.34)
о

Здесь а, Т, Т0, х0 — заданные постоянные.
Для решения задачи (2.33), (2.34) воспользуемся необходимыми 

условиями оптимальности (2.25)—(2.32). Функция Я  в задаче (2.33),
(2.34) имеет вид

Я =  ф (0 (ах (0 + и (0) + Я,м (0, (2.35)
а уравнение для функции ф (0  — вид

ф (0 =  -а ф  (0=  - н х, ф (Т) = Хо. (2.36)

т

I



В выражениях (2.35), (2.36) А« и А, обозначены постоянные множи­
тели Лагранжа.

Если щ (О — оптимальное управление, то на основании (2.28) 
должно быть справедливо соотношение

max (ф (t)+X,) и=(ф (t) +  А() «о- (2 .37)
и:к-0,1

Вектор (ф (О, Л>, АО должен быть ненулевым. Отсюда следует, что 
ХоФО. Действительно, если бы Ао = 0, то в силу (2.36) функция 
ф (0 = 0, т. е. A j/0. Однако при этом в силу (2.37) управление щ (О 
должно быть постоянным, что невозможно, так как это проти­
воречит изопериметрическому условию (2.34).

Следовательно, Ао/0, т. е. в качестве А<> можно взять любую 
отрицательную постоянную. Положим Ао= — 1.

Отсюда и из (2.36) вытекает, что ф (/)= —exp [а (Т — <)]• Получен­
ное выражение для ф (О показывает, что ф (/) монотонно возрастает 
при а > 0 и монотонно убывает при а <  0. Поэтому, используя равен­
ство (2.37), получаем, что если а > 0, то щ (0=0 при 
и «о (0=1 ПРИ т<<<Г; если же а< 0, то Ио (0 = 1 *ФИ 0<Г<т 
и и0 (0=0 при z< t^ T . Здесь т — момент переключения управления, 
равный единственному нулю /= т  монотонной функции

¿1+ Ф (0 = -Я, — вхр [а ( Т -0 1

Выбрав постоянную Хх так, чтобы удовлетворялось ограничение 
(2.36), заключаем, что т=Т—Т0 при а > 0 и т =Г 0 при а < 0. Если же 
а = 0, то оптимальным является любое управление, равное в каждый 
момент / либо нулю, либо единице и удовлетворяющее условию
(2.34).
7. Достаточность принципа максимума. В ряде случаев принцип мак­
симума является не только необходимым, но и достаточным усло­
вием оптимальности. Рассмотрим, например, задачу управления 
линейной системой [10]

х  (0= А  (0 х (0 + В  ( 0 и ( 0 , 0 ^ t ^  Т, (2.38)
x ( t0)= x0, x(T )= X i, ueU,

т

J  F0 (t, x  (0, и (0)d/->min, xeRH ueRm.

'o
Здесь моменты времени t0, T  и векторы х0, х х заданы. Функция 

F0 (t, х, и) выпукла и непрерывно дифференцируема по х. и и непре­
рывна по /; матрицы А (0, В (0  непрерывны. Множество UczRm 
замкнуто и выпукло, причем совокупность всех внутренних точек



множества С/не пуста. Наконец, В ' (/)ф(1)ф 0 для любого ненулево­
го решения ф (/) системы ф (г )= -А ' (0Ф(0- Тогда необходимые 
условия оптимальности в задаче (2.38), имеющие вид (2.26), (2.28), 
при сделанных предположениях являются и достаточными.
8. Связь принципа максимума и классического вариационного исчис­
ления. Используя принцип максимума, можно получить известные 
из вариационного исчисления условия экстремума в задачах без 
ограничений.

В качестве примера рассмотрим задачу о минимуме функци­
онала

г

IГ  (х (0, х (0)с1/. хеЪ , х  (/0)=*0, х (Т )= х х. (2.39)

Здесь /0, Т, х0, XI и скалярная функция ^  заданы. Непрерывно 
дифференцируемая функция х  (г) должна быть выбрана так, чтобы 
удовлетворялись заданные граничные условия и достигался мини- 
мум функционала (2.39).

Необходимые условия оптимальности функции х  (/) состоят 
в том, что она удовлетворяет уравнению Эйлера

Ъ  (х (/), х (О )- /1,  (х (/), х (0)=0. (2.40)

Покажем, что уравнение (2.40) можно получить, используя при­
нцип максимума. Положим и=х. Тогда задача (2.39) эквивалентна 
следующей задаче оптимального управления:

т
X (0 = и, х  (/<>)=х0, X (Т)=Х1, (х (0, и (0)с1/-*тт. (2.41)

*0
Необходимые условия оптимальности в задаче (2.41) выражает 

теорема 1.2. Для того чтобы записать их, рассмотрим гамильтони­
ан Н = ф 'и—Р (х, и). Поскольку ограничений на управление и не 
наложено, условие максимума Н  по и приводит к соотношению

дН , ,4 М  Л
( ' ) - - “  о-ди ди

Уравнение для вектора сопряженных переменных ф (/) дает
; /ч дн

О Х

Из этих двух соотношений вытекает, что
ф (1)= ГХ (х (/), и (/)), ф (0 = ^  (х (0 , и (0 ).



7  Fu (х (/), и (/))=FX (х  (0, и (<))=4 Fk (х (/), Л (/)),
d I at

что совпадает с уравнением (2.40).
Отметим, что при некоторых предположениях другие необходи­

мые условия минимума (условия Вейерштрасса, Лежандра и Якоби) 
также могут быть выведены из принципа максимума.

9. П ринцип максимума для дискретных систем*. Рассмотрим управ­
ляемую дискретную систему

* (/'+1 )= /(* , (/), и (/)), 7=0, 1, ..., N - 1; дс (0)=х0; (2.42)
xeR„, ueRm, f :R „ x  Rm->R„-

Предполагается, что
« ( f l e i / c j ^ .  (2.43)

Управление и (/) требуется выбрать таким образом, чтобы для 
заданных целого числа N  и вектора xN удовлетворялось условие

x (N )  =  x n  (2.44)
и минимизировался функционал

*-i (2.45)
J  (и)= £  F0 (х (/), и (/))-inf, F0:R„xRm-*Rt. 

j-о “
Обозначим через Я  (х , и, ф) функцию вида

Я  (х, и, ф) = фя+1F0 (х , и) + ф 7  (х. и),
где фп+1 — некоторая постоянная.

Вектор сопряженных переменных ф (J)eRn удовлетворяет урав­
нению

*  (J- 1)=«  <-№ “ «>•»»>)_ J= N _ , ......, р.46)
дх

В пространстве Лл+1 рассмотрим множество

Q (х)= U (F0 (х, u ) ,f(x , и)),
ие V

представляющее для каждого xeR„  совокупность всех точек (F0 (х, 
и), /  (х, и)) при всевозможных ueU .

♦Пропой А. И. О принципе максимума для дискретных систем управления // 
Автоматика и телемеханика. 1965. Т. 26. № 7.



_ /
Теорема 2.3. Пусть множество 2  (х) является выпуклым для 

любого хеЛщ. Тогда для оптимальности управления щ (/) и соответ­
ствующей ему траектории дсь (/) системы (2.42>—(2.45) необходимо 
существование такого ненулевого вектора (фв+и ф (/))> где постоян- 

Фп+1 ̂  0) а ф (/) удовлетворяет уравнению (2.46), что при любом 
У= 0, 1, ЛГ—1 справедливо соотношение

шах Н  (х (/), и, ф ( /))= #  (дсь (/), щ (/), ф (/)). (2.47)
не У

Сравнение необходимых условий оптимальности для дискретной 
задачи (2.42)—(2.45) и соответствующей непрерывной задачи пока­
зывает, что в дискретном случае появляется дополнительное требо­
вание о выпуклости множества Q (х). Без этого требования дискрет­
ный принцип максимума, вообще говоря, неверен. Приведем соот­
ветствующий пример*.

Пример 2.2. Рассмотрим двумерную управляемую систему со 
скалярным управлением

*1 0+ 1) = /  (*. 0)) +/1 (и (/)), У= 0, 1, (2.48)
*2 0  + 1) = /  (х2 (/)) + / 2 (и (/)), 0 < и <  1,

*1 (0)=*2  (0)= 0. (2 .49) 
Правая часть системы (2.48) определяется соотнош ениями

/ ( х ) = - ( х - 2 ) 2+4,
/1 (и) = 1 —2и, / 2 (ы) = 0  при 1/2 , (2.50)

/1 (и) = 0, / 2 (и)= -2 + 4 «  при 1/2<ы< 1.
Критерий качества имеет вид

-X I (2) —х2 (2)-+ тт . (2.51)
Ясно, что соответствующее поставленной задаче множество Q (х) 
не является выпуклым. Если бы в поставленной задаче (2.48)—(2.51) 
дискретный принцип максимума был справедлив, то оптимальные 
управления щ (/) и траектория *ь (/) должны были бы удовлетворять 
соотношению (2.47), в котором функции ф: и ф2 определяются 
уравнениями

*  ( 2 .5 2 )

дх2

Покажем, однако, что оптимальное управление щ (0) соотношению 
(2.47) не удовлетворяет.

*Бутковскжй А. Г. О необходимых ■ достаточных условиях оптимальности 
для импульсных систем управления //  Автоматика и телемеханика, 1963. Т. 24, № 3.



Для определения оптимальности управле­
ния вычислим величину критерия качества 
(2.51) при некотором управлении, а затем най­
дем его минимум. В силу (2.48), (2.58) имеем

(1)=/, (и (0)), *2 (1)=/2 (и (0)),
(2)=/(Г. (и (0)))+/, (и (1)), (2.53)

*2 (2)= /(Г2 (и (0 )))+ /2 (м (1)).

Подставим (2.53) в (2.51) и выделим в критерии 
качества те слагаемые, которые зависят от вы­
бора управления и (0). В результате получим, 
что оптимальное значение управления щ (0) 
должно удовлетворять условию

тах <р (и)=<р (и0 (0)),
0<и<1

где
<Р («)=/(Л  (“ ) ) + / (/г (и))-

График функции <р (и) (рис. 2.2) показывает, что оптимальное упра­
вление щ (0) =  1. Поэтому на основан и и (2.47), (2.49) оптимальные 
значения траектории таковы:

XI (1) = 0, х2 (1) =  2. (2.54)
Отсюда и из (2.52) вытекает, что

Ф1 (0)=^, (1) - 2  (*, (1)—2)=4,
3X1 (2.55)

Фг (0)=фг (1) - 2  (х2 (1) - 2) = 0.
дх2

Функция Н  (х, и, ф) в рассматриваемом случае имеет вид
я  (х 0), и (/), Ф 0))=ф, V) 1/(̂ 1 (/•))+/. (и 0))]+

+ Ф2 V) [/4*2 0))+/2 (и (/•))]- (2.56)

Значит, при 7 =  0 с учетом (2.54)—(2.56) имеем
Н  (х (0), и, ф (0))=4/1 (и). (2.57)

Из (2.57) видно, что максимум функции Н  (х (0), и, ф(0)) по и в силу 
(2.49) достигается при и=0 и равен Н  (х (0), 0, ф (0))=4. В то же 
самое время на оптимальном управлении и0 (0) =  1 функция 
Н  (х0 (0), щ (0), ф (0))=0, т. е. не достигает своего максимального 
значения.

Рис. 2.2. Зависимость 
критерия качества <р (и) 
от выбора управления 
и в начальный момент 

времени



Принцип максимума Понтрягина находит широкое применение при 
исследовании различных технических систем управления. С его 
помощью отыскание оптимального управления сводится к исследо­
ванию некоторых краевых задач. Хотя построение оптимального 
управления аналитическим путем, вообще говоря, затруднительно, 
тем не менее в ряде интересных и важных случаев его удается 
довести до конца. Эти случаи иллюстрируются приведенными ниже 
примерами. В более сложных случаях для отыскания и исследова­
ния оптимальных управлений используются приближенные и чис­
ленные методы, изложенные в четвертой части.

1. Оптимальная компоновка ядерного реактора. Рассмотрим задачу 
о выборе оптимальной компоновки ядерного реактора без отража­
теля в одногрупповом приближении, которая была описана в § 3 гл. 
III. Размер реактора Ь  не задан. Обозначим плотность нейтронов 
N  (г) через х х (г) и положим х2 (г)=с1У (г)/с1г. За управление и при­
мем концентрацию ядерного горючего в единице объема реактора. 
Тогда рассматриваемая задача имеет вид

<1*1 (г) /  ч <1*2 (г) , ,  и \  /  ч — — = *2 0 0 , ——  = -  (в+ Ьи) XI (г), аг йг
х, (0) =  1, х2 (0) =  0, *1 ( Ц —0,

£

■I— | и  { ¿ ) х х (г)сЬ-*тш, 0<М1<ы<и2, 

а + Ь и  (г)>0,
(3.1)

Здесь щ, и2, а, ЬФО — заданные постоянные.
Для решения задачи используем необходимые условия оптима­

льности (теорему 2.2 и условия трансверсальности).
Гамильтониан Н  для задачи (3.1) есть

Н= ф1 (г) х 2 (г) -  аф2 (г)хх (г)- иу (г), (3.2)
У (г) = (Фо+Ьф2 (г))х, (г).

Здесь постоянная ф0 вследствие (2.17) неположительна: (̂ 0<0. Со­
пряженные переменные ф\ и ф2 удовлетворяют уравнениям

-  аф2 (г)+ (ф0+Ьф2) (г)) и.<¡2 (3.3)
ф(г2 (г)



Согласно физическому смыслу, поток нейтронов N  (2) = 
—*1 (2) ̂  0. Поэтому задачу (3.1) следует рассматривать только на 
отрезке [0, ¿], где Ь  — точка первого обращения в нуль функции
Х1 (г). Поэтому из (3.1) следует, что йх2 (г)/й2<0  при ге[0, Ь). 
Значит, х2 (г) < 0 при г=(0, £] и на отрезке [0, /,] функция X) (г) 
монотонно убывает от значения х 1 (0 )= 1  до х х (Ь )= 0 .

Покажем, что
^о<0. (3.4)

Действительно, оптимальное значение гамильтониана (3.2) равно 
нулю:

Я  (г, х0 (г), и0 (г), ф (г)) = 0, ге[0, Ц . (3.5)

Если бы фо=0, то при г= Ь  с учетом (3.1) и (3.5) имели бы, что 
Н —ф\ (Ь)х2 (Ь)=0. Отсюда ф1 (Ь)=0. Значит, было бы фо=0, 
Ф1 (Ь)=ф2 (Ь)=0, что противоречит утверждению теоремы 2.2 о су­
ществовании ненулевого вектора сопряженных переменных.

Из условия максимума (2.19), примененного к гамильтониану
(2.24), вытекает, что оптимальное управление щ (г) определяется 
формулами

Г«2, У(г)<0,
щ (г) = < не определено, у (г) =  0 , (3.6)

(. Щ, у (г)> 0.

Покажем, что внутри отрезка [0, нет отрезков ненулевой 
длины, где у (г)=0. Пусть у (г0) = 0 для некоторого г0 е (0, Ь). Тогда

(фо+Ьфг Ы )х , (г0) = 0, т. е. ф0+Ьф2 (го)= 0.

Следовательно,

¿У (го) (*й) , ч / ч / ч•—— =Ь — —  X, (г0)= -Ь ф , (го)*, (г0). аг дг

• Кроме того, из равенства (3.5) следует, что
Ф1 Ы х 2 (г^-аф г  (г0)х, (г0) = 0,

откуда
, , Ч ■* 1 (го) Фо(20)=  - а

х2 (го) Ь

Значит, в тех точках г0, где у (г0) = 0, имеем

¿У (го) х](г0) Фо,п ------=  а —— • — =¡¿0.
х2 (го) Ь



Отсюда вытекает, что не существует отрезков ненулевой длины, на 
которых функция у (г) обращается в нуль. Таким образом, в силу
(3.6) оптимальное управление щ (г) определяется формулой

Иными словами, оптимальная компоновка реактора состоит из зон, 
в которых и (0  принимает значения щ и и2.

Определим число таких зон и их взаимное расположение. Так 
как производная <1у (г)/<к отлична от нуля в точках, где у (г)=0, то 
при изменении г от 0 до £  функция у (г) может менять знак только 
один раз и, следовательно, число зон не превосходит двух. При этом 
у (Ь)=0, а производная

^ = ( ф о + Ь ф 2 (¿0) ^ = ( Ф » + Ь Ф 2 (Ц )х2 ( Ь ) = ф ь Х 2 (£)>0.<1Ь оЬ

Значит, в зоне, примыкающей к точке г= Ь, должно быть и0 (г)= 
= и2. Вторая зона примыкает к точке г=0. Согласно (3.5) имеем 
О= аф2 (0) +  фои (0)+Ьф2 (0) и (0). Поэтому ф2 (0) = -  ф0и (0) [а+ 
+ Ьи (О)]-1. Далее находим

у (0) = фо+Ьф2 (0) = фо~Ьф(Мй [а+Ьи (0)]~1 = аф0 [а+Ьи (О)]-1.

Но, по условию, а+Ьи (0)>0. Поэтому

Таким образом, если а> 0, то при всех ге[0, Ь] управление 
щ (г) = и2, т. е. имеет место однозонная компоновка. Если же а< 0, 
то в зоне, примыкающей к точке г = 0, получим щ (г)=ии т. е. имеет 
место двухзонная компоновка.

Аналогично исследуются и задача об оптимальной компоновке 
реактора при заданном его размере Ь. В этом случае оказывается, 
что в зависимости от параметров задачи (3.1) оптимальное число 
зон равно либо двум, либо трем.

Эта, а также другие задачи о компоновке ядерного реактора 
подробно рассмотрены в цитированных на с. 119 книгах 
А. П. Рудика.

2. Управление движением с регулируемым трением*. Рассмотрим 
материальную точку массы т, движущуюся по прямой Ох под 
действием силы тяги и2 и силы трения {кх + с^и^х. Обозначим через

*К олм ановский В. Б ., Н осов В. Р. Об управлении одной билинейной 
системой // Изв. АН СССР, Техническая кибернетика, 1990, № 2.

(3.7)

у (0) = афо= ~  в*§п а.



*1 = х  координату точки, а через хг= х  — ее скорость. Тогда уравне­
ния движения являются билинейными и имеют вид

Х 1 = х 2, тх2= и2-  кхх 2 -  ЩС1Х2, к ^ О ,  с,>  0. (3.8)

Уравнения (3.8) иногда используются как модель движения ав­
томобиля или вагона, причем управление щ характеризует силу, 
приложенную к тормозной колодке. Разделим обе части второго из 
уравнений (3.8) на т и положим Ь=т~ \  к = к 1т ~1, с= с1т ~ 1. Тогда 
уравнения (3.8) примут вид

*1=*2, х 2= Ьи2—кхг—щсх2. (3.9)

Естественные ограничения на управления состоят в следующем:
|м2|<1. (3.10)

Отметим, что задача с ограничениями на управление вида 0< 
|м2|< у 2 сводится к (3.9), (3.10) заменой переменных щ-ьщух, 

и2- т 2у2, Ь-*Ьу2, с-*сух.
Требуется с помощью выбора управлений щ, и2 перевести систе­

му (3.9) из заданного начального положения (х, (0), х 2 (0)) в начало 
координат (0, 0) за минимальное время Т, т. е.

х, (7)=0, х2 (Т)=0, Г -» тт . (3.11)

Ясно, что момент Т  совпадает с моментом первого попадания 
системы (3.9) в начало координат.

Отметим, что в задаче оптимального управления (3.9)—(3.11) 
существует допустимое управление (и,, и2), переводящее систему
(3.9) в начало координат за конечное время. Действительно, в каче­
стве допустимого щ можно взять, например, щ = 0. При управлении 
«1 = 0 система (3.9) становится линейной и принимает вид

Х\=х2, х2=Ьи2—к1хъ Ъ>0, |м2|<1-

Для этой линейной системы существует оптимальное по быстродей­
ствию управление й2, переводящее ее из произвольного началь­
ного положения в начало координат [20, с. 181]. Следовательно, 
в исходной задаче (3.9)—(3.11) допустимыми являются управления 
«1 = 0, й2.

Для решения задачи (3.9)—(3.11) используем принцип максиму­
ма Понтрягина. Гамильтониан задачи (3.9)—(3.11) имеет вид

Н=ф0+ф1х2 + ф2 (Ьи2—кх2 — щсх2), |/г0=сопв^О . (3.12)
Сопряженные переменные фх, ф2 удовлетворяют уравнениям



Значит, ф\ — постоянная. Из условия (2.19) максимальности 
гамильтониана Н  следует, что

[°, *2 (О М О  < О
ЩК) и ,  х 2(0 ф2«)> 0,

ИЛИ

«1 (0=~ [1 +ЗЩП<Р1 (0] при (¡0, (0 * 0 , (р1 (0= - Х 2 (0^2 (0. (3.14) 
и2 (0 при ф2 (0*0. (3.15)

Исследуем поведение функций «¡»1 (0 и ф2 (0- Покажем, что функ­
ция <¡(>1 (0 не может обращаться в нуль на целых интервалах. Пред­
положим противное, т. е. предположим, что <рг (0 = 0  на некотором 
интервале. Тогда либо х2 (0= 0  (/е5), либо ф2 (0=0 ( /е ^ ) , причем 
один из интервалов $  или 51 имеет ненулевую длину. Сначала 
рассмотрим случай, когда ф2 (0 =  0, ¿ей. Тогда в силу (3.13) имеем

ф2(1)= 0= - ф 1 + ф2 (к+ сщ )= -ф 1, /е5 ,.

Значит, ф\ =  0. Кроме того, в силу (2.22) максимальное значение 
гамильтониана равно нулю:

Я =  0, (3.16)
Поэтому фо = 0. Таким образом, все сопряженные переменные рав­
ны нулю:

Фг (0  = 0, *е[0, 7], *, = 0, ^о=0. (3.17)
Однако на основании принципа максимума соотношение (3.17) не­
возможно.

Пусть теперь х2 (0=0 (/е5). Тогда х2 (0 = 0 ( /6  5), т. е. в силу 
уравнения (3.9) управление и2 (0 =  0 (<е5). Отсюда и из (3.16) следу­
ет, что (̂ о =  0. Поэтому с учетом (3.15) равенство ы2 (0=0 (^е5) 
возможно только когда ф2 (0= 0  (^еб). Однако, как показано выше, 
последнее тождество невозможно.

Покажем, что функция ф2 (0 не может иметь более одного нуля 
на отрезке [0, 7]. Пусть это не так, т. е. ф2 (¡{) = ф2 (/2)=0, и<Ц, /ь 
/2 е [0, 7). Тогда если в точках /1 и г2 функция ф2 (0*0, то в силу
(3.13) постоянная ^1 = —ф2 (Л), ф1= —ф2 (12), что невозможно. Пусть 
теперь в одной из точек 1Ь например в точке график функции ф2 (0 
касается оси /. Тогда ф2 (*|)=0, т. е. в силу (3.13) постоянная ^1 = 0. 
Отсюда и из (3.16) следует, что фо=0. Значит, должно иметь место 
тождество (3.17), что невозможно. Таким образом, управление и2 (I) 
может иметь только одну точку переключения.



Дня исследования управления щ (t) покажем, что х 2 (/) не может 
иметь более одного нуля на [0, 7). Пусть это не так. Тогда существу­
ют точки /ь /2е[0, Т) такие, что х2 (ti)—x2 ( t j =0. Предположим, 
кроме того, что

*2 (0 * 0, x2(t2)*0 . (3.18)

Тогда если фо=0, то на основании (3.12), (3.16) и неравенств 
и2 (/j) = 0, и2 (/2) = 0, вытекающих из (3.9), получим

Ф г«х)= ф 2 Ц2)=Ъ. (3.19)

Равенства (3.19) невозможны, поскольку выше установлено, что 
ф2 (0 может иметь лишь один нуль. Итак, ф0<0. В этом случае из
(3.9) следует, что

sign иг (t,) = sign х 2 (/,), » = 1, 2.

Таким образом, на каждом из отрезков [*,, /J и [/2, 7] происходит 
хоть одно переключение управления и2 (t), что невозможно.

Пусть теперь t\ — кратный нуль функции х2 (/), т. е. х2 (tt)= 
=х2 (ti)=0. Тогда в силу (3.9) имеем и2 (/t) = 0. При этом из (3.16) 
следует, что фа=0, а из (3.15) — что ф2 (ij)=0. Аналогично в точке 
/2 получим либо х2 (t2) Ф 0, ф0=0, либо х2 (t2)= x2 (t2)=0 . В обоих 
случаях ф2 (/2) должно обращаться в нуль. Значит, было бы выпол­
нено (3.19), что невозможно.

Итак, установлено, что управление щ (/) имеет не более двух 
точек переключения, а управление ы2 (t) — не более одной. При 
этом точка переключения управления и2 (/) служит обязательно 
и точкой переключения управления щ (/).

Эти результаты имеют простой физический смысл. Пусть в на­
чальный момент точка движется к началу координат, т. е. выпол­
нено условие х, (0)х2 (0)<0. Тогда ясно, что оптимальное бы­
стродействие получится при следующих управлениях. На отрезке 
времени [0, Л] сила тяги и2 максимальна по величине и направлена 
к началу координат, а управление силой трения Mj =  0. На отрезке 
[fb 7] сила тяги и2 также максимальна по величине, но направлена 
от начала координат, а управление силой трения щ максимально. 
Значит, на отрезке [О, /J происходит разгон тела, а на отрезке 
[/i, 7] — торможение (рис. 3.1, а). В этом случае управления щ (/) 
и и2 (/) имеют по одной точке переключения.

Пусть теперь в начальный момент тело движется от начала 
координат, т. е. -Xj (0)х2 (0)>0. Тогда на отрезке [0, /J, т. е. 
до тех пор, пока скорость х2 (t) не станет равной нулю, сила 
тяги и2 максимальна и направлена к началу координат, а сила 
трения максимальна по величине. На отрезке [tx, сила тяги 
та же, а сила трения равна нулю. На отрезке [t2, 7] сила тяги



а) б)
Рис. 3.1. Вид скорости движения х2 (I) и управлений И) ((), и2 (*): а) при 

Х\ (0)<0, х2 (0)>0; б) при *1 (0)<0, х2 (0)<0

и2 максимальна и направлена от начала координат, а сила трения 
максимальна по величине. В этом случае управление и2 (/) имеет 
одну точку переключения, а управление щ (0  — две точки переклю­
чения (рис. 3.1, б).

В случае х2 (0) = 0, а х, (0)<0 управления имеют тот же вид, что 
и на рис. 3.1, а. Если же х2 (0)<0, а х, (0) = 0, то оптимальные 
управления изображены на рис. 3.1, б. В случае х, (0) >  0 оптималь­
ное управление силой тяги и2 (/) имеет противоположный знак по 
сравнению со случаем X! (0) < 0, а сила трения сохраняет прежний 
вид.

Приведем еще аналитические выражения, определяющие момен­
ты переключения. Способ их получения во всех случаях одинаков. 
Ограничимся поэтому случаем, изображенным на рис. 3.1, б. Выра­
жение для *1 получается из условия х2 (^)=0. Уравнение (3.9) на 
отрезке [0 , /]] имеет вид

х2=Ь — (к+ с)х2, х2 (0)< 0.
Интегрируя это уравнение, получаем

1 , Ь—( к + с ) х 2 (0)
*,=—  1п — х2 (0) < 0 .Л + С О

Для определения момента переключения /2 проинтегрируем на от­
резке [/,, /г] уравнение

х2= Ь -к х 2, х2(/,)=0, 
а на отрезке [/2, 7] — уравнение

х2= — Ъ—(к + с)х2, х2 (Т)=0.



Приравнивая значения х2 (/2), найденные из этих двух уравнений, 
получаем одно из соотношений, связывающих неизвестные момен­
ты Г и /2:

2* +  е _  (*+е)(Г-»2) , к+С  -*(«2-/,)— с ■+■-----ек к
Другое соотношение, связывающее Т  и /2, следует из выражения

т

1х, (/)<!*=х, (7 )-х , (0 )= -х , (0)
т

=  | х 2 (0 <1/.

Подставляя в него найденные выше выражения для х2 (0  на отрез­
ках [0, Л], [А, /г], [Н, 7], имеем

х, (0) = -  [е(*+с) '* _  е(к+е) (Г -'2)] +
(к+с)

+ — Г е*('‘~<2) | 11 | *(̂ 2~<1)
£+с )к

Из полученных уравнений можно определить моменты Г2 и Т  как 
функцию начального состояния х (0)= хх (0) и начальной скорости 
х(0)= х 2 (0).

В качестве примера были приведены расчеты времен переключе­
ния /, и /2, а также момента Т  окончания процесса для значений 
параметров ¿>=4, к=  1, с= 1, х 2 (0)=2(1— е2) <0.

С использованием метода Ньютона получена следующая 
таблица:

Т аб л и ц а  3.1

*1(0)---- 2 Х1 (0)— з д г ,(0 )--1 0

'1 1,00000 1,00000 1,00000

'2 1,21432 1,28512 3,38075

Т 1,88461 2,16037 4,09073

Приведем также вид линий переключения в задаче (3.9)—(3.11). 
Испош>зуя полученные результаты о структуре оптимальных упра­
влений щ и и2 и сравнивая времена быстродействия, заключаем, что 
линии переключения описываются кривой АО В  и осью абсцисс (рис. 
3.2). При этом

АО: х, = - 5 + ^  1п ( ВО: х ,= - И - ± ы (
Ь Ь2 \  а }  ъ Ь2 \  а )



3. Задача о плоском переходе 
космического аппарата с одной 
круговой орбиты на другую*. 
Пусть космический аппарат 
(КА) движется по заданной 
круговой орбите. Требуется пе­
ревести его на требуемую кру­
говую орбиту в той же плоско­
сти при минимальном расходе 
топлива, причем время перехо­
да несущественно.

В качестве основных единиц 
возьмем следующие: Л — ра­
диус исходной орбиты; gл — 
ускорение гравитационного по­
ля на расстоянии Л; М  — на­
чальная масса ракеты; (Rgк)1|2

и Rl|2g я l|2 — скорость и период обращения КА на исходной круго­
вой орбите. С помощью этих переменных можно записать безраз­
мерные уравнения плоского движения КА в сферическом гравитаци­
онном поле в виде

г= уг, в= увг~1, ц = -с ~ Ы и
Уг= \ 2вг~1- г ~2 + иф~1йпи2, (3.20)
V# = -  у,удГ~ 1 + щц~1 сови2.

Здесь г — безразмерный полярный радиус; в — полярный угол; 
V, и ув — безразмерные радиальные и тангенциальные скорости КА; 
ц — безразмерная мгновенная масса; с — безразмерная скорость 
истечения газов; н2 — угол тяги по отношению к местному горизон­
ту; (¿1 — управление величиной тяги, (Хи, Управлениями в дан­
ной задаче являются величины тяги »1 и угол тяги и2.

Минимизируемый функционал есть
3  (И1, и ^ - ц ( 0 ) - ц  (7)-чшп. (3.21)

Начальные условия имеют вид
г (0)= 1, V, (0) = 0, V* (0) =  1, в (0)=в0, II (0)=/*о, (3.22) 

а конечные условия — вид
г(7 ) =  гь V, (7)=0, (7) =  уь в (7) произвольно. (3.23)

Момент окончания движения 7* не фиксирован.

*Анрион Р. Теория второй вариации и ее приложения в оптимальном упра­
влении. — М.: Наука, 1979; И ваш кин В. А. Оптимизация космических манев­
ров. — М.: Наука, 1975.

Рис. 3.2. Вид кривых переключения опти­
мального управления в задаче (3.9)— 
(3.11): на кривой АО: «1 = 1, «2 “ — 1, на 

кривой ОВ: щ =  1, и2— 1



Сформулированная задача является примером задачи, в которой 
заданы начальное многообразие (окружность радиуса г (0)=  
= 1) и конечное многообразие (окружность радиуса г (Т )= г1). По­
этому можно воспользоваться необходимыми условиями оптима­
льности (2.17)—(2.29).

Гамильтониан для задачи (3.20)—(3.23) выражается соотноше­
ниями

Уравнения для сопряженных переменных ф г, ф в, Фуг, фув, Ф? име 
ют вид г

Условие (3.24) обеспечивает ортогональность вектора ф (Т)= 
=(ф, (Т), фв (7), фу (Г), фу (Т), фи (Т)) к касательной окружности 
радиуса г, в момен^ Т  в любой точке этой окружности.

Задача (3.20)—(3.23) исследовалась многими авторами. В резуль­
тате этих исследований показано, что траектория перехода содер­
жит активные (щ = а) и баллистические (щ = 0) участки. Баллистичес­
кие участки являются кеплеровскими эллиптическими орбитами, на 
которых по отношению к большой оси эллипса точки включения 
и выключения двигателя расположены симметрично или асиммет­
рично. Симметричные участки обозначим через Я, асимметрич-

Н = Н 0 + щНи 
Н 0 = фгУ,+ФвУеГ~ 1 +  Фуг ( г ~ 1у 1 -  г ~  2)  -  ф у У гУвГ~1, 

Нх= ц~1 (фу'ЫПщ + фувСОъиг—фц/и:-1).

Ф г = — —  =  ФеУеГ г  +  фуг (У г»г 2 — Ът г ) - ф у \ , у вг  2,
дг *

Фув= -7 Г - ,= -Фог~1- 2Ф\у»г 1 +Ф 1‘0 д (уе) '  ®

дН
ф а = -------=  Щ Ц ~ 2 (фу  в т  Ы2 +  фулСОв щ ) .

ди г в

Из принципа максимума Понтрягина следует, что
в т и2= ф у Л ~ 1, со $ и 2= ф у X ' 1,

Г в

Я =  0.

Условие трансверсальности в данном случае имеет вид
ф в = 0 . (3.24)

7 Математическая теория конструирования систем управления
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Рис. 3.3. Вид траектории
БА: — активная дуга;------

— пассивная дуга

ные — через А.  Вид траектории БА изобра­
жен на рис. 3.3.

Наиболее интересным результатом, полу­
ченным в этой задаче, является существова­
ние многих траекторий, удовлетворяющих 
необходимым условиям оптимальности — 
принципу максимума Понтрягина. На каж­

дой из этих траекторий достигается локаль­
ный минимум функционала расхода топлива 
(3.21). При заданном числе активных участ­
ков п= 1, 2 , 3 получаются оптимальные и не­
оптимальные траектории, приведенные 
в табл. 3.2. Ни одна из этих траекторий не 
дает глобального минимума функционала

(3.21). Сравнение различных локально оптимальных траекторий 
можно получить с помощью числовых расчетов, которые приводят 
к результатам, приведенным в табл. 3.3.

В табл. 3.3 даны в безразмерных приведенных единицах расходы 
топлива при переходе между двумя круговыми орбитами с отноше­
нием радиусов 2,2, при коэффициенте ускорения а=0,03 и безраз­
мерной скорости истечения с=0,3228. При л=4 и и = 5 получаются 
оптимальные траектории, требующие меньшего расхода топлива, 
но дающие незначительный выигрыш. Поэтому на практике можно 
ограничиться траекториями с 3—5 активными участками и не рас­
сматривать более сложных вариантов, которые реализуются тех­
нически значительно сложнее.

Таблица 3.2

Число
активных
участков

Оптимальная траектория Неоптимальвая траектория

1 А —
2 АБ.БА Аг
3 ^ 2 ,  £ 1 5 ,1$2 А Аз, 5^2, Л2̂ » АБА

Таблица 3.3
Тип траектории А АЯ ая2 5А ЯгЛ
Расход топли­

ва (в безразмер­
ных единицах)

0,630843 0,630828 0,630825 0,625339 0,625198 0,623631

§ 4. УПРАВЛЕНИЕ ЭКОЛОГИЧЕСКИМИ СИСТЕМАМИ

Одно из актуальных современных применений теории управления 
связано с экологией и посвящено исследованию целенаправленных 
воздействий на процесс взаимодействия растений и животных меж­
ду собой и окружающим их миром.
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Характерной особенностью экологических систем является то, 
что их поведение зависит от большого числа взаимосвязанных 
факторов, учет которых в полном объеме представляется затруд­
нительным. В связи с этим при исследовании конкретных задач 
проводятся различные упрощения. Для описания упрощенных моде­
лей используются различные типы уравнений: обыкновенные диф­
ференциальные уравнения, уравнения с запаздыванием, в частных 
производных, стохастические и т. д. Некоторые из них приведены 
ниже. Отметим, что все они выводятся единообразным методом, 
для чего используется закон сохранения численности популяции 
(биологического вида).

1. Уравнения, описывающие эволюцию отдельной популяции. Имеет­
ся большое число различных моделей, описывающих поведение 
изолированной популяции*. В ряде этих моделей скорость измене­
ния численности популяции представляется в виде суммы трех 
слагаемых, первое из которых определяется рождаемостью, вто­
рое — смертностью, третье — миграцией. Одна из первых таких 
моделей, предложенная Т. Р. Мальтусом в 1798 г., имеет вид

Здесь N  (/) — численность популяции в момент времени /, постоян­
ная Л>0 .

В модели Мальтуса миграция не учитывается, рождаемость 
и смертность пропорциональны численности, причем скорость рож­
даемости больше скорости смертности. В соответствии с законом 
Мальтуса (4.1) численность популяции должна расти экспоненци­
ально, что не всегда справедливо.

Дж. Кьютелет предположил, что должно иметь место насыще­
ние численности популяции. На основании этого в 1836 г. его 
ученик Ферхюльст предложил для описания численности популяции 
N  (/) использовать уравнение

Здесь постоянная К  определяет численность стационарного состоя­
ния популяции. Постоянную К  называют емкостью среды для дан­
ной популяции.

Решение задачи (4.2), полученное, например, методом разделе­
ния переменных, имеет вид

7/(0=АЛГ(0, N (0) = No>0. (4.1)

(4.3)

*Уатт К . Е. Экология и управление природными ресурсами.— М.: Мир, 
1971.



Из этого выражения следует, что lim N  (t)=K . Значит, для модели
/-+00

(4.2) численность популяции стремится к конечному значению К. 
Кроме того, в силу (4.2) щюизводная N  (0>0, если N0<K,
и $  (0 < о , если N0> К. Отсюда и из (4.3) следует асимптотическая 
устойчивость стационарного решения N  (/)=К  уравнения (4.2), 
а также неустойчивость нулевого равновесия N  (t) = 0.

Существенным недостатком моделей вида (4.2) является пред­
положение о мгновенности реакции популяции на изменение ее 
численности. В действительности, однако, изменение числендости 
популяции N  (t) не мгновенно сказывается на скорости N  (/). 
Учет этого приводит к необходимости использовать уравнения 
с последействием. Если ■ все эффекты последействия усредненно 
можно охарактеризовать временным запаздыванием А > 0, то со­
ответствующая модель, предложенная Г. Е. Хатчинсоном 
в 1948 г., имеет вид

= l - ^ ^ V  (4.4)

Более общая модель, учитывающая как дискретное, так и рас­
пределенное запаздывание, введенная Дж. И. Кушингом в 1976 г., 
описывается уравнением

00

(О=XN (0  ^1 -  |л г  ( t- s )  dК  Cs)J, t> 0. (4.5)

Здесь К  (в) — неубывающая ограниченная функция, а интеграл 
в правой части понимается в смысле Стилтьеса. Из уравнения (4.5) 
можно получить уравнения (4.1), (4.2), (4.4) при соответствующем 
выборе функции К  (д). Вместе с тем в модели (4.5) не учитывается 
возрастная неоднородность отдельных представителей популяции.

Модели популяции, в которых учитывается неоднородность воз­
раста и миграция, описываются следующим образом. Обозначим 
через N  (/, т) численность части популяции в момент времени I, 
возраст представителей которой в этот момент / не превосходит т. 
Плотность (т. е. производную) функции N  (/, т) по г обозначим 
через п (/, г), т. е. п (/, т)=дИ (/, т)/<Эт. Тогда для функции п (/, т) 
справедливо уравнение

дп 0, х) дп ((, т ) .(4.6)
Ы дх

Здесь через ц (/, т) обозначен коэффициент смертности, а через g (/, 
х) — скорость миграции. Иными словами, за малое время А/ число 
умирающих представителей популяции в момент / в возрасте т рав­



но ц (/, т) п (I, т) А/, а число мигрирующих есть g (I, г) А/. Знак 
функции g зависит от характера миграции: функция g  положительна 
в случае иммиграции и отрицательна в случае эмиграции. Гранич­
ное условие для п (/, 0) определяется числом родившихся представи­
телей популяции в момент времени I. Оно представимо в виде

п 0 ,0 )  = и (О к  (t, т)п (t , т)с1т. (4 .7)

Здесь Т[ и t2>Ti определяют границы возрастов, в пределах которых 
возможно воспроизводство: функция и (0  характеризует скорость 
рождаемости: наконец, функция к (t, т) отражает неравномерность 
воспроизводства в зависимости от возраста. Наряду с граничным 
условием (4.7) для решения уравнения (4.6) следует задать началь­
ное условие , , ,

п (0, т) =  л0 (т), т>0, (4.8)
где по (г) — заданная функция, определяющая распределение по 
возрастам в начальный момент времени /=0. Пусть функция 
ц (/, т) не зависит от t, т. е. ц  (/, т) = /х (т), а граничное условие
(4.7) имеет вид

00

п (t, О) = и  (О N  ( 0  =  (Р ( 0 ,  t f W - J n  ( ' .  * ) dT - (4 -9>

о
Тогда для решения задачи (4.6), (4.8), (4.9) справедливо пред­
ставление

По (т— /)ехр J  ц (j)di^, 0 < « г ;

п (t, т ) =  ■

<р (< -т)ехр ^ — J*ц (л)<1у̂ , 1
о

Эти выражения могут быть использованы при анализе динамики 
численности популяции, описываемой уравнением (4.6).

Другой тип неоднородности возникает тогда, когда популяция 
неравномерно распределена в среде обитания, вследствие чего имеет 
место диффузия популяции, т. е. перемещение особей, популяции из 
одной области среды обитания в другую. Для описания эволюции 
в этом случае рассмотрим плотность популяции D (t, х, у) в момент 
времени t в точке с координатами (х, у). Функция D (t, х, у) является 
решением уравнения Хатчинсона с диффузией



где а — коэффициент диффузии.
Эффективным способом описания различных типов неоднород­

ностей, а также неполноты информации является моделирование их 
с помощью случайных величин или процессов. Пусть, например, 
коэффициент роста к в уравнении (4.2) случаен. Тогда для описания 
динамики популяции вместо уравнения (4.2) можно использовать 
уравнение

где £ (() — стандартный винеровский процесс.

2. Сообщества двух видов и более. Существует большое количество 
различных типов уравнений, моделирующих поведение сообществ, 
содержащих два вида и более (две популяции или более).

Одна из первых таких моделей (.модель Лотки — Вольтерра или 
модель «хищник» — «жертва») служит для описания поведения со­
общества, состоящего из двух видов, интерпретируемых как «хищ­
ник» и «жертва». Обозначим через х  (/) и у  (/) численности соответ­
ственно жертв и хищников в момент /. Модель Лотки — Вольтерра 
описывается уравнениями

где а/>0 — некоторые постоянные.
Система (4.10) имеет только одно ненулевое положение равнове­

сия к (*!, >>,) с координатами х, =а4 (а2вз)-1, у ^ а & ^ К  Заметим, что 
решение х  (¿), у  (/) задачи (4.10) положительно при любом *. Поло­
жим х 2 ( 0  = х  ( 0 * Г \  Уг ( 0 —У (¿)У Г1- Тогда первый интеграл систе­
мы (4.10) записывается в форме

Величины ДГ] и ух представляют собой соответственно средние 
значения жертв и хищников за период. Значение постоянной С 
для конкретной траектории определяется левой частью (4.11) при 
/ = 0.

х  (() = 01Х—а2ху, *5*0, х (0)=х0> 0, 
у  (0  = а2ауху — а+у, у (0)=>>0> 0, (4-10)

(4.11)



Из (4.11) вытекает, что фазо­
вые траектории системы (4.10) 
представляют собой замкнутые 
кривые, вложенные друг в дру­
га. При этом чем больше С, тем 
больше максимальные значе­
ния функции х  (/) и у  (0  (на рис.
4.1 стрелки указывают направ­
ления эволюции системы при 
возрастании времени). Если 
начальное положение системы 
(4 .10) совпадает с положением 
равновесия к, то постоянная 
С в (4.11) принимает мини­
мальное значение, равное 
С„=ехр (ai + a4). При С>С0 фа­
зовые траектории содержат 
внутри себя точку к. Таким об­
разом, эта точка является устойчивым положением равновесия си­
стемы (4 .10) относительно возмущений начального положения.Бо­
лее детальный анализ показывает, что точка к есть центр. Дейст­
вительно, линеаризуя уравнения (4.10) в окрестности этой точки, 
получаем, что в линейном приближении функции х$ (0  х  (/) Х\, 
уг (t)=y (/)—у\ удовлетворяют соотношениям

х3 (0= —а*аГ1Уз (0, Уз (t)=a3alXi (/). (4.12)

Составим характеристическое уравнение, соответствующее (4.12). 
Имеем

Рис. 4.1. Фазовые траектории модели Лот­
ки — Вольтерра

det
-X  —а4а г 1 
ам  — А

=A2 + aifl4=0.

Корни Л и Л2 этого уравнения чисто мнимые: Я,, 2= ±  ь/ о&а- Значит, 
точка Л является центром и период колебании системы «хищник 
жертва» относительно положения К в линейном приближении равен
2п ( у / а ^ У 1.

Модель Л отки  —  Вольтерра (4.10) позволила объяснить ряд 
явлений окружающего мира. Вместе с тем некоторые эффекты 
в этой модели не были учтены. В связи с этим указанная модель 
усовершенствовалась в различных направлениях, связанных с уче­
том внутривидовой конкуренции, запаздывания, случайных возму­
щений, неоднородности возраста и среды обитания и т. д. Напри­
мер, уравнения взаимодействия хищника и жертвы с учетом внутри­
видовой конкуренции имеют вид



где yi >0, у2>0 — заданные постоянные. Уравнения (4.13) отлича­
ются от уравнений (4.10) слагаемыми ухх1 и угу1, учитывающими 
соответственно конкуренцию среди жертв и хищников. Вопросы 
устойчивости стационарных состояний систем вида (4.13) рассмот­
рены в литературе*.

Для описания эволюции многих популяций были предложены 
различные модели. Приведем одну из них. Пусть имеется п видов 
конкурирующих между собой жертв с численностями N t (t) , ..., Nñ (/)
и т видов хищников, численности которых равны P¡ (í)......Рт (t).
Уравнения их взаимодействия можно представить в виде

Ñ, сt) = N , (о [ л - 1  (/)-YfiijPj (/)], /=  1, П,

P, (i) = P, 0) ¿  5 M  (í)J, 1= 1, ..., m.

Здесь X,, ct¡j, f}¡j, y,, — некоторые положительные постоянные.
Приведенные выше модели сформулированы в терминах систе­

мы «хищник—жертва». Вместе с тем близкие по типу уравнения 
используются и при описании взаимодействия животного и рас­
тительного мира, а также в вопросах биотехнологии.

Изложим в качестве иллюстрации модель Моно, служащую для 
моделирования процесса биосинтеза, происходящего в резервуаре, 
содержащем микроорганизмы**. Предполагается, что в резервуар 
непрерывно поступают питательные вещества концентрации и (t). 
В результете взаимодействия микроорганизмов и питательных ве­
ществ происходит прирост полезной биомассы, концентрацию кото­
рой обозначим через х  (/). Вытекающий из резервуара поток выно­
сит полезную биомассу. Считается, что масса популяции микроор­
ганизмов в резервуаре постоянна. Обозначим через у  (/) концент­
рацию питательных веществ внутри резервуара.

Процесс биосинтеза описывается функциями * (/) и у  (/), для 
которых справедливы уравнения

х  (/) = [а (у )-Х ]х  (0, у  (0=  - а  (у)х-Ху+ Хи  (/). (4Л4)

Здесь постоянная X > 0 и удельная скорость размножения а (у) опре­
деляются конкретным типом процесса биосинтеза.

Отметим, что ряд реальных процессов в модели Моно (4.14) не 
учтен. Не учтена, например, конечность скорости перемешивания

*Ко л м ановский В. Б ., Н осов В. Р. Устойчивость и периодические режи­
мы регулируемых систем с последействием. — М.: Наука, 1981.

**Свирежев Ю. М ., Л огоф ет Д . О. Устойчивость биологических сооб­
ществ. — М.: Наука, 1978.



питательных веществ, поступающих в резервуар, не учтена также 
неодинаковая способность бактерий к размножению и реакции на 
питательные вещества в зависимости от их возраста и т. д. Указан­
ные эффекты могут быть описаны введением в модель (4.14) запаз­
дываний, сосредоточенных или распределенных.
3. Постановка задач управления экологическими системами. Как
и обычно в теории управления, постановка конкретной задачи упра­
вления экологической системой включает в себя уравнения эволю­
ции системы, критерий качества и ограничения на управление и тра­
екторию.

В роли управляющих факторов в задачах экологии могут высту­
пать различные целенаправленные воздействия, например внесение 
удобрений, использование пестицидов и инсектицидов, поливы, уко­
сы, отловы особей, охота, рыбная ловля, влияние на миграцию 
и рост популяции и т. д. Указанные факторы тем или иным об­
разом могут быть учтены в уравнениях эволюции системы, гранич­
ных условиях, критерии качества. Приведем некоторые характерные 
постановки задач управления.

Управление системой «хищник—жертва». Рассмотрим систему 
«хищник—жертва», моделируемую уравнениями Лотки—Вольтер- 
ра (4.10). Управление и (/) в системе может действовать как на 
жертвы, так и на хищ ников и состоит в уничтожении и тех, и других 
с эффективностью соответственно г,и (0 * (0  и г2и (1)у (*), где гь 
г2 — заданные неотрицательные числа. Вследствие (4.10) уравнения 
управляемой системы «хищник—жертва» можно взять в виде

Естественным ограничением на управление и (/) является выпол­
нение неравенств

0< и (0< у . (4-17)
Цели управления могут быть связаны с тем, чтобы система (4.15) 

функционировала в окрестности положения равновесия х 1 уравне­
ния (4.10) при ы = 0 или была приведена в положение равновесия за 
минимально возможное время.

Рассмотрим задачу быстродействия. Обозначим через Т = Т  (и) 
первый момент времени такой, что при управлении и для решения 
задачи (4.15), (4.16) справедливы соотношения

X  ( 0  =  Х  ( 0  [ 0 1 - 0 2 У  ( 0 - п и  (0 ] , 0 0 ,  

У (0 -У  0)[а2а3х  (¡ ) -а 4- г 2и (/)].
(4.15)

Начальные условия для системы (4.15) имеют вид 
х  (0)=дсо> 0, у  ( 0 ) = > » о > 0 . (4.16)

х  (Т)=Х1 = аА(а2а1)~1, у (Т )= у1 = а1а 2 1. (4.18)



Тогда задача быстродействия состоит в выборе такого управления 
«о (/), чтобы для него были выполнены соотношения (4.15)—(4.18) и

inf 7 » = 7 > о ) .  (4.19)М
Исследование задачи (4.15)—(4.19) проведено ниже.

Пусть теперь Т>  0 — заданный фиксированный момент вре­
мени. Осуществить функционирование системы (4.15) в окрестности 
положения (xi, ji)  на отрезке [0, 7] можно, выбирая управление 
из условия минимума интегрального квадратичного критерия ка­
чества:

Í [a, (x(t) — xi)2 + a2 (у (0  —>̂ i)2] d/-*inf.

Здесь а(> 0 — весовые множители.
Отметим, что аналогичные постановки задач оптимального 

управления представляют интерес и для иных моделей, например 
для модели Моно (4.14), в которой управлением является концент­
рация и (t) поступающих в резервуар питательных веществ.

Оптимальный вылов популяции. Задачи управления выловом по­
пуляции (например, рыбная ловля) состоят в выборе такого закона 
вылова, при котором суммарный улов максимален. Предположим, 
что численность популяции описывается уравнением Ферхюльста
(4.2), а интенсивность лова (т. е. доля вылавливаемой рыбы в еди­
ницу времени) есть и (t). Тогда уравнение динамики численности 
популяции имеет вид

Ñ  (i) = XN (t) 1----^  - и  (t)N  (0, (4.20)

где Т  — заданный момент времени.
Управление и (/), удовлетворяющее ограничению (4.17), требует­

ся выбрать так, чтобы
т

Í и (t)N  (/)d/-»sup.
о

т. е. чтобы общее количество выловленной рыбы было максималь­
ным.

Использование этого критерия качества не всегда оправдано, 
поскольку может привести к необратимым последствиям для попу­
ляции. В тех случаях, когда интересуются не только получением 
максимального улова, но и поддержанием численности популяции 
на некотором желаемом уровне N0, можно использовать критерии 
качества



[щи (ОЛГ(0 —«2(ЛГ(*)-ЛГ0)2]с1/ - 8ир.
и

о
где а,> 0  — некоторые весовые коэффициенты.

Управление численностью народонаселения. Актуальной для мно­
гих стран является проблема регулирования численности их населе­
ния. При этом основным средством регулирования является влия­
ние на количество детей в семье. Если для моделирования этой 
задачи использовать соотношения (4.6)—(4.8), то отражением коли­
чества детей в семье является функция и (/), входящая в граничное 
условие (4.7).

Критерий качества в задаче (4.6)—(4.8) определяется желаемой 
плотностью по (т) распределения населения по возрастам и может, 
например, быть задан в виде

Здесь Т  и функция А (/, т) заданы. При этом Т  определяет промежу­
ток времени, на котором планируется численность населения, а фун­
кция Л (/, т) — удельный вклад различных групп населения в крите­
рий качества. Ограничение на управление и (/) имеет вид 
0<м (0<мо, где и0 задано. Отметим, что управление в этой задаче 
входит только в граничное условие (4.7).

Другой способ управления численностью народонаселения свя­
зан с регулированием законов миграции, т. е. с выбором функции 
g (/, т) в уравнении (4.6).

Приведенные примеры постановок задач оптимального управле­
ния в экологии показывают, что они укладываются в рамки общей 
теории управления. Вместе с тем имеется и ряд специфических сфер. 
К их числу относится обычно имеющая место однонаправленность 
управляющих воздействий, т. е. ограничения, как правило, имеют 
вид (4.17). Кроме того, фазовые переменные в соответствии с их 
реальным смыслом неотрицательны. Поэтому уравнения, модели­
рующие динамику экологических явлений, и допустимые управле­
ния должны удовлетворять этим требованиям.

4. Управление по быстродействию системой «хищник—жертва». Рас­
смотрим задачу управления системой (4.15)—(4.18) при г2 = 0, т. е. 
в предположении, что управляющее воздействие может действовать 
только на жертвы. Перейдем к новым переменным по формулам
/ - + а , - 1 Л х-*а4 (а2а3) ~ 1 х, у ^ а ^ ^ 'у ,  Ь-*аЛа ^ 1, у - » у г , а г ‘, ы -> а 1г 1_ 1ы.

со Т

о О



х  (1) = ( 1 - у - и ) х , у  (0=Ь ( х - 1  )у , о  О, 
х (0 )= хо, У (0)=Л, *о>0, л > 0 , 0<и<у, у>0. (4.21)

При м = 0 эта система имеет на плоскости (х, у) только одно 
ненулевое положение равновесия Я с координатами (1, 1) и рассмат­
риваемая задача состоит в переводе системы (4.21) из положения 
(х0, у0) в положение Л (1, 1) за минимальное время.

Существование оптимального управления и0 (О поставленной 
задаче установлено в литературе*.

Для отыскания в исследовании оптимального решения использу­
ем принцип максимума. Введем функцию Н  (х, у, ф0, фи ф2, и) 
с помощью равенства

Н = ф 1 (1- у - и ) х + ф 2Ь ( х - 1)у  + ф0. (4 .22)

Здесь постоянная ^ 0<0, а функции ф1 (/) и ф2 (О удовлетворяют 
уравнениям

Ф\ (0 =  Ф\ (0 (у ( 0 - 1 +и ( 0 ) - Ьф2 (0 У (0, ( 4  2 3 ) 
Фг (0  =  Фг (0 х (0 +  Ьфг (0 0  ~ х  (/)).

На основании принципа максимума существует такое ненулевое 
решение фи ф2 уравнений (4.23), что

шах Н  (х, у, ф0, фи ф2, и)=Н (х, у, ф0, фи ф2, ио) = 0. (4.24)

Из уравнений (4.23) вытекает, что функции (/) не могут об­
ращаться в нуль на целых интервалах. Действительно, если, напри­
мер, ф1 (0 = 0 при *1 <*2, то и ф{ (0 =  0 при Поэто­
му в силу первого из уравнений (4.23) функция ф2 (0 = 0 при < /2, 
т. е. обе сопряженные переменные ф\ и равны нулю одновремен­
но, что невозможно для задачи быстродействия. Подоб­
ные же рассуждения показывают, что функции ф\ и ф2 могут иметь 
только простые нули. Отсюда и из (4.22), (4.24) следует, что оп­
тимальное управление щ (/) кусочно-постоянно и равно либо нулю, 
либо у.

Для дальнейшего исследования оптимального управления перей­
дем от переменных ф, (/) к переменным (р, (/) по формулам

<Р\ ( 0 = х  (0ФЛ0, Ч>2 (0 -У  (ОФг (0-

*Колмановский В. Б ., С пввак А. К. Об управлении по быстродействию 
системой 'хищник — жертва' // ПММ. 1990. Т.54, вып. 3.



Так как функции х  (t) и у  (t) положительны, то знаки функций 
9>! и <рг совпадают соответственно со знаками фх и ф2. Из (4.21),
(4.23) вытекают следующие уравнения:

ф, (t)= -Ь х  (0 (рг (/), ф2 (t)=y (t)<pi (/). (4.25)

Разделим теперь оптимальную траекторию на участки, целиком 
расположенные либо в области х>  1, либо в области х<  1.

Покажем сначала, что на любом участке оптимальной траек­
тории, целиком расположенном в области х > 1, может существо­
вать не более одной точки переключения оптимального управления, 
причем переключение здесь возможно только от значения и = О 
к значению и=у.

Действительно, пусть jc(í)>1 при t i 4 í ^ t 2 и имеется скачок 
управления в момент т, где те[/ь íj. Так как т — точка переключе­
ния оптимального управления, то в силу (4.24) в этой точке 
<рх (т)=0. Далее, из (4.21), (4.24) вытекает, что

о. (426)
* ( 0  у ( 0

Но вследствие (4.21) производная у  (t)>0 при /, ̂  t ^ t 2. Поэтому 
с учетом (4.26) имеем

<Р2 (0=77^ Г -^о -ф 1  (0 “~1>
у 0) L * W J

Подставляя это выражение для <р2 (t) в первое из уравнений (4.25), 
получаем

ф, (0 = 77; \У 0)х  (t)<Px (О + Фох (t)y  (/)], (4.27)>(/) v >
q>\ (т) = 0.

Будем интерпретировать соотношения (4.27) как задачу Коши 
относительно функции <р\ (/). Тогда в соответствии с формулой 
Коши (1.6) из гл. IV знак функции <рх (/) при t x4 t ^ t 2 определяется 
знаком ф0, поскольку все величины Ь, у  (/), х (t) и у  (t) поло­
жительны при Если ф0 = 0, то в силу (4.27) функция 
tp¡ (t) = 0 при ti что, как установлено выше, невозможно. Так 
как фо^О, то постоянная ф0< 0, ввиду чего q>i ( /)< 0  при т < / < / 2 
и (pi(t) > 0 при 11</<т. Следовательно, на основании принципа 
максимума заключаем, что до тех пор, пока оптимальная траек­
тория остается в области х > 1, оптимальное управление щ = у 
при О т  и Ио=0 при t<x.

Подобным же образом, доказывается, что на участке оптималь­
ной траектории, целиком расположенном в области дс<1, может
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Лотки—Вольтерра при у=1

существовать не более одной точки переключения оптимального 
управления и переключение здесь возможно только от значения 
щ=у к значению Ыо = 0. Качественный характер линии переключения 
оптимального управления зависит от величины у.

Пусть сначала у=1. Линия переключения оптимального управ­
ления APRSB изображена на рис. 4.2, причем справа от этой линии 
оптимальное управление щ=  1, а слева щ=0. Часть этой линии APR 
представляет собой траекторию системы (4.21) при щ — у = 1, прохо­
дящую через точку R  (1, 1).

Часть RSB линии переключения, где щ=0, была получена чис­
ленно. Алгоритм численного решения для любых у состоял в следу­
ющем. Запишем уравнения (4.21), (4.25) в обратном времени

х  (0 = [и+ у (t) - 1] х (/), у  (t)=Ъ [1 -  * (/)] у (0, (4.28)
<Pi 0)=b(p2 (t)x  (0, ф2 (0= ~<Р\ (0У (0, '> 0 . (4.29)

Так как попадание системы (4.21) в целевую точку R  (1, 1) на 
оптимальной траектории может произойти только при управлении, 
равном у, то начальное условие (pi (0) для системы (4.29) должно 
иметь вид (pi (0)<0. Рассмотрим теперь систему (4.28), (4.29) при 
и=у = 1 и начальных условиях

х  (0)= 1, У (0) = 1, <¡¡»1 (0)<0, (р2 (0), (4.30)
где (р 1 (0), <р2 (0) — некоторые заданные числа. Решим задачу
(4.28)—(4.30) при и=  1 на отрезке [0, tJ, где t i — первый нуль 
функции q> 1 (()■ В момент происходит переключение управления, 
которое становится равным нулю. Далее решение задачи (4.28),
(4.29) ищется при и=0 с начальными условиями, задаваемыми 
в точке хх и определенными на предшествующем шаге алгоритма.



Это решение ищется на отрезке [ть r j ,  * 
где т2 — следующий после ti нуль фу­
нкции q>i. Точка с координатами 
х (т2), у  (т2) лежит на линии переклю­
чения RSB. Придавая другие началь­
ные значения переменным <р i (0) 
и <р2 (0), получаем другие точки кри­
вой RSB.

Часть APR  линии переключения 
есть траектория системы (4.28) при 
и— 1 с начальными условиями 
дс(0)=1, >> (0) = 1. Иными словами, 
кривая APR  описывается уравне­
ниями

х= ху, ÿ = b ( l - x ) y ,  х  (0) = 1,
у  (0) = 1, /^0. (4.31)

Первый интеграл системы (4.31) 
имеет вид (хе~*)ъе~у = С. Отсюда и из начального условия х  (0)= 1, 
у  (0)= 1 следует уравнение, определяющее кривую APR:

y= b  lnx—b x + b + 1. (4-32)
В силу (4.31) производная х  (/)>0, а у  (/)<0 при t> 0. Кроме того, 
функции х  (t) и у (t) положительны. Поэтому при /-»оо функция 
х  (/), монотонно возрастая, должна стремиться к конечному пре­
делу, а функция у  (/), монотонно убывая, должна стремиться к ну­
лю. Действительно, если бы предел функции х  (t) при /-»оо был 
равен + оо, то в силу (4.32) функция у  (/) должна быть отрицатель­
ной для всех достаточно больших /, что невозможно. Далее, если 
предел функции у  (t) при /-* оо был бы равен некоторому положи­
тельному числу, то в силу первого из уравнений (4.31) предел д: (/) 
при /-»оо был бы равен + оо, что, как показано выше, невозможно. 
Итак, для решения задачи (4.31), определяющего линию переключе­
ния APR, имеем limx (<)=**, lim у (0 =  0. График зависимости /-*00 /-*00 
величины хфот параметра b приведен на рис. 4.3. Кривые со стрел- 
камина рис. 4.3 показывают оптимальные траектории системы
(4.21).

Рассмотрим теперь случай у> 1. Кривая переключения APRSB  
для у > 1 изображена на рис. 4.4, а. Часть APR этой кривой опреде­
ляется уравнениями

х (t) = ( y - l+ y ) x ,  у (t)=b ( l - х )  у, />0; *(0)=1, у  (0)= 1.(4.33)
Первый интеграл системы (4.33) есть (хе *)А (у1 ге У)=С. Следова­
тельно, уравнение кривой APR имеет вид

b x—¿>1п.х+(у — 1) In y + y = b + 1.

/ г з н е
Рис. 4.3. Зависимость величины 
х,  от параметра Ь в задаче быст­
родействия для модели Лотки— 

Вольтерра



а> б)
Рис. 4.4. Линия переключения оптимального управления в задаче быстро­

действия для модели Лотки—Вольтерра: а) при у > 1, б) при у< 1

Отметим еще, что решение задачи (4.33) удовлетворяет соотно­
шениям lim х  (t) = оо, lim у  (f)=0. Поэтому при х-*оо ордината ли-

/-♦ С О  / - ♦  0 0

нии переключения APR  стремится к нулю. Часть кривой переключе­
ния RSB  получена численно с помощью того же алгоритма, что 
и в случае у= 1.

Наконец, в случае у <  1 линия переключения NAPRSB изображе­
на на рис. 4.4, б. Как и ранее, часть APR линии переключения 
представляет собой траекторию задачи (4.33), а участки NA и RSB  
были получены численно.

Сравнение рис. 4.2, 4.4, а, б показывает, что в случае 1 число 
точек переключения оптимального управления не превосходит двух, 
а в случае у < 1 оно может быть сколь угодно большим при до­
статочно больших начальных численностях х0 и у0 жертв и хищ­
ников.

Основные результаты ■ формулы главы V
Прению м«к и м  ума Поыгршана для задача Майера. Пусть щ  (/) и х0 (I) — 

оптимальные управление и траектория в задаче
*  ( ')“ /(< . х  (0, и (OX t*ito<T, х  (<о)-хо 

J  (и)**ф (х (Т))-*inf, и (t)eU.U
Тогда ц> (0 удовлетворяет условию максимума

max Н  (t, х0 (/), и, ф (/)) = #(<, х0 (/), ц> (<), ф (и)), * 
не 17

где
Н = ф ' (t)f{ t.x(t) ,  и {()), 

ф ( 0 -  - Н х (t, х0 (0, мо (I), + Ш  Ф (Т )- -с р х (х0 (Г)).

Прнияш максимума для задачи Больца:
max Н  (t, хо (/), и, ф (<))=# (/, xq (/), «о (О, Ф (0).ueU

где Н  (<, х  (0, и, ф (0)=*ф’ ( 0 /0 .  X (0, u )-F 0 (t, х  (/), и (/))•



црянро максжмумж д м  З1д>и со свободным правым концом!
т а х  Я  (I, хо (/), и, ф («)) =■= Я  0, *о (0. “о (0. Ф (0). 
не и

где

Я  (/, х (/), и. ф (<))- I  ф! ЮЛ ('. *. и)+Ф*+1*о (Л *. и).
(-1

^л-и-ссииКО , ф (/) =  -  Я х (I, хо (/)• “о (0. Ф (0)-

Пряшрп максимум» для дасхретвых састем. Пусть множество 

й (х )=  I/ ( /’о (х, м ),/(х , и))
иеС

является выпуклым для любого х  е Тогда для оптимальности управления «о (/) 
и соответствующей ему траектории хо 0) системы

х ( /+ 1 ) - / (х  0). “ (/)). У"О» Ь  ^ - 1 ,  х е Я я, 
х  (0)=хо, и 0)6 СА с  х (А0=хдг 

А Г-1
/(«)■= X *о (х {]), и О ) ) - ^

>0  “
необходимо существование такого ненулевого вектора (ф„+1, ф (/)), гДв постоянная 
^я+1 ^0, а вектор ф (/) удовлетворяет уравнению

........  дН(хО),и(,ХФ(,У) . ,ч „^ ( /- 1)” --------- :---------- • 7=(^-1),.... О,
ох

что при любом 7 = 0 , 1......N -1 справедливы соотношения

тах  Я  (х (/)> Ф ОТ)“ И  (*о 0). “о 0). Ф (/)).не с/
Я (х , и, ф)~фп+1Ро (х. и) + ф / (х, и).



ГЛАВА VI
ЛИНЕЙНЫ Е УПРАВЛЯЕМЫ Е СИСТЕМЫ

Для линейных систем рассмотрены задачи об оптимальном быст­
родействии, управляемости, наблюдаемости и задача построения 
наблюдателей различных типов.

§ 1. ЗАДАЧА ОБ ОПТИМАЛЬНОМ БЫСТРОДЕЙСТВИИ

1. Оценка числа точек переключения. Рассмотрим задачу о наиско­
рейшем переводе линейной системы из начального положения 
х  Оо)=Хо в конечное положение х (7)=х1.

Пусть уравнения системы имеют вид
х (0 = А х  (О+Ви (/), хеК я, иеЯ т, л  п
хО о)= х0, х (Т )= х и

где А я В  — постоянные матрицы.
Здесь и= («1, и2, и„) — вектор управлений, удовлетворяющий 

ограничениям
|и ,(/) |< 1, 1= 1,..., т. (1.2)

Управление и (/) выбирается из условия минимума времени бы­
стродействия Т— /0, равного

т

J  <1/-»т£ (1.3)

'о
Необходимые условия оптимальности управления щ (() в задаче 

(1-1)—(1-3) определяются принципом максимума, сформулирован­
ным в § 2 гл. V.

Гамильтониан Н  в задаче (1.1)—(1.3) имеет вид
Н  (х, и, ф) = ф' (Ах+Ви), феК„. (1.4)

Принцип максимума содержит требование существования та­
кого ненулевого решения сопряженной системы

• дН
Ф ( 0 = - Т = ~ А 'Ф(0, (1.5)дх

для которого выполняется условие максимальности, имеющее 
в данном случае вид

шах ф' (/) Ви=ф' (ОВщ (0. (1.6)

Обозначим через Ьц (»= 1..... л;у= 1,..., ш) элементы матрицы В,
а через Ь} (/= 1, ..., т) — ее столбцы. Ясно, что ^ = ф ц) (/= 
=  1, ..., л).



Заметим, что
Ф1 (() Ви = X! «* £  <АА*- (1>7)

*-1 7-1
Из равенств (1.6) и (1.7) видно, что компонента ц>, * (0 оптималь­

ного управления «о (0  должна иметь вид

«о, * (.t) = sign £  ф, (О (0 Ьк, ф' (()ЬкФ0. (1.8)
(-1

Таким образом, компоненты оптимального управления «о, * при­
нимают только значения 1 и — 1. Точки, в которых значение м0. * (О 
меняется с — 1 на 1 или наоборот, называют точками переключения 
управления.

Оценим для оптимального управления и0 (0 количество точек 
переключения. Ниже предполагается выполненным следующее 
условие, называемое условием общности положения. Оно заключа­
ется в том, что все матрицы вида

АЬ}..... А" 1Ь) 0= 1, ..., т)
являются невырожденными, т. е.

0 =  1, ■••."*)• (1-9)
Теорема 1.1. Пусть выполнено условие общности положения

(1.9). Тогда каждая компонента и0, к 0) оптимального управления 
щ (/) имеет конечное число точек переключения и может принимать
только значения 1 или - 1.

□  В силу равенства (1.8) число точек переключения для «о, к (/) 
определяется числом нулей функции ф' (/) Ьр причем ф (ОФ0 .

Предположим, что функция ф ' (0  6/ имеет бесконечное число 
нулей на отрезке [>„, 7]. Согласно формуле Коши, решение уравне­
ния (1.5) можно записать в виде

ф ({)=е~Л ф (/о), Ф' (0 =  Ф' ('о) е“/,('“'0).
Функция

Ф' (0 ЪГ ф' ( ^ е " ^ " 40 ¿>7 0=1. т)

при каждом У является аналитической и имеющей по предположе­
нию бесконечное число нулей на [/о, Т\. Но тогда она тождественно
равна нулю, т. е. _ „ „

ф '(0 7̂ = 0  0 = 1  ,...,т ). (1 .1 0 )

Дифференцируя тождество (1.10) п — 1 раз по /, получаем

Ф' Оо) е~Л<,- 0) «7 = 0 , 0 = 1 . - .  т).



В силу условия общности положения (1.9) отсюда следует, что 
ф Оо)=0, а значит, и

^  (0 =о. (1.11)
Условие (1.11) противоречит принципу максимума, чтй и до­

казывает теорему. ■
Теорема 1.2. Пусть выполнено условие общности положения

(1.9) и, кроме того, все собственные значения матрицы А дейст­
вительны. Тогда число точек переключения каждой из компонент 
Щ, к (0 оптимального управления щ (/) не превосходит л — 1.

□  Обозначим через Хх, ..., Хк различные действительные со­
бственные значения матрицы А, а через qx, ..., qk — их кратности. 
Тогда любое решение ф (/) системы (1.5) можно представить в виде

Ф (0 = Yi (0 еД,'+... + ук (/) е4*. (1.12)

где у, (/) — многочлены, степени которых не превосходят q,— 1.
Оценим количество действительных нулей функции (1.12). Для 

этого воспользуемся методом математической индукции и пока­
жем, что функция

у, +  ( / = 1 ,  ..., jfc)

имеет не более + ... + qj— 1 действительных нулей. При j=  1 функ­
ция yi (/) exp (Ai/) имеет не более qx-  1 нулей, поскольку степень 
многочлена ух (/) не превосходит qx- 1. Предположим, что выска­
занное утверждение справедливо при j = l - 1, а при j=  I уже неверно. 
Тогда функция.

<Р ( 0  =  У1 ( 0  е ^ ' + . - .  +  у, (/) eV 
имеет не менее qx4-...-hq/ действительных нулей. Значит, функция

<Pt ( 0  =  <Р ( 0  e_V = y, (/) е ^ -^ '+ .- . + у,., (/) еа/- ‘~;/)'+у, (/)

также имеет не менее q, + ... + q, действительных нулей. Но между 
двумя нулями функции <рх (/) находится по крайней мере один нуль 
производной ф| (/). Следовательно, дифференцируя qx раз функцию
Ч>\ (0 . заключаем, что число нулей функции d%p, (t)/dt41 не меньше
чем qx +  Однако производная d %  (/)/d/w имеет вид

V. (0 еЯ1'+ ... +  у/_1 (0

где у/ (/) — полиномы, степень которых не выше qt_x.
Согласно предположению индукции, число нулей производной 

d <рх (О/d/ не больше чем qx + ... + ̂ /_[ — 1. Полученное противоре­



чие и показывает, что функция (1.12) имеет не более л —1 дейст­
вительных нулей. Функции ф' (I) Ь} также имеют вид (1.12), а поэто­
му число действительных нулей каждой функции ф ' (*)6/ (/'=1, т) 
не превосходит и — 1. ■

Отметим без доказательства следующие утверждения [20]. Из 
существования допустимого управления вытекает существование 
и единственность оптимального управления в задаче (1.1)—(1.3). 
При этом допустимым называется управление, переводящее систе­
му из положения лс0 в хх за конечное время. Далее, если матрица 
А — устойчивая (т. е. все собственные значения матрицы А имеют 
отрицательные действительные части) и выполнено условие общно­
сти положения, то существует допустимое, а следовательно, и оп­
тимальное управление.

2. Успокоение материальной точки. Рассмотрим задачу о быстрей­
шем переводе материальной точки единичной массы, движущейся 
по прямой с начальной скоростью х  (0), из произвольного началь­
ного состояния х  (0) в начало координат х  (Т) = 0  с нулевой конеч­
ной скоростью х  (Т) = 0.

Обозначим через х1 (/) координату точки, а через х 2 (0 — ее 
скорость. Тогда уравнения движения имеют вид

Выбором управления и (/) требуется перевести систему (1.13) в на­
чало координат за минимальное время Т, т. е. требуется, чтобы

Согласно равенству (1.8), оптимальное управление щ (/) в задаче
(1.13)—(1.15) записывается в виде

Щ (¡) = Ь1&1ф2 = (~ С ,/+ С 2).

* 1  ( 0 = * 2  ( 0 ,  * 2  ( 0  = и ( о ,  О  о,
х, (0)= х  (0), х 2 (0)= х  (0),

(1.13)

а ограничение на управление (движущую силу) — вид

|и (01^1- (1.14)

(1.15)



Рис. 1.1. Фазовые траектории материальной точки: 
а) при к» 1; б) при и= — 1

Так как функция — С1/+ С 2 является линейной, то оптимальное 
управление щ (О имеет только одну точку переключения и два 
интервала постоянства, на которых оно равно либо — 1, либо 1. Это 
вытекает также из теоремы 1.2 , поскольку матрица

имеет два действительных собственных значения Л., = 0, А2= 0.
Если на некотором интервале времени ио(0=1, то на этом 

интервале движение системы (1.13) происходит по параболам

При этом движение происходит снизу вверх, поскольку х2 (0 = 
=  1 > 0  (рис. 1.1, а).

Если же щ (()= — 1, то движение происходит сверху вниз по 
параболам

(рис. 1.1, б). Постоянные Сэ, С4 определяются начальными услови­
ями для системы (1.13).

Найдем теперь оптимальные траектории. Начала координат мо­
жно достигнуть только двигаясь по линиям АО или ОВ (рис. 1.2). 
В силу теоремы 1.2 оптимальное управление может иметь только 
одну точку переключения. Если начальное положение (х, (0), х2 (0)) 
системы (1.13) лежит выше линии АО В, то щ (/) = 
=  — 1 до момента т первого попадания системы на дугу ВО. В мо­
мент т управление щ (/) переключается и равно «о (0  = 1, до 
момента попадания системы в точку (0, 0). При этом движение 
происходит по дуге ВО. Если же начальная точка (Х1 (0), х2 (0)) 
лежит ниже АО В, то Ыо(0=1 до момента х1 первого попадания



системы (1.13) на дугу АО, а при 
/>Т] управление Ыо(/)= — 1 и дви­
жение происходит по дуге АО до 
момента попадания системы в на­
чало координат. Другим способом 
достигнуть начала координат не 
более чем с одной точкой переклю­
чения невозможно. Поэтому линия 
АО В является линией переключе­
ния. Оптимальные траектории 
изображены на рис. 1.2.

Построенное на рис. 1.2 семей­
ство траекторий получено с помо­
щью необходимых условий опти­
мальности, согласно которым то­
лько эти траектории и могут быть оптимальными. Вместе с тем для 
доказательства оптимальности построенных траекторий необходи­
мо еще доказать существование решения исходной задачи опти­
мального управления. Соответствующие рассуждения, обосновыва­
ющие оптимальность построенных траекторий, см., например, 
в [20], где приведены также и формулы для времен быстродействия. 
Обозначим через V (х1 (0), х2 (0)) минимальное время достиже­
ния системой (1.13) начала координат при условии, что движение 
системы начинается в момент времени / = 0 из положения 
(.XI (0), х2 (0)). Тогда если точка (х, (0), х2 (0) лежит не ниже линии 
АОВ, то

V (х, (0), х2 (0)) = х2 (0) +  2 [х, (0) 4- х 2 (0)/2]1/2; 

если же точка (х, (0), х2 (0)) лежит не выше линии АОВ, то 

V (х, (0), х2 (0))= х2 (0) + 2 [—х, (0)+ х 2 (0)/2]1/2.

3. Успокоение маятника. Движения маятника в приведенных пере­
менных в окрестности нижнего устойчивого положения равновесия 
описываются линеаризованным уравнением

X (*) +  Я 2Х  =  7Ш, |и | < 1 ,

которое эквивалентно системе
х[ =  ях2, х2 = —71X1 + ли, * ^ 0 , х, (0) = х0, х2 (0) = хо- (1-16)

Выбором управления и (0 требуется быстрейшим способом пе­
ревести систему из начального положения (х0, х0) в конечное поло­
жение X] (Т )= х2 (7) = 0.

Рис. 1.2. Линия переключения АОВ 
и оптимальные траектории в задаче 
об оптимальном успокоении матери­

альной точки



Матрица системы (1.16) записывается в виде

и имеет два мнимых собственных значения Át = — ni, к2 = ni. К систе­
ме (1.16) применима теорема 1.1, а теорема 1.2 неприменима.

Найдем оптимальное управление Mo (t) для системы (1.16). Га­
мильтониан Н  и уравнения для сопряженных переменных фи ф2 име­
ют вид

Н= ф1пх2—ф2пх1 + ф2пи, фх = жф2, ф2= —пф1.

Значит, ф2 (0 = Q  sin n{t — a) и, кроме того,

щ (0 = sign ф2 ( 0 = sign [Cl sin л  ( / -  a)]. (1.17)

Таким образом, значения щ (t) равны либо 1, либо —1 и пере­
ключения происходят через каждую секунду.

При и = 1 система (1.16) принимает вид
JC, =  пх2, х2= — JtXi + l. (1.18)

Фазовые траектории системы (1.18) представляют собой окру­
жности с центром в точке (1, 0), уравнения которых имеют вид

( * ,-  1 )4 x 1  = C l  (1.19)

Фазовая точка движется вдоль любой из окружностей (1.19) по 
часовой стрелке, проходя всю окружность за 2 с (рис. 1.3, а). 
Аналогично, при ы = — 1 фазовыми траекториями служат окружно­
сти (*! — l )2 + Jc|=Cf с центром в точке ( —1, 0); любую из этих 
окружностей фазовая точка обходит по часовой стрелке за 2 с (рис. 
1.3, б).

Рис. 1.3. Фазовые траектории системы (1.16): а) при 
и= 1; б) при u= —1



Согласно формуле (1.17), опти­
мальное управление строится так, как 
изображено на рис. 1.4. Соответству­
ющая ему оптимальная траектория 
получается следующим образом. На 
конечном отрезке [3 + а, 7], длина ко­
торого меньше 1, точка движется по 
части окружности Ы\0, поскольку это 
единственный способ попасть в нача­
ло координат при управлении и=  — 1.
На отрезке [2 + а, 3 + а] управление 
« = 1  и фазовая точка совершает ров­
но пол-оборота, пока не пересечет 
окружность М хМ г. Далее, она совер­
шает еще пол-оборота до пересечения 
с окружностью N¡N2 и т. д. Наконец, 
двигаясь от /=  7’к /=0, точка попада­
ет в начало координат (траектория 
I  на рис. 1.5). Ясно, что на каждой 
оптимальной траектории имеется 
свое конечное число точек переключе­
ния, зависящее от начальных условий 
(х0, х0). Чем больше величина дс̂  + дг̂ » 
тем больше число переключений, пре­
жде чем фазовая точка попадает в на­
чало координат. На рис. 1.5 траектория /  попадает в начало коор­
динат после трех, а траектория II  — после двух переключений.

4. Управление вращением осесимметричным космическим аппаратом
[4]. Движение космического аппарата (КА), на котором установ­
лено три пары поворотных двигателей, описывается уравнениями 
Эйлера

Ахх = (В -С )х гхг+Мх (О, Вх2 — (С—А) х,х3 + М 2 (/),
Сх3= (А -В )  х ,х 2 + М 3 (/). (1.20)

Здесь А, В, С — главные моменты инерции КА; Л/, (/) — момен­
ты, создаваемые реактивными двигателями; х, (/) — угловые скоро­
сти вращения.

Существует много КА с одной осью симметрии, например «Со­
юз», «Меркурий», «Джеминай», «Аполлон» и др.* Для КА с одной 
осью симметрии два момента инерции, например А и В, совпадают: 
А=В. Тогда уравнения (1.20) примут вид

*Раушенбах Б. В., Токарь Е. Н . Управление ориентацией космических 
аппаратов. — М.: Наука, 1974.

1
0

-1
н-----н I I 

- + - -------- I -л \  | 1+а \г+<х \ з+а [Т i

Рис. 1.4. Оптимальное управление 
для системы (1.16) при а> 0

Рис. 1.5. Оптимальные траекто­
рии и линия переключения 
N3N2N^OM^M2M 3 для системы 

(1.16)



A - С  M x (/)
X i = — —  X2X3 +  — — ,

Л  Л

. С - A  M2 (t) . Мг { О* ,= —  х , - — .

Из уравнений (1.21) видно, что угловой скоростью хъ (t) можно 
управлять независимо, но благодаря гироскопическому эффекту ее 
изменения сказываются на скоростях x t (t) и х2 (О-

Рассмотрим следующую задачу. Для придания КА устойчивости 
или создания искусственной силы тяжести необходимо поддержи­
вать заданную скорость вращения вокруг оси симметрии х3 (/) = 
=  £з, при этом два других вращения необходимо возможно быстрее 
уменьшить до нуля, т. е. х х (Т)=0, х2 (7)=0. Полагая

Л - С  в /Л  М\ (О , Л М2 (О 
0) = —— Щ (0 = ——, «2 (0  = ——.

А  А  А

запишем первые два уравнения (1.21) в виде
х, (0 = (ох2 (0  +  щ (О, |м, (01 < 1, (1 22)
х2 (0  =  -  «их, (0  +  «2 (0 , 1«2 (01 < 1 •

Для системы (1.22) ставится задача о быстродействии: выбрать 
управления щ (0 и и2 (0 так» чтобы за минимальное время Г пере­
вести систему (1.22) из произвольного начального состояния 
Х\ (0) =  ii, х2 (0) = £2 в конечное состояние х х (Т)—х2 (Т)=0. Решение 
этой задачи во многом аналогично решению задачи об успокоении 
маятника, но отличие состоит в том, что здесь имеются два управ­
ления, а не одно.

Гамильтониан задачи о быстродействии для системы (1.22) име­
ет вид

Н=ф  1 (сох2 + щ) + ф2 (-сох!-I-«г).

Сопряженные переменные удовлетворяют уравнениям ф1=о)ф2, 
ф2 = — соф 1 и имеют вид

ф1 (0  = Ci cos Ш+ С2 sin cot, ф2 (/)= —Cl sin tot + C2 cos wt.

Оптимальные управления uu 0 (0 и u2> 0 (0 в силу условия мак­
симальности таковы:

Ul, о (0 = sign ф1 =  sign [Ci cos at+  C2 sin art], 
u2j о (0 = sign ̂ 2= sign [—Ci sin a>t+C2 cos tot].

Примерный вид управлений ui, о (0 и “г, о (0 изображен на рис.
1.6. Из рисунка видно, что существует четыре области на плоскости



Я_|/?- + |£ м.|Л’+-|Л’--1#-+|Я+ +

Рис. 1.6. Оптимальные управле­
ния щ и «2 в задаче управления 

вращением КА

Рис. 1.7. Оптимальные траектории 
(сплошные линии) и линии переключе­
ния (штриховые линии) в задаче об 

управлении вращением КА

-*1, -*21 где управления постоянны. Обозначим эти области следу­
ющим образом:

Л__ = {м1> о= — 1, Мг, о= — 1}»
-Я+ - = {щ. о =  1» м2, о= —1}»

+ = {ы1, 0= 1» 1/2,0 = 1}»
Л -+ = {«1, 0= —1, «2,0=1}.

Тогда, рассуждая как и в п. 3, можно показать, что ли н и ям и 
переключения между областями Л _ Л + _ и т. д. являются пинии, 
изображенные пунктиром на рис.
1.7. Первый квадрант соответствует 
области Я -  второй — области 
Я+ третий — области Л+ +, чет­
вертый — области Л_ +.

Кроме того, на рис. 1.7 изобра­
жены оптимальные траектории, со­
ставленные из дуг окружностей, 
и указано время движения фазовой 
точки.

На рис. 1.8 изображена система 
ручного управления вращением КА.
Такая система отрабатывалась на
натурном стенде, и было получено, Рис. 1.8. Система ручного управле- 
ЧТО ПОСЛе небольшой тренировки КО- ни* вращением КА: I  — входы опло- 
смонавт может управлять успоко- нений 00 *1 ш *2, 11 ~  1ВО™ит- д * ручного управления; III — система отоб-ением КА В оптимальном режиме, ражфия информации (цвсплей)



если для КА его собственная частота со удовлетворяет условию 
ео<3 рад/с.

5. Множество управляемости. Задача быстродействия (1.1)—(1.3) 
разрешима, вообще говоря, не для любых векторов х0 и *1. Пред­
положим, что при некотором X] перевод системы (1.1) в положение 
Х\ за конечное время возможен не из любых начальных положений 
Хо. Тогда возникает задача описания множества управляемости 
М  (хО всех тех начальных положений, для которых такой перевод 
возможен. Считается, что вектор ХоеМ (х^, если найдутся такое 
управление и (/), удовлетворяющее ограничениям (1.2), и такой 
конечный момент времени Т, что х (Т )= хи где х (*) — решение 
уравнения (1.1) при управлении и (I) и начальном условии х (¿0)=х0. 
При этом оптимальное управление в задаче (1.1)—-(1.3) может суще­
ствовать лишь при х0е М  (хО.

Разъясним сказанное подробнее на примере задачи об успоко­
ении маятника в окрестности верхнего положения равновесия. Лине­
аризованные в окрестности этого положения уравнения движения 
в безразмерных переменных имеют вид

х, (/)=х2, х2 (0 = * 1  + м. |м|<1, ¡>0. (1.23)

Отметим, что уравнение (1.23) отличается от уравнения (1.15) зна­
ком при XI. Управление и требуется выбрать таким образом, чтобы 
за минимально возможное время Т  привести систему (1.23) из 
заданного начального состояния в начало координат. Иными сло­
вами, оптимальное управление выбирается из условий XI (Т) =О, 
х2 (7) =  0, Г -+ тт.

В рассматриваемом случае матрицы А, В и (В, АВ) системы (1.1) 
таковы:

Собственные значения матрицы А  действительны: Х\ = 1, Я2= —1. 
Кроме того, выполнено условие общности положения, поскольку 
ранг матрицы (В, АВ) равен двум. Поэтому в силу теоремы 1.2 
оптимальное управление кусочно-постоянно, имеет не более двух 
интервалов постоянства и на каждом из них равно либо 1, либо — 1. 
Впрочем, свойства оптимального управления можно получить и не­
посредственно из принципа максимума, в соответствии с которым 
оптимальное управление определяется из условия максимума по 
и функции Н =ф 1х1+ф2 (*1+м), откуда u= sign ф2. Здесь выражения 
для сопряженных переменных фх и ф2, удовлетворяющих уравнени­
ям \j/i = —ф2, ф2= —фи имеют вид

Ф\ — ~ Cie+C2e , ф2 =  С \ С + С 2с , |Ci| + |C2|^0 ,



Рис. 1.9. Траектории системы (1.23): а) при ы= 1; б) при и=  —1

где C¡ и С2 — некоторые постоянные. Значит, функция ф2 (/) может 
иметь не более одного нуля, а следовательно, оптимальное управле­
ние не более одной точки переключения.

Для построения линии переключения оптимального управления 
теперь удобно изобразить поле фазовых траекторий системы (1.23) 
при и= 1 и при и= — 1. Если 
и= 1, то семейство фазо­
вых траекторий уравне­
ния (1.23) имеет вид 
fo + 1) — х 2=С, где С — 
произвольная постоянная.
Указанное семейство есть 
совокупность гипербол 
(при Сф 0) и двух прямых 
*2 =  *1 +  1 и Х 2=  — Xj — 1 
(при С= 0), представляю­
щих собой асимптоты этих 
гипербол (рис. 1.9, а).
Стрелки на рисунке указы­
вают направление движе­
ния фазовой точки, изобра­
жающей решение системы
(1.23) при возрастании вре­
мени t. Точка покоя (— 1,0) 
системы (1.23) при и= 1 яв­
ляется седлом. Аналогич­
но, при ы= — 1 семействол , ’ __ ________ _____- ____ Рис. 1.10. Множество достижимости в линия пе-фазовых траектории О ПИ- реключения ЛОВ для системы (1.23)



сывается уравнением (х1 — I)2—х 2 = С и изображено на рис. 1.9, б. 
Точка покоя (1, 0) в этом случае также есть седло. Так как оп­
тимальное управление имеет не более одной точки переключения 
и последний участок оптимальной траектории должен входить в на­
чало координат, то из сравнения фазовых траекторий на рис. 1.9, а,
б вытекает, что линия переключения состоит из дуг гипербол ВО 
при м= — 1 и О А при и = 1, проходящих через начало координат.

Окончательно получаем, что множество управляемости есть по­
лоса между прямыми х2 = х 1 — 1 и л:2=х1 + 1, не содержащая эти 
прямые. Вид оптимальных траекторий и оптимального управления 
приведен на рис. 1.10. Оптимальное управление равно —1 над 
кривой АОВ  и на дуге ВО и равно 1 под кривой АО В и на дуге АО.

§ 2. УПРАВЛЯЕМОСТЬ ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ

1. Управляемость линейных стационарных систем. Рассмотрим ли­
нейную управляемую систему

х  (1 )-А х Ц) + Ви (0, хеИ я, иеК„, (2.1)

где А  и В  — постоянные матрицы, имеющие соответственно раз­
меры и х и и п х т. Ограничения на управление не накладываются. 
Система (2.1) называется управляемой на отрезке [/0, *,], где Л>*0, 
если для любых векторов х0> *1 е Яп найдется такое управление и (/), 
при котором существует решение уравнения (2.1), удовлетворяющее 
условиям х  (10)= х0, х  (Ь)=Х1. Иными словами, управляемую систе­
му из произвольного положения х0 в момент времени (0 можно 
перевести в положение в момент времени ^ при соответствующем 
выборе управления. Условия управляемости системы (2.1) зависят 
от ранга матрицы управляемости, имеющей вид

К=(В, АВ, .... Ап~1В). (2.2)
Пара матриц (А, В) называется управляемой, если ранг матрицы

(2 .2) равен п.
Теорема 2.1. Для управляемости системы (2.1) необходимо 

и достаточно, чтобы ранг матрицы управляемости К был равен 
п (размерности вектора х).

□  Н еобходимость. Предположим, что система (2.1) управля­
ема, но ранг матрицы К  меньше п. Тогда найдется такой ненулевой 
вектор у  е Л„, который ортогонален всем столбцам матрицы К, т. е. 
у'К =  0. Отсюда следует, что

/5 = 0 ,  у'АВ= 0, .. . ,у ’А"~1В=0. (2.3)
Запишем теперь характеристическое уравнение матрицы А: 

ёе1 ( А -Х 1 ) = ( -1)" (А"+в,А" ' 1 + ... + о») = 0,



* где а, — некоторые числа. На основании теоремы Гамильтона — 
Кэли матрица А удовлетворяет своему характеристическому урав­
нению. Поэтому

A " = -a lA’,~i - . . . - a J .  (2.4)
Умножим обе части равенства (2.4) справа на В  и слева на у'. Тогда 
с учетом соотношений (2.3) получим

у'АяВ= -щ у'А* 1В —... — алу 'В = 0.

Для у > л + 1 аналогично можно показать, что у'А1В=  0. Таким об­
разом, при всех у> 0 окончательно имеем

у'А!в= 0 (/=0, 1, ...). (2.5)
Согласно формуле Коши, решение уравнения (2.1) с нулевым 

начальным условием х  (/0) = 0 можно представить в виде
*

x ( 0 = |e '4('- J)JSu (i)d f. (2.6)

'о

Разлагая ехр [А (t-s)]  в ряд и используя равенство (2.5), при любом 
управлении и (t) получаем

/* ( / )  =  0, (2.7)

Следовательно, при любом управлении траектории х  (/) системы
(2.1) лежат в подпространстве из R„, ортогональном ненулевому 
вектору у. Значит, для системы (2.1) не все точки достижимы, что 
противоречит управляемости системы (2.1).

Достаточность. Пусть ранг матрицы управляемости К  равен 
п. Покажем, что в этом случае система (2.1) управляема. Сначала 
покажем, что множество достижимости 0, в момент > t0 с началь­
ным условием х  (to)=0 и ограничением на управление |и,(;)К1 
(/=1, ..., т) имеет размерность п. Как было показано в § 2 гл. V, 
множество Qj является компактным и выпуклым. Предположим, 
что размерность Q\ меньше п. Тогда найдется ненулевой вектор 

такой, что у 'х  (¿¡)=0 для любого х  (tt)eQi. Иначе говоря,
'1

СА ('1 -■») Ви (s)ds=0. (2 .8)''I
Из равенства (2.8) и того, что управление и (/) произвольно, на­
ходим



Дифференцируя последовательно это выражение по я и полагая 
5= получим

у'В=  О, у ’А В = 0, .... у'Ал~1В=  0. (2.10)
Однако соотношения (2.10) противоречат предположению о том, 
что ранг матрицы К  равен п. Далее, множество (¿\ симметрично 
относительно начала координат, поскольку наряду с любым управ­
лением и (/) допустимым является также и управление — и (*). Зна­
чит, 01 содержит внутри себя некоторый шар с центром в начале 
координат.

Обозначим через £?, множество достижимости системы (2.1) 
в момент *1> /0 с начальным условием х  (/0) = 0  при управлении и (/), 
удовлетворяющем ограничению |и,(/)|<г. Ясно, что Q,=rQ^. При 
г—* оо множество Qr поглощает любой шар из Л„. Значит, множество 
достижимости системы (2 .1) совпадает со всем И„. ■

Пример 2.1. Рассмотрим управляемое движение материальной 
точки на прямой под действием скалярной управляющей силы и (/). 
Уравнения движения имеют вид х  (/)=и (/). Обозначим через (/) 
координату точки, а через х2 (/) — ее скорость и перепишем уравне­
ния движения в виде

¿1 (0 =  *2 (0, *2 (0 = и (0- (211)
Уравнения (2.11) представимы в форме (2.1), если положить

Матрица К  в силу равенства (2.2) имеет вид

Значит, ранг матрицы К  равен 2, т. е. движение материальной точки 
управляемо.

Замечания. 1. Пусть ранг матрицы В равен к. Тогда не­
обходимое и достаточное условие управляемости системы
(2.1) состоит в том, что ранг матрицы (В, АВ, ..., А" В) 
равен п.
2. Условие управляемости из теоремы 2.1, вообще говоря, 
слабее условия общности положения (1.9). В случае скалярного 
управления эти два условия эквивалентны.
3. Критерий управляемости, приведенный в теореме 2.1, уста­
новлен в предположении, что ограничения на управление от­
сутствуют. Представляют интерес аналоги критериев управля­
емости при наличии ограничений на управление. Ниже приве­



ден один из них для случая, когда управление и (/) удовлет­
воряет ограничению |и (/)|<С , где С> 0 — заданная постоян­
ная. Подчеркнем, что при наличии ограничения |и (01 ̂  С усло­
вия теоремы 2.1 для управляемости системы (2.1) недостаточ­
ны. Действительно, если все собственные значения матрицы 
А лежат в левой полуплоскости, то при любом начальном 
положении Хо и любом управлении система (2 .1) остается 
внутри некоторой ограниченной области. Напротив, если все 
собственные значения матрицы А лежат в правой полуплоско­
сти, то ни при каком управлении нельзя достичь начала коор­
динат, если только начальное положение дсо достаточно удале­
но от него. В обоих этих случаях система (2.1) неуправляема.

Приведем один критерий управляемости при наличии ограниче­
ний*.

Для управляемости системы (2.1) при наличии ограничения 
|и (01 < С, С> 0 необходимо и достаточно, чтобы ранг матрицы (2.2) 
был равен п и, кроме того, чтобы все собственные значения матрицы 
А лежали на мнимой оси.
2. Управляемость линейных нестационарных систем. Приведем до­
статочные условия управляемости линейных нестационарных си­
стем

х  (0 = А (Ох (0  +  в  (0 и (о, хеВ„, меД*. (2 .12)

Предполагается, что матрицы А  (0 и В (0 непрерывно дифферен­
цируемы до порядка л - 1  включительно в окрестности некоторой 
точки те[/0, /1]. Пусть матрицы К, (0 определяются следующими 
соотношениями:

К, (0 = В (0, К, (0= А  ( 0 ( 0 - * % ^ .  /=2, ..., п.аг
Теорема 2.2 [15]. Если существует такая точка те [/о, ^], в ко­

торой ранг матрицы
К=(К\, ..., Кл)

равен п, то система (2 .12) управляема на интервале времени [/<>, *1].
□  Доказательство данной теоремы совпадает с доказатель­

ством достаточности в теореме 2 .1, в котором нужно лишь модифи­
цировать формулы (2.8)—(2.10) следующим образом. В соответст­
вии с формулой Коши вместо (2.8) справедливо равенство

‘х
у 'г  (/, 5) в  (5) и (5) (15=о,

'о

♦Овсеевич А. И. О полной управляемости линейных систем // ПММ, 1989. 
Т. 53. Вып. 5.
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где Z (Л л) — фундаментальная матрица решений однородного ура­
внения х  (0 = А (Ох (/). Соотношение (2.9) в рассматриваемом слу­
чае принимает вид

У  г  (/„ л)Д (у) = 0,
Дифференцируя последовательно это тождество по  ̂и полагая 5= 
= т, получим цепочку равенств (г) = 0, ..., у \К п (т)=0, у,=  
= г '  (/,, 5) у, противоречащую полноте ранга матрицы (2.13). Рас­
суждая далее так же, как и при доказательстве теоремы 2.1, убежда­
емся в справедливости теоремы 2.2. ■

Приведем еще необходимые и достаточные условия управля­
емости системы (2.12) на отрезке [/0, /]] в предположении, что 
матрицы А (0  и В (0 только лишь непрерывны при / е [/„, *]]. Эти 
условия формулируются в терминах матрицы IV (10, 0, равной

№ (*<ь 0  = (/о, )̂ В (5)В' (л) 2 '  (/о, .у)сЬ, где матрица Коши Z  ((,

'о
определяется соотношением (1.5) из гл. IV. Из определения матри­
цы W  (/0, 0  видно, что она всегда неотрицательно определена при

Теорема 2.3. Для управляемости системы (2.12) на отрезке [*0, 
/] необходимо и достаточно, чтобы матрица \У (*„, /0 была положи­
тельно определена.

□  Д остаточность. Пусть х0 и *, — две произвольные точки 
из Л„. Установим формулу для управления и (0, под действием 
которого система (2.12) переходит из положения х0= х  (/0) в положе­
ние хх= х  (/,). В силу формулы Коши (1.7) из гл. IV

/
J г  (/, 5) в  (я) их  (0 = 2. (/, /0) х0 +  I г  (/, 5) В (¿)и (л)сЬ.

Так как в силу условия теоремы матрица W 1 (/0, Л) существует, то 
положим

М (0 =  - В '  (0 я  0 о, о IV -1 (/0, /,) [ Х о - г  0 0, /,) *,].

Покажем, что под действием этого управления система (2.12) пере­
ходит из начального положения х0=дс(/0) в конечное положение 
*1= *  00- С учетом формул (1,8) из гл. IV получаем



 ̂ X IV 1 (/о> ¿1) [^о—2  (/о, Л) — 2  (/], /о) Хо ^  (/|, /о) х
'1

х |* г  (/0, 5) в  (5) л ' (5 ) г '  (/0, 5)ё 5 ^т - 1  (/0, л) х

'о х [ х о - г  Оо, ( , )х , ]=х, .

Н еобходимость. Согласно определению матрицы IV(10, 
она является неотрицательно определенной при 11 > ¡0. Поэтому для 
обоснования ее положительной определенности достаточно лишь 
установить, что равенство х 0 IV (/0, ¡¡)х0 = 0 возможно только при 
Хо = 0. Предположим противное, т. е. будем считать, что система
(2.12) управляема на отрезке [/0, /1], но матрица IV (/0, *0 вырождена. 
Тогда найдется такой ненулевой вектор х0 е Л„, что х  01¥ (10, (0 хо=0. 
Поскольку система (2.12) управляема на отрезке [/0, /1], существует 
управление и (*), переводящее ее из положения х  ({0) = х0 в положе­
ние х  (/0 = 0. Поэтому

'1

X (/,) =  г  (/„ *о) Х 0 +  |  г  (/„ 5 )  В (5)и(5)(Ь =  0.

Следовательно, учитывая соотношения (1.8) из гл. IV, имеем
'1

х 0= - г ~ 1 (/1, /о) ^  2  (/,, 5) В  ($) и (у)(1.5=

'1 'о
= - |  г  (/О, 5) В  (5) и (5)(15. (2.13)

'оЗаметим теперь, что
*1

0=Хо IV (/0, /|)*0= х 0 J 2  О», *) В  (5) Я' (5) г '  (10, я)(кх0 =

*1 'о
= |  \\в' (5 ) г '  (/о, 5)*о||2(Ъ.

'о
Поэтому вектор В' (я)2 '  (/0, 5) х0=0, Значит, х \£  (/0, я)

т

В (5)м(л) = 0. Таким образом, 0 =  х 0|* 2  (*0, я) В  (5) и (5) ¿у. Отсюда
о



Однако последнее равенство невозможно, поскольку оно проти­
воречит предположению о том, что ха — ненулевой вектор. ■

Из теоремы 2.3 и определения матрицы IV (/0, ¡¡) вытекает, что 
если система (2.12) управляема на некотором отрезке [/0, *,], то она 
управляема и на любом другом отрезке [/0, /г] при /2>Л-

Дифференцируя обе части формулы, определяющей матрицу 
IV (т, /), по т и принимая во внимание соотношения (1.8) из гл. IV, 
получаем следующие уравнения:

(т) IV (т, 0 + 1 Г (г, О А ' (х )-В  (т)В' (т), IV(I, /)=0.

3. Канонический вид линейных стационарных систем управления. Рас­
смотрим снова линейную систему (2.1) с постоянными матрицами 
А и В. Предположим, что ранг матрицы (2.2) равен у, причем у<л. 
Покажем, что в этом случае существует такая замена переменных 
х = Ту (где Т — невырожденная матрица размера их и), при кото­
рой последние л—у координат ун и  ..., уя вектора у  не зависят ни от 
управления, ни от значений предшествующих координат уи ..., у^ 
Обозначим через ки ..., ^  линейно независимые столбцы матрицы 
К. Матрица преобразования Т  в качестве первых у столбцов имеет 
векторы &1......к}. Остальные л —у столбцов этой матрицы выбира­
ются произвольно с тем лишь условием, чтобы полученная в ре­
зультате матрица Т  была невырожденной. Из уравнения (2.1) следу­
ет, что

у{1)= Т ~ 1А Т у+ Т ~ 1Ви.. (2.14)
Теорема 2.4. Для матриц Т ~ 1АТ и Т ~ 1 В в уравнении (2.14) 

справедливы представления

т - ‘л Н £ £ } т- ‘в = { * }  (215)
Здесь матрица А х имеет размер уху; матрица А2— размер ух 
х (л—у); матрица Аъ — размер (л —у) х (л —у); матрица Вх — размер 

ух т. Через 0] и 02 в (2.15) обозначены нулевые матрицы размер­
ностей (л—у) ху и (л—у) х т . Кроме того, ранг матрицы

(Ви А хВи ..., Л{-1Вх) (2.16)
равен у.

□  Обозначим через подпространство пространства Д,, пред­
ставляющее собой линейную оболочку элементов ки ..., к}. Подпро­



странство является инвариантным для системы (2.1) (см. [15]). 
Последнее означает, что если х  (*0)еЛ^, то решение х  (/) уравнения
(2.1) с начальным условием х  (/0) при всех * и произвольном управ­
лении и (0 принадлежит Ц. Относительно новых переменных у  (/) 
уравнения пространства Щ имеют вид

^+ ,= 0 , у,=0.
Действительно, если вектор у= (уи  ..., Ур 0, ..., 0), то соответст­

вующий ему вектор х  в силу определения матрицы преобразования 
Т  равен х = у хкх + ...+у&, т. е. в этом случае хеЩ . Отсюда и из 
инвариантности множества следует, что если

*(*„)=0 (/=74-1, ...,и), (2.17)

то и при всех / для решения у  (/) системы (2.14) с этим начальным 
условием при любом управлении должно быть

У/(0 = 0 (/=./+1, (2.18)
Предположим теперь, что представление (2.15) не имеет места. 
Тогда либо (/, ?)-й элемент матрицы Т ~ 1А Т  отличен от нуля при 
1> у+ 1, <?</'+1, либо (/, /)-й элемент матрицы Г _15  отличен от нуля 
при 1>у + 1, /=  1, . /и. В любом из этих случаев существует такое 
управление и (0, что соответствующее ему решение уравнения (2.14) 
с начальным условием (2.17) в некоторый момент времени 
будет удовлетворять неравенству у] (0Ф0 для некоторого />/'. Од­
нако это противоречит равенству (2.18). Тем самым представление 
(2.15) установлено.

Покажем теперь, что ранг матрицы (2.16) равен /  Рассмотрим 
матрицу Q̂  = T~ÍK. На основании соотношений (2.2), (2.15) имеем

_ (В Х А 1£,...Л 'Г1В1...Л Г % )
V) о ... о ... о у

где 0 — нулевые матрицы.
Так как матрица Т  — невырожденная, то ранг матрицы ра­

вен рангу матрицы К, т. е. равен j . Кроме того, т линейно незави­
симых столбцов матрицы К  содержатся в матрице (В, АВ, л  В) 
[15, с. 139].

Значит, в силу определения матрицы б) ее ]  линейно­
независимых столбцов должны содержаться в матрице

( г г " ? )

Поскольку ранг матрицы в]  равен /, отсюда следует, что и ранг 
матрицы (2.16) также равен у. ■



Из теоремы 2.4 вытекает, что если вектор у  представить в иид« 
У—(21> г2), где 2геЛ,_у, то в силу (2.14), (2.15) для компонент 
г( справедливы уравнения

¿1 =/<1г1 +  А2г2+ В{и, г2= Аъг2

с начальными условиями ( 1 ^ ° Л = Г _1л: (/„).
\ 22 (*<>)/

Хаким образом, компоненты г2 вектора у  не зависят ни от 
управления и, ни от и могут быть вычислены заранее в виде 
функции времени. Подставляя их в уравнение для ги получим 
неоднородное уравнение.

Предположим, что система (2.1) управляема, и (/) — скалярное 
управление и В  — вектор-столбец. Запишем характеристический по­
лином матрицы А в виде

сЫ (—у4 + А7) = Д" + а,Я"-1 + ... + аи.
Рассмотрим далее совокупность векторов у,..... у„, где

У1 = (^"-1+ М " _2+... +  ая) В, у„_, = (л[+а,) В, у„=В.

Из предположения об управляемости системы (2.1) вытекает, что 
векторы уь ..., уп образуют базис в пространстве Д,.

Пусть Ь  — невырожденная матрица перехода от исходного ба­
зиса к базису у,, ..., уп. Положим х  Ь)=Ьу (*). Тогда

у  (¡)= Ь ~1А Ь у+ Ь ~1Ви, (2.19)
причем

Ь ~ 1АЬ--

0 1 0 0
0 0 1 0

0 0 0
-а. — а„_1 — а„_2

1В=

Иными словами, система (2.1) эквивалентна уравнению л-го 
порядка относительно у 1 (/), имеющему вид

у\п) (0+®1>’1,,-1) (/) +  ...+  оу>, (0=и (/), уф ( / ) = ^ - ^' 1 (0
(2.20)

Значит, система (2.1) со скалярным управлением, удовлетворя­
ющая условию управляемости, может быть сведена к одному урав­
нению л-го порядка вида (2.20).
4. Канонический вид линейных нестационарных систем управления.
Опишем канонический вид системы (2.12) с переменными коэффици­
ентами в предположении, что и (/) — скалярное управление, В (/) — 
230



вектор-столбец, ранг матрицы К, определенной в теореме 2.2, равен 
п при всех /6 [/0, Л]. Определим последовательно следующие опера­
торы и матрицы:

А= А  ( | ) - 1  а= К ~1АяВ,
в1 = (1, 0..... 0)', ея_1 = (0, ..., 0, 1, 0)', е,еЯ„, /=1, ..., л -1 ,

, <1
А х = (<х, ех, сл_|), А) А х-\-—,01

В = (еи Ахеи А Г 1«,),
Далее положим г (0 = /Ч 0 *  (0- Тогда для функции г (0 справед­
ливо уравнение*

г (0 = А 0 (0г (0+ В0 (¡)и, геЛ„, иеЯ х.

Здесь
1 0 
0 1

А0 (0 = 1 ...................................... , Д>(0 = (0 ,0 ,...,0 , 1-У,
0 0 0

(0 а2 О) а3 (0 ..

Ао ( 0 = ^ ( 0 ^  О) Р - 1 ( / ) + / «  (0-
Эту систему, как и в п. 3, можно записать в виде одного уравнения 
и-го порядка относительно г1 (/), которое имеет вид

г\я) (0 +  ̂ 1 0Ы "_1) (0 +  -  +  о» (0*1 (0 = « (0-
5. Критерий управляемости Хаутуса. В ряде задач для проверки 
управляемости системы можно использовать критерий Хаутуса.

Теорема 2.5. Для управляемости системы (2.1) необходимо 
и достаточно, чтобы для любого комплексного числа X ранг матри­
цы (А — XI, В) был равен п.

Приведенный критерий управляемости можно сформулировать 
в следующем эквивалентном виде: для управляемости системы (2.1) 
необходимо и достаточно, чтобы для любого комплексного числа 
X уравнение

х '{А -Х 1 ,В ) = 0, х е К я, 
или эквивалентная ему система двух уравнений

х'А = Хх', х!В= 0 
имели единственное решение х = 0.

•Филимонов Н . Б . Управление фазовыми траекториями в линейных конеч­
номерных нестационарных объектах // Тем. сб. научн. тр. МВТУ им. Баумана, 
1979, № 297.



□  Н еобходимость. Предположим, что система (2.1) управля­
ема, но данная теорема неверна. Тогда существуют такое число 
X и ненулевой вектор хеЛ ., что

х'Л = Хх’, х 'В—0, х!ф 0.
Отсюда следуют равенства

х ’АВ=Хх'В=0, 
х'Л 2 В =х'ААВ=)х'АВ—0,

х?Ая~1В = х?ААя~2В=Хх 'А’" 2В=0.

Значит, с учетом (2.2)

х' (В, АВ..... Ая~1В)=0=х’К.
Однако последнее уравнение х!К= 0 должно иметь только нулевое 
решение х=0, поскольку ранг матрицы управляемости К  в силу 
теоремы 2.1 равен и. Это противоречие доказывает необходимость.

Достаточность. Предположим, что условия теоремы выпол­
нены, но система (2.1) неуправляема. Тогда ранг матрицы (2.2) 
равен у, где ]<п. Приведем систему (2.1) с помощью невырожден­
ного преобразования Т  к виду (2.14), (2.15). Рассмотрим матрицу 
Аъ из представления (2.15), размер которой равен (л —у) х (л —у). 
Обозначим через х 0еК„ч  ненулевой собственный вектор матрицы 
А а через X — соответствующее ему собственное значение, т. е. 
А зХ0=Ххо, х0ФО. Пусть, далее, (0, х 0) — вектор-строка, первые у ко­
мпонент которого равны нулю. Тогда с учетом (2.15) имеем

(0, *о) ¿ з)  =  (0> х » Л з ) = ( 0 ,  Х х 0); (0, х 0)  ( * ) - 0 .

Перепишем последние соотношения в виде
(0, х 0) 1 ~ 1АТ=Х  (0, хо), (0, Хо)= Т~1В=0.

Отсюда следует существование ненулевого вектора х' =  (0, Хо) Т~1 
и числа X, удовлетворяющих равенствам х'А = Хх1, х!В—0. Однако 
последние равенства, противоречат условиям теоремы. ■

Замечание. Теорему 2.5 можно переформулировать следу­
ющим образом: для управляемости системы (2.1) необходимо 
и достаточно, чтобы для всех собственных значений Х1 (/= 1,..., 
п) матрицы А ранг матрицы (А — XI, В) был равен и. Это 
следует из того, что уравнение х!А = Хх! может иметь ненулевое 
решение только тогда, когда X совпадает с одним из собствен­
ных значений X, (/=1, ..., и).

Приведем примеры использования теоремы 2.5.



Пример 2.2. Пусть А — диагональная матрица с элементами 
А, на главной диагонали. Покажем, что система х —А х+ В и  управля­
ема тогда и только тогда, когда все строки матрицы В  ненулевые, 
а строки В, отвечающие одинаковым диагональным элементам 
матрицы А, линейно независимы.

Введем матрицу

Л\ — X 0 ... О ¿>п ... Ь\т 
О Х2 — А ... О ¿>21 ... ¿>2ш

5(А) =  (Л-А /, Д) = (

О 0  ... А * — Л. ¿>„, ...¿>„

В силу теоремы 2.5 необходимое и достаточное условие управля­
емости состоит в том, что для любого комплексного А ранг матри­
цы £  (А) равен л. Пусть А =  А,. Если соответствующая строка матри­
цы В нулевая, то нулевой становится вся строка 5  (А/) и ранг Б (А<) 
заведомо меньше л. Если же Х,=Х/ (/ ф/), то при А=А(=А  ̂ строки 
являются линейно независимыми, когда г-я и /-я строки матрицы 
В линейно независимы.

Пример 2.3. Покажем, что из управляемости пары (А , В) следует 
управляемость пары (А + ц!, В) для любого числа т].

На основании теоремы 2.5 достаточно показать, что для любого 
комплексного Хх ранг матрицы (А + г\1—Хх1, В) равен п. Из управля­
емости пары (А, В) следует, что для любого А ранг матрицы (А — XI, 
В) также равен п. Но при А =  А1 — т\ имеем (А + т}1—ХхI, В) = (А —XI, В). 
Значит, ранг матрицы (А + г]1—Хх1, В) для любого Хх равен л, т. е. 
пара (А + т}1, В) управляема.

Пример 2.4. Покажем, что из управляемости системы
х=Ах+Ьи, х еЛ н, ыеЛ, 

следует управляемость системы
х= А х  + Ь\, у =  С 'х+ау + ы, уеЛ р

I
Здесь А  — постоянная матрица, ¿> и С — постоянные векторы из Я„, 
а — заданное число.

Обозначим через 5л матрицу 5", (А) =  (А — XI, Ь) размера п х (л +1). 
Покажем, что ранг матрицы

равен л + 1. Здесь матрица Бя+1 (А) размера (л + 1) х (л+ 2) получена 
из >?я добавлением одной строки, образованной компонентами (С|, 
..., с„) вектора С, числами а —А и 1, а также одного столбца,



все элементы которого равны нулю, кроме последнего, равного 
единице.

Поскольку пара (А, Ь) управляема, ранг матрицы (А) равен п. 
Значит, строки матрицы £„ (А) линейно независимы, а потому ли­
нейно независимы первые п строк матрицы Бя+Х (А). Последняя 
строка матрицы 5'и+1 (Я) линейно независима от ее первых п строк, 
так как их последние элементы — нулевые, а последний элемент 
(п+ 1)-й строки — единичный. Следовательно, ранг матрицы 
&+1 (Я) равен п + 1.

б. Управляемость двухзвенного манипулятора. Рассмотрим двух­
звенный манипулятор (рис. 2.1), состоящий из двух абсолютно 
твердых тел (?1 и Q2 с массами тх и т2, которые скреплены друг 
с другом с помощью шарнира 0 2 и с неподвижным основанием 
с помощью шарнира Ох. Оси шарниров параллельны. Манипулятор

дожет двигаться в плоскости, пер­
пендикулярной осям шарниров. 
Управление манипулятором про­
исходит благодаря моментам 
щ и и2, приложенным к осям шар­
ниров Ох и 0 2. Предположим, что 
звено Q2 манипулятора статически 
уравновешено, т. е. его центр масс 
расположен на оси 0 2. Тогда урав-

7  нения движения манипулятора 
имеют вид

Рис. 2.1. Двухзвенный плоский мани- (А "I" Ф\ =  Щ ^2^ 2  =  и2. (2.21)
пулятор

Здесь (р 1 — угол между звеном 
£?! и осью Охх  неподвижной системы координат Охху; ц>2 — угол 
между £?2 и 0,\Х\ Ь  — расстояние между осями шарниров Ох и 0 2;
1Х и /2 — моменты инерции звеньев £?] и £?2 относительно осей 
0\ и 0 2 соответственно. Введя переменные хх = (1х+т2Ь 2)Ш(рх, 
хг=12п(р2, х 2 = (1х+т2Ь 2)Шфх, х4 = 1\12ф2, запишем систему (2.21) 
в виде

х х= х2, х2 = их — и2, х3=х,, х4 = и2. (2.22)
Система (2.22) имеет вид (2.1), где матрицы А и В таковы:

■ й
( О 1 о 0 \

0 0 0 0 1 

0 0 0 1 г  
0 0 0 0 /



К -(В , АВ, а2В, А 3В)— 0 0 0 1 о О О О

0 0 1 - 1  0 0 0 0
1 - 1  0 0 0 0 0 0

О 1 0  0 0 0 0 0

Первые четыре столбца этой матрицы линейно независимы, по­
скольку

Так как ранг матрицы В равен 2, то в соответствии с замечанием
1 из п. 1 можно было бы ограничиться определением только ранга 
матрицы (В, АВ), который равен 4. Следовательно, система (2.22) 
управляема.

Этот же вывод можно сделать, используя критерий управля­
емости из теоремы 2.5. Действительно, все собственные значения 
матрицы А равны нулю. Далее, матрица (А —XI, В) при Х = 0 прини­
мает вид

Ранг этой матрицы вследствие линейной независимости 2, 4, 5 и 6-го 
столбцов равен 4. Поэтому в силу замечания к теореме 2.5 система
(2.22) управляема.

Покажем теперь, что система (2.22) неуправляема, если управле­
ние происходит только с помощью одного вращающего момента и2. 
В этом случае матрицы В и К=(В, АВ, А 1 В, А 3В) имеют вид

Поскольку 2-й и 4-й столбцы матрицы К  совпадают, ее ранг меньше 
4. Значит, система (2.22) только при использовании одного управле­
ния и2 неуправляема.



Исследование управляемости системы (2.22) в этом случае также 
можно осуществить с помощью теоремы 2.5. Так как все собствен­
ные значения матрицы А  равны нулю, то для этого достаточно 
определить ранг матрицы (А, В), имеющей вид

( 0 1 0 0 0 \
0 0 0 0 - 1  1

0 0 0 1 о г
0 0 0 0 1 /

Ранг этой матрицы равен 3. Значит, в силу теоремы 2.5 система
(2.22) неуправляема при использовании лишь одного вращающего 
момента и2.

§ 3. НАБЛЮДЕНИЕ В ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМАХ. НАБЛЮДАТЕЛИ

1. Постановка задач наблюдения. Двойственность задач управления 
и наблюдения. Условия наблюдаемости. При исследовании эволюции 
во времени динамической системы, а также для построения С- 
управления необходимо уметь определять вектор состояния систе­
мы (фазовый вектор). Однако в реальных ситуациях непосредствен­
ное измерение фазового вектора затруднительно либо по техничес­
ким причинам, либо из-за невозможности проведения процесса 
наблюдения, либо вследствие чрезмерно высокой его с т о и м о с т и . 
Следует также учитывать ошибки в канале наблюдений, затруд­
няющие определение фазового вектора. Задачи оценивания вектора 
состояний системы с учетом помех в измерительных устройствах 
изучаются в третьей части книги. Здесь же рассмотрим случай, 
когда указанные ошибки отсутствуют.

Предполагается, что движение системы описывается линейным 
дифференциальным уравнением

х  (0 =  А (0 х (0, х (/) еЛя, (3.1)

где матрица А (/) известна, а вектор х (0 непосредственному изме­
рению недоступен. Наблюдаемый вектор у (/) связан с вектором 
х  (/) соотношением

У (*) =  (> (Ох 0 ) ,  у е К , .  (3.2)
Здесь заданная матрица Q (/) называется матрицей состава измере­
ний. Она определяет, какие именно линейные комбинации вектора 
состояний х  (0 доступны измерению. Рассматриваемые задачи на­
блюдения состоят в определении некоторых функций координат 
х  по результатам измерений (3.2).

Для определенности рассмотрим следующую задачу. Пусть из­
мерения вектора у  (/) произведены на отрезке [/0, /1]. Требуется



построить такой линейный функционал от у  (О, где чтобы
восстановить значение а'х (/]), где а — заданный вектор из Ящ. Ины­
ми словами, требуется найти такую функцию у (1)еЛ,, при которой

•1

I у' 0)у  (О (/,). (3.3)

Придавая вектору а конкретные значения, из равенства (3.3) получа­
ем выражения для соответствующих комбинаций компонент век­
тора х (/1). В частности, если /-я компонента вектора а есть а ,=  1, 
а все остальные ау=0 (¡Фг)> то соотношение (3.3) определяет вели­
чину >-й компоненты х, (I) фазового вектора х (/). Обозначим через 
Е  (/, я) матрицу Коши уравнения х  (()= А (Ох (/). Тогда на основа­
нии формулы Коши имеем х (0 = 2  (/, (¡)х (/¡). Поэтому

Д' (0 =  6  (0 х  (0 = б  (0  ̂  0, /,) х (/,).

Подставляя это значение у  (() в (3.3), получаем, что при произволь­
ном значении х (/1) должно иметь место соотношение

Ч

IV' (0 у  (0<и= у' (О б  (02 (Л /,)а/х (/,) = а'х (/,).

<0 'о
Так как х (/]) — произвольный вектор, то функция у (0 удовлет­

воряет уравнению
'1

Г ( / . / . ) С '( 0 у(0<1/=«. (3.4)
I
‘о

Рассмотрим теперь вспомогательную управляемую линейную 
систему

0 ( 0  = А, ( 0 П 0 + В  ( 0 и (/), ' о ( з . 5 ) 
Р (*о) = Ро, Р (^)  = Р\, Р е В*> иеН/ .

Здесь А\ (0 и В (0 — некоторые матрицы, которые будут выбраны 
ниже. Требуется перевести систему (3.5) из заданного начального 
положения р (/о)= Ро в заданное конечное положение р (и )= Р \ .

Поставленная задача сводится к определению управления и (0  из 
уравнения {

г ,  (/„ О В (0 и ( 0 ^ = 0 ,  - г  (/„ /0)А>. (з.б)



Здесь 2 Х (¡, 5) — матрица Коши решений уравнения /? (/) = 
=А\ (/)/? (/). Итак, задача наблюдения сведена к решению интег­
рального уравнения (3.4) относительно функции у (*), а вспомога­
тельная задача управления — к решению интегрального уравнения
(3.6) относительно управления и (()■ Выберем теперь матрицы Ах (<) 
и В (() в (3.5) так, чтобы уравнения (3.4) и (3.6) оказались эк­
вивалентными. Сравнивая (3.4) и (3.6), сразу заключаем, что если

— г  (*,, /0) Ро, то должно бьггь В (()=()' (/) и г '  (/, /0 = 2 , ((,, (). 
Из последнего соотношения найдем выражение для Ах (/). В силу 
свойств (1.8) гл. IV матрицы Коши имеем

г  (/, / ,)= г , (/„ / ) = г г 1 (/, /,)•

Дифференцируя по / обе части этого равенства, на основании ука­
занных свойств получаем

(/, /,) А ' ( 0 - г г 1 (/, и)а , (0.

Следовательно,
г  (/. ¡¿А' (/)=  - г ,  (/„ о  л х (0 =  - г '  (/, /,) а х (/).

Таким образом, окончательно имеем
А х ( 0 = - А '( 0 ,  В (0  = в ’ (0- (3.7)

Отметим, что равенства правых частей уравнений (3.4) и (3.6) всегда 
можно добиться с помощью выбора векторов /? (/0) и /? (/,). В этом 
случае решения интегральных уравнений (3.4) и (3.6) эквивалентны, 
а значит, эквивалентны и решения задачи наблюдения (3.1)—(3.3) 
и управления (3.5). Поэтому указанные задачи называются двойст­
венными.

О пределение 3.1. Система (3.1) называется наблюдаемой на 
отрезке [/0, /1] по измерениям (3.2) на этом отрезке, если для любого 
вектора а еЛ„ существует функция у (/), удовлетворяющая равенству
(3.4).

Иными словами, для наблюдаемой на отрезке [/0, /1] системы
(3.1) возможно точное определение величины а'х ((¡) с помощью 
линейного преобразования результатов наблюдений у  (/) при

Установленная выше двойственность задач наблюдения (3.1)—
(3.3) и управления (3.5) позволяет утверждать, что введенное опре­
деление (3.1) наблюдаемости соответствует определению управля­
емости системы (3.5). Значит, условия наблюдаемости системы (3.1) 
совпадают с условиями управляемости системы (3.5), (3.7). Из 
условий управляемости, приведенных в теоремах 2.1, 2.2 (а также из 
того, что ранг матрицы не меняется при умножении любого сто­



лбца на любое отличное от нуля число), вытекают следующие 
условия наблюдаемости.

Теорема 3.1. Если матрицы А и Q постоянны, то для наблюда­
емости системы (3.1) по измерениям (3.2) необходимо и достаточно, 
чтобы ранг матрицы наблюдаемости

(V . А'<2'......( Л 'Г 'е ')  (3-8)
был равен п.

Теорема 3.2. Пусть найдется точка те[/0, /1], в которой суще­
ствуют непрерывные производные матриц А (/) и Q (/) до порядка 
п— 1 включительно. Пусть, кроме того, в точке т равен п ранг 
матрицы (Кх......К„), где

К  (т ) =  б '  (т), К, (т) = А '  ( т ( т ) + ^ = ^ ,  » > 2 .
ёт

Тогда система (3.1) наблюдаема по измерениям (3.2).
Аналогично теореме 2.5, условия наблюдаемости выражаются 

следующей теоремой (критерием наблюдаемости Хаутуса).
Теорема 3.3. Если матрицы А и £? постоянны, то для наблюда­

емости системы (3.1) по измерениям (3.2) необходимо и достаточно, 
чтобы для любого комплексного числа X ранг матрицы (А ' —

—XI, б ')  или ранг матрицы \ ) был равен п.

Пара матриц (А, 0  называется наблюдаемой, если ранг матрицы
(3.8) равен п.

Приведем примеры использования теоремы 3.3.
Пример 3.1. Пусть пара (А, 0  наблюдаема и справедливо пред­

ставление матрицы Q в виде &—(Ои II), где Ох — матрица размера 
/ х (и — Г), состоящая из нулевых элементов, а /, — единичная матри­
ца размера 1x1. Запишем матрицу А в виде

Ац ^1г\ 
\^21 А 22/

Здесь Ац и А22 — квадратные матрицы размеров (и —0  х 
х (л—Г) и 1x1 соответственно, Ац  — матрица размера (п —Г)х1; 
А21 — матрица размера 1х(п—1). Докажем, что пара (Ап, А21) на­
блюдаема.

Для доказательства используем теорему 3.3, в соответст­
вии с которой достаточно установить, что для любого X ранг 
матрицы

^А п -Х 1 „ .^



равен п—1. Обозначим через Я2 матрицу размера и х /, имеющую 
вид

R l  ( л п - и }

В силу теоремы 3.3 для любого Я ранг матрицы

( v -м;, э
равен л. Так как ранг матрицы ( у 2) равен / (ввиду наличия подмат-

. V / /
рицы /,), то ранг матрицы / 1) должен быть равен п —1. Поэтому

ранг матрицы Я\ равен п —1.
Пример 3.2. Рассмотрим систему

х х=Алг1+ / х 2, х2= Б х2, х {е Я„, х2еЯ„.

Наблюдению доступна только первая компонента вектора х и т. е. 
уравнение наблюдений имеет вид

У=(>х 1, б = (1 , 0..... 0), у е Я 1ш

Известно, что матрицы А, И и имеющие соответственно размеры 
п х п .т х т я п х т ,  удовлетворяют соотношениям

Здесь а и а, (i=  1, ..., л) — заданные величины. Определим условия, 
которым должны удовлетворять элементы F, матрицы F, чтобы 
имела место наблюдаемость. Отметим, что эта задача возникает 
при синтезе адаптивных наблюдателей.



Обозначим через А0 матрицу размера N x  N  (N = 4- |-#и), а через 5  (А) 
матрицу размера (ЛГ+1) х ЛГ, где

Здесь Ох и 0 2 — нулевые матрицы размеров т х п  и 1 х т .  В силу 
теоремы 3.3 необходимое и достаточное условие наблюдаемости 
пары (А0, О) состоит в том, что при любом А ранг матрицы 5  (А) 
равен N. Положим

Тогда 5 (А)=(ЛЬ Л2). Отметим, что при любом А ранг матрицы 
Лг равен и, поскольку первые п - 1 строк матрицы и ее последняя 
строка линейно независимы.

Рассмотрим отдельно случаи, когда Хф — а и А= — а. Если 
ХФ —а, то ранг матрицы Л2 равен рангу матрицы Л2—Х1т и равен 
т при любой матрице Г, поскольку матрица 0 —Х1т невырождена. 
Значит, при Хф —а ранг матрицы 5  (А) равен N.

Пусть теперь X— — а. Тогда матрица Б ( —а) имеет вид

1 0 .... 0 я 0 . . . 0
- а 2 а 1 .... 0 Рг 0 . . . 0

- а я 0 0 .... а Гя 0 . . . 0
0 . . . 0 0 1 о., .0
0 . .

ОО 0 1.,..0
0 . . О О 0 0. ..1
1 0 0 . . .

ОО 0 0. ..0
Последние т строк матрицы £ ( —а) линейно независимы. Отсюда 
видно, что ранг матрицы 5  ( —а) равен числу ЛГ=/и +  л в том случае, 
когда линейно независимы ее столбцы, начиная со 2-го и кончая 
(п + 1)-м, содержащим компоненты Последнее требование выпол­
нено, если отличен от нуля определитель

1 0 ... О .Р,



Вычислим определитель А. Обозначим через А ,., определитель, 
полученный из А вычеркиванием его первых { строк и / столбцов. 
Тогда А=А, и, разлагая А по элементам 1-й строки, получим

А=А11=А11_1+ ( —1)"+,а"~1/ ’1=Ая_, +  (—
Отсюда видно, что имеет место рекуррентная формула

А(+1= А(+(—<*)‘Рп-и А1 =  /),.
Поэтому для определителя А получим следующее выражение:

А = Ё  (-«)>»-<•
1-1

Итак, условие наблюдаемости А Ф 0 принимает вид

Е  ( - « ) Ч - ,# о .
<-1

2. Об одном способе определения вектора состояния. Рассмотрим 
задачу наблюдений (3.1), (3.2) с постоянными матрицами А и (), 
предполагая полноту ранга матрицы наблюдаемости (3.8). Пока­
жем, что в этом случае фазовый вектор х  (/0) (а следовательно, 
в силу формулы Коши и вектор х (0 для любых /) можно вос­
становить по результатам наблюдений (3.2) на сколь угодно малом 
интервале [/,, /2]. Для этого воспользуемся вытекающим из формул
(3.1), (3.2) соотношением

У (0 =  в х  (0 =  б  [ехр А ( ( -  /0)] х (/0). (3.9)
Дифференцируя последовательно равенство (3.9) по / и полагая 
/= /0, получаем систему уравнений относительно х  (/0):

У Оо)=<2х (/„), У Оо) = (2Ах (/0), ..., у(я~1) (/0) = <2А"-1х  (/„). (3.10)

Система (3.10) содержит п1 уравнений с п неизвестными компонен­
тами вектора х  (/0). В силу их построения уравнения (3.10) совмест­
ны и их можно однозначно разрешить относительно х  (*„) тогда 
и только тогда, когда ранг матрицы (3.8) равен п. Таким образом, 
при выполнении условия наблюдаемости из теоремы 3.1, разрешая 
уравнения (3.10) относительно х  (/0), можно восстановить фазовый 
вектор х  (0 по формуле

х (0 =  [ехр А (* - /„)] х (/0).

Отметим, что все последующие производные У° (/„) (/>л) являются
линейными комбинациями предыдущих производных у® (/0) (/=0, 
..., п — 1). Действительно, умножая равенство (2.4) слева на б  и спра­
ва на х (/), в силу (3.9) получаем



у(я) (t0)= — <*i/" 0 О о)-.- — ляу  (fj). (3.11)

Аналогично, умножая уравнение (2.4) слева на Q справа на Ах  (/), 
имеем

(QA"+1)x  (t) = ( - a lQ A "-...-a .Q A ) х  (t), (3.12)

У " + |)  ( / 0) = — ® 1у (я) ( * о ) - - - « * У  (*<>)•

Заменяя в правой части равенства (3.12) производную у(я) (/0) в соот­
ветствии с (3.11), заключаем, что У"+1) (io) есть линейная комбина­
ция функций у  (/о) ( i= 0 ,..., л — 1). Подобным же образом, умножая
(2.4) слева на ß  и справа на А”+‘х  (t) ( i= 2 ,...), убеждаемся в том, что
все У (f0) представляют собой линейные комбинации функций у® (/0) 
(/= 0 ......и—1). Следовательно, при определении вектора х  (f0) с по­
мощью вычисления производных у^  (/о) достаточно ограничиться 
значениями /=  0, ..., л —1, т. е. достаточно ограничиться системой 
уравнений (3.10).
3. Наблюдатель полного порядка. Изложенный в п. 2 способ опре­
деления вектора состояния основан на вычислении производных 
функции у  (<) со всеми вытекающими отсюда нежелательными по­
следствиями. В связи с этим практическая реализация этого способа 
весьма затруднительна. Излагаемый далее подход к задаче оценива­
ния вектора состояния х (i) основан на построении такого уравне­
ния, называемого наблюдателем, решение которого т (/) сходится 
к х  (0 при любых начальных условиях х  (0) и т  (0) в следующем 
смысле:

lim \х (t)—m (01—0. (3.13)
Г—*00

Рассмотрим задачу наблюдения (3.1), (3.2) с постоянными матри­
цами А и Q. Пусть ранг матрицы (3.8) является полным. Определим 
наблюдатель с помощью уравнения

т (t)=Am  (0  +  V (0 (у (0 -  Qm (0), t>0. (3.14)
Здесь матрица V (t) размера и х /  подлежит определению таким 
образом, чтобы удовлетворялось условие (3.13). Обозначим через 
е (0 ошибку оценивания:

б (t) = x  (0 —т (0- (3.15)
Из (3.1), (3.14) вытекает, что ошибка е (/) удовлетворяет уравнению

k(t) = [A -V ( t)Q ] e ( t) .  (3.16)



Известно [131, что если ранг матрицы (3.8) полный, т. е. равен и, то 
матрицу V (¡г) можно выбрать постоянной и такой, что спектр 
матрицы ( А - У д )  принимает заранее заданные значения. Иными 
словами, в этом случае всегда можно выбрать такую постоянную 
матрицу V, что справедливо соотношение (3.13).

Зам ечание. Пусть уравнения системы (3.1) содержат в пра­
вой части управляющее воздействие вида В (0 и (/), где В  (/) — 
заданная матрица, а н ( / ) е  Д , — известная функция, т. е. име­
ют форму

х  (1)=А (Ох (0+ В  (0 и (/). (3.17)
Тогда условия наблюдаемости сохраняют прежний вид (см. 
теоремы 3.1 и 3.2), а наблюдатель полного порядка описывает­
ся соотношениями

т (0 = А  (0 т (0 + В (0  и (О+У (О О (0 -  (/)). (3.18)
При этом ошибка оценивания (3.15) по-прежнему удовлетворя­
ет уравнению (3.16).

4. Наблюдатель пониженного порядка (наблюдатель Люенбергера).
Наблюдатель (3.18) имеет тот же порядок л, что и фазовый вектор 
х  (/). Вместе с тем наличие измерений (3.2) для уравнения (3.17) 
позволяет понизить порядок уравнений наблюдателя. Пусть матри­
цы А и б  в (3.17), (3.2) постоянны, ранг матрицы (3.8) полный и ранг 
матрицы (? равен />0. Выберем любую матрицу IV размера 
(л—/) х л так, чтобы квадратная матрица Ь размера л х л, равная

Чж) <зл9>
была невырождена. Обозначим через Е й  Б  блоки обратной матри­
цы Ь , т. е. Ь — (ЕВ), где Е  — матрица размера л х /, а X) — 
матрица размера п х (п -[ ) .  Ясно, что Е<2+ОП'=1, где I  —  единич­
ная матрица размера лхл . Рассмотрим вектор а (/)еД , связан­
ный с х (0  соотношением

х  (0 = Ь ~ 1 ^  (О+Иа (0. (3.20)

Зам е™ , что (у (/), а (0)' = Ь х  (/). В правой части представления 
(3.20) в оценивании нуждается лишь вектор а (/). Поэтому с учетом 
(3.17), (3.19) получаем, что функция а (/)= Жх (/) удовлетворяет 
уравнению

а (0=  IV (ЛИа (0 + АЕу (0  + Ви (<)), а (0)=а„. (3.21)
Начальное условие а,, для уравнения (3.21) может быть взято произ­
вольно. Казалось бы, можно решить уравнение (3.21), полученное



й решение подставить в правую часть (3.20) и найти таким образом 
оценку вектора х  (/). При таком способе оценивания ошибка 
£ (/)= *  0 )- (Е у  (0+Х>а (0) удовлетворяет уравнению

г ( 0 = х ( 1 ) - Е у ( 0 - О а ( 0  =
= Ах+Ви-ЕС} (А х+ Ви)—01¥(АИ а+ А Е у+ Ви) =  

= А х-0 }У А П а -В \У А Е у-Е д А х=  
=(EQ+DfV)Ax-DfVADa-DWAEy-EQЛx = 

=Л1УАх-£>1ГА (Е у+ В а )= В т е .

Ранги матриц Х> и Жне превосходят п — 1, поэтому в силу неравенст­
ва Сильвестра ранг матрицы 01УА также не больше п —1.

Так как определитель матрицы равен произведению ее собствен­
ных значений, а матрица ОIVА вырождена, то она не может быть 
гурвицевой. Значит, е (0, вообще говоря, не стремится к нулю при 
/—*оо. Это означает, что метод оценивания (3.20), (3.21) не удовлет­
воряет основному требованию (3.13), которому должны удовлет­
ворять наблюдатели.

В связи с этим используем другой метод построения наблюда­
теля. Оценку а! (г)е Д,_/ вектора а (/) зададим соотношениями, вы­
текающими из (3.21) и выражения для у  (/):

а, (0 =  ФА (£>а, (0 +Еу (0 )+  V [у (/)-& <  (Еу (/) +  /)«, (0] +
+ (IV-  УО)Ви (/), а, (0) =  а?. (3.22)

Здесь матрица V должна быть выбрана так, что |а (/) — а, (01-+0 при 
/->оо. Начальное значение оценки а® задается произвольно. Оишбка 
оценивания д (/) =  <* ( /) -о , (0  в силу (3.21), (3.22) удовлетворяет 
уравнению

8 (0 =  (¡V -  К 0  АП8 (0- (3-23)

Действительно, из (3.22), (3.2), (3.17), (3.20) вытекает, что

а, (0 =  1УА (Да, +  Еу) [ х -А  (Е у+ Б щ )-В и] +
+ ¡УВи= 1ГА (Ва1 + Еу)+ У(}А ( х - Е у - О а 1)+ \¥Ви= (3.24) 

=  ИГА (Оа1 + Еу)+ У(?АО ( а -а ,)  +  1ГВи.

Вычитая теперь из (3.21) уравнение (3.24), получаем (3.23). При 
сделанных предположениях постоянную матрицу V размера 
(п — 1) у. / можно выбрать так, чтобы тривиальное решение уравнения
(3.23) было экспоненциально устойчиво относительно начальных 
возмущений [13]. Значит,

Шп 6 (0=0. (3.25)
/-♦СО



Теперь, после того как оценка ai (/) вектора а (t) построена, оценку 
т (/) вектора х  (t) в соответствии с (3.20) естественно задать с помо­
щью равенства

т (t)=Ey (i)+Dat (/). (3.26)
При этом можно показать, что соотношение (3.13) также имеет 
место. Действительно,

х  (t)—m (t)=Ey (t)+Da (t) - (E y  (/)+Z>a, (/))=
=D  (a (/)—ai (0)-*0, /-*oo.

В некоторых случаях построение оценки a, (t) с помощью урав­
нений (3.22), правые части которых зависят от производной у  (t) 
результатов наблюдений у  (t), может оказаться затруднительным. 
Однако фактически можно избежать этого, сделав замену перемен­
ных: а2 ( / )= (t\ (t)— Vy (t). Тогда на основании (3.26) получим

т (t)=Da2 (t)+ (E+ D V)y  (t). (3.27)
Уравнения, определяющие «2 (0. с учетом (3.22), (3.2), (3.17) 
имеют вид

«г ( t)= (W - VQ) [ADa2+Bu+A  (DV+E)y],
а2 (0 )= a l (3.28)

Начальный вектор a® задается произвольно. Из соотношений (3.20),
(3.26), (3.25) следует, что для ошибки оценивания <5, (t)= x (t)— m (t) 
справедливо равенство

lim ¿1 (/) =  lim [jc (t)—m  (/)]=lim DÔ (0=0.
t-* oo t~*ao t-+ao

Таким образом, формула (3.27) действительно определяет наблюда­
тель для системы (3.17). Поскольку при этом для фактической 
реализации наблюдателя (3.27) требуется определить вектор а2 раз­
мерности и — /, соответствующий наблюдатель называется наблюда­
телем пониженного порядка (наблюдателем Люенбергера).

Приведем еще уравнение для ошибки оценивания S, (/). Диф­
ференцируя обе части равенства <5t (t)=DÔ (t) по /, с учетом (3.23) 
получаем

<5, =DS=D {W - VQ) A D 8 -D  ( W -  VQ) AS,.

В заключение приведем основные этапы построения наблюда­
теля Люенбергера:

1°. Выбирают матрицу W  так, чтобы матрица L, определенная 
формулой (3.19), была невырожденной.

2°. Представляют Ь ~ 1в виде L ~ 1=(E, D), где Е  — матрица 
размера и х /, а D  — матрица размера л х (и—/).



3°. Определяют матрицу V  так, чтобы матрица (1У—У0)Л1> 
была гурвицевой, т. е. чтобы все ее собственные значения лежали 
в левой полуплоскости плоскости комплексного переменного.

4°. Находят решение а2 (/) задачи (3.28).
5°. Определяют оценку т  (/) вектора х  (*) по формуле (3.27).
В тех случаях, когда возможно вычисление производной у  (/), 

этапы 4° и 5° приведенного алгоритма могут быть заменены соот­
ветственно следующими этапами: 4°) находят решение а.\ (0  задачи 
(3.22); 5°) определяют оценку т  (О вектора х  (/) по формуле (3.26).

Замечание. Если измерения (3.2) осуществляются с помеха­
ми, то наблюдатель полного порядка (3.14) с матрицей V (/), 
выбираемой из условия минимума среднеквадратичной ошиб­
ки оценивания, называют фильтром Калмана. Подробнее 
фильтр К алм ан а излагается в гл. XI. Были проведены экс­
периментальные сравнения фильтра Калмана и наблюдателя 
Люенбергера* в задаче оценки состояния двойного перевер­
нутого маятника при неточно заданных начальных условиях 
и помехах. Наблюдатель Люенбергера оказался более чувст­
вительным к помехам по сравнению с фильтром Калмана.

5. Наблюдатель пониженного порядка в системе стабилизации лета­
тельного аппарата**. Продольное движение ЛА можно описать 
уравнениями

Гг =  а —с1г8, 0 = */3а,
х= * - в ,  (3-29)
Т8 + д= К рми.

Здесь ГУ— угол тангажа, в — угол наклона траектории, а — угол 
атаки, 6 — отклонение руля высоты, ф — аэродинамические коэф­
фициенты, Т  и Ка, — характеристики рулевой машинки (рис. 3.1). 
Введя переменные Хх=&, х г=&, х3=<5, х4 = в, запишем уравнение 
(3.18) в виде

х= А х+ В и,
где

4 -¿ г 4 '
0 0 0

0
1

0
т

4 0

А = I п п - -  П I, Я = ,

♦Андреев Ю. Н. Алгебраические методы пространства состояний в теории 
управления линейными объектами // Автоматика и телемеханика, 1977, № 3.

••К узовков Н. Т. Модальное управление и наблюдающие устройства. — М.: 
Машиностроение, 1976.



Рис. 3.1. Координаты продоль­
ного движения ЛА: / —ось ЛА; 
Я — направление веггора мгновен­
ной сжорости у; III—горизонталь; 
V — угол тангаж»; в — угол наклона 

траектории; а*»у—0 — угол атаки

Ш

Здесь все параметры 4» 4, 4» К ^ , Т — положительные величины. 
Хотя в принципе можно было бы измерить любую из переменных 
состояния х и х4, это не всегда целесообразно. Можно, например, 
измерять только две из переменных состояния, а две другие опреде­
лять с помощью наблюдателя.

В том случае, когда измеряются переменные х3= 5 и хА=в, 
матрица О, состава наблюдений имеет вид

а матрица наблюдаемости (£?', А ’£)', (Л')36 0  — вид

Ее ранг равен 4, поскольку 2, 4, 6 и 8-й столбцы этой матрицы 
линейно независимы. Значит, при таком выборе измеряемых пере­
менных система наблюдаема.

Аналогично проверяется, что если измеряются переменные х2=&' 
и х3 = 3, то система (3.29) также наблюдаема. Однако при измерени­
ях переменных Х| = »• и х3=5  система ненаблюдаема. Матрица 
6  состава наблюдений в этом случае такова:

Записывая матрицу наблюдаемости (3.8), можно убедиться, что 
ее ранг равен 3. Этот же вывод о ненаблюдаемости можно сделать, 
используя теорему 3.3. В данном случае матрица (А '—XI, 6 ')  
имеет вид

0 1 о - ¿ з  о (12ъ о

о о  о о о  4  о - ¿ 5  
0 0 0 4 0 -<1\ 0 -44+4|

/



При X—0 2-я и 4-я строки этой матрицы линейно зависимы. Значит, 
система (3.29) при измерениях переменных хх и хъ ненаблюдаема.

При измерении любых трех переменных состояния система (3.29) 
является наблюдаемой. Если же известны значения только одной 
переменной, то объект (3.29) ненаблюдаем.

Построим теперь наблюдатель пониженного порядка при усло­
вии, что измеряются переменные х, =  V , х 2 = &, х3 = 8, а перем ен н ая 
х4 = 0 восстанавливается наблюдателем. Матрица Q в данном слу-

В качестве IV возьмем матрицу (0 0 0 1). Ясно, что матрица £  ~1 
в этом случае примет вид

Выберем в качестве V матрицу У= (0 0 -1 ) . Управление (3.28) для 
наблюдателя Люенбергера первого порядка с учетом явного вида 
матриц Q, IV, Е, И и выбора V запишется следующим образом:

За оценку состояния системы (3.29) в этом случае принимается 
вектор (хи х2, х3, аг).

чае имеет вид

1  1_ 0 0 1 0  • 
0 0 0 1

1 0  0 0 
0 1 0  0

Значит, матрицы Е  и 2) таковы:



Предположим теперь, что измеряются переменные х3 и х4. Тогда 
матрица состава измерений есть

, = ( ° 0 1  ° \  
' \0  0 0 1/в

В качестве W  можно взять матрицу

w ~ ( l 0 0 ° \\0  1 о о/
При этом матрицы L ~ l , Е, D, WAD имеют следующий вид:

, Е = \ . n , D= , WAD а
Выберем матрицу V размера 2 х 2 в виде

ЧЭ
С учетом такого выбора, последовательно вычисляя, получим

( ^ - К 0 Л Я  =  ̂  (\¥-У<2)В=

(}¥ -У О )А  ф У + Е)=
\ \

Уравнение наблюдателя второго порядка вида (3.28) в данном 
случае имеет вид



Здесь <*2 и а \ обозначают координаты вектора о2. Отметим, что 
уравнение (3.30) асимптотически устойчиво, поскольку его харак­
теристическое уравнение имеет вид Л2 + {13Х + с11 =  0, где г/, >  0, с/3> 0, 
и оба его корня лежат в левой полуплоскости.

В качестве оценки т (/) вектора х  (0 на основании (3.27) возьмем

§ 4. ЛИНЕЙНЫЕ МНОГОМЕРНЫЕ СТАЦИОНАРНЫЕ 
СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ И ИХ НУЛИ*

В теории автоматического регулирования большое внимание уделя­
ется изучению линейных стационарных систем. Для таких систем 
сложилась своя терминология и выработаны специфические методы 
исследования, связанные с возможностью применения преобразова­
ния Лапласа. Многомерная стационарная система управления опи­
сывается уравнениями

х  (0 = А х  (0+Ви  (/), х  (0)=хо, х е Л я, иеД*. 1^0, ,4 ^
у  (0=6* (0. Уе К 1-

Здесь А, В, б  — постоянные матрицы. Вектор и (0 называется 
входом (или управлением), у  (/) — выходом (или регулируемыми ве­
личинами), х  (0 — переменными состояния.

Изложим некоторые результаты теории многомерных систем, 
связанные с понятием нуля системы.

Матрицей системы (4.1) называется блочная матрица Р  (А) раз­
мера (п х !)х (п х  т), имеющая вид

В выражении (4.2) через А обозначено произвольное комплексное 
число, а через /„ — единичная матрица размера пхп .

Считается, что при А=0 ранг матрицы Р  (0) максимально воз­
можный, т. е.

•Этот параграф написан совместно с Е. М. Смагиной и использует материалы 
кн.: Смагина Е.М . Вопросы анализа линейных многомерных объектов с исполь­
зованием понятия нуля системы. — Томск: Томск.ун-т, 1990.

вектор

(4.2)

гапк Р (0) =  гапк у  ^  = т ш  (п + 1, п+т).



Инвариантным нулем системы (4.1) назовем такое комплексное 
число А=а, при котором ранг матрицы Р  (А) уменьшается, т. е.

rank Р  (А)|я_ ,< т ш  (п+l, п+т). (4.3)
Теорема 4.1. Пусть а — инвариантный нуль системы (4.1), при­

чем он не совпадает ни с одним собственным значением X, (i= 
=  1, ..., л) матрицы А. Тогда существуют такие начальное условие 
Xq и вход

и(0=Иое"1 (/), Ц>=const, МоеЛ», 1 (0 =  | J ’ (4-4)

при которых выход у  (t) системы (4.1) тождественно равен нулю.
□  Произведем преобразование Лапласа уравнения (4.1). В ре­

зультате получим
Ах (А )-ха- А х  (Х)+Вй (А), ^  ^

СО

у  (А) =  Qx (А), х  (А) = J* е“*х  (t)dt.
о

Здесь х  (А), и (А), у  (А) — векторы, компоненты которых являются 
преобразованием Лапласа компонент векторов х  (<), и (t), у  (0 соот­
ветственно.

Если ХфХь то
х  (А) =  (А1Я- А ) ~ 1 {хй+Вй (А)). (4.6)

Преобразование Лапласа и (А) от входа (4.4) вычисляется в явном 
виде:

5 (А )= -^ . (4.7)
Я—а

Из (4.5)—(4.7) получаем, что

у  (X) = Q (А Д -Л Г 1 ( х о + В - - ^  =

= —  Q (А1Я- А ) ~ 1 ((А—а) 1ях0 + Вщ)= 
х~* (4.8)

= —  [Q xo-Q  (AIn -А У 1 ((а1я- А ) х 0-Вщ)].Л—а

При выводе последней формулы было использовано соотношение 

(Х -а)1я=(Х1я-А ) - (ч 1 я-А ) .



Потребуем теперь, чтобы у  (0 =  0, *>0. При этом должно быть

Тождество (4.10) возможно при всех X тогда и только тогда, когда

Первое из равенств (4.9) и равенство (4.11) можно объединить в виде

Рассмотрим (4.12) как уравнение относительно Хо, щ. Нетриви­
альное решение этого уравнения существует, если матрица

имеет неполный ранг. При 1^т  это необходимое и достаточное 
условие, а при 1<т — достаточное условие.

Итак, установлено, что если а — инвариантный нуль системы, 
то существуют такой вход вида (4.4) и такое начальное состояние х0, 
что прохождение сигнала в системе (4.1) от входа к выходу отсут­
ствует, т. е. у  (0 = 0. ■

Пример 4.1. Рассмотрим систему второго порядка с одним вхо­
дом и одним выходом:

Матрица А имеет два различных собственных числа ¿1 =  1, Х2=1. 
Определим инвариантный нуль системы (4.13). Для этого построим 
матрицу системы

у О о ) = (> х о =  0, ¿ ( ¿ )  =  0.

С учетом (4.8) из (4.9) получаем, что
б  ( Д . - Л Г 1 ((а1„-А) хо-В и о)= 0. (4.10)

(а1я- А )  Х0-В и 0 = 0. (4.11)

(4.12)

(4.13)

Здесь



При А=0 ранг уменьшается с 3 до 2. Следовательно, а = 0  — 
инвариантный нуль системы (4.13). Так как ранг матрицы Р  (A)|j_o 
уменьшается, то, используя уравнение вида (4.12)

/ - 2  О - Л / х Д
( —1 —1 о 1(^20 1 =  0» (4.14)

можно определить вектор (*о, “о) =  (*ю, *20, Uo) = (l, — 1. —2), при 
котором выполняется равенство (4.14). Отсюда следует, что если на 
вход системы подается постоянный сигнал

и (0 =  —2е°1 (/)= —2 Ш1 (0i (4-15)

то при начальном условии х  (0) =  (1, — 1) сигнал на выходе системы 
должен отсутствовать.

Убедимся в этом непосредственно, определив решение системы
(4.13) при найденных начальных условиях и входе (4.15).

Для этого систему (4.13) с входом (4.15) запишем в виде
х\=2х\ 2, Xi (0)= 1, (4.16)

x 2= xi+ x2, х2 (0)= -1 .

Непосредственно проверяется, что решение системы (4.16) имеет 
вид *i (0 =  1, х 2 (/)=  — 1. Значит, выход у  (t) есть

У ( 0 =  0

Матрица G размера 1хт, имеющая вид
G {X )= Q Q I.-A )- l B. (4-17)

называется матричной передаточной функцией системы (4J). Мат­
рица G (А) характеризует реакцию системы (4.17) на вход й (А) при 
нулевых начальных условиях х  (0) =  0.

Предположим, что rank G (0)=min (/, т). Комплексное число А, 
а называется передаточным нулем системы, если

rank G (A)|i_e<min (/, т).

Можно показать, что множество передаточных нулей системы
(4.1) входит в множество инвариантных нулей той же системы, но, 
вообще говоря, уже его (см. задачу 19 ко второй части). Вместе 
с тем справедливо следующее утверждение.

Теорема 4.2. Если система (4.1) полностью управляема и наблю­
даема, то множества ее передаточных и инвариантных нулей со­
впадают.



Р  Пусть /> 1и. Тогда изменение ранга матрицы Р  (А) системы
(4.1) возможно только в том случае, когда при некотором А=а 
какие-нибудь столбцы матрицы Р  (а) станут линейно зависимыми. 
Ранг матрицы Р  (А) размера (п + 1)х(п+т) не изменится, если ее 
умножить справа на невырожденную матрицу L, (А) размера 
(п+т) х (п+т), имеющую вид

Отсюда получаем цепочку равенств
rank Р (А) =  rank (Р (A)L, (А))=

- r a n k f" - - *  0 , L r a n k p - “ -1 0  'i
I  Q Q W . - A y ' B )  Q G ().))'

В силу критерия наблюдаемости Хаутуса (см. с. 239)

™к( Т АУ п
для всех комплексных чисел А. Поэтому уменьшение ранга матрицы 
Р (А) при А = а в этом случае может произойти тогда и только тогда, 
когда при А=а уменьшается ранг матрицы G (А). Таким образом, 
в этом случае инвариантные и передаточные нули совпадают.

Пусть теперь 1<т. Умножим матрицу Р (А) слева на невырож­
денную матрицу Ьг (А) размера (п + [)х(п + 1):

Тогда

rank Р  (А) =  rank (Ц  (А) Р  (А))= rank ( Х1”~ А ~ В
\  О G (А)

В силу критерия управляемости Хаутуса (см. с. 231) rank (Х1п- А ,
— В)=п для всех комплексных значений А. Значит, при А =  а строки 
матрицы Р  (А) могут стать линейно зависимы, если при этом А = а 
теряет ранг матрицы G (А). Этим теорема полностью доказана. ■ 

Пример 4.2. Для системы (4.13) передаточная функция G (А) 
имеет вид

G(A) =  e ( A / 2- ^ r 1JB = (  1 1 ) (Л~ 2.0 . V Y i V — -------- (4 1 8 )\ - i  л- i )  \о ;  (Я— 1) (Я—2)
Единственный передаточный нуль системы (4.13) есть А=0.



г М г - :)
при Х=0 линейно независимы 1-я и 3-я строки, а при ХФО— 2-я 
и 3-я строки.

Система (4.13) наблюдаема, поскольку в матрице
/Л -2  0 1\

при Х= \ линейно независимы 1-й и 3-й столбцы, а при ХфО 
2-й и 3-й столбцы.

Таким образом, система (4.13) имеет только один инвариантныи 
нуль Х=0, который совпадает с передаточным.

Некоторые другие свойства инвариантных и передаточных нулей 
можно найти в задачах 20—24 ко второй части, а также в цитиро­
ванной на с. 251 книге.

Основные результаты ■ формулы главы VI 
Условие общвоств положения. Для системы

х  (0 ~ А х  (<)+Ди (<), хеЯ„, иеХ„

все матрицы Су-(¿у, АЬр ..., л " '* / )  невырождены; здесь У -1.......  т, а ¿у —
столбцы матрицы В.

Теорема о конечности ■нсла точек нереключешш. Если выполнено условие об­
щности ппдптаиш , то каждая компонента оптимального управления имеет конечное 
число точек переключения. Бели, кроме того, все собственные значения матрицы 
А действительны, то число таких точек переключения не превосходит и — 1.

У п равляем ость систем . Для управляемости линейных стационарных
систем необходимо и достаточно, чтобы ранг матрицы К —(В, АВ, А В, ...
.... А ~ Х В) был равен п (размерности вектора дс).

Для управляемости системы (2.1) при наличии ограничений |и (0 |< С , С>0 
необходимо н  достаточно, чтобы ранг матрицы (2.2) был равен п и, кроме того, 
чтобы все собственные значения матрицы А  лежали на мнимой оси.

Критерий управляемости Хаутуса. Для управляемости линейной стационарной 
системы (2.1) необходимо и достаточно, чтобы для любого комплексного числа 
А ранг матрицы (А -X I ,  В) был равен я (размерности вектора х).

У п равляем ость линейных нестационарны х систем. Для управляемости линейных 
нестационарных систем х  ( /)» ^  (1)х (1)+В (/)и (|) достаточно, чтобы нашлась точка 
е[<о, *]> в которой ранг матрицы А>(ЛГ1......Кя) равен я; здесь

¿АТ,-. (0аЛ|_1
(0-4(0. -А  (0Ъ-1 (0— —а(

Для управляемости системы (2.12) на отрезке [<о, <]] необходимо и достаточно, 
чтобы матрица IV (<о» <1) была положительно определена.



Кавошпеаенй и д  леяейаых стационарных систем. Существует матрица Т  такая, 
что Ту (О- * (О* У (1) шсТ~1АТу + Т ~ 1 Ви и при этом

где 0] и О2 — нулевые матрицы размерности (л—/) хj  и (л—]) хм , а ранг матрицы (в|, 
А хВи ~ , А ‘~1 В) равен/

Линейная стационарная система (2.1) со скалярным управлением может быть 
сведена к одному уравнению л-го порядка вида (2.20).

Линейная нестационарная система (2.12) со скалярным управлением и невырож­
денной матрицей К  (I), определенной в теореме 2.2, может быть сведена к одному 
уравнению л-го порядка.

Наблюдаемость линейных састем. Для наблюдаемости системы х  (/) —Ах  (<) по 
измерерирм у  (г)1*б* (0 необходимо и достаточно, чтобы ранг матрицы (&', А'<2', 

(А') (¿') был равен л.
Для наблюдаемости той же системы необходимо и достаточно, чтобы при 

любом комплексном числе Я ранг матрицы (А'—Я/, О,1) равен п.
Наблюдатель полного порядка:

т (!)- Е у  (0+Да. (0. 
а, (/)= ЯГА р а ,  (0+£> (0)+ V  [у (0 - ( ¿ А  (Еу (0+Яа, (»))]+(Ж - У Ц )В и  (/).

Л вкЬы е многомерные с п ц м п р а м  системы управления. Инвариантным нулем 
системы

называется такое комплексное число Я=а, при котором уменьшается ранг матрицы 
Р (Я) вида

Если число а есть инвариантный нуль системы (4.1), не совпадающий ни с одним 
собственным значением матрицы А, то существуют такие начальное значение 
хо и вход и (Г), при которых выход системы тождественно равен нулю, т. е. у  (0 —0.

Комплексное число Я «а, при котором уменьшается ранг матричной передаточ­
ной функции (? (Я) вида

называется передаточным нулем системы (4.1).
Если система (4.1) полностью управляема и наблюдаема, то множества ее 

передаточных и инвариантных нулей совпадают.

т (1)~ А т  0 )+ У [у  ( 0 ~ в т (<)]•1
Наблюдатель пониженного порядка (наблюдатель Люенбергера): 

т(/)~1>а2 (0 + (Е+2)У)у(0,
«2 (/)=(Ж-  И 0  [ЛО*2 (1)+Ви (0 -М  ф У + Е ) у  (0],

где

Ь~1=(ЕВ), а (IV— У@)АО— устойчивая матрица.

Иначе:

х .(Ъ -А х  (1)+Ви  (0, х  (0)«=хо, хеЯ„, иеЯ т, 
Я 0 - б * ( 0 .  у е Л ,

0(Х)-(2(Х1Я-Л Г * В ,
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МЕТОД ДИНАМИЧЕСКОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ. 
ДОСТАТОЧНЫЕ УСЛОВИЯ ОПТИМАЛЬНОСТИ

Различные эволюционные процессы можно изучать, рассматривая 
либо индивидуальные траектории, либо свойства всего множества 
траекторий. Необходимые условия оптимальности в гл. IV и V  бы­
ли основаны на рассмотрении отдельных траекторий. Излагаемый 
в настоящей главе метод динамического программирования ос­
нован на изучении всего множества оптимальных траекторий.

§ 1. УРАВНЕНИЕ БЕЛЛМАНА И ЕГО СВОЙСТВА

1. Принцип динамического программирования. Эвристический вывод 
уравнения Беллмана. Метод динамического программирования яв­
ляется одним из распространенных методов синтеза оптимального 
управления объектами разнообразной природы. Он основан на 
принципе динамического программирования, который формулируется 
следующим образом [5]: оптимальное управление обладает тем 
свойством, что для любого начального состояния и использованного 
начального управления последующее оптимальное управление совпада­
ет с исходным оптимальным управлением относительно состояния, 
получающегося в результате применения начального управления.

Поясним более подробно метод динамического программирова­
ния применительно к задаче управления на конечном интервале 
времени следующей системой:

Введем скалярную функцию V  ($, х), называемую функцией Бел­
лмана, которая определяется следующим образом. Пусть движение 
системы (1.1) происходит на отрезке и начальное усло­
вие имеет вид х  (■$)=*, хеЯ„, т. е.

x ( t ) - f ( í , x ( t ) ,u ) ,  to ^ t^ T ,  x ( t0)= x0, ueU , (1.1)
т

x  ( 0 = /0 .  X (О, и), S ^ t ^ T ,  X (s)= x. (1.3)
Для системы (1.3) рассмотрим задачу о минимизации функцио-



Назовем допустимым управлением любую измеримую функцию 
и (t ) e U такую, что для любых jg [ /0, 7] и х е Л я существует решение 
задачи (1.3).

Отметим, что при s= t0 и х = х 0 задача (1.3), (1.4) совпадает 
с задачей (1.1), (1.2). Ясно, что минимальное значение функционала
(1.4) на траекториях системы (1.3) зависит от начального момента 
s и начального положения х. Функцией Беллмана V (s, х) называется 
функция, равная инфимуму функционала (1.4) на траекториях систе­
мы (1.3) по всевозможным допустимым управлениям, т. е.

т

V  (у, х)=  inf \(р (х (Т))+  ГF ( t ,x  (/), M)d/1. (1.5)
«(ОеО L J J

Возьмем теперь произвольные моменты времени s и х  такие, что 
71. Тогда на основании сформулированного выше принци­

па динамического программирования имеем
г

V (у, х)=  inf \<р х  (7))+  ГF (t, x  (0, « )d il =
«We U L J J

s
X

inf q> (x (T))+ \ F ( t , x  (0, u )d /+
V. х Щ Т  L J

t

[ F (t, x  (0, u)d/l =  inf \ { f « , x (t), u)dt+
J J  « № R « i « U

s
T

inf ^ £j* F  (/, X (t), u)dt+q> (x (7))JJ =
t

= inf Г (*.F (t, x  (/), H)d/+ V (t, x ( t ) ) 1 .  (1.6) 
и(/)бЕЛ LJ J

j
Отметим, что в равенстве (1.6) через х  (t) обозначено решение 
задачи (1.3). При этом выбор управления и (/), влияет как на
величину интеграла в правой части (1.6), так и на значение аргумен­
та х  (г) функции V (г, х  (г)). Перепищем уравнение (1.6) в виде

inf Г j.F(f, х (0, u)dt+  V (х, X (т))- V (s, х )1 =  0. (1.7)
u(l)eU. i  LJ J

=  inf
u(l)eU. » < « t  u(QeU, 

T

+

+
u(t)eU, т< Г < Г



Предположим, что функция Беллмана V (t, х) непрерывно диф­
ференцируема. Тогда при малых т —s с точностью до малых более 
высокого порядка малости относительно т —s получим

V (т, х  (т ) ) -  V (s, х ) =  V (s, х )  (т-5). (1.8)
Здесь V (s, х) — полная производная функции V вдоль траекторий 
системы (1.1), равная

V (s, х)= V, (s, х )+  V'x {s, х) ( f  (t, х, и)), (1.9)

K ( s . х)= ^ ,  VAS,
os dx

Разделим обе части равенства (1.7) на т—s и перейдем к пределу при 
т->5+0. Тогда, учитывая равенство (1.8), получим уравнение, назы­
ваемое уравнением Беллмана:

inf [V, (t, х)+  V'x (t, x ) f( t ,  x, и)+ F  (t, x, м)] =  0, (1.Ю)
ueU

x e R n.

Согласно определению (1.5) функции Беллмана имеем
V (Т, х) = <р (х), хеД ,. (1.11)

Итак, если решение исходной задачи оптимального управления
(1.1), (1.2) существует, а функция Беллмана V (t, х) непрерывно 
дифференцируема, то справедливы соотношения (1.10), (1.11). От­
метим, что инфимум (точная нижняя грань) в уравнении (1.10) 
вычисляется по векторному параметру и е U с

2. Построение C-управления с помощью метода динамического про­
граммирования. Если управление и, реализующее инфимум выраже­
ния (1.10), существует, то оно является функцией времени t и фазо­
вой координаты х, т. е. и = и (t, х). Таким образом, с помощью 
метода динамического программирования управление может быть 
построено в виде С-управления.

Однако при этом необходимо иметь в виду следующее:
1°. В заданном классе допустимых управлений не всегда суще­

ствует такое, при котором достигается инфимум в (1.5) (напомним, 
что управление и (t, х) называется допустимым, если при этом 
управлении существует решение уравнений (1.1) и функционал (1.2) 
конечен).

2°. Функция Беллмана V (t, х) не всегда обладает той глад­
костью, которая была использована при выводе задачи Коши (1.10),
(1.11). Иными словами, функция Беллмана не всегда удовлетворяет 
соответствующему рассматриваемой задаче уравнению Беллмана 
или же удовлетворяет ему в некотором обобщенном смысле. Сле­



довательно, решение уравнения Веллмана не обязательно совпадает 
с соответствующей функцией Веллмана.

3°. Если функция Беллмана V  (/, х) удовлетворяет уравнению 
Веллмана, то отсюда не следует, что управление, при котором 
достигается инфимум в (1.10), является оптимальным. В частности, 
при этом управлении может, вообще говоря, не существовать реше­
ние уравнений движения (1.1).

4°. Решение задачи Коши (1.10), (1.11) может оказаться не един­
ственным. В этом случае требуется дополнительное исследование, 
позволяющее установить, какое из этих решений является функцией 
Беллмана исходной задачи оптимального управления.

Вместе с тем иногда метод динамического программирования 
приводит к решению задачи (1.1), (1.3). Приведем соответствующую 
теорему.

Теорема 1.1. Пусть существует единственное непрерывно диф­
ференцируемое решение У0 задачи (1.10), (1.11) и существует до­
пустимое управление щ (I, х) такое, что

М  [ / '  ((, х, и) аК° -  + / ’(?, х, и)~| =
1еи |_ дх J

= / '  (/, х, и0) (/, X, Ио). (1.12)
ох

Тогда С-управление щ (/, х) является оптимальным, а соответст­
вующая функция Беллмана есть У0 (I, х).

□  Вычислим полную производную вдоль траекторий системы
(1.1) при управлении щ. В силу равенств (1.9) имеем

Т> Ч дуо ('■ х) , / • / / .  Ч 8у0 0- X)Уо (Л х) = — ----- + /  (I, х, щ) — ------.
81 дх

Далее, используя соотношения (1.12) и (1.10), находим
Ро 0> х)~  - Б  (¿, х, ц), хеД ,. (1.13)

Равенство (1.13) справедливо для любых хеК„. В частности, оно 
справедливо, если вместо х  подставить траекторию х0 (/), соответ­
ствующую С-управлению щ, т. е.

Уо (/, х0 (/)) = - Б  (I, х0 (/), щ (/, х„ (/))). (1.14)

Проинтегрировав обе части (1.14) по / в пределах от /0 до Т, 
получим т

'о



Но V (Т, х  (7У)=<р (л (7)) в силу условия (1.11). Отсюда, а также из
(1.2) и (1.15) вытекает, что

J  (щ) — V0 (/о* Xq).  (1.16)

Пусть теперь и (t, х) — любое допустимое С-управление, 
а х  (t) — соответствующее ему решение уравнения (1.1). Тогда, 
используя равенство (1.10), как и при выводе соотношения (1.14), 
заключаем, что

V ( t ,x ( i ) ) > - F ( t .x ( t ) ,u ( t ,x ( t ) ) ) .

Интегрируя это неравенство в пределах от /0 до Т, в силу (1.11) 
получаем соотношение

J ( u ) ^ V оОьХо). (1.17)

Сравнение (1.16) и (1.17) показывает, что J  (и0)= V0 (to, Xo)^J (и). 
Тем самым оптимальность управления и0 установлена. ■

Выделим теперь основные этапы построения С-управления на 
основе метода динамического программирования.

1°. Находят управление и= и (t, х, V), реализующее минимум 
левой части уравнения (1.10).

2°. Подставляя это управление в (1.10), получают нелинейное 
уравнение в частных производных относительно функции V (t, х). 
Краевое условие имеет вид (1.11).

3°. Решают полученную задачу и определяют V (t, х).
4°. Подставляя найденное значение V (t, х) в выражение и (t, х, 

У), определенное в п. 1°, находят оптимальное С-управление и (t, 
x )= u (t, х. V (t, х)).

Тогда на основании теоремы 1.1 можно утверждать, что если 
решение V (t, х) уравнения Беллмана единственно, а найденное 
управление и (t, х) допустимо, то и (t, х) — оптимальное С-управле­
ние, а V  (/, х) — функция Беллмана.

3. Связь метода динамического программирования и принципа мак­
симума. При ряде дополнительных предположений о гладкости 
функции Беллмана из метода динамического програм м ирования 
может быть выведен принцип максимума Понтрягина.

Проиллюстрируем сказанное на примере задачи оптимального 
управления (1.1), (1-2). Метод динамического программирования 
позволяет свести эту задачу к решению задачи Коши (1.10), (1.11). 
Предположим, что существует единственное непрерывное решение 
этой задачи V (t, х) с непрерывными производными V,, Vx, Vtx, 
Vxx и допустимое управление щ (t, х), удовлетворяющее равенству 
(1.12):

inf 1f '  (t, х, и) Vx+F (t, х, u )]= f (t, x, uo) Vx+F (t, x, щ). (1.18)
ueV



Тогда, как показано в п. 2, управление щ является оптимальным. 
Соответствующую С-управлению щ оптимальную траекторию си­
стемы обозначим через х0 (/).

Введем функции ф (0 6-Л, и Н е Л 1 с помощью'равенств

ф ( 0 = - к « , х ( 0 ) ,
Н  (/, х, и, ф (0)=ф' (0 /(* , X, и ) - Р  (/. X. и). (1.19) 

Тогда из равенства (1.18) вытекает соотношение
Г  (/, Хо (/), «о) Ух (/, Хо (0) + ^  (Л *о (0, Мо) =

= ш т  !/■' (Л х0 (0 , и) Ух 0 . хо (ф + Р  (I, х0 (0, и)].
ыеи

Отсюда и из (1.19) следует, что

шах [ - / '  (/, х0 (0, и) Ух (Л Хо (О)--*7 ('. *о (0. «)] =
ме1/

= т а х  [|Д' (*)/(*, Хо (0, м )-^ (Л  *о (0. «)] =
Ы€£/

= т а х  Я  (/, х0 (/), и, ф ( / ) ) = #  (/, Хо (/), щф (0)- (1.20)
ие17

Далее, на основании (1.10) и (1.18) имеем
V, (*, х )=  -  У'х (/, х)/(Л х, Мо)-/1 (/, х ,щ )= Н  (Л х, и, ф (/))•

Продифференцируем обе части этого выражения по х и положим 
х=Хо (/). Это возможно сделать, поскольку К« существует и непре­
рывна. Учитывая равенства (1.19), заключаем, что

дМ
У 1х 0. х0 (0) = —ф ( 0 = — (*> хо (0. щ (0 ̂  (0)- О -21)дх

Аналогично, дифференцируя обе части (1.11) по х  и полагая х=  
=Хо (Т), в силу (1.19) получаем

Ух (Т. Х о(Т ))= -ф  (Т)= <рх (х0 (7)).

Отсюда и из (1.21) следует, что функция ф (/) есть решение задачи 
Коши:

ф (0 =  - н х (/. Хо (/), «о О), Ф (*)), Ф (Т)= -<Рх (Х о  (Г)). (1.22)

Условия (1.20), (1.22) совпадают с доказанными в гл. V соотношени­
ями (1.6), (1.7), (1.8) принципа максимума.

Заметим, что метод динамического программирования позволя­
ет свести задачу оптимального управления к исследованию задачи



Коши (1.10), (1.11) для нелинейного уравнения в частных производ­
ных. В то же время с помощью принципа максимума решение задач 
управления сводится к изучению краевых задач для системы обык­
новенных дифференциальных уравнений, что, вообще говоря, пред­
ставляется более простым.

4. Построение С-управления ■ задаче об успокоении твердого тела. 
Рассмотрим задачу о наискорейшем успокоении твердого тела, 
совершающего вращательное движение относительно центра масс
О. Обозначим через xt, х 2, х 3 проекции вектора кинетического 
момента на оси Ox¡, Ох2, Ох3, где оси системы координат Ох, 
представляют собой главные центральные оси инерции тела. Проек­
ции управляющего момента на те же оси обозначим через u¡. 
Напомним, что если угловая скорость твердого тела <в = (со1, со2, со3), 
то x l =Acoi, х2=В(о2, х 3=Ссо3, где А, В, С — главные центральные 
моменты инерции твердого тела. В этих обозначениях уравнения 
Эйлера принимают следующий вид:

В начальный момент времени /о= 0  значение компонент кинетичес­
кого момента х, (0) задайо, причем \х (0)|^Л. Обозначим через 7> 0  
первый момент времени, когда! |х(7)|=Л , где Л > 0  — заданное 
число. Управляющий момент и требуется выбрать так, чтобы ми­
нимизировать время успокоения Т.

Для решения поставленной задачи используем метод динамичес­
кого программирования. Пусть V — функция Беллмана рассмат­
риваемой задачи, имеющая смысл минимального времени успоко­
ения. Так как уравнения движения (1.23) и ограничение на управле­
ние не зависят явно от времени, то время успокоения зависит только 
от вектора х  (0), но не зависит от момента начала движения. 
Поэтому функция Беллмана также зависит только от х  (0), т. е. 
У= V (*!, х2, х3). Поскольку в задачах быстродействия Р= 1, уравне­
ние Беллмана имеет вид

*2^ + ^4сГ Xl*2==U2’ М=(«1 +  И2+Ыз)1/2<&; (1.23)

+  Ухг (и2- х,х3 +  Ухз ^«з- x¡x2 = - ! ,  О-24)u3-x ¡ x 2



1 Найдем то управление, при котором достигается инфимум вы­
ражения

+ + |м|<6. (1.26)

Заметим, что выражение (1.26) представляет собой скалярное произ­
ведение векторов и и Ух, причем вектор и в силу ограничения |и|<А 
можно повернуть на любой угол относительно вектора Ух. Отсюда 
и из определения скалярного произведения двух векторов (равного 
произведению их длин на косинус угла между ними) вытекает, что 
искомое управление должно быть максимально по величине, а его 
направление противоположно направлению вектора Ух. Единичный 
вектор, направленный вдоль вектора У„ равен УХ\УХ\~1. Следовате­
льно, управление на котором достигается инфимум выражения
(1.26), имеет вид

Вследствие сферической симметрии задачи (1.24), (1.25) будем ис­
кать ее решение в виде V (х)=Ь~1(о (|л:|), где а> — скалярная функ­
ция, а \х\ = - ^ х \+ х \+ х \ .  Для определения функции со, используя 
(1.24), (1.25), получаем уравнение

Значит, ш (|х|) =  |х| — Я. Итак, находим оптимальное управление
и, и время успокоения V (х):

Выражения (1.29) показывают, что вектор оптимального управле­
ния максимален по величине, а его направление противоположно 
направлению вектора кинетического момента.

5. Оптимальный режим снижения мощности ядерного реактора. Ис­
следуем оптимальное управление процессом снижения мощности 
реактора в одногрупповом приближении (см. § 3 гл. III). Пусть

(1.27)

Подставляя управление (1.27) в (1.24), получаем

u,= -bxi\x\ \и\=Ь, V (х) = - (М -Л ).О
(1.29)



п (/) — число нейтронов в реакторе в момент а управление и (О 
пропорционально изменению коэффициента размножения нейтро­
нов. Тогда

п (0 = и (1)п (/), п (0)=ло>0, (1.30)

где Т  — заданное время снижения мощности. Предположим, что 
минимизируемый критерий качества имеет вид

г

/(м )= а !п 2 п (Т)+Р  Г и2 (*)<1/-»тГ. (1-31)

Здесь 1> 0  и /?>0 — заданные постоянные, а интеграл пропорци­
онален квадрату вносимого поглощения. Управление и (/) подчине­
но естественному ограничению и (0 ^0 . Уравнение Беллмана для 
задачи (1.30), (1.31) записывается в виде

У,+1а£ (ипУя+ри2) = 0, V (Т, п)=а 1п2и. (1.32)
и

Управление, минимизирующее левую часть (1.32), есть

и = - - К я. (1.33)
2 р

Подставляя это управление в (1.32), для определения функции V (/, 
л) получаем уравнение

К - ^ ( К ) 2 = 0, У (Т ,п)= а1п2 п.

Дифференцированием можно проверить, что решением этой задачи 
является функция

К (/.й )= ---- (1.34)

Из (1.33) и (1.34) вытекает, что оптимальное С-управление 
имеет вид

и ((, п)= —[Р+ос ( Т - О]- 1 « 1пл-

б. Лмнейно-квадратмчная задача. Найдем решение ЛК-задачи с по­
мощью метода динамического программирования и сравним это 
решение с тем, которое было получено ранее в § 2 гл. IV. Пусть 
уравнения движения системы имеют вид

х  (1) = Ах+Ви, х еЛ я, и е !^ , х  О0)= х0. (1.35)

За квадратичный критерий качества примем выражение 
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У (и)=х ' ( а д *  (7) + 1 (х' (5)ЛГ2 (*)х (*) +

+ и'  (у) ЛГз (.*) и (*)) (15, ЛГ, >  0, # 2 (5) >  О, лг3 (5) >  0. (1.36) 

Для задачи (1.35), (1.36) запишем уравнение Беллмана (1.10):

т£[У,+ Г х (Ах+Ви) +  х ' Л ^х+ и В Д  = 0. (1.37)М
Граничное условие (1.11) для уравнения (1.37) примет вид

К(Г,х)=х'ЛГ,х. (1.38)
Найдем управление и, реализующее инфимум выражения (1.37). Для 
этого продифференцируем по вектору и выражение в квадратных 
скобках в (1.37) и приравняем полученную производную нулю. 
Последовательно находим

В'УХ+ 2ЛГ3 (/)м=0, и= - N ¡ l (0 В'УХ. (1.39)

Подставляя выражение (1.39) вместо и в (1.37), приходим к уравне­
нию для V:

К,+х'ЛГ2х-|- У ' ^ х - -  У'ХВ М ;'В 'У Х=Ъ. (1.40)
4

Таким образом, функция Беллмана удовлетворяет нелинейному 
уравнению в частных производных (1.40) с краевым условием (1.38). 
Будем искать решение уравнения (1.40) с условием (1.38) в виде

V (Л х )= х 'Р  (0х , (1.41)

где матрица Р  (/) подлежит определению. Подставляя выражение 
(1.41) в уравнение (1.40), получаем, что матрица Р  (/) есть решение 
задачи

Р  (0 + Ъ + А 'Р + Р А --  РВМГ'В'Р=0, / 0 (142)
Р ( Т ) = К .  4

Сравнивая уравнение (1.42) с уравнением (2.8) гл. IV, видим, что они 
полностью совпадают. Дальнейшее исследование задачи (1.42) мож­
но провести аналогично тому, как это было сделано в § 2 гл. IV, 
и получить те же результаты. При этом С-управление в силу ра­
венств (1.39) и (1.41) выражается формулой

u ( t , x ) = - N ^  (1)В 'Р(0х,
а минимальное значение критерия качества (1.36) есть

У (ц))=х0Р  (Л>)*о= V (/„, х0).



§ г. УПРАВЛЕНИЕ НА НЕОГРАНИЧЕННОМ ИНТЕРВАЛЕ ВРЕМЕНИ. 
СТАБИЛИЗАЦИЯ ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ

1. Постановка задач. Рассмотрим управляемую систему 
х  х  (/), и), *>0, / ( / .  0, 0)=0,
х  (0)=хь, x ( t ) e R n, ueRm.

Управление и системой (2.1) ищется в классе функций, зависящих от 
времени / и текущих значений координат х  (/), т. е. в форме С- 
управления вида и= и(1 ,х  (/)), причем удовлетворяется ограничение 
и=и  (/, х  0))е  и, где и  — заданное множество из Ят. Кроме того, 
предполагается, что и (<, 0) =  0.

Можно выделить следующие постановки задач управления на 
неограниченном интервале времени.

1 . Найти С-управление и (/, х), при котором система (2.1) ста­
новится асимптотически устойчивой в том или ином смысле. При 
этом в зависимости от того, в каком именно смысле должна быть 
сделана устойчивой система (2.1), различают задачи асимптотичес­
кой стабилизации, экспоненциальной стабилизации, стабилизации 
в целом и т. д., если тривиальное решение системы (2.1) при управ­
лении и становится соответственно асимптотически устойчивым, 
экспоненциально устойчивым, асимптотически устойчивым в целом 
и т. д. Такое управление называют стабилизирующим (или, более 
точно, асимптотически стабилизирующим, экспоненциально стаби­
лизирующим, стабилизирующим в целом и т. д.).

2 . Найти управление и (/, х), минимизирующее критерий ка­
чества

Здесь F0, F0:Rt x R Hx R m-*Ri есть заданная функция.
Отметим, что задачи стабилизации в этих двух постановках не 

всегда эквивалентны друг другу. Так, пусть функция F0 в функци­
онале (2.2) такова, что F0 (t, х, к)»1 при |х |< М  и F0 (t, х, и)= 
=  0 при |х |>Л Г(/+1), где N > 0 — заданное число. Тогда оптималь-

- ным управлением в задаче (2.1), (2.2) может оказаться стратегия, 
при которой решение задачи (2.1) как можно больше времени 
находится вне множества |x| ̂  Nt. Система (2.1) при таком управле­
нии, вообще говоря, не будет устойчивой.

Однако при некоторых дополнительных предположениях, изла­
гаемых ниже, оптимальное управление в задаче (2.1), (2.2) одновре­
менно превращает тривиальное решение системы (2.1) в асимп­
тотически устойчивое.

В связи с этим представляет интерес третья постановка задачи 
стабилизации.

00

(2.2)



3°. Найти управление и (/, х), которое минимизирует функционал
(2.2) и одновременно превращает систему (2.1) в устойчивую (в том 
или ином смысле). Задача стабилизации в этой постановке называет­
ся задачей оптимальной стабилизации, а получаемое при этом упра­
вление — оптимальным стабилизирующим. Ниже основное внима­
ние будет сосредоточено на задаче оптимальной стабилизации.

2. Второй метод Ляпунова в задаче оптимальной стабилизации.
Сформулируем условия разрешимости задачи оптимальной стаби­
лизации в терминах существования скалярных функций Ляпунова
V (t, х), обладающих определенными свойствами (о функциях Ляпу­
нова и их свойствах см. гл. I).

Как и в гл. I, обозначим через со, (г) (г> 0) скалярные непрерыв­
ные неубывающие функции такие, что со, (г)>0 при г > 0 и и ,(0 )= 0 . 
Далее, обозначим через Lu оператор

U y  (t, х) = — -— + /  (t, х, и) — ---- .
dt ох

Отметим, что LUV (t, х) представляет собой полную производную 
функции V (t, х) вдоль траекторий системы (2.1) при управлении и.

Приведем условия того, что некоторое С-управление и (/, х) 
является стабилизирующим.

Теорема 2.1. Управление и (t, х) является стабилизирующим 
для системы (2.1), если существует непрерывно дифференцируемая 
функция Ляпунова V (t, х) такая, что

wi (М )< V (t, лХ<02 (М)> (2.3)
Д ,Г ( /.* Х -о > ,(М ). (2-4)

При этом управлении тривиальное решение системы (2.1) является 
равномерно асимптотически устойчивым.

Справедливость сформулированного утверждения следует из те­
оремы Ляпунова об асимптотической устойчивости (теоремы 2.3 
гл. I).

Рассмотрим задачу оптимальной стабилизации. Управление 
ueU  называется допустимым в задаче оптимальной стабилизации, 
если оно является стабилизирующим в целом и интеграл (2.2) 
существует.

Теорема 2.2 [16]. Пусть существуют функция Ляпунова V (/, х) 
и допустимое управление щ (/, jc) такие, что выполнены неравенства
(2.3) и справедливо соотношение

inf [LUV (t, x)+F0 (t, x, u)] = LuV  (t, x)+F0 (t, x, Uo) =  0, (2.5)
ueU 0

где инфимум вычисляется no векторному параметру u eU  с. R„.



Тогда управление щ (t, х) является оптимальным стабилизирующим, 
причем

00 00

inf J* Fo (t, х  (/), и (t, x ))d t= J  F0 (t, JC0 (t), щ (t, x0 (t))dt= V (0, Xo),

(2.6)
где инфимум вычисляется no всем допустимым управлениям и (/, х).

□  Из соотношения (2.5) вытекает равенство
L yV  (t, х)=  —Fo (t, х, щ (t, х)).

Подставив в него вместо х  траекторию хо (t) и проинтегрировав 
полученное соотношение по t в пределах от 0 до Т>  0, находим 

т

fU V  (t, xo (0 )d /=  V (T, xo (T ))-V  (0, х„)= 

т

=  -  J  Fa (t, х0 (/), щ (t, Xo (t)) dt. (2.7)

о
Так как управление щ допустимо, то

lim Xq (/) = 0. (2.8)
t-* 00

Из неравенств (2.3) вытекает, что
О <  V (Т. хо (Т)) <  аъ (|х0 (7)|). (2.9)

Переходя к пределу в (2.7) при 7’-»оо и учитывая (2.8) и (2.9), 
получим а

Я  0- Хо (0. «о 0. Х0 (t))dt= V (0, Хо). (2.10)

Пусть теперь и (¡, х) — произвольное допустимое управление. Тог­
да в силу (2.5) справедливо неравенство

ЬиУ (/, х )>  - Р 0 (/, х, и (/, х)).
Подставим сюда вместо х траекторию х (0, соответствующую 
управлению и, проинтегрируем полученное неравенство по / в пре­
делах от 0 до Т  и перейдем к пределу при Т-*со. Имеем



\ Сравнивая это неравенство с равенством (2.10), убеждаемся в спра­
ведливости соотношений (2.6). ■

3. Экспоненциальная стабилизация. Как условия, так и утверждения 
теоремы 2.2 могут быть модифицированы в различных направлени­
ях при других ограничениях на V, щ и правые части системы (2.1). 
Приведем одну из таких модификаций.

В этом пункте допустимым управлением называется такое С- 
управление и (Л х)е  С/, при котором существуют решение уравнения
(2.1) и интеграл в (2.2). Отметим, что из сходимости интеграла (2.2), 
вообще говоря, не вытекает стремление х  (I) к нулю при /-»оо. 
Приводимые далее условия обеспечивают асимптотическую устой­
чивость тривиального решения системы (2.1). Сформулируем снача­
ла следующую лемму.

Л емма 2.1. Пусть неотрицательная скалярная дифференциру­
емая функция / ( / )  удовлетворяет условиям

> < С /( 0 ,  t> О, C i>0, | / ( / ) d f< C 2< оо, С2> 0.

(2.11)

Тогда lim /  (/) =  0.
/-*00

□  Интегрируя неравенства (2.11), получим

/(0 < /Ч 0 ) +  С, / ( 5 ) d ^ / ( 0 )  +  C,C2;

I

1
о
t

I/ ( 0 ^ / ( 0 ) - с , \ f ( s ) d s > f ( 0 ) - C lC2.

Эти неравенства означают, что /  (/) — равномерно ограниченная 
функция при 0. Из неравенств (2.11) следует, что и | /  (/)| также 
ограничена на полуоси [0, оо), т. е. |f  (/)| <  С3.

Предположим теперь, что соотношение lim / ( 0  — 0 неверно. Тог-
/-.0

да существуют последовательность точек и число е > 0  такие, что 

/ ( / , ) > £ ,  /#—*>0о , i —* 00,
ч

При этом имеем



Отрезки L, и Ц  не пересекаются при любых i и j  Значит,
интеграл (2.11) должен расходиться, поскольку

00 Г

J / ( 0 d / > | / ( i ) d / >  £  | / ( / ) d / > ^ i V ( 7 ) .  (2.12) 

о о Ц
Здесь N  (7) — число точек th не превосходящих Т. Так как N  (7)-»оо 
при Т-> оо, то интеграл слева в (2.12) расходится, что противоречит 
условиям леммы. Из этого противоречия и вытекает справедли­
вость леммы. ■

Теорем а 2.3. Пусть при любом допустимом управлении и (t, х) 
выполнены неравенства

F0 (t, х, и (t, x ) ) ^ Q  W“, />0, Q, a> 0, (2.13)
¡f (t, x, и (t, x))|< C2 M, t>0, C2>0. (2.14)

Пусть, далее, некоторое допустимое управление щ (t, х) и непрерывно 
дифференцируемая функция V (t, х) удовлетворяют уравнению (2.5), 
причем

0 ^ V ( t ,  х)^сог (\х\). (2.15)

Тогда щ (/, х) является оптимальным стабилизирующим управлени­
ем, а V (/, х) — функцией Беллмана в задаче (2.1), (2.2). Это означа­
ет, что тривиальное решение системы (2.1) при управлении и0 (t, х) 
экспоненциально устойчиво в целом и справедливо равенство (2.6).

□  При любом допустимом управлении и (t, х) в силу неравенст­
ва (2.13) имеем

I t

j* \х  (s)f d j<  j* F0 (s , X , и (s , *)) dr.

о о

Переходя в этом неравенстве к пределу при /-»оо, получим
0D

i '
\х (s)| d i< C , 1J (и)< оо. 

Далее, используя неравенство (2.14), надцем



Применяя теперь к функции |х (f)f лемму 2.1, имеем

lim |х (t)f  =  0, lim х  (0=0- (2.16)
/-*00 /-* 00

Используя соотношение (2.16) и повторяя доказательство теоремы 
2.2, заключаем, что управление щ (t, х), удовлетворяющее равенству
(2.5), является оптимальным, т. е.

V (0, х0) = /  (ио)</ (и). (2.17)

Для завершения доказательства теоремы 2.3 остается устано­
вить экспоненциальную устойчивость в целом тривиального реше­
ния системы (2.1) при управлении щ (t, х). Покажем, что функция
V (t, х) удовлетворяет оценке

С3 V  (t, х), 0, хеЯ ,. (2.18)

Обозначим через у (s, t, х) решение задачи
у  Сs)= f(s, у, щ (s, >0), S>t, у (t)=x. (2.19)

Аналогично предыдущему устанавливается, что решение задачи 
(2.19) обладает следующими свойствами:

00

V (t, х) = j* Fo (s, у  (s), щ (s, у  (s))ds, 

t

- c lC 2 \y (5 )Г < т  \У (5 )f  < а С 2 tУ (*)Г. У (*)-*°> s ~*co ' df
Значит, существует такое Г, что

\у M “.

Из этих оценок вытекает цепочка неравенств

00 Г
V (t, х )= J  Fo (s, у (s), Mo (s, y  (s)))ds^C, j  \y (s)\a d s ^

t *

t t

Оценка (2.18) установлена. Далее, из уравнения (2.5) следует, что
\  У (t, х)= V (t, Хо ( /))=  ~ F 0 (Л *о (0 . «0 (t, *))- (2.20)
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Используя неравенства (2.13) и (2.18), из (2.20) получаем

V (t, х0 (/))< -  С, \х0 (Of < - C 3V (t, х0 (/)).

Интегрируя это неравенство, находим
V (t, хо (/))< -  С4 ехр ( -  СзО.

Используя снова неравенство (2.18), имеем
ко (01 <  С4ехр ( -  С3а~ Ч). (2.21)

Значит, в системе (2.1) при управлении щ (t, х) любое решение х0 (t) 
удовлетворяет неравенству (2.21), т. е. тривиальное решение урав­
нения (2.1) экспоненциально устойчиво в целом. ■

4. Стабилизация движения робота-манипулятора. Одна из важных 
задач, встречающихся при изучении манипуляционных роботов, 
связана с построением контура управления. Если характеристики 
окружающей среды и робота точно известны, то соответствующая 
задача состоит в определении программного управления движени­
ем. Наряду с этим, если какие-либо параметры, определяющие 
движение, известны неточно, получаются различные задачи синтеза,

в которых управление формируется 
в зависимости от реализовавшихся 
значений координат, доступных изме­
рению.

Рассмотрим л-звенный манипуля­
тор (рис. 2.1). Звенья манипулятора 
представляют собой абсолютно твер­
дые тела, последовательно соединен­
ные друг с другом с помощью шар­
ниров. Первое из звеньев шарнирно 
связано с неподвижным основанием, 

Рис. 2 . 1 .  Манипуляционный ро- ^ конце последнего звена располо- 
бот с п звеньями жен схват, в котором находится пере­

мещаемый груз массы т. Обозначим 
через <p = (tpu ..., (р„) вектор шарнирных углов, через Я  (<р) — матри­
цу инерции, а через Т  — кинетическую энергию манипулятора, рав­
ную Т=  - <р 'Н  (</>) ф. Здесь штрих — знак транспонирования,

<p = d<p/d/ — вектор обобщенных скоростей. Пусть ф =Н  (<р)ф — ве­
ктор обобщенного импульса. Тогда уравнения движения (уравнения 
Лагранжа) имеют вид

Ф (0 = 7 ; - у Я ~ 1 (<р)ф + и, ф (0 = Я -1 ((р)ф, t^O , (2.22)



где Я -1 — матрица, обратная к Н  (напомним, что Н  (<р) — непре­
рывно дифференцируема^ положительно определенная равномерно 
ограниченная матрица), а у — диагональная неотрицательно опре­
деленная матрица коэффициентов вязкого трения в шарнирах мани­
пулятора с элементами у^О . Конкретные значения т и у, неизвест­
ны, а известно лишь, что 0<у,<у?„ 0 < т < /и 0, где /Ио и у® заданы. 
В шарнирах манипулятора действуют управляющие моменты, ко­
торые в случае ПД-регулятора имеют вид

и= —Аф—В<р. (2.23)

Рассмотрим задачу о выборе таких диагональных матриц А > О, 
В> 0, при которых управление (2.23) является стабилизирующим 
для системы (2.22).

Пусть скалярная функция Ляпунова имеет вид

V =  Т+  ̂  <р'В<р +  еф'<р, (2.24)

где параметр е>0 будет выбран ниже. Вычислим полную производ­
ную V функции (2.24) вдоль траекторий системы (2.22), (2.23). Так

как Т = - ф 'Н ~1ф, то 
2

Р=ф'Н~1ф +^ф ' ^  Я -1^ ф + ф'В(р + вф'(р + еф'ф. (2.25) 

Преобразуем отдельные слагаемые в равенстве (2.25). Заметим, что

Значит,

п яг
= - £ ( я - Ч ) < - = - Г Я - % .

,7, *91



Кроме того,
ф'В(р = ф'Н 1Bq>, ф'ф = ф'Н 1ф, 
Ф’<Р = [Т<, - ( А  + у)Н ~ 1ф-В<р]’<р.

Подставляя (2.26) и (2.27) в (2.25) и приводя подобные члены, 
получим

Далее оценим слагаемые в равенстве (2.28) следующим образом:

Из (2.29) следует, что V отрицательно определена при всех до­
статочно малых £> 0 в любой ограниченной области (<р, ф). Таким 
образом, тривиальное решение системы (2.22) с управлением (2.23) 
асимптотически устойчиво в целом.

З ам ечан и е . Рассмотренная задача тесно связана с задачей
о переводе с успокоением манипулятора из заданного началь­
ного положения (<р (0), ф (0)) в заданное конечное положение 
(<¡0, 0). Однако значения параметров m и у, неизвестны, поэтому 
обеспечить перевод манипулятора в заданное конечное поло­
жение, вообще говоря, невозможно. Следовательно, возмож­
ной формализацией постановки задачи является выбор такого

мощью регулятора и=  — Аф — В  (<р — (р) при произвольных диа­
гональных матрицах А>  0, В>  0.

Р = Е (р 'Т ,-ф '[Н -1 (А + у) Н ~1 — еН ~ 1] ф -
— Еф'Вф — Е ф ' (А+у) Н ~ 1ф. (2.28)

б<р' (А + у) Н~ V < -  E2q>' (А + у) Ф+- ф'Н 1 (А + у) Н ~ 1ф,
(2.29)

Из (2.28) и (2.29) вытекает неравенство

(2.30)

м выполняются соотношения 
ого всегда можно добиться с по-



Проиллюстрируем сказанное на примере плоского двухзвенника 
на неподвижном основании (см. п. 4 § 2 гл. VI). Выражение для 
кинетической энергии Т  двухзвенника имеет вид

Т= - (Н{(р} + Н2(р2  + 2Я3ф,ф2 сое (<5Р, -Фг)). 
2

(2.31)

Здесь (р\ и ф2 — шарнирные углы звеньев манипулятора в абсолют­
ной системе координат. Массово-инерционные характеристики 
двухзвенника имеют следующие значения (кг. м 2): Н\ =42,7;
Н >=5- , ■ ЛТребуется перевести двухзвенник из положения <р,= 1 рад, ф(=О 
в положение <р,=0, ф(=0 (/=  1, 2) с помощью ПД-регулятора:

и= —15ф — 50(р. (2.32)

Для сравнения эта же задача решалась с помощью пропорцио- 
нально-интегрально-дифференциального регулятора (ПИД-регуля- 
тора) вида

и= —75ф —500 еI' (р (дг) (1у. (2.33)

Уравнения движения манипулятора (2.22), (2.31), (2.32) и (2.22),
(2.31), (2.33) интегрировались численно. На рис. 2.2 и 2.4 регулятору 
(2.33) соответствуют сплошные, а регулятору (2.32) — штриховые 
линии. На рис. 2.2 изображены графики функции 
Ф = (р] + (р1+ + Ф 1 + Ф2, иллюстрирующие стремление траекторий

цессы в двухзвеннике по 
совокупности угловых пе­
ременных и угловых ско­

ростей

Рис. 2.3. Переходные про­
цессы для шарнирного уг­
ла (р\ первого звена двух­

звенника

Рис. 2.4. Зависимость от 
времени управляющего 
момента в первом звене 

двухзвенника



движения к нулю. На рис. 2.3 приведены графики зависимости от 
времени шарнирного угла (рх (выраженного в радианах) для первого 
звена. Зависимость управления (управляющего момента в ньютон- 
метрах) в первом шарнире изображена на рис. 2.4. Расчеты показы­
вают, что при одинаковом качестве переходных процессов регуля­
тор (2.33) по сравнению с регулятором (2.32) имеет то преимущест­
во, что в случае его реализации требуемая максимальная величина 
управляющего момента существенно меньше.

§ 3. СТАБИЛИЗАЦИЯ ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ

1. Нестационарные линейно-квадратичные задачи. Одной из наибо­
лее изученных задач стабилизации является ЛК-задача, т. е. задача 
управления линейными системами с квадратичным критерием каче­
ства. Приведем некоторые относящиеся к ней результаты, ограни­
чиваясь лишь их формулировкой для линейных систем

х  (1) = А (О* (0+ Я  (Ом. *>0, х е Я я, иеЛ„, х  (0)=хо (3.1) 
с квадратичным минимизируемым функционалом

1(и) = [х' (О N 1 (Ох ( 0 + и'N0 (о и] (1/-мпГ (3.2)

Заданные матрицы А, В, N1, N0 имеют ограниченные непрерывные 
элементы. Кроме того, матрицы N 1 и равномерно положительно 
определены, т. е. ЛГ, (О >С1, (О >С1, где С> 0 — некоторая по­
стоянная, /  — единичная матрица. Последние неравенства означа­
ют, что для любых х е Я п, иеЯ т и справедливы оценки 
х'Ы | (0х ^ С х 'х ,  и'И,о (0 й^Си'и. Управление и в задаче (3.1), (3.2) 
ищется в виде и = и (I, х  (0). Другие ограничения на управление 
отсутствуют. В соответствии с теоремой 2.1 для решения задачи
(3.1), (3.2) необходимо построить функцию V (/, х), которую в рас­
сматриваемом случае естественно искать в виде квадратичной 
формы:

К(/, х)= х'Р (1)х .
Здесь симметричная матрица Р  (0 >  0 подлежит определению. 

Заметим теперь, что уравнения Беллмана для ЛК-задачи (2.1),
(2.2) гл. IV на конечном интервале и для задачи (3.1), (3.2) на 
бесконечном интервале совпадают. Поэтому, используя формулы
(2.8), (2.11) гл. IV, получаем, что оптимальное управление щ и мат­
рица Р  (0 для задачи (3.1), (3.2) удовлетворяют соотношениям

щ (I, х)= - N о"1 (о в '  0 )Р (()х , /^ 0 , (3.3)

Р ( I ) + А '  ( 0 Р ( 0 + Р ( 0 А  ( 0 - р  ( 0 в ( 0 ^ о -1 ( 0 В ' ( 0 р ( 0 +
+ЛГ, (0 = 0 . (3.4)



При этом в силу теоремы 2.3, если существует решение Р  (О уравне­
ния (3.4) такое, что

Р  (/)>«/, ||Р (ОН < С, а>0, С > 0, (3.5)
то система (3.1) при управлении (3.3) экспоненциально устойчива. 
Кроме того, управление (3.3) минимизирует функционал (3.2), рав­
ный V (0, Хо).

Сформулируем достаточные условия существования и единст­
венности решения Р  (/), удовлетворяющего условиям (3.5). 
Предположим, что элементы матриц А (0 и В (t) при t^O  имеют 
непрерывные ограниченные производные до порядка и—1 включи­
тельно. Введем теперь п матриц Q\ (t), ..., Qn (0  размера и х т 
и матрицу Q (0 размера п х п т с  помощью соотношений

0, (t)=B  (0, Qz (0 =  <2. (t)~A  (0G. (0, Qi (0 =
=0.i-1 ( 0 — (06/-1 (0» 1=2> 

е (o=(Gi (о, б: (о, е- (0)-
Теорема 3.1 [16]. Пусть выполнены сформулированные выше 

предположения о параметрах задачи (3.1), (3.2). Пусть, кроме того, 
существует такое число А >0, что на любом отрезке [t, t + А], 0, 
найдется точка т (0, « которой матрица Q (т) имеет ранг, равный п,

т' 6‘ rank Q (т (t))=n, t^ 0 .  (3-6)

Тогда при 0 существует единственное решение Р (0. удовлет­
воряющее условиям (3.5). Оптимальное управление щ (/, х) имеет вид
(3.3), система (3.1) при этом управлении экспоненциально устойчива 
и J  («о)= V (0, Хо).
2. Метод последовательных приближений для определения оптималь­
ного управления. Теорема 3.1 дает некоторые достаточные условия 
существования положительно-определенного решения уравнения
(3.4). Для конструктивного построения этого решения может быть 
использована следующая процедура последовательных приближений, 
близкая к методу Ньютона в интерпретации Р. Веллмана. Приме­
нительно к задаче (3.1), (3.2) полученные при этом результаты 
можно сформулировать в виде следующей теоремы.

Теорема 3.2. Пусть существует управление вида u = R (t)x, при 
котором уравнение (3.1) экспоненциально устойчиво и сходится ин­
теграл 00

Р, (0 = | Z, (/. s) (N, (s) + R ' (s)N0 (s)R  CO) Z \  (t, s)ds. t^O, 

t
где Z { (t, s) — матрица Коши линейного уравнения



* ( 0 = - И ( 0 + л ( 0 Л ( 0 ] '* ( 0 -
Пусть, далее, последовательность матриц Pt (0>Ъ (i> 2) определена 
с помощью соотношений

00

Р, (/) =  |  Z, (/. i) [iV, (л) +  л _ , (s) В  (s)N ôl (t)B' (s)J>,_, (s)] x 

x Z i ( t ,  s)ds, j>2,

где Z t (t, s) — фундаментальные матрицы линейных уравнений 

х  (t)=  - [ Л '( ') - Л - >  (t)B  ( t)N ô l (t)B ' (/)]jc (0, i>2.

Тогда последовательность матриц P, (0 монотонно не возраста­
ет (т. е- Pi+1 (О — Р1 (0 ^ 0 , t^ to ) и сходится к единственному реше­
нию Р (0 уравнения (3.4), удовлетворяющему оценкам (3.6). При 
этом матрицы Р, (0, (/> 2) являются решением линейного уравнения 
вида

Р, (О Н А  ' - Р . -l B N ôlB r]Pi+ P l [А — BN ô1 В'Р,-,]+

+ N 1 + P,_l B N ô lB'P,_l = 0, i> 2.

Последовательные приближения ut (t, х) к оптимальному управлению 
выражаются формулой

U i( t ,x )= -N 0- 1 (t)B ' ( 0 Pi (Ох.

3. Стационарная линейнонквадратнчная задача. Приведем ряд ре­
зультатов, касающихся задачи оптимальной стабилизации (3.1),
(3.2) при постоянных матрицах А, В, N0, Nu т. е. для задачи

х (0 = А х+ В и , х (0 )= х0, (3.7)
СО

/ ( u )  =  J  [х' (0 Ntx  (0 + u'Nou]dt, Nl >0, N0> 0. (3.8)
0

Значение критерия качества (3.8) не изменяется при замене началь­
ного момента /= 0  на произвольный момент t —10. Поэтому функция 
Беллмана V  зависит только от х, т. е. имеет вид

V(x) = x 'P x. (3.9)
При этом оптимальное управление есть



Постоянная симметричная матрица Р > 0  в формулах (3.9), (3.10) 
является решением уравнения

A 'P + P A -P B N ö l B 'P + N ^ O ,  (3.11)
которое называется алгебраическим уравнением Риккати.

Следующая теорема дает условия, при которых уравнение (3.11) 
имеет, и притом единственное, решение Р>0.

Теорема 3.3 [16]. Пусть в стационарной JIK-задаче (3.7), (3.8) 
выполнены условия

N0> 0, ЛГ,>0, rank (В, AB, ..., Ая~1В)=п. (3.12)

Тогда уравнение (3.11) имеет единственное решение Р> 0 и справед­
ливы соотношения (3.9), (3.10). При управлении (3.10) система (3.7) 
экспоненциально устойчива и

min / ( « ) = /  (и0) =  х  о Рх0.
U

Отметим, что последнее из условий (3.12) совпадает с условием 
управляемости из § 2 гл. VI.

Таким образом, при постоянных матрицах А, В, N0, решение 
задачи стабилизации сводится к построению положительно-опреде- 
ленного решения уравнения (3.11).
4. Алгебраическое уравнение Риккати. Рассмотрим некоторые мето­
ды построения решения уравнения Риккати (3.11).

Один из них, называемый иногда методом установления, ос­
нован на аппроксимации JIK-задачи (3.7), (3.8) на бесконечном 
интервале времени ЛК-задачей на конечном интервале времени 
0 для системы (3.7) с критерием качества

т
/ ,  (м) = J [*' (t)N lX (t) + u'N0u]dt. (3.13)

о
Если обозначить через щ оптимальное управление в задаче (3.7),
(3.13), то очевидно, что J\ (ui)</i («о), где щ — оптимальное управ­
ление для задачи (3.7), (3.8). Кроме того, интуитивно ясно, что 
J\ («о) при Т-*оо. Отсюда и из известного решения задачи
(3.7), (3.13), выражаемого соотношениями (2.8) и (2.11) гл. IV, 
следует, что если существует положительно определенное решение 
Р уравнения (3.11), то оно является пределом при Т-* оо решений 
а (0 задачи Коши

dt (/) +  а (t)A + A 'x  (/) —а (t)B N öl В 'a (t) + Ni = 0, O ^ t^ T ,
а (7 ) =  0.

Удобно положить ß (t) = а (T —t). Тогда функция ß (t) есть решение 
уравнения



ß= ßA  + A 'ß -ß B N i'B 'ß + N u 0(0) =  О,

откуда в результате получим lim ß (t)=P . Обоснование этого соот-
/-»00

ношения имеется в [16].
Для некоторых задач оптимальной стабилизации (3.7), (3.8) ко­

эффициенты оптимального управления могут быть вычислены не­
посредственно без предварительного определения оптимальной фу­
нкции Ко (/, х). Опишем некоторые способы вычисления этих 
коэффициентов.

Пусть в системе (3.7) и — скалярное управление, а матрица 
А  и вектор-столбец В  постоянны. В критерии качества (3.8) матрица 
N0=I, где I — единичная матрица. Оптимальное управление в этой 
задаче имеет вид Uo = Q'x, где элементы постоянного вектор-столбца 
Q еЛ , подлежат определению. Для определения вектора Q составим 
определитель D (А) порядка 2л:

А —XI ВВ'
D(X) =

Этот определитель, представляющий собой полином степени 2л, 
можно записать в виде произведения:

.0(А) =  ( -1 )" А (А )А (-А ) .

Здесь все корни полинома £>, (Я) степени л лежат в левой полупло­
скости. Можно показать, что определитель матрицы А +  £ £ '—XI 
равен (—1)"А (X), т. е.

ёе1 \А + В(),-Х 1 \- ( - 1 )яП1 (А)=0. (3.14)

Таким образом, предлагаемый алгоритм определения коэффициен­
тов О оптимального управления состоит из следующих шагов:

1 . Находят корни Хи ..., Л, уравнения О (Х) = 0 с отрицательной 
действительной частью и составляют полином

А  (Х) = (Х -Х1)...(Х-ХЯ).

2°. Приравнивают нулю коэффициенты при одинаковых степе­
нях параметра X в уравнении (3.14).

3°. Решают полученную систему линейных уравнений относите­
льно компонент вектора £? и определяют оптимальное С-управле- 
ние щ = (2'х.

Для определения вектора б  предложен1* другой способ, вытека-

•Лурье А. И . Минимальный квадратичный критерий качества регулируемой 
системы // Известия АН СССР, Техническая кибернетика, 1963. № 4.



ющий из принципа максимума. Пусть щ (x)= Q 'x  — скалярное оп­
тимальное С-управление в задаче (3.7), (3.8) при N0=I. Обозначим 
через NtJ элементы матрицы Nt. В уравнении (3.7) В  есть вектор- 
столбец.

Обозначим через d (Я) характеристический определитель систе­
мы (3.7) при нулевом управлении и= 0, через d0(A, Q) — харак­
теристический определитель системы (3.7) при управлении uo=Q'x, 
а через d* (Я) — определитель, который получается из определителя 
d (Я) заменой в нем ¿-го столбца на вектор В. Тогда уравнение

d w d ( ^ ) +  £  а д ( я ) ё >( - я ) = 0
I.J- 1

имеет в точности п корней ..... Я, с положительной действительной
частью. При этом для всех Я справедливо равенство

(Я+Я,)...(Я + Я,)=(—1 )Ч (Я , 0 ,

которое представляет собой линейное уравнение относительно ком­
понент вектора Q и может служить для построения оптимального 
управления Uo = Q'x.

Замечание. Пусть для системы (3.7) существует допу­
стимое непрерывное управление и (t, х), имеющее непре­
рывную ограниченную производную по х, при котором 
система (3.7) экспоненциально устойчива. Тогда суще­
ствует линейное управление, дающее решение задачи оп­
тимальной стабилизации [22].

Сформулируем необходимые и достаточные условия существо­
вания указанного допустимого управления для задачи (3.7) при 
нарушении условия управляемости (3.12).

Приведем уравнение (3.7) к каноническому виду (2.14), (2.15) гл.
VI с помощью замены переменных х=  Ту. Пусть y= (yt, yl), y t е Д ь 
у2еЯ,-к, где к  — ранг матрицы управляемости (3.12). Тогда

У\ =А\У1 +Aiyi+Biu, j>2 =  Л3У2.
Далее заметим, что справедливо равенство

det (A — XI)=det (A, —XI\) det (А3 — Х12).

Кроме того, в силу условия rank (Ви A tB u A kl~iBi)= k  задача 
оптимальной стабилизации для системы у х= Aiyx->rВхи разрешима. 
Значит, необходимое и достаточное условие существования допу­
стимого управления, при котором система (3.7) экспоненциально 
устойчива, состоит в том, что все собственные значения матрицы 
А3 лежат в левой долуплоскости.



Функционирование реальных систем происходит под действием воз­
мущающих факторов различной природы. Бели эти возмущения 
малы, то нелинейные системы возможно аппроксимировать линей­
ными. В противном случае при построении управления необходимо 
учитывать нелинейные слагаемые в уравнениях движения.

1. Квазиоптимальная стабилизация и оценка ее погрешности. Ниже 
предложен способ квазиоптимальной стабилизации и получены 
оцёнки погрешности при произвольных начальных возмущениях. 
Управляемая система имеет вид

х  (0 =  б / (/, *  (0 )+ Я  (0«. ^ 0 ,  х е Л я, иеЛ„, х  (0)=хо (4.1)

и называется квазилинейной системой.
Здесь функция /  (/, х) непрерывна по совокупности аргументов 

и удовлетворяет условию [/" (I, х)| <  Сх (С> 0), матрица В (0 непре­
рывна и ограничена на интервале [0, оо), параметр е > 0  и вектор 
Хо заданы. Требуется выбрать С-управление и=и (/, х  (0) так, чтобы 
минимизировать функционал (3.2), т. е.

оо

/  (и) =  I (*' (0 я ,  (0 X (0 +  и'ЛГо (0 «) (4.2)

Отметим, что если уравнение движения содержит линейные слага­
емые А (0х (0, то оно сводится к виду (4.1) с помощью невырож­
денного преобразования координат. Кроме того, при сделанных 
предположениях, если для некоторого управления и функционал 
3  (ы)< оо, решение системы (4.1), соответствующее этому управле­
нию, стремится к нулю при /-»оо.

Предположим, что решение задачи (4.1), (4.2) существует 
для рассматриваемых значений б. Обозначим через V (/, х) оп­
тимальное управление, а через V (I, х) — соответствующую функ­
цию Беллмана. Иногда, чтобы подчеркнуть зависимость решений 
уравнений (4.1) от управления V, будем обозначать его символом
х  0 ,  V).

Сначала приведем эвристическое описание алгоритма квазиоп­
тимальной стабилизации. Запишем уравнение Беллмана для задачи 
(4.1), (4.2):

д1 ох



Представим V  в виде рядя по степеням е:
У (1.х)= У 0(г,х)+вУ х (t ,x )  + ... . (4.5)

Для определения функций У{ (/, х) подставим выражение (4.5) 
в (4.3) и приравняем нулю коэффициенты при одинаковых степенях 
е. Тогда получим, что У0 удовлетворяет уравнению (4.3) при е= 0 , 
а для Уи (/>  1) имеем последовательность линейных относительно 
У/ уравнений

Решение уравнения (4.6) ищется в классе непрерывно дифферен­
цируемых ограниченных снизу функций, удовлетворяющих оценке 
К/ (/, дс)<С |х|2. Управление г-го приближения и, (/, х) к оптималь­
ному управлению V имеет вид

Таким образом, существенная часть алгоритма связана с необ­
ходимостью решения задачи (4.6). Напомним, что если задача (4.6) 
при е=0 разрешима, то V0= x'P  (t)x, где матрица Р  ( 0 — единст­
венное ограниченное положительно определенное решение уравне­
ния Риккати (3.4) при А (0 =  0, т. е. уравнения

Остальные приближения при соответствующих предположениях
о гладкости /  (/, х) выражаются формулой

Здесь сумма при 1=1 равна нулю, а через х  (у) обозначено 
решение уравнения (4.1) при е=0, управлении щ = — ЛГ<г‘ ( у) х  

х В' (я)Р (у)х ( у)  и начальном условии х  (0  =  х.

ay,-. 1 (I. х) 1 ' ак; (f, х) в  ду,ч  (<> х) (4 6) 
дх 4 Зх * дх

Щ (/, *)=  - -  N o 1 в ' W> (t, * )=  t ¿Vi (/, x). (4.7)
*  ^  / . л

PiO-PiOBiPiO + Ni (0 = 0, />0.

00

1 (=> ак;(5, x(5))
4 Зх ' дх

J  ds, i> 1 . (4.8)



Установим оценку нулевого приближения. Управление нулевого 
приближения щ (/, х) определяется выражением (4.7) при 1=0.

Предположим, что исходная задача управления (4.1), (4.2) имеет 
решение для заданного значения г, а также для 6=0, причем справе­
дливо неравенство

х ’И 1х - 2 еГ  (/, х ) Р  Ц ) х > С \ х \2 . (4.9)

Тогда при некоторой постоянной С> 0, определяемой парамет­
рами задачи (4.1), (4.2), имеет место неравенство

0 < /(ы 0)- /(у )< С е . (4.10)

Докажем справедливость этого неравенства, означающего, что 
при управлении системой (4.1) с помощью Ыо ошибка по функци­
оналу (4.2) есть величина порядка г. Рассмотрим функционал

00

/о ( « ) = /  (и )-е  | / '  0, х  (0) 8Уо(1’ * (,)) <1/. (4.11)

о

В силу условия (4.9) подынтегральная функция функционала 
30 (и) положительно определена по фазовым координатам, т. е. 
выполнено требование вида

х 'Щ х+ и ^ о и -  8/' (I, х) — Х)>С\х\2. (4.12)
дх

Значит, на основании теоремы 2.3 решением задачи минимиза­
ции функционала (4.11) на траекториях системы (4.1) является упра­
вление ц> (/, х), а соответствующая функция Беллмана есть У0 (I, х). 
Отсюда и из неравенства (4.12) вытекает, что

00

|  |х (I, Ио)|2а/«* СУо (0, Хо). (4.13)
о

Из этого неравенства и выражения (4.7) для щ следует, что 
3 (щ)< оо, т. е. управление и0 является допустимым и для исходной 
задачи (4.1), (4.2). Представим разность из (4.10) в виде

3 (и0) - 3  (у) =  |/0 Ы - 3  (у)] +  | /  («„)-/„ (ц)]. (4.14)

Оценим разности в правой части (4.14). В силу оптимальности 
управления V и допустимости управления щ получим



Далее, используя равенство (4.11), ограниченность Р  и пред­
положения относительно / ,  находим

ао

|  if' (t. х  (t.\J (u0) - J 0 (Mo)|<2e 1Г  (t, X (t, Uo))P (t)x  (t, u0) |d /<

0
со

< 2 б с | |х ( / ,  ц )|2 <1*. (4.16)

о
Из неравенств (4.13) и (4.16) вытекает оценка

|/(«о)-Л («о)| <еС,. (4.17)

Таким образом, в силу (4.15) получим
У(у)<У0 (ы0)+еС,. (4.18)

Аналогично, вследствие оптимальности управления щ в задаче (4.1),
(4.11) находим

Л  ( и о ) < / о  ( у ) = У  ( у ) + [ / 0 ( V ) - /  (V )].

Оценим значение разности У0 (у )  -  У (у). На основании (4.11), подо­
бно (4.16), имеем

00

1Л (V) - /  (V)! < 2 еС  Г ¡X ( / ,  V)!2 <1/. (4 .1 9 )

о
Но в силу равномерной положительной определенности матрицы 
N1 и установленной оценки (4.18) справедливо неравенство

ао

|х (t, v)|2d/«g СУ (v)<CK0 (0, х 0) + еСС,. 
о

Отсюда и из (4.19) вытекает, что
|У0 (v)—У (v)|<eC2.

Следовательно,
( Л («о) <У (v) +  |У0 (v) -  У (v)| <  У (v) +  еС2. (4.20)

Сравнивая соотношения (4.18) и (4.20), заключаем, что |У0 (щ)— 
—У (v)|<eC. Из этого неравенства и (4.17) в силу (4.14) имеем

|Л (м0) - У  (v)|<eC.
Тем самым оценка (4.10) нулевого приближения установлена.



Рассмотрим оценки высших приближений. При рассмотрении 
1-го приближения щ к оптимальному управлению считается, что 
существуют непрерывно дифференцируемые ограниченные снизу 
функции (/, х), _/</, удовлетворяющие уравнению (4.6), а также 
оценкам

(I, * )|< С |х |2. \dWjit, х)/дх\^С\х\, (4 21)

Из определения (4.7) управлений щ (/, х) и (4.21) вытекает, что 
Щ (Л 0)=0.

При обосновании оценки нулевого приближения был исполь­
зован прием, состоящий в том, что управление нулевого приближе­
ния щ (/, х) интерпретируется как оптимальное для исходной систе­
мы (4.1) с минимизируемым функционалом, отличающимся от ис­
ходного (4.2) на величину порядка в. Используем тот же прием и при 
исследовании управлений щ (/, х), 1>  1, определяемых равенством
(4.7). Для построения вспомогательной задачи стабилизации, в ко­
торой и, (/, х) будет оптимальным управлением, запишем уравнение
для функции IV (/, х) из (4.7). Умножая уравнение (4.6) на е и сум­
мируя полученные результаты по /, имеем

<'■ Ш '  <4,и>

гдУ,(+1+./-/
дх/■ I у™и \ * >

Рассмотрим функционал
т

(и)= /  (и) + в1+1 (/, X (/, и)) <1/. (4.23)

Аналогично (4.9) в рассматриваемом случае предположим, что 
задача (4.1), (4.2) имеет решение для заданного в, а также для б = 0 ,  
причем справедливо неравенство

х ' ^ х - в 1*18& С\х\2. (4.24)

При предположении (4.24) функционал / ( (и) положительно опре­
делен по фазовым координатам. Поэтому, используя теорему 2.3 
и учитывая уравнения (4.22) и оценки (4.21), заключаем, что в задаче
(4.1), (4.23) управление и, (/, х) является оптимальным, а функция 
Беллмана равна IV (I, х).

Отсюда и из (4.24) вытекает, что интеграл



J  |x (/, и,)|2 d t <  C W  (0, Xq) (4.25)

о
является конечным. Кроме того,

êW
2ut (t, x)=  —N  ô l (t)B ' ( t)— .

ex

Поэтому на основании (4.21) и (4.7) имеем |и, (/, х )|< С  \х\. Значит, 
с учетом (4.25) получим J (щ) <  оо, т. е. и, — допустимое управление 
в задаче стабилизации (4.1), (4.2). Дальнейшее обоснование оценок 
нго приближения подобно доказательству справедливости неравен-при
сгва (4.10). А именно: покажем, что

0 ^ 7 (ц ) - У  (у)< С £'+‘. (4.26)

Ясно, что 7 (и,) -  У (у) =  [7, (и,) -  7  (V)] +  [7 (и,) -  7, (и,)]. Оценим 
разности в правой части последнего соотношения. В силу (4.24) 
и (4.25) имеем

7  ( у ) < 7 (и^ < 7 ( (ид +  |7  (и,)—7( (иЛ <7/ (ид+

00  00 

+ е<+1 Ц'5, (I, X (I, uд)dt <7, (ид+ЕШ С |  |х (/. « ,)|М /<

О о
оо

^  7, (ид + е ,+1 Су,, у, =  |  \х (/, ид|2 (4.27)
О

Чтобы установить неравенство, противоположное (4.27), исполь­
зуем оптимальность управления и, в задаче стабилизации (4.1),
(4.23). Тогда

7, (ид < 77 (V) < 7 (V ) + 17, (V) -  7 (у ) | < 7 (у )  +

00
+ 8(+1 |J* S, (t, х  (t, v))d/ 2

О

оо

+ . ,+,cJ|x (t, v)|2d t ^ J  (v)+e,+1 C, W  (0, xo). (4.28) 

о

< 7(v) +
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I// (ид -  j  (v)| < е i+1 C'y,. (4.29)
Кроме того, при выводе оценки (4.27) было установлено соот­
ношение

\J («;)-/< (U()|<e'+I СС, (4.30)

Соотношения (4.29) и (4.30) означают, что
0 <  J  (ид -  J  (v) <  \Jt (и,) -  J  (v)| + \J (ид -  J, M l < £ i+‘ CC,

Тем самым оценка /-го приближения (4.26) установлена.
Замечание. Приведем достаточные условия справедливости 
оценок (4.21). Предположим, что задача (4.1), (4.2) разрешима 
при е=0, функция /  (t, х) и ее производные djf  (t, x)/dxJ непре­
рывны, причем \dJ/]8xJ\ ̂  C ,j=  1 , / .  Тогда существует единст­
венное решение уравнения (4.6), удовлетворяющее (4.21). Это 
решение представимо в виде (4.8).

2. Адаптивная стабилизация. В этом пункте будем считать, что 
конкретное значение параметра г в (4.1) неизвестно. Задача адаптив­
ной стабилизации состоит в выборе такого закона управления, при 
котором тривиальное решение системы (4.1) асимптотически устой­
чиво. Адаптивное управление, разрешающее задачу адаптивной 
стабилизации, будем искать в виде

Всо (t, х ) - к  (t)f(t, х).

Функция со (t, х) и скалярный коэффициент к (t) дополнительного 
контура регулирования подбираются таким образом, чтобы обес­
печить устойчивость тривиального решения системы

* (t) = (e—k  (t))f(t. х  (t))+B (t) ш (t, x  (Г)). (4.31)
Л ем м а 4.1. Пусть при некотором фиксированном значении 

Ео найдется управление со0 (t, х), ш0 (t, 0)=0, при котором тривиаль­
ное решение уравнения

У (0 = ео /('. У (0) + Вшо (t, у (t)), t^O

асимптотически устойчиво равномерно по начальным данным. Тогда 
задача адаптивной стабилизации разрешима при любом е.

□  Из условий леммы и теоремы обращения из § 2 гл. I следует 
существование функции Ляпунова V (t, х). Функция V опреде­
ленно положительна, имеет бесконечно малый высший предел 
и сумма



определенно отрицательна. Введем коэффициент регулирования 
к (О в (4.31) с помощью соотнош ений

к  ( о = - \ г  * (0 ) ух (л х т  о,

Ух=дУ/дх, к (0) =  0. (4.32)
Рассмотрим функцию

Л, = V (/, х) + ( е - е о - к  (I))2.

Вычислив полную производную функции Ях (/, х) вдоль траек­
торий системы (4.31), (4.32), получим Ах=К.

Значит, в силу теоремы 4.5 гл. I об устойчивости по части 
переменных тривиальное решение системы (4.31) асимптотически 
устойчиво. Тем самым управление ш0 (*, х) и регулятор (4.32) обес­
печивают стабилизацию системы (4.1) при любом априори неиз­
вестном значении параметра е.

Лемма 4.1 позволяет свести вопрос об адаптивной стабилизации 
системы (4.1) к выбору функции Ляпунова V и управления со0. При 
этом можно использовать построения п. 1. В частности, если систе­
ма (4.1) стабилизируема при б=0, т о  можно положить У= У0, 
£о0=Ц), где У0 = х'Р  (Ох, а о 1 (0 ^ 'Р  (Ох.

Если же выполнены условия п. 1 при е =  е0, то можно положить 
У=ЦГЦ, х), (о0 = щ (/, х), где функции и и, при е=ео имеют вид
(4.7). В обоих случаях коэффициент к (0  определяется уравнением
(4.32). Вместе с тем при рассмотрении конкретных систем, исполь­
зуя их специфику, можно с помощью леммы 4.1 построить стабили­
зирующее управление, зависящее не от всех фазовых координат. 
Последнее обстоятельство существенно с точки зрения минимиза­
ции числа позиционных датчиков. Отметим, что аналогично может 
быть сформулировано решение задачи об адаптивной стабилизации 
заданного программного движения системы (4.1).

§ 5. ДОСТАТОЧНЫЕ УСЛОВИЯ ОПТИМАЛЬНОСТИ,
ИСПОЛЬЗУЮЩИЕ ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ ФУНКЦИИ

В этом параграфе приведены достаточные условия оптимальности, 
полученные в [17]. Формулировки этих условий используют некото­
рые идеи, близкие ко второму методу Ляпунова и методу динами­
ческого программирования.

1. Условия оптимальности. Рассмотрим управляемую систему
X (0 = /(* . х  (О, и (0), О ^ Т .  хеК„, иеЛ„. (5.1)

Начальное положение х0 системы (5.1) при /= 0  задано:
х  (0) =  х0. (5.2)



Под решением х  (t) задачи (5.1), (5.2), соответствующим управ­
лению и (/), понимается абсолютно непрерывная функция, удов­
летворяющая уравнению (5.1) при всех /£[0, 7] и управлении 
и (/).

В заданный момент Т  окончания процесса должно быть выпол­
нено терминальное условие

д :(7 )= х 1еЛГ,сЛ|1. (5.3)

Здесь Х\ — заданное множество допустимых терминальных значе­
ний процесса х  (/).

Управление и ( /):r\-*Rm является измеримой функцией времени, 
которая при почти всех t принимает значения из заданного множе­
ства U:

u (t)eU c zR m. (5.4)

Критерий качества выражается функционалом
г

J  (и) =  щ  (х (7)) +  J  F0 (t, X (/), и (0) dt. (5.5)

о

При выводе условий оптимальности предполагается, что функции 
F0 (t, x , u ) u f  (t, х, и) измеримы по совокупности переменных (t, х, 
и), непрерывны по и и непрерывно дифференцируемы по х, а функ­
ция <р0 (х) непрерывно дифференцируема по х.

Управление и (/) называется допустимым, если при этом управ­
лении существует единственное решение задачи (5.1), функционал
(5.5) конечен и выполнены условия (5.2)—(5.4). Совокупность всех 
допустимых управлений на отрезке [0, 7] обозначим через W.

Задача оптимального управления системой (5.1) состоит в опре­
делении такого допустимого управления Uo, при котором достигает­
ся абсолютный минимум критерия качества (5.5) на множестве W. 
Если же указанный минимум не достигается, то представляет ин­
терес вопрос о построении минимизирующей последовательности
допустимых управлений u ,eW  таких, что lim /  (mj)= inf J  (и).

i-*co ueW
Сформулируем достаточные условия оптимальности в терминах 

свойств вспомогательной функции V (t, х), в некотором смысле 
аналогичной функции Ляпунова из первой части. Функция V (t, 
х ) : [0, 7] х RH->R\ является непрерывно дифференцируемой по неза­
висимым переменным /£[0, 7] и дс е Л,.

Возьмем произвольное допустимое управление и (/) и соответст­
вующую ему траекторию х  (t) системы (5.1). Через К  0, х) обо­
значим полную производную функции V вдоль траекторий сис­
темы (5.1) при управлении и (/). При сделанных предположениях 
имеем



Из соотношений (5.5), (5.6) вытекает следующее представление фун­
кционала J  (и), справедливое при любом допустимом управлении и: 

т

J  (и )= j  [Fo (t. X (0, и ( ф - к  (t. Х (0)]df +
о

+  <Ро (х (Т))+ V (Т, х  (Г ) -  V  (0, Хо)). (5.7)

Теорема 5.1. Пусть существуют скалярная непрерывно диффе­
ренцируемая функция V ( t ,  х) и допустимое управление щ ( t )e  W, 
удовлетворяющее для всех и ( t )e  W  условиям 

т

[F0 ( t . x i t ) , u i t ) ) - V u ( t , x m d t >I
о

т

'■ J  [Fo it, *0 (0 . M O ) - M '« * o ( 0 ) ] d i= 0 ,  (5.8)

щ  ix  (7)) +  V iT, x  iT )) >  «¡Do ixо (T)) -(- V iT, x0 (7)) =

=  inf [<p0 ix) + V iT, x)] =  q, (5.9)
x*X\

где x  (0 и x0 it) — решения задачи (5.1), соответствующие управле­
ниям и it) и щ it). Тогда управление щ it) — оптимальное, причем 
минимальное значение J  (и0) критерия качества (5.7) есть

Jiuo) = q - V i 0 ,х 0). (5.10)

□  Для доказательства достаточно заметить, что 
г

J  (u ) -J (u Q) = \  f  [fo 0. X it), и i t ) ) - к  it, х  (0)] d /+



■о
о

г

+ К (Г, х0 (Т) ) - V (0, *> }-{]■  [/*0 (Л X (О, И (/))-
о

т

-  К  (Л X (*))]<!*-1 [/-о (и  Хо (О , «о ( 0 ) -  К „  0 ,  Хо (/))](1/|+
о

+ {<р0 (х (7 ))+  К (Г, х (Т))-<Ро (*о)~ к  (Г, Хо (7))}>0.

Отсюда и из требований (5.8), (5.9) вытекает, что /  (u)—J  («о)>0 при 
любом ие IV. Тем самым оптимальность управления щ установ­
лена. Соотношение (5.10) непосредственно следует из (5.7), (5.9). ■

Замечание. Иногда условие (5.8) теоремы 5.1 записывают 
с помощью функции Л, определяемой равенством

К (/, х, и)= - Г 0 (/, х, и)+ V, (/, х )+  У‘х (/, х)/(Л  х, м)=
= - р 0 (¡, х, и)+ Уи (Л х).

Условие (5.8) в терминах функции Л имеет вид 
г г

|*Л (*, х (/), и (0 )<1/<  |* Л (Л хо (/), Мо (0) с!/=0.

Теорема 5.1 не указывает способов построения оптимального 
управления щ и функции V (*, х). Приведем один из них, основанный 
на несколько ином представлении функционала /  (и).

Рассмотрим функцию

Н  (/, х, и, Ух)= - Г 0 (/, х, и)+ Ух (/, х)/(Л  х, и).

Верхнюю грань функции Н  ((, х, и, Ух) по независимой переменной 
ие  и  обозначим через Н, т. е. Н  ((, х, Ух)=вир Н  х, и, Ух).

и е и
Используя соотношения (5.6), заключаем, что справедливо пред­
ставление функционала (5.5) в виде



/  (u)=<p0 (x (T))+ V (T, x  (T))~ V (O, x0)+  f  [(H -H )-(V ,+ H )]d t.
í  (5.И)

Здесь аргументом функций H, Н, V является (t, х, (О, и (0).
Теорема 5.2. Пусть существуют непрерывно дифференцируемая 

функция V (t, х) и допустимое управление щ (0> удовлетворяющее 
требованию (5.9) и условиям

Н  (t, Хо (/), Vx (t, х0 (t)))=H (t, х0 (0, «о (0,
vx о, х0 (i))), O ^ t^ T , х е Я я, (5.12)

V, (/. x)+ H (t, х, Vx (t. х))< V, (t, х0 (0) +
+ Н  (t, хо (0, Vx (/. хо (/))) =  0, O ^ í^ T ,  x e R n. (513)

Тогда щ (О — оптимальное управление, a J  (и0) выражается форму­
лой (5.10).

Пример 5.1. Рассмотрим скалярную управляемую систему
* ( * ) - “ (0 . 0< / < 1, (5 14)

х ( 0) =  х ( 1) = 0, |м |< 1.
Критерий качества J  (и), подлежащий минимизации, имеет вид

i

/ ( « ) = J ( x 2 (0 - « ( 0)d/-Mnf. (5 15)

о

Покажем, что в этой задаче оптимальное управление щ (0 = 0 и оп­
тимальная траектория х0 (/) = 0, 1.

Проверим, что эти функции удовлетворяют требованиям те­
оремы 5.1 при V (í, х) = — х. При любом допустимом управлении 
и (0 с учетом (5.14), (5.15) имеем

F, (/. х (0, и ( /) ) -  К  (t, х  (0) =  х 2 (05=0. (5.16)

Кроме того, при управлении ио (0 = 0 и Хо (0 =  0 справедливо равен-
ство

Fo (t, хо (/), «о ( 0 ) -  К  (/. хо (0) =  0. (5.17)

Сравнивая (5.16) и (5.17), заключаем, что требование (5.8) теоремы 
5.1 выполнено. Обратимся к проверке условия (5.9). Множество 
Хх в рассматриваемом случае состоит из одной точки х = 0 , 
а функция <р0=0. Значит,

V (Т, хо (7))=  V (1, хо (1)) =  0, inf V (Т, х )=  inf ( -х )= 0 .jceJTj xeXf



Поэтому условие (5.9) также справедливо. Таким образом, на ос­
новании теоремы 5.1 оптимальное управление щ (/) =  0.

Прамер 5.2. Рассмотрим скалярную линейно-квадратичную за­
дачу

¿ ( / )  =  ы, О х о = х ( 0 ) ,

г

/(м ) =  j* и2 (t)d t+ ax2 (7) - 4 nf. ^  ^

О

Здесь х0, Т, а — заданные постоянные. Докажем с помощью те­
оремы 5.1, что оптимальное управление щ в задаче (5.18) имеет вид

u0 (t) = a x ( t ) [ a ( t - T ) - l ] - 1. (5.19)

В качестве V  (/, х) возьмем функцию

V(t,x)=ouc2 [ a ( t - D ~  I ] '1. (5-20)
Проверим справедливость условия (5.7). Так как функция /о в рас­
сматриваемом случае есть F0= u2, то

F0 (t, х, и) — Vu (t, х )= иг — 2ахи [a ( t—T) —1]_1 +
+ а2х 2 [а (/—7) —1]-2 =  [а ( t - T ) - l ] ~ 2, [и (а ( * - 7 ) -1 ) - а х ]2>0.

(5.21)
В то же время на основании (5.19) имеем 

F0 (t, х, Mo)- ŸUq (t, x)=[a (t — T)—\]~2 [u0 (a ( / - 7 ) - 1 ) - o jc ]2 =  0.
(5.22)

Из (5.21), (5.22) следует справедливость условия (5.8) теоремы 5.1. 
Кроме того, при любом х  с учетом (5.18), (5.20) получаем равенство 
(ро (■*)+ Vo (Т, х) = а х 2 — ах2 = 0. Поэтому требование (5.9) также вы­
полнено. Значит, в силу теоремы 5.1 управление (5.19) — оптималь­
ное.

2. Достаточные условия существования минимизирующей последова­
тельности. Аналогично теореме 5.1 формулируются достаточные 
условия того, что некоторая последовательность допустимых упра­
влений ut является минимизирующей. Формально для этого до­
статочно в условиях (5.8), (5.9) заменить управление щ на щ, траек­
торию х0 — на Xj и перейти к пределу при /-> оо. Указанным об­
разом убеждаемся в том, что имеет место следующее утверждение.

Теорема 5.3. Пусть существуют непрерывно дифференцируемая 
функция V (t, х) и последовательность допустимых управлений и, (t) 
таких, что



lint [<ро (.X, (7))+ V (Т, х, (7))]= inf [<ра (х)+ V (Т, х)] =  ?, (5.23)
/-►оо хеХ .1 V

где х¡ (t) есть решение задачи (5.1), (5.2) при управлении u¡ (/). Пусть, 
далее, для любого u e W выполнено соотношение 

т

|  [F0 it. X (t), и ( / ) ) -  к  (í, X (t))]át> 

о
т

>lim f  [F0 (t, x, (í), и, ( / ) ) -  (í, x, (0)3 d '= 0 . (5.24) 
<"♦00 J 1

O

Тогда последовательность управлений u¡ является минимизирующей
для задачи (5.1)—(5.5), причем lim J  (u¡) = q —V (0, х0).

/-►00
3. Задачи с нефиксированным временем. Приведенный выше способ 
получения достаточных условий оптимальности в терминах вспомо­
гательных функций V может быть использован и в иных задачах 
(например, в задачах с фазовыми ограничениями типа равенств 
и неравенств, в задачах, где множество U зависит от координат, 
и т. д.). Опишем возникающие при этом модификации условий 
оптимальности для задачи (5.1)—(5.5), в постановке которой допол­
нительно предполагается, что момент окончания процесса 7 >  О 
заранее не задан. Иными словами, минимизация функционала (5.5) 
осуществляется за счет выбора управления и (О и момента 7 >  0. 
Совокупность момента времени Т е  в и управления и (t), где 0 <  t <  Т, 
называется допустимой, если для нее выполнены соотношения
(5.1)—(5.4) и функционал (5.5) конечен.

Теорема 5.4. Пусть существуют непрерывно дифференцируемая 
функция V (t, х), допустимые управление щ (t) и момент времени 
Г0 6 0 такие, что:

Io) для любых допустимых (Т', и (/)) выполнено неравенство
т0

J  [F0 (t, х (о, и ( / ) ) -  к  (í, х  т d /< 0; (5.25)

Т

2°) выполнено условие (5.8) при Т  =  То,
3°) имеет место неравенство

<Ро (х (7))+ V (Т, х  (Г))^<р0 (х0 (Т0))+ V (То, х0 (Т0)) =
= inf [q>0 (x )+ V (T ,x ) l  (5.26)

xeXt> Г «Ей
Тогда Т0, щ (t), где 0 Т0, — оптимальные.



□  Для оптимальности управления и0 достаточно проверить, что 
7 (и, T )—J  («о, Т0)>0. На основании представления (5.7) имеем

т

/  (и, Т ) - 1  (и0, Т0) = J [Ро 0, х  (0, и (0) К  (Л х (/))]<!/+

+ <Ро (X (Т))°+ V (Т, х  (7 ))-  V (0, х0)~
(5-27)

- 1  [Р0 (л х0 (о, ц> (0 ) -  (*, х„ (0 )]а<-
о
-  V (То, х0 (Т))+ V (0, Хо)-<Ро (х0 (Т)).

Рассмотрим отдельные слагаемые в правой части (5.27). С учетом 
условия (5.26) получаем

V (Т, х  (Т)) + <ра (х (Т)) -  V (Т0, х0 (Т)) -  <р0 (х0 (Т)) > 0. (5.28)
Далее заметим, что 

т

[Р0 0, х  (о, и ( 0 ) -  К  0, х  0))] ¿11=
о

То

= |  [Ро 0, X (0, и ( /) ) -  К  0, X (/))] й ( -

(5.29)

т

I'

- 1  [Ро (Л X (0, и ( /) ) -  К  о, X (/))] й 1 . 
т

Из (5.28)—(5.29) и из условий (5.25), (5.26) вытекает, что
то

/  (и, 7 ) - /  (щ, То)> |  [Р. (*, х ((), и ( /) )-  К  0. х  (/))]<!/-

То о

- 1  [Ро (Л Х0 (/), Щ ( 0 ) -  Ко 0. Хо (0)] <1/-

о
Го

- 1  [Ро О, X (0, и (0) -  К  0. х  (0)1 ё ^ о .  я
г



Основные результаты ■ формулы главы VII
Для  задам Больца

х ( 0 - / 0 .  х, и), х  (/о)“ *о,
т

\Р(1, х  (<), и)б!+<р (х (7))-мпГ 
ив и

функция Беллмана

V  (5, х ) - м  [ *  (х ( Г ) ) + | о, X (0, и)а/].

уравнение Беллмана

тГ  [V, (5, х) + У‘х 0, х)/(<, х, !<)+/■(/, х, и)]=0,
ие17

V (Т, х) = <р (х),

оптимальное управление щ (I, х)

Г дУ0 (/, х) 1
тГ / '  (Г, х, и) -----г ----- + Р { ‘, х, и) \ =
иеи{. Эх J

ЗУ0 0, х)
= /  (I, X. Ио)----------+Р (<. X, щ),

дх
где Ко — единственное решение уравнения Беллмана.

В ЛК-задаче функция Беллмана V  (<, х)=х 'Р  (/)х, где Р (/) есть решение матрич­
ного уравнения Риккати, а минимальное значение критерия качества J  (ио) — У Оо, хо). 

Сгабвлвзащн. Управление и (I, х) является стабилизирующим, если
оц (|х |)<К (|, х)<а )2 (|х|), ЬиУ (I, х )< -о )3 (|х|).

Управление ио (/, х) является оптимальным стабилизирующим, если 

“ 1 (И Х  И (Л х)«ео2 0x0.

М  \ЬуУ (/, х)+^0 (/, х, и) = Ц, V  (<, х )+ /о  (<, х, ио)=0. 
иеи 0

В стационарной ЛК-задаче
х=Ах+Ви, х  (0)=х0,

> - | кУ (и )^  [х '(0* ,х  (/) + «' (1)^о«*(0]*-ад * о > 0, А̂1 >0,

о
оптимальное управление ц> (/, х)« — ЛГ̂ 1 В'Рх, где Р удовлетворяет алгебраическому 
уравнению Риккати:



Если система управляема, то существует единственное решение Р > 0 алгебра­
ического уравнения Риккати, система экспоненциально устойчива и /(ц О »  
~х„Рх0.

Для задача квазилинейной стабшшзаци

* “ «/(<. х)+Ви,

■ J V/  (« )-  J [х' (ОМ (Ох (0+и ' (0*о (0“ (0]d<-inf 

о
управление i-го приближения щ (<, х) к оптимальному управлению у  имеет вид

1 , 8W ‘ ,
и (/, х ) ------ ЛГ-» В'  — . W  (<, * ) -  £  e V j  (/, х),

где
8х j - о

к0 (/, х )~ х 'Р  (0* . Р ( t ) -P ( t )B N ;1 (t)B'P  (0+лг, (о=о, 
00

ЭИ,., (5. X (5))

дх

При этом

1 8 К  (s- х  (s)) dV i_ , (s, x  (i))1
I  - l - g x  - b n ; '  №  i J ( d x  />i.

0 ( ц ) - /  (v )< Ce, 0< /  (ui)-J  (v)4 C e l+1.

Достаточные условия м тм ал ы ю сп , использующие вспомогательные фуикцш.
Пусть для задачи (5.1)—(5.5) существуют скалярная непрерывно дифференцируемая 
функция V  ({, х) и допустимое управление щ (0 е Ж> удовлетворяющее для всех 
и (1)е IV условиям

г

i
о

г

> f  Fo (t. *o (0, «о H ) ) ~ \  ('. хо (0)]d/ = 0, 

о
<Ро (х (7))+  V  (Т, х(Г))>Ч>о (*о (T))+V  (Г, хо (7)) =

=  i nf  [<Ро W +  V  (Г, х)] =  ?.

Тогда управление щ  (0 — оптимальное, причем минимальное значение J  (и0) крите­
рия качества (5.7) есть J  (uo)=*q— V  (0, xq).



Управление щ (0  является оптимальным, если вместо предыдущих условий 
выполняются следующие условия:

Я  (I. *о (0, Ух ('. *о (<)))“  Н  0 ,  х 0 (<), «о (0. Ух ('. *0 (0)),

V, (I, х)+ Н  (<. х. Ух (/. *))<

< V, (Л х0 (/))+Я  (/. х0 (0, Ух (/. х0 (/)))=0, 

хеЯ„.

Пусть существуют непрерывно дифференцируемая функция V (I, х) и последова­
тельность допустимых управлений и/ (0 таких, что для любого и е Ж справедливы 
условия

Ига [<Ро(х1(Т)) + У ( Т , х 1 (Г))] =

I

= inf [q>0 (x)+ V  (/, x)] = q, 
xeX

T

[F0 ( l , x ( t ) ,u ( t ) ) - V u (‘, x m < l ‘>

0
T

>  lim j [io (Л Xi  ( o ,  U( (0 ) -» V  (i. (0)]di=0.
(-*<*) J

о

Тогда последовательность управлений и, является минимизирующей для задачи 
(5.1)—(5.5), причем lim J  (ц )= ? -  У (0, х0).



НЕКОТОРЫЕ ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ ТЕОРИИ 
ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ

В этой главе приведены некоторые условия существования оп­
тимального управления. Кроме того, рассмотрены случаи, в кото­
рых применение принципа максимума связано с рядом специфи­
ческих трудностей.

§ 1. СУЩЕСТВОВАНИЕ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ

1. Постановка задачи и основные предположения. При исследовании 
задач управления естественным представляется вопрос о сущест­
вовании оптимального управления, т. е. такого, при котором крите­
рий качества достигает минимального значения. Обоснование усло­
вий существования оптимального управления обычно связано с по­
строением минимизирующей последовательности управлений и воз­
можностью предельного перехода. При доказательстве этого ис­
пользуется ряд сведений из теории функций и функционального 
анализа (см., например, [3] из третьей части).

Ниже приведены основные этапы соответствующих построений 
для задачи оптимального управления системой:

Здесь моменты начала движения /0 и его окончания Т, постоянное 
множество и, а также начальное и конечное положения х0 и х х 
заданы. Минимизируемый критерий качества имеет вид

Предполагается, что функции / 0, Р0 и матрица/х, имеющие вид

Уо х) ■ -̂ 1 х Вл—*КП, /у  (/, х) : 7?! х » о£(11т, Я„)
Ро х) : х Я„-*

непрерывны по совокупности аргументов. Кроме того, функции / 0 
и /у  удовлетворяют при некоторых постоянных С*> 0 условию 
Липшица

т ,  х ) - / ( 1 , /=0, 1; х ,уея„ . (1.4)

В неравенстве (1.4) символ | / х | означает какую-либо норму мат­
рицы.
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X (t) = /о (t, X (0) + / j (i, х (0)u(t), t0^ í ^ T ,  (1.1)
x(t)eR„, u ( t ) e U a  Rm, x (t0)= x 0, x (T )= x l . (1.2)

г

(1.3)



Определим теперь класс W  допустимых управлений, среди кото­
рых ищется оптимальное управление и (t) е W, если в каждый мо­
мент времени Т) оно принадлежит множеству U и как 
функция / измеримо по Лебегу. Кроме того, предполагается, что 
при этом управлении существует решение уравнения (1.1), удовлет­
воряющее заданным граничным условиям (1.2). Напомним, что 
решением уравнения (1.1), отвечающим измеримой функции и (О, 
называется абсолютно непрерывная функция x(t), удовлетворя­
ющая соответствующему (1.1) интегральному тождеству 

/

х ( 0 = х (t0) + j*[/o(5, X(s))-f /i (i, x(s))m(s)]ds , t 0^ t ^ T .  (1.5)

h
Точную нижнюю грань функционала (1.3) по множеству всех до­
пустимых управлений обозначим через J0. Таким образом,

/ 0= inf /(и).
u(t)eW

2. Основная теорема. Теорема 1.1*. Пусть выполнены предположе­
ния п. 1 в задаче (1.1), (1.2) и существует хотя бы одно допустимое 
управление. Пусть, кроме того, множество Uс: Rm компактно и вы­
пукло. Тогда в задаче (1.1) — (1.3) существует оптимальное управле­
ние** и0 (t).

Доказательство теоремы весьма сложно, поэтому разобьем его 
на несколько этапов.

1°. Свойства минимизирующей последовательности управлений. 
Из существования допустимого управления и определения точной 
нижней грани следует существование последовательности управле­
ний ы, (t) е W  (i=  1, 2,...), называемой минимизирующей, для которой

inf /(u ) =  lim J(ui)=J0.
u(t)eW  i-* oo

Соответствующую последовательности ut(t) последовательность 
решений задачи (1.1), (1.2) обозначим через x,(t). Проверим, что 
последовательность решений х, (t) равномерно ограничена и равно­
степенно непрерывна.

Множество U, будучи компактом в конечномерном пространст­
ве Rm, является замкнутым и ограниченным. Поэтому совокупность 
всех допустимых управлений W  равномерно ограничена на отрезке 
t0^ t ^ T некоторой постоянной С, т. е., в частности,

|«,(01<С, t0^ t ^ T ,  / = 1, 2, ... . ( 1.6)

•Филлипов А. Ф. О некоторых вопросах теории оптимального управления 
// Вестник МГУ. 1959. № 2.

**В этом параграфе во избежание путаницы оптимальное управление и оп­
тимальная траектория обозначены соответственно через и°(1) и х°( I).



Iт ,  * ) \ = т ,  * ь / а  о)+/;(/, о ж | / ( / ,  о )|+
+  Ц5(', х ) - /Д /, 0Ж 1/Д/, 0) |+ С ,И , . /= 0, 1. (1-7)

Из тождества (1.5) с учетом (1.6), (1.7) вытекает, что при всех />1 
имеют место неравенства

I I

<„I+J1*,(0К!*о1+ D/о С*. 0)|+с|Л (5, oiOdi+iCo+CQ) |x ,(j)|d i.

*0 40

Отсюда и из леммы Гронуолла — Беллмана (см. лемму 6.1 гл. I) 
вытекает, что

/

1*,(01<[|*о1 + 1 (1 /о &  0)| +  С|Л(5, 0 )1^5 ].е(с“+сс‘)('- д  (1.8)

*о

Но функции /}(1, 0) непрерывны, а значит, и ограничены при 0 < Т. 
Следовательно, на основании (1.8) последовательность х, (/) равно­
мерно ограничена, т. е. найдется такая постоянная С2, что сразу для 
всех 1 и Т  можно утверждать, что

|*,(/)| < С 2. (1.9)

Для доказательства равностепенной непрерывности множества 
функций х,(0 (/= 1, 2,...)  возьмем две произвольные точки и /2 на 
отрезке [¿0, Т\. Учитывая (1.5), имеем

»2

Xi (t2) ~  Xi (ti) =  jVo (-s. Xi (s)) + Л  (s, Xi (s))Ui (y)] ds. (1. 10)

Далее заметим, что в силу (1.7)

|fj(s, Xi(s))\^\fj(s, 0)| + C ,|*,(j)|. (1.11)

Из (1.11), (1.9) и (1.6) следует, что подынтегральная функция в (1.10) 
при некоторой постоянной С3 удовлетворяет оценке

I / o  (s, x , ( i ) ) |  +  | / i ( s ,  X i ( s ) ) U i ( s ) \ ^ C 3, I >  1 ,  t 0 ^ s ^ T .

Значит, ввиду (1.10) функции xt(t) удовлетворяют условию Ли­
пшица:

I x,( t2) —x ,(/j) С31t2 — ti  |, i ^ l ,  2̂ ^  T. (1-12)



Последнее неравенство, справедливое для всех 1 и любых точек 
** /j и /2 на отрезке [/0, 7], означает, что последовательность дc,(t) 

равностепенно непрерывна.
Напомним теперь, что в силу леммы Арцела равномерно огра­

ниченная и равностепенно непрерывная последовательность непре­
рывных функций je¡(t) компактна в пространстве непрерывных функ­
ций на отрезке [f0, 7]. Это означает, что из нее можно выделить 
равномерно сходящуюся на [t0, 7] подпоследовательность. Без огра­
ничения общности можно считать, что и сама последовательность 
Xt (t) равномерно сходится. Соответствующий равномерный предел 
обозначим через х° (t). Итак, установлено, что

lim max lx0 (f) —*,(01 =  0- (1-13)
H  00

2°. Свойства функции x°(t). Из равенств (1.3), (1.13) и определе­
ния числа JQ видно, что

Т I

/ 0 =  lim 7 (u,)= lim | F0(t, x i(t))dt=  F0(t, x°(t))dt. 
i-+ oo i—*00 J  J

*0 *0

Значит, для функции x°(t) критерий качества (1.3) достигает мини­
мального возможного значения. Поэтому для доказательства того, 
что x°(t) — оптимальная траектория системы (1.1), (1-2), достаточ­
но убедиться в существовании такого управления и0 (t) е W, что пара 

u°(t)) есть решение задачи (1.1), (1-2).
Приведем это доказательство. Прежде всего заметим, что функ­

ция je0 (/) удовлетворяет условию Липшица (1.12) при *—0, по­
скольку все элементы последовательности x,(t) удовлетворяют не­
равенству (1.12) и справедливо соотношение (1.13).

Следовательно, но по теореме Лебега, функция х  (t) абсолютно 
непрерывна, т. е. она почти всюду дифференцируема, а ее производ­
ная x°(t) интегрируема на [i0, 7].

Рассмотрим теперь множества D (t) a  R„, t0^ t ^ T .  При заданном 
t множество D (t) состоит из всех точек f 0(t, х° (0)+ Л  (^ х  (t))u 
пространства R„, которые получаются, когда и пробегает все мно­
жества U. Так как U выпукло, то D (t) также выпукло. Покажем, Что 
для тех t, при которых *0 (t) существует, справедливо включение

x ° (t)eD (t) ,t0^ t ^ T .  (1.14)

Заметим, что если формула (1.14) при некотором t справедлива, 
то из определения множества D (t) сразу следует существование 
вектора u0(t)e U, для которого при этом t имеет место равенство



Пусть число Д >0. Для обоснования включения (1.14) аппрок­
симируем производную х° (/) выражением [ж/(/+А)-х,(0]А-1, 
которое при /-»оо и А->0 сходится к х°(/). Поскольку они пред­
ставимы в виде интегралов от их производных, в соответствии 
с уравнением (1.1) имеем

<+д

^ [х,( /+ А )-X ,(/) ]= !  |  1/ ‘о(1)х((1) )+ /1(л,х| (1))и | (1) <Ь. (1.16)

Возьмем произвольное число е>0. Определим выпуклое ком­
пактное множество X), (/)с:7?п как совокупность всех точек из Ля, 
евклидово расстояние которых от множества В  (/) не больше е.

Установим, что правая часть выражения (1.16) при всех до­
статочно малых А и больших г принадлежит множеству В, (/). 
В свою очередь, ввиду выпуклости В, (О для этого достаточно 
установить, что подынтегральная функция в (1.16) обладает этим 
свойством. Функция/0(5, х )+ /х (.у, х)и, будучи непрерывной, являет- 
?я Равномерно непрерывной на компактном множестве 
1А» 7] х { х : |х |< С 2} х и. Поэтому найдется такое ¿(е)>0, что 
при любом и е и  вектор / „ М + Л М и е А ,  как только 
р — /| + |х—х  (0|<<5(е). В частности, полагая здесь х=х/(,у), и=ы,(0, 
получаем, что вектор / 0(.у, х^))-!-/! (*, х,(*))и1(*)еВ„ если

к - / |  +  |х ,(5 )-х ° (/) |< г (е ) . (1.17)
Далее имеем

|х< СО -  х° (01 <  (х, (л) -  х° (л)| + |х° (д)—х°(01- (1.18)

Учитывая равномерную непрерывность функции х°(0, выберем А0 
столь малым, что при всех ле[*, /+ А], А<А0 было выполнено 
неравенство

|  ̂— /| -Ь |х° (¿-)—х° (01 < «5/2. (1.19)

Кроме того, учитывая (1.13), зададим такое /0, чтобы для всех /> /0 
имело место неравенство

|х,Су) - х°(01<<5/2. (1.20)

Формулы (1.18) — (1.20) показывают, что при выбранных г0 и А0 
для всех 1> 10, А <А0 и 5е[/, / + А] справедливо неравенство (1.17). 
Тем самым принадлежность правой части выражения (1.16) множе­
ству В, (0 для указанных / и А установлена.

Значит, в силу (1.2) — (1-16) множеству В ,(0  принадлежат и фун­
кции

А 1[х,(г+А)-х,(0]. (1.21)



Вследствие того, что множество D,(t) замкнуто, предел функций
(1.21) при i—>оо также принадлежит D, (/)• С учетом (1.13) этот 
предел равен А~1 [х° (í + А)—х° (/)]• Переходя к пределу при Д-»0 
в последнем выражении и учитывая замкнутость D,(t), получаем, 
что x°(t)eD ,(t). Отсюда и из произвольности числа е следует спра­
ведливость включения (1.14), а потому и равенства (1.15).

3°. Измеримость функции u°(t). Для завершения доказательства 
осталось лишь показать, что функцию ы° (0 в (1.15) можно выбрать 
измеримой. Используем для этого лемму об измеримом выборе, 
которая применительно к рассматриваемому случаю формулирует­
ся следующим образом: _  , т . 

Лемма 1.1. Пусть множество f i c [ f 0, Т \х  U представимо в виде

G = 0  «„ где а, — компакты в [<0, T \xU . Тогда существует измери­
мая функция и (t) такая, что (t, и (t))е Q для почти всех te N cz [f0, 7]. 
Здесь N  есть множество всех тех точек отрезка [í0, Т\, для кото­
рых не пусто множество Q,={u : (t, u)eQ ).

Кроме того, при доказательстве используется теорема Лузина . 
Д ля измеримости функции м °(/)еЛ т, t0 ^ t ^ T  необходимо и до- 

статочно, чтобы при любом в>0 существовало замкнутое множе­
ство х с  [<0, Т\, на котором функция и0 (0 непрерывна и мера которо­
го больше T —t0 — B. . о ,.ч 

На основании этой теоремы и измеримости функции х  (t), 
существуют замкнутые множества т ,с [/0, 7], на которых

функция х °  ( 0  непрерывна, причем т х <=. t ¿  <=т3 с  ..., а мера множества
00

[t0, 7 ] - U  т, равна нулю. 
t-1

Определим теперь при произвольном фиксированном i множест­
во oc¡ как совокупность точек t e т, и ие С/, для которых справедливо 
равенство

*° (0 =/о 0 . (')) + / i  (t, х° (t))u. (1.22)
Иными словами,

«,= {(/, и) : te x h ие U, x°(t)= f0(t, x 0(t))+ M t, x°(t))u). (1.23)

Как установлено выше, при любом t е x¡ множество точек 
ие U, удовлетворяющих (1.22), не пусто. Ясно также, что это мно­
жество компактно. Поэтому компактными и непустыми являются 
множества а„ определенные формулой (1-23). Отсюда 
и из леммы 1.1 вытекает существование измеримой функции и (t), 
удовлетворяющей при почти всех t уравнению (1.15).

Этим и завершается доказательство основной теоремы.

♦Шилов Г. Е. Математический анализ. Специальный курс. М.: Физматгиз, 
1960.



Замечание. Аналогично, при соответствующих дополнитель­
ных условиях могут быть установлены условия существования 
оптимального управления и для других задач, например для 
задач с незаданными терминальными условиями, задач с нефи­
ксированным временем, при иных критериях качества и огра­
ничениях на управляющее воздействие и т. д.

3. Анализ условий основной теоремы. В этом пункте обсуждаются 
условия теоремы 1.1. Ясно, что если в задаче (1.1) — (1.3) нет ни 
одного допустимого управления, то, конечно, нет и оптимального. 
Требования компактности и выпуклости множества С/ также явля­
ются существенными. Приведем примеры.
Пример 1.1. Рассмотрим задачу

x(t)= u , 0< / < 1, 
*(0)=*(1)= 0,

1

/ (м )=  *(/)<!*—» sup .
J  u ( i ) eW

(1.24)

В качестве множества U возьмем интервал ( - 1 ,  1), т. е.

£ /= (-1 ,1 ). (1.25)
Множество U вида (1.25) выпукло, но не компактно.

Если в задаче (1.24) вместо множества U взять его замыкание 
и —[— 1» 1]. то в такой задаче единственное оптимальное решение 
имеет следующий вид-

м°(0  =  | 1, 0 < /< 1 /2» / м = ('> ° < / < 1/2,
1 - 1, 1/2 < / « 1, ( )  (1/2 - / ,  1/2 < / < 1. ( }

Однако функция ы°(/) вида (1.26) не принадлежит множеству (1.25). 
С другой стороны, в задаче (1.24), (1.25) существует последователь­
ность

1-^ , 0< « 1/2,

« < (/)=  ^  1 
1 - 1 + - ,  1 / 2 < / < 1 ,

сходящаяся к функции и0 (t) и такая, что

J (и,) <  J (и 0)  =  sup /(и), J (u D ~ * J (и 0), I—*00.
y ( t ) e W

Таким образом, в задаче (1.24), (1.25) оптимальное управление не 
существует.



Пример 1.2. Рассмотрим задачу 
х=и, 0 ^ Г < 1,

1(и) = Гдс2 П^ .

J  «Ю«*'
о

Пусть множество С/ состоит только из точек — 1 и 1, т. е.

< М - 1}иО>- о -28)
Ясно, что множество £/ компактно, но не выпукло. Покажем, что 
для задачи (1.27), (1.28) оптимальное управление не существует. 
В самом деле, для любого допустимого управления и имеем /(и )> 0  
и существует минимизирующая последовательность и такая, что 
/(«О-*0. В качестве щ можно взять последовательность вида

. 2к 2к+\

“' < 'М  * ♦ .  2 ^ 0  (1-29> 
- 1 ,  * = 0 ,  1........ ¡ - 1 .

а  ъ

Этой последовательности щ соответствует последовательность ре­
шений х, (0 вида

к 2к 2к+1

х,(0= <  ' (1.30)
Л *+1 2к+1 2(к+1) , п , . ,

- / + ---- , ----- ---------------, к=0, 1....... 1- 1.
I И I

На рис. 1.1 и 1. 2 изображены графики управления и3(/) и траек­
торий х3 (/) и х 6 (/).

Вычисляя, получим, что

7(ц ,)= |-»0 , /-ю о.
4»

Из формулы (1.29) (см. также рис. 1.2) следует, что последователь­
ность *,(/) равномерно при 0< /<  1 сходится к нулю: х,(/)-+х°(О =  0» 
0 < /< 1 . В то же время последовательность управлений и,(0 пото­
чечно не сходится при /е (0, 1) (рис. 1.1).

Далее, пусть при некотором имеет место равенство (1.15), 
которое в данном случае записывается в виде

0 = х °(/1)= и ° (/1). (1.31)



Тогда из равенства (1.31) сле­
дует, что в момент ty опти­
мальное управление ы° (t) 
должно быть равно нулю. Од­
нако это невозможно, посколь­
ку нуль не принадлежит мно­
жеству U. Значит, оптимальное 
управление в этой задаче не су­
ществует.

Отметим, что если принять 
выпуклую замкнутую оболоч­
ку множества U за множество 
допустимых управлений Uu  
т. е. =  1, 1], то оптималь­
ное управление в задаче (1.27) 
существует. В самом деле, 
в этом случае ы°(/)= 0 есть 
оптимальное управление.

Другие примеры отсутствия 
оптимального управления при­
ведены ниже (см. § 4).

§ 2. ОСОБЫЕ ОПТИМАЛЬНЫЕ УПРАВЛЕНИЯ

1. Определение и вычисление особых управлений. В тех случаях, когда 
условия теоремы существования оптимального управления выпол­
нены, возникает вопрос о его фактическом отыскании с помощью 
различных условий экстремума, например на основании принципа 
максимума. При построении оптимального управления с помощью 
принципа максимума желательно, чтобы оптимальное управление 
однозначно определялось из условия максимума функции Н  по 
и (см., например, формулу (2.28) из гл. V). Однако для некоторых 
задач это условие может оказаться невыполненным, т. е. максимум 
функции Н  по и может достигаться на целом интервале времени 
/ более чем в одной точке множества U. Приведем соответст­
вующий пример.

Пример 2.1. Рассмотрим задачу о минимизации функционала

/(m) =  J*x 2(t)dt на решениях уравнения x(t) = u (t), O ^ i^ l ,  х(0) = 0,
о

х(1) =  0 при ограничении |и|<1. В соответствии с теоремой 1.1 
оптимальное управление в рассматриваемой задаче существует.

Ясно, что в этой задаче оптимальное управление есть uo(f)=0, 
а оптимальная траектория х0 (t) =  0. С другой стороны, гамильтони­
ан Н в рассматриваемой задаче имеет вид Н=ф (t)u—x2. На основа­
нии принципа максимума оптимальное управление равно signt/r(/) 
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при фффО. Далее, поскольку оптимальное управление мо(/) =  0, 
максимум гамильтониана Н  при этом управлении может достигать­
ся лишь при 0- (/) = 0. Однако в этом случае при любом другом 
управлении и достигается максимум гамильтониана Н. Значит, 
условие максимума не позволяет отличить оптимальное управление 
от неоптимального.

В подобных случаях могут возникнуть особые оптимальные 
управления, которые нельзя определить, используя только соот­
ношения принципа максимума, и поэтому требуется привлекать 
иные условия оптимальности. Некоторые из этих условий приведе­
ны ниже. Подробному изложению теории особых оптимальных 
управлений посвящена книга*, на которую опираются п. 1 и 2 этого 
параграфа.

Отметим, что фактическое вычисление особых управлений и вид 
условий их оптимальности существенно зависят от характера огра­
ничений на область возможных значений управления, размерности 
вектора управления и типа вариаций, используемых при выводе 
условий оптимальности.

Основные построения, связанные с особыми управлениями, при­
ведем для системы со скалярным управлением и, меняющимся 
в открытой области. Рассмотрим задачу

Здесь момент времени Т, множество С/ и вектор х0 заданы, 
функции / 0 (х) и (х) дифференцируемы столько раз, сколько необ­
ходимо для справедливости проводимых далее преобразований. 
Критерий качества )  (и) определяется выражением

В силу теоремы 1.2 из гл. V соотношения принципа максимума 
для задачи (2.1), (2.2) имеют вид

х (0 = /0(х(ф  + Л (х(ф и, 0 < ^ Г ,
хеЯ„,
х ( 0 ) = * о.

(2.1)

/  (и) =  <р (л ( Т ) ) - *  М  ■■
иеи

(2.2)

Н (х ,  ф, и ) = Н 0(х, ф ) + Н 1(х, ф)и,

Н 0= Л ( х } ф , Н 1= А Ш ,
. ,  ч дН .лч
х ( / ) ———, х (0 )  — ̂ о ,

(2.3)

*Габасов Р., Кириллова Ф. М. Особые оптимальные управления. —  М.: 
Наука, 1973.



Далее, если и0 (/) — оптимальное управление, а (х0 (/), ф0 (/)) — со­
ответствующее ему решение задачи (2.3), то для любого момента 
времени /е[0, 7] справедливо равенство

Н (х0 (0 , Фо 0, «о ( 0 ) = н (х0 (0. Фо (0. «)• (2-4)
u e ü

Дадим теперь определение особого управления. Рассмотрим ка- 
кую-либо совокупность функций (u(t), x(t), ф (t)), удовлетворяющих 
соотношениям (2.3), (2.4), и некоторое подмножество Ui множества 
U, состоящее более чем из одной точки. Предположим, что на 
некотором промежутке времени [т0, r j ,  где 0 < т о< т 1< Г, для любо­
го u eU i справедливо тождество

Я (*(/), ф(0, и(/))=тах H(x(t), ф((), и) =

= Н (х  (/), ф (t), и), г0 4 1 ^  тх, и е Uv  ^

Тогда промежуток времени [т0, r j  называется промежутком особо­
го режима, управление u(t), — особым управлением, траек­
тория х  (/) — траекторией особого режима, наконец, совокупность 
(и (t), х  (t)) — особым режимом на промежутке [т0, t J .  Заметим, что 
в рассматриваемом случае ввиду (2.3) тождество (2.5) возможно 
только тогда, когда

Н 1 (х(1),ф (О )= 0,т о4 1 ^ х 1. (2.6)
Рассмотрим вопрос о построении особого управления. Для этого 

будем последовательно вычислять полные производные по времени 
функции H i (х, ф) в силу системы (2.3). На основании тождества
(2.6) они равны нулю при Указанное дифференцирование
осуществляется до тех пор, пока в одной из производных не появит­
ся управление с ненулевым множителем. Для удобства вычислений 
воспользуемся скобками Пуассона {Н0, Ну), представляющими со­
бой скалярную функцию вида

№ .  (X, ф), H l(x, м = \ ÎH°(X- *>]■?«•<*■ *>.
L дх J  дф 1_ дф J  дх

С учетом (2.3) имеем

$ x = { - ^ о > == 0, т0^ Tj. (2.7)

Это выражение для Й 1 не содержит управления. Поэтому продол­
жим вычисление и найдем вторую производную Й 1 функции Я х 
в силу системы (2.3). На основании (2.7) при г0< / ^ т х получаем

= {Н0, {Н0, Я 1}} +  м('/;{Я1{Я0, Я,}} =0. (2.8)
Отметим, что равенства (2.7), (2.8) справедливы, вообще говоря, 
лишь вдоль рассматриваемых траекторий системы (2.3). Отсюда
312



следует, что в тех точках /е[тр, г у], где множитель {Ну, {Н0, У^}} 
при и(¿) отличен от нуля, особое управление есть

„ С ; — " ■»,  (2 9 )
( » , .  {Н„ Я,)} V » )

Если же в формуле (2.8) слагаемое, содержащее и(1), равно нулю 
при то вычисляем следующие полные производные функ­
ции Ну в силу системы (2.3). При этом оказывается, что управление 
и(¡) может возникать только в производных четного порядка 2к, 
имеющих вид

~ Н у  = 0={Но, {Н0......{Н0, Ну}, ...}} +

+ и(0{Ну, {Н0, ..., {Н0, Ну}, ...}}, (2.10)

В правой части (2.10) в первом слагаемом перед Ну содержится 2к 
символов Н0, а во втором слагаемом между двумя Ну содержится 
2к—1 символов. Соотношения (2.8), (2.9) вытекают из (2.10) при 
к=  1. Из тождества (2.10) можно определить особое управление.

Замечание. Пусть на каком-то шаге вычислений множитель 
при и( в  (2.10) оказался отличным от нуля на некоторой 
части А промежутка [т0, тх]. Тогда на А особое управление 
определяется из (2.10). При этом дальнейшие вычисления пол­
ных производных следует проводить только на той части [т0, 
Ту], которая не содержит А.

2. Оптимальность особых управлений. Доказательство принципа ма­
ксимума (см. теорему 1.1 из гл. V) было основано на использовании 
игольчатых вариаций управления и условия оптимальности в виде 
неравенства 7(и) —/ ( ио) ^ 0 ,  где и — любое допустимое, а и ,  — оп­
тимальное управление. При этом разность У(и)—1(и0) была пред­
ставлена в виде (1.19) из гл. V, т. е. условия оптимальности были 
получены на основе аналаза первой вариации функционала У.

В процессе доказательства необходимых условий оптимальности 
особого управления в выражении для приращения функционала 
1(и) — 1(и0) учитывают следующий член разложения и принимают 
во внимание, что он должен быть неотрицателен при любых до­
пустимых вариациях управления ы0. Иными словами, необходимые 
условия оптимальности особого управления получаются из требо­
вания неотрицательности второй вариации функционала. Выбирая 
сооответствующим образом указанные вариации управления, полу­
чают те или иные необходимые условия оптимальности особого 
управления.

Приведем их для задачи (2.1), (2.2).
Пусть и0{ — оптимальное особое управление в задаче

(2.1), (2.2), функции / 0 и / х непрерывно дифференцируемы не менее



2/+1 раз, где / > 1, и вдоль управления u(t) справедливы равен­
ства

Я Я А/

Тогда для оптимальности управления u0(t) необходимо выполне­
ние при этом управлении неравенства

, д d21 dH
<2 1 2 >

В формулах (2.11), (2.12) функция Я  определена соотношением (2.3), 
dсимвол — означает, как и выше, полную производную в силу 
dt

системы (2.3) при управлении u0(t), фраза «при управлении u(t)» 
означает, что производная по и вычисляется в точке и(t). Отсюда, 
в частности, следует, что использование требований (2.11), (2.12) 
при /> 1  предполагает соответствующую гладкость по t особого 
управления u(t).

При /=  1 условия (2.11), (2.12) переходят в неравенство
д d1 dH

<2ЛЗ>
которое называется необходимым условием Келли оптимальности 
особых управлений.

При 1=2 из (2.11), (2.12) получаются необходимые условия Коп- 
па — Мойера:

д d2 dH  „  0 d* dH „
----- - --- =  0, -  — — <0. (2.14)
du dl du du d f  du

В конкретных задачах могут встретиться ситуации, когда оп­
тимальное управление состоит из особых и неособых участков. 
Приведенные выше условия оптимальности сохраняют силу на 
особых участках. Вместе с тем возникает задача об условиях со­
пряжения особых и неособых участков оптимального управления, 
т. е. об условиях, имеющих место в точках, разделяющих особые 
и неособые участки оптимального управления. При этом в резуль­
тате сопряжения особых и неособых участков могут иметь место 
четеринг-режимы.

Пример 2.2. Рассмотрим задачу оптимального управления

х 1= х2, х 2  = и, х 3= —х\, 1,
х^О ) - х 2(0) = х 3(0) = 0, \u(t)\<\,

J (u )= x 3(l)-*  inf. (2.15)
|и|<1



Н=ф1х2 + ф2и - ф 3х1,
Н 0 = '1'1х2-Ф эх 1>

Н ^ Ф г ,

а уравнения для сопряженных переменных ф{ — вид

М ) = 0 ,  фг( \ ) =  0, фъ( \ ) = - \ .
(2.17)

Определим особое управление. Для этого будем последователь­
но вычислять полные производные функции Н 1 в силу системы 
(2.15), (2.17) до тех пор, пока впервые не появится управление и. 
С учетом (2.16), (2.17) имеем

Так как в силу (2.17) сопряженная переменная фъ(1)= —I, то из
(2.18) и (2.10) следует, что особое управление и(1) = 0. При этом 
управление функции =  0(7=1, 2, 3), ф1(0 = ф г(0  = 0, 0 ^ / <  1, 
т. е. Н не зависит от управления и. Далее, ввиду (2.18) условие Келли
(2.13) выполнено, поскольку

Поэтому на осн овании условия Келли сделать вывод о неоптималь- 
ности особого управления и(() = 0 нельзя. Однако условие Коппа — 
Мойера (2.14) нарушается. Действительно, в силу (2.18) имеем

Значит, особое управление и(1) = 0 не является оптимальным.
Отметим, впрочем, что в данном примере неоптимальность 

управления и(%) = 0  можно установить и непосредственно, посколь­
ку при любом допустимом управлении и(1), отличном от нуля на 
некотором интервале, величина х3(1) < 0, а при и(1)=0 справедливо 
равенство х,(1) = 0.

Пример 2.3. Рассмотрим задачу оптимального управления, в ко­
торой система описывается теми же уравнениями, что и в (2.15),

Н1 = ф2= - ф 1, Й 1 = ф2= - ф 1= -2 ф ъх 1, 
Н х= - 2 (  фъх 2 +  ф3х  1) = -  1ф3х2,
~ = ~ 2 (  фгх 2 +  ф3х 2) = -  2фъи. (2.18)

ди ¿I2 ди ди б/2

д д2 дН д Л2Н. л
------- = ---------¿ =  0

д А* дН _ д  <14Я  1 
ди && ди ди 61*



а функционал качества имеет вид / 1('и^вх3(1)-*8ир. Дня того
М<1чтобы использовать здесь необходимые условия оптимальности, 

нужно заменить функционал 1х(и) на функционал под­
лежащий минимизации. Таким образом, в рассматриваемой задаче 
система описывается уравнениями (2.15), а функционал качества 
имеет вид

7г (и) =  - / х (и) =  - х 3(1)-» й * . (2.19)

Из уравнений (2.15) непосредственно вытекает, что для любого 
допустимого управления и величина критерия Зг(и) ^ 0, а при 
и(1)=0 значение / 2(0) =  0. Значит, и(0 = 0 есть оптимальное управ­
ление в задаче (2.15), (2.19).

Повторяя те же вычисления, что и в примере 2.2, получим, что 
в задаче (2.15) с функционалом / 2М  существует особое управление 
и(г)=а, которому соответствуют функции

х 1( 0 = х г( 0 = х 3(1) = фх(0 = ф 2(1) = Ъ, ф3(0  = 1, 1.

При этом, как и в предыдущем примере, выполнено условие Келли:
8 6.2 дН _  д *гНх_ ц  

диб!1 ди ди ё12 

Условие Коппа — Мойера в данном случае также выполнено:
8 дН 8 д*Н1

du dt* du du З/4

3. Обобщение условий Келлн н Коппа — Мойера*. Для управляемой 
системы (2.1) с краевыми условиями

х(0) =  хо, х (Т )= х х (2.20)
рассмотрим задачу быстродействия

J(u) = T~* min . (2.21)

Предположим, что решение задачи (2.1), (2.20), (2.21) существует 
и содержит промежуток особого режима [т0, t J ,  0 < то< т1< 7’. 
Ввиду условия (2.6) множитель H x(x(t), ф(t))  при уравнении и в га­
мильтониане системы (2.1) тождественно обращается в нуль на 
интервале [т0, t J ,  т. е.

H t (x (t) . ф (0 )= А (х (0 )ф (0  = 0 , 1 0^ t ^ x v
В силу (2.9) особое управление на отрезке [т0, tJ  выражается 
формулой

*М еликян А. А. Позиционный метод анализа, особых движений в экст­
ремальных задачах динамики // ДАН СССР, 1990. Т. 311, № 1.



и0(0  = - {Ио‘ {Ио- " 1» , {Ни {Н0. Н ^ Ф О, Н0=Г0ф. (2.22) 
1«1» 17*0» "1//

Для существования особого участка управления необходимо, чтобы 
управление (2.22) удовлетворяло ограничениям и0< ы ° (^ ^ и1- Ана­
лиз этих ограничений позволяет получить более компактную форму 
записи необходимых условий оптимальности.

Введем следующие функции переменных х, ф:
Н °= Л (х)ф + иоП(х)ф. Н 1= Л (х)ф  + иЛ (х)ф .

Величины Н°, Н 1 являются гамильтонианами, соответствующими 
регулярным траекториям принципа максимума с крайними значени­
ями управления и0 или их. Введем функции

А 0 = {Н1, {Н1, Н0}}, А Х = {Н°, {Н°, Н 1}}.
Непосредственное вычисление дает

Л о + ^ К - И о Л # ! .  { # 1. Я«,}}.
“о Л  +  и1̂ х =  - Г м1-«о/,2{^о. {н и  Н0}}.

Тогда выражение (2.22) для особого управления можно записать 
в виде

Ц (%>= * 1,А 0 + А 1ФЪ. (2.23)

Если А0+ А г> 0, то из неравенства и0^ и ° ( 1 ) ^ и 1 следует, что А 0^ 0  
и А 1^0 . Если же А 0+ А 1< 0, то должно быть Лх<1. Таким
образом, величины А 0, А, имеют тот же знак, что и их сумма 
А0+ А и т. е. точка (А0, А г) может находиться лишь в I или П1 
квадранте. Далее, из условия Келли (2.13) следует, что III квадрант 
исключается. В самом деле, ввиду условия Келли имеем

8 ё 2 дН . , , ,  А 0+А,

<2'24)

Из (2.24) следует, что
А о ^ О .А ^ О . (2.25)

Далее, так как {Н°, Н 1} — (и0 — и1){Н 0, Я 1},' то с учетом (2.25) 
приходим к следующей системе необходимых условий оптималь­
ности для особого участка:

{Н°, Н 1} = 0, {Я0, {Н°, Н 1} } ^ 0, {Я1, {Н°, Я*}}>0. (2.26)

Отметим некоторые особенности системы необходимых условий 
(2.26). Во-первых, они записаны только в терминах регулярных
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управлений и0, и1. Во-вторых, из неравенств (2.26) следуют условия 
Келли (2.24) и ограничения на особое управление ы0<ы°(I)

В более общей ситуации, когда А0, А , могут обратиться тож­
дественно по времени в нуль, вместо (2.26) справедлива расширен­
ная система неообходимых условий оптимальности. Именно, для 
некоторого нечетного числа т=21+ \ ^ 3 имеют место равенства 
и неравенства, справедливые на некоторой особой гиперповерх­
ности в фазовом пространстве:

При т = 3 условия (2.27) совпадают (2.26). Здесь индексы /* (к= 3,...) 
п р и н и м а ю т  любое из зн ач ений 0, 1; р — число нулевых компонент 
целочисленного вектора (0,1, /3, .... /„). Таким образом, в соотноше­
ниях (2.27) столько равенств и неравенств, сколько существует 
подобных целочисленных векторов. Условия (2.27) являются обо­
бщением условий Коппа — Мойера.

При некоторых сп еци альн ы х предположениях аналогичные ре­
зультаты верны и для неавтономных систем с функционалами более 
общего вида. Точные формулировки можно найти в цитированной 
на с. 311 работе.

§ 3. ЧЕТЕРИНГ-РЕЖИМЫ

В приведенных ранее примерах оптимальное управление могло 
быть выбрано либо гладким, либо имеющим конечное число точек 
переключения. Вместе с тем теорема 1.1 гарантирует существование 
лишь измеримого управления. Возникает вопрос: имеются ли конк­
ретные ситуации с оптимальным управлением более сложной струк­
туры, например с бесконечным числом точек переключения управ­
ления на конечном интервале времени? Оказывается, что такие 
случаи встречаются. Возникающие при этом оптимальные управле­
ния называются четеринг-режимами.

Четеринг-режимы обычно связаны с особыми управлениями. 
Если у оптимального управления существуют особые участки, то 
это может привести к возникновению четеринг-режимов, т. е. таких 
режимов, когда оптимальное управление имеет бесконечное число 
точек переключения на конечном интервале времени.

Рассмотрим этот вопрос подробнее для задачи управления*

*C. M archal. Chattering arcs and chattering controls. J. of optimization theory 
and applications, 1973, 11, 5, 441 — 468.

X1= X 2, X2(t)=U,  0 ^ / ^ Г = 8 ,

X*(0) = X l(T )= 2, x 2(0) = - 2 ,  x 2(T) =  2, |u|< 1,
(3.1)
(3.2)



1(и) — 1x1(0  <1/—► Ы -. (3.3)
Л N<1
о

Существование решения (хх, х2, х 0) задачи (3.1) — (3.3) вытекает из 
теоремы 1.1.

Докажем его единственность. Предположим, что существует 
другое решение (у1, у 2, у) задачи (3.1) — (3.3), при котором достига­
ется то же самое значение 1(и0) критерия качества (3.3), что и при 
исходном решении (х1, х2, и0). Рассмотрим непрерывную функцию
21( 0 = - ( х 1+ у1), которая удовлетворяет соотношениям (3.1), (3.2) 

2 1
при управлении - ('и0 +  у̂  = н>. Заметим далее, что

4г\ =  (х х +  у х)  2= х1 +у1+ 2х1у 1 =  2х\ +  2у\ -  (х х - у х) 2.
Значит,

г

А1(ъ) = и ( и 0) + и (у )  - 1 ( х х (0  - у 1 ( 0 ) 2д1. (3.4)
о

Кроме того, ввиду оптимальности управления ы0 справедливо нера­
венство Л » )> Л и о ). Отсюда и из (3.4) следует, что

т

и М  =43(м>)-2](ц0) + | ( х х( 0  - У1(0) 2й1>

т 0

> М (и0) + ̂ ( х 1( 0 - у 1(1))2й1>Н (и0).
о

Однако последнее соотношение невозможно, так как оно проти­
воречит оптимальности управления V. Тем самым единственность 
решения задачи (3.1) — (3.3) установлена.

Запишем теперь необходимые условия оптимальности для зада­
чи (3.1) — (3.3) в форме принципа максимума. На основании фор­
мул (2.26), (2.28) гл. V они имеют вид

^  =  - 2 ^ . ^ 2 = - ^ .  (3-5 )

та\Н(1, Ху, х2, фх, ф2, и) =НЦ, х х, х2, фи  ф2, и0), ^  ^  
Н (1,х1, х 2, фи ф2, и)=Хох1 (0  + ф1(1)х2(1)+ф2(0и.

Здесь постоянная Ао<0. Из (3.6) вытекает, что для тех /, где 
Ф2 (0  ^0, оптимальное управление есть

(3.7)



В тех же точках где ф2(¡)=0, оптимальное управление и0(1) 
может принимать любые значения на отрезке [—1, 1].

Покажем, что Ао<0. Действительно, если бы Ао = 0, то в силу
(3.5) функция ф1 была бы постоянной, а функция ф2(I) — линейной 
и притом отличной от нуля, поскольку переменные (Л0, фи ф2) 
одновременно в нуль не обращаются. Однако при отличной от нуля 
линейной функции ф2(() оптимальное управление ввиду (3.7) может 
иметь не более одной точки переключения, а никакое управление 
такого типа не может удовлетворять всем граничным условиям
(3.2). Следовательно, Ао< 0  и поэтому Л0 можно взять равным 
любой отрицательной постоянной.

Положим А0=  —1/2. Тогда соотношения (3.5) примут вид
*1'1=х1,ф 2= - ф 1. (3.8)

Существование решения краевой задачи (3.1), (3.2), (3.7), (3.8) следу­
ет из существования решения задачи оптимального управления
(3.1) — (3.3). Кроме того, так как принцип максимума в рассмат­
риваемом случае является не только необходимым, но и достаточ­
ным условием оптимальности (см. п. 7 § 2 гл. V), а решение задачи 
управления (3.2), (3.3) единственно, то единственно и решение кра­
евой задачи (3.1), (3.2), (3.7), (3.8).

Исследуем это решение. Продифференцировав последовательно 
функцию ф2(1) вдоль траекторий систем (3.1), (3.8), получим

Ф2 = -Ф и  ¡А2= - х х = - х2, (3.9)

<̂^ 1 = = - и о(1) = -81&1ф2(0 . (3.10)

В соответствии с уравнениями (3.1), (3.9) и (3.10) имеем

=  х 1(1) = 1, если ф2(1)>0; (3.11)
а г

д̂ ^  = 1 ,х 1(0  = - 1 ,е с ш ф 2(1)<0. (3.12)
а г

Если же на некотором интервале функция ф2(1)= 0, то и все ее 
производные на этом интервале равны нулю. Отсюда и из (3.9) 
имеем

<1
— —  =  0, х 1(1 )= х2(()= х 1(1)=0, если ф2(0  = 0. (3.13) 

аг
В силу (3.10) точками разрыва управления щ(1) могут быть только 
такие, где ф2(1) =0. Интервалы, где ф2(() = 0, в силу (3.6) являются 
промежутками особого режима. Нетрудно проверить выполнение 
условий Келли и Коппа — Мойера (2.13), (2.14) на этих интервалах. 
Покажем, что к промежуткам особого режима не могут примыкать



интервалы, где ф2(1)>0 или ф2( 0 < 0. Действительно, предполо­
жим, что на [у0, 7!] справедливы соотношения (3.11), а на [уА, 
у2] — соотношения (3.13). Пусть у0<Ух<Уг- Тогда, интегрируя соот­
ношение (3.11), при /е[у0, y j  имеем

t 2 (V = (-^ r -+ < * i( t-y i)3+*2(t - y i ) 2+ ch ( t - y i ) + ct4> Уо<‘**У1 > (3.14)24

где а,- — некоторые постоянные. Но на промежутке [уА, у2) справед­
ливо равенство ф2(t) = ф2(t) = ф2(t) = фъ(t) ^ 0 .  В силу непрерыв­
ности ф2(() и ее трех производных в точке t= y 1, что следует из 
уравнений (3.9), заключаем, что в формуле (3.14) все а,=0. Значит, 
ввиду (3.14) функция ф2(1) должна быть строго отрицательной, т. е. 
ф2(/)< 0  при уо</<Уц что противоречит определению интервала 
(Уо> Vi)-

В упомянутой на с. 318 работе показано, что в рассматриваемом 
случае задачи (3.1) — (3.3) переход к промежутку особого режима 
управления (т. е. к интервалу вида (3.13)) возможен только благо­
даря использованию уцравления с бесконечным числом точек пере­
ключения. Иначе говоря, в задаче (3.1) — (3.3) имеет место чете- 
ринг-режим.

Для обоснования этого факта достаточно установить, что функ­
ция Ф2(0  обладает следующими свойствами:

1 • Фг(0 симметрична относительно точки 7/2.
2°. ф2({) = 0 на некотором отрезке [/0, Т — /0].
3°. Пусть тi (i>0) нули функции ф-Jt) на (T —t0, 7] такие, что 

т0>т1>т2>..., причем т0 — нуль, ближайший к Т. Тогда при неко­
тором д> 1 справедливы соотношения

I,+, =  r r - , 0/ l - Л + 1', íl+1- £' = - | i ,\  ч )  ч ч ч +

где через s¡ обозначены величины s¡(t¡—T + t0).
4°. При 0 ^ t< to нули функции \¡/2(t) расположены симметрично 

относительно точки Т/2 с нулями x¡.
5°. Точки t0 и (T —t0) являются точками сгущения нулей функ­

ции ij/2(t).
6 . Справедливы соотношения

Фг( ^ 7 ^ )  = - ^ 2 ( t - T + t 0). ¡ > Т - (о;ф 2( ^  = - ± ф 2(*), (3.15)

где через s обозначена величина s= ( t—T + t0), 0 ^ s ^ t o.
7°. Функция ф2(г) зависит от трех параметров: t0, т0 и q. 
Используя свойства Io — 7°, можно вывести уравнения для 

определения числовых значений параметров q, t0 и т0.

II Математическая теория конструирования систем управления



Рассмотрим функцию ф2(з) аргумента л = / — 74- (0. Если на ин­
тервале я0)  справедливы соотношения (3.11), то

У*
= ------Ьос̂ 3 +  а 2̂ *+ «з5+ а4, (3.16)

24

Заметим, что при $2 величина цз изменяется на отрезке [5Х,
50]. Поэтому из формул (3.15) и (3.16) следует, что при 
функция ф2(5)  имеет вид

'¡'г(*) = ~ ^ г ( Ч 5 )  = - ^ - ^ + о 1?353 +  а2?2я2+ о3? 5 + а ^ =

Г Л* 5* л2 3 11 (3.17)

Аналогично, при £{+1 получим

^ 2^  =  Г - 1/ [ - ^ + а 1?_/-У3 +  «2?_^ 2+«з?- 3''у+ а4?"‘Н]- (3.18)

На осн овании (3.9) функция ф2( 0  и & первые три производные 
непрерывны. Значит, приравнивая их значения при 5= 51; получен­
ные из (3.16) и (3.17), приходим к уравнениям

Ф2  (зО  =  -  ГГ+*1* 1 +  «2*1 +«3*1 +«4=24

=  5  -  “ 19 "  -  “ 2? "  2«1  -  «3 ?  “  3^1 -  «4 ?  "  4.
24

ф2(51) = — - +  За151+2а251+ а 3 =
65э

= -  —З а ^  151 — 2 а ^ ~ 251—а3ц~3,
6

$ 2(зх)=  - ^  +  6а1‘У1+2а2= ^ - 6 а 10“ 15,1- 2 а 29-2,

Фг(51.) = —л'1 +  6а1=51 —6а1?-1.
Разрешая эти уравнения относительно а/, находим:

* *14 » п  10ч
1 3(1+*/ 2 2(1+4*/ 3 Ю+Я1)’ 4 12(1+?*/ '

Подставляя эти значения в выражение (3.16) и используя равенст­
во ф2(5о) = 0, получаем, что число д есть корень уравнения

1 4 6 4 1



Можно показать, что уравнение (3.20) имеет единственное дейст­
вительное решение ?>  1.

После того как значение 9 определено, значения параметров /0 
и т0 находятся из условия минимума функционала (3.3). В работе, 
цитированной на с. 318, найдены значения с пятью десятичными 
знакам и параметров 4, /0, т0, которые оказались равными 
0=4,13016; /0 =  3,43039; т0=7,94223.

Теперь можно записать точную формулу для функции ф2(5)- 
При 5/+1 функция ф2(5) представима в виде

^ . £ ^ [ - ^ + 4 — ( 3. 2. )2 12 |_ 2 1+? 1+?1 1 +д 1+ «Ч

5П 3,48816
Здесь ^0 =  т0- Г + /0 =  3,48816, а 5, = - ^ = ^ ^ ^ ,  »>1.

Опишем вид управления и0(1) и траектории х 1(1). Используя 
симметрию функции ф2(0 , получаем, что первое переключение 
управления и0(1) происходит при / = Т — т0= 0,05777. При этом 
и0(1) = — 1 для 0 < /<0,05777. Затем до следующего нуля функции 
ф2( О управление и0(1) = 1, потом снова и0(г) =  — 1 и т. д. Таким 
образом, на отрезке [0; 3,43039) управление имеет бесконечное число 
точек переключения, а значения управления равны 1 или —1. Это 
участок четеринг-режима. На отрезке [3,43039; 4,56961] управление 
МрМ = 0. Это промежуток особого управления. На отрезке (4,56961; 
8] снова имеет место четеринг-режим.

Оптимальная траектория х х(1) состоит из чередующихся дуг 
парабол х(г) = \ и х(1) = —1. Вид оптимальной траектории х 1(1) 
приведен на рис. 3.1. При приближении к точке 3,43039 слева

Рис. 3.1. Траектория системы (3.1) при наличии четеринг-режима 
оптимального управления



и к точке 4,56961 справа траектория х х(() совершает колебания 
с амплитудой, стремящейся к нулю, и с частотой, стремящейся 
к бесконечности. Неприведенная часть графика х 1(1) отмечена на 
рис. 3.1 точками.

§ 4. СКОЛЬЗЯЩИЕ ОПТИМАЛЬНЫЕ РЕЖИМЫ

В ряде конкретных ситуаций, представляющих практический ин­
терес, оптимальное управление может не существовать. При этом 
можно построить минимизирующую последовательность (которая 
всегда существует), т. е. такую последовательность, что соответст­
вующие значения критерия качества сходятся к его точной нижней 
грани. Однако не всегда оказывается возможным указать предель­
ное допустимое управление, на котором достигалась бы указанная 
нижняя грань. В таких случаях управление обычно тем лучше (с 
точки зрения рассматриваемого функционала качества), чем больше 
точек переключения оно имеет. Изучение подобного рода ситуаций 
приводит к понятию скользящего оптимального режима. Имеется 
определенное сходство между скользящими и четеринг-режимами. 
Однако между ними есть и п ринципиальное различие. В случае 
четеринг-режима оптимальное управление существует, хотя и имеет 
весьма сложную структуру. Скользящие же режимы характеризуют­
ся тем, что оптимальное управление вообще не существует.

Приведем примеры, поясняющие сказанное.
Пример 4.1. Построим минимизирующую последовательность 

для скалярной задачи со свободным правым концом
х({) = и({), |м ^ |< 1 ,  0< /< 1 , х(0)= 0, (4.1)

х

1 ( и ) = ^ х 2( 0 - и 2( 1 ) ) ( (4.2)
о

Рассмотрим последовательность допустимых управлений щ(1) 
(1= 1, 2, ...), задаваемых соотношениями

Г к 2*-И 
1. -< * < — ■

= \  2*+1 к+1

Здесь индекс к при каждом фиксированном / пробегает значения 
к = 0, 1, ..., 1—1. Соответствующая последовательность х{(() реше­
ний задачи (4.1), (4.2) имеет вид



Отмстим, что Ui(t)  и X i( t )  совпадают с управлениями (1.29) и тра­
екториями (1.30) из примера 1.2. В частности, вид управления u3 ( t )  
и траектории x 3(t) и x6(t) приведены на рис. 1.1 и 1.2.

Вычислим значение критерия (4.2) при управлении щ(t). Учиты­

вая (4.3) и (4.4), получим 1(щ) =  ̂  - 1 .  Из формулы (4.2) видно, что

для любого допустимого управления U функционал
J ( u ) > - 1. Поэтому J(Ui) -» inf J(u )=  - 1 .  При этом последовате-

(-»оо |и|<1
льность траекторий х/(t), как следует из формулы (4.4) (см. также 
рис. 1.2), равномерно при 0 < /<  1 сходится к нулю. В то же время 
последовательность управлений щ(t) не сходится поточечно.

Если же при некотором t1 справедливо равенство x 0(t) = u0( t1), 
то в этот момент uo(ti) = 0. Однако это невозможно, поскольку 
значение м= 0 не принадлежит множеству U.

Таким образом, оптимальное управление в задаче (4.1), (4.2) не 
существует. Отметим, что это не противоречит утверждению те­
оремы 1.1, поскольку в рассматриваемом случае критерий качества
(4.2) явным образом зависит от u(t).

В подобных случаях предельную траекторию называют траек­
торией скользящего режима.

Пример 4.2. Рассмотрим скалярную задачу управления
x (t)  = u(t), 0 < /< 4 , Х (0 )= х(4 ) = 1,

4-

J(u) = |  \x (t)\di-Mnf, и(t) е и.
о

Множество U состоит из двух точек 1 и — 1, т^е. \u(t)\= 1.
Построим последовательность управлений Uf(t) ( i =  1, 2, ...) 

следующим образом. Все управления m(t) = — 1 при 0 ^ « 1  
и u{(t) = l при 3 < /< 4 . Далее разделим отрезок [1,3] на i равных 
частей и положим

J  - 1, 1+ у « « 1+ ^ .

где j = 0, ..., i— 1.
Ясно, что в рассматриваемом примере точная нижняя грань J 0 

критерия качества J(u) есть J0 =  inf J(u) =  1. Кроме того, вычисляя,
j ueU

получим, что J (щ) =  1 + -. Значит, J(ui)-*J0 при i—»со. Таким об­
разом, последовательность и,- является минимизирующей, однако

3 2 5



ни при каком допустимом управлении получить величину критерия 
/ 0 нельзя. Предельная траектория (т. е. траектория скользящего 
режима) имеет вид x ( t)  = \ - t  при 0< Г < 1; x (t)  = 0 при 
x (t)  = t —3 при 3 < /< 4 .

В связи с трудностью описания скользящих режимов с помощью 
допустимых управлений их определение дается в терминах траек­
торий, соответствующих этим управлениям*.

Приведем определение скользящего режима для управляемой 
системы с ограниченным замкнутым множеством U:

x ( t)= f(x ( t) ,  u (t)) , xeR„, ueU<zRm, O ^ t^ T ,  x (0 )= xQ, 
t

J(u) =  Г F(t, x ( t) , u(t)) dt+q>(x(T))-+M . (4,5)
J  ueU0

Здесь Т и  x 0 заданы.
Пусть ut(t) — минимизирующая последовательность допусти­

мых управлений, т. е. измеримых функций ut(t) е U при каждом t из
отрезка [0, 7] и таких, что J(ut) -* J0= inf J(u), a x{(t) —  соответ-

ueU
ствующая последовательность траекторий системы (4.5), причем 
Xi(t), 0 < f <  Г — поточечно сходится к функции x Q(t).

О пределение 4 .1 . Пусть выполнено одно из двух условий:
1°) либо траектория x 0(t) не является решением уравнения (4.5) 

ни при каком допустимом управлении v;
2 ) либо траектория x 0(t) является решением уравнения (4.5) 

при некотором допустимом управлении v, но при этом 
J(v)>  inf J(u).

ueU
Тогда траектория x 0(t)  называется траекторией скользящего 

оптимального режима.
Отметим, что скользящий оптимальный режим в примере 4.1 

соответствует случаю 2° в определении 4.1. В самом деле, в этом 
примере траекторию скользящего режима x o(t)= 0  можно реализо­
вать с помощью допустимого управления v =  0. Однако вместе с тем 
J(v) = 0>  inf J(u) = — 1.

ueU
В примере 4.2 скользящий режим x0(t) = 0  не может быть ре­

ализован никаким допустимым управлением.
Из изложенного видно, что случай 2° может иметь место тогда, 

когда критерий качества явным образом зависит от управления 
u(t).

Для описания множества функций, являющихся пределами по­
следовательностей траекторий х¡(t) системы (4.5), соответствующих

*Гамкрелидзе Р. В. О скользящих оптимальных режимах // ДАН СССР. 
1962. Т. 143, № 6. 11 ^



последовательностям управлений ut(t) , можно поступить следу­
ющим образом.

Рассмотрим вспомогательную управляемую систему

У (0=  t  * /(0 f(y(t), Vi(t)). y e  К ,  O ^ t^ T .  (4.6) 
i-о

В уравнении (4.6) управлениями являются: п + 1 вектор vt(t) e R m; 
п+1 скалярные функции a,/1), удовлетворяющие ограничениям

Vi(t) в UczRm, «¡(t)>0, a0(t) +... +  аn(t) з  1. (4.7)

Иными словами, система (4.6) зависит от (т + \)(п  + \)  управля­
ющих функций (v0(t), ..., v„(t), a0(t) , ..., л„(t)).

Системы (4.5), (4.6) связаны между собой следующим образом. 
Возьмем произвольную фиксированную точку x e R n и образуем 
множества Л(х) и В(х). Множество А (х)  есть совокупность всех 
точек f(x , и), которые получаются, когда и пробегает всю область
U, а множество В(х) — совокупность точек £  a¡f(x, v j,  когда а,

и V,-— пробегают всю область их определения (4.7). Таким об­
разом, А (х ) — это множество всех фазовых скоростей системы
(4.5), которые могут в точке х, а В (х)  — аналогичное множество 
фазовых скоростей для системы (4.6). Из построения видно, что 
В(х) представляет собой выпуклую замкнутую оболочку множест­
ва А(х).

Пусть, далее, последовательность {Xi(t)} решении уравнения
(4.5) сходится в каждой точке fe[0, 7] к функции y(t). Тогда y (t)  
является некоторым решением системы (4.6), (4.7). Обратно: любое 
решение системы (4.6), (4.7) является пределом некоторой поточеч­
но сходящейся при /е[0, Т\ последовательности решений уравнения
(4.5).

Аналогично определяются и оптимальные скользящие режимы. 
При этом их описание может быть дано в терминах оптимальных 
траекторий соответствующей задачи управления для системы (4.6). 

Рассмотрим, например, задачу быстродействия для системы
(4.5), т. е. задачу о переводе этой системы из заданного 
начального положения х0 в заданное конечное положение x Y 
за минимальное время. Уравнения, определяющие постановку 
этой задачи, имеют вид

x ( t)= f(x ( t) , u (t)). x e R n. u e U c R m, О 

х(0 )= хо, x ( T ) = x lt Г-» inf.
ueU

Критерий качества в этом случае не зависит от и явным образом. 
Поэтому, как отмечено выше, здесь скользящий оптимальный ре­
жим может иметь место, если предельная траектория х 0( t) не

327



является решением системы (4.5) ни при каком допустимом управ­
лении.

Предположим, что существует допустимое управление, перево­
дящее систему (4.5) из х0 в х1 за конечное время. Представляется 
естественным следующее определение оптимального по быстродей­
ствию скользящего режима.

О пределение 4.2. Пусть (щ(г), х ^ ) ) ,  — последовате­
льность допустимых управлений и соответствующих им траекторий 
системы (4.5) таких, что

х{(0) = х 0, х{(Т) = х1, 1ш 7}= Т. (4.8)
¡-»00

Здесь Т  означает точную грань времени перехода системы (4.5) из 
х0 в х х. Пусть, далее, последовательность х,(I) сходится поточечно 
при I—*оо, к функции х0(1), которая ни при каком до­
пустимом управлении не является решением задачи (4.5). Тогда 
кривая х 0( называется оптимальной по быстродействию траек­
торией скользящего режима системы (4.5).

Попытаемся теперь искать оптимальные по быстродействию 
скользящие режимы для системы (4.5) среди решений задачи быст­
родействия для системы (4.6) с теми же начальным и конечным 
положениями х0 и х ,. Отметим прежде всего, что время быстродей­
ствия 7\ для системы (4.6) не больше нижней грани времени пере­
хода Т  системы (4.5) из х 0 в х 1. Однако возможны случаи*, когда 
нижняя грань времени перехода Г системы (4.5) из х 0 в строго 
больше времени быстродействия системы (4.6).

В связи с этим целесообразно переопределить траекторию сколь­
зящего режима так, чтобы вдоль нее время перехода из х0 в х. было 
равно Гх.

О пределение 4.3. Пусть (щ (0, х{(1)), Ти—  последовате­
льность управлений и соответствующих им траекторий системы
(4.5), причем Х{(I) сходится поточечно при 7^ к функции х0 (О, 
удовлетворяющей условиям х о(0 )= хо, х 0(Т 1) = х 1. Если функция 
хо(0  ни ПРИ каком допустимом управлении не является решением 
задачи (4.5), то она называется оптимальной по быстродействию 
траекторией скользящего режима системы (4.5).

Отметим разницу между определениями 4.2 и 4.3 оптимального 
скользящего режима. В определении 4.2 требуется, чтобы последо­
вательность траекторий удовлетворяла краевым условиям
(4.8), а в определении 4.3 — нет. Все оптимальные траектории ско­
льзящего режима системы (4.5) в смысле определения 4.3 содержат­
ся среди оптимальных по быстродействию траекторий системы
(4.6). Для отыскания последних можно использовать принцип мак­
симума (см. теоремы 2.2 из гл. V).

*Вапнярский И. Б. Теорема существования оптимального управления в за­
даче Больца, некоторые ее применения и необходимые условия оптимальности 
скользящих и основных режимов // ЖВМ и МФ, 1967. Т. 7, № 2.



Приведем необходимые условия разрешимости задачи быстро­
действия для системы (4.6), (4.7). Пусть решение (у(1), а0(0> —> 
а„(I), у0(1) , .... уп( 0 ) этой задачи существует. Тогда найдется такое 
ненулевое решение ф (1)еЯп уравнения

Ф(0 = - 1  *1(0 1уИ № ‘ У М ’

Щф. у, у1) = ф'/(у, 

что при почти всех /, где «¡(1)>0Г для / =  0, ..., п справедливо 
равенство

Н (Ф (0 .У (0 . ví(% )j=m axЯfW 'Л  у(1), и). (4.9)
ие и

Из последнего равенства вытекает, что возникновение скользящего 
режима связано с неединственностью точки, в которой достигается 
максимум по и функции Н(ф, у, и). Если же уравнение (4.9) имеет 
единственное решение относительно то  функция у(I) 7 \
является оптимальной по быстродействию траекторией системы 
(4-5).

Пример 4.3. Рассмотрим задачу быстродействия для системы
X], =  и, х 2 = |ы| - х\. (4.10)

Начальное и конечное положения заданы соотношениями
х 1(0 )= х 2(Ъ) = Ъ, (4.11)

х ,( Т ) = 0 ,х 2(Т) = \. (4.12)
Наконец, ограничения на управление и критерий качества 
имеют вид

|и|<1, Г-мпТ (4.13)
и

Построим последовательность щ(¡) измеримых функций, удов­
летворяющих (4.13) и таких, что предел соответствующей последо­
вательности решений задачи (4.10), (4.11) равномерно на отрезке [0, 
1] сходится к траектории, для которой справедливы соотношения
(4.12) при Т= 1. Положим щ(1) = ( —1 У  при 1)г 1, где
_/=0, 1, ..., 1—1, и найдем предел решений задачи (4.10), (4.11) при 
1 —>оо:

х 1(1)=0, х 2(1) = (. (4.14)
Значит, время перехода системы (4.10) по траектории (4.14) из 
положения (4.11) в положение (4.12) есть Т = \.  Для доказательства 
того, что это время перехода Т=  1 является минимально возмож­
ным, рассмотрим соответствующую задачу быстродействия для 
системы (4.6), (4.7), имеющей вид



y i ( 0  =  <^i(0vi(t) +  ct2(t)v2(t),
y 2 ( t)=<*i(t)\v1(t)\ + ci2(t)\v2( t ) \ - y i ,

Ы 0 \^ 1 ,  a fr 0, i= l, 2, a i(t)+ a 2(t) = l, (415)
Ух(0) =У2(0)=0, y t (T) = 0, y 2(T) =  1, T-> inf.

®i. Vi
За оптимальное управление в задаче (4.15) можно взять следующее: 

a1(t)= a 2(t)= l, Vl( t ) s - l ,  v2(t) = 1. (4.16)

Оптимальность управления (4.16) вытекает из того, что при этом 
управлении правая часть уравнения (4.15) для у2 достигает мак­
симального значения, равного 1. Поскольку время быстродействия 
в задаче (4.15) с учетом (4.16) равно 1, тем самым минимальность 
времени перехода Г=1 в исходной задаче (4.10) — (4.13) установ­
лена.

Основные результаты н формулы главы VIII
Существов анне оптимального управления. Пусть для задачи (1.1), (1.2) существует 

хотя бы одно допустимое управление и множество U<=R„ компактно и выпукло. 
Тогда в задаче (1.1), (1.2) существует оптимальное управление.

Особые оптнмальвде управ леша. Пусть 1/1 — некоторое подмножество U, состо­
ящее более чем из одной точки, и [т0, t J ,  0 « т0 < т, < Г — некоторый промежуток 
такие, что справедливо тождество

H(x(t), ф(1). и(1))=тглН(х(1)1ф(1), и )= Н (х( 1), ф(1), и), ие1/„ 
ueU

Тогда промежуток [т0, tj] называется промежутком особого режима, управление 
и(0> — особым управлением, траектория х ( 1) — траекторией особого ре­
жима, а совокупность (u(t), х ( ()) — особым режимом на промежутке [т0, t J .  

Необходимые условия Келли оптимальности особых управлений:
д d2 дН
-----г — >0.
dudt ди

Необходимые условия Коппа — Мойера оптимальности особых управлений:
3 d 2 дН д d4 ЗН
---- : — =0, ---- - — <0.
dudt2 ди dudt* ди

Четершш -режимы. Четеринг-режимом называется такой оптимальный режим, 
для которого оптимальное управление имеет бесконечное число точек переключения 
на конечном интервале времени.

В задаче
¿ 1 = х0, х2=и, 0<*<8,

x 1(0)= xJ(S )= x1(i)=2, х2(0 )---- 2,
в

J(u)= \x \( t)d t-*  inf



возникает четеринг-режим на отрезках [0; 3,43039) и (4,56961; 8], а отрезок [3,43039; 
4,56961] есть отрезок особого режима.

Скользящие опгамалыые режимы. Пусть ui(t) — минимизирующая последова­
тельность допустимых управлений в задаче (4.5), a Xj(t) — соответствующая после­
довательность траекторий системы (4.5), причем последовательность х/(t), 0 < /< 7  
поточечно сходится к функции х0( t). Тогда траектория х0(I) называется траекторией 
скользящего режима, если выполнено одно из двух условий:

1°) либо траектория x0(t) не является решением уравнения (4.5) ни при каком 
допустимом управлении v;

2°) либо траектория х0 (I) является решением уравнения (4.5) при некотором 
допустимом управлении v, но при этом J(v) > inf J(и).

u e U
Пусть последовательность {xt(t)} решений уравнения (4.5) сходится в каждой 

точке /е[0, 7] к функции y(t).  Тогда у ( 0  является некоторым решением системы
п

У (О = I  *i(l)f(y(<), Vi( t ) ) . 0 < ‘^ T , y e R „ ,  
i-O

Vi(t)eUcRm, оц(0>0, a0(t) + ...+a„(t)=El.

Обратно: любое решение этой системы является пределом некоторой поточечно 
сходящейся при /е[0, /] последовательности решений уравнения (4.5).

Пусть (щ(1), Xi(t)), 0 < f < 7 /— последовательность допустимых управлений 
и соответствующих им траекторий системы (4.5) таких, что х{(0)=х0, Х{(Т{)—Х1, 
lim Г,-= Т, где Т  означает точную нижнюю грань времени перехода системы (4.5) из 

/-►оо
х0 в Xj. Пусть последовательность х¡(1) сходится поточечно при /-»со, О 
к функции x0(t), которая ни при каком допустимом управлении не является решени­
ем задачи (4.5). Тогда функция x 0(t) называется оптимальной по быстродействию 
траекторией скользящего режима системы (4.5).

Упражнения 
ко второй части

1. Пусть управление движением точки, описываемое уравнением
x=u(t),  0 < f  <2, jcf'Ô =0, x(Q) =  1, 

осуществляется с помощью ПД-регулятора
u(t) = - C 1x ( t ) - C 1x(t).

а) Найти значения С, и С2 коэффициентов регулятора, при которых минимален 
критерий качества ^

J(u) =х2(2) + ^u2(t) dl. 

о
Решить эту задачу в предположении, что в регулятор« используется только 

координата (т. е. С2 —0) или только скорость (т. е. С1 =0). Сравнить соответст­
вующие оптимальные значения критерия качества.

2. Пусть управляемые малые колебания маятника в окрестности нижнего устой­
чивого положения равновесия описываются уравнением

x(t)  =  - x ( t )  +u(t). х(0) = 1, х(0) =0.

Найти коэффициенты С ,и С 2 регулятора
и(0 = —Ctx (  t) — C2x (  t),



1(и) -  х*(2) + хг (2 )+ ^ ( 0  &■ 

о
3. Решить упр. 2 для маятника в окрестности верхнего неустойчивого положения 

равновесия, когда уравнение движения имеет вид
х = х (1 )+ и (0 .х (0 ) -1  х (0 ) -0 .

4. Процесс изменения температуры х 1(1) в изолированной комнате может быть 
описан уравнением

1
х 1(1) = - — 1к(х1( 1 ) - х 0) + и], 0.

Ст
Здесь х0 — температура наружного воздуха; С — теплоемкость воздуха; т — масса 
воздуха комнаты; £> 0  — заданное число, характеризующее потери за счет конвен­
ции, и — управление количеством теплоты, выделяемой нагревателем, расположен­
ным в комнате. Пусть требуется нагреть комнату до температуры х Т за заданное 
время Т  при минимальных расходах на управление и при заданной начальной 
температуре х 1(0).

а) Найти управление, минимизируя функционал
г

/(и)ша1(Х1(Т )-хг)г + ̂ (0 й 1 .
о

где постоянная ас1 >0.
б) Убедиться, что при отсутствии нагревателя (т. е. при и=0) температура 

в комнате стремится к температуре наружного воздуха.
в) Построить управление, стабилизирующее температуру в комнате на заданном 

уровне х т, минимизируя функционал

¿(и) = ̂ 1(х1( 0 - х т)2а1+и2]<11.
о

г) Найти оптимальное управление, при котором х 1(Т)= хтв минимален крите- 
г

рий качества I \и(1) \б 1.
о

5. Рассмотрим процесс изменения температуры в двухкомнатной квартире со 
смежными комнатами и нагревателем, расположенным в первой из них. Пусть х, (I), 
х2(1)— температуры, а т и т2 — массы воздуха в первой и второй комнатах; 
к1 —  коэффициент теплообмена между комнатами; постоянные С я к те же, что 
и в упр. 4. Уравнения для х1 и х2 имеют вид

1
*1  = -  —— [к(х1 (0  -  х0) + и]+ (х2 (I) -  х1 (0 ) ,

Ст1
к

х2= - —— (х2( { ) - х о) + к 1(х1( 0 - х 2(1)).
Ст2

а) Показать, что при и=0 температуры в комнатах стремятся к температуре 
наружного воздуха.

б) Ответить на вопросы упр. 4 для рассматриваемого случая.



6. Пусть р а к  та совершает вертикальный подъем под действием гравитационных 
и управляющих сил. Уравнения движения имеют вид х(I) — —$+и, где g — гравита­
ционная постоянная, и — реактивное ускорение. Требуется найти такое и, при кото­
ром высота подъема максимальна и справедливо одно из ограничений:

г  г

о о
где и0 — заданная постоянная, Т  — время достижения максимальной высоты. Ре­
шить ту же задачу при дополнительном ограничении 0 < и < и ,, где и1 — заданная 
постоянная.

7. Процесс управления высокотемпературной печью можно описать уравнением
х(1)’= - а 1( х ( 1 ) - х 0) - а 2(Х*-(1)-х*)+*3и, 1^0.

Здесь х(1) — температура печи; х0 — температура воздуха, окружающего печь; и — 
управление количеством теплоты, поступающей в печь. Слагаемое х1( х —х0) харак­

теризует потери за счет конвекции, а слагаемое а2(Х*—х^0) — за счет радиации. 
Управление и выбирается так, чтобы печь в заданный момент времени Т  имела

Г

заданную температуру хт и функционал 1(и)=^и* (1)^1 достигал минимального

о
значения. Записать необходимые условия оптимальности в форме принципа мак­
симума.
Неотрицательные постоянные щ заданы.

8. Двухкамерная модель «поглощения лекарства и метаболизма» может быть 
описана уравнениями

* 1  = — и л + м . х 2 =  0(1* ,— а2х2, 0, 0<и<и„.
Здесь х1 — масса лекарства в желудочно-кишечном тракте; х 2 — масса лекарства 
в крови; управление и представляет собой количество принимаемых лекарств; посто­
янные а! >0, а2>0. Целью управления является достижение желаемого количества 
лекарств х 2(Т) в крови за минимально возможное время Т. Записать необходимые 
условия оптимальности в форме принципа максимума.

9. Определить, какая из систем х= А х+ В и  является управляемой, если:

- с  : к > ■»ч :м :>
- ч :  : к > ■»Ч !>Ч>
- ч  :н :> « ч  :>ч >
10. Определить, какая из систем х=Ах, у —В'х является наблюдаемой, где

матрицы А я В те же, что и в упр. 9.
11. Дана скалярная система х ( t) =ах(I) +bu, f>0, с критерием качества

<
J(u) — lim -  f (ax2(s) +ßu2(s)j ds-*inf.

» -♦ o o  t J о
Найти оптимальное управление и исследовать его зависимость от параметров а, Ь, 
а, ß-



! (* )— Г (ах2(х) +Ри2) б 1-*т{,
о

где а, ЬфО, а> 0 , /?>О — заданные постоянные. Показать, что оптимальное управле­
ние и0 имеет вид

Определить область изменения параметра а, при котором замкнутая система асимп­
тотически устойчива.

14. Найти функцию Беллмана и оптимальное управление для следующих скаляр­
ных систем на отрезке 0< /<  1:

15. Доказать, что система х=Лх+Ви  с диагональной матрицей А управляема 
тогда и только тогда, когда ни одна строка матрицы В не является нулевой. 
Доказательство: а) провести непосредственно; б) получить как следствие критерия 
управляемости.

16. Доказать, что для управляемости системы х=1х+Вис  жордановой матрицей 
У необходимо и достаточно, чтобы по крайней мере один элемент матрицы В в стро­
ке, соответствующей нижней строке каждого блока Жордана, и как минимум один 
элемент матрицы В  в каждой другой строке были отличны от нуля.

17. Система х=Ах+Ви, у=Сх, х е Я п, уеЯ у  называется управляемой по выходу, 
если ее можно перевести из любого начального состояния у ( 10)= С х( 10) в любое 
конечное состояние у(¡х) за конечный промежуток времени при приложении к систе­
ме кусочно-непрерывного управления и(1), Доказать, что для управля­
емости по выходу рассматриваемой системы необходимо и достаточно, чтобы ранг 
матрицы М=[СВ, САВ, СА2В, ..., САп~ 1 В] был равен

18. Доказать, что система х = А х +Ви, у= С х  с диагональной матрицей А наблю­
даема тогда и только тогда, когда ни один столбец матрицы С не является нулевым. 
Доказательство: а) провести непосредственно; б) получить как следствие критерия 
наблюдаемости (теоремы 3.1 из гл. VI).

а функция Беллмана V  — вид

У(/, х)  = х 2рЬ -1[а + у1а2 + Ь2а р -1]-
13. Дана скалярная система

х(1) = —ах(1)+Ьи, <>0 
(ап Ь — заданные постоянные коэффициенты) с критерием качества

во

О

а) х=и, б) х=и,
|*пЛ-*тГ, N<1;

х2(1)->т[, |и|< 1; 
д) х(1) = и + 1, ^

*('и-*тт, |и|<1; 
в) х=ах+и, г) х=ах+и, 

х(1)-*т(, М<1;

О



19. Показать, что передаточные нуля системы х —Лх+Ви, у —Нх  являются 
инвариантными нулями этой же системы. Обратное утверждение, вообще говоря, не 
верно.

20. Показать, что невырожденное преобразование переменных состояния 
£ —Nx(detN?0)  не меняет инвариантных и передаточных нулей системы.

21 Показать, что невырожденное преобразование входов и—А/и (detM+O) не 
меняет инвариантных и передаточных нулей системы.

22. Показать, что невырожденное преобразование выходов Ту (det 7V0J не 
меняет инвариантных и передаточных нулей системы.

23. Показать, что пропорциональная обратная связь по состоянию и**Кх (или по 
выходу и—Ку) не меняет инвариантных и передаточных нулей.

24. Показать, что пропорционально-интегральная обратная связь по выходу
I

и=К 1х+ К 2 ̂ у(з) ds+KjyfO) +v не меняет инвариантных и передаточных нулей 
о

системы.
25. Рассмотрим задачу о приведении в начало координат за минимальное время 

скалярной системы x(l) =ах(1) +Ьи, <>0, х(0) =дг0, где а> 0 и ¿>>0 — заданные 
постоянные, х0 — заданное начальное положение, управление и удовлетворяет огра­
ничению |и|<1. Показать, что:

а) уравнение Беллмана для поставленной задачи имеет вид
ГдУ(х) И

inf — ~ ( а х + Ь и )  1= — 1, V(0)=0; 
и, M « i L  д х  ^

б) при а< 0  задача разрешима при любых х0 и время быстродействия V(x) 
определяется выражением

1 (  а \  W
V(x) = —  ln( 1 —  W ), аф0; V(x)= —, а= 0 ; 

а \  Ъ J  b

в) при а> 0 задача разрешима только в области \х\<Ьа~х, в которой V(x) 
определяется тем же выражением, что и при а < 0;

г) оптимальное управление и(х)  =  — sign*.
26. Груз массой т скользит по прямой под действием силы и(I). Пусть x ,( t )  — 

координата центра масс груза, a x 2(t) — его скорость. При некоторых предположе­
ниях уравнения движения можно представить в виде

x i ( t )= x 2(0 '  mx2( t ) = u ( t ) - x \ ( t )  signx2(t), 0 < /< Г .

Здесь Т, а также начальные положения xJQ)  и скорость х 2(0) заданы. Критерий 
качества, подлежащий минимизации, имеет вид

г

J(u)= \ f ( i ,  Xift) .  Х 2 (I). u(t))dt-nnin,
J и
о

где скалярная функция F(l, х„ х 2, и) непрерывно дифференцируема по x t, х 2, и. 
Ограничения на управление и отсутствуют. Показать, что необходимые условия 
оптимальности задаются исходными уравнениями движения и соотношениями

Н= —F(t, x v х 2, и) + ф1х2 + ф2(и -х 1 ^ р 1 х 2)/т. 

дН дН ■ ЗН
— = 0 , ^ , ^ ; = —— . . <h(T)-o, +2т =  о.
ди дх1 дх2



dF дР
i t f O - — . *t>i(T)*=0, ф2(1 ) -т — ,

дх, ди
8F

4>i(0-— + 2( Ф2х 2 sign х  2)/т - ф и ф2(Т )‘ =0.

Здесь все производные функции /'вычисляются в «точке» (I, x j t j j ,  x2(t), u(t)).
27. Работа синхронного электродвигателя может быть описана уравнениями

Х}=Х2, 0 < |< Г ,
х2= я ,—а2х2—а3х 3 sin х1— sin 2jc, ,

x 3=u—aix3+a6cosxl,

В этих уравнениях х 1 — угол поворота ротора, х 2 — его угловая скорость, перемен­
ная х3 характеризует потокосцепление. Управление и(1) осуществляется благодаря

изменению напряжения, создающего вращающее­
ся поле в двигателе. Начальные значения X j ( 0 ) ,  
время Т  и постоянные щ заданы. Критерий качест­
ва тот же, что и в предыдущей задаче. Записать 
необходимые условия оптимальности.

28. Рассмотрим задачу об асимптотической 
стабилизации движения твердого тела, описыва­
емого уравнениями (2.3) из гл. III. Используя 
функцию Ляпунова V, равную квадрату моду­
ля кинетического момента, т. е. V=A2p2 + 
+B2q2 + C2r2, показать, что задача об асимптоти­
ческой стабилизации твердого тела разрешима 
в классе управляющих моментов, пропорциональ­
ных угловым скоростям: M i = a1p, M 2=a2q, 
М3 = а3г.

29. На фиксированном отрезке [0, 7] рассмо­
трим линейную управляемую систему

Рис. У.1. Управление переме­
щением маятника

х ( t) =A(t)x(t) +В(tju, хеЛЦ, ueR m, 
х(0) = хо, х(Т)=Ху.

Требуется определить управление, минимизирующее интеграл: \u (l) \2 d l - и ш п ,-  
и

при котором система переходит из положения х0 в положение х,. Показать, что 
оптимальное управление и0 в этой задаче есть

т

u0(t)= B '( t)Z '(T , I) \ j z (,  s)B(s)B'(s)Z(T, i j d i j  ^ X ,-Z (T ,  i0)x0 J  

*0
Здесь Z(t, s) — матрица Коши системы x ( t)  =A(i)x(t).

30. Физический маятник совершает малые плоские колебания, а его точка 
подвеса движется со скоростью и(I) вдоль горизонтальной оси (рис. У.1). Уравнения 
малых колебаний маятника имеют вид



Управление маятником осуществляется благодаря выбору скорости и(1) перемеще­
ния вдоль горизонтальной оси точки подвеса О, которая ограничена по величине 
|и(<Я<и0. Требуется переместить маятник из заданного начального положения 
т(0)шф(0)=х(0)’*и(0)=‘0 в заданное конечное положение <р(Т) = ф (Т )~ и(Т )  ~0, 
х(Т)  “ 5>0, где 7’“ [У(/и#//Р 1]1/2 — период малых колебаний маятника. Показать , 
что оптимальное управление и0(1) принимает только значения либо и*,, либо — м0. 
Число л интервалов постоянства управления и0(1) есть

Здесь через [6] обозначена целая часть числа Ь. При этом если л=  1, то оптимальное 
управление и0(1) =м0, 0 < /<  Г, а время перехода равно зи~ .

1, если я(2пи0Т)~1 —  целое число; 

2 [5 ( '2 |ш 0 7 7 “ 1]  +  3 в противном случае.

•Черноусько Ф. Л. и др. Управление колебаниями. — М.: Наука, 1980.



ЧАСТЬ ТРЕТЬЯ

ОПТИМАЛЬНОЕ УПРАВЛЕНИЕ /
ДИНАМИЧЕСКИМИ СИСТЕМАМИ 
ПРИ СЛУЧАЙНЫХ ВОЗМУЩЕНИЯХ
----------------- -------------- ----------------- -------------------------.4—

Эта часть книги посвящена задачам управления стохастическими 
системами, т. е. одному из классов задач управления при непо­
лной информации (называемыми такж е задачами управления 
в условиях неопределенности). Неполнота информации в реаль­
ных системах может быть обусловлена разнообразными фактора­
ми, связанными, например, с неопределенностью в силах, дейст­
вующих на систему, ошибками исполнения программы управле­
ния, запаздыванием, вызванным конечностью времени, необходи­
мого для проведения наблюдений и обработки их результатов, и т. 
д. При вероятностном подходе возмущающие силы и ошибки изме­
рении интерпретируются как  случайные процессы.
Задачи оптимального управления стохастическими системами со­
стоят в определении управления, реализующего экстремум мате­
матического ожидания заданного функционала (критерия качест­
ва), зависящего от траектории движения системы и управления.

ГЛАВА IX

ПОСТАНОВКИ ЗАДАЧ И  МЕТОДЫ ИССЛЕДОВАНИЯ

В этой главе приведены постановки основных задач управления 
стохастическими системами, выведено уравнение Беллмана, рас­
смотрена линейно-квадратичная задача при различных условиях 
информированности управляющей стороны, исследованы задачи 
стабилизации, изучены приближенные методы синтеза оптималь­
ного управления.

§ 1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧ УПРАВЛЕНИЯ 
СТОХАСТИЧЕСКИМИ СИСТЕМАМИ

Как и для детерминированных систем, постановка конкретных за­
дач управления стохастическими системами зависит от видя уравне­
нии движения, минимизируемого функционала, ограничений на 
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управление и фазовую траекторию системы, длительности интер­
вала времени, на котором развивается управляемый процесс, 
и т. д. Рассмотрим каждую из этих постановок задачи более по­
дробно.
1. Уравнения эволюции системы. Уравнения эволюции стохастичес­
кой системы отличаются от уравнений детерминированной системы 
наличием членов, учитывающих случайные возмущения. В основ­
ном ни»'?! рассматриваются уравнения управляемого движения, 
имеющие вид

йх(0=а(1, х (0 , и )& + о(г, х(%). и )й * (0 . 0. (1.1)
Здесь фазовый вектор х(%)еЛ„, управление иеЯ т, стандартный 
винеровский процесс £ (0  е Л*. Вектор-функция а . [О,
оо) х Лп х Лт->А„ и матрица а размера п х к  заданы.

Напомним, что
£(0,1 = 0, М Ш =  О, М № )? (0  = П,

где М  — математическое ожидание, I  — единичная матрица. Урав­
нения (1.1) понимаются в смысле Ито (см., например, § 3 гл. И). 
Решение уравнения (1.1) при / ̂ 0  определяется начальным условием

х (0 )= х о. (1-2)
Здесь х 0 — детерминированный или случайный вектор из Л„.

Если время Г>0 движения системы (1.1) задано, то говорят 
о задачах управления на конечном интервале времени^ [0, Т]. Вместе 
с тем в ряде конкретных случаев управление системой оканчивается 
питт» тогда, когда она достигнет заданного целевого множества. 
В этих случаях момент окончания движения заранее не задан и пред­
ставляет собой случайную величину, определяемую конкретной тра­
екторией движения. Примером подобного рода задач являются 
задачи стохастического быстродействия. Такие задачи называют 
иногда задачами со случайным моментом остановки. Рассматрива­
ются также задачи на бесконечном интервале времени. Примером 
такой задачи является задача оптимальной стохастической стабили­
зации.
2. Ограничения на управление. Задачи управления стохастическими 
системами решаются при различных ограничениях на управляющее 
воздействие, которые могут зависеть либо от имеющихся ресурсов, 
либо от степени информированности. Примером ограничений пер­
вого типа является следующее:

и (1 )еи , (1.3)
где заданное множество С/а11т. Ограничение (1.3) означает, что все 
реализации управления принадлежат множеству С/.



Наряду с (1.3) возможны интегральные ограничения вида
г

о

где <7>0, и0> 0 — заданные постоянные. Условие (1.4) при <т= 1 
можно интерпретировать как ограничение на суммарный импульс 
управления, а при а =2 оно представляет собой энергетическое 
ограничение. Интегральные ограничения на управление возникают 
весьма естественным образом в ряде реальных задач (см. примеры 
в § 3 гл. III). Интегральные ограничения могут иметь и более общий 
вид:

т

j F(t, x ( t) , u ( t) )d t^ u 0. 
о

Другим существенным фактором, при построении управления явля­
ется характер имеющейся информации. Если все фазовые коор­
динаты системы недоступны измерению, то оптимальное управле­
ние может быть сконструировано только в зависимости от времени 
t. Полученное таким образом оптимальное управление u(t) называ­
ется программным. Ниже такое управление называется И-управлени- 
ем- Обычно П-управление u(t) рассчитывается на стадии проек­
тирования управляющих систем на основе априорной информации 
о характеристиках объекта, о входных и выходных сигналах. При 
этом П-управление не позволяет учитывать изменение характери- 
стик управляемого объекта, вызванное воздействием неконтролиру­
емых (и непредсказуемых) внутренних и внешних возмущений, а та­
кже ошибками исполнительных органов.

Более гибким по сравнению с П-управлением является управле­
ние, построенное по принципу обратной связи, называемое шпур 
С-управлением. Нели фазовый вектор х(s) может быть точно изме­
рен на всем интервале движения j e [ 0, /] от начала пииж-рни« (s =0) 
до текущего значения времени t, то оптимальное С-управление 
и должно быть построено в виде функционала u = u(t, х,). Здесь 
через х, обозначен отрезок траектории x(s), O ^ s^ t.  Отметим, что 
в результате подстановки этого С-управления в систему (1.1) она 
описывается уравнением с последействием

d x (t)= a (t, x (t), u(t, x t))d t+ o (t, x (t), u(t, x t))d £ (t).
Впрочем, в некоторых случаях оптимальное С-управление, выбира­
емое среди функционалов и(t, x t) , реализуется в виде функции u(t, 
*(*))> зависящей только от текущего времени t и текущего значения 
фазовой координаты x(t). Такие С-управления называются мар­
ковскими.



В целом ряде реальных ситуаций точное определение фазового 
вектора x(t)  невозможно, но может быть измерен некоторый век­
тор y (t), зависящий от x (t). Распространенным является предполо­
жение о том, что измерения (наблюдения) y ( t ) e R i  связаны с век­
тором x(t)  линейным соотношением вида

dy(t) = Q (t)x (t)d t + a0(t)dZ0( t) ’ У(0)=  0. (1.5)
Здесь Q(t) — матрица размера 1хп, определяющая состав измере­
ний, матрица o0(t) определяет точность измерений, а вектор £0(t) 
произвольной размерности есть шум (помеха) в канале измерений. 
Измеряемый вектор y(t) содержит всю доступную информацию 
о системе (1.1), управление которой в этом случае строится в виде 
функционала u(t, y t), где yt= y(s), 0 (рис. 1.1).

Такая постановка задач оптимального управления стохастичес­
кими системами включает в себя как задачи программного оп­
тимального управления, так и задачи синтеза оптимального управ­
ления. В самом деле, если измерения (1.5) не несут никакой инфор­
мации о состоянии системы (1.1), то оптимальное управление явля­
ется П-управлением, так как представляет собой функцию лишь 
времени t. При этом отсутствие информации в измерениях (1.5) 
возможно в двух случаях:

либо интенсивность <т0 помех в канале наблюдений бесконечно 
больше полезного сигнала Qx;

либо Q =0 и шумы i  и взаимно независимы.
Задачи синтеза оптимального С-управления получаются, ̂ если 

в (1.5) положить <то==0 и считать матрицу Q (t) невырожденной при 
всех t. Тогда фазовый вектор x (t)  может быть точно восстановлен 
по результатам наблюдений y (t). Значит, в этом случае оптималь­
ное управление можно искать в виде функционала u(t, x t) .

Другие постановки задач управления связаны с тем, что управ­
ляющая сторона может варьировать либо матрицу состава измере­
ний Q (t), либо точность измерений, определяемую матрицей а0(t). 
Если при этом цель варьирования матриц Q (t) и o0(t) заключается

Возмущения

Возмущения

Рис. 1.1. Схема формирования С-управления



в минимизации ошибки оценивания фазового вектора х(1) по ре­
зультатам наблюдений у,, то соответствующие задачи называются 
задачами оптимизации процесса наблюдения. Задачи, в которых од­
новременно можно варьировать управление и(1 , у,), состав измере­
ний Q(t) и их точность а0(1), называются задачами оптимального 
сочетания управления и наблюдения. Отметим, что в стохастических 
задачах управления оптимальные П- и С-управления, вообще гово­
ря, различны (в том смысле, что реализуют различные значения 
критерия качества) в отличие от детерминированного случая, для 
которого оптимальные П- и С-управления эквивалентны (см. § 2 гл.

3. Целевой функционал (критерии качества). Цели, поставленные 
перед управляющей стороной, обычно формализуются в виде зада­
ния критерия качества работы системы. Для стохастических систем 
критерий качества, как правило, представляет собой математичес­
кое ожидание заданных функционалов, зависящих от управления 
и траектории системы. Приведем некоторые характерные примеры. 
Предположим сначала, что интервал времени [О, Т\, на котором 
функционирует система, задан. Тогда критерий качества можно 
записать в виде

г

¿ ( и ) = * ^ ( х ( Т ) )  + ̂ Р х(1, х (0 , и ) 11̂ .  (1.6)
О

Здесь Е  и Ек — заданные функции, т. е.
Е: Ех : [0, сю] х Я„ х

Как и в детерминированном случае, задача управления (1.1), (1.6) 
при ^ = 0  называется задачей Лагранжа, при Ех = 0 — задачей Майе­
рами в общем случае — задачей Больца. Задача управления систе­
мой (1.1), (1.6) всегда может быть сведена к задаче Майера (к задаче 
минимизации терминального функционала), если ввести новую фа­
зовую переменную хп+1({) с помощью соотношений

Хп+1(0=Е1((, х ( 0 ,  и), хл+1(0) = 0. (1.7)

Тогда хп+\(Т )  равно второму слагаемому в (1.6) и критерий качест­
ва (1.6) примет вид

/ 1= М [Е (х(Т ))+ хп+1(Т)],

т. е. исходная задача управления (1.1), (1.6) сведена к задаче Майера 
управления системой (1.1), (1.7) с критерием качества 11.

В ряде задач представляет интерес вероятность того, что систе­
ма достигнет заданного целевого множества С. Соответствующий
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критерий качества может быть получен из (1.6). Положим Р1=0 
и Р(х) = 1 при х е б  и Р (х )= 0  при хеЛ „\(г, где б —  заданное 
множество из Л„. Тогда функционал (1.6) равен вероятности до­
стижения системой (1.1) целевого множества (7 в конечный момент 
времени Т. Если нормальное функционирование системы проис­
ходит лишь тогда, когда ее координаты принадлежат (7 на всем 
интервале движения, то критерий качества можно выбрать в виде

Р { х ( 0 е в ,  О Щ ^Т). (1.8)
Здесь через Р  обозначена вероятность события в фигурных скобках.

Рассмотрим теперь постановки некоторых задач управления, 
в которых момент окончания движения является случайной вели­
чиной, определяемой конкретной траекторией. Обозначим через 
тх(и) момент первого достижения системой (1.1) множества С при 
управлении и и начальном условии х(0) = х. Задача стохастичес­
кого быстродействия состоит в минимизации по и функционала 
Мтх(и), представляющего собой среднее время достижения целево­
го множества (7. Обобщением приведенной постановки является 
задача о минимизации функционала

* х (и )

М  J  /^(7, х(1), и)й1. . (1.9)

о
В задачах об удержании системы внутри множества б  в качестве 
критерия качества можно наряду с (1.8) взять также функционал 
Мтх(и), который в этих задачах должен быть максимизирован.

Если движение системы (1.1) протекает на неограниченном ин­
тервале времени, то рассматриваются задачи с критерием качества

00

м х (0> и)(И. (1-Ю)

о
Эти задачи иногда называются задачами оптимальной стохастичес­
кой стабилизации. Такое название обусловлено тем, что при некото­
рых условиях оптимальное управление в задаче (1.1), (1.10) делает 
систему (1.1) асимптотически устойчивой.

§ 2. МЕТОД ДИНАМИЧЕСКОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ

Одним из основных методов построения управления системами 
при случайных возмущениях является метод динамического про­
граммирования Беллмана. С помощью этого метода синтез упра­
вления осуществляется на основе некоторого нелинейного урав­
нения в частных производных, называемого уравнением Беллмана.
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Отметим, что указанный метод особенно эффективен для систем без 
последствия, оптимальное управление которыми ищется в классе 
марковских управлений.

1. Функция Беллманн. Для каждой из сформулированных в § 1 задач 
может быть построена скалярная функция Веллмана V(t, х). Эта 
функция представляет собой наименьшее или наибольшее значение 
критерия качества в соответствии с рассматриваемой задачей при 
условии, что движение системы (1.1) начинается в момент времени 

0 из положения х.
Опишем более подробно функцию Беллмана V(t, х ) на примере 

задачи (1.1), (1.3), (1.6), в которой оптимальное С-управление ищет­
ся в виде u(t, х ( t)). Назовем С-управление и(t, х) допустимым, если 
функция u(t, х ), O ^ t^ T , xeR„, удовлетворяет ограничению (1.3) 
и при этом управлении существует решение задачи (1.1), (1.2) для 
любого x 0eR„.

Обозначим через Х,_ x(s, и) решение уравнения (1.1) при s ^ t  
с детерминированным начальным условием X,iX(t, и) = х  при 
С-управлении u —u(s,X Ux(s,u)).

Функция Беллмана V(t, х) а задаче (1.1), (1.3), (1.6) определяется 
соотношением

т

V(t, x) = ïn ïM ^F {X ti ¿T, и)) + jViCs, X," ¿s. и), u(s, Xti «)))ds:J.

(2.1)
Здесь инфнмум вычисляется по множеству Ua всех допустимых 
управлений. Из определения (2.1) функции V(t, х) вытекает, что 
в конечный момент времени Т  справедливо граничное условие

V(T, x )= F (X T, х(Т, u ))= F (x), xeR„. (2.2)
Аналогично определяется функция Беллмана и для других задач из 
§ 1. Так, например, для задачи стохастического быстродействия
(1.1), (1.3), (1.9) функция V(t, х )  имеет вид

V (t,x )=  infM ztt х(и), ueUa, (2.3)
где t*. х ( и )  —  момент первого достижения целевого множества 
G решением Х,_ x(s, и), s ^ t .

Пример 2.1. Построим функцию Беллмана для скалярной неуп­
равляемой системы

d x (t)  = ax(t)d t + adÇ (t), O ^ t^ T , x e R lt Z eR lt (2.4)
где a и a — некоторые постоянные.

В функционале (1.6) функции F (x )= x 2, Fx= 0. Тогда в соответ­
ствии с (2.1) имеем V(t, х) =  M X2, Х(Т), где X, x( s ) — решение



уравнения (2.4) при с начальным условием х(г) = х. На 
основании формулы Ито (3.12) гл. II имеем

3

х,. х(з) = хеа(з~1) + £(т).
Г

Отсюда и из свойств стохастического интеграла Ито следует, что 
У(1, х) =МХ}, Х(Т) = х 2еЪг<т- ,> +

г
+  ̂ 2 а ( т-1 )а 2 й х  =  х 2 е2а(т- 0  +  ̂ [(?а( Т - ,) _  ц .

/
Пример 2.2. Рассмотрим скалярную управляемую систему

йх(1) = (и + ах(1))б1+сй£(1), 0 < /С Г , (2.5)
где а ист — постоянные, управление и е К 1 удовлетворяет ограниче­
нию |ы|^1. В критерии качества (1.6), подлежащем минимизации, 
функция Р(х) = х, =0. Ясно, что в этой задаче оптимальное 
управление м0=  —1, т. е. оно равно минимально возможному до­
пустимому значению. Значит, функция Беллмана У(1, х) имеет вид

У(1,х)=М Х,1Х(Т, - I ) .
Из уравнения (2.5) при г, управлении и=  — 1 и начальном условии 
Х^ Х(1, —\) = х  следует, что

3 3

I I
Поэтому

т

У(1, х) = х е а(т- ‘̂ -  ̂ е а(Т~г) йх = х е а(т~‘1 - - [ е а(т~0 - 1].
I

2. Уравнение Беллмана. Выведем уравнение Беллмана, которое яв­
ляется необходимым условием оптимальности. Оно может служить 
для определения функции Беллмана У(I, х )  и оптимального С- 
управления.

Сформулируем принцип динамического программирования, на ос­
нове которого выводится уравнение Беллмана. Этот принцип за­
ключается в следующем: пусть и0 — оптимальное С-управление 
на всем интервале движения [0, 7]. Тогда управление и0 обладает 
тем свойством, что, каковы бы ни были момент времени .те [О,
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7] и допустимое управление v на отрезке [0, л], управление и0 окажет­
ся оптимальным на отрезке [л, 7] относительно состояния Ад XJs, 
v), возникшего в результате использования управления v на отрезке 
[О,  s].

Обозначим через Pu(t, х, s. А) переходную функцию марковс­
кого процесса Xt, x(s, и), где А — произвольное борелевское множе­
ство из ст-алгебры подмножеств пространства R„. Переходная функ­
ция определяется равенством

Pu(t, х, s, А) = Р{Х,' x(s, и)еА }.
Отсюда, учитывая, что процесс X  является марковским, находим

Pu(t, х, s, А) = j p { X ti X(г, u )ed z)f)(X ,' x(s, и )еА )} =

Rn
= | P(X ti X(x, u) edz)P(Xt' z(s, u) eA ), t ^ x ^ s .

Rn
Полученное уравнение для переходной функции

Pu(t, х, s, А) =  J P(X ti X(x, и) edz)P(XXi 2(s, u )eA ), t ^ x ^ s ,  (2.6)

Rn
называется уравнением Колмогорова — Чепмена.

Рассмотрим теперь задачу управления (1.1), (1.3), (1.6) при Fх =  0. 
Из определения функции Беллмана (2.1) следует, что

V(t, х ) = inf Г F(y)Py(t, x, T, dy), (2.7)

Rn
где инфимум вычисляется по множеству всех допустимых управле­
ний V задачи (1.1), (1-3), (1-6) на отрезке [/, 7]. Возьмем число А^О, 
так, что /+А<!Г. Обозначим через и допустимое управление на 
отрезке [/, Л-А], а через V, — допустимое управление на отрезке 
[/ + А, 7]. Тогда в силу (2.6), (2.7) и принципа динамического про­
граммирования получим

У(г, х ;= М ш Г  Г ГРи((, х, /+А, ¿1 )Р ,1( 1 +А, г, Т, dу)Р(у) =
и  V, J  J

Кп

= шГ \ Ри((, х, t+ A , <1г)У(1 + А, г)= М М У (1 + А, X и Х(<+А, и)). >
и  J  «



Следовательно,
M M [V (t+ A. X ti X(t+ A, и)) -  V(t, x,)]=0. (2.8)

U

Для дальнейших преобразований предположим, что функция V(t, 
х) дважды непрерывно дифференцируема по х  и один раз по t. 
Тогда на основании формулы Ито при малых Д > 0 справедливо 
соотношение

M V (t+ A, Xt, x(t+ А, и)) -  V(t, x) = LuV(t, х )  +  О(А). (2.9) 

Здесь производящий оператор L* определен формулой 
LuV(t, х) = V,(t, х) +  V'x(t, x)a(t, x, u) +

+ -rït[e (t, x, u)a'(t, x, u) ■ Vxx(t, x)],
2

T,  S V (t, x )  av(t. X) d2v .
V,= — — -, Vx= — ---- , V „ = -r— , 1, J =  1, ..., n,

Ot üXf OXfiXj

где Tr — след матрицы. Подставив (2.9) в (2.8) и перейдя к пределу 
при А-» + 0, получим уравнение Беллмана

inf LuV(t, x) = Q, xeR„, O ^ t^ T .  (2.10)
ueU

Граничное условие для этого уравнения имеет вид (2.2). Подчерк­
нем, что инфимум в (2.10) вычисляется по множеству параметров 
u e U c R m.

Аналогично можно получить уравнение Беллмана для задачи
(1.1), (1.3), (1.6) при произвольной функции Flt которое имеет вид

inf [LuV(t, x )+ F 1(t, x, uj] =  0, xeR„, 0
ueV V (T ,x )= F (x ). (2.11)

Приведем еще вид уравнения Беллмана для некоторых задач. 
Для задачи стохастического быстродействия (1.1), (1.3), (1.9) оно 
имеет вид

inf LuV(t, x ) = — l, t^O , x e R ^ G ,
ueU

V(t, x j =  0, xeG .
Для задачи о максимизации на траекториях системы (1.1) веро­

ятностного критерия качества (1.8) уравнения Беллмана имеет вид

s\ipLuV(t, х )= 0 , 0 xeG ,
ueU

V(t, х) = 0, 0 xeR„\G ,
V (T ,x )  = l ,x e G .



При моделировании возмущений, действующих на систему, на­
ряду с винеровским используются и другие случайные процессы. 
Так, например, если на систему действуют импульсные (ударные) 
возмущения, то эти возмущения можно моделировать с помощью 
пуассоновского процесса q(t). Процесс rj(t) eR r имеет компоненты
riv..... т\г, где rii(t) — скалярные взаимно независимые пуассоновские
процессы с параметром X((t), /=1, ..., г. Кроме того, процессы q(t) 
и £(t) взаимно независимы. Уравнения системы имеют вид

dx (t)= a (t, x (t), u )d t+ a(t, x (t) , u)d£(t) +
+ <x1(/) x (t), u)dri(t), t^O. (2.12)

Производящий оператор Lu процесса (2.12), соответствующий 
допустимому С-управлению u(t, x ( t)) , есть

LuV=V,(t, x) + a'(t, x, u)Vx(t, x) +

+ -T ra(t, x, u)a'(t, x, u) • V ^ t ,  x) +
2Г

+  E  h ( t) W it, x + a j t ,  x, u)e{) - V ( t ,  x)]. (2.13)
î= i

Здесь вектор е,еЛ , имеет i-ю компоненту, равную единице, а все 
остальные компоненты вектора равны нулю. Для управляемой 
системы (2.12) справедливы те же постановки задач, что и для 
системы (1.1). При этом соответствующее уравнение Веллмана со­
храняет прежний вид, а его оператор Z* выражается формулой
(2.13).

Выпишем в заключение уравнение Веллмана для одной задачи 
оптимального сочетания управления и наблюдения. Предположим, 
что объект описывается системой линейных по фазовым координа­
там уравнений вида (1.1):

dx(t) = \A(t, u )x (t)+ B (t, u)]dt+a(t, u)d£(t), О х (0 )= хо.
(2.14)

Координаты x ( t)  системы (2.14) недоступны точному измерению, 
а наблюдается вектор y ( t) e R h описываемый линейным по х  соот­
ношением

dy(t) = Q(t, u)x(t)dt+<r0(t, u )d U O , t> 0,y(0) = 0. (2.15)
В уравнениях (2.14), (2.15) через Ç(t) и Ç0(t) обозначены стандарт­
ные винеровские процессы произвольных размерностей; случайные 
процессы £(t) и Ço(0  и *о взаимно независимы при всех О 
случайный вектор х0еЛ„ имеет невырожденное гауссовское рас­
пределение вероятностей с заданными математическим ожиданием 
и матрицей ковариации D0. Оптимальное управление ищется в виде 
функционала u(t, у,) так, чтобы удовлетворялось ограничение (1.3)



и минимизировался критерий качества M F(x(T) ) .  Предположим, 
что матрица a 0(t, u)a'ü(t, и) равномерно по t положительно 
определена. Обозначим через m (t) и D (t) соответственно вектор 
математического ожидания и матрицу ковариации условного рас­
пределения x(t)  при условии у,. Отметим [1; 7; 11], что это условное 
распределение является гауссовским, причем для m (t)  и D (t) спра­
ведливы соотношения
m (t)= A (t, u)m(t) + B(t, u )+ D (t)Q '(t, u )[a0(t, u)o'0(t, u)]~l\ÿ(t)~ 

-Q (t ,  u)m (t)], m (0 )= m o, (2.16)

D (t) =A (t, u)D (t) +D (t)A'(t, u) -  
—D(t)Q'(t, u )[o0(t, u)(f0(t, u)]~1Q(t, u)  x (2.17)

x D (t)+ a (t , u)a'(t, u), D(0) = Do.

Разность ÿ(t) — Q(t, u)m(t) называется обновляющим процессом. 
Она является гауссовским белым шумом с корреляционной мат­
рицей o 0(t, u)<r0(s, u )ô ( t - s ) ,  где ô(t)  —  дельта-функция. Из сказан­
ного и уравнений (2.16), (2.17) вытекает, что функция Беллмана 
рассматриваемой задачи имеет вид V— V(t, т, D) и зависит от 
(п + 2) (п + 1)/2 аргументов (скалярного аргумента t, вектора т раз­
мерности п и симметричной матрицы D размера п х  л). Уравнение 
Беллмана записывается в виде

V,(t, т, D) +  inf {A ft, u)m +B'(t, u)Vm(t, m, D) +
ueU

+T i[V 0(t, m, D )(A (t, u)D+DA'(t, u) -  
-D Q '(t, u)a0(t, u)ff'0(t, u ))~ 1Q(t, u)D + a(t, u )o'(t, u) +

+ '-DQ'(t. u)a0(t, u)a'0(t, u ^ Q D V ^ t .  m. D )]} =  0. (2.18)

Граничное условие для уравнения (2.18) выражается соотноше­
нием

V(T, m, D )=[(2n)nût\D]~llz J*F (x )  ехр£—^(х ~ m )'D ~^(x—m )Jd x .

Rn
В уравнении (2.18) через VD обозначена матрица с элементами 
dV/ddij, где dÿ — элементы матрицы D, a —  матрица с элемен­
тами o2Vj(ôm!8mj), i , j=  1.......л.

3. Связь между функцией и уравнением Беллмана. При использова­
нии уравнения Беллмана возникают следующие вопросы:

1 )  всегда ли функция Беллмана удовлетворяет уравнению Бел­
лмана рассматриваемой задачи;



2°) всегда ли решение уравнения Беллмана совпадает с функцией 
Беллмана;

3°) является ли оптимальным управление, найденное с помо­
щью уравнения Беллмана?

В общем случае ответ на все три вопроса отрицателен по следу­
ющим причинам:

1°. Функция Беллмана V(t, х ), вообще говоря, не обладает той 
гладкостью по t и х, которая была использована при выводе 
уравнения Беллмана. Иными словами, функция Беллмана не всегда 
удовлетворяет уравнению Беллмана рассматриваемой задачи.

2°. Решение уравнения Беллмана может быть не единственно. 
В этом случае необходимо дополнительное исследование, позволя­
ющее выяснить, какое из имеющихся решений может претендовать 
на роль функции Беллмана исходной задачи оптимального управле­
ния.

3°. Даже если уравнение Беллмана имеет гладкое решение, упра­
вление, найденное из этого уравнения, вообще говоря, не является 
оптимальным, поскольку это управление может не быть допусти­
мым, например, потому, что при этом управлении не существует 
решение стохастического уравнения движения. Кроме того, в задан­
ном классе допустимых управлений не всегда существует такое, при 
котором достигается точная нижняя грань критерия качества.

Отмеченные обстоятельства необходимо иметь в виду при рас­
смотрении конкретных задач управления. Вместе с чтем в ряде 
ситуаций уравнение Беллмана позволяет получить как оптимальное 
С-управление, так и соответствующее ему минимальное значение 
критерия качества. Рассмотрим, например, на конечном интервале 
времени [0, 7] задачу управления системой (1.1) с критерием качест­
ва (1.6) при наличии ограничений (1.3) на управление. Уравнение 
Беллмана, соответствующее задаче (1.1) — (1.3), (1.6), имеет вид
(2.11). Приведем достаточные условия, при выполнении которых 
краевая задача (2.11) определяет решение исходной задачи опти­
мального управления (1.1) —  (1.3), (1.6).

Т еор ем а 2.1. Пусть краевая задача (2.11) имеет единственное 
решение V(t, х ), непрерывно дифференцируемое один раз по t и два 
раза по х, причем

равномерно по *е[0, 7], хеЯ „, и е1/. Пусть, далее, С-управление и0(1, 
х), минимизирующее выражение (2.11), является допустимым. Тогда 
управление и0( (, х) — оптимальное и минимальное значение крите­
рия качества (1.6) есть 1(и0)  =  У(0, х0).

□  Обозначим через х0(р е ш е н и е  уравнения (1.1) при управле­
нии и0 и детерминированном начальном условии (1.2). Решение



x0(t) существует, поскольку u0(t, х ) — допустимое управление. 
Применив формулу Ито к функции V(t, x0(t)) , получим

dV(t, x0(t) = U ,V (t, x0(t)) x0(t), uQ) dZ(t).
4 *  '  (2.19)

В соответствии с уравнением Беллмана (2.11) из (2.19) вытекает, что

d V(t, x0(t))  =  - F J t ,  x0(t), и0) dt + ( p ± ÿ ^ \ o ( t ,  x0(t) , u0) d^(t).
(2.20)

Проинтегрируем обе части (2.20) no f в пределах от / = 0 до t= T  
и вычислим математическое ожидание. С учетом граничного усло­
вия V(T, х 0(Т )) = F (x 0(T)) получаем

г

M F( х 0(Т )) -  У( 0. х0)  =  - M ^ F J t .  x0(t), и0) d t. (2.21)

о
Тем самым установлено равенство

J(u o) =  V (0 ,x o). (2.22)
Пусть теперь и —  любое допустимое управление, a x(t)  —  соответ­
ствующее ему решение задачи (1.1), (1.2). Тогда аналогично (2.19) 
получаем

dV(t, x (t))= U V (t, x ( t ) ) d t + Ç r(,’d* (0)y ( t ,  x (t) , u)AZ(t).

Отсюда и из уравнения (2.11) следует неравенство

d V(t, x ( t ) ) '& -F i (t, x(t), и) a (  t, x (t) , u) d£(t).

Интегрируя обе части этого неравенства по t от /= 0 до t= T  
и вычисляя математическое ожидание, подобно (2.21) получаем

т

M F (x(T )) -  V(0, x0J ^  - M ^ F ^ t ,  x(t), и) d t.

о
Следовательно, для любого допустимого управления и имеем

J (u )> V (0 . х 0).
Тем самым ввиду (2.22) оптимальность управления и0 установ­
лена.!



Таким образом, метод динамического программирования ино­
гда является не только необходимым, но и достаточным условием 
оптимальности.

§ 3. ЛИНЕЙНО-КВАДРАТИЧНАЯ ЗАДАЧА 
НА КОНЕЧНОМ ИНТЕРВАЛЕ ВРЕМЕНИ

В этом параграфе на основе метода динамического программирова­
ния рассматривается задача оптимального управления линейной 
стохастической системой с квадратичным минимизируемым функ­
ционалом. Эта задача называется стохастической ЛК -задачей.

1. Линейно-квадратичные задачи при точных измерениях фазовых 
координат. Предположим, что управляемая система (1.1), линейная 
по координатам и управлению, имеет вид

д х (1)= [А (1)х (I)  +/(/; + В (1)и]<И+о1(¡)х ( 1 (0  +
+ о2(1)ий£2(1) +  о ( 0  й£(1), х (0 )= х о. (3.1)

Здесь вектор хеЯ „; управление иеЛт, скалярные стандартные вине- 
ровские процессы £2 и стандартный винеровский процесс ^(1) еЛ/ 
взаимно независимы; элементы матриц А, В, а  1, а 2, а  представляют 
собой с-измеримые ограниченные функции; размерности этих мат­
риц равны соответственно и х  л, пхт , их л, п хт , п х 1; функция 
/ ( 1) е К „  с измеримыми ограниченными элементами задана. Пред­
полагается, что фазовые координаты х (1) в каждый момент време­
ни могут быть точно измерены. При этом С-управление системой
(3.1) ищется в классе марковских управлений (т. е. в виде функции 
и( /, х ( I ) )  из условия минимума квадратичного критерия качества

т

7(и)=М^х!(Т)М1х(Т) +2М[х(Т) + ^ (х !№ 20 )х (0 + 1/ ( 0 Ъ ( 0 и(0  +

о

+ 2 *(0 М А(0 и (0 + 2 к 'г (0 х (0  + 2к№ )и(0)  <1 .̂ (3.2)

Здесь N ^ 0 ,  N ,(1)^ 0, N■i ( t ) > 0. Элементы матриц N3, N4 
и векторов А2 е Кп. Л3 е Л„ —  заданные измеримые ограниченные 
функции. Уравнение Беллмана (2.11) с учетом (3.1), (3.2) в рассмат­
риваемом случае принимает вид

шГ[ЬиУ(/, х )+ Л (г, х, и )]= 0, хеЯ „, (3.3)
Ы

ЬиУ = У ,+  Ух(А х + /+  Ви) +^ (х'а[ Ухха 1х+и'а2 Ухха 2и+ Т г оо ’Ухх),



Граничное условие для уравнения (3.3) в силу (3.2) выражается 
соотношением

У(Т, х ) = М 1х + 2 к[х .  (3.4)
В уравнении (3.3) выражение

(3.5)

зависит от выбора параметра иеК„,. Это выражение представляет 
собой квадратичную форму по и. Если матрица 2 ^ 3 +  ОгУххР г> ®> то 
квадратичная форма (3.5) положительно определена и имеет единст­
венный минимум по и, который достигается при управлении

и0(*> Х) =  -(2 Ы ЪО) + 0 ,гО)УххО. х )а 2(0 )~ 1 х
х ( Щ  + Ж А(О х+В'(О У хО, х )) .  (3.6)

Для получения формулы (3.6) необходимо продифференцировать 
выражение (3.5) по и и приравнять производную нулю. При этом 
следует использовать соотношения

— ы'̂ У3ы=2ЛГ3и, — Л3ы=й3, — х?МАи = М4Х.
ди Зи ди

Поясним смысл этих соотношений. В результате дифференцирова­
ния скалярной функции по векторному аргументу получается век­
тор-столбец. Поэтому, например, вектор д ( х ^ Аи)/ди имеет в каче­
стве г-й компоненты выражение

т  I  х№ ь
8и‘ ]. к у

где — элементы матрицы Л̂4. Значит, д(х'МАи)1ди=М'4х.
Решение краевой задачи (3.3), (3.4) ищется в виде

У ( 1 , х ) = х ’Р ( 0 х + 2 О ' ( 1 ) х + 8 (1 ).  (3.7)

Здесь (п х л,)-матрица Р (()^  0, вектор 0(1) и скалярная функция 
я(г) должны быть подобраны так, чтобы удовлетворялось уравне­
ние (3.3) и граничные условия (3.4). Отметим, что если У( /, х) имеет 
вид (3.7), то квадратичная форма (3.5) положительно определена по 
и и поэтому оптимальное управление и0 в силу (3.6) определяется 
выражением

и00 , х) =  К (и  Р ) [ В ' ( 0 Р ( 0 х + ^ ( 0 х + В ,( 0 в ( 0 + к 3(0 ],
- К О , Р) = (N3(1) + а'20 ) р 0 ) а г( 0 ) - 1 > 0. (3.8)

Так как управление и0 минимизирует выражение (3.5), то в силу 
уравнения (3.3) справедливо соотношение

ЬиоУ О ,х )+ Х О ,х ,и 0)  =  0. (3.9)
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Подставим в это соотношение выражения (3.7), (3.8) для V и и0. 
В результате получим тождество, справедливое при всех хеИ„, 
О <  / <  Т; левая часть этого тождества есть квадратичная форма от 
х, а правая часть равна нулю. Поэтому указанное тождество может 
быть выполнено тогда и только тогда, когда все коэффициенты 
квадратичной формы равны нулю. Из условия равенства нулю 
коэффициентов при квадратичных по х  слагаемых этой формы 
вытекают уравнения

Р (0  + А '(О Р (0 + Р (0 А (0  + ( - Р ( 0 В ( 0  + 
+ ̂ 0 ) )К (1 ,  Р) (Р (1 )В (0  + МА(1)У+М2( 0  +  а >1(1)Р(1)о1(0  = 0, 

О^/^Г, Р(Т)=М 1. (3.10)

Аналогично, из условия равенства нулю коэффициентов при линей­
ных по х  слагаемых квадратичной формы следует, что

б ( 0  + А '(0 О (0  + Р ({) /0 )  + Л2(%) + ( - N ¿ ( 0  +
+ P (t )B ( t ) )К (л Р )(к3( 0 + В ( о в ( 0 ) = о ,

о ( з . п )
Наконец, приравнивая нулю свободный член квадратичной формы, 
определяем скалярную функцию g(() из (3.7) в виде квадратуры: 

т

^ )  = ̂ {2С'(з)Г(з) +  (К (1)+ (?(5)В ($))К (5 . Р )(къ(з) +  

' + В (* )в (х ))+ Т х Р (а )а (5 )а , (5)'\д*. (3.12)

Установленные соотношения (3.10) — (3.12) служат для опреде­
ления коэффициентов функции Веллмана (3.7) оптимального управ­
ления (3.8). Рассмотрим нелинейное уравнение (3.10) для матрицы 
Р(1). При сделанных предположениях о параметрах системы (3.1) 
и функционале (3.2) существует, и притом единственная, матрица 
Р(1)^  0, удовлетворяющая соотношениям (3.10). Для ее определе­
ния может быть использован метод последовательных приближе­
ний. Этот метод, по существу, является развитием метода касатель­
ных Ньютона, модифицированным для задач оптимального управ­
ления Беллманом. В рассматриваемом случае он состоит в следу­
ющем. Возьмем произвольное линейное по х  управление и0. Далее 
найдем значение критерия качества (3.2) при этом управлении. Оно 
совпадает с решением У1 линейного уравнения (3.9) с граничным 
условием (3.4). Следующее приближение и1 к оптимальному управ­
лению определим из уравнений

Ь и ^ а ,  х) +  Х(1, х, и0) =  О, 

Ы [ЬиУу(1, х ) +  Х(1, X, и)] =  Ьи1У1(1, х)+Х (1, X, и1) =  0 .
и



Продолжая указанную процедуру, можно построить последователь­
ности функций Vi(t, х) и управлений щ. При этом оказывается, что 
все управления щ ( ^  1) определяются формулой (3.6), в правую 
часть которой вместо V(t, х) входит V{(t, х ) .  Все функции Vrft, х )  

\) определяются формулой (3.7), в которую вместо Р, G, g вхо­
дят соответственно функции Р{, G{, g(. Функции Gi(t) и gt(t) опреде­
ляются соотношениями (3.11), (3.12), в которых всюду P (t) замене­
но на Pt(t). Наконец, матрицы Pi(t), 1 являются решением 
задачи Коши для системы линейных уравнений

Pi(t)+A'Pi+ P iA +  N2 + a'l Pia i - ( N i -¥Pi- lB )K (t, P{_ x) K - l (t, Р,) х
xK(t. Pi-\)(NA + Pi-\B)'+ (PiB+ N JK (t , Pi_ l)(N 4 + Pi-iB )'+

+ (P t^ B + N JK (t. Pi-\)(Na + PiB) ' =  0, />  1,
Pt(T) =N l ,P o(t )= N 1,0 ^ t ^ T .

При сделанных предположениях последовательность (Ри G{, gt)  
равномерно на [0, 7] сходится к решению задачи (3.10) — (3.12), 
причем*

11Р-ЛИ + IIG-G.-II +  Wg-giW =  o Q .

Здесь через \[f(t) || обозначена равномерная норма функции f ( t ) ,  
равная \\f(t)\\= sup \f(t)\, а через 0 (1 /il) обозначены величины

порядка 1// ! Построенное решение Р, G, g  системы уравнений
(3.10) — (3.12) полностью определяет решение исходной задачи оп­
тимального управления (3.1), (3.2). Действительно, управление (3.8), 
будучи линейным по х, является допустимым, так как при этом 
управлении существует единственное решение стохастических урав­
нений (3.1), а решение задачи Коши для уравнения Беллмана (3.3),
(3.4) единственно в классе функций, растущих при |jc|—►оо не быстрее 
степени |дс|. Таким образом, в стохастических JlK -задачах принцип 
динамического программирования позволяет построить оптималь­
ное С-управление и определить соответствующее ему экстремаль­
ное значение критерия качества. Отметим еще, что при <т1= 0 , <т2 =  0 
уравнение (3.10) совпадает с матричным уравнением Риккати (см. 
§ 2 гл. IV), возникающим в теории детерминированных ЛК-задач. 
Поэтому в рассматриваемом случае для решения задачи (3.10) 
могут быть использованы методы теории детерминированных Л К - 
задач, приведенных в § 2 гл. IV.

2. Линейно-квадратичные задачи при неполной информации. Рассмот­
рим ЛК-задачу, в которой в отличие от предшествующего фазовый 
вектор x(t)eR f, недоступен точному измерению, а наблюдаемая

*К олм ан овски й  В . Б . Об аппроксимации линейных управляемых систем 
с последействием // Проблемы управления и теории информации. 1974. Т. 3. № 1.



величина y(t) описывается соотношениями (1.5). Предполагается, 
что уравнения системы имеют вид (3.1) при a t =  0, <х2 =  0, т. е.

d x (t)= [A (t)x (t)  + B (t)u+ f(t)]dt+ <r(t) di( t ) ,
о < / < г ,л г о ;= х 0. (3.13)

Для наблюдаемой величины у ( t) eR i с учетом (1.5) имеем

dy(t) = Q (t)x (t)d t+ o0(t)dU t)>  О у (0 ;  =  0 . (3.14)

Вектор начальных условий х0 имеет невырожденное гауссовское 
распределение вероятностей с заданным математическим ожидани­
ем т0 и матрицей ковариации D0. Матрицы состава измерений Q(t) 
и точности измерений a0(t) заданы. Они имеют измеримые ограни­
ченные элементы, причем матрица a 0(t)a'0(t) невырождена при всех 
/е [0, 7]. Наконец, Ç(t) и Ç0(t) — стандартные взаимно независимые 
винеровские процессы произвольных размерностей. При этом С- 
управление выбирается в виде функционала u(t, у,) (где yt—y(s), 
О представляет собой все результаты предшествующих изме­
рений) с целью минимизации квадратичного функционала (3.2).

Обозначим через т (t) и D(t) математическое ожидание и матри­
цу ковариации условного распределения x(t)  при условии у,. Функ­
ции m(t) и D(t) описываются уравнениями (2.16), (2.17). Преобразу­
ем функционал J (u ) ,  выражая в (3.2) момент координаты х  через 
т и D. Для этого используем равенства

Му! (  t)N2x ( t) —М [х ( t) —m(t) + т ( t)]'N2 [х( t) —m(t) +m(t)\ = 
= M [x( t) —m(t)]'N2[x (t)—m(t)]+M m'(t)N2m(t) +

+  2M [x(t)-m (t)]'N 2m (t),
M x(t) =M [M x(t)/y,] = Mm(t), Mu(t, y,)lyt=u(t, y,). (3.15) 

Заметим далее, что

M [x (t)-m (t)]'N 2m (t)= M [M x (t)-m (t)) ’N2m(t)lyù =
= M [M (x(t) - m (  1))'1уЦЫ2т (t) =M [m (t) -m (t)]N 2m(t) =0.

Отсюда и из выражения (3.15) следует соотношение

Мх' (t)N 2x (  t) = M T r[(x (t) —m (t)(x(t) —m(t))'N2]+
+M m '(t)N 2x (t )= M JiD (t )N 2 + Mm'(t)N2m (t), (3.16)

где Tr —  след матрицы (равный сумме ее диагональных элементов). 
Аналогично имеем

M x'(t)N1x (T )= T rD (T )N l +Mm,(T)N im(T). 
M x!(t)N Jt)u (t, y,)=M [M x'(t)N4(t)u(t, yt)/yt]=  
=M[Mx'(t)/yi\NA(t)u(t, y,) =Mm’(t)N Jt)u (t , y,),

Mh'2(t)x(t)=M h'2(t)m (t). (3.17)



Из (3.15) —  (3.17) вытекает, что критерий качества (3.2) можно 
представить в виде / = / 1+У2» гДе

г

J 1= ^ rD (T )N i + \ т гП (0 ^ (0 й ( ,

1г = М[т'(Т)М1т (Т) + Щ т (Т )  ^  (т'(1)Ы2(1)т(1) +

о
+2т'(1)МА(0 и  + и'^(1)и + 2к'2(1)т (0  +  2Л’3(1)и) ¿1]. (3.18)

Однако в рассматриваемой задаче (3.13), (3.14), (3.2) С-управле- 
ние выбирается в виде функционала у ,) . Поэтому в силу уравне­
ния (2.17) для матрицы ковариации функционал J l не зависит 
от управления и((, у г) ,  поскольку от этого управления не зависят 
коэффициенты А, О., а  и а0. Значит, задача (3.13), (3.14), (3.2) сведена 
к ЛК-задаче оптимального управления вектором т ((), удовлет­
воряющим линейному уравнению вида (2.16), с квадратичным ми­
нимизируемым функционалом (3.18). Напомним (см. § 2), что в ура­
внении (2.16) для т(1) разность y(t) — Q (t)m (t)  является гауссовс­
ким белым шумом с корреляционной функцией а 0(1)а'0(5)В(1—5). 
Таким образом, уравнение (2.16) для т ( /) допускает представление

йт(1) = [А({)т (0+/(0+В(0и]<11+<т 3(()
т(0) —т0. (3.19)

Здесь ¿¡3(^ еЛ / —  стандартный винеровский процесс, а матрица 
аъ(1) удовлетворяет равенству

о3( 0 о ъ ( 0 = п ( 0 д ' ( 1 ) ( о 0( 0 а Ь ( 0 ) - 1< 2(0В (0 . (3.20)

С точностью до обозначений ЛК-задачи (3.18), (3.19) и (3.1), (3.2) 
при а 1 =  0, а 2 =  0 эквивалентны. Поэтому решение задачи (3.18), 
(3.19) получается из решения (3.7) — (3.12) задачи (3.1), (3.2) при 
<т1 = 0, <т2 =  0. Приведем соответствующие формулы, дающие реше­
ние ЛК-задачи (3.18), (3.19). Функция Беллмана У(1, т) задачи 
(3.18), (3.19) в соответствии с (3.7) имеет вид

У(1, m )=m 'P(t)m  + 2G '(t)m + g(t). (3.21)

Оптимальное управление и0(1,т ) системой (3.19) выражается фор­
мулой

и0(1, т) = [В (О Р (0  + К (1 ))т  +  В '(1)С (0  +А3(%>]. (3.22)

В соотношениях (3.21), (3.22) функции Р, (7, g  определяются уравне­
ниями (3.10) —  (312), в которых всюду следует положить а 1 = 0, 
а 2 =  0, аа' = а га'ъ, где а ъа '3 выражается формулой (3.20). Вернемся



теперь к исходной задаче управления (3.13), (3.14), (3.2). Оптималь­
ное управление u (t,m (t))  системой (3.13) определяется выражением
(3.22), в котором т (t) на основании (2.16) описывается уравнением

dт (t) =  [A(t)m(t) + f(t)  + B (t)u (t, m (t))]d t+
+ D (t)Q '(t)(a0(t)a '0( t ) ) - 1[d y (t)-Q (t)m (t)d t], m (0)= m o. (3.23)

Матрица'-ковариации D(t) в силу (2.17) удовлетворяет ура­
внению

D =  AD +  D A'-D Q '(a0aQ)~lQD+ aa', D (0)= D o. (3.24)

Отсюда видно, что в рассматриваемом случае матрица D(t) не 
зависит от результатов наблюдений у,. Следовательно, D(t) вместе 
с функциями Р, G, g  может быть вычислена до начала процесса 
управления. Оценка m(t) удовлетворяет линейному по т уравнению
(2.23), в которое подставлено управление u0(t, т), выраженное 
формулой (3.22). Решение т (t) уравнения (3.23) представляет собой 
линейный функционал от результатов наблюдений у,. Наконец, 
минимальное значение критерия качества (3.2), полученное при 
управлении системой (3.13) с помощью управления u0(t, m (t)), 
определяется выражением

г

m in/=  V(0, т0) + T r (D (T)N y) +  ̂ It(D (t)N 2(t)) dt. (3.25)

о

Отметим, что минимальное значение критерия качества (3.2), как 
и в случае точных измерений координат x(t), может быть вычис­
лено заранее в соответствии с формулой (3.25).

3. Оптимальное программное управление в линейно-квадратичных 
задачах. Рассмотрим JIK-задачу в предположении, что координаты 
системы недоступны измерению. В этом случае оптимальное упра­
вление ищется в классе П-управлений u(t), зависящих только от 
времени. Предположим, что уравнения системы имеют вид (3.13), 
а критерий качества —  вид (3.2). Тогда решение JIK-задачи (3.13),
(3.2) об оптимальном П-управлении может быть получено из ре­
зультатов п. 2. Действительно, как было отмечено в § 1, пред­
положение о невозможности измерять координаты x(t) эквивалент­
но либо условию Q =  0, либо условию а 0а'-*со. При выполнении 
любого из этих условий формулы (3.21) —  (3.25) приводят к следу­
ющему выражению для оптимального П-управления u(t) системой
(3.13) с критерием качества (3.2):

u ( t )= -N i1(t)[(B'(t)P(t)+Ni(t))m(t)+B'(t)G(t)+h3(t)]. (3.26)



Опишем входящие в (3.26) функции. Вектор m (t)= M x (t)  удовлет­
воряет обыкновенному дифференциальному уравнению (3.23) при 
0 = 0:

m(t) = А (t)m(t) + f( t)  + B (t)u (t), т (0) =М х0. (3.27)

Матрица P(t) и вектор-функция G(t) определяются соотношениями
(3.10), (3.11) при <ri =  0, а2 =  0:

Р+А'Р+РА- (P B + N JN î 1(P B + N J'+ N 2 =0, P (T )= N V (3.28)

ô+ A 'G + P f+  h2 -  (Na+ P B )N ï1 ( A3 +  B'G) = 0, G(T) = h v (3.29)

Тем самым соотношения (3.26) —  (3.29), определяющие опти­
мальное П-управление u(t) системой (3.13), установлены. В соответ­
ствии с этими соотношениями алгоритм построения оптимального 
П-управления u(t) состоит из следующих шагов:

1 . Находят решение задачи (3.28).
2°. Находят решение задачи (3.29).
3°. Подставляют в (3.27) вместо управления u(t) правую часть 

соотношения (3.26) и находят решение m (t) задачи (3.27).
4°. Подставляя найденные функции P (t) , G (t), m(t) в правую 

часть формулы (3.26), определяют оптимальное П-управление u(t) 
системой (3.13).

Приведем теперь выражение для минимального значения крите­
рия качества (3.2) при управлении (3.26). Это выражение определяет­
ся формулой (3.25) при ß  =  0:

m \nJ=m '(0)P(0)m (0) +2G '(0)m (0) + g (  0) +
u(t) T

+ T t(D (T )N 1) +  ̂ ït (D (t)N 2(t))  dt. (3.30)

О

Здесь матрица ковариации D (t)= M (x (t)—m (t ) ) (x ( t )—m (t)) ’ удо­
влетворяет уравнению

D=AD+DA' + aa', D (0) =  Do. (3.31)

Решение этого уравнения выражается формулой
t

D (t)= Z (t, 0)DoZ'(t, 0) + Jz(t, s)o (s)a '(s)Z '(t,

о
где Z(t, s) — матрица Коши решений обыкновенного уравнения
x(t) = A (t)x(t).

Итак, для системы (3.13) с критерием качества (3.2) построены 
два оптимальных управления в зависимости от имеющейся инфор-
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мации. Первое —  для случая, когда осуществляются наблюдения
(3.14). В этом случае оптимальное управление определяется форму­
лой (3.22), а значение критерия качества —  выражением (3.25). Во 
втором случае, когда наблюдения не проводятся, оптимальное про­
граммное управление и значение критерия определяются соответст­
венно выражениями (3.26) и (3.30). Интуитивно ясно, что значение 
критерия (3.25) должно быть не больше его значения (3.30).

Этот вывод подтверждается и непосредственным сравнением 
выражений (3.25) и (3.30). Действительно, обозначим через Я(1) 
матрицу, представляющую собой разность решений задачи (3.31) 
и (3.24). Тогда разность правых частей выражений (3.30) и (3.25) 
имеет вид

В последней сумме достаточно установить неотрицательность ее 
слагаемых. Поскольку матрица N. неотрицательно определена, ее 
можно представить в виде = ММ',

Кроме того, из (3.31) и (3.34) следует, что К(1) неотрицательно 
определена. Поэтому

Аналогично устанавливается и неотрицательность второго слага­
емого. Таким образом, установлено, что наличие дополнительной 
информации приводит к более эффективному оптимальному управ­
лению.

Установленные выражения (3.26) — (3.31) для оптимального П- 
управления могут быть получены и непосредственно следующим 
образом. Уравнения (3.27) для m (t) и (3.31) для D(t) являются 
следствием формулы Ито. Проведем далее преобразование (3.15) —
(3.17) (в которых и (t, у,) заменено на и(t), а условное математичес­

кое ожидание —  на безусловное) и представим критерий качества
(3.2) в виде (3.18). В результате получаем задачу минимизации 
функционала /2 из (3.18) на траекториях детерминированной систе­
мы (3.27). Используя решение этой задачи (получающееся, напри­
мер, из решения задачи (3.1), (3.2) при а. = 0 , ег2 =  0, сг =  0), убежда­
емся в справедливости соотношений (3.26) —  (3.31), определяющих 
оптимальное П-управление системой (3.13) с критерием качества

Зам ечание. Аналогично можно рассматривать и JIK-задачу 
об оптимальном П-управлении линейной системой (3.1) при 
а 2 =  0 (с помехой, зависящей от координат), имеющей вид

г

о

dx (t)  =[A (t)x(t) + f(t)  + B (t)u (t)]ât+
+ a l ( t ) x ( t ) U i (t) + a ( t ) ^ ( t ) ,  0 ^ t^ T ,x (0 )= x o. (3.32)



Оптимальное П-управление в задаче (3.32), (3.2) также опреде­
ляется соотношениями (3.26) —  (3.30), в которых (и в этом 
единственное отличие от изученного выше случая а 1 =  0) мат­
рица ковариации D(t) описывается уравнением

D = AD+DA' +  a<T’ + <7'iD al = 0, D (0) =  Do.
4. Линейно-квадратичная задача при гауссовских н пуассоновскнх 
возмущениях. Рассмотренную выше ЛК-задачу можно обобщить 
в разных направлениях с помощью усложнения вида изучаемых 
уравнений движения, исследования более широких классов случай­
ных возмущений, действующих на систему, различных модифика­
ций критерия качества и т. д. При этом построение оптимального 
управления во многих случаях сводится к интегрированию детер­
минированных уравнений (например, обыкновенных дифференци­
альных уравнений, как это имело место для задачи (3.1), (3.2)). 
Проиллюстрируем сказанное более подробно, предполагая, что на 
систему наряду с гауссовскими возмущениями типа белого шума 
действуют еще и импульсные (ударные) возмущения, моделируемые 
пуассоновским процессом. Уравнения (2.12) такой системы в линей­
ном случае могут быть представлены в виде

dx(t) =  [A(t)x(t) + B (t)u + f(t)] dt + o j t ) x ( t )  d<j;x (t) + a z(t)ud£2(t) +  
+ <r(t)d£(t) + o 3(t)dri(t), x (0 )= x o, 0 < f < r .  (3.33)

Это уравнение отличается от уравнения (3.1) только последним 
слагаемым a3(t)dij(t), где a 3(t)  —  заданная матрица с измеримы­
ми ограниченными элементами, ri(t) — пуассоновский процесс 
(описанный в § 2). Остальные величины в (3.33) имеют тот же 
смысл, что и идентичные по обозначению величины в уравнении
(3.1). При этом С-управление системой (3.33) выбирается в виде 
марковского управления u(t, х ( t)) с целью минимизации квад­
ратичного функционала (3.2). Предполагается, что координаты х (t) 
системы доступны точному измерению. Уравнение Беллмана для 
задачи (3.33), (3.2) имеет вид (3.3), где оператор L u должен быть 
модифицирован в соответствии с общей формулой (2.13) для произ­
водящего оператора системы (2.12). Таким образом, получаем

inf[LUV(t, х ) + Ц t, х, и) +
U

+  Е  b(t)(V (t, x + a 1(t, х, u)et) - V ( t ,  x ))] =  Q,
/=1

7> / > 0, xeR „, V(T, x )= x ,N1x + 2h[x. (3.34)

Здесь k((t) — параметр i-й компоненты пуассоновского процесса; 
вектор имеет f-ю компоненту, равную единице, а все оста­
льные — равные нулю; оператор I^ и функция Х(t, х, и) определены 
формулой (3.3). Решение V(t, х)  задачи (3.34) ищется в виде



Аналогично выводу соотношений (3.10) —  (3.12) заключаем, что 
матрица P (t)  удовлетворяет уравнению (3.10), а для вектор-функ- 
ции Gi ( t ) e R „  справедливы соотношения

6 l +  A'Gl + P f+ h 1+ (N A+ P B )K (h 3+V G l ) + £  Х{(1)Ра3е(= 0,
/=1

Gi (T )= h 1, K = - ( N 3 + a'1Pa1) - i .

Скалярная функция g1(t) определяется квадратурой: 
г

g l (t) =  ̂ [2G'i (s)f(s) + (h3(s) +  G i(s)B (s))K (s)(h0(s) +

/

+  B ’(s )G 1( s ) ) + 4 t ( P ( s ) o ( s ) o ' ( s ) ) +  £  Xi(s)(2G [(s)o3(s)ei+
/=1

+ e[o'z (s )P (s )a 3(s) e j ]  ds.

Из (3.34), (3.35) вытекает, что оптимальное управление u0(t, х) 
системой (3.33) выражается формулой (3.8), в которой G заменено 
на Git dig —  на gu  т. е.

u0(t. х) = K (t) [B (t)P (t) +  N'A(t)x) + h3(t) + F ( t )G 1(t)].

5. Управление намоткой провода с учетом случайных возмущений.
Эта задача в детерминированной постановке изложена в п. 5 § 2 гл. 
IV. Вместе с тем в реальных ситуациях ряд величин, входящих 
в постановку задачи, изменяются случайным образом. Рассмотрим 
подробнее ситуацию, когда случайным флуктуациям подвержены 
входное напряжение U(t) и коэффициент трения вращения ф. При 
этом предполагается, что отклонение напряжения от его номиналь­
ного значения можно представить в форме u(t) + o 2£,2(t), а коэф­
фициент трения имеет вид \J/ — a l l̂ (t). Здесь а 1 и а г —  заданные 
постоянные, а ^  и t) —  взаимно независимые стандартные ви- 
неровские процессы. Тогда вместо задачи (2.29), (2.30) гл. IV получа­
ем следующую стохастическую ЛК-задачу управления:

dx(t) = ( - ^ g ~ l (t)x(t) +  s u )d t + a lg~l (t)x(t) d£1(t) +
+ x o 2d£2(t), />0. (3.36)

Минимизируемый критерий качества имеет вид
г



В соответствии с (3.8) оптимальное управление в задаче (3.36), 
(3.37) выражается формулой

и0(1) = - К ,  ( 0 х ( 0 , К 1 ( 0  =  авр_1Р  1 ( 0 .
Здесь Рх(1) удовлетворяет соотношениям

Р х -  2 ^ ~  1(0 Р 1(1)~  ¡в2р~ 1Р\ (1) +  гг( t)g~г (t) =
=  ( 0 .  Р х (Т )= 0. (3.38)

Сравнивая уравнения (2.31) гл. IV и (3.38), заключаем, что учет 
случайных возмущений приводит к появлению в уравнении Риккати 
нового слагаемого о ^ ~ гРу, обусловленного флуктуацией коэф­
фициента трения. Учет же случайных колебаний входного напряже­
ния не влияет на величину оптимального С-управления, а  сказыва­
ется лишь на величине J (u 0) минимального значения критерия 
качества. Если, например, =  0, то 3(и0)  превосходит минимальное 
значение критерия (2.30) гл. IV соответствующей детерминирован­
ной задачи (т. е. задачи (3.36), (3.37) при <т1 =  <т2 =  0) на величину

х 2а2 Здесь Р(() —  решение задачи (3.38) при <г1= 0 , со­

впадающей в этом случае с задачей (2.31) гл. IV.

§ 4. УПРАВЛЕНИЕ НА НЕОГРАНИЧЕННОМ ИНТЕРВАЛЕ ВРЕМЕНИ. 
СТАБИЛИЗАЦИЯ УПРАВЛЯЕМЫХ СТОХАСТИЧЕСКИХ СИСТЕМ

1. Постановка задачи. Постановки задач стабилизации стохастичес­
ких систем отличаются от постановок детерминированных задач 
стабилизации, описанных в гл. V II, прежде всего тем, что уравнения 
движения (1.1) содержат случайные слагаемые. Это, в свою очередь, 
приводит к соответствующей модификации критерия качества 
и большему разнообразию постановок задач, что обусловлено 
большим количеством возможных определений устойчивости (см. 
гл. II). Остановимся на сказанном подробнее. Отметим, что даль­
нейшее изложение в значительной мере следует [10]. Уравнения 
движения имеют вид (1.1), т. е.

дх(1) = а(1, х(1), и)й1+а(1, х (г), и)й£(1), /3*0, х ( 0 ) = х о. (4.1)

Здесь хеЛ „; управление и еК т, стандартный винеровский процесс 
^(1)еК/с; непрерывная вектор-функция аеЯ„; матрица а  размера 
п х к  я детерминированный вектор х 0е Я п заданы. При этом С- 
управление системой (4.1) ищется в классе марковских управлений, 
т. е. в классе функций вида х(1) е  и , где II —  заданное множест­
во из Кт.

Подобно детерминированному случаю, возможны следующие 
постановки задач стабилизации:



I o. Найти управление u(t, х ), при котором система (4.1) стано­
вится устойчивой в том или ином смысле.

2°. Найти управление u(t, х ), минимизирующее критерий каче­
ства 00

J(u ) = М  í F(t, x (t), u(t, x (t)))  d f -  inf, (4.2)
J  ueU
0

где M  —  математическое ожидание; F(t, x, u), F : [0, oo]x 
x R nx — заданная непрерывная функция.

3°. Найти управление u(t, х ), которое минимизирует функци­
онал (4.2) и делает систему (4.1) устойчивой. По аналогии с гл. VII 
задача стабилизации в этой постановке называется задачей стоха­
стической оптимальной стабилизации.

2. Применение второго метода Ляпунова к задачам оптимальной 
стабилизации. Назовем С-управление u(t, х) допустимым, если u(t,
0) — 0, функции а ( t, х, u(t, х ) ) ,  o(t, х, u(t, х ) ) непрерывны, а их 
первые производные по х  существуют и равномерно ограничены по 
t. Предполагается также, что a(t, 0, 0^=0, a(t, 0, 0J =  0. Ниже через 
С{, Р, q обозначены некоторые положительные постоянные. Произ­
водящий оператор Lu задается выражением

y г?/* , avo .x )  av(t.x)L uV(t, х) = ----------- h a f t ,  х, и ) ----------- h
di дх

, 1 т  /, I V .  i dly(t‘ x)+ -  Тгсг ( t, x, и) a  ( t, x, u) — — — .

Т еорем а 4.1. Пусть существуют допустимое С-управление u0(t, 
х) и скалярная функция V0(t, х ), дважды непрерывно дифференциру­
емая по х и один раз по t всюду, кроме, быть может, множества 
х = 0 , удовлетворяющая при всех />0, xeR „ условиям

-C ^ x f^ V o it ,  х )^ С 2\хГ.

д- Щ ^ 1 ^ С 2(1 + \х\ч),р>0,Ч>0, (4.3)
дх

inf [LuV0(t, х) +F(t, X, и)] =
ие U

= L UoV0(t, х ) + F (t, х, u0(t, х ))  = 0 , (4.4)

F (t, x, и) $s C3\xf. (4.5)
Тогда тривиальное решение системы (4.1) при управлении u0(t, х) 
экспоненциально p-устойчиво, причем

СО

J (u Q) = V0(ü, x0) =  'va£^MF(t, x(t, и), u(t, x(t, u )))dt, (4.6)



где через x(t, и) обозначено решение задачи (4.1) и инфимум вычисля­
ется по множеству всех допустимых управлений и.

□  Из формулы Ито вытекает, что при любом допустимом 
управлении u(t, х )  справедливо соотношение

dV0(t, x(t, u ) )= L uV0(t, x(t, и)) d t+

+ x(t, u), u(t, x(t, u )))d £ (t).

Проинтегрируем это соотношение по / в пределах от t—О до t=  Т > 0  
и затем вычислим математическое ожидание. Получим

г

MV0(T, х(Т , u ) ) - V 0(0, x0) = M ^ L uV0(t, x(t, u ))d t+

о

дх U))) a ( t ‘ X(U U)' U(t' X(t' U))) d i ( U  (4Л)

i

+ M

Из определения допустимого управления u (t,x )  следует, что при 
этом управлении существует решение задачи (4.1), имеющее ограни­
ченные моменты на любом конечном отрезке времени [0, 7]. Значит, 
с учетом ограничения (4.3) на производную dV Jdx  математическое 
ожидание стохастического интеграла в (4.7) равно нулю. Таким 
образом, при любом допустимом управлении u(t, х) имеем

г

MV0(T, х(Т , u ) ) - V o(0, х0) = М ^ Ц ,У 0(и x(t, и)) dt. (4.8)

о

Из равенства (4.8) при и=и0 в силу условия (4.4) следует, что

-M V 0(T, х(Т, и0) )  +  Vo(0, х0) =  
т

= М j f f t ,  x(t, и0), u0(t, x(t, u0) ) )d t .  (4.9)

о

Однако функция V0(t, х) ограничена снизу. Поэтому с  учетом 
последнего равенству.при Г-ю о получаем, что J (u 0) <  со. Отсюда 
и из условия (4.5) вытекает оценка



Проверим теперь, что функция М\х(1, и0)^  удовлетворяет усло­
вию Липшица по /. Применяя формулу Ито к функции \х(1, и0)^, 
находим I

\х(*. и0) р-\ х 0^ =  ̂ ь иа\х(5,«о I
о

+ р |x(s, u0) f ' 2x'(s, u0)a (s , x(s, u0), u0(s, x(s, u0) ) J  d((s).

0
Вычисляя математическое ожидание от обеих частей последнего 
равенства, заключаем, что

M\x(t, u0) f - \ x 0f= M LUo\x(s,u0) fd s .  (4.11)

Кроме того, из определения допустимого управления вытекает, что 
при некоторой постоянной С > 0  выполняются неравенства

|a(t, х, м0;|^С|х|, |a(t, x, i/0/)|<C|x|.

Отсюда и из вида оператора L„o следует неравенство

^ x f t . u ^ n ^ C ^ t . u ^ .  (4.12)

Соотношения (4.10) —  (4.12) означают, что

supM\x(t, u0) f< c o .  (4.13)
f>0

Далее, из (4.11) следует, что для любых двух моментов времени 
*2 ̂  h  ^  0 справедливо равенство

ti

М\х(12, и0))[, -М \х(11, м0;P’= M J L Иo|x^) и0)\рдз.

»1
Отсюда и из (4.12), (4.13) вытекает, что 

\M\xft2, и0)\р — М\х(11,

Таким образом,
1ш1 А/|х(Л и0)У = Ъ. (4.14)
г-юо

Перейдем теперь к пределу в выражении (4.9) при Г-ю о. Учитывая
(4.14), заключаем, что



Покажем теперь, что 1(и) ^  Уо(0, х~) при любом допустимом 
С-управлении и(1, х ), для которого У(и) < оо. Прежде всего анало­
гично (4.14) устанавливается, что для указанных допустимых упра­
влений 1ип М\х(I, « ^ = 0 .  Поэтому в силу оценки (4.3) Для У0 

<-»00 
получим

1цп М У0(% х(г, и)) =  0. (4.16)
/-*00

Заметим, что на основании (4.8), (4.4) справедливо неравенство 

МУо( Т ,х ( Т ,и ) ) - У о(0, х 0) >

-Л/|*.ру7, х(1, и), х(1, и )))й1.

о
Переходя в нем к пределу при Г-»оо, в силу (4.16) заключаем, что 
3(и) ^ Уо(0, х0). Сравнивая это соотношение и (4.15), убеждаемся 
в справедливости формул (4.6).

В силу результатов гл. II для доказательства экспоненциальной 
/»-устойчивости тривиального решения системы (4.1) при управле­
нии ы0(7, х) достаточно убедиться, что У0((, х ) ^ С 6\х\р. Обозначим 
через у(я) решение уравнения (4.1) при * > / с  начальным условием 
у (¡ )= х  при управлении и0. Аналогично (4.14), (4.15) устанавливает­
ся, что

'■хЧ
Уо(I. х) =  | МР(я, у(я), Ы0(Ч у (я )) )  ¿У,

Мт М\у($)У=0. (4.17)
3 - *  СО

Отсюда следует существование такого момента времени Т, что

М\у(Т)Г<-2 М*. (4.18)

Далее, подобно выводу соотношения (4.12), нетрудно убедиться, что

К 0\ у (5 )^ С 1\ у (^ . (4.19)

Из формул (4.17) —  (4.19) с учетом (4.5) вытекает, что
00

у 0(1. х ) > с ъ ^М\у(5)У<1*>

* т
т г

■ С ^ м \ у(5) ^ ^ >  — С3С^1 I МЬи \у($)У(1^= 

= с 3 С,- Ч кР -м \ у (Т )П > с ъс ^  д а .



Итак, функция V0 удовлетворяет всем условиям теоремы об экс­
поненциальной /»-устойчивости. Значит, тривиальное решение систе­
мы (4.1) экспоненциально /»-устойчиво при управлении u0(t, х )ш

3. Стабилизация линейных стохастических систем. Остановимся кра­
тко на задачах оптимальной стабилизации линейных стохастичес­
ких систем

d x (t)  = [A (t)x(t) + B(t)u(t)] d t+ a (t)x (t)d £ (t) ,
0, x(0) = x 0eR„, u eR m. (4.20)

Здесь подлежит минимизации квадратичный критерий качества:
00

J fu J^ ^ M lx 'ftJN JO x fO + i/N o ftM d t^ tn S .  (4.21) 

о

В уравнении (4.20) через £(t) обозначен скалярный стандартный 
винеровский процесс. Матрицы А, В, a, Np>0, N, > 0  заданы и име­
ют непрерывные элементы. В задаче (4.20), (4.21) С-управление 
ищ ется в виде u =  u(t, x (t)). Для решения указанной задачи исполь­
зуем теорему 4.1. В соответствии с этой теоремой необходимо 
построить скалярную функцию V0(t, х) и управление и0( t, х), 
удовлетворяющее условиям (4.3) —  (4.5). Будем искать V0 в виде 
VQ(t, x )= x 'P (t)x , где симметричная матрица P (t)^ 0  подлежит 
определению. Подставим V0 в уравнение (4.4) и приравняем нулю 
коэффициенты при одинаковых степенях х. Аналогично выводу 
соотношений (3.8), (3.10) получим

u0(t, х) =  - N ö l (t) ff(t)P (t)x , (4.22)

P (t)+ A ’(t)P (t) + P (t )A (t ) -P ( t )B ( t )N ïl (t)B (t)P (t)  +
+ N l (t) + a'(t)P (t)a(t) = 0, t > 0. (4.23)

На основании теоремы 4.1 если существует ограниченное положите­
льно определенное решение P(t) уравнения (4.23), то при С-управле- 
нии (4.22) система является экспоненциально устойчивой в средне­
квадратическом и минимизирует функционал (4.21), равный
J (ио) = х о )•

В ряде случаев при построении единственного положительно­
определенного ограниченного при 0 решения уравнения (4.23) 
может быть использована следующая теорема.

Теорема 4.2. [10]. Пусть существует линейное допустимое 
управление u = R (t)x , при котором система (4.20) экспоненциально 
устойчива в среднеквадратическом и существует предел
P i(t)=  lim P i(t, Т). Здесь функция P J t ,  Т) определяется при каж-

Т->со
дом фиксированном Т соотношениями



8Л (b J2  + (A(t) + B (t)R (t))'P 1(t. Т) + P i (t, Т )(А (t )+ B (t )R (t ) )  +

Ôt + Nl (t)+ R '(t)N 0(t)R(t)+<T'(t)Pi (t, T )a(t) =  0, O ^t^T,
P i(T , T )= 0 .

Пусть, далее, определена последовательность P{(t) ( i ^ l )  положите­
льно определенных матриц таким образом:

P i(t)=  lim Pi(t, Т), i > 2, O ^ t^T,
Т-*со

где матрица P((t, Т) есть решение линейного уравнения 

+ (A '( t ) -P i- i( t )B N ö lB')Pi(t, T) +
8t

+ Pi(t, T )(A - B N ôl B P i- i( t ) )  + N ,(t) +

+ Pi_ 1 (t)BNö W i - , (t) =  0, /> 2, 0 <  /<  T,
Pi(T, T) = 0.

Тогда последовательность Prft) сходится к единственному положи­
тельно определенному решению уравнения (4.23), причем 
x'Pi+iX^x'PiX для любого xeR „.

Замечание. Аналогичные результаты справедливы и для ли­
нейных систем вида

J
dx(t)= [A (t)x (t) +  B(t)u]dt +  £  O i(t)x(t)d^ (t)

i=i
с критерием качества (4.21). Здесь ^¡(1) —  скалярные взаимно 
независимые стандартные винеровские процессы. Оптималь­
ное управление и0 выражается формулой (4.22), причем матри­
ца P(t) удовлетворяет уравнению

J
P + A 'P + P A -P B N ö1B'P+N 1+  2>/Т<т, =  0.

i=i

§ 5. ПРИБЛИЖЕННЫЕ МЕТОДЫ ПОСТРОЕНИЯ 
ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ

Одним из действенных методов синтеза оптимального управления 
в стохастических системах является метод возмущений, основанный 
на наличии в уравнениях движения малых параметров. Малый 
параметр е может быть обусловлен малостью нелинейных сла­
гаемых, малостью случайных возмущений, действующих на систе­
му, малостью запаздывания, малостью помехи исполнения про­
граммы управления и т. д. При этом, как правило, при е =  0 задача



упрощается, а соответствующее оптимальное управление может 
быть использовано в качестве нулевого приближения к оптималь­
ному управлению исходной задачи.

В настоящем параграфе описана схема применения метода воз­
мущении и установлены оценки погрешности для квазилинейных 
систем и квадратичного критерия качества. При е = 0  эта задача 
переходит в линейно-квадратичную, аналитическое решение кото­
рой изложено в § 3.

1. Описание алгоритма последовательных приближений. Рассмотрим 
стохастическую управляемую систему

х )+ В (0 и ]й 1 + а (1 )й ((0 . х (0 )= х о, (5.1)

Здесь вектор фазовых координат х е Я п; управление иеИ т; матрицы 
в , а  заданы и имеют измеримые ограниченные элементы; вектор//'/, 
х) измерим по /, х  и удовлетворяет условиям

У(1,х)\<; С(\ + \х\). (5.2)
Здесь и далее через С обозначены различные положительные посто­
янные. В соотношениях (5.1) число Т, вектор начального состояния 
системы х (0 )  и параметр е^О заданы; £ — стандартный винеровс- 
кии процесс.

Требуется определить С-управление и в виде функции времени 
/ и фазового вектора х (1) ,  минимизирующей квадратичный функци­
онал /(му при произвольном

т

1 (и) (Т)М2х(Т ) +  ̂ (х '(1)Н 1(1)х (1) + и ^ 0({)и) (5.3)

о
Здесь х(г) означает решение системы (5.1) на отрезке [0 71 при 
управлении и; матрицы 7/, заданы: N ^ 0 ,  N ^ 0 ,  ^ ( 0 > 0 ,  О 
элементы матриц N0, измеримы и ограничены. Отметим что* 
задача управления системой

У (0 * *А (0 у + г Я п у )+ В и + о (0 1
с функционалом (5.3) сводится к задаче (5.1), (5.3) с помощью 
замены переменных у (1) = г ( 1} к ( 1) ,  где г определяется условиями 
г —Аг, Ниже считается, что оптимальное управление и(ъ х)
в задаче (5 .1 ), (5 .3) существует. Обозначим через У(1, х) функцию 
Веллмана задачи (5.1), (5.3).

Запишем формально управление для К. С учетом (2.11) имеем

Ь У + е /У х-~  У& 1Ух+ х ’̂ х = 0 ,  х еЛ п,



где LV = Vt+lTr<Tff'Vxx, Bt =  BN0 XB>. Здесь V, —  частная производ­

ная по t; Vx —  вектор первых частных производных; Vxx —  матрица 
вторых частных производных по компонентам вектора х ; Тг —  след 
матрицы.

Если решение V задачи Коши (5.4) найдено, то оптимальное 
управление и задается формулой

v(t, x) =  v=  - - i NZiB,Vx(t, х ). (5.5)

Представим V(t, х) в виде ряда по степеням е:
V =V ° +  eVl + ... . (5.6)

Уравнения для определения V1 в разложении (5.6) получим, подстав­
ляя (5.6) в (5.4) и приравнивая нулю коэффициенты при одинаковых 
степенях е.

Уравнение для У° задается соотношением (5.4) при б=0. Уравне­
ния для V1 при 1 имеют вид

L y i + f V ‘- i - l  £  (У 1) ’В , ( У 1Х~])  =  0. (5.7)
«J-0

Приближение и,- к оптимальному управлению зададим формулой

Щ(1, х ) = - ^ Щ 1В(У% + ... +  г1У1х) ,
J > 1 ,  x e R n. (5.8)

Ниже считается, что V существует, единственно и
|Щ <С(1 +  МЛ (5.9)

Используемый далее способ обоснования оценок погрешности со­
стоит в том, что управление i-ro приближения является оптималь­
ным в задаче управления системой (5.1) с критерием качества, 
отличающимся от исходного (5.3) на величины порядка ei+ .

2. Оценка нулевого приближения. Установим оценку нулевого при­
ближения по минимизируемому функционалу, т. е. оценку разности 
J(u 0) —  J(v ). При £= 0 задача Коши (5.4) допускает точное реше­
ние, приведенное в § 3. В соответствии с формулами (3.7) —  (3.12) 
имеем

т

V0(t, x )= x 'P ( t )x + lr  jo'(s)P (s)< r(s) ds,
t

P - P B 1P + N 1= 0 ,P (T )= N 2. (5.10)
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В силу (5.8), (5.10) синтез оптимального управления и0 при е= 0  для 
задачи (5.1), (5.3) выражается формулой

и0( 1 . х ) = - Щ 1В,Рх.
Рассмотрим теперь вспомогательную задачу —  управление си­

стемой (5.1) с минимизируемым критерием качества
г

/0(Ч) =1(и) - 2 гМ ^ Г(1, х(1))Р(1)х(1) (5.11)

о

Уравнение Веллмана для задачи (5.1), (5.11) имеет вид

Ы¥+е/'1¥х- 1- \¥'хВ1\Ух+ х ’М1х -2 г/'(1 , х ) Р х = 0, х е Я п, О ^ ^ Т ,
х)=х'Ы 2х. (5.12)

Решение краевой задачи (5.12) единственно в классе функций, удов­
летворяющих неравенству (5.9). Непосредственной проверкой убеж­
даемся также, что функция У0, определенная равенством (5.10), 
является решением краевой задачи (5.12). Следовательно, управле- 
ние и0( /, х) оптимально в задаче (5.1) и соответствующая функция 
Веллмана равна У0((, х).

Найдем теперь оценку разности J(u0) - J ( v ) .  Обозначим через 
х ( решение задачи (5.1) при управлении V, а через у(1) —  решение 
этой же задачи при управлении и0. Вследствие оптимальности V яс­
но, что

0 Щ (и 0) - Д у ) = [ 7 0(и0) -1 (у ) ]  + [1(и0) ~ Ь Ы 1  (5-13)

Оценим разности в квадратных скобках в правой части. Так как 
V — оптимальное управление в исходной задаче (5.1), (5.3), то с уче­
том (5.11) имеем

т

/(у,) = J 0(u0) - 2 г M ^ f ( t ,  у(0)Р(1)у(1) ¿1. (5.14)

о

Но управление и0(1, х) линейно по х. Отсюда и из оценки (5.2) на 
рост функции/ ( /, х) вытекает, что М\у(1)\2^С(\+\х0\2). Значит,

г

г/гг».м \ Г ( и  у (0 )Р (0 у (0 й 1

Таким образом, в силу (5.14) получим
Д у )^ 1 0(и0) +  еС(\ + \х0\2).



Проверим теперь, что
10(ий) ^ ( у )  +  г С(1 + \х0\2). (5.16)

На основании оптимальности управления и0 в задаче (5.1), (5.11) 
заключаем, что

Ъ Ы  = 1 (у) - 2 вМ ^ ' ( 1, х ( 0 ) Р ( 0 х ( 0  й(. (5.17)

о

Для оценки интегрального члена в правой части (5.17) оценим 
г

сначала величину М  I | у (х(I))\2 <1/. Пусть X —  минимальное поло-

жительное собственное значение матрицы N0. Тогда в силу оп­
тимальности v в задаче (5.1), (5.3) справедливо соотношение 

г

ХМ J|vfi, x(t))\2à t^ J(Q )< С( 1 +  |х0|2; .  

о
Следовательно, т

M^\y(t, x(t))\2&t*kC(\ +  \xtf). 

о
Отсюда, а также из уравнения (5.1) и условий (5.2) вытекает неравенство

M\x(t)\2^C(\ + \x0f ) .  (5.18)

Поэтому аналогично (5.15) имеем 
т

x(t))P (t)x (t) С( 1 +\х0\2).

о
Отсюда и из (5.17) следует справедливость формулы (5.16). Сравнивая
(5.14) и (5.16), заключаем, что

\J0(u0)-J(v )\ ^ eC (1  + \x0\2) .  (5.19)

Тем самым интересующая нас оценка первой разности в (5.13) получена. 
Для второй разности в (5.13) с учетом (5.11), (5.15) имеем

г

V (u o )-JM = 2 A M ^ r(t .y (t))P (t)y (t)à l\ ^ E C (\  +  \x0\2). (5.20)

о



Оценки (5.13), (5.20), (5.19) означают, что
0 ^ ( и о) - / (у )^ е С (1  + \х<А2).

Смысл этого неравенства состоит в том, что если исходной системой 
управлять не оптимальным образом, а с помощью управления нулевого 
приближения и0, то ошибка по минимизируемому функционалу (5.3) 
есть величина порядка г. Напомним, что. при обосновании оценки 
нулевого приближения буквой С  обозначались различные положитель­
ные постоянные, зависящие только от исходных данных задачи и не 
зависящие от е.

3. Оцежа первого приближения. В  соответствии с (5.8) первое приближе­
ние и1 к оптимальному управлению задается формулой

и10 ,х )  = - ^ 1(0В т У % + г\ ^ . ' <5.21)

Здесь функция V1 с учетом уравнения (57) есть решение краевой задачи
ЬУ1+2х?Р/-х'РВ1У1х=0, У*(Т, х)= 0. (5.22)

Для применения техники обоснования оценок погрешности из п. 2 по­
строим вспомогательную управляемую систему, для которой управле­
ние (5.21) является оптимальным, а функция (?, определенная равен­
ством (?= У °+ еУ 1,— функцией Беллмана. Из уравнений (5.10), (5.22) 
получаем уравнение для (?:

1 4 2 + 2 вх' Р / - 1- ( У ° / В 1Г ° + х'Я1х - - 2 ( П У в . П ^ о ,

<2(Т, х ) = М 2х. (5.23)
Ясно, что

( П ) ' В 1К - д ^ х+ ^ ( К ) ,В 1У1х-2 Е (У 1хГ В 1(У 0х+ ЕУхх) .  (524) 

Из (5.23), (5.24) следует, что

Щ + № х - £ 2Г П - \ а ’хВ1а х+-4г2(У1х)'В1У'х+Х!^ х = 0 ,  (5.25) 

(¡(Т, x)=x!N гx.

Сравнивая (5.25) и (5.4), заключаем, что иг есть оптимальное управ­
ление для следующей задачи: найти управление, реализующее на траек­
ториях системы (5.1) минимум функционала Зх(и):

т 11(и )= 1 (и )+ а 1(и),

а1(ч ) = е2м | ^  г п т  х ( 1 ) ) в 1п о .  х ( 1 ) ) - г о ,  х О ) ) п о .



Таким образом, вспомогательная задача оптимального управления 
построена. Это задача управления системами (5.1) с критерием качества 
(5.26). Подчеркнем, что уравнения движения имеют в ней тот же вид
(5.1), что и в исходной задаче оптимального управления, а критерий 
качества (5.26) отличается от исходного (5.3) на величину а Ли), име­
ющую ‘ порядок е2. Кроме того, в силу предположения (5.9) второй 
момент решения x(t) уравнения (5.1) при управлении uY удовлетворяет 
оценке типа (5.18). Функция Беллмана во вспомогательной задаче упра­
вления (5.1), (5.26) есть Q(t, х). Дальнейшее обоснование оценок первого 
приближения в значительной мере аналогично рассуждениям п. 2. При­
ведем его для полноты изложения. Прежде всего подобно (5.13) имеем

0 4 J ( u J - т = Ш и О  -J(v)]+[J(ux) (5-27)
Разность в первой квадратной скобке в (5.27) оценивается аналогично
(5.18). Сначала, согласно (5.26), получим

J (  \ )^J(uí) = J l ( u j  —ai ( u j .

Кроме того, в силу (5.26), (5.2), (5.9) имеем
¡a i(u ¿ l* :e2C(l + lx0l2J.

Следовательно,
J ( v) ^ J l (uí )W C (l+ \ x 0\2). (5.28)

Установим теперь неравенство, противоположное (5.28). На основа­
нии оптимальности управления в задаче (5.1), (5.26) находим

J 1(u1) ^ J 1(v )= J(v )+ a  Jv ) .

На второй момент решения х (t) уравнения (5.1) при управлении v удов­
летворяет оценке (5.18) и из условий (5.2), (5.9) следует, что 
1<*1 (у)\< £2С(1 + \х0\2). Значит,

J v(u J^ J (v )W C (\  +  |х0|2; .  (5.29)

Соотношения (5.28), (5.29) позволяют утверждать, что

l ^ r u J - W K ^ C r i  +  kol2/ (5.30)

Для второй квадратной скобки в (5.27) в силу (5.26) имеем

i j ( Ul) -  л  г м = к  (щ )\ < ес(  i + м 2).

Отсюда и из (5.30) окончательно получим
o ^ j ( u j  - J ( v ) ^  ¿ c (\ + \х0\2). (5.3i)

Последняя оценка означает, что если системой (5.1) управлял» с помо­
щью управления и1г то ошибка по функционалу (5.3) есть величина поряд­
ка Е2.



4. Оцаки ■ысшнх цибпиисим. Существенной частью при обосновании 
оценок нулевого и первого приближеиий £ш а вспомогательная задача 
управления. При этом, после того как эта задача построена, обоснование 
оценок погрешности осуществляется единообразно. Поэтому ограничимте 
в отношении высших приближений ц  к оптимальному управлению у лишь 
построением вспомогательной задачи управления.

Как и выше, вспомогательная задача управления допжня быть такой, 
чтобы оптимальное управление в ней совпадало с и//, х), а функция 
Беллмана х) была равна отрезку ряда (5.6):

Просуммируем уравнение (5.4) при е= 0  и уравнения (5.7), умноженные на ё  
0 =  I» ])■ В получение»! равенстве добавим и вычтем выражение

Замшяя О; суммой (5.32), представим выражение в квадратных скобках 
в виде

Следовательно, 0 / х) есть функция Беллмана для задачи управления

0/0, х) =  Г >+еУ 1+...+е1У1, &  1. (5.32)

1 /3 6 ; (Ч Щ и . х)
4\ дх дх

В результате получим

Значит, функция О/ удовлетворяет уравнению

££?/+е/7 — +х!М.х+е
дх

системой (5.1) с критерием качества 
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J(u)+ f/+1M js /t ,x ( t ) )  dî.

о

Оптимальное управление в задаче (5.1), (5.33) есп» Uj(t, х). Проведя рассуж­
дения, аналогичные доказательству оценок нулевого и первого приближений, 
в результате заключаем, что

О 4 J( i i f) - J (v )^ +lC(l + Ы 2)-

Основные резуллаты и формулы главы IX

Задача о ап ш н ап  уцмвлеш слн кпп еаом  аккм ам с
уравнения эволюции системы,-

dx(i)=a(t, х, ujdt+a(i, х, u)dÇ(t); 
минимищ>уемый функционал (критерий качества)

т

J(u)^M\^(x(t))+^F1(t, x(t), и) d/j-»inf;

О
ограничения на управление u(t) е U(t); 
функция Беллмана

т

V(t, x;=infм\^(Х,' х(Т, u ))+ jF t(s, Xt, ¿s, и), u(s. Хи ¿s, и))) d i j

I
уравнение Беллмаю

inf [LuV(t, x)+Ft(t, х. uft=0, 0 < « 7 ’, 
ueU

V(T, x)=F(x),
1

ЦУ(l> x) =  V,(I, x) +  VJt, x)a(I, x, u) + -  Tr [a(t, x, u)<f(I, x, u) Vxxft, x)\

Сгахасппеская т ш г  n u f t ir im  задача:

dx(tJ=\A(t)x(i) +f(t) +B(t)iidt+o1(t)x(t)dÇi (t) +  

+a'2(t)udt2(0+c(t)W O . x(0)=xo,
T

J(u) =M  [ xf(t)NlX(T) +2h\x(T) +j{xi(0N2(t)x(0 +
0

+i/(t)N3(t)u(t) +U(t)NA(t)u(t)+-2h'1(t)x(t) +2%(t)u(t)}dt\ t 

N¡>0, N2>0, N3>0;



оптимальное управление
Hofl. х ) -----K(t, Р) \B(t)P)t)x+tfJt)x+B(t)G(l) +h,(tSl

ГД! K(t,P)=lNî (0 + o ,2(t)P(l)a2(lA-l > Ot
P(t) +Â(t)P(t) +P(l)A(t) + (P(l)B(t) +Щ 1)) x 

xK(t, P)(P(t)B(t)+NA(t)r+N2(t)+o'1(t)P(t)°i(l)=  0 ,0  
P(T)=Ni;

Ô(l) +A(t)G(t) +P(t)f(t) +h1(t) +
+  (NA(t) +P(t)B(l))K(t, P)(h3(t) +B(i)G(t)) = 0 ,0 4 K T ,

G(T)=hi;

g(t)= j\2G(s)f(s)+ (%(s) +G(s)B(s))K(s, P)(h>(s) +B(s)G(s)) +

' +TtP(s)a(s)a'(s)]ds.

ЛК-задача q a  коолной иф циш р1
dx(t) =\A(t)x(t) +B(t)u+f(t))]àt+a(t) àt(t), 

üy(t)=Q(t)x(t)ài+c0(t)d^(t);

математическое ожидаше m(t) и мсшпрща ковариации D(t) условного распределения x(t) 
при условии y(t)

dm(t)=[A(t)m(t)+f(t)+B(t)i^dt+o3(t)dÇi(t), 0 mfQj-rn ,̂
°3(ty 3(t)=D(i)Q(t)(°0( iK ( ‘))Q(‘)D(t); 

Î>=AD+DA-DQ(a0o'0) - 1QD+o&, D(Q)=D^
Оптимальное управление

Ц>(4 m) «  - Щ х(*)[(B(t)P(t) + Щ Ц )т + В № а)  + V 'A  

мишматюе значение криперия качества
т

m in/= V(0, m j  +Ti(D(T)NJ+ jTr(D(t)N2(t)Jdt.

о
C nhiK uiin  у ц н я я м к  стохастических а к т е

dx(t) =a(t, x(t), u)dt+a(t, x(t), u)dÇ(t), i> 0, x(0) =x0

) = jifF (t, x(t), u(t, :

уравнение Беллмаш

J(u) =  MF(t, x(t), u(t, x(t)) d / -  inf ;
ueU

inf [ЦУ(1. x), F(t, x, uj]d<=0, 
ueU

где
dV(t, x) 8V 1 &V(t, x)

ЦУ(1, x) = -----------+a'(l, x, и )----- 1—Tra(t, x, u)d(t, x, u )------ -— ;
dt dx 2 ôx1



оптимальное упраыаше ц/<, х) есп> решение уравнения
ЬщУоО. x)+F(t, х, Uoft. х))  « а

СгаЬшюшм спнаыицжи ЛК-задгс

dx(t) ~\A(t)x(t) +B(t) u(tj\dt+a(t)x(t) di(l), x(0)-xo.
Ю

J(u )- jM V W JO x O ) +t/N0(tMdt-*M, N0> О, ЛГ,>05 

0
оптимальное правление

Ч Л  X)-----N^1(t)B(t)P(t)x,
где P(t) —  едивявенвое положительно опредыишое раиеинг матричного урашевия Риасати 

P(i) +A(i)P(t) +P(l)A(0-?(t)B(t)NZ'(t)B(t)P(t) +N,(t) +&(t)P(t)o(t)«0 , l> 0. 

Квш явёвш  актемк
dx(t)=W(t, x)+B(t)ujdi+<f(i)d((l), 0 < /< Г , х(0) =Хо

Г

J(u) =M ^(T)N2x(T) +j(ji(i)N 1(l)x(0 +UN0(l)u)dt^
о

ф)мкция Беллмана
V(l, х) =  V°(t, x)+eVi ( t ,x )+ -  ,

где

F?+; (V°xrB 1l»+x'N1x = 0,
2  4
V°(T, x) = У ^ х , -QNZ'B,

1 1 1 
K /+-W Ki+/H li- 1- -  X  (V{/BtV‘- J =0,

2 4;=0
KVr,^=ot

he приближение к оптимальному решение

Щ(1, х)= J  Л^12 Г Г ^ + - + ^ ) ;  

оценка по функционалу i-го при5лижения v
о«/(Ч1-./(Ч1 <«*+ 'c f i+ w 2;,

где v — оптимальное управление.



ОПТИМАЛЬНОЕ УПРАВЛЕНИЕ НА ИНТЕРВАЛЕ 
БРЕМЕНИ СЛУЧАЙНОЙ ДЛИТЕЛЬНОСТИ

В этой главе приведены способы решения задач стохастического быстро­
действия и управления с вероятностным критерием качества. Рассмотрены 
примеры управления твердым телом, гиростатом, материальной точкой 
и математическим маятником при случайных возмущениях.

§ 1. УПРАВЛЕНИЕ ПО БЫСТРОДЕЙСТВИЮ

1. Постановка задачи оопмаллаго быстродействия в дриамкааа системах 
при случатых возмущешях. Рассмотрим задачу бьклродействия для авто­
номных динамических систем

т  = /(х (о )+ ви (Х(о )+ о (х (1 ))Ш .
х(0)=хоеЛ„. (1.1)

Здесь В  —  заданная постоянная матрица, функция /  и матрица а  удовлет­
воряют условиям, обеспечивающим существование решения уравнения (1.1) 
при ц=0. Кроме того, £(%) —  стандартный винеровский процесс, а и —  С- 
управление, причем при всех х

и(х)еи , (1.2)

где и  —  заданное выпуклое ограниченное множество.
Пусть также задано некоторое замкнутое множество 2  (ограниченное 

или нет) в фазовом пространстве Д,. В дальнейшем через Г  обозначается 
гранипд б, а через тх(и) — случайная величина, равная моменту первого 
достижения множества £) системой (1.1) при управлении и и начальном 
условии х(0)=хо, где произвольный начальный вастор хеЛДб- Если 
некоторые реализации системы (1.1) не достигают б  ни за какое конечное 
время, то для этих траекторий время хх(и) полагается равным бесконеч­
ности.

Требуется выбрать управление и=и(х), удовлетворяющее ограничению 
(12) и минимизирующее при любом хеЛДф среднее время достижения:

Мхх-*Ы .  (1.3)
и е и

В теории оптимального управления детерминированными системами, т. е. 
системами (1.1) при <7=0, задача быстродействия занимает особое место. 
Для этой задачи получены довольно полные и законченные результаты. 
В частности, установлены теоремы существования и единственности оп­
тимального по быстродействию управления, установлен вид оптимального 
управления, рассмотрены разнообразные примеры.

В то же время в поставленной выше задаче о минимизации среднего 
времени достижения управляемым стохастическим процессом заданного 
множества известные законченные результаты в основном сводятся к тому,



что при некоторых условиях гладкости минимального чнячятея V(x) функ­
ционала (1.3) функция V(x) удовлетворяет следующему уравнению в част­
ных производных (см. § 2 гл. IX).

inf (ЦУ(Х) + 1,1=0, x<=Qv V(x)=0, хеГ ,
ueU

LuV=(f+Bu)'Vx+-lt<ja>Vxx. (14)

Здесь Qi — дополнение Q до Д,; штрих —  знак транспонирования; вектор 
Ух имеет координаты дУ/дх  ̂матрица F «  имеет компоненты iPV/fd:<qdxj); 
Tr — след матрицы.

Однако необходимо подчеркнуть, «по задача (1.4), вообще говоря, имеет 
не единственное решение. Поэтому даже если V(x) —  достаточно гладкая 
функция, то заранее не ясно, с каким именно решением уравншия (1.4) пня 
совпадает.

Поясним сказанное на примере.
Пример 1.1. Пусть (1.1) — скалярная система, имеющая вид

сlx(t) =u(x(t)) dt+j2<%(t), 1, х(0) =х. (1.5)

Множество Q есть интервал (— со, а], где а —  заданное число. Пусть x > c l  
Уравнение (1.4) имеет вид

Ухх—\УА+1=0, х>а, V (a)=  0.

Решением этого уравнения служит любая функция ъипя 
V(x)=x—a+C (ex~a—lJ. Здесь и ниже через С  обозначены различные 
неотрицательные постоянные. Замггим, что в этом примере оптимальное 
управление и(х)= — 1. Действительно, если x(t, и) — решение задачи (1.5) 
при управлении и, то x(t, —1 )^x(t, и) с верояпкхпъю 1 при любом 
управлении и, |ы|< 1. При этом оптимальное время перехода при управлении 
и= — 1 равно х —а для любого x^ cl

2. Существование допустимого управления. Назовем управление и(х) до­
пустимым, если при этом управлении существует решение уравнения (1.1) 
такое, что Мхх(и)< со для любых конечных х. Приведем без доказательства 
условия существования допустимого управления в терминах второго метода 
Ляпунова.

Лемма 1.1. Пусть в Qx существуют функция и(х) и дваж ды  
непрерывно дифференцируемая скалярная функция W (x)^ 0 такие, 
что при управлении и(х) существуют решение системы (1.1) и

L uW ( x ) ^ - C ,x e Q t . (1.6)

Тогда и(х) — допустимое управление, причем Mxx(u )^ C ~ l W (x).
Пример 1.2. Рассмотрим движение материальной точки на пря­

мой под действием управляющей силы и(\и\ <  \) и случайной воз-



мущающей силы <г£, где а  — заданная постоянная, {  — скалярный 
винеровский процесс. Уравнения движения имеют вид

х 1(1 )**хг,&хг(1)-и&+о6.11(г),Г& Ъ. (1.7)

Требуется за кратчайшее время добиться того, чтобы координата х у 
стала равной нулю при произвольном начальном условии (т. е. 
множество б  есть прямая х1 =  0). Покажем, что при любом о  до­
пустимое управление есть

и =  1, * 1< 0 , и=  - 1 ,  х х> 0 . (1.8)

Для доказательства допустимости управления (1.8) построим функ­
цию 1У(х) типа Ляпунова и проверим справедливость неравенства 
(1.6).

Зафиксируем постоянную Л1>о,2/2- Затем подберем к2 так, что­
бы при всех х х> х2 функция

\¥=к1х2+-^х\ + к2+ х 1, ^ > 0 ;

1¥= — к хх2+^х2 + к2—х 1( < 0

была положительна. Вычисляя, получим

Ь и1 У = -к 1+ -  < 0
1 2

всюду вне прямой х. = 0 . Значит, в силу леммы 1.1 управление
(1.8) — допустимое. Нетрудно доказать, что это управление являет­
ся оптимальным. Действительно, при дс1 '̂0/)> 0  и любом управле­
нии и1(х )^  — 1 невозможно неравенство ги1(х) < х_1(х), так как
х1(1, —1)^ х,(1 , их) с вероятностью 1. Здесь х 1(1, и) есть решение 
хх системы (1.7) при управлении и и произвольном начальном 
условии х^О), х 2(0). Аналогично устанавливается оптимальность 
управления и=  1 при х 1 < 0 .

При исследовании вопроса о существовании допустимого упра­
вления в некоторых конкретных случаях требования леммы 1.1 
могут быть ослаблены. Точнее, пусть в ()1 найдутся функция и(х) 
и непрерывная скалярная функция 1¥(х)^0 такие, что при управле­
нии и(х) существует решение системы (1.1) и для любых (1^ (2 
справедливо неравенство

М Г (х (1 г , и ) ) ^ - С ( 1 2- ( 1).
Тогда и(х) —  допустимое управление. В частности, от функции 
W достаточно требовать, чтобы

П т ~[М\У(х(А, и )) -\ У (х )]^ -\ .  (1.9)
А - + 0 Л



При этом если IV удовлетворяет требованиям леммы 1.1, то предел 
в (1.9) есть Ц,1¥(х).

3. Алгоритм посгроешш оптамальностм управления. Приведем один 
способ построения оптимального по быстродействию управления. 
Обозначим через 5ц последовательность концентрических шаров 
радиуса N в пространстве Л , таких, что б  <=5^. Границу 5^ обозна­
чим через Определим последовательность скалярных функций 
Уц(х), являющихся решением краевых задач

( Ц У ц ( х )  + 1 )  =  0, х е

Уц(х) = 0, дсеГул,,. (1.10)

Здесь выражение Ц,УК определяется формулой (1.4). При выполне­
нии некоторых условий (см. [11]) существует единственное решение 
Уц(х) задачи (1.10), причем Уц(х) > 0  и для любых Nг '^Ní справед­
ливо неравенство

У ^ (х )^ У к/ х ) ,  х е ^ П З л г ,-

Кроме того:
1) существует минимальное положительное решение внешней 

краевой задачи (1.4), обозначаемое через У0(х );
2) на любом ограниченном множестве изменения х  последовате­

льность Уц(х) равномерно сходится к У0(х )  при Л -̂+оо, монотонно 
не убывая;

3) ни при каком допустимом управлении нельзя получить значе­
ние функционала (1.3), меньшее У0(х);

4) если при управлении и0(х), определяемое из условия

т {Ь иУ0(х)=Ьи0У0(х ) ,  r i . i l )
ме£/ 4 '

существует решение уравнения (1.1), то и0(х )  —  оптимальное упра­
вление.

Укажем некоторые особенности приведенного метода постро­
ения оптимального управления. Как уже отмечалось выше, уравне­
ние Беллмана (1.4) имеет, вообще говоря, не единственное решение. 
Для того чтобы из этих решений выделить функцию Беллмана 
(равную среднему значению времени быстродействия (1.3)), вводится 
последовательность вспомогательных задач управления, состоящих 
в следующем. Рассмотрим систему (1.1) в  области 6 1 пусть 
*хК(и) — момент первого достижения системой ( 1.1) границ множе­
ства бгП^л ПРИ управлении и и начальном условии хебхП ^л- 

Вспомогательная задача управления состоит в выборе такого 
управления и, при котором время выхода из области 6 1 ( 1̂  мини­
мально, т. е. Мтхя(и) минимально по и. Уравнение Беллмана (1.10), 
соответствующее этой вспомогательной задаче управления, имеет



единственное решение Ум. Пусть теперь ЛГ-» оо, т. е. внешняя гра­
ница области 6 1 устремляется к бесконечности. Тогда во вспо­
могательных задачах оптимальное управление должно с ростом 
N  изменяться таким образом, чтобы как можно больше, траекторий 
системы (1.1) устремлялось к внутренней границе, поскольку время 
достижения внешней границы области 6 1 при любом заданном 
начальном условии становится больше, чем время достижения внут­
ренней границы.

Выделим основные этапы построения оптимального по быстро­
действию управления:

1°. Строят последовательность Уя(х) решений краевой задачи
( 1. 10).

2 . Определяют предел У0(х) последовательности Уя(х) при 
я—> со.

3°. Определяют оптимальное управление и0 с помощью форм­
улы ( 1.11).

4. Управление по быстродействию движением твердого тела. Рассмот­
рим управляемое движение твердого тела относительно центра масс 
под действием управляющих моментов и случайных возмущений. 
Пусть Х{ (г=1, 2, 3) —  компоненты кинетического момента тела 
относительно жестко связанной с телом системы координат, оси 
которой совпадают с главными центральными осями инерции тела 
(см. рис. 3.1 гл. I). Уравнения Эйлера движения твердого тела 
имеют вид

х1( ( ) = х 2х 3(а2- а 3) ( а 2а3) - 1 + и1 + о'С1, /^0, (1; 2; 3). (1.12)

Здесь символ (1; 2; 3) означает, что остальные два уравнения движе­
ния получаются из ( 1.12) циклической перестановкой индексов, чис­
ла а,- —  главные центральные моменты инерции, а  — постоянная, 
управление и = (и 1, и2, и3) удовлетворяет при постоянной ¿»>0 
ограничению

\и\ = (и\ + и2 + и3) т ^Ь. (1-13)

Система (1.12) с ограничением (1.13) допускает, например, следу­
ющую интерпретацию. Имеется в распоряжении одна пара управля­
емых газовых струй, создающих вращающие моменты, причем 
газовые сопла можно установить под любым углом относительно 
твердого тела, и воздействие управления на систему одинаково 
в каждом направлении.

Для системы (1.12) поставим задачу о синтезе управления, при 
котором за минимальное среднее время модуль кинетического мо­
мента становится равным заданной величине г> 0  при произволь­
ном начальном условии х(0), \х(0)\ г̂. Для решения этой задачи 
сначала необходимо построить последовательность решений Уя 
краевой задачи ( 1.10), затем определить предел последовательности



Уя при N-* оо и, наконец, построить оптимальное управление. Кон­
кретизируем соотношения (1.1) применительно к рассматриваемому 
случаю. При г<|х|<7У имеем

а2 ( д 2 д2 Й2 \ . /  дУ„(х) 8У„(х)
~ ;)Рлг+ шш [и ,—— + и , " +
2 УЗх] дх\ д х у  и. |и|<* \ дх1 дх2

ЗУ„(х)\ аг- а 3дУн а , - а 2дУИ
-Г И з  1 +  -*2 Х 3 а +  Х1ХЪ а *+*Х1Х2 а --------дх3 )  агаг дх1 ахаг дх2 а ха2 дхъ

У ц(х)=  О, |х| =  г, |дс|= N. (1.14)

Определим число г1 (N) как корень уравнения
Г1 Т1 N *

¡ г ( , ) л ,1^Г> '* '> *" ■  (1л5)
г I г, г,

Здесь введены обозначения
2(1) =  ( г Г ' ) 2 е х р [2 Ь о -2( 1 - г ) ] ,

= (п  1у>2ехр[2Ьа~2( г - 0 ] .  (1.16)
Левая часть (1.15) при гх =  г равна нулю и с учетом (1.16) монотонно 
возрастает. Правая же часть (1.15) равна нулю при r ,= N  и моно­
тонно убывает при Значит, уравнение (1.15) при любом 
фиксированном N имеет, и притом единственное, решение rí (N), 
причем

Г < Г1(Ю <№  (1.17)

Подстановкой в (1.14) убеждаемся, что решение уравнения (1.14) 
задается формулами

И '*

У я (х )= -2 ^ N ^ ' ' 1 ^ -
Г /

Л I

|ДГ|Покажем теперь, что

\ип.г1(Щ  = со. (1.18)N-*00

Вычислим производную drl (N)/dN, для чего продифференцируем 
по N обе части равенства (1.15). Имеем
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Г , Г ,  Г

Отсюда и из (1.17) вытекает, что последовательность rl (N) моно­
тонно возрастает. Предположим, что равенство (1.18) неверно. Это 
означает, что существует такое число г0(г< г0< со), что г1(Ы )^ г0 
при всех N. Покажем, однако, что в этом случае найдется такая 
постоянная С1 < 0 , что для всех N > r 0 справедлива оценка

(1.20)

которая, очевидно, противоречит неравенству r1(N )^:r0. В силу
(1.16) первый сомножитель в правой части (1.19) равен

I

d‘ = i ' xp( ' ^ ) | ' 2exp( ? ' ) d''
Г1

Интегрируя, заключаем, что при всех И > г0 я С2>0  верно неравен­
ство

</х< С 2>  0. (1.21)
Аналогично можно показать, что при всех N и С/3> 0  выполнены 

неравенства
N N

*1 ( r j \  1
ё "  d i< C 3,

пг.
1 Г Я ,  Г /1\2 2hT

z(t) e ч у  ё "2 td t^ C 3. (1.22)

Г T

Из (1.21), (1.22), (1.19) следует (1.20). Тем самым справедливость 
соотношения (1.18) установлена. В силу (1.18), (1.17) на любом 
ограниченном множестве изменения х имеем

М г'

lim VN(x )=  lim ^  \z(t)dt 
N~*oo г,-юо <T J  J  z (t i )

r t
Подставляя в это равенство вместо функции z(t) ее выражение
(1.16), получаем

lim V„(x) = V0(x )= -\ \ x\ -r+ a- \ n - + ^ J ' - - ^ \
ЛГ-»оо А|_ b г 2Ь2 \г |дс|/



Используя представление (1.23) для Уо, найдем управление и0(х), 
реализующее минимум по и, |и| <  Ь выражения

Для доказательства оптимальности управления (1.24) достаточно 
проверить, что управление (1.24) допустимо, т. е. что при этом 
управлении существует решение системы (1.12). Однако это непо­
средственно следует из (1.24), (1.22) и равенства L„3F 0 =  — 1. Таким 
образом, для оптимального по быстродействию управления движе­
нием твердого тела оптимальное управление максимально по моду­
лю и направлено в сторону, противоположную вектору кинетичес­
кого момента. Минимальное среднее время достижения динамичес­
ким моментом заданного значения определяется выражением (1.23), 
не зависящим от моментов инерции.

5. Численное построение оптимального по быстродействию управле­
ния движением материальной точки. Используем изложенный выше 
алгоритм для численного решения задачи о быстродействии мате­
риальной точки. Движение точки происходит по прямой под дейст­
вием скалярного управления и, и случайной возмущающей 
силы a£(t), где £(t) — стандартный винеровский процесс, ¿»ист — 
заданные постоянные. Уравнения движения имеют вид

Здесь х(1) — координата точки, а у(1) — ее скорость. Пусть <2 — 
заданная окрестность начала координат х = 0 , >' =  0. Обозначим 
через хи(х, у) момент первого достижения множества 0  точкой, 
начинающей движение из произвольного положения (х, у) е 2  
при (= 0  и управлении и. Задача быстродействия состоит в выборе 
такого управления и0, при котором среднее время достижения Q ми­
нимально, т. е.

Уравнение Беллмана, соответствующее поставленной задаче при (х, 
у)еЯг\0,, в соответствии с (1.4) имеет вид

8Vо 
дх3

Имеем
и0(х) =  -Ьх\х\ К (1.24)

x (t)= y (t) , d y (t)= u (x (t) , y (t))d t  + o d € (t) ,  0. (1.25)

MxuJ x ,  y) = 'vaSMxu(x, y), u0 =  u 0( x ,  y).
U

_ a2 d2V(x, y) 
+  2 dy2

где граничное условие У(х, у) = 0  для (х ,у ), лежащих на регулярной 
части границы множества (), т. е. на той части границы множества



Q, которую траектории системы (1.25) достигают при каком-либо 
допустимом управлении. На остальной (нерегулярной) части гра­
ницы граничное условие не задается. Процедура численного постро­
ения минимального положительного решения уравнения Беллмана

V0 и оптимального управления и0(х, y) = —b sign
dV0(x, у) 

ду
основана

на методе дробных шагов (см. [15] к четвертой части).
Приведем результаты счета, когда область Q —  квадрат abed 

(рис. 1.1). Перейдем к безразмерным переменным по формулам 
x-*bx, y -*by , и-*Ьи, Ь-кг21(2Ь)г. Уравнение Беллмана относительно 
новых переменных имеет вид

Щ х , у) Щ х , у)
дх ду

+Ь
д2У(х, у) 

ду2
=  - 1. (1.26)

На рис. 1.1 заштрихована та часть границы области Q, которая не 
может быть достигнута точкой ни при каком управлении при 
условии, что движение начинается из положения вне Q и, следовате­

льно, на этой части границы граничное 
условие для V задавать не нужно. На оста­
льной части границы функция V—0. В ка­
честве расширяющейся последовательно­
сти областей фигурирующей в алгорит­
ме построения оптимального управления 
из п. 3, также возьмем квадраты ABCD 
(рис. 1.2) со стороной 2N. Вспомогатель­
ные функции VN(x, у) определяются как 
решение уравнения (1.25) в области EN\Q 
с нулевыми граничными условиями на не- 
заштрихованной части этой области. Кус­
ки границы ЕВ, FD, ае и f c  области EN\Q 
являются нерегулярными. Они недостижи­
мы системой, начинающей движение изну­

три области EN\Q, н и  при каком управлении и на них граничные 
условия для VN не задаются.

Характерный вид линии переключения для функции uN(x,

у) = — sign 8У"(Х’ У1  представлен на рис. 1.2. Некоторые результаты
ду

вычислений для исходной задачи представлены на рис. 1.3 для 
случая, когда abed —  квадрат со стороной 0,4 (в безразмерных 
переменных). В верхней части этого рисунка изображены линии 
уровня функции Беллмана, равной среднему значению времени 
быстродействия. В нижней части рисунка изображена линия пере­
ключения оптимального управления (N= со), а также приближен­
ный вид этой линии при различных значениях параметра N =  12; 24; 
36; 48; 54. Для других частей рисунка линия переключения оп­

Рис. 1.1. Целевое множест­
во в задаче о быстродейст­

вии материальной точки



Рис. 1.2. Вид линии переключения 
во вспомогательной задаче быстро­

действия

Рис. 1.3. Линии уровня функции 
Беллмана и линии переключения 
оптимального управления в за­
даче о быстродействии мате­

риальной точки

тимального управления и линии уровня функции Беллмана получа­
ются с помощью равенств У(х, у) = У (—х, —у ) ,и 0(х ,у )  = —и0( — х, 
—у), вытекающих из симметрии задач. Отметим, что линия пере­
ключения детерминированной задачи быстродействия (с= 0 ), от­
меченная на рис. 1.3 значением N = 00, определяется уравнением 
х щ п у + у 2/2 = — 0,18. Вычисления показывают, что при N -*0о ли­
ния переключения стохастической задачи (с # 0 )  сходится к линии 
переключения детерминированной задачи. Иными словами, опти­
мальное по быстродействию управление в детерминированной 
и стохастической задачах совпадает.

§ 2. УПРАВЛЕНИЕ ПО БЫСТРОДЕЙСТВИЮ ДВИЖЕНИЕМ ГИРОСТАТА

В настоящем параграфе случайные результаты применяются к зада­
че об успокоении гиростата за минимальное среднее время. Эта 
задача относится, по существу, к одной из центральных проблем 
динамики —  задаче о движении твердого тела вокруг неподвижной 
точки — и связана с разработкой способов управления этим движе­
нием. Вопросы управления движением тела, в частности задачи 
стабилизации положений равновесия и вращательных движений 
тела, интенсивно развиваются в настоящее время преимущественно 
в детерминированной постановке. При этом используют два основ­
ных способа управления: пассивное и активное. Пассивное управле­
ние связано с применением аэродинамических магнитных и грави­
тационных сил и находит широкое применение из-за простоты 
технического исполнения. Активное управление использует реактив­
ные двигатели и вращающиеся массы (роторы, гироскопы 
и т. д.). По сравнению с пассивным управлением оно обеспечивает



большую скорость затухания переходного процесса и точность, 
а также требуемое значение критерия качества.

1. Постановка задачи. Рассмотрим механическую систему £, состо­
ящую из твердого тела с неподвижной точкой О и трех однородных 
симметричных роторов (рис. 2.1). Обозначим через Оххх 2х 3 непо­
движную прямоугольную систему координат, а через От]1г\гт]г — 
систему координат, оси которой совмещены с главными осями 

инерции системы 5  относительно точки О. Предполагается, что оси 
вращения роторов совпадают с осями 1̂ , г\г, г)3. Система 5  называ­
ется гиростатом. Она характеризуется тем, что ее распределение 
масс не меняется в процессе движения. Вращение роторов осуществ­

ляется под действием двигателей, созда­
ющих управляющие моменты. На гиро­
стат действуют внешние случайные си­
лы, создающие случайные моменты.

Пусть р  —  вектор абсолютной угло­
вой скорости системы 5 , рассматрива­
емой как одно твердое тело; г —  аб­
солютный момент количества движения 
гиростата относительно точки 0. Упра­
вления движения в системе 0г)1г12т13 име­
ют вид

г + р х г = а 1 ,  /^0, (2.1)
Щ щ+рО = —щ, 1= 1, 2, 3. (2.2)

Здесь матрица <т=(ст,у), где г, _/=1, 2, 3, 
характеризующая интенсивность шу­
мов, задана; /, — осевые моменты инер­

ции роторов; щ  —  их относительные угловые скорости; щ —  ком­
поненты вектора управляющего момента и, создаваемого двига­
телями.

Случайный возмущающий момент ¿ =  (^ , ¿2, £з) представляет 
собой гауссовский белый шум; символ х означает векторное произ­
ведение. Уравнения (2.1), (2.2) описывают движение изучаемой ме­
ханической системы. Исключим из уравнений (2.1), (2.2) угловые 
скорости вращения роторов щ. Заметим, что +  где с, —
момент инерции гиростата относительно оси щ, В силу (2.1), (2.2) 
имеем

з
А 1р 1 = 2 ^ - 2 ^  +  ̂  +  £  (т^у (1; 2; 3). (2.3)

7=1

Здесь (1; 2; 3) означает, что уравнения для р2 и р 3 получаются 
циклической перестановкой индексов и, кроме того, положено 
-4, =  С/—/,•> 0. Уравнения (2.1), (2.3) не содержат угловых скоростей

Рис. 2.1. Управление движени­
ем гиростата



вращения роторов. Именно эти уравнения исследуются в даль­
нейшем.

Пусть имеется целевое ограниченное множество в Ох1х 2хъ, соде­
ржащее О в качестве своей внутренней точки. Границу этого множе­
ства обозначим через Г, а внешность —  через Q. Пусть тр1(и) 
первый момент времени, когда угловая скорость р ( 1 ) е Г  при усло­
вии, что используется управление и и движение начинается при 
произвольных значениях угловой скорости р е ( )  и кинетического 
момента г.

Требуется выбрать управление и, удовлетворяющее ограни­
чению

т. е. минимизировать среднее время достижения угловой скоростью 
p(t)  заданной окрестности нуля. В соответствии с этим поставлена 
задача об успокоении гиростата при случайных возмущениях.

2. Существование допустимого управления. Напомним, что управле­
ние и допустимо, если при этом управлении Мхр1(и) <  оо для любых 
начальных значений р, z, т. е. если при этом управлении возможно 
успокоение гиростата за конечное среднее время.

Отметим, что при обосновании допустимости данного управле­
ния и без ограничения общности можно считать Г-сферой.

На основании леммы 1.1 для допустимости некоторого управле­
ния и в этом случае достаточно существования такой ограниченной 
снизу в Q функции W(p, z) и такой постоянной С >  0, что при любых 
p e Q  и z справедливо неравенство

так, чтобы минимизировать выражение

Mxpz(u)-*'va£,

(2.4)

(2.5)
U

LuW(p, — С. 

В неравенстве (2.6) положено

(2.6)

Lu= (Z2P i- ZiP2) -~  +  (z3p l - z ip 3) —  +
dZj 0Z2

+ (z1p 2- z 2p l )-^- + A i i (z2p 3- z 3p 2 +  ui ) —  +
OZ3 OPi

e . d
+  A2 1(z3p i - z ip3 +  u2) — + A 3 1(z j 3-Z rfy  +  u3) —  +

op 2 °Ръ



В качестве функции IV для системы (2.1), (2.3) возьмем 
ТУ=<р(р)-а<р(р)~т, д>(р)—Л1р 1 + А 2р 2 + А эр1,

где положительные постоянные а  и т будут выбраны ниже.
Предположим, что матрица а  невырождена, и с помощью функ­

ции (2.8) покажем, что допустимым является управление и0, направ­
ленное в сторону, противоположную вектору угловой скорости, 
и равное

Вследствие невырожденности матрицы а  при всех достаточно боль­
ших т квадратная скобка в (2.10) отрицательна для любого ре(£ . 
Выберем и зафиксируем какое-нибудь из указанных т. Далее, зада­
дим некоторое достаточно большое число N такое, что

меньше некоторого отрицательного числа. Таким образом, оценку
(2.6) остается установить лишь в области Однако при

функция <р(р) равномерно ограничена. Следователь­
но, для этих р  и выбранных т, N  неравенство (2.6) удовлетворяется, 
если взять достаточно большое число а. Тем самым справедливость 
соотношения (2.6) установлена.

Поскольку, очевидно, функция (2.8) ограничена снизу в £>, упра­
вление (2.9) является допустимым.

Если возмущающие моменты в управлениях (2.3) отсутствуют, 
т. е. матрица а  =  0, то управление (2.9) по-прежнему является до­
пустимым, что обосновывается, как и выше, либо с помощью 
функции (2.8), либо с помощью более простой, равной (р(р).
3. Построение оптимального управления. Рассмотрим теперь некото­
рые случаи, когда оптимальное управление и соответствующее ему 
значение времени (2.5) можно получить в явном виде. Пусть геомет­
рия масс гиростата такова, что

Вычисляя Ьи№ с учетом (2.7) —  (2.9), получим

(2.9)

Ьиц г= - Щ р \ +  X) 7  "  1 х
]. к- 1 А1

(2.10)

Ясно, что для всех р> \р\^И и выбранного т правая часть (2.10)



Предположим, что матрица диффузии а  —  диагональная с оди­
наковыми элементами на диагонали, равными V<rö> где число <го^ 0 , 
а поверхность Г  есть сфера заданного радиуса г.

Вычислим при сделанных предположениях значение V0 функци­
онала (2.5) при управлении (2.9). Для этого определим последовате­
льность функций fVN из соотношений

LuvWn(P> z) =  - l ,  r<\p\<N,
WN(p, z) =  0, \p\ =  r, \p\ =  N.

Вследствие допустимости управления u0 имеем V0=  lim WN(p, z). 
Нетрудно проверить, что ”><x>

n  _ i  и  N *i

WN=2̂ liq(od/] i q(t)d/i q ( h ) (2Л2) 
T r \p\ I

где

Поэтому, переходя к пределу при N-+ оо, заключаем, что

n w - i f w - r + s  И > г. (2.13)

Покажем теперь, что оптимальное управление задается формулой
(2.9), а соответствующее ему минимальное значение времени
(2.5) —  выражением (2.13).

Для обоснования этого в шестимерном пространстве р, z рас­
смотрим последовательность функций VN, определяемых как реше­
ние краевой задачи

lim LuVjf(p,z) =  — \,r<\p\<N,
и. |м|<6

VN(p, z) =  0, \р\ = г, \р\ =  N. (2.14)
Непосредственной подстановкой убеждаемся, что решение задачи
(2.14) имеет вид

IpI ri

Уи=—  f  4 (t)d t  r< lp|<rlf
r t

N t

Ipl



a rx(N) означает единственный корень уравнения

( 2 п )г t г, г,

Из представления (2.17) видно, что lim ri (N) =  оо. С учетом этого 
и равенств (2.12), (2.15), (2.16) заключаем, что

lim VN= V 0(p). (2.18)
N-* оо

где Vq(p )  определяется выражением (2.13).
Обозначим через X (u)= j£(u )  момент первого достижения про­

цессом (2.1), (2.3) границ цилиндра r<[p|<.W при управлении 
и и начальных условиях z0 произвольно, а через p(t,
и) — решение системы (2.3). Используя принцип динамического 
программирования и соотношения (2.14), (2.15), имеем

VN=  inf М Ци). 
и. М<А

Значит, функция VN, определяемая формулами (2.15), есть мини­
мальное среднее время достижения границы r N.

Докажем теперь оптимальность управления (2.3) и соответст­
вующего ему времени (2.13). Предположим, что при некотором 
допустимом управлении v для некоторых значений р0, z0 выполнено 
неравенство

M y(v)<V 0(p0). (2.19)
Из формулы Ито следует, что

VN(p(y(v), v),z(y(v), v ) ) - V N(p0, z0;  = 
yM

= M  I  L yVN(p(t, y),z(t, v ))d t>

y(y) 0

j inf L uVN(p(t, u ),z(t, u )d t= -M y (v ) .
J  u, |n|<A 
0

Следовательно, для любого N имеем
VN(p0,z)^ M y(v ). (2.20)



Из (2.20) и (2.18) вытекает соотношение У0(р0) ^М у(у), которое 
противоречит (2.19). Тем самым оптимальность управления (2.9) 
установлена.

§ 3. ЗАДАЧИ УПРАВЛЕНИЯ С ВЕРОЯТНОСТНЫМ ФУНКЦИОНАЛОМ

В ряде реальных ситуаций нормальное функционирование системы 
происходит лишь тогда, когда ее координаты и скорости находятся 
в заданных пределах. Это приводит к различным задачам, связан­
ным с максимизацией тех или иных критериев качества (например, 
вероятности достижения целевого множества, времени пребывания 
внутри заданной области фазовых координат и т. д.). Некоторые из 
этих задач изучаются в этом параграфе.

1. Постановка задачи и способ решения. Рассмотрим для системы
(1.1) задачу управления с вероятностным критерием качества.

Пусть имеется ограниченное замкнутое целевое множество 
()еК „  с границей Г. Дополнение 0, до Я„ обозначим через (>1̂. Пусть 
Хх(и) — момент первого достижения Г  системой (1.1) при управле­
нии и и начальном условии х ( 0 ) = х е ( ) 1. Назовем некоторое управ­
ление из (1.2) допустимым, если при этом управлении и произволь­
ном х (0 ) е ( )1 существует решение уравнения (1.1). Обозначим через 
Р(-) вероятность события, заключенного в скобки.

Требуется выбрать среди допустимых управлений такое, которое 
максимизирует вероятность Р(тх(и )<  со), т. е. вероятность дости­
жения за конечное время целевого множества Q при любом хе^ )^

Алгоритм построения оптимального управления в этой задаче 
подобен процедуре синтеза оптимального по быстродействию упра­
вления, изложенной в § 1. Опишем его без доказательства, которое 
имеется в [11]. С поставленной задачей управления свяжем следу­
ющую краевую задачу:

Здесь оператор Ьи определен формулой (1.4). Обычным образом 
устанавливается, что если функция

достаточно гладкая по х, то она удовлетворяет соотношениям
(3.1). Однако даже в этом случае указанные соотношения, вообще 
говоря, не определяют функцию (3.2) ввиду возможной нееди­
нственности решения внешней краевой задачи (3.1). Кроме того, 
обычная процедура вычисления оптимального управления, со­
стоящая в решении уравнения Беллмана и последующем на­
хождении оптимального управления, в поставленной задаче также 
не всегда осуществима, поскольку, например, возможны случаи,

ей]
ие

1̂ ЬиУ(х) = 0, У(х) =  1 ,\ е Г . (3.1)

(3.2)



когда функция (3.2) тождественно равна единице. Как и в § 1, 
обозначим через Sn czR„ последовательность концентрических ша­
ров радиуса N  с границей SN, причем Q c S N, а последовательность 
функций VN(x) определяется соотношением

m g L uVN(x) =  Q,

VN(x)  =  1, х е Г ,  VN(x) =  0, x e S N. (3.3)

Отметим, что при ряде предположений существует, и притом един­
ственное, решение краевой задачи (3.3) такое, что

l> V lft(x )>  VNl( x ) > 0 ,x e Q 1 Р)5лг,. > N2.

Последовательность VN(x) равномерно сходится к V0(x) при N-*oо 
на любом ограниченном множестве изменения аргумента х, а пре­
дел V0(x)  есть минимальное положительное решение задачи (3.1).

Обозначим через uN(x) измеримую функцию, реализующую суп­
ремум в (3.3). Рассмотрим последовательность управлений uN(x), 
равных uN(x)  при x e ß 1Q S’Ä и равных произвольной фиксирован­
ной постоянной из U при остальных значениях х. Тогда при любом 
допустимом управлении получим

J ( х, u )= P (zx(u )< c o )^ V 0(x).
Далее, если управления и„(х) допустимы, то J(x , vN)-*V 0(x) при 
N-* оо, причем имеет место равномерная сходимость на любом 
ограниченном множестве изменения х. Далее, если в системе (1.1) 
использовать управление vN(x), то можно сколь угодно точно при­
близиться к оптимальному значению V0(x) функционала (3.2) при 
достаточно большом N.

Рассмотрим некоторые свойства функции V0. Как уже отмеча­
лось, если V0=  1, то задача (3.1) не определяет оптимального упра­
вления. Достаточным условием тождества V0= l  является сущест­
вование единственного решения краевой задачи (3.1) в классе огра­
ниченных функций, поскольку ограниченная функция V0(x) удов­
летворяет соотношениям (3.1), а функция V= 1 также есть решение
(3.1).

Другим достаточным условием тождества V0 =  1 является суще­
ствование при некотором допустимом управлении и такой неот­
рицательной функции W, что L uW (x) ^  — С при некоторой постоян­
ной С >0.

Рассмотрим теперь случай, когда

lim Vo(x J = 0. (3.4)
W-*°o

Покажем, что при выполнении равенства (3.4) любое допустимое 
управление и0, максимизирующее выражение Ц У 0, является оп­
тимальным. Для этого воспользуемся формулой



Здесь г"(и) — момент первого выхода процесса x(t, и) из области 
при начальном условии х(0, и) = x e Q i (~]Sfl. Представим 

первый член в (3.5) в виде
МУ0(х(х"х (и0) ,и 0))  =

=Р(х(т?(и0), и0) е Г ) + М 1У0(х(т"(и0), и0) ) ,  (3.6)
где символ М1 означает, что математическое ожидание вычисляется 
по тем траекториям, для которых х(т?(и0), u0) e s N.

Перейдем в равенстве (3.6) к пределу при N -* со . Тогда, учитывая 
соотношения (3.4) —  (3.6), получим J(x , и0) — V0. Тем самым оп­
тимальность управления и0 на основании предыдущего установ­
лена. Можно доказать, что достаточным условием (3.4) является 
существование такой положительной непрерывной функции W, для 
которой справедливы соотношения

sapL uJV(x) < 0 , x e Q 1, lim W (x) = 0 .
ueU M-*oo

2. Оптимальное управление движением материальной точки с вероят­
ностным критерием качества. Пусть движение материальной точки 
описывается уравнениями (1.25). Рассмотрим задачу о синтезе оп­
тимального управления и, максимизирующего вероятность дости­
жения границы jc= 0  раньше, чем границы x  =  q x (qL >  0 —  заданное 
число), при условии, что в начальный момент времени движение 
системы (1.25) начинается из произвольной точки (х, у ), причем 
0 < х < ^ х. Обозначим через т момент первого выхода системы (1.25) 
на границу области а через V (x,y) —  функцию Беллмана,
определяемую соотношением

У(*>У)= sup Р(х(х) = 0).
и. |и|ЧА

Уравнение для V в силу (3.1) имеет вид

yVx+  sup (uV y)+ ^ -V yy= 0,0< x< qit у е ( - с о ,  со). (3.7)
и, |и[<6 2

Заметим, что ни при каком управлении движение системы (1.25), 
начавшееся в полосе ß < x < q 1} не может закончиться на полупря­
мых х = 0 , у > 0 и х = 0 1( >’< 0 . Значит, на указанных полупрямых 
граничные условия для уравнения (3.7) задавать не следует. На 
лучах jc= 0 , и x = q v у^О  имеем

PfO, у) = 1, у^О; V(ql t y ) = 0 ,y > 0 .  (3.8)

Из уравнений движения (1.25) следует, что в поставленной задаче 
оптимальное С-управление таково:



yVx- b V y+ j V yy=  0, V (0.y) =  l ,y £ 0 ;  V(qlt у )= 0 , у> 0.

С помощью замены переменных

у ^ С ^ ,х ^ С 2х ;С х= ^ Ь - \ С 2 = { ^ Ь - ъ (3.9)

перепишем эти уравнения в виде
yVx-  Vy+  Vyy= 0; V(0. y) =  1, y £ 0; V(q, y) =  0,

i  =  >»>0. (3.10)

Для численного решения задачи (3.10) используем метод ус­
тановления. Аппроксимируем функцию V(x, у) функций W(t, х, у), 
удовлетворяющей соотношениям

Wt+yW x-W y+Wyy=0, O ^x^q, -T ^ t^ O ,
W(t, q ,y )  =  0, i< 0 ,> ^ 0 , W (t.0 ,y ) = \, ^ 0 , ^ 0 ,

W(0, x ,y )= 0 , x > 0 , - c o < y < c o .  (3.11)

Отметим, что функция W(t0, x0, y0)  есть вероятность достижения 
прямой х = 0  раньше, чем прямой x = q , системой (1.25), движущейся 
на отрезке [ - Т ,  0], при и= - 1, с= \ , если движение начинается 
в момент /0 из точки х 0, у0, причем 0 < x0<q. Значит,

W (-T , х, y )-*V (x , у) при Т -*оо.
Определим W(t, х, у) при — 0 и х, у из 

прямоугольника ABCD, изображенного на рис. 3.1, 
где BC=O F=A D  =  q, OB—OA—L. При L -* со об­
ласть ABCD превращается в полосу O ^x^q. 

Зададим условия на границах области ABCD.
С учетом условия (3.11) и вероятностного смысла 

функции W имеем
W(t, х, у) =  1, i< 0 , (х, у) е OAD,
W(t, х, у) =  0, t^0, (х, у) eBCF. (3.12)

Из недостижимости системой (1.25) лучей х =  0, j > 0  
и x = q ,  >»<0 следует, что на этих лучах граничные 
условия не задаются. Недостижимая часть границы 
на рис. 3.1 заштрихована. При / = 0 в силу (3.11) 
имеем

W(0, х, у )= 0 , х> 0 ; W . O ^ ^ l ^ ^ O .  (3.13)
Схема численного решения задачи (3.10) — (3.13) та 
же, что и в п. 5 из § 1. Здесь же приведем результаты

Рис. 3.1. Вид 
регулярных  
участков гра­
ницы в задаче 
управления  
с вероятност­
ным функцио­

налом



счета. На рис. 3.2 показан характер сходимости функции Ж по 
Ь  после того, как установление по Т  уже произошло при ц=  1, 
х= 0 ,5 . Рис. 3.2 показывает, что стабилизация по Ь  наступает уже 
при значении Ь=Ъ. На рис. 3.3 изображены линии уровня функции 
]¥( — Т, х. у) при 7’=  10, Ь  = Ъ, 9 = 1 , когда 
решение задачи (3.11) — (3.13) вышло на 
стационарный уровень как по /, так и по Ь.
Значит, линии уровня на рис. 3.3 практичес­
ки совпадают с линиями уровня искомой 
функции Беллмана У(х, у ). Результаты рас­
четов, приведенные на рис. 3.3, показывают, 
что максимальная вероятность достижения 
материальной точкой прямой х = 0  раньше, 
чем прямой x = q, уменьшается как с увели­
чением скорости при фиксированной коор­
динате, так и при фиксированной скорости 
с ростом координаты.

3. Максимизация вероятности пребывания 
точки в заданной области. Рассмотрим упра­
вляемое движение . материальной точки 
(1.25), начинающееся в момент 1 =  0 из про­
извольного положения (х, у) е 0 .  Требуется 
выбрать С-управление и =  и(х, у), макси­
мизирующее вероятность пребывания вну­
три <2 на заданном отрезке времени 

Уравнение Беллмана для этой 
задачи имеет вид

К +уУ х+  яиР иУуЛ—  Ууу=0.
и, |иГ< Ь 2

Рис. 3.3. Линии уровня 
функции Беллмана

Произведем здесь замену фазовых координат по формулам (3.9) 
и замену времени по формуле /-»2-1 (т26 -2 *. Пусть область £) в но­
вых переменных имеет вид квадрата |х|̂  1, [у|^ 1 (рис. 3.4). Уравне­
ние Беллмана в новых переменных имеет вид

У'+уУх+\Гу\+Ууу=0, 0 Щ ^ Т = 2 Ь 20 - 2Т1. (3.14)



При /= Т  внутри Q справедливо начальное 
условие

У (Т ,х ,у )  =  1,
М < 1 , М < 1 .  (3-15)

При начале движения строго внутри квад­
рата Q куски границы ВЕ  и недостижи­
мы. На рис. 3.4 недостижимая часть гра­
ницы квадрата Q заштрихована. На заштри­
хованной части границы граничные условия 
для уравнения (3.14) не задаются. Для 
точек (х, у)еВС1\]ЕА О  справедливо со­
отношение

У(1, х ,у )  =  О,
(3.16)

После вычисления решения V задачи (3.14) — (3.16) оптимальное 
управление и0 выражается формулой

и0( 1 ,х .у )  =  ̂ п У у( 1 , х , у ) .  (3.17)
Задача (3.14) —  (3.16) решалась численно с использованием метода 
дробных шагов при следующих значениях параметров: Т=1; шаг 
сетки по координатам 0,1; шаг по времени 0,01. Результаты рас­
четов приведены на рис. 3.5. На левой части рисунка изображены 
линии уровня функции У(1, х, у )  при /=0,5; на правой части 
рисунка —  линии переключения оптимального управления и0 при 
Г=0,5 и /=0,9. Вследствие центральной симметрии задачи для 
определения V и и0 в другой части квадрата достаточно использо­
вать соотношения

У(1, х, у) =  У(г, - х ,  - у ) ;  и0(1, х, у) = - и 0(1, - х ,  - у ) .

Рис. 3.4. Вид недостижи­
мых участков границы 
в задаче о максимизации 
вероятности нахождения 

системы в области

Рис. 3.5. Линии уровня функции Вел­
лмана (слева) и линия переключения 

оптимального управления (справа)

0.5 ‘ 1 ( 

Рис. 3.6. Графики функции Беллма-



На рис. 3.6 изображена зависимость У от времени для трех фик­
сированных точек квадрата со следующими координатами: хх = 0, 
>1=0; х2——0,4, у2= 0,4; х3= - 0 ,7 ,  у3= -0 ,7 .
4. Управление по вероятности движением математического маятника.
Движение математического маятника, подверженного случайным 
возмущениям, описывается уравнениями

x ( t )= y ( t ) ,
d y (t )= [—a2x(t) +и(х, y )]d t + od Ç (t)+ y d œ (t), t^O. (3.18)

Здесь х  —  координата; у —  скорость; Ç(t) и œ (t)  — независимые 
между собой стандартный винеровский и пуассоновский процессы; 
M co(t)—Xt; управление и(х, у )  подчинено условию |м|<6; постоян­
ные а, Ъ, а, у, X заданы. Движение системы (3.18) начинается 
в момент времени f= 0  из положения (х, у), принадлежащего задан­
ной ограниченной области Q. Требуется выбрать управление, при 
котором вероятность пребывания системы (3.18) в области Q на 
заданном отрезке времени [0, 7] была бы максимальна.

Обозначим через V(t, х, у)  функцию Беллмана этой задачи, 
равную максимуму по и вероятности пребывания системы (3.18) 
в ß  на отрезке [t, 7] при условии, что (x(t), y (t))  =  (х, у) е  Q. 

Произведем замену переменных по формулам
а2 о* а2 ,

‘^ ' ■ х ^ х ; у -лй у ' и" Ьи'
2 4 Ь * 2 2Ь2 а 2 а2

В новых переменных уравнение для функции V имеет вид
дУ\ЗУ дУ  ,  ЗУ

---- \-у------а гх -----1-
8t дх ду

&V
Н----г +

ду2ду
+ Х (У (1,х ,у  +  у ) - У ( 1 ,х ,у ) )  =  0, *е[0 , Т]. (3.19)

Уравнение (3.19) решается в квадрате (¿ = АВСО (см. рис. 3.4). 
Участки ВЕ  и /*'.0 границы Q недостижимы. Поэтому на них гранич­
ные условия задавать не следует. Для остальных точек границы 
области Q граничные условия имеют вид

У(1. х. у )=  0, 0 <  Т, (х, у) еЕА О []ВС Г. (3.20)
Начальное условие задается равенством

У (Т ,х ,у )  =  \,\х\<\,\у\<\. (3.21)
Оптимальное управление рассматриваемой задачи определяется со­
отношением Ыр (и X, у,) =в 1̂  Уу(1, х, у) вида (3.17). Для численного 
решения задачи (3.19) — (3.21), как и выше, использован метод 
дробных шагов. Приведем результаты расчетов при 7’=  1, шаге 
аппроксимации по времени 0,01. Результаты расчетов представлены

401



/

Рис. 3.7. Линия переключения и линии Рис. 3.8. Графики максимального зна- 
уровня функции Беллмана для задачи чения вероятности

управления математическим маятником

на рис. 3.7, где изображены линии переключения оптимального 
управления (справа) при /=0,6 для различных значений а2(а2 =  0; 1; 
2- 3), а также линии уровня функции V(t, х, у) (слева) при / =  0,5, 
а2 =  1.

Для ̂ построения линии переключения оптимального управлениям 
и линий уровня функции V(t, х, у )  в другой половине квадрата 
достаточно заметить, что V(t, х, y) = V(t, - х ,  - у ) ,  uQ(t, х, 
у) =  —u0(t, —х, —у). На рис. 3.8 показана зависимость функции 
V(t, х, у )  от времени для четырех фиксированных точек с коор­
динатами (0; 0), ( -0 ,4 ;  0,4), ( - 0 ,7 ;  - 0 ,7 )  (1,1; 0) при а2 =  1. Отметим, 
что линии уровня функции V(t, х, у) и ее зависимость от / при 
фиксированных (х, у) для различных а2 качественно не меняются.

Рис. 3.9. Зависимость линий уровня функции Беллмана и линии переключе­
ния £  оптимального управления от величины импульсного возмущения: 
а) Я - 10, у=  10, а2 =3,  / - 0 , 5 ;  б) А - 1 0 ,  у=2,  а * - 3 ,  / - 0 , 5 ;  в) А = 1 , у = - 1 0 ,

а 2**3, / =  0,5



Рис. 3.10. Зависимость максимума 
функции Беллмана от величины им­

пульсного возмущения

Рис. 3.11. Зависимость максимума 
критерия качества от времени

а) б)
Рис. 3.12. Линии уровня Беллмана: а) 02=2,  аз =  3, 
°1 = А ,= £ ( =  1 ( / = 1 ,  2 , 3 );  6 )  я 2 »=2, a ,  = a 3^ b t = e l = £ 2= * 3 = 1 .

¿2 = ̂ 3 в 0

Пусть теперь уфО. Центральная симметрия линий уровня и ли­
нии переключения при этом нарушается (рис. 3.9, где А = 10 , у =10, 
а2 =  3, /=0,5); на рис. 3.9 замкнутые кривые — линии уровня функ­
ции V, а линия переключения оптимального управления отмечена 
буквой S. Однако рассматривая V как функцию от у, получим V(t, 
х, у, у) — V(t, —х, —у, - у ) .  Таким образом, при изменении знака 
у картина отображается симметрично относительно начала коор­
динат. При у > 0  линия переключения опускается вниз (относительно 
оси Ох), при у< 0  поднимается вверх (рис. 3.10, где А =10, у= 2 , 
в2 =  3, /=0,5; рис. 3.11, где А= 1, у=  - 1 0 ,  а2 =  3, /=0,5). С увеличени­
ем у (по абсолютной величине) функция p (t)=  sup V(I, х, у) при

(х. у и  So
/-»0 убывает быстрее (рис. 3.10, где А=10). То же происходит 
с увеличением А при постоянном у.



5. Управление твердым телом с вероятностным критерием качества. 
Рассмотрим управляемое движение твердого тела под действием 
случайных возмущений. Пусть х{ —  компоненты кинетического мо­
мента х  относительно жестко связанной с телом системы коор­
динат, оси которой совпадают с главными центральными осями 
инерции тела. Уравнения движения Эйлера имеют вид (1.12):

сЬс1= ( ^ Г э д + “1) £1/+<Т1с1̂ ^ ’ в/>0 (1; 2; 3)' (3,22)

Управление щ подчинено ограничению |м,| <  6,-; через £¡(1) обозначе­
ны стандартные винеровские процессы; наконец, а{ и Ь{ —  заданные 
постоянные. Движение системы (3.22) начинается в момент времени 
1=0 из точки х, принадлежащей ограниченной области £)<^Л3. 
Задача заключается в выборе управлений щ, максимизирующих 
вероятность пребывания системы (3.22) в области £? в течение 
отрезка времёни [0, 7], где Г > 0  задано.

Уравнение Беллмана для поставленной задачи имеет вид

^ +  (а2- а 3) ( а 2а3)~ 1х2х3~  + ( а 3- а 1) ( а 1а3)~ 1х3хх ~  +
охх дх2

ЙУ 3 Г fi2V 
+ (a i - a 2) ( a 2a 1) lx ix2 —  +  £ \ ь-— + Ь(

дх3 1=1 [_ 8xf
дУ
dxi

— О, £/— ^ ,

V(t, х )  = 0, 0 ̂  Т, х  g Г , V(T, х )  = 1, X е Q\ Г. (3.23).

Оптимальные управления задаются соотношениями

а • 8V UQi =  bi Sign — ,

Уравнение (3.23) было решено в кубе Q с центром в начале коор­
динат и стороной 1,6. Алгоритм счета тот же, что и в п. 4. Расчеты 
проводились при шаге аппроксимации по координатам 0,1 и по 
времени 0,01.

Приведем результаты расчетов для некоторых конкретных слу­
чаев.

С лучай 1. а2 =  2, а3 =  3, =6,•=£,•= 1 (f= 1, 2, 3).
С лучай  2. а2 =  2, e1 =  a3 =  61 =  e, =  1 ( i= l ,  2, 3), b2 = b3 =  0. 
Линией переключения для управления щ в случае 1 является 

плоскость X; = —0,2 при всех /=1, 2, 3. В случае 2 переключение 
управления происходит на плоскости xt =  — 0,2. На рис. 3.11 
показана зависимость от времени функции



Цифра 1 соответствует случаю 1, циф­
ра 2 —  случаю 2. Линиями уровня 
функции У(1, х 1, х2, хъ)  являются 
вложенные друг в друга поверхности.
На рис. 3.12, а изображены сечения 
этих поверхностей плоскостью =  О 
при / =  0,8 для случая 1, а на 
рис. 3.12, б  —  для случая 2.

Случай 3. а 1 = аъ =  Ь2 =  о 2 = 1, 
а2= 2 , Ь|==- Ъ3 “  £| ~  £3= 0.

На рис. 3.13 показано сечение 
поверхностей уровня функции У(1, х ,, 
х2, х 3) для случая 3 при / =  0,91, 
х у =  — 0,7, а также линия переклю­
чения оптимального управления 
в плоскости х 1 =  —0,7, отмеченная бу­
квой 5.

В случае 3 при фиксированных 
и <т,- были произведены расчеты для различных а,-. Во всех случаях 
картина линий уровня и линий переключения качественно оди­
накова.
6. Максимизация среднего времени пребывания системы внутри задан­
ной области. Синтез оптимального управления движением твердого 
тела. В тех случаях, когда нормальное функционирование системы
(1.1) происходит только внутри некоторой области С, наряду с ве­
роятностным критерием качества, рассмотренным выше, представ­
ляют интерес также и задачи, в которых требуется максимизиро­
вать математическое ожидание времени достижения системой гра­
ниц Г  области б.

Управления и(х), обеспечивающие существование решения ура­
внения (1.1) и принимающие значения из и, называются допу­
стимыми.

Пусть тх(и) означает момент первого достижения границы Г  си­
стемой (1.1) при управлении и и начальном условии х(0 ) = х . Задача 
состоит в выборе допустимого управления, при котором для любо­
го x eQ  максимизируется функционал Мхх(и), представляющий 
собой среднее время выхода системы (1.1) из области Q.

Уравнение Беллмана для поставленной задачи имеет вид
ш рЬиУ(х) =  - 1 ,  х е б ,  У(х) = 0 , х е Т ,  (3.24)
и е и

где оператор Ьи определен формулой (1.4).
Изложим метод последовательных приближений для решения 

краевой задачи (3.24). Возьмем произвольное допустимое управле­
ние первое приближение к оптимальному) и определим функцию

как решение линейной задачи
Уи1У1 = - 1 ,  х е ( } ;  У1('х)=0, х е Г .

Рис. 3.13. Сечение поверхностей 
уровня функции Беллмана и ли­
ния переключения оптимального 

управления



Построим далее последовательность щ, У{ с помощью рекуррент­
ных соотношений

Ь и У 1 ( х ) - -\ ,х е й ,

У^х) = 0, х е Г ,  ь и п В ' ^ ^ М В ' 81̂ - .
и еи  дх дх

Можно показать, что последовательность У{ сходится к решению 
задачи (3.24), причем У1+1(х )^ У ((х ).

Рассмотрим управляемое движение твердого тела относительно 
центра масс под действием управляющих моментов и случайных 
возмущающих сил типа гауссовского белого шума.

Уравнения движения в проекциях на оси инерции имеют вид
(1.12), (1.13). В начальный момент движения модуль кинетического 
момента удовлетворяет условию \х(0)\<г. С помощью выбора 
управления требуется максимизировать среднее время до момента 
первого достижения кинетическим моментом значения \х\ = г при 
произвольном х(0), \х(0)\<г.

Уравнения (3.24), определяющие максимальное среднее время 
и оптимальное С-управление, в данном случае имеют вид

2 , 5  Ц  +  Ъ Х Л (а ' - ‘Ь) (а Л > - ‘ +

ЗУ / ' ч/ 4-1 дУ+ - х 1х3(а3- а 1Ха1а 3) 1 +  —  х1х2(а1
0̂ 2 СХЪ

Б(У) + 5иры'— = — 1, 
и дх .

У(х) =  0 при |х| = г. (3.25)

Решением этой краевой задачи является функция
Г

м

где

(

Ф ) ‘
(3.26)

г ^ ;  =  ехр (3.27)

Подставим (3.26) в (3.25) и найдем такое и0(х), которое максимизи­
рует левую часть (3.25). При хФО имеем

Щ(х) =  — 6дфс| ~1. (3.28)



При х = 0  функция У0(х) имеет равную нулю производную и поэто­
му в точке х = 0  не определяет управления. Покажем, однако, что 
справедливы следующие утверждения.

1°. Если х(0) ФО, то при управлении (3.28) вероятность достиже­
ния системой (1.12) нуля раньше, чем значения И  =  г, равна 0.

2°. Если *(0 ^ = 0 , то при любом допустимом управлении систе­
ма (1.12) за сколь угодно малое среднее время покинет точку О, 
а следовательно, в силу утверждения 1° с вероятностью 1 система 
достигнет поверхности |х| =  г раньше, чем снова вернется в началь­
ную точку.

Из утверждений 1° и 2° следует, что значение управления в точке 
О не играет никакой роли в рассматриваемых вопросах и потому 
управление (3.28) — оптимальное.

Для обоснования утверждения 1° возьмем число е > 0  и вычис­
лим вероятность а>(х) достижения системой (1.12) поверхности 
|х| =  е раньше, чем |де| =  г, при управлении (3.28) и начальном условии 
х = х (0 ),  е<|х(0Л<г. Функция а>(х) есть решение задачи Дирихле

где Б (аз) определено выражением в квадратных скобках в (3.25). 
Вычисляя, для х(е<|х|^г,) получаем

где функция г(1) задается равенством (3.27). Из (3.27), (3.29) заклю­
чаем, что со(х)-*0  при £->0.

Докажем теперь утверждение 2°. Пусть и(х) —  любое допусти­
мое управление, а хи( в) = ¡} —  момент первого выхода из шара |х| <  £ 
системы (1.12) при управлении и и нулевом начальном условии. Так 
как МР< со, то, применяя формулу Ито, получим

Г Г

(3.29)

М е

р /»

у0( Р ) - у0(о ) = м | /^К0(х(/, и))й(^ М  вир ЬиУ0(х(1, и))си= —Мр.

оо

Следовательно, в силу соотношения (3.26) и определения р  имеем



Отсюда, а также из равенства (3.27) и произвольности числа е выте­
кает справедливость утверждения 2°. Таким образом установлено, 
что в задаче управления движением твердого тела оптимальное 
управление задается формулой (3.28).

Формула (3.28) показывает, что оптимальное управление мак­
симально по величине и направлено в сторону, противоположную 
вектору кинетического момента. Среднее время достижения моду­
лем кинетического момента предельного значения г определяется 
формулой (3.26).

Основные результаты и формулы главы X
Задача быстродействия:

&x(t)=\f(x)+Bu(x)]At+o(x)&Z, х(0)= хо,

Mzx(u)~* in f;
ueU

уравнение Беллмана

inf lLuV(x) + l]=0, xeF\Q, 
ueU

V (x )= 0 ,x eT ,

оптимальное управление u0 ft, x) есть решение уравнения

inf Lu V bM -L ^ V tfx). 
ueU ^

где V0(x) — минимальное положительное решение внешней краевой задачи для 
уравнения Беллмана.

Задачи с вероятностным функционалом:

Р(Х х(и) < со)-*  sup;
ueU

уравнение Беллмана

sup LuV(x)=0,xeJt\Q, 
ueU

V(x)*=l, хеГ .



ОПТИМАЛЬНОЕ ОЦЕНИВАНИЕ СОСТОЯНИЯ СИСТЕМЫ

В этой главе рассмотрены задачи оптимального в среднеквад­
ратическом смысле оценивания при различных предположениях  
о наблюдаемом и ненаблюдаемом процессах. Рассмотрен фильтр 
Калмана и исследованы его свойства. Изучены задачи оптималь­
ной интерполяции и экстраполяции.

§ 1. ЗАДАЧИ ОЦЕНИВАНИЯ ПРИ СЛУЧАЙНЫХ ВОЗМУЩЕНИЯХ

1. Постановка задан оптимального оценивания. Задачи оптимального 
оценивания могут быть описаны следующим образом. Имеется 
случайный процесс х ( t) е R„, моделирующий движение системы. 
Непосредственному наблюдению (измерению) процесс x(t)  недо­
ступен. Однако возможно измерять другой процесс y (t) ,  несущий 
некоторую информацию о координатах системы x (t) .  Требуется по 
результатам наблюдений за процессом y(t) на отрезке [/„, Т\, где 
Т> t0, построить оптимальную в среднеквадратическом смысле 
оценку т(х) вектора х(х).

В зависимости от соотношения между моментами времени 
х и Т  принято различать следующие задачи: задачу фильтрации, 
если х = Т; задачу экстраполяции, если х> Т ; задачу интерполяции, 
если х<Т. Оценка т(х) называется наилучшей в среднеквадратичес­
ком смысле, если

M\\x(x)-m(x)\\2=m mM \\x(x)-F(yT)\\2. (1.1)

Здесь минимум вычисляется по всевозможным измеримым функци­
оналам F, положено ||а:||2 = jc 'jc и  предполагается, что случайные 
величины х(х) и F(yT)  имеют конечные моменты второго порядка. 
Символ уТ означает совокупность результатов наблюдений y(t) при 
O^t^T.

Из определения (1.1) наилучшей в среднеквадратическом смысле 
оценки т(х) вытекает, что

т (х)= М х(х)/уТ. (1.2)

Действительно, положим у(х) =М х(х)/уг  Тогда

М\\х(х) -  F\yT) ||2= Af || х(т) -  F(yT) + у (т)-  у (г) ||2 =  М|| х(х) -  у(х) ||2 +
+ М|| у(т) -  Я у г) ||2 +  2М(х(х) -  у(х))'(у(х) - F ( y T)). (1.3)

Кроме того, в силу свойств условного математического ожида­
ния имеем

М(х( х) -  у(х))’(у(х)—F(yT)) =  M  [М(х( х) -  у(х))'(у(х) -  F (y T))/yT] =
= M [(M (x (x )-y (x ))'ly T) (y (x ) -F (y T)) ]  =  

= M (y (x )-y (x )) ' (y (x )-F (y T) )  =  0.



М \ \ х ( х ) - Р ( у т)\\г =  М \ \ х(х)-у (х )\ \ г + М \ \ у ( х ) -Р ( у г )\\г . (1.4)

Заметим теперь, что функционал ^  ввиду (1.1) выбирается из усло­
вия минимума по ^  левой части равенства (1.4), а в правой части 
указанного равенства от Р  зависит только второе слагаемое. Но это 
слагаемое неотрицательно и обращается в нуль при Р=у(т). От­
сюда и из определения у(т) вытекает справедливость соотношения
(1.2). _ „

Таким образом, решение задачи оценивания в весьма общей 
ситуации задается формулой (1.2). Однако использование этой 
формулы в реальных ситуациях сопряжено со значительными труд­
ностями, связанными со сложностью вычисления входящего в нее 
условного математического ожидания. Вместе с тем при даль­
нейших ограничениях на исходные данные задачи оценивания ее 
решение иногда удается получить в замкнутом виде. Ниже это 
решение излагается в следующих трех случаях: линейное оценива­
ние; оценивание гауссовских величин; фильтр Калмана —  Бьюси.

2. Линейное оценивание. Задача линейного оценивания состоит в опре­
делении наилучшего линейного функционала Р, при котором мини­
мально среднеквадратичное отклонение вектора х(х) от его линей­
ной оценки Р (ут).

Рассмотрим эту задачу в предположении, что х(т) и у ( имеют 
конечные вторые моменты. Для построения наилучшей линейной 
оценки вектора х(х) по результатам наблюдений за процессом у(О 
на отрезке [О, Т\ рассмотрим гильбертово пространство # 0 случай­
ных векторов аеЯ „  с конечным вторым моментом и гильбертово 
пространство Я , которое представляет собой замкнутую линейную 
оболочку величин у (г), О (т. е. результатов наблюдения)
и единичного вектора. Скалярное произведение двух элементов 
а и /? из Н  равно Л/а'/?. Напомним, что гильбертовым простран­
ством называется полное линейное пространство с заданным в нем 
скалярным произведением. Наилучшая линейная оценка х 0 вектора 
х представляет собой тот элемент из гильбертова пространства Н, 
который отстоит от х на минимальное расстояние. Таким образом, 
вектор х0 может быть определен из уравнения

т т М  ||х-а||2= М | | х-х0||2. (1.5)
аеЯ

На основании [3] уравнение (1.5) имеет, и притом единственное, 
решение х 0, причем х0 является проекцией х на Н. Элемент х0еН  
определяется единственным образом из уравнения

М (х—хо/а =  0, У аеЯ . (1-6)
При этом ошибка оценивания, равная квадрату длины перпендику­
ляра, опущенного из конца вектора х на Я , имеет вид 
<5 =  А/1х|2-Л/|х0|2. Полагая в (1.6) элемент а равным единичному



вектору, получаем, что М х = М х 0. Следовательно, оптимальная 
линейная оценка является несмещенной.

В общем случае оптимальная линейная оценка может оказаться 
неудовлетворительной, как показывает следующий пример. Пусть 
в дискретные моменты времени к ф1 наблюдается случайная вели­
чина £,(к) =ехр (¡<рк), где /=>/ — 1, а случайная величина <р равноме­
рно распределена на отрезке [—я, я]. Требуется по результатам 
наблюдений £(к), кф1, построить оценку величины £(1). Так как 
М£(к)£(1) = 0 при кф1, то наилучшая линейная оценка в силу (1.6) 
равна нулю и от результатов наблюдений вообще не зависит. В то 
же время достаточно произвести только одно наблюдение £(к) 
в любой момент времени к, как вся последовательность £,(1) вос­
станавливается по формуле £(1) = [£ (к )]11к.

3. Оптимальное оценивание гауссовских величин. Будем считать, что 
кроме уже наложенных ограничений случайные величины х  и у(1), 
где 0 <  / <  71, имеют совместное гауссовское распределение вероят­
ностей и нулевые математические ожидания. Тогда из уравнения
(1.6), определяющего оптимальную линейную оценку х0, вытекает 
независимость случайных величин х —х0 и у(1). Значит,

Мх/ут= М ( х - х 0+ х 0)/у т =  М (х—х0)/у т + М х01ут=  
—М (х —х 0) + х 0= х 0.

Таким образом, в гауссовском случае наилучшая в среднеквад­
ратическом смысле оценка х  по результатам наблюдений у т (равная 
Мх/ут) совпадает с наилучшей линейной оценкой х 0.
4. Линейное оценивание стационарных процессов. Рассмотрим задачу 
оптимального линейного оценивания процесса х ( 1+ Т ), Т^О по 
результатам наблюдений за у (я) при — оо / в предположении, 
что скалярные процессы х(г) и у (¡)  стационарны в широком смысле 
и стационарно связаны. Последнее означает, что математические 
ожидания процессов х(1) и у (()  постоянны (и без ограничения 
общности полагаются равными нулю), вторые моменты процессов 
х, у  конечны, а корреляционные функции зависят только от раз­
ности аргументов, т. е.

Яхх(1~5)=Мх(¡)Х(5), Куу(( - 5)=М у(/)у($),
Л ху(1-з)=М х(1)у(5). (1.7)

Функции Лхх, Куу, Кху считаются заданными. Наилучшую линейную 
оценку х0(1+Т) процесса х (1 + Т )  по результатам наблюдений у, 
будем искать в виде

хо ((+ Т )— к(1, 5)у(з) (1у. (1.8)
«



Ядро k (t, s) оценки (1.8) подлежит определению. Используем 
для этого уравнение (1.6). В соответствии с этим уравнением спра­
ведливо соотношение

M x0(t+ T )y (s) =  M x(t+  T)y(s), s^ t.
Подставляя в него выражение (1.8) для оценки х 0 и учитывая 
равенства (1.7), получаем уравнение

Однако левая часть уравнения (1.9) не зависит от /. Поэтому и пра­
вая часть (1.9) не должна зависеть от I. Значит, ядро к  оценки (1.8) 
таково, что /—т) = у(т), где функция у(х) в силу (1.9) определя­
ется уравнением Винера —  Хопфа

При этом выражение для оптимальной оценки (1.8) можно пред 
ставить в форме

Из выражения (1.11) и стационарности процесса у(1) вытекает ста­
ционарность оценки х0. Используя равенство (1.11) для оптималь­
ной линейной оценки, заключаем, что ошибка оценивания 8 есть

Произведем замену переменных t —s = s lt t — т=т1. Тогда

о

00

(1.10)

О

оо

— 00 О
00

(1.11)
о

8=M\x(t+T)\2 — M\x0(t+T)\2 =
00 00



Таким образом, для вычисления как оценки (1.11), так и ошибки 
оценивания (1.12) необходимо решить уравнение (1.10). Это уравне­
ние представляет собой интегральное уравнение первого рода с сим­
метричным ядром относительно функции у; решение этого уравне­
ния может и не существовать. Некоторые условия существования 
решения и метод его построения, предложенный Винером, излага­
ются ниже. Предположим, что корреляционная функция Луу(0  до­
пускает представление

00

Луу(0=  | \к({(о)\2с - ш йо), 1 = 7 ^ 1 ,  (1.13)

-со

и существует такая функция а(%), удовлетворяющая условию 
а(1 )— 0 при /<0, что

00

А(Х) = |а(% >е-2'с1л Яег^О, (1.14)

о

где г  —  комплексная переменная. Выражения (1.13), (1.14) имеют 
место для стационарных процессов с абсолютно непрерывным спек­
тром и спектральной плоскостью, допускающей факторизацию. Из
(1.13), (1.14) и равенства Парсеваля вытекает, что

R y y ( t )  — J * a (t+ s )a (s )  ds, (1-15)

где a(t) —  функция, комплексно сопряженная с a(t) .
Как и при выводе формулы (1.15), предположим, что существует 

такая функция b(t), для которой взаимная корреляционная функция 
Rxy(t) имеет представление

ОО

Rx,(t) =  ^ lЬ(1+з)а(5)&1. (1.16)

Подставляя (1.15), (1.16) в (1.10), получаем уравнение
00 00

Л ^ Т Ч -т + л ,)  — у(()а(т —1+х) <15=0.

о о
Достаточным условием справедливости этого уравнения являет­

ся то, что функция у удовлетворяет соотношению



о

Так как функция а(1) =  0 при /<0, то равенство (1.17) можно 
записать в виде свертки:

Для определения решения у уравнения (1.18) используем метод 
преобразования Лапласа. Положим

Далее найдем преобразование Лапласа от обеих частей (1.18). Учи­
тывая равенство (1.14) и обозначения (1.19), получаем

Тем самым решение у(() уравнения (1.10) получено. В [1] сфор­
мулированы условия справедливости преобразований (1.13) —
(1.19), результатом которых является формула (1.20).

§ 2. Ф И ЛЬТР КАЛМАНА

1. Постановка задачи. Исследуем задачу фильтрации в предположе­
нии, что движение системы х ( и  процесс наблюдения за ним у(1) 
описываются системой линейных стохастических уравнений Ито, 
имеющей вид

Здесь векторы х(I) е К п, у(1) е Л т ; матрицы А, а, б , о0 заданы 
и имеют измеримые ограниченные элементы; через и ¿;0 обозначе­
ны стандартные винеровские процессы произвольных размерностей, 
а через х 0 —  гауссовский случайный вектор, параметры распределе-

(1.18)

о

00 00

О О

Ь0(Т, г) =  у0(г)к(г).
Значит, используя формулу обращения Меллина, имеем

СО

(1.20)
—  00

й х (0 = А (1 )х (0  ¿1 +  0 ( 1) й£(1), х (0 )= х о, О « Г ,  (2.1)
¿у( о= & + а0(о ¿ ы о ,  у( о ;= о . (2 .2)



ния вероятностей которого равны Мх0= 0 , М х0х 0'—D0. Считается,
I что случайные величины Ç(t), i 0(t), х0 взаимно независимы, а мат- 
[ рица ковариации D0 положительно определена. Матрица <r0(t)a0'(t)
[ невырождена при всех /€[0, Т), где Т —  произвольный фиксирован­

ный момент времени. Задача фильтрации состоит в построении 
наилучшей в среднеквадратическом смысле оценки вектора х(Т) по 
результатам наблюдений у т процесса (2.2) на отрезке [0, 7].

Обозначим через т (Т) и D (T) соответственно условное ма­
тематическое ожидание и матрицу ковариации вектора х(Т )  при 
условии у т:

т(Т) =М х(Т)1ут, D(T) = M (x ( T ) -m ( T ) ) (х (Т )  -т (Т ))Ч у т.

В силу результатов § 1 вектор т(Т) представляет собой наилуч­
шую в среднеквадратическом смысле оценку х (Т ) ,  а Э (Т )  есть 
матрица ковариации разности х (Т )—т(Т). Из сделанных предпо­
ложений о параметрах систем (2.1), (2.2) вытекает, что совместное 
распределение вероятностей процесса (х(1), у (1 )) — гауссовское. 
Поэтому оптимальная оценка т (Т) является линейным функциона­
лом от результатов наблюдений, т. е.

Здесь матрица ¡¿(1, Т) размера пхпг (ядро оценки) подлежит опре­
делению из условия минимума по и выражения 
М\\х(Т) —т(Т)\\2=1. Поскольку аргумент Т предполагается произ­
вольным, но фиксированным, его, ради сокращения записи, удобно 
опустить и вместо и(1, Т) записывать просто и(I). Вместе с тем 
подчеркнем, что ядро оценки Т), вообще говоря, зависит от 
обоих аргументов I и Т. Последнее обстоятельство необходимо 
иметь в виду, если аргумент Т  варьируется.

2. Двойственная задача оптимального управления. Покажем, что 
ядро и(1) наилучшей оценки (2.3) является оптимальным управлени­
ем линейной детерминированной системой с квадратичным крите­
рием качества, которые строятся по исходным данным задачи 
фильтрации (2.1), (2.2).

Обозначим через а(I) квадратную матрицу размера п х  л, кото­
рая описывается соотношениями

где I —  единичная матрица размера п х и, управление u(t) совпада­
ет с ядром оценки (2.3), а матрицы A(t) и Q(t) те же, что и в урав­
нениях (2.1), (2.2). Подберем теперь такой критерий качества для 
уравнения (2.4), чтобы оптимальное управление в полученной таким 
образом задаче оптимизации было равно ядру наилучшей оценки

г

(2.3)

о



(2.3). Для этого умножим уравнение (2.1) слева на <x'(t), а уравнение 
для ct'(t) справа на x(t) и сложим полученные результаты. Имеем

a'(t) d x (t)  +  (da'(t))x(t)  =  a!(t)a(t) d£(t) + u'(t)Q (t)x(t) dt.

Заменяя здесь произведение Q (t)x(t) в соответствии с уравнени­
ем наблюдения (2.2), приходим к равенству

d (a ’( t )x ( t ) )  = a'(i)a(t)  dZ (t)+  u '(t)(d y (t)-a 0(t) d t0(t)).
Интегрируя обе части этого равенства в пределах от /=0 до t = Т 

и учитывая условие а(Т ) = 1, заключаем, что
г т т

(2.5)

0 0 о

Заметим, что в силу независимости х(0), £(t) и £0( t)  и равенства 
Тг хх' — х'х имеет место соотношение

г т

M̂ OL ’(0)Х(0) + ̂ 0l'(t)<T(t) d i ( t )  -  ̂ u’(t)o0(t) d Z0( t ) J  X

о 0
T T

x [aY O M O j +  J *'(t)a (t)  dt ( t )  -  J u'(t)o0(t) d£0(t) J  =

о
T

= Ч т ^ ( Q ) D 0ф )  + ̂ ( a' (t )N¿t)a(t )+u'(t )N0(t)u(t))dt\,(г.(>) 
о

где # 0 =  а 0а'0, N1 =  <то’.
Умножим теперь скалярно обе части раренства (2.5) на себя 

и вычислим затем математическое ожидание. С учетом соотноше­
ния (2.6) получаем

т

1=М\\х(0-тп(Т) ||2 =  А^х(Т) - 1 и'(0 dy(t) 2 =  

г 0

= Т г  \^!(Ъ)О0а(Ъ) +  ̂ (а.'(1)М1(1)а(1) + и'(1№0(1)и (0)  d/J. (2.7) 

о

Из равенства (2.7) следует, что ядро и(1) оптимальной оценки (2.3) 
одновременно должно минимизировать квадратичный по а функци­



онал (2.7) на траекториях детермированной системы (2.4). Задача 
оптимального управления (2.4), (2.7) является двойственной к ис­
ходной задаче фильтрации (2.1), (2.2). Используя изложенное в § 
3 гл. IX  решение двойственной линейно-квадратичной задачи упра­
вления, можно получить выражения для оптимального фильтра
(2.3) и ошибки оценивания J .
3. Уравнение для ошибки оценивания. Задача (2.4), (2.7) несколько 
отличается от задачи из § 3 гл. IX  тем, что она рассматривается для 
матричного процесса a(t) с начальным условием, заданным при 
/= Т.

Для того чтобы непосредственно использовать результаты 
§ 3 гл. IX , рассмотрим управлямую систему (2.4) отдельно для 
каждого столбца a{(t), i=  1...... и, матрицы a(t). Из (2.4) следует, что

т = - А ! ( 1 ) щ ( 1 ) + о :а ) щ ( 1 ) ,  <*,(т)=8и (2.8)

где ui(t) означает i-й столбец матрицы управлений u(t), а ¿¡еЯ„ —  
вектор, у которого /-я компонента равна единице, а остальные —  
нулю. В силу (2.7) управление и((Т) выбирается из условия мини­

мума функционала
т

J i= ü'i(0)Doa.i (OJ + jw O N J t M t j+ u U O N o W u t O ) )  àt. (2.9)
о

Дословно повторяя вывод формулы (2.7), заключаем, что
г

min J,= du(T ). пч(Т) =  ̂ и!(0  dy (t), i=  1, ..., л. (2.10)

о

Здесь щ(t) — оптимальное управление в задаче (2.8), (2.9), положе­
но т(Т) = (т{(Т), .... m„(T)), a dij(T) — элементы матрицы D (T). 
Наконец, для того чтобы движение системы (2.8) происходило 
в сторону возрастания времени (как и в § 3 гл. IX ), произведем 
замену переменных s —T— t, ¡¡¡(s) =<ti(T—s), O ^ s^ T .

В силу (2.8) уравнение для pifs) имеет вид

fi,(s) =A ’(T —s)Pi(s) -  Q '(T -S) Ui( T - s ) ,  р,(0) = Ь  (2-11)
Относительно новых переменных критерий качества (2.9) запи­

сывается следующим образом:
г

J ^ P i m D o h m  +  ̂ P i ï s J N J T - s J P i f s )  +  
о

+ u't( T - s ) N 0(T -s )U i(T -s ) )  ds. (2.12)
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Решение задачи (2.10), (2.11) дают формулы (3.7) и (3.8) гл. IX , 
в соответствии с которыми

т ш / ,=  а;Р(0;Л,. и1( Т - я ) = 1 ^ 1(Т -я )0 (Т -8 )Р (я )р ,,(я). (2.13) 

Здесь матрица Р  размера и х п удовлетворяет соотношениям

^  +  А (Т -5 )Р (5 ) +  Р (я)А '(Т -я) -  N. ( Т -я )  -
йз

- р ( 5 ) & ( Т - 1(Т -* )< 2 (Т -з )Р (з )  =  0, Р (Т )= И 0. (2.14)

Но в силу (2.8), (2.10), (2.13) имеем

йа(Т ) = т т 1{= р!(0 )Р (0 )Ь (0 ) = % Р(0)Ь=Ри(0).
".

где Рц —  элементы матрицы Р. Иными словами, диагональные 
элементы матриц О (Т) и Р(0) совпадают. Покажем, что и оста­
льные элементы этих матриц равны. Для этого рассмотрим сумму 
х{( Т ) + х /Т ) ,  оптимальная оценка которой задается выражением

г

^ (и;( 0 + и ;( 0 ) й у ( 0 .  (2.15)

о
Отсюда и из определения матрицы ковариации О(Т) заключаем, 
что ошибка оценивания суммы х ^ + х / Т )  есть

т

^ м ^ х , ( Т ) + х / Т ) - ^ ( и ! ( 0 + ф ) )  4y ( t )^ =
о

=йц(Т) +Л„(Т) + Щ (Т ) .  (2.16)

Установим теперь другое выражение для величины 1ц. Обозна­
чим через ау(() решение уравнения (2.8), в котором щ заменено на 
щ+ир с начальным условием ау(Т)=*8{+5^ Повторяя предшест­
вующие рассуждения от формулы (2.3) до формулы (2.7), убеждаем­
ся в том, что ядро оптимальной оценки (2.15) является одновремен­
но оптимальным управлением процессом а^ ( с  квадратичным 
критерием качества (2.9), в котором щ заменено на а,у, а щ —  на 
ц +  ы; . Решение этой задачи оптимального управления также задает­
ся формулами (2.13), (2.14), в которых а, заменено на ау, а Si —  на 
51+5;. Значит, в частности, на основании (2.13), (2.16) получим

Щ ( Т )  +йц(Т) +ЛМ(Т) =  (6,+ 5;)'Р(0)(51+5]).
Отсюда и из установленного выше равенства диагональных 

элементов матриц О(Т) и Р (0) вытекает, что йу(Т)=Ру(0) для



любых значений индексов i , j=  1 , п. Таким образом, D (T) = Р (0). 
Найдем теперь уравнение, которому удовлетворяет матрица D (t) 
как функция /е[0, 7]. При этом удобно обозначить решение задачи
(2.14) через Р(Т, s), Т, чтобы отразить его зависимость от Т.
Тогда для матрицы ковариации D(T) справедливо представление 
D(T) = P(T, 0). Отсюда, учитывая, что Т —  произвольный момент 
времени, для любого /е[0, 7] имеем

D (t)= P (t, 0). (2.17)

Здесь матрица P(t, х), где т е [0, /], удовлетворяет по т при каждом 
t соотношениям типа (2.14), в которых Т  заменено на t, a s — на т, 
т. е. соотношениям

SÎ -  + A (t-T )P (t. х) +  P(t, x ) A ' ( t - x ) - N 1( t - x ) ~
дх

- P ( t ,  x jQ f t - x ïN ô ' - f t - x W t - x ïP i t ,  x) =  0, P (t. t) =D 0.

Отсюда и из (2.14) вытекает, что P(t, 0) =  Р (Т , T —t). Поэтому 
с учетом (2.17) имеем D(t) =  P(T, T - t ) .  Из этого равенства и (2.14) 
вытекает справедливость следующего уравнения для D (t):

D (t)^ A (t)D (t)+ D (t)A '(t)-D (t)Q '(t)N E 1(t)Q (t)D (t) +
+ N J Î ) ,  t> 0 ,D (0 )= D o. (2.18)

Уравнение (2.18) не зависит от результатов наблюдений 
у,. Поэтому ошибка оценивания в момент времени t, равная 
TrD (t), может быть вычислена заранее, до начала процесса 
измерения. Уравнение (2.18) представляет собой матричное диф­
ференциальное уравнение Риккати, аналогичное уравнению (2.8) 
гл. IV из теории линейно-квадратичных задач управления. Поэтому 
для решения уравнения (2.18) можно использовать методы, 
изложенные в § 2 гл. IV.

Отметим, что при сделанных предположениях о параметрах 
задачи (2.18) ее решение существует при всех конечных t^Ô, единст­
венно и положительно определено*.

4
4. Уравнение для оптимальной оценки. Оптимальная оценка т(Т) 
имеет вид (2.3), причем ядро u(t, Т) на основании равенств (2.13) 
определяется выражением

u(t, T )= N q1(t)Q (t)P (T — t)a (t) , 
где матрица Р  задается соотношениями (2.14). Значит,

u(t, T )= N ô i (t)Q (t)D (t)a (t). (2.19)

*K alm an R . New methods in Wiener filtering theory. Proc. on the first symposium 
on engineering applications of random function theory and probability, J . Wiley, N — W, 
1963.



Здесь а(1) удовлетовряет уравнению (2.4) при управлении (2.19). 
При этом в правой части (2.19) от аргумента Т  зависит лишь 
матрица а. Выше этот аргумент у матрицы а был опущен, посколь­
ку момент времени Т  считался произвольным, но фиксированным. 
Теперь же при определении уравнения, которому удовлетворяет 
оптимальная оценка т (Т) как функция Т, целесообразно отразить 
эту зависимость. Итак, обозначим решение задачи Коши (2.4), (2.19) 
через а(Т , ¡). Тогда в соответствии с (2.3), (2.19) справедливо 
следующее выражение:

г

т (Т )  = | а'ГГ, (2.20)

о

Здесь матрица а!(Т, в силу (2.4), (2.19) удовлетворяет по / при 
каждом фиксированном Т  уравнениям

- а'(т, о  [ л ( о - в ( о о ’( о щ 1т т  *<т, т) =/. (2 .21)

Сравнение соотношений (2.21), (2.20) с формулой Коши показывает, 
что выражение (2.20) есть представление решения т(¡) при 1=Т  
уравнения

4т(О =  А ( О т ( О & + В ( О 0 ( О Ъ Ч О  [ Л у ( 0 - й ( 0 т ( 0  <ВД,
т(0) =  0. (2.22)

Уравнения (2.18), (2.22) для матрицы ковариации И ( /) и вектора 
оптимальной оценки /и (7) представляют собой уравнения фильтра 
Калмана.

При выводе уравнения (2.22) предполагалось, что т(0) = 0 . По­
кажем, что при произвольном значении М х(0)=тп  формулы оп­
тимального филыра сохраняют прежнюю форму (2.18), (2.22) с той 
лишь разницей, что начальное условие для уравнения (2.22) примет 
вид т(0) = т 0. Произведем в (2.1) замену переменных х (1 )= г(1 , 
0)х1(1), где матрица г(1, й) определяется соотношениями

я), 8- ^ 1 =  - г ( 1 ,  з)А (з). г о ,  о  =/. (2.23)
а/ а?

Тогда получим
й хц (/)= г~ 10 , 0 )а (0 д е (0 ,  х1(0 )= х о, 

й у (0  =  <2(1)г(1, 0)Х1( О ^ + а о(1) д£о(О ,у (0 ) = 0.

Далее, полагая хг( ¡ ) = х 1(1) —т0, находим



à ^ y ( t ) - jQ (s )Z (s .  0)mo d s j  =  Q(t)Z(t, 0 )x2(t) d t + a 0(t) dÇ0(t).

о
Наконец, обозначим наблюдаемую величину через y2(t), имеем

/

y2( 0 = y ( 0 - ^ Q ( s ) Z ( s ,  0)m Qds,

о
ày2(t)= Q (t)Z (t . 0)x 2(t) d t+ o 0(t) d U t ) .  (2.25)

Задача фильтрации (2.25), (2.24) относится уже к типу задач (2.1),
(2.2), изученных выше. Матрица ковариации D 2(t) условного рас­
пределения x2(t) при условии, что на отрезке [0, /] измерен вектор 
y2(s), описывается уравнением вида (2.18). С учетом (2.25),
(2.24) имеем

D2= - D 2Z (t, 0)(У( t)N ôl (t)Q (t)Z(t, О)D 2, D2(0 )= D o. (2.26)

Так как D(t) = Z(t, 0 )B 2(t)Z'(t, 0), то, дифференцируя обе части 
этого равенства по t и учитывая равенства (2.26) и (2.23), заключаем, 
что матрица D(t) удовлетворяет соотношениям (2.18). В самом 
деле,

D =A D +D A '+Z (t, 0)D2Z'(t, 0) =  A D + D A '-  
-D Q 'N ôl QD, D (0 )= D o.

Уравнение для оптимальной оценки m2(t) вектора x2(t) по 
результатам наблюдений y 2(s) (0< i< f )  в силу (2.22) имеет вид

dm2(t)= D 2Z (t, 0) QN q 1 [dy2(t) — QZ(t, 0 > 2d/]. m2(0) = 0.

На основании определения функции x2(t) справедливы выра­
жения

m2(t) = Z(t, 0)~ 1m ( t ) - m 0, m (t)= Z (t, 0 )[m 2(t) + m0]. 

Значит,
dm (t)= Z (t, 0)dm 2(t)+ A Z (t, O)(m2( t )+ m 0)d t=

= A m dt+Z(t. 0)D 2Z'(t, O JQ 'N ^ fdyt-Q Z ft, 0)m2(t)dt).

Отсюда окончательно вытекает, что

dm(t) —A( t)m ( t) d t+D Q 'N ôi (dy( t) -  Q ( t)m ( t))  d t, 27) 
m(0) = m 2(0) +m 0= m 0.

Тем самым справедливость уравнений фильтра Калмана (2.18),
(2.27) установлена.



5. Устойчивость фильтра. При ряде дополнительных ограничений 
можно доказать устойчивость оптимального фильтра (2.27) относи­
тельно возмущений начальных условий т0. Приведем некоторые из 
таких ограничений. Обозначим, как и выше, через Z(t, s) матрицу, 
удовлетворяющую соотношениям (2.23). Предположим, что най­
дутся такие положительные постоянные т, С1( С2, при которых для 
всех т справедливы неравенства 

t

J  Z'(s, t)Q '(s)(a0(s)c'0(s)~ l Q(s)Z(s, t )à s ^ C 2I,

' ~ T t

CyI^ (o 2(t )=  J  Z(t, s)o(s)c'(s)Z '(t, s) d s^ C 2I. (2.28)

t - T

Тогда тривиальное решение однородного уравнения (2.27), т. е. 
уравнения

m (t)= [A (t)—D (t)Q '(t)N ô1(t)Q (t)]m (t), t^O, т(0) = т 0, (2.29)

устойчиво относительно возмущений начальных условий. Для до­
казательства заметим, что при выполнении требований (2.28) для 
решения D (t) системы (2.18) справедливы оценки

[ (o ï1(t)+ a3 i ( t)Y l ^ D (t)^ (o'[i (t) +  aj2(t), т. (2.30)

Рассмотрим теперь функцию Ляпунова
V(t, т )= т 'В~1(1)т.

На основании (2.28), (2.30) функция V определенно положитель­
ная и допускает бесконечно малый высший предел. Вычислим про­
изводную функции V вдоль траекторий системы (2.29). Имеем

V(t, т (1 ))= т ’(1)О -1(0 т (1 )+ т ’(1 )В -1(0 т (1 )-  
-m '(t )D -1(t)D (t)D -l (t)m (t).

Заменяя здесь производную т правой частью (2.29), а производную 
D(t) —  правой частью (2.18), получаем

Ÿ= ni (А -  DQ'Nô lQ)'D- lm +  m'D~1 (A -  DQ'Nô l Q)m -
-  n i D ~1 (AD+ DA' -  DQ'Nô i QD + Nl )D~im =

=  —niQ'NoiQm—m,D~1NiD~1m. (2.31)

Правая часть (2.31) во всяком случае неположительна. Поэтому 
в силу теоремы 2.1 гл. I линейная система (2.29) устойчива. Можно 
наложить дальнейшие ограничения на матрицы Q'Nô1Q или NL 
исходной задачи фильтрации (2.1), (2.2), например считать одну из



них положительно определенной. Тогда производная V в силу (2.31) 
будет определенно отрицательной, а система (2.29) на основании 
теоремы 2.3 гл. I равномерно асимптотически устойчивой.

З а м е ч а н и е . В случае постоянных матррц А, о, Q, и <т0 
в уравнениях (2.1), (2.2) необходимым и достаточным услови­
ем справедливости неравенств (2.28) является полнота (т. е. 
равенство л) ранга матриц

6. Фильтрация при постоянных коэффициентах. При рассмотрении 
задачи фильтрации одна из основных трудностей связана с не­
обходимостью решения матричного уравнения Риккати (2.18) для 
матрицы ковариации 0(1 ). В ряде случаев может быть определено 
приближенное решение этого уравнения. Приведем* один из таких 
способов для систем (2.1), (2.2) с постоянными матрицами А,
а, 0  и ст0, считая, что матрицы (2.32) имеют полный ранг п. 
Тогда решение £(/,) задачи (2.18) сходится при £->оо к един­
ственному положительно определенному решению 3  алгебраичес­
кого уравнения

Иными словами, D (t) при достаточно больших t можно прибли­
женно заменить на D. Алгоритм определения D состоит из следу­
ющих шагов:

1°. Определяют скалярный полином Ь(Х) степени п с нулями, 
имеющими отрицательные действительные части, из уравнения

где / — единичная матрица размера 2л х 2л, а матрица А1 имеет вид

При этом сначала бывает удобно найти корни А1, ..., Х„ уравне­
ния ¿&(Х1—А1) = 0, имеющие отрицательные действительные ча-. 
сти, а затем представить полином Ь(Х) в виде

2°. Представляют матрицу Ь(А1) в виде блочной матрицы

где Ь,- — квадратные матрицы размера л х л.

*Bucy R . S ., Jo sep h  P. D . Filtering for stohastic processes with applications to 
guidance. Interscience Publishers, N —  W, 1968.

AD + DA'-DQ'(<j 0o'0) - 1QD +  oo' =  0. (2.33)

d e t (X I -A J  = ( - \ ) nb (X )b (-X ),

)

b(X) = (X -X1)...(X -X J.



з = ь 4ь ; 1**ь3ь ; 1.
Отметим еще, что все собственные значения матрицы 

A —З Q (a0a'0)~ í Q лежат в левой полуплоскости. Следовательно, 
фильтр (2.27), полученный в результате замены в (2.27) матрицы 
Ь(1) на 3 ,  является равномерно асимптотически устойчивым при 
постоянных А, Q, а  и <т0 и полноте рангов матриц (2.32).

Проиллюстрируем изложенный алгоритм определения 3  на при­
мере.

Пример 2.1. Рассмотрим движение материальной точки под дей­
ствием случайных возмущений

х1 — х г, Ах2= у/2 й^1(1).
Наблюдению доступна координата

йу(1)= х1(1) с!/-(-

Через £2 обозначены взаимно независимые стандартные вине- 
ровские процессы. Здесь

^  = С  о ) " =7_2(« I ) « - « 1'
Тогда

Далее,
й *(Л 1 -А 1)= Х *+ 4.

Корни Х1 и Х2 уравнения &ъ\.(Х1—А1) =  0, имеющие отрицательную 
действительную часть, таковы: Хх = — 1 +  /, Х2 = — 1 — /. Следовате­
льно,

Ь(Х) = (Х-Х1)(Х -Х 2)= Х 2 + 2Х+2.
Поэтому матрица Ь(А1) имеет вид

| =А\ + 2А1 + 2/,



Рве. 2.1. Иллюстрация работы фильтра Калмана—Бьюси: I  — 
измеренное состояние координаты у (/); II — оценка (0  значе­
ния фазовой координаты; III — истинное значение координаты

хг (О

Значит, блоки Ь( матрицы Ь(А1) имеют вид

Таким образом, единственное положительно определенное ре­
шение /5 уравнения вида (2.33) в рассматриваемом случае есть

^ = М Г 1= М Г 1 =  ( [  *)•

На рис. 2.1 приведена иллюстрация работы фильтра Калмана —  
Бьюси для системы х 1= х 2, х 2= —4х1 — 0,йх2 + 2£1({), y = x 2 + £2(t) 
(см. [5] к четвертой части).

7. Фильтрация при вырожденной помехе в канале наблюдения.
При выводе уравнений (2.18), (2.27) оптимального фильтра су­
щественно использовалось предположение о невырожденности шу­
мов в канале наблюдения, т. е. о невырожденности матрицы 
<то0 о. Вместе с тем возможны случаи, когда помеха при измерении 
некоторых координат системы или их комбинаций отсутствует. 
В этих случаях некоторые функции состояния системы могут 
быть измерены точно. Возможны различные подходы к иссле­
дованию задач фильтрации с вырожденным шумом. При первом 
из них одна часть координат оценивается точно, а для оценки 
остальных используется фильтр Калмана пониженной размерности 
[11]. При другом подходе исходная задача аппроксимируется



приближенной, в которой в уравнениях наблюдения добавляется 
невырожденный шум малой интенсивности. Изложим более подро­
бно первый подход на примере задачи оптимального оценивания 
состояния х (I) е Я п системы вида (2.1)

х(()= А х(1), х (0 )= х о,

с постоянной матрицей А. Гауссовский вектор х 0 имеет нулевое 
математическое ожидание и матрицу ковариации Д>. Наблюдается 
вектор уеЛт, удовлетворяющий уравнению (2.2) с постоянными 
матрицами б  и а 0 такими, что

dy(t)=Q x(t)dt+(т 0d€0(t), у (0 )= 0 .

Матрица Q имеет размер т хп , а матрица Стр — размер т хт . 
Обозначим через к (о 0) ранг матрицы ст0. Пусть к (а0)= г ,  где целое 
число ге[0, т\. Приведем матрицу а0 с помощью элементарных 
преобразований строк к ступенчатому виду*:

(2.34)

Здесь а1 —  невырожденная действительная матрица размера т хт , 
соответствующая указанным элементарным преобразованиям; 
ст1 — матрица размера гх т  и ранга г; 0 —  нулевая матрица раз­
мера ( т - г ) х т .  Пусть, далее,

- « " ( £ )  (235) 
где Qí и Q2 —  матрицы размера г х п  и (т - г ) х п ,  представляющие 
собой соответственно первые г и последние т — г строк матрицы 
а10 . Рассмотрим матрицу К (0,2) размера пх (т — г)п, имеющую 
вид

К (й 2) = (й'г, А'{2'2.....( А Т - Х& ) .  (2.36)
Положим

ЧУ=(У1>У2)- (2-37)
Тогда

ЛУ1( ^ ) - 01Х(0  dt + <тí d^0(t), у2(0  = а 2х(1).

Далее в зависимости от ранга матрицы К (()2) возможны два 
случая. Если ранг к (()2)= п ,  то все координаты системы х(1) вос­
станавливаются точно по известным значениям вектора у2(1), кото­
рые определяются через исходные наблюдения с помощью фор-

•Мишина А . П ., П роскур яков И . В . Высшая алгебра. — М.: Наука, 1965.



мулы (2.37). Пусть теперь ранг матрицы К (()2)  равен п1г где п ,< п. 
Обозначим через Я невырожденную матрицу, первые л1 столбцов

I которой совпадают с какими-либо линейно независимыми сто­
лбцами матрицы К(<22) ,  а остальные л —л, столбцов матрицы 
А выбраны произвольно с тем л и ть условием, чтобы к(к)= п . 
Тогда (см. гл. VI)

к'А(Х-')' = В = ^  ^ . в 2а - 1) = Г в з> в 2)- (2.38)

Здесь матрицы В1, В2, Въ имеют соответственно размеры л, х п1, 
(п—п1) х п 1, (п — п )̂ х (п — п̂ )\ матрица (?3 —  размер (т —г)хп ± ; 
нулевые матрицы 0 1 и 0 2 —  размеры п1 х (п  — п1) 
и (т —г) х (п — п1). При этом ранг матрицы Ь =  ( 0'г, В[@2, ... 
..., (В [)п'(0'ъ)  — полный, т. е. к (Ь )= п 1. Положим г =  Хх. Тогда

г( =Х'х( 1) = В г(/), 
йу1(1) =  <21(Х -1Уг(Ой1 + <т16£о( 0 , у 2( 0  = <22(Л-1У 2(0.(2.39)

Запишем вектор г(г) в виде г = ( г 1, г2), где г1еК „1 и г 2еК „_щ. Для 
компоненты г2 справедливы соотношения

¿2 (0  =  (1)+  В ъг2 ( I) ,
¿У1( 0  =  г е 5* 1<%) +  С л ( 0 )  ^  +  с!£0(%). (2.40)

Здесь матрицы Qs и состоят соответственно из первых пх и по­
следних п—л1 столбцов матрицы (¿(Л*1)'. В уравнениях (2.39) век­
тор г1(1) можно считать известной функцией времени. Действитель­
но, вследствие полноты ранга матрицы Ь  вектор г 1(0) восстанав­
ливается точно по известным значениям у2($) на сколь угодно 
малом интервале О^я^е (е> 0), а для значений />0 функция г у(1) 
в силу (2.38), (2.39) определяется как решение уравнения 
г1(1 }= В 1г 1((). Кроме того, вектор у2(1) не несет никакой инфор­
мации о процессе г2(1). Таким образом, вся информация о г2(1) 
содержится в измерениях у ^ х ), 0 связанных с исходными
измерениями у(я) формулой (2.37). Обозначим

т1(0 = М г 2(0 /у и, П1(1) = М [ г 2(I) - т 1(1)][г2(0 -т ^О У/уи-

Так как матрица' невырождена (ее ранг по построению 
равен г), то т. и удовлетворяют уравнениям фильтра Калмана 
вида (2.18), (2.27). В рассматриваемом случае (2.40) получаем

дт1(г) =  В4п1( 0 + В гг 1( 0 ) & + В х(1)0,'А(о 1о'1) - 1[6.у1к( Ц -  
- 0 ^ ( 0 т 1( 0) =0,

+ 0 1(0) = (Х,0 0Х). (2.41)



Здесь через (k'D0k) обозначена матрица размера (n—nY) ж (п—п1), 
элементы которой стоят на пересечении последних п — п1 строк 
и столбцов матрицы k'D0À.

Обозначим через D2 матрицу размера п х п, у которой первые ni 
строк и столбцов нулевые, а правый нижний угол занимает т. е.

° ^ = ( °  * « )  (242)

Из такого определения следует, что Х>2 есть матрица условного 
распределения z(t) при условии у,.

Так как при линейном невырожденном преобразовании случай­
ных величин их оценки преобразуются с той же самой матрицей 
преобразования, то, полагая m (t)= M x(t)ly t,
D(t) = M [x(t) —m (t)][x (t)—m(t)]'ly,, окончательно имеем

m (t) = (X- l ) ’ ( 2l(‘J \  D (t) = (X-i )'D1(t)k -\  (2.43) 
\"»i (О/

Итак, установленный алгоритм построения оптимальной оценки 
m(t) вектора x(t)  состоит из следующих этапов:

1 °. Приводят матрицы а  и Q элементарными преобразованиями 
к виду (2.34), (2.35) и определяют ранг матрицы (2.36).

2°. Если ранг k(K (Q 2))= n ,  то x(t)  восстанавливается точно.
3°. Если k(K (Q 2))  <п, то наилучшая оценка выражается фор­

мулами (2.41) —  (2.43), в которых функция z1(t) восстанавливается 
точно по известным значениям y 2(s), O^s^t, с помощью процеду­
ры, описанной в гл. VI.

8. Оптимальная экстраполяция. Задача оптимальной экстраполяции 
состоит в построении наилучшей в среднеквадратическом смысле 
оценки будущего состояния х(х) системы (2.1) по результатам 
наблюдений (2.2), проведенным на отрезке 0 < î  ̂  Г, где т. Пока­
жем, что построение оптимальной оценки т(х) = Мх(х)1уТ и матри­
цы ковариации D (x)= M [x(x) — m(x)][x(x) — m(x)]'/yT может быть 
осуществлено с помощью вспомогательной задачи фильтрации. 
Введем функцию Qi(t) =  Q(t) при и Q (t)= 0  при t>T.
Обозначим через y(t) такой процесс, что y(t)= y(t)  при O ^ t^T  
и dy(t) = o 0(t) d£0(t) при T< t^ x. Иными словами, 
¿У (0= & 1(*)х ( 1) d t+ c 0(t) d£0(t), Вследствие независимо­
сти \(t), Ç0(t) и x0 имеем m(x) = m i (x), D fx j^ D Jx ) ,  где

m1(x )=  M x(x)/yx, Dl (x )= M [x (x ) -m l (x )][x (x )-m jx )]'lyx.

Из определения величин тх(х) и Di (х) вытекает, что они удовлет­
воряют уравнениям (2.18), (2.27), в которых Q(t) заменено на Q1(t).



Следовательно, для вычисления матрицы В(х) необходимо решить 
уравнения

£ > ( 0  = л (  1 ) и (  I )  + В ( 1 ) А ' ( 1 ) - 0 ( 1 ) 0 : 0 ) Щ ' ( 0 < 2 ( 1 ) В ( 0  +
г , (2 .44 )

D (t)= A (t)D (t)+ D (t)A '(t)+ N í (t), х. (2.45)

Оптимальная оценка экстраполяции т(х) определяется из урав­
нений

дт(1) = А(1)т(1) & 1+В0,'Щ 1 (йу( 1 )~ й (  г ) т ( А г ) , (2.46) 
т (0)= т о, т(1)=А(1)т(1), т. (2.47)

При вычислении матрицы О(х) сначала решается нелинейное 
уравнение Риккати (2.44) на отрезке [О, 7], а затем линейное уравне­
ние (2.45) на отрезке [Т, т] с начальным условием О (Т ), полученным 
на предыдущем шаге. Аналогично и при вычислении оценки т(х) 
сначала решается стохастическое уравнение (2.46) и определяется 
т (Т),&  затем детерминированное уравнение (2.47) на отрезке [т, 7] 
с начальным условием т (Т).

9. Оптимальная интерполяция. Задача оптимальной интерполяции 
состоит в построении наилучшей в среднеквадратическом смысле 
оценки предшествующего состояния вектора х(х) по результатам 
наблюдений (2.2), проведенным на отрезке [0, 7],^ причем 7 > т . 
Покажем, как задача интерполяции сводится к линейно-квадратич­
ной задаче управления, и сформулируем соответствующий резуль­
тат.

Обозначим через т (т, Т) наилучшую оценку, а через О (х .Т )  — 
соответствующую матрицу ковариации, т. е.

т(х, Т)=М х(х)1уТ,
В(х, Т) = М [х (х )-т (х , Т )][х(х)—т(х, Т)]'/уТ. (2.48)

Оптимальная оценка интерполяции т(х, Т) является линейным 
функционалом результатов наблюдений, т. е.

т

т (г, Т) =  | и'(1, х, Т) йу(0. (2.49)

о

Ядро и оценки (2.49) представляет собой оптимальное управле­
ние линейной детерминированной системой



с квадратичным критерием качества (2.7). Двойственность задач 
интерполяции (2.48) и управления (2.50), (2.7) устанавливается с по­
мощью тех же рассуждений, что и в п. 2. Используя теперь решение 
двойственной задачи управления (2.50), (2.7), приведенное в § 3, 
получаем следующие формулы для функций (2.48):

г

т(х, Т )= т (Т ) — j[A (s)m (s, Т )+ a(s)a'(s)D~1(s)(m(s,T)—

т — m (s))]ds, (2.51)
г

D (х, Т) = D (T )-^ [(A (s )  + c 0(s)c'0(s )D -l (s))D (s, Т) +

+ D (s, T )(A (s f+ a 0(s)a'0(s )D -1(s ))-a (s )a '(s )]d s .

В выражениях (2.51) положено
m (T ) =  Mx(T)lyT,D (T )= M [x (T )-m (T )] [x (T )-m (T )] ly T.

Иными словами, функции m (t) и D(t) представляют собой 
решение задачи фильтрации, изложенной выше, и описываются 
соответственно уравнениями (2.27), (2.18).

10. Некоторые соотношения нелинейной фильтрации. При выводе 
фильтра Калмана (2.18), (2.27) существенно использовалась линей­
ность правых частей уравнений (2.1), (2.2) по координатам. В общем 
случае столь же простых соотношений для решения задачи фильтра­
ции получить не удается. Рассмотрим подробнее задачу фильтрации 
для системы

d x (t)= f( t ,  x (t) )d t  +  a(t, x (t))d £ (t), t^O, x e R n. 
Уравнения наблюдений имеют вид

dy(t) = Q(t, x ( t ) )d t  + a l (t)d^1( t ) ,y e R m.

Случайные возмущения <l(t)  и ^1(t) представляют собой взаимно 
независимые стандартные винеровские процессы. Предполагается, 
что матрица невырождена. Функции f( t , х) и Q(t, х) непрерыв­
ны, причем f ( t ,  х) непрерывно дифференцируема по х, a Q(t, х) 
дважды непрерывно дифференцируема по je. Обозначим через 
P(t, х) условную плотность вероятностей случайной величины 
x(t) при условии, что на отрезке [0, i] измерена реализация y(s), 
0^5</ . Тогда функция P(t, х) удовлетворяет следующему соот­
ношению*:

*С тр ато н о ви ч  Р. Л . Условные процессы Маркова // Теория вероятностей 
и ее применения, 1960. Т. 5, вып. 2.



Р(х, x ) - P ( t ,  x )P (s, x ) )  +
t

1  ̂ "1 
+  :  £  —— ((< T (s ,x )a ' (s ,x ) ) ijP (s ,x ) )\ d s+  

i, j=  \ dx/dxj J

T

+ ̂ P(S> x)(Q (s, x ) - Q ( s ) ) ' ( a l (s)a'l (s))~ x(d y (s ) -Ü (s )d s ) .  (2.52) 

i
Здесь x^t, через /■ обозначена i-я компонента вектора f  а через 

(оа')ц обозначен у-й элемент матрицы аа' и положено Q (t)=  J  Q(t,

x)P(t, x )dx . Иными словами, Q(t) представляет собой условное 
математическое ожидание вектора Q(t, x (t))  при заданных резуль­
татах измерения y(s), t.

Поскольку построение точного решения уравнения (2.52) затруд­
нительно, были предложены различные способы решения задачи 
фильтрации в конкретных случаях.

Приведем здесь один из них, связанный с фильтрацией условно­
гауссовских процессов, т. е. процессов, описываемых стохастичес­
кими уравнениями Ито, которые линейны по фазовым координатам 
x ( t ) e R n, но могут быть нелинейны по наблюдениям y ( t ) e R m. 
Указанные уравнения имеют вид

dx (t)= A (t, y ,)x(t) d t+ o (t , yt)d £ (t) , x (0 ) = x 0; 
dy(t) = Q(t, y ,)x(t) d t + a 0(t, y() dZ0(t), y (0 ) = y 0.

В этих уравнениях у, означает при каждом t совокупность всех 
измеренийyt=y(t+Q ), — 0, функционалы А, а, Q, а 0 в каждый
момент времени t зависят от измерений у,, винеровские процессы 
£0 и гауссовский вектор х0 взаимно независимы. Математическое 
ожидание т0 и матрица ковариации D0 вектора jc0 заданы. От­
метим, что условное распределение вероятностей x (t)  при условии 
у, является гауссовским. Обозначим через m(t) оптимальную в сре­
днеквадратическом смысле оценку вектора x(t)  по результатам 
наблюдений у,, а через D(t) —  соответствующую матрицу ковари­
ации условного распределения. Тогда уравнения для m (t) и D(t) 
имеют вид [7]

dm(t) = A(t, y ,)m (t)+ D (t)Q '(t, у,) х 

х (°o(t. yt)o'o(t, y i))~ 1[d y (t)-Q (t, y,)m (t)], т (0 )= т о, (2.53)



i>(t) =A (t, y,)D(t) +D(t)A'(t, y ,)+ c(t, yt)a'(t, yt) -  
-D (t)Q (t . y ,)(o0(t, yt)<T'0(t. y t)~ lQ(t, yt). D(0) =D 0. (2.54)

Если матрицы A, a, Q и er* не зависят от результатов наблюдений, 
то уравнения (2.53), (2.54) переходят в уравнения (2.27), (2.18) 
фильтра Калмана.

Основные результаты н формулы главы XI
Ллвейвое оцшшаше:
оценка т(х) —  наилучшая в среднеквадратическом смысле, если 

M {x(x)-m (x)\2~rsän M\x(t) -Р (у Т)\г;
Г

выражение для т(х):
т (т)-М х(х)/уТ.

У р ш ш е  Внкра —  Х о ф :

о
решение уравнения Винера —  Хопфа

00

О
00

«о

О
Фмльтр Калмаия:

dx(t) = A (t)x (t)d t+ o(t)d£ (t),0^ t^ T , х (0)~ х0 
dy(l) ~ Q (t)x (t)d t+ o0(t) dt0(t), y (0 )-0 ;

уравнения фильтра:

dm(t) ~A(t)m(t) dl +DQ’(<r0a'0) ~1 [dy(tj - Q(t)m(t) dt], m(Q) =m0; 
£>(t) ~A(t)D(t) + D (t)A '(t)-D (t)Q (t)(aaar lQ(t)D(t) +

+ a(t)o'(t), />0, D (0)-D o,
где

m (t)-M x(l)ly t, D (t)~ M (x (t)-m (t))(x (t)-y (t))'ly t,



фильтр Колмана устойчив, если 
t

C j/< J  Z (s. t)Q (s)(a0(s)tf'0( i ) r 1Q (s)Z(i. l)d s< C 2l; 

t-x
t

C ,/< I  Z(t, s)a(s)a’(s)Z (t, s jA s^ C J;  

t- 1
необходимые и достаточные условия устойчивости стационарного фильтра Кал- 

мана:
rank (xst А о , А я~^<г)**п, 

rank (Q. A'Q...... (A')n~ l Q )~ n .
Нелвмйваа фильтрация. Для уравнений, линейных по фазовым координатам х (t) 

и нелинейных по наблюдениям у(1), оптимальная в среднеквадратическом оценка 
m(t) вектора x(t) по результатам наблюдений у, и матрица ковариации D (t) 
условного распределения вероятностей удовлетворяют соотношениям

dm(t) •‘ Aft, yt)m (l)+D (t)Q (t. yt) ( a 0( ‘. У»)°'0(>. У О Г 1 х 
X [Ay(t)-Q(t, yt)m(t)], m(0) =m 0;

Ù(t) =A(t, y,)D(t)+D(t)A'(t. yt)+<r(t. ytJa'-ft, y , ) -
-D (t)Q '(t.y t)(o 0(t;y,)a'0(t,y t))~ 1Q (t.yt)D (t)l D (0)~D o.



ОПТИМАЛЬНОЕ УПРАВЛЕНИЕ ПРОЦЕССОМ 
НАБЛЮДЕНИЯ

В этой главе рассмотрены задачи управления процессом наблюде­
ния при различных предположениях о матрицах состава измере­
нии и интенсивности помех. Описан общий способ построения 
оптимальных законов наблюдения и исследован их вид в конкрет­
ных ситуациях.

§ 1. ОПТИМИЗАЦИЯ ПРОЦЕССА НАБЛЮДЕНИЯ

1. Постановка задачи. Основные соотношения. В гл. X I при рассмот­
рении задач оптимального оценивания состояния x(i)  системы (2.1) 
по результатам измерений (2.2) предполагалось, что матрица со­
става измерений Q (t) и их точности a0(t) заданы и фиксированы. 
Однако в ряде реальных ситуаций в процессе измерений можно 
варьировать как комбинации наблюдаемых координат системы, так 
и точность их измерений. Это приводит к различным задачам 
управления процессом наблюдения (иначе называемым задачами 
оптимизации процесса наблюдения). Такие задачи стали особенно 
актуальными в последнее время в связи с разработкой и совершен­
ствованием датчиков систем управления, а также широким внедре­
нием ЭВМ, что привело к совершенствованию функционирования 
систем управления и одновременно к их удорожанию Усложнение 
используемых измерительных приборов и алгоритмов обработки 
наблюдений приводит также к существенному запаздыванию при 
применении результатов измерений. Общая схема управления на­
блюдением изображена на рис. 1.1.

В задачах оптимизации процесса наблюдения обычно требуется 
оптимизировать точность определения фазовых координат системы

В озм ущ ения Возмущ ения

Рис. 1 . 1 . Схема управления наблюдениями

при тех или иных ограничениях на стоимость проведения наблюде­
ний или их длительность. Конкретизируем сказанное для случая, 
когда движение системы и процесс наблюдения описываются урав­
нениями вида (2.1), (2.2) гл. ХЗ:



йх(1) = А ( 1)х (1) й 1+ о ( 1)А £(1) ,  />0, х (0 )= х о, (1.1) 
¿у(0  = 0(0х(0<и+<т0(0 й £ 0( 0 .  />0, у(0) = 0. (1.2)

Здесь х е Я я, у е Л т; через <*; и { 0 обозначены винеровские стандарт­
ные процессы, х 0 —  гауссовский вектор; М х0= т 0, Х>дс0=/)0. Слу­
чайные величины х 0, { и  £0 взаимно независимы. При этом точность 
определения координат характеризуется матрицей 0(1 ), а управле­
ние наблюдением —  матрицей u=Q '(o0Oo)~í Q, которые связаны 
уравнением фильтра Калмана (2.18) гл. X I:

£>(0 = А (0 О (0  + D (t)A '(t)-D (t)u (t)D (t)+ o (t)o '(t) ,
/>о, а д = / > 0. и=<2'(о0о  ¿ г ' е -  0 -3 )

Весьма часто наблюдения проводятся с целью оптимизировать 
точность определения величины ц'х(Т), где —  заданный вектор из 
Я„. Если, например, /-я компонента вектора д равна единице, а все 
остальные равны нулю, то я'х(Т) = х 1(Т)  и задача сводится к оп­
тимизации точности определения х((Т ). При этом указанная точ­
ность может быть охарактеризована дисперсией величины д'х(Т). 
Таким образом, критерий качества /  в задачах оптимизации процес­
са наблюдения можно задать в форме

1 = д '0 (Т )Ч. (1.4)

Управление и(1) наблюдениями также может быть подчинено 
ряду ограничений. Приведем в качестве иллюстрации некоторые из 
них, имеющие вид

г

и (1 )еи (1 ) ,7 1= ^ Р 1(1,и(1)) <1 /<С,. (1.5)

о

Здесь 1/(0  —  заданное множество матриц, определяемое возмож­
ностями управления наблюдениями, F¡ —  заданные скалярные фун­
кции, а С/ —  заданные постоянные. С помощью функционалов типа 
У,- могут быть учтены имеющие место в задаче ограничения на 
стоимость проведения измерений или их длительность. Соотноше­
ния (1.3) — (1.5) показывают, что задачи оптимизации процесса 
наблюдения являются обычными задачами оптимального управле­
ния детерминированными системами (1.3) для матрицы ковариации 
И (¡). Отмеченная аналогия позволяет также сформулировать и ряд 
иных постановок задач управления наблюдениями.

Можно, например, ставить задачи, в которых минимизируется 
один из функционалов У, и выполнено ограничение / < с0, что соот­
ветствует ситуациям, в которых требуется минимизировать сто­
имость или длительность наблюдений и обеспечить точность опре­
деления величины д'х(Т) не ниже заданной. Другой класс задач 
возникает, если наблюдения носят импульсный характер, т. е. про-
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изводятся в дискретные моменты времени tt. В этом случае можно 
формально записать

и( 0  — Е  u fi( t - t o .
¡ш 1

где г — суммарное число измерений, S(t) —  дельта-функция. Мат­
рицы щ, моменты наблюдений /,■ и их число г являются варьиру­
емыми параметрами и подлежат определению. Кроме того, им­
пульсные законы наблюдения представляют интерес еще и потому, 
что они возникают как оптимальные, если критерий качества рас­
сматриваемой задачи эквивалентен суммарному числу измерений 
на отрезке [0, 7] .

Замечание. В случае импульсных законов наблюдения необ­
ходимо уточнить смысл уравнения (1.3) для матрицы ковари- 
ации D (t). Такое уточнение можно сделать, если заметить, что 
уравнение для обратной матрицы D~l остается справедливым 
и в этом случае. Это уравнение записывается в виде

D ~l (t)  =  - D ~ l (t )A (t) -A '(t )D -1(t) +
+ u ( t ) - D - 1(t)o (t)a '(t)D -i ( t ) .D (0 )= D ô i .

При этом в случае импульсных законов наблюдения в момен­
ты времени t{ измеряются случайные величины y(t{), описыва­
емые уравнением

У( U) =  Q( U)x( U) +  а 0( tOti,
где Çt —  последовательность взаимно независимых гауссовс­
ких векторов с нулевым математическим ожиданием и единич­
ной матрицей ковариации.

Приведем еще уравнения для оптимальной оценки m(t) и мат­
рицы ковариации D (t) при наблюдениях у ( tt) в дискретные момен­
ты tt (0 = to < t1<tn...) за системой (1.1). В моменты измерений tt 
функции m (t) и D (t) определяются формулами

m(tt+ 0 )= m (t{) + D (t i+0)Q '(ti)(ao (ti)o'o(ti) ) - i \yi- Q ( t i)m (ti)], 
D(ti+  0) =  [D( t{) ~1 + Q'( t() (о 0(и)о'0(и)) - ' Q W r 1.

В промежутках между измерениями (т. е. при уравнения
для m(t) и D(t) имеют вид

m(t) = A (t)m (t). D (t) = A (t)D (t) +D (t)A '(t) + o(t)o'(t), 
a начальные условия —  вид

lim т (г)= т (и + 0 ), lim D (t)= D (ti+ 0), m (0 )= m o, D (0)= D o.
0 I-+//+0

Вследствие отмеченной выше эквивалентности задач оптимиза­
ции процесса наблюдения задачам оптимального управления детер-
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минированными системами для построения оптимальных законов 
наблюдения можно использовать методы, изложенные в гл. V  —  
VII, и, в частности, принцип максимума. Приведем соотношения 

принципа максимума для задачи (1.1) —  (1.3) при <т=0, в которой 
требуется, чтобы 

т

ГFt (t. и (0 )  d í - in f ,  J= q 'D (T )q = c l . (1.6)
J  «et/
О

Управление u(t) в уравнении (1.3) содержит в качестве множи­
теля квадратичную функцию фазовых координат D (t), что может 
привести к некоторым осложнениям при вычислениях. Поэтому 
целесообразно сделать замену переменных, положив a (t)= D  1(t). 
Тогда в уравнении для а коэффициент при управлении u(t) есть 
единичная матрица, поскольку в силу (1.3) и условия <т=0 имеем

à(t) =  -A ' ( t ) a ( t ) - a ( t )A ( t )  +  u (t), a (0 )= D ¿ 1. (1.7)

В соответствии с принципом максимума (см. гл. V) введем 
скалярую функцию

Н =  X  ф1к( - А 'а - а А  + и){к+ ф 0Р1(1,и), (1.8)
i, к= 1

где ф0 —  постоянная, а ¡¡/¡ь —  элементы симметричной матрицы 
сопряженных переменных ф(t), удовлетворяющей уравнению

Ф (О = а (0Ф (0+ Ф (0А '(О . o ^ t^ T .  (1.9)

В момент времени t= Т  матрица ф(Т) удовлетворяет гранич­
ному условию (условию трансверсальности)

dJ
Ф (Т)=Х ~,

да
где X — некоторая постоянная. Записанное покомпонентно условие 
трансверсальности имеет вид

ф1к( Т ) = к -  = х А ^ - ] д .
Щк Lôa>*J

до /  да \ 8Г>и
Но — =  — D[ —  ID, — =  —DiiDicj. Поэтому окончательно условие 

daik \дщк/ da¡k
трансверсальности можно представить в форме

ф1к ( Т ) = -  t  ^ ij(T )D kl(T)qJql= -X (D (T )q ) i(D (T )q)k=

J J ’ 1 = - Х ( а - 1(Т )Ч)1(а~1(Т )Я) к. (1.10)
437



Оптимальное управление и(I) определяется с помощью условия 
максимальности гамильтониана Н  по и:

£  ф1кМ1к + Ф(/1(1, ыЛ-»8ир# и еЦ , 0 < / ^ Г . (1.11)
Ь ,* - 1  _1 “

Формулы (1.6) —  (1.11) и образуют замкнутую систему соотноше­
ний принципа максимума. Они зависят от л2+ 2  постоянных (п2 
элементов матрицы ф(Т) и постоянных X и ф0). Но функция 
Н  определена с точностью до постоянного множителя, поэтому 
одну из л2+ 2  постоянных можно выбрать произвольной. Обычно 
можно положить ф0 =  — 1. Тогда для определения остальных л2 -I-1 
постоянных остается л2 +  1 условий (1.6), (1.10).

Двойственной к рассмотренной является задача
г

Г 1(1,и(1))<И=С0. (1.12)
о

ф В(Т)д1=Си  1=1, ..., г; г^л, (1.13)
где С), _/= 0, ..., г —  заданные постоянные, ц и ^  — заданные век­
торы из Ип. Запишем для этой задачи соотношения принципа мак­
симума. Функция Н  сохраняет прежний вид (1.8), а условие принци­
па максимума —  вид (1.11), где ф0 — неизвестная постоянная. 

Аналогично (1.10), условие трансверсальности имеет вид

Фгк(Т) = — £  Х] [ а - 1(Т )д]1 [а -1(Т)д]\к+ ( 0 ( Т ) д) 1(В (Т )д )к. (1.14)

Теперь для определения п2 + г+1  постоянных ф(Т), X, и ф0 
имеется л2 +  г+  1 условий (1.12) —  (1.14).

2. Построение оптимальных законов наблюдения, минимизирующих 
конечную дисперсию. Пусть уравнения движения системы (1.1) и на­
блюдения (1.2) —  скалярные и имеют вид

х(1) = ах(1), 0, х (0 )= х о, ¿у (0  = <2(0х(0<11+а0й£0(0 .
Здесь а и <хо# 0  —  заданные постоянные, дг0 —  гауссовская случай­
ная величина.

Управление наблюдениями у(I)  осуществляется благодаря вы­
бору скалярной измеримой функции &(1), которая при каждом 
/ может быть равна либо нулю, либо единице, причем суммарное 
время наблюдений Т^О <  Т0 <  Т) задано. Вследствие независимости 
случайных величин х 0 и £0(/,) равенство ()(1 )= 0  в некоторый мо­
мент времени означает, что в этот момент времени наблюдения не 
производятся. Ограничение на суммарную длительность процесса 
наблюдения эквивалентно изопериметрическому условию
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о
Цель управления наблюдением —  выбрать такую функцию 

Q(t), удовлетворяющую перечисленным условиям, чтобы миними­
зировать дисперсию D(T). Ясно, что поставленная задача является 
частным случаем общей постановки задачи управления наблюдени­
ями, описанной в п. 1. При этом множество в (1.5) состоит из двух 
точек (0 и ffô1), функция в (1.12) такова, что F 1(t, 0J =  0 и F l ('i, 
(TÔ1) = l, наконец, q =  1. Уравнение (1.9) для сопряженной перемен­
ной примет вид \j/(t)=2a\lf(t). Дисперсия D (t) в силу (1.3) удовлет­
воряет равенствам D (t)=2aD  — D2u(t), D (0 )= D o> 0. Условие 
трансверсальности (1.14) дает \j/(T)=D2(T ). Уравнение (1.7) для 
функции a ( t )= D ô l (t) записывается в форме

H=\li(-2acL(t)+u)+\li0Q(t) = -2aa.(t)\lt(t) +  u(\l/(t)+ol\li0).

где положено <р(1) =  ф(1) + оЪФо-
Из уравнения и граничного условия для ф(1) следует, что 

ф (1)= 0*(Т )ехр[2а(1—Т)]. Так как О (Т ) > 0 , то ф(г) монотонно 
возрастает при а > 0 и монотонно убывает при а < 0 .

Отсюда и из (1.16) вытекает, что если а > 0, то и(1) = 0 при 
и и(1)= С о2 при 10<1^Т; если же а < 0 , то и(1) = Оо2 при 
и и(1)=0  при (0< (^ Т .  Здесь через /0 обозначен единствен­

ный момент переключения управления и (/), равный единственному 
корню монотонной функции Ф(1) + ОоФо ПРИ офО. При этом посто­
янная ф0 выбирается так, чтобы удовлетворялось изопериметричес- 
кое ограничение (1.15). Следовательно, /0 =  Т — Т0 при а > 0 и /0 =  Т0 
при а<  0. Если, наконец, а= 0 , то критерий качества О(Т) не зависит 
от конкретного вида функции Q(T), удовлетворяющей условию 
(1.15), и для любой из них равен О(Т) =  ( Щ 1 + <То Т0)~ 1. Выпишем 
еще выражения для минимального значения й (Т )  при аф 0 и оп­
тимальном законе наблюдения. Имеем

à(t) = -2 a a ( t )  + u(t), a (0 )= D o, u(t) =  <rÔzQ2( t ) = o 0 2Q(t). 

Гамильтониан H  вследствие (1.8) имеет вид

Из принципа максимума (1.11) вытекает, что

u ( t ) = c ô 2 при <p(t)>0, u(t) =  0 при q>(t)<0, (1.16)

D(T) = elaTy 

D(T) = е2аТ\D0l + - o 0 2a- 2 _ - l



Полученное решение допускает наглядную интерпретацию. При 
а > 0  энергия сигнала х  возрастает с ростом времени г и поэтому 
наблюдения выгодно производить в конце. Если же а < 0, то энергия 
сигнала, напротив, убывает с ростом t и наблюдения целесообразно 
проводить вначале.

3. Пример управления наблюдением с интегральным критерием.
В предыдущем примере управление наблюдением преследовало 
цель возможно более точного определения состояния системы х(Т) 
в конце процесса. Однако если указанная цель преследуется на всем 
интервале движения, то возникают задачи оптимизации процесса 
наблюдения с интегральным критерием качества. Рассмотрим одну 
из них. Пусть движение системы и процесс наблюдения описывают­
ся скалярными уравнениями вида (1.1), (1.2):

Здесь а  —  постоянная, а остальные обозначения имеют тот же 
смысл, что и в п. 2. В частности, управление 0(1) наблюдением 
принимает два значения (либо нуль, либо единица) и удовлетворяет 
условию (1.15). Требуется с помощью выбора управления ¡2(1) 
минимизировать критерий качества

где у > 0 —  заданная постоянная. Положим а (()= И  1((). Тогда 
в силу (1.3), (1.17) имеем

а ( 0 =  —2аа(1) — а 2а2(1) + и(1), а(0) =Х>о (1-18)

где и (1 )= ао2()(1). Сопряженная переменная ф(1) при /6 [0, 7] опре­
деляется равенствами

йх(1)= ах(1)й1+ ад^ (1), /е[0, 7], х(0) = хо,
й у (0  =  а ( 0 х ( 0 Ь + а 0А£о( 0 .  у (0 )= 0 .  (1.17)

г

о

ф (0 = 2 ф (0 (а  + с 2ф ) ) - а - 2(1), а (Т)=усс~2(Т). (1.19)

Используя формулу Коши, заключаем, что решение задачи (1.19) 
допускает представление



Отсюда и из оценки а (1 )> 0  следует, что ф (1)>0  при 0 ^ < Г. 
Продифференцировав обе части равенства (1.19) по /, получим

^(1)=2ф(1)(а+а2а(1)) + 2а(1)(а~ъ(1) + а 2ф(г)). (1.20)
Гамильтониан Н  в рассматриваемой задаче имеет тот же вид, что 
и в примере п. 2, т. е. Н =  -2 а а (1 )ф (0  + и(ф(1) +  о1ф0) .  Поэтому 
с учетом принципа максимума оптимальное управление по-прежне­
му определяется формулами (1.16). Пусть (%, ¡2) — внутренний 
интервал отрезка [0, 7], на котором оптимальное управление и(() 
равно нулю. Тогда на основании (1.16) справедливы соотношения 
<Р(*\) — <Р(1г)—р> ф (0<  0 при 0</1</</2<7', где функция 
<р(0=ф(1) + <тофо. Таким образом, сопряженная переменная фО) 
имеет локальный минимум в некоторой точке </0<  ¡2). Значит, 
в этой точке ф(10) =  0, ф(1 о) ^ 0 .  Кроме того, в точке /0 справедливы 
неравенства а(7О/)> 0 , ф(to)> 0 .  Следовательно, в силу равенства
(1.20) имеем а(10) ^0.

Подобным же образом устанавливается, что если и(1)=О о2 на 
внутреннем интервале 12) , 0</1</2< 7 ’, то существует такая 
точка /0е (/1# 12), в которой а (  10)  ^ 0 . В силу теоремы о существова­
нии и единственности решения уравнения (1.18) функция л(л) моно­
тонна как на интервалах, где и (() =  0, так и на интервалах, где 
и( *)=<?о 2- Поэтому ¿ ^ < 0  для всех точек / е , если и(1) =  <То2 
и 0 < * 1</</2< Г . Аналогично, а (1 )^ 0  для всех точек 12),
если и(1) =  0 и 0 < tí < t< t2< T . На границе двух интервалов, где 
функция <р(1) меняет знак, управление и(1) имеет скачок. Поэтому 
решение а(()  уравнения (1.18) непрерывно, а его производная а(1) 
имеет скачок, причем в силу (1.18) производная a(t)  со стороны 
интервала наблюдения (на котором и (1)= а^ г) больше на а о 2. 
Следовательно, внутренний интервал, где &({) ^ 0 , не может примы­
кать к внутреннему интервалу, где > 0.

Таким образом, если существует внутренний интервал (11г 12), 
0</1</2< 7 ’, где управление и(Ё) постоянно, то этот интервал — 
единственный. При этом если ос(1)^0 при 12),  0 </1<Г2< Г ,

то в граничных интервалах [0, tl ) и (12, 7] имеем и ( 0 =  0, а(1)< 0. 
Аналогично, если а(%)>0 при /е 12), 0 < (1<12< Т , то а(1 )> 0  
и и ( =  а$ при /е[0, ¿х) и 1 е ( (2, Т \ . В результате возможны три 
различных случая: 1 ) имеется один внутренний интервал, на кото­
ром и (¡)= ао  ; 2°) имеется один внутренний интервал, на котором 
и(1)=  0; 3°) таких интервалов вообще нет. Рассмотрим каждый из 
этих случаев.

1°. Пусть и( 1) = а о 2 при 0 < ^ < / <11 + Т0<Т. Тогда а(%)г$0 при 
¡ е  ( +  Т0) ,  а вне сегмента [д , tí +  Г0] имеем и(1)=0, а (1 )< 0 . Из 
этих соотношений и уравнения (1.18) при <=0 следует, что должно 
быть 2аП0 +  ег2 >  0.

2°. Пусть и(1) = 0 при 0< / 1</</1 +  Тр + Т. Тогда а(% )^0 при 
(Ь> +  Т0). Поэтому в силу уравнения (1.18) справедлива оценка



2 a + a 2a ( t í )^ 0 .  Кроме того, а (1 )> 0  вне интервала (¡1, ¡1 + Т0), т. е. 
х(11) > а ( 0 ) = В п 1- В результате получаем, что в рассматриваемом 
случае 2л2)0 +  о’ < 0 .

3°. Случай отсутствия внутренних на [0, 7] интервалов постоян­
ства управления и(1) можно интерпретировать как предельный 
либо к случаю 1°, либо к случаю 2°. При этом если 2а/)о+<х2 =  0, то 
внутренних интервалов постоянства и(¡) быть не может.

Проведенный анализ позволяет констатировать справедливость 
следующих утверждений:

если 0 или а < 0 , но 0 < 0 0^ - ( 2 а )  1а 2, то существует такой 
момент времени /1( Т — Т0, что оптимальный закон наблюдения 
¿ 0(Х) =  1 при /е /1 +  7’0)  и ()о(О = 0 при остальных 
к  + Т0) ;

если а < 0  и Б 0> - ( 2 а )  1а 2, то существует такое Ло^с» что 
б 0 =  1 при ( К  * <  50 и при Г -  Г 0+ 50 < < <  т> Функция б 0 (0  =  0 при
1е(я0, Г - Г 0 +  50; .

4. Оптимальные импульсные законы наблюдения. Изучим задачу об 
оптимизации процесса наблюдения за системой вида (1.1) при <т=0:

х (1 )= А (0 х (1 ), х (0 )= х о, 0 ^ С Г о. (1.21)
Уравнения непрерывных наблюдений (1.2) представимы в форме

¿у(1) = И (1)0 (1 )х (1 )& + о0(1) ¿£0(1), у (О; = 0 , (1.22)

а наблюдения в дискретные моменты /,е[0,7] описываются уравне­
нием _

у(и) = у! ш (¿(и) х(и) + о0(Ь) Ц0(и). уеЛ„.

Матрица 0(1)  с непрерывными элементами задана. Управление 
наблюдением осуществляется благодаря выбору скалярной функ­
ции Л (г), удовлетворяющей ограничению 

т

¿ ( ¡ -и ) .  О-23)

о
где N  —  заданная постоянная. Цель управления —  минимизиро­
вать критерий качества (1.4). Функция у (¡) характеризует плотность 
наблюдений. Таким образом, неравенство (1.23) представляет собой 
ограничение на суммарное «число» измерений. Обозначим через 

я) матрицу Коши системы (1.21), удовлетворяющую соотноше­
ниям (1.8) гл. IV.

Рассмотрим матрицы Н  и И(5, следующего вида: 
т

Я = | к(я. Т) йз, к(я, 0  = г ( а .  ОО'(я) 0 М  *о М  Г 1 б ( в ) г (5 ,1). 

о



Поставленную задачу будем называть зад ачей  I.
Теорема 1.1. Пусть коэффициенты уравнений (1.21), (1.22) удов­

летворяют сформулированным требованиям, а также общим огра­
ничениям из п. I и матрица Н > 0  (т. е. положительно определена). 
Тогда оптимальный закон наблюдений y(t), разрешающий задачу 1, 
имеет вид т

у ( 0 =  Y é t â f t - t O »  0 <* 1 </2 (1. 24)  
/ - 1

где ^  — положительные постоянные, целое число /и<0,5л/л + 1 ) и
H1 + ...+Hm=N.

□  Доказательство теоремы 1.1 разобьем на четыре этапа.
1 . Обозначим через V множество неубывающих функций v(t)

(0< / < 7) с ограниченной вариацией на [0, 7] таких, что v(0) =  0,
V(T) ^N. Норма ||u|| произвольной функции u(t) с ограниченной

г

вариацией на [0, /] определяется равенством ||м|| = J|d«^|, где

о
интеграл в правой части понимается в смысле Лебега —  Стильт- 
веса. Отметим, что для функции v ( t ) e V  ее норма ||v|| = v (T )^ N . 
Зададим матрицу r(t, v) следующим образом:

r(t, v) = Z Y 0, t)D ölZ (О, t) +  J  h(s, t) dvfs). (1.25)

о
Назовем задачей  II задачу определения функции ve V, миними­

зирующей функционал q'r(T, v)~l q. Цель первого этапа доказатель­
ства состоит в обосновании существования управления v (t)eV ,  
разрешающего задачу И. Пусть vt( t ) e V  ( i=  1, 2, ...) —  минимизи­
рующая последовательность функций, для которой

lim q'r(T, v j~ 1q =  inf q'r~l (T, v)q=X.
i - »  0 0  v e  V

Из определения множества функций V следует, что все vf(t)  
(О <  t <  Т) и ихнормы равномерно ограничены величиной N. Значит, 
в силу второй теоремы Хелли [3] существует подпоследователь­
ность последовательности Vj(t), которая сходится в каждой точке 
отрезка [0, 7] к функции v0(t). Отсюда, в частности, вытекает, что 
vo (Т) 4  N. Для сокращения записи будем считать, что и сама после­
довательность v/(t)  сходится поточечно к v0(t). Тогда на основании 
первой теоремы Хелли [3] последовательность v,/1) сходится слабо 
к vo(t)- Проверим, что управление v0(t) разрешает задачу П.

Из монотонности V{(t)  следует, что для любых двух точек tt и t2 
(О <  tt <  t2 <  7) имеет место неравенство

4 ( h )  ~ Vo(h) > v0(t2) -  Vl(t2)  +  V iftJ  -  v0( t j .



Из этого неравенства и поточечной сходимости v* к v0 вытекает, что 
функция v0(t) не убывает и ее норма IIv0|| =  v0(T )^ N , т. е. Vj,eF. 
Для доказательства оптимальности v0 покажем, что X =qr (Т, 
v0)q. Заметим, что на основании непрерывности матрицы h(t, Т) 
и слабой с х о д и м о с т и  V; к v0 справедливо равенство 

г г

lim T)dvi(t) =  jh ( t .  T )dv0(t).

о о
Отсюда и из формулы (1.25), в которой положено v = V,- и v =  v0, 
вытекает, что r(t, v j —*r(t, v0) при i—►oo. Значит, с учетом определе­
ния числа А имеем

X = q'r~i (t, v0)q.

2°. Докажем теперь, что ||v0|| =N. Предположим противное, т. е. 
что ||v0||<tf. Покажем, что это предположение противоречит оп­
тимальности Vq в задаче И. Для этого установим существование 
такого управления vA е V, что q'r(T, vl )q<q'r(T , v0)q. Положим

v1( t )= v 0(t) +  Et, e= T ~ 1(N — \\vo\\)>0.

Ясно, что Vi E V, поскольку || v, || =  II v0|| + eT = N . На основании соот­
ношения (1.25) матрица r(t, v j  положительно определена. Поэтому

q'r(T, v1)~ iq= m a\ [2x'q-x’r(T, v jx ] .  (1.26)
хе R„

Подставим сюда вместо r(T, vl ) в правую часть формулы (1.25) при 
/= T u  vl = v0 + et. Так как матрица Я  положительно определена, то

q'r(T, v1) ~ i q  = Taaoi[2x'q-x'r(T, v0)>:-гх!Н х]<
х erR„

<m ax[2x'q — x'r(T, v0)x] = q’r(T, v0) i q. 
xeR*

Равенство ||v0|| = N  установлено.
3°. Рассмотрим вспомогательную задачу III, состоящую 

в определении скалярной функции <o(t), со(0) = 0 с ограниченной 
вариацией и минимальной нормой ||со||, для которой

г (0, со) =  г(0), r(T, (o) = r(T, v0>). (1-27)

Отметим, что в задаче III оптимальная функция (oft) ищется 
среди всех функций с ограниченной вариацией на [0, 7], в то время 
как в задачах I и II оптимальное управление ищется только в классе 
монотонных функций. Допустимое управление в задаче III суще­
ствует, поскольку таковым является, например, v0. Действительно, 
по построению v0 имеем ||v0|| = iV<oo, r(0, v0/)=Z)o —ffO). a cnpa-



ведливость граничного условия (1.27) на правом конце очевидна. Из 
существования допустимого управления v0 с помощью построения 
минимизирующей последовательности и перехода к пределу (подо­
бно этапу 1° доказательства) устанавливается существование оп­
тимального управления oi0(t) в задаче III, причем так как ||v0|| = N , 
то ||о)0|| Покажем сначала, что co0(t) —  неубывающая функция. 
Предположим, что это не так. Введем функции co0l(t) и a>02(t) :

I t

2co0l(t) = j\dco0(s)\ + co0(t), 2co02(t) =  j |doo0(s)\-(o0(t ) .
о 0

Ясно, что о)О1(0) =  о)О2(0) = 0 , co0(t) =  co01 ( t) — (o02(t) и функции 
too/ не убывают. В силу сделанного предположения функция a>02(t)  
имеет точки роста на [0, 7], т. е. ||шО2||>0. Значит, ||£001||<ЛГ. 
Используя соотношения (1.25), (1.26) и неубывание co02(t), заключа­
ем, что

X =  q,'r~1(T, v0)q  = q'r~l (T, (o0)q  =
т

=m v^2y'q-y'z'(0, T)r(0)z(0, T )y -y '^ h (s . T)6co0(s )y j>
о
T

> m J^ 2 y g -ÿ z ' (0 , T)r(0)z(0, T ) y - / J h ( s ,  T )àw 0l(s)P\ =
о

= q'r~i (T, (o01)q .

Отсюда видно, что неубывающая функция œ0 ie V  разрешает 
задачу II, причем ||со01|| <N. Поэтому, дословно повторяя доказате­
льство этапа 2° (с заменой v0 на <и01), убеждаемся в существовании 
такого управления vx е  V, || Vj || = iV, что q'r~1(T, vl ) q < q ’r~1 (T , 
“ oi)Ч^Ч>Г l (T, v0)q . Однако последнее неравенство противоречит 
оптимальности v0 в задаче И. Значит, а>0( t) —  неубывающая функ­
ция. Аналогично обосновывается и то, что в классе V решение 
задачи III может реализовывать только функция с нормой N. Сле­
довательно, в силу допустимости управления v0 (t) в задаче III оно 
является и оптимальным в этой задаче.

4°. На основании результатов этапов 1° и 2° решение задачи II 
реализует неубывающая функция с нормой N. Далее, в силу резуль­
тата этапа 3 решение задачи II эквивалентно решению задачи III , 
которая обычным образом сводится к проблеме моментов. Указан­
ная проблема в рассматриваемом случае заключается в определе­
нии функции v(t) имеющей минимальную норму ||v|| 
и удовлетворяющей уравнению



Г(Т, vo) - z ' ( 0 ,  T )D ölz(0, T) =  ̂ h(s, T )dv(s).
о

Решение сформулированной проблемы моментов* (а следователь­
но, и задачи II) реализует кусочно-постоянная функция v0(t) с числом 
скачков, не превосходящих n(n + \Jß. На основании результата этапа 
2° функция v0(t) монотонно не убывает и ||v0|| = v0(T,)=JV. Выясним, 
наконец, связь задач I и II. Матрица D 1 (Т) с учетом (1.7) допускает 
представление г

D~l (T J= z!(0 , T )D ö1z(Q, T) + ̂ h(s, T)y(s)ds. (1.28)

о
Заметим, что лАбой неотрицательной функции y(t), удовлетворя­

ющей оценке (1.23), соответствует следующая функция v(t) с ограни­
ченной вариацией: 

t

v(t) = ̂ y (s)às , O ^t^T, v(0) = 0, ||v||=v(rj<tf. (1.29) 

о
При этом для функций v(t), представимых в виде (1,29), уравне­

ние (1.25) совпадает с уравнением (1.28) для матрицы D (Т). 
Обозначим через Vx множество всех функций v(t), которые можно 
получить с помощью формулы (1.25) при различных y(s)^  0, удов­
летворяющих неравенству (1.23). Так как V V, то, сравнивая (1.28) 
с (1.25), заключаем, что

lim q'r(T, v)q^  inf q'D(T)q. (1.30)
veV  »eK,

При этом строгое равенство в (1.30) (а вместе с ним и равенство 
штимя пкнмт значений критериев качества в задачах I и II) может 
иметь место тогда и только тогда, когда оптимальному управлению 
v0(t) в задаче Ц можно поставить в соответствие функцию у (t) 
с помощью формулы (1.29). Указанное соответствие между v(t) и у(t) 
выполняется, например, для кусочно-постоянных функций v(t). Сле­
довательно, из доказанного вида оптимального управления v0(t) 
в задаче II вытекает, что оптимальная функция y(t) в задаче I опре­
деляется выражением (1.24). ■

Замечание. Доказанная теорема позволяет свести вопрос о по­
строении оптимального закона наблюдения к минимизации ска­
лярной функции конечного числа переменных ft  и Ц, где i=  1, ..., 
m, 2m ^ n (n + 1 ) ,  удовлетворяющих ограничениям теоремы 1.1. 
Для этого достаточно определить D (T) из уравнения (1.28) 
при y(t) вида (1.24).

•Neustadt W . L . Optimization, a momeent problem and nonlinear programing. 
J. Soc. Industr. and Appl. M ath., A2, N 1, 1964.



Поясним сказанное подробнее на примерах.
Пусть (1.21), (1.22) —  скалярные уравнения с постоянными коэф­

фициентами и <7=0, т. е.
x (t )= a x (t ) ,d y (t )  = h(t)x(t) d t+ с 0 d {0 ( t ) , yfOJ =  0, 0 «S T.

Требуется выбрать функцию h(t), удовлетворяющую ограничению
(1.23), так, чтобы минимизировать дисперсию D (T) точки. Требует­
ся минимизировать дисперсию d22(T) скорости x2(t) в конце про­
цесса наблюдения. В соответствии с теоремой 1.1, все требования 
которой выполнены, оптимальный закон наблюдения у (t) =  
= NÔ(t—t j ,  т. е. все измерения проводятся в один момент времени 
tv  Для определения этого момента найдем значение критерия каче­
ства D(T) при управлении y(t)=NÔ (t—ti ) .  Уравнение для D~l (t) 
имеет вид

D~i (t) = y (t)aZ 2- l a D - i (t) = N 8 ( t - t l ) a ô 2- 2 a D - i (t), 
D~l (0 )= D ô 1.

Отсюда следует, что
D (t1) = D oc7“hi D (ti + 0) =  [N + D -1(t1) ] - 1,

D(T) = D (ti +  0 j ep fT -iJ  ==х>0е2л7’[1 + N a lD 0^ ] ~ l .

Значит, критерий качества D(T) достигает минимума по ti е [0, 7] 
при t1 = T, если а > 0, и при Л =  0, если а < 0. Следовательно, все 
наблюдения при а  >  0 должны быть произведены в конце процесса, 
а при а<  0 —  в начале. Если же а= 0 , то выбор момента проведения 
наблюдений не влияет на величину критерия качества D (T).
5. Импульсный закон наблюдения за материальной точкой. Уста­
новим оптимальный закон наблюдения за материальной точкой, 
совершающей свободное движение по прямой. Наблюдению до­
ступна координата x t (t) точки. Требуется минимизировать ди­
сперсию d22(Т) скорости х2 ( t) в конце процесса. Запишем ура­
внения движения

X t(t)= x 2(t), x 2(t) =  О, 0 ( 1 . 3 1 )

Матрица ковариации D0 априорного распределения вероятно­
стей вектора (х1(0), ’Х2(0)) — диагональная с известными элемен­
тами dn (0) и d22(0) на главной диагонали.

Уравнение наблюдения имеет вид (1.2):
d y (t)= h (t)x 1( t )d t+ o 0dÇ0(t), у (0 ) = 0, (1.32)

y(U)=sf\tiXx(u) + o Si(ti) i 0(t,),
где постоянная о 0ф0.

Управление наблюдения осуществляется выбором скалярной фу­
нкции h(t), удовлетворяющей ограничениям (1.23). Отметим, что 
уравнения (1.31), (1.32) получаются из общих уравнений (1.21),
(1.22), если в последних положить



(\ о ;.

Проверим сначала выполнение требования Н >  О теоремы 1.1. 
Матрица г (я , I) имеет вид

г (я .  / ;= ехр [Л ('5-< ;]= ^ 1о * (1.зз>
Кроме того,

о 2^  ° ) . (1.34)

Следовательно, 

к(з. Т) =  г ( а .  Т )0 '(о0о'0) - ^ ( * .  Т )= а Ъ г \^_т

и
т

о
Отсюда видно, что матрица Н  положительно определена. На 

основании теоремы 1.1 оптимальный закон наблюдения у(() опре­
деляется выражением

з
У(0 =  £  l̂í + ц 2 +  цъ = N, н > 0 ,  (1.35)

/«1

где моменты измерений  ̂и их интенсивности Ц{ подлежат определе­
нию. Для этого найдем выражение критерия качества с!гг(Т) в за­
висимости от щ и

Запишем уравнение для матрицы £  1(1):
1>-1 = -А 'О -1- В - 1А + у ( 0 и ,В - х(0 )= П ^ 1,и=0'(<т0о'0) - 1д .
Решение этого уравнения выражается формулой

г

В~ 1 ̂  7  ̂_  с~АТВо 1е~лт+ с ~ А'(т~‘)у( 1)и е~А(т~,) <1/=

о
г

= е- "1 г ^/)о1 + ̂ ел,у( *)и е"4* ̂  е~лт. 
о

Используя соотношения (1.33) — (1.35), убеждаемся в справед­
ливости выражения 
448



D~í (T )—(  1 oY d»0>Tl+JV!' í a a° 4 ' V 1 Л о\
\ - T  \ )\  <т;% й ;21( 0 ) + у ^ д 2)  \ Т  1 /

¿1 =  H ih  +  H ih + Hh> &г= / М ?+ n2t\+ ц^\.

Отсюда следует, что критерий качества d 22(T )  имеет вид

d22rr ;= [d n 1(0)+Arffí2][rdri1(0)+Jv<Tí2;rd í2 l(0)+<Tí2¿2;-< T í4¿ í = ] - 1.

Значит, минимизация по n¡ и t¡ выражения для d22(Т) эквивален­
тна максимизации по этим переменным функции

(dñ1 (0)+N aö2) oö2S2 — oö*5j-+m ax, .
>  0, pi +  ц2+ ц3 = N, 0 tt <  T.

Заметим, что функция (1.36) удовлетворяет неравенству

(dfxHO)+ сто 2N)<rö 2S2 -  аЬЫ ̂  drAO^ro 2á2 >  0. (1.37)

Но при любых фиксированных щ функция (1.36) представляет собой 
квадратичную форму переменных t{, и притом положительно опре­
деленную в силу (1.37). Поэтому максимум функции (1.36) по пере­
менным t¡€ [0, /] может достигаться только в одной из вершин 
трехмерного куба 0 i=  1, 2, 3. Таким образом, оптимальный 
закон наблюдений должен иметь вид y(t) =  u fift) + ß 2ö ( t—T), при­
чем fi2 >  0, поскольку при ц2= 0  все наблюдения проводятся в начале 
процесса, а это соответствует точке нулевого минимума функции 
(1.36). Подставляя указанную оптимальную функцию y(t) в (1.36), 
получаем, что ц2 есть точка максимума функции

(diil(0)+N aö2)n2-ßi<TQ2, 0 ^ h2^N.
Следовательно, приравнивая нулю производную этой функции по 
ц2, заключаем, что

ц2= min [N, (drxA(0)crg+ N )¡2].
Минимальное значение дисперсии d22(T ) скорости при этом 

значении р2 составляет
d22f7y =  [d¡Y(0)+ N aö2] [ ^ ^ ( 0 )  +  N aö2) х

х (dí¿(0) + o ¿ гН ^ ) - o ö ' u lT 2].
6. Оптимальное управление помехой в канале наблюдений. Опишем 
постановки задач, связанных с оптимальным управлением шумом 
в наблюдениях с целью максимально затруднить измерение коор­
динат системы. Предполагается, что движение системы и процесс 
наблюдения описываются соотношениями (1.1), (1.2).

Управляющая сторона имеет возможность варьировать матри­
цу a 0(t), определяющую интенсивность помех в канале наблюде­
ний, для того чтобы максимизировать те или иные функционалы от
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D (t). Матрица ковариации D(t) удовлетворяет уравнению (1.3), 
в котором управление u(t) зависит от выбора <т0( t).

Ясно, что возможны постановки задач оптимального управле­
ния помехой в измерениях, отличающиеся от постановок задач 
оптимизации процесса наблюдения только тем, что критерий каче­
ства в них должен быть максимизирован. Можно, например, ста­
вить задачи о максимизации функционала (1.4) на траекториях 
системы (1.3) при ограничениях (1.5).

Другая постановка задачи получается, если требуется минимизи­
ровать один из функционалов Ji типа (1.5) при ограничениях 
q[D (T )qi^C h где Ct> 0  —  заданные постоянные, a q{ — заданные 
векторы из Я п. Смысл этих ограничений состоит в том, чтобы не 
допустить определения «противником» линейных комбинаций 
q'x(T) фазовых координат системы с точностью, большей некото­
рых критических значений Q.

Подобно задачам оптимизации процесса наблюдения, задачи 
оптимизации помех являются обычными задачами оптимального 
управления детерминированной системой (1.3) для матрицы ковари­
ации. Поэтому для построения оптимальных законов управления 
помехой могут быть использованы методы, рассмотренные в гл.
IV — VII. Поясним сказанное на примерах.

1°. Скалярное наблюдение в скалярной системе. Рассмотрим слу­
чай скалярных уравнений движения и наблюдения вида (1.1), (1.2):

dx(t) =  ax (t)+ od Ç (t), O ^ t^ T , х(0) = хо, 
d y (t)= x (t)  +  a 0(t) d£|U у(0)  =  0.

Здесь а и а  —  заданные постоянные, х0 —  гауссовская величина 
с дисперсией Z>0> 0 . Управление шумом в наблюдениях осуществля­
ется с помощью выбора функции a 0(t). Предполагается, что эта 
функция в каждый момент времени t может принимать одно из двух 
значений или причем а 2><г1> 0, кроме того, 

г

¡ f ( ° o ( 0 ) d t = T 0. 0 < T o< T ,f ( y f c ) = 0 ,

f ( ^ r 2) =  1. (1.38)

Задача состоит в выборе функции o0(t), удовлетворяющей сфор­
мулированным ограничениям, которая максимизирует дисперсию D(T) 
состояния системы х(Т ) в конце процесса. Вследствие (1.3) дисперсия 
D(t) удовлетворяет соотношениям

D(t) —2aD(t) —u(t)D2(î) +<т2, D(0) =D 0. u(t) = a ô 2(t).
Как и выше, для того чтобы представить коэффициент при управле­

нии u(t) в виде, не зависящем от D(t), произведем замену переменных 
a(t)= D ~ 1(t). Получим



Для построения оптимального управления щ  (/), минимизиру­
ющего а (7) при ограничениях (1.38), запишем соотношения при­
нципа максимума. Сопряженная переменная ф (/) есть решение за­
дачи

ф ( 0 = 2 ф (/) (а +  а 2а  (/)), О ^ Г ,  ф ( Т ) = - 1 .  (1.40)

Оптимальное управление щ (/) определяется из условия мак­
симума гамильтониана Н  по и:

Н =ф  (0 (—2аа (() +  и—<т2а 2 (/))+ ф (/(и~1/2)-» т а х ,
и

где ф0 —  некоторая постоянная.
Отсюда и из (1.38) вытекает, что

щ (0  =  <хГ! при ф (0 +  С > 0 , щ (0  =  стГ1 при ф ( 0  +  С < 0. (1.41)

Здесь постоянная С выбирается так, чтобы управление удовлет­
воряло изопериметрическому ограничению (1.38). Проанализируем 
полученное выражение для оптимального управления. Из соотно­
шений (1.40) видно, что ф ( 0 < 0 ,  0 < / < Г . Поэтому при а > 0  и при
а = 0, (т2> 0  производная сопряженной переменной ф (0 < 0 . Следо­
вательно, в указанных случаях (т. е. либо при а > 0, либо при а = 0, 
<72> 0 ) на основании (1.41) имеем

Щ (0  — в  1 *> Т — Го, щ ( 0 = о’2 *» Т — Т0< £ ^  Т.

Иными словами, в указанных случаях большую интенсивность 
помехи в наблюдениях выгоднее создавать на интервале времени 
длины Т0, примыкающем к концу процесса. Если а = 0, <т=0, то 

(7) при любом управлении <т0 (0  помехой, удовлетворяющем 
ограничениям (1.38), выражается формулой

/ ) (7 )= [ / )о - ', +  <т2- ,7’„ +  «тГ1 ( Т -  Го)]"1.

Если а = 0, <т =  0, то ф (0 > 0 ,  поэтому Ио (0  = Г 1 при О^/^Го 
и щ (0  =  о-Г1 при 7’0< ^ Г .

Остается изучить случай а < 0 , а 2> 0, в котором ф (0  =  
= 2 ф (0  [(а + а 2а  (0)2 +  в 2 +  <т2ы]<0, 0 < ^ 7 \  Значит, ф (0  —  вогну­
тая функция, т. е. в силу (1.40) существует такой момент времени 
г е [0, 7у , что

Ио(0 =  ̂ 2_‘, 0</4$т, Г + т - Г 0< / ^ Г ,
ы0 ( 0 = ° 'Г 1» т < / ^ Г + т — То.

Для определения момента т найдем функцию, характеризующую 
зависимость а (Т) от т, а затем вычислим минимум этой функции по 
т. Проинтегрировав уравнение (1.39) последовательно на каждом из 
интервалов постоянства управления щ (0 , получим

а (7) =  <т-2 [(/?—а)—2А-1 /? (А2уС, (Л ?-1 )+ Л  (у2-Л ?))], (1.42)



Р = у /а г + о га 2-1 > 0 , Д=еу ,б[1, t * T\  0-43)

y =  (fi — y /a 2 + a za Г2) (Р + у / а 2 + о 2о Г 2)~1, Я1 =  е“1(Г_:Го), 

a i=  — -у/а2 +  (т2о Г 1<0,
Ci = (fi +  a+(T2D o l) (p -a -< r 2D o ly l ,

A = X2yCi (X }-\) + X[y2-X \ + C & m  (y2X \ -\ )]-y em  {Х\-\). 

Для введенных величин справедливы следующие неравенства:
— 1 < у < О,  0 < А ,  < 1 ,  K ^ + y X ^ y  +  i r ^ l ,

(А ,-у) (1 (1.44)
Дальнейшее исследование проведем отдельно для случаев а2= 

=f} — a — <r2D o 1:£0  и а2= 0. Пусть сначала а2^0. В установленном 
выражении (1.42) для а (Т) от выбора т зависит только параметр X. 
При рассмотрении зависимости а (7) от X удобно обозначить 
a  (T ) =  J  (X). Найдем точки Х ^  и Х ^ ,  где J  (Х) =  а  ( Т) как функция 
X достигает своих локального максимума и минимума.

Для этого вычислим производную d J  (X)/dX. Из (1.42) 
следует, что

d J  (X)/dX = —2ро~2А~ге т у (Я? - 1 )  х 
х[Я 2С, (у2Я ?-1)-2А С 71у (Я ? -1 ) - (у 2-Я?)].

Приравняем теперь эту производную нулю и найдем участки ее 
знакопостоянства, не учитывая пока ограничение Хе\\, ехр (2/?Г0)]. 
В результате получим, что всегда XmiJ,<Xaia и d J (T)ldX>0 при 
Х<Хтлх и X>Xmia, а для Яшах<Я<АтЬ производная 8 J (Т)/дХ<0, при­
чем Дтах =  (А,—у) [С, (уЯ ,-1)]-1 , если С ,> 0; Amn = (Ai +  y)[Ci (Лу +  
+  1)] \ если Ci> 0; Xmu-(X i +  y)[Cl (X  ̂+ l)] 1, если C i<0; 
Xmin = (X i-y ) [С, (Aiy-1)] l , если C i< 0 .

Полученные соотношения позволяют установить то значение 
Ле[1, ехр (2рТ0)], где функция а (Г) принимает свое минимальное 
значение. С учетом (1.44) заключаем, что при а < 0 , аФ О , а2# 0 
справедливы следующие выражения для длительности т первого 
интервала активной помехи:

Г  О при
l O  при 1 <  Л™, < и 7  (1) < 7  (Хпп), 

т _  J  [lnA^/2^ при 1 <  ^ и J  (1) >  J  (Х'пь),
Л  Го при Amin> e2/,r° и ^ „ < 1 ,

j  0 при XmiD> eVTo, XmtJL>  1 и J  ( I X / (e2/ir°),
^  Го при Апш> е2№, 1 и J  (1 ) > J  (е™).



Рассмотрим теперь случай а2 =  0. В этом случае производная 
с1/ (А)/сЦ имеет вид

сЩА)_ _гр ^ Т°у (Х\-\)Х2

йХ а* [Я2у (Я?-1) + ̂ Го (у2Я?-1)]2

Значит, с учетом оценок (1.44) для величин (1.43) производная 
<1/(А)/сЦ>0, т. е. / (А) монотонно возрастает. Поэтому при а2 =  0, 
а < 0 , аф  0 момент т =  0. Тем самым зависимость оптимального 
управления щ (/) от параметров задачи полностью установлена.

2°. Управление помехой при наблюдении за материальной точкой. 
Рассмотрим свободное движение точки по прямой, уравнения дви­
жения которой имеют вид (1.31). Наблюдению доступна функция 
у (/), описываемая соотношениями типа (1.2):

&у (0  =  (91*1 (0  +  ?2*2 (0)<Ь> +  ст0 ( ' №  (0 . У (0) =  0,

Здесь Х\ —  координата точки, х2 —  ее скорость, —  заданные по­
стоянные. Управление помехой осуществляется выбором функции 
сто (0> удовлетворяющей тем же ограничениям (1.38), что и в приме­
ре 1.5. Требуется выбрать такую функцию ег0 (0> которая максими­
зирует критерий качества

/?Д, (7 ) +  М 22 (7 )-»тах , (1.45)

где /?]^0, /?2> 0 —  заданные постоянные, а с1и ( Г ) —  диагональные 
элементы матрицы ковариации X) (Т). Запишем уравнения для эле­
ментов аи (/) матрицы а (/) =  /) -1  (0- В силу (1.3) имеем

¿и (0 = 91*0 2 (0, «и (0  = йг1 =  Ч\Чга о 1 (0 - « п  (0 .
«22 ( 0 = -2а ,2  (0 +  ?2ст<Г2 (0 . а (0 )  =  Х)^'.

Из этих уравнений следует, что при #1 =  0 значение критерия 
качества (1.45) не зависит от конкретного вида функции <т0 (0, 
удовлетворяющей ограничениям (1.38). Поэтому ниже изучается 
лишь случай #1^0. В силу соотношений принципа максимума
(1.7)—(1.9), (1.11) и условия трансверсальности (выраженного равен­
ством (1.14), взятым с противоположным знаком) заключаем, что 
оптимальный закон щ (у) управления помехой имеет следующий
ВИД*

Но (0 =  о и если q ЭДг, (/) +  Яффг (0 +  С > 0; 
ип (0 = а2, если ц\фх (О + Я1Я2Ф2 (0 + С < 0.

Здесь постоянная С подбирается так, чтобы удовлетворялось усло­
вие трансверсальности (1.38), а сопряженные переменные ^¡(0  
описываются уравнениями вида (1.9):



Ф\ (0=Фг (О Ф2 0 ) = 2фъ (0, Фъ (0  =  0, O ^t^T,
Фг (Т)=  —[ М 12 Cn + f a 2n (Т)] [a,, (T)ct22 ( Т ) - а 2, (7 ) ] -2<0.

Отсюда следует, что сопряженная переменная ф3 (t) постоянна 
и отрицательна. Значит,

d2
—л (? 1̂ 1 (0  +  чтфг (t))=2q \фъ (0 < 0.йГ

Поэтому существует такая точка те[0, 7], что оптимальный 
закон помех щ (t) = tтЦ2 (/) задается равенствами

Мо(/) =  о,2 1, T + t — T0< í ^T,
Uo (t) = a x ', т < / < Т + т — 71).

Таким образом, имеется не более двух интервалов активной 
помехи, примыкающих к началу ( f= 0 )и  койцу (f=  7) процесса. Если 
проинтегрировать уравнения (1.46) при оптимальном законе помех 
и затем вычислить критерий качества (1.45), то он окажется функци­
ей одной переменной т. Максимизация этой функции по т и опреде­
лит интервалы активной помехи.

§ 2. ОПТИМАЛЬНОЕ СОЧЕТАНИЕ УПРАВЛЕНИЯ И НАБЛЮДЕНИЯ

Задачи оптимального сочетания управления и наблюдения состоят 
в одновременном управлении движением системы и процессом 
наблюдения за ней с целью минимизации некоторых крите­
риев качества (рис. 2.1). Постановка этих задач, а также уравне­
ния метода динамического программирования были приведены 
в § 2 гл. IX . В данном параграфе рассмотрим некоторые конкретные 
задачи.

Рис. 2.1. Схема оптимального сочетания управления 
системой и процесса наблюдения



1. Линейно-кв адр атнчная задача. Рассмотрим линейную управляе­
мую систему вида (3.13) гл. IX :

dx (t)= [A (t)x (i) +  B  ( t )u + f (t)]dt + а  ( 0 (t), (2.1) 
O ^t^T. xeR „, x (0 )= jc 0.

Наблюдаемая величина у  (t) e  R¡ описывается соотношениями
(3.14) гл. IX :

dу (t) =  Q (t)x (t)d i +  a 0 (t)dí„ (/), y (0) =  0, y eR ,. (2.2)
Минимизируемый функционал имеет вид

г

F í (u )—M  [х' (T)N2x (Т) + 1 (х' (t)Nt (t)x (t) + u'N0 (t)u)dt]. (2.3)

о
Все обозначения в формулах (2.1)—(2.3) имеют тот же смысл, 

что и в выражениях (3.13), (3.14), (3.2) гл. IX . В частности, д:0 — 
гауссовский вектор с заданным математическим ожиданием 
то и матрицей ковариации D0; £ и ¿;0 —  стандартные винеровские 
процессы; х0, £ и ¿¡о взаимно независимы.

Управление системой (2.1) выбирается в виде функционала и (t, 
у,), зависящего от времени t и результатов измерений y¡= 
= у  (s), Управление наблюдениями (2.2) осуществляется
благодаря выбору матриц состава измерений Q (t) и их точности 
(Т0 (t), удовлетворяющих ограничению

w (t)eW  (t), w(t) =  Q' (t) ((То (t) о  о (/))"1Q (t), (2.4)
где W (t) —  заданное множество матриц.

Таким образом, управление наблюдением ищется в классе функ­
ций, зависящих только от времени t, т. е. в классе программных 
управлений. Вообще говоря, представляет интерес также и постро­
ение С-управления наблюдениями в виде, зависящем от результатов 
измерений, т. е. построение матриц Q и а0 в виде Q =  
= Q (t, yt), ао=оо (t, у i)- Расширение возможностей управления мо­
жет привести к уменьшению оптимального значения критерия каче­
ства (2.3). Однако в рассматриваемом случае этого не происходит, 
минимальное значение функционала (2.3) одно и то же как в классе 
П-управлений наблюдением, так и в классе С-управлений*. Поэто­
му ниже рассматриваются лишь управления наблюдениями вида
(2.4). В силу результатов § 3 гл. IX  для любого фиксированного 
закона наблюдения оптимальное С-управление щ (t, у,) может быть 
построено в явном аналитическом виде:

Uo (t, Уд= -  N  о 1 (0  в ' (i)P (t) т (t). (2.5)

•Гри горьев Ф. Н ., К узн ец ов Н . А .,  С еребровский  А . П . Управление 
наблюдениями в автоматических системах. —  М.: Наука, 1986.



Здесь т (t) —  оптимальная в среднеквадратичном смысле оценка, 
определяемая результатами наблюдений у, с помощью соотноше­
ний (2.16), а положительно-определенная матрица Р (t) удовлет­
воряет уравнениям вида (3.10) гл. IX :

Р  (/)= - А '  0t)P ( t ) - P  (t)A 0t) + P {t)B  0t)N0~l (t)B' ( t )P ( t ) -N t (t), 
P СП —Nj. (2.6)

Соответствующее управлению (2.5) значение критерия качества
(2.3) имеет вид

Ji = m 0P  (0)»io+Tr[^2-D (7)] +
T

+ 1  Tr [D (t) w (0  D (t) P  (0 +  Ъ  (t) D (/)] dt. (2.7)

о
Здесь D (t) —  матрица ковариации условного распределения веро­
ятностей х  (t) при условии y (t), для которой справедливы соот­
ношения (3.24) гл. IX :

D ( t) =  A (t)D 0t)+D (t)A’ ( t ) -D  (t) w (t)D (t) + c  {t)a' (t), (2.8)
D (0) =  A-

Таким образом, оптимальный закон наблюдения определяется 
из условия минимума по w (t)eW  (t) функционала (2.7). Преобразу­
ем его. В силу (2.8) имеем 

г

| [A (t)D  (t)+D  (t)A ' ( t ) -D  (t) + <r (0  a ' (/)]P (/)d/=

0 T

= ̂ D (t)w (t)D (t)P (t)d t.

о

Далее, интегрируя по частям, получим
т т

-  j*Z> (t)P  (t)dt=  - D  (T)P  (T) +  D (0)P  (0) + J

о 0
r

=  - D  (T)N2 + DoP  (0 )+ J  d  (t)P(t)dt.

о

Из последних двух равенств вытекает соотношение



+ <т (t )a ' (0 ]Р  ( t )d t-D  (T)N2+D 0P  (0) + J  D (t)P  (t)dt.

о

Отсюда и из равенства T t[A iA ^ = T t[A 2Ai], справедливого для 
любых квадратных матриц одинаковой размерности, следует, что 
функционал (2.7) определяется выражением

г

T r [D ( i )/ (0  +

о
+ ЛГ, (t)D (t) +  (A (t)D (t)+D  (t)A' (0  +  ff (t)a' (t))P  (/)]df.

Заменим здесь производную P (t) правой частью (2.6). Тогда для 
/] получим выражение

т

J t=m'0P  (0)/«o+Tr [DoP (0)] + j*Tr [(a (Off' (0 +
О

+ D (t)P  (0  В  ( 0 N o 1 ( 0 В ' (0 ) р  (0]df. (2.9)

В этом выражении выбор закона наблюдения влияет на послед­
нее слагаемое, представляющее собой линейный функционал от 
матрицы ковариации D (t). Отметим, что при выводе формулы (2.9) 
конкретный вид ограничений на закон наблюдения не используется. 
Существенно было лишь то, что он выбирается в виде программы 
(т. е. в виде функции только времени) и не зависит от результатов 
измерений. Поэтому на допустимые законы измерений наблюдения 
можно накладывать различные ограничения подобно тому, как это 
имело место в § Ьпри рассмотрении задач оптимизации процесса 
наблюдения.

2. Детерминированная скалярная система. Предположим, что (2.1) 
и (2.2) —  скалярные уравнения движения и наблюдения:

х  (t) =  a (t)x (t)  + b {t)u, х (0) — х0, O ^ t^T, 
dy (0  =  6  ( 0 *  (Odz +  M f o  (0 , У (0) =  0.

Здесь постоянная афО, измеримые ограниченные функции a (t) 
и b (0 заданы.

Ji= m '0P  (0)mo+Tr[A)P (0)] +



т

| х 2 ( 7 ) + | « 2ЛГ0 (/)(!*].м \ х 2 (Т )+ \ и 2Ы0 т Л .  (2-10)

о
где N0 (О —  положительная измеримая ограниченная функция.

Функционал (2.10) минимизируется по управлениям и=и  (/, у,) 
и законам измерений, определяемым скалярной измеримой функци­
ей Q (0, равной в любой момент времени либо нулю, либо единице 
и удовлетворяющей изопериметрическому ограничению на длите­
льность процесса наблюдения:

Q (t)d t= T 0, 0 < Т о<Т. (2.11)

Установим выражения для оптимального управления в пред­
положении, что функция Ь (0  почти всюду отлична от нуля, функ­
ции а (0 , Ь (0 , N0 (/) дифференцируемы и справедливы неравенства
а (0 ^ 0 , ( 0 < 0 ,  Ь (0  Ъ (0 ^ 0 , N0 (0  > 0.

В силу (3.22) гл. IX  оптимальное управление щ имеет вид

Здесь коэффициент Р  (/) с учетом (2.6) удовлетворяет уравнению 
Бернулли

Р  (0  =  - 2 а  (1)Р (1)+ Р 2 ( 0 Ь2 (ОЛГ0- ‘ (0 , Р (Т)=1.
Для решения этого уравнения произведем замену переменных 
у (1)= Р ~ 1 (/). Тогда для у (г) справедливо линейное уравнение

у (0 = 2а (ОНО- Ь 2 (0^о"‘ (0, У (Т)= 1.
Решение этого уравнения выражается формулой Коши (1.7) гл. IV, 
в соответствии с которой

т

р  ( 0 = ^  (Л Т )+ 1 г  (1,8)Ьг ( )̂ лг0- ‘ (*) \

/

X  (/, я)=ехр |̂ 2 а (т)<1т|.

1

Уравнения для оптимальной оценки т (0  и дисперсии X) (0  в силу
(2.22) гл. X , а также (2.8) имеют вид



m=am+bu+DQ<To2 (у — Q^m), т (0 )= т о,
£>—2 а0 —0  2б<т о“2, (0 )= А>- (2.12)

С учетом выражения (2.9) оптимальный закон наблюдений Qo (/) 
определяется из условия минимума по (? (/) функционала

при ограничениях (2.11) на траекториях системы (2.12). Используя 
принцип максимума, можно доказать, что оптимальный закон 
наблюдений 0.|0 (0  определяется единственным параметром /] и име­
ет вид

Иными словами, оптимальный закон ()0 (/) содержит только один 
интервал наблюдений. При этом по сравнению со случаем неуправ­
ляемого движения (т. е. со случаем Ъ (() =  0) происходит, вообще 
говоря, смещение интервала наблюдения.

3. Стохастическая скалярная система. Пусть управляемое движение 
х (() исследуемого объекта описывается на отрезке [0, 7] скалярным 
уравнением

йх (/) =  [ох {/) +  Ьи] <1* + а  (1£, х  (0) =  х0. (2.13)
Доступная измерению одномерная величина у (/) задается соот­
ношениями

Здесь величины а, Ь, а, а0фО —  некоторые заданные постоянные; 
0  (0  —  детерминированная кусочно-непрерывная функция. Случай­
ная величина х0, независимая от стандартных винеровских процес­
сов (0 , ¿¡о (0 . имеет гауссовское распределение с параметрами 
то=Мх0, О0= М  (х0-гщ )> 0. Будем также считать, что ¿>^0, по­
скольку вопрос об оптимизации процесса наблюдения для случая 
Ь = 0, соответствующего неуправляемому движению х  (/), исследо­
вался ранее.

Обозначим через Я  множество детерминированных функций 
Q (/), равных в любой момент времени I либо нулю, либо единице, 
таких, что7 Г

Г

0

йу (0 = Q(t)x (0 <1/+<х0¿¿¡о (0, & 0 , у  (0) =  0. (2.14)

г

(2.15)



Требуется выбрать управление и в виде функционала, зависяще­
го от / и от измеренной на отрезке реализации у (х), а также 
функцию Q (О еН , чтобы минимизировать критерий качества вида
(1.3): Т

М  ^ах2 (7 ) +  |м2<1 ,̂ (2.16)

о
где постоянная а >  0.

Обозначим через m (t) и D (t) соответственно условные матема­
тическое ожидание и дисперсию процесса х (О при условии, что 
измерена реализация у (s), O ^ s^ t. Тогда из формулы (2.8) следует, 
что функция D (/) определяется соотношениями

D (t) = 2aD (t)—D 2 (t)V{t) + c\  (2 17)
D (0)= D 0> 0 , V (t)= Q (t)a 0~2.

Оптимальное управление в силу (2.5) имеет вид
U o (t)= -b g (t)m (t),  (2.18)

где положительная функция g (() удовлетворяет следующим уравне­
ниям, получающимся из (2.6):

g (0  =  - 2 ag (t) +  b 2g 2 (/), 0, g (T) = a. (2.19)

Наконец, оптимальный закон наблюдения Q0 (t) с учетом (2.9) 
определяется из условия минимума функционала

г

g 2 (t)z 1 (t)dt. (2.20)

Здесь функция г  (0=-О 1 (0  в силу (2.17) удовлетворяет уравнениям
г  (0  =  -Ъ12 ( 0 +  V ( 0 - а 2г 2 (<), 1>0, г (0)=/ )0-1- (2-21)

Построение оптимального закона наблюдения проведем в не­
сколько этапов в зависимости от исходных значений параметров 
задачи.

1°. Пусть коэффициенты уравнений (2.13), (2.14) удовлетворяют 
сформулированным требованиям и а^0. Тогда найдется такое число 

Т0, что оптимальный закон наблюдения имеет вид
бо=1 при /1 + Г0], (2.22)
бо =  0 при /ё (/,, ?1 + Г0].

□  Используя принцип максимума Понтрягина, можно пока­
зать, что

Со (0 = 1 . если ф (0  +  С > 0 , бо (0 =  0. если Ф (0  +  С < 0 , (2.23)



где постоянная С подбирается так, чтобы удовлетворялось условие
(2.15), а сопряженная переменная ф (О задается соотношениями

ф (0  =  2ф (0  (а+ г (0<т2) - 8 2 ( 0 2 (0 , Ф (Т) =  0. (2.24)

Используя (2.23), (2.24), покажем теперь, что существует только 
один интервал наблюдения. Предположим противное, т. е. пред­
положим, что существует несколько не примыкающих друг к другу 
интервалов на отрезке [0, 7], где функция Q0 (/), заданная соотноше­
ниями (2.23), равна 1. Обозначим г-й из этих интервалов наблюде­
ния через (/(, 5(]. Исследуем поведение решения ф (/) задачи (1.12) на 
отрезке [#, ^+1]. Покажем, что функция ф (/) монотонно убывает на 
этом отрезке. Для этого прежде всего заметим, что так как £>0 (/) =  1 
на интервале /¡с/О , и во (0  =  0 при 5,</</,+,, то в силу (2.23) 
имеем

г (х,)=ф (5,)<0. (2.25)

Далее найдем уравнение, которому удовлетворяет производная 
Ф (0  =  г (0  ПРИ ',+.]• Дифференцируя по / обе части равенства
(2.24), с учетом (2.19), (2.21) и того, что б 0 (0  =  0 Для 
</<</+1, получаем

г ( 0 - 2 г (0  ( а + г  (0<т2) =  г, (0- (2.26)
Здесь выражение для функции г{ (0  имеет вид

г, (0  =  2ф ( 0 *  (0<т2- 2 г " 2 (О ?2 (0  [¿V  (0  +  * 2г (01-

Последнее слагаемое в правой части этого равенства отрицате­
льно вследствие того, что функции g и г (0, как было отмечено 
выше, положительны. Кроме того, на основании (2.24) сопряженная 
переменная ф ( 0 ^ 0  при всех а в силу (2.21) и условий
утверждения 1° производная г ( 0 ^ 0  для Таким образом,
при всех функция г, ( 0 < 0 .  Отсюда и из (2.25), (2.26)
вытекает, что г (0  при отрицательна. Тем самым установ­
лено, что ф (0  на отрезке [у,, /,+ 1] монотонно убывает, а это в силу
(2.23) противоречит сделанному выше предположению о том, что 
Со (0 ^ 0  При /,+>< ^ 5 (+у 0  =  0. 1) И во (0  =  0 При Из
полученного противоречия вытекает справедливость соотношений 
(2.22). ■

Пусть коэффициенты уравнений (2.13), (2.14) удовлетворяют 
сформулированным требованиям и постоянная а<  0. Тогда справед­
ливы следующие утверждения:

3 а2
2°. Если 0 < Д ) < -------, то выполняются соотношения (2.22),

. 4 а
т. е. найдется такой момент времени /1 <  Т — Т0, что оптимальный 
закон наблюдения б о (0  = 1 пРи Л < '< * 1  +  7о и 0 О (0  =  0 при /6 (/,, 
*1 +  То]-



3°. Е с л и -------< А ь то найдутся два таких неотрицательных
числа Si^Tq и t2 <  Т— Т0, что оптимальный закон наблюдения 
Qo (/)= 1 при и при t2< t ^ t 2+T 0- s u а для остальных значе­
ний t функция Qo (0 = 0.

□  Дядим обоснование утверждения 2°. Рассмотрим решение 
Zo (0  уравнения (2.21) при V =0  и z0 (0 )= Z ) 1. В силу (2.21) ясно, что

zo ( 0 ^ 2 ( 0 ,  0 4 t^T. (2.27)

Покажем теперь, что

z ( 0 > - A- a o ~ 2. (2.28)

На основании (2.27) достаточно показать, что неравенству (2.28) 
удовлетворяет функция z0 (0■ Однако из (2.21) вытекает ,̂ что при 
z0 (0 )е(0 , — 2а<т ) производная ¿0 (0) >  0, а при z0>  —2ас  2 справе­
длива оценка ¿о (0)<0. Кроме того, на основании (2.21) имеем

¿о ( 0 =  —2z0 (0  (a + a 2z0 (О)-

Таким образом, для значений z0 (0)е(0, —2аа~2) функция z0 (0 
монотонно возрастает, а при z0 ( 0 ) > - 2 аа 2 решение z0 (/) моно­
тонно не возрастает, причем и в том и в другом случае

lim z0 (0 =  —2аа~2.
/—♦ОО

Значит, в силу начального условия z0 (0)>  — 4а (За2) -1 оценка
(2.28) установлена.

Дальнейшее доказательство утверждения 2° подобно доказате­
льству утверждения 1°. А именно: предположим, что существует 
несколько не примыкающих друг к другу интервалов наблюдения 
(/,, j J ,  и изучим поведение сопряженной переменной ф (0  на отрезке 
s,<t^ t,+ i. Из (2.21), (2.24), (2.26), подставляя в (2.26) вместо функ­
ции ф ее выражение через ф, заданное уравнением (2.24), получаем, 
что функция г (0 = Ф (0  удовлетворяет равенству

g 2 ( 0 z~2 (0  (a+ z  (Off2) -1  [у (0 + z -1 (0 Vo (0  (3z (Off2 —2a)] =
=  r ( 0 - r  (0  [2a+2z ( 0 a 2-'z  ( 0 a 2(a+z  (O^2) -1 ], И0=А0<т0-2, (2.29)

где
у ( 0 =  - Z  (Off2 (4a+ 3z (Off2)—2g (Ob2 (a+ z  (Off2)- (2 3 °)

Но в силу (2.28) при всех 0 функция у (0 < 0 . Отсюда из (2.25),
(2.29), учитывая справедливое при Si<t^ti+i тождество V0 (0 =  О, 
заключаем, что ф (0  монотонно убывает на интервале [i,( ii+]].



Далее, рассуждая, как и при доказательстве утверждения 1°, убежда­
емся в справедливости заключения утверждения 2 .

Докажем теперь утверждение 3°. Обозначим через т0е[0, 7] 
первую точку, для которой ф (т0)> 0 . Если такой точки на отрезке 
[О, 7] не существует, т. е. если ф (/><0 для всех то утверж­
дение 3° уже доказано, так как в этом случае в силу монотонного 
убывания ф (/) оптимальный закон наблюдения Qo=l при Т0
и бо =  0 для 7,0< / < 7 ’.

Итак, пусть такая точка т0е[0, 7] существует. Тогда вследствие
(2.23) при 0 < / < т0 может существовать не более одного интервала 
наблюдения. Изучим теперь поведение ф (*) при т0</< Т. Из неот­
рицательности ф (0 , 0 ^ / ^ 7 ’ и (2.24) следует

2 (то)> — аа~ 2. (2.31)
Обозначим через г0 (/, /0), /0< * < 7 ’, решение уравнения (2.21) при 

У= О с начальным условием г0 (/0, 4) =  г (/0). Подобно (2.27) имеем
2 (/)>г0 (/, /0). и, кроме того, аналогично (2.28) выводится,
что 20 (<. ч )  >  —аа~ 1, />т0. Отсюда и из (2.31) вытекает, что

г (0 > - а « т ~ 2, т0^ / < Г . (2.32)
Рассмотрим теперь функцию у (/), входящую в формулу (2.29). 

От точки ( = 0 до момента первого достижения решением г (/) 
уравнения (2.21) значения г (*) =  — аа~ 2 имеем у (/)>0. От момента 
первого достижения функцией г (() значения г  (*) =  — аа~2 до момен­
та первого достижения уровня г (/)= — 4а (За2)~ 1 функция у (/) 
монотонно убывает, поскольку в указанном интервале времени

у (/)= —¿а2 (4а+ 6га2) —2^Ь2 (a + (т2z) — 2b2a 2gz<0.
При выводе этого неравенства использовалось то, что производ­

ная ¿ > 0  при а< 0  в силу (2.19) и производная ¿ > 0  в силу (2.21), если 
г  (/)< —2аа~ 2.

Наконец, для тех значений /, где г  (/)$* —4а (Зет2) -х , имеем 
у (0 < 0 . Далее, аналогично выводу (2.32) убеждаемся, что если при 
некотором /о функция г (/0)=  — 2аа2, то г  (/)^ —2аа~2 для /0- 
Отсюда из неравенства г (/) >  0, справедливого для тех точек /, для 
которых г ( 0 <  —2аа~2, и из приведенных выше свойств функции 
у (/) следует, что функция у (/) может либо иметь один и только 
один корень Т) на отрезке [0, 7], либо вообще не иметь корней на 
отрезке [0, 7], причем

У (0 > 0 , О О ^ т ,, у ( 0 < 0 ,  т , < ^ Г .  (2.33)

Рассмотрим последовательно различные варианты, для которых 
выполняются соотношения (2.33).

Пусть сначала при всех /е[0, 7] имеет место неравенство



Тогда, используя рассуждения этапа 2°, можно показать, что 
существует не более двух интервалов наблюдения. Действительно, 
пусть (Аь 50) —  первый интервал наблюдения, начало которого 
/0<л0. Если бы .такого интервала наблюдения не существовало, то 
в силу оценки ф (/) <  0, 0 <  / <  т0 и (2.23) вообще имелся бы только 
один интервал наблюдений, примыкающий к нулю. Покажем, что 
для точек *>£о наблюдений не имеется. В само.м деле, если бы 
имелся интервал наблюдений ¿0, где Л >$0, то ф (¿оХО. Отсюда, 
из (2.34) и соотношения (2.29) при У= 0 заключаем, подобно рас­
смотрению этапа 2°, что ф (/) монотонно убывает при £0< * < * 1- 
Однако в силу (2.23) это противоречит тому факту, что (/ь 5]) — 
интервал наблюдений.

Пусть теперь
у (0 >  0, 0</<7\ (2.35)

Покажем, что в этом случае не может существовать внутренних 
интервалов наблюдения. Действительно, если найдется интервал 
наблюдения (/0, 50) такой, что /0> т0, то в силу (2.23) имеем

г(к )= ф  (/0)> 0 .

Отсюда, из (2.35) и (2.29) вытекает неравенство г (/) >  0, *0<*- 
Значит, ф (0  монотонно возрастает при /0<*- Следовательно, в силу
(2.23) интервал наблюдения (/0, %) не может быть внутренним. 
Кроме того, на [0, т0] может существовать лишь один интервал 
наблюдений, примыкающий к нулю. Итак, при выполнении условия
(2.35) не может быть внутренних интервалов наблюдения, т. е. 
могут быть лишь два интервала наблюдения, примыкающие к точ­
кам 0 и Г.

Остается липть проанализировать возможность, когда у (/) меня­
ет знак на [0, 7], т. е. выполнены соотношения (2.33). Пусть сначала 
То^Т]. Рассмотрение этого случая проводится в точности так же, как 
и случая (2.34). Повторяя соответствующие рассуждения, получаем, 
что в этом случае утверждение 3° имеет место.

Рассмотрим, наконец, случай ТоСТ]. Изучим поведение сопря­
женной переменной ф (/) при т о ^ ^ т ,. На основании формул (2.24), 
(2.31) имеем

Ф (т0) Ц  £ 2 (т0) г _ 2 (т0) (аЛ-2 (т0)<т2) -1 .

Отсюда и из (2.24) следует, что если *> т0, то 

ф (0> [2а + 2г (/)сг2] (т0) г -2  (т0) (а + г  (т0)(Г2)~ 1Ц (ч )~



¡i 0 )= ехр  [ f  (2a +  2z (Л[) ff 2)

J

Обозначим
/

h =  - 2  (a+z  (Off2) J g 2 (s )z ~2 (s)n (s)ds.

Интегрируя по частям, получаем
i

h =  (a+z  (Off2) J ? 2 (*)z~2 (0  (a+ z {s )a 2)~ l d,n (s) =

ч
= g 2 ( 0 z~2 (t )- (a  +  z (Off2)# 2 (t0)z -2  (to) (a +  z (t0)ff2)"  V  Ы “

i

- ( z  (Off2 +  fl) j *Ц (s)d, [g2 (s)z~2 (s) (a + z  (i)ff2) -1 ],

Отсюда и из (2.19), (2.21), (2.31), (2.36) при t>  т0 вытекает 
оценка

t

ф (0 ^  —Ь1 (a + z  (Off2) Jfi (s) d, [g2 ( i )z -2  ( j)  (a+ z  (i)ff2)_1]>

*0
t

> 6 2 (а+ z  (Off2) J V (s) (a+ z  (s )o 2)~2g 2 (s)z~2 (s)y (s)ds. (2.37)

to
На основании (2.28), (2.30) и определения т, неравенство (2.23) 

означает, что функция ф ( 0  монотонно возрастает на отрезке [то, Т1]. 
Но для 0 < * < т 0 функция ф (0  монотонно убывает. Поэтому при 
0 <  / может существовать не более двух интервалов наблюдения. 
Далее, используя рассуждения этапа 1° и второе из неравенств 
(2.33), получаем, что если точка хх принадлежит интервалу наблюде­
ния, то этот интервал наблюдения является последним; если же 
в момент т2 наблюдение не производится, то это означает, что до 
момента т2 может существовать лишь один интервал наблюдения 
и после указанного момента также может существовать не более



одного интервала наблюдения. Значит, и в том и в другом случае 
существует не более двух интервалов наблюдения, причем первый 
из них начинается от нуля. Тем самым утверждение 3° установ­
лено. ■

В утверждениях 1° и 2° вопрос о нахождении оптимального 
закона наблюдения сводится к задаче нахождения минимума ска­
лярной функции одного параметра tx. Для этого следует решить 
уравнение (2.21) при V (0  =  Qo (0  и подставить это решение, а также 
решение уравнения (2.19) в интеграл (2.22), который после указан­
ной подстановки становится скалярной функцией одной переменной 
t¡. Аналогично в условиях утверждения 3 оптимальное наблюдение 
ищется с помощью минимизации функции двух переменных s¡, t2. 
При этом оптимальное управление для любого закона наблюдения 
определяется равенством (3.6) гл. VIII.

Отметим, что при Ь2а=2а  решение задачи (2.19) постоянно 
и̂  равно а. Поэтому задача сводится к минимизации интеграла

D (s)ds. Значит, в этом случае доказываемое утверждение следует
о
из результата п. 3 § 1.

Основные результаты и формулы главы XII

Наблюдаемая сястема:
dx  ( i )=А  (l)x (l)dt+ a (/)d{ (/), 0, х  (0)=хо, 

dy (О=Q O )x(t)dt+o0 (Odio (i), t> 0, у  (0)=0;

управление наблюдением
u=Q' (o0o '¿ - lQ; 

критерий точности наблюдения

J  (и)=q'x  (7 )-» in f ,
U

J  (u)=q'D  ( 7 ) <7->inf;
U

импульсные законы наблюдения:

Г
у (г)=Л*(Ч) + Z  (‘ - ‘¡У 

i-i
Оптимизация процесса наблюдения эквивалентна оптимальному управлению 

в специальной детерминированной системе.



Упражнения 
к третьей части

В упр. 1—8 через {  или обозначены независимые гауссовские стандартные 
белые шумы.

1. Рассматриваются колебания флюгера под действием случайных порывов вет­
ра. Уравнения движения имеют вид

х + а^х+а^х^о!;, 1> 0, х (0 )= 0 , х  (0 )= 0 ,

где а\ > 0, 02 > 0, а  —  заданные постоянные. Найти матрицу ковариации процесса
(х (<), х (<))• ,

2. Рассматривается двухкамерная модель «поглощения лекарства я метаболиз­
ма», описанная в упр. 8 ко второй части. Уравнения этой модели имеют вид

х\ (/)—«1*1+и (0. *2 (0“ “1*1 ~ “2*2.
В начальный момент < -0  веггор (х, (0), х2 (0)) имеет гауссовское распределение 
с нулевым математическим ожиданием и матрицей ковариации До- Наблюдаемая
величина у (0 “ * 2  (0 +°'£ (0- . __

При заданных а  и П-управлении и (/) найти матрицу ковариации и  (/) ошибки 
оценивания вектора (хь  хг) и определить ее предельные значения при

3. Найти функцию Беллмана и оптимальное С-управление и=и х  (()) в линей­
но-квадратичной задаче

х  (Г)+ * !* (/ )+ * 2 *  +  0 « « Г ,
т

1 (и)=М  (Г )+ |  

о
где Ь, а, Т>0, ^ > 0 ,  к2>0, а > 0  —  заданные постоянные.

4 . Решить упр. 3 в предположении, что оптимальное управление строится в виде
функционала и=и (I, у), где у (0  = х  (0 + <т’1? 1-

5. Решить упр. 3 в предположении, что оптимальное П-управление шцстся 
в классе функций времени и («)- Сравнить значения функций Беллмана в упр. 3— 5.

6. Найти оптимальное управление и функцию Беллмана для следующих скаляр­
ных систем на отрезке 0 <  / <  Т:

х (0=1+«< + {, х = м(1+Ь,
а) „  6)/ т

М

о

7. Дана скалярная система

х  ( 0 +ах  (Г) = (Ь + егЬ и

с критерием качества
00

J(u) = M (ах2 (0 + н 2)<1*-йпГ.

о

Г (х2 (г) +  и2) <1/—»¡пГ; А /х2 (Т)-мпГ



Показать, что условие стабилизуемости имеет вид —  2в 2а< Ь2. Найти при этом 
условии оптимальное управление и функцию Веллмана.

8. Упрощенные уравнения дрейфа гироскопа имеют вид

*1 (0 =*2 (0~*э (0, *2 (0=0.

1 Ах3 ( 0 -  —  хъ (/ )+* -  (, XI (0 )= 0 , о 0,

где х\ — угол дрейфа, х2 —  постоянный дрейф, х3 —  случайный дрейф. Априорное 
распределение случайного вектора (х2 (0), дгз (0)) —  гауссовское с известными пара­
метрами. Пусть угол дрейфа Х\ (0  измеряется точно. Найти решение уравнений 
фильтра Калмана для оценок неизвестных х2 (/) и х3 (/).

9. Рассмотрим задачу о максимизации среднего времени достижения границы 
области на примере управляемой скалярной системы

*(<)=“+£ (0. *(0)е[-1 , 1], |и|<1.

Обозначим через хх (и) момент первого достижения системой границ отрезка [ - 1 ,1 ]  
при управлении и и начальном условии х ( 0 ) = х е [ - 1, 1], а через V(x) —  соответст­
вующую функцию Беллмана V (х) =  sup Mzx (и). Уравнение Беллмана имеет вид

*. М<1
d 2V(x) dV(x)
—— - +  sup u ~ — = - 1 ,  V ( - 1 ) = K ( 1 ) = 0 .  

dx м. h < i dx

Проверить, что симметричная функция

V (x)~ V ( - х ) = х - 1 + е - е * ,  0 < х < 1 ,

удовлетворяет уравнению Беллмана, а оптимальное управление щ, (jc) имеет вид 
и0 (х) =  -  sign х.



ЧАСТЬ ЧЕТВЕРТАЯ

РАСЧЕТ СИСТЕМ УПРАВЛЕНИЯ

ГЛАВА XIII
ЛИНЕЙНЫЕ СТАЦИОНАРНЫЕ 
УПРАВЛЯЕМЫЕ СИСТЕМЫ

В этой главе рассматриваются некоторые методы численного ис­
следования линейных стационарных систем. Излагаются методы 
определения устойчивости замкнутых управляемых систем, мето­
ды построения функций Ляпунова и стабилизирующих управлений, 
методы численного исследования управляемости и наблюдаемо­
сти стационарных систем, методы решения стационарной задачи 
оптимальной стабилизации. Изложенные методы опираются на 
вычислительные методы линейной алгебры.

§ 1. УСТОЙЧИВОСТЬ ЛИНЕЙНЫХ СТАЦИОНАРНЫХ СИСТЕМ 

Для линейных управляемых систем вида
х  (1) =  А1х  (0  +  5,м (0, и еЯ т (1.1)

> закон управления часто выбирается в виде линейного закона 
и = —Кх. Такой закон называют пропорциональным регулято­
ром (П-регулятором). Замкнутая П-регулятором система (1.1) 
имеет вид

х ( 0  =  (А1- В 1К )х = А х . (1.2)

Одним из основных требований к выбору П-регулятора является 
требование устойчивости замкнутой системы (1.2).

Изучение устойчивости линейной стационарной системы (1.2) 
сводится к изучению расположения собственных значений (со­
бственных чисел матриц А или к применению критерия Рауса —  
Гурвица (см. § 5 гл. I)).

Отыскание всех собственных значений (спектра) несимметрич­
ной, вообще говоря, матрицы А является самой сложной задачей 
вычислительной линейной алгебры. Эту задачу часто называют 
полной проблемой собственных значений. Для решения указанной 
проблемы разработаны две группы методов: точные и итерацион­
ные.



1. Точные методы решения полной проблемы собственных значений.
Нахождение собственных значений квадратной матрицы А с помо­
щью точных методов проводится в два этапа:

1) раскрытие характеристического (векового) уравнения
ёе1 \А—Х1\—0, (1.3)

т. е. нахождение полинома

р  (Д )= (-1 )"  [Хя- р Х ~ 1- . . . - р я] = 0, (1.4)
все корни которого являются собственными значениями матри­
цы А;

2) отыскание всех корней алгебраического уравнения (1.4).
Для раскрытия определителя (1.3) используются методы Левер-

рье, А. Н. Крылова, Данилевского, Фадеева и др. [4; 6; 19].
Метод Крылова основан на использовании теоремы Гамиль­

тона — Кэли, согласно которой всякая матрица А удовлетворяет 
своему характеристическому уравнению (1.4). Иначе говоря, всегда

Аа- Р1Ая- ' - р 2Ая- 2- . . . - Ря1=0. (1.5)

Возьмем произвольный вектор у°еД„ (у°Ф0) и умножим на него 
равенство (1.5):

Аяу ° - р 1АЛ~хуо- . . . - р пуо =  0. (1.6)

Обозначив ук= Аку° =  Аук~', запишем равенство (1.6) в виде

у -Р 1 у Я~Х- : . - р пуо =  0. (1.7)
Соотношение (1.7) является системой линейных алгебраических ура­
внений относительно неизвестных ри р„. Решая эту систему 
каким-либо методом (например, методом исключения Гаусса [6, 7, 
9, 13]), находим выражение для характеристического уравнения
(1.4). Далее необходимо решить алгебраическое уравнение (1.4) 
(например, методом парабол [9; 14], методом Берстоу [4; 11] или 
другими методами [3; 9; 17]).

При использовании метода Крылова могут встретиться особые 
случаи, когда векторы у", у" ', ..., _у° оказываются линейно зависи­
мыми и система (1.7) не имеет единственного решения. В этих 
случаях метод Крылова также можно применить, но алгоритм 
усложняется. Проще всего взять другой начальный вектор у0 и по­
вторить вычисления. Если после нескольких таких попыток резуль­
тат не будет получен, то лучше использовать какой-либо другой 
метод.

Пример 1.1. Рассмотрим матрицу



Собственные значения этой треугольной матрицы, очевидно, равны 
¿1 =  — 1, к2 =  —0,99. Характеристическое уравнение имеет вид

Л2+ 1,99Л+0,99 =  0, т. е . =  -1 ,9 9 ; Л = - 0 ,9 9 .

Будем искать собственные значения матрицы А методом Крылова. 
Возьмем (у0)' =  (1,1) и вычислим (у1)' =  ( —0,99; —0,99), (у2)' =  
=  (0,9801; 0,9801). При этом система (1.7) имеет вид

-  0,99р1 + р 2=0,9801,
— 0,99р1 +  />2=0,9801

и, очевидно, является вырожденной. Дальнейшее применение мето­
да Крылова в этом случае невозможно. Однако, взяв (у°)' =  
=  (0; 1), найдем (у1) '=  (0,01; —0,99), (у2) '=  (0,0199; 0,9801). Система
(1.7) принимает вид

0,01/?!= —0,0199,
-0 ,9 9 ^ + ^ 2 =  0,9801.

Решение этой системы Р\ = — 1,99, р2 =  — 0,99 в точности совпадает 
с коэффициентами характеристического уравнения.

Метод Леверрье основан на использовании известных из алгеб­
ры формул Ньютона (обобщающих формулы Виета на произволь­
ные многочлены), согласно которым коэффициенты р, многочлена
(1.3) и его корни Я, связаны соотношениями

Р\ Рг-\  (̂ 2-/>1̂ ), Рп =  - ^ „ - р ^ п - г - р ^ ^ ) ,  (1.9)2 п
$1= +  А 2 + ... +  Х'„.

Кроме того, известно, что
^ =  А) + ... +  А„=Тг А,

52 =  Х* +  ... +  А1=Тг А 2

л„=яг+...+я;=тгл".

Таким образом, для раскрытия характеристического уравнения 
методом Леверрье требуется вычислить степени А 2, А матрицы 
А, найти их следы и затем определить коэффициенты по формулам 
(1.9).

Метод Леверрье более трудоемок, чем метод Крылова, так как 
определение степеней А 2, А" требует порядка и4 операций. В то 
же время он нечувствителен к расположению спектра (собственных 
чисел) матрицы А.



Все точные методы весьма экономичны, для определения с их 
помощью собственных значений матрицы до 10-го порядка требует­
ся примерно 103 —104 операций умножения и деления. На ЭВМ 
средней производительности нахождение всех собственных чисел 
матрицы 10-го порядка требует 15— 30 с, что вполне приемлемо для 
большинства применений.

В [11] приведена программа ВАБМАТ, позволяющая для задан­
ной матрицы А порядка п <10 находить ее характеристический 
многочлен, все собственные числа А,- и переходную матрицу ехр (А *) 
системы. В указанной программе используется метод Леверрье для 
раскрытия характеристического уравнения и метод Берстоу для 
отыскания корней алгебраического уравнения.

К сожалению, все точные методы не являются в достаточной 
мере устойчивыми к погрешностям вычислений (как говорят, не 
являются численно устойчивыми). Малые погрешности вычислений 
могут привести к большим погрешностям в результате. Проил­
люстрируем это примерами.

Пример 1.2. Для матрицы (1.8) возьмем (у°)' =  (1; 0,99). Тогда 
система (1.7) примет вид

Предположим, что в результате округлений промежуточных и окон­
чательных результатов вместо системы (1.10) получилась система

Погрешности в коэффициентах системы (1.11) по сравнению с систе­
мой (1.10) не превышают 0,03%. Система (1.10) имеет решение 
Р\=—1,99, рг =  —0,99, а система (1.11) — решение р1 =0, р2 =  0,98. 
Таким образом, при решении этих систем получается погрешность 
порядка 200%. Этот очень неприятный результат объясняется тем, 
что матрица системы (1.10) плохо обусловлена (подробнее об обус­
ловленности матриц см. [3; 6; 7; 9; 13]). Если продолжить отыскание 
собственных значений в этом примере, то получим характеристичес­
кое уравнение А2 —0,98 =  0 и собственные значения А̂  2«  ±0,99. 
Итак, из-за незначительных (порядка 0,03%) погрешностей, допу­
щенных при округлении коэффициентов, получается неверный вы­
вод, что устойчивая (и, более того, достаточно хорошо устойчивая) 
матрица (1.8) является неустойчивой.

Можно было бы предположить, что указанная неустойчивость 
связана с необходимостью решать систему линейных алгебраичес­
ких уравнений. Однако во всех точных методах имеется второй 
этап — решение алгебраического уравнения. Как показывает приве­
денный ниже пример, эта задача также численно неустойчива.

— 0,990 \р\+рг=0,980299,
— 0,9801р. +0,99/>2 = 0,970299. (1.10)

— 0,99/?! -Ь т?2=0,9800,

— 0,98/7, + 0,99/72 = 0,9702.
( 1.11)



Р (Я) =  (Д— 1) (А -2)...(А -19) (А—20)=А2° —210А19 +  ... . (1.12)

Предположим, что лишь один из коэффициентов этого многочлена 
определен неверно, а именно вместо коэффициента />, =  210 при А19 
получено рх =210 +  2 23. Дж. Уилкинсон [17] весьма тщательно, с 90 
двоичными разрядами, вычислил корни уравнения

р (А) +  2~ 23А19 =  0.

При этом десять корней стали комплексными с достаточно боль­
шой мнимой частью, например корни А,б=16, Ап = 17 перешли 
в корни А16_ ,7«  16,731 +2,813/, а ошибка в действительном корне 
■¿20=20 достигла почти 5% и А2о=20,847... . Важно отметить, что 
такие значения А,- явились не результатом ошибок вычислений, 
а вызваны действительной высокой чувствительностью корней ал­
гебраического многочлена р  (А) к изменению его коэффициентов.

2. Итерационные методы. При размерностях я > 1 0  использование 
точных методов, как правило, не дает удовлетворительных резуль­
татов и необходимо применять итерационные методы.

Первый итерационный метод решения полной проблемы со­
бственных значений для симметричных (или эрмитовых) матриц 
был предложен К. Якоби в 1846 г., раньше, чем были созданы 
точные методы. Однако из-за большой трудоемкости (на порядок 
большей, чем у точных методов) метод Якоби не применялся до тех 
пор, пока в вычислительной практике не начали широко исполь­
зоваться ЭВМ. Использование ЭВМ привело к пересмотру понятий 
°  трудоемкости, выдвинув на первый план требование численной 
устойчивости, надежности вычислений. Второе рождение метода 
Якоби и его широкое применение началось с 1960 г. Оказалось, что 
метод вращений Якоби обладает хорошей численной устойчиво­
стью и с его помощью можно успешно определять все собственные 
значения симметричных матриц до порядка 50— 100. При этом 
требуется выполнить около 30л3 арифметических операций.

Идея метода Якоби заключается в том, чтобы с помощью 
ортогональных подобных преобразований (вращений) привести ис­
ходную матрицу А к почти треугольному виду, когда внедиагональ- 
ные элементы имеют порядок О (е). При этом собственные значения 
практически совпадают с диагональными элементами, т. е. А,= 
=  а ц + 0  (е2).

Однако для системы вида (1.2) нет оснований ограничиться 
только случаем симметричных матриц А, поэтому метод Якоби не 
может считаться универсальным методом исследования устойчиво­
сти систем (1.2). Подробнее о методе Якоби см. в [3; 4; 6; 19].

Численно устойчивый метод решения полной проблемы со­
бственных значений для несимметричных матриц, называемый ОЯ-



алгоритмом, был предложен В. Н. Кублановской в 1960 г. и неза­
висимо от нее Дж. Френсисом в 1961 г. В основе (^Я-алгоритма, 
так же как и метода Якоби, лежит использование ортогональных 
преобразований. Преимущество ортогональных преобразований за­
ключается в том, что они не увеличивают нормы ошибок вычисле- 
ний.

Опишем (^-алгоритм  несколько подробнее. Пусть дана вещест­
венная матрица А с элементами аи, т. е. А =  (ау), i, 1, ..., п. 
Основная идея (^-алгоритма состоит в том, чтобы для матрицы 
А найти такое подобное ортогональное преобразование и 'А 0 = 5 ,  
при котором Б  примет так называемую форму Шура. Говорят, что 
матрица 5  имеет форму Шура, если она является блочно-треуголь­
ной матрицей вида

При этом диагональные матрицы 5» должны иметь размер 1 или 2. 
Спектр матрицы Б (а значит, и подобной ей матрицы А) совпадает 
с объединением спектров матриц ¡¡¡и. Если матрица имеет размер
1, т. е. 5н=(5п), то ее собственное значение есть Л=^'п- Если же 
матрица Бц имеет размер 2, т. е.

то ее собственные значения находятся из квадратного уравнения

В этом случае собственные значения могут оказаться комплекс­
ными.

Процесс преобразования матрицы А к форме Шура 5  проводят 
в несколько этапов. Сначала строят разложение матрицы А вида

где б  —  ортогональная матрица (т. е. б '= б  )> а ^  —  верхняя 
треугольная матрица. Такое разложение может быть построено 
различными способами. В одном из них ортогональная матрица 
Q строится как произведение и — 1 элементарных отражений Н\. 
В качестве Н х берут матрицу

Я2—-Я (л-11 +  -Ня)- 0-

А = (2 Я (1.13)



Непосредственно проверяется, что

Н 1 = Н \ = Н ^ 1, Н ха*=уе\,

а =

Таким образом, Н1 — ортогональная матрица, и, кроме того, в ма­
трице АХ—Н ХА поддиагональные элементы 1-го столбца равны ну­
лю. Далее находят матрицу А2 =  Н 2Аи где Н2 имеет вид

а Нг —  такая же, как и Ни матрица отражений, но (и — 1)-го поряд­
ка. При этом в матрице А2 поддиагональные элементы уже двух 
первых столбцов являются нулями. Продолжая этот процесс, стро­
ят матрицы

Здесь Л —  верхняя треугольная матрица. Из равенств (1.14) и ор­
тогональности матриц Н, следует, что

Искомое разложение (1.13) матрицы А построено.
На втором этапе строят последовательность матриц А(к) по 

формулам

Можно доказать, что последовательность А сходится по форме 
к некоторой матрице Шура Б. Точные определения и доказательство 
можно найти в [8].

Для обеспечения конечности этого процесса поступают следу­
ющим образом. Задают некоторое малое число е и, как только 
какой-либо поддиагональный элемент А становится меньше е, 
заменяют его нулем. С таким изменением процесс приведения 
к форме Шура становится конечным и А®= 8  для некоторого /. При

Аз НзА2, Ап—1 — Н я_ хАи_2—Нп—\...Н2НуА  — Л. (1.14)

л = я 1я 2...яя_1л = е л ,  е = я ,я 2...яя_1.



этом ортогональная матрица 17, приводящая А к форме Я, опреде­
ляется соотношением

сл= е~ б1б2...е/ -1 .

В описанном виде (^-алгоритм имеет невысокую скорость сходи­
мости. Для ускорения сходимости в (^-алгоритм вводят сдвиги. 
Более подробно о ОЯ-алгоритмах и правилах выбора сдвигов см.

В [18] приведены программы, реализующие метод вращений 
Якоби для симметричных матриц, (^Я-алгоритм и ()Ь-алгоритм, 
а также ()Я-алгоритм со сдвигом.

Пример 1.4. Пусть матрица А имеет вид

Ее собственные значения вычислены с помощью QR-алгоритма 
в [18] на ЭВМ  с 39 двоичными разрядами для мантиссы. При этом 
после 8 итераций получены собственные значения = 
=  -1,65526620775; Я2= -6,99483783064; А3=  -9,36555492016; Л< =  
=  -15,8089207645; Х5= - 19,1754202773. Таким образом, матрица 
А устойчива. Погрешность в определении собственных значений 
имеет порядок 40 • 10-11.

3. Критерий Рауса —  Гурвица. В ряде случаев для описания линей­
ных динамических систем используют передаточные функции вида

W(p) =  N̂ - ,  где N (р), D ip) —  многочлены. Для устойчивости си- 
D (р)

стемы с передаточной функцией W (р) необходимо и достаточно, 
чтобы корни многочлена D (р) лежали в левой полуплоскости. 
Это можно проверить с помощью критерия Рауса — Гурвица (см. 
§ 5 гл. I).

В [5] приведены две программы GURV и RAUS, позволяющие 
определить, лежат в левой полуплоскости или нет корни многочле­
на D (р). Там же приведена программа, реализующая критерий 
Михайлова, а также программа определения области устойчивости 
в пространстве параметров для линейных систем.

4. Метод Зубова функционального преобразования матриц. Определе­
ние устойчивости матрицы А сводится либо к нахождению всех 
собственных значений, либо к раскрытию характеристического ура­
внения и применению критерия Рауса — Гурвица. Эти методы весь­
ма трудоемки и не всегда численно устойчивы.

в [6; 18].



В 1959 г. В. И. Зубов предложил метод определения устойчиво­
сти, не связанный с собственными значениями. Идею метода Зубова 
можно описать следующим образом. Пусть все собственные значе­
ния матрицы А расположены в левой полуплоскости комплексной 
плоскости Я. Произведем отображение плоскости Я в плоскость р по 
формулам

^+1 ■, Р + 1 (лР = — , А= — (1. 15) 
Я—1 р —1

Дробно-линейное преобразование (1.15) переводит левую полупло­
скость плоскости Я во внутренность единичного круга с  центром 
в начале координат комплексной плоскости р, а правую полупло­
скость —  во внешность единичного круга. При этом мнимая ось 
переходит в единичную окружность. Подставляя Я из (1.15) в урав­
нение ё й  \А — Я7| =  0, получим, что р является корнем уравнения

=  <1е1 \ р А -А -р 1—1\ =
р - 1

= 6<А\ - A - I - p  (/—Л)|=0. (1.16)

Умножая уравнение (1.16) на ёе1 |(/-Л)_1|*0, заключаем, что 
р есть собственное значение матрицы В:

(1е1 \В—р1\ =  0, В = ( - А - 1 ) ( 1 - А У 1.

Матрица В  может быть также записана следующим образом:

В = ( —А —1+ 1 —Г) (1 -А )~ 1= 1 - 2  (1 - А )~ 1. (1.17)

Матрица В соответствует матрице А при функциональном преоб­
разовании (1.15). Далее, известно [1; 3; 4], что для матрицы В, все 
собственные значейия которой лежат внутри единичного круга, 
выполняется соотношение

1 п п ^ = 0 . (1.18)
к-*&>

Теперь можно описать алгоритм определения устойчивости с по­
мощью метода Зубова.

1°. Строят матрицу В  по формуле (1.17). Если (1 —А)~1 не 
существует, то одно из собственных значений 1—А равно 0, и, 
значит, одно из собственных значений матрицы А равно 1, т. е. 
матрица А неустойчива.

2°. Вычисляют В 2= В В /, В А= В 2 В 2, В а =  В* В*  и т. д. Если 
для какой-либо нормы ||В2 || —>0, к-*оо, то матрица А устойчива. 
В противном случае матрица А неустойчива, т. е. ее собственные 
значения не лежат внутри левой полуплоскости.

Таким образом,' вычисления сводятся к нахождению (/— А )-1 
и степеней В2*. Каждая из этих операций требует и3 умножений



и делений [6; 13]. Чем ближе к мнимой оси расположены собствен­
ные значения матрицы А, тем медленнее сходимость к нулю матриц 
El. Если имеется хотя бы одно собственное значение А на мнимой 
оси, то || В?\\ ограничены. Если же хотя бы одно собственное значение
А лежит в правой полуплоскости, то Ц^Ц-хю, /-юо.

Метод функционального преобразования матриц можно приме­
нить также для определения принадлежности всех собственных 
значений матрицы А некоторому многоугольнику в комплексной 
плоскости [1].

§ 2. М ЕТО ДЫ  РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЯ ЛЯПУНОВА

1. Предварительные замечания. В § 7 гл. I было установлено, что 
для устойчивой линейной системы

х (t)= A x  (t), xeR„ (2.1)

всегда существует функция Ляпунова вида
У = х'Р х  (2-2)

такая, что положительно определенная симметричная матрица 
Р  удовлетворяет уравнению Ляпунова

А 'Р + Р А  = СЬ (2.3)

где Ci —  произвольная наперед заданная отрицательно определен­
ная симметричная матрица. Аналогично, для дискретной системы 
хк+{ =  Вхк, xkeR„ также существует квадратичная функция Ляпунова 
вида (2.2), но матрица Р удовлетворяет уравнению

Р - В 'Р В = С и (2.4)

где Ci также произвольная отрицательно определенная матрица. 
Будем называть уравнение (2.3) непрерывным уравнением Ляпунова, 
а (2.4) —  дискретным уравнением Ляпунова. В настоящем параграфе 
рассмотрим методы численного решения этих уравнений. Постро­
ение функции Ляпунова для линейных систем часто весьма полезно 
и при исследовании близких нелинейных систем.

п (л+1) п 2
Матрица Р  как симметричная матрица имеет — различ­

ных элементов. Поэтому, хотя уравнение (2.3) и можно непосредст­
венно свести к системе линейных алгебраических уравнений, поря-

пг
док этой системы окажется высоким и равным Для ее решения 

самым экономичным методом —  методом Гаусса —  потребуется
1 /л А 3примерно - {  — ) «0 ,04л 6, операций умножения и деления. Такое 
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количество операций уже при л =  20 становится весьма большим 
(« 2 ,5  • 10е). Нахождение функции Ляпунова указанным прямым 
методом при л =  20 требует использования достаточно мощной 
ЭВМ, а при л =  100 вообще невозможно ни на какой ЭВМ. Это 
заставляет искать другие более экономичные методы и применять 
различные итерационные процедуры решения уравнений (2.3) 
и (2.4).

2. Метод рядов. Непосредственной подстановкой можно убедиться, 
что решение уравнения (2.4) можно записать в виде ряда:

Р = С 1 +  В 'С1В + (Ю 2С1В 2 +  ... . (2.5)

Можно показать, что если матрица В  устойчива (т. е. все ее со­
бственные значения лежат внутри единичного круга; см. § 10 гл. I), 
то ряд (2.5) сходится. Непосредственно вычислять частичные суммы 
ряда (2.5) не очень экономично. Более эффективным оказывается 
следующий метод. Обозначим через Ру(к) сумму 2 * -1  членов ряда 
(2.5):

V <*)
Л ( * ) = 1 ( Я ') ,_ ,С1Я '- ', v(fc) =  2*.

1-1

Тогда можно проверить, что для Рущ справедлива следующая ре­
куррентная формула:

РЧк, п =  Рнк) +  (В ’У(к)РНк)ВНк\ Ру (0) — С1, Bv{k+l) =  [Bvy .  (2.6)

Каждый шаг вычислений по формулам (2.6) требует выполнения 
трех умножений матриц. Для этого требуется не более Зл3 умноже­
ний. Метод рядов сходится достаточно быстро, поскольку к = 6 
соответствует сумме 26 =  64 членов ряда (2.5), а А:= 10 — сумме 1024 
членов ряда. Поэтому можно считать, что трудоемкость решения 
дискретного уравнения Ляпунова имеет порядок 20л3н-30^3 умно­
жений. Это значительно меньше, чем при прямом решении уравне­
ния Ляпунова, требующем 0,04л6 умножений. В литературе* описа­
но успешное применение метода рядов для решения уравнения 
Ляпунова при л =  143.

Подпрограмма SUM, реализующая указанный алгоритм, вклю­
чена в систему ORACLS, используемую в Управлении по аэрокос­
мическим исследованиям США (NASA) для расчетов линейных 
управляемых систем [22].

*Ларин В. Б . Методы решения алгебраических уравнений Риккати // Изве­
стия АН СССР. Техническая кибернетика. 1983. № 2.



С помощью метода рядов можно решать также и непрерывное 
уравнение Ляпунова (2.3). Нетрудно проверить, что уравнение (2.3) 
совпадает с уравнением (2.4), в котором

в = ш + А ) ( 0 1 - А ) - \  с ^ - г р ш - А Г ' с ш - А Г 1, (2.7)

где р > 0 —  некоторое специально выбираемое число. Для того 
чтобы убедиться в этом, запишем уравнение (2.4) с коэффициентами 
видя (2 .7 )  и умножим его слева на р 1 —А', а справа на ¡¡1—А. 
Приводя затем подобные члены, получим уравнение (2.3). 
Число р в преобразовании (2.7) выбирают одним из двух спосо­
бов. Первый из них связан с нахождением собственных значений 
матрицы А

А, (А ) =  о,  +  й, .  /2 =  - 1, |А,| <  \Х2\ < ... <  |/Ц 

и число Р определяют с помощью соотношений

а\ (а1 + Ь3 ~ ая (а1 + А1) ,л  лу = -------— 5--------- -— К если ап—а\Ф0 и у> О,
а „-а {

Р2 = \  1» (2.8)
-У  (а] +  Ь}) , если а„=ах или у<0.
V .

При втором способе выбора числа Р полагают

^  (2-9)
/» =  2 И||, = шах £  \а1к\.

1 jш |

Таким образом, для решения непрерывного уравнения Ляпунова
(2.3) сначала строят матрицы В и С, по формулам (2.7), где Р опре­
деляется формулами (2.8) или (2.9), а затем вычисляют члены 
последовательности (2.6). Такой метод решения уравнения Ляпуно­
ва и подпрограмма ВИЛИ описаны в [22].

Метод рядов можно применить также и для решения более 
общих уравнений

Х = А Х С + В , А Х + Х С = В .

где А, В и С —  матрицы, имеющие соответственно размеры п х п, 
я х т и т х т [ 8 ;  22].

Недостатком метода рядов является то, что он применим только 
в случае устойчивой матрицы В. Если матрица В неустойчива (т. е. 
имеется хотя бы одно собственное значение матрицы В, лежащее на 
границе или вне единичного круга), то ряд (2.5) может расходиться 
и метод рядов не дает никакого решения.



3. Метод матричной сигнум-функции. Для любой невырожденной 
матрицы А, не имеющей чисто мнимых собственных значений, 
определим последовательность Хк по формулам

Х ы = \ {Х к+ Х ? ) ,  Х0 =  А. к = 0 , 1 , 2 , . . . .  (2.10)

\ Последовательность Хк сходится, а ее предел, обозначаемый sgn^í, 
1 называют сигнум-функцией от матрицы А. А. А. Абрамовым [8] 

установлено, что матрица B = sg n A  обладает следующим замеча­
тельным свойством, которое приведем без доказательства.

Обозначим через L+ и L_ инвариантные подпространства из R„, 
соответствующие собственным значениям матрицы А с положи­
тельной и с отрицательной вещественной частью. При этом R„ есть 
прямая сумма L+ и L_, т. е. R„ =  L + ®  L_. Справедливы следующие 
равенства:

B xJ  x . x e L t .
( —х, x e L _.

Если же матрица А устойчива, то из (2.11) следует, что
sgn А — —I. (2.12)

Равенство (2.12) является основным соотношением некоторого 
i метода решения непрерывного уравнения Ляпунова

А 'Р + Р А ^ С . (2.13)

' Умножив уравнение (2.13) слева на (А ')~1 и справа на А ~ 1, имеем

P A -l + ( A V í P = ( A V i C A -1. (2.14)

Из (2.13) и (2.14) следует, что матрица Р  удовлетворяет также 
уравнению

 ̂ (А' +  ( А У 1)Р + Р -  (Л +  ^ " 1) =  ‘ (C + (A ')~ i CA~i).

Аналогично проверяется, что Р есть решение также и уравнений

A k+lP + P A k+l =  Ck+¡, (2.15)

где

Ak+¡ = - (Ак+ А к ‘), Ао =  А, £ = 0 ,1 ,2 , . . . ,

Ck+i = \ (Ск+ (Ак)~1СкА к 1), С0= С , к = 0, 1, 2, ... .
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Так как матрица А устойчива, то, переходя к пределу в (2.15) 
и учитывая (2.12), получим

Следовательно, в качестве приближенного значения для Р можно

исходная матрица С = С 0 —  отрицательно-определенная, то матри­
ца Р  является положительно-определенной. Один шаг этого метода 
требует обращения матрицы А* и двух умножений матриц для 
нахождения выражения (А к)~ 1СкА к т. е. около Зл3 операций ум­
ножения. Если считать, что метод сходится за 6— 10 шагов, то 
общая трудоемкость метода имеет порядок 20л - г -  30л умножений. 
Однако скорость сходимости метода зависит от близости спектра 
устойчивой матрицы А к мнимой оси. Чем ближе спектр к мнимой 
оси, тем медленнее, вообще говоря, сходимость метода.

4. Использование (^-алгоритма. В последнее время для решения 
уравнения Ляпунова (2.13) предложено несколько методов, основан­
ных на ОЯ-алгоритме [8]. Изложим один из них, который будем 
называть алгоритмом ВБ. Сначала с помощью (^-алгоритма мат­
рицу А приводят к форме Шура 5, где 5 =  и'А и. Умножим теперь 
равенство (2.13) слева на V ,  а справа на С/, и между матрицами А' 
и Р, а также Р н А запишем произведение и и '= Е .  Тогда получим 
уравнение

Полагая 7 =  С/'РС/, И = и 'С и ,  придем к эквивалентному (2.13) урав­
нению

Уравнение (2.17) нетрудно решить непосредственно, учитывая блоч­
но-треугольную форму матрицы (У. Запишем матрицы У и И в блоч­
ном виде, согласованном с матрицей 51.

Пусть, например, матрица 5 1 размера 4 x 4  имеет следующую 
блочную структуру:

(2.16)

взять Р =  —  С,, где номер / достаточно велик. При этом если

и 'А 'и и 'Р и +  и 'Р и и 'А и = и 'С и .

5 Т + г а = / > . (2.17)

Тогда матрица У1 имеет вид 
482



О 0 5?з

£.1 . *  I*  _ *  
о | о |* *
0 I О I ♦ *

то ей соответствует матрица У2 вида

У *  I *  
* 1 * 1 *  *♦ *  *  *

* 1 *  £  *

Структуры матриц В 1 и £>2 аналогичны структурам матриц У 1 
и У .

Запишем уравнения (2.17) по блокам и выпишем уравнения для 
отдельных блоков. Так как в матрице И  не может быть блоков 
размером больше чем 2 x 2 , то система (2.17) распадается на сово­
купность линейных уравнений 1, 2 или 4-го порядка. Например, 
уравнения, соответствующие блокам О ¡,, Б  |2 и Х>22, являются соот­
ветственно уравнениями 1, 2 и 4-го порядка. Нетрудно записать 
формулы для этой совокупности уравнений и затем последователь­
но ее решить. В результате решения находим промежуточную м ат­
рицу У, а матрицу Р вычислим затем по формуле

Итак, алгоритм ВБ сводится к следующим этапам.
1°. Приводят матрицу А к форме Шура 5 :5 '=  СГА и.
2°. Вычисляют матрицу В  =  и 'С и .
3°. Решают уравнение (2.17).
4°. Вычисляют матрицу Р =  С/УС/'.
Алгоритм ВБ можно применить для любых матриц А и С, а не 

только для устойчивых матриц А и симметричных матриц С. Э тот 
алгоритм, как и все алгоритмы, основанные на ортогональных 
преобразованиях, обладает высокой численной устойчивостью. Его 
трудоемкость оценивается в 25и3 умножений и не зависит от рас­
положения спектра матрицы А. Для реализации алгоритма ВБ

Р=С/У£/'.



необходима память в Зл2 машинных слов. Все это позволяет счи­
тать алгоритм BS одним из наилучших методов решения уравнения 
Ляпунова (2.13).

В [8] приведена программа алгоритма BS на языке ФОРТРАН. 
Подпрограмма BASTW AR, реализующая этот же метод, включена 
в систему ORACLS [22].

5. Построение стабилизирующих управлений. В ряде задач требуется 
найти управление вида

u ( t )= - F x ( t ) ,  (2.18)
при котором замкнутая таким управлением система

х  (t) =  A x (t) +  Bu, xeR„, u eR m (2.19)

была бы асимптотически устойчивой. Это последнее требование 
эквивалентно условиям

ReA, ( A - B F ) < 0, j = l ,  ..., л. (2.20)

Управление (2.18), при котором выполняются условия (2.20), 
называют стабилизирующим управлением.

Построение стабилизирующего управления сводится к решению 
некоторого уравнения Ляпунова [20].

Пусть А и В —  матрицы, имеющие соответственно размеры 
л х л и п хт. Прежде всего построим матрицу

А = - ( А  +  Щ

так, чтобы Re А, (А )<  0. Для этого достаточно взять

/? =  £ max |Re А, (Л)| + 0,001 , j > 1,
1_1</'<я J

или определить /? по формуле (2.9).
Далее рассмотрим уравнение Ляпунова

A Z + Z A '= -2 B B '  (2.21)
и найдем его решение Z  с помощью одного из методов, изложенных 
ранее.

Если система (2.19) полностью управляема, то матрица Z невы­
рождена и тогда в качестве F  можно взять матрицу

F = - B ' Z - 1. (2-22)
При этом

Re Ay (А — BF) =  - 0 ,  j =  1, ..., л. (2.23)

Система (2.12) может быть стабилизируема даже если пара (А, 
В) не полностью управляема (см. [13] ко второй части). В этом



случае решение 2  уравнения Ляпунова (2.21) является вырожденной 
матрицей и в качестве следует взять матрицу

Р =  - В ' г +, (2.24)
где 2+  — псевдообратная к 2  матрица. Матрица называется 
псевдообратной к матрице 2 ,  если выполнены следующие равенства:

2 2 + 2 = 2 ,  2 + 2 2 += 2 + , ( 2 2 + ) '= 2 2 +, (2 + 2 ) '= 2 + 2 .  (2.25)

При этом не обязательно 2 2 + =/.
Таким образом, для построения стабилизирующего управления

(2.18) необходимо построить матрицу А, решить уравнение Ляпуно­
ва (2.21), найти обратную 2 ~1 или псевдообратную 2 + матрицу 
и вычислить матрицу обратных связей Р  по формуле (2.24).

Способ численного псевдообращения предложен в [18]. Он ос­
нован на сингулярном разложении матрицы

2 = Ц ? .Г ,  и 'и =  УУ=1„, (<7„ ..., а„). (2.26)

Диагональные элементы матрицы £  совпадают с неотрицатель­
ными значениями квадратных корней из собственных значений мат­
рицы 2 '2 .  Числа аи ...,а„ называются сингулярными числами матри­
цы 2 . Если сингулярное разложение (2.26) матрицы 2  найдено, то 
псевдообразная матрица 2 + определяется формулами

2 + =  УХ+и', 2 + =сИаЕ (<т,+ , ..., <тя+), (2.27)

<Т,+ :
О, сг, =  0.

В [18] под названием алгоритм 1.10 приведен алгоритм, ре­
ализующий псевдообращение матриц. Под именем CSTAB в [22] 
приведен описанный выше метод нахождения стабилизирующего 
управления.

6. Вычисление матрицы ковариаций. Рассмотрим систему стохасти­
ческих уравнений вида

x(t) =  A x(t) +  G ri(0, (2-28)

где А — матрица размера n x n ;G  — матрица размера nxm\r¡ (t) —  
m-мерный белый шум с матрицей интенсивностей Q, имеющей 

размер т хт . Пусть матрица А асимптотически устойчива, т. е. 
Re А, (Л) < О, j =  1, ..., п. Тогда матрица ковариаций W установив­
шегося состояния системы является пределом матриц дисперсий:



где К (/, я) —  корреляционная матрица решения х  (/)• Матрица 
Ж удовлетворяет уравнению Ляпунова

А 1¥+1¥А’ =  0<2в'. (2.29)

Матрица IV из уравнения Ляпунова (2.29) может быть найдена 
любым из описанных выше методов.

§ 3. УПРАВЛЯЕМ ОСТЬ И НАБЛЮДАЕМОСТЬ

Согласно теореме 2.1 гл. VI, система (1.1) управляема, если ранг 
матрицы управляемости

К = (В ,А В ...... Ап~1В) (3.1)

(где А и В —  матрицы размера соответственно п х и и п х т) равен 
порядку системы п. Таким образом, необходимо определить ранг 
матрицы К, имеющей размер п х пт.

Попытки использовать непосредственно определение ранга мат­
рицы как наибольшего числа линейно независимых столбцов матри­
цы К  не приводят к хорошему численному алгоритму. В самом 
деле, при этом надо взять произвольные п столбцов матрицы 
К  и для каждой полученной матрицы вычислить ее определитель. 
Если найдется хотя бы одна матрица с определителем, не равным 
нулю, то система полностью управляема, в противном случае —  не 
управляема. Такой путь слишком трудоемок, поскольку существует

пт (пт— 1)...(и (т —1) +  1)
С пт=  ,п\

различных матриц К. Вычисление каждого определителя требует

около - п3 арифметических действий. Количество вычислений всех

определителей очень велико. Так, например, при п=  10, т =  5 вычис­
ление по такой схеме потребовало бы около 0,3 10* умножений 
и делений. Можно предложить более экономичные способы опреде­
ления ранга, требующие меньшего числа вычислений различных 
определителей. Однако во всех случаях путь, связанный с вычисле­
нием определителей, является весьма трудоемким. Кроме того, 
вычисление определителей недостаточно численно устойчиво.

Более удобной как с точки зрения трудоемкости, так и численной 
устойчивости является метод вычисления ранга, основанный на син­
гулярном разложении матрицы К.

С помощью алгоритма 1.10 из [18] матрицу К  можно пред­
ставить в виде

К=1Л,У'.
Здесь и  —  матрица размера п х п, составленная из п ортонормиро- 
ванных собственных векторов матрицы КК+; V —  матрица размера



(л/) х (л/), составленная из п1 ортонормированных собственных век­
торов матрицы К +К. Матрицы II и V ортогональны, т. е. [/'£/= 
=/„, У'У=1я/. Матрица £  размера n~x.nl имеет вид Х =  (5, 0) 
и (оь ..., <т„) — диагональная матрица размера их л, на
диагонали которой находятся сингулярные числа матрицы К.

Если ранг матрицы К  равен г, то только г сингулярных чисел 
отличны от нуля, а остальные л —г чисел равны нулю. Это утверж­
дение лежит в основе определения ранга матрицы К. Таким об­
разом, определение ранга матрицы К  включает следующие шаги:

1°. С двойной точностью вычисляют произведение КК'.
2°. С помощью ()Я-алгоритма проводят диагонализацию мат­

рицы КК'.
3°. Определяют число ненулевых диагональных элементов, ко­

торое совпадает с рангом матрицы К.
Пример 3.1 [18]. Рассмотрим матрицу К  размера 8 x 5 :

К =

Известно, что сингулярные числа этой матрицы таковы: ох —
=^/1248, <т2 =  20, <73 =  ̂ /384, <т4 =  <75 =  0. При нахождении сингуляр­
ных чисел ОЯ-алгоритм продолжался до тех пор, пока внедиаго- 
нальные элементы не стали меньше чем 46,4 • 10 ~8. Это потребовало 
шести итераций ОЯ-алгоритма. При этом были получены следу­
ющие значения для диагональных элементов а : #1 =  0 ,96 '10“ ; 
¿ 2  =  19,595916; аъ=  19,999999; а4= - 1 ,9 7 - 10- 7 ; 55 =  35,327038. Мак­
симальная ошибка в определении а не превосходит 51,8 10 7. 
В пределах точности вычислений 5, и а2 можно считать равными 
нулю. Поэтому ранг матрицы К  равен 3.

§ 4. ЛИНЕЙНО-КВАДРАТИЧНАЯ СТАЦИОНАРНАЯ ЗАДАЧА 
ОПТИМАЛЬНОЙ СТАБИЛИЗАЦИИ

Рассмотрим стационарную ЛК-задачу на бесконечном интервале, 
имеющую вид

х  (¡) =  Ах (О + Ви, хеЯ „, иеД",, х  (0) =  х0, (4.1)
с критерием качества

/ 22 10 2 3 7
14 7 10 0 8

- 1 13 - 1 - 1 1 3
- 3 - 2 13 - 2 4

9 8 1 - 2 4
9 1 - 7 5 - 1
2 - 6 6 5 1

4 4 5 0 - 2 2



Как показано в § 3 гл. VII, оптимальное стабилизирующее управле­
ние в задаче (4.1), (4.2) определяется формулой

и (х) =  - N r 1 В 'Р х= - F x .  (4.3)

Матрица Р > 0  в формуле (4.3) удовлетворяет матричному алгебра­
ическому уравнению

A 'P +P A  + N i- P B N í1 В 'Р = 0. (4.4)

Уравнение (4.4), как известно, называется алгебраическим уравнени­
ем Риккати.

Заметим, что П-регулятор (4.3) достаточно просто реализуется 
на практике, поскольку матрица усиления F  в этом регуляторе 
постоянна. Этим объясняется широкое распространение законов 
вида (4.3) в технических приложениях.

Построение С-управления (4.3) в стационарной задаче оптималь­
ной стабилизации (4.1), (4.2) сводится к решению алгебраического 
уравнения Риккати (4.4). Изложим кратко некоторые методы реше­
ния уравнения (4.4), тесно связанные с матричными вычислениями.

1. Сведение к последовательности уравнений Ляпунова. Этот метод 
является одной из разновидностей методов Ньютона решения нели­
нейных уравнений с помощью последовательного решения линей­
ных задач.

Он реализуется следующим образом. Сначала находится (выби­
рается) матрица L 0 так, чтобы спектр матрицы (А +  В Lo) лежал 
в левой полуплоскости. Матрица Lo может быть построена, напри­
мер, методом, изложенным в п. 5 § 2. Далее решается последовате­
льность уравнений Ляпунова, имеющая вид

(А '  +  L 'jB ' )P j+  Pj (А +  B L j) +  N 2- L jN ,L j = 0 , (4.5)

LJ+i =  —N r xB 'P j, j=  0, 1, 2, ... . (4.6)

Можно показать, что:
а) все матрицы (A+BLj) устойчивы, если матрица (A +B L q) 

устойчива;
б) Pj^ P j, т. е. матрица (Pj—Pj+i) положительно знакопосто­

янна;
в) lim P j— P .

j-*aо
Скорость сходимости метода (4.5), (4.6), как и для любого 

метода Ньютона, асимптотически квадратичная. Однако скорость 
сходимости начальных итераций существенно зависит от располо­
жения спектра матриц (A +  BLj). Чем ближе к мнимой оси подходят 
спектры устойчивых матриц (A +  BLj), тем хуже сходимость. Более 
подробно об этом методе см. статью В. Б. Ларина, указанную 
на с. 479.



2. Использование ОЯ-алго ритма. Этот метод основан на тесной 
связи матричного уравнения Риккати (4.4) размерности п и некото­
рого линейного уравнения порядка 2л. Рассмотрим уравнение по­
рядка 2л, имеющее вид

Здесь и х и и 2 —  матрицы размера л х л.
Если матрицы 1/х и [/2 являются решением линейной системы

(4.7), причем матрица и х невырождена, то матрица

является решением уравнения Риккати (4.4). Чтобы доказать это, 
запишем равенство (4.7) в виде двух уравнений:

Теперь уравнение (4.11) умножим слева на матрицу и 2и , 
Имеем

Наконец, вычитая из уравнения (4.12) уравнение (4.13), найдем, что 
матрица и 2и х ' удовлетворяет уравнению

Обозначив матрицу и 2и х1 через Р, видим, что уравнение (4.14) 
совпадает с уравнением Риккати (4.4), что и требовалось показать.

Уравнение (4.7) удобно решать с помощью (^-алгоритм а, кото­
рый был рассмотрен в п. 2 § 1. Для этого нужно выполнить 

ие операции.
1 . паходят матрицу N 3 1 и строят матрицу

2°. С помощью (^-алгоритма приводят матрицу М  к верхней 
форме Шура, т. е. к виду

(4.7)

(4.8)

- л и 1+ в М з хв 'и 2= и х, 
И1и 1 +  А 'и 2= и г.

(4.9)
(4.10)

Умножив уравнения (4.9) и (4.10) на С/, 1 справа, получим

— А+ВМ  з 1В 'и 2и  Г' =  /л,
Ъ + А 'и 2и г 1 =  и 2и г 1.

(4.11)
(4.12)

- U 2UГ^A + U2U Г lB N з lB ,U2U Гl =  U2U Г l. (4.13)

А 'и 2и г 1 +  и 2и г 1А +  М2- и 2и г ^ г 1В 'и 2и г 1= 0 . (4.14)

(4.15)



где IV —  ортогональная матрица, а 5  — верхняя блочно-треуголь­
ная матрица.

3°. Переупорядочивают форму Шура (4.16) так, чтобы первыми 
п элементами главной диагонали новой формы 5] служили со­
бственные значения Л, (А/) такие, что ЯеX, (М )> 0, /= 1, ..., п. Такое 
упорядочивание можно сделать с помощью некоторой ортогональ­
ной матрицы V:

4°. Находят матрицу С/ =  1¥У  и выделяют ее блоки IIи (г, _/= 
=  1 ,2 ) размера п хп :

5°. Определяют матрицу Р  по формуле
р = и 21и й '.

Для этого надо решить, например с помощью метода Гаусса, 
матричное уравнение

и пР = и 21. (4.17)
На основе вышеизложенного можно утверждать, что построен­

ная таким образом матрица Р  есть решение уравнения Риккати
(4.4).

Для применения ОЯ-алгоритма к матрице М  требуется 8и2 
машинных слов оперативной памяти и примерно 80и3 операций 
умножения. Обращение матриц N3 и [¡и при использовании метода 
Гаусса требует порядка и3 умножений для каждой матрицы.

Несмотря на такие высокие требования к оперативной памяти 
и большую трудоемкость, использование ОЯ-алгоритма является, 
по-видимому, наилучшим способом решения алгебраического урав­
нения Риккати. Как ОЯ-алгоритм, так и метод Гаусса являются 
численно устойчивыми методами. Применение и свойства изложен­
ного в этом пункте метода не зависят от расположения спектра 
матрицы М , тогда как при сведении к последовательности уравне­
ний Ляпунова такая зависимость имеется. Более аккуратный под­
счет [8] показывает, что метод, основанный на сведении к последо­
вательности уравнений Ляпунова, может конкурировать с методом, 
использующим (ЗЛ-алгоритм, только если решается 7— 8 уравнений 
Ляпунова. Отметим, что в [81 приведена процедура решения матрич­
ного уравнения Риккати (4.4), основанная на рЯ-алгоритме.

Пример 4.1. Рассмотрим задачу оптимальной стабилизации для 
системы вида

Х1=Х 2, х 2=и, (4.18)
00

7  (и) =  |*[*1 (■*)+  2 х 2 (¿) + и2 (у)]<1л-*тГ.

о



Матрицы, входящие в соотношения (4.1), (4.2), для задачи (4.18) 
имеют вид

(419)

Нетрудно установить, что

ВЛГз-1* ' ^  (4.20)

Для решения алгебраического уравнения Риккати (4.4) с матрицами 
(4.19), (4.20) применим (}11-алгоритм. > Для этого построим матрицу 
М  размера 4 x 4 , имеющую вид

(4.21)

С помощью (^-алгоритма находим, что матрица

( 0,5 - 0 ,1 ^ 5  - 0 , Ъу/5 0,5'

-0 ,5  - 0 ,1 ^ 5  —0,Зу/5 - 0 ,5

0,5 -0,3^/5 0 ,1 ^ 5  - 0 ,5  I (4‘22)

- 0 ,5  - 0 ,3 ^ 5  0 ,1 ^ 5  0,5/

приводит матрицу (4.21) к верхней форме Шура:
(4.23)

Операции 3° и 4° алгоритма здесь выполнять не требуется, так как 
первые п элементов главной диагонали матрицы (4.23) уже являют­
ся положительными числами. Уравнение (4.17) с учетом (4.22) в дан­
ном случае имеет вид



'■(; ;>
Теперь по формуле (4.3) находим оптимальное стабилизирующее 
управление

и (х )=  тNГ^B'Px=xl + 2x2.

3. Управление самолетом «Боинг-747» при посадке*. Линеаризован­
ная модель движения тяжелого самолета «Боинг-747» в конфигура­
ции, используемой при посадке, без применения системы автомати­
ческого повышения устойчивости имеет вид

-0 ,0 8 9  -2 ,1 9  0,328 0,319
0,076 -0 ,2 1 7  -0 ,1 6 6  0

-0 ,6 0 2  0,327 -0 ,975  0
0 0,150 1 0

'О 0,0327\  /  0,089

*' :гг

ем ,;, э с к а Ь
Здесь приняты следующие обозначения для фазовых переменных:
V — скорость бокового скольжения; г — угловая скорость рыска­
ния; р — угловая скорость крена; в — угол крена; ф — угол рыска­
ния; х  —  боковое смещение.

Вектор фазовых переменных обозначим через у; у' = (у, г, р, в, ф, 
х). Управлениями в системе (4.25) являются: да — угол отклонения 
элеронов; ¿г —  угол отклонения руля направления. Возмущением 
в системе (4.25) является ветер: ум» —  скорость ветра. Уравнения 
(4.25), (4.26) записаны в безразмерных величинах. В качестве еди­
ницы для углов принято 0,01 рад, а для скоростей — 0,305 м/с. 

Задача состоит в определении С-управления вида

С:>-Еу. (4.27)

которое обеспечивает выполнение координированных разворотов 
самолету «Боинг-747» в посадочной конфигурации.

*Б рай сон  А . Е . Новые идеи по теории управления // Аэрокосмическая 
техника. 1986. №8.



Для решения этой задачи используются методы сведения ее 
к задаче оптимальной стабилизации. Критерий качества возьмем 
в виде

J = l  {к\у2+ к 22г +  5а2 +  Зг2)й (, (4-28)
о

где через г обозначена удельная боковая сила; г = — 0,089у+ 
+  0,03275г. Веса кх =  1 и к2=  100 были выбраны так, чтобы отклоне­
ние элеронов руля направления на единицу (= 0 ,0 1  рад) приводило 
к боковому смещению на 0,305 м (или к боковому ускорению
0,0305 м/с2).

Используя описанный выше метод, найдем управление вида 
(4.27):

( 5а\ '=(~и 
\ ь )  \ 1;

-1 ,9 4 7  -3 ,5 9  -1 ,421  -1 ,6 7 2  -7 ,2 9  -0 ,8 5 9  
263 6,42 0,799 1,424 6,08 0,487

(4.29)

Достоинством такого подхода 
к построению управления является 
хорошая согласованность движе­
ний по различным каналам. Подо­
бной согласованности не удается 
получить при традиционном по­
строении раздельных регуляторов 
по каналам тангажа, крена и ры­
скания. В качестве иллюстрации на 
рис. 4.1 приведена рассчитанная по 
модели (4.25), (4.28), (4.29) реакция 
самолета «Боинг-747» в посадоч­
ной конфигурации на команду 
управления, которая должна при­
вести к боковому отклонению 3,05. 
Это так называемый боковой ма­
невр перед посадкой, или 8-образ­
ный маневр. Из рис. 4.1 видно, 
в частности, что управление руля­
ми направления и элеронами явля­
ется хорошо скоординированным 
и приводит к переходным процес­
сам по углам крена и рыскания, 
а также по удельной боковой силе 
без большого перерегулирования.

А  уст

1С\»
- 0,6

1й-
-г

0.1

<аг

- 0,1

^ 7 -
\

\ $ а

t

г

Рис. 4.1. Переходные процессы в си­
стеме управления самолета «Боинг- 
747» при выполнении ¡¡-образного ма­

невра



Основные результаты н формулы главы XIII
Точные методы решения полной проблемы собственных значений не являются 

численно устойчивыми и применимы при п <  10.
Итерационные методы: метод Якоби и Q R-алгоритм.
QR-алгорятм: A = QR,kQ'=Qr l , R — верхняя треугольная матрица, А =RQ,

A ^ Q iR i.A ^ R iQ i .......А -► 5  — матрица Шура.
Метод Зубова функционального преобразования матриц:

Если lim £ * = 0 , то матрица А устойчива.

Метод рядов решения дискретного уравнения Ляпунова Р—В'РВ=С\. Решение 
имеет вид

Р=  lim Ру{к), где v (к) =  2 ,
fc-*-co

_ v(k) „ v(k)
P v(0)=C \y  Л>(*-Н)“ Л-(А:)“К-Я0 »

£ v ( * + „  =  [ 5 v W ]2

Метод матричной снгнум-функцин. Решение Р уравнения Ляпунова А Р+РА = 
= С имеет вид

1
Р=  —-  lim Ск,

2 ¿-»00
Ск+1—  {СкН Л ^ -1О А ;\  С0=С.

1
Ак+1 —~̂ (Ак+А~х), Ао=А.

Решение алгебраического уравнения Риккатн
a 'p + p a + n2- p b n ; 1b 'p = o

есть Р =  lim Pj, где Pj —  решения уравнений Ляпунова

(A'+LjB')Pj+ Pj (А +  В Ц +N2-L jN 3Lj=О,

Lj+ i= N ;' B'Pj, Re Xj (A +  BLq) < 0.

QR-алгоритм для решения алгебраического уравнения Риккати требует пример­
но 80л3 умножений.



ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ ИССЛЕДОВАНИЯ 
, ОБЩИХ УПРАВЛЯЕМЫХ СИСТЕМ

В этой главе рассматриваются следующие вопросы: анализ пере­
ходных процессов, в том числе для жестких систем, методы чис­
ленного расчета управлений в нелинейных задачах.

§ 1. АНАЛИЗ ПЕРЕХОДНЫХ ПРОЦЕССОВ. МЕТОДЫ Р У Н Г Е —КУТТА

1. Понятие о численных методах исследования систем. При изучении 
управляемых систем возникают различные задачи, из которых толь­
ко некоторая часть может быть решена аналитически. Большая же 
часть вопросов, особенно для нелинейных систем, может быть 
исследована только с помощью численных расчетов, проводимых 
на ЭВМ. К таким вопросам относятся задача определения выхода 
системы при заданном входе и заданных помехах, задача нахожде­
ния максимального отклонения выхода от некоторого номиналь­
ного режима при определенном типе входных сигналов и помех, 
моделирование некоторых стохастических характеристик систем 
и т. д.

Все эти задачи для объектов, описываемых обыкновенными 
дифференциальными уравнениями, сводятся к численному решению 
одной задачи Коши или некоторого набора таких задач. В  данном 
параграфе будут кратко изложены одношаговые методы числен­
ного решения задачи Коши. Эти методы представляют интерес не 
только сами по себе, но часто входят как один из элементов в более 
сложные методы, например в методы решения краевых задач для 
дифференциальных уравнений, составляя, таким образом, одну из 
основ любого исследования управляемых систем.

Среди приближенных методов решения обыкновенных диффере­
нциальных уравнений различают приближенные аналитические, 
графические и численные методы. При использовании численных 
методов решение получается в виде некоторой таблицы. Кратко 
изложим некоторые из этих методов.

2. Одношаговые методы. Рассмотрим следующую задачу Коши:

*  (/)=/(/. х), *0 х  (*о)=*о- (1.1)
Здесь х  (/) е Лп;  /0 и х0 —  заданные начальные значения; /  (/, х) —  
непрерывная функция, удовлетворяющая условию Липшица

!/■(/, * ) -/ (/ , >01 \х--у\
для всех х, у и / из некоторой области О. Не оговаривая 
в дальнейшем каждый раз это особо, будем предполагать, что 
функция/ 0 , х) такова, что решение х  (?) задачи (1.1) существует



и единственно на всем рассматриваемом интервале [/0, Т\ и имеет 
необходимое количество производных.

На; отрезке [/0, Т\ выделим точки /0. ■■■■> *аг= Т. Совокупность 
точек /0> •••> *лг называется сеткой, а точки 1к — ее узлами. Величина
Л*=4+1 — ^ (¿  =  0...... Ы— 1) назьшается шагом сетки в точке /*. Если
все А*=А =  (7’—/0)/^, то сетка называется равномерной, в противном 
случае —  неравномерной. При использовании численных методов 
значения решения х  (/) определяют только в узлах сетки /*.

В настоящее время известно большое количество (порядка не­
скольких сотен) различных численных методов решения задачи 
Коши (1.1). Среди них можно выделить несколько классов методов: 
одношаговые, многошаговые, предсказания и коррекции, гибрид­
ные и др.

Одношаговые методы описываются следующей формулой:
х„+1= х я+к„Фг (1я, х„, А„), *о х (г0). (1-2)

В зависимости от вида функции Ф получают разные методы. Обо­
значим через х  (/л+1) точное решение задачи (1.1) с начальным 
условием х  (¿„)=хп.

Величина хл+1 —х (/л+1) называется локальной погрешностью ме­
тода (2.1). Если хл+1—х (/я+1)=  О (А;+1). то говорят, что метод (2.1) 
имеет 5-м порядок аппроксимации.

Простейшим одношаговым методом является метод Эйлера:
хя+, = хя+ А/ (*„, х„), х0= х (/о). (1.3)

Разложим точное решение х (/„+0 в ряд Тейлора:

х  (*л.ц )= х  (О + Л Д ' (*„) +  ̂ х "  (*Я +  0АЛ), О <0<1.

Заменяя х ' (/„) согласно уравнению (1.1) на /  (х„, /„), видим, что 
в области, где |х" (/)| <  М, выполняется соотношение

* л+1- х  (*л+,) = ^  х" (/Я +  0А„)=0 (АI).

Таким образом, метод Эйлера имеет первый порядок аппроксима­
ции.

Более локально точными методами являются методы, описыва­
емые формулами

хя+1= х я+ К  М  (/) +  ... +  сорКр (/)), К, (/)=/(;„, х„), (1.4)



Одна из первых используемых на практике формул вида (1.4) (так 
называемая стандартная формула Рунге—Кутта) была построена 
независимо К. Рунге и В. Кутта в начале X X  в. Поэтому методы 
видя (1.4) принято называть методами типа Рунге—Кутта.

Число р  называют степенью формулы (1.4). Для вывода формул 
типа Рунге—Кутта можно использовать следующий прием. Значе­
ния х (*я+1) и хя+1 разлагают в ряды Тейлора и коэффициенты со,,
о., и /?/, в формуле (1.4) подбирают так, чтобы тождественно со­
впадало по А„ и /  максимально возможное количество членов раз­
ложений.

Выведем формулу (1.4) второй степени. Имеем

х  (/„+.)=* 0 „) + Л^' ( 0  +  ̂  х" (О + О (А*) =

=  ХЯ +  А/(*Я, Хп) +  ~  ^“  +  ~ / ]  +  <2 (^я)-

Здесь производные дДМ и д//дх вычисляются в точке (/„, х„). С дру­
гой стороны,

хЛ+[= х„+ к п Ш  (*„, *„) +  " /  (/я+ай„, хя+ М Я 1 =

=  х„+ Ля |со/+ го2 |/+ ̂ аА я+ ^  Ая/?/| | +  О (А¡¡). (1.6)

Сравнивая (1.5) и (1.6), для определения <оь £»2, а и /? получаем 
систему уравнений

Ю!+ о)2= 1 , асо2=  1/2, Ро)2 =  1/2. (1.7)

Система (1.7) имеет несколько решений, например: 1) со, =  0, ш2=  1, 
а=/?=1/2; 2) ш1 =  со2=1/2, а =  /?= 1. Этим решениям соответствуют 
две формулы типа Рунге—Кутта второй степени:

Хя+1 =  * я +  А,Л2, =1От Х „), (1-8)

+  Х„ +  —  ^ 1^ ,

+  ̂  (*> +  * 2), ^Ч=/Ол> -О,

А2=/(*я +  А„, хя+!1пК\). (1-9)

Обе формулы (1.8) и (1.9) имеют одну и ту же вторую степень, 
а также один и тот же второй порядок аппроксимации, но пол­
ной тождественности результатов при использовании этих формул 
нет.



Аналогично могут быть выведены формулы типа Рунге—Кутта 
третьей, четвертой и более высоких степеней. Отметим, что каждый 
раз можно получить несколько формул одной степени и одного 
порядка аппроксимации. Например, известны три формулы четвер­
той степени и четвертого порядка. В табл. 1.1 приведены коэффици­
енты этих трех формул.

В настоящее время известны также формулы типа Рунге—Кутта 
и более высоких порядков —  6, 8, 12-го. Одна из последних оЦуб- 
ликованных формул такого типа имеет 15-й порядок.

Отметим, что все формулы (1.4) порядка выше четырех имеют 
следующую особенность. Степень этих формул всегда больше их 
порядка. Так, формула Хутья имеет 6-й порядок и 8-ю степень, 
формула Куртиса —  7-й порядок и 9-ю степень и т. д. В связи 
с этим в практике вычислений наиболее широко используют фор­
мулы типа Рунге—Кутта от 1-го до 4-го порядков, а среди них — 
формулу Эйлера (1.3) и стандартную формулу Рунге—Кутта.

3. Оценка погрешностей одношаговых методов для общей задачи
(1.1). Знание локальной погрешности не дает еще возможности 
судить о погрешности приближенного решения на всем интервале 
интегрирования [/о, 7]. Вообще говоря, небольшие локальные погре­
шности могут накапливаться и давать значительную общую (или 
глобальную) погрешность. Поясним сказанное на примере.

Пример 1.1. Пусть задача
х ( 0  =  х ( 0 ,  * (0 )= 1  (1.10)

решается методом Эйлера с постоянным шагом А:

х„+1= х „ + } 1х  (1п) = х я+ к х „ = (1 + Н )х я. (1.11)

В точке /я=лА имеем

х  ( 0 = е " \  х„ =  (1 + / 0 'Ч ( 1 + А / Т -  

Из курса математического анализа известно, что

(1 +А)1/*-»е при й-*0, (1 +  А)1/А< е при А>0. (1-12) 

Если точка /=/, фиксирована и Л—►О, то на основании (1.12) имеем 

Хи(ь)~+Х п (А)А = /*, А—»0.

Иначе говоря, в любой фиксированной точке и  (и на любом конеч­
ном отрезке [/0, /*]) решение, полученное методом Эйлера, сходится 
к точному решению уравнения (1.10). Аналогично можно доказать, 
что и для произвольной системы (1.1) справедливо такое же утвер­
ждение.
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Пусть теперь шаг А фиксирован, но л->оо. Тогда 

х  Оя) - х я= е н- а ' ,= е к |̂1 - ф  

Здесь а=(1  +А)1/*< е , поэтому при достаточно большом А имеем

х  Оя) - х я^ е * .

Таким образом, для задачи (1.10) глобальная погрешность метода 
Эйлера экспоненциально возрастает с ростом п, причем показатель 
экспоненты такой же, как и у самого решения.

Иначе говоря, решать уравнение (1.10) и более общее уравнение
(1.1) на больших интервалах с фиксированным шагом А методом 
Эйлера нельзя, поскольку погрешность при этом может достичь 
50% и более.

При реальных вычислениях результат существенно зависит от 
вычислительных погрешностей, связанных в основном с погреш­
ностями округлений.

Пример 1.2.Рассмотрим снова задачу (1.10). Будем учитывать 
влияние вычислительных погрешностей, предполагая, что вычисле­
ния ведутся не по формуле (1.11), а по формуле вида

х я+\ =(1 + Ь )хп +  5„. (113)

Здесь 8Я —  величина погрешностей округлений на п-м шаге. Точное 
значение 8Я неизвестно, но можно предположить, что для всех 
п выполняется неравенство

и=о, 1 , . . . .  (1.14)
Значения х„, полученные с помощью метода Эйлера при учете 
вычислительных погрешностей, определяются выражением

хя=(1 +  А)"+ [<5„_, +  (1 +  А) 8я_г+ ... +  (1 +  А)"" 1150].

Отсюда следует, что

I* ( О - Хп\< |х (*„)-(1  +  А)”| +  |5я_, +  ... +  (1 +Л)Л~1<50|<

<е'"? (А) +  <5 [1+(1+А ) +  ...+(1 + А)'"‘]< е '"9 (А) +

.  (1+л)" -1  . Г  /1ч Л  
+ г  — < е  [ ? ( * ) + - ] .

где  ̂ (А) =  1 — (1 +А)"е~л\ Так как

9 (А)=? (0)+А ?' (0А) =  А [ - п  (\+вН)"~1е~”в1,+(1 +  вк)пт~''ек\,



то |q (Л)|<СЛ (С = const) для всех А >0. Окончательно получаем

| 5 ( 0 - * .1 < е '" [ с Л + £ | .  (1 -15)

Проанализируем полученный результат. Прежде всего в отличие 
от случая точных вычислений при учете погрешностей округления 
значения х„ не стремятся к х  (t„) при А-►0, так как 5/h-*co при А-+0. 
Таким образом, при реальных вычислениях решение х„ не сходится 
к точному значению х  (/„) задачи (1.10).

Далее существует некоторый оптимальный шаг Аопт, при кото­
ром погрешность |3с (/„)—Зс„| является минимальной. Точное значе­
ние Лопх определить очень трудно, но Аопт«  С1/2(5-1/2.

Аналогичная оценка имеет место и для общей задачи (1.1) 
и общего одношагового метода (1.2). Точнее, для общего одношаго­
вого метода порядка р, имеющего вид

х„+ ,= i„ + Л„Ф/ (х„, t„, А„)+  S„, (1.16)
и для решения х  (/„) задачи (1.1) справедлива оценка

\х ( Q - x n\^C [M hp+ -^  eL (1.17)

где С, М, L  —  некоторые постоянные, определяемые функциями 
f u  Ф/.

Доказательство справедливости оценки (1.17) можно найти в [2; 
3; 14; 16].

Пример 1.3 [3]. Приведем 
числовой пример, иллюстри­
рующий изложенные резуль­
таты. Для задачи

x (t)  =  t(t +  2 )x 3 (/)+
+(/ +  3 )х 2 (/), х ( 0 ,5 )= - 1 ,6

(1.18)

будем искать решение в точ­
ке t=  1 по формулам Рунге—
Кутта 3, 4 и 6-й степени 
с различным шагом. Точное 
решение задачи (1.18) изве­
стно: х  (/)= — 2/-1 (/+2)-1 , 
х ( 1 ) = — 2/3. Это позволяет 
определять полную погреш-
НГ1~г, с — I?  т _  г  I Р и г  1 1 Р®5- ï - 1- Полная погрешность решения урав- Н О С Т Ь 8 - | х и ; Хя\. ГИС. 1.1 нения (118) методом рунге—Кутта: / —
иллюстрирует результаты формула 3-й степени; II  —  формула 4-й степе-
расчетов, причем по осям ни; III  —  формула Хутья 6-й степени



использованы логарифмические масштабы. Из рис. 1.1 видно, что 
для каждого метода существует оптимальный шаг: для метода 3-й 
степени он соответствует числу делений N 1^ x250, для метода 4-й 
степени 100, а для метода 6-й степени # ‘„ « 5 0 . Кроме того,
для того чтобы общая погрешность решения составляла е = 3  • 10~8, 
необходимо отрезок интегрирования для этих формул разбить на 
Л^=20, Л^«65, Л^=200 частей. Количество вычислений б  правой 
части уравнения (1.18), необходимое для получения точности б, 
таково: £??=20 8 =  160, (>4, =  65-4=260, е ,3 =  2 0 0 '3 =  600.

Таким образом, для уравнения (1.18) наиболее экономичным 
является метод Рунге—Кутта 6-го порядка. Однако для других 
уравнений оптимальным может оказаться метод другого порядка. 
В настоящее время неизвестен способ, который позволял бы опре­
делить для заданного уравнения оптимальный метод решения. То­
лько проделав расчеты по различным способам и сравнив получен­
ные результаты, можно с уверенностью утверждать, что какой-то 
метод лучше другого. Но если такое предварительное исследование 
не проведено хотя бы на близких задачах, то, как правило, исполь­
зуют метод Рунге— Кутта 4-го порядка.

4. Оценка погрешностей решения для устойчивых уравнений. Оценка
(1.17) в общем случае не может быть улучшена и погрешность 
решения может возрастать экспоненциально с ростом интервала 
интегрирования. Это подтверждается рассмотренным выше приме­
ром 1.1, в котором получена оценка погрешности снизу.

Однако для более узких классов уравнений удается получить 
оценку, в которой нет экспоненциального роста.

Пример 1.1. Рассмотрим уравнение
л: (/)= -Х х  (/), х  (0) =  1, А>0. (1.19)

В отличие от уравнения (1.10) решение х  (/) =  0 уравнения (1.19) 
является асимптотически устойчивым. Точное решение (1.19) есть 
х  (/) =  ехр ( —А/), х  (/)->0, /->оо. Будем решать уравнение (1.19) ме­
тодом Эйлера и сразу учтем вычислительные погрешности. Анало­
гично (1.13) получим

Хц+1=  (1 АА) х„ +  5п, ^  20)
хя+, =  (1 — АА)Я+1 +[5п +  (1 — Л) <5л_, + ... +  (1 — А)Ч].

Если 0<А<2А-1 , то первый член суммы в (1.20) стремится к нулю 
при и-юо.

Покажем, что для всякого е> 0  можно указать такой шаг А и уро­
вень вычислительных погрешностей <5, что

I* ( О - й К е .  и=0, 1,

В самом деле, используя формулу для бесконечной геометрической 
прогрессии, имеем



I* (О -  хя\ <  I* (О  - ( i -  Xh)x)\+ ô [1 + . . . + ( 1 —дл)"+ ...] <

(/я)-(1-ЯЛ)"|Н -А

В силу сказанного выше на любом конечном интервале O ^ n ^ N  
благодаря выбору малого А0 можно добиться, чтобы |дс (t„) —
—(1 — ЯА)"|<е/2. Взяв N  настолько больишм, чтобы выполнялись 
неравенства |3с (/лг)|<е/4, (1 — АЛ) <е/4, заключаем, что равномерно 
для всех п (0< л < о о ) при Л<Ао имеет место неравенство

\х (/я) —(1 — ЯА)"|<  е/2, л =  0, 1, ... .

Выберем 8 так, чтобы ¿/(АЛ) <  е/2; тогда окончательно получим

\х (t„)-x„\^E, A^Aq; 2<5 е̂АА, л =  0, 1, ... . (1-21)

Оценка (1.21) может быть обобщена на более широкий класс 
систем. А именно: справедливо следующее утверждение. Пусть f  (t, 
0) =  0 и тривиальное решение уравнения (1.1) устойчиво при постоян­
но действующих возмущениях (см. определение 1.8 в § 1 гл. I). 
Пусть, далее, для решения задачи (1.1) используется общая одноша­
говая формула (1.16). Тогда для всякого е > 0  можно указать 
Ао и Ô >  0 такие, что при всех п выполняется неравенство

|х„ К е, л =  0, 1, ..., (1.22)

если |х0|<<5> А<Ао, |<5„К<5А.
Доказательство справедливости оценки (1.22) можно найти в [2; 

3; 14; 16].
Оценка (1.22) позволяет надеяться, что при удачном выборе 

шага интегрирования и не слишком больших вычислительных 
погрешностях решение методом Рунге— Кутта может быть найдено 
с высокой точностью равномерно по всем п, если только исходное 
уравнение было устойчиво при постоянно действующих возму­
щениях.

5. Стандартные программы. Для анализа переходных процессов 
удобно использовать стандартные программы. Наиболее широкое 
распространение получили стандартные программы с автоматичес­
ким выбором шага.

Программы методов Рунге—Кутта с автоматическим выбором 
шага строятся на основании одного из трех подходов: а) принципа 
Рунге апостериорной оценки точности; б) использования контроль­
ных членов; в) применения вложенных методов.

Принцип Рунге основан на сравнении результатов, полученных 
при интегрировании с шагом А и А/2. Он дает весьма надежную 
оценку точности вычислений на каждом шаге, но требует слишком



много вычислений. Например, для метода 4-го порядка правую 
часть приходится вычислять 11 раз. Вследствие этого в настоящее 
время в стандартных программах этот принцип почти не использу­
ется.

При использовании контрольных членов стараются оценить ло­
кальную погрешность по вычисленным уже величинам Ки Къ  ..., Кр. 
Например, для стандартной формулы Рунге—Кутта можно взять 
контрольный член в виде

А = К 1- К 2- К ,+ К 4 (1.23)

(явные выражения для К, можно найти в табл. 1.1). Далее необ­
ходимо задать требуемую точность вычислений е и начальный шаг 
Ао- Автоматический выбор шага производят следующим образом. 
С шагом Ао вычисляют Ки К2, Къ, Ка и А по формуле (1.23). Если

0̂Д >е, то полагают йо=— и повторяют вычисления сначала. Если
1 . 2

— е< Д < е, то считают, что значение найдено с точностью е, 
32

и переходят к нахождению х2, причем берут А1 =  А0. Если же А < — е,
32то полагают А( =  2Ао. Можно показать, что шаг стабилизируется 

к значению А*, которое обеспечивает устойчивость метода.
В последние годы широкое применение находят стандартные 

программы, основанные на вложенных методах. Одна из наиболее 
удачных программ такого рода использует формулу Рунге— 
Кутта— Фельдберга [21]. Коэффициенты указанной формулы 6-й 
степени и 5-го порядка приведены в табл. 1.2. Вычисления проводят 
следующим образом.

Таблица 1.2

N <01 <и,-*
0 16 25

35 216
1 1- - 0 0
4 4
3 3 9 6656 1408

8 32 32 12825 2565
12 1932 7200 7296 28561 2197

13 2197 2197 2197 56430 4104
1 439 3680 845 9 1

216 513 4104 ~50 5
1 8 3544 1859 11Л 2 Л
2 27 2565 4104 40 55

и



Сначала вычисляют величину
в

*<.+1=-*,,+ Х  щ к ,
1-1

Затем находят оценку локальной точности:

Д»+1 =  £  (о>г(о ,*) ^ ,24^
1-1

Формула (1.24) заменяет контрольный член в формулах Рунге— 
Кутта. Величину Ал+) сравнивают с заданной точностью е и шаг 
либо уменьшают (но не более чем в 10 раз), либо увеличивают (но 
не более чем в 5 раз). Если на предыдущем шаге было уменьшение, 
то увеличение на следующем шаге не допускается. Стандартная 
процедура ККЕЧб, реализующая этот метод на ФОРТРАНе, приве­
дена в [21].

§ 2. АНАЛИЗ ПЕРЕХОДНЫХ ПРОЦЕССОВ.
МНОГОШАГОВЫЕ МЕТОДЫ

1. Общие определения. В предыдущем параграфе были рассмотрены 
одношаговые методы решения задачи Коши для обыкновенных 
дифференциальных уравнений. Наряду с одношаговыми методами 
часто используются многошаговые (или разностные) методы. Ос­
новы теории многошаговых методов излагаются в настоящем пара­
графе.

Для численного решения задачи Коши
х  ( 0 =У0> х), ¡0^1 ¿~;Т, х  (?д) =  Ха 

на отрезке [¿0, 7] введем равномерную сетку с шагом

/,=/„ +  //», 1=0, 1, ..., N. Ы = (Т -1 0)/А.

Обозначим х, =  х  (Л),/;=/(/„ .*/). Соотношение
к к 
£  а-рХ1+р= 11 £  (¡¡ + р, -*! + />) 

р - 0 р - о

назовем общей многошаговой формулой к-го порядка (или к-шаго- 
вой формулой). Здесь ар и (}р —  некоторые заданные числа, а* Ф 0, 
1®о1 +  1А>|̂ 0. Задание конкретного набора коэффициен­
тов ар, Рр определяет некоторую конкретную многошаговую форму­
лу. Часто формулы вида (2.3) называют разностными. Фор­
мула (2.3) есть некоторое линейное соотношение между х 1 
я / ,  поэтому (2.3) называют также линейным многошаговым мето­
дом.

(2.1)

(2.2)

(2.3)



Чтобы с помощью ¿-шагового метода (2.3) можно было опреде­
лять последовательность значений хь необходимо сначала вычис­
лить к начальных значений вида

Если при 0 * ^ 0  коэффициент /?*=0, то формулу (2.3) называют явной 
(или экстраполяционной). Если же /?*#О, то формула (2.3) называет­
ся неявной (или интерполяционной). Для того чтобы формула (2.3) 
локально аппроксимировала решение задачи (2 .1), необходимо, что­
бы числа а, и /?, удовлетворяли определенным соотношениям. Рас­
кладывая решение задачи (2.1) в ряд Тейлора до степени /, получим

Здесь 0 , (/) —  некоторый многочлен степени /. Потребуем теперь, 
чтобы для любого многочлена г (О степени, не превосходящей /, 
выполнялись тождества

Ясно, что выполнение соотношений (2.7) автоматически обеспечива­
ет выполнение тождеств (2.6). Учитывая равенство (2.5), получаем, 
что локальная погрешность, вызванная заменой дифференциаль­
ного уравнения (2.1) разностным соотношением (2.3), при выполне-

Поэтому говорят, что многошаговая формула (2.3) имеет степень /, 
если ее коэффициенты лр, Рр удовлетворяют соотношениям (2.7) до 
5—1 включительно.

2. Конкретные многошаговые формулы. Не приводя вывода, выпи­
шем несколько многошаговых формул, часто используемых в прак­
тике вычислений.

Хо — Хо, о, * 1 — Х\' о, •••> * * -1  - (2.4)

5 (/) = */(0 + 0  ((<-*о),+‘). (2.5)

£  V  (*+/>А)= Ё  Р /  (*+/»*)•
к к (2.6)

Подставляя в (2.6) вместо г (0  степени 1, *, ..., * ,  заключаем, что 
должны выполняться условия

к к к
£  а ,  =  0 , £  р а „ =  £  р„,

(2-7)



Явные формулы Адамса можно записать в следующем виде:
/ 1 5  4

хк+1=хк +  к (./* +  “ А/к-1 А 2Л -2  +

АЗ/* - 3+ ^  а у * -4 + ^  д5/* - 5+ ^  д6/ * - « + - ) -  <2-8> 

В формуле (2.8) использованы стандартные обозначения для конеч­
ных разностей:

У , = / +1 - Л  

Д2У5=А//+1 -  А/<=У/+2—2/5+1 + / ,
Д3У5= Д2У(+1—А2У(=У5+з—зу1+2+зу1+ 1 — . . . .

Неявные формулы Адамса имеют вид

хк+1= х к +  И (/ *+ !-; А/*- ~  Д2/ *- 1 - ^  А 3Л - 2 -
\ 2 12 24

А5Л _ 4- —  А6/*_6- . . Д  (2.9)
720 '  160 У 60480 7 У

Обрывая формулу (2.8) или (2.9) на каком-либо члене, получим 
расчетную формулу определенного порядка. Например, ограничи­
ваясь в формуле (2.8) членами до А2У*_2 включительно, получим

**+Э — Хк+2+к /̂*+2 +  -  А/*+1+— А2У*  ̂=

=  ■**+2 +  А |у*+2 +  -  ( / * + 2 —Л + 0  +  —  ( /* + 2  — 2 /* + 1 + У * ) ^  =

=  Х*+2 +  Л У*+ 2 — 3 Л + 1 +  — ( 2 -10 )

Видно, что формула (2.10) есть формула третьего порядка, в ко­
торой

« з = 1 ,  « 2 =  — 1,  а , = О о  =  0 ,  %  =  0 ,  & = ^ ,  А = - | ,

Легко проверить, что для этих коэффициентов

I  аР=°» I  Р * р =  Е  I  Р~ ~ =  I  Р Р г (2-11)
р - О  рш 0 / « 0  р - 0 р - 0



Поэтому формула (2.10) имеет вторую степень. Аналогично, для 
неявной формулы (2.9) третьего порядка получим

**+Э  =  * * + 2  +  А | л + Э  — -  Л /* + 1 — ~  &2/к+ 1 ~  —  Д 3Л + 1 ^  =

=  •**+2 +  Л |л+3_  “ (/¡к+з-Л+г)-— (/*+3 ~+~У*-+-1)

— —  (/*+3 — 3 / *+ 2 + 3 / *+ 1 —Л ) ^  =

= * * +2+ *  (2- 12)

причем
о2=  — 1, аэ =  1, а, =  ао=0, /»3= -9/ 24 , А =19/24, А =  -5/24,

/*о=1/24.
Поскольку для коэффициентов формулы (2.12) кроме соотноше­

ний (2.11) выполняется также равенство

V  р3аР— V
"  3* 2' ’р - 0  р - о

формула (2.12) имеет третью степень. Для всех остальных формул 
также при одинаковом порядке неявная формула Адамса имеет 
степень на единицу больше, чем явная.

Для численного интегрирования задачи
х  (t )= f ( t , х ), х  (f0)= x 0, х  (í0) = * i  (2.13)

используют формулы Штермера: 
явную

хк+х- 2 х к+ х к-х =

=  Л 2 (fk  +  y2 A 2/ * -2  +  ¿  Д 3Л - 3 + ^  A 4/ * -4  +  ¿  А 5Л - 5  +  - ) ,

(2.14)
неявную

хк+1 — 2х*+ хк- 1 =

. * >  ( л + i  A % -, ...). (2.15)

Так как
A 2/ * - 1 = А / *-  A /*-1 = / *+ 1 -  Ук + fk -i,

А4/ *-з=Л +1 — 4/*—6fk-i~4/*_2+Л-з»



то формула (2.15) является некоторым нелинейным уравнением 
относительно дс*+ь которое входит явно в левую часть и неявно 
в правую часть в значения функции / к+ !=/(/*+1, **+1). Формулы 
Штермера удобнее для использования, чем способ сведения зада­
чи (2.13) к задаче Коши для системы двух уравнений первого 
порядка.

Для решения задачи (2.1) часто принимают также методы 
прогноза и коррекции. Из них наиболее употребительны формулы 
Милна:

формула прогноза по Милну
4 Н

х Г ГЛ=х1-4+~  (2/1-3-Г-г+2/>-х), / Г - = /( ', .  (2.16)

формула коррекции по Милну

X г = х,_2+ *  (/¡-2 + 4 /- , + / Гог"); (2.17)

контрольная формула Милна

£ ,,ор =  \Х -ор — X ( 0 |  \Х •ор — х 1 фог"|.
29

3. Организация вычислений по многошаговым формулам. Вычисле­
ние решения по многошаговым формулам (2.3) проводят следу­
ющим образом. Прежде всего находят начальный отрезок, т. е. 
значения хи хъ  ..., х*_1. Начальный отрезок нельзя найти, применяя 
сразу многошаговую формулу (2.3). Для его отыскания проще всего 
применить какой-либо одношаговый метод, например метод Рун- 
ге—Кутта 4-й степени. Известны и другие приемы отыскания на­
чального отрезка, например метод Крылова, подробно описанный 
в [4].

Далее можно непосредственно применять формулу (2.3) для 
отыскания последующих значений х*, х*+1....... При этом существен­
но различаются случаи использования явных и неявных формул. 
Явные формулы определяют некоторые рекуррентные соотно­
шения, по которым последовательно вычисляют значения хк, 
х*+!, ... . Пусть, например, используется явная формула Адамса 
(2 .8):

хк+з=хк+2+к +  ~ (2.18)

Начальный отрезок для этой формулы состоит из точек х0, х и 
х2. Предположим, что он вычислен каким-либо образом. Ход 
дальнейших вычислений иллюстрируется табл. 2.1.



и /( АЛ А1//

*0 Хо /о А/Ь Д7о

<1 х\ / . АЛ л2/ .

>1 хг /2 Л/2

<3 *3 /з
<4 *4

Прежде всего вычисляют /о,/ь /2, а затем разности, расположен­
ные в табл. 2.1 выше ломаной. После этого по формуле (2.18) 
можно найти X}, а затем вычислить /3 и разности Л/2 и А2/ь Это 
позволяет найти х4 и т. д. Отметим важную особенность явных 
формул Адамса. Независимо от порядка формулы нахождение каж­
дого последующего значения х 1+1 требует вычисления только одно­
го нового значения функции / .

Неявная формула вида (2.9) для каждого значения х ир является 
нелинейным алгебраическим уравнением, которое можно записать 
следующим образом:

* < + , =  —  / ( * ( + , .  Х 1+ р)+ < Р р- Р р * ° -  (2 -19 )
*р

Здесь <р — известная функция от ..., /|+,_ ь  Хь х ир_1 и А. Для 
нахождения х1+р из уравнения (2.19) можно применить метод итера­
ций. Задают х^р и определяют последовательно х\+р, х }+р, ... по 
формуле

х ? + ,= —  /  ('<+,. х  ?+,') +  (рр.
*р

Как только разность |д:?+;,— станет меньше некоторого наперед 
заданного числа, процесс итераций останавливают. Можно дока-

, а„ 1
зать, что при достаточно малом шаге п (точнее, при где

Рр ь
Ь  —  постоянная Липшица для функции /  (/, х) по переменной х) 
метод итераций сходится при любом выборе д: °+р. Однако количест­
во итераций зависит от близости х°+р к точному корню уравнения
(2.19). Каждый шаг итераций требует одного вычисления правой 
части /(/, х). Хотя неявные методы имеют большую локальную 
точность по сравнению с явными, нахождение каждого значения 
х1+р более трудоемко. Поэтому заранее нельзя утверждать, что 
использование неявных формул предпочтительнее по сравнению 
с явными, так же как нельзя утверждать и обратное. Для одних



уравнений лучше применить явную формулу, для других —  неяв­
ную. Вопрос о выборе формулы для численного решения задачи
(2.1) окончательного решения до сих пор не получил.

Сравним теперь многошаговые формулы с одношаговыми 
формулами Рунге Кутта. Прежде всего многошаговые формулы 
требуют особой процедуры для определения начального отрезка, 
что затрудняет изменение шага в процессе счета. Далее, если взять 
явную формулу Адамса 4-й степени и формулу Рунге—Кутта той же 
степени, то постоянная в оценке локальной погрешности у формулы 
Адамса почти в 1000 раз больше, чем у формулы Рунге—Кутта. Это 
означает, что шаг вычислений по формуле Адамса при одинаковой
точности должен быть взят в “’’•у/ 1 ООО ~  5,7 раза меньше, чем при 
использовании формулы Рунге—Кутта. Таким образом, несмотря 
на то что шаг формулы Адамса требует одного вычисления /  (/, х), 
а шаг формулы Рунге—Кутта — четырех вычислений /  (/, х), метод 
Рунге Кутта является менее трудоемким. Возможность автомати­
чески менять шаг в методе Рунге— Кутта приводит к тому, что этот 
метод наиболее широко применяют на практике.

Отметим, что в последние годы опубликовано несколько хоро­
ших программ с переменным шагом и переменным порядком, 
основанных на методе Адамса [16].

4. Оценка погрешности. При использовании многошаговых методов 
важно уметь оценить получаемую погрешность на большом коли­
честве шагов, а не только локально, на одном шаге. Оказывается, 
что не все многошаговые методы являются численно устойчивыми.

Пример 2.1. Для решения задачи

х ( 1 ) = - х ,  X (0 )= 1 , (2.20)
применим формулу второго порядка

хп+2 +  2хп+, — Зх„= А [3/ (/я+1, *„+,)+/(/„, *„)]. (2.21)

Коэффициенты формулы (2.21) удовлетворяют соотношениям 1 +  
+ 2  — 3 =  0, 2 1 + 2  =  3 + 1, которые для этой формулы совпадают со 
следующими общими соотношениями:

К = о , | > , =  Ь ,  < ^ >

Из соотношений (2.22) вытекает, что формула (2.21) имеет 2-ю 
степень и 2-й порядок.

Возьмем шаг А =  0,1; х0= 1 , л:, = е  0,1 «0,905. Формула (2.21) для 
уравнения (2.20) при h=0,1 имеет вид



Значения х„, вычисленные с пятью десятичными знаками, приведены 
в табл. 2.2. Из таблицы видно, что решение хя возрастает при л-* со, 
в то время как для точного решения х (() задачи (2.20)

хя

0
1
2
3

1,00000
0,90484
1,01887
0,46159

4
5
6 
7

2,09685
-3,39187

14,30656
-43,40837

8
9

10

144,17409
-466,16637
1519,12234

имеем х  (0 = е " '-» 0 , ¿->оо. Таким образом, формула (2.21) непригод­
на для численного решения задачи (2.20).

Причина численной неустойчивости некоторых (но, конечно, не 
всех) многошаговых формул заключается в том, что порядки диф­
ференциального и аппроксимирующего его разностного уравнении 
могут отличаться. При этом у разностного уравнения могут возник­
нуть дополнительные решения, которые приводят к существенному 
отличию решений уравнения (2.1) и (2.3).

Особенно важно исследовать, как ведут себя решения, получен­
ные по многошаговой формуле (2.3) при малых А. Из непрерывной 
зависимости решений (2.3) от А следует, что при малых А решения 
уравнения (2.3) близки к решениям уравнения

£  = 0. 
/»-О

(2.23)

Если тривиальное решение уравнения устойчиво по Ляпунову, то 
дополнительные решения у уравнения (2.3) отсутствуют. Это приво­
дит к следующему Определению.

О пределение 2.1. Многошаговая формула (2.3) называется чи­
сленно устойчивой (устойчивой по Дальквисту), если тривиальное 
решение уравнения (2.23) устойчиво по Ляпунову.

Напомним, что для устойчивости по Ляпунову уравнения (2.23) 
необходимо и достаточно, чтобы корни характеристического урав­
нения

(2.24)

р -о

лежали внутри единичного круга и на окружности |А| = 1 не было 
кратных корней (см. § 10 гл. I). Поэтому можно дать следующее 
определение, эквивалентное предыдущему.

О пределение 2.2. Многошаговая формула (2.3) называется чи­
сленно устойчивой (устойчивой по Дальквисту), если корни уравне­
ния (2.24) удовлетворяют условию |А|<1, причем на окружности 
|Я| =  1 нет кратных корней.



Приведем без доказательства следующее утверждение*.
Пусть реальные вычисления проводятся по формуле

£  < **+,= А  £  / У  *,+ ,) + ¿,. (2'25)
рш 0 />■()

*0 =  *0,0+ 00, •"> -**-1 =  -**-1,0 +  0*-1-

Здесь <5, — некоторые числа, характеризующие погрешности вычис­
лений. Будем считать, что

|<5(К<5, г=к, к+\, к + 2 ,  ... . (2.26)

Теорема 2.1 (Г. Дальквист). Пусть многошаговая формула
(2.3) имеет степень I и устойчива по Дальквисту. Тогда при

выполнено неравенство

| х(0-З с1|^ес‘г { с 2А/+С з^  +  С4 шах |0,||, (2.27)
(. *  0</<Аг—1 )

где С, — некоторые постоянные, зависящие от постоянных Липши­
ца функций/(Л х ) , / х (/, х).

В оценке (2.27) первый член характеризует погрешность метода, 
второй — вычислительные погрешности, третий — погрешность, 
обусловленную неточным определением начальных условий (2.4). 
С ростом интервала [/0, /0+  7] погрешность растет, вообще говоря, 
экспоненциально. В целом оценка (2.27) имеет тот же характер, что 
и оценка (1.17). Таким образом, многошаговые устойчивые по 
Дальквисту формулы аналогичны с точки зрения погрешностей 
одношаговым формулам.

Для получения оценки погрешности на бесконечно большом 
интервале изменения * необходимо усилить требования к формуле
(2.3).

Определение 2.3. Многошаговая формула (2.3) называется си­
льно устойчивой по Дальквисту, если все корни уравнения (2.24), 
за исключением корня Я,= 1, удовлетворяют условию |Я,| <  1.

Заметим, что в силу первого из равенств (2.7) уравнение (2.24) 
всегда имеет корень Я] =  1.

Пусть /(*, 0 )= 0  и тривиальное решение уравнения (2.1) устой­
чиво при постоянно действующих возмущениях (см. § 1 гл. I).

Теорема 2.2. Пусть для решения задачи (2.1), у которой триви­
альное решение устойчиво при постоянно действующих возмущениях, 
применяется сильно устойчивый по Дальквисту метод (2.3). Тогда 
для всякого е> 0  найдутся А>0 и 5 > 0  такие, что любое решение

‘ Близкие результаты были получены на год раньше Далысвиста в работе: 
С. М. Лозинский. Оценка погрешности численного интегрирования обыкновенных 
дифференциальных уравнений // Известия вузов, серия "Математика', №5, 1958.
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х„ разностного уравнения (2.25) удовлетворяет неравенству |хя| <  е, 
п = О, 1, 2, если |Зс,|<АЙ, /=0, 1, к —\.

5. Формулы Бутчера. Наряду с одношаговыми и многошаговыми 
применяются также методы, объединяющие достоинства обеих этих 
групп. В формулах Бутчера так же, как в многошаговых методах, 
для вычисления каждого последующего значения хя используют 
несколько предыдущих значений хя_1, х„_2, •••, и в то же время, как 
в методах Рунге—Кутта, на каждом шаге несколько раз вычисляют 
значения правой части. Приведем в качестве примера двухшаговую 
формулу Бутчера, в которой на каждом шаге производится три 
вычисления правой части:

х  1 =  хя_2+ ;  (9/л_1 +  3/я_ 2),
Я — -  О

2

х 1 = ^ (2 8 х я_ 1- 2 3 х я_2) + ^ ( 3 2 /  . —60/я_1 —26/я_2),
5 15 я --

2

хя= -  (32х п_ 1- х п_ 2) + ~  (64/ . +  15/^+12/л_1-/„_2), /?=/(<„ х?).
31 93 я--

2 (2.28)

Локальная погрешность формулы (2.28) равна О (А6). В [23] описа­
ны другие подобные формулы и установлены их свойства.

§ 3. «ЖЕСТКИЕ» СИ СТЕМ Ы  УРАВНЕНИЙ

При рассмотрении различных конкретных технических, физических, 
биологических систем можно заметить так называемое явление 
«жесткости». Это явление, образно говоря, состоит в том, что для 
описания процесса на интервале наблюдения надо использовать 
функции двух типов: на некоторых малых отрезках —  быстро меня­
ющиеся функции с большими производными (быстрые движения), 
а на остальной части —  функции с малыми производными (медлен­
ные движения). Особые сложности при изучении таких систем воз­
никают, если моменты начала быстрых движений заранее не извест­
ны. Явления жесткости особенно характерны для развитых динами­
ческих систем, описываемых системами дифференциальных уравне­
ний высокого порядка.

Один из первых примеров такого рода систем был изучен 
А. Н. Тихоновым и его учениками В. П. Масловым, А. Б. Васи­
льевой и др. Предметом их изучения были системы с малым 
параметром при старших производных, иначе называемые сингуляр­
но возмущенными системами. Такие системы описываются уравне­
ниями вида



РУ ( 0 = / ( * .  У- 2 ), у е К т, 2 6  К,,

* (t)=g  (Л У, 2), у (*о)=.Уо, *  (/0) =  20. (3.1)

Здесь [х>0 —  некоторое малое число (малый параметр).
Пример 3.1. Пусть

рх (0 =  -  ах ((), лг (0> =  1. (3.2)

Тогда

/
МX (/, /х)=е

При а > 0  и достаточно малом /х>0 решение х  (<, р) имеет вид, 
изображенный на рис. 3.1. Из этого рисунка видно, что весь ин­
тервал времени [0, оо) можно разбить на два участка. Участок I  от 
/=0 до / =  О (р), где решение быстро меняется от 1 до 0 и производ­

ная есть О Это участок так называемого погранслоя. На участке

I I при /, меняющемся от О (р) до оо, решение практически постоян­
но и равно нулю. Этот участок называют регулярной частью реше­
ния.

Часто в системе не удается выделить явно члены с  малыми 
параметрами, однако решение также имеет участки быстрых и мед­
ленных движений. Это особенно характерно для систем дифферен­
циальных уравнений. Такова, 
например, линейная стационар­
ная система

х  (1)=А х (0, хеЯ„, (3.3)

у которой собственные значения 
Ль ..., Л„ матрицы А сильно от­
личаются по величине, т. е.

К е Л ^ Я е ^ с О . (3.4)

В этом случае компонента реше­
ния, соответствующая собствен­
ному значению Хи будет сказы­
ваться на решении только при 
близких к начальному значению 
/=0. При больших значениях
* основное значение для решения 
системы (3.3) имеет компонента, соответствующая собственному 
значению А„. Численное решение систем (3.3) при выполнении усло­
вия (3.4) обычными методами затруднительно, что подтверждает 
следующий пример.

Рве. 3.1. Решения х (/, //) задачи (3.2) при 
ц\ > Ц2-1  — область погранслоя; II  — об­

ласть регулярного решения



Пример 3.2 [21]. Рассмотрим систему 

х  (0  =  998х ( 0 +  1998у (*), 
у (0 =  - 9 9 9 х  (0 - 1 9 9 9 у (/), х  (0)=у  (0) =

Решение задачи (3.5) имеет вид

х  (/)=4ехр ( — /) — Зехр (—10000, 
у ( 0 =  —2ехр ( — /) +  Зехр (—1000/).

(3.6)

На рис. 3.2 приведен вид решений х  (/) и у ( /). При />0,01 
практически имеем х  (/)«4ехр ( —/), у (/ )«—2ехр ( —/)■ Будем ре­
шать задачу (3.5) методом Эйлера с шагом Л, используя формулы

Хп+1 = Х „+ И  (998х„+ 1998_ул), 
У п + 1= У п + И  ( —999хп — 1999уп), 

х„=х  (лА), (лА),

*о = 1 , >'о =  1-

Взяв шаг А=0,01, получим результаты, 
представленные в табл. 3.1. Сопостав­
ляя эти результаты с точными решени­
ями (3.6), видим, что полученные ре­
зультаты совершенно неудовлетвори­
тельны. Лучшие результаты получатся, 
если взять А =  0,001. Однако при этом 
резко возрастает трудоемкость вычис­
лений (см. табл. 3.2).

Рассмотрим более подробно встретившиеся при решении систе­
мы (3.5) трудности. Применим метод Эйлера с шагом А к решению

Рис. 3.2. Вид решения «жесткой» 
системы (3.5)

уравнения
х  (/)= —Хх (/), х  (0) =  1, А>0. (3.7)

Таблица 3.1

Шаг А=0,01

( У н“ У (0

0,05 1,771508 105 -1 ,7 7 1 4 8 9 'Ю5
0,10 -1 ,046035  105 1,046035 105
0,15 6,176733 1014 -6,176733 1014
0,20 -3 ,647299  Ю19 3,647299 1019
0,25 2,153693 10м -2,153693 1024
0,30 -1 ,271734  10” 1,271734 -10м
0,35 7,509466 10” -7 ,509466 10”
0,40 -4 ,4 3 4 2 6 4 -10м 4,434264 103®
0,45 2,618389 1043 -2 ,618389 1043
0,50 -1 ,5 4 6 1 3 2 -Ю4* 1,546132 104'



Шаг Л-0,001

-«я“ *  (0 Л .-У  (О т̂очя (0 ■Уточи (0

0,05 3,804822 -1,902411 3,804917 -1,902458
0,10 3,619168 -1,809584 3,619349 -1,809674
0,15 3,442573 -1,721286 3,442831 -1,721415
0,20 3,274595 -1,637297 3,274923 -1,637461
0,25 3,114813 -1,557406 3,115203 -1,557601
0,30 2,962828 —1,481414 2,936272 -1,481636
0,35 2,818258 -1,409129 2,818752 -1,409376
0,40 2,680743 -1,340371 2,681280 -1 ,340640
0,45 2,549938 — 1,274969 2,550512 -1,275256
0,50 2,425515 — 1,212757 2,426122 -1,213061

Решение уравнения (3.7) имеет вид
х  (/)=ехр ( — Я*), х (0~*0, /-юо.

Используя метод Эйлера, получим
хя+, =  -  АЯх„ =  (1 -  АЛ) х„. (3.8)

Последовательность (3.8) стремится к нулю, если |1 —АЯ| < 1. Значит, 
для стремления к нулю шаг А должен выбираться из условия

О <  А < 2/А. (3.9)

Условие (3.9) называется условием устойчивости метода Эйлера для 
уравнения (3.7).

Рассмотрим теперь систему
х  (/)=Ах (0, хеЛ„. (3.10)

Матрица А является диагональной, ее диагональ образуют числа 
—Я], ..., — Я,. Аналогично предыдущему легко видеть, что метод 
Эйлера с шагом А для системы (3.10) устойчив, если 11 — ИЦ < 2 ,1=1, 
..., л, т. е. если шаг А удовлетворяет условию

О А т и= шах {Я), ..., Ад}.

Интервал интегрирования Т  для системы (3.10) определяется вели­
чиной Ащц^тт {Яь ..., Я*} и обычно равен Г = (5 -н  10)Я ^ .

Пусть в системе (3.10) собственные значения Я, сильно отличают­
ся по величине, например Я^-./Я^ = 104-г 105. Тогда при интегриро­
вании на отрезке 7’=  10Я ^ с шагом А = Я ^  необходимо сделать 
7уА= 105-н10б шагов. Такое количество вычислений выполнить за­
труднительно даже при использовании ЭВМ . Взять больший шаг 
нельзя, так как при этом нарушается условие устойчивости и реше­
ние, найденное методом Эйлера, сильно отличается от точного 
решения.



Таким образом, можно считать, что система (3.3) является 
жесткой, если

та л  Re (А)

—------------ « 1 0 4н-105. (3.11)
min Re ki (Ä)

i

Условие (3.11) нельзя считать формальным определением жесткой 
системы даже для систем вида (3.3), но смысл жесткости это условие 
поясняет.

Более приемлемые числовые результаты получаются при ис­
пользовании неявных формул, например неявной формулы Эйлера. 
Для системы

x  (t)=*f(t,x), x e R n, х  (0)=хо 

неявная формула Эйлера имеет вид
x n+i =  xn+hf(t, хя+1), х0= х 0. (3.12)

Пример 3.3. Рассмотрим снова систему (3.7) и решим ее, исполь­
зуя неявную формулу Эйлера с шагом А. Вместо формулы (3.8) 
получим

хя+ ,= х п-ИЛхя+1, x„+i= ——- х„. (3.13)
1 +hX

Из (3.13) следует, что для всякого А>0 выполняется условие
■х„-»0 при л-юо. (3.14)

На основании этого можно дать следующее определение.
О пределение 3.1. Численный метод называется А-устойчи- 

вым, если его применение к уравнению (3.7) дает последователь­
ность хя, удовлетворяющую условию (3.14).

Используя это определение, полученные выше результаты мож­
но сформулировать так: явный метод Эйлера не является /i-устой­
чивым, а неявный метод Эйлера является Л-устойчивым.

Обобщая эти результаты, Г. Дальквист доказал*, что:
а) никакой явный многошаговый метод не является А-устой­

чивым;
б) явные методы типа Рунге—Кутта также не .¿-устойчивы;
в) неявные многошаговые методы степени, большей 2, не А- 

устойчивы.
В связи с этим для интегрирования жестких систем предпоч­

тительнее использование неявных методов типа Рунге—Кутта. 
Приведем некоторые частные случаи этих формул, полученные 
Дж. Кэшем в 1975 г.:

‘ Ракитский Ю .В .,  У сти н ов С . Н ., Черноруцкий И. Г . Численные 
методы решения жестких систем. — М.: Наука. 1979.



п= 2: хя+1= х л+^(т11 +  т1̂ ,

т =/(*„+и х ^ ) ,  П2=/(1Я, хя+1-к щ );

п = 4:

л =  3:

Кроме этих формул для решения жестких систем используют и не­
которые другие формулы [10; 14; 15; 16].

При использовании неявных формул необходимо на каждом 
шаге решать систему алгебраических уравнений относительно хя+1. 
Это не простая задача, даже в случае линейной системы (3.3). 
В самом деле, если для решения системы (3.3) применить формулу 
Кэша четвертой степени, то относительно ;сп+1 получим уравнение 
вида

Пусть матрица А имеет действительные собственные значения
— ¿1 < . . .< — ¿„СО такие, что число обусловленности матрицы А есть

Тогда можно подсчитать, что число обусловленности матрицы 
системы (3.15) равно

Решать системы линейных алгебраических уравнений (3.15) с таким 
числом обусловленности на ЭВМ затруднительно из-за сильного 
влияния на решение погрешностей округления (подробнее о числах

соп<1 (А)=Л11Л„к 104.



обусловленности и влияния погрешностей округлений см. в [3; 6; 9; 
13; 21]).

В связи с этой трудностью разработаны другие методы решения 
жестких систем.

Например, для системы (3.3) может быть использован следу­
ющий метод. Известно [3; 16], что решение системы (3.3) можно 
записать в виде

х  (/)=ехр (А() х0.

Здесь ехр (А1) —  матричная экспонента, которая может быть раз­
ложена в ряд:

ехр (Л 0 = / + Л *+ — + — + ... . (3.16)
2! 3!

Пусть требуется найти решение х  (г) системы (3.3) в момент *=  Г. 
Возьмем N  так, чтобы Т =  2 А, где А —  достаточно малое число. 
При малом А ряд (3.16) сходится довольно быстро и для определе­
ния ехр (АН) можно взять небольшое число членов в формуле (3.16). 
Предположим, что £ 0=ехр (АН) вычислено с помощью ряда (3.16) 
с необходимой точностью. Далее вычисления можно произвести 
рекуррентно по формулам

=ехр (2ЛЛ)=ехр (АН)ехр (АН)=В\,
Вг= ехр (4АН) —ехр (2АН)ехр(2АН)=В\,
2?з=ехр (2?АИ)=В\, (3.17)

5лг=ехр (2NA h )= B 2N̂ .

Вычисления по формулам (3.17) не слишком трудоемки. Так, напри­
мер, при А =  0,01, п =  10 для решения на отрезке Г = 2 10Л« 10 потре­
буется выполнить порядка Юл3, т. е. 104 арифметических операций 
умножения и сложения. Это количество вычислений не слишком 
велико и не зависит от свойств матрицы А.

Известны также другие методы решения жестких систем. Одна 
из наиболее успешных программ решения жестких систем разрабо­
тана К. Гиром. В методе Гира используются формулы предсказа­
ния и коррекции переменного порядка и с переменным шагом*.

В результате проведения тестирования различных жестких си­
стем сделан вывод о том, что программа DIFSUB оказалась слабо 
чувствительной к степени жесткости системы и является в насто­
ящее время наиболее эффективной для решения жестких и нежест­

*Текст программы ШРБЦВ, реализующей метод Гира, см., например: Г о л ь- 
берг С. И ., З а х а р о в  А . Ю ., Ф илиппов С. С. О некоторых численных методах 
решения жестких систем обыкновенных дифференциальных уравнений. — М.: Ин­
ститут прикладной математики АН СССР, 1976, препринт № 12.



ких систем обыкновенных дифференциальных уравнений с точки 
зрения минимизации вычислительных затрат при заданной точ­
ности решения.

§ 4. ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ СИНТЕЗА В  ЛИНЕЙНО-КВАДРАТИЧНОЙ 
ЗАДАЧЕ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ

Одной из наиболее изученных и часто встречающихся в приложени­
ях является линейно-квадратичная задача (ЛК-задача). Пусть систе­
ма описывается линейным уравнением вида

х  (0 = А  ({)х  (0 + В  (Ои, 0 < / С Г , х (0 еЛ „ , и е Я т (4.1) 
с начальным условием

х(/о) =  *о- (4.2)

Требуется выбрать С-управление и =  и (/, х), не стесненное никакими 
условиями, так, чтобы минимизировать квадратичный функционал

г

1(и) =  х ' ( Т ) ^ х  (Т) + [х’ т 2 (О х  (0  +  и' (0ЛГ3 (Ои (0]с1/, (4.3)

'о
Л ^ о , (0 > 0, N3 (0 > 0.

Эта задача подробно изучалась в § 2 гл. IV; соответствующие 
обозначения н некоторые результаты используются в настоящем 
параграфе.

Особый случай представляют задачи стабилизации (или задачи 
на бесконечном интервале), когда Т =  оо.

В настоящем параграфе будут рассмотрены следующие вопросы:
а) построение оптимального С-управления в задаче (4.1)— (4.3);
б) численное построение фильтра Калмана;
в) задача стабилизации и методы решения алгебраического ура­

внения Риккати.

1. Построение оптимального С-управления для нестационарных си­
стем. В § 2 гл. IV было показано, что решение задачи (4.1)—
(4.3) можно представить в виде

и (/, х) = -  N  3- 11 (О В' (О Р (0  х, (4.4)

где матрица Р (0  удовлетворяет матричному дифференциальному 
уравнению типа Риккати

Р (0  +  А' (ОР (0 + Р (ОЛ (0  +  Х2 (О -Р В М Г1 В 'Р = 0, (4.5)
Р (7 )= # ,.

Известно, что для заданных измеримых и ограниченных матриц 
А (0  и В (0  и равномерно на [0, 7] положительно-определенной



матрицы N3 (t) уравнение (4. S) имеет единственное решение Р (t), 
причем матрица Р  (t) ограничена и положительно определена, т. е. 
Р (/ )> 0 .

Эти результаты приводят к следующему алгоритму решения 
задачи (4.1)—(4.3). Сначала каким-либо численным методом (на­
пример, методом Эйлера, Рунге—Кутта или Адамса) интегрируют 
уравнение (4.5) в направлении от значения t = T  к значению t= О 
(в «обратном времени»). Затем находят С-управление по формуле
(4.4). Преимуществом этого метода является то, что матрицу 
усиления

F ( t ) = - N r l (ОВ' (Ii)P (t)

вычисляют один раз, но применяют в течение всего процесса упра­
вления. Недостатком метода является необходимость выбора до­
статочно малого шага интегрирования уравнения (4.5) для получе­
ния удовлетворительного по точности результата. Частично этот 
недостаток уменьшается, если использовать методы интегрирова­
ния с автоматическим выбором шага из § 1. Далее, учитывая, 
что матрица Р (t) должна быть симметричной, можно интегри­
ровать не все л2 уравнений первого порядка, образующие сис­
тему (4.5), а достаточно взять только п (л+1)/2 уравнений для 
верхней треугольной части матрицы Р (/). Это почти вдвое со­
кращает машинное время и автоматически приводит к симметрич­
ной матрице Р (t).

2. Стационарная линейно-квадратичная задача на конечном интер­
вале. В случае стационарной JIK -задачи (4.1)—(4.3), в которой 
матрицы A (/), В  (/), N2 (0  и N3 (t) постоянны, неудобно решать 
нелинейное уравнение (4.5) для определения матрицы Р (t). Удобнее 
перейти к линейной системе порядка 2л, как это было сделано 
в § 2 гл. IV и § 4 гл. X III. Вектор, составленный из фазовых 
переменных х  (t) и сопряженных переменных q> (t), удовлетворяет 
линейному уравнению

( x ( t ) \ J  А - B N ï 'B '\ (x (t )\  (46)
\ - N 2 —А' )  \(р (О/

При этом решение Р (t) уравнения Риккати (4.5) можно выразить 
следующей рекуррентной формулой:

Р  0l+l) =  [ 2̂1 (*/ +1» /¡) +  G21 (//+1, ti)P (/,)] X

х [^п (*f+i> Л) +  G Oi+i, tbP (О] S  (4-7)

/i+1 — /,=A =  const, P (T )= N l.



Здесь ву (/,+ь /{), (г,у = 1, 2) представляют собой блоки размера п х п  
фундаментальной матрицы Ь ({, /0) уравнения (4.6):

G (ti+u td = G (tHl- t ,)  = e -zh, Z —( )
Матрицы Gij (t,+1, f,) можно вычислить один раз и затем пользовать­
ся только рекуррентным соотношением (4.7). Для вычисления 
G (/|+1, /,) разложим в ряд матричную экспоненту exp ( —ZA):

При малых А ряд (4.8) быстро сходится. Если вещественные части 
собственных значений X (2И) матрицы Z сильно отличаются по вели­
чине, то для сходимости ряда (4.8) необходимо брать весьма малые 
А. В этом случае система (4.6) оказывается жесткой и лучшие 
результаты получаются при использовании метода вычисления м ат­
ричной экспоненты, описанного в § 3.

Рассмотрим теперь метод диагонализации решения (4.6), не 
использующий рекуррентных вычислений. Воспользуемся тем, что 
матрица

системы (4.6) обладает следующим замечательным свойством. Если 
пара (А, В) управляема (или даже только стабилизируема), то 
всякому собственному значению X (2) матрицы отвечает собствен­
ное значение — X ( г )  этой же матрицы При этом матрица 2  не 
имеет собственных значений с нулевой вещественной частью. 
В этом случае матрицу X можно записать в следующем виде:

Здесь А — диагональная матрица размера л х л, диагональ которой 
образуют собственные значения X (2) такие, что ЯеЯ (2)> 0; матри­
ца —А содержит такие собственные значения X (X), что ЛеА (2 )< 0 ; 
матрица И' размера 2л х 2л состоит из собственных векторов матри­
цы Найдя матрицы А и Щ/, например, с помощью (^ -алгори т­
ма, можно записать фундаментальную матрицу С (?) в виде

G (/(+1, <()=/—ZA +Z2h2_ Z 3h3 
2! 3!

(4.8)

(4.9)

(4.10)

G (s)=e **,
5= - ( W 2l- P  (Г) fVn)-1 (Ж22-Р ,(7 )Ж 12).



Матрица е является диагональной матрицей, у которой диаго­
наль образуют функции exp ( —Л, (Z)s). При этом решение Р (t) 
уравнения Риккати (4.5) выражается формулой

р  (0  = 1 ^ 2 2 +  ^ 2 .0  (Г -/)] [Wa + WuG (Г -/ ) ]-1. (4.12)

Здесь t может быть любым, и поэтому формула (4.12) в отличие от
(4.7) не требует рекуррентных вычислений. Для управляемой пары 
(А, В) показано, что решение уравнения Риккати (4.S) стремится
к установившемуся значению Р при /-»— оо, т. е. Р=  lim Р (t).

/-* — 00
Вследствие этого при вычислениях по формулам (4.7) или
(4.12) необходимо ввести правило остановки, выполнение которо­
го гарантирует, что решение Р (/) стабилизировалось около значе­
ния Р.

Таким образом, для случая стационарной JIK-задачи вычисление 
матрицы усиления F  (/)= —N^lB'P (t) сводится к определению со­
бственных значений и собственных векторов матрицы Z и далее 
к использованию формул (4.7) или (4.12). Такой метод реализован 
в процедуре CNTREG, включенной в систему ORACLS.

Пример 4.1 [22]. Рассмотрим стационарную JIK-задачу

х  (t)= A x+ B u, x eR 4, ueR 2,
20

(20)* (20)+J  [л' (s)x (л)+100и' (j)u  (í)]d j
О

с матрицами вида

-2,60 0Д5 -38 ,0  0,0 \  /17 7,0
-0,075 -0 ,2 7  4,40 0,0 | / 0 ,8 2 -3 ,2
0,078 -0 ,9 9  -0 ,23  0,052 I’ 0,0 0,046
1,0 0,078 0,0 0,0 /  \  0,0 0,0

Решение уравнения Риккати (4.5) было найдено по формуле (4.7) 
при 0</<20. В табл. 4.1 приведены матрицы и 5.
В табл. 4.2 даны значения матрицы Р (/) при I, меняющемся от 20 
до 0, с шагом 2. В табл. 4.3 приведены значения матрицы усиления 

(0  при тех же значениях / и том же шаге. Из табл. 4.2 и 4.3 видно,
что при /=6 решение Р  (/) стабилизировалось к значению Р, так же 
как и Р  (/).



1̂2

-1.7233188Е—01
- 3.3791761Е—02 
7.7409397Е—03 

-2.7082403Е—01
9.5507170Е—02 
7.9262267Е—01 
3.2205187Е—01 
3.9327414Е—01

-2.4733021Е—01 
4.3326566Е—03 
7.5286043Е—03 
3.8230750Е—01
7.2558584Е—02 
5.3390433Е—01 

-4.3207089Е—01 
5.5697883Е—01

-6.9197483Е—01 
5.3014743Е—01 
1.0292420Е + 00 

-4.1882228Е—01

5.0257395Е—02 
-1.6344167Е—02 

1.7516130Е—06 
1.4511446Е-02
2.2377640Е—02 
3.3965417Е—01 
1.743521ЗЕ—01 

-1.4120636Е—02
- 1.6423055Е—01 

1.2843065Е—02 
1.7745854Е—02 
4.5465498Е—02

-4.4315091Е—02 
-7.4606776Е—03 
8.7411594Е—01

- 1.2681699Е—02
8.8040174Е—02 
1.1451662Е—01 

-6.8625132Е—01 
-2.9967598Е—01

2.6582832Е—02 
9.5183892Е—02 

-8.0834088Е—03 
-1.4186503Е—02
- 2.4483836Е—02 
-7.8633601Е—03
9.2129547Е—01 
4.7159165Е—03

- 8.5528327Е—02 
3.5983643Е—02

- 4.9824656Е—03 
-4.8131275Е—02
-1.5780566Е—02 
3.2328081Е—01

- 2.9506394Е—01
- 3.8062689Е—02
- 7.0617792Е—03 
-4.2235758Е—01
8.0290849Е—01 

-4.0340142Е—01

-6.2618218Е—02
- 6.9930617Е—03 
3.3935252Е—04

- 2.2200507Е—02
1.0441627Е—01 
3.4982534Е—01 
9.2853245Е—01 

-9.1676080Е—03
6.2134586Е—01 
3.0404804Е—02

- 2.6988189Е—03 
-2.1922162Е—01
8.4269310Е—02 
2.3749670Е—01 

-7.0239243Е—01
- 8.9888548Е—02
- 1.0579571Е—01 
-1.6582063Е+00 
-1.3835163Е—01
1.2407188Е4-00

Таблица 4.2

Врем«,
с

Матрица Р (/) размера 4x4

1 2 3 4 5

20 5.0000000Е- 01 0. 0 . 0.
0. 5.0000000Е—01 0 . 0.
0. 0. 5.0000000Е—01 0.
0. 0. 0 . 5.0000000Е—01

18 2.2480611Е- 01 3.6054050Е—01 — 1.4217206Е+00 3.2023881Е—01
3.6054050Е- 01 1.0744607Е+01 — 8.8655022Е+00 1.5409135Е +  00

—1.4217206Е+00 -8.8655022Е+00 4.5683890Е+01 — 2.6235118Е +00
3.2023881Е—01 1.5409135Е+00 — 2.6235118Е+00 1.5641109Е +  00

16 2.3819322Е—01 4.0985673Е—01 — 1.5275098Е+00 3.6636522Е—01
4.0985673Е—01 1.0991594Е+01 —9.0079421Е+00 1.7136851Е + 00

— 1.5275098Е+00 -9.0079421 +00 4.9256328Е+01 -  2.8811826Е-1-00
3.6636522Е—01 1.7136851Е+00 -2.9811826Е+00 1.7228142Е+00



14

12

10

2.3924330Е—01 
4.1302539Е—01 

-1.5297598Е+00 
3.6980853Е—01
2.3930520Е—01 
4.1337855Е—01 

-1.5297546Е+00 
3.7003289Е—01
г3930917Е-01 
4.1341056Е—01 

-1.5297727Е+00 
3.7004881Е—01
2.3930948Е—01 
4.1341291Е—01 

-1.5297749Е+00 
3.7005005Е—01
2.3930951Е—01 
4.1341309Е—01 

-1.5297751Е+00 
3.7005015Е—01
2.3930951Е—01 
4.1341310Е—01

- 1.5297751Е+00 
3.7005015Е—01

4.1302539Е—01 
1.1028965Е+01 

-9.0076508Е+00 
1.7278448Е+00
4.1337855Е—01 
1.1032206Е+01 

-9.0096823Е+00 
1.7293204Е+00
4.1341056Е—01 
1.1032469Е 4-01 

-9.0098261Е+00 
1.7294493Е+00
4.1341291Е—01 
1.1032489Е+01

- 9.0098419Е+00 
1.7294590Е+00
4.1341309Е—01 
1.1032491Е+01 

-9.0098433Е+00 
1.7294597Е+00
4.1341310Е—01 
1.1032491Е+01

-  9.0098434Е+00 
1.7294597Е+00

-1.5297598Е+00
-9.0076508Е+00
4.9271952Е+01

-2.9877059Е+00
- 1.5297546Е+00 
-9.0096823Е+00
4.9275911Е+01

- 2.9880218Е+00
- 1.5297727Е+00 
-9.0098261Е+00
4.9276275Е+01

-2.9880973Е+00
-1.5297749Е+00
-9.0098419Е+00
4.9276293Е+01

-2.9881061Е+00
-1.5297751Е+00
-9.0098433Е+00
4.9276294Е+01

-2.9881068Е+00
- 1.5297751Е+00
- 9.0098434Е+00 

4.9276294Е+01
-2.9881068Е+00

3.6980853Е—01 
1.7278448Е+00 

-2.9877059Е+00 
1.7346173Е+00
3.7003289Е—01 
1.7293204Е+00 

-Х9880218Е+00 
1.7354617Е+00
3.7004881Е—01 
1.7294493Е+00 

-2.9880973Е+00 
1.7355256Е+00
3.7005005Е—01 
1.7294590Е+00

- 2.9881061Е + 00 
1.7355306Е+00
3.7005015Е—01 
1.7294597Е+00 

-2.9881068Е+00 
1.7355310Е+00
3.7005015Е—01 
1.7294597Е+00 

-2.9881068Е+00
1.7355310Е+00

Таблица 4.3

Время,
с

Матрица усиления размера 2x4

1 2 3 4 5

20 — 8.50000000Е—02 —4.2000000Е—02 0. 0.
— 3.5000000Е—02 1.6000000Е—02 2.3000000Е—04 0.

18 4.1173471Е—02 1.4939767Е—01 — 3.1438962Е—01 6.7076089Е—02
3.5451406Е—03 —3.2266773Е—01 — 2.0519022Е—01 —2.8099331Е—02

16 4.3853673Е—02 1.5980672Е—01 — 3.3354180Е—01 7.6334306Е—02
2.8554559Е—03 — 3.2718471Е—01 2.0398637Е—01 — 3.0563703Е—02

14 4.4058169Е-02 1.6065183Е—01 — 3.3392190Е—01 7.7035778Е—02
2.8265289Е—03 — 3.2815862Е—01 2.0382674Е—01 — 3.0778783Е—02

12 4.4071588Е- 02 1.6073844Е—01 — 3.3393768Е—01 7.7086018Е—02
2.8195631Е—03 —3.2823855Е—01 2.0389393Е—01 —3.0810439Е—02

10 4.4072525Е—02 1.6074604Е—01 — 3.3394193Е—01 7.7089781Е—02
2.8188087Е—03 —3.2824478Е—01 2.0389743Е—01 — 3.0813714Е—02

8 4.4072598Е—02 1.6074661Е—01 — 3.3394244Е—01 7.7090072Е—02
2.8187540Е—03 — 3.2824528Е—01 2.0389779Е—01 —3.0813714Е—02



1 2 3 4 5

6 4.4072604Е—02 1.6074665Е—01 —3.3394248Е—01 7.7090094Е—02
2.8187502Е—03 —3.2824531Е—01 2.0389783Е—01 —3.0813729Е—02

4 4.4072604Е—02 1.6074665Е—01 —3.3394248Е—01 7.7090096Е—02
2.8187499Е—03 —3.2824531Е—01 2.0389783Е—01 — 3.0813730Е—02

Техническая реализация закона управления с переменной м ат­
рицей усиления F  (/) весьма затруднительна. Поэтому обычно на 
практике используют регуляторы с постоянными матрицами усиле­
ния F. Такие законы управления встречаются при рассмотрении 
JIK-задачи на бесконечном интервале.

3. Задачи оптимальной стабилизации и методы решения алгебраичес­
кого уравнения Риккатн. В случае стационарной ЛК-задачи на бес­
конечном интервале времени или задачи оптимальной стабилиза­
ции вида

х  (t) = Ax (t)+Bu, х  (0) = х0,
(4.13)

СО

/ (ы) = J* [х' (s) N2x (s) + u' (s) Nju (j)] ds 
0

оптимальное управление определяется формулой
и (х) — - N f 1 В'Рх= -F x .  (4.14)

Пропорциональный регулятор (4.14) достаточно просто реализо­
вать технически, поскольку матрица усиления F  в этом регуляторе 
постоянна. Матрица Р  в формуле (4.14) удовлетворяет алгебраичес­
кому уравнению

A 'P + P a + Ni—P B N В 'Р —0. (4.15)

Таким образом, построение С-управления в задаче оптимальной 
стабилизации сводится к решению алгебраического уравнения Рик- 
кати (4.15).

Изложим кратко метод установления для решения уравнения 
(4.15). В предыдущем пункте было отмечено, что

P = lim  P (t). (4.16)
/—► — 00

Здесь Р  (0  есть решение дифференциального уравнения Риккати
(4.5). Соотношение (4.16) лежит в основе метода установления, 
алгоритм которого описывается следующим образом. Задают



некоторую постоянную матрицу ^ > 0  и далее решают уравнение
(4.5) в «обратном времени». Когда полученная при этом матрица 
Р  (/) перестает изменяться, то это установившееся значение прини­
мают за Р. Как показывает пример 4.1, процесс установления 
происходит достаточно быстро.

Другой вариант метода установления основан на формуле (4.12). 
Заметим, что для управляемой пары (А, В) матрица —Л имеет на 
диагонали числа X (2 ) такие, что Яе X (2) < 0. Поэтому матрица 
б  (Т—/)—*0 при /->оо и из (4.12) вытекает формула

Другие методы решения задачи стабилизации были изложены 
в § 4 гл. XIII, где приведен пример решения такой задачи.

Основные результаты и формулы главы XIV
Одношаговые методы:

Р=  ^22 (4.17)

метод Эйлера хя+\ = х я +  Л/ (»„, дс„); 

формулы типа Рунге—Кутта второй степени

стандартная формула Рунге—Кутта четвертой степени

* л + 1 = * » + Т  (* 1 + 2 * 2 +  2 * 3 +  * 4 )  6

оценка погрешности общ его одношагового метода

Общая ¿-шаговая формула:
к к
X аРХ‘ +Р~̂  X /V (*!'+/>• Х1 + р)>



общая многошаговая формула имеет степень I, если 
к к к
X Е р*р= Е /V

ршО рш>0 х«0
h *  u i-1  _
v  l h  v  р Рр /•L , ...»* •••> *>

р - 0  ^ р - 0  (* 

явные формулы Адамса
/ 1  5 ,  3 .

**+1=**+Л ( А + -  дЛ - 1 + 7 1  д  А -г + ~  д /*-з+
\ 2  12 о

251 95 . 19087 ,  \
Н-----Д4Л_4 Н----- А Л-5Н--------- Д Л - 6+ — I!720 288 60 480 )

неявные формулы Адамса

Хк+ 1 = **+Л ^/*+1 — -  A/5t——  Д2Л - 1  Д * Л - 2 -

19 3 863 \
- — Д4Л - з - — Д5Л - 4 - --------- Д Л - J —— ;720 160 60 480 /

формулы Милна
4 Л

д с*--д с,_4+ у  ЙЙ-3-/1-2+ЯЙ -1).

Л
х ^ ш Х, . г + -  (Л-2+4/,_1+ / Г ’ж);

1
е ^ - |х ^ > - х  ('/)1 = ~  1*ГР- ХГ " 1;

оценка точности устойчивой по Далъквисту многошаговой формулы
С\Т Г I  8  ' 1|jc (<,)—5,|<е <СгА+Сз- + С4 max |g,U;

L А о 1 J

оценка точности сильно устойчивой по Далъквисту многошаговой формулы при 
решении устойчивой при постоянно действующих возмущениях системы: для всякого 
£>0 найдутся А>0 и ¿>0 такие, что |х,|<£, л=0, 1, ..., к, если |х(|<А5, /=0, 1,..., 
f c -1 .

Для жестких систем предпочтительно использование неявных методов типа 
Рунге—Кутта или метода Гира.



ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 
ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ

Приведены методы сведения задан оптимального управления к за­
даче нелинейного программирования, к краевой задаче. Описаны 
методы решения краевых задач — метод Ньютона, сведение к за­
даче Коши, метод переноса краевых условий, метод Абрамова. 
Для общих задач оптимального управления изложены методы 
Шатровского и Федоренко.

§1. ОБЩИЕ СВЕДЕНИЯ О МЕТОДАХ ЧИСЛЕННОГО РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 
ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ

Рассмотрим для определенности следующую задачу оптимального 
управления. Пусть объект описывается нелинейной системой

¿ ( 0 = / ( и ,и ) ,  х еД ,, иеС/с Д„,
х (0) = х0.

Требуется найти П-управление и = и (/) или же С-управление и = и(1, 
х), которое минимизировало бы функционал

т

J  (и)=<р (х (7)) + 
о

где <р и — некоторые заданные ограниченные снизу функции На 
фазовые переменные х  также могут быть наложены ограничения, 
например вида

< 7 (х (0 ,и (0 К 0 , *6 [О, Т\. (1.3)

Здесь б : Яя х — некоторая непрерывно дифференцируе­
мая функция. Ограничения могут иметь и более общий вид. 
Задача (1.1)—(1.3) охватывает многие важные для приложений 
случаи.

В этой главе кратко изложим некоторые способы численного 
отыскания оптимального управления в нелинейной задаче (1 1)— 
(1-3).

В настоящее время не разработано единого универсального ме­
тода решения этой задачи, что в основном объясняется трудностью 
решения задач оптимального управления.

Численное решение задач оптимального управления осложняет­
ся целым рядом разнообразных причин. Перечислим только основ­
ные из них, к которым можно отнести следующие:

Г /'о (/. X (/), и (/, х  (/))) (1.2)



большая размерность решаемых задач;
наличие недифференцируемых функционалов качества типа

наличие сложных ограничений на управление; 
наличие фазовых ограничений; 
возможность появления многих экстремумов.
В связи с большим разнообразием постановок задач оптималь­

ного управления и указанными трудностями в их решении имеется 
много различных методов численного решения. Достаточно усло­
вно эти методы можно разделить на следующие группы.

Io. Сведение задачи оптимального управления к краевой задаче 
для обыкновенных дифференциальных уравнений с последующим реше­
нием полученной краевой задачи каким-либо численным методом. 
Специфика оптимального управления в основном проявляется 
в способах сведения к краевой задаче, которые основываются либо 
на классическом вариационном исчислении, либо на принципе мак­
симума. Хотя для решения краевой задачи можно применять любой 
из известных методов, важность решения различных задач опти­
мального управления привела к созданию новых методов решения 
краевых задач, таких, как, например, метод Абрамова.

2°. Методы последовательного улучшения управлений или мето­
ды вариации в пространстве управлений. К наиболее известным из 
этих методов относится метод Шатровского, изложенный ниже.

3°. Методы, идейно близкие к принципу динамического програм­
мирования Беллмана, или методы вариации в пространстве фазовых 
переменных. Один такой метод рассмотрен в § 3 гл. VII.

Более подробно в настоящем пособии эти методы излагаться не 
будут. Описание их можно найти в [12].

4°. Сведение к задаче оптимизации функции конечного числа пере­
менных при наличии ограничений на переменные.

В основе большинства методов численного решения лежат два 
основных приема: конечномерная аппроксимация задач оптималь­
ного управления; линеаризация исходной непрерывной или аппрок­
симирующей конечномерной задачи. Однако в зависимости от спе­
цифики выполнения аппроксимации и линеаризации получаются 
разные методы.

§ 2. СВЕДЕНИЕ К ЗАДАЧЕ НЕЛИНЕЙНОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ

Рассмотрим кратко способы сведения задачи оптимального управ­
ления (1.1)—(1.3) к задаче нелинейного программирования. Для 
этого разобьем отрезок [0, 7] на N частей точками

г
m \F0 (х (/), и (0)| dt;

tj=jh, h=T¡N  (/=0, ..., N). (2 .1)



Далее будем считать, что на каждом отрезке [/,, /;+,) управление и (/) 
постоянно:

и (0=м>. /е[/у, /у+|), и>б{/.

Для управления Ыо из уравнения (1.1) найдем х (0, 
и проверим выполнение ограничений (1.3). Если ограничения (1.3)

о

выполнены, то вычислим значения интеграла I  Р о  ( я ,  X  ( л ) ,  и ( ¿ ,  X  ( 5 ) ) )  ( 1 5 .

Если же ограничения (1.3) не выполняются, то вместо управления 
Ыо возьмем другое допустимое управление и повторим 
ту же процедуру. Затем перейдем к отрезку [/,, /2] и т. д. Таким 
образом, для некоторого набора управлений (ы0, ии ..., и^_,) можно 
вычислить значение функционала качества / («) = / (и0, ии ..., м^_,). 
Далее для отыскания оптимального управления нужно решить за­
дачу нелинейного программирования, имеющую вид

/ (и0, ии ыл,_,)->тГ, и,е и, в  [х (0, и (/)]<0, /е[0, 7]. (2.2)
Решив задачу (2.2), получим приближенное оптимальное управле­
ние.

Для нахождения более точного приближения к оптимальному 
управлению нужно увеличить число N. При Л-» со можно ожидать 
сходимости полученных таким образом приближенных управлений 
к оптимальному управлению. Доказательство этого факта не про­
сто, в особенности если учесть, что оптимальное управление Мо (О 
может быть разрывной функцией, причем точки разрыва щ (0 мо­
гут не совпадать с точками деления /у отрезка [0, 7], имеющим вид 
(2.1). Некоторые сведения об этом можно найти, например, в [12; 23 
ко второй части].

Практическая реализация указанного метода весьма сложна, что 
связано с большой размерностью задачи (2.2). В самом деле, число 
переменных в задаче (2.2) равно mN и при больших N оказывается 
весьма большим. Отыскание минимума функции большого числа 
переменных является численно очень сложной задачей, для которой 
разработано большое число методов [3; 9; 12].

Хотя метод сведения к задаче нелинейного программирования 
иногда употребляется на практике, нет оснований признать его 
удобным универсальным способом решения всех задач оптималь­
ного управления. В связи с этим разработано значительное число 
других методов, часть из которых будет изложена ниже.

§ 3. СВЕДЕНИЕ К КРАЕВОЙ ЗАДАЧЕ

Рассмотрим этот метод на примере решения задачи Майера. 
В ней требуется найти П-управление и (/)е С/, для которого функци­
онал



J(u ) = q> (x (T))-* inf (3.1)
ueU

принимает наименьшее значение на траекториях системы (1.1).

1. Краевая задача принципа максимума. В гл. V показано, что оп­
тимальное управление и оптимальная траектория являются решени­
ем следующей задачи:

■̂ ■опт ( t )=f  (ji  -^опт» Иопт)> -^опт ( 0 )  =  Х0,

Ф (0 =  -Н х (Л хот (0 , «опт (0. Ф (*))> Ф (Т) = -срх (х (Т)), 

н  (t, xom (/), и̂ н (t), ф (0)=m ax Н (t, xom (0 , и, ф (/)),

Н (t, X, и, ф)=ф' (t ) f ( t , х, и).

Из условия максимума в принципе можно определить оптималь­
ное управление:

о̂пт О̂ПТ (̂ 1 X, ф). (3.3)

Подставляя выражение (3.3) в первые два уравнения системы (3.2), 
получим нелинейную краевую задачу, замкнутую относительно пе­
ременных х (t) и ф (tу.

■^опт ( 0  / ( ^  ^опт) ^опт (^» ХОП1, ФУ) / |  (^ j Ха1ГГ, ф)>
(3.4)

Ф (0 Нх (/, Хопт, UonT (/, о̂пт» ФУ) f l  (.?> Х0]П, ф)9

Хот (0) = Х0, ф (Т )= ~ < р х (Х0ПТ (Т)).

Краевое условие при t= T можно переписать в виде
<Р(Т)+ Ц*х С̂опт (Т)) = Ф (ф (Т ),хо1п(Т)) = 0. (3.5)

Решив эту краевую задачу, определим оптимальное управление 
с помощью формулы (3.3). Таким образом, нахождение оптималь­
ного управления сведено к решению нелинейной краевой задачи для 
системы обыкновенных дифференциальных уравнений.

2. Метод Ньютона решения краевой задачи. Наиболее распрост­
раненным методом решения нелинейных краевых задач является 
метод Ньютона. Схема этого метода заключается в следующем. 
Зададим произвольным образом начальное условие ф (0)=z и ре­
шим задачу Коши для уравнений (3.4) с начальным условием

*о (0) = лг0, ф (0)=z. (3.6)

В результате получим значения ф (Т, z) и х (Т, z). Подставив эти 
значения в уравнение (3.5), запишем его в виде

Ф (ф (Т. z), х  (Т, z)) = Ф, (z) = 0. (3.7)



Таким образом, решение краевой задачи (3.4) сводится к нахож­
дению такого начального условия г, которое является решением 
уравнения (3.7).

Для решения уравнения (3.7) можно применить процедуру Нью­
тона, для чего зададим некоторое начальное значение г0 и опреде­
лим последующие приближения гк по формулам

2к = 2к-1  — [Ф х г (2*-О]'1 ф, (г*_0. (3.8)
Здесь Ф^ — матрица производных функции Ф1 (г) по вектору г.

При численной реализации метода Ньютона возникают значи­
тельные трудности. Укажем некоторые из них.

1°. Метод Ньютона применим только тогда, когда функция 
Ф; (г) является дифференцируемой. Это можно гарантировать лишь 
в случае дифференцируемости правых частей краевой задачи (3.4).

2°. Выбор начального приближения г0 связан в основном с тем, 
что сходимость приближений (3.8) можно гарантировать только 
при достаточной близости г0 к корню уравнения (3.7). Расширить 
область сходимости можно, если метод Ньютона (3.8) заменить 
модифицированным методом вида

2к=гк- 1 - а *  [Фи (г*_О]-1 Ф, (г*_,), (3.9)

где параметр а* выбирается специальным образом.
3°. Возможная неединственность решения краевой задачи (3.4).
4°. Вычисление матрицы производных Ф1г в основном выполня­

ется с помощью численного дифференцирования функции Ф1 (г). 
Вычисление каждого значения Ф! (г) требует решения задачи Коши
(3.4), (3.6). При этом для нахождения (л х и)-матрицы Ф1г (г) потре­
буется решить не менее чем л 2 задач Коши. При использовании 
современных ЭВМ это вполне осуществимо, хотя и требует опреде­
ленных затрат машинного времени.

Итак, хотя метод Ньютона и является весьма удобным, но 
сопровождается большими трудностями в реализации.

3. Пример сведения задачи оптимального управления к  краевой зада­
че. Пусть требуется найти управление движением математического 
маятника с гидродинамическим трением в оси подвеса. Управля­
ющий вращающий момент должен быть выбран так, чтобы угловое 
движение маятника х  (/) возможно более точно отслеживало задан­
ную гладкую функцию и» ((), совпадая с ней в заданный конечный 
момент времени (= Т.

Математически эта задача сводится к следующей:
уравнения движения маятника

х+ р х  + а>2х= и, 0</<77 (3.10)
краевые условия

х (0 ) = х  (0) = 0,
х (Т)=п (Г), х  (7)= й (Т); (3.11)



т

j  (и) = |  [* (0  -  w (О]2 d/-»min;
о

ограничение на управление |и (/)| < 1.
Сведем эту задачу к задаче Майера для системы первого поряд­

ка. Обозначим
t

Х\ (t)—x (t), x2 (t) = x (/), х3 (0  = J [х ( i ) - w  ( j ) ] 2 d y =

0

= j"[*i (s ) -w  (i)]2di.
о

Тогда задача (3.10)—(3.12) перепишется в следующем виде:
X i = X 2,

Х2 =  — ß x 2 — (02Xi +  U,

x3 = (xi ( t) -w  (t))2, (3.13)
x, (0) = x2 (0)=x3 (0) = 0, д:, (T)=w  (T), x2 (T) = w (T), 
x3 (T)-*min.

U
Функция Гамильтона для задачи (3.13) имеет вид

H=\l/iX2 + }//2 ( - ß x 2- ( o 2Xi + u)+\l/3 (x ,-w )2. (3.14)

Для вспомогательных переменных фи ф2, ф3 получаем уравнения

фх = оз2ф2- 2  ( x ,-w )^ з,

фг = -'l'i+ ß'l'i,
фг = 0. (3.15)

Найдем теперь вид оптимального управления иопт (t, х, ф) из 
условия максимума Н (цопт)= т а х  Н (хОПТ, и, ф). Из вида гамиль­
тониана (3.14) находим, что М<1

Wonr (ß» X, ^ ) = sign ф2 (/). (3.16)

Задача (3.13) имеет пять краевых условий. Для полной постанов­
ки краевой задачи необходимо еще одно краевое условие. Оно 
может быть получено из условий трансверсальности и имеет вид
Фг ( Т ) = - 1.



Теперь можно записать искомую краевую задачу в замкнутом 
виде:

Таким образом, задача оптимального управления линейной си­
стемой второго порядка с квадратичным критерием при ограниче­
ниях на управление свелась к нелинейной краевой задаче 6-го поряд­
ка. Однако одну переменную из задачи (3.17) нетрудно исключить, 
поскольку ф3 (/)= — 1. Тогда получится краевая задача 5-го порядка 
с тремя краевыми условиями на одном конце и двумя — на другом. 
При этом правая часть является недифференцируемой.

Подобная ситуация возникает и в большом количестве других 
оптимальных задач. Для решения таких задач нельзя применить 
метод Ньютона, а других удобных общих методов пока не раз­
работано. В связи с этим метод сведения к краевой задаче нельзя 
считать универсальным методом решения задач оптимального 
управления.

Однако имеется один важный частный случай, когда метод 
сведения к краевой задаче является достаточно удобным и хорошо 
разработанным. Рассмотрению этого случая посвящен следующий 
параграф.

§ 4. РЕШЕНИЕ ЛИНЕЙНЫХ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ

1. Сведение задачи оптимального управления к линейной краевой 
задаче. Рассмотрим следующую задачу оптимального управления. 
Пусть требуется перевести линейную систему

*1 (0  = *2 (0.
* 2  (О — ~Рхг 0)~о>2х  1 (О +  ̂ б п ф2 (О,
*з ( ' ) = ( * !  ( О - *  (О)2,

(0 =  - 2  (х1 (0-и> (0)Фз (0 + со2ф2 (0, (3.17)

Фг ( 0 =  ~Ф\ (*) + РФг (О, 
Фэ(0 = 0,
х, (0) = 0, х2 (0) = 0, Хз (0) = 0, 
х, (Т)=м> (Т), х2 (Т)=н'(Т), фз (0 = -1 -

х= А х+ В и, хеЯ„, иеЛп, (4.1)

из заданного начального состояния
х  (0)=*о (4.2)

в заданное конечное состояние



так, чтобы минимизировать квадратичный функционал 
г

/ (и) = |  [х' (/) N2 (0 х  0) + и’ 0 ) N3 (0  и (/)]di-»min. (4.4)
о

При этом на управление и не накладывается никаких ограничений. 
Отметим, что задача (4.1)—(4.4) отличается от обычной линейно­
квадратичной задачи оптимального управления наличием гранич­
ного условия (4.3) и для нее в явном виде записать оптимальное 
управление, вообще говоря, затруднительно.

Используя принцип максимума, задачу оптимального управле- 
ния (4.1)—(4.4) можно свести к следующей краевой задаче:

^ A x+ '-B N -lfO B 'i/ ,, ф = -А 'ф  + 2Мг(0 х , х  (0)=хо, х(Т ) = х х.
(4.5)

Таким образом, решение линейных краевых задач представляет 
большой интерес и для отыскания оптимального управления.

Важность разработки специальных методов решения линейных 
краевых задач определяется не только возможностью решения с их 
помощью задачи (4.1)—(4.4). Кроме того, на основе решения линей­
ных краевых задач можно разработать некоторые итерационные 
методы решения более общих задач оптимального управления.

2. Сведение линейной краевой задачи к  задаче Коши. Изложим те­
перь некоторые общие методы решения линейных краевых задач. 
Основная идея всех методов решения этих задач состоит в сведении 
их к решению некоторого набора задач Коши. Однако эту идею 
нельзя осуществить непосредственно.

Рассмотрим, например, следующую краевую задачу:
x —p ( t ) x = f  (/),

(4.6)
/, [х] = х (а)-«ох (а) = а„ 12[х]=х(Ь)-р<>х (£)=/?,.

Известно, что задача (4.6) с непрерывной правой частью имеет 
единственное решение при условии

Р (0> Р о> 0. (4.7)
Применим метод сведения задачи (4.6) к двум задачам Коши. Будем 
искать решение этой задачи в виде

*  (0 = Си (t) + v (/), С= const. (4.8)
Потребуем, чтобы функции и (/) и v (/) являлись решением следу­
ющих задач Коши:

« ( 0 - Р  (0  и (0  = 0, 
и(а)=  1, й (а) = ао,С



v ( t) -p  (Ov (t)=f(t),
v (a)=  V (a)=0 при ъФО,

ao (4.10)
v (a)=0, v (a) = a, при a o = 0 .

Легко проверить, что при таком определении функций и (/) 
и v (/) для любой константы С функция х (t) вида (4.8) удовлетворя­
ет соотношениям

х - р  (t)x= f{t), /i[x]=a,.

Второе краевое условие, вообще говоря, не будет выполнено. 
Добьемся выполнения второго краевого условия благодаря выбору 
константы С. Так как должно иметь место равенство

12[х]=Сй (Ь) + у ф) — Ро[Си (6) + v (b)] = P 1, 

то находим, что
^  — у(А)+Д0у (Ь)

й ф ) - Р 0и(Ь) '  ̂ ^

Если м (Ь)-рои ф) ф 0, то формула (4.11) однозначно определяет 
константу С, для которой функция х (t) вида (4.8) является решени­
ем краевой задачи (4.6). При таком методе решение краевой задачи 
сводится к решению двух задач Коши, т. е. к достаточно простой 
процедуре.

Однако этот метод нельзя реализовать на практике, поскольку 
он не является численно устойчивым. В самом деле, решение и (t) 
можно оценить следующим образом (см. [14] из первой части): 
и (t)>ui (0, где

Ui=PdUi, Щ (в) = 1> Щ (a) = a o > 0 .  (4.12)

Из (4.12) получаем, что
и (0> «i (0  = С| ехр (л/роО + С2ехр (~>/5оО>

где константы С, и С2 определяются из краевых условий. Таким 
образом, решение и (0  является быстро растущим (или неустой­
чивым). В этом случае, как показано в [9], вычислительные погреш­
ности также растут по экспоненте.

В [2] приведен следующий числовой пример. Краевая задача

— (J1 +f]jc) — ух (t) = ncosnt-[y + n2 (1 + 0] sin nt, 
dl (4.13)
x (0) = x (1) = 0



Рис. 4.1. Общая погрешность решения задачи (4.13): а) при у = 100;
б) при 7 = 500

при любом у > 0 имеет решение х  (/) = в т  Ш. Однако численное 
решение согласно изложенному выше методу при использовании 
формулы Рунге—Кутта 4-го порядка с шагом И = 0,025 приводит 
к следующим результатам, приведенным на рис. 4.1 и 4.2.

На рис. 4.1 показана зависимость общей погрешности е числен­
ного решения задачи (4.13) при у = 100, а на рис. 4.2 — при у = 500. 
Из этих рисунков видно, что результат при у =100 можно считать 
вполне удовлетворительным. При у = 500 результат катастрофичес­
кий, погрешность решения достигает 1000% и более.

Для борьбы с численной неустойчивостью при сведении к зада­
чам Коши разработаны специальные методы: метод прогонки для 
решения задач 2-го порядка и ряда других; метод переноса краевых 
условий для общих линейных краевых задач.

3. Метод переноса краевых условий. Этот метод рассмотрим на 
примере линейной краевой задачи вида

|д:(0  = А (0х  (0 + / (0 , хеЯ„, /еЛ„,
1(4. * (0 )= а «  *= 1, ..., п. (4 -14)

В задаче (4.14) точки заданы и могут совпадать или быть различ­
ными, векторы 13 также заданы. Отметим, что в виде соотношения

(/,.* (*,)) = <*, (4.15)
может быть записано любое линейное краевое условие для уравне­
ния (4.14). Для этого надо только лишь соответствующим образом 
подобрать вектор /,.



Идея метода переноса состоит в том, чтобы свести все краевые 
условия в одну точку /1, затем найти из них х  (/1) и далее решить 
задачу Коши.

Перенос краевых условий осуществляется по следующей схеме. 
Пусть мы хотим перенести условие (4.15) из точки г, в точку Л. Для 
этого подберем две функции 1 (0  и а (/), которые для любого 
решения х (О уравнения

х ( 0  = А (О х 0)+/(О  (4Л6)
удовлетворяли бы условиям

(/ (/), х  ( * ) ) = «  (О , I  (и )= 1 * . «  ( 0  =  «х- (4-17)

Соотношение (4.17) можно рассматривать как аналитическое продо­
лжение равенства (4.15) с точки на отрезок [/„ /1].

Дифференцируя соотношение (4.17) и учитывая уравнение (4.14), 
получим

-  (/ ( 0 ,  х  (* ))= (/  ( 0 ,  х)  + (1 (О, * ) = ( '  (О, х)  + (1 (0 , Лх) +
А1 (4.18)

+ (I (0, /  (0 ) = (I (0 , х) + (А 7 (0, х) + (/ (0 , Л  = «  (0-

Равенство (4.18) будет выполнено тождественно по х (/), если потре­
бовать, чтобы

' ¡ ( 0 = - А ' ( 0 1 ,1 ( 0  = 1, (4-19)

и, кроме того, должно быть
* (0=(/ (0 .У (0 ),«  (4-20)

Решив задачу Коши (4.19), найдем функцию I (0  на отрезке [*„ ^]. 
Затем определим а (/]) с помощью квадратуры в виде

'1

« (/ ,)= аЫ -|(/(*),/(*))<** (4.21)
ь

Используя найденные значения I (/¡) и а (О, получим соотношение

(/ (/¡), х 01»=а (*,). (4.22)

Равенство (4.22) означает, что краевое условие (4.14) перенесено из 
точки (, в точку

Отметим, что функции I, (0  и а, (0 определяются, конечно, не 
однозначно. Описанный способ является лишь одним из возмож­
ных.



Аналогично переносятся в точку /1 и все остальные краевые 
условия. Таким образом, получим систему линейных алгебраичес­
ких уравнений относительно х (¿,), имеющую вид

(1и х (*1» = аь
(/2 (*,), х (/,)) = а2 (/,),

(4.23)
(/„ (/,), х (Л)) = ая (/,).

Из системы (4.23) найдем х (¡\)=р и далее х (() как решение задачи 
Коши вида

Нетрудно подсчитать, что такой метод переноса граничных условий 
требует, самое большее, решения и—1 задач Коши для линейных 
систем л-го порядка вида (4.19) и л — 1 квадратур вида (4.21). Далее 
необходимо решить систему линейных алгебраических уравнений
(4.23) и, наконец, решить задачу Коши (4.24).

Если некоторые из точек совпадают, то количество пере­
носимых краевых условий уменьшается, возможно, всего лишь 
до одного.

Таким образом, можно считать, что трудоемкость решения кра­
евой задачи (4.14) по сравнению с решением задачи Коши для этого 
же уравнения возрастает от 2 до л — 1 раз.

Однако описанный метод переноса граничных условий не ис­
ключает возникновения быстро растущих решений, т. е. он не явля­
ется численно устойчивым.

4. Метод Абрамова. В 1961 г. А. А. Абрамов предложил численно 
устойчивый метод переноса граничных условий. Он предложил 
использовать неоднозначность определения функций I, (/), а, (/) 
и искать такие функции gs (О, а, (О, которые удовлетворяли бы 
условиям

х (0 = А (Ох (0 + / (0 . х  (/,) = )8. (4.24)

& (0 = 4 , »& (0Н2=(?1 (0 , & (0 )=  Ц/,112. 

а, ( 0  = а,-
(4-25)

Будем искать функцию gJ (() в виде

g, ( 0 =т ,  (0 4  (О- (4.26)

Здесь /, (0 — вектор-функция, удовлетворяющая уравнению (4.19), 
а т , (0 — некоторая скалярная функция, подлежащая опреде­
лению.



Поскольку
& ( 0 = т ,  (0/, ( 0 + т ,  (01, (0= - т ,  (¿)А' (*)/, (0+

+ т ,  (0  - А '  (t)gг (/)+— я, (0,
т , (0  т ,

отношение т ^ т ,  определим исходя из равенства (4.25). Дифферен­
цируя, получим

7  (&. &) = 2 (&, ¿,)= 2 (gs, - А '  (t)g1+ — & ) = 0,ё/ \ да, )

откуда
»», (£„ А ,̂)
т , (г„ ?,)

Таким образом, окончательно для определения g1 (/) получаем 
задачу

■ / Л  Л  / Л  I ^А (0 = -  Л (0 & + -----г  Л. (я,. &)-------------------------(4.27)
( 0 = »̂■

Дифференцируя равенство а, (?) = (& (/), х (/)), получим 

а,=(&, *) + (&., х ,)= ( '-Л ,& + (*" ^  * )  +
\ (К.. Вг) )

+ (?„ Л х+ » = у ^ ^  (&,, х) + (£„ У).
£})

Значит, функция ал (/) является решением задачи

■ (&Г< / л<*,=------ г  <*,+(£„./),
\Ях> 8л)

а, (О — я,-
(4.28)

Итак, для решения краевой задачи (4.14) по методу Абрамова 
надо решить от 2 до п — 1 нелинейных задач Коши для определения 
вектор-функций gs (/) и столько же линейных скалярных уравнений 
(4.20) для определения функций а, (/)•

Все эти задачи являются численно устойчивыми, поскольку нор­
мы функций g, (/) не растут. Если же, кроме того, краевые условия 
перенесены так, что и полученная при этом задача (4.24) также 
устойчива, то весь процесс решения краевой задачи окажется чис­
ленно устойчивым.



ПРИ Пр̂ ВИЛЬНОМ пРименении метода Абрамова 
1«шение линейнои краевой задачи численно устойчиво. Поэтому 
можно считать, что для линейных краевых задач существует эффек- 

деленный метод решения. Для других типов краевых задач, 
ти для нелинейных задач или задач с нелинейными кра­

евыми условиями, подобных эффективных методов в настоящее 
время не создано. ^

основании изложенного метода можно создать некоторые
у ^ р Е ^ н ™ 2 ;М2Т]ОДЫ Р®“16™* более общих задач оптимального

1 Д „ ^ “ АТРОВСКОГО ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОГО УЛУЧШЕНИЯ УПРАВЛЕНИИ

Изложим этот метод для задачи Майера:

*  (0 = / (/, х, и), х е К т и е и  а  Кт, ^  т, 
хф ) = х0,
¿(ц) = Ч> (х (7 )) -+ т ш . ^

Здесь Т фиксировано, и  — некоторое выпуклое множество, <р — 
ограниченная снизу непрерывная функция.

К задаче вида (5.1) сводится, например, задача о выводе спут­
ника в заданную фазовую точку г в заданный момент Т. В качестве
Й ^ ш й :аЛЯ МОЖН° В ЭТОМ СЛуЧаС ВЗЯТЬ сумму квадратов от“

« '(* )= £  (г,-х ,С П )2.
¡-I

задачи <51> Л- И- Шатровский* предложил метод 
п̂Равлеш™» который можно описать еле-

Сначала выберем некоторое допустимое управление й (/) и опре­
делим соответствующую ему траекторию х  (/). При этом можно 
наити значение функционала

Пй) = <р (х (Т)). (5 .2 )

Выбор начального приближения выполним на основании опыта или 
дополнительной информации. От успеха выбора начального при­
ближения существенно зависит скорость сходимости алгоритма 

Далее поставим задачу определения таких добавок у (/ )еЛ „  
к управлению и (1), которые уменьшили бы функционал (5.2). Ис-

™ ’ Е Е г 2 £ 7 / , * в м ;  м ф Ж к Г “ 0“  “ ™ *  0™ “ ‘л-



комые улучшенные значения управления и траектории обозначим

так' «, (0= 5  (0 + v (0. (0= * (0+ У (0- (5-3)
Подставим выражения (5.3) в уравнения движения (5.1) и лине­

аризуем эти уравнения в окрестности точки (х, и).

х (t)= f(t, х + у . 5 + v)=/(f, х, й)+ дх (*, ¡¡)
У + Su||(i. й)

V. (5.4)

д1 И
дх (*. й) диЗдесь символы

производных/: 
в точке (5с (0, 5 (0). Обозначим

(*. 2)
обозначают матрицы частных

д4  .= ¿ ( 0 .ЭхЦ(дс. «) (х  ¡)

(5.5)

Заметим что при известных 5 (0 и х (0  матрицы А и В можно 
определить 'как некоторые известные функции времени “ ¡JP“ ™ ”  
А (0  и В (0 не будут зависеть от v (0  и у  (0- Так как х, W
=5(0+> (0 И x ( t ) = f ( t ,  X, и), то из (5.4), используя обозначения
(5.5), получаем . (( )^  (,)у  (,)+ г  (I)v (1). (5.6)

Вычислим значение функционала J  (и).
j  (u) = J ( x + y ) = J  (x) + (grad^ (х), >>; + ••. •

Главная линейная часть 5 J  приращения функционала J  имеет вид
5/=(grad (х), у)= (С, >-). (5'7)

Величина grad ц> (х)_= Сизвестна и может быть найдена, поскольку

ИЗВ?аклм3образом ̂ задача улучшения управления 5 (0  в линейном 
приближении сводится к следующей задаче: наити управление v (0, 
которое минимизировало бы линеиныи функционал

8J=(C, у) W

(5.9)на решениях линейной системы
у  (t)= A  (t)y (t)+B  (0v  (0, У (0)=0.

Для решения задачи (5.8W 5.9) удобно во^ ^ ^ е т с я  
дом сопряженных уравнений. Введем вектор р (i), который является
решением следующей задачи Коши:



Имеет место формула
SJ=  - (С . у  (7))=  ~ (р (Г ),у  (7)). (5.11)

Выражение (5.11) можно вычислить иначе. Для этого найдем произ­
водную скалярного произведения (р (О, у  (/)):

^  (Р (О, У (0) = (Р- У) + (р. у) = (-Л 'р , у)+(р, A y+ B v) =
=(р, -A y + A y + B v ) = (p, Bv). (5.12)

Так как в начальный момент t=0, (р (0), у  (0)) = 0, то, интегрируя
(5.12), получим

т т

6 J = - ( p  (7), у  (7))= -  J ^  (р (0 , у (0)dt=  -  J (р (0 , Bv (t))dt. (5.13)
о о

Если теперь при каждом t (0</<7) выбрать v (t) так, чтобы (р (/), 
Bv (/)) > 0, то ¿У<0 и такая поправка к управлению дает в линейном 
приближении уменьшение функционала J  (и). В качестве v (/) можно 
взять вектор v (¡t) = kB' (t)p (t), где k> 0  — некоторый скаляр. При 
этом, используя свойства скалярного произведения, получим

(р (0, в (t)v (0 )= к  (р (/), в  (t)B ' (t)p (t))=
=k (В' (t)p (о, В' (t)p (o>o.

Подберем теперь число к так, чтобы
щ (0 = м (0+V (0  = « (t) + kB' (t)p (t)e U . (5.14)

Если и (t) не лежит на границе области U, то в силу выпуклости 
области U при всех достаточно малых к можно получить, что 
щ (/) е U. Если же и (t) лежит на границе области U, то также можно 
выбрать маль!е fc>0 такими, чтобы их (t)eU . В том случае, когда 
таких fc>0 не находится, можно доказать, что и (/) является оп­
тимальным управлением.

Итак, алгоритм этого метода состоит из следующих шагов.
Io. Выбирают некоторое начальное допустимое управление 

и (ОбС/и вычисляют соответствующую ему траекторию х  (t). Если 
решение х (t) устойчиво при постоянно действующих возмущениях, 
то его нахождение, например методом Рунге—Кутта, может быть

и векторЪ1 , B ( t )  =
у

И
дх ( Х . и ) ди (i. и)

2°. Вычисляют матрицы А (0  =
С=(егас1ф) |(Я г).

3 . Решают в обратном времени от Т к 0 задачу Коши:
р ( 1 ) = - А '  Ц)р. р (Т )= -С .
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Так как эта задача решается в обратном времени, то для устой­
чивых матриц А (/) отыскание р  (/) осуществляется с высокой точ­
ностью.

4°. Подбирают к так, чтобы
м. (О= 5 (0 + кВ' (ОР (0 е и. (5.15)

Для этого полагают к=к0>0 и проверяют условие (5.15). Если оно
выполнено, то (/) найдено. В противном случае полагают к = -к 0
и процесс повторяют.

5°. Решают задачу Коши
у  (0= А  (ОУ (1) + В  (/)у (0, у  (0) = 0 (5.16)

с найденной в п. 4° поправкой к управлению V (/)= кВ ' (()р (<).
6°. Находят XI (0 из уравнения (5.3) и проверяют условие

/ ( « , ) - ?  (х, (Т ))«Р  (х (Т)) = 7  Ы . (5.17)

Если условие (5.17) выполнено, то управление (/), определя­
емое формулой (5.15), дает уменьшение функционала / (и). В про­
тивном случае полагают «1 (/) = «  (0+~ у (О и снова проверяют 
условие (5.17). Если же оно снова не выполнено, то берут
«1 (0 = ы (/)+- V (/) и так до тех пор, пока условие (5.17) не будет 

4
выполнено.

7°. Значение функционала / (и^ сравнивают с некоторым зара­
нее заданным значением /жп. Если

/(иОСЛоп, (5.18)

то процесс заканчивают, причем щ (/) есть такое допустимое упра­
вление, при котором функционал J  принимает значение, меньшее 
заранее заданного. При невыполнении условия (5.18) найденное 
управление щ (/) берут в качестве нового начального управления
и (() и процесс улучшения повторяют сначала.

Метод Шатровского просто алгоритмизируется, и созданы про­
граммы, реализующие этот метод.

Отметим, что при использовании этого метода получается не 
оптимальное, а  достаточно хорошее допустимое управление. Далее 
управление получают в виде некоторого программного управления, 
а не в виде С-управления.

Изложенный метод можно использовать для систем, в которых 
нужно одновременно оптимизировать некоторые параметры 
и управление, а  также для систем с запаздыванием.



§ 6. МЕТОД ФЕДОРЕНКО СВЕДЕНИЯ К ЗАДАЧЕ 
ЛИНЕЙНОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ

Как и в большинстве других изложенных выше методов, в методе, 
предложенном Р. П. Федоренко, также используются две основные 
процедуры: конечномерная аппроксимация исходной задачи и лине­
аризации. Однако получающаяся при этом на каждом шаге итера­
ционного процесса задача является задачей линейного програм­
мирования.

Для простоты изложим метод Федоренко применительно к зада- . 
че (5.1)

*  (0=/(*. «). хеЯ „, и е и <=. К„, Т, 
х  (0)=х0, (6.1)
J  (и)=<р (х (7 ) ) - » т ш .

Однако потребуем дополнительно, чтобы траектория задачи (6.1) 
удовлетворяла ограничениям вида 

т

| $  ((, х (0, и (0) <1/ = 0 « 0 ) ,  /= 1, ..., г. (6.2)
о

Как и в § 5, возьмем допустимое начальное (опорное) управле­
ние и и определим соответствующую ему опорную траекторию х. 
Далее будем искать поправку к управлению V (/) е Ят, которая 
уменьшала бы значение функционала /, т. е. / (5 + у)</(м). Как 
и в § 5, получим, что V (/) должно быть выбрано так, чтобы

т

<57= -  (* (В' (Ор (О, V (0 ) (й (0  -I- V (/)) е и.
J V (6.3)
о

Выясним теперь, как меняются условия (6.2) при переходе от и (0 
к и (/) + V ({). Имеем

т т

J  Fi (/, х+ у, й + V) <1/ = |* (/, х, ы)<1/+
0 о

т т

' +|№х (/, х, «), у  (0)с1/+|(Жы (/, х, и), V (0)ё/ + 0 (1М|2), 1= 1, ..., к.

о о



Здесь у  (0  — решение задачи (5.16), а и /’ь.еЛ,, — векторы
производных скалярных функций по х и и соответственно. Обо­
значив

т

(/, х, и)=а, (О, Ры (/, х, и)=Ь, (0, |  Я  0, х, £)(!/=/,,
о

получим в линейном приближении равенство 
т т  т

|  я  (/, х+ у, й+ч)<И=/,+1  (а, (0, у  (/))<!/+1  (Ь, (О, V (/))(!*. (6.4)
О 0 0

т

Преобразуем теперь слагаемое (а, (/), у (/))<!/. Определим функ-

✓ ч 0дню г (О как решение задачи

¿/ (0 + А' (/)г, (0  = а, (0, (7) = 0. (6.5)

Так как
т

V

ТО
т

0= [(¿/. ^) + (г,. Л ]^ =

Г т

■■ J [ ( -Л 'г .+ а ,,  у)+ (2„  Л>>+Яу)]с1/= | [(а„ ><)-(-(г,, Яу)]с1/.

Отсюда получаем



Подставляя (6.6) в (6.4), находим, что в линейном приближении
Г т

f  F, (1, х+ у, S+v)dl=/,+ j  (Ь, ( l) -B '  (l)z , (I), V ( 0 ) d l -

~f‘+\

0 
T

(w, (0, v (0 )d i. (6.7)

0
Здесь через и», (/) обозначена функция и», (/) = (О -В ' (¡)г, (0.

Т аки м  образом, в линейном приближении для нахождения по­
правки V (<) для допустимого начального управления и (/) приходим 
к задаче

т

-  Г (В' (Ор (о ,  V (0)<1*-ишп,

(6.8)
т

i + J  (W( (О, v (0 )d/ = 0 (< 0 ), (й (0  + V ( 0 ) е  С/.

О
Сведем задачу (6.8) к задаче линейного программирования. Для 

этого разобьем отрезок [0, 7] на N частей точками ti—(T/N) i, i = 0,
1, ..., N. Далее в качестве начального управления и (/) можно взять 
следующее:

й (i) = u,=conste£7, *е[/„ fl+1], z=0, 1, ..., N — 1.

Поправку v (/) также возьмем в виде
v (f)=v,= const, /<+1], z=0, 1, ..., iV -1 .

При этом каждое v( ищем в виде разложения:

v  J  ,  + <69)V«= L  S‘J*' 
j- 1

Здесь — набор векторов в Rm, л К  — некоторое число, которое 
может быть меньше или больше т .  Числа sjj, s у подберем так, 
чтобы (5 (/) + v (/)) в U. Подбор чисел s~j и Sy, а также векторов
i  выполняется несложно. Подставляя выражение (6.9) в соотноше­
ние (6.8), получим



~Е Е *0 Г (В'(Ор (0, ¿)й*-+тш,
У-1 1-0 J >ц

и
'<+1

//+Е Ё % (* (*|(/),̂ с1/=о «о),
У-1 ¿«0 Л

и
я и

Задачу (6.10) можно переписать таким образом:
К ЛГ-1
X £ (А</, 5у)-*шт,
>-1 (-0 *и

ЛГ У— |
У/+Е И (н'/у. %)=о (<о),

>1 1-0

/=о, 1, . . . ,  л г - 1,у = 1, . . . , л :./= 1 ......

Здесь использованы обозначения
'<+1

к = -  |  (ВЧОРО), Ми
и 

'/+1

Пщ= |* О/ (/), г')«!/.

(6.11)

Следовательно, задача построения улучшения управления \ (/) сво­
дится к задаче линейного программирования (6.11), в которой ис­
комыми являются переменные ¿у. Размерность задачи (6.11) равна 
.ДОЛГ, а количество ограничений равно 2ЫК+к. Ввиду наличия тако­
го большого числа ограничений, в особенности ограничений типа 
неравенств, решать задачу (6.11) с помощью стандартной процеду­
ры симплекс-метода неудобно. Р. П. Федоренко разработал специ­
альную итерационную процедуру решения задач линейного про­
граммирования, специально ориентированную на задачи типа
(6.11).

Итак, для решения задача оптимального управления методом 
Федоренко нужно на каждом шаге итерационного процесса запи- 
550



сать и решить задачу лннейного программирования (6.11), постро­
ить поправку управления V (*) и поправку траектории у_0), а затем 
перейти к следующему шагу итераций, в котором и (0  и х (/) 
заменяются на ы (/) +V (/) и х  (/)+> (О-

Более подробно с методом Федоренко и с вычислительными 
особенностями его реализации можно познакомиться в [20].

Основные результаты ■ формулы главы XV

Сведение к задаче нелинейного программирования задач оптимального управ­
ления приводит к задачам высокой размерности, решение которых затрудни­
тельно.

Сведение к краевой задаче производится на основе классического вариационного 
исчисления или принципа максимума Понтрягина.

Метод иеревос» краевых условий для многоточечной краевой задачи

Метод Федоренко сводит нахождение оптимального управления к решению 
задачи линейного программирования

х  (0 = л  (0 * (0 + / ( 0 .

описывается уравнениями
I, (0=  - л '  (1)1,0), I, ( /,)= /„  

«Л0 = & ('),/ «),

Метод Абрамова описывается уравнениями

8х (0> &г (О —

Метод Шатровского для задачи

х  (|)»/(1, X, и), х  (0)=х0, У (и) = <р (х (7))->тт
меС/

описывается такой последовательностью действий:

, ВО) ( гА\ди)(х. и)
С=(£гаЛ(р) |(;.

\дх/(х, й)

б) Р (0=  -Л '  0)р  (/), р ( Т ) = * - С ,

в) «1 (')=(“ {г)+кВ' (0 р  (0)6 ^.

г) у  (1) = А (1)у (1) + к В  (г) В'  0 )р  (I), у  (0)=0.

д) х, ( 0 = х  (0+У (0 -



Е  Е  !П  (В ' (')/> ('). в )<!<-»пип, 
7 -1  1-0 ■» *ц

Ч4+1 
К N -1 г

/<+Е Е *0 (**'<(0, е)<1/=0«0),
У-1 /-0 ■»

Упражнения 
к  четвертой части

Предлагаемые ниже задачи рассчитаны на то, что при их решении будет исполь­
зоваться вычислительная техника. Тип ЭВМ и используемые стандартные програм­
мы могут быть различными, и их выбор определяется имеющимися возможностями. 
Трудоемкость решения задач весьма велика, и поэтому они могут предлагаться 
в качестве курсовых и дипломных работ. Описанные в задачах модели близки 
к реально используемым в практике, цифровые данные совпадают с данными, 
используемыми в реальных приложениях.

1. Исследовать на устойчивость матрицу А (р), зависящую от скалярного пара­
метра р, который изменяется от 0,5 до 1.

Матрица А (р) имеет вид

А(р) =

где
12 1,1.0,8065,* (1,5-р) _  22.0,8065/»2 (1,5—р)

а (8.6) = ------------- ; а (8.7)=-------------------------; а (8.8)= ----------------------- .
2,48-1,48/» 1-0,5968/» 1-0,5968/»

а) Выбрав какое-либо значение параметра р, исследовать устойчивость получен­
ной матрицы.

б) Исследовать устойчивость всего семейства матриц А (р), используя теорему 
Харитонова (см. теорему 5.5 из гл. I).

2. Исследовать численно влияние малых неконтролируемых возмущающих мо­
ментов (« = 1, 2, 3) на поведение осесимметричного космического аппарата. 
Уравнения движения КА имеют вид (см. с. 218)

А - С  М\ (/) С - А  М2 (/) А/3(0 
*1= ------ *2*ЗН--------- . *2 = ------- *1*зН--------. *3= -------. А>С.

А А А А С

Промоделировать различные виды возмущений, в том числе и случайные.
3. Модель Марчука в иммунологии*. Для описания процесса развития вирусных 

заболеваний Г. И. Марчук предложил следующую модель:

 ̂ 0 850 0 0 0 0 0 0
-850 -1 20 -4100 0 0 0 0 0

33 0 -33 0 -700 0 0 0
0 0 0 0 1400 0 0 0
0 0 1600 -450 -1 10 0 0 0
0 0 0 81 0 - 1 0 -900
0 0 0 0 0 0 0 110

< о 0 0 0 0 а (8.6) я (8.7) а (8.8)

"'Марчук Г. И. Математические модели в иммунологри. — М.: Наука, 1980.



?(0 -(A ,-A 2F (0 )K (0 ,
£(0«{ W¥(<-t) v ( t - x ) - h A (c w-i),
J> (О-A s (C ( t ) - F  (t))—hfF  (О V  (iГ), 
m (t)i*h jV (t)-hgm  (O, l> 0 ,
K(0 = 0, « 0 ,  F(0)=1<T6, C (0)-1 , m (0)-0,
F (0 -1 , « 0 .

Здесь К (0 — количество вирусов определенного типа в организме; F  (/) — количест­
во антител; С (0 — количество плазматических клеток; т  (/) — некоторая харак­
теристика ослабления организма в процессе болезни; т — зап азды ван и е , связанное 
с тем, что реакция организма на попадание вируса происходит не мгновенно. 
Функция { (т) имеет вид

{1, 0<т<0,1;
jq Эта модель позволяет, изменяя коэффициенты h\......

(1-m )—, ОД

Ag, моделировать любые состояния организма: устойчивое здоровье, неустойчивое 
здоровье, острое заболевание, хроническое заболевание и т. д. Численно промодели­
ровать различные характеры течения болезни, выбирая разные значения параметров 
А], ..., Л8. В качестве примера взять значения т=0,5, At =2, А2—0,8, Л3 = 10 , /14= 0,5, 
А5=0Д7, А6=8, Ag=0,12. Значение А7 взять равным 10,100 и 300.

Дать интерпретацию полученных результатов.
4. Линейная задача быстродействия для системы третьего порядка [20, с. 227— 

233]. Управляемая система описывается уравнениями xi=x2, х2=хз, хз = и, М<1,
xi (0)=х2 (0)=хз (0)=0. Требуется найти управление и (г), минимизирующее время 
Т перевода системы в конечное состояние x¡ (7) = 1, х2 (7)=0, х3 (Т)= 0 .

Записать краевую задачу принципа максимума и решить ее.
5. Найти решения'следующих краевых задач:
а) х (0 - х  (0 +Юх3 (Г) + /2, х (0)= х  (1)= 0;
б) х (0 = *(0 + *2 (0, х(0)=0, х (1) = 2;
в) x (0  = íx» (0 , х (0)= 0, * (1) = 1.

6. Найти оптимальное управление движением двухзвенного манипулятора (см. 
с. 234), уравнения движения которого имеют вид

(/i +m2L2)<pi = ui — u2, ¡2<р2 = “2, h  = 50, m2=3, L=6,  /2=30.
Критерий качества взять в виде

00

(ф̂  + Ф2 + и1 + 10“5<1Л 
0

7. Для системы управления манипулятора, найденной в предыдущей задаче, 
определить, является ли замкнутая система устойчивой, и найти собственные значе­
ния замкнутой системы.

8. Задача о вертикальном подъеме ракеты-зонда. Движение ракеты-зонда описы­
вается уравнениями

х, = —и, х2=х3, х3= -£ Н -----— [Vu—Ce VX3Wx* (0],
*1 (0

7 (“) = í



Здесь х х (I) — переменная масса ракеты; х2 (0 — высота подъема; хъ (/) — верти­
кальная скорость ракеты, V  — постоянная реактивная тяга; %, С, у — некоторые 
постоянные, характеризующие силу тяготения, аэродинамическое сопротивление 
н убывание плотности воздуха с высотой. Числовые значения постоянных таковы: 
# “ 0,01, К - 2,0, С-0,05, у»=0,01.

Найти управление и (0, которое обеспечивало бы максимальную высоту подъ­
ема х г (Т) при сохранении заданного запаса годочего *1 (7), т. е. х2 (7)->тах, 
*1 (Г)=0,2.

9. Летательный аппарат (ЛА), рассматриваемый как твердое тело, может быть 
описан следующим образом:

х=Ах+Ьи,  х е Л 3, и е Я и у ^ С 'х ,  у е Я и е = у —ут.

Здесь приняты следующие обозначения: и — управление рулями высоты, рад у  — 
вертикальное ускорение, м/с2 (аг на рис. У.1); дс| — скорость тангажа, рад/с (д на рис. 
У.1), *2 — уг°л атаки, рад (Да на рис. У.1); *з — угол руля высоты, рад (Ац на рис. 
У-1); Ут — желательное вертикальное ускорение; е — разность между выходом 
У я ут.

Рис. У.1. Летательный аппарат Рис. У.2. Каскад из четырех перевернутых 
и его параметры маятников

Требуется найти управление вида и=*и(х{), которое удовлетворяло бы следу­
ющим требованиям;

а) перерегулирование по выходу у  не должно превышать 10%, а ошибка в уста­
новившемся режиме не должна превышать 15%;

б) угол руля высоты х ъ должен быть ограничен 1/3 рад; |дс3|<1/3, а скорость его 
изменения не должна превышать 100 рад/с; |х3|<100 рад/с.

Требования а) и б) должны выполняться для 10 заданных условий полета, 
которые зависят от числа Маха, высоты полета и массы ЛА.

Матрица А и векторы А и с имеют вид

Различным условиям полета соответствуют следующие значения ау и с(, которые 
приведены в табл. У.1.



10. Для каждого из 10 режимов полета ДА проверить управляемость и наблюда­
емость системы управления из предыдущей задачи.

Таблица У.1

Высота 0 (м)

Число
Маха 0,8 1,6 2,5

«И -0,327 -0,391 -0,698 -0,738 - 0,886
"12 -63,94 -130,29 — 619,27 -651,57 -1068,85
«22 - 1,0 -1,42 -2,27 -2,75 -3,38
«13 -155,96 -186,5 -552,9 -604,18 -1004,39
°23 -0,237 -0,337 -0,429 -0,532 -0,582
С\ 0,326 0,35 0,65 0,66 0,79

-208,5 -272,38 -651,11 -813,64 -1926,45
с3 90,93 75,06 283,44 250,5 402,96

Продолжение табл. У.1

Высота 1200 (м) *
Число
Маха 2,0 3,0 4,0

«11 -1,364 -0,333 -0,337 -0,369 -0,402
012 -92,82 -163,24 -224,03 -253,71 -277,2
022 -4,68 - 0,666 -0,663 -0,80 -0,884
Я13 -128,46 -153,32 -228,72 -249,87 -419,35
а23 -0,087 -0,124 - 0,112 -0,135 -0,166
С\ 1,36 0,298 0,319 0,33 0,36
сг -184,26 -247,75 -375,75 -500,59 -796,18
с3 76,43 63,77 117,4 103,76 178,59

11. Стабилизация системы из перевернутых маятников. Рассмотрим систему из 
четырех перевернутых маятников, изображенную на рис. У.2. Линейная модель 
такой системы описывается уравнениями

*<=А1х,+В1и1, У1 = С1Х1, /=1, 2, 3,4.

Входные переменные у, = 01 — углы отклонения в узлах, управления и, — моменты 
в узлах каскада. Требуется построить управления, которые стабилизировали бы углы 
О/ около положения равновесия 0(=О (/«1, 2, 3, 4).

Исследовать влияние неизмеряемых возмущений на такую систему. Для случая, 
когда все массы /и,=1 кг и все длины /,= 1 м, числовые значения матриц А/,
5, и С( (/= 1, 2, 3, 4) приведены ниже (здесь через $ обозначено ускорение силы 
тяжести, равное #=9,8 м/с2):



. с2.
/1 о о 0\ 
\0 1 о о/

А 3>

0 0 0 1 0 0  \
/  0

0 0 \
0 0 0 0 1 0 » 0 0
0 0 0 0 0 1 , 0 0 0
з g - 2 g -3 .6 E - 16 0 0 0 10 -16 6

з g 4g g ООО 1i -1 4 29 -2 1
0 - 2 2 ООО / \  4 -16 24

Съ-

1 о о о о о\
0 10 0 0 0 I
О О 1 о о о /

0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0
4* 3 g 0 0 0 0 0
4g 6g 2g 3.63E16 0 0 0
4.35E15 3 g 4g g 0 0 0
0 0 2g 2g 0 0 0

я4=—
24

О 
42

60

\ "\8,5Е15



1 0  0 0 0 0 0 0 
0 1 0  0 0 0 0 0 
0 0 1 0  0 0 0 0 
0 0 0 1 0  0 0 0

Е - Ь ■ю'.

12. Проверить управляемость систе­
мы из четырех перевернутых маятников, 
описанную в предыдущей задаче.

13. Бинарная дистилляционная колон­
на с % камерами изображена на рис. У.З. 
Линеаризованная модель этой системы 
имеет три входа и три выхода и одно 
возмущающее воздействие:

хАхВиР*>\, уСх, 
х  Лп , у  Яъ, и Л3, н-. Я,.

Рис. У.З. Бинарная дистилляционная 
колонна с переменным давлением

Здесь X] — концентрация легкой фракции 
в холодильнике; х г — концентрация лег­
кой фракции в камере № 2; ...; х9 — кон­
центрация легкой фракции в камере № 9; 
хю — концентрация легкой фракции в на­
гревателе; XI1 — давление; у \ — концент­
рация легкой фракции в нижнем продукте; 
у2 — концентрация легкой фракции
в верхнем продукте; уз — давление; и\ — температура нагревателя; и2 — температу­
ра холодильника; м3 — управляемый обратный поток; — изменение концентра­
ции исходной смеси.

Требуется найти закон управления для регулирования изменения трех выходов 
Уи У2  и уъ, возникающих в результате действия неконтролируемого возмущения и>1, 
н>! (01, г0. Цель управления состоит в том, чтобы как можно быстрее свести к нулю 
изменения >>1, у 2 и >>3. При этом на управления наложены ограничения щ 0)2,5, 
и2 (02,5, иъ (00,30, 10.

Матрицы А, В, С и .Р имеют следующий вид:

-14 4,3 0 0 0 0 0 0 0 0 0
9,5 -13,8 4,6 0 0 0 0 0 0 0 0,5
0 9,5 -14,1 6,3 0 0 0 0 0 0 0,2
0 0 9,5 -15,8 и 0 0 0 0 0 0
0 0 0 9,5 -31,2 15 0 0 0 0 0
0 0 0 0 20,2 — 35,2 22 0 0 0 0
0 0 0 0 0 20,2 —42,2 28 0 0 0
0 0 0 0 0 0 20,2 —48,2 37 0 0,2
0 0 0 0 0 0 0 20,2 — 57,2 42 0,5
0 0 0 0 0 0 0 0 20,2 -48,3 0,5
25,5 0 0 0 0 0 0 0 0 25,5 -1 8 ,5



/ 0 0 0 1

f 5 -4 0 2500

2 -2 0 5000

1 -1 0 5000

0 0 5000

0 0 5000

- 5 10 5000

-1 0 30 3000

-4 0 5 2500

-2 0 2 2500

460 460 0

14. Проверить управляемость и наблюдаемость системы управления из пре­
дыдущей задачи.

15. Управление боковым движением автобуса. Задача состоит в построении зако­
на автоматического управления боковым движением автобуса под действием неко­
торых неопределенных факторов.

Линеаризованная модель бокового движения автобуса описывается уравнениями
х= Л  (ад, Чг)х+Ьи, хеЯ , ,  ueR¡, у*=с'х, yeR^.

Переменные в модели имеют следующий смысл (рис. У.4): Xj«« — угол сколь­
жения в центре масс автобуса; хг —* — скорость сноса; хэ=</— отклонение центра 
масс автобуса от направления движения; х*—е — угол сноса; х $**/> — угол поворота 
передних колес; — усилие на гидравлическом приводе поворота передних колес; 
у  — отклонение переднего датчика автобуса от направления движения; ад = l/v — 
величина, обратная скорости движения автобуса; — отношение коэффициен­
та трения к массе автобуса.

Матрицы А, b и с имеют вид
(а\\ «12 0 0 ад5\

«21 «22 0 0 Й25
1/ад 0 0 1 /ад 0 
0 1 0  0 0 
0 0 0 0 0,

где
«11” -2ад92 («5/-+ ¿*)> «i2“ - l -2í í ?2 (¿У/—¿д/д). 
«21“ -2^2 «22“ —2ад02
«15_2íl92¿F. «25“ 2Чг^Иг/С.



Рис. У.4. Схема бокового движения автобуса; О — центр масс авто­
буса, Л — место закрепления переднего датчика

Параметры автобуса таковы: /,=6,12 м — расстояние от переднего датчика до 
центра масс, /^= 3,67 м — расстояние от переднего вала до центра масс; /д = 
= 1,93 м — расстояние от заднего вала до центра масс; ¿¿г=99 кН/рад — коэффици­
ент боковой силы сноса, действующей на передние колеса; ¿д=235 кН/рад — 
коэффициент боковой силы сноса, действующей на задние колеса; С= 0/ т  = 10,86 м2; 
в — момент инерции автобуса по отношению к вертикальной оси, проходящей через 
центр масс; т  — масса автобуса.

Часть параметров автобуса не определена и в зависимости от условий движения 
может изменяться в следующих пределах: 0,5 (при мокрой дороге) < /1<1 (при сухой 
дороге); 9,55 т</и<16 т; 1 м/с<у<20 м/с.

Требуется построить закон управления, который минимизировал бы (в некото­
ром смысле) рассогласование е (/) между движением у  (/) и заданным движением 
УЫ (0, « (О =У (О-Уг* (<)■

Движение у ^  (<) определяется из уравнения

При этом условия комфортности для пас­
сажиров автобуса и технические требования 
приводят к следующим ограничениям:

N<7,5 рад/с, 
у=у*/, |у (н'-н>геГ)|<4 м/с2, (Д| <40°,

|0| <23 град/с.
Качество закона управления необходимо 

проверить в трех типичных ситуациях:
а) переход от начального состояния 

х, (0)=дс2 (0)= * 4 (0)=х5 (0)=0, х 3 (0)=0,15 
к нулевому конечному состоянию. Это соответ­
ствует начальному параллельному сдвигу 
в 15 см от направления движения;

б) переход от прямолинейного движения на поворот с постоянным радиусом 
400 м;

в) заезд на узкую стоянку. Этому движению соответствует график и ^ , 
приведенный на рис. У.5.

Рис. У.5. Требуемая угловая ско­
рость движения автобуса при 
заездах на стоянку, й  — длина пу­

ти (в метрах)
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Канонический вид линейной нестацио­
нарной системы 230, 231

---------- стационарной системы
228 — 230, 257

Квадратичный функционал 110 
Квазилинейная система 284 
Константа Ляпунова 45 
Контрольные члены 504 
Корреляционная матрица случайного 

процесса 71, 98 
Критерий качества 108, 128, 292, 342, 

377, 378
— Льенара — Шипара 33
— Матросова 26, 65
— Михайлова 34, 66
— наблюдаемости Хаутуса 239
— Рауса — Гурвица 32, 65, 476
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---------- стационарной системы 222 —

224, 256 
------ Хаутуса 231, 232, 256
— устойчивости линейной стационар­

ной системы 31, 32
QR-алгоритм 473 — 476, 482 — 484, 

489, 490, 494

Лемма Гронуолла — Беллмана 41, 66
— об измеримом выборе 307 
Линейная система 108 
Линейно-квадратичная задача 137 
 нестационарная 278, 279
— —, общая постановка 137 — 148, 

159
------ , оптимальное сочетание управле­

ния и наблюдения 455 — 457
------ , решение методом динамического

программирования 266, 267
------ стационарная 278, 279, 299
------ стохастическая 353 — 362, 377 —

379
------ , численные методы решения

487 — 490, 521 — 528 
Логистическое уравнение 102, 103 
Локальная погрешность метода 496 
Ляпуновская задача 116

Марковские диффузионные процессы 
81 — 83 

Марковское управление 340 
Матрица Гурвица 32
— линейной многомерной системы 251
— монодромии 43
— состава измерений 236
— управляемости 222 
Матричное уравнение Бернулли 140 
—— - Ляпунова 47 — 50
------ Риккати 139 — 143, 159
Метод Абрамова 541 — 543, 551
— Гира 520
— динамического программирования 

258 — 301, 343 — 352



— «замороженных» коэффициентов 39
— Зубова 477, 478, 494
— Крылова 470, 471
— Леверрье 471
— линеаризации 52
— матричной сигнум-функции 481, 482, 

494
— множителей Лагранжа 148 — 151
— Ньютона 533, 534
— переноса краевых условий 539 — 

541, 551
— последовательных приближений 142, 

143, 279, 280, 354, 370 — 377, 405 — 
408

— рядов 479, 480, 494
— типа Рунге — Кутга 496, 497, 518, 

519
— установления 281, 282
— Шатровского 543 — 546, 551
— штрафных функций 167
— Федоренко 547 — 552
— Эйлера 496, 528
— Якоби 473
Минимизируемый функционал 108, 128,

342, 377
Минимизирующая последовательность 

управлений 303 
Многошаговые методы 505 — 514, 529 
Множество управляемости 220 — 222 
Модель Кушинга 196
— Лотки —г Вольтерра 198, 199
— Мальтуса 195
— Марчука 552, 553
— Моно 200
— Хатчинсона 196 
Мультипликатор Флоке 43

Наблюдаемая система 238 
Наблюдаемость линейных систем 238, 

257
Наблюдатель 243
— полного порядка 243, 244, 257
— пониженного порядка (Люенберге- 

ра) 246, 257
Наилучшая в среднеквадратическом 

смысле оценка 409 
Невозмущенное решение 147 
Нелинейная фильтрация 430 — 432 
Непрерывная система 5 
Непрерывное уравнение Ляпунова 478 
Неравенство Бажевского 40
— Коши — Буняковского 131
— Чебышева 88
Неустойчивое по Ляпунову решение 11
Область притяжения 13 
Обновляющий процесс 349 
Обратное уравнение Колмогорова 82, 

83

Общая многошаговая формула 505, 528, 
529

Ограничения на траекторию 111, 112, 
128

------ управление 114, 115, 128, 129,
339 — 342, 377 

Одношаговые методы 496 — 505, 528 
Оператор сдвига 43
Оптимальная совокупность парамет­

ров 116
Оптимально стабилизирующее управле­

ние 269
Оптимальный вылов популяции 202 
Особое оптимальное управление 312 
Оценки погрешностей многошаговых 

методов 513, 529
------ одношаговых методов 501, 502,

503, 528
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183, 209
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-------------- со свободным правым кон­

цом 173, 174, 209
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Производящий оператор марковского 

процесса 82, 83 
Процесс броуновского движения 71 
Псевдообратная матрица 485 
П-регулятор 54, 469 
П-управление 112, 340, 358, 359 
p-устойчивое решение 87

Равномерная асимптотическая устойчи­
вость 14, 61

— устойчивость 61
---- —по вероятности 88
---------- начальному моменту 11
Разностная формула 505



Регулярная часть решения 515 
Регулятор прямого действия 113
— температуры 112,113 
Робастная устойчивость 37, 38, 65

Связка интегралов 21 
Сигнум-функция от матрицы 481 
Сильно устойчивая по Даль свисту мно­

гошаговая формула 513, 529 
Сингулярно возмущенная задача 119
------ система 514
Сингулярные числа матрицы 485 
Система с последействием 5, 13
------ распределенными параметрами 5
Скалярное наблюдение в скалярной си­

стеме 450 — 453 
Скользящие оптимальные режимы 

324 — 331
Слабая устойчивость по вероятности 87 
Случайный процесс 70 
Стабилизация динамических систем

268 — 278
— квазилинейных систем 283 — 291
— линейных систем 278 — 283, 299, 

487 — 493, 527, 528
— стохастических систем 368, 369, 378, 

379
Стабилизирующее управление 268, 484 
Стационарное уравнение 51 
Степень формулы 497, 506, 529 
Стохастическая система 5 
Стохастический дифференциал 18
— интеграл 74 
 Ито 74, 98
------ Стратоновича 74, 98
Стохастическое дифференциальное урав­

нение 73, 74 
С-управление 112, 260 — 262, 340, 521, 

522
Сходимость в среднеквадратическом 74

Теорема Беллмана 42, 66
— Марачкова 18
— Ляпунова вторая 17, 18, 65 
 первая 16, 17, 65
------ об устойчивости по первому при­

ближению 51, 66
— о каноническом виде линейной стаци­

онарной системы 228, 229, 257
------ множителях Лагранжа 148, 149
------ связи между функцией и уравнени­

ем Беллмана 350, 351
— об асимптотической устойчивости 

линейной нестационарной 
системы 40, 41

------ оптимальном импульсном законе
наблюдения 442 — 446

онарной системы 225, 226, 256
------ устойчивости линейной системы

10
---------- одноконтурной САР 37
------ — периодической системы 44 '
— Персидского 17
— Румянцева 29, 65
— Стодолы 32
— существования и единственности ре­

шения уравнения Ито 81, 82, 99
— Флоке 43, 66
— Харитонова 38
— Четаева 19, 65
Теоремы Барбашина — Красовского 18,

19, 25, 65
— Дальквиста 513, 514
— Матросова 26 — 28, 65
— о вырожденных функциях Ляпуно­

ва 58 — 60, 66
------ матричных уравнениях Ляпуно­

ва 48 — 50, 66 
------ наблюдаемости линейных си­

стем 239, 257 
------ необходимых условиях оптималь­

ности 132 — 135, 164, 173 
------ существовании стабилизирующе­

го управления в ЛК-задаче 279, 280
------ точках переключения 211 — 213,

256
— об оптимальной стабилизации

269 — 274, 364 — 369
------ устойчивости дискретных си­

стем 62 — 64, 66
----------  стохастических систем

89 — 91
— Хасьминского 89 — 91, 99 
Точка переключения управления 211 
Точные методы 469 — 473, 494

Управление по принципу обратной свя­
зи 112

— помехой при наблюдении за мате­
риальной точкой 453, 454

— системой «хищник — жертва» 201 — 
208

— численностью народонаселения 203 
Управляемая система 222 
Управляемость линейных нестационар­

ных систем 225 — 228, 256
------ стационарных систем 222 — 225,

231, 232, 256, 486, 487 
Уравнение Беллмана 260, 347, 349, 350, 

377, 378, 405, 406
— Ван- дер-Поля 101
— в конечных разностях 61
— Винера — Хопфа 412, 432



— Гудвина 103
— Ито 75, 76, 98
— Колмогорова — Чепмена 346
— Льенара 102
— Матье 45
— первого приближения 50
— с последействием 340
— Стратоновича 75, 98
— Ферхюльста 195
— Эйлера 148, 159 
Уравнения Крылова 20, 21
— Мещерского 125
— фильтра Калмана 420, 432
— эволюции системы 107, 128, 339, 377
— Эйлера движения твердого тела 23, 

108
Условие Келли 314
— Маиевского — Крылова 22
— максимальности 176
— общности положения 211, 256 
Условия дополняющей нежесткости 149,

160, 176
— Коппа — Мойера 314
— на подвижные концы 149, 159, 176
— неположительности 149, 160, 176
— стационарности 149, 159
— трансверсальности 148, 159, 176 
Устойчивая матрица 32
— по Дальквисту многошаговая фор­

мула 512, 529
Устойчивость 6
— в среднеквадратическом 88
— по вероятности 88
---------- движений спутника 95 — 97

------ заданным переменным 63
------ Ляпунову 9 — 11, 57
— — части переменных 28, 29
— при постоянно действующих возму­

щениях 15
Устойчивый многочлен 32

Фильтр Калмана 247, 417 — 433 
Форма Шура матрицы 474 
Формула Гилла 499
— Ито 78, 99
— коррекции по Милну 509
— Коши 131
— прогноза по Милну 509
— Рунге — Кутта 497, 528
— Рунге — Кутта — Фельдберга 504
— «3/8» 499
Формулы Адамаса 507, 508, 529
— Бутчера 514
— Милна 509, 529
— типа Рунге — Кутта 497, 498, 528
— Штермера 508
Функция Беллмана 258, 259, 299, 344, 

349 — 352, 377, 379
— Ляпунова 15 
/■устойчивое решение 58, 60, 61
дс-устойчивое решение 29
Четеринг-режим 318 
Численно устойчивая многошаговая 

формула 512

Эволюционная система 5 
Экспоненциальная устойчивость 14, 15, 

87
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