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П р е д и с л о в и е

Первое издание учебника для техникумов «Матема­
тическая статистика» под редакцией проф. А. М. Длина 
вышло в 1975 г.

В настоящее издание добавлены две главы: «Регрес­
сионный анализ» и «Планирование эксперимента». 
Включен ряд новых тем: «Понятие о системе случайных 
величин», «Двумерное нормальное распределение», 
«Оценка значимости коэффициентов регрессии», «Фак­
торный анализ» и т. д.; во многие параграфы внесены 
существенные изменения и уточнения.

В основу настоящего учебника, как и в основу учеб­
ника, вышедшего в 1975 г., положены методические прин­
ципы преподавания курса математической статистики, 
разработанные проф. А. М. Длнном.

Введение, гл. 1, 12, 13 написаны В. Н. Калининой, 
гл. 2—4 — В. М. Ивановой, гл. 5—7 и 11— Л. А. Нешу­
мовой, гл. 8— 10 — И. О. Решетниковой.

Авторы выражают благодарность Л. И. Трошину за 
рецензирование рукописи книги. Сделаные им замечания 
способствовали улучшению ее содержания. Авторы так­
же будут признательны всем, кто пришлет свои крити­
ческие замечания и пожелания, направленные на улуч­
шение книги.

Авторы



В в е д е н и е

Цель каждой науки — познание некоторых общих за ­
кономерностей, позволяющих предвидеть течение явле­
ний и выбирать рациональные пути поведения в типич­
ных ситуациях.

В основе научных знаний лежит наблюдение. Однако 
единичное наблюдение может нести много особенностей, 
свойственных только наблюдаемому единичному объекту 
и не отражать общей природы интересующего исследо­
вателя явления. Д ля обнаружения общей закономерности, 
которой подчиняется явление, необходимо многократно 
его наблюдать в одинаковых условиях. Чем это вызвано 
и что понимать под одинаковыми условиями?

Как известно, все явления окружающего мира взаим­
но связаны и влияют одно на другое. Каждое наблюдае­
мое явление связано причинной зависимостью с бесчис­
ленным множеством других явлений, и течение его зави­
сит от бесчисленного множества факторов. Проследить 
все это бесконечное множество связей и определить дей­
ствие каждой из них невозможно. Поэтому ограничива­
ются изучением влияния лишь основных факторов, оп­
ределяющих течение явления. При выяснении закономер­
ностей этого влияния желательно, чтобы все прочие 
факторы от наблюдения к наблюдению сохранялись неиз­
менными, но это также невозможно. Удается зафикси­
ровать значения лишь некоторых контролируемых фак­
торов. Под одинаковыми условиями наблюдений и пони­
мается соблюдение во всех наблюдениях практически 
одинаковых значений контролируемых факторов.

Рассмотрим пример. Станок, хорошо отлаженный в 
начале работы, со временем теряет настройку, что при­
водит к ухудшению качества обработки изделий; к ухуд­
шению качества приводит также и затупление режущего 
инструмента. Поставлена з а д а ч а — угадать момент, ког­
да следует остановить.станок и провести его подналад- 
ку или сменить инструмент. Единственный способ опре­
деления этого момента — проверка качества нзготовлен-
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ных изделий. Наблюдение показало, что качество ухуд­
шается после 2 ч работы режущего инструмента. Можно 
ли, основываясь на единственном наблюдении, планиро­
вать остановку станка по истечении 2 ч работы инстру­
мента? Очевидно, нет. Для получения обоснованных вы­
водов необходимы сведения по большему числу наблю­
дений, которые следует проводить в одинаковых условиях 
(должны быть одинаковыми качество режущих инстру­
ментов, заготовок и прочие контролируемые факторы). 
Как организовать сбор сведений? Сколько должно быть 
проведено наблюдений? Как обработать результаты на­
блюдений и сделать обоснованные практические выво­
ды? Эти вопросы встают перед исследователем. Полу­
чить на них ответ позволяет специальный раздел мате­
матики — математическая статистика.

Рассмотрим еще один пример. Исследователя интере­
сует зависимость урожайности от количества внесенных 
удобрений и качества обработки почвы. Д ля выяснения 
этой зависимости собраны сведения об урожайности, 
количестве внесенных удобрений и качестве обработки 
по достаточно большому числу одинаковых участков 
(с одинаковыми почвами, климатическими условиями, 
организацией работы по сбору урожая и т .д .) .  Как, ис­
пользуя эти сведения, количественно оценить зависи­
мость урожайности от количества внесенных удобрений 
и качества обработки почвы и использовать ее для пред­
видения урожайности? На этот вопрос также дает ответ 
математическая статистика.

Итак, при изучении законов явлений можно зафикси­
ровать на постоянном уровне лишь контролируемые ф ак­
торы. Значения же неконтролируемых факторов от на­
блюдения к наблюдению меняются. Поэтому в любом 
реальном явлении всегда наблюдаются отклонения от 
существующих закономерностей. В этом смысле законо­
мерность любого явления значительно «беднее», уже 
самого явления и не может характеризовать явление во 
всей полноте и многообразии. Наблюдаемые отклонения 
от закономерностей случайны: в одном наблюдении от­
клонение меньше, в другом — больше; предвидеть, ка­
ково отклонение в единичном наблюдении, нельзя.

Наблюдаемые в реальном явлении отклонения от за ­
кономерности, вызываемые совместным действием бес­
численного множества неучтенных факторов, представля­
ют собой случайные явления. Какова роль случайных
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явлений, случайных отклонений от закономерностей? 
Следует ли изучать их? В некоторых явлениях случайные 
отклонения от закономерностей настолько малы, что их 
можно не учитывать. Так обстоит дело со многими за-

* конами, известными из школьного курса физики и хи­
мии, например, законами Бойля — Мариотта, Гей-Люса- 
ка, Паскаля. При выполнении сформулированных в за ­
конах условий отклонения от этих законов практически 
отсутствуют. Есть и такие явления, в которых вообще 
невозможно подметить закономерностей, в которых слу­
чайность играет основную роль. Примером такого явле­
ния может служить движение малой частицы твердого 
вещества, взвешенной в жидкости (так называемое бро­
уновское движение). Под действием толчков огромного 
количества движущихся молекул жидкости частица дви­
жется беспорядочно, без всякой видимой закономерно­
сти. В таких'явлениях сама случайность является зако­
номерностью.

При многократном наблюдении ряда случайных явле­
ний в них самих можно заметить определенные законо­
мерности. Изучив эти закономерности, человек получает 
возможность в определенном смысле управлять случай­
ными явлениями, предвидеть их. Примером таких слу­
чайных явлений служат погрешности измерений. Изме­
ряя один и тот же предмет, например взвешивая его на 
аналитических весах много раз, всегда получают близ­
кие, но все же различные результаты. Это объясняется 
тем, что результат каждого измерения содержит случай­
ную погрешность. Предвидеть эту погрешность, а следо­
вательно, и результат каждого конкретного измерения 
нельзя. Однако если определенным образом системати­
зировать результаты измерений, то окажется, что в их 
изменении можно увидеть некоторую закономерность. 
Изучение этой закономерности по-прежнему не дает воз­
можности предсказать результат единичного измерения, 
но позволяет, например, предвидеть в среднем результат 
серии измерений (а это уже немало!).

Из сказанного ясно, что изучению подлежат только 
такие случайные явления, которые можно, по крайней 
мере принципиально, наблюдать практически неограни­
ченное число раз. Такие случайные явления называют 
массовыми . При этом наибольший интерес представля­
ют массовые случайные явления, обладающие опреде­
ленными закономерностями.
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Математическая статистика — это раздел математи­
ки, изучающий методы сбора, систематизации и обработ­
ки результатов наблюдений массовых случайных явле­
ний с целью выявления существующих закономерностей. 
Выводы о закономерностях, которым подчиняются яв­
ления, изучаемые методами математической статистики, 
всегда основываются на ограниченном, выборочном чис­
ле наблюдений. Поэтому естественно предположить, что 
эти выводы при большем числе наблюдений могут ока­
заться иными. Чтобы быть в состоянии высказать более 
определенное суждение об изучаемом явлении, мате- 

'матическая статистика опирается на теорию вероят­
ностей.

В отличие от математической статистики, имеющей 
дело с результатами наблюдений над случайными явле- 
ннми, теория вероятностей формально-логически изуча­
ет закономерности случайных явлений и имеет дело с 
абстрактными описаниями действительности, с матема­
тическими моделями случайных явлений.

Оценив неизвестные величины или зависимости меж­
ду ними по данным наблюдений, исследователь выдвигает 
ряд гипотез, предположений о том, что рассматри­
ваемое явление можно описать той или иной вероятно­
стной теоретической моделью. Далее, используя матема­
тико-статистические методы, можно дать ответ на воп­
рос, какую из гипотез или моделей следует принять. 
Именно эта модель и есть закономерность изучаемого 
явления. Таков типичный путь математнко-статнстиче- 
ского исследования.

Математическая статистика, опираясь при изучении 
закономерностей массовых, случайных явлений на веро­
ятностные модели, в свою очередь, влияет на развитие 
теории вероятностей. Окружающий нас мир многообра­
зен, и задачи, возникающие при изучении тех или иных 
случайных явлений, при обработке результатов наблю­
дений над ними требуют разработки новых вероятност­
ных моделей. Математическая статистика и теория ве­
роятностей— две неразрывно связанные науки.

Исследование задач, относящихся к массовым слу­
чайным явлениям, и появление соответствующего мате­
матического аппарата относятся к началу XVII в. З н а ­
менитый физик Галилей исследует ошибки физических 
измерений, рассматривая их как случайные явления. З а ­
тем создается теория страхования, основанная на аиали-
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зе закономерностей таких массовых случайных явлений, 
как заболеваемость, смертность и т.д.

Возниковение теории вероятностей в современном 
смысле слова относится к середине XVII в. и связано с 
именами французских ученых Паскаля (1623— 1662), 
Ферма (1601 — 1665) и Гюйгенса (1629— 1695). Дальней­
шим развитием теория вероятностей обязана Якову Бер­
нулли (1654— 1705), Муавру (1667— 1754), Лапласу 
(1749— 1827), Гауссу (1777— 1855) и Пуассону (1781 — 
1840).

Серьезные работы по теории ошибок измерений кон­
ца XVIII в., по обработке результатов биологических ис­
следований в XIX в. позволили в начале XIX в. выделить 
математическую статистику в особую науку. В началь­
ный период развития математической статистики боль­
шое значение имели работы А. Кетле (1796— 1874), 
Ф. Гальтона (1822— 1911) и в особенности К. Пирсона 
(1857— 1936).

В 20—30-х годах XIX в. в России создается знамени­
тая Петербургская математическая школа, трудами ко­
торой теория вероятностей и математическая статисти­
ка были поставлены на прочную математическую основу 
и сделаны эффективными средствами познания. Среди 
ученых русской математической школы следует назвать 
в первую очередь П. Л. Чебышева (1821— 1894), 
А. А. Маркова (1856— 1922), А. М. Ляпунова (1857— 
1918).

Советская школа математической статистики и тео­
рии вероятностей занимает в мировой науке ведущее 
место. Основополагающие работы принадлежат 
А. Н. Колмогорову, А. Я. Хинчину (1894— 1959), 
С. Н. Бернштейну, В. И. Романовскому (1879— 1954),
Н. В. Смирнову (1900— 1966), Е. Е. Слуцкому (1880— 
1948), Б. В. Гнеденко, Ю. В. Линнику (1901 — 1972).

Развитие зарубежной теории вероятностей и матема­
тической статистики в настоящее время связано с име­
нами английских ученых Стьюдента, Р. Фишера, Э. Пир­
сона, В. Феллера, Д. Дуба, Г. Крамера и американских 
Ю. Неймана и А. Вальда.



Г л а в а  1

Построение вариационных рядов 
и вычисление статистических 
характеристик

§ 1.1. Вариационные ряды

Установление закономерностей, которым подчиняют­
ся массовые случайные явления, основано на изучении 
статистических данных — сведений о том, какие значе­
ния принял в результате наблюдений интересующий ис­
следователя признак.

Пример 1.1; Исследователь, интересующийся тариф­
ным разрядом рабочих механического цеха, в результа­
те опроса- 100 рабочих получил следующие сведения:

5 , 1, 4 , 5 , 4 , 3 , 5 , 5 , 2 , 5 , 5 , 6 , 4 , 3 , I , 5 , 2 , 5 , 5 , 5 , 3 ,
3 , 3 , 6 , 6 , 5 , 6 , 5 , 3 , 4 , 5 , 4 , 6 , 6 , 5 , 2 , 1, 5 , 4 , 5 , 5 , 3 , 6 ,
4 , 5 , 5 , 4 , 3 , 5 , 5 , 5 , 4 , 5 , 6; 1, 5 , 2 , 6 , 4 , 4 , 3 , 5 , 6 , 3 , 5 ,
6 , 2 , 5 , 4 , 5 , 5 , 4 , в ,  5 , 2 , 5 , 3 , 4 , 5 , 6 , 5 , 5 , 3 , 5 , 4 , 6 , 6 , 
Б, 5 , 4 , 5 , 5 , 6 , 5 , 6 , 5 , 5 , 6 , 5 , 5.

Здесь признаком является тарифный разряд, а полу­
ченные о нем сведения образуют статистические данные. 
Для изучения данных прежде всего необходимо их. 
сгруппировать. Расположим наблюдавшиеся значения 
признака в порядке возрастания. Эта операция называ­
ется ранжированием  статистических данных. В резуль­
тате получим следующий ряд, который называется ран­
жированным:

1, 1, 1, 1 2, 2, 2, 2, 2, 2 3, 3, ... , 3  4, 4.........4
4раэ а браз 12раэ 16раз

5» 5f у 5 6) 6| in | 6 ,
44раэа 18раз



Из ранжированного ряда следует, что признак (та­
рифный разряд) принял шесть различных значений: пер­
вый, второй и т.д. до шестого разряда.

В дальнейшем различные значения признака усло­
вимся называть вариантами, а под варьированием — по­
нимать изменение значений признака. Если признак по 
своей сущности таков, что различные его значения не мо­
гут отличаться друг от друга меньше чем на некоторую 
конечную величину, то говорят, что это дискретно варь­
ирующ ий признак.

Тарифный разряд — дискретно варьирующий признак: 
его различные значения не могут обличаться друг от 
друга меньше, чем на единицу. В примере этот признак 
принял 6 различных значении — 6 вариантов: вариант 1 
повторился 4 раза, вариант 2—6 раз и т.д. Число, пока­
зывающее, сколько раз встречается вариант х  в ряде 
наблюдений, называется частотой варианта пгх. Ранж и­
рованный ряд представим в виде табл. 1.1.

Т а б л и ц а  1.1

Тарифный разряд х Количество рабочих m ̂ Доля рабочих w^

1 4 0 ,04
2 6 0 ,0 6
3 12 0 , »2
4 16 0 ,1 6
5 44 0 ,4 4
6 18 0 ,1 8

2 100 1,00

Вместо частоты варианта х  можно рассматривать ее 
отношение к общему числу наблюдений л, которое на­
зывается частостью варианта х  и обозначается wx. Так 
как общее число наблюдений равно сумме частот всех 
вариантов ( п =  2 т . х), то справедлива следующая це-

X
почка равенств: wx= m x ln = т х/Ъ т х.

Таблица, позволяющая судить о распределении час­
тот (или частостей) между вариантами, называется дис­
кретным вариационным рядом.

В примере 1.1 была поставлена задача изучить ре­
зультаты наблюдений. Если просмотр первичных данных
не позволил составить представление о варьировании\
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значеннй признака, то, рассматривая вариационный ряд, 
можно сделать следующие выводы: тарифный разряд 
колеблется от 1-го до 6-го; наиболее часто встречается 
5-й тарифный разряд; с ростом тарифного разряда (до 
5-го разряда) растет число рабочих, имеющих соответ­
ствующий разряд.

Наряду с понятием частоты используют понятие на­
копленной частоты, которую обозначают m*m . Накоп­
ленная частота показывает, во скольких наблюдениях 
признак принял значения, меньшие заданного значения 
х. Отношение накопленной частоты к общему числу на­
блюдений называют накопленной частостью и обозна­
чают а:"к . Очевидно, что ш"ак = т “ак/я .

В дискретном вариационном ряду накопленные час­
тоты (частости) вычисляются для каждого варианта и 
являются результатом последовательного суммирования 
частот (частостей). Накопленные частоты (частости) для 
вариационного ряда, заданного в табл. 1.1, вычислены 
в табл. 1.2.

Т а б л и ц а  1.2

Тарифный разряд
X

Количество рабо­
чих mX

Накопленная частота 
т.нак 

X

Накопленная 
частость а накX

1 4 0 0,00
2 6 0 +  4 = 4 0,04
3 12 4 +  6 = 1 0 0,10
4 , 16 1 0 +  12=22 0,22
5 44 22 +  16=38 0,38
6 18 38 +  44= 82 • 0 ,82

Выше 6 0 8 2 +  18=100 1,00 .

Например, варианту 1 соответствует накопленная ча­
стота, равная нулю, так как среди опрошенных рабочих 
не было таких, у которых тарифный разряд был бы 
меньше 1-го; варианту 5 соответствует накопленная час­
тота 38, так как было 4 + 6 + 1 2 + 1 6  рабочих с тарифным 
разрядом, меньшим 5-го, накопленная частость для это­
го варианта равна 0,38 (38: 100); если тарифный разряд 
выше 6-го, то ему соответствует накопленная частота 
100, так как тарифный разряд всех опрошенных рабочих 
не выше 6-го.

Пример 1.2. Исследователь, изучающий выработку 
на одного рабочего-станочника механического цеха вот-
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четном году в процентах к предыдущему году, получил 
следующие данные (в целых процентах) по 117 рабочим:

111*, 85 , 85 , 91 , 101, 109 , 86, 102, 111, 98, 105 , 85, 112,
98, 112, 113 , 87, 109, 109, 115 , 99, 105, 111, 94, 107 , 99, 107, 125, 
89, 104, 113 , 96 , 103, 145, 104, 105 , 88, 103 , 97, 115, 109, 69, 
108, 107, 97, 106, 107, 9G, 109, 116, 109, 117, 108, 109, 139, 
116, 117, 103, 127, 119, 118, 125, 105, 116, 117, 106, 101, 113, 
107, 105, 119, 107,119, 111, 112, 129, 113, 106, 104, 106 , 98, 
123, 108, 93, 105, 106, 139, 108, 109, 93, 107, 117, 107, 118,
99, 108, 108, 119, 98, 108, 101, 109, 109, 128, 128, 127, 121, 
118, 122, 116, 124, 125, 114, 126, 131, 141,  143.

В этом примере признаком является выработка в от­
четном году в процентах к предыдущему. Очевидно, что 
значения, принимаемые этим признаком, могут отличать­
ся одно от другого на сколь угодно малую величину, 
т. е. признак может принять любое значение в некотором 
числовом интервале (только для упрощения дальнейших 
расчетов полученные данные округлены до целых процен­
тов). Такой признак называют непрерывно варьирую­
щим. По приведенным данным трудно выявить харак­
терные черты варьирования значений признака. Пост­
роение дискретного вариационного ряда также не даст 
желаемых результатов (слишком велико число различ­
ных наблюдавшихся значений признака). Для получе­
ния ясной картины объединим в группы рабочих, у ко­
торых величина выработки колеблется, например, в пре­
делах 10%. Сгруппированные данные представим в 
табл. 1.3.

Т а б л и ц а  1.3

Выработка в от­
четном году в 

процентах к пре­
дыдущему 
интервалу

Количество 
рабочих т

Доля рабочих
W

Накопленная
накчастота т

Накопленная
частость

накW

80—90 8 8/117 8 8/117
90— 100 15 15/117 23 23/117

100— 110 46 46/117 69 69/117
110— 120 29 29/117 98 98/117
120— 130 13 13/117 111 111/117
1 3 0 -1 4 0 3 3/117 114 114/117
140— 150 3 3/117 117 117/117

2 117 1

ч
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В табл. 1.3 частоты т  показывают, во скольких на­
блюдениях признак принял значения, принадлежащие 
тому или иному интервалу. Такую частоту называют 
интервальной, а отношение ее к общему числу наблюде­
ний— интервальной частостью w. Таблицу, позволяю­
щую судить о распределении частот (или частостей) ме­
жду интервалами варьирования значений признака, на­
зывают интервальным вариационным рядом.

Интервальный вариационный ряд, представленный в 
табл. 1.3, позволяет выявить закономерности распреде­
ления рабочих по интервалам выработки. В табл. 1.3 для 
верхних границ интервалов приведены накопленные ча­
стоты (частости) (они получены последовательным сум­
мированием интервальных частот (частостей), начиная 
с частоты (частости) первого интервала). Например, 
для верхней границы третьего интервала, равной 110, 
накопленная частота равна 69; так как 8-f-15+46 рабо­
чих имели выработку меньше 110%, накопленная час­
тость равна 69/117.

Интервальный вариационный ряд строят по дан­
ным наблюдений за непрерывно варьирующим призна­
ком, а также за дискретно варьирующим, если велико 
число наблюдавшихся вариантов. Дискретный вариаци­
онный ряд строят только для дискретно варьирующего 
признака.

Иногда интервальный вариационный ряд условно за ­
меняют дискретным. Тогда серединное значение интер­
вала принимают за вариант х, а соответствующую ин­
тервальную частоту — за тх.

§ 1.2. Построение интервального 
вариационного ряда

Для построения интервального вариационного ряда 
необходимо определить величину интервала, установить 
полную шкалу интервалов, в соответствии с ней сгруп­
пировать результаты наблюдений. В примере 1.2 при 
выборе величины интервала учитывались требования 
наибольшего удобства отсчетов. Интервал был принят 
равным 10% и оказался удачным. Построенный .интер­
вальный ряд позволил выявить закономерности варьи­
рования- значений признака. Д ля определения оптималь­
ного интервала Л, т. е. такого, при котором построенный 
интервальный ряд не был бы слишком громоздким и в
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то же время позволял выявить характерные черты рас­
сматриваемого явления, можно использовать формулу 
Стэрджеса

Л =  (*тах-*т1п)/(1 +3,3221* Л), (1.1)
где Xmax и дгт ш — соответственно максимальный и мини­
мальный варианты. Если А — дробное число, то за ве­
личину интервала следует взять либо ближайшее целое 
число, либо ближайшую несложную дробь.

За  начало первого интервала рекомендуется прини­
мать величину a i = * min—Л/2; начало второго интерва­
ла совпадает с концом первого и равно a2= a i + / i ;  на­
чало третьего интервала совпадает с концом второго и 
равно а3= а 2+Л. Построение интервалов продолжают до 
тех пор, пока начало следующего по порядку интервала
Не б у д е т  б о л ь ш е  Jtmax.

После установления шкалы интервалов следует 
сгруппировать результаты наблюдений. Границы после­
довательных интервалов записывают в столбец слева, а 
затем, просматривая статистические данные в том поряд­
ке, в каком они были получены, проставляют черточки 
справа от соответствующего интервала. В интервал 
включаются данные, большие или равные нижней гра­
нице интервала и меньшие верхней границы. Целесооб­
разно каждые пятое и шестое наблюдения* отмечать ди­
агональными черточками, пересекающими квадрат из 
четырех предшествующих. Общее количество черточек, 
проставленных против какого-либо интервала, определя­
ет его частоту.

Пример 1.3. Построить интервальный вариационный ряд по 
следующим результатам измерения диаметра валика после шли­
фовки:
6,75; 6,77; 6,77; 6,73; 6,76; 6,74; 6,70; 6,75; 6,71; 6,72- 6,77; 6,79, 6,71; 6,78; 6,73; 6,70; 
6,73; 6,77; 6,75; 6,74; 6,71; 6,70; 6.78; 6,76; 6,81; 6,69; 6,80; 6,80; 6,77; 6,68; 6,74; 6,70; 
6,70; 6,74; 6,77; 6.81; 6,76; 6,76; 6.82; 6,77; 6,71; 6,74; 6,77; 6,75; 6,74; 6,75; 6,77; 6,72; 
6,74; 6,80; 6,75; 6,80; 6,72; 6,78; 6.70. 6,75; 6,78; 6,78; 6,76; 6,77; 6,74; 6,74; 6,77; 6,73; 
6.74; 6,77; 6,74; 6,75; 6,74; 6,76; 6.76; 6.74; 6.74; 6,74; 6,74; 6,76; 6,74; 6,72; 6,80; 6,76; 
6,78; 6,73; 6,70; 6,76; 6,76; 6,77, 6.75; 6.78; 6.72; 6.76; 6,78; 6,68; 6,75; 6,73; 6,82; 6,73; 
6.80; 6.81; 6.71; 6.82; 6,77; 6.80; 6.80; 6,70; 6,70; 6,82; 6,72; 6,69; 6,73; 6,76; 6,74; 6,77; 
6,72; 6,76; 6.78; 6,78; 6,73; 6,76; 6,80; 6,76; 6,72; 6,76; 6,76; 6,70; 6.73; 6,75; 6.77; 6,77- 
6,70; 6,81; 6.74; 6,73; 6,77; 6,74; 6,78; 6,69; 6,74; 6,71. 6,76; 6,76; 6,77; 6,70; 6,81; 6.74; 
6,74; 6.77; 6,75; 6,80; 6,74; 6,76; 6.77; о .77; 6.81; 6.75; 6,78; 6,73; 6,76; 6,76; 6.76; 6.77; 
6,76; 6,80; 6,77; 6,74; 6,77; 6,72; 6,75; 6,76; 6.77; 6,81; 6,76; £.76; 6.76; 6,80; 6,74; 6,80; 
6.74: 6,73; 6,75; 6,77: 6.74; 6,76; 6,77; 6,77; 6,75; 6,76; 6,74; 6,82; 6,76; 6.73; 6,74; 6,75; 
6.76; 6,72; 6,78; 6,72; 6.76; 6.77; 6.75; 6.78.

Р е ш е н и е .  Величину интервала определим по формуле (1.1)9 
Л«= (6,83—6,6 8 ) /(  1 +  3,322 lg 200) «0 ,15/8 ,64«0.02 . За начало пер­
вого интервала принимаем величину ai —6,68—0,01 =»6,67. Тогда 
а2в 6,67+0,02 =  6,69; азв 6,71 и т .д . Шкала интервалов и группи­
ровка результатов наблюдений приведены в табл. 1.4.
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§ 1.3. Графическое изображение вариационных 
рядов

Графическое изображение вариационного ряда поз­
воляет представить в наглядной форме закономерности 
варьирования значений признака. Наиболее широко ис­
пользуются следующие виды графического изображения 
вариационных рядов: полигон, гистограмма, кумулятив­
ная кривая.

Полигон, как правило, служит для изображения дис­
кретного вариационного ряда. Д ля его построения в пря­
моугольной системе координат наносят точки с коорди­
натами (дс; тх), где х —  вариант, а тх — соответствую­
щая ему частота. Иногда вместо точек (дс; rtix) строят 
точки (*; wx). Затем эти точки соединяют последова­
тельно отрезками. Крайние левую и правую точки сое­
диняют соответственно с точками, изображающими бли­
жайший снизу к наименьшему и ближайший сверху к 
наибольшему варианты. Полученная ломаная линия на­
зывается полигоном.



Пример 1.4. Построить полигон распределения по данным, при­
веденным в табл. 1.1.

Р е ш е н и е .  См. рис. 1.1.

Гистограмма служит для изображения только ин­
тервального вариационного ряда. Для ее построения в 
прямоугольной системе координат nq оси абсцисс от­
кладывают отрезки, изображающие интервалы варьиро­
вания, и на этих отрезках, как на основании, строят

прямоугольники с высо­
тами, равными часто­
там (или частостям) со­
ответствующего интер­
вала. В результате полу­
чают ступенчатую фигу­
ру, состоящую из прямо­
угольников, которую и 
называют гистограммой.

Если по оси абсцисс 
выбрать такой масштаб, 

чтобы ширина интервала была равна единице, и счи­
тать, что по оси ординат единица масштаба соответст­
вует одному наблюдению, то площадь гистограммы рав­
на общему числу наблюдений, если по оси ординат от­
кладывались частоты, и эта площадь равна единице, 
если откладывались частости.

Пример 1.5. Построить гистограмму распределения по данным, 
приведенным в табл. 1.3.

Р е ш е н и е .  См. рис. 1.2.
Иногда интервальный ряд изображают с помощью 

полигона. В этом случае интервалы заменяют их сере­
динными значениями и к ним относят интервальные час­
тоты. Для полученного дискретного ряда строят поли­
гон.

Пример 1.6. Построить полигон распределения по данным, 
приведенным в табл. 1.2.

Р е ш е н и е .  См. рис. 1.2.
Кумулятивная кривая  (кривая накопленных частот 

или накопленных частостей) строится следующим обра­
зом. Если вариационный ряд дискретный, то в прямо­
угольной системе координат строят точки с координата­
ми (х\ m JaK), где х  — вариант, т " ак — соответствующая 
накопленная частота. Иногда вместо точек (х\ mJaK ) 
строят точки (дс; ш “ак). Полученные точки соединяют 
отрезками.
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I
Если вариационный ряд интервальный, то по оси абс- 

f цисс откладывают интервалы. Верхним границам интер- 
I валов соответствуют накопленные частоты (или на коп-
I  ленные частости); нижней границе первого интервала —
I накопленная частота, равная нулю. Построив кумулятив- 
Ьную  кривую, можно приблизительно установить число 
к  наблюдении (или их долю в общем количестве наблю-

тл 
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Рис. 1.2.

дений), в которых признак принял значения, меньшие 
заданного.

Пример 1.7. ПбАроить кумулятивную кривую по данным, при­
веденным в табл. 1.2.

Р е ш е н и е .  См. рис. 1.3.
Пример 1.8. Построить кумулятивную кривую по данным, при­

веденным в табл. 1:3.
Р е ш е н и е .  См. рис. 1.4.
Построение вариационного ряда — первый шаг к ос­

мысливанию ряда наблюдений. Однако на практике это-

Рис. 1.3 Рис. 1.4

го недостаточно, особенно когда необходимо сравнить 
два ряда или более. Сравнению подлежат только так 
называемые однотипные вариационные ряды, т. е. ряды, 
которые построены по результатам обработки сходных 
статистических данных. Например, можно сравнивать
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распределения рабочих по возрасту на двух заводах или 
распределения времени простоев станков одного вида. 
Однотипные вариационные ряды обычно имеют похожую 
форму при графическом изображении, однако могут от­
личаться друг от друга, а именно: иметь различные зна­
чения признака, вокруг которых концентрируются на­
блюдения (меры этой качественной особенности называ- 
ся средними величинам и); различаться рассеянием на­
блюдений вокруг средних величин (меры этой особенно­
сти получили название показателей вариации).

Средине величины и показатели вариации позволяют 
судить о характерных особенностях вариационного ряда 
и называются статистическими характеристиками. К ста­
тистическим характеристикам относятся также показа­
тели, характеризующие различия в скошенности полиго­
нов и различия в их островершинности.

§ 1.4. Средние величины

Средние величины являются как бы «представителя­
ми» всего ряда наблюдений, поскольку вокруг них кон­
центрируются наблюдавшиеся значения признака. Зам е­
тим, что только для качественно однородных наблюде­
ний имеет смысл вычислять средние величины.

Различают несколько видов средних величин: сред­
няя арифметическая, средняя геометрическая, средняя 
гармоническая, средняя квадратическая, средняя кубиче­
ская и т.д. При выборе вида средней величины необхо­
димо прежде всего ответить на вопрос: какое свойство 
ряда мы хотим представить средней величиной или, ина­
че говоря, какая цель преследуется при вычислении сред­
ней? Это свойство, получившее название определяющ е­
го, и определяет вид средней. Понятие определяющего 
свойства впервые введено советским статистиком 
А. Я. Боярским.

Наиболее распространенной средней величиной явля­
ется средняя арифметическая. Пусть х \ , х2, ..., х п — дан­
ные наблюдений; х  — средняя арифметическая. Свойст­
во, определяющее среднюю арифметическую, формули­
руется следующим образом: сумма результатов наблю ­
дений должна остаться неизменной, если каждое из них 
заменить средней арифметической, т. е.

(12)



Так как * = const, то Е х \= п х .  Отсюда пслучасм сле-
И

дующую формулу для вычисления средней арифметичес­
кой по данным наблюдений:

Если по наблюдениям построен вариационный ряд, 
то средняя арифметическая

2 ' " * *  t 1-4) 
X

где х  — вариант, если ряд дискретный, и центр интер- 
вала, если ряд интервальный; тх — соответствующая 
частота.

Частоты т к в формуле (1.4) называют весами, а опе­
рацию умножения х  на т х — операцией взвеш ивания. 
Среднюю арифметическую, вычисленную по формуле 
(1.4), называют взвешенной  в отличие от средней ариф­
метической, вычисленной по формуле (1.3).

Очевидно, что если по данным наблюдений построен 
дискретный вариационный ряд, то формулы (1.3) и (1.4) 
дают одинаковые значения средней арифметической. 
Если же по наблюдениям построен интервальный ряд, 
то средние арифметические, вычисленные по формулам
(1.3) и (1.4), могут не совпадать, так как в формуле
(1.4) значения признака внутри каждого интервала при­
нимаются равными центрам интервалов. Ошибка, возни­
кающая в результате такой замены, вообще говоря, 
очень мала, если наблюдения распределены равномерно 
вдоль каждого интервала, а не скапливаются к одно-

[ именным границам интервалов (т. е. либо все к нижним 
\  границам, либо все к верхним границам).

Среднюю арифметическую для вариационного ряда 
можно вычислять по формуле

дг =■ V  xwx, (1.5)
X

которая является следствием формулы (1.4). Действи­
тельно,
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Пример 1.9. По данным, приведенным в примере 1.2, вычис­
лить среднюю выработку одного рабочего в отчетном году в про­
центах к предыдущему.

Р е ш е н и е .  Очевидно, что средняя выработка должна быть 
такой, чтобы сумма выработок всех 117 рабочих осталась неиз­
менной, если выработку каждого из них заменить средней. Следо­
вательно, средняя выработка есть средняя арифметическая. Вос­
пользуемся сначала формулой (1.3). Сложим выработки всех ра­
бочих и полученную сумму разделим на количество рабочих:

х =  (1 1 1 + 8 5 + 8 5 + 9 1 + 1 0 1  Н------- Ь 141 +  1 4 3 ) /1 1 7 »  109,7% .
Теперь вычислим взвешенную среднюю арифметическую по 

формуле (1.4), используя вариационный ряд, заданный табл. 1.3:
-  85*8+95» 15+ 105*46+ 115-29+ 125-13+ 135-3+ 145-3

8 + 1 5 + 4 6 + 2 9 + 1 3 + 3 + 3  *
Ошибка взвешенной средней арифметической, возникшая вследст­
вие замены результатов наблюдений серединами соответствующих 
интервалов, составляет 0,9%.

Заметим, что при вычислении средней выработки операция 
взвешивания заключается в умножении выработки на число рабо­
чих, в результате получаем общую выработку рабочих. В дальней­
шем, какая бы средняя ни вычислялась, необходимо помнить, что 
операция взвешивания должна иметь конкретный смысл.

Пример 1.10. Вычислить средний тарифный разряд рабочих- 
станочников по вариационному ряду, заданному табл. 1.2. При 
решении воспользоваться формулой (1.5).

Р е ш е н и е .  Средний тарифный разряд
х =  Ь 0 ,0 4 +  2 * 0 ,0 6 +  3 * 0 ,1 2 +  4 * 0 , 1 6 +  5 * 0 , 4 4 +  6*0,18 « 4 .

Свойство, определяющее среднюю арифметическую, сводилось 
к требованию неизменности суммы наблюдений при замене каждо­
го из них средней арифметической. При решении практических за­
дач может оказаться необходимым вычислить такую среднюю х я, 
при замене которой каждого наблюдения, осталась бы неизмен­
ной сумма <7*х степеней наблюдений, т. е. чтобы

( , -6)/=1 1=1 _ 
где q — положительное или отрицательное число. Среднюю хч 
называют степенной средней q-го порядка. Из определяющего свой­
ства (1.6) получим следующую формулу для вычисления х я по 
данным наблюдений:

-  —
v j /  с - 7)

Сравнивая формулы (1.7) и (1.3), можно сделать вывод, что 
степенная средняя первого^ порядка есть не что иное, как средняя 
арифметическая, т. е. дг* =  дс.

При — I из формулы (1.7) получаем выражение для, сред­
ней гармонической, при </=«2—-для средней квадратической, при 
f « 3  — для средней кубической и т .д .
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Средней геометрической лсге»м называют корень п -й степени из
“/  ппроизведения наблюдений xi, дг2, x n : *reo»i =  \  П *|. Можно дока­

зать, что средняя геометрическая является предельным случаем 
степенной средней q -го порядка при q =  0, т. е.

*геом =  lini Хд,
<7-0

Рассмотрим основные свойства средней арифметиче­
ской.

1°. Сумма отклонений результатов наблюдений от 
средней арифметической равна нулю .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Исходя из определяющего 
свойства (1.2) средней арифметической, получаем

ш  0 e  2  Di- l  /=-1 i-l
Если по результатам наблюдений построен вариаци­

онный ряд и средняя арифметическая взвешенная, то 
свойство Г  формулируется так: сумма произведений  
отклонений вариантов от средней арифметической на со­
ответствующие частоты равна нулю . Действительно, на 
основании формулы (1.4) получаем

' £ х т х =  х ' £ т х = ' £ х т х,
X ~ X X

ИЛИ
0 =  V  х т х— V  лг/пж =  V  (х— х) т х' □

X X X
2°. Если все результаты наблюдений уменьшить (уве­

личить) на одно и то же число, то средняя арифметиче­
ская уменьшится (увеличится) на то же число*.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Очевидно, что при уменьшении 
вариантов на одно и то же число с соответствующие нм 
частоты останутся прежними. Поэтому взвешенная сред­
няя арифметическая для измененного вариационного ря­
да такова: _____

x  —  c = ' 2 i ( x — c)m x / ' V  m x «
X I  X

к  =

• Доказательство свойств 2° и 3° проведем в предположении, 
что по результатам наблюдений построен вариационный ряд и сред­
няя арифметическая — взвешенная.
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~ 2 * т У ( 2 т «_ 2 ш * ) / 2 т * = * ~ с-

Аналогично можно показать, что х + с = х + с .  Это 
свойство позволяет среднюю арифметическую вычислят!, 
не по данным вариантам, а по уменьшенным (увеличен­
ным) на одно и то же число с. Если среднюю арифмети­
ческую, вычисленную для измененного ряда, увеличить 
(уменьшить) на число с, то получим среднюю арифме­
тическую для первоначального вариационного ряда.

3°. Если все результаты наблюдений уменьшить (уве ­
личить) в одно и то же число раз, то средняя арифмети­
ческая уменьшится (увеличится) во столько же раз.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Очевидно, что при уменьшении 
вариантов в k  раз их частоты останутся прежними. По 
этому средняя арифметическая для измененного ряда

V (* /* )  щх 2  хтх
_х__________  __ 1 _х______  __ *

~  * %тх ~  к '
X X

Аналогично можно доказать, что (xk )= ~ x -k . Р ас ­
смотренное свойство позволяет среднюю арифметичес­
кую вычислять не по данным вариантам, а по уменьшен­
ным (увеличенным) в одно и то же число к раз. Если 
среднюю арифметическую, вычисленную для измененно­
го ряда, увеличить (уменьшить) в k  раз, то получим 
среднюю арифметическую для первоначального вариа­
ционного ряда.

4°. Если ряд наблюдений состоит из двух групп на­
блюдений, то средняя арифметическая всего ряда равна 
взвешенной средней арифметической групповых средних, 
причем весами являются объемы групп.

Пусть п\ и п2 — число наблюдений соответственно в 
1-й и 2-й группах; х  — средняя_арифметическая для все­
го ряда (п1-\-п2) наблюдений; x t и х2 —  средние арифме­
тические соответственно для 1-й и 2-й групп наблюде­
ний. Требуется доказать, что

v дг= ( * , п , +  * ,л 9)/(л ! +  П3).
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Исходя из определяющего 

свойству средней арифметической, имеем: произведение 
(п \+ п 2)х  равно сумме (п{^ п 2) наблюдавшихся значе-
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ННЙ признака; л,дГ| равно сумме п | наблюдавшихся зна­
чений образующих первую группу: л2дг2 равно сумме 
п2 наблюдавшихся значений, образующих вторую груп­
пу. Следовательно,

(nt + n j x  =  п1х 1 + п 2хя. □
С л е д с т в и е .  Если ряд наблюдений состоит из k 

групп наблюдений, то средняя арифметическая всего 
ряда (х ) равна взвешенной средней арифметической 
групповых средних (х {) ,  причем весами являются объ­
емы групп (п {) :

i i i + « ■ - +  • ■ • + ;» " *  = y ; , n, / v „ , .
Я! +  Я ,+  . . .  +  nh J  /jsssl I 1 = 1

5°. Средняя арифметическая для сумм  (разностей) 
взаимно соответствующих значений признака двух рядов 
наблюдений с одинаковым числом наблюдений равна 
сумме (разности) средних арифметических этих рядов.

Пусть х\, х2, х п — один ряд наблюдений, х  —  его 
средняя арифметическая; у \ , у2, ..., у п —  другой ряд на­
блюдений, у  — его средняя арифметическая; х \+ у \,
+Уг. —. Хп+Уп — ряд сумм соответствующих наблюде­
ний, х + у  —  его средняя арифметическая. Требуется до­
казать, что х + у = х - \- у .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Имеем

_____________  2  +  У 1 )  2  2  V i

х  +  у  =  —------------ =  — ------- (- — —  =  х  +  у. п
п п п

Аналогично можно показать, что х —у = х — у.
С л е д с т в и е .  Средняя арифметическая алгебраиче­

ской суммы соответствующих значений признака не- 
скольких рядов наблюдений с одинаковым числом на­
блюдений равна алгебраической сумме средних арифме­
тических этих рядов.

Вычисление средней арифметической вариационного ряда непо­
средственно по формуле (1.4) приводит к громоздким расчетам, ес­
ли числовые значения вариантов и соотве*ствующне им частоты ве­
лики. Поэтому часто используют следующий способ, основанный 
на свойствах 3 е и 2° средней арифметической: среднюю вычисли- 
107 не по первоначальным вариантам х, а по уменьшенным на не-
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=  2 ' xm* l  ( - 2 < cm* ) /  2 ' m* = c -

Аналогично можно показать, что х + с = х + с .  Это 
свойство позволяет среднюю арифметическую вычислят!, 
не по данным вариантам, а по уменьшенным (увеличен­
ным) на одно н то ж е число с. Если среднюю арифмети­
ческую, вычисленную для измененного ряда, увеличить 
(уменьшить) на число с, то получим среднюю арифме­
тическую для первоначального вариационного ряда.

3°. Е сли  все результаты наблю дений уменьшить (у ве ­
личить) в одно и то же число раз, то средняя арифмети­
ческая уменьшится (увеличит ся) во столько же раз.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Очевидно, что при уменьшении 
вариантов в k  раз их частоты останутся прежними. По 
этому средняя арифметическая для измененного ряда

(т )

Аналогично можно доказать, что (x k ) = T  k . Р а с ­
смотренное свойство позволяет среднюю арифметичес­
кую вычислять не по данным вариантам, а по уменьшен­
ным (увеличенным) в одно и то же число k  раз. Если 
среднюю арифметическую, вычисленную для измененно­
го ряда, увеличить (уменьшить) в k  раз, то получим 
среднюю арифметическую для первоначального вариа­
ционного ряда.

4°. Если ряд наблю дений состоит из д вух  групп на­
блю дений, то средняя арифметическая всего ряда равна 
взвеш енной средней арифметической групповы х средних, 
причем весами являются объемы групп.

Пусть Л1 и П2 —-число наблюдений соответственно в 
1-й И 2-й группах; х  — средняя_арнфметическая для все­
го ряда (л 1 + л 2) наблюдений; x t и х2 — средние арифме­
тические соответственно для 1-й и 2-й групп наблюде­
ний. Требуется доказать, что

' , X  =  (дг, Л , +  X t  Л ,) /(Л !  +  л 2).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Исходя из определяющего 
свойству средней арифметической, имеем: произведение 
(п\-\-п2) х  равно сумме (п{+ п 2) наблюдавшихся значе-

х_____
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ний признака; Л|ДС| равно сумме п\ наблюдавшихся зна­
чений, образующих первую группу: п^х2 равно сумме 
п2 наблюдавшихся значений, образующих вторую груп­
пу. Следовательно,

( П ! + n j x  =  п 1х 1 + п г х ,.  □
С л е д с т в и е .  Если ряд наблю дений состоит из k 

групп наблю дений, то средняя арифметическая всего 
ряда (х )  равна взвеш енной средней арифметической 
групповы х средних (x t) , причем весами являются объ­
емы групп (n t):

rii +  nt +  . . .  +  nh
i=i / i=x

5°. Средняя арифметическая для  сумм (разностей) 
взаимно соответствующих значений признака д вух  рядов  
наблю дений с одинаковым числом наблю дений равна  
сумме (разности) средних арифметических этих рядов.

Пусть х и  * 2 .......х п — один ряд наблюдений, х  —  его
средняя арифметическая; у \, у 2, .... у а — другой ряд на­
блюдений, у  — его средняя арифметическая; х\-\-у\, х2-\-: 
+Уг. Хп~\~Уп — ряд сумм соответствующих наблюде­
ний, х - \-у — его средняя арифметическая. Требуется до­
казать, что х + у = х + у .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Имеем

2  +  0i) 2  х‘ 2  vt 
Т + у = —  =  + • = ! _  =  * +  £. п

п п п

Аналогично можно показать, что х —у = х — у.
С л е д с т в и е .  Средняя арифметическая алгебраиче­

ской суммы соответствующих значений признака не- 
скольких рядов наблю дений с одинаковым числом на­
блюдений равна алгебраической сумме средних арифме­
тических этих рядов.

Вычисление средней арифметической вариационного ряда непо­
средственно по формуле (1.4) приводит к громоздким расчетам, ес­
ли числовые значения вариантов и соотве^твующне им частоты ве­
лики. Поэтому часто используют следующий способ, основанный 
на свойствах 3 е и 2° средней арифметической: среднюю вычисли- 
Ют не по первоначальным вариантам х9 а по уменьшенным на не­
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которое число с, а затем разделенным на некоторое число к, т. е_ 
для вариантов дг7— (дс — с)/Л. Зная среднюю арифметическую х' 
для измененного ряда, легко вычислить среднюю арифметическую 
для первоначального ряда:

x = x'-k+c. ' (1.в)
Действительно, принимая во внимание свойства 3° и 2° средней 
арифметической, получаем

7  =  ((х — с) Ik) =  (дс—с)/Л =  (х — с)/Л,

откуда следует, что ****'•£ + с.
Очевидно, что от выбора числовых значений с и к зависит, на­

сколько простым будет вычисление средней арифметической для 
измененного ряда. Значения с и k обычно выбирают так, чтобы 
новые варианты х '— (х — с ) /к  были небольшими целыми числами. 
Если ряд дискретный, то в качестве с берется вариант, занимаю­
щий серединное положение в вариационном ряду (если таких ва­
риантов два, то за с принимается тот, которому соответствует 
большая частота); за к принимают наибольший общий делитель 
вариантов (jc — с ) . Если ряд интервальный, то его заменяют ди­
скретным; тогда с — центр серединного интервала (если таких ин­
тервала два, то берется тот, которому соответствует большая час­
тота); за к принимают длину интервала Л.

Пример 1.11. Используя предложенный способ вычисления сред­
ней арифметической, по данным, приведенным в табл. 1.3, найти 
среднюю выработку одного рабочего в отчетном году в процентах 
к предыдущему.

Р е ш е н и е .  Примем с - 115, к** 10. Результаты вычислений 
расположим в табл. 1.5. • _
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х*тX *'+1 (x '-f 1) тх

(1) (2) (3) (4) (5) (в) (7)

80—90 8 85 - 3 — 24 — 2 - 1 6
90— 100 15 95 - 2 —30 — 1 - 1 5

10С— 110 46 105 • - 4 6 0 0
110— 120 29 115 0 0 1 29
120— 130 13 125 1 13 2 26
130— 140 3 135 2 6 3 9
140— 150 3 145 3 9 4 12

2 117 — — — 72 — | 45

В соответствии с формулой (1.4) имеем

7  =  У , х’ тх / У  тх =  — 72/117 ж  — 0 ,6 2 .



По формуле (1.8) находим х = —0,62 1 0 + 1 15—108,8%.
Для проверки хода вычислении заполняем два последних столб­

ца таблицы. Так как 2 ( * '+  1 ) т , —2 х ’тх+ 2 т х, то 2 7 = Z 5 + 2 j. 
В самом деле, 4 5 —(— 7 2 )+  117.

§ 1.5. Медиана и мода

Н аряду со средними величинами в качестве описа­
тельных характеристик вариационного ряда применяют 
медиану и моду.

М едианой  (Afe) называют значение признака, прихо­
дящееся на середину ранжированного ряда наблюдений.

Пусть проведено нечетное число наблюдений, т. е. 
n = 2 q — 1, и результаты наблюдений проранжированы и 
выписаны в следующий ряд: x(i), х(г), ...,
*(9 +п» •••. *(п>. Здесь х(<) — значение признака, занявшее 
i-e порядковое место в ранжированном ряду. На сере­
дину ряда приходится значение *(,). Следовательно,

Л1е~—  Х(в)
Если проведено четное число наблюдений, т. е. п —  

= 2 q, то на середину ранжированного ряда *(n, ..., Х(Ч), 
*<«ж). •••» *<п) приходятся значения *<,> и %+!)• В этом 
случае за медиану принимают среднюю арифметическую 
значений х(ч) и Jr<9+i), т. е.

Ме =  (лг(,) +дг(, + 1))/2.
Покажем на примерах, как определяется медиана 

дискретного и интервального вариационных рядов.
Пример 1.12. Вычислить медиану дискретного вариационного 

ряда, заданного табл. 1.1.
Р е ш е н и е .  Проведено четное число наблюдений: л** 100=* 

“ 2*50, следовательно,

Ч  =  (*(50) +  * (5 1 ) ) /2 .  
где * (5о) и дг(51) — значения, расположенные соответственно на 
50-м и 51-м порядковых местах в ранжированном ряду наблюде­
ний. Чтобы найти *(5о) и jr<si> по вариационному ряду, воспользу­
емся тем фактом, что накопленная частота — это число, показыва­
ющее, сколько наблюдалось значений признака, меньших данного. 
По ряду накопленных частот (см. табл. 1.2) видим, что наблюда­
лось 38 значений признака, меньших пяти, и 82 значения, меньших
шести. Следовательно, дг<во)«-лг<5|)“ 5, а медиана Л1в=  ( 5 + 5 ) / 2 * 5  
(тарифный разряд).

Пример 1.13. Вычислить медиану интервального вариационно­
го ряда, заданного табл. 1.3.

Р е ш е н и е .  Проведено нечетное число наблюдений л =  117. Так
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которое число с, а затем разделенным на некоторое число к , т. е_ 
для вариантов х7— (х — с ) /к .  Зная среднюю арифметическую х' 
для измененного ряда, легко вычислить среднюю арифметическую 
для первоначального ряда:

х =  х '* £ + с .  (1.3)
Действительно, принимая во внимание свойства 3° и 2° средней 
арифметической, получаем

х7 =  ((х —' с) Ik) =  (х—c)/fc =  (х — c ) /k t

откуда следует, что x«*x'»fc +  c.
Очевидно, что от выбора числовых значений с и & зависит, на­

сколько простым будет вычисление средней арифметической для 
измененного ряда. Значения с и к обычно выбирают так, чтобы 
новые варианты х' — ( х — с ) /к  были небольшими целыми числами. 
Если ряд дискретный, то в качестве с берется вариант, занимаю­
щий серединное положение в вариационном ряду (если таких ва­
риантов два, то за с принимается тот, которому соответствует 
большая частота); за к принимают наибольший общий делитель 
вариантов (х — с). Если ряд интервальный, то его заменяют ди­
скретным тогда с — центр серединного интервала (если таких ин­
тервала два, то берется тот, которому соответствует большая час­
тота); за к принимают длину интервала Л.

Пример 1.11. Используя предложенный способ вычисления сред­
ней арифметической, по данным, приведенным в табл. 1.3, найти 
среднюю выработку одного рабочего в отчетном году в процентах 
к предыдущему.

Р е ш е н и е .  Примем с *  115, fc=10. Результаты вычислений 
расположим в табл. 1.5.

Т а б л и ц а  1.5

Вы
ра

бо
тк

а 
в

от
че

тн
ом

 
го

­
ду 

в 
пр

оц
ен

­
та

х 
к 

пр
ед

ы
­

ду
щ

ем
у 

(и
н­

те
рв

ал
ы

)

К
ол

ич
ес

тв
о

ра
бо

чи
х

Се
ре

ди
на

 
ин

­
те

рв
ал

а 
X х—с 

х$ат к
х ' т

X *'+1 (jr'4-l) т х

(О <п (3) (4) (5) <«> (7)

80— 90 8 85 - 3 — 24 - 2 —  16
90— 100 15 95 —2 - 3 0 — 1 - 1 5

! о 46 105 • - 4 6 0 0
110— 120 29 115 0 0 1 29
120— 130 13 125 1 13 2 26
130— 140 3 135 2 6 3 9
140— 150 3 145 3 9 4 12

2 117 — — - 7 2 — 1 45

В соответствии с формулой (1.4) имеем

7  =  У  х' т х/ £  тх =  — 72/117 »  — 0 ,6 2 .
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По формуле (1.8) находим *=<—0,62 1 0 + И 5 —108,8%.
Для проверки хода вычислений заполняем два последних столб* 

ца таблицы. Так как 2 ( х '+  i)m *»IjK 'm ,+ S /n »  то 2 j= 2 s+ 2 j. 
В самом деле, 4 5 =  (—72) +  117.

§ 1.5. Медиана и мода

Н аряду со средними величинами в качестве описа­
тельных характеристик вариационного ряда применяют 
медиану и моду.

М едианой (Ме) называют значение признака, прихо­
дящееся на середину ранжированного ряда наблюденнй.

Пусть проведено нечетное число наблюдений, т. е. 
n — 2 q — 1, и результаты наблюдений проранжированы и 
выписаны в следующий ряд: x(i), xw , ..., Х(Ч),
x<g+i), ..., ДС(„). Здесь ДС(<) — значение признака, занявшее
i-e порядковое место в ранжированном ряду. На сере­
дину ряда приходится значение *<<,). Следовательно,

Л1е'— X(q)
Если проведено четное число наблюдений, т. е. п —

I = 2 q, то на середину ранжированного ряда лг(|>, .... *<<,), 
*<ч+о. •••> *<*>) приходятся значения *<<,) и X(<j+i). В этом 
случае за медиану принимают среднюю арифметическую 
значений % ) и xlq+l), т. е.

Ме =  (■*■(«) +ДГ(,+1))/2.
Покажем на примерах, как определяется медиана 

дискретного и интервального вариационных рядов.
Пример 1.12. Вычислить медиану дискретного вариационного 

ряда, заданного табл. 1.1.
Р е ш е н и е .  Проведено четное число наблюдений: л = 1 0 0 =  

= 2 -5 0 , следовательно,

=  (*<50) +  * (5 1 )У 2 - 
где jr(5o) и ДГ(5|)— значения, расположенные соответственно на 
50-м и 51-м порядковых местах в ранжированном ряду наблюде­
ний. Чтобы найти jc(5o) и x<si) по вариационному ряду, воспользу­
емся тем фактом, что накопленная частота — это число, показыва­
ющее, сколько наблюдалось значений признака, меньших данного.

/  По ряду накопленных частот (см. табл. 1.2) видим, что наблюда­
лось 38 значений признака, меньших пяти, и 82 значения, меньших

^  шести. Следовательно, *(во)"*<в|)в 5, а медиана Afe=  ( 5 + 5 ) /2 —5 
(тарифный разряд).

Пример 1.13. Вычислить медиану интервального вариационно­
го ряда, заданного табл. 1.3.

Р е ш е н и е .  Проведено нечетное число наблюдений л=117 .  Так



как 117—2-59— 1, то Afe—x (s9 ), где JC(s®> — значение признака, рас­
положенное на 59-м порядковом месте в ранжированном ряду на­
блюдений. Однако по интервальному ряду нельзя определить точ­
но ни одно из наблюдений, в том числе и нужное. По ряду накоп­
ленных частот видим, что наблюдалось 23 значения признака, 
меньших 100, и 69 значений, меньших 110. Следовательно, медиана, 
•равная Х(ввь принадлежит интервалу 100— 110. Этот интервал на­
зывают медианным. Заметим, что интервал 100— НО (медианный) 
был первым интервалом, которому соответствовала накопленная 
частота, превышающая половину всех наблюдений ( 6 9 >  117/2).

В медианном интервале наблюдалось 46 значений признака. 
Допустим, что в этом интервале наблюдения распределены равно­
мерно. Тогда на единицу частоты медианного интервала приходит­
ся длина, равная (110— 100J/46, и х (м) можно определить, если к 
началу медианного интервала прибавить часть его длины, прихо­
дящуюся на разность между 59 и частотой, накопленной к началу
медианного интервала, т. е. 100+ (10/46) (59—23)»107,8% .

В общем случае медиана для интервального вариа­
ционного ряда определяется по формуле

М е =  ае +  Л(п/2 — ШеаК) /^ е  (1*9)
или по следующей формуле, полученной из формулы
(1.9) в результате деления числителя и знаменателя 
входящей в нее дроби на п:

M c =  ae +  h (0,5 — w ? K)lw t9 (1.10)
где ае — начало медианного интервала, т. е. такого, ко­
торому соответствует первая из накопленных частот (на­
копленных частостей), равная или большая половине 
всех наблюдений ' ( ^ 0 , 5 ) ;  т еыак (ш“ак ) — частота (час­
тость), накопленная к началу медианного интервала; 
fne(we) — частота (частость) медианного интервала.

Пример 1.14. Вычислить медиану (в мм) для интервального ва­
риационного ряда, заданного табл. 1.4.

Р е ш е н и е .  По ряду накопленных частот определяем первую 
накопленную частоту, равную или ббльшую п/2*200/2=* 100. Ояа 
равна 130. Поэтому медианным является интервал 6,75—6,77 и 
с е=6,75; h =  0,02; ш"ак—78; т * = 52. Следовательно, М «~6,75 +

100 — 78 „ _
+ 0 ,02- ----- —-----« 6 ,7 5 8 .э/

М одой ( М0) называют такое значение признака, ко­
торое наблюдалось наибольшее число раз. Нахождение 
моды для дискретного вариационного ряда не требует к а ­
ких-либо вычислении, так как ею является вариант, ко­
торому соответствует наибольшая частота.
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В случае интервального вариационного ряда мода 
вычисляется по следующей формуле*:

М„ =  а„ +  h (т0 —  пй))/[2то —  т'о — то) (1.11) 
или по тождественной формуле:

М а =  а0 +  h (w0 —  m  )1[2им — т  — (1.12)
где а0 — начало модального интервала, т. е. такого, ко­
торому соответствует наибольшая частота (частость); 
т о (гс»о) — частота (частость) модального интервала; 
я»; К  ) — частота (частость) интервала, предшествую­
щего модальному; m*(te>')— частота (частость) интер­
вала, следующего за модальным.

Пример 1.15. Вычислить моду (в %) для интервального вариа­
ционного ряда, заданного табл. I.j3.

Р е ш е н и е .  Модальным является интервал от 100 до 110, так 
как ему соответствует наибольшая частота, равная 46. Поэтому, 
подставляя в формулу (1.11) ао=ЮО, Л■= 10, т 0— 46, /л0= 1 5 , =
= 2 9 , получаем

М0 =  1 0 0 +  10 ( 46 -г  1 5 ) /(2 .4 6 — 15 -  29) =  106,2.

Моду используют в случаях, когда нужно ответить 
на вопрос, какой товар имеет наибольший спрос, каковы 
преобладающие в данный момент уровни производитель* 
ности труда, себестоимости и т. д. М одальная произво­
дительность, себестоимость и т. д. помогают вскрыть ре­
сурсы, имеющиеся в экономике.

§ 1.6. Показатели вариации

Средние величины, характеризуя вариационный ряд 
числом, не отраж аю т изменчивости наблюдавшихся зна­
чений признака, т. е. вариацию. Простейшим показате­
лем вариации является вариационный разм ах  (R B), рав­
н ый  разности между наибольшим и наименьшим вариан­
тами, т. е.

Я  в =  *max ^m lir О -13)
Вариационный размах — приближенный показатель ва­
риации, так как почти нё зависит от изменения вариан­
тов, а крайние варианты, которые используются для его 
вычисления, как правило, ненадежны.

* Вывод формулы можно найти в кн.: Венецкий И. Г., Кильди- 
ев Г. С. Теория вероятностей и математическая статистика. М., 

1975.



Более содержательными являются меры рассеяния 
наблюдений вокруг средних величин. Средняя арифмети­
ческая является основным видом средних, поэтому огра­
ничимся рассмотрением мер рассеяния наблюдений во­
круг средней арифметической.

Сумма отклонений результатов наблюдений
__ П _

Xi...... х„ от средней арифметической х, т. е. Д(дс<—дс), не

может характеризовать вариацию наблюдений около 
средней арифметической. В силу свойства Iе эта сумма 
равна нулю. Берут или абсолютные величины, или квад­
раты разностей (jc*—jc) . В результате получают различ­
ные показатели вариации.

Средним линейны м  отклонением  (d ) называют сред­
нюю арифметическую абсолютных величин отклонений 
результатов наблюдений от их средней арифметической:

d — ^ I x i  —  x l/n .  (1.14)
<=i

Эмпирической дисперсией  (s1) называют среднюю 
арифметическую квадратов отклонений результатов на­
блюдений от их средней арифметической:

s* - V  ( * |— *)Чп- (1.15)
i= i

Если по результатам наблюдений построен вариацион­
ный ряд, то эмпирическая дисперсия

s2 =  V  (дг— х)*m j ^ m x =  (дг— х )ши>х. (1.16)
X X X

Вместо эмпирической дисперсии в качестве меры рас­
сеяния наблюденнй вокруг средней арифметической часто 
используют эмпирическое среднее квадратическое откло­
нение, равное арифметическому значению корня квадрат­
ного из дисперсии и имеющее ту ж е размерность, что и 
значения признака.

Д л я  вариационного ряда среднее квадратическое от­
клонение

(1.17)
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где х  — вариант (если ряд дискретный) и центр интерва­
ла (если ряд интервальный); m x (wx) — соответствующая 
частота (частость); х  — средняя арифметическая.

Пример 1.16. Для вариационного ряда, заданного табл. 1.3, 
вычислить эмпирческую дисперсию н эмпирическое среднее квадра­
тическое отклонение.

Р е ш е н и е .  Эмпирческую дисперсию вычислим по формуле 
(1.16), учитывая, что взвешенная средняя арифметическая х — 
-108 ,8%  (см. пример 1.0): s ’ - (85— 108,8) М 8 /1 17) + ( 9 5 - 1 0 8 ,8 ) 2 X 
X 15/117 +  (105 — 108,8)2 (46/117) +  ( 115— 108,8)2 (29/117) +  (125 — 
— 108,8)2 X 1 3 / 1 1 7 +  (1 3 5 — 108,8)а(3 /117) +  (1 4 5 -1 0 8 ,8 )* (3 /117) ж  
« 1 5 8 ,7 1 .

Эмпирическое среднее квадратическое отклонение

S = V  158,71 а  12,6%.

Д л я  краткости величину s 2 часто будем называть 
просто дисперсией, не употребляя термина «эмпириче­
ская». Однако при этом всегда следует помнить, что в 
этом случае дисперсия вычислена по результатам наблю­
дений на основании опытных данных, т. е. является эм­
пирической. Аналогичное замечание относится и к вели­
чине s.

Приведем свойство минимальности эмпирической дис­
персии: s 2 меньше взвеш енной средней арифметической 
квадратов отклонений вариантов от лю бой постоянной 
величины, отличной от средней арифметической, т. е.

si < ^ l (x —  a y m x / y i m xt
X /  X

если а Ф х .
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Найдем экстремум функции 

/ ( а )  = 2 (дс—а ) 2т * / 2 т х. Д л я  этого решим уравнение

f ' (a )  = 0 .  Имеем:

/<«> —“  2 2 (х ~  =  ° :
X X

2  (x —  a ) m x =  0\ a = S x m J ' V m x =  x.
X X X

Так как У  (а) = 2 2 т * / 2 / п х> 0 ,  то функция f (a )  имеет
X X

в точке а = х  минимум. □
Можно показать, что среднее линейное отклонение 

не обладает свойством минимальности. Поэтому наибо­
лее употребительными мерами рассеяния наблюдений 
вокруг средней арифметической являются эмпирическая

3-680 |  '  3 »
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дисперсия и эмпирическое среднее квадратическое от­
клонение.

Итальянский статистик Коррадо Джинни предложил 
в качестве показателя вариации использовать величину

a 2 = v 42 \ ;  (xt - x j ) \

где Х\, x it ..., х п — ряд наблюденнй. Особенность этого 
показателя состоит в том, что он зависит только от раз­
ностей между наблюдениями и измеряет как бы «внут­
реннюю изменчивость» значений признака, а не их рас­
сеяние вокруг какой-либо точки. Можно показать, что 
s 2 =  Д2/2, т. е. s 2, являясь мерой рассеяния значений приз­
нака вокруг средней арифметической, характеризует 
также и внутреннюю их изменчивость.

§ 1.7. Свойства эмпирической дисперсии

Рассмотрим основные свойства эмпирической диспер­
сии, знание которых позволит упростить ее вычисление.

1°. Д исперсия постоянной величины  равна нулю .
Доказательство этого свойства очевидно вытекает из 

того, что дисперсия является показателем рассеяния на­
блюдений вокруг средней арифметической, а средняя 
арифметическая постоянной равна этой постоянной.

2°. Если все результаты наблю дений уменьшить (уве ­
личить) на одно и то же число с, то дисперсия не изме­
нится*.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если все варианты уменьшить 
на число с, то в соответствии со свойством 2° средней 
арифметической средняя для измененного вариационно­
го ряда равна (jc—с ) , следовательно, его дисперсия

V((*—с)— (дс—с)1г тх ^ ( х  — х)гтх

X X
т. е. совпадает с дисперсией первоначального вариацион­
ного ряда. Аналогично можно показать, что s2x+c = s 2.

Доказанное свойство позволяет вычислять дисперсию 
не по данным вариантам, а по уменьшенным (увеличен­

• Доказательство свойств 2° и 3° проведем в предположении, 
что по результатам наблюдений построен вариационный ряд.
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ным) на одно и то ж е  число с, так как дисперсия, вычис­
ленная для измененного ряда, равна первоначальной.

3°. Если все результаты наблю дений уменьшить (уве ­
личить) в одно и то же число к раз , то дисперсия умень­
шится (увеличится) в к2 раз.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если все варианты уменьшить 
в k  раз, то, согласно свойству 3° средней арифметиче­
ской, средняя для измененного вариационного ряда рав­
на х/к , следовательно, его дисперсия

2 ]  (х /k  — х /к )2 шх \ ]  ( I /к 2) (х  — ~х)2 тх
о 2  _ _  Л ______________________________________________ _______ £ __________________________________________________

х/к \1
2 j mx Z m*
X X

х  2  (* ~  тх
__ I _х_________________

“  *•
X

Аналогично можно показать, что s 2xk = k 2s 2.
Это свойство позволяет эмпирическую дисперсию вы­

числять не по данным вариантам, а по уменьшенным 
(увеличенным) в одно и то же число к раз. Если дис­
персию, вычисленную для измененного ряда, увеличить 
(уменьшить) в к 2 раз, то получим дисперсию для перво­
начального вариационного ряда.

С л е д с т в и е .  Е сли  все варианты уменьшить (увели ­
чить) в к раз , то среднее квадратическое отклонение 
уменьшится (увеличит ся) в число раз, равное к.

Следствие очевидно вытекает из определения сред­
него квадратического отклонения.

Прежде чем рассматривать следующее свойство дис­
персии, докажем теорему.

Теорема. Эмпирическая дисперсия равна разности 
между средней арифметической квадратов наблю дений и 
квадратом средней арифметической, г. е.

s* == jca — (Зс)*. (1.18)
Доказательство проведем для случая взвешенных 

средних арифметических, т. е. х = 1 ,х т х/2,тх, х 2 =

=  1.х7т х/1 т х.
X X
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Тождественно преобразуя вы­

ражения для дисперсии, имеем

3*



% ( х -1 ) * т х 2 x * m * - 2 2 * ™ ,  +  2 © * m ,
s2

У  m* ' X  m x
X

V  x2 nix 2x ^  xmx (*)* m: 
x _____ £______ j_ *

X
m* 2 i m* 2 m*

X X

=  ** — 2 (*)■ +  ( i ) s =  X 2 — (*)•.

4 ° .  Если ряд наблю дений состоит из д в ух  групп наб­
лю дений, то дисперсия всего ряда равна сумме средней  
арифметической групповы х дисперсий и средней ариф ­
метической квадратов отклонений групповы х средних от 
средней всего ряда, причем при вы числении средних  
арифметических весами являются объемы групп.

Пусть П\ н п 2— число наблюденнй соответственно в 
1-й и 2-й группах; Х\, х 2 — средние арифметические для
1-й и 2-й групп наблюдений; s2 — дисперсии для 1-й и
2-й групп наблюденнй; х  и s 2 — средняя арифметическая 
и дисперсия для всего ряда n t+ n 2 наблюденнй. Требует­
ся доказать, что

$г _  S1 "l +  S2 *2 (X| — x)2 nt +  (x2 — X)2 rlj 
rtl+ Л ,  /Ч +  л,

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть x t, x 2, ..., x„,+n, — ряд 
наблюдавшихся значений признака, причем к первой 
группе относятся наблюдения x it х 2, х п,,  а ко вто­
р о й -н а б л ю д е н и я  дг„ , + 1  , х п, + 2  , .... х п,+„, . Обозначим 
символом i порядковый номер наблюдения, попавшего 
в 1-ю группу, а через /  — порядковый номер наблюде­
ния, попавшего во 2-ю_группу. На основании теоремы
о дисперсии имеем s? =дг,-—(*i)2, s] —х /  — (х2)2 , Следо­
вательно, первое слагаемое имеет вид

s?я, +  4 п2 _  А п\ +  х) ,1г — (*i)2"i —
+  «1 +  П1

*= (2 + 2 Х'~ m ~ Л2V(n‘ + =
\ i= l /=".+1 J
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В соответствии со свойством 4° средней арифметиче- 
ческой можно записать х (п \- \-п г)= Х \П \-\-х2п2. Учитывая 
последнее равенство, преобразуем второе слагаемое:

(xi -  х)г п 1 +  (<2 — х)2 пг __ 
я , +  л ,

__ (*i)2 'ii — 2xj xnt H -t* )2 Я| +  (х*)2 пг — 2хг хпг +  (*)8 «г
я, +  я ,

_  (х,)г П1 +  (лг2)2 п2 +  (*)2 (nt +  nt) — 2 х (xt щ +  хг пг)
л, +  л2

=  (* i)2 ni +  f a ) 2 пг — (х)г (я , +  я2)

К . «i +  na
Используя найденные выражения для слагаемых, по­

лучаем
s; я, +  $5 п.2 — х)г т  +  (х  ̂— *)* /1-г _

Hi +  л2 п1 -\- п2

2  *1 - ( * i ) 2 "i - ( гг)2 п2 + (* i)2 «1 + (*г)2 п2 -  (*)2(«1+пг)
**-2= 1 ------------------------------------------ -------------------------------------------------- =

пх +  п2

I  = ' v '  + n J  _ ( ! ) > = ? _ ( ! ) ■  - г  □

Свойство 4° можно обобщить на случай, когда ряд 
наблюдений состоит из любого количества k ^ 2  групп 
наблюдений. Введем понятия межгрупповой и внутри­
групповой дисперсий.

Если ряд наблюдений состоит из k групп наблюде­
ний, то межгрупповой дисперсией  (б2) называют сред­
нюю арифметическую квадратов отклонений групповых 
средних Х{ от средней всего ряда наблюдений х, причем 
весами являются объемы групп пи т. е.

« ■ - 2  & - * ) ’ » < / 2 » . -  
1 =  1 * f=l

Средней групповы х дисперсий или внутригрупповой  
дисперсией s f  называют среднюю арифметическую груп-
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повых дисперсий s], причем весами являются объемы
ГруПП fill

_ к - к

С л е д с т в и е  (свойства 4°). Е сли ряд наблю дений  
состоит из к групп наблю дений , то дисперсия всего ряда  
s 2 равна сумме внутригрупповой и меж групповой дис- 
персий, т. е.

s2 =  s2i +  62.
Вычисление дисперсии вариационного ряда непосредственно по 

формуле (1.16) приводит к громоздким расчетам, если числовые 
значения вариантов и соответствующие им частоты велики. Поэто­
му часто дисперсию вычисляют не по первоначальным вариантам х, 
а по вариантам * '«= (*— c)/k . Зная s 2x* (дисперсию для изменен­
ного ряда), легко вычислить дисперсию s 1 для первоначального 
ряда:

s2 =  s*, k2. (1.19)
Действительно, принимая во внимание свойства 3е и 2° дис­

персии, получаем

sx' =  s<*—rl/л =  0/**) 4 —с =  0/**)*2>
откуда следует, что кг.

Требования к с и k предъявляют те же, что и в упрощенном 
способе вычисления средней арифметической.

Пример 1.17. Вычислить дисперсию для распределения рабочих
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по величине выработки в отчетном году в процентах к предыдуще­
му году по данным, приведенным в табл. 1.3, используя предло­
женный способ.

Р е ш е н и е .  Примем с= 1 1 5 , Л=10. Результаты вычислений 
расположим 'в табл. 1.6. В соответствии с формулой (1.18) имеем

S2X. =  ( 7 ) 2 - ( 7 ) 2 =  ( 2 3 0 / 1 1 7 ) - ( - 7 2 / 1 17)2 «  1,5871-

По формуле (1.19) находим s 2=  1,5871 • 102=* 158,71. Для про­
верки х*>да вычислений заполняем три последних столбца таблицы. 
Так как

2  (*' +  0*  тх  =  2  (*')* тх +  2 2  *' тх +  2  mxt
то

2 9 =  2e +  2 2 s +  2 r  
Действительно, 2 0 3 * 2 3 0  +  2- (—72) +  117.

§ 1.8. Эмпирические центральные и начальные моменты

Средняя арифметическая и дисперсия вариационного 
ряда являются частными случаями более общего понятия 
о моментах вариационного ряда.

Эмпирическим начальным моментом (v<,) порядка q 
называют взвешенную среднюю арифметическую q-x 
степеней вариантов, т. е.

( ! - 2 ° )
X X

Эмпирический начальный момент нулевого порядка 

Vo =  x ° = ' V x °m x/ 'V m x =  1.
X X

Эмпирический начальный момент первого порядка
л*
V i = * .

Эмпирический начальный момент второго порядка 

v , = ?  =  и т - д -
X X

Эмпирическим центральным моментом {\хя) порядка 
q называют взвешенную среднюю арифметическую q-x 
степеней отклонений вариантов от их средней арифмети­
ческой, т. е.

? ,  = (* — х)"= 2  т * /2  шХ‘ (12,)
X X

Эмпирический центральный момент нулевого порядка



Цо =  (дг —  х ) *  =  2  [ х  —  x Y m J ' V  т х  =  1 .

X X

Эмпирический центральный момент первого порядка 

Mi =  (дг — * )1== 2 ( *  — ^  m* / 2 m* ==0
X Л!

(в силу свойства 1° средней арифметической).
Эмпирический центральный момент второго порядка

И » =  (* — x )a *= '2l {x —  x ) 2m j ' 2 i m x =***.
X X

Используя формулу бинома Ньютона, разложим в 
ряд выражение для центрального момента q -го порядка:

*= ( *  —  х ) *  —

=  С \ х ^  X +  C‘2vx q- 2 (х)2 — ... +  ( -  1)’ (х)« =

=  7  —  +  C q X ^  (х)2—  ... + ( — 1)" ( * ) *  -

=  ?  — C j x x ^ + C ^ x ) 2 ? ^  —  . . .  +  (—  1)* (* )*  -

=  —  Cq Vj V^_] +  C ^V ?V «-2 —  . . .  +  ( —  l ) % f .

В проведенных тождественных преобразованиях ис­
пользованы свойства 5° и 3° средней арифметической; 
С? = q \ / ( p \ ( q —р ) \ ) — число сочетаний из q элементов по 
р элементов ( p ^ . q ) .

Итак, центральный момент <7 -го порядка выражается 
через начальные моменты следующим образом:

=  v , — v ,  +  q  С? V - 2 -  q  vj v 3 +

+  ... + ( - 1 И  (1.22)

П олагая q = О, 1, 2, ..., можно получить выражения 
центральных моментов различных порядков через на­
чальные моменты:

Йо =  v0 =  1. =  Vj — Vj =  0;

• В дальнейшем для краткости величину m* (v9) часто будем
называть просто центральным моментом (начальным моментом), не
употребляя термин «эмпирический».
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- ? 2 =  V, — 2 v, V, +  V? =  vj — v’; (1.23)

=  v3 — 3 vj -f- 3 ^  v,— vj =  v3 — 3v, v2 +  2v?; (1.24) 

n4 =  v4 — 4vj V3 4- 6vjv2 — 4vJ V j+  vj =

=  v, — 4vj v3 +  6vj v2— 3v* (1.25)

и т. д.
Заметим, что формула (1.23) для центрального мо­

мента второго порядка, как и следовало ожидать, ана­
логична формуле (1.18) для дисперсии.

Рассмотрим свойства центральных моментов, кото­
рые позволят значительно упростить их вычисление.

1°. Если все варианты уменьшить (увеличить) на од- 
но и то же число с, то центральный момент q-го порядка  
не изменится.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если все варианты уменьшить 
на число с, то средняя арифметическая для измененного 
ряда равна х —с, поэтому центральный момент q-го по­
рядка

и , = 2 [( * — -  ( * — с) ̂  « . / 2  т * =
X X

=  2  — *)* m J l  mx =  |Г,. □
X X

Л»
Аналогично можно показать, что = \ хя-
2°. Если все варианты уменьшить (увеличить) в одно 

и то же число k раз, то центральный момент q-го поряд­
ка уменьшится (увеличит ся) в № раз.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если все варианты уменьшить 
в одно и то же число k  раз, то средняя арифметическая 
для измененного вариационного ряда равна дг/Л, поэто­
му центральный момент q -го порядка

п = 2  (х / к — *1'кУ m *l 2  я* . -
х  X

%

= ( 1  /кч) 2  {*— *)e « Л Х = i V * .  □
X X

Аналогично можно показать, что \̂ gx ,k =
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Для облегчения расчетов центральные моменты вычисляют не 
по первоначальным вариантам х, а по вариантам ж'— (х  — c)/k. 
Зная \i 'q (центральный момент </-го ’ порядка для измененного ря­

да), легко вычислить центральный момент ^-го порядка \iq для 
первоначального ряда:

(|.2б)
Действительно, принимая во внимание свойства центрального 

момента, получаем

4 ч{х—с)/к ¥х—с
откуда следует, что

Пример 1.18. Вычислить центральные моменты второго, треть­
его и четвертого порядков для распределения рабочих по величине 
выработки в отчетном году в процентах к предыдущему по дан­
ным, приведенным в табл. 1.3.

Р е ш е н и е .  Результаты вычислений расположим в табл. 1.7.
Т а б л и ц а  1.7

В
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X I I -
И

ч
5ч
ч

зГ
чч

1
ч
ч

ч
£
ч
ч +%Н

ч
5

+
ч

/
+
ъ

ч
£

+
ч

ч

7*
%ч

(1) (2) (3) (4) (5) (б) О ) (8) (9) (10) (И) (12) (13)

8 0 - 9 0 8 85 —3 - 2 4 72 —216 + 6 4 8 - 2 - 1 6 32 - 6 4 128
90— 100 15 95 - 2 - 3 0 60 — 120 + 2 4 0 — 1 - 1 5 15 — *5 15

100— 110 46 105 — 1 - 4 6 46 —46 46 0 0 0 0 0
110— 120 29 115 0 0 0 0 0 1 29 29 29 29
120— 130 13 125 1 13 13 13 13 2 26 52 104 •208
1 3 0 -1 4 0 3 135 2 6 12 24 48 3 9 27 81 243
140— 150 3 145 3 9 27 81 243 4 12 48 192 768

2 117 - 7 2 230 - 2 6 4 1238 203 327 1391

В соответствии с определением начального момента получим сле­
дующие значения начальных моментов для вариантов х/ :

vj =  тх/ % т х =  — 72/117; v* =  2 ( * ' ) * m* / 2 тх = 2 3 0 /1 1 7 ;

*3 =  2  <*'>3 т * / 2  тх =  ~  264/117; ~v’4 =  ^  ( * ') 4 т ж/ 2  " х =
=  1238/117.

Используя формулы (1.23)— (1.25), получаем следующие зна­
чения центральных моментов для вариантов х'з



Pa =  v; -  3 v,' +  2 ( v,')3 *  0,90669;

n4 =  v4 — 4 v i v3 +  6 ( v , ) 2 v2 — 3 ( v , ) 4 «  9,063416.

На основании формулы (1.26) получаем следующие значения 
центральных моментов для первоначального вариационного ряда:

? ,  =  1 ,5 871-10*=  158,71; ц3 =  0 ,9 0 6 6 9 -103 =  906,69; -

|Г4 =  9 ,0 6 3 4 1 6 -10« »  90634,16.

Заметим, что дисперсия, вычисленная в примере 1.17, совпада­
ет со значением цешрального момента второго порядка.

Для проверки хода вычислений заполняем пять последних 
столбцов таблицы. Так как

2 (*' +  l)*mx =  2 i x y m x +  3 2 (jc')2mx +  3 2 jr/ mje +  2 mx и

2  (*' +  1 )4 тх  =  2  (х'У  тх +  4 2  (* ')3 тл +  6 2  (* ')а +

+  4 2  х' тх +  2  то

2 12 =  2 7 +  3 2 б + 3 2 ,  +  2 2 и 2 13 =  Ze +  4 2 7 +  6 2 e+4 2 5 +  2 a-

Действительно, 3 2 7 = —2G4 3 - 230 -I- 3 (—72) -4-117 и 1 3 9 1 -
-  1238 + 4 ( —264) + 6 -2 3 0  +  4* (—72) +117.

§ 1.9. Эмпирические асимметрия и эксцесс
•

Эмпирическим коэффициентом асимметрии А назы­
вают отношение центрального момента третьего порядка 
к кубу среднего квадратического отклонения;

•

— — 2  ( * — * )3 т х
А =  - ^ =  — ^ -----=  -------------------- . (1.27)

и  ( / Г ) >  № « ) *

Если полигон вариационного ряда скошен, т. е. одна из 
его ветвей, начиная от вершины, зримо длиннее другой, 
то такой ряд называют асимметричным. Из формулы 
(1.27) следует, что если в варнационном ряду преобла­
дают варианты, меньшие дг, то эмпирический коэффици­
ент асимметрии отрицателен; говорят, что в этом случае 
имеет место левосторонняя асимметрия. Если же в вари­
ационном ряду преобладают варианты, большие х, то эм-

P i = V 2 — (v ,')2 *  1,5871;
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лирический коэффициент асимметрии положителен; в 
этом случае имеет место правосторонняя асимметрия. 
При левосторонней асимметрии левая ветвь полигона 
длиннее правой. При правосторонней, более длинной яв­
ляется правая ветвь.

Эмпирический коэффициент асимметрии не имеет ни 
верхней, ни нижней границы, что снижает его ценность 
как меры асимметрии. Практически коэффициент асим­
метрии редко бывает особенно велик, а для умеренно 
асимметричных рядов он обычно меньше единицы.

Эмпирическим эксцессом  или коэффициентом круто­
сти Е  называют уменьшенное на 3 единицы отношение 
центрального момента четвертого порядка к четвертой 
степени среднего квадратического отклонения:

£  =  3  =  ^ - 3 .  XI 2 8 )

За  стандартное значение эксцесса принимают нуль- 
эксцесс так называемой нормальной кривой (см. 
рис. S'. 15). Кривые, у которых эксцесс отрицательный, по 
сравнению с нормальной менее крутые, имеют более 
плоскую вершину и называются «плосковершннными» 
Кривые с положительным эксцессом более крутые по 
сравнению с нормальной кривой, имеют более острую 
вершину и называются «островершинными».

Пример 1.19. По данным, приведенным в табл. 1.3, вычислить 
эмпирический коэффициент асимметрии и эксцесс для распределе­
ния рабочих по величине выработки в отчетном году в процентах 
к предыдущему.

Р е ш е н и е .  Центральные моменты второго, третьего и четвертого 
порядка, необходимые для вычисления эмпирической асимметрии и
эксцесса, вычислены в примере 1.18. (ц2=  158,71, ц3» 906,69,
—90634,16). Коэффициент асимметрии А *906,69 (V 158,71)3 —■
«0,45; эксцесс £ —90634,16/158,71*—3*=0,60. Коэффициент асиммет­
рии оказался положительным. Это свидетельствует о правосторон­
ней асимметрии данного распределения; действительно, правая ветвь 
этого распределения (см рис. 1.2) зримо длиннее левой.

Эксцесс оказался также положительным.
Пример 1.20. По данным, приведенным в табл. 1.4, вычислить 

средний размер диаметра валика после шлифовки, эмпирическое 
среднее квадратическое отклонение, коэффициент асимметрии к 
эксцесс.

Р е ш е н и е .  Результаты вычислений и проверку хода вычисле­
ний поместим в табл. 1.8.
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Г л а в а 2

Основные понятия теории вероятностей

§ 2.1. Классификация событий

Одним из основных понятий теории вероятностей яв­
ляется понятие события. Под событием понимают любой 
факт, который может произойти в результате опыта, или 
испытания. Под опытом, или испытанием, понимают осу­
ществление определенного комплекса условий.

Простейшим примером события является результат 
подбрасывания монеты. В этом примере опытом являет­
ся подбрасывание монеты, а его исходы — событиями. 
В данном опыте рассматриваются два события: появле­
ние цифры и появление «герба» Событием можно, на­
пример, считать выход со станка деталей определенного 
размера или деталей, размеры которых леж ат внутри 
определенного интервала. Появление бракованных изде­
лий также событие. Можно привести бесчисленное мно­
жество подобных примеров. События обозначают заглав­
ными буквами латинского алфавита А , В, С, ...

Различаю т события совместные и несовместные. Со­
бытия называют совместными, если наступление одного 
из них сопровождается наступлением других в одном и 
том же испытании. В противном случае события являют­
ся несовместными. Рассмотрим следующий пример. З а ­
вод выпускает приборы трех типоразмеров: I, II и III. 
Пусть А  — изготовленный прибор относится к I типораз­
меру; В  — изготовленный прибор относится ко II типо­
размеру; С — изготовленный прибор относится к III ти­
поразмеру. Очевидно, что эти события являются несов­
местными.

Техническим контролем изделия могут быть забрако­
ваны по нескольким признакам: выход размеров за гра­

ницы технического допуска, наличие механических пов-
I
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пежлений, нспроварснность сварного шва и т. д. Одному 
изделию м о г у т  быть присуши все указанные виды дефек­
тов. Поэтому эти виды дефектов являются совместными
событиями.

• Событие называют достоверным, если оно обязатель­
но произойдет в условиях данного опыта.

Событие называют невозможным , если оно не может 
произойти в условиях данного опыта.

Если, например, двигатель исправен, нормально 
функционирует система топливоподачн и источник энер­
гии (аккумулятор) находится в рабочем состоянии, то 
при включении зажигания и стартера вращение вала 
двигателя автомобиля — событие достоверное. При вы­
ходе из строя хотя бы одной системы топливоподачн 
вращение вала двигателя становится событием невоз­
можным.

Событие называют возможным или случайным,, если 
в результате опыта оно может появиться, но может и не 
появиться.

Примером случайного события могут служить выяв­
ление дефектного изделия при контроле партии готовой 
продукции, несоответствие размера обрабатываемого из­
делия заданному, отказ одного из звеньев автоматизиро­
ванной системы управления.

События называют равновозмож ными, если по усло­
виям испытания ни одно из этих событий не является 
объективно более возможным, чем другое.

Приведем следующий пример. Пусть магазину по­
ставляют электролампы (причем в равных количествах) 
несколько заводов-нзготовителей. События, состоящие в 
покупке лампы любого из этих заводов, равновозможны.

Важным понятием является полная группа событий. 
Несколько событий в данном опыте образуют полную 
группу, если в результате опыта обязательно появится 
хотя бы одно из них. Например, если в механическом це­
хе весь парк станков разбит на следующие группы (со­
бытия): А — станку требуется наладка через 7 ч работы; 
В — 10 ч; С — 15 ч; D —20 ч; £ —21 ч и более, то в дан­
ном случае события А, В , С, Z), Е  образуют полную 
группу.

Введем понятие противоположного или дополнитель­
ного события. Под противоположным событием А пони­
мают событие, которое обязательно должно произойти, 
если не наступило некоторое событие А. Протнвополож-
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ные события несовместны и единственно возможны. Они 
образуют полную группу событий. Так, например, если 
партия изготовленных изделий состоит из годных и бра- 
кованных, то при извлечении одного изделия оно может 
оказаться либо годным — событие Л, либо бракован­
ным — событие А.

События, образующие полную группу событий и явля­
ющиеся несовместными и равновозможными, называют 
случаям и  или шансами.

Если наблюдающиеся в опыте события равновозмож­
ны, несовместны и образуют полную группу, то говорят, 
что опыт сводится к схеме случаев  или к схеме урн. (Эти 
термины впервые появились в работах, посвященных ис­
следованию правил азартных игр при зарождении науки 
о вероятностях.)

§ 2.2. Классическое определение вероятности 
события

Д ля  количественного сравнения между собой событий 
по степени возможности их появления вводится опреде­
ленная мера, которая называется вероятностью события.

. Вероятностью события называется численная мера 
степени объективной возможности появления этого собы­
тия.

Рассмотрим следующее понятие. Случай называют 
благоприятным  или благоприятствующим  некоторому 
событию, если появление этого случая влечет за собой 
появление данногб события. Пусть, например, произво­
дится опыт — подбрасывание кубика, грани которого 
пронумерованы цифрами от 1 до 6. Рассмотрим событие 
А — появление четной цифры. Случаи появления чисел
2, 4 и 6 благоприятствуют событию А. Приведем еще 
один пример. Пусть в ящике содержатся годные изделия 
и дефектные, забракованные по нескольким видам де­
фектов. Рассмотрим событие, заключающееся в появле­
нии бракованного изделия при вынимании его наугад из 
ящика. Этому событию будут благоприятствовать все из­
делия, имеющие дефекты.

Если опыт сводится к схеме случаев, то вероятность 
появления события А в данном оп&те вычисляется как 
отношение числа случаев Л1, благоприятствующих появ­
лению этого события, к общему числу случаев N. Это и 
есть классическое определение вероятности события. Та-
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кнм образом, вероятность события А
Р (А) =  M/N.  (2.1)

Впервые определение вероятности события было дано 
в XVIII  в. Лапласом. Из формулы (2.1) следует, что ве­
роятность события может меняться в пределах от 0 до 1 
в зависимости от того, какую долю составляет благопри­
ятствующее число случаев от общего числа случаев, т. е. 
0 ^ М < Л ^ 0 ^ Р ( Л ) ^ 1 .  Исходя из приведенного опреде­
ления вероятности можно убедиться в следующем:

1°. Вероятность достоверного события равна единице, 
так как д ля  того чтобы событие обязательно произош ло, 
все случаи в опыте должны ему благоприятствовать, г. е. 
M = N ,  тогда Р ( А )  =  I.

2°. Вероятность невозможного события равна нулю , 
так как ни один случай в опыте не благоприятствует та­
кому событию, т. е. М = О, тогда Р ( А ) = 0 .

3°. Вероятность наступления событий, образую щ их  
полную  группу, равна единице, так как появление хотя 
бы одного из них в результате опыта является событием 
достоверны и.

4°. Вероятность наступления противоположного собы­
тия А равна разности между единицей и вероятностью 
наступления события А:

Р ( А ) = 1 - Р ( А ) ,  (2.2)
так как P ( A )  =  ( N — M ) l n  =  l —М /N, где N  — М — число  
случаев, благоприятствующих появлению  противополож­
ного события А.

Важным достоинством классического определения ве­
роятности события является то, что с его помощью веро­
ятность события можно определить, не прибегая к опы­
ту, а исходя из логических рассуждений. Приведем не­
сколько примеров непосредственного вычисления вероят­
ностей.

Пример 2.1. В ящике находятся 10 бракованных и 15 годных 
деталей, которые тщательно перемешаны. Найтн вероятность того, 
что наудачу извлеченная деталь годная.

Р е ш е н и е .  Обозначим через А событие, состоящее в появле­
нии годной детали. Общее число случаев W=*25, число случаев, 
благоприятных событию А , М«=15. Следовательно, Р ( Л ) «  15/25 =  
*=3/5.

Пример 2.2. Условия предыдущей задачи сохраняются, только 
теперь из ящика последовательно извлекают три детали (без воз­
вращения): а) чему равна вероятность того, что все три детали 
будут годными? б) какова вероятность тою , что извлечены только 
две годные детали?
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Р е ш е н и е ,  а) Обозначим через В событие, состоящее в по­
явлении трех годных деталей. Общее число случаев равно числу 
способов, с помощью которых можно извлечь из ящика все детали 
по три (числу сочетаний из 25 элементов по три): N =  С25* Число 
случаев, благоприятствующих событию В, равно числу способов, 
позволяющих взять три детали из числа годных, т. е. числу соче­
таний из 15 элементов по три: A f-C j5. Искомая вероятность
Р (В )= С ? 5/ С ^ -9 1 /4 6 0 .

б) Обозначим через D  событие, состоящее в появлении двух 
годных деталей. Общее число случаев останется прежним, т. е. iV* 
в ^ 2 5 - Число случаев, благоприятствующих событию D, равно чис­
лу способов, с помощью которых можно одновременно взять две 
годные детали из 15 годных и одну бракованную из 10 бракован-
ных, т .е. Л1=С|5 С |0; P( D)  =  С?5 С|0/ < 4  =91/460.

§ 2.3. Статистическое определение вероятности 
события

Формулу (2.1) используют для непосредственного вы­
числения вероятностей событий только тогда, когда опыт 
сводится к схеме случаев.

На практике часто классическое определение вероят­
ности неприменимо по двум причинам: во-первых, клас­
сическое определение вероятности предполагает, что об­
щее число случаев N  должно быть конечно. Н а самом же 
деле оно зачастую неограниченно; во-вторых, часто не­
возможно представить исходы опыта в виде схемы слу­
чаев.

Давно было замечено, что частота появления событий, 
не сводящихся к схеме случаев, при многократно повто­
ряющихся опытах имеет тенденцию стабилизироваться 
около какой-то постоянной величины. Это свидетельству­
ет о том, что данные события такж е обладают опреде­
ленной степенью объективной возможности появления в 
опыте, меру которой можно представить в виде относи­
тельной частоты (или частости).

Знаменитый швейцарский ученый Яков Бернулли 
привел математическое доказательство того, что при 
большом числе испытаний частость стремится воспроиз­
вести вероятность и в пределе при большом числе опытов 
должна практически совпадать с ней. Это положение но­
сит название закона больш их чисел (этот закон будет 
рассмотрен в дальнейшем). Многие ученые проводили 
специальные опыты для проверки закона Бернулли, вы­
числяя частость появления событий, сводящихся к схеме
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случаев, и сравнивая ее с вероятностью, вычисленной по 
классическому определению. Гак, французский натура­
лист Бюффон и английский статистик Пирсон проводили 
опыты с бросанием монеты (подсчитывалось число слу­
чаев выпадения «герба»). Результаты их опытов приве­
дены в табл. 2.1.*

Т а б л и ц а  2.1

Опыты
В ероят­

ность Частость
Отклонение частости 

от вероятности
Ч исло испы­

таний

Опыт Бюффона 
Первый опыт

0,5000 0,5069 0,0069 _ 4С40

Пирсона 
Второй опыт

0,50(.0 0,5016 0,0016 12000

Пирсона 0,5000 0,5005 0,0005 24 000

Как следует из таблицы, уже 4040 испытаний доста­
точно для совпадения эмпирической частости и вероят­
ности до сотого знака, а 24 ООО испытаний дают практи­
чески полное совпадение частости и вероятности. Таким 
образом, можно считать эмпирически подтвержденным, 
что частость событий, сводящихся к схеме случаев, при 
большом числе произведенных опытов стремится к их 
вероятности. Это свойство случайных событий, известное 
под названием устойчивости частот, можно перенести и 
на другие типы случайных событий, не обладающих сим­
метрией исходов и не составляющих полную группу. 
Правда, подсчет теоретической вероятности для таких 
событий представляет известные трудности.

Так возникло понятие статистической вероятности со­
бытия, под которой понимается относительная частота 
появления события А в N  произведенных опытах. Стати­
стическая вероятность вычисляется на основании резуль­
татов опытов по следующей формуле *;

w (А) =  M/N,  (2.3)
где М  — число появлений события А в N  опытах.

В § 2.2 было показано, что вероятность достоверного 
события равна единице, а вероятность невозможного

* Статистическая вероятность события идентична понятию час­
тости появления определенного значения признака, приведенному 
в гл. 1,
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равна нулю. Однако на практике приходится сталкивать­
ся с событиями, вероятности которых не точно .равны 
единице или нулю, а весьма близки к этим значениям. 
Первые из этих событий называют практически досто­
верными, а вторые — практически невозможными. Если 
события имеют такие вероятности, то можно предсказать 
результат опыта, руководствуясь так называемым прин­
ципом практической уверенности, который заключается 
в с л е д у ю щ е м :  если вероятность некоторого события Л в 
данном опыте весьма мала, то можно быть практически 
уверенным в том, что при однократном вы полнении это­
го опыта событие А не произойдет .

Вопрос о том, насколько мала или велика должна 
быть вероятность, решается в каждом отдельном случае 
в зависимости от важности исследуемого явления и не 
является предметом обсуждения в теории вероятностей.

§ 2.4. Понятия суммы и произведения событий

Непосредственный подсчет вероятностей по классиче­
скому или статистическому определению для решения 
многих практически важных задач достаточно труден. 
Поэтому возникла необходимость в разработке методов 
вычисления вероятностей событий, позволяющих по из­
вестным вероятностям одних событий определять веро­
ятности наступления других событий. Эти методы свя­
заны с применением основных теорем теории вероятно­
стей: теоремы сложения и теоремы умножения 
вероятностей, которые могут быть строго доказаны толь­
ко для событий, сводящихся к схеме случаев, однако их 
можно распространить и на события, не сводящиеся к 
этой схеме. В этом случае их принимают как аксиомы 
теории вероятностей. Прежде чем сформулировать и до­
казать основные теоремы, рассмотрим некоторые вспомо­
гательные понятия, а именно понятия суммы и произ­
ведения событий. .

Суммой двух  событий А и В называют событие С, 
состоящее в появлении события Л, или события В, или 
обоих этих событий. Другими словами, можно сказать, 
что событие С состоит в появлении хотя бы одного из 
событий А и В. Например, если изготовленные изделия . 
бракуют по двум видам дефектов: А — несоблюдение 
технического допуска на геометрические размеры и В — 
недостаточная твердость после закалки, то событие С
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означает вообще наличие дефекта у проверяемого изде­
лия (либо несоблюдение технического допуска, либо не­
достаточная твердость после закалки, либо оба вместе). 
Если события А и В  несовместны, то появление этих со­
бытий вместе невозможно и сумма событий Л и В заклю ­
чается в появлении или события Л, или события В .

Суммой нескольких событий называют событие, со­
стоящее в появлении хотя бы одного из этих событий.

л*в

Рис. 2.1

П роизведением д вух  событий А и В  называют собы­
тие С, состоящее в совместном появлении события Л и 
события В .

Например, если взять для контроля две детали из 
партии, состоящей из бракованных и годных деталей, и 
событие Л означает, что первая взятая  деталь годная; 
событие В —вторая взятая деталь такж е годная, тособы-

л*в*с

Рис. 2.2

тие С = А В  состоит в том, что обе детали годные.
П роизведением нескольких событий называют собы­

тие, состоящее в совместном появлении всех этих собы­
тий.

Дадим геометрическую интерпретацию понятий сум­
мы и произведения событий. Если обозначить через Л по­
падание точки в область Л, через В — попадание точки 
в область В у то Л - f  £  — попадание в область, заштрихо­
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ванную  на рис. 2.1, а\ А В — попадание в область, заш три­
х о в а н н у ю  на рис. 2 .1 ,6 . На рис. 2.2, а, б дана геометри­
ческая интерпретация суммы и произведения трех со­
бытий.

§ 2.5. Теорема сложения вероятностей

Предварительно рассмотрим конкретный пример. 
Пусть имеется партия гаек со следующим распределени­
ем размеров по диаметру: 120 гаек диаметром 24,90 мм; 
40 г а е к  —  24,86 мм; 30 гаек — 24,85 мм; 10' гаек —
24.84 мм. Какова вероятность извлечь гайку диаметром 
либо 24,86, либо 24,85, либо 24,84 мм?

Общее количество случаев равно 200. Из них благо­
приятствуют поставленному условию 80. В соответствии 
с этим вероятность извлечения гайки диаметром от 
24,86 до 24,84 мм Р ( А )  = 8 0 /2 0 0 = 2 /5 .  Теперь рассмот­
рим вероятность извлечения гаек каждого диаметра в от­
дельности. Д л я  этого обозначим через А\  событие, за ­
ключающееся в извлечении из данной совокупности гай­
ки диаметром 24,90 мм, A j  — гайки диаметром 24,86 мм, 
А 3 — гайки диаметром 24,85 мм, A t  — гайки диаметром
24.84 мм. Тогда имеем: Р( А\ )  =  120/200=3/5; Р ( А г) —  
=  40 /2 0 0 = 1 /5 ;  Р ( А 3) = 3 0 /2 0 0 = 3 /2 0 ;  Р(А<) =  10/200 =  
=  1/ 20 .

По условию задачи необходимо определить вероят­
ность извлечения гаек с диаметром либо 24,86, либо 
24,85, либо 24,84 мм. Складывая вероятности появления 
гаек определенного диаметра, находим Р(71) =  1 /5 +  
,+ 3 /2 0 + 1 /2 0 = 2 /5 .

Таким образом, получена ранее вычисленная вероят­
ность.

Теорема 2.1. Вероятность появления одного из двух  
несовместных событий равна сумме вероятностей этих 
событий:

Р (А  + В )  =  Р  (А) +  Р  (В). (2.4)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Введем следующие обозначе­
ния: N  — общее число возможных случаев в опыте; М ,— 
число случаев, благоприятствующих наступлению собы­
тия А\ M i — число случаев, благоприятствующих наступ­
лению события В.

Число случаев, благоприятствующих наступлению ли­
бо события А, либо события В, равно A fi+ M 2. Так как
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события А и В  несовместны, то нет случаев, благоприят­
ствующих наступлению событий А и В  одновременно, 
следовательно,

Р  (А +  В) -  (М к +  M 2)!N =  M J N  +  M J N .  (2.5)

Учитывая, что Р ( А )  = M XIN\ P ( B ) = M 2/N,  и подставляя 
эти выражения в равенство (2.5), получаем тождество.

Методом полной индукции можно обобщить теорему 
сложения на произвольное число попарно несовместных 
событий: ,

=  2 р (Ад- (2.6)
W I )  1 = 1

С л е д с т в и е  1. Е сли  несовместные события А \, Лг,
А п образуют полную  группу , то сумма вероятностей 

этих событий равна единице , т. е.
P ( A J  +  P ( A t) +  - - -  +  P ( A n) =  l.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Используя свойство 3°, приве­
денное на с. 50, можно записать

P(At +  Аг +  . . .  +  А п) =  1.
Так как, по условию, события А\, А 2,...,А„  — несовмест­
ные, то, применяя теорему сложения вероятностей к ле­
вой части равенства, получаем

Р ( А ,  +  Л  + •  • • +  А л) -  Р ( А Х) +  P W  +
Н--------- h  /» ( / ! „ )  — 1. □

С л е д с т в и е  2. Сумма вероятностей противополож­
ных событий равна единице:

Р(А)  +  Р ( А ) = 1 .
Противоположные события образуют полную группу 

из двух несовместных событий. Поэтому это следствие 
можно вывести как-  частный случай из предыдущего 
следствия, не прибегая к отдельному доказательству. По­
следнее следствие часто используют при решении прак­
тических задач, когда оказывается легче вычислить ве­
роятность противоположного события А,  чем вероятность 
прямого события А.

Если события совместны, то при сложении вероятно­
стей этих событий следует учитывать вероятность их 
совместного появления. Д окаж ем следующую теорему.
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Теорема 2.2. Сложение вероятностей двух совместных
со б ы ти й . Вероятность суммы д вух  совместных событий 
равна сумме вероятностей этих д вух  событий без вероят­
ности их совместного появления-

Р (А  +  В) =  Р(А)  +  Р ( В ) - Р ( А В ) .  (2.7)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Используя геометрическую ин­
терпретацию событий (см. рис. 2.1), можно события А,  
В  и их сум м у А + В  представить в виде сумм несовмест­
ных событий:

А  =  А В  -|- А В, В  =  А В  - f  АВ,

А +  В =  А В  +  А В  +  АВ.

На основании теоремы сложения несовместных собы­
тий имеем следующие равенства:

Р( А)  =  Р( АВ)  +  Р(АВ) ,  (2.8)

Р (В) =  Р (АВ) +  Р (АВ),  (2.9)

Р ( А + В ) ^ Р ( А В ) + Р  ( А В ) + Р ( А В ) .  щ (2.10)

Складывая левые и правые части равенств (2.8) и (2.9), 
получаем

Р (А) +  Р (В) =  2Р (АВ) +  Р (А В )+ Р  (А В).
Отсюда

Р(АВ) +  Р (А В) =  Р (А) +  Р  (В) — 2Р (АВ).

Подставляя левую часть этого равенства в равенство
(2.10), получаем

Р (А  +  В) =  Р ( А ) +  Р(В)  —  Р(АВ) .  □
Аналогично можно доказать, что вероятность суммы 

трех совместных событий
Р ( А +  В +  С) =  Р(А)  +  Р(В)  +  Р(С)  —  Р( АВ)  —

—  Р(ВС)  —  Р(АС)  +  Р(АВС). (2.11)

При большом числе событий вероятность появления 
хотя бы одного из них удобно вычислять по формуле

Р ( В ) =  \ - Р ( В ) ,

где В =  Ai ~\ - At А п, В  =  A LA2‘ • "Ап.
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§ 2.6. Теорема умножения вероятностей
Различаю т зависимые и независимые события. Д ва  

события называются независимыми, если появление од­
ного из них не изменяет вероятности появления другого. 
Например, если в цехе работают две автоматические ли­
нии, по условиям производства не связанные между со­
бой, то остановки этих линий — независимые события.

Несколько событий называют независимыми в сово­
купности, если любая их комбинация взаимно независи­
ма. События называют зависимыми, если появление 
одного из них изменяет вероятность появления другого. 
Пусть, например, две производственные установки связа­
ны единым технологическим циклом. Тогда вероятность 
выхода из строя одной из них зависит от того, в каком 
состоянии находится другая. Вероятность одного события 
(f l), вычисленная в предположении осуществления дру­
гого события (Л), называется условной  вероятностью 
события В  и обозначается Р ( В / А ) .

Условие независимости события В  от события А з а ­
писывают в виде Р ( В / А ) = Р ( В ) ,  а условие зависимо­
с т и — в виде Р ( В / А ) Ф Р ( В ) .  Рассмотрим пример вычис­
ления условной вероятности события.

Пример 2.3. В ящике находятся пять сверл — два изношенных 
и три новых. Производят два последовательных извлечения сверл. 
Определить вероятность появления изношенного сверла при втором 
извлечении при условии, что извлеченное в первый раз сверло в ящик 
не возвращается.

Р е ш е н и е .  Обозначим через А извлечение изношенного свер­
ла в первом случае, а через А — извлечение нового. Тогда Р(А)=* 
=  2/5; Я ( Л ) =  3/5.

Извлеченное сверло в ящик не возвращается, поэтому изменя­
ется соотношение между изношенными и новыми сверлами, следо­
вательно, вероятность извлечения изношенного сверла во втором 
случае зависит от того, какое событие осуществилось перед этим.

Пусть В — событие, означающее извлечение изношенного свер­
ла во втором случае. Вероятности этого события могут быть та­
кими: Р( В/ А)  — 1/4; Р( В/ А)  =  2 /4 =  1/2.

Следовательно, вероятность события В  зависит от того, про­
изошло или нет событие А.

Теорема 2.3. Вероятность произведения д вух  событий 
равна произведению  вероятности одного из них на услов­
ную  вероятность другого, вы численную  при условии , что 
первое событие произош ло:

Р (АВ) =  Р (А) Р (В/А),  (2.12)
или

Р( АВ)  =  Р(В)Р(А1В) .
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим опыт, сводящийся 
к схеме случаев. Пусть N  — общее число возможных слу­
чаев в опыте. Предположим, что событию А благоприят­
ны М  случаев, а событию В  — К  случаев. Событие В  на­
ступает в предположении, что событие А  уже произошло. 
Следовательно, совместному наступлению событий А В  
благоприятны из общего числа N  случаев только К:

’ Р (АВ) =  K/N-

При вычислении условной вероятности события В 
нужно учитывать, что общее возможное число случаев 
для этого события состоит только из тех случаев, кото-

* рые благоприятствовали появлению события А:

Р (В/А) — P(A)  =  M/N.

Подставляя последние выражения в формулу (2.12), по­
лучаем тождество. □

Так, для рассмотренного выше примера вероятность 
двухкратного извлечения изношенных сверл Р ( А В )  —  
=  Р ( А ) Р ( В / А )  = 2 / 5 - 1 / 4 =  1/10.

Теорему 2.3 можно методом полной индукции распро­
странить на произвольное число событий: вероятность 
произведения нескольких событий равна произведению  
вероятности одного из этих событий на условны е вероят­
ности других. Условная вероятность каждого последую ­
щего события вычисляется в предполож ении, что все пре­
дыдущие события произош ли:

|  х Р ( Л , м , л , - - - Л - .)• ' <2 | 3 >

С л е д с т в и е  1. Если появление события А не зави­
сит от события В , то и появление события В не зависит  
от события А.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если появление события А  не 
зависит от события В, то можно записать

Р(А)  =  Р(А1В). (2.14)

Используя две формы записи теоремы умножения, 
имеем Р ( А ) Р ( В / А ) = Р ( В ) Р ( А / В ) .  Подставим в это 
тождество выражение (2.14):

Р(А)Р(В1А)  =  Р ( В ) Р ( А ) .
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Разделив обе части равенства на Р (А ), получим 
Р  (В!А) =* Р  (В). □

С л е д с т в и е  2. Вероятность произведения двух не- 
зависимых событий равна произведению вероятностей
этих событий/

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Учитывая следствие 1, преоб­
разуем формулу (2.12). В результате получим следую­
щее равенство:

Р(АВ)  =  Р( А) Р( В) .  □
Это следствие может быть распространено на произ­

вольное число событий, независимых в совокупности:
Р (А, А2■ • • А„) -  Р (AJ Р (Аг)■■■Р(А„).  (2.15)

Пример 2.4. На автоматическую линию сборки автомобильных 
колес поступают для запрессовки ободья и диски. Запрессовка 
доброкачественна, если детали по сопрягаемым диаметрам изготов­
лены без отклонения от допуска. Определить вероятность того, что 
запрессовка доброкачественна, если вероятность изготовления внут­
реннего диаметра обода в пределах допуска равна 0,98, а вероят­
ность изготовления наружного диаметра диска в пределах допуска 
равна 0,95.

Р е ш е н и е .  Пусть А — событие изготовления годного обода; 
В  — событие изготовления годного диска. Технологические процес­
сы изготовления ободьев и дисков независимы друг от друга, по­
этому появление бракованного диска не влияет на изменение ве­
роятности появления годного обода. Следовательно, йскоШая ве­
роятность Р(АВ)  =  Я (Л )Р(В)  «=0,98 0,95=0,931.

Пример 2.5. Известно, что 85% готовой продукции цеха шир­
потреба является стандартной. Вероятность того, что она отлич­
ного качества, равна 0,51. Найти вероятность того, что наудачу 
взятое изделие окаж ется отличного качества.

Р е ш е н и е .  Пусть А — событие, означающее, что взятое на­
удачу изделие стандартное; В — событие, означающее, что изде­
лие отличного качества. Изделие может быть отличного качества, 
если оно стандартное. Поэтому из условия задачи следует, что 
Р  (Л) = 0 ,85  и Я (о /Л ) =0,51. Тогда Р(АВ)  =Р ( А ) Р ( В / А)  =0,85-0,51 -  
-=0,4335.

§ 2.7. Формула полной вероятности

Теорема 2.4. Если событие А может наступить только 
при условии появления одного из событий В\, В2, . . . ,Вп, 
образующ их полную группу несовместных событий, то 
вероятность события А равна сумме произведений веро­
ятностей каждого из событий В\, В 2, . . . , Вп на соответст­
вующ ую условную  вероятность события А:



Эту формулу называют формулой полной вероятности.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Формулу полной вероятности 

можно вывести на основании теоремы сложения и умно­
жения вероятностей.

Согласно условию, событие А можно представить в 
виде несовместных комбинаций

А =  Bi A +  В2 А +  • • • +  Вп А .
По теореме сложения вероятностей несовместных собы­
тий можно записать

Р( А)  Р (Bt А ) +  Р (В2А) + - - -  +  Р  (ВпА).
По теореме умножения вероятностей имеем

Р (А) =  Р (В,) Р  (А!ВХ) +  Р  (В2) Р (А/Вг) +
+  . . .  +  Р ( В п) Р ( А / В п),

или

Р ( А ) = У Р ( В 1) Р( А1В1). □  
i=\

Пример 2.6. На сборочный конвейер поступают детали, изго­
товленные на трех станках. Производительность станков не оди­
накова. Первый дает 50% программы, второй — 30% , а третий — 
20% Если в сборку попадает деталь, сделанная на первом станке, 
то вероятность получения годного узла равна 0,98. Д ля продукции 
второго и третьего станков соответствующие вероятности равны 
0,95 и 0,8. Определить вероятность того, что узел, сходящий с кон­
вейера, годный.

Р е ш е н и е .  Пусть А — событие, означающее годность собран­
ного узла; В и В2 и Вг — события, означающие, что детали сдела­
ны соответственно на первом, втором и третьем станках. Тогда 
имеем: Я ( Я , ) =  0,5; Я (В 2)~ 0 ,3 ;  Я (В 3)= 0 ,2 ; Я (Л /Я ,) =0,98; 
Я (Л /# 2) «=0,95; Р (Л /# з )= 0 ,8 . Искомая вероятность

Р ( А )  =  Р (Вх) Р (А / В , )  +  Р (В2) Р ( А / В , )  +  Р  (Вя) Р (А/В, )  =
=  0 ,5 - 0 ,9 8 +  0 ,3 -0 ,9 5  + 0 , 2  0 ,8  =  0 ,935 .

§ 2.8. Формулы Байеса или теорема гипотез

 ̂ Формулы Байеса применяют при решении практичес­
ких задач, когда событие А,  появляющееся совместно с 
каким-либо из событий В i, B 2f . . . ,Вп, которые образуют 
полную группу несовместных событий (эти события 
иногда называются гипотезами), произошло и требуется 
произвести количественную переоценку вероятностей со­
бытий Bi, В г , В п. Априорные (до опыта) вероятности 
Р ( В | ) ,  Р ( В 2) , . . . , Р ( В п) известны. Требуется вычислить

61



апостериорные (после опыта) вероятности, т. е., по су­
ществу, нужно найти условные вероятности Р ( В 1/А) ,
Р { В г/ А ) ......Р( В„/ А) .

Пусть событие А может наступить при условии появ­
ления одного из несовместных событий f l If Вг, Bj,  ... 
...,В „, образующих полную группу. Вероятность совме­
стного наступления события А с любым из этих событий 
(пусть это будет сббытие Bj) согласно теореме умноже­
ния вероятностей определится следующим образом:

Р (ABj) =  Р  (А) Р  (Bj/A), Р  (ABj) -  Р (Bj) Р  (A/Bj).

Левые части этих выражений равны, следовательно, рав­
ны и правые части, поэтому

Р (А) Р  (BjIA) -  Р  (Bj) Р  (A/Bj).

Реш ая это уравнение относительно P( Bj / A)  при условии, 
что Р(А)т^0,  получаем

Р Ф м - У г ш а .
Р(Л)

Раскрывая в последнем равенстве Р ( А )  по формуле пол­
ной вероятности, имеем

Р  (BjIA) =  , (2.17)
* £  Р(В1)Р(А/В,)

1

Эта формула носит название формулы Байеса .
Пример 2.7. П ользуясь данными примера 2.6, найти вероят­

ность того, что в сборку попала деталь, изготовленная на первом, 
втором и третьем станках соответственно, если узел, сходящий с 
конвейера, годный.

Р е ш е н и е .  Расчет условных вероятностей произведем по 
формулам Байеса. Имеем: для первого станка

Р ( в  . . .  Р Щ Щ М  0 ,5 -0 ,9 8  
р (Bl/A) -  Р(А) -  =  ° ’525*

для второго станка

Р (В /11 p (Bt) P(A/ Bt) 0,3-0.95 р Ш Л ) =  р(А)  ------=0,304:

д ля третьего станка

Г ( В ‘ Ь  p (B,)/>(/t/fl,) 0,2-0,8
р  {BtlA) -  РЙ>-------= " м З Г  =  ° ' 171 •



§ 2.9. Схема испытаний Бернулли

На практике приходится сталкиваться с задачами, 
которые можно представить в виде многократно повто­
ряющихся испытаний, в результате каждого из которых 
может появиться или не появиться событие Л. При этом 
представляет интерес исход не каждого отдельного ис­
пытания, а общее число появлений события А в резуль­
тате определенного количества испытаний. В подобных 
задачах нужно уметь определять вероятность любого 
числа т появлений события А в результате п испытаний. 
Рассмотрим случай, когда испытания являются незави­
симыми и вероятность появления события А в каждом 
испытании одинакова. л

Если вероятность события А в каждом испытании не 
зависит от исходов других испытаний, то такие испыта­
ния называют независимыми относительно события А. 
Если независимые испытания производятся в одинако­
вых условиях, то вероятность события А в этих испыта­
ниях одна и та же. При изменении условий испытаний 
вероятность события А от испытания к испытанию ме­
няется. Примером независимых испытаний может слу­
жить проверка на годность изделий, взятых по одному из 
ряда партий. Если в этих партиях процент брака одина­
ковый, то вероятность того, что отобранное изделие бу­
дет бракованным, в каждом случае является постоян­
ным числом.

Вывод формулы Бернулли. Пусть производят п неза­
висимых испытаний, в каждом из которых событие А 
может либо появиться с вероятностью р, либо не появить­
ся с вероятностью q = \ —р. Рассмотрим событие Вт , со­
стоящее в том, что событие А в этих п испытаниях на­
ступит ровно т раз и, следовательно, не наступит ровно 
п—т раз. Обозначим через Л, ( i =  1, 2,..., л) появление 
события Л, через Л, — непоявление события Л в i-м ис­
пытании. В силу постоянства условий испытаний имеем

Р ( А 1) = Р ( А г) =  . . . =  Р ( А п) =  р-,

P ( A 1) =  P ( A J = . , . = P ( Z n) = l - p  =  q.

Событие Л может появиться т раз в разных после­
довательностях или комбинациях, чередуясь с противо­
положным событием Л. Число возможных комбинаций 
такого рода равно числу сочетаний из п элементов по т ,
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т. е. С'". Следовательно, событие Вт можно представить 
в виде суммы различных комбинаций событий, несов­
местных между собой, причем число слагаемых рав­
но СЦ:

В т ' = А \ А г ' " А т \ + 1 '* •  А п + ~ A lA i A s ‘ ’ ' A „ - l  А п +

+  А 1А . у А п_ т А п_т + г - - Ап, (2.18)

где в каждое произведение событие А входит т раз, а А 
входит п—т раз. Вероятность каждой последовательно­
сти событий, входящей в формулу (2.18), по теореме ум­
ножения вероятностей для независимых событий, равна 
pmqn-m j aK как общее число таких последовательностей 
равно С™, то, используя теорему сложения вероятностей 
для несовместных событий, получим вероятность события 
Вт (обозначим ее Р т,п): Рт,п== C%pmqn~m, или

Р  =  ----- ------- p^qn-m . (2.19)
т'п т\ (п—т)1

Полученную формулу называют формулой Бернулли, 
а повторяющиеся испытания, удовлетворяющие усло­
вию независимости и постоянства вероятностей появле­
ния в каждом из них события А, называют испытаниями 
Бернулли  или схемой Бернулли.

События Bm (tn— 0, 1....... п) состоящие в различном
числе появлений события А ъ п  испытаниях, несовместны 
и образуют полную группу. Следовательно,

П П

У  р  У с ?  р 71 qn~m =m,n n ' •
m=0 m=0

+  ----- +  C™pmcf1-™ - f . . .  - f  p* =  1. (2.20)

Нетрудно заметить, что правая часть последнего равен­
ства представляет собой члены разложения бинома
(Ч +  Р)п =  <Г +  СхпР<Г~х +  - . . + С * р * ^ - * » + . . .  +  р» =  1.

Пример 2.8. Вероятность выхода за границы поля допуска при 
обработке плунж ера на токарном станке равна 0,07. Определить 
вероятность того, что из пяти наудачу отобранных в течение сме­
ны деталей у одной размеры диаметра не соответствуют заданно­
му допуску.

Р е ш е н и е .  Условие задачи удовлетворяет требованиям схе­
мы Бернулли. Поэтому по формуле (2.19), полагая л  = 5, т - 1 ,  
р —0,07, получаем P | , » - C j (0 ,07)’ (0 ,93)4 =  0,2618.
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§ 2.Ю. Вероятнейшее число появлений 
события

Вероятнейшим числом появления события А в п не­
зависимы х испытаниях называется такое число т 0, для 
которого вероятность, соответствующая этому числу, не 
меньше вероятности каждого из остальных возможных 
чисел появления события А. Д ля  определения вероят­
нейшего числа не обязательно вычислять вероятности 
всех возможных чисел появлений события, достаточно 
знать число испытаний п и вероятность появления собы­
тия А в отдельном испытании. Обозначим вероятность, 
соответствующую вероятнейшему числу т0, через 
Тогда согласно определению вероятнейшего числа имеем
P mi), n ^ P m 0+l ,n ,  P n i Q . n ^ P m0 - l ,n .

Реш ая эти неравенства относительно то и учитывая 
при этом формулу (2.19), получаем двойное неравенство, 
которое используется для определения вероятнейшего 
числа:

np — q K m 0 < n p  +  p.  (2.21)
Так как длина интервала, определяемого неравенст­

вом (2.21), равна единице: ( n p + p ) — (np—q ) = p + q =  1, 
а событие может произойти в п испытаниях только целое 
число раз, то следует иметь в виду, что:

1) если np—q — целое число, то существуют два 
значения вероятнейшего числа, а именно: т0= п р —q 
и m 'u=np—q + \ = n p + p \

2) если пр— q — дробное число, то существует одно 
вероятнейшее число, а именно единственное целое, з а ­
ключенное между дробными числами, полученными из 
неравенства (2.21);

3) если пр — целое число, то существует одно ве­
роятнейшее число, а именно т о= п р.

При больших значениях п пользоваться биномиаль­
ной формулой (2.19) для подсчета вероятности, соответ­
ствующей вероятнейшему числу, неудобно. Если в равен­
ство (2.19) подставить формулу М уавра—Стирлинга

п \«  пп е-л  У  2л п, 
справедливую для достаточно больших п, и принять 
вероятнейшее число равным то— пр, то получим фор­
мулу для приближенного вычисления вероятности, соот­
ветствующей вероятнейшему числу:
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р  _________ пп е—л V in n  pnPqn*__________ _______ 1̂
т „п (2.22)

(пр)пр <Гпр V  2лпр (nq)n4 е~ п‘> V 2nnq V 2nnpq \

С увеличением п возрастает точность этой формулы.
Пример 2.9, Известно, что */ie продукции, поставляемой заво­

дом на торговую базу, не удовлетворяет всем требованиям стан­
дарта. Н а базу завезена партия изделий, объем которой составля­
ет 250 шт. Н айти вероятнейшее число изделий, удовлетворяющих 
требованиям стандарта, и вычислить вероятность того, что в этой 
партии окаж ется вероятнейшее число изделий.

Р е ш е н и е .  По условию, л - 2 5 0 ;  <7-1/15, р - 1— 1 /1 5 -14 /15 . 
Согласно неравенству (2.21), имеем 250-14 /15— 1 /1 5 < т 0< 2 5 0 Х  
Х Н / 1 5 + 14/15, откуда 233,26< /л 0< 234,26.

Следовательно, вероятнейшее число изделий, удовлетворяю ­
щих требованиям стандарта, в партии из 250 шт. равно 234. П од­
ставляя данные в формулу (2.22), найдем вероятность наличия в 
партии вероятнейшего числа изделий:

Р т .к о  «  1 /К 2 л -2 5 0 -1 4 /1 5 .1 /1 5  =  0,1012.



Г л а в а 3

Распределение случайных величин

§ 3.1. Случайная величина.
Задание закона ее распределения

Случайной называют величину, которая принимает в 
результате испытания то или иное (но при этом только 
одно) возможное значение, заранее неизвестное, меняю­
щееся от испытания к испытанию и зависящее от случай­
ных обстоятельств. В отличие от случайного события, 
являющегося качественной характеристикой случайного *• 
результата испытания, случайная величина характеризу­
ет результат испытания количественно. Примерами слу­
чайной величины могут служить размер обрабатываемой 
детали, содержание химических элементов в чугуне и т. д. 
Случайные величины могут быть дискретными и непре­
рывными.

Дискретной называют такую случайную величину, ко­
торая принимает конечное или бесконечное счетное мно­
жество значений. Это, например, число дефектных изде­
лий в партии; число вызовов, поступающих на телефон­
ную станцию в течение суток; число отказов элементов 
устройства за определенный промежуток времени при 
испытании его на надежность и т. д.

Непрерывной называют такую случайную величину, 
которая может принимать любые значения из некоторо­
го конечного или бесконечного интервала. Очевидно, 
число возможных значений непрерывной случайной ве­
личины бесконечно. Время безотказной работы как от­
дельных элементов системы, так и всей системы в целом, 
погрешность измерения физических величин, погреш­
ность изготовления деталей на станке — примеры непре­
рывных случайных величин.

Случайные величины обычно обозначают заглавными
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буквами конца латинского алфавита X, У, а их
возможные значения — соответствующими малыми бук­
вами — х, у, г,...

Д л я  задания случайной величины недостаточно пе­
речислить все ее возможные значения. Необходимо так­
же знать, как часто могут появиться те или иные значе­
ния в результате испытаний при одних и тех же услови­
ях, т. е. нужно задать вероятности их появления.

Пусть X — дискретная случайная величина, прини­
мающая в результате испытания следующие возможные 
значения:-

X  =  Xi, X  — Xjj. . . ;  X  — хп. (3.1)
Перечисленные значения случайной величины можно 

рассматривать как события, появляющиеся при испыта­
ниях. Обозначим вероятности этих событий через р с со­
ответствующими индексами: Р ( Х = Х \ ) = р \ \  Р ( Х = х 2) =  
= р 2;...; р ( х = х п) = р п. События (3.1) образуют полную 
группу п несовместных событий, следовательно, сумма 
вероятностей всех возможных значений случайной вели­
чины X  равна единице:

V />(* =  * , ) =  V p ,  =  l.
/= 1  М

Распределением (законом) случайной величины на­
зывается всякое соотношение между возможными зн а ­
чениями случайной величины и соответствующими им 
вероятностями. Про случайную величину говорят, что 
она подчиняется данному закону распределения. Д ве 
случайные величины называют независимыми, если рас­
пределение вероятностей одной^из них не зависит от то­
го, какие возможные значения приняла другая величина. 
В противном случае случайные величины называют за ­
висимыми.

Несколько случайных величин называют взаимно не­
зависимыми, если законы распределения любого числа 
из них не зависят от того, какие возможные значения 
приняли остальные величины. Распределение случайной 
величины может быть задано в виде таблицы, в виде 
функции распределения и в виде плотности распределе­
ния. Таблица, содержащ ая возможные значения случай­
ной величины и соответствующие вероятности, является 
простейшей формой задания распределения случайной 
величины:
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X i x 9 Xf\—f
(3. 2)

Pi Pi Pn Pn—l Pn

Рис. 3.1

Табличное задание распределения может быть ис­
пользовано только для  дискретной случайной величины 
с конечным числом возможных значений. Непрерывная 
случайная величина имеет бесчисленное множество воз­
можных значений, поэтому перечислить их в таблице не­
возможно. Кроме того, как будет показано далее, к а ж ­
дое отдельное значение непрерывной случайной величи­
ны обладает нулевой вероятностью. Табличную форму 
задания распреде­
ления случайной 
величины называют 
также рябом рас­
пределения.

При графичес­
ком изображении 
ряда распределе­
ния в прямоуголь­
ной системе коор­
динат по оси абс­
цисс откладывают все возможные значения случайной 
величины, а по оси ординат—соответствующие вероятно­
сти. Затем строят точки (дг<; р<) и соединяют их прямо­
линейными отрезками (рис. 3.1). Полученную фигуру 
называют многоугольником распределения.

Функция распределения является наиболее общей 
формой задания закона случайной величины. Она ис­
пользуется для задания как дискретных, так  и непре­
рывных случайных величин. Обычно ее обозначают F(x) .  
Функция распределения  определяет вероятность того, 
что случайная величина X  примет значение, меньшее 
фиксированного действительного числа х, т. е.

F ( x ) r * P ( X _ < x ) .  (3.3)
Вероятность того, что Х < х ,  зависит от х, следова­

тельно, F(x)  является функцией от х. Поэтому F(x)  и 
называется функцией распределения. В литературе 
встречаются такж е термины: «интегральная функция 
распределения» и «интегральный закон распределения».
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Геометрическая интерпретация функции распределе­
ния очень проста. Если случайную величину рассматри­
вать как случайную точку X оси Ох (рис. 3.2), которая 
в результате испытания может занять то или иное поло­
жение на этой оси, то функция распределения F(x)  есть

_______________ А _______________ _
_________________  Л

О X 1  х

Рис. 3.2

вероятность того, что случайная точка X  в результате 
испытания попадает левее точки х. Д л я  дискретной слу­
чайной величины X,  которая может принимать значения 
* 1» *2,..., х„, функция распределения имеет вид

F ( x ) =  V />(* =  *,), (3.4)

где неравенство x i< .x  под знаком суммы означает, что 
суммирование распространяется на все те значения ди, 
которые по своей величине меньше х.

Построим функцию распределения случайной вели­
чины X, ряд распределения которой имеет вид (3.2): при
JTS^Xi

F  (дг) =  Я (X <  ЛГЖ) =  0;
при X i C x ^ x 7

F(x)  =  P ( X <  хг) =  Р ( Х  =  дгх) =  Л ; 
при *2 < д г^ д -3 

F (X) =  р  (X <  х3) =  Р  (X =  ДГО +  Р  (X  =  хг) =  Pl +  р,; 
при *3<JCS^JC4

F (х) =  Р (X  <  дг4) = Р ( Х  =  дг,) + . Р ( Х  =  х2) +
+  Р  ( X  —  X,) =  р , +  р , +  р 3;

при

F (х) =  Р  (X <  дг„) =  Р (X =  х ,) +  Р (X =  xt) +  
+  P ( X = x 3) + . . -  +  P ( X  =  xn_ l) =  pl +  pt  +  

+  р3 + ------b p „_ ,;
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F( x) =  P ( X  =  x J  +  P ( X  =  xt) +
+  Р ( Х  =  * , ) + . . .  +  Р ( Х  =  +  Р ( Х = х п) =

=  Pl + P 2 + P 3 + - - -  +  Pn_ l + P n =  1.
Функция распределения нмеет скачок в точках, где слу­
чайная величина принимает конкретные значения, у к а ­
занные в ряду распределения. В интервалах между зн а ­
чениями случайной величины функция F(x)  постоянна. 
Величина скачка в точке равна вероятности р^ Сумма 
всех скачков функции распределения равна единице. 
График функции распределения дискретной случайной 
величины — разрывная ступенчатая ломаная линия 
(рис. 3.3).

при Х > Х п

Непрерывная случайная величина имеет непрерыв­
ную функцию распределения; график этой функции име­
ет форму плавной кривой (рис. 3.4). Рассмотрим общие 
свойства функции распределения.

1°. Функция распределения F(x)  есть неотрицатель­
ная функция, заключенная между нулем и единицей:

0 < F ( * ) < I .
Это свойство вытекает из определения функции распре­
деления как вероятности осуществления события, з а ­
ключающегося в выполнении неравенства Х < х .  Функция 
распределения, как и всякая вероятность, есть величина 
безразмерная.
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2°. Функция распределения случайной величины есть 
неубывающая функция, т. е. при х2^ х \

F \ Xi) > F ( Xl),
так как вероятность попасть на отрезок (— оо; х2) не 
меньше, чем вероятность попасть на отрезок (— оо, * 1 )
Прн Xi ^Xi .

3°. На минус-бесконечности функция распределения. 
F(x)  равна нулю, а на плюс-бесконечности функция рас­
пределения равна единице, т. е.

F (— оо) =  0; F ( 4 - o o )  =  l.
Свойство становится очевидным при геометрической ин­
терпретации функции распределения (см. рис. 3.2). Если 
точка х неограниченно перемещается влево, то попада­
ние случайной точки X левее х в пределе становится не­
возможным событием. Поэтому естественно полагать, 
что вероятность этого события стремится к нулю, т. е. 
можно записать F (— оо) = 0 .

При неограниченном перемещении точки х вправо по­
падание случайной точки X левее х в пределе — досто­
верное событие. Поэтому естественно полагать, что ве- 
рятность этого события стремится к единице, т. е. 
F ( + o o )  =  l.

Кратко свойство функции распределения можно сфор­
мулировать так: функция распределения является неот­
рицательной неубывающей функцией, удовлетворяющей 
условиям F (— о о ) = 0  и F ( + o o )  =  l. Возможно и обрат­
ное утверждение: функция, удовлетворяющая перечис­
ленным условиям, может рассматриваться как функция 
распределения некоторой случайной величины.

Следует заметить, что, в уо время как каж дая  слу­
чайная величина однозначно определяет функцию рас­
пределения, одну и ту же функцию распределения могут 
иметь различные случайные величины. Можно привести 
более корректное определение случайной величины, 
а именно: случайной величиной называется переменная 
величина, значения которой зависят от случая и для ко­
торой определена функция распределения вероятностей.

При решении ряда з^дач теории вероятностей важнее 
знать не вероятность Р ( Х = х ) ,  а вероятность попадания 
случайной величины в заданный интервал.

Вероятность попадания случайной величины в интер­
вал  (а, р) равна разности значений функции распреде­
ления на концах этого интервала:
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я  (а <  X <  р) =  F (Р) — F (а). (3.5)
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим следующие три 

собы тия: событие А, состоящее в том, что Х < Р ;  собы­
тие В, состоящее в том, что Я < а ;  событие С, состоящее 
в том, что а < Л < р .

Можно записать, что
Ш  Р {А) =  Р (Х  < $ )  =  F (р);

Р(В)  =  Р ( Х  <  а ) =  F (а), Р(С) =  Я (а  <  Р)*. ,
Очевидно, что событие А представляет собой сумму двух 
несовместных событий В и С: А = В + С .  По теореме сло­
жения вероятностей,ЦТ . Р( А)  =  Р(В)  +  Р(С),

■ или
(р) =  /=• (а) -ь Я (сс с  X <  р), (3.6)

откуда
Р(а  <  ^  <  Р) =  f  (Р) — F(a), □

С л е д с т в и е .  Вероятность любого отдельного зна­
чения непрерывной случайной величины равна нулю.

Полагая, что р -*а , будем неограниченно уменьшать 
интервал [а ,  Р). В пределе вместо вероятности попада­
ния случайной величины X в интервал [а , р] получим 
вероятность того, что эта величина принимает отдельно 
взятое значение а :

P ( X = a ) = l i m / > ( a < X < P )  =  !im [F(p) — F (a)l. (3.7)
р«*4Х

Значение этого предела зависит от того, является ли 
функция F(x)  в точке а  непрерывной или же терпит 
разрыв. Если в точке а  функция F(x)  имеет разрыв, то 
предел (3.7) равен значению скачка функции F(x)  в

г точке а.  Если же функция F(x)  а  точке а  непрерывна, то 
этот предел равен нулю.

Так как непрерывная случайная величина X  имеет 
непрерывную функцию распределения F(x) ,  то из равен­
ства (3.7) следует, что вероятность любого отдельного 
значения непрерывной случайной величины равна нулю. 
Н а первый взгляд, этот вывод кажется парадоксальным, 
так  как события, вероятности которых равны нулю, в пре­

* Условимся левый конец включать, а правый — не включать в 
интервал [a, PJ.
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дыдущей главе рассматривались нами как невозмож­
ные. Из изложенного в настоящем параграфе следует, 
что нулевой вероятностью обладают не только невоз­
можные, но и возможные события. Действительно, со­
бытие, состоящее в том, что непрерывная случайная ве­
личина X принимает значение а, возможно, но вероят­
ность этого события равна нулю. Этим непрерывная 
случайная величина отличается от дискретной (так на­
зываемый парадокс непрерывности).

Н а основании этого следствия для  непрерывной слу­
чайной величины можно записать формулу (3.5), не 
включая в рассматриваемый интервал (а ,  р] левый его 
конец:

P ( a < X < P )  =  F f t ) - F ( a ) .  (3.8)
Непрерывную случайную величину можно задать не 

только интегральной функцией распределения, но и диф­
ференциальной функцией. Рассмотрим эту форму з а ­
дания распределения случайной величины. Пусть имеет­
ся непрерывная случайная величина X  с функцией рас­
пределения F( x) .  Вероятность попадания этой случай­
ной величины на элементарный участок [х\ *4-Д*] через 
интегральную функцию определится, согласно формуле 
(3.5), так:

Р  (дг <  X  - f  Ах) =  F (х +  Ддг) — F (х).
Разделим обе части этого равенства на Ах:

Р ( х < Х < х  +  Ах)  _  F ( х +  А х) —  F (х)
Ддс Ддс

Полученное отношение называют средней вероятностью, 
приходящейся на единицу длины этого участка. Считая 
функцию распределения F(x)  дифференцируемой, перей­
дем в последнем равенстве к пределу при Дд:-»-0. В ре­
зультате получим производную от функции распределе­
ния, которую и называют дифференциальной функцией 
распределения:

Jim  P ( * < X < r *  +  A*) =  l i m  F i x  +  t o ) - F i x )  =  p ,  (x)  (3 9) 
Ддг-о Лаг д*-0 Ax

Введем обозначение: f ( x ) = F ' ( x ) .  Итак, дифференциаль• 
ной функцией распределения f(x)  является первая произ­
водная от интегральной функции. Иногда функцию f(x)  
называют дифференциальным законом  распределения 
случайной величины X, или плотностью, или функцией 
плотности распределения вероятности. Заметим, что для 
описания распределения вероятностей дискретной слу­
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чайной величины дифференциальная функция неприме­
нима. Кривая, изображаю щ ая дифференциальную функ­
цию распределения f(x)  случайной величины, называет­
ся кривой распределения (рис. 3.5). Выделим на оси 
абсцисс элементарный участок dx, примыкающий к точ­
ке х (рис. 3.6). Вероятность попадания случайной вели­
чины на этот элементарный участок с точностью до бес­
конечно малых высшего 
порядка равна f(x )dx .
Геометрически это 
площадь элементарно­
го прямоугольника с 
высотой f (x)  и основа­
нием d*. Величина 
f ( x ) dx  называется эле­
ментом вероятности.
Теперь можно дать 
более строгое опреде­
ление непрерывной 
случайной величины: 
случайная величина X 
называется непрерыв­
ной, если функция рас­
пределения f' (x)  не­
прерывна на всей оси 
Ох, а плотность рас­
пределения f (x)  сущ е­
ствует везде, за  исключением, бить может, конечного 
числа точек.

Следует иметь в виду, что функция распределения 
F(x) ,  как всякая вероятность, есть безразмерная величи­
на, а размерность плотности распределения f (x)  обрат- 
на размерности случайной величины.

Вероятность попадания непрерывной случайной вели­
чины X в интервал [а , р] равна определенному интегра­
лу от дифференциальной функции, взятому в пределах от 
а  до Р:

/ > ( а < Х < р )  =  J / ( x ) d * .  (3.10)
а

Д о к а з а т е л ь с т в о .  На основании (3.8), учиты­
вая следствие, сформулированное для непрерывной слу­
чайной величины, имеем

Рис. 3.6



P ( a < X < P ) ~ F ( $ ) - F ( a ) .
Согласно основной теореме интегрального исчислении 
можно записать

j  f (х) dx =  F (Р) — F (<*)•
а

Таким образом,

Р (а < Х < Р ) =  f f (x)dx.
а

Геометрически это означает, что вероятность попадания 
непрерывной случайной величины X в интервал [а ,  р] 
численно равна площади криволинейной трапеции, з а ­
штрихованной на рис. 3.7.

Интегральная функция распределения может быть 
выражена через дифференциальную по формуле

F ( x ) ~ . j  f(x) dx.  (3.11)
—00

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По определению интеграль­
ной функции,

F(x) =  Р ( Х  < х )  =  Р ( — о о < Х < х ) .  (3.12)
П олагая в формуле (3.10) а = — с», р = х ,  имеем

Р ( — оо < Х  < х )  =  [ f(x)dx.
—00

Заменив в последнем выражении Р ( — о о < Х < х )  на 
F(x) ,  в силу формулы (3.12) получим

F (х) =■ j  f(x)dx.

На графике плотности распределення функции распре­
деления соответствует площадь, заштрихованная на 
рис. 3.8.

Рассмотрим свойства дифференциальной функции 
распределения.

I 3. Дифференциальная функция распределения неот­
рицательна: .

f ( x ) >  0.

1
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Это свойство непосредственно вытекает из определения 
дифференциальной функции как производной от неубы­
в а ю щ е й  функции распределения F(x) .  Геометрически оно 
о з н а ч а е т ,  что кривая распределения распо;южена либо 
над осью абсиисс, либо на этой оси.

Рис. 3.7

2°. Интеграл в бесконечных пределах от дифферен­
циальной функции равен единице:

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Полагая в равенстве (3.11) 
дг=ое и учитывая, что F ( - f o o )  =  1, получаем

00

F ( +  оо) =  ( /  (jc) dx =  1. □
V—00

Геометрически это означает, что площадь, ограничен­
ная кривой распределения и осью абсцисс, равна едини­
це. Если случайная величина X  распределена в более 
узких границах, чем (— о о ; + о о ) ,  например, (a, £?), то

J  /  (дг) dx = 1.

Пример 3.1. Вероятность выхода за границу поля допуска при 
шлифовании торцов плашек равна 0,25. Д ля контроля стабильно­
сти процесса через равные промежутки времени отбираются пять 
плашек. Определить вероятность того, что в выборке окаж ется 
меньше двух плашек, размеры которых выходят за границу поля 
допуска. Вычислить функцию распределения числа плашек, разме­
ры которых выходят за  границу поля допуска. Построить много­
угольник .распределения и график интегральной функции.

Р е ш е н и е .  Обозначим число плашек, размеры которых выхо­
дят за границу поля допуска, через X , тогда возможные значения
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случайной величины X  таковы: ДГ|—0, ^ - 1 ,  *s—2, дг«*»3, дг5 — 4 
хв- 5 .  Вероятность возможных значений случайной всличны опре­
делим по формуле Бернулли:

Рп.т = 0 ' V -m-
В нашем случае л — 5; т*»дг*, f —1, 2 ,. . . ,6 ;  р=*0,25; <;=*0,75. 

Составим ряд распределения:

0 1 2 3 4 5

0,2373 0,3955 0,2637 0,0389 0,0146 0,0010

Многоугольник распределения изображен на рис. 3.9.
Построим функцию распределения случайной величины X.  Вос­

пользуемся формулой (3.4)j при дг<0
F ( x ) = P ( X <  0) =  0;

при 0 < х ^  1
F  (х) =  V  /> (X =  * ,) =  Р  (X =  ° )  =  о. 2373;

* |< 1
при 1 < д г ^ 2

р(х) =  ^ ж х  =  х/) =  р ( х  =  °) +  р(л: =  i) =
*j<2

=  0 ,2373 +  0,3955 =  0 ,6328;
при 2 < х < 3

F(x )  =  £ Р ( Х  =  дг,) =  Р ( Х  -  0) +  Р ( Х  -  1) +  Р ( Х  =  2) =
* , < 3

=  0 ,2373  +  0,3955 +  0 ,2637 =  0,8965;
при 3 < д г < 4

F(x )  =  ' ^ P ( X  =  x l ) =  P ( X  =  0 ) + P ( X = l )  +  P  ( Х = 2 ) + Р ( Х = 3 ) =
Jt|<4

=  0,2373 +  0,3955 +  0,2637 +  0 ,0879 =  0,9844; 
при 4 < х < 5

F U )  =  V P ( X = * , ) = P ( X  =  0) +  P ( X  =  1 ) + Р ( Х  =  2 ) +  — *

+  Р (X  =  3) +  Р (X  =  4) =  0 ,9990;

х ,<5

при х > 5

F (*) =  />(Х  =  0) +  Р ( Х = 1 ) + Р ( Х  =  2 ) + Я ( Х  =  3) +
+  Я ( *  =  4 ) + Р ( Х  =  5 ) =  1.

Событие, состоящее в том, что в выборке долж но быть меньше 
двух плашек, размеры которых выходят за границу поля допуска, 
означает, что случайная величина X  долж на удовлетворять нера­
венству 0 < Х < 2 .  Имеем

Р ( 0 < Х  < 2 )  =  / Ч 2 ) = Р ( Х  =  0) +  Р ( Х  =  1) =  0 ,2 3 7 3 4 -
+  0,3955 =  0,6328.
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Граф ик интегральной функции распределения представлен на
I з Ю •

Пример 3.2. Случайная величина X  подчинена закону распре­
д е л е н и я  с плотностью

0 при х  <  0 ,

/(*)' a  sin х  при 0 <  х  <  я ,

О при х  > я .
Определить коэффициент а ; построить график плотности распреде­
ления. Найти вероятность попадания случайной величины на учас­
ток от 0 до л /2 . Определить интегральную функцию и построить ее
график.

FN
*

/-

«5-

I 1 I П :
Рис. 3.10

Р е ш е н и е .  Площадь, ограниченная кривой распределения, 
численно равна

оо Я  Я

2а.\ /  (х) d* =* J a sin xdx  =  — a cos x  J

Учитывая свойство 2° плотности распределения, находим а —1/2. 
Следовательно, плотность распределения может быть выражена 
так:

. /  % Г (sin х) /2  при 0 <  х  <  я ,
/ (х) — {

{ 0 при х  <  0 и х  >  я .

График плотности распределения изображен на рис 3.11. По фор­
муле (3.10) имеем

я/2 я/2
ЩР (0 <  X  <  я /2 )  =  | V * sin  x d x  =  — 1/ 1 cos х  | =

=  — (cos я / 2  — cos 0 ) /2  = 1 / 2 .
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Для определения интегральной функции воспользуемся формулой

• *  f  
F ( x )  .= \ */, sin x d x  =  — ‘/ f cosx | =  — •/* cosx,

Таким образом,

F ( x )

График интегральной функции изображен на рис. 3.12.

0 при * <  О,

*/» — */» cos х  ори ) <  * <  я ,

1 при х  > п.

§ 3.2. Числовые характеристики случайной 
величины

Распределение вероятностей полностью характеризу­
ет случайную величину. Но при решении ряда практиче­
ских задач нет необходимости знать все возможные 
значения случайной величины и соответствующие им ве­
роятности, а удобнее пользоваться некоторыми количест­
венными показателями, которые давали бы в сжатой 
форме достаточную информацию о случайной величине. 
Такие показатели называют числовыми характеристика­
ми случайной величины. Основными из них являются ма­
тематическое "ожидание, дисперсия, моменты различных 
порядков, мода ft медиана.

Математическое ожидание характеризует положение 
случайной величины на числовой оси, определяя собой
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центр распределення (некоторое среднее значение, около 
которого сосредоточены все возможные значения слу­
чайной величины). Поэтому математическое ожидание 
иногда называют просто средним значением случайной 
величины. Рассмотрим дискретную случайную величи­
ну X, принимающую значения х\, х2,...,х п с вероятностя­
ми Ри Р2,..., рп■ Определим среднюю арифметическую зн а­
чений случайной величины, взвешенных по вероятностям 
их появлений. Таким образом вычислим среднее значе­
ние случайной величины или ее математическое ож ида­
ние, которое будем обозначать М(дс) или M[X]s

„  w  _  *,p, +  « . f t+ - - - + _ 4 E i =  V  /  V V
Pi +  P a + e , , +  Pfi Jmm j m d

n
Учитывая, что 2 p * =  1, получаем

м

M(Jf) =  ' £ х 1р 1. (3.13)
1-1

Если дискретная случайная величина X принимает 
бесконечное счетное множество значений, то ее матема­
тическое ожидание

оо 

» « |

Итак, математическим ожиданием дискретной случай­
ной величины называют сумму произведений всех ее воз­
можных значений на их вероятности. При этом должно 
удовлетворяться требование абсолютной сходимости ря-

оо
да: 2дupt.

<-i
Формулу (3.13) можно распространить на случай не­

прерывных величин, заменив в ней отдельные значения 
Xi непрерывно изменяющейся величиной дг, соответствую­
щие вероятности pt — элементом вероятности f(x)dx,  
сумму — интегралом.

Итак, для непрерывной случайной величины, возмож­
ные значения которой располагаются по всей оси Ох,  ма­
тематическое ожидание

00
М  (дг) =  xf (х) dx. (3.14)

—00
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Математическое ожидание непрерывной случайной 
величины X , возможные значения которой принадлежат 
интервалу [а* Ь]9

М  (.х) =  j* xf(x)dx. (3.15)
а

Следует отметить, что встречаются случайные вели­
чины, для которых математического ожидания не суще­
ствует.

Понятию математического ожидания случайной вели­
чины можно дать механическую интерпретацию. Распре­
деление вероятностей дискретной случайной величины 
принимается за распределение масс, отнесенных к точ­
кам лг|, *2. - .  хп на оси абсцисс. Вся распределенная мас­
са принимается равной единице. Тогда математическое 
ожидание, определяемое формулой (3.13), есть не что 
иное, как абсцисса центра тяжести всей системы мате­
риальных точек. Подобную же интерпретацию имеет ма­
тематическое ожидание непрерывной случайной величи­
ны. В этом случае масса распределена по осн абсцисс не­
прерывно с плотностью / ( * ) .

Приведем без доказательств некоторые свойства ма­
тематического ожидания.

1° . Математическое ожидание постоянной величины 
равно самой постоянной:

/И (с )  =  с .

2°. Постоянный множитель случайной величины мо­
жет быть вынесен за знак математического ожидания:

М (сх) =  сМ (х).
3°. Математическое ожидание суммы двух случайных 

величин равно сумме их математических ожиданий:

М 1х +  у] =  М (х) +  М (у).

Методом математической индукции это свойство мож­
но распространить на произвольное число слагаемых ве­
личин. Математическое ожидание суммы нескольких 
случайных величин равно сумме их математических ожи­
даний:
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Следует отметить, что приведенное выше свойство 
справедливо как для независимых/ так  и для зависимых 
случайных величин.

4°. Математическое ожидание произведения двух  
независимых случайных величин равно произведению их 
математических ожиданий:

М[ ху]  =  М( х) М( у ) .
Методом математической индукции это свойство можно 
распространить на произвольное число перемножаемых 
взаимно независимых случайных величин:

м  [ п  = П  A ff tK

Таким образом, математическое ожидание произведе­
ния нескольких взаимно независимых случайных вели­
чин равно произведению их математических ожиданий.

5°. Математическое ожидание отклонения случайной 
величины от ее математического ожидания равно нулю:

М [Х  — М ( х ) ] = 0 .
Пример 3.3. Найти математическое ожидание числа бракован­

ных изделий в выборке из пяти изделий, если случайная величина 
X  (число бракованных изделий) задан а рядом распределения, по­
строенном в примере 3.1.

Р е ш е н и е .  По формуле (3.13) находим М (* )— 0*0 ,2373+ IX  
X 0 ,3955+ 2  • 0 ,2637+ 3  • 0,0879 +  4 • 0,0146 +  5 • 0,0010 -1 ,2 5 .

Пример 3.4. Распределение содерж ания кремния в отливках из 
чугуна при определенном составе шихты таково:

S i, Р/о 1.2 1,3 1,4 1,5 1 .6 1.7 1,8 1.9 2 ,0

Р 0,32 0 ,25  0 ,14 0,12 0 ,0 8 0 ,05 0 ,02 0,01 0,01

Определить математическое ожидание содерж ания кремния в 
отливках для данного состава шихты.

Р е ш е н и е .  Случайной величиной X  по условию задачи явля­
ется содержание кремния в отливках из чугуна. По формуле (3.13) 
находим М (д:) ■» 1,2*0,32+1,3*0,25+1,4*0,14+1,5*0,12+1,6*0,08 +  
+  1 ,7 -0 ,05+ 1 ,8 -0 ,02+ 1 ,9*0 ,01+ 2 ,0 -0 ,01 -1 ,373% .

К характеристикам положения случайной величины 
кроме математического ожидания относится такж е мода 
и медиана.

Модой М 0 дискретной случайной величины называет­
ся ее значение, имеющее наибольшую вероятность.



Модой Мо непрерывной случайной величины называ­
ется такое ее значение, при котором плотность распреде­
ления имеет максимум. Геометрически моду можно ин­
терпретировать как абсциссу точки максимума кривой 
распределения. Бывают двухмодальные  и многомодаль­
ные распределения. Встречаются распределения, которые 
имеют минимум, но не имеют максимума. Такие распре­
деления называются антимодальными.

Медианой случайной величины Ме называется такое 
ее значение, для которого справедливо равенство

P ( X < M ' ) ~ P ( X > M t),

т. е. равновероятно, что случайная величина окажется 
меньше или больше медианы. С геометрической точки 
зрения, медиана — это абсцисса точки, в которой пло­
щадь, ограниченная кривой распределения, делится по­
полам. Так как вся площадь, ограниченная кривой рас­
пределения и осью абсцисс, равна единице, то функция 
распределения в точке, соответствующей медиане, равна 
0,5:

F(M')  =  P ( X < M C) =  0,5.

Следует отметить, что если распределение одномодаль­
ное и симметричное, то математическое ожидание, мода 
и медиана совпадают.

Дисперсия и ' среднее квадратическое отклонение.
С помощью этих характеристик можно судить о рассея­
нии случайной величины относительно математического 
ожидания. Из свойства 5° математического ожидания 
очевидно, что выбор в качестве меры рассеяния матема­
тического ожидания отклонения случайной величины от 
ее математического ожидания не дает никакого резуль­
тата. Поэтому в качестве меры рассеяния случайной ве­
личины берут математическое ожидание квадрата от­
клонения случайной величины от ее математического 
ожидания, которое называют дисперсией случайной ве­
личины X  и обозначают о 2[Х], а также о? или £>[Х]:

o l =  А11Х — М  (х)]г.

Д ля  дискретной случайной величины дисперсия рав­
на сумме произведений квадратов отклонений значений 
случайной величины от ее математического ожидания на 
соответствующие вероятности:
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Д ля непрерывной случайной величины, распределение 
которой задано в виде плотности вероятности / (* ) ,  дис­
персия

-  J  [ x - M ( x ) ] * i ( x ) d x .  (3.17)
—оо

Недостатком дисперсии является то, что она имеет 
размерность квадрата случайной величины и ее неудоб­
но использовать для характеристики разброса.

Этих недостатков лишено среднее квадратическое от­
клонение случайной величины, которое представляет со­
бой положительный квадратный корень из дисперсии:

С a x  =  V

Рассмотрим некоторые свойства дисперсии.
1°. Дисперсия постоянной величины равна нулю:

о2 (с) =  0.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Используя определение дис­

персии и первое свойство математического ожидания, 
имеем

о2(с) =  М [с — М  (с)]2 =  М [с — cl2 =  М  (0) =  0. □
2°. Постоянный множитель случайной величины мож­

но выносить за знак дисперсии, предварительно возведя  
его в квадрат:

o2IcX] =  c*tr*. □
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Используя определение дис­

персии и свойство 2° математического ожидания, имеем
о* [сХ] =  М  [сХ — М  (*)]* «  М [сХ — сМ  (*)]• =

«= М {сг IX — М  (дг)]*} =  с2 М [X — М  (лг)12 =  с2 0».
3°. Дисперсия суммы двух независимых случайных 

величин равна сумме дисперсий этих величин:
о» IX +  Y] =  а\  +  о».

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Используя определение дис­
персии и свойство математического ожидания М (Х-|- У) —



= М ( х ) + М ( у ) >  дисперсию случайной величины X + Y  
можно выразить следующим образом:

о2 [X +  Y)  =  М  ([X +  Y — МI X  +  Y)\2 =
»  М IX — М  (х) +  Y — М (у))*.

Представим выражение в квадратных скобках в виде 
двучлена и запишем квадрат его суммы. Используя свой­
ства математического ожидания суммы нескольких вели­
чин и произведения двух независимых случайных вели­
чин, получаем

o2[X +  Y] =  M [ X  — Af(jc)]2 +  2Af [Х — М(х) \  X
X M I Y  — M{y) \  +  M [ Y  —  Af (//)]*.

Согласно свойству 5° математического ожидания, второе 
слагаемое в последнем выражении равно нулю, следова­
тельно,

оЧ Х  +  П - о ^  +  о*. □

Методом математической индукции можно доказать 
это свойство для произвольного числа взаимно незави­
симых случайных величин*.

о * ( в д = 2 ° * [ х , 1 .
i- i

4°. Дисперсия разности двух независимых случайных 
величин равна сумме их дисперсий:

o * l X - Y ]  =  ol  +  ol.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Н а основании . свойства 3° 
дисперсии можно записать

а2[Х +  (— Y ) \ ~ o \  +  o2l - Y l  

Согласно свойству 2° дисперсии имеем 
0 * 1 -  Y]  =  ( - ! ) >  a j  =  0j.

Окончательно получаем
0а 1 Х - У ]  =  ст2 +  о£. □

5°. Дисперсия случайной величины равна разности 
между математическим ожиданием квадрата случайной 
величины X и квадратом ее математического ожидания.

=  Л1 (лг2) — [Л1 (дг)]*. (3.18)
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Используя определение дис­
персии и свойства математического ожидания, имеем

ol  =  М  [X — М  (л-)]2 =  М  [ Х2— 2 ХМ  (х) +  IM  (л-)]2) =
=  М (х2) — 2Л1 (х) М (х) +  IМ (дг)12=Л1 (х*) — [М (*)]*. □

6°. Дисперсия произведения двух независимых слу­
чайных величин X и Y определяется по формуле

с 21X^1 =  о 2 о* +  IМ (лг)]2 о2 +  |М (у)I2 о%.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Используя определение дис­
персии и свойства математического ожидания, имеем

о2 [XY\  =  M I X Y  — M  (ХУ)]2 -  М  [X2 Y 2] —
—  2MI XY]  М IXY \  +  1М [ X Y II* =  М [Х*У*\ — 1М (ХУ)]а.

При независимых X и Y величины X 2 и Y1 такж е не­
зависимы, следовательно, M [ X 2Y2] = M ( x ) 2M ( y 2).  М ате­
матические ожидания квадратов случайных величин X и 
Y можно записать в виде Al(jt2) = ( J 2-j-[jW (*)]2; М ( у 1) =  
= а 2 +  [М («/)]2. Окончательно имеем

о* [XV] =  М  (х2) М (у2) — IМ  (х) М (у)]* =*

=  а1 °1 +  Iм  а1 +  Iм  (0)1* а1-
Пример 3.5. Вычислить дисперсию числа бракованных изделий 

для распределения, приведенного в примере 3.1.
Р е ш е н и е .  П о определению дисперсии имеем о* — (0— 1,25)*Х 

X 0,2373+  (1 — 1,25) *-0 ,3955+(2— 1.25) *-0,2 6 3 7 + (3 — 1,25)*-0,0879 +  
4- (4— 1,25)2«0,01464- (5— 1,25)**0,0010=0,938; М (х ) -1 ,2 5  (см. при- 
мер 3.3).

Следует отметить, что дисперсию удобнее вычислять по фор­
муле (3.18).

Пример З.в. Вычислить дисперсию и среднее квадратическое от­
клонение содерж ания кремния в отливках из чугуна для распре­
деления, приведенного в примере 3.4.

Р е ш е н и е .  Найдем математическое ожидание квадрата слу­
чайной величины: М( х г) -  1,2s -0 ,32+  1,3s -0 ,2 5 + 1,42-0,14 + 1 ,5 2-0,12 +  
+  1,62*0,08+ 1,72-0 ,0 5 х  1,82*0,02+1,92 «0,01 + 2,02*0,01 ■* 1,9179 [% ]2;
о 2 ■» Л1 (х2) — [ М (х) Р =  1,9179—[ 1,373]г- * 0,0328 [% ]* ;  а , = 0,1811%.

Обобщением основных числовых характеристик слу­
чайной величины является понятие моментов случайной 
величины.

В  гл. 1 было дано понятие моментов вариационных 
рядов. Сформулируем теперь определение начальных и 
центральных моментов как характеристик случайной ве­
личины.
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Начальным моментом q-го порядка случайной вели­
чины называют математическое ожидание величины Xя:

v , =  Ai[X*].
Начальный момент дискретной случайной величины

П

1=1
начальный момент непрерывной случайной величины

V9 =  j  х? f  (jf) d r .
— oo

Центральным моментом q-го порядка случайной ве­
личины называют математическое ожидание величины 
[ Х - М  (*)]*:

ц , *= Af {[X —  М  (дг)1*|.
Центральный момент дискретной случайной вели­

чины

1=1
центральный момент непрерывной случайной вели­

чины

Ид =  1| U  —  A4(Jf)l, /(*)djr.
—оо

Д ля  начальных и центральных моментов случайной 
величины справедливы те же соотношения, что и для мо­
ментов вариационного ряда.

Начальный момент первого порядка представляет со­
бой математическое ожидание, а центральный момент 
второго порядка — дисперсию случайной величины.

Нормированный центральный момент третьего поряд­
ка служит характеристикой скошенности или асиммет­
рии распределения (коэффициент асимметрии):

А =  ц3/о3.
Нормированный центральный момент четвертого по­

рядка служит характеристикой островершинности или 
плосковершннности распределения (эксцесс);

Е  —  ц 4/о 4 —  3 .



Пример 3.7. Случайная величина X задана плотностью распре­
деления:

с 0 при х  <  О,

I ( * ) =  ах2 при *0 <  х  <  2,

О при х  >  2.

Найти коэффициент а, интегральную функцию, математическое 
ожидание, дисперсию, асимметрию и эксцесс.

Р е ш е н и е .  Площадь, ограниченная кривой распределения, 
численно равна

ах% 8
ах2 dx  =  —  =  - — а .

О
Учитывая, что эта площадь долж на быть равна единице, находим 
а —3/8. Д ля  определения интегральной функции используем фор­
мулу (3.11):

F  (*) =  ( /  (х)  dx  =  1 з / 8 jc? dx =  j 3/8 **/3 =  х3/8 ,  

следовательно,
0 при х  <  О,

F ( x )  =  х3/8  при 0 <  х  <  2,

1 при х  <  2.
По формуле (3.15) найдем математическое ожидание}

2 2 2 

М ( х )  =  j x f ( x ) d x =  j  ^ / s x 3 dx =  3 /е | * « / 4 =  1 ,5 .

Дисперсию определим по формуле (3.18). Д ля этого найдем сна­
чала математическое ожидание квадрата случайной величины:

2 2 2 
М ( х 2) =  J  X2I  ( х )  dx  =  \ 3 / 8  д:4 d x  =  з/н|^дс»/5 =  2 ,4

Таким образом,

а2х =  М (<2) -  [Л1 (х)]2 =  2 ,4  -  (1 ,5 )г =  0 ,1 5 .

Центральные моменты третьего и четвертого порядков вычис­
лим через начальные моменты. Имеем:

Vi =  Л/ (х) =  1,5; v ,  =  M ( *2) = 2 , 4 ;
2 2 2

Vj =  Л4 (дг3) =  | х3 /  (х) dx  =  ( з /8 х ь. dx =  3/ 8 1 хв/ 6 = 4 ;

2 2 2

V 4 =  Л1 (х«) =  \ X* I (х) dx =  j  з / 8 *• dx =  3 /e | * 7 / 7  =  6,8571;
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Из -  v3 — 3v, v2 +  2vJ =  4 -  3-1,5-2,4 +  2-1,5* -  0,05; — 

ц4 =  v4 — 4v, v3 +  6vJ Vj —3v* =  6,8571 —4-1,5-4-f- 
+  6-l,5*-2,4 — 3-1,5« =  0,0696;

A =  щ/о3 =  - 0 , 05/(0,3873)3 =  -0 ,8 6 ;
E =  —3 =  0,0696/(0,3873)* — 3 =  —0,093.

Введем понятие центрированной и нормированной 
случайной величины. Отклонение случайной величины XО
от ее математического ожидания М( х) ,  т. е. Х = Х — М( х) ,  
называют центрированной случайной величиной.

Математическое ожидание центрированной случайной
о  о

величины  А1[Х] равно нулю, а дисперсия о2[Х] равна  
дисперсии случайной величины X.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  На основании свойства 5° 
математического ожидания

Af [ЛГ] =  /И [ЛГ — Af(x)] =  0.

Используя свойства дисперсии 1° и 4°, получаем

о*[А:] =  о2[ Х — Л1 (лг)] =  су2. □

Центрирование случайной величины геометрически 
равносильно переносу начала координат в точку, абсцис­
са которой равна математическому ожиданию.

Нормированной случайной величиной (Г) называют 
центрированную случайную величину, выраженную в до­
лях среднего квадратического отклонения:

Т  =  Х/ а х =  (X — М (х))/ох.

Математическое ожидание нормированной случайной 
величины  Af[7] равно нулю, а дисперсия а 2[Г] равна  
единице.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Н а основании свойств 2° и 5° 
математического ожидания имеем

М[ Т]  =  м \^ — ^ Щ  =  — М [ Х  — М(х)]  =  0.
[ ° х ох

Используя свойства дисперсии, получим

о’ |71 -  а' [ * - м <«>1 _  _!_ „ ! [X —  м M l =  оУо> -  1. □
1 « .  1 ^
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§ 3.3. Равномерное распределение

Непрерывная случайная величина X имеет равномер­
ное распределение на интервале [а, Ь], если на этом ин­
тервале плотность распределения случайной величины 
постоянна, а вне его равна нулю, т. е. если

О при х  <  а,
/(* )  =  с при а -< х  <  Ь,

О прн х  >  Ь,
где  c = c o n s t .  Равномерное распределение иногда назы­
ваются законом равномерной плотности.

Рис. 3.14

График плотности f(x)  равномерного распределения 
изображен на рис. 3.13. Найдем значение постоянной с. 
Так как площадь, ограниченная кривой распределения, 
равна единице и все значения случайной величины при­
надлеж ат интервалу [а,  6 ], то должно выполняться ра­
венство

ь ь
(дс) dx =  1, или |  с dr =  1,

а а

отсюда с = \ / ( Ь — а) .
Итак, закон равномерного распределения аналитиче­

ски можно записать в виде
О при х  < а ,

/ (* ) * = ]  МФ—а) при а < д г < & ,
О при х  >  Ь.
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Найдем выражение функции распределения F(x)  для 
равномерного распределения на интервале [a , ft]. Со­
гласно формуле (3.11),

х — а 
Ь — а

При х < а  имеем F ( x ) =  0, F(x)  =  1 при х > Ь .
Таким образом,

0 при х <  а,
F (*) — (х—а)1(Ь— а) при а <  х  <  ft,

1 при дс> ft.
График функции ^ (х )  изображен на рис. 3.14. 
Определим основные числовые характеристики слу­

чайной величины X, имеющей равномерное распределе­
ние. Математическое ожидание

dx
2 ( Ь - а )

a-f-6

Итак, математическое ожидание равномерного распре­
деления находится посередине интервала [a,  ft]. В силу 
симметричности распределення медиана величины X  сов­
падает с математическим ожиданием: Me= ( a + f t ) / 2 .  
Моды равномерное распределение не имеет. Дисперсию 
случайной величины X находим по формуле (3.17):

г2 —. ■■ _  ГЛ. (b +  a ) \ i  I d  (6-а)»
2 /  Ь - а  12 *•'" ■ - Я *

Среднее квадратическое отклонение o = ( f t — а ) / ( 2 К З ) .
В силу симметричности распределення центральный 

момент третьего порядка, а следовательно, и коэффици­
ент асимметрии для  закона равномерной плотности рав­
ны нулю: Л = ц з / о 2= 0 .  Четвертый центральный момент 

ь •

Ml - д ) «
80

Коэффициент эксцесса £  =  ц4/о4—3 =  — 1,2.
Вероятность попадания случайной величины X, 

имеющей равномерное распределение, на участок [а , р],
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который является частью участка [a ,  &], определяется 
по формуле

P ( a < X < P ) « f J i - - b 2 L .
J b  — а b — а
а ’ —ч

§ 3.4. Нормальное раслрелеленне

Нормальное распределение — наиболее часто встре­
чающийся вид распределения. С ним приходится стал­
киваться при анализе погрешностей измерений, контроле 
технологических процессов и режимов, а такж е при ана­
лизе и прогнозировании различных явлений в биологии, 
медицине и других областях знаний.

Анализ общих условий возникновения нормального 
распределения показывает, что наиболее важным усло­
вием является формирование признака как суммы боль­
шого числа взаимно независимых слагаемых, ни одно из 
которых не характеризуется исключительно большой по 
сравнению с другими дисперсией. В производственных 
условиях такие предпосылки в основном соблюдаются. 
Рассмотрим, например, обработку деталей на станке-ав­
томате. Отклонение размеров деталей от номинального 
вызывается многими причинами, более или менее неза­
висимыми друг от друга. К ним относятся: колебание ре­
жима обработки, неточность установки и базировки де­
талей в приспособлении, неоднородность обрабатывае­
мого материала, неточность изготовления и износ 
режущего инструмента, упругие деформации узлов стан­
ка под влиянием усилий обработки, износ деталей стан­
ка и т. д. К аж дая  из этих причин влияет на размер де­
тали, так что то отклонение, которое фактически регист­
рируется при измерениях, является суммой большого чис­
ла отклонений. Если слагаемые отклонения примерно од­
ного порядка, то суммарное отклонение является 
случайной величиной с нормальным распределением.

Термин «нормальное распределение» применяется в 
условном смысле как общепринятый в литературе тер­
мин, хотя и не совсем удачный. Так, утверждение, что 
какой-то признак подчиняется нормальному закону, вов­
се не означает наличие каких-то незыблемых норм, яко­
бы лежащ их в основе явления, отражением которого 
является рассматриваемый признак, а подчинение дру-
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гнм видам законов не означает какую-то анормальность 
данного явления.

Главная особенность нормального распределения со­
стоит в том, что оно является предельным, к которому 
приближаются другие распределения. Нормальное рас­
пределение впервые открыто Муавром в 1733 г.* Н ор­
мальному закону распределения подчиняются только не­
прерывные случайные величины. Поэтому распределение

нормальной совокупности может быть задано в виде 
плотности распределения:

f w =
aV  2л

или в виде функции распределения:

(3.19)

F(x)  =  f  f ( x ) d x = — l—  f  e- (x- ° ),/(2a,) d r .  (3.20) 
J  a V i n  J

График плотности нормального распределения назы­
вают нормальной кривой  (рис. 3.15). Она представляет 
собой колоколообразную фигуру, симметричную относи­
тельно прямой, проходящей через точку х = а ,  и асимп­
тотически приближающуюся к оси абсцисс при х -* ± о о .  
Как  следует из аналитического выражения плотности, 
нормальное распределение определяется параметрами 
а  и а. На рис. 3.4 изображен график интегральной функ­
ции нормального распределения.

* Нормальное распределение часто называют законом Гаусса — 
Лапласа  по имени математиков, открывших этот закон независимо 
от работ М уавра.
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Найдем математическое ожидание и дисперсию слу* 
чайной величины, подчиняющейся нормальному закону, 
для чего используем общие определения числовых харак­
теристик случайных величин]

М(х)  =  Г xf (х) dx =  — l—  f  xe- ‘* -e,*/(2ol> dx.
-oo o V b t

Введем новую,переменную t = ( x — a) /а .  Имеем? х = о / + ]  
+ а ;  d x = a d t.  ’Нетрудно убедиться, что новые пределы 
интегрирования совпадают со старыми. Таким образом,

М  (дс> =  — -—  ?  (at +  a) — -—  ( ot е_, /‘ d / +
о V  2л V b t

Первое слагаемое в правой части равенства равно нулю, 
так как под знаком интеграла с симметричными преде­
лами находится нечетная функция.. Второе слагаемое 

Нравно а, поскольку

J e - ,,/2d / - / S T .
—ос

Итак, М(х)  = а .
Найдем дисперсию случайной величины, распределен­

ной нормально:

Г (jc—а)* /  (je) <Lc — — ~  ?  (х—а )* е -{х-* )1П2а,) йх. 
J  0 V 2 я  J

Вводя в это выражение новую переменную / = ( х— а ) / а  
и принимая во внимание, что новые пределы интегриро­
вания равны старым, получаем

о » -------f  t t r ,a/2d ^ - 4 r ?  M e “ **/2d/.
a V 2 n  j L  V  2n J

Интегрируем по частям, положив u = t ,  te 1г/' d t = d v ,  от-
oo

куда d u = d t ,  v =  j ie~‘’l2dt. Окончательно имеем o £ = o J.
«=00 .
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Таким образом, становится ясен статистический 
смысл параметров о н о  нормальной кривой распреде­
ления.

Рассмотрим некоторые свойства нормального распре­
деления. •

1°. Функция плотности нормального распределения 
определена на всей оси Ох, т. е. каждому значению х 
соответствует вполне определенное значение функции.

2°. При всех значениях х (как положительных, так и 
отрицательных) функция платности принимает положи­
тельные значения, т. е. нормальная кривая расположена 
над осью Ох.

3°. Предел функции плотности при неограниченном 
возрастании х равен нулю:

Нт/(дг) =  0.Х-*±оо
Графически это состоит в том, что ветви кривой асимпто­
тически приближаются к оси Ох.

4°. Функция плотности нормального распределения в 
точке х = а  имеет максимум, равный

М  =  - т = .
а у 2л

В этом нетрудно убедиться, найдя первую производную 
от((х):

Р  (* ) ------------ Х ~ Я - е -(х-а)»/(2о»)

в» К  2л
Так как первая производная при переходе через точку, 
в которой она обращается в нуль, меняет знак от « + »  к 
с—», то имеем в точке х = а  максимум f {х).

5°. График функции плотности f (x)  симметричен от­
носительно прямой, проходящей через точку х = а .

Отсюда следует равенство для нормально распреде­
ленной величины моды, медианы и математического ож и­
дания.

6°. Кривая распределения имеет две точки перегиба 
с координатами ( а —о; \ / ( o V  2ле)) и ( а + а ;  
\/(а У ~ 2 л ё)).
Д ля  отыскания координат этих точек найдем вторую про­
изводную:

/ "  (х ) = -------- e -(*-e>V(2o*) [ ~  а >* _  1 1
о’ К 2 л  L °? J
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При л : = а + а  и х==а—а  вторая производная обращается 
в нуль, а при переходе через эти точки она меняет знак. 
Подставляя эти значения аргумента в выражение функ­
ции плотности, находим ординаты точек перегиба.

7°. Нечетные центральные моменты нормального рас- 
пределения равны нулю.

Используя определение центральных моментов, мож­
но вывести следующее рекуррентное соотношение:

И, =(<7— 1)о*Иа_ 2.
По этой формуле можно убедиться, что центральные мо­
менты нечетных порядков равны нулю, поскольку т = 0 ,  
а для центральных моментов четного порядка получить 
следующие выражения: ц4= З о 4, ц6= 1 5 о в.

8°. Коэффициенты асимметрии и эксцесса нормаль- 
ного распределения равны нулю. Действительно,

А =  (Хд/сг3 =  0; Е =  \iJo* — 3 =  0.
Становится ясной важность вычисления этих коэффици­
ентов для эмпирических рядов распрёделения, так как 
они характеризуют скошенность и крутость данного ряда 
по сравнению с нормальным.

9°. Форма нормальной кривой не изменяется при из­
менении величины параметра а (математического ожи­
дания). При уменьшении или увеличении математиче­
ского ожидания график кривой сдвигается влево или 
вправо (рис. 3. 16).

При изменении же параметра о меняется форма кри­
вой. С возрастанием о максимальная ордината кривой 
распределения уменьшается, а с уменьшением о — воз­
растает. Согласно свойству плотности распределения, 
площадь, ограниченная кривой распрёделения и осью
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абсцисс, равна единице. Поэтому с ростом о кривая рас­
пределения сжимается к оси абсцисс и растягивается 
вдоль нее; с уменьшением о нормальная кривая растя­
гивается вдоль оси ординат (рис. 3.17).

Плотность распределения с параметрами а = 0 ,  о = 1  
называют нормированной плотностью, а ее график — 
нормированной нормальной кривой. Нормированную 
нормальную кривую можно представить как кривую рас­
пределения нормированной случайной величины

Нормированную плотность распределения используют 
для расчета теоретической кривой распределения, соот­
ветствующей данному эмпирическому ряду. Д л я  этого 
переменные заменяют выражением t = ( x —a ) /а.  Значе­
ния нормированной плотности f( t )  =  ( \ / V  2 л )е ~ ' ,/2 для 
различных t приведены в табл. 1 приложений. Следует 
иметь в виду, что нормированная плотность нормального 
распределения является четной функцией, т. е. / ( — 1) =

На практике часто необходимо вычислять вероят­
ность того, что нормально распределенная случайная 
величина находится в определенных границах. Расчет 
легко провести с помощью значений специальной функ­
ции (функции Лапласа  или интеграла вероятности) j

Эти значения приведены в табл. 2 приложений. Функция 
Л апласа  — нечетная функция, т .е . Ф ( л- < ) = —1Ф (0*

Т =  (Х — М (х))/о.

m

/ I

J

0 X

Рис. 3.17

= f U ) .
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В § 3.1 показано, что вероятность того, что любая 
случайная величина X  примет значение, принадлежа­
щее интервалу [а , р], можно выразить через функцию 
распределения P ( a < X < P ) = F ( P ) —F ( a ) .

Перейдем к нормированной случайной величине Т — 
с= |Л —M(*)l/<y. Неравенства а < Х < р  и [ а —М ( * ) ] / а <  
<  [Л—Л 1(дс)]/о<[р—М ( х ) \ / а  равносильны. Поэтому 
вероятности этих неравенств равны между собой:

P ( a < X < P ) = P f - - ‘M-(JC) < x - A1(<) <  р — (дг) |
I о о a J

Используя предыдущее равенство, запишем
Р  Pi <  Т <  t2) =  F (/2) -  F (/х). (3.21)

где /i =  ( a —М ( х ) ) / а ; /2 =  (Р—М( х) ) / о .  Считая, что нор­
мированная случайная величина Т имеет нормальное 
распределение и используя определение интегральной 
функции распределения, получаем

' '  / /
F(t )  — Р ( Т  < t ) =  Г /  (0 dr =  ~  Г е - ' ,/2(И =

-ос

f  e_ ' ,/2d/ Н— —  Г е~ ‘‘12 i t .
] / 2 я ^  V 2я{(

Первое слагаемое численно равно половине площади под
- нормированной нормальной кривой распределения; вто­

рое слагаемое является выражением функции Лапласа. 
Итак, для нормально распределенной случайной вели­
чины

F ( 0 =  1 /2 +  1/2 Ф (0- (3.22)

Учитывая последнее выражение, формулу (3.21) при­
ведем к виду

^  {̂ 1 <  г  <  /2} =  V2 Ф (/2) — V2 Ф (/х). (3.23)

Определим вероятность того, что нормально распре­
деленная случайная величина X отклоняется от своего 
математического ожидания Af (х) на величину, меньшую с, 
т. е. найдем вероятность осуществления неравенства 
\Х —М( х) | < е ,  или (что одн\э и тож е) вероятность двой­
ного неравенства Af(jc) — е < Х с М ( х )  + е .  Перейдем к 
нормированной случайной величине Г, заменив границы
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отклонения случайной величины X  на нормированные: 
/= ( Л ! ( д с ) ± е —М(дс))/о =  ± е / а .  По формуле (3.23) по­
лучаем

Р  l ' i  <  Т <  tt ) -  Vf<D(/,) -  Ч»ф 0 д  -
=  V, Ф (е/о) — V, Ф (— е/о) =  Ф (е/о).

Итак, окончательно имеем
Я ( |Х  — М(лг)| < е )  =  Ф(е/о). (3.24)

В частности, при Л1 (дс) = 0
Я | | Х | < е }  = Ф (е /о ) .

Выразив отклонение случайной величины X в долях 
среднего квадратического отклонения, т. е. положив 
е = / а ,  равенство (3.24) можно записать в виде

Р  {| X  — М (х) | <  /а) =  Ф (/). (3.25)

Таким образом, значение функции Ф(/) при заданном t 
определяет вероятность того, что отклонение нормально 
распределенной случайной величины по абсолютной 
величине меньше /о.

При t = \  Р  ( |Х —М( х)  | < о )  ==Ф(1) *=0,6827; пр и /  =  2 
/> ( |Л —М (д с ) |< 2 о )  =  Ф(2) = 0 ,9545 ; ' при < = 3  Р ( |Х — 
—М( х)  | < Э о = Ф ( 3 )  =0 ,9973 .

Из последнего равенства следует, что практически 
рассеяние нормально распределенной случайной величи­
ны заключено на участке Af(jc)±3o. Вероятность того, 
что случайная -величина X  не попадет за этот участок, 
очень мала, а именно равна 0,0027, т .е . это событие м<Т- 
жет произойти лишь в трех случаях из 1000. Такие собы­
тия можно считать практически невозможными. На при­
веденном рассуждении основано правило трех сигм, ко­
торое формулируется следующим образом: если случай­
ная величина имеет нормальное распределение, то откло­
нение этой величины от математического ожидания по 
абсолютной величине практически не превосходит утро­
енного среднего квадратического отклонения.

Используя это правило, ориентировочно оценивают 
среднее квадратическое отклонение. Д ля  этого из ряда 
наблюдения выбирают максимальное и минимальное . 
значения и их разность делят на шесть. Полученное чис­
ло является грубой оценкой среднего квадратического 
отклонения при условии, что распределение признака 
нормально.
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Пример 3.8. Размер детали задан полем допуска 10— 12 мм. 
О казалось, что средний размер деталей равен 11,4 мм, а среднее 
квадратическое отклонение — 0,7 мм. Считая, что размер детали 
подчиняется закону нормального распределения, определить веро­
ятность появления брака по заниженному и завышенному размеру.

Р е ш е н и е .  По условию задачи, Л 1(х)«11 ,4  мм, о=~0,7 мм. 
Н иж няя граница поля допуска Ги—10 мм. Верхняя граница поля 
допуска 7'»—12 мм. Браком по заниженному размеру является де­
таль с размером, выходящим за нижнюю границу допуска; браком 
по завышенному размеру — деталь с размером, выходящим за 
верхнюю границу поля допуска. Искомые вероятности соответст­
венно равны:

Р ( Х < Т В) =  F  (Г„) =  1/2 + 4 2  ф  Г" “  М  (х)

=  1/2 +  (1/2) Ф ( -  2) =  >/2 -  >/2 Ф  (2) =  0,0225;
Р ( Х > 7 ' , ) = 1 - / >( Х < Г В) =  1 - / ' ( 7 ’В) =  4 2 -

_  1/2 ф  =  1 / 2 _  1 /2 ф (0,86) =  0 ,1950 .

/
При решении использованы данные, приведенные в табл. 2 прило­
жений.

Пример 3.9. Установлено, что при измерении диаметра валика 
микрометром случайная погрешность подчиняется нормальному за ­
кону со средним квадратическим отклонением, равным 0,12 мм. Си­
стематической погрешностью измерения можно пренебречь. Найти 
вероятность того, что измерение производится с ошибкой, не пре­
восходящей по абсолютной величине 0,2 мм.

Р е ш е н и е .  По условию е =  0,2; а —0,12 мм. Искомая вероят­
ность

Р  (| X  | <  0 ,2 )  =  Ф  (0 ,2 /0 ,1 2 ) =  Ф (1 ,67) =  0,9051.
Пример 3.10. В табл. 3.1—3.3 приведены три способа расчета 

теоретического нормального распреде;1ения по двум известным ха­
рактеристикам х  и s эмпирического ряда распределения диаметра 
валика после шлифовки, построенного в гл. 1 (табл. 1.4). При 
расчетах статистические характеристики эмпирического ряда рас­
пределения приравнивают числовым характеристикам теоретичес­
кого:

М (*) =  *  =  6,7578; о  =  s =  0,0314.

В табл. 3.1. расчет произведен по нормированной плотности
нормального распределения / ( / )  — ( 1 / У 2 я ) е " " ^ 2, где дг — 
— Af (х) ] о  — нормированное отклонение случайной величины. 
В этом случае интервальный ряд заменяется дискретным в пред­
положении, что частота (или частость) относится к серединам ин­
тервалов. После вычисления нормированных отклонений t нахо­
дятся значения нормированной плотности / ( / )  по табл. 1 прило-* 
жений. Плотность распределения случайной величины X  можно 
представить в виде



Т а б л и ц а  3.1
Расчет теоретической кривой распределения диаметра валиков 

после шлифовки с помощью нормированной плотности нормального
распределения / ( / )  =  ( 1/V^2я) е—/=/2

Интервалы
а—Ь

Э
м

пи
ри

че
ск

ая
 

ча
ст

от
а 

m
Q

Л-
*н

X
?
1X

о

Я h - 
т -Г«

в

•' *в
п

г ;  н н  * Е

6 ,67—6,69 2 6,68 —2,48 0,0184 0,0117 2,34 2
6 ,6 9 —6,71 15 6 ,70 — 1,84 0,0734 0,0467 9 ,35 9
6 ,71—6,73 17 6,72 — 1,20 0,1942 0,1237 24,74 25
6 ,73—6,75 44 6,74 —0 ,5 7 0,3391 0,2160 43,19 43
6 ,7 5 —6,77 52 6 ,76 0 ,07 0,3980 0,2535 50,70 51
6 ,7 7 - 6 ,7 9 44 6, 78 0,71 0,3101 0,1975 39,50 40
6 ,7 9 -6 ,8 1 14 6,80 1,34 0,1626 0,1036 20,71 21
6 ,81—6,83 11 6 ,82 1,98 0,0562 0,0358 7 ,16 7
6 ,8 3 - 6 ,8 5 1 6,84 2 ,62 0,0129 0,0082 1,64 2

2 200 0,9967 2 0 0

Т а б л и ц а  3.2
Расчет теоретической кривой распределения диаметра валиков 

после шлифовки с помощью функции Р ( а < Х < Ь ) » ' / Н Ф ^ ) —Ф ^ ) }

•
Интервалы

а—Ь

Эм
пи

ри
че

ск
ая

 
ча

ст
от

а 
т

э *<

А

о

Ить*

‘н

I
о

1и
е

>" | сч

я■%*
е

- 1 "

-С
V 
X
V а
? о.с

к
S

ц  

1  Ь хг

6 ,6 7 - 6 ,6 9 2 - 2 , 8 0 - 2 , f e —0,4974 —0,4846 0,0128 .2 ,5 6 3
6 ,6 9 -6 ,7 1 15 —2 .16 — 1,52 —0,4846 —0,4357 0,0489 9,78 10
6,71— 6,73 17 — 1,52 —0 ,8 8 —0,4357 —0,3106 0,1251 25,02 25
6 ,7 3 - 6 ,7 5 44 —0,88 - 0 , 2 5 —0,3106 —0,0987 0,2119 42,38 42
6 ,7 5 —6,77 52 —0,25 0,39 —0,0987 0,1517 0,2504 50,08 50
6 ,7 7 - 6 ,7 9 44 0 ,39 1,03 0,1517 0,3485 0,1968 39,36 39
6 ,79—6,81 14 1,03 1,66 0,3485 0,4515 0,1030 20,60 21
6 ,81—6 ,8 3 11 1,66 2 ,30 0,4515 0,4892 0,0377 7,54 8
6 ,83—6,85 1 2 ,30 2,94 0,4892 0,4983 0,0091 1,82 2

2 200 0,9957 200
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Т а б л и ц а  3.3
Расчет интегральной кривой распределения диаметра валиков 

после шлифовки с помощью функции F(b)  — lh + l/tO (t)

Интервалы 
*; а~',}

Эмпирическая
частость

“ э

Накопленная 
эмпирическая 

частость • нак
6—Af(jr) 

*  о 7 ® ( о F (Ь)

6 ,6 7 - 6 .6 9 0,010 0,010 —2,16 •—0,4846 0,0154
6 ,6 9 —6,71 0,075 0,085 — 1,52 —0,4357 0,0643
6 ,7 1 - 6 ,7 3 0,085 0,170 —0,88 —0,3105 0,1894
6 ,7 3 - 6 ,7 5 0,220 0,390 —0,25 —^,0987 0,4013
6 ,7 5 - 6 ,7 7 0,263 0,650 0,39 0,1517 0,6517
6 ,7 7 - 6 ,7 9 0,220 0,870 1,03 0,3485 0,8485
6 ,7 9 -6 ,8 1 0,070 0,940 1,66 0,4515 0,9515
6 ,8 1 - 6 ,8 3 0 ,055 0,995 2,30 0,4892 0,9892
6 ,8 3 - 6 ,8 5 0,005 1,000 2,94 0,4983 0,9983

2 1,000

Произведение (1 / а ) / (/) является теоретической частостью, при­
ходящейся на середину интервала. Д л я  определения частоты, рас­
пределенной по всей ширине интервала, эту величину следует ум­
ножить на ширину интервал? h и на общее число наблюдений 
л « 2 т < .  При округлении вычисленных значений теоретических час­
тот необходимо, чтобы соблюдалось равенство сумм эмпирических 
и теоретических частот, т. е. 2 т э= 2 т т. И з-за того, что расчет ве­
роятностей ведется по серединам интервалов, этот способ является 
недостаточно точным.

При втором способе расчета теоретической кривой нормального 
распределения вероятность попадания случайной величины в каж ­
дый интервал распределения вычисляется по формуле

Р ( а < Х < 6 ) = ‘/ , { Ф ( / , ) - Ф ( / 1)},
•

где / i * [ a  — М ( х ) ] / о  и t2=[b  —  M( x ) ] / o  —  нормированные откло­
нения начала и конца интервалов.

По табл. 2 приложений находим для вычисленных нормирован­
ных отклонений значения функции распределения Ф (0« Соответст­
вующие вычисления приведены в табл. 3.2. В результате получаем 
теоретическую частоту признака, относящуюся 'к о  всей ширине ин­
тервала.

Накопленные теоретические частоты (или частости) можно вы­
числить с помощью интегральной функции F{b)  “ V i+ V aO fi), где 
t — нормированное отклонение верхних границ интервалов: 
a [b — A f(* )J /a . В итоге получаем накопленную теоретическую 
частость, отнесенную к верхним границам интервалов (табл. .3 .3 ).



Теоретическая нормальная кривая и интегральная кривая по­
строены на эмпирических графиках ряда распределения (гистограм­
ме и кумуляте) на рис. 3.18 и 3.19.

§ 3.5. Биномиальное распределение
,  »

Биномиальным является распределение вероятностей 
появления т числа событий в п независимых испытани­
ях, в каждом из которых вероятность появления собы­
тия постоянна и равна р. Вероятность возможного числа 
появления события вычисляется по формуле Бернулли

Р (X  =  т) =  С”  рГ qn~m (m =  0, 1........п),

где <7=1—р. Постоянные п и р, входящие в это вы раж е­
ние,— параметры биномиального закона.

Биномиальным распределением описывается рас:' :- 
деление вероятностей только дискретной случайной ве­
личины. Возможными значениями случайной величины X 
являются т = 0 , 1 ,  ..., п. Биномиальному распределению 
подчиняется, например, число бракованных изделий в 
выборках из неограниченной партии продукции. Биноми­
альное распределение может быть задано в виде ряда:

Х=т о 1 - 2  . . .  1 . . .  п

Рт,п с°пр°яп c jp ' tp - 1 . . .  . . .  C > 'V
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и в виде функции распределения
О при т <  О,

/М = т̂ <т
1 при Ш >  П.

Найдем числовые характеристики случайной величи­
ны, подчиняющейся биномиальному распределению. З а ­
пишем выражения начальных моментов первого и вто­
рого порядка:

%л
v, =  V  тС™ рт qn~m, (3.26)

m=sO
п

v.j =  \ т г С” pni qn~m. (3.27)
m=0

Д ля вычисления сумм в формулах (3.26) — (3.27) про­
дифференцируем два раза по р выражение

(р + ? )п =  2 ^ р т ?л- п. 
m=0

В результате получаем:

п (Р +  <?)'’" '  =  2  тС"* р '" - 1 (3.28)
т=О

• • л (и -  I) (Р +  <7)п“ 2 =  2  Ш ( т ~ 0  С" pm_2 (3 29)
т=О

Умножая левую и правую части равенства (3.28) нар , 
имеем

п •*. " .

пр (p + q )n~l “  2  m C j р"' f » - * . (3.30)
ч m—О

Правые части равенства (3.2G) и (3.30) равны между 
собой, следовательно, равны и левые части, т. е.

Vi «=пр (р +  q)n~ l.
Учитывая, что p-f-<7=  1, имеем

vx =  пр или М{х)  =  пр.  (3.31)

: Ю5



И т а к ,  математическое ожидание числа появлений со­
бытия в п независимых испытаниях равно произведению  
числа испытаний на вероятность появления события в 
каждом испытании.

Умножим обе части равенства (3.29) на р2:
П

п(п — 1) p 2(p + q )n~2 = . V m ( m  — 1 )С п̂ pm qn~m.
m=0

Учитывая, что p + q = l ,  имеем
П П

п2 р г — прг =  ^  т * С™ Pm qn~m — V тС” рт qп~т.
т = 0  т=0

Используя равенства (3.26), (3.27) и (3.31), получаем 
выражение начального момента второго порядка:

v2 =  rt*pa — прг +  пр. (3.32)
Используя связь между центральными и начальными 

моментами, найдем в ы р аж ен и е . дисперсии и среднего 
квадратического отклонения для биномиального распре­
деления:

На =  о* =  npq; .  (3.33)

о =  V n p q .  (3.34)
Показатели асимметрии и эксцесса для биномиаль­

ного распределения имеют вид

А =  (q—p)l[^npq, (3.35)
Е =  ( l — 6pq)/(npq). (3.36)

Исследуем форму графиков биномиальных распреде­
лений: сначала при фиксированном п и меняющемся р, 
затем при фиксированном р  и возрастающем п. На 
рис. 3.20 построены многоугольники биномиального рас­
пределения при п = 20 и р = 0 , 1; 0,3; 0,5; 0,7 и 0,9. Особен­
ностью этих распределений является то, что вероятность 
Р т,п сначала возрастает при увеличении т и достигает 
наибольшего значения при некотором вероятнейшем зн а­
чении т = т 0, которое (как было доказано в § 2.10) мож ­
но определить из двойного неравенства np—q ^ m 0^
< п р + р ■

Значение т0 является модой биномиального распре­
деления. Если имеются два вероятнейших значения, то 
распределение является бимодальным. Отметим, что для
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0 i 2 3 b 5 S 7  8 9  to nnaUi t SK п а я м  т 
Рис. 3.20

любого биномиального рас­
пределения расстояние меж­
ду математическим ож ида­
нием и модой не превосхо­
дит единицы.

Если пр — целое число, 
то математическое ож ида­
ние и мода совпадают. Пос­
ле достижения вероятнейше­
го значения то вероятность 
Р т , п  начинает убывать. Р ас ­
пределение вообще асим­
метрично, за исключением 
случая, когда р = 0,5. При 
р < 0,5 асимметрия положи­
тельна. При р >  0,5 асим­
метрия отрицательна. При 
увеличении числа испыта­
ний л форма многоугольни­
ка распределения прибли­
жается к симметричной и 
при крайних значениях р. 
Это следует и из формул 
(3.35) и (3.36) (с ростом п



асимметрия и эксцесс стремятся к нулю). Практически 
график биномиального распределения можно считать 
симметричным при п р ^ 4. На рис. 3.21 изображены мно­
гоугольники распределения при р = 2/з и /1=3,5, 10. При 
возрастании п график биномиального распределения 
сдвигается вправо и становится более плоским.

§ 3.6. Локальная теорема М уавра—Л апласа

При большом числе испытаний п биномиальное рас­
пределение весьма близко к нормальному. Обоснование 
и доказательство этого положения содержатся в локаль­
ной теореме М уавра-Лапласа. Теорема для р = ' / г  была 
доказана Муавром в 1730 г., а затем в 1783 г. обобщена 
Лапласом на случай произвольного р, отличног<? от нуля 
и единицы.

Локальная теорема М уавра—Л апласа. Если вероят­
ность р наступления события А в п независимых испыта­
ниях постоянна и отлична от нуля и единицы, то при ус­
ловии, что число испытаний достаточно велико, вероят­
ность того, что в этих испытаниях событие А наступит 
равно m раз,

Р „ .„ * > - р = Н  0 .  (3.37)
V  npq

где f (/) =  [ \ f V2 n  ) е-<,/2; t =  (m — n p )lY n pq .
Таким образом, из локальной теоремы М уавра.— 

Л апласа  следует, что распределение нормированной слу­
чайной величины (m —n p ) / V  npq стремится к нормаль­
ному при п-*-0 0 .

Л окальная теорема М уавра — Л апласа  относится к 
предельным теоремам теории вероятностей (см. гл. 4). 
Асимптотическая формула этой теоремы позволяет про­
изводить расчеты вероятности появлений событий при 
большом числе испытаний, не прибегая к формуле Бер­
нулли.

Пример 3.11. Вероятность того, что станок-автомат производит 
годную деталь, равна 8/9. З а  смену изготовлено 280 деталей. Оп­
ределить вероятность того, что среди них 20 бракованных.

Р е ш е н и е .  Согласно условию задачи, /1 =  280; т  —20; р** 1/9; 
<7—8/9. П о формуле (3.37) находим

I . . . .  /(О  ■ ^



Вычислим нормированное отклонение:
т  — пр 20 — 280-1 /9  / =* —  =р =  — 2,11.
V  npq V 2 8 0 -1 /9 -8 /9

По табл. 1 приложений находим / ( —2,11)«0 ,0431. Искомая веро­
ятность

Рю.мо =  0 ,0431 /5 ,2588  =  0 ,0082 .
Вычисления, приведенные по формуле Бернулли, дадут такой 

ж е результат.
Пример 3.12. Используя условия примера 2.9, по формуле 

(3.37) вычислить вероятность того, что из пяти наудачу отобран­
ных в течение ТМены деталей у одной размеры диаметра не соот­
ветствуют заданному допуску.

Р е ш е н и е .  Имеем:
I / ( о

P l .5 *  —  I  ( 0
К б  0 ,0 7 -0 ,9 3  0,5705

т — пр 1 — 5*0,07 0 ,65

У npq Vb:0,7 -0 ,9 3  ° ’57 5
1,14.

По табл. 1 приложений находим /(1 ,1 4 )-0 ,2 0 8 3 . Искомая вероят­
ность Р |,5 «0,3651.

Если вычисления проводить по формуле Бернулли, то прихо­
дим к другому результату, а именно: Pi.5—0,2618 (см. пример 2.9 
гл. 2 ). Такое расхождение объясняется тем, что формула локаль­
ной теоремы М уавра — Л апласа дает достаточно хорошие прибли­
жения лишь при больших значениях п ( п ^ \ 0 ) .

§ 3.7. Распределение Пуассона, или закон 
распределения редких явлений

Биномиальное распределение приближается к нор­
мальному тем лучше, чем больше п и чем меньше р или 
q. Однако это не имеет места, если наряду с увеличени­
ем п одна из величин, р  или q, стремится к нулю. В этом 
случае биномиальное распределение в пределе дает рас­
пределение Пуассона.

Преобразуем выражение для вероятности Р т%п в би­
номиальном распределении, предварительно положив, 
что при увеличении п сохраняется равенство а = п р , т. е. 
p = a f n .  Имеем'' #

—т .р  _  я  (я — 1)(я — 2) . . .  (я — /я +  1 ) ( я  — т )  . . .  2-1 
т'п ' ml ( п — т)! - F  4

=  п (п — 1) (я — 2) — (п — т + 1) (-2-)"' (l  —

=  ± ^ ^ . . . ^ ± 1 ^ / ,  - J L W i  - ± . \ - т.
ml п п  „ п \  п )  \  п )
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Вычислим пределы сомножителей:

lim —  =  1; lim -— - =  lim f 1 — =  1;
ft -+00 n  П-+00 fl П-+0 0  \  n  ]

, im ■ = «  _  iim ( i  - ± \ .  1: lim 1 ^ 1 + 1  =
n-+oo tl n -+oo \  П  J  n-+oo f l

=  lim / 1 — - — = 1 ;  lim f l -----— 1.
n — oo \  Л J  n  — oo \  t l J

Д ля нахождения предела выражения (1—а / я ) "  обо­
значим — а/п =  \ / х ,  откуда п = —ах.  Д алее  имеем

lim (l — — Y*= lim [l Н——\  ° =  lim 171 +  — ]
П-+00 \  П  ]  Х -* о о \ X  ]  Х — эо  |Д  X  ]  .

так как lim ( 1 - | - 1 / * ) * = е = 2 ,71828...
Х-*-*>

0*0,5

о*1
а*2

о*3,5

т

Рнс. 3,22 
/

Таким образом, при л-*оо и р  или q-+ оо получаем
Рт =  ате-*/т \. (3.38)

Это и есть формула распределення Пуассона. Распреде­
ление Пуассона описывает число событий т, происходя­
щих за одинаковые промежутки времени при условии, 
что события происходят независимо друг от друга с по­
стоянной средней интенсивностью. При этом число ис­
пытаний п велико, а вероятность появления события в 
каждом испытании р мала. Поэтому распределение 
Пуассона называется еще законом распределения ред­
ких явлений. Параметром распределення Пуассона яв­
ляется величина а, характеризующая интенсивность 
появлепя событий в п испытаниях. На рис. 3.22 прнведе-



ны многоугольники распределения Пуассона, соответст­
вующие различным значениям параметра а.

Пуассоновским распределением хорошо описывается 
распределение а-частиц, испускаемых радиоактивным 
источником за  определенный промежуток времени, чис­
ло требований на выплату страховых сумм за год, чис­
ло вызовов, поступивших на телефонную станцию за оп­
ределенное время суток, число отказов элементов при 
испытании на надежность сложных радиоэлектронных 
устройств, число бракованных изделий в выборках при 
взятии проб из партий изготовляемых на заводе изде­
лий и т. д.

Распределение Пуассона может быть задано в виде 
ряда распределения:

Х = т 0 1 2 •  • • т • • 1

.. ' я а - а ат_ —
е - * И ."

— е
2! • • • —  е- а  

т\ «* •

Возможные значения случайной величины образуют бес­
конечную последовательность целых чисел 0, 1, 2, , 

Можно убедиться, что при этом соблюдается необхо­
димое требование для ряда распределения, сводящееся
к тому, чтобы сумма всех вероятностей Рт была равна

0° (
единице: V  Рт =  е- а еа =  1.

т=0
Найдем математическое ожидание и дисперсию сЛу* 

чайной вел!гчнны, распределенной по закону Пуассона»
оо оо

М (х) =  У ^ т Р т =  ^  е-«  =  а =  пр-,
т*0 , т=0

о2х =  М  (дг2) — [Af (дг)]2 =  а2 +  а — а2 == а — пр.

Отличительной особенностью этого распределения 
является равенство математического ожидания и дис­
персии. Показатели асимметрии и эксцесса для распре­
деления Пуассона имеют соответственно внд A — V V  я; 
Е = \  /а .
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§ 3.8. Показательное распределение
Непрерывную случайную величину, плотность веро­

ятности которой определяется выражением
f (х) =  (Хе~и  при х > 0 ,  к > 0  (3.39)

1 0  при х <  0, ’ 
называют случайной величиной, имеющей показатель­
ное, или экспоненциальное, распределение.

Это распределение часто наблюдается при изучении 
сроков службы различных устройств, как механических, 
так и электронных, времени безотказной работы отдель­
ных элементов, части системы и системы в целом, т. е. 
при рассмотрении случайных промежутков времени меж­
ду появлениями двух последовательных редких событий.

Плотность показательного распределения определя­
ется параметром X, который называют интенсивностью 
отказов. Этот термин связан с конкретной областью 
приложения распределения — теорией надежности*. Об­
ратной величиной интенсивности отказов является нара­
ботка на отказ 1/Х.

Выражение интегральной функции показательного 
распределения можно найти, используя свойство диффе­
ренциальной функции:

Fix)-  I 1 Пх)Лх~ j  1 - е - и придг>0, (3 40)
— оо О

0 при х >  0.
Графики дифференциальной и интегральной функ­

ций распределения изображены соответственно на рис. 
3.23, 3.24. Найдем выражения математического ож ида­
ния, дисперсии и среднего квадратического отклонения 
случайной величины с показательным распределением:

ОО 00

М (х) =  j  х/  (х) dx =  J хХе_Ъг dx =  1/Х;

М  (х2) =  хгХ e-b t  dx =  2/Х*;

D (х) =  М (х2) — [Л* (х)]* =  2/Х* — 1/Х* =  1/Х*; а х =  1/Х.
* Под интенсивностью отказов в теории надежности понимают 

вероятность отказа невосстанавливаемого элемента в единицу вре­
мени “после данного момента времени при условии, что до этого мо­
мента отказа не было.
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Таким образом, для этого распределення характерно, 
что среднее квадратическое отклонение численно равно 
математическому ожиданию. Нетрудно убедиться, что 
при любом значении параметра А, коэффициенты вариа­
ции, асимметрии и эксцесса — постоянные величины: 
1 / = ! ;  Л =  2; Е =  9.

§ 3.9. Понятие о системе случайных величин

На практике чаще всего сталкиваются с задачами, в 
которых результат опыта описывается двумя (и более) 
случайными величинами. В этом случае говорят о д в у ­
мерной или п-мерной случайной величине, или о систе­
ме случайных величин. Например, прочностные свойст­
ва металла выражаются следующими показателями: 
твердостью, прочностью на разрыв, пределом текучести.

Система нескольких случайных величин X , У, ...# Z 
обозначается так: [X , У, ..., Z ]. К аж дая из величин, вхо­
дящих в систему, называется ее случайной составляю­
щей. Свойства системы нескольких случайных величин 
определяются не только свойствами отдельных ее состав­
ляющих, но и взаимгтоми зависимостями между ними.

Систему двух случайных величин [X , У] геометри­
чески можно представить как случайную точку на плос­
кости хО у  с координатами X и У. При геометрической 
интерггретации системы трех случайных величин исполь­
зуют трехмерное пространство. Систему п случайных 
величин рассматривают как случайную точку в л-мер- 
ном пространстве.

Ограничимся рассмотрением свойств системы двух 
случайных величин. Как было показано в § 3.1, распре­
деление одномерной случайной величины задается либо 
в виде таблицы, либо в виде интегральной и дифферен­
циальной функции независимости от типа случайной
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величины. Аналогично может быть задано распределе­
ние системы случайных величин.

Если случайные величины X  и У дискретны с конеч­
ным числом возможных значений, то система [Л, У] 
может быть задана в виде следующей таблицы:

Здесь (дг,-, yi) — возможные пары значений случай­
ных величин; i = l ,  2, ..., п, / =  I, 2, ..., т. Внутри таблицы 
распределения системы [X, У] указаны вероятности 
Ри того, что случайная величина X  примет значение х ,• и 
одновременно с этим случайная величина У примет зн а ­
чение y jt т. е. p i j z = P( X= Xi \  Y = y , ) .

Нетрудно убедиться, что имеет место равенство

2 " к “ S ' 1 * ' - » / ) - < •
iJ *./

Наиболее универсальной формой задания распреде­
ления системы двух случайных величин является функ­
ция распределения, пригодная как для дискретных, так и 
для непрерывных случайных величин.

Функцией распределения системы двух  случайных 
величин называется вероятность совместного выполне­
ния неравенств Х<Сх  и Y < y , т. е. F(;с, у ) = Р ( Х < х ,  
У < у ) .  Если использовать геометрическую интерпрета­
цию системы двух случайных 'величин в виде случайной
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точки на плоскости хОу, то функция распределення 
F(x,  у)  есть не что иное, как вероятность попадания 
случайной точки (X ; У) в бесконечный квадрант с вер­
шиной в точке (х\ у) ,  лежащий лерее и ниже се 
(рис. 3.25). При такой интерпретации системы случайных 
величин [Я, У] функция распределения случайной ве­
личины X  представляет собой вероятность попадания 
случайной точки X в полуплоскость, ограниченную спра­
ва абсциссой х (рис. 3.2G): F \ { x ) = P { X < x } .

Функция распределения случайной величины У есть 
вероятность попадания случайной точки У в полуплос­
кость, ограниченную ординатой у  (рис. 3.27: F2(y) =  
= P ( Y < y ) .

Используя геометрическую интерпретацию функции 
распределения системы двух случайных величин [X, У], 
можно легко убедиться в следующих ее свойствах.

1°. Функция распределения F(x,  у )  является неубы­
вающей функцией обоих своих аргументов, т. е.

F ( x » y ) > F { x l t y) при х2 >  лу,
F (*. У г) >  F (х, y v) при у 2 >  у  t .

2°. Если один из аргументов или оба равны минус- 
бесконечности, то функция распределений равна нулю, 
т. е.

F (дг, — оо) =  F (— о о , у) =  F (— о о ; —  о о ) =  0 ;

3°. Если один из аргументов равен плюс-бесконечно­
сти, то функция распределения системы переходит в
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функцию распределения случайной величины, соответ- 
ч ствующей другом у аргументу, т. е.

F ( x \ +  оо) =  Т7! (лг); F ( +  о о ; у) =  Ft (y).
4°. Если оба аргумента равны плюс-бесконечности 

функция распределения системы равна единице, т. е.
'  • F ( +  о о ; +  оо) =  1.

Вероятность попадания случайной точки (X , Y) в 
прямоугольник R со сторонами, параллельными коор­
динатным осям, определяется по формуле

/ > ( « < *  < р ,  y < Y < 6 )  =  F $ , b ) - F ( < x , 6 ) -
- F Q , y )  +  F(a . y ) .  * (3.41) •

Д ля вывода этой формулы следует использовать 
рис. 3.28.

Непрерывную двумерную случайную величину можно 
задавать с помощью дифференциальной функции или 
плотности распределения. Пусть система [Я, У] состоит 
из двух непрерывных случайных величин А’ и Y. Приме­
няя формулу (3.41), получаем вероятность попадания 
случайной точки (X; Y) в элементарный прямоугольник 
со сторонами Ах и Ai/, примыкающий к точке с коорди­
натами (дс; у)  (рис. 3.29):

Р ( х < Х < х + А х ,  y < Y < y + A y )  =  F ( x + A x ,  у + А у )  —
— F (дг, у  +  Ay) — F (х +  Ах, у) +  F (дг, у).

Разделим обе части этого равенства на значение пло­
щади этого прямоугольника и перейдем к пределу при 
Ддг-*-0 и Ау->0. В пределе получаем вторую смешанную
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частную производную от функции распределения F(x,  у)  
при условии, что F( х, у)  не толко непрерывна, но н 
дважды дифференцируема:

U Р ( х  < X  < х +  А*. у <  У <  у +  Ау) __

Дх- 0  А* А уДу-*0
_  | j m  /Ч х + А * . у + А у ) -  F (х . у + Д у ) —F (х + А х , y )+ f  («. у) 

д х -о  Аде Л//

=  Г ' (*,</).

Введем обозначение

f ( x , y )  =  F " ( x , y ) = d̂ J ) .
дхду

Таким образом, плотностью или дифференциальной 
функцией распределения системы двух случайных вели­
чин [X, У] называют вторую смешанную частную произ­
водную от интегральной функции F(x,  у) .  Геометриче­
ски эту функцию можно истолковать как поверхность, 

'  поэтому ее называют поверхностью распределения 
(рис. 3.30).

- При рассмотрении плотности распределения f(x)  од­
номерной случайной величины было введено понятие 
«элемента вероятности» f ( x ) d ( x ) .  Д ля системы двух слу­
чайных величин элементом вероятности является выра­
жение \ (х,  у ) 6х  dу.  Геометрически это есть не что иное- 
как вероятность попадания случайной точки (X; У) в эле­
ментарный прямоугольник со сторонами dx н dу,  приле­
гающий к точке (х; у) .  Количественно эта вероятность 
равна объему элементарного параллелепипеда, ограни-
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ченного сверху поверхностью f (x , у)  и опирающегося 
на элементарный прямоугольник dxdy  (рис. 3.31). По 
аналогии с формулой (3.31), используя введенное поня­
тие элемента вероятности, выразим интегральную функ­
цию системы двух случайных величин через дифферен­
циальную:

(3.42)F (х, у) =  f  |  f (х, у) dx dy.
— ОО — 0 0

Приведем некоторые 
свойства плотности распре­
делення системы, в которых 
можно легко убедиться, ис­
пользуя приведенные выше 
выражения и геометриче­
скую интерпретацию сис­
темы. v 

1°. Плотность распреде­
ления системы есть функ­
ция неотрицательная:рннцрщящ;

2°. Двойной интеграл в бесконечных пределах от плот­
ности распределения системы равен единице:

f [ } ( x , y ) d x d y  =  1.
— оо

Покажем, что, зная закон распределения системы 
двух случайных величин, можно определить закон рас­
пределения составляющих ее случайных величин. Д ей­
ствительно, используя (С*.42), запишем:

Z7! (х) =F( x ,  оо) =  j  |  /  (*, у)  djr dy.
— оо — оо

Дифференцируя по дг, получаем выражение плотности 
распределения случайной величины X:

fA *) =  F; ( * ) =  f f ( x , y ) d y . (3.43)

Аналогично находим выражения интегральной и диф­
ференциальной функции распределения случайной вели­
чины Yi

118



у  оо

Ft (У) — F (°° . У) =  |  J  /  (х > У) d* dy;

оо

/ 2 (У) =  f  i  (У) =  j  f (х > У) d*. (3.44)
— -ОО

Таким образом, плотность распределения одной из ве­
личин, входящих в систему, получается путем интегри­
рования выражения плотности распределения системы в 
бесконечных пределах по аргументу, соответствующему 
другой случайной величине.

Решение обратной задачи — по известным .законам 
распределения составляющих величин восстановить з а ­
кон распределения системы — в общем случае невоз­
можно, так как неизвестен характер взаимосвязи этих 
случайных величин. Поэтому вводятся‘так  называемые 
условные законы распределения.

Условным законом распределения одной случайной 
величины, входящ ей,в систему, называется закон, най­
денный пр >угая случайная величина,

Условш ения задается как функцией
распределения, так  и плотностью распределения. Если 
рассматривается распределение случайной величины X 
при условии, что другая случайная величина Y приняла 
определенное значение, то условная функция распреде­
ления обозначается F( x \ y ) ,  а плотность — f ( x \ y ) .  Зная 
распределение одной из величин, входящей в систему, 
и условный закон распределения второй, можно найти 
распределение системы. По аналогии с теоремой умно­
жения вероятностей (см. § 2.6) получаем:

Равенства (3.45), (3.46) выражаю т теорему умноже­
ния законов распределения: плотность распределения си­
стемы двух  случайных величин равна плотности распре- 
деления одной из величин, входящих в систему, умно- 
ясенной на условную  плотность распределения другой , 
вычисленную при условии, что первая величина приняла 
определенное значение,

входящая определенное значение.

I(x,  у) =  f i { x) f  (у \ху, 

/ (* .  y) =  l t ( y ) f ( x \ y ) -

(3.45)
(3.46)
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Используя равенства (3.43) — (3.4G), запишем выра­
жения условных плотностей распределения в таком 
виде:

Условные пло'тности распределения имеют те ж е свой­
ства, что и безусловные плотности распределения.

Остановимся еще раз на уже введенном в § 3.1 поня­
тии зависимых и независимых случайных величин. Слу­
чайная величина X  называется независимой от случай­
ной (^личины У, если ее распределение вероятностей не 
зависит от того, какое значение приняла величина У. 
Условие независимости X  от Y может быть записано в 
виде

Легко показать используя равенства (3.45) — (3.46), 
что зависимость или независимость случайных величин 
всегда взаимна. Действительно,

Если выполняется условие независимости X  от Y 
(3.49), то получаем

Д ля непрерывных случайных величин X  и Y можно 
сформулировать следующий признак их независимости: 
для того чтобы непрерывные случайные величины X и Y 
были независимыми, необходимо и достаточно, чтобы 
плотность распределения системы [X, У] была равна про­
изведению плотностей распределения отдельных вели­
чин, входящих в систему:

f (у \ х) = 7 7 Y  — / ’(*• У) »1\Х) %
f ( x , y ) dx;  (3.47)

f ( x , y ) dx .  (3.48)

f i { x ) f ( y \ x )  =  ft ( y ) f ( x \ y ) .

1(у \ х)=* ft(y).  .

f (х < У) — L(x)  h  (у).
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Рассмотрим числовые характеристики системы двух 
случайных величин. Введем понятие начальных и цент­
ральных моментов. Начальным моментом порядка Л+ s  
системы [.X, Y] называют математическое ожидание про­
изведения X * на Y*:

vAiS- M [ x * n

Наиболее употребительными являются начальные мо­
менты первого порядка:

vii0 =  М  [Л 1 У ]  =  М(х) ,  v0 ,v=Af [ X V 1] ~ М ( у ) ,

которые являются математическими ожиданиями слу­
чайных величин X и Y. Совокупность математических 
ожиданий представляет собой характеристику положе­
ния системы: Af( jc ) и М( у )  — координаты средней точки 
на плоскости, вокруг которой происходит рассеяние си­
стемы.

Центральным моментом порядка k + s  называют мате­
матическое ожидание произведения Л-й и s -й степеней 
соответствующих центрированных величин:

flftj =  М  [X* Й  =  М {[X ~  М  (лг)1* IY - М  (у)\5).

Наиболее употребительны центральные моменты второго 
порядка

fi2 0 =  М  [X* Й  =  М [X — М (х)\2 =  а*,

И0.2 =  м  1*° Y*\ — M [ Y — М (у)I2 =  а*,
которые совпадают с дисперсиями случайпых величин 
X  и Г, Они характеризуют рассеяние системы [X, Y] в 
направлении осей Ох и Оу. ^

Важными характеристиками являются условные ма­
тематические ожидания и условные дисперсии. Услов­
ным математическим ожиданием дискретной случайной 
величины X  при ? = у  называют сумму произведений воз­
можных значений X на их условные вероятности:

M ( X \ Y ~ y )  =  V x i P( x i \y).
/=1

Д ля непрерывных случайных величин

M ( X \ Y  ~  y )= i J x f ( x \ y ) d x .



Аналогично можно написать выражения для 
M (Y \X = x):

M {Y \X  =  x) =  2 i y l P (y l \x),

M (Y \X  =  x )=  J  y f(y \x )d y .
—30

В случае дискретных случайных величин условная 
дисперсия

а*(X | Y  =  у) =  J  {■х,--■ М (X | Y = у))}«'Р (* ,| у).
/=1 •

Для непрерывных случайных величин

a '( X \Y  =  y )=  f \ x - M ( X \ Y  =  y ) \ 'f (x \y )d x .
— OO

Аналогично записываются выражения условной диспер­
сии о2( У |Х = х ) :

<J'( Y \ X = x ) = '2 t [yl - M ( Y \ X = x ) ) * P ( y l \x),
/“ » „ N

о*(V|X =  х) =  J  { y - M ( Y \ X  =  x)YHy\x)dy.
—оо •

Особая роль при изучении системы двух случайных 
величин принадлежит второму смешанному центрально-

О о
му моменту *nii=Af[XУ1, который представляет собой 

^математическое ожидание произведения центрирован­
ных случайных величии Кху (корреляционный момент 
или момент связи X  и Y ):

К ху =  М IX Y] =  Л1 {[X -  М  (х)] [Y — М (у)]}.

Корреляционный мрмент характеризует рассеяние и 
зависимость случайных величин. Если, например, ядна из 
составляющих величин незначительно отклоняется от 

, своего математического ожидания, то корреляционный 
момент мал, как бы тесно ни были связаны X  и У.

Чтобы избежать влияния рассеяния случайных вели­
чин на корреляционный момент и получить показатель
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характеристики связи между величинами X  и Y, перехо­
дят от момента Кхи к безразмерной характеристике

РЧ  =  М ° . ° » ) >  (3.5°)
которую называют коэффициентом корреляции случай­
ных величин X и У*.

Д ля независимых случайных величин коэффициент 
корреляции и корреляционный момент равны нулю. 
Покажем это для непрерывных случайных величин. Для 
независимых случайных величин /(*, y )= f\(x ) f i( y ) ,  где 
fi(x)  и /г(«/)— соответствующие плотности распределе­
ния вероятностей величин X  и Y. Тогда

К ху =  J J IX -  М (я>] [Y -  М (у)) /  (х, y)dxdy=*

=  j [ X - A f ( x ) ] M * ) d j t  J  l Y - M ( y ) ) f , W y = >
— ОО — 0 0

=  M [ X ) M  [У) =  о,

следовательно, и рху= 0 .  □
Обратное утверждение — если коэффициент корре­

ляции между двумя случайными величинами равен нулю, 
то эти случайные величины независимы — не всегда 
справедливо. Это значит, что может существовать систе­
ма зависимых случайных величин, коэффициент корре­
ляции которых равен нулю. Поэтому вводится понятие 
ко р рел и ровац ности.

Две случайные величины называются коррелирован­
ными, если их коэффициент корреляции отличен от нуля. 
Величины X  и Y некоррелированы, если их коэффициент 
корреляции равен нулю.

Таким образом, если случайные величины X  и Y не­
зависимы, то они и некоррелированы. Но если они не­
коррелированы, то это не является достаточным услови­
ем для их независимости. Лишь при нормальном рас­
пределении величин некоррелированность и независи­
мость тождественны.

• Так как выражение коэффициента корреляции симметрично 
относительно X  и У, т. е. рж*=р*ж, то в дальнейшем индекс при р 
опускаем,#



§ 3.10. Двумерное нормальное распределение

Рассмотрим нормальное распределение системы двух 
случайных величин. Так как система двух случайных 
величин изображается случайной точкой на плоскости, 
то нормальное распределение системы двух величин на­

зывают нормальным распределением на плоскости. 
Плотность двумерного нормального распределения

f(x, у ) = ----------!/■-— ' х
2яохоу у 1 — р*

— ( 1*—м  <*>1* +  (У)]» [х—М (х)] [у—М (у )11
1 °х % j

X е • 2 (1—р*> -  . (3.51)

Из выражения плотности (3.51) следует, что двумер­
ное нормальное распределение определяется параметра­
ми M ( x ) f М(у) ,  Gxt оу и коэффициентом корреляции р, 
определяемым по формуле (3.50). Плотность двумерного 
нормального распределения изображается в системе 
координат поверхностью, которая носит название поверх- 
ности нормального распределения (рис. 3.32). В сечении 
нормальной поверхности распределения плоскостями, 
параллельными координатной плоскости хОг, получают­
ся кривые распределения случайной величины X , соот­
ветствующие определенным значениям у  (рис. 3.33). 
Аналогично, в сечении нормальной поверхности распре­
деления плоскостями, параллельными координатной
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плоскости yOzy Получаются кривые распределения слу­
чайной величины У, соответствующие определенным зна­
чениям х. Эти кривые являются графическими изобра­
жениями условных законов распределений соответствен­
но случайных величин X  и У при фиксированных значе­
ниях у и х .

Математические ожидания этих условных законов 
распределения являются условными математическими

ожиданиями. Если спроектировать на плоскость хОу ус. 
ловные-математические ожидания M [X\Y= y\ и соеди­
нить линией полученные точки, то образованная таким 
образом линия называется линией регрессии X по У. 
Таким образом, линия регрессии X  по У — множество то­
чек, соответствующих условным математическим ожи­
даниям M [X\Y=y\. Линия регрессии У по X — множе­
ство точек, соответствующих условным математическим 
ожиданиям M[Y\Х=х].

Безусловные законы распределения составляющих 
систему случайных величин X  и У являются нормальны­
ми. На рис. 3.32 кривые распределения безусловных за ­
конов распределения 'Спроектированы на плоскостях 
xOz и yOz. *

Плотности безусловных законов распределения слу­
чайных величин X  и У, входящих в систему, соответст­
венно равны: <

z

Рис. 3.33

У  2л а х
(3.52)

(3.53)
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Подставляя в выражения (3.47) — (3.48) формулы 
(3.51) — (3.53), получаем условные плотности распреде­
ления случайных величии Y и X:

/0 /1*) =  —

у-м(у)-р1а. [*_м(*)1 ' а 
___________ ° х

У  2л а у У  1 — р*

f ( x \ y )  =

°уУТ=Г,

х —М ( х ) —р —  fv—Af (V»J

V H k a x  У 1 — pa

J* vT̂ p*

(3.54)

* (3.55)

Таким образом, видим, что условные распределения 
случайных величин Y и X, если их совместное распреде. 
ление нормально, также являются нормальными с цент­
рами (условными математическими ожиданиями):

Г ( К |Х  =  х) =  М (1/) +  р^_[л :-Л 1(л :)];  (3.56)
Ох

M [ X \ Y  =  y] =  M(x)  +  p - ^ - l y - M  (у)]. (3.57)

Условные плотности распределения:
__ Af(y | х) ]2

f ( y  1*) =  — ^ ' у \ х

2л ау\*

f ( x \ y )  =
К2Л

где ау j х и а х | у — соответствующие условные средние 
квадратические отклонения:

*'Х

XI у

» _____

- ® , K l - p \

=  ax V l — Р*.

(3.58)

(3.59)

Из выражений (3.56) и (3.57) следует, что линии рег­
рессии в случае двумерного нормального распределения 
являются прямыми.



В плоскости хОу уравнение линии регрессии У по X 
имеет вид

у  — М (у) =  р 1х — М  (*)].

Уравнение линии регрессии X  по Y таково: 

х — М (х) =  р —  [у — М (у)].
СУ

Из выражении (3.58) и (3.59) следует, что рассеяние 
условных распределений составляющих величин Y и X 
при всех значениях другой переменной постоянно. Это

свойство называется гомоскедастичностью, т. е. равно- 
изменчивостью условных нормальных распределений.

Пересекая поверхность распределения плоскостями 
2 = z o = c o n s t ,  параллельными координатной плоскости 
хОу, в проекции на этой плоскости получаем семейство 
концентрических эллипсов различных размеров с одина­
ковой ориентацией главных осей и с общим центром в 
точке с координатами [Af (jc) ; М((/)] (рис. 3.34). Каждый 
эллипс этого семейства является множеством точек, где 
плотность распределения /(*, у) постоянна. Поэтому их 
называют эллипсами равной плотности или эллипсами 
рассеяния.

Ориентация эллипсов рассеяния относительно коорди­
натных осей находится в прямой зависимости от величи­
ны коэффициента корреляции. При р = ± 1  эллипсы вы­
рождаются в прямую*. Если случайные величины X  и Y

• В § 9.4 показано, что — 1 < р < 1 .
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некоррелированы, т. е. р*у= 0 ,  то главные оси (их также 
называют главными осями рассеяния) параллельны 
осям Ох и Оу (рис. 3.35). С увеличением корреляцион­
ной зависимости между величинами X  и Y происходит

все больший поворот глав-

т ------- -

ных осей рассеяния относи­
тельно координатных осей.

Линин регрессии Y по X 
и X по Y проходят через 
точку с координатами 
[М (х)\ М( у ) ] 9 которая яв­
ляется точкой их пересече­
ния и центром эллипсов рас­
сеяния. Следует подчерк­
нуть, что главные оси рас­
сеяния эллипсов не могут 
быть параллельны линиям 

. регрессии. Угловые коэффи­
циенты линий регресии, получившие названия коэффи­
циентов Регрессии, таковы:

p, i* =  р (3.60) К  =  р (3.61)

Произведение коэффициентов регрессии равно квадрату 
коэффициента корреляции: $v\xf>x\v = p 2. Из выражений 
(3.60) и (3.61) следует, что коэффициенты регрессии и 
коэффициент корреляции имеют одинаковые знаки. Если 
обозначить через у острый угол между линиями регрес­
сии Y по X  и X  no Y (рис. 3.36), то можно показать, что 
имеет место соотношение

tgT =  i ^ £ ° х  Qy (3.62)

Из формулы (3.62) следует, что чем меньше коэффи­
циент корреляции, тем больше угол между прямыми 
регрессии. При р = 0 ,  т. е. если корреляционная связь 
между X н Y отсутствует, имеем t g Y = ° ° .  Следователь­
но, эти две прямые взаимно перпендикулярны. При р = 1  
прямые совпадают, тогда рХ|„ = 1 /Р (/ |* .

В § 3.9 отмечалось, что в общем случае условие ра­
венства коэффииента корреляции нулю недостаточно для 
независимости случайных величин. Покажем, что если 
нормально распределенные случайные величины некор-
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релированы, то они и независимы. Действительно, при 
р = 0  выражение плотности двумерного нормальною рас­
пределения (3.50) имеет вид

/ ( * ,  у )  = , - 1 e4 r - J iC f ) l2/ W  ) ,
V  2л оя К 2 л  °у

т. е. f(x,  y )=f i ( x ) f i ( y ) .  Тогда в соответствии со сформу* 
лированным в § 3.9 признаком независимости можно ут­
верждать, что X и Y — независимые случайные величины.
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Г л а в а 4

Предельные теоремы теории вероятностей

§ 4.1. Предварительные замечания

. Теория вероятностей изучает закономерности, свой- 
c iвенные массовым случайным явлениям. Предельные 
теоремы теории вероятностей устанавливают зависи­
мость между случайностью и необходимостью. Изучение 
закономерностей, проявляющихся в массовых случайных 
явлениях, позволяет научно предсказывать результаты 
будущих испытаний. Предельные теоремы теории ве­
роятностей делятся на две группы, одна из которых по­
лучила название закона больших чисел, а другая — 
центральной предельной теоремы.

В настоящей главе рассмотрены следующие теоремы, 
относящиеся к закону больших чисел: лемма Маркова и 
неравенство Чебышева, теоремы Чебышева, Маркова, 
Бернулли и Пуассона.

Закон больших чисел состоит из нескольких теорем, 
в которых доказывается приближение средних характе­
ристик при соблюдении определенных условий к неко­
торым постоянным значениям. Впервые доказал и сфор­
мулировал одну из теорем закона больших чисел швей­
царский математик Яков Бернулли (1654— 1705). Теоре­
ма, носящая его имя, одна из простейших форм закона 
больших чисел, касается альтернативной изменчивости 
признака и устанавливает закономерность частности по­
явления события.

Выдающийся французский математик Симеон Дени 
Пуассон (1781— 1840) в одной из своих работ обобщил 
эту теорему, распространив ее на случай, когда вероят­
ность события в независимых испытаниях изменяется. 
Он же впервые ввел термин «закон больших чисел*.

Великий русский математик П. Л. Чебышев (1821— 
1894) доказал, что закон больших чисел действует в яв-
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дениях с любой вариацией и распространяется также на 
переднюю величину. Дальнейшее обобщение теорем за- 

 ̂ кона больших чисел связано с именами А. А. Маркова,
I С. Н. Бернштейна, А. Я. Хинчнна и А. Н. Колмогорова.

Рассмотрение теорем закона больших чисел начнем 
с леммы Маркова и неравенства Чебышева, с помощью 

г  которых значительно упрощаются доказательства теорем 
закона больших чисел.

§ 4.2. Лемма Маркова и неравенство Чебышева

Лемма Маркова. Д ля любой положительной случай- 
; ней величины X вероятность того, что она примет зна­

чение, не превосходящее некоторого положительного 
числа т, больше, чем разность между единицей и отноше­
нием математического ожидания этой случайной вели­
чины к данному числу т:

Р { Х < т } >  1 — М(х)!х. (4.1)
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Проведем доказательство для 

дискретной случайной величины способом, получившим 
название метода урезания. Пусть х\, дг2, ..., х п— упоря­
доченная совокупность всех значений, принимаемых по­
ложительной случайной величиной X с соответствующи-

• " ми вероятностями p t, р2, р„, причем 2р<=1. Не нару­

шая общности доказательства, можно допустить, что 
значения случайной величины X  расположены в порядке 
убывания. Выберем некоторое произвольное число т > 0  
и предположим что первые г значений совокупности 
больше т ( г ^ п ) .  Так как по условию случайная величина 
X  принимает только положительные значения, то можем 
записать неравенство

XiPi +  xt pt +  ... + x rpr ^ x l pl +  xi pi -h ... +
+  xrpr +  ... +  х прп.

По определению математического ожидания, Xipi+jc2p2+  
+  ... Н-дСгРг- f  . . .+ х прп= М (х ), следовательно, AfiPi-j- 
+Х2Р2+ ... ■+-хтрт^М (х)'. Заменяя в левой части послед­
него неравенства значения переменных дг,(/=1, 2, .... г) 
числом т, получаем следующее усиленное неравенство:

(Pi+P* +  •••  +Р ,)т<М (дс), или 
Pi +  Pt +  ••• +  рг Af (*)/т.

Левая часть этого неравенства выражает вероятность
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того, что случайная величина принимает значение, боль­
шее т, т. е. Р { А > т } .  Поэтому полученное неравенство 
можно записать в виде

Р {* >  т} <  М (дг)/т.
Вероятность противоположного события, а именно 

вероятность того, что случайная величина X  может при­
нимать значения не больше т, определяется следующим 
неравенством:

Р  {X <  г} >  1 — М (х)/т. □

Лемма Маркова справедлива для любого распределе­
ния положительной случайной величины.

Неравенство Чебышева. Если случайная величина X  
имеет конечное математическое ожидание и дисперсию, 
то для любого положительного числа т справедливо 
неравенство

Р  { | X -  М  (дг) | <  т} >  1 -  о,2/ ! 2, (4.2)

т. е. вероятность того, что отклонение случайной вели­
чины А от своего математического ожидания по абсо­
лютной величине не превзойдет т, больше разности меж­
ду единицей и отношением дисперсии этой случайной 
величины к квадрату т.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Воспользуемся леммой Мар­
кова. Рассмотрим случайную величину Z = | A —М ( х ) | ,  
для некоторых значений которой выполняется неравен­
ство |А—M ( . t ) |^ T .  Так как случайная величина Z по­
ложительна, то неравенства |А’—М (дс)^т | и [А— 
— M ( x ) ] 2s£ t 3 равносильны. Применив, лемму Маркова к 
случайной величине Z2 =  [А—М(х) ]г, получим

Р (IX — Af (*)1* <  I 1} >  1 -  М [X -  М (дг)]*/т*.

Числитель дроби в правой части неравенства, по опре­
делению, есть дисперсия случайной величины А, следо­
вательно, неравенство можно записать в виде

Р \ \ Х - М  (дг)1* <  т*) >  1 -  оЦт*.

Так как в силу равносильности соответствующих не­
равенств вероятности Я {(А—/И(дс)]2^т*} и Р { |А — 
—М (д г ) |^ т )  равны, то

Р { | Х - М ( * ) | < т } >  l - o j /т2. □

132



Запишем теперь вероятность события |X —М(х) | > т ,  
т. с. события, противоположного событию |Х —Л1(дг)|^ 
<[т. Очевидно, что

Р { \ Х - М ( х ) \ К х } >  о ] /х \  (4.3)

Неравенство Чебышева, как и неравенство Маркова, 
справедливо для любого распределения случайной вели­
чины X, однако неравенство Чебышева применимо как к 
положительным, так и к отрицательным случайным ве­
личинам. Неравенство (4.3) ограничивает сверху вероят­
ность того, что случайная величина отклонится от свое­
го математического ожидания на величину, большую т. 
Из этого неравенства следует, что при уменьшении дис­
персии верхняя граница вероятности также уменьшает­
ся и значения случайной величины с небольшой диспер­
сией сосредоточиваются около ее математического ожи­
дания. Полагая т=/<х, запишем неравенства (4.2) и (4.3) 
в виде

/> {(X  — Af (дг) | С  /<т} >  I — 1//*.
Р { | X  — Af (лг) | >  /ст> С  1/̂ *.

Задаваясь различными значениями /, вычислим верхние 
гр'аницы вероятностей того, что отклонение случайной 
величины выйдем за пределы ia : при / =  1 Р {| X — 
- Л 1 ( * ) 1 > о } < 1 ;  1Ф2 Р { \ Х - М ( х ) \ > 2 а } ^ \ / А - ,  / = 3  
Р { \ Х - М ( х ) \ > З а } ^ 1 / 9 .

В заключение еще раз подчеркнем, что вероятности 
рассматриваемых событий не могут превысить этих чис­
ловых значений ни при каком распределении случайной 
величины.

§ 4.3. Теорема Чебышева

Теорема Чебышева. При достаточно большом числе 
попарно независимых случайных величин Xif Х2. .... Хп 
с математическими ожиданиями М (х,),  М(х2), .... М( х п) 
и дисперсиями с£|Д о], .... а2 с вероятностью, близкой
единице, можно утверждать, что разность между сред­
ней арифметической наблюдавшихся значений случайных 
величин X t, Х2. .... Х„ и средней арифметической их ма­
тематических ожиданий по абсолютной величине окажет­
ся меньше сколь угодно малого числа т > 0  при условии.



что дисперсия всех этих случайных величин не превос­
ходит одного и того же постоянного числа В, т. е.

1=1 /-=1
>  1 — п. (4.4)

где ц — положительное число, близкое к нулю .
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть Х \9 Х2, Хп—п попар- 

мо независимых случайных величин. Средняя арифмети­
ческая этих величин является, в свою очередь, тоже слу­
чайной величиной. Обозначим ее X:

* • =  2  X Jn.

Определим математическое ожидание и дисперсию X:

(4.5)М (х) =  Af Г 2  XJn  I =  V  Af (дг,)//!,
Li-i J i-1 

L*=i J i=i
(4.6)

Применяя к случайной величине X  неравенство Чебы­
шева, получаем

Я ( | Х - Л | ( д г ) | < т }  > 1 - о 2/т*,
или

i t  Xi i ;  м (.»i) 
i=*i 1-1

Л > i

п
2  «4, *=1 1

л2 т*
(4.7)

Заменяя в правой части последнего неравенства диспер­
сии случайных величин величиной В, которую по усло­
вию теоремы не превосходит ни одна из дисперсий, по­
лучаем усиленное неравенство

—П _
У  * , / / ! -  У  Af (*,)//, 

1 *-1
> 1

в
ггг (4.8)

Для любого сколь угодно малого числа т|> 0  можно 
найти такое число п , при котором выполняется неравен-
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ство В/(/!т*)'<г). Таким образом получаем неравенство, 
справедливость которого и требовалось доказать:

2 * |  2  м  (*,) 1=1 1-1 >  1 — Л-

Переходя в фигурных скобках к противоположному со­
бытию, можно записать

п < Л - (4.9)

Итак, теорема Чебышева показывает, что средняя 
арифметическая попарно независимых случайных вели­
чин обладает свойством устойчивости и при определен­
ных условиях мало отличаете^ от средней арифметичес­
кой математических ожиданий этих величин.

Рассмотрим частный случай теоремы. Наблюдавшие­
ся при п независимых испытаниях значения случайной 
величины X с математическим ожиданием /И (дс) и дис­
персией аI можно рассматривать как случайные вели­
чины Х|, Х2....... Хп с одинаковыми математическими
ожиданиями и дисперсиями: М(дс<) = М (дс); о* = a * ( i  =
. =  !, 2, ..., п). Средняя арифметическая этих случайных

—  п
величин Х =  2  Xi/n. Используя свойства математичес- 

<=«1
кого ожидания и дисперсии случайной величины, а_так- 
же формулы (4.5) и (4.6), можно показать, что М(х) — 
=  М(х)  и о*=(т*/п. Тогда теорему Чебышева можно за­
писать в следующем виде:

P { j X - A f ( * ) | < T )  ^ . 1 - о ^ / ( т 2л),

Пример 4.1. Н а завод  поступила партия деталей, рассортиро­
ванных автоматом для селективной сборки по их длине. Детали, 
распределенные по размерам на группы, помещены в 64 ящика. 
При этом во всех ящ иках находится одинаковое количество д ета­
лей. И з каж дого ящика отобрано по 10 деталей и измерены их 
длины. При условии, что дисперсии размеров контролируемого па­
раметра в каж дом ящике не превышают 0,015 мм2, определить, с 
какой вероятностью можно ож идать, что средняя арифметическая, 
вычисленная по результатам выборок, отклонится по абсолютной 
величине от средней длины деталей во всей партии ие более чем на 
0,3 мм.
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Р е ш е н и е .  По условию, я - 6 4 0 ,  т - 0 ,3 ,  £ -0 ,0 1 3 .  Воспользо* 
вавшнсь неравенством (4.8), получим

2  х ,  2  м  (*<) 
i-i /-1 < 0 , 3 >  0,9997.

§ 4.4. Теоремы Бернулли и Пуассона

Теорема Бернулли устанавливает связь между часто­
стью появления события и его вероятностью. Она мо­
жет быть выведена как следствие из теоремы Чебышева.

Теорема Бернулли. При достаточно большом числе 
независимых испытаний п можно с вероятностью, близ­
кой к единице', утверждать, что разность между часто- 
стью появления события А в этих испытаниях и его ве­
роятностью в отдельном испытании по абсолютной вели­
чине окажется меньше сколь угодно малого числа т, ес­
ли вероятность наступления этого события в каждом 
испытании постоянна и равна р.

Утверждение теоремы можно записать в виде следу­
ющего неравенства:

P {\m ln  —  р | < т }  >  1 — л, (4.10)

где т и ч — любые сколь угодно малые положительные
числа.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим в качестве случай­
ных величин число появлений события А в п испытани­
ях. Пусть Xi — число появлений события А в первом ис­
пытании; Л'2 — число появлений события А во втором 
испытании; Х„ —  число появлений события А в п-м ис­
пытании. Так как событие А в каждом испытании может 
либо произойти, либо не произойти, то, следовательно, 
случайная величина может принимать лишь два значе­
ния: I и 0 с соответствующими вероятностями р и q =  
=  \—р.

Математическое ожидание и дисперсия каждой слу­
чайной величины соответственно равны:

М( х , ) =  l -p +  0-q — p, 

о* = (1  - p ) 2-p +  (0 — py-q =  pq.

(4.11)

(4.12)
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Очевидно, что
М (xt) =  М (хг) -  ... =  М (хп), (4.13)

o \t =  o\t =  ... =  d n. (4.14)

Исходя из того, что в силу независимости испытании 
обеспечивается взаимная независимость случайных вели­
чин Х\9 ^ 2* •••» Хп и дисперсии всех величин ограничены 
(произведение pq имеет наибольшее значение, равное 
U)*, к рассматриваемым величинам можно применить 

теорему Чебышева. В результате, учитывая равенства 
(4.11) — (4.14) и тот факт, что средняя арифметическая 
величин Хи' Хъ Х п есть не что иное, как частость по-

п
явлений события Л в я испытаниях, т. е. 2  Xi/n —  m/n,i- i
получаем следующее неравенство:

Р { | т/п — р | <  т } >  1 — (р<7)/(лт*). (4.15)
Для любого сколь угодно малого т]> 0  всегда мож­

но определить такое п, при котором выполняется нера­
венство (pq)/(nx2) < т | .  Итак, доказана справедливость 
неравенства

Р { \ т / п — р \ < т }  >  1 — ц. □
При решении практических задач нногДа бывает не­

обходимо оценить вероятность наибольшего отклонения 
частоты появлений события от ее ожидаемого значения. 
Случайной величиной в этом случае является число по­
явлений события А в п независимых испытаниях. Имеем:

т =* X i  +  X t +  ... +  Х„;

М(т)  =  м \ ^ Х ,  L  (*«) =  2 Р =  пр'
Li=l J /*1

= °2 f  2 * * 1 = 2 ° г ,х ' 1 = i pq -  npq- Li=i J i=i i=i
Используя неравенство Чебышева, в этом случае полу­
чаем
__________  Р  { | т —  tip | <  т} >  1 —  (npq)/т*. (4.16)

• М ожно доказать, что произведение двух сомножителей, сум­
ма которых — величина постоянная, имеет наибольшее значение при 
равенстве сомножителей: так как р+<7«* I, то при г произве­
дение pq имеет наибольшее значение, равное ’/«.
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Пример 4.2^ И з 1000 изделий, отправляемых в сборочный цех, 
было подвергнуто обследованию 200, отобранных случайным обра­
зом. Среди них оказалось 25 бракованных. Приняв долю брако­
ванных изделий среди отобранных за  вероятность изготовления 
бракованного изделия, оценить вероятность того, что во всей партии 
бракованных изделий окаж ется не более 15% и не менее 10%.

Р е ш е н и е .  Определим вероятность изготовления бракованно­
го изделия: р —25/200 «0,125 .

Наибольшее отклонение частости появлений бракованных из­
делий от вероятности р  по абсолютной величине равно | т /п—р | =» 
«0 ,025 ; число испытаний л— 1000. По формуле (4.15) находим ис­
комую вероятность:

Я { | т / л  — р |  < 0 ,0 2 5 }  >  1 — (0,125 0 ,875)/(1000 0,025*),
или

Р  { | т /п  -  р I <  0,025} >  0 ,825 .

Обобщением теоремы Бернулли на случай, когда ис­
пытания происходят при неодинаковых условиях, что 
вызывает изменение вероятности появлений события А 
в каждом испытании, является теорема Пуассона.

Теорема Пуассона. При достаточно большом числе 
независимых испытаний п можно с вероятностью, близ- 
кой к единице, утверждать, что разность между часто­
стью появлений события А и средней арифметической 
вероятностей этого события в каждом испытании по аб­
солютной величине окажется меньше сколь угодно ма­
лого числа т, если вероятность события А меняется от 
испытания к испытанию. Утверждение теоремы можно 
записать в виде следующего неравенства:

P[ \ ml n — р | < т )  >  1 — л. (4.17)
где т и л — любые сколь угодно малые, положительные 
числа.

§ 4.5. Теорема Ляпунова

Рассмотренные теоремы закона больших чисел каса­
ются вопросов приближения некоторых случайных вели­
чин к определенным предельным значениям независимо 
от их распределения. В теории вероятностей существует 
другая группа теорем, относящихся к предельным зако­
нам распределения суммы случайных величин. Эта груп­
па теорем носит общее название центральной предель­
ной теоремы. Различные формы центральной предельной 
теоремы отличаются между собой условиями, накла­
дываемыми на сумму составляющих случайных величин.
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Впервые центральная предельная теорема была сфор­
мулирована и доказана великим русским математиком 
А. М. Ляпуновым.

Теорема Ляпунова. Распределение суммы независи­
мых случайных величин Xi (i — I, 2, ..., п) приближается 
к нормальному распределению при неограниченном уве­
личении п, если выполняются следующие условия:

1) все величины имеют конечные математические 
ожидания и дисперсии;

2) ни одна из величин по своему значению резко не 
отличается от всех остальных.

При решении многи^практическнх задач^ используют 
следующую формулировку теоремы Ляпунова для сред­
ней арифметической наблюдавшихся значений случай­
ной величины х, которая также является случайной ве­
личиной (при этом соблюдаются условия, перечисленные 
выше): если случайная величина X имеет конечные ма­
тематическое ожидание М(х)  и дисперсию о'2х, то
распределение средней арифметической x = ( x i+ x 2+  
- f  ...-f хп)/п, вычисленной по наблюдавшимся значениям 
случайной величины в п независимых испытаниях, при 
п—►оо приближается к нормальному с математическим 
ожиданием Л1(х) и дисперсией ах, т.е.

Р  ( V ‘- W « - >  d , .  <4 .8,
V 2л о* J

— 00
Поэтому вероятность того что х заключено в интер­

вале (а, Ь), можно вычислить^о формуле

Р { а < х < Ь )  J е * йх. (4.19)
а

Используя функцию Лапласа, формулу (4.19) запишем 
в следующем удобном для расчетов виде:

Р [а <  х  <  Ь) »  V, Ф (/,) -  */, Ф (/,),
где

=  (а — М (х) ) /а_ ; t2 =  (b — M (x))/ol •

Следует отметить, что центральная предельная тео­
рема справедлива не только для непрерывных, но и для 
дискретных случайных величин. Практическое значение
•>
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теоремы Лапласа огромно. Опыт показывает, что рас­
пределение суммы независимых случайных величин, 
сравнимых по своему рассеиванию, достаточно быстро 
приближается к нормальному. Уже при числе слагае­
мых порядка десяти распределение суммы может быть 
замено нормальным.

§ 4.6. Теорема Муавра—Лапласа

Частным случаем центральной предельной теоремы 
является теорема Муавра — Лапласа, которая известна 
также под названием интегральной предельной теоремы 
Муавра — Лапласа. В ней рассматривается случай, ког­
да случайные величины ( i = l ,  2, ..., п) дискретны, 
одинаково распределены и принимают только два воз­
можных значения: 0 и 1.

Интегральная теорема Муавра — Лапласа. Если 
производится п независимых испытаний, в каждом из ко­
торых событие А появляется с вероятностью р, то для 
любого интервала (а; Ь) справедливо следующее соот­
ношение:

где m — число появлений события А в п испытаниях; 
Я— I—Р-

Вводя обозначения нормированных отклонений <i =  
=  (а—п р ) / У  npq\ t2= ( b —np) /  У  npq, получаем удоб­
ную для практических расчетов формулу

Из этой формулы с помощью преобразований можно по­
лучить следующие соотношения:

Р{а < / л

J _ ( I > / J ^ £ \ ----- (4.20)
\  У  npq )  2  1  У  npq )

Р (а <  m <  Ь)«  V,Ф (/,) -  ЧгФ (/,). (4.21)

Р {пр +  ti У  npq <  m <  пр +  lt У  npq )яа
(4.22)

Р (/, У  npq < m — np <  /, У npq )
« 1/1Ф ( / , ) - ,/ 4Ф(/1)> (4.23)

Р  (*1 У  (Рй)!п <  mln — р  к  tt У  (pq'n) ~  
~ % Ф ( / 1) - ‘/еФ (/1). (4.24)Л
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При ti =  —t2 формулы (4.23) и (4.24) принимают та­
кой вид: ___

Р ( I/и — пр | < * ] Л 1р<7 ) « Ф ( 0 .  (4.25)

Я ( | т / я - р | < / К ( д а ) « Ф ( 0 .  (4.26)
В отличие от неравенств (4.15) и (4.16), определяю­

щих нижнюю границу вероятности отклонения частости 
появлений события от его вероятности в отдельном ис­
пытании или частоты появлений события от его мате­
матического ожидания, формулы (4.25) и (4.26) дают 
более точную оценку этой вероятности.

Пример 4.3. Вероятность появлений газовых раковин при от­
ливке блока цилиндра автомобильного двигателя равна 0,2. И з­
готовлено 400 блоков цилиндров. Найти величину наибольшего от­
клонения частости отлитых блоков цилиндров с наличием газовых 
раковин от вероятности 0,2, которую можно гарантировать с ве­
роятностью 0,9545.

Р е ш е н и е .  По условию, л —40Q; р=*0,2; </=0,8; Ф(/)™ 0,9545. 
По табл. 2 приложений находим / —2,0. Используя формулу (4.26), 
получаем

Р (| т /п  - 0 , 2 1 <  2 K ( 0 ,2 - 0 .8 ) /4 .0  } »  0,9545,
ИЛИ

Р { I т /п  — 0 ,2  I) <  0 ,04  «  0,9545.

Следовательно, величина наибольшего отклонения частости от 
постоянной вероятности р —0,2, которую можно гарантировать с 
вероятностью 0,9545, равна 0,04.

Пример 4.4. Известно, что при контроле бракуется 10% шесте­
рен. Д ля контроля отобрано 500 деталей. Найти вероятность того, 
что число годных шестерен окаж ется в пределах^ т 460 до 475.

Р е ш е н и е .  По условию, л —500; р —0,9, q = 0,1; а  =  460; 6 —475. 
По формуле (4.21) находим искомую вероятность:

t l =  (460 — 4 5 0 ) /К 50 0 -0 ,9  0 , 1 =  1,49;ч

/ ,  =  (475 -  4 5 0 ) /К 5 0 0 -0 ,9 .0 ,1  = 3 ,7 3 ;
Р  (460 <  т <  475) ж  • / ,  Ф (3 ,73) — V,<D (1 .49) =  0 ,0679.

Пример 4.5. При установившемся технологическом процессе 
вероятность изготовления бракованных гильз равна 0,17. Д ля обо­
снования введения автоматического контроля необходимо опреде­
лить количество гильз л, которое нужно направлять на контроль, 
чтобы с вероятностью 0,95 быть уверенным в стабильности техно­
логического процесса, если допускается 20% брака.

Р е ш е н и е .  По условию известно, что т / л —0,2; р —0,17; </=* 
-0 ,8 3 ;  Ф ( / ) « 0,95. П о табл. 2 приложений находим / — 1,96. По 
формуле (4.26) определяем

Р  | |  0 , 2 - 0 , 1 7 |  <  1 ,96 К ( 0 , 17-0,83)/»» J *  0 ,9 5 .

Отсюда л >602.



Г л а в а 5

Статистическое оценивание параметров 
распределения

§ 5.1. Понятие об оценке параметров

При изучении качественного или количественного 
признака, характеризующего совокупность однородных 
объектов, не всегда имеется возможность обследовать 
каждый объект изучаемой совокупности. Приведем та­
кой пример. Электрическую лампочку условимся счи­
тать стандартной, если продолжительность, ее горения 
не менее 1200 ч, в противном случае она считается не­
стандартной. За качеством продукции обязан следить 
завод-изготовитель. Исследовать каждую лампочку на 
продолжительность горения практически невозможно, да 
это и противоречит здравому смыслу. Как же получить 
представление о качестве изготовляемой продукции? 
Пусть заводу необходимо поставить потребителю пар­
тию готовых изделий. Вместо данных о качестве всех 
электрических лампочек партии достаточно получить 
точные сведения о качестве небольшой их части, ото­
бранных случайно. По продолжительности горения ото­
бранных лампочек можно судить о качестве всех лам­
почек партии. Практика подтверждает, что сделанные 
выводы бывают достаточно надежными.

Совокупность всех возможных, иногда говорят,— 
всех мыслимых, значений исследуемой случайной вели­
чины называют генеральной совокупностью.

Множество значений случайной величины, полученное 
в результате наблюдений над нею, называют случайной 
выборкой или просто выборкой.

Число объектов в генеральной совокупности и в вы­
борке называют их объемами. Генеральная совокупность 
может иметь как конечный, так и бесконечный объем.
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В самом общем смысле содержание этой главы мо­
жно сформулировать как совокупность методов, позво­
ляющих делать научно обоснованные выводы о число­
вых параметрах распределения генеральной совокупно­
сти по случайной выборке из нее. Если, например, нас 
интересует математическое ожидание генеральной сово­
купности, то задача статистической оценки параметров 
заключается в том, чтобы найти такую выборочную ха­
рактеристику, которая позволила бы получить по воз­
можности более точное и надежное представление об 
интересующем нас параметре (в данном случае о мате­
матическом ожидании). Состав выборки случаен, по­
этому выводы о параметрах генеральной совокупности, 
сделанные по выборочным данным, могут быть ложны­
ми, С возрастанием числа элементов выборки вероят­
ность правильного вывода увеличивается. Поэтому вся­
кому решению, принимаемому при статистической оцен­
ке параметров, стараются поставить в соответствие ве­
роятность, характеризующую степень достоверности 
принимаемого решения.

Сформулируем задачу оценки параметров в общем 
виде. Пусть X — случайная величина, подчиненная зако­
ну распределения F{X,  в ) ,  где 0  — пар' метр распреде­
ления, числовое значение которого неизвестно. Исследо­
вать все элементы генеральной совокупности для вычис­
ления параметра 0  не представляется возможным, по­
этому об этом параметре пытаются судить по выборкам 
из генеральной совокупности.

Всякую однозначно определенную функцию резуль­
татов наблюдений, с помощью которой судят о значении 
параметра 0 ,  называют оценкой (или статистикой) па­
раметра 0 . Рассмотрим некоторое множество выборок 
объемом п каждая. Выборочную оценку параметра 0 , 
вычисленную по i -й выборке, обозначим 0 nj. Так как 
состав выборки случаен, то можно сказать, что 0 Л, при­
мет неизвестное заранее числовое значение, т. е. являет­
ся случайной величиной.

Известно, что случайная величина определяется за ­
коном распределения и числовыми характеристиками, 
следовательно, и выборочную оценку можно также опи­
сывать законом распределения и числовыми характери­
стиками.

Для того чтобы отразить случайный характер выбор­
ки объема п из генеральной совокупности, обозначим ее
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через (Xi, Х2...... Х„),  а выборочную оценку параметра
в  — через 0 „  (иногда выборочную оценку обозначают
Л
0 ,,) .  Следовательно, можно записать 0 n =7(X i, Xj,  ... 
..., Ап). Выбор оценки, позволяющей получить хорошее 
приближение оцениваемого параметра, — основная зада­
ча теории оценивания.

§ 5.2. Основные свойства оценок

Основной задачей теории оценивания параметров, 
как было изложено выше, является получение научно 
обоснованных выводов о параметрах генеральной сово­
купности по выборке. В этом параграфе сформулирова­
ны свойства, которым должна отвечать выборочная оцен­
ка. Основными свойствами оценок являются свойства 
несмещенности, эффективности и состоятельности.

Оценку 6 П параметра 0  называют несмещенной, ес­
ли ее математическое ожидание равно оцениваемому

л*
параметру 0 ,  т. е. М ( 0 „ ) = 0 .  Если это равенство не вы­
полняется, то оценка 0 „  может либо завышать значе­
ние 0  (т. е. Л 1 ( 0 „ ) > 0 ) ,  либо занижать его (т. е.
М ( 0 м ) < 0 ) .  В обоих случаях это приводит к системати­
ческим (одного знака) ошибкам в оценке параметра 0. 
Требование несмещенности гарантирует отсутствие си­
стематических ошибок при оценке параметров. Так как
0п — случайная величина, значение которой изменяется 
от выборки к выборке, то меру ее рассеивания около ма­
тематического ожидания 0  будем характеризовать дне-

Л» А»
Персией D (0 n ).  Пусть 0 „  и Гп — две несмещенные 
оценки параметра 0 ,  т.е. A f ( 0 „ ) = 0  и М ( Г „ ) = 0 ,  при­
чем дисперсии 0„ и Т„ обозначим соответственно
£>(0П) и D(Tn). Из двух оценок 0 П и Тп следует от­
дать предпочтение той, которая обладает меньшим рас­
сеиванием около оцениваемого параметра, так как в 
этом случае значение оценки, вычисленное по конкрет­
ной выборке, меньше всего отличается от истинного
значения оцениваемого параметра. Если D ( 0 n) < D ( T n),
то в качестве оценки 0  принимают 0 П.
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Несмещенную оценку 0 П, которая имеет наимень­
шую дисперсию среди всех возможных несмещенных 
оценок параметра в ,  вычисленных по выборкам одного 
и того же объема, называют эффективной оценкой.

Оценку 0 „  параметра 0  называют состоятельной, ес­
ли она подчиняется закону больших чисел, т. е. при до­
статочно большом числе независимых наблюдений п с 
вероятностью, близкой к единице, можно утверждать,
что разность между 0 „  и 0  по абсолютной величине ока­
жется меньше сколь угодно малого положительного 
числа т, или

Я { | 0 „ - 0 | < т } > 1 - п ,
где ti — положительное число, близкое к нулю. Следова­
тельно, в случае использования состоятельных оценок 
оправдывается увеличение числа единиц выборки, так 
как при этом все менее вероятной становится возмож­
ность значительной ошибки в оценке неизвестного пара­
метра. •

На практике при оценке параметров не всегда уда­
ется удовлетворить одновременно требованиям несме­
щенности, эффективности и состоятельности оценки. 
Так, например, может оказаться, что для простоты рас­
четов целесообразно использовать незначительно сме­
щенную оценку. Однако выбору оценки всегда должно 
предшествовать ее критическое рассмотрение со всех то­
чек зрения.

§ 5.3. Оценка математического ожидания 
и дисперсии по выборке

Наиболее важными числовыми характеристиками 
случайной величины являются Математическое ожида­
ние и дисперсия.

Рассмотрим вопрос о том, какие выборочные харак­
теристики лучше всего в смысле несмещенности, эффек­
тивности и состоятельности оценивают математическое 
ожидание и дисперсию.

Теорема 5.1. Средняя арифметическая X, вычислен­
ная по п независимым наблюдениям над случайной ве­
личиной X, которая имеет математическое ожидание 
ц, является несмещенной оценкой этого параметра.
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть Хи Хз, ..., Хи Хп — л 
независимых наблюдений над случайной величиной X . 
По условию, случайная величина X  имеет математичес- 
кое ожидание, равное ц, а это значит, что 
i =  1, п. По определению, средняя арифметическая

п

<—1

Рассмотрим теперь математическое ожидание средней 
арифметической. Используя свойства математического 
ожидания, имеем

П п
м  (х) =  2  м  в  2  ц/л =■ пц/п =» ц, 

i* 1 i=/
следовательно, М ( Х ) = ц .

Теорема 5.2. Средняя арифметическая X, вычислен­
ная по п независимым наблюдениям над случайной ве­
личиной X, которая имеет математическое ожидание р 
и дисперсию о*, является состоятельной оценкой этого 
параметра.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть Xi ( i = l ,  2, ..., п) — не­
зависимые наблюдения над случайной величиной X. Ус­
ловия предыдущей теоремы сохраняются и в этом слу­
чае, поэтому М ( Х ) = ц .  Запишем неравенство Чебыше­
ва для средней арифметической л :

/ > ( | Х - ц | < т } > 1 - о а (Х)/т*,

Известно, что D { X )= 'Z D (X i) / n 1. По условию теоремы, 
X — случайная величина, дисперсия которой о1, следова­
тельно, D ( X i ) = o ‘t. Таким образом,
D (3?)*. Уя» (о14- ... + о«  4- ... + о ») =  (V/) (no*) =  oVn.

П

Итак, доказано, что дисперсия средней арифметиче­
ской в п раз меньше дисперсии случайной величины X. 
Тогда

о* (Х)/т* =  а*1(пхг) =  tj
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при достаточном большом п является числом, близким 
к нулю. Поэтому для сколь угодно малого положитель­
ного числа т выполняется неравенство

Я ( | Л - ц | < т } > 1 - т , .

определяющее свойство состоятельности выборочных 
оценок.

Получение эффективных оценок — сложное дело, по­
этому отсылаем заинтересованного читателя к специ­
альным курсам математической статистики. Приведем 
без доказательства важный для практики результат. Ес­
ли случайная величина X распределена по нормальному 
закону с параметрами (ц, о2), то несмещенная оценка 
X  математического ожидания имеет минимальную 
дисперсию, равную ог/л , поэтому средняя арифметиче­
ская X  в этом случае является эффективной оценкой 
математического ожидания ц.

Докажем некоторые результаты, относящиеся к оцен­
ке дисперсии.

Теорема 5.3. Если случайная выборка состоит из п 
независимых наблюдений над случайной величиной X с 
математическим ожиданием ц и дисперсией о1, то выбо­
рочная дисперсия

*  -  'и  2 ( * i — * )•

не является несмещенной оценкой генеральной диспер­
сии.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть Х{ (I =  1, 2, п) — не­
зависимые наблюдения над случайной величиной X. По 
условию,

м  (Xj) =  М (Xt) =  ... =  М (X,) =  ... =  М (Хп) =  ц,
D (А-,) =  D (Xt) =  ... =  D (X,) =  ... =  D (Х п) =  о».

Преобразуем формулу выборочной дисперсии:

s* =  Чп 2  {X. ■-:х у • -  */„ 2  (* ,  • -  И +  » ■ -  * ) ■ =
4-1 (-1

f* 1
№• 147



- * / .  2 ( ^ - и ) 2- * / л (л :— и ) 2 (Х<— и) -+- 
l—\ i=i

_ л
Упростим выражение */„(Х—ц )2  (Xi—ц). Принимая

_  П _  П
во внимание, что Х = ( 2  ХА/п,  откуда яХ =  I X i ,  мо-

<-i /-1
жно записать

2 ( Х - и )  2  (А-, — и) 2 ( X - n ) f  2  Х , - г , Ц  )  
i-l  _  \  1=1 /

2 (X  — ц)(пХ  — яц) 2 ( х  —  ц )2

Тогда

*  “  ( 2 1Iх '  -  **>■j / »■- 2 ( *  -  и )’ + ( *  -  и )’ 

“  ( 2  <х ' — и)Л / «  — Сх— и)2.
1*1

Теперь рассмотрим математическое ожидание от вы­
борочной дисперсии:

М (s2) =  М - Л 1 ( Х - ц ) 2.

Используя определение и свойства дисперсии можно до- 
казать, что

М 2 ] ( Х , — ц)2] /  п
М

=  о* и М (X — ц)2 ==

=  D (х) — о*/л, 
следовательно, Af(s2) =  о2—а2/п. Итак,

М (s2) =  о2 — аЧп — (п — 1) о*/п,

т. е. s2 является смещенной оценкой дисперсии генераль­
ной совокупности. □

Приведем несмещенную оценку дисперсии генераль­
ной совокупности
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Обычно эту оценку называют исправленной выборочной 
дисперсией. Действительно,

п — I п
Дробь п / ( п— 1) называют поправкой Бесселя. При 

малых значениях п поправка Бесселя довольно значи­
тельно отличается от единицы, с увеличением же п она 
быстро стремится к единице. При л > 5 0  практически

А
нет разницы между оценками s2 и s2. Можно показать,

Л
что оценки s2 и s2 являются состоятельными оценками
о2.

Несмещенной, состоятельной и эффективной оценкой 
о2 является оценка

для вычисления которой необходимо знать математиче­
ское ожидание. Заметим, что оценка s2 эффективна лишь 
при условии нормальности распределения случайной ве-

А
личины А' в генеральной совокупности. Оценки s2 и s2 не 
являются эффективными. В том случае, когда значение 
математического ожидания неизвестно, для оценки дис­
персии о2 используют состоятельную и несмещенную

л
оценку S 2,

§ 5.4. Метод моментов

В § 5.2 были сформулированы основные свойства 
оценок, но ничего не говорилось о способах их получе­
ния. Одним из первых методов оценивания параметров 
был метод моментов, разработанный К. Пирсоном.



Пусть известный закон распределения случайной ве­
личины X  определяется несколькими параметрами 6 |,  
©2, .... 0 9, числовое значение которых неизвестно. Для 
нахождения выборочных оценок производят п независи­
мых наблюдений Xi ( / = 1 ,  п) над случайной величиной 
X. Следуя методу моментов, необходимо q первых мо­
ментов случайной величины X приравнять q выбороч­
ным моментам, полученным из экспериментальных дан­
ных. Формулы для расчета начальных и центральных 
моментов по выборке приведены в § 1.12.

Теоретическим обоснованием метода моментов слу­
жит закон больших чисел, согласно которому для рас­
сматриваемого случая при большом объеме выборки вы­
борочные моменты близки к моментам в генеральной 
совокупности.

Метод моментов дает возможность получать состоя­
тельные оценки. Таким образом, надежность выводов, 
сделанных при его использовании, зависит от количест­
ва наблюдений.

В качестве примера применения метода моментов 
рассмотрим случайную величину X, имеющую нормаль­
ный закон распределения, который определяется двумя 
параметрами: математическим ожиданием М(Х)  и дис­
персией D(X).  Известно, что М(Х)  — начальный момент 
первого порядка (vi), a D ( X ) — центральный момент 
второго порядка, (ц2).

Согласно § 1.9, vi можно оценить эмпирическим на­
чальным моментом первого порядка, а — эмпиричес­
ким центральным моментом второго порядка. Таким об­
разом, по методу моментов неизвестное математическое 
ожидание оценивается средним арифметическим, а дис­
персия — выборочной дисперсией s2.

Оцениваемые параметры также могут быть выраже­
ны в виде определенных функций теоретических момен­
тов. Так, например, эксцесс £  =  ц4/ ц | —3. Заменяя тео­
ретические моменты моментами выборочного распреде­
ления, можно и в этом случае получить выборочную 
оценку неизвестного параметра. В рассматриваемом
примере эксцесс по выборке оцениваесся так: Е=*
=  ц«/у*—3. Использование метода моментов на практике 
приводит к сравнительно простым вычислениям.

Исследуя свойства оценок, получаемых с помощью 
метода моментов, английский математик Р. А. Фишер
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предложил более надежный метод оценивания парамет­
ров генеральной совокупности — метод максимального 
правдоподобия. Хотя метод максимального правдоподо­
бия часто приводит к более сложным вычислениям, чем 
метод моментов, все же оценки, получаемые с его по­
мощью, как правило, оказываются более надежными и 
особенно предпочтительными в случае малого числа на­
блюдений. ^

§ 5.5. Метод максимального правдоподобия

Основным способом получения оценок параметров 
генеральной совокупности по данным выборки является 
метод максимального правдоподобия. Основная идея ме­
тода заключается в следующем.

Пусть X<( i = l ,  п ) — результаты п независимых на­
блюдений над случайной величиной X, которая может 
быть как дискретной, так и непрерывной; f (X,  0 )  — ве­
роятность значения (если случайная величина дискрет­
на) и плотность вероятности (если случайная величина 
непрерывна). Функция /(X, 0 )  зависит от неизвестного 
параметра 0 , который требуется оценить по выборке.

Если Х|, Х2......Х„ — независимые случайные величи­
ны, то функцией правдоподобия называется выражение

£  =* / (Хц 0) f  (Х2, 0 ) . . .  /  (Х„, 0). (5.1)

В качестве оценки неизвестного параметра 0  берет­
ся такое значение 0 , при подстановке которого в выра­
жение (5.1) вместо параметра 0  получаем максималь­
ное значение функции L. Оценку 0  обычно называют 
оценкой максимального правдоподобия. Заметим, что
оценка 0  зависит от количества и числовых значений 
случайных величин X,-, следовательно, сама является 
случайной величиной.

При максимизации функции L подразумевается, что 
значения Х\, Х2, ..., Х„ фиксированы, а переменной вели­
чиной является параметр 0  (иными словами, максимум 
L отыскивается в предположении, что Х< заменены их 
числовыми значениями). Если L дифференцируема от­
носительно параметра 0 , то для отыскания максимума 
функции необходимо воспользоваться известными пра­
вилами определения экстремальных значений функции,
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т. е. для рассматриваемого случая решить уравнение
=  0 (5-2)

и в качестве оценки 0  выбрать решение, которое обра­
щает функцию L в максимум. Если функция L недиф­
ференцируема относительно параметра 0 , то для вычис­
ления ее максимума приходится использовать другие 
методы, что иногда связано с большими вычислительны­
ми трудностями. Иногда вместо уравнения (5.2) удобнее 
рассматривать уравнение

- — = ^ ^ -  =  0. (5.3)L дв дв v 7
Если закон распределения случайной величины зави­

сит от нескольких параметров 0 | ,  0 2,...,0*, то ход рассуж­
дений аналогичен предыдущему, т. е. необходимо найти

Л# а# §
такие величины 9 |,  0 2,...0ь которые максимизировали 
бы функцню правдоподобия. Если эта функция диффе­
ренцируема относительно каждого из оцениваемых па­
раметров, то отыскание оценок наибольшего правдопо­
добия сводится к отысканию максимума функции L от­
носительно параметров 0 ,,  0 2,...,0Л по правилу определе- 
ни I экстремума функции нескольких переменных.

Рассмотрим пример, иллюстрирующий общие идеи 
метода максимального праводоподобия. Пусть х и 

—п независимых наблюдений над случайной ве­
личиной X, подчиняющейся нормальному закону распре­
деления.

Как известно, нормальный закон распределения оп­
ределяется двумя параметрами: математическим ожи­
данием ц и дисперсией о2. Функция f (X,  0 )*  в нашем 
случае имеет вид

/(* , и> о2) =  _ _ ! _ е-<*-*,>,/<го,>. 
о V  2л

Задача заключается в том, чтобы по данным выборки 
оценить неизвестные параметры распределения ц и о2. 
Функцию наибольшего правдоподобия можно записать в 
следующем виде:

• Под в в данном случае следует подразумевать вектор 0 =  
(М. о1).
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L =  1 e—( 'i -й)*/<2о*) i x  
о К 2л  о У  2л

х  c-U i- m)V(2o*) 1 с~(х"~ц)2/ (2о?) =
о ^ 2л

1 2о* 
г= ---------— а *■“!

(о  К  2л ) П

Функция L дифференцируема относительно параметров 
ц и о2. Для упрощения выкладок имеет смысл искать 
максимум не самой функции L, a InL, поскольку и L и 
InL имеют максимум в одной и той же точке:

п

I 2о* _
L — ----- !—  е

( о К ^ Г

о 2л  /  ____
i=i

Так как In е =  1, то

(5-4)
i-i

Для нахождения оценок параметров \х и о2 необходи­
мо решить совместно следующую систему уравнений:

fa,nL = о ,
*  (5.5)

=  0.
до»

Найдем первую производную от InL по параметру ц. З а ­
метим, что д (п  In ---------] /  д ц = 0 ,  так как при днффе-

 ̂ a V ln  )1 _
ренцнрованнн по ц выражение л1п (1 /(о |/  2л)) являет­
ся константой. Следовательно,
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др дц

j _  0 ([^i—И)а+(^« — Ц)*+« - ■ + ( * I -И)* +  . . .  -г(*я~И)1*
2а? дц

1
2о?

п 2  (х<—и)1... — 2 ( х , — i i l ^ - L - 2  V ] (* <  — --------
о!

*  1ST

Итак, —  e i=!----------- .дц оа
Для определения оценки ц частную производную от 

InL по параметру ц приравняем нулю:

(2(*<-и>У®в-°.
2 дс<‘~ 2 ,а =я 0 , 2 д?<“ ’^ “ 0, i - l  i-l i-lп п

следовательно, л ц =  2  откуда ц =  ( I  дг<) /л ,  но

( Е лг<)/л, по определению есть лг. Таким образом, мате­

матическое ожидание следует оценивать с помощью сред­
ней арифметической.

Исследуем вторую частную производную:

a . | . t  4 1 , (“ — Н . . .

д\к2 дц о*

х  Д1(*1 — и) +  (х, — Ц)+ . . .  +(ХЯ —ц)1 в  
дц

= i l i ? + ■ £ ■ + ■ - + ■ % ■  +  ■ ■ ■ + ■ £ — * » - ? • ) -  а* \ дц д\л d|i дц дц !

* - L ( °  +  o +  ... +  о +  ... о — п ) = —  - V < o .а * ---------------- --------------------- о!
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Далее перейдем к преобразованиям, связанным со 
вторым уравнением системы (5.5). Найдем первую про­
изводную In L по параметру о2:

d in  L 
д(о')

д J п in 1 / / t o - 1IVО * -  «/„О» 2  (* ,  -  ю» J

д(0>)

г л / ----  1 Л  ' / аО * £  (X/ — Ц)*
_  пд [ In 1 — In У  2л —  у ,  In (я«) I _  L ■=!__________ _

“  д (а г) д (0 г)

2
П , 1=1

2о3 2а*

Для определения оценки о2 производную от InL по пара
метру о1 приравняем нулю:

_ я ,

2о* 2о 4
*» 0  (о’ ^ О ) ,

или

f-i
откуда о2=  2  (Xi— ii2)/n. Учитывая, что X = \i , можно
записать

0е -  2  ( х , - 5)7*.
<—1

Вторая частная производная также отрицательна.
Анализируя результаты, полученные при решении 

системы (5.5), можно сказать, что точка с координатами
— п  —

(ц=дг; о2=  2  (xi—x ) 2)/n максимизирует значениефунк- 
<-=i

ции InL, следовательно и саму функцию L, так как 
в экстремальной точке определитель

a* In L а» In L
дц2 дцд  (о1) 

й1 In L дЧ п L
дцд (о»)а а  (о*)*

> 0 .

155



Действительно,
П

п/аг

— ^  (*< — [0 • 1/ст* — и/2о'
=  а * / 2  ( а * ) 1  —

л л
Выражение V  (дг,— д:) =  — л*= О, поэтому, так как

л2>  0, а2> 0 ,  значение определителя больше нуля: Q =  
= п 2/ |2 (о2)8] > 0 .  Итак, если случайная величина под­
чинена нормальному закону распределения, то по дан­
ным выборки математическое ожидание следует оцени­
вать с помощью средней арифметической, а дисперсию 
генеральной совокупности — дисперсией выборки s2. От­
вечают ли полученные оценки основным свойствам оце­
нок, т. е. несмещенности, эффективности и состоятельно­
сти? Как следует из § 5.3, средняя арифметическая, вы­
численная по выборке, которая взята из совокупности с 
нормальным законом распределения, является несмещен­
ной, эффективной и состоятельной оценкой математиче­
ского ожидания.

Метод максимального правдоподобия для оценки ма­
тематического ожидания также предполагает использо­
вание средней арифметической. Однако, применяя метод 
максимального правдоподобия, не всегда можно полу­
чить оценки, удовлетворяющие одновременно всем трем 
критериям.

Так, например, дисперсию генеральной совокупности 
в вышеразобранном примере по методу максимального 
правдоподобия рекомендуется оценивать выборочной 
дисперсией s2. Как следует из § 5.3, выборочная диспер­
сия s2 удовлетворяет лишь условию состоятельности. 
Поэтому к каждой оценке, получаемой с помощью ме­
тода максимального правдоподобия, следует подходить 
критически, т. е. всякий раз анализировать, удовлетво­
ряет ли она основным свойствам оценок.

Заметим, что иногда не существует-оценок, одновре­
менно удовлетворяющих свойствам несмещенности, эф­
фективности и состоятельности. Если математическое
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ожидание генеральной совокупности неизвестно, не су­
ществует эффективной оценки дисперсии генеральной 
совокупности. В подобных случаях надо стремиться к 
тому, чтобы получить оценку, удовлетворяющую по воз­
можности наибольшему количеству свойств, предъявля­
емых к оценкам.

Например, дисперсию генеральной совокупности при 
неизвестном математическом ожидании следует оцени­
вать исправленной выборочной дисперсией s 2, которая 
удовлетворяет свойствам и несмещенности и состоятель­
ности, а не s2, которая является лишь состоятельной оцен­
кой генеральной дисперсии.

Метод максимального праводоподобня нашел большое 
применение благодаря следующим свойствам.

1°. Закон распределения выборочной оценки 0,„ явля­
ющейся решением уравнения (5.2), имеет в пределе (при 
п—►оо) нормальный закон распределения, или, как гово­
рят 0 „  отвечает свойству асимпотической нормальности.

2°. Выборочная оценка 0 „  при п-*~оо отвечает также 
свойству асимптотической несмещенности и асимптоти­
ческой эффективности.

Метод моментов этими свойствами не обладает и ме­
нее предпочтителен.

В заключение покажем, что s2 — асимптотически не­
смещенная оценка о2. Свойство асимптотической несме­
щенности оценки 0„  можно записать так: | М ( 0 „ ) — 0 |-*О  
при п-*- оо. По теореме 5.3, Af(s2) = o 2—о2/«, следователь­
но, | A! (s2) —о2| = о 2/п-)-0 при rt->oo.

§ 5.6. Метод наименьших квадратов
В § 5.5 изложен метод получения оценок параметров 

генеральной совокупности по выборке — метод макси­
мального правдоподобия, который всегда приводит к со­
стоятельным оценкам, хотя иногда и смещенным. Изве­
стно, что этот метод использует наилучшнм образом всю 
информацию о неизвестном параметре, содержающуюся 
в выборке. Однако часто его применение связано с не­
обходимостью решения сложных систем уравнений.

Другим способом, имеющим большое практическое 
применение в задачах оценивания неизвестных парамет­
ров генеральной совокупности по выбороке и часто при­
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водящим к более простым выкладкам, является метод 
наименьших квадратов. Основоположниками этого ме­
тода являются Лежандр, Р. Адрейн, Гаусс.

Пусть, как и прежде, X  — случайная величина (диск­
ретная или непрерывная) с законом распределения f( X, в ) ,  
(где 0  — неизвестный параметр генеральной совокупно­
сти, который следует оценить по выборке; Хь А?. •••
..., Х„—п независимых наблюдений, а 0  — оценка пара­
метра 0, зависящая от количества наблюдений и их чис-

Л» ^
ловых значений, т. е. 0 = 0 (д с ,) .

Основная идея метода наименьших квадратов в при­
ложении к оцениванию параметров сводится к тому, 
чтобы в качестве оценки неизвестного параметра при­
нимать значение, которое минимизирует сумму квадра­
тов отклонений между оценкой и параметром для всех 
наблюденнй, т. е.

V  [ 0 - 0  (*,)]* =min.
1-1

Если X  — случайная величина, имеющая нормальный 
закон распределения f(x,  р, о2), причем а2 известно, a 
Xi, х2,...,х„ — независимые наблюдения над случайной 
величиной X, то для оценки ц, следуя методу макси­
мального правдоподобия, необходимо максимизировать

е ,=г1 •
п

что приводит к минимизации — у  — И)2 или
f-=i

п

(<*/ — |л)*э так как о2 — константа.

п

Выражение 2  (дг*—p)* =  min является требованием

метода наименьших квадратов; используя его, можно 
определить выборочную оценку неизвестного параметра ц. 
Если исходная случайная величина имеет нормальный 
закон распределения, то метод максимального правдопо­
добия и метод наименьших квадратов дают одинаковые 
результаты.

1  (а К  2я)"
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Особенно часто метод наименьших квадратов приме­
няют в задачах выравнивания или сглаживания. Пусть 
в результате наблюдений получен ряд точек с координа­
тами (Xi'.yi), (х2-,уг)..... (хп-,уп) (рис.5.1). Если заранее
известно, что зависимость между переменными линейная: 
yr=sa0+ aix  (разброс объясняется действием ненаблю­
даемых факторов, ошибками измерений и т .д.), то необ­
ходимо определить 
числовые параметры 
(о0 и ai) ,  которые нан- 
лучшим образом, в 
смысле метода наи­
меньших квадратов, 
описывали бы зависи­
мость, полученную при 
наблюдении. Нанл>ч- 
шее согласование дос­
тигается в случае, ког­
да сумма квадратов от­
клонений опытных то­
чек от точек, рассчитанных по теоретической кривой, об­
ращается в минимум:

S =  J t (Yi - Y l T)’ =  min. 
f-1

Так как, по условию, YiT=ao+a\Xit то

5 = 2 (^ ~ a° - fliAr')a mm.
i-i

Функция S — функция двух независимых переменных 
а0 и ai. Для определения экстремума (максимума или 
минимума) функции нескольких переменных необходимо 
обращение в нуль ее частных производных первого по­
рядка. Это условие, примененное к S, приводит к урав­
нениям

П
х,) (— I)] =  О,

1=1 
Я

=  2 Щ  <Yt -  а0 -  а ,  х )  ( -  *,)] =  0.
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Сокращая все члены уравнений на 2 и группируя 
члены, содержащие а0 и Оь получаем

п°о +  at v * ;  =  v r . ,
1-1 4*1

п п п

/-1 /=1 /-1

Теперь для определения а 0 и а\ необходимо по суще­
ствующим правилам решить систему двух уравнений с 
двумя неизвестными. В соответствующей литературе до­
казывается, что решение системы уравнений, если оно 
существует, определяет значения параметров, минимизи­
рующих S.

Пример 5.1. Описать линейной зависимостью соотношение меж­
ду  урожайностью У (в центнерах с гектара) и количеством внесен­
ных удобрений X  (в центнерах на гектар).

*1 10 30 50 70

У1 11 13 16 18

Р е ш е н и е .  При л =  4 имеем:

4
2  */ =  10 +  30 +  50 +  70 =  160;
1 =  1

4 4
v  У1 =  11 +  1 3 +  1 6 +  18 =  58; £  |0 * +  30*4- 50*+  
f-i /=1

+  70* =  8400;
4

2  *101 =  10.11 + 3 0 .1 3  +  50-16 +  70.18 =  2560;
/=*1

Составляем систему уравнений:

Г 4а# +  160<i| =  58,
\160д# + 8 4 0 0 а*  =  2560.

Решением системы являются а<»=9,7, a t =0,12. Тогда Kt « 9 ,7 -f 
.4-0,12*.
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§ 5.7. Распределение средней арифметической 
для выборок из нормальной совокупности. 
Распределение Стьюдента

Выборочная средняя, вычисленная по конкретной вы-
- борке, есть определенное число. Так как состав выборки 

случаен, то средняя арифметическая, вычисленная для 
элементов другой выборки того же объема из той же ге­
неральной совокупности, определяется числом, как пра­
вило, отличным от первого, т.е. средняя изменяется от 
выборки к выборке.

Следовательно, выборочную среднюю можно рассмат­
ривать как случайную величину, что позволяет говорить 
о законе распределения выборочной средней. Приведем 
без доказательства следующую теорему.

Теорема 5.4. Если случайная величина X подчиняется 
нормальному закону распределения с параметрами (щ 
о2), а Х|, Х 2, ..., Х п — ряд независимых наблюдений над 
случайной величиной X, каждое из которых имеет те же 
числовые характеристики, что и X, т. с. M(Xi) = \i, D(Xi) =

— П
*=o2, то выборочная средняя Х=*Е Xi/n также подчи-
няется нормальному закону распределения.

Как следует из § 5.3, М(Х) = \ i t D(X) = о г/п. Поэтому 
нормированное отклонение (X—\i) /(o l\^n )  подчиняется 
нормальному закону распределения со средним значени­
ем, равным нулю, и дисперсией, равной единице. Дейст­
вительно, используя свойства математического ожида­
ния, а также тот факт, что X  и ц независимы, имеем:

М  =  ^ M ( X - , ) ^ [ A f  ( Х ) ~  Л / 0 *)] =
[ a / V n J

=  [Vn!o) (и — ц) =  О,

D (' L z l !  j  =  [D (X) -  D <n)j »  - 2 - D  (X) -

Пример 5.2. Автомат штампует детали. Контролируется длина 
детали, которая подчиняется нормальному закону распределения. 
Найти вероятность того, что средняя длина х  деталей, отобранных
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случайным образом, отклонится от математического ожидания бе­
лее чем на 2 мм, если дисперсия случайной величины X  равна <7*— 
* 9  мм2, а количество деталей в выборке я — 16.

Р е ш е н и е .  Обозначим математическое ожидание случайной 
величины ц. Случайная величина X  имеет нормальное распределе­
ние с математическим ожиданием ц и дисперсией о \  — о2/п =■ 
=*9/16 мм2, или о -  =^3/4 мм2. Теперь найдем вероятность того, что

/ > ( | Х - ц | < 2 )  =  Я [ - 2 < ( Х - ц ) < 2 ]  =

*= * /, (Ф (8/3) -  Ф ( -  8/3)1 =  * /, [Ф (8/3) +  Ф (8/3){ =
=  Ф (8 /3 ) =  0,9922;

следовательно, Р( \X  — ц |  > 2 )  — 1—0,9922 — 0,0078, т. е. практически 
можно быть уверенным, что наблюдаемая средняя длина детали 
отклонится от заданной, принимаемой за математическое ож ида­
ние, не более чем на 2 мм.

Итак, если случайная величина X имеет нормальный 
закон распределення, то нормированное отклонение z=**
— Л ~~ И V п  также подчиняется нормальному закону

распределення. Однако дисперсия генеральной совокуп­
ности о2 почти всегда оказывается неизвестной, поэтому 
вызывает большой практический интерес изучение рас­

пределения статистики / =  х  ~  РУ~", где s* — несмещен-Л
s!

ная и самостоятельная оценка дисперсии а 2, вычислен­
ная по выборочным данным. В литературе по математи­
ческой статистике доказывается, что распределение ста­
тистики t не зависит ни от математического ожидания р 
случайной величины X, ни от дисперсии о2, а зависит 
лишь от объема выборки п. Закон распределения стати­
стики t называют t-распределением Стьюдента. Для 
плотности распределения Стьюдента s(t, п) составлена 
табл. 6 приложений. Функция s(t, п) является четной, 
т.е. s ( —/, п) = s (/. п).

Рассмотрим правило пользования таблицей /-распре­
деления. Для всякого фиксированного значения п вычис­
ляют k = n — 1, которому отвечают значения U,p, каждое
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из которых определяется выбранной вероятностью,
t

Р=ш j 's(t ,k)dt .
—t

Так, я = 1 3  соответствуют следующие значения распре­
деления Стьюдента: ^12; 0.95 == 2,18; / 12; 0,99= 3,06; /i2;o,999 — 
=4,32. Заметим, что существуют более подробные таб­
лицы изменения вероятности Р и объема выборки п.

Вероятность Р выбирают, исходя из конкретных тре­
бований решаемой задачи. На практике обычно пользу­
ются вероятностью р —0,95.

Сравним значения, приведенные в табл. 2 и 5 прило­
жений. Например, в табл. 2 значению вероятности р= 0 ,95  
соответствует /= 1 ,9 6 . Проследим по таблице, как изме­
няется значение t с ростом п при p=0j95:

п 5 15 20 30 50 100 00

In; 0,95 2,78 2,15 2.С93 2,045 2,009 1,984 1,960

Из анализа табличных данных видно, что уже при 
л = 5 0  распределение Стьюдента мало отличается от нор­
мального. Так, например, если /7= 0 ,9 5 , то г= 1 ,9 6  и 
5̂0;095= 2,009, т. е. 2,009— 1,960=0,049*. При малых зна­

чениях п /-распределение заметно отличается от нормаль­
ного. Например, если р = 0 ,9 5 ,  то г= 1 ,9 6  и /5;095= 2 ,78, 
т.е. 2,78— 1,96=0,82.

В заключение еще раз подчеркнем, что статистика
/ =  х  V «имеет распределение Стьюдента, если слу-

А
5

чайная величина X  подчиняется нормальному закону 
распределения, а средняя X вычисляется но выборочным 
данным Х\ , Х2,...Д„, полученным в результате независи­
мых наблюдений.

• В специальной литературе можно познакомиться с доказатель­
ством того, что при неограниченном возрастании объема выборки 
распределение Стьюдента стремится к нормальному закону распре­
деления.
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§ 5.8. Распределение дисперсии в выборках 
из нормальной генеральной совокупности. 
Распределение х2 Пирсона

Рассмотрим закон распределения выборочной дис­
персии, рассчитанной для наблюдений, взятых из нор­
мальной совокупности. Так как состав выборки подвер­
жен случайности, то выборочную дисперсию, как и 
следует рассматривать как случайную величину и гово­
рить о законе распределения выборочной дисперсии. При 
анализе распреде;1ения дисперсии выборки следует иметь 
в виду следующие два случая: 1) математическое ожи­
дание случайной величины известно; 2) математическое 
ожидание неизвестно.

С л у ч а й  1. Предположим, что математическое ожи­
дание случайной величины известно. Условимся считать, 
что случайная величина X  подчиняется нормальному за­
кону распределения с параметрами ц, о2, а Хи Х2% ... 
..., Хп — ряд независимых наблюдений, каждое из кото­
рых подчиняется нормальному закону распределения с 
математическим ожиданием ц и дисперсией а2. Тогда 
выборочная дисперсия вычисляется по формуле

Разделим обе части этого равенства на о2 и умножим на 
п. Имеем

В § 3.4 величина (Л"/—|i ) /o  обозначена /. Статистика 
t имеет нормальный закон распределения с параметра­
ми M(t)  = 0  и D(t)  =  1.

В силу независимости значений X, значения /, также 
независимы, а это определяет независимость значений

п

п п

t] 0 = 1 ,  л).  
Итак, пусть

п

Ха =  ns2J a 2 =
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Случайная величина, представляющая собой сумму 
квадратов независимых случайных величин /*(*== I, л), 
гаждая из которых подчиняется нормальному закону 
распределения с параметрами (ц = 0 , о2= 1 ) ,  называется 
случайной  величиной с распределением х2 и k = n  степе­
нями свободы. Дифференциальная функция распределе­
ния представлена на рис. 5.2.

Распределение статистики х2 не зависит ни от мате­
матического ожидания ц случайной величины А', ни от

•

дисперсии о1, а зависит лишь от объема выборки п. Най­
дем математическое ожидание распределення

м (*•) =  м ( v  (А =  2  -и ('!) =  У  D т - " .
V»! /  (-1 <-!

Следовательно, математическое ожидание случайной 
величины с распределением х2 и к = л  степенями свободы 
равно числу степеней свободы. В специальной литера­
туре можно найти доказательство того, что дисперсия 
распределения х2 равна удвоенному числу степеней сво­
боды, т.е. D ( x * ) =  2к. Дифференциальная функция рас­
пределення х2 сложна, и интегрирование ее является 
весьма трудоемким процессом, поэтому составлены таб­
лицы распределения х2.

В приложениях приведена табл. 7 для вычисления 
вероятности того, что случайная величина, подчиняю­
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щаяся закону %2 с известным числом степеней свободы, 
превысит некоторое фиксированное значение х*;а> т* е<
Р(Х2> Х \ М). Известно, что

Р (Х*;а) =  f /  (Xе) dX*.
d

Рассмотрим на конкретных примерах правило поль­
зования таблицей.

Пример 5.3. Пусть для случайной величины, подчиняющейся за ­
кону х 2 с числом степеней свободы k =  7, требуется определить от­
клонение х* а » вероятность превышения которого равна 0,05, т. е. 

найти х*;а» для которого а ) “ 0,05.
Р е ш е н и е .  Искомое число х*;а находится на пересечениио

столбца 0,05 и строки 7 табл. 7 приложений, т. е. Х7,*0,05*  по* 
этому Р (х * >  14,1) *0 ,05 .

Пример 5.4. Проведено 10 независимых наблюдений над слу­
чайной величиной д , распределенной нормально с математическим 
ожиданием | i « 0  и дисперсией о 2-*4. Найти вероятность того, что 
сумма квадратов результатов наблюдения превысит 16.

Р е ш е н и е .  Пусть Х \% . ..»* ю  —  независимые наблюдения 
случайной величины X. Необходимо вычислить вероятность 

1° 5
Р (2 д с ? >  16). Так как по условию каж дая из случайных величин 

1=11
Xi (1*1,10) имеет нормальное распределение с ц - 0  и о 2 =  4, то 
отношение дг</о—х</2 ( /—1,10) такж е подчиняется нормальному за ­
кону^ распределения с ц —0 и о 2—1, следовательно, сумма квадра­

тов 2 (*< /2 )2 имеет распределение х* с Л=»10 степенями свободы. 
1

Поэтому

По табл. 7 приложений находим при Л—10, т. е. в строке 10, 
число, близкое к 4. Таким числом является 3,94. Вероятность, со­
ответствующая этому числу, находится в заголовке столбца: 
Я (Х * > 4 )« 0 ,9 5 .

С л у ч а й  2. Рассмотрим закон распределения выбо­
рочной дисперсии, когда математическое ожидание слу­
чайной величины X  неизвестно. Как и прежде, считаем, 
что случайная величина X  подчиняется нормальному за ­
кону распределения с параметрами р, о2, а Ль Х2, ..., 
Х п есть ряд независимых наблюдений над случайной ве-
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личиной X . Тогда дисперсия выборки вычисляется по 
формуле

Примем без доказательства тот факт, что случайная
л

величина ns2/a2 имеет распределение х2 с k = n — i сте­
пенями свободы.

§ 5.9. Понятие доверительного интервала. 
Доверительная вероятность

В § 5.3 были рассмотрены некоторые выборочные 
характеристики, которые лучше всего в смысле несме­
щенности, эффективности и состоятельности оценивали 
параметры распределения генеральной совокупности. 
Так, например, если случайная величина распределена в 
генеральной совокупности по нормальному закону рас­
пределения, то лучшей оценкой математического ожи­
дания по выборке является средняя арифметическая. 
Следовательно, математическое ожидание оценивалось 
одним числом — средней арифметической.

Оценку неизвестного параметра генеральной совокуп­
ности одним числом называют точечной оценкой. Наря­
ду с точечным оцениванием статистическая теория оце­
нивания параметров занимается вопросами интервально­
ного оценивания. Задачу интервального оценивания в са­
мом общем виде можно сформулировать так: по данным 
выборки построить числовой интервал, относительно ко­
торого с заранее выбранной вероятностью можно ска­
зать, что внутри этого интервала находится оцениваемый 
параметр. Интервальное оценивание особенно необходи­
мо при малом числе наблюдений, когда точечная оценка 
мало надежна.

Доверительным интервалом [0 (V ; в!,2)1 для парамет­
ра 0  называют такой интервал, относительно которого 
можно с заранее выбранной вероятностью р= \ —а, 
близкой к единице, утверждать, что он содержит неиз­
вестное значение параметра 0 , т. е.
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Чем меньше для выбранной вероятности —во»), тем
точнее оценка неизвестного параметра 0 , и, наоборот, 
если этот интервал велик, то оценка, произведенная с 
его помощью, мало пригодна для практики. Так как
концы доверительного интервала в*1* и зависят от 
элементов выборки, т. е. ими определяются, то значения

и могут меняться от выборки к выборке. Вероят­
ность р— 1—а  принято называть доверительной вероят­
ностью, а число а  — уровнем значимости.

Остановимся на вопросе о том, какими принципами 
следует руководствоваться при выборе доверительной 
вероятности. Выбор доверительной вероятности не яв­
ляется математической задачей, а определяется конк­
ретно решаемой проблемой. Для иллюстрации этого 
положения приведем следующий пример. Пусть на двух 
предприятиях вероятность выпуска годных изделий 
р =  1—а= 0 ,99 , т. е. вероятность выпуска бракованных 
изделий а =0,01. Можно ли в рамках математической 
теории, т. е. не интересуясь характером выпускаемых из­
делий, решить вопрос о том, мала или велика вероят­
ность а?

Пусть одно предприятие выпускает электролампы, а 
другое — парашюты’. Если на 100 ламп встретится одна 
бракованная, то с этим можно мириться при условии, 
что выбросить 1% ламп дешевле, чем перестроить тех­
нологический процесс. Если же на 100 парашютов 
встретится один бракованный, что может повлечь за 
собой серьезные последствия, то с таким положением 
мириться никак нельзя. Следовательно, в первом случае 
вероятность брака- a  приемлема, а во втором—нет, по­
этому выбор доверительной вероятности р =  1—а  сле­
дует производить, исходя из конкретных условий задачи.

§ 5.10. Построение доверительного интервала 
для математического ожидания при известном а

Пусть случайная величина X  распределена нормаль­
но. причем среднее квадратическое отклонение о этого 
распределения нвестно. Требуется оценить неизвестное 
математическое ожидание ц. Наилучшей оценкой мате­
матического ожидания в смысле несмещенности, состоя­
тельности и эффективности, как следует из § 5.3, явля­

168



ется выборочное среднее X. Из § 5.7 известно, что вы
борочное среднее X  распределено нормально с параметра­
ми M(X)=[iL_ D( X ) =o 2/n; нормированное отклонение 
(X—ц ) / ( ° / ^ л ) распределено также нормально с пара­
метрами ц==0, о2= 1 ,  поэтому вероятность любого от­
клонения | АГ—|д | может быть вычислена по формуле

Задавая определенную доверительную вероятность 
р = \ —а = Ф ( г ) ,  по табл. 2 приложений можно опреде­
лить значение гр. Для оценки ц преобразуем формулу

Р (X -  г ,  о /У п  <  и <  X +  гр о/КЯ) =  Ф (г). (5.7)
Таким образом, с вероятностью (надежностью) 

Ф (г) =  1—а можно утверждать, что интервал

является доверительным для оценки ц.

З а м е ч а н и е .  Пусть А**гро /  }/ ~п. Тогда: 1) при фиксирован­
ном значении гр с возрастанием п величина А уменьшается, сле­
довательно, точность интервального оценивания увеличивается; 
2) увеличение надежности оценки р=*1— а=»Ф (г) ведет к увели­
чению г г , так как функция Ф (г) — возрастающая. При фиксиро- 
ьаином объеме выборки п величина Л возрастает с увеличением р, 
что ведет к уменьшению точности оценки.

Пример 5.5. Случайная величина X  имеет нормальное распреде­
ление с известным средним квадратическим отклонением а = 2. 
На Ат и доверительный интервал для оценки неизвестного математи­
ческого ожидания ц по выборочной средней дг, если объем выбор­
ки /2*16  и задана доверительная вероятность р=« 1 — а = 0 ,9 5 .

Р е ш е н и е .  По табл. 2 приложений находим значение г Р% со­
ответствующее вероятности 0,95, имеем г 0,95=  1,96. Д алее находим

оценки 11 с вероятностью р = 0 ,95 . Например, если х*=4,1, то дове­

(5.6)

(5.6):

Я ( | Х - Н < г р о / К л ) = Ф ( 2),
пям

Р (— гр o lV n  <  (X — ц) <  гр atVn) — Ф (г),
откуда

(X — zp (jI V  п\ Х + г р О / У л )  (5.8)

Д =  ( г р о / К л )  = ( 1 .9 6 - 2 ) / 1 Л б  =  (1 , 9G • 2)/4 =  0 ,9 8 . 

Следовательно, (X—0,98; Х + 0 ,98) — доверительный интервал для
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рительный интервал имеет следующие доверительные границы: 
ж—0,98 —4,1—0,98=»3,12, х + 0 ,9 8 —4 ,1 + 0 ,9 8 —5,08, поэтому можно 
записать, чтоj3 ,1 2 < ji< 5 ,0 8 .

Так как X — случайная величина, розможные значения которой 
меняются от выборки к выборке, то концы доверительного интер­
вала (X—Л; Х + Л )  такж е являются случайными величинами, меня­
ющимися от выборки к выборке.

Если выборки повторять и для каждой из них определять гра­
ницы доверительного интервала, то при большом числе опытов 
частость интервалов, которые покроют неизвестное значение, мало 
отличается (по теореме Бернулли) от выбранной доверительной ве­
роятности 1—а .

В рассмотренном примере выбрана доверительная вероятность 
р=*0,95. Это значит, что если произведено достаточно большое ко­
личество выборок, то 95% из них определяют такие доверитель­
ные границы, внутри которых будет находиться оцениваемый па­
раметр и, и лишь 5% интервалов его не содержат. Поэтому было 
бы ошибкой истолковать равенство Я ( 3 ,1 2 < ц < 5 ,0 8 )  — 0,95 как 
вероятность того, что математическое ожидание, заключенное в 
интервале [3,12; 5,08], равно 0,95. Математическое ожидание мо­
жет либо попасть в этот интервал (и тогда вероятность события 
[ 3 ,1 2 < р.< 5,081 равна единице), либо не попасть (и тогда вероят­
ность события [3 ,1 2 < ц < 5 ,0 8 ]  равна нулю).

Следовательно, доверительную вероятность не следует связы ­
вать с оцениваемым параметром — она связана лншь с границами 
интервала, определяемыми случайностью выборки.

§ 5.11. Построение доверительного интервала 
для математического ожидания при неизвестном о

Пусть случайная величина X  распределена нормаль­
но, причем среднее квадратичное отклонение а  этого 
распределения неизвестно. Требуется оценить неизвест­
ное математическое ожидание ц. Как следует из § 5.7,

-  л
случайная величина t = ( X — \ k ) V  nl  s распределена по 
закону Стьюдента, поэтому, выбрав вероятность р =  1— а  
и зная объем выборки я, можно, пользуясь табл. 6 при­
ложений, найти такое /п.р, что

Я  ( (| X  —  ц  |)  l / n / s  <  / я .р) =  1 —  <*• (5 .9 )

Произведем преобразование формулы (5.9), позволяю­
щее оценить \i:

И | х  — ц | < t„ .pS  I Vn )  => 1 — а,
или

р [ —  tn .p 's /V n  <  ( х  —  (i) K tn .p 's /V n )  =  1 —  а ,
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откуда

р [ х  —  t n . p S / V n  <  ц  <  X  +  t n . p S / V n )  =  1 — а .

Поэтому с вероятностью (надежностью) р =  1—а  можно 
утверждать, что интервал

[ X - t n J / V h ;  X +  /„.PV « ]  (5.10)
является доверительным для оценки ц. Несмотря на 
кажущееся сходство формул (5.8) и (5.10), между 
ними существует различие, заключающееся в том, что 
в формуле (5.10) коэффициент tn,p зависит не только 
от доверительной вероятности, но и от количества эле­
ментов в выборке. Особенно это различие заметно при 
малом количестве наблюдений.

Пример 5.6. Пусть требуется построить доверительный интервал 
для оценки неизвестного математического ожидания ц при л — 9,

р»  0,95, 7 -6 , s -3 .
Р е ш е н и е .  Построим сначала доверительный интервал по фор- 

А
муле (5.8), приняв о —s, а затем по формуле (5.10) и сравним 
полученные результаты.

По табл. 2 приложений значению 0,95 соответствует го,*** 
=*1,96, следовательно,

X — о*р/ Y n  <  fi <  X +  OZp I V п  .
Подставим числовые данные:

6 - 3 - 1 , 9 6 / К э  <  (А <  в  +  3 1 , 9 б / К 9 ,
следовательно, 4 ,0 4 < ц < 7 ,9 6 .

В табл. 5  приложений значениям р —0,95; л —9 соответствует 
*•. 0,96—2,31, поэтому

X — Stn,plV~f l  <  Ц <  х  4 “ *tn,p I V n .

или 6 - 3 . 2 , 3 1  l v r 9 < \ i  <  6 + 3 - 2 , 3 1 / ^ 9 .  Окончательно имеем 
3,69 <  <  8,31.

В первом случае длина интервала равна (7,96— 
—4,04=3,92, во втором 8,31 —3,69=4-62, т. е. по форму­
ле (5.8) получен меньший доверительный интервал, чем 
по формуле (5.10). Объясним этот факт. Полученный при 
малом количестве наблюдений с помощью закона Стью- 
дента более широкий доверительный интервал для оцен­
ки математического ожидания по сравнению с резуль­
татом, полученным при использовании нормального за­
кона распределения, вовсе не свидетельствует о недо­
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статке распределения Стьюдента, а скорее наоборот—-о 
его преимуществе, так как при использовании /-рас­
пределения учитывается, что никакой дополнительной 
информации о дисперсии генеральной совокупности а 2, 
кроме той, которую дает выборка, нет. Поэтому исполь­
зование при оценке математического ожидания нор­
мального закона распределения при малом п и неиз­
вестной дисперсии привело бы к неоправданному суже­
нию доверительного интервала.

Итак, для оценки математического ожидания слу­
чайной величины, распределенной нормально, по малым 
выборкам при неизвестном а следует пользоваться 
/-распределением Стьюдента.

§ 5.12. Построение доверительного интервала 
для дисперсии

Пусть случайная величина X  распределена нормаль­
но. Требуется построить доверительный интервал для 
дисперсии генеральной совокупности а 2 либо по выбо-

2 арочной дисперсии s ., либо по s2.
Построение доверительного интервала для диспер­

сии основывается на том, что случайная величина 
«s2/ct2 имеет распределение хг с к = п  степенями сво-

л
боды, а величина ns2/a2 имеет распределение хг с 
k = n — 1 степенями свободы (см. теоремы, приведенные 
в § 5.8.

Подробно рассмотрим построение доверительного 
интервала для второго случая, так как именно он наи­
более часто встречается на практике. Итак, для выб­
ранной доверительной вероятности р =  1—а, учитывая,

л
что ns2/o2 имеет распределение х2 с k = n — 1 степенями 
свободы, можно записать

1- « .
Далее по таблице х2-распределения нужно выбрать 

такие два значения х? и X] . чтобы площадь, заключен­
ная под дифференциальной функцией распределения 
X2 между х? н X2* была равна 1—а. Как видно из 
рис. 5.3, а, б, значения х? и Xl можно варьировать 
так, чтобы значение заштрихованной площади остава­
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лось постоянным ( s | = s 2) и равным р =  I—а (р =  1 — 
~ - a = s , = s 2). Обычно х? и х£ выбирают такими, чтобы

Р (Х2 <  X?) =  Р (X2 >  Х|) =  a/2,
т. е. площади, заштрихованные на рис. 5.4, равны меж­
ду собой. Тогда имеем

Р (х? < « > / о 2 <  X*2) =  1 ~  Р (х2 <  X?) - Р { х 2>  X|).
а/2 а/2

Так как табл. 7 приложений содержит лишь Р (х2>  
> Х *  а)» 10 Для вычисления по ней У3(х2<Х?) запишем 
следующее тождество: Р (х2 <  Xi) =  1 ~  Р (Х2 >  X?) =  а/2. 
Поэтому

Р (х? <  ns*l<? <  хг) =  1 — [l — Р (х2 >  X?)] — Р (х2 >  X*) =

=  р  (х2 >  х?) — р  (х2 >  х*)-
Итак,

Р (х? <  nsVa2 <y&) =  P{x2 > r i ) - P ( x > $  =  \ -  а;

р  (х2 >  X?) ■* (l — а) +  Р (х2 >  xi) =  1 — а /2 .
Преобразуем двойное неравенство:



Запишем неравенство, обратное неравенству (5.11). З а ­
метим, что в этом случае знаки неравенства изменятся

на противоположные, т. е. 1/xi > o 2/ (nsa) >  1/х». или
1/*а <  ct2/(«sb) <  1/xi- Умножая обе части неравенства

л
на положительное число п s2, отличное от нуля, оконча­
тельно получаем

ns*/X? <  а2 <  J / Xl  
Неравенство (5.11) эквивалентно последнему неравенст­
ву, поэтому

Р (xi <  n s 'lJ  <  Хг) =  Р [ns4% 2 <  о2 <  ns4x?) =  1 — а.
Пример 6.7. Построить доверительный иптервал с вероятностью 

0,96 для дисперсии о 2 случайной величины X, распределенной
л

нормально, если s l =*IO, л —20.
Р е ш е н и е .  Доверительная вероятность р —1 — а = 0 ,9 6 ; а -  

*=0,04. По табл. 7 приложений при р 2—а /2  —0,04/2=0,02 и Л — 
=  л — 1 =  19 степеням свободы находим значение Х2=*33,7; вероят­
ности p i - 1 — а / 2 — 1 — 1/2-4/100—0,98 и n t — 1 — 19 степеням сво­
боды соответствует значение x f =8 ,6 . Тогда доверительный интер­
вал для а 1 можно записать в следующем виде: (20- 1 0 ) /3 3 ,1 7 < о 2<  
<  (20-10)/8,6, или 5,935 <  о 2< 2 3 ,256 .

Д ля интервальной оценки среднего квадратического отклоне­
ния служит равенство

p[V~n i /x *  <  а <  V ^ n s /x ,)  =  1 — а.

Вычислим оценку среднего квадратического отклонения о  по 
данным примера 5.7: У ^ 5 ,9 3 5 < о <  V  23,256, или 2 ,4 3 < а < 4 ,8 2 .



Г л а в а 6

Проверка статистических гипотез

§ 6.1. Понятие статистической гипотезы.
Общая постановка задачи проверки гипотез

В естествознании, технике, экономике часто для вы­
яснения справедливости того или иного факта прибега­
ют к высказыванию гипотез, которые можно проверить 
статистически, т. е. опираясь на результаты наблюдений 
в случайной выборке.

Под статистической гипотезой понимают всякое вы­
сказывание о генеральной совокупности, проверяемое 
по выборке. Статистические гипотезы классифицируют 
на гипотезы о законах распределения и гипотезы о па­
раметрах распределения. Так, например, гипотеза о том, 
что производительность труда рабочих, выполняющих 
одинаковую работу в одинаковых организационно-техни­
ческих условиях, имеет нормальный закон распределе­
ния, является гипотезой о законе распределения. Гипо­
теза о том, что средние размеры деталей, производимые 
на однотипных, параллельно работающих станках, не 
различаются между собой, является гипотезой о пара­
метрах распределения.

Сформулируем в общем виде задачу статистической 
проверки гипотезы о параметре распределения. Пусть 
f (X,  0 ) — закон распределения случайной величины X, 
зависящей от одного параметра 0. Предположим, что 
необходимо проверить гипотезу о том, что 0 = 0 О. Назо­
вем эту гипотезу нулевой и обозначим ее Н0. Гипотезу 
о том, что 0 = 01, назовем конкурирующей и обозначим 
ее Н\. Заметим, что иногда гипотезу Н | называют аль­
тернативной гипотезой или альтернативой. Таким обра­
зом, перед нами стоит задача проверки гипотезы Н0 от­
носительно конкурирующей гипотезы Hi на основании
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выборки, состоящей из п независимых наблюдений Х\, 
Лг. Хп над случайной величиной X. Следовательно, 
все возможное множество выборок объема п можно раз­
делить на два непересекающнхся подмножества (обозна­
чим их О и W) таких, что проверяемая гипотеза Но дол­
жна быть отвергнута, если наблюдаемая выборка 
попадет в подмножество W, и принята, если выборка 
принадлежит подмножеству О.

Подмножество W называют критической областью; 
О—областью допустимых значений. Так как подмножест­
во О состоит из всех тех выборок объема п, которые не 
вошли в подмножество W, то подмножество W одно­
значно определяет подмножество О и наоборот, т. е. 
необходимо определить одно подмножество, второе же по­
лучается автоматически единственным образом. Возни­
кает вопрос: какими принципами следует руководство­
ваться при построении критической области W? Эти 
принципы были сформулированы в работах известных 
математиков Е. Неймана и Э. Пирсона. При выборе кри­
тической области следует иметь в виду, что, принимая 
или отклоняя гипотезу Н0, можно допустить ошибки двух 
видов.

Ошибка первого рода состоит в том, что нулевая ги­
потеза Н0 отвергается, т. е. принимается гипотеза /Л. в 
то время как в действительности все же верна гипоте­
за Но.

Ошибка второго рода состоит в том, что гипотеза 
Н0 принимается, в то время как верна гипотеза Н\.

Рассмотренные случаи наглядно иллюстрирует 
табл. 6.1.

Т а б л и ц а  6.1

Гипотеза Н ш Верна Мсвернэ

Отвергается Ошибка первого Правильное реше-
рода ние

Принимается Правильное реше- Ошибка второго
иие рода

Для любой заданной критической области W усло­
вимся обозначать через' а  вероятность ошибки первого 
рода, через р — вероятность ошибки второго рода. Сле-
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о в а тел ы ю ,  можно сказать, что при большом количест­
ве выборок доля ложных заключений равна а , если 
верна гипотеза Н0, и 0, если верна гипотеза Нх. В тео­
рии статистической проверки гипотез доказывается, что 
при фиксированном объеме выборки соответствующий 
выбор критической области № позволяет сделать как 
угодно малой либо а, либо р.

§ 6.2. Проверка гипотезы о равенстве центров 
р а с п р е д е л е н и я  двух нормальных генеральных 
с о в о к у п н о с т е й  при известном о

Проверка гипотез о равенстве двух центров распреде­
ления имеет важное практическое значение. Действи­
тельно, иногда оказывается, что средний результат од­
ной серии экспериментов заметно отличается от средне­
го результата другой серии. При этом возникает вопрос: 
можно ли объяснить обнаруженное расхождение сред­
них случайными ошибками эксперимента или оно вызва­
но какими-либо незамеченными или даже неизвестными 
закономерностями? В промышленности задача сравне­
ния средних часто возникает при выборочном контроле 
качества изделий, изготовленных на разных установках 
или при разных технологических режимах.

Сформулируем задачу сравнения двух центров рас­
пределения в общем виде. Рассмотрим две случайные 
величины X  и Y, каждая из которых подчиняется нор­
мальному закону распределения. Пусть имеются две не­
зависимые выборки rt| и л2 из генеральных совокупно­
стей X и К. Необходимо проверить нулевую гипотезу 
Но, заключающуюся в том, что М(Х) =  M(Y) ,  относи­
тельно альтернативной гипотезы Hi, состоящей в том, 
что | М(Х) _ Л 1 ( У ) | > 0 .

В настоящем параграфе рассматривается случай, 
когда генеральные дисперсии о2* и о2 известны. Так ка/ 
о значениях математических ожиданий М(Х)  и Af(K) 
ничего не известно, то для проверки гипотезы Н0 ис­
пользуем нх наилучшие оценки X и У. Как известно (см. 
§ 5.7), средине X и F имеют нормальный закон распре­
деления с параметрами [М(Х);  о \/п \\  и | М(К) ;  о 2/пг].
Выборки независимы, поэтому Л и ?  также независимы 
и случайная величина, равная разности между X  и Y, 
имеет нормальное распределение, причем
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D (Л — ? )  =  £> (x) +  D (P) =  al/tit +  <£/«,•
Если гипотеза H0 справедлива, то М (Х— У ) = М ( Х ) — 

—М ( У ) =  0, следовательно, нормированная разность

г =  (X — Р ) / К  <£lnt +  а Х
подчиняется нормальному закону распределения с мате­
матическим ожиданием, равным нулю, и дисперсией, 
равной единице.

Выбирая, сообразуясь с условиями задачи, вероят­
ность р =  1—а, можно по табл. 2 приложений опреде­
лить статистику гр, которая разделит множество г  на 
два непересекающихся подмножества: область допусти­
мых значений г и критическую область г. Те значения 
г, при которых | г | ^ г р, образуют область допустимых 
значений; значения г, для которых | г | > г р, определяют 
критическую область. Итак, для вероятности р = 1 —а  
критическая область определяется неравенством

\ X - Y \ f V a \  !пг +  /я , >  гр.

Если <ь=* o J=  о2, то критическая область определяется 
неравенством

| X — Y  |/{а V  Чпг +  1 /п2) >  гр.
Вероятность а  отвечает событиям, которые при дан­

ных условиях исследования считаются практически не­
возможными. Чем меньше а, тем меньше вероятность 
отклонить проверяемую гипотезу, если она верна (совер­
шить ошибку первого рода); с уменьшением уровня зна­
чимости а  увеличивается риск принять проверяемую ги­
потезу, когда она неверна (увеличивается вероятность 
ошибки второго рода).

При проверке гипотезы о равенстве центров распре­
деления двух нормальных генеральных совокупностей 
при заданном уровне значимости а  контролируется лишь 
ошибка первого рода, но нельзя сделать вывод о степе­
ни риска, связанного с принятием неверной гипотезы, 
т. е. с возможностью совершения ошибки второго рода.

Пример в . |.  В результате двух серий измерений с количеством 
измерений ftj«*25 и л2-^50 получены следующие средние значения 
исследуемой величины: J-=9,79 и у  = 9,60. М ожно ли с надеж ­
ностью р*= 0,99 объяснить это расхождение случайными причинами, 
если известно, что средняе квадратические отклонения в обеих се­
риях измерений ох= о у=*0,30?

178



Р е ш е н и е .  Вычислим нормированную разность)

\ х - » \  17 .79 -  9.601 
|* | = ----" — = --------------  —  == 2,59.

о у  \ /п к +  1/л* 0 ,30  V 1 /25  +  1 /50

Сравним значение |г  1—2,59 с критическим значением 2Го.ма  
**2*576. Имеем 2 ,59> 2 ,576 , поэтому с надежностью 0,99 можно 
считать расхождение средних неслучайным (значимым), так как 
попадание в область значений | г |  > 2 ,5 7 6  при нашей гипотезе 
практически невозможно. Заметим, однако, что для значений | г | <  
4:2,576 еще нельзя утверждать, что гипотеза подтвердилась; м ож ­
но только признать допустимость гипотезы для рассмотренных 
выборочных наблюдений до тех пор, пока более обстоятельные ис­
следования не позволят сделать противоположное заключение.

Следовательно, с помощью проверки статистических гипотез 
можно лишь отвергнуть проверяемую гипотезу, но никогда нельзя 
доказать ее справедливость.

§ 6.3. Проверка гипотезы о равенстве центров 
распределения нормальных генеральных 
совокупностей при неизвестном о.
Метод исключения грубых ошибок в наблюдениях

Рассмотрим две случайные величины X  и У, каждая 
из которых подчиняется нормальному закону распреде­
лення с математическими ожиданиями М(Х)  и M(Y).  
Условимся считать, что 0 2= а £ = о 2; числовое значение
о2 неизвестно.

Пусть имеются две независимые выборки п\ и п2 со­
ответственно из генеральных совокупностей X и К. Не­
обходимо проверить нулевую гипотезу Яо, состоящую в 
том, что М(Х) =А1(У)  относительно альтернативной ги­
потезы Ни  заключающейся в том, что |Af(X)—M(Y)  | >  
> 0.

Для оценки М(Х)  и M{Y)  используем их наилучшие 
оценки по выборке х  и у, а для оценки о2 — выбороч­
ные оценки

Л£  = --- —  V  {*1 — х) И S* =  — — {у( — у)г.П1 — 1 Л| — 1
i=l

Так как генеральные совокупности X и Y имеют одина­
ковые дисперсии, то для оценки о2 целесообразно ис­
пользовать результаты обеих выборок. В математичес­
кой статистике доказано, что лучшей оценкой для о2 в 
данном случае является
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А, ^ ( " 1 - 0 + ^  < " . - * )  
n t +  nt - 2

Еслнгипотеза Н0 справедлива, то случайная велнчн- 
на (X— У) подчиняется нормальному закону распреде­
ления с математическим ожиданием, равным нулю, и дне- 
Персией о2 (1 / « 1  1/«г) • Действительно,

М ( Х - ? ) = Л / ( Х ) - / И ( ? )  =  0,
D [X — Y) =  D (X) +  D (К) == о*/пх +  о*/л, =

=  оа (1/Л1+  1/л,).
Величина о2 неизвестна, поэтому возникает вопрос: 

какой статистикой оценить D(X— У)? В качестве выбо­
рочной оценки D(X— У) обычно принимают оценку 
а 2 л
s(x -n  =  ( 1/«г)s 2, так как

М  [(1/Я1 +  l/nt)s*J =  (1 /я» +  1/л,) М й  =  +  ^ - )  X 

L «, + « , - 2  J U , nj  л

х  ( " i - i ) A < ( 4 )  +  ( " , - i ) ^ ( A4 )
/«, +  пг — 2

X (П|— l) q* +  (”»— *)а* =  /J_  J _ \ aa
"i +  я» — 2 \ я ,  nt  )

Известно (см. § 5.7), что если случайная величина 
(Л— У) подчиняется нормальному закону распределе­
ния, то статистика

t -  (x - y ) - m (x - y )
л
$( х - у )

(x - y ) - m (x - y )

\п . пг )

] / /_!_ , (я1 ~  о Ч  +  К  — 1) 4
* U  1,1 /|, +  Л 1-2

имеет /-распределение Стьюдента, причем А г= л |+ л2—2. 
Число k называют числом степеней свободы /-распреде­
ления. (Это понятие было введено в § 5.8.)
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Если гипотеза Н0 справедлива, то статистику t мож­
но записать в виде

t -  ( X - F )

Г \ л 1 л , /  — 2

Выбрав вероятность р =  I—а,  по таблице /«распре­
деления можно определить критическое значение 
*,„+ п,- 2;* .  ДЛЯ которого Р ( | / |  > ^ п , + „ 1_ 2;<х )  = « •  Е С Л И  « Ы -  

численное значение | / |  > * Л|+П1- 2; а» т0 с надежностью 
р =  I—а можно считать расхождение средних значимым 
(неслучайным).

Пример 6.2. Пусть при_тех ж е условиях, что и в примере 6.1 
(rti**25; л а= 50 ; х -9 ,7 9 ;  у =  9,60), средние квадратические откло­
нения в обеих генеральных совокупностях неизвестны (но равны). 
В этом случае для проверки гипотезы И о необходимо подсчитать

и $~у. Пусть S 2X -0 .2 8 ;  j* -0 ,3 3 . Д алее имеем:

s =  V (0.28‘ -24 +  0,33M9)/73 я»0.31;

t  =  ( i - y ) / ( s K  =  0,I9/(0.3I / 0 , 0 4  + 0 . 0 2  ) =  2.47.
Вероятности р —0,99 и числу степеней свободы Аг« 7 3  в табли­

це / распределения соответствует tn, o.oi“ 2,65.
Так как 2,47 < 2 ,6 5 , то с надежностью 0,99 нельзя считать рас­

хождение средних значимым.

Рассмотренный выше критерий дает возможность 
сравнивать центры распределения при допущении о ра­
венстве дисперсий a ,  h o J b генеральных совокупностях.

Более интересна общая постановка задачи, которая 
давала бы возможность сравнивать центры распределе­
ния без ограничений, накладываемых на дисперсии. 
Формулировка задачи в общем виде получила название 
проблемы Беренса — Фишера, которая пока еще не ре­
шена.

Приведенные ранее критерии позволяют сравнивать 
два параметра, однако, последовательно сраьнивая, мо­
жно делать заключения о соотношении между любым 
конечным числом центров распределення. Только что 
рассмотренный критерий можно применять для исклю­
чения грубых ошибок при проведении наблюдений.

Грубые ошибки возникают из-за ошибок в отсчетах 
показаний измерительных приборов; в вычислениях при
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измерении — из-за неправильного использования средств 
измерения, невнимательности оператора и т.д. Резуль­
таты наблюдений, проведенные с такими ошибками, как 
правило, резко отличаются от среднего результата дан­
ной серии наблюдений.

Наиболее надежным методом исключения грубых 
ошибок является браковка подозрительного результата 
в момент получения аномального наблюдения, когда мо­
жно установить причину его появления. Если этот мо­
мент упущен или условия эксперимента не позволяют 
решить подобную задачу, то исследователю приходится 
в дальнейшем решать вопрос о принадлежности резко 
выделяющегося результата наблюдений (выброса) к ос­
тальным наблюдениям. Пусть Х0, Хи Х3, ..., Х„ — сово­
купность результатов наблюдений, причем наблюдение 
Х0 резко выделяется. Для ряда наблюдений Х\, Х2, ...

_  д
рассчитывают X  и s. При справедливости нулевой 

гипотезы (о принадлежности Х0 к остальным наблюде-
_  А

ниям) статистика / = ( Х 0—X) / s  имеет /-распределение 
Стьюдента с числом степеней свободы k = n — 1.

Альтернативная гипотеза в этом случае запишется 
так: H i \ X 0> X .  Если в качестве альтернативной гипоте­
зы проверяется Н г Х 0< Х ,  то статистика t = ( X —X0)/s.

Проверка нулевой гипотезы производится аналогич­
но тому, как это было сделано в случае сравнения двух 
центров распределения. Однако в этом случае для оп­
ределения /т»бл необходимо использовать табл. 6 прило­
жений, специально предназначенную для проверки 
принадлежности резко выделяющихся значений рассмат­
риваемой совокупности, либо табл. 5 приложений, опреде­
ляя / т*вл по k = n — 1 и р =  1—2а. В этом случае крите­
рий / называется односторонним критерием / в отличие 
от двустороннего критерия, рассматриваемого в § 6.3.

Пример 6.3. Рассматриваю т ряд  наблюдений
* 1  Xt  X) *4 хь Х|

26,5 24,1 23 ,8  23 ,5  23,4  2 3 ,3  23,2
Является ли значение х0=*=25,5 резко выделяющимся при

— 0,95?
Р е ш е н и е .  Д ля проверки гипотезы Н% (о принадлежности х% 

к остальным наблюдениям) необходимо найти:
х =  (24,1 + 2 3 , 8  +  2 3 ,5  +  23,4  +  2 3 ,3  +  2 3 ,2 )/6  «  23 ,6 ;

s* =  1 /5 1 (2 4 ,1 — 23,6)* +  (2 3 ,8  — 23,6)* +  (23 ,5  — 23,6)* +
+  (23 ,4  — 23,6)* +  (2 3 ,3  -  23,6)* +  (23 ,2  — 23,6)*] ж  0 ,12;
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s =  V  0 ,1 2  « 0 ,3 5 ;
/=»  (25,5  -  2 3 .6 ) /0 ,35 =  1 ,9 /0 ,3 5  да 5 .43 ;

it oJ5=3.04; 5 ,4 3 > 3 ,0 4 . Согласно /  критерию, наблюдение xa сле­
дует отбросить.

§ 6.4. /•'-распределение и проверка гипотезы 
о равенстве дисперсий двух нормальных 
генеральных совокупностей

Гипотезы о дисперсиях имеют особенно большое зна­
чение в технике, так как измеряемая дисперсией вели­
чина рассеяния характеризует такие исключительно важ­
ные показатели, как точность машин, приборов, техно­
логических процессов и т. д.

Сформулируем гипотезу о равенстве дисперсий двух 
нормальных генеральных совокупностей. Рассмотрим 
две случайные величины X и Y, каждая из которых под­
чиняется нормальному закону распределения с диспер­
сиями а2х и oj,. Пусть из генеральных совокупностей X 
и Y извлечены две независимые выборки объемами «| и 
/•г. Проверим гипотезу Н0 о том, что о \= а \ .  относитель­
но альтернативной гипотезы Н {, заключающейся в том, 
что о2 > а у .  Для оценки а \  используется выборочная

дисперсия s®, а Для оценки о у — выборочная дисперсия 
л
s\, следовательно, задача проверки гипотезы Н0 сводит-

л ,  л
ся к сравнению дисперсий s ^ и s},.

Для построения критической области с выбранной 
надежностью выводов необходимо исследовать совмест-

д , л
ный закон распределения оценок и s-r. Таким совме-

л л
стным законом распределения статистик s* и s* являет­
ся /■'-распределение, называемое распределением Фише­
ра — Снедекора.

Рассмотрим случайную величину X, подчиняющуюся 
нормальному закону распределения с параметрами (ц,
о2). Произведем из генеральной совокупности X две не­
зависимые выборки Л| и П2- Для оценки о2 можно ис-

л л
пользовать выборочные дисперсии s,2 и s], рассчитанные 
по элементам первой и второй выборок. Как следует из
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Л А
§5 .8 , случайные величины s f« i/o2 и sj/ij/o* распределе­
ны по закону х2 с A| =  « i — 1 и к2= п л— 1 степенями сво­
боды. Случайную величину F, определяемую отноше­
нием

называют случайной величиной с  распределением Фи­
ш е р а — Снедекора.  Заметим, что всегда можно так  вве-

л л
стн обозначения, что окажется s \ ^ s\ ,  поэтому случай­
ная величина F принимает значения, не меньшие еди­
ницы.

Известна формула дифференциальной функции рас­
пределення случайной величины F. Оказывается, диф­
ференциальный закон распределення случайной величи­
ны F не содержит нензвестных параметров (ц, о2) и их

_  л
оценок (X, s 2), опредляющих распределение X, а зави­
сит лишь от числа наблюдений в выборках п\ и п2. Этот 
факт позволяет составить таблицы распределения слу­
чайной величины F, в которых различным значениям 
уровня значимости и различным сочетаниям величин hi 
и k2 соответствуют такие значения F(a, ki, kt),  для ко­
торых справедливо равенство P[F>F^a к> t ) J = o .

Теперь вернемся к задаче проверки гипотезы / / 0 о
равенстве дисперсий. Вычислив выборочные дисперсии 
л л а л
s\ и s* , найдем их отношение /7=sJ/s^, причем в чис­
лителе запишем большую из двух вычисленных оценок 
дисперсии о2 (это условие соблюдается для уменьшения 
объема таблиц). Затем, выбрав необходимый уровень 
значимости а ,  по таблице F-распределення находим чис­
ло F(a ki к , ,  которое сравниваем с вычисленным F. Если 
окажется, что F > F iaki к ) , то проверяемая гипотеза Но 
отвергается, если F ^ .F {akkt), то выборочные наблюде­
ния не противоречат проверяемой гипотезе.

Пример 6.4. На двух токарных станках обрабатывают втулки. 
Отобраны две пробы: ил втулок, сделанных на первом станке, n t — 
*=10 шт., на втором стан ке— л2= 15 шт. По данным этих выборок

л ,
рассчитаны выборочные дисперсии s ,  = 9,6 (для первого станка) и 
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д Ал Ал
>£*5,7 ( д л я  второго стан ка). Следовательно, F —s l /s2—9,6/5,7*

* »1,68 с числом степеней свободы Аг| =—10— 1«=9 и Лав 15— 1 — 14. 
П роверить при уровне значимости о с«0 ,05 гипотезу о том, что стан­
ин о б л ад аю т различной точностью. (Размеры втулок подчиняются 
норм альн ом у закону распределения с одним и тем же математиче­
ским ожиданием.)

Р е ш е н и е .  Чтобы гроверить гипотезу о равенстве дисперсий
а2{-гт02 с уровнем значимости а —0,05 при — 9 и Л2в 14, по табли­
це F-распределения находим Fo.os. •; м~2,65. Итак, имеем 1 ,68<  
< 2 ,65 , следовательно, предположение о равенстве дисперсий не 
противоречит наблюдениям, иными словами, пока нет оснований 
считать, что станки обладают различной точностью.

Отметим, что при проверке гипотезы о равенстве 
дисперсии при заданном уровне значимости а  контроли­
руется лишь ошибка первого рода, но нельзя сказать о 
степени риска, связанного с принятием неверной гипо­
тезы, т. е. с возможностью ошибки второго рода.

§ 6.5. Проверка гипотез о законе распределения. 
Критерий согласия х2

В предыдущих параграфах настоящей гл'авы рассмат­
ривались гипотезы, относящиеся к отдельным парамет­
рам распределения случайной величины, причем закон 
ее распределения предполагался известным. Однако во 
многих практических задачах точный закон распределе­
ния исследуемой случайной величины неизвестен, т. е. 
является гипотезой, которая требует статистической про­
верки.

Обозначим через X исследуемую случайную величи­
ну. Пусть требуется проверить гипотезу Н0 о том, что 
эта случайная величина подчиняется закону распределе­
ния F(x).  Д ля  проверки гипотезы произведем выборку, 
состоящую из п независимых наблюдений над случайной 
величиной X. По выборке можно построить эмпиричес­
кое распределение F* (x )  исследуемой случайной вели­
чины. Сравнение эмпирического F*(x) и теоретического 
распределений производится с помощью специально по­
добранной случайной величины — критерия согласия. 
Существует несколько критериев согласия: х2 Пирсона, 
Колмогорова, Смирнова и др.

Критерий согласия х2 Пирсона — наиболее часто 
употребяемый критерий для проверки гипотезы о законе 
распределения.
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Рассмотрим этот критерий. Разобьем всю область из­
менения X на / интервалов Дь Дг, •••» Д/ и подсчитаем 
количество элементов попавших в каждый из интерва­
лов Д/. Предполагая известным теоретический закон рас­
пределения F ( x ) 9 всегда можно определить p i  (вероят­
ность попадания случайной величины X в интервал Д,), 
тогда теоретическое число значений случайной величины 
X, попавших в интервал Д/, можно рассчитать по фор­
муле npi. Результаты проведенных расчетов объединим 
в табл. 6.2.

Та б л и ц а  6.2

Интервалы А« Ai А, • • • а , % • • А/

Эмпирические ча­
стоты ГП{

щ /л, • • • т1 •  •  • /Я/

Теоретические ча­
стоты npi

прх пр* • • • npi • • • ПР1

Здесь m i+ m 2+ . . . + P i + P 2+ -+ P /  =  1.
Если эмпирические частоты сильно отличаются от 

теоретических, то проверяемую гипотезу Н0 следует от­
вергнуть, в противоположном случае — принять.

Сформулируем критерий, который бы характеризовал 
степень расхождения между эмпирическими и теорети­
ческими частотами. В литературе по математической ста­
тистике доказывается, что статистика

/
х г =  ( m t —  n P l ) 2 у

лшЛ nptf—I
имеет распределение х2 с k = l —г— 1 степенями свободы. 
Здесь г — число параметров распределения /•'(*), рас­
считанных по выборке.

Правило применения критерия х2 сводится к следую­
щему. Рассчитав значение х 2 и выбрав уровень значимо­
сти критерия « ,  по таблице х2-распределения определяют 
Х*:<* • Еслн Х2>Х*;а  » то гипотезу Н0 отвергают, если ’ 
X2s£X*;a  • то гипотезу принимают. Очевидно, что при 
проверке гипотезы о законе распределения контролирует­
ся лишь ошибка первого рода.
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В заключение заметим, что необходимым условием 
применения критерия Пирсона является наличие в к а ж ­
дом из интервалов по меньшей мере 5— 10 наблюдений. 
Если количество наблюдений в отдельных интервалах 
очень мало (порядка 1—2) ,  то имеет смысл объединить 
некоторые интервалы. Проиллюстрируем применение 
критерия х2 иа двух примерах. В примере 6.5 разберем 
случай, когда ставится гипотеза о том, что исследуемая 
случайная величина подчиняется закону Пуассона, а в 
примере 6.6 — нормальному закону распределення.

Пример 6.5. На телефонной станции производились наблюдения 
за числом X неправильных соединений в минуту. Наблюдения в 
течение часа дали следующие результаты : 3; 1; 3; 1; 4; 2; 2; 4; 
0; 3; 0; 2; 2; 0; 2; 1; 4; 3; 3; 1; 4; 2 ; 2; 1; 1; 2 ; 1; 0 ; 3; 4; I; 
3; 2; 7; 2 ; 0; 0; 1; 3; 3 ; 1; 2 ; 4; 2 ; 0; 2; 3; 1; 2; 5; 1; 1; 0; I; 1; 
2; 2; 1; 1; 5. Определить среднюю арифметическую н дисперсию не­
правильных соединений в минуту и проверить выполнение основно­
го условия для распределения Пуассона [M (X )« a * J .  Найти тео­
ретическое распределение Пуассона и проверить степень согласия 
теоретического и эмпирического распределении по критерию х2 Пир­
сона при уровне значимости а * 0 ,0 5 .

Р е ш е н и е .  Упорядочим результаты наблюдений, записав их 
в следующую таблицуз

*1 0 1 2 3 4 5 6 7

т1 8 17 16 10 6 2 0 1

Обозначим через х среднее число неправильных соединений в 
минуту. Имеем

ж = (0 -8+ Ы 7  +  2-16 +  3-10 +  4-6 +  5 -2 +  6-0 + 7 - 1)/60 = 2.
Вычислим выборочную оценку дисперсии:

s* =  »/*. [ 8 . ( 0 -  2)* +  17.(1 -  2)* +  16-(2 - 2 ) *  +  (3 -  2 )М 0  +
+  6*(4 — 2)1 +  2*(5 — 2 )*+  0 ‘ (6 — 2)* +  1 • (7  — 2)1] »  2 , 1 .

-  л
Необходимое условие для распределения Пуассона дr*=s2= 2 

практически выполняется. Запишем теоретический закон Пуассона 
в виде

2m
/>(т) = — е~?. т\

Так как  значение математического ожидания неизвестно, то 
подставим вместо него оценку х по выборке. Имеем:
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я(0)==' « ' е - !  = 0,1353 = р'>* р(1) = т р е~* = 0,2707 = Pl'

Р ( 2 )  =  —  е~* =  0,2707 =  р „  Р (3) =  у  е - «  =  0,1804 =  р „  

Р ( 4) =  - ^ - е - !  =  0,0902 =  р „  Р (5 )-=  у  е~* =  0.03GI =  р „

Я <6) -  4 г  е“ ‘  =  ° . ° 120 =  Р»< р (7) =  4 г  Н  =  0,0034 =  р7. W 7!
Запишем полученные результаты в тьбл. 6.3.

Т а б л и ц а  6.3

i 0 1 2 3 4 5 6 7

*1 0 1 2 3 4 5 6 7

mi 8 17 16 10 6 2 0 1

npt 8* 1 16,24 16,24 10,62 5,41 2,166 0 ,72 0,204

Объединим столбцы 5, 6 и 7, так как в каждом из них мало 
наблюдений. Тогда таблица преобразуется (табл. 6.4).

Т а б л и ц а  6.4

1 0 1 2 3 4 5

*1 0 1 2 3 4 5 и более

т1 8 17 16 10 6 3

npi 8,1 16,24 16,24 10,82 5,41 3 ,09

Вычислим значение х*э 
X* =  (8 — 8 ,1)*/8,1 +  (17 — 16,24)*/16,24 +  (16 — 16,24)?/16,24 +  

Н- (10 -  10,82)*/10,82 +  (6 -  5 ,4 ! )*/5,41 +  (3 -  3,09)*/3,09 «  0 ,2 .

* Напомним, что 01*1 .
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Примем уровень значи­
мости а  = 0,05. Количество 
интервалов / = 6. По выборке 
вычислен один параметр, ко ­
торым определяется закон 
П у а с с о н а ,— математическое 
ожидание; следовательно, 
г » \ .  Поэтому число степе­
ней свободы к = 1—г—\ = 6—
_1—1 = 4. В табл. 7 прило­
жений значениям и = 0,05 и 
* « 4  соответствует х5;0 
« 9 ,5 . Имеем 9 ,5 > 0 ,2 , сле­
довательно, нет оснований 
отвергнуть проверяемую ги­
потезу.

Пример 6.6. Д ля управления качеством выплавляемой стали 
необходимо знание законов распределения ее механических свойств. 
Д л я  исследования взято п -3 7 4  наблюдений над сталью марки 
35 ГС. Необходимо проверить гипотезу о том, что механическое 
свойство (предел текучести) этой стали имеет нормальный закон 
распределения. По исходным наблюдениям рассчитаны: * — 

А
— 42,37 кг/мм2; s - 0 ,9 4  кг/мм2; построен интервальный вариацион­
ный ряд (табл. 6 .5). Уровень значимости а  принять равным 0,01.

Р е ш е н и е .  Как следует из анализа интервального вариацион­
ного ряда, необходимо объединить интервалы 5 и 6, так как в 
интервале 6 количество наблюдений менее 5. В результате объеди­
нения получим следующий ряд распределения;

Т а б л и ц а  6.5

М интервала xi~xl+i т1
•

1 4 0 -4 1 20
2 41—42 112
3 4 2 - 4 3 154
4 4 3 -4 4 73
5 4 4 - 4 5 13
6 4 5 - 4 6 2

2 374

4 0 -4 1 41 - 4 2 4 2 -4 3 43—44 44—46

20 112 154 73 15

Теперь найдем вероятность р* (/ * 1 ,5 ) ; pi вы ражает вероят­
ность того, что случайная величина X, имеющая нормальный закон 
распределения, принимает значение, принадлежащее интервалу (40; 
41), т. е.

P i~  Р  ( 40 < X <  41) Р
/ 4 0 -4 2 ;  
I 0 ,94

37 X — и 4 1 — 42, 37
—  < ------- -- <

0,94

-  >/,Ф ( -  2 ,52 ) =  */,Ф (2 .52 ) -  1/,Ф (1 ,46) =
=  0,4940 — 0 ,4280  =  0 ,0660.

Аналогично получаем: р2-0 ,2 7 6 2 ; р з-0 ,39 7 1 ; р4 = 0,2128; р5-  
-0 ,04 1 7 .

Для нахождения статистики х2 удобно составить таблицу 
(табл. 6.6).
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Т а б л и ц а  6.6

Нч
п/п xt+xt+i " i pl ЯР, (m^—npfl*

1 40—41 20 0,0660 24,76 4 ,7 6 21,56 0,871
2 41—42 112 0,2762 103,70 8 ,30 68,89 0,664
3 42—43 154 0,3971 148,52 5 ,48 29,03 0,127
4 4 3 -4 4 73 0,2128 79,59 6 ,59 43,43 0,546
5 4 4 -4 6 15 0,0417 15,60 0 ,60 0 ,36 0,023

2 374 0,9938 372,17 2,231 = х*

Количество интервалов /= 5. По выборке рассчитаны д ва  пара­
метра: оценки д л я  математического ожидания и дисперсии, следо­
вательно, г = 2. Число степеней свободы Л—/—г—1 = 5—2— 1=2.

В табл. 7 приложений а =0,01 и k= 2 соответствует Х2;0.01~9,2. 
Имеем 9,2 > 2 ,2 3 , следовательно, нет оснований отвергнуть гипоте­
зу  о нормальности распределения предела текучести.



Г л а  в а  7

Выборочный метод

§ 7 . 1 .  Статистическая теория выборочного 
метода

В гл. 5 и 6 отмечалось, что теория статистического 
оценивания параметров и проверки гипотез позволяет 
делать научно обоснованные выводы о всей генераль­
ной совокупности по выборке из нее. Но при рассмотре­
нии этих вопросов нигде не говорилось о том, как  
составлять выборку, чтобы она давала  надежное пред­
ставление о всей генеральной совокупности. Естествен­
но, что не всякая  выборка позволяет получить действи­
тельное представление о генеральной совокупности. 
Приведем пример. Автомат изготовляет шарики. Кон­
тролируется диаметр шарика. Шарики упакованы в 
ящик в два ряда: в нижнем ряду находятся шарики с 
диаметром 1,7 с м < 0 ^ 2  см, в верхнем — 1,5 с м ^  

1,7 см. Пусть требуется определить средний раз­
мер шарика в партии по выборке. Поскольку выборка 
может быть произведена из шариков, расположенных в 
верхнем ряду, то очевидно, что она не даст объективно­
го представления о всей партии.

Чтобы по данным выборки можно было с уверенно­
стью судить об интересующем признаке генеральной со­
вокупности, выборка должна быть представительной 
(репрезентативной).  Выборка является репрезентатив­
ной, если она образована случайно. Существуют различ­
ные способы отбора. В зависимости от способа отбора 
различают выборки следующих типов: 1) случайная вы­
борка с возвратом; 2) случайная выборка без возврата; 
3) механическая; 4) типическая; 5) серийная.

Рассмотрим образование случайных выборок с воз­
вратом и без возврата. Если выборку производят n j
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массы изделий (например, из ящ ика), то после тща­
тельного перемешивания следует брать объекты случай­
но, т. е. так, чтобы все они имели одинаковую вероят­
ность попасть в выборку. Часто для образования случай­
ной выборки элементы генеральной совокупности пред­
варительно нумеруют, а каждый номер записывают на 
отдельную карточку. В результате получают пачку кар­
точек, число которых совпадает с объемом генеральной 
совокупности. После тщательного перемешивания из 
этой пачки берут по одной карточке. Объект, имеющий 
одинаковый номер с карточкой, считается попавшим в 
выборку. При этом возможны два принципиально раз­
личных способа образования выборочной совокупности.

П е р в ы й  с п о с о б  — вынутая карточка после фик­
сации ее номера возвращается в пачку, после чего кар­
точки снова тщательно перемешиваются. Повторяя т а ­
кие выборки по одной карточке, можно образовать вы ­
борочную совокупность любого объема. Выборочную 
совокупность, образованную по такой схеме, называют 
случайной выборкой с  возвратом (повторная выборка).

В т о р о й  с п о с о б  — вынутая карточка после записи 
ее номера обратно не возвращается. Повторяя по т а ­
кой схеме выборки по одной карточке, можно получить 
выборочную совокупность любого заданного объема. Вы­
борочную совокупность, образованную по этому способу, 
называют случайной выборкой б е з  возврата (бесповтор- 
ная выборка). Случайная выборка без возврата образу­
ется в случае, если из тщательно перемешанной пачки 
сразу берут нужное число карточек.

Однако при большом объеме генеральной совокупно­
сти описанный выше способ образования случайной 
выборки с возвратом и без возврата оказывается очень 
трудоемким. В этом случае пользуются таблицами слу­
чайных чисел, в которых числа расположены в случай­
ном порядке. Для того чтобы отобрать, например, 50 
объектов из пронумерованной генеральной совокупно­
сти, открывают любую страницу таблицы случайных чи­
сел и выписывают подряд 50 чисел; в выборку попадают 
те объекты, номера которых совпадают с выписанными 
случайными числами. Если случайное число таблицы 
окажется больше объема генеральной совокупности, то 
такое число пропускают.

Заметим, что различие между случайными выборка­
ми с возвратом и без возврата стирается, если они со­
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ставляют незначительную часть большой генеральной 
совокупности. „

При механическом  способе образования выборочной 
совокупности подлежащие обследованию элементы гене­
ральной совокупности отбирают через определенный ин­
тервал. Так, например, если выборка должна состав­
лять 50% генеральной совокупности, то отбирают к а ж ­
дый второй элемент генеральной совокупности. Если 
выборка 10%-иая, то отбирают каждый 10-й ее элемент 
и т. д.

Следует отметить, что иногда механический отбор 
может не обеспечить репрезентативности выборки. Н а­
пример, если отбирается каждый 20-й обтачиваемый ва ­
лик, причем сразу ж е  после отбора заменяют резец, то 
отобранными окажутся  все валики, обточенные затуп­
ленными резцами. В таком случае необходимо устранить 
совпадение ритма отбора с ритмом замены резца, для 
чего следует отбирать хотя бы каждый 10-й валик из 20 
обточенных.

При большом количестве выпускаемой однородной 
продукции, когда в ее изготовлении принимают участие 
различные станки и даж е  цехи, для образования репре­
зентативной выборки пользуются типическим спо собом  
отбора. В этом случае генеральную совокупность пред­
варительно разбивают на непересекающиеся группы. 
Затем из каждой группы по схеме случайной выборки 
с возвратом или без возврата отбирают определенное 
число элементов. Они и образуют выборочную совокуп­
ность, которая называется типической.

Пусть, например, выборочным путем исследуется про­
дукция цеха, в котором имеются 10 станков, производя­
щих одну и ту ж е продукцию. Пользуясь схемой случай­
ной выборки с возвратом или без возврата, отбирают 
изделия сначала из продукции, сделанной на первом, з а ­
тем втором станках и т .д .  Такой способ отбора позволя­
ет образовать типическую выборку.

Иногда на практике бывает целесообразно использо­
вать серийный с п о с о б  отбора, идея которого заключает­
ся в том, что генеральную совокупность разбивают на 
некоторое количество непересекающихся серий и по схе­
ме случайной выборки с возвратом или без возврата 
контролируют все элементы лишь отобранных серий. На­
пример, если изделия изготовляются большой группой 
станков-автоматов, то сплошному обследованию подвер­
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гают продукцию только нескольких станков. Серийным 
отбором пользуются в случае, если обследуемый признак 
колеблется в различных сериях незначительно.

Какому способу отбора следует отдать предпочтение 
в той или иной ситуации, следует судить, исходя из тре­
бований поставленной задачи и условий производства. 
Заметим, что на практике при составлении выборки час­
то используют одновременно несколько способов отбора 
в комплексе.

7.2. Оценка математического ожидания 
и дисперсии по случайной выборке 
с возвратом и без возврата

Проанализируем формулы, позволяющие оценить м а­
тематическое ожидание и дисперсию по случайной вы­
борке с возвратом и без возврата. Сначала рассмотрим 
образование повторной выборки. Элементы выборки Х\t 
Х2, .... Хп можно рассматривать (см. § 5.1) как  случай­
ные величины, а способ образования выборки позволяет 
сделать заключение, что они независимы. Действительно, 
обозначим объем генеральной совокупности N. Тогда 
вероятность того, что X принимает конкретное значение 
Хи равна P (X = jc i )  =  \/N\ вероятность того, что X при­
нимает значение x2t такж е  равна Р(Х =х2) =  \/N и т .д . 
Следовательно, вероятность события X=Xi не зависит 
от того, произошли ли события X=Xi. Поэтому на осно­
вании результатов, полученных в § 5.3, можно сделать 
вывод о том, что средняя х =  (х\+х2+ ...+ хп)/п9 рассчи­
танная по элементам выборки, которая составлена по 
способу случайной выборки с возвратом, является наи­
лучшей (несмещенной, состоятельной и в случае нор­
мального распределения случайной величины в гене­
ральной совокупности, эффективной) оценкой математи­
ческого ожидания \i с дисперсией о2/л, где \х — матема- 
стическое ожидание, а о2 — дисперсия генеральной сово­
купности. В том случае, когда значение математическо­
го ожидания неизвестно, для оценки генеральной диспер­
сии о2 по случайной выборке с возвратом пользуются

А
состоятельной и несмещенной оценкой s 2.

Пример 7.1. По схеме случайной выборки с возвратом обследо­
ван рост 625 мужчин. Определить с вероятностью 0,99 наибольшее 
отклонение среднего роста мужчин в выборке от среднего роста
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мужчин в генеральной совокупности, если распределение роста 
мужчин в генеральной совокупности подчиняется нормальному з а ­
кону распределения. Известно, что среднее квадратическое откло­
нение роста мужчин в генеральной совокупности равно 6 см.

Р е ш е н и е .  Используя тот факт, что случайная величина (рост 
мужчин) подчиняется нормальному закону распределения, можно 
записать

Я(|х —ц| < Д) = Ф(Л/<*-).
Так как дисперсия средней арифметической в п  раз меньше 

дисперсии случайной величины, то о | —о2/л, или

о- «= а IУ~п -  6 / ^ 6 2 5  -  6/25 = 0 ,24.

Таким образом,

Я ( I i - Ц | < Д )=  Ф (Д/0,24) =  0 ,9 9 .
По табл. 2 приложений находим Ф (г )—0,99 при г —2,58. Сле- 

довательно, Д/0,24 — 2,58, откуда А —2,58-0 ,24—0,62 см.
Итак, с вероятностью 0,99 можно утверж дать, что средний рост 

мужчин в выборке отличается рт среднего роста мужчин в гене­
ральной совокупности не более чем на 0,62 см.

Если производится случайная выборка без возврата, 
то элементы х%9 * 2»...» хп уж е  нельзя считать независимы­
ми. Действительно, если обозначить объем генеральной 
совокупности N, то вероятность события Х\=х\ равна 
P(X=x\) =  l/N, а вероятность события Х=х2 при усло­
вии, что элемент х\ уж е  отобран, равна Р(х2/х\) =  
=  1/(iV— 1), т. е. вероятность события Х=х2 меняется в 
зависимости от того, имеет место событие Х=х\ или нет. 
Однако и в этом случае можно доказать, что средняя 
арифметическая является несмещенной и состоятельной 
оценкой математического ожидания, а ее дисперсия

D (X) =  (о*/п) (N — n)l(N — 1). (7.1)

Очевидно, если объем генеральной совокупности ве­
лик, а выборка представляет собой лишь ее небольшую 
часть, то выражение (N—n)/(N—1)-*1 и результаты 
оценки дисперсии по случайной выборке с возвратом и 
без возврата мало различаются между собой.

пример 7.2. Из 4000 электрических лампочек по схеме случай­
ной иыборки без возврата отобрано 200 лампочек, средняя продол­
жительность горения которых оказалась равной 1250 ч. Какова 
вероятность того, что средний срок службы лампочек, подчиняю­
щийся нормальному закону распределения, находится в границах 
от 1220 до 1280 ч? Среднее квадратическое отклонение генеральной 
совокупности принять равным 150 ч.
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Р е ш е н и е .  Имеем: W—4000; л= 200; Г —1250; а —150. Нас ин­
тересует вероятность неравенства 1 2 2 0 < ц <  1280. Рассмотрим^ряд 
неравенств, эквивалентных записанному: (1220— 1250)_< (ц  — х) <  
< (1 2 8 0 —1250), или — 3 0 < (ц  — * )< 3 0 ,  или |ц — jc|< 3 0 . Так 
как  случайная величина подчиняется нормальному закону распре- 
деления, то

P ( l n - x l  < 3 0 ) =  Ф  (3 0 / o j) .

Теперь необходимо вычислить о -  , т .е . среднее квадратическое 
отклонение средней арифметической. Так как

о2 _  °2 N — n 
п N - 1 ’

то

а - Л _  _  J 5 L  /  4 0 0 0 -2 0 0

V~n У  N~ l V m  У 4000~ l
Таким образом,

/ > (| | i-5 |  < 30) * ф ( - ^ ) = ф  (2 ,90) =  0 ,9962.

Если дисперсия генеральной совокупности неизвест­
на, то по случайной выборке без возврата ее оценивают 
по формуле

s' =  (N — l) s 2/N,

где s * = ( 2 ( X , - X ) 2) / ( n -  1).
I=* 1

Однако на практике дисперсию генеральной сово­
купности можно оценивать и в этом случае выборочной

А
дисперсией s 2, так  к ак  обычно объем генеральной со-, 
вокупности велик и сомножитель (N— \)/N мо^кно при­
нять равным единице.

§ 7.3. Вычисление объема выборки

После того как  для оценки интересующего парамет­
ра генеральной совокупности обоснованно выбран спо­
соб образования выборки, рассчитывают необходимый 
объем выборки, задавшись желаемой степенью точности 
оценки Л и доверительной вероятностью (1—а ) .

Рассмотрим задачу определения объема случайной 
выборки с возвратом и случайной выборки без возврата
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для оценкн математического ожидания по выборочной 
средней.

Сначала рассчитаем объем случайной выборки с воз­
вратом. Если исследуемая случайная величина подчи­
няется нормальному закону распределения и ее среднее 
квадратическое отклонение известно, то

Сообразуясь с требованиями конкретно решаемой 
задачи, выберем доверительную вероятность 1—а =  
=  ф (гр) и из табл. 2 приложений для заданной вероят­
ности выпишем 2Р. Длина доверительного интервала

определяет точность оцениваемого параметра. Если обо­
значить 2 va / V n = b ,  то по заданной точности Д и най­
денному значению г р всегда можно вычислить п. Дей­
ствительно, г !ра 2/п= Дг, откуда

п-(**о«)/Д*. (7.2)
Пример 7.3. Каким должен быть объем случайной выборки для 

оценки математического ожидания jiv если известно, что половина 
доверительного интервала Д —0,5, я доверительная вероятность р — 
■»!— а=»0,95? Дисперсия изучаемой случайной величины о1—5.

Р е ш е н и е .  По табл. 2 приложений находим значение г р, со- 
ответствующее р—0,95. Имеем 2 о .м "  1.96. П одставляя в формулу (7.2) 
исходные данные, получаем л — (1,962«5)/0,5*—7 6 ,8 »7 7 . Следова­
тельно, для заданной доверительной вероятности и точности оцен­
ки объем выборки должен составлять не менее 77 наблюдений.

Если вычисленный объем л выборки слишком велик по сравне* 
нию с практически имеющимися возможностями, то его можно 
снизить либо уменьшив доверительную вероятность, либо увеличив 
доверительный интервал.

При р —0,8064 по табл. 2 приложений находим 20,мв4—1.30, 
тогда л - ( 1 ,3 0 2-5 )/0 ,5*-33 ,8~ 34

Если среднее квадратическое отклонение а  случай­
ной величины X, подчиняющейся нормальному закону 
распределения, неизвестно, то предварительно берут не­
большую пробную выборку и по ее данным приближен­
но оценивают параметр о*. Эту оценку подставляют з а ­
тем в формулу (7.2), которая в этом случае принимает 
вид

N (* * ,, 5*)/Д\
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где  s 2 — выборочная дисперсия пробной выборки; 
/п§р— число, взятое из табл. 5 приложений, соответст­
вующее вероятности р  и числу наблюдении п.

Пусть теперь выборка, отбираемая для  определения 
средней, является случайной выборкой без возврата. 
Если исследуемая случайная беличнна подчиняется нор­
мальному закону распределения, то можно записать

/’ (х - г. " 5 <|‘ < я + г„о1 ) “ Ф (г»)-

К ак  и прежде, сообразуясь с условиями конкретной з а ­
дачи, выберем доверительную вероятность 1—а = Ф ( г р) 
и по табл. 2 приложений для заданной вероятности на­
ходим Zp .

Если дисперсия о3 генеральной совокупности извест­
на, то

а\ =  (o2/n)(JV — n)/(N — I),

и доверительный интервал для  математического ожида­
ния можно записать в виде

л f  ° 2 N — п . .  v  I л / о* N — nX- ’ ’ V  —  ^ г , < 1 ,< х  + г- У  —  « г г -
В данном случае

д
р п N - 1* 

откуда п (N — 1) А2 — z2p a2N — пог г

п = ----------- т — Г Г  • <7-3>( Ы - 1 ) \ 2 +  г2у

Очевидно, при N-+-оо следует использовать формулу 
л = ( г 2о2)/А2, так  как

lim -------H i f . ------- - ' l i m ------------- -------------------- J Z L .
Л - »  (Л̂  — I) Аа -f- ^ о 2 w -co  ( N —  1)Д*/ЛГ +  г 2р а 2/Ы

Пример 7.4. Определить необходимый объем случайной выбор­
ки без возврата для определения средней продолжительности горе­
ния лампочек в партии из 5000 шт., чтобы с вероятностью 0,99 
предельная ошибка выборки не превышала 25 ч. Генеральное сред­
нее квадратическое отклонение принять равным 150 ч.
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Р е ш е н и е .  По формуле (7.3) при W—5000; 2,58; а »  150; 
д * 2 5  найдем

5000.2 ,58-150* ллл 
п =  — —----------------------------=  228 ,7  «  229.

4099-25*+  2 ,58* . 150*

Теперь решим вопрос: какая  из двух выборок (слу­
чайная выборка с возвратом или без возврата) требу­
ет при заданном доверительном интервале 2Д и довери­
тельной вероятности р= \— ос большего количества на­
блюдений в выборке? Обозначим через п' количество 
элементов случайной выборки без возврата. Таким об­
разом, необходимо сравнить формулы

,  N * l ° 2 * 1 ° 2 / 7  >14п -------------- ------------ и п =  —А—  . (7.4)
(N — 1) Да +  г2 о2 Л*

Заметим, что 1/л=Д2/(г2о*). Разделим числитель и 
знаменатель формулы для п' на А2}

п' = ------—------ . (7.5)
ЛГ +  ( я - 1 )

Как известно, значение дроби увеличится, если умень­
шить ее знаменатель. Так к ак  1, то п — 1 ^ 0 ,  поэто­
му дробь не уменьшится, если отбросить в знаменателе 
выражение п— 1, следовательно, n'^Nn/N=n.  Таким 
образом, п ' ^ п ,  т. е. объем случайной выборки с возвра­
том не меньше объема случайной выборки без возврата.

Пример 7.5. Определить необходимый объем случайной выбор- 
ки с возвратом и случайной выборки без возврата для оценки сред­
ней длины деталей в партии, состоящей из 800 деталей, если до­
верительная вероятность р « 0,92, доверительный интервал 2Д = 0,04; 
дисперсия о*=0,25.

Р е ш е н и е .  Имеем: УУ«8000; г о л "  1.75; Д = 0,02; о2—0,25. По 
формуле (7.4) находим л— (1,75*•0,25)/0;02*—1914. Значение п' 
вычисляем по формул» (7 5 ) :  л'— (8000-1914)/(8000-Ь 1913)» 1545. 
И так, объем случайной выборки с возвратом больше, чем объем 
случайной выборки без возврата (1914 >  1545).



Г л а в а  8

Основы дисперсионного анализа

§ 8.1. Общая идея дисперсионного анализа

Дисперсионный анализ — это статистический ме­
тод анализа результатов наблюдений, зависящих от раз­
личных, одновременно действующих факторов, выбор 
наиболее важных факторов и оценка нх влияния. Дис­
персионный анализ находит применение в различных 
областях науки и техники. Идея дисперсионного анали­
за, как  и сам термин «дисперсия», принадлежат Р. Фи­
шеру. Суть анализа заключается й разложении общей 
вариации случайной величины на независимые слагае­
мые, каждое из которых характеризует влияние того илн 
иного фактора илн нх взаимодействия.

Факторами обычно называют внешние условия, влия­
ющие на эксперимент. Это, например, температура и ат­
мосферное давление, сила тяготения, тип оОорудовання 
и т. п. Нас интересуют факторы, дейетвне которых значи­
тельно и поддается проверке. В условиях эксперимента 
факторы могут варьировать, благодаря чему можно ис­
следовать влияние контролируемого фактора на экспе­
римент. В этом случае говорят, что фактор варьирует на 
разных уровнях или имеет несколько уровней. В зависи­
мости от количества факторов, включенных в анализ, 
различают классификацию по одному признаку — о д н о ­
факторный анализ, по двум признакам — двухфактор­
ный анализ  и многостороннюю классификацию — п ер е ­
крестную классификацию,  изучением которой занимает­
ся многофакторный анализ.

Д ля проведения дисперсионного анализа необходимо 
соблюдать следующие условия: результаты наблюдений 
должны быть независимыми случайными величинами, 
имеющими нормальное распределение и одинаковую дис-
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персию. Только в этом случае можно оценить значимость 
п о л у ч е н н ы х  оценок дисперсий и математических ожида­
ний и построить доверительные интервалы.

§ 8.2. Однофакторный анализ

На практике возможен случай, когда на автоматиче­
ской линии несколько станков параллельно выполняют 
некоторую операцию. Д ля правильного планирования по­
следующей обработки важно знать, насколько однотип­
ны средние размеры деталей, получаемые на параллель­
но работающих станках. Здесь имеет место лишь один 
фактор, влияющий на размер деталей, — станки, на ко­
торых они изготовляются. Исследователя интересует, на­
сколько существенно влияние этого фактора на разме­
ры деталей? Предположим, что совокупности размеров 
деталей, изготовленных на каждом станке, имеют нор­
мальное распределение и равные дисперсии. Имеем т 
станков, следовательно, т  совокупностей или уровней, 
на которых произведено пи  л2,..., пт наблюдений. Д ля  
простоты рассуждений положим, что n i= n 2= . . -= nm. 
Размеры деталей, составляющие nt наблюденнй на i -м 
уровне, обозначим Хц, хц,..., х/п- Тогда все наблюдения 
можно представить в виде таблицы, которую назовем 
матрицей наблюдений  (табл. 8. 1) ,

Т а б л и ц а  8.1
-W

Наблюдения
Уровни

I 2 i n

1 * ii xin
2 *21 *23 * 4 Х2П

• • • • • • • • • • • • • • •

i *U *tI XU xm
• • • • • • • • • • • • •  • •
m xmi *m2 xmJ xmn 

■ ■ ■ 4

Будем полагать, что для /• го уровня п наблюдений 
имеют среднюю р,, равную сумме общей средней ц и в а ­
риации ее, обусловленной i-м уровнем фактора, т. е. 
Pi=M+Y/- Тогда одно наблюдение можно представить в 
следующем виде:

хц  =  »  +  Y, +  \ц =  Р, +  %и , (8.1)
*
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где ц — общая средняя; у  — эффект, обусловленный i-м 
уровнем фактора; \ц — вариация результатов внутри от­
дельного уровня. Член характеризует влияние всех не 
учтенных моделью (8.1) факторов. Согласно общей з а ­
даче дисперсионного анализа, нужно оценить существен­
ность влияния фактора у  на размеры деталей. Общую 
вариацию переменной хц можно разложить на части, 
одна из которых характеризует влияние фактора у,  дру­
гая  — влияние неучтенных факторов. Д ля этого необхо­
димо найти оценку общей средней м и оценки средних по 
уровням Р(. Очевидно, что оценкой р является средняя 
арифметическая п наблюдений t-ro уровня, т. е. Xi 

1 п*=— Звездочка в индексе при х означает, что на- 
п /-1

блюдення фиксированы на /-м уровне. Средняя арифме­
тическая всей совокупности наблюдений является оцен­
кой общей средней м. т. е.

т п т

Найдем сумму квадратов отклонений Хц от х, т. е.

— дг)*. Представим ее в виде
тJ 2 { х <> /«1

q = 2  2  (*и -— *)*=  2  2  ~  * < • + ~  * )*= 

2  2  -  х^  + . 2  2  -  x)t+. *=i /=i /-1 /* 1

+ 2 2  2  ^  ~  — (8,2* 
/»1

причем

s =  2  2  (х"~~ *i ~~х) “  2  (Xi> ~  х^ 2  —х)- 
/-1 /-1 м

п
Но ^  (Xjj — дг^)=0, так  как  это есть сумма отклонений

/=■1
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переменных одной совокупности от средней арифметиче­
ской этой ж е совокупности, т. е. S —0. Второй член сум­
мы (8 .2 ) запишем в виде

В 2 2 ( ' ,* “ * ) 1 = — *)*•
I /«I i - l

Тогда основное тождество (8.2) можно представить сле­
дующим образом:

’ 2  2  <*«— = п 2  —*>2+ 2  2  
, - i  i=i .=1 /=1

Q Й %
или л ж

Q = Qt + Q,. (8-3)
Слагаемое Qt является суммой квадратов разностей 

между средними уровней и средней всей совокупности 
наблюдений. Эта сумма называется суммой квадратов 
отклонений м ежду  группами  и характеризует расхожде­
ние м еж ду уровнями. Величину Qi называют такж е  рас- 
с еиванием по  факторам, т. е. рассеиванием за  счет ис­
следуемого фактора. Слагаемое Q2 является суммой 
квадратов разностей между отдельными наблюдениями 
и средней t-ro уровня. Эта сумма называется суммой 
квадратов отклонений внутри группы  и характеризует 
расхождение между наблюдениями »-го уровня. Вели­
чину Qi называют такж е  остаточным рассеиванием,  т. е. 
рассеиванием за счет неучтенных факторов. Наконец, Q 
называется общ ей  или полной суммой квадратов_откло~ 
нений отдельных наблюдений от о бщ ей  ср е дн ей  х.

Зная суммы квадратов Q, Q\ и Q2, можно оценить со­
ответствующие дисперсии: общую, межгрупповую и вну­
тригрупповую. Оценим дисперсии s*, s 2:

ш(п — 1) m(n — 0

m

.1 /<
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Если влияние всех уровней фактора у  одинаково, то 
sj и s• — оценки общей дисперсии. Тогда для оценки су­
щественности влияния фактора у  достаточно проверить 
гипотезу Н0’. s j  = s | ;  для  этого вычисляют статистику 
F=s]/s]  с k\=m— 1 и k j= m (n —l)  степенями свободы. 
Затем по табл. 4 приложения для уровня значимости а  
находят критическое значение Fakillt. Если F > F akikt, 
то нулевая гипотеза отвергается и делается заключение
о существенном влиянии фактора у. При F < F a ltt kt нет 
оснований отвергать нулевую гипотезу и считают, что 
влияние фактора у  несущественно.

Сравнивая межгрупповую и остаточную дисперсии, 
по величине их отношения судят, насколько сильно про­
является влияние факторов;

Однофакторный дисперсионный анализ удобно пред­
ставить в виде табл. 8.2.

Та б л и ц а  8.2

Компоненты
дисперсии Сумма квадратов

Число
етепеней
свободы

k
Средний квадрат

О
це

нк
а

Д
ис

пе
р­

си
й

Межгруп-
повая

2  (* !•—■*)* m—1
1

т - 1  Х

X 2  ( * !• —*)* 
1

А

Внутригруп­
повая а

т (п—1)
1

т ( л —1) *
х 2

а

4

Полная (об­
щ ая) и

mn—1
1

-----------Г хт п —1

а

Пример однофакторного анализа. Пусть имеется четыре партии 
сырья для текстильной промышленности. Из каждой партии отобра­
но по пять образцов и проведены испытания на определение вели­
чины разрывной нагрузки. Результаты испытаний приведены в 
табл. 8 3.
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Т а б л и ц а  8.3

Но мер 
партии Разры вная н агрузка

1 200 140 170 145 165
2 190 150 210 150 150
3 230 190 200 190 200
4 150 170 150 170 180

Требуется выяснить, существенно ли влияние различных пар­
тий сырья на величину разрывной нагрузки.

Р е ш е н и е .  В данном случае т  = 4, л —5. Среднюю арифмети» 
ческую каждой строки вычисляем по формуле

tS-
/-1

Имеем: 164; дг2.=  170; —202; дг4* —164.
Найдем среднюю арифметическую всех совокупностей 

т п
1 = 2 2  хц К тп)  =3500/20 = 175 . 

i - l  / - 1

Вычислим величины, необходимые для построения табл. 8.2:
сум м у квадратов отклонений м еж ду группами Q\ с A| = m— 1 

степенями свободы
4

<?1 =  5 2  ( I , . - Г ) *  =  5-996; * , =  4 - 1 = 3 ;
1 — 1

сум м у квадратов отклонений внутри группы Qj с k2= m n — m 
степенями свободы

<?а =  2  S  )* =  7270; * ,  =  2 0 - 4  =  16;
1 - 1  / - 1

полную сумму квадратов Q с 1 степенями свободы
4 5

3 = 2  2  — I ) 2 =  1 2 25°; *  =  2 0 - 1  =  19.
i - l  / - 1

По найденным значениям составляем табл. 8 4.
Вычислим статистику* F —(49 80-1/3)/(7270-1/16)—3,65.
По табл. 4 приложений находим значение F при £2* 1 6  и 

Л| —3 степенях свободы и уровне значимости а —0,01. Имеем Fа =  
■•9,01. Вычисленное значение F меньше табличного, поэтому мож­
но утверж дать, что нулевая гипотеза не отвергается, а это значит, 
что различие меж ду сырьем в партиях не влияет на величину раз­
рывной нагрузки.
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Т а б л и ц а  8 4

Компоненты дисперсии Суммы
квадратов

Число степеней 
свободы

Средний
квадрат

М ежгрупповая 4 980 3 1660,0

Внутригрупповая 7270 16 454,4

Полная 12 250 19 644,7

Следует осторожно подходить к истолкованию окончательных 
результатов, т ак  ка* они предполагают нормальную плотность и 
тождественность дисперсий. Каждое из допущений требует про­
верки, основанной на тщательном анализе проведенных экспери­
ментов.

§ 8.3. Двухфакторный анализ

Если на результативный признак влияют несколько 
факторов одновременно, то имеет место многофакторный 
анализ. Дисперсионный анализ в этом случае имеет свои 
особенности, так  как  необходимо учитывать взаимодей­
ствия м еж ду факторами.

Рассмотрим задачу оценки‘ влияния двух одновремен­
но действующих факторов. Предположим, что имеется 
несколько однотипных станков и несколько видов сырья. 
Требуется выяснить, значимо ли влияние различных 
станков и качество сырья в партиях на качество обраба­
тываемых деталей. Это типичная задача двухфактор­
ного дисперсионного анализа.

Считаем, что предпосылки дисперсионного анализа 
выполнены. Пусть фактор А — влияние настройки стан­
ка, фактор В — влияние качества сырья. Имеем г  стан­
ков, следовательно, г уровней фактора A,v партий сырья, 
следовательно, v  уровней фактора В. Матрицу наблюде­
ний можно представить в виде табл. 8.5. Пересечение i-то 
уровня фактора А с /-м уровнем фактора В образует 
|/-ю ячейку, в которую записывают наблюдения, полу­
ченные при одновременном исследовании факторов А и 
В на i -м и /-м уровнях.

Д л я  простоты можно предположить, что имеем в 
ячейке только одно наблюдение хц. Предположим т а к ­
же, что меж ду факторами А и В нет взаимодействия и 
что на i -м уровне фактора А наблюдения имеют сред-
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Т а б л и ц а  8.5

— . Па РТ«и 
сырья /

С тан ки  1

в . •  • •
B i

• • •
B v * « •

А , *11 *11 • • • • • • • • • x lv

А , * г г
• • • • • • • • • *to * 2 *

••
•••

•••

• • • • • • • • #
•••

•••

хи
*

•••

л , Хп • • • • • • • • • xro ХГ*

*./ *.2 • • • • • • • • • x  я•о X

нюю Рм, а на /-м уровне фактора В наблюдения — сред­
нюю (W  Тогда одно наблюдение можно представить в 
виде

№  XU = V'+ у I + S/ +  *,/. (8.4)

где ц — общая средняя; у  — эффект, обусловленный 
влиянием I-го уровня фактора А\ g j — эффект, обуслов­
ленный влиянием /-го уровня фактора В\ ец  — вариация 
результатов внутри отдельной ячейки (в случае одного 
наблюдения вариация равна нулю).

Оценками р, рм и р,в являются соответственно ,об-
- I г о  —щая с р е д н яя х = — V  средние по уровням * , . =

п  «-I /-1 

I V -  1 Г

дг* ^ т 2 ^
ц /-1 <-«

Оценки общей дисперсии можно получить из основ­
ного тождества дисперсионного анализа. В двухфактор­
ном дисперсионном анализе общая сумма квадратов от-
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клонений от общей средней раскладывается согласно 
формуле (8.4) уж е  не на две, а на трн части: часть об­
щей суммы квадратов, обусловленную влиянием факто­
ра А,  часть, обусловленную влиянием фактора В,  и 
часть, обусловленную влиянием неучтенных факторов. 
С помощью дисперсионных отношений можно выяснить, 
насколько существенно влияние каждой из этих частей. 
Действительно,

Г V Г О

г
+  Х +  Х ц — Х -\*X ij —  X)2 =  У 2  (*<♦ — x)2+ .r^ (x * j— *)' +

'  Ql '  Qt

+  2 2  (*lJ—*l* — X*J X̂ 2 e  , <-i /" i__________________
Qt

Слагаемое Qi представляет собой сумму квадратов 
разностей меж ду средними по строкам и общим средним 
и характеризует изменение признака по фактору А.  С ла­
гаемое Q2 представляет собой сумму квадратов разнос­
тей между средними по столбцам и общим средним и 
характеризует изменение признака по фактору В.  С ла­
гаемое Q3 называется остаточной суммой квадратов и 
характеризует влияние неучтенных факторов. Сумма Q 
называется общей или полной суммой квадратов откло­
нений отдельных наблюдений от общей средней. Оценим 
дисперсии:

«! = - Ц У  У  (*«# -  * ) • = - Ц ,  (8.6)rv — 1 Jb j j  rv — \*

r
<8 7 >

(8-8)
/=1
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В двухфакторном анализе для выяснения значимости 
влияния факторов А и В на исследуемый признак срав­
нивают дисперсии по факторам с остаточной дисперсией. 
Вычисляют статистики F i= s i f s\ с ( г— 1) и (г— 1 ) ( у — 1) 
степенями свободы и F2= s 2/s$ с (и— 1) и ( r -^ l ) (w — 1) 
степенями свободы. Сравнение вычисленных статистик с 
табличны'ми значениями и выводы о существенности 
влияния факторов производят так  же, к ак  и в однофак­
торном дисперсионном анализе.

Двухфакторный дисперсионный анализ удобно пред­
ставить в виде табл. 8 .6.

Т а б л и ц а  8.6

Компонента диспер­
сии Сумма квадратов Число степе­

ней свободы
Оценки

дисперсий

М еж ду средними 
по строкам

=  ( * < ♦ - * ) -  
1

Г - 1 А

М ежду средними 
по столбцам

Qi=a/’2  ( * • / —* ) *  
/ -1

0 - 1 4

Остаточная f a / -
/=-1 /=i

( Г_ 1 ) ( С _ 1 ) 4

Полная (общая) ^  =  2 j  2  (XU  * )*
I - l  / - 1

ГУ— 1 S*

Рассмотрим на примере построение двухфакторного 
комплекса с одним наблюдением в ячейке. Имеем три 
уровня фактора В: B t, В2 и В3 и два уровня фактора А: 
Ai и А2 (табл. 8 .7). Для данного комплекса г = 2, у = 3 ,  
л = г - 1>=6. В нижней строке табл. 8.7 и в правом край­
нем столбце приведены средние значения по строкам и 
столбцам, т. е. по уровням факторов. Так, среднее по 
уровню фактора В i равно * . i= ( l - f - 5 ) / 2 = 3 ;  среднее по
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Т а б л и ц а  8.7

X в . Вг V

Ai 1 2 3 2

At 5 6 10 7

*•/ 3 4 6 ,5 4 .5

уровню _фактора Ai равно дси = (  1 + 2 + 3 )/ 3 = 2 .  Общее 
среднее х= 4 ,5 . По формуле (8.5) вычислим суммы квад ­
ратов:

Qi — 37,5; Q2= 13; Q3 = 3; Q =  53,5.

Д л я  нахождение оценок дисперсий воспользуемся 
формулами (8 .6) — (8.9). Имеем:

s] =  37,5/1 =  37,5; s] =  13/2 =  6,5; s* =  3/1 - 2 =  1,5.

Теперь табл. 8.6 можно записать в следующем виде 
(табл. 8.8) .

Та б л и ц а  8.8

Компонента дисперсий
Сумма к в ад ­

ратов
Число степе­
ней свободы

Оценка
дисперсии

М еж ду средними* по 
строкам (фактор А)

37 ,5 1 3 7 ,5

М еж ду средними по 
столбцам (фактор В)

13,0 2 6 ,5

Остаточная 3 ,0 2 1,5
Полная 53 ,5 5 10,7

Вычисляем Fa и Fb :
Fa =  s?/a> =  37,5/1,5 =  25; FB = Щ  =  6,5/1,5 =  4,3.

Д л я  уровня значимости а = 0 ,0 5  и k%—2, £|=1 степе­
ней свободы по табл. 4 приложений находим значе­
ния F a i

^о(Д) 18,51, Fл =  25; Fa(J3) =  19,0, Fв  =  4,3.
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Сравнивая табличные значения с вычисленными, имеем: 
Fa> F ol (л)\ FB<Fa(B). Полученные результаты позволя­
ют сделать следующие выводы: нулевая гипотеза о ра­
венстве средних по строкам не подтверждается, т. е. вли­
яние фактора А на исследуемый признак значимо: ну­
левая  гипотеза о равенстве средних гто столбцам не 
опровергается, т. е. влияние фактора В на исследуемый 
признак незначимо.

Мы рассмотрели частный случай дисперсионного ана­
лиза при классификации по двум признакам: в ячейке 
одно наблюдение, взаимодействие между факторами от­
сутствует. В общем случае в ячейке может быть несколь­
ко наблюдений (как  равное количество, так  и неравное), 
м еж ду факторами может иметь место взаимодействие. 
Лучше, когда в ячейке равное количество наблюденнй, 
т ак  к ак  при этом упрощаются вычисления.

Д ля  общего случая двухфакторного анализа одно 
наблюдение можно представить в виде

xitk =  И +  Y, +  Я/ +  v „  +  e ./k,
где \i — общее среднее; yt — эффект, обусловленный 
влиянием i -го уровня фактора А\ g i  — эффект, обуслов­
ленный влиянием /-го уровня фактора В\ \ц — эффект 
взаимодействия факторов А и В\ ець — вариация внутри 
ячейки.

Основное тождество двухфакторного дисперсионного 
анализа с одинаковым количеством наблюдений в ячей­
ке ( п ) имеет вид

q = 2 2 2  (*ик ~  *)8=ПУ 2 (* '* * -  *)г+f=l /=»1 *=1 i = l

+  пг  2  — *)2 "Ь п  2  2  Х*** X+J*
/-1 1 /“  *

(хцк — x(j , ) *  =  Qt +  Qa +  Qj +  Qi-
<=i /=i k=i

Здесь Qi и Q2 имеют то же значение, что и в формуле 
(8.5 ) ;  Q3 — сумма квадратов, оценивающая взаимодей­
ствие факторов А и В, Qa — сумма квадратов, оцениваю­
щ ая вариацию внутри ячейки.

Матрицу наблюдений можно представить в виде 
табл. 8.9.
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Bt Bt • • • Bv '**

At x lU *11* • • • *10* * 1 «
* Ш t x i i t . *111, *111, • • • *1  v1, * 1172,
• • • 9 Xli/t • • • » x ii/l • • • » x ivn

* 21* *11* * lt ’*
Ai *111, XU2> * 111. * 221* • • • *251, *1vi, *2**

• • • 1 *2 1/1 • • • » *22Л e  • • • • 1 x tvtl
• XIJ*
• • # • • • • * l i l .  x u i . • • •
• v *  x l J n ,

т * rU */ !• */T*
Аг xr\ i% x r i i . xr t i .  * r i t , • • • xrvU  */vi.

• • • »  xr i n • • • * xrt t l • • • * Xrvtl
— — _

**./• **1* *•1* • • • * • »* X

Здесь дли, хц2,..., xrvn — наблюдавшиеся значения ис­
следуемого признака;

П
х,}0 =  — среднее значение в ячейке}п

*=i
_V

* 1* * =  7 i  *и+ —и* — среднее значение по строке;
/-»
г

*7* ■ 4 - У л . -и* — среднее значение по столбцу;
1—1 

Г V

х = \ ^ д г (7,  — общее среднее; (8 .10)
i - i  /=I

г  — чнсло уровней фактора A; v  — число уровней фак­
тора В.

Порядок проведение дисперсионного анализа в этом 
случае такой же, как  и прежде: сначала вычисляют сум­
мы квадратов, оценки дисперсий, затем отношение дис­
персий F сравнивают с табличным.

Схема анализа и порядок вычисления сумм приведе­
ны в табл. 8.10. К ак видно из табл. 8.10, в схеме анализа
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Т а б л и ц а  8.10

Компонента дис­
персий Суммы квадратов Число степе­

ней свободы
Оценка

дисперсия

~ М еж ду средни­
ми по строкам 
(по фактору А)

г

2  *)2
<*=1

U — 1 *?

М еж ду средни­
ми по столбцам 
(по фактору В)

V
<?а =  ™ 2  *)а

/-1
Г - 1

Взаимодейст­
вие

% = л 2  2  — 
1 -1  / -1

хи* x*j* 4*х)

( » - ! ) ( ' - ! ) 4

Остаточная Qi = 2  2  2  Ьць
i - l  / -1  Л -1 

- h j f

ГУ (я — 1) 

ГУ (л — 1)

4

Полная сумма 
квадратов

q = 2  2  2  (xuh-*)* 
i - 1 / - 1

ГУЛ —  1 si

появляется новая сумма квадратов Q4 и несколько_ ме­
няется структура суммы Q3 (вместо берется *</.). 
Появление суммы Q« обусловлено наличием нескольких 
наблюдений в ячейке. В предыдущей схеме (см. табл. 8.6) 
эта сумма отсутствовала, так  как  при одном наблюдении 
в ячейке разность (*</*—дс/>) равна нулю. Сумма Q4 х а ­
рактеризует влияние прочих случайных факторов (кроме 
факторов А, В и их взаимодействия), поэтому для опре­
деления значимости влияния факторов А и В величину 
дисперсии, обусловленную влиянием этих факторов, 
сравнивают с дисперсией, обусловленной влиянием про­
чих факторов. При этом вычисляют следующие отноше­
ния дисперсий: FА=  sj/sj, Fв =  s2Js\, FАВ =  s*/s]. Вычис­
ленные значения сравнивают стабличнымн значениями 
Fa , которые получены для заданного уровня значимости 
и соответствующего числа степеней свободы.

Рассмотрим пример построения двухфакторного 
комплекса по приведенной схеме. В текстильной промыш­
ленности важным является выявление факторов, влияю-
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щих на качество пряжи, с тем чтобы в дальнейшем их 
было можно регулировать. В табл. 8.11 приведены дан­
ные о величине разрывной нагрузки в зависимости от 
наладки машины и партии сырья.

Т а б л и ц а  8.11

Партии сырья

У р о в о н ь ^ ^ ^  
наладки машины

в*

At 190 260 170 170 170 190 150 210 150 150
а2 150 250 220 140 180 230 190 200 190 200

Аз 190 185 135 195 195 150 170 150 170 180

При каждом уровне наладки машины исследовано по 
пять образцов из каждой партии сырья для  определения 
разрывной нагрузки. Требуется выяснить, значимо ли 
влияют наладка машины и партии сырья на величину 
разрывной нагрузки.

По формуле (8.10) определяем средние значения. 
Табл. 8.11 преобразуется к следующему виду (табл. 8. 12) .

Т а б л и ц а  8.12

П артии
Сырья

Уровень 
наладки х . 
машины X.

Вг Вш

\

xi—

^1 *4* =  192 xlU =  170 »  181,0

Л* х12* =  202 =  195,0

Аз хм  =  180 х ,2* =  164 Х 3*Ф => 172,0

х*]* =  186,7 х *и  ж  178,7 182,7

Находим суммы квадратов (см. табл. 8 .10): Q i=  
= 2686 ,6 ; Q2= 4 8 0 ; Q3= 1860 ; Q4= 2 2  360; Q=Qi+Q3+  
l+ Q 3+<?4=27386,7.

Вычисляем оценки дисперсий: s*  =2686 ,7 ; s£=240; 
s* = 9 3 0 ; s 2= 944 ,4 ; s\ = 931 ,7 .
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Табл. 8.10 в нашем случае преобразуется к следую­
щему виду (табл. 8.13).

Т а б л и ц а  8.13

Компонента дисперсии
Суммы

квадратов
Число степе­
ней свободы

Оценка
дисперсии

М ежду средними по 
строкам (по фактору А)

2686,7 1 2686,7

М ежду средними по 
столбцам (по фактору

480 1 240

В)
Взаимодействие 1 860 2 930

О статочная 22 360 24 931 ,7

П олная 27386,7 29 944 ,4

Вычисляем отношения дисперсий: F a= 2686,7/931,7= 
= 2 ,88 ; f  „=240/931,7=0,26.

При уровне значимости а = 0 ,0 5 ;  &4= 2 4  и * i = l  сте­
пенями свободы для Fa и А2= 2 4 , kt=2  степеням свобо- 
бы для FB находим следующие табличные значения:
FaW= 4,26; Fa(B)—3,40. Сравнивая табличные значения 
с вычисленными, имеем FA<.Fa(A)', FB< F a (B)- Следова­
тельно, нулевая гипотеза о равенстве средних не отвер­
гается, т. е. влияние фактора А (уровня наладки маши­
ны) и фактора В (партии сырья) на величину разрыв­
ной нагрузки незначимо.

§ 8.4. Дисперсионный анализ с неравным числом 
наблюдений в ячейке

В предыдущих параграфах настоящей главы рас­
сматривались схемы дисперсионного анализа, когда в 
ячейках матрицы наблюдений находилось одинаковое 
число наблюдений. В рассмотренных случаях проверка 
гипотез о действии исследуемых факторов на результи­
рующий признак сводилась к простым вычислительным 
схемам.

Однако в матрице наблюдений может оказаться не­
одинаковое количество наблюдений в ячейках, а некото­
рые ячейки вообще могут быть пустыми. Предположим, 
например, что на текстильной фабрике необходимо опре­
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делить влияние качества сы рья  в партиях (фактор А) и 
состояния машин (фактор В)  на механические свойства 
пряжи, а именно на удлинение (результирующий при­
знак х).  Взято три партии пряжи (три уровня факто­
ра А) и пять машин (пять уровней фактора В),  причем 
в каждую  ячейку решено записать по пять наблюдений. 
Планируемая матрица наблюдений должна иметь вид 
табл. 8.14.

Т а б л и ц а  8.14

1 2 3 4 5

I
*Ш , хц *.
* 11*. *И 4,

х щ
( 1 . 0

х\%и *1**,
*1**. *1*4, 

*1*5 
(1 ,2 )

* i* r .  * i* a ,
* 1 » ,  *1*4, 

*1*5
(1 .3 )

*14и  *14*. 
*14*. *144. 

*fl5
(1. 4)

*15 ti *16*. 
*153, *164* 

*165
(1 ,5 )

II
**11. **1*. 
**1». **14< 

**1» 
(2 ,1 )

***f, **22, 
*223, **24, 

*225 
(2 ,2 )

**sl, **з*.
**33, **34, 

**35
(2 ,3 )

* * 4 i, *14*; 
*243, **44, 

*245
(2 ,4 )

* t t l ,  *252, 
**53, **54, 

*255
(2 ,5 )

111
**И, **1*. 
**13, **14, 

**15
(3 ,1 )

***i, ****, 
*3**, ***4, 

***5
(3 ,2 )

*1*1, *3**, 
*333, *334, 

*335
(3 ,3 )

*341, *34*. 
*343, *344. 

*345
(3 ,4 )

**5l, *36*. 
*353, *354. 

*355
(3 .5 )

Однако оказалось, что вторая машина испортилась 
при обработке первой партии сырья, а третья машина на 
некоторое время была остановлена для профилактиче­
ского осмотра. В результате ячейка с индексом (1,2) 
осталась пустой, а для заполнения ячейки (1,3) имеются 
лишь три наблюдения из пяти запланированных, по­
скольку первая партия сырья была израсходована и по­
лучить недостающую информацию оказалось невозмож­
ным. Аналогичные ситуации возникли при обработке 
второй и третьей партий сырья, поэтому в результате 
эксперимента получили матрицу наблюдений (т аб л .8 .15)..

Д ля  того чтобы при обработке матрицы наблюдений 
можно было воспользоваться уж е известными схемами, 
необходимо вычеркнуть столбцы, в которых встречаются 
пустые ячейки и ячейки с числом наблюдений, меньшим 
пяти. В этом случае получается матрица, не позволяю-
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■ Т а б л и ц а  8.15

* 1 •
2 3 4 5

I
х щ ,  *111,
*11». *114, 

*115 
(1 .1 )

0

0 .2 )

*taf, *131. 
*133

(1 .3 )

* l4 l, *141, 
*143, *144. 

*145
(1 .4 )

*151, *151, 
*153, *154,

Й )

11
*111, **1». 
*113. *и«.

*115
(2,1)

* i i i ,  *111, 
*113, *114,

а

* »1 , *133. 
*133. *134, 

*135
(2 .3 )

*141, *241, 
*143

(2 .4 )

0

(2 .5 )

III
*111. *311. 

% *113. *314, 
*315

(3 .1 )

*311, *311, 
*313, *314, 

*315
(3 .2 )

*331, *331, 
*333

(3 .3 )

*зИ, *341, 

(3 .4 )

*15 i, *353

(3 .5 )

щая решить поставленную задачу (определить влияние 
фактора В на результирующий признак х (табл. 8 .16).

Т а б л и ц а  8.16

X • I

I *  i l l . * 111, *113, *n4. *115

II * n i . * 111, *113, *114, *315

111 *311, *311. *313, *314, *315

Д ля случая, когда в ячейках матрицы наблюдений 
находится неодинаковое их количество, разработана осо­
бая методика, с подробным изложением которой можно 
ознакомиться в работе [10 ] .  Остановимся на двухф ак­
торном дисперсионном анализе при наличии пустых яче­
ек в матрице наблюдений. Представим каждое наблю­
дение хцк в виде

+  +  + e ilk,
где i = l , 2,...,/ (/ — количество строк); / = 1, 2,. ..,/  ( / — 
количество столбцов); Л = 1, 2,..., К (К — количество на-
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блюдений в ячейке); ц — средняя всего комплекса; у, — 
эффект, обусловленный действием фактора A; gt  — эф­
фект, обусловленный действием фактора В\ — эф­
фект, обусловленный взаимодействием /-го уровня 
фактора А с /-м уровнем фактора В; е,/* — вариация ре­
зультатов внутри отдельной ячейки, с помощью которой 
учитываются все неконтролируемые факторы.

На составляющие наблюдения Xi  ̂ накладывают 
ограничения. Так, предполагают, что множество {£//*} 
подчиняется нормальному закону распределения с м ате­
матическим ожиданием, равным нулю, и дисперсией о2. 
Средние эффекты факторов А, В  и их взаимодействие 
такж е  предполагают равными нулю, т. е.

1=1 /=1 i - l  /=1

Д ля  примера запишем наблюдения ячеек (2,4) и (3,5) в 
табл. 8.15 во вновь принятых обозначениях:

— И +  V2 +  g i  +  vM +  еш , хш  =  ^ + Y i+ g i+ v 2l + e „ 2,

ХШ  —  ^  +  Y l + ^ 4  +  V24 +  e 213> *361 “  ^  +  Y s + g r5 +  V3S +  ̂ 35X> 

*352 =  И +  Уз +  +  V35 +  *352-

Если в матрице наблюдений есть пустые ячейки, то 
анализ начинают с проверки отсутствия эффекта взаимо­
действия. Обычно эту гипотезу обозначают Нлв■ Если 
гипотеза Нлв отвергается, т. е. взаимодействие значимо, 
то считают доказанным влияние и фактора А, и факто­
ра В на результирующий признак х. Если же гипотеза 
//лв принимается, т. е. взаимодействие факторов незна­
чимо, то переходят к проверке влияния на результирую­
щий признак каждого из факторов Л и В по схеме одно­
факторного дисперсионного анализа.'

Перейдем к проверке гипотезы Нлв- Общая идея про­
верки гипотезы Нлв сводится к следующему:

1. Сначала вычисляют сумму квадратов отклонений 
каждого наблюдения ячейки от своего среднего. Полу­
ченные результаты по всем непустым ячейкам склады ва­
ют. Полученная сумма (обозначим ее через Q„) харак ­
теризует вариацию наблюдений, которая вызвана некон­
тролируемыми факторами. Действительно, М (ец ъ )= О,
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поэтому среднюю дг</, ячейки (//) можно представить в 
виде * / / .= M + Y f + g / + v <J. следовательно,

*Hk — ~х т  =  [V +  У , + g /  +  v ,/ +  ецн) ~

-  (Ц +  V, +  £/ +  v</) =  Сп­
и так ,

P e =  ^  ^  %*)**
<//) £ о *- i

где D — множество непустых ячеек. Стастистика Q« 
имеет k = n—р  степеней свободы, где п — общее количе­
ство наблюдений; р — количество непустых ячеек. Рас ­
считать полученную статистику по матрице наблюдений 
не составляет труда.

2. Если взаимодействие факторов незначимо, то сред­
нюю (хц*) ячейки можно представить в следующем виде! 
X j . = H + Y i+8b  Тогда

*4k =  (и +  у  I +  8 1 +  v u  +  e iik) -
- ( l * +  ? ,+ * / )  =  (*,/+«,/*)•

Сумма квадратов отклонений каждого наблюдения 
ячейки от своего среднего

< w =  2  2  (v</+ *'/*)*“  2  2 (*<7 - » - y t - e t f
//£D*=1 i/£DA= 1

содержит сумму эффектов взаимодействия и вариацию 
наблюдений, вызванную действием неконтролируемых 
факторов. Если из <Злв+« вычесть Qe, то получим эффект, 
характеризующий взаимодействие исследуемых факто­
ров. Эта разность имеет р—/—/+1 степней свободы.

3. Если гипотеза Нлв справедлива, т. е. взаимодейст­
вие факторов незначимо, то отношение

( З л и +  в . У < Р - / - ' + ' >
<?./(« — Р)

имеет F-распределенне с р—/—/-|-l=Ari и п—p= k2 сте­
пенями свободы.

Затем проверка гипотезы сводится к следующему! 
выбирают уровень значимости а ,  соответствующий про-
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верясмой гипотезе Нлв- При данном уровне значимости 
а  и числе степеней свободы Ai и кг находят табличное 
значение F. Если то нет оснований отвергать
проверяемую гипотезу НЛв■ Если Fr^a<.F,  то гипотезу 
п АВ отвергают, т. е. взаимодействие факторов значимо.

4. Д ля  того чтобы вычислить Q/»b+<., необходимо най­
ти оценки ц, Vi, g i  прн гипотезе Нлв.

Известно, что наилучшне оценки для ц, g t  можно 
получить по методу наименьших квадратов, т. е. мини-

Кч
мнзируя статистику 2  2 (Jf</*~~Ji—V,— ^/)2 п0 каждому

tl£Uk-l
из параметров р, yi  и g/, а именно приравнивая нулю 
производные по каж дом у из параметров:

д®Ав+с _  г, п  dQAU+t п
— V, - — Uf — V,дц ду{ dgj 

/ = 1 ,2 ........./ , / - 1 , 2 . ......... J .  (8.11)

Пусть Gi — количество элементов в /-м столбце. Тог­
д а  систему уравнений (8 . 11) можно записать в виде

+  2  2 *'/*’ i - l  /-1

Ci l* + CiY/ +  2 Л'/^/ =  xUk•» (8. 12)
/-■ /-1 *-*

Hi i1 + 2 k‘i ъ + Hi g i = 2  2  *</*•••
i - l  i - l  *-I

Система (8.12) содержит /+ /+ 1 уравнение с /+ /+ 1
неизвестными (ц, y i ,  Y2.....Y/. g .......> g j )• Однако среди
уравнений этой системы лишь /+/— 1 линейно незави­
симы, так  к ак  сумма уравнений, отмеченных., равна 
первому уравнению, а сумма уравнений, отмеченных., 
та к ж е  равна первому уравнению. Из этого следует, что
решение системы не является единственным. Учитывая, 

1 j
что ( 1//)2 у * =0  и ( l/ / )Z g / = 0, и исключая из системы

Г-1 /-1
(8 .12) любые два уравнения (например, первое и послед­
нее), получаем
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J  к

С, Ц +  С, y, +  2  kH */ =  2 2  *'/*' 
/*i /*»

« , и + 2 М . + « / » / “ 2 2 * д а (8 .1 3 )
*«1 А=1

2 т < “ ° - 2 * / - ° -  
1-1 /=i

Система (8.13) имеет единственное решение. Решая 
систему, определяем р, у »  gi> а затем рассчитываем 
Q^B+f

В заключение остановимся на критерии допустимого 
количества пустых ячеек .  Количество пустых ячеек счи­
тается допустимым, если числа степеней свободы k\=* 
= р — / — / + 1  и ki—n—p  отличны от нуля и при этом 
система (8.13) имеет единственное решение. При невы­
полнении хотя бы одного из этих условий задача оценки 
влияния действующих факторов не может быть решена.

Приведем пример. Рассмотрим двухфакторный комп­
лекс. Матрица наблюдений имеет следующий вид:

Ах
Л»

в,

0 ,5 ;  0 ,6  

0 , 6 ; 0,6

В,

0 ,2 ;  0 ,6 ;  0 ,4

0 ,4 ; 0 ,3  

0 ,6 ; 0 ,5

Д л я  удобства вычислений составим вспомогательную 
таблицу, в каждой ячейке которой запишем сумму, сред­
нее и количество элементов ячейки (*/).

Система (8.12) в данном случае принимает вид

Пр +  4у! +  7уг +  4 g t +  3gt +  4g3 =  5,3,
4р +  4vi — 2gi +  2g3 =  1,8,
7p +  7уг +  +  3gt +  2ga =  3,5,
4^ +  2yx +  2ya +  4g l  =  2,3,
3p + 3 v a +  3g , = 1 ,2 ,
4p +  2yx +  1‘Yj +  4^ 3 =  1,8.
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Т а б л и ц а  8.17

Nv В
•
&н IV

А N .
Вг Bt Вг 1 * «х 5

9  X. о. н
О о

^ * ajf lх а *

Аг 1,1 0 ,55  
2

0 ,7  0 ,35  
2 1 ,8 0 ,45 4

а2 1 ,2  0 ,6  
2

1 .2  0 ,4  
3

1,1 0 ,55  
2

3 ,5 0 ,5 7

Сумма столбца 2 ,3 1,2 1.8 5 ,3
Средняя столб­

ца
0 ,575 0 .4 0 ,45 0 ,482

Количество эле­
ментов в столбце

4 3 4
• 11

Заметим, что сумма второго и третьего уравнений 
есть первое уравнение; сумма четвертого, пятого и шес­
того уравнений такж е  есть первое уравнение системы 
(8 .13). В рассматриваемом примере система (8.13) пре­
образуется к виду

4ц, - f  4yj +  2g, + 2g3 =  1,8 ,
7ц +  7ya +  2g i  - f  3g t +  2g3 — 3,5,
4li +  2vx +  2y2 +  4 g t =  2,3,
Зи +  3?2 + 3 g t = 1,2,

Yi + Y« = 0,
8i +  g 2 +  ga =  0 .

Д ля  решения подобных систем можно использовать, 
например, метод обратных матриц. Однако в данном 
случае мы не воспользуемся общим методом. Преобразу­
ем сначала второе и четвертое уравнения системы, для 
чего выпишем их отдельно и представим в следующем 
виде:

+  7yt +  2 ( g i + & + g 3)+ g»  — 3,5,
О

Ц +  Y* + f t  =  0,4. .
Решим эти уравнения относительно g 2 и n+Y2- В ре­

зультате получим: g 2= —0,117, ц+ у2=0,517. Предста- 
вим теперь первое уравнение в следующем виде;
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4ц +  4у, +  (2f t  -j- 2 ft +  2ft) — 2 ^  =  1,8,
откуда 4ц+4у|—2f t = l , 8 .

Используя вычисленные ранее значения f t  и ц’+уг. 
находим: ц =  0,454, y2= 0 ,0 6 3 , Yi = — 0,063.

Из третьего уравнения находим f t  =0,121, из шестого 
уравнения определяем f t= 0 ,0 0 4 .

Рассчитаем Q a b +*. Заметим, что формулу для опреде­
ления Q a b +* можно преобразовать, возведя в квадрат вы­
ражение, стоящее в скобках, что позволит сократить ко­
личество вычислений. Имеем:

Qad-h — 2 2 2 ~  ^ 2  2  2  хчк 2  ^  2 2  *•/* ~~
I I к i I к , j к

~~’ 2  s ‘ 2 2 2

2 2 2  ■«*«* - 2-75- 2  2 2 “ч. -  ад
i  / к I / к

1 * 2 2 2 * » =2'4062; 2 Т' 2 2 Х'»“ °'|069; i l k  l f k

2 « / 2 2 J:.e“ 0’1307> W » 0'106-
i i

Д алее  находим: Q ,=0,095; F « 0 , 7 1 ;  * i = l ;  k2=6.  
Пусть гипотеза Нлв проверяется при уровне значимо­

сти а= 0 ,0 5 ,  тогда /гтавл=5,99. Итак, Fr»6*>F, следова­
тельно, взаимодействие исследуемых факторов незначи­
мо, поэтому надо перейти к анализу каждого из факто­
ров в отдельности по схеме дисперсионного анализа.



Г л а в а 9

Корреляционный анализ

§ 9.1. О связях функциональных 
и статистических

Связи между различными явлениями в природе слож­
ны и многообразны, однак() их можно определенным об­
разом классифицировать. В технике н естествознании 
часто речь идет о функциональной зависимости между 
переменными х и у,  когда каж дому возможному значе­
нию х поставлено в однозначное соответствие определен­
ное значение у. Это может быть, например, зависимость 
м еж ду давлением и объемом газа (закон Бойля—Мари- 
отта).

В реальном мире многие явления природы происхо­
д ят  в обстановке действия многочисленных факторов, 
влияние каждого из которых ничтожно, а число их вели­
ко. В этом случае связь теряет свою однозначность и изу­
чаемая физическая система переходит не в определен­
ное состояние, а в одно из возможных для нее состояний. 
Здесь речь может идти лишь о так  называемой стати­
стической связи. Статистическая связь состоит в том, что 
одна случайная переменная реагирует на изменение дру­
гой изменением своего закона распределения. Следова­
тельно, для изучения статистической зависимости нужно 
знать аналитический вид двумерного распределения. Од­
нако нахождение аналитического вида двумерного рас­
пределения по выборке ограниченного объема, во-пер­
вых, громоздко, во-вторых, может привести к значитель­
ным ошибкам. Поэтому на практике при исследовании 
зависимостей между случайными переменными X и Y 
обычно ограничиваются изучением зависимости между 
одной из них и условным математическим ожиданием 
другой, т. е. М (У |Х = х) =ф(дс) или М(Х| У = у ) = у ( у ) ,
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где Л1(У|Х=л:)— математическое ожидание случайной 
величины У при условии, что случайная величина X при­
няла значение *. Аналогично для М (X | Y=y ) .

Вопрос о том, что принять за  зависимую переменную, 
а что — за независимую, следует решать применительно 
к каж дом у конкретному случаю.

Знание статистической зависимости между случайны­
ми переменными имеет большое практическое значение: 
с ее помощью можно прогнозировать значение зависи­
мой случайной переменной в предположении, что неза­
висимая переменная примет определенное значение. Од­
нако, поскольку понятие статистической зависимости от­
носится к осредненным условиям, прогнозы не могут 
быть безошибочными. Применяя некоторые вероятност­
ные методы, как  будет показано далее, можно вычислить 
вероятность того, что ошибка прогноза не выйдет за  оп­
ределенные границы.

§ 9.2. Определение формы связи.
Понятие регрессии

Определить форму связи — значит выявить механизм 
получения зависимой случайной переменной. При изуче­
нии статистических зависимостей форму связи можно ха ­
рактеризовать функцией р е г р е с с и и  (линейной, квадрат­
ной, показательной и т. д .) .

Условное математическое ожидание М(У|Х=д:) слу­
чайной переменной У, рассматриваемое как  функция х, 
т. е. Л1(У|Х=лг)=ф(л:), называется функцией регрессии 
случайной переменной У относительно X (или функцией 
регрессии У по X). Точно так  ж е условное математиче-

Л
ское ожидание (Л1 (Х |У = 1/) случайной переменной X, 
т. е. М (X j Y=y)=q>(y),  называется функцией регрессии 
случайной переменной X относительно У (или функцией 
регрессии X по У).

Используя формулы § 3.9, на примере дискретного 
распределения найдем функцию регрессии.

Пример 9.1. Задана двумерная случайная переменная с плот­
ностью вероятности

I |* +  2у при 0 < х <  1, 0 < у  < \ ,
[О для всех остальных значений.

Найти функцию регрессии случайной переменной Y для слу­
чая, когда X принимает значение х.
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Р е ш е н и е .  Для определения функции регрессии нужно знать 
условную плотность вероятности переменной Y при Я —х. Имеем

/ щ л — > -
/(*. у ) * у

Тогда функция регрессии

М (Y | X =  х) =  j  y l  (Y \Х =  х) d у  =  J y  d у  =  ? ' 5* ^ /3 .

О о
Аналогично находится функция регрессии переменной X при 

У-</.
Функция регрессии имеет важное значение при ста­

тистическом анализе зависимостей меж ду переменными 
и может быть использована для прогнозирования одной ,  
из случайных переменных, если известно значение дру­
гой случайной переменной. Точность такого прогноза оп­
ределяется дисперсией условного распределения.

Несмотря на важность понятия функции регрессии, 
возможности ее практического применения весьма огра­
ничены. К ак видно из приведенного примера, для оцен­
ки функции регрессии необходимо знать аналитический 
вид двумерного распределения (X, Y).  Только в этом 
случае можно точно определить вид функции регрессии, 
а затем оценить параметры двумерного распределения. 
Однако для подобной оценки мы чаще всего располага­
ем лишь выборкой ограниченного объема, по которой 
нужно найти вид двумерного распределения {X, Y),  а з а ­
тем вид функции регрессии. Это может привести к зна­
чительным ошибкам, так  к ак  одну и ту же совокупность 
точек (хI, yi)  на плоскости можно одинаково успешно 
описать с помощью различных функций. Именно поэтому 
возможности практического применения функции регрес­
сии ограничены. Д ля  характеристики формы связи при 
изучении зависимости используют понятие кривой рег­
рессии.

Кривой р е гр е с сии  Y по X (или Y на X) называют ус­
ловное среднее значение случайной переменной Y, рас­
сматриваемое как  функция определенного класса, пара­
метры которой находят методом наименьших квадратов 
по наблюденным значениям двумерной случайной вели­
чины (лг, у ) ,  т. е.

У (*) =  <Р (*> К  bt , . . . ,  b j .

х +  2у _  х +  2у

г "f (* +  2y)d у
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Аналогично определяется кривая регрессии X по Y IX 
на Y):

x(y)  = <f(y,c1, c „ . . .  , с т).
Кривую регрессии называют так ж е  эмпирическим у р а в ­
нением  регрессии или просто уравнением р егр е с сии .  
Уравнение регрессии является  оценкой соответствующей 
функции регрессии.

Возникает вопрос: почему для определения кривой 
регрессии используют именно условное среднее у ( х ) ?  
Функция у (х)  обладает одним замечательным свойст­
вом: она дает наименьшую среднюю погрешность оцен­
ки прогноза. Предположим, что кривая регрессии — про­
извольная-функция. Средняя погрешность прогноза по 
кривой регрессии определяется математическим ожида­
нием квадрата разности м еж ду измеренной величиной и 
вычисленной по формуле кривой регрессии, т. е. M[Y—
— Ф ( j c ) ] 2. Естественно потребовать вычисления такой 
кривой регреосни, средняя погрешность прогноза по ко­
торой была бы наименьшей. Таковой является <р(х) =  
=у ( х ) .  Это следует из свойств минимальности рассеи­
вания около центра распределения у (х) .  Если рассеива­
ние вычисляется относительно <р( х) Фу ( х) ,  то средний 
квадр ат  отклонения увеличивается. Поэтому можно ска ­
зать, что кривая регрессии, вы раж аем ая  как  у (х) ,  мини­
мизирует среднюю квадратическую погрешность прогно­
за величины Y по X.

§ 9.3. Основные положения корреляционного 
анализа

Статистические связи м еж ду переменными можно 
изучать методом корреляционного и регрессионного ана­
лиза. С помощью этих методов решают разные задачи; 
требования, предъявляемые к исследуемым переменным, 
в каждом методе различны.

Основная задача корреляционного анализа — вы яв­
ление связи между случайными переменными путем 
точечной и интервальной оценки парных коэффициен­
тов корреляции, вычисления и проверки значимости мно­
жественных коэффициентов корреляции и детерминации, 
оценки частных коэффициентов корреляции. Корреляци­
онный анализ позволяет та к ж е  оценить функцию регрес­
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сии одной случайной переменной на другую. Предпосыл­
ки корреляционного анализа следующие: 1) переменные 
величины должны быть случайными; 2 ) случайные вели­
чины должны иметь совместное нормальное распреде­
ление.

Рассмотрим простейший случай корреляционного 
анализа — двумерную модель. Введем основные поня­
тия и опишем принцип проведения корреляционного ана­
лиза. Результаты этого параграфа легко обобщить на 
случай многомерной модели. Пусть X и Y— случайные 
переменные, имеющие совместное нормальное распреде­
ление. В этом случае, согласно § 3.9, связь между X и Y 
можно описать коэффициентом корреляции р. Этот ко­
эффициент определяется как  ковариация между X н Y, 
отнесенная к их средним квадратическим отклонениям:

k xy шм (X — М (х) У - Л *  (j/Л /0 пр =  —— , или р —М --------- —  ---------- - ( 9 . 1 )
Ох  Оу  I Ох Оу  )

Оценкой коэффициента корреляции является выбо­
рочный коэффициент корреляции г. Для его нахождения 
необходимо знать оценки следующих параметров: М(х) ,  
М( у ) ,  ах, Оу. Наилучшей оценкой математического ожи­
дания является среднее ариметическое, т. е. М ( х ) = х =П
= 2х//я. Оценкой дисперсии служит выборочная днспер- 

/=i 
сия, т. е.

°* =  s2 =  2 ( ^ - * ) 2/«- 
4*1

Тогда выборочный коэффициент корреляции
п

2  (*t — *) — у)
г  =  — ---------------- -------. (9.2)

П*х Sy

Коэффициент р называют такж е  парным коэффици­
ентом корреляции,  а г —выборочным парным коэффи­
циентом корреляции.

При совместном нормальном законе распределения 
случайных величин X и Y, используя рассмотренные вы­
ше параметры распределения и коэффициент корреля­
ции, можно получить выражение для условного матема­
тического ожидания, т. е. записать выражение для функ­
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ции регрессии одной случайной величины на другую. Так, 
функция регрессии У на X имеет вид

М (Y | Л =  х) =  М (у) +  9 2 а . [ Х - М  (*)]; (9.3)
о*

функция репрессии X на У — следующий вид:

М (X | Y =  у)  =  М (* )+ р — [Y — M (у)).
о ' о ° иВыражения р — и р —  называют коэффициентами
° х  ° у

р егр е с сии .  Подставив в (9.3) соответствующие оценки 
параметров, получим уравнения регрессии, график кото­
р ы х— прямая линия, проходящая через точку С(х; у ) .

Запишем уравнение регрессии ( /на д с нх на  у :

У(х)=?у +  г - ^  (х — х), х ( у )=х + г — (у — у). (9.4)
Sx  S y

Таким образом, в корреляционном анализе на осно­
ве оценок параметров двумерной нормальной совокупно­
сти получаем оценки тесноты связи между случайными 
переменными и можем оценить регрессию одной пере­
менной на другую. Особенностью корреляционного ана­
лиза является строго линейная зависимость м еж ду пере­
менными. Это обусловливается исходными предпосыл­
ками. На практике корреляционный анализ можно 
применять для обработки наблюдений, сделанных на 
предприятиях при нормальных условиях работы, если 
случайные изменения свойства сырья или других факто­
ров вызывают случайные изменения свойств продукции.

§ 9.4. Свойства коэффициента корреляции
Коэффициент корреляции является одним из самых 

распространенных способов измерения связи между слу- 
чайными переменными. Рассмотрим некоторые свойства 
этого коэффициента.

Теорема 9.1. Коэффициент корреляции принимает 
значения на интервале (— 1, + 1) .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Д окаж ем справедливость 
утверждения для случая дискретных переменных. Запи­
шем явно неотрицательное выражение:
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Возведем выражение под знаком суммы в квадрат :

V  <х‘ ~ *)j + 2 —  V  |п ^  J -  п 2 л  °хО и1=1 х 1—1

+  J . y f c 5 > !

Первое и третье из слагаемых равны единице, по-
1 п

скольку из определения дисперсии следует, что —  V f o —П1*1
-  1 П— х)г= о 2х н — У ' ( у 1 — у у —о 2иЛ а к 1Ш образом, окоича-

П 1 — 1
тельно получаем 1± 2р + 1^ 0, о т к у д а —

Если коэффициент корреляции положителен, то связь 
между переменными такж е  положительна и значения пе­
ременных увеличиваются или уменьшаются одновремен­
но. Если коэффициент корреляции имеет отрицательное 
значение, то при увеличении одной переменной уменьша­
ется другая .

Приведем следующее важное свойство коэффициента 
корреляции: коэффициент корреляции не  зависит от вы­
б ора  начала отсчета и единицы измерения, т. е. от лю­
бых постоянных а\ и а2, Ь\ и Ь2 таких, что a i > 0  и а2>0,  
т. е .

р (at X +  Ьг\ a2Y + bx) =  рху.
Таким образом, переменные X и Y можно уменьшать 

или увеличивать в а раз, а такж е  вычитать или прибав­
лять к значениям X и Y одно и то же число Ь. В резуль­
тате величина коэффициента корреляции не изменится.

Если коэффициент корреляции рху—0, то случайные 
переменные некоррелированы. Понятие некоррелирован­
ности не следует смешивать с понятием независимости, 
независимые величины всегда некоррелированы. Одна­
ко обратное утверждение невероятно: некоррелирован­
ные величины могут быть зависимы и д аж е  функциональ­
но, однако эта связь не линейная.

Выборочный коэффициент корреляции вычисляют по 
формуле (9 .2). Имеется несколько модификаций этой 
формулы, которые удобно использовать при той или 
иной форме представления исходной информации. Так,
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при малом числе наблюдений выборочный коэффициент 
корреляции удобно вычислять по формуле

п 2  ху — 2  * 2  У
г  _______________ *______ * У_____________

~  1 Л 2 У - ( 2 М а ’
f  X  X  V у  у

Если информация имеет вид корреляционной табли­
цы (см. § 9.5), то удобно пользоваться формулой

2  хУт ху— 2 *т * 2  Ут и / 2  m*i 
г « ь *  JE--------*--------х-±----- , (9.5)

2  тхУ ** sy х.и
где Е ш *= 2 т „ = 2 т Х1/=л; тх — суммарная частота на­
блюдаемого значения признака х при всех значениях у\ 
m v — суммарная частота наблюдаемого значения при­
знака у  при всех значениях х; тХ]1 — частота появления 
пары признаков (х, у ) .

Из формулы (9.2) очевидно, что гхи= г ух, т. е. вели­
чина выборочного коэффициента корреляции не зависит 
от порядка следования переменных, поэтому обычно пи­
шут просто г.

§ 9.5. Поле корреляции. Вычисление оценок 
параметров двумерной модели

На практике для вычисления оценок параметров дву­
мерной модели удобно использовать корреляционную  
таблицу и поле корреляции.  Пусть, например, изучается 
зависимость между объемом выполненных работ ( у )  и 
накладными расходами (х).  Имеем выборку из генераль­
ной совокупности, состоящую из 150 пар переменных 
(х„ y i) .  Считаем, что предпосылки корреляционного ана­
лиза выполнены.

Пару случайных чисел (x/t у ,) можно изобразить 
графически в виде точки с координатами (xr.yi).  Анало­
гично можно изобразить весь набор пар случайных чи­
сел (всю выборку). Однако при большом объеме выбор­
ки это затруднительно. Задача упрощается, если выбор­
ку  упорядочить, т. е. переменные сгруппировать. 
Сгруппированные ряды могут быть как  дискретными, 
т ак  и интервальными,
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По осям координат откладывают или дискретные зна­
чения переменных, или интервалы их изменения. Для 
интервального ряда наносят координатную сетку. К аж ­
дую пару переменных из данной выборки изображают в 
виде точки с соответствующими координатами для дис­
кретного ряда илн в виде точки в соответствующей клет­
ке для  интервального ряда. Такое изображение корре­

ляционной зависимости называют полем корреляции.  На 
рис. 9.1 изображено поле корреляции для выборки, со­
стоящей из 150 пар переменных (ряд интервальный). Ес­
ли вычислить средние значения у  в каждом интервале 
изменения х [обозначим их yi(x)\,  нанести эти точки на 
рис. 9.1 и соединить м еж ду собой, то получим ломаную 
линию, по виду которой можно судить, к ак  в среднем 
меняются у  в зависимости от изменения х. По виду этой 
линии можно такж е  сделать предположение о форме свя­
зи между переменными. В данном случае ломаную ли­
нию можно аппроксимировать прямой линией, т ак  как  
она достаточно хорошо приближается к ней.
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Т а б л и ц а  9.1
Накладные расхо- 

Аы х. млн. руб.

Объем выполненных
работ у . “ ЛН РУб ^

1 -2
1.5

2 - 3
2.5

3—4
3.5

4 - 5
4.5

5—6
5.5

6—7
в.5

7 - 8
7.Я

8—9
8.5 т

У

1 0 -2 0
15 4 5 9

2 0 - 3 0
25 1 3 1 5

30—40
35 2 3 6 5 3 1 20

4 0 - 5 0
45 5 9 19 8 7 2 1 51

50—60
55 1 2 7 16 9 4 2 41

6 0 - 7 0
65 1 5 6 4 2 2 20

7 0 -8 0
75

•
1 3 4

т л 7 17 19 36 33 21 9 8 150

По выборочным данным можно построить такж е  кор­
реляционную табл. 9.1. Корреляционную таблицу, к ак  и 
поле корреляции, строят по сгруппированному ряду (дис­
кретному или интервальному). Табл. 9.1 построена на 
основе интервального ряда. В первой строке и первом 
столбце таблицы помещают интервалы изменения х и у  
и значения середин интервалов. Так, например, 1,5 — се­
редина интервала изменения * = l- f - 2 ,1 5 — середина ин­
тервала изменения у =  10-ь20. В ячейки, образованные 
пересечением строк и столбцов, заносят частоты попада­
ния пар значений (х, у )  в соответствующие интервалы по 
х н у .  Например, частота 4 означает, что в интервал из­
менения у  от 10 до 20 попало 4 пары наблюдавшихся " 
значений. Эти частоты обозначают тх„. В 9-й строке и 
10-м столбце находятся значения тх и т и — суммы mxv 
по соответствующим столбцу и строке.
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К ак будет показано в дальнейшем, корреляционной 
таблицей удобно пользоваться при вычислении коэффи­
циентов корреляций и параметров уравнений регрессии.

Корреляционная таблица построена на основе интер­
вального ряда, поэтому для оценок параметров восполь­
зуемся формулами гл. 1 для вычисления средней ариф­
метической и дисперсии. Имеем:

X
2 *  т х

-г- *

2 * - *  ’ 
X

У  в

У

т *
X

Л

II

2  уг т и /2 Уту

1
к£

и
I s » »
'  У

Пример 9.2. По данным, приведенным в табл. 9.1, вычислить 
оценки параметров двумерной модели; записать уравнения регрес­
сии.

Р е ш е н и е .  Вычислим все необходимые для расчета суммы по 
формулам (9 .4 )— (9.6) и запишем их в табл. 10.1.

Найдем оценки параметров х, у , s*, s v. Получаем: 
х =  735/150 =  4 ,9 ; у  =  7110/150 =  4 7 ,4 ,

SX =  V  4053,5/150 — (735/150)* =  1,74,

su =  V"363950/150 — (71 Ю/150)3 =  13,4 .
Вычислим выборочный коэффициент корреляции:

г =  (37175,0 +  735-7110/150)/150.1 ,74 -13 ,4  =  0 ,6 7 .
Теперь запишем уравнение регрессии Y на X и X на Y:

у  (х) =  47 ,4  +  0 ,6 7 -1 3 ,4/ 1 ,74  (х -  4 ,9 ) =  47 ,4  +  5 ,16  ( к -  4 ,9 ) ,  

х( у )  = 4 , 9  +  0 ,6 7 -1 .7 4 / 1 3 ,4  (у  — 47 ,4 ) = 4 , 9  +  0 ,09  (у  — 4 7 .4 ) .

ф Полученные уравнения регрессии показывают, как  в среднем 
изменяется Y (или X) в зависимости от изменения аргумента X 
(или Y). З адавая  значения X (или У), можно рассчитать ожидае­
мое значение Y (или X ).

§ 9.6. Проверка гипотезы о значимости 
коэффициента корреляции

На практике коэффициент корреляции р обычно не­
известен. По результатам выборки может быть найдена 
его точечная оценка — выборочный коэффициент корре­
ляции г.
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Равенство нулю выборочного коэффициента корреля­
ции еще не свидетельствует о равенстве нулю самого ко­
эффициента корреляции, а следовательно, о некоррели­
рованности случайных величин X и У. Чтобы выяснить, 
находятся ли случайные величины в корреляционной з а ­
висимости, нужно проверить значимость выборочного ко­
эффициента корреляции г, т. е. установить, достаточна 
ли его величина для обоснованного вывода о наличии 
корреляционной связи. Д ля этого проверяют нулевую ги­
потезу # о :р = 0 .  Предполагается наличие двумерного 
нормального распределения случайных переменных; объ­
ем выборки может быть любым. Вычисляют статисти­
ку  t = r \ / ( n —2)/ ( 1—г2),  которая имеет распределение 
Стьюдента с k—n—2 степенями свободы. Д ля  проверки 
нулевой гипотезы по уровню значимости а  и числу сте­
пеней свободы k находят по таблицам распределения 
Стьюдента (/-распределение; см. табл. 5 приложения) 
критическое значение t a к, удовлетворяющее условию 
P( \ t \^ t a * ) = а .  Если \t \^t a к, то нулевую гипотезу об 
отсутствии корреляционной связи между переменными 
Л и  У следует отвергнуть. Переменные считают зависи­
мыми. При |/|<fa * нет оснований отвергать нулевую 
гипотезу.

В случае значимого выборочного коэффициента кор­
реляции есть смысл построить доверительный интервал 
для коэффициента корреляции р. Однако для  этого н уж ­
но знать закон распределения выборочного коэффици­
ента корреляции г.

Плотность вероятности выборочного коэффициента 
корреляции имеет сложный вид, поэтому прибегают к 
специально подобранным функциям от выборочного ко­
эффициента корреляции, которые сводятся к хорошо изу­
ченным распределениям, например нормальному или 
Стьюдента. Чаще всего для подбора функции примени* 
ют преобразование Фишера. Вычисляют статистику:

где r = th  г  — гиперболический тангенс от г.
Распределение статистики z хорошо аппроксимиру* 

ется нормальным распределением с параметрами
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В этом случае доверительный интервал для р имеет вид 
Ш г | < р < Ш г 2. Величины th zt и th г г находят по таб ­
лицам по следующим значениям:

Z - Ч  In 1 +  г _N 1____1 * I _#• « лГ------  ' ■
1 г  У п  — з
1+ '  I I
1 —/■ я

V n - 3

где Л', — нормированная функция Л апласа для  q % до­
верительного интервала (см. табл. 2 приложений).

Если коэффициент корреляции значим, то коэффици­
енты регрессии такж е  значимо отличаются от нуля, а ин­
тервальные оценки для них можно получить по следую­
щим формулам:

к ,  -  < » « < » , + < . . . *  <9-7»
1/ /I — 2 sx V п — 2

< » „ + Р- 8»
К я  — 2 s„ К  п — 2

где /а * имеет распределение Стьюдента с k—n —2 степе­
нями свободы.

§ 9.7. Корреляционное отношение

На практике часто предпосылки корреляционного 
анализа нарушаются: один из признаков оказывается 
величиной не случайной, или признаки не имеют совмест­
ного нормального распределения. Однако статистическая 
зависимость между ними существует. Д ля  изучения свя­
зи между признаками в этом случае существует общий 
показатель зависимости признаков, основанный на по­
казателе изменчивости — общей (или полной) дис^ 
Персии.

Полной называется дисперсия признака относитель­
но его математического ожидания. Так, для признака У 
это a \ —M[Y—М ( У ) ]2. Дисперсию Оу можно разложить 
на две составляющие, одна из которых характеризует 
влияние фактора X на У, другая  — влияние прочих фак­
торов. Очевидно, чем меньше влияние прочих факторов, 
тем теснее связь, тем более приближается она к функ­
циональной. Представим о£ в следующем виде:
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а\ -  М [Af (У | X= jr) -  M (У)]Ч-А* \Y-M  (У|Х =.*)!». (9.9)

Первое слагаемое обозначим 62У|Х. Это дисперсия функ­
ции регрессии относительно математического ожидания 
признака (в данном случае признака У); она измеряет 
влияние признака X на У. Второе слагаемое обозначим 
Оу1Х . Это дисперсия признака У относительно функции
регрессии. Ее называют такж е  ср е дн ей  из условных дис­
персий или остаточной дисперсией; о \,{Х измеряет влия­
ние на У прочих факторов.

Покажем, что о\ действительно можно разложить на 
два таких слагаемых:

о* =  М (У — М (У)]* =  М [У — М (У | X -  х) +
+ M(Y\X =  *) — М (У )]*=  ЛЦУ — Л^(У|X =  .r)]*-f- 

- f  MIM(Y\X ~x)  — M(Y))* + 2M {[У — М (У | X =  дг)] X 
X [М (У |Х  =  * ) - у И (У )1 ) .  (9.10)

Д ля  простоты полагаем распределение дискретным, 
Имеем

М {[Y — M(Y\X = x)][M(Y\X ** х) — М (У)]| =.

* и
= %l i /( x) - M ( Y ) \ l ( x ) \ [Y- y ( x ) ] f ( y \х) = 0,

*  у

так  как  при любом х справедливо равенство

'2i l y  — y ( x ) ] f ( y \x ) =' 2 i y f ( y \x ) —y( x) ' 2 i f (y\x)=*
У У у

= У(*) — У(х) =  0 .

Третье слагаемое в равенстве (9.10) равно нулю, по­
этому равенство (9.9) справедливо. Поскольку второе 
слагаемое в равенстве (9.9) оценивает влияние призна­
ка X на У, то его можно использовать для оценки тес­
ноты связи между X и У. Тесноту связи удобно оцени­
вать в единицах общей дисперсии q2y , т. е. рассматривать
отношение {М[у(х) —М ( У ) ]*}/о\, Эту величину обо­
значают л rvjjr и называют теоретическим корреляцион ­
ным отношением. Таким образом,



2 _  М \ ц ( х ) - М  ( Щ 2 =  Ъ ъ

Чпг|* “  А  •>
(9.11)

Разделив обе части равенства (9.9) на о£., получим

1 =  (°п* илн 1 =  a\\Ja Y Н" Ч/ги*
Из последней формулы имеем

Пгп. ~  1 — an J°V  (9-12)

i f 'О

• • 
• • •

• •

о)

Рис. 9.2

Поскольку а\̂ х ^Оу., так  как  о * |;( — составная часть 
а] , , то из равенства (9.12) следует, что значение Лгу|* 
всегда заключено между нулем и единицей.

Все сделанные выводы справедливы и для r?Txiv . Из 
равенства (9.12) следует, что т $ т  = 1  только тогда, 
когда Oj,|X = 0, т. е. отсутствует влияние прочих факто­
ров и все распределение сконцентрировано на кривой 
регрессии у (х) .  В этом случае между Y и X существует 
функциональная зависимость. Далее, из равенства
(9.12) следует, что Лгп* тогда и только тогда, когда
У(х) =А1 ( У’) = co n s t , т .е . линия регрессии У по X — го­
ризонтальная прямая, проходящая через центр распреде-
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ленмя. В этом случае можно сказать, что переменная У 
не коррелирована с X (рис. 9 .2 ,а , б, в ) .  Аналогичными 
свойствами обладает r\2TMl/ — показатель тесноты связи 
между X и У.

Часто используют величину

£•. • Ищ* ~  У' ' =  /°у. (9.13)

Считают, что она не может быть отрицательной. Значе­
ния величины (или tirxiv ) такж е  могут находить­
ся лишь в пределах от нуля до единицы. Это очевидно 
из формулы (9.13).

Значения rj2, лежащие в интервале 0 < t i a< l ,  я вл я ­
ются показателями тесноты группировки точек около 
кривой регрессии независимо от ее вида (формы связи). 
Корреляционное отношение t]2 связано с р* следующим 
образом: 0 ^ р 2^ т ] 2^ 1 .  В случае линейной зависимости 
между переменными р2 =  г|2. Разность rj2—р* может быть 
использована как  показатель нелинейности связи между 
переменными..

При вычислении т)2 по выборочным данным получа­
ем выборочное  корреляционное  отношение. Обозначим 

л
его rj2. Вместо дисперсий в этом случае используются нх 
оценки. Тогда формула (9.12) принимает вид

Пример 9.3. По данным, приведенным в табл. 10.3, вычислить 
выборочное корреляционное отношение.

Л
Р е ш е н и е .  Вычислим ц2 по формуле, приведенной выше. 

Представим и Sy|J( в следующем виде:

2  У* ти / 2  Ути \*

2 Х  ) ’у '  у /

4-и = т т —  2 ® w —yia тх-
х.и

Суммы, необходимые для вычислений, приведены в табл. 10.3 
и 9.2. Имеем s£ = 0,6746.

v
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у =» 2  Ути ^  ти *“  *.824.
Найдем у:

Имеем Sy-* =0,5528 Таким образом, г)г=*0,8194.
Т а б л и ц а  9.2

У(х) !/(*)— У mX Сй*)—й* тх

6 ,06 1,23 8 12,1032
5 ,29 0 ,47 9 1,9881
5 ,20 0 ,38 6 0,8664
4 ,50 - 0 , 3 2 8 0,8192
4 .53 —0,29 6 0,5046
4, 16 - 0 , 6 6 5 2,1780
3 ,80 - 1 , 0 2 4 4,1616
3 ,70 - 1 , 1 2 4 5,0176

2 50 27,6387

§ 9.8. Понятие о многомерном корреляционном 
анализе

Частный коэффициент корреляции. Основные поня­
тия корреляционного анализа, введенные для двумерной 
модели, можно распространить на многомерный случай. 
Задачи и предпосылки корреляционного анализа были 
сформулированы в § 9.3. Однако если при изучении вза ­
имосвязи переменных по двумерной модели мы ограни­
чивались рассмотрением парных коэффициентов корре­
ляции, то для многомерной модели этого недостаточно. 
Многообразие связей между переменными находит от­
ражение в частных и множественных коэффициентах 
корреляции.

Пусть имеется многомерная нормальная совокуп­
ность с гп признаками Х\, Х2, Xit .... Xm. В этом слу­
чае взаимозависимость между признаками можно опи­
сать корреляционной матрицей. Под корреляционной 
матрицей будем понимать матрицу, составленную из 
парных коэффициентов корреляции (вычисляются по 
формуле (9 .1 )) :

~ 1 Pl2 • ' * Plm

Qm = Ptl I * * * Plm
РЛ

_PmX Pmi . . . 1
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где Pjft — парные коэффициенты корреляции; щ — поря­
док матрицы.

Оценкой парного коэффициента корреляции являет­
ся выборочный парный коэффициент корреляции, опре­
деляемый по формуле (9 .2 ) , однако для т  признаков 
формула (9.2) принимает вид

П
2  —**)

Г]к =  — --------------------------  O', k = 1,2......... rn), (9.15)
" V * *

где j, к — порядковые номера признаков.
Как и в двумерном случае, для оценки коэффициен­

та корреляции необходимо оценить математические 
ожидания и дисперсии. В многомерном корреляционном 
анализе имеем т математических ожиданий и т диспер­
сий, а такж е  т ( т — 1)/2 парных коэффициентов корре­
ляции. Таким образом, нужно произвести оценку 2ш+, 
-f-m(m— 1 )/2  параметров.

В случае многомерной корреляции зависимости меж ­
ду признаками более многобразны и сложны, чем в д ву ­
мерном случае. Одной корреляционной матрицей нельзя 
полностью описать зависимости между признаками. 
Введем понятие частного коэффициента корреляции 1-го 
порядка.

Пусть исходная совокупность состоит из т  призна­
ков. Можно изучать зависимости между двумя из них 
при фиксированном значении / признаков из т — 2 ос­
тавшихся. Рассмотрим, например, систему из 5 призна­
ков. Изучим зависимости между Xi и Xi при фиксиро­
ванном значении признака Яз. В этом случае имеем ча­
стный коэффициент корреляции первого порядка, так 
к ак  фиксируем только один признак.

Рассмотрим более подробно структуру частных ко­
эффициентов корреляции на примере системы из трех 
признаков Х\, Х2, Х3. Эта система позволяет изучить 
частные коэффициенты корреляции только первого по­
рядка, так  к ак  нельзя фиксировать больше одного приз­
нака. Частный коэффициент корреляции первого поряд­
ка для признаков Я] и Х2 при фиксированном значении 
Х3 выражается через парные коэффициенты корреляции 
и имеет вид

Риз =  (Ри Pis Р а з ) ( I  Р|з)(1 Ргз) • (9.16)
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Частный коэффициент корреляции, так  же как  и пар­
ный коэффициент корреляции, изменяется от — 1 до 1. 
В общем виде, когда система состоит из т признаков, 
частный коэффициент корреляции /-го порядка может 
быть найден из корреляционной матрицы. Если 1 = т — 
—2, то рассматривается матрица порядка т, при / < т — 
— 2 — подматрица порядка /+ 2, составленная из элемен­
тов матрицы Qm, которые отвечают индексам коэффици­
ента частной корреляции. Например, корреляционная 
матрица системы из пяти признаков имеет вид

-  1 Pi* Pis Pl4 Pi »

Р21 1 Р23 Р24 Рг*

Ри Р32 1 Рз4 Рзв

р41 Р « Р43 1 Р45

_  Ры р52 Р&3 Рм 1

Д ля определения частного коэффициента корреля­
ции второго порядка, например Р12.45. следует использо­
вать подматрицу четвертого порядка, вычеркнув из ис­
ходной матрицы Q5 третью строку и третий столбец, 
так  к ак  признак не рассматривают.

В общем виде формулу частного коэффициента кор­
реляции /-го порядка (1—т —2) можно записать в виде

Р/* .д .....,» =  < ?/ * / (< W ,/2 ’ (9 1 7 )
где Qjk — алгебраические дополнения к элементу pj* 
корреляционной матрицы Qm; Qjj и Q** — алгебраичес­
кие дополнения к элементам рц  и р** корреляционной 
матрицы Qm.

Очевидно, что выражение (9.16) является частным 
случаем выражения (9.17), в чем легко убедиться, рас­
смотрев корреляционную матрицу Q3.

Оценкой частного коэффициента корреляции /-го 
порядка является выборочный частный коэффициент кор ­
реляции l-го порядка.  Он вычисляется на основе корре­
ляционной матрицы, составленной из выборочных пар­
ных коэффициентов корреляции:

1 г  11 * ' • Т\m



Формула выборочного частного коэффициента корре­
ляции имеет вид

r jk  1 .2.......m я  Ч / к Ц Ч ц  4kk ) l/~' ( 9 - 1 9 )

где qjh, qj j , qkh — алгебраические дополнения к соответ­
ствующим элементам матрицы (9.18).

Частный коэффициент корреляции /-го порядка, вы­
численный на основе п наблюдений над признаками, 
имеет такое ж е распределение, что и парный коэффици­
ент корреляции, вычисленный по п—1 наблюдениям. По­
этому значимость частных коэффициентов корреляции 
оценивают так  же, к ак  и в § 9.6.

Пример 9.4. Д ана матрица выборочных парных коэффициентов 
корре-тяцнн размерности т —4 (п=»50)з

1 —0 ,8 5  —0,62  —0,21~
—0 ,8 5  1 —0,53  0 ,34 
- 0 , 6 2  0 ,5 3  1 0 ,46  

. - 0 , 2 1  0 ,34  0 ,4 6  1

Вычислить оценки частных коэф ф ициентов корреляции перво­
го и второго порядков.

Р е ш е н и е .  Д ля вычисления Г|2.з воспользуемся формулой 
(9 .16), заменив значения параметров их оценками:

'12.3 —  0 .8 5  -  ( - 0 ,6 2 .0 ,5 3 ) / К [1  - ( - 0 , 6 2 ) * ]  [ 1 - 0 , 5 3 * ]  =
= — 0 ,7 8 .

Оценим значимость вычисленного коэффициента корреляции. 
Проверим нулевую гипотезу # о : р ! 2.зв О. Уровень значимости а=» 
= 0,05, число степеней свободы fc— (я —/)— 2=»47. Вычислим ста­
тистику: V  (я  — 2)/(1 — г 2) « —8,544. По табл. 5 приложений 
находим критическое значение fo.os; 47“ 2,00; имеем |—8,544|> 2,00 . 
Гипотезу о равенстве нулю коэффициента корреляции следует от­
вергнуть. Можно говорить о наличии корреляционной связи между 
X, и Х2 при фиксированном значении Х3.

Вычислим Г23.15

. ГгJ.t =  0,53 -  ( - 0 ,8 5  -  0 ,6 2 ) /К [1  -  (20,85)*] [1 — 0,62*] =  0,007.
Оценим значимость коэффициент корреляции. Имеем: //„■* 

" p » . i “ 0, Л—(я —/)— 2 = 47, а - 0 ,0 5 ;  статистика /=0,0048; крити­
ческое значение /о.об; 47*2,00; 10,00481 < 2 ,00 . Нет оснований отвер­
гать нулевую гипотезу. Величина г*з.| показывает, что при фикси­
рованном значении признака Х\ корреляция м еж ду Х2 и Х3 отсут­
ствует.

Д ля нахождения гц.34 воспользуемся формулой (9 .19), кото­
рая в нашем случае имеет вид

т\*.34 =  4 v j V  Яп Я п  

16* . 243



Вычислим алгебраические дополнения к элементам матрицы 
г  12, г\\% г » .  Д ля элемента г& алгебраическим дополнением являет­
ся определитель

- 0 , 8 5  0 ,5 3  0 ,34  
ql t = ( — 1 )э —0 ,6 2  1 0 ,4 6  

—0,21 0 ,4 6  1
Далее находим qи - 0,42. Аналогично, 0,56, ?2 2 -0 ,4 8 , от­

куда Г,2.14-0 ,8 1 .
Оценим значимость вычисленного коэффициента корреляции! 

//о : Ри м —0, Л—(л — /)— 2 —46, а —0,05, / *9 ,37 ; критическое зна­
чение /о,об; 46—2,00, 19 ,371 >2,СЮ. Нулевую гипотезу отвергаем. 
Можно говорить о наличии корреляционной связи м еж ду призна­
ками Х\ и Х2 при фиксированном значении признаков X3 и Х4.

Множественный коэффициент корреляции. Часто 
представляет интерес оценить связь одного из признаков 
со всеми остальными. Это можно сделать с помощью 
множественного, или совокупного ,  коэффициента корре­
ляции

где |QW| — определитель корреляционной матрицы Qm; 
Qjj — алгебраическое дополнение к элементу pjj.

Квадрат коэффициента множественной корреляции 
Ру., 2 ^назы вается  множественным коэффициентом детер­
минации. Коэффициенты множественной корреляции и 
детерминации — величины положительные, принимающие 
значения в интервале 0 < р /12  ^ < 1. Оценками этих ко­
эффициентов являются выборочные множественные ко­
эффициенты корреляции и детерминации, которые обо­
значают соответственно /?/12  т и Формула для 
вычисления выборочного множественного коэффициента 
корреляции имеет вид

где | Qm |— определитель корреляционной матрицы, со­
ставленной из выборочных парных коэффициентов 
корреляции; д ц — алгебраическое дополнение к элемен-

Многомерный корреляционный анализ позволяет по­
лучить оценку функции регрессии — уравнение регрес­
сии. Коэффициенты в уравнении регрессии можно найти 
непосредственно через выборочные парные коэффнци-

(9.20)

(9.21)

ту г„.
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еиты корреляции или воспользоваться методом много­
мерной регрессии (см. § 10.7). В этом случае все пред­
посылки регрессионного анализа оказываются выполнен- 

,  « ыми и, кроме того, связь между переменными строго
линейна.

Пример 9.5. В ычислить оценки множественных коэффициентов 
корреляции и детерминации первого признака со всеми остальны­
ми, используя данные примера 9.4,

Р е ш е н и е .  Оценку множественного коэффициента корреляций
найдем по формуле

* 1. т »  “ 1 1 — 1041/
Вычислив определитель корреляционной матрицы, найдем |<74|“  
—0,11. Алгебраическое дополнение к элементу г м вычислено в при­
мере 9.4 и равно <7и—0,56. Тогда Ri,*345—0,89; R\ 2345 “ 0,80.

Значимость множественного коэффициента корреляции и детер­
минации проверяют с помощью F -критерия Фишера. Проверяется 
нулевая гипотеза Н0 : р2—0. Д ля этого вычисляют статистику Z7— ^2 ^  __ | ____ 2)
■=»— — ----- — ----- , имеющую f -распределение с k ^ n —l—2 и

степенями свободы. По табл. 4 приложений для уровня'значимости 
о  находят Fa  ки ^  . Если F > F 0t кг , нулевая гипотеза отвер­
гается. Коэффициент считают значимым. При F < F a< kli ^  нет ос­
нований отвергать нулевую гипотезу.

§ 9.9. Ранговая корреляция

В некоторых случаях встречаются признаки, не под­
дающиеся количественной оценке (назовем такие приз­
наки объектами).  Попытаемся, например, оценить соот­
ношение между математическими и музыкальными спо­
собностями группы учащихся. «Уровень способностей» 
является переменной величиной в том смысле, что он 
варьирует от одного индивидуума к другому. Его мож­
но измерить, если выставлять каж дому индивидууму от­
метки. Однако этот способ лишен объективности, так 
к ак  разные экзаменаторы могут выставить одному и то­
му ж е  учащемуся разные отметки. Элемент субъективиз­
ма можно исключить, если учащиеся будут ранжирова­
ны. Расположим учащихся по порядку, в соответствии 
со степенью способностей и присвоим каж дому из них 
порядковый номер, который назовем рангом. Корреля­
ция между рангами более точно отражает соотношение 
м еж ду способностями учащихся, чем корреляция между 
отметками.
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Тесноту связи между рангами измеряют так  же, к ак  
и м еж ду признаками. Рассмотрим уж е  известную фор- 
мулу коэффициента корреляции

£ ( * - ! ) ( * - Я
г  =  ± *----------------------- .

nsx sy

Пусть (х—х) = х', ( у—у ) =у'\ тогда, учитывая, что
sx— (x—'xy/n, s u=  V’2 ( у —у ) г1п, можно з а ­
писать * и

г = ( 2 * '  У' )  I  ] / ' 2 дгМ 2 ^ "  • (9.22)

В зависимости от того, что принять за меру разли­
чия меж ду величинами х', у',  можно получить различ­
ные коэффициенты связи меж ду рангами. Обычно ис­
пользуют коэффициент корреляции рангов Кэнделла 
(т) и коэффициент корреляции рангов Спирмэна р.

Введем следующую меру различия между объекта­
ми: будем считать если »< / , и дг, = — 1, если 
»> / . Соответственно у ' =  + 1, если i < / , и у = —\, если 
»>/. Поясним сказанное на примере. Имеем две после­
довательности:

X 2 4 5 1 3

Y 1 5 3 4 2

Рассмотрим отдельно каждую  из" них. В последова­
тельности X первой паре элементов — 2; 4 припишем 
значение + 1 , так  как  /</; второй паре 2; 5 такж е  при­
пишем значение +  1, третьей паре 2; 1 припишем значе­
ние — 1, поскольку />/, и т .д .  Последовательно переби­
раем все пары, причем к аж д ая  пара должна быть учте­
на один раз. Так, если учтена пара 2; 1, то не следует 
■учитывать пару 1; 2. Аналогичные действия проделаем 
с последовательностью У, причем порядок перебора пар 
должен в точности повторять порядок перебора пар в по­
следовательности X. Результаты  этих действий предста­
вим в виде табл. 9.3.

Рассмотрим формулу (9.22). В нашем случае 1.x’2 =* 
= 2 у '  и равна количеству пар, участвовавших в пере-
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Т а б л и ц а  9.3

X X’ Y V' х ’ у '

2;4 +  1 1;5 +  1 +  1
2;5 +  1 1;3 +  1 +  1
2 ,1 — 1 1:4 +  1 — 1
2:3 +  1 1:2 + 1 +  1
4;5 +  1 5;3 - 1 — 1
4;> — 1 5;4 — 1 +  1
4;3 - 1 5:2 —1 +  1
5;1 —1 3;4 +  1 — 1
5:3 —1 3:2 — 1 +  1
1;3 +  1 4:2 —1 ' — 1

2 + 2

боре. К аж дая  пара встречается только один раз, поэто­
му нх общее количество равно числу сочетаний из п по
2, т .е .  С2п= п ( п — 1 )/ (Ь 2 ) .  Обозначая Ел: ' y '=s ,  полу­
чаем формулу коэффициента корреляции рангов Кэн- 
делла:

=  <9 2 3 > 
Теперь рассмотрим другую меру различия между 

объектами. Если обозначить через X средний ранг по­
следовательности X, через Y — средний ранг последова­
тельности Y, то х'=Х—X, y '= Y — Y. Поскольку ранги 
последовательности X w Y есть числа натурального ря­
д а ,  то их сумма равна l/2 п ( п + 1), а средний ранг Х=* 
=  У = (я + 1 )/ 2 .  Тогда V ( * ~  1 Y Lj i==ZA:~ ( Al +

+  1) SX +  " ^  . Сумма квадратов чисел натураль­

ного ряда равна л (л - Н )  (2л+1)/6. Тогда 

Zjc'2 =  п (п +  1 )(2п +  1)/6 — п (п +  1)*/2 +  п (п +  1)*/4 =*
-  п (п +  1 )[(2я +  1 )/6 -  (п +  1 )/4] -  (п3 -  п)/12;

Zy'2= Sjc'2 =  (п3 — п)/12.
Введем новую величину d, равную разности между 

рангами: d= X — У, и определим через нее величину 
2 * У .  Имеем;
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2d* =  2  (X -  У)* =  2  (лг' — у')* =  2* '*  +
+  2 у'2 — 22дс' у'; Их' у' =  1(«3 — п)16 — 2d2l/2. 

Коэффициент корреляции рангов Спнрмэна
р =  1 — 61(Р1(п3 — п). (9.24)

У коэффициентов т и р  разные масштабы, они отли- 
чаются шкалами измерений. Поэтому на практике нель­
зя ожидать, что они совпадут. Чаще всего, если значе­
ния обоих коэффициентов не слишком близки к 1, р по 
абсолютной величине примерно на 50% превышает т. 
Выведены неравенства, связывающие р и т. Например, 
при больших п можно пользоваться следующим прибли­
женным соотношением: — 1 ^ 3 т —2 р ^ 1 ,  или 72Т2+ т — 
— ,/2^ р ^ 3/2*+ .,/2* Коэффициент р легче рассчитать, 
однако с теоретической точки зрения больший интерес 
представляет коэффициент т.

При вычислении коэффициента корреляции рангов 
Кэнделла для подсчета s можно использовать следую­
щий прием: одну из последовательностей упорядочива­
ют так, чтобы ее элементы были числами натурального 
ряда; соответственно изменяют и другую последователь­
ность. Тогда сумму 2 х'у' можно подсчитывать лишь по 
последовательности У, так  как  все х/ равны + 1 .

Пример 9.6. Установить, имеется ли корреляционная связь м еж ­
д у  интенсивностью окраски пряжи в 10 партиях сырья, предназна­
ченного для текстильной промышленности, и его влажностью. Вы­
числить коэффициенты корреляции р и т. Эксперт расположил пар­
тии сырья в следующем порядке (табл. 9 .4).

Т а б л и ц а  9.4

Интенсивность окраски X 3 8 5 4 2 10 1 7 9 6

Влажность Y 1 9 10 2 4 7 3 5 8 6

d 2 — 1 - 5 2 —2 3 _о 2 1 0

4 1 25 4 4 9 4 4 1 0

Р е ш е н и е .  Вычислим по формуле (9.24) коэффициент корре­
ляции рангов Спнрмэна р. Д ля этого подсчитаем d и d2. Это удоб­
но сделать непосредственно в исходной таблице. Имсемз 2 d 2«а56; 
Р -  1 -6 -56/ (1000— 10) -0 ,6 6 .
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Вычислим по формуле (9.23) коэффициент корреляции рангов 
Кэнделла т. Д ля этого упорядочим последовательность X и соот­
ветственно преобразуем последовательность У. Имеем:

*  ■
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

к 3 4 I 2 10 6 5 9 8 7

Теперь Tx'y'—s  можно найти лишь по последовательности У, так 
как все х' имеют значения + 1, поскольку все K j .  Д ля подсчета s 
составим табл. 9.5.

Т а б л и ц а  9.5

' Лк

»

—I 
—1 
+1

-и
+1
+1
+1

+1
+1
+1
+1
- I

+1 
+1 
+1 
+1 
— 1 
—1

+  1 +  1 +  1 + 5
4-1 +  1 +  1 + 4
+  1 +  1 +  1 + 7
+  1 +  1 +  1 + 6
— 1 — 1 - 1 —5
+  1 +  1 +  1 + 2
+  1 +  1 +  1 + 3

— 1 — 1 - 2
—1 — 1

------  -Н9%
Расхождение в оценке тесноты связи меж ду двум я коэффици­

ентами довольно значительное (этот пример показывает, насколько 
проще вычислять коэффициент Спнрмэна).

Итак, 2 * У - 5 -  + 19; т - 2 - 19/10-9=38/90=0,42.
Установлено, что распределение р и t  при п-+оо приближается 

к нормальному, поэтому довольно просто оценить значимость 
этих коэффициентов (см. § 9.6).

Если нельзя установить ранговое различие несколь­
ких объектов, говорят, что такие объекты являются с в я ­
занными. В этом случае объектам приписывается сред­
ний ранг. Например, если связанными являются объекты 
4 и 5, то им приписывают ранг 4.5; если связанны­
ми являются объекты 1, 2, 3, 4 и 5, то их средний ранг 
( 1+ 2+ 3+ 4+ 5)/5= 3. Сумма рангов связанных объек­
тов должна быть равна сумме рангов при ранжировании 
без связей. Формулы коэффициентов корреляции д л яр  
и т в этом случае такж е  можно вывести из формулы 
обобщенного коэффициента корреляции, только знаме­
натель выражения (9.21) в этом случае не равен 
п(п— 1)/2. Если / последовательных членов связаны, то 
все оценки, относящиеся к любой выбранной из них па­
ре, равны нулю; число таких пар <(/— 1), Следователь-
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но, Z x ' 2— [ н (п— 1 ) — 2 t ( t — 1 ) ] /2. Соответственно Для

другой последовательности 2 у ’2= [ п ( п — 1)— 2  м ( « —
и

— 1) ]/2, где t и и — число связанных пар в последова­
тельностях.

Обозначая Т=  2  t ( t— I)/2, U=  2  и(и— 1)/2, полу­

чаем

т  =
К л  (л — 1)/2 — Г  К л  (л — 1)/2 -  U

Аналогично находим выражение для р. Только в этом 
случае Т=  2  ( t3—/)/12, U=  2  (и3—ы)/12, где < и м —

< и
число связанных пар в последовательностях, а

Р =
К ( л 3 — л)/6 — 2Г V (л3 — л)/6 — 2U

Пример 9.7. На соревнованиях по фигурному катанию судьи 
следующим образом расположили участников соревнований:

Участники А Б В Г Д £ Ж 3 И К

1 судья 1,5 1,5 3 4 6 6 6 8 9 ,5 9 ,5
11 судья 1 2 4 4 4 6 7 8 У 10

Установить, насколько объективны оценки судей, т. е. на­
сколько тесна связь м еж ду оценками. Вычислить коэффициенты 
ранговой корреляции р и  т.

Р е ш е н и е .  Сначала вычислим коэффициент р. Для этого не­
обходимо найти Т и U. Первый судья поделил первое место меж ду 
участниками А н В. Их объединенный ранг (14-2)/2—1,5. Участ­
ники Д , £ , Ж  поделили 5, 6 и 7-е места. Их объединенный ранг 
равен 6 и т. д. При вычислении Т имеем: А и В — два объединен­
ных ранга, Д , £ , Ж — три объединенных ранга и И, К — два объ­
единенных ранга. Таким образом,
Т «  [(23 — 2) 4- (За —3) +  (2* — 2)1/12 = 3, U = ( 3 * - 3)/12 = 2j 

р = (1000 10)/6 (3 +  2) 7 _ _  0 956#

V"£1000 — Ю)/6 — 6J ((1000 — Ю)/6 — 4J

Д л я вычисления коэффициента корреляции рангов необходимо 
найти значение s, т. е. Zx'y'. Если /, то х '—О (или 0 ). Соста­
вим таблицу для подсчета Ъх'у' (табл. 9 .6 ).
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Т а б л и ц а  9.6

* v * v х ' у ' х ' у * х ' у '  х'у* * v * v x9yfxtyt х ' у ’ х ' у ’ х ' у*х’ у ' х ' у ' х ' у 9

0 1 о 1 1 1 1 0 0 1 0 Ъ 0 1 0 0 1 0 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 1 1 1 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 2  2
1 1 1 
1 1 1 
1 1 1 
1 1 1 
1 1 1 
1 1 1

1 1 1 
1 1 1 
1 1 1 
1 1 1 
1 1 1 
2  8

1 1 1 
1 1 1 
1 1 1 
1 1 1
2  5

1 1 1 
1 1 1 
1 1 1
2  5

1 1 1 
1 1 1

2  3

1 1 1
2  3

2  3

2 8
0 1 0
2 0

Порядок заполнения таблицы описан выше.
Д алее находим:

s = 8 - f 8  +  5 +  5 +  3 + 3  +  3 +  2 +  0 = 3 7 ,
Т =  (2-1 +  3 -2  +  2* 1)/2 =  5 , U =  ( 3 2 ) / 2  =  3.

Отсюда Т = 3 7 / К (4 5 —5) (45—3) — 3 7 / ^ 4 0 -4 2 = 0 ,9 0 2 . Итак, 
можно сделать вывод, что оценки, данные судьями участникам со- 
ревнований, в достаточной мере объктивны. Это подтверждают ве­
личины обоих коэффициентов корреляции.

Если имеется несколько последовательностей, то воз­
никает необходимость определить общую меру согласо­
ванности между ними. Такой мерой является коэффици- 
ент конкордации.

Пусть m — число последовательностей, п — количе­
ство рангов в каждой последовательности. Тогда коэф­
фициент конкордации

Г  =  <9 '25> 

где d  — фактически встречающееся отклонение от сред­
него значения суммы рангов одного объекта.

Пример 9.8. Судьи расставили 6 участников соревнований по 
фигурному катанию следующим образом;
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Участники А Б Ь ф р д  Е

Судья 1 
Судья II 
Судья III

5 4 1 6 3 2 
4 6 2 3 5 1 
3 4 2 6 5 1

Сумма рангов 12 14 5 15 13 4

Установить, насколько согласованы действия судей.
Р е ш е н и е .  Д ля вычисления коэффициента конкордацни не­

обходимо найти d. Предварительно подсчитаем среднее значение 
суммы рангов одного объекта. Это можно сделать, вычислив сум ­
му рангов, выставленную тремя судьями по всем объектам и раз­
делив ее на число объектов, т. е. 63/6=10,5, или ж е можно вос­
пользоваться формулой т ( п + 1)/2=3*7/2■» 10,5; d  получаем как 
разность между суммой рангов, выставленных одним судьей, н 
средней суммой рангов. Имеем.

2 d * =  113,5 , № =  12113,5/9(216 — 6 )  =  0 ,7 2 .
Величина коэффициента корреляции говорит о том, что дейст­

вия судей хорошо согласованы.
Коэффициент корреляции рангов может быть исполь­

зован для быстрого оценивания взаимосвязи между при­
знаками, не имеющими нормального распределения^ и 
полезен в тех случаях, когда признаки поддаются ранжи­
рованию, но не могут быть точно измерены.

d 1,5  3 ,5  - 5 , 5  4 ,5  2 ,5  —6 ,5

2 ,25  12,25 30,25 20,25 6 ,25  42,25



Регрессионный анализ

§ 10.1. Основные положения регрессионного 
анализа

Основная задача регрессионного анализа — изучение 
зависимости между результативным признаком У и на­
блюдавшимся признаком X, оценка функции регрессии.

Предпосылки регрессионного анализа:
1) У — независимые случайные величины, имеющие 

постоянную дисперсию;
2) X — величины наблюдаемого признака (величины 

не случайные);
3) условное математическое ожидание М(У|Х=дг) 

можно представить в виде
M .(y | x  =  *) =  <p(*) =  p0 +  M .  (10.1)

Выражение (10.1), к ак  у ж е  упоминалось в § 9.2, на­
зывается функцией регрессии (или модельным уравне­
нием регрессии) У на X. Оценке в этом выражении под­
леж ат параметры р0 и Pi, называемые коэффициентами 
регрессии, а такж е  о^ т—остаточная дисперсия.

Остаточной дисперсией называется та часть рассеи­
вания результативного признака, которую нельзя объяс­
нить действием наблюдаемого признака. Остаточная 
дисперсия может служить для оценки точности подбора 
вида функции регрессии (модельного уравнения регрес­
сии), полноты набора признаков, включенных в анализ. 
Оценки параметров функции регрессии находят, исполь­
зуя метод наименьших квадратов.

В данной главе рассмотрен линейный регрессионный 
анализ. Линейным он называется потому, что изучает 
лишь те виды зависимостей <р(х), которые линейны по 
оцениваемым параметрам, хотя могут быть нелинейны



по переменным X. Например, зависимости М (У | Х =  
=  дс)=ф,(дс) =  P o + P i^+ 'M . M(Y\X =  х) = ф 2(д:) =  
=  Po+Pi/*. Л 1 (У |Х = х)= ф з(* ) =  Ро+Р1.И-Р2* 2 линей- 
ны относительно параметров Poi Pi. Р2, хотя вторая и 
третья зависимости нелинейны относительно перемен­
ных х. Вид зависимости ф(*) выбирают, исходя из ви­
зуальной оценки характера расположения точек на поле 
корреляции; опыта предыдущих исследований; сообра­
жений профессионального характера, основанных на 
знании физической сущности процесса.

Важное место в линейном регрессионном анализе 
занимает так  называемая «нормальная регрессия». Она 
имеет место, если сделать предположения относительно 
закона распределения случайной величины У. Предпо­
сылки «нормальной регрессии»:

1) Y — независимые случайные величины, имеющие 
постоянную дисперсию и распределенные по нормально­
му закону;

2) X — величины наблюдаемого признака (величи­
ны не случайные);

3) условное математическое ожидание M(Y\Х=х) 
можно представить в виде (10.1).

В этом случае оценки коэффициентов регрессии — 
несмещенные с минимальной дисперсией и нормальным 
законом распределения. Из этого положения следует, 
что при «нормальной регрессии» имеется возможность 
оценить значимость оценок коэффициентов регрессии, а 
такж е  построить доверительный интервал для коэффи­
циентов регрессии и условного математического ожида­
ния AI ( У j ЛГ=х).

§ 10.2. Линейная регрессия%

Рассмотрим простейший случай регрессионного ана­
л и з а — модель вида (10.1), когда зависимость ср(дс) ли> 
нейна и по оцениваемым параметрам, и по переменным. 
Оценки параметров модели (10.1) Ро и Pi обозначим 
Ь0 и Ь\. Оценку остаточной дисперсии о ^ ,  обозначим 
6ост • Подставив в формулу (10.1) вместо параметров их 
оценки, получим уравнение регрессии у(х) = b 0+biX\, 
коэффициенты которого Ь0 и Ь\ находят из условия ми­
нимума суммы квадратов отклонений измеренных зна-
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чении результативного признака у\ от вычисленных по 
уравнению регрессии y[Xi):

или< ? = 2  («л— ^ o o i s =  min*
1—1

Q - ^ y i  — bo — bi X/la =  min
м

Составим систему нормальных уравнений: первое 
уравнение

п

?Ь° &

i - l  ««I i - i
п п

откуда пЬ„ +  Ьг % Х! =  у
1—1 I— I

второе уравнение
п

* ^ -  =  2 lyt — Ь0 — Ьх х(] =  О,
1 =  1

п п п

откуда Ь0^ х ( + х? =  2 Х{Ус'
1—1 »—1

Итак,

A + b i 2 x' ==2 y<’/—1 i - l

Ь о ^  + Ь ^ х ' ^ ^ х м .
(10.2)

/-I i - l  i - l

Оценки, полученные по способу наименьших квадра­
тов, обладают минимальной дисперсией в классе линей­
ных оценок. Решая систему (10.2) относительно Ь0 и Ь\, 
найдем оценки параметров р0 и

255



и-*-*!!*'?"
b. =  - i= i------------------— ------— ------ , (Ю.З)

k H b J h
к  = ( j 2 > ) /  n ~  61 ( 2 * '  nz= у ~ biX- (10-4)

Остается получить оценку параметра a\ct . Имеем

S0CT =  ^ [У‘ ~ У  М 1*» ( 1 0 5 )
1=1

где п — количество наблюдении.
Если п велико, то для упрощения расчетов наблю­

давшиеся данные принято группировать, т. е. строить 
корреляционную таблицу. Пример построения такой таб­
лицы приведен в § 9.5. Формулы для нахождения коэф­
фициентов регрессии по сгруппированным данным те же, 
что и для расчета по несгруппированным данным, но

п п п п *п

суммы V x „  Vy<» 2 * ' ’ 2 У‘ заменяют на
<*1 1—1 | = 1 1—1

2  хтх • 2  хУт*у' 2 х% тх' 2  у г т«'
х у ху X у

где тх, т у и тху — частоты повторений соответствующих 
значений переменных. В дальнейшем часто использует­
ся этот наглядный прием вычислений.

Пример 10.1. По данным, приведенным в табл. 9.1, оценить па­
раметры уравнения регрессии. Предполагается, что связь вы ража- 
ется формулой (10.1).

Р е ш е н и е .  При сгруппированных данных удобно использо­
вать следующие формулы:

2  х Ут * у  ~~ (2 х т *  2  Ут у ) 12 т * у
в  х ,у  V X_______ у  1\ху

2  х* т *  -  ( 2  т ху

о = 2  ут у / 2  ту — 2  *т * / 2  т *-
I у  X I X

IX у

Ь, Г
У 1 У

Используя суммы, вычисленные в табл. 9.2, получаем: b 
« 5 ,1 6 7 ; &ов 22,082. Уравнение регрессии имеет вид у (х )  —22,082 +> 
4*5,167 х.
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Т а б л и ц а  10.2

аГ
»Г
а»

Н,
г*
ir

I?и

ц1

? X*

цЕ

*W

ц
С

22,14 29,832 7 —7,69 414,952 - 2 5 ,2 6 4466,473 80,92
31 ,47 35,00 17 —3,53 211«835 —15,93 4314,003 97,92
42 ,89 40,166 19 2 ,72 140,982 —4,51 386,462 37,24
48 ,33 45,336 36 3 ,00 322,704 0 ,93 31,136 5 ,7 8
52 ,57 50,500 33 2 ,07 141,402 5 ,17 882,054 11,88
52 „62 55,668 21 - 3 , 0 5 195,196 5 ,12 550,502 53,76
5 ? ,2 2 60,834 9 - 3 ,6 1 117,548 9 ,82 867,892 60,84
63 ,75 66,002 8 —2,25 40,554 15,35 1884,980 103,68

2 150 1585,073 13383,502 452,05

Промежуточные результаты вычислений оценки остаточноА 
дисперсии приведены в табл. 10.2. По данным табл. 10.1 находим: 
у=7\ 10/150=47,4, 735/150— 4,9.

Д ля сгруппированного ряда остаточную дисперсию оценим по 
формуле

4 , *  { 2  1У« — У (xi)]*m*|/(п —2).
X

откуда «ост”  1585,073/148=10,711, «ом—3,38.

§ 10.3. Нелинейная регрессия

Рассмотрим случай, когда зависимость нелинейна по 
переменным х, например модель внда

М (У | X =  х) =  <р (х) =  ро +  рх/дс. (10.6)

На рис. 10.1 изображено поле корреляции. Очевид­
но, что зависимость между Y и X нелинейная и ее гра-
SiniccKiiM изображением является не прямая, а кривая, 

ценкой выражения (10.6) является уравнение регрес­
сии

у  (х) =  Ь0 + bjx, 
где Ьо и Ь\ —  оценки коэффициентов регрессии р 0 и p i. 
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Принцип нахождения коэффициентов тот ж е — метод 
наименьших квадратов, т .е .

или
i - l

i - i

Дифференцируя последнее равенство по Ь0 и Ь\ и при­
равнивая правые части нулю, получаем так  называемую 
систему нормальных уравнений:

+  2 v * <  =  l l 4'"
(10.7)i - l i - l

п
i - l
п

2  ь °/х‘ +  2 =
i - l  i - l  i - l

Пример 10.2. По данным, приведенным в табл. 10.3, вычислить 
коэффициенты в уравнении регрессии. Связь м еж ду переменными 
имеет вид (10.6).
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Т а б л и ц а  10.3

\  Объем 
сбыта то- 

\  варов х. 
\  млн. руб.

Относи-
тельный
уровень \  

издержек X  
обраще* X  
ния у. %

4—6 
5

6 -8
7

8—10
9

10—12
11

12—14
13

14—16
15

16-18
17

18-20
19

♦
mv

ifniy утху/х

3 ,4 —3 ,8  
3 ,6 2 3 5 18 64 ,8 0,9918

3 .8 —4 ,2  
4 ,0 1 1 3 2 1 8 32 128 2,1524

4 , 2 - 4 , 6  
4 ,4 1 4 2 2 9 39 ,6 174,24 3,3523

 ̂ 4 ,6 —5 .0  
4 ,8

1

3 1 3

•

3 10 48 230,4 5,0074

5 ,0 —5 ,4
5 ,2  , 3 2 5 26 135,2 3,3842

5 ,4 —5 ,8  
5 ,6 2 2 2 5 28 156,8 4,4621

5 ,8 - 6 , 2  
6 ,0 3 I 4 24 144 4,2666

6 , 2 - 6 , 6  
6 ,4 3 1 . ✓ • 4 2 5 ,6 163,84 4,7546

тх
8 9 6 8 6 5 4 4 50 2 41 ,2 1197,28 28,3714

—  тх
X

1,600 1,2857 0,6667 0,7273 0,4615 0,3333 0,2353 0,2105 5,5203 •

—  т х 
х*

0,3200 0,1837 0,0741 0,0661 0,0355 0,0222 0,0138 0,0111 0,7265

— 2у/яху У1Хшш ---------
тх

6 .05 5 ,29 5 ,20 4 ,50 4 ,5 3 4 ,16 | 3 ,80 J 3 ,70



Р е ш е н и е .  В табл. 10.3 приведены все необходимые суммы 
для составления нормальных уравнений, а такж е средние значения 
У*(х ) для каждого интервала изменения х. Значения y t (x )  приве­
дены в последней строке таблицы и нанесены на поле корреляции 
(рис. 10.1). Решив уравнения (10.7), можно вычислить значения 
y(Xi)  и построить линию регрессии. Запишем систему уравнений 
(10.7) в виде

л*о+Ь\ 2  т х / х =■ 2  у т ч•
* и

Ьо 2  т * ,х  +  * 12  ш* /х* = 2  Ут ху!*>X X ху v
или

Г 506© +  5,52036* *= 2 4 1 ,2 ,
% 1 5,520360 +  0 ,7 26 5 ^  =  28 ,3714, 

откуда 6| —14,881, Ь0—3,181._  Уравнение регрессии (10.6) теперь 
принимает вид у  (х) =  3,181 +  14,881/х.
Используя формулу для оценки дисперсии по данным сгруппиро­
ванного ряда, вычислим s£CT (табл. 10.4). Среднее значение у — 
= 2  y m j n =241,2/50 = 4,82.

Т а б л и ц а  10.4

Vi У <**) т я \у(~-у)г т

6 ,05 6 ,16 8 5 —0,11 0,0968 12,1032
5,29 5,31 9 7 —0,02 0,0036 1,9881
5,20 4 ,83 6 9 + 0 ,3 7 0,8214 0,8664
4 ,50 4,53 8 11 —0 ,0 3 0,0072 0,8192
4 ,53 4,32 6 13 + 0 ,21 0,2646 0,5046
4, 16 4, 17 5 15 —0,01 0,0005 2,1780
3,80 4 ,05 4 17 —0,25 0,2500 4,1616
3 ,70 3 ,96 4 19 —0,26 0,2704 * 5,0176

2 1,7145 27,6387

Остаточная дисперсия s£CT = 1,7145/48*0,358.
Полученная линия регрессии нанесена на рис. 10.1. Как следу­

ет из рисунка, форма связи (гипербола) выбрана правильно. По­
лученная линия регрессии является хорошей аппроксимацией эм- 
лирических данных.

В общем случае нелинейной зависимости м еж ду пе­
ременными Y и X связь может выражаться многочленом 
к-й степени от х:

M (Y\Х =  х) =  р0 +  fox  +  М а +  ... +  Р***.
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Коэффициенты регрессии определяют по принципу 
наименьших квадратов. Система нормальных уравнений 
имеет вид

bt n + Ь1^ х 1 + ba 2 * ?  +  ... + 6 * 2 * *  e
i - i  i=i i - i

bo^X i + +  ... + b k^ / i +' = J y i x , .
i - i  i-1 (-1 i - i  <-1

» .  2 * * + '’■ 2 * f+' +  b‘ 2 * ! +!+  -  +
1=1 i~ l  i—l

4*1 l—l

Вычислив коэффициенты системы, ее можно решить лю­
бым известным способом.

Пример 10.3. По данным, приведенным в табл. 10.5, оценить 
параметры уравнения регрессии. Переменные связаны меж ду собой 
зависимостью М(У|X—х ) —PoHiPiJ+Pi*1 (уравнение параболы). 

Р е ш е н и е .  Система нормальных уравнений имеет вид
60 50 50

b0 n +  b i ' 2 j x l +  b%2 l x? =  2 1 м »
1 1 I

50 50 50 50

0̂ 2  Х1 e  2 - ^I 1 1 1
50 50 50 50

*0 2  ** +  *1 2  *? +  b2 2  *< =  2  »*?•1 1 1 1

Используя данные табл. 10.5, получаем следующую систему нор­
мальных уравнений:

5060 +  1256, +  365^2 =» 151, * о +  2 ,5 6 ,+  7 , 3 6 , - 3 , 0 2 ,
12560 +  3656| +  11756,=* 405, или *0 +  2 ,926 , +  9 ,4 6 , =  3 ,2 4 ,
3656в +  11756^ +  40256, =  1237 , 60 +  3 ,226 , +  11,036, =  3 ,39 .

Решая данную систему уравнений, найдем значения коэффициент 
тов регрессииз 60—1,424, 6 ,-0 ,7 9 9 , 6 ,——0,055. Уравнение регрес­
сии имеет вид

1,424 +  0 ,799* — 0,055х*.

Оценим остаточную дисперсию. Все вычисления сведены в 
табл. 10.6.
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Т а б л и ц а  10.5

VI lM*j) m X [U(-V <V)im (Uf-У) t y —Й1 m

2,100 2,168 10 1 0,046 - 0 , 9 2 8,464
2,933 2,802 15 2 0,256 - 0 ,0 8 7 0,1125
3,200 3,326 15 3 0,237 + 0 ,18 0 0,486
3,800 3,740 10 4 0,036 + 0 ,7 8 0 6,084

2 0,575 15,1465

Остаточная дисперсия

4 ,  _  _  0.575Л7 -  0,0122.
т п — т — 1

§ 10.4. Оценка значимости коэффициентов регрессии. 
Интервальная оценка коэффициентов регрессии

Проверить значимость оценок коэффициентов рег­
рессии— значит установить, достаточна ли величина 
оценки для статистически обоснованного вывода о том,



что коэффициент регрессии отличен от нуля. Для этого 
проверяют гипотезу о равенстве нулю коэффициента 
регрессии, соблюдая предпосылки «нормальной регрес­
сии». В этом случае вычисляемая для проверки нулевой 
гипотезы Но : р = 0  статистика

t = \ Ыаь\ (10.8)
имеет распределение Стьюдеита с k = n —2 степенями 
свободы (Ь — оценка коэффициента регрессии, s& — 
оценка среднего квадратического отклонения коэффици­
ента регрессии, иначе стандартная ошибка оценки). По 
уровню значимости а  и числу степеней свободы Л находят 
по таблицам распределения Стьюдеита (см. табл. 5 прило­
жений) критическое значение tak, удовлетворяющее ус­
ловию Р(  |/| ^ / а ») ^ а .  Если |/| ~ t̂a k , то нулевую гипо­
тезу о равенстве нулю коэффициента регрессии отверга­
ют, коэффициент считают значимым. При нет 
оснований отвергать нулевую гипотезу.

Оценки среднего квадратического отклонения коэф­
фициентов регрессии вычисляют по следующим форму­
лам :

Ч  =  «остIVn=2> sbl =  - ~ " Ь г  , (Ю.9) 
_____________  S* V я—2П _
2  (х{—ху/п\ s i "  — оценка остаточной дис­

персии, вычисляемая по формуле (10.5).
Доверительный интервал для значимых параметров 

строят по обычной схеме (см. гл. 5 ). Из условия

Р — 6 ) 4  < < „.,)  =  1 — « .
где a  — уровень значимости, находим

Пример 10.4. Проверить значимость оценок коэффициентов ре­
грессии вычисленных в примере 10.1, считая, что предпосылки «нор­
мальной регрессии» соблюдены. Если оценки значимы, то построить 
доверительные интервалы для параметров р0 и Pi.

Р е ш е н и е .  Оценку остаточной дисперсии вычислим по фор­
муле $оСТ"2 [у <  — y{Xi)]2m x/n — 2 Необходимые суммы квадра­
тов приведены в табл. 10.2. Имеем: s£CT —1585,073/148—10,711, 

«осэ-3 ,28 . Далее находим s bt -Soct/V ^ л—2 -0 .2 7 , отсюда tb%=* 
*81 ,8 7 . Вычислим теперь s ь% ^Socj/sxV п  — 2. Сумму квадратов.



необходимую для определения s*__возьмем из табл. 10.2: «*=•
—V  452/150-1,77 ; s bf-3 ,2 8 / 1 ,7 7 ^  1 4 8 -0 ,15 . Вычислим статисти­
к у ! tbi -5 ,1 7/ 0 ,15 -34 ,45 . По табл. 5 приложений для а - 0 ,0 5  и Л -  
=  148, находим /«.о»; 14$ ^  196. Итак, 87 ,78> 1 ,96 , 34 ,46> 1 ,96 . Сле­
довательно, нулевую гипотезу о равенстве нулю коэффициента 
регрессии следует отвергнуть. Коэффициенты регрессии значимы.

Доверительные интервалы для коэффициентов регрессии т а ­
ковы:

2 2 ,0 8 2 — 1 ,9 6 -0 ,2 7  < Р„ < 2 2 ,0 8 2 +  1 .9 6 -0 ,2 7 ,
21 ,55  < р , <  22 ,61 ,

5 ,1 7 - 0 ,9 6 .0 ,1 5  < Pi < 5 , 1 7 + 1 ,9 6 -0 ,1 5 ,
4 ,88  < p i < 5 ,4 6 .

С вероятностью Я —1—а —0,95 параметры не выйдут за вычис­
ленные границы.

§  10.5. Интервальная оценка для условного 
математического ожидания

Линия регрессии характеризует изменение условного 
математического ожидания результативного признака 
от вариации остальных признаков. Точечной оценкой 
условного математического ожидания М (У | Х = х ) явля­
ется условное среднее у(х) .  Кроме точечной оценки для 
Л1(У|Х=х) можно построить доверительный интервал 
в точке х = х 0.

Известно, что ( у ( х ) — М ( У | X = х ) ) имеет рас­
пределение Стьюдента с k = n —2 степенями свободы. 
Найдя оценку среднего квадратического отклонения для 
условного среднего, можно построить доверительный 
интервал для условного математического ожидания 
М (У | Я = х )  в точке х = х 0.

Оценку дисперсии условного среднего вычисляют по 
формуле

(х, — x )2j ,

или для интервального ряда

s](x) =  Socxp/Я +  (Х0 —  x )J/ 2  (10.11)
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Доверительней интервал находят из условия

< 1 й = ш ш = д < ,  Л _ „ ,
\ ■;<„> / 

где а  — уровень значимости. Отсюда

У W  ~  *«.» Ъ*> < М (Y \Х = х) < у  (х) + ta k s - (x).
Доверительный интервал для условного математиче­

ского ожидания можно изобразить графически (рис. 
10.2). Из рис. 10.2 зидно, что в точке х0= х  границы ин­
тервала наиболее близ­
ки друг другу. Распо­
ложение границ дове­
рительного интервала 
показывает, что прогно­
зы по уравнению рег­
рессии хороши только 
в случае,если значение 
х не выходит за преде­
лы выборки, по кото­
рой вычислено уравне­
ние регрессии; иными 
словами, экстраполя­
ция по уравнению рег­
рессии может привести к значительным погрешностям.

Пример 10.5. Рассчитать доверительные интервалы для услов­
ного математического ожидания в точках дг0= 1,5 и дг0в 4,5, ис­
пользуя данные примера 10.1.

Р е ш е н и е .  Сначала вычислим у ( дг0) , используя уравнение ре­
грессии, полученное в примере 10.1. Промежуточные вычисления 
представим в виде табл. 10.7.

Т а б л и ц а  10.7

у<*) шу(*0> 'а * 'н и

1.5 29,83 0 ,59 1,15 28,68 30 ,98
4 ,5 45,34 0 ,27 0 ,5 3 44,81 45 ,87

Находим 5 - . .  Имеем 
у (  * .)

1(1.8) = Ю*7"  I*/150-f-(1.5 — 4 ,9) J/452 = 0 ,3 4 ,  - 0 ,5 9 .

Аналогично проводим вычисления для х0—4,5. Затем по табл. 5 
приложений для уровня значимости а =0,05 и Л—150—2 = 148 на­
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ходим /о,об; не** 1,96. О пределяем верхнюю и нижнюю границы ин­
тер вал а :

2 9 ,8 3 — 1 ,15  < М ( К | Х =  1 ,5 ) < 2 9 ,8 3 +  1 ,1 5 ,
45 ,3 4  — 0 ,5 3  < М  (К | Х = * 4 ,5 )  < 45 ,34  +  0 ,5 3 .

Таким образом, на кр аях  границ ширина интервала больше, чем 
в середине (в точке, близкой к х —4,9 ).

§ 10.6. Проверка значимости уравнения 
регрессии

Оценить значимость уравнения регрессии — значит 
установить, соответствует ли математическая модель, 
выражаю щая зависимость между Y \\Х, эксперименталь­
ным данным. Для оценки значимости в предпосылках 
«нормальной регресссии» проверяют гипотезу //o :p i= 0 . 
Если она отвергается, то считают, что между Y и X нет 
связи (или связь нелинейная). Д ля  проверки нулевой 
гипотезы используют основное положение дисперсионно­
го анализа о разбиении суммы квдратов на слагаемые. 
Воспользуемся разложением (8.3). Общая сумма квад ­
ратов отклонений результативного признака Q =

п _
=  2  (yi—y ) 2 разлагается на Qi (сумму, характеризу-

i - l
ющую влияние признака X) h Q2 (остаточную сумму 
квадратов, характеризующую влияние неучтенных фак­
торов). Очевидно, чем меньше влияние неучтенных фак­
торов, тем лучше математическая модель соответствует 
экспериментальным данным, так  как  вариация У в ос­
новном объясняется влиянием признака X.

Д ля проверки нулевой гипотезы вычисляют статисти­
ку /7=  (vi/Qoct) • (^2/^1) .  которая имеет распределение 
Фишера — Снедекора с Ai =  l ,  k2= n —2 степенями сво­
боды (л — число наблюдений). По уровню значимости 
а  и числу степеней свободы Л| и k2 находят по таблицам 
f -распределение (см. табл. 4 приложений) критичес­
кое значение F(a>ti *t). удовлетворяющее условию P( F>  
> Fi a ) ) ^ a - Если F> F(a.kl,k,y нулевую гипотезу от- 
вергают, уравнение считают значимым. Если F < F (I1 к к )  
то нет оснований отвергать нулевую гипотезу.

Пример 10.6. Оценить значимость уравнения регрессии, вычис­
ленного в примере 10.1.

Р е ш е н и е .  Д л я  проверки нулевой гипотезы Я 0 :р| —0 вычис­
лим статистику: F — ( 0 i/Qoct) (* i/ * i) при л —150, — 1, At—148,
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Q —13383,5, Qoct= 1585,07; Qi — Q — Qoct** 11798,43; статистика F=> 
= (11798 ,43 -148)/1585,07 == 1102,7. По табл. 4 приложений при —

148 для а - 0 , 0 5  находим Fo.os.i.i4e“ 3,84. Имеем F > f ,0,o s.i,i« . 
нулевую гипотезу отвергаем , линия регрессии значима, м атем ати ­
ческая модель хорошо со гласуется с экспериментальными данными.

§ 10.7. Многомерный-регрессионный анализ

В случае, если изменения результативного признака 
определяются действием совокупности других признаков, 
имеет место многомерный регрессионный анализ. Пусть 
результативный признак У, а независимые признаки 
(*i, х2, ..., хт). Для многомерного случая предпосылки 
регрессионного анализа можно сформулировать следую­
щим образом: У — независимые случайные величины 
со средним М (У|Я=*|, х2, ..., дгт ) и постоянной диспер­
сией о^.т ; * 1, х2, —. *т — линейно независимые векторы
х  (* М , *12» .... * 1 п ) ........Хт (ДСп.1, Xm i ,  ..., X m n). В с е  ПОЛОЖв-
ния, изложенные в § 10.1, справедливы для многомерно­
го случая. Рассмотрим модель вида

Af (Y | X =  * ! ,  хг .........хт ) == Ро +  Pi +  ... +  Рт  хт. (10.13)

Оценке подлежат параметры р0, Pi,..., p «  и остаточная 
дисперсия. Заменив параметры их оценками, запишем 
уравнение регрессии

%

У(х) = Ь0 + Ь1х1 +  ... +Ьтхт. (10.14)

Коэффициенты в этом выражении находят методом на­
именьших квадратов.

Исходными данными для вычисления коэффициентов 
bo, b ), ..., Ьт является выборка из многомерной совокуп­
ности, представляемая обычно в виде матрицы X и ве­
ктора Y:

*11 *21 • • • ХЛ • *m l ~У\ ■

*12 *22 . . .  х1г • *m2
Уг

• • • • • • • •
•

У(• • • • . . .  хи • • • • • •
•

J i n Xt n ‘ ■ ■ X j n  . Xjnn _ jyn-
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К ак н в двумерном случае, составляют систему нор­
мальных уравнений

п п п
nb$ +  bx \ X u +  ... +  Ьт  2 xmi в  2  

1-1 *-1 <-1 
п п п п 

Ь0 2  *11 +  ьх 2  * 1/ + ••• +  Ьт  2  ХИ Хт 1 = 2  V*9
f - l  М  1 1-1

0̂ “Ь 1̂ 2 * * *  *mi *** 2  Xmi * mi
1-1 i - l  „ I - 1 <-»

(10.15)

которую можно решить любым способом, известным из 
линейной алгебры. Рассмотрим один из них — способ 
обратной матрицы. Предварительно преобразуем систему 
уравнений. Выразим из первого уравнения значение Ьо 
через остальные параметры:

*\> п~ (fti2*u)/ —

 ̂J ̂  =  У ~~Ь)  Хj  —-  . . .  —  6 m Jfm.
( 10. 16)

Подставим в остальные уравнения системы вместо &о 
полученное выражение:

frl £ 2  *u — Л (x,)J j  + ^ 2 * “  ~ nXi **)+ •••

^ 2  хи Хт‘ — n*1 Хт j  =  2  Хи У‘ ~  ПХХ У'... +  ь

п х 1 ^  ^  х г i х т (

"Ь ••• "Ь j ^  Х™1 ^хт **т j =  *mi ̂ i ПХт У•
V-1 / /-1

Пусть С — матрица коэффициентов при неизвестных 
параметрах Ьи Ь%,...,Ьт\ С”1 — матрица, обратная матри-
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це С; Cij — элемент, стоящий на пересечении l-й строкиП
и i-го столбца матрицы С-1; AVj — выражение —

»«1
—nxjy (/ = 1 , 2, т) .  Тогда, используя формулы ли­
нейной алгебры, запишем окончательные выражения для 
параметров:

П
bj =  V с т у 1 Ау,, Ьа —у  — 6| X) — ... —Ьтхт. (10.17) 

4 /-=1 
Оценкой остаточной дисперсии о2 является

S2ост
i—1

/(п—т — 1),

s*.

где y i— измеренное значение результативного призна­
к а ; y(xi) — значение результативного признака, вычис­
ленное по уравнению регрессии.

Если выборка получена из нормально распределен­
ной генеральной совокупности, то, аналогично изложен­
ному в § 10.4, можно проверить значимость оценок 
коэффициентов регрессии, только в данном случае ста­
тистику / =  | j/Sfoy | вычисляют для каждого /-го коэффи­
циента регрессии (/ = 0 , 1, 2 , ..., т):

,# =  S0CT V 1/« +  2  */ .  Sbj  =  Socr V~CJ?

( Г =  1 , 2 ............n ) ,  (10.18)
где Cjj1 — элемент обратной матрицы, стоящий на пере­
сечении i-fi строки и /-го столбца; Cjf  — диагональный 
элемент обратной матрицы.

При заданном уровне значимости ос и числе степеней .  
свободы к—п—т— 1 по табл. 5 приложений находят 
критическое значение /0,л- Если />Лх* , то нулевую гипо­
тезу о равенстве нулю коэффициента регрессии отверга­
ют. Оценку коэффициента считают значимой. Такую про­
верку производят последовательно для каждого коэф­
фициента регрессии. Если t<.ta.k, то нет оснований 
отвергать нулевую гипотезу, оценку коэффициента рег­
рессии считают незначимой.

Для значимых коэффициентов регресссии целесооб­
разно построить доверительные интервалы по формуле 
(10.10). Д ля  оценки значимости уравнения регрессии
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следует проверить нулевую гипотезу о том, что все ко­
эффициенты регрессии (кроме свободного члена) равны 
нулю: Я 0:Р *=  О (Р* — вектор коэффициентов регрессии). 
Нулевую гипотезу проверяют, так  же как  и в § 10.6, с 
помощью статистики F=(Q\/Qocj ) ( V * i ) ,  w e  Qi — 
сумма квадратов, характеризующая влияние признаков 
X; Qoct — остаточная сумма квадратов, характеризующая 
влияние неучтенных факторов; &2= я —т — 1, к\ = т .  Для 
уровня значимости а  и числа степеней свободы к\ и к2 
по табл. 4 приложений находят критическое значение 

^ сли т0 нулевую гипотезу об одно­
временном равенстве нулю коэффициентов регрессии от­
вергают. Уравнение регрессии считают значимым. При 
F < F («.*,>2) нет оснований отвергать нулевую гипотезу, 
уравнение регрессии считают незначимым.

Пример 10.7. Рассчитать уравнение регрессии. Зависимость 
м еж ду результативным признаком Y и признаками Х\ н Х2 имеет 
вид Af (У |Х—* ) “  Po+Pi*i + P2* 2- Оценить значимость уравнения ре­
грессии. Исходные данные приведены в табл. 10.8.

Р е ш е н и е .  Кроме исходных данных в табл. 10.8 приведены 
результаты вычислений, необходимые для составления системы 
нормальных уравнений. В данном случае нужно оценить параметры 
Pot Pi. Рг, а такж е остаточную дисперсию о ^ т . Составим систему 
нормальных уравнений:

20
л*о +  * 1 2  *il +  k

20 20

2  91.i-i i - i i - 1
20 20 20 20

хи  +  Ь1 2  +  ь22  хи хи'=  2*1,
/-1 i - i /—1 f - 1

20 20 20 20

2  хн  ^ 1 2  *1/ х%i 2  *2* =  2  xti  У(9 /-1 /-1 /-1 i - i
илн

2060 +  837,26| + 5 1 1 ,1 * ,  = 1 4 5 9 ,2 ,
837,2*о +  36555,62*1 +  21964,13*, =  59745,26,
511, 1*о +  21964 ,13*i +  13830.77*, -  36602,03.

Из первого уравнения системы выразим *о«7 2 ,9 6 —41,86 *|
—25,55 *,.

Разделим все члены второго и третьего уравнения системы на 
коэффициенты при первых членах и подставим полученное выше 
выражение для *0 в эти уравнения)

Г 1,8041*! +  0 ,6802* , = — 1,5969,
[  1 ,1142*!+  1,5057*, = -  1,3458.
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Т а б л и ц а  10.8

У *1 УХ 1 1/х,
• •

х%*ш 4 4

85,5 25,5 17,3 2180,25 1479,15 441,15 650,25 229,29
81,7 34,1 19,8 2785,97 1617,66 665,18 1162,81 392,04
71,7 37,3 30,1 2674,41 2158,17 1122,73 1391,29 906,01
62,7 44,7 31,9 2802,69 2000,13 1425,93 1998,09 1017,61
66,4 44.6 38,3 2961,44 2543,12 1708,18 1989,16 1466,89
70,6 41,0 26,5 2894,60 1870,90 1086,50 1681,00 702,25
65,0 49.5 36,2 3217,50 2353,0 1791,90 2450,25 1310,44
72,8 45.1 21,0 3283,28 1528,80 947,10 2034.01 441,00
67.6 56,5 29,5 3819,40 1994,20 1666,75 3192,25 870,25
90,0 35.4 29,4 3186,00 2241,00 881,46 1253,16 620,01
6». 2 54,9 25,0 3304,98 1505,00 1372,50 3014,01 625,00
74,8 32,8 28,0 2453,44 2034,40 918.40 1075,84 784.00
63,4 55,5 33,9 3518,70 2149,26 1881,45 3080,25 1149,21
74,2 41.5 16,1 3079,30 1194,62 668,15 1722,25 259,21
71,6 41,5 21,0 2971,40 1503,60 871,50 1722,25 441,00
4 0 52,7 28,7 3162,00 1722,00 1512.49 2777,49 823,69
81 1 37,9 20,3 3073,69 1646,33 769,37 1436,41 412,09
71 5 43,9 19,9 3138,85 1422,85 873,61 1927,21 396,01
77,2 35,0 22,6 2702,00 1744,72 791,00 1225,00 510.76
9112 27,8 20,1 2535,36 1833,12 558,78 772,84 404.01

2  1459,2 837,2 511,1 59745,26 36602,03 21964,13 36555,62 13830,77

Найдем b[ и Ь2 методом обратной матрицы. Имеем матрицу коэф­
фициентов и вектор свободных членов

Г1,8041 0,68021 -  1 ,5969 j

L1,1142 1 ,5 0 5 7 ]1
Y _

— 1,34581

Находим обратную матрицу коэффициентов:

I ° . 7687 — 0,5688 
в  I — 0,3472 0,9211 

Тогда, согласно формуле (10.17),
bt  =  0 ,7 6 8 7 - ( -  1,5969) +  0 ,3 4 7 2 - ( -  1,3458) «  0 ,7603 ,

Ь% -  (— 0,5688) ( — 1,5969) +  0,9211 (— 1,3458) -  0 ,3313 ,
Ь0 =  72,96 -  (41 ,86-0 ,7603) +  25 ,555-0 ,3313 =  113,2457. 

Уравнение регрессии имеет вид
у  (jt) -11 3 ,24 5 7—0,7603 — 0,3313 

Оценим остаточную дисперсию. Предварительно вычислим по 
уравнению регрессии для каждой пары значений хц  и xi2 величину 
у (Х{ ) .  Все вычисления сведем в табл. 10.9. Имеем:

20
2  к  -  У  (**)]*/(" -  *  “ О = 375,211/17 = 22,07, 

*ост =  4 ,7 .
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Т а б л и ц а  10.9

Vi У (* () y(—y(*i) [у ( —y ( V l* 0//-У)*

85,50 88 ,13 — 2 ,63 6,917 157,452
81,70 80 ,77 0 ,93 0,872 76,213
71,70 74,92 —3,22 10,368 1,588
62,70 68,69 —5,99 35,880 105,468
66,40 66,65 —0,25 0,062 43,034
70,60 73,30 —2,70 7,290 5 ,570
65,00 63,62 1,38 1,885 63,521
72,80 72,00 0 ,80 0 ,640 0 ,026
67 ,60 60,53 7 ,07 49,985 28,837 .
£0,00 78,09 11,91 141,848 290,021
60 ,20 63,23 —3,03 9,181 162,818
74,80 79,03 - 4 , 2 3 17,893 3,386
63,40 59 ,82 3 ,57 12,766 91,585
74,20 76 ,37 - 2 , 1 7 4 ,709 1,513
71,60 74,75 —3,15 9 ,922 1,877
60 ,00 63 ,67 —3,67 13,469 167,962
81,10 77,71 3 ,39 11,485 66,260
71,50 73,29 —1,79 3,204 2,161
77,20 79,16 - 1 , 9 6 3,841 17,893
91,20 85,45 5 ,75 32,994 332,689

2 375,211 1619,483

Оценим значимость уравнения регрессии. Д ля этого необходи­
мо проверить нулевую гипотезу //<>!р*в 0. Вычислим статистику 
F -(Q ,/ Q o ct)(* i/ * i). Из табл. 10.7 имеем: <?0с т - 375,211, Q -
— 1619,478; отсюда Qi — Q — Q oct" 1244,267. Число степенен свобо­
ды : &2в л—т —1 — 17, Л| = т —2. Д алее находим F — (1244.267Х 
Х 17)/(375,211 -2 )-2 8 ,2 . По табл. 4 приложений для уровня значи­
мости а —0,05 находим критическое значение F<o,os: *; i? )—3,60.28,2 >  
> 3 ,6 0 , следовательно, нулевую гипотезу отвергаем, уравнение ре­
грессии считаем значимым.

§ 10.8. Факторный анализ

Основные положения. В последнее время все более 
широкое распространение находит один из новых разде­
лов многомерного статистического анализа — факторный 
анализ. Первоначально этот метод разрабатывался для 
объяснения многообразия корреляций между исходными 
параметрами. Действительно, результатом корреляци­
онного анализа является матрица коэффициентов кор-
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реляций. При малом числе параметров можно произве­
сти- визуальный анализ этой матрицы. С ростом числа 
параметра (10 и более) визуальный анализ не дает поло­
жительных результатов. Оказалось, что все многообра­
зие корреляционных связей можно объяснить действием 
нескольких обобщенных факторов, являющихся функ­
циями исследуемых параметров, причем сами обобщен­
ные факторы при этом могут быть и неизвестны, однако 
их можно выразить через исследуемые параметры.

Один из основоположников факторного анализа 
Л. Терстоун приводит такой пример: несколько сотен 
мальчиков выполняют 20 разнообразных гимнастических 
упражнений. Каждое упражнение оценивают баллами. 
Можно рассчитать матрицу корреляций между 20 уп раж ­
нениями. Это большая матрица размером 20X20. И зу­
чая такую матрицу, трудно уловить закономерность свя ­
зей м еж ду упражнениями. Нельзя ли объяснить'скры­
тую в таблице закономерность действием каких-либо 
обобщенных факторов, которые в результате экспери­
мента непосредственно не оценивались? Оказалось, что 
обо всех коэффициентах корреляции можно судить по 
трем обобщенным факторам, которые и определяют ус ­
пех выполнения всех 20 гимнастических упражнений: 
чувство равновесия, усилие правого плеча, быстрота 
движения тела.

Дальнейшие разработки факторного анализа показа­
ли, что этот метод может быть с успехом применен в з а ­
дачах группировки и классификации объектов. Фактор­
ный анализ позволяет группировать объекты со сход­
ными сочетаниями признаков и группировать признаки 
с общим характером изменения от объекта к объекту. 
Действительно, выделенные обобщенные факторы мож­
но использовать как  критерии при классификации маль­
чиков по способностям к отдельным группам гимнасти­
ческих упражнений.

Методы факторного анализа находят применение в 
психологии и экономике, социологии и экономической 
географии. Факторы, выраженные через исходные пара­
метры, как  правило, легко интерпретировать как  неко­
торые существенные внутренние характеристики объек­
тов.

Факторный анализ может быть использован и к ак  
самостоятельный метод исследования, и вместе с други­
ми методами многомерного анализа, например в соче-
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танин с регрессионным анализом. В этом случае для на­
бора зависимых переменных находят обобщенные фак­
торы, которые потом входят в регрессионный анализ в 
качестве переменных. Такой подход позволяет сократить 
число переменных в регрессионном анализе, устранить 
коррелированность переменных, уменьшить влияние 
ошибок и в случае ортогональности выделенных факто­
ров значительно упростить оценку значимости перемен­
ных.

Представление информации в факторном анализе.
Д ля  проведения факторного анализа информация долж ­
на быть представлена в виде двумерной таблицы чисел 
размерностью т Х л ,  аналогичной приведенной в § 10.7 
(матрица исходных данных). Строки этой матрицы долж ­
ны соответствовать объектам наблюдений (« =  1, 2, . . . ,л )  
столбцы — признакам (/ =  1, 2, .... т ) ; таким образом, 
каждый признак является как  бы статистическим рядом, 
в котором наблюдения варьируют от объекта к объекту. 
Признаки, характеризующие объект наблюдения, как  
правило, имеют различную размерность. Чтобы устра­
нить влияние размерности и обеспечить сопоставимость 
признаков, матрицу исходных данных обычно нормиру­
ют, вводя единый масштаб. Самым распространенным 
видом нормировки является стандартизация. От пере­
менных xji переходят к переменным гц*= (Xji—x)fsj . 
В дальнейшем, говоря о матрице исходных переменных, 
всегда будем иметь в виду стандартизованную матрицу.

Основная модель факторного анализа. Основная мо­
дель факторного анализа имеет вид

*/=>0/1 Fi + a ; tFi +  ••• + aipFp + djVj ’ (Ю.19)

где Zj—/-й признак (величина случайная); F\, Ft,...,Fp — 
общие факторы (величины случайные, имеющие нор­
мальный закон распределения); 6/, — характерный фак­
тор; а) 1, aj2,...,ajp — факторные нагрузки, характеризу­
ющие существенность влияния каждого фактора (пара­
метры модели, подлежащие определению); d j — нагруз­
ка характерного фактора.

Модель предполагает, что каждый из /' признаков, 
входящих в исследуемый набор и заданных в стандарт­
ной форме, может быть представлен в виде линейной 
комбинации небольшого числа общих факторов F\, 
Fi, ..., Fp (p<.m)  и характерного фактора U}.
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Термин «общий фактор» подчеркивает, что каждый 
такой фактор имеет существенное значение для  анализа 
всех признаков zj ( / =  1, 2, ..., т),  т. е. /ч — фактор, об­
щий для всех Zj {k =  1, 2, /э).

Термин «характерный фактор» показывает, что он 
относится только к данному /-му признаку. Это специ­
фика признака, которая не может быть выражена через 
факторы Fk-

Факторные нагрузки ац,ац,...,а]р характеризуют ве­
личину влияния того или иного общего фактора в вари­
ации данного признака. Основная задача факторного 
анализа — определение факторных нагрузок. Факторная 
модель относится к классу аппроксимационных. П ара­
метры модели должны быть выбраны так , чтобы наи- 
лучшим образом аппроксимировать корреляции между 
наблюдаемыми признаками.

Д ля /-го признака и i -го объекта модель (10.19) мож ­
но записать в виде

гл =  2  a>kFk‘ + di UH ( ,==1. 2.......я -

/ = 1 , 2 ........ m), (10.20)

где Fki — значение Л-го фактора для f-ro объекта.
Дисперсию признака s j  можно разложить на состав­

ляющие: часть, обусловленную действием общих факто­
ров, — общность hj и часть, обусловленную действием 
/-го характерного фактора, — характерность cPf . Все 
переменные представлены в стандартизованом виде, по­
этому дисперсия /-го признака s2 = 1 .  Дисперсия приз­
нака может быть выражена через факторы и в конечном 
счете через факторные нагрузки.

Если общие и характерные факторы не коррелируют 
между собой, то дисперсию /-го признака можно пред­
ставить ъ виде

*/ =  1 - а / . + а /2+ -  + а д +  ... +а/р +  d),

где а2/к — доля дисперсии признака г/, приходящаяся 
на А-й фактор.



Полный вклад А-го фактора в суммарную дисперсию 
признаков

Vь =^ ĉLjk {к — 1* 2, ... , р).
/*1

р
Вклад общих факторов в суммарную дисперсию Дг*= 1

Факторное отображение. Используя модель (10.19), 
запишем выражения для  каждого из параметров:

Z\ =  А ц  F х “Ь  ^12 ^ 2  ••• ^1 р  ^  р  ^ 1 *

Z2 =  f l j i  Z7!  +  ^22 ^2 +  ••• fl2p ^ р  “Ь ^2^2* ( 1 0 .2 1 )

г т  =  а т1 ^1 “Ь д т2 ^2 “Ь ••• “Ь а тр  ^ р  "Ь Um.
Коэффициенты системы (1 0 .2 1 )— факторные нагруз­

ки — можно представить в виде матрицы, к аж д ая  строка 
которой соответствует параметру, а столбец — фактору.

Факторный анализ позволяет получить не только 
матрицу отображений, но и коэффициенты корреляции 
между параметрами и факторами, что является важной 
характеристикой качества факторной модели. Таблица 
таких коэффициентов корреляции называется факторной 
структурой или просто структурой.

Коэффициенты отображения можно выразить через 
выборочные парные коэффициенты корреляции. На этом 
основаны методы вычисления факторного отображения.

Рассмотрим связь между элементами структуры и 
коэффициентами отображения. Для этого, учитывая 
выражение (10.19) и определение выборочного коэффи­
циента корреляции, умножим уравнения системы (10.21) 
на соответствующие факторы, произведем суммирование 
по всем п наблюдениям и, разделив на л, получим сле­
дующую систему уравнений:

r * / i  =  а 1{ а 12 a ip  r p i V

V *  =  а п  rFkFi +  a n r V %  + - + W p ' (10.22)

Г * / „  =  а п  rV i+ а п  rV i+-  + a ip ’ 

гijU ~  dj9
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где г г F — выборочный коэффициент корреляции между 
у.м параметром и k-м фактором; rF̂ F — коэффициент
корреляции между к -м и р -м факторами.

Если предположить, что общие факторы между собой 
не коррелированы, то уравнения (10.22) можно записать 
в виде r I(Fk = a ik (/=1, 2.......m; k—l, 2, .... p),  т. e. ко­
эффициенты отображения .равны элементам структуры.

Введем понятие остаточного коэффициента корреля­
ции и остаточной корреляционной матрицы. Исходной 
информацией для построения факторной модели (10.19) 
служит матрица выборочных парных коэффициентов 
корреляции. Используя построенную факторную модель, 
можно снова вычислить коэффициенты корреляции меж ­
ду признаками и сравнить их с исходными коэффициен­
тами корреляции. Разница между ними и есть остаточ­
ный коэффициент корреляции.

В случае независимости факторов имеют место сов­
сем простые выражения для вычисляемых коэффициен­
тов корреляции между параметрами: для их вычисления 
достаточно взять сумму произведений коэффициентов 
отображения, соответствующих наблюдавшимся призна­
кам:

r 'ik =  а п  ° * i +  а /2 а „2 + •••  +  a /Pa kP ( / * * . / . * =  1 . 2 ........Р),
где r'jk — вычисленный по отображению коэффициент 
корреляции между /-м и А-м признаком. Остаточный 
коэффициент корреляции

— 0
Г/к =  Г/к —  Г/к.

Матрица остаточных коэффициентов корреляции назы­
вается остаточной матрицей или матрицей остатков

R = R - R ' ,
где R — матрица остатков; R — матрица выборочных пар­
ных коэффициентов корреляции, или полная матрица; 
R'  — матрица вычисленных по отображению коэффи­
циентов корреляции.

Результаты  факторного анализа удобно представить 
в виде табл. 10.10.

Здесь суммы квадратов нагрузок по строкам — общ­
ности параметров, а суммы квадратов нагрузок по столб­
ц а м — вклады факторов в суммарную дисперсию пара­
метров. Имеет место соотношение

279



Т а б л и ц а  10.10

Факторные нагрузки Общности

А °11 аИ • • • ak\ * • • ар\
ai m alm * • • akm • • • ap*n b l

В клады  факторов Ух Vi . . . Vk . . . Vp V

р
V  V =  V / ,2 =  \ V = y .

k j Iff 
/-1 ik

Определение факторных нагрузок. Матрицу фактор­
ных нагрузок можно получить различными способами. 
В настоящее время наибольшее распространение полу­
чил метод главных факторов. Этот метод основан на 
принципе последовательных приближений и позволяет 
достичь любой точности. Метод главных факторов пред­
полагает использование ЭВМ. Существуют хорошие ал­
горитмы и программы, реализующие все вычислитель­
ные процедуры.

Введем понятие редуцированной корреляционной 
матрицы или просто редуцированной матрицы. Редуци­
рованной называется матрица выборочных коэффициен­
тов корреляции /?, у которой на главной диагонали стоят 
значения общностей h\ (Л=1, 2, ..., р):

Г21 r3, ... 'm l

tq Г32 Tm2

Г2 -n • • • hi/ fn

Редуцированная и полная матрицы связаны соотноше­
нием

гае D — матрица характерностей.
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Общности, к ак  правило, неизвестны, и нахождение их 
в факторном анализе представляет серьезную проблему. 
Вначале определяют (хотя бы приближенно) число об­
щих факторов, совокупность которых может с достаточ­
ной точностью аппроксимировать все взаимосвязи выбо­
рочной корреляционной матрицы. Доказано, что число 
общих факторов (общностей) равно рангу редуцирован­
ной матрицы, а при известном ранге можно по выбороч­
ной корреляционной матрице найти оценки общностей. 
Числа общих факторов можно определить априори, ис­
ходя из физической природы эксперимента. Затем рас­
считывают матрицу факторных нагрузок. Такая матри­
ца, рассчитанная методом главных факторов, обладает 
одним интересным свойством: сумма произведений к а ж ­
дой пары ее столбцов равна нулю, т. е. факторы попар­
но ортогональны. -

Сама процедура нахождения факторных нагрузок, т. е. 
матрицы А, состоит из нескольких шагов и заключается 
в следующем: на первом шаге ищут коэффициенты фак­
торных нагрузок при первом факторе так , чтобы сумма 
вкладов данного фактора в суммарную общность была 
максимальной:

У,  + 4 ( 1 0 . 2 4 )  

Максимум V\ должен быть найден при условии 

р
ril= ^ i alkaik ОМ =  1 ,2 , . . . , т ) ,  (10.25)

Л= 1

где г/* = г ц  ; гц — общность h ) параметра г/.
Затем рассчитывают матрицу коэффициентов корре­

ляции с учетом только первого фактора R\ =  f l ia i .  Имея 
эту матрицу, получают первую матрицу остатков: R|=

~  г
*= R — Ri.

На втором шаге определяют коэффициенты нагрузок 
при втором факторе так, чтобы сумма вкладов второго 
фактора в остаточную общность (т. е. полную общность 
без учёта той части, которая приходится на долю пер­
вого фактора) была максимальной. Сумма квадратов 
нагрузок при втором факторе

V a - a J , +  < & + .. .+  о»,. (10.26)
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Т а б л и ц а  10.10

Факторные нагрузки Общности

А °11 Д!1 • • • а *1 • • • ар\ 

а ш агт  • • • f lfrm • • • арт
f
h2m

В клады  факторов Ух V i . . . Vk . .  .  Vp V

2 ;  ^  л? -  2  
*=-1 /=1 ik

Определение факторных нагрузок. Матрицу фактор­
ных нагрузок можно получить различными способами. 
В настоящее время наибольшее распространение полу­
чил метод главных факторов. Этот метод основан на 
принципе последовательных приближений и позволяет 
достичь любой точности. Метод главных факторов пред­
полагает использование ЭВМ. Существуют хорошие ал­
горитмы и программы, реализующие все вычислитель­
ные процедуры.

Введем понятие редуцированной корреляционной 
матрицы или просто редуцированной матрицы. Редуци­
рованной  называется матрица выборочных коэффициен­
тов корреляции /?, у которой на главной диагонали стоят 
значения общностей h\ (Л=*1, 2, ..., р):

“ Л? г

/? =

21 '31  

Г 12 ^2 Г32

ml

m2

im *2*1 Кг/ m

Редуцированная и полная матрицы связаны соотноше­
нием

R= R — D, 

гае D — матрица характерностей. 
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Общности, к ак  правило, неизвестны, и нахождение их 
в факторном анализе представляет серьезную проблему. 
Вначале определяют (хотя бы приближенно) число об­
щих факторов, совокупность которых может с достаточ­
ной точностью аппроксимировать все взаимосвязи выбо­
рочной корреляционной матрицы. Доказано, что число 
общих факторов (общностей) равно рангу редуцирован­
ной матрицы, а при известном ранге можно по выбороч­
ной корреляционной матрице найти оценки общностей. 
Числа общих факторов можно определить априори, ис­
ходя из физической природы эксперимента. Затем рас­
считывают матрицу факторных нагрузок. Т акая  матри­
ца, рассчитанная методом главных факторов, обладает 
одним интересным свойством: сумма произведений к а ж ­
дой пары ее столбцов равна нулю, т. е. факторы попар­
но ортогональны. -

С ама процедура нахождения факторных нагрузок, т. е. 
матрицы А, состоит из нескольких шагов и заключается 
в следующем: на первом шаге ищут коэффициенты фак­
торных нагрузок при первом факторе так , чтобы сумма 
вкладов данного фактора в суммарную общность была 
максимальной:

У, ■ = «? ,+ < 4 + •• •  +  <&• ( 1 (Ш >

Максимум V\ должен быть найден при условии

ГП=='% а 1ьаЪк ОМ =  1 ,2 , . . . ,ш ) ,  (10.25) 
k= l

где г /j = г ц  ; гц  — общность h ) параметра г/.
Затем рассчитывают матрицу коэффициентов корре­

ляции с учетом только первого фактора R\ =  OjOi. Имея 
эту матрицу, получают первую матрицу остатков: R|=

Л» г
=  Я — Я, .

На втором шаге определяют коэффициенты нагрузок 
при втором факторе так , чтобы сумма вкладов второго 
фактора в остаточную общность (т. е. полную общность 
без учёта той части, которая приходится на долю пер­
вого фактора) была максимальной. С умма квадратов 
нагрузок при втором факторе

V2 ( 10-26)
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М аксимум находят из условия

г / $ = \ ] а /*а !* (/, £ =  1, 2, (10.27)
*=i

где г )t — коэффициент корреляции из первой матрицы 
остатков; а}*, аЦ — факторные нагрузки с учетом вто­
рого фактора. Затем рассчитывают матрицу коэффи­
циентов корреляций с учетом второго_фактора и вычис­
ляют вторую матрицу остатков: /Ь =  Ri — #2.

Факторный анализ учитывает суммарную общность.
т

Исходная суммарная общность Я  =  V/t/. Итерационный
/-1

процесс выделения факторов заканчивают, когда учтен­
ная выделенными факторами суммарная общность от­
личается от исходной суммарной общности меньше чем 
на е (е — наперед заданное малое число).

Адекватность факторной модели оценивается по 
м атрице остатков (если величины ее коэффициентов 
малы, то модель считают адекватной).

Такова последовательность шагов для  нахождения 
факторных нагрузок. Для нахождения максимума функ­
ции (10.24) при условии (10.25) используют метод мно­
жителей Л агран ж а , который приводит к системе т 
уравнений относительно т неизвестных ац.

Метод главных компонент. Разновидностью метода 
главных факторов является метод главных компонент 
или компонентный анализ, который реализует модель 
вида

2j -  ап  F1 + aJ iFi +... + aJm Fm, (10.28)

где m — количество параметров (признаков).
Каждый из наблюдаемых параметров линейно зави­

сит от m не коррелированных меж ду собой новых ком­
понент (факторов) F\, Fj, ..., Fm. По сравнению с мо­
делью факторного анализа (10.19) в модели (10.28) от­
сутствует характерный фактор, т. е. считается, что вся 
вариация параметра может быть объяснена только дей­
ствием общих или главных факторов. В случае компо­
нентного анализа исходной является матрица коэффи­
циентов корреляции, где на главной диагонали стоят 
единицы. Результатом компонентного анализа, так  же 
к ак  и факторного, является матрица факторных нагру-
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з о н .  Поиск факторного решения — эго ортогональное 
преобразование матрицы исходных переменных, в ре­
зультате которого каждый параметр может быть пред­
ставлен линейной комбинацией найденных т факторов, 
которые называют главными компонентами. Главные 
компоненты легко выражаю тся через наблюденные 
параметры.

Если для дальнейшего анализа оставить все найден­
ные m компонент, то тем самым будет использована вся 
информация, заложенная в корреляционной матрице. 
Однако это-неудобно и нецелесообразно. На практике 
обычно оставляют небольшое число компонент, причем 
количество их определяется долей суммарной дисперсии, 
учитываемой этими компонентами. Существуют различ­
ные критерии для оценки числа оставляемых компонент; 
чаще всего используют следующий простой критерий: 
оставляют столько компонент, чтобы суммарная диспер­
сия, учитываемая ими, составляла заранее установлен­
ное число процентов. Первая из компонент должна учи­
тывать максимум суммарной дисперсии параметров; 
вторая — не коррелировать с первой и учитывать макси­
мум оставшейся дисперсии и так  до тех пор, пока вся 
дисперсия не будет учтена. С умма учтенных всеми ком­
понентами дисперсий равна сумме дисперсий исходных 
параметров. Математический аппарат компонентного 
анализа полностью совпадает с аппаратом метода глав ­
ных факторов. Отличие только в исходной матрице кор­
реляций.

Компонента (или фактор) через исходные перемен­
ные выражается следующим образом:

Put=  (а л Zji +  а л гЛ + . . .+  aJm zJm)IXk 
( i=  1 ,2 ,м. ,л ,  / = 1 , 2 ...... m,  £ = 1 , 2 ........p), (10.29)

где a/m — элементы факторного решения: zlm — исходные 
переменные; А,*—k-e собственное значение; р — количе­
ство оставленных главных компонент.

Д ля иллюстрации возможностей факторного анализа 
покажем, как , используя метод главных компонент, мож­
но сократить размерность пространства независимых 
переменных, перейдя от взаимно коррелированных пара­
метров к независимым факторам, число которых р < т .

Пример 10.8. И сследуется зависимость себестоимости покры­
шек для автомобилей от технико-экономических параметров. Най­
дем вид этой зависимости.
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Т а б л и ц а  10.11

*» *4 *• * *7 *•

1 0 ,9 8 0 6  0 ,98 19  
0 ,9 9 36  

1

0 ,9 5 4 3
0 ,9771
0 ,95 66

1

0 ,9 4 5 6
0 ,9414
0 ,96 20
0 ,8 8 4 0

1

0 ,8 7 03
0 ,8 6 77
0 ,9000
0,7921
0 ,97 1 2

1

—0,38 4 8
—0 ,4 1 3 0
—0 ,43 44
—0,3711
—0 ,4 4 5 2
—0 ,5 1 3 3

1

—0,15 0 2
—0 ,1 4 6 0
—0 ,1 1 3 0
—0 ,2 1 4 7
—0 ,0 8 54
- 0 ,0 2 2 3
—0 ,0 4 3 7

1

Взяты следующие параметры: дг, — масса покрышки; на­
ружный диаметр; Xj — ширина профиля; х4 — статический радиус; 
*5 — максимально допустимая нагрузка; хв — норма слойности; 
х7 — объем выпуска; х$ — гарантийная наработка. Имеется 60 объ­
ектов.

Матрица технико-экономических параметров предварительно 
стандартизируется. Вектор себестоимости обозначим г . Тре­
буемую зависимость можно получить непосредственно, найдя ур ав­
нение регрессии Y на X. Однако анализ корреляционной матрицы 
(табл. 10.11) показывает сильную взаимную коррелированность 
меж ду параметрами. Факторный анализ позволяет перейти от вза­
имозависимых параметров к независимым факторам, число кото­
рых р < т .  По матрице корреляций, вычислены собственные век­
торы и собственные значения и в итоге найдена матрица фактор­
ных нагрузок (табл. 10.12). Подсчитан такж е  процент суммарной 
дисперсии, учитываемой каждой компонентой. Первые четыре ком­
поненты учитывают более 99% суммарной дисперсии параметров, 
поэтому в дальнейшем следует рассматривать только их. Таким 
образом, всю вариацию параметров можно объяснить действием 
четырех обобщенных факторов, которые не были измерены и вклю­
чены в исходную информацию.

Компоненты достаточно просто интерпретируются. Рассмотрим 
матрицу факторных нагрузок (табл. 10.12). Первый столбец соот­
ветствует первой компоненте. Здесь вклады  почти всех параметров 
в компоненту достаточно высоки и примерно одинаковы. П ара­
м етры — это технические характеристики изделия, следовательно, 
первую компоненту можно считать обобщенным фактором техни­
ческих характеристик изделия. Второй столбец соответствует вто­
рой компоненте. Здесь наибольший вклад дает компонента х%— 
объем выпуска. Следовательно, вторую компоненту можно считать 
обобщенным производственным фактором. Третью компоненту 
можно интерпретировать как обобщенный фактор эксплуатацион­
ных характеристик. Четвертая компонента — более узк ая  характе­
ристика технических параметров изделия, отражаю щ ая его геомет­
рию. Ее можно считать фактором геометрических характеристик 
покрышки.

Теперь по формуле (10.19) для каж дого объекта вычислим зна­
чения всех четырех компонент. В результате получим новую матри­
цу F размерностью рХп.  Найдем теперь зависимость меж ду г и 
обобщенными факторами F. Д ля этого применим обычный регрес-
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сионный анализ. Уравнение регрессии имеет вид
У -  94 ,92  +  34 ,66Ft +  0 .7 4 F , +  0 ,76F 8 — 2 ,46F 4.

Все переменные были приведены к одному масш табу, поэтому 
коэффициенты регрессии позволяют оценить истинный вклад к а ж ­
дого фактора в себестоимость. Так, из уравнения регрессии следу­
ет, что максимальный вклад вносит первый обобщенный фактор — 
фактор технических характеристик изделия. В клад остальных фак-

* торов гораздо меньше.
Д л я данного уравнения вычислены совокупный коэффициент 

корреляии Я —0,974 и статистика F iu * —s*/s£ct для оценки по кри­
терию Фишера. По табл. 5 приложений для а —0,05 и fci —4, 
- 6 0 —4— 1—55 находим F(o.os; м » ) в 2,52. Оценка точности аппрок­
симации данным уравнением регрессии показывает, что связь м еж ­
д у  зависимой переменной и четырьмя независимыми факторами 
очень тесная (/?—0 ,974 ). Статистика Л ы ч —1 7 ,9 3 »  FT»e*, значит, 
аппроксимация данным уравнением регрессии хорошая.

Следует особо остановиться на интерпретации ре­
зультатов, т. е. на смысловой стороне факторного ана­
лиза. Собственно факторный анализ состоит из двух 
важных этапов; аппроксимации корреляционной матри­
цы и интерпретации результатов. Аппроксимировать 
корреляционную матрицу, т. е. объяснить корреляцию 
м еж ду параметрами действием каких-либо общих для 
них факторов, и выделить сильно коррелирующие груп­
пы параметров достаточно просто: из корреляционной 
матрицы одним из методов факторного анализа непо­
средственно получают матрицу нагрузок — факторное 
решение, которое называют прямым факторным р еш е ­
нием. Однако часто это решение не удовлетворяет ис­
следователей. Они хотят интерпретировать фактор как  
скрытый, но существенный параметр, поведение которо­
го определяет поведение некоторой своей группы наблю­
даемы х параметров, в то время как  поведение других 
параметров определяется поведением других факторов. 
Д л я  этого у каждого параметра должна быть наиболь­
ш ая по модулю факторная нагрузка с одним общим фак­
тором. Прямое решение следует преобразовать, что рав­
носильно повороту осей общих факторов. Такие преоб­
разования называют вращениями ; в итоге получают ко с ­
венное  факторное решение , которое и является резуль­
татом факторного анализа.



Планирование эксперимента

Г л а в а  11

§  1 1 . 1 .  Общая идея планирования эксперимента

Планирование эксперимента — новый раздел матема­
тической статистики.

Оценка влияния одного и двух факторов на исследуе­
мую величину рассмотрена в гл. 8. Так, например, при 
исследовании влияния двух факторов (см. табл. 8.5) 
количество опытов полного факторного эксперимента 
составляет rv, где г — число уровней первого фактора, 
v  — второго. При r—v = 2 количество опытов равно 
2 - 2 = 2 2= 4 .  Если число уровней каждого из факторов 
одинаково, то количество опытов, которые надо прове­
сти по схемам полного факторного эксперимента при ис­
следовании влияния k факторов, можно вычислить по 
формуле N=vk, где v  — число уровней каждого из фак­
торов. На практике бывает необходимо исследовать 
влияние на рассматриваемую величину, например, деся­
ти факторов, каждый из которых имеет четыре уровня. 
В этом случае N = 4 10= l  048576 опытов.

Вследствие непомерно большого количества опытов 
в подобных задачах  использовать методы дисперсион­
ного анализа, рассмотренные в гл. 8, практически невоз­
можно. Такого рода задачи явились одной из основных 
причин возникновения теории планирования эксперимен­
та,.которая позволяет ответить на вопрос: сколько и к а ­
кие опыты следует включить в эксперимент. Родона­
чальником этого направления является английский уче­
ный Р. А. Фишер. В современной форме планирование 
эксперимента начало развиваться после выхода в свет 
работ Г. Е. Бокса, К. В. Уилсона, В. В. Налимова.

Планирование эксперимента начинают с выбора 
объекта исследования, который изучается с определен­
ной целью (ради отыскания оптимальных условий про­
текания химических, физических, металлургических и 
Других процессов). Цель исследования называют целе­
вой функцией, или параметром оптимизации, или крите­
рием оптимизации. Способы воздействия на объект ис-
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следования, как  и в дисперсионном анализе, называют 
факторами.

Д л я  того чтобы прогнозировать значение целевой 
функции, необходимо параметр оптимизации связать с 
факторами некоторой функциональной зависимостью. 
Эту зависимость, имеющую вид Y=f (x t, Жг, ..., ди),  на­
зывают функцией, или поверхностью отклика, или »ло- 
делью объекта исследования-

Компенсацией за меньшее количество опытов по срав­
нению с полным факторным экспериментом служ ат ог­
раничения, принимаемые исследователем априори, т. е. 
до проведения опыта. В качестве ограничений принима­
ют существование единственного оптимума и представ­
ление функции отклика в виде полинома заданного по­
рядка, параметры которого оценивают по опытным дан ­
ным с помощью регрессионного анализа. Если ж е в 
действительности модель не удовлетворяет наложенным 
ограничениям, то оптимум функции отклика можно и не 
найти.

Рассмотрим теперь, как  принятые допущения способ­
ствуют уменьшению количества опытов. Пусть, напри­
мер, известно значение параметра оптимизации в не­
скольких соседних точках. В силу непрерывности функ­
ции отклика можно прогнозировать значения параметра 
оптимизации в окрестностях соседних точек. Следова­
тельно, можно обнаружить точки, для которых ож ида­
ется увеличение (или уменьшение, если отыскивается 
минимум) параметра оптимизации. В силу единственно­
сти оптимума следующий эксперимент целесообразно 
поставить в точках, в которых обнаружено эффективное 
изменение параметра оптимизации, пренебрегая всеми 
остальными. В результате такого пошагового продви­
жения может быть достигнут оптимум параметра опти­
мизации.

Направление наибольшей скорости возрастания функ­
ции отклика называют направлением градиента. Если 
нет особых указаний о виде целевой функции, то в на­
чале эксперимента всегда используют линейную модель, 
так  как  она определяется минимально возможным чис­
лом коэффициентов при данном числе факторов. Дви­
гаясь по градиенту, строят линейные модели до тех пор, 
пока они дают эффективное изменение параметра опти­
мизации. Если улучшение параметра оптимизации с по­
мощью линейной модели больше не наблюдается, то

288



обнаружена область, близкая к оптимуму, или «почти 
стационарная». В этом случае либо исследование прек­
ращают, либо исследуют полиномы более высоких сте­
пеней.

§ 11.2. Полный факторный эксперимент

После выбора объекта исследования, формулировки 
целевой функции и описания факторов перед экспери­
ментатором встает вопрос: при каких сочетаниях факто­
ров проводить первые опыты? При выборе эксперимен­
тальной области необходимо использовать априорную 
информацию об исследуемом процессе. В качестве от­
правной обычно выбирают точку, соответствующую наи- 
дучшнм сочетаниям факторов, т. е. такую, при которой 
значение целевой функции максимально (минимально) 
по сравнению с другими известными сочетаниями фак­
торов.

Точку начала эксперимента называют нулевым или 
основным уровнем. Если априорная информация отсут­
ствует, то выбор нулевого уровня произволен, однако 
координаты точки начала опыта должны леж ать  внутри 
области определения факторов, на некотором расстоянии 
от границы.

Д алее  переходят к выбору интервалов варьирования 
по каж дому из факторов. Под интервалом варьирования 
в данном случае понимают число (свое для  каждого фак­
тора), прибавляя которое к нулевому уровню, получают 
верхний, а вычитая — нижний уровни фактора. На пер­
вом этапе планирования эксперимента (при получении 
линейной модели) факторы всегда варьируют лишь на 
двух уровнях. Интервал варьирования не может быть 
меньше ошибки, с которой экспериментатор фиксирует 
уровень фактора, иначе верхний и нижний уровни ока­
жутся неразличимыми. С другой стороны, нижний и 
верхний интервалы должны, как  и нулевой уровень, ле­
ж ать  внутри области определения факторов. Выбор 
нулевого уровня и интервалов варьирования — задача 
трудная, так  как  она связана с неформализованным эта­
пом планирования эксперимента.

Пусть х/о — нулевой уровень; Л/ — интервал варьиро­
вания; Xj — значение фактора; / — номер фактора. Для 
простоты записи и обработки экспериментальных данных 
перейдем к новой безразмерной системе координат с
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началом в центре исследуемой области. В новой системе 
координат значение /-го фактора обозначим X/. Значе­
ние Xj связано с х/ следующей формулой:

Xj^(xj -xj 0)/hj .  (11.1)
Используя эту формулу, можно показать, что в новой 

системе координат xj0 принимает значение — 0, верхний 
уровень Xfo+hj=Xi9 — значение + 1 ,  а нижний уровень 
Xfa—hj=xiu — значение— 1.

Пример 11.1. П усть процесс определяется д вум я  факторами. 
Основной уровень и интервалы варьирования выбраны так , как 
указано в табл. 11.1.

Та б л и ц а  11.1

*«

Основной уровень 1.2 3
Интервал варьи- 1 2
ровання

В результате опыта получена точка А с кордиыатами *| = 2; 
jra=4. Необходимо вычислить по каж дом у из факторов верхний и 
нижний уровень, кодированные значения (т. е. в новой системе ко­
ординат) основного, верхнего и нижнего уровней, а такж е точки А.

Р е ш е н и е .  Выбор нулевого уровня и интервала варьирова­
ния однозначно определяет верхний н нижшш уровни фактора. 
Имеем:

верхний уровень jc10+Ai — 1 ,2+ 1— 2,2; Хю+Лз—3 + 2 —5; 
нижний уровень дгю — Л1 —1,2— 1—0,2; **> — Л1— 3—2 — 1; 
кодированные значения таковы:
основного уровня Х|§— (1 ,2— 1,2)/1—0 ; (3—3 )/ 2 « 0 ; 
верхнего' уровня (2 ,2— 1,2)/1 — + 1 ; Я2» — (5—3)/ 2— + 1 ;
нижнего уровня ДГ|В- ( 0 , 2 - 1 , 2 ) / !— ! ;  ^ 2*— (1— 3)/2—— 1; 
точки А Х I—(2 - 1 Д ) / 1 —0 ,8 ; Л2- ( 4 - 3 ) / 2 - 0 ,5 .

Эксперимент, в котором реализуются в Се возможные 
сочетания уровней факторов, называют полным фактор­
ным экспериментом. Методы обработки информации 
полного факторного эксперимента исследуют в диспер­
сионном анализе.

Если число факторов известно, то при варьировании 
факторов на двух  уровнях количество опытов можно вы ­
числить по формуле

N = 2*, (11.2)
где N — количество опытов, k — количество факторов.

Составим матрицу планирования эксперимента для 
полного факторного эксперимента 22 (табд. 11.2).
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Т а б л и ц а  1 1 .2

Kt опыта * i У

1 — 1 — 1 У\
2 +  1 —1 У\
3 —1 + ! Уз
4 + 1 +1 Vi

•

В матрице планирования указываю т все возможные 
сочетания нижних и верхних уровней по каж дому из 
факторов модели, в Последнем столбце записывают зна­
чения выходного параметра, соответствующие опреде­
ленным сочетаниям факторов. Заметим, что иногда в 
матрице планирования единицы опускают, тогда таблица 
11.2 принимает вид табл. 11.3. N

Та б л и ц а  11.3

№ опыта Xt . *• У

1 Ух
2 + — У1
3 — + Уз
4 + + Vi

Очевидно, что для двух  факторов все возможные ком­
бинации уровней легко найти перебором, однако с рос­
том числа факторов возникает необходимость в другом 
методе построения матриц планирования. Рассмотрим 
один из них. При добавлении нового фактора каж д ая  
комбинация уровней исходного плана встречается д в а ж ­
ды: в сочетании с нижним и верхним уровнями нового 
фактора.

Рассмотрим этот прием при переходе от эксперимен­
та 22 к эксперименту 23. Запишем матрицу 22 дваж ды . 
В столбце А̂ з четыре раза запишем знак плюс, а/затем 
ниже — четыре раза — минус (табл. 11.4).

Этим способом можно получить матрицу любой раз­
мерности.

Рассмотрим теперь общие свойства матрицы плани­
рования. Как будет показано ниже, эти свойства позво­
лят быстро и просто рассчитывать целевую функцию.
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Т а б л и ц а  I I . 4
№ опыта X, Л,

1°. Симметричность относительно нулевого  уровня, 
т. е. алгебраическая сумма элементов столбца каждого  
фактора, равна нулю.

2°. Сумма квадратов элементов столбца каждого из  
факторов равна числу опытов (свойство нормировки),

3°. Произведение любых двух различных вектор- 
столбцов факторов равно нулю.  При этом каждый стол­
бец в матрице планирования рассматривается как  век­
тор-столбец, а строка — как  вектор-строка (свойство о р ­
тогональности).

4°. Дисперсии предсказанных значений параметра оп ­
тимизации одинаковы на равных расстояниях от нуле­
во го  уровня (свойство ротатабельности матрицы плани­
рования).

После того как  по выбранной матрице планирования 
эксперимент проведен, обычно переходят к оценке па­
раметров целевой функции. Если, например, исследуют 
два фактора, то функция отклика может иметь вид

X ^ b 0 + bl X1 +  bt Xi . (11.3)
При условии, что факторы варьируют на двух уров­

нях, по матрице табл. 11.5 получают числовые значения 
Ьо, Ь\, Ьз-

Эту матрицу часто называют расширенной информа­
ционной матрицей, так  как  по сравнению с матрицей 
табл. 11.2 в нее введен столбец Хо, состоящий из одних 
единиц и получивший название фиктивного. В § 8.3 
сказано, что при проведении полного факторного экс­
перимента можно количественно оценить не только силу
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Т а б л и ц а  11.5
№ опыта | х. х. X.

II
У

1 +1 + 1 +1 Vi2 +  1 +1 У%
3 + 1 — 1 — 1 У$4 +1 + 1 - 1 У1

Т а б л и ц а  11.6
М опыта X. X, Xt Л,Л

• Y

1 1 +1 +1 +1 yt2 1 — 1 +1 - 1 yi
3 1 — I - 1  + 1 УJ4 1 + 1 - 1  - 1 У4

влияния факторов на параметр оптимизации, но и эф­
фекты взаимодействия, которые часто влияют на целе­
вую функцию (так, например, добавление одних веществ 
может стимулировать влияние других на объект иссле­
дования). Следовательно, при анализе двух  факторов 
полный факторный эксперимент позволяет количествен­
но оценить параметры следующей модели: Y=bo+b\X\+ 
-\-b2X2 -\-b\2X\X2 , причем для получения значений Ьо, Ь\, 
bu ,b i2 необходимо воспользоваться расширенной инфор­
мационной матрицей в виде табл. 11.6.

Элементы столбца Х\Х3 получают, построчно пере­
множая соответствующие элементы столбцов Yi и Х2. 
Матрица, состоящая из столбцов Х\, Х2, Х\Ха, взятых 
из табл. 11.6, сохраняет все свойства матрицы экспери­
мента.

В начале исследования почти всегда используют ли­
нейную модель, при этом количество опытов полного 
факторного эксперимента находят по формуле (11.2). 
Числовые соотношения между количеством факторов, 
количеством параметров линейной модели и числом опы­
тов полного факторного эксперимента приведены в 
табл. 11.7.

К ак видно из табл. 11.7, разность между числом опы­
тов и количеством параметров линейной модели с уве­
личением числа факторов становится непомерно боль* 
шои. в  следующем параграфе рассмотрим прием, поз-
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Т а б л и ц а  11.7

Количество
факторов

Количество 
параметров 

линеЛноЛ модели

Число опытов 
полного факторного 

эксперимента

Разность между чис­
лом опытов и коли- 
чеством параметро»

2 3 4 1
3 4 8 4
4 5 16 11
5 6 32 26
6 7 64 57
7 8 128 120
8 9 256 247
9 10 512 502

К) 11 1024 1013
11 12 20 48 2 0 26
12 13 4 096 4 083
13 14 8 192 8 178
14 15 16 384 16 369
15 16 32 768 32 752

воляющий исследовать линейную модель, используя 
меньшее количество опытов по сравнению с числом опы­
тов полного факторного эксперимента.

§ 11.3. Дробный факторный эксперимент

Пусть, например, для описания объекта исследования 
требуется рассчитать коэффициенты b0, b i, b2, Ь3 ур ав ­
нения

Y =  Ь0 +  +  bt Xt + b3X3. (11 .4 )

Д ля  определения числовых значений четырех пара­
метров следует иметь четыре уравнения, неизвестными в 
которых являются параметры рассматриваемой функции, 
поэтому как  минимум надо провести четыре опыта.

Уравнения можно записать так :
1-й опыт
2-й »
3-й >
4-й »

У1  = Ь0 + хп  +  Ь3 хп  + Ьа хп , 
y t = b0+ blXll + bt хи  + b3 хп , 
Уз =  Ь0 +  ЬхХи  +  Ьгхю +  Ь3 
y t = K  +  М и  +  bt хи  +  b3xu ,

где yi — значение параметра оптимизации в /-м опыте; 
Хц — значение /-го фактора в i-м опыте, /= 1 ,3 , 1 * 1 ,4 .  

Опыты необходимо проводить по матрице планиро-

294



в а н и я , отвечающей свойствам, рассмотренным в § 11.2. 
1 \3 табл. 11.7 (первая строка) видно, что существует 
м атрица  эксперимента, отвечающая таким свойствам и 
имеющая четыре опыта. Эта матрица двухфакторного 
эксперимента записана в табл. 11.6. Если предположить, 
что эффекты взаимодействия между факторами отсут­
ствуют, то вектор-столбец 'А ^г можно использовать для 
нового фактора Яз. Матрица планирования для этого 
случая записана в табл. 11.8.

Т а б л и ц а  11.8

Si опыта Xt хш (х[хл)

1 1 +  \ + 1  + 1 y i
2 1 — 1 + 1  - 1 У1
3 1 —  1 - 1  + 1 Уз
4 I +  1 — 1 — 1 Ук

Итак, при исследовании трех факторов по планам 
полного факторного эксперимента необходимо провести 
восемь различных опытов. Н аклады вая ограничение об 
отсутствии взаимодействия, можно оценить параметры 
модели (11.4) с помощью четырех опытов (по плану 
табл. 11.8).

Если анализируется линейная модель с четырьмя фак­
торами Y=bo+biXl+ b 2 X2+ b3X3 -{-biX4, то минимальное 
число опытов, определяемое количеством оцениваемых 
параметров (bo, b it b2, Ь3, Ь<), равно пяти.

В столбце 3 табл. 11.7 число 5 отсутствует, однако 
имеется число 8. Матрицу планирования полного фак­
торного эксперимента с восемью опытами можно ис­
пользовать для расчета модели с четырьмя факторами. 
В этом случае надо проводить уж е  не 16 опытов, а во­
семь. Следовательно, чтобы сократить число опытов, 
нужно новому фактору присвоить вектор-столбец, при-' 
надлежащий взаимодействию, которым можно пренеб­
речь. Тогда значение нового фактора в условиях опытов 
определяется знаками этого столбца.

Рассмотрим матрицу полного факторного эксперимен­
та для трех факторов, или 23 (табл. 11.9).

Проанализируем структуру этой таблицы. Первые 
три столбца матрицы табл. 11.9 совпадают со столбца-
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Т а б л и ц а  1 1.9

М опыта X. | хшх . Xtxtx9 I v
1 — 1 — 1 |-1 + 1 — 1 — 1 + 1 Vi
2 +  1 — 1 h i — 1 + 1 — 1 + 1 У 2
3 — 1 +  1 I — 1 — 1 +  1 + 1 Уз
4 +  1 +  1 И + 1 ' + 1 +  1 + 1 Уа

5 — 1 — 1 -1 + 1 + 1 +  1 — 1 Уь
6 +  1 — 1 -1 — 1 — 1 +  1 — 1 Уа
7 — 1 +  1 Ф -1 — 1 + 1 — 1 — 1 У1
8 +  1 +  1 -1 + 1 — 1 — 1 —1 Уш

ми матрицы табл. 11.4 (матрицы планирования для трех 
факторов). Напомним, что матрица табл. 11.4 была полу­
чена (см. §11.2) согласно методу построения матриц 
планирования. Элементы остальных столбцов найдены 
соответствующим перемножением первых трех столбцов. 
Заметим, что при образовании матрицы планирования 
(табл. 11.4) план 22 повторялся д важ ды , поэтому его 
называют полурепликой  полного факторного экспери­
мента 23 и обозначают 2s-1 (4 опыта). Полу реплика со­
держит половину опытов полного факторного экспери­
мента.

Максимальное количество факторов, которое может 
быть исследовано с помощью матрицы, записанной в 
табл. 11.9, равно семи: (JfiX2= X 4; Л 1̂ з = Л ,5; XiX3=X6; 
XiXtXi=X7). В этом случае четыре фактора (Х4; Xs; Xt\ Х7) 
приравнены к эффектам взаимодействия. Если табл. 11.9 
используют для  анализа семи факторов, то ее обозна­
чают 2Т~* (8 опытов) и называют '/ц-репликой полного 
факторного эксперимента 27. План с предельным числом 
факторов для данной матрицы планирования экспери­
мента и линейной модели называется насыщенным.

На практике редко пользуются д аж е  полурепликой 
25-1 (16 опытов), не говоря уж е  о 2е-1 (32 опыта), 27-1 
(64 опыта) и т.. д. Поэтому с ростом числа факторов 
возрастает и дробность применяемых реплик. Вопрос о 
том, какими эффектами взаимодействия можно пре­
небречь и к какому это приведет риску, должен быть 
решен до постановки эксперимента по дробным репли­
кам .

0
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§ 11.4. Проведение И обработка результатов
эксперимента

Все^ сведения, необходимые для постановки экспери­
мента, заносят в специальную таблицу (табл. 11.10).

Та б л и ц а  11.10
Наименование *1 *» Хк

Нулевой уровень xi0 *10 X20 *к0
И нтервал варьирова­ л,  л, hk

ния hj • хкп
Верхний уровень (+1) *1В Х2В хкч
Нижний уровень (—1) *|В *111

.............. - ■

Заметим, что в теории планирования эксперимента, 
так же как  и в дисперсионном анализе, для каждого со­
четания факторов проводится не один опыт, а несколько. 
Такие опыты называют параллельными. На практике 
обычно достаточна постановка двух праллельных опы­
тов. Необходимость в проведении параллельных опытов 
возникает в том случае, когда исследователь хочет 
проверить гипотезу об адекватности модели и исследуе­
мого процесса. Эту гипотезу можно проверить, если из­
вестна дисперсия воспроизводимости, рассчитываемая 
по данным параллельных опытов.

После заполнения табл. 11.10 составляют план эк ­
сперимента, в который вносят результаты параллельных 
опытов (табл. 11.11).

Так как  невозможно полностью исключить действие 
внешних факторов, параллельные опыты не дают полно­

т а  б л и ц а  11.11

М опыта xt . . . **
Параллельные опыты

Yt • • • 1 ^m

1 + 1 +  1 • • • + i УН Ухг • • • У \т Ух
2 + 1 — 1 • • • + i yti Уг а • • • У гт Уг

л — 1 — 1 • . • + i yni Уп% • • • Уп т Уп
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стью совпадающих результатов. Погрешность опыта 
можно оценить по формуле

Л 2  (уи-у<)2
--------------- , / =  TTm, i = l , n ,  (11.5)
т — 1

где 5-‘ —диспер сия  воспроизводимости i-ro опыта.
При анализе опытных данных следует использовать 

критерии математической статистики. Например, резко 
выделяющиеся значения можно отбрасывать по /-крите­
рию Стьюдента (см. § 6.3), проверять однородность ди­

сперсий s\ по /^критерию Фишера (см.§ 6 .4), производя
* Л
попарные сравнения. Если дисперсии s ] однородны, то 
дисперсия параметра оптимизации

/=i
Прежде чем приступить к постановке опытов, надо 

выработать последовательность их проведения. В про­
ведении опытов, запланированных планом эксперимента, 
рекомендуется случайная последовательность, т. е. не­
обходима рандомизация  опытов во времени. Поясним 
сказанное следующим примером.

Пусть требуется поставить опыты по плану, записан­
ному в табл. 11.12.

Та б л и ц а  11.12

S i опыта X, X, X, ч S t опыта X, X, X, Y

1 + + + У\ 5 + + _ Уь
2 — — + Уг 6 — — — Ув
3 + — + Уз 7 + — — Уч
4 + + Уа 8 + У%

Допустим такж е , что экспериментатор может поста­
вить в первый день четыре опыта и во второй — тоже 
четыре опыта. Ставить опыты в последовательности, з а ­
писанной в табл. 11.12, нецелесообразно, так  как  в пер­
вых четырех опытах Xz находится на верхнем уровне, а
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в последних— на нижнем, что может вызвать появление 
систематической ошибки в определении параметра опти­
мизации (внешние условия совершенно одинаковыми 
быть не могут). При рандомизации условий эксперимен­
та вероятность такой опасности уменьшается. В рас­
сматриваемом примере необходимо восемь опытов про­
вести в случайной последовательности, для  чего исполь­
зуется таблица случайных чисел. В случайном месте 
таблицы выписывают числа с 1 по 8, отбрасывая числа 
больше 8 и уж е  выписанные; например, можно получить 
такую последовательность: 8, 2, 1, 6, 4, 5, 3, 7. Это зна­
чит, что первым следует реализовать опыт № 8, вто­
рым — № 2, третьим — № 1 и т. д.

Если же планируется проведение параллельных опы­
тов, например, по плану табл. 11.15 проводят два парал­
лельных опыта, то необходимо случайно расположить 
уж е 16 чисел. В этом случае такж е  из случайного места 
таблицы выписывают 16 чисел, например, 2, 15, 9, 5, 12, 
1 4 ,8 ,1 3 ,1 6 ,1 ,3 ,7 ,4 ,6 ,1 1 ,1 0 .  Вычитая из каждого числа, 
большего 8, число 8, получаем окончательную последо­
вательность проведения опытов: 2, 7, 1, 5, 4, 6, 8, 5, 8, 1,
3, 7, 4, 6, 3, 2. Следовательно, первым проводят опыт № 2, 
вторым — № 7 и т .д .  Выбранную случайным образом 
последовательность нарушать не рекомендуется.

После тщательного проведения эксперимента, отбра­
сывания значений, полученных ошибочно, и проверки 
однородности дисперсий воспроизводимости переходят 
к расчету параметров постулируемой модели и ее ана­
лизу. В §  11.2 условились в начале эксперимента рас­
сматривать лишь линейные модели на двух уровнях. 
Как известно из гл. 5, параметры уравнения связи можно 
отыскать с помощью метода наименьших квадратов. Ес­
ли функция отклика или уравнение регрессии имеет вид 
(11.3), то с помощью метода наименьших квадратов не­
обходимо отыскать Ь0, Ь\, и Ь2, для  чего можно провести 
эксперимент по плану табл. 11.5.

Д ля анализируемой модели с помощью методики, 
рассмотренной в § 5.6, получаем следующую систему 
нормальных уравнений:

Ь0 +  ht 1Х\ +  bt ZXt X, =  Y, 
bt IX,  +  bx 2 X , X2 +  bt IX] = 2 X , Y.
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Подставив в эту систему конкретные значения столб­
цов Х0, Xit Х2 из табл. 11.5, имеем ( п = 4 ) :

2 Х 1= 2 Х ,« = 0  (свойство симметричности), 
2Х^=2Х* = 4  (свойство нормировки), 

2Х хХ 1= 2 Х 2Х 1 = 0  (свойство ортогональности).
Следовательно, систему нормальных уравнений мож­

но записать в виде
4 b0 =  ZY,

4 Ьх =  ZXj Y,
4 Ьг =  2 Х , Y,

откуда Ь0=1У/4, 6 ,= 2Х ,У / 4 , b2=ZX2Y/4.
Если теперь рассмотреть линейную модель с к факто­

рами, то, рассуж дая  аналогично, получаем формулу для 
расчета коэффициентов уравнения регрессии bj в общем
виде:

b j ^ ^ Yi Xt j / n ,  / =  0 , 1 , 2 .......k, i =  l , 2 ........п. (11.7)
1-1

Таким образом, вычисления сводятся к умножению 
столбца Y на столбец соответствующего фактора и ал ­
гебраическому сложению полученных значений. Д еле­
ние результата на число различных опытов в матрице 
планирования дает искомый коэффициент.

Пример 11.2. Исследуется процесс разделения смеси раствора* 
ми кислоты. Параметр оптимизации У — содержание определенно­
го элемента в выходном растворе, %. Факторы) хх — концентрация 
входного раствора, х% — концентрация кислоты.

Задача исследования — получение такого сочетания факторов, 
при котором значение выходного параметра равно 99— 100%. Ап­
риорные исследования дали возможность построить области опре­
деления для каж дого из факторов, выбрать нулевой уровень и ин­
тервалы варьирования: 0 ,5 < * | < 3 ,3 < х 2< 9 . Исходная информа­
ция записана в табл. 11.13.

Т а б л и ц а  11.13

Наименование * i  *•

Нулевой уровень Xj0 
Интервал варьирова­

ния hi  
Верхний уровень (+1) 
Нижний уровень (—1)

1,5 7 
0 ,5  1

2 ,0  8 
1,0 6
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Р е ш е н и е .  Матрица планирования эксперимента и результа­
ты параллельных опытов (днсперсии воспроизводимости однород­
ны) записаны в табл. 11.14.

Т а б л и ц а  11.14

Nt опыта X. *« X. У~1

1 +  1 — 1 - 1 95
2 +  1 + 1 —1 90
3 +  1 — 1 + 1 85
4 +  1 + 1 + 1 82

Рассчитаем параметры уравнения связи :
Ь„ =  (95 +  90 +  85 +  82)/4 =  88; bt -  (— 95 +  90 — 85 +  82)/4 =.

-------2,0

bt  =. (— 95 -  90 +  85 +  82)/4 = — 4 ,5 ; Yr  =  88 — 2.0Х * — 4 .5 Х ,.

После того как  коэффициенты модели вычислены, ре­
шают вопрос о возможности описать полученной моделью 
изучаемый процесс. Модель, пригодную для описания 
процесса, называют адекватной.

Адекватность модели проверяют по /'-критерию 
Фишера (см. § 6 .4), для  чего рассчитывают статистику 
F = s ln/s2{Y) , где s fy) — дисперсия параметра оптимиза­
ции, или средняя дисперсия воспроизводимости; s 2M — 
дисперсия адекватности. Дисперсия адекватности 

Л
1 & = - ----- у--------- . (11.8)
причем f  равно разности м еж ду числом различных опы­
тов и числом параметров уравнения регрессии, a Kit — 
значение параметра оптимизации, рассчитанное по урав ­
нению регрессии.

Пример 11.3. Рассчитаем s f A для примера 11.2 и проверим п ь  
потезу адекватности, если s*Y) “ 0,625, а —0,05, причем параллель* 
ность опытов равна 2.

Р е ш е н и е .  Так как  > 4*88—2,0*Xi—4,5 Xj, то
^ i t  =  88 — 2 ,0  ( — 1) — 4 ,5  ( — 1) =  9 4 ,5 , У „  =  88 -  2 ,0  (+  1) —

-  4 ,5  ( - 1 ) =  9 0 ,5 ;
У*, =  8 8 - 2 , 0  ( -  I ) - 4 , 5 ( +  I)  =  8 5 ,5 , Yt1 -  8 8 - 2 , 0  ( +  I) -  

» . ,  . 4 , 5 ( + 1 ) =  8 1 ,5 ;
/ W s a  1» поскольку количество различных опытов равно че­

тырем (параллельность опытов не учитывается), а  число оценивае­
мых параметров (Ьо, 6 ,, Ьг) равно трем. Д алее имеем ;
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=  1; ^ у )  “  0 ,625 ; F =  1/0,625 ж  1 ,57 .

В таблице ^  распределения находим ^т.ол, соответствующее 
а = 0 ,0 5 , =/“  1. кг = п ( т —1 )= 4 . Получаем f i«e a -*7 ,7 1 . Так как 
1,57 < 7 ,71 , то модель можно считать адекватной.

После установления адекватности модели и исследу­
емого процесса переходят к проверке значимости отдель­
ных коэффициентов.

При использовании полного факторного эксперимен­
та и дробных реплик погрешности в определении каж до ­
го из коэффициентов равны (следствие свойств матрицы 
планирования § 11.2):

si/ =  S(V)/«. (П-9)

где s 2n — средняя дисперсия воспроизводимой: п — чис­
ло различных опытов.

Значимость коэффициентов обычно проверяют по /- 
критерию Стьюдеита (см. § 6 .3), для чего рассчитывают

л
статистику <*=1^1/56,, которую затем сравнивают с таб ­
личным значением /1абл, взятым из таблицы /-распреде­
ления Стьюдеита по вероятности проверяемой гипотезы Р 
и количеству степеней свободы, с которым определя-

л
лась Sjyj.

Пример 11.4. Проверить значимость коэффициентов уравнения
А ,

У ,= 88—2 ,0 X i—4,5 Х2, если р —0,95; s (y) =0,625; количество степе-
2

ней свободы равно k=4.
Л 2 Ап

Р е ш е н и е .  Так как s^Y) —0,625, то 8 ^  —0,625/4;

%bj)  =  V 0,625/4 =  0,25/2 =  1/8;

*, =  88:1/8 =  88-8 =  704, /, =  2 :1 / 8 =  16,
tt  =  9/2:1/8 =  (9 • 8)/2 =  36; /табЛ =  2 ,7 8 .

Все рассчитанные значения I больше, чем табличное, поэтому все 
коэффициенты уравнения Ут — 88—2,0 X i—4,5 Х2 значимы.

Доверительные интервалы для каждого из коэффи­
циентов уравнения получают по формуле

b j  —  /Табл S lY ) / V п  <  <  b j +  t „ o „ S l Y ) f V n .

Пример 11.5, Построить доверительный интервал для каждого

\  =  (95 -  94,5)2 +  (90 -  90,5)2 +  (85 +  85 ,5)2 +  (82 -  81,5)2 =.
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коэффициента уравнения Ут“ 88—2,0 ЛГ|—4,5 сохранив условия 
примера 11.4.

р е ш е н и е .  Имеем: /т«бдм 2,78, 4 (число различных опы-

то в ), S(V) -0 ,6 2 5 ; /т.вл*(у )/ К я - 2 ,7 8 - У Г0,625/К  4 ~ 0 ,35; 8 8 -  
^ 0 ,3 5 < P i< 88+ 0,35 ; 8 7 ,65< р |< 88,35; 1 ,6 5 < р 2^ 2 ,3 5 ; 4 , 1 5 4 , 8 5 .

Проведенные расчеты дают возможность экспериментатору при­
нять решение о дальнейших исследованиях.

Перевод модели на язык экспериментатора называ­
ют интерпретацией модели. Задача интерпретации весь­
ма сложна, однако общие рекомендации сводятся к 
следующему. Сначала устанавливают, в какой мере к а ж ­
дый из факторов влияет на параметр оптимизации. Ве­
личина коэффициента регрессии — количественная мера 
этого влияния. О характере влияния факторов говорят 
знаки коэффициентов. Знак плюс свидетельствует о 
том, что с увеличением значения фактора растет вели­
чина параметра оптимизации, при знаке минус увеличе­
ние значецртя фактора приводит к уменьшению парамет­
ра оптимизации. Если значение параметра оптимизации 
максимизируется, то увеличение значений всех факторов, 
коэффициенты которых имеют знак плюс, благоприятно, 
а знак минус — неблагоприятно. Если же значение пара­
метра оптимизации минимизируется, то следует рассмат­
ривать соотношения, противоположные ввышеизложен- 
ным.

Пример 11.6. Интерпретировать результаты задачи, решаемой в 
примерах 11.2—11.5.

Р е ш е н и е .  Выше установлено, что модель Yr « 8 8 —2,0 Х|— 
—4,5Х 2 адекватно описывает исследуемый процесс в выбранных 
интервалах варьирования факторов. Фактор Х2 (концентрация кис­
лоты) оказывает ббльшее влияние на Y (содержание элемента в 
выходном растворе, % ), чем Х\ (концентрация входного раствора), 
так как |4,5|>|2,0|. Коэффициенты в уравнении регрессии у обо­
их факторов имеют знак минус, поэтому уменьшение значении фак­
торов Х\ и Х7 ведет к увеличению параметра оптимизации, а в 
рассматриваемой задаче параметр У максимизируется.

Уравнение для натуральных переменных можно получить, ис­
пользуя ф ормулу (1 1 .1 ). Коэффициенты регрессии изменятся. При 
этом пропадает возможность интерпретации влияния факторов по 
величине и знакам коэффициентов регрессии, так как вектор-столб- 
цы натуральны х значений переменных в матрице планирования уж е  
не ортогональны, коэффициенты определяют зависимо д р у г  от 
ДРУга.

Пример Ц .7. В задаче, исследуемой в примерах 11.2—11.6, пе- 
реити к натуральным переменным.

Р е ш е н и е .  Имеем: Ут -  8 8 - 2 ,0  X ,— 4,5 Х7\ (* ,— 1,5)/0,5| 
Т Л * 27 1  У , ;  Кт- 8 8 —2,0 (х .— 1.5)/0.5—4,5 (х ,—7)/1; У ,« 8 8 - 4 - ( * | — 
1|5) 4,5(*2—7 ); Ут «  125—4*,—4,5**

303



Г л а в а  12
Основные понятия теории случайных функций

§ 12.1; Понятие о случайной функции

До настоящей главы основным предметом исследо­
вания были случайные величины, принимающие,те или 
иные значения в постоянных условиях отдельного опы­
та. На практике зафиксировать все условия опыта, как  
правило, невозможно; опыт протекает во времени, 
в пространстве, при непрерывном действии посторон­
них причин. Поэтому чаще приходится иметь дело со 
случайной величиной, непрерывно изменяющейся в про­
цессе опыта. Примерами таких случайных величин могут 
служить отклонение траектории космического корабля 
от расчетной в процессе его полета, часовая выработка 
рабочего-станочника в процессе работы и т. д.

Изменяющаяся в процессе одного опыта случайная 
величина называется в отличие от обычной случайной 
величины случайной функцией. Приведем другое опре­
деление случайной функции. Напомним, что случайной 
мы называли величину, которая в результате опыта при­
нимала то или иное значение, причем не известно зара­
нее, какое именно. По аналогии, случайной  назовем 
функцию, которая в результате опыта может принять 
тот или иной конкретный вид, причем заранее не извест­
но, какой именно. Конкретный вид, принимаемый слу­
чайной функцией в результате опыта, называется реали­
зацией  случайной функции.

Если над случайной функцией произвести группу по­
вторных опытов, то получим г руппу , или семейство , 
реализаций этой функции.

Пример 12.1. Ф актическая траектория космического корабля 
может отклоняться от расчетной. Это отклонение S  колеблется 
около нулевого уровня и представляет собой случайную функцию 
времени S(t),
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Полет космического корабля можно рассматривать как опыт, 
в котором случайная функция S (/) принимает определенную реа­
лизацию. При каждом следующем полете такого ж е космического 
корабля будет получена новая реализация случайной функции 
В результате нескольких полетов можно получить семейство реа­
лизаций случайной функции S (/) (рис. 12.1).

С л у ч а й н а я  функция времени характеризует процесс 
изменения случайной величины с течением времени. По­
этому случайные функции времени обычно называют 
случайными процессами.  Аргументом случайной функ­
ции может быть не только время. Например, скорость 
ветра в атмосфере в данный момент времени — случай­
ная функция трех аргументов — координат точки в про­
странстве, а при изменении времени скорость — это уж е  
случайная функция четырех аргументов — координат 
точки пространства и времени.

Рис. 12.1 Рис. 12.2

Рассмотрим только случайные функции одного ар гу­
мента, обозначив его t. Случайные функции будем обо­
значать большими буквами латинского алфавита, а их 
реализации — соответствующими малыми.

Рассмотрим случайную функцию Х(/). Пусть над 
ней произведено п независимых опытов, в результате 
которых получено п релизаций * i ( 0 *  * t ( 0 »  •••* *< (0. •••• 
xn(t) (рис. 12.2). К аж дая  реализация есть обычная 
(неслучайная) функция. Зафиксируем некоторое значе­
ние аргумента, например t = t i% и найдем значения п ре­
ализаций для данного tj. Полученные значения х\ (tj), 
* 2(tj ),  . .. , Xi(/j), . . . t Xn(tj) называют сечением п реализа­
цией случайной функции при t=t j .  Сечение можно рас­
сматривать к ак  п значений, принятых случайной вели­
чиной X(tj ) — ординатой случайной функции при t=t j .  
Поэтому случайную функцию часто определяют как  со­
вокупность случайных величин — ординат функции при 
различных допустимых значениях ее аргумента.



После интерпретации получившихся результатов 
переходят к принятию решений о дальнейших исследо­
ваниях. Количество возможных ситуаций перечислить 
невозможно. Остановимся лишь на наиболее часто встре­
чающихся.

Если линейная модель адекватна и коэффииценты 
регрессии значимы, то можно либо закончить исследова­
ния при условии близости оптимума, либо их продолжать. 
В задаче, рассматриваемой в примерах 11.2— 11.6, наи­
большее значение параметра оптимизации 95% получе­
но в опыте № 1, в этом случае исследование необходимо 
продолжить, получив сочетание факторов, при которых 
содержание элемента в* выходном растворе 99— 100%. 
Если линейная модель, адекватна, а часть коэффициен­
тов уравнения регрессии незначима, то можно либо из- 
изменить интервалы варьирования факторов, либо от- 
сеить незначимые факторы, произвести параллельные 
опыты, а если область оптимума близка, закончить ис­
следования.

Заметим, что изменение интервалов варьирования 
приводит к изменению коэффициентов регрессии. Абсо­
лютные величины коэффициентов регрессии увеличива­
ются с увеличением интервалов. Инвариантными к изме­
нению интервалов остаются лишь знаки коэффициентов, 
однако и они могут измениться на противоположные, 
если при движении «перешагнули» экстремум.

Если линейная модель адекватна, а все коэффициен­
ты уравнения регрессии незначимы (кроме Ь0) (чаще 
всего это происходит вследствие большой ошибки экспе­
римента или узких интервалов варьирования), необходи­
мо увеличить точность эксперимента, расширить интер­
валы варьирования. Если область оптимума близка, то 
можно окончить исследование.

Если линейная модель неадекватна, это значит, что 
не удается аппроксимировать поверхность отклика пло­
скостью. В этом случае изменяют интервалы варьирова­
ния, выбирают другую точку в качестве нулевого уровня 
либо используют нелинейную модель.

Если область оптимума близка, то можно окончить 
исследование.

Особый случай имеет место при использовании насы­
щенных планов. При значимости всех коэффициентов 
ничего нельзя сказать  об адекватности или неадекват­
ности модели, так  к ак  в этом случае невозможно рассчи­
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тать  (см. формулу (1 1 .9 ) )  в силу того, что число сте­
пенен свободы f= 0 .  В этом случае  при близости об ла­
сти оптимума можно закончить исследование, в против­
ном случае  — продолжить.

С ущ ествует  множество различных методов продол­
жения эксперимента до установления оптимальной об­
ласти. Наиболее старым является  метод Г а у сс а —Зейделя, 
идея которого сводится к следую щ ему. Все факторы, 
кроме одного, фиксируют, т. е. продвижение происходит 
параллельно одной из координатных осей. На этом пути 
исследователь находит точку наилучшего значения п ар а­
метра оптимизации, а затем  из этой точки дви гается  па­
раллельно другой оси до тех пор, пока параметр оптими­
зации не получит запланированного значения. Метод 
Гаусса  — Зейделя требует большого количества опытов. 
В исследовательской практике широкое распространение 
получил метод крутого восхождения, предложенный 
Г. Д. П. Боксом и К. В. Уилсоном.

М етод крутого восхождения д а ет  возможность най­
ти оптимальную область за  меньшее число опытов по 
сравнению с методом Г а у сс а —Зей деля  з а  счет того, что 
здесь  предусмотрено при переходе от одной точки к 
другой одновременное изменение значений всех факто­
ров. Выбор последующей точки эксперимента опреде­
ляется  направлением наилучшего изменения парам етра 
оптимизации, т. е. направлением градиента.

Планирование эксперимента достигло в последние 
годы больших успехов и получило широкое распростра­
нение, особенно в лабораторных исследованиях. Однако 
возможности этого направления в практической д е я ­
тельности человека используются в настоящее врем я не 
полностью. Широкое внедрение методов планирования 
эксперимента в практику управления производством 
позволит д а ть  большой экономический эффект. Иссле­
дователи, работающие над  проблемами теории плани­
рования эксперимента, сосредоточивают свое внимание 
главным образом на д в у х  направлениях: создание п л а­
нов с минимальным числом опытов, позволяющих по­
лучать уравнения регрессии, достаточно точные д л я  
практических целей; создание планов, позволяющих по­
лучать  высокоточные уравнения регрессии.

Н астоящ ую  гл аву  следует  рассм атри вать  к а к  введе­
ние в планирование эксперимента.
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§  12.2. Законы распределения и основные 
характеристики случайной функции

Совокупность реализаций случайной функции в к а ­
кой-то степени хар актер и зует  ее свойства. Например, 
реализации случайных функций X(t)  и Y(t) ,  изображ ен­
ные на рис. 12.3 и 12.4 сплошными тонкими линиями, 
показываю т, что эти функции обладаю т различными

свойствами : д л я  случайной функции X(t ) характерно 
плавное изменение со временем ; случайная функция 
Y(/) имеет резко колебательный х ар актер  с беспоря­
дочными колебаниями. О днако подобно тому к а к  в ар и а­
ционный ряд, получаемый в результате  серии опытов 
дл я  определения свойств случайной величины, только 
приближенно хар актер и зует  эту  величину, т а к  и сово­
купность реализаций случайной функции мож ет х а р а к ­
теризовать ее свойства только с той или иной степенью 
приближения.

Б удем  рассм атри вать  случайную функцию к а к  сово­
купность случайных величин. В §  3.1 было показано, что 
лю бая случайная величина полностью хар актери зуется  
законом распределения, при этом наиболее общей фор­
мой его задан и я  явл яется  функция распределения. З а ­
фиксируем некоторое значение ар гум ен та  случайной 
функции, например t= t j .  Обозначим функцию распре­
деления случайной величины X(t j )  через F [ * ( / j ) J .  В об­
щем случае  прн изменении t могут изменяться к а к  па-

Еам етры  функции распределения ординаты, т а к  и ее 
ид. П р и давая  t все  возм ож ные значения, получаем
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множество функций распределения ординат случайной

Одномерной функцией ра спр ед ел ения  случайной  
ф у н к ц и и  X(t)  называю т такую  функцию Fx(t ) ,  которая 
при каж до м  допустимом значении ар гум ента  случайной 
функции, например при t =  t }, равна функции распреде­
ления /=■[*(/;)] ординаты X(t j ) :

Fx(tj) = F[x( t j )  1.

Очевидно, что д л я  решения задач , в которых ордина­
ты случайной функции рассматриваю т изолированно 
др уг  от д р у га ,  знания одномерной функции распределе­
ния вполне достаточно. О днако часто ординаты случай­
ной функции надо рассм атри вать  совместно.

Заф иксируем д в а  значения ар гум ен та  tj  и U, соот­
ветствующие им ординаты обозначим ХЩ)  и X(ti). 
В § 3.9 было показано, что наиболее общей формой з а ­
дания д вух  случайных величин явл яется  их совместная 
функция распределения. Обозначим совместную функ­
цию распределения случайных величин X (f j)  и X(ti) че­
рез f  [ * (/ ; ) ,  х (/*)]. К ак  и в предыдущем случае , при из­
менении аргументов могут изменяться парам етры  совме­
стной функции распределения и ее вид.

Двумерной функцией ра спр ед ел ения  случайной  
функции  ЛЧО называю т такую  функцию Fx(t, / ') . кото­
рая при каж дой  паре допустимых значений аргум ента  
случайной функции, например при t =  t j  и /=//, равна 
совместной функции распределения F[x( t j ) ,  лс(/*)] орди­
нат X(tj )  и X(ti):

F * ( t f i t d -F b{ t , ) ,x < td  1.

Напомним, что, зная  совместную функцию распреде­
ления д вух  случайных величин, можно определить функ­
цию распределения каждой случайной величины. Поэто­
му двум ерн ая  функция распределения — более полная 
характеристика случайной функции, чем одномерная. 
Однако и двум ер н ая  функция распределения не явл яет ­
ся в общем случае полной характеристикой случайной 
функции, т а к  к а к  в практических з ад а ч ах  приходится 
рассматривать  совместно не две , а  гораздо большее чис­
ло ее ординат.

П родолж ая предыдущие рассуж дения , можно опреде­
лить трех-, четырех- и вообще A-мерную функцию рас­
пределения случайной функции при любом целом поло­
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жительном k. При этом функцию распределения любого 
низшего порядка можно вычислить по функции распре­
деления высшего порядка . Поэтому к а ж д а я  следую щ ая 
функция распределения явл яется  более полной х ар а к т е ­
ристикой случайной функции, чем все предыдущие.

Зам етим , что при решении практических зад ач  наи­
более часто встречаются нормальные  или г а у с с о в с к и е  
случайные функции. Д л я  таки х  случайных функций все 
А’-мерные законы  распределения (одномерные, д вум ер ­
ные функции распределения и т .д . )  являю тся  нормаль­
ными. Однако задани е  случайной функции с помощью 
A-мерных законов распределения не всегда удобно вслед­
ствие их громозкости.

При изучении случайных величин большое значение 
имеют их основные числовые характеристики : м а т е м а ­
тическое ожидание и ди сп ер си я— д л я  одной случайной 
величины; математические ож идания, дисперсии и кор­
реляционный момент — д л я  д в у х  случайных величин. 
Используя эти характеристики, можно решить большое 
число практических задач . Д л я  случайной функции т а к ­
ж е  вводят  простейшие характеристики, аналогичные ос­
новным характери стикам  случайных величин. Знания их 
о казы вается  т а к ж е  достаточно д л я  решения многих з а ­
дач.

В отличие от характери стик случайных величин, 
представляю щ их собой определенные числа, х ар актер и ­
стики случайных функций не числа, а функции.

Основными характери стикам и случайной функции 
являю тся  математическое ожидание, дисперсия и корре­
ляционная функция. Определим математическое о ж и д а ­
ние случайной функции. Зафиксируем некоторое значе­
ние ар гум ен та  случайной функции, например t= t ) .  М а ­
тематическое ожидание ординаты X(t j )  обозначим 

[X (/j) ] .  При изменении t математическое ожидание 
ординаты, вообще говоря, изменяется. П р и давая  t  все 
возможные значения, получаем числовое множество м а ­
тематических ожиданий ординат случайной функции.

Математическим ожиданием случайной функции  
Х(1) назы ваю т такую  неслучайную функцию mx(t) ,  ко­
торая  при каж д о м  допустимом значении ар гум ента , на­
пример при t =t j ,  равна математическом у ожиданию 

ординаты

mx(ij) = Ml X( t j ) l  (12.1)
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По см ы слу математическое ожидание случайной функ­
ции представляет  собой некоторую среднюю функцию, 
около которой группируются и относительно которой ко­
леблются возможные реализации случайной функции. 
Н а рис. 12.3 и 12.4 математические ож идания mx(t) и 
niy(t )  случайных функций X(t)  и У(<) изображены ж и р ­
ными линиями.

Аналогично определяется дисперсия случайной функ: 
ции. Дисп ер си ей  случайной функции X(t)  называю т т а ­
кую неслучайную функцию Dx(t) ,  которая при каж до м  
допустимом значении ар гум ен та , например при t =t j ,  
равна дисперсии D[X(t j ) ]  ординаты X(t j ) :

Dx(tj) = DlX(tj )\.  (12.2)
Очевидно, Dx(t ) — неотрицательная функция. Арифме­
тическое значение квадратного  корня из дисперсии 
£>*(/) назы ваю т средним квадратическим отклоением 
случайной функции:

o x(t) = VDx (t). (12.3)
Среднее квадратическое отклонение случайной функ­

ции при каж д о м  t х ар актери зует  средний разброс р еа­
лизаций случайной функции относительно матем атиче­
ского ож идания. На рис. 12.3 и 12.4 значения функций 
[ m( t ) —o ( t ) ]  и [ m( t ) +o ( t ) ]  изображены пунктирными 
линиями.

М атематическое ожидание и дисперсия — важ н ы е 
характеристики случайной функции, но для  описания ос­
новных особенностей случайных функций этих х ар а к т е ­
ристик недостаточно. Действительно, случайные функции 
Я ( 0  и У(/), изображенные на рис. 12.3 и 12.4, имеют 
примерно одинаковые математические ож идания и дис­
персии (средние квадратические отклонения). Однако, 
к а к  у ж е  отмечалось, х ар актер  изменения этих функций 
различен.

Рассмотрим две  ординаты случайной функции Х (/), 
изображенной на рис. 12.3, при значениях аргумента 
t = t j  и /=//, т. е. две  случайные величины X(tj )  и X(ti).  
Очевидно, что при близких значениях tj  и U величины 
X(tj )  и X(tt) связаны  тесной зависимостью: если вели­
чина X(t j )  приняла какое-то значение, то и величина 
Я(//) с большой вероятностью примет значение, близкое 
к нему. Очевидно и то, что по мере увеличения проме­
ж у тк а  м еж д у  tj и // зависимость м еж д у  случайными ве­
личинами X(t j )  и X(ti) з а тух ает  очень медленно.
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Напротив, д л я  случайной функции Y(t),  изображ ен­
ной на рис. 12.4, ординаты K(/j) и Y(ti) д а ж е  при близ­
ких значениях tj  и tt практически не зависят  д р у г  от д р у ­
га . Д л я  такой случайной функции характерно быстрое 
затухан ие  зависимости м е ж д у  ее ординатами при увел и ­
чении расстояния м еж д у  ними.

Известно, что степень зависимости д в у х  случайных 
величин мож ет быть охарактеризована корреляционным 
моментом, или ковариацией. Д л я  характеристики степе­
ни зависимости м еж д у  д в у м я  ординатами случайной 
функции, относящимися к различным значениям ар гу ­
мента /, используют корреляционную функцию, которую 
определяют следующим образом.

П усть X(l j )  и X(t t) — две  ординаты случайной функ­
ции X(t ) ,  a /C[X(/j), Л '(//)]— их корреляционный мо­
мент. Напомним, что он равен математическом у о ж и д а ­
нию произведения этих случайных величин, предвари­
тельно центрированных относительно их математических
ожиданий, т .е .  K[X( t j ) ,  X(t/)] =M[X( t j ) ,  X(t , )] ,  где

X( t , ) =X( t j ) - M[ X( t j ) ] ,  а Х ( / | ) = В Д - Л 1 [ В Д ] .
Корреляционной функцией случайной функции X(t)  

назы ваю т такую  неслучайную функцию Л*(/, / '), кото­
рая при каж дой  паре допустимых значений аргум ента  
?, например при t = t j  и t — ti, равна корреляционному 
моменту Х(/|)] ординат X(tj )  и X(tt):

К  (t j , /,) =  К [X (tj), X (/,)] = MIX (tj),X (/,)1. (12.4)
J»

Т ак  к а к  корреляционный момент случайных величин 
X(t j )  и X(ti) не зависит от последовательности, в кото­
рой эти величины рассматриваю тся, то и корреляцион­
ная функция не меняется при перемене аргументов ме­
стам и : kx(t, t') = k x(t', t).

Вернемся к случайным функциям X(t)  и Y(t),  изоб­
раженны м на рис. 12.3 и 12.4. Очевидно, что их корре­
ляционные функции совершенно различны. Т а к  к а к  по 
мере увеличения п р ом еж утка  м е ж д у  tj и Л зависимость 
м е ж д у  ординатами случайной функции X(t)  з а т у х ае т  
очень медленно, то и ее корреляционная функция kx(t, 
t') с ростом пр ом еж утка  (/, t') уб ы вает  медленно; н а ­
против, корреляционная функция ku(t, t') случайной 
функции У (/) с увеличением пр ом еж утка  (/, t') у б ы в а ­
ет быстро.
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Выясним, что происходит с корреляционной функци­
ей kx(t . П *  когда ее аргументы  совпадаю т. П усть / =  

Учитывая формулы (12.4) и (1 2 .2 ) ,  можно з а ­
писать следующую цепочку равенств:

kx (tj, tj) =  К  [X (tj), X  (tj)1 =  М (Х  (/У),Х° (tj)\ =  М IX (/у)1* -  
=  М  {X  (tj) - M i x  (/,)]}* =  D [X (itj)] =  D x (tj),

т. e. корреляционная функция при t = t ' = t j  равна дис­
персии ординаты X ( ( j ) .  П р и давая  ар гум ен ту  t все воз­
можные значения и полагая  при этом, что t= t ' ,  полу­
чаем kx(t, t ) = D x(t) ,  т. е. при t = t '  корреляционная 
функция явл яется  дисперсией случайной функции.

Таким образом , необходимость в дисперсии к а к  от­
дельной характеристики случайной функции отпадает/ 
В качестве основных характери стик  случайной функции 
достаточно рассмотреть ее математическое ож идание и 
корреляционную функцию.

Вместо корреляционной функции kx(t, /') можно ис­
пользовать нормированную корреляционную функцию

р Х(( ,П = — ^ ' Г)_____ . (12.5)
У  Dx (О V  Dx (П

которая при каж дой  паре допустимых значений а р гу ­
мента случайной функции, например при t = t j  и /=//, 
равна нормированному корреляционному моменту или 
коэффициенту корреляции ординат X (t j)  и X(t i) :  

o (ti ti) =  kx (l] t t,) KlX(tj ) ,X(ti )]

V D x (IJ) V d x (I,) V d [X (0)1 V d  [X (//)] 

=  p [X  (tj), X  (/,)]. (12.6)

Зам ети м , что математическое ожидание и корреляци­
онная функция являю тся исчерпывающими хар актер и ­
стиками только д л я  нормальной случайной функции. 
И вот почему. В соответствии с определением нормаль­
ной случайной функции все ее fc-мерные функции рас­
пределения, т. е. совместные законы распределения лю­
бых ее k ординат (k случайных величин), являю тся  нор­
мальными. В §  3.4 было показано, что нормальный 
закон распределения одной случайной величины полно­
стью определяется ее математическим ожиданием и ди ­
сперсией. В §  3.10 показано, что нормальный закон рас­
пределения д в у х  случайных величин полностью опреде­
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л яется  математическими ож иданиями , дисперсиями и 
коэффициентом корреляции. М ожно до казать , что и нор­
мальный закон распределения большего числа случай­
ных величин определяется их математическими о ж и д а ­
ниями, дисперсиями и парными коэффициентами корре­
ляции. Поэтому для  определения нормальной случайной 
функции достаточно знать  ее математическое ож и ­
дание, дисперсию и нормированную корреляционную 
функцию или математическое ожидание и корреляцион­
ную, функцию (т а к  к а к ,  зная  дисперсию и нормирован­
ную корреляционную функцию, можно восстановить 
корреляционную функцию и, наоборот, зн ая  корреляци­
онную функцию, можно определить дисперсию и норми­
рованную корреляционную функцию).

И зучая  случайные функции, кроме математического 
ож идания и корреляционной функции можно р ассм ат ­
ривать, например, начальные и центральные моменты 
случайной функции и другие характеристики. Способы 
их задан и я  аналогичны способам задани я  основных х а ­
рактеристик.

§  12.3. Определение основных характеристик 
случайной функции из опыта

Пусть над случайной функцией Х(/) проведено п не­
зависимых опытов и в результате  получено п р еал и за­
ций случайной функции (рис. 12.5). Н айдем оценки ха-

X
хЮ x.lt,l X.ltj) iJtpLx.it)
x,(t,l

t.

j l r , W .

I v h o < V
т л /

л/ tm
X, It,I _ J  t

X'lty x,Ut\
-------

Рис. 12.5

рактеристик случайной функции: математического ож и­
дания т * ( / ) ,  дисперсии Dx(t) и корреляционной функции 
А*(/, /')• Д л я  наглядности последующих р а ссуж д е ­
ний предположим, что ар гум ент случайной функции — 
врем я .

П ром еж уток  времени [О, Г ] ,  в течение которого про­
во дят  наблюдения, разобьем на интервалы точками 0 =
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ra t i ,  t2, tmr=T. Проводя каж д ы й  опыт над случай* 
ной функцией, будем  регнстрировать-значения, принятые
ею в моменты времени t\, t2........ tm. Зарегистрированные
значения поместим в табл . 12.1, число строк которой 
равной числу реализации п, а число столбцов равно т. 
В таблице в  i -й строке и /-м столбце помещено x(( t}) —

Т а б л и ц а  12.1

0.V

I

Аргумент '» • • • 4 • • • • • • 4
\  ОрА‘*ната

Р в в л и за -\  
ция \

X ( t t ) • • • X( l j ) • • • X (1,) *  ( 'm>

1 * t ( 0 *1 V i) * l ( 'a ) •  • • *1«/ ) • • • * . ('<) • • • *1 (^m)

2 *«(<) X1 (*l) *a (*a) • • • *«(</) • • • *1 U i ) • • • *a ( * m )

• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • . . . • • • • • •

t * « (0 XI (/,) • • • * i  (</) • • • * i ( h ) • • • x l  Urn)

• • • • • • • • • • • • • • • • • • •• • • • • • • • • • • •

n * n (  0 * n l t  l) *n ('») • • • *n  (*1) • • • X n d i ) . .  . xn  (^m)

значение случайной функции, которое наблю далось в 
i -м опыте в момент времени tj. Полученный материал 
не что иное, к а к  результаты  п опытов над каж дой  из 
случайных величин X ( f i ) ,  X(t2),  .... X( tm).

Рассмотрим случайную величину X(t j ) .  Из §  5.3 из­
вестно, _ что оценкой ее математического ож идания 
M [X (/ j) ]  является  средняя арифметическая x(t j )  ре­
зультатов  наблюдений:

М [X (tj) 1 « х  (tj) =  дг, (tj) j  п,  (12.7)

а оценкой ее дисперсии £> [X (/ )̂ J я вл яется  исправленная
л 2

выборочная дисперсия sx(tj):

D{X (tj)] (tj) =  ( v | Xi(tj) — x(tj)\2l(n -  1). (12.8)
V - 1
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Аналогично найдем оценки математических ожиданий 
и дисперсий всех случайных величин X (/ i) ,  X(t2),  ..., 
X(tm).  Получаем два  р яд а :  ряд  значений средних ариф­
метических X(t i ) ,  X (t2) , X (tm) , используя который мо­
жно установить зависимость X(t)  м еж ду  временем и 
средними арифметическими ординат; ряд  значений ис-

л., л2
правленных выборочных дисперсий s* (/J, sx ( t j , . . . ,  
л ,
s*(*m)> .С помощью которого можно установить зависи­
мость s 2 (/). м еж д у  временем и выборочными дисперсия-

А,
ми ординат. Зависимости х (I) и sx (I) назы ваю т соот­
ветственно оценками математического ожидания mx(t) 
и ди сп ер сии  Dx(t) случайной функции X(t ) .  Эти зависи­
мости можно аппроксимировать каким-либо аналитичес­
ким вы раж ением , используя, например, метод наимень­
ших квад р ато в  (см . §  5 .6 ) .

Рассмотрим две  случайные величины X(/j) и X(ti).  
Оценкой их корреляционного момента /С[АГ(/,), X (/i)] 
я вл яется  исправленный выборочный корреляционный

л
момент, который обозначим kx(tj, tt) i

л 2  к  (0 )  “  * (0)1 1*1 (< !)-•  ('/)!
К vX {tj), X f t ) ] «  kx (tJt /,) =  '-=1---------------------- -------------------- .

Я — 1
(12.9)

Вычислим выборочные корреляционные моменты для  
всех возможных пар из m  случайных величин X(t i ) ,
X( t2) ........ X{tm) и запишем их в табл . 12.2, число строк
и столбцов которой равно т .

Д л я  любого момента времени tj, где / =  1, 2, ..., ш, 
справедлива следую щ ая цепочка равенств :

л 2  [*i (0 ) -  *  (0 )1 <0 > -  *  <0)1 л
kx( t j , t , ) = —------------------------ ;------------------------- (tj),П — 1

поэтому по главной диагонали таблицы расположены 
исправленные выборочные оценки дисперсий р ассм ат­
риваемы х ординат. Клетки под главной диагональю  не 
заполнены, т а к  к а к  из формулы (12.9) следует , что
kx(tu и) J k x(tl9 t j ) ,
ЗГь



Т 
а 

б 
ли

ц
а 

12
.2



Используя эту  таблицу, можно установить зависи- 
л

мость kx{t, /') м еж д у  возможными парами моментов 
времени / и /' и выборочными корреляционными момен­
тами соответствующих ординат, которая и назы вается  
оц енкой  корреляционной  функции kx(t, ? )  случайной  
функции X(t) .

З а  оценку нормированной корреляционной функции 
р*(/, /') принимают зависимость rx(t, t') м еж д у  возм ож ­
ными парами моментов времени M i  t '  и выборочными 
нормированными корреляционными моментами, или, 
иначе говоря, выборочными коэффициентами корреляции 
соответствующих ординат. Напомним, что выборочный 
коэффициент корреляции случайных величин A (/ j)  и 
X(ti) находят по формуле

П
2  [*, (//) — X « ; ) ]  {ДГ| (<|) — X (//)]

rx( t j , i d =

I /  2£ i* i <0)—5 <о»г V  2  I *'  i=i г 1-1
Л

=  — _ М 0 . '/)------ ( 12.10)

Vs*( t j )  V  £</,>
При нахождении оценок дл я  характеристик случай­

ной функции регистрировались ее значения в моменты 
времени t\, h,  •••» tm. Обычно эти моменты времени з а д а ­
ют равноотстоящими; при этом величину интервала ме­
ж д у  соседними моментами выбирают в зависимости от 
вида полученных в результате  опытов реализаций так , 
чтобы по значениям ординат в эти моменты можно было 
восстановить в основном вид реализаций. Точность оце­
нок характеристик случайной функции тем выше, чем 
больше проведено опытов над ней.

Пример 12.2. В результате обработки детали на ее поверхности 
остаются неровности, являющиеся результатом неравномерности 
процесса резания, пластических деформаций детали и других при­
чин, повторяющихся нерегулярно. Если сделать сечения детали 
вдоль обрабатываемой поверхности, то кривые профиля отличают­
ся друг от друга. Ординату профильной кривой можно рассматри­
вать как случайную функцию X(t)  протяженности трассы обработ­
ки поверхности /, мм. На рис. 12.6 сплошными тонкими линиями 
изображены пять профильных кривых или, иначе говоря, пять реа­
лизаций случайной функции Х(/). Требуется оценить m*(/), Dx(t), 
kx(t, t') и p*(f, / '). Заметим, что мы ограничились пятью реализа-
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пмями только потому, что пример носит иллюстративный характер.
Р е ш е н и е .  Из рис. 12.6 следует, что случайная функция Х(1) 

меняется сравнительно плавно. Поэтому сечения можно брать не 
очень часто, например через 50 мм Тогда случайная функция све­
дется к системе случайных величин, взятых при / -0 ,  50...... 350.
Будем измерять значения этих случайных величин, или, иначе гово­
ря, ординату профиля, передвигаясь вдоль каждой профильной кри­
вой. Результаты  замеров приведены в табл. 12.3.

В таблице, например, число 15,82 мм, стоящее на пересечении 
2-й строки и 3-го столбца, есть значение ординаты 2-й профильной 
кривой при протяженности трассы обработки (абсциссе), равной 
100 мм.

Найдсм оценки для характеристик случайных величин Я (0 ) , 
X (5 0 ),.. .,  X (350). Суммируя значения по столбцам и деля сум м у

Т а б л и ц а  12.3

* Номер сечения 1 2 3 4

П ротяженность трассы, мм 0 80 100 160

18
Ордината

Реализация
X (0) X (50) X (100) X (150)

I *1  ( 0 16,18 16,16 15,97 15,77

2 (0 16,15 16,46 15,82 16,13

3 (0 16,70 16,50 16,90 16,89

4 *4 ( 0 16,41 16,10 16,09 16,03

5 дг» ( 0 16,93 17,18 16,73 16,68
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Продолжение

Номер сечения 5 6 7 8

I Протяженность трассы, нм 200 250 300 350

| !

• £ §

Ордината

Реализация
X (200) X (250) X (300) X (350)

1 *1 (0 15,56 15,52 15,29 15,61

2 XI ( 0 15,80 16,12 16,15 16,33

3 X, 0 ) •6,70 16,30 16,20 16,50

4 *4 0 ) 16,22 15,58 15,44 16,42

5 хь 0 ) 16,63 16,50 16,08 16,58

на число реализаций л -*5 , найдем приближенно зависимость сред­
них арифметических от протяженности трассы t (табл. 12.4).

Т а б л и ц а  12.4

t 0 50 100 150 200 250 300 350

х(0 16,30 16,48 16,30 16,30 16,18 16,03 15,84 16,29

На рис. 12.6 оценка x(t)  математического ожидания профиля 
поверхности показана жирной линией.

Д алее находим оценки для дисперсий ординат X (0 ) , X (5 0 ),...
X (350) и их корреляционных моментов. Вычисления проведем в 

следующем порядке. Сначала вычислим исправленные выборочные 
дисперсии ординат по формуле (12 .8), или, иначе говоря, выбороч­
ные корреляционные моменты таких ординат X(tj )  и Л(/|), для ко­
торых Найденные дисперсии расположены на главной диа­
гонали табл. 12.5. Затем , используя формулу (12 .9), вычислим ис­
правленные выборочные корреляционные моменты ординат, для 
которых ti — /j = 50 мм, расположим их на первой параллели глав­
ной диагонали табл. 12.5. На второй параллели расположим оцен­
ки корреляцонных моментов ординат, для которых ti— 100 мм 
и т. д.
f  Зависимость выборочных оценок корреляционных моментов

kx(t , /') ординат X(t)  н X(t') от аргументов / и представленная 
в табл. 12.5, дает оценку корреляционной функции kx(t , t') профи­
ля поверхности.
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Т а б л и ц а  1 2 5

X

0 50 100 160 200 250 300 350

0 0 ,15750 ,1406 0,1656 0,1539 0,1538 0,1304 0,0976 0,0794
50 0,1844 0,1260 0,1383 0,1290 1,1662 0,1242 0,0936

100 0/2321 0,2076 0,2210 0,1339 0,1089 0,1070
150 0,2188 0,2150 0,1743 0,1545 0,1381
200 0,2508 0 , ’ 444 0,1258 0,1616
250 0,1981 0,1823 0,1222
300 0,1864 0,1199
350 0,1522

Зависимость исправленных выборочных оценок дисперсий ор­
динат и оценок их средних квадратических отклонений от протя­
женности трассы обработки /, представленная в табл. 12.6, дает 
оценку дисперсии Dx( t ) и среднего квадратического отклонения 
Ох (0  профиля поверхности.

Т а б л и ц а  12.6
•

t 0 50 100 150

А* ? ( о 0,1575 0,1844 0,2321 0,2188

А
s» ( t ) 0 ,396 0 ,429 0,482 0,467

* ( 0  +  5 * ( 0 16,696 16,909 16,782 16,767

X (/) — sx (/) 15,904 16,051 15,818 15,833

1 200 250 300 350

Л 2
4 ( 0 0,2508 0,1981 0,1864 0,1522

л
(0 0,501 0,445 0 ,432 0 ,389

* ( ' )  +  s ,  W 16,681 16,475 16,272 16,679

1

'« 
1 15,679 15,585 15,408 15,901
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Д ля характеристики степени разбросанности реализаций слу­
чайной функции вокруг оценки ее математического ожидания ца 
рис. 12.6 пунктирными линиями изображены приведенные в табл.

-  Л -  Л 
12.6 значения функций * (/ )+  sx(t)  и д:(/) — s*(/).

А
Разделив значения корреляционной функции ks (t, / '), поме­

щенные в табл. 12.5, на произведения соответствующих значений
Л

среднего квадратического отклонения sx (0> взятых из табл. 12.6, 
получим таблицу значений нормированной корреляционной функ­
ции r g (t , V) (табл. 12.7). Например,

гх (200,50) =  kx (200 ,50)/(s* (200). sx (50) =  0,1290/(0,501 -0 ,429 ) «
« 0 , 6 0 .

Т а б л и ц а  12.7

X

0 60 10» 150 200 250 300 350

0 1,00 0 ,82 0 ,8 7 0 ,8 3 0 ,7 7 0 ,73 0 ,5 7 0,51
50 1,00 0 ,60 0 ,68 0 .60 0 ,80 0 ,67 0 ,56

100 1,00 0 ,92 0,91 0 ,6 2 0 ,5 2 0 ,5 7
150 1,00 0,91 0 ,8 3 0 ,7 6 0 ,76
200 1,00 0 ,65 0 ,5 8 0 ,8 2
250 1,00 0 ,94 0 ,7 0
300 1,00 0,71
350 1,00

§  12.4. Понятие о стационарной случайной 
функции

Н а практике очень часто встречаю тся случайные 
функции, изменяющиеся во времени примерно однород­
но, имеющие вид непрерывных случайных колебаний око­
ло некоторого постоянного среднего значения, причем ни 
средняя ам плитуда , ни х ар актер  этих колебаний с т е ­
чением времени не об нар уж и вает  существенных измене­
ний. К таким  функциям можно отнести, например, ко ­
лебания напряжений в электрической осветительной се­
ти, случайные ш умы в радиоприемнике и т .д .  К а к  пра­
вило, математическое ожидание такой случайной функ­
ции постоянно и не зависит от значения ар гум ента , а 
корреляционная функция зависит только от разности
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аргументов Л/ =  /'—t и не зависит от самих значений 
аргументов, т. е. выполняются следующие соотношения:

Случайную функцию, математическое ожидание ко­
торой постоянно, а  корреляционная функция зависит 
только от разности аргументов, назы ваю т стационарной 
в широком смысле.

Т а к  к а к  дисперсия случайной функции равна ее кор­
реляционной функции при t '= t ,  то, учиты вая соотноше­
ние (12 .12 ) ,  запишем следующую цепочку равенств:

Dx (0  =  Ьх (Л /) =  kx (/ — /) =  kx (0) = DX =  const, (12.13)
т. e. дисперсия функции, стационарной в широком см ы с­
ле, к а к  и ее математическое ожидание, постоянна и не 
зависит от значения аргумента .

В приведенное выше определение стационарности 
функции включены слова «в  широком смы сле», посколь­
ку , вообще говоря, случайная функция X(t)  н азы вается  
стационарной относительно каких-либо характеристик , 
если эти характеристики не изменяются при любом сдви­
ге аргументов, от которых они зави сят  по оси t, иначе 
говоря, определенные характеристики инвариантны от­
носительно любых сдвигов по t. В практических з ад а ч ах  
случайные функции могут иметь различное количество 
характеристик , инвариантных относительно сдвигов 
вдоль оси времени, поэтому можно говорить об их с т а ­
ционарности « в  большей или меньшей степени». Еще раз 
напомним, что рассмотрение t в качестве времени носит 
условный хар актер , ар гум ент случайной функции мо­
ж ет  иметь и другую  природу.

Стационарность в широком смысле представляет 
простейший вид стационарности. Д л я  случайной функ­
ции, стационарной в широком смысле, только основные 
ее характеристики (математическое ожидание и корре­
ляционная функция) не изменяются при любом сдвиге 
аргументов, от которых они зависят . Действительно, р а ­
венство (12.11) справедливо при всех допустимых зн а ­
чениях ар гум ента  t, поэтому при сдвиге аргумента по 
оси t на промежуток М mx(t+At)  = m x= m x( t ) , т .е .  м а ­
тематическое ожидание инвариантно относительно любо­

гпх (t) =  mx — const, 

kx(!,t ') = kx (t’ - t )  = kx(\t).
(12.11)
( 12.12)
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го сдвига  ар гум ента  по оси t. Р авенство  (12.12) сп равед ­
ливо при всех допустимых значениях ар гум ентов t и V. 
Д ад и м  обоим ар гум ен там  приращение St. Тогда kx( t+  
+Д/, t '+bt)*=kx( t '+ \ t  — t — M ) = k x(t' — t ) = k x(t, п .  
т. е. и корреляционная функция инвариантна относитель­
но любого сдвига аргументов по оси t. Требование с т а ­
ционарности в широком смысле н акл ад ы в а ет  на случай ­
ную функцию наименьшие ограничения.

Д руги м  крайним случаем  явл яется  полная стацио­
нарность или стационарность в  узком  смысле, ко гда  все

без исключения вероятностные характеристики случай­
ной функции инвариантны относительно произвольных 
сдвигов по оси независимой переменной.

Зам ети м , что если функция стационарна в узком  
смысле, то она стационарна и в широком смысле. Об­
ратное утверж дение верно только для  нормальной сл у ­
чайной функции, т а к  к а к  она полностью определяется 
математическим ожиданием и корреляционной функци­
ей. В дальнейш ем, говоря о стационарных случайных 
функциях, будем иметь в виду только стационарные в 
широком смысле случайные функции. Д л я  краткости т а ­
кие случайные функции условимся н азы вать  просто с т а ­
ционарными.

Н естационарная функция имеет либо изменяющееся 
с течением времени математическое ожидание, т. е. н а­
руш ается  равенство (12 .11 ) ,  либо ее корреляционная 
функция изменяется при сдвиге аргументов по оси t, т. е. 
наруш ается  равенство (12 .12 ) ,  либо наруш аю тся оба 
условия одновременно. Например, на рис. 12.3 изобра­
ж ен а  функция, математическое ожидание которой изме­
няется с течением времени (про такую  функцию гово­
рят, что она имеет тенденцию развития во времени). На
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рис. 12.7 изображ ена функция с постоянным м атем ати ­
ческим ожиданием , но с изменяющейся с течением вре­
мени дисперсией, о чем свидетельствует увеличение с 
ростом ар гум ента  отклонения реализаций случайной 
функции от математического  ож идания.

З ам ети м , что если случайная функция X(t)  неста­
ционарна только з а  счет переменного математического 
ожидания mx( t ) 9 то вместо X(t)  следует  рассмотреть

о
случайную функцию X( t ) = X( t ) —mx(t) ,  которая уд о в ­
летворяет условиям  стационарности. Действительно, ее 
математическое ожидание постоянно и равно нулю:
от; ( 0  =  M [ * ( 0 - m , ( / ) ]  =  Л В Д О ] -  M [ m x( t ) ]  =
=  m * (0  — mx( t ) =  0; д алее , в  силу того, что корреляци­
онный момент д вух  случайных величин совп адает  с кор­
реляционным моментом этих случайных величин, пред­
варительно центрированных относительно их м атем ати ­
ческих ожиданий (/С[X(/) ,Х(Г)  ]  =  М {[X (/) - М  (X ( t ) ) ] х
х [ Х ( о - М ( * ( / ' ) ) ] } =  М { * ( 0 * ( П >  = / а д / ) , х У ) ] ) ,
корреляционная функция k°x(t, /') совпадает  с корреля­
ционной функций kx(t, t') и, следовательно, к а к  и kx(t, 
/'), зависит только от разности аргументов: k°x(t, t') =  
=  kx(t, t ' )= k x( t ' - t ) = k x(At).

Корреляционная функция любой случайной функции 
не меняет значения при перестановке значений ар гум ен ­
тов, поэтому дл я  стационарной случайной функции, учи­
ты вая  соотношение (12 .12 ) , можно записать следующую 
цепочку равенств : £*(Д/) = k x(t'— t ) = k x(t, t ' )= k x\t', 
0 BB&x(t—t ' )= k x(—At). Таким образом, kx(M)  =  
=  М —Д0 ,  т -е . корреляционная функция стационарной 
случайной функции X(t ) — четная функция разности ар ­
гументов.

На практике вместо корреляционной функции kx(At) 
часто используют нормированную корреляционную функ­
цию

,  px(M) = kxm / D x. (12.14)

Так к а к  д л я  стационарной случайной функции Dx — 
=  const, то р ,(Д/) т а к ж е  четная функция, т .е .  р*(Д/) =  
=  р* (—ДО. По смыслу р,(Д/) при заданном Д t есть ко­
эффициент корреляции м еж д у  ординатами случайной 
функции, разделенными по оси независимой переменной 
интервалом Д/.
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§ 12.5. Определение характеристик стационарной 
случайной функции из опыта

П реж де  чем находить оценки характеристик стацио­
нарной случайной функции из опыта, выясним, можно 
ли, имея результыты наблюдений над случайной функци­
ей, ответить на вопрос: стационарна она или нет? В §  12.3 
показано, к а к  найти оценки характеристик любой сл у ­
чайной функции. В примере 12.2 по результатам  обра­
ботки наблюдений были получены в табличной форме

л л
зависимости x { t ) : s x(t) ,  kx(t, /') и rx(t, t )  (см. табл. 
12.4— 12.7), которые и являю тся оценками основных х а ­
рактеристик m x(t) ,  Д » ( 0 ,  kx(t, / ') , px (f, /') случайной 
функции Х (/).

В табл. 12.4 и 12.6, по сущ еству, приведены значения 
средних арифметических и исправленных выборочных 
дисперсий д л я  набора случайных величин — ординат 
случайной функции. Используя теорию проверки стати ­
стических гипотез, можно выяснить, случайны или нет 
различия средних арифметических ординат и их исправ­
ленных выборочных дисперсий. Если эти различия сл у ­
чайны, то средние арифметические ординат являю тся 
оценками одного и того ж е  математического ожидания 
т „  а выборочные дисперсии — оценками одной и той 
ж е  дисперсии Dx, т. е. случайная функция X(t)  имеет 
постоянные математическое ож идание и дисперсию.

В табл. 12.7 на первой параллели главной ди аго н а­
ли (кодиагонали) расположены выборочные коэффици­
енты корреляции м еж д у  ординатами, разделенными ин­
тервалом 50 мм. Используя теорию проверки статистиче­
ских гипотез, можно выяснить, случайны или нет различия 
этих коэффициентов корреляции. Если различия сл у ­
чайны, то эти коэффициенты являю тся оценками од­
ного и того ж е  коэффициента корреляции р* (5 0 ) .  А на­
логично можно проверить, являю тся  ли выборочные ко­
эффициенты корреляции, расположенные на второй ко- 
диагоналн табл . 12.7, оценками одного и того ж е  
коэффициента корреляции р* (150 ) ,  и т .д .  Если о к а ж е т ­
ся , что различия выборочных коэффициентов корреля­
ции по каж дой  диагонали вы званы  случайными причи­
нами, то можно сделать  вывод, что коэффициент корре­
ляции любых двух  ординат случайной функции не 
зависит от значений аргументов, при которых были в з я ­
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ты ординаты, а зависит только от разности аргументов. 
Такой способ проверки стационарности функции доволь­
но трудоемок и не всегда правомерен. Д ело  в том, что 
при решении практических задач , к а к  правило, исследо­
ватель ограничен небольшим числом реализаций сл у ­
чайной функции. Это мож ет привести к тому, что теория 
статистической проверки гипотез, предполагаю щ ая до ­
статочно большое число наблюдений, не подтвердит ги­
потезы о стационарности функции, хотя природа я в л е ­
ния позволяет судить о том, что оно должно описываться 
стационарной случайной функцией. Поэтому решить, 
стационарна илн нет исследуем ая функция, можно толь­
ко изучив внутреннюю стр уктуру  явления.

Со стационарными случайными функциями очень 
часто приходится сталки ваться  на практике, особенно 
при изучении физических и технических явлений. К ак 
отмечалось выше, стационарные случайные функции х а ­
рактеризуются прежде всего однородностью протекания 
во времени. Этот признак и явл яется  основным при оп­
ределении, стационарна исследуем ая  функция или нет. 
К ак  правило, случайный процесс в любой динамической 
системе начинается с нестационарной стадии — с т а к  
называемого  «переходного процесса». После затухан и я  
«переходного процесса» система обычно переходит на 
установившийся режим и тогда случайные процессы, 
протекающие в ней, могут быть описаны стационарны­
ми функциями.

П о каж ем , к а к  по резул ьтатам  наблюдений над  слу ­
чайной функцией оценить ее характеристики, предпола­
гая , что она стационарная.

Пример 12.3. Рассматривая ординату профильной кривой X(t) 
(см. пример 12.2) как стационарную случайную функцию, найти 
оценки ее математического ожидания, дисперсии и нормированной 
корреляционной функции.

Р еш ен и е . При вычисленип характеристик Х(1) в примере 
12.2 стационарность функции не предполагалась. Если судить по 
полученным оценкам, то можно прийти к выводу, что случайная 
функция стационарной не является: оценки математических ож ида­
нии (табл. 12.4) и дисперсий ординат (табл. 12.6) меняются со 
временем. Оценки корреляционных моментов, как и оценки коэффи­
циентов корреляции, расположенные вдоль параллелей главной диа­
гонали (см. табл. 12.5 и 12.7), не постоянны. Однако, принимая во 
внимание весьма ограниченное число реализаций и в связи с этим 
наличие большого элемента случайности в найденных оценках, эти 
отступления от стационарности вряд ли можно считать сущ ествен­

е н ,  тем более что они не носят сколько-нибудь закономерного
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характера. Поэтому целесообразна замена X(t)  стационарной 
функцией.

Д ля получения оценки ее математического ожидания вычислим 
среднюю из средних арифметических ординат случайной функции, 
приведенных в табл. 12.4;

тх »  х =  (х (0) -J- лг (50 ) +  . • • +  х (350))/8 =  15,84.
Осреднив оценки дисперсий, приведенные в табл. 12.6, получим 
оценку для дисперсии стационарной случайной функции:

Dx » /s ix =‘ ( А (0 )  +  А (50) + . . .  - fAs* (350))/8 =  0 ,1975 . 

Оценка среднего квадратического отклонения профиля поверхности

X  =  / V  К о ,  1975 »  0 ,4 4 .

Вычислим нормированную корреляционную функцию, по-преж­
нему предполагая, что Х (/ )— стационарная функция. Д л я стацио. 
парной случайной функции корреляционная функция зависит толь­
ко от разности аргументов Л/ — /' — / (см. формулу 12.12); следо­
вательно, при постоянном Л/ корреляционная функция лостояннл. 
Дисперсия стационарной функции не меняется со временем (см. 
формулу (12 .11 )), поэтому и нормированная корреляционная функ­
ция (см. формулу (12 .14)) при постоянном Д/ постоянна.

В табл. 12.7 постоянному Д/ соответствует главная диагональ 
(Д / «0 ) и параллели этой диагонали (Д/—50, Д/—100 и т .д .) .  
Осредняя оценки значений нормированной корреляционной функции, 
приведенные в табл. 12.7, на главной диагонали ее параллелях, по­
лучаем оценку нормированной корреляционной функции (табл. 12.8).

Т а б л и ц а  12.8

А/ 0 50 100 150 200 250 300 350

rx ( At) 1 0 ,79 0 ,7 6 0 ,73 0,71 0 ,66 0 ,56 0,51

Например, г * (5 0 )« (0 ,8 2 + 0 ,6 0 + ...+ 0 ,7 1 )/ 7 -0 ,7 9 ; г*(100) -  
-  (0,87+  0,68+  ...+0,70)/6 -  0,76 и т. д.

График функции /*(Д/) изображен на рис. 12.8 ломаной лини­
ей. При построении графика не следует забывать, что для стацио­
нарной случайной функции нормирования корреляционная функ­
ция — четная.

После определения достаточного числа значений э м ­
пирической нормированной корреляционной функции 
г  (At) и построения графика обычно необходимо ее ап ­
проксимировать (вы равнить) простым аналитическим 
выраж ением . Аппроксимирующее вы раж ение должно 
отображ ать  наиболее характерны е свойства графика 
функции и с гл аж и в ать  случайные колебания при боль-
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Рис. 12.8

ших значениях Д/, т. е. в точках, полученных осреднени­
ем небольшого числа данны х и поэтому ненадежных.

Наиболее часто используют следующие аппроксими­
рующие вы раж ени я:

г (Д/)«  е“ “ 1Л / ( 12. 15)  

г (Д/)л* е~®1 л/1 cos фД/). (12.16)
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Графики функций е/=е~а,л/| и //=е“ <х,д/| cos(pAf) при­
ведены на рис. 12.9 и 12.10. И сследуемые в практических 
приложениях стационарные случайные функции, к а к  
правило, являю тся  результатом  суммирования большо­
го числа независимых факторов, среди которых нет до­
минирующих. Д л я  таких  стационарных функций норми­
рованные корреляционные функции имеют вид р(Д/) =  
= е -а|л/| илн р ( Д / ) = е " а »л,1 cos(pA/).

Рассмотрим поведение функции р (Д / )= е~ а,А/| при 
изменении а .  При уменьшении а  функция р(А/) уб ы вает  
медленнее и, следовательно, х ар актер  изменения сл у ­
чайной функции более плавный. При увеличении а  
функция р(Д/) уб ы ва ет  быстрее и хар актер  колебания 
случайной функции более резкий и беспорядочный.

Поведение функции p ( A / ) = e “ a,Ancos(pA/) зависит от 
соотношения параметров а  и р, т. е. от того, что преоб­
л а д а е т  в корреляционной функции: убывание по закону 
е -а|д/1 или колебание по закону cos(pA/). Очевидно, при 
сравнительно малы х а  преобладает колебание, при ср ав ­
нительно больших — убывание.

Пример 12.4. Используя метод наименьших квадратов, вы рав­
нять оценку нормированной корреляционной функции профиля по­
верхности, заданную в табл. 12.8.

Р е ш е н и е .  Величина ординаты профильной кривой колеблется 
в зависимости от пластических свойств обрабатываемой детали и 
инструмента, процесса резания, погрешностей измерения и других 
независимых др уг от друга факторов, среди которых нет домнш к 
руюших. График функции г*(А/)» изображенный на рис. 12.8 ло­
маной линией, позволяет сделать вывод о том, что аппроксимирую­
щее выражение имеет вид (12.15), т . е. rx(M)  . Пролога­
рифмировав обе части этого равенства, получим 1 п г* (Д / )«  
« —а  | Л/1. В соответствии с методом наименьших квадратов коэф­
фициент а  определим из требования достижения минимума следу­
ющей функции:

7
/ (a) =  2  I— а  Iд'* I — 1п Л* М ) ! 1 (8 -  0 f1-0

где А/о—0, A / j= 50 ,..., А/7*»350, а множитель (8—0  не что иное, 
как  количество чисел, осреднением которых получено значение 
функции г*(Л/|)‘ Введение этого множителя позволяет при расчете 
а  уменьшить роль значений r* (A fi) , полученных осреднением не­
большого числа данных и поэтому ненадежных. Действительно, 
для г«(Д/<) —г , (50 ), полученного осреднением семи чисел, множитель 
(8— 0 « ( 8 —1) = 7 ; для г*(Д/2) —г* (100), полученного осреднением 
шести чисел, множитель (8—0 * 8 —2*»6 и т .д .
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П родиф ф еренцировав / (а ) по а  и приравняв производную к 
нулю, получим:

у  ( а )  -  2  2 (8  -  Q [ -  а  IД/, | -  In г ,  (Д/,)] ( - 1Д/, |) =  0 . 

Отсюда
7

2  (8  — 0 1  A/||ln rx (Att) 

а - ------------ 7----------------------------=
^  (8 — *) I Л/11*
i=0

8 -0 -In г ,  (0 ) +  7 -5 0 -In ' , ( 5 0 ) + . . . +  1-350-In г ,(3 50 )
8-0* + 7 -5 0 *  + . . . +  1-350* ~

= 0 ,002.
Значения функции р(Д/) =»е—000'! 1 Л< 1 приведены в табл. 12.9. 

График ее изображен плавной линией на рис. 12.8.
Т а б л и ц а  12.9

д/ 0 50 100 150 200 250 300 350

е—0.0021Л/1 1 0 ,8 7 0 ,8 2 0 .74 0 ,67 0,61 0,54 0 ,5 0

§ 12.6. Эргодические стационарные случайные 
функции

Рассмотренный в предыдущем параграфе метод оп­
ределения характеристик стационарной случайной функ­
ции довольно сложен и состоит из двух этапов: оценки 
характеристик ординат случайной функции по реализа­
циям и осреднения этих оценок. Возникает вопрос: нель­
зя ли для стационарной случайной функции этот двух ­
ступенчатый процесс заменить более простым, предпо­
ложив, что единственная реализация достаточной 
продолжительности является достаточным опытным мате­
риалом для получения характеристик случайной функ­
ции? При более подробном рассмотрении этого вопроса 
оказывается, что не для всех стационарных функций 
одна реализация эквивалентна множеству реализаций. 
Рассмотрим, например, две стационарные случайные 
Функции (см. рис. 12.1 и 12.11). К аж дая  реализация слу­
чайной функции, изображенной на рис. 12.1, обладает
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одними и теми ж е  характерны м и признаками: средним 
уровнем , вокруг которого происходят колебания, и сред­
ним разм ахом этих колебаний относительно среднего 
уровня. Очевидно, что одна из таких  произвольно вы ­
бранных реализаций при достаточно большом времени 
испытания см ож ет д а ть  нам достаточно хорошее пред­
ставление о свойствах случайной функции. В частности,

осредиив значения этой реализации по времени, можно 
получить приближенное значение математического ож и­
дания случайной функции. Про случайную функцию, 
к а ж д а я  достаточно продолжительная реализация кото­
рой явл яется  к а к  бы сполномочным представителем » 
всей совокупности возможных реализаций, говорят, что 
она об ладает  эр годиче ским  свойством.

Рассмотрим случайную функцию, изображенную на 
рис. 12.11. Выберем произвольно одну реализацию, про­
долж им  ее мысленно на достаточно длительный участок 
времени и осредним ее значения*. Очевидно, что сред­
няя  д л я  каж до й  реализации м о ж ет  значительно отли­
чаться от математического  ожидания случайной функ­
ции. Про такую  случайную функцию говорят, что она не 
о б л адает  свойством эргодичности.

Если стационарная случайная функция X ( t ) ,  з а д а н ­
ная  на отрезке [ 0 , 7 ] ,  об ладает  эргодическим свойством,

• Если функция времени f ( t )  задана на отрезке [Л, /а! то осред­
нение ее значений по времени означает вычисление среднего значения

I

Рис. 12.11

то:

функции на этом отрезке Г(0 п производится так: /(/)-  •— т  X 
4
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1 ) ее математическое ожидание т х приближенно 
п а в н о  средней по времени одной произвольно взятой ре­
ализации * (/ )  достаточной продолжительности, т. е.

(12.17)

2) значение корреляционной функции kx(At) прибли­
женно равно средней по времени из произведений откло­
нений ординат реализации x(t )  в точках, отстоящих д р уг  
от др уга  на величину At, от .математического ож идания 
стационарной случайной функции т х, т. е.

г-д/ ,
U ( 0 - « * ! ! * ( < ' + АО- m j d / .  (12.18)

Здесь взято  среднее значение по интервалу [О, Т—Д/], 
так  к а к  функции х(1) и дс(/+ДО известны вместе толь­
ко в этом интервале. Ф ормула (12.18) д а ет  оценку кор­
реляционной функции при Д / > 0 . При Д / < 0  оценка кор­
реляционной функции определяется из условия ее чет­
ности. Формулой (12.18) рекомендуется пользоваться 
при Д / < Г / 5 . При больших значениях At погрешность 

' оценки корреляционной функции по формуле (12.18) 
увеличивается.

Если Д/ =  0, то &1.(0)=£>* и дисперсия стационарной 
случайной функции, обладающей свойством эргодично­
сти, мож ет быть приближенно определена по формуле

г
К  ; D ,  «  у  |  [ * ( / ) - • « , №  (12.19)

Какие ж е  стационарные случайные функции о б л ад а ­
ют, а какие не обладаю т эргодическим свойством? О ка­
зывается , что неограниченное убывание корреляционной

Пнкции kx(At) стационарной случайной функции при 
/|-*-оо является достаточным условием д л я  того, что­

бы математическое ожидание функции можно было оп­
ределять к а к  среднее по времени, т. е. вычислять 
его по формуле (12 .17). Если стационарная случай­
ная функция к тому ж е  нормально распределена, то 
неограниченное убывание корреляционной функции 
М Д О  при |At| —►•оо является  условием, достаточным 
Для того, чтобы определить корреляционную функцию по 
Формуле (12 .18).
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Нормально распределенные стационарные случайные 
функции с рассмотренными в предыдущем параграф е 
типовыми нормированными корреляционными функция­
ми эргодичны, т а к  к а к  эти функции (а  следовательно, и 
корреляционные функции) стрем ятся  к нулю при |Д/|->- 
-►оо. Поэтому их математические ож идания и корреля­
ционные функции можно определить по одной достаточ­
но продолжительной реализации по формулам (12 .17),
(12 .18).

На практике, к а к  правило, невозможно исследовать 
корреляционную функцию на бесконечном промеж утке 
времени, а значения эмпирической корреляционной 
функции при больших Дt ненадежны, т а к  к а к  получа­
ются осреднением небольшого числа данных. Кроме того, 
не надо заб ы вать , что неограниченное убывание кор­
реляционной функции является  только достаточным ус ­
ловием эргодичности функции. Поэтому при решении 
практических задач  вывод об эргодичности делается  не 
столько на основании поведения корреляционной функ­
ции при |Д/|-*оо, сколько на основании физических со­
ображении, связанны х с природой изучаемого процесса. 
Если процесс внутренне неоднороден и его можно раз­
лож ить на более элементарные процессы, то он описы­
вается  только неэргодическими функциями. Наоборот, 
внутренняя однородность процесса говорит об его эрго­
дичности. Например, процесс обработки поверхности д е ­
тали при соблюдении одних и тех ж е  основных условий 
от опыта к опыту описывается эргоднческой стационар­
ной случайной функцией. Но если рассм атри вать  процесс 
обработки поверхности в зависимости от скорости рабо­
ты инструмента, т. е. от опыта к опыту менять скорость 
работы инструмента, то очевидно, что такой процесс у ж е  
не будет  внутренне однородным, и хотя он м о ж ет  ос­
т аться  стационарным, но свойством эргодичности об ла­
д а ть  не будет.

§  12.7. Определение характеристик  эргодической 
стационарной случайной функции по одной 
реализации из опыта

Вычисляя характеристики эргодической стационарной 
случайной функции по одной реализации, используя 
формулы, приведенные в предыдущем параграф е, мы 
предполагали, что аргумент случайной функции t может
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принимать любые значения на отрезке [0, 7"] и что з а ­
ранее известен аналитический вид реализации x(t ) .  При 
решении практических задач  в результате  опыта, к а к  
правило, оказы ваю тся  известными значения реализации 
x(t )  д л я  конечного множ ества значений ар гум ен та  и 
при вычислении характеристик эрогодической стацио­
нарной случайной функции интегралы (12.17) и (12.18)

заменяю т конечными сум м ам и . П о каж ем , к а к  это д е л а ­
ется.
Разобьем отрезок [О, Г] на п равных частей, длина 

которых Н=Т/п, и обозначим середины полученных у ч а ­
стков через t j, /2, .... tn (рис. 12.12). В формуле (12.17) 
дл я  вычисления математического ож идания истолкуем 
интеграл к а к  с ум м у  площадей криволинейных трапеций 
с высотой h и средней линией, равной * (/ ,) ,  где i = l ,  
2, п. Тогда

Т п  п

п
m , « - l - ^ x ( / , )  =  m , .  (12.20)

i-=l
Теперь п окаж ем , к а к  оценить значение корреляционной 

функции ft, (ДО при Д /=0, А, ..., nh. Пусть Дt—mh,  где 
i n = 0, 1....... п. Тогда в соответствии с формулой (12.18)



Разделим  интервал интегрирования, длина которого р а в ­
на Т—m h= T —тТ/п=(п—m)T/n, на n—m  равных у ч а ­
стков длиной h=T/n  и заменим в формуле (12.21) ин­
теграл  суммой площадей криволинейных трапеций. По­
лучим

п—tn
kx (m, h) ^  2 ]  h [x W  [x Qt +  m/,) —

1
З ам ен яя  Л величиной Г/л, математическое ожидание
т х — его оценкой тх и учиты вая , что х ( t t+mh)  =  
= x ( t i+m) , найдем оценку корреляционной функции кх(\() 
в точке Дt= m h = m T fn :

/I— fit

kx (тТ1п)ш— —  У  [х (tt) — m J  [х (ti+m) — mx 1 =
п — m jmmA

i=i
=  kx(mTln). (12.22)

При m = 0 получим оценку дисперсии эргодической 
стационарной случайной функции:

П
Dx ^ —  У  [ д г ( 0 - т , ] *  =  б , .  (12.23)

n J
<= i

Д л я  того чтобы, используя формулы (12.20) и (12 .22 ) ,  
математическое ожидание и корреляционная функция 
эргодической стационарной случайной функции были 
определены с достаточной точностью, нужно, чтобы чис­
ло точек п  было достаточно велико (порядка сотни, а в 
некоторых случ аях  д а ж е  нескольких сотен). Количество 
точек определяется в зависимости от свойств случай­
ной функции: д л я  функции, изменяющейся сравнительно 
плавно, можно ограничиться меньшим числом точек, чем 
дл я  функции, имеющей резкие и частые колебания.

§  12.8. Об определении характеристик 
нестационарной случайной функции 
по одной реализации из опыта

Вычисление оценки математического ож идания эрго­
дической стационарной случайной функции по формуле 
(12.20) можно рассм атри вать  к а к  сглаж ивание ее реа­
лизации, полученной в результате  опыта (рис. 12.12),

336



М атематическое ожидание нестационарной случайной 
функции можно т а к ж е  определить сглаж ивани ем  одной 
ее реализации (рис. 12.13), если полученная в результате  
опыта реализация случайной функции достаточной про­
должительности и хорошо представляет  всю совокуп­
ность возможных реализаций. Д л я  сглаж ивани я  поль­
зуются методом сколь зящей  ср едн ей .  Этот метод состоит

в том, что за  сглаженное значение функции в любой 
точке I принимают среднее значение в некотором ин­
тервале с центром в этой точке. При изменении t интер­
вал  скользит вдоль оси /, чем и объясняется название 
метода.

Разобьем отрезок [0, 7"] записи реализации случайной 
функции на равные части точками 0= f| , /2, .... /*. —, К =  
=  Т. Д л я  определения сглаженного значения функции в 
точке tk выделим из множества точек Л, /2. —. U такое 
подмножество 2р+ 1 точек / * - Р , . . . ,  /а- i , /*, Л.+1, . . . ,  /л+Р, 
в котором центральной точкой является  точка /*. С гл а ­
женное значение или, иначе говоря, значение  ск оль зящей  
ср е дн ей  ( 2 р - 1 ) - г о  порядка  в точке th вычисляется по 
формуле

X (t ) =  Х о) + . . . + *  + х (*к) + * + '■•■ + * (<к+р)
2 P + l

(12.24)

Используя формулу (12 .24 ) , можно вычислить с гл а ­
женные значения функции в точках tp+l, /р+2, ..., t„ -p.

Пример 12.5. Вычислить скользящую среднюю третьего порид. 
ка по данным подекадной реализации продукции (тыс. руб .), при­
веденным в табл. 12.10.
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Р е ш е н и е .  Скользящ ая средняя о  
для II декады  февраля равна (658+  ^  
+  789+-721)/3=723; для III декады — ~ 
(789 + 721+ 488)/3 = 666 и т. д. <о

я
К а к  вы брать интервал * 

сглаж и ван и я  или, иначе гово- 
ря, каки м  долж ен  быть поря- н  
док  скользящ ей средней? Оче­
видно, чем больше интервал, 
тем сильнее сглаж ивание. Но, 
с другой стороны, при очень 
большом интервале сгладится  
и само математическое о ж и д а ­
ние случайной функции. Поэ­
тому интервал рекомендуется 
выбирать таким , чтобы при 
любом его расположении вн ут­
ри отрезка [О, Т] реализация 
случайной функции имела на 
нем достаточно большое коли­
чество колебаний и в то ж е  
время чтобы математическое 
ож идание случайной функции 
на интервале можно было счи­
тать  приблизительно линей­
ным.

Оценку корреляционной 
функции нестационарной с л у ­
чайной функции по одной р еа­
лизации можно получить, при­
меняя метод скользящ ей сред­
ней к функции

• 2д< (0  —  I *  (0  —  X (/ )] l x  (t +

+  At) —x(t  +  Ai)], (12.25)

рассматриваемой при фиксиро­
ванном At к а к  функции от t.
В формуле (12.25) функция x(t)  
и x(t - j -At)— сглаж ен н ая  р еа­
лизация соответственно на от­
резке [0 , T—At] и [Д/, Т].
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Д опустим, что сглаж ивание реализации x(t )  с л у ­
чайной функции проводилось скользящей средней (2р +  
о-1 )-го  порядка . Разобьем отрезок записи реализации 
случайной функции на равные части длиной Л точками 
0= / ь  /г. tn=T.  Тогда оценкой значения корреляци­
онной функции А*(Д/) в точке Д t= m h ,  где т = О, 1, 2 .......
п, я вляется  скользящ ая  средняя, вычисленная по сле­
дующей совокупности чисел:

г ы  (*Р+0 = [ Х  (̂ P+l) (̂fp+t)] [ Х  (Vn+m) — * (̂ p+l+m)]» 
г Ы  (*Р + г) =  [ Х (*Р + » ~  Х ( ^ + 2) ]  I х  ( * Р + 2 + т )  ~  Х ( * р + 2 + т ) ] »

2М  п - р - т )  =  [ *  ( Д - р - m )  Х  ( ^ 1—р - т ) ]  [ *  [ * п —р ) Х { ^ п - р )  1*

(12.26)
§ 12.9. Цепи М аркова

Д о  сих пор рассматривались особенности, связанны е 
с изучением стационарных случайных функций. Д ругим  
не менее важ н ы м  классом случайных функций являю тся  
марковские случайные функции  — функции, дальнейшее 
поведение которых зависит только от значения, приня­
того функцией в настоящий момент, и не зависит от р а ­
нее принятых значений.

Рассмотрим только таки е  марковские случайные 
функции X(t) ,  у  которых ар гум ент t принимает дискрет­
ное множество значений to, t\, t2, tm, и при каж до м  
допустимом значенйи ар гум ента  с а м а  функция прини­
мает  одно из значений х0, Х\, ..., Такие марковские 
случайные функции назы ваю т цепями Маркова.  Очевид­
но, что д л я  цепи М арко ва  вероятность того, что в мо­
мент U ( i = l ,  2, ..., т) она примет значение х„■ (<7'=1« 
2, ..., п ) ,  зависит только от значения, принятого ею в 
предшествующий момент ti-i.  Обозначим вероятность 
того, что цепь М арко ва  в момент ti примет значение 
•*У при условии, что в момент ti-i  она приняла значение 
хв, через pqt’ ( h - 1, ti).  Вероятность (/*_i, ti) назы ­
вается  вероятностью перехода из  состояния хх„■ в состоя- 
ние"хЧ' з а  интервал ( t i - i , /<). В дальнейшем будем  рас­
сматривать  цепи М арко ва  с равноудаленными значения­
ми аргумента /0, tu t2.........  tm.

Цень М арко ва  н азы вается  о дн ор одной  по времени, 
если вероятности перехода ряя- (t i- i,  ti) из состояния хя



в состояние х?  за  промеж уток времени от ti-i  до //, где 
q, q '= О, 1, л ; t =  1, 2, т, зави сят  от длины проме­
ж у т к а  т = t i— ti-i  и не зави сят  от начала отсчета ti, т. е.
Рая' U ) = P q q '  (т ) .

Вероятности перехода за интервал времени т можно 
свести в матрицу Г ( т ) :  -

Роо Pol • • • Роп
Рю Р п  * • ' Pin

• • 

РпО

• • 1 

Pnl

1 • • 

Рпп

Э ту матрицу назы ваю т матрицей перехода.  Зам етим , что 
элементы матрицы неотрицательны, а с ум м а  элементов 
любой строки, например q-н, равна единице, т. е.

2 < 1 2 2 7 >
ф'жО

т а к  к а к  за интервал времени т цепь М арко ва  из состоя­
ния xq обязательно перейдет в одно из допустимых со­
стояний Хо, X I ,  ..., х„.

Обозначим через pq(ti) вероятность того, что X(t)  в 
момент ti принимает значение xq. Вектор p(t i )  =  [ро(Л). 
P i (/,), ..., Pn(t i ) )  называю т вектором вероятностей со­
стояний цепи М арко ва  в момент Л. Очевидно, что эле­
менты вектора неотрицательны, а судама элементов р а в ­
на единице, т. е.

( '< ) = ! •  <12-28)
<7=0

т а к  к а к  в момент врем я ti цепь М аркова  X(i)  о б яза ­
тельно принимает одно из значений дсо, хх, ..., хп.

Теорема 12.1. Вектор вероятностей состояний цепи  
Маркова в момент ti равен прои зв ед ению  вектора в е ­
роятностей состояний в момент U-1 на матрицу перехо­
да, т. е.

р(* ,)  =  р (12.29)

Д о к а з а т е л ь с т в о  Д о к а ж е м  справедливость тео­
ремы д л я  цепи М ар ко ва  с д в у м я  допустимыми состоя-
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Poo Pol 

Pio Pli
Дока-НИЯМИ Xo И X\. При этих условиях Г (т )  =  

ж ем , что

Р (0 )  =  Р (< ,_ ,)•г  (Т). (12.30)

Н айдем вероятность po(tt) того, что в момент вре­
мени ti цепь принимает значение дг0. К этому могут при­
вести д в а  события: событие А, состоящее в том, что в 
момент ti-i цепь находилась в состоянии х0 н за время 
■г не выш ла из него; событие В, состоящее в том, что в 
момент /<_| цепь находилась в состоянии лс, и за время 
т перешла в состояние хо. По теореме сложения вероят­
ностей несовместных событий,

p0(ii) = P(A) + P(B).

Вероятность события А найдем по теореме умножения 
вероятностей. Вероятность того, что в момент /<_| цепь 
принимает значение дсо, равна Po(ti-1) .  Вероятность того, 
что она за время т не изменит значения дго. в силу свой­
ства марковости обусловлена только ее значением в 
предшествующий момент tt-i  и равна роо. С ледователь­
но, Р(А) =po(ti - i)poo-  Вероятность события В т а к ж е  
найдем по теореме умножения вероятностей Р( В)  =
= Р ,  ('<-,) Ри>.

Следовательно,

Ро (0 )  =  Ро ( 0 —i) Poo Pi ( 0 —i) Pio' (12.31) 
Р а с с у ж д а я  аналогично, можно показать , что

Pi (0 )  =  Ро {̂ 1 —i) Poi "Ь Pi ( 0 —i) P i r  (12.32)
Таким образом, вектор вероятностей состояний цепи 

М арко ва  в момент ti
Р ( 0 )  =  [Ро ( 0 ) '  Pi (* i)]  =  [Ро ( 0 —ii) Poo "Ь Pi ( 0 —i)  Рю\

Po ( 0 - 0  Poi Pi (0 -1 )  P»]*

С другой стороны, произведение

р М -Г (т )-[д ,р ,M l -  У "
Р10» Рп

[Ро l) Poo Р\ (^—l) Рю» Ро (*/—l) Poi Pi (^—l) Рп] 5=5 

^  lPo(^)l Pi (^)l 33 P (U)* ^
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□ Д оказательство  теоремы дл я  более общего случая  
не представляет  труда .

С л е д с т в и е .  Однородная  цепь Маркова о п р е д ел я ­
ется вектором вероятностей р(/о) состояний в начальный 
момент и матрицей перехода  Г ( т ) .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  М атрица перехода Г (т )  дл я  
однородной цепи М арко ва  зависит от длины пром еж утка  

и не зависит от начала отсчета ti. Т ак  как  
значения /0, t /т , ар гум ента  равноудалены , то равен­
ство (12.29) справедливо д л я  любого i =  1, 2, ..., m  и я в ­
л яется  рекуррентным. Следовательно, справедлива сле­
дую щ ая цепочка равенств:

Р (*,) =  Р (*,_,) Г (т)=  р (/м ) Г2(т) =
=  р ( / ^ ) Р ( т )  =  - . . =  р(/0) Г' (т),

где Г ‘ (т) — i -я степень матрицы перехода. Таким образом,
Р (0  =  Р(/о) Г , (т). (12.33)

Из равенства (12.33) следует , что вектор вероятно­
стей p(/i ) ,  иначе говоря, закон распределения ординаты 
X(t i )9 д л я  любого момента времени /<(i= 1, 2, ..., m)  
полностью определяется вектором р(/0) и матрицей 
Г ( т ) .

М атрица Г*(т) является  матрицей вероятностей пе­
рехода pqf  (гг) за  интервал времени равный /т. Она 
об ладает  теми ж е  свойствами, что и матрица Г ( т ) :  эле­
менты ее неотрицательны и сум м а  элементов каж дой  
строки равна единице.

Пример 12.6. Пусть имеются три конкурирующих изделия 
Хо, Х\ х2. Д ля определения спроса на эти изделия произведен в не­
который момент /о опрос 1000 человек. Оказалось, что изделие х0 
покупают 500 человек, изделие Xi — 200, a x j - 300 человек. Если 
через p q(to) обозначить статистическую вероятность потребности в 
изделии. хя в момент /о, то р(/0) = (0,5; 0,2; 0 ,3).

Предположим, что поведение покупателей в кажды й следующий 
месяц обусловлено только их поведением в предыдущий месяц 
(таким образом, исследуется цепь М аркова). По истечении месяца 
оказалось, что из 500 человек, покупавших изделие х0, 450 человек 
продолжают его покупать, 40 человек стали покупать изделие хх и 
10 — изделие х2у т. е. статистические вероятности роо=450/500= 
*=0,9; ро! = 40/500=0,08; р<и= 10/500-0,02.

Из 200 человек, покупавших изделие хи 60 человек продолжа­
ют его покупать, 80 стали покупать изделие jco, 60 — изделие х2% 
т .е . р 10= 0,4 ; рц = 0,3; р 12=0,3.

Из 300 человек, покупавших изделие х*  60 человек продолжа­
ют его покупать, 210 человек стали покупать изделие *о, 30 — из­
делие Хи Т.е. р2о=0,7; р л ~ 0,1; р22=0,2.
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Определить, какое изделие пользуется по истечении месяца 
наибольшим спросом.

Р е ш е н и е .  В соответствии с формулой (12.29) имеем
0 ,9  0 ,0 8  0 ,02

р ( t i ) =  Р (to) Г(т) -  (0 ,5 ;  0 ,2 ; 0 ,3 ) 0 ,4  0 ,3  0 ,3
0 ,7  0 ,1  0 ,2

=  (0 ,7 4 ; 0 ,1 3 ; 0 ,1 3 ) .
Таким образом, через месяц наибольшим спросом будет поль­

зоваться изделие дс0 Если предположить, что поведение покупате­
лей со временем не меняется, т. е. что цепь однородна по времени, 
то по формуле (12.33) можно определить, какое изделие будет 
пользоваться наибольшим спросом по истечении двух , трех меся­
цев и т. д.

§ 12.10. Эргодическое свойство однородных 
цепей М арко ва

Рассмотрим предел вероятности перехода p qq» ( i t )  од­
нородной цепи М арко ва  из состояния xq в состояние х.я- 
за  интервал времени ix при /-*•оо. Вполне естественно 
предположить, что по мере увеличения интервала ix 
влияние начального состояния хя уменьш ается  и при 
достаточно большом интервале станет  ничтожно м алы м ,

lim p (ix) = p  (12.34)
i -+ o o  44  4

Однородная цепь М арко ва , д л я  любых д вух  состоя­
ний которой справедливо равенство (12 .34), н азы вается  
эр годиче ской .  М арковы м было сформулировано доста­
точное у сл о ви е  эргодичности однородных цепей  с  к о ­
нечным числом состояний: е сли  существует такое т > 0 ,  
что при любых допустимых q и q' вероятности р qqf п о - 
ложительны, то цепь эргодична.  Учиты вая определение 
эргодичности (12 .34), имеем

> о о (*т ) , . . . ,Р о п (fr)

lim Г' (т) =  lim Г  (/т) =  lim
(-*■00 (-+оо i-+ 00

Pw  (* т ) ...........p ln  (ix)
• • • • •

PnO (**)• ••• * Pnn(” ) 
Po» P1» ••• * Pn

Po» Pi* ••• »Pn 
• • • • • • •

Po» Pi» ••• * Pn
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т. е. если цепьэргодична, то i -я степень матрицы перехода 
при i-*oo стремится к предельной матрице с одинако­
выми строками. М ожно показать , что все элементы 
предельной матрицы положительны и что
\ п

2«’=0
(12.35)

Переходя к пределам в обеих частях  равенства (12.33) 
и учиты вая  равенство (12 .28), получаем

lim р (/,) =  lim [р (i0) Г ' (т)1 =  р (/„) lim Г  (т) =
i —oo i~+ оо i-*oo

I Р о  ( « .  P i  ( t o ) ,  ••• » Р п  M

Pot Pi .  ••• > Pn*

Ро» P i» ••• » Pn

} ■

(12.36)

Ро» Pi* ••• » Pn

[ n n n

Po 2  Pq (*•); pi 2  ^ (/o): •••1 Pn 2  (/o)
0=0 0=0

— (Pot Pl> ••• » Pn)'
Таким образом,

l i m p ( 0 s  (p0. P i .........P ,) .
l-*oc

Переходя к пределам в обеих частях равенства (12 .29), 
получаем

Учитывая равенство (1 2 .3 6 ), имеем

(Po.Pi.........P J  =  (Po.Pi.......... Р п )1» -  (12.37)

Допустим, что матрица перехода Г (т )  известна. В ы ­
ясним, нельзя ли, используя соотношение ( 12.37), опре­
делить вектор предельных вероятностей (р0, Pi, р п) ?  
Запишем равенство (12.37) в следующем виде:

Р» — Ро Роо +  Pi Рю. Н-------- Н Рп РпО.

PoPoi +  P lPnH -------- Н PnPnl
Pi (12.38)

Рп — Ро Роп +  Pi Pin Н-------- Ь Рп Рпп-
Учитывая соотношение (12 .27 ) ,  можно показать , что 
система уравнений (12.38) линейно зависима. Заменив
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любое из уравнений системы (12.38) уравнением (12.35), 
получим систему л+1 линейно независимых уравнений 
с неизвестными ро, Р\, ...» Рп• В результате  ее решения 
оПредел».м предельные вероятности

Пример 12.7. В условиях примера 12.6 определить, какое изде­
лие будет пользоваться наибольшим спросом по истечении доста­
точно продолжительного периода.

Р е ш е н и е .  Все элементы матрицы перехода в примере 12.7 
полож и тельны , т. е. условие эргодичности выполняется, следователь­
но, предельные вероятности ро, ри р2 потребления изделий сущест­
вуют. Система уравнений (12.38) в данном случае имеет вид

Ро =  Ро *0.9 +  Pi *0,4 +  Р а*0 ,7 ,
Pi = Pe*0,08 +  p j - 0 ,3 + P i - 0 ,1,
Ра =  Ро-0,02 +  P i-0 ,3  -}-ра*0 ,2 .

Система линейно зависима. Заменяя третье уравнение системы 
уравнением P o + P i+ P a* !, получаем систему

ро =  р0 . 0 , 9 + р 1.0 ,4  +  ра .0 ,7 .
Pi =  Ро-0,08 +  р !* 0 ,3 + р 2 0 , 1,

Ро +  P i  +  P t  =  I •

Ее решения: р0= 0,84; pi = 0,10, р2- 0,06. И так, по истечении 
достаточно продолжительного периода наибольшим спросом будет 
пользоваться изделие Хо.

В заключение заметим , что формулы, полученные 
для цепей М арко ва , можно обобщить и на другие 
разновидности марковских случайных функций. Т ак , 
при изучении марковских функций с непрерывным вре­
менем вводят прерывное время меняющееся скачкооб­
разно через интервал Д/, а затем  переходят к пределу 
при Д/-+-0. Ф ормулы цепей М арко ва  т а к ж е  можно обоб­
щить и на случай непрерывного изменения значений 
случайной функции.



Моделирование случайных 
функций на ЭВМ

Г л а в а  13

§ 13.1. Общая идея метода статистического 
моделирования #

В терминах случайных функций формулируется боль­
шое число научных и практических задач  (многие задачи 
нейтронной физики, исследования различных систем 
управления со случайными воздействиями на входах 
и т. д . ) .  Решить таки е  задачи аналитическими м ето да­
ми и с вязат ь  заданн ы е условия с исходом уд ается  далеко  
не всегда .

В тех случаях , когда найти аналитическое решение 
трудно, используют метод статистического моделирова­
ния, сводящийся к построению искусственных р еал и за ­
ций случайных функций. Метод статистического моде­
лирования назы ваю т т а к ж е  методом статистических ис­
пытаний (т а к  к а к  построение реализаций случайной 
функции — это, по сущ еству, проведение статистическо­
го эксперимента, испытания) или методом Монте-Карло.

Воспроизвести реальные процессы, протекающие в 
той или иной системе, можно, используя различные сред­
с тва :  эксперименты с подбрасыванием монеты и играль­
ной кости, таблицы случайных чисел с различными з а ­
конами распределения и т. д. Однако только с появле­
нием Э ВМ  метод статистических испытаний смог найти 
широкое применение, поскольку построение искусствен­
ных реализаций случайных процессов — очень трудоем ­
к а я  работа. Чтобы решить задачи методом Монте-Карло, 
нужно иметь источник получения чисел, соответствую­
щих случайным величинам с различными законами рас ­
пределения.
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О казы вается ,  что основную роль играют случайные 
величины, распределенные по равномерному закону на 
интервале (0, 1). Условимся д л я  краткости случайную 
величину, равномерно распределенную на интервале 
(О, 1), н азы вать  случайным числом и обозначать R.

С помощью случайных чисел можно моделировать ре­
зультаты  испытаний в схеме случайных событий, полу­
чать значения случайных величин с заданны м законом 
распределения, формировать реализации случайных 
функций.

§ 13.2. Получение случайных чисел 
на интервале (О, I )

С ущ ествует  три способа получения таки х  чисел: т а б ­
лицы случайных ?исел, генераторы случайных чисел и 
метод псевдослучайных чисел.

Таблицей случайных чисел назы ваю т таблицу, содер­
жащ ую  чередующиеся в случайном порядке цифры 0, 1,
2,..., 9. Случайность порядка этих цифр до л ж н а  гаран ти­
роваться методом составления таблиц. Именно: к а ж д а я  
из цифр до л ж н а  иметь одинаковую  возможность попасть 
в таблицу, и отбор каж дой  следующей цифры не долж ен  
зависеть от результатов предыдущих отборов. Таким 
методом явл яет ся  метод случайной выборки с возвратом 
из 10 цифр по одной цифре. Полученные в результате  от­
бора цифры записываю т в виде таблицы (см. табл . 4 
приложений, где д л я  удобства цифры объединены в груп­
пы по 5 ш т.) . •

Таблицу случайных чисел можно ввести в запоми­
нающее устройство ЭВМ  и, если в ходе расчета понадо­
бится значение случайной величины X с распределением

X 0 1 . . .  9
%

р 0,1 0 ,1  . . .  0,1

то берут очередную цифру из этой таблицы. Если пона­
добится значение случайной величины с распределением
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X 0 I 99

р 0,01 0,01 . . .  0,01

то берут очередную пару цифр, и т. д.
Если Э В М  работает  q т разрядными десятичными 

числами, то, разделив очередную совокупность т  цифр, 
взятую  из таблицы случайных чисел, на 10т , получим 
достаточно хорошее приближение к значению случайной 
величины, равномерно распределенной на интервале 
(О, 1).

Таблицы случайных чисел используют только при рас­
четах-по методу М онте-Карло вручную (все Э В М  об ла­
даю т сравнительно малой внутренней памятью  и посто­
янное обращение к ней зам ед л яет  счет). В качестве ге ­
нератора случайных чисел на ЭВМ  чаще всего исполь­
зую тся шумы в электронных лам п ах : если за  некоторый 
промежуток времени уровень ш ум а превысил заданный 
порог четное число раз, то в двоичный р азр яд  специаль­
ной ячейки записы вается  нуль, а если нечетное число 
раз, то единица. При параллельной работе т  генерато­
ров в ячейке получается одно m -разрядное двоичное чис­
ло, которое д а е т  достаточно хорошее приближение к зн а­
чению равномерно распределенной случайной величины.

Однако и этот способ не лишен недостатков. Во-пер­
вых, в результате  неисправностей нули и единицы в к а ­
ком-либо из разр ядо в  могут появляться  не одинаково 
члсто и вы р аб аты ваем ую  последовательность чисел у ж е  
нельзя считать случайной, во-вторых, воспроизвести по­
лученную последовательность невозможно, что необхо­
димо при двойном просчете задачи  с целью исключения 
влияния случайных сбоев.

Д л я  получения случайных чисел на интервале (О, I) 
используют т а к ж е  метод псевдослучайных чисел. П сев­
дослучайными назы ваю т числа, вычисляемые по неко­
торому алгоритму и обладаю щ ие следующей особенно­
стью (позволяющей использовать их в качестве  случай­
ных чисел): частотные свойства последовательности 
псевдослучайных чисел в достаточной степени близки к 
свойствам равномерно распределенных на интервале 
(О, 1) случайных последовательностей.

Первый алгоритм д л я  получения псевдослучайных 
чисел на Э В М  был предложен Д ж .  Нейманом. Алгоритм
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состоит в том, что берут некоторое произвольное число 
и возводят в квад р ат , в полученном результате  отбрасы­
ваю т цифры с обоих концов и этот процесс возведения 
в к в а д р а т  и отбрасывания цифр повторяют. Например,

пусть R0 = 0 ,2061, тогда /?о =  0,04 \ 2477 121;

» /?! =  0 ,2477, » /?? =  0 .0 6 11355129;

» /?а — 0 ,1355. » =  0,01 18 3 6 0 125 и т. д.
Сущ ествую т и другие алгоритмы получения псевдослу­
чайных чисел. Достоинства метода псевдослучайных чи­
сел очевидны. Во-первых, на получение каж до го  числа 
затр ачивается  всего несколько простых операций, поэто­
му скорость нахождения псевдослучайных чисел имеет 
тот ж е  порядок, что и скорость Э В М ; во-вторых, прог­
рам м а  алгоритма зан им ает  всего несколько ячеек п ам я ­
ти; в-третьих, полученную последовательность чисел л е г ­
ко воспроизвести; в-четвертых, соответствие частотных 
свойств вы рабаты ваем ой  последовательности чисел 
свойствам равномерно распределенных на интервале (0,
1) случайных чисел достаточно проверить лишь один 
раз, затем  эту  последовательность можно использовать 
много раз.

§  13.3. Моделирование дискретной случайной величины

Допустим, что требуется получать значения случай­
ной величины X со следующим распределением:

X X1 • • • хп

р Pi Р2 • Ф • Рп

Разобьем  интервал (0, 1) на п интервалов, длины 
которых р\, Р2 ,—, Рп (рис. 13.1). Если случайное число R 
попадает на интервал р„ то считают, что случайная ве­
личина X принимает значение х*.

Д л я  обоснования правомерности такой процедуры
убедимся, что вероятность попадания R в интервал р„

<-i t
т. е. вероятность события 2 р , < / ? < 2 р „  равна Р( Х=

<7* 1
= х i) =  pi. Здесь R — случайная величина, равномерно 
распределенная на интервале ( 0 , 1 ) ,  поэтому ее функ-
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Д ал ее , учи ты вая , что функция распределения равномер­
ной на интервале (0, 1) случайной величины имеет вид 
FR( r ) —r, если O ^ r ^ l ,  запишем следую щую  цепочку 
равенств: P( X<x)  =  P{R<F( x) )  —FR[ F( x ) ] =F( x ) ,  
И так , если X — корень уравнения (13 .1 ) ,  то Р(Х<.х) =  
= F ( х).  □

Т аким  образом, определение значения случайной ве­
личины X с функцией распределения F(x)  сводится к 
следующей процедуре: получаем случайное число R на 
интервале (0, 1) и вычисляем F~* (R),  где  F~l — функ­
ция, обратн ая  к  функции F.

Рис. 13.4 Рис. 13.5
Пример 13.2. Определить последовательность значений случай­

ной величины X, распределенной по показательному закону.
Р е ш е н и е .  Д ля случайной величины X функция распределе­

ния F(x)  — 1 — e~>JC ( х > 0 ) .  Корнем уравнения 1 — е—**= #  явл я­
ется Х= (—1/Х) In (I — R).  Так как  R — случайная величина с рав­
номерным распределением на интервале (О, I ) ,  то и (1—R) такж е 
случайная величина с равномерным распределением на интервале 
(О, 1), поэтому можно взять Х= (— 1/Л.) In R.

Последовательности случайных чисел Rt, R j , ... соответствует 
последовательность (— 1/Х) In R,, (— 1/Х) In Ri t ... значений случайной 
величины X с показательным законом распределения.

М о ж ет о к а зать с я ,  что решение уравнения (13 .1) от­
носительно X трудно. В этой ситуации д л я  моделирова­
ния непрерывной случайной величины м о ж ет  бы ть ис­
пользован метод Н еймана. Предположим, что случай ная  
величина X определена на интервале (а,  Ь) и плотность 
ее распределения ограничена: f ( x ) ^ M 0 (рис. 13.5). М е­
тод Н еймана сводится к следующей процедуре:

1) выбираю т д в а  случайных числа R\ и #2 на интер­
вале  (0, 1) и строят точку Л (ту, у )  с координатами i ) =  
—a +Ri ( b —a) ,  y= R iM 0\

2) если точка А леж ит под кривой y =f ( x ) ,  т. е.
то полагаю т х = т у  если ж е  точка А л е ж и т  над 

кривой y = f ( х),  т .е .  f ( r\)<y ,  то точку /4(т), у )  отбрасы ­
ваю т и выбираю т новую пару случайных чисел.
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Эффективность метода Н еймана хар актер и зуется  ве­
личиной отношения площади криволинейной трапецииь
под кривой y = f ( x ) ,  равной j  f (x)dx,  к  площади всего

а  '
прямоугольника, равной ( b—а ) М0. Если это отноше­
ние мало, то значительная часть машинного времени бу­
дет  расходоваться  на получение точек, леж ащ и х  над  
кривой и о тбрасы ваем ы х  в процессе вычислений. Отсюда 
следует , в частности, что д л я  экспоненциального распре­
деления этот метод не эффективен, наибольшую ж е  эф­
фективность метод имеет д л я  равномерного распределе­
ния. Н а практике метод Н еймана обычно используют в 
том случае , ко гда  указанно е  отношение площадей превы­
ш ает величину 0,3.

Помимо рассмотренных общих методов м оделирова­
ния непрерывных случайных величин (решение ур авн е ­
ния (13.1) и метод Н ейм ана) д л я  многих законов рас ­
пределения сущ ествую т специальные алгоритмы , р аб о та ­
ющие более быстро по сравнению с общими методами.

§  13.5. М оделирование нормально распределенной 
случайной величины

Допустим, что нужно получать значения нормально 
распределенной случайной величины X, м атем атическое  
ож идание которой М( Х) =а ,  а  дисперсия а 2х = а 2.

Рассмотрим метод моделирования нормально распре­
деленной случайной величины, основанный на цен траль­
ной предельной теореме. Согласно этой теореме, при сло­
жении достаточно большого числа независимы х случай ­
ных величин получается случайная  величина, распреде­
ленная приближенно по нормальному закону . Опыт по­
ка зы вает ,  что при сложении всего шести случайны х ве ­
личин, равномерно распределенных на интервале (0, 1), 
получается случай н ая  величина, которая с точностью, 
достаточной дл я  большинства прикладных з а д а ч ,  мож ет 
считаться нормальной.

Отсюда возникает такой  метод моделирования нор­
мально распределенной случайной величины А'; слож ить 
шесть случайных чисел, пронормировать эту  с ум м у ,  т. е. 
получить случайную величину Т с М ( Т ) = 6  и а] = 1 ,  
тогда Х = оТ+ а.
23—686 353



ция распределения FR( r ) = r , если O ^ r ^ l .  Учитывая 

это, запиш ем следую щую  цепочку р авен ств : Р\ V  <

*=1 / \а*1  / \<7=1 /

Рис. 13.1

Удели чидаем 
на I  адреса яче 
ем, из которых 
берутся р, и х

I Находим R Izzz
Л<р,

да

I Полагаем Х ч ,  I

ЙосстанаЙлиВв 
ем адреса 

Р, и

Рис. 13.2

б л ок-схем а  программы получения значения ди скрет­
ной случайной величины X приведена на рнс. 13.2. П ред­
по лагается , что числа х\, х2,..., х„ и вероятности р\, pi-\- 
+Рг,  Р 1+ Р г + Р з .—. 1 расп олагаю тся  в ячейках  памяти  
подряд. П оследовательности случай ны х чисел R i, 
соответствует последовательность значений случайной 
величины X с заданн ы м  выш е законом  распределения.

И спользуя  процедуру моделирования дискретной сл у ­
чайной величины, можно м о делировать  резул ьтат  испы­
тан и я  в схеме случайных событий, т. е. ответить на во­
прос: како е  из несовместных событий А\,...,Ап, образую ­
щих полную группу, произойдет, если P(At) = p i ( i = l ,  
2,..., л ) .
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Пример 13,1, В результате испытания может произойти одно из событий А|, А2, Лз. Проводится серия независимых испытаний. Оп- 
ределить, какие события появятся, если Я (Л ,) =0,35, Р(А%) =0,25, 
Р(А,)*=ЪА-

Р е ш е н и е .  Разделим интервал (0 ,1) на три интервала, как  
показано на рис. 13.3. Возьмем из табл. 4 приложений любое чис­
ло. П усть /?=0,100; это число попало на первый интервал — 
произошло событие Ai. Следующее случайное число R = 0,325— 
опять произошло событие А\: далее Я =0,765 — произошло собы­
тие Аз и т. д.

д *Ц35 pt *0,2S Р,'0Л

Рис. 13.3

Рассм отренная  процедура моделирования дискретной 
случайной величины, вообще говоря, м о ж ет  быть исполь­
зована д л я  нахож дения значений дискретной величины с 
любым законом распределения. О днако д л я  целого р яд а  
законов распределения, учи ты вая  их специфику, можно 
построить более быстрые и легче программ ируемые про­
цедуры моделирования.

§  13.4. Моделирование непрерывной случайной 
величины

Допустим, что нужно получать значения непрерыв­
ной случайной величины X, определенной на интервале 
(а,  Ь),  если известна ее функция распределения F(x) .  
Убедимся в том, что случай н ая  величина X я вл я ет с я  ре­
шением уравнения

F(X) = R.  * (13.1)

Д ад и м  графическое толкование решения этого у р а в ­
нения (рис. 13.4) и убедим ся  в том, что оно единствен­
ное. Из свойств функции F(x)  известно, что если сл у ­
чайная величина X з ад а н а  на интервале (а,  Ь),  то F(x ) — 
монотонно возрастаю щ ая функция на этом интервале, 
поэтому лю бая  п р ям ая  y = R  пересекает грдфик y =F( x )  
в единственной точке, абсцисса которой X и я вл яет ся  
решением уравнения (13 .1 ) .

П усть X — корень уравнения (13 .1 ) ;  найдем его функ­
цию распределения, т. е. вероятность Р( Х<х) .  Из 
Рис. 13.4 видно, что если Х<х, то R<^F(x) ;  верно и об­
ратное утверж дение . Значит, P( X<x) =P( R<. F{x ) ) .
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П усть Z = 2 / ?„  где R\t Re — независимые равно-

мерно распределенные на интервале (0, 1) случайные ве­
личины. У читывая , что M ( R i )  =  1/2 и oL =  1/12, получаем

в в 

Мг — 'У М  (/?,.) =  3 , а о| =  V o ^  =  |/2. Пронормируем Z, 
i=i i=i 1 

т .е .  перейдем от нее к  величине 7”— (Z—М{г))/аг= (Z— 
—3) V~2, а  затем  найдем

Ri—3^ +  а.

Таким образом , чтобы определить значение нормаль­
ной случайной величины X с матем атическим  ожидани- 

.ем  а и дисперсией о*, нуж но взять  шесть случайных чи­
сел, сложить_их, из сум м ы  вычесть 3, р е зул ьтат  умно­
ж и ть  на <j V 2 и прибавить а.

§  13.6. Моделирование системы случайных величин 
и случайных функций

Допустим , что требуетсй определить значения непре­
рывных случайных величин X и Y, задан н ы х  совместной 
функцией плотности f (x,  у ) .  Если случайные величины X 
и Y независимы, то, к а к  было показано в §  3.9, совмест­
ная  функция плотности f (x,  y ) = f ( x ) f ( y ) ,  где  f (x)  и 
Ну) — функции плотности случайных величин X и Y, и 
моделирование системы случайных величин X и Y просто 
сводится к моделированию каж до й  случайной величины 
в отдельности. Если случайные величины X и Y зависи­
мы, то f ( x , y ) =f ( x) f ( y \x) ,  где  f ( y\x)=f (x, y )/f ( x)  — ус- 
ловная  функция плотности Y при Х=х9 и моделирование 
системы случайных величин сводится к  следую щей про­
цедуре:

1) определяю т значение случайной величины X с 
функцией плотности / (* ) ;

2) найденное значение величины X подставляю т в 
вы раж ени е  д л я  условной функции плотности f ( y \х)\

3) определяю т значение случайной величины, функ­
ция плотности которой равна f ( y  \/)9 это и есть значение 
случайной величины У.

6

X =  a  (Z—3)V2 + a = V 2 о  ^
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Если случайные величины X и У дискретны , то про­
цедура их моделирования аналогична рассмотренной с 
той лишь разницей, что вместо функций плотности рас ­
см атри ваю тся  ряды  распределения и используются ал го ­
ритмы моделирования дискретных случайных величии. 

| Д л я  моделирования системы непрерывных случайных 
величин м о ж ет  бы ть т а к ж е  использован метод Неймана. 
П усть система случайных величин Xi, Х2,...,Хп имеет 

'  ограниченную функцию плотности f (x|, хп) ^ A f 0 и 
ai<xi<.b i,  где  i = l ,  2,..., п. М етод Н еймана в этом сл у ­
чае сводится к следую щей процедуре:

1) берут ( п + 1 ) - е  случайное на интервале (0, 1) чис­
ло R 1, R i .—fR n+i  и рассм атри ваю т величины т),=а<-|- 
,+Ri(bi—ai),  где  /= 1 , 2,..., п, и величину y = M 0Rn+i\

2) если /(tii, ri2,..., Чп) ^Y> то полагаю т f|i, Х2=  
=т|2, A„ =  Tin; в противном случае  берут  следую щую

I  совокупность л - Н  случайных чисел на интервале (0, 1).
Очевидно, что с ростом числа случайных величин, вхо­

дящ и х в систему, процедура их моделирования становит­
ся  все более громоздкой. П оэтому обычно д л я  системы 
случайных величин Xi, Х2,..., Х„ используют приближен ­
ный метод моделирования.  Он состоит в моделировании 
вместо Х\, Х2,..., Х„ таки х  случайных величин Z\, Z2,..., Z„, 
которые об ладаю т следующими свойствами :

М (Z |) =  M{Xt), К  (Z„ Z,) = К (Xit Xj ), 
где M(Zt),  K( Zt, Z j ) — соответственно математическое 
ож идание Z( и корреляционный момент величии Z, и Z/, 
(/, / =  1, 2 ......п) ,  т. е. методом приближенного моделиро­
вания исходная система случайных величин Х\, Х2,...,Хп 
воспроизводится только в р а м ка х  «м атем ати чески х  о ж и ­
даний и корреляционных моментов (илн парных коэффи­
циентов корреляци и)» . Очевидно, что этим методом с л у ­
чайные величины Хи Х2......Х„ воспроизводятся точно в
« р а м к а х  их зако н а  распределения» только в том случае , 
если закон распределения величин Хи Х2.....Хп полно­
стью определяется  их математическими ож иданиями и 
парными коэффициентами корреляции (тако вы м  я в л я ет ­
ся нормальный зако н ) .

И так , допустим, что нужно получать значения случай­
ных величин Х\, Х2,...,Хп, если известны математические 
ож идания M (X t)= a t ( i=  1, 2,..., л )  и корреляционные мо­
менты K(Xt, л/) = / 0 / 0 7 = 1 ,  2,..., п) .  Напомним, что К(Хи 
* j ) = A l [ ( X f —a, ) (Xj—aj ) ] .  Пусть R,,  R 2...... R n — незави­
симые случайные величины, равномерно распределенные
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на интервале (О, I ) .  Рассмотрим случайные величины Zu 
Z2 ,..., Z n:

Z\ — с и  (Ri  — 0i5) +  flu
Zs =  C21 (/?! — 0,5) +  c i t (Rt — 0,5) +  e 2, (13.2)
Z3 =  C31 (Ri 0 ,5) -f- c82 (Rt 0 ,5) -|- c3S (R3 — 0,5) 4- a3,

Z„ — c nl (/?i—0 ,5 )+ c nl (tf2—0,5) + ------ h c„„ (/?„ — 0 ,5 )+ a „ ,
где  c i t (i, n) — некоторые постоянные коэффици­
енты.

О пираясь на свойства м атематического  ож идания и 
уч и ты вая , что Af(/?,) =  V2, получаем M(Zi)=ai  ( i— 1,
2,..., л ) .  Действительно, например, M(Z\)—M[c\\(R\— 
—0 ,5 ) - f a , ]  =  Af [ с , ,  (/?i—0 ,5 ) ]  4 -M f l i= C u  [Af (/?,) —0.5J +  
^+в|=0|.

Вычислим корреляционные моменты K(Zi,  Zi )( i ,  j — 
=  1..... л ) ,  учи ты вая  при зтом, что =М(/?<—0 ,5 )2=
=*/.»</= 1, 2......л ) ; а  K( Rh R,) =М  [ ( Я , - 0,5) (/?^—0,5) J =
= 0, т а к  к а к  случайные на интервале (0, 1 ) числа неза­
висимы:

К  (Zx, Zj) -  М  [(Z* -  М  (Z ,)) (Z, -  М  (Z,)) 1 -  
=  м  [с„ (IR\ -  0 ,5) cn  (R, -  0,5)1 =  е}, М (Я, -  0 ,5 ) г =

— лу2 =  />2 /19
си и/?, ч г 1*»

/С (Zj, Z2) =  Л/ [(Zj -  Af (Zi)) (Zs -  М (Z2))l =

=  Af (CU (Я i -  0 ,5) [сИ (Ях -  0 ,5) +  с22 (/?, -  0,5)1} =
«= М \сп  г21 (/?х -  0,5)*1 +  М [си  с2а (Я , -  0 ,5) (Я2 -  0,5)1 =  
5=8 Сц £ ц (/?! — 0 ,5 )2 Сц с22 М [(/?! — 0,5) (/?2 — 0,5)1 =»

= cn c2l + сп К (/?i /?2) = с2\1№*
К  (Zlf Z3) =  М  {си  (R, -  0 ,5) [Cn (Rt -  0 ,5) +

+  С3 2  № 2  — 0 ,5 ) +  С33 (Л , — 0,5)] =  си  с31/12,

/С (Z j, Zn) =  Си cn |/12,

/С (Z2, Z2) =  (c2l +  2̂2)/12,

/С (Z2, Z,) —,(^21^81 4" Cjf c^f)/12,

• к  ( * . • * . ) - ( 4 . +  <S> +  - " + < 4 J « s -
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П риравняв  корреляционные моменты K(Zi,  Z/) с л у ­
чайных величин Zi и Z/ (t, / = 1 , 2,..., л )  известным зн а ­
чениям корреляционных моментов величин Xt и Х} (i, j =  
=  1, 2,..., л ) ,  получим уравнения д л я  определения значе­
ний с ц (», / =  1, 2 ..... л ) :

K i i - c j i / 1 2 - * c n -  |/ 1 2 /Си ,

/Cia -  < W 1 2  +  c2l -  1 2 / е л  =  1 2 К „/У ГТ 2 К ^

/С13 “  ^31^12 —► с31 == 12/С1 3 / 12 /Сц,

Ki n — с п  с п 1̂ 1 ^ -► c ni -------1— »
Kl2/Cu 

| ^22 “  (С21 -►^22 =  1^12  К 22 С21 53

Ли

К »  =  (Ct l  са1+ с м g»)/12 -> си «  „ т. д.
К  12#ta-UI&/K„

После вычисления Сц (/, / = 1 ,  2,..., л )  приступают к 
определению значений случайных величин Х !( Лг,..., -Хп. 
Д л я  этого бер ут  л случайных на интервале (0, 1) чисел 
и, по дставляя  их в формулы (13 .2 ) ,  получают значения 
случайных величин.

Коротко остановимся на вопросе формирования реа­
лизаций случайных функций. В §  12.1 было показано, 
что случайную  функцию можно р ассм атри вать  к а к  сово­
купность случайных величин — ординат функции при 
различных допустимых значениях ее ар гум ен та . Поэто­
м у формирование реализации случайной функции X(t)  
сводится к  моделированию системы случайных величин 
[ * ( / 1) ,  X(ti),..., * ( / „ ) ]  д л я  некоторой последовательно­
сти it, ti,..., tn значений ар гум ен та  t и з а д а ч а  моделиро­
вания случайной функции в этом случае ничем не отли­
чается от задачи  моделирования системы л случайных 
величин.
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Рассмотрим моделирование случайных функций, наи­
более часто встречаю щихся в практических приложени­
ях , а  именно цепей М арко ва  и стационарных случайных 
функций. Д опустим , что тр ебуется  построить реал и за ­
цию простой однородной цепи М ар ко ва  X(t)  (см . §  12.9). 
П редположим, что X(t)  принимает конечное множество 
значений хо, *», .... хп\ ар гум ент  t принимает конечное 
множество равноудаленны х д р у г  от д р у га  значений to,
11,..., tm", матрица вероятностей перехода из состояния 
хч (9= 1, 2,..., л )  в состояние дгв- ( ? '= 1 ,  2 п) з а  проме-

Т =  ti—t i - i  (11 = 1 , 2 ,  ti*,

Роо* Poi» » Род

Г (т )  = Р\0» 
• •

Ри*
• • «

•• * Pin 
• • •t

РлО» PnV ••• *Pr»n
вектор вероятностей состояний в начальный момент 

Р (to) = lPo (/о). Pi ( ' о Р п  М .

При этих условиях  построение реализаций X(t)  сво­
ди тся  к моделированию системы дискретных случайных 
величин X(tо), X(tt),..., X ( tm) ,  к а ж д а я  из которых прини­
м ает  значение из множ ества  (дг0, Xi,..., х„}\ при этом з а ­
кон распределения X(to)  имеет вид

X ( t . ) хо t • t Хп

р Ро ('•) P i ( 'о ) ••• Рп (to)

а условный закон распределения случайной величины 
X(ti)  ( i = l , 2 , . . . ,  т)  (напомним, что д л я  простой цепи М а р ­
кова этот закон  зависит только от ее состояния в мо­
мент t i - i )  при условии, что величина Я(/<_|) приняла 
значение xq (<7= 0, 1,..., л ) ,  определяется  q-й строкой 
матрицы Г ( т ) , т. е. имеет вид

X V t ) *0 Xi • • • Хп

Р Pqo P i t • • • Pqn

Реализации строят т а к :
1) берут случайное число R на интервале (0, 1) и, ис­

пользуя  процедуру моделирования дискретной случай­
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ной величины, определяю т, како е  значение принимает ве ­
личина X(to),  т . е. в како м  состоянии цепь М ар ко ва  на­
ходится в начальный момент (допустим, что X(/0) = * 0 ;

2) берут  следую щ ее случайное число R i на интерва­
ле (0, 1) и, зн ая  условный закон распределения случай­
ной величины X( t |) при условии, что X(t0)=Xi,

А  Л ) Xо Xt • • • *п

Р Pi 0 Pit • • • Pin

определяю т, како е  значение принимает случай ная  вели­
чина X(t i ) ;  допустим, что X ( t i )= x ii\

3) выбираю т случайное число Ri и, зн ая  условный 
закон распределения

X  (t*) Xo Xi • • • Xn

P Pit Pli • • • P nn

определяю т, к ако е  значение примет случ ай н ая  величина 
X ( /г); допустим, X ( / j ) = * (i, и т. д . вплоть до определе­
ния значения случайной величины X(tm)  (допустим, что 
X(tm) ~ xim) •

Т аким  образом , в р езультате  построения получена 
следую щ ая  реализация простой однородной цепи М а р ­
ко ва : х При повторении описанной
процедуры с новыми случайными числами формируют 
другие  реализации цепи М ар ко ва .

Если изучаю т стационарную случайную  функцию 
X(t ) ,  то, к а к  было показано в §  12.4, д л я  ее описания 
достаточно з а д а т ь  матем атическое  ож идание m x( t ) = m x 
и корреляционную функцию kx(t, t ' )= k x(At—t'— t) .  По­
этому, если известны математическое ож идание тх и 
корреляционная функция Л* (A t) ,  формирование реали­
заций функции X(t ) сводится к моделированию системы 
случайных величин [ X (/i), Х(Ь),..^ X(t„')],  где t\, ti,..., 
tn — некоторая последовательность значений ар гум ен ­
т а  /; математические ож идания этих величин Af[A(/,-) J =
~ т х ( i =  1, 2 ..... л ) ,  а  корреляционные моменты /С[А(/<),
X( t i ) ] =kx(ti, t i )—kx( M—tj—ti).  В этом случае  можно 
использовать приближенный метод моделирования.



Т а б л и ц а  1 
Плотность вероятности нормального распределения

/(/)=— U - 'V *
V  2л

П РИ ЛО Ж ЕН И Я

1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 ,0 0,3989 3989 3989 3988 3986 3984 3982 3980 3977 3973
0,1 3970 3965 3961 3956 3951 3945 3939 3932 3925 3918
0 ,2 3910 3902 3894 3885 3876 3867 3857 3847 3836 3825
0 ,3 3814 3802 3790 3778 3765 3752 3739 3726 3712 3697
0 ,4 3683 3668 3653 3637 3621 3605 3589 3572 3555 3538
0 ,5 3521 3503 3485 3467 3448 3429 3410 3391 3372 3352
0 ,6 3332 3312 3292 3271 3251 3230 3209 3188 3166 3144
0 .7 3123 3101 3079 3056 3034 ЗОИ 2989 2966 2943 2920
0 ,8 2897 2874 2850 2827 2803 2780 2756 2732 2709 2685
0 ,9 2661 2637 2613 2589 2565 2541 2516 2492 2468 2444
1 .0 0,2420 2396 2371 2347 2323 2299 2275 2251 2227 2203
1.1 2179 2155 2131 2107 2083 2059 2036 2012 1989 1965
1 .2  ~ 1942 1919 1895 1872 1849 1826 1804 1781 1758 1736
1 .3 1714 1691 1669 1647 1626 1604 1582 1561 1539 1518
1.4 1497 1476 1456 1435 1415 1394 1374 1354 1334 1315
) ,5 1295 1276 1257 1238 1219 1200 1182 1163 1145 1127
1 ,6 1109 1092 1074 1057 1040 1023 1006 <)989 0973 0957
1,7 0940 0925 09\)9 0893 0878 0863 0848 0833 0818 0804
1,8 0790 0775 0761 0748 0734 0721 0707 0694 0681 0669
1.9 0656 0644 0632 0620 0608 0596 0584 0573 0562 0551
2 ,0 0,0540 0529 0519 0508 0498 0488 0478 0468 0459 0449
2.1 0440 04 31 0422 0413 0404 0396 0387 0379 0371 0363
2 .2 0355 0347 0339 0332 0325 0317 0310 0303 0297 0290
2 .3 0283 0277 0270 0264 0258 0252 0246 0241 0235 0229
2 ,4 0224 0219 0213 0208 0203 0198 0194 0189 0184 0180
2 ,5 0175 0171 0167 0163 0158 0154 0151 0147 0143 0139
2 ,6 0136 0132 0129 0126 0122 0119 0116 0113 0110 0107
2 ,7 0104 0101 0099 0096 0093 <■091 0088 0086 0084 0081
2 .8 0379 0077 0075 0073 0071 0069 0067 0065 0063 0061
2 ,9 0060 0058 0056 0055 0053 0051 0050 0048 0047 0046
3 .0 0,0044 0043 0042 0040 0039 0038 0037 0036 0035 0034
3,1 0033 0032 0031 0030 0029 0028 0027 0026 0025 0025
3 ,2 0024 0023 0022 0022 0021 0020 0 *20 0019 0018 0018
3 ,3 0017 0017 0016 0016 0015 0015 0014 0014 0013 0013
3 .4 0012 0012 0012 ООП ООП 0010 0010 0010 0009 0009
3 ,5 0009 0008 0008 0008 0008 0007 0007 1Ю07 0007 0006
3 ,6 0006 0006 0006 0005 0005 0005 0005 0005 0005 0004
3 .7 0004 0004 0004 0004 0004 0004 0003 0003 0003 0003
3 ,8 0003 оиоз 0003 0003 0003 0002 0002 0002 0002 0002
3 ,9 OOJ2 •ХМ'2 0002 0002 0002 0-j02 0002 0002 0001 0001
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Значения случайных чисел равномерно распределенных 
на интервале (0 f 1)*

Т а б л и ц а  3

10 097 32 533 76 520 13 586 34 673 54 876
37 542 04 805 64 894 74 296 24 805 24 037
С8 422 68 953 19 645 09 303 23 209 02 560
99 019 02 529 09 376 70 715 38 311 31 165
12 807 99 970 80 157 36 147 64 032 36 653

'  80 959 09 117 39 292 74 945 66 065 74 717
20 636 10 402 00 822 91 665 31 060 10 805
15 953 34 764 35 080 33 606 85 269 77 602
88 676 74 397 04 436 27 659 63 573 32 135
98 951 16 877 19 171 76833 73 796 45 753
34 072 76 850 36 697 36 170 65 813 39 885
45 571 82 406 35303 42 614 86 779 07 439
02 051 65 692 68 665 74 818 73 053 85 247
05 325 47 048 90 553 57 548 28 468 28 709
03 529 64 778 35 808 34 282 60 935 20 344
11 199 29 170 98 520 17 767 14 905 68 607
23 403 09 732 11 805 05 431 39 808 27 732
18 623 88 579 83452 99 634 06 288 98 083
83 491 25 624 88 685 40 200 86 507 58 401
35 273 88 435 99 594 67 348 87 517 64 969
22 109 40 555 60 970 93433 50 500 73 998
50 725 68 248 29405 24 201 52 775 67 851
13 746 70 078 18 475 40 610 68 711 77 817
36 766 67951 90 364 76493 29 609 11 062
91 826 08928 93 785 61 368 23 478 34 ИЗ
65 481 17 674 17 468 50 950 79 335 51 748
80 124 35 635 17 727 08 015 82 391 90 324
74 350 99817 77 402 77 214 50 024 23356
69 915 26 803 66 252 29 148 24 892 09 994
09 893 20 505 14 225 68 514 83 647 76 938

Все значения, приведенные в таблице, увеличены в 10* раз.



^-распределение для уровня значимости а = 0,05
Т а б л и ц а  4

1
2
3
4
5*
6
7
8 
9

10 
11 
12 
14 
16 
20 
24 
30 
40 
50 
704 

100 
200 
400

161 200 216
18,51 19,00 19,16
10,13 9 ,55 9 ,2 8
7 ,7 ! * 6 ,94 6 ,59
6,61 5,79 5,41
5 ,99 5,14 4 ,7 6
5 ,59 4,74 4 ,35
5 ,32 4 ,46 4 ,0 7
5 ,12 4 ,26 3 ,8 6
4 ,96 4 ,10 3,71
4,84 3 ,98 3 ,59
4 ,75 3 ,88 3 ,4 9
4 ,6 а
4 ,4 ^

3,74
3 ,63

3,34
3 ,24

4,35 3 ,49 3 ,10
4 ,26 3 ,40 3,01
4 ,17 3,32 2 ,9 2
4 ,08 3 ,23 2 ,84
4,03 3 ,18 2 ,7 9
3 ,98 3 ,13 2 ,74
3,94 3,09 2 ,70
3 ,89 3,04 2 ,6 5
3 .86 3 ,02 2 ,62
3 ,84 2 ,99 2 ,60

225
19,25
9 .12  
6 ,39  
5 ,19  
.4,53
4 .12  
3 ,84  
3 ,63  
3 ,48
3 .36  
3 ,26  
3,11 
3,01 
2 ,87  
2 ,78  
2 ,69  
2,61 
2 ,56  
2 ,50  
2 ,46  
2,41 
2 ,39
2 .3 7

230
19.30 
9,01 
6 ,2 6  
5 ,05
4 .39  
3 ,97  
3 ,69  
3 ,4 8  
3 ,33
3 .20  
3,11 
2 ,96  
2 ,8 5  
2,71 
2 ,62  
2 ,53  
2 ,4 5
2 .40  
2 ,35
2 .30  
2 ,26  
2 ,23
2.21

ю

234
19,33
8 .94  
6 ,16
4 .95
4 .28  
3 ,87  
3 ,58  
3 ,37
3 .2 2
3 .09  
3 ,00  
2 ,85  
2 ,74  
2 ,60  
2,51 
2 ,42  
2 ,34
2 .29
2 .2 3  
2 ,19  
2 ,14  
2,12
2 .09

237
19,36
8,88
6 .09  
4 ,8 8  
4,21 
3 ,79  
3 ,50  
3 ,29
3 .1 4
3.01 
2 ,9 2  
2 ,7 7  
2,66 
2 ,5 2  
2 ,43  
2 ,34  
2 ,25  
2,20
2 .14
2.10 
2 ,0 5  
2 ,03
2.01

239
19,37
8 .84  
6 ,04  
4 ,82  
4 ,15  
3 ,73
3 .44  
3 ,23
3 .07
2 .95
2 .85  
2 ,70  
2 ,59
2 .45  
2 ,36  
2 ,27  
2 ,18  
2 ,13
2 .07  
2 ,03  
1,98
1.96 
1,94

и

>41 242 243
19,38 19,39 19,40
8,81 8 ,78 8 ,76
6 ,00 5 ,96 5 ,93
4 ,78 4,74 4 ,70
4 ,10 4 ,06 4 ,03
3 ,6 8 3 ,63 3 ,60
3 ,29 3,34 3,31
3{ 18 3 ,13 3 ,10
3 ,0 2 2 ,97 2,94
2 ,90 2 ,86 2 ,82
2 ,80 2 ,76 2 ,72
2 ,65 2 ,60 2 ,56
2 ,54 2 ,49 2 ,45
2 ,40 2 ,35 2,31
2 ,30 2 ,26 2 ,22
2,21 2 ,16 2 ,12
2 ,12 2 ,07 2 ,04
2 ,07 2 ,02 1,98
2,01 1,97 1,93
1,97 1,92 1,88
1,92 1,87 1,83
1,90 1,85 1,81
1,88 1,83 1.79

Продолжение  табл. 4

1 244
2 19,41
3 8,74
4 5,91
5 4 ,68
6 4 ,00

7 3 ,57
8 3 ,28
9 3,07

10 2,91
11 2 .79
12 2 ,69

14 2 ,53
16 2 ,42
20 2 ,28
24 2 ,18
30 2 ,09
40 2 ,00

50 1,95
70 1,89

100 1,85
200 1,80
400 1,78
оо 1.75

245
19,42
8,71
5 ,87
4 .64  
3 ,96

3 ,52
3 .23  
3 ,02  
2,86
2.74
2.64

2 ,48
2 ,37
2 .23  
2 ,13 
2,04 
1,95

1,90
1,84
1,79
1.74 
1,72 
1,69

246
19,43
8 .69  
5 ,84
4 .60  
3 ,92

- 3 ,49  
3 ,2 0
2 .9 8  
2 ,82
2 .70
2 .60

2 ,44
2 ,33
2 ,18
2 .09
1.99 
1,90

1,85
1,79
1,75
1,69
1,67
1,64

248
19,44
8,66
5 ,80
4 ,56

'3 ,8 7

3,44
3 ,15
2 .9 3
2 .77  
2 ,6 5  
2 ,54

2 ,39
2 ,28
2,12
2,02
1.93 
1,84

1.78 
1,72 
1,68 
1,62 
1,60 
1,57

250
19,46
8 ,6 2
5,74
4 ,50
3,81

3 ,38
3 ,0 8
2,86
2 ,70
2 .57
2 .4 6

2,31 
2,20 
2 ,04  
1,94 
1,84 
1.74

1,69
1,62
1.57 
1 ,52 
1,49
1.46

251 
19,47 
8 ,60  
5 ,71 
4 ,46  
3 ,77

3,34
3 ,05
2 ,82
2 ,67
2 ,53
2 .42

2 ,27
2,16
1,99
1,89
1,79
1,69

1,63
1,56
1,51
1,45
1.42 
1.40

252 
19,47 
8 ,58  
5 ,7 0  
4 ,44  
3 ,75

3 ,32
3,03
2 ,80
2,64
2 ,50
2 ,40

2,24
2 ,13
1,96
1,86
1,76
1,66

1,60
1,53
1,48
1.42
1,38
1,35

75 100 200

>53 253 254 2
19,48 19,49 19,49
8 ,57 8 ,56 8,54
5 ,68 5 ,66 5 ,65
4 ,42 4 ,40 4 ,38
3 ,72 3,71 3 ,69

3 ,29 3 ,28 3 ,25
3 ,00 2 ,98 2 ,96
2 ,77 2 ,76 2 ,73
2,61 2 ,59 2 ,56
2 ,47 2 ,45 2 ,42
2 ,36 2 ,35 2 ,32

2,21 2 ,19 2 ,16
2 ,09 2 ,07 2 ,04
1,92 1,90 1,87
1,82 1,80 1,76
1,72 1,69 1,66
1,61 1,59 1,55

1,55 1,52 1,48
1,47 1,45 1,40
1,42 1,39 1,34
1.35 1,32 1,26
1,32 1,28 1,22
1,28 1,24 1.17

19,50
8 .54  
5 ,64 
4 ,38  
3,68|

3 ,24
2,94
2 ,72
2 .55  
2,41 
2,31

2,14
2,02
1,85
1.74
1,64
1,53

254 
19,50
8 .53  
5 ,63  
4 ,36  
3 ,67

3 ,23
2 ,93
2,71
2.54 
2 ,40  
2 ,30

2,13
2,01
1.84
1,73
1,62
1,51

1.46
1,37
1,30
1,22
1,16
1.Н

1,44
1,35
1,28
1.19
1,13
1,00



t
Значения /-распределения Стьюдеита J S ( t , k)dl

—t

Т а б л и ц а  5

\  р  

к
0,95 0,99 нX 0.95 0,99 0,999

4 2,78 4 ,60 8,61 I 19 2,093 2,661 3 ,883
5 2,57 4 ,03 6 ,8 6 20 2,086 2,845 3,849
6 2 ,45 3,71 5 ,96 25 2,064 2,797 3,745
7 2 ,37 3 ,50 5,41 30 2 ,045 2 ,756 3,669
8 2,31 3 ,36 5,04 35 2,032 2,729 3,600
9 2 ,26 3,25 4 ,78 40 2,023 2,708 3,558

10 2 ,23 3 ,17 4 ,59 45 2,016 2,692 3,527
11 2 ,20 3,11 4 ,44 50 2,009 2,679 3,502
12 2 ,18 3 ,0 6 4 ,32 60 2,001 2,662 3,464
13 2 ,16 3 ,01 4 ,22 70 1,996 2,649 3,439
14 2 ,15 2 ,9 8 4,14 80 1,991 2,640 3,418
15 2 ,13 2 ,9 5 4 ,07 90 1,987 2,633 3,403
16 2 ,12 2 ,9 2 4 ,02 100 1,984 2 ,627 3,392
17 2,11 2 ,9 0 3 ,97 120 1,980 2,617 3,374
18 2 ,10 2 ,8 8 3,92 оо 1,960 2,576 3,291

Т а б л и ц а  6
t

Значения /-распределения Стьюдеита Я*» \ 5 (/ , k)dt

0.96 0,99 0,999 IX 0,95 0,99 0,999

5 3 ,04 5 ,04 9 ,4 3 20 2,145 2 ,932 3,979
6 2 ,78 4 ,3 6 7,41 25 2 ,105 2 ,852 3,819
7 2 ,62 3 ,96 6 ,37 30 2 ,079 2 ,802 3,719
8 2,51 3,71 5 ,73 35 2,061 2 ,768 3,652
9 2 ,43 3,54 5,31 40 2 ,048 2,742 3,602

10 2 ,37 3,41 5,01 45 2 ,038 2 ,722 3,565
11 2 ,33 3,31 4 ,7 9 50 2,030 2 ,707 3,532
12 2 ,29 3,23 4,62 6Q > 2,018 2,683 3,492
13 2 ,2 6 3 ,17 4 ,4 8 70 2 ,009 2,667 3 ,462
14 2,24 3 ,1 2 4 ,37 80 2 ,003 2 ,655 3,439
15 2 ,22 3 ,08 4 ,2 8 90 1,998 2,646 3,423
16 2 ,20 3,04 4 ,2 7 100 1,994 2 ,639 3 ,409
17
18

2 ,1 8
2 ,17

3,01
2 ,98

4 ,13
4 ,07

00 1,960 2 ,576 3,291

*366
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Продо

Вероятность

0,95 о.зд 0.80 0,70 0.50 ^0.30 0.20 о.ю 0.06 0.02 0.01

10,1 11.7 13,7 15,4 18,3 21 ,7 23 ,9 27 ,2 30,1 33 ,7 36,2

10,9 12,4 14,6 16,3 19,3 22,8 25 ,0 28 ,4 31 ,4 35 ,0 3 7 ,6

11,6 13,2 15,4 17,2 20 ,3 23 ,9 26 ,2 29 ,6 32 ,7 36 ,3 38 ,9

12,3 14,0 16,3 18,1 21 ,3 24 ,9 27 ,3 3 0 ,8 33 ,9 37 ,7 4 0 ,3

13,1 14,8 17,2 19,0 22 ,3 26 ,0 28,4 3 2 ,0 35 ,2 39 ,0 41 ,6

13,8 15,7 18,1 19,9 23 ,3 27,1 29 ,6 3 3 ,2 36.4 40 ,3 43 ,0

14,6 16,5 18,9 20 ,9 24 ,3 28,1 30 ,7 34,4 37 ,7 41 ,6 4 4 ,3

15,4 17,3 19,8 21,8 25 ,3 29 ,3 31,8 35 ,6 38 ,9 42 ,9 45 ,6

16,2 18,1 20 ,7 2 2 .7 26 ,3 30 ,3 32 ,9 36 ,7 40,1 44,1 47 ,0

16,9 18,9 21,6 2 3 ,6 27 ,3 31 ,4 34 ,0 37 ,9 4 1 ,3 45 ,4 48 ,3

17,7 19,8 22 ,5 24 ,6 28 ,3 32 ,5 35,1 39,1 42 ,6 46 ,7 49 ,6

18,5 20,6 23 ,4 25 ,5 29 ,3 33 ,5 3 6 ,3 40 ,3 43 ,8 48 ,0


