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СУЗ БОШИ

Мамлакатимизда махсус у рта таълимнинг бундам бу- 
ёнги ривожи барча фанларни у^итишни анча яхшилаш ва 
такомиллаштиришни та^озо этади. Унинг мазмуни ва метод- 
лари фан ва техника ривожининг хозирги замон пулами 
ва келажагига мувофи^ булиши лозим. Бу нарса маълум 
даражада математика уцитишга хам тааллуцлидир.

Техникумларда математика уцитиш у^увчиларнинг мате- 
матикавий билимларни техникавий масалаларни ечиш воси- 
таси сифатида эгаллашларига царатилган булиши лозим. 
Математика у^итиш математика маданиятини ривожланти- 
риш билан бир цаторда укувчилариинг илмий ва мантикий 
фикрлаш цобилиятларини устиРиш вазифасини >̂ ам кузда 
тутади.

Х^вола цилинаётган «Техникумлар учун математика 
курси» янги программага мувофиц ёзилган дарсликдир.
* Дарсликни ёзишда математика у^итишнинг умумий мац- 
садлари: тад^ицотларнинг математик методларини эгаллаш; 
математик тушунчалар тили ни эгаллаш; маълум куламда 
математик маълумотларга эга булиш кузда тутилди. Айтил- 
ган ма^садларга мувофиц авторлар олдида турган асосий 
вазифалардан бири программа материалини иложи борича 
ихчам баён ^илишдан иборат эди. Бу вазифанинг ^ал эти- 
лишига мактаб математика программасига асосланган туп- 
ламлар назарияси, математик логика ва вектор *исоб эле- 
ментларини уз вацтида киритилиши ёрдам берди. Таъриф- 
лар ва формулировкалаонинг баён цилиниш манти^и ва 
аницлигини бузмасдан, бизнингча, материалнинг та^сим- 
ланиш ва баён цилиниш услубларини раиионаллаштириш 
^исобига китсб ^ажмини ихчамлаштиришга эришдик, бунда 
информация ми^дорини камайтирмасдан, балки баъзи урин- 
ларда мавжуд дарслик ва ^улланмаларга Караганда ортти- 
рилди хам.

Х»озирги замон мутахассиси олдига цуйиладиган асосий 
талаблардан бири шуки, у уз билимларини мустакил тул- 
дира олиши, заруратга цараб эса мутла^о янги булимлар 
ва фанларни эгаллай олишидир. Мутахассисларни у^итиш- 
нинг мазмуни ва методлари энг аввало уларни ана шун- 
дай фаолиятга мумкин цадар максимал тайёрЛаши лозим.

^озир асосий инженерлик - техникавий масалалар юцори 
илмий савияда, чуцур ривожланган математик аппарат ёр- 
дамида ^ал этилади. Бунда цулланиладиган ̂ математик мо-
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делларнинг аксарняти куп флчовли моделлардир. Х^ознрги 
замон техникасига оид адабиётларида тегишли математик 
тил: векторлар ва улардан олинган функциялар, вектор 
кийматли функциялар, матрнцалар, уларга таянадиган ту- 
шунчаларнинг кенг цулланилиши ана шу шарт билан бел- 
гиланади.

Турли-туман технологик процессларни текшириш шунн 
курсатадики, ^атор ^олларда детерминлаштирилган модел- 
лар анча цупол булиб чицади, математик тавсифлашда ке- 
раклн ани^лик даражасига эришнш учун эса^куп сонли 
параметрларнинг контрол ^илнб булмайднган функциясини 
тасодифий узгаришини ^исобга олиш талаб цилинади. Э\- 
тимоллар назарияси, математик статистика ва уларга цушни 
фанлар ролининг ортиши ана шу билан изэ^ланади.

^озирги замон илмий- техникавий тараэдиёти мутахассис- 
ларнинг математик тайёргарлигини такоыиллаштириш ва 
кучайтирншни талаб этаётганлигиии эътиборга олиб, ав- 
торлар ^озирги ва^тда киритилаётган программада мажбу- 
рий материал сифатида кузда тутиладиган булимлар ва 
темалар билан бир цаторда, шунингдек, бундай масалалар 
доирасидан четга чи^адиган баъзи масалаларнн *ам куриб 
чи^ишни ма^садга мувофиц деб топдилар, бундай цилиш- 
дан ма^сад, бу масалалар билан курснинг традицион цисми 
орасндаги богланишни белгилаш, бу масалаларни баён 
цилишда уцитувчилар олдиндан тайёргарлик куришлари 
учун имкон беришдан иборат.

Дарсликда программага мувофиц икки йил давомида 
380-420 у*чУв соатн ^ажмида урганишга мулжалланган 
математика курен баён ^илинадн. Дарсликдан, шунингдек, 
математика курсини ун йиллик таълим базасида у^итишда 
фойдаланиш мумкин.

Дарслик 21 боб дан иборат. > а̂р бир боб да «Такрорлаш 
учун саволлар ва маш^лар» шунингдек, уларга дойр 
«Ечилишлар, курсатмалар ва жавоблар* бор, бу нарса ма
тематика у^нтишнинг бутун процессинн ушбу дарсликдан 
фойдаланиб, кушимча равишда бирор - бир масалалар туп- 
ламига мурожаат цилмасдан ташкил 1\нлишга имкон беради.



1-БОБ

СОНЛИ ТУПЛАМЛАР 

1. 1-§. \а^и^ий сонлар

1. 1. 1. Рационал сонлар туплами. Математиканинг асо* 
сий тушунчаларидан бири с о н  тушунчасидир. Бу тушунча 
узоц ривожланиш йулини босиб утиб, янгича мазмун билан 

.  бэйиди. Бу параграфда сон тушунчаси ривожланишининг 
цис^ача обзорини берамиз.

Практикада на т у  р а л  со н л а р тарихан биринчи бу- 
либ юзага келди ва фанга киритилди. Натурал сонлар 
ало^ида, фанда айтилишича, дискрет буюмлар микдорини 
(сонини) масалан, жамоадаги кишилар сонини, ^улдаги 
бармо^лар сонини санаш учун воситадир.

Натурал сонлар чекснз тупламни ташкил этади, у ни 
N  ^арфи билан белгилаш цабул цнлинган:

N  =  {1, 2, 3, 4_____}.

Буюмларни санаш учун яроцли булган натурал сонлар 
амалда бош^а ма^садлар, жумладан, кесмаларнинг узун- 
лик-тарини ва физикавий катталикларни улчаш учун кифоя 
цилмай цолди. Бирнинг улушлари ва бу улушлари мицдо- 
рини киритиш зарурати юзага келди. Масалан, биpop кат- 
талик ни п та булакка булиб, бу булаклардан т таси 
олинган булса, у ^олда янги, каср сон деб аталадиган
т

— сон киритилади. Янги сон (эндиликда бизга маълум бул-
ган) т ва п натурал сонлар жуфтининг тайин комбина- 
цияси эканлигини айтиб утамиз.

Кейинчалик, улчашнинг ана шу э\тиёжлари танлаб 
олинган саноц боши нуцтасидан икки ца ра ма-^а рш и то- 
монга узгариши мумкин булган мицдорларни улчаш имко- 
нига эга булиш — м а н ф и й  с о н л а р н и  киритиш зарура- 
тига олиб келди: жумладан, сано^ боши сифатида денгиз 
сат^и олинадиган булса, у ^олда тогнинг ^олатини бел-
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гилаш учун м у с б а т  с о н  — торн и н г баландлиги, денгиз- 
нинг чу^урлиги ^олатини белгилаш учун эса м а н ф и й  
с о н  олинади. Пружинага таъсир этаётган кучларни ^л- 
чашда пружинани чузувчи кучларни м у с б а т  деб ^исоблаш 
мацсадга мувофи^, у ^олда пружинани ^нсувчи кучлар 
м а н ф и й  булади.

Шундай ^илиб, э̂ ар бир натурал ёки каср сонга ман
фий сон мос цуйилади. Агар (мусбат) сонни а (ёки -4-а) 
^арфи билан ёзадиган булсак, у ^олда унга мос «царама- 
царши» (манфий) сон Сундай ёзилади:—а.

Ю^орида курсатилган барча сонлар цаторига 0 сонн 
киритилади, у ^лчашда бошлангич ну^та, белгига (ёки 
санашда буюмнинг йу^лигига) мос келади.

Мумкин булган барча мусбат ва манфий бутун ва каср 
сонлар ^амда 0 сонидан иборат туплам рационал сонлар 
туплами дейилади ва Q ^арфи билан белгиланади.

Натурал сонларга ^арама-карши булган манфнй сонлар 
бутун манфий сонлар дейилади ва улар натурал сонлар 
э^амда 0 сони билан биргаликда бутун сонлар тупламини 
ташкил цилади; бу туплам Z з а̂рфи билан белгиланади.

Бутун сонлар каср куринишида ёзилиши ,\ам мумкин, 
масалан,

Шундай цилиб, j^ap цандай рационал сон — курини
шида тасвирланади, бу ерда т — исталган бутун сон (т=О , 
± 1 , ± 2 , . . .). п — натурал сон.

Равшанки, N  туплам Z га, Z туплам эса Q га киради:
A/crZcQ

(бу ерда с : — бир тупламнинг бошца тупламга кириш бел- 
гнси; А с :  В бундай Уцилади: А туплам В тупламга кира
ди ёки А туплам В тупламнинг цисм туплами), демак, Z 
туплам N тупламнинг кенгайтмаси, Q эса Z тупламнинг, 
ва демак, N тупламнинг кенгайтмасидир.

У^удчининг диццатини ало^ида шунга жалб циламиз- 
ки, сон тушунчаси дейилганда сонни нг фацат мавжудли- 
гн эмас, балки сонлар устида амалларнинг цонунлари ва 
улар орасидаги баъзи муносабатлар х>ам тушунилади. Бун
да асосий амаллар сонларни «цушиш» ва «купайтириш», 
улар орасидаги асосий муносабат эса сонларни такцослаш,



яъни иккита сондан цайси бири кичик (катта) эканлигнии 
(бундай та^цослаш, яъни, бош^ача айтганда, тартиблан- 
ганлик мумкин булса) аннцлашдир.

Рационал сонларни цушиш ва купайтириш амаллари 
х,амда бу сонлар учун таэдослаш муносабатн ^уйидаги 
асосий цонунларга (хоссаларга) буйсунади:

1. а +  b =» b +  а,
2. (а +  Ь) +  с =  а  +  (Ь + с ) ,
3. а +  0 = а,
4. л +  (— а )  =  О,
5. а -b =  Ь-а,
6. (d’b)-c =  а-(Ь-с),
7. а - 1 =  а,
8. а - ^  =  1 (а ф  0),
9. а(Ь +  с) =  а-Ь +  а-с,

10. а < Ь  ва Ь < с = > а < с ,
11. а< Ь = > а +  с < Ь  +  с,
12. а < 6 - * - а - с < Ь ч ? ( с > 0) вз а < Ь = > а -с > Ь - с (< 0).
Бу ерда а, Ь, с — агар аксинчаси айтнлмаган булса, 

исталган сонлар, 0 ва 1 орцали ягона ноль ва бир сонлари 
белгиланган, улар 3- ва 7 -хоссаларга (исталган а учун) 
ягона царамл-^арши сон (—а) мавжуд, исталган а ф  0
учун /пескари сон (у >̂ ам ягона) мавжуд.

Рационал сонларнинг ю^орида курсатилган хоссалари 
рационал сонлар устида аввалдан маълум булган арифме
тик амалларни асослашга имкон беради

1—4-хоссалар цушиш цонунларндир; 1-хосса урин ал- 
маштириш цпнуни ёки коммутативлик цонуни деган ном 
билан юритилади; 2-хосса группалаш ^онуни ёки ак<>- 
циативлик цонуниии ифодалайди; кунайтиришнинг 5 - 0- 
^онунлари хам шуларга ухшаш; 9- хосса ^ушнш амалини 
купайтириш амали билан борлайди ва купайтигишнинг 
кушшига нисбатан та^симот ёки дистрибутивлик ыонини 
дейилади; 10—12-хоссалар сонларнинг тартибланганлик 
(т а^ослаш ) хоссаларидир. Бунда 10-хосса транзитивлик 
хоссаси дейилади, 11 ва 12-хоссалар эса твнгсизликларни 
купайтириш ва уларни нолдан фарцли сонга купайтириш 
к,оидаларини ифодалайди.

12- хоссадан
____  а -0  =  0
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эканлигини эыиборга олинадиган булса, рационал сонлар 
учун маълум булган ушбу ишоралар цоидалари келиб чн- 
цади:

(+ ) (+ )  =  + .  ( + ) ( - )  =  ( - ) ( - )  =  ь
Рационал сонлар тупламида

Ь +  х =  а ва Ьх = а (ЬфО)

куринишдаги тенгламалар ечилишга эга. Бундай ечилишга 
эгалик исталган тайин b сон учун царама-^арши сон ва 
нсталган Ь=£ 0 сон учун тескари сон мавжудлнгн билан 
таъминланади.

Алгебрада 1 —9 -хоссаларга буйсунадиган амаллар ба- 
жариш мумкин булган ^ар цандай сонлар туплами май- 
дон дейилади.

Шундай цилиб, рационал сонлар туплами майдондир. 
Бунда .\ар блр рационал сон бу майдоннинг элемента 
дейилади.

1 —2 -хоссаларни цаноатлантирадиган туплам эса тар- 
тибланган майдон дейилади.

Шундай цилиб, рационал сонлар туплами тартибланган 
сонли тупламдир.

Пировардида рационал сонлар тупламининг Архимед 
хоссаси деб аталадиган му.^им бир хоссасини айтиб ута- 
миз. У ушбу даъводан иборат: исталган а рационал сон 
учун шундай п натурал сон мавжудки, п > а  булади. Бу 
хоссадан исталган иккита а (бунда а > 0 )  ва b рационал 
сонлар учун шундай п натурал сон мавжудки. п а > Ь  бу- 
лиши келиб чи^ади. (Нима учун? Бу фактни геометрик 
талцин этинг.)

Мактаб математика курсидан маълумки, исталган мус-
бат рационал сон ^-каср (бир жуфт сон) куринишида
тасвирланишидан таш^ари унли каср куринишида *ам 
тасвирланиши мумкин; шу билан бирга баъзи сонлар чекли 
унлц каср куринишида ёзилиши ^ам мумкин, масалан,з
~  =  0,75, баъзи сонларни эса бундай куринишда ёзиб
булмайди, бу нарса махражнинг тузилишига боглик булиб, 
бу ^олда чексиз даврий каср кури нишидаги ёзув юзага 
келади, масалан,

-= 0 ,1 6 6 6  . . .  =0,1(6).
6
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Шундай ^илиб; ^ар цандай рационал сон бутун сонларнинг
— нисбати куринишида тасвирланиши мумкинлиги билан
бир ^аторда, бунга тенг кучли булган бундай таърифни 
*ам беришимнз мумкин: ^ар цандай рационал сон чексиз 
даврий унли каср куринишида тасвирланиши мумкин. 

Э с л а т м а .  Биз бунда
0,75=0.75(0)

деб ёзишимиз лозим, бинобарин, 0,74(9) сонини 0,75(0) га 
тенг деб ^исоблашимиз мумкин.

1. 1. 2. Рационал сонлар тупламини кенгайтириш зарур-
лиги. Практика э.\тиёжлари, шунингдек, математиканинг 
узининг э.^гиёжлари, унинг мантилий ривожланиши рацио
нал сонлар туплами турли масалаларни ^ал этишда етар- 
ли эмаслигини курсатади.

Масалан, бундай масалани царайлик: томони цабул 
цилинган улчов бнрлигида 1 сонига тенг булган квадрат 
берилган: бу квадрат диагоналининг узунлигини ифода- 
ловчи х  сонни топиш лозим. Пифагор теоремасига муво- 
фиц,

х* =  2 ёки х  =  V 2.

Шундай ^илиб, масала квадрат тенгламани ечишга, ёки 
бош^ача айтганда | 2 символик яроцли раци нал сон в>  
ситасида ифодалашга (ихтнёримизда бошца сонлар ^озир- 
ча йук1) келтирилди.

Лекин бутун сонлар орасида квадрати 2 га тенг сонни 
топа олмаймиз, чунки

I2 <  2. 22 >  2.

Демак, изланаётган сонни касрлар орасидан топишга ури- 
ниб куриш, яъни

тх — — 
п

деб олиш лозим (т ва п сонлар уззрэ туб албатта, акс 
?^олда уларни цисцартирган булар эдик).

Бу масалани текшириш принципиал жих,атдан мух, им 
теоремага олиб келади.

1. 1 -т е о р е м  а. Квадрати ?. га тенг б(/лган рационал 
еон мавжуд эмас.

Х,а^и^атан, айтайлик,
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тенглик уринли булсин; бу ерда т ва п — узаро туб сон
лар. У ^олда т2 =  2п2, бундан т* натурал сон жуфт 
эканлнги келиб читали, бу ^олда эса т соннинг узи ^ам 
жуфт (нега?), бинобарин,

т *= 2р,
бу ерда р — натурал сон. Энди

4 р 2 =  2 п2
га эга буламиз, бундан п* =  2/э2 эканлнги, яъни п2 сон 
жуфтлиги, яъни п соннинг узи .\ам жуфтлиги келиб чи- 
цади.

Шундай килиб, т ва п сонларнинг иккаласи трм 
жуфт, яъни улар узаро туб эмас деган хулосага келдик, 
бу эса улар уз^ро туб деган дастлабки фаразимизга зид- 
дир. Теорема исбот цилинди.

Бу теоремадан квадратнинг диагоналига ?̂ еч бир сонни 
унинг узунлиги сифатида мос цуйиш мумкин эмаслигике
либ чицади, бу эса исталган кесма узунликка эгалиги ^аци- 
даги интуитив тасаввуримизга зиддир.

Шунингдек, куп учрайдиган ва л орцали белгиланади- 
ган айлана узунлигининг диаметрига нисбати ^ам рацио
нал сон ор^али тасвирланиши мумкин эмаслиги маълум.

Агар рационал сонларни сон у^ида нуцталар билан 
тасвирлайдиган булсак, у ^олда ^ар бир «. рационал сонга 
битта ва Фа^ат битта нуцта мос келади.

курсатсанимизга биноан, уцнинг белгиланган бу ну^тасига 
^еч ^андай рационал сон мос келмайди. Демак, сон уци 
рационал сонларнинг узи билан тулиц копланмайди.

Энди куриб турибмизки, рационал сонлар туплами 
практика э.угиёжларини, геометрик катталикларни улчаш 
э^тиёжларини ва тенгламаларини, масалан,

Энди сон уци кесмасида то- 
мони 1 га тенг квадрат ясан- 
миз (1. 1-расм).

1. 1-расм

Циркулни квадратнинг 
диагоналига тенг ^илибочиб, 
сон у^ида ну^та белгилай- 
миз. Квадрат диагоналининг 
узунлиги >*еч бир рационал 
сон билан тасвирланмаслигини
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х* — а (1. 1)
(бу ерда п ва а — рационал мусбат сонлар) типидаги 

тенгламаларни ечиш э.\тиёжларини тула цондира олмайди.
I. 1 .3 . )^аци^ий сонлар туплами. Рационал сонлар туп

лами нинг етарли эмаслиги масаласини .\ал этиш вазифасн 
энди ^уйидагидан иборат эканлиги куриниб турибди: кен- 
гайтирилган, шундай янги сонлар тупламини яратиш ке- 
ракки, бу тупламда сон у^ининг .\ар бир нуцгаси учун 
сон циймат топилсин ва бу тупламда, масалан, (1. 1) ку- 
ринишдаги исталган тенглама ечи <ишга эга булсин.

Янги туплам цисм туплам сифатида уз ичига рационал 
сонлар туплами Q ни олиши ^амда асосий амаллар ва му- 
носа батлар — цушиш, купайтириш, сонларни та^ослашга 
имкон бериши лозим. Бунда янги тупламдаги амалларнинг 
цонунлари Q тупламга нисбатан ^ам цулланиладиган бу- 
либ, улар бу туплам учун илгари аницланган уша нати- . 
жаларга олиб келиши лозим (перманентлик принципи).

1. 1 - т а ъ р и ф. Д[ациций сон дед чексиз унли касрга 
айтилади.

1.1-м и с о л ,  х, =  0,1212212221 . . .
Бу ерда кУп нуцта касрнинг чексизлигини, ёзув структураси эса 

такрорланиш Лу^игинн, я»ни каср даврий эмаслигини билдиради.
1.2- м и с о  л. х, =  130, 535353 . . .  = 1 3 0 ,  (53).
Б у чексиз унли кэср даврийдир.
1 3 - м и с о л  xs = V 2 = l , 4 1 4 1 2  . . .
Унг томонда даврий булмаган унли каср турибди.
1 . 4 - мис о л ,  х4 =  л =  3,14159 . . .
л сони а̂м чексиз даврий булмаган Унли каср билан тасвирланади.

Мусбат ^ациций сонлар учун цуйидаги амаллар ва тац- 
цослаш цоидалари аницланади.

1. Даврида туц^из сони булмаган1
otj =  а , d^a2 • • • ^h • • • bj сбз — b , ^  • • •

сонлар
а =  Ь вз =  (k =» 1, 2, . . . )f# ,

б ул ганда ва фа цат шундагина тенгдир.
2. а г сон схо сондан

1 Даврида 9 сони бУлган сонларни уларга тенг ва даврида ноль 
бУлган сонларга алмаштирнлади (жумладан, царанг* Г. М. Фихтен- 
гольц, Курс дифференциального и интегрального исчисления, М., Гос- 
техиздат. т. 1., 1948, 25—2 6 -бет).

11



тенглик уринли булсин; бу ерда т ва л — узаро туб сон
лар. У ^олда т2 =  2л2, бундан т* натурал сон жуфт 
эканлиги келиб чицади, бу ^олда эса т соннинг узи ^ам 
жуфт (нега?), бинобарин,

га эга буламиз, бундан л2 *= 2р* эканлиги, яъни п2 сон 
жуфтлиги, яъни л соннинг узи .^ам жуфтлнги келиб чи- 
Кадн.

Шундан килиб, т ва п сонларнинг иккаласи ^ам 
жуфт, яъни улар узаро туб эмас деган хулосага келдик, 
бу эса улар уз^ро туб деган дастлабки фаразимизга зид- 
дир. Теорема исбот цилинди.

Бу теоремадан квадратнинг диагоналига ?̂ еч бир сонни 
унинг узунлиги сифатида мос ^уйиш мумкин эмаслигике
либ чицади, бу эса исталган кесма узунликка эгалиги эоди- 
даги интуитив тасаввуримизга зиддир.

Шунингдек, куп учрайдиган ва л орцали белгиланади- 
ган айлана узунлигининг диаметрига нисбати >̂ ам рацио
нал сон ор^али тасвирланиши мумкин эмаслиги маълум.

Агар рационал сонларни сон у^ида ну^талар билан 
тасвирлайдиган булсак, у ^олда >̂ ар бир . рационал сонга 
битта ва Фа^ат битта ну^та мос келади.

курсатсанимизга биноан, уцнинг белгиланган бу ну^тасига 
^еч цандай рационал сон мос келмайди. Демак, сон уци 
рационал сонларнинг узи билан тули^ копланмайди.

Энди куриб турибмизки, рационал сонлар туплами 
практика э.угиёжларини, геометрик катталикларни улчаш
э.\тиёжларини ва тенгламаларини, масалан,

т =  2 р,
бу ерда р — натурал срн. Эндн

4 р 2 =  2 п2

А
Энди сон у^и кесмасида то- 

мони 1 га тенг квадрат ясан- 
миз (1. 1-расм).

1. 1-расм

Циркулни квадратнинг 
диагоналига тенг ^илибочиб, 
сон унида нуцта белгилай- 
миз. Квадрат диагоналининг 
узунлиги ?̂ еч бир рационал 
сон билан тасвирланмаслигини
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хп =  а ( 1. 1)

(бу ерда п ва а — рационал мусбат сонлар) типидаги 
тенгламаларни ечиш э.\тиёжларини тула ^ондира олмайди.

I. 1. 3. ^а^и^ий сонлар туплами. Рационал сонлар туп
лами нинг етарли эмаслиги масаласини .\ал этиш вазифаси 
энди ^уйидагидан иборат эканлнги куриниб турибди: кен- 
гайтирилган, шундай янги сонлар тупламини яратиш ке- 
ракки, бу тупламда сон у^ининг ^ар бир ну^гаси учун 
сон ^иймат топилсин ва бу тупламда, масалан, (1. 1) ку- 
ринишдаги исталган тенглама ечи iHuira эга булсин.

Янги туплам »̂ исм туплам сифатида уз ичига рационал 
сонлар туплами Q ни олнши ^амда асосий амаллар ва му- 
носабатлар — ^ушиш, купайтириш, сонларни таццослашга 
имкон бериши лозим. Бунда янги тупламдаги амал.ларнинг 
цонунлари Q тупламга нисбатан >̂ ам цулланиладиган бу- 
либ, улар бу туплам учун илгари ани^ланган уша нати- . 
жаларга олиб келиши лозим (перманентлик принцнпи).

1. 1 - т а ъ р и ф. Д сщиций сон деб чексиз унли касрга 
айтилади.

1.1 - м и с о л, х, =0,1212212221 . . .
Бу ерда куп нуцта касрнинг чсксизлигини, ёзув структураси эса 

такрорланиш йумигини, я»ни каср даврий эмаслигини билдиради.
1.2- м и с о  л. х, =  130, 535353 . . . =  130, (53).
Бу чексиз унли каср даврийдир.
1 3 - м и с о л .  * 3 = V 2 = 1 , 4 1 4 1 2  . . .
Унг тойон да даврий б^лмаган унли каср турибди.
1 . 4 - м и с о л ,  хА =  л =  3,14159 . . .
л сони \ыл чексиз даврий булмаган Унли каср билан тасвирланади.

Мусбат ^а^иций сонлар учун ^уйидаги амаллар ва та^- 
цослаш ^оидалари аницланади.

1. Даврида т у ^ и з  сони булмаган1
t t j  =  CL, Cl̂ Cl'2 • • •  • • •  ва 0&2 — • • • bfc • • •

сонлар
а =  b ва ak =  bh (k =* 1, 2, . . . )

булганда ва фацат шундагина тенгдир.
2. а х сон сХз сондан

1 Даврида 9 сони булган сонларни уларга тенг ва даврида ноль 
булган сонларга алмаштирнлади (жумладан, ^аранг* Г. М. Фихтен- 
гольц, Курс дифференциального и интегратьного исчисления, М., Гос- 
техиздат. т. 1., 1948, 25—2 6 -бет).

11



ламанинг илдизи 2 +  } 3 каби сонлар, бошца купгина 
алгебраик тенгламаларнинг илдизлари, шунингдек. матема- 
тнкада му\им булган я , е сонлар ва алгебраик тенгламалар
нинг илдизлари булмайдиган бош^а купгина сонлар бср.

Энди ^ациций сонлар ва сон у^ининг нуцталари ораси- 
даги богланиш ,\а^идаги ушбу даъвони таърифлаш мумкин:

\a su f\uu  сонлар туплами ва сон д^и нуцталари ори- 
сида узаро бир кийматли ликлик мавжуд.

Бу \ар бир .\аци^кй сонга сои у»уминг битта ну^таси 
мос келибгина ^олмасдан. балки сон у^ининг ^ар бир 
ну^тасига битта \и»\и1\ий сон мос келишини англатади.

I. I. 5. Хаки^ил соннинг абсолют ^иймати. Барча ^а- 
к^и й  сонлар учун уринли булган 4- хоссага мувофиц, ^ар 
бир а  мусбат .\а^иций сонга — а  манфий .\аци^ий сон мос 
келадн. Шу сабабли а  рационал соннинг мактаб матема
тика курсидан маълум булган ,а  абсолют киймати ту
шу нчаси ^а^иь^ий сонлар учун ^ам умумлаштирилади. Таъ- 
рифга кура:

а  farap а > 0  булса, а,
1 \arap а  <  0 булса, —а.

^а^и^ий соннинг абсолют ^иймати ^уйидаги хоссалар
га эга:

1. | а  > 0 ,  | — а |  =  а ,  а < | а | ,  —  а < | а | .
2. | а  +  р | < | а |  +  |р |.
3. | |а  - | Р 1 К 1 « ± Р К 1 < * |  +  1Р|.
4. | а - Р |  =  at|- |р | .  -
5.11- _ [ f - W o ) .

1. 2-§. Комплекс сонлар

1. 2. 1. Сон тушунчасини янада кенгайтиришнинг за- 
рурлиги. Фан ва практиканинг янада ривожланиши Ю1\ори- 
да киритилган \аци1\ий сонлар тупламининг етарли эмас- 
лигини курсатди.

Таш^и куриниши жуда содда
х2 -Ь 1 •= 0

тенгламанн ечишга уринишнинг узиё^, сон тушунчасини 
янада кенгайтириш зарурлигнни курсатади. Бун дан таш- 
цари электротехникада ва физиканннг турли булимларида
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мураккаб табиатли катталиклар ^араладики, уларни э̂ аци- 
Кий сонлар тушунчаси цамрай ололмайди.

Шу муносабат билан сон тушунчасини янада кенгай- 
тириш эхтиёжи юзага келди.

1. 2. 2. Комплекс сонлар. Комплекс сонлар ва улар усти- 
да амалларни аксиоматик тарзда, ^аци^ий сонларнинг 
бизга маълум хоссаларидан фойдаланиб аиицлаймиз.

Комплекс сон деп ^сщи^ий сонларнинг тартибланган 
жуфти (а, Ь) га айтилади, яъни а ф Ь  бС/лса, у %олда (а, 
Ь) Ф  (Ь, а) ва (а, Ь) =  (с, d) булса, у цолда а =  с, b =  d.

Комплекс сонлар учун цуигши ва к$пайтириш амал- 
лари ушбу таърифлар (аксиомалар) орцали кнритилади:

(а, Ь) +  (с, d) =  (a +  c, b +  d),
(а. b)‘(c, d) =  (ас — bd, ad +  be).

Комплекс сонлар майдон тушунчасининг барча талаб 
ларинн (1 —9 -хоссалар; 1. 1. 1 га каранг) цаноатлантириши 
ни осонгина текшириш мумкин. Шу билан бирга комплекс 
сонлар орасида кичик (катта) муносабатини 10— 12-хосса- 
ларни саклаган ^олда киритиш мумкин эмас экан. Illy са- 
бабли комплекс сонлар туплами т а р т и б л а н м а г а н  
майдондир. У С ^арфи билан белгиланади.

Кушиш ва купайтириш амалларига тескари амалларни 
аницлаймиз.

1. (а, Ь) ва (с, d) комплекс сонлар айирмасини топ и н г. 
Таърифга кура бу шундай (х, у) комплекс сонни топишни 
англатадики,

(с, d) +  (х, у) =  (а, Ь) 
булсин. 1^ушиш аксиомасига кура

(с +  х, d +  у) =  (а, Ь), 
бундан тартибланган жуфтлар хоссасига биноан 

с +  х  =  а ва d +  у  =  Ь.
Демак,

х  — а — с ва у — b — d.
Шундай цилиб, . *

(а, Ь) — (с, d) =  (а — с, b —  d).
2. (а, Ь) ва (с, 4 )ф  0 комплекс сонлар булинмасини 

' топинг. Таърифга биноан, бу шундай (х, у) комплекс сонни
топишни англатадики,
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1. 7 - м и с о л .  *, =  (2,7) ва г2 =  (3, — 1) комплекс сонлар берил- 
ган. Уларпинг йнгиндиси, айирмаси, купайтмасн, булннмасини ва гх 
нинг иккинчн даражасини топинг.

Е ч и л и ш и.
1. г, +  г , =  (2.7) +  (3. - 1 )  =  (5.6).
2. г, — г, =  (2,7) — (3, - I )  =  ( - 1 , 8 ) .
3. г .-г . =  (2.7)-(3.  — 1) =  (13,19).
4. г , : г, =  (2 ,7) :  (3, — 1 ) =  ( -----L

\  10 10/
5. Г [ =  (2,7)-(2,7)  =  ( -4 5 .2 8 ) .

Келгусида бизга (а, Ь) комплекс сон ёзилишининг цу- 
йидаги формаси керак булади:

Г>у формуланинг тутрилигига комплекс сонларни купай- 
тириш »\оидасидан фойдаланиб, осон ишонч ^осил ^илиш 
мумкин. \ а 1\и^атан ^ам.

С унгра комплекс сонларни 1\ушиш цоидасидан фойдаланиб, 

(а, 0) +  (0, Ь) «= (а, Ь)

ни топамиз, бу эса (1,2) нинг т\трилигини исботлайди.
Энди комплекс сонлар тупламидан иккинчи элементла- 

ри нолгсГ тенг булган жуфтларни ажратамиз.
Айтайлик,

(a, fc) =  (a, 0) +  (&, 0)(0,1). (1. 2)

(&, 0)-(0.1) =  (0 ,Ь). (1. 3)

г, =  (а, 0) ва га =  (Ь, 0)
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булсин. Булар устида ^ушиш, айириш, купайтириш ва бу- 
лиш амалларини бу амаллар учун ани^ланган цоидалар 
буйича бажарамиз:

(а, 0) +  (Ь, 0) = (а +  Ъ 0);
(а, 0) —  (&. О) =  ( а - Ь ,  0);

(а, 0).(6, 0) = (а&, 0);
(а, 0):(Ь, 0) =  ( р  О ) (ЬфО).

Бу билан бир вацтда а ва & ^а^и^ий сонларни олади- 
ган булсак, уларнинг йигиндиси, айирмаси, купайтмаси ва 
булинмаси мос равишда ^уйидагиларга тенг булади:

а +  Ь, а — Ь, а -b ва —, (ЬфО).
ь

Шундай ^илиб, (а, 0) куринишдаги жуфтлар устида 
амаллар тегишли а ^аци^ий сонлар устидаги амаллар билан 
бир хил булади.

Шу сабабли (а, 0) куринишидаги жуфтни тегишли а 
ха^и^ий сон билан айнанлаштириб,

(а, 0) =  а (1. 4)

цилиб ёзамиз. Шундай цилиб, ^ациций сонлар туплами 
комплекс сонлар тупламига кирар экан:

/?с:С.

Энди комплекс сонларнинг бошца цисм туплами — 
жуфтининг биринчи элементи ноль булган, яъни (О, Ь)(ЬФ 
=5*^0 ) куринишдаги сонларни царайлик. Бизни бундай ком
плекс соннинг квадрати цизицтиради:

(О, Ь)2 =  (-& 2, 0).
Бундан куриниб турибдики, биринчи элементи нолга 

тенг булган комплекс соннинг квадрати энди иккинчи эле
менти 0 га тенг булган комплекс сонга тенг булиб, шу би
лан бирга биринчи элемент манфий сон; (1. 4) га келишув- 
га биноан

(О,

деб ёзамиз. Биз мутлацо янги фактга эга булдик: тайин 
куринишли комплекс соннинг квадрати манфий ^ациций 
сондир (бу эса хаци^ий сонлар тупламида мумкин эмас: у
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ерда нолдан фар^ли исталган соннинг квадрати мусбат 
сон эди).

(О, 1) жуфт учун I символни киритамиз:

(О, 1) =  /.

У *олда
Iе — —  1.

Энди исталган (а, Ь) комплекс сонни (1.2), (1.3) ва (1.4) 
дан фойдаланиб,

(a, b) =  а +  bi

куринишда ёзиш мумкин. Бу форма комплекс соннинг ал
гебраик формаси дейилади.

a -f bi ва а — bi комплекс сонлар (jзаро кушма комп
лекс сонлар дейилади. Уларнинг йигиндиси ва купайтмаси 
^а^иций сонлардир:

(а +  bi) +  (а — bi) =  2а,
(а +  bi)-(а — bi) =  а2 +  Ь*

Энди ^ а ^ и ц и й  коэффициентли исталган квадрат тенг- 
ламани еча оламиз. Бунда нлдизлар комплекс булса, улар 
албатта уз3?0 Кушма булади (нима учун?)

Масалан,
х2 — 4х +  13 =  0

тенглама
xt =  2 + 3 / ва х2 =  2 — 3i

илдизларга эга.
Ушбу

х2 +  1 =  0
тенглама (комплекс сонлар тупламида) иккита

х, =  (, х2 =  — i
ечимга эга эканлигини айтиб утамиз.

Комплекс соннинг алгебраик формаси ^ушиш ва купай- 
тириш амалларини цуйидаги цоида буйича бажариш имко- 
нини беради: а +  Ы куринишидаги ифодаларни куп^ад деб 
цараб, бу куп^адлар устида одатдаги алгебраик амалларни 
бажариш ва кейин <* ни — 1 га алмаштириш лозим. Бу

18



цоидани, жумладан, узаро ^ушма сонларни купайтиришга 
цулланиб, ^уйидагига эга буламиз:

(а +  bi)(d — bi) =  а2 — b2 •/* =  а* +  Ь\
КурСатилган цоидадан фойдаланиб, комплекс сонларни 

булишни бундай бажариш мумкин:
a 4- bi __(а +  bi)(c — di) __ ас +  bd +  (bc—ad)l
с +  di (с - f  di){c — di) с1 +  d%

ас +  bd be — ad .= --------- + ---------- •*.
c* +  c/* ^  +

1. 2. 3. Комплекс сонларнинг геометрик тасвири. Маъ-
лумки, ^аци^ий сонлар сон уцининг ну^таларн билан тас
вирланиши мумкин а тадиций сонга а =  (а, 0) комплекс 
сонлар тупламинмнг элементи сифатида яна сон уцининг 
ну^таси мос келади.

\ац»щий булмаган нсталган (a, b) комплекс сонни тас- 
вирлаш учун текисликнинг нуктаси талаб цилиннши рав- 
шан. (а. Ь) комплекс сонга текисликнинг координата-тари 
х  =  а ва у = Ь булган (х у) ну^тасини, яъни М  (а, Ь) 
нуцтани мос цуйилишн табиий (1. 2 -раем). Шундай цилиб, 
биз хОу текислик ну^талари ва комплекс сонлар туплами 
орасида у з а р о  б и р  ц и й м а т л и  мослик урнатдик.

У И

У ' --------------- qZ-X+yi
|

1 - 11
1 • * JLj ы

о' 1 Z 3 x  x

I. 2-расм I. 3*расм

(хУ у) комплекс сонни z ^арфи билан белгилаш ^абул 
цилинган, демак,

г =  (х, у) =  х  +  yi.
Комплекс сонлар тасвирланаднган хОу текислик г комп

лекс текислик дейилади (1. 3-расм).
а +  bi комплекс сонни тасвирлайднган М (а, Ь) нуцта- 

ин шу соннинг узи билан айнанлаштирилади ва бу сон 
М  ну^тада жойлашган деб айтилади. Шунингдек, (а, Ь)=
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=  а +  bi комплекс сонга мос келадиган ОМ вектор ^аци- 
да ^ам гаппрнш мумкин (1. 2 -раем).

Аввалдан (О, b) =  bi куринишдаги комплекс сонлар соф 
мплхим. сонлар, i сон эса мав.\ум бирлик деб аталиб ке-

линди. а ва b сонлар z =  а +  bi 
компмке соннинг мос равишда %а- 
t\ut\uH цисми Rez ва мав.^ум цисми 
1тг деб аталади1.

Бунга мувофи^ равишда сонли 
комплекс текнеликнинг координата 

^  уцлари ущ икий ва мавхум уцлар 
* дейилади: хациций у^да оди^ий 

сонлар, мав\ум у^да эса соф мав- 
^ум сонлар жойлашган.

Узаро ц уш м а a+ bi ва а— bi ком-
1. 4-раем плекс сонлар хациций у^к,а нисба-

тан енмметрнк жойлашган (1. 4- 
расм).

Комплекс сонлар учун модуль ва аргумент тушунчала- 
ри киритилиб, улар комплекс сонни ва комплекс текислик- 
да уни тасвирлайдиган ну^танинг вазиягини тула ани1у  
лайди.

(a, b) =  а +  bi =  z комплекс соннинг модули деб г =  
=  |  а2 4- Ь* >  0 :\а^и^ий сонга айтилади (1. 2- раем); бу сон 
коордннаталар бошидан комплекс сонни тасвирлайдиган
М(а, Ь) ну^тагача булган масофага ёки ОМ векторнинг узун- 
лигига тенг. Агар а оди^ий сонни комплекс соннинг хусу- 
сий \оли сифатида ^арайдиган булсак, унинг

• |  аг +  0* =  | а |
модули а соннинг абсолют* ^иймати билан бир хил буладн.

г = а +  bi комплекс соннинг модули .\амда унинг ^а- 
Киций ва мав.\ум ^нсмларинииг модулларн ушбу муноса- 
Сатлар билан богланган (1. 2 -раем):

| а | — | Re г |<  г, \Ь\ =  |1 ш г |< г ,  | г | < | а |  + |Ь [ .
Нолдан фар^ли комплекс соннинг аргумента деб >оди-

ций у^нинг мусбат цисмини ОМ вектор билан устма-уст 
тушгунча буриш лозим булган <р бурчакка айтилади. Агар

1 Re ва ! т  — французча Reel Ra Imaginaire сфзлармнинг бошлан* 
Рич \арфларн.
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буриш соат стрелкаси айланишига тескари булса, бу бурчак 
мусбат, акс ^олда эса манфийдир.

Масалан, 1 + /  ва 1 — i  сонларнннг аргументлари мос
равишда — ва — ^-га тенг (нима учун?). Мусбат ^аци-
ций соннинг аргументи нолга тенг, манфий ^ациций соннинг 
аргументи эса л га тенг деб \исобланади.

bi соф мав.\ум соннинг аргументи Ь >  О булганда—га,
2

b <  О булганда — ^  га тенг.

а +  bi ва а — bi узаро цушма комплекс сонларнинг мо- 
дулларн тенг, аргументлари эса фацат ишора билан фарц 
цилади (1.4-раем).

Иккита комплекс сон уларнннг модуллари тенг, аргу
ментлари эса 2л га каррали сонга фарц цилганда ва фа- 
цат шундапша тенгдир.

1-БОБГА ДОИР ТАКРОРЛАШ УЧУН САВОЛЛАР
1. Кандай сонлар рационал сонлар дейилади?
2. Рационал сонлар туплами майдон буладими? Тартибланган май- 

дон буладими?
3. Рационал сонлар тупламннинг ^ансн хоссаси Архимед хоссасн 

деб аталади?
4. Томони 1 га тенг квадрат днагоналннинг узунлигини ифодалай- 

днган рационал ссн мавжудми?
5. Айлана узунлигининг дна.метрнга нисбатн рационал сон билан 

ифодзланиши мумкинми?
6. .\аки^ий сонлар'туплами кандай ани^ланади?
7. Иккита комплекс соннинг йнгинд1к:н, купайтмаси ^андай аннц- 

ланадн?
8. ^а^ицнй сонлар туплами тартибланган туплам буладими?
9. Хаци^ий сонлар тупламининг узлукенз хоссасинннг мо^ияти 

нимадан иборат?
19. Рационал сон чексиз даврий бУлчюган унли каср балан тасвир- 

ланишн мумкин ми?
11. ,\акнкий сонлар ва сон у^ининг ну^талари ораендаги узаро бир 

^ийматли мослик ннмадан иборат?
12. Комплекс сонлар туплами тартибланган майдон буладими?
13. Комплекс сонлар туплами ва бнрор текнелик ну^талари орасида 

Узаро бир ^ийматли мпелнк урнатнлишн мумкинми?
14. Комплекс соннинг алгебранк формаси ^андай ани^ланади?
15. \аци*ий ва комплекс сонлар орасида ^андай муносабат бор?
16. Нима учун ^а^ицнй коэффицнентли квадрат тенгламанинг ком

плекс илдизларй албатта узаро ^ушма комплекс сонлар булади?
17. Комплекс сон узинннг аргумент за модули ор^али бир ^иймат- 

ли аии^ланаднми?
18. Комплекс соннинг аргументи (модули) манфий ,\а^и^ий сон би

лан тасвирланиши мумкинми?



ТУПЛАМЛАР ВА ФУНКЦИЯЛАР

2.1-§. Тупламлар

2.1.1. Асосий тушунчалар ва таърифлар. У^увчи т$п- 
лам  тушунчаси билан бошланрич мактабдано^ таниш. Бу 
тушунчадан фойдаланиш мактаб математикасининг ^атор 
масалаларини анча соддалаштириш, курснинг турли булим- 
лари ораснда чу^урро^ ба-ланишлар урнатишга имкон 
берди.

>^озирги даврда тупламлар назарияси математиканинг 
кенг со.\асини ташкил эгади. Бизнинг курсимизда туплам
лар назарияси элементлари ёрдамчи характерга эга булиб, 
келгуси баёнимлзда фойдаланиладиган «тилни» ташкнл этув- 
чи тушунчаларни баён этиш билан чекланамиз.

/дуплам тушунчаси б о ш л а н р и ч ,  таърифланмайдиган 
тушунчалар ж/мласнга кирадн^Агар .\ар бир объектга 
нисбаган, у тупламга т е г и и Г л и  ёки т е г н ш л н  э м ас- 
л и г  ин и аншушш мумкин булса, туплам берилган дейи- 
л а д и ^

Бунда бирор элемент тупламга тегишли булса, у бу 
тупламнинг элементи дейилади. Ч

Тупламларга мисоллар келтттрамиз:
* 1) ушбу китобдагн сузлар туплами;

2) маркази берилган ну^тада булган айланалар тупла
ми;

3) N туплам (натурал сонлар туплами);
4) Z туплам (бутун сонлар туплами);
5) Q туплам (рационал сонлар туплами);
6) R  туплам (да^ицнй сонлар туплами);
7) С туплам (комплекс сонлар туплами);
8) 10 дан катта булмаган мусбат жуфт сонлар тупла

ми.
Келтирилган мисолларда ^ар бир туплам номннинг узи 

цайси элементлар бу тупламга киритилганини курсатиб 
турибди.



Агар а объект А тупламнннг э л е м е н т и  б у л с а  (А га 
тегишли булса), бу цунидагича белгнланади:

* 6  А,
агар а объект А тупламнннг э л е м е н т и  б у л  м а е  а, у бун
дай ёзилади:

a i А.
Масалан,

— 6 Q , лекин V 2 £Q.
3

Битта а элементдан иборат А тупламни бундай белги- 
лаймиз:

{а}.
Битта х;ам элементи булмаган туплам бдш туплам  

дейилади. Масалан, ^уйидагилар буш тупламларднр:
^ J )  параллел тутри чизшушрнинг кесишиш нуцталарн 

туплами; >
2i х2 -f- 1 =  0 тенгламанинг ^ацикий илдизлари тупла- 

миЛБуш туплам одатда 0  символ билан белгиланади.у
*АГва ~В~1 (нламлордан бнринниг нсталгои ("/ ) зле\тепп1 

иккинчи тупламга тегишли булса, бу тупламлар тенг (А — 
=  В) дейилади.

Л ва В тупламлар тенглиги таърнфини < ->  (булганда 
ва фацат шундагина), (келиб чицади), Д' (ва) белгилар- 
дан фойдаланиб, бундай ёзиш мумкин:

(А =  B ) < - > ( ( V x £ A = > x £ B )  A ( V J t 6 B = > x 6 / 1 ) ) ,
(яъни А ва В тупламлар бир хнл элементларни уз ичига 
олганда ва фацат шундагина тенгднр).

Масалан, 1 дан 10 гача булган натурал сонлар туп- 
ламлари бу сонлар цайси тартибда жойлашганидан ^атън 
назар узаро тенгдир.

£  Агар В тупламнннг исталган элементи А тупламга те
гишли булса, В туплам А тупламнннг цисм туплами дейи
лади. Буни цуйндагича ёзамиз:

(баъзан В ^Л ).
Шундай ^илиб,

(BczA)  < ->  ( v *  6 В=> х £ А).
А тупламнннг узи па буш туплам А  тупламнннг хосмас 

цисм т$пламлари дейиладщ_1
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0  с  А, А<=.А.
А тупламнинг цолган барча цисм тупламлари унинг 

хос цисм тупламлари  дейилади. \
2 . 1 - мне о л.
1) N c z Z .
2) QcR.
3) Берилган учбурчакнинг ичида ётган ну^талар туплами бу уя- 

бурчакка таш^и чнзилган а Ал «на ичида ётган нуцталар т$’пламининг 
»̂ исм тупламидир.

Равшанки,
((ВсМ) Л (ЛсгВ))=ИА =  В). •

Купинча, тадци^от мацеадларига цараб, берилган А туп- 
ламдан барча элементлари бирор умумий хоссага эга бул
ган цисм туплам ажратилади, бунда А тупламнинг ^амма 
элементлари ^ам шу хоссага эга булавермайди. Х,ар ^ан- 
дай ана шундай туплам ушбу куринишда ёзнлади:

{х 6 А : . .

Бу ёзув бундай уцилади: А тупламга тегишли ва «...» 
хоссага эга булган барча х  лар туплами. Масалан, 3 дан 
кичик натурал сонлар туплами В ни бундай ёзиш мумкин:

В =  {х eN ;  х < 3} =  {1,2}.

Купинча мана бундай ёзув учрайди:

М =  {х: ...} .
Бу ёзув ^уйидаги ёзувга тенг кучли:

М — {х 6 R: . •

яъни М *...» булган ^аци^ий сонлар тупламидир. Масалан, 
рационал сонлар туплами Q ни бундай таърифлаш мумкин:

Q =  { * :*  =  - ,  m€ Z ,  n ^ N ) .
П

2.1.2. Интерваллар. Барча ^а^иций сонлар туплами R  
нинг интерваллар деб аталаднган кием тупламлари- 
нинг белгиланишини эслатнб утамиз: интерваллар ё п и ^  
^ам, бир томондан ёки иккала томондан о ч и ц  ^ам, шу
нингдек, бир ёки иккала томондан ч е к  с и з  ^ам б?лиши 
мумкин:

1а, Ь] =  {х: a <  х  <  Ь) — ёпиц интервал (кесма),
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[a, b) — {x: а <  дс <  Ь)\
(а, Ь] =  (х: а < х < 6 } |  — ЯРНМ очи^ интерваллар,
(а, &) =  {дс: а < х < Ь }  — очи^ интервал,

(— 00. Ь| =  {*: ж <  *>},
(— оо, ft) =  {дс: х < Ь ) ,  чексиз
[а, +  оо) =  {дс: дс> а), 1 интерпал-
(а, +  оо) =  {дс: х > а }, лаР
(— оо, -j- оо) =  (х, —  оо < х <  +  оо) J.

. Тупламлар устида асосий амалларни куриб чицайлик.
2.1.3. Тупламлар бирлашмаси. Л ва В тупламларнинг 

биолашмаси ёки уларнннг йишндиси деб А ва В туплам
ларнинг камида бирига тегишли булган элементлардан ва 
фа^ат шу элементлардан тузилган тупламга айтилади. А 
ва В тупламларнинг бирлашмаси бундай белгиланади:

А[)В.

Демак, V (ёки) символдан фойдаланиб, цуйидагича 
ёзиш мумкин:

(дс 6 И  U В)) < = > ((*€  Л) V (*€£))•

А ва В тупламлар шу билан бирга умумий элемент- 
ларга эга булиши ^ам, эга булмаслиги .\ам мумкин, жум- 
ладан,

A U А =  А.
2 . 2 - м и с о л .  Тупламлар бирлашмаснга дойр бир нечта мисол ку

ра й лик.
1) N[ }Z =  Z.
2) N( } R =  R.
3) tf+ U * - =  Я-

^  2.1.4. Тупламлар кесишмаси. А ва В тупламларнинг ке- 
сишмаси деб Л ва В тупламларнинг ^ар бирига тегишли 
булган барча элементлардан ва фа^ат шу элементлардан 
тузилган тупламга айтилади. Л ва В тупламларнинг кесиш
маси бундай белгиланади:

А[\В.
Шундай ^илиб, бундай ёзиш мумкин:

(х е ф 4 л в ) )< = > ( (* е л )Л (* € Я ) )
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ёки

Л f |B  =  {*:(* € ЛД( х  6 А)}•
2 .3 -мисол. iVf)2 =  iV га эгамкз.

Агар Л ва 5  тупламлар умумий элементларга эга бул- 
маса. у ^олда

A f ) B  =  0
эканлиги равшан.

Кесишмаларга яна бир нечта мисол келтирамиз.
2 . 4 - м и с о л .  А — т^ри туртбурчаклар тУплами, /5 — ромблар 

тУплами, М — квадратлар туплами булсин. У халда А П В =  /И.
2 . 5 - ми с о л .  Л — жуфт сонлар туплами, Z — бутун сонлар тУп- 

ламп бУлсин. У *олда A ( ) Z =* A .
2 . 6 - м и с о л .  А — жуфт сонлар туплами, В — тоц сонлар туплами 

булсин. У ^олда А( ] В =  25.

)  2.1.5. Тупламлар купайтмаси. А ва В тупламлар берил- 
ган булсин. А дан и^иёрий а элемент, В дан ихтнёрий b 
элемент оламиз. Бу элементлардан (а, Ь) жуфтларни

(<*v bi) =  Ь%) <=> (<Н =  Да. Ьх =  Ь%)
деб ^нсоблаб тузамиз, яъни (а, Ь) жуфтни тартибланган 
деб ^исоблаймиз.

Барча (а, Ь), а 6 А, b £ В  тартибланган жуфтлар тупла
ми А ва В тупламларнинг купайтмаси дейилади. А ва В 
тупламлар нинг купайтмаси А х  В  билан белгиланади:

( х £ { А х В )  )<=> (х =  (а, Ь)\ а  € А  Ь£В) .

Исталган чекли сондаги Av Att . . . , А п тупламлар ку
пайтмаси шунга ухшаш аницланиб цуйидагича белгиланади:

А х х  At  х ... х  Ап.

Агар тупламлар тенг булса, уларнинг купайтмаси туп- 
ламнинг д а р а ж а с и  дейилади, демак,

А х  А =  А2. -
Таърифга кура

=  Л4-"1 х  А

хеб цабул цили нади.
Мисол тарицасида иккита ^ациций сонлар туплами R  

\а R  ни олнб, уларни узаро перпендикуляр сон (коорди- 
1ата) уцларига жойлаштирамиз. У .\олда /? х  /? =  /?* туп-
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У

И

п
Ф

0 а х

2.1- раем.

В туп

лам (х, у) куринишдаги сон жуфтлари туплами ёки хОу 
координата текислигининг барча нуцталари туплами ни 
тасвирлайди.

Бу ^ринда

(С— комплекс сонлар туплами) эканлигини эслатиб утамиз.
Агар X  =  [a, b \ c R ,  У =  (с, d\czR  булса, у холда

Ф=* А’х К
тутри туртбурчак булиб, у (а, Ь] 
ва [с, d | кесмалар купайтмасини 
(тасвирлайди (2-1- раем).

2.1.6. Тупламлар айирмаси. А ва 
В тупламларнинг айирмаси деб А 
га тегишли, лекин В га тегишли 
булмаган барча элементлардан ва 
фак,ат шу элементлардан тузилгрн 
тупламга айтилади. Бунда B ciA  
деб фараз цилинмайди. Агар В с А  
булса, у ^олда А ва В тупламларнинг айирмаси 
ламнинг А тупламгача тдлдирмаси дейилади.

А ва В тупламлар айирмаси бундай белгиланади:
А"^В. ^

Шундай цилиб, цуйидагича ёзиш мумкин:
(х 6 ( А ^ В ) ) <=> ( (х 6 Д (х? В ) ) ^

ёки
( А ^ В )  =  {х :х  6 А  х€В).  С— ^  

Иккита туплам айирмасига дойр мнеоллар курайлик:
2 . 7 - м и с о л .  Z* =  Z \  {0} булсин, бунда Z — барча бутун сонлар 

туплами. А — тоц сонлар туплами, В — жуфт сонлар туплами булсин. 
У *олда.

=  Б, Z * ^ B  =  A;
В туплам А ни Z* гача тулдирмаси, .4 туплам В ни Z* гача т^л- 

дирмаси. ^уйидагиларга эга буламиз:
Z* =  A\JB,  А{ ] В =  0 .

2 . 8 - м и с о  л. Иррационат сонлар туплами рационал сонлар 
тупламини ^а^и^ий сонлар тупламигача тулднр.масидир.

2 . 9 - м и с о л .  Л — барча т>три туртбурчахлар туплами, В — ква- 
дратлар туплами, С — турли томонли турри туртбурчаклар туплами 
булсин. У * о л д а Л \ в  =  С ва Л \ С  =  В.

2 . 1 0 - м и с о л .  Q ^ R  =  0 .
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2.1.7. Тупламларнинг узаро бир ^ийматли мос лиги. Эк
вивалент тупламлар. Цувват. А ва В — берилган иккита 
туплам булсин. Бундай савол ед’яйлик: бу тупламлардаги 
элементлар сони бир хилми ёки йуцмн? Агар тупламлар 
ч е к  ли  булса, у ^олда ^ар бир тупламнинг элементлари- 
ни санашимиз ва санаш натижаларинн таедослашимиз мум
кин.

•Пекин бу айтнлган таодослашни бош^ача бажариш хам 
мумкин. Масалан, айтайлик теаТрдагн томошабинлар со
ни билан театрдаги уриндицлар сонини таэдослаш лозим 
булсин. Агар спектакль бошлангунча барча уринди^ар 
эгалланган булса, у долда томошабинлар тупламининг 
элементлари сони уринди^лар сонига тенг булади. Баъзи 
уринднклар буш долган, ёки аксинча, баъзи томошабнн- 
ларга буш уриндиц цолмаган ^олда эса царалаётган ма- 
салага бернладиган жавоб равшан.

Тупламларнн таедослашнинг кейинги усули учун шу 
нарса характерлики, бунда бир тупламнинг ^ар бир эле- 
ментига иккинчи тупламнинг б и т т а  ва ф а ^ а т  б и т т а  
э л е м е н т и  мос келтириладн, ва аксинча.

Бу усул чексиз тупламларнн таедослашга имкон бера-
* I

ди. Масалан, натурал сонлар туплами А7 билан — кури-

нишдаги сонлар туплами М  таодосланадиган булса, у \ол- 
да таэдослашнннг иккинчи усули ёрдамнда N ва М  туп
ламлардаги элементлар мицдори бир хил эканлигига дар- 
^ол ишонч ^осил циламнз. Албатта, чексиз тупламлар 
учун «мицдор» сузн шартли маънога эга.

Келтирилган муло.\азалар цуйидаги таърифларнн кири- 
тишга имкон берадн.

2 . 1 - т а ъ р н ф .  А ва В — тупламлар булсин. %ар бир 
а £ А  элементга битта ва фацат битта Ь £ В  элементна 
мос цдювчи ва бунда \а р  бир Ь £ В  элемент битта ва 
фацат битта а 6 А элементга мос ^(/йиладиган <p t^ouda 
А ва В туплам.шр орасида узаро бир г^ийматли мос лик  
дейилади.

2 . 2 - т а ъ р и ф.  А ва В тупламлар орасида дзаро бир 
цийматли мослик урнатиш мумкин булса, у  цолда бу 
тупламлар эквивалент ёки улар бир хил ъувватга эга 
дейилади.

К^увват тушунчаси чекли тупламлар элементлари сони- 
нинг бир хиллиги тушунчаси ни умумлаштиради.



2.1.8. Саноцли ва сано^сиз тупламлар. Л/ — натурал 
сонлар туплами булсин:

N — {1, 2, 3, . . . ,  л, ...} .

2 . 3 - т а ъ р н ф .  N тупламга эквивалент булган %ар цан- 
дай А тС/плам саноцли туплам дейилади. Масалан, {лг} =  
=  {1, 4, 9, . ..} , {2л} = { 2 , 4, 6, . . . }  тупламлар сано^ли- 
дир.

N тупламга эквивалент 6$лмаган туплам саноцсиз 
mi/плам дейилади.

Барча рационал сонлар туплами Q сано^ли туплам, бар
ча ^ацицнй сонлар туплами R  эса саноксиз туплам1) экан- 
лигини исботлаш мумкин. Шу билан бирга рационал сон
лар туплами сано^ли булгани учуй иррацнонал сонлар 
туплами саноксиз, демак, иррацнонал сонлар рационал 
сонларга Караганда жуда куп. Агар сон тугрн чнзнгидан 
барча рационал сонларни олиб ташлайдиган булсак, у ^ л -  
да саноксиз нуцталар туплами колади.

2.1.9. ^а^и^ий сонлар тупламининг чегаралари. Уцувчи- 
га маълумки, ^акиций сонлар тупламларини чизнцли нуц- 
тавий тупламлар сифатида, \аци^ий сонлар тупламининг 
элементларини эса тутри чизи^ нуцталари сифатида цараш 
кабул кнлинган. Баъзи таърифларни эслатиб утамиз.

2.4- т а ъ р и ф. Агар Y  <~R тдпламнинг ихтиёрий эле- 
менти у £ Y  учун у  <  М ( у >  М)  булса, М ха^икий сон Y  
тупламнинг юг^ори (>\уйи) чегараси дейилади.

2.5-т а  ъ риф.  Y, YC.R тупламнинг аниц юцори (куйи) 
чегараси деб энг кичик щ о р и  (энг катта цуйи) чегарага 
айтилади.

К,уйидаги белгилашлар цабул ^илинган:
sup у  — аниц юцори чегара, 
inf у  — аниц цуйи чегара.

Юцори (куйи) чегарага эга булган з̂ ар бир бушмас, Y, 
Y s R  туплам аниц юцори (^уйи) чегарага эга эканлигини 
исботлаш мумкин.

Ю^ори ва цуйи чегараларга эга булган туплам чегара- 
ланган дейилади.

2.1.10. е-атроф х,акида тушунча, е-атрофнинг уцувчига 
маълум булган таърифларини келтирамиз.

*) Масалан. царанг: Л. Д . К у д р я в ц е в ,  Математический анализ 
т. I, М.. «Наука., 1970.
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2.6-таъриф. Х,аких;ий сон- 2е
лар тупламидаги а нуктанинг -----
t -атрофи деб х  =  а нуцтани С — ■> -3 - —»■
0з ичига олган (а — е, а- \ - г )  a-с a a*t 
куринишдаги исталган очиц ин- 
тервалга айтилади (2.2-раем). 2- 2- рас*.

Бу таърнф ^уйидаги кури- 
нишда берилиши мумкин.

2 . 7 - т а ъ р и ф .  Х^ациций сонлар тупламидаги а нуцта- 
нинг е-атрофи деб

\х — а \ < е
булган барча х нуцталар тупламига айтилади.

Бундан буён а нуктанинг е- атрофи булган очиц интер- 
вални Re (а) билан белгилаймиз.

2-§. Функция

2.2.1. Функция ва акслантириш. 2 . 8 - т а ъ р иф.  Иккита 
буш булмаган X  ва Y  т()плам.шр берилган булсин. X  
тупламдаги %ар бир х элементга Y  тупламдан битта 
ва факат битта у  элемент мос келса:

( Ужб  X ) ^ y £ Y ,
у  холда X  тупламда цийматлари Y  да булган f  функция 
(акслантириш) берилган дейилади:

X - ^ Y  ёки f  : X - + Y .

Бошцача айтганда, X  туплам / функция ёрдамида Y  
тупламга акслантирилади (/ функция X  ни Y  га акслан- 
тиради). f нинг X  ни Y  га акслантириш фактини цуйидаги 
куринишда ёзиш мумкин:

У =  {(х).
бу ерда х  — аргумент, f  (дс) ёки у  эса f  функциянинг 
циймати. X  ва f (X) тупламлар мос равншда функциянинг 
берилиш туплами ва функциянинг цийматлари туплами 
дейилади, бунда

f (X)  =  {j /6Y;  3 x t X ,  у  =  f(x)}

(К дан олинган барча шундай у  лар тупламики, улар 
учун X  да у  =  f  (х) буладиган х  мавжуд). Функциянинг 
цийматлари туплами f (X)  Y  билан устма-уст тушнши ^ам,
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унинг цисмн булиши ^ам мумкинлигини цайд цилиб ута-
MII3.

Функцияга умумий тушунча берилган бу таъряфда X  
ва Y  тупламлар исталган табиатли булиши мумкин. Бун
дан буён биз сонли функциялар деб аталаднган

X - ^ Y ,  X £ R , Y c R

функцияларни урганиш билан шугулланамиз.
2 . 1 1 - м н с о л .  у  =  ха функаияни ^арайлик. Бу ерда з?ар бир х 

сонга шу соннинг квадрати мос куйиладн. Шундай к;илиб, у  =  х* функ
ция учун X  =  R ва /  (X)  =  R+.

2 . 1 2 - м и с о л .  и =  V • — дг2 функциянннг берилиш туплами ариф
метик илдиз тушунчасига асосан 1 — х* >  0 тенгсизликнинг ечими би- 
лан, яъни Х =  | — 1, 1) туплам бнлан аницланадл. Функциянннг кий- 
штларн туплами, равшанки У =  [0, +  оо) тупламнинг кис ми булган 
/  (X) =  (0,1] тупламдир.

Функциянннг формулалар воситасида берилиш усулларп 
а н а л и т и к  у с у л л а р  дейилади. Функция R  тупламнинг 
турли интервалларида турли формулалар билан аншушни* 
шн мумкинлигини цайд килиб утамнз.

2.13- м и с о л .
[ у = \ ,  х £  (—оо, о],
\j/ =  x * + l ,  х£[0, оо) .

2.2.2. Функциянннг графиги. X  тупламда цийматлари У 
тупламда булган /  функция берилган булсин. X ва V туп
ламлар купайтмаспни царайлнк. Унн Ф ор^али белгилай- 
миз:

X x Y  = Ф .

Ф нинг ф элементи (х, у) жуфт дан нборат:

Ф =  (*, г/) € Ф.
f функциянинг графиги деб Ф тупламнинг ушбу муноса- 

бат билан анщланадиган цисм тупламига айтилади:
f  =  {ф:ф =  (х, у), y  =  f(x)}

(f функциянинг графиги шундай ф цийматлар тупламики, 
Ф бунда (х, у) жуфтдан иборат бдлиб, y  =  f (x) ) .

TyFpn бурчакли координаталар системасининг коорди
ната у^ларида X  ва Y  тупламларнн геометрнк тасвирлай- 
диган иккита кесма оламиз. Ф тупламни— томонлари 
X ва У булган тутри туртбурчакни ясаймиз. У з^олда



2.6-таъриф. Х)ак,иций сон- 2г
лар тупламидаги а нуктанинг ----- ^
с-атрофи деб х — а нуцтани [ - -  j—
0з ичига олган (а — е, а +  г) a-t a o*t
куринишдаги исталган очиц ин-
тервалга айтилади (2.2-раем). 2- 2- рас»..

Бу таъриф цуйидаги кури- 
нншда берилиши мумкин.

2 . 7 - т а ъ р н ф .  Цациций сонлар тупламидаги а нуцта- 
нинг е- атрофи деб

\х —  а | < е
булган барча х нуцталар тупламига айтилади.

Бундан буён а нуктанинг е-атрофи булган очиц интер- 
вални /?е (а) билан белгилаймиз.

2-§. Функция

2.2.1. Функция ва акслантириш. 2.8-т а ъ р и ф . Иккита 
буш булмаган X  ва Y  туплам.шр берилган булсин. X  
тупламдаги х;ар бир х элементга Y  тупламдан битта 
ва факат битта у  элемент мос келса:

( v x e x ) ^ y e Y ,
у  холда X  тупламда цийматлари Y  да булган f  функция 
(акслантириш) берилган дейилади:

X - ^ Y  ёки f  :X-*~Y.

Бошцача айтганда, X  туплам f  функция ёрдамида Y  
тупламга акслантирилади (/ функция X  ни Y  га акслан- 
тиради). f нинг X  ни Y  га акслантириш фактини цуйидаги 
куринишда ёзиш мумкин:

y  =  f(x).
бу ерда х  — аргумент, f  (х) ёки у эса f  функциянинг 
циймати. X  ва f (X)  тупламлар мос равишда функциянинг 
берилиш туплами ва функциянинг цийматлари туплами 
дейилади, бунда

f (X)  =  {y 6 К; 3 * 6 * .  y ~ f ( x ) )
(Y  дан олинган барча шундай у  лар тупламики, улар 
учун X  да y =  f (x)  буладиган х  мавжуд). Функциянинг 
цийматлари туплами f (X)  Y  билан устма-уст тушиши ^ам,
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унинг цисмн булиши ^ам мумкинлигини цайд цилиб ута- 
ыиз.

Функцияга умумнй тушунча берилган бу таърифда X  
ва Y  тупламлар исталган табнатлн булиши мумкин. Бун- 
дан буён биз сонли функциялар деб аталадиган

X-1* Y.  X c R ,  Y c .R

функцияларни урганиш билан шурулланамнз.
2.11-м и с о  л. у  =  х* функциянн царайлик. Бу ерда ^ар бир х 

соига шу соннинг квадрати мос ^уйилади. Шундай цилиб, у  =  jc* функ
ция учун X  =  R ва f (X) =

2.12- м и с о л. и =  V I — х* функциянинг берилнш туплами ариф
метик илдиз тушунчасига асосан 1 — х1 >  0 тенгснзликнинг ечими би
лан, яънн X  =  [— 1, 1) туплам билан аншуюнади. Функциянинг »̂ ий- 
штлари туплами, равшанки Y =  [0, +  оо) тупламнннг кисми булган 
/  (X) =  (О, I) т$пламдир.

Функциянинг формулалар воситасида берилиш усуллари 
а н а л и т и к  у с у л л а р  дейилади. Функция R  тупламнннг 
турли интервалларида турли формулалар билан аншугани* 
ши мумкинлигини цайд цилиб утамиз.

2.13- м и с о л .
1 У =  1. х £ { —оо, 0) ,
\ у  =  j c*+1 ,  х£  (0 ,оо).

2.2.2. Функциянинг графиги. X  тупламда цийматлари Y  
тупламда булган f  функция берилган булсин. X ва У туп
ламлар купайтмасини царайлик. Уни Ф орцали белгилай- 
миз:

X x Y  =  Ф.

Ф нинг ф элементи ( j c ,  у) жуфт дан иборат:

Ф = (* ,  У) 6Ф .
f функциянинг графиги деб Ф т(/пламнинг ушбу муноса• 

бат билан аницланадиган цисм т^пламига айтилади:

/ = { ф:<Р=(*. У), y  =  f(*))
(f функциянинг графиги шундай ф цийматлар тупламики, 
Ф бунда (х, у) жуфтдан иборат булиб, у  — f ( x ) ).

Тутри бурчакли координаталар системасининг коорди
ната уцларида X  ва Y  тупламларни геометрик тасвирлай- 
диган иккита кесма оламиз. Ф тупламни — томонларн 
X ва У булган тутри туртбурчакии ясаймиз. У ^олда



У

Y ф

0 X X

2 . 3- расы.

Ф тупламнинг элементларн х, 
у  коордннатали ну^талар бу- 
лади.

f  функциянинг графиги эгри 
чизи^ (Ф тугри туртбугчакда 
ётган) булиб, унннг барча нун̂ - 
талари берилган ц — f (х) муно- 
сабатни цаноатлантирадиган х, 
у  коордннаталарга эга була- 
ди (2.3-раем).

Шуни ^айд циламизки, Оу у ^ а  параллел булган ^ар 
кандай тугри чнзш\ / функциянинг графнгини купи билан 
битта нуцтада кесиб утади.

Функцияларни ясаш билан боглиц булган татбн^ий ма- 
салаларни ечишда функцияни график усулда беришдан 
фойдаланамнз, бунда X  bj Y  тупламлар орасидаги мослик 
график (масалан, физикавнй тажрибалар жараёнида осцил- 
лографдан олинадиган график) ёрдамида ани^ланади. Функ- 
циянн график усулда беришдан уни аналитик усул билан 
бериш ^ийин болтан ^олларда ва функциянинг с и ф а т  
у з г а р и ш и  графикда яхши куринадиган ^олларда фойда- 
ланилади. •

-1 О 1 х

2. 7- раем.

Аналитик усулда берилган функциянинг графигини 
одатда исталган аницликда ясаш мумкинлигини ^айд ци- 
либ утамиз, жумладан, юцоридагн расмлар билан берил
ган функцияларнинг графикларн ^уйидаги куринишга эга;

1) у  =  лс2(2.4- раем),
2) У =  (2.5- раем),

[ у  — хг +  1. * €  10, + о о ) (2 .6-раем),
4) у  =  >/ 1— х* (2.7-расм).
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Тескари масала—график усулда берилган функцияни 
аналитик тасвирлаш элементар булмаган ^олларда жуда 
мураккабднр.

2.2.3. Сон ли функцияларнинг асосий характеристикалари.
Сонли функцияларнинг асосий хоссаларинннг таърифлари- 
ни эслатнб утамиз.

Исталган x v  хъ (xv  х2) с ( а ,  Ь) учун 
дс * > х ,  = ^ /( х * )> /(х 1)

муносабат урннли булса, y  =  f (x)  функция (а, Ь) интервал- 
да дсувчи дейилади,

Исталган x v х2, (ж,, дс2) с ( а ,  Ь) учун
х2>дс'=>/(дс2) < / ( л ^ )

муносабат урннли булса, y  =  f (x)  функция (а, Ь) интер- 
валда камаювчи дейилади.

Исталган х х, х2, (хх, х2)<=(а, Ь) учун

*2 >  *| =► /  (дс2) >  /  (Xj) (/ (дс2) <  f  (дс,))

муносабат уринли булса, у  =  f  (дс) функция (а, Ь) интер- 
валда камаймайдиган (рсмайдиган) дейилади.

/(дс) функциянинг цийматлари туплами f ( X)  чегаралан- 
ган булса, /(дс) функция чегараланган дейилади (2.1.9- 
пунктга царанг).

Агар х 0 ну^танинг шундай Re (дс„)- атрофи мавжуд бул- 
саки,

V x £ R e (X о)

учун ,
f ( x 0) > f ( x )  ( f (x0) < f ( x ) )  ( х ф х 0) (2. 1)

тенгснзлик бажарилса, у =  /  (дс) функция х0 ну^тада макси
му мга (минимумга) эга дейилади.

f (х) функция дс0 ну^тада макснмумга эга булса, буни 
цисцача бундай ёзамиз:

m ax/(дс) =  /(*„);
f (x)  функция х0 нуцтада минимумга эга булса, буин 

Куйндагича ёзамиз:
mi n/ (x)  =  f ( x0).

Функциянинг максимум ва минимумлари экстремум.тр 
дейилади. Максимум (минимум) ну^тада у  =  /  (jc) функция-
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Y ф
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2. 3- раем.

Ф тупламнннг элементлари х, 
у  координатали ну^талар бу- 
лади.

f  функциянинг графиги эгри 
чизи^ (Ф тутри туртбугчакда 
ётгаи) булиб, унинг барча нуц- 
талари берилган у — f (х) муно- 
сабатни цаноатлантирадиган х, 
у  координаталарга эга була- 
ди (2.3- раем).

Шуни кайд ^нлачизки, Оу уц^а параллел булган з̂ ар 
^андай тугри чизи^ / функциянинг графигини купи билан 
битта нуцтада кесиб утади.

Функцияларнн ясаш билан боглиц булган татби^ий ма- 
салаларни ечишда функцияни график усулда беришдан 
фойдаланамнз, бунда X  bj Y  тупламлар орасидаги мослик 
график (масалан, физикавий тажрибалар жараёнида осиил- 
лографдан олинаднган график) ёрдамида аникланади. Функ
цияни график усулда беришдан уни аналитик усул билан 
бериш ^ийин булган ^олларда ва функциянинг с и ф а т  
у з г а р и ш и графикда яхшн куринадиган ^олларда фойда- 
ланилади.

Ф1 х

2. 7- раем.

Аналитик усулда берилган функциянинг графигини 
одатда исталган ани^ликда ясаш мумкинлигини ^айд ци- 
либ утамиз, жумладан, юцоридагн расмлар билан берил
ган функцияларнинг графиклари ^уйидаги куринишга эга:

1) у — х2 (2.4- раем),
2) у  =  (2.5- раем),

=  * € ( — « .  01.
[ у  *=хг +  1, деб 10, + о о ) (2 .6-раем),

4) у  =  /  1—х* (2.7-расм).
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Тескари масала—график усулда берилган функцияни 
аналитик тасвирлаш элементар булмаган ^олларда жуда 
мураккабдир.

2.2.3. Сонли функцияларнинг асосий характернотикалари.
Сонли функцияларнинг асосий хоссаларининг таърифлари- 
ни эслатнб утамиз.

Исталган x v  х2, (xv  х2) с ( а ,  Ь) учун 
x 2 > * ,  ^ / ( х * )  > / ( * , )

муносабат уринли булса, y  =  f(x)  функция (а, Ь) интервал- 
да дсувчи дейилади,

Исталган дс,, дс2, (дс,, дс2) с ( а ,  Ь) учун
*4> * Л > /(д с 2)< /(дс^)

муносабат уринли булса, у  =  {(х)  функция (а, Ь) интер- 
валда камаювчи дейилади.

Исталган x v  х2, (xv  х2) с ( а ,  Ь) учун

ДС, >  ДС| = > f  (Д£Г,) >  /  (дс,) (/ (дс*) <  /  (дс,))

муносабат уринли булса, у  =  /  (дс) функция (а, Ь) интер
вал да камаймайдиган (усмайдиган)  дейилади.

/(дс) функциянинг кийматлари туплами f ( X)  чегаралан- 
ган булса, /(дс) функция чегораланган дейилади (2.1.9- 
пунктга царанг).

Агар х 0 ну^танинг шундай Rf (дс„)- атрофи мавжуд бул- 
саки,

V x £ R e (x0)
учун ,

/(дс0) > / ( х )  (/(дс0) < / ( * ) )  ( х ф х 0) (2.1)
тенгсизлик бажарилса, у  = f ( х) функция х0 ну^тада макси- 
мумга (минимумга) эга дейилади.

f (х) функция х0 ну^тада максимумга эга булса, буни 
цис^ача бундай ёзамиз:

т ах /  (дс) =  /  (дс0);

/(*) функция х0 нуцтада минимумга эга булса, буни 
цуйидагича ёзамиз:

m in/(jc) =  /(дс0).

Функциянинг максимум ва миннмумлари экстремумлар 
дейилади. Максимум (минимум) нуцтада у  =  Ц дс) функция-
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2.  3- раем.

Ф тупламнинг элементлари х, 
у  координатали нуцталар бу- 
ладн.

/ функциянинг графиги эгри 
чизи^ (Ф TyFpn туртбурчакда 
ётган) булиб, унинг барча нуц- 
талари берилган у — f (х) муно- 
сабатни каноатлантирадиган х> 
у  коордннаталарга эга була- 
ди (2.3- раем).

Шуни цайд ^иламизки, Оу ущ а  параллел булган ^ар 
кандай тутри чизи^ / функциянинг графигини купи билан 
битта ну^тада кесиб утадн.

Функцияларж1 ясаш билан богли^ булган татбн^ий ма- 
салаларни ечишда функцияни график усулда беришдан 
фойдаланамиз, бунда X  bj Y  тупламлар орасидаги мослик 
график (масалан, физикавнй тажрнбалар жараёнида осцил- 
лографдан олинадиган график) ёрдамида аницланади. Функ- 
цияни график усулда беришдан уни аналитик усул билан 
бериш ^ийин булган ^олларда ва функциянинг с и ф а т  
у з г а р и ш и графикда яхши курннадиган ^олларда фойда- 
ланилади. *

2. 7- раем.2. 6- раем.2. 4- раем. 2. 5- раем,

Аналитик усулда берилган функциянинг графигини 
одатда исталган ани^ликда ясаш мумкинлигини цайд ци- 
либ утамиз, жумладан, юцоридаги расмлар билан берил
ган функцияларнинг графиклари цуйидаги куринишга эга;

1) у =  х2 (2.4- раем),
2) у  =  (2.5- раем),

=  * € ( — » .  01,
{У = ха +  1, дс€ [0, + о о ) (2 .6-раем),

4) у  =  | /  1— х* (2.7-расм).
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Тескари масала—график усулда берилган фуикцияни 
аналитик тасвирлаш элементар булмаган ,\олларда жуда 
мураккабдир.

2.2.3. Сонли функцияларнинг асосий характсристика.шри.
Сонли функцияларнинг асосий хоссаларинннг таърнфлари- 
нн эслатиб утамиз.

Исталган х,. х2, (xv  хг) с ( а ,  Ь) учун
*1 > * ! = * / ( * * ) > / ( * » )  

муносабат уринли булса, y  =  f (x)  функция (а, Ь) интервал- 
да дсувчи дейилади,’

Исталган х,, х2, (хр х2)<=(а, Ь) учун
х2> х * = > /( х 4) < / ( х ^ )

муносабат уринли булса, y  =  f (x)  функция (а, Ь) интер- 
валда камаювчи дейилади.

Исталган x v  х2, (xt, х2) с ( а ,  Ь) учун

хг > х , = > [ (х2) >  f  (Х^ (f (х2) <  f  (х ,))

муносабат уринли булса, у  =  /  (х) функция (а, Ь) интер
вал да камаймайдиган (усмайдиган)  дейилади.

/(х ) функциянинг цийматлари туплами f ( X)  чегаралан- 
ган булса, f (x)  функция чегараланган дейилади (2.1.9- 
пунктга царанг).

Агар х 0 ну^танинг шундай R, (х0)- атрофи мавжуд бул- 
саки,

V x 6 t f e ( x 0)
учун I

f ( x „ ) > f ( x )  (f (х0) <  /  (х)) ( х ф х 0) (2.1)
тенгсизлик бажарилса, у  =  /(х ) функция х0 ну^тада макси
му мга (минимумга) эга дейилади.

f (х) функция х0 ну^тада максимумга эга булса, буни 
^ис^ача бундай ёзамиз:

ш ах/(х) =  /(х 0);

/ (х) функция х0 нуцтада минимумга эга булса, буни 
^уйндагича ёзамиз:

min /  (х) =  /(х 0).

Функциянинг максимум ва миннмумлари экстремумлар 
дейилади. Максимум (минимум) нуцтада у  — /  (х) функция-
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И инг 5'згариш характери усишдан камайишга (камайишдан 
усишга) утади.

Функциянинг Х0 тупламдагн энг катта (энг кичик) 
циймати деб унннг у х ^ х 0, х £ Х 0 учун (2.1) тенгсизлик 
бажариладиган /  (х0), х0 6 Х 0 цийматига айтилади.

Агар

/ (— *) =  /(*) ( f (— х) ■= — /(дс))
муносабатлар бажарилса, y  =  f (x)  функция жуфт (тоц) 
дейилади.

Агар
f ( x  +  T) =  f (x)

муносабат бажарилса, у  =  /  (х) функция Г даврли даврий 
функция дейилади.

Ю^орнда тавсифланган хоссаларни урганиш функция 
^олатинн (узгаришинн) текшириш имконини беради.

2.2.4. Сонли функциялар тунламида арифметик амаллар. 
Икки функциянинг йнпшднси, купайтмасн ва булинмаси 
тушунчаларини царайлик.

Иккита /, ва /а функциянинг йигиндиси деб >̂ ар бирх 
сонга / ,  (х) +  /2 (х) сонни мос ^уяднган /  функцияга айти
лади.

/, функция X, тупламда, /2 функция эса X ,  тупламда 
ани^ланган булсин; у *олда /  ( / (х) =  f 1(x) +  / , ( х ) ) функ
циянинг аницланиш со^аси X, ва Ха тупламларнинг к е - 
с и ш м а с и  X тупламдан иборат булади.

2 . 1 4 - м и с о л .  f ( x ) = Y \ — хг - \ - У х л — • функцняни к,арамлик.

f l {x) =  V T ^ T * .  * ,  =  {*€* . \ х \ <  1).

М х ) =  ] / 7 ^ П ,  Х , =  {x£R,  \ х \  >  1}.
f (х) функциянинг аницланиш со^асн

X  =  X l n X J  =  { - 1, 1) ,  

яъни иккита ну^тадан иборат. Бу ну^таларда / ( дс) =  0 (2 .8 -раем).

Шунга vxuiaiu /х ва /2 функциялар:

Х-> Y,  x E X j c X ,

__ _____ _  Х -^К , х 6 Х2сгХ
1  учунО

2.8- раем. / ( / ( х )  =  А  ( х ) / *  (х))
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x ' ^ y , х е х ^ х ,

купайтма ва f ( f ( x )  =  7 -— )
/ t  w

и
x ± y , x e x ^ x *  f t  (ж) ф  0

булинма аницланади.

2.2.5. Образ ва прообраз з^а^ида тушунча. Аксланти- 
ришлар классификациям. Айтайлик, X  туплам Y  тупламга 
/  функция ёрдамида акслантирилсин:

• , X - ^ Y  
А  туплам X  нинг бирор цисм туплами булсин:

AczX .
У з^олда

B =  f (A)  =  { y e Y : V x £ A ,  y  =  f (x))

туплам А тупламнинг f  акслантиришдаги образи дейилади, 
бунда з̂ ар доим B c Y  булади (2 .9-раем).

В  туплам Y  нинг бирор цисм туплами булсин, у з^олда

Г ' ( в )  =  { х е х : * у е в ,  у ={(•*)}» г ч в ) < = х

туплам В тупламнинг прообразы дейилади. / - , (8) туплам 
X  тупламнинг f  функция ёрдамида В га аксланадиган ^ис- 
мидир.

у  1

г

У

У
г

0 А х  0
J___________

X X 1

2.9- раем. 2.10- раем.

Y  =  f (X)  булган, яъни X  туплам нуцталарининг образ- 
лари У тупламни тулиц тулдирадиган акслантириш сюръек- 
тие ёки *устига* акслантириш дейилади (2.10- раем) ва
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яъни
V у  € Y  —  г € 2, г — f(y)

булсин. Агар

яъни
V X 6 X -*■ 2 6 z =  ^(х)

булган ф мавжуд булса, у ,\олда i|> мураккаб функция 
дейилади ва у /  ва ф функцияларнинг суперпозицияси бу- 
лади:

ф =  /  (Ф) ёки z =  f  (х|з(дс)).#
Бунда х  аргументни эркли узгарувчи, у  =  ф (х) аргу- 

ментни эса оралщ  аргумент дейилади.
Масалан, z =  lg (х +  1) функция у  =  х +  1 чизшуш 

функция ва z =  lg у  функциянинг суперпозициясидир.
2.2.8. Ошкор ва ошкормас функпиялар. Юцорида кур- 

сатилганидек, /  функция х ва у  узгарувчиларни богловчи 
ва у  га нисбатан ечилган

У — ft*)

тенглама билан берилиши мумкин. Бундай берилиш функ
циянинг ошкор берилиши дейилади.

Масалан,
у  =  2х +  1, у  =  х*. у  =  2* , у =  lg X.

Агар /  функция х ъа у  узгарувчиларнинг богловчи ва 
у га нисбатан ечилмаган тенглама билан берилган булса, 
у ,\олда функциянинг бундай берилиши ошкормас бери
лиш  дейилади.

Масалан, ошкормас куринишда берилган ху  =  1 функ- 
цияни царайлик. Бу тенглама ошкор куринишда у  — 1/х 
тенглама билан берилиб, у хар бир ноль булмаган х ций- 
матга унга тескари у  сонни мос цуяди. Бунда равшанки:

Х  =  {х £/ ? ,  х Ф  0}, Y  =  (y  6/ ? ,  у Ф  0}.

Ошкормас куринишда берилган функция тенгламасини 
у  га нисбатан ечиб, функциянинг ошкор 1гринишига ута
миз (амалда бунга >;ар доим ^ам эришиб булмайди).
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Ошкормас функция ни ифодалайдиган тенглама 

F(х, у) -  О

куринишида ёзилади.
2.2.9. Функциянинг параметрик берилиши. Иккита

х =  у  =  МП (2-2)
функцияни царайлик ва / нинг царалаётган узгариш со* 
^асида х — <р (/) функция инъектив деб фараз ^илайлик. 
У з^олда

t =  g(x) (2.3)

тескари функция мавжуд (2.2.6- пунктга царанг).
(2.3) ни (2.2) функцияларнинг иккинчнсига цуйиб,

У =  Mg(x))  (2.4)
ни хосил циламнз.

Шундай цилиб, иккита (2.2) функцняш^г берилиши 
(2.4) функциянинг берилишига тенг кучли эканини курсат- 
дик. Бу бевосита (2.2) нннг узидан \ам курнниб туриб
ди! з^и^атан, з̂ ар бир / ^иймат учун (2.2) дан х  вз у 
нинг бир-бирига мос бир жуфт ^ийматн топилади.

Функциянинг (2.2) куринишида берилиши парамгтрик 
берилиш, t эса параметр дейилади.

2.2.10. Элеменгар фунхциялар. Элементар функция
ларнинг классификацияси. Бу китобда биз камдаи- нам 
холлардан ташцари, э л е м е н т а р  деб аталадиган функ- 
цияларни цараймиз. Буларга цуйидаги функциялар синф- 
лари киради:

1. у  =  с, бу ерда с — const.
2. у  =  ж** — даражали функция.
Даражали функция учун: ц 6 R, Ц > 0  булгандагина

х  =  0 булади, агар ц бутун сон ёки ц =  2m +  1 ' (^уида

т — бутун сон) булса, у з^олда х 6 R', агар ц =  — ^ —
(бу ерда т —  бутун сон) ёки ц иррационал сон булса, 
у з^олда х 6 R+.

3 . у  =  ах , а 6 (0, 1) U (1, +  оо) — курсаткичли функ
ция.

4. у =  loga х, дс 6 (0, +  оо), а 6 (0, 1) |J (1. +  оо) — ло- 
гарнфмик функция.
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каби белгиланади.
Сюръектив акслантирншда X  тупламнинг турли нуцта- 

лари Y  да бир хил образга эга булйши мумкинлигини 
таъкидлаб утамнз.

X  даги ^ар бир х цийматга Y  даги битта у  ^ийматни 
мос келтирадиган ва аксинча, y £ f ( X )  нинг прообрази 
битта х  циймат булган акслантириш инъектив ёки «ичига» 
акслантириш дейилади ва

каби белгиланади.
Инъектив акслантирншда X  туплам бутун Y  тупламга 

эмас, балки унинг бир цисмига аксланиши мумкин.
Узаро бир цийматли «устига» акслантириш, яъни бир 

ва^тда инъектив ва сюръектив булган акслантириш биек- 
тив акслантириш дейилади.

Ушбу

X — ^  X : f  (х) =  хуст.

акслантириш айний алмаштириш. дейилишини айтиб ута- 
миз,

2,2.0. Тескари функция ^а^ида тушунча. Бисктив 
функциянинг хоссаси. Функциянинг торайиши. Энг аввал
«тескари функция» тушунчаси фа^ат инъектив функциялар 
учун киритилншини таъкидлаб утамиз.

X  туплам У га бирор f  инъектив функция ёрдамида 
акслансин:

Сунгра У0 =  f  (X),  яъни Y 0 туплам X  тупламнинг об- 
разн булсин:

Уо =  {У-У £ Y , y  =  f  (*)}•

У \олда f  инъектив булгани сабабли исталган у  £ Y t  
учун X  да у  =  /  (х) буладиган ягона (!) х £ X  элемент
мавжуд:

V I/ 6 К ,3 !  х € X, </ =  /  (х).



Бу билан Уо тупламда бирор функция аницланади. Бу 
функция /  функцияга тескари дейилади ва / -1 билан 
белгиланади:

У<Г^Г* X  ёки х  =  Г 1 (у).

Агар функция б и е к т и в  булса, у ^олда тескари 
функцияга тескари функция /  нинг узидир:

> ( Г 1)-1  =  /•

2.15.  м Л о л .  у  = *  V~x функция учун тескари функцияни 
ясайлнк. Бу функция узининг [0, +  оо) ани^ланиш со .̂ а сила инъектнв, 
Функцияни

* =  Уг> ' / €1° .  +  °°)
куринишда ёзиб оламиз.

Шундай цилиб, у — V  * функция учун тескари функция у  =  дс*, 
х  6  1°* +  00) Функция булади.

f  функция X  тупламда ^уйидагича берилган б^лсиш

X  тупламнннг бир цисми булган Х 0 ни олайлик:
Х 0 с : Х

ва
f0:X0-+ Y

функцияни х  6 да f0 (•*) =  f  (*) тенглик билан ани^- 
лайлик.

Бундай ^олда /0 функция f  функциянинг торайиши 
дейилади.

Юкорида царалган мнсолда х  6 !0, +  с»] даги у  — х% 
функция у =  хг, х в (— оо, +  °°) функциянинг торайиши- 
дир.

2.2.7. Функцияларнинг суперпозицияси >;акида тушунчч.
Айтайлик,

яъни
V  х  £ Х - *  у  6 Y, у =  Ф(дс) 

булсин. Сунгра яна



каби белгиланади.
Сюръектив акслантиришда X  тупламнинг турли нуцта- 

лари Y  да бир хил образга эга булиши мумкинлигини 
таъкидлаб утамиз.

X  даги ^ар бир к цийматга Y  даги битта у  цийматни 
мос келтирадиган ва аксинча, y € f ( X )  нинг прообраз» 
битта х  циймат булган акслантириш инъектив ёки «ичига» 
акслантириш дейилади ва

х £ у

каби белгиланади.
Инъектив акслантиришда X туплам бутун Y  тупламга 

эмас, балки унинг бир цисмига аксланиши мумкин.
Узаро бир цийматли «устига» акслантириш, яъни бир 

ва^тда инъектив ва сюръектив булган акслантириш биек- 
тив акслантириш дейилади.

Ушбу

X — U  X : f ( x )  =  xуст.

акслантириш айний алмаштириш дейилишини айтиб ута
миз,,

2,2.6. Тескари функция хасида тушунча. Биектив 
функциянинг хоссаси. Функциянинг торайиши. Энг аввал
«тескари функция» тушунчаси фа^ат инъектив функциялар 
учун киритилишини таъкидлаб утамиз.

X туплам Y  га бирор f  инъектив функция ёрдамида 
акслансин:

Су игра Y 0 — f  (X), яъни Y 0 туплам X  тупламнинг об- 
разн булсин:

Y 0 =  {y:y  6 Y,  у  — f  (дс)}.

У \олда f  инъектив булгани сабабли исталган у  £ Y 0 
учун X  да у  =  /  (х) буладиган ягона (!) х  6 X  элемент
мавжуд:

V у € 3 !  х  6 X,  у  =  /  (х).



Бу билан У„ тупламда бирор функция аницланади. Бу 
функция f  функцияга тескари дейилади ва / _1 билан 
белгиланади:

V V l i r  X ёки х =  Г ‘ (у).

Агар f ~ x функция б и е к т и в  булса, у ^олда тескари 
функцияга тескари функция f  нинг узидир:

Г ‘Г 1 =  /.
2.15.  м не 6 л. у =  У х функция учун тескари функцияни 

ясанлик. Бу функция узининг [0, +  оо) аницланиш со.\асида инъектив, 
Функцияни

* =  f/€[°» +  00)
кУринишда ёзиб оламиз.

Шундай кклиб, у =  V  х функция учун тескари функция у  =■ х*9
* 6 [0» +  00) Функция булади.

f  функция X  тупламда цуйидагича берилган б^лсиш

X тупламнинг бир цисми булган Х 0 ни олайлик:
Х0 с Х

ва
f0:X0- + Y

функцияни х £ Х0 да /„ (х) =  f  (х) тенглик билан апиц- 
лайлик.

Бундай ^олда /0 функция f  функциянинг торайиши 
дейилади.

Юцорида царалган мисолда х £ [ 0 , +  оо] даги у  =  х* 
функция у =  х*. х 6 (— оо, +  оо) функциянинг торайиши- 
дир.

2.2.7. Функцияларнинг суперпозицияси ^ацида тушуичя.
Айтайлик,

яъни
V х 6 X — у  € Y, у  =  ф(х) 

булсин. С^нгра яна



5)м у = sin х; у  = cos х; у ■= tg х, х 6 ( — j  + пп,

+  пл у  =  ctgx, х 6 (лл, л +  лл) — тригонометрии 

функциялар.
6. у  =  arc sinx, х  6 [— 1» П; У =  arccosx, х 6 [— 1. П* 

у =  arc tgx, {/ =  arc ctgx — тескари тригонометрик функ
циялар.

у  =  arc sinx функция у  =  sinx функциянинг | -----у ,

оралицца торайишига тескаридир.

у  =  arccosx функция у =  cosx функциянинг [0, л] ора- 
лицца торайишига тескаридир.

у  =  arc tgx функция y =  tgx функциянинг  ̂ -у  ^

оралицца торайишига тескаридир.
у  =  arc ctgx функция у  =  ctgx функциянинг (0, л) ора- 

ликца торайишига тескаридир.
Функцияларнинг курсатилган синфларини элементар 

функцияларнинг э н г  с о д  д а  с и н ф л а р и деб атаймиз. 
Агар /(х) функция бу синфлардан бирига тегишли ёки 
бу функциялардан турт арифметик амални ва функция- 
ларнл суперпозициялашнн (функциядан функциялар 
олиш амали) ч е к  л и с о н  м а р т а  цулланиш натижасида 
э^осил цили ниши мумкин булса, у >^олда биз /  ни эле
ментар функция деб атаймиз. Масалан,

1ч г----г------- z оч 3* + 3 —*
1) У =  У  а* — х1, 2) у  = -----2— •

3) у  =  lgx2, 4) у  =  2хг,

5) у  — (х  1)*, 6 ) у ~ * ± 1

функциялар элементардир; у  =  |х| функция ^ам элемен
тар, чунки у i/ =  куринишда тасвирланиши мумкин.

1) Шундан ксйинги функциялар 10-бобда («Тригонометрик функция
лар») батафсил урганиладй. Бу функциялар ^ацида ^ис^ача маълумот- 
лар урта мактабда берилган.
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Ушбу
Р (х) =  а0х п +  а ^ - '  +  . . . .  +  а„_| х  +  а„

формула куринишида берилган функция бутун рационал 
функция ёки л-даражали кущ ад (полином) дейилади 

Ушбу
Р (*)

У Q (*)
(2.VS)

функция (бу ерда Р(х) ва Q(x)— куп^адлар) каср- рацио
нал функция ёки рационал каср дейилади. (2.5) рацио
нал касрнинг суратидаги Р(х) купхаднинг даражаси мах- 
раждаги Q(x) купхаднинг даражасидан кичик (катта ёки 
тенг) булса, у з^олда (2.5) тугри (нотугри) рационал 
каср дейилади.

2.2.11. Курсаткичли функция. 2.9- т а ъ р и ф. К ijpcam~ 
кичли функция деб

У =  а * , х 6 R, а 6 (0, 1) U (1, °°)

функцияга айтилади.
Курсаткичли функциянинг асосий хоссаларини эслатиб 

утамиз:
1) курсаткичли функция инъективдир;
2) барча х  6 R  Да ах >  0;
3) а 6 Да функция чексиз ортади, а 6 (0. 1) да 

функция камая бориб, нолга исталганча яцин цийматлар- 
ни цабул цилади.

Курсаткичли функциянинг бу хос- 
саларига мувофиц равишда унинг 
графиги а >  1 булганда цуйидаги 
хоссаларга эга (2. 11-раем).

1. График юцори ярим текислик- 
да, яъни ординаталар мусбат булган 
жойда жойлашган.

2. Оу укка параллел ихтиёрий 
т^рри чизиц график ни фацат битта 
ну^тада кесиб утади. •

3. Графикнннг икки нуцтасидан 
^нгрокда ётгани баландроцда жой
лашган, яъни чапдан унгга томон боришда график кута- 
рилиб боради.

4. Графнкда Ox J'K^a параллел исталган тугри чизи^- 
дан юцорида ётган н усталар бор. Графикда юцори ярим

2. 11- раем.
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текнслнкда Ох укда параллел цилиб утказилган исталган 
тугри чизикдаи пастда ётадиган нуцталар бор.

Графикни чап цисмини унгдан чапга томом кузата бор- 
сак. у Ох уэда борган сари яцинлашиб, гуё унга уриниш-

га з^аракат цилаётгандек куринади. 
Лекин график Ох уэда >̂ еч ^аерда 
уринмайди.

5. Ох укка паРаллел ва юцори 
ярим текислнкда ётган з̂ ар цандай 
тутри чизиц графикни фацат битта 
нуцтада кесиб утади.

6. Барча а ларда график (0,1) 
нуцтадан утади. Бу исталган мусбат 
а да

а° =  1
2. 12- раем.

б^лиши билан тушунтирилади.
а < 1  да у = а х функция графнги 2.12-расмда кур- 

сатилган куринишга эга булади.
2 .2.12. Логарифмик функция. Унинг курсаткичли функ

ция билан богланиши. Логарифмнинг таърифини эслатиб 
утамиз.

2.10-т а ъ р и ф .  N соннинг а асос буйича логарифми 
деб N сонни цосил цилиш учун а ни кутарши лозим б$л- 
ган даража курсаткичга айтилади, яъни

10t aN
N = а

2.11-т а ъ р и ф .  Логарифмик функция деб
у  =  loga х, х е (0, оо), а 6 (0, 1) U (1, оо)

функцияга айтилади.
у  =  ах нинг инъективлигига асосан з̂ ар цандай у  мус

бат сон а 6(0, 1) U (1,оо) булганда ягона
* =  logа у  .

логарифмга эга.
Шундай цилиб, у  =  а* ва у  =  loga * функциялар уза

ро боглангандир. Логарифмик функция ва курсаткичли 
функция орасидаги богланишни батафеил куриб чн^айлик.

Курсаткичли функция а сон даражаеннн даража кур- 
саткичнинг узгаришига богли^ долда узгаришини тавсиф-
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лайди; логарифмик функция даража курсаткични а сон 
даражасининг узгаришнга богли^ .у)лда узгаришини тав
сифлайди.

Бош^ача суз билан айтганда, курсаткичли функция 
сонни унинг а асос буйича логарифми узгаришнга богли^ 
^олда узгаришини тавсифлайди; логарифмик функция сон
нинг а асос буйича лагорифминн соннинг узгаришнга 6 o f-  
лн^ ^олда узгаришини тавсифлайди.

Берилган а асосли курсаткичли функциянинг цнймат- 
лари жадвали бир вацтда уша а асосли логарифмик 
функциянинг ^ийматлари жадвали булади.

у  =  а* курсаткичли функциянинг графиги бир вацтда 
х  =  loga у  логарифмик функциянинг )̂ ам графиги булади 
(2.11-ва 2.12-расмларга царанг), фа^ат бунда биринчи 
^олда эркли узгарувчининг цийматларн горизонтал уц^а, 
функциянинг цийматлари эса вертикал уцца цуйилган, 
иккинчи ^олда эса, аксннча, функциянинг цийматлари го
ризонтал у^ца, эркли узгарувчининг цийматлари эса вер
тикал у^ца ^уйилган.

а асосли курсаткичли функция ва уша асосли лога
рифмик функция бир-бирига тескари иккита функцияга 
мисол булади.

Одатда эркли узгарувчининг цийматларинн х  ^арфи 
билан белгилаш ва горизонтал уеда цуйиш, функциянинг 
цийматларини эса у  ^арфи билан белгилаш ва вертикал 
y i^ a  цуйиш ^абул цчлинган. *

Агар бу цондага амал цилинадиган булса, у  — ах 
функция учун тескари функция у  =  logax булади, 
у  =  log0x функциянинг графиги булиб эса у = а х функ
циянинг графигини у  — х 
тугри чизиь^а нисбатан 
симметрик алмаштириш (2.
13-раем), яъни .\ар бир 
М (а, Ь) нущтанн М, (Ь, 
а) ну^тага кучирнш восн- 
тасида хосил цилинадиган 
эгри чизи^ хизмат цилади.

Агар логарифмик функ- 
цияда асос кнлиб е =
=  2,71828182 8459045 . . .
(бу сон л ^и д а  3.1.4- ва
3.2.3- пунктларга царанг) 
сон цабул цилинса, у *олда 2.13- раем.
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бу логарифмик функция учун махсус белгнлаш цабул ^и- 
линади:

у  =  logfjt =  In*

ва бу функция х  нинг натурал логарифмы дейилади. 
Купинча а асосли

у =  \ogax  (2.6)
логарифмлардан бошка асосли логарифмларга утишга тут- 
ри келади. (2.6) логарифмнннг таърифи буйича бундай 
ёзиш мумкин:

х  =  аУ.

Бунннг унг ва чап томонларидан b асос буйича логарифм 
олиб,

logo* =  У 1°баЬ 
ни ^осил циламиз, бундан

l°gfra

2- БОБНИ ТАКРОРЛАШГА ДОИР САВОЛЛАР

1. Тупламлар га мнсоллар келтиринг.
2. Тупламнинг цисм туплами нима?
3. Тупламлар устнда асосий амалларнинг таърнфлар ини айтиб 

берииг.
4. Сон тутри чнзнп!даги иккита (ёпиц) интервал орасида узаро 

бир цийматли мослнк урнатинг.
5. \ а р  бир кишига унннг исминн мос цуямиз. Бу мослик киши л ар 

туплами ва исмлар туплами орасида Узаро бир цийматли мослик була- 
днми?

6. (.4, В, I, 5} ва {1, 2, 3, 4} тупламлар орасида неча усул би
лан -Узаро бир цийматли мослик урнатиш мумкин?

7. Цуйидагн тенгликларни исботланг:
1°. A ( ] B  =  Bf ]A.
2 \ (ЛПВ)ПС-АП(ВПО.
3°. А[ } В =  В[)А.
4°. (А()В)1)С =  А[) (В[}С) .
5°* и п ( в и О  =  И П Я ) 1 ) И П О .
6°. А[) (В( \ С)  =  (Л1}В)( ) (АЦС) .
7°. Af t A  =  Л.
8°. А[ }А =  А.
9°. i 4 U 0  =  А.
8. Функция (акслантириш) таърнфнни айтиб беринг.
9. Сонли функцияларнинг асосий характернстнкалари таърифларинн 

айтиб беринг.
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10. Тупламнинг берилган акслантирншдаги образн (прообразн) деб 
ннмага айтилади?

11. Тескари функция нима? ^андай функциялар учун тескари 
функция тузиш мумкин?

12. Функциялар суперпозицияси (мураккаб функция) нима?
13. Функциянинг берилиш усулларидан цаАсиларини биласиз?
14. Элементар функцияларни айтиб берннг; уларнннг анюумниш 

ва Узгариш со^аларинн курсатинг, графнкларини ясанг.
15. Курсаткичли ва логарифмик функцияларнинг хоссаларини ай

тиб беринг.

2-БОБГА ДОИР МА1ЩЛАР

1. f(x) я* х2 — 3* +  2 булсин, /(0), /(2), /(3) ни топинг.
2. f ( x ) = 2 x 2 — 4* +  5 булсин. / (— 1) =  /(3) эканлигига ишонч 

дои л  дилинг. К^Асн бирн катта: /(0) ми ёки /(1) ми?
Ф(3) — ф(2)

3. ф(ы) = и 2 булсин.------------------  ни хисобланг.
Ф(3) +  ф(2)

4. f(x) =  х2 - f  1 булсин. f(x +  2) нинг ифрдасини ёзинг.
5. f(x) =  х +  1, ф(х) =  х — 1 булсин.
л /U ) +  Ф(*) К*)  +  ф(у) % f(x) +  ф(у)

а) "7ГТ-------7 Т “. б) —  ■ — , в )----- --— -—  нинг нфо-
/ ( * ) — ф(х) f(x)y(y) f ( x y )

даларинн ёзинг.
6. ^уйндаги функциялар учун тескари функцияларнинг аналитик 

ёзувларинн (аннцланиш со^асини курсатиб)келтиринг:

a) y - j x - l ,  б) у  г= х1 , в) у  =  3х , г) у  =  V 1 — *5- .

7. у  =  (4 — и)*, м =  2х +  3 функциялар берилган. у = у  (х) функ-
цияни формула билан ёзинг.
8. /(*) =  V * 2 - ! ,  ф(х) =  х — 1 функциялар берилган. Куйидагв 

функцияларнинг аницланиш со^аларини топинг:
а) /(ф(*)), б) ф(/(*)), в) /(/(*)), г) ф(ф(х)).
9. /(«) =  I — и2, ф(х) =  1 —2дг функциялар берилган. /(ф(*)) функ

цияни формула билан нфэдаланг.
10. ^уйидаги функцияларнинг аницланнш со^аси ва $згариш со- 

фсини топинг:

а) У -= У Г Г Р  О У =  у Ь  •

в) У =  У х  — 1 г) у  =  V l  — X, 
д) у  =  У х *  — 4, е) {/ =. У Г * ],

1

и) У =  < t _  t » к) у  =  2х у  1 — X*.

И . Куйидаги функцияларнинг аншутаннш со^аси ва Узгарнш со**- 
сини топинг:
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12. Куйидаги функцияларнинг аннцланиш со.цаси ва узгариш со^а- 
Сини топинг:

а) у =  lg (■** — 3* +  2),
б) У =  !g (Jt* +  x +  1),
в) V =  lg (— х* +  х — 1).

13. Ушбу функцияларнинг цайсилари жуфт эканлигини курсатинг: 
а) у =  х* +  | х | ,  б) у  =  х* — х, в) у  =  х * + с ,

k
г) у  =  kx, д) у = х * —х, е) у  =  — ,

14. Ушбу функцияларнинг ^айсилари ток эканлигини курсатинг: 
а) у =  дс | д: I. б) у =  Ц х| — х |,  в) y =  l g | x | ,

г) У -  I lg* (. Д) У =  .

17. х =s 0 нуцтага нисбатан симметрии интервалда берилган исталгая 
/(*) функцияни жуфт ва тоц функциялар йигиндисн куринишида ёзинг.

18. у  =  f(x) функциянинг графиги буйича ушбу функцияларнинг 
графикларини цандай ясаш мумкин?

функция жуфт эканлигини курсатинг.

функция тоц эканлигини курсатинг.

а) У - * 1 ( х ) + Ь ,  б) у  =  Цх — а), в) y = — f(x),
г) y = k f ( x ) ,  а) У  =  f (  — x), t )  y =* f ( kx ) ,  
ж) y =  kf (m(x — a ) ) + b ,  з) y  =  f ( m x + n ) ,
•*) У =  /  (I * I). к) у =  | /  ( х ) ). л) Л =  | /  (I х |)|.
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3 - Б О Б

ФУНКЦИЯНИНГ ЛИМИТИ ВА УЗЛУКСИЗЛИГИ

3.1-§. Сонли кетма-кетликнинг лимита

3.1.1. Сонли кетма-кетлик натурал аргументнинг функ- 
цияси сифатида. N  туплам—натурал (бутун мусбат) сонлар 
туплами кн^орида айтиб утилганндек, ажойиб хоссага эга 
булиб, бу хосса натурал сонларнинг тартибланганлик цону- 
нн (аксиомаси) сифатида таърнфланган эди. Чунончи, х,ар 
цандай иккита ихтнёрий а ва b натурал сон учун ( v a ,  
b 6 N  учун) ушбу даъво уринли: ё а сон b дан кнчнк ёки 
тенг, ёки b сон а дан кнчнк ёки тенг. N  тупламнинг бу 
хоссаси сезиларли ва абстракт объектларни у ёки бу йул 
воситасида N  туплам элементлари билан боглаб, «санаш- 
га» имкон беради.

Юцорида айтилган фикримизни формаллаштириб, N  
тупламда бнрор

функцияии (акслаг. гиришни) аницлаймиз. N  тупламнинг А 
тупламга акслантирилиши А даги элементлар кетма-кет- 
лиги дейилади. Бунда А туплам, равшанки, исталган та- 
биатли объектлардан иборат булиши мумкин ва А даги 
элементлар кетма-кетлигининг берилиши ^уйидагнни 
англатади: А тупламнинг бнрор А' 1̂ исм тупламидаги ^ар 
бир а' элементга N  тупламдан олинган тайин бир п эле
мент мос ^уйиладн ва аксинча: v  n £ N  учун унга мос 
а' 6 Л'с=/4 элемент мос ^уйилади.

Акслантириш узаро бир цийматли булмаслнгн мумкин: 
А  даги бир элемент N  дан олинган турли элементл^рнинг 
образи булиши мумкин.

(3.1) функциянинг цийматларини латин алфавнтннннг 
кичик‘^арфлари билан белгилаб, уларни аргументнинг те
гишли цийматларига тенг индекслар билан ёзамиз:
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ai в  /(l)i at — /(2). • • • >ап /(и). • • •
ёки

{Ал} == flj, 02» • • • * Ant • • • (3*2)
бунда а„ (3.2) кетма-кетлнкнннг умумий %ади дейилади.

(3.2) кетма-кетликнинг элементларн албатта турЛича 
булиши шарт эмаслигини айтиб утамиз. Турли элементлар 
сони чекли ёки саноцли булади. »i

Шундай цилиб, бирор А т^пламдан олинган элементлар 
кетма-кетлнгинн бериш деган суз, бу исталган тайин бир 
сонга ( у и б ^ г а )  а  дан олинган тайин бир элементни мос 
цуядиган цонунни курсатиш демакдир, А' туплам объект- 
ларинн «санаш» шундан нборатки, берилган n £ N  элемент 
(номер) буйича бу номерга мос а 6 А' объектни курсати- 
шимиз мумкин.

Иккита

{CL,j} =  flj, Gg* • • • | ал, . . .  Ва |ft4} — frj, ^2» • • • brii . . .
кетма-кетликда N  дан олинган исталган п учун (V n £ N  
учун) ап =  Ьп булса, яъни бу тенглик айният булса, у ^ол- 
да бу кетма-кетликлар тенг дейилади.

3.1.2. Сонли кетма-кетликнинг лимити, унинг геомет
рик тал^ини. Лимит ^ацида иНтунтив тасаввур бирор «.\а- 
ракат» тутрисидаги тасаввур билан богланган. Тартнблан- 
ган N  туплам буйлаб харакатлана бориб, {о,,} кетма-кет
ликнинг .^адларн ^олатини кузата борамиз, яъни номер- 
нинг ортиши билан кетма-кетлик ^адлари шу кетма-кет
ликнинг лимити деб аталадиган бирор а сондан борган 
сари кам фарц килиши лознмлигини кузатамиз.

Бу тасаввурнинг табиийлнгнга к,арамасдан, ^атънй 
математик формулировка жиддий муло.\аза юритнш про
несении талаб этади. Энг аввал пировард макса дни аннц- 
лаб олайлик, чунончи биз учун кетма-кетлик ^адлари 
бирор а сонга чегарасиз я^инлашиши зарур. Бинобарин, 
бундай савол цуямиз: талаб цилинаётган яцинликка нима 
^исобига эришнш мумкин?

Умумий з^ади ап =  1/п булган

1 1  I  1  1  (3.3)
* * 2 ’ 3 ’ 4 ................-----------------

кетма-кетликни текширайлик. п чегарасиз» ортганда бу 
кетма-кетликнинг ^адлари борган сари кичиклашади, яъни
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нолдан борган сари нам фарц цилади. Х^ацицатан, кетма- 
кетликнинг 10-^аддан бошлаб, кейинги барча ^адлари
0,1 дан кичик, 1000-^аддан кейинги барча ^адлари 0,0001 
дан кичик ва ^оказо.

(3.3) кетма-кетликнинг зрдларини сон уцида нуцталар 
куринишида тасвирлаймиз (3 .1 -раем). Сон уцининг кетма-

i  . . .  1 1  i  / 1 
j ;  з г

3.1- раем.

кетлик ^адларига мос нуцталари 0 нуцта атрофида цуюц- 
лашаётганини куриш осон. Сон уцида маркази 0 ну^тада 
ва узунлиги 2е булган Re (0, симметрик интервал оламиз 
(е — и х т и ё р и й  мусбат сон). Агар е =  2 десак, кетма- 
кетликнинг барча .\адлари /?2 (0) интервалнннг ичида ёта- 
ди. Агар е =  0,2 дейдиган булса к, у ^олда б и р  н е ч т а  
дастлабки ^адлар, чунончи

1 1  JL 1  1
’ 2 ’ 3* 4* 5

лар/?02(0) интервалдан т а ш ^ а р и д а  ётади, биро^ аь дан 
бошлаб барча ^адлар, чунончи

1 1 1
6* 7 * 8 ’ * * *

лар /?02 (0) интервалнинг и ч и д а  ётади. Сунгра е ни янада 
кичик цилиб танлаб, масалан, е =  0,0001 ни олиб фацат 
биринчи 10000 та .^ад /?0000) (0) интервалга тушмаслигини 
куришимиз мумкин, шу билан бир вацтда а 100С1 дан бош
лаб, ч е к с и з  к у п  с о н д а г и  ^адлар /?0 >поо| (0) интервал
нннг ичига тушади. Келтирилган бу мулохаза исталган е 
учун уринлилиги равшан: чунончи е кандай килиб тан- 
ланмасин, биз доимо шундай кераклигича катта N сонни 
курсата оламизки, (3.3) кетма-кетликнинУ номери n ^ N  
булган барча ^адлари Re (0) интервалнннг ичида ётади ва 
фацат чекли сондаги

а ], я2, • • • $ ^ ;v—1 
^адлари бу интервалдан ташцарида ётади.
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Юцоридаги муло^азаларда иккита му.\им урин бор. 
Б и ри н ч и д а н, Rt (0) ннтервалнинг узунлиги ихтиёрий 
цилиб танланади, и к к и н ч и д а н ,  худди шу /?е(0) интер- 
валнннг узунлиги буйича, яъни е сон буйича шундай N  
сон танланиши мумкинки, кетма-кетликнинг номерлари N  
дан катта булган барча ^адлари Re (0) интервалда булади.

Энди кетма-кетликнинг лимити таърнфини айтишимиз 
мумкин.

Исталган е мусбат сон учун унга боглиц булган шун
дай мусбат N сон топилсаки, барча n ^ N  цийматлар 
учун

\ап —  а \ < г

тенгсизлик бажарилса, а сон {а,,} кетма-кетликнинг ли
мити дейилади.

Кетма-кетлик а лимитга эга (а сонга интилади) деган 
факт ушбу символик ёзув билан ифодаланадн:

• • 
lim а„ =  а.

Л—♦ оо

Шундай ^илиб,1*
(lim ап =  а) < - > ( у е  >  0, 3N  =  N(b): V n ^ N ,  ап £ R t (a)}.
п—+оо

3.1- м и с о л .  Умумий ^ади 1/л га тенг булган (3.3.) кетма-кет* 
ликиинг лимитиии топннг.

Е ч и л п ш и. ап =  1/п га эгамиз. lim ап ни топиш талаб ^или-П-+оо
нади. Юцорнда келтирилган муло^азаларга асосланиб, бу лимит нолг» 
тенг деб тахмин цилишимиз мумкин. Таърифга биноан, бу тахминнинг 
тутрилигнни курсатишимнз, яъни олдиндан берилган исталган е со» 
буйича шундай N  =  yV(e) сонни тэпншимиз кераккн, барча л >  N  лар

учун — — 0 <  е тенгсизлик ёки 1/л <  е тенгсизлик бажарнлсин, бу  
л

тенгснзликдан л >  1/е.
У ^олда =  [ 1/е] +  12) деб олиб, цуйидагнни д о и л  ^иламнз:

Ve ни танлаб, барча л > Аг =  [1/е] +  1 лар учун — — 0 < е  тенг*
I п

сизлик бажарилади деб и;ионч билан айта оламиз, яъни, биз бу ерда 
шундай N номерни курсатдиккн, бу номердан бошлаб (3.3) кетма-

1) (а) даъво \ап —> а | < в  тенгсизлик бажарилганда в»  
фацат шундагина маънога эга б?лади.

2) [х ) нфода х дан катта булмаган энг кичик бутун сон.
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кетликнинг барча ^адлари нолнннг е- атрофига тушади, бинобарин, О 

сони {I/я} кетма-кетликнинг лимнтндир: lim — =  0.
ПтгЮО П

Кетма-кетлнк ^адларининг ^олатини уларнинг номер- 
лари чексиз ортганда урганиб, {а,.} кетма-кетлик бирор а 
сонга интилади деган даъвонинг аник таърифини келтир- 
днк. Бироц бу даъвони урганиш билан бир каторда, шу
нингдек, ушбу даъвонинг мазмунини ,\ам ондинлаштириш 
зарурлиги равшан: {а,,} кетма-кетлнк Ь сонга интнлмайди. Бу 
даъвони символик тарзда бундай белгилаймиз:

lim а п ф Ь .
П-+оо

Бу даъволарнинг бир-бирига царама-царши эканлигинн 
куриш осон, шу сабабли улардан бирннчисининг ани^ таъ- 
рифига эга булган ^олда иккинчисининг ани^ таърифини 
оддий инкор цилиш нули билан .\осил цилишимиз мумкин. 
Чунончи: шундай мусбат е сон мавжуд булсаки, исталган 
N  сон учун

\ап — Ь | > е

тенгсизлик бажариладиган п номер топилса, b сон {ап} 
кетма-кетликнинг лимити булмайди.
Шундай цилиб,

^ lim а„ ф  b'j < ->  (зе >  0 : v N ^ n (n  >  N), ап £ Re(b)).

3 . 2 - м и с о л .  (1/л) кетма-кетликнинг лимити I га тенг эмаслиги* 
«и (Нт(1/л) ^ .1) курсатинг.

Е ч и л и ш и .  е =  1/2 деб олиб, V п >  2 учун

тенгсизлик бажарилишнни ку рамиз. (3.4)
Демак, V N учун п ни шундай танлашимиз мумкинки, натижада 

<3.4) тенгсизлик бажарилади, жумладан, N > 2  б^лса, п = N  деб олиш 
кифоя.

Шундай цилиб, керакли е сон топиладн ва ^ацикатан *ам

Н ш  —  1.
Пт* оо П

Агар {ая} кетма-кетлик чекли а лимнтга эга булса, у 
яцинлашувчи кетма-кетлик дейилади. Шунингдек, бу ^олда 
кетма-кетлнк а сонга я^инлаишди деб \ам айтилади.
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Осонгина ишонч зуэсил цилиш мумкинки, {а„} кетма* 
кетлнк чекли лимитга эга булса, у з^олда у ч е г а р а л а н -  
г а н, яънн шундай М О сон мавжудки,

V n | а„ | <  М. (3.5)

Х,аци^атан з̂ ам, бу куйидагидан келиб чи^ади: истал
ган е >  0 учун {ап} кетма-кетликнинг Л̂ (е) — 1 чекли сон
даги з^адларигина Re(a) дан ташцарида ётади, демак, бу 
сонларнинг з^аммасн абсолют циймат буйича бирор М, > 0  
сондан ортиц булмайди. Кетма-кетликнинг цолган барча 
з^адлари учун эса ушбу ба.узга эгамиз:

\ап — а | < е v n > /V (e ).
Шу сабабли

К 1  =  1а +  ая — a l < M  +  | a« — а | < | а |  +  е v n >  Щг),  
демак,

| o „ | < | a |  +  e V n > A ,(e).

Энди (3.5) баз^о Гринли булиши учун
М == шах (М,, | а | +  в) (3.6)

деб олсак кифэя.
\ а р  ^андай кетма-кетлик з̂ ам лимитга эга деб уйлаш 

керак эмас. Аксинча, з^атто чегараланган кетма-кетлик з̂ ам 
лимитга эга булмаслиги мумкин.

Масалан, у мумий хади

булган кетма-кетликнинг чегараланганлиги равшан (М =1), 
лекин бу кетма-кетлик чексиз марта навбатма-навбат — 1 
ва + 1  цнйматларни цабул цилиб, лимитга эга эмас.

Юцорида биз а лимит бирор ч е к л и  сон деб фараз 
цилдик. Энди 4-со ва — оо х о с м а с  лимитлар .\а^ида 
тушунча берамиз.

Агар
V E >  О, 3 N = N ( E ) : V n > N ,  ап >  Е

булса, {а,,} кетма-кетликнинг лимнти +  хосмос сонга 
(а ,.,-»+ оо) эга деб айтамиз.

Шунга ухшаш, агар
V E  >  О, ?N  =  N(E) : v n  >  а„ <  — Е
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булса, {ап} кетма-кетликнинг лимити — со хосмос сонга 
(а,,-> —  со ) эга деб атаймиз.

Лимити -+• оо (хосмас сон) булган кетма-кетликка мисол 
сифатида умумий >̂ ади

а„ =  пг
булган кетма-кетликни олиш мумкин.

Х,аци^атан ?̂ ам, Е  исталган мусбат сон булсин. пг> Е  
тенгсизлик барча п >  N  =  [] £ ]  -И  лар учун бажарилади. 

Шунга ухшаш, умумий ^ади
ап — — пг

булган кетма-кетликнинг лимити — оо хосмас сонднр.
3.1.3 Кетма-кетлик лимитининг ягоналиги ^а^идаги 

теорема.
Бу пунктда кетма-кетликнинг лимити мавжуд деб тах- 

мин цилиб, бу лимитнинг ягоналиги масаласини, яъни 
битта кетма-кетликнинг узи икки ва ундан ортн^ турли 
лимитга эга булиши мумкинми ёки йуцлиги масаласини 
урганамиз.

3. 1-т е о р е м  а. Агар {а„} кетма-кетлик лимитга эга 
б^лса, бу лимит фщат ягонадир.

И с б о т и .  Тескарисини фараз циламиз. Айтайлик,

lim а., =  х 1 ва lim ап =  хг (ххф  хг) (3.7)
П-+00 П—*00

булсин. У ^олда ихтиёрий е >  0 ни танлаб, цуйидагиларнн 
айта оламиз:

3  N t **Nt (е), у л > Л Г г: \ап —  хх| < е
ва

3  N% =  N i (е), v n  >  Nt: \ап — х2\ <  г.
Сунгра, ;

N  =  max (Nv N t) v
ни танлаб, учун

\an —  Xi\ <  г ва \ап — хг\ < г  

га эга буламиз, бундай эса

1*1 — **1 =  К*1 — ап) +  (ап —  **)| <  |хх — 4,1 +
+  К  —  * i |  <  2е .
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Агар
О <  в <  '-*■ ~  -»1-

десак, зиддиятликка келамнз.
Шундай ^илиб, змддиятга келдик, бу эса (3.7) тахмин- 

нннг нотуррилигини исботлайди. Теорема исбот и;илинди.
3.1.4. Монотон кегма-Ker.iHK.iap. Кетма-кетликнинг, 

унинг лимити нинг таърифларини ^араб чицишда биз кет
ма-кетликни аншугайднган функция бирон-бир махсус 
хоссаларга эга деб .\еч цаерда тахмин ^илмадик. Масалан,

1 2  3 л
3 ’ 4 ’ 5 .............. л +  2 • • • •

кетма-кетликни текшнрайлик. Бу кетма-кетликнинг j^ap 
бир ^ади узидан олдинги ^аддан катта. Х,а^и^атан,

— П+ 1 — 1 2 , 2 _  п
«+| n +  l + 2  п +  3 п +  2 п + 2  ~ ап'

яъни

а ч+|
Ушбу

П- * \ + Ха п < а v n

хоссага эга булган {а„} кетма- кетликлар монотон усувчи 
(камаймайдиган) дейилади.

Х^длари an< a n+l у „  булган кетма-кетликлар цатъий 
монотон С/сувчи дейилади.

Шунга ухшаш, ,\адларн а „ > а я+1 у л  булган {а,} кет
ма-кетликлар монотон камаювчи (усмайдиган) дейилади. 

^адлари

ап > a n+i v n

булган {а„} кетма-кетликлар ь^атъий монотон камаювчи 
дейилади.

Масалан,
1, 1/2, 1/3........... 1/л, . . .

кетма-кетлик катънй монотон камаювчиднр.
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Монотон кетма-кетликлар узларининг лимнтларига фа- 
цат бир томондан: унгдан ёки чал дан я^инлашиши мум
кин.

Лимитга эга булган т е б р а н у в ч и  кетма-кетликлар 
^ам мавжудлигини айтиб Утамиз. Масалан,

__I 1 ____£ _L /_1у» «L* 2 * 3 ’ ' п ’ * * *
Бу кетма-кетлик нолга унннг иккала томонндан инти- 

ла борнб, я^инлашади.
Монотон кетма-кетликлар энг содда хоссаларга эга.
3.2-теорем а. Ю^оридан чегараланган монотон ijcye- 

чи {а„} сонли кетма-кетлик чекли лимитга эга бдлиб, бу 
лимит {а..} тупламнинг аник, ю о̂ри чегараси билан устма- 
уст туишди.

И с б о т и. {а„} тупламнн царайлик. Бу туплам R (R  — 
барча а̂ци^ий сонлар туплами) га тегишли ва ю^оридан 
чегараланган, яъни

а„ < М, бу ерда М  <  +  оо.
Демак, бу туплам

"•**' а = sup {а,,}
ани^ юцори чегарага эга. а сон {а„} кетма- кетликнинг ли- 
мити эканлигинн исботлаймиз.

Биринчндан, а — юцори чегара, демак, барча п лар 
учун

Оц <  а; (3.8)
нккннчидан, а анн  ̂ ю^орн чегара. Демак, v e > 0  учун 
шундай Н N топиладики,

а у >  а — е
буладн. У ^олда ал+1> а п га асосан V « > N  учун

ап>  а — в 
ни \оспл циламиз ва (3.8) дан

а„ <  а +  е 
эканлнги келиб чнцади. Демак,

|а„ — а] <  е v n > A f ,  
яъни биз таърнф буйича lim ап = а эканлигинн курсатднк.

П-?+ ОО
Теорема исбот ^илинди.
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3.1-эслатма. К^уйидагини ^аид ^иламиз: агар {ап} 
кетма-кетлик монотон усувчи ва ю^оридан чегараланмаган 
булса, у ^олда равшанки,

lim ап = 4-оо,
П - ¥  00

бу ерда +  оо берилган {а„} кетма- кетлнкнннг хосмас лн- 
мити.

^ацицатан,
V  Е >  О 3 S ,a N> E

ва {a;i} кетма-кетликнинг монотонлигнга асосан сунггн тенг- 
лик барча п >  N  лар учун бажарнлади, бу эса

lim ап = -f  оо
Л—»оо

эканлигини англатади.
Шунга ухшаш даъволарни монотон камаювчи кетма- 

кетликлар учун таърифлаш ва исбот ^илиш мумкин.
3.3-теорема. Агар {ап) сонли кетма-кетлик монотон 

камаювчи ва цуйидан чегараланган, яъни
* ап^-т, т >  — оо
булса, у холда бу кетма-кетлик %амма вацт чекли ли
митга эга.

Кетма-кетлик монотон камаювчи ва ^уйидан чегара
ланмаган булган \олда эса, унннг хосмас лимити — оо 
булади.

Келтирилган теоремаларнинг ажойиблиги шундаки, 
уларда лимит олдиндан маълум эмас. 3.2 ва 3.3-теоре- 
малар уларда курсатилган улард а кетма-кетликнинг ли
мити ёки хосмас лимит мавжуд деб даъво цилади. Шу 
габабли бу теоремалар кетма- кетлик лнмитининг мавжуд- 
лик теоремалари номини олган.

Бир му^им мисол ни курайлик.
3.3-мисол. Ушбу

e« = ( l  + 1 )"  (л = 1, 2____ ) (3.9)
кетма-кетлик берилган булсин. Бу кетма-кетлик лимитга 
эгами ёки йу^лигинн аницлаш талаб ^илинади.

Ечилиш и .  Биринчи галда бу кетма-кетлик монотон 
усувчи эканлнгига ишонч ^оснл цилайлик. ^ацицатан, кет
ма-кетликнинг умумий ^адини Ньютон биноми формуласи 
буйича ёйиб, КУЙндагини ^осил циламиз:
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, I _ I _i_n(n — \) I , n (n - l) (n - 2 )  I .
V  + т ]  = 1 + n’ ~n i / -  я  +  — m —

. n  ( n —  \) . . . (л— £+1) J_ | | n (n — 1)... (П — Л+1) 1 1-2... А ’л*-*"*"’1' 1-2...Л 7*
ёки

( ч - Я = 2 + ^ ( | - 5 - )  +

+ 5i('--S-)(J - 4 )   ̂ ••• + М | - т ) - ( | - !^±)-
Бундан

1___ !_>1---Ln + I n ’

булгани учун

°н+1 ^  а"
эканлиги келиб читали.

Иккинчи галда (3.9) кетма-кетлик юцорндан чегара- 
ланганлигини курсатамиз:

fl/i<2+ +  ••• +  ^ [< 2 +^- + ^ +  ... + 2й=:< 3.
Ф

Бундан (3.9) кетма-кетлик 3.1-теоремага асосан 2 ва 3 
соилари орасида ётган чеклн лнмитга эгалиги келиб чи- 
Кади. Бу лимит одатда е з̂ арфи билан белгиланади:

е = lim (1 + -1 ) .
п~*ос\ /

е сонининг унлн касрга ёйилмасининг биринчи бир 
нечта рацамини ёзамиз:

е = 2.718 281 828 459 045 ...

3.1.5. Чексиз кичик кетма-кетликлар. Нолга тенг ли- 
митга эга булган {а„} кетма- кетлик чексиз кичик кетма- 
кетлик дейилади.
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Кетма-кетликнинг лимити таърифидан (3.1.2-пунктг& 
царанг) бевосита цуйидаги келиб чицади: агар

V  е > 0  3 jV = W (е): V  л >  \ап\ <  е
булса, {а*} чексиз кичик кетма-кетлик булади.

Бош^ача суз билан айтганда, (ал} кетма-кетликнинг 
етарлича катта номердан бошлаб, барча  цийматлари нол- 
нинг исталганча кичик е-атрофида булса, {а„} чексиз кн- 
чик кетма-кетлик булади.

Чексиз кичик кетма- кетликларни грек алфавитининг 
биринчи кичик ёзма ^арфлари билан белгилаймиз:

Ы  {рл}, Ы -
{<ап} кетма-кетлнкнннг цийматлари ва унинг а лимити 

орасидаги богланишни ани^лаймиз.
Айтайлик,

lim Ая = а (3.10)
П—*оо

булсин. У з̂ олда у е > 0 ,  ЗЛг = Лг(е) буладики, 
учун

|ап — а\ <  е
тенгсизлик ёки

а — г.< ап< а  + г (3.11)
тенгсизлик бажарилади.

Чексиз кичик кетма-кетликнинг таърифи буйича энди 
{а„ — а} кетма-кетлик ни чексиз кичик кетма-кетлик деб 
,\исоблашимиз мумкин:

{ап-  а) = {«„}, (3.12)
ва демак,

ап = а +  а„,
яъни чекли лимитга эга булган кетма- кетлнкнннг циймати 
лимитдан чексиз кичик кетма- кепигикнинг у мумий \адига 
фарц цилади. (3.12) тенглик {а,,} кетма-кетликнинг ций- 
матларини ва унинг а лимитини боглайднган тенгликдир. 

Энди {а,,} чексиз кичик кетма-кетликнинг, яъни
lim ап ■= 0

П~Г+(Х>

булган кетма-кетликнинг баъзи бир энг содда хоссаларинн 
куриб чи^амиз



3.4-теорема. Чекли сондаги чексиз кичик кетма- кет- 
ликлар йигиндиси чексиз кичик кетма- кет.шкдир.

Теорема ни исботлаш учун иккита чексиз кичик кетма- 
кетликнинг йишндиси чексиз кичик кетма-кетлик булиши- 
ни курсатиш кифоялиги равшан. Айтайлик, ап ва Р„ (п = 
= 1, 2,...) чексиз кичик кетма-кетликлар булсин. Биз а„ +  
+ РП(п = 1. 2 . . .  ) >̂ам чексиз кичик кетма-кетлик були- 
шиии курсатншимиз зарур.

Ихтиёрнй е >  0 ни танлаймнз, у >рлда tj = е/2 деб 
олиб, шундай N i ва аГ2 ни топамизки,

I ® Л ;  ^  ^  ^ 1 »

|рп|< е „ n > N t 
булсин. Сунгра N  = шах (Nv дейдигаи булсак, п >  N  
булганда

]а„| <  е, ва |Р„! <  
булади деб айта оламиз. Бундай

К  + р„| < К! + |р„|<у + у  =е ул>м
Шундай цилнб, V  е >  0 учун 3 Л' = N(e) буладнкн,

V  учуй
|а„ + Р, 1<е

тенгсизлик бажарнлали, демак, {а„ -f Р„} чексиз кичик 
кетма- кетликдир.

Теорема исбот цнлиндн.
3.5-теорема. Чекли сондаги чексиз кичик кетма-кет

ликлар купайтмаси чексиз кичик кетма- кет шкдир.
И с б о т и. {а „} ва {р„} чексиз кичик кетма- кетликлар 

булсин. {а„ р,,} ,\ам чексиз кичик кетма-кетлик булишини 
курсатамиз.

Ихтиёрий е >  0 ни танлаймиз. У у)лда ^  = V  Е яеб, 
шундай N i ва Nt ни топамизки,

1«/»| <  Pi V  П > дг, ва |Р,;| <  Pj V n > iV 2. 
булсин. Сунгра N = max (N lt Nt) деб олиб,

|a(i|< e , ва |P„\<elt V n > JV  
булишини айта оламиз. Бундай

k-Pnl = I = |a„!-|p„|<  V ~ i- V  * v  п > N.



Демак, {ап-Р„} чекснз кичик кетма-кетлик. Теорема исбот 
^илиндн.

3.6-теорем а. Чегараланган кетма-кетликнинг чек
сиз кичик кетма- кетликка купайтмаси чексиз кичик кет
ма кетликдир.

И с б о т  и. {а,,} чегараланган кетма-кетлик, яъни
|а„| < М, М <  + оо

ва {а,,} чекснз кичик кетма- кетлик булсин. {ап а„) чекснз 
кичик кетма-кетлик булишини курсатиш лозим.

к> 0  ихтиёрий ва е, = е/М булсин, е, > 0  буйича шун
дай M = N (el ) ни топамизки, у л > Л '  учун

Ы  <
булади, у з̂ олда агар п > N булса,

\Оп • «я| = |о„| • 1«„| <АЬ ̂- =е.
Бундан

lim (ап ап) = 0.
П - ю о

Теорема исбот цилинди.
3.1.6. Чексиз катта кетма-кетликлар ва уларнинг чек

снз кичик кетма-кетликлар Си лап Соглаииши. Олдинги пункт- 
да чекснз кичик кетма-кетликларни, яъни лимити 0 га тенг 
булган кетма- кетликларни куриб чицдик. Математик ана
лиз ва унинг татбицларида ^адлари абсолют ^иймат буйича 
чексиз усадиган кетма- кетликлар з̂ ам муз̂ им роль уйнайди. 

Агар п-» оо да
к |- *  +  оо (3.13)

б^лса, {а,,} кетма- кетлик чексиз к а тта  кетма-кетлик 
дейилади.

Бу цуйидагнни англатади:
V  Е  > 0  3 N = N (Е): v  п>  N, |а„| > Е. 

Масалан,
{ ( -  \Г «’-} (3-14)

чекснз катта кетма- кетлик, чунки

{ К - 1Г  *•!>-<*■>
кетма- кетлнкнннг лимити + 00 дир.
€0



Агар {а,,} кетма- кетликнинг лимити +  оо ёки — оо 
булса, у зрлда {а,,} чексиз катта кетма-кетлик б^лишн 
равшан, чунки бу з̂ олда (3.13) уринлидир. Масалан, чега- 
раланмаган монотон кетма-кетликлар худди шу хилда 
булиб, улар чексиз катта кетма- кетликларнинг куп учраб 
турадиган мисолларндир.

(3.14) кетма- кетли« чексиз катта булганида, х;атто хос- 
мас лнмитга з̂ ам эга эмаслигини айтиб ^тамиз.

{а„} чексиз катта кетма-кетликнинг таърифидан келиб 
чицадики, бундай кетма-кетликнинг бирор етарлича катта 
п (n> N ) дан бошлаб барча цийматлари нолнинг Е - атро- 
фидан таш^арида ётади.

Чегараланмаган кетма- кетлик албатта чексиз катта 
кетма- кетлик булиши шарт эмаслигини айтиб утамиз. 
Даци^атан, чексиз катта кетма-кетлик учун

К \ > Е
(Е  — ихтиёрий з̂ аци̂ ий сон) тенгсизлик бирор N = М(Е) 
номердан бошлаб барча п номерлар учун бажарилади. 
Чегараланмаган кетма- кетлик учун бу тенгсизлик баъзн 

(е) номерлардагина бажарилиши мумкин. Масалан,
1, 0, 3, 0, 5, 0, . •. , 2 п -J- 1, 0, . . .

кетма-кетлик чегараланмаган, лекин у чексиз катта кетма- 
кетлик эмас.

Энди У^увчини икки зарур кетма-кетлик: чексиз кичик 
кетма- кетлик ва чексиз катта кетма- кетлик билан таниш- 
тирганимиздан сунг, бу кетма-кетликлар орасидаги богла- 
нишни аницлашимиз табиий.

3.7-те орем а. Агар {а„} чексиз ка тта  кетма-кетлик 
бфлса, ушбу

(л >  «о)иП
муносабат билан анщланадиган {а,,} кетма- кетлик чексиз 
кичик кетма-кетлик бдлади.

И с б о т и. {ал} чексиз катта кетма-кетлнк булсин. У 
*олда v £ > 0, 3 iV = /V (£) буладики, V « > iV  учун

|а„|> £ = 1/е 
тенгсизлик бажарилади. Демак,
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яъни {а.,} чексиз кичик кетма-кетлнкдир. Теорема исбот 
цилинди.

Тескари даъво з̂ ам шунга ухшаш исбот цилинади.
3.8- теорема. Агар {а„} чексиз кичик кетма- кетлик 

бдлса, у цолда

муносабат билан ашщланадиган {а„} кетма- кетлик чексиз 
к а тта  кетма-кетлик булади.

Шундай цилиб, чексиз катта ва чексиз кичик кетма- 
кетликлар орасидагн богланишни ани^ладик. Бу богланиш- 
га таяниб, чексиз катта кетма-кетликларнинг хоссаларини 
осонгина таърифлаш ва исботлаш мумкин.

Бир муз̂ им мисолни курайлик.
3.4- м и с о л. {qn} кетма- кетлик \q\ <  1 булганда чексиз 

кичик кетма-кетлик, булганда эса чексиз катта
кетма-кетлик эканлигини исбот цилинг.

Ечилиш и .  |^|<  1 ва е исталган мусбат сон булсин. 
К,уйидагини курсатамиз:

тенгсизликни царайлик. У  ни п га нисбатан ечамиз.

1<П<е=> № < е = ^ л  log,, \q\ <  loga е (а >  l )= »n>  [о̂ -

ни олиш мумкин. Шундай цилиб, {«т4}, |̂ [ <  1 чексиз ки 
чпк кетма-кетликдир.

Агар |̂ | >  1 булса, у з̂ олда

деб оламиз. Ун да {р"} чексиз кичик кетма-кетлик ва де
мак, {т4} чексиз катта кетма-кетликдир (чексиз кичик ва 
чексиз катта кетма-кетликлар орасидагн боглаииш з^и- 
дагн теоремага асосан). q >  1 булганда

ап = —, а пфО  (п > п 0)
а п

V  е >  0 3 Л' = N(e): V  n^-N, |<?"| <  е.
Шу мацсадда

И < е

(М < 1).
Демак, N = N  (е) сифатида
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lim cf1 = +  oo
rt- *ao

•

булишини, q<  — 1 булганда эса {<?"} кетма-кетлик лимитга 
эга эмаслигини айтиб утамиз.

^а^ицатан а̂м, бу кетма-кетлик чексиз катта булга- 
иида чексиз лимитгагина эга булиши мумкин эди, лекнн 
унииг бундай лимити .\ам йу ,̂ чунки кетма- кетликнинг 
^адлари ишора узгартиради ва v

\<Г\-*■ +  00.
3.1.7. Кетма-кетликлар лимитларининг баъзи хосса-

лари. Бу пунктда биз лимитларни амалда хисоблаш учун 
зарур буладнган энг оддий хоссалариии цараймиз.

3.9-те орем а. {а,,} кетма-кетлик яцинлашувчи (яъни 
лимитга эга), шу билан бирга lim ап — а бдлсин. У  цолда

Л-г+ОО

{с-а,,} '(с = const)
кетма-кетлик яцинлашади ва бу кетма-кетликнинг ли
мити

lim (с-а„)=>с lim а„ = с-а
П-г+ОО П—+ЭО

формула брйича %исобланади.
И сботи .  Агар ушбу

с-ап => с-а + а„ (3.15)
тенглик уринли эканлигини исботласак, теорема ?̂ ам ис- 
ботланади; бу ерда {а,,} чексиз кичик кетма- кетлик. Куйи- 
дагига эгамиз: »■

a.,= a + a„, (3.16)
бу ерда {а.,} чексиз кичик кетма-кетлик. (3.16) нинг икка- 
ла томонини с узгармасга купайтириб,

с-ап = С'а + с ос* 
ни ^оснл ^нламиз, шу билан бирга

сап =сс„
эканлиги равшаи булади1. Бундан (3.15) тенгликнинг 
Уринли булиши келиб чик,ади. Теорема исбот цчлинди.

1 58-бет, 3.1.5-пунктга царанг.
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3.10-те о рем а. (а„) ва {&„} кетма- кетликлар ягд.тла- 
шувчи, шу билан бирга

lim ап = a, lim b„ = b
Г

булсин. У :\олда

1п —  и ,  « и м  ип
П—юо п-+оо

{ап ± Ьп} (3.17)
кетма- кетликлар щинлашади ва бу кетма- кетликларнинг 
лимитлари

lim (а,, ±  bn) = lim ап ±  lim bn = a ± b
П—ЮО П—+ОС п—*оо

формулалар буйича %исобланади.
И с бот и. Агар

а „± Ь п = а ± Ь  +  уп (3-18)
рканини курсатсак, теорема исбот булади, бу ерда {у„} — 
чексиз кичик кетма-кетлик. Теорема шартига кура

а„ = а ±  а,„ b„ = b + р„, (3.19)
бу ерда {о,,} ва {Р„ }— чексиз кичик кетма-кетликлар. (3.19) 
тенгликларни цушиб ва чекли сондаги чексиз кичик кет
ма-кетликлар йипшдиси чексиз кичик кетма-кетлик 6f- 
лишини ^исобга олиб, талаб цилинаётган (3.18) тенгликни 
^осил циламиз. Теорема исбот цилинди.

3.11 - т е о р е м а. {а„} ва {Ь„) кетма- кетликлар щинла- 
шувчи, шу билан бирга lim ап = a, lim Ь„ = b булсин. У

П-+оо п-+оо
rfi.HHt

{ап‘Ьп) (3.20)
кетма-кетлик яцинлашади ва бу кетма-кетликлинг ли
мити

lim (an-bn) = lim a„-lim bn = a-b
П—»oo n—+oo n—+oo

формула б$йича цисобланади.
И с б о т  и. Агар

ab=*aa-bn +  у„ (3.21)
эканлигинн курсатсак, теорема исбот ь̂ илинган булади. 
\ацнцатан. a = a„ — ar.. b = bn — р„ га эгамиз ((3.19) га 
царанг). (3.19) тенгликларни купайтириб

<>• Ь = ап-Ьп — ап-р„ — Ьп-ап + а*.р„ (3.22)
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ни \осил циламнз. {а,,} ва (Ьп) кетма- кетликлар лимитга 
эга, демак, улар чегараланган1), яъни ап-р„, Ьл-а„ кетма- 
кетликлар чексиз кичик кетма- кетликдир. а„-ря кетма-кет
лик э̂ ам чексиз кичик кетма-кетлик. Шундай ^илиб,

— а„рп — у„, (3.23)

бу ерда {у„} — чексиз кичик кетма-кетлик. (3.23) ни (3.22) 
га цуйиб, (3.21) ни ^осил циламиз. Теорема исбот килин- 
ди.

3.12- т е о р е м а. {а„}, {Ьп} кетма- кетликмр щинла-
шувчи, шу билан бирга

lim а., =* а, lim bn = b, Ь Ф  О
П-ёЮо п** оо

бдлсин. У  \ojtda

{& } <3-24> 
кетма-кетлик щшлашади ва бу кетма-кетликнинг ли
мити

lim ап
11Ш Од оо __ а
поо° Ьп lim Ьп ~~ Ь

П*+ао

формула бдйича \исобланади.
И сбот  и. Биз цуйндагини к^рсатишнмиз керак:

■g— T  = V«. (3.25)
бу ерда {Vn} — чексиз кичик кетма-кетлик. (3.19) ни
(3.25) га цуйиб ва теигликнинг чап томонида керакли 
алмаштнришларии бажариб, цуйидагига эга буламиз:
а +  а „ а _  аЬ +  а„6 — аЬ — афп и ч 1 I~Ь + К--- Т----- М ^ Г К )  — *—я •

{а „Ь — ар,,} кетма- кетлик чексиз кичик кетма- кетликдир 
(нима учун?), • -р кетма- кетлик чегараланган (нима 
учун?) Демак,

___________________________  *  4 ; }

*) 3.1.2-пункт, кетма-кетлик лимити таърифини ва айни^са (3.5) 
форму лани царанг. г 1
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кетма- кетлик ^ам чексиз кичик кетма- кетликдир. Теорема 
исбот цилинди.

Бу пунктдаги теоремаларда кетма-кетликлар лимитга 
эга деб фараз ^илганимизни, 3.12-теоремада эса булувчи 
булган кетма- кетликнинг лимити ва ^адлари нолдан фар̂ - 
ли булишини талаб цилганимизни курнш цийин эмас. Эн
ди, равшанки, (3.17), (3.20), (3.24) кетма-кетликлар 
лимитларининг мавжудлиги ва уларни ифодалаш масала
сини .\озиргина айтилган фаразларнн цилмасдан ^ал этнши- 
миз, лозим. Бу ^олда биз ало^ида ^олатга дуч келамиз, 
чунки (3.17), (3.20), (3.24) кетма-кетликларнинг лимит- 
лари уларни ташкил этувчи иккала кетма-кетликнинг 
узгариш цонунига боглик, равишда турлича булиши ва ун- 
дан тацщари х,агго мавжуд булмаслиги ^ам мумкин.

Бир неча мисоллар курайлик.
3.5-мне о л. (дгп} ва {</„} катма-кетликлар берилган ва улар- 

нинг хосмас лимитлари мос равишда ^уйидагича булсин:
lim *„ =  +  оо, П т  уп = — оо. (3.26)

П **ао  оо

Ушбу *
П т  (хп +  уп) (3.27)
П-г*00

лимит иимага тенг булиши мумкинлигини ани^лайлик.

*п =  У л *  — 1» Уп = — п дейлик, у ^олда
lim  (хп +  чп) =  lim (т/ Я П Г \ — п) =  lim ____j_____________А
п -to o  П-+оо n^ too  - у п 2 _ _  1 п

Энди хп =  л*, уп =  —• л ^илиб танласак, у *олда

+  < » • ■ , - 4 - )  _  +  » .  Ни\оят,

хя =  (— 1)л +  л*, у =  — п2 десак:
lim (хп +  уп) =  lim [ ( - 1)'» +  л * - л * ] =  П т ( -  1)* .
П~& оо П-+оо п~ * оо

Охирги лимит мавжуд эмаслиги равшан.
Шундай цилиб, (3.26) кетма- кетликларнинг хосмас 

лимитлари бор булгани з̂ олда (3.27) лимит нолга тенг 
булиши, хосмас булиши ёки бутунлай мавжуд булмаслиги 
мумкинлигини куриб турибмиз, яъни кетма-кетликлар 
йигиндисининг лимити лимитлар йигиндисига тенг булмас
лиги мумкин.

Шундай цилиб, (3.27) лимитнинг циймати (3.26) хос
мас лимитларнинг к,ийматлари билан ани^анмайдиган
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урлла аницмаслик долети уринли деб айтамиз. Юцорида 
курилган ани^масликни символик тарзда бундай белги- 
лаймиз:

(+  оо) + ( -  оо). (3.28)
3.6-мне о л. {* „ } ва (ул) кетма-кетликлар берилган ва

lim хп = lim уп =■ 0 (3.29)
Л -Ю О  Л -rtOC

булсин. Ушбу

’  Л »  ~  (З.ЭО)
лимитнинг мавжудлик масаласиии, мавжуд бУлганда эса унинг циймят- 
лариии масаласнни кУрайлик.

Айтайлик,
хп =  1 /п, уп =  1/л* (3.3.1)

булсин, у *олда (3.31) ни (3.30) га цУйсак,
*

lim 1/п lim п =  +  оо.
П **оо  1/п* Л -*о о

СУнгра хп ■= 1/п9, уп =  1/л деймиз, у *олда 
lim я* _  lim J _  _  0
Л -* 0 0  у п  П - + 0 0  п

Ни^оят, агар хп =  (—* 1)« /п1, уп =* 1/л* бУлса, у ^олда 
lim J n _ =  lim 1)я

Г Л —*00 Л*+оо V * /

бУлади, яъни (3.30) лимит бу *олда мавжуд эмас.

Шундай ^илиб, олдинги мисолдаги каби, (^30) ли
мит (3.29) лимитларнинг ^ийматлари билан аншуганмай- 
ди. Биз

_0_
О

куринишдаги аницмасликка эга булдик.
3.7-мисол. Хосмас лимитлари

(3.32)

lim хп = lim f/л =  +  оо (3.33)Л«* 00 П*¥ 00 4
булган иккн а кетма- хетлик берилган бу. син. 

Бунда ни (3.34)
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«Уринишдаги кетма-детл икни царайлик. Бу *олда

-f- 00
(3 35)

кУринишдаги ани^масликка эга булишимизни куриш ^ийин эмас.
Китобхонга бу даъвони мусодил равишда, хп ва уп кетма- 

кетликлар сифатида турли даражали полиномларии олиб, мисолда 
к$рсатишни таклиф цнламнз.

Чунончи, бунда агар хп = Р(п), уп = Q(n) булса, 
Р(п) нинг даражаси Q(n) нинг даражасидан катта бул
ган цолда (3.34) кетма- кетликнинг хосмас лимити -f- оо 
га тенглигини, Р(п) нинг даражаси Q(n) нинг даража
сидан кичик б^лса, бу лимит нолга тенглигини, Р(п) ва 
Q(n) нинг даражалари тенг булганда эса лимит л нинг 
юцори коэффициентлари нисбатига тенглигини курсатиш 
лозим.

lim хп — 0, lim уп =  +  <юП—+00 Пт*00

3.8- ми со л. {Хп } ва [уп } кетма-кетликлар берилган ва 

булсин. У \олда
[хп • уп } (3.36)

кетма- кетликнинг лимити
О - оо

куринишидаги ани^маслик булади. Бу даъвони ймкита хусусий ^олда 
курса там из.

Хп =  1/л» Уп =  п%
булсин, у х,олда

Mm (* , уп ) -  lim ( Л  , ) B  +  at
п-+оо п-юО I п  I •

<— 1)Л
Хп =  — ---- , уп =  п булган флда (3.36) кетма- кетликнинг ли
мити мавжуд эмас (нима учун?)

Куриб чицилган мисолларни якунлаб, ^уйидагини ^айд 
цила оламиз: дастлабки кетма- кетликларнинг лимитлари- 
ни (ёки хосмас лимитларини) билган .\олда кетма- кетлик
лар устида ^атто элементар алгебраик амаллар бажариш 
билан ^осил ^илинган кетма-кетликнинг лимитини (ёки 
хосмас лимитини) з̂ ар доим ^ам ани^лаш нмконига эга 
эмасмиз, яъни ^уйидаги ани^маслик ,\олатн булиши мум
кин:
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Бу кетма-кетликларнинг лимитини топиш учун а̂р 
бир коикрет \олда дастлабки • кетма-кетликларнинг 
с т р у к т у р а с и г а  асосланадиган махсус усуллардан фой- 
даланиш зарур.

Бу пунктнинг сунгида кетма-кетлик лимитининг яна 
бир хоссасини куриб чицамиз, бу хосса кетма-кетлик ли
митининг мавжудлигини исботлашда ^ам, шунингдек, уни 
амалда х,исоблашда ^ам цулланиладн.

3.13-теорема. (а„), {Ьп} кетма- кетликмр щинлаш- 
син, шу билан бирга lim а„ = lim bn = с булиб, V  п >  NЛ 4*00 Л «too
да

On ^  Сп ^  Ьп
тенгсизлик бажарилсин. У щгда (сп) кетма- кетлик 
яцинлашади ва

lim с„ = с.
гы*т

И с бот и. Бирор ихтиёрий е0 сонни оламиз ва
V  п >  N0 да

|с„ — с|< е„ (3.37)
•

тенгсизлик бажариладиган N0(e0) сон топилишини курса- 
тамиз.

^ацицатан, кетма-кетлик лимитининг таърифига кура 
биз танлаган е0 сон буйича шундай N1 = N1 (е0) ва Nt =» 
= Nt (в0) ни топишимиз мумкинки,

\а„ — с\ <  е0 V  п >  Nt ва \b„ — с\ <  е0 V  п >  Nt
ёки

с — е0< а „ < с  + е0 У п > ^ ,  
с — е0<  <  с + е 0 V n > JV j  

б£лади. jV0 = max (А/, Nv Nt) ни олайлик. У  з̂ олда 
с — е0< а „ < с„ < b „ <  с + е0 v n > i V 0,

( + « ) - ( + 00). - ± £  , -®-, ( ) . (+ оо)0.

* Уцувчининг ди^цатини шунга жалб циламизки, кУрсатилган 
аницмасликлар барча ани^масликлар тупламини эмас, унинг фа^ат бир 
Кисминигина ташкил ^илади.
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с — е0 < <  с + е0, V n > N 0,
бундан эса (3. 37) тенгсизликнинг бажарилиши келиб чи- 
цади. Теорема исбот цилинди.

3.9-мисол. Ушбу чексиз камаювчи геометрик прог- 
рессиянинг з̂ адларн йигнндиснии топинг.

0> OQ, Q(f*, • • • i QQn • |<y| ^  1.
Бу кетма-кетликнинг биринчи п та з̂ ади йнгиндиси

s„ = а + aq + . . .  -fa?"- 1
ни царайлик. Маълумки,

яъни

а — aqn а а .
*> -  - i = r  — n r j  — П м  - Г

Демак,
а а -

Sn “  T=~q Г= Т  ‘ ^  •
аБу тенгсизликнинг ^нг томони---\ —q' УзгаРмао к?*

пайтувчи ва чексиз кичик кетма-кетликдан иборат
(3.4-мисолга гарант). Д ем ак,--- Г^о~ ^  чексиз кичик
кетма- кетлик, бу эса

Sn —
1 —  Я

айирма чексиз кичик кетма- кетлик эканлигинн англатади, 
демак,

lim s„ = ‘Л-e» оо 1 ~~~ <J
Шундай цилиб, чексиз камаювчи геометрик прогрессия- 
нинг з̂ адлари йнгиндиси ^уйидагича булади:

1 - q

3.2- §. Функциянинг лимити

3.2. 1. Функциянинг лимити тушунчаси. Энди а нук,- 
танинг бирор атрофида аницланган, лекин а ну^танинг 
узи да ани^ланмаган булиши з̂ ам мумкин булган
70



y =  f  (X )

функцияни к,арайлик.
Агар исталган >̂ар цаича кичик е > 0  сон учун шун

дай о = о  (е) >  0 сон топилсаки, ушбу
\х — о| <  о

тенгсизликнн цаноатлантирадиган барча х ф а  ^ийматлар- 
да

|/ (х )- А [< г
булса, А сонини f (х) функциянинг а нуцтадаги (ёки х -*■ а 
даги) лимити деб атаймиз.

х-* а да f(x) функциянинг А лимитга интилишини 
символик тарзда бундай белгилаймиз:

lim f (х) = А.
х-*а

Бош^ача айтганда, агар V e > 0 ,  30 = о (е) >  0 учун 
барча х 6 {*  | х Ф  а, х € Rt (а)} Да f (дс) € Rt (-4) булса, А 
сон f (х) функциянинг лимитидир, яъни х аргументнинг 
^ийматлари а сонга тенг булмасдан, унинг етарлича ки
чик атрофида ётса, / (х) функциянинг ^ийматлари А сон
нинг исталганча кичик атрофида ётади.

3.10-мисол. /(х) = х* булсин, 11т [(х)щни топамиз.
Х -*1

Е ч и л и ш и .  Функциянинг ^ийматлари жадвалнга асосланиб, из- 
ланаётган лимит 1 га тенг деб тахмин цилишнмиз мумкин. Бу даъвони 
исботлаш учун биз цуйидагини кУрсатишимнз зарур: цандай е > О 
сон олинмасин, у буйича шундай б > 0 сон топиладики,

|х — 1| < 6 (3.38)
бУлган х + 1 лар учун

I*1 — 1| < е (3.39)
тенгсизлик бажарилади. (3.39) тенгсизлихни

е
'х ~ 11 <-7 + Т  (3.40)

куринишда ифодалаймиз. |дг — 1|<1 буладиган х ларнигина а̂рай- 
миз, у *олда

I* +  1| -  \(* -  1) +  2| < \х - Ч |  +  2 < 3.
бундан



б < min | 
б^ладиган килиб танлаймиз, у *олда

I* —  1| < “з " <  |х + 1 |  ‘

Демак, (3.40) тенгсизлик бажарилди, яъни ихтиёрий е > 0 учун 
шундай б > 0 ни топдички, (3.38) тенглнкни к,аноатлантирадиган 
барча х лар учун (3.39) тенгсизлик бажарилади, у эса ^а^ицатан 
*ам

lim / (ж) = 1

эканлигини англатади.

Бу *олда ^ам, юцоридагидек, олднн А ну^танинг 
е- атрофи берилади (е  — функциянинг цийматлари А би
лан такрибан устма-уст тушиш аншушгн), сунгра а нуц- 
танинг 6-атрофи топилади (б — аргумент х ^ийматининг 
а билан такрибан устма-уст тушиш аницлиги).

Функциянинг лимити таърифида б-атрофнинг а ну^- 
тани уз ичига олиши шарт эмаслиги шу билан белгила
нади ки, функциянинг лимитини урганишда биз энг аввало 
функциянинг а лимит нуцта «атрофида» берилиши ва уз- 
гариши билан цизицамиз, а нуцтанинг узида эса функция 
берилмаслиги ^ам мумкин.

Функция лимитининг биз берган таърифн ю^орида цайд 
этганимиздек ушбу даъвонинг ани  ̂ ифодасидир: х аргу
мент а ^ийматга интилганда f (х) функция А лимитга эга. 
Бу даъвони яна \ам формаллаштиришга \аракат к,нламиз. 
Чунончи шундай (л , } кетма- кетликни аницлаймизки, V  л 
учун бу кетма- кетлик .\адлари f (дс) функциянинг ани^ла- 
ниш сох,аснга тегишли ва

lim хп — а
х~+оо

булсин, у ^олда
Уп = f ( X n )

тенглик билан аницланадиган (уп } кетма- кетлик учун
\\туп ^ А  (3.41)
П++ 00

б^лса, юцорида келтирилган конструкциямиз ушбу даъво
ни формаллаштиради: «функция ^ийматларининг бирор кет
ма-кетлиги А лимитга эга».

6 ни
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Агар (3.41) даъво ихтиёрий танланган {х„ } кетма- 
кетлик учун тугри булса, у з̂ олда А сон f (х) функция
нинг изланаётган лимити булиши уз-^зидан равшан.

Шундай ^илиб, функция лимитининг юцорида келти- 
рилган таърифндан бир оз бошцачаро  ̂ таърифни бериши- 
миз мумкин.

Аргумент цийматларининг lim х„ — а бЦлган исталган
П т *  « О

(х„ } кетма- кетлиги учун f (х ) функциянинг тегишли 
if  (х» )} цийматлари кетма- кетлиги А сонга тенг лимит
га эга булса, А сон / (х ) функциянинг х аргумент а га 
интилгандаги лимити дейилади.

Функция лимитининг иккита турли таърифи биргалик- 
да булиши учун биз улар нинг, яъни лймитнинг е, б- ат- 
рофлар тилидаги ва кетма-кетликлар тилидаги таъриф- 
ларинннг эквивалентлигини курсатишимиз зарурлиги та- 
биий.

3.14-теорем а.
lim /(х) = А • (3.42)
х-**а

бЦлиши учун аргумент цийматларининг f (х ) нинг аник- 
ланиш т$пламидан олинган ва а га щинлашадиган, ис
талган

lim хп = а  (3.43)
X -*0

кетма- кетлиги учун функциянинг тегишли цийматлари 
кетма-кетлиги (f (хп )) А га я^инлаилииш зарур ва 
етарли:

lim f (х„ ) = А (3.44)
/1*х»оо

И сб о т  и. Зар урлиги .  Агар (3.42) уринли булса, у 
з̂ олда (3.43) ни цаноатлантирадиган исталган {х„} кетма- 
кетлик учун (3.44) Гринли булишини курсатамиз.

(3.42) дан келиб чи^адики, ve > 0  учун з6=6(е)>0 
шундай ки,

\х — а |< 6
тешсизликни цаноатлантирадиган Vx, хфа учун

I/(х) — i4 |<  е (3.45)
Уринли булади. У  з̂ олда (3.43) Гринли булган исталган 
{х„} кетма-кетлик учун шундай N —N (t) номер мавжудки, 
Vn> N  учун
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\x„ — a I <  6.
Демак, vn> W  учун

| / (х ) - Л | < в .  (3.46)
Е т а р л и л и г и .  Агар (3.43) ва (3.44) уринли булса, у \ол- 

да (3.42) хам уринли булишини курсатишимиз лозим. Тео- 
реманинг бу цисмини тескарисини фараз цнлиб исботлай- 
миз. «

Айтайлик, исталган {*„} кетма-кетлик учун (3.43) ва 
(3.44) бажарилсин, лекин х аргумент а, хфа га интилган- 
да /(дс) функция А га интилмасин.

Бу цуйидагини англатади:
Ĥ o > 0, V 6 >  0, зх0 = х0(6), |дг0 — а | < 6, |/vx0)—

У цолда ушбу
в „ > 0, Н т 6 „« 0  (3.47)П**00

хоссага эга булган {б„} кетма-кетликни танлаймиз ва бу 
кетма-кетлик буйича шундай хп=хп(6п), хпФ а  кетма-кет
лик тузишимиз мумкинки,

|* „- а |< в „ | / W - A | > e o  (3.48)
булади. дс„ нинг тузилишига к$ра

lim xn *= а. (3.49)л«*со
Шу билан бирга {/(*„)} кетма- кетлик А га интилмайди, 

яъни биз (3.44) га зид хулосага келдик, теорема исбот 
цили иди.

Келтирилган бу теорема кетма-кетлик лимитииинг хос- 
салариии функция лимитига ^ам утказиш имкон беришини 
куриш цийин эмас.

Функция лимити таърифини аргумент ёки функция чек
сиз усувчи ёки камаювчи булган >̂ олда ифодалашни ки- 
тобхонга машц тарицасида тавсия циламиз.

Сунгра х нинг а га интилишига баъзи цушимча шартлар 
цушишимиз, чунончи

х — а >  О ёки х — а <  О
деб фараз цилишнмнз мумкин. Бу з̂ олда функциянинг 
аргумент лимит нуцтага бир томонлама як,инлашгаидагн 
лимитини ярснл циламиа.
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V e > 0  учун 36 = 6(e)> 0  шундайки, Vx. j t ^ a  да 
. / х — а < 6
учун

I I  (х) — А | <  в

тенгсизлик бажарилса, /1 сон /(х) функциянинг а ну^та- 
даги днг томон.шма лимити дейилади.

Унг томонлама лимит купинча / (а + 0) билан белги
ланади.

Чап томонлама лимит шунга ухшаш аницланади. 
V e > 0  учун 36 = 6(e) > 0  шундайки, vx , х ф а  да

а — х <  6
учун

I / (х) А | <  в
#

тенгсизлик бажарилса, Л сон f (х) функциянинг а ну^тадаги 
чап томонлама лимити дейилади.

Чап томонлама лимит одатда f (a — 0) билан белгила
нади.

Равшанки, /(х) функциянинг а га интилгандаги лимити 
иккала бир томонлама лимит мавжуд ва узаро тенг.

lim/(x) = limf(x)
х-+а—0

булганда ва фа^ат шундагина мавжуд булади.
3. 2. 2. Функция лимитининг мавжудлиги ^а^идаги тео- 

ремалар. Олдинги пунктда функциянинг лимити таърифини 
куриб чиццанимиздан сунг, цуйидаги саволни ^уйиш таби- 
ий: функцияга ^уйиладиган цандай шартларда к^рсатилган 
лимитнинг мавжуд булишига кафолат беришимиз мумкин. 
Бу оаволга цуйидаги теоремалар маълум даражада жавоб 
беради.

3.15-теорем а. /(х) функция бирор X  со^ада монотон 
усувчи ва а нуцта X  туплам учун цущланиил нуцтаси 
бдлсин, яъни V R t (a)$ х ф а , х 6 X. У  %олда агар f(x ) 
функция барча х g X  учун щоридан чегараланган:

f (x )< M  (3.50)

бдлса, у цолда х аргумент а га интилганда f(x ) функция 
чекли лимитга эга булади.
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И с б о т  и. (3.50) тенгсизликдан келиб чицадики, /(х) 
функциянинг образларн сифатида аницланадиган {f(x )} 
туплам:

x - V  =  {/(*)}
юцорндан чегараланган. У  ^олда бу туплам учун чекли 
ани  ̂ ю^ори чегара А мавжуд. Ана шу А сон изланаётган 
лимит булишини курсатамиз,

А аник юцори чегара булгани сабабли v e > 0  учун 
3*, шундайки, / (х0) >  А — е булади. /(х) функция моно
тон, демак, v x > x „  учун

f { * )>  А — в
тенгсизлик бажарилади. Лекин /  (jc) функция чегараланган, 
демак,

/(* )< А
бу ердан v e > 0  учун

f ( x ) - A  +  в
ни з̂ осил циламиз. Шундай цилиб, в *= а — хв( а #  + 00) 
ни танлаб, бундай хулосага келамиз: зе>0 учун 36 шун
дайки,

\f(x) — A \ < t  (3.51)
теш сизлик

|дс — а | < в
учун бажарилади.

Теорема а <  + оо булган *ол учун исбот кили иди. 
Агар я —*■ -f- оо б^лса, у ^олда 6 *= хв деб, бундай даъво 
Килишимиз мумкин: ve> 0  учун 36 шундайки, (3.51) тенг
сизлик барча х > 6  лар учун бажарилади. Теорема исбот 
Килинди.

3.2-эслатма. Шунга ухшаш даъво монотон камаювчи 
функция учун з̂ ам Уринли эканлиги равшан. Китобхонга 
бу даъвони мустакил исбот цилишни тавсия этамиз.

Шуни з̂ ам цайд цилиб утамизки, агар / (дс) фуннция 
монотон булиб, юкоридан чегараланмаган булса, у е > 0  
учун ях, шундайки, / (х , )>е булади; у з̂ олда у х > х 0 
учун / (х )>е га эгамиз, яъни /(х) бу з̂ олда Ь 00 га ин- 
тилади.

Энди бошца бир муз̂ им теорема ни царайлик, унда 
функция чегараланмаган деб ошкора равишда тахмин
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цнлинмаса-да, бнроь; функциянинг узи бирор махсус узга- 
риш структурасига эга деб фараз цилинади.

3.16-теорема, дс 6 (а—■о, а) ( J (а, а + б) учун /,(дс), 
ft(x), /,(дс) функциялар аницланган \амда

fi(x ) < U x ) < f,(x) (3.52)
ва

lini/^jc) = lim/,(x) = А
х*+а

бажарилган булсин. У  щгда f^x) функция %ам х -*■ а да 
лимитга эга, шу билан бирга

1 im /.(дс) =* А.
х++а

И с б о т  и. ео> 0  ихтиёрий булсин, у з̂ олда функция 
лимити таърифига кура збх >  0 шундайки, j дс — а | <  б, да

I Л(ж) — /41 <  е0 
Уринли ва 36, >  О шундайки, |дс — а |< б ,  да

|/а (■*) — ̂  | < ео *
бажарилади. У  з̂ олда

б0 = min (6, бх (е0), б, (е0)>
ни танлаб, |дс — а | < б 0 учун ушбу тенгсизликлар Уринля 
булишини курамиз:

А — е0 < /л (*) <  А + е0 
A — e0< fA x )< A  + e0.

Демак. теореманинг (3.52) шартига асосан |дг—а|<б да 
А — е0 <  /i (дс) < i4 + е0

ёки
I ft(.x) — А \< е0, 

бундан эса lim ft(x) = А келиб чицади.
х**а

а нуцта /,(дс), /*(дс), /,(х) нинг (3.52) тенгсизлик бажа- 
риладиган аницланиш со.\асига тегишли булиши х,ам, бул- 
маслиги з̂ ам мумкинлигинн цайд этиб утамиз. Биз теоре- 
мани биринчи з̂ ол учун исбот цилдик. Теореманинг а нуцта 
соз̂ ага тегишли эмас деган тахминда исботланиши юцорида 
цилинган мулохазанн сузма-суз такрорлашдаы иборат.

77



• Шунингдек, нуцта (fv ft, f„ функцияларнинг ^ую^ла- 
шиш ну^таси) чекли ёки чексиз узоцлашган булиши мум
кинлигини айтиб утамиз.

3.2.3. lim (1 -fjt)'7* ажойиб лимит ва унинг натижалари.
д г— ►О

Бу пунктда биз
у = (\ + х )>,х (3.53)

функциянинг х аргумент 0 га интилгандаги лимитини тек- 
ширамиз. Аргументнинг лимит цийматини текширилаётган 
функцияга бевоснта цуядиган булсак, символик тарзда 
I е куринишда ёзиладиган аницмасликни >рсил ^иламнз. 
Бу аницмасликни очиб бериш масаласини цуяйлнк. Бунинг 
учун функция лимитининг кетма-кетликлар терминлари 
тилидаги таърифидан фойдаланамиз. Чунончи, ихтиёрий 
{*„} чексиз кичик кетма-кетликни танлаб олиб,

{(1 +  Jcn)'/JCn > (3.54)
кетма-кетлик лимитга эгалигини исботлашимиз лозим. {*„} 
сифатида {1/л} кетма-кетликни оламиз: у ^олда 3.1.4-пункт
да курганимиздек,

lim f 1 + -Y* -  е. (3.55)
П-=>OQ \ tl J

Бу тенглик (3.53) лимит х,ам е сонга тенг деб умид и̂- 
лишга имкон беради.

Ихтиёрий {*„} чексиз кичик кетма-кетликни шундай 
танлаймизки,
. °< * „ +. < х* 

ва
\1тхл *» О
П*+ оо

булсин. У  у>лда

kn < I  <  *„ + 1 
• п 

тенгсизликни цаноатлантирадиган цатъий монотон усувчи 
натурал сонлар кетма-кетлиги {кл) доимо топилади. Ю^о- 
ридаги тенгсизликдан

Т£+1< Х я < Ъ '
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( ,+ ш ) ‘*-« '+ *« )'""  < ( '+ i ) ‘" +'
ёки

( 1 + е т )  Л+ ( ‘ +  * Г п )  < ( 1+ Jf" ) 1/"', < ( 1+ r J  " ( 1 + Й -

Демак, (3.55) ва 3.13*теоремага асосан
Нт(1+дг„)|/ДГп = е. (3.56)

П-г+ОО

{хп} (х„ <  0) кетма-кетликни
limx„ = 0
Л-*0©

буладиган цилиб танлаб ва янги кетма-кетликни уп= —хп 
тенглик билан аницлаб, цуйндагини з̂ осил к,нламиз:

Нгп(1+дся) |/Хп =  lim ( 1— уп)~ '1Уп = \\т /_!__ V7*'" **П*»00 n—+OQ П—ЮО \ 1 - Уп/

1~Уп
= lim (1 Н— ) Уп (1 Н— ) = е• 1.

п**ае \ 1 — Xп) \ \—Уп!
Шундай 1̂илнб, (3.54) кетма-кетликнинг лимити {*„} 

кетма-кетликни хо.\лаганча танлаганда з̂ ам е сонига тенг, 
яъни функция лимитининг кетма- кетликлар тилидаги таъ- 
рифига асосланиб,

lim (1 + дс),/х =е (3.57)
Х * + 0

деб даъво килишимиз мумкин.
(3.57) да у =  1/де десак,

^ . ( , +  v ) ' = e

^осил булишини к^риш осон.
Уш бу

Пгп ( l  +  т Гх«г*±оо\ *  J

лимит ^ам шунга 5*хшаш ^исобланади. Х аКикатан,

у *олда
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* Шунингдек, нуцта (fv /а, /3 функцияларнинг цую^ла- 
шиш нуцтаси) чекли ёки чексиз узо^лашган б^лиши мум- 
кинлигини айтиб утамиз.

3.2.3. lim (1 +дг),/дс ажойиб лимит ва унинг натижалари.
д :— ►О

Бу пунктда биз
у = (1 + х )',х (3.53)

функциянинг х аргумент 0 га интилгандаги лимитини тек- 
ширамиз. Аргументнинг лимит цийматини текширилаётган 
функцияга бевоснта цуядиган б^лсак, символик тарзда 
I м куринишда ёзиладиган аницмасликни ,\осил циламиз. 
Бу аницмасликни очиб бериш масаласини цуяйлик. Бунинг 
УЧУн функция лимитининг кетма-кетликлар терминлари 
тилидаги таърифидан фойдаланамиз. Чунончи, ихтиёрий 
{х„} чексиз кичик кетма-кетликни танлаб олиб,

{(1 +  хп)1,ж« ) (3.54)
кетма-кетлик лимитга эгалигнни исботлашимиз лозим. {*„} 
сифатида {1/л} кетма-кетликни оламиз: у ^олда 3.1.4-пункт
да курганимиздек,

lim ( l  + IY* = <?. (3.55)
Л-=»00 \  ft J

Бу тенглик (3.53) лимит ^ам е сонга тенг деб умид ци- 
лишга имкон беради.

Ихтиёрий {*„} чексиз кичик кетма-кетликни шундай 
танлаймизки,
, 0 <

ва
И тхн = О
П*+оо

булсин. У з̂ олда 

. п
тенгсизликни цаноатлантирадиган ^атъий монотон ^сувчи 
натурал сонлар кетма-кетлиги {*л} доимо топилади. Ю^о- 
ридаги тенгсизликдан

Т ь П < Х п < Ъ '
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у *олда

(' + о т  )‘'< 0  + '.)'""< (' + i ) ‘" +l
ёки

( 1+е т ) п+ ( ! + е т т )  <(1+JC*)1/'',< (1+i ]  "(1+й-
Демак, (3.55) ва 3.13-теоремага асосан

lim (l+ x (t) ,/Jt" = е. (3.56)
П т *  ОО

{*л} (хп <  0) кетма-кетликни
Птдс„ = 0
П * *  ОО

буладиган цилиб танлаб ва янги кетма-кетликни уп= —хп 
тенглик билан ашщлаб, цуйидагини ^осил цнламиз:

lim (!+ * „)|/х" = Um(1 —Уп)~ ',Уп= Um ( _ ! _ Y/1'n -
П**оо п—+оо п—+оо \ 1 —  Уп/

Шундай цилиб, (3.54) кетма-кетликнинг лимити {х„} 
кетма-кетликни хо^лаганча танлаганда а̂м е соиига тенг, 
яъни функция лимитининг кетма-кетликлар тилидаги таъ- 
рнфига асосланиб,

lim (l + х )х,х —л (3.57)х*+0
деб даъво цилишимиз мумкин.

(3.57) да у = 1/дс десак,

И т (1 +  1 ¥г- .у*±яо\ ч 1
*осил булишини к^риш осон.

Ушбу

П т ( l  +  ^ - Y = e "
* « * ± о о \  *  ]

лимит >̂ам шунга ухшаш ^исобланади. ^ацицатан,



С^нгра
lim  * .< ■ + « >  _  loe>,
*т»0 *

щ  курсаммиз. К^уйидагига эгамиз:

1 in) lim^loga(l+ x )=  lim log,, (1 + x)',x= log^1*
*«*0 X x-+0л л—*0

Ни^оят,

lim ** ~  1 = In a
x—О X

эканлигига ишонч ^осил ^илайлик. ^акицатан, а* — 1 = у 
деб белгилаб,

11т  а- — 1 =» lim ---- ---- = —!—  = In а
* ~ 0  X  „ - 0  1 0 ^ (1  +  у )  1оь,г

га эга буламиз.
3.2.4. Чексиз кичик ва чексиз катта функцияларии та̂ - 

цослаш. Чексиз кичик кетма-кетлик тушунчасИни ихтиёрнй 
функция булган ^олга умумлаштириб,

lim f(x) = О
х̂ а

б^лса, х аргумент а га интилганда f (х) функция чексиз 
кичик функция дейилади.

Шунга ухшаш, агар

lim / (ж) =  ±  оо 
х̂ а

б^лса, х аргумент а га интилганда f(x) функция чексиз 
катта  функция дейилади.

Чексиз кичик (чексиз катта) функциялар чексиз кичик 
(чексиз катта) кетма- кетликларнинг хоссаларига ухшаш 
хоссаларига эга.

1) СУнггн тенгликнинг т$лщ асосланишнни бу бобнинг кейинги 
пунктларида келтирамиз.
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дс аргумент а га интилганда чексиз кичик булган f(x) 
83 g (x) функцияларнн царайлик, шу билан бирга g(х)фО 
деб фараз циламиз.

Агар

Пт = 1 (3.58)
д~а g(x)

б^лса, х аргумент а га интилганда f(x) чексиз кичик 
функция g(x) га эквивалент дейилади. Бу факт бундай 
белгиланади:

1~g-
Агар

lim LH1 =, с (с Ф  0, с = оо) (3.5 )
х-*а g  (* )

булса, f(x) ва g(x) чексиз кичик функциялар бир хил ки- 
чиклик тартибидаги чексиз кичик функциыар дейилади. 

Агар

lim U&. = 0 '(3.60)
х - о  g  (* )

булса, х аргумент а га интилганда f (х) чексиз кичик 
функция g(x) га Караганда щори тартибли кичик функ
циями р. Бу \ол учун

/ (* ) “  о (*(*)}
б е л г и л а ш д а н  фойдаланилади.

Агар а нуцта атрофида
|/(дс)|<Л|*(дс)| (3.61)

тенгсизлик бажарилса /(х) ва g(x) чексиз кичик функ
циялар х аргумент а га интилганда

№ - 0 { g ( x ) )
муносабат билан богланган дейилади.

Олдинги пунктда биз х аргумент 0 га интилганда х 
ва In (1 + х) чексиз кичик функциялар учун (3.58) муно
сабат бажарилишини курсатган эдик, демак,

In (1 + х) ~  X.
х аргумент 0 га интилгандаги ех — 1 ва дс чексиз ки

чик функциялар >̂ам эквивалентдир.
е* — 1 — дг.
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дс аргумент I га интилгандаги 4 (jc — 1 )* ва (дс— I)* 
чекснз кичик функциялар бир хил кичиклик тартибндагн 
чексиз кичик функциялардир, чунки улар учун (3.59) му
носабат бажарилади.

дс аргумент 0 га интилгандаги 5дс4 чексиз кичик функ
ция 3 дс® га цараганда кичиклиги юцори тартибли чексиз 
кичик микдордир, ^акикатан,

>. 5г* |• 5х* п lim — в  иш —  = 0,
*-♦0 Зх* х-*о 3

ва демак, (3.60) муносабат бажарилади, яъни
5дс* =  о (Зле*).

Энди иккита чексиз кичик функциянинг эквивалентлик 
крнтерийсини курнб чи^амиз, бу эса уларни бирор тенглик 
билан боглашга имкон беради.

3.17-теорема, х аргумент а интилганда ва а нуц- 
танинг бирор атрофида g(x)=£0 булганда

f (x )~ g (x )
бу.пиии учун

f(x) = g(x) + h(x) (3.62)
булиши зарир ва етарли, бу ерда /г (дс) = o(g(x)).

11 с б о т и. З ар ур л и ги .  К,уйидагнга эгамиз:
h(x) = f(x) — g(x).

У ^олда
lim Ш  = Ит O fl= lS *L  = lim'M  _ lim * W  = 1-1=0.
x~+a g  (* )  jt-*a g  (x ) x**a g  (* )  x**a g  (* )

Демак, (3.60) тенглик бажарилади, ^ацицатан а̂м,
h(x) =o(g(x)).

Е тар л н л н ги .  (3.62) нинг нккала кисмини g(x) га 
буламиз:

у ^олда

/00 = j , Ш 9 
в (А 8 (х)

Нш Ш .-  1 + НтЦЗ-1.
и » а *  w  Х ~ а 8 ( * )

Демак, (3.58) тенглик бажарилади, яъни /(дс) ва g(x) 
микдорлар эквивалент. Теорема исбот цилинди.
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Чексиз катта функциялар а̂м худдн шундай тац̂ ос- 
ланади. Масалан, f(x) ва g(x) функциялар х аргумент а 
га интилганда чексиз катта функциялар б^лса, у ^олда

lim Ш  = о 
*->00 / (*)

булганда f(x) функция g(x) га Караганда ю^ори тартибли 
чексиз катта функциядир.

Функциялар купайтмасининг лимитинн ^исоблашда ку- 
пайтувчиларни эквивалент ми^дорлар билан алмаштириш 
мумкин, аммо бунда ми^дорлар эквивалентлик хоссасига 
тула аницланган нуцталар атрофида эга булишини >̂ амда 
чексиз кичик ва чексиз катта мицдорларнинг мутла^о 
таэдослаб булмайдиган жуфтлари борлигини ёдда тутиш 
зарур.

3.3-§. Функциянинр узлуксизлиги

3.3.1. Функциянинг ну^тада узлуксизлиги таърифи; 
аргумент ва функциянинг орттирмаси, узилиш турлари.
Бирор X  тупламда берилган /(х) функцияни царайлик. 
Агар f(x) функциянинг х аргумент х0 га интилгандаги 
лимити мавжуд ва /(х0) билан бир хил булса:

lim/(дс) = /(*„)= /(lim х),
х*+х9 х-+х9

у ,\олда f(x) функция х0£ Х  нуцтада узлуксиэ дейилади, яъни 
V e > 0  учун 36 = 6(e) шундайки, |х — дс0| < 6 тенгснз- 
ликни цаноатлантнрадиган V  х да | f(x) — f(x0) | <  е булса, 
f(x) функция х0 ну^тада узлуксиэ дейилади.

Функция лимитининг кетма-кетлнклар тилидаги таъ- 
рифидан фойдаланиб, бундай дейишимиз мумкин: х0 ну̂ - 
тага яцинлашувчи исталган { * „ }  кетма-кетлик учун

lim/(*„) = /(*„)
л-юо

тенглик уринли булганда ва фа^ат шундагина f(x) функ
ция х0 ну^тада узлуксиздир.

Юцорида келтирилган таърифни геометрик жи^атдан 
тасвирлаш учун функциянинг узлуксизлиги таърифини 
унинг у = f(x) графиги билан боглаймиз. Бунинг учун бн- 
pop е >  0 ни танлаймиз ва у = f(x0) тугри чмзщ буйлаб 
эни 2е булган полоса ясаймиз. У ^олда, агар функция
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3.2- раем.

буйлаб утган 2е энлн 
ётган цисмини уз ичига

узлуксиз булса, шундай б >  О 
топиладики, графикнинг дс=дс9 
тугри чизиц буйлаб утган ва 
эни 26 булган вертикал по
лоса ичидаги к,исми эни 2е 
булган горизонтал полоса ичи
да хам ётади (3.2-раем).

Агар функция х0 нуцтада 
узлуксизлик хоссасига эга 
булмаса, у ^олда х = дг0 TyF* 
ри чизиц буйлаб утган верти
кал полоса цанчалик энсиз 
булмасин, у доимо график
нинг у = /(дс0) тугри чизнц 

горизонтал полосадан ташцарида 
олган булади (3.3-раем).

3.3- раем.

Энди функция ва эркли узгарувчннинг бирор фиксир- 
ланган х0 нуцтадаги о рттирм аси н и  цараймиз. Айтай- 
лик, Аде = х — х0 эркли узгарувчининг орттирмаси, Д</ = 
= f(x0 -f А дс) — f(x0) эса функциянинг орттирмаси булсин.

3.18-теорема. Агар f(x ) функция х0 нуцтада уз- 
луксиз булса, у ,\олда

lim At/ = О

ёки х аргумент 0 га интилганда А «/■= о(1). Боищача с$з 
билан айтганда, аргументнинг чексиз кичик орттирмаси- 
га функциянинг чексиз кичик орттирмаси мос келади.
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И сбот  и. Агар f(x) функция х0 ну^тада узлуксиз б̂ л- 
са, у ^олда

Иш /(дс) = /(дс0).
х-*х,

Унда
lim by = lim (/ (дс0 + Аде) — /(дс0) ) =Ах-*0 х-+хщ

= lim(/ (х9 + х — х0) — /(дс0) ) = lim (/ (дс) — / (дс0) ) = 0.
Ж-*Х#

Теорема исбот цилинди.
Агар /(дс) функция X  тупламнинг ?qap бир ну^тасида 

узлуксиз булса, у ,\олда у X  тупламда узлуксиз дейилади. 
/(дс) функция lxlt дс,] да ани^ланган булсин. Агар

lim /(дс) = / (дсх) ёки lim /(*) = /(дс,) v
i-*x,+0 х-*х,—О

булса, мос равишда /(дс) функция дс, нуцтада унгдан уз
луксиз ёки дс2 нуцтада чапдан узлуксиз дейилади.

Агар функция кесманинг ички нуцталарида, чап учи- 
да унгдан ва унг учида чапдан узлуксиз булса, у кесма- 
да узлуксиз дейилади.

%амма элементар функциялар х нинг узлари мавжуд 
булган барча цийматларида узлуксиз эканлигинн исботлаш 
мумкин.

Элементар функцияларнинг исталган арифметик ком- 
бинацияси бу. комбинация миънога эга бдлган \ар бир нуц- 
тада узлуксиз. А'асалан, /(х) ва g(x) функциялар дг„ нуц- 
тада узлуксиз ва £(дс0) ^ 0  булса, у з̂ олда

h(x) =
куринишда аницланган h(x) функция х0 ну^тада уз
луксиз булади. Х>а̂ и̂ атан,

lim f{x)
lim = -!*•-! = h(xt).x-x. jW  hm х-мг.

Агар, ^уйидаги талаблардан камида бири бузилган 
булса, x9 ну^танинг атрофида ани^ланган f(x) функция х0 
ну^тада уэилишга эга деймиз:

1) ушбу лнмитлар мавжуд: Нш f(x) = f(x0—0)9 limf(x) =»д-*хв—О *«*x*-fl>
= / ( * о  +  0 );

2) /(*• — 0) ва /(х0 + 0) лимитлар чекли;
3) /(**• — 0) = /(х0 + 0);
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4) /(дс0- 0 ) = /(дс0 + 0) = /(*„)•
Бу талабларнинг цайсиниси бузнлишига цараб, х0 нуц- 

та мос равишда: 1) ашщмаслик нуцтаси, 2) чексиз сакраш 
нуцтаси, 3) сакраш нуцтаси, 4) йЦцотиб буладиган узи- 
лиш нуцтаси дейилади. Сунгги ^олда /(дс) функциянинг 
битта х0 нуцтадаги цийматини узгартириб, /(дс) ни х = х0 
нуцтада узлуксиз цилиш мумкин.

3), 4) узилишларни биринчи тур  узилиш, 1), 2) узилиш- 
ларни иккинчи тур  узилиш дейилади. Китобхонга муста- 
цнл равишда цуйидагини курсатишни тавсия циламиз: 
х = 0 нуцта у=  1/дс учун чексиз сакраш нуцтаси,

агар дс< 0  булса, — 1, 
у = sign х = аг*Р * = 0 булса, 0,

агар дс> 0  булса, 1
учун чекли сакраш нуцтаси, агар /(дс)

[О, дс <  0.
(3.63)

тенглик билан аникланадиган булса, /(*) + /(— дс) функ
ция учун йуцотиб буладиган узилиш нуцтасидир.

Агар /(дс) функциянинг X  тупламдаги узилиш нуцта- 
лари туплами чекли булса ва барча узилиш нуцталар би
ринчи тур булса, /(дс) функция X тупламда бС/лакли-узлук- 
сиз дейилади. (3.63) функция булакли-узлуксиз функцияга 
мисол булади.

3. 3. 2. Мураккаб функциянинг узлуксизлик шарти. Юцо- 
рида цайд этиб утганимиздек1', мураккаб функция тегиш
ли тупламларда аницланган иккита функциянинг суперпо- 
зицияси сифатида аницланади:

F(x) =  g(f(x))\
/<*) «Ы

(Е  с  X )---► (£' с  У )---* (£" <z Z).

3.19-теорема, /(дс) функция х0 £ Е  нуцтада, g(x) 
функция ха у0 £ £ ' нуцтада узлуксиз, шу билан бирга 
Уо = f (*е) бдлсин. У  цолда F (х) функция дс0 нуцтада уз
луксиз >$лади.

Исботи .  Функция лимитининг кетма-кетликлар ти* 
лидаги таърифидан фойдаланамиз. У ^олда исталган

1 2.2.7- пункт 38- Сетга к,аранг.



кетма-кетлик учун
lim F ( x „ ) « F ( ^ )
П “ +  ОО

тенглик уринли булишини курсатишимиз зарур. ^ацицатан 
f функциянинг узлуксизлигига асосан (3.64) хоссага эга 
булган исталган { * „ }  кетма-кетлик учун

lim f(x„) = f(x0) = y0
тшт

га эгамиз, у ^олда g(x) функциянинг узлуксизлигига асо- 
сан ^

lim уп = у0
я о оо

булган {</„} цийматлар кетма-кетлиги учун

1ш « Ы - « ( » . )  (3.в5)

лимит уринли. Демак,
У„ =  1(х„)

цилиб оладиган булсак, (3.65) тенглик уринли булади. 
Шундай ^илиб, исталган { * „ }  кетма-кетлик учун

lim g(f(xn) )  = g (f(x0) ),
П*»00

ЯЪНИ
lim F(x) = F (x0).

Теорема исбот цилинди.
Энди, 3.2.3*пунктда курилган лимитларга ^айтиб. у 

ерда ^илинган муло^азаларни тула асослашимиз мумкин:

П т (3 б4)

lim '■’«■«+*> - f a g . l l m ( l + « r  '

Шунга ухшаш:
,  lim H i^i = In а. 

v ~ o  У

Яна бир лимитни курайлик: 

lim < L + *> ln i -  П т  -  1 .т  -
хоо х х**о т  In (1 + х) х

87



яъни биз дг-*0 да чексиз кичик булган 1(1 + х)т — 1) ва 
х мицдорлар бир хил кичиклик тартибида эканлигинн кур- 
сатдик.

3.3.3. Узлуксиз функцияларнинг баъзи хоссалари. ёпиц
интервалда узлуксиз булган функцияларнинг баъзи хос- 
саларини исботсиз келтирамиз.

3. 20-теорема (В ей ер ш тр асс теор ем аси ) .  Агар 
у — f (*) функция 1а, Ь] ёпщ интервалда аникланган ва 
узлуксиз бдлса, у %олда бу [а, Ь\ тупламда камида бит
та  шундай х = хх нуцта топиладики, функциянинг f(xx) 
циймати

f (дсг) >  / (х). V  х € [а. Ь]
муносабатни ^аноатлантиради.

[а, Ь\ ёпщ интервалда, шунингдек, камида битта шун
дай х = хг нук,та топиладики, функциянинг / (ж,) киймати

/(*»)</(*). V x £ [a ,b ]
муносабатни цаноатлантиради.

M = /(*i) кийматни f(x) функциянинг [а, 6] ёпнц ин- 
тервалдаги энг катта  киймати деймиз. т  — f(xt) циймат- 
ни f(x) функциянинг [a, fc) ёпи  ̂ ннтервалдаги энг кичик 
циймати деймиз.

3. 21- теорем a. y = f(x) функция (a, тупламда 
аникланган ва узлуксиз \амда лг,, х2 € нуцталарда бирор 
/(х,) = A, f(xt) = В к,ийматларни цабул цилсин. У  \олда 
А ва В сонлар орасида ётувчи С сон цаядай булмасин, 
камида битта шундай с£|а, Ь\ ну^та топиладики, f(c)— 
= С булади

3. 1-натижа. Агар у = /(дс) функция \а, Ь] тупламда 
аникланган ва узлуксиз булса, у цолда бу функция (а, Ь] 
тупламда узининг энг катта  ва энг кичик цийматлари 
орасидаги исталган цийматни камида бир марта цабул 
цила ki.

3. 2- н а т и ж а. Агар у = f(x) функция (а, Ь] ёпщ ин
тервалда аникланган ва узлуксиз \амда бу кесманинг уч
ла рида турли ишорали цийматлар цабул цилса (f(a)f(b )< . 
< 0) у \олда (а, Ь) интервалнинг ичида камида битта 
шундай х — с ну^та топиладики, бу нуцтада функция 
нолга айланади.

f(c) = 0, с 6 (в, Ь).
х — с нуцта у — f (дс) функциянинг ноли (ёки илдизи)

дейилади.
вв



1. Кетма-кетлик деб нима га айтилади?
2. Кандай иккита кетма-кетлик тенг дейилади?
3. а нуцтанинг е- атрофи нима?
4. Кетма-кетликнинг лимити деб нимага айтилади?
б. 1̂ исм кетма-кетлик нима?
6. Якинлашупчи кетма-кетлик иккита лимитга эга булиши мум

кинми?
7. Монотон Усувчи юцоридан чегараланган кетма-кетлик лимитга 

эгами?
8. Монотон камаювчи цуйидан чегараланган кетма-кетлик ли

митга эгами?
9. ^андай кетма-кетлик чексиз кичик (чексиз катта) дейилади?
10. Чексиз кичик ва чексиз катта ке ма-кетликлар орасида цан- 

дай богланиш бор?
11. Лимитнн ^исоблашда ^айсн *олда аницмаслик ^олати юз бе- 

ради?
12. Функциянинг е, 6- атрофлар тилидаги лимити нима?
13. Функциянинг кетма-кетликлар тилидаги лимити нима?
14. Моно^он функция цайси ^олларда лимитга эга?
15. Кандай чексиз кичик миедорлар бир хил кичиклик тартибида 

эквивалент дейилади?
16. Кайси *олда бир чексиз кичик функция иккинчисига а̂рагян- 

да ю^ори тартибли кичик дейилади?
17. f(x) функциянинг х0 нуцтадаги узлуксизлиги нима?
18. f(x) функциянинг узилиш нуцтаси нима?
19. Мураккаб функциянинг узлуксизлик шарти нимадан иборат?

3 - Б О Б Г А Д О И Р М А Ш К Л А Р

3- БОБНИ ТАКРОРЛАШ УЧУН САВОЛЛАР

1. п -►оо да хп = 1 + — кетма-кетлик 1 сонига тенг 1имитга
эгалигини кУрсатинг.

2. п оо да

кетма-кетликлар 2 сонига тенг лимитга эгалигини кУрсатинг. 
Кетма-кетликларнинг лимитларини топинг:

a) xn =  2 +  ^ .

П-+оо П 2

6 .  И ГЛ  ------------------------ -
п**оо ( 3 П +  1 ) (Я  —  1)

9. lim (л +  1)(л +  2 )(я  +  3) .
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Исботланг: 

10I. lim + =■ в. 11. lim |a + ̂  j = a.

12. lim т!г =  0. 13. lim ( — т ]П  =  0.ОО 4 П'* 00 \ J

14. lim (  ( ~ w!) ]  = 0 .
П * ¥ OO \  ’  /

Кетма-кетликларнинг лимитларини топинг:

*б.^Ит (2  -  16.Jim  6 +  ji- y

18.r _ (- L ± t iV L ) .

Ажойиб лимитдан фойдаланиб, (3.1.5-пунктга царанг) кетма* 
кетликларнинг лимитларини топинг:

л л ( ,+ - Г  * * ( ' - £ ) ’ 

» - * К Г  я - л (« - т 1 Г
23. lim п { 1п (п +  3) — Inn }. 24. Vim /1 { In n — In (n +  2) ).n—►ОО П—+ОО
25*. К,уйидаги

■•имитни исботланг ва е =  0,01 га мос W ни топинг. 
е, Л- атрсфлар тили да исботланг:

26. lim (дг — 3) = 1. 27. lim (3 — 2jc — х*) =  4.*-*2 jr—►—1
28. lim (2х — I) =  5. 29. lim jr* =  4. 

х-*3 х-+2
Лимитларни топинг.

„ * + » .  31. lim (3 - 2 *  +  **+ 4 **).
Й  ЗЛГ+2 '1̂

 0
32. lim ( / 7 + 2 -  К * ^ ) -  33- И т 7 + б 'ж-*2 «-6  А ^  и

X 4-1 .. 2х — I
34- lim ^ r z i r + 2 '  ” • " 7  " ^ М + Гд“* Г
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.
ва —  куринишдаги ани^масликларни очиш. Лимитларни топинг:

36. П т
Здс* +  5х —  1,

х-+±оо 2** 7 * +  3

Здг— 1.
37- J5 . S +т 

39-IIm S r i rx«»ioo л T W

40. lim V~x-6x  
X***+oo 3-JT I 

x1 — 9
«• “ " 1Г П Г

x* — 4
44. lim — T o ' ***—2 * ' ^

4 6 - " ™ S  / 3 *  -  3 '

41. lim 7x* +  1 . 
4x* — 2jc— 16

43- “Гз ** -  2*- з‘
x* —  X  —  2 

45. lim — . . . ‘ x— i *3 + 1
x8 — x* — x 4- 1

48. lim
x«*0

V x  +  4 - 2 .
X

ут+ ~х  — > T ^ C .

49. lim K 4+ * + * * ~ 2 •
X ^ - l  X  +  1

50. lim
x«*0 X

51. limш 2 x* — 2x

ланп
oo— oo. куринишдаги ани^масликларни очиш. Лиыитларни *исоб-

52. И т (V x *  + 8* +  3 ) —  У х *  +4* +  3).
Х<»+оо

53. lim ( — !----- m2 \
Х*+\\ х— 1 X 1— 1 /ж*—1

54. 11т (У * *  +  Зх — х ).х«*±оо
56. lim (х — У  х* — а* ).х**±оо

lim (1 +  х ),/х=»е ажойиб лимитдан фойдаланиб, лимитларни топинг* 
х**0

55. Н т (У х *  +  х+ 1—У ^ Г Г Т )  
x-r>-f-°°

5мь(̂+зЬ)-
59. lim ( y i * Z T T - y i r Z 4i) .

60. Н т (1 — 4x) (1 х)/*.х-*0
2х— !\2*

61. Н т(1 + 2 х ) ,/ж.МО
62. lim

х*»±оо
/ 2дс— 1 у
\2х +  1/ 63. И т

Х-*±оо(•+4-Г-
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Функциянинг чап томонлама ва Унг томонлама лимитини топинг. 

66 ^  ~  х + 2i,{x~ 3)' *~ *3'

в7‘ f e r r - ~ K

68. М  =■---Т/Г-• х~+°-1 f  21/х
Функция узлуксиз эканлигинн исботланг:

69. /(*) =  х*. 70. f(x) =  2х. 71. /(х) - j n p T f l '

Функцияларнинг узилиш ну^таларини топинг ва узилиш характе- 
рини ашцланг:

72. у =  _ £ — . 73. у -  х* — 25

+ 2 jc* + 6x* + llx + 6

3 - Б О Б Г А  Ж А В О Б Л А Р ,  К У Р С А Т М А Л А Р  В А  Е  Ч И-
Л И Ш Л А Р

1. Е ч и л и ш и .  хп =  1 -f-i- га эгамиз (3.1.2-пунктга царанг).п
Исботлаш учун ихтиёрий е>0 сонни танлаймиз. N ни шунчалик кат
та цилиб танлаймизки, барча n>N лар учун 1 /л<е тенгсизлик бажа- 
рилсин. Бунинг учун iV =  [ 1 /еJ ^илиб олиш етарли, N ни бундай тан» 
лаганда барча n>N лар учун \хп — 1| < е ни ^осил циламиз. Демак, 
кетма-кетлик лимитининг таърифига асосан: lim хп =  I.

П «**оо

3. Е ч и л и ш и .  Касрнинг бугун цисмини ажратамиз:
в. Зл +  2 Зл +  3 — 1 „  3(п +  1) 1lim --- — =  hm -----------=  lim —----- — — lim

П +  1 П-+ЭО п 4 "  1 п-юо П - f -  1 п~+ооП - j -  1

=3 — Jim 1 — .
п-+оо fl ~г 1

1-----------„  „  Зл +  2 Jim ----— = 0  ни исботлаш мумкин. Демак, lim ----- -—  = 3.
nw*oo tl -J- 1 Пж* 00 Л +  1

Шу мисолнинг Узини цуйндагнча ечиш хам мумкин. л дискрет Уз- 
гарувчининг ю^ори даражасини танлаймиз. Бизнинг мисолда бу л дир. 
Касрнинг сурат ва махражини ^адма-^ад л га бУлиб, цуйидагини о̂-
сил циламиз:



lim

Зл 1
л + л
Л IП—юо I _
Л ' Л

Лимитнинг хоссасидан фойдаланиб (3. 1. 7- пунктга царанг), куйи- 
дагини \осил циламиз:

lim ( — + -М Iim3 + lim-L
П-+ о о \Л  Л  / п-*оо п—*оо Л

lim [— + -М lim 1 + lim —
П-*оо\ Л  Л  / П-г+ОС Пч»оо Л

1/л кетма-кетлик л-^оо да чексиз кичикдир (л-^оода чексиз катта л 
миедорга тескари миедор сифатида), шуиииг учун

г  Зп  +  2 3 +  0 0
+ ' ч + о  “ 3-

Ж  а воби. 3.
4. Ж а  воб и. 3.
5. Е ч и л и ш и. Бу мисолда л нинг ю^ори даражаси 2 га тенг; 

касрнинг cypjT ва махражини а̂дма-̂ ад л* га б У лам из:
2л J_  1  J_  

lim"*+ п*
rt-*ao~̂ i---------f  =  l l r t l ------------- Г *"  J . 1  Лт»00 J ,

/ ?  Л* 1 +  Л*

Касрнинг сурати 0 га интилади, махражи эса ^згармас сон, демак,
Ж  а войн. 0.

6. Ж  а воб и. оо.
7. Ж а  воб  и. 2.
8. Ж  а воб и. 2.
9. Ж а в  об и. 1.
10. Ихтиёрий в>0 ни танлаймиз ва \хп — а\ < е ёки

^.о| =  — <е ни цараймиз, бундай — nlg2 <lge, демак, У

цолда изланаетган N — М(г) богланиш N =  | кУринишда була

ди. Биз шундай N = N(t) ни топднкки, S/n>N учун |хп — а| <е тенг

сизлик бажарилади, демак, lim (a — i  ) =  а.
п-+ 00 \ /

И. Ихтиёрий е > 0 сонни танлаймиз. Ушбу айирмани ^арайлик:

(а_̂Ь

. (- 1 )" I К— 1] 
- в | - | а  +  - ^ Г  - а  -

(—in  1
П 1



таърифга кУра 1/п* ифода е дан кичик булиши лозим. W =  [l/Ve J 
цилиб олсак, Vn > N уч 
эса цуйидагини англатадн:
цилиб олсак, V  п > N учун |дг„ — а\ =-!— < е ни ^осил ^иламиз. Бу

я*

15. Ж  а во б и. 2.
16. Ж  а в об и. —6.
17. Ж  а во б и. 8.
18. Ж а в о б и .  Лимит мавжуд эмас.

2 119. Е ч и л и ш и .  Янги— = _  Узгарувчи киритамиз, у ^олдвл т
т  я  в  2т, сунгра л-*оо да т  оо. Демак, цуйидагига эга
буламиз:

! im ( l  + —  ̂ =  lim  ̂1 + - ? ”  =  / lim f l  + ~ ) т }2 .
п-*оо\ п J  т-*оо \ П\] I т-*оо\ ПХ J  )

/ 2 V»Шундай цилиб, ажойнб лимитдан фойдаланиб, lim [ 1 +  — 1
пооо\ f l}

ни ^осил ^иламиз. Ж а в о б и .  е2.
20. Курсатма. Куйидагича олинг: — 1/3л = 1/т, т  =  —Зл, п 

= —т/3, л—► -\-оо да т  —► — оо. Ж а в о б и .
21. Е ч и л и ш и .  4/л =  1/т, л =  4 т цилнб оламиз, у *олда

>3
Ит (l + М 4т+3 = Ит Л + ~ )4т. (l + -Vт-г*оо \ т/  т —*оо \ т  / \ т  /

= . M m j ( | + ^ ] mj 4-. I im ( l  + - ) 3 . 
т-+оо { \ т  ] ,  )  т-*оо\ т  /

lim (l + —')П+3=.( lim / 'l+ l]m]4 =ei 
п-+оо \ П J  { т-+  оо \ т/ J

Ж а в о б и .  е4
22. К У р с а т м а .  Бутун кисмни ажратинг. Ж а в о б и .  е""1.
23. Е ч и л и ш и .  Лимит белгиси остидаги нфоданинг шаклини Уз- 

гартирамиз:

л + 3 /л+ 3\* / 3 \ л(1п(л + 3) -  1пл} = л!п = Inf— j = Inf 1 + Н

Лимит хоссасидан фойдаланамиз:
п e g

l lmln(l-f-) =lnf ; l m ( l + i )"/3)3 = ln«* = 3.
П-+00 \ fl J  \пщ*оо\ Г, J  J

n a 
"3 - 3

Жавоби.  3.
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24. Ж  а в об и.—2.
25. К У р с а т м а .  N = N(t) функциями топинг ва е = 0,01 деб, 

ни ^исобланг. Ж а в о б и .  N = 50.
26. Функция лимити таъриЛига таяниб, V * >0 учун шундай 6>0 

«и топишимиз керакки, \х — 2| < 6 нинг бажарнлишидан |(х — 3) — 
— (— 1)1 |* — 2] < е нинг бажарилиши келиб чи^син. Равшанки, 
6 =  е деб талаб ^илинаётган даъвони >̂ осил циламиз.

29. Е ч и л и ш и .  Функция лимити таърифига биноан, Ve>0 учун 
шундай 6 =  6(e) > 0  ни топишимиз зарурки, \х— 2| < 6  нинг бажарили- 
шидан \х* — 4| <е нинг бажарилиши келиб чи^син. СУнгги тенгсиз- 
ликнинг шаклини биринчи тенгсизлик ёрдамида алмаштириб, цуйида- 
гини *осил циламиз:

|JC* — 41 = |(JC — 2)(ДС +  2)1 =
=  |х — 2| \х +  2\ < 6 |х — 2-Ь4| < в (|х — 2| 4- 4) < 6(6  +  4) < е.

Шундай цилиб, 6*+  46 < р. бУлганда биринчи тенгсизликнинг ба- 
жарилишидан иккинчи тенгсизликнинг бажаоилиши келиб чи^ади. 

Шундай ^илиб, lim хг =  4 эканлигинн исботладик.
2

30. Е ч и л и ш и .  *-*2бУлгани учун касрнинг сурати 5-2+1 =  11 га,
махражи эса 3*2+ 2 =  8 га интиладн. Демак, lim .

х-+2 Зл +  2 8
Ж а в о б и .  11/8.
31. Ж а в о б и .  2.
32. Ж а в о б и .  2.
33. Е ч и л и ш и .  — 6 да касрнинг сурати (— 12) га, махра

жи 0 га интилади. Демак,

lim *  ;  =  —»12 lim — -— .х**—6 X + 6 лю—6 Х+ 6
Бу ерда х - ► —6 да 1/ (х +  6) чексиз кичик мицдорга тескари 

мицдордир, бундан lim — —  =  3: 00. Ж а в о б и .  +оо.х—*—6 X + 6
34. Жа в об и. rfcoo.
35. Ж  а во б и. 0
36. Е ч и л и ш и .  Касрнинг сурат ва махражи х —► ^too да чексиз

оо
Усади. Бу ^олда — кУринишдаги аницмаслик бор дейиш цабул цилнн-

00
гаи. Касрнинг суоат ва махражини х нинг юцори даражасига бУлиб, 
«̂ уй и даги ни трсил циламиз:

Зх* 5х 1 5 1
■jF+xr + l ?  3 + 7  + jc*

Hm 2 * — Тх--- Г  = lim ----7---- 3-Г » ± « о  ± L _ i f  , X-± aon_J_  , Jz
* *  X * +  X *  2 X  +  Х »

5 7 1 3x ^  00 да -  касрларнинг *ap бири нолга интилгани
учун цуйидагинм *осил циламиз:
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Зх* +  5jc +  1 3 +  0 +  0 3 
*-♦£00 2х* —  7х +  3 2 —  0 +  0 2

Ж  а в о б и. 3/2.
37. Ж  а в о б и. 1.
38. Ж  а воб и. 0.
39. Ж  а в об и. +оо.
40. Ж  а в о б и. —2.
41. Ж  а в о б и. — оо.
42. Е ч и л и ш и. Бу ерда касрнинг сурат ва махражи дс-** 3 да

О
нолга интилади (бевосита урнига цуйишда — ани^масликни *осил ци- 
ламиз дейиш ^абул цилинган). СУнгра

* « - 9  (дс — 3)(лс +  3) х +  3 
дс*—Здс дс(дс — 3) ~  дс

хt __9 х +  3
булгани учун дс =̂3 булса, у холда lim—-— —  =lim--- . Лекин

х-*з х2 —  Здс х
* +  3 3 +  3х 3 д а----  каср — —  =  2 сонига интилади. Шундай ^илиб,

ДС о

х1 — 9
1*т  ~  =2. Ж  а воб  и. 2.
дс—►З JC* — Здс

43. Ж  а во б и. 3/2.
44. Ж  а по б и. —4.
45. Ж  а воб и. — 1.
46. Ж  а воб  и. — 12.
47. Ж  а во б и. 0.
48. Е ч и л и  ши. Бу ерда касрнинг сурат ва махражи х-+0 да 

нолга интилади (бундай ^олда бевосита Урнига цуйиш б и л а н а н и к *

масликни *осил ^иламиз дейиш цабул цилинган).
Касрнинг сурат ва махражини V *+ 4 +  2 га кУпайтирамиз:

( V 7 + 4 —2 )(1 /7 + 4 +  2) .. дс +  4 - 4
П т ------- , _  > - . ----- г "— 7 =  lim — / • у-  г--..-—— -г— =
*-♦0 дс(Ул +  4 + 2 )  х*й) jc (V *  +  4 + 2 )

— 11111 — • 
х ~ о У *+ 1  +  2 4

У х  +  4 — 2 1 
Шундай цилиб, lim -----------=* —г*. Жавоби. 1/4,

х*+0 X *
49. Ж а в о б и .  — 1/4.
50. Ж а в о б и . ^
51. Жавоби. V 7  /4. _______  . .
52. Е  ч и л и ш и. К^аралаётган ифоданн Ух*+8дс+3+V**+4дс+3 

га купайтирамиз ва бУламиз:
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( У  »* + 8х + 3 -  Ух*+4х+3)(Ух»+8х+3 + Ух*+4х+з)
lim ------------ х~7-- " "•—— ---_ / --- ------------

*-.+» Vx> + 8х + 3 +  У х *  +  4х +  3
Ах

lim
x-*-f оо Я/ха + 8х +  3 +  "\/х* +  4х ■+■ 3

Х̂ осил ^илинган касрнинг сурат ва махражини х га бУламиэ (су-
о°

рат ва махражни эркли Узгарувчииинг юцори даражасига булиб,—
оо

ани^масликни очамиз). ^уйидагини цосил ^иламиз:

4 4
lim "  7 ~—  . = :— у..--- , ■ ■■■=■■ т.......=  7Г =  2.1 / Я Я 1 / 4 .1 2

V  1+ 4+х^ + 1// ‘ + 7 + 3

Ж а в о б и .  2.
53. К У р с а т м а .  Лимит бслгиси остидаги ифодани умумий мах- 

ражга келтири;:г. Лимитни ^исобланг. Жавоби. 1/2.
54. Ж  а в о б и. Агар х—►+ оо булса, 1,5; агар х — оо бУлса, оо.
55. Ж  а роб и. 1.
56. Агар х —► +  оо б^лса, 0; агар дг—► —  оо бУлса, — оо.
57. Ж а в о б и .  — 1/4.
58. Ж а в о б и .  1/2.
59. Ж а в о б и .  —2.

и "
60. Е ч и л и ш и . — 4 х =  у алмаштиришии бажарамиз, х =  —

I — jc 1 4 / 4 \
--- = ---— 1 = —— — 1 = — ( 1+ — ), *-*Ода У-» 0.X X  у \ у )

1 Г - 1 ” '
lim (1+ у) У =  lim (1 + У ) у \ 
у~*о у-*о L J

[o + tf 'i]-4-

У ^олда

И + У\ ' -

=  lim 
у-+ о

1-х
Демак, lim (l— Ах) х = е ,4 Ж а в о б и .  е \

х-* 0
61. Ж а в о б и .  £*.
62. К у р с а т м а .  Касрнинг бутун ^исмини ажратинп 

2х — 1 2х +  1 — 1 — 1 2 2

£ 7 7 ■  ~ ~ & T i  ' ~ S + I : у~ - S + i  ‘" 1
Ж а в о б и .  г“ 2.
63. К у р с а т м а .  3/ х = у алмаштиришии бажаринг: х = 3/у, 

х —► ±оо да у —► 0. Ж а в о б и .  е3.



66. Е ч и л и ш и .  Агар х —► 3 — 0 булса, у ^олда 1/(х — 3)—►— оо

ва 2 1(*“ 3) —►О. Демак, lim ---- V /f - ^ =  4г. Агар х -►З+О. бул-
*-*з—о х +  2 м 1 *

са, у *олда \/(х — 3) -► +оо, 2,/(х-3)- ^ "+оо. Уида Hm^

=  0. Ж а в о б и .  11т у И т у = 0.
х-̂ З—0 3 х-=*34"0

67. Ж а в о б и .  lim у =  — —, Ит  у =* —.
х-*1—о 2 *т*1+о 2

68. Ж а в о б и .  lim у =  1, lim у =  0.
х “♦—0 ж^-fO

69. Е ч и л и ш и .  Узлуксизлик таърифига биноан, аргументнинг 
чексиз кичик орттирмасига функциянинг чексиз кичик орттирмаси моо 
келишини кУрсатишимиз зарур.

Функциянинг бирор х ну^тадаги орттирмасини ^исоблаймиз:
Ау = у(х + А х )  —у(х) =  (х +  Д д : ) « - ^ в

=  х3 +  Зх*А х +  Зх Д«дс +  Л'х — х*.
У *олда Ау =  Аж (Зх* +  3* А* + Д **).Бу тенглнкда лимитга Утиб, 

И т Ау =  0 ни *осил ^иламиз. Демак, у =* х* функция бутун
Дх-*0
(— с», -foe) орал иода узлуксиз.

72. Е ч и л и ш и .  Функциянинг чап томонлама ва Унг томонлама 
лимитларини топамиз:

х хИ т ---- =» — оо, lim ----- =  +  оо.
*-►4—о х — 4 х^4+0 х—4

Шундай цилиб, функция х->4 да чап томонлама лимитга *ajf, 
Унг томонлама лимитга ^ам эга эмас. Демак, х =» 4 иккинчи тур узй-
лиш н укради р.

73. Функция х =  5 нуцтада ани^анмаган, чунки Урнига цуйиб
0
■q- аннцмаелнкка келамиз. х^5 да

* ._ 2 5  (х — 5)(х +  б)
у =  —  = -------- - =  х +  5.JC— 5 х — 5

Бу *олда осонгина кУриш мумкинки,
lim у =  lim у =  10.

х-г>5—0 х^5+0
Шундай пилиб, функция х =  5 да биринчи тур узилишга эга, шу би
лан бирга агар х =  5 да у =  Ю деб келишиб олинадиган булса, бу 
узилишни йу^отиш мумкин.

74. Ж а в о б и .  х = 1, дс =* 2 — узлуксизликни йУ^отиб булади-
1 пн узилиш нуцталари.

75. Ж а в о б и .  х =  —2, дс =  — 3 — иккинчи тур тузилиш нуцта- 
лари, х =« -=-1 ь- йуцотиб буладиган узилиш нуцта.



4- БО Б

КОСИЛА. ФУНКЦИЯНИНГ ДИФФЕРЕНЦИАЛИ 
ВА УНИНГ ТАТБИЦЛАРИ

4.1-§. \осила

4.1.1. ^осила, унинг геометрия ва механик маъноси.
Бирор (а, Ь) интервалда берилган y = f(x) функцияни ца- 
райлик. Ихтиёрий х £ (а, Ь) нуцтани оламиз ва бу нуцта- 
да x + Ax£(a, Ь) буладиган цилиб Ах орттирма берамиз. 
Бунда функция

&y = f{x + bx) — f(x)
орттирма олади (84-бетга ^аранг). ^  нисбатни царан- 
лик.

4.1-таъриф. Агар Ах-+0 (Ах=̂ =0) да ^  нинг ли- 
мити мавжуд бС/лса, бу лимит f(x ) функциянинг х нуц- 
тадаги \осиласи дейилади ва у'х'\  ёки ?  (х), ёки ор- 
кали белгиланади. Шундай цилиб,

у ' =  lim  ^  (Дх=5̂  0) (4.1)д*-*о Дх
ёки

/'(*) =  lim / (х + ~ I  (*> (ДХ 7Е:0). 
д*-*о

(а Ь) даги /' (х) мавжуд буладиган з̂ амма х ларнн 
царайдиган булсак, .̂ ар бир х нуцтага тайин /'(х) циймат 
мос келишини курамиз. Шундай цилиб, /'(х) х нинг би
рор функцияси булиб, у дастлабки функциядан (4.1) фор
мула ни цулланнш билан ^осил цилинади. ^осиланй И̂Соб*

*) Ёзув бундай У^илади: «игрек штрих икс».
*) Езув бундай 5цилади: «де икс де игрек».
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лашда биз доимо -g- куринишдаги анн^масликни очиш би
лан иш курамиз.
/ ^осилани топиш функцияни дифференциаллаш деб 
«Ггалади.

4.1-мисол. у =  хш функцияни царайлик. х =* 1/2 нуцтадаги 
цосилани ^исоблаймиз. косила таърифига кура

у =  lim (* +  A*), - * > _  lim х% +  2х\х +  А*1 Xх _
Дл-*0 А * Дл-*0 А*

=  lim (2х +  Лх) =  2х. Г
Д л -* 0

Шундай цилиб, бу мисолда у ' =  2х. Бу натижани билган *олда, цо- 
силанинг исталган ну^тадаги цийматннн ^исоблаш осон. Масалан, 
х =  1/2 да у' *= 1 ни *осил ^иламнз.

косила тушунчаси функция узгаришини характерлаш- 
га, функцияни текшириш аппаратини яратишга имкон бе- 
ришини кейинчалик курамиз.

Энди косиланинг геометрик маъносига эътибор бе- 
райлик. Эгри чизиода уринма тушунчасини киритамиз. 
Айтайлик, М0— бирор узлуксиз эгри чизи^нинг (узлук
сиз функция графигининг) ну^таси булсин. Бу ну^та- 
дан М0М кесувчи утказамиз (4.1-раем) ва М ну^тани

э~ри чизи  ̂ буйлаб М0 ну^тага интилтирамиз. У ^олда 
MqM  кесувчи М0 ну^та атрофида бурила бориб, бирор 
лимит вазиятни эгаллайди.

^4.2-таъриф. М нуцта эгри чизиц бдйлаб исталган 
цонун буйича %аракатланганда %ам М0 вазиятни эгаллаш-
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га интилса, у \o.vda М9М кесувчининг лимит вазиятини 
эгаллайдиган mC/Fpu чизиц Л10 нуцтада эгри чизш^а 
уринма дейилади.')

Бу таъриф tfyivran назаридан: а) уринма эгри чизи^нн 
кесиб утиши мумкин; масалан, Ох у к, у — х3 функциянинг 
графнгига уринмадир (4.2- раем); б) уринма эгри чнзик би
лан бир нечта умумий нуцтага эга булиши мумкин, ма
салан, у = 1 тугри чизик графиги 4.3-раемда тасвирлан-

ган эгри чизиц билан чексиз куп умумий нуцтага эга; 
в) уринма мавжуд булмаслиги мумкин, масалан, 4.4- 
раемда М0 ну^тада уринмага эга булмаган эгри чнзик 
тасвирланган. ХаКикатан, Д1 нукта М0 га чапдан интил
ганда кесувчн LM0 вазиягни, М нукта М0 унгдан интил
ганда эса Л7Д10 вазиятни эгаллашга интилади.

Юкорида келтирилган муло^азаларни y = f(x) функ
циянинг графнгига М0(*о. Уо) ну^тада уринма ясаш учун 
татбик к1|лайлик (4,5-раем). Графикда бош^а М (х0 + Ддс, 
у0 +  &у) нуктани олиб, М0М  кесувчнни утказамиз. М0,И 
нинг Ох укка циялик бурчаги а булсин. У ^олда М -+ М9 
да ёкн бош^ача цилиб айтганда, Дх -*■ О, А// -> 0 да, рав- 
шанки,
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lim a  = ф (4.2)
Ajc-*0

(бу ерда ф — M0T уринманинг Ох уцца циялик бурчаги) 
ёки

lim tg a  =  tg lim a =  tg 9 - (4.3)
А х - * Э Д х -> 0

4.5-расмда tga = ^  эканлигини куриш мумкин (бу ерда
Ах ва \у мусбат а̂м, манфий а̂м булиши мумкин), у 
^олда (4.3) куйидаги куринишда ёзилади:

и *
(4.4)

яъни y = f(x) функциянинг М0(х0, у0) нуцтадаги :\ocu- 
ласи графикка бу нуцтада утказилган уринманинг Ох 
фща циялик бурнагининг тангенсига тенг. .

Функция графигига утказилган уриняанинг ^иялик 
бурчаги тангенсининг ишораси функциянинг усиши (ка- 
ыайиши) билан богли^лиги равшан.

4.6- расмда усувчи функция графиги тасвирланган. Бу 
ерда tg ф >  0 ва, демак, у '>  0. 4.2-расмда усувчи функ
ция графиги келтирилган булиб, унинг учун /' (0) = 0. 
Шунга ухшаш, 4.7-расмда камаювчи функция учун у '<  0 
эканлиги куриниб турибди.
ч  Шундай цилиб, функция усишннинг (камайишининг) 
з а р у р и й шартини ^осил ^илдик.

* Агар дифференциалланувчи функция бирор интервал- 
да дсувчи (камаювчи) булса, у %олда бу функциянинг шу 
интервалдаги х^иласи манфий эмас (мусбат эмас). \
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Хацицатан, юцорида (33-бетда) усувчи функция учун 
Аде нинг ншораси Ау нинг ишораси билан бир хил були- 
шинн курдик. Лекин ундай булса,

у ' = Игл ^ > 0.
А«^0 Д*

Шунга ухшаш, камаювчи функция учун Аде > 0 бул
ганда Ау < 0 га эга б^ламиз, яъни

у ' = lim ^ < 0.
Ад̂ О Д*

4.2-мисол. у = х1 функция гра- 
Аигига х =  1 /2 абсциссали ну^тада 
утказилган уринманинг циялик бурча- 
ги тангенсини топинг.

Юцорида (4.1-ммсолда) jc =  1/2 да 
у =* хг функциянинг ^осиласн 1 га _  
тенглигини курган эдик. Демак, гра-

SHKKa бу нуцтада Утказилган уринма 
х Уц билан 45° бурчак ^осил ^илади 

(4.8- раем). 4.8- раем.

Энди турри чизи  ̂ буйлаб ^аракатланаётган ну^танинг 
тезлиги ^ацидаги масалани курайлик. Ну^танинг утган s 
йули t ва^тнинг бирор

* = /(')
функцияси булиши равшан. Фараз цилайлик, t вак;т момен- 
тида ну^та s вазиятда булсин (4.9-раем). Бирор At ва^т-

дан кейин нуцта s + As вазиятда булади, бу ерда As 
нуцтанннг At вацтда утган йули. ^  нисбат нуцтанинг At 
вацт ичидаги дртача тезлиги, бу нисбатнинг Д/-+-0 да-
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ги лимити эса нуцтанинг t вацт моментидаги оний тез• 
лиги дейилади. Ленин ^осила таърифига кура

L

I • Ashm - = s (4.5)
д/-*0 А/

Шундай ^илиб, механика ну^таи назаридан й\)лнинг 
ну^тасидаги ва^т буйича цосила бу нуктадаги оний тез- 
ликдир. j

4.1.2Г Функция хосиласининг мавжудлиги ва функ- 
ииянинг учлуксиэлиги орасидаги богланиш. З-боб, 3.3.1- 
пунктда сонли функциянинг узлуксизлик тушунчаси ки- 
ритилган эди. \осиланинг мавжудлиги (дифференциалла- 
нувчанлиги) функциянинг шундай янги хоссаларини аниц- 
лашга имкон берадики, бундай хоссаларга узлуксиз 
функция, умуман айтганда, эга булмайди. Функциянинг 
ну^тада дифференциалланувчанлиги ва узлуксизлиги ора
сидаги богланишни аницлаймиз.

Аввало и с т а л г а н  узлуксиз функция з̂ амма вацт 
з̂ ам дифференииалланувчн булавермаслигини айтиб утамиз. 
Бундай даъво 1\ила олишимизга асос булиши учун, маса
лан, у = | х | функцияни текшириш кифоя. х = 0 ну^тада 
у ' косила мавжуд эмас, чунки х = 0 да уринма мавжуд 
эмас (4.5- раем).

1\уйидаги теоремани исботлаймиз.
4.1-теорем а. Агар t/=f(x) функциянинг х нуцтада 

чекли \осиласи мавжуд 6 у леи, у %олда f(x ) б у нуцтада 
узлуксиздир.

Теорема шартига кура

ыазжуд. Лимит таърифига кура (58; бетга царанг):

бу ерда о (Ах) Ах га Караганда юцори тартибли чексиз 
кичик мицдор (80-бетга царанг).

(4.7) дан Ах -* 0 да Ду-+0 булиши келиб чи^ади, де
мак, y = f(x) функция х ну^тада узлуксиз.

Дл-*о Ах

g  = у' + а ёки Ау = у’ Ах + а Ах, 

бу ерда Ах -#• 0 да а = а (Ах) -»■ 0. У з̂ олда

(4.6)

Ду = у 'Дх + о (Ах), (4.7)
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4.1.3. Узгармас ми^дорнинг х>осиласи. у = с = const уз- 
гармас функцияни курайлик. Аг/ = 0 га эгамиз, шунинг 
учун

У ' =  lim ^  =  lim —  = 0. 
дх-*о Лх дж—*о Ах

Демак,
с' = 0.

Геометрик муло^азалардан а̂м шу натижа келиб чи
тали. Х,ацицатан, Ох уода параллел булган у =. с тугри 
чизик^а утказилган уринма бу т$три чизиц билан устма-

У
у с

0 X

4.10- раем.

уст тушади (4.10-раем). Уринманинг Ох уэда циялик бур
чаги 0 га тенг, бннобарин tga = 0 ва у' = 0.

4.1.4. Даражали функциянинг ^осиласи. у = (fi — ис
талган х,а̂ ик,ий сон, х нинг узгариш со.\аси эса ц га бэр- 
лиц, 2.2.10-пунктга царанг). ^осила таърифига мувофиц, 
у  = х*1 функция учун цуйидагига эга буламиз:

К | + т ) Г - » “

± + т г - *  -ro+fr-i
yf = lim + Um

lim ----- Yx----- — И т д*Дж-̂О • Дх-+0 х.—х

( l + — Г -1 (1 + —Г  — 111-1 \ х ) \ х )= limx тз---- = хц И т ----- гг----
Д*-+0 — Дд-г+1 —X X

лекин (3.3.2-пунктга царанг)
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Шундай килиб. I/— хи функция учун

У

1
•  1 Г 1 1 1 1 1

0 *
—1

4.11- раем.

у' = цх»-'. (4.8)
4.3-мисол. у = х* функцияни 

^арайлик. (4.8) формула буйича 
у' = Здг*. Барча х + 0 цийматларда 
у ' > 0 ва х = 0 да у ' =  О эканлигини 
эътиборга олиб, у =  х* функция Усув
чи деб даъво килиш мумкин_(4.2- раем).

4.4-мисол. у = У *  функцияни 
н;арайлик. Унн у =  х',ш курннншда 
ёзиб, куйидапши ^осил ^иламиз:

У " 1у =  — х =2 “ 2 У х '
( у х ) '  > 0, яъни у = У х  усувчи функция эканлигини айтиб Утамиз.

У х  функция [0, оо) интервалда аницланган, шунинг учун х = С 
да унг томонлама ,\оснла ^а^идагина 1апиришимиз мумкин:

1lim 
*->+0 2 Ух=. =  +  оо

булгани учун ординаталар Уцн у — У х  
булади (4.11-раем).

функция графигига уринма

4.1.5. Икки функция йигиндиси, айирмаси, купайтмаси 
ва булинмасининг ^осиласи. и(х) ва v (х) функциялар диф- 
ференциалланувчи булсин. Уларнинг

О
У = и (х )± у (х ) 0. )Гжгиндиси ва аипрмасининг ^осиласини топамиз. х ну^та- 

ни олиб, Ах орттирма 'берамиз. Бу орттирма А и ва Av 
орттирма-ларга олиб келади. ы, v ва у функцияларнинг 
узлуксизлигига асосан (и ва v — дифференциалланувчи!) 
А.*-* О да Ды-*0, Ау-*0. Ау->0, и, v функцияларнинг 
орттирилган цийматлари мос равишда и + Аи, v + Av бу
лади, у ^олда

Ау = [(и + Аи) ±  (v + Аг)] — {и ±  и) = Аи ± Av.
Бунинг иккала томонини Ах га булиб ва лимнтга 

^тиб, цуйидагини ^осил циламиз:



lim — == lim — ±  lim —
дл^о А* д*^о Д* дх-+о Ax

ёки
(к ±  t>)' = и' ± v'. (4.9)

4.5- мисол.  Arap y = ** -f дс* булса, у *олда у ' =  2х +  бх4.
Агар г  ч

y=u(x)-v(x) \J2 J
булса, юцоридагнга ухшаш муло^аза юритиб, ^уйидагини 
^осил циламиз:

Ду = (и + Дu)*(v + Дг) — u-v = v -Aw + и»Sv + Ди • Д̂ ,
у ^олда

lim ^  = v lim — -f и l i m ^ +  l i m ^ .
\х-*о Ах Ьх-+о Ах дх-*-о Ах дх-*о Лх

Ди-Ау=о(Лдс) мик;дор Ajc га цараганда ю^ори тартиб- 
ли чексиз кичиклигини эътиборга олиб, цуйидагини хосил 
циламиз.

lim ^  = 0.д*-*0 Ах

Узил-кесил ^уйидагини ^осил ^иламиз:

lim — — v lim — + и lim —
Ax-ztO Ах Ьх-*0 Ах Дд:-!»0 Ах

ёки
j (u-v)' = u'-v + и-хУ t (4.10)

Бу цоиданинг натижаСН сифатида ip=-tu, с = const функ
ция учун

(си)' = с'и + си' — си'

ни з̂ осил циламиз, яъни узгармас купайтувчини косила 
белгисидан ташцарига чи^ариш мумкин.

Энди .

" {х )ф 0
касрнинг дифференциаллаш ^оидасига утамиз.

Ю^орида юрнтилган муло^азаларга ухшаш муло\азз- 
лар юритиб,
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_ и + Аи и __ vAu — uAv
о +  Ли v v (v +  Ау) 

га ёки Ах га булсак, *— ------ 1
А и . А»

v
Ах ~
S± =  v T x ~ U \x

v (t> - f  Av)
га эга буламиз.

Лимитга утиб ваДх-*0даАа-»-0 булишини эътибор- 
га олиб, цуйидагини ^осил циламиз:

Au Av
a ,. v  l im  —  —  и lim  —

] j m  Щ  __ a .,-*o  Ах дЛ-»о Аде
Дл-*0 Ах v1

еки

(4.11)

4 . 6 -  мисол. y e  функциянинг о̂силасини топинг.
(4.11) формула буАича:
(2х +  1 )' х * —  (2 x 4 -  1 ) ( х * ) ' 2х* —  (2х  +  1 )3 х *  4 х  +  3 

У' =  (х * )*  “  х« = ~  х 4 *

4.1.6. Мураккаб функциянинг ^осиласи. Ушбу
У~Нч>(х)) (4.12)

мураккаб функцияни царайлик (2.2.7-пунктга царанг). и = 
= ф(х) белгилаш киритиб, (4.12) ни

y = f(u ),u  = ф(х) (4.13)
куринишда ёки

X-^-U, U -+Y (4.14)

акслантиришлар суперпозицияси куринишида ёзиш мумкин.
ва чекли ^осилалар мавжуд деган фаразда му

раккаб функциянинг ^осиласини ^исоблашнинг цуйндаги 
цоидаси уринли:

I  Ух = У и * их (4.15)
Э^идоатан, (4.7) формулага кура

Д1/ = У'Д“  + о(Ди).
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Бу тенгликнинг иккала томонини Дх га булиб, у̂йи- 
дагини ^оснл циламиз:

А»= » 'А “ +  °_М .А и  (4Л6)
Ах У* А х ^  Аи Ах' 1

бу ерда о (Да) Ах га Караганда юцори тартибли чексиз 
кичик] ми^дор. Лимитга утиб, цуйидагини ^осил ^иламиз

lim — = у' lim — +  Пт lim — . (4.17)
Ах-ьО Ах Дх-*0 Ах Аи-*о Аи Ах~*0 Ах

и = ф (дс) функциянинг х нуцтада узлуксизлнгига асосан 
Длс-*0 да Дц-*-0 булади.

Узил-кесил ^уйидагини зрсил циламиа:
Ух =  У и их

4.7- мисол .  у =  /  1 + * *  функциянинг э̂ осиласини топинг, 
К>уйидагича белгилашлар киритамиз:

у =  У й , и =  1 +  ж*.
(4.15) формула б^йина

( У з ; - о
ёки киритилган и =  1 +  х2 белгилашни эътиборга олинса,

/  = —  ' .2, *
2 У 1 + х* V l+ J t * ’

Э^осилаларни амалда ^исоблашда мураккаб функцияни 
айрим ташкил цилувчи функцияларга ажратиш мутлацо 
шарт эмаслигини айтиб утамиз.

4.8- м и с о л. у =  (х* +  Здг +  4)* функциянинг ^осиласини топа-
миэ.

у' -  2 • (** +  Зх 4- 4) (х* +  Зх +  4)' =  2 (х* +  Зх +  4) (2* +  3) =
=  4** +  18**+ 34*+ 24.

4.1.7. Тескари функциянинг ^осиласи. Айтайлик, инъ
ектив ,  дифференциалланувчи y = f(x )  функция учун 
х = f~ l (у) тескари функция тузилган булсин (2.2.6- пункт- 
га царанг). x = f~ \y) функция узлуксиз ва у '(х )Ф  О де
ган фаразда

[ K - i  (4 ,8 ,
эканлигинн исбот килажгз:— -— *

Х,ак,и^атан,



>;амда y = f (х) ва х = Г '(У ) функцияларнинг узлуксизли- 
гига асосан Дх-^О ва Ду-*0 шартлар тенг кучли бул- 
гани учун

lim — = ---Ц —
\у-+о Ау П т *1 

Дх^О Аде
га эга буламиз, ана шуни исботлаш талаб ^илинган эди.

4.9-мне о л. у = У х  , х£(0, + 00) функциянинг эрсиласинн 
юцорида ^осил цилинган (4.18) формуладан фойдаланиб топамиз. Бу 
функция учун тескари функция х =  у*, у£  (0, +  оо) булади. х'у= 2у 
ни чисоблаб ва (4.18) ни цулланиб цуйидагинн ^осил циламиз:

* 1 - 1 у г =  — еки у =  — г“7=.
2у 2 У  х

Келтирилган бу ечилиш анча сунъийднр1*. Бундан кура у =  / х  
функциянинг ^осиласини 4.4-мисолдаги каби топиш анча осондир.

4.1.8. Курсаткичли ва логарифмик функцияларнинг *о- 
силаси.

у = ах(а >  0) функцияни цараймиз. косила таърифнга 
кура:

„ ' - П т - * "  —“ • = И „ ^ - 1 .
Дхт.0 &.Х \х~*0 \ х

= a* lim аХх — 1 = а х In а.
Дх-*0 Лдс

Бу ерда биз маълум

lim = In а
а-»0 а

лимитдан фойдаландик (80-бетга царанг).
Шундай ^нлиб,

In а. (4.19)

Жумладан, у = е* функция учун цуйидагини з̂ осил 
циламиз:

(е*)' -  Л

(4.18) формуланинг цулланилиши учун бу мнсолнинг танлани- 
ши ^аралаётган темани урганиш вацтида тескари функциялар фиш 
етарли эмаслиги билан изо^ланади.
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Курсаткичли функциянинг усиш тезлиги (а > 1 да) унинг 
цийматига пропорционал.

Энди y= logax, х 6 (0, +  оо) логарифмик функция- 
нннг ^осиласига утамиз. Тескари функция ^осиласининг 
(4.18) формуласидан фойдаланамиз:

х — ау, х’ = ау In а, и' = — -—  = — .
’ у Ух аи 1па л In а

Шундай цилиб,

Жумладан,

(In *)' = ! .  (4.21)

Логарифмик функциянинг усиш тезлиги (а > 1 да) Йр- 
гументнинг цийматига тескари пропорционал ва аргумент 
чексиз ортганда нолга интилади.

4.1.9. Параметрик берилган функциянинг ^осиласи. 
Ушбу

X  +  Y  (4.22)
функция

*=  Ф(0. 0 = ^(0 (4-23)
параметрик тенгламалар билан берилган булсин. у нинг х 
буйича ^осиласини (4.22) функцияни ошкор куринишда 
ифодаламасдан туриб топиш мумкин.

4.2-теорем а. Агар t нинг бирор узгариш интерва- 
лида х = ф(0  функция инъектив, х = ф(0  ва у = \$(t) 
функциялар дифференциалланувчи уамда <f'(t) Ф  0 б$лси. 
у уолда у функциядан х буйича цосила

у = = Л  (4.24)Ух ф' (/) - '  >
*1

формула орцали топилади.
Исботи. х= ф (/) функциянинг инъективлнги ва ф'( ( )Ф  

Ф 0  шартга асосан х = <p(f) функцияга тескари t*=g(x) 
функция мавжуд, шу билан бирга

х — *t
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(4.23) ни
М 0=4’(£(*))

куринишда ёзамиз. Мураккаб функцияни дифференциал- 
лаш цоидаси (4.15) дан фойдаланиб,

\ $
У,

ни ^осил ^иламиз.
3/ 3/* .

4.10-м и сол. х =  j~̂  ti , у =  | (i функциянинг ух \осиласн-
ни топинг. У  ^олда

. 3 ( 1 — 2/») . 3/(2 — /*) 
xi ~  (1 + /»)* • V, -  (1 + /»)* .

сУнгра (4.24) форыулага кура

, У\ М 2 - / 8)
* • " 7 - Т Л ? " *

£-4.1.10. Ошкормас функциянинг ^осиласи. Функциянинг
ошкормас берилиши деб унинг у га ннсбатан ечилмаган

F(x, у) =  0 (4.25)
тенглама билан берилишига айтилишини эслатиб утамиз. 
х ва у ни боглайдиган а̂р ^андай тенглама \ам ошкор
мас функцияни беравермайди. Масалан,

х* + //*= - 1
тенглама *еч цандай функцияни аницламайди, чунки уни 
х ва у а̂^иций сонларнинг ,̂ еч цандай жуфти цаноат- 
лантирмайди.
J __Ошкормас функцияни днфференциаллаш коидасини
тТБрифлаймиз.

(4.25) тенглама билан берилган у ошкормас функция
нинг х буйича \осиласини monuui учун у ни х нинг функ- 
цияси деб ^исоблаб, бу тенгликни х буйича дифферен- 
циаллаймиз; \осил цилинган тенгликдан у ‘х ни аницлай- 
миз. I

4.11- м и с о л. хг +  у1 =  R* ошкормас функциянинг ^осиласини 
топинг.

Тенгликнинг иккала цисминн дифференциаллаймиз, бунда у* -\ад- 
ни мураккаб функция сифатида дифферен циаллаймиз:

2х +  2 уу' =» 0,



Оундан

У у'
4.1.11. Иккинчи тартибли косила, унинг механик маъноси. 
Ю^ори тартибли ^осила.шр. у ' .\осилага эга булган у =  
=  / (jc) функция берилган булсин. у ' функциянинг урси- 
ласини топиб, биз у = / (дг) функциянинг и кк и н чи  о̂- 
силасини топамиз, бу ^осила у " ор^али белгиланади.

4.12-мисол. у = х9 функция учун у' = Зх* биринчи хпсила,
у0 = (З*1)' = 6х .

иккинчи *осила бУлади.
y = f(x ) функциянинг учинчи  т а рт иб л и  коси 

ла с и деб бу функциянинг иккинчи ^осиласидан олинган 
^осилага айтилади:

«Г =  0/7. t
Умуман, у =  /(дс) функциянинг п- тартибли % ос и лас и 

деб бу функциянинг (п — 1 )-тарт'лбли цосиласидан олин
ган хосилага айтилади:

У(п) =  (у(п-1)У (4.26)
Иккинчи ^осиланинг механикавий маъносини ойдннлаш- 

тирамиз. Ю^орида, (4.5) да S ' .\осила S  = / (/) ^онун буйича 
^аракатланаётган ну^танинг оний тезлиги эканлиги курса- 
тилган эди. Айтайлик, ва^тнинг бирор моментида нуцта V 
тезликка эга булсин. Агар .̂ аракат нотекис булса, у ^олда 
ну^танинг тезлиги бирор Л/ вацтдан кейин бирор ДУ катта-
ликка узгаради. нисбат ну^танинг М ва^тдаги урпшча
тезланииш дейилади, бу нисбатиинг А/ 0 даги лимити эса 
нуцтанинг t моментдаги тезланишидир. Шундай цилиб,

—  а =  lim — =  V't.
д t-*o А/

V =  S ' булгани учун бундай ёзиш мумкин:

a = v ';- (s ; ); - s ; .

Шундай ^илиб, й^лдан ва^т буйича олинган иккинчи
косила механика ну^таи назарндан бу ну^тадаги тезла- 
нишдир.
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'4.2.1. Функциянинг дифференциали. Функциянинг днф- 
ференциали тушунчаси \осила тушунчаси билан узвий 
боглиц булиб, назарий нуцтан иазардан .\ам, амалий нуц- 
таи назардан хам катта ахамиятга эга.

у =  f (х) бирор функция булиб, берилган нуцтада диф- 
ференциалланувчн булсин. Функциянинг х нуцтадаги Ду 
орттнрмасини

Ду =  у'Ах -f о (Ах) (4.27)
куринишда ифодалаш мумкин. (104-бетга ц.) у' Ах катта- 
лнк — (у’ Ф  0 да) орттирманинг бош цисми Ах нинг бирин
чи даражасига тутри пропорционал, шу сабабли у орттир- 
манннг чизицли цисми дейилади.

Т а ъ р и ф. у =  / (х) функциянинг х ну^тадаги диффе
ренциали деб бу нуцтада цисобланган у ' цосиланинг их
тиёрий Ах орттирмага купайтмасига айтилади.

Функциянинг дифференциали dy ёки df(x) символ би* 
лан белгиланади:

dy =  у' Ах. (4.28)
(4.27) га асосан ушбу тацрибнй тенглик уринли:

Ay зв dy,
яъни кичик Дх ларда функциянинг орттнрмасини катта 
аннцлик билан унинг дифференцналига алмаштириш мум
кин. Таърифга кура

Ах = dx (4.29)
деб ^исоблаймиз, у ^олда

dy = y'dx. (4.30)
4.2.2. Дифференциалнинг гео- 

метрик маъноси. х нуцтада 
дифференциалланувчи у = f(x) 
функциянинг графигини царан- 
миз (4.12-раем). Эгри чизиода 
х абсциссали М нуктада урин- 
ма утказамиз. х нуцтада Дх 
орттирма берамиз ва эгри чнзнц- 
да х + Д* абсциссали N нуц- 
тани белгилаймиз. Расмда кур-

4.12-раем. сатилган ясашларни бажарамиз.

4.2-§. Дифференциал.
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ABM  учбу рчакдан АВ =  tg а • Ах
ёки АВ =  y'dx =  dy ни ^осил 
циламиз.

Шундай цилиб, геометрик 
нуктаи назардан дифференциал 
эгри чизиэда уринма буйлаб >̂а- 
ракатланаётган ну^та ордината- 
сининг орттирмасини ифодалай- 
ди. 4.12- расмда тасвирланган 
эгри чнзщ учун dy < Ду були
шини айтиб утамиз. Бундай 
^олат цавариклик йуналиши би
лан боглиц. 4.13-расмда тасвир- 4.13-раем, 
ланган эгри чизи  ̂ учун dy > Д(/.

4.2.3. Дифференциации хисоблаш. Дифференциални и̂- 
соблаш цоидалари унинг таърифидан келиб чи^ади. \а- 
ци^атан, (4.30) га асосан:

\ \ d (с) =  0.
2°. d(xn) =  nxn-'dx.

3°‘ d <l0« a * )- T O  ^ > 0,
аф \ .

4°. d (!ru) =  Ц.

5 d (а*) =  ах In а (*х, а >  0, а ф  1.
6° .  d(e*)=  e*dx.

^уйидаги цоидалар уринли:
1° .  d (u ± v ) — du ±dv.
2°. d (uv) =  и dv + v du.
3 °. d (^ J=  Hdo-vdU'

Мураккаб функциянннг дифференциалини ^исоблаш фор- 
мулаенни келтириб чицарамиз.

J/ =  f(u), и =  ip(х)
функцияни карайлик. Мураккаб функциянннг ^осиласи 
^ацидаги теоремага асосан:

У'и =  У'х-и'х.
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Бу тенгликнинг иккала цисмини dx га купайтириб,

У 'хах "  У'иК*1*) 
ни ёки y'xdx = dy ва u'xdx =  du булгани учун

dy =  y ‘udu (4.31)
ни ^осил циламиз.

(4.31) формула ташци к$ринишдан (4.30) формула би
лан бир хил. Лекин улар орасида принцнпиал фарк; бор. 
Агар (4.30) формулада х — эркли узгарувчи ва dx =  Аде 
(таърифига кура) булса, (4.31) формулада и энди х нинг 
функцияси, шу сабабли du Ф  Ды дир.

Дифференциалнинг куриннши эркли узгарувчининг 
танланишига боглицмаслик хоссаси (дифференциалнинг 
инвариантлиги) кейинчалик дифференцналлашга тескари 
амални (интеграллашни) киритишга имкон беради.

4.3- §. Дифференциалнинг тацрибий ^исоблашларга тат-
6ик,и

4.3.1. Абсолют ва нисбий хато. y =  f(x) функцияни 
цараймиз. Бун дан буён, баённи соддалаштириш мацеадида 
х ва у ни катталиклар деб атаймиз. х катталик бевосита 
улчаш ёки такрибий хисоблаш натижасида \осил . килин- 
ган булсин. х катталнкни топишда бизга боглиц булма
ган бирор Ах хатога йул цуйилган булиши мумкин.

х +  Ах катталик х катталикнинг *сщиций киймати. 
Ах катталик х катталикнинг абсолют хатоси (Аде мусбат

&Х^ам, манфий а̂м булишн мумкин), — нисбат эса х кат
таликнинг нисбий хатоси булсин.

Агар | Ах | < 5̂  эканлиги маълум булса, Sx лимит
5

абсолют хато, эса лимит нисбий хато дейилади. 
5х лимит абсолют хатони билган ^олда у =  /(х) катталик
нинг Sv лимит абсолют хатосини топамиз.

х такрибий катталик ундан олинган /(х) функциянинг 
такрибий кийматини, х -f- Дх эса унинг f (х 4- Ах) а̂циций 
к.ийматини аннцлайди, бундам эса функциянинг Ау абсо
л ю т  хатоси

|Ду! =  1 д /(*)! =  1/(* + Ах) — I  (х)|



тенглик билан аницланиши келиб чицади. Кичик (нолга 
яцин) Ах цийматларда А у ни тацрибан унинг dy диффе- 
ренциали билан алмаштирнш мумкин:

д1/=/ (* + Ах) -  / (х) ж  [  (х) Ах =  dy.
A y ^ d y  такрибий тенгликнинг хатоси Ах хатога цара- 

ганда жуда кичик. Шу сабабли А у хатони ба^олашда 
Ay =  dy =  /' (х) Ах деб ^исоблаш мумкин. Функция орттир- 
масининг Ах хатосини унинг dy дифференциали билан ал- 
маштиришнинг фойдалн томони шундаки, dy одатда Ах га 
чизшуш боглиц, Ау эса Ах га мураккаброц табиатли бог- 
лиц булади.

у катталикнинг нисбий хатоси |^| билан ани̂ -
ланади ва одатда процентларда ифодаланади.

у катталикнинг лимит нисбий хатосини ^исоблаймиз. 
Равшанкн,

I Ау| =  |/'(х)|*|Ах|< \f'(x )\Sx,
бундан эса у катталикнинг лимит абсолю т  хатоси  
учун Sy = | /' (х) |Sx ни ^абул цилиш мумкинлиги келиб 
чицади.

Лимит нисбий хато цуйидаги формула буйича ^исобла- 
нади:

J l  = {/У ] 1 = |[ln / (x )]'|S  . 
у 1'(*)1 х

4.13- мне о л. г = 125 см булган доиранинг юзнни ^исоблашдз 
нисбий хатоларни куйидаги ^олатларда ^исобланг: а) абсолют хато 
дойра юзининг срттирмасига тенг; б) абсолют хато дойра юзининг диф- 
ференциалига тенг.

Е ч и л и ш и. Дойра юзи 5 = пг* ни ^исоблашда дойра юзи орт- 
Д S

тирмаси AS ни ва -g- нисбий хатони >(исоблаймиз.
Радиусни Улчашда йул к^йнладиган А г хато ±0,5 см дан ортиб 

кетмайди деб ^исоблаймиз:
AS = л (г + А г)* — лг* = я  [2 г А г +  (Ar)*J =*

= л (2-125 0,5 +  0,25) =  125,25л;
AS 125,25л
“S  =  7Г725«~ = 0,008016 % 0,8 % .

dS
Дойра юзини ^исоблашда dS ди ференциални ва нисбий ха- 

тони ^исоблаймиз:
dS =  2лг А/ = 2л125 • 0,5 = 125л;
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dS 2nr Д г л dr 
~~S =  яг*- “ 2 r  •

Дойра юзини ^исоблашдаги нисбий хато радиусни Улчашда ^осил 
булган нисбий хатонинг икки бараварига тенг.

dS dr 0,5

Шундай ^илиб, иккинчи з̂ олда ^исоблаш анча содда йУл билан ва и̂- 
соблаш аншушгига хал ал етказмасдан бажарилган.

4.3.2. Функция орттирмасининг такрибий ^ийматини 
дифференциал ёрдамида хисоблаш. у = f(x) функция берил
ган булсин. Бу функциянинг орттирмаси

ДУ - / ( *  + Ьх)—  /(*).
унинг дифференциали dy ■» f'(x) dx булади. Аргументнинг 
етарлича кичик (нолга яцин) Дх орттирмаларида

Дy ^ d y

деб цабул киламиз, шу сабабли функция орттирмасининг 
та^рибий цииматини х̂ исоблашда функциянинг дифференциа- 
лини топамиз ва у функция орттирмасига тенг деб ^абул 
Киламиз.

4.14-мисол. у =  2х* +  Ъ функциянинг х = 2 ва Дх =  0,001 даги 
орттирмасининг такрибий цийматинн топинг.

Е ч и л и ш и .  dy =  6хЧх =  6-2*-0,001 = 0,024. Орттирманинг *а* 
Кицин циймати:

\у  =  2 (х + Дх)* +  5 — 2х’ — 5 =  6х*Дх +  6х (Дх)* +  2 (Дх)3 =»
= 6 4 0.001 + 6-2-0,000001 +2-0,000000001 =0,024012002.

Бу ^исоблашлар узундан-узоц Ду орттирмани кичик Дх ларда ^исоблаш 
осой ва цулай булган dy дифференциал билан алмаштнриш ма^садга му- 
вофиклигини я на бир бор таъкидлайдн.

4.15-мисол. Агар градиусли шарни ^изитилганда унинг радиуса 
Дг катталикка узайган бфлса, шарнинг ^ажми »̂ анча ортди?

Е ч и л и ш и .  Шар ^ажми v  =  формула буйича ^нсобланади.

г аргументнинг Дг га тенг бУлган орттнрмасини кичик деб ^исоблаб, 
Дг % dr деймиз; унда ^ажм орттнрмасини дифференциал билан алмаш- 
тирамнз Ли % du.

Демак, шар >̂ ажми орттнрмасини ^исоблаш учун и =  ^пг* функ-
циянинг дифференциалнни топиш кифоя:

do =  4 nr*dr.
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4.3.3. Функциянинг та^рибий сон ^ийматини ^исоблаш.»
t/ = /(х) функция берилган булсин, бу функциянинг орт- 
тирмаси

Ду = /(х +  Ддс)- / (* ), 
унинг дифференциали

dy =  f  (дс) dx.
Етарлича кичик Ах ларда byzzdy га эга буламиз. Функ- 
циянинг орттирмасини унинг дифференциали билан алмаш- 
тириб, цуйидагини \осил циламиз.

f'(x)dxzzf(x +  Ах)— f(x).
бундан функциянннг та^рибий сон ^ийматини ^исоблаш учун 
формула ,\осил циламиз:

* / (х 4- Ах) ̂  / (х) + /' (х) dx.
Бу формуланинг ^улланилиши функция сон цийматини \и- 
соблашни анча соддалаштнради, геометрик нук,таи назар- 
дан бу эгри чизицнинг булагини уринма булаги билан ал- 
маштиришга мос келади.

4.16- м и с о л. I  (х) = 5х* — 2х 3 функциянинг х =  2,01 да тац- 
рибий цийматини ^исобланг.

Е ч и л и ш и .  х =  2 ва Дх = 0,01 деб ^абул цилаыиз. Ю^орида 
келтирилган формула учун ^ар бир цушилувчинн ало^ида топамиз:
/ (х) = / (2) =  5-23 -  2-2 +  3 =  39, /' (х) Ах = (5х* -  2х +  3)' • Ах =*

=  (15х* — 2) Лх = (15-2* — 2) 0,01 =  0,58.
У *олда функциянинг тацрибий киймати бундай булади: 

f (2,01) =  39 + 0,58 = 39,58.
Функциянинг ани  ̂ ^ийматини топамиз.

/ (2,01) =  5 (2,01)* — 2-2,01 + 3  = 39,583005.
4.3.4. Хатоларни ^атъий ^исобга олиш усули буйича 

^исоблашлар. Хисоблашда купинча оралик ^исоблашлар ва 
узил-кесил натижада йул цуйилган хатолар чегаралариии 
билиш зарурати юзага келади. Тацрибий хисоблашларни 
бундай олиб бориш усули хатоларни ^атъий ^исобга олиш 
усули деб аталади. Бунинг учун алгебраик йигинди, к,у- 
пайтма, даража, илдиз ва булинманинг нисбий хатолари 
(лимит нисбий хатолари) чегаралари ^андай ^исобланишини 
билиш зарур.

4.3.5. Купайтманинг нисбий хатоси. Купайтманинг 
нисбий хатоси унинг купайтувчиларининг нисбий хатолари 
йигиндисидан ортиц булмаслиги исботлансин.
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Исбот  и, у = uv функция берилган булсин, бу ерда 
и >  0, v >  0, и = /(*) ва и = ф (дс). У ни логарифмлаб, диф
ференциал оламиз:

dy du dvт у  = Inn + lny, ~  = — + —.у и V

Лекин йигиндининг абсолют катталиги ^ушилувчилар аб
солют катталикларининг йигиндисидан орти  ̂ эмас:

dv

V

Шунинг учун

du dv
Т  + Т

dy du dv du I I dv I
У < и + V ёки S uV = « 1 + Ы

4.17- ми со л. Турри туртбурчак майдонни чаш да унинг буйи 
и  = 60 м ва эни v =  23 м эканлиги топилди. Майдоннинг буйинн 
Улчашда нисбий хато 0,3 м дан, энини улчашда эса нисбий хато 0,2 м 
дан ортиц булмайди. Майдоннинг юзи 60-23=1380 м2 га тенг деб 
цабул ^илганимизда йул цУйиладиган хато а̂ндай чегараларда ётади 
ва юзни ^исоблашда Пул ^уйилган нисбий хато канча?

Е ч и л и ш и .  \du\ < 0,3; | dv | < 0,2. Энг ёмон шароитда | du | =
0,3, \dv 1 =  0,2. КУпайтманннг абсолют хатосини топамиз:

d (uv) =  d u v  +  dvu  =  0,3-23 +  0,2-60= 18,9 «  19 м*.
Бу майдоннинг юзи 1380 м* деб ^абул цилганнмизда йул цУйи- 

«пимиз мумкин булган энг катта абсолют хатоднр. Хатони ортиш то- 
монга яхлитлаб ва у 20 м* га тенг деб ^абул цилиб, юзни ^исоблаш- 
да йУл цуйиладиган хато ётадиган чегараларни топамиз. У 1380+20= 
=  1400 м* дан орти^ булмайди ва 1380 — 20= 1360 м* дан кам бул
майди. Нисбий хатони

du dv— +и Vûv
формула буйича ^исоблаймиз.

0,3 0,2 1 2
5» - ю + Н - ш + й 5 - 0-0,,- м , ‘ -

Нисбий хато 1,4% дан орти^ булмайди.

4.3.6 Даражанинг нисбий хатоси. Даражанинг нисбий 
хатоси асоснинг нисбий хатосини даража кС/рсаткичига 
кдпайтмасига тенглиги исботлансин.

И с б о т и. у = хп (дс >  0) функция берилган булсин. Уни 
■логарифмлаймиз ва дифференциалини топамиз:

In у = п In дс, — „dxп —.х
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ИгНисбий хато Sn  = л — булади.
*  х

Хусусий доллар: 1) л = 2, 5Д.= 2 —; 2) л = 3;

Sx* = 3 —.X
4.18-м и сол . Агар кубнинг цирраси 12 ,5 см булса, унинг ^ажми- 

ни Улчашда й^л ^уйнлган нисбий хатони топинг. Ах абсолют хато
0,05 см га тенг.

Е ч и л и ш и .  dx =  0,05 см деб ^абул циламиз.
dx 0,05 15 

5*’ = 3 7 = 3 'Т275 = Т250 =0,0,2= ,,2 % ‘
4.3.7. Илдизнинг нисбий хатоси. Нлдизнинг нисбий ха

тоси илдиз остидаги соннинг нисЬий хатосини илдиз да- 
ража кдрсаткинига булинганига тенг зканлиги исботлан- 
син. п _ *%у

И с б о т и. у = у х , х >  0 функция берилган булсин. 
Уни логарифмлаймиз ва дифференциалини топамиз:

, 1 . du 1 dxIn у = — In х, — = -3- . 
п у п х

Нисбий хато бундай булади:
^ __ 1 ах^П/— — •У Ж п X

Хусусий доллар: 1) л = 2, 5^*=  ; 2) л = 3,

с  1 dx•ЪЗл— = — —•
у  * 3 х

4.19-ми сол. Агар квадратнинг юзи 37,7 см* га тенг булса, унинг 
томоннни ^исоблашда йул ^уйиладиган нисбий хатони топинг. Абсолют 
хато dx =  0.05.

Е ч и л и ш и .  Квадратнинг томоннни I/ орк,али, юзини х оркали 
белгнлаб, у =  У х  =  ^37.7, dx =  0,05 ни ^осил ^иламиз:

1 0,05 0,05
^ ю = Г 5 Г 7  = ^ 4 - 0>000663 я,0’|% -

4.3.8. Булинманинг нисбий хатоси. Булинманинг нисбий 
хатоси бдлинувчи ва булувчининг нисбий хатолари йигин- 
дисидан орпщ булмаслиги исботлансин.

И с бот и. у = u/v функция берилган булсин, бу ерда
и = / (дг) >  0 ва v = Ф (х) >  0.
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у = u/v функцияни логарифмлаб, унинг дифференциали- 
ни топамиз:

1п у  = 1п ы - 1по, *?__*!
у  и V

•Пекин айирманинг нисбий хатоси камаювчи ва айрилувчи- 
нинг нисбий хатолари йигиндисидан ортиц булмаганлиги 
сабабли

dy
у

du
и

I dv 
+ \v

Булинма нисбий хатосининг чегараси:

5  u /V
du

+
du

и V

dy I _ dml I dm9
У 1 ml I Щ

4.20* м и со л. Жисмнинг зичлигини ани^лаш ма с̂адида унинг мае- 
саси т х = 484 г ва у си^иб чи^арган сув массасн mt =  62 г анн^лан- 
ган. Абсолют хатолар

Ля?! = 0 ,5  г ва Д т , =  0,4 г.
Жисмнинг зичлигини ^исоблашдаги нисбий хатони топинг. 

Е ч и л и ш и .  у  = ml/mv
0,5 0,4 = ~о,ооюз +  о,ооб45 =4о4 02

=  0.00748 »  0,7%.
4.3 9. Даражаларни та^рибий ^исоблаш. /(х) = хп функ-

цияда х аргумент кичик Дх орттирма олеин. /(х +Дх) =з 
= (х -f Дх)" функциянинг та^рибий цийматини функциянинг 
та^рибий ^нйматини ^исоблаш учун

/(х + bx)zzf(x) +  f'(x)Ax 
формулами ^улланиб ^исоблаймнз:

f(x + Дх) = (х + Дх)", / (х) = Xя, f  (х) Дх = лхл_1Дх, 
бундан

(х + Дх)" ̂  х" + лхл-1Дх.
4.21-ми со л. (4,012)а нннг так,рибин ^ийматини 'дисоб- 

ланг.
Ечилиши. х = 4; Дх = 0,012 деймиз; у ^олда (4 4- 

4- 0,012)2ss4* + 2• 4*0.012 = 16,096 «  16,1 (аник жавоб: 
16,096144).

4.3.10 Илдшларни та^рибий ^исоблаш. f (х) = ̂ х  функ* 
цияда х аргумент кичик Дх орттирма олеин, f (х +  Дх) =»
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= v^x+A-x нинг такрибиЯ цийматинн функциянинг та̂ - 
рибий цийматини \исоблаш учун

f(x +  Ax)zsf(x) + f' (х) Ах 

формулани ц^лланиб ^исоблаймиз:

/(х + Ах)= \ х + Ах, /(*) = у х ,

ГМ =.7==р.п У  хп" 1
бундан

п / -------------- i------- А -------- л / * -------  I А *у  х + Ах ж  /  х -I—л у  ^ - 1

4.22* м и с о л. |^1,006 нинг таоджбий цийматини ^исобланг. 
Е ч и л и ш и .  х =  1 , \х = 0,006 деймиз, у >̂ олда

О OOfi
/ТТоов = V \  + 0.006 »  1 +  - L—  =  1 ,ооз.

о

4.3.11. Тескари катталикларни такрибий ^исоблаш.
/(х)= — фуикцияда х аргумент кичик Ах орттирма олеин.

/(х +  Ах) = — -—  функциянинг таодибий кийматини функ- 
х +Дх

циянинг тацрибий ^ийматини ^исоблаш формуласини |$л- 
ланиб ^исоблаймиз:

/(дс + Ах) = - L - , f(x) = 1 , f'{x ) -  -  4  
х -j-Дд: х х*

бундан
1 =  J_  Лх 

х +  Дх х ха

Масалан, катталикнинг такрибий цийматини топай-
лик.

Ах = 0,0(Т4 деймиз, у ^олда-------^ 1 —0,004=0,996.
1 4-0,004

4.3.12. Кичик бурчакларнинг синус ва тангенсини тац- 
рибий ^исоблаш1*. 1 °. /(x) = sinx функция учун х = 0

*) Бу пунктни 10-боб материалини Ургангандан сунг ^иш  лозим.
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аргумент кичик Дх орттирма олеин. Функциянинг та^ри- 
бий цийматини ^исоблаймиз:

/ (х + Дх) = sin (х + Дх) = sin (0 + Дх) = sin Дх.
Функциянинг та^рибий цийматини ^исоблаш формула- 

сини кулланамиз.
/ (х + Дх) = sin Дх, f(x) = sin Дх |**о = О,

f'(x) = cosx|x«o= 1.
Бундам

sin Дх = 0 + Дх ёки sin Дх ^  Дх.

Кичик бурчакнинг синуси та^рибан шу бурчакнинг узига 
тенг (бурчаги радиан улчовида олинади).

2°. /(х) = tgx функция учун х = 0 аргумент кичик Дх 
орттирма олеин. Функциянинг та^рибий цийматини и̂соб- 
лаймиз:

f(x + Дх) = tg(x + Дх) = tg(0 + Адг) = tg Лдс.
Ушбу /(х + Дх) f (х) /' (х) Ах формулани цулланамиз:

/(х + Дх) = tg Дх, /(х) = tgx|,_o = 0,

бу ердан
tg Дх зг Дх.

Кичик бурчакнинг тангенсн тацрибан шу бурчакнинг 
узига тенг (бурчак радиан улчовида олинади).

4.23- мисол .  sin 12' ни ^исобланг.
Е ч и л и ш и .  12' бурчак 0,0035 радиан бурчакка мос келади:

sin 0,0035 0,0035.
Синуснинг натурал цийматлари жадвалидан sin 12' =  0,0035 ни топа- 
миз.

4.3.13. Унли логарифмларнинг жадвал айирмаларини хи
соблаш. Ду жадвал айирма деб х сон бирга ортганда lgx 
унли логарифм оладиган орттирмага айтилади.

у =аlg х функция учун х аргумент кичик Дх орттирма 
олеин. Дy^zdy буйича Ду нинг таьденбий цийматини н̂- 
соблаймиз:

dy = (lg х)' Дх =
X
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Ду = 0.4343-,X
яъни логарифм нинг абсолют хатоси х соннинг нисбий ха
тоси буйича ^исобланади. — нисбий хато j. Дх = 1 дей-

миз, у ^олда Ду = --4343. Бу формула буйича жадвал айир-
маларни ^исоблаш мумкин.

4.24- ми сол.  544 соннинг У ИЛИ логаоифмини ^исоблашда жадвал 
айирмани топинг.

0.4343 0.4343 ____Е ч и л и ш и .  Д// ----- = ------«  0,0008.
х 544 

Брадис жадвал и оан текширамнз:
lg (544 +  1) = lg 545 =  2,7364; !g 544 = 2,7356.

545 ва 544 сонлари логарифмларининг жадвал айнрмасн 0,0008 га 
тенг экан.

4.3.14. Сонни унинг унли логарифми буйича ^исоблашда 
нисбий хатони топиш. х соннинг логарифми Ду хато би
лан ^исобланган булсин. У  ^олда у буйича х сонни и̂- 
соблашда Дх хатога йул куйилади. х соннинг нисбий ха-
тоси — га тенг. Логарифмнинг абсолют хатосиX

Д(/^ 0,4343-X
га тенг, бундан

А у
х ~  0.4343*

х сонни унинг логарифми буйича ^исоблашда нисбий 
хато х соннинг цийматига эмас, балки х соннинг логариф
ми топилганда йул цуйилган хатога богли .̂

4.95-ми сол. 250 мм шкалали логарифмик линейкада топиш ани -̂ 
лигининг нисбий хатосини топинг.

Е ч и л и ш и .  Айтайлик, визнрни Урнатишда ёки шкалани топиш- 
да энг катта хато 0,1 мм mi ташкнлэтсин.

Сон логарифмининг абсолют хатосини топамиз. 250 мм шкалали 
логарифмик линейканинг бутун шкаласи логарифми 1 га тенг булган 
сонга (lg 10 = 1) мос келади. Бундан шкаланинг 0,1 мм ида сон ло-

0,1гарифмининг абсолют хатоси 250 марта кичик буладн, яъни А у = —  =
250

Ajc
=  0,004, лекин А у  =  0,4343 — , у *олда

у *;олда

125



х 0,4343 0,4343
Сонни топиш аницлигининг нисбий хатоси (шкаланинг исталган 

кисмида) 0,1% ни ташкил ^илади.
ф

4- БОБГА ДОИР ТАКРОРЛАШ  У ЧУН  САВОЛЛАР

1. Функциянинг берилган ну^тадаги ^осиласи деб нимага айтила
ди?

2. косила геометрик ну^таи-назардан цандай талн.ин ^илинади?
3. Функциянинг ^осиласи: мусбатлиги ни, манфий эмаслигнни, мус

бат эмаслигинн, манфийлигини билган ^олда унинг ^згариши т̂ акида 
нима дейиш мумкин? Бу ^олларга дойр расмлар чизинг, бундай функ- 
цияларга мисоллар келтиринг.

4. Функциянинг ^осиласи мавжудлиги ва унинг узлуксизлиги ора- 
сндагн бсгланиш ^а^идаги теоремани зйтиб беринг.

5. Икки функция йичшдиси, айирмаси ва купайтмасининг ^осила- 
ларн нимага тенг?

6. Икки функция булинмасн ^осиласининг куринншини ёзинг.
7. Мураккаб функциянннг ^осиласи нимага тенг? Формулани ёзинг 

ва мисоллар келтиринг.
8. Тескари функциянинг ^осиласи формуласидан фойдаланиб, ло- 

гарифмик функциянинг ^осиласи формуласини келтириб чи^арннг.
9. Параметрик берилган функциянинг ^осиласи ^а^идаги теоремани 

айтиб беринг.
10. Ошкормас функциянинг ^осиласи нимага тенг?
11. Берилган функциядан олинган иккинчи тартибли ^осила функ

ция деб нимага айтилади?
12. Функциянинг нуцтадаги дифференциали деб нимага айтилади?
13. Функциянинг дифференциали геометрик нуцтаи назардан кан- 

дай талк̂ нн ^илинади?

Куйидагн функцияларнинг ^осилаларини фа^ат таърифдан фойда
ланиб ^исобланг:

4-БОБГА ДОИР М АШ КЛАР

1. у = (2 х + 1 )\

3. у =  Зх.

5. y=V 1 +2jc. 6. у  =»У' 1 +  дс*.
X

^уйидаги функцияларнинг >;осилаларини топинг:

1 + У х * + 1



11. у
1 3 — X»

-  V&+T*- 12, у ~  6 у т

13. у = * *У 1 б = Л  14. у =  Т//** +  4 .

15. у =  In —  16. I/ =  In V 1 +  е-*

17. у = е2х— е~3х\  \%. у — \п(е~х +  хе~х )
dy

Куйидаги функцияларнинг — ^осилаларини топинг,
ах

19. х2у2 +  2 In ху =  4. 
21. 1п2х + х ^ = 0.

' + 1

23.

25.

20. х + 1/ =  e*-v .
22. ху =  е** — е~Ъи. 

1
t

t — 1
24.

У =*

дс =

2 + f • 
(/=1п (2/ +  /*).

1 — в
26.

ê  + s-2'

1 +е—2/

4- БОБГА ДОИР Ж А Ю Б Л А Р , КУРСАТМ АЛАР ВА ЕЧИМ ЛАР

1. Е ч и л и ш и .  (2 х + I)1 функция учун 4.1-§-даги (4.1) 
формуладан цуйидапГ келиб чи^ади:

у' =  lim 

бундан

(2* +  2А* +  1)»-(2дг +  1)» 
Ах - lim 2-2Ах(2х+0+ 4 (Ах)2 

Ах

у '  =  lim [4 (2х +  1) +  4 А*] =  4 (2х +  1) +  4 lim АхДх«*0 Ау-г*0
ёки

2. Е ч и л и ш и .  у =

у' =  4(2дс+1) 
1

дс— 3
функция учун А у нимага тенглигини

топамиз:

Ду =  у (х  +  Дл) — у{х) х+  Дх — 3 х — 3 
х — 3 — (х + Дх  — 3) —Лх
(х +  Дх -  3) (х -  3) (х +  Дх - 3 ) (х—3)'
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Шундай vuih6.

у ' =  lim lim
д*-*о Ax д*-*э (дг + Ax — 3) ( jc —3) 

ёки hVuaii i маиинг лимитидан гимитлар купайтмасига утсак,

- 1 ,  1• h m
х — 3 д*-*ох+Ах—3‘

1
(х—  3) 
—1

(д ** 3) функциянинг узлуксизлигидан фойдалансак, у0

3. Ж а в о б и .  у' = 3
4. Ж а в о б и .  у' *= хг
5. Ж а в о б и .  у ’

6. Ж а в о б и .  i/

V \  +2х
X

КТ+7»

7. Ж а в о б и .  у'*= 2х\ х +  1 + х2

8. Ж а в о б и .  у '

___ 1_______ 5ха -f 4х
2 V x T l ” 2 1/7+1* 

1
(1 — 4х)*
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5-Б О Б

^ОСИЛАЛАРНИНГ ФУНКЦИЯЛАРНИ ТЕКШИРИШ 
ВА ГРАФИКЛАРНИ ЯСАШГА ТАТБИКИ

5.1-§. Урта к,иймат хак,идаги теорсма.шр

5.1.1 Функциянинг энг катта ва энг кичик цийматлари 
х,акнда. Куп амалнй масалалар у ёки бу функциянинг энг 
катта ва энг кичик цийматларини топишга келтирилади. 
Жумладан, з̂ ознрги замон техникасинннг бутун ривожи 
энг кам ме.\нат сапф ^илган з̂ олда энг куп маз с̂улот олиш- 
га царатилган.

Функциянинг энг катта ва энг кичик цийматларини 
излаш проблемасн математика нуцтаи назаридан катта а\а- 
миятга эга. Лекин уни .\ал цилишга киришишдан олдин 
?̂ ар бир конкрет холда энг катта ёки энг кичик циймат 
мавжуд ёки мавжуд эмаслигини олдиндан аницлаш лозич. 
Бу саволга энг мухим теоремалардан бири булган 3.30- 
теорема жавоб беради, уни 3.3.3-пунктда исботсиз кел- 
тирган эдик. Бу ерда у теореманинг цис^ароц баёнини 
берамиз.

5.1-теорем а. (В ей ерш трасс  теорем а с и). Агар 
f(x) функция (а, Ь] ёпщ интервалда узлуксиз б&лса, у 
цолда у бу интервалда энг кичик ва энг катта  т  ва М 
цийттларни кабул цилади, яъни шундай xlt х2 6 [а, Ь\ 
мавжудки, f(xl) = m ва / (*2) = М булади.

Бу теоремага таяниб, кейинги пунктларда ^атор тео- 
ремаларни исбот ^иламиз, уларни билиш эса функциянинг 
энг катта ва энг кичик цийматларнни билншга имкон бе
ради, ва бундан ташцари, функция узгаришининг сифат 
хрлатини муфассал тасвирлашга (жумладан, унинг графи- 
гини ясашга) имкон беради.

5.1.2. Функииянинг экстремумлари. Юцорида (2.2.3- пункт) 
экстремум тушунчаси киритилган эди. Куйидаги теорема- 
лар экстремумларни амалда топиш методларини беради. 
Бунда биз косила узлуксиз булган з̂ олларни з̂ ам (демак, 
бу з̂ олда функция графнгига уринма уз вазиятини узлук-
9—2085 129



у
\ Ы\

л

i

А /
I I I J___I___L

5.1- раем.

v о о К х,

5.2- раем.

сиз 5'згартиради, 5.1-раем), бундай ^олат уринли булмаган 
^олларни (5.2- раем) з̂ ам цараймиз.

5.1.3. Ферма теоремаси. 5.2-теорема. Агар f (х ) функ
ция х0 нуцтада экстремумга эга ва бу нуцтада дифферен-

циалланувчи 6i)лса, у цолда

П *  о ) = 0 .

^ацицатан, аницлик учун f(x) 
функция х0 нуцтада максимумга 
эга булсин (5.3-раем). У  з̂ олда 
максимум таърифига кура (5.2.3- 
пунктга царанг)

5. 3- раем.‘ -¥
f{x0 + Ах) < f  ух0), х0 +  Ах € Rt (х0).

Агар Ах< 0  булса, у з̂ олда
H x t + Их) — f(x t)

Дх

.0

m

t

> о , (5.1)

агар Дх> 0  булса, у з̂ олда
f  (** +  Ьх) — f  (у ,) 

Дх <  0. (5.2)

Теорема шартига кура f'(x„) ^осила мавжуд булгани учун 
их-*-0(Ах<0) да лимитга утилганда (5.1) тенгликдан 
f  (х0) >  0 ни, (5.2) тенгликдан эса Ах-* Ода f'(xo)< 0  
уреял циламиз, бу эса /' (х0) = 0 булган .узлдагина мумкин.

Кандайдир х0 нуцтада \осила нолга трнглигидан х9 
экстремум нуцта булиши келиб чицмайди.
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Масалан, у = х3 функция учун. 
х = о нуцтада у' =3х*= 0. Лекин 
х = О бу функциянинг экстремум 
нуцтаси эмас (5.4- раем).

f'(Xo) = О буладиган х0 нуцтанн 
f(x) функциянинг стационар ну*; mac и 
деб атаймиз.

Ферма теоремаси х0 нуцтада сил- 
лик, экстремум деб аталадиган экс
тремум мавжудлигининг зарур шар- 
тини ифодалайди, яъни х0 нуцтада 5.4- раем. 
х,оснла мавжудлигини фараз цилади.
Лекин функция экстремумга ^осила мавжуд булмаган нуц* 
таларда ?̂ ам эга булиши мумкин (масалан, «/ = |дс|).

Стационар нуцталарнинг м а в ж у д л и к  масаласини 
царайлик.

5.1.4. Ролль теоремаси. 5.3- т е о р е м a. f (дг) функция 
цуйидаги шартларни каноатлантирсин:

1 . /(х) (a, fcj да узлуксиз.
2. з  /' (х), х 6 (а, Ь).
3. f(a) = f(b).

У  цолда шундай с, с 6 (а. Ь) нуцта мавжудки, /'(с) = 0 
булади.

^ацицатан, т  ва М берилган f(x) функциянинг [а, b| 
интервалдаги энг кичик ва энг катта цнймати булсин (т  
ва М нинг мавжудлиги Вейерштрасс теоремасидан келиб чи- 
цади). т —М  булиб цолиши >̂ам мумкин. Бу /(*) = const 
лигини билдиради, лекин бу з̂ олда барча х 6 (а, Ь) ларда 
/' (дс) = 0 ва изланаётган с нуцта а ва Ь орасидаги истал
ган нуцтадир.

т ф М  булсин. У  ^олда т  ва М  сонлардан камида 
бири f(a) = f(b) га тенг эмас. Аншушк учун М ф [(а )  бул
син ва .t0 ну^та х нинг шундай циймати булсинки,

f(x0)= M
булсин. f(a) =>f(b) ва Цх0)Ф \ (а )  булгани учун х0 ну^та 
а ва b ну^талар орасида жойлашган: а <  х0 <  Ь.

Шундай ^илиб, х0 нуцта [а, Ь] интервалнинг и ч к и 
нуцтаси булиб, бу нуцтада f(x) функция максимумга эга, 
у ^олда Ферма теоремасига кура

/'(*.) “ • 0,
яъни х0 изланаётган с ну^таиинг $зндир,
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J_______I_______L
0 a xe b x

5.5- раем.

О а С b x

5.6- раем.

Ролль теоремаси содда геометрик маънога эга: ннтер- 
ылда узлуксиз ва интервалнннг ичида дифференциалланув- 
ч:1 функциянинг интервалнннг учларида бир хил ордина- 
тали графигида х0 € (а, Ь) абсциссали камида битта шундай 
с -нуцта топиладики, бу нуцтада эгри чизиеда уринма Ох 
уеда параллел булади.

Ролль теоремаси шартидаги дифференциалланувчанлик 
талаби му^имдир. Х,а^ицатан, 5.6- расмдаги график билан 
тасвирланган функция с ну^тада .̂ осилага эга эмас. АВ 
эгри чпзи^нинг е̂ч бир ну^тасидаги уринма Ох уцца па
раллел эмас.

Энди дифференциал ^иссбнинг марказий теоремасига 
мурожаат циламиз. бу теорема математик анализ курсида 
жуда кенг ^улланилади.

5.1.5. Лагранж теоремаси. 5.4-те о рем а. Агар f(x) 
функция [а, Ь] интервалда узлуксиз ва дифференциалла- 
нувчи бдлса, у %олда шундай с, с 6 (а, Ь) нуцта мавжудки,

формула дринли бдлади. Бу формула Лагранж форму- 
ласи дейилади.

И с б о т и. Ёрдамчи

функцияни оламиз ва X. сонни шундай танлаймизки, ф(лс) 
функция ф (а) = ф (Ь) шартни, яъни

Ь — а (5.3)

у (х )=  f(x) — Xx (5.4)

f(a) — h i= f(b ) — kb 
ни цаноатлантирсин, бундан

X r w - f t ? ) '
/

(5.5)Ь — а
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<p(jr) функцня Ролль теоремасининг барча шартларнни ца- 
ноатлантиргани учун шундай с 6 (а, Ь) нуцта топиладики, 
<р' (с) = 0 булади. (5.4) дан ^осил циламиз:

Ф ' ( о = т - ь  = о.
яъни

т - % .  у
X = /' (с) ни (5.5) га куйиб, ис- 
ботланаётган формулани доил 
циламиз.

Лагранж теоремасининг гео- 
метрик талцинига утайлик. Тео
рема шартларини цаноатланти- 
радиган бирор */ = /(*) функ
циянинг графигини ясайлик 
(5.7-раем). Равшанкн,

ВС — f(b) — / (а), АС = Ь — а ' 

ва ABC учбурчакдан
ВС = tg а • АС

ёки

f(b ) — f(a) = tg а • (Ь -  а) (5.6)

ни доил ^иламиз.
у = f(x) эгри чизицда АВ  ватарга параллел цилиб урин- 

ма утказамиз. М уриниш ну^таси с абсциссага эга, шу 
билан бирга с 6 (а, Ь). Уринма ва ватарнинг параллелли- 
гига асосан уринманинг Ох уеда ^иялик бурчаги а га тенг. 

^осиланинг геометрии маъносига кура

Г  (г) = tg а;

tga нинг бу цийматини (5.6) га у̂й.«б, (5.3) ни доил 
циламиз.

Шундай ^илиб, Лагранж теоремаси геометрик ну^таи 
назардан бундай даъво ^илади: теорема шартларини а̂- 
ноатлант1градиган у = f(x) функция учун шундай с ну̂ - 
та мавжудки, бу нуцтада y = f(x) эгри чизиеда уринма 
ватарга параллел булади.
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5.2- §. Хосилаиши функция экстрсмумларини топишга 
тат6и1\ этиш

5.2.1. Функциянинг узгармаслич, усиш ва камайиш ало- 
матлари. Лагранж теоремаси функцияларнинг эндиликда 
уцувчига маълум булган ^згармаслик, усиш ва камайиш 
еломатларини исбоглашга имкон беради (2.2.3-пунктга 
^аранг).

5.5-теорема. f(x), х£(а% Ь) функция дзининг бери
лиш тупламида дзгармас булиши учун

f '(x) = О, х 6 (а, Ь)
булиши зарур (4.1.3-пунктга царанг) ва етарлидир.

Бу белгининг е т а р л и л и г и н и  исботлашда узгармас 
функция учун исталган л:, ва х2 да f(x2)= f (x 1) =const 
эканини ^исобга оламиз. Лагранж формуласидан исталган 
хх ва х2 да

{ ’(X) = /(*!)-/(< !)_
X - х

Г(х) = 0 <=> / (х2) = / (д:,)
ни з̂ оснл ^иламнз.

5.1-натижа. Агар иккита функция бирор интервал
да тенг хосилаларга эга булса, у цолда улар бир-биридан 
Узгармас цушилувчига фарц цилади.

Х,аци^атан, агар х 6 (а, Ь) да
Г. <*) = Ш

булса, у з̂ олда
(fi(x) -  Ы х ))' = f\  (х) -  Г* (х) = О, 

ва демак, барча х 6 (а, Ь) лар учун
/,(х) — f2(x) = С = const.

5.6-теорем а. Дифференциалланувчи f (х), х 6 (а, Ь) 
функция дзининг берилиш тупламида камаймайдиган бд- 
лиши учун

/'(дс) >  0, х€(а, Ь)
бдлиши зарур (4.1.1-пунктга ^аранг) ва етарли.

Бу аломатнинг е тар л и л и ги н и  исботлаймиз. ^а^и- 
цатан, •

j  / '(* )>  0, x j<x, .  fxlt дс*] с: (а, Ь)
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булсин, f(x) функцияга Гхх, х2| интервалда Лагранж фор- 
муласини ^улланиб, с € (х4, х2) учун

f'(c) —  ̂̂  ^X, — X,
ни э̂ осил циламиз.

/'(с) > 0  шартдан х2 — х, ва f(x2) — f(x l) айирмалар- 
нинг бир хил ишорали эканлиги келиб чи^ади, яъни [х(, 
х2] с: (а, Ь) интервалнннг танланнши нхтиёрийлигига асо- 
сан f (х) функция бутун (а, Ь) интервалда камаймайди.

5.7-теорема. Дифференциалланувчи f (х), х £(а,Ь) функ
ция дзининг берилиш тупламида усмшдиган булиши учун

f'(x) < 0, х 6 (а, Ь) 
бдлиши зарур ва етарлидир.

Теорема исботи олдингн теореманинг исботига ухшаш.
5.1 - м и с о л. у =  х* — Зх +  2 функциянинг усиш р.а камайиш ин- 

тервалларини топинг.
^осила оламиз: у' =  2х — 3; 2х — 3< 0 ни ечиб, х < 3/2 ни ^осил 

^иламиз. Шундай цилиб, функция (—эо, 3/2) интервалда камаяди. 
Функциянинг усиш интервали (3/2, оо) ни шунга ухшаш ^осил циламиз.

5.2.2. Экстремум мазжудлигининг етарли шарглари. fix) 
функция учун экстремум ну^та деб бу функциянинг уз- 
гариши усишдан камайишга (m a x ) еки камайишдан уснш- 
га (min) утадиган ну^тани айтилишини эслатиб утамиз 
(2.2.3-пункт). Дифференциалланувчи функциянинг силли^ 
экстремуми мавжудлмгинмнг за р ур  аломатини ю^орида 
келтирилган Ферма теоремаси беради. Энди экстремум 
мавжудлигининг е тар ли  аломати экстремум таъонфини 
^осиладзн фойдаланиш билан тавспфлашн ва ,\осила ишо-- 
раси билан богли  ̂ булиши лозим деб тахмин килиниши 
табиий.

5.8- теорема. х0 ну^тада узлуксиэ булган дифферен- 
циаллатти j (х) функциянинг ̂ осиласи х0 ну^тадин утиш- 
да ишорасини алмаштирса. у .\олда функция х0 ну^тада 
экстремумга эга. Агар л0 ну^тада \о:иланинг ишораси 
мусбатдан манфиига аллишса. у %олда функция млкси- 
мумга (max), манфийдан мусбитга алмзшса, минимумга 
(min) зга.

^а^икатан, нсботни сэддалаштириш ма^садида х0 ну̂ - 
тада функциянинг ^осиласи мавжуд ва х0 ну^тадан утиш- 
да у ишорасини мусбатдан манф.шга алмаштиради1* деб 
фараз ь̂ илайлик. Лагранж ф^муласини ёзамиз:

1 Теорема бу фаразсиз уш исботланиши мумкин.
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f(x) — f (x0) =  l ' (c)(x— x0) (5.7)
Агар x <  x0 булса, у з̂ олда х — х0 <  0 ва шартга кура 

f '(c )>  0, с£(х, х0), демак, (5.7) формуланинг унг томони 
манфнй. Агар х > х 0 булса, у з̂ олда х — хо> 0  ва шарт
га кура f’(c )<  О, с(х„, v), демак, (5.7) формуланинг унг 
томони манфий. Шундай цилиб, х£/?е (х0) Да /(х0)>/(х) ,  
яъни х0 берилган f(x) функциянинг максимум нуцтасн. 
Теореманинг иккинчи кисми шунга ухшаш исботланадн.

Масалан, у = х2 — Зх + 2 функция х — 3/2 нуцтада ми
нимумга эга.

Шундай цилиб, функциянинг экстремумларини аницлаш 
учун бу функция з̂ осиласинннг ишорасини стационар нуц- 
талар ва з̂ осила мавжуд булмаган нуцталар атрофида тек- 
шириш етарли.

5.8- раем.

Масалан, у = х2 функция (5.8а- раем) х = 0 нуцтада 
минимумга эга ва f'(0) = 0; у = \х\ функция (5.86-раем) 
х = 0 ну^тада минимумга эга, лекин /'(0) мавжуд эмас; 
у  = х2/3 функция а̂м х = 0 нуцтада минимумга эга, лекин 
/'(0) = оо (5.8в-расм).

Силлиц экстремум мавжудлигининг е тар ли  шартини 
цараймиз, бунда иккинчи .\осиладан фойдаланилади.

5.9-теорема. Агар диффвренциалланувчи f(x ) функ
циянинг х0 стационар нуцтасида нолдан фарцли иккинчи 
цосила мавжуд булса, у %олда функция х0 нуцтада экст- 
ремумга эга. Чунончи х0 нуцтада иккинчи цосила нолдан 
кичик булса, функция максиму чга (max) эга, агар нолдан 
ка тта  б£/лса, функция минимумга (min) эга

И с б о т и. х0 — стационар нуцта ва аницлик учун 
Г (х )  >  0 булсин. Иккинчи ^ссиланинг таърифига кура
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f"(x0) = lim Г (Х )~ Гх{Хо)-
Л -JT . *  —  x °

ёки x0 стационар ну^та булгани учун (/' (х) = 0) 

п * „ )  =  lim
х—х9 *  * о

Фаразга кура / " ( * 0) > 0  булгани учун / ' (х) ^осиланннг 
ишораси х — *о айирманинг ишораси билан бир хил була
ди, яъни х <  х0 булганда f ' (jc0) <  0 ва х >  х0 булганда 
/ ' ( * )>  0, бинобарин, стационар нуцтадан утишда f ' (х) 
нинг ишораси манфийдан мусбатга алмашади. Бу эса ол- 
динги аломат буйича х0 ну^тада f(x) функция минимумга 
эга эканлигинн англатади. Максимум булган ,\олда ,\ам 
исбот шунга ухшаш.

5.2- мн сол. у =  Xs — Зх2 +  1 функциянинг экстремумларини то
памиз.

Стационар нуцталарни ани^лаймиз: у' =  Зх2 — 6х = Зх(х — 2). 
Стационар нуцталар: х, =  0 ва х? =  2. Сунгра экстрему мни аницлаш- 
нинг биринчи усули дан фойдаланиб, у ' нинг ншораснни стационар ну^- 
талар атрофида текшнрамиз. х =  О ну^тада у' доила ишорасини с +  * 
дан «—* га, х =  2 ну^тада эса » дан t+ i га алмаштиради. Шундай 
^илиб, у =  х3 — Зх2 +  1 функция х =  0 да макснмумга (у =  1), х =  2 
да эса минимумга (у =  — 3) эга.

Экстрему мни ани^лашнинг иккинчи усулини цулланнб, у” =  6х—6 
«и доил цнламиз ва бунга х, =  О, х2 =  0 цийматларни ^уйнб, у" (0) =  
=  — 6 ва уп (2) =  6 ни топамиз. Шундай цилиб, х = О нуцтада у  <О, 
ва демак, макснмумга эгамиз; х =  2 нуцтада у" > 0, демак, минимум
га эгамиз.

Шунга эътибор бериш керакки, стационар нуцталарда 
иккинчи ^осила нолга тенг булган ^олларда экстремумни 
топишнинг иккинчи доиладан фойдаланиладнган усулини 
^улланиб булмайди.

5.2.3. Ёпи  ̂ ингерзалда функциянинг энг катта ва энг 
кичик цийматларини топиш. Блиц интервалда узлуксиз бул
ган функциянинг энг катта ва энг кичик цийматини топиш 
масаласига яна цайтамиз (5.1.1-пунктга царанг). Бу ций- 
матларнинг мавжудлиги Вейерштрасс теоремаси билан таъ- 
минланади.

Стационар нуцталарни ва функция днфференциаллан- 
майдиган нуцталарни критик ну^талар деб атаймиз.

Функциянннг энг катта ва энг кичик ^ийматларини ёпи  ̂
интервалда излашда бу интервалнннг ичида критик нуц- 
талар булмай ^олиши мумкин. Бу эса царалаётган интер
валда функция монотон, ва демак, энг катта цийматга \ам,
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энг кичик цийматга а̂м интервалнинг охирларида эриши* 
шини билдиради.

Шундай цилиб, узлуксиэ функциянинг ёпщ интервал- 
даги энг катта ва энг кичик цийматларини излаш 
учун функциянинг критик нукталардаги ^ийматлари- 
ни, ва шунингдек, берилиш ннтервалининр охирларидаги 
Кийматларини топиш кифоя. Топилган ^ийматлардаи энг

кичиги ва энг каттаси танланади.
Э с л а т м а. Шу ни айтиб ута- 

мизки, энг кичик ва энг катта 
Кийматларни аницлаш методлари 
ю^орида курсатилганлар билан ту- 
гамайди. Масалан, шундай булиб 
Колиши мумкинки, функциянинг 
\осиласи критик нуцталарнинг ис- 
галганча кичик бир томонлама ат- 
рофларида ишорасини узгартира- 
ди. Бу ва долган ^олларда тек- 
ширишиинг бошкача методлари 
Кулланилади.

5.9-расмда y = f(x ), jc 6 1 а, b] функция, графиги тас- 
вирланган. Функция энг кичик цийматга х = хх экстремал 
иуцтада, энг катта кийматга эса кесманинг х = b охирида 
эришади.

5.3-§. Функцияларнинг узгаришини текширишни давом 
эттириш ва графиклар ясаш

5 3.1. Функциянинг узилиш нукталарда ва чексиз ин
тервалнинг охирларида узгариши. Асимптоталар. Юцорида 
узилиш типлари классификацияланган эди (3.3.1-пунктга 
Каранг). Агар y = f(x) эгри чизик х-+а (а — узилиш 
иукта) да х = а тугри чизиеда чексиз я^инлашса, у ^олда 
бу тугри чизик y = f(x) эгри чизи^нинг вертикал асимп- 
тотаси  дейилади (5.10-раем).

Шундай килиб, агар ушбу шартлардан бири бажари-лса 
х = а тутри чизнк вертикал асимптота дейилади:

1 . lim f(x) = ±  оо,
х-+а

2. lim f(x) — ±  оо,
х-+а—0

3. lim  f(x) — ±  оо;
Х'+а+О
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шу билан бирга иккинчи ва учинчи ^олларда y —f(x) 
функция мос равишда х >  а да ва х < а з̂ ам умуман аниц- 
ланмаган булиши мумкин. Масалан, у — In х, х 6(0, + ° ° )  
функция х = 0 вертикал аснмптотага эга.

Энди графиги х-*-— оо ёки дс-*- + оо да у = kx -f- b 
тугри чнзнэда чегарасиз яцинлашаднган у = /(*), х 6 (—оо,

+  ро) функцияни цараймиз (5.11-раем). Бу процесс ММ 
кесма узунлиглнинг нолга интилиши билан характерлани- 
ши мумкин.

Таъриф. Агар
kx — Ь) = 0П ш  (/(дс) (5.8)

+ оо да у = f(x) эгриб()лса% у = kx + Ь тугри чизщ х- 
чизицнинг асимптотиси дейилади.

Аснмптоталарнинг мавжудлик масаласини .\ал ^илиш 
учун k ва b нинг конкрет цийматларинн билиш имкония- 
тнга эга булиш зарур. Фараз ^илайлик, y ~ f ( x )  эгри чи- 
зи  ̂ х —► + оо да у = kx + b асимптотага эга булсин.

У ^олда (5.8) ни х га булиб, ^уйидагини ^осил tyua- 
миз:

еки
lim f(x)
*-+"> X = k. (5.9)

k нинг топнлган ^ийматини (5.8) га цуйиб топамиз1*:
6 =■ lim (f(x )-kx ). (5.10)

*) Тескари даъвони \ам исботлаш мумкин, чунончи: агар k ва b 
параметрлар (5.9) ва (5.10) формулалар билан ани^ланса, у >̂ олда 
у » к к х ^ Ь  т$три чизнц f (х) функция графнгннинг асимптотасиднр.
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Асимптотанннг *-► — оо да- 
ги таърифи юцоридагига ухшаш 
аникланади. х->+оо да ва 
х оо да турли аснмптота- 
ларнинг мавжуд булиш ^олла- 
ри, шунингдек, уларнинг уст- 
ма- уст тушиши мумкинлигини 
айтиб утамиз, (5.9) ва (5.10) ли- 
митлардан бирн мавжуд бул
маган \олларда асимптоталар
Й>1у

Функция графиги асимптота
ми кеснб утиши а̂м мумкинлигини эслатиб утамиз (5.12- 
расм).

Функция графигининг асимптоталарини аниклаш катта 
татбикий а^амиятга эга, чунки улар (мавжуд булган о̂л- 
да) функциянинг чексизлнкда узгаришини текширишни 
жуда енгиллаштиради, бу .\олда эгри чизик буйлаб ,\ара- 
катни тутри чизик буйлаб .\аракатга алмаштириш мумкин.

5.3-ми сол. у = х j_~j~ функция графиги асимптоталарининг
мавжудлнгини анш̂ лаймиз. (5.9) ва (5.10) формулалар буйича н̂соб- 
даймиз:

k = lim — i —= 1, ft = lim — = 1.
x-+jfoo X—1 x—* j  ос у X —  1 J

x*Шундай н̂либ, у = " ” |- функция графиги у = х + 1 асимпто- 
тага эга. Сунгра

lim /(дг) = lim ——— = ± ооi-»l X — 1
.V*булгани учун к = 1 т$три чизиц у = х_-р функция графигининг

вертикал асимптотаси булади.
5.3.2. Функция графигининг клвлриклик йуналиши; 

функция графигининг букилиш нукталари. Функция узга
ришини ва функция графигининг формасини аниклаш учун 
эгри чизик э г р и л и г и тушунчаси билан боглнк булган 
баъзи масалаларни, чунончи, к а в <*риклнк й ун ал и ш и  
тушунчасини куриб чицамиз. Агар бирор интервалда эгри
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чизицнинг барча нуцталарн бу интервалнннг исталган  
ну^тасида эгри чизш^а утказнлган урннмадан ю ц о р и д а 
ётса, бу эгрн чизнк шу интервалда пастга ^аварщ дейи
лади (5.13-раем).

Аксинча, агар эгри чизицнинг бнрор интервалдаги барча 
ну^талари бу интервалнннг и с т а л г а н  ну^тасида эгри 
чизиеда утказнлган уринмадан паст  да ётса, эгри чизи  ̂
шу интервалда щорига цаварщ дейилади (5.14-раем).

Энди эгри чизицнинг (функция графигининг) интервал* 
да ^аварицлнк йуналишини ани^лаш имконини берадиган 
е т а р л и аломатни исботлаймиз.

5.10-теорема. Агар икки марта дифференциалланув- 
чи у = f(x  )функциянинг ани^аниш со.\асига тегишли би* 
pop (а, Ь) интервалда f"(x) иккинчи \осила мусбат (ман
фий) б^лса, у цолда функция бу интервалда пастга (щори
га) кавариц булади.

Хацицатан, агар, масалан, f"(x) >  0, х 6 (а, Ь) булса, бу 
з̂ ол функциянннг f ' (х) биринчи з̂ осиласи усувчи функция 
эканлигинн англатади. Бу эса х абсцисса билан биргалик- 
да эгрн чизи^а уринманннг Ох ук билан з̂ осил цнладнган 
а бурчаги з̂ ам ортадн, демакднр (5.13-раем):

х1 <  ха <=> Г  (дсх) <  /' (х2) <=> <  a*.

Лекин бундай з̂ олда эгри чизи  ̂ пастга ^авари^дир. Тео
ремани иккинчи кисми шунга ухшаш исботланади. Бу тео- 
ремага тескари теорема з̂ ам уринли.

Агар график функциянннг аницланиш со.\асида к,ава- 
рнцлик йуналишини узгартирса, у з̂ олда эгри чнзиц турли 
цаварицлик йуналишларига эга буладиган булакларни аж*
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ратувчи М  нуцта (бу нуцтада 
эгри чизиеда уринма мавжуд 
булиш шартида) букилиш нуц- 
таси дейилади (5.15- раем).

5.11-теорема. Агар y —f(x) 
функция (а, Ь) интервалда 
икки марта дифференциалла- 

► нувчи ва х0 6 (а, Ь) букилиш
* ну^таси булса, у холда f"(x0)— 

*= 0.
Х,ацицатан, функция икки 

марта дифференциалланувчи 
булгани учун з̂ амда букилиш нуцтасидан унг ва чап то- 
монларда иккинчи косила турли ишораларга эга булиши 
лозимлигн сабабли (х„; f(x0)) нуцтада у нолга тенг булиши 
керак,

Бу теореманинг те скарн си  тутри эмас: /" (*„ )= 0 
булишидан х0 нуцта букилиш нуцтаси булиши келиб чнц- 
майди. Масалан, у = х* функция учун у" = 12хг ва х = 0 
да у" = 0 га эгамиз. Лекин х = 0 букилиш нуцтаси эмас, 
чунки бу нуцтада функция цаваршушк йуналишини $з- 
гартирмайди (барча х ларда */"> 0, график пастга цава- 
рщ).

Бошца фактни а̂м цайд цилиб утамиз: букилиш нуц- 
талари f" (х) мавжуд бдлмаган жойда хрм мавжуд булади.

Масалан, у =* у ' х функция учун «/" = ---- бу*
9 >/ jc6

либ, х0 = 0 букилиш нуцтасидир, лекин бу нуцтада ик
кинчи косила мавжуд эмас (5.16-раем).

Бироц бу даъвонинг з̂ ам те ск а р и си  тугри эмас.
Масалан, у — у  ж* функция учун у” — ----Г~~Т б^либ,

9 /  г
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х =* 0 да у" мавжуд эмас, аммо долган барча нуцталарда 
у" <  0 ва график ю^орига цавари ,̂ демак, х0 =» 0 букилиш 
нуктаси эмас (5.8 в- раем).

Шундай ^илиб, у = f(x) функция графигининг к;ава- 
рицлик характерини урганиш учун иккинчи ^осила ишо- 
расини /"(*„) = О буладиган ёки f" (х0) мавжуд булмайди- 
ган х0 ну^та атрофнда текшириш зарур.

5.4-мисол. у =* Xs функция графигининг цаварицлигини текши- 
рамиз; у" =  6*. у’  (0) =  0. х < 0 да у" < 0 га ва х > 0 да у* > 0 га 
эгамиз. Иккинчи ^осила х =  0 нуцтада ишорасини « — » дан с ■+■ » га 
узгартнради. Шундай ^илиб, х =  0 букилиш нук;тасида функция гра
фиги ю^орига цаварик,ликдан пастга ^аварицликка утади (5.4- раемга 
царанг).

5.3.3. Функцияни текширишнинг умумий схемаси. Ю^о- 
рнда айтиб утнлганидек (2.2.2-пунктга царанг), анали
тик усулда берилган функциянинг графиги функциянннг 
характерлн хусусиятларининг енфат куринишини кургаз- 
мали цнлпш мацеадида ясалади.

Мумкин булган бундай хусусиятларнинг баъзилари ва 
уларни аннцлаш методлари обзорини келтирамиз.

1. Ф у  и к ци я и и н г а н и р а н и ш  со^аси. Мурак
каб функциянннг графиги ясалаётган ва аницланиш со̂ а- 
сига дойр курсатмалар булмаса, у ^олда табиий ани^ланиш 
со^асини ясаш зарур, бунда тегишли тенгензликлар ечила- 
дн, узлуксизлик интерваллари ажщланади ва берилиш интер- 
валининг охнрларнда функциянинг узгариши (ёки циймати) 
ани^ланади.

2. А си м п то т  а лар. Узилиш нуцталарида вертикал 
асимптоталарнннг бор- йу^лигини, бу ну^таларда функцня- 
нинг чексизликда узгаришини урганамиз.

3. Симметрия. Даврийлик. Жуфтлик ва тоцлик, 
даврийлик хоссасннннг мавжудлиги функция аницланиш 
со^асининг бир циемндагина текшириш билан чекланишга 
имкон бериб, текшириш ишини анча енгиллаштирди.

4. Э к с т р е м у м  лар. Биринчи ва иккинчи .\осилалар- 
нн топамиз, днфференцналланувчанлнк бузнлган нуцталарни 
топамиз. Критик ну^таларни аншугаймнз, уларни ортиб 
бориш тартибнда жойлаштирамиз. Экстремумларни аниц- 
лаймиз.

5. Б у к и л и ш  ну^талари .  Иккинчи ^осила’ нолга 
тенг б^лгаи ёки мавжуд булмаган нуцталарни аницлаймиз, 
бу нуцталар атрофнда графикнинг цавариклик йуналиши-
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ни аницлаймиз. Букилиш нуцтаси икки экстремум нуцта 
орасида, агар бу нуцталар орасидагн ннтервллда иккинчи 
^оснла мавжуд 65'лса, доимо булишини эслатиб утамнз.

6. К ,ушимча х ар ак тер л и  нуцталар .  Графикни 
купроц аницликда ясаш учун баъзи цушнмча нуцталар — 
графикнинг координата уцлари билан, симметрия уцларн 
билан ва асимптоталар билан кесншиш нуцталарини н̂соб- 
лаш фойдали булади.
„ 7. Гр а ф и к н и  ясаш. Ушбу якуний босцнчда функ

цияни текшириш натижасини кургазмали цилиш мацсадида 
функциянинг графиги координаталар системасида ясалади.

X 4

5.5-ми со л. у =  х* — функцияни текши рамиз. Функциянинг 
ани^ланиш со^аси, равшанки,

Функция берилиш интервалларининг охирларида Узини ^андай ту- 
тишини аницлаймиз. Бунинг учун ушбу туртта лнмитни .\исобланмиз:

Шундай цилиб, х =  1 вертнчал асимптота эканлигнни анн^ладик. Орма 
асимптоталарни ани^лашга утиб,

ни топамиз, бундан у = х турри чизи^ функция графигининг — эо 
да ва х +  оо да огма асимптотаси булиши келиб чшдаи.

СУнгра экстремумларни аницлаш учун

ни топамиз. у ' ^осила функциянинг анн^ланиш со^асида мавжуд ва 
чекли, шу сабэбли барча критик ну^таларни у' =  О шартдан ани^лай-

3<---
миз, у эса нккита критик ну^тани беради: дгж =  0 ва х* =  к 4.

у' нинг ишорасини х, = 0  ну^танннг е-атрофида текширнб, 
х С (— е, 0) булганда у' > 0 булишини, х £ (0, е) булганда у ' < 0 
булишини курамиз; шундай цилиб, хх =  0 — максимум нуцтаси, у (0) =  
=  0 — функциянинг максимуми. Шу билан бир ва^тда биз функция 

° )  да Усншини, х£  (0, 1) да камайншини аницладик. Функ
циянинг дг, =  0 ну^тада экстремумнни ^озиргнна курнлган усул бил ан
гина текшириш мумкинлигини айтиб утамиз, чунки хх =  0 ну^та ик- 
кинчи ^осиланинг нолидир.

х = (- о о ,  1) U (1, оо).

lim -----= — оо, limX—t—оо Xя —1 X-*-

: ) - 0



х, = '/  4 нуцтада экстремумни иккинчи доила ёрдамида текши
I 4 — функциянинг

эса функциянинг минимуми.

риш мумкин, чунончи у" ( f ~ i )  > 0, яъни х,
3 -— 4 \г~ J  

минимум ну^таси, у (у  4) =  — ^—
Энди функция графигининг ^авари^ик формасинн анш^асак бул-

ди. у'' =  0 шартдан х3 = — ^  2 ни топамиз ва бу ну^танинг е- 
атрофида уп нинг ишорасини текшириб, цуйндагнни ^осил ^иламиз:

х £ (— е — у^~2, — у~2) да у" > О,

* 6 ( - 3/ 2 , - ?  2 +  е) да у' (0), яъни х3 =  — \г 2
функция графигининг пастга цаваршушкдан ю кори га цавари^ликка 
Ауналишининг букилиш ну^таси абсциссасн; букилиш нуцтасниинг ор-
дннатаси: у =  ( — \г~2) =  — ~  у^~2 . Функцияни текширнш тугал-оу*
ланди. у =  —-—  функция графиги 5.17-расмда берилган. 

х3 — 1
5.3.4. Функциянинг энг 

катта ва энг кичик и̂й- 
матларини топишга дойр 
татбикий (амалий) харак- 
тердаги масалалар. Ю ^ори- 
да баён ^илинган назария- 
ни конкрет характердаги 
масалалар ечишга цулла- 
нилишини курсатамнз.

5.1 - м а с а л а. Узунлиги 
I  м булган fob учун материал 
тайёрлаиган. Бу ков билан юзи 
энг катта булган турри турт- 
бурчак майдонни ураб олиш ке- 
рак. Бу майдоннинг улчамлари -
Канча булиши лозим. о. 1/-р м.

Е ч и л и ш и .  Т>три туртбурчакнинг эни х м булсин. У  *олда

унинг буйи — x j м, ва демак, юзи 5 = [ у  — x j х булиши ло
зим.

Масалани ечиш учун S  (х) функция х нинг цандай цнйматида энг 
катта ^иймат к̂ абул цилишини топил са кифоя.

Масала мазмуннга кура х аргумент (0, 1/2] кесмада узгаради.1) 
Ю^орида баён ^илинган назарияни цуллаииб, цуйндагини топамиз:

*) х =  0 ва х =  1/2 доллар махсус ^олларднр. 
булиши учун биз уларни истисно ^илмаймиз.

Текширнш тулиц
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2- — 2дГ=0 деб, х =  //4 критик нуцтани топамиз. S* (дс) < 0 булгани
учун макснмумга эгамиз. Бу максимум [0, //2) интервал ичида ётган 
ягона экстремумднр. S  (дг) функциянинг ^ийматларинн х =  0, х =  //4 
ва х =  //2 нукталарда .\нсоблаймиз ва энг каттасини танлаб оламнз:

S (0) =  О, «S (//4) =  /*/16, S  (1/2) =  0.
Шундай цилиб, эиг катта юзга эга булган т>три туртбурчак а̂м- 

ма томонларн l/А га тенг булган тугри туртбурчак, яъни квадратдир.
5.2- мае а л а. Томонн а булган квадрат тунукадан усти очн^ 

яшнк ясаш лозим. Бунинг учун тунуканинг бурчакларидан тенг квад- 
ратлар ^ир^иб ташланадн ва уни букнб, яшнк ясаладн. Энг катта си- 
тили яшнк ^осил булиши учун тунуканинг бурчакларидан кандай квад- 
ратлар кнрцнб олиш лозим (?̂ ажм яшнк асосннннг юзини баландликка 
купайтмаенга тенг).

Е ч и л и ш и .  Бурчаклардан кирцнб олинаднган квадратларнннг 
томони узунлигини х оркалн белгнлаймиз. Яшнкнннг таги томонн 
а — 2х бУлган квадрат булади. Бу ^олда яшнкнинг >$ажми V =  (а —
— 2*)* х формула билан ифодаланадн, бу ерда х аргумент (0, а/2) 
орати^даги цийматларнн ^абул ^нлади. х = 0 ва х =  а/2 ^олларнн 
^арамаймиз, чункн булар (масала шартига кура) функциянннг айниш 
^олгаридир. V функция х нинг дг£ (0, а/2) даги ^айси ^ийматларида 
энг катта циймат цабул цилншинн аннцлаймиз. Бу ^иймат (0, а/2) 
оралицдаги мякенмумларнинг энг каттаси булиши лознмлигн равшан. 
V/ ва Vп ни топамиз

V' =  (а2х — Аах2 +  Ах*)' =  12** — Sax +  а2,
V  =  24* — 8а.

V' =  0 шартдан критик ну^таларни топамиз*
12х2 — 8ах — а1 =  0,

бундан
Jt, =  (4а + 2а)/12 =  а/2, а/2 ?  (0, а/2), 
х7 = (4а — 2а)/12 = а/6, а/6 £ (0, а/2).

хх = а/2 нуцтада функция айнийди, шу сабабли иккинчи ^осила- 
нинг ншораенни фацаг дг2 =  а/6 ну^тада текшнрамнз, бунда а > 0 ва 
а =  const эканлигинн эътнборга оламнз:

V" (а/6) = 24- ^  — 6а =  — 4а < 0.

Бу эса V функция х =  а/6 нуцтада макснмумга эга булади, демакдир, 
бу максимум (0, а/2) ораликда ягонаднр. V (а/6) =  2а3/27 ^нймат энг 
катта ^иймат булади.

5.3-мае а л а. Сувости кабелндан сигналларнинг утиш тезлнги 
дс* In ( l/х) ифодага пропорционал, бу ерда t  — кабелнннг металл Узаги 
радиуеннинг бу Узакни изоляциялайднган ьобн^нннг ^алинлигнга ннс- 
бати. Сигналларнинг Утиш тезлнги энг катта булиши учун бу нисбат 
цандаи булиши лозим?
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Е ч и л и ш и .  Мазкур ^олда экстремум» текширилиши лознм бул
ган функцияни тузиш талаб цилинмайди. У масала шартида берилган. 
Шу сабабли биз (0, +  оо) интервалда х нинг шундай ^нйматини топ- 
саккн, бу ^ийматда

/ (х) =  х* In (1/х) =  — х* In х
функция энг катта цийматга эга булса, у ^олда масала ^ал ^илинган 
булади. / (х) — снлли^ функция. Топамиз:

/' (х) =  — 2х In х — х =  — х (2 In х +  1).
Хосиланинг (0, +  оо) интервал га тегишли булган илдизи фацат х =»
*=— L  =  е—1/2 ^нймат булади. Агар ^осиланинг ишорасини х =  е— >/2V е
нуцтадан утишда текшнрадиган булсак, у ишорасини мусбатдан ман- 
фийга Узгартиришини курамиз.

Демак, х =  е—|/2 ну^тада / (х) функция максимумга эга, шу би
лан бирга бу максимум / (х) нинг (0, +  оо) интервалдаги ягона макси- 
мумнднр. Демак, изланаётган ннсбат е—1/2 га тенг булиши лознм.

5.4-мае а л а. \ар бири г ичкн царшнлик, £ электр юритувчи 
кучга эга булган п та гальваник элемент х та группа ^илиб, кетма- 
кет уланган, шу билан бирга ^ар бир группа параллел уланган у  та 
элементдан иборат (ху =  л); R — таш^и занжир ^аршилиги. Ток кучи 
/ энг катта булиши учун х ва у сонлар ^андай булиши лознм?

Е ч и л и ш и .  Агар т  та элемент кетма- кет уланган булса, у цол- 
да занжирдаги ток кучи Ом ^онунига кура

т Е  Е
mr -f R г +  В  

т
бУлади, агар k та элемент параллел уланган булса, у \олда ток ку
чи £

булади. У  *олда бутун батареянинг ток кучи 

» £  £х
R  ( а = п )

га тенг; масала шартидан х < п экани кури ниб тури бди, шунинг учун 
функцияни (0, п) интервала текширамиз:

/ ' _  р  R  QX2 I » в  ОпР (ах2 —  3/?)
(ах1 -j-R2)* 1 (ах* +  /?)•”

/'(х) *осила (0, п) интервалнинг фак̂ ат битта х=  j / u .  =» —
иуцтаснда нолга айланадн, бу ну^та шу интервалга тегишли булиши 
мумкин. Агар R jr < n  булса, х = V  Ял/r ну^та (0,- п) интервалга
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тегишли булади. Бу ну^тада Г  (х) нолдан кичик, демак, х= у  — , 

у =  -Л = 1/ 1р. бУлса, функциянинг максимал ^нйматини ^осил !̂ и-X г д
ламиз.

5 - Б О Б Н И  Т А К Р О Р Л А Ш  У Ч У Н С А В О Л Л А Р
1. Ферма, Ролль, Лагранж теоремаларини айтиб берннг.
2. Бу теоремаларнинг геометрик маъноси нимадан иборат?
3. Стационар нуцта нима?
4. Функция усишининг (камайишннинг) зарур ва етарли аломатла- 

рини айтиб беринг.
5. Экстремум мавжуд булишлнгининг зарур ва етарли аломатла- 

риии айтиб беринг.
6. Функциянинг ёпиц интервалдаги энг катта ва энг кичик н̂й- 

матларнин топиш методи нимадан иборат?
7. Эгри чнзнц аснмптоталари таърифини ва уларни топиш усулини 

айтиб беринг.
8. Эгри чизи^ ^авари^лигнйинг йунатнши ^андай аишу!анади?
9. Букилиш ну^тасн манжудлнгннинг зарур ва етарли аломатлари- 

ни айтиб беринг.
10. Функция Узгаришини текшнрншнинг умумий схемасини баён 

цилиб беринг.

5- Б О Б Г А Д О И Р  М А Ш К Л А Р

у =  I  (х) функциянинг [л, Ь] интервалдагн энг катта ва энг ки- 
чнк ^ийматлариии топинг.

1. у =  2** — In х, [0,25; 1).
2. у = г * *  — 3** — 9х + 14, 1— 2, 31.
3. у =  х - е *  , [ - 1 ,  2).
4. у =  х * -  2л1 -  5, )— 2, 01.

5. 1-0.5: <1
6. у =  X1 е-х , (— 1, 4].
Дифференциал >̂ исоб методлари ёрдамида функцияни текширинр ва 

графигини ясанг:

7. у = 1 + 2 х г — —. 8. у =  х» +  6х*+9х.
4

9. у =  3* -f — 3f-  .. Ю. у = ___—___
9х*— 1 У Зх* — 1

11. у =  (2х — 3) V  (x+i)*. 12. I/ =  х* У  х + I.

i  R n
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x V T — x (** — 4)*/*
17’ У = —  г+х ' lS y  = — 7  •

Масалаларни ечинг:
21. Ром ю^ори томони ярим дойра билан гугаган т^рри тУртбур- 

чак кУринишида. Ромнинг периметрн тайин 2р булганда энг кУп epyF- 
лик утиши учун унинг Улчамлари кандай булиши лозим?

22. Мазкур моментда А кемадан шар  ̂ томонда 75 км наряд» 
бфлган И кема соатига 12 км тезлик билан Fap6 томон сузмоцда, А 
кема эса соатига 4 км тезли^ билан жануб томонга сузкок^а. Неча 
соатдан сУнг кемалар бир-бирига энг один булади?

23. Икки ёрурлик манбаи бир-биридан 30 м нарида жойлашт прил
ган. Агар уларнинг кучи 27:8 каби нисбатда бУлса, уларни туташти- 
рувчн тугри чизи^да энг нам ёритилган нуцтани топинг?

24. =  1 эллипсга ички чиэнлган барча т^ррн туртбурчак- а1 Ь2
лар ичндан юзи энг катта булгаиинн топинг (тугри тУртбурчакнинг 
томонлари координата у^арига параллел деб тахмин ^илинадн).

25. Энн 4 м булган каналдан унга ту^ри бурчак остида эни 2 м 
булган канал ажралиб чицади. Хода и и бу каналларнинг бирндан ик- 
к ни ч ней га окизиб утказиш мумкин булиши учун унинг узунлиги I ца'н- 
дай булиши керак? (ходаиинг Аугонлигиии \исобга ол масли к мумкин).

26. Ички каршилиги / га тенг булган гальваник элемент бор. R  
тайней царшнлик цанча булганда, бу элементдан олинадиган ток кув- 
вати таш^и занжнрда энг катта булади?

5- Б О Б Г А Д О И Р  Ж А В О Б Л А Р ,  К У Р С А Т М А Л А Р  В А
Е Ч И М Л А Р

21. Ярим доиранннг радиус и тутри тУртбурчакнинг баландлигига 
тенг булиши лозим.

22. 5 ~  ссат.
8

23. Кучлн ток маибаидан 18 м нарида.
24. Тугри тУртбурчакшшг томонлари aS V  ва — -—— га

тенг.
25. / < 2 У  9 +  6 |/ “ 2 *  8.36 м.
26. R =  г.
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6 -БО Б

ДЕТЕРМИНАНТЛАР ВА ЧИЗИКЛИ ТЕНГЛАМАЛАР 
СИСТЕМАЛАРИ

6.1-§. Икки номаълумли иккита чизи^ли тенглама 
системалари

6.1.1. Икки номаълумли чизи^ли тенгламалар. 6.1- 
таъриф. х ва у га нисбатан чизицли тенглама деб

ах + by =  с (6. 1 )
куринишдаги хар цандай. муносабатни айтамиз, бу ерда 
а ва b сонлардан \еч булмаганда бири нолдан фарцли.

х ва у сонларнинг (6.1) ни тугри тенгликка айланти- 
радиган .\ар цандай жуфти бу тенгламанинг еними дейи
лади (шунингдек, бу сонлар жуфти (6.1) ни %2ноатлан- 
тиради дейилади).

Жумладан, 2х —• у =3 тенгламанинг ечимлари, масалан, 
цуйидаги сонлар жуфтларидан иборат: 1 ) л =  1 , у =  — 1 , 
2) х =  2, у = 1; 3) х = } 3 /2, у =  \  3 — 3 ва ,\оказо. Бу 
тенгламани коноатлантирмайдиган сонлар жуфтига х = 10, 
у = 5 мисол була олади.

Чизи^ли тенгламанинг барча ечимлари туплами Декарт 
координата текислигида тугри чнзщ  билан тасвирланиши- 
ни курсатамиз. ^аки^атан, агар Ь Ф  0 булса, у>£>лда(6. 1)
нинг иккала томонини Ь га булиб ва ^  х .\адни унг томон- 
га утказиб, (6.1) га эквивалент булган ушбу

а , су ------х + — /с оу* Ь Ь (6.2)
муносабатни ^осил циламиз. Маълумки, бундай муносабат 
у ни х нинг чизи^ли функцияси сифатида аниклайди, бу 
чизшуш функциянинг графиги эса тугри чизик булиб, бу 
т>три чизик Оу укн» Уо = с/b ординатали нуктада кесиб 
утади ва Ох ук билан тангенси — alb булган бурчак \о- 
сил килади.
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Агар b = 0 булса, у \олда албатта аф О  булади (биа 
таърифда бу сонларнинг з̂ еч булмаганда бири нолдан 
фарцли деб талаб цилганмиз). У  .\о л да (6.1) ни бундай 
ёзиш мумкин:

с

Бундан курннаднки, х ва у сонлар бу муносабатларни 
цаноатлантириши учун х сон с/а га тенг булиши, у эса 
исталган з̂ ацнций сон булиши зарур ва етарли. Барча 
бундай жуфтлар туплами геометрии нуцтаи назардан тугри 
чизин билан тасвирланиб, бу тугри чизиц Оу уцца парал
лел, Ох уцни эса х = с/а абсциссали нуцтада кесиб утади.

6.1.2. Икки номаълумли иккита чизикли тенглама сис- 
темалари, геометрик интерпретацияси. Биз энди иккита чн- 
зицлн тенгламадан тузилган системаларнн цараймиз:

[axx + bxy = cv
\a-tX + Ь*у = сг. (6.4)

6.2-таъриф. (6.4) системанинг ечими деб бу система- 
ни ташкил цилувчи тенгламаларнинг хар бирини цаноат- 
лантирувчи иккита х ва у сонга айтилади.

(6.4) нинг барча ечимлари туплами бу системанннг мос 
равишда бирннчи ва иккинчи тенгламаларннинг ечимлари* 
дан тузилган тупламларнинг умумнй цисмидан (тупламлар 
назарияси нуцтаи назарн буйича кесишма) иборат булиши 
равшан. Шу сабабли геометрик муло.\азаларга асосан, цу- 
йидаги з̂ олларда биттаси ва фацат бнттаси урннли були
ши мумкин деган хулосага келамиз:

1°. (6.4) нинг мос равишда биринчи ва иккинчи тенгла- 
маларининг ечимлари тупламларини тасвирлайдиган /х ва /а 
т$три чизшутар фацат битта умумий Л10 нуцтага эга. Бу нуц- 
танинг (х0; г/0) координаталарн бу .̂ олда системанннг ягона 
ечимини ифодалайди (.\ацицатан, х ва у сонларнинг истал
ган бошца жуфти хОу текисликда М„ дан фарцли М нуцта- 
нн, ва демак, /, ва /2 тугри чизнцларнинг з̂ еч булмаганда 
бирида ётмайдиган нуцтани тасвирлайдн. Бу эса бундан 
сонлар жуфти (6.4) нинг тенгламаларидан з̂ еч булмаганда 
бирини цаноатлантирмайди, демакднр). Бундай з̂ ол эса /, 
ва /2 туFpii чизицлар Ох уц билан з̂ ар хил бурчак ташкил 
цилганда ва фацат шундагина уринли булади.
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2°. /j ва /2 т$три чизи^лар бир-бирига параллел. Бу 
з̂ олда улар, табиийки, умумий ну^тага эга булмайдн. Де
мак, (6.4) система битта .\ам ечимга эга эмас.

3°. 1Х ва I, тугри чнзн^лар устма-уст тушади. У з̂ олда 
уларнинг исталган ну^таси системамнзнинг ечимини нфэ- 
далайдн. Бинобарин, бу з̂ олда система чексиз куп ечимга 
эга.

6.1.3. Икки номаълумли иккита чигицли тенглама сис- 
темасини текшириш. Энди (6.4) системани аналитик усул
да текшириш билан шутулланачиз. (6.4) нинг тенглама- 
ларидан биринчисини Ьг га, иккинчисннн эса — га ку- 
пайтириб, уларни .\адма-.\адлаб к,ушамиз. Шундан кенин
(6.4) нинг тенгламаларидан биринчисини —аг га, иккин- 
чиснни ах га купайтириб, яна з̂ адма-хадлаб ь̂ ушамиз.
Бу амаллар натижасида

( (аЛ  — оА)-дс = схЪг — c2bv
\(а}Ьг — а2Ь2) • у = ахсг — а,̂  (6. 5)

ни з̂ осил ^иламиз. Агар ауЬ2 — a2bt Ф  0 булса, у з̂ олда
(6.5) а- ва у га нисбатан янги тенгламалар системаси бу
лади. Бу системанинг ягона ечнми

х _  СА ~  сгЬ1 у _  otct—0«g|
о,*,—а^х ’ albi—albl (6 .6 )

-булиши куриниб турибди. Агар ахЬ, — 0 ^ = 0  булса, у 
з̂ олда (6.5)

ГО == с,Ь2 — с,Ьх
|0 = а,г, — а (6.7)

«урннишни оладн.
Кейинги муло.чазэларни тугри тушуниш учун цуйидаги 

мухнмдир: (6.5) муносабат з̂ ар ^андай з̂ олда з̂ ам (6.4) 
муносабатнинг натнжасидир, яъни ^андайдир х ва у сонлар 
(6.4) ни цаноатлантирса, у з̂ олда ана шу дс ва у сонлар
нинг узида (6.5) даги муносабатларнннг з̂ ар бири уринли 
булади.

Аввал ахЬг —'а,Ьх Ф  0 .\олни цараймиз. У  ,\олда з̂ ознр- 
гина айтнлган мулоз̂ азага асосан, айтнш мумкннки, (6.4) 
системанинг хар цандай ечнми (6.5) система учун ,\ам ечнм 
булади. Лекнн (6.5) ахЬг — а2Ь, Ф  0 булганда фа^ат битта 
ечимга эга булнб, у ечим (6.6) формулалар билан берили* 
ишни курдик. Демак, (6.4) система (6.6) дан ташцари 
бош^а з̂ еч цандай ечимга эга булиши мумкин эмас. Аммо
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(6.6) ,\ам бу системами цаноатлантирадими? Шу пайтгач» 
^илган хисоблашларнмиздан бу мутла^о келиб чи^майди. 
Бу саволга жавсбии биз (6.6) ни бевосита (6.4) нинг ^ар 
бир тенгламасига цуйнб ^ссил цилишимиз мумкин. Бу 
тенгламалардан биринчисининг чап томони бундай урнига 
цуйишдан сунг цуйидаги куринишни олади:
а  С1 \̂ ,| ^ # ° 1Г»— агс\ __ а\с\ г̂ —  a ict^i 4- oxctbl —  а*с1Ь1

Qfb| Qxb^— Q^)x
__ aic\̂2 — a&\b\ C| • (Q\bt  — Q^) __
 ̂ a\b\—afb\ al̂ 2—a2̂ i 

бундан эса (6.6) биринчи тенгламани цаноатлантириши 
куриниб турибди. (6.6) сонлар дастлабки (6.4) системанннг 
тенгламаларидан иккинчисини хам цаноатлантиришига ана 
шунингдек ишонч ^осил ^илиш мумкин. Демак, биз агар 
ахЬ2 — а2Ь1 Ф  0 булса, у ,\олда (6.4) система ягона ечимга 
эга ва бу ечим (6.6) формулалар билан берилади деб ху- 
лоса цилишга годлимиз.

Энди ахЬ2 — а2Ьх = 0  булсин. Агар биз (6.4) ,\еч бул
маганда битта ечимга эга деб фараз ^иладиган булсак, 
у ^олда бундан (6.7) нинг уринли эканлиги келиб чи^ади. 
Демак, ахЬ2— а2Ьх = 0 булганда (6.7) муносабатлардан 
^еч булмаганда бири бажарилмаса, у ^олда (6.4) система 
битта \ам ечимга эга эмас.

Ни^оят, ахЬ2 — а2Ьх= 0  ва (6.7) муносабатларнинг ик- 
каласи >̂ам бажарилса, у ^олда (6.4) система чексиз куп 
ечимлар тупламига эга эканлигини курсатамиз.

Дастлаб, ЬХФ  0 деб фараз ^иламиз. Бу ^олда Ь2 Ф  О 
а̂м булади. ^а^нкатан, агар бунинг аксини фараз цила- 

диган булсак, у ^олда ахЬ2 — а2Ьу = 0  тенгликка асосла- 
ниб, а2Ьх = 0 булишини ^осил циламиз, бундан эса а2 =0. 
Лекин 6.1-таърифга биноан, а2 ва Ь2 коэффициентлар бир 
ва^тда нолга тенг булиши мумкин эмас. (6.4) тенглама
лардан биринчисининг ечимлари туплами, бизга маълумки, 
барча мумкин булган х ва // сонлардан иборат булиб, 
бунда х — ихтиёрий .\а̂ и̂ ий сон, у нинг тегишли ^иймзтн
эса (6.2) формула билан берилади. Бундай х ва — их
+ ^-сонларни (6.4) нинг иккинчи тенгламасига ^уйиб, 
^уйидагнни >;осил циламиз:

а\ „ _i_ С1 \ _ в А  — „ I ^1 _
bt



Лекин (6.7) дан Ьг = с2 булиши келиб чицади. Демак, П1
тенгламаларнмнздан биринчисннинг а̂р бир ечими иккнн- 
чн тенглама ни, ва демак, (6.4) системани ?̂ ам цаноатлан- 
тирар экан.

Энди Ьх= О булсин. У ^олда равшанкн, а, Ф  О ва
о А  — афх =* 0 Дан ахЬ2 = О келиб чи^ади, бундан эса 
Ьг = О, бинобарин, агф  0. (6.4) система бу ,у>лда у̂йида- 
ги куринишни олади:

Бу тенгламалардан биринчисини исталган иккита х ва у 
сон цаноатлантиради, бунда х = Cj/a,. у эса ихтиёрий а̂- 
к,ик,ий сон. Лекин (6.7) дан с2/а2 = сх/а, булиши келиб чи̂ - 
цани учун бундай х ва у сонлар иккинчи тенгламанинг 
а̂м, ва демак, (6.8) снстеманинг .\ам ечими булади.

6.2-§. Иккинчи тартибли детерминантлар

6.2.1. Асосий таърифлар. Крамер формулалари. Олдинги 
пункгда ахЬг — ajBl тнпдаги ифодалар тез-тез учраб тур- 
ди. Бундай турдаги ифодалар математиканинг турли со- 
^аларида ва унинг татбшушрида купинча учраб туради. 
Шу сабабли улар учун махсус номлар ва белгилашлар 
киритиш ма^садга мувофи  ̂ булиб чи^ди.

6.3-та ъриф. аиагг—а,2а2, шрода (с „, а12, а21, а22 сон- 
лаодан туэилган) иккинчи тартиЗли детермиинант деб 
аталади ва

билан белгиланади.
Бу ерда ва бундан кейин биринчи индекс сатр номе- 

рини, иккинчи индекс эса устун номерини билдиради.
Ю^орндаги таърифдан фойдаланиб, энди цуйидагилар- 

ни ёзишимиз мумкин:

огх = с„ 
а̂ х = сг. (6-8)

ах С\ I (6.9)
а* с, Г
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(6.9) детерчинанглар (6.4) системани урганиш муносат 
бати билан цараладиган холларда уларнииг биринчисини бу 
системанинг детерминанти, иккинчисини х номаълумнинг 
детерминанти, учинчисини у нинг детерминанти дейила
ди. Биз уларни мос равишда Д. Дх ва Д* орцали белги- 
лаймнз. Шуни айтиб утамизки, Д, учун ифода системанинг 
детерминантидан ундаги х нинг коэффициентларидан ту
зилган устунни озод хадлар устуни билан алмаштириш- 
дан ^осил булади. Шунга ухшаш, Дь детерминант Д дан 
у нинг олдидаги коэффициентлар устунини озод \адлар 
устуни билан алмаштириб ,\осил ^илинадн.

6.1.3-пунктнинг охирида \осил цилннган хулосалар- 
ни бу терминлардан фойдаланиб, энди бундай таърифлаш 
мумкин.

6.1-те о рема. (6.4) система ягона ечимга эга бЦ.гиши 
учун унинг детерминанти но.гдан фао^ли булиши зарур 
ва етарли:

.  | С2. ЬI I _
\а2 Ь21̂ 0- (6. 10)

Бу шартда системанинг айтилган ягона ечими цуйидаги 
иккита сон булади:

с, 6, I I
с, 6, Аи \аг Lr 1

л а, 6,

II II
о

а , bt
(6.11) формулалар Крамер формулалари номи билан 

юритилади.
Агар системанинг детерминанти нолга тенг бС/либ, 

номаълушарнинг детерминантларидан \еч бдлмаганда 
бири нолдан фар^ли булса, у %олда система ечимга эга 
эмас.

Агар системанинг детерминанти %ам, номаълум.гар 
детерминантларининг цар бири %ам нолга тенг булса, у  
%олда система чексиз куп ечимлар тЦпламига эга.

6.2.2. Иккинчи тартибли детерминантларнинг хоссалари. 
Энди иккинчи тартибли детерминантларнинг асосий хосса- 
ларини куриб чи^амиз.

1°-хосса. Агар детерминант сатрларининг С/ринла- 
рини унинг устунларининг уринлари билан (уларнинг 
тартибини $згартирмасдан) алмаштирилса, детерминант- 
нинг циймати узгармайди:

155



I ач flu Оц А*1 !
|а« агг Ац Оя|

И сботи .  (6.12) нинг чап ва унг томоннни 6.3-таъ
рифга биноан ,\исоблаб бир хил сонни \осил циламиз:

|аи а13
I  ° 2 1  а 22

ап а21
а ,2 fl22

2°- х о с с а. Детерминантда иккита сатрнинг (ёки 
иккита устуннинг) дринлари алмаштирилса, у %олда 
унинг абсолют циймати сацланади, ишораси эса царама- 
царшисига алмашади.

Исботи .

(6.12)

— 1̂1̂ 22 0j202i: 

= апа22-021^12*

° 2l fl22 
^11 °12 = °21 а12 — Я*2 Д11 “  (ana22“ *fl12a2l ) --- а\\ а12 

а21 fl22
3°-хосса. Агар детерминант иккита бир хил camp- 

га (ёки иккита бир хил устунга) эга бдлса, у холда 
унинг циймати нолга тенг.

Исботи.  Бундай детерминантда сатрларнинг уринла- 
рини алмаштнриб, биз уни аслида узгартирмаймиз. Лекин 
2°-хоссага мувофиц, унинг ишораси каРама*КаРшис,!га ал- 
машади:

|fl|| fll* Ац o.j
Ifl.l а и fl.. fl.2

Бундан эса бу детерминантнинг нолга тенглиги келиб 
чи^ади.

4°-хосса. Агар детерминантда бирор-бир camp (ёки 
устун) нинг %амма элементлари умумий кдпайтувчига 
эга бдлса, бу \олда у купайтувчини детерминант белгиси* 
дан таищарига чикариш мумкин.

Исботи. Ани^лик учун умумий купайтувчига иккин
чи сатр элементлари эга булган ^олни цараймиз:

I Ха21а&*21 = (Хаи) “  =

= Цаиам - а 13а21)= Х  |jj“
5°- х о с с а. Агар детерминантнинг бирор сатри эле

ментлари бюшка сатр элементларини бир хил купайтув-
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чага купайтиридганига тенг булса, у \олоа иундай де
терминант нолга тенг (устунлар учун цамшунга ухшаш 
хяссл уринли).

II с бот и. Аншушк учун а81 = ?-ап, агг — Ули булсин. 
У холда

а ,| а|2а п а ,2 
ла,, ла,2

it
а „  а12 =  Ь 0  =  0.

хоссадан фойда-(Биз аввал 4°- хоссадан, кейнн эса 3‘ 
ландик).

6.1-изо^. Х = 0 десак, цуйидагини курншнмиз мум
кин: агар детермннантнинг сатрларидан (устунларидан) 
блрининг барча элементлари нолга тенг булса, у ^олда 
детермннантнинг узи хам нолга тенг (Албатта, бу даъвони 
бевосита \а.\< исботлаш осон.)

6°- х о с с а. Агар детерминантнинг бирор сатри эле* 
ментларнинг \ар бири иккита чушилувчининг йигиндиси- 
дан иборат булса, у щгда бу детерминант иккита де
терминантнинг HuFunducudaH иборат бдлиб, улар курса- 
тилган сатрни биринчи ва иккинчи кушилувчилардан 
айрим-айрим тузилган сатрларга алмаштириш билан 
}(осил цилинади.

Масалан:
» я § Я

a\\ + an a i2 + fli2 -

• • 
an ai2

+ all
m

a\2
fl2| <*22 a21 a21 <*22 •(6.13)

Шунга ijxuiaui даъво устунлар учун %ам уринлидир.
И с б о т и.

=(ац 4- ац)а22 ~(oi? + flu)02iац 4- Oil 0|2 + Я|2
fl21 ai2 I9 0 m m

“  — ^I2̂ 2|) + (Я||Д22 — 0\OQll)

s= all
#

at 2 + an
9

a\2
a21 a* a-2, d 22

7°-xocca. Детерминантнинг бирон-бир сатри 
ментларига боища сатрнинг бир хил сонга купайтирил- 
ган элементларини цушишдан детерминантнинг циймати 
С/згармайди (устунлар учун %ам шу нарса уринли).

Не бот и.
! 1 а12

а2\ 4" 2̂2 “Ь
Oil
fl22 + II

12
= I ап ап

I <*21 °22
(Аввал 6°-хоссани, кейин эса 5э-хоссани татбщ ^илдик).
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6.3-§. Учинчи ва ю^ори тартибли детерминантлар ва 
уларнинг чизи^ли тенгламалар системаларига татби^и

6.3.1. Учинчи тартибли детерминантлар ва уч номаъ- 
лумли учта чизикли тенглама системаси учун Крамер фор
му лалари. Ушбу

+ bjJ/ + cxz = dlt 
а2х + b2y +  c2z ^  d2t
азХ + b^ + CjZ = dd (6.14)

тенгламалар системаси берилган булсин. Бундай типдаги 
тенгламалар а̂м чизицли тенгламалар деб аталади. Айрим 
тенгламанннг ечими тушунчалари 6.1-§ да кнритилганига 
ухшаш таърнфланади.

Бу ^олда .̂ ам икки номаълумлн ^олдаги каби муло.̂ аза 
юритиб, бу системанинг натижаси ушбу муносабатлар бу
лишини курсатиш мумкин эди:

Д х  =ДХ,
Д-у = д„,

Д*г = Д̂ , (6.15)
бу ерда •
Д = a ,V s — a ,V *  — афхс3 + a3bxca + a2V i  — a3b2cl,

Д, = dx V ,  — d} V *  — dJ>iC3 + 4 jV i + — dsVi.
\  = a 1 ^ 3  — axd &  — a.4tc3 + а ^ ^ + а .^ , —а ^ с х, (6.16)
Д* = в )М , — ахМ г — ОгМз + a3bxd2+ агЬ^х— а3Ь^х.
Бундай турдаги ифодалар а̂м детерминантлар номи билан 
юритилади. Буни навбатдаги таърифдан курамиз.

6.4-таъриф. Учинчи тартибли

°11 °12 °13
а21 аи а23 
ан  аза азз

детерминант деб аххагга3з— аххагсазг—а]2а2ха33+ахга2яа31-{- 
-f alsa2la3, — ахза22азх сонга айтилади.

Агар (6.16) детерминантлар (6.14) система муносабати 
билан ^араладиган булса, у ^олда уларнинг биринчиси бу 
системанинг детерминанти, кейингиларининг \ар бири эса 
тегишли номаълумнинг детерминанти дейилади. (6.14) 
система учун 6.1-теореманинг биринчи ^исмига ухшаш 
теорема уринли.
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6.2- т е о р е м а. (6.14) система ягона ечимга эга бдли- 
ши учун унинг детерминанти нолдан фарцли булиши за- 
рур ва етарли. Бу ,\олда айтилган ечим ушбу

\х А„ Дг
Х = Т* У = Т- 2 = Т

Крамер формулалари билан берилади.
Биз бу теоремани исботламаймиз.
Шуни ^айд цилиб утамизки, икки узгарувчили ^олдан 

фарцли уларо  ̂ бу ерда энди Д = Ах = Ау = Аг булса, сис
тема чексиз куп ечимлар тупламига эга деб даъво цила 
олмаймиз. (6.15) дан куринадики, агар Д = 0, лекин номаъ- 
лумларнинг детерминантларидан >̂еч булмаганда бири 
нолдан фар^ли булса, у ^олда (6.14) ечимга умуман эга 
булмаслиги равшан. Лекин (6.14) система ечимларга Д = 
= Ах = Д„ = Дг = 0 булг ан ^олда эга булмаслиги з̂ ам 
мумкин. Бу урннда ушбу даъвогина уринли: Д = О бд. 1- 
ганда система ё умуман ечимга эга бдлмайди, ёки чексиз 
кдп ечимга эга бдлади.

Фазодаги аналитик геометрияга багишланган бобда не 
ботланадики, (6.14) системани ташкил этувчи сифатида кела- 
диган бундай типдагн тенглама геометрик нуцтаи-назардан 
бирор текисликнинг барча нуцталари тупламини тасвир- 
лайди. Шу сабабли (6.14) системанинг ечимлари ни геометрик 
ну^таи-назардан бу системани ташкил цилувчи тенглама
лар билан ани^ланалиган учта текисликнинг а̂р бирига 
тегишли булган нуцталар сифатида Таллин цилиш мумкин.

Учинчи тартнбли детерминантлар биз 6.2-§ да иккин
чи тартибли детерминантлар учун келтириб чи^арган 1—7° 
хоссаларга ухшаш хоссаларга эга. Биз бу ерда бу даъвони 
исботсиз цабул циламиз.

6.3.2. Учинчи таргикш дегерминангни унинг бирор 
сатри ёки устуни элементлари буйича ёйиш. Детерминант- 
ларни ^исоблаш учун з̂ ам, шунингдек, бошца ма^садлар 
учун .\ам ^уйидаги формула ^улай:

«11 Оц Ап
а ц  а.а — а 11 а г> оа — O i2 а Ц а 23

«31 * а зз аз2 а™ ап  а зз

+ a t3 а-п •

«31 а3г
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Буни исботлаш ма^садида детерминант учун 6.4- таъ- 
рифда берилган ифодани узгартирамиз;

а , ха 2М.м -- --^12^21^33 “Ь  a i2Cl23a 3l 4 "
+  а 13а 21а 3 2 -- ^13^22^31 =  а \\ ( а 22^33 а 2за зг )
-- а 12 ( a t \ a * 3 --- f l23f l3 l) “ Ь  а 13 ( a 2 ia 32 —  ^ 2 2 °3 \ ) '

Энди кичик кавслар ичидаги ифодалар мос равишда 
(6.17) нинг унг томонидаги детерминантлар эканлигига 
эътибор берилса. кифоя. Бу формула учинчи тартибли 
детерминантни биринчи camp элементлари бдйича ёйииг 
формуласи дейилади ва уни ^исоблашни иккинчи тартиб
ли детерминантларни ^исоблашга келтнришга имкон бера
ди.

Тушунарлики, Г  ва 2°-хоссалар (6.17) формулаларнн 
умумлаштириш ва учинчи тартибли детерминантни истал
ган сатр ёки устун элементлари буйича ёйиш имконини 
беради. Бу умумлашган формулаларни ёзишда алгебраик 
тулдирувчи тушунчаси ^улай булар экан.

6.5-таъриф. Учинчи тартибли детерминант alk 
элементининг алгебраик тфлдирувчиси деб шу aik элемент 
турган устун ва сатрни $чиришдан \осил булган %амда 
дчирилган сатр ва устун номерлари йигиндиси жуф т 
сон б#лса, + ишора билан, акс %олда ха — ишора билан 
олинадиган иккинчи тартибли детерминантни ифодалай- 
диган Aik сонга айтилади.

Жумладан,
а22 Я »

A ll* ^32---
а \ \  °13

аз2 Дзз • 021 °23
Энди (6.16) типдаги формулаларни тузиш 
цуйидагича таърифлашимиз мумкин.

Учинчи тартибли детерминант дзининг 
сатр (устун) элементларини уларга тегишли 
тдлдирувчиларга кдпайтмалари йигиндисига тенг.

Бу цоидани детерминантни. масалан, иккинчи устун 
элементлари буйича ёйишга цулланиб,

цоидасини

исталган
алгебраик

ахх а» а»
ап а» = —«1» а2, fly +Ям а\\ а и
<hi a-з» а» f l3 l а зз а31 азз

а32
а2} агз
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ни з̂ осил ламиз. Детермннантни ёйнш амалга ошири- 
лаётган сатр (устун) элементлари»инг биттасидан б01ща 
з̂ аммаси нолга тенг булган з̂ олда бундай типдаги фор- 
мулаларни цулланиш айни^са ^улай. 7°-хоссадан фойда
ланиб, детермннантни бундай куринишга \ар доим кел- 
тиришимиз мумкин (унинг з̂ амма элементлари нолга тенг 
булмаса, албатта).

Буни конкрет мисолда курсатамнз. Ушбу

детермннантни з̂ исоблаш лознм булсин. Иккинчн сатр 
элементларига биринчи сатрнинг элементларинн 2 га ку- 
пайтнриб ^ушсак,

ни зфсил цнламиз. Энди учинчи сатр элементларидан би
ринчи сатрнинг тегишли элементларинн айирамиз:

7°- хоссага асосан бу детерминантларнинг з̂ аммаси узаро 
тенг. Энг сунгги детермннантни биринчи устун элемент
лари буйича ёямиз:

6.3.3. Ю^ори тартибли детерминантлар. 6.6- таъриф.  
п- тартибли

1 2 —3 
—2 1 2

1—5 —4

1 2 —3
0 5 - 4
1 —5 4

1 2 —3
О 5 - 4  
0 —7 7

1 2 —3
0 5 —4 =
0 —7 7

= 5.7 — (— 4)-(— 7) = 7.
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<*11 а12 • • • Ct\n
<*21 <*22 • • • <*2п

<*л1 а.х2 • • • <*л/1
детерминант деб унинг \ар бир сатри ва хар бир tjcmy- 
нидан биттадан олинган элементларининг куйидаги t̂ ou- 
да буйича олинган uuiopcLiap билан таъминланган ку- 
пайтмалари йигиндисига айтилади.

Агар номерлар кетма-кетлиги {kl9 k2t . . . ,  kn) да 
ттбиий тартибни тиклаш учун унда жуф т сонда ёнма- 
ён дрин алмяштиришлар талаб цилинса, ах аг. . . .  ап
к у шил увч и -f ишора билан, акс щгда ха  — ииюра билан 
олинади.

п-тартибли детермннантлар учун 6.2-§ да иккинчи 
тартибли детерминантларнинг 1° — 7°- хоссаларига ухшаш 
хоссалар ва исталган сатр (ёки устун) элементлари буйи
ча ёйиш формуласи

<*11 а12 • • <*in
а21 а22 • • • а2п 

• • • • = ОцАц + ЯцАц + ••• + <*/« Ain (6

<*/11 ап2 • • <*пл
урннли булишини исботлаш мумкин (биз буни ^илмаймиз). 
Детерминантларни ^исоблаш учун бу формулани учинчи 
тартибли детерминант мисолидагидек, 7°- хоссани цулла- 
ниш билан ишлатиш ^улаи.

Энди номаълумлар сони ихтиёрий булган чизи^ли 
тенгламалар системаларини текширишга утамиз. Энди ол- 
дин кулланилган белгилашлардан бир оз чекиниб, номаъ- 
лумларнн ёзиш учун индекс билан таъминланган битта х 
\арфинннг узини цулланиш цулай булади.

6.3.4. п номаълумли п та чизицли тенглама системаси.
6.7-таъриф. х,, хъ . . . , хп номаълумларга нисбатан 
чизшуш тенглама деб,

+ а2х2 -f . . . + а„ хп = b (6.19)
куринишдаги цар цандай муносабатга айтилади, бу ерда
а,, аг, . . . , а„ коэффициентлардан %еч булмаганда би- 
ри нолдан фарцли.

(6.19) ни mj)rpu т?нгликка айлантирадиган \ар 
цандай {хх, хг, . . . ,  хп} сонлар кетма- кетлиги бу тенг-
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ламанинг ечими дейилади (шунингдек, бу кетма-кетлик 
тенгламани каноатлантиради деб а̂м гапирилади).

Бундай кетма-кетлик бир неча чизицли тенгламадан 
тузилган системанинг \ар бир тенгламасини кан°атлан- 
тирса, у системанинг ечими дейилади.

6.8- т а ъ р и ф. п номаълумли п та  чизицли тенглама 
системаси берилган бЩлсин:

^11*1 "Ь Q\2X2 "Ь • • • а\пхп ”  1̂»
2̂1^1 "Н &22Х2 “Н • • • &2пХп 2̂» 

&п\Х1 4“ /̂12*̂2 • • • “Ь ОппХп Ьц,
Ушбу (номаълум.\ар олдидаги коэффициентлардан тузил
ган)

*11 а12 • • . ахп t

a2l °22 • • . <*гп

< *т ап2 • • • Clr.n

детерминант б у системанинг детерминанти, бу детер- 
минантдан ноъмалумлардан бири xk олдидаги коэффи
циентлардан тузилган устунни озод %адлар устунига 
алмаштириш билан \осил цилинадиган \х и детерминант 
шу номаълумнинг детерминанти дейилади.

6.2-теоремага ухшаш теорема п номаълумли п та чи- 
зи^ли тенглама системаси учун \ам уринли. Бу ерда >̂ам 
Крамер формула;гари уринли:

Х„ = -^ -  (k = 1 . 2. . .,/»). (6.20)
6.3.5. Бир жинсли чизи^ли тенгламалар системалари.

Бу параграф сунгида бир жинсли чизицли тенгламалар 
системалари тушунчасига з̂ ам тухталиб утамиз.

6.9-таъриф. Озод %ади нолга тенг бдлган
ахХ 1 “Г @2Х2 +  • • • +  &пхп = 0

тенглама бир жинсли деб аталади.
Бир жинсли тенгламалардан тузилган исталган систе

ма \ар ^олда битта ечимга, чунончи хх = х2 = . . • = хп=̂ 0 
ечимга эга булиши тушунарли (бундай ечим одатда ноль 
ечим деб аталади). Шу сабабли биз куйидагини айтиши- 
миз мумкин: п номаълумли п та чизикли бир жинсли
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тенгламадан иборат системанинг детерминанти нолдан 
фаркли булса, у холда бундай система фак;ат ноль ечим- 
га эга, агар А = О булса, у хрлда унинг ечимлари чек
сиз куп (ва демак, у ноль ечимдан фаркли ечнмларга з̂ ам 
эга).

6.4-§. Чизи^ли тенгламалар системаларини ечиш ме- 
тодлари

6.4.1. Гаусс методи. Агар п номаълумли п та чизи -̂ 
ли тенглама системасннинг детермннанти нолдан фарцли 
булса, системаии ечиш учун Крамернинг (6.20) формула- 
ларидан фойдаланишимиз мумкин, албатта. Лекин бу усул 
зушма вацт з̂ ам яро^лн булавермайди. п нинг унча-мунча 
катта цийматларида бу усул жуда куп з^исоблашларни 
талаб этади, бунда аншушкнинг (оралиц натижаларни ях- 
лнтлаш з̂ нсобига) мумкин булган йуцолиши номаълумлар- 
нинг. хак,шуш ва з̂ исобланган цийматлари орасида анчаги- 
на фар  ̂ булншига олиб келиши мумкин.

Бундай снстемаларни ечншнинг энг куп ишлатиладиган 
усулларидан бири Г а у с с  методидир. Унинг моз̂ ия- 
тини уч номаълумли учта чизи^ли тенглама мнсолида 
курсатамиз:

= bv
o*i*i +  at2xt +  а*,* з = К  (6-21)
a3i*i + азгхг +  ая  х3 = Ь3.

9
Аввало ап ф  0 булсин. Биринчи тенгламанинг хамма 

з̂ адларини аи га буламиз:

X, +  ж, + (6.22)
Q \\  а п  •аи

з̂ амда (6.22) ни даставвал ап , а31 га купайтириб, иккин
чи ва учинчи тенгламалардан з̂ адма- з̂ ад айирамиз. Бу би
лан биз бу тенгламалардан xt номаълумни йущотамиз ва 
цуйидаги ^исм системага келамнз:

( а22Х* ”1“ агзХ» — 2̂ >
1 a32  ̂+ a33X> = b3.

бу ерда
ап = ов  аи ва к.
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Агар а, 1 = 0, лекин бошца тенгламаларда xt олдидаги 
коэффициент лар орасида нолдан фарцлилари булса, у з̂ олда 
биз бу тенгламалардан бирини биринчи тенгламанинг ур- 
ни билан алмаштирамиз, кеннн эса уша амалларнн бажа- 
рамиз. Агар бу коэффициентларнинг з̂ аммаси нолга тенг 
булса, бу ^ол системанннг детерминанти нолга тенглиги- 
нн англатадн, бу \олда эса Гаусс методини цулланнб 
булмайди.

Яна шу методга амал цилнб, (6.23) нинг иккинчи 
тенгламасидан х2 ни йу^отамиз (агар а'̂  = 0 булса, тенг- 
ламаларнинг уринларини алмаштирамиз, а'2 = 0 з̂ ам бул
са, бу \ол дастлабки тенгламанинг детерминанти нолга 
тенглигини англатадн).

Бу амаллар натижасида биз (6.21) ни учбурчакли kiJ- 
риниш деб аталадиган

+ а»*» + <*13*3 = Pi,
х„ + atax3 = р2, (6-24)

*з = Рз
куринишга келтирамиз. Энди з̂ амма номаълумлсрни сунг- 
ги тенгламадан бошлаб кетма- кет з̂ исоблаш цолди.

Гаусс методн (Крамер формулаларидан фойдаланила- 
диган усул каби) «назарнй аннц» (яъни барча з̂ исоблаш- 
лар мутлако аниц бажарилиши шартида мутлацо ани  ̂ на- 
тижа беради) булса- да, уни амалда цулланишда хатолар- 
ни яхлитлаш з̂ исобига номаълумларнинг цнйматларинн 
одатда у ёки бу хато билан з̂ осил циламиз.

6.4.2. Оддий итерациялар методи. Баъзи холларда 
системани ечнш учун «тацрибий методлар» деб аталадиган 
методлардан фойдаланнш ^улайроц булади. Биз бу ерда 
бундай методлардан бирини, чунончи, оддий итера
ция методи деб аталадиган методни цис^ача баён ци- 
ламиз. Айтайлик, система

--= dl — cn*i — СцХ2 — с1Яхз, 
х, = d, — спх1 — сих2 — С23Х3, (6 25)

. Х 3 =  ^3  C31*l C32X t -- сзз*з
куринишга келтирилган булсин. (Буни, масалан, (6. 21) 
нинг тенгламаларидан биринчисини xt га нисбатан, ик- 
кинчисини х, га нисбатан, учинчисини х, га нисбатан 
ечиб з̂ осил ^илиш мумкин. Бунда сп =  си = сз, = 0 булади,
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албатта. Биро  ̂ (6.25) снстемага бшщача йуллар билан 
э̂ ам келинади).

Биринчи яцинлашиш сифатида бирор {дс{0', дг£0), х̂ 0)} 
сонлар кетма-кетлигини оламиз. Уни (6.26) га цуйнб, 
биз одатда бу тенгламаларнииг чап ва унг томонлари ора- 
сида аниц тенглик ^осил цилмаймиз. Бу урнига цуйишда 
унг томонларнинг ^осил ^илинган цийматларини кейингн 
я^инлашиш сифатида цабул циламиз ва умуман к- а̂дам- 
да

**> = d, — спх\* — с12*<* — clfx<3* ~ » ,
4 *’ "  di — сч х\“ ~ 1) — с̂ 2  ~ 1) — сах<к ~ •>, (6.26)
4 *> = da — са1дс<* — с^<* — СззХ<* - »

деймиз. (6.26) формулалар >̂ар бир кейинги яцинлашиш 
олдинги я^инлашишдан ^андай килиб ^осил булишини 
курсатади. Тайин шартларда (бу шартларни келтирмаймиз) 
бу кетма-кет я^инлашишлар системанинг аниц ечимига 
одатда айтилишлча «я^инлашади»: x([k) х *, x*2k> -j- х* р

х (*} ь+ х'г  бу ерда х\% xj, х* — системанинг ани  ̂ ечими.

Бу ^олда бирор ^адамдан бошлаб, х**> ва x(ik + 1> кетма- 
кет ^ийматлар амалда бир-биридан унча фар  ̂ ^илмайди. 
Ана шу нарса, одатда, керакли аншужк даражасига эри- 
шилганликнинг белгиси булиб хизмат цилади.

6.4.3. Чизи^ли тенгламалар системасини ечишда ци- 
соблаш техникасидлн фойдаланишга дойр ^ис^ача курсат
ма лар \озирги ва^тда тар^алган барча электрон и̂соб- 
лаш машиналари учун (шу жумладан, кичик машиналар 
деб юритиладиганлари учун \ам) турли программалар иш- 
лаб чицилган булиб, улар чизи1уш тенгламаларни ечишга 
имкон беради. Шу сабабли усувчи бундай системалари 
Э^М  да ечишда бу процессии муста^ил программалаштир- 
маслиги керак. Бу уринди лаборатория (ёки укув- ^исоблаш 
шрказида) бор булган ^исоблаш техникасининг тав- 
сифи билан танишиш, кейин эса уларни ишлатиш инст- 
рукциясидан фойдаланиш лозим. Учинчи, туртинчи тар- 
тибгача булган айрим системаларни эса куп ^олларда у̂л- 
да клавишли машиналардан фойдаланиб ечиш ма^садга 
мувофи^дир.
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6- БОБНИ ТАКРОРЛАШ ГА ДОИР САВОЛЛАР

1. х ва у номаълумларга нисбатан чизшуш тенглама нима? Мнсол- 
лар келтиринг.

2. Куйнда келтирилган ёзувлардан ^айсилари х ва у га ннсбзтаи чи- 
аи^ля тенгламалар булади:

3. х ва у га нисбатан чизицли тенгламанннг ечнми деб нимага ай
тилади? Бундай ечнмлар туплами геометрик ну^таи назардан цандай 
тасвирланади?

4. х ва и га нисбатан чизи^ли гаи иккита :енгламадан тузил
ган системанинг ечимн деб нимага айтилади? Бундай система неча тур- 
ли ечимга эга булиши мумкин?

5. Икки иомаълучли иккита чизи^ли тенглама снс емасинннг детер- 
минантн деб нимага айтилади? х номаълумнинг детерминанти нима? у 
номаълумнинг детерминанти- чи? К̂ айсн ^олларда бундай системанинг 
детерминанти ва номаълумлардан ?̂ ар бирининг детерминантини билган 
^олда системанинг ечимнни топишимиз мумкин?

6. Икки номаълумли иккита тенглама системасининг ва номаълум
лардан ^ар бири детерминантларининг цнйматлари буйича системанинг 
ечимлари туплами а̂^ида нима дейиш мумкин?

7. Иккинчи тартибли детерминантларнинг узингиз билган . хоссала- 
рини санаб беринг ва мисолларда курсатинг.

8. Учинчи тартибли детерминант нима?
9. Уч номаълумли учта чизшуш тенглама системасининг ечнмини 

детерминантлар ёрдамида ^андай топиш мумкин? Буни ^ар доим а̂м 
цилиш мумкинми?

10. Детер\цшачти нолга тенг булган уч номаълумли учта чнзи^ли 
тенглама системасининг ечимлари туплами а̂^ида нима дейиш мумкин?

11. Детерминантни унинг учинчи сатрн элементлари буйича ёйиш 
формуласини умумий куринншда ёзинг ва уни конкрет мисолда курса
тинг.

12. л* тартибли детерминант деб нимага айтилади?
13. п номаълумли п та чизи^ли тенглама системгсининг ечнмини 

цайсн ^олларда ва цандай »̂ илиб детерминантлар ёрдамида ^осил и̂- 
лиш мумкин?

14. п номаълумли п та чизи^ли тенгламанннг цандай системаси 
бир жинсли дейилади? Бу система детерминантининг ^иймати буйича 
унинг ечимлари туплами ^ и д а  нима дейиш мумкин?

15. п номаълумли п та чнзшуш тенглама системасини ечишнннг 
Гаусс методи икмадан иборат? Уни конкрет мисолда курсатинг.

1 — 10-мисолларда бертган тенгламалар системаларини 6.1- 
теорема ёрдамида текшириш ва ^осил цилинган натнжатарга геометрик 
таи^нн бернш талаб цилннади. Система ягона ечимга эга булган *ол- 
да бу ечимни Крамер формулаларн буйича топинг.

а) 3* — у = 1. б) 2х =  5.
в) by =  с. г) 2х — ху +  у =  3?

6- БОБГА ДОИР МАШ1У1АР

1. 2. ( х +  2// =  5,
I 2у + 4у =  15.
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3.

5.

7.

9.

* + 2у 
+  *У

5.
10.u

I 5* +  3 y - - l ,  
\ Здс -f- 2y =  — 1.

2 + 3 -  i.
3* +  2>/= l.

i w .

4.

6.

/ 2x — 4 </ = 0, 
I -  x +  2y=*Q. 
f 4x +  7v 
I 7x — 4y

0.
0.

8. 1,

— V я + 2i/
0,

= 0. 10.

T + i
[ 3jc +  2i/ =  6.
| 6jc 4* 5«/ =  4,

Зле +  10w = 5. 

учинчи тартибли детерминантларни куйнда*11-14- мисолларда 
ги икки усул:

а) биринчи сатр элементлари буйича бевосита ёйиш билан;
б) бирор сатрнинг (ёки устуннннг) битта элементидан таш^ари 

з̂ амма элементлари нолга айланадиган ь̂ илиб, детермннантни алмашти- 
риш ва шу устун элементлари буйича ёйиш билан ^исобланг.

11.

13.

2 1 3 
7 2 5 
9 3 7 
5 4 - 2  
1 —2 0 
3 - 5  7

12.

14

1 2 3
2 3 1
3 1 2 

3 —2 1
-1 5 2 

5 1 4
15— 16- мисолларда тУртинчи тартибли детерминантларни и̂соб-

ланг.
15. 2 3 - 1 2 16. 12 3 4

1 — 1 2 3 2 3 4 1
3 1 —2 2 . 3 4 12

-—2 1 12 4 12 3

17 — 22- мисолларда чизшуш тенгламалар снстемалари берилган 
булиб, уларни Крамер формул ал ари дан фойдаланиб ечинг.

17.

19.

21.

х +  у +  г =  4, 
дс +  2у +  3* = 7, 
х +  и +  5г =  8.
Здс — 2и — г = 
х +  Зу — 2г 

4дс +  У  +  2г
х +  у — 2г = 

2х — Зу +  г = 
2х — 2у — г =

0.
= о,
= 0.
0.
0.
1.

18. I 2дг+ ч — 2г = I, 
х — !/.+ Зг =  4,

I Зх +  у +  г = 4.
20. ( х — у +  Зг =  — 4,

I 2дг -f- у — 2г =  5.
I Зх -|- Зу 4- г =  6.

22. I х + I/ — 2г = 0,
2х — Зу +  г =  О,

■ I 2х — 2у — г =  0.

23 — 26-мисолларда берилган системаларни Гаусс методи билан 
ечинг.

23. ( 2х+ и  +  2 г= \ . 24. {2х + у +  2г 
У +  2* 
V + 5?

[ 2х + 
З х -  

\ 4х —

I.
1 .—3.

х +  2у — г 
+
-г

{ 2х+  у
\ Здс

2.
3.

У +  г  =  5.
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25. ( 2х +  4у +  2 =1, 26. ( 2 y f 3 *  =  2,
3* + 6// — 2г = — 2, * -  <, + 2/ = I,

I 2x +  2y— z =  — 2. I x +  y-f 37 = 2.
27 — 28- мисолларда берилган системаларнн оддий итераииялар 

методи билан та^рибий ечиш талаб килинади, бунда биринчи яцинла- 
шнш сифатида х0 =  %  =  0 олинади (бештадан итерация бажаринг). 
Хосил цилинган натижаларнн ани  ̂ ечим билан та^осланг.

27. [ х =  1 +  0,1*+ 0,2у, 28. f х =  2 — О.Зх +  0,1 у,
\ У =* — I +  0,2* — 0,1//. I У =» 1 +  0,1* — 0,3 у.

29. Агар уч номаълумли учта чизнцли тенглама системасида
а) А =  Ах =  Ду =  О, Дг Ф  0.
б) Д =  Дх =  Ду =  Д, =  О,
в) Д = О

б^лса, ечимлар сони одида нима дейиш мумкин?
30. Уч номаълумли учта чизи^ли бир жинсли тенглама система

си х = 1 ,  y = z  =  0 ечимга эга б^лса, унинг детерминанти ^а^нда 
нима дейиш мумкин?

31*. Ушбу
*1 — Pi — а1*'*« — • • • — а1 Л‘хп*

, хг — P i—  а*1»*1 а « * * 1 —  • • • — *Чп»хп*
. . . . . .  . . . . . .  *

ч хп =  Ра аП|. Ху ал1. xt — . . . — а л,,. хп
системани оддий итерациялар методи билан ечишда номаълумларнинг 
Л- а̂дамда эрсил цилинган xfk ), , дс^ та^рибий .̂ иймат-
ларининг ^ар бири учун ушбу тенгсизликлар уринли:

I * г - * Н « 1  « н  • »*.

j x j — *2к)\<\ 4- 4*\ •6*»

д£) — ани  ̂ ечим,

* *п0)) — дастлабки яцннлашиш.
. . , 6„ сонларнинг энг каттасн, бу ерда

=  I a l l  I +  I a l*  I +  • • • +  I <*lrt I »
— I a*i I + I aJ2 | + • • . + I a2n I #

bfl = I <*ni I + i °Я| Ijr  1 • 1 1 + I °ЛЛ I •
| дан n гача бУлТЗП барча i лар учун

\ i< i
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тенгсизликлар бажарилади ва 6 =  0,5 деб, системанинг ечнмини 
0, 000001 гача аницлик билан ^осил ^илиш учун зарур булган итера* 
циялар сонини ^исобланг.

6- БОБГА ДОИР Ж АВО БЛАР, КГРСАТМ АЛАР ВА ЕЧИМ ЛАР

1. Системанинг детерминантини ^нсоблаймиз:

Л 0 булгани учун система ягона ечимга эга. Уни топиш учун аввал 
Дх ва Ду детерминантларни ^исоблаймиз. Д* детерминант Д детерми- 
нантдан х олдидагн коэффицнентлардан тузилган устунни озод а̂д- 
лардан тузилган устунга алмаштнриш билан ^осил цилинади:

6. 1-расмда / тфрри чизик системанинг биринчи тенгламасига,
I I  tJfph  чнащ иккинчи тенгламаенга, уларнинг кесишиш нуцтаси 
А10 (I; ~  1) эса топилган ечимга т^рри келади.

3 2
Д = ■  3 . ( - 3 ) -  2-1 =  11.

1 -3

1 2
Д, =  =  1. (— 3) — 2 4 =  — 11.

4 - 3
Шунга Ухшаш:

3 1
Ду =  = 3 -4 — Ы  =  11.

1 4

Энди Крамер формулаларини цулласак кнфоя:

♦

6.1- раем.
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2. Бу ерда системанннг Л детерминанти нолга тенг:
1 2

А =
2 4

Ах детермннантни з̂ исоблаймиз:
5 2

15 4
А* У* О, Л =  0 б^лгани учун (Ду нима га тенг бУлишидан цатъи назар) 
система ечимга эга эмас деган хулосага келамиз. х +  2у =  5ва  
2х -f Ау =  15 TjfcpH чизнкларни ясаб (6.2- раем) улар узаро парал
лел эканлигини, ва демак, умумий ну^таларга эга эмаслигини кура
миз.

1.4 — 2 2  = 0.

20 — 30 = — 10.

6.2- раем.

3. Бу з̂ олда Д, Ах ва Ду детерминантларни бевосита ^исоблаш 
билан

эканлигига ишонч з̂ осил циламиз. Демак, берилган система чексиз 
кУп ечимлар тупламига эга. Биринчи ва иккинчи тенгламалаони тас
вирлайдиган т^ри чизицлар бир-бири билан цушилиб кетади (6.3- 
расм).

4. Бу ерда чизшуш бир жинсли 
тенгламалар системасига эгамнз (озод 
^адларнинг з̂ аммаси нолга тенг). Бу 
система з̂ ар доим з̂ еч булмаганда 
битта ечимга эга (дс =  0, // = 0).
Унинг детерминантннн з^исобласак, 
у нолга тенглигини курамиз.
Демак, (Ад- ва Ду ни з̂ исо<5ламас- 
дан туриб), система чексиз куп 
ечимга эга деб айтншнмнз мумкин.

5. Л =  1; ягона ечим: хх =  1,
У =  — 2.

6. Л =  — 65; система бир 
жинсли, ягона ечим: х =  0, у = 0.
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7. Д = О, А* =  5/3, Л у =  — 5/2; система ечимга эга эмас (бирга- 
ликда эмас).

8. Д =  Дх = Ду =  0; система чексиз куп ечимлар тупламига эга.
9. Д =  0; система бир жинсли; демак, у чексиз куп ечимлар 

тупламига эга.
10. Д =  45, ягона счим: х =  1/3, у  =  2/5.
И . Б и р и н ч и  у с у л :

2 I 3 
7 2 5 
9 3 7 <-‘>1+1-2'|з ?|-ьс— 5| +

+  (-  l)*+ *.3 .|J | |  = 2 (14 — 15) — 1 (49 — 45) -+-3 (21 — 18) = 3.

И к к и н ч и  у с у л .  Детерминантнинг иккинчи сатр элементларига 
биринчи сатрнинг тегишли элементларини (— 2) га купайтириб ^jiua- 
мнз:

2 1 3 2 1 3 2 1 3
7 2 5 ях 7- 2 - 2 2 — 1-2 5 - 3 - 2 = 3 0 — 1
9 3 7 9 3 7 9 3 7

Энди ^осил булган детерминантнинг учинчи сатри элементларига 
яна биринчи сатрнинг тегишли элементларини, лекин эндн (— 3) га 
к^пайтириб цушамиз:

2 1 3 2 1 3 2 1 3
3 0 — 1 = 3 0 — 1 = 3 0 — 1
9 3 7 9--2-3 3-1-3 7-3-3 3 0 — 2

Э̂ осил билган детерминантда иккинчи устун фацат битта нолдан 
фар^ли элементга эга. Детерминантни бу устун элементлари буйича 
ёямиз:

2 1 3
О “ 13 0 —2

+ (~1)*+*о-|| _ ? I = — 1| l i | = - ( - 6  + 3)=3.

+

12. Д = — 18.
13. Д =  — 100 (иккинчи устун элементларига биринчи устун элс- 

ментларини 2 га купайтириб к у й и ш  цулай).
14. Д = 0. г
15. Бирин кетин: биринчи сатр элементларига иккинчи сатр элс- 

ментларини (— 2) га купайтириб цушиб; учинчи сатр элементларига 
иккинчи сатр элементларини (— 3) га купайтириб цушиб; тУртинчи сатр 
элементларига иккинчи сатр элементларини 2 га купайтириб цУшиб, 
^уйидагини ^оснл циламнз:

2 3 — 1 2 0 5 — 5 — 4
1 — 1 2 3 1 — 1 2 3
3 1 — 2 2 0 4 •— 8 — 7

— 2 1 1 2 0 — 1 5 8
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Хосил булган детерминанти биринчи устун элементлари буйича 
ёйнб цуйидагини ^осил ^иламиз:

0 5 — 5 — 4 5 — 5 — 41
0
0

— 1 
4 

— 1

2 
— 8

5

3
— 7 

8
— ( — 1)*+ж-1- 4 

— 1
— 8

5
— 7 

8
(ёйнлманннг долган ^шилувчилари нолга тенг.) Энди ^исоблашларни, 
ннуэясига етказиш учун бу учинчи тартибли детермннантни ^исоблаш 
лознм, буни эса биз биламиз. Берилган детерминант узил-кесил — 68 
га тенглигини топамиз.

16. А =  160.
17. Системанннг детерминантини ^нсобланмиз:

1 1 1
1 2 3 
I 1 5

I 1 1 
О 1 2 
0 0 4

l-|o J  | =  1(1 4 — 2 0) =  4.

Ат, A yt ва А, детермннантлар система детерминанти дан тегишли но- 
маълум олдидагн коэффициентлардан тузилган устунни озод ^адлардан 
тузилган устун билан алмаштиришдан ^осил цилинади:

4 1 1 1 4 1 1 1 4

> н II 7 2 3 , Av = 1 7 3 1 2 7
8 1 5 я 1 8 5 1 1 8

Бу детерминантларни ^нсоблаб,
Аж = 8, А у =  4, Аг 

ни ^осил к̂ иламнз, бундан эса
Ад; А у

« - Г - 2. » - / 1. , - £ - 1.
18. х =  1,5, у  =» — 1, г =  0,5.
19. Берилган система бир жинсли, унинг детермннанти эса А ^  0 

булгани учун (Лх, Ау ва А, ни ^нсобламасдан туриб) унинг ягона ечи- 
ми ноль ечим: х =  0; у =  0, * =  0 булади деб айта оламиз.

20. х =  2/3, у =  5/3, г =  — I.
21 х =  у =  г =  — 1.
22. х =  у =г г =  0.
23. Тенглама!ардан биринчисининг ^амма коэффициентларини ра 

озод а̂дини бу тенгламадаги х нинг коэффициентига буламиз:
х +  0,5у + г =  0,5,
Здг-у + 2* = 1,
Ах — у +  5* =» — 3.

Иккинчи тенгламадан 3 га купайтнрилган биринчи тенгламани, 
учинчи тенгламадан эса 4 га купайтнрилган биринчи тенгламани би- 
рин-кетин айпрамнз:

х +  0,5 у +  2 =  0,5,
— 2,5у  — г =  — 0,5,
— Зу +  г =  — 5.

Энди иккинчи тенгламани — 2,5 га биламиз:
| х +  0,5у +  г =  0,5, 

у  +  0,4* =  0,2,
I — Зу +  * =  — 5
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ва учинчи тенгламадан ^озиргина алмаштирилган иккинчи тенгламани 
аввал — 3 га купайтириб, айирамиз:

I х +  0,5у +  г = 0,5,
I у +  0,4г =  0,2,
I 2 ,2 г = — 4,4. 

сУчбурчак» система деб аталадиган система ^осил килдик, уни 
«пастдан ю^орига» ечиб, куйидагини ^осил ^иламиз:

г = ~ ^  =  - 2 ,  у  +  0,4 (- 2 ) =  0,2,
бундан

У =  1.
ва шцоят,

х +  0,5* 1 +  (— 2) = 0,5,
бундан

х = 2.
24. х =  у =  г =  1.
25. х =  — 1, у =  0,5, г=  1.
26. х =  у =  0,25, г =  0,5.
27. У н г  томонларга х =  х0 ра у  =  у0 ни цУйиб, цуйидагини v>- 

сил киламиз:
f Xl = 1 + 0,10  + 0.2 0 = 1 ,
I =  — 1 + 0 ,2  0 — 0,1 -0 =  — 1.

Бу *|# У\ кийматларни берилган системанинг яна ^нг томонларига 
^уйиб, шу билан xt ва уг цийма ларга келамиз:

| х , =  1 +  0.1 • 1 +  0,2-(— 1) =  0,9,
I Уг =  — 1+0.21 -  0,1 • (-  1) =  -  0,7.

Шундай давом эттириб, цуйидагиларни ^осил циламиз:
/ х , =  1+0,1- 0,9 +  0 , 2 ( - 0 , 7) =  0,95,
\ Уз =  — 1 +0,2-0 9 — 0,1 -(— 0,7) =  — 0.75.

J *4 =  1 + 0,1 0,95 +  0 ,2 .(-0 ,7 5 ) =  0,945,
1 у4 =  -  1 +  0,2 0,95 — 0,1 •(— 0,75) =  — 0,735,

/ х» =  1 +  0,1 0,945 +  0 ,2 ( - 0,735) =  0,9475,
U s  =  — 1 +  0,2 0,945 -  0,1-(-0,735) =  -0,7375.

Бу системанинг ани  ̂ ечими:
18 14

* = 1 9  =  0,947368 . . . , у  =  — jg  =  — 0,736842 . .  .

Демак, бешинчи итерация бнзга х5 ва уь цийматларни бераднки, 
улар системанинг ани  ̂ ечимидан 0,001 дан камга фарк цилади.

28. хь =  1,6112, ув =  0,8896. Аниц ечим:
45 25

х = =  1,607142 . . . , у  =  =  0,892857 . . .
29. а) Система ечимга зга эмас. б) система ё ечимга эга эмас ёки чексиз 

ж}п ечимлар т^пламига эга. в) система чексиз к^п ечимлар тупламига эга.
30. Системанинг детерминанти нолга тенг (акс ^олда у ягона ечим: 

ж =  у  =  г =  0 га эга булар эди).
31. 20 та итерация бажарнш талаб цилинади (0,5*° 0,9537 • 10 •).
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7-Б О Б

МАТРИЦАЛАР ВА УЛАРНИНГ ЧИЗИКЛИ
ТЕНГЛАМАЛАР СИСТЕМАЛАРИГА ТАТБИКЛАРИ

7.1-§. Матрицалар ва улар устида амаллар

7.1.1. Асосий таърифлар. Купчилик математик конструк- 
цияларии тавсифлаш учун куп сондаги бнр хил тнпли 
катталиклардан фойдаланиш зарур булнб цолади. Жум
ладан, чизи^ли тенгламалар системасинн ёзишда номаълум- 
лар олдидаги л* та коэффициент набори ва п та озод \ад 
наборига эгамиз:

1̂1» 1̂2» • • • 9 & i m 1̂1
2̂1» 2̂2» • • • 9 Я 2/1» 2̂»

Я/ll» • • •

• • • 

» & П П 9 Ьп-

Шунга ухшаш цилиб, масалан, ^ар бирида х, у ва г кат- 
талнкларнинг цийчатлари ^айд ^илиб бориладиган п та 
кетма-кет кузатиш натижаларини э̂ ам ёзиш мумкин:

1-кузатиш: дс,, ух, zv
2-кузатиш: х2, Уг, г2

п- кузатиш: дс„, уп, гп.
Бундай мисолларни куплаб келтириш мумкин. Купинча 
шундай ^олат учраб туради: турли хилдаги математик 
операцияларда бу турдаги сонли наборлар бирор тайин 
цонуниятларга буйсуна бориб узгарадики, бу цонуниятлар 
биз математиканинг цайси булимн билан иш кураётгани- 
миздан ^атън назар, бир хил намоён булади. Бундай з̂ ол- 
ларнинг ^аммаси учун ягона математик аппаратга эга бу- 
лнш цулайдир.

Ана шундай аппаратни матрицалар ва улар устидаги 
амаллар ^оидалари беради, уларни урганишга киришамиз.

7.1-таъриф. т х п  длчамли матрица ((тхп )-м ат
рица) деб
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куринишдаги mijrpu бурчакли жадвалга айтилади. Бу 
жадвални тузувчи сонлар унинг элементлари дейилади.

Агар т  = п (сатрлар сони устунлар сонига тенг) бул
са, матрица квадрат матрица дейилади. п сон пхп  = 
квадрат матрицанинг тартиби дейилади.

аа , а2г, . . .  , алп элементлар матрицанинг бош диаго- 
налини ташкил цилади.

Агар т  — 1 (сатрлар сони = 1) булса, матрицани сатр- 
вектор, п = 1 (устунлар сони = 1) булганда эса устун- 
вектор дейилади.

7.2-таъриф. А матрицанинг А. сонга купайтмаси 
деб А дан унингцар бир элементини \ га кдпайтиришдан 
%осил бдладиган ).А матрицага айтилади\

'flu • • • а1п\ / Яли
°2 l a ‘U  • • • а 2л 1 I ^ °2 2j ,  - и  , 1  — л  ' ~ * я  / 7 2 )

• • • • • • • I  у • • • • • • •
1 Ami • * * л ' ̂ »Л1 ^т|- • • 0̂/

Бир хил длчаши А ва В матрицаларнинг йигиндиси 
деб А ва В дан уларнинг бир хил дринда турган элемент
ларини цдшишдан %осил бдлган А + В  матрицага айти
лади:

аи а „  . 
а21 агг .

• • • •
&т\ &т2 •

(7-3)
@т 1 "I" m̂i От2 +  Ьгп4 • • • О/лп ^тя

Бир хил длчамли А ва В  матрицаларнинг айирмаси
деб

(А — В ) + В  = А
бдладиган А — В  матрицага айтилади.

Бу таърифдан келиб чицадики, А — В  матрицанинг ^ар 
бир элементи Л ва В  матрицаларнинг мос (турган урня 
буйича) элементлари айирмасига тенг.

у / Ьп Ьх, • • <• Ь1п
о*,,

+
Ьг 1 Ьгг • •• ЬЪх

@mn 11 \ Ьт\ Ьщ2 •
* •

Ьщп
Он + &12 • •• а1 п + Ьщ
агг + 2̂2 • • • ^2л + Ь%п



А(тхп)-матрицанинг B(nxl)- матрицага купайтма- 
си деб (k ij рсатилган тартибда!), цар бир элементы 
ушбу

П
Clk —  a ilb lk  +  Д/А* +  • • • +  a u fink =  ^  a ‘qbqk *) (7-4)

<7=m 1

формула буйича аницланадиган А-В = С матрицага айти
лади, бу матрицанинг \ар бир элементи биринчи матри
ца i- сатри элемснтларининг иккинчи матрицанинг тар- 
тиб буйича уларга мос k- уступи элементларига жуфт 
купайтмаларининг йигиндисига тенг (clk элемент С м ат
рицанинг i- сатри ва k• уступи кесишган жойда турган 
злементини билдиради).

7.1-эслатма. Шуни ёдда тутнш му^имки, биз ^озир 
киритган кушиш амали фацат бир хил улчамли матрица- 
лар учун аницланган, матрицалар купайтмаси \а^ида эсз 
фацат биринчи купайтувчининг сатрлари сони икки 
купайтувчинннг устунлари сонига тенг булган ^олдагнна 
гапиришимиз мумкин.

7.1-мисол. Айтайлнк,

булсин, у уэлда, масалан,

/7*1 7-3 7-(— 2)\ _ /  7 21 — 14 4,
* ' А 7-2 7-0 7-1 / \ 14 0 7 j

Л 4 - Я - ( , + 4  3 - 2 - 2 + 8 W 5 1 Ч  "̂ * \2 + 7 0 + 6  1 + 0 J — \9 6 \)

/ 1 *3 + 3*(— 2) +  (—2). 5 1.2 + 3 .1 + (-2 ).4 \ 
A ' L  = V2-3 Н- 0-(— 2)+  1-5 2-2 + 0-1 4-1-4 )~

= ( - ! ? -  а3)'
л

1 aiq bqk символ 1 дан q гача булган барча и̂иматларни î a-
бул цилганда alqbqk нфодаларнинг цийматлари Аишндисини билди
ради.
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/З .Ц -2 -2  3-3 + 2.0 3-(—2)+2-l\
С.А  = ( (— 2)-1 + 1-2 (— 2)-3 + ЬО — 2-(— 2 )+ Ы  = 

V 5-1 + 4.2 5-3 + 4.0 5-(—2)+4-1/

Бу ерда, жумладан А-В ёки А + С каби ифодалар маъ- 
нога эга эмас.

7.1.2. Матрицаларни купайтириш амалининг хоссалари.
Бу ерда киритилган амалларни асосан квадрат матрица- 
ларга ва устун-вектор матрицала^га татбн^ цнламиз. Шу 
саба^лр юцорида киритилган амалларнинг хамма хоссала- 
рини батафсил текшириб утирмасдан, балки купайтириш 
амалига дойр бир неча изо^лар билан чекланамиз.

Энг аввало бу амал коммутативлик хоссасига эга 
эмаслигнни айтиб утамиз. Хакицатан, 7.1 -мисолдаёц А-Сф 
Ф С 'А  эканлигини курднк. Бундан таш^ари, ^атто шун
дай ^ол учрайдики, матрицалар купайтмаси бирор тартиб- 
да олинганда маънога эга булиб, тескари тартибда 
олинганда эса маънога эга булмайди. Масалан, А агар 
(т  х п)-матрица, В  эса (лх /)-матрица булиб, т ф 1 
булса, у ^олда А-В маънога эга, В-А эса маънога эга 
эмас.

Лекин матрицаларни купайтириш амали ассоциативлик 
хоссасига эга. ^ацнцатан, А — (т  х л)- матрица, В  — 
- ( л х  /)-матрица ва С — (/ X р)- матрица булсин. У >;ол- 
дэ равшанки, А-В матрица т  х / улчамга, В-С эса п х р 
5’лчамга эга, бинобарин, (А -В) -С ва А-(В-С) купайтмалар 
маънога эга ва улар (т  X р)- матрицалардан иборат. А, В  
ва С матрицаларнинг элементларини мос равишда a)iv> 
buv, с ор^али, АВ нинг элементини duv ор^али, В-С нинг 
элементини /uv орцалн, (А-В)-С нинг элементини g ор- 
1̂ али, А-(В-С) нинг элементини эса h орцали белгилаш- 
ни келишиб олайлик, бу ерда одатдагидек, ц — сатр но- 
мери, v — устун номери б^либ, бу сатр ва устун кесиш- 
ган жойда тегишли элемент туради. У \олда матрицалар- 
ни купайтириш таърифига асосан

р
8$t ^  dsj Cjg,

/-I
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П
dsl — asl b/l 

t- 1
ни эътиборга олсак,

P n

gst = ̂  2 ! ах< Ьц c,t (7.5)
/ - I  / - I

ни ^осил циламиз. Иккинчи томондан,
п

hst = ^  asi f И /—1
формулага flt нинг

р

fit = 2  hi

ифодасини цу йиб, учун цуйидаги ифодага келамиз:
п п

h* t= 2 2 а^ « с*- (7-6) /=| /-1
(7.5) ва (7.6) формулаларнннг унг томонлари бир хил 

^ушилувчилардан иборат булиб, улар бир-бирндан фа^ат 
жамланиш тартиби билан фар  ̂ цилади. Демак, gsl = hsl, 
бу эса А-(В-С) ва (Л-А)-С матрицаларнинг тенглигини 
билдиради.

7.1.3. Бирлик матрица. Кейинчалик куп фойдаланила- 
днган яна бир изогни келтирамиз. Днагоналида турган 
^ар бир eit элементи бирга, цолган хамма элементлари эса 
нолга тенг булган п-тартибли квадрат матрица бундай 
хоссага эга: исталган А (т  х р)- матрица учун

Е-А = А (7.7)

тенглик, исталган В  (т  х п)- матрица учун эса

В-Е = В  (7.8)
тенглик уринли.
’ Х^ицатан, 7.2-таърифга мувофиц, Е-А матрицанинг 

Си элементи учун

бундан



п
vс,к — ^  eu Я/ft (7.9)

га эгамиз. Лекин / Ф  j булганда ец = 0 булгани учув 
(7.9) нинг унг томонида турган ^ушилувчиларнинг etl ал  
дан бошца \аммаси нолга тенг. Демак,

О* = еи аи — Оц,
(7.8) тенглик шунга ухшаш исботланади. (Mating тарн- 

^асида буни исбот цилинг)
Бундай I

матрицалар бирлик матрицалар деб аталадн.

7.2-§. Квадрат матрииалар

7.2.1. Дастлабки изо^лар. л бирор натурал сон булсин. 
Барча л-тартнбли квадрат матрицалар. туплами Мп нн к,а- 
раймиз. Бу матрицалар тупламига тегишли булган матри
цалар учун 7.2-таъриф билан киритилган цушиш ва ку
пайтириш амаллари доимо бажарилиши равшан. Бевосита 
шу таърифнннг узидан ^ушиш амали ассоцнативлик ва 
коммутативлик хоссаларига эга эканлиги келиб чн^ади:

Матрицаларнн купайтириш амалининг ассоциатнвлигини
7.1.2- пункт да нсботладик:

Биз купайтувчнларни танлашда з̂ атто М„ квадрат мат- 
руцалар тупл?мн билан чегараланадиган булсак *ам, бу 
купайтириш ашли коммутатив булмаслнгнни айтиб утамиз. 
Масалан,

(А +  В) + С = А + (В  + С), 
A -J- В  — В  -J- А.

(7.11)
(7-12)

(А-В)-С = А-(В-С). (7.13)
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^ушнш амали купайтириш амалига нисбатан дистрибу- 
тивлик хоссасига эга:

(А + В)-С = А-С+В-С, 
С (А  + В) = С А  + С-В (7.14)

(бу ерда купайтувчилар тартиби му.\им эканлигини ай
тиб утамиз). ^аци^атан, (7.14) тенгликлардан биринчиси- 
нинг чап ва унг томонларининг элементларини мос равиш
да gik ва hik орцали белгилаб (бу ерда одатдагидек, I — 
сатр номерини, к эса устун номерини бнлдиради, бу сатр 
ва устуннинг кесишиш жойида бу элементлар уз матри- 
цаларида туради), 7.2-таърифга биноан цуйидагига эга 
буламиз:

бундан эса gik = hlk эканлиги куриниб турибди. (7.14) 
тенгликлардан иккинчисининг тукрилиги шунга ухшаш 
текширилади.

7.2.2. Квадрат матрицанинг детерминанти. 7.3-та ъриф. 
Ушбу

квадрат матрицанинг детерминанти деб бу матрица 
нинг элементларидан (уларнинг жойлашиш тартибини 
сацлаб) тузилган цуйидаги det А га айтилади:

7.1-теорема. Иккита квадрат матрица к^пайтма- 
синцнг детерминанти купайтувчилар детерминантлари 
кЦпайтмасига тенг:

п

gik = ^ (^ i/ + &//)£/*.
л л

Л/* = Ч̂ а 11 Сц, + УЬц С 1к,

(7.15)

а\\ а1* • * * 1̂Я
det А = ° il 021 *1' 02я (7.16)

апх аП2 • • • а,ш

det (А • В) = det A- det В. (7.17)



Бу теореманн п — 2 булган ^олдагина исботлаймнз. 
Айтайлик,

022 В £ll 1̂2 \
*21 2̂2 /

булсин, у ^олда

A D —  | а 11^и +  °12^21 а И̂ 12 +  О ц Ь п  \
\ апЬп + а^Ьг, a2iftl2 ■+- 022̂ 22 /

ва
det (<4- В) = (апЬп -f al2b2l) (a2lbi2 +  а М  —

— (ап 1̂2 4* о12Ьп) (а21Ьп + 0*2̂ ,) =
“  а11а21̂ |1̂ 12 + а11а22̂ Ц 2̂2 + а12̂ 21̂ 12̂ 21 *Ь ai2022̂ 21̂ 2J ~’ 

аиа21̂ |1̂ 12 aitQnbi\bM апамЬ12Ь21 — а12я22621&22 =*
— апа22̂11̂22 + а12а21̂12̂,21 --fl12a2l̂ ll̂ 22 — Oll^^lAl'

det А ва det В ни купайтириб а̂м шу ифодага келамиз: 
det А • det В  = (а, ,аи — а12а21) ( ЬпЬ„ — blt Ь2{) —

= alla22bllb22 + ai2a2lbl2b2l — ul2a2lbnb22 — ana22bl2b2l.

Бу теореманинг умумий э̂ олда тутрилигини исботсиз 
^абул циламиз.

7.2.3. Тескари матрица. 7.1-лемма. Детерминантнинг 
бирор сотри элементларини бойца сатрнинг тегишли 
алеменгпларининг алгебраик тулдирувчиларига купайтма- 
лари йигиндиси нолга тенг (устунлар учун \ам шунга 
ухшаш).

И с б о т  и. А матрица берилган булсин ((7.15) га царанг). 
Aik орцали aik элементнннг алгебраик тулдирувчисини бел- 
гнлаймиз. [бу термин 6-бобда атиугсанган маънода (6.5-таъ- 
рифга царанг)). Шунингдек, 1 <<, / < л  ва 1ф j  булсин.

А да /-сатр элементларини t-сатрнинг уларга мос эле
ментлари билан алмаштириб, янги А ' матрица тузамиз (бу 
билан А' да «'-сатр ва /-сатр бир хил булади):

Яп ам •• а\п

Я/1
• • • • 
а /1 ••• ащ /• сатр

Я/1 аИ ••• а1п /-сатр
§

Ощ
• • • • 
ап % .. апп
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А ва А' матрицалар учун /- сатр элементларининг алгебраик 
тулдирувчилари бир хил булишини эътиборга олиб ((6.18) 
га царанг), бундай ёзишимиз мумкин:

П
det А' = 2  а1Р А,р (7.18)

(detЛ' ни унинг /-сатри элементлари буйича ёйдик). Ик
кинчи томондан, det А '= 0, чунки у иккита бир хил сатрга 
эга. Бундан ва (7.18) дан цуйидагнни зрсил ^иламиз:

Л

агар i = j булса, 2 а'И/р = 0- (7.19)
р—I

7.1-лемма исбот цилинди.
7.4-таър иф. Агар

А-В = Е  ва В* А = Е (7.20)
б^лса, В квадрат матрица А квадрат матрицага тескари 
матрица дейилади, бу ерда Е —бирлик матрица.

Э слатм а .  Бу таърнфдан келиб чи^адики, агар В мат
рица А га тескари булса, у з̂ олда А з̂ ам В га тескари бу- 
ладн. Лекин биз з̂ ар цандай матрица з̂ ам узига тескари 
матрицаларга эга булнш-булмаслигннн (ва бундай тескари 
матрицалар цанча булиши мумкинлигини) з̂ али бнлмаймиз.

7.2-те о рем а. Агар А матрицанинг детерминанти 
((7.15) га царанг) нолдан фарцли булса, у х,олда

(7.21)

Ап
d

Аг
d

Ащ 
•• • d

А\г А* Апг
d d • • • d

К г
п

Afn
d

Ann
••• T

матрица А га тескари матрица булади, бу ерда Aik ор- 
цали А матрица alk элементининг алгебраик тулдирувчиси 
белгиланган.

И с б о т  и. А матрицани (7.21) матрицага купайтириб, 
биз 7.2- таърифга мувофиц элементлари ушбу

с* = 2  а»
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формула билан топилиши мумкин булган матрицани з̂ осил 
кнламиз. Агар 1ф к  булса, у *олда 7.1* леммага кура с,*=0. 
Агар i=k булса, у ^олда ((6.15) форму лани ^исобга олиб)

П
cik = -j 2  OiP А,р = -j d = 1. 

р—|
Демак,

| i Ф  k булса, О,
с‘к ~  j i = k б^лса, 1.

Лекин шундай элементлар (7.10) бнрлик матрицани 
ташкил цилади. (7.21) матрица биринчи купайгувчи, А эса 
иккинчи купайтувчи булган ^ол а̂м шунга ухшаш исбот- 
ланади.

7.3- теорема. Агар det А Ф  0 бдлса, у д-o.iда А учун 
ягона тескари матрица мавжуд. Агар det А = 0 бдлса, у 
>;олда А матрица тескари матрицага эга эмас.

Исботи. Аввал detА ф О  булсин. А учун битта тес
кари матрица х,ар ^олда мавжуд. Бу 7.2-теоремадан келиб 
чицади. (7.20) шартларни каноатлантирадиган иккита В' ва 
В" матрицаларга эга булайлнк:

А-В' = Е, В'-А = Е, (7.20')
А-В" = Е, В"-А = Е. (7.20")

(7.20') тенгликларнинг биринчисини чапдан В ” га купайти- 
рамиз:

В"-(А-В’) «= В"-Е. ,
Бу тенгликнинг унг томони В" матрицани беради ((7.8) 

га ^аранг), чап томоидаги кушилувчиларни эса бошцача 
цилиб группалаймиз:

(В"-А)-В' =*В". (7.22)
Лекин В "- А ^ Е , Е-В’ = В ’ ((7.7) га ^аранг). Шу са- 

бабли (7.22)
В' = В"

ни беради. Демак, de t^^O  булса, у ,\олда А матрица 
5зига тескари булган ягона матрицага эга.

Энди det Л =0 фулсин. А матрцца учун тескари В  мат
рица мавжуд деб фараз цилнб, 7.1- теоршага биноан

det/l-detfl = det£
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ни з̂ осил цилган булар эдик. Лекнн бундай тенгликнинг 
булиши мумкин эмас, чунки det /4-det В = 0, бундан таш* 
цари det £ = 1. Теорема исбот ^илинди.

А матрицага тескари матрицани одатда А~1 орцали 
белгилаш цабул цнлинган. Агар det /1=0 булса, А мат
рицани хос, акс з̂ олда хосмас матрица дейилади. Бу тер- 
минлардан фойдаланиб, 7.3-теоремани энди бундай айти- 
шимиз мумкин. %ар цандай хосмас матрица ягона Цзига 
тескари матрицага эга. Хос матрица учун тескари матрица 
мавжуд эмас.

Тескари матрицани амалда топишда (л >  3 булганда)
(7.21) ифодадан бевосита фойдаланиш одатда ноцулай, 
чунки у куп з̂ исоблашларни талаб цилади. Шу сабабли 
бу ишда купинча боцща методларга мурожаат цилинади. 
Биз бу Уринда ана шу з̂ олатни эслатиш билангина чек* 
ланамиз.

7.2.4. п ночаълумли л та чизицли тенглама системасини 
тескари матрица методи билан ечиш. Энди чизицли тенгла- 
малар системасини ечишда матрицалар аппаратидан цандай 
цилиб фойдаланиш мумкинлигинн курсатамнз.

Айтайлик, детерминанти нолга тенг булмаган

«11*1 + Оц*а +■ • • • + а 
йздХ} -f" «22*2 -f- . . .  Q tnXn

Vixn — 1̂>
(7.23)

• • " Ь  опцхп —  Ьпanixi + an2*t 4* 
система берилган булсин.

Бу матрицанинг коэффициентларидан тузилган матрнца- 
ни А орцали, номаълумлардан тузилган устун-векторни 
X  орцали, озод з̂ адлардан тузилган устун-векторни В  
орцалн белгилаймиз:

А =
аи alt 
° 2 1  ° 2 2

'ал1 ат

ч м
хг Ьг
•

•
, В = *

•

л. К
Равшанки, А-Х купайтма ушбу

( апх\ + а\*х* + ••• + а1пдея\ 
-f a<uXt +  . . .  +  а^хп \

апi*i +  ontxt + . . . +
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устун-векторни нфодалайди (7.2- таърифга ^аранг). Шу 
сабабли (7.23) системани унга тенг кучли

А-Х = В  (7.24)
матрицавий тенглама билан алмаштнришимиз мумкин (бу 
ерда номаълум ролида энди X  матрица келади). А матри
цага тескари Л-1 матрицани топдик дейлик. У ^олда (7.24) 
нинг иккала цисминн чапдан А~1 га купайтнрнб,

A~l -(А-X) = А-1-В (7.25)
ни ^осил циламнз. Лекин

А~ЧА.Х) = (Л"». А ).Х  = £-Х = X.
Шу сабабли (7.25) ни бундай цайта ёзиш мумкин;

Х  = А~*‘В. (7.26)
Бу формула (7.24) нинг, ва демак, (7.23) нинг ^ам ечимини 
беради.

7.2-ми со л. Юцорида курилган метод билан куй и да и 
тенгламалар системасини ечамиз:

I 2*! + х% = 5, /7 27)
1 3*х + 2хг = 8. '

Коэффициентлар матрицаси бундай булади:

det А = 2-2 — 3.1 = 1.

Алгебраик тулдирувчилар бу ^олда биринчи тартибли де
терминантлар булади, яъни (ишораларни танлаш цоидасиин 
^исобга олиб),

/4ц = 2, Л и  = — 3, Л 21 = — 1, Л = 2.
(7.21) га асосан Л-1 матрицани тузамнз:

(7.27) ни эд-еа-®
куринишда ёзамиз ва бу тенгликни чапдан А 1 га купай- 
тирамиз: GiMJ-sMI)- <7-28)
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(7.28) нинг унг томонида турган матрицаларни купай- 
тирамиз:

/ 2 -1\ /54 ( 2-5 + (-1)-8\ (2)
1-3 2/ \ 8 j \—3*5 + 2-8 j - l l j -

Ушбуни JE v ? »р - (2Ь (?>
яъни ДГ, = 2, JC» = 1 ни ^осил цилдик.

Албатта, (7.23) система учун бу метод ^аддан ташцари 
узун булиб куринса-да, лекин ^атто уч-т^рт номаълумли 
системалар учун ?̂ ам бундай ечиш усули цулайро^ булади 
(ихтиёримизда А~1 матрица бор деган шартда албатта).

7.3-§. п номаълумли т  та чизи^ли тенглама системалари

7.3.1. Дастлабки мисоллар. Баъзан но.маълумлари сони 
теигламалари сони билан бир хил булмаган системаларга 
дуч келинади. Аввал бундай системаларга дойр бир неча 
мисоллар курамиз.

7.3- м и сол .
( 2лГ| +  xt =  5,
lbxl + 2x9 = \2t (7.29>
I Здсх X2 — 7.

Бу ерда номаълумлар сони тенгламалар сонидан кичик. Лекин бу тенг- 
ламаларнинг учинчиси биринчи иккитасининг натижаси эканлигинн 
пайцаш цийии эмас (у биринчи ва иккинчи тенгламалар орасидаги 
айирмадир). Шу сабабли (7.29) система

| 2*! +  — 5, q  Q̂v
I 5JCt +  2xt =  12

системага тенг кучли булади. Бу системани ечиш билан биз дастлабки 
(7.29) системанинг ечимини ^ам ^осил ^иламиз. Оралиц хисоблашларни 
тушириб ^олдириб, бир варакайига узил-кесил натижани ёзамиз:

=  2, хв = 1 . (7.31>
7.4- м исол.

2*i +  хг =  5,
5*i +  2xt =  12, (7.32>
Здг, +  хг =  10.

Бу система (7.29) системадан учинчи тенгламанннг У*нг томонн билан- 
гина фар»̂  ^илади. Бу система уму май ечимга эга эмаслигини тушуниш 
осой, ^а^и^атан. агар ж, == 2, л, =  I булса, учинчи тенглама бажа-



рилмайди. хj оа дг, цийматларнинг бошца исталган жуфти эса биринчи 
иккита тенгламанинг ^еч булмаганда бирини ^аноатлантнрмайдн.

7.5- м исол.

Бу ерда номаълумлар сони тенгламалар сонига Караганда ортнц. х, ва x4 
ли ^адларн. 1 унг томонга утказамиз:

ни эрсил ^иламиз. *3 ва х4 номаълумларга ихтиёрий ^ийматлар бериб 
*амда хх ва х, нинг тегишли ^ийматларини (7.35) формулалар буйича 
^исоблаб, *ар гал дастлабки (7.33) системанннг ечнмларидан бирини 
^осил циламиз.

(7.33) системани номаълумларнинг бошка жуфтлари учун ечиш 
^ам мумкин эдн; масалан,

(7.35) формулалар *ам, (7.36) ва (7.37) формулалар ^ам дастлабки
(7.33) системанннг мумкин булган барча ечимлари тупламини ани̂ - 
лайди. Жумладан, х, = 4, х, = — 1, хэ = 1, х4 = 1 ечим (7.35) дан 
у ерда х, --=*4 =  1 дейилганда, (7.36) дан хх = 4 ва х, =» — 1 булган
да, (7.37) дан х, =» — 1, хА = 1 булганда доил бУладн.

7.6* м исол.

ни доил циламмз. Системанннг учинчи тенгламасини биринчи тенглама 
билан так.цослаб, уларнинг чаи тсмонлари бир хил, Унг томонлари 
эса бундай эмаслигини кУрамиз. Демак, (7.38) система ечимга умуман 
э*а эмас.

Э^афиртан, бу системанннг биринчи иккита тенгламасини цаноат- 
лаитирадиган исталган хх% х „  х9 ва х4 ^ийматлар (7.39) нинг ?̂ ам 
ечими булвдн.ва демак, улар (7.38) тенгла.чалардан учинчисинн каноат- 
лантирмайди.

ЗдС| -f 4ха -f- *3 — 2л*̂ — 7, 
2х, +  Зх, -  х, +  х4 =* 5.

(7.33)

ГЗдг, +  4х, =  7 — х, +  2х4, 
12-г, +  Здг, = 5 +  — *4.

(7.34) ни х, ва х, га нисбатан ечиб,

(7.34)

(7.35)

(7.36)

ёки
12 7 1

*1 в  5 5 х* +  5
1 I 7

хз ---5 + 5 х* + 5 *«•
(7.37)

(7.38)

Иккинчи тенгламани биринчи тенгламадан айириб, 
2хх — х, +  Здг, +  х4 =  5 (7.39)
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7.3.2. Матрица ранги п номаълумли чизи^ли тенглама- 
лар системасииииг ечилиш шартлари. Энди масалани уму
мий ^олда текшнришга кнришамиз.

7.5- т а ъ р и ф. А' матрица А (т  х п)- матрицадан 
((7 .1 ) га царанг) унинг q = т  — I та  сатрини ва р = 
—п — I т а  устунини учиришдан цосил бдлган I- тартибли 
квадрат матрица бЦлсин (0 <q<m, 0 < р < л). А! мат• 
рицанинг det А' детерминанти А матрицанинг I- тар
тибли минори дейилади.

А матрицанинг нолдан фарцли минорларининг энг ю̂ о- 
рн тартиби А матрицанинг ранги дейилади.

Куйидаги теорема (уни одатда Кронекер-Капелли те 
оремаси дейилади) ихтиёрий чизицли тенгламалар система
си ечилишинннг зарур  ва етарли  шартларини беради.

7.4- теорема. Ушбу

коэффициентлар матрицасининг г ранги коэффициентлар- 
нинг кенгайтирилган матрицаси деб аталадиган ушбу

матрицанинг г рангига тенг бЦлиши зарур ва етарли.
Биз бу теоремани нсботламасдан, балки уни бир оз 

тушунтирамиз ва уни тулдирамиз.
г = г ва А' матрица А дан бирор сатрлар ва устун- 

дарни учириш натижасида ^осил буладнган (гхг)-матрн- 
цаларнинг бири булиб, det А 'Ф 0 булснн. (7.40) система
нинг ^чирилган сатрларга тегишли булган тенгламалари 
долган тенгламаларнинг натижалари булар экан. UJy са-

anxi + аи*2 + • • • + Oi„xn — bv 
а*iXi + а^хa Н----- 1- а2гх„ = Ь-2,

т
йт\%1 "Ь *т2*2 -}-••• "̂ гатпХп —Ьт 

система ечимга эга бдлиши учун
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бабли уларни чикариб юбориш дастлабки системага тенг 
кучли булган системага олиб келади. Учирилган усгун- 
ларга мос номаълумларга ихтиёрий цийматлар бериш мум
кин, шундан сунг цолган барча номаълумлар бир ^иймат- 
ли аницланади.

7.7-м и со л . Ушбу
( 2*t +  * , +  — 2хл =  3 
I *1 +  *1 — 2jcs +  3jc4 =  4 (7.41)
Uxl +  3*, — 3*f +  4*| =  11

системани цараймиз.
Бу системанинг коэффициентлари •

А =

det А

матрицаси учун ^ам, коэффициентларнинг

/ 2 1  1 —2 3 \
А= 1 1 - 2  3 4 

\  4 3 - 3  4 1 /
кеигайтирилган матрицаси учун ?̂ ам барча учинчи тартибли минорлар 
нолга тенг булишига (масалан, бевосита ^исоблаш йули билан) ишонч 
^осил к̂ нлнш мумкин.

Шу билан бир вацтда А ва А матрицаларнинг биринчи иккита сат- 
ри ва биринчи иккита устунидан ^осил ^илинган А' матрицанинг де- 
терминанти нолдан фар|у1и:

J J = 2  - 1— 1 • 1 = 1=̂ 0.

^х^Ъундан учинчи тенглама биринчи иккита тенгламанннг 
натижаси, шу сабаблн системадан чикариб юборилиши 
мумкин деган хулосага келамиз. Бундан эса дастлабки 
системага тенг кучли

2 * i  +  —  2 * 4 =  3 , / у  АП\
+ *2 — 2дг3 + Здг4 = 4

системани ^осил циламиз, *3 ва хх номаълумларга мос ус
тунлар А  матрицани тузишда иштирок этмайди. Бу но- 
маълумларни уз ичига олган ^адларни тенгламаларнинг 
унг томонига угказамиз:

( 2х, + дга = 3 -  х3 + 2xt, (7 43>
\xl + xt ^ A  + 2xa-3xt.

Энди ха ва хА номаълумларга цандай .цийматлар бер- 
манлик, бунда (7.43) дан ?̂ осил буладиган х, ва х% но-
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маълумли иккита тенглама системаси албатта ечимга эга 
булади, шу билан бирга бу ечим (*3 ва хх жуфт циймат- 
лар учун узпга мех) ягона, чунки det А' Ф  0. Система ни 
умумий куринишда а̂м ечиш мумкин. Бунинг учун систе
манннг Д детерминантнни ва xv х2 номаълумларнинг ДГ1> 
Д,2 детерминантларини ^исоблаб, Крамер формулаларидан 
фойдаланамиз:

(7.44) формулалар дастлабки (7.41) системанннг ечимлари т^п- 
дами ёзилиишнинг мумкин булган вариантларидан бирини ифодалайди. 
Боинга варнантларнн бошцача усуллар билан, А матрицанинг нолдан 
фарцлн минорини танлаб ^осил цилиш мумкин.

Равшанки, (7.41) системанннг учинчи тенгламасидан озод ^адни 
бошка сонга алмаштириб (масалан, у ни 1 га тенг деб ^абул цнлиб), 
умуман ечимга эга булмаган (одатда айтилншича, биргаликда булмаган 
системен и) системами \оснл циламиз. Бундан А матрица ва шу билан 
унинг ранги .̂ ам Узгармагани сабабли, оуЦЬлда А матрицанинг ранги 
узгаради деб хулосага келишга тукри келади. ^а^и^аган ^ам, «туза, 
тилган» А матрицадан учинчи ва туртинчн устунларни учириб, нолдан 
фар^ли учинчи тартибли минорни ^осил циламиэ:

Тенгламалар ва номаълумлар сони анча катта булган
да системанннг 7.7- мисолда цулланилган бундай текши
риш ва ечиш усули \аддан ташцари узундан-узо  ̂булади. 
Биз бу ерда бошца, ^исоблнш \ажми ну»\таи назаридан

* тежамлирон, булган усуллар мавжудлигннн курсатиш би
лан чекланамиз. Бунда кулланнладиган усуллар номаъ- 
лумлари сони тенгламаларн сонига тенг булган система- 
ларни Гаусс методи билан ечншда бажариладиган алмаш- 
тиришларга ухшашдир (б-бобга к̂ аранг).

Д = det А' -  1,

= — 1 —З*3 f  5х4, 

J = 5 -Ь 5дг3 — 8х4,

бундан

(7.44)

2 1 3
1 1 4 =  —10.
4 3 1
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1. (шхп)-матрица нима? Сатр-вектор нима, устун-вектор-чи?
2. Матрицани сонга купайтириш ^андай аницланади? Матрицаларни 

цушши-чи? ^ар цандай иккита матрицани цУшиб буладими?
3. Икки матрица купайтмаси ^андай анн^ланади? И (тх я )-  мат- 

рицанинг B(pxq)- матрицага купайтмаси А»В маънога эга бУлиши 
учун т , п, р ва q сонлар ^андай шартларни каноатлантириши лозим? 
by *олда А -В матрица цандай улчамга эга булади?

4. Матрицаларни купайтириш амали коммутативлик хоссасига эга* 
ми? Ассоциативлик хоссасига-чи?

б. Бирлик матрица нима? У ^андай хоссаларга эга?
6. Кандай матрицалар квадрат матрицалар деб аталади? Бир хил 

тартибли квадрат матрицалар учун ^Ушиш ва купайтириш амаллари 
^ар доим а̂м бажарнладими? Бу амалларнинг асосий хоссаларини ай- 
тиб беринг.

7. Квадрат матрицанинг детерминанти деб ним ага айтилади? Ик-* 
кита матрица купайтмаси нинг детерминантини ^ар бир купайтувчинннг 
детерминантнни бил гаи ^олда ^андай ^нсоблаш мумкин?

8. Тескари матрица нима? ^ар ^андай матрица *ам тескари мат# 
рицага эгами? Бит га матрицанинг нечта турли тескари матрицаси мав
жуд бУлиши мумкин?

9. т  номаълумли п ia  чнзшуш тенглама системаси матрицавий 
шаклаа цандай ёзилади? Уни коэффициентлар матрицасига тескари 
матрица ёрдамида ^андай ечиш мумкин? Бундай ечиш *ар доим ^ам 
мумкинм.1?

10. Матрицанинг ранги нимз? Жавобингизни мнсоллар билан ту# 
шунтиринг.

11. п номаълумли т  та чизшуш тенглама системасининг ечилиш 
шартини таърифлаб беринг.

7 - Б О Б Г А  Д О И Р  М А Ш К Л А Р

1—4-мисолларда А, В на С матрицалар берилган. А В, В А, 
А С, С А, В С ва С»В ифодаларнинг ^айсилари маънога эгалигини 
ани^ланг ва уларни ^нсобланг:

7-Б О Б  НИ Т А К Р О Р Л А Ш  У Ч У Н С А В О Л Л А Р
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б ва 6- мисолларда берилган матрицалар учун тескари матрица- 
ларни топинг:

7 ва 8- мисолларда берилган системаларни тескари матрицадав 
фойдаланиб ечинг.

9-16- машцларда берилган тенгламалар системаси учун коэффициент* 
лар матрицаси рангини ва кенгайтирилган матрица рангини топинг, Бу 
системалардан ^айснлари ечимга эгалигини курсатинг ва бу ечимларби 
топинг.

7 - Б О Б Г А  Д О И Р  Ж А В О Б Л А Р ,  К У Р С А Т М А Л А Р  
В А  Е Ч И М Л А Р

1. А-В типдаги ифода маънога эга булиши учун биринчи купай- 
тувчининг устунлари сони иккинчи купайтувчининг сатрлари сони би
лан бир хил булиши лозим. Шу сабабли В А ва С В нфодалар маъ
нога эга эмас А В эса (3x2)- матрицадан иборат:

■> 8. 2дс, -  х, +  х» -  3,
Xi + 2дг,— дг3 =» 2,

—* i +  Хг +  х» — 4.

Г

3 - (—2) +  1- 4 31 +  
2 - (- 2 )- И - 4) 4 21 + 

— 1-(—2) + 5  4 (- 1 )1

А С, С А ва В С ни шунга ухшаш ^исоблаймнз:

—4 3 —I Л 
О •—2 14 '

13-2085 153



В А ва А-С маънога эга эмас 

3. А В =  I 4 5 6 I. А В

В С С В = (—12).
/ —10 —2 2 \

5 1 - 1 .
\ 15 3 —3/
юга эга эмас.

/7  8 9\ /3  2 1 \
= 4 5 6 ,  А В =  6 5 4 ,

\ 1 2 3 / \ 9 8 7 /
/ 100 \ / 321 \

Л - С = (  10 J , В С  = ( 654 ).

4. В А = ( I I  2 18 -1 ), Л С =

С В

5. Аввал ^уйидагини ^исоблаймиз (.̂ исоблашлар тушириб цолди* 
рилган):

. 2 1 3  
det Л =  I 7 2 5 =  3.

| 9 3 7
СУнгра А матрица элементлзрининг ^ар бири учун унинг алгебраик 

тулдирувчисини ^исоблаймнз:

2 5
3 7 -1. Лit 5 5 

9 7 -4.

1+3.1 7 2| _ ^ п = (— 1)2+1 • I з 7 1 =■ 2 . ва v  к.

Эиди А матрицага тескари А 1 матрицани (7.21) формула буйича 
дисоблаймиэ:

Ли ^ti 1 2_ 1
d d d T 3 T

Art 4 13 11
d d d “ T T T

At*
d d d 1 1 -1

А~

(By натнжанинг т^грилигига А ни А~х га к$/пайтириб ииюич ^аил 
кмлиш мумкин. Бунда 3x3  улчамли бирлик матрица ^осил булиши 
керак).

, / 0,14 0Л8 0,04\
в. >4“ *= 0,07 —0.41 0,02 

V —0.01 —0.37 0.14/
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г

(7.45)

матрицани топамиз

7. Берилган системани матрицавий формада ёзамиз:

Коэффициентлар матрицаси А га тескари А 1 
(^исоблашлар тушириб ^олдирилган):

* \-1 0 1 /
(7.45) нинг иккала томонини чапдан Л 1 га купайтирамиз:

Энди ечимни доил цилиш учун сунгги тенгликнинг унг томонини 
кУпайтирилса булди:

(ЗИП-
Бу натижанинг узини «скаляр формада» ^ам ёзиш мумкин албаттаг

хх = 2 , х2 = х9=  1.

8. Л "1 =
3 2 —1
0 3 3
3 -1  5

9. Коэффициентлар матрицаси

(\ -3 2 \ 
\2 0 3 j

нинг г ранги 2 сонга тенг эканлигини кУриш осой; А дан унинг учин- 
чи устунини учириш билан доил буладиган ушбу минорни олиш ки- 
фоя:

6* 0.1 —3
2 0

Бу ерда биз дар^ол кенгайтирилгаи

/ 1 —3 2  1 \ 
\ 2 0 3 11 )

А матрицанинг г ранги >̂ам иккига тенг деб хулосага келишимиз 
мумкин. 
доим *ам

р  .

Бу бевосита кУриниб турибди, лекин бундай хулосага *ар

г < г < min (m,n)
№



•канлигини эътнборга олиб келнш а̂м мумкин, бу ерда т  ва п — Кен-
гайтирилгаи А матрицанинг мос равншда сатрлари ва устунлари сони.
Бизнинг мисолда г =  2 ва min(m; п) = 2, бундан эса 7 =  2 келиб чи- 
цади.

Системанинг ечиминн доил »̂ илиш учун унинг тенгламаларининг 
чап томонларида бнз танлаб олган устунларга тегишли булган номаъ
лумли, яъни х, ва хг ли ^адларнн ^олднрамнз:

/ *i — Зх, =  1 — 2х3,
\2хг =  11— Зх3.

Бу системани хх ва х, га нисбатан ечнб,

2 L
3

2 - т х »

3 1
X .  =  -------------

1  2 + Т *

СВ доил кнламиз.
Агар биз бошр нолдан фар^ли иккинчи тартибли

1 2
2 3

шворни танлаганимизда эди, у *олда дастлабки системани
I *i +  2х, =  1 +  Зх „
|2х1 +  3хв =  И

куринишга келтириб олиб, ^нинг ечимлари туплами учун ушбу бош- 
цача ёзувни доил цилган булар эдик:

(х 1 =  19 — 9х„
|х3 = —9 +6х,.' 9

10. Бу ерда г =  г =  1 (чунки ^амма иккинчи тартибли минорлар 
нолга тенг). А ва Л матрицаларнинг биринчи сатри ва биринчи усту- 
нига тегишли биринчи тартибли мннорни танлаймиз. Биз система тенг- 
ламаларидан иккинчисини туширнб колдирамиз, чунки унинг коэффи- 
циентлари бу минорни тузишда катнашмайди.

Дастлабки система колган
+  *г — 2*s =  I

тенгламага эквивалент булади. х, ва хя ли хадларни Унг томонга Ут- 
г̂ азиб, берилган системанинг ечимлари туплами учун ушбу формулани 
до ил циламиз: х, =  1 — х, -f 2xs.

11 . г =  1, г =  2. Система ечнмларга эга эмас.
12. г =  / =  1. Чексиз куп ечимлар тСплами куйидаги фор- 

мулаларнинг исталган бири билан берилиши мумкин:
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а) * i =  0,5 + 0,5х, — 2,5дг3.
б) * , =  — 1 +  2хх +  5*,,
в) * , =  0,2 — 0,4*! +  0,2*,.

13. г = V =  2 Ягона ечим: хх =  5, дг, = 3.
14. г =  2, г =  3. Система ечимларига эга эмас.
15. г =2, г =  3. Система ечимларга эга эмас.
16. г =  г’= 2. Чексиз Kjn ечимлар тупламининг мумкин 

булган ёзувларидан бири цуйидагича*
= l-f-*,.

U - 3 - 2 * .



8- БОБ

ФАЗОЦА ТУГРИ ЧИЗИКЛАР ВА ТЕКИСЛИКЛАР

8.1-§. Евклид геометриясининг мантилий структураси
хасида тушунча

8.1.1. Геометрияни аксиоматик ^уриш методи; стереомет- 
риянинг асосий аксиомалари. Бу бобда биз нуцта, тугри 
чиэиц ва текислик деб аталадиган бирор объектларни ва 
улар орасидагн муносабатларни ^араймиз.

«Нуцта», «т$три чизиц» ва «текислик» терминлари бу 
тушунчаларнинг келиб чикиши манбалари реал жисмлар- 
нинг фаэовий формалари булганлигини курсатиб турибди. 
Жумладан, нуцта тушунчаси жисм $*лчамларини абстракт- 
лаштириш натижасида келиб чиодан. Чунончи у ёки бу 
масалани урганишда жисмнинг улчамлари роль уйнамаса, 
яъни уларни эътиборга олмаслик мумкин булса ^амда ма
сала шартн жисмнинг физикавий хоссаларини (массаси, 
температураси ва ц.) абстрактлаштиришга имкон берса, у 
^олда биз геометрияда цараладиган нуцта тушунчасига 
келамиз.

Тугри чизи  ̂ тушунчаси тугри тортилган ип, epyF- 
лик нури ва к. типдаги муайян фазовий формаларга 
эга булган предметларнинг физикавий хсссаларини абст- 
рактлаштириш натижасида юзага келадн. Шунга ухшаш, 
текислик тушунчасинннг манбаи стол сирти, таранг тор
тилган о̂роз вараги типидаги предметларнинг фазовий 
формаларидир. Бунда текислик чегарасиз (чексиз) деб и̂-

• собланади. Текислик ни чизмада шартли равишда парал
лелограмм куринишида тасвирланади ва битта а̂рф билан 
белгиланади, масалан, Z текислик (8.1-раем).

Табиатда фазовий формалаои гео
метрик объектларнинг ^осил булиши- 
га сабаб булган жисмлар муайян му- 
носабатда буладилар. Бу муносабат- 
ларнинг физикавий табиатига эътибор

8.1-раем. цилмасдан, жисмларнинг фа^ат фазо-
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вий формалари орасидаги мунссабатларни цараймиз. Бун
да биз киритилган объектларнинг шундай асосий хос- 
саларини ажратишимиз зарурки, цолган барча муносабат- 
лар шу хоссаларнинг натижаси булсин.

Ну^та, тугри чизи»̂  ва текислик геометрик тушунчалар 
сифатида ^уйидаги хоссалар билан характерланади.

1.1. Тугри чизик андай булмасин, бу тугри чизикца 
тегишли булган нукталар ва унга тегишли бо 1маган 
нуцталар мавжуд.

1.2. Икки нуцта цандай булмасин, бу нукталар оркали 
фтадиган тугри чизиц мавжуд, шу билан бирга бу тугри 
чизиц ягонадир.

11.1. Тугри чизицдаги учта ну^тадан биттаси ва фа- 
t\am биттаси долган иккитасининг орасида ётади.

11.2. Tijrpu чизицца тегишли ну^та бу тугри чизикни 
иккита ярим mtfrpu чизища ажратади. Бир ярим тугри 
чизиь{нинг нукталари булувчи нукта оркали ажралмийди. 
Турли ярим mijrpu чизицларнинг нукталари бу нукта 
билан ажралиб туради.

11.3. Текисликка тегишли билган ту/ри чизиц текис- 
ликни ярим текисликларга ажратади. Агар бирор кесма- 
нинг охирлари битта ярим текисликка тегишли булса, 
у холда кесма бу тугри чизиц билан кесишмайди. Агар 
кесманинг охирлари турли ярим текисликларга тегишли 
булса, у цолда кесма тугри чизиц билан кесишади.

111.1. Текислик кандай булмасин, бу текисликка те 
гишли булган нукталар мавжуд ва текисликка тегишли 
бдлмаган нукталар мавжуд.

111.2. Агар икки текислик умумий нуьтага эга бЦлса, 
у )(олда улар тугри чизи  ̂ бдйлаб кесишади.

111.3. Бир mgrpu чизицда ётмаган учта нуцта оркали 
текислик утказиш мумкин. шу билан бирга бундай те 
кислик ягона бд хади.

Санаб чи^илган хоссалар бош^а хоссаларни исботлашда 
асос буладиган хоссалардир. Бу хоссалар исбот ^илинмай- 
ди ва аксиомалар деб аталади. Пировард натижада акси- 
омалардан мантилий муло\азалар ёрдамида .\осил цилина- 
диган исталган даъво теорема деб аталади. Фикр-аксиома- 
ларнинг танланиши кенг маънода ихтиёрий, аммо акси- 
омаларнинг бутун системаси. биринчидан биргагикда 
( зидмас). яъни улардан келтириб чицариладчган \еч ан
дай иккита теорема узаро зиддиягга эга булмаслиги ва, 
иккинчидан. ушбу маънода тдла булиши лозим: а̂рала-
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ётган со^ада уринли булган теоремани шу аксиомалардан 
келтириб чи^ариш мумкин булиши лозим. Учинчидан, ак- 
сиомалар системаси эркли булиши, яъни уларнинг е̂ч бири 
цолганларининг мантилий натижаси булмаслиги ма^садга 
мувофиц.

Аксиомалар системасига асосланадиган тушунчалар ва 
теоремалар туплами (мажмуи) ни шу аксиомалар система
си устида цурилган назария деб аташ ^абул ^илинган. 
Бундай назарияларни яратиш усули аксиоматик усул 
дейилади.

I, И, 111 аксиомалар системасини ^аноатлантирадиган 
барча нуцталар, тугри чизи^лар ва текисликлар туплами 
Евклид фазоси деб аталади.

Геометриянинг аксиоматик ^урилишн биринчи марта 
Евклид томонидан, унинг маш.\ур «Асослар» (тахминан 
эрамиздан аввалги 365—300 йиллар) асарида таклиф »̂ и- 
линган эди. «Асослар» юзага келганидан сунгги икки минг 
йил давомида у геометрияни урганувчилар учун ягона 
цулланма булиб келди. Мате.матикадан ун туэдизинчи 
асрнинг иккинчи ярмида цилинган ишлар учун хос булган 
цатъийлик ру.\и ва Евклид аксиомалари системасининг 
эрклилиги, яъни бу аксиомаларни бош^алардан фойдала
ниб исботлаш мумкинлиги ,\амда унинг тулнц эмаслиги- 
нинг равшан булиши геометолар олдига аксиомалар систе- 
масини тули^ текшириш вазифасини куйди. Евклид акси- 
оматикасини текширишни Д. Гильберт (1899 й) якунига 
етказди. У геометриянинг аксиомалар системасини курди 
ва унинг узаро эрклилигининг батафсил та^лилини, улар
нинг зиддиятсиз ва тулшужгини исботлади. Биро^ Евклид 
аксиоматик киритган асосий тушунчаларнинг хоссалари 
сацланади. Шу сабабли геометриянинг узи, яъни янги 
аксиомалар системасида ^урилган назария Евклид геомет- 
рияси деб аталади.

Курсатнлган хилдаги объектларни бош^ача аксиоматик 
методлар билан а̂м урганиш мумкинлигини айтиб утамиз. 
Жумладан, планиметрияни урганишда усувчи Пифагор 
теоремасининг текислик аксномаларига асосланган исботи 
билан танишган булса керак. Иккинчи томондан, агар 
текисликда Пифагор теоремаси уринли булса, у ^олда 
ундан биз аксиомалар сифатида цабул ^иладиган даъво- 
ларни натижалар тари^асида ^осил цилиш мумкин. Пифа
гор теоремаси текисликнинг исталган иккита ну^таси 
орасидаги масофани улчашга имкон беради, буни кейинрок
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курамиз. Шундай цилиб, биз ^уйидагича метрика кири- 
тилган тупламни (ну^талар ва тугри чизи^лар тупламини) 
^осил ^иламиз:

\АВ\ = Y  (хв — хАУ + (ув — уА)\

бу ерда х ва у лар А ва В  нуцталарнинг координаталарн. 
Илгари айтилганидек, метрика кнритилган туплам фазони 
аншушйди, шу сабабли барча нуцталар, тугри чизицлар ва 
текислик тупламини царгб, биз шундай метрика киритн- 
шимиз мумкинкн, бу фазода Евклид геометриясининг 
барча аксиомалари уринли булади. Бундай метрика

IАВ | = у  (хв -  хА)* + (ув -  уА)г + (гв -  г /

булишини курсатиш осон, бу ерда *, у ва г лар Л ва В 
нуцталарнинг координаталари. Бундай фазо а̂м Евклид 
фазосн булиб (таърифга ^аранг), лекин унинг ^урилиши 
ю^орида курсатганимиздан фарц циладн.

Ушбу боб да биз I, II, III аксиома л ар системасидан 
фойдаланиб, фазода Евклид геометрияси—стереометрия- 
нинг бир неча энг му.\им о̂и да лари ни куриб чицамиз. 
Бош^ача суз билан айтганда—стереометрия геометриянинг 
фазовий жисмлар ва фигураларнинг, шунингдек, фазода 
чизиклар, текисликлар, сиртлар ва жисмларнинг узаро 
жойлашишини урганадиган булимидир,

Планиметрия булимида I ва II аксиомалар системаси 
асосида исботланган исталган барча ^онуниятлар фазода 
\ам уринли, шу сабабли биз бу ^онуниятлар ва уларнинг 
тегишли исботлари маълум деб^исоблаб, уларни ^айтадан 
текшириб утирмаймиз.

Агар геометрик фигуранинг а̂мма ну^талари бир те- 
кнсликда ётмаса, уни фазовий фигура деймиз. Фазовий 
фигурага геометрик жисм — буюмнинг фазода эгаллаган 
булаги мисол була олади. Геометрик жисм уни у раб 
турган фазодан сирт билан ажралиб туради.

Бу параграфни якунлаб, стереометрия аксномаларининг 
бевосита натижаларини келтирамиз, уларни исботлаш 
цийин эмас.

8.1.2. Асосий аксиомаларнинг баъзи натижалари. 8.1-
теорема. TyFpu чизиц ва унда ётмаган нукта орцали 
фацат битта текислик утказиш мумкин.
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8.2- теорема. Агар mjjrou чизи\нинг иккита нуцтаси 
текисликка тегишли булса, у \олда тугри чизш\нинг 
узи %ам текисликка тегишли булади.

8.1-натижа. Текислик ва унда ётмайдиган mijrpu 
чизиц ё кесишмайди ёки битта нуцтада кесишади.

8.3- теорема .  Агар иккита тугри чизиц умумий 
нуцтага ъга булса. у холда улар орцали факат битта  
текислик Цтказиш мумкин.

8.2-натижа. Иккита параллел т у гри чизиц орцали 
фаь^ат битта текислик утказиш мумкин.

8.2-§. Тугри чизиклар еэ текисликларнинг параллеллиги
8.2.1. Тугри чизиклар ва текислик.парнинг узаро вазияти.

Икки турри чизи  ̂ фазода куйидагича жойлашиши мумкин: 
икки турри чизик битта текисликда ётади, бунда улар 
битта умумий нуктага эга булиши, яъни кесишиши мумкин 
ёки умумий нукталарга эга булмаслиги мумкин, у ^олда 
улар параллел дейилади. Икки турри чизик битта текис
ликда ётмайди, ва демак, улар умумий нукталарга эга 
эмас. У \олда бундай турри чизиклар ащаш дейилади.

Икки тугри чизи!\ орасидаги бурчак деб бу турри 
чизиклар ай^аш булмаган э̂ олда улар оркали утказилган

ган бурчаклардан кичигини айтиш цабул ^илинган (8.2- 
расмда ф бурчак а ва & айкаш турри чизиклар орасидаги 
бурчакдир).

Ну^тадан тугри чизиццача булган масофа уша ну̂ - 
тадан шу турри чизикк? туширилган перпендикулярнинг 
узунлиги билан ^лчанади.

Фазодаги икки нуьта орасидаги массфсни, планимет- 
риядаги каби, бу нукгаларни туташтирувчи кесманинг 
узунлиги билан улчаймиз. '

Фазода турри чизик ва текислик куйиДагича жойлаши
ши мумкин: турри чизик ва текислик камида иккита умумий 
нуктага эга, у ^олда (8,2-теоремага ^аранг) турри чизик

8.2- раем.

текисликдаги ана шу 
турри чизиклар орасида
ги бурчакни атаймиз. 
Иккита айкаш mijrpu 
чизик орасидаги бурчак 
деб битта ну^тадан чик- 
1̂ ан ва айкаш турри чи- 
зикларга параллел бул
ган икки нур ^осил и̂л-
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текисликка тегишли булади; тутри чизик ва текислик битта 
умумий ну^тага эга, у ^олда тугри чизии̂  текислик билан 
кесишади (кесишиш ну^таси тутри чизи^нинг текисликдагн 
изи дейилади); тугри чизиц ва текислик умумий ну^таларга 
эга эмас. яъни тугри чизиц текисликка параллел.

Икки текислик фазода цуйидагича жойлашган булиши 
мумкин: икки текислик битта умумий нуцтага, ёки иккита 
умумий нуцтага, ёки битта умумий тугри чизи^ца тегишли 
булган чекснз куп сондаги умумий ну^галарга эга булиши 
мумкин, у \олла улар тугри чизи  ̂ буйлаб кесишади 
(III.2 аксиомага ^аранг); иккита текислик битта а̂м уму
мий ну^тага эга эмас, бу ^олда улар параллел деб атала
ди; икки текислик бир тугри чизи^да ётмайдиган камида 
учта умумий нуцтага эга; у ^олда (III.3 аксиомага 1̂ аранг) 
бу текисликлар устма-уст тушади.

Ю^орида келтнрилган муло.\азалар нчидан учтасини 
ажратишимиз мумкин. Ана шуларни царалаётган объект- 
ларнинг параллеллнк таърифи сифатида ^чбул циламиз.

1. Агар фазодаги иккита а ва b mijrpu чизиц бир те- 
кисликда ётса ва кесишмаса, улар параллел деб аталади 
(а  11 Ь).

2. a mijrpu чизиц ва Z текислик кесишмаса, улар 
параллел деб аталади (а И Z).

3. Агар иккита Z ва Q текислик кесишмаса, улар 
параллел деб аталади (Z  || Q).

8.2.2. Тугри чизи^ллр ва текисликларнинг параллеллик 
аломатлари. Бир неча теоремаларни исботлаймнз.

8.4-теорем а. Агар текислик ва унда ётмаган rnjjrpu 
чизиц берилган бфлиб, текисликда тугри чизи^а парал
лел mi)Fpu чизсщ топилса. берилган тС/гри чизиц ва те 
кислик параллелдир.

Исбот. Z—текислик, ах эса Z да ётган тугри чнзи  ̂
булиб, Z да ётмайдиган а тугри чнзи^а парал;1ел булсин 
(8.3-раем), а ва ах т>три чизицлар оркали Z1 текислик 
утказамиз. Zx ва Z текисликлар ах тугри чизиц буйлаб 
кесишади. а тугри чизиц Z текисликни кесиб утганида 
эдн, кесишиш ну^та аг тугри чизш^а тегишли булар эди. 
Лекин бундай булиши мумкин эмас, чунки тугри чизицлар 
параллел. Шундай цилиб, а т$три чизи  ̂ Z текисликни 
кесиб утмайди, ва демак, у Z текисликка параллел; тео
рема исбот цилинди.

8. 5- т е о р е м а. Агар текислик иккинчи текисликка



параллел бЦлган mgrpu чизицдан дтиб, бу текисликни 
кесиб дтса, у уолда текисликларнинг кесиишш чизиги 
берилган mijrpu чиЭицка параллел булади.

Исботи .  Zx текислик а т$три чнзиц ор^али утиб, шу 
билан бирга а || Z булсин. Z, ва Z текисликларнинг а, 
кесишиш туфи чизиги берилган а турри чизшу^а параллел 
эканлигини курсатиш керак (8.3-раем). Х^икатан, агар а 
тугри чизиц Oj тугри чизиц билан кесишганда эди, у Z 
текисликни а̂м кесиб утиши керак эди. бу эса мумкин 
эмас, чунки а || Z. Демак. а, тугри чизи  ̂ а тугри чизиц 
билан битта текисликда булиб, у билан кесишмайди, шу 
сабабли а, || а. Теорема нсбот цилинди.

8.3- н а т и ж а. Агар mgrpu чизик; иккита кесишувчи 
текисликнинг хар бирига параллел бдлса, у уолда у бу 
текисликларнинг кесишиш mgrpu чизигига цампараллелдир.

Энди текисликларнинг параллеллик масалаларига дойр 
бир неча теорема куриб чицамиз.

8.6- теорема. Агар бир текисликда ётган кесишувчи 
иккита mgrpu чизик бош^а текисликда ётган икки mgrpu 
чизицца мос равишда параллел бдлса, у щгда бу текис- 
ликлар параллелдир.

Исботи.  Айтайлик, a, bczZ {а вз b тугри чизицлар 
Z текисликка тегишли) ва a,, bx a  Zv шу билан бирга 
а || а, ва b || Ь, булсин (8.4- раем); Z II Z, ни курсатиш ло
зим. Х,а^ицатан, а ва b тугри чизиклар Z, текисликда ёт
ган а1 ва Ьх тугри чизицларга мос равииш параллел 
булганн учун ушбу пунктдагн 1-теоремага асосан а Ц Zt 
ва Ь || Zj. Агар Z ва Z, текисликлар умумий нуцтага эга 
булганда эди, улар бу ну^та ор^али утган MN тугри 
чизиц буйлаб кесишар эди (III. 2 аксиомага царанг). 8.4- 
теоремага асосан а || MN ва b || MN булар, яъни Z текис
ликнинг бирор ну^тасидан MN га параллел булган иккита
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тугри чизнц утар эди, бунинг эса булиши мумкин эмас. 
Демак, 2 ва Zt текисликлар умумнй нуцтага эга эмас, 
яъни Z II Zv Теорема исбот цилинди.

К,уйидаги теореманинг уринли эканлигини курсатиш 
осон.

8.7-теорем а. Текисликдан ташцарида ётган нуцта- 
дан бу текисликка фсщат битта параллел текислик 
ртказиш мумкин.

TyFpn чизшушр ва текисликларнинг яна битта парал- 
леллик теоремасини куриб чнцамиз.

8.8- теорема. Параллел т^ ри  чизицларнинг парал
лел текисликлар орасидаги кесмалари тенгдир.

Исботи. Zx || Z.v  с, II с2 булсин (8.5-раем). Av Аг, Bv 
В2 нуцталар сх ва са тутри чизнцларнинг Zx ва Z2 текне- 
ликлардаги излари. АХВХ = АгВг эканлигини курсатиш 
лозим.

А1А2В2В 1 туртбурчакни ца- 
райлнк. Унинг АХА2 ва BVB 2 то- 
монлари параллел текисликларда 
ётади, демак, улар умумий нуцта- 
ларга эга эмас. Лекин улар айцаш 
эмас, чунки улар А1В 1 ва Л2В2 па
раллел (шартга кура) тугри чи- 
зицлар орцали утган битта текис- 
ликда ётади. Демак, Л,Л2 || В хВг.
Шундай цилиб, туртбурчакнинг 
томонлари жуфт-жуфт параллел, 
демак, туртбурчак параллелограмм- 
дир. А1В 1 ва А2В2 кесмалар па- 8.5- раем,
раллелограммнинг царама-царши то
монлари сифатида тенгдир. Теорема исбот цнлинди.

8.3-§. Тугри чизицлар ва текисликларнинг перпенди- 
кулярлиги

8.3.1. Тугри чизиц ва текисликнинг перпендикулярлик 
аломатлари. Яна 8.2.1 пунктга мурежаат цилиб, тугри 
чнзицларнинг, т>три чизи^лар ва текисликларнинг, текис
ликларнинг кесишишига дойр ^оллардан энг му^им бир 
хусусий ^ол: объектларнинг перпендикулярлик ^олатини 
ажратиш маънога эга, ва шунингдек, тутри чизик ва те- 
кислик орасидагн, иккита текислик орасидаги бурчак де-
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ганда нимани тушуниш лознмлигнни аницлаш зарур. Ана 
шу масалаларни урганишга киришамиз.

Агар т^ри чизи!̂  текислик да ётган исталган тугри чи- 
знц^а перпендикуляр булса, тугри чизиц текисликка пер
пендикуляр дейилади.

8.9-теорема (тутри чизиц ва текисликнинг перпен- 
дикулярлик аломати). Агар тугри чизиц бирор текисликда 
ётган кесишувчи иккита тугрй чизища перпендикуляр 
б^лса, бу myFpu чизиц шу текисликда ётган исталган 
mi/rpu чизища перпендикуляр, яъни бу myFpu чизиц берил
ган текисликка перпендикуляр булади.

И с бот и. т , п, I тутри чизицлар 2 текисликка тегиш
ли (т , л, /62) ва р± т, р±п булсин. р± 1  ни исботлаш 
лозим, бу ерда / — берилган 2 текисликка тегишли ихти- 
ёрий тугри чнзик; (8.6- раем).

р т̂ рри чизи(\кинг 2 текисликдаги изини1' В  .̂ арф билан 
бвлГнлаймиз. В  ну^тадан ш, 1 т , л, Д п ва /, | / ярим тутри 
чизи^лар ^тказамиз, бунда, равшанкн, m,J_p ва nt±p.

р т^ррн чизи^да В  издан икки томонда ихтиёрий узун- 
ликдагн тенг АВ ва АХВ  кесмалгрни цуямиз ^амда т х ва 
Л| т^ри чизи^ларда ихтиёрий BD ва ВС кесмаларни шуи-

1 Яъни р т^три чизи^нинг Z текислик билан кесишиш нуцтасини.



дай цуямизки, CD тутри чизиц 1Х тутри чизи^ни кесиб ут- 
син. CD ва /, нинг кесишиш нуцтасини N а̂рфи билан 
белгилаймиз. С, N ва D ну^таларни А ва Ах ну^талар би- 
лаы тутри чизи^лар оркали туташтирамиз.

Д  ACD = дЛ,СО. чунки АС = АХС ва AD = /1,0, 
булар С ва D нуцталардан ААХ турри чизиода фткаяилгаи 
ормалар булиб, уларнинг А ва Ах асослари СВ ва Dti пор- 
пендикулярларнинг асосларидан тенг узо^лашгандир, CD 
умумий томон. Бу учбурчакларнинг тенглнгндан Z. ADC ~  
= Z. AXDC келиб чи^ади. A  ADN == д  AXDN, чунки AD = 
= AXD, Z- ADN=/-AXDN ва ND— умумий томон. Бу учбур- 
чакларнннг тенглигидан AN = А}М келиб читали, д  ABN = 
= Л  AXBN , чунки АВ = АХВ, AN = AXN ва Z?/V — умумий 
томон. Бу учбурчакларнинг тенглигидан Z^AbN = Z-AXBN 
келиб чи»\ади. Бу учбурчаклар »̂ ушнн бурчак булгани учун 
улар турри бурчакларднр, яъни р турри чизиц 1Х тугри 
чизиь^а, ва демак, ай^аш р ва / тутри чнзи^лар орасидаги 
бурчакнинг таърифига мувофи ,̂ / тутри чизи^ка >̂ам пер
пендикуляр.

8. 4- на ти ж а (турри чизиц ва текисликнинг г1ерпен- 
днкулярлик аломати). Агар тугри чизиг\ текисликда ётган 
кесишувни икки mijrpu чизища перпендикуляр булса, у 
шу текисликка %ам перпендикулярдир.

Юцорида исботланган теорема ва унинг натижасидан 
фойдаланиб, цуйндаги теоремани исботлаш цийнн эмас.

8.10* теорем а. Берилган нуцтадан берилган тугри 
чизигща фацат битта перпендикуляр текислик утказиш 
мумкин.

8.11-теорема. Берилган ну^тлдан берилган текис
ликка фа^ат битта перпендикуляр тугри чизиц утказиш  
мумкин.

8.3.2. Тскисликка перпендикуляр ва огма. Z — текис
лик, A Z текисликда ётмайдиган ну^та, В эса Z текис
ликнинг нуцтаси булсин. Агар AB±_Z булса АВ кесма А 
нуцтадан Z текисликка утказнлган перпендикуляр дейи
лади. Энди C £ Z  ва у В  дан бошца ну^та булсин. У цол- 
да АС кесмани А нуцтадан Z текисликка утказнлган ог
ма деб атаймиз. Перпендикулярнинг текисликдаги изи 
псрпсндикулярнинг асоси, орманинг изи эса огманинг асо- 
си дейилади. Z текисликка тегишли булган (нега?) ва 
перпендикуляр билан орманинг асосини туташтирувчи ВС 
кесма АС огманинг Z текисликдаги проекцияси дейилади 
(8.7- раем).
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8.12-теорема. Агар текисликдан таищарида ётган 
бирор А ну^тадан бу текисликка перпендикуляр ва oi ма- 
лар утказилган булса, у %олда:

1) перпендикуляр %ар ^андай огмадан кичик;
2) тенг проекция,шрга эга бдлган огмалар тенгдир}
3) катта  отма ка тта  проекцияга эга.
Исботи. АВ±Z, АСХ ва АСг лар А нуцтадан Z текис» 

ликка утказилган огмалар булсин (8.8-раем).
1) Д ABC — т$три бурчакли (нега?), демак,

АС\ = АВ2 + ВСТ,
бундан АС\>АВ2 ва И С^О , АВ > 0 булгани учун АСг 
огма АВ перпенднкулярдан катта.

2) ВСХ = ВСг булсин. АСХ = АСг ни исбот цилиш ке
рак. дЛСхВ ва дЛС2В — тугри бурчакли, демак,

АС\ = ЛВ2 + ВС?,
А $  = АЕ? + В(%.

Биринчи тенглнкдан иккинчи тенгликни айириб,
A C i-A C t =■ О

ёки
АС] = Adi, АСу = АСг

ни (АСХ, АСг нинг мусбатлигига асосан) ^осил циламиз.
3) Энди ЛС,>ЛС, булсин. Юцоридагига ухшаш муло.̂ а- 

залар ВСХ > ВС2 тенгсизликка олиб келади.
 ̂ Теорема исбот ^илинди.
Х,озиргина исбот цилннган теореманинг ц^лланишига 

дойр масала курайлик.
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8.9- раем.

8.1-масала. Фазонингч бирор ну^тасидан берилган текисликка 
иккита OFMa утказилган булиб, уларнинг >̂ар бири а га тенг, огмалар 
орасидагн бур ш  60% уларнинг шу текисликка проекциялари орасида- 
ги бурчак эса тугри. Куйидагиларни топинг:

а) огмаларнинг асослари орасидаги масофа;
б) берилган ну^тадан текисликкача булган масофа;
в) огмалар ва текислик орасидаги бурчак.
Е ч и л и ш и .  АСХ =  \Сг =  а лар А ну^тадан Z текисликка $тка- 

зилган икки огма булиб, шу билан бирга с х ва С2 — огмаларнинг асос
лари булсин (8. 9- раем). СхСг кесма изланаётган масофадир. Уни 
топиш учун кесишувчи СХА ва*
АС2 тугри чизицлар ■ орцали 
^тувчи текнелнкнн ясайлнк. У 
*олда шартга кура Z  СхАСг =
=  60°, шундай цилиб, A/lCiC , 
тенг ёнлн учбурчак булиб, унинг 
учидаги бурчагн 60; демак,
А  ЛС,С2 — тенг томонли ва 
СхС, =  а.

Нуцтадан текисликкача бул
ган масофа бу ну^тадан шу те- 
кисликка утказнлган перпенди- 
кулярнинг узунлнгиднр. А ну -̂ 
тадан А В перпендикуляр тушн- 
рамиз ва перпенднкулярнинг В 
асосннн огмаларнинг асослари
билан туташтирамнз. Д С,£С2 ни текширамнз. Бу ерда шартга 
кУра Z  CLflC2 = 90° за СХВ = С2В (чунки тенг окмаларга тенг проек- 
циялар тугри келади). С ,с2 =  а булгани учун СхВ = СгВ ни х ор^али 
белгилаб, номаълумни топиш учун тенглама тузишимнз мумкин:

2л:2 = а2 ёки х =  СХВ = СгВ =  а.

Пифагор теоремасини а СхВА учун цулланиб, ВА ни топамиз:

ВА = У(/4С,)* -  (С, В)* =  У  а» -  ~  аг =

Нихоят, Z  АСХВ =  Z  АСгВ =  45°, чунки &АСХВ =  Л  BCt А ва 
уларнинг иккаласи ^ам тугри бурчакли тенг ёнлн учбурчаклардир 
\амда

С.В =  ВА =  ВС, = Х ^  а.
2

8.3.3. Тугри чизицнинг текисликка проекцияси; тугри 
Чизицлар орасидаги, тугри чизиц ва текислик орасидаги
бурчак. Агар ABJ_Z  булса, В  ну^танн (АВ кесманинг изи- 
ни) АВ mijFpu чизи^нинг Z текисликдаги проекцияси де
йилади. Умумий ^олда (АВ тутри чизиц Z текисликка пер
пендикуляр булмаганда) АВ myFpu чизи^нинг Z текислик- 
даги проекцияси деб цуйидагича ясалган тугри чизицни
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айтамиз (8.10- раем): АВ 
TyFpn чизицнинг исталган 
М нуцтасидан Z текислик
ка перпендикуляр тушира- 
миз \амда кесишувчи АВ 
ва ММ* турри чизиклар ор- 
^али Q текислик ^тказа- 
миз. Z ва Q текисликлар
нинг кесишиш чизирини АВ 
тугри чизи^нинг Z текис
ликка проекцияси деб 
атаймиз. Л1 нуь^танинг тан- 
ланиши ихтиёрийлигига ца- 
рамасдан бундай проек- 
циянинг ягоналигини ис- 
ботлаш осон. ^а^икатан,

8.10- раем.

АВ т>три чизицда М ну^тадан бо1ща ихтиёрий N ну^тани 
оламиз ва бу ну^тадан текисликка перпендикуляр туши- 
риб, кесишувчи АВ ва MNy турри чизиклар ор^али Р  те- 
кислик утказамиз. Энди биз Р  ва Q текисликларнинг 
устма-уст тушишини курсатсак, у >̂ олда, демак, турри 
чизи^нинг текисликка проекцияси ягона равишда ани^ла- 
надн. Буни исботлаш учун иккита параллел NNX ва ММХ 
тугри чизиклар ор^али утувчи F  текисликни ясаймиз. АВ 
турри чизи  ̂ F  текисликка тегишли, чунки унинг иккита 
N  ва М  ну^таси бу текисликка тегишли/ Демак, бир тс- 
мондан, F  ва Р  текисликлар кесишувчи АВ ва NNX турри 
чизицлар оркали утувчи текисликлар сифатида устма- уст 
тушадн, иккинчи томондан эса F  текислик ва Q текислик 
иккита кесишувчи МЛ1, ва АВ турри чизиклар оркали 
утувчи текисликлар сифатида устма- уст тушадн. Демак, 
Р  ва Q текисликлар устма- уст тушадн, бинобарин, берил* 
ган турри чизицнинг проекцияларини ясашнинг таклиф 
цилинган усули ягона ечилишга эга.

AD кесманинг Z текисликка проекцияси деб бу кес- 
манинг бир учидан {А ну^тадан) Z текисликка туширилган 
перпендикулярнинг асосини бу кесманинг иккинчи учидан 
(D ну^тадан) Z текисликка туширилган перпендикулярнинг 
асоси билан туташтирувчи BDX кесмага айтилади.

Энди ю^орида баён ^илинган материалдан фойдаланиб, 
фазодаги ну^талар, тутри чизиклар ва текисликлар ораси- 
даги баъзи масофаларнн ани^лашимиз (биз уларни 8.2-§ 
да ани»\лай олмаган эдик) ва турри чизщ билан текислик
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орасидаги бурчак тушунчасининг таърифини беришимиз мум
кин.

Икки тутри чизиц ворасидаги масофа бу тутри чизи̂ - 
ларга тегишли булган исталган икки ну^та орасндзги энг 
цисца масофадир. Бундай ^олда кесишмайднган тутри чн- 
зицлар, яъни параллел ва ай^аш тутри чизи^лао годида 
з̂ ам суз юритиш маънога эгадир. Иккита параллел тугри 
чизиц орасидаги масофа бир TVFpn чизицнинг исталган 
нуцтасидан иккинчи тутри чизиода туширилган перпен- 
днкулярнннг узунлигидир. Иккита сищаш тугри чизиц 
орасидаги масофа бу тутри чизицларнинг бири да ётгин 
нуцтадан иккинчи тутри чизиц оркали утувчи ва биринчи 
тугри чизиода перпендикуляр булган текисликка туширил
ган перпендикулярнинг узунлигидир.

А нуупадан Z текисликкача булган масофа шу А нуц- 
тадан Z текисликкача булган масофаларнннг энг кичиги- 
днр. Шундай цилиб, бу келтирилган таърифдан ва 8.12- 
теореманинг биринчи пунктндан ушбу содда хулосага 
келнш мумкин: А ну^тадан Z текисликкача булган масофа 
А ну^тадан Z текисликка утказнлган перпендикулярнинг 
узунлигидир.

Т^гри 4u3ut\ ва текислик орасидаги бурчак деб бу 
тугри чизи!̂  билан унинг берилган текисликдаги проекция
си орасидаги бурчакка айтилади. Бу бурчак огманинг текис
ликнинг бош^а исталган тутри чизнри билан хосил цилган 
бурчаклари ичида энг кичиги булишини исбот ^илинган
8.12-теорема ёрдамида исботлаш осон.

Турри чизи  ̂ ва текислик орасидаги масофа тутри чи- 
зицнннг исталган нуцтаси билан текисликнинг исталган 
нуцтаси орасидаги энг цисца масофадир. Масофа хацида 
текислик ва тугри чизиц умумий нуцталарга эга булмаган 
^олдагина гапирнш маънога эга 'булиши равшан. 
Шундай цилиб, текисликка параллел булган тугри 
чизицдан шу текисликкача булган масофа деб тугри чи- 
зи^нинг исталган нуцтасидан текисликка туширилган пер- 
пендихулярнинг узунлигига айтилади.

Шунга <'хшаш, икки текислик орасидаги масофа хаси
да улар параллел билган ^олдагина суз юритамнз. У бир 
текисликнинг иста/*ган ну^тасидан иккинчи текисликка 
туширилган перпендикулярнинг узунлиги билан аншуланади

8.3.4. «Уч перпендикуляр» ^а^идаги теорема. Бизнинг 
фикримизча, жуда му^им, стереометриянннг купгина маса- 
лаларида татбиц цилинадиган теоремани куриб чи^амиз.
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8.13- т е о р е м а. Текисликда or мага перпендикуляр 
цилиб дшказилган mffFpu чизиц бу огманинг проекциясига 
%ам перпендикуляр булади. %

И сб о т  и. С А тугри чизи  ̂Z  текисликка огма, СВ унинг 
бу текисликдаги проекцияси ва aJLCA  булсин. СВ±_а эка- 
нини исботлаш талаб цилинади (8.11-раем).

^а^ицатан, АС огма ва унинг 
СВ проекцияси орцали Q текислик 
утказамиз, aJ.Q, чунки у бу те- 
кисликнинг кесишувчи иккита тугри 
чизитга перпендикуляр:1 теорема 
шартига кура a_Li4C, АВ тугри чизи  ̂
Z текисликка перпендикуляр булга- 
ни учун, а±АВ, ва демак, АВ бу 
текисликка тегишли исталган тугри 
чизиода перпендикулярдир. У  ^олда
8.9- теоремага асосан а тугри чизи  ̂

Z текисликда ётувчи исталган тугри чизиода перпендикуляр- 
днр. Хусусан а± СВ , шуни исботлаш талаб ^илинган эди.

8.14-теорема (тескари теорема). Текисликдаги огма
нинг проекциясига перпендикуляр цилиб дшказилган тдгрп 
чизиц огманинг дзига хам перпендикуляр бдлади.

Бу теореманинг исботи аввалгисига ухшашдир.
Исботланган теореманинг татбн^ига дойр масала к «̂ 

райлик.
8.2-масала. Агар текисликда ётган бурчакнинг учидан шу 

текисликка бурчак томонлари билан тенг бурчаклар ташкил э адиган 
цнлиб 0F?.ia У’тказилса, у ^олда бу огманинг текисликка проекцияси 
берилган бурчакнинг биссектрисасн булишини исбот дилинг.

Е ч и л и ш и .  Z  АСВ бурчак Z текисликда ётган б?лсин. DC oFMa 
эса унинг томонлари билан тенг бурчаклар ташкил этсин: Z  ЛСО=

*=ZDCB (8.12- раем). D ну^тадан Z текис
ликка DO перпендикуляр туширамиз а̂м- 
да ОМчАС ва ON ±СВ ни утказамиз. 
У ^олда уч перпендикуляр ^а^идагн тео
ремага кура DMxAC ва DN±СВ, бун
дан эса A DCM =  A  DCN — умумий ги- 
потенузаси ва уткир бурчаги буйича 
(ZM CD  =  Z  DCN масала шарти буйича). 
Демач, DM =* DN, у ^олда уларнинг 
проекциялари ^ам тенг: МО =  ON. Де- 

ft 19 пали мак» А МОС =  AOCiV (катетн ва умумий
* Р * гипотенузаси буйича). Демак, Z  МСО —

Z.OCN яъни CD огманинг ОС проекцияси Z АСВ нинг биссектрнсаси- 
дир.

1 8.4-натижага царанг.
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8.4-§. Текисликларнинг узаро вазияти.

8.4.1. Икки текислик орасидаги бурчак. Икки текис
лик орасидаги бурчак тушунчасини киритамиз. Агар текис
ликлар параллел ёки устма-уст тушса, улар орасидаги 
бурчак нолга тенг деб ^исоблаймиз. Zx ва Z2 текисликлар 
устма-уст тушмасин ва параллел булмасин. У  ^олда улар 
бирор с тугри чизи  ̂ буйлаб кесишади. с тутрн чизиэда 
перпендикуляр цилиб Q текислик утказамиз (8.13-раем). 
У  Zx ва Z2 текисликларни а ва b т\трн чизицлар буй
лаб кесиб утади. Zv ea Z2 текисликлар орасидаги бурчак 
учун а ва Ь т$три чизиклар орасидаги энг кичик бурчакни 
цабул циламиз. Текисликлар орасида бундай аницлана- 
диган бурчак кесувчи Q текисликнинг танланишига 6 o f- 
л\щ эмас. w

Бу даъвонинг туррилигини курсатиш учун цуйидаги 
теоремани исбот циламиз.

8.15-теорем а. Агар икки текислик битта т  г ри 
чизища перпендикуляр б&лса, у \олда улар параллелдир.

Р г±_АВ ва Р2±АВ булсин (8.14-раем), Р, ) Р2, яъни 
Р 1 ва Р2 текисликлар битта .\ам умумий нуктага эга эмас- 
лигини курсатиш лозим.

«Тескарисини фараз цилиш* билан нсботлаймиз. N ну^та 
Р х ва Р2 текисликлар учун умумий булсин. АВ турри чи- 
зщ  ва N ну^та оркали Z текислик утказамиз. У ^олда 
AN ва BN лар Р х ва Р2 текисликларнинг Z текислик билан 
кесишиш чизицларидир. Рг ва Р2 текисликларга перпенди
куляр булган АВ т^три чизиц AN ва BN т$три чизи^ларга 
перпендикуляр булиши лозим (8.3.1-пункт, таърифга ка-

s. 13- раем. 8.14- раем.
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ранг), яъни Л/ нуцтадан АВ тутри чизи^ка иккита перпен
дикуляр тушмоцда. Келиб чиедан зндднят цилинган фа- 
разнинг нотугрилигнни исботлайди. Демак Р х || Рг. Теорема 
исбот цилинди.
е  Текисликлар орасидаги бурчак таърифига ^айтайлик. Q 

текислик билан устма-уст тушмайдиган бошка кесувчи 
текислик ёрдамида ясалган бурчак а ва Ь тутри чизицлар 
орасидаги бурчакка тенг булишини курсатамиз. Q' текислик 
с га перпендикуляр ва Q билан устма-уст тущмасин (8.13- 
расм). У ^олда Q' текислик 2, ва Z2 текисликларни а' ва 
Ь' тутри чизиь^ар буйлаб кесиб утадн, шу билан бирга 
а ' | а. Хаки^атан, а' ва а тутри чизи^лар кесишмайди, 
чунки улар 8.15-теоремага кура параллел текисликларда 
ётади, лекин улар ай^аш хам эмас, чунки иккаласи битта
2, текисликда ётади. Шунга ухшаш, b || Ь'. Демак, а ва b 
тугри чизи^лар орасидаги бурчак мос томонлари параллел 
Лулган бурчаклар сифатида а' ва Ь' тугри чизи^лар таш- 
кил ^илган бурчакка тенг.

Икки текислик орасидаги бурчак бу текисликларда 
ётувчи ва уларнинг кесишиш тугри чизигининг бирор ну^- 
тзсида утказнлган икки перпендикуляр орасидаги бурчак
ка тенг эканлигинн к$рсатиш осон.

Орасидаги бурчак (яъни а ва b тутри чизицлар ораси
даги бурчак) тугри бурчак булган текисликлар перпенди
куляр деб аталади.

8.4.2. Текисликларнинг перпендикулярлик аломатлари.
8.16- т е о р е м а. Агар текислик боища текисликка пер
пендикуляр оркали утса, у ,\олда у хам уша текисликка 
перпендикуляр булади.

И с б о т и. АВ ± Z ва АВ 6 Q булсин (8.15- раем). 
Q _L Z ни курсатиш лозим. Х,аци^атан, Q текислик Z те
кислик билан умумий нуцтага (В) эга булиб, у билан В

нуцта орцалн утадиган бирор 
CD тугри чнзи!̂  буйлаб кесиша-

А 1 /5  Ди. Z текисликда В  нуцтадан

D  n a v it l 'i Л й  I 7  ^ v n ro u u  \TU\rll
ВМ  _L CD перпендикуляр чица

8.15-раем. казилган перпендикулярлардир.
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демак, бу т\три чизиклар орасидаги бурчак Z ва Q текис- 
ликликлар орасидаги бурчакдир. Лекин АВ J. ВМ, бундан 
эса Z J_ Q. Теорема исбот килинди.

8.4- н а т и ж а. Агар икки текислик узаро перпенди
куляр ва улардан цайсидир бирининг бирор нуктасидан 
иккинчи текисликка перпендикуляр туширилган б&лса, у 
Холда бу перпендикуляр биринчи текисликда ётади.

8.17-теорем а. Текисликка перпендикуляр булмаган 
тфри чизик оркали бу текисликка фацат битта пер
пендикуляр текислик утказиш мумкин.

Бу теореманинг исботи 8.3.3-пунктда, тугри чизиц- 
нинг текисликка проекцияси масаласини куриб чи^ишда 
келтирилган эди.

8.3- мае а л а. Бирор текисликка параллел булган турри. чизиц 
оркали берилган текислик билан а бурчак досил цилувчи текислик 
утказинг.

Е ч и л и ш и .  А В || Z булсин. Бу 
т\три чизт^а унинг ихтиёрий С нуц- 
таеи оркали Р перпендикуляр текислик 
утказсак, у Z текисликни ММ тугри 
чизн1{ буйлаб кесиб утадн (8. 16- 
расм). Р  текисликда Z  CC,D = а 6vp- 
чак ясаймиз. Z текисликда СХВХ ± AtV 
тугрн чизицни утказамиз, у уч пер
пендикуляр ^а^идагн теорема га асосан 
СС, огмага перпендикуляр булади. 8. 16-раем.
АхВ, ва СС, тутрн чизшутар оркали 
текислик утказамиз. Ясалган текис-
лик уша изланаётган текисликдир, чунки у Z текислик билан а 
бурчак ташкил этадн ва АВ тугри чизиц бу текисликда ётган AvBt 
турри чизик^а параллел турри чизи^ сифатида ана шу текисликка те- 
гншли булади.

8.5-§. Икки ёцли, уч ёцли ва куп ё^ли бурчаклар
Икки ёцли бурчак деб бир туьрн чизи^дан чиодан ик

ки ярим текисликдан иборат геометрик фигурага айтила- 
ди (8.17-раем). АВ тугри чизиц икки ёцли бурчакнинг 
кирраси, Р ва Q ярим текисликлар эса унинг томонлари 
ёки ёцлари дейилади.

Икки ёцли бурчакнн ё кнррага цуйилган иккита .\арф, 
масалан, АВ билан ёки туртта а̂рф билан белгиланади: 
ABPQ , буларнинг уртадаги иккитаси цирранн, четкилари 
эса ё^ларнн англатади.

Икки ёцли бурчакнинг чизикли бурчаги деб ^ирранинг 
ихтиёрий нуктасидан унга ёкларда ётадиган цилиб утка
зилган икки перпендикуляр орасидаги бурчакка айтилади.
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Агар иккита икки ёцлн бурчакни ичма- 
ич цуйилганда, устма-уст тушса, улар 
тенг дейилади.

Тенг булмаган икки ёцли бурчакларни 
биттадаи ё^ларинн устма-уст туширил- 

(  ганда, улар орасида каттаси деб, ичида
8.17-раем. иккинчи икки ёцли бурчакнинг иккинчи ёги 

жойлашадигани ^исобланади.
Куйидаги теорема икки ёцли бурчакларни ичма- ич 

^уйиш билан осонгина исботланиб, уларни таадослашни 
енгиллаштиради.

8.18-теорема. Агар иккита икки ёцли бурчак тенг 
бЦлса, у %олда уларнинг икки ёцли бурчаклари %ам тенг
дир. Агар икки ёцли бурчаклар тенг булмаса, уларнинг 
чизщли бурчаклари хам тенг змасдир, шу билан бирга 
ка тта  икки ёцли бурчакка ка тта  чизицли бурчак мос 
лелади (8.18-раем).

Икки ёцли бурчакнинг иккала ёш битта текислик таш
кил этса, у ёйш\ бурчак дейилади.

/̂ (/шни икки ёцли бурчаклао деб битта умумий ёэда 
эга булган. цолган иккита ёцлари эса битта текислик 
ташкил этадиган икки ёцли бурчакларга айтилади.

Иккн ё^лн бурчакнинг улчов бирлнгн сифатида чн- 
зицли бурчаги бурчакларнннг бир улчов бирлигига тенг 
булган икки ёцли бурчак олинади. Бош^ача айтган- 
да, икки ё/ули бурчак узининг чизщли бурчаги билан улча- 
ниди.

S  ну^тадан бир текисликда ётмайднган цилиб, учта 
нур: S.4, SE  ва SC ни утказамиз (8.19-раем). Бу нурлар 
учта ясси бурчак ташкил этади: Z. ASB, Z. BSC, Z. CSA 
Бу учта бурчакдан тузилган фигура уч ёцли бурчак дейи
лади. S  ну|\тэ уч ёцли бурчакнинг учи, SA  SB  ва SC 
нурлар ь{иррилари, ясси бурчаклар — Zv Z2, Z3 текислик
лар — ёцлар дейилади. ZxSA7.t икки ёцли бурчак уч ёцли- 
бурчакнинг циррадаги икки ёцли бурчаги дейилади. 
Уч ёк,ли бурчакда учта иккн ё^ли бурчакни ажратнш мум- 
кинлиги равшан.

Уч ёцли бурчак турт а̂рф билан белгиланади: SABC, 
бу ерда S  уч, А, В  ва С — цнрраларда олинган ихтиёрий 
нуцталар.

Уч ёцли бурчакнинг текис бурчаклари цуйидаги хосса
ларга эга.
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8.18- раем. 8.19- раем.

/. Уч ёцли бурчакда исталган ясси бурчак долган ик
кита ясси бурчак йигиндисидан кичикдир.

2. Уч ёцли бурчакнинг исталган ясси бурчаги унинг 
цолган иккита ясси бурчаги айирмасидан каттадир.

Энди S ну^тадан п та SAl% SA2, . . . , SAn нурни 
шундай утказамизки уларнинг \еч бнр учтаси бир текис- 
ликда ётмаенн. Бу нурлар п та ясси бурчак ташкил эта- 
ди: Z. AxSA2, Z-A2SA3, . . . , Z. Аи-\ SAll% Z. AnSAv Бу n 
та ясси бурчакдан тузилган фигура (8.20-раем) куп ёцли 
бурчак дейилади. S ну^та унинг учи, SAX, . . . , SA, 
цирралари, ясси бурчаклар — Zv . . . Z:l — текисликлар- 
ёцлар, ZxSA2Z2 и к ки  ёцли бурчак к у п  ё^ли бурчакнинг 
SA2 циррасидаги икки ёцли бурчаги дейилади. п ёцли бур
чак п та икки ёцли бурчакка эгалиги равшан.

Купёцли бурчакни SAt . . . Ап харфлар оркали ёки 
битта S а̂рфи билан белгилаймиз.

8.20- раем. 8.21-раем.
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Агар куп ёцли бурчакнинг ^амма ёцлари долган ё̂ лар- 
нннг а̂р бир и дан бир томонда ётган булса, бундай куп 
ёцли бурчак цавариц дейилади. Масалан, 8.21-а расмда 
«S, цавариц олтиё^ли бурчак, 8.21-6 расмда эса S t но̂ ава- 
ри  ̂ беш ё^лн бурчак курсатнлган.

Куп ёцли бурчакнинг яссн бурчаклари ^уйидаги хосса
га эга.

Цавариц куп ёкли бурчакнинг ясси бурчаклари йигин- 
диси 4d дан кичикдир.

8.6-§. Купё^лар

8.6.1. Kyneî ; купёкнинг элементлари. 8.1.1-пунктда 
«геометрик жисм» тушунчасига берилиши лознм булган 
маънгни ани1\Л4Дик. Чегараси чекли сондаги купбурчак- 
лардан ташкил топган жисм купец дейилади. Купё^ни 
чеклаб турадиган купбурчаклар купёкнинг еклари дейи- 
лади. Купёкнинг кирралари деб ^ушни ё»\ларнннг умумий 
томонига айтилади. Купёкнинг цчлари деб унинг битта 
нуктада учрашадиган ёмарн ташкил циладнган куп ёцли 
бурчакларнинг учларига айтилади. Купёкнинг диагонали 
деб купёкнинг битта ёкда ётмайдиган иккита учини ту- 
таштирувчи кесмага айгилади. Купёкнинг диагонал текис- 
лиги деб унинг битта ё^да ётмайдиган учта учи ор^али 
утувчи текисликка айтилади. Купёкнинг текислик билан 
кесими деб бу такисликнинг унинг купё»̂  билан кесишиш 
чизики ор^али чегараланган булагига айтилади.

Купёкнинг сирти деб унинг барча ёклари юзларининг 
йигиндисига айтилади. Агар бирор купбурчакни купёкнинг 
асоси деб ^араш мумкин булса, ёки агар купё  ̂ иккита 
бир хил параллел купбурчакка эга булиб, уларни асос 
учун »̂ абул килиш мумкин булса у >;олда купёкнинг ён 
сирти .\а̂ ида гапирилади. бунда умумий сиртдан асослар 
юзлари ажратилади.

Ке'йинчалик, прнзманинг ён сирти параллелограммлар 
юзлари йипжднсидан, пирамнданннг ён сярги учбурчаклар 
юзлари йигинднсидан иборат эканлигини курамиз. Агар 
купё^ узининг а̂р бир ёри текислигидан бир томонда ёт- 
са, у цивариц кЦпгц дейилади. Каваои^ купёкнинг ёклари 
фа^ат ^аварнц купбурчаклар булиши му.мкинлиги равшан.

fiy бобнинг кейииги пунктларида энг содда купёцлар—
— призма ва пирамидани куриб чи^амиз.
218



8.22-раем.

8.6.2. Призма. Приз- 
ма деб икки ё?н (асос- 
лари) параллел, долган 
ё^лари эса ппраллел 
TyFpn чизиклар буй-паб 
кесищадиган (сн ё^лар) 
купёцка айтилади (8. 22- 
расм). Асослардаги куп- 
бурчаклар ихтиёрий бу
лиши мумкинлиги рав- 
шан. Лекин ён ёцлар 
албатта параллелограмм- 
лар булиши лозим. \а- 
^ицатан, ён ёц туртбур- 
чак булиб, унинг икки 
томони параллел (шарт- 
га кура) ва иккита па
раллел тутри чизи^нинг иккита текислик орасидаги кес- 
малари сифатида тенг (8. 8-теорема).

Призманинг баландлиги деб унинг асос текисликла- 
рига перпендикуляр ва улар орасида ёт1ан кесманинг 
узунлигига айтилади (8.22-расмда НИ ).

Призма унинг асоси а̂ндай купбурчак булншига цараб 
учбурчакли, туртбурчакли ва \. к. дейилади.

Призманинг ён сирти нимага тенг эканлигини аниклаш 
ма^садида я на бир тушунча киритампз.

Призманинг перпендикуляр кесими деб призмани унинг 
^ирраларига перпендикуляр текислик билан кесишдан о̂- 
сил булган купбурчакка айтилади.

8.19-теорема. Призманинг ён сирти унинг ён цир- 
раси узунлигини перпендикуляр кесим перимгтрига купай- 
тирилганига тенг.

Исботи. ABCDE A 'B 'C D 'E ' ёки кис^асн АЕ ' призма- 
да LKFNM  перпендикуляр кесим утказилган. АА’Е 'Е , 
параллелограммнинг юзи нимага тенглигини куриб чи̂ ай- 
лик. Равшанки,

Sa x  ее ’ = АА -UA.

бунда параллелограммнинг АА' томонини асос сифатида, 
асос ва yHfa параллел томон орасида ётган ва унга пер
пендикуляр булган кесмани баландлик сифатида олдик. 
Призманинг барча ён цирралари бир хил булгани сабабли
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уларнинг узунлигини, масалан, / оркали белгнлаш маъ- 
цул. У  ^олда

S aa 'E'e  =  l ' L M %
шунга ухшаш

Saa’B'b = К  ва к.

Призманинг ён сирти а̂мма параллелограммлар юзлари 
йигиндисига тенг, шу сабабли

S = l-LM +  1-LK + l-KF + 1-FN +  1-NM.
I ни цавсдан таш^арн чикариб, ^авс нчидаги йигинди- 

ни карайдиган 6y;icaK, у перпендикуляр кесим периметри 
эканлигинн курамиз. Теорема исбот ^илиндн.

Агар призманинг ён ^ирраларн унинг асос текислик- 
<ларига перпендикуляр булса, призма тугри призма дейи
лади. Тугри призмада барча ён ё^лар т\трн туртбурчаклар 
эканлиги равшан; баландлик ён ^иррага тенг. Акс ^олда 
эса призма огма призма дейилади.

8.6- н а т и ж а. Тijrpu призманинг ён сирти унинг 
асоси периметоини баландликка кдпайтирилганига 
тенг.

Асоси мунтазам купбурчаклар булган тугри призма 
мунтазам призма дейилади.

Туртбурчакли понзманинг му.уш хусусий ^олларини 
куриб чи^амиз.

Параллелепипед деб ассси параллелограмм булган приз- 
мага айтилади. Параллелепипед тугри ,\ам, огма ?̂ ам бу
лиши мумкин.

Тугри бурчакли параллелепипед деб асоси тугри турт- 
бурчак булган т\три призмага айтилади. Тугри бурчакли 
параллелепипеднинг бир учда учрашадпган учта ь̂ ирраси 
унинг С)лчомшри дейилади.

Куб деб учала улчами узаро тенг булган тугри бур
чакли параллелепипедга айтилади.

8.6.4- пунктда паоаллелепипедни батафсил урганамиз 
ва унинг элементларннинг баъзи хоссаларини ани^лаймиз. 
Энди купё^ларнинг бошка иккита тури — пирамида ва ке- 
■сик пирамидани урганишга утамиз.

8.6.3. Пирамида. Пирамида деб купёкли .бурчакнинг 
ёклари ва унинг \амма ё^ларини кесиб утувчи текислик 
билан чегараланган купена айтилади.
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Пнрамиданинг асоси деб кесувчи текисликдан ^осил 
булган купбурчакка айтилади. (8.23- расмда ABCDE.) 
Пирамидалар асосн томонларининг сонига караб учбурчак- 
ли, туртбурчакли ва к. булиши мумкин. Учбурчаклн 
призма шундай хусусиятга эгаки, унинг э̂ ар бир ёгини 
асос сифатида цабул ^илнш мумкин. Пнрамиданинг ён ёц- 
лари умумий S учга эга булган учбурчаклардир. Пирами- 
данинг баландлиги деб унинг учидан асос текисли- 
г и г а туширилган перпендикулярнннг узунлигига айти- 
л ади.

Мунтазам пирамида деб асоси мунтазам купбурчак 
булиб, баландлиги бу купбурчакнинг марказидан утади- 
ган пирамидага айтилади. Мунтазам пнрамиданинг барча 
^ирралари тенг (асослари перпендикулярнннг асосидан тенг 
узоцлашган огмалао сифатида), барча ён ё^лари—тенг ён-

ли учбурчаклардир. Мунтазам пирамиданинг апофемаси 
деб ён ёцларнинг пирамида учндан туширилган баланд- 
лигнга айтилади,

8.20-теорема. Мунтазам пирамиданинг ён сирти 
унинг асоси периметри ярмининг апофемага купайтирил- 
ганига тенг.

И сб о т  и. п бурчакли мунтазам пирамида берилган 
булиб, унинг томони АВ = а, апофемаси SC = I булсин 
(8.24-раем). Битта ён ё^нинг юзи нимага тенг эканлиги
ни ани^лайлнк. л. ASfl да АВ — асос томони, SC  — ба- 
ландлик:



Пирамиданинг ён сирти ён ёцлар, яъни, тенг ёнли учбур- 
чаклар юзлари йигпндисига тенг, шунинг учун

5 ё н  ? ц =  2 '  п-

Лекин а-п — асос периметри. Теорема исбот цилинди.
Исталган уч бурчакли пирамида тетраэдр дейилади.
Турли- туман пирамидалар тупламидан битта энг му^им 

хусусий ^олни ажратиш мумкин. £н циррасн асос томони- 
га тенг булган мунтазам учбурчакли 
пирамида мунтазам тетраэдр номи би
лан юритилади.

Кесик пирамида деб пирамиданинг 
унинг асоси ва асосга параллел текнс- 
лик билан кесими орасидаги булагига 

Н' айтилади (8.25- рясм).
Кесик пирамиданинг асоси деб унинг 

параллел ёцларига айтилади. Пастки 
асос деб дастлабки пирамиданинг асоси, 
устки асос деб кесувчи текисликда ёт
ган купбурчакка айтилади. Кесик пира- 

Н миданинг ён ёкларн трапециялардир. Ке
сик пирамиданинг баландлаги деб устки 
асоснинг бирор ну^тасидан пастки асос-

8.25- раем. га туширилган перпендикулярга айти
лади.

Мунтазам кесик пирамида деб шундай кесик пирами- 
дага айтиладикн, унинг учун асос булган дастлабки пи
рамида мунтазам эди, мунтазам кесик пирамиданинг 
асоси — мунтазам купбурчаклар ва асослар марказларини 
туташтирувчи тугри чизиц асослар текисликларига перпен- 
днкулярдир. Мунтазам кесик пирамиданинг апофемаси деб 
ён ёцдагн тенг ёнли трапециянинг баландлигига айтилади.

8.21-те о рем а. Мунтазам кесик пирамиданинг ён 
сирти унинг асослари периметрлари йигиндисининг яр- 
мини апофемага к$пайтирилганлигига тенг.

Исботи .  Мунтазам п бурчакли кесик пирамиданинг 
пастки асосининг томони а га, устки асосининг томони Ь 
га, апофемаси I га тенг булсин. У  э̂ олда ён ё  ̂— тенг ён
ли трапециянинг юзини текшириб, у

- i f —  . /
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га тенг эканлигинн топамиз. ён сирт шундай п та трапе
ция дан иборат, демак,

с  , _ а+  Ь . „  па + nb 
•энес. пир. ён ёц =  — -—  . / .  п = ---- ^-----* «•

па — пастки асос периметри, nb — усткн асос пернметри 
эканлигинн ^исобга олиб, теоремада антилган формулани 
^осил циламиз. Теорема исбот цилинди.

Бу пунктнинг сунггида купинча учраб тураднган, ички ва 
ташци чизилган купёкларга дойр масалани куриб чикамнз.

8.4-м а сала .  Мунтазам туртбурчакли пирачидага куб шундай 
ички чи*;илганки, унинг т^ртта учи пирамиданинг он ^ирраларнла, 
долган тУртта учи эса пирамиданинг асос текислигида ётади. Агар

S

пирамидада асосининг томонн а га. баландлиги эса h га тенг б^лса. - 
кубнинг ^иррасини юпинг.

Е ч и л и ш и .  Кубнинг изланаётган кирраснни х оркали белгилаймиз 
(8. 26- раем), яъни M Y = ММ =  х: л  OSD ~  Д SO'!V' (OD il O N’) дан

SO' O'N’
SO OD 9

SO =  Л, SO' =  h — jc, О N' = x/^/Y* OD ~  д/V ^  ни *ис°б га 
олиб ^уйидагини *осил ^иламиз:

h — х х ah
--- " Г *  бундан

8.6.4. Параллелепиледнинг энг содда х ос с а лари. 8.22- 
теорема. Параллелепипедда корима- карим ётган ёклар 
(яъни умумий учларга эга булмаган ё^лар) параллел ва 
тенгдир.

И с б о т  и. А\ А4 параллелепипед берилган булсин (8.27- 
расм). Теоремани исботлаш учун и с т а л г а н  иккита ё̂ , 
масалан, А\А\А2А2 ва А^АаА^А  ̂ параллел ва тенг экан- 
лнгини курсатнш кифоя.
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8.27- раем. 8.28-расм.

Х>аки а̂т?н, параллелепипеднинг олтита е?и параллело-
0 9 $

граммлар булгани учун А\ А\ =  Аа Аа\ А\ А2 =  А4 Аг ва А\ Аи
9 9 9 9 9

At А 4 ва А,А21 Л, Л3, демак, Л, А\ Л2 А2 ва А, Л4 Л3 Л3 ёцлар 
бир текисликнинг кесишувчч иккита тугри чизири (ЛХЛ| 
ва А\ А*) иккинчи текисликнинг кесишувчи икки тугри 
чизишга (Л4 Л4 ва Л4 Л3) параллеллнгига асосан параллелдир. 
Бу уцлар шунингдек, тенгдир, чунки уларнинг юцорида 
курсатилган томонлари теиглигидан ташкари бурчаклари 
а̂м тенг: /~А\ Л2 Л2 =  Z. Л4 Л4 Ля (мос томонлари парал

лел ва бир хил йуналган бурчаклар сифатида). Теорема 
исбот ^илинди.

8.23- т е о р е м а. Параллелепипеднинг диагоналлари 
битта нуцтада кесишади ва бу нуцтада тенг иккига 
бЦлинади.

И сбот  и. Л| Л4 параллелепипедда Л, Л3, Л2 Л4, А4 А, ва 
Л | Л3 диагоналл?рни утказамиз (8.28-расм). Л2 ни Л3 би
лан, Л4 ни Л4 билан туташтирамиз. Х,осил цилинган фигура 
параллелограммдир, чунки Л, Л2 =  Л3Л| ва Л,Ла || А.А 4 
(8.22- теоремага царанг).

Параллелепипеднинг АгА\ ва Л^ 'я диагоналлари ^оснл 
^илинган параллелограммнинг э̂ ам диагоналлари, ва демак, 
улар О кесишиш нуцтада тенг иккига булинади. HJyura 
^хшаш, бу диагоналлардан бирини (масалан, АгА\ ни) ва 
параллелепипеднинг учинчи днагоналини (масалан, Л3Л,' 
нч) олиб, улар АгА\А\А3 параллелограммнинг диагонал
лари эканлигини курсатиш осон, демак, улар .\ам кеси* 
шиш нуцтада тенг иккига булинади. Демак, Л3Л,' диаго
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наль уша О нуцтадан — АгА\ диа- 
гоналнинг уртасидан утади. Сунгги 
диагональ >̂ам уша нуцтадан ути- 
шини ва унда тенг иккига були- 
нишини исботлаш энди цийнн эмас.
Теорема исбот цилинди.

8.24- теорема (тугри бурчак
ли параллелепипед диагоналининг 
хоссаси). Тугри бурчакли парал
лелепипед диагоналининг квадрати 
унинг уч рлчами квадратларининг 
йигиндисига тенг.

Исботи. Тугри бурчакли ДЛС'С дан (8.29-раем) Пи
фагор теоремасига ‘ кура

АС* = АС* + СС'\
Тугри бурчакли л АС В  дан

AC* = АВ*+ ВС*.
Бундан

АС'* = СС'* + АВ* + ВС*.
Лекин АВ = DC, шунинг учун

АС'* = СС'* + ОС* + ВО, ...
бу ерда СС', DC ва ВС — параллелепипеднинг бир учидан 
чи^цан уч ^ирраси. Теорема исбот килинди.

8.6.5. Пирамиданинг энг содда хосса.шри. 8.25-тео 
рем а (пирамиданинг асосга параллел текислик билан ке- 
симларининг хоссалари.) Агар пирамидани асосга парал
лел текислик билан кесилса, у цолда:

1) пирамиданинг ён ^ирралари ва баландлиги пропор
ционал булакларга бушнади\

2) кесимда асосга ухшаш куп- 
бурчак \осил булади\

3) кесимнинг ва асоснинг юз ла
ри нисбати улардан пирамиданинг 
учигача бдлган масофалар квад- 
ратлари нисбати каби булади.

Исботи. Умумийликни буз- 
масдан. учбурча#ли пирамидани 
текширамиз. (8.30- раем). SO унинг 
баландлиги, А 'В ’(У— асос текис- 
лигига параллел текислик. В.ЗО-расм.
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1) А 'В ' || АВ, чунки улар параллел текисликларда ёта
ди ва шу сабабли умумий нуцтага эга эмас ^амда улар 
айцаш >̂ам эмас, чунки иккаласи битта л AS В  текисликка 
тегишли. Шунга ухшаш В С' || ВС, А’С’ II АС. Демак, уч- 
бурчаклар ухшашлигидан:
A A S B ~  *A 'SB ', a B S C - B 'S C ' ,  a A SC ~  a A'SC. (8.1) 
{̂ уй ида гига эгамиз:

5Л' SB' SB' SC' SC' SA '
А 'А = В'В  ’ В 'В  =’’ С'С ’ С'С А'А ’

A AOS ~  А A '0 'S  ни куриб чи^иб ва
SA' SO'
А'А О'О

муносабатни киритиб,
SA' SB' _ S C ' SO'
А'А =  В'В С'С “ О'О

ни )̂ осил циламиз.
2) (8.1) муносабатдан асос ва кесимдаги купбурчаклар- 

нинг а̂мма томонл ари пропорционаллигини курамиз, де
мак,

л ABC ~  л А’В'С '.
3) ухшаш фигураларнинг юзлари ухшаш томонлари 

квадратларининг нисбати каби булади, яъни
S ьА’В'С' __ (Л'В')1

s ^ bc ИВ)»
Бундан ва (8.1) ухшашлик муносабатларидан ^амда (8.2) 
дан

А'В' SA' =  SO'
АВ SA SO 9

яъни
S a A'B’C' __ (SO ')*

S^flC (50)*
ни *осил циламиз. Теорема исбот цилинди.

8.26- теорема. Агар баландликлари тенг булган ик
кита пирамидона асосларга параллел бдлган текисликлар 
билан учдан бир хил масофада кесилса, у холда кесимлар 
юзлари асослар юзларига пропорционал булди.
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«.31-раем.

И с бот и. Пирамидаларнинг ва S 20t баландлик- 
лари тенг булсин. Бу баландликни Н  орцали белгилеймиз. 
Пирамидаларии асосларга параллел текисликлар билан уч- 
дан h масофада кесамиз (8.31-раем). Аввалги теоремага 
асосан

с с
Л 'В 'С 7> '_ h% M 'N 'K ' _  Л*
S  ~~Н* S И* ’ABCD П  MNK П

Шундай цилиб,
с с
A’B ’C'D' M 'N 'K ’ 
с с

ABCD MNK
' Теорема исбот цилинди.

8.6- н а т и ж а. Баландликлари тенг билган икки пира
миданинг асослари тенгдош бдлса, у \олда учлардан тенг 
узоцликда туоган кесимлари \ам тенгдошдир.

8.7-§. Геометрик жисмларнинг ^ажмлари

8.7.1. \ажм аксиомалари. Аввало аксиоматик методдан 
фойдаланиб геометрик жисм ^ажми тушунчасига ^андай 
маъно берилишини ани^лаб оламиз. Геометрик жисмнинг 
ички со,\асини характерловчи сонни унинг \ожми деб 
атаймиз. Элементар жисмлар ^ажмларини текпнриш билан 
чекланамиз.

\ажм геометрик тушунча сифатида ^уйидаги учта ак
сиома билан ани^ланади.

1. %ар бир геометрик жисм (тайин, манфий бдлма- 
ган) цажмга эга.
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2. Тенг геометрик жисшар тенг щжмларга эга.
3. Геометрик жисмнинг \ажми уни ташкил этувчи 

булакмрнинг %ажмлари йигиндисига тенг.
^ажмни топиш процесси улчаш процессидан, яъни бе

рилган хажмни эталон хажмлар билан солиштиришдан 
иборат. Х,ажмнннг улчов бирлиги бир куб бирлик булиб, 
у томони бир чизицли бирликка тенг булган кубнинг 
^ажмидир. Фикримизни якунлаб шуни айтиб утамизкн, 
хажмни ^исоблаётганда биз геометрик фигурага тула аниц- 
ланган сонни мос куямиз, яъни геометрик фигуралар туп- 
ламида функцияни аницлаймиз, бу функция эса з̂ ажм ак- 
сиомаларидан курнниб турибдики, манфий эмас, бир ций- 
матли ва аддитивдир. Геометрик жисмни уни ташкил 
этувчи ну^талар туплами сифатида цараб, ^ажмни узун- 
лик каби нуцталар тупламинннг у л ч о в и деб ^араш мум
кин.

8.7.2. Баъзи жисмларнинг ^ажмларини улчаш учун фор
мулалар. Ушбу пунктда биз элементар жисмларнинг .̂ ажм- 
ларини .\исоблашга дойр бир неча формулаларни келтира- 
миз, уларнинг келтириб чицарилиши кейинги бобларда ца- 
ралади.

Призманинг ^ажмн асос юзини баландликка купайти- 
рилганига тенг:

V = Q H .

а, Ь, с тугри бурчакли параллелепипеднннг улчамлари бул
син. У  ^олда, унинг ^ажми, равшанки,

V — аЬс.

Пирамиданинг ^ажми асос юзини баландликка купайт- 
масииинг учдан бирига тенг:

V - l Q - H .

Кесик пирамиданинг ^ажмини цуйидаги формула буйи
ча ^исоблаш мумкин:

' V - j  (Q +  9 +  V Q q yH ,

бу ерда q, Q — мос равишда устки ва остки асосларнинг 
юзлари, Н — пирамида баландлиги.

Х,ажмни ^исоблашга дойр масала курайлик.
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8.5- мае ала. Огма учбурчакли 
С' призмада ён ёцлардан бирининг юзи 

т 2 га тенг, бу ё^дан унга а̂рама-цар- 
шн ётган ^иррагача булган масофа 
эса 2а га тенг. Призманинг ^ажмини 
топинг.

Ечилиши. $АВВ.А.= т 2 бУл-
син (8.32- раем). MZ кесма ОС'  цир- 
ранинг ихтиёрий М нуцтасидан АВВ А’ 
текисликка туширилган перпендикуляр. 
Текислик ва тутри  ̂ чизиц орасидаги 
массой таърифига кура (8.3.3- пункт) 
AfZ = 2a. АА'В'В текисликда Z ну^та 
оркали А А' ра ВВ ' параллел тугри чи- 
3Hiyiapra PN перпендикуляр Отказа-

8 52- п см МИЗ’ У ’10'1Да (™ ' ВВ ) =  * * *  =р ‘ =/па. Призмани кесишувчи MZ ва РМ
тугри чизицлар орцали утувчи перпен
дикуляр кееим билан кесиб ва ^осил 

бУлган купёцларни уларнииг тенг ABC ва А'В'С' ё^лари буйича ёпишти- 
риб, ту.ри призмани эрсил ^илиш мумкин (асос текисликлари ён кир- 
раларга перпендикуляр); унинг асоси перпендикуляр кесимдан иборат 
буяиб, у авнатгига тенгдош, домак, V = BBl S ёкиг  iVliV

V/ =  ]-PN MZ B B '= -  (PN BB ') MZ =  — m*-2a =  та*.
2 2 2

Биз масалада курилган муло.̂ азалардан му^им ама- 
лий хулосага келишимиз мумкин: призманинг %ажмч пер
пендикуляр кесим юзини ён ^иррага купайтирилганига 
тенг.

8 - Б О Б Н И  Т А К Р О Р Л А Ш  У Ч У Н  С А В О Л Л А Р

1. Аксиома нима? Теорема нима?
2. Асосий геометрик тушунчаларни айтиб беринг.
3. Стереометрия аксномаларини айтиб беринг.
4. К,андай туфи чизи^лар ай^аш дейилади? Параллел турри чизи^- 

лар ай^аш тугри чизи^лардан нима билан фарц ^илади?
5. Фаэода тугри чизиц ва текислик, иккита текислик ^андай жой- 

лашган булиши мумкин?
6. Тугри чизик, ра текисликнинг, икки текисликнинг параллеллик 

аломатларини айтиб беринг.
7. Текисликка перпендикуляр бУлган турри чизиц таърифини ай

тиб беринг.
8. Тугри чизи»̂  ва текисликнинг перпендикулярлик аломатини ай

тиб беринг.
9. Перпендикуляр, огма, огманинг проекцияси деб нимага айтила

ди?
10. Перпендикуляр а̂р кгандай огмадан ^исца эканлигинн исбот 

дилинг.
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11. ТУгри чизициинг текисликка проекцияси деб нимага айтилади?
12. Кесманинг текисликка проекцияси деб нимага айтилади?
13. Иккита турри чизи^ орасидаги масофа, ну^тадан турри чизик;- 

цача бУлган масофа, икки текислик орасидаги масофа деб нимага ай
тилади?

14. Турри чизиц ва текислик орасидаги бурчак таърифини айтиб 
беринг.

15. Уч перпендикуляр одидаги теоремани исбот дилинг.
16. Икки текислик орасидаги бурчак деб нимага айтилади?
17. Текисликларнинг перпенднкулярлнк аломотларини айтиб беринг.
18. Икки ёцли бурчак деб нимага айтилади?
19. Икки ё^ли бурчакнинг чизш^ш бурчаги деб нимага айтилади?
20. Уч ёцли бурчак ясси бурчакларинннг хоссаларини айтиб бе

ринг.
21. Кандай кУпё^ж бурчак цавариц дейилади?
22. КУпёц деб нимага айтилади?
23. КУпёцнинг цирраси, ёги, диагонали деб нимага айтилади?
24. Призма деб нимага айтилади?
25. Призманинг ён сирти нимага тенг?
26. Призманинг цайси хусусий ^олларини биласиз?
27. Кандай призма мунтазам призма деб айтилади?
28. Пирамида деб нимага айтилади?
29. Кандай пирамида мунтазам пирамида дейилади?
30. Мунтазам пирамиданинг ён сирти нимага тенг?
31. Тетраэдр нима? Мунтазам тетраэдр нима?
32. Кесик пирамида деб нимага айтилади?
33. Мунтазам кесик пирамиданинг ён сирти нимага тенг?
34. Параллелепипеднинг диагоналлари битта ну^тада кесишишини 

исбот цилинг.
35. Пирамиданинг асосга параллел текисликлар билан кесимлари 

хоссаларини айтиб беринг.
36. ^ажм аксиомаларини айтиб беринг.

8- Б О Б Г А Д О И Р М А Ш К Л А Р

1. Р тскисликдзн МО = 4 масофада булган М нуцтадан бу текис
ликка МО турри чизиеда 30°, 45° ва 60° бурчаклар остида МА, MB 
ва МС ормалар утказилган. Огмаларнинг узунликларини аницланг.

2. Берилган кесмаларнинг охирлари иккита узаро перпендикуляр 
текисликда булиб, у бу течисликларн инг бир и билан 45°, иккинчиси 
билан эса 30й бурчак ташкил ^илади; кесманинг узунлиги а га тенг. 
Текисликларнинг кесишиш чизиринннг берилган кесманингохирларидан 
туширилган перпендикулярлар орасида ётган цисмининг узунлигинн 
ани^ланг.

3. Мунтазам учбурчак Р текисликка проекциялангаи, учбурчак- 
нинг учлари бу текисликдан 10 см, 15 см ва 17 см масофада. Учбур- 
чакнинг марказидан Р текисликкача булган масофани топинг.

4. Ромбнинг бир томони орцали бу томонга царама-^арши томои- 
дан 4 см масофада текислик утказилган. Ромб диагоналларининг бу 
текисликка проекциялари 8 см ва 12 см га тенг. Ромб томонларининг 
бу текисликка проекцияларини топинг.

5. -Икки тугри чизи^нинг иккита параллел текислик орасидаги 
кесмалари 51 см ва 53 см га тенг, уларнинг текисликлардан бирига

Г
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проекциялари эса б : 7 каби нисбатда. Бу проекцияларнинг узунлик- 
лариии ва текисликлар орасидаги масофа ни топинг.

6. Иккита параллел Р ва Q текисликлар орасида АС ва BD кес- 
малар утказилган (А ва В нуцталар Р  текисликда ётади). .4С=13см, 
BD =  15 см, АС ва BD кесмаларнннг текисликлардан бирига проек
циялари йириндиси 14 см га тенг. Бу проекцияларнинг узунликларинн 
ва берилган текисликлар орасидаги масофани топинг.

7. Берилган ну^тадан берилган текисликка параллел текислик J t- 
казниг.

8. Берилган нуцтадан берилган тУтри чизиода параллел тутри чи- 
зи^ утказинг.

9. Берилган тугри чизи^ ор^али берилган текисликка перпенди
куляр текислик утказинг.

10. Берилган ну^тадан берилган иккита текисликка перпендику
ляр текислик утказинг.

11. Уч ё)̂ 1И бурчакда икки ясси бурчак 45° дан, улар орасидаги 
икки ёцли бурчак эса тугри бурчак. Учинчи ясси бурчакни топинг.

12. Уч ё^ли бурчакнинг *ар бир ясси бурчаги 60 га тенг. К ИР- 
раларининг бирнда учидан бошлаб 3 га тенг кесма ^уйилган па бунинг 
охиридан ^арама-^арши ёеда перпендикуляр Утказилган. Бу перпен- 
дикулярнинг узунлигини топинг.

13. Ома учбурчакли призмада ён ^ирралар 8 см дан, перпенди
куляр кесимнинг томонлари 9:10:17 каби нисбатда, унинг юзи эса 
144 см* га тенг. Бу призманинг ён сиртини аникланг.

14*. Тугри бурчакли параллелепипеднинг ^ажмини унинг ёцлари 
юзлари Q,, Q2 ва Qt буйича аникланг.

15. Кубнинг циррасч а га т*нг. Кубнннг диагоналидан уни кеснб 
.ётмайдиган ^иррагача булган энг ^ис^а масофани топинг.

16. Кубнинг ^ирраси а га тенг. Иккита ^Ушни ё^нинг кесишмай- 
диган диагоналлари орасидаги энг цис^а масофани топинг.

17. Куб диагонал текислигининг юзи S  г* тенг. Кубнинг цирра- 
сини, асосининг диагоналини, .субнинг диагоналини, унинг тУла сирти
ни ва \ажмини ^исобланг.

18. Кубнинг битта диагоналининг охирида учрашаднган цирралари- 
нинг иккита учлиги охирларид.н утказилган иккита текислик бу диа- 
гонални тенг уч булакка бу лишни исботланг.

19. К>ирраси а бУлган ABCDA' B'C'D' кубда AD, В'С' »\ирралар- 
нинг урталари ва Л ', С учлар ор^али кесим утказилган. Бу кесим 
юзини топинг.

20. Тугри призманинг асоси катетлари а ва Ъ булган тугри бур
чакли учбурчакдан.иборат. Призманинг ён ёфюри текислик билан 
шундай кесилганки, кесимда мунтазам учбурчак у>снл булган. Унинг 
томоннни топинг.

21. Параллелепипедни кесимда бешбурчак *осил'буладиган цилнб 
текислик билан кесиш мумкинми?

22. Мунтазам учбурчакли призманинг ^ар бир ^ирраси а га тенг. 
Асоснинг томони ва асоснинг марказидан туширилган баллндлпкнииг 
уртаси орцалн текислик утказилган. Бу кесим юзини топинг.

23. Пирамиданинг асоси квадратдан иборат булиб, унинг баланд- 
лиги асос учларининг бири ор^ли Утади. Агар асоснинг томони 20 см, 
баландлик 21 см булса, бу пирамиданинг ён сиртини топинг.

24. Баландлиги Н булган мунтазам тетраэдрнинг хажмнни топинг.
25. >̂ ажми V га тенг булган мунтазам тетраэдрнннг баландлиги- 

UH топинг.
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26. Учбурчакли пирамида асосининг томонлари а, b ва с. Учдаги 
барча ясси бурчаклар т^трн бурчаклардир. Пирамиданинг ^ажмини 
^исобланг.

27. Учбурчакли ABCS пирамиданинг S  учидан туширилган баланд- 
лиги ABC учбурчак баландликларииинг кссишиш ну^тасидан утади. 
Бундан таш^ари, куйидагилар маълум: SB = bt SC =  c ва ^BSC  =  
=  90°. ASB ва ASC ёцлар юзла ри нисбатини топинг.

IS. Мунтазам учбурчакли пирамияа асосининг томони а га тенг, 
асоснинг бирор учидан унгз царама-царши ётган ён ёцЦа туширилган 
баландлик эса b га тенг. Пирамиданинг ^ажмини ^исобланг.

29. Баландлиги а га, днагонал кесимининг юзи эса Q га тенг 
булган мунтазам туртбурчакли пирамиданинг *ажмини ^исобланг.

30. Учбурчакли пирамидада учта ёц узаро перпендикуляр булиб, 
уларнинг юзлари Sj.St.5s га тенг. Туртинчи ёцнинг юзини топинг.

31. \ар бир циррасига \еч булмаганда битта утмас бурчак ёпи- 
шнб ту ради гаи учбурчакли пирамида мавжудми?

32. Барча цирралари тенг бУлган саккизбурчакли пирамида мав
жудми? Кайси п учун д ота  цнрралари тенг бУлган п бурчакли пи
рамида мавжуд?

33. Мунтазам тетраэдрнинг цирраси а га тенг. АВ ва ВС томон- 
ларнинг урталаридан BS ^иррага параллел цилиб текислик утказил- 
ган. Кесим юзини ани^ланг.

34. Мунтазам туртбурчакли пирамиданинг ён цирраси ва асоси 
орасидаги бурчак 60° га, (^ландлик эса h га тенг. Баландликда уч- 
дан Л/3 масофада жойлашган ну^тадан ён цирраларнинг бирига перпен
дикуляр текислик утказилган. Кесим юзини топинг.

35. Мунтазам туртбурчакли пирамиданинг ён ^ирраси ва асоси 
орасидаги бурчак 60э га, ён цнрра а га тенг. Кнрралардан бирининг 
Уртаси ордой унга перпендихуляр текислик утказилган. Кесим юзи
ни топинг.

36. Асосининг томони а булган мунтазам учбурчакли пирамидада 
асос томонларининг бири ор^али царама-^арши ён ^иррага перпендику
ляр ва бу ^иррани учидан бошлаб ^исобланганда т  : п нисбатда була- 
диган текислик утказилган. Пирамиданинг тула сиртини топинг.

37. Мунтазам тУртбурчаклн пирамида асосининг томони а га тенг, 
пирамиданинг баландлиги h га тенг. Пирамида асосининг томони ва бу 
томон билан ай^аш ён цирранинг уртаси ордой кесим Утказилган. Пи
рамида учидан бу кесим текислигигача булган масофани топинг.

38. Пирамиданинг асоси ромб булиб, унинг диагоналлари АС =  а 
ва BD = b. SA ён цирра асос те кисли гига перпендикуляр ва q га тенг. 
А нуцта ва SC ^ирранинг Уртаси ордой асосининг BD диагоналига 
параллел доиб текислик утказилган. Косим юзини ани^ланг.

39. Мунтазам тУртбурчаклн кесик пирамида асосларнинг томонла
ри 5 см ва 11 см, пирамиданинг диагонали эса 12 см. Ен сиртни аниц- 
ланг.

40. Мунтазам учбурчакли кесик пирамидада асосларнинг томонлари 
30 м ва 20 м, ён сирт эса асослар юзлари Аигиндисига тенг. Бу кесик 
пирамиданинг ^ажмини анидонг.

41. Мунтазам тУртбурчаклн пирамидада асосининг томони 3 дм, 
баландлиги эса 2 дм. Унинг асоснга параллел ва асос да и 5 см нар ид а 
Утадиган текисликдан *осил бУладиган кесик пирамиданинг ^ажмини 
топинг.

42. Кесик пирамидада асосларнинг юзлари S, ва S , га тенг. Ен 
кирраларнинг Урталари ордой Уттаи кесим юзини топинг.
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43. Агар кесик пирамида асосларининг юзлари Sx ва ^ажмн 
эса V булса, тули^ пирамиданинг \ажмини топинг.

44. Кесик пирамида асосларининг юзлари а3 ва b1 га тенг. Кесик 
пирамида асосларига параллел ва унинг ^ажмини тенг иккига булади
ган керим юзини топинг.

45. Мунтазам туртбурчакли пирамида асосининг томони 51^2 га, 
унинг ^ирраси 13 га тенг. Бу пирамидага куб шундай ички чизилган- 
ки, унинг туртта учи пирамида цирраларида ётади. Кубнинг томони- 
ни ^исобланг.

46. Мунтазам туртбурчакли пирамидага куб шундай ички чизил- 
ганки, унинг туртта учи пирамида апофемаларида, туртта учи асос 
текислигида ётади; пнрамиданинг ^амма цирралари бир хил булиб, а 
га тенг. Кубнинг тула сиртини ва ^ажмини топинг.

8- Б О Б Г  А Д О И Р  Ж А В О Б Л А Р ,  К У P C  А Т М А Л А Р В А
Е Ч  И М Л А Р

1. 8.3.1-пунктдаги масалага ^аранг. Ж а в о б и .

МА .= - у , MB =  4 У 2  , МС =  8.

2. Жавоби. а/2.
3. Е ч и л и ш и .  Л1, Ви С, нуцталар (8.33- раем) берилган ЛВС 

учбурчак учлари А, В, С нинг Р текисликка тутри бурчакли проек- 
циялариднр. Шартга мувофнц.ЛЛ, = 10см, ВВХ=\Ь см, 0^= 17 см. Текис
ликка перпенднкулярларда улар
нинг асосларндан бошлаб, ВХМ =  С
=  CXN =  ААХ =  10 см кесмаларни 
К$ямиз. У ^олда MB =  5 см, АС =
=  7 см. Берилган мунтазам учбур- 
чакнннг О марказн унинг медиана- 
лари кесишган нуцтададир. Учбур- 
чакнинг AD медианаси О ну^тада А
AOiOD =  2:1 ннсбатда булинади.
D ну^тадан Р  текисликка DD2 пер
пендикуляр туширамиз. У  ANM уч- 
бурчакнннг NM томонини тенг ик
кига булади: ND2 = D2.W, яъни ADz 
веема ANM учбурчакнинг меди- 
анасиднр. DD2 кесма MBCN тра- 
пециянинг У рта чизиги сифатида 
(ВМ +  CiV) /2 = 6 см га тенг була- 8.33- раем,
ди. У  *олда ЛОО, ва ADDt учбур-
чакларнинг ухшашлнгидан 002:/)02 =  AO:AD ёки 002:6= 2:3 , 002=* 
=  4 см. 0 201 = ААХ =  10 см эканлигини ^исобга олиб, ООх = OOt +  
+ OtOx =  14 см ни топамиз. Ж а в о б и . 14 см.

4. Ж а в о б и .  5 см ва 3 см.
5. Ж а в о б и :  24 см, 28 см ва 45 см.
6. Ж а в о б и .  5 см, 9 см ва 12 см.
7. Е ч и л и ш и .  А нукта ва Р  текислик берилган булсин. А ну^- 

та оркали Р  текисликка параллел булган Q текнеликни утказиш тал art 
цилннади (8.34- раем).
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8.34- раем. 8.35- раем.

Р  текисликда икки ихтиёрий кесишувчи ОЕ ва 0D т^рри чизиц- 
лар ^тказамиз хамда бу иуцталар ва берилган А ну^та орцали М ва 
N текисликлар утказамиз, улар ОА тугри чизиц буйлаб кесишади. М 
текисликда АВ II ОЕ т>три чизицни, N текисликда эса AC || OD т^рри 
чнзикни Утказамиз. АВ ва АС турри чизи^ар Q текисликни аницлай- 
ди. бу текислик А нуцта оркали утади ва берилган Р  текисликка пар- 
аллелдир.

11. OMNP уч ёцли бурчакда Z  MON =* ZNOP = 45°, улар ора
сидаги икки ёцли бурчак—тутри бурчакдир. Учинчи МОР =  а ясси 
бурчак топи 1син (8.35- раем). OS ^ирранинг ихтиёрий С нуктасида 
MSOP икки ёцли бурчакнинг АСВ чизи^ли бурчагиии ясаймиз. у 
*олда масала шартига кура^: АСВ =  90°; су игра ZAOC — ZBQC =  
=  45° булгани учун АС =  ОС =  СВ ва т^ри бурчакли ACOt АСВ ва 
ВСО учбурчаклар узаро тенгдир, демак, АВ = АО =  ВО ва изланаёт- 
ган бурчак: Z АОВ =  60°. Ж а в о б и .  60э.

12. К у р с а т м а .  Перпендикуляр асосидан бурчак ^иррасига 
перпендикуляр туширинг. Ж а в о б и .  ~[/б.

13. Е ч и л и ш и .  АСХ призма берилган булсин; ААХ =  ВВХ =  
■ССХ= 8 см; АгВт С2 — призманинг перпендикуляр кесими, шу билан

бирга A2Bi :B f i1: CtAt^9: 10 : 17 ва S

Cl
А,В,С, 144 см1 (8.36- раем).

8.36- раем.
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Равшанки, $ён =  (A2Bt +  BtCt +  С ,Л ,) • AAX. Куйидагича белгилаймиз: 
AtBt =  9*, B2C2 =  10* ва С,Л2 = 17*. У  ^олда Герон форыуласига 
кура перпендикуляр кесим юзи

V 1 8jc - jc - 8дг • 9jc =  36х*,

масала шартига кУра эса у 144 см* га тенг, демак, * = 2 см.
Ж а в о б и .  S€h =  576 см*.
14. Ж  а в о б и. V «  V  QiQ&* куб бнрлик.
15. Е ч и л и ш и .  ААХ ва BDX — айцаш турри чизиклар (8.37-расм). 

Улар орасидаги масофа бу турри чизицларнинг биридан унга параллел 
ва тугри ай^аш чизицлардан ичкинчиси орцали утадиган текисликкача 
булган масофага тенг (8.3.3- пунктга царанг). Каралаётган ^олда бу 
масофа АА  ̂ цирранннг исталган нуцтасидан иккита DDX || ААХ ьа 
ВВХ || ААХ турри чизи»у1ар ор^али утказилиб, айцаш турри чизи^ларнинг 
иккинчисини уз ичига оладиган текисликкача булган масофага тенг. 
Демак, АО кесма— ААХ цирранинг .4 нуцтасидан BBXDXD текисликка 
туширилган перпендикулярнн изланаётган масофа сифатида цараш мум
кин. Равшанки, АО = a V ^  /2. Ж а в о б и .  а "1/2/2.

16. Ж а в о б и .  /3.
17. К у р с а т м а .  Кубнинг диагонал кесими деб унинг иккита 

кесишмайдиган диагонали орцали утади ан исталган кссимига айтила
ди. Масалан, 8.37- расмда BBXDXD — диагонал кесим.

Ж  а воби .  j /  Ш -  , Г Щ  - | / 2 Ц | _ .

зsV T , \ V s> 'V T .

18. К У р с а т м а .  8.38- расмга царанг.
19. Ж а в о б и .  3/2.________________________
20. Ж а в о б и .  (<а *+ Ь *+ У а *- а гЬ* + Ь* ).

21. Е ч и л и ш и .  Кесимда бешбурчак *осил булиши учун кесувчи 
текислик бешта ёцни кесиб утиши лозим. Параллелепипед да 6 та ёц 
бУлгани учун бешта ёедан иккитаси албатта параллел. Кесувчи текис
лик бу икки ё^ни параллел турри чизиклар буйича кесиб утади. Ле
нин (мунтазам) бешбурчакда параллел томонлар булмайди. Демак, 
бундай ясашни бажариш мумкин эмас,

22. Ж а в о б и. S = -4а1̂ 3

23. Е ч и л и ш и .  Пирамиданинг ён сирти (8.39- раем) ён ё»у1ар 
, рзлари йиги ндисига тенг: 5вн *= SASD +  SDSC +  SCSB + SK A . ADS ва
CDS учбурчаклар турри бурчакли ва тенг.

Sasd -  Scds -  4 - 20 21 -  210 СИ*.
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8.39- раем.8.38- раем.

Бу учбурчаклардан Пифагор теоремаси буйича AS =  SC =  "1/202+212= 
с  29 см ни топамиз. Уч перпендикуляр ^а^идаги теоремага асосан 
SC±CB ва SA±AB(DC±СВ ва DA±AB) булгани учун SAB ва SCB
учбурчаклар турри бурчакли ва тенгдир: SASB =  SCSB =  20 - 29 = 

■=290 см2. Ж а в о б и .  S^H =  1000 см2.

24. Жавоби. V =  У-- -. Иг.
8

26. К у р с а т м а .  Асос сифатида ён ё^ни олинг.

Ж а в о б и .  V =  —  |  r - L  (0i  +  ь* — c«)(os+c* -  fr*)(b*+c*-a*)

27. Е ч и л и ш и .  О ну^та ABC уч- 
бурчак AQ, BiV, СР баландликларининг 
кесишиш ну^таси булсин; SO баландлик 
шартга кура ABC текисликка перпенди
куляр (8. 40- раем). Ясалишига кура 
СР±АВ, СО эса CS кирранинг ABC те- 
киелнкка проекцияси булгани учун уч 
перпендикуляр ^а^идаги тооремага асо
сан (8.3.4- пунктга царанг) C S lA B . 
Бундан ташцари, C 5 j.BC  (шартга кура) 
булгани учун перпендикулярлик алома- 
тидан фойдаланиб (8.3.1- пунктга ^аранг) 
CS турри чизиц AS В текислигига пер
пендикуляр деган хулосага келамиз, бун
дан эса CS±AS, яъни ^ CSA = 90 ' экан- 
лиги келиб чицади. Шунга >хшаш, ^ ASB 
=  90°. Шу сабабли

S

8.40- раем.
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28. К у р с а т м а .  Асоснинг учидан ^тадиган баландлик ён един 
унинг баландли гига тегишли ну^тада кесиб утишинн исботланг

а3Ь
Жавоби. V = /— ---—  .

12V3a* — 46*

29. Ж а в о б и .  .30. Ж а в о б и .  У  S , +З а
31. Мавжуд эмас. Мустацил исботланг.
32. Е ч и л и ш и .  Барча ён ёцлар шартга к$ра тенг томонлн учбур- 

чаклар, демак, учдаги барча ясси бурчаклар 60J дан. Лекин купедлн 
бурчаклар ясси бурчаклари йигнндиси 360° дан кичиклиги маълум. 
Шу сабабли п < 5, яъни п =  3, 4, 5.

Л*.

36. Ж а в о б и .

кес = —  кес. ^ -а*.

с Уз"
°кес . — 18

с = Уз
°ке с . 6
а«1/з/

И-1

С

37. Е ч и л и ш и .  Кесим т^ртбурчагн AEFD тенг ёнли трапеция 
эканлиги равшан (8.41- раем) G ва Н ну^талар унинг асосларининг 
Урталари булсин. Н ну^тадан пирамида асосига НК перпендикуляр

h а
туширамиз. Я  нукта SN нинг уртаси булгани учун НК =*—  tKN=* —2 4

За 00СК =» *7* QO ва QS кесмаларнинг узунликларини анн^лаймиз, ——  «  
4 НК



GO h a 4 h 2
*= 77Г бУлгани учун QO =  —  • —  . —  »  — , бундан QS= —  h, 

ил ______________  2 2 3a 3 3
GO =  J / | S  ну^тадан SAf ra GH перпендикуляр ту*

шнраниз. у  *олда SMQ ва GOQ учбурчакларнинг ухшашлигидан
SA 1G O
QS ~  GQ

га эгамиз, ва демак, изланаётган масофа
GO 2ah 2ah

s u -O s ^ - y ^ W , - *••»«"■ v T n r -
b ,_________

38. Ж а в о б и .  S Kec= — V  ^* +  e* •
39. Ж а в о б и .  S ?H =160 c m 2.
4C. Ж а в о б и .  V =  1900 см*.
41. Ж а в о б и .  656, 25 см2.

42. Ж  а в о б и. 4 "  ( У ^  +  V S ,)* .
4

43. Е ч и л и ш и .  S j  > Sf булсин. ТУла пирамида ^ажмини V, орца- 
ли, берилган кесик пирамиданинг тулиц пирамидага тУлдирувчи пи
рамида \ажмшш i;2 орцалн белгилаймиз. Ухшаш купё^лар ^ажмлари 
квадратлари нисбати Ухшаш ё^лар юзлари кублари нисбати каби эканлиги-

V2 So У S  ни исботлаш кийии эмас. У  холда —* = —  ёки -1 =  — ?—  Пропорцио-
V\ S] V» S 3{*

наллик хоссасидан фойдаланиб, здйидагини ^осил ^иламиз:
V - V  s V - s V—д- ^ 2 =  — . Vx — Vt = V ни ^исобга олиб, ушбуни *о-

V/ ' s f  -  s f  _
сил киламмз: — — — !—— — — еки 

Vi S f

K S f  V 'V s f
1 Ж а в о б и .  Vl = — = 1

s f - s f  Vs]-Vs*
44. 43- масаланннг ечилишига каранг. *

3 /  /а* +  6* \2 
Ж а в о б и .  S  =  Т /  I ----— J .

45. 8.6.3- пунктдаги масаланннг ечилишига цараьг. Ж а в о б и .

60( 6V 2 = 1 )
47 _3 o*V 2

46. Ж а в о б и .  S  =  а2, V =  """32 ~~
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ВЕКТОРЛАР АЛГЕБРАСИ ЭЛЕМЕНТЛАРИ

I 9.1-§. Векторлар ва улар устида бажариладиган чизикли
операциялар

9.1.1. Асосий тушуичалар. АВ — турри чизицнинг би
рор кесмаси булсин. Унинг чегаравий нуцталаридан бири- 

' ни, масалан, А ни бошланиш нуцта, иккинчисини эса охир-
ги ну^та деб, АВ кесмани йуналган деб аталувчи АВ 
кесмага айлантирамиз. Агар кесма «нуктага айланмаса», 
яъни А ва В ну^талар устма-уст тушмаса, унда йуналган
АВ ва ВА кесмалар тугри чизи^нннг битта кесмасида 
ясалганига царамасдан турли ^исобла- 
нади. Йуналган кесмани геометрик тас- 
вирлашда одатда унинг охири стрел
ка билан белгиланади (9.1- раем). Одат
да йуналган кесмалар векторлар деб 
з̂ ам аталади. Бу термин айрим тушун- 9 .1 -раем, 
тиришларни талаб цилади, буларни кел- 
тирамиз.

Ечилаётган масалаларни маъносига цараб, айрим лол
ларда параллел кучириш ёрдамида (текисликда ёки фазода) 
бир-бири билан устма-уст тушадигаи векторларни, иккин
чи э^олда битта тутри чизицда жойлашган хамда узунлиги 
ва йуналиши буйича устма-уст тушадиган векторларни 
узаро тенг деб ,\исоблаш цулай, учинчи ^олда, агар век- 
торлардан бирннинг чегаравий ну^таларидан ^еч булмаганда 
биттаси иккинчи векторнинг унга мос чегаравий ну^- 
таси билан устма-уст тушмаса, бу векторлар турли век
торлар дейилади. Бу ^олларда мос равишда э р к и н -  
с и р г а н у в ч и  ва б о г л а н г а н  (ёки муста^камланган) 
векторлар ^ацида гапирилади. Бизнинг курсимизда фа цат 
эркин векторлар курилгани учун «эркин» с^зини тушириб, 
келгусида «эркин вектор» маъносидаги «вектвр» терминидан 
фойдаланамиз. Бу келишишга мувофиц ушбу бобнинг асо
сий таърифини цуйидагича ифодалаймиз.

9-Б О Б
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9. 1 - т а ъ р н ф.  Йуналган кесма вектор дейилади. Бун
да агар икки вектор параллел кдчириш йули билан 
(йС/налишлари %ам устма-уст тушса) устма-уст тужа, 
бу векторлар дзаро тенг цисобланади}

Векторни вужудга келтирувчи кесма шу векторнинг 
узунлиги дейилади.

Векторларни АВ куринишдаги (бунда А йуналган кес
манинг боши, В эса охири) белгилашдан ташцари кички- 
на цора ^арф билан ^ам белгилаймиз, масалан, a, k  ва 
^оказо.

Векторнинг узунлигини мос равишда \АВ\, |а|, |Л| би
лан белгилаймиз.

Адабиёт билан мустацил ишлашда баъза» векторларни 
устида стрелкаси бор кичик ^арфлар билан белгиланишига,
масалан, a, k . , , ,  уларнинг узунликлари эса шу ^арф- 
ларнн оддий шрифтда стрелкасиз бссилганига эътибор 
бериш керак.

Боши ва охири бир-бири билан устма-уст тушадиган 
векторни ноль вектор деймиз ва 0 символ билан белги
лаймиз. Равшанки, ноль векторнинг узунлиги 0 га тенг.

Кейинги тушунчалар учун му^им булган векторларнинг 
коллинеарлиги ва компланарлиги тушунчаларини кирита- 
миз.

9.2- т а ъ р иф.  Агар а вектор I mgrpu чизицка тдла 
жойлашса ёки уни параллел кдчириш йули билан шу тугри 
чизища жойлаиипириш мумкин бдлса, а  вектор I mgrpu 
чизицца коллинеар дейилади. Битта mgrpu чизища кол- 
линеар бдлган векторлар бир-бирига коллинеар дейилади.

9. 3-т а ъ р и ф .  Агар а вектор Р текисликка тдла 
окойлашса ёки уни параллел кдчириш йдли билан шу те- 
k u q a u k k o  жойлаштириш мумкин бдлса, а  вектор Р те
кисликка компланар дейилади. Битта текисликка комп- 
ланар б длган векторлар бир-бирига компланар дейилади.

9.1.2. Векторларни цушиш ва айириш. Векторни сонга 
купайтириш.

9. 4-т а ъ р и ф .  Икки а  ва Ь векторнинг йигиндиси деб 
шундай а  +  Ь векторга айтиладики, унинг боши а век
торнинг боши билан, охири Ь векторнинг охири билан

1) Таърифнинг мо^иятини бош^ача ифодалаш ^ам мумкин, бунда 
вектор (эркин вектор) деб шундай йуналган кесмалар тупламига айти
ладики, улардан исталган иккитаси Параллел кучириш натижасида бир- 
бири билан устма-уст тушадн (йуналшилари хам устма-уст тушадн).
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устма-уст тушади, бунда аввал 
Ь векторни параллел кучириб, 
унинг бошини а векторнинг охири 
билан устма-уст тушириш керак 
(9. 2- раем).

9. 5- т а ъ р и ф. Икки а ва 4з 
векторнинг айирмаси деб шундай
а — Ь векторга айтиладики, бу векторнинг Ь вектор 
билан йигиндиси а  векторни беради:

b +  (a — b) =  b. (9.1)

9.6- т а ъ р и ф. а векторга ц^шилганда ноль векторни 
берадиган вектор а  векторга карама-цариш вектор дейи
лади ва —а билан белгиланади:

а +  (—а) -  0. (9.2)
Айтиш мумкинкн, (9.1) ва (9.2) формулалар мос равиш- 

да векторлар айирмаси ва царама-^арши вектор тушунча- 
ларннинг таърифн булиб хизмат цилади.

Равшанкн, а  векторга ^арама-царши —а  вектор а  век
торнинг йуналишини узгартириш билан э^осил Цилиниши 
мумкин, яъни —а  нинг бошланиш нуцтаси учун а  нинг 
охирини, —а  нинг охири учун а  нинг бошланиш нуцтаси- 
нн олиш керак.

Иккита ноколлинеар векторнинг йигиндисини дастлаб 
бу векторларни ууумий бошланиш иуцтага келтириб, сунг- 
ра уларга ясалган параллелограммиинг диагонали сифатида 
ясаш мумкинлигини тушуниш цшпш эмас (9.3- раем).

Бу параллелограммиинг b вектор охиридан а  вектор 
охирига йуналган вектор сифатида цараладиган иккинчи

9.3- раем.

* Биз эркии векторларни караётганнмиз учун бунда ва бундан 
кейинги шунга ухшаш доллар да «параллел кучиришгача аннклихда» 
булган ^ол кузда тутилади.
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диагонали а  ва ft векторларни айирмасини ифодалайдн 
(9.4- раем).

Векторларни кушиш ва айириш з^амда царама-царши 
векторга утиш амаллари ^уйидаги хоееаларга эга булиши* 
ни осон исбот килиш мумкин:

1°. а  +  b =  b +  а (коммутативлик).
2°. (а +  ft) +  с =  а  +  (ft +  с) (ассоциативлик).
3°. а  +  (—ft) =  а  — ft.
Биз бу ерда исботни келтириб ^тнрмасдан, фак,ат хос- 

саларнн кургазмали тасвирловчи 9.5—9.7- расмлар билан 
чегараланамиз.

<х+(Ь+с)

9 .5 - раем. 9 .6 -раем. 9 .7 -раем.

9.7- т а ъ р и ф. к ха^иций соннинг а векторга купайт- 
маси деб шундай Ка векторга айтиладики, бу вектор:

1) а нинг узунлиги билан К нинг абсолют циймати 
кЦпайтмисига тенг узун гикка эга: |>.а| =  |Х| 'а|;

2) агар Х >0 бЦлса, бу вектор а векторга коллинеар 
ва а билан бир хил йуналган, К <  О булса, а  га коллине
ар ва унга царама-цариш й()налган.

Шунингдек, векторни ^ациций сонга купайтириш амалн 
ва аввал киритилган векторларни ^ушиш ва айириш, ца- 
рама-^арши векторга ^тиш амаллари учун айтиб утилган 
1°—з°. хоссалардан таш^ари цуйидаги хоссаларнинг ^ам 
Гринли эканлигнни исботлаш мумкин:

4 . Xj(XjO)= )о ■
5°. (Хх +  Х2) а — ?>!<* +  Х2<*.
6°. X (a +  ft) =  а +  К ft.
7°. I - а — а.
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8°. (—1 )• а  =  — а.
9°. О - а  =  0.
Бу пунктнинг сунгида век

торларни цушиш ва айнриш з̂ ам- 
да векторни сонга купайтириш 
амаллари чизицли амаллар деб 
аталишини эслатиб утамиз.

9.1.3. Векторнинг у^даги 
проекцияси. Векторни берилган 
йуналишлар буйича ёйиш. 9-8‘ Расм-

“■ ► —̂ *
9. 8-т а ъ р и ф .  АВ векторнинг I щдаги1) проекцияси 

деб боши А нуцтанинг I у^даги проекцияси А', яъни А 
нуцтадан I $>ща туширилган перпендикулярнинг асоси
булган, охири эса В нуцтанинг В' проекцияси булган ABt 
векторга айтилади (9. 8- расм).

Бу проекциянинг катталиги деб унинг узунлнгини ай-
тамиз. Бу узунлик агар АВ, нинг йуналиши I нинг йуна
лиши билан устма-уст тушса, мусбат ишора билан, акс 
з^олда манфий ишора билан олинади. Проекция катталиги
АВ,,а, ва з^оказо каби белгиланади. Хусусан, агар АВ век
тор /  уцда жойлашган (ёки унга коллинеар) булса, унинг 
бу укдаги проекцияси (параллел кучириш аницлигида) 
проекцияланаётган вектор билан устма-уст тушади. Бундай
^олда бу проекциянинг катталигинн АВ векторнинг /укдаги 
катталиги з̂ ам дейилади. Векторнинг уцдаги катталигини АВ
билан белгиланади ( |АВ, узунлик билан таццосланг).

Узунлиги бир бирликка тенг, йуналиши / уц йуналиши 
билан устма-уст тушадиган /0 вектор одатда орт ёки I 
уцдаги бирлик вектор дейилади.

Агар АВ вектор I уеда коллинеар, /0 эса бу уцнинг 
ортн булса, векторни сонга купайтмасининг таърифига ку
ра АВ ни унинг шу Укдаги катталигини /„ ортга купайт
маси куринишида тасвирлаш мумкин:

АВ =  АВ- /0. (9.3)

Кейинчалик биз учун икки вектор орасидаги бурчак, 
вектор ва yi  ̂ орасидаги бурчак, икки орасидаги бур-

1 Маълум йунаоишга эга б у л г а н  t J f п и  ч и з н ь ; д ц  д е б  аталпшшш 
эслатиб утамиз.
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чак тушунчалари цулай булади. Бу тушунчаларнинг таъ- 
рифларинн берамиз.

9. 9 - т а ъ р и ф .  а  ва Ь векторларни умумий бошланиш 
нуцтага келтирилгандан сунг а  векторни Ь вектор би
лан устма-уст тушгунча айлантириш лозим булган ик-

бурчакка айтилади. V ва /" уцлар орасидаги бурчак шун- 
га ухшаш таърифланади.

Проекцияларнинг асосий хоссаларини таърифлаймиз:
I 4" Тенг векторларнинг битта $щ а проекциялари уза

ро тенгдир.
2° Векторлар йигиндисининг бирор укдаги проекцияси, 

цушилувчи векторларнинг шу уцдаги проекциялари йигин- 
дисига тенг.

3°. Векторни сонга к$пайтмасининг проекцияси шу 
вектор проекциясини уша сонга к$пайтмасига тенг.

4°. Векторнинг уцдаги проекциясинин^ катталиги б у  
вектор узунлигини вектор ва орасидаги <р бурчак ко- 
синусига купайтмасига тенг:

Бу хоссаларнинг исботи етарли даражада равшан 
(9 .1 0 -9 .1 3 -расмлар). Бу ерда биз 2°-хоссанинг исботи 
билангина чегараланамиз.

К^ушилувчи векторларни бирининг боши навбатдагиси- 
нинг охири билан устма-уст тушадиган ^илиб жойлаб, век
тор сини^ч^иц дебаталузчи чизицни дои л  циламиз. Вектор-

9.9- раем.

ки бурчакнинг кичиги а ва Ь век
торлар орасидаги бурчак дейилади 
(9 .9 -раем), а вектор ва I ораси
даги бурчак деб а вектор билан 
йуналиши I fa  йС/налишига уст
ма-уст тушадиган ноль булмаган 
ихтиёрий lt вектор орасидаги

at =  \а\ cos ф. (9.4)

9. 10- раем. 9. 11- раем.
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9. 12- расм. 9. 13- расм.

лар йигиндисининг таърифидан улар йигандисини синш$ 
чизицни туташтирувчи вектор куринишида, яъни биринчи 
цушилувчининг бошидан чициб иккинчисининг охирига 
борувчи вектор куринишида тасвирлаш мумкинлиги келиб 
чицади. Векторларнинг курсатилган жойлашишида уларнннг 
/  уцдаги проекциялари ^ам ^ар бир навбатдаги цушнлув- 
чи проекцияси нинг боши узидан олдинги цушилувчи про- 
екциясининг охири билан устма-уст тушиш хоссасига эга. 
Шунинг учун векторлар йигиндисининг таърифига кура бу 
проекциялар йигиндисини биринчи цушилувчининг проек- 
циясн бошидан охирги кушилувчи проекциясннинг охирига 
цараб борувчи вектор сифатида тасвирлаш мумкин. Бу 
вектор эса туташтирувчи вектор проекциясини тасвирлайди.
9.11- расм учун

~АВ +  ВС =  АС 

уринли, иккинчи томондан

АВ +  BCi =  А  В' +~В'С = ~ А С \
бундан

(АВ +  BC)i =~ABi +  BCi.
Бу пунктнинг охмрида векторни берилган йуналишлар 

буйича ёйиш масаласини куриб утамиз. Аввал икки нокол- 
линеар 1Х ва /а уц \амда а  вектор битта текисликда жой- 
лашган булсин ^амда а  векторни о х ва а 2 цушилувчи- 
ларнинг йигиндиси куринишида тасвирлаш талаб цилинснн 
(бунда <*! вектор /х уеда, а2 вектор /2 уцка коллинеар
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булсин). Параллел кучириш орцали а  векторнинг бошини 
/ ,  ва 1г ущларнинг кесишиш нуцтаси 0 билан устма-уст 
туширамиз, унинг охири оркалн эса бу уцларга параллел 
тугри чизи^лар утказамиз (9. 14- раем). Бу тугри чизиц- 
ларининг /, ва 12 билан кесишиш ну^таларини Мх ва Mt 
билан белгилаймиз. Равшанки,

а  =  ОМу +  ОМ2. (9.5)

Бундай ёйиш (ОМ1 ва 0М2 векторларни параллел ку
чириш ани^лигида) ягона булишини исбот циламиз. Х,а^и- 
^атан, а х Ц1Х ва а 2 II 12 булсин.

9. 14- раем. 9. 15- раем.

Бу векторларнинг ^ар бирини бошини О ну^тага жой- 
лаб, уларнинг йигиндиси а  векторга тенг булиши учун

а 1— ОМ1 ва а 2 =  ОМг булиши зарур ва етарлилигини к£« 
рамиз.

Энди /х, 12 ва /8 — учта иокомпланар уц, а  эса ихтиё
рий вектор булсин. Параллел кучириш ёрдамида барча 
уцлар бирор О нуцтадан 5'тишига эришамиз ва шу нуцта- 
га а  векторни бошини жойлаймиз (9.15-раем). Унинг 
охиридан Pv  Pt ва Р3 текисликларни шундай утказамиз- 
кн, унда

Рх II к. Р1 II /з,
Рг II1» Рг II 1г,
Р* II tv Р, II и

булсин.
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Pj ва l v  Рг ва l t, P3 ва /3 ларнинг кесишиш нуцталари- 
ни мос равишда Ми М2 ва М3 орцали белгилаймиз. Унда 
равшанки,

о =  +  OMt +  ОМа, (9.6)

бу ерда ^ам юцоридаги каби бу ёйнш (OMt , ОМг ва ОМ8 
векторларни параллел кучириш аницлигида) ягонадир.

9.2- §. Декарт координата системасидаги векторлар

9. 2. 1. Фазода Декарт координата системаси. Вектор
нинг координаталари ва уларнинг векторнинг боши ва охи- 
рининг координаталари оркали ифодаси. Текисликдаги Де
карт координата системаси у^увчиларга мактаб курсндан 
маълум, шунинг учун уни таърифлашга бу ерда тухталиб 
утирмасдан, бирданига фазодагн Декарт координата сис- 
темасини царашга утамиз.

Ох, Оу, Ог учта узаро перпендикуляр уцлар булиб, улар 
бу у^ларнинг ^аммаси учун умумий булган О ну^тадан 
утсин. Фазонинг ихтиёрий М нуь;тасига М ну^танинг

радиус-вектори деб аталувчи ОМ векторни боглаймиз 
ва уни у^ларнинг j âp бирига проекциялаймиз. ОМох, 
ОМои, ОМ0г проекциялар катталикларини (9.16- раем) 
х, у, z оркали белгилаймиз. Бу х, у, г  сонлар М нуцта- 
нинг танланган yiyiap системасига нисбатан координата- 
лари, системанинг узи эса Декарт координата система
си дейилади; х сон М нуцта- 
нинг абсциссаси, у  сон ордина- 
таси, г сон аппликатаси дейи
лади. Бундай коорднната систе
маси киритилган фазэ одатда 
Оху г Декарт координата фа:ю- 
си дейилади. 9.1 .3-пунктда 
исбот ^илинган векторни учта 
нокомпланар йуналиш буйича 
ёйишнинг ягоналигидан ?\ар бир 
М ну^тага унинг координатала- 
рини ифодаловчн, тартибланган 
учта сон мос келиши келиб чн- 
цади (келнш тартиби: абсцисса, J 
ордината, аппликата). Равшанки, э. ig- раем.
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з̂ ар хил M ' ва М" нуцталарга улар координаталарининг тур- 
лм (>\еч булмаганда битта координатаси билан фарк Кн* 
ладиган) учлиги мос келади.

Х,ацицатан, барча
х’ =  х", у ' =  у", г' =  г" 

тенгликларнинг бажарилиши

О л Ъ = О а 7 " - . ,  ОМ'-* =  ОМ -  ва ОМ'^ =  ОМ"^
Ох Ох Оу Оу Ог Ог

эканлигини билдиради. Унда ОМ' ва ОМ" векторлар ^ам 
узаро тенг булади, бу эса М' ва М" нуцталар з̂ ар хил 
деган фаразга зид.

Иккинчи томондан, равшанки, берилган сонлар учлиги 
(.г, у, г) буйича шундай М нуцтанч ясан олишимиз мум- 
кинки, бу сонлар мос равишда М нуцтанинг абсциссаси, 
ординатаси ва аппликатаси булади.

Шундай цилиб, Декарт координата системаси киритнл- 
ган фазонинг барча нуцталарн туплами билан .\ацицин 
сонларнинг мумкин булган барча тартибланган учликларн 
туплами орасида бир цийматли мослик урнатилади. Бу 
з;ол, «икки улчовли» ^ол каби у ёки бу геометрик объектлар- 
ни ва уларнинг хоссаларини бу сонларнинг тартибланган 
учликларн тили билан гапиришга нмкон беради.

Энди АВ  вектор Охуг Декарт координата фазосининг
ихтиёрий вектори булсин. Бу векторнинг Ох, Оу, Ог уцлар- 
дагн проекциялари катталиклари АВ0х, АВ0у ва АВ0г ни унинг 
координата лари деймнз. Нуцтанннг координаталари ^ак;н- 
да суз юритилгани каби муло^аза цилиб, фазода коорди- 
ната системаси киритиш билан фазодаги барча векторлар 
туплами билан сонларнинг тартибланган учликларн туп-

ламн орасида узаро бир цийматли 
м о с т  к урнатилади деган хулоса
га келамиз (албатта, бунда ^ам 
аввал кабул цилинган шартга ку
ра. яъни параллел кучириш воси- 
тасида устма-уст тушириш мумкин 
булган векторларни бир-бирига ай- 

, нанлаштиряпмиз). Шу билан биз 
векторлар ва улар орасидаги у 

. ёки бу муносабатлар тугрисида 
9.17- расм. сонларнинг тартибланган учликла-

ри тили билан гапириш имконпга
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эга буламиз. А нуктанинг коордипаталарини хА, у А, г.А ор- 
цали, В нуктанинг коордннаталарннн хв, ув, гв орк,али

белгилаймиз. АВ ни В ва А нуцталарнинг радиус-вектор-

лари орасидаги айнрма куринишида (АВ =  ОВ — О А) ифо- 
далаш мумкин булганн учун (9.17-раем) проекциялар
нинг хоссаларига кура ^уйидаги келиб чицади:

АВ0х =  ОВ0х ОА0х =  хв хл,

А В 0 у  -  ° В 0 у  - ° А 0 у  =  У в -  У а' (9.7)

* =  O A q i  =  2  В  2 А ’

яъни векторнинг координата лари унинг боши ва охирининг 
тегишли координаталари айирмасига тенг.

9.2.2. Координата формадаги ёзувда векторлар устида 
бажариладиган чизи^ли амаллар. Координата уцларининг 
ортларини, яъни йуналишлари уз укларининг йуналиши
билан устма-уст тушадиган ва мос равишда Ох, Оу ва Ог 
координата уцларида жойлашган бирлик узунликдаги век
торларни i j  ва к ор^али белгилаймиз.

АВ — ихтиёрий вектор, Ах Вх, АУВУ ва АгВг лар бу 
векторнинг координата укларидаги проекциялари булсин. 
Уларнинг катталикларини х, у  ва г  ор^али белгилаймиз.

(9. 3) формулага кура АхВх=х1, АУВУ =  у], АгВг =  гк  ни,

унда АВ — АХВХ +  АУВУ +  АгВг формулага кура

АВ =  x t +  у ]  +  гк  (9.8)

ни ^осил ^иламиз, бу ерда х, у  ва г лар АВ векторнинг 
координаталари.

(9.8) формула АВ векторни координата Ццлари буйича ейииг

формуласи дейилади. Курамизки, АВ векторнинг координата
лари бу ёйилманинг коэффициентлари булиб хизмат ци- 
лади.

Таъкидлаб утганимиздек, фазода маълум Декарт коор
дината системасини танлангандан сунг вектор ва унинг 
координаталари учлиги $заро бир-бирини ани^айди. Бу 
билан (9.8) ёйилмани ^атор доллар да
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куринишда ёзиш _^мумкинлиги окланади. (9.9) формула* 
нинг унг томони AS векторнинг координат формада ёзи- 
лиши дейилади. Агар хА, у А ва гА лар А ну^танинг коор
динаталари, хв, ув ва гв  лар В ну^танинг координатала- 
ри булса, у з^олда (9.7) га мувофиц, (9.9) ни

АВ =  (хв хА', ув у А, zд zA) (9.9)

куринишда ёзишимиз мумкин.
«1 =  (хх, Уй г,) ва о 2 =  (х*; уг\ г2), векторлар Я. бирор 

э^щиций сон булсин. а х -f  а ,  векторнинг ихтиёрий у^даги 
проекцнясннинг катталигн цушилувчи векторлар проекция- 
лари катталиклари йигиндисига тенг булгани учун а х+ а г 
векторни нг координаталари хх •+ хг, чх +  Уг ва гх +  z2 сон
лар булади, бундан

а х +  а 2=  (д:, +  хг\ у х +  уг\ гх +  гг). (9.10)
Шунга ухшаш,

«1 — с 2 =  (дг1— х2; Ух — Уг, гх — 2г) (9.11)
ва

А.0! =  (Ххг\ куг; Хг,). (9.12)
(9.10) — (9.12) тенгликларни 1\уйидагича ёзиш мумкин:

<*»! Уй 2i) +  Уь Zt) =  (X, +  хг, ух +  уг\ z, +  гг), (М О') 
(*»: Уй гх) — (хг\ у,, гг) =  (х1—хг\ у х—уг\ гх—гг), (9.1 Г) 

M * i; Уй гх)=*(Ххх; Куй Хг,). (9.12')
<9.10') — (9.12') фэрмулалар координата формада ёзилган 
векторлар устнда чизицли амаллар бажариш цоидасини 
нфодалайди.

9.2.3. Векторнинг узунлигини унинг координаталари ва 
унинг боши ^амда охирининг координаталари оркали ифо- 
далаш. Кесмани берилган нисбатда булиш. а  =  (x; у, г) 
бирор вектор булсин. a, xl, y j  ва zk векторларни умумий 
учга келтнрнб, а  вектор цолган учта векторга ясалган 
параллелепмпеднинг диагонали эканлигинн курамиз. Унда 
бундай диагонални ^ирраларнинг узунликлари оркали ифо- 
далайдиган формулага кура

. '  \a \* = Y x ? + y t + z 1 (9.13)
ни ^ссил циламиз.

A B = ( x \ y \ z )  (9.9)
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Агар A (x j у А; гл) ва В(хв, у в, гв ) нуцталар мос ра
вишда а  векторнинг боши ва охирини ифодаласа, (9.7) 
формулаларга кура

Х = х в — ХА, у  =  ув  у А, г  =  гв - г А

ни з^осил цнламиз. Бу ифодани (9.13) га цуйиб, АВ век
торнинг узунлигини унинг боши ва охирининг координа- 
талари орцали ифодалаш формуласнни з^осил циламиз:

\~ A B \= V (x B~  ха?  +  (ув - Ул?  +  (гв — гА)\  (9. 14)

А ва В бир-бири билан устма-уст тушмайднган нуцталар 
жуфти булсин. Бу нуцталар орцали тугри чизиц утказамиз 
ва унда ихтиёрий й^иалиш танлаймиз. }^осил булган у^нн 
I орцали белгилаймиз. С шу турри чизицдаги В дан фарц-
ли нуцта булсин. Агар X сон АС вектор катталнгининг
СВ вектор катталигига нисбати

X =  —
ВС (9.15)

ни ифодаласа, С нуцта йуналган АВ кесмани А, нисбатда 
булади деймиз. С ну^та А ва В орасида ётганда ва фацат 
шундагина Я >  0 булишини, А — С булса, Я =  0 булишини 
ва С нуцта АВ кесмадан ташцарида ётганда ва фацат шуи- 
дагина \  <  0 булишини тушуниш цийин эмас. X нинг кат
талиги т^ р и  чизицда иккита мумкин булган йуналишдад 
цайси бири олинишига з̂ ам борлиц булмаслиги тушунарли.

(9.15) формуладан векторнинг сонга купайтмасининг 
таърифига мувофиц,

А С = \-С В  (9.16)

келиб чицади. (9.16) тенгликни (хс — хА\ ус — у л\ гс—г л)=* 
=  \ ( х в — хс; ув — ус\ гв  — гс) координат формада ёзн* 
олиб, цуйидагиларни з^осил циламиз:

хс хл ~  ^ хв хс).
Ус — У а =  Чув — У г) .  (9- 17 г
ZC - ZA = M ZB - ZC)>
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бундан, уз навбатида 
у =  ХА  +  *ХВ  п — Ул +  ^Ув 7 =  2 А +  ^2 В
*с \ + \  ' У с ~ — 1+Ъ----- ------- ~ Т + Г ~  (9.18)

келнб чицади. (9.18) формулалар маълум А, катта лик >;ам- 
да А ва В нуцталарнинг маълум координаталари буйича 
булиниш ну^тасининг координаталарини топишга имкон 
беради. Агар С ну^та АВ кесманннг уртаси булса, у ^ол- 
да А. =  1 булиб, (9.18) формулалар

у  _  х  А +  Х В  п  _  У А +  у В  у  — 2 А +  2 В
С -----2-----* У с  ----- 2------1 С ~ ------2----  (9.18')

куринишни олади.
(9.17) муносабатларни А. га нисбатан ечиб,

>  к  =  ХС Х А =  УС —  УА =  2С — 2А

хв — хс .  Уз — Ус 2в — 2с (9.19)

ии ^осил ^иламиз. Бу формулалар битта тугри чизи^да 
ётган А, В ва С ну^таларнинг координата у^ларидан \еч 
булмаганда бирига нисбатан бир исмли координаталари 
маълум булганда А. нисбатни топишга имкон беради.

9.2.4. Декарт координата текислигида векторлар. m  
улчовли векторлар ^а^ида гушунча. Аввалги пунктларда уч 
улчовли Декарт координата фазосида берилган векторлар- 
ни куриб утдик. У ерда курилган муло^азалар, натижа- 
лар ва формулалар Декарг координата текислигида жой
лашган векторлар .\а^ида суз борадиган ^олга худди 
юкоридагидек утказнлади. Бу икки улчовли ?̂ ол учун 
(9 .7 )— (9.17). форму л ал арга ухшаш формулалар бу форму- 
лалардан фа^ат Oz координата у^и ва к орт билан богли^ 
координаталар цатнашмаслиги билан фар^ цилади. Жум- 
ладан, (9.9) ва (9.14) формулаларга ухшаш формулалар

* мос равишда

АВ =  (хв — Ув — Ул) ва | АВ \ =  Y (хв—хл)л+ (у в—уА)г

куринишни олади, (9 17) да эса формулалар сони учтадан 
иккитага камаяди.

Купинча, ^ар бири m та сондан иборат тартибланган 
системалар тупламини цараш цулай. Бу тупламда (9.10')
— (9.12') формулаларга ухшаш формулалар воситасида î y- 
шиш ва сонга купайтириш амаллари киритилади. Бу лол
ларда ^ам гарчи m >  3 да биз бу системаларни ва улар
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устида бажариладиган амалларни сонларнинг тартибланган 
учлнкларидаги кабн интерпретация цила олмасак ^ам, 
бундай системалар векторлар дейилади. Барибир бу лол
ларда ^ам, вектор терминология фойдали булади. Хусусан, 
т >  3 да хам биз а  =  (дс,; дс2; . . .  , хт) векторнинг «узун
лиги» ^а^ида гапнриб, бунда

|в  = 1  * 1 '+  *2+- • ‘-\-Хт (9.20)

сонни узунлик деб биламиз. Векторлар учун «оддий» (гео- 
метрик) маънода кнритиладиган бошка тушунчалар табинй 
равишда т улчовли векторларга ^ам утказилишнни кейин
ги параграфда курамиз.

9.3- §. Векторлар устида лавбатдаги амаллар

9.3.1. Векторларни скаляр купайтириш. 9.10 -т а ъ р и ф . 
а  векторнинг Ь векторга скаляр кЦпайтмаси деб

a -b  =  \a \ \b \  cos <р (9.21)

сонга айтилади, бу ерда ф .уарф а ва b орасидаги бурчак. 
Векторларнинг скаляр купайтириш амалн цуйидагн хосса- 
ларга эга:

Г . а -b =  Ь-а.
2°. а • а — | a  |*.
3°. а ва Ь векторлар узаро перпендикуляр ёки улар- 

дан бири о  га тенг булганда ва фа^аг шундагина а-&=0*».
4°. а • b =  | а \-Ь„ бу ерда Ь„ ифода Ь векторнинг 

йуналиши а  нинг йуналиши билан устма-уст тушаднган 
У^даги проекция кагталигини билдирадн.

5°. ( Xa ) . ( &)  =  X(a- f t )
6°. a-(b  +  с) =  a - b  +  С-С.
1°, 2° ва 3°-хсссалар 9.10-таърифдан бевссита келиб 

чи^адн, 4°-хосса эса уша таърифдан ва (9.4) формуладан 
келиб "и^ади. 5°- хоссани исботлаш учун учта э̂ ол: Х=0, 
X >  0, X <  0 ни курнб утамиз.

X =  0 да исбот цилинаётган тенглнкнинг чап ва унг 
томонлари нолга айланади.

1 Ноль векторга биз учун ^улай билган исталган йуналиши i бе- 
ришни шартлашиб олиб, охирги жумладан цутилншимиз мумкин эди.
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Я > 0  да Ха ва а  векторларнинг йуналишларн устма- 
уст тушади, шунинг учун Ха ва Ь з^амда с  ва & вектор
лар мос равишда ташкил цилган <pt ва <р2 бурчаклар >;ам 
тенг. Ундан ташцари, Я > 0  да | Я.а| =А, -  \ а \  булгани 
учун

(Ха) Ь =  |Яа|*| & | cosq>! = Х -  |e|-(&|« cosqpa = X - ( a  b).
Агар X <  0 булса, у з^олда Ха ва а  векторлар бир- 

бирига царама-царши йуналган булади, шунинг учун <р, ва 
ф2 бурчаклар бир-бирини л гача тулдиради, бундан

cosqjj =  — cos<p2. (9.22)
X <  0 да, шунингдек,

\Ха\ =  — X. |о | .  (9.23)
булади. (9.22) ва (9.23) ни з^исобга олган з^олда 

(Ха)-Ь =  |Xa|*|&|*cos<Pi =  — X- \ а | -1b |*(— cos<p2) =•
=  Х- | а  |*| b |* cos<pa =  Х-(а-Ь)

ни *осил циламиз.
6°-хоссани исбот цилиш учун проекциялар хоссасига 

кура
(& +  С)а =  Ьа +  Са

эканлигини эътиборга олиш, сунгра 6° нинг чап ва унг 
томонини 4° формула буйича алмаштириш кифоя. Исбот 
^илинган хоссалар

^ie i +  • • • +  Хт а ш ва ЦхЬг +  . . .  +  Цп&л

куринишдаги скаляр купайтма амалини бажаришда оддий 
купз^адларни купайтиришдаги каби кавсларни оччб, цуши- 
лувчиларни группалашга имкон беради. Бу изоз^дан коор
дината формада ёзилган векторларни скаляр купайтмаси 
формуласини келтирнб чикишда фойдаланамиз.

О =  (*а; Уа, Za) ва Ъ =  (хь\ у„\ гь) (9.24)

булсин. (9.24) ни
а  =  xal  +  y j  +  гак,
Ь =  xJL +  y j  +  zbk

куринишда ёзиб оламиз ва навбатдаги алмаштиришлардан 
сунг, куйидагиларни з^осил ^ламиз:
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a b =  (xai  +  y j  f  zak)-(xbi +  yb/  +  zbk) =
•= xaxb(l • D +  xay b(i •j ) -f Xazb(i ■ к) +  yaxb(J • /) +

+  УаУьЦ-j)  +  yazb(J• к) +  zaxb(k-1) +
+  zayb( k - j ) +  zaz„(k ■ к) =  xaxb +  yay„ +  zaz„,

чунки 9.10-таърифга мувофи^ ихтиёрий координата 
ортининг узини узига скаляр купайтмаси 1 га тенг, турли 
координата у^лари ортларннинг скаляр купайтмаси 0 га 
тенг. Х,осил цилинган натижани бундай ёзамиз:

(*„; Уа. *«)•(*»; Уь’ гь) =  хах„ +  уау„ +  z j tb. (9.25) 
(9.21) формуладан, яэдол равишда

cos ?  “  T^TTftT (9.26)
келиб чикади. (9.26) да а  ва b векторларнинг координа- 
таларига утнб э^амда (9.25) ва (9.13) ни ^исобга олиб,

cos ф — ХаХ» +  УаУь +  *а*Ь
V  ^ + £ + * 1 '  У  х1 +  Уь +  *1 (9.27)

ни з^осил циламиз. Координата формада берилган икки 
вектор орасидаги бурчакни топишда купинча шу формула 
энг ^улай ^исобланади.

4°-хоссадан Ь векторнинг а вектор йуналиши буйича 
проекциясининг катталиги учун

формула э^осил циламиз. Коордннаталарга утиб, 

ь  =  х а х Ь +  УаУь +  *а*Ъ

у  *2 +  £ + г 2а (9.29)
ни *осил ^иламиз. ^

(9.27) формулани ихтиёрий а(х\ у, z) векторнинг коор
дината уцлари билан, ёки барибир, шу векторнинг бу у^- 
ларнинг ортлари билан ташкил цилган бурчакларннинг 
косинусларини ^исоблашда ^улланиб ва

/=* (1; 0; 0), j  =  (О, 1; 0), к =  (0; 0; 1) (9.30)

ни з^исобга олиб, ^уйидагини ^осил циламиз:
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C0SY =  y jK  +  ^  +  ji  • (9.31)

бу ерда а , р ва у оркали а  векторнинг мос равншда
Оде, О// ва Ог уцлар билан з^осил килган бурчаклар белги- 
ланган. cosa, cosp, cosy одатда (берилган координата сис- 
темасига нисбатан) а векторнинг йуналтирувчи косинус- 
лари дейилади.

Курилаётган векторларни текисликдаги координата снс- 
темасига тегишли десак, бу з о̂л «фазовий з̂ ол» дан шу 
билан фар^ циладики, (9.24—31) формулаларнинг «икки
улчовли аналог»ларида Ог у^ билан боглиц з^адлар тушиб 
цолади.

Скаляр купайтма тушунчаси т улчовли векторларга 
з̂ ам тар^атилади (9.2.4-пунктга царанг). Чунончи (9.25) 
формулага ухшаш цилиб,

а' =  (дс1; х'2\ . . .  ; хт) ва a " =  (xi; х2\ . . .  ; хт) (9.32)

т- улчовли векторларнинг скаляр купайтмаси ^уйидаги фор
мула билан топилади:
(xi; . . .  ; хт ).(дс1; . . .  ; х'т) =  х\ х{ +  х2 х2 + . . .  +  хт хт.

(9.33)
(9.32) векторлар орасидаги <р «бурчак»

cos< p  = __________ * \ *\ +  *2 х \+  . . . +  Хт х'т___________________

V (̂ |)*+(ДС2)1+- • •4 ‘(Хт)*- / (*|)* +  (*2)*+"•+(хт)*»
(9.34)

О <  ф <  л.

муносабат билан, а" векторнинг а '  вектор «йуналишидаги 
проекцияси» эса

°а ‘ =  (*i Yu * 2Vt. • . • ; хтУт) (9.35)

формула билан топилади. Бу ерда 

у , =

COSOt =  У х * +  у» +  г» ’ C0SP ~  Ух* +  «/* +  г* »

V (х;)*-Ь(ха)* + 7 7 7 +  №
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Албатта, т >  3 да «бурчак», «йуналиш», «проекция» тер- 
минларини икки улчовли вз уч улчовли геометрия учун 
одатланнлган маънода Таллин цилишга иитилмаслик лозим.

9.3.2. Векторларни вектор купайтириш. Уч улчовли фа
зода жойлашган векторлар учун биз 9.3.1-пунктда куриб 
утган скаляр купайтма деб аталадигин амалдан таш^ари 
яна купайтма амали, лекин энди «вектор купайтма» деб 
аталадиган амалнн куриб утилади. Озгина илгарилаб ва 
тегишли таърифни келтирмасдан туриб, шуни айтиб ута- 
мизки. «скаляр» сузи купайтириш амалининг натижаси сон 
булишини билдирган булса, бу ерда «вектор» терминининг 
ишлатилишидан мацсад бу янги амалнинг натижаси вектор 
булиши кузда тутилади.

Вектор купайтма таърнфини киритишдан аввал, биз учта 
узаро нокомпланар вектор учлигининг фазода жойлашиши 
билан богл»ц булган зарур бир тушунчани киритамиз. Шу
ни айтиб утамизки, кейинги пунктларда нима устида ran 
кетса хам, уларнинг ^аммаси факат уч улчовли фазога 
дойр булади.

9.11-т а ъ р и ф .  а , Ь ва с векторларнинг тартибланган 
учлигини умумий бошланиш нуктага келтирилгандан сунг 
векторлардан бирини иккинчиси билан устма-уст туш- 
гунча улар орасидаги энг кичик бурчак буйича айланти- 
риш учинчи векторнинг охиридан царалганда соат стрел- 
касига царши йуналишда куринса, бу учлик унг учлик 
дейилади.

Чап учлик таърифи ^уддн шундай берилади. Фар^ 
шундаки, айланиш соат стрелкаси йуналиши буйича олн- 
нади.

Агар Декарт координата системаси у^ларининг / , j ,  k 
(албатта шундай тартибда) ортлари учлиги унг булса, 
шундай Декарт координата системаси унг дейилади. Чап 
координата системасининг таърифи шунга ухшаш берилади. 
Биз доим у н г  координата системасидан фойдаланамиз.

9.12-т а ъ р и ф .  а векторнинг Ь векторга (шу курса- 
тилган тартибда) вектор купайтмаси деб цуйидагилар 
уринли буладиган a x b  векторга айтилади:

I. | exf t | =»| e | « | f t | *s i n<p — унинг узунлиги, бу ерда <р 
а  ва Ь орасидаги бурчак.

II. a x b  купайтириладиган векторларнинг х1ар бирига 
перпендикуляр.

III. | а х  Ь \Ф 0  булганда a x b  нинг йуналиши шундай
ки, а , Ь ва a x b  унг учлик булади.



I—III шартлар Ĵ ap доим 
a x  b векторни бир ^ий- 
матли аниклайди. Х,акика- 
таи, агар а  ва Ь бир-би- 
рига коллинеар булса (биз 
бу ерга улардан бири ёки 
иккаласи 0 га тенг булган 
^олни ,\ам киритамиз), у 
э^олда | а  х  Ь | =  0, бундан
о х & =  0. Долган барча 
^олларда a x b  II шартга 
кура а  ва Ь векторлар те- 
кислигига перпендикуляр, 

III шарт бу перпендикулярда мумкин икки йуналишдан 
бирини, I шарт эса а  х  b векторнинг узунлигини аниклайди.

Вектор купайтириш амали щуйидагн хоссаларга эга:
1°. a x b  — — Ьха.
2 ° .  а  х а  — 0 .
3°. а ва b векторлар бир-бирига коллинеар булганда 

ва факат шундагина (улардан камида биттаси 0 га тенг 
булган хол хам киради) a x b  — 0.

4 . ( k a ) x b  =  k-(a  х  b).
5°. a x ( b + c ) = ^  a x b + a x c .
1—4 - хоссалар 9.12- тагрифдан бевссита келиб чицади.

5 - хоссага келганимизда, биз бу ерда уни исботсиз ^абул 
ци ламиз.

1 —5°- хоссалар Х,о, +  }.м - f  . . . +  \ та т ифодани 
ft,&, ц.,&2 — . . .  + ц ,Д , ифодага вех тор купайтирншда 
оддий куп.\адларни купайтиргандаги каби цавсларни очиш 
ва ^ушилувчиларни группалашга имкон беришини эслатиб 
^тамиз. Бунда ягона (лекин асосий!) фар^ шундаки, агар

(>•!«! +  Яг<т2 +  . . .  +A.ma m) х  (ц А  +  ц2&а + м.А)

купайтма туррисида ran кетаётган булса, ^осил буладиган 
купайтмаларда а { векторлар биринчи, векторлар иккин
чи купайтувчи булиб келади.

Энди вектор купайтма координата формада ^андай ёзи- 
лншини куриб утамиз. Аввал 9.12-таърифдан координата 
укларининг /, J  ва к ортлари учун куйидаги «купайтириш 
жадвали» уринли булиши бевосита келиб чнцишини айтиб 
5’тамиз.
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Энди
<*i =  (*t! Уь *i) ва а 2 =  (дг*; у», z2) (9.36) 

булсин. (9.36) ни
«1 =“ * | / +  У1 j  +  *l*.

(9.37)
а , =  х2/+ 1 /* у  +  г2*

куринишда ёзиб оламиз ва а , х а 2 учун ифодани цуйида- 
гича алмаштирамиз:

а , х  а* =  (х,/ +  у,У +  zt*) х  (х2/  +  у2У +  г2*) =
=дс,дс2( /х  t)+xlyi( l x j ) + x lz3{ lx k )+ y lxt{jxl)+

'  +У1{/гС/Х/)+у1г2(УХ*)+г1х2(ЛХ/)+ 
+ * , f / 2( * X . / ) + Z i Z 2( f t- j -  * ) =0 + д с ,/ /2 • ft—х,г* -у—

— */i*2ft-r 0 + y 1za/ + z 1x2y— гхуг1-\- 0. (9.38)
Ноль цушилувчиларнн ташлаб юбориб ^амда /, j  ва к ларга 
нисбатан группалаб,

a l X a t ^ H y fy —2iy t'h-j(xl2t —г^ + Ц х & ш —х ^ )  (9.39)
ни з^осил киламиз. (9.39) нинг унг томониДаги ифодани 
детерминант куринишда ёзиш цулай:

/ У *
а х X  а 2 = *i У1 *i 

.Vi г, (9.40)

Х,ацицатан, бу детерминантни биринчи сатр элементлари 
буйича ёйиб, (9.39) формуланинг унг томонини з^осил ^и- 
ламиз.

Вектор купайтма узунлигинн купайтувчи векторлар 
узунликлари ва улар орасидаги бурчак оркали ифодаловчи 
формуланинг унг томони сон жи.\атдан купайтнрнлаётган 
векторларда ясалган параллелограммиинг юзини ифсдалайди.
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Бу ^ол вектор ^исоб аппарати ёрдамида ^атор геометрик 
масалаларни ечишда фойдали булиши мумкин.

9 . 3 .3 .  Векторларнинг аралаш купайтмаси. 9.13- т а ъ р и ф.
а, b ва с векторларнинг (шу курсатилган тартибда) 
аралаш купайтмаси деб, а Х Ь  • векторнинг с векторга 
скаляр купайтмасига айтилади.

Аввал a, ft ва с* векторларни нокомпланар деб ^исоб- 
лаймиз. Q — умумий бошланиш нуцтага келтирилган а , Ь 
ва с векторларда ясалган параллелепипед булсин (9.11) га 
кура

( a x b )  с =  |flXft,-|r|-cosOf (9.41)
бу ерда 0 ^арф а  х  b ва с векторлар орасидаги бурчак; |а  х  Ь\ 
9.3.2-пунктда курганимиздек, а  ва Ь да ясалган парал- 
лелограммни тасвирлайди. Бу параллелограммни Q парал- 
лелепипеднинг асоси деб ^исоблаимиз. Унда |с |• cos в ку
пайтма бу параллелограммнинг баландлигинн ифодалайди, 
унинг ишорасн а , &, с векторлар учлиги унг булса, мус
бат, чап булса, манфий булади.

Куряпмизки, ( a x b ) - c  аралаш купайтма a , h ва с век
торлар чап ёки унг учлик ^ссил цилишига ^араб, мусбат 
ёки манфий ишора билан олинган ,\ажмни ифодалаяпти.

Агар а, Ь ва с компланар булса, у .\олда а  ва b век- 
торларга перпендикуляр булувчи ( a x b )  вектор с векторга 
хам перпендикуляр булади, у холда эса ( exf t ) *f  = 0 .  
Хрсил цилннган геометрик Таллин аралаш купантманинг 
^уйидаги хоссаларига олиб келади.

1 . (a x b ) c  =  (Ь х с ) - а  =  (с х а) Ь =  — (Ь х а) с =» 
=  — ( a x i ) - b  =  — ( c x b )  a. (Шундай цнлиб, купайтирила- 
ётган векторларни ихтиёрий циклик урин алмаштириш улар-' 
нинг аралаш купайтмаси катталигини са^лайди, уларнинг 
бошКа ихтиёрий урин алмаштирилиши эса бу купайтма 
ишорасини царама- ^аршисига алмашишига олиб келади).

2°. а , b ва с векторлар компланар булганда ва факат 
шундагина ( дхй) *с  =  0. Бош^а суз билан айтганда, век
торлар аралаш купайтмасининг 0 га тенг булиши уларнинг 
компланар булишининг етарли ва зарур шартидир.

а , & ва г координата формада (бирорта Охуг Декарт 
координата системасига нисбатан) берилган булсин:

а  =  (хж; уи гх), b =  (х2\ у2\ г2), с =  (х3; у3; zs), 
унда (9.39) форму лага асосан 

а х  b •= /  (yxz2 — zxy2) — j ( x xz2 — zxx2) +  k (xxy2 — i/Xx2)t
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энди (9.25) формулага асосан
(а х  Ь)- с =  х^(ухг  2 — г,//2) — y3U ,?2 — г,*.,) +  г3 ( х ^ —(/,х2).
Бу формуланинг унг томони ^уйндагича детерминант ку- 
ринншда ёзилиши мумкин:

*«1 Ух
( a x b ) -с =  дг2 (/2 г2. (9.42)

*з Уз *3
(Бунга ишонч х.осил цилиш учун бу детермннантни учинчи 
сатр элементлари буйича ёйиш етарли)

9.3.4. Терминология ва белгилашлар ^акида изобар.
Адабиётдан муста^ил фойдаланишда усувчи биз бу ерда 
цулланган белгилашлараан бир оз фарк циладиган белги- 
лашлар снстемасига дуч келиши мумкин. Бу тугриснда
9.1.1-пунктда бир оз суз борган эди.

Скаляр купайтманн белгилашда баъзан купайтувчнлар 
кичик ^авсга олннади, вектор купайтманн белгилашда урта 
цавслардан фойдаланилади. Бундай белгилашда (а , Ь) ни 
а нинг Ь га скаляр купайтмаси, [а, Ь] ни эса бу вектор
ларнинг вектор купайтмаси деб тушуннш керак. ( a x b ) * c  
аралаш купайтманн баъзан abc  деб хам ёзилади. Век
торларнинг у^лардаги проекциялари ва бу проекцияларнинг 
катта лик ларин и ёзиш усулларида ^ам хар хиллик мавжуд. 
Баъзан «проекция» терминини биз бу ерда ишлатган «про
екция катталиги» маъносида тушунилади. Бундай турдаги 
терминларнинг маънсси хар доим контекстдан ойдинлаша- 
ди, чунки биринчи ^олда вектор катталиклар ^акнда гапн- 
рилган булса, иккинчи ^олда сонлар .\а^ида ran кетади. 
«Перпендикулярлик» терминн урннга баъзан «ортогоналлик» 
термини ишлатнладн.

9-БОБГА ДОИР ТАКРОРЛАШ УЧУН СА ВОЛ Л АР

1. Йуналган кесма нима? Кайси ^олларда биз эркин векторлар, 
сирганувчн векторлар, боманган векторлар ^ацида гапнрамиз?

2. Каглинеарлик ва компланарлнк тушунчаларини таърифлаб бе- 
ринг.

3. Векторлар айирмаси ва йнгнндиси, царама-царши вектор тушуй* 
чалари таърифларини беринг. Тегишли амаллар ^андай хоссаларга 
эга?

4. Векторнинг ^ацнций сонга купайтмаси деб ннмага айтилади? 
Тегишли амал ^андай хоссаларга эга?

5. Векторнинг у^даги проекцияси деб нимага айтилади? Бу проек- 
циянинг катталиги деб- чи? Проекцияиинг асосий хоссаларини баён 
цилиб беринг.
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6. Векторнинг берилган йуналишлар буйича сйиш масаласи нима* 
дан иборат? У j^ap доим ечимга эгамн? У нечта турли ечимга эга 6У« 
лиши мумкин? ’

7. Фазода Декарт координата системаси нима дан иборат? Нуцта- 
11инг коордннатаси, векторнинг координаталари нима? Векторнинг коор
динаталари унинг боши ва охирининг координаталари оркали цандай 
ифодатанади?

8. Координата уцларининг ор лари нима? а =  (дс; у\ г) куриниш- 
даги ёзувни цандай тушуниш лпзим> Координата формадаги векторлар 
устида ыизикли амаллар цандай бажарилади?

9. С нуцта А В кесмани X нисбатда булади дейилганда нимани ту- 
шуннш керак? Мисоллар келтиринг. Берилган кесмани берилган нис
батда бдладиган нуцтани цандай топиш мумкин?

10. Скатяр купаытмэ таърнфнни келтиринг ва унинг асосий хос
салар мни санаб утинг. Мисоллар келтиринг.

11. К(х>рдината формада берилган векторларнинг скаляр купайт- 
маси цандай ^исобланади?

12. Икки вектор орасидаги бурчак ва векторнинг уцдаги (ёки бош- 
ца вектор йуналишндаги) проекциясини топишнинг сизга маълум булган 
формулаларини келтиринг.

13. Векторларнинг унг ва чап учликлари таърифини беринг. Ми
соллар келтиринг.

14. Виктор купайтма нима? У цандай хоссаларга эга?
15. Координата формада берилган векторларнинг вектор купайт- 

маси цандай ^исобланади? Мисоллар келтиринг.
16. Векторларнинг аралаш купайтмаси таърифини беринг. У цандай 

хоссаларга эга? Унинг геометрик маъноси нимадан иборат? Координата 
формада берилган векторларнинг скатяр купайтмаси цандай ^нсоблана- 
ди?

9 - Б О Б  Г А Д О И Р  М А Ш  К Л А Р

1. Мунтазам ABCDEF олтибурчакда АВ  =  а  в а ВС =  ft; CD, DEt
EF» F A * AD  ва AE  векторларни а ва b орцали ифодаланг.

2. ABC учбурчак а ва b  векторларда шундай ясалганки, унинг
СВ томонн а  билан, С А томонн Ъ билан у с т а -  уст тушади. АВ  век
торни ва учбурчакнинг медианалари билан устма- уст тушаднган
ADt BE  ва CF векторларни а ва b  орцали ифодаланг.

3. Мунтазам туртбурчакли SABCD  пирамндада (S — уч) АВ =  т ,
AD =  rt, / tS = p .  Пирамиданинг цолган цирралари билан устма-уст 
тушадиган векторларни т , п  ва р  орцали ифодаланг.

4. Учбурчакли АВСАХВХСХ тугри призмада цуйидагилар берилган:
А А Х =  т % АВ Х =  п  ва АСХ =  р .  Бу призма цирралари билан устма- 
уст тушувчн векторларни т ,  п  ва р  орцали ифодаланг.

5. Учбурчакнинг учлари А (I; 4; 2), В (3; 2; 6) ва С (— 1; 0; 4)
нуцталарда жойлашгаи. АВ> ВС ва С А векторларнинг координатала- 
рини, учбурчак томонларининг урталарини ва учбурчакнинг марказини 
топинг.
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в. Ихтиёрий ABC учбурчах VI марказннинг координаталари учбур- 
яак учларининг координаталари билан цуйндаги

хл +  хв + хс _  у л +  у а +  Ус ,  _  + *в +  гс 
хм — з ’ ум з ' м з

формулалар ор^али боглангантигини исбот дилинг.
7. A (I; I; 1) нуцта параллелепипеднинг учи, В (2; 3; 0), D (0; 0)

4) ва Л, (3; 5; 6) нукталар у би/ан к,ушни учлар. Колган учларнинг 
координаталарини топинг.

8. ABCD параллелограммда АС =  а , BD = f t  — днагоналлар! ABCD  
параллелог|»амм ромбн и тасвирлаши учун а ва Ь цандай шартларни i â- 
ноатлантнриии керак? У ту»ри туртбурчакни тасвирлаши учун* чи?

9. Учбурчакнинг учлари А (—1; 2; — I). В (— 3; 1; 1) ва С (О; 
4; — 3) нуцталарда жойлашган. Бу учбурчакнинг юзини ва унинг ички 
А бурчагнни топинг.

10. а  =  2 / — 7 +  2*. £ =  / +  2 /  — 2к ва с  =  3 / — 67 +  2* век
торлар Q параллелепипеднинг бир учидан чиздан цирпалари билан устма- 
уст тушадн. Q нинг ^ажмини. унинг ft ва с векторларга ясалган ёги- 
нинг юзини топинг.

11. Пирамиданинг учлари А (2; 3; 3). В (4; 1; 4), С (—5; 7; — I) 
ва D (5; —3; 5) ну^таларда жойлашган. Унинг ^ажмини ва ABC ё^- 
нннг юзини топинг.

12. А (1; 0: 1). В (4; 4; 6). С (2; 2; 3) ва D (10; 14, 17) нуц- 
талар бир текисликда ётиш- ётмаслигнни текширинг.

9- Б О Б Г А Д О И Р  Ж А В О Б Л А Р ,  К У Р С А Т М А Л А Р  В А
Е Ч И М Л А Р

1. Кушимча ясашларни бажариб (9 .19-расм) топамиз: CD =  НС=  
=  ВС =  Т н  =  Ь — а.  Сунгра ~DE =  — ЛЗ =  — а , EF =  — BC =  —ft, 
FA  =  — CD =  а — b, AD =  2- ВС =  2Ь (иккинчи усул: AD  =  АВ  +  
+  BC +  CD =  a  + f t + ( f t -  а ) =  2ft), л Т =  AF  +  FE =  -  FA -  FE =. 
=  — а +  ft +  ft =  2 ft — а.

2. ЛЯ =  а — ft, л Б  =  Л в +  в Ь  =  а  — ft +  (̂ — i  а ) =  i- f l— ft.

3. BC =  n, DC =  m ,  S B  =  A B — AS =  

m  — p y SD  =  n  — p ,  SC  =  m  +  n  —p .

4. A В =  A lBl =  n — m t AC =  A lCl =  

■■ p — m, BC =* B lCl =  p — n, BBl =

■■ CCj =  ЛЛ j =  mt
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6. (9 .9 ')  формулаларга кура: АВ  =  (2: — 2; 4), ВС =  (— 4; — 2;
— 2), СЛ = (2 ; 4 ; — 2). ВС, СА, АВ  томонларнинг урталарини (9 .18 ') 
формулаларга кура топамиз: D (1; 1; 5), £  (0; 2; 3), F (2; 3; 4). 
Учбурчачнинг маркази М (унинг меднаналарннинг кесишиш нуцтаси)

ж & | 2 х
AD  медиананн А,=2 нисбатда булади. Шунинг учун хм =  —--------- - *=1»1

.. _  Ул +  2Уо_  о . _  *>» + 2 г о 
Уа* 1 + 2  ’ м 1 +  2

7. С , (1; 2; 3 ). В, (4; 7; 5). С, (3; 6; 8), £>, (2; 4; 9).
8. Ромб учун а - Ь =  0; т?рри туртбурчак учун |а | =  |М.
9. (9 .9 ')  га кура Т в  =  ( -  2; -  I ; 2), АС =  (1; 2; — 2). ВС =

™ (3; 3; — 4). АВ ва АС векторлар орасидагн ф бурчакнинг косину- 
сини топамиз:

Т в -Л С  —2 * 1 + ( — 1) -2+ 2 * (—2) _  8.COS ф
\AB\.\Tc\ V  (—2)*+(— 1 )>+(2)* • Vl 1+2*+(-2) *

|Л5|* +  |АС|* =  18 < |ВС\2 =  34 булганн учун ABC учбурчакдаги 
А бурчак утмас. Демак, ф — изланаётган ички бурчак: ф =  arc

cos I — -g-j =  л  — arc cos (8 /9 )=  2,668. А В Х А С  вектор купайтманн

топамиз:

A B X A C  =
i  j  k

— 2 — 1 2 
1 2 —2

— 2/ — 2 /—3*.

Унинг \A B xA C \  =  V  (—2)2 +  ( -2 )*  +  ( -  3)2 =  “1/77 узунлиги

=  — 32. \а ж м  32 га тенг. b X с

А В ва АС ларга ясалган параллелограммнинг юзини ифодалайди. Д е
мак, ABC учбурчакнинг юзи У  17/2 га тенг экан.

2 — 1 2
10. ( а- Ь) Хс  =  1 2 — 2

3 —6 2
=  ( - 8 ;  - 8 ;  - 1 2 )  =  - 4  (2; 2; 3), |* х с |  =  4 У  17 , бундан S  =  
=  4 1 / 1 7 .  _

11. Пирамида *ажми 1 га тенг, ABC ё^нинг юзи У  53/2 га тенг,
12. K J p c а т м а .  Учта векторнинг компланарлнк шартини А В 9 

АС  ва AD  векторларга нисбатан цулланинг.
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ТРИГОНОМЕТРИК ФУНКЦИЯЛАР

10.1-§. Сонли аргументнинг тригонометрик функциялари 
ва уларнинг энг содда хоссалари

10.1.1. Ёйлар ва бурчакларнинг радиан улчови. Ей в а
б у р ч а к н и н г  р а д и а н  у л ч о в и .  Саккиз йиллик мак- 
табнинг математика курсида ёй ва бурчакларнинг ^уйидаги 
^лчов бирликлари урганилган эди: d тугри бурчак, градус, 
минут, секунд:

d = 9 0 ° , Г  =  60', Г  =  60", 1° =
Г  *= (1/60)'.

К^уйида биз ёй ва бурчаклар- 
нинг яна бир улчов бирлиги—ра- 
дианлан фойдаланамиз.

Геометриядан маълумки, икки 
концентрик айлананинг ягона мар- 
казнй бурчакка тиралган 1Х ва /2 
ёйларннинг узунликлари узлари- 
нинг Rx ва /?2 радиусларига про- 
порционал (10.1-расм):

10. 1-расм.

яъни битта марказий бурчакка тиралган айлана ёйининг 
радиусга нисбати радиус катталигига богли:^ булмайди. 
Марказий бурчак узгариши билан бу нисбатнннг катталиги 
^ам узгаради. Шунннг учун 1/R нисбат ёйнинг ва унга 
мос марказий бурчакнинг улчови булиб хизмат ^илади.

10.1- т а ъ р и ф .  Айлана ёйи I узунгигининг унинг R 
радиусига нисоатл бу ёйнинг а радиан улчови дейилади:

10- Б 0 L

а  (10.1)

2GS

d/90, Г =(1/60)°,



Ейларни радиан билан улчашда 
узунлиги шу ёй радиусига тенг 
булган ёй улчов бирлиги цилиб 

» цабул килинади. Бу ёй радиан де-
* йилади (10.2* раем).

10.2- т а ъ р и ф. Бурчак ларни 
радиан билан улчашда бир радиан 
ёйга тиралган марказий бурчак 
улчов бирлиги цилиб цабул цили- 
нади. Бундай бурчак хам радиан 
дейилади.

Берилган ёйдаги (унга мос мар
казий бурчакдаги) радианлар сони 

бу ёйнинг (унга мос марказий бурчакнинг) радиан улчови 
булади.

(10.1) формуладан айлана 2л радианга тенг радиан 
улчовга эга эканлиги келиб чи^адн:

Ярим айланага л радиан мос келади.
Г р а д у с  у л ч о в д а н  р а д и а н  у л ч о в г а  у т и ш  

ф о р м у л а с и .  а  градус ёйга а радиан ёй мос келсин, 
унда

180° =  л  
а  а

пропорциядан градус улчовдан радиан улчовга утиш фор- 
муласини ^осил циламиз:

а = J80° а. (Ю.2)

а  =  1° да (10.2) форму ладан Г  ёйнинг радиан улчовини 
^осил циламиз:

а =  Г  ж  0,0175 радиан.

£й (бурчак) нинг радиан орцали ифодаланаётган кат- 
талигини исмсиз сон билан ёзиш ^абул цилинган. Масалан, 
«0,8 радианга тенг ёй» деб ёзиш урнига «0,8 ёй» деб ёзи- 
ладн. (10.2) формулани кулланиб, тез-тез учраб турадиган 
баъзи ёйлар (бурчаклар) учун градус ва радиан улчовлари- 
нинг богланиш жадвалини тузамиз:
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Г радуслар 30э 45° 60° 90° 180° 270° 360°

л л л л Зл
Радианлар “б т т ~2 л У 2л

1 0 .1 -м и с о л . 210’ ёйнииг радиан улчовини топинг.
(10.2) формулага кура а =  - iL . • 210° =  — ни *осил ^иламиз.

180° 2
10.2-ми с о л . Жадвалдан 115°17' бурчакнинг радиан улчовини 

топинг. В. М. Брадиснинг XVI жадвалидан ^уйидагини топамиз:
90° — 1,5708
25° 18х — 0,4416

— Г -------3 (Г  га тузатма айирилади).

2,0121

Р а д и а н  у л ч о в д а н  г р а д у с  у л ч о в г а у т и ш 
ф о р м у л а с н .  (10.2) формулада а  ни а ор^али ифодалаб, 
радиан улчовдан градус улчовга утиш формуласини ^осил 
циламиз:

180° „  / | ЛОч  сс =  — -а. (10.3)

а =  1 радиан да (10.3) формула буйича 1 радианнинг гра
дус улчовини ^осил киламнз:

а  =  • 1 45 57° 17'44", 8 ж  57э,3.

10.3- м и с о л .  7л/4 радианта тенг бурчакнинг градус улчовиниI Оло 7-т
топинг. (10.3) формула буйича а  = -----  •— = 3 1 5 °  ни ^осил и;иламиз.

л  4
1 0 . 4 - м и с о л .  0,8715 радианга тенг ёйнинг градус улчовини то

пинг.
В. М. Брадиснинг XVI жадвалидан ^уйидагини топамиз:

0,8709 — 49°54'
6— 2 ' (0,0006 радиан тузатма).

49°56' У
А й лан а ёй и н и н г у з у н л и г и .  (10.1) формуладан 

айлана ёйининг радиаида улчаиган узунлигнни ^исоблаш 
формуласини х,осил циламиз:

I =  a-R.  (10.4)
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Айлана ёйининг узунлиги ёйнинг радиан улчови билан 
бу ёй радиуси купайтмасига тенг

R =  1 да ёй узунлиги унинг радиан улчовнгэ тенг. 
Бу урл ёй узунлнкларини ^исоблашда радиан улчов анча 
цулай булишига ёрдам беради.

10.5- ми с о л .  0,35 м радиусли гилдирак 72°36' айланди. Рилди- 
рак т\тииидаги ну^танииг босиб утган йулинн топинг.

Е ч и л и ш и .  (10.4) формула буйича цуйидагини топамиз:

/ ~  0,35 1,27 =* 0,443 «  0,44 (м).

72е36' бурчакнинг радиан улчови В. М. Брадис жадпалидан такрибан 
учта ^ийматли ракам (1,27) билан олинган. Гилдирак радиуси иккита 
цийматдор ра»\ам билан берилгани учун битта ра»\ам ^ушимча олинди.

Градус улчовда улчанган ёй узунлигининг формуласи 
уни >;исоблаш учун унча ^улай булмаган формата эга:

f  2л/? л/?о /1 а  с \
Збб^а " ' Ш ° ‘ • (10.5)

Д о и р а в н й с е к т о р н и н г  юз  и. Агар марказий бур
чак градус улчов билан улчанса, унда сектор юзини цуйи- 
даги формула буйича топамиз:

s « -  =  w -  (10-6)

Агар марказий бурчак раднанда улчанган булса, а  нинг 
(10.3) формуладаги цийматини (10.6) формулага куйиб, 
сектор юзини ^исоблашнинг цуйидаги содда формуласини 
^осил циламиз:

г  я/?2 180° 1 п2 /1 П 7\
5сект =  360° ’ ~2 a R  - ( 10-7>

10.6-м и с о л .  Агар 0,76 м радиусли дойра сектори ейининг радиан 
Улчови 1,12 радианга тенг б^лса, секторнинг юзини ^исобланг.

Е ч и л и ш и .  Сектор юзини (10.7) формула буйича дооблаймиз:

S Qt„  •= 1 ^ 0 ,7 6 *  *» 0,56 0,578 »  0 ,324»  0,32 (мг).

А и л а  н м а ^ а р а к а т д а г и  ч и з и ц л и т е з л и к .  К,ат- 
ти^ жисмнинг цузгалмас уц атрофидаги айланма ^аракатида 
иккита тезлик: чизицли тезлик. ва бурчак тезликни бир- 
биридан фар^ цилниади.

К,аттик жисм ихтиёрий нуктасининг айланма \аракатдаги 
тезлиги чизицли тезлик дейилади.
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Нуцтанинг R радиусли айлана буйлаб текис ^аракатида 
v чизицли тезлик цуйидаги формула орцали ифодаланадн:

2л R  / i a q vv = - T~ ,  (10.8)

бу ерда Г — айланнш даври, нуцтанинг тули^ айланиб чи- 
циши учун кетган вакт (секунд ^исобида).

v чизицли тезликнннг R ва п (1 секундда айланишлар 
сони) га борликлиги ^уйидаги формула ор^али ифодала- 
нади:

d =  2л Rn. (10.9)
1 секундда айланишлар сонч п билан айланишлар дав- 

рн 1\уйидаги муносабат билан борланган:

( 10.10)

10.7- ми с о  л. Радиуси 0,45 м булган гилдирак текис айланганда
1 минутда 120 марта айланади. Рилдирак тупшидаги ну^танинг чизи^- 
ли тезлигини топинг.

Е ч и л и ш и .  Бир секундда айланишлар сонини топамиз:

я =  ^ = 2- 60
Рилдирак тутиннга жойлашган ну^танинг чизшуш тезлигини (10.9) 
формула буйича топамиз:

и =  2л 0,45-2 =  1,8 л (м/сек)
•

10 .8 -ми с о  л. Рилдирак марказидан 0,61 м масофада жойлашган 
ва 5,8 м/сек чизн^ли тезлик билан текис айланма ^аракат ^илаётгаи 
нуцтанинг айланнш давпнни топинг.

Е ч и л и ш и .  (10.8) форм у ладан Т  ни топамиз за Т  нинг топилган 
ифодасига R ta v нинг сон ^ийматларини ^уямиз:

Г  =  =  2,1 ° ' 6>. =  0,65 (сек). 
v 5 .8

А й л а н м а  ^ а р а к а т д а г и  б у р ч а к  т е з л и к .  Текис 
э^аракаг цнлаётган каттиц жисм ихтиёрий нуцтаси радиуси- 
нинг 1 секундда бурилиш бурчаги бурчак тезлик дейи- 
лади. Бурчак тезлик секундига радианларда ифодаланадн.

со бурчак тезлик ва Т айланиш даври орасидаги богла- 
ниш цуйидаги формула билан ифодаланадн:

(io. i l )Г сек v '

(о бурчак тезлик билан бир секундда айланишлар сони п 
орасидаги богланиш цуйидаги формула орцали топиладн:
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Айланиш увидан R масофада жойлашган нуктанинг v 
чизицли тезлиги ва унинг ш бурчак тезлиги цуйидаги му
носабат билан борланган:

v =  (I>/?. (10.13)
Цаттик жисмнииг нотекис ^аракатида ф бурчакнинг 

t  ваи,т оралигида узгариш тезлиги унинг ш бурчак тезлиги 
дейилади. Бу ^олда бурчак тезлик бурилиш бурчаги ф  дан 
t вацт буйича олинган ,\осиладир:

рад (1 0  И )
dt сск v '

е бурчак тезланиш со бурчак тезликдан t ва^т буйича 
олинган ^осиладир:

_ е =  ~  (10.15)
dt сек2 '  7

10. 9-м и с о л .  Текис ^аракат билан минутига 540 марта айланади- 
ган валнинг бурчак тезлигиии ва айланиш давриии топинг.

Е ч и л и ш и .  Бир секундда айланишлар сонини топамиз ва топил- 
ган ^ийматни (10.12) формулага ^уямнз:

S40п =  ■= 9 (бир секундда айламчшлар сони), 

ш =  2л 9 =  18л
сск

Секундига айланишлар оонининг п = 9  цийматини (10.10) формулага 
|̂ > йиб, валнинг айланиш давриии *осил ^иламиз:

Т  =  1/9 (сек).

10.10-м и с о л .  0,81 м радиусли тлдирак текис айланмо»^да. Агар 
гилднрак айланасндаги нуктанинг чизи^и  тезлиги 324 м/сск га тенг 
65.х а ,  унинг бурчак тезлигиии топинг.

Е ч и л и ш и .  (10.13) формуладаи <о бурчак тезлигиии топиб ва 
досил ^илинган формулага v ва R  нинг сон цийматларини »^уйиб, 1̂ уйи- 
дагиии ^осил ^иламиз:

«,,=  " =  324 =  400 Ж .
R  0.81 сек

10.11-м и с о л .  1,25 л  радиусли гнлдирак секундига 12 радиан 
бурчак тез-тик билан текис айланяпти. Гнлдирак тугини устидаги нуц- 
танинг чнзи^ли тезлигиии ^исоблгнг.

Е ч и л и ш и .  (10.13) формула буйича ^уйидагини >̂ осил ^иламнз:
v =  12-1,25 =  15 (м/сек).

10.12-м и с о л .  Жисм Уц атрофида ф =  10/— /* цонун буйича айла
няпти. 1\уйидагиларни топинг: 1) айланишнинг / =  4 сек моментдаги

(о = 2  л п. (10.12)
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бурчак тезлигинн; 2) / =  4 сек момеитдаги бурчак тгзланишми. 3) айла- 
ниш тугайдигам мочентми.

Е ч и л и ш и .  I) (10.14) формула буйича / =  4 сек момеитдаги 
бурчак тезлигини топамиз:

( о = ^ ? = 1 0 - 2 / ,  « /= 4сек=  1 0 - 2 - 4  =  2 Р3̂ - . 
dt сек

2) (10.15) фопмула буйича / =  4 сек момеитдаги бурчак тезлаинш- 
ни топамиз:

do _  __ 9 рад 
dt сек ‘

3) со =  0 ни цуйиб, t ни топамиз:
10 — 2/ =  0, / =  5 сек.

Айланиш 5- секунд охирида тухтайди.

10.1.2. Ёй (бурчак) тушунчаси- 
ни умумлаштириш. К о о рд и н а т а 
т е к и с л и г и. Б и р л и к а й л а- 
на. Тугри бурчакли хОу коорди- 
наталар снстемасида маркази коор- 
динаталар бошйда ва радиуси бир
га тенг булган дойра ясаймиз. Бу 
доирани бирлик дойра, унинг айланасини эса бир.шк 
айлана деб атаймиз. Бирлик айлананинг тенгламаси х*+у2=* 
=  1.

А (1; 0) нуктани—бпрлик айлананинг Ох у^ билан ке- 
сишиш ну^тасини ёйларнинг санок боши, Ох мусбат ярим

—►
уцни ^аракатланувчи ОМ р а д у  с - в е к т о р 1 билан Ох у\\ хо- 
сил ^илган марказий бурчакнинг бсш томонн деб цабул
цилзмиз. ОМ радиус- вектор мос равишда марказий Z-AOM 
бурчакнинг охирги томони булади (10.3-раем).

М у с б а т  \ а м д а  м а н ф и й  ё й л а р  ва б у р ч а к л а р .
ОМ радиус- векторнинг Ох мусбат ярим у^дан бошлаб соат 
стрелкаси айланпшига карама-цариш йуналишида айлани-
шини мусбат айланиш, ОМ радиус- векторнинг охири ,\о-
сил циладиган АМ ёйни мусбат ёй ва унга мос ^  АОМ 
марказий бурчакни мусбат бурчак деймиз (10.3-раем).
ОМ радиус- векторнинг Ох мусбат ярим уцдан бошлаб соат
стрелкаси буйича айланишини манфий айланиш деб, ОМ

1 М ну^танинг радиуси деб, боши координата бошида, охири 3CJ 
берилган М  ну^та булган векторга айтилади.
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радиус- векторнинг охири >̂ осил циладиган ADM ёйни ва 
унга мос Z./1DM м ар к аз и й бурчакни манфий бурчак деб 
атаймиз.

Агар ёйларнн соат стрелка айланншига ^арши йуна-

лишда ^исобласак, у ^олда АВ =  л/2, ABC =  л, ABD =

=  Зл/2 ва АВА =  2л. Агар ёйларни ^исоблашни соат стреп-

каси буйича олиб борсак, у холда ЛЬ =  — л/2, ADC —

=  — л, ADB =  — Зл/2 ва ADA =  — 2л. Нолга тенг ёй 
(ноль ёй) устма-уст тушадиган А ва М ну^таларга эга.
Агар ОА ва ОМ радиус векторлар устма- уст тушса мар- 
казий бурчак нолга тенг булади.

Биринчи чорак ёйлари (0, л/2) орали^да, иккинчи чорак 
ёйлари (л/2, л) оралкь^да, учинчи чорак ёйлари (л, Зл/2) 
оралицда ва туртинчи чорак ёйлари (Зл/2, 2л) орали^да 
жойлашган.

2л ( 3 6 0  ) д а н  к а т та б у рч а к л а р в а ё й л а р. Куп 
масалаларда б т т а  тулиц айланишдан ортик айланишлар 
(пропеллер, маховик ва к. ларнинг айланиши) билан 
шугуллан! шга тугри келади. Бундай масалалар ю^оридаги 
пунктда каралган эди. Шунинг учун ёй (бурчак) тушун- 
часини умумлаштириш зарур: тули^ айланишдан (2л дан 
кагта) ортиц ёй (бурчак) тушунчаснни киритиш лозим.

М ну^та (ОМ радиус-век горни нг охири)— ёйни нг са- 
ноц боши А ну^тадян бошлаб, мусбат йуналишда битта
тулщ айланиб, сунгра AM =  а! ёйни чизди дейлик
(10.3- расм). Унда А1 нуцта чизган умумий а  ёй (ОМ радиус- 
вектор бурилган бурчак) а  =  2л +  а 1 булади, бунда а х 6
6 (0,2л) (градус улчовда а  =  3605 +  «|* бунда а к ва а а 

градус улчовда деб каралади).
Берилган А бош нуктага ва берилган М охирги ну^та- 

га (берилган бош томон ва охирги томонга) эга булган 
чексиз куп ёйлар (бурчаклар) туплами мавжуд. Бу ёйлар 
(бурчаклар) тупламини (мусбатларинн ^ам, манфийларини 
\а\\) ^уйидаги умумий формула билан ёзиш мумкин!

а  =  2лк +  а х, (ос =  360°Л +  а х), (10.16) 

бу ерда а х 6 (0,2л) ва k 6 Z.
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10.13-м н е о л. Бирлик айланада ДА! =  19л ёйнинг М  нуцтасини 
кУрсатинг.

Е ч и л и ш и .  (10.16) формула буйича 19д =  2л Э +  д  ни ^осил
^иламиз. AM  ёйнинг охири М  (— 1,0) нуцтада булади.

10.14-м и с  о л. (10.16) форму лани ^улланиб, 2050° ёйни ёзинг. 
Е ч и л и ш и .  20505:360° =  5 (250э — цолди»0, демак, 2050°:360°.5+

+  250°, (k =  5).
10.15- м и с о л (10.16) формулани кулланиб, — 1490° бурчакни 

ёзинг.
Е ч и л и ш и .  — 1490°:360° =  4 (— 50° — цолди^), демак,

— 1490° =  360° (— 4) — 50° ёки — 1490° =  360 -(— 5) + 3 1 0 °.
10.16-м и с о л. Куйидаги ^олларда бирлик айлана ёйларининг 

охирларини умумий куринишда ёзинг а) абсциссалари нолга тенг бул
ган ^ол; б) ординаталари нолга тенг булган ^ол.

Е ч и л и ш и .  а) л/2 ва Зл/2 ёйларнинг охирлари нолга тенг абсцис- 
саларга эга, демак, абсциссаси нолга тенг бУлган ёйларнинг охирлари
тУплами +  пк, k £ Z  формула билан ёзилади. 0*ва л  ёйларнинг

охирлари нолга тенг ординаталарга эга, демак, ординатаси нолга тенг 
бУлган ёйларнинг охирлари туплами лк, k £ Z  формула билан ёзилади.

10.17-м и с о л .  Охирлари бирлик айлананинг А (1; 0), В (0; I), 
С (— Г; 0) за О (0; — 1) нук^таларида тугайдиган ёйларни умумий 
куринишда ёзинг.

Е ч и л и ш и .  А (1; 0) нуцтада тугайдиган ёйлар 2пк (360° к) 
умумий куринишга эга. к =  0 да нолга тенг ёйга, k  =  1 да 2л ёйга, 
к =  2 да 4л ёйга эгамиз ва к. В (0;1) ну^тада тугайдиган ёйлар 
п/2  - f  2пк (90° 4- £60" к) формула билан ёзилади. к =  0 да л/2 ёйга, 
к =  1 да 5л/2 ёйга, k  =  — 1 да — Зл/2 ёйга Э1амнз. С (— 1; 0) нуц- 
тада тугайдиган ёйлар л 4- 2лк =  л (2к - f  1) (180 (2fc +  1)) формула 
билан ёзилади. к =  0 да л  ёйга, к =  1 да Зл ёйга, к =  — 1 да — л 
ёйга эгамиз ва к. D (0; — I) нуцтада тугайдиган ёйлар — л / 2 -f- 
+  2пк (—90J +  360JA) формула билан ёзилади. £ =  0 да —л/2 ёйга, 
к =  1 да Зл/2 ёйга эгамиз ва к.

10.18- м и с о л .  k  куринишдаги ёйлар бирлик айлананинг ^ай-

си нуцталарнда тугайди?
Е ч и л и ш и .  Бирлик айлананинг А, Я, С па D нч^таларида ту

гайдиган ёйлар бу формула билан ёзилади (10.3- расмга царанг).

Б и р л и к  с о н  а й л а н а .  \а р  бир а  х^и^ий сонга
бирлик айланада AM ёйнинг охири булган М (а) ну^та
мос келсин, бунда AVI ёй а  катталикка эга.

Бундай бирлик айланани бирлик сон айлана деб атай- 
миз. Бирлик сон айлана учун цуйидагилар берилган булиши 
керак: А сано^ боши, \аракатнинг мусбат йуналнши ва 
ёйларнинг улчов бирлиги—бу айлананинг радиусн.

Бирлик сон айлананинг узунлиги 2л га тенг. Шунинг 
учун агар иккита сон бир-биридан 2л га каррали сонга
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фарц цилса, у цолда ударга бирлик сон айланада битта 
нуцта мос келади. Агар иккита сон бирлик сон айланада 
битта нуцтага мос келса, у цолда уларнинг айирмаси 2л 
га каррали булади.

Сон уци нукталари билан бирлик сон айлана нуцталари 
орасида мослик урнатамиз. \а р  бир а  цациций сонга сон 
уцида Р (а) нуцта ва бирлик сон айланада М (а) нуцта 
мос келади, шу билан бирга сон уцининг ^ар бир нуцта- 
сига сон айланада битта ва фацат битта нуцта мос келади. 
Бу мосликни сон у цини мусбат еки манфий йуналиш буйича 
бирлик сон айланага «ураш» деб цараш мумкин, урашни 
уларнинг умумий нуцтаси 0 дан бошланади (сон уцида
О ва бирлик сон айланада А (1; 0) нуцта). Шу билан бир 
вацтда сон айлананинг бир нуцтасига сон уцида бир 
эмас, балки сон уцининг чексиз куп нуцталари мос келади. 
Буни бирлик сон айланани сон уци буйича (унгга ёки 
чапга) тебратиш орцали кузатиш мумкин. Тебратишни 
уларни устма-уст тушган нол нуцтасидан бошлаш керак.

10.1.3. Сонли аргументнинг тригонометрик функцияларини 
аник.iatu. С о н л и  а р г у м е н т н и н г  т р и г о н о м е т р и к  
ф у н к ц и я л а р и н и  а н и ц л а ш .  У л а р н и н г  а н и ц л а- 
н и ш с о ^ а с и .  Т р и г о н о м е т р и к  ф у н к ц и я л а р н и н г  
ч е г а р а л а н г а н л и г и  ва ч е г а р а л а н м а г а н л и г и .  
\а р  бир а  ^ациций сонга х2+ у 2=  1 бирлик сон айланада

ягона М(а) нуцта мос келади ва 
бу айлананинг >̂ ар бир А] (а) нуц- 
таси унинг абсцисса ва ордината- 
си орцали бир цийматли аницлан- 
ган, яъни абсцисса ва ордината а  
нинг функцияларидир: х =  / (а) ва 
( / ^ ф( а ) ,  шу билан бирга абсцис
са ва ордината абсолют циймат 
буйича бирдан катта эмас (] х | <  1 
ва \ у \ <  1).

10.3- т а ъ р и ф .  Бирлик сон ай
лана М( а)  нуцтасининг х абсци- 
саси а соннинг косинуси дейилади 
(10.4- раем):

c0s a  =  jc. (10.17)
10.4- т а ъ р и ф. Бирлик сон айлана М(а)  нуцтасининг 

у  ординатаси а  соннинг синуси дейилади (10.4- раем):
sin a = у .  (10.18)
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cos а  ва sin а  функциялар исталган а  ^а^чцнй сон учун 
ани^ланган, демак, уларнинг ани^ланиш со.\аси (—оо , 4-°°) 
булади.

cos а  ва sin а  функциялар чегараланган, чунки улар- 
нинг ^ар бири абсолют ^иймати буйича бирдан катта бул
маган исталган сон цийматни 1\абул цилиши мумкин: 
| c o s a |<  1 ва | s i n a | <  1, яъни sin а  ва cos а  функциялар- 
нинг ^нйматлари туплами ( — 1, 1] оралик^а тегишли.

10.5- т а ъ р и ф .  а  соннинг синусини унинг косинусига 
нисбати а соннинг тангенси дейилади:

t g « - £ j  <,0 ;19>
Демак, tg a  бирлик сон айлана М (а) нуцтасининг орди- 

натасини унинг абсциссасига нисбатига тенг экан.
tg a  =  функция а  нинг cos a  =  0 буладиган (х абс

цисса нолга тенг) цийматлари учун аницланмаган, яъни 
тангенс аргументнинг ±  у .  ± у .  . . .  кийматлари учун 
ани^ланмаган. а  аргументнинг cosa  =  0 буладиган ^ий- 
матлари туплами a  =  у  +  n kt k £Z  формула орцали ёзи-

лади. Демак, тангенснинг ани^ланиш со^аси у + л fe, k £ Z
куринишдаги сонлардан ташцари барча хакиций сонлардир. 
tg a  функциянинг узгариш сохаси—барча оди^иг) сонлар 
тупламидир, яъни тангенс чегараланмаган.

Бирлик сон айлананинг А (1; 0) ну^тасида уринма 
утказамиз ва унда мусбат йуналишнн Оу уцдаги мусбат 
йуналиш билан бир хил ^илиб танлаймиз. Тангенслар уци 
деб аталадиган бу у^нинг сано^ боши кнлиб  Л (I; 0) 
нуцтани оламиз (10.5-расм).

М (а) ну^та бирлик сон айла- 
нанинг ихтиерий нуктаси булсин 
((0; 1) ва(0; — 1) ну^талар, яъни Оу
уцида ётувчи ну^талардан ташцари).
ОМ радиусни тангенслар уци билан 
кесишгунча давом эттнриб, бу у^- 
да N ну^тани \осил циламиз (агар 
М( а)  ну^та ординаталар уцида 
ётган булса, бу ясашни бажариш 
мумкин эмас). Агар М (а) ну^та 
биринчи ёки учинчи чоракда ётган 10.5- расм.



булса. N нуцта тангенслар у^ида А нуктадан юцорида 
ётади, агарда М (а) ну^та иккинчи ёки туртинчи чоракда 
ётса, N ну^та А нуктадан пастда ётади.

ОАМ, ва ON А учбурчак томонларининг пропорционал- 
лигидан цуйидагига эгамиз (10.5-раем):

1е а =  7 ~ 6 Х - * Г  =  АЫ, i g a  =  AN. 

а  соннинг тангенси N ну^танннг ординатасига (давом
— ♦

эттирнлган ОМ радиусни тангенслар у^и билан кесишган 
нуь;тасининг ординатасига) тенг. Шундай ^нлиб сон бир
лик айлананинг .^ар бир М (а) нуцтасига ((0; 1) ва (0; 1) 
ну^таларни .^исобга олмаганда) тангенслар у^ида ну^та 
тугри келар экан.

10.6- т а ъ р и ф .  а соннинг косинусини унинг синусига 
нисбати а  соннинг котангенси дейилади:

=  ' <10- 20>

Демак, c tg a  сон бирлик айлананинг М (а) нуцтаси 
абсЦиссасини унинг ординатасига нисбати экан.

c<6 a = s7“ ~ функция аргументнинг sin a  =  0 буладиган
кийматлари учун аницланмаган, яъни котангенс аргумент- 
нииг 0,л, 2л, . .  кийматлари учун аникланмаган. а  аргу
ментнинг s in a  =  0 буладиган кийматлари туплами а=лЛ , 
k формула ор^али ёзилади. Демак, котангенснинг аниц- 
ланиш со^аси пк куринишдаги сонлардан таш^ари барча 
оди^ий сонлар экан. c tg a  функциянинг узгариш сох,аси 
барча эодиций сонлар туплами, яъни котангенс чегаралан

маган.
Сон бирлик айлананинг 5 (0 ; 1) 

В(0;Ц Р нуцтасида уринма утказиб унда 
мусбат йуналишни Ох укдаги мус- 
бат йуналиш билан бир хил цилиб 
танлаймиз. Котангенслар fau  деб 
аталадиган бу укнинг сано^ боши 
цшыб В (0; 1) ну^тани оламнз(10.6- 
расм).

М(а)  ну^та сон бирлик айла
нанинг ихтиёрий нуктаси булсин 

Ю. 6- раем. ((1; 0) ва (— 1; 0) ну^талар, яъни Ох
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укда ётувчи нуцталар бунга кирмайди). ОМ радиусни ко- 
тангенслар уци билан кесишгунча давом эттириб, бу уцда 
Р нуцтани ^оснл цнламиз (агар М (а) нуцта абсциссалар 
уцида ётган булса, бу ясашни бажариш мумкин эмас). Агар 
М(а) нуцта биринчи ёки учинчи чоракда ётса, Р нукта 
В нуцтадан унгроцда, агар иккинчи ёки туртинчи чоракда 
ётса, В нуцтадан чапроцда ётади.

ОММх ва ОВР учбурчак томонларининг пропорционал- 
лигидан цуйидагнга эгамиз (10.6-раем):

c tg a  =  у  =  Ц- =  BP, c tg a  =  ВР.

а  соннинг котангенси Р  нуцтанинг абсциссасига (ОМ ра
диусни котангенслар уцн билан кесишган нуцтасининг 
абсциссасига) тенг. Шундай цилиб, сон бирлик айлананинг 
>̂ ар бир М (а) нуцтасига ((1; 0) ва (— 1; 0) нуцталарни 
з^исобга олмаганда) котангенслар уцида Р нуцта TyFpii 
келар экан.

Биз куриб утган туртта тригонометрик функциядан 
ташцари, унча куп цулланилмайдиган иккита функция: 
секанс ва косеканс функциялар каралади.

1 0 .7 -таъ р и ф . а соннинг косинусига тескари булган. 
катталик а соннинг секанси дейилади:

s e c a  =  —!— . (10.21)cos a  '  '

sec a  =  cos]— функция tg a  функция каби аргументнинг 

+  nk, k £ Z  цийматлари учун аницланмаган. Демак,

секанснинг аницланнш со.\аси - j  +  nk куринишдаги сон-
лардан ташцари барча цациций сонлар булади.

10 .8 -таъри ф . а  соннинг синусига тескари булган 
катталик а  соннинг косеканси дейилади:

cosec a  =  - J —, (10.22)sin a  '  '

cosec a  =  функция c tg a  функция каби аргументнинг
nk, k £ Z  цнйматлари учун аницланмаган. Демак, косеканс- 
нинг аницланиш соцаси nk куринишдаги сонлардан таш- 
цари барча ^ациций сонлар булади.
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Т р и  т о н о м е т р и к  ф у н к ц и я л а р  ц и й м а т л а р и -  
н ин г и ш о р а л а р и .  Синус ва косинуснинг таърифидан 
курннадики, косинуснинг ишораси сон бирлик айлананинг 
М (а) ну^таси абсциссаси ишораси билан, сннуснинг ишо
раси эса М( а)  ну^та ординатасининг ишораси билан бир 
хил булади. Тангенс ва котангенснинг ишораларини битта 
аргумент синуси ва косннусининг ишоралари буйича то
памиз.

а Чорак cos а sin а tg а ctg а

I + + + +

« e ( f . «) II — + — —

III — — + +

* ( ? ■ - )
IV + — — —

10.1.4. Аргументнинг баъзи кийматлари учун тригоно- 
метрик функцияларнинг сон ^ийматларини ^исоблаш. А р г у 

м е н т н и н г  0, л/2, л, Зл/2, 2л 
ц и й м а т л а р и  у ч у н  т р и г о -  
н о м е т р и к  ф у н к ц и я л а р 
н и н г  с о н  ^ и й м а т л а р и н и  
^ и с о б л а ш .  Сон бирлик айла
нада (10.7-раем), а  нинг 0,л/2, 
л, Зл/2 ва 2л цийматларининг 
^ар бирига cos а  ва sin а  нинг 
тайин сон киймати мос келади.

Тригонометрик функциялар
нинг таърифларидан ь^уйидаги- 
лар келиб чи^ади:
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1 cos 0 =  1, 
ланмаган;

sin 0 =  0, t g 0 =  !i!LO О
b  cos О 1 О, ctg О аниц-

2) cos =  0, sin у  =  1, tg аншушнмаган, ctg

cos ~ 2

=  0;
sin у

3) cos я  =  
аницланмаган;

1, s in n  =  0, ig n  =  ^ |  =*0, ctg л

»V Зл /ч • Зл , . Зл , 3 л4) cos -к =  0, sin т  =  — 1, tg ани^ланмаган, ctg-̂ -̂

Зл 
c°s ~ 2

~ Зл 
sin у

5) cos 2л =  1, sin 2л =  0, tg 2л 5 ^ - - ? .  «=0, ctg 2лcos 2л 1 ’ ь
аницланмаган.

л/б а р г у м е н т  у ч у н  т р и г о н о м е т р и к  ф у н к 
ц и я л а р н и н г  с о н  ц и й м а т л а р и ни ^ и с о б л а ш .  Сон
бирлик айланада. AM =  л/6 ёйнн ясаймиз (10.8-расм). 
Д М хОМ да ^ М 1О М = л /6 , О М =  1, y ~= MxM =  1/2(л/6 
(30° ли) бурчак царшисида ётган катетнинг хоссасига кура). 
Пифагор теоремасига асосан x = O Ml = V  1— (1/2)®= У  3/2 
ни ^исоблаймиз.

У|

\ли',о1
1 0 х М1 /  *я /

10.8- расм. 10.9- расм.



Тригонометрнк функцияларнинг таърифини цулланиб, цуйи- 
дагини ,\оснл циламиз:

л  V J  я  1 . л  
C0ST — 2 ’ s б 2 ^ 6

1
V J

v ±
з ctg J

л/4 а р г у м е н т  у ч у н  т р и г о н о м е т р и к  ф у н к 
ц и я л а р н и н г  с о н  ц и й м а т л а р и н и  \  и с о б л а ш. Сон 
бирлик айланада AVI =  n/4 ёйни ясаймиз (10.9-раем). 
Д МхОМ да Z. МхОМ =  п/4, ОМ =  1, O.Wl =  Af,M =  х =  у. 
Пифагор теоремасига кура хг +  х * = 1  га эгамиз, бундан 
х =  У 2/2. Тригонометрик функцияларнинг таърифини 
цулланиб, куйидагини цосил цнламиз:

л У 2 
C0S Т =  2~

. л  V  2sm т = V t g ^ = l ,  C tg - J  =  I.

л/3 а р г у м е н т  у ч у н  т р и 
г о н о м е т р и к  ф у н к ц и я л а р 
н и н г  с о н  ц н й м а т л а р и н и  >; и- 
с о б л а ш .  Сон бирлик айланада
АМ =  л/3 ёйни ясаймиз (10.10- 
расм).

л Mf iM  да Z. МхОМ =  л/3, 
ОМ =  1, х =  ОМ1=  1/2 (л/6 (30° 
ли) бурчак каршисида ётган катет- 
нинг хоссасига кура). Пифагор тео- 
реуасига кура цуйидагини ^исоб- 

лаймиз: у  =  МХМ =  У 1 — (1/2)2 =  \  3/2. Тригонометрик 
функцияларнинг таърнфларини цулланиб, цуйидагини цо- 
сил циламиз:

1и. 10- раем.

я 1 . л V з  , я « I 1 /з
cos з  -  у .  s in  т _  - V ,  tg j  -  V  3. ctg т - - J -  l j - .

А р г у м е н т н и н г э н г к ^ п у ч р а б  т у р а д и г а н  ц и й м а т -  
л а р и  у ч у н  т р и г о н о м е т р и к  ф у н к ц и я л а р н и н г  ^ и й м а т- 
л а р и  ж а д п а л и
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^^АргуменТ
о л Л л л Зл 2л

Функция б 4 3 2 2

Синус 0 1
2

V 2
2

ут
2 1 0 —1 0

Косинус 1 V I
2

V~2
2

1
2 0 —1 0 1

Тангенс 0 К з 1 У з-
аннклан-
маган 0 аннц-

ланма- 0

Котангенс ани^-
ланма- / з 1 У з3 0

ани» -̂
лан-
маган

ган

0
вник-
льнма-
ганган

м;<и).

СИ;0)(1У, у, Уг У, у (1,0)
и -гТ ~*г X, I 1

mnx\У5 У« & m i
М(*Я* nix ,)

m - v

10 1.5. Аргумент 0 дан 2л гача усганда тригонометрик 
функцияларнинг узгариши. cos а  ф у н к ц и я н и н г  у з г а -  
риши.  а  аргумент 0 дан 2л гача J-сганда cos а  нинг уз- 
гаришини сон бирлик айланада 
Л(1; 0) нуктадан бошлаб мус- 
бат йуналишда ^аракатланаёт- м/а 
ган М (а) нукта абсциссасининг 
^згаришига караб кузатнш осон

I чоракда, [0, л/2] ораликда 
а  аргументнинг усишн билан 
М (а) нуктанинг абсциссаси мус- 
бат цийматлар кабул килаДи ва
1 дан 0 гача камаяди. Демак. 
аргумент [0, л/2 | оралнк.да уси- 
ши билан косинус 1 дан 0 га- 10.11-раем,
ча камаяди (10.11-раем).

11 чоракда, [л/2, л] ораликда а  аргументнинг усиши 
билан /И (а) нуктанинг абсциссаси манфий кийматларнн 
Кабул килади ва 0 дан — 1 гача камаяди. Демак, аргумент 
[л/2 л] ораликда усиши билан косинус 0 дан — 1 гача 
камаяди.

III чоракда, [л, Зл/2] ораликда о аргументнинг усиши 
билан М (а) нуктанинг абсциссаси манфийлигича колаве* 
ради ва — 1 дан 0 гача усади. Демак, аргументнинг 1л, 
Зл/2] ораликда усиши билан косинус—1 дан 0 гача уса
ди.



TV чоракда, [Зл/2, 2л] ораликда а  аргументнинг усиши 
билан М(а) нуцтанинг абсциссаси мусбат цийматларни Ка
бул циладн ва 0 дан 1 гача усади. Демак, [Зл/2, 2л] ора- 
Л1щда аргументнинг усиши билан косинус 0 дан 1 гача 
усади.

)^осил цилинган натижалардан жадвал тузамиз.

Чорак I II III IV

а
л/2

/
0

л
/

л
7

Зл
2

/
я

2л
/

Зл
2

cos а
камаяди

1
\

0

камаяди
0

\
—1

Усади
0

/
— 1

усади
1

/
0

sin а  ф у н к ц и я н и н г  у з г а р и ш и .  а  аргумент 0 дан 
2л гача усганда sin а  нинг узгаришини сон бирлик айла- 
нада /1(1; 0) ну^тадан бошлаб мусбат йуналишда ^аракат- 
ланаётган М (а) нуцта ординатасининг узгаришнга цараб 
текширамиз (10.11 - расм).

I чоракда, [0, л/2] оралнцда а  аргумент усиши билан 
М (а) нуцтанинг ординатасн мусбат цийматларни цабул 
цилади ва 0 дан 1 гача усади. Демак, аргументнинг [0, 
л /21 ораликда усиши билан синус 0 дан 1 гача усади.

II чоракда [л/2, л] ораликда а  аргумент усиши билан 
М (а) нуцтанинг ординатасн мусбатлигича цолаверади ва
1 дан 0 гача камаяди. Демак, аргументнинг [л/2, л] ора- 
лицда усиши билан синус 1 дан 0 гача камаяди.

III чоракда, [л, Зл/2] оралицда а> аргументнинг усиши 
билан М(а)  ну^танинг ординатасн манфий цнйматлар ца- 
бул цилади ва 0 дан — 1 гача камаяди. Демак, аргумент- 
нинг [л, Зл/2] оралицда усиши билан синус 0 дан — 1 
гача камаяди.

IV чоракда, [Зл/2, 2л] ораликда а  аргументнинг усиши 
билан М (а)ну^танинг ординатасн манфийлигича цолавера- 
ди ва — 1 дан 0 гача усади. Демак, аргументнинг [Зл/2, .  
2л] оралицда усиши билан синус — 1 дан 0 гача усади, 
^осил цилинган натижалардан жадвал тузамиз.
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Чорак 1 ■ п III IV
л Зл 2л

л/2 / о /a / л /  2 Зл
0

7 Л 2

усади камаяди камаяди усади
sin  a 1 1 0 0

/ \ \ /
0 0 —  1 — 1

tg а  ф у н к ц и я н и н г  у з г а р и ш и .  а  аргумент 10, 
п/2) оралицда уссин. Юцорида биз |0, л/2) оралицда си
нус 0 дан 1 гача усишини, косинус эса 1 дан 0 гача ка- 
майишини аницладик. Косинусни камаювчилигидан [0, л/21
оралицда —!—  нинг усувчи булиши келиб чицади. Таи- 

cos а
гене иккита мусбат усувчи функциянинг купайтмаендан 
иборат:

?ina Itg a  = -------= s in a ---------,
cos a  cos a

демак, [0, л/2) оралицда тангенс \ам усади.
а  аргументнинг л/2 га яцин (л/2 дан кичик) циймат- 

лари учун tg a  нинг цийматлари чексиз усади ва мусбат 
булади. Демак, |0, л/2) оралицда тангенс 0 дан -f  оо га
ча ^сади.

[0, л/2) оралицда a  —► л/2 ( ® < ^ - )  Да тангенснинг

чексиз усишини N нуцта ординатасининг узгаришидан 
. . .  нуцталарнинг ордннаталари) куриш мум

кин (10.12- раем). Х,ацикатаи,
а - » — да N(NV N3, . . . )  нуцта-

2
нинг ордннатаси катталиги жи- 
цатидан олдиндан берилган ^ар 
цанча катта мусбат сондан ор- 
тиши мумкин, демак, тангенс 
а - *  л/2 (а <  л/2) да чексиз 
усади.

II чоракда тангенс манфий 
цийматларни цабул цилади ва ар
гумент (л/2, л] оралицда усган- 
да—оо дан 0 гача усади (10.12- 
расм).

2S3
10.12- раем.



а  аргумент (л, Зл/2) оралн^да усганда тангенс 1 чо- 
рлкдаги каби усади ва аргумент (Зл/2, 2л) орали^да уси
ши билан тангенс II чоракдаги каби усади (10.12-расм). 
Тангенснинг аргумент 0 дан 2л гача усгандагн узгариши 
цуйидаги жадвалда тасвирланган:

Чорэк • II III IV

a
л/2

/
0

л
/

л/2

Зл

я ^ 2

2л
Зл ^
2

tg a
усади

+ о о
/

0

усади
0

/--00

усади 
+  00

/ '
0

$ сади 
0

/
--00

c tg <х ф у н к ц и я н и н г  у з г а р и ш и .  а  аргумент (0, 
л/2) оралицда уссин. Унда

cos а  1c tg a  = ------= ------ *cos а.
sin a  sin  а

Сннуснинг усншндан (0, л/2] срали^да камайишн ке-
sin  a

либ чч^ади. Унда c tg a  иккита мусбат камаювчи функ* 
циянинг купайтмасидан иборат экан. Демак, (0, л /2 | ора- 
ли^да c tg a  функция ^ам камаяди.

а  аргументнинг 0 га яцинлашувчи (0 дан катта) ций- 
матлари учун c tg a  кийматлар чексиз усади ва у мусбат 
булади. Демак, (0, л/21 оралицдз котангенс +  оо дан 0 
гача камаяди.

Котангенснинг камайишнни (0, я/21 оралицда a 0 да 
Р ну»\та абсциссаси (Р,, Р* . . .  ну^талар абсциссалари) уз-

гаришига ^араб кузатиш мум
кин (10.13-расм). а  нинг нолга 
яцин (нолдан катта) кнйматлари 
учун Р  нуцтанинг абсциссаси 
катталиги жн.\атидан олдиндан 
берилган \ар к>анча катта мус
бат сондан ортиц булиши мум
кин, демак, (0, л/21 оралицда 
котангенс +  оо дан 0 гача ка
маяди.

II чоракда котангенс ман
фий ь^ийматларни ^абул цнла-1Э. 13- расм.
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ди ва аргумент |л/2, л) ораликда усмши билан котангенс
О дан —оо гача камаяди.

а  аргументнинг (л, Зл/2) ораликда усиши билан котан
генс I чоракдаги каби камаяди ва аргументнинг (Зл/2, 
2л) ораликда усиши билан котангенс II чоракдаги каби 
камаяди (10.13- раем). Котангенснинг аргумент 0 дан 2п 
гача усгандаги узгариши ^уйидаги жадвалда келтирилган.

Чорак 1 II III IV

a
я/2

/
0

я
/

я /2

Зл_
2

/
я

2я
/

Зл
2

ctg a
камаяди
+ о о

\
0

камаяди
0

\
--00

камаяди
+  00

\
0

камаяди
0

\
— эо

10.1.6. Бир хил аргументнинг тригонометрик функция- 
лари орасидаги муносабатлар. А с о с и й  а й н и я т л а р .  Агар 
бир хил аргументнинг иккита тригонометрик функ- 
цияси бир хил ажщланиш со^асига эга булса ва аргумент
нинг йул куйиладиган барча .цийматларида тенг ь^иймат- 
ларни цабул килса, улар айнан тенг тригонометрик функ
циялар дейилади. А ргументларнинг йул куйиладиган барча 
цнйматларида уринли булган тенглик айният дейилади.

1. Бир хил аргументнинг синус ва косинуси квадрат- 
ларининг uuFunducu бирга тенг:

sin2 ос +  cos2 а  =  1. (10.23)

И с б о т и .  Сон бирлик айлананинг ихтиёрий М (а) ну^- 
тасининг х =  cos а  ва у  »  sin а  координаталари х2+  у2 =  1 
тенгламани каноатлантиради, шу сабабли исталган а  \а- 
циций сон учун (10.23) тенглик уринли.

2. (10.19) ва (10.20) тенгликларни цадма-^ад кЦпай- 
тириб,

iw «а-  sin  а  cos а  , . я  ,tg a -c tg c c = ------------- ---  1, —
cos a  sin  а  2

ни, яъни

tg a -c tg a  =  l, а ф ^ -k (10.24)
2

ни \осил циламиз.
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Н а т и ж а л а р :ч *
t g a = - - L - ,  а ф ^ . к .  (10.25)

ctga 2

c tg a  =  J - ,  а  ф ^ -k. (10.26)

3. (10.23) тенгликни cos* а  га ^адма-^ад булиб,

1 +  tg* а =  — а ф ^ + n k  (10.27)
cos* а  2

ни %осил циламиз.
4. (10.23) тенгликни sin* а  га ,\адма-.\ад бС)либ,

l + c t g * a  =  —— , а ф л к  (10.28)
sin* а

ни %исил циламиз.
Т р и г о н о м е т р и к  а й н и я т л а р н и н г  и с б о т  и. 

К,уйидаги айниятни исбот циламиз:
l - c o s a  =  _ j j n_a_   ̂ а  ф  n k  k  ^  z  (Ш  29) 

sin  а  1 с о т а

Б и р и н ч и  у с у л .  Тенгликнннг чап цисмини алмаш» 
тирамиз:

1 — сот a  _  (I — cos a )  (1 - f  cos a) _  1 — cos8 a  

sin a  sin  a  ( 1 + cos a )  s i n a ( l + c o s a )
_  sin* a  _ sin a

sin  a  ( 1 + cos a )  1 - f c o s a

Тенгликнннг чап цисми унг цисмига тенг. Айният исбот 
булдн.

И к к и н ч и  у с у л .  Пропорция хоссасига кура цуйида- 
гига эгамиз:

(1 — cos a) (1 -f  cos а) =  sin2 а ,
(1 — cos2 а) =  sin2 a , sin2 а  =  sin2 а.

Айният исбот цнлинди.
Асосий тригонометрик айниятлар ва уларнинг натижа- 

ларинн цулланиб, тригонометрик функцияни (бир хил ар- 
гументли) бошца исталган тригонометрик функция орцали 
ифодалаш мумкин.

Т р и г о н о м е т р и к  ф у н к ц и я л а р н и н г  с и н у с  ор
к а л и  и ф о д а с и .  (10.23) айниятдан цуйидагига эгамиз:

cos a = i  У  1 —sin^.
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Радикалларни уз ичига олган формулаларда +  ва — 
ишоралар ос соннинг ^айси чоракда ётишига ^араб цуйи- 
лади. cos а  нинг ^ийматини (10.19) ва (10.20) айниятларга 
цуямиз:

* sin а  . я  . ,
tg a  =  — - 7 = = ^ ,  а ф - Л -nk,

У 1 — sin 2a  2

"[/1 — sin* а  . ,ctg а  =  — ---------- , а  Ф  як.ь  sin а  »

1 0 .19-м и с о л .  s i n a  =  — 3/5, а £ ( З л /2 ,  2л) берилган. cos a ,  t g a  
ва c t g a  цийматларни ^исобланг.

3

Л/' . ( 3 \* 4 * “ 5 3Е ч и л и ш и .  cos a  =  | /  1 — )  =  — , t g a = - j -  =  — —,

Т
1 4

ctg а =  ;-----=  — —.
t g a  3

Т р и г о н о м е т р и к  ф у н к ц и я л а р н и н г  к о с и н у с  
о р ц а л и  и ф о д а с и .  (10.23) айниятга кура ^уйндагига 
эгамиз:

sin a  =  ±  У 1 — cos2 a.

s in a  нинг ^ийматини (10.19) ва (10.20) айниятларга 
цуйиб, ^уйидагиларни ^осил ^иламиз:

. у  1 — cos2 a  ,  71 , .tg a  =  — -------------- , a  Ф  "Г+лА,°  cos a  2
cos a  , ,c tg a  =  ——— a  ф л к .  

iz  V 1 — cos2 a

10 .20-м и с о л .  c o s a  =  — 4/5, a £  (л, Зл/2) берилган. sin  a ,  t g a  
ва c tg a  ^ииматларни ^исобланг.

3
C l / ,  ( 4 .* 3 . - 5 3E ч и л и ш и. sin  a =  — у  1 — ^— — J =  — — , tg  a = — ^ =  —

1 4
ctg a =

tg a  3

Т р и г о н о  м е т р и к  ф у н к ц и я л а р н и н г  тангенс ор- 
кали ифодаси. (10.27) айниятдан ^уйидагнни ^осил цила-



С08а= - у т + 1 р Т ’ 2 '
(10.19) айниятдан цуйидагини цосил циламиз:

sin a  =  tga-cos a, а ф  л/2 - f  nk.
Бу айниятга cos a  нинг топилган цийматини цуйиб, цуйи- 
дагини цосил циламиз:

sin a  =  —  .tga - , а Ф  +  nk.
^  V l  + t g * a  2

ctg a  =  ——, a #  — Л. 
t g a  2

1 0 .21 -м и с о л .  t g a  = — V 3 - , a g  я  ) берилган. sin  a , c o sa  

ва c tg a  ^ийматларии ^исоблаиг.

1 l Т /3Е ч и л и ш и .  ctg a  =  ------=  — —
t g a  У З  3

■ t g a  — y T  _  У Г
— У 1 +  tg* a  _ y i + 3 2

_______ j------ « J
cos a  =  — У  * — sin1 a =  — ^  j _  — = — — .

Т р и г о н о м е т р и к  ф у н к ц и я л а р н и н г  к о т а н 
г е н с  о р к а л и  и ф о д а с н .  (10.28) айниятдан цуйидагини 
\осил циламиз:

sin2 a = ----- !-----, а ф -nk,
l -j- ctg® a

sin a  =  — - t = L = = -  , a  Ф  nk. 
г  У 1  +  ctg* a

(10.20) айниятдан цуйидагига эгамиз:

cosa  =  c tg a -s in a , a  «= nk,
Бу айниятга sin a  нинг топилган цийматини цуйиб, цуйи- 
дагини цоснл циламиз:

С*8° М —Л. «V а



Хосил г^илинган формулаларнн жадвалга ёзамиз.

sin a cos a tg a

-------------- 1.
ctg a

sin a  

*

sin a Hz У 1 — sin1 a
sin a  

Hz V 1—sin*a
Hz V 1— sin*a 

sin a

cos a . п / i  2 . cos a ~  V 1 —ccs*a cos a
Hz у  1 — cos*a

cos a hi V  l" —cos4a

t g a
t g a 1

tg a
1

^  V i  +  tg * a ^  V  1 + t g * a tg a

i

c tg a
I c tg a 1

•

ctg a  ■
1t

z:  V i  +  ctg* a V I  +  ctg* a c t g a

10.14* рас*г..

10.1.7. Тригонометрик функ
цияларнинг жуфт ва то^лиги, 
уларнинг даврийлиги. Сон бир
лик айланада Q (a) ва N (—а) 
ну^таларни ясаймиз. Бу ну^та- 
лар абсциссалар у^ига нисбатан
симметрик (10.14- раем). AQ ва
AN ёйлар абсолют кийматлари 
буйича тенг, ишоралари буйича 
царама-^арши. Q ва N ну^талар 
бир хил абсциссага ва абсолют 
циимат буйича тенг, лекин ишора буйича ^арама-^арит 
ординатага эга. Булардан цуйидагилар келиб чи^ади: *

cos (— a) =  cos a. (1 о.30)
sin (— a) =  — sin a , (10.31)

яъни косинус жуфт функция, синус — тоц функция. Тан
генс ва котангенс тоц функциялар эканлигини курсатиш 
осон:

18 ( -  «) -  Щ = ^ г -  — -  tg a ,
cos (— a )  cos a
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tg(— «)■■ — tga, a  Ф  л/2 -f- лЛ. (10.32) 
Худли шунга ухшаш,

« • * ( - « ) - - = 2 - ------ ctga,sin (— a )  —s in а

яъни
c tg (— а) =  — c tg a , а ф п к .  (10.33)

10.22-м н е  о л. cos = c o s * j  =  sin ( — “ )  =»
. * _  V  2

Sm 4 2 e
/  Я \  Л [ п  \  Л

ч ( - 7 ) — ' « 7  — с и ( - т ) - —

10.23- м и с о л .  cos (— я) =  cos л  =  — 1, sin (— л) =  — sin л  =  0,
tg (— л) =  — t g я  =  0.

Агар давр деб аталадиган шундай мусбат сон
маржуд булсаки, а  аргументнинг берилган функция учун 
к.умкин булган исталган ^ийматида / ( a ± X )  =  f(a) тенг
лик уринли булса, /(а )  функция даврий функция дейилади.

К о с и н у с  ва с н н у с н и н г  д а в р и й л и г и .  Сон бир- 
лик айланада а  ва a  +  2nk сонлар учун ягона М (а) нуц
та мсс келади: М (a) =  М (а +  2лЛ), лекин cosa  ва sin a  
AI иуцтанинг цоординаталари булгани учун цуйидаги ай- 
ниятларга эга оуламиз:

cos a  =  cos (a  - f  2л£), (10.34)
sin a  =  sin (a  +  2£л), (10.35)

(10.34) вя (10.35) тенгликлардан куринадики, cosa  ва 
sin a  даврий функциялар, 2л эса уларнинг даврларидан 
бири экан.

cosa  функция учун 2л асосий давр (энг кичик мусбат 
лавр) эканлигинн исбот циламиз. Бунинг учун а  нинг йул 
цуйиладиган барча цийматларида (10.34) тенглик уринли 
буладиган Х ( 0 < Х < 2 л )  сон мавжуд эмаслигини курса- 
тиш керак. К^арама-царшисини фараз цилиб исбот циламиз. 
cosa  функциянинг даври Х ( 0 < Х < 2 л )  булсин, яъни 
cos (a +  X) =  cos a; a  =  0 дейлик, у цолда cos (0 +  Я.) =  
s= cos 0 =  1, лекин cos А, =  1 сон бирлик айлананинг фацат 
А (  I; 0) нуцтаси да уринли булиб, бу нуцта учун а  =  2лЛ.

яъни
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Аммо 0 < Я < 2 л  билан улчанаднган ёй А (1; 0) нуц- 
тада тугамайдн, шунинг учун унинг косинуси 1 га тенг 
булмайди. Бу ^арама-^аршилик cos (a  - f  =  cos а  тенглик 
уринли буладиган мусбат 0 < Х , < 2 л  сон мавжуд эмасли- 
гинн курсатадн. ^

X нинг энг кичик мусбат циймати 2л булади, чунки 
cos X =  1 учун X =  0, ±  2л, ±  4л, . . .  Бундан cos а  даври 
2л булган даврий функция булиши келиб чицади. Коси- 
нуснинг даврийлиги (10.34) формула билан ёзилади.

К,арама-каршисини фараз ь^илиб, (10.35) формуланинг 
уринли булишини исбот циламнз. Синуснинг даври X (0 <  
< Я , < 2 л )  сон булсин деб фараз цилайлик, унда sin (a-f-
+  X,) =  s in a .  a  =  — дейлик, унда sin f— - f  Я.) = s in  — =  1;

2 \ 2 / 2
лекин sin - f  X j =  1 сон бирлик айлананинг фа^ат 

B(0; 1) нуцтасида булиб, бу ну^та учун а = у  +  2л/г бу

лади. Демак, — +  X =  — - f  2л£. Бундан X =  2лА, лекин
•  2 2

фаразга кура 0 < Х < 2 л ,  у ^олда 0 < 2 л £ <  2л. Тенгсиз
лик ^адларини 2л га булиб, 0 <  k <  1 ни ^осил ^иламиз, 
лекин k фаразга кура бутун сон, 0 билан 1 орасида эга 
бутун сон йу^. Бу ^арама-^аршилик sin (a  4- Я.) =  sin a  
тенглик уринли буладиган Х <  t
< 2 л  мусбат сон мавжуд эмасли- 
гннн курсатади. X нинг энг ки
чик мусбат циймати 2л сон бу
лади, демак, sin а  асосий даври 
2л га тенг булган даврий функ
ция экан. Синуснинг даврийли- 
ги (10.35) формула билан ёзи
лади.

Т а н г е н с  ва  к о т а н г е н с -  
н и н г  д а в р и й л и г и .  Сон 
бирлик айланада а  ва a  - f  nk 
сонлар учун М (а) ва АГ(a  4-  nk) 
нукталар мос келади (10.15-расм). Демак, tg a  =  /M  ва 
tg (a +  лЛ) =  AN, у ^олда

tg a  =  tg (a +  л£). (10.36)

Равшанки, л сони тангенснинг асосий (энг кичик мусбат)
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даври булади, яъни (10.36) тенглик а  нинг а  =  — +  nk 

^ийматидан бошца барча кийматларида уринли. К,арама- 
каршисипи фараз килиш методи ёрдамида а  (а  ф- л& j

аргументнинг ихтиёрий ки‘",матиДа tg (a  +  X ) = t g a  тенг
лик бажарилиши мумкин булган мусбат Х <  л сон мавжуд 
эмаслигини исбот ^иламиз. а  =  0 булсин, у у>лда tg (0 +  
•+. X) — tg 0 = 0 , tgX.=0. Тангенс аргументинннгnk кийматла
рида А ва С нуцталарда нолга тенг (10.15-раем). УндаХ =л£. 
Фаразга кура 0 < Х < л  ёки 0 < л Л < л ;  бу тенгсизлик 
>;адларнни я  га булиб, 0 <  k <  1 тенгсизликни ^осил ки* 
ламиз, 0 билан 1 орасида эса k бутун сон йук. Бундан 
tg (a  -+* X) =  *6® тенглик уринли буладиган мусбат л 
сон мавжуд эмаслиги келиб чицади X нинг энг кичик 
мусбат кинмати л сони булади, демак, tg a  даври л га 
тенг булган даврий функция экан. Тангенснинг даврийли- 
ги (10.36) формула оркали ёзилади.

Котангенснинг даврийлиги цуйндаги формула билан 
ёзилади:

ctg a  =  ctg (a +  nk), a  Ф  nk. (10.37)

(10.37) формулани исбот цилишни укувчининг узига 
^авола киламнз.

10.24- м и с о л. 5in 3660° ни >;исобланг.

Е ч и л и ш и .  Синуснинг даврийлик хоссасидан цуйидагини ^осил 
к̂ и ламиз:

sin 3660° =  sin (360° • 10 +  603) =  sin 60’ =  У  3/2.

10.25 м и с о л .  sin 2,5 я  +  2 co s6,1 я  ни ^ис<У5ланг.

Е ч и л и ш и .  sin 2,5 я  +  2 cos 6,1 я=5Ш  (2 я + 0 ,5 я ) +  2соз(2я-3+  
+  0,1 я) =  sin 0,5 я  -j- 2 cos 0,1 я  % 1 +  2 cos 0,3142 =  1 + 2  0,9511 ==

=  2,9022.

10.26- м и с о л .  у =  cos 5х функциянинг давринн топинг.
Е ч и л и ш и .  Изланаётган дапрни к  ор^али белгилаб олиб,

cos 5 (х +  X) =  cos 5х ёки cos (5х +  5А.) =  cos 5* ни ^осил цнламиз, 
бундан 5Х. =  2я, яъни X =  2я/5 деган хулосага келамиз.

. 5х Зх
10.27- м и с о л .  у =  sin “з +  cos у  функциянинг даврини топинг.

Е ч и л и ш и .  ХаР бир ^ушилувчи даврларининг энг кичик умумий 
карралиси бу функциянинг эиг кичик умумий мусбат даври булади. 
1^уйидагиларга эгамиз:
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у  функииянинг дапри 30 л  га (X, ва X, даврларнинг умумий энг 
кичик карралисига) тенг.

10.2- §. Келтириш формула лари

10.2.1. Косинус ва синус даврлари ярмининг хоссаси.
Сон бирлик айл'анада ихтиёрий М(а) нуцтани ва ДО(а±л)

ну^тани оламиз. MN =  л, MAN =  — л (10.16. расм). Бу 
ну.^талар координата бошига нис
батан симметрии. Шунинг учун 
нуцталарнинг мос келувчи коор- 
динаталари абсолют киймат буйи
ча тенг, ишора буйича ^арама- 
царши. М (а) ну^танинг координа
талари (— х; у) ва N(а ± л )  ну^танинг 
координаталари (jc; — у). Демак,

cos a  =  — cos (a ±  л), (10.38)
sin a  =  — sin (a i  л). (10.39)

Косинус ва синус функциялар 10. 16- расм.
аргумент л га орттирилганда ёки 
камайтирилганда фацат ишораси буйича узгаради.

5л 7л
10.28- м и с о л .  Куйидагиларни ^исобланг: 1) sin -g-, 2) sin g-,

2л 5л /  2л \ /  5л \
3) co s— , 4) cos 5) sin I — — J; 6) cos I — — ) ,  7) sin 225%

8) cos (— 210°).
Е ч и л и ш и .  (10.38) ёки (10.39) формулаларнн ц$'ллаб, ^уйидагн* 

ларнн ^осил ^иламиз:
, 5л . /5 л  \  /  л  \  л  1

5 _  -  з .



2л /2л  \  /  л \  л  I
3) Co s T  =  - c o , ^ - n j  =  _ c o s ^ - T ) =  - c o s - I  =  - - .

/5л  \  я  у  J
Т  =  - - 2 ~ -

. si„ ( - j  +  n) =

- cos ( - ?  +  п) =

5л
4) cos -^ =

Б) sin ( - у ) -  (-?) =
sin у

6) CCS cos -6 =  -

У з
2

/ 3

7) sin 225° =  — sin  (225° — 180е) =  — sin 45° =  -  V  2/2.
8) cos (— 2 U H =  —cos ( -  210°+180’) =  -  cos (—30е) =  -cos30°=> 

=  — У  3/2.
10.2.2. Узаро тулдирувчи аргументларнинг тригономет

рик фуикциялари. иипшдиси л/2 ни ташкил цилувчиикки 
аргумент узаро тулдирувчи дейилади. Масалан:

1) л/6  ва л/3, чунки л/6 +  л/3  =  л/2;
2) 2 л/3 ва —л/6, чунки 2л/3 +  (— л/6) =  л/2.

Сон бирлик айлана у  =  х tv f- 
ри чизицца (I ва III координата 
бурчакларннииг бнссектрисасига)
нисбатан симметрик. АР =  а  ва
BN =  — а  (10.17-раем) булсин, у 
цолда Р (а ) ва N( ji/2 — а) нуцта- 
лар у  =  х тугри чизицца нисбатан 
симметрик булади. у  =  х тугри чн- 
зицда аксланганда $?цлар уз урин- 
ларинн алмашади, абсциссалар уци 
ординаталар укига угадн, ва ак
синча, ординаталар уци абсцисса
лар уцига утадн.

P (cosa; s in a) ва N |cos — a); sin «  |  нуцта-

ларнинг координаталарннн таццоелаб, N нуцтанинг абс- 
циссаси Р нуцтанинг ординатасига, ва аксинча, N нуцтанинг 
ординатаси Р нуцтанинг абсциссасига тенг булишини 
курамиз, бундан цуйидаги тенгликлар келиб чицади:

sin

cos
( 7 - ) -  

( f — ) -

cosa,

sin a.

(10.40)

(10.41)
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Узаро тулдирувчи аргументларнинг синуси ва косинуси 
орасидаги богланишни анодладик. (10.40) ва (10.41) фор- 
мулаларни цулланиб, узаро тулдирувчи аргументларнинг 
тангенси ва котангенси орасидаги богланишни ани^лаймиз:

/ я  \ s i nf T “ a )
tg — сЛ =  — L?------/ =  ^  =  c tg a ,

V2 У / л  \ s i n a  ь  *
' “ ( Г 0)

ЯЪНИ

tg (-^ — a ) = -c tg a , а ф  nk, (1042)

худди шунга ухшаш

, . cos ( —  —  a )
c t g ^ - a  ---------11------------- ilHfL =  tg a

V2 I  sin (— —  a )  cosa
\ 2 J

яъни

ctg (-J — a) =  tg a , а ф п / 2  +  п к .  (10.43)

Узаро тулдирувчи аргументларнинг тригонометрик 
функциялари формулалзрини одатда тригонометрик функ- 
цияларни я/4 (45°) дан кичик мусбат аргументга келтириш 
учун цулланилади.

10.29-ми с о л .  Куйидагиларни ^исобланг: 1) cos 70°, 2) sin 80°, 
п  v 2Л 5л*

3) cos у ,  4) sin у ,  5) cos у .

Ечилиши.
1) cos 70° =  sin 20°, 2) sin 80° =  cos 10°,

3X cos j  =  sin £  =  4) sin j  =  s i n [ ^  -  (  -  ^ - j ]  =  « « ( - - J ) -

n  У  3 
cos ё  =  T ’

5,15) cos — =  cos
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10.2.3. J  +  a, л ± а ,  у  ±  а,  2 л — а  аргументларнинг
тригонометрии функциялари. Куйидаги айниятларни исбот 
1̂ аламиэ:

sin ^  +  а  | =  cos а, (10 44)

c o s j j j - f a  =  — sin a , (10.45)

tg ( |  +  a ) = - c t g a ,  (10.46)

ctg ( £  +  a ] =  - t g a .  (10.47)

(10.44) ва (10.45) айниятларни исбот цилиш учун (10.42) 
ва (10.43) айниятларда а  аргументни — а  аргументга ал- 
маштирамиз ^амда жуфтлик ва то^лик хоссасини цулланиб. 
цуйидагини ^осил ^иламиз:

sin — (— a) j =  cos (— а), яъни sin ( +  a  j =  cos а

(10.45) — (10.47) айниятлар хам худдн шундай исбот 
цилинади.

10.30-ми с о л .  (10.44)—(10.47) айниятлариии к$ллапиб. куйида- 
гиларни ^исобланг: 1) sin 150°, 2) cos 120°, 3) tg 135°, 4) ctg ^л/3. 

Е ч и л и ш и .
1) sin 150° =  sin (90° +  60°) =  cos 60J =  1/2.
2) cos 120° =  cos (90° +  30) =  — sin 30° =  — 1/2.
3) tg 135° =  tg (90° +  45°) =  — ctg 45° =  -  1.

2л / л  л \ •  л
4) СВД -  _  c,g +  т ) _  _  tg -  _  _  К  З 'З.

л — а  а р г у м е н т н и н г  т р и г о н о  м е т р и к  ф у н к 
ц и я  л ар  и. 1^уйидаги айниятларни исботлаймиз:

sin (л — a) =  sin а , (10.48)
cos (л — а) =  — cos а , (10.49)

tg (n  — а) =  — tg a , (10.50)
ctg (л — о) =  — c tg a . (10.51)

(10.48) ва (10.49) айниятларни исбот ^илиш учун (10.38) 
ва (10.39) айниятлардан а  аргу.ментнн — а  аргументга ал-
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маштирамиз ^амда жуфтлик ва тоцлик хоссаларини ^ул- 
ланиб, ^уйидагиларни \осил ^иламиз:

sin [л -f  (— а)| =  — sin (— а), яъни sin (л — а) =  sin а, 
cos 1л +  (— а)| =  — cos(— а), яъни cos (л — а) =  — cos а.

(10.50) ва (10.51) айниятларни тангенс, котангенслар- 
нинг даврийлиги, жуфтлик ва тоцлик хоссаларини ^улла- 
ниб исбот ^илиш мумкин.

10.31- м и с о л .  (10.48) — (10.51) айниятларни куллачиб к,уйидагн- 
ларни ^исобланг. 1) sin 480°, 2) cos 150 , 3) tg 120°. 4) ctg  135V

Е ч и л и ш и .

1) sin 480° =  sin 120° =  sin (180’ — 60 ') =  sin 60’ =  У  3/2.

2) cos 150° =  cos (180’ — 30 ) =  — cos 30 ' -  — У  3/ 2.

3) tg 120°=  tg (180 - 6 0 ° )  =  — tg 60 =  — V J ,
4) ctg 135° =  ctg (180’ — 45°) =  — ctg 45° =  — I.

я  +  а  а р г у м е н т н и н г  т р и г о н о м е т р и и  ф у н к 
ц и я л а р и .  К,уйидаги айниятларни нсбот циламиз:

(10.52) ва (10.53) айниятлар куриниши узгарган (10.38) 
на (10.39) айниятлардир, (10.54) ва (10.55) айниятлар эса 
тангенс ва котангенснинг даврийлик форму лаларидир.

10.32-ми с о  л. (10.52) — (10.55) айниятларни кулланиб, цуйида- 
гиларни ^исобланг: 1) sin 225 , 2) cos 585°, 3) tg 210°, 4) ctg 240 .

Ечилиши.
1) sin 225° =  (sin 180° +  45=) =  — sin 45° =  -  У  2/2.
2) ccs 585’ =  cos 225° =  cos (180’ +  45 ) = -  cos 45’ =  — V'2/2.
3) tg 210° =  tg (180’ +  30c) =» tg 303 =  У з / 3 . _
4) ctg 240° =  ctg (180’ +  60°) =  ctg 60’ =  У  3/3.
Зяу  — а  а р г у м е н т н и н г  т р и г о н о м е т р и и  ф у н к 

ц и я л а р и .  К,уйидаги айниятларни исбот циламиз:

sin (л +  a) =  — sin а, 
cos (л - f  а) =  — cos а, 
tg (л +  а) =  tg а, 

ctg (л +  а) =  ctg а.

(10.52)
(10.53)
(10.54)
(10.55)

(10.57)

(10.56)
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ctg ( | _ « ) = t g a .  (10.59)

(10.56) ва (10.58) айниятларни цуйидагича исбот ^илиш 
мумкин:

sin (Зл/2—a )= s in  ^л +  , у  — а  | =  — s i n ^  — a j =  —cosa,

tg (Зл/2 — a) =  tg у  — a j  =  ctg a.

(10.57) ва (10.59) айниятлар худди шундай исбот ^и- 
линади.

10.33-м и с о л  (10.56) ва (10.57) айниятларни цулланнб, ^уйида- 
гиларни ^исобланг: 1) sin 600°, 2) cos 225°.

Е ч и л и ш и .
1) sin 600° =  sin 240° =  sin (270° — 30°) =  — cos 30^ =  — V 3/2.
2 cos 225° =  со, (270° — 45°) =  — cos 45° =  — V  2/2.

Qtt
y  +  a  а р г у м е н т н и н г  т р и г о н о м е т р и к  ф у н к 

ц и я  л а р и. Цуйидаги айниятларни исбот ^иламиз:
sin (3 л /2 -f  а) = — cos а, (10.60)
cos (Зл/2  -+- а) =  sin а , (10.61)
tg (Зл/2  - f a )  =  — c tg a , (10.62)

ctg (Зл/2  -f  а) =  — tg a . (10.63)
(10.56) — (10.5Э) айниятларда а  аргументни—а  аргумент 

билан алмаштириб ва жуфтлик, тон,.1ИК хоссаларини цул- 
ланиб, (10.60)—(10 63) айниятларни \осил ^иламиз.

10.34-ми с о л .  (10.60) вэ (10,61) айниятларни кулланйб, ^уйнда- 
гнларни ^исобланг: 1) sin 330°, 2) cbs 315°.

Е ч и л и ш и .
1) sin 330J =  sin (270’ +  60; ) =  — cos 60° =  —J /2 ,
2) cos 315° =  cos (270° +  45°) =  sin 45° =  V  2/2.

2 л  — a  а р г у м е н т  и и н г  т р и г о н о м е т р и к  ф у н к -  
ци  ял а р  и. К^уйидаги айниятларни исбот цнламиз:

sin (2л — a) =  — sin а, (10.64)
cos (2л — а) =  cos а , (10.65)
tg (2л — а) =  — tg а. (10.66)

ctg (2л — а) =  — ctg а. (10.67)

tg ^  — a^=ctga ,  (10.58)
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Даврийлик ва тоцлик хоссаларига кура цуйидагига эга 
миз:

sin (2л — а) =  sin (— а) =  — sin а.

(10.65) — (10.67) айниятлар худди шундай исбот кили- 
нади.

10.35-м и с о л .  (10.64) ва (10.65) айниятларни кулланиб, ^уйи- 
дагиларни \исоблаиг. 1) sin 300е; 2) cos 330\

Е ч и л и ш и .  1) sin 300° =  sin (360 — 60°) =  —sin60° =  — V  3/2,
2) cos 330° =  cos (360° — 30 ) =  cos 303 =  К  3/2.

Куриб утилган айниятларни жадвал куринишида кел- 
тирамиз.

Келтириш формулалари:

Функция

Аргумент
(радианллр. граду, лар) \

sin COS ig <*tg

1 —а — sin а
•

cosa — tg а — c tg a

2 “2 — а  (90" — а) cos а sin а ctg a tg a

3 я
2 + о  (90е -f  а) —sin а — ctg u —tg a

4 л — а  (180° — а) «in а j — соя а — tg a -  ctg a

5 1
л  +  а  (180° 4  а) — sin а — cos а ! tg а ctg a

•1
Ял
■j — a (270J— at — cos а  — sin а ctg a tg a

7 Зл
-J +  а  (270*4 а) sin а — ctg a — tg a

8 ! 2л—а  (360’ — а) — sin а cos а — tg a — c t g a

Келтириш формулаларидан цулланишда цуйидаги цои- 
далардан фойдалаиишли тавсия циламиз.
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1. Агар а  Ох у^дан бошлаб ^уйилса, келтирилаётган 
функциянинг номи, яъни — а ,  л ±  а ,  2л — а  аргументли 
функциянинг номи узгармайди. Агар а  Оу у^дан бошлаб
цуйилса, келтирилаётган функциянинг, яъни у  ± а ,  у
аргументли функциянинг номи унга ухшаш функция (си- 
нусни косинусга, тангенсни котангенсга, ва аксинча, тес- 
кариси) билан алмаштирилади.

2. Унг тарафдан олиниши керак булган тригонометрик 
функциянинг ишорасн чап томон ишораси буйича 0 < а < л /2  
деган фаразда топилади.

,3л  \
10.36* мисол. tg I —■ + а  1 учун келтириш формуласини тузинг.

Е ч и л и ш и .  а  Оу 5едан бошлаб ^уйилгани учун формуланинг 
^нг тарафига котангенс ^уйилади. Формула а  аргументнинг барча й$л 
куйиладнган цийматларида уринли, демак, 0 < а < л /2  учун \аы уринли. 
•Пекин бу )(Олда Зл/2 +  а  ёй IV чоракда тугайди, бу чоракда тангенс 

/ Зл \
манфий. У ^олда tg l - j  + a  J =  — c tg a .

10.3-§. Тригонометрик функцияларнинг графиклари

10.3.1 у  =  sin х ва у  =  cos х функцияларнинг график
лари. Тригонометрик функцияларнинг куриб утилган хос- 
саларидан ва келтириш формулаларидан фойдаланиб, три
гонометрик функцияларнинг графикларини ясаймиз.

yz=z s inx  функция графигининг ясалиши. Синуснинг 
даврийлигига асосан графикни [— л, л] орали^да ясаш 
етарли, чунки [— Зл, — л], [л, Зл]. |3л, 5л) ва к. лар- 
да функция графиги (—л, л] оралицдаги куринишга эга 
булади. Курсатилган оралицларда график синуснинг [—л, 
л | оралицдаги графигини чапга ва унгга суриш натижа
си да ^осил филинади. Синуснинг тоцлик хоссасини ^исоб- 
га олиб, графикни |0,л) оралицда ясаш етарли, чунки 

л, 01 оралицдагн график [0, л) орали^даги графикка 
координаталар бошига нисбатан симметрик булади. %Щп—
— а) =  s i nx хсссага кура х ва л — х нуцталар л/2 ну^- 
тага нисбатан симметрик деган хулосага келамиз, чунки х ар- 
|уккнт 10, л/2]оралнкдан утаётганда л —дг царама-^арши йу-
налишда^у, л|ораликдан утади. Шунинг учун у =  s i n x

функция графиги а* =  л / 2  турри чизиода нисбатан симмет- 
ри к лиги дан фойдаланиб, графикни 10, л/21 орали^да ясаш
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етарли. [О, л/2] ораликда 
у  == sin х функция 0 дан
1 гача монотон усади, у  
=  sinx функция графиги
ни сон бирлик айланада 
та^рибан ясаш учун [О, 
л/2) ораликда 0, л/8 л/4, 
л/3, л /8, л/2 ну^таларни 
ясаймиз (10.18- раем). Су иг
ра, аргументнинг 0, л /8, 
л/4, Зл/8, л/2 кийматла-
рини Ох уцда ясаймиз (бунда л/2 бирлик айлана радиуси- 
нинг% 1,57 узунлигини ташкил цилади). Аргументнинг бу 
^нйматларига (бу аргументларнинг синуслари кийматларига) 
мос келувчи ординаталарни ясаб ва ординаталарни силли^ 
чизиц билан туташтириб, тахминан синус графигини тас- 
вирловчи эгри чизицни ясаймиз. (О, л/2) ораликда к.анча 
куп булиниш нукталарини олсак, график шунча ани^ бу
лади.

10.19-расмда синуснинг [0, л] оралицдаги графиги кур- 
сатилган. Бу график [0, л/2) оралицдаги графикни х = л /2  
тугри чизиэда нисбатан симметрик акслантириш натижа-

10.19- раем.

y-smz ;

сида ^осил килинган. 10.20-расмда синуснинг (— л, л) 
орали^даги графиги курсатилган. Бу график (0, л | орали^- 
даги графикни координаталар бошига нисбатан аксланти- 
риш натижасида \ос\\л  цилинган. 10.21-расмда 2л даврли 
график тасвирланган. Синус функциянинг графиги синусоида 
дейилади.

я  \
у== cos х функциянинг графигини cos х =  sin (x +  у  I

формулага асосланиб ясаш мумкин. Бу формула у  =  cos* 
функциянинг графиги у  =  sin х  функция графигини чапга
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10.21- раем.

я /2 цадар суриш билан ясалишини курсатади (10.22- 
расм). Косинус функциянинг графиги косинусоида дейи
лади.

10.3 2. y  =  \ g x  ва y  — c t g x  функцияларнинг график- 
лари. у  =  tgx  функциянинг графигини ясашда тангенс- 
нинг даври л га тенглигини ^исобга оламиз, шунинг учун 
тангенс графигини (—л/2, л/2) оралицда ясаш мумкин.

Тангенс тоц функция, шунинг учун унинг графиги коор- 
динаталар бэшига нисбатан симметрик булади, унда гра- 
фикни (0. л/2) оралицда ясаш етарли. Бу оралицда тан
генс нолдан бешлаб чексиз усади. Сон бирлик айланада 

, (0. л/2) оралицда 0, л/8, л/4, Зл/8 нуцталарни ясаймиз. 
Тангенслар уцида бу аргументлар тангенсларининг ций- 
матларига мос нуцталарни ясаймиз (10.23-раем). Сунгра

 ̂ ,  y-sirrj у*:кх

х

10.22- раем.

10.23- раем. 10.24- раем.
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аргументнинг бу цийматларини Ох уцда ясаймиз b i  улар- 
га мос ординаталарни (бу аргументлар тангенсларининг 
цийматларини) ясаймиз. Ординаталарни силлиц чизиц 6л- 
лан туташтириб, тацрибан тангенс графигини тасвирлэвчи 
эгри чизицни цосил циламиз. [О, л/2) оралицда купрзц 
нуцталарни олиб, тангенс графигини цосил циламиз.

10.24- расмда тангенснинг (—л/2, л/2) оралицдаги гра- 
фиги берилган булиб, у тангенснинг [0, л/2) оралицдаги 
графигини координаталар бошига нисбатан акслантириш 
натижасида досил цилинган. 10.25- расмда тангенснинг

унинг (—л/2, л/2) оралицдаги графигини кет\*а-кет унгга 
ва чапга л, 2л, . . .  цадар кучириш натижасида цосил ци- 
линган графиги тасвирланган. Тангенснинг графиги тан
генсоида дейилади.
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айниятдан фойдаланамиз. Бу айниятдан куринадики, 
котангенснинг графигини ясаш учун тангенс графиги- 
ни Ох у^и буйлаб л/2 ь^адар чапга сурамиз ва \о -  
сил ^илинган эгри чизицни Ох уода нисбатан акслантнра- 
миз (10.26-раем). Котангенс графиги котангенсоида дейи
лади. Тангенс ва котангенсларнинг графиклари синус ва 
косинус графикларидан фарь^ли уларо^ даврий такрорла- 
надиган бир хил тармокларнинг чексиз тупламидан иборат.

10.4- §. Тескари тригонометрик функциялар
10.4.1 Синус ва косинуснинг берилган ^ийматлари буйи

ча ёйни (бурчакни) ясаш. aic sin х  ва arc cos дг функциялар. 
С и и ус  г а т е с к а р и  ф у н к ц и я .  i/ =  s inx  функцияни 
* € [ —л/2, ^/21 Да курайлик.

Маълумки, г/ =  sin jc функция [—л/2, я/2) ораликда
— 1 дан 1 гача монотон усади ва бу орали^ка тегишли 
барча ^нйматларни цабул цилади, шу билан бирга бу 
^ийматларнинг ^ар бирини бир мартадан цабул ^илади, 
яъни х [—л/2, я/2] ^ийматлар туплами ва у  £ [ — 1, 1) 
^ийматлар туплами бир-бирига узаро бир цийматли аксла- 
нади. Унда у ~  sin jc функция х £ [ —л/2, л/2] да моно
тон усувчи тескари функцияга эга. Бу функцияни аркси
нус функция (arc sin) дейилади.

Биз х £ [ — 1, 1) ораликда берилган ва —л/2 дан л/2 
гача монотон усувчи янги функцияни аницладик.

у  =  arc sin х функция таърифидан куринадики, sin (arc 
sin х) =  х, яъни arc sin х бу синуси. х га тенг булган
I—л/2, л/2) орали^даги сон экан.

f /~ c tg  x функция графигини ясаш учун ctg х =  — tg х̂

у  =  arc sin х функция учун

=arc sin х
arc sin (—х) =  —arc sin x

10.27- раем.

тенглик уринли. 
s-nx у  =  arc sin x функция гра

фигини тескари функция гра
фигини ясашнинг умумий цо- 
идаси буйича у  =  sin х функ
ция графигидан ^осил кила- 
миз. Бунингучун у = * х  тугри 
чизи^ни ясаймиз ва унга нис
батан [—л/2, л/2] оралицдаги 
синусоидани акслантирамиз 
(10.27- раем).
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10.37- м и с о л .  I/ =  arc sin x  функциянинг баъзи цийматларини 
фсоблаймиз:

1) arc sin 0 =  0, чунки sin 0 =  0,
2) arc sin (—1) =  —л/2, чунки sin (—я/2) =  1,
3) arc sin 1 =  я /2 , чунки (sin я/2) =  1,
4) arc sin ("V/3/2) =  я /3 , чунки sin (я/3) =* V 3 /2 ,
5) arc sin (— 1/2) =  я /6 , чунки sin (—я/6) =  — 1/2,
6) arc sin 3 маънога эга эмас, чунки 3 сони унинг аницланиш со- 

^асига кирмайди.

10.38-м и с о л . Синуси а га 
тенг булган ёйлар тупламини то- 
линг.

Е ч и л и ш и  1 -^ол . | а | < 1  
булсин (10.28-раем). Цуйидаги ей-

.

' v y r
РЧ

1 0

%

Г I
ларга эгамиз: АРХ =  arc sin а ва

АР2 =  л — arc sin а. Бу ёйларнинг 
.^ар бири а га тенг синусга эга.
Синуси а га тенг булиб, Рх ну^та- 10. 28- раем,
да тугайдиган ёйлар туплами

arc sin а +  2л&, k 6 2

формула билан ёзилади/ Синуси уша а га тенг ва Р2 нук- 
тада тугайдиган ёйлар туплами

я  — arc sin а +  2л к ёки —arc sin а +  л (2k +  1), k 6 Z 
формула оркали ёзилади; агар п 2к — жуфт сон булса, 
<— 1)" =  1 ва п =  2k +  1 — то»̂  сон булса, (— 1)п — — 1 
эканлигинн хиссбга олиб, бу иккита формулани битта 
формулага бирлаштириш мумкин:

(— 1 )n arc sin а +  л п, п 6 2.

2 -^ о л . £ й а = ±  1 га тенг синусга эга булсин (10.29- 
расм). У ^олда В нуцтада (яъни а  — 1 да) тугайдиган 
•ёйлар туплами

|  +  2л k. k € Z

формула билан, D  ну^тада (яъни а =  — 1 да) тугайдиган 
ейлар туплами

-  £  +  2яА, k € 2  

формула билан ёзилади.
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10.29- расм. 10.30- расм.

Синуси а га тенг (бунда | а | < 1 )  ёйлар (бурчаклар) 
ичнда (—п/2, л/2) оралицдаги arc sin а ёй асосий ёй ,\и- 
собланади.

Агар | а | >  1 булса, arc sin а маънога эга эмас.
10.39-Ми со  л. arc sin 4/5 ва arc sin (—4/5) ёйларни ясанг.
Ясаш 10.30- расмда бажарилган.

К о с и н у с г а  т е с к а р и  ф у н к ц и я .  jc 6 [0, л] да 
у  =  cos х функцияни курамиз. у  =  cos х функция [0, л) 

орали^да 1 дан — 1 гача монотон камаяди 
ва >̂ ар бир ^ийматни бир чаргадан цабул 
^илади, яъни х € | 0 ,  л) кийматлар тупла
ми ва у  6 [ — 1, 1| цийматлар туплами 
бир-бирига узаро бир цийматли аксла- 
нади. Демак, у  =  cosjc функция jc 6 

и*аrccosx л ) да монотон камаювчи тескари 
•функцияга эга Бу функция (arc cos)

♦ J* арккосинус функция дейилади. *
10 31 расм 1/= агс  cos JC функция х е [— 1. Пора-

н ли^да ани^ланган ва л дан 0 гача мо
нотон камаяди. у  =  arc cos х функция

нинг таърифидан куринадики, cos (arc cos х) =  jc, яъни 
arc cos д: бу косинуси x га Тенг [0, л] орали^даги сон 
экан.

*/ =  arc cosjc ф ун кц ия учун

arc cos (—jc) =  л arc cos jc

тенглик уринли.
у  =  arc cos jc функциянинг графи» и 10.31- расмда тас- 

вирланган.
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10.40- м и с о л .  y  =  a rc co sx  функциянинг баъзи ^иймат аринн 
^исобланг. ♦I

1) arc cos 0 =  я /2 , 2) arc cos 1 =  О,
3) arc cos (— 1) =  л, 4) arc cos (1/2) =  я /3 ,
5) arc cos (— 1 /2 /2 )=  Зя /4 ,6 ) arc cos (—3/4) =  — arc cos (3/4).

10.41 -M и со  л. Косинуси а га тенг ёйлар тупламини 
топинг. •

Е ч и л и ш и .  1 - * о л | а | < 1 .  (10.32-раем). Куйидаги
ёйларга эгамиз: А Р у=  arc cos а, АР2 =  —arc cos а. Бу ёйлар
нинг \ар бири а га тенг косинусга эга. Косинуси а га 
тенг ва P t ну^тада тугайдиган ёйлар туплами

arc cosa +  2л*. k £ 2

формула билан, косинуси уша а га тенг ва Рг ну^тада 
тугайдиган ёйлар туплами

—arc cos а +  2л£, k 6 Z

формула билан ёзилади.
Бу иккита формулани битта формулага бирлаштирнш 

мумкин:
+  arc cos а +  2л k, k £ Z .

2- ^ол .  Ей а --  ±  1 га тенг косинусга эга булсин 
(10.33-раем). У з^олда А ну^тада (яъни а = 1  да) тугай
диган ёйлар туплами

2л A, k 6 Z
формулалар билан, С нуцтада (яъни а =  — 1 да) тугайдн- 
ган ёйлар туплами

10. 32* раем. 10. 33- раем.
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л ( 2 * +  1) k £ Z
формула билан ёзилади.

Косинуси а ( | а | <  1) га тенг булган барча ёйлар (бур
чаклар) ичида [0, л] оралицдаги arc cos а ёй асосий ёй 
хисобланади. Агар | а | > 1  булса, arc cos а  маънога эга 
булмайди.

10.42- м и с о л .  Агар c o s a = " l / 3 / 2  булса, а  ни топинг.

Ж  а et>6 и. a  =  :£агс cos У 3/2 2л к=  :й  +  2л к.
10.43- м и  с о л .  Косинуси 0,4 га тенг ёйлар тупл.чмини формула 

билан ёэинг.
Ж а в о б и .  a  =  2 : arc ccs 0,4 ■+■ 2л k.
1 0 .44-м и с о л - Косинуси — 1/2 га тенг ёйлар тупламини формула 

билан ёзинг.
2л  ,

Ж а в о б и .  а  =  r t  -J +  2л

10.4.2. Тангенс ва котангенснинг берилган ^ийматлари 
буйича ёйни (бурчакни) ясаш. arc tg v ва arc ctg x функция
лар. Т а н г е н с г а  т е с к а р и  б у л г а н  ф у н к ц и я .  
y  =  t g x  функция (—п/2,  л/2) орали^да — ос дан +  ао 
гача монотон усади, яъни х £ ( —л/2,  л/2) ^ийматлар туп
лами ва у  6 R туплам (сон тугри чизиги) бир-бирига узаро 
бир кийматли аксланади. У э^олда г/ =  tg дс функция 
х  € (—л/2, л/2) ораликда монотон усувчи тескари функция
га эга. Бу функцияни арктангенс функция (arctg) дейилади.

у  =  arc tg х функциянинг ани^ланиш со^асн R (сон 
тугри чизиги). arc tgx  нинг кийматлар туплами эса (—л/2, 
л /2) орали^ булади.

у  =  arc tg x  функция таърифидан, барча х б  R  учун 
tg (arc tg х) =  х, яъни arc tg x  бу тангенси х га тенг бул
ган (—л /2, л /2) орлликдаги сон эканлиги келиб чицади.

у  =  arc tg х функция учун
*“**■ arc tg (—х) =  — arc tg х
тенглик j/ринли.

у  =  arc tg x функциянинг графиги 10.34-расмда тас- 
вирланган.

10.45- м и с о л .  у =  arc tg  х функциянинг баъзи цийматларини 
^исобланг.

1) arc tg  0 =  0, 2) arc tg  V 3 " =  я /3 ,
3) arc tg (— У з /З )  «= —л/6, 4) arc tg I ■= я /4 ,
5) arc tg (— 1) =  —я/4 .
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10.34- раем. «
10.46. Тангенси а га тенг ёйлар тупламини топинг,

Е ч и л и ш и .  arc tg a  ва АРг =  a rc tg a  +  л ёйл'фга 
эгамиз (10.35-раем). Бу ёйларнинг ?(ар бири а га тенг 
тангенсга эга. Р 1 ва Рг ну^таларда тугайдиган ёйлар туп
лами

arc tg а +  nk, k £ Z

формула орк,али ёзилади. Берилган а тангенсга эга Ьул- 
ган ёйлар (бурчаклар) ичида (—л/2, л/2) орали^даги 
arc tg а ёй асосий ёй ^исобланади. —л/2 ва л/2 ну^талар 
^иссбга олпнмайди, чунки бу. ёйларнинг тангенси аннк- 
ланмаган.

10.47- м и с о л  

Ж а в о б и .
10.48- м и с о л .

Агар tg а  =  V 3  б^лса, а  ни юлииг. 
л

а  =  arc tg У 3 nk  =  у  +  nk.
Агар tg a  =  —4/5 б^лса, а  ни топинг. 

Ечилиши. а = а гс  tg (—4/5) лекин arc tg (—4 /5 )= —arc tg( 
*олда а  =  — arc tg (4/5)- f  nk.

10.49- м и с о л .  arc tg (— 1,5) ёйни ясанг.
10.36-расмда arc tg (—1,5) ёйнинг ясалиши курсатилган.

1/5),

К о т а н г е н с г а  т е с к а р и  ф у н к ц и я .  у  =  ctg г  
функция (0, л) оралицда +  оо дан — оо гача монотон ка
маяди ва ^ар бир ^ийматни бир мартадан ^абул цилади, 
яъни jc 6(0, л) цийматлар- туплами ва y £ R  (сон тутри 
чизиги) туплам бир-бирига узаро бир цийматли аксланади. 
У ^олда у  =  ctg t  функция * 6 (0 , л) ораликда монотон 
камаювчи тескари функцияга эга булади. Бу функцияни 
арккотангенс функция (arc ctg) дейилади.

30‘J

i



10.36* раем. 10.37- раем.

у  =  arc ctg jc функциянинг аницланиш сохаси R (сон 
тугри чизиги), цийматлар туплами эса (0, л) ораликдир.

у  =  arc ctg х функциянинг таърифидан, барча х 6 R  
учун ctg (arc ctg х) =  х, яъни arc ctg х бу котангенс» х 
га тенг булган (0, л) оралицдаги сон эканлнги келиб чи- 
цади.

у  =  arc ctg х функция учун
arc ctg (—х) =  л — arc ctg x

формула уринли.
у  =  arc ctg x функция графиги 10.37-расмда курсатил- 

ган.
10 50- м и с о л .  y =  arcctgx функциянинг баъзи цийматларини 

дисобланг.

1) arcctg 0 =  л/2, 2) arc ctg У з  =  л/6,
3) arc ctg I =  л/4, 4) arc ctg (— 1) =  Зл/4,

5) arc ctg (— V 3 )  =  5л/6.

10. 51-м и с о л .  Котангенси а га тенг ёйлар тупламини 
топинг.

Е ч и л и ш и .  АРХ =  arc ctg а ва АР2 =  arc ctg а +  л ёй- 
ларга эгамиз (10.38-раем). Бу ёйларнннг ^ар бири а га 
тенг котангенсга эга, Р х ва Р2 нуцталарда тугайдиган 
ёйлар туплами

arc ctg а +  л£, k £Z
умумий формула билан ёзилади. Берилган а котангенсга 
эга булган ёйлар (бурчаклар) ичида (0, л) оралицдаги
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arc ctg а ёй асосий ёй ^нсобланади. О ва л нуцталар 
собга олинмайди, чунки бу ёйларнинг котангенси ани^- 
ланмаган.

10.52- м и с о л. arc ctg (—2) ёйни ясанг.
arc ctg (—2) ёйнинг ясалиши 10.39-расмда курсатилган.

10.4.3. Энг содда тригонометрик тенгламалар ва тенгсиз- 
ликлар. 109- т а ъ р и ф .  Дуйидаги тенгламалар энг содда 
тригонометрик тенгламалар дейилади: sin х = /л, cosx =  
=  /л, tg х =  т, ctg х =  m, бунда т — берилган сон.

Тригономегприк тенгламани ечиш деган суз тригоно- 
метрик функцияси берилган т цийматга эга барча ёйлар 
(бурчйклар) тупламини топиш демакдир.

10.10- таъриф. Цуйидаги тенгсизликлар энг содда три
гонометрик тенгсизликлар дейилади: Sin х >  /л, sin х <  т> 
cos x > m ,  c o s x < m.  t g x < m ,  t g x > m ,  c t g x > m ,  c tg x <
<  m, бунда m берилган сон.

Энг содда тригонометрик тенгликсизликни ечиш де
ган суз бу берилган тенгсизликни аниц сонли тенгсиз• 
ликка айлантирадиган барча 
ёйлар (бурчаклар) тупламини 
топиш демакдир.

sinx =  т т е н г л а м а .
sinx >  ш в а  sinx <  т т е н г -  
с и з л и к л а р .  sinx =  т тенгла
мани ечиш талаб цилинади.

Е ч и л и ш и .  Агар | т | <  1 
булса, синуси т га тенг ва 
охирлари ординаталар у^ига 
нисбатан симметрии булган

10.38- расм. 10.39- расм.



I

иккита arc sin m ва я — arc sin m ёйга эгамиз (10.40- 
расм). | — л /2 . л /2) оралицда абсолют киймати буйича энг 
кнчнк ва синуси т га тенг булган ёй sin* =  т тенглама- 
нинг бош ечими дейилади.

sinx =  т ( | / л | < 1 )  тенгламани каноатлантирувчи из- 
ланэётган барча ёйлар туплами топилган иккита ёйга си- 
нуснинг ихтиёрий бутун сондаги даврини ^ушиш билан 
топилади:

I arc sin m +  2nk, 
х ~  \  я — arc sin m +  2nk

ёки
j arc sin m - f  2л k,

X ~  I — arc sin m - f  (2k +  1)л.
Умумий ечимни битта

х — (— 1)" arc sinm - f  я n, n £ Z
формула бнлан ёзиш мумкин.

Агар | т | >  1 булса, тенглама ечимга эга эмас.
Хусусий доллар:

1) sin х =  — 1, х =  — - j-  +  2nk\

2) sirur =  0, х =  л к\

3) sinx =  1, х — — |- 2лА>.

10.53-м и с о л .  s iru r= 1 /2 тенгламани счииг.
Е ч и л и ш и .  Бош ечич | — л/2, л/2) оралицдаги ёй, яъни синуси 

1/2 га юнг булган л/6 ёй булади. Тенгламанннг умумий ечими
л

х =  (—  1)«  - 0 “  +  л л , n £ Z

формула билан ёзилади.
10.54-м и с о л .  sinx >  1/2 тенгсизликни ечинг.
Е ч и л и ш и .  Синуснинг чегараланганлик хоссаеига кура берилган

тенгсизликни 1/2 <  s iru  <  1 куринишда ёзилиши мумкин. sin х> 1/2 
тонгсизли/.ни биринчи дазрда (л/6, 5л/6) ораликдаги ёйлар цаноатлан- 
тиради (10.41- раем). Синуснинг даерийлигига асосан

/ л  5л \
( “g" +  2л*. -g  +  2л£ )

ёйлар туплами умумий ечим булади.
10. 55- м н е  о л. sin* <  1/2 тенгсизликни ечинг.
Е ч и л и ш и .  Синуснинг чегараланганлик хоссасини ^исобга олиб, 

берилган тенгсизликни

— 1 <  sin* <  1/2

312



кфринишида ёзиб олиш мумкин. sin* <  1/2 тенгензликни биринчи» 
даврдя (— 7л/6, я/6) оралидоги ёйлар туплами цаноатлантиради. Си
нуснинг даврийлик хоссасига кура

/ 7 л  я  \
^—“б~” “Ь 2 лк, +  2 nk J

ёйлар туплами тенгсизликнинг умумий ечими булади  
(10.42- раем).

cosjc =  т т е н г л а м а .  cos х >  m .co sx  < т  т е н г с и з -  
л и к  лар.  cos х =  т тенгламани ечиш талаб цилинади.

Е ч и л и ш и .  Агар | т | <  1 бул
са, абсциссалар у^ига нисбатан 
симметрии ва косинуси т га тенг
булган иккита APV =  arccosm ва
АРг =  — arc cosт ёйларга эгамиз 
(10.43- раем).

Косинуси т га тенг ва 10,л] 
орали^даги энг кичик мусбат arc 
соsm ёй cosjc =  т тенгламанинг 
бош ечими дейилади. Cosa =  т 
( | т | < 1 )  тенгламани ^аноатлан- 
тирадиган изланаётган Ларча ёйлар 
туплами топилган иккита ёйга ко
синуснинг ихтиёрий сондаги жуфт даврини ^ушиш оилан< 
топилади:

х =  ±  arc cosm - f  2 nk.

Агар | m | >  1 булса, тенглама ечимга эга эмас.
Хусусий доллар:

10.41-раем. 10.42-раем.
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д

10.45- раем.

1) cosx =  — 1, х = ± л + 2 я к  ёки х =  (2k +  1) я;

2) cosx =  0, х =  ~  - f  пк\ 3) cosx = 1 ,  х  =  2як.

10. 56- м и с о л. cosx =  — 1/2 тенгламаня ечинг.
Е ч и л и ш и .  (0, я) оралицдаги ёй, яъни косинуси — 1/2 га тенг 

^  л 2л
б у л ган АРХ =  л — J  ёй тенгламанннг бош ечими булади.

2л
Тенгламанинг умумий ечими: =  —  +  2nk  (10. 4 4 -раем).

10.57-м и с о л .  соях < — 1/2 тенгсизликни ечинг.
Е ч и л и ш и .  Косинуснинг чегараланганлик хоссасини ^исобга

олиб, тенгсизликни
— 1 < соях < — 1/2

^  я  я  2л ^  ^
куринишда ёзиш мумкин. Ей А Р ^  -у -  +  — . Ей АРг=*

Зл я  • 4л
=  ~2 —_6~=="з (,°* 45‘ Р^)*

/  2л 4 я  \
cosx <  — 1/2 тенгсизликни биринчи даврда "з— ) °Ра*

лицдаги ёйлар цаноатлантиради. Косинуснинг даврийлигига асосан 

/ 2 л  4л • \
(— + 2 лА, —  + 2 л* J

ёйлар туплами умумий ечим булади.
10.58- м и с о л. cosx >  — 1/2 тенгсизликни ечинг.
Е ч и л и ш и .  Косинуснинг чегараланганлик хоссасига кура

— 1/2 <  cosx <  1
/  2л 2 я \

«и езамиз. cosx >  — 1/2 тенгсизликни биринчи даврда I — — e - j — 1 

оралицдаги ёйлар цаноатлантирадн (10.44- раем).
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/  2я 2л \
Тенггигликнииг умумий ечими I —- у  -f  2я&, — -f  2я£ 1

ёйлар туплами булади.
tgx =  m т е н г л а м а .  tg х ^ т ,  tgx <  т т е н г с и з л и к 

л а р .  tgx =* т тенгламани ечинг.
Е ч и л и ш и .  ТангенсИ т га тенг ва (— л/2, л/2) ора- 

лицдаги абсолют киймати буйича энг кичик arc tgm ёй 
tgx =  т тенгла нанинг бош ечими дейилади.

Изланаётган tgx =  т тенгламани ь^аноатлантирадиган 
барча ёйлар туплами бош ечимга тангенснинг ихтиёрий 
сондаги даврини ^ушиш орцали топилади: ♦

х =  arc tg/л -f  я  Л.
Хусусий ^ол: tgx =  0, х =  я£. ,

10.59- м и с о л .  tgx =  V -З "снгламани ечинг.
Е ч и л и ш и .  (— л/2, я/2) оралиедаги ёй. яьнитангенси “y /J"  гэ

тенг булган -у - бош ечим булади. Умумий ечим

л
х =  +  лк

формула билан ёзилади.
10.С0- м и с о л .  tg* >  1 / 3” тенгсизликни ечинг.

^ Е ч и л и ш и .  Тангенснинг чегараланмаганлигини ^исобга олиб, 
1 /3  <  tgjc <  - f  оо деб сзакиз. tgx >  ^ / 3" тенгсизликни биринч» 
даврда (я/3, я/2) орали^даги ёйлар мноатлантиради. Тангенснинг 
даврийлиги га асосан

( л  я
“ З" + л * .  ~y  + n k

ёйлар туплами умумий ечим булади.

Б а ъ з и  т р и г о н о м е т р и к  т е н г л а м а л а р н и н г  
е ч и л и ш и .  Энг содда тригонометрик тенгламага келти- 
риладиган анча мураккаб куринишдаги тригонометрик 
тенгламаларга дойр бир нечта мисолларнн куриб чикапиз*

10. 61 • м и с о л. 2 cos** +  3 sinx =  0 три гонометрнк тенгламани 
ечинг.

Е ч и л и ш и .  cos2x ни унга аГ.ний тенг 1 — sin2x ифода билан 
алмаштириб, 2 sin2x — 3 sinx — 2 = 0  ни хосил киламиз. Бу тенгла- 
мани sinx га нисбатан ечиб, sinx =  2 на sinx =  — 1/2 ни *осил ци- 
ламиз. Берилгап тенглама иккита энг содда тенгламага тенг кучли. 
sinx =  2 тенглама ечимга эга эмас. sinx =  — 1/2 тенгламадан 

л  л „ 5я я
х  =  — -g -  +  2лЛ ва х =  —-g— -f- 2nk ёки х =  — -g -  (— I )/* -f-
+  лл, бунда k , т  — ихтиёрий бутун сонлар.
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10.62- м и с о л .  cosx — sin* =  0 тенгламани ечинг.
Е ч и л и ш и .  cos* — sin* =  0 тенглама бир жинсли (чап томони 

-sin* ва cos* га нисбатан бир жинсли булган, унг томони эса нолга 
тенг тригонометрик тенгламалар бир жинсли тенгламалар дейилади).

Тенгламанинг иккала томонини cos* га б$ламиз (бундай б^лиш 
5’рунли, чунки cos* =  0 да тенглама цаноатлантирилмайди):

л
1 — tg* =  0 , tg* =  1, * = —  +  я*.

10.G3- м и с о л .  2 sin1* — sin*cos* — 3cos** =  0 тенгламани 
ечинг.

Е ч и л и ш и .  Берилган тенглама бир жинсли. Тенгламанинг икка
ла томонини cos** га (со*** Ф 0) буламиз. 2 tg2* =  tg* — 3 =  0.

Тенгламани tg* га нисбатан ечиб, tg* =  — 1 ва tg* =  3/2 ни
л

сил ^иламиз. Биринчи тенгламадан * = — -f  nk  ва иккинчи тенг-
3

ламадан * =  arc tg - у  - f  nk  га эга буламиз.
10.64- м и с о л .  cos 5* =  0 тенгламани ечинг.

5 л  л
Е ч и л и ш и .  5 * = “2" +  л£, бундан * k .

10.5-§. Кушиш формула лари ва уларнинг натижалари

10.5.1. Икки аргумент йигиндиси ва айирмасининг 
тригонометрик функциялари. И к к и  а р г у м е н т  й и F и н - 
д и с и в а  а й и р м а с и н и н г  к о с и н у с и .  Бирлик доира-

ца ОМ =  {*; у } радиус- вектор 
sina) qx билан а  бурчак ва O N =

«/«.«.-А " t o  у '} М ур-
А (Г0) ЧЗК ^0СИЛ к.илсин (10.46-раем),

х  У х>олда | а  — Р | <  л шартда ON
ва ОМ радиус вектор орасидаги 
бурчак а  — р булади. Бирлик 
доирада мос равишда ^уйидаги- 

10. 46- раем. ларга эгамиз:

х =  cosa, у  =  sina; х х =cosP ва y t =  sinp.

ОМ ва ON векторларнинг скаляр купайтмаси ОМ*OjV=-
«= \OM\AON | • cos (a — Р) булади. Координаталар орь^али 
ифодаланган скаляр купайтма
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ОМ• ON =  х • x t - f  У • Уi =  cos«  C° SP +  s>n« s >n P 
та  тенг.

Векторларнинг узунлиги 1 га тенг булгани учун

cos (a — P) =  cosa cosp - f  sina sinp (10.68)
га эгамиз.

Икки аргумент айирмасининг косинуси t y  аргумент- 
лар косинуслцри йигиндисига шу аргуменгтар синуслари 
купайтмасини ыушилганига тенг.

(10.68) формула а  ва р аргументларнинг барча цнймат- 
лари учун уринли, чунки исботлашда фойдаланилган тео- 
ремалар аргумёнтларнннг ихтиёрий цийматлари учун урин- 
ли.

(10.68) формулада р аргументни— р га алмаштириб. 
cos (a +  P) =  cosa  cos (— P) +  sinasin (— P)

ёки
cos (a -t-P ) =  cosa cosp — sina sin p (10.69)

формулани з^осил циламиз.
Икки аргумент йигиндисининг косинуси шу аргумент- 

лар косинуслари купайтмасидан уларнинг синуслари Kij- 
пайтмасини айирилганига тенг.

И к к и  а р г у м е н т  й н г и н д и с и  ва  а й и р м а с и 
н и н г  с и н у с и .  Икки аргумент йигиндисининг синуси 
форчуласини >̂ осил цилиш учун (10.68) формуладан фой- 
даланамиз:

sin(a +  Р) =  cos ["Г  — (a +  Р) ] =

=  c o s [ ( * r ~ a ) — Р ] =
=  cos^-f- — a  j  cosp +  sin — a  j  sinp

яъни
sin (a +  P) =  sina cos3 +  cosa sinp. (10.70)

Икки аргумент йигиндисининг синуси биринчи аргу
мент синуси билан иккинчи аргумент косинусининг ку
пайтмаси плюс иккинчи аргумент синуси билан биринчи 
аргумент косинусининг купайтмасига тенг.
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(10 70) формулада р аргументни — р га алмаштириб 
sin (a — P) =  sina cos (— P) +  cosa sin (— P)

еки
sin (a — p) =  sina cosp — cosa sinp (10.71)

ни ^осил циламнз.
Икки аогумент айирмасининг синуси биринчи аргу

мент синуси билан иккинчи аргумент косинуси купайт- 
масидан иккинчи аргумент синуси билан биринчи аргу
мент косинуси купайтмасини айирилганига тенг

(0 .6 9 ) — (10.71) формулалар а в а р  ларнинг истал
ган ^ийматлари учун уринли.

Авва/i келтириб чицарилган ^амма келтириш формула- 
лари ^ушиш формуласининг хусусий ^олларидир.

И к к и  а р г у м е н т  й и г и н д и с и в а  а й и р м а с и 
н и н г  т а н г е н с и .  (10.70) ва (10.69) формуладан икки 
аргумент йигиндисининг тангенси учун формулани ^осил 
циламиз:

. , __ sin (a -f- P) __ sina cosp -f- cosa sinp
® P ' cog ( a - f  p) cosa cosp — sina sin*

cosa =5̂ =0 ва c o sp ^ O  деб фараз цили ва унг томонда 
турган касрнинг сурат ва махражини cosa cosp купайтма- 
га булиб цуйидагини .\осил циламиз:

cosa cosp cosa cosp cosa cosp
cosa cosp sina sinp j sina sinp

еки

cosa cosp cosa cosp cosa cosp
tga +  tgp  
1—tga tgP *

I 8 ( « + W -  (Ю.72)

Икки аргумент йигиндисининг тангенси шу аргумент- 
лар тангенслари йигиндисини бир билан бу аргументлар 
тангенс ларининг кдпайтмаси орасидаги айирмага бдлин- 
ган ига тенг.

(10.72) формулада р аргументни — р га алмаштириб 
цуйидагнни )\Осил к,иламиз:

tga +  tg (— Р)



ёкн

te(c -  Р) -  • (10.73)

Икки аргумент айирмасининг тангенси шу аргумент- 
лар тангенслари айирмасини бир ва бу аргументлар тан- 
генсларининг купайтмаси йигиндисига булинганига тенг.

Котангенс учун кушиш ва айириш формулаларини тан
генс формулалари каби хрснл килиш мумкин:

ct^ (<х ч- В)—- 1 ^  tgQ tg^==:— ( Ю 74) 
С 8  ±  р; tga i t  t $  ctgp i t  ctga * i U- v

10.65-м и с о л .  sinl5°, cosl5°, tg 15° ва ctgl5° ни ^исобланг. 

Е ч и л и ш и .
sin 15° =  sin (45° — 30°) =  sin 45° cos 30° — cos 45° sin 30° =

v r  y r  y i  _L У Г  ( x / r _ u .
-------2----------- 2-----------2 ' 2 ------ 4—  (К З l ).
cos 15° =  cos (45° — 30е) =  cos 45° cos 30° +  sin 45° sin 30° —

< v r + •) ;

"  s° - l r §  -  - w r r  - 2 -  v r ;  c,e l5’" w ^ r -
=  2 + у Г .

10.66- м и с о л .  sin 70° cos 40° — cos 70° sin 40° ни *исобланг. 
Е ч и л и ш и .  (10.70) формулани ^улланиб, цуйндагини дои л

«{И лам из:
sin70° cos40° — cos 70° sin40° =  sin (70° — 40°) =  sin 30° =  1/2.

10.67- м и с о л .  Агар cosa =  3/5, cos? =  4/5 вз я /2  <  а < я ,  
л  <  p <  Зл/2 булса, cos (a +  0) ни ^исобланг.

Е ч и л и ш и .  а  ва 0 бурчаклар тегишли булган чоракни ^исобга 
олиб, sina ва sinf) ни ^исоблаймиз:

•кш - у ( 4 7 - - f ’ — V Ш 1-

- 4 -
Берилган па топил гаи цийматларни (10. 69) формулага ^уйиб, цуйи- 
дагини *осил циламиз:

3/ 1 «ч 3 4 4 ( 3 \  24 COS (a  + 0 ) = Х  • T - T ( - T j  =  - 25- .
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10.68- м и с о л .  sin2* c<xx=cos2jc sin* теигламани ечинг.
Е ч и л и ш и .  sin2x c o sx — co s2* sin* =  О, яъни sin(2x —  jt)  =  0, 

einjf =  0, x  =  Jik.

10.5.2. Иккиланган ва ярим аргументнинг тригономет
рии функииялари. Аргумент к$шилувчглари тенг булган 
хусусий дол учун цушиш теоремасини к урн б утамиз. Бун
да 2а аргументнинг тригонометрик функцнясини а  аргу- 
ментнинг тригонометрик функцияси орцали ифодалаш фор
мул аси ни досил циламиз:
sin2a =  sin(a +  a) =  sin acos a  - f  sin a  cos a  =  2sin a  cos a. 
cos 2a =  cos(a +  a ) =  cos a  cos a  — sin a  sin a =  cos?a — sin2a.

i n  a -/ • v tg a  - f  tg a  2tg atg2a =  tg(a +  a ) =  — .■ . *-----=b 1 1 — tg a  tg a  1 — tg2 a

Биз иккиланган аргумент тригонометрик функциялари- 
нинг цуйидаги фсрмулаларини досил цилдик:

sin2a  =  2sinacosa, (10.74)
cos2a =  cos2 a  — sin2 a , (10.75)

t e 2 a = - r = n g T ’ a * i r  +  nk ва +  - f *  (10.76)
Иккилинган аргумент кссинусининг формуласини цуйи- 

даги куринишларда цуллан^ш цулай: 
cos 2 a  =  cos2 a  — sin2 a  =  cos2 a  — (1 — cos2 a) =  2 cos2 a — 1,
cos2a =  ccs2 a  — sin2 a  =  1 — sin2a  — sin2 a  = 1  — 2 sin2 a.

Биз иккиланган аргумент косинусини бу аргументнинг 
фацат кссинуси ёки фацат синуси орцали ифодалаш фор- 
мулаларини досил цилдик:

cos2 a  =  2 cos2a  — 1, (10.77)
c o s 2 a =  1 — 2 sin2 a. (10.78)

10.69- мисол. tg 3 a  ни tg a  орцали ифодаланг.
Е ч и л и ш и .

2 tg a  .
------------ — -4- te a

t g 2a t +  tg a  I — tg*  a  3 t g a — tg*a.
„  3 с  - t g  (2 a  +  «) .  - ■  ^  -  , _  з  V  -

1 1 — tg*alg a
10.70- м и с о л .  Агар sin a  =  4/5 ва я /2  <  a  <  я  булса, sin2 a  

ни ^исобланг.
__________________ 3

Ечилиши. cos a  =  — V 1 — (4/5)* =  — i*-, (10.74) формулага njpa, 
sin 2 a =  2(4/5)(—3/5) =  — 24/25 ни *осил циламиз.
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10.71- м и с о л .  Агар s in a  = — 0.3  булса, cos2a ни ^нсобланг. 
Е ч и л  и ш и. (10.78) формулами ^улланиб, cos 2a  =  I — 2(—0,3)* =

=  0,82 »и >;осил кай лам из.
10.72- м и с о л .  Агар tg a  =  — 0. 6 булса, tg 2 a  ни ^нсобланг.

2(“~0 6) _| 2
Е ч и л и ш и .  (10.76) формула буйича tg 2a =  j 11q~35 =  q 54 =*

15
=  — -g- ни \ос\\л цилачиз

10.73- м и с  о л. sin За ни ^исобланг.
sin 2a  =  sin(2a  4- a) =  sin 2a  cos a  +  cos 2a  sin a  =

=  2 sin a  cos a  cos a  -f (cos*a — sin*a) sin a  =  2 sin a  cos2a  4 *
-f- cos2 a  sin a  — sin3 a  =  3 sin a  cos2a  — sin8 a  =  3 sin a  — 4 sinsa.

17.74* м и с о л .  sin a cosjc =  1/2 тенгламани ечинг. #
Е ч и л  и ш и. Чап на унг томонии 2 га к$иайтириб, ^уйидагини 

^осил ^иламиз:
я  я

2 sin х  cosjc =  1, sin 2 дс =  1, 2х =  - у  - f  2 л£, x = - ^ -  +  nk.

а  аргументнинг тригонометрик функцияларнни а/2  ар
гументнинг тригонометрик функцияларн орцали ифодалай- 
миз. Бунинг учун (70.77) ва (10.78) формулалардан фой- 
даланамиз. Бу фэрмулаларда а  аргументни а/2  аргумент 
билан алмаштириб, ^уйидагиларни ^осил циламиз:

cos a  =  2 cos2 у  — 1 ёки — ■ ” s q *= cos2 у-, (10.79)

cosa =  1 — 2 sin2у  ёки ^osq = s in 2у ,  (10.80)

бундан

cos J  =  ± | / L ± ^ 08a, (10.81)

sin ■—  =  ±  j / . (10.82)

Бу ерда илдиз олдидаги ишора а  аргументнинг цайси 
чоракда жойлашишнга ^араб цуйилади.

(10.82) ни (10.81) га ^адма-^ад булиб, цуйидагини хр- 
сил циламиз:

t g — =  ± 1 / Е Е “ Е“ , а # я  +  2л*. (10.83)
2 г 1 +  cos а

Илдиз олдидаги ишорани tg у -  нинг ишораси билан 
бир хил цилиб олиш керак: агар a/2  I ёки III чоракка те-
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гишли булса, - f  ишора, а/2  II ёки IV чоракка тегишли бул
са — ишора олинади.

(10.81) ни (10.82) га ^адма-.\ад булиб, цуйидагинн \о- 
сил киламиз:

ctg —  ~ * ± Л / ) +  005(1, * ф 2 п к .  (10.84) 
2 г 1 — cosa

(10.83) ва (10.84) формулалар >'рнига tg - y  учун а  ар-
гументнинг тригонометрик функиияси оркали рационал 
ифодани берувчи формулаларни \oc\ui цилиш мумкин.

sin—
tg —  = -------  га эгамиз, cos ^  Ф  0 деб оламиз. Бу шарт-

2 cos —
2

да ^нг томоннинг сурат ва махражини 2 cos га купай- 
тириб, цуйидагини хрснл циламиз:

2 sin —  cos —
* a  2 2
‘g — =

2 2 cosJ —
2

лекин

2 sin cos =  sin a  ва 2 cos2- |-  =  1 +  cos a . у ^олда

{ е - т = = т т ^ ’ а ф 1 1  +  2 п к -  ( i a 8 5 )

Худди шунга ухшаш ^уйидаги тенгликларнн исбот ци- 
лиш мумкин:

(10.85)

(10.87)

( 10.88)

a  1 — cos a
2 sin a  *
a I +  cos a

* 2 sin a

a и sin a
2 1 — cos a

(10.86) ва (10.87) тенгликларда чап ва унг томонлар 
хар хил анн^ланиш со.\аларига эга. (10.86) тенгликда чап 
томон а Ф  л +  2nk, унг томон эса а Ф  л^аннкланишсо.^а- 
сига эга. (10.87) тенгликда чап томон а ф 2 п к ,  ^нг томон 
эса а Ф  nk аншуюнишсо^асига эга. (10.88) тенгликда ани^- 
ланиш со.\алари устама-уст тушадн. (10.86) ва (10.87) фор-
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мулаларни тригонометрик тенгламалар ечишда цулланганда 
уларнинг аницланиш со^алари устма-уст тушмаслигини 
^исобга олиш керак.

10.75- м и с о л .  sin а  =* 0 ,6  ва 0 <  а  < я /2 ; s*in(a/2), cos(a/2) па
tg(a/2) ни топинг. ___

Е ч и л и ш и  со< a  =» V 1 — 6 ,36 =  0 ,8 . (10.82) ва (10.81) фор
мулалар буйича цуйидагини топамиз:

sin _?L =  “I /  1 ~10, _  =  у  о Т  =  У ~2 Г 2 У ' 10 •

А  -  1 +  М - =  1 0 9  =  -2 3 ^ ,  tg JL  =  JL 
2 У 2 '  10 2 3*COS

Т р и г о н о м е т р и к  ф у н к ц и я л а р н и  я р и м  ар
г у м е н т  т а н г е  и си о р ц а л и  и ф о д а л а ш .  Ихтиёрий 
аргументлн барча тригонометрик функциялар шу аргумент 
ярмининг тангенси орцали рационал ифодаланади. s in a  ва
cos а  ни tg орцали ифодалаймиз.

sin a  =  2 sin cos cos a  =  cos* -------sin* ~

ларга эгамиз. Бу тенгликларнинг унг томоннни 1 =  
=  sin* cos* ~  га булиб, цуйидагини цоснл циламиз:

2 s in -2 - cos ~  cos* -2 -  —sin* -5L
sm a  = ------------------ . cos a =

sin* —  4-cos1— sin* J L + c o s * - fL
2 2 2 2

Бу тенгликларнинг унг томоннни cos* га булнб, 
цуйидагини ^осил циламиз:

s in a  =  — ----- -— , (10.89)
I + V - T  

1cosa  -- ------------ .
l+ ‘8*X  (10.90)

(10.89) ва (10.90) формулалардан цуйидагини досил ки» 
ламиз:
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(10.91)

(10.92)

-2- =  -^- +  л£, да, яъни барча а  =  л (2 £ + 1 ), k £ Z  ций-
матларда ^осил килинган формулалар уз маъносини йук,о- 
тади.

10.76-м и с о л .  Агар tg -SL = 3  булса, 5c-osa~ .3 ифодани *и-
2 10 sin a  +  1

собланг. С
Е ч и л и ш и .  (10.89) ва (10.90) формулалар буйича s in a  =  — —=1 -["У

Q 1 __ О 4
=  — , cos a  =  '-------=  — _  ни ^осил циламиз, демак,

5 1 -f- 9 5

5 cos a  — 3 — 4 — 3 __ j
10 sin a  4-1 6 +  I

10.77- м и с о л. 3 sin jc -Ь 4 cos x  =  4 тенгламанп ( чинг. 
Е ч и л и ш и .  sin дс ва cos x ни г  =  tg(x/2) орцали ифодалаймиз:

2г 1 — z2
C0S Х =  Г +г*’

у ^олла

lT5 + JT T F- = 4’ 4гг- 3г = °- г- = 0’ =
х х  3Берилган тенглама tg —  =  0 ва tg —  =  —  тенгламаларга тенг

кучли, бундан =  nk, х  =  2nk,

-А- =  arc tg  J L  +  nk, дс =  2 arc tg - L  - f  2nk, k^Z .

10. 5. 3. " ригонометрик функциялар купайтмасини йигин- 
дига алмаштириш. Тригонометрик тенгламаларьи ечишда, 
тригонометрик цисоблашларни бажаришда тригонометрик 
функцияларнинг к упайтмаларини (sin a  cos(J, cos a  cos (J, 
s inasinp) алгебраик йигиндига алмаштириш цоллари куп 
учрайди.
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sin(a +  Р) =  sin acos р +  cos a  sin p, 
sin(a — P) =  sin a  cos p — cos a  sin p

It
ни ^адма-^ад кушиб, куйидагини х,осил циламиз: 

sin(a +  р) - f  sin(a — Р) =  2sin a  cos р,
бундан

sin a  cos? =  - j -  [sinfa — P) +  sin(a — P)J. (10.93)

К,уйидаги тенгликлар уринли:
cos(a +  P) =  cos a  cos P — sin a  sin p, 
cos(a — p) =  cos a  cos p +  sin as in p

((10.69) ва (10.68) га ^аранг). Бу тенгликларни ^адма- 
з^ад ^ушиб ва биринчи тенгликни нккинчисндан айириб, 
куйидагини хосил циламиз:

cos(a +  Р) +  cos(a — Р) =  2cos a  cos р, 
cos(a — р) — cos(a +  р) =  2 sina sin p.

Бундан

cos a  cos p =  ~  [cos(a - f  p) +  cos (a — P)], (10.94)

sin a  sin p =  -^-[cos(a — P) — cos (a -f- P)). (10.95)

(10.93) — (10.95) формулалар тригонометрик функция
лар купайтмасини алгебраик йигиндига алмаштириш учун 
цулланилади.

10.78- м и с о л .  sin 25° sin 5° купайтмани ншннди куринишида тас- 
вирланг.

Е ч и л и ш и .  (10.95) формула буйича ^унидагини ^осил ^иламиз: 

sin 25° sin 5 °=  — - [cos 20° — cos 30° ] =  - у  cos 20° — .
•

10.79- м и с о л .  s in 40°cos20° купайтмани йип!ндн курнничшда 
тасвирланг.

Е ч и л и ш и .  (10.93) формула буйича куйидагини ^осил к;иламиз: 

sin 40° cos 20° = - L  [sin 60° +  sin 20°) =  - 3 ^ -  +  sin 20".

X X X
10. 80- м и с о л. cos —  cos —  cos —  купайтмани алгебраик йи- 

2 3 4
гандига алмаштиринг.

(10.70) ва (10.71) тенгликлар
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X X X ( X X \  X
Е ч и л и ш и .  cos —  cos —  cos —  =  cos —  cos —  cos — =■ 

2 3 4 \  2 4 / 3
1 Г 3* x  1 x  1 /  3* x  x  x \

-  - [c o s  T +  cos T j  CO, T = T ( ĉos —  cos —  +  c o s ^ s

1 Г 13* *5* I x  дг!
- T l c“ ‘i 2 + “ * U + ' " l ? + ~ T 8 j -

Т р и г о н о м е т р и к  ф у н к ц и я л а р  д а р а ж а л а р и -  
ни п а с а й т и р и ш .  sin2*, cos2*, sin3jc ва \  к. даража- 
ларни пасайтириш учун тригонометрик функциялар ку- 
пайтмасини йигиндига алмаштиришдан фойдаланилади.

10.81- мисол.

sin* jc =  sin дс sin х  =  —  (cos 0 — cos 2 *) =  *4 " — ~ c o s  2 x.
2 v 2 2

10.82- мисол.

cos** =  cos x  cos * =» —  (cos 0 +  cos 2 *) =  —  +  —  cos 2 x .
2 2 2

10.83- мисол.

sin3* =  sin1* sin * =  ( —  — —  cos 2* \  sin * =\ 2 2 J

=  —  sin* — —  sin * cos 2* =  —  sin * — —  (sin 3* — sin *) =*
2 2 2 4 7

1 • 1 • о , 1 • 3 • 1 • о=» —  sin * — —  sin 3 * +  —  sin * =  —  sin * — —  sin 3*.
2 4 4 4 4

Бу ерда учлангаы аргумент синуси учун формула ^осил циламиз: 

sin 3* =  3 sin х — 4 sin3 *. (10.96)

10.84- м и с о л .  cos3 * =  cos2 * cos * =  cos 2* jcos *=»

=  —  cos * 4- —  cos 2* cos * = —  cos* +  —  (cos3* + co s* ^  =
2 2 2 4 /

=  —  cos * 4- —  cos 3 * 4- -7-  cos * =  —  cos * +  —  cos 3 *.
2 4 4 4 4

Бу срдан учланган аргумент косинуси учун формула ^осил цила-
миз:

cos 3* =  4 cos3 * — 3 cos *. (10.97)
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10.85- мисол. cos5* =  cos* x со** x = ( “  cos r  4- ■—  cos 3 x j x

/  1 I 3 I ?
X I —  +  —■ cos 2x J =» —  со? д -f —  cos J* + —  cos x cos 2 x  +\ 2 2 / 8  о 8

1 3 1
+  —  cos 3 x cos 2jt=* —  cos * +  —  cos 3* +

8 8 8

3 1 1 1  5
+  —  • —  (cos Зх- f  cos x) +  —  • —  (cos 5* +  cos *) =  —  cos x  +

5 1
+  —  cos 3* 4- —  cos 5 x.

16 16
•

10.5.4. Тригонометрик функииялар алгебраик кигинди- 
сини купайтмага алмаштириш. Триюнометрик функциялар- 
нинг йигиндиси ва айирмасини бошца аргументнинг три
гонометрик функцнялари купайтмаси шаклида тасвирлаймиз.

С и н у с л а р  й и г и н д и с и .  (10.93) формуладан цуйида- 
гига эгамиз:

sin( А +  В) +  sin(i4 — fi) =  2 sin /4 sin В.
A +  B =  a , A — A =  p булсин; ушбу

\A  +  fl =  a,
\ A - B ~  P

системани А ва В аргументларга нисбатан ечиб,

л —  2 '  2

ни цосил циламиз. у долда

s in a  +  sinp =  2 sin cos (10.98)

Икки аргумент синусларининг йигиндиси бу аргумент- 
лар йигиндиси ярмининг синусини улар айирмаси ярми- 
нинг косинусига купайтмасининг иккиланганига тенг.

С и н у с л а р  а й и р м а с и .  Синуслар айирмасини цосил 
цнлиш учун (10.98) формулада р аргументпи — р аргумснт- 
га алмаштирамиз:

— =  2 s in  а~  -  cos S-l h j

еки

s in a  +  sin ( — р) =  2 s in — ^~соъ —̂  

sin a  — sin р =  2 s i n ^ - ^  c o s ^ - ^  • (10.99)
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Икки аргумент синуслари айирмаси бу аргументлар 
айирмаси ярмининг синусини улар йириндиси ярмининг 
косинусига кС)пайтмасининг иккиланганига тенг.

К о с и н у с л а р  й и р и н д и с и . Икки аргумент косинуси- 
нинг йириндиси формуласини чицариш учун (10.98) фор- 
муладан фойдаланамиз. Бунда ^ар бир аргумент косинуси- 
ни тулдирувчи аргумент синуси билан алмаштирамиз:

cos а  +  cos Р =  sin^—  — а )  +  sin^—  — Р j =

я я я я 
-9" — Q + “ o“ — Р " о " — а —  о Р 

=  2 sin—------- ^-=------ cos --------- ^ ------=

л . / я  а +  б\  в — а 0 а +  Р а — Р— 2sin I --------т р  I cos-—— =  2 cos — ^  cos2 --------------  2 —  2
ЯЪНИ

cosa +  cosp =  2 c o s ^ t ^ - c o s ^ — (10.100)

Икки аргумент косинусларининг йитндиси бу аргу
ментлар йигиндиси ярмининг косинусини улар айирмаси 
ярмининг косинусига купайтмасининг иккиланганига тенг. 

К о с и н у с л а р  а й и р м а с и .  Ю^оридагига ухшаш

cosa  — cosр =  sin —a ^ —sin^— —р j =

тс п Я Я
- f - - - «  j -  +  P T " a  +  T ~ P

=  2 sin ------------ ^ --------  cos ---------- =-=------- =

2 sin L —  cos f-H- — =  2 sin s in -

л . a -f- P • P —a =  2 sin - sin -------

яъни

cosa — cosp =  2 sin s i n— . (10.101)

Икки аргумент косинус ларининг айирмаси бу аргу- 
менпигар йигиндиси ярмининг синусини уларнинг тескари 
тартибда олинган айирмаси ярмининг синусига кЦпайтма- 
сининг иккиланганига тенг.
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Т а н г е н с л а р  й и р и н д и с и .  t g a  tgp =  -+•cos a
. sina sin a cos p 4-cos a sin P sin(a +  P)
‘ cosp cos a cosp ** cos a cos P*

ЯЪНИ

l e a  +  i g p - - ^ ^ - .  « # - ! - + л * . р # А + я;. (10.102)

Т а н г е н с л а р  а й и р м а с и .  (10.102) формулада Р ар
гументни — р аргумент билан алмаштириб куйидагини ^о- 
сил циламиз:

tg a  +  tg(—Р) =  — sm(q y  Р) ь | г / cosacos(—р) ’

яъни

tg «  I g P -  ■ * *  2 + " * ■  » +  2 +  >* .
(10.103)

1 + c o s a ,  1 — cosa, 1 + s i n a u a  1— si na  и фо д а л а р -  
ни к у п а й т м а г а  а л м а ш т и р и ш .  Иккиланган аргумент 
косинуси формуласида а  аргументни а/2 аргумент билан 
алмаштириб, цуйидагипн ^осил циламиз:

cos a  = 2  cos2 ---- 1 ва cos a  =  1 — 2 sin*

унда

1 - f  cos a =  2cos* (10.104)

1 — cos a  =  2 sin2 (10.105)

я

1 +  sin a  == 1 - f  cos ^ — a  j  =  2 cos* -2—-— =

- 2 c o s ’ ( i - | ) ,

яъни

1 +  s in a  =  2cos2^ - -  i - J ,  (10.106)

329

- J



10.86- м и с о л .  4 sin* 5* +  2 cos** +  coslO x — 3 =  0 тенгламани 
ечинг.

1—coslOx л l+ cos2x  t _ _ _
Е ч и л и ш  и. 4 . ------ ^-----  + 2 * ------ ------ +  coslOx — 3 =  0,

2—2cos 1 Ox-f 1 + cos2x-f cos 1 Ox— 3 = 0 , 
cos2x—cosl0x=0, 2sin6x sin4x =  0,

л
sin6x= 0 , 6 х = я6 , x =  “ •*,6

я
sin4x=0, 4 х = я / ,  x = — •/.

4

Ё р д а м ч и  б у р ч а к  к и р н т и ш  м е т о д и  б и л а н  ло 
г а р и ф м и к  к у р и н и ш г а  к е л т и р и ш .  Берилган а сон
ни ёрдамчи буочак деб аталадиган бирор аргумент триго
нометрик функциясининг кнймати деб цараш мумкин, чун
ки а нинг исталган цийматида

tg (arctg а) =  а 

тенглик уринли, |а  [ <  1 да эса
sin (arcsin а) =  а

ва
cos (arccos а) =  а

уринли. Бу ^ол исталган икки соннинг алгебраик йнган- 
дисини тригонометрик функциялар ^ийматларининг алгеб
раик йипшдиси сифатида ифодалашга, ва демак, тригоно
метрик функциялар алгебраик йипшдисини купайтмага 
алмаштириш формулаларини цулланишга имкон беради.

10.87- м и с о л .  Ердамчи бурчак киритиш методи ёрдамида куйида- 
гн ифодаларни кУпайтмага алмаштиринг: 1) V3 +  tg°. V 2 s in a + 1 ,
3) 4cos2a —1, 4) a+ b, 5) a*+6*.

яъни

1 — s in a  =  2 sin2 ------- (10.107)



Ечи л и ши .

я
») У З  +  tg a  =  tg 7  +  ‘6°3 я  cos a

e a s y  cosa

2) V 2 s in a  +  1 =  ^sin a + ^ ^ ] = V 2  ^sin a -fs in  ~

j i  n
/— a ^ 4  °  4 /— ( 31 . a \ I a  я \  

=  V 2 - 2 s i n ------2 C06----- 2“  = 2 l / 2 s i n  + 7 y0 0 5 "  J f

3) 4 cos* a  — 1 = 4  ^ соя* a  — = 4  ^ cos a  +  y j  ^cosa— ~  j :

«= 4 ^ cos a  +  cos - j j ^ c o s a —cos y j= »

( f + f )  ,,n  ( f - f ) -

- 4 s i n ( « + | ) » l n ( f - . ) .

4) a + * =  a ^1 +  -^ -j=  a ( l  +  tg ф) =  a  ^tg tg«pj =* 

a sin ( ф) a у  2 ,in  ( J +  ф)

Я  COS ф
COS - J  COS Ф

6
бу ерда <p=arctg — • 

a
/  M\ a*

5) 0*4-6* =  a* ( 1 -f- — J= a*(l -f-tg2 ф)
cos*9

b
бу ерда ф =  arctg — .

a

a s i n a  +  fceosa (a ва b — нолга тенг булмаган ихтиё
рий одиций сонлар) н ф о д а л а р н и  л о г а р и ф м и к  ку
ри ни шг  а к е л т и р и ш .  Берилган ифодани цуйидагича 
ёзиб оламиз:

a sin а + Ь  cos a =  V tf  +  ft* [ у ф щ  sin a  +  y = = - Cos a )  :

331

i



лекин

булгани учун шундай <р бурчак топиш мумкинки, унда
а  Ь

= cos Ф. Y dT fb»  =s i n<p (10.108) 

уринли булади. У цолда 

a sin а  +  b cos а  =  |  а* +  fc*(sin а  cos ф +  sin ф cos а )  =

=  |  ^2* +  b* sin ( а  +  ф).
Шундай цнлиб, биз

a s i n a  +  bcosa  == 1 a* +  Ьг sin (a +  ф) (10.109)
ни цосил килдик. Бу ер ф бурчак (10.108) системадан 
топилади.

Ь
Ф бурчакни tg ф =  — тенгликдан топиш мумкин, чунки 

sin <р Ь ь
1е» “  » - аг1:18 7 -

У цолда

a sin а  +  b cos а  =  ] а2 +  b2 sin (a - f  arctg #

10.88- мисол. Куйидагиларни логарифмнк к^ринишга келтиринг:

1) 4 s in a + 3 c o s a , 2) a  — cosa.
_____  Q

Е ч и л и ш и .  1) К 42+  Зг =  5, ф =  a rc tg - i ,  у *олда 4 s in a  +
4

+ 3  cos a  =  5 sin ^ a +  arctg j  ;

2) V ( 1 /3  )2 +  l 2 = 2 , <p=arctg j =  — У *олда

•y /J  sin a  — cos a  =  2 sin ^a — — j  .

Ё р д а м ч и  б у р ч а к  к н р и т и ш  м е т о д и  б и л а н  
a sin дс +  b cos jc =  с к у р и н и ш д а г и  т е н г л а м а л а р н и
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е чиш.  а > 0  деб фараз циламиз. Тенгламанннг чап томо- 
нкни логарифмик курин ишга келтирамиз:

|  а2 +  b2 sin ^х +  arctg у )  — с,

бундан

sin ( * + arctg f  ) - у = .

| с | • • •
АгаР у а>+ Ь,-<  1, яъни с* <  а1 -\-Ьг булса, тейглама ечимларга
эга. Шунинг учун тенглама ечимга эга ёки йуцлиги цацида 
бу тенгсизлик буйича хулоса чикариш мумкин. Тенглама 
илдизларини цуйидаги формула билан ёзамиз:

с Ь
* =  (— !)* arcsiny ^ 5 + p  -  a rc tg~ + n k .

10.89-мн с о  л. Ердамчн бурчак кирнтиш методидан фойдаланиб, 
sin д :+  У З  cos х =  2 тенгламани ечинг.

Ечилиши.

У  1 + (Т /З  )*=2 , 2sin (jr +  arctg У Г ) =  2.

( я  \ я  я
x + j l = l ,  х  +  — =  — + 2 лк .

3 2
я  я  я

x  =  -  —  - + 2 n k ,  х =  - + 2 л А .

10.5.5. Мисоллар ечиш. 10.90-м и со л . Агар а  +  Р4- 
- |-у  =  я  булса, sina +  s in P 4 * s*nY йигнндинн купайтмага 
алмаштиринг.

Е ч и л и ши .  у =  я  — (a +  P) sin у =  sin (л — (а +  Р)1= 
=  sin(a +  P). Унда sin у ни sin(a +  P) га алмаштириб, цу
йидагини цосил циламиз:

sin a  +  sin р +  sin у =  sin a  +  sin p +  sin (a +  P) =»
„  . a  +  P a  — P , . ( n  a  + p *

■“  2 sin —  c o s - j -  +  s i n( 2 . — ) —
. a  + p  a  —P a + P  a  + P

— 2sin cos +  2 sin cos —j -  =■
a  + p  /  a  —P a  + P \

■= 2 sin 2 ^cos ~ -j- cos 2 J =
„  . я  + p  .  a  p

=  2sm  ~ Y ~ -2 c o sy  cos — ,
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a -fP
лекин — -  , шунинг учун

я у

демак,
а р у

sin а  +  sin р +  sin у =  4 cos у  cos ~  cos у  •

Шундай цилиб, агар а  +  Р +  Y =  Л булга, бу аргументлар 
синусларининг йигиндиси ярим аргументлар косинуслари 
купайтмасининг турт бараварига тенг экан.

sin 1(х) *= sin<p(x), c o s /i0  =  cos9 (x), tg/(x) =  tg ф (x)
к у р и н и ш д а г и  т р и г о н о м е т р и к  т е н г л а м а л а р .  
Баъзи бир тригонометрик тенгламаларни бир исмли триго
нометрик функциялар тенглиги шак;»ига келтириш мумкин:

х па у  аргументнинг бир хил исмли тригонометрик 
функциялари тенг булииш учун шу х  ва у  аргументлар 
^аноатлантириши лозим булган шартларнианицлаймиз.

Икки аргумент синуслари /'sin дг =  sin £/> тенг булиши 
цчцн ъуйидаги шартлардан бири Оижарилииш зарур ва 
етарли:

10.91- м и с о л .
1) sin 3,8л =  sin 1,2л, чунки, 3,8л 1,2л =  5л,
2) sin (а — 5л) =  &1п(4л — а), чунки а  — 5л +  4 л — а  =  — л,
3) sin 5,1 л  =  si:i(—2,9л), чунки, 5,1л —(—2,9л) =  8л.
4) sin 2,2л *  sin 0,9л, чунки синуслар тенглигининг шартларидан 

деч бири , аноатлантирнлмаидн:

sin дг =  sin I/, cos х =  cos*/, tg дс =  tg  у.

1) x +  y  =  (2k +  1)л,
2) х — у  =  2kn.

2,2я +  0,9л =  3.1я +  (2k +  I )я, 
2,2я — 0,9я =  1,3л ^  2Ля.

И с б о т и .  sin jf =  sin у, sin х — sin у  =  0,

келиб чнцадн, яъни
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=  f  +  л*, г 4- у  =  л +  2л* =  (2* +  1 )л.

10.92- м и с о л .  sin Здг =  sin Ах тенгламани ечинг.
Е ч и л и ш и .  3* +  4* =  (2* +  1)л, 7х =  (2k 4- I )л,

х  =  (2k 4- 1) у ,  4jc—3*=2£л, x= 2kn .

Икки аргумент косинуслари тенг булиши учун (cos х =  
=  cos у) чуйидаги игартлардан бири бажирилиши зарур  
ва етарли:

1) х +  у  =  2*л,
2) х — y  =  2kn.
10.93- м и с о л .
1) cos 2,7л =  со* 1,3л, чунки 2>7л 4- 1,3л =  4л;
2) cos 7,2л =  cos 1,2л, чунки 7 ,2 л — 1.2л =  6л;
3) cos 580°=cos220°, чунки 580°—220°=360°.
4) cos 1,3л +  cos 3,7л чунки косинуслар тенглигинииг шартлари- 

дан ^еч бири ^аноатлантирилмайдн:
1,3л4-3,7л=5л *  2£л, 1,3л—3,7л= —2,4л + 2*л.

И с б о т и .  COSJC =  COS у  у cos х — co sy = 0 ,
л . х + У  . У — х л2 sin —  sin —у -  = 0 .

. х + у  т . у — х щ х — у
sin —у - = 0 ,  еки sin - у —=  0, ёки sin - у — = 0 , бундай

Х—^ -  =лЛ  ёки —^  =  nk, яъни х +  У =  2kn ёки х — у  =  
=  2/?л.

/ д
10.93- м и с о л .  cos 5х = c o s  ( jc — —

\ 4
л  л

Ечилиши. 5jc 4- * — “ ~=  2£л, х =  — (8Д? 4" 1).
4 24

Ъх — x 4- у  =  2*л, х =  ^  (8* — I).
4 1о

10.94-ми с о л .  cosjf =  5in3jc тенгламани ечинг.

Е ч и л и ш и. cos х =  cos — 3* j  ,

л  л  л
* 4-——3*=2/?л, — 2x= 2kn  ёки 2х ——  — 2£л,

* * «

+  1), ■»— Здг =  2Ал, 4* =  2*л +  7 -, х =  (4* +  I).
4 о 2 о
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Икки аргумент тингенслари тенг булиши учун
— tg у ) бир ва^тни узида цуйидаги икки шартнинг бажа
рилиши зарур ва етарли: I) берилган аргументларнинг 
j\ар бирини тангенси мавжуд; 2) х — у  =  Jik.

10.95- м и с о л .
tg5 ,3n—tg0,3n, чунки 5,3 л — 0,3л =  5л:
2) tg 2,8л  =  tg(—1.2л), чунки 2,8л — (— 1,2л) =  4л;

л  5л
3) t g — =  tg —, биринчи шарт бажарилмаган: бу аргументлар-

нинг тангенслари мавжуд эмас;
4) tg 2,6 л  j* tg 1,2 л , чунки иккинчи шарт бажарнлмаиди:

бундан sin ( jc — £/) =  0 келиб чикади, у цолда х  — у  = n k .

10.96- м и с о л .  t g x = t g 5 x  тенгламанн ечинг.
Е ч и л и ш и .  Тангенсларнинг тенглик шартидан цуйидагини ^осил 

циламиз:

Ечимлар тУпламидан х  нинг тенгламани чап ва $нг томонлари мавжуд

лар туплами тенгламанн цаноатлантирар экан.

10.6-§. Тригонометрик функцияларнинг узлуксизлиги ва 
уларнинг досилалари

10.6.1. | s in jc | <  1 JC | <  1 tg jc | тенгсизлик ва унинг на- 
тижалари.

тенгсизлик 0 <  | х  | <  л / 2 тенгсизликни цаноатлантиради- 
ган барча х лар учун уринли. 0 <  х <  л/2 булган цолни 
каоаймиз.

2,6л — 1,2л =  1,4л Ф я*.

И с б о т и .  tg х =  tg у, tg х tg I/ =  0,
sin ( jc  — у)

l,--------------COSX COSIJ

| sin x | <  1 x 1 <  | tg дс | ( 10. 110)
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Бирлик доирада (10.47-расм) У
АСР =  х (0 <  х <  я/2) ёйни, АР >N
ватарни ва AN тангенслар. у^ини 
ясаймиз, у ^олда РХР  =  sin х, 
AN =  tg х. л т

АОР учбурчак, АОР сектор ва 
AON учбурчакни ^араймиз. Улар
нинг юзлари ораснда ^уйндаги му
носабат уринли:

х

<10.47- раем.

ёки

J  ОЛ-Р.Р <  ±О А г -АСР <  I OA-AN,

лекин 0 /1 = 1 ,  унда Р ХР <  АСР <  AN ёки
sin х <  х <  tg х. ( 10.111)

Демак, агар 0 <  х <  л/2 булса, (10.110) тенгсизлик 
бажарилади, чунки

| sin дс | =  sin х, | дс | =  х, | t g x |  =  tgx.

Агар — л / 2 < х < 0  булса, 0 <  — дс <  л/2. Унда (10.110) 
тен сизликка кура

куринишни олади.
С и н у с н и н г  у з л у к с и з л и г и .  t/ =  s in х функция 

бутун сон уцида узлуксиздир. г/ =  sin х функциянинг х ну^- 
тада узлуксизлигинн исбот килиш учун функция узлуксиз- 
лнгининг цуйидаги икки шарти бажарилишини курсатиш 
зарур:

1) £/ =  sin х функция х  ну^тада аницланган, яъни .\аки- 
Кнй кийматга эга;
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sin (— дс) <  — х <  tg(— дс) 

га эгамиз. Лекин дс <  0 учун

( 10. 112)

sin (— х) =  — sin х =  | sin дс |, 
tg(—дс) =  — tg х =  | tg х I,

яъни (10.112) тенгсизлик
I sin х | <  | x | <  | t gx |



2) аргументнинг чексиз кичик Дх орттирмасига функ- 
циянинг чексиз кичик Ау  орттирмаси мос келади.

Биринчй шарт бажарилади, чунки y  =  s \nx  функция х 
аргументнинг исталган цийматида аницланган.

Иккинчи шартнинг бажарилишини исбот циламиз. х ар
гумента Дх орттирма берамиз ва функциянннг унга мос 
орттирмасини топамиз:

/ Лх\ , Дх 
Ay =  sin(x +  Дх) — sin х = 2  cos lx  +  —  Ism — f

бундан цуйидагини досил циламиз:
I /  Ajc\  , Ах 

| Аг/1 = 2  J cos -h —J sin у  .

| sin х | <  |х|(дст^ 0) тенгсизликка асосан
. Лдг I | Дх I

sm 7  | <  2
га эгамиз.

Исталган аргумент косинусининг абсолют циймати бир- 
дан ортмайди, демак.

I COS (*  +  y ) | <  1.

у х,олда

|Д у | < 2 1cos (х -h 11 sin у  | < 2 - 1 .  Ц р  — |Дх|. 

Бундан
l im|  Дг/| <  lim | Дх| =  0

Аж —♦О Лас -*0

га эгамиз. Бу эса y =  sinx функция х нуцтада узлуксиз 
эканлигинн англатади.

К о с и н у с н и н г  у з л у к с и з л и г и .

cos х =  sin

булгани учун синуснинг узлуксизлигидан косинуснинг 
| — о о < у  +  х <  +  оо j да узлуксиз булиши келиб чи- 
цади.

Т а н г е н с  ва к о т а н г е н с н и н г  у з л у к с и з л и г и .  
у  =  sinx ва у  =  cos х функцияларнинг бутун сон уцида
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узлуксизлиги дан у  == t g x =  функция *ам х нинг

cosх =  0, яъни х — у  - f  л£, k £ Z  буладиган ^ийматла-
ридан ташкари барча цийматларида узлукснз Гулнши ке
либ чи^ади.

у  =  c tg х =  функция х нинг sinx ни нолга айлан-
тирадиган x =  nk (k £ Z) ^нйматларидан ташцари барча 
^нйматларида узлуксиэ булади.

д с -^ О д а ^ ^  н и с б а т н и н г  л и м и т и .  Лимитларни ^и-
соблашда ва тригонометрик функцияларнинг диффереици- 
аллаш формулалариии келтириб чикаришда ёй сннусининг 
шу ёйга нисбатининг лимитидан фойдаланилади.

l i m =  1 ёки lim —̂ — =  1
х ~ 0  X х —0 sin X ( l U . l l o )

(х радиан ^исоГжда)
И с б о т и .  О <  ]д:| <  я/2  булсин. У *олда

sin X

sin х | <  | х | <  | tg х

карил
X

га булиб, 1 < sin х

тенгсизлик бажарилади. Тенгсизликни учала ^исмини |slnx|

<  |cos " ни *осил киламиз. Лекин
X I X 1

~— >  0, ----->  0, унда 1 <  т — < ------. Тескари катталик-sm X COS X sin* COSX v

ларга утамиз: 1 >  >  cos*, lim c o s x =  1,
X  j r — 0

демак, J t-* 0  да чап ва унг томоннинг лимити 1 га тенг. 
Унда урта ^исмнинг лимити з̂ ам 1 га тенг экан, яъни

lim *!*L?= 1 .



1 0 .6 .2 . у  =  ь1п дг, 3> =  c o s jc ,  у  =  tg дг, у  =  ctg х  функ
циялар ^осиласи.

1/ =  sin дг, x £ R  ф у н к ц и я н и н г  ^ о с и л а с и .

[2cos(* +  “ )sin ^ 1
У' =  lim (х +  Ддг) -  smx =  lim L------L  l ) ------L U

Ax «г*0 Ax  Ддг~»0 Ax

. Ax

( Ax\  Sln T
x  +  " t )  —T----- =  COS*• 1 — c o s x ,

2 J Д* «*0 Ax
2

ЯЪНИ

(sin x)' =  cos x, (10.114)

Исботлашда купайтманинг лнмитн ^ацидаги теоремадан, 
косинуснинг узлуксизлигидан,

lim cos(x +  —  ̂ =  cosx ва lim «=1
Д*-*0 \  2 /  х ■*•<> х

дан фойдаланнлдн.
Агар синус мураккаб u =  qp(x) аргументга эга булса, 

у ^олда синуснинг хосиласи мураккаб функцияни дифферен- 
циаллаш формуласидан топиладн:

(sin и)' =  cos и • и',  (10.115)

у  =  cosx, х б R ф у н к ц и я н и н г  ^ о с и л а с н .

у , =  Ип1 cos(x +  A*)-cos* =
Ах*+0 АХ

•= Н т Г— 2 sin (х +  — \------1 ] —
дх-o L  \  2 )  Ах ]

I Дх
( А х \ • * о"
* +  — ) -д  — — sin х - 1 =  —sinx,

2 /д*^о

ЯЪНИ

(cos х)' =  — sin х. (10.116)
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Исбот килишда куйндагнлардан фойдаланилди: купайт- 
манннг лимити зодидаги теорема, синуснинг узлуксизлиги,
lim sin (х  +  — \ =  stn х ва lim 1.
Дл *-»0 \  2 I Х ~ * 0  X

и =  <р(х) мураккаб аргумент учун
(cosu)' =  — sinu*u'. (10.117)

Т а н г е н с н и н г  з ^ ос ила с и .

у =  tgx  =  - ^ ^ - ,  * 6  R, дс= —+  лАг, k 6 2  дан таш^арн.
COS X  "

Касрнинг з^осилэси формуласиии цулланиб, цуйидагини 
х,оснл циламнз:

\COS XJ
(sin x)* cos л — (cos x )' sin x __ cos8 x  +  sin2 x

ccs* x  cos2 x
1

cos- x

яъни

(tg x ) '=  (10.118)ЛЛС* Vcoss x

Агар ы =  ф (x) булса, у з^олда

(tgu)' =  - J _ . u'. (10.119)
cos2 и

IT  4 COS XК о т а н ^ е н с н и н г  х о с и л а с и .  у  =  ctg jc = ------- ,
s in x

* 6 x =  nk, k £ Z  дан ташцари,

(ctgx)' =  f ^ V
\s in x /

j __/cos x \ ' ___ (cos x)' sin x— (s in x)' cos x
sin* x

— sin* x — cos* x 1

яъни

( c t g '  X )  ----------------- V -  ; 1 0 - 1 2 ° )sin2x

Агар и =  ф (x) булса,

(ctg и ) ' = ------ — -U' .  (10.121)
sin2 и
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10.96- м и с о  л. Куйидаги тригонометрик функцияларнинг досила- 
ларини топинг: 1) у с  sin 2х, 2) y =  sin*x, 3) y = tg * 3 x ,  4) у  =

ctgx ‘
Е ч и л и ш и .  1) (10.115) формула 65'йича цуйидагини досил цила

миз:
(sin 2х)' *= cos 2х• (2х)' =  2 сое 2х.

2) даража досиласи формуласига ва (10.115) га к^ра цуйидагини 
досил циламиз:

(sin* хУ =  2 sin х • (sin х)' =  2 sin х cos х =  sin 2х.
3) даражанинг досилгси формуласи ва (10.119) формулага к£ра 

цуйидагини досил циламиз:

(tg* 3ж)’ =  2 tg Зх- (tg Зх)’ =  2 tg Зх— • (3 jt) '=
cos* Зх cos* Зх

4) сурати Узгярмас булган касрнинг фзсиласи формуласи ва (10. 
120) формулага «Ура цуйидагини цосил циламиз:

( c t g x )  ctg*x c tg * x ( sin*x) cos**'

^ о с и л а н и  к у л л а н и б ,  т р и г о н о м е т р и к  ф у н к- 
и и я л а р  х о с с а л а р и н и  т е к ш и р и ш .  «/ =  sin х функ
цияни текшириш.

I. Функциянинг ноллари:
sin х =  0, х =  nk, k 6 Z.

Синус xt =  0, х2 =  ±  л, х, =  ±  2л ва цоказо нуцта- 
ларда мол гг- айланади.

II. Усиш ва камайиш оралицлари:
у ' =  (sin х)' =  cos х.

Усиш оралицларини топамиз. Агар c o s x > 0  булса, у
цолда х 6 (— 2лА, +  2 nk k 6 Z. Демак, синус
I— л/2, л/2) оралицда — 1 дан 1 гача монотон усади,
унинг даврийлигига кура аргументнинг _— +  2nk, — -(-

2 2
-}-2nfcj куринишдаги оралиц цнйматларн ту плами синуснинг

^сиш оралицлари булади.
Камайиш оралицларини топамиз. Агар у' =  cos х <  0 

булса, у цолда

х б ( |+ 2 л /> ,  - у  +  2 л * | k £ Z .
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Демак. синус |л /2, Зл/2] ораликда 1 дан — I гача мо
нотон камаяди, унинг даврийлшша кура аргументнинг
|  2л£, 2 як j куринишдаги оралиц кийматлари

туплами синуснинг камайиш оралиги булади.
III. Синуснинг энг катта ва энг кичик цийматлари. [О, 

2л] орали^дя функциянинг максимум ва минимумини тек- 
ширамиз. Бу орали^нинг охирларида синус нолга тенг:

у ' «= (sin х Y =  cosx, cosх  =  0, х =  я*. * € 2.

Л Oft
х ,=  —, х ,=  —  (А =  0 ва Л =  1 да) — стационар нуцта-

лар. у " =  (cosx)' =  — s in х. Унда у"т_ л/7 =  — sin -^ <  О,

яъни х =  л/2 ну^тада иккинчи э^осила манфий. Демак, у — 
=  sinx  функция (л/2; 1) ну^тада максимумга эга. Сунгра

s i n f  > 0 ,

х =  Зл/2 ну^тада иккинчи ^осила мусбат. Демак, у — sinx 
функция (Зл/2; — 1) нуцтада минимумга эга.

Аргументнинг барча х =  -+• 2л6, k 6 Z куринишдаги

кийматлари учун синус энг катта (1 га тенг) цийматга эга
ва аргументнинг барча х =  ^  +  ^лА, А 6 2  куринишдаги

кийматлари учун синус энг кичик (— 1 га тенг) ^ийматга 
эга.

IV. К,авари^лик орали^лари. Синуснинг иккинчи ^оси- 
ласини топамиз.

у ” =  (cos х)' =  — sin х.
Юцорига ^авариклик оралирида иккинчи ^осила манфий 

цийматга эга.
— s i n x < 0 ,  s i n x > 0 ,  х£(2л£ , л +  2лА);

k =  0 да (0, л), к =  1 да (2л, Зл) ва ^оказо.

Пастга цавариклик оралирида иккинчи косила мусбат 
цийматга эга, шунинг учун

— sin х >  0 sin х <  0, х 6 (л +  2л£, 2л +  2nk)\ 
k =  0 да (л, 2л), k =  1 да (Зл, 4л) ва \  к.
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Демак, аргументнинг х 6 (2лЛ, я +  2л£) кийматларида 
синус графиги юцорига кавариц ва аргументнинг х £ ( л 4 -  
+  2л£, 2л +  2л£) цийматларида синус графиги пастга ца- 
вариц.

V. Букилиш нуцталари. Букилиш нуцтасидан утаётган- 
да иккинчи косила уз ишорасини узгартиради, бурилиш 
нуцтасини узида эса нолга айланади ёки мавжуд булмай- 
ди. Демак,

у ” =  — s in х, — si nx =  0, s in д: =  0, x — i\ky k £ Z .
Илдизлар xx =  — л, x2 =  0, x̂  =  л ва ^оказо.

Топилган координаталар билан чегараланган оралицлар-
ни ёзамиз:(— л, 0), (0, л), (л, 2л) ва ^оказо.

Кушни оралицларда иккинчи ^осиланинг ишораларини 
тепамиз:

У — Ж х < 0  ~Г * У 0<х<л ( )» 

демак, х =  0 да (0; 0) букилиш нуцтаси мавжуд.

У 0 < х < л  ( )» У я < х < 2 л  ( “Ь)» 

демак, х =  л да (л; 0) букилиш нуцтаси мавжуд.

У Ж х < 2 л  (+)• У 2л<дг<3л “  ( )*
демак, х =  2л да (2л; 0) букилиш нуцтаси булади.

Синус графигининг букилиш нуцталари х =  л£, у =  0 
куринишдаги нуцталар булади.

у  =  sin х функциянинг [0, 2л] оралицдаги характерли 
нуцталари жадвалини тузамиз.

Характерли нуцталар буйича синус графигини ясаш 
осон.

Чорак ва «ргумент- 
нииг киймати

"
I

чорак я/2 I!
чорак

функция цинма- 0 1
ТИ

функциянинг функциянинг функция 0 дан функциянинг функция 1
узгариши илдизи на 1 гача усади, знг катта дан 0 гача

букилиш график юцо- циимати камаяди, гра
нуцтаси рига цавариц фик юцорига

кавариц
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Синуснинг асосий хоссаларини санаб утамиз:
1) ани^лаииш со^аси: (— ос; + о о ) зодиций сонлар туп

лами;
2) узгариш соз^аси: I — 1, 1], яъни функция чегаралан

ган;
3) функциянинг ноллари: х =  nk, А 6 / .  Функция нол- 

лари бир вацтни узида букилиш нуцталари з̂ ам булади;
4) функция х — - f  2nk, k £ Z иуцталарда 1 га тенг 

булган энг катта ^ийматларга эга;
5) функция х = — - j - f  2nk, k £ Z  ну^таларда — 1 га

тенг булган энг кичик кийматларга эга;
6) функция то^, яъни sin (—х) =  — sin х; (г, sin х) ва 

(— х, sin (— х)) нуцталар координаталар бошига нисбатан 
симметрик;

7) функция даври 2л га тенг булган даврий функция, 
яъни sin (х 4- 2nk) =  sin х тенглик х аргументнинг истал
ган циймати учун уринли, бу ерда к 6 Z;

8) барча х 6 (2лк, л +  2пк) учун sin х >  0. Аргумент
нинг бу цийматлари учун график юк;орига цавари^;

9) барча х 6 (л +  2лк, 2л +  2лк) учун sin х <  0. Ар
гументнинг бу кийматлари учун график пастга ^авариц;

10) функция + 2 п к , +  2nk |  орали^ларда уса

ди ва j-^+ 2nfe, ~  + 2 л к  J ,  k £ Z  орали^ларда камаяди.

Уь^увчига муста^ил равишда у  =  cosx, i/ =  tgx, у  =  
=  c lgx  функцияларни текшириш ва уларнинг асосий хос
саларини ифодалашни таклиф циламнз.

10.6.3. Тескари тригонометрик функцияларнинг з^осила- 
лари. у  =  arc sin х функция берилган булсин, у з^олда х—

Л III чорак Зл/2 IV чорак 2л

0 —1 0

функциянинг функция 0 дан фунхциянннг функция — 1 функциянинг
илднзи па —1 гача камая энг кичик дан 0 гача илдизи ва
букилиш ди, график паст tyiHM ати усади, гра букилиш
нуцтаси га цавари^ фик пастга ну^тасн

цаварик
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sin у. Тескари функцияни дифференциаллаш формуласнга 
кура

(arc sin х)' =  ——  =  —-—
(sih у )' cos v '

cos у  ни х аргумент ор^али ифодалаймиз. —л/2 <  arc sin r <
<  л /2 маълум. бу ораликда эса cos у  >  0. у ^олда cos у  =  
= У  1 — sin*/ /= }  1 —х*. Демак, изланаётган ^осила

(arc sin х ) '=  у _ L _  (10.122)

булади.
у  =  arc cosx функция берилган. у х,олда х =  cos у, 

( a r s c o s x ) '= -  1
(cos у У sin у

sin у  н и х  аргумент орк;али ифодалаймиз. 0 <  arc cos х <
<  л эканлиги маълум, лекин бу ораликда sin у  >  0, у 
^олда sin у  = У  1 — cos* у — У  1—х2. Изланаётган ^осила

(arc cos х ) '=  — xi  (10.123)

булади.
у  =  arc tg х функция берилган, у \олда х =  tg у,

(arc tg х)' =  — Ц - =  cos* у  1 1
(tg уУ 1 +  tg* у  1 +  х2

arc tg дс ни дифференциаллаш формуласини ^ссил ^илдик

(arc tgx )' =  — !— . (10.124)
1 +  хг

у  =  arc ctg х функция берилган, у ^олда x =  ctgi/,

(arc ctg х)' -- ------ !-----=  — sin* t/ =  — 1 1 ‘
(ctg у)’ 1 -j- ctg* у  1 +**

яъни
(arc ctg * ) ' = - - J _ . .  (10.125)

1 -f *2
10.99- м и с о  л. Куйидаги функцияларнинг ^осилаларини топинг:
\)  и =  arc sin дга, 2) у =  arc tg \^ 2 x .

1 2х
Е ч и л и ш и .  1) (a rc s in x * ) '=  (а*)' =
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2) (arc tg V  2*)
^  1

I + 2 i (V S ) '

(1+2*) 2 V2*
—  .2

=T(2X)':

(I + 2 x ) V 2 x

10.7-§. Комплекс соннинг тригонометрик формаси. Комп
лекс курсаткичли курсаткичли функция

1-бобдан баъзи маълумотларни (1.2.3-пункт) эслатиб 
утамиз. хОу комплекс текисликнинг з̂ ар бир нуцтасига бу 
ну^тани координаталар боши билан туташтирувчи тайин 
вектор мос келади, шу сабабли 
эрр бир комплекс сонга тайин век
тор мос келади ва аксинча (10.48- 
расм).

г  нуцтага г  =  а +  bi комплекс 
сон мос келсин. z  = а +  bi ком
плекс сонга мос келувчи Ог 
торнинг модулини комплекс 
нинг модули дейилади
лан белгиланади. г

ди ва \г  
=  a +  bi

век-
сон-
би-

ком
плекс соннинг модули

| г | - | а  +  Ы| = V аг +  Р .
яъни з^амма ва^т ^ациций манфий булмаган сон.

Х,аци^ий у^нинг мусбат йуналиши буйича з^исобланади-
ган Ох з^аци^ий уц билан Ог вектор орасидаги <р бурчак 
г ф О  комплекс соннинг аргументи дейилади. Агар з^исоб 
соат стрелкасига тескари йуналишда олинса, бурчак кат
талиги мусбат деб, агар соат стрелкаси йуналиши буйича 
олинса, манфий деб ^исобланади. г  =  а +  Ы комплекс сон
нинг ф аргументи бундай ёзилади: ф =  Arg г  ёки ф =  
=- A rg(a -+- bi). г =  0 сон учун аргумент ани^ланмайди. 
г ф  0 фиксирланган нуцта учун аргумент к^п цийматли 
аницланади, агар ф бурчак г  сон аргументининг цнймат- 
ларидан бири булса, ф  +  k £ Z  бурчаклар ^ам уша г  
сон аргументининг цийматлари булади. Шундай цилиб, 
з̂ ар бир г  сон учун аргументнинг чексиз куп цийматлари 
туплами мос келиб, бунда уларнинг зад иккитаси бнр-бн- 
ридан 2л га каррали сонга фарк; цилади.

Аргументнинг бош циймати — я  <  arg г  <  л оралиц^а 
тегишли булади.
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Тригонометрик функцияларнинг таърифндан куринади- 
ки, агар ф =  Arg (а +  bi) булса, у цолда

COS ф =  ■ 0 5Ш ф= Ь (10.126)
Y V  а 1 + 6 *  V  а * + Ь *  '  ’

тенглик уринлн булади. Тескари даъво хам уринли: агар 
иккала (10.126) тенглик уринли булса, у цолда ф =  A rg(a+  
+  bi)-

Ф аргументнинг барча цийматларини (10.126) тенглама- 
ларни бнргаликда ечиш билан топиш мумкин. г =  а - \ - 1ЬФ 
Ф  0 комплекс сон аргументининг барча цийматларини цуйи- 
дагича топиш мумкин:

1) z =  a - f  bi нуцта цайси чоракда ётишини аницлаш 
(г =  а +  bi сонни геометрик интерпретациясидан фойдалан- 
ган цолда);

2) (10.126) тенгламалардан бирини ёки tg ф =  — тенг-
а

ламанн ечиб, бу чоракда ф бурчании топиш;
3) г сон аргументининг барча цийматларини Argz =  

=  ф 4- 2kn, k £ Z  формула буйича топиш.
10.7.1 Комплекс соннинг тригонометрик формаси. г —

| а 4- bi | =  V  о2 +  Ь2 ушбу а +  Ы комплекс соннинг моду
ли, ф эса унинг аргументи цийматларидан бири булсин. 

(10.126) формуладан
a =  г cos ф, b =  г sin ф

келиб чицади. Шунинг учун
a +  £м =  г (cos ф +  »sin ф). (10.127)

Шундай цилиб, ихтиёрий а +  Ы Ф  0 комплекс сонни 
(10.127) формула куринишида ёзиш мумкин экан. Бунда 
г берилган а +  bi комплекс соннинг модули, ф эса бу сон 
аргументининг цийматларидан бири. Тескари даъво хам 
уринли: агар a +  bi комплекс сон (10.127) куринишда ифо- 
даланган ва бунда г >  0, булса, у цолда r * = |a  +  W|, ф 
эса Arg(a-f-.W) нинг цийматлардан биридир.

г =  г(со5ф4-/$1пф) (10.128)

куринишдаги г  комплекс сон (бунда г  >  0) комплекс сон
нинг тригонометрик формада ёзилиши дейилади.

г =  а bi комплекс сонни тригонометрик формаданфо- 
далаш учун: 1) бу соннинг модулини топиш, 2) комплекс 
сон аргументининг цийматларидан бирини топиш зарур.
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Arg г  нинг куп цийматлигига асссан комплекс соннинг 
тригонометрик формаси \ам куп цийматлидир.

1 /“з 110.100* м и с о л . 1) 1 + / ,  2) v ^ ■-=  —  / сонларни тригономет-

рнк формада ёзинг.

Е ч и л и ш и .  1) г =  V *  +  \ =%V2, tg ф = — =  1. 1 + /  сонгаа
мос ну^та биринчи чоракда ётади, у *олда <р =  я /4 . Дсмак,

1 +  /  =  Y J  ^ cos -^ + 1  sin

ёки умумий куринишда:

1 +  / =  у 2 ^ cos ( J +  2 n * j+ «  sin +  2я*У|. k£Z .

21 - /  ¥ - т *
11л

сонга мос иу^та IV чоракда ётади, у >^олда ф =  —— .
6

Демак,

2 2 6 6
еки

~ т 1" [ cos i^ f~ +  2nk) + i  s in ( “ 61 +  * * }  K Z '

Т р и г о н о м е т р и к  ф о р м а д а  б е р и л г а н  и к к и  
к о м п л е к с  с о н н и  к у п а й т и р и ш .

z xz-i =  rx (cos фх +  i sin (pi) r2 (cos ф2 +  i  sin ф2) =
=  rxrt [cos ф, cos ф2 — sin ф! sin ф2 +  i  (sin ф, cos ф2 -f- 
+  cos ф! sin ф2)] =  rxr2 [cos (ф! +  ф2) +  i sin f a  +  ф2)),

яъни
г j (cos ф! +  < s'n <Pi) гг (cos ф2 +  i sin ф2) =
=  Гхгг [cos (ф, +  ф2) + 1 sin (ф1 +  ф2)].

Биз комплекс соннинг тригонометрик формасини ,\осил 
цилдик, чунки гхг,  >  0. Бундан ^уйидагилар келиб чицади:

Ф, +  ф2 +  2лй =  Arg (z*-z2),
| 2,- г , | =  г1л1 =  |г1|. |г , | .

Икки комплекс сон кдпайтмасининг модули купайт- 
увчилар модулларининг купайтмасига тенг, купайтувчи-



лар аргументларининг йигиндиси эса купайтма аргумен• 
тинииг цийматларидан бири б$лади.

I я я\  1 / 7 7 \
10.101-м и с о л .  81 cos— + i s i n ~ J ,  -  I cos — я  +  is in  — я !  =

/ 3  3  \
ss 2 I cos — я  +  / s in — я  j .

Т р и г о н о м е т р и к  ф о р м а д а  б е р и л г а н  и к к и  
к о м п л е к с  с о н н и  б у л и ш .

г, r ,  (cos ф | +  / s i n фг) __ гх (cos ф1 +  /  sin фг) (cos ф|  —  i sin ф^
г , г , (cos ф , +  I sin ф,) r ,  (cos ф , +  i  sin ф*) (cos ф , — / sin ф,) 

rx (cos ф|  cos ф , +  sin ф1 sin ф1 +  i (sin ф| cos ф1 — cos ф| sin ф«) 
r ,  cos* ф -j- sin* ф

=  —[cos (ф, — ф,) +  i sin (ф! — ф2)),
' t

яъни

M CO»T l+ / . l n ^ )  =  Г, (cos ( _  } + 1 sin ( _  fi))> 
r t  (cos ф , +  i sm ф ^ r t

-CLe !iil
I*.r

<Pi — <Р» +  2лй =  Arg —.

Иккита комплекс сон бЦлинмасининг модули бдлинувчи ва 
бдлувчи модулларининг бдлинмасига тенг, бдлинувчи ва 
бдлувчи аргументларининг айирмаси эса бдлинма аргу
ментининг циСшатларидан бири булади.

(
я  я \  /  я  я \

cos s in  у  j :  3 I cos sin — I =® *

Т р и г о н о м е т р и и  ф о р м а д а  б е р и л г а н  к о м п 
л е к с  с о н л а р н и  д а р а ж а г а  к у т а р  и ш. Ушбу

Г| (cos +  i sin <рг) г} (cos <р, I sin ф ,). . .

. . .  rn (cos ф„ +  i sin ф„) =  / у ,  •••'■« Icos (ф, +  Ф* +  . . .+  Ф,,)+ 
+  i sin (фх +  ф, + . . .  ф„)]
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формулага асосан, унда г, =  гг — . . .  =  г„ — г, ф, =  <ра =  
=  . . .  Ф„ =  Ф деб

гп =  \r  (cosф +  / sin ф)]п =  rn [cosп<р +  i sin Лф|, л £ Z
нн досил циламиз.

Исталган ф сон ва исталган л натурал сон учун
(cos ф +  / sin ф)п =  cos лф + 1 sin лф (10.129)

муносабат бажарилади (Муавр формуласи).

(
я я »

cos —+ / si — I =  cos л  +  /s in  я  =  — 1.

Т р и г о н о м е т р и к  ф о р м а д а  б е р и л г а н  комп* 
л е к е  с о н л а р д а н  и л д и з  ч и ц а р и ш .

У  г (cos ф -+• i sin ф) =  р (cos 0 +  sin 0),
|р (cos 0 +  i sin О)]4 =  т (cos ф +  i sin ф), 
pn (cos n0 +  i  sin я0) =  r (cos ф i sin ф),

pn =  r, p = i'7 ~ — арифметик илдиз;

п0 =  ф +  2фй, 0 =  -ф +  2л* , k £ Z .
П

.— з -----
10.104-м и с о л. 1) у  i , 2) у  1 комплекс сонлардан илдиз чи- 

царинг.
Е ч и л и ш и .

я  я
1) / =  0 +  1 • / =  cos — + /  sin —, а  =  0 , 6 = 1, г =  1 булгани

учун
созф =  0/1 =  0, s i 1 ф =  1/1 =  1, ф =  я/2,

я  я
-------------------------*о~-j- 2яЛ л +  2я&

V 7 - / c o s  ~7£+i s inY =  cos 2 + * sin 2 =

=  COS + / s i n ^ j  +

arap k  =  0 , булса, V  <’ = cos ■—+ /  sin -7 =  i  ^ e
4 4 2 2

=  ^  arap * =  1 бУлса, V T  =  cos +  я  j  +  /  sin ^ +

+ л )  =  -  cos sin ~  = — -  i ¥ J L  =  -  +  0 .
/  4 4 2 2 2 4
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2) 1 =  1 + 0 * /  =  cos0 +  i sinO, а =  1, b =  0, r =  \ ,  cosф =  1, 
sin ф =  О, ф =  0 булгани учун

10.7.2. Комплекс курсаткичли курсаткичли функция. 
Эйлер формуласи. г  =  лс +  iy  комплекс курсаткичли ег да- 
ража

Комплекс курсаткичли курсаткичли функция катталиги

формулани хрснл циламиз. Бу формула Эйлер формуласи 
дейилади.

Курсаткичлар билан амаллар бажариш цоидалари комп
лекс курсаткичлар учун ^ам уз кучини сацлайди. Масалан, 
курсаткичлар купайтиришда цушилади, булишда айирилади, 
даражага кутаришда купайтнрилади.

е2 курсаткичли функция 2л/ га тенг даврга эга:

з ,
агар k =  0 булса, / Т  =  cos 0 +  i sin 0 =  1,

тенглик билан аницланади.
Куйидагини исбот цилиш мумкин:

п~*оо \  Я /

е*+>у =  е* (cos у  +  i  sin у)

тенглик билан аницланади. 
х — 0 хусусий цолда

е’у =  cos у  +  i sin у (10.130)

g :+ 2 n i  _  gz^

г  =  0 да е2*1 =  1 ни цосил циламиз. 
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Комплекс соннннг г  — г (cos <p -f i sin <р) тригонометрик 
формаснии г  =  гея‘ курсаткичли форма билан алмаштирпш 
мумкин. Бунда курсаткичли формадаги комплекс сонларни 
купайтириш ва булиш цоидаси ^уйидаги куринишда ёзи- 
лади:

=  r s * 1

г.е

г / *
Cl J  — Ф|).

(cos ф - f  i sin ф)л *  cosп ф +  i sin п ф Муавр формуласи бун
дай куринншни олади:

{е! у  =  е‘п*.

10- БОБНИ ТАКРОРЛАШ УЧУН САВОЛЛАР

1. Ей (бурчак) ларни градус ва радиан фюобнда ^лчашда цандай 
катталнклар улчов бнрлиги цилнб олинади? Бу бирликлар бир-бири 
билан кандай богланган?

я
2. Сон У^ида ва сон айланасида а  =  nk, а  =  -у  №  +  I)» а  =

*= я  (2fc- f l )  сонларга мос келувчи нуцталарнн курсатинг. Сон у^нда 
ва сон айланасида бундай ну^талар канча?

3. Сон айланасннннг М  (а) ва Лг (— а) нуцталари Ох уцка нисба
тан кандай вазиятда булади?

4. Сон айланасннннг М  (а) ва ЛГ (а +  я) ну^талари координаталар 
Уцнга нисбатан ^андай вазиятда булади?

5. Сон айланасннннг II, III, IV чораклардаги нуцталарнга мос ке- 
лувчн сонлар ^аноатлантирнши зарур булган шартларни курсатинг.

6. Сон аргументнинг тригонометрик функцнялари таърифннн айтиб 
берынг.

7. Тригономе рик функциялардан з̂ ар бирннннг аннцланиш ва 5'з- 
гариш содой кандай?

8. Аргумент 0 дан 2л гача Узгарганда синус, косинус, тангенс ва 
котангенс ^андай Узгаради?

9. Даврий функциянинг таърифннн беринг. sin х, соs х , tg х  ва 
ctg х  функциялар цандай даврларга ?га?

10. Келтириш формулалармни ^улланилиш ^ондаларннн тавсифлаб 
беринг.

11. )^ар бир асосий тригонометрик функциянинг берилган цнйма- 
тига мос келувчи бурчаклар учун форму лани умумий куринишда ёзннг 
ва бу формулаларни тригонометрик функцияларнинг графнклари орцали 
тушунтиринг.

12. Тескари тригонометрик функцияларнинг таърифннн айтиб бе
ринг.

13. Кандай тенгламалар зжг содда тригонометрик тенгламалар де
йилади?

14. Кандай тенгсизликлар энг содда тригонометрик тенгсизликлар 
дейилади?
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15. К У шиш форму л a.i ар и ни цУлланиш цоидасини айтиб беринг.
16. Пккиланган ва ярим аргументларнинг тригонометрик функ- 

цияларини ёзинг.
17. Тригонометрик функциялар купантмасннн йипшдига алмашти

риш ьа аксинча формулаларини келтнриб чи^аринг.
18. lim 5££L5 =  1 эканлигини исбот дилинг.

х-*0 X
19. Тригонометрик функциялар зртсилалари форму лаларини ^оснл 

дилинг.
20. Тескари тригонометрик функциялар фхнлаларн формулаларини 

^осил дилинг.
21. Комплекс сонни тригонометрик ва курсаткичли формада ёзинг.
22. Тригонометрик формада ёзнлган комплекс сонлар билан амал- 

лар бажариш цоидапари эдоида гапириб беринг.
23. Муавр форм у л ас и ^андай куринишга эга?
24. Эйлер формуласи ^андай куринишга ьга?

1 0 - Б О Б Г А Д О И Р М А Ш К Л А Р

1. Жадвалдан фойдаланмасдан турнб, цуйидагн ёйларнинг радиан 
Улчовини топинг: а) 30°, б) 45°, в) 60% г) 90е, д) 120°, е) 135°, ж) 
150 , з) 180 . и) 210°, к) 240°, л) 270°. м) 315°.

2. Куйидагн ёйларнинг радиан Улчовини жадвал б$йича топинг: 
а) 15 30 ', б) 7°10\ в) 82°42', г) 115°. д) 312 20'.

3. Куйидаги ёйларнинг радиан улчовини логарифмик линегкадан 
фойдаланиб топинг: а) 13,5°, б) 25,3°, в) 35°, г) 85э, д) 120°.

4. Жадвалдан фойдаланмасдан туриб, цуиидаги ёйларнинг градус 
Улчовини топинг: а) 5л/36, б) 5л/9, в) П л/18, г) 13л/30, д) 4/3 л.

5. Жадвалдан цуйидаги ёйларнинг градус Улчовини топинг: 
а) 0,4416, б) 0,8785, в) 1,0472, г) 1,4850, д) 1,7453.

6. Айлана учта нуцта билан 3 : 4 : 5  нисбатда булинган. Хосил 
цнлинган ^ар бир ёйни радиан улчов ор^алн нфодаланг.

7. Учбурчак бурчаклари 2 : 3 : 7  нисбатда. Бу бурчаклари и и г 
радиан улчовини топинг.

8. Агар айлананинг 0,75 м узунликдаги ёйн уч радиандан иборат 
булса, бу айлананинг радиусинн ^исобланг.

9. Агар 0,25 м радиусли дойра секторининг ёйи 1,6 радианта :енг 
булса, бу секторнинг юзини ^исобланг.

10. 1,6 м радиусли дойра секторининг юзи 0,64 м* га тенг. Сектор 
ёГшни радианларда топинг.

11. Доиранинг юзи 12,8 м* га тенг булган сектори 0,4 радиан ёй 
билан тортнлнб туради. Доиранинг радиусинн топинг.

12. Куйндагилар цандай ииюрага эга: a) sin 1, Ь) sin 2, с) cos 1, 
d) cos 3, е) tg 2, f) tg 3,5?

13. 1\уйидаги тенглнклар булиши мумкннми:

а) 2 — sin а  =  1,5, _  b) 1 - f  cos а  =  V 3 »
- 1 -  V 5  . . .  5 +  У Т .

с) sin а  = ---------2------- • d) а  = ------2------

14. Куйндаги айирмаларнниг ишорасини анн^ланг:
a) sin 135° — sin 155°, b) cos 2 — cos3,
с) tg 150е — tg 125°, d) ctg 100 -  ctg 120°.
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15. Цуйидаги касрларнинг (.^исобламасдан туриб) ииюрасини топинг:
sin 2 + sin 3 sin 2 — sin 3

. tg2  +  tg.3 • b) t g 2 - t g 3  •
sin (— 2) — sin (— 2,5) tg 1,7 — tg 1,6 

cos 5 — cos 3 * tg 4
V~3 — 1 V T + I

16. Цуйидаги сонлар берилган: a ) ------ ^----- , b) ------ ^------, c)—4,5;

d) -V 5 ~  V .3 ^ _  32 ^ У  3 — У_Т_щ у.1ардан Кайсн бири

? i nа  ва cosa  нинг кийматлари булади, цайсилари ьсабулмайди ва нега 
булмайдн?

17. КуАидагн куиайтмалар цандай ишорага эга: а) sin 100ЭХ 
Ж cos 100° tg 100°,

5л 5л 5л .
б) sin cos у  tg у ,  в) sin-a cos*a2?
18. Куйидаги тенгсиэликлар (0, 2л) оралицнинг кайси булагида 

Уринли булади:
а) sin a  cos a  >  0, 6) tg a  sin a  < 0 ,  в) tg a  cos a  <  0,

tg a  etc a
r) cos a  ctg a  >  0. a) >  0. e) —  <  0?

19. Агар a , ft ва у бурчаклар учбурчакнинг бурчаклари б$лса, 
цуйидаги йпгиндилар цандай ишорага эга булади:

а) sin a  -f- sin ft +  sin y,
a  ft v

б) cos у  +  cos ^  +  cos у

a ft Y
в) tg y  + t g - |  + ' g  j ?

20. КуАидагиларнн топинг: 1) sin л*. 2) cos л*. 3) tg nk,
4) ctg nk.

sin nk +  cos nk  -f- tg nk
21. Соддаташтирннг:*--------------5 Г 2 л * ------------  ^ Z)'

1 +  cos nk
22- r + ^ r  ~2^k 1,11 а) * — 2л, b) k= 2 n  -f 1 (n£Z) да .\исобланг.
23. Цуйидаги функциялар х  нинг цансн ^ийматларида аницланма- 

ганини курсатинг: a) tg х. 6) ctg д:. u) tg х ctg х, г) tg дг +  ctg *.
24. Агар а) 0 с  sin а  < I , б) — 1 <  sin а  < 0, в) 0 <  cos а  <  1,

г) — 1 <  cos а  <  0 булса, а  кансн чоракка тегишли булади?
25. а  жойлашган чорак ва у тегишли тригонометрик функция ^ии- 

мат ига кура кат гаи учта функция кийматиии \исобланг.
a) s i na  =  3/5, л /2  a  < л, б) cos a  =* — 12/13, л < а < З л /2 ,
b) tg а  =  — 3/4, л/2 < а  < л , г) ctg а  =  8/15, 0 <  а  <  л/2.

Ифодаларнн соддалаштирин г.
26. (а sin a  — b cos a)* +  (a cos a  — 6 sin a )1.
27. cos^x — соя4 -(- sin4a .
28. s in4u — cos4a  — sin*a +  cos*a.
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2 sln2a  — 1 2 sin2a  — 1
29* sin a  +  cos a  1 — 2 cos*a

1 — sin a  cos aO | ---------- - -- --- . , ------ -
co sa  1 +  sin a  * 

sin*a s in a  +  cos a  
sin a  — cos a  tg*a — 1 ’
/ 1 — c o s a W .  , l + c o s a \

33‘ , +  l + c o » a ) ( ‘ + l - c o s a ) -  
Айниятларни исбот дилинг.
34. sinea  +  3 sin*a cos2 a  +  cos*a =  I .
35. sin4a  — cos4a  =  2  s in ^  — 1.
36. 2 (sinea  +  cosea) + 1 = 3  (sin4a  +  cos4a).

s in ^  sin a  +  cos a
37. —---------- — -  4- — :----- т-s -------- cos a  =  sin a.sin a  — co sa  1 — tg2a
38. sin4a  +  2 s in ^  cos2a  +  cos4a  =  1.
39. (sin a  +  cos a ) 1 +  (cos a  — sin a )2 =  2.
40. Куйида берилган функцияларнинг цайси бири жуфт ва то^ли- 

гини, кайси бири то^ \av. эмас, жуфт \ам эмаслигини курсатинг:
а) 1 — sin х, б) 1 — cos ж, в) jc — sin х, г) х  — cos дг

1 +  sin х
д) х* +  sin2*, е) х2 — cos х, ж) х3 +  sin х, з) j — sin х  •

1 — cos х х2 +  sin2x v . % • • *
*> Г+ТБ77 -  *> з Т Ж  л) s,n* C0SJf- м) *,n irt8

41. Куйндаги функцияларнинг даврларини топинг: а) sin5x ,
5 х

б) cos -g х, в) tg 4х, г) ctg у .
Ифодаларни соддалаштиринг: 

sin 350° +  cos (— 370°)
42‘ sin 190D — sin (— 170°) *
43. «in 323 sin 148° — sin  302° sin 122е +  tg 198 tg288 .

/ 23л\ /  13л\ , 13я
44. sm  ( - - ^ - )  +  tg (  — Т ) H-cos Т -

Айниятларни исбот цилннп

45. j^sin ^  — a  j +  sin (я — a) j +

- f  j^cos — a ' +  cos (2л — a) j =  2.

46. [ t g i  +  t g ( j  -  a  )]* +  [  ctg ( я +  + c tg (*  -  «)]‘ = ŝ -

47. cos ^  — a  j —sin (a — 2л) +  tg ( +  o j  +  ctg (a — я) =  

r= — 2 sin a .

48. sin (a — л) — cos I ■у  +  a  j  - f  tg (a — 2л) +  c t g | ^  +  a  j  =  0.



49. Агар a) sin а  =  Г/2, б) cosa =  — 1/2; u) tg a  =  2, г) c tg a  =  
*= — 1 булса, а  бурчакни ясанг.

50. 1^уйидаги функцияларнинг энг катта ва энг кичик ^ийматлари- 
ни топинг: а) у  =  2 - f  sin х, 6) у  =  4 — 2 cos х.

51. Тригонометрик функцияларнинг берилган ^ийматларига мос х 
ёйлар т$пламини ёзинг:

а) sin х =  0, б) sin х =  1, в) sin х =  — 1, г) |s in x  =  1,
д) cos х =  0. е) cos х =  1, ж) cos х =  —1, з) ) cos х *= 1,
и) tg х =  0, к) tg х =  1, л) tg х =  — 1, M ) | t g x = l .

62. Агар
а) sin х =  1/2, б)_ sin х  =  — 1/2, в) sijn х =  V  2/2, 
г) sin х =  — V  3/2. д) cos х =  — *V^2/2, е) tg  х =  — 3/3. 
ж) c tg x  =  1, з) c t g х =  — Т /3,

булса, х ёйлар тупламини ёзинг ва бу ёйларни бирлик айланада ясанг.
53. Куйидагн функцияларнинг графичларини ясанг: 

а) у  =  | sin х |, б) у  =  | cos х|, в) у  =  | tg х|.
54. К^уйидаги тснгсизликларни ечинг: *

а) s i nx  > V 2/2, б) co sx  <  1/2, в) tg x  >  У Т,  г) c tg x  < 1 .
55. Куйидаги функцияларнинг анин,ланиш со^аларини топинп

х 2х*-*» 1 х
а) у  =  arc sm —, б) у  =  arc sin — — , в) у  =  arc sin  —

4 2 2

г) у =  arccos

56. КуВиДЗ™ ифодаларнинг сон цийматларини топинг:

a) sin (ars s i n - ^ - j ,  б) «n-(arctg  я) tg^arc tg

/ V TN  / У Т  \
г) cos (wc cos—g - J ,  Д) tg-^arc t g —j —j,  e) ctg (arc ctg 1).

57. Куйидаги ифодаларнинг сон цийматларини топинг:

a) ars sin[sin(—1)], б) arc s in^sln --- j, в) arc cos (cos 3), r) arc tg^tg^- j e
58. К,Уйидагн ифодаларнинг сон ^ийматларини топинг:

а) sin ^агс cos 3 ^ -  +  arc sin

б) sin £агс sin +  arc sin(— l) j ,  в) cos (arc tgl +  arc ctg 1).

Б9. Куйидагиларни топинг: a) cos(ars sin x), 6) sin(arc cos x),
в) tg (arcsinx), r) ctg (arcc tgx).

60. Куйидаги тенглнкларнинг Уринлилигини текширинг:
4 3 4 3 

a) arc sin —  =  arc cos— , 6) arc sin —  =* arc tg — ,
5 5 5 5

в) arc sin — arc cos r) arc cos -2 -  =  arc tg 3^5.,
7 7 3 2
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61. Жадвалдаи фойдаланмасдан, айирмаларнпнг ииюрасини анна
лам г:

a) arc ein 0.51 — arc sin 0,499, 6) arc cos 0 .3  — arc cos 0,2, 
я

в) arc tg 1 — arc tg —  r) arc ctg 3 — arc ctg 2,5.

62. Тенгламалардан x  ни топинг:

a) arc ein Xе «  я /4# 6) arc cos(3x — 1) « о
я  x  2

в) arctgV J——«, r) arc ein——  =» 1.3 о

63. Тенглаыаларни ^аноатлантирувчк бурчакларнинг умумий к$рн« 
ниши ни топинг.

a) ein Зх =  1/2, б) cos 4 х  =  V % /2 , ») tg 10 х =  1,

г) sin*4 х  =  1/4, д) сое f -—  +  у )  “  1/ 2, е) V 3  tg 2х =  I .

Тенгламаларни ечинг:

64. 2 sin* jc — 3cos х  =  0.

66. t g - -  (1 + cosjc) = 0 .

66. cos x(tg x  — 1) => 0.
67. 2 sin1 x  -f- 8 cos1 x  — 5 *= 0.
68. 2 tg1* — 7 tg x  +  3 =  0.
69.-10 ctg*jr — 27 ctg jr +  11 = 0 .
70. 12 sin1 x +  16 cos x  — 17 =  0.
71. sin1 jr — 3 sin дг cos jc +  2 cos1 x  *  0.

* 72. cos1* — 4co e jcsin x  — 12sin1* — 0.
78. 2 sin1 x  — 3 cos1 x  +  sin x  cos x  =» 0.
74. 4 sin1 x  +  sin x  cos x  — 3 cos1 x  — 0.

Хпсобланг
75. tin  10е сое 50° +  cos 10° sin 50*.



76. cos 18 cos 153 +  si i 18э sin 5°-
77. cos 18° cos 42°— sin 18° sin 42°.
78. sinfjc +  tj) cos (jc  — y) +  cos(x +  y) sin (дг — у).
Ифодаларни соддалаштиринг. 
7 9  *in х cos (дг—i/) —sin ij  

sin (x—£/)
ov. T  lg If.

Sin JC cos у 

S in  ^  x  ^  —CQS 2 jc sin у 
cos (2jc — y) — sin 2 x  sin и

81. ctga —

83. Агар cosa =  — 3/5, cos p =  — 12/13 fa a  II чоракда, P эса III 
чоракда булса, *in (a +  0) ва sin (a — 0) ни ^исобланг.

84. Агар sin a  =  — 5/13, s i n p  =  4/5Ba a  III чоракда, p эса II 
чоракда булса, cos (a - f  P) ва cos (a — 0) ни ^исобланг.

85. Агар cos a  =  — 15/17. sin P = — 3/5 ва a  II чоракда, P эса
IV чоракда бСлса, tg (a - f  P) ва tg(a — P) ни ^исобланг.

4 / л  \
86. Агар s i na  =  — —  ва a  III чоракда булса, sin - - - - f a )  ни

5 V 6 /
^исобланг.

Ифодаларни соддалаштиринг:

sin(a - f  Р) —2cos a  sin Р

89.  ■———--------------L—
cos (a — P) — cos (a +  P)

cos (a — P) — 2 соя a  cos P 
cos (a +  P) -f- cos (a — P)

90.

91.

359



94. cos ( Y  +  * )  со» ~ -  sin (  * -  +  a  ' sin 

Айниятларни исбот цилинг.
95. cos* a  — 2 cos a  cos p cos(a +  P) +  cos2(a -f  fi) =  sin*p.
90. sin (a - f  p) sin(a — P) =  sin* a  — sin* p.

/ л  \ I _
97. cos Г—  — a  | =  —  (cos a  - Ь У З  sin a).

c o sa  +  s i n a  . / я  \
— 7—  =  tg I T  +  a i * a  — sin a  \  4 /

‘‘ (т+ 'ЬЧ т—)
99. -----г г -------- :-------- т -z--------г =* 2 sin a  cos a.-(f+'Mi-)

t“ (2 0 _ f ) _ T ,ln20 v r

COS

cos 3 cos 17 — sin 3 sin 17 2 *
Тенгликларии т$три эканлигини исбот дилинг:
101. cos 20° +  cos 31° cos 11° +  cos 59° cos 79 =  2 cos 20°.
102. cos 15° — sin 15° *  sin 45°.

sin 40° cos 15° — cos 40° sin 15°
103.  =  tg 25°.

cos 19° cos 10° — sin 15° sin 10°
e cos 115° sin 305° -f sin 35° cos 25° ,
104.  -------------------------------------  t= 1  3 ,

cos 160° sin 230' — sin 40° cos 70° v
Тснгламаларни ечинг:
106. sin 2x cos x  +  cos 2 x  sin x  =  0.

106
‘ sin (”Т + х ) +со\ * —"7') =  0‘

107. A f ± L . , .
i -  igjt

108. ^исобланг:

cos a  =  - ~  na a  g (3 я /2 , 2 я) булса, sin 2 a,
5

б) cos a  =  0 ,2  булса, cos 2 a ,
в) tg a  = 3 / 4  булса, t g 2 a .

x 5
109. Агар a) t g  — =  tT_ булса, c tg x  ни ^особланг; 6) tgx

«J j
булса, сое Ах ва tg 4 х ни ^исобланг.
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110. a) sin З а  ни s in a , б) cos З а  ни cosa, в) sin 4 а  ни s in a  ва 
oos а -г ) cos4 а  ни s in a  ва cosa оркали ифодаланг.

• *
111. а) tg 3 a , ни tg a , б) cos 4a ни c o sa , в) sin 5 а  ни s in a  ор

цали ифодаланг.

Айниятларни исбот цилинг:
1  — c o s2 a  - f  sin 2 a  s in 3 a  c o s3 a  

. 1 1 2 . — -— r - — —  =  tg a . 1 1 3 . - - ----- — ---------- =  2.
1 - f  cos 2 a  +  sin 2 a  sin a  cos a

114. c o s4 a  +  4 c o s2 a -f* 3 =  nK  s in 2 a  — s in a
= 8c<*4 e - l - c a s a  +  c o , 2 a = tg a -

a  a  . a
116. cosa  =  1/2, а £ (л /2 , л); s i n — , cos —  Ъа tg —

. * * •

ни ^нсобланг.
a  a  A a

117. *■£a  =  4/3, a £ (0 ,n /2 ) , s i n — , cos —  ва tg —

ни ^исобланг.
Ифодаларни соддалаштиринг:

1 — cos a  I — sin a
118.  . 119.--------------. 120. c tg a  (1 — cos 2a).

1 +  cos a  1 -j- s in a

Айниятларни исбот дилинг:

2 sin a  — sin 2a д a  
121.  5-------------------=  tg*— .

2 sin a  +  sin 2a. 2

cos a  — cos 2 a — 1
122. — :-----------------------=  ctg a.

sin a  — sin 2a
a

• 123. a) arap *8“  = 2  булса, s in a  ни,

a
б) агар tg —  =  3 булса, cos a  ни,

в) агар t g булса,  tg a  ни ^исобланг. 

Тенгламаларни ечинг:
х

124. sin х +  cosx =  I. 125. 1 — cosx =  *in — ,

126. .1 + c o s x  =  sin x.
127. Цуйидагиларни алгебраик Ahfhhjih шаклига келтиринг:

X X X
а) sin 5 x s in  Зх , б) cos —  со» —  c o s — . -

2 3 4
% V
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128. 1 4-сова — 2 cos* — . 129. 1— cos а  =  2 sin*

130. 1 +  sin а  =  2 со*‘ — - y j .  131. 1 — *i na =-

-2,1”,(т-т)-
132. Куйидагиларнн купайтма шаклига келтиринг:

л 2л
а) соъ —  — со* — % б) 2 cos8 a  — sin 2 a ,

2 5
в) tg 25° — ctg 75°, г) sin* 5 a  — sin* 3 a .

Куйидагиларни купайтмага келтиринп

133. sin 2 a  cos 3 a  — 2 sin* a  sin 3 a .

134. sin 10°- f 2  sin 5Э cos 15° + cos 50°. 135. 1 4 - 'in  a  4 - cos a .

136. sin x 4- *in 2x 4- sin 3 x.

137. )^ар ^андай учбурчакнинг /4, В ea С бурчаклари учун ^уйи- 
даги муносабатлар уринли булишини курсатинг:

. А , в  са) sin А — cos В — sin С =  4 sin — sin —  сое — .
2 2 2
A B C

б) sin А — sin В 4- sin С =  4 sin —  cos —  sin — .2 2 2
A I л  В \  ( n  C \

в) sin A 4  соя В—cos C = 4  cos — cos —  4" — sin — I-— U
2 \  4 2 /  \4  2 /

Куйидаги функцияларнинг ^осилаларини топинг:

1 — sin х  „ I л  \
138. /(x) = ------------- . I  \ —  ни топинг.

1 4- sin x  \  4 /
sin jc — 1 /  л  \

139. /(x) =  — --------- . f  —  ни топ инг.
s in x  \  3 /

140. у  «  »in(2x* 4- 3). 141. /  =  sin* 5<p*.

142. у жя —- j - — .1 4 3 . y * = V s in 2 x . 144. у  *  V sin*2x .
•in* 2 x

MS- V -  ■ 1
tin* x

Айниятларни исбот дилинг:
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146. o=*sin2/ цонун буйича а̂ракатланаётган нуцтанинг / = я/б 
момеитдаги тезланишини топинг (s— метр цисобида, / — секунд и̂- 
собида).

147. у =  sinx эгри чизицца х = я/3 нуцта та утказнлган урннча- 
нинг Ох уцца циялик бурчагиии топинг.

148. v*sin х (х £ (о,я/2) эгри чизицца $тказилган уринма Ох уци билан 
•г ctg ( V 3/2) бурчак цосил циладиган нуцтанинг координаталаринм 
топинг.

149. у = sinx эгри чизиц х = я нуцтада Ох Уцни цандай бурчак 
остида кесиб утишини топинг.

150. у = к’\пЗх эгри чизицца (л/3; 0) нуцтада Утказнлган урин- 
манинг Ох уцца циялик бурчагини топинг.

со* х 4- I151. Их) = — -  _  | -Г(я/3) ни топинг.
152. /(x) = 2sinx— 2 cosx. Г  (л/6) ни топинг.
153. f{x) =  соя*sin х. /'(я/3) ни топинг.

• tg х — I154. I  (х) = —ig'jg— • V  (я/3) ни топинг.

хtg —
* 155. /(х) = ---- -—.•/' (я/2) ни топинг. 156. у = cos(x* — 3).X

1 + tg —3
з — 1157. у = cos* /  х. 158. // =

cos* х
159. tj = tg* Зх. 169. у = ctg Xs.

161. у = Vctg 2x'. 162. У — y  1
/ctg

163. у = In | /  j-T .P y .f_  164. « =  In sin* (x — 1).
Г 1 — COS X

165. у = In tg* x*. 166. In e%ln 2t.
167. y = e*lnx cosx. 168. у *=eXg x cos1 x.

160. x aictg 170. и = arcsin 2x.
171. f(x) = 2arcsinx — 3 arccosx. / '(V 3/2) ни топинг.

/—  x* — a*172. у = arccosV2x. 173. у = arc sin—---x* + a*
. I 1 ^

174. tj=  arcctgV2x. 175. ы = arctg-----•
1 — x .

176. у = tgx эгри чизиц x я/4 нуцтада Ох Уцни цаила* бурчав 
остида кесиб утишини топинг.
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177. j/sstgjr ва  ̂= ctg jc эгри чизи̂ ларнинг (0, я/2) орали̂ даги 
кесишиш нуцтасида улар орасидаги уткир бурчании топинг.

Куйидагн ошкормас функцияларнинг >(осилаларини топинг.
178. sin у = дгг/*. 179. cos* у = х*.
180. tg у = ху. 181. arcsiny = jr. 182. arcctg // = jr*
183. а) 2/, б) 1 +/, в) 1— I сонларни тригонометрик формада тас« 

вирланг.
Ифодаларни соддалаштиринг.

( я я \ / я я \
cos —  + /sin —  J -2( cos— +/Sin— j.

( я я \ / я я \
c“ T +'sinT j(co,T +',lnT }
( 4я 4я\ / я я  \ »
cos— -f/s in — j  :2( cos — + isin  — ). '

/ я я \ / Зя Зя\
187. ^cos—  + /sin— j: Icos — + /sin— J.

Куйидаги тенгликларнинг тУгрилигини исбот цилинп
/ Я  Я  \в188. cos —  + / sin —  I *=1.
\ 3 3 /
/ Я  Я  \4189. cos —  + i  sin —  1 ■ - ! .V 4 4 /

190. Куйндаги илдизларнинг барча и̂йматларини и̂собланг:

a) j/cos ^  '+ ( sin б) | / cos ^  + / sin

Тригонометриянннгс  ереометрияга кУлланнли- 
шига дойр масалалар.

191. а диагонали асос текислиги билан а бурчак, катта ён ёги 
билан эса р бурчак ташкил и̂ладиган параллелепипеднинг а̂жмини 
ани л̂анг.

192. Т̂ рри бурчакли паратлелипипеднинг диагонали унинг кичик 
ён ёгн билан Р бурчак ашкил келади. Параллелепипеднинг диагонали 
ва асосининг катта томони ор̂ атн паратлелепипед кесими утказилган. 
Бу кесимнинг пернметрн т  га тенглигини ва унинг текислиги асос 
текнслиги билан а бурчак ташкил цилишини билган о̂лда параллеле
пипед а̂жмини топинг.

193. Кубнинг и̂рраларидан бири ор̂ ати текислик Утказилган бу
либ, у кушни ёц билан а бурчак ташкил и̂лади. Кесим юзи т 2 га 
тенглигини билган *олда. кубнинг *ар бир бУлаги а̂жминн топинг.

194. Мунтазам туртбурчакли пирамиданинг ён и̂рралари а га тенг 
ва улар асос текислигига а бурчак остида огган. Пирамиданинг ён 
сиртини ва а̂жмини топинг.

195. Пирамиданинг асоси бурчаклари а ва р булган учбурчакдан 
иборат. Пирамиданинг баландлиги h га тенг. Кирратарнннг асос текис-.
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лиги билан ташкил и̂лган бурчаклари у га тенг. Пирамиданинг а̂ж- 
мини топинг.

196. Мунтазам учбурчакли пирамидада ён ёцнинг пирамида учидаги 
а  текис бурчаги 90э дан кичик, асоснинг томони а га тенг. ён ёклар 
орасидагн икки ё̂ ли бурчакни ва асос томонндан ён н̂ррага (̂ арама- 
царши ётган) перпендикуляр и̂либ утказилган кесим юзини топинг.

197. ён цирраси асос текислигига а бурчак остида огган ва асос
нинг 1̂арама-1\арши томонини 5ртасидан k масофада ётадиган мунтазам 
учбурчакли пирамиданинг досмини топинг.

198. Пирамиданинг асоси томони а га, уткир бурчаги р га тенг булган 
ромбдан ибора>. Асосдагн барча икки ёцли бурчаклар а га тенг. Пи- 
рамиданинг а̂жмини ва тула сиртини топинг.

199.* Мунтазам учбурчакли пирамидада ён ёц асос текислиги ва 
1̂ ушни ён ё̂  билан мос равишда э̂ осил и̂ладиган а ва р бурчакларнинг 
косинуслари орасидаги богланишни ани̂ ланг.

200.* Мунтазам олти бурчакли пирамидада ён ё̂  асос текислиги 
ва цушнн ён ё̂  билан мос равишда о̂сил цнладиган а ва р бурчак
ларнинг косинуслари орасидаги богланишни урнатинг.

201. Агар мунтазам учбурчакли пирамидада ён ё»̂  асос текислиги 
билан ашкил цилган икки ёцли бурчак р га теьг булса, ён ё̂ лар 
орасидагн икки ё»уш бурчакни топинг.

202. Мунтазам туртбурчакли пирамидада асос томони ор̂ али асос- 
га р бурчак остида текислик утказилган. Агар пирамиданинг апофемаси 
а га тенг булиб, ён ёц асос текислигига а бурчак остида огган булса, 
о̂сил цилинган кесим юзини аии̂ ланг.

203. Мунтазам туртбурчакли пирамидада унинг Ь ён к̂ ирралари 
асоси текислиги билан а бурчак ташкил килали. Асос диагонали 
оркали ён и̂ррага параллел »\илиб текислик утказилган. Кесим юзини 
и̂собланг.

204. Асосида тугри бурчакли учбурчак ётган призмага шар ички # 
чизилган. Бу учбурчакда тугри бурчак учндан гипотенузага туширилган 
перпендикулярнинг узунлиги h булиб, у катетлардан бири билан а 
бурчак ташкил и̂лади. Призма .̂ ажминн топинг.

205. Пирамида асоси бурчаклари а ва р булган учбурчакдан ибо
рат. Пирамиданинг а̂мма ён н̂рралари асос текислигига у  бурчак ос
тида огган. Агар пирамидага лашци чизилган шарнинг радиуси R га 
тенг булса, пирамиданинг а̂жмини топинг.

206. Мунтазам туртбурчакли пирамидага ички шар чизилган. Агар 
асос томони а га, пирамида учидаги тгкнс бурчак а га енглиги маъ
лум булса, шар сиртини ани̂ ланг.

207. Пирамиданинг асоси тенг ёнлн учбурчакдан иборат б^либ, 
унинг ён томонлари b га тенг. Асоснинг тенг томонлари орцали утув- 
чи икки ён ё»̂  асосга перпендикуляр, учинчи ё»̂  эса асосга а бур
чак остида огган. Асосдаги тенг томонли учбурчакнинг учидаги бур
чак а̂м а га тенг. Пирамидага ички чизилген' шар радиусинн ани̂ - 
ланг.

208. Ю о̂ридаги масала шартини сацлаган о̂лда, бу пирамидага 
ташци чизилган шар радиусинн ани л̂анг.

209. Агар мунтазам туртбурчакли пирамидага таш̂ и чизилган шар
нинг а̂жми V га тенглиги ва шар марказидан пирамиданинг ён ённа 
туширилган перпендикуляр пирамиданинг баландлиги билан бурчак 
ташкил и̂-*иши маълум булса, пирамиданинг баландлнгини топинг.
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Ю-Б ОБГ А  Д О И Р  Ж А В О Б Л А Р ,  К У Р С А Т М А Л А Р  
ВА Е Ч И М Л А Р

2. а) 0.2705. б) 0.1251, в) 1,4434. г) 2,0071, д) 5,4512.
3. а) 0.236. б) 0,442. в) 0.611, г) 1,48, д) 2,09.
4. а) 25е, б) 100°, в) ПО®, г) 78°. д) 240°.
5. а) 25 18'. б) 50 20', в) 60\ г) 85 05', д) 100".
6. л/2, 2л/3, 5л/6.
7. л/6, л/4, 7л/12.
8. 0.25 м. 9. 0.05 мг. 10. 0,5. 11. 8 м.
64. x = 2nk± — . 65. x = nk. 66. л* + - .

3 4
71. х = ^  + nk, х = arctg 2 + nk.

72. х — arcctg 6 + nk, x = — arcctg 2 -f nk.
73. x = iL  + nk, x = — arctg -j- л/?.

4 2
74. jc = — + лЛ, x = arctg А  + лЛ.4 4
105. x = — k. 106. x = — -  + nk. 107. * = яk.

3 4
108. a) -  g , 6) -  0,92, в) .

109. a) — —, 6) — , — .
' 15 ’ 169’ 119

t i l .  a) 3 tga — tg*a, fi) g cos« a _ 8  cos* a + 1.
1 — 3 tg2 a

в) 16 sin5 a — 20 sin3 a 4- 5 sin a.
ltR 1 У З  V I  117 V"5 2 V~5 1 
" 6- 2' 2---- Г '  II7* “ Б- * 5“  ’ T
118. tg* 119. tg* — £.j. 120. sin 2a.

123. a) 1 . 6) - 1 ,  в) -  V"3-
5 5

127. a) JL cos 2x— -L cos 8x,

e ,T “ , f  + T “ , S + ? ' 0!H + 7 ' “ R-
.32. .) 4. 2 V-2 «  .  tin (« e ). .)
r) sin 8a sin 2a.
133. 2sina cos4a. 134. cos 10’.
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135.2V 2 cos— cos ( — — £Ll 136. 4sin^-cosJtcos—.2 \4 2/ 2 2
138. 8 — 6 V T .  139. 140. \x cos(2jt»+3).3
141. 15<p sin5<p* smlO^*. 142. —

^ sin4 2x
_ у----  10 cos 5x143. ctg 2x V  *in 2x. 144. -5

V  sin bx
2 etc x 1145. — v - - ■■■--. 146. 1 м/сек*. 147. arctg-s*. .

148. ^ L ,  i j .  149.̂ 5. 150. — arctg 3.

151. 4 V I .  152. V~3 + l. 153. — 1/2. 154. 4/3.

155. J L ± _ 0 .  156. — 2x sin (x* — 3). 157. sin 2 уН с.

158. — -8‘n x . 159. -- S'n.-3x. 160. — — ^ !_ .COS8 X cos3 3x Sin2 X3
161. — 2 V. c[Z2x .. 162.------2y  163. — —Д —

sin 4x 3 sin 2x ~ ctg x s,n *
164. 2ctg(x — I). 165. — * * . 166. 2 cos 2/. sin 2л2
167. esinx (cos2 x — sin x). 168. (1 — «in 2x).

*69. 170. Y = .  171. 16.

172. — - T = L = = r . 173. -J ?  -i . 174. '
V2x  ( 1 - 2 xY WJ‘ ( i + 2 *) V~2x-

175. _ l— .. 178. --- yl- 179. 2дс
1 1 v 2  л л с  к ___ О  v i i1 + x2 cos у — 2xy sin 2y

180. - y C0S> . 181. V l  — y3. 182. *— 2дс (1 + (/*).
1 —  X cos гу

191. Ечилиши.  Туяри бурчакли ABCDA' B 'C 'D ' (10.49-расм) 
параллелепипед берилган. Унинг диагонали BD’ = a, Z D 'B D =  а вa 
^  Л'Я/У = р.

D'BD учбурчакдан D = 90 ) И = DD' = BD' sin а = а sin а 
ни топамиз. BA'D ' учбурчакдан (Z /Г = 90 ) A D' = ДО<= ВО 'х 
XsinP = a sin р, А'В  = BD' cos р = a cosp ни топамиз. А ' ЛЯ учбур
чакда (Z/4 = 90°) А А' = DO' = a sin а, бундан

АВ  — ~[/(А'В)2 — И 'Л )2 =r V  a2 cos-p—а- si 11*0 —
-■ а V  cos*p — sin2*».
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У *олда __________
S = АВ AD = a'1 sinp Vco?2p — sin*a ва, демак, V = S # =  a* sin а Х
X sin p V  cos" — sin2a. ^осил и̂лннган натижани соддалаштириш мум
кин:

cos*p — sin*a = sin* — pj — sin*a =

= Isin^y- — Pj + sinaj [sin — P ̂  — sin a) =
Я  Л  Я  Я  fl I яT-P+a

10.49- расм. 10.50- расм.

о- — Р + a  J  —  р — a у  — P — a у
4 sin---- -----cos----------sin---------- cos

= cos (a + P)cos (a — P).
Жавоби.  V = as«ina sinp V  cos (a + P) cos (a—p).

V  2 ms sin 2a sin 2P cos P192. ЖавобИ.  У = -------
128 cos

193. Жавоби.  Vt = y  m3 sin a V  cos a , V% = -y m* (2 cos a —
— sin a) V  cosa.

194. Масала шартига кура (10.50-расм) ОА = a cos a, d = 20 А = 
*= 2a cos а. Пирамиданинг баландлиги H = a sin а. Асосдаги квадрат

томони х = = V  2 a cos а. Пирамида асосининг юзи Q =
*=2a2 cos* а. Апофема:

1 + sin2 a
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10. 51- раем.

Пирамида ён сиртини ва а̂жмини маълум формулалар орцали топа* 
миз.

Ж а в о б и . S*h = 2a3 cos а 1/ I sin2 а,

V = у  а3 sin 2а cos а.
2195. Ж а в о б и .  V =* у  Л3 sin a sin Р sin (а + Р ) dg3 у.

196. Жавоби.  <р = 2 arc sin ~2~cos~(a/2) *
а 3s =

‘ | / * ( т - г ) - ( т  + т)'

197. Жавоби.  V = 4*3
27 sin a sin 2a*

198. Жавоби.  V = sin3 р tg a, S = a3 sin Р (1 + sec a).

199. E ч и л ишн. Асос томони а га тенг булсин.Унда ён ёцнинг пирами-
а 1/3да учидан утказнлган баландлиги SE= — га тенг (10.51-раем), ён6 cos a

SC = SA = SB  = a-"^   ̂ l / — ]—  3. Энди асос учидан
6 I  cos 2 a ' 

ён циррага утказнлган ён ёц баландлигим i топамиз: AD = DC = 
а

= ~2~зГп (р/2) * С$',,гРа ASC ва BAS учбурчак юзларини топиш на
о̂сил цилинган натижаларни тенглаш лозим. Жавоби .  3 cos3 a ^

= 1 — 2 cos р.

цирра
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200. Жавоби.  1 + cos* a =* — 2 cos p.

1 — з cos*P
201. Ж  а в об и. arccos ----5---- .

202. Ечилиши.  \осил цилинган кесим тенг ёнли трапеция экан- 
лцгини исботлаш и̂йин эмас. OSE учбурчакдан (10.52-расм) ОЕ =* 
= a cos а, b = 2-ОЕ = 2а cos а. ESK  учбурчакдан синуслар теорема- 
сига кура

«Гп ( 1 № - 1 5 Г  -  sin ( ( f - p f  =  ■,iMaVp)'- бундан трапеция *
a sin 2a a sin (a — P)

ландлиги KE  -  sin (a +~p7’ 7(5 = " i n  ( a+P) ' *  • C*HrPa A/4SD
AW /CS „~  Д MSN , шунинг учун -g- = — , бундан трапеция асосининг кичик

b-KS 2а cos a sin (а—Р) „
Юмони MN ш* ■ fl • =--- sin (дТр~р)----Изланган кесим юзи

Г a cos a sin (а — Р)1 а sin 2а
& - |а с о *  а +  , in <а + Й ] -,1п ( а + Г “ '

а1 cos а sin 2а [sin (q+ P)+sin (а — р)]
“  sin* (а +  Р) *

а* cos а sin 2а -2 sin а cos Р а* sin* 2а cos Р 
“  sin* (а + р) = sin1 (а + Р) *

а* sin 2а cos Р 
Жавоби.  sin*(a + P) #

203. Жавоби. S = у  Ьг cos a.

204. К урсатма .  Призма баландлиги ички чизилган шар радиу. 
вига тенг.

Жавоби.  V = S-2r = ** ^
2 sin 2a cos -5. sin2 \ 4 2/

2
205. Жавоби.  У = у  #3 sin* 2y tgy sin a sin P sin (a + P).

лa* cos a206. Жавоби.  S = —
2 cos*
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а  а207 Ж а во б и. г = бсоч у  tg j .
ft у--------------------

208. Жавоби.  Я = ------ г—  1/ . . 4 а * a
2 cos -у Г ,+ со*4 1 ^ а-

1 /evn/e
209. Ж  а воб и. Л = j + 2 ctgi“  ^  j  . ч



11-БОБ

Т$ТРИ БУРЧАКЛИ КООРДИНАТАЛАР СИСТЕМАСИДА 
Т$ТРИ ЧИЗИ^ЛАР ВА ТЕКИСЛИКЛАР

11.1-§. Текисликда тугри чизи^ни вектор ва координата 
формадаги тенгламалар билан берилиши

11.1.1. Берилган нуктадан берилган йуналиш буйича 
утувчи тугри чизи  ̂ теигламаси. / чизиц хОу координата 
текислигидаги тугри чиз- к А „ (>0, уе) I даги фичсирлан- 
ган нуцта, rt «= (А; В ) бу тутри чизиеда перпендикуляр 
ва ноль булмаган векто  ̂ булсин. Бу векторни тугри чизи- 
гимизнинг нормал вектори 
деб атаймиз. М0 нуцта ва rt 
векторнинг берилиши I ни- 
аниклашинн ?̂ амда хОу те* 
кислнкдагн нсталган тугри 
чнзи  ̂ ана шундай цилиб бе
рилиши мумкинлигини цайд 
^илиб утамиз (11.1-раем).

Ихтиёрий М (х; у) ну^та
М0М, ва п векторлар узаро 11.1-раем
перпендикуляр булганда ва
фацат шундагина / тугри чизицка тегишли булади. Бу- 
нирг учун, уз навбатида, бу векторларнинг скаляр ку> 
пайтмаси нолга тенг булиши зарур ва етарли:

п • AJ0Af =  0. (11.1)

М0 нуктанинг радиус-вектори ни г0 орцали ва М ну̂ - 
танииг радиус-векторини г орцали белгилаб, (11.1) фор- 
муланн ^уйидаги куринишда ёзишимиз мумкин:

я (г  — г0) =  0. (11.2)
(11.2) муносабат М нуктанинг /тугри чизиеда тегишли бу- 

лишининг зарур ва етарли шартини ифодалайди. У тугри ни- 
зицнинг вектор тенгламаси деб эталади.
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М0М = (х — лг0; у — у0) булгани учун п-М0М  скаляр 
купайтмани купайтувчнларнинг координаталари орцали ифо-
далаб, цуйидагини цосил циламиз:

А (х — х0) +  В  (у — у0) =  0. (11.3)

(11.3) тенглама т$три чизицнинг координата формадаги 
тенгламасини ифодалайди.

11.1.2. Тугри чизицнинг умумий тенгламаси. (11.3) тенг-
ламада цансларни очамиз:

Ах -f By — Ах0 — By0 =  0

ва Ах0 — Ву0 ни С орцали белгилаймиз.
У цолда бу тенглама цуйидаги курннишга келади:

Ах +  By +  С =  0. (11.4)
(11.4) тенглама текисликдаги тугри чизицнинг умумий 

тенгламаси дейилади. «Умумий» термини шу билан тушун- 
тириладн: текисликдаги ихтиёрий турри чизиц х ва у га 
нисбатан биринчи даражали (бунда А ва В  коэффициент- 
лар бир вацтда нолга айланмайди, чунки и вектор нолга 
тенг эмас) тенглама орцали берилади. Бунинг тескарнсини 
цам курсатиш цийин эмас: (11.4) куринишдаги цар цандай 
тенглама Л ва В бир вацтда нолга айланмаганда тугри
чизицни беради. Масалан, агар А Ф  0 булса, М„ (— ; о)
нуцтадан утувчи бу тугри чизиц п =  (А\ В ) векторга пер
пендикуляр тугри чизиц булядн.

Тугри чизиц умумий тенгламаси коэффициентларининг 
баъзилари нолга тенг булгандаги характерли хусусий цолч 
ларни цайд цилиб утамиз.

1. А =  0, В Ф  0 булсин, у цолда (11.4) тенглама
у =  ь (b =  ~ q B )  

куринишни олади. Бундан, тугри чизицнинг барча нуцта
лари b га тенг булган бир хил ординатага эгалиги келиб 
чицади; демак, тугри чизиц абсцнссалар уцига параллел.

2. В =  0, А ф  0 булсин, у цолда
х =  а (а =  — С/А)

га эгамиз. Тугри чизицнинг барча нуцталари бир хил абс- 
циссага эга; демак, тугри чизиц ординаталар уцига парал
лел.
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3. С — О, В Ф  О булсин. — А/В ни k орцали белгилаб
(11.4) тенгламанн

у =  kx
куринишга келтирамиз. k коэффициентнинг маъносини аннц- 
лаймиз. Турри чизиц тенгламасини (0; 0) нуцта цанэатлан- 
тиради, демак, турри чизиц координа- 
талар бошидан утади. Тутри чизицда 
ихтиёрий М0 (дс0; у0) (х„ Ф  0) нуцтани 
олиб, у0 =  kx0 ни цосил циламиз, ундан 
k =  уо/хо- 11.2- расмга мурожаат цилиб, 
k сон турри чизицнинг х уцца циялик 
бурчаги а нинг тьнгенси эканлигинн 
курамиз. k сон myFpu чизицнинг бурчак 
коэффициенти дейилади. 11.2-раем.

11.1.3. В Ф  0 деб фараз цилинганда 
тугри чизиц тенгламасининг махсус цоллари. Тенгламанн у 
га нисбатан ечамиз:

у ----j  х — ̂  ёки у =  kx +  Ь. (11.5)

Ь соннинг маъносини аницлаймиз. Агар х=0 булса, у цол- 
да у =  Ь, демак, бизнинг турри чизиримиз ординаталар уци- 
ни (0; Ь) нуцтада кесиб утади. b сон т^ ри  чизицнинг 
бошлангич ординатаси, (11.5) тенглама эса тугри чизиц
нинг бурчак коэффиииен'пги ва бошлангич ординатали 
тенгламаси дейилади.

Игар (11.3) тенгламанн В  га булнб (албатта В Ф  0 деб 
хисоблаб) ва яна k =  — А\В деб,

У — Уй — k (дс — дг0) (11.6)
ни ^осил циламиз. Бу тенглама берилган нуцтадан бери л- 
ган й$налишда утувчи тугри чизиц тенгламаси дейилади.

Фиксирланган М0 (jc0, у0) нуцтада ва турли k да бу 
тенглама тугри чизицлар тупламини беради. Бу туплам 
маркази М0 нуцтада булган т#гри чизицлар дастаси деб 
аталади. М0 нуцтадан утувчи фацат битта тугри чизиц, 
чунончи абсциссалар уцига перпендикуляр тугри чизиц бун
дай тенглама орцали ифодаланмаслигини эслатиб утамиз. 
Унинг тенгламаси х =  х0 булади.

Берилган иккита /И, (*,, yt) ва Ма (х2; у2) нуцтадан 
утувчи тугри чизиц тенгламасини тузиш талаб цилинсин 
(ххфХъ деб цисоблаймиз).
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Берилган тугри чизи^нинг бурчак коэффициентини то
памиз. Бунинг учун МХМ% кесманинг абсциссалар у^и билан 
ташкил ^иладиган бурчагининг тангенсини топамиз. 11.3- 
расмдан

ни куриш осон. k нинг бу цийматини маркази Мх (хг; ух) 
ну^тада булган тугри чизиц дастасининг тенгламасига цуйиб,

ни ^осил киламиз. Бу формулани анча симметрик булган 
формада (бунда ухф у 2 деб ^исоблаймиз) ёзамиз:

и __и. г __  г. 

^акицатан, бу детерминантнинг биринчи сатридан ва 
учинчи сатридан унинг иккинчи сатрини айириб ва детер- 
минантни учинчи устун элементлари буйича ёйиб, куйида- 
гини ^осил ^иламиз:

(X -  * j) (#2 — Ух) — (у — Ух) (хг — *,) =  0. (11.10)

11.1.4. Икки тугри чизи^ орасидаги бурчак. Коллинеар- 
лик ва перпендикулярлик шартлари. 1Х ва /2 тугри чизицлар 
мос равишда цуйидаги тенгламалар билан берилган булсин:

Ахх +  Вху +  Сх =  0 ва А2х +  В #  +  С2 =  0. (11.11)
У  ^олда пх =  (Ах; В х) вектор 1Х га нормал вектор, п2 =  
— (А2\ В2) вектор эса /2 га нормал вектор булади. Агар

(11.7)

у - У 1 =  <* -  *>xt —  хх

Х,осил цилинган тенглама уша 
изланаётган тенгламадир.

У берилган икки нуктадан 
дтувчи тугри чизиц тенг лама- 
си дейилади.

11.3* раем.

(Хь Ух) ва (х2; у2) ну^талар- 
дан утувчи исталган тугри чи- 
зщ  тенгламасини цуйидаги ку- 
ринишда ёзиш мумкинлигини 
текшириш осон:

X у 1 
хх ух 1 =0. 
х2 у2 1

(11.9)
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/, ва /2 ноколлинеар булса, у ^олда я, ва п2 орасидаги ф 
бурчак /, ва /, ташкил цилган бурчаклардаи бирига тенг, 
агар /, || /, булса, у э̂ олда ф =  0 ёки ф =  я. ф ни л, ва 
л2 нинг скаляр купайтмаси ва уларнинг узунликлари орцали 
ифодалаб ва сунгра бу векторларнинг координаталарига 
^тиб,

с<*Ф = -пггт!гт==— (11.12)у  А] +В\ у  А\ +&2
ни ^осил циламиз. Агар В ХФ  О ва ВгФ 0 б^лса, ^нг томон 
^адларини \аммасини В х В2 га булиб, цуйидагини ^осил 
циламиз:

cos ф
А} I 1

V ̂+iVi+ 1
kl — — A JB X ва k2 — — А2/Вг ни киритиб, cos ф учун 

t j 'fdh чизицларнинг бурчак коэффициентлари орк,али ифо- 
дасини ^осил циламиз:

*, *,+  1COS ф =
|/ <*»+!) (А*+1)

(11.13)

У1
Ч/д ̂

fa* /\<*г
^ 0 /  х

Купинча икки турри чи- 
зщ  орасидаги бурчак танген- 
снни бу тутрн чизиклар коэф
фициентлари оркали ифода- 
лаш формуласн цулай булмай- 
ди, чунки тукри чизиклар 
орасидаги бурчаклардан бири 
0 1Х ва /а турри чизи^ларнинг 
Ох уцца циялик буочаклари 
айирмаси 0 =  — а, ни ифо- 
далайди (11.4-расм) ёки бу 
айирмалардан ±  л га фар^
Нилади, унда (албатта.О^ л/2, а^ ф п ^  ва ахФ л/2 бул
ган ^олларда)

tg е =  tgflfr J gtt| =  . (Н И )lgU tga, tga, + 1 M *+ l
А, ни — A JB X ва k% ни — ^ /В2 га алмаштириб, навбатдаги 
алмаштиришлардан сунг цуйидагини ^осил циламиз:

11.4- расм.
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А\а% + вгв ;
Икки тугри чизи^нинг перпендикулярлик шартини пг п2 
скаляр купайтманинг нолга тенг булиши шартидан ^осил 
цилиш мумкин:

А}А2 + В ХВ2 =  О, 
ёки тугри чнзиц.лардан е̂ч бирн Оу га коллинеар булмаса*

ktk2 + 1 = 0.
Икки тугри чизщнинг параллеллик игарти нормал век

торларнинг коллинеарлик шартидан келиб чи^ади:
пх =  т п 2 ёки (At\ В х) =  (тА 2; mB2)t

бу
^ « 2  — ^ 5 ,=  0 (11.16)

га тенг кучли. (11.16) нинг иккала томонини В УВ2 га б̂ - 
либ (B j =7̂= 0, В2Ф  0 деб ^исоблаб),

kx- k t (11.17)
ни ^осил киламиз. (11.17) куринишдаги коллинеарлик шар- 
ти а х ва а2 нинг тенглигидан ящол келиб чи^ади.

11.1.5. Масалалар ечиш намуналари. 11.1-ми сол. Абс- 
циссалар ва ординаталар у^ларида катталиклари а ва b га 
тенг булган йуналган кесмалар ажратувчи тугри чизи^ 
тенгламасини ёзинг.

Е  ч и л и ш и. Изланаётган т>три чизи  ̂ М,(а; 0) ва 
М2 (0; Ь) ну»\талардан утади; икки нуктадан утувчи тугри 
чизи^нинг ( 11.8) тенгламасидан фойдаланиб, ^уйидагини 
^осил циламиз:

и — 0 х — а у х , ,г— ~ =  г--  еки = -----h 1 *Ь — 0 0 — а Ь а '
бундан

=  L (1 ’ -18>

Тугри чизи^нинг бундай формадаги тенгламаси mijipu 
чизикнинг кесмалардаги тенгламаси дейилади.

11.2- м и с о л. 2х + 2у — 13 =  0, 7х — у + 8 =  0 тенгламалар бн- 
лан берилган т>три чнзи̂ лар орасидаги бурчакни топинг.



(11.12) формулага кура cos q> = |  = 0.6 ни
топамиз. Жадвалдан

Ф = 53°08'
ни топамиз.

11.3-ми сол. М0 (7; 9) нуцтадан
3* +4 у — 17 = 0 (11.19)

тугри чизиццач а билган масофани топинг. М<> нукта орцали берилган 
турри чизицца перпендикуляр т̂ рри чизицни утказамиз. Берилган т^ри 
чизицнинг бурчак коэффициенти — 3/4, перпендикуляр турри чизицнинг 
бурчак коэффициента и kx-kt + 1 =0 ц]артдан топамиз. Ундан Л, = 
= 4/3; k нинг бу цийматини маркази М0 нуцтада булган турри чизиц-

4лар дастаси тенгламасига цуйиб, у — 9 = -j (jr — 7) ёки 4х — Зу —1 =
= 0 тенгламанн э̂ осил циламиз. Af0 нуцтадан берилган турри чизицца 
Утказнлган перпендикулярнинг асосини. яъни

14х — Зу — 1 =0,
)3х + 4 у -  17 = 0

турри чизицларнинг кесишиш нуцтаси М1 ни топамиз. Системани ечиб, 
Д1, (11/5; 13/5) нуцтани о̂спл циламиз. Энди М, ва Мв нуцталар ора
сидаги масофани топамиз:

- V I P  т )’+(9- т )’- 8-

11.2- §. Текисликни вектор ва координата формадаги 
тенгламалар билан берилиши

11.2.1. Берилган нуцтадан берилган йуналишда утувчи 
текислик тенгламаси. Фазодаги бирорта Р  текисликка те
гишли М0 (х0\ £/0; г0) нуцта ва ноль булмаган п (А\ В\ С)
вектор берилган булсин. 
Бу вектор берилган текис- 
лнкка перпендикуляр, п 
вектор Р  учун нормал век
тор дейилади. Бу иккита 
элемент билан фазода те- 
кнсликнинг вазияти тула 
аннцланадн (11.5- раем).
М0М ва п векторлар бир- 
бирига перпендикуляр бул
ган цолда ва фацат шу 
цолда М *(х\ у; г) нуцта Р
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га тегишли булади, унинг учун уз навбатида уларнинг 
скаляр купайтмаси нолга тенг булиши зарур ва етарли:

n-AUM =  0. (11.20)

(11.19) да М„М  ни г — г0 га алмаштириб (бу ерда г век
тор М нуцтаиинг радиус- векторн, г0 эса М0 ну^танинг 
радиус- вектори),

Л (г - г , )  =  О (11.21)

тенгламага келамиз.
Бу тенглама Р  текисликнинг вектор формадаги пынг- 

ламаси дейилади.
Мо-М = (х — дг0; У~Уо\ 2 — г0) булгани учун (11.20) да 

координаталарга утиб,

А(х— х0)+  В (у — у0) +  С(г — г0) =  0 (11.22)
ни э̂ осил ь̂ иламиз.

11.2.2. Текисликнинг умумий тенгламаси. (11.22) да 
цавсларни очиб ва — Ах0 — Ву0 — Сг0= D деб белгилаб,

А х + Ву +  Cz +  D =  0 (11.23)

ни досил циламиз. (11.23) тенглама текисликнинг коорди
ната формадаги умумий тенгламаси дейилади.

Текисликнинг п нормал вектори ноль булмаган вектор 
булгани учун А , В ва С лар бир ва^тда нолга тенг бул- 
майди.

А, В. С ва D коэффициентларнинг баъзилари нолга тенг 
б^лгандаги текислик жойлашишининг хусусий долларини 
куриб утамиз.

1. D = 0. Бундай тенглама Ах + By +  Сг =  0 куриниш- 
ни олади. Бу тенгламани О (0; 0; 0) нуцта ^аноатлантира- 
ди, демак, текислик координаталар бошидан утади.

2. А =  0. Текислик тенгламаси

By +  Сг +  D =  0

куринишни олади. Бу ерда п (0; В\ С) нормал вектор Ох 
у^да 0 га тенг ташкил этувчига эга, демак, у Ох уккэ 
перпендикуляр. Бу ^олда, берилган векторга перпендикуляр 
текислик Ох у^^а параллел.



Худди шунингдек, В  =  0 ёки С =  0 да текислик Оу 
«ки Ог у к к, а параллел.

3. /4 =  0 ва В  =  0. Текислик тенгламаси
С г + D =  0

га айланади. п (0; 0; с) вектор Ог уцка коллинеар. Демак, 
текислик Ог у^ а  перпендикуляр ва Оху координаталар 
текислигига параллел, у Ог уцда — DjC кесмани ажра- 
тади.

/4 =  0 ва С =  0 ёки В  =  0 ва С =  0 доллар шунга ух
шаш текширилади.

4. /4 =  0 ва D — 0. Текислик тенгламаси
By -f Сг =  0

куринишни олади. 1- ва 2-^олларни эътиборга олиб, те
кислик х уц орцали утади деб хулоса киламиз.

5. /4 =  0, В  =  0, 0  = 0, С Ф  0. Сг =  0 ёки г =  0 тенг
лама Ojo/ координата текислигини аниклайди. Долган ху- 
суснй холлар шунга ухшаш текширилади.

11.2.3. Масалалар ечиш намуналари. 11.4-ми сол. Бе
рилган учта М, ( ух\ г^, М2(хг\ уг; гг). М., (х3; г/3; г3) 
нуктадан утувчи текислик тенгламасини топинг. К,уйидаги 
учта векторни куриб утамиз:

М хМ = (х — хх\ у — ух, г — гх), 

Л1,аТ2 =  (*2 — хх, у-i — ух, гг — г,), 

Л11А13 =  (дс3 — хх; у3 — ух, гл — гх).

М  (дс; у, г) 6 Р  булиши учун МХМ , М ,М2, M jM3 век
торларнинг аралаш купайтмаси нолга тенг булиши зарур 
ва етарли, чунки. бу векторлар компланар булиши керак:

М ХМ • Л1 tM2 • МХМ3 =  0.
Векторлар координаталарини ^уйиб ва купайтманн детер
минант орцали ёзиб ^уйидагига эга буламиз:

X — Хх у — ух г — г, 
хг — хх уг — ух г2 — гх 
х3 — хх у3 ух г3 — Z,

=  0. (11.24)

Бу Р  текисликнинг изланаётган тенгламасидир. 
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11.5- м и с о л. Икки текислик орасидаги бурчакни то- 
пинг. Икки текислик орасидаги бурчак деб бу текислик
лар ташкил цилгэн цушни икки ёцли бурчаклардан ихти
ёрий биттасига айтилади. Улардан бири текисликларнинг 
нормал векторлари орасидаги бурчакка тенг.

Текисликликлар умумий тенгламалари билан берилган 
булсин:

Ахх + Вху +  Cxz 4- Dx =  О,
А2х + В2у + С& + D2 =  0. (11.25)

У  ^олда пх (Ах; В х; Сх) ва п2 (А2\ В2\ С2) нормал вектор
лар орасидаги бурчак

ггк m =  п\'пг _  _______ А\А% + " f  £ i£ i_______.
'  \  A\ + B] + C \ Y  A\ + E>l + C\

скаляр купайтма ёрдамида ^исобланади.
11.6-мисол. Текисликларнинг параллеллик ва перпен- 

Дикулярлик шартлари. Текисликлар параллел булиши 
учун уларнинг нормал векторлари коллинеар булиши ке
рак, яъни

п1 = ‘Кп2
булиши керак. бу эса

A ^ X A i,  В Х =  \ В 2 С, =  ХС, (11.27)"

га тенг кучли. Агар АгФ  0, ВгФ  0, Сгф 0  булса, у цол- 
да бу тенгликлардан

£-§•;=§ • с- 28»
келиб чицади. Албатта, (11.28) дан цам Х==А,/А  ̂ да
(11.27) ни з̂ осил циламиз.

Текисликлар перпендикуляр булиши учун уларнинг 
нормал векторлари перпендикуляр булиши зарур ва етар- 
ли

л,- п2 =  0
Демак,

А\А\ + ВхВг + С,С* =  0 (11.29)
шарт (11.25) текисликлар перпендикулярлигикинг зару- 
рийлик ва етарлилик шарти булади.

381



11.3.1. Тугри чизи^нинг вектор-параметрик тенгламаси 
ва унинг нлтижаллри. Бирор / турри чизи^ниж нуртаси 
ва / га коллинеар а вектор берилган булсин (а вектор 
турри чизи1\ни|1Г йЦналтирув- 
ми вектори дейилади). Бу 
икки элемент ор^али / тут- 
ри чизикнйнг фазода вазияти 
тула ани^ланадн (11.6- расм).
М (*. У у 2) 6 / булиши учун
А10М ва а векторлар колли
неар булиши зарур ва етарли, 
бунинг учун уз навбатида 
биронта >одиций / сон учун 11.6-расм.

AUM =  ta  (11.30)

1*.3-§. Тугри чизи^нинг фазода берилиши

булиши керак. (11.30) да М0М  ни г — г„ га (бу ерда 
одатдагидек, г ва г0 ни М0 ва М ну^таларнинг радиус- 
векторлари деб тушунамиз) алмаштириб,

r  =  r 0 + ta  (11.31)

тенгламага келамиз. (11.31) тенглама / турри чизицнинг 
еектор-параметрик тенгламаси дейилади.

(11.30) да М0М ва at векторларнинг координаталари- 
га утиб, (х; у\ z) =  (x0; у0\ *<») + {т\ п\ p)t ни \осил и̂- 
ламиз. Бундан

х =  х0 + т/, I/ =  у0 +  ni, z =  zQ + Р* (11.32)

келиб чицади. Бу тенглик.ларии
X — X, ва =  (

формада езиб олиб ва параметрни тушириб ^олдириб,

(11.33)Х — Хщ _  у — у* 
т  п Р

ни ^осил циламиз. (11.33) тенглама турри чизи^нинг ка- 
ноник тенгламаси, (11.32) тенгламалар системаси эса 
унинг координата-параметрик формадаги тенгламалар 
системаси дейилади.
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11.3.2. Масалалар ечиш намунал;фи. 11.7- ми сол. Бе
рилган иккита Мх(хх\ ух; гх) ва М2(х2\ у2\ г2) нуктадан
утувчи тугри чизиц тенгламасини топинг.

— -+  .

М ХМ2 вектор берилган тутри чизиода коллинеар була
ди. Уни йуналтирувчи вектор сифатида ва М х ну^тани 
бошлангич нуь̂ та сифатида олиб,

r  =  r x + MxMtt
ёки

(х; у  г) = (х,; {/,; ?,) + (*, — у2 — у{, za —г,)/
ни .\осил ^иламиз. Каноник куринишда бу тенглама цуйи- 
дагича ёзилади:

— *i l/f — VI 9
11.8- м и с о л. Фазодаги икки тугри чизи  ̂ орасидаги 

бурчакни топинг.
Фазодаги икки тутри чизиц орасидаги бурчак деб фа- 

зонинг ихтиёрий ну^тасидан берилггн тутри чизицларга 
параллел ^илиб утказилган икки тугри чизи  ̂ орасидаги 
бурчакка айтилади. Демак, тутри чизицларнинг йуналти
рувчи векторлари орасидаги бурчакни изланаётган бурчак 
учун ^абул ^илиш мумкин.

Тугри чизицлар каьоник тенгламалар билан берилга» 
булсин:

* — *i =  У —  У\ =  * — г. 
т х пх р{ '

(11.35)-
*  —  *% =  У — У г =  L z J l .  

т9 пг рг

У ^олда а х( т х\ пх\ рх) ва а2(т 2\ п2\ р2) векторлар ора
сидаги бурчак

си  т  + - (п.зб>
у  Щ  +  « f ■+ Р? У  « г  +  п\ +  гг2

формула буйича ^исобланади. Бу ердан икки тугри чи- 
зикнинг перпендикулярлик шарти келиб читали:

Л1,т ,  + nxnt -f PtPt =  0 (11.37)
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Турри чизицлариинг параллеллнк шартини уларнинг йунал- 
тирувчи векторларининг коллипеарлигидан келтириб чи- 
царамиз. У

i _ . H i _ . P i
2 nt Pt

(11.38)
курннишга эга.

11.9- м и с о л. Турри чизиц ва текислик орасидаги бурчак- 
ни топинг. TyFpH чизиц билан унинг текисликдаги проекцияси 
орасидаги бурчак турри чи
зиц ва текислик орасидаги 
бурчак ^исоблангани сабаб- 
ли (11.7-раем) изланаётган 
бурчак учун текисликнинг 
нормал вектори ва турри чи
зицнинг ноомал вектори ора
сидаги бурчакни л/2 гача 
т^лдирувчи бурчакни олиш 
мумкин. Бунда векторлар- 
иинг йуналишини улар 
орасидаги бурчак л/ 2 дан 
ортмайдиган цилиб олиш 
керак.

Текислик ва тутри чизиц цуйидаги тенгламалар билан 
берилган булсин:

Ах + By + Cz + D = О,

11.7- раем.

т
У — г/о —  * — 

п р

У ^олда изланаётган <f бурчак цуйидаги 
^исобланиши мумкин:

| Am + Bn -f Ср |Sin Ф
у  А2 4- в* +  С* У/Л* +  п* +  р*

(11.39) 

формула буйича

(11.40)

Бундан (11.39) тенгламалар билан берилган турри чизиц 
ва текисликнинг параллеллнк шарти келиб чицади. Парал- 
леллик шарти

А т  +  Вп + Ср = 0, (п • а =  0) 
курннишга эга, перпендикулярлик шарти эса

куринишга эга. 
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11.3.3. Фазода тугри чизи^ни икки текисликнинг кеси- 
шиш тугри чизиги сифатида берилиши. Ихтиёрий параллел 
булмаган текисликлар тутри чизиц буйлаб кесишади.

К̂ уйидаги икки текислик берилган булсин:
Ахх + В ху + Схг + Dx =  О,
А2х -f- В2У С2z D2 = 0. (11.41)

Агар бу текисликларнинг йуналтирувчи векторлари парал
лел булса, у ^олда ёзилган тенгламалар системаси бирор 
турри чизи^ни аницлайди.

(11.41) системадан т^гри чизицнинг каноник тенглама- 
сига утамиз. Бунинг учун тугри чизицнинг бирор нуцта- 
сига ва унинг йуналтирувчи векторига эга булиш керак. 
Агар координаталардан бирига ихтиёрий киймат берилса 
ва ,\осил цилинган икки тенгламадан иборат системани 
долган координаталарга нисбатан ечилса, тугри чизи^нинг 
ну^таси топилади.

Равшанки, иккала текисликка тегишли тугри чн- 
зщ  уларнинг пх(Ах\ В х\ Cj), п2(А2\ В2\ С2) йуналтирувчи 
векторларининг ^ар бирига перпендикуляр булади.

Шундай цилиб, /?, ва /?2 га перпендикуляр булган ис
талган вектор тутри чизнцнинг йуналтирувчи вектори бу
лади.

Юцоридагилардан маълумки, пх ва п2 векторларнинг 
вектор купайтмаси иккала векторга .\ам перпендикуляр, 
шу сабабли а  йуналтирувчи вектор учун л ,х л 2 векторни 
олиш мумкин.

М. 10- мисол. у̂йидаги текисликлар билан берилган тугри чи- 
зикшшг каноник тенгламасини ёзинг:

Зх 4- Ъу — г — 5 = 0,
4х — v 4  2? 4* 2 = 0.

пх (3; 5; — 1), я , (4; — I; 2) га эгамиз. Вектор купайтма:

я. X  п.
I J  *3 5 —1 
4 —1 2

= 9/ — ЮУ — 23*.

Бошлангич ну̂ тани топамиз. г = 2деб, { 4̂  i t  -f. 6 = 0* СИС1емадан
Й* =» — 1, Уш =  2 ни *осил и̂ламиз. Демак, (— 1; 2; 2)£/.

ундай к̂ илнб, турри чнзи н̂и изланаётган тенгламаси уйидаги *Ури- 
нишга эга булади:

х 4-1 у — 2 г — 2 
9 -  — 10 “  — 23 •
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Бу бобнинг якунида шуни цайд цилиб утамизки, те- 
кисликдаги (фазодаги) ихтиёрий турри чизиц биринчи да- 
ражёли тенглама (тенгламалар системаси) орцали берили
ши мумкин. Шу сабабли улар биринчи тартибли чизицлар 
деб аталади.

Текисликлар ^ам ана шу сабабга кура биринчи тар
тибли сиртлар деб аталади.

11-БОБНИ  Т А К Р О Р Л А Ш Г А  Д О И Р  С А В О Л Л А Р

1. хОи текисликда берилган нуцта орцали берилган векторга пер
пендикуляр Утувчи тУ^и чизиц тенгламасини умумий куринишда 
(вектор ва координата формада) ёзинг. .Мисоллар келтиринг.

2. Декарт координата текислигида турри чизицнинг умумий тенг
ламаси деб нимага айтилади? Унинг -умумий тенгламасида у ёки бу 
коэффициентлар 0 га тенг бУлса, турри чизиц координатор уцига 
нисбатан цандай жойлашади? Мисоллар келтиринг.

3. Декарт координата текислигида тутри чизиц тенгламаларининг 
цандай махсус куринишларини билаенз? Мисоллар келтиринг.

4. Декарт координата текислигида икки тутри чизиц орасидаги 
бурчакни цандай формулалар орцали топиш мумкин? Уз жавобингнзни 
мисоллар билан тушунтиринг. Икки тугри чизицнинг коллинеарлих 
ва перпендикулярлнк шартларини тавсифлаб беринг.

5. Берилган нуцтадан берилган векторга перпендикуляр равишда 
Утувчи текислик тенгламасини умумий куринишда (вектор ва коорди
ната формада) ёзинг. Мисоллар келтиринг.

6. Текисликнинг умумий тенгламаси деб нимага айтилади? Агар 
текисликнинг умумий тенгламасида у ёки бу коэффициентлар нолга 
тенг булса, текислик координаталар уцига нисбатан цандай жойлаша
ди? Мисоллар келтиринг.

7. Берилган учта нуцтадан утувчи текислик тенгламасини цандай 
формула орцали топиш мумкин? Уз жааобингизнн мисоллар билан ту
шунтиринг.

8 Икки текислик орасидаги бурчак катталигини цандай топиш 
мумкин? Икки текисликнинг параллеллнк ва перпендикулярлнк шарт- 
лари нимадан иборат? Мисоллар келтиринг.

9 Берилган нуцтадан берилган векторга коллинеар равишда Утув
чи тукри чизнкни аналитик цандай баён цилиш мумкин? Мисоллар 
келтиринг.

IG. Икки т\»ри чизиц орасидаги бурчакни цандай формулалар 
орцали топиш мумкин? ТУгри чизиц ва текислик орасида! и бурчакнн- 
чи? Икки турри чизицнинг коллинеарлих ва перпендикулярлик шарт- 
лари нимадан иборат? ТУгри чизиц ва текисликни- чи? Уз жавобингиэ- 
ни мисоллар билан тушунтиринг.

11. Декарт координата текислигида т$три чизикнн цандай усул- 
лар билан аналитик бериш мумкин? Мисоллар келтиринг.

12. Нима учун тУ»-ри чизицлар биринчи тартибли чичицлар, текис
ликлар эса биринчи тартибли сиртлар номи билан аталади?



1. Учбурчакнинг учлари А (3; —4), В  (1; 3) ва С (— 4; — 2) нуц- 
таларда жойлашган. Унинг томонлари ва баландликлари тенгламалари- 
ни тузинг.

2. х — у — 1 = 0 ва х — 2i/ = 0 — параллелограмм томонларининг 
тенгламалари. М(3; — 1) — диагоналларнинг кесишиш ну т̂аси. Бу 
параллелограмм учларининг координаталарини топинг.

3. А(— 6; 2) ва В  (2; — 2) — учбурчак учлари, М(1; 2) — ба- 
ландликларининг кесишиш нуцтаси. Учинчи уч координаталарини то
пинг.

4. Тенг ёнли учбурчак асосининг тенгламаси х + у — 1=0, 
унинг ён томонининг тенгламаси х — 2у — 2 = 0. (— 2; 0) ну т̂а ик
кинчи ён томонга тегишли. Бу томоннинг тенгламасини топиш талаб 
фишнади.

5. (б; 4) нуктадан турри чизи̂ ни шундай Утказингки, бу туяри 
чизиц ва координата учлари о̂сил цилган учбурчакнинг юзи 40 га 
тенг булсин.

6. ТУгри тУртбурчак томонининг тенгламаси 2х — у — 8 = 0. 
М  (— 1; б) ну т̂а берилган томонга параллел томонда ётади, диаго
нал тенгламаси 8* + у — 12 = 0, долган томонларининг тенгламасини 
топинг.

7. М (3; 4; — 5) нуктадан а = (3; 1; — 1) ва £ = (1; — 2; I) 
векторларга параллел равишда утувчи текислик тенгламасини тузинг.

8 М (1; — 1; 2) нуктадан 2х — у + Зг — 1 = 0 ва x-f 2у+ г =0 
текисликларга перпендикуляр равишда Утувчи текислик тенгламасини 
тузинг.

9. / т$гри чизи  ̂ 2х +  у — Зг — 1=0 ва Зх + 2у + 4г — 11=0 
текисликларнинг кесишиш чизигини ифодалайди. Унинг каноник тенг
ламасини ва координата- параметрик фэрмадаги тенгламасини тузинг. 
Бу тугри чизи^нинг 2* + у + г — 9 = 0 текислик билан кесишиш 
нуцтасини топинг.

х — 1 и — 2 *4-3
10. Ц: -- 2— =— 4-- = ---2— тУрРи чизиК ва М (2; —2; I)

нуцта ор̂ али Утувчи текислик тенгламасини тузинг.

1 1 * Б О Б Г А Д О И Р  Ж А В О Б Л А Р ,  К У Р С А Т М А Л А Р  
ВА  Е Ч И М Л А Р

I. Жавоби.
АВ: 7х + 2//— 13 = 0, АС: 2х + 7у +  22 = 0,
ВС х —  ̂+  2 = 0, AD: х -f у 4- I =0,
BE: 7х — 2у — 1 = 0, CF: 2х — 7у — 6 = 0.

2. Параллелограм диагоналлари кесиши и ну̂ тасида тенг иккига 
булинишидан фойдаланиш к̂ улай.

Жавоби.  (2; I), (— 8; — 9), (4; — 3), (14; 7).
3. Жавоби.  (2; 4).
4. Жавоби.  2х — ,/ + 4 = 0.
5. Тугри чизи̂ нинг кесмаларга нисбатан ггенгламасидан фойдала

ниш у̂лай».

11- БО  Б Г А Д О И Р  М А Ш ^ Л А Р
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Жавоби  1) ~io"+-g- “  1. 2) jo ( у  2 _ i )  “
У х У ,

8 ( У "2+1) “ ** 3) ”  Ю ( у 2+1) + 8 (у ^ _ 1 , = •
в. Жавоби .  2х — ;/ + 2 = 0, х +  2у — 9 «= 0, х + 2у + 6 =
7. Нормал вектор сифатида п = а X  Ь ни олиш мумкин. 
Жавоби.  х + Ау + 7г +  16 = 0.
Жавоби.  7х — у — Ъг + 2 = 0.

х — 1 у — 2 г — 1 , _, , .
9. Жавоби.  -- jq— ** —17—= — 1---* х = 10/+ К  У

— 17/ + 2, « « /  + 1. (11: -15; 2).
10. Жавоби .  Ах + бу + Ъг — 1 = 0.



I Г;

ч.

12- Б О Б

ИККИНЧИ ТАРТИБЛИ ЭГРИ ЧИЗИЦЛАР ВА СИРТЛАР

, 12.1-§. Иккинчи тартибли эгри чизицлар

12.1.1. Ай.ииа. Иккинчи та р т  пли эгри чизиц (сирт) 
дейилганда бнрор Декарт координата системасида бу эгри чи-

, f  зиц (сирт) узгарувчи нуктасининг координаталарига нисбатан 
иккинчи тартибли тенглама билан берилиши мумкин булган 
чизиц (сирт) тушунилади. Иккинчи тартибли эгри чизицнинг 
энг соддасн маркази координаталар бошида булган R ра- 
днуслн айланадир (12.1-расм):

х' + уг =  Р .  (12.1)

Айлана чегараланган со^ада. чунончи томони 2R  га тенг 
ва маркази координаталар бошида булган квадрат ичида 
жойлашган ёпнц эгри чизицни тасвирлайди. Бу эгри чизиц 
координаталар уцига ва координаталар бошига нисбатан 
симметрик дир.

12.1.2. Эллипс. Иккинчи тартибли
v3 ill

-Р- +  Т Г -  1 (12.2)

эгрн чизицни караймиз, бу ерда 
о ва Ь— бирор мусбат сонлар.

Бирорта Декарт координа- 
талар системасида бундай тенг
лама билан берилиши мумкин 
булган чизиц эллипс деб ата
лади, (12.2) тенглама эса эл- 
липснннг каноник тенгламаси 
дейилади. Бу эгри чизицнинг 
хосеаларини ва формасинн унинг 
тенгламаси буйича урганамиз. 
(12.2) тенгламадан курииадики,
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еки
(12.3)

Бу иккн тенгсизликдан куринадикн эллипс бу томон- 
лари 2а ва 2Ь, маркази коордннаталар бошида булган 
тугри туртбурчак билан чегараланган эгри чнзиц экан 
(12.2-расм). (12.2) тенгламадан куринадикн, агар М  ,(х; у) 
ну^та эллипсга тегишли булса, М.,(х\ у), Ма(—х; у) ва 
Л14( —х; —у) нуцталар ,\ам эллипсга тегишли булади. 
Бундан эллипснн коордннаталар уцнга ва коордннаталар 
бошига нисбатан снмметриклнгн келиб чикади.

Симметрия маркази — у
коордннаталар бошинн элли- 
пснинг маркази деб атай- дг10;Ь1 М
миз. Симметрия у^ларининг
(коордннаталар у ̂ ларининг) / _ У \  х 
эллипс билан кесишиш ну к;- А/-Щ\МсО) 0\ Щ Ш щ О ) 
талари /4,(—а; 0), Д2(а; 0),
й,(0; -Ь ), 5.(0; Ь) эллипс- ---
нинг учлари дейилади. Аниц- ' }
лик учун а > Ь деб н̂соб- ,2 2
лаймиз. У холда Ох у^даги 
А, ва А2 учлар орасидаги
узунлиги 2а булган кесмани эллнпснннг катта  Цци, Оу 
у^даги fl, ва Вг учлар орасидаги узунлиги 2b булган кес
мани эллипснинг кичик у ни деб атаймиз. L-'

Эллипс формасинн урганиш учун эллипснинг координа
та у^ларига нисбатан кжорида курсатилган симметрикли- 
гнга асосан унинг координата текислигининг биринчи чо- 
раги х >  0. у >  0 даги булагини урганиш етарли.

К,илинган фаразга кура (12:2) тенгламадан

ни з̂ осил ^нламиз. Бундан эллипс графиги биринчи чорак
да fl,(0; Ь) ну^тадан Аг(а; 0) нуктага цараб харакатлан- 
ганда ординатасн b дан 0 гача камаядиган узлуксиз чизн  ̂
булиши келиб чикади. 1\олган чоракларда эллипс юкорида 
к” атилган симметрикликни ^иеобга олган ,\олда ясаладн.

сонни с* =  а1 — Ьг (с <  а) формула буйича кирита-

у =  — У  а*— х*
а

390



мпз. Л (—г» 0) ва F2(c\ 0) нукталарни белгилаймиз. Бу 
ну^талар эллипснинг фокус лари дейилади. с < а  булгани 
учун F x ва F2 фокуслар Ах ва Аг учлар орасида ётади.

У Эллипснинг ихтиёрий М (дг, у) нуктасидан F x ва Ft фо- 
кусларигача булган гх ва г2 масофаларнн М  нуктанинг 
фокал радиуслари деб атаймиз. ^

г, ва rt нинг узунликларини топамиз:

Г j =  V(* + <•)’ + У* = |  X* + 2сх + с* + 6* -  =

К 4-?)+ 2гх -f аг

хс
— +  а 
а

л JC* С* . _  1 Г ,хс *
] /  -^- + 2" + “ ’ - 1 /  (7 + « )

ни топамиз. | х [ < а
хс
—  4-Худди шунингдек, г2= 

ва с/а <  1 булгани учун
хс хс

г, =  а +о ва г, = -  а + а (124)

га эгамиз. Равшанки, В, ва В2 ну^таларнинг фокал ради
услари п (х =  0) га тенг. Бу фактдан эллипсни унинг ярим 
учлари буйича ясашда фойдаланиш мумкин.

(12.4) тенгликларни а̂дма-.\ад кушиб .
г ,+  г,=  2а (12.5)

ни ^осил н̂ иламиз.
(12.5) тенглик эллипснинг цуйидагн асосий хоссасини 

ифодалайди -.{эллипснинг ;\ар бир нуктасидан фокус лари га
ча бЦлган масофаларнинг йигиндиси 2а га тенг булган 
ijзгармас сондир. е = с/а (0 < е <  1) сон эллипс эксцент- 
pucumemu ĵxeйилади. У эллипснинг чузи^лигини характер- 
лайди.

Агар (12.2) эллипсда Ь =  а булса, эллипс радиуси а 
булган айланага айланади. Бунда с=0 ва /Г|(0; 0)= F 2(0\ 0)== 
= 0(0; 0 )—фокуслар эллипс марказнга тортилади (е = 0). 
Айлана тенгламасини \оснл киламиз:

д:* +  !/* =  о*.
Шундай цилиб, айланани эллипснинг хусусий цоли, яъни 
эксцентриситети нолга тенг эллипс деб цараш мумкин.

12.1.3. Гипербола. Ушбу



У,
аг b* ( 12.6)

иккинчи тартибли эгри чизицнн 
царайлик. Бирор Декарт коор
дината системасида бу тенглама 
билан берилган эгрн чизиц ги
пербола деб аталади. (12.6) тенг
лама эса гиперболанинг каноник 
тенгламаси дейилади. Бу эгри 
чизицнинг хоссаларини ва фор
масинн унинг тенгламаси буйи
ча урганамиз.

(12.6) тенгламадан куринади-
12.3- раем.

да (12.6) гиперболанинг — а<
<дс < о, |у [<  +  оо полосанинг чегарасида ётган Л,(— о; 0) 
ва Аг (а; 0) нуцталардан ташцарн барча нуцталари бу 
поло а̂дан ташцарида ётади (12.3-раем). - 

Ь . ------
Бунда у = ± ~ \ х * — а* текгликдан гипербола эл-

липедан фарцлн улароц чегараланмаган эгрн чизиц булиши 
келиб чицади. ^ацицатан, х-*- -f оо ( — оо) да |у|  — +  оо. 
Эллнпсдаги каби, Л1,(лг; у), Л1*(х; у), A IJ—x; у) ва 
Л14( —х\ —у) нуцталарнинг бир вацтда бу чизицца тегишли 
булишидан симметрия уцлари Ох ва Оу координата уцларн 
хам да координаталар бошига нисбатан симметрия маркази 
мавжудлигини курамиз. Л,(— о; 0) ва Л*(а; 0) нуцталар | 
гиперболанинг учлари, улар орасидаги 2а узунликка тенг 
кесма эса гиперболанинг %ациций $ци дейилади. (12.6) 
тенгламадан, шунннгдек, гипербола Оу ^цни кесиб утмас- 
лиги келиб чицади, чунки х = 0 деб, цакиций ечимга эга
булмаган — — =  1 тенгламага келамиз. Оу уцда В х(0; —Ь)
ва В,,0; Ь) нуцталарни белгилаймиз. В,(0; b) нуцтадан 
Я2(0; —Ь) нуцтагача булган 2Ь узунлнкдаги кесма гипербо
ланинг мав.\ум уци дейилади.

Гиперболани ясаш учун унинг хоссаларини ва формаси- 
нн биринчи чоракда, яъни а<дг<  +  °°> у^-0 со^ада 
урганиш кифоя. Унда
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га эга б$ламиз. Бундан курнна- 
днки, х а дан -f- оо гача узгар- 
ганда у ордината 0 дан +  оо 
гача усади. Бунда

У <  -  х. 
а

Бу эса гипербола координаталар 
бошидан утувчи

у = ^ х  (12,7)
тутри чизнцдан пастдан ётиши- 
ни билдиради (12.4-раем). (12.6) 

гипербола ва (12.7) тутрн чизиц ординаталари ора-
сидагн MN =  б =  — \ хг — а2 — х анирмани ба.\о-
лаб, х-*- +  оо да б-»-0 булишини куриш осон. ^ацицатан,
*-*- +  оо да б= ’-  [\ г'х*_о*__ v\__— ____ ~ °г п

Шундай цилиб, х чексиз ?сганда М  нуцта N нуцтага 
чексиз якинлашади. (12.7) турри чизиц (12.6) гиперболанинг 
асимптотаси ^исобланади (5.3. 1-пунктга царанг).

Юцорида айтилганлардан куринадики, биринчи чоракда 
гипербола 00 да Л2(а; 0) нуцтадан бошланиб, (12.7)
турри чизицца асимптотик яцинлашувчи эгрн чизиц экан.
У =  ± ~  х асимптоталар тутри туртбурчак л\еталлари

Р" М0С раВ,.,ШДа 2а га тенг цамда Ох ва Оу 
бСлиб • ’ Г К  МРКази координаталар бошида булган) 
бо - ^ндан ташцарида ва асимптоталар орасида гнпер- 

•'̂ книнг Узи жойлашган булишини эслатиб утамиз. 
с* =  а* Ьг(с >  а) формула буйича с > 0 сонни кирн- 
1из. /=■,(—г, 0) ва F3(c\ 0) нуцталар гиперболанинг «/*>- 
:лари дейилади. с>0 булгани учун ва F t фокуслар

тамиз. . „  ,
куслари дейилади. г>0 булгани учун . х . -г -г— j —  
гиперболанинг учларидан ташцарида, демак, |дс|<а поло
са ташцарнсида ётади. Гиперболанинг ихтиёрий М(х\ у\ 
нуцтасидан фокусларгача булган гх ва гг масофалар М 
нуцтанинг фокуслари радиуслари дейилади.

Фокал радиусларнинг узунликларини топамиз:

гг — 1 (д:+ с?+  у2 — У  хг+2сх+(*+-£г -Ь* —
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=  ] /  x(l + ~ )  +  2xc + a* =  Y x-£-+ 2xc+ a2 =

-vWHM
Худди шунингдек,

ХС
гг — —— о ни топамиз. | х | > а ва с/о> 1 булгани са

бабли , х > 0 учун гх = -j х +  а, га =■ -j х — а га эга бу- 
ламнз. Бундан rl — r,=2a\ х < 0  учун

• r ^ - ^ L - a ,  r ,=  — Н- + а 
га эгамиз ва яна

г, -  rt = 2а.
Демак, гиперболанинг барча ну^таларн учун

Iг, - г ,| — 2а. (12.8)
(12.8) тенглик гиперболанинг цуйидаги асосий хоссаси- 

ни ифодалайдн: гипербола ну^тасидан унинг фокусла- 
ригача бС/лган масофаларнинг айирмаси абсолют циймати 
буйича 2а га тенг билган узгармас сондир.

е = с/a (е > 1) катталик гиперболанинг эксцентриси-- 
тети  дейилади.

A lX  V -  б) гнпеРболада ь==а булса,
У*

аг и'" ''А »  — -  1

ёки
х *-у* = а*. ( А12.9)

Бундай гипербола тенг томонли гипербола дейилади. Бу 
гиперболанинг асимптоталари

«, = ± х  02.Ю)

булади. Булар координата бурчакларининг биссектрисала- 
Diaiio (12.10) биссектрисалар узаро перпендикуляр булга
ни учун уларни янги т^ри бурчакли Декарт координата 
системасининг Ох', Оу' учлари деб цабул цилиш мумкин. 
(12.9) ни

(*  + «/)*•(* — У)* = а*
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12. 5- раем. 12. 6* раем.

куринишда цайта ёзиб ва

деб х'у' =  2а2 ни зреил циламиз. Буни у^увчиларга мак- 
таб курсидан таниш булган

куринишда ёзиш мумкин. (12.11) тенглама гиперболанинг 
асимптоталарга келтирилган, яъни гипербола асимптоталарп 
координата учлари булгандаги тенгламаси дейилади (12.6- 
расм). Шундай цилиб, тескари прэпорционал богланиш 
графиги тенг ёнли гипербола экан. Барча тенг ёнли ги- 
перболалар V  2 га тенг булган бир хил эксцентриситетга эга. .

12.1.4 Парабола. Иккинчи тартибли

эгри чизи^ни карайлик. Бирор Декарт координата сис- 
темасида бундай тенглама билан берилиши мумкин б?л- 
ган эгри чизиц парабола, (12.12) тенглама эса параболи- 
нинг каноник тенгламаси дейилади. р >  0 сон парабола- 
нинг параметри дейилади. (12.12) парабола ^ам (12.6) 
гипербола каби чегараланмаган эгри чизиц, чунки формула

X -  +  QO да У = ±1 2рх =>[у|-* +  оо.

( 12.11)

(12.! 2)



Эллипс ва гиперболадан фарц- 
ли улароц парабола битта сим
метрия уцига эга, симметрия мар- 
казига эса эга эмас. Симметрия 
укнни парабола дки дейилади. 
Симметрия у^ининг (12.12) 
парабола билан кесишиш нуцтаси 
параболанинг учи дейилади. 
F(pl2; 0) ну^та параболанинг 
фокуси дейилади (12.7-раем).

x =  - p l  2 (12.13)
i2.7- раем.

тенглама билан берилган т\три чизиц параболанинг дирек- 
трисаси дейилади. У бундай хоссага эга: (12.12) парабо- 
лапинг ихтиёрий М  нуцтасидан (12.13) директрнсасигача 
булган М К масофа шу нуктадан парабола фокусигача 
бЦлган M F масофага тенг.

|М/С| =  |iW|. (12.14)

Хакицатан, \МК\ — ж +  -J-, M F =  ] / (х — -Е-)* + уг =

Р \ 2-/Ff)х -  JL . f  +  2px =  x +  ~^

^ОСИЛ 1\И-

(12.15)

га эгамиз, бундан (12.14) келиб чикади.
Агар биз х ва у ^арфларни алмаштнреак, 

линган
хг =  2ру

тенглама симметрия уци Оу у и; булган парабола тенгла
маси булишини куриш осон.

(12.15) тенгламани у га нисбатан ечилган тенглама 
куринишида ёзиб олиб, параболанинг мактаб курсидан 
маълум булган

У ~  ~5р хг ёки у =  ах'(а  =  -^) 

тенгламасини трсил киламиз.
12.1.5. Мисоллар ечиш. 12.1-м и с о л.

16 х* +  2Ьу* — 400 = 0

тенгламани текширинг. 
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Ечилиш и .  Бу тенгламани

25+16
кУринишга келтирамиз. К$рамизки, бу ярим Учлари а = 5, 6 = 4 бул
ган эллипс экан. с*= а 2 — Ь1 формуладан с = 3 ни топамиз, бундан 
^i(—3; 0) ва Ft(3; 0). Эллипс эксцентриситет р = 3/5.

12.2- мисол. 9*2 — 16у2— 144 = 0 тенгламани текширинг.
Бу гипербола: а = 4, 6 = 3, с = 5; 5; 0), F t{5; 0), е =» 5/4. 

Асимптоталарининг тенгламалари у = Зх/4 ва у = — Зх/4.
12.3- мисол. у2 + 8 х = 0, тенгламани текширинг.
Бу тенгламани

у* = — 8jc
кУринншга келтириб, уни парабола эканлигини к у рамиз. У чап ярим 
текисликда жойлашган, фокуси F (—2; 0), директрисасннинг тенгламаси 
х  —  2 =  0 .

12.2- §. Иккинчи тартибли сиртлар
12.2.1. Эллипсоид. Бирор Oxyz Декарт координата сис- 

темаенда
£  + £ + £  =  1 (12-16)

тенглама билан берилиши мумкин булган иккинчи тартиб- 
ли сирт эллипсоид дейилади. Тенгламадан

И  < а, \у\ ^  Ь, \г\ < с
булиши бевосита куринади. 
Бу эса эллипсоид улчам- 
лари 2а, 2Ь,2с га тенг бул
ган т>три туртбурчакли 
параллелипипедга жойлаш
ган сирт булишини билди- 
ради. Бу сонлар эллипс- 
оиднннг Ццлари дейилади.

х, у, г узгарувчилар 
тенгламага иккинчи дара- 
жада кирганлик шартпдан 
сирт учала координата

12.8- расм. текислигига ва координа-
талар бошига ннсбатан 

симметриклиги келиб чикади. Координаталар боши эллип- 
соиднинг маркази дейилади. Координата уцларининг эл
липсоид билан кесишиш ну^талари эллипсоиднинг учлари де- 
йиладн.

Оху текисликка параллел текислик ор^али эллипсоид
нинг кесимини ^тказамиз.
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Бу г — г0 текислик ва бунда |г0| < с булсин. Унда

ни ^осил циламиз.
Курамизки, эллипсоиднинг г =  г„ текислик билан кеси- 

мн ярим уцлари ак ва Ьк булган ва г0 уснши билан кич- 
раядиган эллипс экан; г0= с  да бу эллипс нуцтага—эллип
соиднинг учнга айланади. Худди шунингдек, эллнпсоидни 
х =  х0 ва у =  у0 текисликлар билан кесимлари хам эллипс- 
лардан иборат эканлигига ишонч цосил циламиз.

Эллипсоид 12.8- расмда тасвирланган. а=Ь булган ху- 
сусий цолда

тенгламанн ^осил циламиз. Равшанки, унинг г =  г0 текис
лик билан кесими радиуси ак булган айланаднр. Бундай 
эллипсоид, шсалан, Оуг текисликда жойлашган

эллипсни Ог уц атрофнда айлантнриш натнжасида хосил 
цилинади. Бундай tup г аУлаНй'м эллипсоиди дейилади.

Ага> учал! уц цам генг булса (а = fc =  c),

ни яъни сферани хосил циламиз. Демак, сфера эллипсоид
нинг хусусий цоли экан.

12.2.2. Гиперболоидлар. Бнрорта Декарт координата сис
темасида

тенглама билан сирт берилиши мумкин булган сирт бир 
паллали гиперболоид дейилади.

х2 -f уг , гг 
а»

х* +  у* +  г2 =  а1

а* ‘ 6* с* ~ (12.18)
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Равшанки, (12.18) сирт коорди
ната текисликларига ва координата
лар бошига нисбатан симметрик. 
Унинг Оху (г =  г0) текисликка па
раллел текисликлар билан кесимини 
топамиз. К^уйидагига эгамиз:

еки

1. (12.19)

(12.19) тенгламадан кесимлар чек
сиз усувчи уцли эллипслар, (12.18)

12.9- раем. СИРТ эса Ог уц буйлаб чексиз тар-
цаладнган булиши келиб чицади 
(12.9- раем).

Кееимнинг энг кичиги бу гипер- 
болоиднинг Оху (г =  0) текислик билан кесимидир:

а1 1 *•
Энди Оуг(х =  0) текислик билан кесимнн топамиз:

Ь» с*

га эгамиз. Бу гипербола булиб, Ог Уц унинг мавцум уци- 
дир. Шунга ухшаш, гиперболоиднинг Охг(у =  0) текислик 
билан кеепми

а* с‘
Ох уц мавцум уци булган гиперболоиддир.

Бир паллали (12.18) гиперболоид 12.9- расмда курса- 
тилган куринишга эга.

Агар Ь =  а десак,
** +  У' г1 .
---7л------Л  =  1 ( 12.20)

тенгламадан гиперболоидни Оху текисликка параллел текис
ликлар билан кесими радиуси ak булган айланалар 65’ли
ши келиб чицади.
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v 12.20) сирт бир паллали айланиш гиперболоиди денн- 
лади.

Бирор Декарт координата системасида
XZ  __2_ ___а» “т- ь* с2 “ ( 12.21)

тенглама билан берилиши мумкин булган сирт икки палла
ли гиперболоид дейилади.

Унинг г =  z0 текислик билан кесимини топамиз:

аг Ьг с*
еки

*  I у» 
(аб)1 (bk)' =  1

(12.21) тенгламадан |г|>с булиши ке- 
раклигини курамнз, демак, сирт бири 
z >  с, иккинчиси г < — с булган икки 
булакка ажралади (12.10-расм).

Кесимлар ak ва bk учлари чексиз 
усувчи эллипсларнн ифодалайди. Икки
паллали гиперболоиднинг х =  0 ва у= 0

22текисликлар билан кесимлари ^

ва ^ ^  =  1 гиперболалардир. b =  а да
икки паллали (Ог уц атрофнда) айланиш гиперболоидини 
досил циламиз:

X2 + у1 _X* __ _ j

** —  ,

W

/  /

12.10- расм.

Икки паллали гиперболоид 12. 10-расмда курсатилган 
тасвирга эга.

12.2.3. Параболоидлар. Бирор Декарт координата сис
темасида

£  +  £  =  * (12-22)

тенглама билан берилиши мумкин билган сирт эллиптик 
параболоид дейилади.

z > 0 булгани учун сирт юцори ярим фазода жойлаш
ган ва Ог у^ буйлаб чексиз чузилади. Унинг z =  z0>  О 
текисликлар билан кесимлари
400



I

а-г. *4 =  1

эллипслардир.
Оуг(х =  0) ва Охг(у — 0) координата текисликлари би

лан кесимлари эса Ог уэда нисбатан симметрик булган

у2 = Ьгг ва х* =  а2г

параболоидлардан иборат.
Эллиптик параболоид иккита Охг ва 

Оуг симметрия текислигига, Ог симмет
рия уцига, учга — координаталар бо- 
шига эга.

Агар b =  а десак,
агг =  г* -f Уг

айланнш параболондини \осил циламиз. 
Унинг 2=г0 >0 текисликлар билан кесими 
айланалардан иборат.

Эллипгик параболоид 12.II-расмда 
курсатилган тасйнрга эга.

Бирор Декарт координата системасида
г*

ь* (12.23)

тенглама билан берилиши мумкин булган снрт гиперболик 
параболоид дейилади. Охг ва Оуг текисликлар бу сирт- 
нинг симметрия текисликларидир, уларнинг кесишиш чи- 
зицлари —Ог уц—сиртнинг симметрия у^идир. Сиртнинг 
Охг ва Оху текисликлар билан

х2 =  а2г.

у* =  —Ь*г

(12.24)

(12.25)

кесими параболалардан (асосий параболалар) иборат. Улар 
Ог ук билан устма-уст тушади ва ^арама-^арши томонга 
йуналган. Гиперболик параболоидни 2 =  20 текислик билан 
кесими параболадир. Бу параболанинг Оху текисликдаги 
проекциясинннг тенгламаси

j * _____у*_
а2г0 Ьгга

26-2085

1 (12.26)
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к^ринишга эга. Агар г„>0 булса, бу гиперболанинг >̂аци- 
ций уци Ох уц буйлаб, мавцум уци эса Оу уц буйлаб йу- 
налган. Бу гиперболанинг ярим уцлари a y  г0 ва 6] г0 га 
тенг. 20 усиши билан бу ярим уцлзр чексиз усади. Агар 
2о < 0  булса, гиперболанинг (12.26) тенгламасини

+ И & Т = 1  (12.27)

еки

аЧ~Ь)
куринишда ёзиб оламиз. Бундан куринадики, бу гипербола
нинг эодиций уци Оу ук буйлаб, мавхум уци эса Ох уц 
буйлаб йуналган. Бу \иперболанинг ярим уцлари b\ — z0 
ва а\' — г0 га тенг. г0->— оо да бу ярим уцлар чексиэ 
усади. Агар гилерболик параболоиднинг г =  z0 =  0 текис
лик билан кесимини ^осил килсак, кесимда тенгламалариs-if-® 

( f - i X T + i ) - "
булган иккита тугри чизиц цосил булади. Бу тенгламалар-
ни у =  х вау =  — х куринишда ёзиб оламиз. Бу
(12.26) ва (12.27) тенгламалар билан берилган гипербола* 
ларнинг асимптоталаридир. Агар гиперболик параболоид
нинг Оуг текисликка параллел х =  х0 текислик билан ке- 
симини утказсак, кесимда Оуг текисликдаги проекцнясининг 
тенгламаси

«? =  _  г +  4Ь* Z  ̂ а*
ёки

У1 = —b\z — z0) 

куринишга эга булган чизиц ^осил булади. Бу ерда г0 =  
j

=  ^ёкид:о = а2г0% яъни кесим (12.25) параболадек булиб,
лекин кучирнлган учга эга. Бу параболанинг учи бошца 
асосий парабола учнда жойлашган. Гиперболик параболоид
нинг у =  у0 текислик билан кесимини \ам утказиб, худ- 
ди шунингдек натижага эришамиз.
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12. 12- раем..

Шундай цилиб, гиперболик параболоид бу парабрла 
трсил цилган сирт экан. Бу параболанинг учи иккинчи цуз- 
ралмас парабола буйлаб сирранади. Иккинчи параболанинг 
текислиги .\аракатланаётган парабола текислигига перпен
дикуляр. ^аракатланаётган ва харакатланмаётган парабола- 
ларнинг учлари ^арама-^арши томонга йуналган. Гипер
болик параболоид 12.12-расмда курсатилган тасвирга эга.

12.2.4. Иккинчи тартибли конуслар. Бирор Декарт коор
дината* снстемасида

тенглама билан берилиши мумкин булган сирт иккинчи 
тартибли конус дейилади. Бу сирт учта симметрия у^ига 
(координата текисликларига) эга булиб, унинг симметрия 
маркази координаталар бошидир.

Координаталар боши бу сиртга тегишли ва у сиртнинг 
учи дейилади. Конуснннг г =  го<0 текисликлар- билан 
кесимлари

эллипелардир.
Конус г>0 ва *<0 да г у^ буйлаб, чексиз чузилади- 

ган икки паллага эга. Конуснинг Охг ва Оуг текисликлар 
билан кесими тутри чизицлардан иборат. Кесимларнинг 
тенгламалари

(12.28)
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Булар тегишли координата текисликларида жойлашган

ва

т^ри чизицлар жуфтларидир.
Агар Ь=а булса, -̂—̂ г--- айланнш конусини

з̂ осил киламиз. Унинг Оху текисликка параллел текислик
лар билан кесими

1 2  *0®**l + i/2 =  —
айланадир.

Конус 12.13- расмда курсатилган тасвирга эга.

12.13- раем.

12.2.5. Иккинчи тартибли цилиндрлар. . Бирор Декарт 
координата снс темаенда



у1 -= 2рх (12.31)

(z а̂рфни уз ичига олмаган) тенгламалар билан бери
лиши мумкин булган сиртлар иккинчи тартибли мос ра
вишда эллиптик, гиперболик, параболоик цилиндрлар де
йилади. Бу сиртларнинг >̂ар бирига (л:; у; 0) ну^та билан 
бирга ихтиёрий г0 га эга булган (х\ у\ г0\) ну^талар а̂м 
тегишли булади, шунинг учун сиртлар Ог уэда параллел 
булган ва цилиндрнинг ясовчиси деб аталувчи т>три чи- 
зи^ларга. эга. Цилиндрнинг Оху текисликда ётувчи кесим
лари унинг йуналтирувчилари дейилади. (12.29), (12.30),
(12.31) цилиндрлар мос равишда 12.14, 12.15, 12.16- оасм- 
ларда тасвирланган.

У

12.15- расм. 12.16- расм.



1. Эллипс, гипербола ва парабола таърифлариии айтиб беринг. Бу 
эгри чизицларнинг формалари цандай?

2. Эллипс, гипербола, параболанинг фокуслари нима? Улар цандай 
хоссаларга эга?

3. Эллипс ва гиперболанинг эксцентриситета деб нимага айтилади? 
Эксцентриситет катталигига цараб, эгри чизиц формаси а̂цида цандай 
муло а̂за цилиш мумкин? Мисоллар келтиринг.

4. Гипербола асимптоталари цандай тенгламаларга эга? Мисоллар 
келтиринг.

5. Эллипсоид, бир паллали ва икки паллали гиперболоидлар, эл- 
липтик ва гиперболик параболойдлар, иккинчи тартибли конус, эллип- 
тик, гиперболик ва параболик цилиндрларнинг таърифларини айтиб бе
ринг. Бу сиртлар формаларини цандай метод билан текшириш мумкин?

1 2- БО Б Г А Д О И Р  МАШ К Л А Р

1 -8- мисолларда иккинчи тартибли эгри чизицнинг турини аниц- 
лаш ва уни ясаш талаб цилинади. Фокуснинг координаталарини, ди- 
ректрисалар ва асимптоталарнинг тенгламалар ини топинг, эксцентриси* 
тетин .угсобланг.

1. 9х2 + 2Ьу2— 225 = О,
2. 16*2 — 9у2 = 144,
3. 6х — у2 = О
4. ху = 4.
5. 10** + 7 у2 = 140.
6. 2*2 + у = 0
7. 4х2 — и2 +  16= 0.
3. 2ху + 3 = 0.
9—12* мисолларда Х  = х — х0, У  = у — ;/0 формулалар буйича ко* 

ординаталар системасини алмаиггириш билан эгри чизиц тенгламасини 
каноник курннишга келтириш ва уни ясаш талаб цилинади.

9. Ах2 + Sx +  у2 = 12.
10. у* —• 2у = 2х.
П. х2 — у2 = 4х.
12. ху =  х +  у.

12- Б О Б Г А Д О И Р  Ж А В О Б Л А Р ,  К ^ Р С А Т М А Л А Р  
ВА Е Ч И М Л А Р

1. Учлари (2:5; 0) ва (0;̂ =3) нуцтада, фокуслари (2:4; 0), е = 
= 0,8 булган эллипс.

2. Учлари (2:3; 0) (\ациций) ва (0; ^4) (мавхум) нуцталар да, фо- 
кусларн (2:5; 0), асимптоталари у = 2:4/3*. е = 5/3 булган гипербола.

3. Фокуси F  (3/2; 0) директрисасининг тенгламаси х = —* 3/2 бул
ган парабола.

4. Асимптоталарнга келтирилган тенг ёнли гипербола, а̂цицнй уч-

12- БОБНИ ТАКРОРЛАШГА ДОИР САВОЛЛАР
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лари (2; 2) ва (—2;—2) нуцтапарда, мав̂ ум учлари (2;—2) ва (—2:2) 
иуцталарЛа, е\/2.

9. «Эски» х ва I/ координаталарни «янги» X  ва У координаталар 
билан алмаштириб ва бу ифодаларни эгри чнзщ тенгламасига цуйиб 
4(Х -f х0)2 4- 8(Х 4- *о) 4- (У 4- Уо)г =12 ни, ёки алмаилирншдан сунг, 
4Х* 4- У2 4- Х(8х0 4- 8)4-К 2//в = 12.— 4jr§ — 8дс0— //£ ни *осил кила
миз. х0 ва Г/0 ни шундай тан аймизки, X ва К нинг биринчи даражала- 
рн олдидаги коэффицнентлар нолга айлансин. 8хо+8=0, 2уо=0, бундан 
х0 = — 1, 1/0 = 0. «Янги» коорд инаталарда тенглама 4Х* 4- У2 *= 16 ёки 
X2 У2 v---и — = 1 куринишни олади. Х = х  + \ ъ а У = у  формулалар «яи-
4 16
ги хоордицзта системаси эски координата системасини Ох уц буйлаб 
чапга бир бирлик кадар суриш натижасида *оснл и̂линганини курса- 
тади. Битта расмда «эски» ва «янги» координата снстемаларини ва бе
рилган эгри чизикни («янги» системада) ясаб, бир ва̂ тиинг узнда биз 
эгри чизи̂ нинг «эски* координата системасига нисбатан чизмасини .\ам 
доил киламиз.



ПЛОВА

БАЪЗИ ЭЛЕМЕНТ АР ФУНКЦИЯЛАР ЖАДВАЛЛАРИ

1. Тригонометрик функциялар

а ’ iln  а 12 а ctg а со« а

0 о.опоо О.ОООЭ 1.000 90
1 0175 0175 57 3 1.000 89
2 03*9 0319 ?8.6 0.999 88
3 05?3 0524 19.1 999 87
4 0693 <*99 14.3 998 86
5 0.0372 0.0875 11.4 0.996 85
6 1045 1051 9.51 995 817 1219 1228 8.14 993 83
8 139 141 7.11 990 8 2
9 156 158 6.31 843 81
10 0.174 0.176 5.67 985 80
II 191 194 5.145 988 79
12 ?08 213 4.705 972 78
13 225 231 4.331 974 77
•4 242 219 4.011 970 76
15 0.259 0-263 3.732 0.966 75
16 276 28 7 487 961 7417 292 306 271 956 73
1* 309 325 3.078 951 72
19 325 344 2.904 946 71
20 0.3*2 0.354 2.747 0.940 70
21 358 384 605 934 69
22 375 404 475 927 68
23 391 424 356 921 67
24 407 445 246 914 66
25 0.»23 0.466 2.145 0.906 65
26 438 488 2.050 899 64
27 454 510 1.963 891 63
28 4G9 532 881 883 6229 485 554 804 875 61
30 0.510 0.577 1.732 0.866 60
31 515 601 664 857 59
32 530 625 600 848 5833 545 649 540 839 57
34 559 675 483 829 56
35 0.574 0.700 1.428 0.819 55
36 583 727 376 809 5437 602 754 327 799 53

* 38 616 781 ?80 788 5239 629 810 235 777 51
40 0 643 0.839 1.192 0.766 5041 656 869 150 755 4942 669 900 111 743 4843 #82 933 072 731 4744 695 966 036 719 4645 0.707 1,000 1.000 0.707 45

cos а ctg а tg а sin а а °  -
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2. х сон кийчат учун r r, е~х, sin х ва cosx 
функцияларнинг кийматлари жадвали

X ех е—х • sin X COS X

0,00 1,0000 1,0000 0,0000 1.0000
01 1,0101 0,9900 0,0100 1,0000
02 1,0202 0,9802 0,0200 0 9998
03 1.0305 0,9704 0,0300 0 9996
04 1,0408 0,9608 0,0400 0,9992

0,05 1,0513 0.9512 0,0500 0.9988
06 1,0618 0.9418 0 0600 0,9982
07 1,0725 0,9324 0,0699 0,9976
08 1,0833 0,9231 0,0799 0,9968
09 1 0942 0,9139 0,0899 0,9960

0,10 1,1052 0,9048 0,0998 0,9950
11 1,1163 0,8958 0,1098 0 9940
12 1,1275 0.8869 0,1197 0,9928
13 1,1388 0,8781 0,1296 0,9916
14 1,1503 0,8694 0,1395 0,9902

0,15 1 1618 0.8607 0,1494 0,9888
16 1,1735 0,8521 0,1593 0.9872
17 1,1853 0,8437 0,1692 0,9856
18 1,1972 0.8353 0,1790 0,9838
19 1.2092 0,8270 0,1889 0,9820

0,20 1,2214 0.8187 0,1987 0.9801
21 1,2337 0,8106 0,2085 0,9780
22 1,2461 0,8025 0,2182 0,9759

• 23 1.2586 0,7945 0,2280 0,9737
24 1,2712 0,7866 0,2377 0,9713

0,25 1,2840 0,7788 0.2474 0,9689
26 1,2969 0. 7711 0,2571 0,9664
27 1,3100 0,7634 0.2667 0,9638
28 1,3231 0,7558 0,2764 0,9611
29 1,3364 0,7483 0,2860 0,9582

0,30 1,3499 0,7408 0,2955 0,9553
31 1,3634 0.7334 0,3051 0,9523
32 1,3771 0,7261 0,3146 0.9492
33 1,3910 0 7189 0, 3240 0.9460
34 1,4049 0 7118 0,3335 0,9428

0,35 1,4191 0,7046 0,3429 0,9394
36 1,4333 0,6977 0,3523 0,935937 1,4477 0,6907 0,3616 0,932338 1,4623 - 0,6839 0,3709 0,9287
39 1,4770 0,6771 0,3802 0,9249
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Давоми

X дге *—X• е •In х COS X

0,40 1,4918 0,6703 0,3894 0,9211
41 1,5068 0 Ы'37 0,3986 0,9171
42 1,5220 0,6570 0.4078 0,9131
43 1,5373 0,6505 0,4169 0,9090
44 1,5527 0,6440 0,4259 0.9048

0,45 1,5683 0,6376 0,4350 0,9004
46 1,5841 0,6313 0,4439 0,8961
47 1,6000 0.6250 0,4529 0,8916
48 1,6161 0,6188 0,4618 0,8870
49 1,6323 0,6126 0.4706 0,8823

0,50 . 1,6487 0,6065 0,4794 0.8776
51 1,6653 0,6005 0.4882 0,8727
52 1,6820 0,5945 0,4969 0,8678
53 1,6989 0,5886 0,5055 0.8628
54 1,7160 0,5827 0,5141 0,8577

0,55 1,7333 0 5769 0.5227 0,8525
56 1,7507 0,5712 0,5312 0,8473
57 1,7683 0,5655 0,5396 0,8419
58 1,7860 0,5599 0,5480 0,8365
59 1,8040 0,5543 0,5564 0,8309

0,60 1,8221 0.5488 0,5646 0.8253
61 1,8404 0,5434 0,5729 0,8196
62 1,8589 0.5379 0.5810 0,8139
63 1,8776 0,5326 0,5891 0.S080
64 1,8965 0.5273 0.5972 0.8021

0,65 1,9155 0,5220 0,6052 0.7961
66 1,9348 0,5169 0,6131 0,7900
67 1,9542 0,5117 0.6210 0,7838
68 1.9739 0.5066 0,6288 0,7776
69 1,9937 0,5016 0,6365 0.7712

0,70 2,0138 0,4966 0,6442 0. 7648
71 2,0340 0.4916 0,6518 0. 7584
72 2,0544 0,4868 0,6594 0.7518
73 2,0751 0,4819 0,6669 0,7452
74 2,0959 0,4771 0,6743 0,73ъ5

0,75 2,1170 0 4724 0.6816 0,7317
76 2.1383 0.4677 0,6Ь89 0,7248
77 2,1598 0,4630 0,6961 0,7179
78 2,1815 0,4584 0,7033 0 7109
79 2.2034 0,4538 0,71 А 0.7038
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Давоми
j*----------------------------------------------- —

X Xв — Xв s i n  ж COS X

0,80 2,2255 0,4493 0,7174 0,6967
81 2.2479 0,4449 0,7243 0,6895
82 2,2705 0,4404 0,7311 0,6822
83 2,2933 0,4360 0,7379 0,6749
84 2.3164 0,4317 0,7446 0,6675

0.85 2,3396 0,4274 0,7513 0,6600
86 2,3632 0,4232 0,7578 0,6524
87 2,3869 0,4190 0,7643 0.6448
88 2,4109 0,4148 0,7707 0.6372
89 2.4351 0,4107 0,7771 0,6294

0.90 2,4596 0 4066 0,7833 0,6216
91 2,4843 0,4025 0,7895 0,6137
92 2,5093 0,3985 0,7956 0,6058
93 2,5345 0,3946 0,8016 0,5978
94 2,5600 0,3906 0,8076 0,5898

0,95 2,5857 0,3867 0,8134 0,5817
96 2,6117 0,3829 0,8192 0,5735
97 2,6379 0,3791 0,8249 0,5653
98 2,6645 0,3753 0,8306 0.5570
99 2,6912 0,3716 0,8360 0,5487

1,00 2,7183 0,3679 0,8415 0,5403
01 2,7456 - 0,3642 0,8468 0,5319
02 2,7732 0,3606 0,8521 0.5234
03 2,8011 0,3570 0,8573 0,5148
04 2,8292 0,3535 0,8624 0,5062

1,05 2.8577 0,3499 0 8674 0,4976
06 2,8864 0,3465 0,8724 0,4889
07 2,9154 0,3430 0,8772 0,4801
<)8 2,9447 0,3396 0,8820 0,4713
09 2,9743 0,3362 0,8866 0,4625

1,10 3,0042 0,3329 0,8912 0,4536
11 3,0344 0.3296 0,8957 0.4447
12 3,0649 0,3263 0,9001 0.4357
13 3,0957 0,3230 0,9044 0,4267
14 3,1268 0,3198 0,9086 0,4176

1,15 3,1582 0,3166 0,9128 С,4085
16 3,1899 0 3135 0,9168 0,3993
17 3,2220 0,3104 0,9208 0,3902
18 3,2544 0,3073 0,9246 0,3809
19 3,2871 0,3042 0,9284 0,3717



Давпми

X Xе —ле siru «
cosx

1,20 3.3201 0 3012 0,9320 0,3624
21 3.3535 0,2982 0.9356 0.3530
22 3.3872 0,2952 0.9391 0,3436
23 3.4212 0.2923 0.9425 0 3342
24 3.4556 0 .28'J4 0,9458 0,3248

1,25 3,4903 0,2865 0.9490 0 3153
26 3.5254 0,2837 0.9521 0,3058
27 3,5609 0.2808 0,9551 0,2963
28 3,5966 0,2780 0.9580 0,2867
29 3,6328 0,2753 0,9608 0,2771

1,30 3,6693 0,2725 0.9636 0,2675
31 3.7062 0,2698 0,9662 0,2579
32 3,7334 0,2671 0.96*7 0.2482
33 3,7810 0,2645 0.9711 0,2385
34 3.8190 0,2618 0.9735 0.2288

1,35 3,8574 0,2792 0,9757 0,2190
36 3,8962 0,2567 0,9779 0,209237 3.9354 0,2541 0,9799 0.199438 3,9749 0.2516 0,9819 0.1896
39 4,0149 0,2491 0,9837 0,1798

1.40 4,0552 0,2466 0,9854 0.1700
41 4,0960 0 2441 0.9871 0.1601
42 4,1371 0.2417 . 0,9687 0,150243 4,1787 0,2393 0,9901 0.1403
44 4.2207 . 0,2369 0,9915 0,1304

1.45 4,2631 0.2346 0,9927 0.1205
46 4,3060 0,2322 0,9939 0.110647 4.3492 0,2299 0,994е* 0.1006
48 4.3929 0.2276 0,9959 0.0907
49 4.4371 0.2254 0.9967 0.С807

.1,50 4,4817 0.2231 0.9975 0 0707
51 4,5267 0.2209 0,9982 0.0608
52 4 5722 0.2187 0,9987 0.0508
53 4.6182 0,2165 0,9992 0.0408,
54 4.6646 0,2144 0.9995 0.0308

1.55 4,7115 0,2122 0.9998 0,0208
56 4,7588 0,2101 0,9999 0,0108
57 4,8066 0,2080 1,0000 +0.0008
58 4,8550 0,2060 1.0000 — 0.0092
59 4,9037 0,2039 0,9998 — 0.0192
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3. Тескари катталиклар, квадрат ва куб илдизлар, 
логарифчлар, курсаткичли функция

X
1

X
Vx V 10* 3 /—

z 7 \ г ш У  lOOjr 1** Inx X
9 X

1.0 1.000 1.00 3.1* 1.00 2.15 4.64 000 0,000 2.72 l.o
1.1 0,909 . 05 32 03 22 79 041 095 3.00 1.1
1.2 ваз * 10 46 0€ 29 93 079 182 3,32 1.2
1.3 769 14 61 09 35 5.07 114 262 3,67 1.3
1.4 714 18 74 12 41 29 146 336 4,06 1.4

1.5 0.667 1.22 3.87 1.14 2.47 5.31 «76 0.405 *4,48 1.5
1.6 625 26 4.00 17 52 43 204 470 4.95 1.6
1.7 588 30 12 19 57 54 230 530 5.47 1.7
1.8 556 34 24 22 62 65 255 588 6.05 1.8
1.9 526 38 J6 24 67 75 279 642 6.69 1.9

2.0 0.500 1.41 4.47 1.26 2.71 5,85 301 0.693 7.39 2.0
2.1 476 45 58 28 76 94 32? 742 8.17 2.1
2.2 455 48 69 30 SO 6.03 342 789 9,03 2.2
2.3 435 52 80 32 84 13 3G2 833 9,97 2.3
’ .4 417 55 90 34 88 21 380 875 И.0 2.4

2.5 0,400 1.58 5.00 1.35 2.92 6.3C 398 0,916 12,2 2.5
2.6 38'' 61 10 38 96 38 415 955 13,5 ?.6
2.7 370 64 20 39 3,00 46 431 . 993 14,9 2.7
2.8 357 67 29 41 01 54 447 1,030 16,5 2.8
2.9 345 70 39 43 07 62 462 065 18..? 2.9

3.0 0.333 1.73 5.48 1,44 З.П 6.69 477 1.099 20.1 3.0
3.1 323 76 57 46 14 77 491 131 22.2 3.1
3.2 313 79 66 47 18 84 505 163 24,5 3.2
3.3 303 8. 75 49 2i 91 519 194 27.1 3.3
3.4 294 84 83 50 24 98 532 224 30.0 3.4

3.5 0.286 1.87 5.92 1.52 3.27 0.05 544 1.253 33.1 3.5
3.6 278 90 6.00 53 30 11 556 281 36.8 3.6
3.7 270 92 08 55 33 18 568 Э08 40,4 3.7
3.8 263 95 16 56 36 24 580 335 44,7 3.8
3.9 256 98 25 57 39 31 591 361 49,4 3.9

4.0 0.250 2.00 в. 33 1.59 3.42 7.37 602 1,3*6 54.6 4.0
4.1 244 03 40 60 45 43 613 411 60.3 4.1
4.2 238 05 48 61 48 49 623 435 66,7 4.2
4.3 233 07 56 63 50 55 634 458 73,7 4.3
4.4 227 10 63 ‘ 64 53 61 644 482 81.5 4.4

4.5 0.222 2.12 6.71 1.65 3.56 7.66 653 1.604 90,0 4.5
4.6 217 15 78 66 58 72 663 526 99.5 4.6
4.7 213 17 86 68 61 78 672 548 no 4.7
4.8 2f»8 19 93 69 63 83 681 569 121 4.8
4.9 204 21 7.00 70 66 88 690 589 134 4.9

5.0 0.200 2.24 7.07 1.71 3.68 7.94 699 1.609 148 5.0
5.1 196 26 14 72 71 99 708 629 164 5.1
5.2 192 28 21 73 73 8,04 716 649 181 5.2
5.3 189 30 28 74 76 01» 724 668 200 5.3
5.4- 185 32 35 75 78 14 732 686 m 5.4
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Давоми

X
_1
X

* 
1 II

V 7
3 г —  
у  10х

3 -----
у' 100* lg * In X e* X

5,5 0.182 2.35 7.42 1.77 3,80 8.19 740 1.70i> 244 5.5
5.6 179 37 43 78 83 24 748 723 270 5.6
5,7 175 39 55 79 85 29 756 740 299 5.7
5 8 172 41 6? 80 87 34 763 758 330 5.8
5.9 170 43 68 81 8Э 39 771 775 365 5.9

6.0 0.167 2.45 7,75 1.82 3.92 8.43 778 1.792 403 6.0
6.1 164 47 81 83 94 48 785 808 446 6.1
6.2 161 49 87 84 • 96 53 792 825 493 6.2
6.3 159 51 94 85 98 57 799 841 545 6.3
6.4 156 53 8.00 86 4.00 62 806 856 602 6.4

6.5 0.154 2.55 8.06 1.87 4.02 8.66 813 1.872 665 6.5
6.6 152 57 12 88 04 71 820 887 735 6.6
6 7 149 59 19 89 06 75 826 902 812 6.7
6.8 147 61 25 89 08 79 833 917 898 6.8
6.9 145 63 31 90 10 84 839 932 992 6.9

7.0 0.143 2.65 8.37 1.91 4.12 8.88 845 1.946 1097 7̂ 0
7.1 141 66 43 92 14 92 851 960 1212 7.1
7.2 139 68 49 93 16 96 857 974 1339 7.2
7.3 137 70 54 94 18 9.00 863 9S8 1480 7Д
7.4 135 72 60 95 20 05 869 2.001 1636 7.4

7.5 0.133 2.74 8.66 1.96 4.22 9.09 875 2.015 1808 7.5
7.6 132 76 72 97 24 13 881 028 1998 7.6
7.7 130 77 77 97 25 17 886 041 2208 7.7
7.8 128 79 83 98 27 21 892 054 2441 7.8
7.9 127 81 89 99 29 24 898 067 2697 7.9
8.0 0.125 2.83 8.94 2.00 4.31 9.28 903 2.079 2981 8.0
8.1 123 85 9.00 01 33 32 908 092 3294 8.1
8.2 122 86 06 02 34 36 914 104 3641 8.2
8.3 120 88 11 02 36 40 919 116 4024 8.3
8.4 119 90 17 03 38 44 924 128 4447 8.4
8.5 0.118 ?,92 9.22 2.04 4.40 9.47 929 2.140 4915 8.5
8.6 116 93 27 05 41 51 935 152 5432 8.6
8.7 115 95 33 06 43 55 940 163 6003 8.7
8.8 114 97 38 06 45 58 944 175 6631 8.8
8.9 * 112 98 43 07 46 62 949 186 733? 8.9
9.0 0.111 3.00 9.49 2.08 4.48 9.65 954 2.197 8103 9.0
9.1 110 02 54 09 50 69 959 208 8955 9.1
9.2 109 03 59 10 51 73 964 219 9897 9.2
9.3 108 05 64 10 53 76 968 230 10938 93
9.4 106 07 69 11 55 80 973 241 12083 9.4
9.5 0.105 3.08 9.75 2.12 4.56 9.83 978 2.251 13360 9.5
9.6 104 10 80 13 58 8* 982 2*2 14765 9.6
9.7 103 11 85 13 59 90 987 272 16318 9.7
9.8 102 13 90 14 61 93 991 282 18034 9.8
9.9 101 15 95 15 63 97 996 293 19930 ^9.9

Ю.О 0.100 3.16 10.00 2.15 4.64 10.00 000 2.303 22026 10.0

Iff' графасида Унли логарифмларнинг мантиссалари берилган.
10 дан капа ёки 1 дан кнчнк сонларнинг натурал логарифмларини топншда

1п ( х • 10* ) sss 1п х +  k In 10
форм у ладан фойдаланиш ло зим.

КуАидагнларнн эслатиб утамиз:
1п 10.-2.303; 1п 102 -  4.605;

1 Я * = 0.43*3 In ж; In X = 2.303 lg jr.
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