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Узбекистон Республикам мустацилаиги- 
нинг 13 йиллигига башшапади.

СУЗ БО Ш И

Дискрет математика — математиканинг бир к,исми булиб, 
милоддан аввалги IV асрда яратила бошланган. Дискрет 
математика математиканинг такомиллашган сонлар наза- 
рияси, алгебра, математик мантик, к,исмларидан ташкари, 
XX аср урталаридаги фан-техника тараккиёти туфайли жадал 
ривожланаётган функционал системалар назарияси, граф 
ва турлар назарияси, кодлаштириш назарияси, комбинатор 
анализ каби булимларни хам уз ичига олади.

Дастлаб, фа^ат математик мантик,, алгебра, математик 
анализ, математика асослари, эхтимоллар назарияси, гео­
метрия, топология, сонлар назарияси, моделлар назарияси 
каби математик фанларда татбик, этиб келинган дискрет 
математика XX асрнинг 40- йилларидан бошлаб хисоблаш 
математикаси, кибернетика, ахборот назарияси, ик^исодиёт, 
психология, математик лингвистика, тиббиёт фанлари ва 
дискрет техникада хам кенг кулланилмокда. Дискрет мате­
матика электр схемаларни лойихалашда ва текширишда, 
автоматик хисоблаш машиналарини лойихалаш ва програм- 
малашда, дискрет автоматларни мантилий лойихалашда, 
ЭХМ элементлари ва к,исмларини лойихалашда, хар хил 
техник системалар, курилмалар ва автоматик машиналарни 
анализ ва синтез цилишда кенг мик,ёсда татбик, этилади. 
М атематик мантик, фани электрон хисоблаш  маш ина- 
ларининг вужудга келишига ва уни мукаммаллаштиришга 
катта хисса кушди.

Дискрет математика математик кибернетиканинг пойде- 
вори булиши билан бирга, хозирги замон математик таъ- 
лимининг мухим бугини хам хисобланади.



Китобнимг асоси сифатида муаллиф томонидан 1973 йил- 
дан бери Самарканд давлат университета амалий математика 
ва информатика факультета талабаларига узлуксиз укдпаётган 
маърузалар олинган. У нинг структураси ва мазмунига 
факультет базасида «Дискрет математика ва унинг татбик,- 
лари» мавзусида утказилган Халкаро илмий анжуманлар, 
Москва давлат университетининг «Дискрет математика» 
кафедраси билан укув-услубий со^алардаги х;амкорлик \амда 
факультет талабаларига дискрет математика фанининг етук 
олимлари А. Д ородницин , Ю. Ж уравлёв, М. К омилов,
В. Кудрявцев, А. Зиков ва В. Крбулов томонидан укдлган 
маърузаларнинг хам ижобий таъсири бор.

Китоб дискрет математиканинг ривожланиш тарихи 
(кириш) ва 9 бобдан иборат.

Кулланманинг биринчи бобида тупламлар назариясининг 
элементлари, муносабатлар, бинар муносабати, функциялар 
суиерпозииияси, тартиблаш муносабати ва панжара \ак,ида 
тушунчалар берилади.

И ккинчи боб муло^азалар алгебрасига багишланган 
булиб, унда муло\азалар ва улар устида мантик^й амаллар, 
формулалар, тенг кучли, айнан чин, айнан ёлгон ва бажари- 
лувчи формулалар, тенг кучли формулаларга дойр теорема- 
лар, формулаларнинг нормал шакллари, мукаммал дизъ- 
юнктив ва конъюнктив нормал шакллар, муло\азалар алгеб- 
раси функциялари, Буль алгебраси, мантик, алгебрасидаги 
икки тарафлама крнун ва арифметик амаллар, Жегалкин 
кушдди, монотон функциялар, функционал ёпик, синфлар 
ва Пост теоремаси каби масалалар куриб чик;илади.

Китобнинг учинчи боби мулох;азалар хисобига багиш- 
ланган булиб, унда муло^азалар ^исоби формуласи тушун- 
часи, исботланувчи формула таърифи, муло\азалар х,исоби- 
нинг аксиомалар системаси (тизими), келтириб чик;ариш 
к,оидалари, келтириб чик^ариш к,оидасининг ^осилалари 
булган бир вактда урнига куйиш, мураккаб хулоса, сил­
логизм, контрпозиция, икки карра инкорни тушириш к,оида- 
лари, формулалар мажмуасидан формулани келтириб чик,а-
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риш коидаси, келтириб чик;арилган формула (исботлаш) 
тушунчаси, дедукция ва умумлашган дедукция теоремалари, 
айрим мантик, (асосларни урин алмаштириш, асосларни 
кушиш, асосларни ажратиш) крнунларининг исботи, муло- 
хазалар алгебраси ва мулох,азалар \исоби уртасидаги муно- 
сабатлар, муло\азалар х;исобида ечилиш, зидсизлик, тулик,- 
лилик ва эркинлик муаммолари каби масалалар куриб чик,и- 
лади.

Туртинчи бобда предикатлар мантици баён этилган. Бу 
ерда предикат тушунчаси, предикатлар устида мантилий 
амаллар, у:лумийлик ва мавжудлик кванторлари, предикат­
лар мантик,ининг формуласи ва унинг циймати, предикатлар 
мантикининг тенг кучли формулалари, предикатлар мантик,и 
формуласининг нормал шакли, бажарилувчи ва умумк,ий- 
матли формулалар, ечилиш муаммоси, хусусий хрлларда 
формуланинг умумк^йматлилигини топиш алгоритмлари, 
предикатлар мантикининг математикага татбик^и, аксиома­
тик предикатлар \исоби х,ак,ида маълумотлар келтирилади.

Китобнинг бешинчи боби математик назарияларга ба- 
гишланган булиб, аксиоматик назария тушунчаси, биринчи 
тартибли тил, терм ва формулалар, мантилий ва хос (махсус) 
аксиомалар, келтириб чик,ариш к,оидаси, алгебра, геометрия 
ва анализда мавжуд булган математик назариялар, назарияда 
исботлаш тушунчаси, тавтология хусусий \олларининг исбот- 
ланувчанлиги, дедукция теоремаси, назария тилининг интер­
претациям (талкини), берилган интерпретацияда формула- 
ларнинг чинлик к,ийматлари, назариянинг модели, интер- 
претациянинг изоморфизмлиги, назариянинг цатъийлиги, 
назариянинг зидсизлик, туликлилик ва ечилиш муаммолари, 
предикатлар \исобининг зидсизлиги, натурал сонлар наза- 
рияси, Гёделнинг туликсизлик \ак,идаги теоремаси сингари 
масалалар ёритилган.

Китобнинг олтинчи бобида алгоритмлар назариясининг 
элементлари атрофлича баён этилган. Бу ерда алгоритм 
тушунчаси ва унинг характерли хусусиятлари, ечилувчи ва
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саналувчи тупламлар, Пост теорсмаси, алгоритм тушун- 
часигги аник,лаш, х,исобланувчи функциялар, к;исмий рекур­
сив ва умумрекурсив функциялар, А. Чёрч ва С. Клини 
тезислари, Тьюринг машиналари, Тьюринг машинасида 
алгоритмни жорий кдпиш, натурал сонларни кушиш алго- 
ритми, Евклид алгоритми, алгоритмлар назариясининг асо- 
сий гипотезаси, Марковнинг нормал алгоритмлари, Марков 
буйича кисман х;исобланувчи ва \исобланувчи функциялар, 
кисмий рекурсив (умумрскурсив) функция билан Марков 
буйича кисмий хисобланувчи (\исобланувчи) функция 
уртасидаги муносабат, нормаллаштириш принципи, алгорит- 
мик ечилмовчи муаммолар, математик мантикда келтириб 
чикарувчанликни таниш муаммоси, уз-узига татбик; этув- 
чанликни таниш муаммоси каби масалалар курилган.

Китобнинг еттинчи бобида математик мантикдонг техни- 
кага татбицлари келтирилган. Бу ерда реле-контактли схема- 
лар, контактли схемалар ва уларнинг синтези, функционал 
элементлар ва улардан схемалар ясаш, куп тактли схемалар, 
функционал элементлар системасининг туликутиги, схема- 
ларни минималлаштириш муаммоси, тескари бо тан и ш и  
булмагаи автоматлар, чекли автомат \ак;ида умумий тушун- 
чалар, Мили ва Мур автоматлари каби масалалар куриб 
чикилган. Мантик; алгебраси функцияларипи схемалар (авто­
матлар) оркдли реализация этиш масаласига ало\ида а\амият 
берилган.

Саккизинчи бобда математик мантик, функцияларипи
минималлаштириш муаммоси баён этилган. Бу ерда дизъ- 
юнктив нормал шакл (ДНШ )ни соддалаштириш, энг ^ис^а 
ДНШ . к;иск;артирилган ДНШ , тупикли ДНШ , Квайн ДНШ  
ва минимал ДНШ ларни ясаш алгоритмлари келтирилган. 
Аналитик ва геометрик тарздаги алгоритмларнинг эквива- 
лентлиги курсатилган.

Тутдд-пинчи бобда графлар назариясининг элементлари 
ёритилган. Бу ерда оддий графлар, графларнинг изоморф- 
лиги, марш рутлар, занж ирлар, цикллар, боглик^гсилик,



дарахтлар, хроматик сон ва хроматик синф, турлар ва турдаги 
окдмлар, Форд—Фалкерсон теоремаси каби масалалар к;араб 
чикилган.

Назарий масалаларни баён этишда мисоллардан кенг 
фойдаланилган, деярли \ар  бир параграфнинг охирида мус- 
так,ил ишлаш учун машклар, савол ва топширикдар берилган.

Китобда ёритилган масалалар «Математик мантик, ва 
дискрет математика» ва «Математик мантик; ва алгоритмлар 
назарияси» фанларидан ташк,ари давлат таълим стандартла- 
рида курсатилган «Машиналар арифметикаси ва автоматлар 
назарияси», «Информатика асослари ва х;исоблаш техни- 
каси», «ЭХ,М ва дастурлаш», «Операцияларни текшириш» 
каби фанларни укдгишда \ам  му\им а\амият касб этади.

Китобни тайёрлашда америкалик С. Клини ва А. Чёрч, 
австриялик К. Гёдел, англиялик А. Тьюринг ва Э. Мендельсон 
х;амда россиялик А.А. Марков, А.И. Мальцев, П.С. Новиков, 
С.В. Яблонский, О.Б. Лупанов, В. Б. Кудрявцев, В А. Горбатов,
С.Г. Гиндикин, А.А. Зиков, Л. Лихтарников ва Т. Сукачёва, 
узбекистонлик Р. Искандеров, Т. Ёкубов каби математиклар 
томонидан яратилган монография, дарслик, укув кулланма 
ва илмий мак;олалар ва самаркандлик М .Исроиловнинг 
муло\азалар алгебрасига багишланган кулёзмасидан фойдала- 
нилди.

Олий укув юртлари математика факультетлари татабалари 
учун узбек тилида ёзилган дастлабки китоблар мар^ум 
устозимиз Р.И. Искандаровнинг «Математик логика эле- 
ментлари» (1970) номли дарслиги ва Т.Ёкубовнинг «Мате­
матик логика элементлари» (1983) укув кулланмасидир. Бу 
китоблар математик мантик, фанини укдгишда, табиийки, 
ижобий рол уйнади.

Укувчиларга тавсия этилаётган ушбу китоб «Математик 
мантик, ва дискрет математика» хдмда «Математик мантик, 
ва алгоритмлар назарияси» фанлари буйича Республикамиз 
давлат таълим стандартларида курсатилган укув дастурларига 
тулик, жавоб беради.

Суз боши_____________  ____________________________ L U
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Китоб университет ва педагогика институтларида 
5460100 — математика, 5480100 — амалий математика ва 
информатика, 5140100 — математика ва информатика, 
5521900 — информатика ва информацион технологиялар
бакалаврлик йуналишлари *амда 5А460104, 5А480101 ва 
5А480107 магистратура мутахассисликлари буйича таълим 
олаётган талабаларга мулжалланган. Китоб камчиликлардан 
холи булмаганлиги туфайли, муаллиф китоб ^ак.идаги тан ки­
ли й фикр ва муло\азаларни миннатдорчилик билан кабул 
к;илади ва олдиндан уз ташаккурини из^ор этади.

Китобнинг кулёзмаси билан муфассал танишиб, унинг 
сифатини яхшилаш йулида фойдали курсатма ва масла^атлар 
берган такризчилар УзР ФА академиги Н. Сатимов, профес- 
сорлар А. Солеев, А. Пулатов, доцентлар Р. Руломов ва 
F. Э ргаш евга, м у^аррирлик  иш йни баж арган  доц ен т 
А. Мусасвга, матнини компыотерга киритган ва макетини 
тузиб нашр этишга тайёрлаган X. Якубова, Э.Урунбоев ва 
Ф. Муродовга уз миннатдорчилигимни билдираман.

Муаллиф.



КИРИШ

М антик ~  мухокама ю ритиш нинг конун-коидалари, 
усуллари ва формалари (шакллари) хакидаги фан б^либ, 
унинг асосчиси кадимги юнон мутафаккири Аристотель 
(милод. авв. 384-322) хисобланади. У биринчи б?либ дедук­
ция назариясини, яъни мантилий хулоса чикариш назария- 
сини яратиб, мантикий хулоса чикаришнинг формал харак­
т е р а  эга эканлигини курсатди. Аристотелнинг мантикий 
таълимоти формал мантикнинг (логиканинг) асосини таш- 
кил кдгсади. Формал мантик фикрлашнинг формалари ва 
конунларини текширади. Шундай килиб, Аристотель ман- 
тикий фикрлашнинг асосий конунларини очди.

Аристотель асос солган мантик куп асрлар давомида тур- 
ли мутафаккирлар, файласуфлар ва бутун фалсафий мактаб- 
лар томонидан тулдирилди, узгартирилди ва такомиллаш- 
тирилди. Шу жумладан, Абу Наср Форобий, Абу Али ибн 
Сино, Абу Райхон Беруний, Мухаммад ал-Хоразмий, Умар 
Хайём, Алишер Навоий, Мирзо Бедил каби Ш аркнинг буюк 
м утаф акки рлари  хам у зл ар и н и н г катта хи ссалари н и  
кушдилар.

Мантикнинг янгиланишида француз олими Р. Декарт- 
нинг (1596—1650) ишлари мухим роль уйнади. Р.Декарт ана­
литик усулда фикрлашнинг асосий принципларини яратди.

Немис философи ва математиги Г. Лейбниц (1646—1716) 
биринчи булиб мантикий фикрлашга хисоб характерини 
бериш зарур, деган foh билан чикди. Бунинг учун, унинг 
фикрича, хамма илмий тушунчалар ва мулохазаларни асосий 
мантикий элементларга келтириб, уларни маълум символлар 
билан белгилаш керак.

Г. Лейбниц гоялари факат XIX асрдагина уз ривожини 
топди. Инглиз олимлари Ж . Буль (1815-1864), Ч . Пирс 
(1839—1914), Б. Рассел (1872—1970), А. Уайтхед (1861 — 
1947), У. Жевонс (1835—1882), немис олимлари Г. Фрёге
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(1848-1925), Д. Гильберт (1862-1943), Э. Шрёдер (1853— 
1910), шотланд математиги О .де Морган (1806-1871), рус 
олимлари П.С. Порецкий (1846-1907), В.И. Гливенко (1897 
1940), И.И.Жегалкин (1869-1947) ва бошкалар мантик, 
сох;асидаги ишлари билан символик ёки математик мантикни 
(логикани) яратдилар.

Математик мантик; асосчиларидан бири булган Ж. Буль 
(машхур «Суна» романининг муаллифи Лилиан Войничнинг 
отасидир) мустакдп равишда грек, лотин, немис, француз ва 
итальян тилларини \амда математикани урганади. 1847 йилда 
ёзилган «М антикнинг математик та^лили», «М антилий 
х,исоб» ва 1854 йилда ёзган «Фикрлаш конунларини тал кик 
этиш» китобларида мантикни алгебраик формага келтирди 
ва математик мантикнинг аксиомалар системасини яратди. 
Булнинг мантикий хисоби Буль алгебраси деб юритилади.

Ж. Буль мантик ва математика операциялари Уртасидаги 
ухшашликка асосланиб, мантикий хулосаларга алгебраик 
символикани к^ллади. У мантик операцияларини формал- 
лаштириш (расмийлаштириш) учун куйидаги символларни 
(белгиларни) киритди:

— предметларни белгилаш учун (х, у, z, ...) кичик лотин 
х,арфларини;

— предметлар сифатини белгилаш учун (X , Y, Z, ...) бош 
лотин х,арфларини;

— бирор муло\азага акслантирилган \амма предметлар 
синфи 1 ни;

— курилиш и лозим булган предметлар й^к^игининг 
белгиси 0 ни;

— мулох,азаларни мантикий кушишнинг « + » белгисини;
— мул оказал ар ни мантикий айиришнинг « -  » белгисини;
— муло^азалар тенглигининг « = » белгисини.
Символик буль алгебрасида мантикий купайтириш

амали, худди алгебраик кийматларни купайтиришдагидек,
ху = ух

коммутативлик хоссасига
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ва

x{yz) = (xy)z
ассопиативлик хоссасига эга. Мантикий к^шиш амали хам 
коммутативлик ва ассоциативлик хоссаларига эга:

х  + у  = у  + х,
(х + у) + z = х  + (у + z)-

Буль алгебрасида йигинди купайтмага нисбатан дистри- 
бутивлик конунига буйсунади:

x(y + z) = xy + xz.

Ж. Буль алгебраик символикалар ёрдами билан хамма 
мантикий операцияларни икки кийматли (1 ва 0) алгебра 
конунларига б^йсунадиган формал (расмий) операцияларга 
келтиришни уйлади. Буль функциялари ва унинг аргу- 
ментлари факат икки киймат — «чин» ва «ёлгон» кийматлар 
кабул кдлади.

Мантик алгебраси коидалари оркали оддий м уло\а- 
залардан мураккаб мулохазаларни хосил кдпиш мумкин.

Масалан:
ху ~  бир вактда л: ва у хоссаларга эга болтан предметлар 

класси;
х(1 -  у) — бу л: хоссага эга ва у  хоссага эга булмаган 

предметлар класси;
(1 -  х)у — бу у  хоссага эга ва л: хоссага эга булмаган 

предметлар класси;
(1 -х )(1  -  у) ~  бу х  ва у  хоссаларга эга булмаган пред­

метлар класси.
Хозирги математик мантик фанини яратишда фунда- 

ментал роль уйнаган Буль символик логикаси мукаммал- 
лаштиришга мухгож эди. Масалан, Жевонс фикрича, мантикий 
айириш операцияси айрим нокулайликларга олиб келади.

О .де Морган Буль гояларини ривожлантириб, мантик 
Хисобини эхтимоллар назарияси теоремаларини асослашга 
татбик этди ва символик хисобни яратиш устида ишлади.
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Ч. Пирс математикани анализ кдгшшда мантикий муно- 
сабатларни курол сифатида ишлатишни асослаб берди, у 
Г. Фрёге иш ларидан хабарсиз холда, мантикка квантор 
тушунчасини киритди.

Г. Фрёге математика принципларини мантик принцип- 
ларидан келтириб чикариш устида ишлаб, мантик хисобини 
яратди.

Буль ва О. де Морган асарларида математик мантик Узига 
хос алгебра — мантик алгебраси куринишида шаклланди.

Кейинчалик, Буль методлари У. Жевонс, Э. Шрёдер ва 
П.С. Порецкий асарларида уз ривожини топди.

Буль алгебрасини У. Жевонс ва Э. Шрёдер мукаммал- 
лаштирди. У. Жевонс «Соф мантик» (1864), «Ухшашларни 
алмаштириш» (1869) ва «Фан асоси» (1874) китобларида ман­
тик сохасида алмаштириш принципига асосланган узининг 
назариясини тавсия этди. 1877 йили Э.Шрёдер «Der operation- 
skreis des Logikkalkuls» китобида алгебраик мантик асосларини 
ёритди.

Математик мантик фанининг ривожланишида Порецкий- 
нинг \ам  катта хизмати бор. У Буль, Жевонс ва Шрёдер 
ютукларини умумлаштириб, «Мантикий тенгламаларни 
ечиш усуллари ва математик мантикнинг тескари усули 
хакида» (1884) китобида мантик алгебраси аппарата риво­
жини анча илгари сурди. Америкалик олим А. Блейк 
П.С.Порецкий методини Э.Шрёдер методидан устун куяди.

П.С. Порецкий системасида куйидаги белгилар кабул 
Килинган:

1) бир-бирига богаик булмаган ва бир-бири билан хеч 
кандай муносабатда булмаган предметлар классини кичик 
лотин харфлари — а, Ь, с, ... билан белгилаш;

2) синфларни инкор этиш учун кичик лотин харф- 
ларидан кейин «эмас» сузини кушиш, яъни а эмас, b эмас 
ва хоказо каби белгилаш;

3) а, Ь, с , ... предметлар синфи хусусиятига эга булмаган 
предметлар синфини а{, bv с , , ... билан белгилаймиз;



4) икки ёки купрок синфлар биргаликда бир нечта бир- 
бирига безлик булмаган хоссаларга эга булишини ab, Ьс ва 
хоказо кУпайтмалар билан белгилаш. Бу операция коммута- 
тивлик ва ассоциативлик хоссаларига эга:

ab = ba, (ab)c = а(Ьс)\

5) мантикий кУшиш амалини « + » белгиси билан бел­
гилаш. Бу операция хам коммутативлик ва ассоциативлик 
хоссаларига эга:

х + у = у + х, x+(y + z) = (x + y)z\
6) \еч кандай мазмунга эга булмаган сифат формасини

О (мантикий 0) билан белгилаш;
7) мумкин булган синфларни Уз ичига олган сифат фор­

масини 1 (мантикий 1) билан белгилаш; 0 ва 1 ушбу хосса­
ларга эга:

а + 0 = а\ а - 1 - а \

8) а синфнинг инкорини синф билан белгилаш;
9) к^шиш, купайтириш ва инкор амалларидан ташкари 

зквивалентлик амалини киритади ва уни « = * символ билан 
белгилайди. Бу амал учта коидага буйсунади: 1) агар а = Ъ 
тенглигига бир хил синфларни кУшсак, у холда тенглик 
бузилмайди, яъни а + с = Ь + с булади; 2) агар а = b булса, 
у холда ad = bd булади; 3) агар а = b булса, у холда а, = Ь1 
булади, бу ерда а, = а эмас, b{ = b эмас.

XIX аернинг охирида математик назариялар шундай 
ривожландики, энди мантик масалалари математиканинг 
Узида хам мухим ахамиятга эга булиб, мавжуд мантикий 
куроллар математика талабларига жавоб беролмай колди. 
Айрим математик муаммоларни ечишдаги кийинчиликлар 
уларнинг мантикий табиатига богликлиги аникланди. 
Шунинг учун хам математик мантик тор алгебраик доирадан 
чикиб, жадал ривожлана бошлади. Бу йуналишда биринчи 
булиб Г. Фрёге ва итальян математиги Ж. Пеано (1858-1932) 
тадкикотлар олиб бордилар, улар математик мантикни ариф­
метика ва тупламлар назариясини асослаш учун кУлладилар.

Кириш _________________________________ _____ ___________________________ В------- 1
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1903 йили Б.Расселнинг Лондонда нашр этилган «Мате­
матика принциплари» китобида мулохазалар ва синфлар 
хисоб назарияси ишлаб чикдлди. Б. Расселнинг А. Уайтхед 
билан хамкорликда ёзган 3 томлик «Математика принцип­
лари» китоблари математик мантик, фанининг ривожла- 
нишида кагга роль уйнади. Бу китобларда мулохаза, синф 
ва предикатлар хисоби деярли тулик аксиомалаштирилди ва 
формаллаштирилди. Улар хозирги вактда Урганилаётган 
математик мантик, куринишини яратдилар.

Д. Гильберт ва немис олими В. Аккерманнинг 1928 йилда 
чоп этилган «Назарий мантикнинг асосий хусусиятлари» 
китоблари математик мантикнинг янада ривожланишида 
мухим ахамият касб этди. Бу китобнинг муаллифлари ман­
тикий амалларда формаллаштириш методини татбик этиб, 
катта ютукка эришдилар.

Буль, Шрёдер ва Порецкийнинг мантик алгебраларига 
таяниб, И. И. Жегалкин логик кушиш ва логик кУпайтириш 
амалларини куйидагича аниктади:

1) 0 + 0 = 0; 0+1  = 1; 1 + 0 = 1; 1 + 1 = 0 ;
2) 0 0 = 0 ; 0 1  = 1 0  = 0 ; 1- 1 = 1.

Логик кушиш ва кУпайтириш амалларидан а + а = 0 ва 
а - а = а келиб чикади.

М антикий операцияларнинг символик кУринишлари 
Жегалкин системасида куйидагича булади:

Р = Р + 1; р = р ; р v q= p+ q+ pg', 
р q=  1 + р + pq\ p = q = [ + p  + q.

У символик мантикка умуМийлик ва мавжудлик кван- 
тори деган тушунчалар киритди ва предикатлар алгебрасини 
яратди.

XX асрнинг 50- йилларида куп кийматли мантик сохасида 
илмий изланишлар олиб боридди. Куп кийматли мантикда 
мулохазалар чекли (3 ва ундан куп) ва чексиз чинлик кий- 
матлари олади. Математик мантик бу булимининг асосчила-



Кириш 03
ридан бири поляк олими Я.Лукасевич (1878-1954) хисоб- 
ланади. У дастлаб уч кийматли (1920), 1954- йилда тУрт кий- 
матли ва нщ оят чексиз кийматли мантикни яратди.

Куп кийматли мантик проблемалари (муаммолари) билан 
Е. Пост, С. Яськовский, Д. Вебб, А. Гейтинг, А.Н. Колмогоров, 
Д.А. Бочвар, В.И. Шестаков, Г. Рейхенбах, С.К. Клини, 
П. Детуш-Феврие ва бошка олимлар шутулланганлар.

Конструктив математиканинг ривожланиши конструктив 
мантик масалаларини ечиш усулларини ишлаб чмкиш вази- 
фасини кУйди. Бу со \ада  А.А. Марков, Н.А. Ш анин ва 
шогирдларининг хизматлари каттадир.

Дискрет математиканинг катта булимларидан бири алго- 
ритмлар назарияси хисобланади. Алгоритм сузи IX асрда 
яшаган зам онасининг буюк математиги ватандош имиз 
Мухаммад ал-Хоразмий исмининг лотинча Algorithmi форма- 
сидан келиб чиккан.

Алгоритмлар назарияси алгоритмларнинг умумий хусу- 
сиятларини Ургатувчи дискрет математиканинг бир були- 
мидир.

XX асрнинг 20- йилларида биринчи булиб интуиционист- 
лар вакиллари Л. Брауэр ва немис олими Г. Вейлер (1934) 
алгоритм тушунчасини урганишга киришганлар. Алгоритм­
лар назариясининг асосчиларидан бири булган америкалик 
олим А. Чёрч 1936 йилда хисобланувчи функция тушунчасига
1- аникликни киритди ва куйидаги тезисни илгари сурди: 
натурал аргументларнинг барча цийматларида хамма жойда 
аницланган хисобланувчи функциялар билан умумий рекурсив 
функциялар эквивалентдир (бир хилдир). У хисобланувчи 
функция булмаган функциями курсатди.

Алгоритмлар назариясининг кейинги ривожланишида 
америкалик олимлар К. Гёдел, С .К. Клини (1957), Э .Л. Пост 
(1943-1947), X. Роджерс (1972), инглиз олими А. Тьюринг 
(1936—1937), рус олимлари А.А. Марков (1947—1954, 1958, 
1967), А.Н. Колмогвров (1953, 1958, 1965), Ю.Л. Ершов 
(1969—1973), А.И. Мальцев (1965,) Д.А. Трахтенброт (1967,



1970-1974), П.С. Новиков (1952), Ю.В. Матиясевич (1970— 
1972) нинг хизматлари бенихрят каттадир.

Масалан, С. Клини алгоритм ёрдамида хисобланувчи кис- 
мий функциялар кисмий рекурсив функциялардир, деган гояни 
илгари сурди.

А. Тьюринг ва Э. Пост (1936) идеаллаштирилган хисоб- 
лаш машиналари атамасида биринчи булиб, бир-биридан 
бехабар холда, алгоритм тушунчасига аниклик киритдилар. 
Пост ва Тьюринг алгоритмик жараёнлар маълум бир тузи- 
лишга эга булган «машина* бажарадиган жараёнлар эканли- 
гини курсатдилар. Улар уша пайтдаги математикада маълум 
булган барча алгоритмик жараёнларни бажара оладиган 
«машина» лар синфини х,осил килиб, уларга аник математик 
атамалар ёрдамида таъриф бердилар. Пост ва Тьюринг ушбу 
машиналар ёрдамида \исобланувчи барча функциялар синфи 
барча кисмий рекурсив функциялар синфи билан бир хил 
эканлигини курсатдилар. Натижада, Чёрч тезисининг яна 
битта фундаментал тасдики хосил булди.

С. Клини ва Э. Пост биргаликда рекурсивлик назария- 
сини яратдилар ва рекурсив функциялар назариясини тарак- 
кий эттирдилар. Улар кисман рекурсив функциялар тушунча- 
сини киритдилар.

Дастлаб факат математик мантик, алгебра, математик 
анализ, математика асослари, эхтимоллар назарияси, гео­
метрия, топология, сонлар назарияси, моделлар назарияси 
каби математика фанларида татбик этиб келинган алгоритм­
лар назарияси XX асрнинг 40- йилларидан бошлаб хисоблаш 
математикаси, кибернетика, ахборот назарияси, икгисодиёт, 
психология, математик лингвистика, тиббиёт фанлари ва дис­
крет техникада кенг кУлланилмокда.

Сунгги даврларда математик мантикни техникага жуда 
самарали татбик этиш имкониятлари борлиги маълум булди.

Математик мантикни дискрет техникага татбики нати- 
жасида унинг техник мантик булими вужудга келди. Бу со^ада 
Е. Пост, В.И.Шестаков, К.Шеннон (1916 й.т ), А. Накашима,

[Тб~Д_____________________ МАТЕМАТИК МАНТИК, ВА ДИСКРЕТ МАТЕМАТИКА



Кириш_ ОБ
М. Ханзава, С, Клини, О.Б. Лупанов (1932 й.т.), С.В. Яблонский 
(1924 й.т.), В,Б. Кудрявцев, Ю.И. Журавлёв, В.И. Левениггейн,
В.В. Глаголев, Ф.Я. Ветухновский, Ю.Л. Васильев ва бошка 
олимлар р  илмий изланишлари билан унинг тараккий эти- 
шига улкан хисса кУшганлар.

Математик мантикни техникага кУллашни биринчи 
булиб рус физиги П. Эренфест (1910) ва гидротехника кури- 
лишлари буйича етук мутахассис Н.М . Герсеванов амалга 
оширганлар.

К. Шеннон хисоблаш машиналарини яратишнинг асосий 
методи сифатида мантик алгебрасини билган, у информация 
ва информацияни узатищнинг математик назарияларини 
яратди, электрон тармоцлардаги «1» ва «0* бинар му«осабат- 
лар билан математик мантикдаги иккилик (1 ва 0) киймат- 
ларининг мос келишини ва крндай кдлиб «мантик машина- 
сини» яратишни курсатди ва хоказо.

Контактли ва реле-контактли схемаларга мантик алгебра­
сини татбик этишнинг исботини биринчи булиб В.И. Шестаков 
ва К. Шеннон берди. А. Накашима ва М. Ханзава матема­
тик мантркни дискрет техника масалаларини ечишда кУл- 
лаш методларини яратдилар. С. Клини дискрет курилма моде- 
лини (чекли автомат модели) яратгани туфайли, математик 
мантикни хотирали дискрет курилмаларни лойи*алашда 
ишлатиш имкони юзага келди,

Москва давлат университети дискрет математика макта- 
бининг асосчиларидан бири О.Б. Лупановнинг асосий иш- 
лари математик кибернетика ва математик мантикка багиш- 
ланган. У мураккаб бошкарувчи системаларнинг асимптотик 
Конуниятларини, контакт схемалар ва функционал элемент- 
лардан ясалган схемаларни (умуман, асосий бошкарувчи сис- 
темаларни), энг яхши асимптотик синтез методларини ва 
локал кодлаш принципини ишлаб чикди.

С.В. Яблонский оптимал схемаларни синтез килиш ва 
хисоблаш курил мал арини ясаш м^тодинидрятди
.  г^"^Г»т ̂  атглтРТ А2 -  Х.Т^паев ' БИБЛИОТЕКА
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Мантик; алгебраси электр схемаларни лойихалашда ва 
текширишда, автоматик хисоблаш машиналарини лойихалаш 
ва программалашда, дискрет автоматларни мантилий лойи­
халашда, ЭХМ элементлари ва кисмларини лойихалашда, 
хар хил техник системалар, курилмалар ва автоматик маши- 
наларни анализ ва синтез килишда кенг микёсда татбик, 
этилади. Математик мантик, фани электрон хисоблаш маши- 
наларининг вужудга келишига ва уни мукаммаллаштиришга 
катта хисса к#шди.

Демак, математик мантик,, бир томондан, формал мантик 
муаммоларига математик методларни к#ллаш натижасида 
ривожланган б^лса, иккинчи томондан, математикани асос- 
лашга хизмат килувчи фан сифатида ривожланди. Хозирги 
замон математик мантики автоматика, машина матема- 
тикаси, бир тилдан иккинчи тилга автоматик тарзда таржима 
килиш, математик лингвистика, ахборот назарияси ва уму- 
ман кибернетика билан боЕликдир.

Шундай килиб, математик мантик ва дискрет математика 
150 йилдан бери ривож ланиб келмокда. У математика 
асослари, алгебра, геометрия, математик анализ, функционал 
анализ, топология, эхтимоллар назарияси каби фанларда тат­
бик этилишидан ташкари кибернетика, иктисодиёт. мате­
матик лингвистика, психология, ЭХМ ва дастурлаш, опера- 
иияларни текшириш, схемотехника, радиотехника, автома­
тика, уйинлар назарияси, ахборотлар назарияси сингари 
фанларда хам кенг кулланилади.
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1- §• Тупламлар назариясининг асосий тушунчалари

гл  Туплам. Туплам элементлари. Тенг купли тупламлар. К,исм
— туплам. Хос ва хосмас кием тупламлар. Буш туплам.

Тупламлар назариясига математик фан сифатида немис 
математиги Г. Кантор (1845-1918) томонидан асос солинган.

Математикада доимо турли тупламлар билан иш куришга 
тутри келади. Масалан, тугри бурчакли учбурчаклар туп- 
лами, натурал сонлар туплам и, тугри чизикда ётувчи 
нукталар туплами ва х>оказо. Умуман, туплам тушунчаси 
айрим-айрим нарсалар, буюмлар, объектларни биргаликда, 
яъни бир бутун деб к,араш натижасида вужудга келади.

1 - т а ъ р и ф . Тупламни ташкил этувчи нарсалар, буюмлар, 
объектлар бу тупламнинг элементлари деб аталади. Туп­
ламлар, одатда, лотин ёки грек алфавитининг бош харфлари 
бшан белгиланади.

А туплам а, Ь, с, d, ... элементлардан тузилганлиги 
А = {а, Ь, с, d, ...}

куринишда ёзилади. Тупламни ташкил этувчи элементлар 
сони чекли ёки чексиз булиши мумкин. Биринчи \олда чекли 
тупламга, иккинчи хрлда эса чексиз тупламга эга буламиз. 
Масалан: А = {а}, В={а,  b}, С={а,  b, с}\ Ап = { 1, 2, 3, ..., п} -  
чекли тупламлар; В = {2, 4, 6, 2п, ...}, С= {1, 4, 9, 16, ..., 
п2, ...}, D= {2, 3, 5, 7, р, ...} -  чексиз тупламлар.

а нарса А тупламнинг элемента эканлиги аеА  ёки А за  
кУринишда белгиланади. Бирор b нарса А тупламнинг эле­
мента эмаслиги Ь ё  А ёки А э b куринишда ёзилади. Маса­
лан: А = {2, 4, 6, 8, 10} да 2, 4, 6, 8, 10е/4, бирок; 12, 14ё А .
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А ва В тупламлар берилган булсин. Агар А тупламнинг в 
элемента В тупламнинг b элементига тенг, яъни а = Ь, деб 
олсак, бундан битта элемент иккала тупламда хам мавжуд- 
лиги келиб чикади. Масалан, А = {2, 4, 6, 8, 10} ва В=  {I, 2,
3, 4, 5, 6, 7, 8} тупламлардаги 2, 4, 6, 8 элементлар 
уларнинг иккаласида \ам мавжуддир,

2 - т а ъ р и ф .  А тупламнинг *ар бир элемента В тупламда 
мавжуд ва, аксинча, В тупламнинг х,ар бир элементы А т$п- 
ламда х,ам мавжуд булса, А ва В тупламларни тенг (тенг 
кучли)  деб аталади ва А - В  ёки В=А белги билан ифодаланади,

Демак, тенг А ва В туплам аслида бир тУплащир.
3- т а ъ р и ф . Агар В тупламнинг х,ар бир элементи А трп- 

ламда х;ам мавжуд б$лса, у  %олда В туплам А тупламнинг 
кием трплами деб аталади ва цуйидагича белгиланади:

В ^ А  ёки A s  В. (1)

Масалан: 1) бутун сонлар туплами хакикий сонлар тупла- 
мининг кием тупламини ташкил этади;

2) вилоятлар республика вилоятлари тупламининг кием 
тупламини ташкил этади;

3) ток; сонлар туплами бутун сонлар тупламининг вдсм 
тупламидир ва хоказо.

4 - т а ъ р и ф .  В тупламнинг %амма элементлари А т$п- 
ламда мавжуд бу>либ, шу билан бцрга А тупламда В трпламга 
кирмаган элементлар %ам бор булса, у  уолда В теплом А т$п~ 
ламнинг хос цисм туплами деб ащаладц ва цуйидагича белги­
ланади:

В а  А ёки А => В. (2)
Демак, А с  В ва. В с. А булса, У Х°лда

А = В. (3)

(3) тенглик А нинг узи Узининг кием туплами булишини 
курсатади ва бу холатни ифодалаш учун «узининг хосмас 
кисми» деган иборадан фойдаланамиз.



j .  ft. Трпламлар ycmuda ам&ыар

Масалан, A = {а, b, с, d, ё, / ,  g, h} туплам учун В = [а), 
С* {й, b}t D= {d, <?,/} тупламларнинг хар кайсйсй хос кисмдйр,

Одатда, тупламлар назариясида битта хам элеМентй бул­
маган туплаМлар бйлан йШ куришга тугри келади. Масалан, 
х 1 + 4 = 0 тенгламанинг Хакикдей илдизлари буш тупламни 
ташкйл келади, чункй х { 2=±2/, яъни тенгламанинг хакик^й 
илдйзларй Мавжуд эмас.

5 - т а Ъ р й ф .  Eiitnma %ам элементга эга булмаган туплам 
буш трплам деб атапади ва 0  символи билан белгиланади.
0  буш туплам %ар цандай А тупламнинг цисм туплами булади 
ва у  хам А тупламнинг хосмас кисми дейилади.

2- §. Т^пламлар устида амаллар

Тупламларнинг бирлаишаси. Тупламларнинг кесишмаси.
Тупламларнинг айирмаси. Тулдирувчи. Универсал туплам.

А т  В Тупламлар берилган булсин.
1 - т а ъ р и ф .  Берилган А ва д  в  

В тупламларнинг йигиндиси ёки 
бирлашмаси деб, шу тупламлар­
нинг такрорланмасдан олинадиган 
Хамма элементларидан тузилган ва 
С=А U В каби белгиланадиган туп- 
ламга айтилади ( I . l -ш акл). 1.1-шакл.

Агар Аг А2, А3, Ап тупламлар берилган булса, у холда 
уларнинг A U В йигиндиси куйидагича ёзилади:

\ j A a = A l \JA2\JA3\J. . .UA„.  (1)
а=1

Масалан, А = {а, Ь}, В={а,  с, Ь}, С = { e , f  к] булса, у холда 
AUB{JC={a ,  Ь, с, e , f  к}.

2- т а ъ р и ф . Берилган А ва В тупламларнинг хамма 
У мумий элементларидан тузилган С тутам А ва В туплам­
ларнинг купайтмаси (кесишмаси ёки умумий к;исми) дейилади 
ва С = АГ\ В куринишида белгиланади (1.2- шакл).
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А В А В

Агар Аг Аг  А3, Ап тупламлар берилган б^лса, у *олда 
уларнинг С = А П В к^пайтмаси куйидагича ёзилади:

Г К  = А) Г\ А} С] А) 0  Г\ Ап. (2)
а«1

Масалан, А = {\, 2, 3, 4, 5}, В = {2, 4, 6, 8} б^лса, у холда 
С={2, 4}.

Битта \ам  умумий элементга эга булмаган тупламлар- 
нинг кесишмаси 0  буш тупламга тенг булади. Масалан, 
ток, сонлар туплами билан жуфт сонлар тупламининг кесиш­
маси буш тупламдир.

3 - т а ъ р и ф .  А ва В тупламларнинг айирмаси деб, А нинг 
В да мавжуд булмаган щмма элементларидан тузиладиган ва 
С = А -  В ёки С = А \В  куринишида ёзиладиган С тупламга 
айтилади (1.3-шакл).

Масалан, А = {1, 2, 3, 4} ва В= {3, 4, 5, 6} б^лса, у х;олда 
С={ 1, 2}.

4 - т а ъ р и ф .  А тупламдаги унинг В к;исм тупламига 
кирмай долган ,\амма элементларидан тузилган цисм тутам  
В нинг А тупламгана тулдирувчиси деб айтилади ва В 
(ёки В') куринишда белгиланади.

А = { 1, 2, 3, 4, 5, 6, ...} натурал сонлар туплами ва В= {2, 4, 
6, 8, ...} жуфт сонлар туплами булса, у х;олда В = {1, 3, 5, 7,...} 
булади, яъни В U В = А .

В туплам В ни А гача тулдиради. Ушбу тенгликларни 
келтириб чик,ариш мумкин:



3- §. Асосий тенгликлар (тенг кучлиликлар) ОБ
5- т а ъ р и ф . Бирор тупламнинг хос н;исми деб царалмаган 

%ар бир трпламни универсал туплам деб атаб, уни U %арфи 
билан белгилаймиз.

Таърифга биноан, U нинг хамма кисмлари орасида ик- 
кита хосмас к,исми бор: биттаси U нинг узи, иккинчиси 0  
б^ш туплам, крлганлари хос кисмлардан иборат.

3- §. Асосий тенгликлар (тенг кучлиликлар)

[7J Асосий тенг кучлиликлар. Коммутативлик, ассоциативлик,
дистрибутивлик цонунлари.

U универсал тупламнинг кисмлари орасидаги муносабат- 
ларни ифодаловчи асосий тенгликлар куйидагилардан иборат.

1. А = А .
Тупламлар назариясида тенгликларни исботлашнинг 

умумий методи тенгликнинг бир томонидаги тупламга 
тегишли хар бир элемент иккинчи томонидаги тупламда 
Хам мавжуд ва, аксинча, эканлигини курсатишдан иборатдир.

_  И с б о т . А туплам А нинг тулдирувчиси. Ш унинг учун 
А нинг хар бир элемента х  ё  А , демак, хеА.  Аксинча, 
А нинг хар бир элементи х  е А булгани учун х  ё  А . 
Демак, А = А .

2. АГ\В=ВГ\А -  купайтмага нисбатан коммутативлик 
Конуни.

И с б о т .  А [\В  нинг хар бир элементи А ва В да мавжуд, 
чунки АГ\В  туплам А ва В нинг умумий элементларидан 
тузилган. Демак, АП В нинг элементлари ВГ\.А да хам мав­
жуд. Худди шу каби, Bf]A  нинг хар бир элементи В ва А да 
мавжуд, чунки ВГ\А туплам В ва А нинг умумий элемент­
ларидан тузилган. Ш унинг учун ВГ\А тупламнинг хар бир 
элементи АГ\ В тупламнинг хам элементи булади. Демак, 
А П В = В П А .
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3. (у4П5)П С = АГ\{ВС\ Q  ~  купайтмага нисбатан ассо­
циативлик к,онуни.

И с б о т . хе (А П В) П С булсин. Демак, хе (А П В) ва хе С. 
Бу ердан хеА , хе В ва хе С эканлиги келиб чикдди. Ш унинг 
учунхеЛ в а х еЯ П Сдир. Бу ердан Уз навбатида хе/1П (ЯП Q  
эканлиги келиб чикдди. Исботнинг иккинчи кисмини Укув- 
чига х,авола этамиз.

4. A \J В= B[ jA  -  йигиндига нисбатан коммутативлик 
к;онуни.

5 . ( A { j B ) { j C  = A{ j ( B\ JC)  — йигиндига нисбатан ассо­
циативлик конуни.

4 ва 5- тенгликларнинг исботлари худди 2 ва 3- тенглик- 
ларни исботлашга ухшаш амалга оширилади.

6. А П {В U С) = {А П В) U {А П О  ~  купайтмага нисбатан 
дистрибутивлик крнуни.

1. A \j(B C \C ) = {A\J B)[MA{J С) — йигиндига нисбатан 
дистрибутивлик конуни.

6- тенгликнинг и с б о т и : х е Л П ( 5 1 1 С )  булсин, у холда 
хе А ва хе В U С булади. Бу ердан хе Л ва хе 5  ёки хе А ва хе С 
келиб чикдди. Демак, х е А ( \ В  ёки хе (А П Q.  Ш унинг учун 
хе (А П В) U {А П Q . Энди хе (А П В) U (А П Q  булсин, у х;олда 
хе (А П В) ёки хе(АГ\  С) булади. Бу ердан хеА  ва х е В  ёки 
хеА  ва хе С келиб чикдди. Демак, хеА  П (5U  О-

8. A f ] B  = A \ J B  . 9. A U B  = A f ] B .  10. А П А  = А.

П . А П и = А .  12. A U A  = А .  1 3 . A I J 0 = A .

4-  §. Тупламлар алгебраси

[у7[ Айниятлар. Теоремалар. Де Морган щонуни. Жуфт-жуфт
эквивалент.

Тупламлар алгебрасида (J , П , —, с  белгилари орасидаги 
узаро муносабатлар куриб чикдлади. Тупламлар алгебрасида,
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умуман, оддий алгебрадагидек айниятлар — тенгликлар 
кУрилади. Бу айниятлар универсал тупламнинг ва унинг хос 
цисм тупламларининг к,андай булишидан к;атьи назар уз 
кучин и сак^чайди.

1 - т е о р е м а .  U универсал тупламнинг исталган А, В, С 
н;исм тупламлари орасидаги муносабатларни ифодаловчи 
цуйидаги тенгликлар айниятдир:
1. A\J(B\JC)  = (A\JB)\JC.  Г. Л П ( Я П О  = ( /1ПЯ)ПС.

3 . л и ( Я П О  = И11Л)П(ЛиС). 3 '.> in (5 U O  = ( ^ n 5 ) U ( ^ n O .

Агар А с 5  ва В сЛ  булса, у холда А = В. Ана шу хоссадан 
фойдаланиб юк;орида келтирилган айниятлар исбот кдпинади, 
яъни тенгликнинг чап томонидаги хар бир элемент унинг 
унг томонида хам мавжуд ва аксинча эканлигини курсатиш 
керак. Виз юкрридаги айниятларнинг айримларини исбот 
этган эдик.

1 ва 1'- айниятлар мос равишда йитнди ва купайтма амал- 
лари учун ассоциативлик к,онунлари дейилади. 2 ва 2'- айният­
лар коммутативлик к,онуни ва 3, 3'- айниятлари эса шу 
амаллар учун дистрибутивлик к;онуни дейилади.

Ассоциативлик крнунига асосан А, В, С кием туплам- 
лардан маълум тартибда йигинди амали билан хосил килин- 
ган икки туплам тенгдир. Бу тупламни A { j B \ J C  шаклда 
белгилаймиз.

Ассоциативлик конунига кура кавс белгиси цаерда тури- 
ши хеч к,андай роль уйнамайди. Математик индукция мето- 
дига асосан

бу ерда Г, 2', п' белгилашлар 1, 2, ..., п сонларининг 
исталган тартибда олинганидан хосил к,илинган сонларни 
билдиради.

2. / Ш Я = Я 1 М 2’. АГ)В=ВГ\А.

4. A U 0  = A.
5. A U A  =£ / .

4'. А П U_= А. 
5'. А П А = 0  .

/1, U А2 U А3 U ... U А„ = A , U Ar U Ау U ... U А„.,
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Шу тарифа куйидаги тенгликларни х;ам келтириб чика­
риш мумкин:

Курсатилган 1—5 ва Г—5' тенгликлардан куйидаги 
х у л о с а  ни хосил киламиз: 1- теоремадаги айниятлар жуфт- 
жуфт тарзда шупдай жойлаштирилганки, бири иккинчисидан 
U ва П ^амда 0 ва U белгиларни бир вактда узаро жойла- 
рини алмаштириш натижасида келиб чикали.

2 - т е о р е м  a .  U ynueepc&i тупламнинг исталган А ва В 
Кием тупламлари учун к,уйидагилар уринлидир:

6. Агар >;амма А лар 6'. Агар исталган А учун
учун A U В = А булса, А П В = А булса, у  х,олда
у  х,олда 5 = 0 .  B - U .

7 ва 7'. Агар A \ J B - U e a A C \ B = Z >  булса, у  %олда В -  А .

2- теореманинг айрим тенгликлари адабиётда махсус 
номга эгадир. Масалан, 10 ва 10 '-тенгликлар идемпотент- 
лик цонуни, 12 ва 12'- тенгликлар ютиш цонуни, 13 ва 13'- 
тенгликлар де Морган цонуни деб аталади.

Тупламлар алгебрасида бирор тенгликдан шу тенгликка 
кирган U ни П га, П ни U га, 0 ни U га, U ни 0  га 
бирданига алмаштириш натижасида хосил килинган иккин­
чи тенглик биринчи тенгликка ва, аксинча, биринчи тенг- 
лик иккинчи тенгликка нисбатан икки тарафлама тенглик 
деб айтилади.

А, П А2 П А} П -  П А„ =  Аг П Аг П Ау П... П А„., 
А и ( В 1П £ 2 П.. .ПВ„) = ( л и в 1) П ( А и в 2) П. . . П( А иВ„) ,  
А П ( В 1и В 2 и . . . и В п) = ( А П В , ) и ( А П В 2) и . . . и ( А Г ) В п).

8 ва 8'. А = А .
9. 0 = 1 / .

10. A \ J A  = A.
11. A \ JU=U.
12. А\ } ( АГ[В) =А.

9'. U = 0 .
10'. А Г)А = А.
11'. А П 0  = 0 .
12'. А Г \ { А \ ) В )= А.  
13'. аП в  = а [}в .13. А { } В  = А С \ В .
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3 - т е о р е м а .  Исталган А ва В тупламлар учун цуйидаги 
мулощзалар жуфт-жуфт эквивалентдир:

( 1 М с Я ;  (II ) Л П Я  = Л; (I U ) A U B = B . (1)

/?,, Rr  Rn мулохазалар жуфт-жуфт эквивалентдир 
деган тасдик, куиидагини билдиради: исталган / вау учун R 
мулохаза R мулохазага эквивалентдир. Бу мулохаза уз нав- 
батида фак;атгина R { мулохаза R2 муло\азанинг, R2 муло­
хаза R, мулохазанинг, ..., Rn_{ мулохаза Rn мулохазанинг 
тугрилигини келтириб чикаргандагина тутридир.

И с б о т .  (I) мулохаза (II) мулохазанинг тугрилигини 
келтириб чик;аради. Х а^икатан, A q B булсин. Исталган 
А ва В учун А Г) В -  А эканлигини курсатиш керак.

а) х  е А П В булса, у холда хе  А ва х е  В дир. Демак, 
А П 5 с А

б) х е А  булсин. У холда (II) га асосан хе В хамдир. 
Ш унинг учун А с  А П В, яъни (I) мулохаза (И) мулохазанинг 
тугрилигини келтириб чик;аради.

Энди А [ \ В  = А булсин, у холда A [ j B = B  эканлигини 
исбот кдламиз:

A U В= (А П В) U В= (A U В) П (В U В) = (A U В) П В = В.

Демак, A U В -  В.
(III) мулохаза (I) мулохазанинг тугрилигини келтириб 

чицаради. \акикатан  хам, A U  В= В ва A q A\J  В булишидан 
/4 с; В. Бу билан исбот якунланади.

Муаммоли масала ва топшири^лар

1. a) A f ) B \ J B  = A \ J B l J B  = A \ J B \ J B  = AUB - ,

б) ( ^ П 5 П С П А г) и ( 1 П С ) и ( 5 П С ) и ( С П Л  = С 
эканлиги исбот этилсин.
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2. Ушбу тупламларнинг \ар  иккитаси ва хар учтасининг 
кесишмалари ва бирлашмаларини топинг:
А = {а, Ь, с}, B = { d , e , f g } ,  С = {a, f  g, к, с).

3. А = {\, 2, п} туплам учун В - { 3, 6, 9, 12, 3п, ...} 
к,исм тупламдир. В ни топинг.

4. ( А С ] В П Х ) и ( А П В П С Г \ Х П У ) и ( А Г \ Х П А )  = А П В  
тенгликни исботланг.

5. 7—13-асосий тенг кучлилиютарни исботланг.

Мустацил ишлаш учун савол ва топширикдар

1. Тупламлар назариясининг асосий тушунчалари нимадан иборат?
2. Тупламлар устида к,андай амаллар бажарилади?
3. Асосий тенг кучлиликларни ёзинг.
4. К,андай тупламлар тупламлар алгебраси деб айтилади?
5. Муло\азаларнинг жуфт-жуфт эквивалентлигининг шартлари.

5- §. Муносабатлар. Бинар муносабат

\7 \ Муносабат. Тартибланган жуфтлик. Унар ва бинар муно­
сабатлар. п- ар муносабат. Аник,ланиш со^аси. К,иймат- 
лар сощси.

Дискрет математикада фундаментал тушунчалардан бири 
булган муносабат тушунчаси предметлар (нарсалар) ва ту- 
шунчалар орасидаги алокдни ифодалайди. Куйидаги тулик;сиз 
гаплар муносабатларга мисол була олади:

... кичик ... дан; ... тенг ... га; ... булинади ... га ва хоказо.

Бундан кейин муносабат тушунчаси тупламлар назарияси 
нук,таи назаридан туриб урганилади.

Муносабат тушунчасини аниклаш учун тартибланган 
жуфтлик тушунчасига аниклик киритайлик. Маълум тар­
тибда жойлашган икки предметдан тузилган элемент тартиб­
ланган жуфтлик дейилади. Математикада тартибланган жуфт­
лик куйидаги хусусиятларга эга булади, деб фараз килинади:



5- §. Муносабатлар. Бинар муносабат 03
1) хдр кандай (исталган) х ва у  предметлар учун <х, у>  

каби белгиланадиган маълум объект мавжуд булиб, у х ва у 
нинг тартибланган жуфтлиги деб укилади. Хар бир х ва у  
предметларга ягона тартибланган <х, у  > жуфтлик мос 
келади;

2) иккита < х, у  > ва < и, v > тартибланган жуфтлик берил- 
ган булсин. Агар х = и ва у  -  v булса, у \олда < х, у>  = < и, v > 
булади.

Тартибланган жуфтлик <х, у  > куйидаги тупламдир:

< х, у> =  {{х}, {х, у}},

яъни шундай икки элементли тупламдирки, унинг битта 
элементи {х, тартибсиз жуфтликдан иборат, иккинчиси 
эса {х}, шу тартибсиз жуфтликнинг кайси \ади  биринчи 
^исобланиши кераклигини курсатади.

Тартибланган жуфтлик <х, у>  нинг х предмети унинг 
биринчи координатаси, у  предмети эса иккинчи координатаси 
деб аталади.

Тартибланган жуфтликлар атамаси асосида тартибланган 
п-ликларни аникдаш мумкин. х, у  ва z предметларнинг 
тартибланган учлиги < х, у, z>  куйидаги тартибланган жуфт­
ликлар шаклида а н и к д а н а д и : « * ,  у > , z> ■ Худди шу каби 
х,, х2, ... ва хя предметларнинг тартибланган п-лиги <х,, х2, 
..., хп >, таърифга асосан, «  х,, х2, ..., х^, >, хп > тарзда аник,- 
ланади.

Элементлари тартибланган жуфтликлардан иборат булган 
туплам тартибланган жуфтликлар туплами деб аталади.

Бинар муносабатни тартибланган жуфтликлар туплами 
сифатида аникдаймиз. Агар р бирор муносабатни ифодаласа, 
у халда <х, у > €  р ва хр у  ифодаларни узаро алмашувчи 
ифодалар деб \исоблаймиз. х ру  ифодани «предмет х пред­
мет у  га нисбатан р муносабатда» деб укилади.

Куйидаги х  = у, х<у ,  х  = у  белгилар х р у  ифодадан келиб 
чиккан.
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п- ар муносабати тартиблаиган п- ликлар туплами сифа- 
тида аникланади. 3-ар муносабатни купинча адабиётда 
тернар муносабат деб хам юритилади.

М и с о л  л а р . 1. {< 2, 4 >, < 5, 6 >, < 7, 6 >, < 8, 8 >} тартиб- 
ланган жуфтликлар туплами бинар муносабатга мисол була 
олади.

2. Агар р айният  м уносабатини билдирса, у холда 
<х, >>>е р дегани х  = у  ни билдиради.

3. Агар р оналик м уносабатини билдирса, у холда
< Хуршида, Ирода > е р символи Хуршида Ироданинг онаси 
эканлигини билдиради.

4. Тернар муносабатига бутун сонлар тугитамидаги кушиш 
амали мисол була олади. 5 = 2 + 3 ёзувини <5, 2, 3 > е  + 
шаклида хам ёзиш мумкин.

Бундан кейин бинар муносабат атамаси урнига киска- 
лик учун муносабат атамасини ишлатамиз.

{х/х е А) символини куйидагича тушуниш керак: {Шун- 
дай х лар тупламики, х е  А}.

{х/айрим у  учун < х, у  > е р} туплами р муносабатнинг 
аникланиш со^аеи дейилади ва D_ символи билан белгила­
нади. {у/айрим х учун <х, у  > е р} туплами р муносабатнинг 
цийматлар сох;аси дейилади ва Л, символи билан белгила­
нади. Бошкача килиб айтганда, р муносабатнинг анщланиш  
сох,аси деб, шу р муносабатнинг биринчи координаталаридан 
тузилган тупламга айтилади, иккиичи координаталаридан 
тузилган туплам эса к^ийматлар со.\аси дейилади.

М и с о л .  {< 2, 4 >, < 3, 3 >, < 6, 7 >} р муносабат берилган 
булсин. У холда D = {2, 3, 6}, /?р = {4, 3, 7}.

Бирор С туплам < х, у  > таргибланган жуфтликлар туп- 
лами булсин. Агар х бирор X тупламнинг элемента ва у  бош- 
ка Y тупламнинг элемента булса, у холда С туплам X  ва Y 
тупламларнинг тугри (декарт) купайтмасидан тузилган 
туплам дейилади ва куйидагича белгиланади:

С = Х х  Y={<x,  у  > /хе X  ва y e  Y}.



6 - g. Эквивалентлик муносабати Е»
Хар бир р муносабат айрим олинган Х х  Ктугри купайт- 

манинг кием туплами булади ва I d  О , К э /?р. Агар р с  Х х  Y 
булса, у \олда р шу Xдан Y га булган муносабат деб аталади. 
Агар р с ^ х У в а  Z ^ X  U У булса, у холда р дан Z  га булган 
муносабат деб аталади. Z  дан Z  га булган муносабатни 
Z  ичидаги муносабат деб аталади.

X  бирор туплам булсин. У холда X  ичидаги Х х Х  муноса­
бат X  ичидаги универсал муносабат деб аталади.

{<х, х > / х е  X] муносабат X  ичидаги айният муносабати 
деб аталади ва ix ёки / символи билан белгиланади. Хар кандай 
X  тупламнинг л: ва у  элементлари учун x i xy  ифода х -  у  
билан тенг кучлидир.

А туплам ва р муносабат берилган булсин. У холда 
р[А\ = {у/А нинг айрим х лари учун хру}. Бу туплам А туплам 
элементларининг р- образлари туплами деб айтилади.

М и с о л . у= 2х+ 1 тугри чизикни {<х, у>  е RxR/ y= 2х+ 1} 
ва у  < х  муносабатини {< х, у  > е R x  R/y < х} шаклларда ёзиш 
мумкин.

6- §. Эквивалентлик муносабати

[7J Рефлексив, симметрии ва транзитив муносабатлар.
Эквивсыентлик синфи.

1 - т а ъ р и ф .  Агар X  тупламнинг исталган х  элементи 
учун х  рх булса, у  %олда р муносабати X  тутамдаги рефлек­
сив муносабат деб amajiadu; агар х  ру дан у  рх келиб чик;са, 
у х;олда р симметрия муносабат деб аталади; агар х р у  ва 
у рг дан х р z келиб чик,са, у  холда р транзитив муносабат 
деб аталади.

Шу курсатилган учала хоссага эга булган муносабатлар 
математикада куп учрагани учун уларга махсус ном куйилган.

2 - т а ъ р и ф .  Агар бирор тупламдаги муносабат рефлексив, 
симметрик ва транзитив хоссаларга эга булса, у  холда бундай 
муносабат шу тупламдаги жвивалентшк муносабати дейилади.
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Агар р муносабати X  тупламдаги эквивалентлик муноса- 
бати булса, у \олда £)р = X.

М и с о л л а р .  Куйидаги хар бир муносабат маълум 
тупламдаги эквивалентлик муносабати га мисол була олади:

1. Исталган тупламдаги тенглик муносабати.
2. Евклид текислигининг хамма учбурчаклар туплами- 

даги ухшашлик муносабати.
3. Бутун сонлар тупламидаги п модуль буйича так^ослама 

муносабати.
4. Мамлакатда яшовчи одамлар тупламидаги «бир уйда 

яшовчилар» муносабати.
Эквивалентлик муносабати ушбу асосий хусусиятга эга: 

у тупламни кесиш м айдиган к;исм тупламларга булади. 
Кейинги мисол, масалан, «бир уйда яшовчилар» муносабати 
мамлакатни бир-бири билан кесиш майдиган «бир уйда 
яшовчилар» кдсм тупламларига булади. Бу айтилганларни 
куйидагича умумлаштириш мумкин.

р бирор А"тупламдаги эквивалентлик муносабати булсин. 
Агар X  тупламнинг А кием тупламининг шундай х эле­
менти топилиб, А = {у/хру} булса, у \олда А к,исм туплам 
эквивалентлик синфи ёки эквивалентлик р- синфи деб аталади.

Шундай килиб, X тупламнинг шундай элементи мавжуд 
булсаки, А = р[{х}] тенглик бажарилса, у вактда А туплам 
эквивалентлик синфи булади.

Агарда р муносабат тугрисида х,еч кандай англашилмов- 
чилик тугилмайдиган булса, у вак,тда X  туплам [х] шаютида 
белгиланади, яъни pl{x}J = [х] ва х юзага келтирган эквива­
лентлик синфи деб аталади.

Эквивалентлик синфи куйидаги икки хоссага эга:
1) хе [х] — бир синфнинг х;амма элементлари узаро экви- 

вале нтдир;
2) агар х р у  булса, у хрлда [х] = [у].
1- х о с с а эквивалентлик муносабатининг рефлексивлик 

хусусиятидан келиб чикади.
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2 - хоссанитгг исботи. х р у  булсин, яъни  х элем ент 
у  элементга эквивалент булсин, у \олда [у] с  [х]. Хдкикдган 
х;ам, ze  [у| ( ypz  ни билдиради) дан ва x p z  булганлиги учун 
р муносабатнинг транзитивлик хусусиятига асосан х р-z келиб 
чикдди, яъни ze [х]. Эквивалентлик муносабатининг симмет- 
риклик хоссасидан фойдаланиб, [х] с  [у] ни исбот этиш 
мумкин. Демак, [х] = [yj.

7 - § .  Функция тушунчаси. Функциялар суперпозицияси

[7[ Функция. Тартибланган жуфпыик. Функциялар тенглиги.
Бир к,ийматли функция. Суперпозиция. Функцияларнинг
функцияси. Тескари функция.

Ф ункция тушунчасини олдинги параграфларда урганил- 
ган атамалар оркдли аникдаймиз. Ф ункциянинг графиги 
тартибланган жуфтликлар тупламидан иборат. Ф ункция 
билан унинг графиги Уртасида \еч  кдндай фарк; йук;. Ф унк­
ция шундай муносабатки, унинг икки хил элементининг 
биринчи координаталари \еч  кдчон тенг булмайди.

Шундай к;илиб, /  муносабат куйидаги талабларни ца- 
ноатлантиргандагина функция була олади:

1 ) / нинг элементлари факдт тартибланган жуфтлик- 
лардан иборат;

2) агар <х, у>  ва <х, z> элементлар / нинг элементлари 
булса, у холда y  = z-

М и с о л л а р .  1. {< 1, 2 >, < 2, 2 >, < 3, 4 >} функциядир.
D, = { 1,2,  3}, Rs = {2, 4}.

2. {< 3, 4 >, < 3, 5 >, < 4, 6 >} муносабати функция була 
олмайди, чунки < 3, 4 > ва < 3, 5 > элементларининг биринчи 
координаталари тенг.

3. {<х, х 2 + х + 1 >/хе R} функциядир, чунки агар х = и 
булса, у холда х 2 + х +  1 = и2 + и+  1.

4. {<х2, x > / x e R } функция була олмайди, чунки унинг
< 1, 1 >, < 1, -1 > элементлари мавжуд.
3 — Х-Тураев
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А г а р / -  функция ва <х, y > e f  яъни x f y  булса, у холла 
х функциянинг аргументы, у  эса /  функциянинг х  даги 
кыыматы ёки х  элементенинг образы дейилади.

у  ни белгилаш учун x f ,  /(х ) , / х  ёки xf  символлари 
ишлатилади. /(х ) символни /(х ) = /f{x}] деб, яъни х эле- 
ментининг / -  образлари туплами деб к,араш мумкин.

Икки /  ва g функция бир хил элементлардан тузилган 
булса, бундай функциялар тенг булади ( f - g ), яъни бошкача 
кдяиб айтганда, Df  = Dg в а /(х ) = #(*) булсагина, f - g  булади. 
Шундай к,илиб, функция берилган булиши учун унинг 
аникланиш сохаси ва игу соханинг хар бир элементи учун 
унинг к;иймати берилиши керак.

{< х, х 2 + х + 1 >/хе R} дан /(х ) = х 2 + х + 1 келиб чикдди.
Агар /  функциянинг аникланиш сохаси Л с  У булса, 

у холда функциянинг узгариш сохаси У туплам ичида булади 
деб айтилади ва куйидагича белгиланади:

f : X - >  У ёки X ^ Y .

Юкррида курсатилган \амма /  туплами ( ХхУ)  туплам­
нинг кием туплами булади ва уни У* деб белгилаймиз.

Агар X -  0  булса, у холда Ух факатгина бир элементдан 
иборат булади ва у Х х  У тупламнинг буш к,исм тупламидир.

Агар У-  0  ва X *  0  булса, у холда Y* = 0 .
Агар х, * х2 дан /(х ,) * /(х 2) келиб чик,са, у холда /  бир 

кыйматлы функция дейилади.
И к к и т а /в а  g функция берилган булсин. / в а  g функция- 

ларнинг суперпозицияси деб, g ° f =  {<х, z> шундай у  мав- 
жудки, x fy  ва ygz} тупламга айтилади ва g o / символи билан 
белгиланади. Бу туплам хам функция булади.

Шундай к;илиб, функцияларнинг суперпозицияси куйи­
дагича булади:

g ° f = Z  = g(f(x)).

Ф ункцияларнинг суперпозицияси  ф ункцияларнинг 
функцияси деб хам айтилади.
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y = sinx ва z =\ ny  булсин, у холда z = In sin* функция sinx 
ва lny функцияларпипг суперпозициясидир.

Суперпозиция амали ассоциативлик конунига буйсунади, 
яъни

g ° ( f ° h ) =go f ( oh ) .

Агар f . x - ^ y  ва g ' . y - ^ z  булса, у холда g° f :  х  z ва 
(g°f ) (x)=g(f (x))  булади.

А гар /б и р  кийматли функция булса, у холда/дан  коор- 
динаталарининг урнини алмаш тириш натижасида хосил 
буладиган функция / функцияга тескари булган функция деб 
аталади в а / ' 1 символи билан белгиланади. Фак,ат бир кий­
матли функциялар учун бажариладигап бу амал к;айтариш амали
дейилади./■ ' иинг апикланиш сохаси Df -\ -  Rf , Rf -1 = Df .

8- §. Тартиблаш муносабати

[^ | Тартиблаш муносабати. Антисимметрик муносабат.
К,исман тартиблаш муносабати. Иррефлексив муносабат.
Чизикли тартиблаш муносабати. К^исман тартибланган
туплам.

1 - т а ъ р и ф . Агар бирор X  тупламдаги х  ва у  элеменпъшр 
учун у  рх муносабат урнига хр у  муносабат уринли булишини 
курсатувчи муносабат тартиблаш муносабати деб ата/гади.

Тартиблаш муносабати ёрдамида элементларни кайси 
тартибда куйиш масаласини хал этиш мумкин. Хак;ик,ий- 
сонлар туплами учун с, <, >, > муносабатлари тартиблаш 
муносабатларига мисол була олади. Тупламдар системаси 
учун худди шундай вазифани с ,  с  муносабатлар уйнайди.

2- т а ъ р  и ф . Агар Xтупламнинг исталган х ва у  элемент- 
лари учун бир вацтда хр у ва у р х  бажарилишидан х  = у келиб 
чик;са, бундай р муносабат антисимметрик муносабат деб 
аталади.
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3 - т а ъ р и ф .  X  туплам ичида рефлексивлик, антисиммет- 
риклик ва транзитивлик хоссаларига эга булган р муносабат 
X тупламдаги к,исман тартиблаш муносабати деб аталади. 
Хар цандай рефлексив ва транзитив муносабат тартиблаш 
муносабати деб аталади.

К,исман тартиблаш муносабати < символи билан белги­
ланади. Агар < муносабати X  тупламни к^тсман тартибласа, 
у холда X тупламнинг исталган х ва у  элементлари учун х < у  
муносабати бажарилиши хам мумкин, бажарилмаслиги хам 
мумкин.

Худди шу каби, агар х < у  ва х фу  булса, у холда х < у  деб 
ёзилади ва х элемент у  дан кичик деб аталади.

4 - т а ъ р и ф .  X  тупламнинг %ар цандай х  элементи учун 
хрх муносабат бажарилмаса, у  х,олда р шу X  тупламдаги 
иррефлексив муносабат деб аталади.

Агар < муносабати X  тупламдаги к;исман тартиблаш 
муносабати булса, у холда < муносабати X  тупламдаги 
иррефлексив ва транзитив муносабат булади.

5 - т а ъ р и ф .  р муносабат к;исман тартиблаш муноса­
бати булсин. р муносабатнинг аник;ланиш соу;асига царашли 
х,ар к,андай икки хил х  ва у  элементлари учун ехр у  ёки еурх  
уринли булса, бундай муносабат чизицли (оддий) тартиблаш 
муносабати деб аталади.

Хакикий сонларни кийматига к;араб тартиблаш чизикли 
тартиблаш муносабатига мисол була олади.

6- т а ъ р и ф . Агар бирор X  тупламда к;исман тартиблаш 
муносабати берилган булса, бундай туплам цисман тартиблан­
ган туплам деб аталади ва у  < х, <, > тартибланган жуфт- 
ликдан иборат булади.

Агар X  тупламда оддий тартиблаш муносабати берилган 
булса, у холда X оддий тартибланган туплам деб аталади ва 
у хам <х, <> тартибланган жуфтликдан иборат булади, бу 
ерда < муносабат X  тупламни оддий (чизикди) тартиблайди.



g. §. Тартиблаш муносабати

М асалан, агар /  тупламлар системаси булса, у холда 
< /, £ >  кисман тартибланган туплам булади.

/ :  х -> л:1 функция учун х < у  дан /(х ) <'/(у)  келиб чикса, 
у холда бу функция X  тупламнинг < тартиблаш муносаба- 
тига ва X 1 тупламнинг <‘ тартиблаш муносабатига нисба- 
тан тартибини сак^тайдиган функция булади. Х т  X 1 туплам­
лар уртасидаги узаро бир кийматли богланиш <х, <> ва 
< х ‘, > га кисман тартибланган тупламлар уртасидаги 
изоморфизм деб айтилади. Агар шундай богланиш мавжуд 
булса, у вакгда курсатилган к,исман тартибланган тупламлар 
изоморфдир.

X  тупламнинг хамма х лари учун у  < х  булса, у холда 
X  тупламнинг у  элементи X  тупламнинг кисман тартиблаш 
муносабати < га нисбатан энг кичик элементи деб айтилади. 
Агар шундай элемент мавжуд булса, у ягонадир.

X  тупламнинг хеч бир х элементи учун х < у  муносабати 
бажарилмаса, у холда X  тупламнинг у  элементи шу туплам­
нинг кисман тартиблаш < муносабатига нисбатан минимал 
(энг кичик) элементи деб айтилади. Берилган тупламда 
минимал элемент бир нечта булиши мумкин.

Агар хар кандай хе у  учун х < у  булса, у холда X туплам­
нинг у  элементи шу тупламнинг < муносабатига нисбатан 
энг катта элементи деб айтилади. Агар шундай элемент 
мавжуд булса, у хам ягонадир.

X  тупламнинг \еч  бир х элементи учун х > у  муносабати 
бажарилмаса, у холда X  тупламнинг у  элементи шу туп­
ламнинг < муносабатига нисбатан макс&иал элементи деб 
айтилади.

Агар X  тупламнинг хар бир буш эмас кием туплами энг 
кичик элементга эга булса, у холда <х, <>  кисман тартиб­
ланган туплам тулик, тартибланган туплам деб аталади. 
Масалан, {0, 1, 2,

<х, <>  кисман тартибланган ва Л с !  булсин. У холда 
исталган ае А учун а < х бажарилса, X тупламнингх элементи 
А тупламнинг юк,ори чегараси деб аталади. Худди шу каби.



агар исталган аеА  учун х < а  бажарилса, х элементи А туп- 
ламнинг и,уйи чегараси деб аталади.

Агар А/ тартибланган туплам булса, у холда унинг А/1 
к,исм туплами хам тартибланган булади. Агар бу тартиблан­
ган туплам ЧИЗИК/1И булса, у холла М 1 к,исм туплам М  туп­
ламнинг заижири дейилади.

I =\М'\ -  1 ифода занжирнинг узунлиги деб аталади, бу 
ерда |А/'| — чизик^ли тартибланган М' к,исм тупламнинг 
Куввати. I узунликдаги хар бир запжир I, 2, /+  1 бутун 
сонли занжирга изоморфдир.

М тупламйинг энг катта элементини т. билан ва энг 
кичик элементини т{) билан белгилаймиз.

М  тартибланган туплам mj элементининг баландлиги 
d(m)  деб т() < т{ < т2 < ... < т. (М  тупламнинг) занжирлар 
узунлигинииг максимумига (/mix) айтилади. М  тартибланган 
туплам узунлиги d(M) деб М тупламдаги занжирлар узунли- 
гиттипг максимумига айтилади, яъни тартибланган Л/туплам- 
нинг узунлиги d(M) унинг элемеитлари баландлиги d{m)  
нинг максимумига тенг булади:

d(M) = max d{m), т е М.

9- §. Панжара хакдда тушунчалар

[у] Панжара. Сигнатура. Дистрибутивлик критерийси.
Дедекинд (модуляр) панжара. Дедекиндлик критерийси.
Изоморф. Изоморфизм.

Кисман тартибланган туплам тушунчасидан фойдаланиб, 
паижара тушунчасини аникдаймиз.

Т а ъ р и ф . Тартибланган туплам < М, <> нинг исталган 
иккита т:, mj элементи орасида mj[]mj (энг катта к,уйи ё%) 
ва m.{J т. (энг кичик юк;ори ёк,) муносабатлар мавжуд булса, 
бундай туплам панжара деб аталади.

Равшанки, М панжарага икки тарафлама булган М  тар­
тибланган туплам ,у>м панжара булади. М  панжарада кесишма
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амалини бирлашмага ва бирлашма амалини кесишма амалига 
узгартириш керак. Тартибланган тупламнинг хамма к>исм 
тупламлари энг катта куйи ва энг кичик юкрри чегарага 
эга булса, у холда бундай туплам тулик панжара деб аталади.

Панжарани сигнатуралари куйидаги хусусиятларга эга 
булган А = < М, U , П > алгебра сифатида хам аниклаш мум­
кин:

1) m{Jm = т, тГ)т = т — идемпотентлик;
2) т .U т. = т .U тп m Л  т = т Л  /я, — коммутативлик;
3) (rn.fl т) Г\тк = m.f] (m.f] тк),

(m.U /и.) U тк = т .U (т .U тк) ~  ассоциативлик;
4) т .U (m.fl /я) = т., m.f] (m il т ) = т. -  ютиш.
Панжарага берилган иккала таъриф хам эквивалентдир.
Бундан кейин 0 ва 1 ни панжаранинг мос равишда струк-

турали ноли ва бири деб биламиз.
Агар А 1 туплам \ар  бир т., т.е А жуфт элементлар билан 

биргаликда уларнинг йигиндиси т .U т. ва купайтмаси т .П /п. 
ни х;ам уз ичига олса, у холда А' туплам А панжаранинг цисм 
панжараси деб аталади. Энг катта mQ элемент ва энг кичик 
та элементдан иборат А 1 к;исм панжара I  интервал деб аталади:

/  = [« в, /яр] = {т.е А ' /та т < /яр}.

Агар
т а П%  = 0, ma{Jm&= \

булса, у холда нол ва бир структурали А панжарада иккита 
та ва элемент кушимча (тулдирувчи) элементлар булади. 
т га кушимча булган т элемент А панжарадаги т эле- 
ментнинг тулдирувчиси деб хам аталади.

А панжарада умумий тулдирувчига эга булган икки 
элемент А да богланган элементлар деб аталади.

Панжаралар синфининг энг мухими дистрибутив панжа- 
ралардир. Куйидаги айниятларни (хамма т., тр тке А  лар 
учун) к,аноатлантирувчи А панжара дистрибутив панжара 
деб аталади:



(mj\JmJ)-nmk = т.Г\тк1)т.Г\тк, 
ткГ\ {miU т ) = ткП m:[j ткП т..

ПанжаранИнг дистрибутивлик критерийси. А панжара 
х,ар бир /  интервалида исталган иккита боЕпанган элементи 
тенг булганда ва фак;ат шундагина дистрибутив панжара 
булади.

Дедекинд (модуляр) панжара дегап тушунча киритамиз. 
А панжарада \амма т., т., ткеА  ва т.< тк лар учун

(/n;U /я.) П т к = /я.П тк U т.

муносабат бажарилганда ва фак,ат шундагина А дедекинд 
панжара булади.

Панжаранинг дедекиндлик критерийси. А панжара деде­
кинд панжара булиши учун Ат панжарага изоморф булган 
кием панжара мавжуд булмаслиги етарли ва зарур (1.4- шакл).

Ат панжара битта ноль балапдликдаги элемент, иккита 
бир баландликдаги элемент, битта икки баландликдаги ва 
битта уч баландликдаги элементпи уз ичига олади.

Панжаранинг модулярлик критерийсидан фойдаланиб, 
дистрибутивлик критерийсини кулай хисоблаш шаклини 
мисол учун келтирамиз;

А панжара Ат га изоморф булган к;исм панжарани уз 
ичига олмаса (яъни дедекинд булса) ва A k^icm панжарага 
изоморф булган к,исм панжарани уз ичига олмаса ва фак,ат 
шундагина дистрибутив булади (1.4 - б  шакл).

р 4 ( Г |__________________________________________ /  БОБ. УМУМИЙ ТУШУНЧАЛАР

1.4- шакл.



д. §. Панжара хацида тушунчалар

Ag панжара битта ноль балаыдликдаги элементдан, бир 
баландликдаги учта элементдан ва икки баландликдаги битта 
элементдан иборат икки узунликдаги учта занжирдан тузил­
ган. _

О ва 1 структурали А панжаранинг \а р  бир т эле- 
ментининг тулдирувчиси мавжуд булсин. У \олда бу панжа- 
рада f ( m )  = ni  унар операция берилган деса булади. Агар 
юкррида акс эттирилган хусусиятларга эга булган А панжа- 
рада

муносабатлар бажарилса, у холда А панжара тулдирувчили 
(тулдирувчиси бор) панжара деб аталади.

(а) ва (б) га асосан U операцияни П операция билан ва 
П операцияни U операция билан ифодаланиши мумкин. 
Демак, тулдирувчили панжарани сигнатураси U булган алгебра 
сифатида аникдаш мумкин. (а) ва (б) муносабатлардан 
куйидагилар келиб чик;ади (1 = 0 десак):

Демак, 1- панжаранинг энг катта элементи, яъни струк­
турам  1 булади.

Тулдирувчили дистрибутив панжара Буль атгебраси булади.
Т е о р е м а .  Буль алгебраси Кантор алгебрасига изоморф- 

дир. Буль ва Кантор а,иебралари орасида цуйидаги изоморфизм 
мавжуд:

бу ерда ифодаларнинг чап тарафида — назарий-панжаравий 
ва унг тарафида — назарий туплам операциялари.

т = т ,

/л, U mj = т, П m j . 

т П т = 0

(а)
(б)

(в)

0П т = 0,
1 П т = т,

0U т - т ,  
1U т=  1, 
т U Ш = 1.

a[}b, MaU M b, аПЬ, Ма(]Мь, а ,  М и ,
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Муаммоли масала ва топширицлар

1. у  = 2х + 1 т>три чизикни {< х, у >е  R x R / y  = 2x + 1} ва у  < х  
муносабатини {<лг, у >е  R x R / y < x } шаклларда ёзиш мум- 
кинлигини тушунтиринг.

2. {< 2, 4 >, < 5, 6 >, < 7, 6 >, < 8, 8 >} тартибланган жуфтликлар 
туплами бинар муносабати була оладими?

3. {< 1, 2>, <2 , 2>, <3, 4>} функциянинг ани^ланиш ва 
к;ийматлар со^аларини топинг.

4. {<3, 4>, <3,  5 >, <4, 6 >} муносабат функция була ола­
дими?

5. {<x, х 2 + х+  1 > /хе R} функция булишини исботланг.
6. {<*, х > / х е  R} функция була олмаслигиии исботланг.
7. Буль алгебрасининг Кантор алгебрасига изоморф эканли- 

гини исботланг.

Мустацил ишлаш учун савол ва топширицлар

1. Муносабатлар тушунчаси нимани ифодалайди? Бинар муносабат 
деб нимага айтамиз?

2. Эквивалентлик муносабати. К,андай муносабатлар рсфлексив, 
симметрик ва транзитив муносабатлар деб аталади?

3. Функция тушунчаси. Функциялар суперпозицияси деб нимани 
тушунасиз?

4. Тартиблаш муносабатини туихунтиринг.
5. Панжара \акида тушунчалар. Панжаранинг дистрибутивлик ва 

дедекиндлик критсрийлари нималардан иборат?

& .

Й



I I  Б О Б МУЛОХДЗАЛАР АЛГЕБРАСИ

1- §. М улохаза. Мулохазалар устида амаллар

]у\ Мулохаза. Абсолют чин (ёлгон) мулохаза. К,ийматлар
сатри. Инкор, конъюнкция, дизъюнкция, эквиваленция ва
импликация мантилий амаллари. Шеффер амали.

Математик мантикнинг ушбу мулохазалар алгебраси деб 
аталган булимида асосий текшириш объектлари булиб гаплар 
хизм ат хилади . М атем атик мантик, хар бир гапнинг  
маъносига караб, унинг чин, хакконий, тугри ёки ёлгон, 
нотугри булиши билангина кизи^ади.

Масалан: 1) «Тошкент — Узбекистоннинг пойтахти», «Ой 
ср атрофида айланади» деган гаплар чиндир.

2) «Ер ойдан кичик», «3 > 5» дсган гапларнинг хар бири 
ёлкопдир.

Шуни хам айтиш керакки, купгина гапларнинг чин ёки 
слгонлигини дархол аникдаш кийин. Масалан, «Бугунги тун 
кечагидан цоронгирох», деган ran кайси вактда ва кайси 
жойда айтилишига хараб чин хам, ёлгон \ам  булиши мум­
кин.

1) Олдимга кел. 2) Уйда булдингми? 3) Янги йил билан.
4) Агар олдин билсам эдим. Бу гаплар чин ёки ёлгон киймат 
Кабул килмайди.

Шундай килиб, математик мантик: «Х,ар бир ran чин 
ёки ёлгон булиш хоссасига эга» деб кабул килади.

1 - т а ъ р и ф .  Фак,ат чин ёки ёлгон к,иймат к;абул кила 
оладиган дарак гап мулохаза деб аталади.

Демак, хар бир мулохаза маълум холатда чин ёки ёлгон 
Кийматга эга. Бунлан кейин, чин кийматни кискача «ч» 
Харфи ва ёлгон кийматни «ё» харфи билан белгилаймиз.



Мулохазаларни белгилаш учун, асосан, лотин алфави- 
тининг кичик харфлари ишлатилади:

а , Ь, с, ..., w, v, х, у, z.

Маълум мулохазалар борки, улар \амма мумкин булган 
Холатларда (вазиятларда) чин (ёлгон) кийматни кабул кила- 
ди. Бундай мулохазалар абсолют чин (ёлрон) мулохазалар 
деб аталади.

Мулохазалар алгебрасида, одатда, конкрет мулохазалар 
билангина эмас, балки хар кандай исталган мулохазалар би­
лан \ам  шугулланилади. Бу эса узгарувчи мулох,аза тушун­
часи га олиб келади. Агар узгарувчи мулох,азани хлеб  белги- 
ласак, у холда х конкрет муло\азаларнипг исталганини ифо- 
далайди. Ш унинг у*гун х  икки: «ч» ва «ё» кийматли узгарув­
чи ни ифодалайди.

п та х,, х2, ..., хл узгарувчи муло\аза берилган булсин. 
Буларнинг х,ар кайсиси чин ва ёлгон кийматларни кабул 
Килади. Шунинг учун куйидаги кийматлар сатрини тузиш 
мумкин:

ё, ё, ё,
ч, ё, ..., ё, 
ё, ч, ё,

'ф р ц _____________________________________ / /  БОБ. МУЛОХАЗАЛАР АЛГЕБРАСИ

ч, ч, ..., ч.

Демак, узгарувчилар сони п та булса, у холда
СЦ + С [П + СЯ2 + ... + С ” = 2" та кийматлар сатрига эга буламиз. 

хр х2 : 22 = 4 та кийматлар сатри. 
хр х2, х3 : 23 = 8 та кийматлар сатри.
Математик мантикда «эмас», «ёки», «ва», «агар ... булса, 

у холла», «шунда ва факат шундагина ..., качон ...» сузлари 
(богловчилар) мулохазалар орасидаги мантилий амаллар 
дейилади. Бу амаллар ёрдамида элементар мулохазалардан 
мураккаб мулохаза тузилади. Мулохазалар устидаги бу амал­
лар математик мантикнинг элементар кисми булган мулоха­
залар мантики ёки мулохазалар алгебраси деб аталувчи кис-



]-§ . Мулохаза. Муло^азалар устида амаллар

мида урганилади. Хар иккала атама («мул оказал ар мантики» 
ва «муло^азалар алгебраси») синоним сифатида ишлатилади, 
чунки улар мантикнинг маълум кисмини икки нуктаи 
назардан ифодалайди: бу \ам  мантик, (уз предметига кура), 
х;ам алгебра (уз методига кура).

Мантикий амаллар асосан 5 та булиб, уларнинг таъриф- 
лари куйидагичадир.

1. Инкор амали. Исталган х узгарувчи муло\аза билан
бирга х куринишида белгиланган иккинчи узгарувчи муло- 
х;аза х,ам берилган булсин.

2 - т а ъ р и ф .  х муло^азанинг инкори деб аталган х  муло- 
%аза шу билан характерланадики, х  муло.\аза «ч» кийматни 
кабул килганда, х  мулох;аза «ё» кнйматни кабул кнлади ва 
аксинча.

Демак, муло^азалар мантикининг энг содда амали бу 
инкор амали булиб, оддий тилдаги сифатдош «эмас» га тугри 
келади. Бу амал « - » символи билан белгиланади. Агар х 
бирор муло\аза, масалан, «бугун \аво совук» булса, у \олда 
х  янги мураккаб «бугун \аво совук эмас» муло\азасидан 
иборатдир. х  муло\аза «х эмас» деб укилади. Шунинг учун, 
агар х чин муло\аза булса, у \олда х ёлгон муло^аза булади 
ва, аксинча, х ёлгон булса х чиндир.

Инкор амалининг таъсирини куйидаги чинлик жадвали 
куринишида тасвирлаймиз:

Худди шу жадвални инкор амалининг таърифи сифатида 
Кабул килам из ва бошка мантикий амаллар учун х;ам шунга 
ухшаш жадваллардан фойдаланамиз. Улар чинлик жадвали 
дейилади. Бу жадваллардан фойдаланиш кулай булиб, улар 
математик мантикнинг куп булимларида ишлатилади.



2. Конъюнкция (мантикий купайтма) амали. х ва у
узгарувчи мулохазалар устида бажариладиган конъюнкция 
(лотинча conjunctio — боглайман сузидан) амалини л 
куринишда ва бу амал натижасида хосил булган янги мурак- 
каб мулохазани х л у  куринишда белгилаймиз.

3 - т а ъ р и ф .  «Ва» боповчисига мое келувчи мантилий 
амал конъюнкция амали деб аталади. х  ва у  мулохазаларнинг 
конъюнкцияси х  ва у  мулохазалар чин булгандагина чин 
кийматни кабул кчлиб, цолган холларда эса ёлгон кийматни 
Кабул килади.

х л у  куриниш даги мулохаза «х ва у» деб укилади. 
Куриниб турибдики, бу таъриф «ва» богловчиситшнг маъно- 
сига тулик тугри келади. Хакикатан хам, «5 сони ток ва 
туб» мулохазаси чин, чунки уни ташкил этувчи хар иккала 
мулохаза: «5 сони ток» ва «5 сони туб» хам чин. «10 сони
5 га булинади ва 7 > 9» мулохазаси ёлгон, чунки мураккаб 
мулохазани ташкил этувчиларидан бири, чунончи «7 > 9» 
ёлгондир. Конъюнкция таърифини куйидаги чинлик жадвали 
куринишида ёзиш мумкин:

4(j |____________ __________ II БОБ. МУЛОХАЗАЛАР АЛГЕБРАСИ

X У ХА у
ч ч ч
ч ё ё
ё ч ё
ё ё ё

3. Дизъюнкция (мантиций йигинди) амали. Мулохазалар 
мантикида ишлатиладиган учинчи амал «ёки» богловчисига 
тугри келади. Шупи таъкидлаш керакки, «ёки» бостовчиси 
узбек тилила икки хил маънода ишлатилади. Биринчи холда 
рад этувчи «ёки», иккинчи холда рад этмайдиган «ёки» 
маъносила ишлатилади. Бунинг фарки куйидагилардан 
иборат. Лгар х ва у  мулохазаларнинг иккаласи хам ёлгон 
булса, у холда «х ёки у» мулохазаси шубхасиз ёлгон булади.



I- §■ Мулоцаза. Му.нцачсиар устида амаллар

Агар х чин ва у  ёлгон (ёки х ёлгон ва у  чин) булса, у х^олда 
«х ёки у» ни чин деб караш керак, бу эса узбек тилидаги 
«ёки» сузининг маъносига тугри келади. Аммо \ар  иккала 
х ва у  мулохазалар чип булганда «х ёки у» мулохдза чин 
булади. Бу вактда «х ёки у» мулохазага к,андай караш керак?

Масалан, «Бугун якшанба ёки мен кинога бораман» 
мулохазани олайлик. Агар бугун якшанба ва мен кинога 
борсам, у холда бу муло\аза чин ёки ёлгонми? Узбек тилида 
«ёки» боитовчиси бир маънода, баъзан эса бошк;а маънода 
ишлатилади. Агар юкрридаги мулохазани чин деб царасак, 
у холда «ёки» ни рал этмайдиган маънода, иккинчи холда 
«ёки» ни рад этувчи маънода ишлатиляпти деймиз.

4- т а ъ р и ф . Рад этмайдиган маънода ишлатиладиган 
«ёки» мантикий амали дизъюнкция (лотинна disjunctio — фарк, 
циламан сузидан) дейилади. Иккита х  ва у  мулох,азанинг дизъ- 
юнкцияси «xvу» каби ёзилади ва «х ёки у» деб щилади.

Икки х ва у  мулохазанинг дизъюнкцияси x v y  мураккаб 
мулохаза булиб, у факат х ва у  ёлгон булгандагина ёлгон 
Киймат кабул кдлиб, кол га н холларда чин кийматни кабул 
Кил ад и.

Дизъюнкция амалини куйидаги чинлик жадвали оркали 
хам ифодалаш мумкин:

X У x v y
ч ч ч
ч ё ч
ё ч ч
ё ё ё

4. Импликация амали. Куйидаги мураккаб мулохазалар­
ни курайлик:

1) «Агар 2 5=10 булса, у холда 6 -7 = 42 булади»; 2) «Агар 
30 сони 5 га булинса, у холда 5 жуфтдир»; 3) «Агар 3 = 5 
булса, у холда 15 = 17»; 4) «Агар 4 • 3 = 13 булса, у холда



9 + 3 = 12». Бу мулохазаларнинг хаммаси \ам 2 та элементар 
мулохазадан «агар ... булса, у холда ...» богловчиси ёрдамида 
тузилган. Бу богловчи мулохазалар мантик^пинг имплика­
ция (лотинча implicatio — зич боглайман сузидан) амалига 
тутри келади. Импликация амалини -» куринишида белги- 
лаймиз.

5 - т а ъ р и ф .  Икки х  ва у  мулохазанинг импликацияси деб 
шундай мулохазага айтиладики, у  фак,ат х чин ва у  ёлгоп 
булгандагина ёлгон булиб, долган хамма хол/юрда чиндир.

«х->у» мулохазаси «агар х булса, у холда у» деб ук,илади. 
Импликация таърифини куйидаги чинлик жадвали кури­
нишида ёзиш мумкин:

р 4У Д _______________________ _____________ / /  ВОВ. МУЛО\АЗАЛАР АЛГЕБРАСИ

X У х—
ч ч ч
ч ё ё
ё ч ч
ё ё ч

Чинлик жадвалидан куринадики, юкрридаги мулохаза- 
ларнинг иккинчиси ёлгон булиб, крлганлари чиндир. «х-»у» 
импликацияда jc мулохаза асос (шарт, гипотеза, далил), 
у  мулохаза эса бу асоснинг о^ибати деб аталади. Имплика­
ция чинлик жадвалининг охирги иккита сатри шуни курса- 
тадики, ёлгон асосдан чин хулоса хам, ёлгон хулоса хам 
келиб чикар экан, бошцача кдлиб айтганда «ёлгондан хар 
бир нарсани кутиш мумкин».

Импликация мулохазалар манти^ининг мухим амалла- 
ридан бири хисобланади. Сузлашув тилида «агар х  булса, у 
Холда у» нинг хар хил синонимлари бор: «х булса, у  булади», 
«агар х  булса, у вак^да у  булади», «х дан у  хосил булади», 
«х дан у  келиб чик;ади», «у, агар х  булса», «х у  учун етарли 
шарт» ва хоказо.



I- §. Мулохаза. Мулохазалар устида амаллар

5. Эквивалентлик (тенг кучлилик) амали. Купчилик 
мураккаб мулохазалар элсментар мулохазалардан «зарур ва 
кифоя», «факдг ва факдг», «шутша ва фак,ат шундагина, кд- 
чонки», «... бажарилиши етарли ва зарурдир» каби боглов- 
чилари ёрдамида тузилади. Мулохазалар манти^ининг бун­
дай бокдовчиларга мос келадиган амали эквивалентлик дейи­
лади ва «<-»» каби белгиланади. х<-»у мураккаб мулохаза 
«х эквивалент у» деб укапали.

6- т а ъ р и ф . Мураккаб мулохаза х<-»у чин булади, агар х  
ва у  лар чин ёки х  ва у  лар ёлгон булса, бюшк,а лолларда у 
ёлгондир. Бошкача к;илиб айтганда, х  ва у  мулохазалар факат 
ва фа к, am бир хил циймат кабул килгандагина х<г>у чин булади.

Бу таърифни куйидаги чинлик жадвали билан ифодалаш 
мумкин:

X У х<->_у
ч ч ч
ч ё ё
ё ч ё
ё ё ч

х<г*у эквивалентликка «х булса (бажарилса), у  булади 
(бажарилади) ва у  булса, х  булади» ёки «х дан у  келиб чикдди 
ва у  дан х келиб чикдди» деган мулохаза мос келади, яъни 
х*->у эквивалентликка математикада зарурий ва етарли шарт 
Хак^да айтилган теоремалар мос келади. Демак,

х<^у = (х—>у) л 0>->х) (1)

булади. (1) га биноан, х<̂ >у эквивалентликни икки томонли 
импликация деб аташ мумкин.

6. Шеффер амали (штрихи). Нихоят, яна бир мантикий 
амални келтирамиз. У Шеффер амали ёки Шеффер штрихи 
дейилади ва у « | » каби белгиланади. «х|у» мураккаб мулохаза 
«х Ш еффер штрихи у» деб укилади. Бу амал куйидагича 
таърифланади.
4 — Х-ТУраев



7- т а ъ р и ф . Фсщат х  ва у  мулохазалар чин булгандагина, 
_xjу муло^аза ёлюндир.

Бу таърифни куйидаги чинлик жалвали ёрдамида ифода- 
ласа \ам булади:
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л: У х\у
с ё ч
ё ч ч
ч ё ч
ч ч ё

Асосий чинлик жадваллари. Юкорила келтирилган чин- 
лик жадваллари, мос равишда, инкор килиш. конъюнкция, 
дизъюнкция, импликация, эквивалентлик ва Шеффер амал- 
ларининг асосий чинлик жадваллари деб айтилади:

X У Хлу x v y х —>у х<-»у х\ у
ч ч ч ч ч ч с
ч с ё ч ё ё ч
ё ч ё ч ч ё ч
ё с ё ё ч ч ч

Машцлар

I. Куйидаги гапларнинг кайси бирлари мул о ха за булади:
1) Тошкснт — Узбекистон Республикасининг пойтахти;

2) л/5 + 4л/3 -  30 ;



2- §. Формулалар. Тенг купли формулалар

3) Ой — Марс планетасининг йулдоши;
4) я >0.

2. Куйилаги мулохазаларнинг чин ёки ёлгон эканлигини 
аникуганг:
1) 2е {х|2х3 -  Зх2 + 1=0 ,  хе  R}; 2) {1 }е N.

3. Куйидаги импликааияларнинг кайси бири чин булади:
1) агар 2-2 = 4 булса, у холда 2 < 3;
2) агар 2-2 = 4 булса, у \олда 2 > 3.

2- §. Формулалар. Тенг кучли формулалар

[̂ 7[ Формула. Чинлик жадвали. Тенг купли формулалар. Эквива­
лентлик билан тенг кучлилик орасидаги фарк. Айният.

Олдинги параграфда асосан мантикий амаллар ни куриб 
чикдик. Энди бу амаллар орасида боЕланишлар мавжудли- 
гини курсатамиз. Бунинг учун тенг кучли мулохазалар ту- 
шунчасини киритамиз. п та

х,, х2, х г  ..., хп ( 2)

мулохаза берилган булсин.
1 - т а ъ р и ф .  (2) мулохазаларни инкор, дизъюнкция, конъ­

юнкция, импликация ва ж виваленция мантикий амаллари 
воситаси билан маълум тартибда бирлаштириб хос ил килинган 
мураккаб мулохаза формула деб аталади.

М асалан: [х ,v (x2a x3) ] -> х4; [х , л (х2-» х3) ] v (x4<-»x5); 
(х<^>у)л(хчу); (х -> у)л (у-*г)-> (г-> х) мураккаб мулохазалар 
формулалар булади. К^авслар мулохазалар устида мантикий 
амалларнинг кай тартибда бажарилишини курсатади.

Энди формула тушунчасига математик таъриф берайлик. 
Бу тушунча куйидагича аникланади.

2 - т а ъ р и ф .  1) хаР кандай х,, х3, ..., хп мулохазаларнинг 
исталган бири формуладир;

2) агар А ва В нинг хор бири формула булса, у  холда (Ал В), 
(Av В), (А—> В), (А<г*В) ва А хам формулалардир;
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3) 1 ва 2- бандларда курсатилган ифодалардан ташк;ари 
баии;а %еч к,андай ифода формула була олмайди.

х г х2, ..., хп узгарувчилар элементар формулалар деб 
аталади.

Кейинчалик формулами лозим булгандагина/(хр х2, хп) 
функция шаклида белгилашдан фойдаланамиз.

Хар к^андай формула учун чинлик жадвали тузиш мум­
кин. Бунинг учун асосий чинлик жадвалларидан кстма-кет 
фойдаланиш ксрак. Масалан, ( x A y ) - > ( x v y )  формуланинг 
чинлик жадвали куйидагича булади:

X У X Хлу х  v y (хлу)-> 
—»(х v >0

ч ч ё ч ч ё ё
ч ё ё ё ё ч ч
ё ч ч ё ч ё ч
ё ё ч ё ч ё ч

Шундай к,илиб, \ар  к^андай формулага {ч, ё} тупламнинг 
бир элементи мос к,илиб куйилади.

3- т а ъ р и ф . А ва В формулалар берилган булсин. (1) эле­
ментар муло^азаларнинг лрар бир к,ийматлари сатри учун А ва 
В формулаларнинг мос щйматлари бир хил булса, А ва В 
формулалар тенг куш и формулалар деб аталади ва бу А -  В 
тарзда белгиланади. (1) цаторнинг камида битта цийматлар 
сатри учун А ва В формулаларнинг мос кийматлари бир хил 
булмаса, у  холда А ва В формулалар тенг кучлимас формулалар 
деб аталади ва А *  В куринишда белгиланади.

А ва В формулаларнинг тенг кучли булиш-булмаслиги 
улар учун тузилган чинлик жадваллари ёрдамида аникда- 
нади.

М и с о л л а р . 1. x v y  = A n a B  = х —>у формулалар берил­
ган булсин.
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X У X х v y х —
ч ч ё ч ч
ч ё ё ё ё
ё ч ч ч ч
ё ё ч ч ч

Жадвалдан куриниб турибдики, туртала кийматлар сатри 
учун А ва йформулаларпинг мос цийматлари бир хил. Демак, 
таърифга асосан А -  В.

2. xvx = x тенглик исбот этилсин. A = xvx ,  В = х.

X XV X
ч ч
с ё

Дсмак, жадвалга асосан А -  В.
3. /l = (xvx)A.y,  В = у.

X У X xv х (XV х ) л у

ч ч ё ч ч
ч ё ё ч ё
ё ч ч ч ч
ё ё ч ч ё

Демак, (XV х ) л у  = у.
Худди шу каби куйидаги тенг кучлиликларни исботлаш 

мумкин.
4. xv х  = у  v у  . 5. xv (хлу) = х.
6. (x v х ) - > у  = (хлх  )vy. 7. xv(_va^) = (xv>')a(xv^). 
Эквивалентлик билан тенг кучлилик орасидаги фарк,ни 

тушуниш учун уларни алгебраик тенглама ва айният билан



солиштирамиз. Тснглама (масалан, 2х + у=  10) \арфларнинг 
айрим кийматлари (масалан, х = 4, >’=2 )  учун бажарилиб, 
бошк,а кийматлар (масалан, х=  1, у  = 2) учун бажарилмайди. 
Шунга ухшаш, эквивалентлик А <г-> Я деб, шундай (масалан, 
х,<->(дг2ал:3)) мулохазага айтиладики, унга х {, х2, ..., хп харф- 
ларининг урнига бир хил конкрет мулохазалар куйилганда 
у чин киймат кабул килиб, бошка конкрет кийматлар куйил- 
ганда ёлгон кийматни кабул килади. Айният деб, шундай 
тенгликка (масалан, а2 -  Ь1 = {а -  Ь)(а + Ь)) айтиладики, у 
узида катнашадиган барча \арфлар учун бажарилади. Шунга 
ухшаш, А = В мулохазада катнашадиган барча х г х2, ..., хп 
харфларининг урнига ихтиёрий конкрет мулохазалар куйил- 
ганда у чин киймат кабул килса, бундай мулохаза тенг 
кучлилик дейилади.

Алгебрада айний ифодаларни бир-бири билан алмаш- 
тириш мумкин булганидек, мантик алгебрасида генг кучли 
мулохазаларни (формулаларни) хам бир-бири билан алмаш- 
тириш мумкин. Бу эса мураккаб формулаларни (мулохаза­
ларни) соддалаштириш имконини беради.

Биз тенглама ва айният билан эквивалентлик ва тенг 
кучлилик орасидаги ухшашликни келтирдик. Энди эса улар 
орасидаги фаркни курсатамиз. Маълумки, алгебрада хеч 
кандай алмаштириш ёрдамида генгликни амаллар (кушиш, 
айириш, даражага кутариш, булиш ва хоказо) билан алмаш- 
тириб булмайди. Мантик алгебрасида эса эквивалентликни 
импликация (->) ёки конъюнкция (л), дизъюнкция (v) ва 
инкор (-) амаллари оркали ифодалаш мумкинлигипи биз юко- 
рида курсатган эдик (1- § даги (1) формулага каранг). (1) фор- 
муланинг тукрилигини чинлик жадвали оркали курсатамиз:
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X У х —>у у->х х<г*у (х->.у)л(>’-*х)
ч ч ч ч ч ч
ё ч ч ё ё ё
ч ё ё ч ё ё
ё ё ч ч ч ч



3- §■ Айнан чин, айнан e.itou ва бажарилувчи формулалар 55

Жадвалдан куринадики, охирги икки устуннинг чинлик 
киймати устма-уст тушади. Шу билан (1) формула исботланди.

Оддий алгебрада тенглик бслгиси «=» куйидаги аксио- 
маларни каноатлантиради: 1) ихтиёрий а сон учун а = а 
(рефлексивлик); 2) агар а - b  булса, у \олда b - а  (симмет- 
риклик); 3) агар а = b, b = с булса, у холда а = с (транзи- 
тивлик) булади.

Шунга ухшаш, мулохазалар алгебрасида, эквивалентлик 
таърифидан осонлик билан куриш мумкинки, у рефлексив, 
симметрик ва транзитив, яъни:

1) ихтиёрий А' мулохаза учун х = х;
2) ихтиёрий икки х  ва у  мулохазалар учун. агар х  = у  

булса, у холда у  = х\
3) ихтиёрий х, у, z учта мулохазалар учун х  = у  ва у  ш z 

булса, у холда хн<;.

1. Куйидаги формулаларнинг чинлик жадвалларини тузинг:

Машцлар

1) (х  v O a (j ->(m->x)); 2) х ,-»(х2--> (...->хя)...);
3) х, vx2 v ... v x ,-» ^  л у 2л ... л у п.

2. Тенг кучлиликларни исботланг:
I) х s  х ;
3) х -> у  = у - * х \

2) xyv х yw х у  = х —
4 )  г ) ^ х л . у - >  г ;

5 )  X  — (Х А _У  A  Z )  V  ( X  л у  Л  Z  ) v ( X A y  A Z ) v ( X A y  A  Z  ) .

3. Формулаларни соддалаштиринг:
1) (х->х)-»х; 2) x->(x-»j>);

4 )  ( x < - » > 0 a ( x v j > ) .3) x - y v ( x - > y ) - x ;

3- §. Айнан чин, айнан ёлгон ва бажарилувчи 
формулалар

Г7[ Айнан чин. Айнан ёлгон. Тавтология. Баж арилувчи  
формула. Мантик; к,онунлари. Ечилиш муаммоси.



56 / /  БОБ. МУЛОХАЗАЛАР АЛГЕБРАСИ

] - т а ъ р и ф . Элемент ар мулощзаяартшг х,амма киймат- 
лар сатрларида факат чин кийматни кабул килувчи формула 
айнан чин (доимо чин) формула ёки тавтология деб аталади 
в a J билан белгиланади.

А формуланинг тавтология эканлиги ёки эмаслиги к,ий- 
матлар жадвалини тузиш оркдли аникданади.

М и с о л л а р .
1. y = XA(.v-^y)->j формула тавтологиядир. Хаки^атан:

X У х — Ха (х—>>>) х л (х —>у)—>у
ч ч ч ч ч
ч ё ё ё ч
ё ч ч ё ч
ё ё ч ё ч

2. J = ( х  vj>)—> (*—>>’) формула хам тавтологиядир:

X У X X Vy х ^ у ( x v y ) - ) ( x ^ )
ч ч ё ч ч ч
ч ё ё ё ё ч
ё ч ч ч ч ч
ё ё ч ч ч ч

2 - т а ъ р и ф .  Элементар мулощзаларнинг х,амма киймат- 
лар сатрларида факат ёлгон кийматни кабул килувчи форму­
ло ю  р айнан ёлгон (доимо ёлтн) ёки бажари.шайдиган форму­
лалар дейилади ва J  билан белгиланади.

Масалан, 7  = (х v у) л (х —> у) айнан ёлкон формуладир:
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X У X х  vy х->у х -» у (х  v у) л ( х  -> у)

ч ч ё ч ч ё ё
ч ё ё ё ё ч ё
ё ч ч ч ч ё ё
ё ё ч ч ч ё ё

Маълумки, айнан чин формуланинг инкори айнан ёлгон 
формула булади ва аксинча. Айнан чин ва айнан ёлгон 
формулалар унга кирадиган узгарувчиларга б о м и к  булмай, 
фа кат битта кий мат кабул килади.

3 - т а ъ р и ф .  Агар (А<н>В) тавтология булса, у  холда 
А ва В мантилий эквивалент деб аталади. Агар ( А ^ В )  
тавтология булса, у  холда В формула А нинг мантилий хуло- 
саси деб аталади.

Энди Э.М ендельсоннинг [39J китобида баён этилган 
тавтологияларга оид айрим теорсмаларни кслтирамиз.

1 - т е о р е м а .  Агар А ва А->В айнан чин формулалар 
(тавтологиялар) булса, у  холда В формула хам тавтология 
булади.

И с б о т .  А ва А-> В тавтологиялар булсин. А ва Яформу- 
лаларнинг таркибига кирувчи узгарувчиларнинг бирор 
Кийматлар сатрида В формула ёлгон киймат кабул килсин. 
А формула тавтология булганлиги учун узгарувчиларнинг 
уша кийматлар сатрида А чин киймат кабул килади. У \олда 
(А->В) формула ёлгон киймат кабул килади. Бу натижа 
(А-+В) нинг тавтология деган фаразимизга карама-карши- 
дир. Демак, В тавтологиядир.

2 - т е о р е м а .  Агар х г х2, ..., хп узгарувчиларга бомик; бул­
ган А формула тавтология ва В формула А формуладан 
x t, х2, ..., хп узгарувчилар урнига мос равишда А г Аг, ..., Ап 
формулаларни к;уйиш натижасида хосил к,илинган булса, 
у  холда В формула тавтология булади, яъни тавтологияда 
урнига цуйиш яна тавтологияни келтириб чик,аради.
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И с б о т .  А тавтология булсин ва В формула таркибига 
кирувчи узгарувчи мулохдзаларнинг ихтиёрий кийматлар 
сатри берилган булсин. У холда А х, А2, Ап формулалар 
у г у2, ..., уп (хар бир х. ч ёки ё киймат кабул келади) 
кийматлар кабул килади. Агар х,, х2, хп га мос равишда 
У{, Уг, Уп кийматларни берсак, у холда А нинг натижавий 
киймати В нинг чинлик кийматига мос келади. А тавтология 
булганлиги учун В формула таркибига кирган узгарувчи- 
ларнинг берилган ихтиёрий кийматлар сатрида ч киймат 
Кабул килади. Шундай килиб, В доимо ч киймат кабул ки- 
лади ва у тавтология булади.

3 - т е о р е м а .  Агар А { формула таркибига бир ёки куп 
марта кирган А формула урнига В формула ни куйиш натижа- 
сида В{ формула х,осил килинса, у  у;олда { { А ^ В ) - ^ ( А Х<̂ >ВХ)) 
тавтология булади. Демак, А ва В лар мантикий эквивалент 
булса, у  х;олда А у ва В. х,ам мантилий эквивалент булади.

И с б о т .  Агар А ва В формулалар узгарувчиларнинг 
ихтиёрий кийматлар сатрида карама-карши чинлик киймат - 
ларига эга булса, у холда (А<г*В) нинг чинлик киймати ё 
булади ва натижада ((А<-^В)^>(А1<г*В1)) формула ч киймат 
Кабул килади. Агар А ва В лар узгарувчиларнинг ихтиёрий 
Кийматлар сатрида бир хил чинлик киймати кабул килса, 
у холда А{ ва 5, формулалар хам бир хил чинлик киймати 
кабул килади, 'гунки теореманинг шартига асосан 5, формула 
А { формуладан А нинг урнига В ни куйиш натижасида хосил 
килинган. Демак, бу холда ( А ^ В )  хам, (Л, <->£,) хам ч 
Киймат кабул килади. Ш унинг учун ((Л <-»£)-» (/4 ,<->/?,)) 
формула хам ч киймат кабул килади. Демак, ((/!<-»!?)-> 
-К/4, формула тавтология булади.

4 - т а ъ р и ф .  Элементар мулох,азаларнинг камида битта 
Кийматлар сатрида чин киймат кабул килувчи ва айнан чин 
булмаган формула бажарилувчи формула деб аталади.

Масалан, (х л у ) (х л у ) ; [(х h | ) a ( x v } > ) ] - > ^ ;  xv у; 
x-^y<r+z формулалар бажарилувчи формулалар хисобланади.
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Айнан чин формулалар катта ахамиятга эга булиб, улар 

м антик конунларини ифодалайди. Шу муносабат билан 
Куйидаги масала тугилади: шундай методни топиш керакки, 
у чекли микдордаги амаллар ёрдамида мантик алгебрасининг 
ихтиёрий муайян формуласини айнан чин ёки айнан чин 
эмаслигини аникласин. Бундай метод ечилувни метод, ёки 
алгоритм, ёки ечилувчи процедура дейилади. Куй ил га н масала- 
нинг узи эса «ечилиш муаммоси» дейилади. Бу муаммо факат 
мулохазалар алгебраси учунгина эмас, балки бошка манти­
кий системалар учун \ам  куйилади. У мулохазалар алгебраси 
учун ижобий хал этилади. Бу ерда ечилувчи процедура сифа­
тида чинлик жадвалини олишимиз мумкин, чунки бундай 
жадвал хар бир муайян формула учун куйилган саволга жавоб 
беради. Агар берилган формулага мос келадиган жадвалнинг 
охирги устунида факат «чин» булса, у холда бу формула айнан 
«чин», агар охирги устунда \еч булмаганда битта «ёлгон» 
булса, у \олда формула айнан чин эмас булади. Табиийки, 
амалда бу усулни хар доим хам куллаб булавермайди (чунки 
формулада п та узгарувчи катнашеа, бундай жадвал 2" та 
сатрга эга булади). Лекин хар доим чекли микдордаги 
амаллар бажариб, принцип жихатдан куйилган саволга жавоб 
бериш мумкин. Кейинги параграфларда бошка бир ечилувчи 
процедурани келтирамиз, у берилган формулани нормал 
шаклга келтиришга асосланган. Нормал шакллар математик 
мантикнинг бошка масалаларида хам ишлатилади.

1. Куйидагиларнинг кайси бирлари айнан чин ва айнан 
ёлгон формула эканлигини аникланг:

2. Айнан чин ёки айнан ёлгон формула эканлигини исботланг:
1) (х -» у )  л  (х -> у )  —» х ; 2) х а  (х —> у )  а  (х  -»  у ) ;

Машцлар

3) Pt ->(/>2 -> Р\)\
5) ({p*q)**q)*r>{q->p)\

1) (х v у -> х а у ; 2) (х -» у) - » (у -» х) ;

4) р  -> (р, -» рг)\
6) ((р->^)л(^-»г))-»(р-»г).
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3) л- v х -> у  л у  ;
4) (х - > (у -> г ) ) -> ( (* -> у ) -» (х -> г ) ) ;
5) (г-»*)-К(г->у)-»(г->хлу);
6) (jr—>г) —> (Си—»г) —> ((-xvj») —>̂ ));
7) (*->(>>-> г ) ) -> (x a j>-> г);
8) (хл.у-»г)->(х-»0>-»г)).

4- §. Асосий тенг кучлиликлар

[7\ Асосий тенг кучлиликлар. v , л, -  амаллар к,атнашган 
мулохазалар. Коммутативлик, ассоциативлик ва дистри- 
бутивлик к,онунлари. Идемпотентлик ва ютиш к,онунлари.

Бу параграфда кепг кулланиладиган тенг кучлиликлар 
Карал ад и. Аввало, оддий алгебрада маълум булган айният- 
ларга ухшашларини келтирамиз. Маълумки, кушиш ва 
купайтириш амали куйидаги крнуниятларга буйсунади:

1) х + у = у + х (кушишнинг коммутативлик конуни);
2) (x+y) + z=x+ {y+ z ;) (кушишнингассоииатиатик конуни);
3) ху = ух (купайтиришнинг коммутативлик конуни);
4) (xy)z = x(yz) (купайтиришнинг ассоциативлик конуни);
5) x{y+ z) = xy + xz (купайтиришнинг йигиндига нисбатан 

дистрибутивлик конуни).
Мантик, алгебрасида шу айниятларга ухшаш куйидаги 

тенг кучлиликлар уринлидир:
х л у  = у л х , (3)

( x л y ) л z  = x л ( y л z ) , (4)
x v y - y s / x , (5)

(x v y ) v z  = x v ( y v z ) (6)
XA(yV^) = (XAy)v(XAZ), (7)
* v O>a -Z) = (xv.V)a (x v £). (8)

Бу тенг кучлиликларни текшириш учун чинлик жадва- 
лидан фойдаланса булади. Бу ерда биз (8) ни текширадиган 
жадвални келтириш билан кифояланамиз:
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X У Z У ^ xv_y XV Z x v ( y л z ) (XV^) XV (у a z) = 
з  (xv у) л (xv г)

ё ё ё ё ё ё ё ё ч

ё ё . ч ё ё ч ё ё ч

ё ч ё ё ч ё ё ё ч

ё ч ч ч ч ч ч ч ч

ч ё ё ё ч ч ч ч ч

ч ё ч ё ч ч ч ч ч

ч ч ё ё ч ч ч ч ч

ч ч ч ч ч ч ч ч ч

Дизъюнкция (v )  амали коммутативлик ва ассоциативлик 
хоссаларига эгадир. (7 )- (8 )  тенг кучлиликлар эса л ва v 
амалларининг бир-бирига нисбатан дистрибутивлик хоссасига 
эга эканлигини курсатади. Шуни \ам таъкидлаш керакки, 
оддий алгебрада (8) тенг кучлиликка ухшаш айният йук 
(чунки х + .уг=(х+ >>)(* + г) айният эмас). Юкоридаги ухшаш- 
лик асосида x v y  ни мантилий uuFundu, х л у  ни эса мантилий 
купайтма деб олишимиз мумкин. Бу Ухшашликни кучай- 
тириш учун, алгебраик купайтмада нукта (•) ёзилмаганидек 
(масалан, х у  = ху), мантикий купайтириш белгиси (а ) ни 
ёзмаймиз, яъни хлу  нинг Урнига ху ни ёзамиз. Бундан кейин 
мантикий ифодаларни соддалаштириш, уларда кавсларни 
камайтириш максадида куйидагича шартлашамиз:

1) бирор мантикий ифода инкор ишораси остида булса, 
уни кавссиз ёзамиз, яъни (х v у) л z нинг Урнига х v у л z 
ни ёки x v  y z  ни ёзамиз;

2) конъюнкция белгиси дизъюнкция, импликация ва 
эквивалентлик белгиларига нисбатан муста\камрок боглайди 
деб хисоблаймиз, яъни (x y)vz  урнига xyvz, x-^(yz) урнига 
x->yz, (xy)<r*(zu) урнига x y ^ zu  ёзамиз;
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3) дизъюнкция белгиси импликация ва эквивалентлик 
белгиларига нисбатан мустахкамрок, боглайди деб хисоблай- 
миз, яъни (xvy)-»z урнига xv>>->£Ba (xvj>)<->^урнига xvy<->z 
ёзамиз;

4) импликация белгиси эквивалентлик белгисига нис­
батан муста^камрок боглайди деб \исоблаймиз, яъни 
(х->у)«-><: урнига x->y*-*z ёзамиз. Бу келишувлар мантикий 
ифодаларни ёзишни соддалаштиради, масалан,

(((х н у ) - ) ( х л  г)) «-> (((х л у) v (х л у)) v (х > z )))

ни ёзамиз.
Юкоридаги 1-§, (1) тенг кучлилик ёрдамида белги­

сини —» ва а  белгилари оркдгси ифодалашимиз мумкин. Энди 
х->у импликацияни курайлик. Факдггина х чин ва у  ёлгон 
булгандагина x v  у  мулохаза ёлгон, бундан эса факдггина 
хчин (яъни х ёлгон) ва у  ёлгон булгандагина x v  у  мулохаза 
ёлгон булиши келиб чикдди. Шундай к,илиб, яна бир тенг 
кучлиликка эга буламиз:

Демак, <-», v, а ,  -  белгиларни уз ичига олган ихтиёрий 
мураккаб мулохазани унга тенг кучли булган шундай муло­
хаза билан алмаштириш мумкинки, натижада факдт v, а ,  -  

белгилар кдгнашган мулохазаларга эга буламиз. Бундай 
алмаштириш мантик; алгебрасининг электротехникадаги тат- 
бик,и учун катта ахамиятга эга, чунки у ерда ишлатиладиган 
ифодаларда факдг учта v, а, -  белги кдтнашади. Энди v 
белгини а  ва -  белгилар оркдли ифодалаймиз. Буни икки 
карра инкорни учириш к,онуни деб аталувчи х = х тенг 
кучлиликдан ва де Морган к,онунлари деб аталувчи хамда 
чинлик жадвали ёрдамида осонгина текшириладиган

урнига
(х у) -» xz <r> ху v ху  v (х -» z)

(9)

( 10)



г

л: л у  = х v у  
тенг кучлиликлар ёрдамида бажариш мумкин. 

Хакикатан х,ам,

(П)

X v y = X v y  = X A y
ва шунга ухшаш

х л у  s  х v у

( 12)

(13)
эканлиги келиб чикдци.

Шундай килиб, мантик, алгебрасининг ихтиёрий ифода- 
сини унга тенг кучли булган шундай ифода билан алмаш­
тириш мумкинки, охирги ифодада факат л ва -  ёки v ва -  
белгилар катнашади. Шунга ухшаш, барча мантикий амал- 
ларни -» ва -  амаллари билан алмаштириш мумкин.

Шуни х,ам айтиш керакки, барча амалларни факатгина 
Шеффер штрихи билан алмаштириш \ам мумкин:

х = х |х , X А у  5 (х[у)|(х|>0, X А у  = х\у , X V у  = х\у ,

X - » у  = х |у .
Бу тенг кучлиликларни, Шеффер амали таърифидан 

фойдаланиб, чинлик жадвали ёрдамида осонгина курсатиш 
мумкин.

Энди мисол сифатида (х-».у)0>->х)-»( х «-» у  ) ифодани 
шундай алмаштирамизки, натижада факат a ,  v ва -  белгилари 
Катнашсин. Бунинг учун аввало (9), (2) ва (3) тенг кучли- 
ликлардан фойдаланамиз:
(х->у)(у->х)-*(х <г^у)=  (х->у) • 0 -> х) -> (х -» у ) (у  -» х )  S
= (х V  у)(у  V х) -> (х V у)(У V х) = (X V j>)(y V  х) v (х v у) ■ (у v х) .

Коммутативлик ва дистрибутивлик конунларидан фойда­
ланиб, бу ифодани куйидаги куринишда ёзишимиз мумкин:
(х -» у) ■ (у -> х) -» (х <-> у) s  (х • у  V у  ■ X V X • у  V X • у  V ху  V х у .

Энди шундай савол тугилади: агар х,амма мантикий амал­
ларни иккита (-, а) ёки хатто битта х = х га келтиришнинг 
\ожати борми? Сабаб шундаки, факат иккита ёки битта белги
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оркали алмаштирганда мантилий ифодалар жуда чузилиб 
кетади ва уни куздан кечириш к,ийинлашади.

Икктгчи томондан, мантилий хулосаларнинг крнуният- 
ларини баён этаётганда, юкррида киритилган л, v, 
амаллари катта ахамиятга эга. Бу хусусан -> амалига хосдир. 
Яна бир нечта мухим тенг кучлиликларни келтирамиз:

х х (карама-каршштик конуни), 
x v x  = '6 (учинчиси истисно конуни), 

х х = х, x v х = х (идемпотентлик к,онуни), 
х- (xvy) --- х, x vx -y  = х (ютиш крнунлари) 

x v ён x , x v ч = ч, х ч  = х, х ё н ё .
Бу тенг кучлиликлар ихтиёрий мантик,ий ифодаларни 

керакли куринишга келтиришга имкон беради.

Машцлар

(14)
(15)
(16)
(17)
(18)

1. Тенг кучлиликни исботланг: х -> у  = х д у .

2. Формулани соддалаштиринг: A = ( x v y - > x v  у)  л у .
3. Берилган формуланинг айнан чинлигини исботланг:

А а х -> (у -» х).

5- §. Тенг кучли формулаларга дойр теоремалар

[7J Теоремалар. Зарурий ва етарли шартлар.

1 - т е о р е м а .  А ва В формулалар тенг кучли булиши учун
А ва В формулалар тенг кучли булиши зарур ва етарли. 

И с б о т .  А = В булсин. У вацтда \амма \олатларда
формулалар бир хил кийматга эга булади. У холда А ва В 
формулалар хам чинлик жадвалининг хар бир сатрида бир
хил цийматларга эга булади. Демак, А = В .

Худди шунга ухшаш, А = В дан А = В келиб читали.
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2-т е о р е м а .  А ва В формулалар тенг кучли булиши учун
В формула айнан чин (тавтология) булиши зарур ва етарли.
И с б о т .  1. А = В булсин. Бу хоДДа> эквивалентлик таъ- 

рифига асосан, А<->В нинг \амма сатрларидаги цийматлари 
«ч» дан иборат, демак, А*+В тавтологияни ифодалайди.

2. А*г> В тавтология булсин. У \олда А<г+В\ар бир сатрда 
«ч» к^йматга эга булади. Бундан эса А ва В нинг \ар  бир 
сатрдаги кийматлари бир хил, яъни А = В келиб чикади.

М и с о л л а р .  1. — айнан чин.

3-т е о р е м а .  А<-> В айнан чин булиши учун А <-> В айнан 
чин булиши зарур ва етарли.

И с б о т .  а) А<г*В формула айнан чин булсин. У вак,тда 
2- теоремага асосан А = В . Демак, 2- теоремага асосан 
А <-> В формуланинг айнан чинлиги келиб чик;ади.

б) А <-> В айнан чин булсин. Бундан А = В келиб чи- 
кдци ва уз навбатида А = В. Демак, А++В формула айнан 
чин булади.

4 - т е о р е м а .  Р формуланинг исталган А цисми урнига 
шу А билан тенг кучли В формулани к;уйишдан хосил булган 
янги Q формула Р билан тенг кучлидир.

М и с о л .  Р  = x v  у  -> z  берилган булсин. х v у = х  л у  
булгани учун P = Q = X A y - ^ z  = X A y v z  = x v y v z .

1. Куйидаги муло^азаларнинг чин ёки ёлгон эканлигини 
аникданг:
1) 2 е { х |2 х 3-  Зх2 + 1 = О, хе/?}; 2) {l}eJV.

2. Куйидаги импликацияларнинг к;айси бири чин булади:
1) агар 2-2 = 4 булса, у х;олда 2 < 3;
2) агар 2-2 = 4 булса, у холда 2 > 3.

5 -  X .ТУ раев

2. x a j ' o x v j ' — айнан чин.

Муаммоли масала ва топширицлар
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3. Куйидаги тенг кучлиликларни исботланг: 
l ) x v x = y v y ;  2) х v (х а у) = х ;

3) (х v х ) -*  у = (х  л х )  v  у ; 4) х  v (у л z) = (х v  у)  л  (х v  z) .
4. Куйидаги формулаларнинг чинлик жадваллари тузилсин: 

1) х, v х2; 2) (х v у) —► (х д у  v х -> у ) ;
3) (х, a х2) v х3;______  4) х а у -> (у v х -> ?);
5) (х, -> х2) -* (х, v  х2 а х3) .

5. Тенг кучлиликларни исбот цилинг:
1) ( x v y ) A ( x v y )  = х;
2) х v (х а у)  = х v у  ;
3) (х v  у) а Ц v  /) = xz v  yz  v  х/ v y t ;
4) лу v zt = (х v г)(у v z)(x v  t)(y  v t) ;
5) х, a  x2 a  ... a  x„ -> у  = x, -► (x2 -> (... -> (x„ -► y)...)).

6. Куйидаги формулаларни соддалаштиринг:
1) (x -> у)  л  (у -+ z) -> (z -> х ) ; ___________
2) (х v  у -> (г -> у  v  у v х)) а (х v  х -► (х -> х)) -> у ;
3) (х A X A X -> у А у -> *) V X V (у A z) V (у A Z)
4) (х А (у V z у  v  z)) V (у А X А у ) V X V (у A X А X) .

7. Куйидагиларнинг к,айси бирлари айнан чин ва айнан 
ёлгон формула эканлигини аникданг:
1) (х  -> z) -> ((У -»  Z) (х  v  у  -> *));
2) (а  -► а )  -*  ( ( a  v  /О -> ( a  v  р ));
3) (А -> (А  А ) ((А А ) (А “► А » ;
4) (А -> А ) -> « А  л Р) -> (А  л /’))•

8. Айнан чин ёки айнан ёлгон формула эканлигини исбот­
ланг:
1) х  л у  -» х ; 2 ) x - * ( x v y ) ;
3) (х  -► у) -> (у -> х ) ; 4) (у -> х ) -> (х -» у ) .

9. F — айнан ёлгон формула булсин. х л у - > / ’ = х - > у  
эканлигини исбот к,илинг.



1 0 . Хамма асосий мантикий амалларни:
1) дизъюнкция, конъюнкция ва инкор;
2) конъюнкция ва инкор;
3) дизъюнкция ва инкор;
4) импликация ва инкор амаллари оркали ифодаланг.

11. Айнан чин ёки айнан ёлгон формула эканлигини исбот­
ланг:
1) (х, д ... А х п) д  (х, V ...V X, -»  у )  л  у ;
2) х, (х2 - > ... -> (х л_, -> (х„ -> у  v у ) ) . . . ) ;
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3) X A X -> У1 -> у 2 -> ... -> -► y n -> ( z  A z )  -

Мустацил ишлаш учун савол ва топшириклар

1. Мулохаза. Мулохазалар устида к,андай мантикий амаллар бажа- 
рилади?

2. Формулалар. Тенг кучли формулаларни келтиринг.
3. Айнан чин, айнан ёлгон ва бажарилувчи формулаларнинг таъриф- 

ларини келтиринг.
4. Асосий тенг кучлиликларни исботланг.
5. Тенг кучли формулаларга дойр теоремаларни исботланг.

6- §. Формулаларнинг нормал шакллари

[7[ Элементар конъюнкция (дизъюнкция). КНШ. ДНШ. Теоре- 
малар. Формуланинг доимо чин булишининг етарли ва 
зарурий шарти.

Тенг кучли алмаштиришлар бажариб, мулохазалар алгеб- 
расининг формулаларини хар хил куринишларда ёзиш 
мумкин. Масалан, А -> ВС формулани A vB C ёки {AvB){AvC). 
куринишларда ёза оламиз.

Мантик; алгебрасининг контакт ва реле-контактли схема- 
лар, дискрет техникадаги татбикларида ва математик ман­
тикнинг бошца масалаларида формулаларнинг нормал шакл­
лари катта ахамиятга эга. Куйидаги белгилашни киритамиз:
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X.а х, агар ст = ч булса, 
х, агар с  — с булса.

о° = ч эканлиги аник;.
1 - т а ъ р и ф .  Ушбу

( 1)
куринишдаги формула элементар конъюнкция деб аталади, 
бу ерда ст = {ст,, ст2, с т я} ихтиёрий кийматлар сатри ва х . узга- 
рувчилар орасида бир хиллари булиши мумкин.

2 - т а ъ р и ф .  Ушбу

куринишдаги формула элементар дизъюнкция деб аталади, 
бу ерда хам ст = {ст,, ст2, ..., стя} ихтиёрий цийматлар сатри ва х( 
узгарувчилар орасида бир хиллари булиши мумкин.

3 - т а ъ р и ф .  Элементар дизъюнкцияларнинг конъюнк- 
цияси формуланинг конъюнктив нормал шакли (КНШ ) ва 
элементар конъюнкцияларнинг дизъюнкцияси формуланинг 
дизъюнктив нормал шакли (ДНШ) деб аталади.

КНШ га (х v у)  л (х v z) л (х v у  v z) формула ва ДНШ га 
ху v xz v xyz формула мисол була олади.

1 - т е о р е м а .  Элементар муло%азаларнинг хар бир Р фор- 
муласига тенг кучли конъюнктив нормал шаклдаги Q формула 
мавжуд.

Бу теоремани исботлашда ушбу тенг кучлиликлардан 
фойдаланамиз:

5) А В = (A v В) л {A v В ); 6) А <-> В = (А л В) v (А л В) .
И с б о т .  Р формула нормал конъюнктив шаклда бул- 

маса, куйидаги доллар булиши мумкин:

Х,°' V Х р  V . . .  V х л° ( 1)

1) А л В  = А ч  В \

3) А ^  В = A v  В ■,

2) A v  В = А а  В ;
4) А -► В = А а В ; (3)
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а) Рдаги элементар мулохазалар д ва v амаллари билан- 
гина бирлаштирилган булса хам, лекин л сунгги амални 
ифодаламайди. Бу холда Av (Ba C) = (A vB )a (Av B) дистри­
бутивлик конунидан фойдаланиб, сунгги амали л дан иборат 
тенг кучли формулага келтирамиз;

б) Р  формула -, v, л, <-> мантикий амаллар воситасида 
тузилган бирор формулани ифодаласин. У холда Р га (3) 
тенг кучлиликларни татбик этиб, Р  билан тенг кучли ва
v, а  билан ифодаланган Р 1 формулани хосил киламиз. Агар 
Р' КНШ кУринишида булмаса, унга A v(BaC) = (AvB)a(AvB) 
дистрибутивлик конунини татбик этиб, чекли кадамлардан 
кейин Р  билан тенг кучли Q конъюнктив нормал шаклдаги 
формулага келамиз.

И з о х -  Р формулани конъюнктив нормал шаклга келти- 
риш жараёнида

А аА = А, A v A = A, A a J = A , A a J - J ,
А л J  = J , A v  J  = А , А \/ A -  J  (4)

тенг кучлиликлардан фойдаланиб, уни соддалаштириш мумкин.
М и с о л л а р .  1. Р=  [(x v ^ )a(х v 7 ) ]v [x a (x  vy)]-
Р =  {[(xv^)a(x v j -)]vx}a{[xv>')a(x v y  ) ]v(x v^)} =

= [(xv>-)vx]a [(x vy)vx]A [(xvy)v(x v j)]a [(x v y  )v(x  vy)] =
= (xv.y)A[/v у  ]a ( /v ^ )a (x  v J) = (xvy)a Ja Ja J  = x v y ;

P = xvy.
Шундай килиб, P  формуланинг КНШ биттагина дизъ- 

юнктив (xvy) хаддан иборат экан.
2. P = X v y < r * X A y .

Р = X А у  <Г+Хлу = X V у  <г+(ХАу) =

У V (х A J/)J A [(X V у) V (х А у)] =X V ,

= [(X V у) V (х А у)] А [(х А У) V (X V У)] =

= [(-X V у  V х) А (х V у  V у)] А [(х V У V х) А (х V У А У)] =
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= (х V у) л (х V у) л (х v у)  л (х V у) = (х v у) л (х v Я ;
Р  = (х v у) л (х V у ) .

Р формула тавтология эканлигини чинлик жадвалига 
мурожаат кдлмай туриб \ам  аникпаш мумкинми деган са­
волга куйидаги чинлик аломати деб аталган теорема ижобий 
жавоб беради.

2 - т е о р е м а .  Р формула доимо чин булиши учун унинг 
КНШдаги хаР бир элементар дизъюнктив хадида камида 
битта элементар мулохаза билан бирга бу мулохазанинг инкори 
Хам мавжуд булиши зарур ва етарли.

И с б о т : a) P формуланинг

Р = А, л А2 а ... л А„ (5)
КНШ даги хар бир Л, хадида камида битта элементар 
муло\аза билан бирга бу мулохазанинг инкори \ам  мавжуд 
булсин, яъни А, = х v х v у  v ... v и шаклида булсин, у \олда 
x v  х = J  ва J  v А = J ларга асосан А,■ = J v (у v ... v и v V) = J 
булади. Демак, P = J л J л ... л J = J булади, яъни айнан чин 
формула булади.

б) Энди Р тавтология булсин ва Л унинг КНШ даги 
шундай элементар дизъюнктив \ади булсинки, унда бирорта 
элементар мулохаза билан бирга унинг инкори катнашмаган
булсин. Масалан, Д = х v у  v ... v и шаклида булсин. Энди, 
элементар мулохазаларнинг шундай кийматлар сатрини 
олайликки, бу сатрда х нинг киймати ё, у  нинг киймати ч, 
Z нинг к,иймати ё, ..., и нинг киймати ё булсин. У вакгда

Д = х v J  v ... v и = ё v ч v ... v ё = ё v ... v ё = ё.

Демак, Р = А, л Л2 л ... л А„ нинг киймати хам ёлгон була- 
ди. Аммо, теореманинг шартига асосан P нинг киймати 
айнан чиндир. Натижада карама-каршиликка келдик. Демак, 
элементар дизъюнкцияларнинг хар бир хадида бирорта 
мулохаза узи ва узининг инкори билан катнашиши шарт.



7- §■ Дизъюнктив нормал шакл CD
М и с о л .  1. Р = Х А Х  -+ у  л у  = х л х  v y  л у  = х  v x v y v y .
Р  = х у x v y v y  — айнан чиндир.
2. XAXA(vAy-+^) = (3cvx)A(yv>')vz = Р (х \/х )л (у \/у \/£ ) -  

айнан чин формуладир.

7- §. Дизъюнктив нормал шакл

0  ДНШ. Формуланинг доимо ёлгон булишининг етарли ва
зарурий шарти. Мисоллар.

Эслатиб утамизки, элементар конъюнкцияларнинг дизъ­
юнкцияси формуланинг дизъюнктив нормал шакли (ДНШ) 
деб аталади.

1 - т е о р е м а .  Элементар мулох,азаларнинг исталган 
Р формуласини ДНШга келтириш мумкин.

И с б о т .  Бунинг учун Р  формулани КНШ га келти- 
рамиз:

Р = Ах А А2 а ... А А „, 
с^нгра Р нинг инкорини топганимизда формула ДНШ 
куринишига келади:

Р  = Р  = А, а А2 а ... а Ат -  Д v А2 v ... v Ат ■
Энди ёлгонлик аломати деб аталган теоремани исбот- 

лаймиз.
2- т е о р е м а .  Р формула айнан ёлгон булиши учун, унинг 

дизъюнктив нормал шаклидаги х,ар бир элементар конъюнкция 
ифодасида камида битта элементар мулох;аза билан бирга бу 
мулох,азанинг инкори х,ам мавжуд булиши зарур ва етарли.

И с б о т .  а) Р — айнан ёлгон булса, у \олда Р -  айнан 
чин булади. Демак, Р нинг КНШ  даги \ар  бир элементар 
дизъюнкция ифодасида камида битта элементар муло\аза би­
лан бирга унинг инкори \ам  мавжуд булади. Шунинг учун 
Р = Р  нинг ДНШ даги \ар бир конъюнктив \адида камида 
битта элементар муло\аза ва унинг инкори мавжуд булади;



б) энди \ар бир элементар конъюнкция ифодасида ка­
мида битта элементар мулохаза ва унинг инкори мавжуд 
булсин, яъни Д = х, л х, л у, л ... л Zi булсин, у \олда Д  = О 
ва / > = 0 v 0 v . . . v 0  = 0 .

Демак, Р  айнан ёлгон формуладир.

М и с о л .  Р = (х  а х )  -> у  А  у  = (х Ax ) v y  л у  =
= (х v x)v  у  V  у  = (х  V  х ) V  (у V  у);

Р = (х  v х ) v (у  v у )  -  айнан чин;
Р -  (х л х) л (у  а  у) — айнан ёлгон.
3- т е о р е м а .  Элементар мулохазаларнинг х,ар бир Р фор- 

муласи учун ечилиш муаммоси ечиладигандир.
И с б о т .  1) Р ни КНШ га келтиргандан кейин, айнан 

чин булиш-булмаслиги дар\ол аникланади;
2) Р айнан чин булмаса, уни ДНШ  га келтириб, айнан 

ёлгон булиш-булмаслигини аник^аймиз;
3) Р доимо чин ва доимо ёлгон булиш шартларини 

к,аноатлантирмаса, у \олда бу формула бажарилувчи булади.
Демак, элементар мулохазалар формуласининг айнан 

чин, айнан ёлгон ёки бажарилувчи формула булишини чекли 
кадамлар жараёнида аниклаш мумкин. Шунинг учун ечи­
лиш муаммоси доимо ижобий \ал булади.

8- § . Мукаммал конъюнктив ва дизъюнктив нормал 
шакллар

[71 МКНШ. МДНШ. Тулин; ва m yF p u  элементар конъюнкция-
лар (дизъюнкциялар). Формулани МКНШ (МДНШ)га кел-
тириш алгоритми.

Мантик, алгебрасининг битта формуласи учун бир нечта 
ДНШ (КНШ ) мг.”жуд булиши мумкин. Масалан, (xvy)(xv^) 
формулани куйидаги xvyz, xvxyvx^ ДНШ ларга келтириш 
мумкин. Булар дистрибутивлик ва идемпотентлик конунла­
рини куллаш натижасида \осил килинган.

p̂ Pjl_________________ // БОБ. МУЛОХАЗАЛАР АЛГЕБРАСИ



8- §> Мукаммал конъюнктив ва дизъюнкт ив нормал шакллар

Формулаларии бир кийматли равишда нормал шаклда 
тасвирлаш учун мукаммал дизъюнктив нормал шакл ва 
мукаммал конъюнктив нормал шакл (МДНШ ва МКНШ) 
деб аталувчи куринишлари ишлатилади. 

п та х,, х2, ..., хп элсментар мулохазанинг

элементар конъюнкциялари берилган булсин.
1 - т а ъ р и ф .  (1) элементар дизъюнкция ((2) элементар 

конъюнкция) ифодасида х,ар бир элементар мулохаза х бир 
марта катнашган булса, у  myFpu элементар дизъюнкция 
(ту/ри элементар конъюнкция) деб аталади.

Масалан, х, vx2vx3 ва х, v х4 v хь элементар дизъюнк- 
циялар ва х ^ ^  ва х^^х,, элементар конъюнкциялар мос 
равишда тутри элементар дизъюпкциялар ва элементар 
конъюнкциялар булади.

2 - т а ъ р и ф .  (1) элементар дизъюнкция ((2) элементар 
конъюнкция)нинг ифодасида х |( х2, ..., хп мулох,азаларнинг х,ар 
биттаси бир мартагина к;атнашган булса, у  х х, х2, ..., хп 
муло^азаларга нисбатан ту лик; элементар дизъюнкция (тулик; 
элементар конъюнкция) деб аталади.

Масалан, х, v х2 v х3 ва х, v х2 v х3 элементар дизъюнк- 
циялар ва х,х2х3, х,х2х3 элементар конъюнкциялар х,, х2, х3 
мулохазаларга нисбатан тулик элементар дизъюнкциялар ва 
тулик элементар конъюнкциялар булади.

3 - т а ъ р и ф .  Агар ДНШ  (КНШ) ифодасида бир хил 
элементар конъюнкциялар (элементар дизъюнкциялар) булмаса 
ва х,амма элементар конъюнкциялар (элементар дизъюнк- 
циялар) myFpu ва тулик; булса, у  мукаммал дизъюнктив HopMajt 
шакл (м укам м ал конъюнктив нормал шакл) М ДНШ  
(МКНШ) деб amajiadu.

х.0' v х?2 v ... v х°" ( 1)
элементар дизъюнкциялари ва

(2 )
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Масалан, хуг v xyz v xyz v xyz ДНШ x, y, z мулохаза- 
ларга нисбатан МДНШ булади. (х v у)(х v у)(х v у) КНШ 
мулохазалар га нисбатан МКНШ булади.

Асосий мантикий амалларнинг МДНШ ва MKHIIT 
куринишлари куйидагича булади:

а) МДНШ:  х = х ;  ху = ху ; х v у  = ху v ху v ху ; 
х у  = ху v  ху v  ху х —» у = ху v ху ;

б) МКНШ: х = х ; ху = (х vy)(x vy)(x vy);  х v у = х v у ; 
х -» у = х v у ; х -> у = (х v у)(х v у ) .

1 - т е о р е м а ,  / / т а  элементар мулохазанинг айнан чин 
формуласидан фарцли хар бир А формулани мукаммал конъюнк­
тив нормал шаклга (МКНШ) келтириш мумкин.

И с б о т .  Куйидаги исбот тавтологиядан фарк килувчи 
хар кандай А формулани МКНШ га келтириш алгоритми 
булади.

1. Аввало А формулани конъюнктив нормал шаклга кел- 
тирамиз. Бунинг учун А формулани конъюнкция, дизъюнк­
ция ва инкор мантикий амаллари оркали ифодалаймиз 
(инкор амали факатгина узгарувчилар устида булиши керак). 
Сунгра дистрибутивлик конунларидан фойдаланиб, А фор­
мулани КНШ га келтирамиз ва \амма лозим булган содда- 
лаштиришларни бажарамиз.

2. Агар КНШ ифодасида бир нечта бир хил элементар 
дизъюнкциялар мавжуд булса, у холда хлх=х тенг кучлилик 
формуласидан фойдаланиб, улардан битгасини А ифодасида 
колдирамиз.

3. Куйидаги икки усул оркали хамма элементар дизъ- 
юнкцияларни тутри элементар дизъюнкцияларга айлантирамиз:

а) агар бирор элементар дизъюнкция ифодасида бирорта 
узгарувчи узининг инкори билан катнашган булса, у холда 
х v х = ч , ч vx= ч, х а х  = х  тенг кучлилик формулаларга асо­
сан биз бу элементар конъюнкцияни КНШ ифодасидан олиб 
ташлаймиз:



8- g. Мукаммал конъюнктив ва дизъюнктив нормал шакллар GD
б) агар бирор узгарувчи элементар дизъюнкция ифода- 

сида бир неча марта к,атнашган булса (ёки хамма холда инкор 
ишораси остида эмас, ёки хамма холда инкор ишораси 
остида), у холда xvx формуласига асосан биз улардан фак,ат- 
гина биттасини КНШ ифодасида к,олдирамиз.

Натижада, хамма элементар дизъюнкциялар тугри эле­
ментар дизъюнкцияларга айланади.

4. Агар баъзи элементар дизъюнкциялар тулик, элементар 
дизъюнкциялар булмаса, яъни дизъюнктив \адларда эле­
ментар мулохазаларнинг баъзилари (ёки уларнинг инкор- 
лари) мавжуд булмаса, у холда бундай элементар дизъюнк- 
цияларни тулик; элементар дизъюнкциялар холатига келти- 
риш керак.

Масалан, ушбу

х ,  v х 2 v ... v х ,_ ,  v х ,ч |  v ... v х „

элементар дизъюнкция ифодасида х .  ёки х , йук, деб фараз 
килайлик. У \олда уни х , л х , , = 0 ва D v О = D формулалар- 
дан фойдаланиб куйидаги икки тулик, элементар дизъюнк­
ция конъюнкциясига келтира оламиз:

( * ,  V Х2 V . . .  V Х,_, V  хи1 V  . . .  V Х „ )  V (х,. Л X, )  =

=  ( Х ,  V  х2 V  . . .  V  х,._ , V  X , V  Х,.+| V  . . .  V  Х „ )  А  

А  ( х ,  V  Х 2 V  . . .  V  Х м  V  X , V  Х (+| V  . . .  V  Х „ ) .

Агарда элементар дизъюнкция ифодасида бир нечта 
y v у2, у п узгарувчилар к;атнашмаётган булса, у холда унинг 
ифодасига (у(. л у.) (/' = 1, т) конъюнкцияларни мантик,ий 
кушиб, дистрибутивлик крнунини куллаймиз. Натижада, 
битта тулик, эмас элементар дизъюнкция урнига 2т та тулик, 
элементар дизъюнкцияга эга буламиз.

5. Туртинчи кддам бажарилиши натижасида КНШ ифо­
дасида бир хил элементар дизъюнкциялар пайдо булади. Шу­
нинг учун яна 2- к,адамни ишлатамиз.
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Демак, 1 -5 - кадамлар натижасида КНШ ифодасида бир 
хил элементар дизъюнкциялар мавжуд булмайди ва \амма эле­
ментар дизъюнкциялар тугри ва тулик булади. Таърифга асосан, 
бундай КНШ мукаммал конъюнктив нормал шакл булади.

М и с ол л  а р . 1. А = (х х) л  (у -> у)  v (z <-> и) формула 
куйидаги МКНШ га эга булади:

А = (х V  Z V  и) A (х  v Z V  м) А (У V  Z V  и) л  (у  V  z v и ) .

2. А = (х  V  Z) А  (х —> у)  = (х А  У) А  (х V  у ) .
А  =  [ х  V  ( у  А  У) V  ( z  А  £ ) ]  A [(X  А  X )  V  ( у  А  У) V  Z.] A 

A (X  V  у  V  A Z)) ]  = [(X  V  j; V  г) A (X  V  У V  A 

A (X  V  у  V  Z) A (X  V  У V  ^)] A l(X  V  у  V  A  (X  V  у  V  z)  A  

A ( X V  у  V  Z) A (X  V  У V  ^)] A f ( X V  у  V  г) A  (x  V  у  V  £)] .

A = (x V  у  V  г) a  (x V  У V  г) A (x V  у  V  A (x V  У V  z)  A 

A (X  V  у  V  2 )  A  (X  V  У  V  ^ ) .

3. A = (x  V  y )  A (y  V г)  A (z V  / )  .

/4 = U V y V (z А  г) v (Г A /)] A [(x A  x) V у  V Z V (t A t )] A 

A  f(X A  X) V (}» А У) V Z V t\ = [(X V у  V Z V 0  A  (X V у  V Z V t) A  

A (X V у  V Z V t ) A (X V у  V £ V t )] A [(X V у V Z V 0] A 

a ( x  v у v £ v  /) a  (x v £ v t) a ( x  V v z v  Г)]а 
A [ ( x v ^ v z v f ) A X v y v 2 v ( ] A ( x v y v ^ v f ) A ( x v y v ^ v / ) ] .

n та мулох,азали мукаммал конъюнктив нормал шакл

А (х| VXjV.. -VX* )
ифодасида а  урнига v ни ва аксинча, v урнига а  н и  куйгани- 
мизда биз п та мулохдзали

V (X,1 A XjA.-.AX^)
мукаммал дизъюнктив нормал шаклга эга буламиз.

Мукаммал дизъю нктив нормал ш аклнинг х;ар бир 
х,1 a  X jA .-.A X ^, хдди конъюнктив конституент деб аталади.
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2- т е о р е м а . п та элементар мулох,азаларнинг айнан 
ёлгон формуласидан фарк^и %ар бир А формуласини мукаммал 
дизъюнктив норма.л шаклга келтириш мумкин.

И с б о т .  Берилган формулани А билан белгилаб, аввало 
А ни мукаммал конъюнктив нормал шаклга келтирамиз:

А = a(x,‘ v х \V...VXI).
Бундан А -  А нинг МДНШ ни топамиз:

А = а(х,' v х\ v ... v х ‘)= v(x,‘ л х | л  ... л х,|).

М и с о л .  А = [(х -> х ) а ( у  -> 7) ]v( z  и).
А = (х v z v и) л (л: v z v  й ) а  (у  v z v и) л (у v z v и) л
л  ( х  V  Z V  и) V  ( у  А у ) -  ( х  V  Z V  и V  у) л  ( х  V  Z V  и V  у ) .

9- §. Формулаларнинг асосий хоссалари

[71 Чинлик жадвали буйича формулани тиклаш. Формулани
узгарувчилар буйича каторга ёйиш. Чинлик жадвали буйича
формулани МКНШ (МДНШ) куринишида ёзиш.

Маълумки, берилган формула учун чинлик жадвали ту- 
зиш мумкин. Формуланинг чинлик жадвалини тузишни би- 
ламиз. Энди тескари масала билан шугулланайлик, яъни бе­
рилган чинлик жадвали буйича формулани топишни мак- 
сад кдгсиб куяйлик. Масалан, х ва у  элементар муло\азалар- 
нинг куйидаги чинлик жадвалларига эга булган А, В, С, D 
формулаларини гопайлик (1- жалвал):

1-жадвал
X У А в с D Aw В A v C Av D BwD / I v f i vC A v B v C v D
1 1 I 0 0 0 1 1 1 0 1 I
1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 1 1
0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 1
0 0 0 0 0 I 0 0 1 1 0 1
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Бундан кейин бирор мулох,азанинг «чин» кийматини 
«1» ва «ёлгон» кийматини «О» деб белгилаймиз. Маълумки,

А = х л у  ; В = х л у  ; С = х а  у  ; D = х л у  . (I)
(1) формулаларнинг хар кайсиси учун жадвалнинг, мое 

равишда, 1, 2, 3, 4- сатрида «1» кий мат ва колган сатрларида 
«О» киймат туради. (1) формулалар икки мулох;азали 
конъюнктив конституентлардан иборат.

Энди шундай формулаларни топайликки, улар учун 
жадвалнинг икки сатрида «1» киймат ва икки сатрида «О» 
Киймат турган булсин. Бу талабга куйидаги формулалар 
жавоб беради:

A v  В = (х а  у) v  (х а  у ) ; A v  С = (х л  у) v  (х л  у ) 4,

A v  D -  (х л  у) v  (х л  у ) ; В v  D = (х л  у ) v  (х л  у)  ва х,.к.
Шундай килиб, ушбу коида уринли: 2 ва 4- сатрларда 

«1», I ва 3 - сатрларда «О» кийматга эга булган формулани 
хрсил килиш учун, биттасининг «1» киймати худди 2- сатр- 
да ва иккинчисининг «1» киймати худди 4 - сатрда турган 
икки конъюнктив конституент дизъюнкниясини оламиз:

В v  D = (х а  у) v  (х л  у ) .
Худди шу каби, 1-жадвалдаги учта конъюнктив консти­

туент дизъюнкцияси учта сатрда «1» кийматга ва битта сатрда 
«О» кийматга эга булган формулани тасвирлайди. Масалан,

A v  В v  С = (х а  у)  v  (х а  у ) v  (х а  у ) .

Шундай килиб, туртала А, В, С, D конъюнктив консти­
туент дизъюнкцияси туртала сатрда хам «1» кийматга эга, 
яъни айнан чин:

Е -  A v  В v  С v  D = (х а  у )  v  (х а  у )  v  (х а  у )  v  (х а  у ) .

Бу формула икки мул оказал и тулик мукаммал дизъюнк­
тив нормал шаклдан иборат. Демак, Е нинг инкори

Е — (х л  у) v  (х л  у) v  (х а  у) v  (х а  у) —
=  X  А  у  A  X  Л  у  Л  X  Л  у  Л  X  Л  у
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ёки
Е  -  ( х  V  У )  Л  ( х  V  у )  Л  ( X  V j )  Л  ( X  V >•)

а й н а н  ёлгон формулани ифодалайди.  Бу эса икки 
мулохазали тулик, мукаммал конъюнктив нормал шаклдир.

Шундай килиб, икки х ва у  элементар мулохаза учун 
чинлик жадвалларига караб мос формулаларни тиклаш 
масаласи \ал килииди.

Энди берилган чинлик жадваллари буйича учта х, у, z 
элементар мулохазанинг формулаларини топиш масаласига 
утамиз. Бу уч мулохаза учун 23 = 8 та кийматлар сатрлари 
тузилади (2- жадвал).

2 - ж а д в а л

X У Z X У Z А, 4 А, А, А< Аь А , Ак Я, «з Я, «5 Вь
1 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1
1 1 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
1 0 I 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

1 0 0 0 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0

0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 1 0 1 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

2-жадвалнинг сатрларидан биридагина «1» кийматга, 
Колганларида «О» кийматга эга булиш талабига жавоб берувчи 
формулалар ушбу уч мулохазали хамма 23 = 8 та конъюнктив 
конституентлардан иборатдир:

1) х л у  л z = А,; 4) х л  у  л  z = А4 ; 7) х а  у  л  z = А1;

2) х а  у  a  z = А2; 5) х а  у  a  z = А5; 8) х а  у  a  z = А%. (2)
3 )  х  а  у  a  z  =  А 3 ; 6 )  х  а  у  a  z  =  А ь ;
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Бу (2) конъюнктив конституентлардан хар иккитасининг 
дизъюнкциясини олиб, кийматлари икки сатрда «1», кол- 
ганларида «О» булган формулаларни; хар учтасининг лизъ- 
юнкциясини олиб, кийматлари уч сатрда «1», крлган сатр­
ларда «О» булган формулаларни хосил киламиз ва Х-К. 

Масалан:
В2 =  В} =  A { v A 4; В4 =  А ^ А $;

B.  — A tv A 6, В ь — A fv A 7, В 7 — A tv A x,

C,  =  A , v A 2v A 3 =  B , v A } ; С 2 =  B tv A 4; ... ;

D f =  A tv A 2v A 3v A 4 =  C tv A 4; . . . ;

E = A l v A 2v A } v A 4v A 5v A bv A 7v A ll — МДНШ; (3)
E = A x а  A-, л A 3 л A 4 a  A s л Аь л A 7 а  A h ~  МКНШ.  (4)

Бунда саккизтасининг дизъюнкцияси (3) айнан чин форму­
лани ва унинг инкори (4) айнан ёлгон формулани ифода­
лайди.

п та хг  х2, ..., хп элементар мулохаза учун хам масала 
худди игу усул билан ечилади.

Ю кор ид а келтирилган мулохазалардан келиб чикадики, 
Хар бир ай1ган ёлгон булмаган п аргументли А формулани 
куйидаги мукаммал дизъюнктив нормал шаклда ёзиш мумкин:

А(х],х 2,...,х „ )=  V (5)/1(01 , 02...<5„ )-1

яъни кийматлар сатрида чип кийматга эга булган элементар 
конъю нкцияларнинг дизъю нкцияси шаклида ёзилади. 
(5) формулани куйидагича хам ёзиш мумкин:

А(х{,х 2, . . . ,х п)=  v  /1(о|5 а 2, о „ )  -х"1 . (6)
(Я|.°2...П»)

Бу ерда x,a '...xf" элементар конъюнкцияларнинг дизъюнк­
цияси хамма 2" кийматлар сатри буйича олинади.

Худди шу каби айнан чиндан фарк килувчи исталган 
А формулани куйидаги мукаммал конъюнктив нормал 
шаклда келтириш мумкин:



Л(х, , х2, . = А _ V ...V ^"  (7)
Л(б, ,<J2... °л>=0

ёки

А(х1,х 2, . . . ,х п)=  а  А {0 \ , ..., а я) v х°' v ...v х"л , (8)
<°1...а„)

яъни х,°' V ... V Х°" элементар дизъюнкиияларнинг конъ- 
юнкиияси \амма 2" кийматлар сатри буйича олинади.

Шундай килиб, (7) ва (8) формулалар оркали исталган 
функциянинг чинлик жадвалидан фойдаланиб уни МДНШ 
ва МКНШ куринишида ёзиш мумкин.

М и с о л .  1. Берилган чинлик жадвалига асосан Аг  ..., Ап 
формулаларни МДНШ куринишида ёзии! талаб этилсин:

3-ж ад  вал

9- $. Формулаларнинг асосий хоссалари _______ ______________________ | У Г |

X У z A, A2 Аз A4 As
1 1 1 0 1 1 0 I
0 0 1 I 0 1 1 0
0 1 0 0 1 - 0 I 1
1 0 0 I 1 0 0 0
I 1 0 0 0 1 1 1
1 0 1 1 1 0 0 1
0 1 1 0 0 1 1 0
0 0 0 1 1 0 0 1

А  (х, у , z ) = xyz v  xyz v  xyz v  x y z  ;
A 2( x ,  у ,  z )  = xyz v  xyz v  xyz v  xyz v  x y z  ;

У, z) = xyz v  xyz v  x yz  v  xyz  ;
Л и .  У, z) = xyz v xyz v xyz  v xyz ;
A 5 ( x ,  y, Z) = xyz V  xyz V  xyz  V  xyz V x y z  .

6 — X.Typaen
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Машцлар

1. Учинчи жадвалда берилган А,, ..., А5 формулаларнинг 
МКНШ кури ни ши ни топинг.

2. Бир, икки ва уч аргументли хар кандай айнан ёлгон 
булган функцияларнинг МКНШ куринишини топинг.

10- §. Тенг кучлимас формулалар сони

п узгарувчили формулалар сони. Элементар конъюнкциялар 
сони.

я та элементар
х,, х2, ..., хп (1)

муло.\азаларнинг нечта узаро тенг кучлимас, яъни х,ар хил 
формулалари мавжуд деган масалани куямиз.

Икки х ва у  элементар мулохаза учун нечта тенг кучлимас 
формулалар борлигини курайлик. х ва у  нинг 22=4 киймат­
лар сатри учун: 4 та А, В, С, D формулалардан хар кайси- 
сининг кийматларидан биттаси «1» ва учтаси «0» дан иборат
устуни мавжуд. Бундай устунлар сони 4 та, яъни CJ = 4.

Ундан кейин, олтита Av B , A v C , ..., Cv D формулалардан 
хар кайсисининг кийматлари иккита «1» ва иккита «0» дан 
иборат устунни хосил килади. Бундай устунлар сони С42 = 6 
га тенг. Яна туртта

AvBv C,  A v C v D , Av Bv D, Bv Cv D

формулалардан хар кайсисининг кийматлари учта «1» ва 
битта «0» дан ташкил этилган устунни беради. Бундай устун­
лар с ;  = 4  тапир. Нихоят, Е формуланинг кийматлари факат
«1» дан тузилган С44 = I та устунни ташкил этади.

Шундай килиб, 1-жадвалда
C l + C \ + C ; + C l + C t  = 24 = 22'
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устун мавжуд булади. Бундан эса худди шунча формула бор- 
лиги келиб чикдди. Устунларнинг \еч кайси иккитаси бир 
хил булмаганлигидан, \еч к;айси иккита формула хам узаро 
тенг кучли эмасдир.

Демак, икки х ва у  муло\азанинг шу 16 та формуласидан 
ташкари, уларни ифодалайдиган бошк,а тенг кучли формула 
йук. Бундан, х ва у  нинг исталган А(х, у) формуласи жад- 
валда келтирилган формулаларнинг бири билан тенг кучли
деган хулосага келамиз. Масалан, (х <-» у)  л у  формулани 
олсак, ушбу чинлик жадвалидан

X У У х в у (х у л у)

1 1 0 1 0
1 0 1 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 1 1

(х<-4у)лу = х л у  эканлиги маълум булади.
Юкррида хосил килинган формулалардан 15 таси МДНШ 

ва 1 таси МКНШ куринишига эга.
Худди шундай фикр юритиш йули билан х, у , z эле­

ментар муло^азаларнинг тенг кучлимас формулалар сони
С° + С' + С2 + Cl + Q4 +... + С* = 28 = 22’ 

га тенглиги келиб чикдди. Туртта х, у, z , /мулох;азаларнинг 
\ар хил формулалари сони 22 га ва, умуман, п та муло\а- 
занинг х;ар хил тенг кучлимас формулалари сони

С0 + С 1 + С 2 + л-С2" -  22"2п 2я 2" 2п ’
яъни N = 2:" га тенг.

Шундай к^глиб, п та аргументли тенг кучлимас форму­
лалардан 22 -1  таси МДНШ ва биттаси МКНШ курини­
шига эга.
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а  Муаммоли масала ва тппширицлар

1. Куйидаги формулаларни КНШ куринишига келтиринг: 
I) x a ( x - > j ) ;  2) (ху -> х) л (ху -» у ) ;
3) (х -> у)  -> (у  -» х ) ;____4) ( х у [ ) ч у л г ;
5) (х v у  -> х л z) -» (х -> х) v у  л z ;
6) (ab -» Ьс) - » ((а -» 6) - » (с -»£)) ;
7) (а - » с) -> ((6 -» а ) ; 8) (я -> b ) -> (Ьс -» ас) .

2. 1-масалада келтирилган формулаларни ДНШ курини- 
шига келтиринг.

3. Куйидаги формулаларни ДНШ куринишига келтиринг 
на айнан ёлгон ёки айнан ёлгон эмаслигини аникданг:
1) ху o x v  ху ; 2) (х <-» у) а  (ху v ху) ;
3) ху -» (х -» у ) ; 4) х v у  - » (х <-» у ) ;
5 ) x v ) w z ;  6) (х -> г)(.у -» г) - » (х -> у ) .

4. 1 ва 3- масалаларда келтирилган формулаларни МКНШ 
ва МДНШ куринишига келтиринг.

5. /(х, у, <:) функция узгарувчиларнинг факат биттаси чин 
киймат олганда ва факат шунда чин киймат олади./(х, у, z) 
функциянинг чинлик жадвалини тузинг ва уни формула 
ор кал и ифодаланг.

6. Чинлик жадвалидан /,(х , у, z),  / 2(х, у, z),  / 3(х, у, z),  
/ 4(х, у , г), / 5(х, у, г ) ,/6(х, у, г) функцияларни ифодаловчи 
формулаларни топинг ва уларни соддалаштиринг:

X У Z /,(* , У , ') /2(х. у. Z) /,(* , г) /Д * , У. г) /,(* , с) /,,(Х- У> г)

1 1 1 0 1 1 1 0 1

1 1 0 1 1 1 0 1 0

I 0 1 1 0 0 1 0 0

1 0 0 1 0 0 1 1 1

0 1 1 0 0 0 0 1 0

0 1 0 0 1 1 0 0 1

0 0 1 1 0 1 1 1 1

0 0 0 0 0 0 0 0 I



//-  £ Формуланинг чинлик тушами

7 . К уйидаги мукаммал норм ал ш акддаги ф орм улаларнинг  
чинлик ж адвалини тузинг ва уларни соддалаш тиринг:
1) x y v x y v x y ;  2) (JC V у) {х  V у)(х v у ) ;
3) xyz v xyz v xyz ; 4) (х v у  v f  )(х v >• v г)(х v y v  z ) .

8. Бир, икки ва уч аргументли хар кандай айнан чип булган 
функцияларнинг МДНШ куринишини топинг.

Мустацил ишлаш учун савол ва топшириклар

1. Формулалариинг норма! шакллари деб нимага айтамиз?
2. Формуланинг дизъюнктив ва конъюнктив нормал шаклларини 

ифодаланг.
3. Формулани мукаммал конъюнктив ва дизъюнктив нормал 

шаклларга келтириш алгоритмини ёзинг.
4. Формулаларнинг асосий хоссаларин и келтиринг.
5. Тенг кучлимас формулалар сони нимага тенг?

11- §. Формуланинг чинлик туплами

[7J Чинлик туплами. Мантилий амалларнинг чинлик туп- 
ламлари.

Маълумки, п та элементар х,, х2, ..., хл мулохазаларнинг 
Кийматлари 2п та кийматлар сатрини ташкил этади. Бу муло­
хазаларнинг хар бир А формуласи баъзи кийматлар сатрла- 
рида «1» кийматни ва баъзиларида «О» кийматни кабул килади.

Т а ъ р и ф . А формула «1» циймат к;абул к,илувчи элементар 
мулохазаларнинг хдмма кийматлар сатрларидан тузилган 
туплам А формуланинг чинлик туплами дейилади.

Утган параграфларда курганимиздек, элементар мулоха­
заларнинг (А) формулаларидан С̂ „ = 2" таси битта киймат­
лар сатрида «1» кийматни кабул килади. Демак, бундай хар 
бир формула бир элементли чинлик тупламига эга.

Худди шунингдек, (А) формулаларнинг С2„ тасининг 
Хар бири икки элементли чинлик тупламига, С]„ тасининг
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Хар бири уч элементли чинлик тупламига, С 1 формула
эса 2" та элементли чинлик тупламига эгадир. Е айнан ёлгон 
формуланинг чинлик туплами эса 0  буш тупламдан иборат.

х , , ..., хп мулохазаларнинг айнан чин формуласига тегиш- 
ли чинлик тупламини U универсал туплам деб олсак, шу 
мулохазаларнинг хамма формулаларга тегишли чинлик 
тупламлари U нинг кием тупламларини ташкил этади ва бу 
универсал туплам

С \  + С2/ 1 + С 2; = 22" та2 2" 2 2я
кием тупламларга эга булади.

Шундай килиб, п та элементар мулохазанинг хамма А 
формулалари билан уларнинг чинлик тупламлари орасида 
узаро бир кийматли мослик урнатилади.

Хамма узаро тенг кучли формулаларга битта чинлик 
туплами мое келади.

М и с о л л а р .  1. Уч элементар х, у, z мулохазанинг 
А = х а у  л z формуласи факат битта (1,0,1) кийматлар сат­
рида «1» кийматни кабул килади. Шу сабабли, бу форму­
ланинг чинлик туплами ушбу бир элементли Р = {  1, 0, 1} 
тупламдир.

2. А = (х а  у  a  z) v (х а  у  a  z)  v (х а  у  a  z) формула уч эле­
ментли C?={(U 1, 1), (0, 1, 0), (1, 0, 1)} чинлик тупламига 
эгадир. ____

3. Ушбу А = x v у  <г* х л у  формула айнан чиндир. Шу­
нинг учун унинг чинлик туплами универсал U = {(1, 1), 
(1, 0), (0, 1), (0, 0)} тупламдан иборат.

А формула Р тупламда чин булса, у холда Р нинг тулди- 
рувчиси булган Р тупламда ёлгон булади. Пекин А нинг 
А инкори Р да чин ва Р да ёлгон булади. Худди шу каби, 
айнан чин У формула i/да чин, лекин U = 0  да_ёлгон. Айнан 
ёлгон J формула эса, аксинча, 0  да чин ва 0  = U да ёлгондир.



11- (j. Формуланинг чинлик тушами Jj D
n та элементар мулохаза формулалари билан чинлик 

тупламлар и орасидаги бундай болтани ш мулохазалар манти- 
к,идаги масалани тупламлар иазариясидаги масалага ва, 
аксинча, тупламлар назариясидаги масалани мулохазалар 
мантикддаги масалага кучириш имкоииятини беради. Хак,и- 
катан хам:

1. А формула Ртупламда чин ва В формула Q тупламда 
чин булса, Ал В формула кандай тупламда чин булади?

Маълумки (конъюнкция таърифига асосан), бу формула 
А ва В нинг иккаласи хам чин булган тупламда чиндир. 
Демак, РГ\ Q кесишмада чиндир. Масалан, А = х л у  л z ва 
fi = (xAjAj )v(xAyA^)v( jCAiyA^) формулаларнинг (Ал В) 
конъюнкцияси РП 0={(1,  0, 1)} тупламда чиндир. Шундай 
килиб, мулохазалар мантикддаги л амалига тупламлар наза­
риясидаги П амали мос келади (II. I-шакл).

2. A v В формула к,андай тупламда чин булади? 
Дизъюнкция таърифига асосан A v В формула А ва В фор­

мулаларнинг камида биттаси чин булган тупламда чиндир. 
Демак, PU Q тупламда A v В формула чиндир. Шундай кдпиб, 
мулохазалар мантикддаги v амалига тупламлар назарияси­
даги U амалининг мос келишини курамиз (11.2- шакл). 
Юк,орида кслтирилган А ва В формулалар учун

я и е = { ( 1 ,  1, 1), (О, I, 0), (1, 0, I)}.
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V 3. А-^В  импликациянинг 
чинлик тупламини топайлик.

II.3- niaK Ji.

Импликация таърифига асо­
сан А ^ В  формула фак,ат А чин 
булиб, Z? ёлгон булган тупламда 
ёлгошщр. Демак, Р -  Q= {(1, 1, 1). 
(О, I, 0)} айирмада фор­
мула ёлгондир. Шундай килиб, 
А-^В  формула U нинг штрих-

ланган булагида ёлгон булиб, колган булагида чиндир 
(III.3 - шакл). U нинг колган булаги эса P [ j Q  га тенг. Демак, 
А ^ В  формула PIJQ тупламда чиндир.

Иккинчи томондан, А формула Р  да ва В формула 
Q да .чин булгани учун, A v В формула P{ ] Q  да чиндир. 
Демак, бизга маълум булган А -> В = A v В тенг кучли- 
ликни бошка йул билан исботладик.

4. (1) мулохазаларнинг исталган А ва В формулаларини 
олиб, A v А у  В = J тенг кучлиликни исботлайлик. А форму­
ла Р  да чин, А формула 5  да ва В формула Q да чин булсин. 
Шундай килиб, A v A v В формула P\ J P{ J Q = (JUQ = U 
тупламда чин. Шу сабабли, A v A v В айнан чин формула 
булиб, A v A v В = J дир.

5. Кдндай шартда А -» В = J тенг кучлилик бажарилади? 
Маълумки, А^>В формула U нинг Р - Q  дан бошка

булагида, демак, Р -  Q да чин. А -> В = J шарт буйича 
P - Q - U  булиши керак. Бундан P - Q - U  ёки P - Q  = 0  
келиб чикали. Бу эса Р с  Q эканини билдиради.

6. А-^В  формуланинг чинлик тупламини аникдайлик. 
Бу формула А чин ва В ёлгон, шунингдек, В чин ва А

ёлгон булган тупламда, яъни ( Р -  Q ) U ( Q -  Р) дагина ёлгон 
булиб, U нинг колган булагида, яъни (Р -  Q) U (Q -  Р)  Да 
чиндир.
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Шундай кдлиб, А<г*В нинг 
чинлик туплами U нинг штрих- 
ланган булагидан бошкд кисми 
билан тасвирланади (II.4- шакл): 

Бошка кисмига мос келувчи 
тупламни топамиз. Р  - Q = P f ] Q  
ва Q - P  = QC\P = PC\Q. Бундан 
P ^ Q  = PU Q  ва Q -  Р -  P\JQ  
келиб чикдди. Шундай к,илиб,

II.4- шакл.

( P - Q ) I X Q - P ) =  P - Q O Q - P  = ( P[ JQ) ( XP\ JQ) .

Демак, Л<-> В формула (Р  U G ) n ( ^ U 0 )  тупламда чиндир.
Иккинчи  томондан,  (Р  U Q )П ( U Q ) туплам 

( A v B ) a ( A v В)  формуланинг чинлик туплами булгани учун, 
ушбу маълум тенг кучлиликка эга буламиз:

А <-» В = (A v В) л (A v В ) .

Куйидаги A v  В = А -+ В, В v А = В -> А формулаларга 
асосан

А<+ В = (А ^  В) л  ( В -> А).
7. Формулалар билан тупламлар орасидаги богланишга 

таяниб, куйидаги теоремани исботлайлик.
Т е о р е м а .  А ва В формулалар тенг кучли булиши учун 

А*-* В формула тавтология булиши зарур ва етарли.
И с б о т .  а) А = В булсин. Демак, Р= Q. А<+ В нинг чин­

лик туплами

(Р UQ)П(Р UQ) = ( Р UР )П(Р U Р) = U ПU = U . 
Бундан A<r>B = J  келиб чикдди, яъни А<н>В тавтологиядир;

б) ( ЯиО) П(^и( 3)  = /  булсин, у хрлда А++В = J булади. 
Демак, A<t>B=(A->B)a (B->A) = J. Бундан, конъюнкция таъ- 
рифига асосан А-+В = J  ва В-*А = J. Бу ердан, 5 - бандга 
биноан P c Q  ва Qq P. Демак, Q -  Р  келиб чикдди. Бу уз 
навбатида А = В булишини курсатади.



Шундай килиб, мулохазалар алгебрасидаги a ,  v ,  -  
мантиций амалларига мос равишда тупламлар алгебрасидаги 
П , U , -  (купайтма, бирлашма, тулдирувчи) амаллари мос 
келади. Мулохазалар алгебрасидаги «1», «О» константаларга 
тупламлар алгебрасидаги U ва 0  (универсал ва буш) туплам­
лар мос келади. Демак, мулохазалар алгебрасидаги бирор 
ифодада л ни П га, v ни U га, инкорни (-) тулдирувчига, 
«1» ни универсал t/тупламга, «О» ни буш 0  туплам га алмашти- 
рилса, тупламлар алгебрасидаги ифода хосил булади ва аксинча.

12- §. Мулохазалар алгебраси функциялари. 
Функциялар тенг кучлилиги. Функдиялар 

суперпозицияси

[7f Функция. Функциялар тенг кучлилиги. О ва 1 сацловчи 
функциялар. п аргументли функциялар сони. Бир рангли 
суперпозиция.

Маълумки, мантикий амаллар мулохазалар алгебраси 
нукгаи назаридан чинлик жадваллари билан тулик тавсиф- 
ланади. Агарда функциянинг жадвал шаклида берилишини 
эсга олсак, у холда мулохазалар алгебрасида хам функция 
тушунчаси мавжудлигини биламиз.

1 - т а ъ р и ф .  Мулохазалар алгебрасининг х,, ..., хл аргу­
ментли /(х ,, ..., хя) функцияси деб, 0 ва 1 кийматлар цабул 
цилувчи функцияга айтилади ва унинг х,, ..., хд аргументлари 
Хам 0 ва 1 цийматлар цабул цилади. /(х ,, ..., хл) функция 
узининг чинлик жадвали билан берилади:
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*1 *3 X
П /(*,, ”. *„)

0 0 0 0 0 /(0, 0, р о

1 0 0 0 0 /(1, 0, ... 0, 0)
... ... ...

1 1 1 1 0 /(1, 1, ... 1, 0)
1 1 1 1 1 Д1> 1, ... 1,1)



Бу жадвалнинг \ар бир сатрида аввал узгарувчиларнинг 
(а , •••> а „) кийматлари ва шу кийматлар сатрида/функция­
нинг /(а ,, •■•,«„) киймати берилади. Олдинги параграфларда 
исбот килган эдикки, п та узгарувчи учун кийматлар сатрла- 
рининг сони 2" ва функцияларнинг сони 21" га тенг булади.

Мулохазалар алгебрасида асосий элементар функциялар 
куйидагилардан иборат:

/(х ) = х, / 2(х) = х , / 3(х, у) = ху, / 4(х, у) = x vу, / 5(х, у) = х-+у, 
/ 6(х, У) = х++у, / 7(х,, х„) = 1, / 8(хр хп) = 0.

Агар ДО, 0,..., 0) = 0 булса, у \олда/(х ,, х2, хп) функ­
ция 0 сакловчи функция деб аталади. Агар /(1 , 1, 1) = 1 
булса, у \олда Дх,, х2, хл) функция 1 сакловчи функция 
деб аталади.

п та аргументли 0 сакловчи функцияларнинг сони 22"'1 
га ва 1 сакдовчи функцияларнинг сони \ам 22"'1 га тенг 
булади (исбот килишни укувчига \авола этамиз).

Мулохазалар алгебрасидаги п та аргументли 0 сакловчи 
функциялар тупламини Р0 ва 1 сакдовчи функциялар туп­
ламини Р, билан белгилаймиз.

2-т а ъ р и ф . /  ва g мулохазалар алгебрасининг функциялари 
ва х,, ..., хп лар %еч булмаганда улардан биттасининг аргу- 
ментлари булсин. Агар хр хп аргументларнинг хамма 
Кийматлар сатрлари учун f  ва g функцияларнинг мос киймат­
лари бир хил булса, у  у;олда f  ва g функциялар тенг кучли 
функциялар деб аталади ва f - g  шаклида ёзилади.

3 - т а ъ р и ф .  Агарда
Дх,, х2, х  ,, 1, х ,,, хя) = /(х ,, х2, ..., х  ,, 0, х  ,, хл)
муносабат бажарилса, у  х;олда х аргумент Дх,, х2, хп) 
Функциянинг сохта аргументы деб аталади.

Агарда
/(*,, *2, хм , 1, Хм , ..., хя)* /(х ,,  х2, ..., хм , 0, хм , ..., х„)
булса, у  холда х  аргумент Дх,, х2, хя) функциянинг сохта 
эмас (мухим) аргументы деб аталади.

/7- S Мулохазалар алгебраси функциялари. Функциялар тенг кучлилиги. - U L



92 II БОБ. МУЛОХАЗАЛАР АЛГЕБРАСИ

М и с о л .  Дх, y)=xv(xy) функция учун у  аргумента сохта 
аргумент булади, чунки /(1 , 0) =/(0, 1).

Функциянинг аргументлари кдторига исталганча сохта 
аргументларни ёзиш мумкин ва у кдтордан \амма сохта 
аргументларни олиб ташлаш мумкин.

Энди мулохазалар алгебраси функцияларининг суперпо- 
зицияси тушунчасини курайлик.

4 - т а ъ р и ф .  Ф = {ф( (х, | ) , . . . , ф т (х т1 )—|Хт^  )} 
мулохазалар алгебраси функцияларининг чекли системаси бул­
син. Куйидаги икки усулнинг биттаси билан уносил килина - 
диган у  функция Ф системадаги ср,, ..., срт функцияларнинг 
элементар суперпозицияси ёки бир рангли суперпозицияси деб 
аталади:

а) бирор ф;еФ функциянинг х. аргументини цайта ном- 
лаш усули, яъни

ф/х .̂р xjV x.._v у, х.м , xjkj),
бу ерда у  узгарувчи, xjk узгарувчиларнинг бирортаси билан мос 
тушиши мумкин;

б) бирор фуеФ функциянинг бирор х.. аргументи урнига 
иккинчи бир ф,(хе1, ..., х^)еФ функцияни к,уйиш усули, яъни

Ф/(хур •••> хуМ, Ф,(х,, хек), х.м , xJkj).
Агар Ф система функцияларнинг к рангли суперпозиция- 

лари синфи Ф(к) берилган булса, у  х,олда ф<*+1) = (ф**))**) булади.
1 - и з о \ . 4- таърифнинг а) кисмига асосан бир хил чин­

лик жадвалига эга булиб, лекин узгарувчиларнинг белги- 
ланиши билан фарк, к,иладиган функциялар бир-бирининг 
суперпозицияси булади.

2 - и з о \ .  4 - таърифнинг а) кисмига асосан бирор х. 
Узгарувчини х.к (/ * к) билан к,айта номласак, натижада кам 
узгарувчили функцияга эга буламиз. Бу холда х. ва х.к 
узгарувчилар айнан тенглаштирилди деб айтамиз. Масалан, 
xv у  ва х л у  функциялардаги у  ни х билан кдйта номласак, 
у ва^тда xvx = х в а  х а  х = 0 функцияларни хосил кдламиз.



13- §. Буль алгебраси j*n
3- и з о \ . 4- таърифнинг а) кдсмига асосан агар Ф с= Ф(1) 

булса, у холда Ф(г)с  (ф)*'41» ва умуман r < s  булганда 
ф и  с  (Ф)(1).

5 - т а ъ р и ф .  х , ху, xvy, х-»у, х<-»у асосий элементар 
функцияларнинг суперпозицияси формула деб аталади.

13- §. Буль алгебраси

\7\ Буль алгебрасининг таърифи. Мисоллар.

Т а ъ р и ф .  Конъюнкция (хлу), дизъюнкция (xvy), инкор 
(х ) амаллари ва 0, 1 е М  элементлари ани^ланган М  тупламда 
шу мантилий амаллар ва 0, 1 элементлар учун куйидаги аксио- 
малар

х -  х ; (1)
ху=ух; (2)

(xy)z = x(yz); (3)
x v y  = у vx; (4)

(xvy)vz = xv(yv*); (5)
х(уvz) = ху vxz\ (6)

x vyz= (x vy )(x v z)\ (7)
X V  у  - x y  \ (8)
лу = x v y ; (9)

x v  x = x; (Ю)
xx = x; (11)
lx = x ; (12)
Ovx = x (13)

бажарилса, бундай M туплам Буль алгебраси деб аталади.
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Буль алгебрасига куйидаги тупламлар мисол була олади:
1. М — бирор туплам (масалан, тугри чизивда ётган 

нукгалар туплами ёки натурал сонлар туплами) ва \iM -  шу 
М  нинг хамма кием тупламларидан иборат туплам булсин. 
ху(х, у  6 оркали х ва у  тупламларнинг хП.у кесишмасини, 
х v y  орцали х ва у  тупламларининг xU у  бирлашмасини, х 
орцали х тупламнинг М  тупламгача х тулдирувчисини, 
О оркали 0  буш тупламни ва 1 оркали А/тупламни белгилаб 
оламиз. У холда туплам Буль алгебраси булади, чунки 
юкорида курсатилган 13 та аксиома бажарилади.

2. Мулохазалар туплами учун л, v ва -  амаллари хамда 
О ва 1 элементлари анивуганганлиги учун бу тупламни Буль 
алгебраси деб тахмин кдгшшимиз турган ran. Лекин бунинг 
учун куйидаги аникликни киритиш керак. А ва В мулоха­
залар айнан тенг булиши учун А*г* В эквивалентлик абсолют 
чин булиши керак. Ана шундай тушунча киритилган муло­
хазалар туплами Буль алгебраси булади.

Муаммоли масала ва топширицлар

1. Куйидаги формулаларнинг чинлик тупламларини топинг: 
А = ху v ху v х у ; В = (х v у)(х  v у)(х v у ) ;
С = xyz v xyz v x y z  ; D = (x v у  v z){x v у  v г)(х v y v ? ) ;

E = xy< r^ xw xy, F = (x <г+ у) л (xy v x y ) ;
G = xy -> (x ++ y ) ; J = x v у  -> (x «-> y ) ;

L = x v y - + Z  ; M  = (x->  z)(y  -> z ) - > ( x ~ *  y).
2. 1- масалада келтирилган формулалардан тузилган Aw В, 

Aw С, A v D ,  AwF,  А а  В, A a  С, A a  D, A a  F, A - > B ,  
A —> C, A D, A <-> F, С —> D, С —> F, С <-> D, С <-> В, 
C++F,  F E, A -+ В C, A - + F - + C ,  ( A < * F ) - + C ,  
(A <r> F) -> D, A<r>F<r*E, E- +B,  E ^ C ,  E<+F,

B, G-+ C, G<r* D, F, J -*  B, J -*  C, /<-> D, F, 
L - + B ,  L - + C ,  L<^D,  L<r* F, M ^ B ,  M ^ C ,  M  <r> D,



M<r>F, E-+F-+L, M^>J-+G, (L<->E)-*M, (A<r>G)->F, 
мураккаб формулаларнинг чинлик тупламини

топинг.
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3. fi = x y v  z ва / 2 = х(ху v y z v  (у  v tz) функдияларга тенг 
кучли булган функцияларни топинг.

4. Ёлгон киймат сакдовчи (ДО, 0, ..., 0) = 0) п та аргументли 
\ар хил функцияларнинг сони нечта?

5. Чин киймат сакдовчи (Д 1, 1, ..., 1)= 1) п та аргументли 
Хар хил функцияларнинг сони нечта?

6. Куйидаги /,(х , у, z, t) = ( xvy ) ( z v t )  ва / 2(х, у, z, t) = 
= x zvyzvx tvy t хамда / 3(х, у, z, t) = x yvzt ва / 4(х, у, z, 0 = 
= (xv z)(yv z)(xv t)(yv t) функцияларнинг тенг кучлилигини 
исботланг.

Мустакил ишлаш учун савол ва топшири^лар

1. Мантикий амалларнинг чинлик тупламлари.
2. Формуланинг чинлик туплами деб нимага айтамиз?
3. Мулохазалар алгебраси функциялари. Качон функциялар тенг кучли 

деб айтилади? Функциялар суперпозицияси нимадан иборат?
4. Буль алгебраси таърифини келтиринг.

14- § . Мантик, алгебрасидаги икки тарафлама крнун

[7[ Икки тарафлама функция. Уз-узига икки тарафлама функ­
ция. Икки тарафлама цонун. Мисоллар. Теорема. Лемма.

Энди икки тарафлама (кУшма) функция тушунчасини 
киритамиз.^(х,, х2, ..., хп) функцияга икки тарафлама булган 
функцияни топиш учун /  функциянинг чинлик жадвалида 
\амма Узгарувчиларни уларнинг инкорига алмаштириш керак, 
яъни \амма жойда 1 ни 0 га ва 0 ни 1 га алмаштириш керак.

1 - т а ъ р и ф .  Куйидагича аницланган
/•(* !, *2>..., хп) = / (* , ,  х2, ..., хп) 

функция f { x v х2, хп) функциянинг икки тарафлама функ- 
цияси деб аталади.



2 - т а ъ р и ф .  Агар 
/(X j, х2, —, х„) = f  (х,, Xj, . . . ,  хя) = f ( x j, х2, . . . ,  xn) 

муносабат бажарилса, у  холда/(х ,, х2, хя) га уз-узига икки 
тарафлама функция деб аталади.

Таърифга асосан, /(х ,, х2, ..., хя) икки тарафлама функ­
ция (а,, а я) ва ( а , , ..., а я) кийматлар сатрларида кдрама- 
карши кийматлар кабул килади.

М и с о л л а р .  1. Мулохазалар алгебрасининг асосий 
элементар функцияларига икки тарафлама булган функция- 
ларни топинг.

1) /1(х) = х га икки тарафлама функция /i*(x) = х булади.
2) / 2(х) = х га икки тарафлама функция / 2*(х) = х бу- 

лади.
3) / 3(х, у) = ху га икки тарафлама функция f*  = х v у  

булади.
4) / 4(х, у) = x v  у  га икки тарафлама функция / 4* = ху 

булади.
5) /,(х, у) = х -> >> га икки тарафлама функция f * = y - + x  

булади. _____
6) / 6(х, у) = х <->>> га икки тарафлама функция / 6* = х .у

булади.
7) / 7 = 1 га / 7* = 0 ва f s = 0 га / 8* = 1 икки тарафлама 

функция булади.
Келтирилган мисолнинг ечимидан кУриниб турибдики, 

/|(х) ва / 2(х) функциялар, таърифга асосан, Уз-Узига икки 
тарафлама функциялар булади.

2. Дх, у, z) = x y v y zv x z  функциянинг уз-Узига икки 
тарафлама функция эканлигини исбот килинг.

И с б о т .
f*(x,yz)  = ху  V  y z V  XZ = ху  A yz  A XZ = (х V у)(у V  z){x V  Z) =
= [(X V у)у  V (х V у)г](х v Z) = [у V  yz  V  xz](x v z )  = ( y v  xz)(x vz) = 
= ху v yz v  x(x v z)z -  x y v y z v x z .
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Демак, Дх, у, z ) = f * ( x , у, z) эканлиги учун /уз-узига икки 
тарафлама функциядир.

Т е о р е м а .  Агар

Ф(Х,, ..., хп) = f ( f l(xn, ..., X lpi fm(Xm\-> •••> )) 

булса, у  холда

Ф* (х,, . . . ,  хп) = f*  (f*  ( х , х , Р() ...... f i  (xml, . . . ,  хтрт))

булади.

И с б о т .  Ф*(х, , . . . ,  хя) = Ф(х, , ..., х„) =

= / ( / l  (Х|,, —, x,ft),..., f,,,(xmi, ■••, )) —

= У"(У| (-Хц, •••, х ^ ),..., f т(хт1, хтРт )) —

~ f  (fl (Xj | , ..., Xj  ̂), ..., j m (xm|, ..., Xmp̂  )) —

— /" ( / i  (X| I j •••» Xjp( f m (Xm| , . . . ,  Xmpm ))•

Теореманинг исботидан икки тарафлама конун келиб 
чикади.

Икки тарафлама к,онун. фр ф,, ..., фот функцияларнинг 
суперпозициясига икки тарафлама булган функция мос равишда 
Ф*, ф , , ..., Ф* икки тарафлама функциялар суперпозициясига 
тенг кучлидир, яъни агар А = С[ф,, ф2, ..., ф„,] формула/(х,, ..., хл) 
функцияни реализация этса, у  холда С = [ф*, ф*, ••-, Ф*,] фор­
мула / '(х ,,  ..., хя) функцияни реализация этади.

Бу формула А формулага икки тарафлама булган формула 
деб айтилади ва уни А’ деб белгилаймиз. Демак,

А* =С[ф*, ф2,...,ф*].

Ушбу кон унда н уз-узига икки тарафлама булган 
функцияларнинг суперпозицияси яна уз-узига икки 
тарафлама функция будит лиги келиб читали, яъни агар 
ф,, ф2, ..., фт уз-узига икки тарафлама функция булса,
7 — Х,.Турасв
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у Холда Ф  =  ф'(ф1, Фт) функция хам уз-узига икки 
тарафлама булади. Хаки катан хам,

ф * = ф*(фГ,--. ,ф1) = ф(ф, , . . . , фл) = ф .
Агар функция формула оркали ифодаланган ва бу фор­

мула уз навбатида л ,  v ,  -  мантик амаллари оркали ифода­
ланган булса, у холда бу функцияга (формулага) икки тараф­
лама булган функцияни (формулани) топиш учун v  ни д  га, 
л  ни v  га, 1 ни 0 га ва 0 ни 1 га алмаштириш кифоя. Бу 
принципни тенг кучли формулаларга ишлатганда, яна тенг 
кучли формулалар хосил киламиз, яъни А(хг  ..., хп) = 
= В(хг  ..., хп) булса, у холда A \x v хя) = В*(хг  ..., хп). "

Ушбу принцип оркали мантик алгебрасининг бир 
формуласидан иккинчи формуласига, бир теоремасидан 
иккинчи теоремасига, бир таърифидан иккинчи таърифига 
келамиз.

Масалан, юкорида келтирилган (2), (3), (6), (8), (10), 
(12) тенг кучли формулаларга ушбу принципни ишлатсак,
(4), (5), (7), (9), (11), (13) тенг кучли формулалар келиб чикади-

Мантик алгебрасида элементлари п та аргументли уз- 
узига икки тарафлама функциялардан иборат булган туп- 
ламни 5 билан белгилаймиз, унинг элементларининг сони 
22"-1 га тенгдир.

Энди уз-узига икки тарафлама булмаган функциялар  
Хакидаги леммани куриб чикайлик.

Л е м м а .  Агар ф(хр xn)e.S булса, у  холда ундан аргу- 
ментларининг урнига х ва х функцияларни куйиш усули билан 
бир аргументли уз-узига икки тарафлама булмаган функция, 
яъни константани хосил цилиш мумкин.

И с б о т .  ф (хр ..., xn) e S  булганлиги учун, шундай 
(а, ,  ..., а п) кийматлар сатри топиладики, ф(а,г..Дл) = 
= ф(а1;..., а„) булади.

Ф,(х) = x a‘(i = 1,..., п) функцияни киритамиз ва 
Ф,-(х) = ф(ф ,(х ) , . . . ,  ф„(х)) деб белгилаб оламиз. У вактда
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куйидаги натижага эга буламиз:

Ф(0) = ф(ф,(0 ) , ф„(0)) = ф((Г' , 0я" ) = ф(а, , а„) =
= ф ( а , , а „ )  = ф(Г‘, Г я) = Ф(Ф,(1), ■», Ф„(0) = Ф(1). 

Лемма исбот булди.

15- §. Мантик, алгебрасидаги арифметик амаллар. 
Жегалкин кутщади

p j  Арифметик амаллар. Жегалкин купх;ади. Мантилий амал- 
ларни арифметик амаллар оркали ифодалаш. Чизицли 
функция. Теорема.

{0, 1} Буль алгебрасидаги ху конъюнкция амали оддий 
арифметикадаги 0 ва 1 сонлари устидаги купайтма амали га 
мос келади. Аммо 0 ва 1 сонларини кушиш натижаси {0, 1} 
туплам доирасидан четга чикдди. Шунинг учун И.И.Жегалкин 
2 модулига асосан кушиш амалини киритади (И.И.Жегалкин 
утган аернинг 30-йиллар бошида Москва давлат универ- 
ситетида биринчи булиб математик мантик, буйича илмий 
семинар ташкил этган). хва у  мулох,азаларни 2 модули буйича 
кушишни х + у  сифатида белгилаймиз ва у куйидаги чинлик 
жадвали билан берилади:

X У х + у
0 0 0
0 1 1
1 0 1

1 1 0

Чинлик жадвалидан куриниб турибдики, х + у  = х <-> у  . 
Мантик, алгебрасидаги купайтма ва 2 модули буйича кушиш 
мантик, амаллари учун коммутативлик, ассоииативлик ва 
дистрибутивлик арифметик к,онунлари уз кучини сакутайди.
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Буль алгебрасидаги асосий мантилий амалларни кири- 
тилган арифметик амаллар оркали куйидагича ифодалаш 
мумкин:

1 )х  = х + 1; 2) х л у  = ху ,  3) x v  у  = ху + х + у  ;
А) х —> у - х у  + х + 1', 5) х<т->у = х + у  + 1.
2 модули буйича кушиш амалининг таърифига асосан 

х + х=  0 ва хх = х Ос" = х).
Мантик алгебрасидаги исталган функцияни ягона ариф­

метик купхдд шаклига келтириш мумкин. Хакикатан х,ам, 
биз олдинги параграфларда исталган функцияни конъюнк­
ция ва инкор мантикий амаллари оркали ифодалаш мумкин- 
лигини курган эдик. Юкорида конъюнкция, дизъюнкция 
ва инкор мантикий амалларини арифметик амаллар оркали 
ифодаладик. Демак, исталган функцияни арифметик куп\ад 
шаклига келтириш мумкин.

1 - т а ъ р и ф .  £х,- х,-2...xik + а  куринишидаги купх,ад

Жегалкин кущади деб аталади, бу ерда х,амма xtj узгарувчилар 
биринчи даражада цатнашади, (/,, ..., ik) кийматлар сатрида 
Хамма / лар х,ар хил булади, ае Е2 = {0, 1}.

2- т аъ  р и ф . X/ + х, +...  + xik + а куринишидаги функция 
чизицли функция деб аталади, бу ерда ае Е: = {0, 1}.

Чизикли функциянинг ифодасидаи куриниб турибдики, 
п та аргументли чизикли функциялар сони 2"+1 га тенг ва 
бир аргументли функциялар доимо чизикли функция булади.

Жегалкин кун\ади куринишидаги >̂ ар бир функциянинг 
аргументлари сохта эмас аргументлар булади. Хакикатан \ам, 
х, шундай аргумент булсин. У \олда ихтиёрий /(х,, хя) 
функцияни куйидаги куринишда ёзиш мумкин:

/(х ,, ..., хя) =х,ф(х2, ..., хя) + у(х2, хя).
Бу ерда ф функция айнан 0 га тенг эмас, акс хдлда х, аргумент 

/ф ункциянинг (купх;аднинг) аргументлари сафига кушил- 
масди.
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Энди х2, ..., хп аргументларнинг шундай к;ийматларини 
оламизки, ср= 1 булсин. У холда/функциянинг киймати х, 
аргументнинг к,ийматига боглик, булади. Демак, х ] сохта
аргумент эмас.

Мантик, алгебрасидаги хамма п аргументли чизикуш 
функциялар тупламини L харфи билан белгилаймиз. Унинг 
элементларининг сони 2"~' га тенг булади.

Т е о р е м а .  Агар Дх,, x j e  L булса, у  холда ундан 
аргументлари урнига 0 ва 1 константаларни х,амда х ва х 
функцияларни, айрим холда / устига «-»  инкор амалини куйиш 
усули билан х,х2 функцияни хос ил к,илиш мумкин.

16- § . Мантиц алгебрасидаги монотон функциялар

[7J Монотон функция. Кийматлар сатрининг олдин келиши.
Таъриф. Монотон функциялар суперпозицияси. КНШ
(ДНШ) куринишидаги функциянинг монотон функция
булиш шарти.

О < 1 муносабати орк,али {0, 1} тупламни тартиблаш- 
тирамиз.

1 - т а ъ р и ф .  а = (а , , '. . . ,  а я) ва \3 = (Рр Рл) кийматлар 
сатри булсин. Агар а. < (5( (хеч булмаганда битта i ракам учун 
тенгсизлик ишораси бажарлса) ёки а  ва р кийматлар сатрлари 
устма-уст тушса, у  холда а  кийматлар сатри р кийматлар 
сатридан олдин келади деб айтамиз ва а  < Р шаклида ёзамиз.

2- т а ъ р и ф .  а = ( а , ,  ..., а я) ва Р = (р,, Ря) ихтиёрий 
кийматлар сатрлари булсин. а < Р  дан / ( а , ,  ..., а я) <
2 / (Р ,, ..., Ря) бажарилиши келиб чикса, у  холда Д хр ..., хя) 
функция монотон функция деб аталади.

3 - т а ъ р и ф .  а  < р дан f (  а р ..., а я) > / ( р , ,  ..., ря) 
муносабат келиб чикса, у  холда Д хр ..., хя) номонотон функция 
деб аталади.

Асосий элементар мантилий функциялардан 0, 1, х, ху, 
x v y  функциялар монотон функциялар булиб, х , х->у, х<->у, 
х + у  функциялар номонотон функциялардир.



1 - т е о р е м а .  Монотон функцияларнинг суперпозицияси- 
дан х;осил щилинган функция яна монотон функция булади.

И с б о т . Ф  монотон функциялар системаси булсин ва 
шу системадаги функциялар суперпозициясидан хосил 
к,илинган функция монотон эканлигини исбот кдлиш керак 
булсин. 0 рангли суперпозиция учун бу тасдик,нинг тугри- 
лиги аник,, чунки Ф системадаги хамма функциялар монотон 
функциялардир. к рангли суперпозиция учун теоремадаги 
тасдик, тугри булсин. Унинг (к + 1) рангли суперпозиция 
учун \ам тугрилигини исботлаймиз.

ф (Х |, ..., Хл), ..., у )  е Фда булсин. У \олда
ф (Х |, ..., Xf_j, у, х^ , ..., хк),

F(xр х._j, х^р ..., хл, y v ..., yj) —
— ф(Хр Х^р ф(Ур •••, ŷ )i -Х̂ р ..., Хп)

функцияларнинг монотон эканлигини исботлаш лозим. Бу 
ерда у  ва у. лар х. узгарувчиларнинг бирортаси билан мос
КСЛИШИ МуМКИИ. ф фуНКЦИЯПИНГ МОНОТОНЛИГИДаН ф (Х р ... ,
х у, х р ..., хк)  пинг монотон функция эканлиги келиб 
чикдди. F функциянинг монотонлигини исботлаймиз. Бу- 
нинг учун F функциянинг иккита /  ва у" таккосланадиган 
к,ийматлар сатрини куриб чикдмиз:

У = (ct|, (х,_|, а,+),..., а„, Р(,..., (3/),
/  = ( а ' , ..., а ' . , , ..., а '+1, ..., а ' ,  р ' , ..., р^).

У < У булсин. У холда F( у )  < F( у )  эканлигини курсати- 
шимиз керак. Куйидагилар маълум:

F( у )  = ф(8'), бу ерда j  -  / булганда 5' = а ' , 5- = ;

F(y') = ф (5 '), бу ерда j  = / булганда 8 ' = а ' ,  5 ' = у (р ') .

\|/ монотон функция ва у < у'  дан р' -< р ' келиб чикдан-

лигидан 5' -с 8' булади. Яъни ф(5') = F( у )  < ф(б') = F(y' ) , 
чунки ф монотон функциядир.

*1021_______________ _________________ 11 БОБ. МУЛОХАЗАЛАР АЛГЕБРАСИ
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эканлигидан (k+ 1) рангли суперпозиция учун теорема исбот 
булди. Демак, монотон функцияларнинг суперпозициясидан 
*осил килинган функция яна монотон функциядир.

Конъюнкция ва дизъюнкция монотон функциялар бул- 
г а н л и г и  учун, теоремага асосан, уларнинг суперпозиция­
сидан хосил цилинган функция х,ам монотон булади.

2- т е о р е м а .  Агар f {xv ..., хп)е  М булса, у  холда ундан 
аргументлари урнига 0, 1 ва х функцияни цуйиш усули билан 
х функцияни хосил килиш мумкин.

1. Мулохазалар алгебрасининг асосий элементар функция- 
ларига икки тарафлама булган функцияларни топинг.

2. \ам м а икки аргументли уз-узига икки тарафлама булган 
функцияларни топинг.

3. п та аргументли уз-узига икки тарафлама булган функция­
ларнинг сонини топинг.

4. /  = (х v yz)(xy v xz)  ва ф = (х v y) z t  v x t функцияларга 
икки тарафлама булган функцияларни топинг.

5. a) x-^y<r+z', б) xvyv^vr ;  в) х<->у<-»г формулаларни 
Жегалкин купхади куринишига келтиринг.

6. Функциянинг Жегалкин купхади куринишидаги ифодаси 
ягона эканлигини исботланг.

7. Чизикли функцияларнинг кайси бири уз-узига икки 
тарафлама функция булади?

8. xyvxzvyz = xy + xz + yz  эканлигини исботланг.
9. Куйидаги формулаларни Жегалкин купхади куринишига 

келтиринг:

Му а ммоли масала ва топширицлар

xvyvz', xyvyzvxz; xyz v xyz v xyz v x y z  ■
10 . Жегалкин купхади куринишидаги функциянинг хамма 

аргументлари сохта аргументлар эмаслигини исботланг.



И . Чизикуш функцияларнинг к,айси бири монотон функ­
циялар булади?

12. Ноль (бир) сакловчи монотон функциялар айнан бирга 
(нолга) тенг эканлигини исботланг.

13. Икки аргументли \амма монотон функцияларни топинг.
14. Куйида келтирилган функцияларнинг цайси бири моно- 

тон функция эканлигини аникланг:
а) ху v xz v xz ; б) х —» (х -» у ) ; в) х v у  х v у  ; 
г) x v  у  х у \  д) ху v х v x z ; е) ху v yz v xz ■

15. Айнан константадан (0 ёки 1) фар к к,илувчи функция 
монотон булиши учун уни конъюнкция ва дизъюнкция 
суперпозицияси оркдли ифодалаш етарли ва зарурлигини 
исботланг.

16. Мопотон функцияга икки тарафлама булган функция 
монотон эканлигини исбот к,илинг.

17. Факат ва факат ёки копстанталар, ёки узгарувчилар ус- 
тида инкор амали булмаган КНШ ва ДНШ куринишида 
ифодалангап функциялар монотон булишлигини курсатинг.

Мустацил ишлаш учун савол ва топшириклар

1. Икки тарафлама функция ва уз-узига икки тарафлама функция 
таърифларини келтиринг.

2. Мантик алгебрасидаги икки тарафлама крнунни ёзинг.
3. Мантик алгебрасидаги арифметик амаллар. Жегалкин куп\ади.
4. Мантик алгебрасидаги монотон функциялар.

17- §. Функционал ёпик, синфлар ва П ост теоремаси

[71 Тулик; функциялар системаси. Икки тарафлама функциялар 
системасининг тулик булиш шарти. Ёпик синфлар. Хусусий 
функционал ёпик синф. Максимал функционал ёпик синф. 
Пост теоремаси. Натижа. Туплам ёпиги. Пост жадвали.

Мантик алгебрасининг Ф = {ф,, ..., фл} функциялар сис- 
темаси берилган булсин.
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1 - т а ъ р и ф . Агар мантик; алгебрасининг исталган функ- 
циясини Ф = {ф,, фл} системадаги функциялар суперпо­
зициям оркали ифодалаш мумкин булса, у  холда Ф тулиц 
функциялар системаси деб аталади.

Исталган функцияни МКНШ ёки МДНШ куринишида 
ифодалаш мумкинлигидан {ху, х v у, х} функциялар систе- 
масининг туликдиги келиб чикади. {ху, х + у, 1} функциялар 
системаси \ам тулик булади, чунки исталган функцияни 
Жегалкин купхдяи куринишига келтириш мумкин.

Куйидаги функциялар системасининг туликлигини 
исботлаймиз:

а) ху, х ; б) х v у, х ; в) ху, х + у, 1;
г) x v y ;  д) х у ;  и) х + у, x v y ,  1;
ж) х + у + г, ху, 0,1; з) х -> у, х ; е) х у, 0.
И с б о т .  a) x v y  = xy, яъни дизъюнкция амалини конъ­

юнкция ва инкор амаллари оркали ифодалаш мумкин. Демак, 
{ху, х} функциялар системаси тулик булади;

б) ху -  х у  = х v у эканлиги маълум. Демак, исталган 
мантикий функцияни дизъюнкция ва инкор амаллари оркали 
ифодаласа булади. Шунинг учун {xvy,  х} функциялар 
системаси туликдир;

в) мантик алгебрасининг ихтиёрий функциясини ягона 
Жегалкин купхдди куринишига келтириш мумкинлигидан 
{ху, х + у, 1} функциялар системасининг туликдиги келиб 
чикади;

г) ва д) мантик алгебрасидаги исталган функцияни 
¥(*> у) = ху ва ф(х, у) = х v у Шеффер функциялари оркали 
ифодалаш мумкин. Хакикатан *ам, j  ;

x v y  = x v y  = ф(х, у) = ф(ф(х, у), ф(х, у))
ва

ху = ф(х, у) = ф(ф(х, х), ф(у, у))

I у . §  функционал ётщ синфлар ва Пост теоремаси _________________|| 105
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асосий мантикий амалларни Шеффер функцияси оркали 
ифодалаш мумкин. Дсмак, {лу} ва {xvy} функциялар 
системаси тулик булади.

и) xvy = ху + х + у  булганлиги учун xvy + (х + у) = ху 
булади. {ху, х+у, 1} тулик система эканлиги в) бандда исбот 
килинган эли, демак, {х + у, xvy,  1} система туликдир.

Худди шундай бошка функциялар системасинингтулик- 
лигини исбот килиш мумкин.

1 - т е о р е м а .  Агар Ф = {срр ..., фи} функциялар системаси 
тулик булса, у  холда унга икки тарафлама булган Ф’ = {ф*,..., ф’} 
функциялар системаси хам тулик; булади.

И с б о т .  Ф‘ системанинг туликлигини исботлаш учун 
исталган /(х ,, ..., хл) функцияни Ф* системасидаги функ­
циялар суперпозицияси оркали ифодалаш мумкинлигини 
курсатишимиз керак. Бунинг учун аввал /*  функцияни 
Ф = {ф,, ..., фл} системадаги функциялар оркали ифодалай- 
миз (Ф система тулик булганлиги учун бу процедурани 
бажариш мумкин). Кейин икки тарафлама конунга асосан 
икки тарафлама функциялар суперпозицияси оркали /ф у н к­
цияни хосил киламиз.

М и с о л .  Куйидаги функциялар системасининг тулик 
эмаслигини исботлайлик:

а) х, 1; б) ху, х v у  ; в) х + у, х  ;
г) x y v y z v x z ,  х ;  д) x y v y z v x z ,  0,1.
а) х = х + 1 га тенг. Демак, {х, 1} системадаги функция­

лар бир аргументли функциялар булади. Бизга маълумки, 
бир аргументли функцияларнинг суперпозицияси натижа- 
сида хосил килинган функция яна бир аргументли функция 
булади. Натижада, бу системадаги функциялар оркали куп 
аргументли функцияларни ифодалаб булмайди. Шунинг учун 
{х, 1} тулик система эмас.

б) {ху, xvy} системадаги функцияларнинг иккаласи хам 
монотондир. Монотон функцияларнинг суперпозицияси 
оркали хосил килинган функция яна монотон булишини 
исбот килган эдик. Демак, бу иккала функциянинг суперпо-
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зицияси оркали монотон булмаган функцияларни ифодалаш 
мумкин эмас ва натижада, {ху, xvy} система туликмас сис­
тема булади.

ц) {х + у, х} системадаги функциялар чизикуж функ- 
ииялардир. Шунинг учун бу функциялар оркали чизикг)1имас 
функцияларни ифодалаб булмайди. Демак, {х + у,  х} функ­
циялар системаси тулик, эмас.

г) { x y v y z v x z ,  х} системадаги функциялар уз-узига 
икки тарафлама функциялардир. Бу функцияларнинг 
суперпозициясидан х,осил цилинган \ар кандай функция 
\ам  уз-узига икки тарафлама функция булади. Демак, 
{ху v yz v xz, а} функциялар системаси тулик эмас.

д) {ху v  yz v  xz, 0,1} системадаги функцияларнинг \ам- 
маси монотон функциялар булади. Монотон эмас функ­
циялар бу системадаги функциялар оркали ифодаланмайди. 
Демак, {ху v  yz v  xz, 0,1} система тулик эмас.

Шундай килиб, юкорида келтирилган масала ечимининг 
анализидан куйидаги хулоса келиб ч и кади.

Берилган Ф функциялар системасининг тулик эмасли- 
гини исботлаш учун системадаги функцияларнинг шундай 
умумий хусусиятини топиш керакки, бу хусусият функ­
циялар суперпозицияси натижасида сак 1 ансин.

\акикатан хам, у вактда бундай хусусиятга эга булмаган 
функцияни Ф системадаги функциялар суперпозицияси 
оркали хосил килиб булмайди.

Функцияларнинг бу маълум хусусиятларини текшириш 
учун одатда функционал ёпик синфлар тушунчасидан 
фойдаланилади.

2- т а ъ р и ф . Агар А системадаги функциялар суперпози­
циясидан хосил булган функция яна шу системанинг элементи 
булса, у  холда бундай система суперпозицияга нисбатан ёпик; 
система деб аталади.

3- т а ъ р и ф . Мантик; алгебрасининг суперпозицияга 
нисбатан ёпик; булган хор кандай функциялар системаси 
Функционал ёпиц синф деб аталади.
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Равшанки, маълум бир хил хусусиятга эга булган функ­
циялар системаси функционал ёпик, синфни ташкил этади 
ва, аксинча, маълум функционал ёпик, синфга кирувчи 
функциялар бир хил хусусиятга эга булган функциялардир. 
Куйидаги функциялар системаси функционал ёпик, синф- 
ларга мисол була олади:

а) бир аргументли функциялар;
б) мантик, алгебрасининг \амма функциялари;
в) L — чизикли функциялар;
г) S  — уз-узига икки тарафлама функциялар;
д) М — монотон функциялар;
е) Р0 — ноль кийматни сакдовчи функциялар;
ж) Рх — бир кийматни са1дювчи функциялар.
4- т а ъ р и ф . Буш сипфдан ва мантик, а/1гебрасининг %амма 

функциялари тупламидан фарк килувчи функционал ёпик синф 
хусусий функционал ёпик синф деб аталади.

Шундай к,илиб, функциялар системасининг тулик, бу- 
лишлиги учун бу системада х,ар к,андай хусусий функционал 
ёпик, синфга кирмайдиган функция топилиши етарли ва 
зарурдир.

5 - т а ъ р и ф .  Уз-узидан в а мантик алгебрасининг %амма 
функциялари синфи (Р2) дан фарк щлувчи функционал ёпик 
синфларга кирмайдиган хусусий функциона/i ёпик синф макси- 
мал функционал ёпик синф деб аталади.

Мантик, алгебрасида х,аммаси булиб бешта максимал 
функционал ёпик, синф мавжуд:

Р0 — ноль сакдовчи функциялар синфи, Рх -  бир сак,- 
ловчи функциялар синфи, М — монотон функциялар синфи, 
S — уз-узига икки тарафлама функциялар синфи, L — чи- 
зикди функциялар синфи.

П о с т  т е о р е м а с и .  Ф = {<рр ..., фл} функциялар систе­
маси тулик булишлиги учун бу системада Р(), Р{, М, S, L 
максимал функционал ёпик синфларнинг хар бирига кирмай­
диган камида битта функция мавжуд булиши етарли ва зарур



р .  §. функционер ётщ синфлар ва Пост теоремаси

(яъни Ф = {ф,, Ф„} система Р0, Рх, М, S, L максимал 
функционал ёпик синфларнинг бирортасининг хам кием туп­
лами булмаганда ва факат шундагина тулик система булади).

И с б о т .  Ф = {ф,, ф„} тулик; система булсин, яъни 
[Ф] = Рг  Фараз киламизки, Ф максимал функционал ёпик, 
синфларнинг бирортаси. У вак,тда Рнинг ёпиьутигини хисобга 
олиб, Р2[Ф1 С [Л = F ни ёзиш мумкин, яъни F -  РТ Аммо 
бундай булиши мумкин эмас. Демак, Ф с  У7 муносабат бажа- 
рилмайди.

Теореманинг етарлилиги исботини укувчиларга \авола 
этамиз.

Н а т и ж а . Мантик алгебрасидаги хар кандай функционал 
ёпик синф Р0, Рх, М, S, L максимал функционал ёпик синф­
ларнинг бирортасининг кием туплами булади.

Амалда бирорта Ф = {ф,, ..., фя} системанинг тулик; ёки 
тулик эмаслигини аникдаш учун Пост жадвалидан фойдала- 
нилади. Пост жадвали куйидаги куринишда булади:

Ро Л S L М

Я>1
ф2
. . . . . .

Ф.-1
ф„

Жадвалнинг хоналарига уша сатрдаги функция функционал 
ёпик синфларнинг элементи булса «+» ишора, булмаса «-» 
ишораси куйилади.

Ф = {ф,, фп} система тулик функциялар системаси 
булиши учун, теоремага асосан, жадвалнинг хар бир усту- 
нида камида битта « -  » ишораси булиши етарли ва зарур.

Ф = {фр ..., фп} функциялар системаси тулик булмаслиги 
учун Р0, Pv М, S, L максимал функционал ёпик синфлар-



нинг бирортасининг кием туплами булиши, яъни Пост 
жадвалинипг бирор устуни тулик «+» ишораларидан иборат 
булиши керак.

Функциялар системасининг туликлиги тушунчаси билан 
синфнинг (тупламнинг) ёпит тушунчаси узаро богланган.

6 - т а ъ р и ф . Л  билан Р2 (мантик алгебрасининг п та аргу­
ментли хамма фунщияларини уз ичига олган) тупламнинг бирор 
кием тупламини белгилаймиз. А туплам функцияларнинг супер- 
позициясидан хосил килинган хамма буль функциялари туплами 
(А туплам функциялари оркали ифодаланган хамма буль функ­
циялари туплами) А тупламнинг ёпит деб аталади ва [А ] 
каби белгиланади.

М и с о л л а р .  \. А -  Р2 булсин, у холда [А ] = Р2.
2. А = {1, х, + х,} булсин, у холла А тупламнинг ёпоти 

Хамма L — чизикли функциялар тупламидан иборат булади.
Туплам ёпоти куйидаги хоссаларга эга:
1) [А ] □ А;
2) [МП = [А 1;
3) агар Л, с  А2 булса, у холда [Л,] с  [А2\ булади;
4) H . l U J a K l U M j I .
7 - т а ъ р и ф .  Агар [ А} = А булса, у  холда А туплам (синф) 

функционал ёпик синф деб аталади.
М и с о л л а р .  1. А = Р2 синф ёпик синф булади.
2. А = {1. х, +х2} синфи ёпик синф булмайди.
3. L синф ёпик синф булади.
Осонгина куриш мумкинки, хар кандай [А ] синф ёпик 

синф булади. Бу хол купгина функционал ёпик синфларни 
гопишга ёрдам беради.

Туплам спиги ва епик синф тилида функциялар систе- 
масипинг туликлиги хакидаги таъриф (аввалги таърифга 
эквивалент булган таъриф) ни бериш мумкин.

8 - т а ъ р и ф .  Агар [А ] = Р2 булса, у  холда А функциялар 
системаси тулик; деб аталади.
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17- §. Функционал ёпиц синфлар ва Пост теоремаси

М и с о л . Куйидаги функциялар системаларининг тулик, 
эмаслигини Пост жадвали оркали исбот килайлик:

а) Ф, = {0, ху, х  + у  + z ) ; б) Ф2 = {I, ху, х + у  + z ) ;
в) Ф3 = {ху  v x z  v y z ) ; г) Ф4 = {0,1, х + у};
д) Ф5 = {0,1,лу}.

S L М

а) 0 + - - + +
ху + + - - +

x + y + z + + + + -

б) 1 - + — + +
ху + + - - +

X + y + z + + + + -

в) х у  V  x z  V  y z - - + - -

г) 0 + - - + +
1 - + - + +

х + у + - - + -

д) 0 + — — + +
1 - + - + +

ху + + - - +

Жадвалдан куриниб турибдики, юкорида келтирилган 
Хамма функциялар системаси тулик эмас, чунки х,ар бир 
система учун жадвалда битта устун факатгина «+» ишорала- 
ридан иборат. Шуни таъкидлашимиз керакки, \ар  бир 
система учун бу устунлар \ар  хил. Демак, Пост теоремаси 
шартидан Рй, Pr М, S, L максимал функционал ёпиксинф-  
ларнинг бирортасини х,ам олиб ташлаш мумкин эмас. Бу 
хулосадан уз навбатида Р0, Pr S , L, М максимал функционал 
епиксинфларнинг бирортаси иккинчисининг кием туплами 
бУда олмаслиги келиб чикапи.
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Муаммоли масала ва топширицлар

1. Куйидаги функциялар системаси функционал ёпиксинф- 
лар булишини исбот кдлинг:
а) бир аргументли функциялар;
б) хамма мантик, алгебрасигганг функциялари;
в) L — чизикди функциялар;
г) S  -  уз-узига икки тарафлама функциялар;
д) М — монотон функциялар;
е) Ра -  ноль кийматни сакдовчи функциялар;
ж) Р, — бир кийматни сакдовчи функциялар.

2. Агар Ф = (ф,, ..., фя) ва F = (/j, ..., / п) функционал ёпик, 
синфлар булса, у холла Ф П Р в а  Ф* = {ф[,. . . ,ф*} лар хам 
функционал ёпик, синфлар булишини ва Ф U Рнинг функ­
ционал ёпик, синф булмаслигини исботланг.

3. Куйидаги максимал функционал ёпик, Pn, Pr S, L, М 
синфларнинг бирортаси иккинчисининг кием туплами 
булмаслигини исботланг.

4. Хар кандай шахсий функционал спик, синф PQ, Pv S , L, M  
максимал функционал ёпик синфларнинг бирортасининг 
Кием туплами эканлигини исботланг.

5. Ноль сакдамовчи функция номонотон функция ёки уз- 
узига икки тарафлама булмаган функция эканлигини 
исботланг.

Мустак,ил ишлаш учун савол ва топширицлар

1. Тулик, функциялар системаси.
2. Функционал спик, синфлар ва хусусий функционал ёпик синфлар.
3. Максимал функционал ёпик, синф ва Пост теорем ас и.
4. Туплам ёпип! ва Пост жадвали.
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Мулохазалар хисоби аксиоматик мантилий система 
булиб, мулохазалар алгебраси эса унинг интерпретацияси- 
дир (талкинидир).

Берилган аксиомалар системаси негизида (базасида) курил- 
ган аксиоматик назария деб, шу аксиомсиюр системасига тая- 
ниб исботланувчи хамма теоремалар мажмуасига айтилади.

Аксиоматик назария формал ва формалмас назариялар- 
га булинади.

Формалмас аксиоматик назария назарий-тупламий маз- 
мун билан тулдирилган булиб, келтириб чикариш тушун­
часи аник берилмаган ва бу назария асосан фикр мазмуни- 
га суя над и.

Кдралаётган аксиоматик назария учун куйидаги шарт- 
лар бажарилган булса, яъни:

1) назариянинг тили берилган;
2) формула тушунчаси аникланган;
3) аксиомалар деб аталадиган формулалар туплами бе­

рилган;
4) бу назарияда келтириб чикариш коидаси аникланган 

булса, формал аксиоматик назария аникланган деб хисоб- 
ланади.

Куйида мулохазалар хисобининг символлари, формула- 
си, аксиомалар системаси, келтириб чикариш коидалари, 
формулалар мажмуасидан формулани келтириб чикариш 
Коидаси, дедукция ва умумлашган дедукция теоремалари, 
айрим мантик конунларининг исботи, мулохазалар алгеб­
раси ва мулохазалар хисоби уртасидаги муносабатлар, му­
лохазалар хисобида ечилиш, зидсизлик, туликтилик ва эр- 
кинлик муаммолари каби масалалар баён этилади.
8 — Х-Тураев



1- §. Мулохазалар хисоби формуласи тушунчаси

|̂ 7| Мулохазалар хисоби. Мантилий богловчилар. Символлар.
Формула. Kjucmuu формула.

Хар кап дай хисобнинг тавсифи бу хисобнинг символ- 
лари тавсифидан, формулалар ва келтириб чикариш форму­
лалари таърифидан иборат.

Мулохазалар хисобида уч категорияли символлардаи ибо­
рат ^итфавит кабул килинади:

Биринчи категория символлари: х, у, z , х{, х2, .... Бу 
символларни узгарувчилар деб атаймиз.

Иккинчи категория символлари: v, л, Булар ман­
тилий богловчилардир. Биринчиси — дизъюнкция ёки мап- 
тикий кушиш белгиси, иккинчиси — конъюнкция ёки ман­
тикий купайтма белгиси, учинчиси — импликация белгиси 
ва туртинчиси — инкор белгиси деб аталади.

Учинчи кагегорияга кавс деб аталадиган ( , )  символ ки- 
ритилали.

Мулохазалар хисобида бошка символлар йук-
Мулохазалар хисобининг формуласи деб мулохазалар 

\исоби алфавити символларининг маълум бир кстма-кет- 
лигига айтилади.

Формулаларни белгилаш учун лотин алфавитининг бош 
харфларидан фойдаланамиз. Бу харфлар мулохазалар хисо- 
бининг символлари каторига кирмайди. Улар факатгина 
формулаларнинг шартли белгилари булиб хизмат килади.

Энди формула тушунчаси таьрифини берайлик. Бу ту- 
шунча куйидагича аникланади:

1) хар кандай х, у, z, ... узгарувчиларнинг исталган бири 
формуладир;

2) агар А ва В нинг хар бири формула булса, у  холда (Ал В),
(А v В), (А—>В) ва А х°м формуладир;

3) бошка хсч кандай символлар сатри формула була ол- 
майди.

[114̂ |_______________________________________ /// БОБ МУЛОХАЗАЛАР \И С.О БИ



Узгарувчиларни элементар формулалар деб атаймиз.
М и с о л .  Формула таърифининг  1 - бандита кура 

х, У, Z, ■■■ узгарувчилар формула булади. У вакгда таъриф- 
нинг 2- бандига мувофик (хлу), (xvy), (х->у), х лар \ ш  
формулалардир. Худди шу тарикаяа (х v у ) , ((хлу)->г)), 
((хлу)-»(у-»г)) хам формулалар булади.

Куйидагилар формула була олмаслигини тушунтиринг:
ху , A Z ,  X V у, Х - + У ,  ( х л  у)  -> X  .

К,исмий формула тушунчасипи киритамиз:
1. Элементар формула учун факат унинг узи кисмий 

формул адир.
2. Агар А формула булса, у холда шу формуланипг узи, 

А формула ва А формуланипг хамма кисмий формулалари 
унинг кисмий формулалари булади.

3. Агар формула А* В куринишда булса (бу ерда ва бун- 
дан ксйин * урпида v, л, -> символларинипг исталгаиини 
тушунамиз), у холда шу формуланинг узи, А ва В формула­
лар хамда А ва В формулаларнинг барча кисмий формула­
лари А* В формуланинг кисмий формулалари булади. Ма­

салан, ((х v у )  - » (г -» у)) формула учун:

((х v j7) -» [z -» у)) “  нолинчи чукурликдаги кисмий 
формула;

(x v  у), (г -> >') — биринчи чукурликдаги кисмий фор­
мулалар;

~  иккинчи чукурликдаги кисмий форму­
лалар;

У, Z — учинчи чукурликдаги кисмий формулалар;
Z ~  туртинчи чукурликдаги кисмий формула булади.
Формулаларни ёзишда айрим соддалаштиришларни 

Кабул киламиз. Худди мулохазалар алгебрасидаги каби фор­
мулалар ёзувидаги кавсларни тушириб колдиришга кели-

I - §. Мулохазалар хисоби формуласи тушунчаси ---------------------------- Ш И



шамиз. Бу келишувга биноан ((xv_v)a^), ( х л у ) ,  ((хлу)—>(?>/)) 
формулаларни мос равишда xvya z ,  х л у ,  хлу->гл/ кури­
нишда сзамиз.

2- §. Исботланувчи формула таърифи. Мулохазалар 
хисобининг аксиомалар системаси (тизими).

Келтириб чицариш цоидалари

\У\ Исботланувчи формула. Аксиома. Келтириб чицариш к,ои- 
даси. Урнига куйиш коидаси. Хулоса коидаси. Аксиомалар 
тизими. Исботлаш.

Энди мулохазалар хисобида исботланувчи формулалар 
синфиии ажратамиз. Исботланувчи формулалар формула­
лар таърифига ухшаш характерда таърифланади. Аввал даст- 
лабки исботланувчи формулалар (аксиомалар), ундан ке- 
йин эса келтириб чикариш коидаси аник^анади. Келтириб 
чик;ариш к,оидаси орк,али бор исботланувчи формулалардан 
янги исботланувчи формулалар хосил к;илинади.

Дастлабки исботланувчи формулалардан келтириб чи- 
Кариш цоидасини куллаш йули билан янги исботланувчи 
формулаларни хосил куитиш шу формулаларни аксиомалар- 
дан келтириб чик,ариш деб аталади.

2.1. Мулохазалар хисобининг аксиомалар системаси (ти­
зими). Мулохазалар хисобининг аксиомалар тизими 11 ак- 
сиомадан иборат булиб, булар турт гурухга булинади. 

Биринчи гурух аксиомалари:
I, х > (у > х).
Г, (Х̂ ( у ^ г ) ) ^ ( ( х ^ у ) ^ ( х ^ ^ ) ) .

Иккинчи гурух; аксиомалари:
11 р хлу-»х.
П2 хлу—»у.
П3 (г-»х)-»((г-»у)->(г-»хлу)).
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2_ $ Исботланувчи формула таърифи

Учинчи гурух, аксиомалари:
III, x->xvj>.
III2 y->xvy.
Ш3 (x-*z)-+((y^>z)^>(xvy^>z)).

Туртинчи гурух; аксиомалари:
IV, (х -> у) -> (у  -» х ) .
IV, х -> х .
IV3 х -» х .
2.2. Келтириб чикариш к,оидаси.
2.2.1. Урнига куйиш коидаси. Агар А мулохазалар \исо- 

биминг исботланувчи формуласи, х узгарувчи, В мулохаза­
лар хисобининг ихтиёрий формуласи булса, у холда А фор­
мула ифодасидаги хамма х лар урнига В формулани куйиш 
натижасида хосил килинган формула хам исботланувчи фор­
мула булади.

А формуладаги х узгарувчилар урнига В формулани 
куйиш операнияси (жараёни)ни урнига куйиш коидаси деб 
айтамиз ва уни куйидаги символ билан белгилаймиз:

в
] (А) .
X

Зикр этилган коидага куйидаги аникликларни кирита- 
миз:

а) агар А факат х узгарувчидан иборат булса, у холда
в
J (А ) урнига куйиш В формулани беради;
X

б) агар А формула х дан фаркли у  узгарувчидан иборат
в

булса, у холда \ (А)  урнига куйиш А ни беради;
X

в) агар А урнига куйиш аникланган формула булса, у 
Холда А формуладаги х урнига В формулани куйиш нати-
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В _

жасида урнига куйишнинг инкори келиб ч и кади, яъни \ ( А)
----  X
В

урнига куйиш J А ни бсради;
X

г) агар ва А2 формулаларда урнига куйиш аниклан- 
в в в

ган булса, у холда j(/f, * А2) урнига куйиш | ( Д ) *  j ( A2) ни
X X X

беради.
Агар А исботланувчи формула булса, уни |- А  шаклда 

ёзишга кслишамиз. У холла урнига куйиш коидасини куйи- 
дагича схематик равишда ифодалаш мумкин:

Ы
hf(^)х

В

ва уни «агар А исботланувчи формула булса, у холда \ (А)
X

хам исботланувчи формула булади» деб укилади.
2.2.2. Хулоса коидаси. Агар А ва А—> В мулохазалар хисо- 

бининг исботланувчи формулалари булса, у холда В хам ис­
ботланувчи формула булади. Бу коида куйидагича схематик 
ран и шла сзилади:

|-  А\ f- А —ъВ
R  '

2.2.3. Исботланувчи формуланинг таърифи.
а) Хар кандай аксиома исботланувчи формуладир;
б) исботланувчи формуладаги х узгарувчи урнига ихти­

ёрий В формулани куйиш натижасида хосил булган форму­
ла исботланувчи формула булади;

в) А ва А—> В исботланувчи формулалардан хулоса коида­
сини куллаш натижасида олинган В формула исботланувчи 
формуладир;

г) мулохазалар хнсобининг бошка хеч кандай формула­
си исботланувчи деб саналмайди.

lily



Т а ъ р и ф .  Исботланувчи формулаларни х;осил цилиш про­
цесс и (жараёни) исбот цилиш (исботлаш) деб аталади.

1- м и с о л  . \- А->А эканлиги (импликациянинг рсфлек- 
сивлиги) исботлансин.

Импликациянинг рефлексивлигини исботлаш учун ушбу

И * - > 0 '->г))->((х-\к)->(х->г)) - 12
X

аксиомадан фойдаланамиз. Бу ерда J(I2) урнига куйишни 
бажариш натижасида z

Ь (I)

келиб чикдди. h  (х-»(у-»г))-»((х-»у)-»(х-».г)) — 12 аксиома 
ва (1) формулага хулоса кридасини куллаб

h(x->y)-4(x-^x) (2)

формулани хосил циламиз. (2) формулага ушбу

} ( 2)
У

урнига куйишни бажариш натижасида

)->(*->*) (3)
исботланувчи формулага эга буламиз. х-^ х -  ГУ, аксиома 
ва (3) формулага нисбатан хулоса кридасини куллаш нати­
жасида

Ьх-»х (4)
исботланувчи формулага келамиз. Нихоят, (4) формуладаги 
х узгарувчи урнига А формулани куйсак,

|-  А—>А

исботланиши керак булган формула хреил булади.

2 -§ . Исботланувчи формула таьрифи_________________________________ j 119 |
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2 - м и с о л .  h  х v у -» х л у эканлигини исботланг. 
(г-»х)->((г-»у)^(г->хлу)) — И3 аксиомага нисбатан кет- 

ма-кет икки марта урнига куйиш усулини куллаймиз: ав- 
вал х ни х га ва кейин у  ни у  га алмаштирамиз. Натижада 
куйидаги исботланувчи формулага эга буламиз:

|- (z -> х) - » ((г -» у)  - » (z -» х л у) ) .  (5)
xvy

(5) формулага нисбатан |(5) урнига куйишни бажа- 

риб, куйидаги ни хосил килам из:

Ь ( ( xvy) —> х) -> ((х v y - > y ) - ) ( x v y - > X A  у)). (5.8)
Энди

x v y - > i c , (6)

X V  у —» у (7)
формулаларнинг исботланувчи эканлигини курсатамиз. Бу- 
нинг учун (х -» у)  -> (у -» х) — IV, аксиомага нисбатан

X V  V

/(•V.)
У

урнига куйишни бажарамиз. Натижада
|- (х -» х v  у) - » (х v  у  -» х) ( 8 )

формулага эга буламиз. (8) формула ва x - » x v y  — TII( аксио­
мага нисбатан хулоса коидасини ишлатиб, (6) нинг исбот­
ланувчи формула эканлигига ишонч хосил к,иламиз. Худди 
шу каби (7) нинг хам исботланувчи формула эканлигини 
курсатиш мумкин.

(6) ва (5) формулаларга хулоса кридасини кулласак,
|— (х v  у  —> у)  —> (х v  у  —> х л у) (9)

исботланувчи формула келиб чикали.



(7) ва (9) формулаларга хулоса коидасини куллаб,
\- x v  у ^  х /\у 

дастлабки формуланинг исботланувчи эканлигини хрсил к,и- 
ламиз.

3- §. Келтириб чикариш цоидасининг \осилалари

Г7\ Хрсилавий коидалар. Бир вактда урнига куйиш коидаси.
Мураккаб хулоса коидаси. Силлогизм коидаси. Контрпози­
ция коидаси. Икки марталик инкорни тушириш коидаси.

Хулоса ва урнига куйиш цоидалари сингари келтириб 
чикариш коидасининг х,осилалари \ам янги исботланувчи 
формулалар х,осил кдяишга имкон яратади.

3.1. Бир вак,тда урнига куйиш коидаси.
Таъриф.  Агар А(х{, хГ ..., хп) — исботланувчи формула 

ва Br Bv ..., Вп мулохазалар х,исобининг ихтиёрий формулала­
ри булса, у холда А формуланинг х{, xv ..., хп узгарувчилари 
урнига бир вактда мос равишда Вг ВГ ..., Вп формулаларни 
Куйиш натижасида С исботланувчи формулани >;осил щлиш 
бир вактда урнига куйиш коидаси деб аталади.

г,, Zj, ..., zn лар А, Я,, В2, ..., Вп формулалардаги бошца 
узгарувчилардан фарк кдпувчи узгарувчилар ва z^Zj (/, У = 1, «) 
булсин. У \олда А формулада п та кетма-кет урнига куйиш- 
ни бажарамиз: аввал х, урнига г, ни, кейин х2 урнига ^ ни 
ва \оказо хп урнига zn ни куямиз. Натижада куйидаги ис-

Zl
ботланувчи формулаларга эга буламиз: b j (Л) урнига куйиш

*•Z2 Zn
\-А{ ни, b J ( A )  урнига куйиш |-А2 ни, |- \(АП_,) урни- 

*2 х" 
га куйиш V Ап ни беради.

Бундан кейин Ап формулага нисбатан яна п та кетма- 
кет урнига куйишни бажарамиз: аввал г, урнига В { ни, кейин 
Z2 урнига В2 ни ва х;оказо ^ урнига Вп ни куйиб чикамиз.

j .  $ Келтириб чицариш коидасининг хосилалари | 121



В\
Бунинг натижасида b J(4,) Урнига куйишдан |- С, пи,

г|
Bj

h J (С,) урнига куиишдан (- С, ни, b J(C n-i) урнига
Zl z„

куйишдан \- Сп ни \осил киламиз. Демак, Сп исботланувчи 
формула А формуладаги х,, х2, хп узгарувчилар урнига 
бир вак,тда мос равишда Вг В2, Вп формулаларни куйиш 
натижасида хосил булади.

Бир вакгаа урнига куйиш операция (коида)сини куйи- 
дагича ифодалаймиз:

м  (|)
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в,.вг,...,в„
h м

’Х2 ••••.*»

3.2. Мураккаб хулоса цоидаси. Бу коилада

[- А ^ (Л 2М А ,М ...(А п̂ Ь )...)))

куринишдаги формулаларга нисбатан иккинчи \осилавий 
Коида ишлатилади ва уни куйидаги тасдик оркали изохлаш 
мумкин.

1-теорема. Агар Аг А2, ..., Ап лар ва

»(/13-»(...(у4я—»L)...))) (2)
исботланувчи формулалар булса, у холда L хам исботланувчи 
формула булади.

Исбот. Теоремани хулоса коидасини кетма-кет куллаш 
оркали исботлаш мумкин. Хакикатан *ам, агар At ва
(2) исботланувчи формулалар булса, у \олда хулоса коида- 
сига асосан

А2->(А3—>(...(Ап->1)...)) (3)



хам исботланувчи формула булади. А2 ва (3) исботланувчи 
формула булган лиги учун

A ^ (...(A n̂ L )...) (4)
формула хам исботланувчи булади. Худди шундай мухока- 
мани давом эттириб, охири L нинг исботланувчи формула 
эканлигига ишонч хосил кдпамиз.

Мураккаб хулоса кридасини схематик равишда куйида­
гича ёзиш мумкин:

\- А \ A t , Ап,\- Ai -*(А2 —>(Aj ->(...(/1л —>/,)...)))
1-1 ' К ’

3.3. Силлогизм цоидаси.
2-теорема. Агар А^>В ва 5—» С исботланувчи форму­

лалар булса, у холда А—> С формула хам исботланувчи булади. 
И сбот .  Теоремани схематик равишда куйидагича ёзамиз:

j_  g Келтириб чицариш цоидасининг цосилалари _______ DU

Н->я,М->С (6)Ь А^С
х—»(у->х) — I, ва х->(у->г))->((-х'->у)->(х-»г)) ~ 12 акси- 

омаларга нисбатан куйидаги
л.в.с В-*С ,А

№ )  ва J(T,)
x.y.z х,у

бир вактда урнига куйиш кридаларини куллаш натижасида 
ушбу исботланувчи формулаларни хосил килам из:

\-{А^ {В ^С))->({А^В)-*{А-+С)), (7)
h(5-»C)^(/l-»(fi->C)). (8)

Теореманинг шартига асосан
Ы->Я, (9)
|-Д->С ( 10)

формулалар исботланувчидир. ( 10) ва (8) дан хулоса крида- 
сига асосан
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М->(Я-»С) ( 11)
формулани хрсил киламиз. У вактда (11), (9) ва (7) дан 
мураккаб хулоса коидасига асосан А-> С эканлиги келиб
ч и к,ади.

Агар А ^ В  ва В-^С исботланувчи формулалар булса, у 
хрлда А-*С \ам исботланувчи формула булишини силло­
гизм коидаси деб атаймиз.

3.4. Контрпозиция коидаси.
3-теорема. Агар А—>В исботланувчи формула булса, у 

х;олда В —> А хам исботланувчи формула, яьни

F l 3 f  <12>
булади.

Исбот .  (jc -> у) -»(у -> х) — IV, аксиомага нисбатан 
бир вактда урнига куйиш коидаси

А.В

х,у

ни куллаб,

Ь (А -» В)-> (В -» А) (13)

исботланувчи формулани х,осил киламиз. Теореманинг шар- 
тига асосан

b А->В (И )
исботланувчи формуладир. Шунинг учун (14) ва (13) дан
хулоса коидасига асосан (- (В  -> А) исботланувчи формула 
эканлиги келиб чикади.

Агар /!->£ исботланувчи формула булса, у ^олда
В -> А \ам исботланувчи формула булишини контрпози­
ция к,оидаси деб атаймиз.
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3.5. Икки карралик инкорни тушириш цоидаси.

4-теорема .  1) Агар А -> В исботланувчи формула 
булса, у холда А̂ > В хам исботланувчи булади;

2) агар А —> В исботланувчи формула булса, у холда А—> В 
формула хам исботланувчи, яъни

Исбот.  х -> х -  IV 2 ва х -> х — IV3 аксиомаларга 
нисбатан ушбу

исботланувчи формулаларни хосил циламиз. Тсореманинг 
1- ва 2- шартларига асосан

формулалар исботланувчидир.
Агар теореманинг 1- шарти бажарилса, у холда (17) ва 

(18) формулалардан силлогизм кридасига асосан \-А^>В 
келиб чикдди.

Агар 2- шарти бажарилса, у х,олда (16) ва (19) формула­
лардан \- А->В ни келтириб чик,арамиз.

Агар А -> В (А -> В ) исботланувчи формула булса, у 
Холда А^>В хам исботланувчи формула булишини икки мар- 
талик инкорни тушириш коидаси деб атаймиз.

Н А В \~ А —>В
|-А->В ва \-А^В (15)

булади.

А в
J(IV ,) ва J( IV 3)
X X

урнига куйиш кридаларини куллаб,
Ь А —> А ,
1- 1 ^ 5

(16)
(17)

(18)

(19)
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Муаммоли масала ва топширицлар
1. Куйидаги ифодаларнинг к,айси бири мулохазалар х,исо- 

бининг формулалари булади:
1) (ft а f t )  -> (/>, v f t ) ;
2) ((ft vft)v(/?,ft) )  ft;
3) (Р\ -> ( f t  v  f t ) )  -> f t ;
4) (ft -» ft) -»((ft -» ft)-> а );
5) (ft л(-> ft) -> (ft -> р,);
6) (А -» Pi) -> ((Л -» ft) -» ((ft v ft ) ft));
7) ((А  -» f t )  а (р\ —> f t ) )  —» (/?, —> (f t  a f t ) ) ;
8) ((ft -> ft) -» (ft v ft))  <-»(/>, v f t ) .

2. Куйидаги формулаларнинг хамма кд-юм формулаларини 
ёзиб чицинг:
/1 = х -> у а  (х v у ) , В = (х у) v (ху),
С = (х у) -» (у -> г), D = ху v xzv yz.
1) х—>(у—>х); 2) avb -* с; 3) a A cvb ;
4)x->y/\z\ 5)xvy^-»x; 6) x - > y v x A y ;
7) ((x -> x) л (у -> г)) -»(xvz);
8) (x > y) > ((x > y) > y ) .
Z,, = (/1 —> 5) —> (B  —> A), L2 = Av B, L3 = A—>Bv С форму­
лалар учун куйидаги урнига куйишларнинг натижалари- 
ни ёзинг:

В.С А—*В В->АлВ,В
1) }(£,); 2) J(L>); 3) J ( I 3);

А.В А А,С

А а В, Av В В, А А л А,С, А
4) j (А ); 5) J(L2) ; 6) j(L3).

А.В А .В А ,В,С



Мудммоли масала ва топшириц/юр ЕЁ
4. Урнига куйиш коидасини куллаб, куйидаги формулалар- 

нипг исботланувчи эканлигини исботланг:
1) (Л— В\
2) АлВ—>/4ajSvC;
3) (А -» В)-> ((С -> В) -> (A v С -> В ) ) ;

4) С v  /) —> С v  D ;

5) (/4лР—>(С—>Р л О )—>(С4лб—> С) —»(/4л 5—> Вл С)).
5. Урнига куйиш ва хулоса к;оидаларини куллаб, куйидаги 

формулаларнинг исботланувчи эканлигини аникланг:
1) AvA->A; 2) А->АлА; 3) Ал В-> ВлА; 

4) AvB->BvA; 5) (А^В)->(А->А); 6) А -> А .
6. Келтириб чик^аришнинг х;осилавий кридаларидан фойда­

ланиб, куйидаги формулаларнинг исботланувчи эканли­
гини исботланг:
1) A v B  ^ А л В ;  2) A->R;
3) (A->B)-*(A->AvB); 4) F->A;
5) (А—}В) —}(А—>А)\ 6) А л А —> F ‘ 
7) (А —> В) л В —» Л ; 8 ) / 4 а Л —> Л v  й .

7. Келтириб чикаришнинг хрсилавий кридаларини исбот­
ланг:
1 \ А ' ^  |-/1 _ )-/i
’ F~aZb ’ \-AwB ’ ^  ХчГ2Г’

13) 1“ Л—>Z?, |-/1 — ,
' Fs ’
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&  Мустакил ишлаш учун савол ва топширик^ар

1. Муло\азалар \исоби формуласи тушунчаси. Мантикий богловчилар. 
Символлар. К.исмий формула.

2. Исботланувчи формула таърифи. Мулохазалар хисобинингаксио- 
малар системаси (тизими). Келтириб чикариш кридалари.

3. Келтириб чикариш кридасинингхосилалари.
4. Бир вак,тда урнига куйиш ва мураккаб хулоса кридалари.
5. Силлогизм, контрпозиция ва икки марталик инкорни тушириш 

кридалари.

4- §. Формулалар мажмуасидан формулани келтириб 
чик,ариш кридаси

[7[ Келтириб чикариш коидаси. Келтириб чикариладиган фор­
мулалар синфи. Исботланувчи формулалар синфи.

Н= {Аг А2, ..., Ап} чекли формулалар мажмуаси (тупла­
ми) берилган булсин. Бу формулалар мажмуасидан форму- 
лани келтириб чикариш тушунчасини берамиз.

Таъриф. 1) Хар кандай А.ч Н формулалар мажмуаси 
Н дан келтириб чикариладиган формуладир.

2) Хар кандай исботланувчи формула Н дан келтириб чи- 
Карилади.

3) С ва С—> В лар Н формулалар мажмуасидан келти,- 
чикарилган формулалар булса, у холда В формула хам 
келтириб чикарилади.

Бирор В формула Я  формулалар мажмуасидан :
чикариладиган булса, уни символик равишда Н\- В . 
ёзамиз.

Агар Я  буш туплам ёки элементлари фак,ат исботланув­
чи формулалардан иборат булса, у холда Я  дан келтириб 
чикариладиган формулалар синфи исботланувчи формула­
лар синфи билан мос келади. Агар формулалар мажмуаси 
Я  нинг хеч булмаганда битта элементи исботланмайдиган



формуладан иборат булса, у \олда Н дан келтириб чицари- 
ладиган формулалар синфи исботланувчи формулалар син­
фи га нисбатан кснгрок булади.

Мисол . Aw В формула Н- {А, В} формулалар мажмуа­
сидан келтириб чикарилишини исботланг.

Исбот.  Ае Н ва Be Ябулганлиги учун формулани кел­
тириб чикариш коидасига асосан

Н\-А, ( I)
H i  В. (2)

А.В,А  В.Л
Н3 ва I, аксиомаларга нисбатан J (113) ва }(Т,) урнига

x,y,z Х,У
куйишларни бажарамиз. Натижада исботланувчи формула­
лар хос ил булади. Улар формулани келтириб чикариш коида­
сига асосан Я  дан келтирилиб чикарилади, яъни

Н\-(А->А)-> ({А^В)^(А^АлВ)), (3)
Н\-В^>(А->В) (4)

каби булади. А->А исботланувчи формула эканлиги учун
Н\-А-*А. (5)

(5) ва (3) формулалардан хулоса коидасига асосан
Н\-(А->В)^>(А-^АлВ) (6)

• ,‘>юсил киламиз. Худди шу каби (2) ва (4) формулалардан
Н\-{А-*В) (7)

ио^аоатга келамиз. (7) ва (6) формулалардан хулоса коида- 
,̂ ан

Н\-А-*АлВ (8)
келиб чикади. У холда (1) ва (8) формулалардан

Н\-АлВ (9)
ни хосил киламиз, яъни Ал В формула Н формулалар маж­
муасидан келиб чикишини курсатдик.
9 — Х ’Гураев
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Н формулалар мажмуасидан бирорта ихтиерий форму­
лани келтириб чикаришда мураккаб хулоса кридасидан х,ам 
фойдаланса булади. Бу х,олда (9) муносабатга (5), (7), (1) ва
(3) мулохазалар орк,али келиш мумкин.

5- §. Келтириб чицариш (исботлаш) тушунчаси.
Дедукция теоремаси. Умумлашган 

дедукция теоремаси

[7[ Исботлаш тушунчаси. Келтириб чикаришнинг хоссалари.
Келтириб чикаришнинг асосий к,оидалари. Дедукция тео­
ремаси. Дедукция умумлашган теоремаси. Конъюнкцияни
киритиш коидаси. Дизьюнкцияни киритиш цоидаси.

5.1. Келтириб чицариш (исботлаш) тушунчаси.
Таъриф.  Агар В{, В2, ..., Вп чекли формулалар кетма- 

кетлигининг хар кандай хади куйидаги уч шартнинг бирорта - 
сини каноатлантирса, у холда бу кетма-кетлик Н  чекли фор­
мулалар мажмуасидан келтириб чицарилган деб аталади:

1) Н формулалар мажмуасининг бирорта формуласи;
2) исботланувчи формула;
3) Bs, Bv Вп кетма-кетликнинг исталган иккита ол- 

динма-кейин келадиган элементларидан хулоса коидасига асо­
сан хосил килинади.

Олдинги параграфдаги мисолда курсатилдики, Н- {А, В} 
дан куйидаги формулалар чекли кетма-кетлиги келтирилиб 
чикарилади:

А, В. (А ^ А )-^ ((А ^ В )М А ^ А лВ)), В^(А-^В),
А, В, А—ьА, (А—>В)—>(А—ь(АлВ)), А—ьВ, А—*АлВ, АлВ.

Агар мураккаб хулоса кридасидан фойдалансак, у \олда 
(исбот) келтириб чикариш формулалари куйидагича булади:

А, В, (А—*А)—>((Л—> В)—>(/4—>АлВ)),
В—>(А—>В), А—>А, А—> В, АлВ.
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Формулани келтириб чикариш ва формулалар мажмуа­
сидан келтириб чикариш таърифларига асосан келтириб чи- 
каришнинг куйидаги хоссалари хосил булади:

1) Я  формулалар мажмуасидан келтириб чикарилган чек- 
ли кетма-кстликнинг бошлангич кием и хам Я  дан келти­
риб чикариладиган булади;

2) агар Я  дан келтириб чикарилган кетма-кетликнинг 
иккита кушни хадлари (элементлари) орасига Я  дан келти­
риб чикарилган бирор боища кетма-кетлик куйилса, у холла 
хосил килинган янги формулалар кетма-кетлиги хам Я  дан 
келтириб чикарилиши мумкин.

Хакикатан хам, масалан, агар Bv В2, ..., Вр Вм, Вк ва 
С,, С,, ..., Ст лар Ядан келтириб чикарилса, у вактда келти­
риб чикариш таърифига асосан Bv В2, ..., Вр С,, С2, Ст,
В. ,, ..., В. хам Я  дан келтириб чикариладиган булади.

3) Я  (формулалар мажмуасидан келтириб чикарилган фор­
мулалар кетма-кетлигининг хар кандай хади Я  дан келти­
риб чикариладиган формуладир.

4) агар Я с  W  булса, у холда Я  дан келтириб чикарилган 
Хар кандай формула W нинг хам формуласи булади.

5) В формула Я  дан келтириб чикариладиган формула 
булиши учун Я  дан келтириб чикарилган ихтиёрий форму­
лалар кетма-кетлигида бу формуланинг мавжуд булиши етар­
ли ва зарурдир.

5.2. Келтириб чикариш коидаси. Я  ва Ж  мулохазалар 
Хисобининг иккита формулалар мажмуаси булсин. Я, W 
оркали бу мажмуаларнинг йигиндисини (бирлашмасини) 
белгилаймиз, яъПи

Я, W= Я  U W.
Агар W мажмуа битта С формуладан иборат булганда 

Хам Я11{С} бирлашмани Я, С куринишда ёзамиз.
Энди келтириб чикаришнинг асосий коидаларини куриб 

Утамиз.
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Т ' 'И
Н, W\- А ■

Бу коида бевосита формулалар мажмуасидан келтириб 
чикариш коидасидан \осил булади.

Н , С \ - л , Н\-С
"■ W a •
Исбот .  Криданинг шартига асосан Я, С формулалар 

мажмуасидан А формула келтириб чикарилади. Шунинг 
учун Я. С дан охирги формуласи А булган келтириб чица- 
риш мавжуд:

Вх, В2, Вк_х, А. ( 1)
Худай шу каби Я  формулалар мажмуасидан С формула­

ни келтириб чикарилиши мумкинлигидан Я  дан кейинги 
формуласи С булган келтириб чикдриш мавжуд:

С„ С2, Ст, С. (2)
(1) келтириб чикаришда С формула иштирок этмаган 

холда, у факат Я  формулалар мажмуасидан келтириб чикд- 
рилган кетма-кстликда булади. Демак, Я  дан А формула 
келтириб чикарилади.

Агар ( I) келтириб чикаришда бирорта формула С булса 
(масалан формула В ), у хрлда BjX ва Вм формулалар ораси- 
га (2) ни куямиз. Натижада куйидаги факат Я  дан келтириб 
чикаришни оламиз:

Вх, В2, В._{, С„ С2, Ст, Bj+X, Вк Х, А.
Шундай килиб, Я  дан А формула келтириб чикарилади.
TIT H,C\-A,W\-C

H , W \ - A  •

И сб о т .  Я, С(- А булганлиги учун I коидага асосан 
Я, W, С\~ А. Криданинг шартига биноан W\- С, у хрлда 
I коидага кура Я, W\- С. 11 коидадан фойдаланиб Я, W\- А ни 
топамиз.



1V HVC-+A
1V* Н,С\-А ■
Исбот.  С —>А формула Я  формулалар мажмуасидан кел­

тириб чикариладиганлиги сабабли Я  нинг шундай келтириб 
чикариши мавжудки, унинг охирида С-»Л формула туради:

Bv в2, ..., Bk_v С->А. (3)
Энди Я  формулалар мажмуасига С формулани кушиб, 

Я, С формулалар мажмуасини \осил киламиз. (3) келтириб 
чикаришга С формулани кушиб, ушбу келтириб чикаришга 
эга буламиз:

В „ В2, ..., Bk_v С—>А, С. (4)
Уз навбатида бу Я, С формулалар мажмуасининг кел­

тириб чикариши булади.
(4) нинг охирига А формулани ёзиш мумкин, чунки у 

хулоса коидасига асосан С—>А ва С формулалардан \осил 
Килинади. Демак, охирги формуласи А булган Я, С форму­
лалар мажмуасининг

Яр В2, ..., Вк [, С—>А, С, А
келтириб чикаришига эга буламиз, бу ердан Я, С\- А экан­
лиги келиб чикади.

V. Дедукция теоремаси: ■

Аввал Я, С формулалар мажмуасининг х,ар кандай
5,, В2, ..., Вк келтириб чикариши учун Н\- С->Вк нингтугри- 
лигини математик индукция методидан фойдаланиб исбот 
Киламиз.

1- к= 1 \ол учун масала тугри. Хакикатан \ам, агар В] 
формула Я, С нинг келтириб чикариши булса, у вактда уч 
\ол булиши мумкин:

а) Я;
б) Я, -  исботланувчи формула,
в) В, формула С нинг узидир.

5-.ft Келтириб чикариш (исботлащ) тушунчаси. Дедукция теоремаси______ Д 133 |



а) ва б) д о л л а р  уЧун Я  дан куйидаги келтириб чик;ариш- 
ни ёзиш мумкин: В {, 5,—»(С—>#,), С—»/?,. Демак, Н\- С—*Ву

в) \ол учун Н\- С—> С эканлигини исботлаш керак.
Аммо С-> С исботланувчи формуладир. Шунинг учун 

уни \ар к;андай мажмуадан келтириб чикариш мумкин.
2. Энди исталган i (/ < к) чукурликдаги х,ар кандай кел­

тириб чикариш учун масала тугри булсин деб хисоблаб, 
унинг к чукурликдаги келтириб чикариш учун туфилиги- 
ни исбот кдламиз.

Вр В„ ..., Вк лар Я, С мажмуанинг келтириб чи^ариши 
булсин, бу ерда к>\. Шунинг учун хам Вк формулага нис­
батан турт хол юз бериши мумкин:

а) Вк е Я;
б) Вк — исботланувчи формула;
в) Вк формула С нинг узидир,
г) Вк формула хулоса кридасига асосан келтириб чи ка­

ри ш даги иккита ундан олдин кетма-кет келадиган форму- 
лалардан хосил кдлинади.

а), б), в) холатлар учугг исбот тулик; равишда к= I холда- 
ги исботга мос келади.

Шунинг учун г) холни курамиз. Бу холда Вк формула В. 
ва 5. формулалардан хосил кдлиниб (i< k,j> k), Bj формула 
В ^ В к куринишни олади ва куйидаги тасдикдар тугри булади:

Н\-С-*В„ (5)
Н\- С ^ (В ^ В к). (6)

12 аксиомада
с,в,,вк

j<u
X , y , z

урнига куйишни бажариб, куйидаги исботланувчи форму­
лага эга буламиз:

Ь(С, (B.->BJ)-+«C^B)-4(C->Bk)). . (7)
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(6), (5) ва (7) ифодалар Я  дан келтириб чикариладиган 
формулалардир. Уларга мураккаб хулоса коидасини куллаб, 
Н\- С-^Вк ни носил киламиз.

Энди умумий, яъни Я, С\- А булган холни курайлик. 
Бу холда Я, С нинг B v Вг ..., Вк1, А келтириб чикариши 
мавжуд булади. Демак, юкорида исбот килганимизга асосан 
Я Ь  С—у А тасдик тугридир.

Дедукция теоремасидан мухим ахамиятга эга булган 
куйидаги натижа келиб чикдди.

Умумлашган дедукция теоремаси:
{CbC,,...,Q}H__

\-С\ —>(С2(С}—>...(Ск—> А)...))

Исбот .  Нк = {С,, С2, ..., C J булсин. Теорема шартига 
асосан Нк\-А ёки НкХ, Ск\- А нинг тугрилиги, Нк х = Нк2, Ск_х 
булганлиги учун эса

Hk-v Ск-Уск-*А 
тасдикнинг тугрилиги келиб ч и кади. Бу ифодага нисбатан 
яна дедукция теоремасини куллаб,

р 8, ■ Нк_21- Ск_х ->(Ск->А)
ни хосил киламиз. Бу процедурани к марта такрорлаб, ушбу 
тасдикка келамиз:

Я0 = 0\- С,—»(С2—»(С3—»... (Ct—»/4)...)).
Аммо буш тупламдан факатгина исботланувчи форму­

лалар келтириб чикариш мумкин, яъни
|- С,—»(С2—»(С3—>... (C t—>Л)...)).

к= 1 булган хусусий холда

5-1). Келтириб чикариш ( исбопыаш) тушунчаси. Дедукция теоремаси

С\-А 
\-С-*А

га эга буламиз.



VI. Коньюнкцияни киритиш коидаси:
Н \-А, Н \- В  

Н\-АлВ  '

Исбот.  Берилганига кура
Н\-А, (8)
НУ- В. (9)

{А, В} формулалар мажмуасидан Ал В формулани келтириб 
чикариш мумкинлиги, яъни

{А,В}\-АлВ (10)
эканлигини курсатган эдик. Келтириб чик,аришнинг I коида­
си га асосан

И, А, В[- Ал В, (11)
Н, А\- В. (12)

Келтириб чикаришнинг II коидасидан фойдаланиб, ( 11) ва 
( 12) муносабатлардан

Н, А\- АлВ (13)
\амда (8) ва (13) дан

Н\-АлВ
ларни хосил киламиз.

V II. Дизъюнкцияни киритиш коидаси:
Н , А \ - С ; Н ,  В\ -С  

/ / ,  Aw B \- C

Исбот.  Н, А\- С, Н, В\~ С шартлардан дедукция теоре- 
масига асосан

Н\-А^С, (14)
Н\-В-*С (15)

формулалар келиб чикади.
Ill аксиома Н формулалар мажмуасидан исботланувчи 

формула сифатида келтириб чикарилади, яъни
Il\- {A - ^ Q ^ {{B ^ Q ^ (A w B ^ Q ). (16)
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(14), (15) ва (16) формулаларга мураккаб хулоса коида- 
сини куллаб

H\-AvB->C (17)
формулани хосил киламиз.

Энди келтириб чикаришнинг IV коидасини куллаб
II, AvB\- С

формулага эга буламиз.

6- §. Айрим мантик конунларииииг исботи
[7 f Мантик, конунлари. Шартшрни урин алмаштириш конуни. 

Шарпыарни кушиш конуни. Шарпътрни ажратиш конуни.
Дедукция теоремаси бир к,атор мантик, к,онунларини 

исботлашга ёрдам беради.
I. Асосларни (шартларни) урин алмаштириш конуни:

Ь С к - ^ О '- ^ ) ) - ^ - »  (*-> *)). (О

Исбот .  Н= {х->(у-*г), у, формулалар мажмуасидан 
x^>(ŷ >z), у, х, y-^z, z келтириб чикариш келиб чикдди. Де­
мак, Я  дан z формула келиб чикдди. У холда умумлашган 
дедукция теоремасига асосан ( 1) формула исботланувчи 
эканлигини хосил киламиз.

Асосларни урин алмаштириш крнунидан исботланувчи 
формулалар учун ушбу асосларни урин алмаштириш кридаси

К (*->(.у->г))
• (-(.и-К*-^))

келиб чикади.
Хак,ик,атан хам, агар

Ьх^>(У->г) (2)
булса, у холда ( 1) ва (2) формулалардан хулоса коидасига 
асосан

Ь /->(•*->£)
Формула хосил кнлинади.

(j. $. Айрим манти^ цонунларининг и с б о т и ____________________________Д 137
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I I.  Асосларни кушиш конуни:
Ь (х-^Су^г))-»(хлу->г). (3)

Исбот.  Н- {х—»(у->г), хлу} формулалар мажмуасидан 
x->(y->z), хлу, хлу-^х, хлу-^у, х, у, у—>£, z келтириб чик;а- 
риш олинади. Бу эса Н дан z формула келиб чикади демак- 
дир. Бу уз навбатида умумлашган дедукция теоремасига асо­
сан (3) формуланинг исботланувчи эканлигини курсатади.

Асосларни кушиш конунидан исботланувчи формула­
лар учун асосларни кушиш коидаси

I-
|-д:л̂ ->с

келиб чикали.
Хаки ката и \ам, агар

h x->(y->z) (4)
булса, у кол да (3) ва (4) формулалардан хулоса коидаларига 
асосан f-хлу-» г эканлигини косил киламиз.

I I I .  Асосларни ажратиш конуни:
Ь(хл.у->г)->(х->(>>-» г)). (5)

Исбот.  Н = {х, у, хлу- ẑ} формулалар мажмуасидан 
келиб чикадиган х, у, хлу-̂ z, хлу, z келтириб чикаришни 
караймиз. Бунда Н формулалар мажмуасидан z формула­
нинг келиб чикиши куриниб турибди. У колда умумлашган 
дедукция теоремасига асосан (5) формула исботланувчи 
эканлиги га ишонч косил киламиз.

Асосларни ажратиш конунидан исботланувчи формула­
лар учун асосларни ажратиш коидаси

Хлу̂ >1
1-x-^(y^z)

Косил булади. Хаки катан кам, агар
h-хлу-̂ z (6)

булса, у колда (5) ва (6) формулалардан хулоса коидаси га 
асосан Ьх-»(>>-»г) эканлиги келиб чикади.



(5- а. Айрим мантиц цонунларининг исботи

IV. bx-Кх ->у).
Исбот .  1, ва IV! аксиомаларда куйидаги

J (I I) ва j (IV ,)
у х ,у

урнига куйишларни бажариш натижасида
Ьх->(у->х), _  (7)

b (У  ->х)->(х -> у ) (8)
исботланувчи формулаларни хосил киламиз. (7) ва (8) фор- 
мулалардан силлогизм коидасига асосан

Ьх->(х-»у)
формула келиб чикади. Асосларни бирлаштириш конуни- 
дан фойдаланиб,

Ьхлх-»у
формулани хосил киламиз. Икки карралик инкорни туши­
риш коидасидан фойдаланиб,

(- хл х -»у
формулага эга буламиз. Бу ердан асосларни ажратиш кону- 
нини куллаб, исботланиши керак булган (5) формулани кел­
тириб чикарамиз.

V. Ь - х л у -^xvy .
Исбот.  Ill, аксиомада z нинг урнига х л у ни куямиз: 

Ь (х -» х а у ) -> ((у -» х л у ) -» (х v у х л у ). (9)
II, ва II, аксиомалардан

b х лу ^ х ,  ( 10)
h х лу  -»у (11)

формулалар келиб чикади. ( 10) ва ( 11) формулаларга контр­
позиция коидасини куллаб, ушбу формулаларни хосил кила­
миз:

h х -> х л у , ( 12)
|-у->хлу .  (13)
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Бу формулаларга икки каррали инкорни тушириш коида­
сини куллаб, куйидаги формулаларни келтириб чикарамиз:

у , (14)
\-у->хлу.  (15)

Энди (9), (14) ва (15) формулаларга мураккаб хулоса коида­
сини куллаб,

( - x v y - » X A y  (16)
формулага эга буламиз.

Нщоят, (16) формулага аввал контрпозиция коидасини 
ва сунгра икки мартали инкорни тушириш коидасини куллаб, 
исботланиши лозим булган

Ь * л . и —»jcvy 
формулани хосил киламиз.

Муаммоли масала ва топширицлар
1. Н формулалар мажмуасидан курсатилган формулаларни 

келтириб чикариш мумкинлигини курсатинг:
1) Н= {А)\- В->А\ 2) Н={А-^В, В-*С\\- А-̂ >С\
3) II= {A ^ Q \- C  4) Н = {А^В, В } М ;
5) Н = {А, А ->В}\- В; 6) Н= {А->В} (- Ал С->Вл С;
7) И= {А->В)\-{С^А)^{С^>В)\
8) Н= {A->B}\-(B^Q-*(A^>Q;
9) Н= {A^(B^>Q\- B ^ (A ^ Q ]
10) H={A->B}\-AvC^BvC.

2. Умумлашган дедукция теоремасидан фойдаланиб, фор­
мулаларнинг исботланувчи эканлигини исботланг:
1) (*->>0->(СУ->г)->(*->г));
2) (A—»£)—>(/lvC—»BvC);
3) (А ^ Б )М (С ^ А )М С - *В )).
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3. Мантик, конунларининг тугрилигини курсатинг:
1) х -»(*-> .У); 2) x v  х 2) х л у -^xvy .

4. Шартларни урин алмаштириш, шартларни кушиш ва 
шартларни ажратиш кридаларидан фойдаланиб, берилган- 
ларнинг тугрилигини исботланг:
1) 2) \-{А->В)л В -» А ; 3) Ь А ->(А->В).

Мустацил ишлаш учун савол ва топшириклар
1. Келтириб чицариладиган ва исботланувчи формулалар синфи.
2. Формулалар мажмуасидан формулани келтириб чикрриш коидаси. 

Келтириб чикариш (исботлаш) тушунчаси. Келтириб чикаришнинг 
хоссалари ва асосий кридалари.

4. Дедукция теоремаси ва умумлашган дедукция теоремаси.
5. Конъюнкцияни ва дизъюнкцияни киритиш кридалари.
6. Мантик, крнунлари. Шартларни урин алмаштириш, кушиш ва 

ажратиш крнунлари.

7- §. Мулохазалар алгебраси ва мулохазалар хисоби 
орасидаги муносабатлар

[у7! Мулохазалар хисоби формуласининг киймати. Мулохазалар 
хисобидаги формулалар билан мулохазалар алгебрасидаги 
формулалар орасидаги муносабатлар. Умумкийматли форму­
ла. Айнан чин формула. Келтириб чикариш хакидаги теорема.
Мулох;азалар хисоби формулаларини худди мулохазалар 

алгебраси формулалари сифатида караш мумкин. Бунинг 
учун мулохазалар \исоби узгарувчиларига мулохазалар ал­
гебраси узгарувчилари сингари «.араймиз, яъни узгарувчи- 
лар чин ёки ёлгон (1 ёки 0) киймат олади деб хисоблаймиз.

a , v , —> ва — амалларини мулохазалар алгебрасидагидек 
аникдаймиз.

Мулохазалар хисобининг хар бир формуласи, узгарув- 
чилар унинг ифодасига кандай киришидан кдтъи назар, 
1 ёки 0 к,иймат кабул килади. Унинг киймати мулохазалар 
алгебрасидаги к;оидатар буйича хисобланади.



Мулохазалар хисоби формуласининг киймати тушун- 
часини аниклайлик.

А — мулохазалар хисоби формуласи, х,, х2, хп лар эса 
А формула ифодасига кирувчи узгарувчилар (х.* х) булсин.
а,, а2, ..., ап лар оркали мос равишда х|; х2, ..., хп узгарувчи­
ларнинг кийматларини белгилаймиз, ае  £, = {0, 1}. (а,, а,, 
..., a j  вектор 2" та кийматлар сатрига эга.

Узгарувчиларнинг битта кийматлар сатри учун А фор­
муланинг киймати Ru а2 ап(А) ни куйидагича аникдаймиз:

1. А формуланинг энг катта узунликдаги кисмий фор­
муласи X . булгапда, Ra]ai ап (х,) = а, булади.

2. Агар к + 1 узунликдаги хамма кисмий формулалар 
аникданган булса, у холда Да Л, АыАр Д-»Д, А, амаллар- 
нинг бажарилиши натижасида олинган к узунликдаги пие­
мий формулалар куйидаги кийматларга эга булади:

R a] ...ап ( Д  л  A j )  =  R ai а2 ...0л ( Д )  л  R at а2 an ( A j ) ,

К , а7 (Д v Aj) = Rai а2 (Д ) v  RU] ai (A j), 

а̂,а2...а„(Д A j  )  =  K t a2...a„ ( Д )  a2...an ( A  j  )  ,

а̂, а2...а„(Д) = a2 ...аЛ (•Ai) •
Масалан, x, v  x4 -> x2 a  x3 формула x,, x2, x3, x4 

узгарувчиларнинг (0, 1, 1, 0) кийматлар сатрида 
^ ,l0(x, v  x4 -> x2 л x3) = 1 кийматга эга.

Хак;ик;атан хам, бу формула куйидаги кисмий формула­
ларга эга:

X , vx4, х2 АХ3 — биринчи узунликдаги кисмий форму­
лалар;

х, v х4, х2 л х3 — иккинчи узунликдаги кисмий форму­
лалар;

х4,х2,х3 - учинчи узунликдаги кисмий формулалар;
х3 — туртинчи узунликдаги кисмий формула.

I *142 |___________________ ____________________ ш  б о б . М УЛОХАЗАЛАР х и с о б и



Бу ердан Rim0(x,) = \, /̂ 110(Зс3) = ^,„0(х,) =
*опо(*2) = Ь ^»1юС-дс4) = о,

*01 10 (-*2 Л  *3  ) =  * 0,10 (-*2 ) Л  * 0,10 ( * 3  ) — 0  )

^ 0110(-х:4 ) =  *0110 ( -* 4 )  =  l j  * o „ o ( * . )  =

* o n o ( * i  v  Х 4 )  =  /?о| ю ( Х | )  v  /?0 1|0 ( х (. )  =  ! ,

■ * 0 1 1 0  ( - ^ 2  Л  Х 3 )  =  * 0 1  ю  ( Х 2 л  Х 3 )  =  1 ,
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* о По (х , V  Х 4 -> х 2 л х 3)  =

= *01 ю(Х| v Х4) —> *оцо(Х2 л Х3) = 1
эканлигини топамиз.

Энди мулохазалар хисоби билан мулохазалар адгсбраси 
орасидаги муносабатларни аникуювчи теоремаларга тухта- 
либ утайлик.

1-теорема. Мулохазалар хисобидаги хар бир исботла­
нувчи формула мулохазалар алгебрасида айнан чин (тавтоло­
гия, умумкийматли) формула булади.

Исбот.  Теоремани исбот кдлиш учун куйидаги учга 
Холни куриб чик,ишга тугри келади:

1) мулохазалар хисобидаги хар бир аксиома мулохаза­
лар алгебрасидаги айнан чин формуладир;

2) айнан чин формулаларга урнига куйиш кридасини 
куллаш натижасида хосил килинган формулалар яна айнан 
чин формулалар булади;

3) айнан чин формулаларга хулоса кридасини куллаш 
натижасида хосил цилинган формулалар яна айнан чин фор­
мулалар булади.

1-Холнинг и сботи .  Мулохазалар хисоби аксиома- 
ларининг айнан чинлигини исботлаш учун чинлик жадва- 
лидан фойдаланамиз:



[7фГ|______ _______________ /// БОБ. МУЛОХАЗАЛАР ХИСОБИ

а) ифодасида битта узгарувчиси бор аксиомалар:

X
i V I V ,

1 1 1

0 1 1

б) ифодасида иккита узгарувчиси бор аксиомалар:

X У I, II, И, III, Щ 2 •V,
1 1 1 1 I 1 1 1
1 0 1 1 1 I 1 1
0 1 1 1 1 1 1 1
0 0 1 I 1 1 1 1

в) ифодасида учта узгарувчиси бор аксиомалар:

X У г 12 !|з ш 3
1 I 1 1 1 1
1 1 0 I 1 1
1 0 1 1 1 1
1 0 0 1 1 1
0 1 1 1 1 1
0 1 0 1 I 1
0 0 1 1 1 1
0 0 0 1 1 1

2-х;олнинг исботи.  Аввал куйидаги леммани ис­
бот к;иламиз.

Лемма. Ава В формулаларнинг ифодасига кирувчи хамма 
узгарувчилар х,, х2, ..., хп, х ва бу узгарувчиларнинг ихтиёрий кий­
матлар сатри эса а,, а2, ап, а булсин. Агар Raiai llna(B ) = (3

булса, у холда RО) а2 а„а ](А )X



Исбот .  Лемманинг исботини, формуланинг тузили- 
шини х,исобга олган холда, индукция методи билан амалга 
оширамиз.

а) А формула х дан фарк, килувчи х. узгарувчи булсин. 
У холда

в
Яа,а2 J(x,) = x ,;

7_ 8 Мулохазспар сыгебраси ва мулохазалар х,исоби орасидаги муносабапыар J E }

я «1 «2 • •• «Я а \(А) = а,, Raiai „лР(Л) = а ; ,

яъни лемманинг тасдиги тугри булади.
в

б) А формула, х узгарувчи булсин. У холда \(А) урнига 
куйиш В ни беради ва

Яа1 «2 I W = <*/. ^a,a, ...a „ (Я)=Р

ни оламиз, яъни лемманинг тасдиги яна тугри булади.
в) А = А] * Аг хамда А, ва А, формулалар учун лемманинг 

шартлари бажарилсин. У холда А формула учуй лемма тас- 
дигининг тугрилиги куйидаги тенгликлардан келиб чикади:

К а2 ... <*„ а

= /<Д)*КЛ) =Д,ч . .^ .К Л )* ^ ч ..^ ./ (4 )-
х̂ х х х

/4 = Ах булган хол учун хам лемманинг тасдиги юк;ори- 
дагидек исботланади. Энди 2- холнинг исботига утамиз.

Лемма. А — берилган формула, х — узгарувчи, В — муло­
хазалар хисобининг исталган формуласи булсин. Агар А айнан

в
чин формула булса, у холда \(А) формула хам айнан чин фор­
мула булади. х
Ю - Х-Тураев
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Исбот.  х,, х , , х л, х лар А ва В формулалар ифодасига 
кирувчи узгарувчилар булсин. Узгарувчиларнинг х,амма

в
2п+1 та (а,, ос2, осл, ос) кийматлар сатрида ](А ) формула

х в
чин киймат кабул кдлишини курсатиш лозим. \(А) фор­
мула айнан чин формула эмас деб фараз киламиз. У холда 
шундай (ос°, а”, ..., а” , ос0) кийматлар сатри топилиб,

булади. Бундан уз навбатида лемма шартига асосан 
*а°а® . а®а0Р(^) = О эканлигини топамиз. Аммо бу А нинг 
айнан чип формула эканлигига зиддир. Демак, хамма к,ий-
матлар сатрида \(А) формула чип киймат кабул келади ва
у айнан чиндир.

3-холнинг исботи.  Агар С ва С—>А формулалар ай­
нан чин булса, у холда А хам айнан чин формула булади.

Исбот .  х,, х2, ..., хя лар С ва А формулалар ифодасига 
кирувчи узгарувчилар булсин. А - айнан чин булмаган фор­
мула деб фараз киламиз. У холла узгарувчиларнинг шундай 
(а”, ой, ...,ося) кийматлар сатри мавжуд буладики, /̂ »ао ао (А) = О 

булади. Бу ердан ao (С ^  А) = во (С) -> о ...„о (А) = 
= 1-40 = 0 эканлиги келиб чикдди. Бу натижа С->А фор­
муланинг айнан чин эканлигига зиддир. Бу карама-карши- 
лик А айнан чин формула эканлигини исботлайди.

2- т е о р е м а (келтириб чикариш хакида). А — мулохаза­
лар хисобининг бирор формуласи; х,, х,, х - шу А формула 
ифодасига кирувчи узгарувчилар ва а,, а,, ал - узгарувчи­
ларнинг ихтиёрий кийматлар сатри булсин. Н оркали чекли 
формулалар мажмуасини белгилаймиз. Агар

1(A) =0X

В

X

х агар ос, = 1 булса, 
X, , агар ос, = 0 булса,



у холда н  = {х"1, х“2,..., х'„1" } формулалар мажмуаси 
учун:

О ^,«2 „а ,М ) = 1 булган холда Н\-А;
2) Ла[СС2 ая(А) = 0 булган холда Н\-А булади.
Исбот.  Теореманинг исботини формула тузилишига 

караб индукция мстоди билан олиб борамиз.
1. А формула х узгарувчи булсин:
а) агар Да,OJ...а„(х,-) = а,- = 1 булса, у холда х.Ь* ёки 

х“‘ \-хг яъни х“‘ |-А. Демак, Н\- Л;
б) агар Ла[а2...а„(х,.) = а,- = О булса, у холда х, \- х, ёки

х“' )- х, , яъни х“‘ \- А . Демак, Н\- А .
2. Энди фараз кдтамизки, В { ва В2 формулалар учун 

теорема тутри деб каралган холда А формула куйидаги турт 
куринишнинг бири булсин:

1. Д,лЯ2; II. H I. Я,->Я2; IV. Bt .
Хар бир холни алохила куриб утамиз.
I. А формула В{а В2 куринишга эга:
а) агар ^ ч . . ^ Д л ^ )  = 1 булса, у холда (В,) = 1 

ва Ла,а2 ) = I келиб чикдди. Бундам килинган фарази- 
мизга кура Н\- В{ ва Н\- Вг Бу ердан уз навбатида конъюнк- 
цияни киритиш коидасига асосан 11\-Bxa Bv яъни Н\-А 
Хос ил булади;

б) агар /^|(Х2 л В2) = 0 булса, у холда Я,ца2 ,.„я(Д) = 0
ёки Ла1а2...а„(52) = 0 булади. Масалан, „2. . . ( В,) = 0 
дейлик, у холда фаразимизга кура

Н\-Вх. (О
II, аксиомага кураЬ В1лВ2->Вг Бу ердан контрпозиция 

Коидасига асосан

7_ f  Мулох,азалар алгебраси ва мулохазсыар хисоби орасидаги муносабштиар - 1 1 1 !
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\- Вх —» В\ А В2 (2)
келиб чикади. ( 1) ва (2) формулалардан хулоса коидасига 
биноан Н Ь В\ а В2 ни хосил киламиз, яъни Н\- А .

II. А формула B{v В2 куринишга эга булсин:
а) агар Ra[aj , aii(B t v B2) - 1 булса, у холда хеч булмаганда

К 1а2...аАВ[) = \ ёки tfaia2 а„(Я2) = 1 булади. 02 Я, ) = 1 
булсин, у холда фаразимизга кура

н\-вг (3)
Ш 3 аксиомага асосан эса

\- Я, -> Я, V  В2 (4)
келиб чикади. (3) ва (4) формулалардан хулоса коидасига 
асосан Н\- B{v В2 ни хосил киламиз, яъни Н\- А\

б) агар К [(1г 1,(̂ 1 v5 ,) = 0 булса, у холда Ra|П2 ^ (5,) = О
ва ...а„(В 2) = 0 булади. Буердан Я|- ва Я|- Я2 келиб 
читали. Уз навбатида конъюнкцияни киритиш коидасига 
асосан

Н \-В,лВ2 (5)
га келинади. Исботланувчи формуладан фойдаланиб,

h 5, л В2 —> В] v В2 (6)
ни оламиз. (5) ва (6) формулалардан хулоса коидасига асо­
сан Н\- 5, v В2 ни хосил киламиз, яъни Н\- А .

III. А формула Bt—>B2 куринишда булсин.
а) агар Ra] а2 ап (В, -> В2) = 1 булса, ёки R<Haj... „я (Я,) = 0,

ёки ..0я(Я2) = 1 булади. Масалан, Яа|а2 ...«,(£,) = О 
булса, у холда

#  b В, (7)
ни хосил киламиз.



Исботланувчи формуладан фойдаланиб (- Я, ->(fi, -» В2) 
формулани топамиз. Бу формуладан асосларнинг урин ал­
маштириш коидасига асосан

b В ^ ( В х->Вг) . (8)
формулани хосил киламиз. (7) ва (8) формулалардан хулоса 
кридасига биноан Н\- В ^ В 2 формулани ёзамиз, яъни

Агар Rai аг ...„„( В2) = 1 булса, у холда
# Ь  В2. (9)

I ! аксиомадан фойдаланиб,
h  В2М В ^ В 2) (10)

формулани келтириб чикарамиз. (9) ва (10) формулалардан 
хулоса коидаси га кура Н\- В{->В2 келиб ч и кади, яъни Н\- А;

б) агар Д,|(Ч ...„_(£, ->В2) = 0 булса, у холда К 11Х2 .Мя(В1) = 1 
ва К 1а2 ...а„(В2) = 0 булади. Бу ердан

Н\-ВЛ, ( 11)
н\-в2 ( 1 2)

эканлиги келиб чикдди. Исботланувчи формула таърифига 
асосан

|- {В ^ В 2) М В ^ В 2).
Бу формуладан асосларнинг урин алмаштириш коидасига 
кура

\- В ^ ( ( В ^ В 2)^ В 2) (13)
формулани келтириб чикарамиз. (11) ва (13) формулалар­
дан хулоса кридасига биноан

Н\-({ВХ-*В2)^ В 2) (14)
ни хосил киламиз, уз навбатида ундан контрпозиция коида- 
сини куллаб

7- S. Мулохазалар сигебраси ва мулохазалар хисоби орасидаги муносабатлар - И
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Н\- В2 ->(В| -» В2) (15)
формулани келтириб чикарамиз. ( 12) ва ( 15) формулалар­
дан хулоса коидасига асосан Н\- (£, -> В2) формулага эга 
буламиз, яъни Н\- А .

IV. А формула 5, куринишга эга булсин:
а) агар Ra> „з (Я ,) = 1 булса, у холда Ra< а2 „„(£,) = О 

булади. Демак, Н\- В ,. яъни Н\- А\
б) агар Ящ aj.. вв (5,) = 0 булса, у холда ДЦ| в2... „, (Д ) = I 

булади ва буидан
Н\~В{ (16)

келиб чикади. IV, аксиомадан фойдаланиб
Н\-Ву->% (17)

формулани ёзамиз. (16) ва (17) формулалардан хулоса коида­
сига асосан П\- 5, ни, яъни Н\- А, ни хосил киламиз.

3-теорема. Мулохазалар алгебрасининг хар бир айнан 
чин формуласи мулохазалар хчеобида исботланувчи формула 
булади.

Исбот.  А формула теорема шартига асосан айнан чин 
формула булганлиги учун Raiaj ап{А) = 1. Бундам 2-теоре- 
мага асосан

Ня\-А (18)

келиб чикади, бу ерда Нп = {*“' , х“я}.
(ap а,, ..., ап) кийматлар сатрларининг сони 2я тага тенг. 

Шунинг учун (18) формула хамма 2" та кийматлар сатрида 
бажарилади.

Агар //„_,= {х,"1, х22, х% ? } булса, у холда, равшан- 
ки, //_р хп\- А ва HnV хп (- А булади. Дизъюнкцияни кири- 
тиш коидасига асосан бу холда HnV xn v хп (- А булади. Аммо
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хп v х„ формула исботланувчи формула булганлиги учун уни 
Я  ,, *„v *n формулалар мажмуасидан олиб ташлаш мум­
кин. Демак, Я_, \-А.

Я, = {*“'} формулалар мажмуалари учун кетма-кет Н ^ А ,  
И^\~А , ..., Я _2Ь А, н у  А эканлигини исботлаш мумкин. 
Маълумки, Я, = {лг“‘} (- А муносабат сх, = 1 ва а, = О доллар 
учун тугридир, яъни х{\- А ва х, (- А. Бу ердан дизъюнкция- 
ни киритиш коидасига асосан х, v х, \-Ara эга буламиз. Аммо 
х,v Зс, исботланувчи формула булганлиги учун уни ташлаб 
юбориш мумкин. Шундай килиб, 0\-А. Демак, А исботла­
нувчи формула экан.

1. Куйидаги формула А = x,vx2—>х3 ва узгарувчиларнинг: 
1) (0, 0, 1); 2) (1, 0, 0) кийматлар сатри берилган. А фор­
мула ва унинг инкори А ни мос формулалар мажмуа­
сидан келтириб чикаринг.

2. Куйидаги формула А - х, vx2—>х3 ва узгарувчиларнинг: 
1) ( 1, 1, 1); 2) ( 1, 0, 1); 3) (0, 1, 0) кийматлар сатри 
берилган. А формула ва унинг инкори А ни мос форму­
лалар мажмуасидан келтириб чикаринг.

3. Куйидаги формула А = (х v у ) -> х л z ва узгарувчилар­
нинг: 1) ( 1, 0, 0); 2) (0, 1, 1); 3) (0, 1, 0) кийматлар сатри 
берилган. А формула ва унинг инкори А ни мос форму­
лалар мажмуасидан келтириб чикаринг.

4. Умумлашган дедукция теоремасидан фойдаланиб, куйи­
даги формулаларнинг исботланувчи эканлигини ва улар 
мулохазалар алгебрасида айпан чин(тавтология) форму­
лалар эканлигини исботланг:

Худди шу каби Я „_2 = {х“' , х?2,..., x""j2}, ..., Я 2 = {х"1, х“2},

Муаммоли масала ва топширицлар



(х-+у) -»((у-» г) -»(*-»г)); 
(*->.y)->(*v£-».yvz);
(х-4;у)-> (U->x)-> U->y)).
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5. х, vx 4 ^ x ; a x-j формула х,, x2, x,, x4 узгарувчиларнинг
( 0 , 1, 1, 0 ) кийматлар сатрида * o n o ( * i  v  x 4 - »  x 2 л  x , )  =  1 
Кийматга эга эканлигини исботланг.

/■&,
Мустацил ишлаш учун савол ва топширикдар

1. Муло\азалар хисоби формуласининг киймати.
2. Мулохазалар алгебраси ва мулохазалар хисоби орасидаги муноса­

батлар.
3. Умумкийматли ва айнан чин формулалар.
4. Келтириб чик,ариш хакидаги теорема.
5. Мулохазалар хисобидаги формулалар билан мулохазалар алгебра- 

силаги формулалар орасидаги муносабатлар.

8- §. Мулохазалар хисобида ечилиш, зидсизлик, 
туликлилик ва эркинлик муаммолари

[71 Ечилиш муаммоси. Зидсизлик муаммоси. Туликлилик муам- 
моси. Эркинлик муаммоси. Аксиоматик назария. Тор маъ- 
нода тулик. Кенг маънода тулик. Эркин аксиома. Эркин 
аксиомалар системаси. Тенг кучли формулалар.

\ар кандай аксиоматик назарияни асослаш учун куйи­
даги туртта муаммони хал кдлишга тугри келади:

1) ечилиш; 2) зидсизлик;
3) туликлилик; 4) эркинлик.
8.1. Мулохазалар хисобининг ечилиш муаммоси. Муло­

хазалар хисобидаги ихтиёрий формулани исботланувчи ёки 
исботланувчи эмаслигини аникутаб берувчи алгоритмнинг 
мавжудлигини исботлаш муаммоси мулохазалар хисобининг 
ечилиш муаммоси деб аталади.
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1-теорема. Мулохазалар хисоби учун ечилиш муаммоси 
хал килинувчидир (ечилувчидир).

Исбот .  Олдинги параграфда айтилгандек, мулохаза­
лар хисобининг исталган формуласини мулохазалар алгеб- 
расининг формуласи сифатида караш мумкин. Демак, бу 
формуланинг мантилий кийматини узгарувчиларнинг ис­
талган кийматлар сатрида аниклаш мумкин.

А — мулохазалар хисобининг ихтиёрий формуласи, 
xv хг ..., хп эса А формуланинг ифодасига кирувчи узга- 
рувчилар булсин.

а̂, ...ая(Л) кийматини хамма 2я та (а г а2, ..., ая) кий­
матлар сатрида \исоблаб чикамиз. Агар хамма кийматлар 
сатрида Rct] an(A) = 1 булса, у холда А формула айнан чин 
булади. Демак, 8- § даги 3-теоремага асосан А мулохазалар 
хисобининг исботланувчи формуласи булади.

Агар шундай (а ” , а”, а “ ) кийматлар сатри топилиб, 
Raо ао(/4) = 0 булса, у холда А айнан чин формула булмай­
ди. У холда 8-§ даги 1-теоремага асосан А исботланувчи 
эмас формуладир.

Шундай килиб, мулохазалар хисобининг исталган фор­
муласини исботланувчи ёки исботланувчи эмаслигини кур- 
сатувчи юкорида баён этилган алгоритм мавжуд экан. 
Демак, мулохазалар хисоби алгоритмик ечилувчи назария- 
дир.

8.2. Мулохазалар хисобининг зидсизлик муаммоси.
1 - т а ъ р и ф . Агар мулохазалар хисобининг ихтиёрий А ва 

А формула/гари бир пайтда исботланувчи формулалар булол- 
маса, у холда бундай мулохазалар хисоби зиддиятсиз аксио­
матик назария, акс холда эса зиддиятга эга булган аксиома­
тик назария деб аталади.

Демак, зиддиятсиз мулохазалар хисобида А ва унинг ин­
кори булган А биргаликда исботланувчи формулалар була 
олмайди.



(х-»у)-> (O'->£)->(*-» г));
(x-^>y)^>(xvz-*yvz);
(х -> у ) -> ((г -» х ) -К г -» у )) .
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5. х, vx 4 -> x2 л x3 формула x,, x2, x3, x4 узгарувчиларнинг
(0, 1, 1, 0) кийматлар сатрида /?ono(xi v x4 -> x2 л x3) = 1 
Кийматга эга эканлигини исботланг.

Мустацил ишлаш учун савол ва топширицлар

1. Мулохазалар х,исоби формуласининг киймати.
2. Мулохазалар алгебраси ва мулохазалар хисоби орасидаги муноса­

батлар.
3. Умумкийматли ва айнан чин формулалар.
4. Келтириб чикариш х,ак,идаги теорема.
5. Мулохазалар хисобидаги формулалар билан мулохазалар алгебра­

сидаги формулалар орасидаги муносабатлар.

8- §. Мулохазалар хисобида ечилиш, зидсизлик, 
туликлилик ва эркинлик муаммолари

[7f Ечилиш муаммоси. Зидсизлик муаммоси. Туликлилик муам- 
моси. Эркинлик муаммоси. Аксиоматик назария. Тор маъ­
нода тулик. Кенг маънода тулик■ Эркин аксиома. Эркин 
аксиомалар системаси. Тенг Ky4jiu формулалар.

\ар кандай аксиоматик назарияни асослаш учун куйи­
даги туртта муаммони хал килишга тугри келади:

1) ечилиш; 2) зидсизлик;
3) туликлилик; 4) эркинлик.
8.1. Мулохазалар хисобининг ечилиш муаммоси. Муло­

хазалар хисобидаги ихтиёрий формулани исботланувчи ёки 
исботланувчи эмаслигини аниклаб берувчи алгоритмнинг 
мавжудлигини исботлаш муаммоси мулохазалар хисобининг 
ечилиш муаммоси деб аталади.
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1-теорема. Мулохазалар хисоби учун ечилиш муаммоси 
х,ал цилинувчидир (ечилувчидир).

Исбот .  Олдинги параграфда айтилгандек, мулохаза­
лар хисобининг исталган формуласини мулохазалар алгеб- 
расининг формуласи сифатида к,араш мумкин. Демак, бу 
формуланинг мантикий кийматини узгарувчиларнинг ис­
талган кийматлар сатрида аник,лаш мумкин.

А — мулохазалар хисобининг ихтиёрий формуласи, 
Хр х7, ..., хп эса А формуланинг ифодасига кирувчи узга­
рувчилар булсин.

«„(•''О к^ийматини хамма 2" та (а,, а 2, ..., ал) к,ий- 
матлар сатрида хисоблаб чикамиз. Агар хамма кийматлар 
сатрида Ra] .„„(''I) = 1 булса, у холда А формула айнан чин 
булади. Демак, 8- § даги 3- теоремага асосан А мулохазалар 
Хисобининг исботланувчи формуласи булади.

Агар шундай ( а ” , а “, ..., а0) кийматлар сатри топилиб, 
Raа „о (Л) - 0 булса, у холда А айнан чин формула булмай- 
ди. У холда 8-§ даги 1-теоремага асосан А исботланувчи 
эмас формуладир.

Шундай цилиб, мулохазалар хисобининг исталган фор­
муласини исботланувчи ёки исботланувчи эмаслигини кур- 
сатувчи юкррида баён этилган алгоритм мавжуд экан. 
Демак, мулохазалар хисоби алгоритмик ечилувчи назария- 
дир.

8.2. Мулохазалар хисобининг зидсизлик муаммоси.
1- т а ъ р и ф . Агар мулохазалар хисобининг ихтиёрий А ва 

А формулалари бир пайтда исботланувчи формулалар булол- 
маса, у холда бундай мулохазалар хисоби зиддиятсиз аксио­
матик назария, акс холда эса зиддиятга эга булган аксиома­
тик назария деб аталади.

Демак, зиддиятсиз мулохазалар хисобида А ва унинг ин- 
кори булган А биргаликда исботланувчи формулалар була 
олмайди.
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Мулохазалар хисобида зидсизлик муаммоси куиидагича 
куйилали: берилган мулохазалар хисоби зиддиятлиликми ёки 
зиддиятсизликми?

2- т е о р е м а . Агар мулохазалар хисобида исботланувчи 
А ва А формулалар мавжудлиги аницланса, у холда бу муло­
хазалар хисобида исталган В формула хам исботланувчи фор­
мула булади.

Исбот .  Бундан кейин хар кандай исботланувчи фор­
мулани R ва R = F билан белгилаймиз.

1. Аввал хар кандай В учун
h B ^ R  ( 1)

формуланинг исботланувчи эканлигини курсатамиз.
Хакикатан хам, I, аксиомадан урнига куйиш натижасида

(2)
ни хосил киламиз. Аммо шартга кура R исботланувчи фор­
мула, яъни

b R. (3)
У холда (2) ва (3) формулалардан хулоса коидасига асосан 
( 1) формуланинг тутрилиги келиб чикади.

2. Энди хар кандай В учун
h F-+B (4)

формуланинг исботланувчи эканлигини тасдиклаймиз.
Хакикатан хам, IV, аксиомадан урнига куйиш натижа­

сида
И 5 ->/?)-» (Л ->В) (5)

формула келиб чикади. Аммо исботлаганимизга асосан
Ь (Я R). (6)

Уз навбатида (6) ва (5) дан хулоса коидасига биноан

Ь R -> В (7)
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формулани \осил киламиз. Икки карралик инкор амалини 
т у ш и р и ш  коидасидан фойдаланиб ва R ни F билан алмаш- 
тирилса,

h F-+B
формулага эга буламиз, яъни (4) исботланувчи формула­
дир.

3. Хар кандай А учун
\-Aa A ^ F  (8)

формула исботланувчи эканлигини курсатамиз.
Хакикатан х;ам, 1, ва IV, аксиомаларга асосан куйидаги- 

лар исботланувчи формулалар булади:
1-AMR-+A), (9)

->F)- ( 10)
(9) ва ( J0) дан силлогизм коидасига биноан

\-А-*(А ->/)
формулани келтириб чикарамиз. Бу формуладан асосларни 
бирлаштириш коидасини куллаш натижасида |-Ал А ->/•" 
формулага келамиз, яъни (8) га эга буламиз.

(4) ва (8) дан силлогизм коидасига асосан
1-АлА-+В (11)

формулани \осил киламиз. Аммо теореманинг шартига кура 
\- А ва h А , у холда \-АлА. Демак, В исботланувчи фор­
мула булади.

3- т е о р е м а . Мулохазалар хисоби зиддиятликсиз назария-
дир.

Исбот. Мулохазалар хисобида А ва А бир вактнинг 
узида исботланувчи буладиган \еч кандай А формула мав­
жуд эмаслигини курсатамиз.

А мулохазалар хисобининг ихтиёрий формуласи булсин. 
Агар А исботланувчи формула булса, у холда 7- § даги 1- тео-
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ремага асосан А айнан чин формуладир ва, демак А айнан 
ёлкон формула булади. Шунинг учун хам А исботланувчи 
формула булмайди.

Дсмак, А ва А бир вакпда исботланувчи формулалар 
була олмайди. Шунинг учун хам мулохазалар хисоби зид- 
диятга эга эмас.

8.3. Мулохазалар хисобининг туликлилик муаммоси.
2- т а ъ р и ф . Мулохазалар хисобининг аксиомалар систе- 

масига шу хисобнинг бирор ихтиёрий исботланмайдиган фор- 
муласини янги аксиома сифатида цушишдан хосил буладиган 
аксиомалар системаси зиддиятга эга булган мулохазалар хисо- 
бига олиб келса, бундай мулохазалар хисоби тор маънодаги 
тулик; аксиоматик назария деб аталади.

3-таъриф. \ар н;андай айнан чин формуласи исботла­
нувчи формула буладиган мулохазалар хисоби кенг маънодаги 
тулик; аксиоматик назария деб аталади.

Демак, мулохазалар хисобининг туликдштик муаммоси 
иккита масалани хал к,илиши керак:

1) янги аксиома сифатида бирор исботланмайдиган фор- 
муласини аксиомалар системасига кушиш натижасида му­
лохазалар хисобини кенгайтириш мумкинми ёки йукми?

2) мулохазалар алгебрасининг хар кандай айнан чин фор­
муласи мулохазалар хисобида исботланувчи буладими ёки 
йуцми?

Бу масалаларнинг ечими куйидаги теоремаларнинг маз- 
мунидан иборат.

4-теорема. Мулохазалар хисоби тор маънода тулщдир.
И с бот. Л мулохазалар хисобидаги ихтиёрий исботлан­

майдиган (исботланувчи эмас) формула, хг х2, хп эса 
А формула таркибига кирувчи узгарувчилар булсин. А ис­
ботланмайдиган формула эканлигидан у айнан чин форму­
ла эмас. Демак, хг х2, хп узгарувчиларнинг шундай 
а р а,, ..., ал к,ийматлар сатри мавжудки,
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ЛО|О2 .аяи и 1,х2,...,хя)) = 0 ( 12)
булади.

Bv В2, ..., Вл лар xv х2, ..., хп узгарувчиларга боклик, ихти­
ёрий айнан чин формулалар булсин. 5“', /?“2, 5 “” маж- 
муани (наборни) караймиз. Бу ерда

Ва, I е/» агаР «/ = 1 булса,
[В;, агар а, = 0 булса.

в“' , й“2..В%"
А формулада j(A ) урнига куйишни бажариб, ушбу

*1 .*2..
формулага эга буламиз:

А (в р ,ф , . . . ,в ; ') .  (13)
( 12) формуланинг айнан ёлгон формула эканлигини кур­

сатамиз. хр х2, ..., хп узгарувчиларнинг ихтиёрий а,, а „ он 
Кийматлар сатрини оламиз. Вг В2, ..., Вп формулалар айнан
чин формулалар эканлигидан /?0|0, 0 (В ;) = 1 булади. У 
холда Rai 02 0п (В ? ) = а, уринли. Демак,

ла,а, ...<,nA(B?1, Bf2,..., В “") = А( а , ,а 2,...,а„) = 0.

Бу ердан А (В*', В?2 > К " ) нинг айнан чин формула 
эканлиги келиб чикдди ва у 7-§ даги 3-теоремага асосан 
исботланувчи формула булади.

Иккинчи томондан, агар мулохазалар хисобининг аксио­
малари кдгорига А(х,, х2, ..., хл) формулани янги аксиома 
сифатида кушиб куйсак, у холда янги хосил булган мулоха­
залар хисобида бу формула аксиома булганлиги учун исбот­
ланувчи формула булади. Шу вактнинг узида янги мулоха­
залар хисобида А(Вр , В22,..., В*") формула хам исботла­
нувчи формула булади, чунки у исботланувчи формуладан 
урнига куйиш кридаси оркали хосил килинган.
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Шундай килиб, янги мулохазалар хисобида иккита
А (В ?', В*2, ..., В“я) ва А (В*', B j2, ..., В*") исботланувчи 
формулага эга буламиз. Демак, янги мулохазалар хисоби 
зиддиятга эга булган аксиоматик назария экан. Бу ердан 
унинг тор маънода тулиьутиги келиб чикади.

5-теорема. Мулохазалар хисоби кенг маънода туликдир.
Исбот. Биз 7- параграфда (3- теорема) мулохазалар ал- 

гебрасининг хар бир айнан чин формуласи мулохазалар 
Хисобида исботланувчи формула эканлигини исбот килган 
эдик. Демак, мулохазалар хисоби кенг маънода туликдир.

8.4. Мулохазалар хисоби аксиомаларининг эркинлик 
муаммоси. Хар кандай аксиоматик хисобда аксиомаларнинг 
эркинлик масаласи, яъни бирорта аксиомани систсманинг 
колган аксиомаларидан келтириб чикариш коидаси оркали 
Хосил этиш мумкинми ёки йукми деган муаммо мавжуд 
булади. Агар бирор аксиома учун бу масала ижобий хал этил- 
са, у холда бу аксиома система аксиомалари руйхатидан чи- 
Кариб ташланади ва мантикий хисоб бу билан узгармайди, 
яъни исботланувчи формулалар синфи узгармасдан колади.

4- т а ъ р и ф . Агар А аксиомани мулохазалар хисобининг 
долган аксиомаларидан келтириб чикариш мумкин булмаса, 
у шу мулохазалар хисобининг бошка аксиомаларидан эркин 
аксиома деб аталади.

5- т а ъ р и ф . Агар мулохазалар хисоби аксиомалар систе- 
масининг хар бир аксиомаси эркин булса, у холда мулохазалар 
Хисобининг аксиомалар системаси эркин деб ата,1ади.

6-теорема. Мулохазалар хисобининг аксиомалар сис­
темаси эркиндир.

Исбот .  А мулохазалар хисобининг ихтиёрий аксио­
маси булсин. Бу аксиоманинг эркинлигини исботлаш учун 
мулохазалар хисобига нисбатан куйидаги усулни куллай- 
миз: мулохазалар хисоби узгарувчиларини а ёки (3 киймат 
кабул килувчи узгарувчилар сифатида караймиз. Бу ерда а 
чин ролини ва (3 ёлгон ролини уйнайди.
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a ,  v ,  -  амалларни шундай аникдаймизки, куйидаги 
шартлар уринли булсин:

1) А аксиомадан ташкари системанинг х;амма аксиома­
лари таркибидаги узгарувчиларнинг барча кийматларида 
факат а кийматни кабул килейн;

2) А аксиомадан бошка, аксиомалар мажмуасидан кел­
тириб чикарилган хар кандай формула хам таркибидаги узга­
рувчиларнинг барча кийматларида факат а кийматни кабул 
килсин;

3) А аксиома таркибидаги узгарувчиларнинг айрим кий­
матларида (3 кдийматни кабул килсин.

Агар А аксиомага нисбатан юкорида келтирилган 
интерпретация (изохлаш) уринли булса, у холда А аксиома 
бошка аксиомалардан эркин эканлиги келиб чикади. Хаки- 
катан хам, агар А аксиомани мулохазалар хисобининг бош­
ка аксиомаларидан келтириб чикариш мумкин булганда эди, 
у шартларнинг иккинчисига асосан таркибидаги узгарув­
чиларнинг барча кийматларида факат а кийматни кабул 
килиб, бу эса 3- шартга зид булар эди. Демак, А аксиомани 
мулохазалар хисобининг бошка аксиомаларидан келтириб 
чикариш мумкин эмас ва у системадаги эркин аксиомадир.

Узгарувчиларининг урнига улариинг айрим кийматла­
ри куйилганда хам формулалар маънога эга деб келишамиз. 
Масалан, адР, а—>А, а —>(0—»а) ва бошкалар.

6- т а ъ р и ф . Таркибидаги узгарувчиларни а ва (3 билан ал- 
маштирганда бир хил киймат кабул килувчи А ва В формула­
лар тенг кучли формулалар деб аталади хам да бу А = В кури­
нишда ёзилади.

Тенглик белгиси л , v ,  —» мантикий богловчиларга нис­
батан сустрок боглайди деб хисоблаймиз.

Энди II, аксиоманинг эркинлигини исбот килайлик. 
Бунинг учун конъюнкциядан ташкари колган хамма ман­
тикий амалларни худди мантик алгебрасидагидек ва конъ­
юнкция амалини хлу = у  тенглик оркали аникдаймиз:



I l l  БОБ. МУЛОХАЗАЛАР ХИСОБИ

X X
а Р
Р а

X У XV у х-^у хлу
а а а а. а
а Р а Р Р
Р а а а а

Р Р Р а Р

Ушбу интерпретация учун юкорила келтирилган учта 
шартнинг бажарилишини курсатамиз.

II, аксиомадан ташкари мулохазалар хисобининг кол­
ган хамма аксиомалари узгарувчиларпинг барча кийматла- 
рида (х киймат кабул килади (бу холни чинлик жадвали ор- 
Кали курсатиш мумкин).

Хакикатан хам I, II I ва IV гурух аксиомаларида конъ­
юнкция амали катнашмайди. Колган мантикий амаллар худ­
ди мулохазалар алгебрасидагидек аникланган.

Мулохазалар алгебрасида бу формулалар айнан чин фор­
мулалар булганлигидан, ушбу интерпретацияда узгарувчи- 
ларнинг барча кийматларида улар а киймат кабул кил ал и.

II,, II, ва 113 аксиомаларпи курайлик.
II, ва II, аксиомалар кабул килинган интерпретацияда 

у^>у формулага тенг булади ва (3, х = а кийматларда Р кий­
мат кабул килади, яъни Xе 4 качон а киймат кабул килмайди.

Энли айнан а га тенг формулалардан келтириб чика­
риш коидасига асосан хосил килинган формулалар хам а га 
тенглигини курсатиш колди, яъни 2- шартнинг бажарили­
шини курсатиш керак.

Олдинги параграфларда айнан чин формулаларга урни­
га куйиш ва хулоса коидаларини куллаш натижасида чика- 
рилган формулалар айнан чин формулалар булишини курсат- 
ган эдик. Демак, 2- шарт хам бажарилади. Шундай килиб, 
мулохазалар хисобининг II, аксиомаси эркин аксиома экан.

Худди шу схемадан фойдаланиб, мулохазалар хисоби­
нинг I, II, III ва IV гурухларидаги хар бир а к с и о м а н и н г  
эркинлигини курсатиш мумкин. Демак, мулохазалар хисо- 
биншгг аксиомалар системаси эркинлир.
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1. Хар цандай аксиоматик назарияни асослаш учун нечта 
муаммоларни куриб чикишга тугри келади?

2. А(х) ва В(х) ихтиёрий прсдикатлар булсин. Куйидаги фор­
мулаларнинг к,айси бири А(х) -> В{х) формулага тенг 
кучли формула булади:
1) A(x)vB(x); 2) /4(x)vfi(x); 3) А(х) -> В(х ) ;
4) В (х )-*А (х ); 5) А (х )лВ (х ); 6) А (х )лВ (х );
7) В (х )^ А (х ).

3. Куйидаги тасдик,лар(теоремалар)1шнг нотугрилигини 
исбот кдлинг:
1) агар функция х0 нуцтада узлуксиз булса, у холда у шу 
нуктала дифференциалланувчи булади;
2) агар сонли к;аторнинг п- хади нолга генг булса, у холда 
бу катор якинлашувчи булади;
3) агар туртбурчакнинг диагоналлари тенг булса, у холда 
бу туртбурчак тугри бурчакли булади;
4) агар \а, Ь] ёпик; интервалда интегралланувчи булса, у 
холда у шу интервалда узлуксиз булади.

1. Мулохазалар хисобининг ечилиш муаммоси.
2. Мулохазалар хисобининг зидсизлик муаммоси.
3. Мулохазалар хисобининг туликлилик муаммоси.
4. Мулохазалар хисоби аксиомалари нинг эркинлик муаммоси.
5. Аксиоматик назария хакдаа тушунча.
6. Тор маънода тулик,. Кенг маънода тулик;.
7. Эркин аксиомалар системаси. Тенг кучли формулалар.

Муаммоли масала ва топширицлар

U - Х-Тураев
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Куйидаги бобда предикатлар мантики баён этилган. Бу 
ерда предикат тушунчаси, предикатлар устида мантикий 
амаллар, умумийлик ва мавжудлик кванторлари, предикат­
лар мантикининг формуласи ва унинг киймати, предикатлар 
мантикининг тенг кучли формулалари, предикатлар ман­
тики формуласининг нормал шакли, бажарилувчи ва умум- 
Кийматли формулалар, ечилиш муаммоси, хусусий лолларда 
формуланинг умумкийматлилигини топиш алгоритмлари, 
предикатлар мантикининг математикага татбики, аксиома­
тик предикатлар хисоби хаки да маълумотлар келтирилади.

1- §. Предикат тушунчаси. Предикатлар устида 
мантилий амаллар

Предикат. Предикатлар мантици. Бир жойли предикат.
Куп жойли предикат. Предикатнинг чинлик туплами.
Айнан чин предикат. Айнан ёлгон предикат. Предикат­
лар устида мантилий амаллар.

1.1. Предикат тушунчаси. Мантик алгебрасида мулоха­
залар факат чин ёки ёлгон киймат олиши нуктаи назаридан 
каралади. Мулохазаларнинг на структураси ва хатто на 
мазмуни каралмайди. Аммо фанда ва амалиётда мулохаза­
ларнинг структураси ва мазмунидан келиб чикадиган хуло- 
салардан (натижалардан) фойдаланилади. Масалан, «Хар кан­
дай ромб параллелограммдир; ABCD - ромб; демак, A BCD - 
п арапл ело грамм».

Асос (шарт) ва хулоса мулохазалар мантикининг эле- 
ментар мулохазалари булади ва уларни бу мантик нуктаи 
назаридан булипмас, бир бугун деб ва уларнинг ички струк- 
турасини хисобга олмасдан каралади. Шундай килиб, ман­
тик алгебраси мантикнинг мухим кисми булишига кара-



масдан, купгина фикрларни тахлил килишга цодир (етар­
ли) эмас. Шунинг учун \ам мулохазалар мантик,ини кен- 
гайтириш масаласи вужулга келди, яъни элементар муло­
хазаларнинг ички структурасини хам таджик, эта оладиган 
мантикий системани яратиш муаммоси пайдо булди. Бун­
дай система мулохазалар мантикини узининг бир кисми 
сифатида бутунлайига уз ичига оладиган предикатлар ман- 
тикддир.

Предикатлар мантики анъанавий формал мантик, син- 
гари элементар мулохазани субъект ва предикат кисмларга 
булади.

Субъект — бу мулохазада бирор нарса хак,ида нимадир 
тасдиклайди; предикат — бу субъектни тасдиклаш. Маса­
лан, «5 — туб сон» мулохазасида «5» — субъект, «туб сон» — 
предикат. Бу мулохазада «5» «туб сон булиш» хусусиятига 
эга эканлиги тасдикутанади.

Агар келтирилган мулохазада маълум 5 сонини натурал 
сонлар тупламидаги х узгарувчи билап алмаштирсак, у холда 
«х — туб сон» куринишидаги мулохаза формасига (шакли- 
га) эга буламиз. х узгарувчининг бир хил кийматлари (ма­
салан, х = 13, х = 3, х = 19) учун бу форма чин мулохазалар ва 
х узгарувчининг бошка кийматлари (масалан, х= 10, х= 20) 
учун бу форма ёлгон мулохазалар беради.

Аникки, бу форма бир х аргументли функцияни аник- 
лайди. Бу функциянинг аникдапиш со\аси натурал сонлар 
туплами N а а кийматлар сохаси {1,0} туплам булади.

1-таъриф. М тупламда аникланган ва { 1, 0} туплам­
дан киймат кабул килувчи бир аргументли Р(х) функция бир 
жойли (бир уринли) предикат деб аталади.

М тупламни Р(х) предикатпинг аникланиш сох;аси деб 
айтамиз.

Р(х) предикат чин киймат кабул килувчи хамма хе М 
элементлар туплами Р(х) предиката и пг чинлик туплами деб 
аталади, яъни Р(х) прсдикатнинг чинлик туплами 1р- 
= {х : хе Л/, Р(х) - 1} туготамдир.

I- §. Предикат тушунчаси. Предикатлар устида мантилий амаллар — Ц ы
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Масалан, «х - туб сон» -  Р(х) предиката N натурал 
сонлар тупламида аникланган ва унинг 1р чинлик туплами 
Хамма туб сонлар тупламидан иборат. «sinx = О» - Q(x) пре­
диката R хакикий сонлар тупламида аникланган ва унинг 
/() чинлик туплами IQ={kn, keZ}. «Параллелограмм диаго- 
наллари х бир-бири га перпендикулярдир» - Ф(х) предикат - 
нинг аникланиш со\аси ,\амма параллелограммлар туплами 
ва чинлик туплами \амма ромблар туплами булади.

Бир жойли предикатларга юкорида келтирилган мисол- 
лар предметларнинг хусусиятларини ифодалайди.

2-таъриф. Агар М тупламда аникланган Р(х) преди­
кат учун 1Р = М(/р- 0 ) булса, у айнан чин (айнан ёлгон) деб 
аталади.

Энди куп жойли предикат тушунчасини аниклаймиз. 
Куп жойли предикат предметлар орасидаги муносабатни 
аниклайди.

«Кичик» муносабати икки предмет орасидаги бинар му­
носабатни ифодалайди. «х<у» (бу ерда х, ye Z) бинар муно­
сабати икки аргументли Р(х, у) функцияни ифодалайди. Бу 
функция ZxZ тупламда аникланган ва кийматлар сох;аси 
{ 1, 0} туплам булади.

3-таъриф. М = М^хМ2 тупламда аникланган ва { 1, 0} 
тупламдан киймат олувчи икки аргументли Р(х, у) функция- 
га икки жойли предикат деб аталади.

Масалан, «х = у» Q(x, у) икки жойли предикат R2 = RxR 
тупламда аникланган; «х!.у» — х тугри чизик У тугри чи- 
зикка перпендикуляр — F(x, у) икки жойли предикат бир 
текисликда ётувчи тугри чизиклар тупламида аникланган.

п- жойли предикат \ам худди шундай аникланади.
1-м и со л. Куйида берилган муло^азаларнинг кайси 

бири предикат булишини ва уларнинг чинлик тупламини 
аникланг. Бир жойли предикатлар нинг аникланиш сохаси 
М = R ва икки жойли предикатлар учун аникланиш со\аси 
М= Rx R булсин:
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1) Х +  5 = 1; 2) х2-2х+ 1 =0; 3)х+2<3х~4;
4) (х + 2) - (Зх- 4); 5)х2+у2>0.
Еч им . 1) Бу берилган ифода бир жойли предикат А(х) 

булади ва 1А = {-4};
2) ифода билаи берилган мулохаза бир жойли предикат 

Дх) булади ва 1Л = {1};
3) ифода билан берилган мулохаза бир жойли предикат 

А{х) булади ва 1Л = { 3, +°°};
4) ифода билан берилган мулохаза предикат булмайди;
5) берилган ифода икки жойли предикат А(х, у) булади 

ва IA = Rx /?\{0, 0}.
2- м и с о л . Куйидаги предикатларнинг кайси бири айнан 

чин булишини аникданг:
1)х 2 + .у2>0; 2)х 2+у2>0; 3) sin2x + cos2x = 1;
4) (х + 1) 2 > х - 1; 5) х2 + 1 > (х + 1)2.
Ечим .  Равшанки, 1, 3 ва 4-предикатлар айнан чин 

булади. 2- предикатна х = 0, у = 0 кийматларида тепгсизлик 
бузилади. 5- предикатда булса,-х пинг хамма мусбат к,иймат- 
ларида тенгсизлик ишораси бузилади. Демак, 2 ва 5- преди­
катлар айнан чин предикатлар була олмайди.

3-мисол .  М - х М2 d R х R тупламда А(х, у) ва 
В(х, у) предикатлар берилган булсин. А(х, у) <-* В(х, у) пре- 
дикатнинг чинлик тупламини топинг ва уни Эйлер доира- 
лари оркали ифодаланг.

А(х, у) <-» В(х, у) = (А(х, у) -» В(х, у)) л (В(х, у) -» А{х, у)) 
булганлиги учун

1А 1Н чинлик туплами IV. 1-шаклда штрихланган соха 
сифатида курсатилган.

Е ч и м .

= = ( ( ^ и / 5)П (С/йи/,)) =
= (1АС]1ВЮ (С/АПС1В).
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IV. 1- шакл.

1.2. Предикатлар устида мантикий амаллар. Прсдикатлар 
хам мулохазалар сингари факатгина чин ва ёлгон ( 1, 0) кий­
матлар кабул килганликлари туфайли улар устида мулоха­
залар мантикидаги хамма мантикий амалларни бажариш 
мумкин.

Бир жойли предикатлар мисолида мулохазалар манти­
кидаги мантикий амалларнинг предикатларга татбик эти- 
лишини курайлик.

М тупламда Р(х) ва Q(x) предикатлар аникданган бул­
син.

4-таъриф. Берилган М тупламда аникланган Р(х) ва Q{x) 
предикатларнинг конъюнкцияси деб, факат ва факат хе М 
Кийматларда аникланган х,амда Р(х) ва Q{x) лар бир вактда 
чин киймат кабул килгандагина чин киймат кабул килиб, калган 
барча холларда ёлгон киймат кабул кшувчи янги предикатга 
айтилади ва у Р(х)л Q(x) каби белгиланади.

Р(х)д Q(x) прсдикатнинг чинлик сохаси fpf] IQтупламдан, 
яъни Р(х) ва Q(x) предикатлар чинлик сохаларининг уму­
мий кисмидан иборат булади.

Масалан, Р(х): «х — жуфт сон» ва Q{x): «х— ток сон» 
предикатлар учун «х — жуфт сон ва х — ток сон» : F\x) л Q(x) 
предикатлар конъюнкцияси мос келади ва унинг чинлик 
сохаси 0  буш тупламдан иборат булади.

5-таъриф. Берилган М тупламда аникланган Дх) ва 
Q(x) предикатларнинг дизыонкцияси деб, факат ва факатгина 
хе М кийматларда аникланган х,амда Г\х) ва Q(x) предикатлар
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ёлгон к;иймат кабул килганда ёлюн киймат кабул килиб, колган 
барча х,олларда чин киймат кабул килувчи янги предикатга 
айтилади ва у Р(х) v  Q{x) каби белги,1анади.

Р(х)v  Q(x) предикатнинг чинлик со\аси /r U IQ тупламдан 
иборат булади.

6 -таъриф. Агар х,амма хе М кийматларда Р(х) преди­
кат чин киймат кабул килганда ёлгон киймат ва хе М нинг 
барча кийматларида Р(х) предикат ёлюн киймат кабул кил­
ганда чин киймат кабул килувчи предикат Р(х) предикатнинг 
инкори деб аталади ва у Р(х) каби белгиланади.

Бу таърифдан = М \ I р = С/Р келиб чикади.
7-таъриф. Факат в а факатгина хе М лар учун бир 

вактда Р(х) чин киймат ва Q(x) ёлгон киймат кабул килганда 
ёлгон киймат кабул килиб, колган jfамма лолларда чин киймат 
Кабул киладиган Р(х) Q(x) предикат Р(х) ва Q(x) предикат- 
ларнинг импликацияси деб аталади.

Хар бир тайинланган хе М учун
Р{х) -> Q(x) = Р(х) v  (?(х)

тенг кучлилик тугри булганлигидан I PM} = I P[MQ =CIP( J IQ 
уринлидир.

2- §. Умумийлик ва мавжудлик кванторлари

[7\ Умумийлик квантори. Мавжудлик квантори. Кванторли
амаллар билан конъюнкция в а дизъюнкция амаллари ораси­
даги муносабат.

М тупламда аникланган Р(х) предикат берилган булсин. 
Агар ае М ни Р(х) предикатнинг х аргумента урнига куйсак, 
У \олда бу предикат Р{а) муло\азага айланади.

Предикатлар мантикида яна иккита амал мавжудки, 
улар бир жойли предикатни муло\азага айлантиради.

2.1. Умумийлик квантори. М тупламда аникланган Р(х) 
предикат берилган булсин. Хар кандай хе М учун Р(х) чин
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ва акс холда ёлгон киймат кабул килувчи мулохаза ифода- 
сини УхР(х) формада ёзамиз. Бу мулохаза энди л: га боглик 
булмай колали ва у куйидагича укилади: «Хар кандай х учун 
Р(х) чин». V символи умумийлик кванторы леб айтилади. 
Айтилган фикрларни математик тилда куйидагича ёзиш 
мумкин:

Р(х) преликатда х ни эркин (озод) узгарувчи ва УхР(х) му- 
лохазала х ни умумийлик квантори V билан богланган 
узгарувчи деб аталади.

2.2. Мавжудлик квантори. Р(х) предикат М тупламда 
аникланган булсин. Хеч булмаганда бирорта хе М учун Дх) 
предикат чин ва акс холда ёлгон киймат кабул килувчи 
мулохаза ифодасини ЗхР(х) шаклда ёзамиз. Бу мулохаза х га 
боглик эмас ва уни куйидагича укиш мумкин: «Шундай х 
мавжудки, Р(х) = 1», яъни

3 символи мавжудлик квантори леб аталади. ЗхР(х) муло- 
Хазада х узгарувчи 3 квантори билан богланган булади.

Масалан, N натура! сонлар тупламида Р(х) предикат 
берилган булсин: «х— туб сон». Кванторлардан фойдаланиб 
ушбу предикатдан куйидаги мулохазаларни хосил килиш 
мумкин: \/хР(х) — «Хамма натурат сонлар туб сонлар бу- 
лали»; ЗхР(х) — «Шундай натурал сон мавжудки, у туб сон 
булади». Равшанки, биртгчи мулохаза ёлгон ва иккинчи 
мулохаза чин булади.

Маълумки, VxP(x) \гулохаза факат Р(х) айнан чин пре­
дикат булгандагина чин киймат кабул килади. ЗхДх) муло­
хаза булса, Р(х) айнан ёлгон предикат булгандагина ёлгон 
Киймат кабул кидали.

УхР(х) =
1, агар хамма хе М учун Р(х) = 1 булса,
О, акс холда.

ЗхР(х) =
1, агар бирор хе М учун Р(х) = 1 булса,
О, акс холда.
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Кванторли амаллар куп жойли предикатларга \ам кулла- 
нилади. Масалан, М тупламда икки жойли Р(х, у) предикат 
берилган булсин. Агар Р(х, у) предикатга х Узгарувчи буйича 
кванторли амалларни кулласак, у \олда икки жойли Р(х, у) 
предикатга бир жойли VxP(x, у) (ёки бир жойли ВхР(х, у)) 
предикатии мос килиб куяди.

Бир жойли VxP(x, у) (ЗхДх, у)) предикат факат у узга- 
рувчига боглик ва х узгарувчига боглик эмас булади. Уларга 
у буйича кванторли амалларни куллаганимизда куйидаги 
муло\азаларга эга буламиз:

Vy VxP(x, у), 3yVxP(x, у), \fy ЗхР{х, у), Зу ЗхР(х, у).
Масалан, тугри чизиклар тупламида аникланган Р(х, у) : 

«х _L у» предикатни курайлик. Агар Р{х, у) предикатга нис­
батан кванторли амалларни татбик этсак, у холда куйидаги 
саккизта муло\азага эга буламиз:

1. Vx УуР(х, у) — «Хар кандай х тугри чизик -\ар кандай 
у тугри чизикка перпендикуляр».

2. Зу VxP(x, у) - «Шундай у туфи чизик мавжудки, у \ар 
Кандай х тугри чизикка перпендикуляр».

3. Vy ЗхДх, у) — «Хар кандай у тугри чизик учун шундай 
х тугри чизик мавжудки, х тугри чизик У тугри чизикка 
перпендикуляр».

4. Зу ЗхР(х, у) — «Шундай у тугри чизик ва шундай х туг­
ри чизик мавжудки, х тугри чизик У тугри чизикка перпен­
дикуляр».

5. Vy Vx/*(x, у) - «Хар кандай у тугри чизик Кар кандай 
х тугри чизикка перпендикуляр».

6. Vx3уР(х, у) — «Хар кандай х тугри чизик учун шундай 
у тугри чизик мавжудки, х тугри чизик у тугри чизикка 
перпендикуляр».

7. Зх ЗуР(х, у) — «Шундай х тугри чизик ва шундай у туг­
ри чизик мавжудки, х тугри чизику тугри чизикка перпенди­
куляр».

8. Зх VyP(x, у) - «Шундай х тугри чизик мавжудки, у 
\ар кандай у тугри чизикка перпендикуляр».
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ва акс холла ёлгон киймат кабул килувчи мулохаза ифода- 
сини VxР ( х ) формада ёзамиз. Бу мулохаза энди х га ботик 
булмай колади ва у куйидагича укилади: «Хар кандай х учун 
Р(х) чин». V символи умумийлик квантори деб айтилади. 
Айтилган фикрларни математик тилда куйидагича ёзиш 
мумкин:

[1, агар хамма хе М учун Р(х) = 1 булса, 
УхР(х) = <|0, акс холда.

Р(х) прсдикатда х ни эркин (озод) узгарувчи ва \/хР(х) му- 
лохазада х ни умумийлик квантори V билан бо/ланган 
узгарувчи деб аталади.

2.2. Мавжудлик квантори. Р(х) предикат М тупламда 
аникланган булсин. Хеч булмаганда бирорта хе М учун Р(х) 
предикат чин ва акс холда ёлгон киймат кабул килувчи 
мулохаза ифодасини ЗхР(х) шаклда ёзамиз. Бу мулохаза х га 
ботик эмас ва уни куйидагича укиш мумкин: «Шундай х 
мавжудки, Р(х) = 1», яъни

3 символи мавжудлик квантори деб аталади. ЗхР(х) муло- 
Хазада х узгарувчи 3 квантори билан богланган булади.

Масалан, /V натурал сонлар тупламида Р(х) предикат 
берилган булсин: «х — туб сон». Квапторлардан фойдаланиб 
ушбу прели катдан куйидаги мулохазаларни хосил килиш 
мумкин: УхДх) — «Хамма натурал сонлар туб сонлар бу­
лади»; ЗхДх) — «Шундай натурал сон мавжудки, у туб сон 
булади». Равшанки, биринчи мулохаза ёлгон ва иккинчи 
мулохаза чин булади.

Маълумки, УхР(х) мулохаза факат Р(х) айнан чин пре­
дикат булгандагина чин киймат кабул килади. ЗхР(х) муло­
хаза булса, Р(х) айнан ёлгон предикат булгандагина ёлгон 
Киймат кабул килади

1, агар бирор хе Л/ учун Р(х) = 1 булса,
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Кванторли амаллар куп жойли предикатларга \ам кулла- 
нилади. Масалан, М тупламда икки жойли Р(х, у) предикат 
берилган булсин. Агар Дх, у) предикатга х Узгарувчи буйича 
кванторли амалларни кулласак, у хрлда икки жойли Р(х, у) 
предикатга бир жойли Vx/^x, у) (ёки бир жойли ЗхДх, у)) 
прсдикатни мос килиб куяди.

Бир жойли Х/хР(х, у) (3хР(х, у)) предикат факат у узга- 
рувчига боглик ва х узгарувчига боглик эмас булади. Уларга 
у буйича кванторли амалларни куллаганимизда куйидаги 
муло\азаларга эга буламиз:

Vy VxP(x, у), Зу \fxP{x, у), Vy ЗхР(х, у), ЗуЗхР(х, у).
Масалан, тугри чизиклар тупламида аникланган Р(х, у) : 

«х 1  у» предикатни курайлик. Агар Р(х, у) предикатга нис­
батан кванторли амалларни татбик этсак, у \олда куйидаги 
саккизта муло\азага эга буламиз:

1. VxVy/^x, у) - «\ар кандай х тугри чизик W  кандай 
у тугри чизикка перпендикуляр».

2. Зу \/хР{х, у) -  «Шундай у тугри чизик мавжудки, у >̂ар 
Кандай х тугри чизикка перпендикуляр».

3. Vy ЗхДх, у) — «Хар кандай у тугри чизик учун шундай 
х тугри чизик мавжудки, х тугри чизик У тугри чизикка 
перпендикуляр».

4. Зу ЗхР(х, у) — «Шундай у тугри чизик ва шундай х туг­
ри чизик мавжудки, х тугри чизик у тугри чизикка перпен­
дикуляр».

5. Vy VxP(x, у) - «Хар кандай у тугри чизик \ар кандай 
х тутри чизикка перпендикуляр».

6. Vx ЗуДх, у) - «Хар кандай х тутри чизик учун шундай 
у тутри чизик мавжудки, х тугри чизик У тугри чизикка 
перпендикуляр».

7. Зх 3уР(х, у) -  «Шундай х тугри чизик ва шундай у туг­
ри чизик мавжудки, хтутри чизику тутри чизикка перпенди­
куляр».

8. Зх VyP(x, у) -  «Шундай х тугри чизик мавжудки, у 
\ар кандай у тутри чизикка перпендикуляр».
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Бу мисоллардан куриниб турибдики, умумий холда 
кванторлар тартиби узгариши билан мулохазанинг мазмуни 
ва, демак, унинг мантик;ий к;иймати хам узгаради.

Чекли сондаги элементлари булган М = {я,, а2, ..., a j 
тупламда аникланган Р(х) предикат берилган булсин. Агар 
Р(х) предикат айнан чин булса, у холда P(at), Р(а2), ..., 
/*(<ап), мулохазалар хам чин булади. Шу холда УхР(х) мулохаза 
ва Р(ах)лР(а2)л...лР(ап) конъюнкция хам чин булади.

Агар хеч булмаганда бирорта ак& М элемент учун Р(ак) 
ёлгон булса, у холда \/хР(х) мулохаза ва Р(ау)лР{а^л...лР(ап) 
конъюнкция хам ёлгон булади. Демак,

тенг кучли ифодапинг мавжудлигини курсатиш мумкин. Бу 
ердан кванторли амалларни чексиз сохаларда конъюнкция 
ва дизъюнкция амалларининг умумлашмаси сифатида караш 
мумкинлиги келиб чикдди.

1. М= {3, 4, 5, 6, 7, 8} тупламда иккита А(х): «х — туб сон» 
ва В(х ): «х— ток, сон» предиката берилган. Бу предикат­
ларнинг чинлик жадвалини тузинг.

2. М = {1, 2, 3, ..., 20} тупламда куйидаги предикатлар 
берилган: А(х): «х сон 5 га булинмайди»; В (х ): «х— жуфт 
сон»; С(х): «х — туб сон»; Д х ) : «х сон 3 га каррали». 
Куйидаги предикатларнинг чинлик тупламини топииг:
1) А(х)лВ(х)-, 2) С(х)лй(х); 3) С(х)лДх);
4) В(х) л Дх); 5) а д  л/)(х); 6) А(х) л Д х );
7) Я(х) л Д х ) ; 8) А(х) а  В{х) а  Дх); 9) A{x)v В(х)\
10) f i(x )vC (x ); 11) С(х) v  Дх); 12) B(x)v D(x);

\/хР(х) = P(a^APia2)A...AP{an) 
тенг кучли ифода тугри булади.

Юк,оридагидек фикр юритиш йули билан 
Зх/*(х) = P(a^)v P(a2)v ...v  P(an)

Муаммоли масала ва тошиирицлар
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13) B (x ) v D (x ) ;  14) B (x ) a D (x ) ;  15) /4(x)v ZJ(x)v Дх); 
16) C(x) —>Л(х); 17) Дх) -> С(х); 18) А(х)-*В(х)\
19) (Дх)лС(х))—> D(x); 20) (Дх)лДх))-> С(х).

3. R тупламда Р(х ): х2 + х + 1 > 0 ва Q(x): х2 - 4х + 3 = 0 
предикатлар берилган. Куйидаги муло^азаларнинг кайси 
бири чин ва кайси бири ёлгон эканлигини аникданг:
1) VxP(x); 2) ЭхР(х); 3) Vx0(x); 4) 3xQ(x).

4. Куйидаги предикатларнинг кайси бири айнан чин киймат- 
га эга булади:
1) х 2+у2>0; 2) х 2 + _у2>0; 3) sin2x + cos2x= 1;
4) (х+ I )2 > х - 1; 5) х2 + 1 > (х + l)2.

Мустацил ишлаш учун савол ва топшириклар

1. Предикат тушунчаси. Предикатлар устида мантикий амаллар.
2. Умумийлик ва мавжудлик кванторлари.
3. Бир жойли ва куп жойли предикатлар.
4. Предикатнинг чинлик туплами.
5. Айнан чин ва айнан ёлгон предикатлар.

3- §. Предикатлар мантикининг формуласи. 
Предикатлар мантици формуласининг 
киймати. Предикатлар мантикининг 

тенг кучли формулалари

\У\ Предикатлар мантикининг символлари. Формуланинг таъ- 
рифи. Формуланинг циймати тушунчаси. Тенг кучли фор­
мулалар. Асосий тенг кучли формулалар. Тенг кучли фор­
мулаларнинг исботлари.

Предикатлар мантикида куйидаги символлардан фой- 
даланамиз:

1. р, q, г, ... символлар — 1 (чип) ва 0 (ёлгон) киймат­
лар кабул килувчи узгарувчи мулохазалар.
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2.x, у, z, ■■■ —‘бирор М тупламдан киймат олувчи пред­
мет узгарувчилар; х0, у0, ... -  предмет константалар, яъни 
предмет узгарувчиларнинг кийматлари.

3. Р( ), F () — бир жойли узгарувчи предикатлар; Q(-, ■, 
..., ■), R(-, •, ..., •) — п жойли узгарувчи предикатлар.

4. Q°(-, ■, ■■■, ■) ~ узгармас предикатлар символи.
5. a ,  v, - — мантикий амаллар символлари.
6. Vx, Эх — кванторли амаллар символлари.
7. ( , ) (кавс, вергул) — кушимча символлар.
3.1. Предикатлар мантици формуласининг таърифи.
1. Х,ар кандай узгарувчи ёки узгармас мулохаза форму­

ла (элементар) булади.
2.Агар F(-, ■, ..., •) «жойли узгарувчи предикат ёки 

узгармас предикат ва х,, х2, хп предмет узгарувчилар ёки 
предмет константалар булса, у холда Дх,, х2, хп) фор­
мула булади. Бундай формулани элементар формула деб атай­
миз. Бу формулада предмет узгарувчилар эркин булади, яъни 
кванторлар билан богланган булмайди.

3. Агар А ва В шундай формулаларки, бирорта предмет 
узгарувчи бирида эркин ва иккинчисида богланган узга­
рувчи булмаса, у х;олда Av В, Ал В, А-+В хам формула була­
ди. Бу формулаларда дастлабки формулаларда эркин булган 
узгарувчилар эркин ва богланган булган узгарувчилар бог­
ланган узгарувчилар булади.

4. Агар А формула булса, у \олда А хдм формула була­
ди. А формуладан А формулага утишда узгарувчиларнинг 
характери узгармайди.

5. Агар А(х) формула булса ва унинг ифодасига х пред­
мет узгарувчи эркин холда кирса, у холда \/хА(х) ва ЗхА(х) 
мулохазалар формула булади ва х предмет узгарувчи уларга 
богланган холда киради.

6. 1—5- бандларда формулалар деб айтилган мулохдзалар- 
дан фарк килувчи \ар кандай мулохаза формула булмайди.

Масалан, агар Р(х) ва Q(x, у) — бир жойли ва икки жой­
ли предикатлар, q, г — узгарувчи мулохазалар булса, у холда 
куйидаги мулохазалар формулалар булади:



q, Р(х), P(x)aQ(xP, у), VxP(x)^3x0(x, у),
(Q(x, y)vq)^> г.

Vx(?(x, у) —> Р(х) мулохаза формула була олмайди, чунки 
таърифнинг 3- банддаги шарти бузилган: х предмет узга­
рувчи VxQ(x, у) формулага боггтанган холда кирган, Р(х) га 
эса эркин холда кирган.

Предикатлар мантики формуласининг таърифидан кури- 
ниб турибдики, мулохазалар алгебрасининг хар кандай фор­
муласи предикатлар мантикининг хам формуласи булади.

1 - м и с о л . Куйидаги ифодаларнинг кайси бири преди­
катлар мантикининг формуласи булади? Х,ар бир формула­
даги бокланган ва эркин узгарувчиларни аник/ганг:

1) 3xVz(P(x, у) -» Р(у, z) ;
2) (р -> q)A( rv  р):
3) Р(х) л VxQ(x) ;
4) Vx(P(x) -> Q(x)) (ВхР{х) -> \/xR(x, у ) ) ;
5) (Р(х) Q(x) v 3y(Vy/?(y));
6) 3x\/z{P(x,y) -> P{y,z))-
Е ч и м .  1, 2, 4, 6-ифодалар формула булади, чунки 

улар предикатлар мантики формуласининг таърифи асосида 
Хосил кдлинган. 3 ва 5- ифодалар формула эмас. 3- ифодада 
л амали Р(х) ва VxQ(x) формулаларга нисбатан кулланил- 
ган. Р(х) да х предмет узгарувчи эркин ва VxQ(x) да булса, 
умумийлик квантори билан богланган. Бу холат формула 
таърифининг 3- бандига зиддир. Шунинг учун 3- ифода 
формула була олмайди. 5- ифодада булса, мавжудлик кван­
тори Зу умумийлик квантори таркалган VyR(y) формулага 
(бу ерда у узгарувчи богланган) таркалган. Бу хам таърифга 
зиддир. 1- формулада у эркин узгарувчи, х ва z узгарувчи­
лар булса, богланган. 2- формулада предмет узгарувчилар 
мавжуд эмас. 4- формулада х богланган узгарувчи, у эса 
эркин узгарувчидир.

3- §. Предикатлар мантикининг формуласи____________ ______________________1 _ т
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3.2. Предикатлар мантики формуласининг киймати ту­
шунчаси. Энди предикатлар мантики формуласининг кий­
мати тушунчасини аникдайлик. Предикатлар мантики фор­
муласининг ифодасига кирувчи предикатларнинг аникла- 
ниш сохаси М туплам берилгандагина бу формуланинг ман­
тикий киймати хакида суз юритиш мумкин. Предикатлар 
мантики формуласининг мантикий киймати уч хил узга­
рувчилар: 1) формулага кирувчи узгарувчи муло\азаларнинг;
2) М тупламдаги эркин предмет узгарувчиларнинг; 3) пре­
дикат узгарувчиларнинг кийматларига боглик булади.

Уч хил узгарувчилардан хар бирининг маълум киймат­
ларида предикатлар мантикининг формуласи чин ёки ёлгон 
киймат кабул килувчи мулохазага айланади. Мисол сифа­
тида куйидаги формулани курайлик:

Зу V*(P(x, у) —»Р(у, ^)). ( 1)
(1) формулада Р(х, у) икки жойли предикат МхМ туп­

ламда аникданган, бу ерда Л/={0, 1, 2, ..., п, ...}. ( 1) фор­
мула ифодасига узгарувчи предикат Р(х, у) ва предмет узга­
рувчилар х, у, z кирган. Бу ерда у ва z ~ кванторлар билан 
богланган узгарувчилар, х — эркин узгарувчи.

Дх, у) предикатнинг маълум киймати сифатида тайин- 
ланган Р'(х, у ) : «х < у» предикатни оламиз, эркин узгарув­
чи л' га х° = 5 е М киймат берамиз. У холда у нинг х° = 5 дан 
кичик кийматлари учун />0(х°, у) предикат ёлгон киймат 
кабул килади, Дх, у)-> Ду, z) импликация эса z нинг хамма 
ге М кийматлари учун чин булади, яъни 3yVz(P°(x, у)-» 
-*Р°(у, г)) мулохаза «чин» кийматга эга булади.

2-ми со л. Натурал сонлар туплами А̂ да Дх), Q(x) ва 
R(x) предикатлар берилган булсин. \/х(Дх)л()(х)->/?(х)) 
формуланинг киймати куйидаги холларда топилсин:

1) Д х ) : «х сон 3 га булинади», Q(x): «х сон 4 га булина- 
ди», R(x): «х сон 2 га булинади» ;

2) Р (х ): «х сон 3 га булинади», Q(x) : «х сон 4 га булина­
ди», R(x): «х сон 5 га булинади».
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Е ч и м .  Иккала холда хам Р(х) л Q(x) формула х сон 
12 га булинади деган тасдикни ифодалайди. Уз навбатида, 
\амма х лар учун х сон 12 га булинса, у холда х сон 2 га хам 
булинади. Демак, 1- холда формуланинг киймати чин булади.

х соннинг 12 га булинишидан айрим х лар учун х нинг
5 га булиниши, бундан эса 2- холда формуланинг ёлгон 
эканлиги келиб чикади.

3-мисол.  Р(х, у) предикат М = NxN тупламда аник­
ланган ва Р°(х, у) : «х сони у сонидан кичик» булганда 
Vx Зу Р(х, у) Зх \/у Р(х, у) формуланинг мантикий кийма­
тини топинг.

Ечим .  Р(х, у) предикатнинг курсатилган киймати учун 
Vx Зу Р(х, у ) : «хар кандай х натурал сон учун шундай у на­
турал сон топиладики, у х дан катта булади» деган чин му- 
лохазани билдиради. Шу вактнинг Узида ЗхУу Р(х, у ): 
«Шундай х натурал сон мавжудки, у хар кандай натурал 
сон у дан кичик булади» деган тасдикни билдиради. Бу тас- 
дик ёлгондир. Демак, берилган формуланинг мантикий кий­
мати ёлгон булади.

3.3. Предикатлар мантикининг тенг кучли формулалари. 
Предикатлар мантикида хам тенг кучли формулалар тушун­
часи мавжуд.

1 - т а ъ р и ф . Предикатлар мантикининг иккита А ва В 
формуласи уз таркибига кирувчи М сох,ага оид хамма узгарув­
чиларнинг к,ийматларида бир хил мантилий киймат кабул килса, 
улар М соха да тенг кучли формулалар деб аталади.

2-таъриф. Агар ихтиёрий сохада А ва В формулалар 
тенг кучли булса, у холда улар тенг кучли формулалар деб 
аталади ва А = В куринишда ёзилади.

Агар мулохазалар алгебрасидаги хамма тенг кучли фор­
мулалар ифодасидаги узгарувчи мулохазалар Урнига преди­
катлар мантикидаги формулалар купилса, у холда улар преди­
катлар мантикининг тенг кучли формулаларига айланади. 
Аммо предикатлар мантики хам узига хос асосий тенг куч-
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ли формулаларга эга. Бу тенг кучли формулаларнинг асо- 
сийларини куриб утайлик. А(х) ва В(х) — узгарувчи преди- 
катлар ва С — узгарувчи мулохаза булсин. У холла предикатлар 
мантикида куйидаги асосий тенг кучли формулалар мавжуд:

1. УхА(х) = ЗхЛ(х) ■
2. ЗхА(х) s УхА(х).
3. \/хЛ(х) = ЗхЛ(х).
4. 3хА{х) = УхА(х).
5. Vx/I(x) л \/хВ(х) = \/х[А(х) л Z?(x)].
6. С а  УхВ(х) н  Vx[C а  5(х)].

7. С v УхВ(х) = Vx[C v В(х )].
8. С -» \/хВ(х) = Vx[C —> Я(х)].
9. Vx[5(x) —> С] н ЗхЯ(х) —» С.
Ю. 3х[А(х) v /?(х)] = ЗхА(х) v Зх/?(х).
11. Зх[С v Z?(x)] s С v 3xZ?(x).
12. 3xfC а  5(х)] =  С а  Зх#(х).
13. Зх/1 (х) а ЗуВ(у) = 3x3у[А(х) л В(у)].
14. Зх|С -4 В{х)\ н С -» ЗхЯ(х).
15. Зх[5(х) —> С] s УхВ(х) -> С .
16. УхЛ(х) — V>vl(y).
17. ЗхЛ(х) = ЗуА(у).
Бу тенг кучли формулаларнинг айримларини исбот 

кдлайлик.
Биринчи тенг кучли формула куйидаги оддий тасдикди 

(далилни) билдиради: агар хамма х лар учун А(х) чин булма- 
са, у холда шундай х топиладики, А(х) чин булади.

2-тенг кучлилик: агар А(х) чин буладиган х мавжуд 
булмаса, у холда хамма х лар учун А(х) чин булади деган 
мулохазани билдиради.
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3 ва 4-тенг кучлиликлар I ва 2-тенг кучлиликларнинг 
иккала тарафидан мос равишда инкор олиб ва икки марта 
инкор конунини фойдаланиш натижасида хосил булади.

5-тенг кучлиликни исбот кдлайлик. Агар А{х) ва В(х) 
предикатлар бир вак,тда айнан чин булса, у холда А(х)лВ(х) 
предикат хам айнан чин булади ва, демак,

УхЛ(х), \/хВ(х), Vx [/4(x ) a /?(х)]
мулохазалар хам чин киймат кабул килади.

Шундай килиб, бу холда 5- тенг кучлиликнинг иккала 
тарафи хам «чин» киймат кабул килади.

Энди хеч булмаганда икки предикатдап бирортаси, 
масалан, А{х) айнан чин булмасин. У холда А(х)лВ{х) 
предикат хам айнан чин булмайди ва, демак, УхЛ(х), 
\/хА(х)лУхВ(х), Ух[Л(х)л.Я(х)] мулохазалар ёлгон киймат 
Кабул килади, яъни бу холда хам 5- тенг кучлиликнинг 
икки тарафи бир хил (ёлгон) киймат кабул килади. Демак,
5- тенг кучлиликнинг тугри эканлиги исботланди.

Энди 8- тенг кучлиликнинг тугри эканлигини исбот к,и- 
лайлик. Узгарувчи мулохаза С «ёлгон» киймат кабул килсин. 
У холда С->£(х) предикат айнан чин булади ва C->Vxi?(x), 
Vx[C->5(x)] мулохазалар чин булади. Демак, бу холда 8- тенг 
кучлиликнинг иккала тарафи хам бир хил (чин) киймат 
Кабул киладилар.

Энди узгарувчи мулохаза С «чип» киймат кабул килсин. 
Агар бу холда узгарувчи предикат В(х) айнан чин булса, у 
Холда С->В(х) предикат хам айнан чин булади ва, демак,

Vx/?(x), C-»Vx5(x), Vx[C->/?(x)l
мулохазалар хам чин киймат кабул килади, яъни бу холда
8-тенг кучлиликнинг иккала тарафи хам бир хил (чин) 
Киймат кабул килади.

Агар В(х) предикат айнан чин булмаса, у холда С—> В(х) 
предикат хам айнан чин булмайди ва, демак,

Vxfi(x), С—>Vxfi(x), Vx[ С—> /?(х)]
мулохазалар ёлгон киймат кабул килади.
12 — Х-ТУрасв
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Шундай килиб, бу холда хам 8- тенг кучлиликнинг ик- 
кала тарафи бир хил (ёлгон) киймат кабул килади. Демак,
8- тенг кучлилик уринлидир.

Шуни таъкидлаб уаамизки, V x[ A( x ) vВ{х)\ формула 
Vx/U*)vVx2?(*) формулага ва Зх[Л (х)лВ(х)]  формула 
Эх4(х)лЭх2?(х)] формулага тенг кучли эмас.

Аммо, куйидаги тенг кучлиликлар уринлидир:
\/хА(х)  v VxB(x) s  VxA(x)  v \ /уВ(у)  =

= VxH(x) v VyB(y)] s  VxVy[/l(x) v B(y)],
ЗхА(х) л 3x/?(x) = 3xA(x) л 3yB(y)  =

= Зх[А(х)  л 3yB(y)]  з  3x3y[A(x)  a B(y)].
Бу тенг кучлиликлардан биринчисини исбот килайлик. 

Бунинг учун Vx квантор v дизъюнкция амалига нисбатан 
дистрибутив эмаслигини мисолда курсатайлик.

М = {  1, 2, 3, 4, 5}, А(х): « (х - 1 ) (х -2) = О»,
В(х) : «(х -  3)(х -  4)(х -  5) = О»

булсин. Аникки, М  сохада \/хА(х) ва VxB(x) мулохазалар 
ёлгон ва, демак, бу тенг кучлиликнинг чап томонидаги 
Vx/l(x)v VxB(x) мулохаза хам ёлгондир. Агар Vx квантор v га 
нисбатан дистрибутив, яъни

Vx[/4(x)v5(x)] = Vx/l(x)vVx5(x)
булганда эди, Vx[/l(x)v В(х)] чин мулохаза булт'анлиги учун 
карама-каршилик хосил булар эди. Демак,

Vx[/l(x) vi?(x)] * Vx/4(x) v УхВ(х)

булади.
Энди бу тенг кучлиликларнинг унг томони хар доим 

чап томонидаги мулохаза билан бир хил киймат кабул кили- 
щини курсатамиз. Агар \/хА(х) = 1 ёки VxB(x) = 1 булса, у 
холда бу тенг кучлилик тугри эканлиги аник, чунки бу 
холда тенг кучлиликнинг иккала томони хам бир вактда 
чин киймат кабул килади. Бу холда факат VxB(x) = \/уВ(у) 
эканлигини курсатиш кифоя. Аммо бу охирги тенг кучли-



лик табиийдир, чунки х предмет узгарувчи хам, у  предмет 
узгарувчи \ам  М  соханинг хар бир элементини киймат си- 
фатида цабул килади.

Энди УхА(х) = 0 ва VjcВ ( х ) = 0 булсин. У холда тенг куч- 
лиликнинг чап тарафи 0 (ёлгон) киймат кабул килади. Унг 
томонида Vx кванторининг таъсир сохаси A(x)v В(у) фор­
мула булса-да, В(у) предикатда х  предмет узгарувчи кат- 
нашмаганлиги сабабли, Vx нинг таъсири факат А(х) га тар- 
калади. Худди шу каби, Vy квантор факат В(у) га таъсир 
этади. Демак, VxVy[A(x)vB(y)]  формула хам ёлгон киймат- 
га эга булади.

Келтирилган иккинчи тенг кучлиликни хам худди шу 
каби исбот килиш мумкин ва буни укувчига хавола этамиз.

4 - м и с о л .  Зх Vy (Л (х )д /?(>>)) = Vy Зх(Л(х)д 5(у)) тенг 
кучлилик Уринли эканлигини курсатинг.

Е ч и м .
3xVy(,4(x) д Я(у)) = 3х(Л(х) л Vy£(y)) = ЗхЛ(х) л Vy5(y), 
\ / уЗх(А(х)  л £(у)) = Vy(3x/I(x) л В(у))  = Зх/1(х) л Vy£(y) . 

Демак, келтирилган тенг кучлилик уринли экан.

4 - § . Предикатлар мантики формуласининг 
нормал шакли. Бажарилувчи ва 

умумкийматли формулалар

[7[ Формуланинг деярли нормал шакли. Формуланинг нормал 
шакли. \а р  к;андай формулани нормал шаклга келтириш. 
Бажарилувчи формулалар. Умумцийматли формулалар. 
Айнан чин формула. Айнан ёлгон формула. Мантик; ^оку­
ни. Умумщйматли ва бажарилувчи формулалар хацидаги 
теоремалар.

4.1. Предикатлар мантики формуласининг нормал шакли.
I - т а ъ р и ф . Агар предикатлар мантиги формуласи ифо­

дасида фак;ат инкор, конъюнкция, дизъюнкция (-, д, v) амал­
лари ва кванторли амаллар (V, 3) к,атнашиб, инкор амали

4- §■ Предикатлар мантики формуласининг нормал шакли |  179
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элементар формулаларга (предмет узгарувчилар ва узгарувчи 
предикатларга) тегишли булса, бундай формула деярли нор­
мал шаклда дейилади.

Равшанки, предикатлар мантики ва мулохазалар алгеб­
расидаги асосий тенг кучлиликлардан фойдаланиб, преди­
катлар мантикининг хар бир формуласини деярли нормал 
шаклга келтириш мумкин. Масалан,

(3 хР(х) -> У у  Q(y)) -> R(z)
формулани деярли нормал шаклга келтирайлик.

(ЗхР(х) -> VyQQQ) - > R(z) = (3хР(х)  у VyQ(y))  -> R(z) =

S  (ЗхР(х)  V  VyQ(y)  V  R(z)  =  3xP(x)  A  VyQ(y)  v i ? ( z )  =

— 3xP(x)  A  3yQ{y)  V  / ? ( г ) .

Демак,

(Зх/Чх) -4 VyQ(y))  -> R(z) = /xP(x) a  3yQ0>) v R ( z ) .
Предикатлар мантикининг деярли нормал шаклдаги фор­

мулалари орасида нормал шаклдаги формулалари мухим роль 
уйнайди.

Бу формулаларда кванторли амаллар ёки бутунлай к,ат- 
нашмайди, ёки улар мулохазалар алгебрасининг хамма амал- 
ларидан кейин бажарилади, яъни нормал шаклдаги форму­
ла куйидаги куринишда булади:

(а х ,)(а х 2) ... (а х„)/4 (х,, х2, хт) , п < т ,
бунда (ах.) символи урнида Vx. ёки Зх. кванторларнинг бири 
тушунилади ва А формула ифодасида кванторлар булмайди.

1 - т е о р е м а .  Предикатлар мантикининг х,ар к;андай фор­
муласини нормал шаклга келтириш мумкин.

И с б о т .  Формула деярли нормал шаклга келтирилган 
деб хисоблаймиз ва уни нормал шаклга келтириш мумкин- 
лигини курсатамиз.

Агар бу формула элементар формула булса, у холда 
унинг ифодасида кванторлар булмайди ва, демак, у нор­
мал шакл куринишида булади.
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Энди фараз кушамизки, теорема купи билан к амални 
к,амраган формула учун турри булсин ва уни шу фараз асо- 
сида к +  1 амални камраган формула учун исбот кдламиз.

А ифода к +  1 амални уз ичига олган формула ва унинг 
куриниши axL(x)  шаклда булсин, бу ерда ах  кванторлар- 
нинг бирини ифодалайди. Дх) формула к амални уз ичига 
олганлиги туфайли уни нормал шаклга келтирилган деб 
^исоблаймиз. У \олда axL(x)  формула таърифга асосан нор­
мал шаклда булади.

А формула L куринишда булсин, бунда L формула нор­
мал шаклга келтирилган ва к амални уз ичига олган деб 
хисобланади.У\олда

Vx/l(x) = ЗхЛ(х) ва ЗхЛ(х) -  Vx^(x)
тенг кучлиликлардан фойдаланиб, инкор амалини преди­
катлар устига туширамиз. Натижада А формулани нормал 
шаклга келтирган буламиз.

Энди А формула Ltv L 2 куринишда булсин, бу ерда L, ва 
L2 нормал шаклга келтирилган формулалар деб к,аралади. L2 
формулада богланган предмет узгарувчиларни шундай кбай­
та номлаймизки, I ,  ва Ь2 формулалардаги хамма богланган 
предмет узгарувчилар \ар хил булсин. У х^олда 1, ва L, фор­
мулаларни куйидаги куринишда ёзиш мумкин:

Ц = (а х ,)(ах 2) ... (а х т )а,(х,, х2, ..., х„), т < п,
L> = ( o y l) (ay2) . . . ( o y p)a2(y l, y 2, . . . t y 4) , p < q .

Cv\/xB(x)  = Vx[Cvi?(x)] ва Vx/l(x) s  Зх/1(х) тенг кучли­
ликлардан фойдаланиб, L2 формулани (ах,), (ах2), ..., (ахт) 
квантор амаллари остига киритамиз, яъни А формулани ушбу 
куринишга келтирамиз:

А = (а х ,) (а х 2) ... (а х т )(а,(х ,, х2, ..., x j )  v 
v (а у ,) (а у 2) ... ( а у р)а 2(у,, у 2, ..., у ч)).

Сунгра а,(хр х2, хл) формулани 
(ау,), (ау2), ..., ( с у )



квантор амаллари остига киритамиз. Натижада А формула­
нинг нормал шаклини \осил к,иламиз:

А = (а х ,) (а х 2) ... (о х т )(ау ,)(о у 2) ... ( a y ^ x  
x(a ,(x ,, x2, ..., x j v a 2( y l t y 2, Уя))-

L{a L2 куринишидаги А формулани нормал шаклга кел- 
тиришнинг исботи худди юкорида каби булади.

Агар формулани нормал шаклга келтириш жараёнида 
3x/4(x)v3x5(x) ёки Vx/4(x)a VxZ?(x) куринишдаги ифодалар- 
ни куришга туфи келса, у \олда

\/хЛ(х)а \/х5(х) = Vx[/4(x) a 5(x)]
ва

3x/4(x)v3x/?(x) = 3xl/4(x)v j5(x)| 
тенг кучлиликлардан фойдаланиш керак булади.

I - м и с о л . А = Vx3yP(x, у)  л 3xVy(?(x, у) формулани 
нормал шаклга келтириш талаб эгилсин.

А формулада тенг кучли алмаштиришларни утказиб, уни 
нормал шаклга келтирамиз:

А = Vx3уР( х , у )  л Vx3yQ( x , y )  = Vx(3yP(x,y)  а  3 zQ(x,z))  =

3  Vx3y( P(x,  у)  A  3zQ(x,  z)) =  Vx3j8z( P(x, y)  a  Q(x, y ) ) .

4 .2 .Бажарилувчи ва умумцийматли формулалар.
2 - т а ъ р и ф .  Агар А формула ифодасига кирувчи ва 

М сох,ага оид узгарувчиларнинг шундай к^ийматлари мавжуд 
булиб, бу к,ийматларда А формула чин к,иймат к;абул к,илса, 
у  х,олда предикатлар мантикининг А формуласи М  со\ада  
бажарилувчи формула деб аталади.

3- т а ъ р и ф .  Агар шундай сох;а мавжуд булиб, унда А фор­
мула бажариладиган булса, у  холда А бажарилувчи формула 
деб аталади.

Демак, агар бирор формула бажарилувчи булса, бу хали 
унинг исталган сохада бажарилувчанлигини билдирмайди.
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4- т а ъ р и ф . Агар А нинг ифодасига кирувчи ва М сохага 

оид х,амма узгарувчиларнинг кийматларида А формула чин ций- 
мат кабул кчлса, у  холда А формула М сохада айнан чин 
формула деб аталади.

5-т а ъ р и ф .  Агар А формула хар кандай сохада айнан 
чин булса, у  холда А умумкийматли формула деб аталади.

6- т а ъ р и ф . Агар А формула ифодасига кирувчи ва М со- 
хага оид хамма узгарувчиларнинг щийматларида А формула 
ёлгон киймат кабул кчлса, у  холда А формула М сохада айнан 
ёлгон формула деб аталади.

Келтирилган таърифлардан ушбу тасдикдар келиб чикади:
1.Arap А умумкийматли формула булса, у холда у хар 

кандай сохада хам бажарилувчи формула булади.
2. Агар А формула М  сохада айнан чин формула булса, у 

Холда у шу сохада бажарилувчи формула булади.
3. Агар М сохада А айнан ёлгон формула булса, у холда 

у бу сохада бажарилмайдиган формула булади.
4. Агар А бажарилмайдиган формула булса, у холда у 

Хар кандай сохада хам айнан ёлгон формула булади.
Демак, предикатлар мантики формулаларини икки синф- 

га ажратиш мумкин: бажарилувчи синфлар ва бажарилмас 
(бажарилмайдиган) синфлар формулалари.

7 - т а ъ р и ф .  Умумкийматли формула мантик кону ни деб 
аталади.

Энди бир нечта мисоллар келтирайлик.
1- м и с о л . Vx3уР(х,  у) формула бажарилувчидир. Х,аки- 

Катан хам, агар Р(х, у) :  «х < у» предикат М = ЕхЕ  сохада 
аникланган (£ =  {0, 1, 2, ..., /?}) булса, у холда УхЗуДх, у) 
формула М  сохада айнан чин формула булади, демак, бу 
сохада бажарилувчи формуладир. Аммо, агар £, = {0, 1, 2, 
..., к} учун «х < у » предикат чекли Л/, = Ехх Е { сохада аник­
ланган булса, у холда Vx3yP(x,  у) формула Л/, сохада айнан 
ёлгон формула булади ва, демак, Л/, сохада бажарилмасдир. 
Равшанки, Vx3уР(х,  у) умумкийматли формула булмайди.
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2- м и с о л .  ЗхЗу[ P(x)  A P(y)\  формула бажарилувчидир.
Хакикатан \ам, агар Р( х ) : «х — жуфт сон» предикат 

£={(), 1, 2, /?} учун М =  Е х Е  сохада аникланган булса, 
у холла бу формула М  сохдда айнан чин булади, демак, 
М сохада бажарилувчи формуладир.

Аммо, агар Р(х): «х — жуфт сон» предикат £, = {2, 4, 6,
8, ...} учун А/( = £ ,х£ , сохада аникданган булса, у холда 
ЗхЗу\Р(х)  а .Р(у)] формула М] сохдда айнан ёлгон формула 
булади, демак, бу сохада бажарилмас формуладир.

3 - м и с о л . Vx[/*(x) v Р(х)] формула исталган М  соса­
ла айнан чин булади.

Демак, у умумкийматли формула, яъни мантик,ий к,о- 
нундир.

4- м и с о л . Vxf/^x) л Р(х)\  формула исталган сохада ай­
нан ёлгон ва шунинг учун хам у бажарилмас формула булади.

Энди предикатлар мантикддаги формулаларнинг умум- 
кийматлиги ва бажарилувчанлиги орасидаги муносабатни 
куриб утайлик.

2-т е о р е м  а.  А умулщийматли формула булиши учун унинг
инкори А бажарилувчи формула булмаслиги зарур ва етарлидир.

И с б о т .  Зарурлиги. А умумк,ийматли формула булсин. 
У холда, равшанки, А исталган сохада айнан ёлгон форму­
ла булади ва шунинг учун хам у бажарилмас формуладир.

Етарлилиги. А исталган сохада бажарилувчи формула 
булмасин. У холда бажарилмас формуланинг таърифига асо­
сан А исталган сохада айнан ёлгон формуладир. Демак, 
А исталган сохада айнан чин формула булади ва у умум- 
кийматлидир.

3 - т е о р е м а .  А бажарилувчи формула булиши учун 
А нинг умумцийматли формула булмаслиги зарур ва етарлидир.

И с б о т .  Зарурлиги. А бажарилувчи формула булсин. 
У х̂ олда шундай М соха ва А формула таркибига кирувчи 
Узгарувчиларнинг шундай кийматлар мажмуи (сатри) мав-



и $. Предикатлар мантики формуласининг нормал шакли

жудки, А формула бу кийматлар сатрида чин киймат кабул 
кдлади. Ани^ки, узгарувчиларнинг бу кийматлар ̂ сатрида 
А формула ёлгон киймат кабул килади ва, демак, А умум- 
к,ийматли формула була олмайди.

Етарлипиги. А умумк,иймагли формула булмасин. У хол­
да шундай М со\а ва А формула таркибига кирувчи узгарув­
чиларнинг шундай кийматлар сатри мавжудки, А формула 
бу кийматлар сатрида ёлгон киймат кабул к,илади. Бу кий­
матлар сатрида А формула чин киймат кабул килганлиги 
учун у бажарилувчи формула булади.

5 - м и с о л .  А = (Р(х) -> 0(х) )  -> ЗхР(х) л Vx(?(x) фор­
муланинг умумкийматлигини исботланг.

Е ч и м .  А формула исталган М сохада аникданган деб 
х,исоблаб, тенг кучли алмаштиришларни утказамиз:

А = Vx(P(x) -> Q(x)) -н>

-> ЗхР(х)  a  Vx(?(x) = Ух(Р(х)  Q{x)) v  

v ЗхР(х)  л  Vx(?(x) =  З х ( Р ( х )  v  <2(х)) v  ЗхР(х)  v  VxQ(x)  =

=  3х(Р(х)  a  Q(x)) v  ЗхР(х)  v  3xQ(x) s  Зх(Р(х) a  Q(x))  v  

V Зх@(х) V  ЗхР(х) =  Зх(Р(х) A  Q{x) v  @(х)) v  ЗхР(х) = 

s  Зх(Р(х) v  ООО) v  ЗхР(х)  = (ЗхР(х)  v  ЗхР(х)) v  3xQOtj =

=  1 v  3 x 0 0 0  =  1,

яъни А формула исталган сохдла \ар кдндай Р(х) ва Q(x) 
бир жойли предикатлар учун айнан чин, демак, у умум- 
цийматли формуладир.

6 - ми с о л .  A = 3x[(F(x)  F(x ) ) a (F( x ) -> F(x))] нинг 
айнан ёлгон формула эканлигини курсатинг.

Е ч и м .  (F(x) F(x))  а  (Д х )  - >  F(x)) = F(x)  < -»  Т \ х )  га 
эгамиз. F(x)  <-> F(x)  айнан ёлгон формула эканлигидан, 
A s  3x(F(x) <-> F(x)) х,ам айнан ёлгон формула булади.
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1. Куйидаги ифодаларнинг кайси бири предикатлар манти- 
кинипг формуласи булишини аниьугапг. \ а р  бир форму­
ладаги эркин ва богланган узгарувчиларни курсатинг:
I) 3x3уР{х,  у); 2) VxP(x)v\ /yQ(x,  у ); 3) VxЭуДх, у);
4) р-*УхР(х, у); 5) ЗхДх, у)л0(у, х).

2. Р(х, у) предикат М -  IVxN тупламда аникланган ва
Р(х, у ) : «х < у» булсин.
1) Куйида берилган предикатларнинг кайси бири айнан 
чин ва кайси бири айнан ёлгон эканлигини аникданг:
а) ЗхДх, у); б) \fxP(x, у); в) ЗуДх, у); г) УуР(х, у).
2) Куйидаги муло\азаларпинг кайси бири чин ва кайси 
бири ёлгон эканлигини аникланг:
а) Зх \/уР(х, у); б) Vx3yP(x, у); в) \ /уЗхР(х,  у);
г) Vx \/уР(х, у); д) Vy \/x f\x , у); е) Vy \fxP(x, у);
ж) 3x3уР(х,  у); з) ЗуЗхДх, у).

3. Куйидаги тенг кучлиликларнинг тугри эканлигини ис­
бот килинг:______
1) УхА(х) = Зх/4(х);
2) Зх/4(х) > \ / х А ( х ) ;

з) C a Vx/I(x) s Vx( C a /1(x));
4) С v  УхА(х) г  Vx(C v  /1(х));

5) 3х(/4(х) v  В(х)) = ЗхЛ(х) v  ЗхВ(х) ;
б) Зх(С v  А(х)) = С v  ЗхЛ(х);
7) Зх(С а  Л(х)) = С а  ЗхЛ(х);
8 )  ЗхА(х) а  ЗуВ(у) = ЗхЗу(А(х)  а  В(у)) ;

9) Vx(/f(x) -> С) = ЗхА(х) -4 С ;
10) Зх(С -» /4(х)) = С -> ЗхЛ(х);
I I) Зх(А(х)  -» С) = Vx/l(x) С .



4. Л(х) ва В(х) ихтиёрий предикатлар булсин. Л(х) -» В(х)  
формулага куйида берилган формулаларнинг кдйси бири 
тенг кучли булади?
1) A ( x ) v  В(х) -, 2) А(х)  v В{х ) ; 3) Л (х)-> Я(х);
4) £ (х ) -> Л(х); 5) А(х) л В(х); 6) А ( х ) л В ( х )  \
7) я (х )-> л (х ).

5. Куйида келтирилган формулаларнинг кдйси бири умум- 
к,ийматли:
1) 3х(/> (х) а  Р2 (х)) -> (Зх/3; (х) л 3хР2 (х ));
2) Зх(/^(х) а Р2(х)) <-> (Зх/^(х) a  3xP2(x ));
3) (VxP,(x) v VxP2(x)) -> Vx(P;(x) v Р2(х) ) ;
4) (VxP, (х) v \/xP2 (x)) Vx( P, (x) v P2 (x ));
5) Vx(<? —» P (x)) <-» (<? —» Vx/5| (x )) ;
6) Vx(/>(x,) -» P2(x)) <-> (Vx/*,(x) -> VxP2(x ));
7) 3x(P,(x) -> P2(x)) -> (3x/>(x) -> 3xP2(x) ) ;
8) Vx(/^(x) -> P2(x)) (3x/^x,) -> VxP2(x) ) ;
9) Vx(/4,(x) -» /4,(x)) -» (Vx4,(x) —» Vx/4,(x));
10) Vx(/4,(x) -» /42(x)) - » (ЗхЛДх) -> ЗхЛ2(х ));
11) 3x(/l,(x) -> A (x)) <-> (Vx/l,(x) -> Vxi2(x )) ;
12) 3xQ (x)-> VxQ(x) ;
13) Vx£?(x) -> 3xQ(x);
14) VxP(x) a  \ /xQ(x)  Vx(/>(x) a  (?(x));
15) VxP(x) v Vx(?(x) <-» Vx(/>(x) v Q (x));
16) 3xP(x)  a  3x(?(x) <-» 3x(P(x) a  Q (x));
17) 3x/*(x) v 3xQ(x)  <-» 3x(P(x) v Q(x))  ?

Мустацил ишлаш учун савол ва топширик^ар

1. Предикатлар мантикининг символлари ва формуласи.
2. Предикатлар мантики формуласининг киймати. Тенг кучли 

формулалар. Асосий тенг кучли формулалар.
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3. Ф о р м у л а н и н г деярли нормал шакли. Формуланинг нормал шакли.
4. Х,ар к,андай формулани нормал шаклга келтириш мумкинлиги.
5. Бажарилувчи ва умумкийматли формулалар. Айнан чин ва айнан 

ёлгон формулалар.
6. Бажарилувчи ва умумкийматли формулалар \ак;идаги теорсмалар.

5- §. Ечилиш муаммоси. Хусусий лолларда 
формуланинг умумцийматлилигини 

топиш алгоритмлари

|V( Ечилиш муаммоси. Чекли сох;аларда ечилиш муаммоси. Ёпик 
формула. Формуланинг умумий ёпилиши. Формуланинг мав- 
жудлигини ёпиш. Таркибида бир турдаги квантор амали 
катнашувчи нормал шаклдаги формулалар учун ечилиш 
муаммоси.

5.1. Ечилиш муаммоси. Предикатлар мантикдда ечилиш 
муаммоси мулохазалар алгебрасида кандай куйилган булса, 
худди шундай куйилади: предикатлар мантикининг и стал- 
ган формуласи ёки умумкийматли, ёки бажарилувчи, ёки 
айнан ёлгон (бажарилмас) формула эканлигини аниклаб 
берувчи алгоритм мавжудми ёки йукми? Бу масала ечилиш 
муаммоси деб аталади. Агар бундай алгоритм мавжуд булса 
эди, у (худли мулохазалар алгебрасидагидек) предикатлар 
мантикидаги исталган формулани айнан чинлигини аник­
лаб берувчи критерийга келтирилган булар эди.

Агар ушбу муаммо мулохазалар алгебраси учун осон 
ечилган булса, предикатлар мантики учун бу муаммони ечиш 
катта кийинчиликларга дуч келди. XX аернинг 30- йиллари- 
да алгоритм тушунчасига аник таъриф берилгапдан сунг 
мазкур муаммо умумий холда ижобий хал этилиши мум­
кин эмас лиги, яъни изланган алгоритм мавжуд эмаслиги 
маълум булиб колди.

1936 йилда америкалик олим А.Чёрч предикатлар ман­
тикининг ечилиш муаммоси умумий холда алгоритм и к ечил- 
маслигини исботлади, яъни предикатлар мантикининг ис-
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талган формуласи к;айси (умумк,ийматли, бажарилувчи ва 
бажарилмас) синфга киришини аникдаб берадиган алго­
ритм мавжуд эмаслигипи курсатди.

Ечилиш муаммоси предикатлар мантики учун ижобий 
ечилмаса-да, легаш предикатлар мантици формулаларининг 
баъзи синфлари учун бу муаммо ижобий \ал этилишини 
курсатайлик.

5.2. Чекли сохаларда ечилиш муаммоси. Ечилиш муам­
моси чекли сохаларда ечилувчидир, яъни ижобий хал була­
ди. Хаки^атан хам, бу холда кванторли амалларни конъюн­
кция ва дизъюнкция амаллари билан алмаштириш мумкин. 
Натижада предикатлар мантики формуласи мулохазалар ал­
гебраси формуласига кслтирилади. Маълумки, мулохазалар 
алгебраси учун ечилиш муаммоси ечиладигандир.

М асалан, Vx3y|P(jc,y) v ^(х,^)] формула М = {а, Ъ} 
икки элемептли чекли сохада аникланган- булсин. У холда 
уни ушбу куринишга келтиринг мумкин:

Vx3у[Р{х , у )  v  Р ( х , х )] = Vx[P(x,o) v Р(х,  х) v  P(x,b)\  =

= [Р(а, a) v Р(а,а)  v Р(а,  6)] л [P(b, a) v  P(b,b) v  P(b, A)].
Х осил этилган конъюнктив нормал шаклдаги форму­

ланинг хар бир элементар дизъюнкцияси ифодасида битта 
мулохаза узининг инкори билан биргаликда к;атнашмокда. 
Демак, мулохазалар алгебрасининг бу формуласи доимо чин 
киймат к,абул к,илади, яъни айнан чин булади.

5.3. Таркибида бир турдаги квантор амали катнашувчи 
нормал шаклдаги формулалар учун ечилиш муаммоси.

1 - т а ъ р и ф .  Агар предикапыар мантики формуласи тар­
кибида эркин предмет узгарувчилар булмаса, у  холда бундай 
формула ёпик формула деб аталади.

2 - т а ъ р и ф .  Агар предикапыар мантики формуласи С тар­
кибида Jtp xv  ..., хп эркин узгарувчилар мавжуд булса, у  х,олда

A s  VX|Vx2...Vx;,C(x,, х2, . . . ,х„)  
формула С формуланинг умумий ёпилиши ва

5- S. Ечилиш муаммоси_______ ______________________| 189 |
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В = Эх,Зх2..Зх(1С(х|) х2, ..., хп) 
формула С формуланинг мавжудлигипи ёпиш деб аталади.

1 - т е о р е м а .  Агар предикатлар мантикининг нормал 
шаклдаги ёпик, формуласи таркибида (ифодасида) факат п 
та мавжудлик квантори цатнашган х,амда бир элементли ис­
талган соуада айнан чин булса, у  холда у  умумк,ийматли фор­
муладир.

И с б о т .  Предикатлар мантикининг нормал шаклдаги 
формуласи

В = Зх,Зх2...ЗхяС (^, q2, ..., />, Р2, ..., Q]tQ2, ...) (1)

куринишда булсин, бунда С формула ифодасида квантор- 
лар катнашмайди, q. — мантикий узгарувчи, Р. — бир жой­
ли предикатлар, Qi — икки жойли предикатлар. Бу формула- 
нинг чинлик киймати унинг таркибида катнашаётган 
qv q2, ... мантикий узгарувчилар ва Pv Р2, ..., Qr  Qv ... 
предикатларга б о т и к

Теореманинг шартига асосан бир а элементли исталган 
М  = {а} сохада бу формула айнан чин, яъни

C(q{, q2, ..., Р^а), Р2(а) , ..., Qt(a,a),  Q2(a,a) , ...) (2)

фомула айнан чин булади. Аникки, (2) формула м у л о х а з а ­
лар алгебраси ниш' формуласи булади.

(1) формула умум^ийматли эмас деб фараз киламиз. У 
Холла шундай Л/, соха ва узгарувчиларнинг шундай кий­
матлар мажмуаси q l  q ° , ..., Р{°, Р2 , ..., Q°, Q ° , ... мавжудки, 
унда (I) формула ёлгон к,иймат кабул килади, яъни

3x,3x2...3x„C(<7,0, q°2, Рх°, Р21  Q l  Q l ...) = 0 . (3) 
(3) формуланинг инкорипи оламиз:

Зх|Эх2..Зхл(<71°, q2, ..., р \  Р2° , ..., Q l  Q l ...) s  

н Vx1Vx2...Vx„C(91°, q l ..., />“, P2l Q l  Q l ...) = 1.
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Бу ердан

(4)
формуланинг Л/, сохдга оид предмет узгарувчиларнинг кан­
дай олинишидан цатьи назар айнан чинлиги келиб чикади. 
Л/, .сохдцан ихтиёрий xQ элементни олиб, уни (4) формула- 
даги предмет узгарувчилар урнига куйиб чикамиз. У \олда

Бу натижа (2) формуланинг айнан чин эканлигига зид- 
дир ва (1) формула умумкийматли эмас деган фаразимиз- 
нинг нотутрилигини курсатади. Шундай килиб, (I) фор­
мула умумкийматлидир.

2 - т е о р е м а .  Агар предикатлар мантикининг нормал 
шаклдаги ёпик, формуласи ифодасида п та умумийлик кван­
тора к;атнашса ва бу формула купи билан п та элементли 
Хар цандай тупламда (сохада) айнан чин булса, у  холда у  уму- 
мцийматли булади.

И с б о т .  Предикатлар мантикининг нормал шаклдаги 
формуласи куйидаги куринииша булсин:

бунда qv q2, ... -  мантикий узгарувчилар, Рг Р7. ... -  бир 
жойли предикатлар, Qv £>,, ... — икки жойли предикатлар. 
(1) формула умумкийматли эмас деб фараз киламиз. У х,олда 
п тадан ортик элементга эга булган А/, соха мавжудки, бунда
(I) формула айнан чин булмайди. Бошкача килиб айтганда, 
Узгарувчиларнинг шундай

Демак,

Кийматлар мажмуаси мавжудки,



Бу ердан

Ч х у х г. .ХхйС( я1  q l />°, Р,,°..... Q l  Q l ...) =

s  3х,3х2..3 х „ а .ч 1  q l />°, Р2° , Q l  Q l ...) S I .
Шу1гдай к,илиб, предмет узгарувчиларнинг шундай 

х,°, х2° , х “е А/, кийматлари мавжудки,

C(9i°»я1 ■■■■> р; \ Р ? , - ,  Q l  Q l e l
ва

С(^°, <?2° , ..., />°, /*2° , Q l  Q l ...) s  О
булади.

Демак, М] сохадан купи билан п та элементи булган 
шундай М  со\ани ажратиш мумкинки, у ерда бу формула 
айнан чин булмайди. Бу натижа теореманинг шартига зид­
дир ва у (1) формула умумк,ийматли эмас деган нотугри 
фаразимиздан келиб чикди. Демак, (1) формула умумк,ий- 
матли формуладир.

Таркибида факдг бир жойли (битта предмет узгарувчига 
боглик, булган) предикатлар кдтнашган формулалар учун 
ечилиш муаммоси ижобий хдп этилиши куйидаги теорема- 
дан куринади.

3 - т е о р е м а .  Предикапыар маипищининг таркибига п та 
бир жойли предикат кирган А формуласи бирор М тупламда 
бажарилувчи булса, у  х;олда бу формула элементлари сони 2" 
дан катта булмаган А/, тупламда х,ам бажарилувчи булади.

Ушбу теоремадан куйидаги натижа келиб чикдди.
Н а т и ж а .  Предикатлар манти^ининг таркибига факдг 

п та бир жойли предикат кирган А формуласи элементлари 
сони 2" дан куп булмаган ихтиёрий тупламда айнан чин 
булса, у холда бу формула ихтиёрий тупламда хам айнан 
чин булади.

Куйидаги теорема хам предикатлар мантик,ининг катта 
синфини ташкил к,илувчи формулалари учун ечилиш му­
аммоси ни хдт килади.

* 1 9 2 | ____________________________IV  БОБ. ПРЕДИКАТЛАР МАНТИКИ



4 - т е о р е м а .  Агар предикатлар мантикининг А форму­
ласи бирор чексиз сохада бажарилувчи булса, у  холда у  чекли 
сохада хам бажарилувчи булади.

Муаммоли масала ва топширицлар

5- §. Ечилиш муаммоси _____________ Di3

1. Куйидаги формуланинг умумкийматли эканлигини ис­
ботланг:

А = (Р(х) Q(x)) ЗхР(х)  л Vx(?(x) ■
2. Агар М  тупламда аникланган А(х) ва В(х) предикатлар 

чин кийматли булса, у холда уларнинг чинлик туплам- 
лари кандай шартларни каноатлантириши керак:
1) Vjc(>4(jc) -> В(х)) а 3х(Л(х) а В(х )) ;
2) Зх(Л(х) a  В(х))  a  (V(/l(x) -> В( х) ) ) ;

3) Зх(А(х)  а В(х)) -» (VxM (x) В(х))) ?
3. М -  {1, 2, 3, 20} тупламда куйидаги предикатлар 

берилган:
А(х)\ «х 5 га булинмайди»; В(х): «х жуфт сон»;
С(х): «х туб сон»; Д х): «х 3 га каррали».
Куйидаги предикатларнипг чинлик тупламини топинг:
I) Л(х) а Д(х); 2) С(х) а й (х)
3) С ( х ) а Д х ) ;  4) В(х)  a  D(x)
5) В(х ) а Д х) ;  6) А ( х ) л Щ х )
7) В(х)  a  D( x ) ; 8) А(х)  а  В(х) a  Д х )  ;
9) А(х) v  В ( х ) ; 10) В(х) v С (х ) ;
II) С(х) v D(x) ; 12) B (x )v D (x );
13) B ( x ) v D ( x ) ]  14) 5 (x )v Z )(x ) ;
15) A( x)  v Д х )  v Д х ) ; 16) С (х )-> Л (х );

17) Д х ) ч С ( х ) ;  18) Л (х )-> Я (х );
19) (/4(х) a  С (х )) - >  £ )(х ) ; 2 0 )  ( /1 ( х ) л / ) ( х ) ) - ) С ( х ) .

13 — Х-Тураев



IV  БОБ. ПРЕДИКАТЛАР МАИ ТИКИ

/ / ^  Мустакил ишлаш учун савол ва топшириклар

1. Предикатлар мантикдаа ечилиш муаммоси.
2. Чекли со\аларда ечилиш муаммоси.
3. Ёпик формула. Формуланинг умумий ёпилиши. Формуланинг мав- 

жудлигини ёпиш.
4. Таркибида бир турдаги квантор амали катнашувчи нормал шакл­

даги формулалар учун ечилиш муаммоси.

6-§ . Предикатлар мантикининг математикага 
татбици

[7J Математик таъриф ва теоремаларни предикатлар ман- 
тик,и тили воситаси билан ифодалаш. Сонлар кетма-кет- 
лиги лимитининг таърифини ифодалаш. Функциянинг нук;- 
тадаги лимитининг таърифини ифодалаш. Функциянинг 
нучтадаги узлуксизлиги таърифини ифодалаш. Усувчи 
функциянинг таърифини ифодалаш. Чегараланган функ- 
циянинг таърифини ифодалаш. Карама-к,арши тасди^лар- 
ни тузиш. Туьри, тескари ва к,арама-к,арши теоремалар­
ни ифодалаш. Етарли ва зарурий шартларни ифодалаш.

6.1. Математик мулох,азаларни предикатлар мантики 
формуласи куринишида ёзиш. Куйида асосий математик ту­
шунчалар — таъриф ва теоремаларни предикатлар мантики 
тили воситаси билан кандай ифодалаш мумкинлигини куриб 
утамиз.

Х,ар к,андай математик фан шу фанда каралаётган объект- 
лар \акидаги мулохазалар билан иш куради. Мантик ва туп­
ламлар назариясининг символлари х;амда берилган фаннинг 
махсус символлари ёрдамида шундай мулохазалар преди­
катлар мантикининг формуласи куринишида ифодалани- 
ши мумкин. Предикатлар мантикининг тили математик ту­
шунчалар уртасидаги муносабатни ифодалашга, таъриф, те­
орема ва исботларни ёзишга имконият яратади. Бу ёзиш- 
ларни мисолларда курайлик.



1. Сонлар  к етм а-кетл и ги  л и м и т и н и н г  таърифи.  
Сонлар кетма-кепьшги лимитининг таърифини хуйидагича 
ёзиш мумкин:

а = lim ал Ve > 03п0\/п  е N (n  > п0 -> Iа„ -  а\ < е ) .о
Бу ердауч жойли предикат Л(е, п, пп): (п > п0 \ап -  а\ < е) 

дан фойдаланилган.
2. Функция нинг  нуктадаги лимит ининг  таъриф и. 

Бу таърифни ушбу шаклда ёзиш мумкин:

b = lim /(х )  <-> Ve > 038> OVxe £'(0 < |х — х0| < 8 -> |/(х )-А | < е).
X - t X Q  I I I  I

Бу ерда В{г, 8, х): (0 < |х -  х0| < 8 —» |/(х ) -  Ь\ < е) уч жой­
ли предикатдан фойдаланилган.

3. Ф ункциянинг нуктадаги узлуксизлиги таърифи. 
Е  тупламда аникланган /(х) функция учун xQe Е да

Ve > 038> OVxe £ ( |х - х 0| < 8 —> j / ( x ) - / ( х 0)| < е)
булса, /(х) функция х0е Е нук;тада узлуксиз деб аталади.

Бу ерда хам уч жойли Р(г, 8, х) предикатдан фойдала- 
нилди.

4. Усувчи фу н к ц и я н и н г  таърифи.  Етупламда аник;- 
ланган /(х) функция учун

Vx, е Е  Vx2 е £ 2( х , < х2 -> /(х ,)  < / ( х 2))
булса, бу функция шу тупламда усувчи деб аталади.

Бу ерда Q(xx, х2): (х, <х2-н>/(х,) < /(х2)) икки жойли преди­
катдан фойдаланилган.

5. Чегараланган  ф у н к ц и я н и н г  таърифи.  Аник^т- 
ниш сохаси Е булган /(х) функция учун

3М  е /?+Vx е Е  ( |/(х)| < М )
булса, у  холда бу функция шу сохада чегараланган деб аталади.

Бу ерда хам Е(х, М): (|Дх)| < М) икки жойли предикатдан 
фойдаланилган.

6 - S. Предикатлар мантикининг математикага татбици_________________Д 195
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Маълумки, математикада куп теоремалар шартли муло­
хазалар шаклида ёзилади, яъни «Агар х булса, у холда у  бу­
лади» тарзида ифодаланади. Масалан, «Агар нукта бурчак 
биссектрисасида ётган булса, у холда у бурчак томонлари- 
дан тенг узокдашган (масофада) булади». Бу теореманинг 
шарти «Нукта бурчак биссектрисасида ётган» ва хулосаси 
«Нукта бурчак томонларидан тенг узокдашган» жумлала- 
ридан иборат. Куриниб турибдики, теореманинг шарти хам, 
хулосаси хам R2 -  R x  R тупламда аникланган предикатни 
ифодалайди. Бу предикатларни хе R2 учун мос равишда А(х) 
ва В(х) билан белгилаб, теоремани куйидагича ёзиш мумкин:

Vxe R2 (А(х)-*В(х)).

Шу сабабли, теореманинг тузилиши (структураси) ха- 
Кида гапирганда, унда учта кисмни ажратиш керак: 1) теоре­
ма шарти: R2 тупламда аникданган Дх) предикат; 2) тео­
рема хулосаси: R2 тупламда аникланган Q(x) предикат;
3) тушунтириш кисми: бу ерда теоремада ran юригилаётган 
объектлар тупламини ифодалаш керак.

6.2. Кдрама-карши тасдицларни тузиш. Бирор А мате­
матик тасдик берилган булсин. Унга карама-карши булган 
тасдик А булади. Предикатлар мантики тенг кучли алмашти- 
ришлар воситаси билан А формулага яхши шакл (куриниш) 
бера олади. Масалан, чегараланган функциянинг таърифи

3М е R+\/x  е Е ( |/(х)| < М )

формула оркали берилишини курган эдик. Бу формуланинг 
инкорини олиб ва тенг кучли алмаштиришларни утказиб, 
чегараланмаган функциянинг таърифини хосил киламиз:

3 М  е R \ f x  е Е  ( j/(x)| < М )  = \ / М  е R y x e  Е  ( | /  (х)| < М) = 

= VA/ е R+ Зхе Е ( |/(х ) | < М)  = VM е R+ Эхе Е ( |/(х ) | > М ) .

Хосил булган VM е R, Зхе  Е ( |/(х )| > М)  формула че­
гараланмаган функциянинг таърифини ифодалайди.
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Келтирилган мисолдан куриниб турибдики, %амма кван­

торлари олдинда турган предикатлар мантики формуласи 
оркали ифода,1анган тасдикка карама-карши тасди^ни ясаш 
учун %амма кванторларни карама-каршисига (яъни V ни 3 га 
ва 3 ни V га) алмаштириш ва кванторлар остида турган 
предикатнинг инкорини олиш кифоя.

Масалан, b * lim /(х )  тасдик,ни куйидаги формула ифо-
X -+ X Q

далайди:

Ve > 038 > OVxe £(0 < |х — xq| < 5 —> \ f ( x ) - b \  < е )  = 

s  Зе > 0V8> ОЗхе £(0 < |х — xq| < 8 -> |/ ( х ) - 6 |  <е)  =

= Эе > 0V8> ОЗхе £(0  < |x - xq| < 8 а | / ( х) - 6| > е).

Энди берилган теореманинг тугрилигини рад этадиган 
тасдик,ни ясашни мисолда курайлик. Vxe Е(Р(х)  -> Q(x)) 
теорема берилган булсин. Бу теоремани рад этадиган тасдик, 
куйидагича булади:

Vx е Е ( Р( х ) -» Q{x))  = Эх е Е{Р{х)  -> Q(x)) s

Охирги формула факат Р{х) = 1 ва Q(x) = 0 булгандагина 
чин кийматга эгадир.

Демак, Vx(P(x) -> Q(x)) теореманинг нотугрилигини 
исботлаш учун шундай хе £  элементни курсатиш керакки, 
бу элемент учун Дх) — чин ва Q(x) — ёлгон киймат кабул 
Килсин, яъни контрмисол келтириш керак.

6.3. Тугри, тескари ва карама-карши теоремалар. Куйи­
даги туртга теоремани куриб чикайлик:

= 3x6 £ (Р (х ) л Q(x)).

Vxe Е(А(х)  -> В(х)) ,  

Vx е £(Я(х) -» А(х ) ) ,
( 1)
(2)
(3)
(4)

Vx е £(/4(х) —> 5 (х )) ,
Vx е Е(В(х)  -» А ( х ) ) .
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1 - т а ъ р и ф .  Бирининг шарти иккинчисининг хулосаси в а 
иккинчисининг шарти биринчисининг хулосаси булган жуфт 
теоремалар узаро тескари теоремалар деб аталади.

Масалан, (1) ва (2) теоремалар \амда (3) ва (4) теорс- 
малар узаро тескари теоремалар булади. Бу жуфт теорема- 
ларнинг бирини тугри теорема десак, у \олда иккинчисини 
тескари теорема дейиш керак.

2- т а ъ р и ф . Бирининг шарти ва хулосаси иккинчисининг 
шарти ва хулосаси учун мос равишда инкорлари булган жуфт 
теоремалар узаро царама-царши теоремалар деб аталади.

(1) ва (3) теоремалар \амда (2) ва (4) теоремалар узаро 
кдрама-карши теоремалар булади.

Масалан, (1): «Агар туртбурчакнинг диагоналлари тенг 
булса, у холла бу туртбурчак тугри бурчакли булади» теоре­
мага (2): «Агар туртбурчак тугри бурчакли булса, у холда 
унинг диагоналлари тенг булади» деган теорема тескари тео­
рема булади. (1) теоремага кдрама-карши теорема (3): «Агар 
туртбурчакнинг диагоналлари тенг булмаса, у холда у тугри 
бурчакли булмайди» ва (2) теоремага к,арама-карши теоре­
ма (4): «Агар туртбурчак тугри бурчакли булмаса, у холда 
унинг диагоналлари тенг булмайди» булади.

Курилган мисолда (1) ва (4) теоремалар бир вакдда чин 
булади. (1) теоремага тенг ёнли трапеция контрмисол булади.

Равшанки, тугри ва тескари теоремалар, умуман айт- 
ганда, тенг кучли булмайди, яъни бири чин, иккинчиси 
ёлгон булиши мумкин. Аммо, (1) ва (4) теоремалар хамда
(2) ва (3) теоремаларнинг тенг кучли формулалар эканли­
гини осонгина исботлаш мумкин. Хак>ик,атан хам,

Vx е Е(А(х)  -> В(х)) = \ / х е  Е(А(х)  v В(х)) =

= Ух е Е( В(х) v Л(х)) = Vx е Е(В(х)  А( х ) ) .

Худди шу каби (2) ва (3) формулаларнинг тенг кучли- 
лигини исботлаш мумкин:

Vxe Е(В(х)  -» А(х)) = Vxe Е(А(х)  -» В(х) ) .



Бу тенг кучлиликлардан куйидаги хулосага келамиз: агар
(1) теорема исбот килинган булса, у холда (4) теорема \ам 
исбот килинган булади ва агар (2) теорема исбот килинган 
булса, у холда (3) теорема хам исботланган хисобланади.

6.4. Етарли ва зарурий шартлар. Куйидаги теоремани 
курайлик:

V x e  Е(А{х) ->  В(х)).  (5)
А(х)—>В(х) предикатнинг чинлик гуплами C l А U fB туп­

ламдан иборат булади. Демак, бу предикатнинг ёлгонлик 
туплами C(CIА U I в ) -  ( / л C\CJB) тупламдан иборат. Охирги 
^иПС/ в туплам факат 1А с  1В булгандагина буш туплам 
булади.

Шундай килиб, Л(х)->/?(х) предикат хе  Е нинг хамма 
кийматларида А(х) предикатнинг чинлик туплами В(х) пре­
дикат чинлик тупламининг кием туплами, яъни / А с  Iв 
булганда ва факат шундагина чин булади. Бу холда В(х) 
предикат А{х) предикатдан мантилий келиб чикади деб ай­
тилади. В(х) предикат А(х) предикат учун зарурий шарт ва 
А{х) эса В{х) учун етарли шарт деб айтамиз. Масалан, ушбу 
«Агар х натурал сон булса, у холда у  бутун сон булади» 
теоремасида В{х)\ «х — бутун сон» предиката А(х): «х — нагу- 
рал сон» предикагидан мантикий келиб чикади ва «х -  на­
турал сон» предиката «х — бутун сон» предикати учун етар­
ли шарт булади.

Шундай холлар мавжудки, буларда
Vx е Е(А(х)  -> В(х))  (6)

ва
Vx е Е(В(х)  -> А(х))  (7)

узаро тескари теоремалар чин булади. Бу хол факат /, = /д, 
яъни А{х) ва В(х) предикатлар тенг кучли предикатлар бул­
гандагина мумкин.

Каралаётган холда (1) теоремага асосан А(х) предикат 
В(х) предикат учун етарли шарт ва (2) теоремадан Л{х) пре-

6- §■ Предикатлар мантикининг математикага татбици ------------------ № .



дикат Д х ) предикат учун зарурий шарт эканлиги келиб чи­
кади. Демак, агар (1) ва (2) теоремалар чин булса, у холда 
А(х) шарт В(х) учун х;ам етарли, хам зарурий шарт булади. 
Худди шу каби бу \олатда Дх) шарт А(х) учун етарли ва 
зарурий шарт булади.

Биз айрим вакгларда «зарур ва етарли» мантикий 6of- 
ловчи урнига «шунда ва факат шунда» мантикий бомовчи- 
ни ишлатамиз.

Бу ерда (1) ва (2) мулохазалар чип булганлиги учун 
куйидаги мулохаза хам чин булади:

Vx е Е(А(х)  —> В(х)) a  Vx е Е(В(х)  —> А(х))  -  
= Vxe Е(А(х)  5(х)).

1-м и с о л .  Ушбу теорема: «Агар х сон 6 га булинса, у 
Холда х сон 3 га булинади» чиндир. Бу ерда А(х) предикат: 
«х сон 6 га булинади» ва Дх) предикат: «х сон 3 га булина­
ди». Дх) предикат А(х) предикатдан мантикий келиб чика­
ди, яъни Л(х)->Дх). А{х) предикат (х сон 6 га булинади) 
В{х) предикат (х сон 3 га булинади) учун етарли шартдир. 
В{х) предикат Л(х) предикат учун зарурий шартдир. Шу 
вактнинг узида тескари теорема: «Агар х сон 3 га булинса, 
у холда х сон 6 га булинади» нотугридир (ёлгондир). Шу­
нинг учун хам Дх): «х сон 3 га булинади» предиката А{х): 
«х сои 6 га булинади» предикат учун етарли шарт ва А(х): 
«х сон 6 га булинади» предиката Дх): «х сон 3 га булинади» 
предикатига зарурий шарт була олмайди.

6.5. Тескарисини (аксини) фараз килиш усули билан ис­
ботлаш. Тескарисини фараз килиш усули билан исботлаш- 
ни куйидаги схема оркали олиб борилади:

Vx е Е(А(х) —» В(х) ) , (8)
теорема нотугри, яъни шундай х узгарувчи мавжудки, А(х) 
шарт — чин ва Дх) хулоса — ёлгон деб фараз килинади. 
Агар бу фараздан мантикий фикрлаш натижасида карама- 
Карши тасдик келиб чикса, у холда килинган фараз нотуг­
ри эканлиги ва теореманинг тугрилиги хосил булади.
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7-§ . Аксиоматик предикапыар хисоби хацида

Бу схемадан фойдаланиб (1) теореманинг чинлигини 
курсатайлик. Хакикатан \ам, (]) теореманинг нотуррилнги 
(ёлгонлиги) (фараз буйича) ушбу формуланинг чинлиги­
ни курсатади: Vxe Е(А(х) -> В{х) ) .

(1) теоремани нотурри деб кабул килган фаразимиздан 
келиб чикадиган карама-карши тасдик, D л D конъюнкни- 
ядан иборат булади, бунда D — бирор мулохаза. Шундай 
килиб, тескарисини фараз кдлиш усули билан исботлаш схе- 
маси куйидаги (формуланинг чинлигини исботлаш га келти-
рилади: Vx е Е(А(х)  -> В(х)) D л D .

Бу охирги формула (8) формулага тенг кучлидир. Хаки- 
катан хам,

Vx е Е(А(х)  —> В(х)) —> D л D s  

s V x e  Е(А(х)  -» В{х))  v D л D = Vx е Е{А(х)  -» В(х) ) .

7- §. Аксиоматик предикатлар хисоби хакдда

[7[ Аксиоматик предикатлар хисоби. Предикатлар х;исоби- 
нинг аксиомалар системаси. Умумийлик кванторини кири­
тиш коидаси. Мавжудлик кванторини киритиш коидаси. 
Ечилиш, зидсизлик, туликлилик ва эркинлик муаммолари.

Аксиоматик предикатлар назариясини хам худди акси­
оматик мулохазалар назарияси каби яратиш мумкин. Бу ерда 
куйидагидарни курсатиш зарур:

1. Предикатлар хисоби формуласининг таърифи преди­
катлар мантики формуласининг таърифи билан бир хил.

2. Предикатлар хисоби аксиомалар системасини танлаш- 
ни (худди мулохазалар хисобидагидек) хар хил амалга оши- 
риш мумкин. Шундай аксиомалар системасидан биттаси 
Куйидаги: мулохазалар хисобининг ун бир аксиомаси (4 та 
гурух аксиомалар) ва иккита кушимча аксиома

Vx(F(x) -4 F( x ) ) , F(t) -> 3xF(x) ,
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аксиомалардан иборат система булиши мумкин, бу ерда 
/ узгарувчи х у зг а р у вчини уз ичига олмайди.

3. Мулохазалар хисобидаги келтириб чикариш коидаси­
га яна иккита кои да КУ шил ад и:

а) умумийлик кванторини киритиш коидаси:

агар F х  га боглик булмаса.
4. Хулоса ва исботланувчи формула тушунчалари худди 

мулохазалар хисобидаги каби аникланади.
. 5. Худди хамма аксиоматик назариялардагидек ушбу му- 

аммолар курил ад и:
а) ечилиш; б) зидсизлик; в) туликлик; г) эркинлик.

1. Предикатлар мантики тилида куйидаги таърифларни ёзинг:
1) чизикди тартибланган туплам (тартибланган туплам 
чизикди деб айтилади, агар шу тупламнинг хар кандай 
х ва у  элементлари учун ёки х -  у, ёки х < у, ёки х > у  
булса);
2) жуфт функция (f(x) жуфт функция деб айтилади, агар 
унинг а н и к л а н и ш  сохаси координата бошига нисбатан 
симметрик ва аникланиш сохасининг хар бир х элементи 
учун /(х) = /(-х) булса).

2. Куйида берилган жумлалардаги нукталар урнига «зарур, 
аммо етарли эмас», ёки «етарли, аммо зарур эмас», ёки 
«зарур эмас ва етарли эмас» ва каерда мумкин булса, 
«зарур ва етарли» сузларини шундай куйингки, хосил 
булган мулохазалар чин булсин:
I) туртбурчак тугри бурчакли булиши учун унинг диаго- 
налларининг узунлиги тенг булиши ...;

F—>G(x)
F —>\/xG(x)  ’

б) мавжудлик кванторини киритиш к°идаси:
G(x) -*F

3xG{x)^>F  ’

М у аммо ли масала ва топширицлар
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2) х 2 -  5х + 6 = 0 булиши учун х = 3 булиши
3) f(x)  функция [а, Ь) сегментда интсгралланувчи були­
ши учун чегараланган булиши
4) /(х) функция [а, Ь\ сегментда интегралланувчи були­
ши учун/(х) [а, b] сегментда узлуксиз булиши

5) Y j ak сонли катор як;инлашувчи булиши учун lima,, =0*=1 и-*”
булиши....

3. Ушбу кванторли мулохазаларнинг инкорларини топинг:
1) \ /x3yF(x,  у ) \

2) УхЗуУгЖх, У, Z) ;
3) \ / x[F(x)у \ /уВ{х, у)];
4) ЗхЗуУг[^(х, у)  л В(у, z ) ] ; ________
5) ЗхЛ(х, z) л 3х\/уВ(х,  у )  -> VxVyCCx, у,  z ) ;
6) Зх(Л(х) а В(х) а С (х));
7) Vx(A(x)  -> Vy B ( y ) ) ;
8) Vx(/4(x) -> В(х)) а 3x(D(x)  a R(x )) ;
9) Зх(/?(х) <-> Р{х) ) ;
10) Vx3yVz(P(x, г) ^  0(х, у, г ) ) .

Мустакил ишлаш учун савол ва топширик^ар

1. Математик таъриф ва теоремаларни предикатлар мантики тили 
воситаси билан ифодалаш.

2. Сонлар кетма-кетлиги лимитининг таърифини ифодалаш.
3. Функциянинг нук,тадаги лимитининг таърифини ифодалаш.
4. Функциянинг нук,тадаги узлуксизлиги таърифини ифодалаш.
5. Усувчи функциянинг ва чегараланган функциянинг таърифларини 

ифодалаш.
6. Кдрама-карши тасдикларни тузиш.
7. Тугри, тескари ва карама-карши теоремалар.
8. Етарли ва зарурий шартлар.
9. Тескарисини (аксини) фараз к,илиш усули билан исботлаш.
10. Аксиоматик предикатлар х;исоби х,ак,ида.



Мулохазалар алгебраси ва мулохазалар хисобида форму­
ланинг тавтология булиши ёки булмаслигини аникдашнипг 
самарали усулларидан бири чинлик жадвалидир. Аммо пре­
дикатлар мантики да бу холат батамом узгаради. Предикатлар 
мантикдда хар бир формуланинг умумкдйматли ёки умум- 
к^йматли эмаслигини ечадиган самарали усул мавжуд эмас. 
Шунинг учун хам предикат ва у билан ботик; квантор ту- 
шунчаларидан фойдаланадиган математик назарияларда ак­
сиоматик усуллардан фойдаланиш зарур булиб к,олади.

Берилган аксиомалар системаси негизида (базасида) 
курилган аксиоматик назария деб, шу аксиомалар система- 
сига таяниб исботланувчи хамма теоремалар мажмуасига 
айтилади. Аксиоматик назария формал ва формалмас наза- 
рияларга булинади.

Формалмас аксиоматик назария назарий-тупламий маз- 
мун билан тулдирилган булиб, келтириб чикариш тушунча­
си аник; берилмаган ва бу назария асосан фикр мазмунига 
суянади.

Каралаётган аксиоматик назария учун куйидаги шарт- 
лар бажарилган булса, яъни:

1) назариянинг тили берилган;
2) формула тушунчаси аникланган;
3) аксиомалар деб аталадиган формулалар туплами берил­

ган;
4) назарияда келтириб чикариш к,оидаси аникланган 

булса, формал аксиоматик назария аникланган деб хисоб- 
ланади.

Математик назариялар орасида биринчи тартибли наза­
рия алохида урин тутади. Бу назария юк,ори тартибли мате­
матик назариялардан куйидаги хусусиятлари билан фарк, 
кдгсади:



I- §. Биринчи тартибли тил. Терм ва формулалар

— предикатлар ва функциялар буйича квантор амаллари 
(операциялари) бажарилмайди;

— аргументлари бошка предикатлар ва функцияларни 
кабул килувчи предикатлар мавжуд эмас.

Биринчи тартибли математик назария бошка бир катор 
маълум математик назарияларни ифодалаш учун етарлидир.

Куй ид а биринчи тартибли математик назариянинг тили, 
терм ва формулалари тушунчаси, мантикий ва хос (махсус) 
аксиомалари, келтириб чикариш коидаси, назарияда исбот­
лаш тушунчаси, тавтология хусусий хрлларининг исботла- 
нувчанлиги, дедукция теоремаси, назария тилининг интер- 
претацияси (талкини), берилган интерпретацияда формула­
ларнинг чинлик кийматлари, назариянинг модели, интер- 
претациянинг изоморфизмлиги, назариянинг катъийлиги, 
назариянинг зидсизлик, туликлилик ва ечилиш муаммола- 
ри, предикатлар хисобининг зидсизлиги, натурал сонлар наза­
рияси, Гёделнинг туликсизлик \акидаги теоремаси сингари 
масалалар ёритилган.

1- §. Биринчи тартибли тил. Терм ва формулалар

[7[ Терм. Формула. Суз. Буш суз. Назариянинг тили. Биринчи
тартибли тил. Тилнинг сигнатураси. Функционал щрфлар.
Предикат х,арфлар. Биринчи тартибли назариянинг сим-
воллари. Предмет узгарувчилар. Предмет константалар.
Кванторнинг таъсир этувчи сохаси.

1 - т а ъ р и ф . \а р  к;андай символларнинг буш булмаган чекли 
туплами алфавит деб, алфавитнинг символлари эса д:арфлар 
деб аталади.

2- т а ъ р и ф . К,аралаётган А алфавит удрфларининг чек­
ли кетма-кетлиги А алфавитдаги суз деб аталади. Харфлар- 
нинг буш кетма-кетлиги буш суз деб аталади ва д  билан 
белгиланади.
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3 - т а ъ р и ф .  Агар А алфавитидаги а ха2...ап ва bxb2...bk 
сузлар учун п = к ва ах = Ьх, а2 = Ь2, ..., ап -  Ьк булса, бу сузлар 
тенг деб аталади ва аха2...ап = bxb2...bk куринишда ёзилади. Бу 
ерда п сон сузнинг узунлиги деб аталади.

4- т а ъ р и ф . Агар А( Т) бирор назариянинг алфавити булса, 
А( Т) даги Е( Т) cy3jiap тутами Тназариянинг ифодалар тупла­
ми деб аталади.

5 - т а ъ р и ф .  < А(Т) ,  А(Т)  > оку ф тли к Т назариянинг 
тили деб аталади.

Биринчи тартибли тиллар биринчи тартибли назарияларда 
кулланилади.

Биринчи тартибли назариянинг символлари куйидаги- 
лардан иборат:

л, v ,  — -  — мантикий амаллар;
V, 3 — квантор амаллари;
( , )  — кушимча символлар;
А" (n , j >  I) — «-жойли предикат \арфларнинг санокти 

туплами. Бу ерда юкори индекс жойнинг сонини ва куйи 
индекс предикат харфининг ракамини билдиради;

/ "  (п, j >  1) — чекли (буш булиши \ам мумкин) ёки 
санокли функционал харфларнинг туплами. Бу ерда юкори 
индекс функция таркибига кирувчи узгарувчилар сони ва 
ку'йи индекс функционал \арфнинг ракамини билдиради;

а (/> 1) — чекли (буш) ёки санокли предмет константа- 
лар туплами.

Мантикий амаллар занжири хам функционал харфлар 
сифатида каралиши мумкин.

6 - т а ъ р и ф .  Предикат харфлар туплами функционал 
Харфлар ва константалар тупламлари билан биргаликда бе­
рилган назария тилининг сигнатураси деб аталади.

Шундай килиб, биринчи тартибли Т назарияда айрим 
ёки хамма функционал харфлар ва предмет константалар ва 
айрим (аммо хаммаси эмас) предикат харфлар мавжуд 
булмаслиги мумкин.



Биринчи тартибли хар хил назариялар бир-биридан ал- 
фавитдаги харфлар таркиби билан фарк, килиши мумкин.

Т назарияни тулик; тавсифлаш учун терм ва формула 
тушунчаларини аникдашимиз керак. Терм ва формула — бу 
Е(Т) сузлар тупламининг икки синфидир.

7 - т а ъ р и ф .  1) Предмет узгарувчилар ва предмет конс­
танталар термдир;

2) агар г{, г2, ..., гп лар терм, А эса п- жойли амалнинг 
символи булса, у  холда A" (rv г2, ..., г )  термдир;

3) Т назарияда 1 ва 2- бандларда аник,лапганлардан maui- 
н;ари %еч цандай терм мавжуд эмас.

Табиий интерпретациям (талк;инга) асосан терм — бу 
айрим олинган предметнинг исмидир. Узгарувчилар ва пред­
мет константалардан ташкари амалларнинг символлари во- 
ситасида узгарувчилар ва предмет константалардан хосил 
Килинган занжирлар хам терм булади, чунки интерпрета­
ция га кура терм бирор функциянинг киймати сифатида 
аникданяпти.

8 - т а ъ р и ф .  1) Агар А — п-жойли муносабат символи 
(предикат ёки функция) ва г г 2, ..., г термлар булса, у  холда 
A(rv г2, ..., г )  формула, хусусан, агар А -  предикат харфи А" 
булса, у  холда

А?(г{, г2, ..., г )

элементар формула деб аталади;
2) агар А ва В формулалар булса, у  холда А л  В, Aw В, 

А —> В, А хам формуладир;
3) агар А формула ва у  хаРфи А формулага эркин кирувчи 

ёки А таркибига кирмаган предмет узгарувчиси булса, у  холда 
'У У А , ЭуА ифодалар формула булади. Бу холда А кванторнинг 
таъсир этувчи сохаси дейилади;

4) 1—3- бандларда аник^ланганлардан ташк,ари боища хеч 
Кандай формула мавжуд эмас.

/-  .ft Биринчи тартибли тил. Терм ва формулалар_________________________ | 207
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2- §. Мантикий ва хос (махсус) аксиомалар. 
Келтириб чицариш коидаси

[7] Мантилий аксиомалар. Махсус аксиомалар. Келтириб чи­
кариш коидаси. Хулоса коидаси. Умумлаштириш коидаси.

Биринчи тартибли назария аксиомалари икки синфга: 
мантикий ва хос аксиомаларга булинади.

Мантикий аксиомалар: А, В ва С лар Т назариянинг 
Кандай формулалари булишидан катъи назар куйидаги фор­
мулалар Т нинг мантикий аксиомалари булади:

1) / ! - > ( £ - »  А )\

2) (А -> (В -> С)) -> ((А -» В ) ^ ( А ^  С ) ) ;

3) ( 5 - »  Л ) ->((2? ->i4)-> В);
4) \/XjA(Xj) -> /1(0. Бу ерда А(х)  -  берилган Т назария­

нинг формуласи ва г — шу А(х:.) формулада эркин булган 
Г назариянинг терми. Таъкидлаш керакки, t терм х  билан 
\ам мос келиши мумкин, у холда биз Vx,-i4(x<-) -» А(х,) ак- 
сиомага эга буламиз;

5) агар х. предмет узгарувчи А формулада эркин булма­
са, у \олда

Vx/(A —> В) —> (А —> Ух/В) .

И з о х;. Олдинги бобда XI аксиомали классик мулох;аза- 
лар х,исобини куриб утган эдик. Аммо кам аксиомали муло­
хазалар х,исобини х,ам яратиш мумкин (масалан, 1—3 - ман­
тикий аксиомалар асосида).

Хос аксиомалар. Хос аксиомаларни умумий хддда тав- 
сифлаш мумкин эмас, чунки улар бир назариядан иккинчи 
назарияга утишда узгаради, яъни \ар бир назариянинг узи- 
гагина хос аксиомалари булади.

Биринчи тартибли назария хос аксиомаларга эга эмас. 
Бу назария соф мантикий назариядир. Адабиётларда бу наза­
рия биринчи тартибли предикатлар кисоби деб айтилади.



Куп аксиоматик назарияларда тенглик тушунчасидан 
фойдаланилади. Уни икки жойли предикат « х  = у »  сифа- 
тида киритилади. Щу сабабли аксиомалар каторига иккита 
хос аксиома киритилади:

1) Vx(x = х ) ;
2) агар х, у, z хар хил предмет узгарувчилар ва F(z) фор­

мула булса, у холда VjcVy(x = у  -» F(x)  = F ( y ) ) .
Келтириб чикариш коидаси. Худди мулохазалар \исоби- 

дагидек, Н формулалар мажмуасидан келтириб чикариш ту­
шунчасидан фойдаланамиз. Н га кирувчи муло\азаларни 
(формулаларни) шартлар деб айтамиз. Агар Я  дан келтириб 
чикарилган ифоданинг охирида А мулохаза (формула) тур­
ган булса, у \олда А мулохаза Н  дан келтириб чикарилган деб 
айтамиз ва Н \ - А  куринишда ёзамиз. Хусусан, Я = 0  булса, 
у холда \ -А куринишда ёзилади.

Биринчи тартибли назариянинг келтириб чикариш 
коидаси таркибига ушбу иккита коида киради:

1. Хулоса коидаси (ёки modus ponens):
b А ,\-А ^>В

F в •
2. Умумийлик квантори билан боглаш коидаси (ёки умум- 

лаштириш коидаси):
М _

\~VXjA  '

I =  Муаммоли масала ва топширицлар

1. Кандай шартлар бажарилганда аксиоматик назария формал 
аксиоматик назария булади?

2. Биринчи тартибли назария юкори тартибли математик 
назариялардан кандай хусусиятлари билан фарк килади?

3. Мантикий амаллар занжири хам функционал харфлар 
сифатида каралиши мумкинлигини исботланг.

4. Агар b  А  л -  л Ат -» В булса, у холда А ,, Ат\- В 
булишини исботланг.

14 — Х-Тураев

2- §. Мантилий ва хос (махсус) аксиомалар. Келтириб чикариш коидаси |  209 [
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Мустацил ишлаш учун савол ва топшириклар

1. Аксиоматик назария тушунчаси. Формал ва формалмас аксиоматик 
назарияпар.

2. Биринчи тартибли тил. Терм ва формулалар. Функционал ва пре­
дикат \арфлар. Биринчи тартибли назариянинг символлари.

3. Предмет узгарувчилар ва константалар. Кванторнингтаъсир этувчи
сохаси.

4. Мантикий вахос (махсус) аксиомалар. Келтириб чикариш коидаси. 
Хулоса коидаси. Умумийлик квантори билан боглаш коидаси.

3- §. Алгебра, геометрия ва анализда мавжуд 
булган математик назариялар

[7J К,исман тартиблаш назарияси. Гурух^ар назарияси. Кес- 
малар тенглиги назарияси. Натурал сонларнинг аксиома­
тик назарияси.

Энди алгебра, анализ ва геометрияда мавжуд булган ма­
тематик назариялардан мисоллар келтирайлик.

ЗЛ.Кисман тартиблаш назарияси. Т назария битта А,2 
предикат хдрфга эга булсин. Бу назария функционал \арф 
ва предмет константаларга эга булмасин. Д2(х ,,х 2) ва
/4,2(х,, х3) формулалар урнига одатда х, <х2 ва х, < х2 муно- 
сабатларни ёзадилар.

Т назария яна иккита махсус аксиомаларга эга булсин:
а) Vx,(x, < X,) — иррефлексивлик;
б) Vx,Vx2Vx3((x, < х2) л (х2 < х3) н> (х, < х3)) — тран зи -  

тивлик.
Бу назариянинг \ар кандай модели н;исман тартиблан­

ган структура деб аталади.
3.2.Гуру\лар назарияси. Т назария битта А2 предикат 

х,арфга, битта f 2 функционал х;арфга ва битта а { предмет 
константага эга булсин. Алгебрада кабул килинган белги- 
лашлардан фойдаланиб,



А\ (Л s) урнига t = s,

f\ (Л s) урнига t + s, 
й, урнига О

ни ёзамиз. Бу ерда куйидаги формулалар Т назариянинг мах- 
сус аксиоматари булади:

а) \/Х|\/х2\/х3(х, + (х2 + х3)) = ((х, + х2) + х3) — ассоциатив- 
лик;

б) Vx,(0 + x, =х , )  — нолнинг хусусияти;
в) Vx,3x2(x, + х 2 =0) — царама-царши элементнинг мав- 

жудлиги;
г) Vx,(x, =х , )  — тенгликнинг рефлексивлиги;
д) Vx,Vx2((x, = х2) -> (х, = х,)) -  тенгликнинг симмет- 

риклиги;
е) Vx,Vx2Vx3((x, = х 2) - » ((х2 = х3) -> (х, = х3))) -  тенг­

ликнинг транзита вл и ги;
ж) Vx,Vx2Vx3((x2 = х3) ((jc, + х2 = х, + х3) л

а  (х2 +  х, =  х3 +  х , )  —  тенгликни урнига куйиш.
Бу назариянинг \ар кандай модели гурух деб атапади. 

Агар гурухда Vx,Vx2(x, + х2 = х 2 + х 2) чин формула булса, 
у хдлда бу гурух, абел гурущ  ёки коммутатив гурух; деб аталади.

Гурухда куйидаги л ар мисол була олади:
1) М  тупламнинг узини узига барча узаро бир кийматли 

акслантиришлари туплами шу акслантиришларнинг супер­
позицияси амати билан биргаликда к,аратганда;

2) \амма бугун сонлар туплами Z  бугун сонларни кушиш 
амали билан биргаликда карал ганда;

з) текисликнинг хамма V2 векторлар туплами вектор- 
ларни учбурчак ёки параллелограмм коидаси буйича кушиш 
амали билан биргаликда каралганда.

Кисман тартиблаш ва гуруч назариялари самарали (эф- 
фектли) аксиоматаштирилган назариялардир, чунки бу на- 
зарияларда исталган формулани мантикий аксиома булиши 
ёки булмаслигини самарати текшириш имконияти мавжуд.

7- <?. Алгебра, геометрия ва анализда мавжуд булган математик назариялар J  21 1
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З.З.Геометрия (кесмалар тенглиги назарияси). Бу наза- 
рияда S — хамма кесмалар туплами булсин. Тенглик муно­
сабатини « х = у »  шаклда ёзамиз, яъни « х = у »  ифодани 
«  х кесма у  кесмага тенг »  деб укушмиз. Назариянинг мах­
сус аксиомалари:

1) Vx е 5(х = х);
2) VxVyVz((x = z ) л (у  = z)) -> (х = у ) ) .

4- §. Назарияда исботлаш тушунчаси. Тавтология 
хусусий холларининг исботланувчанлиги

[7f Исботлаш тушунчаси. Теорема. Исботланувчи мулохаза.
Тавтология хусусий х,олларининг исботланувчанлиги.

Алохдда фикрнинг чинлигини (тугрилигини) асослаш 
усули ни исботлаш деб айтамиз.

1 - т а ъ р и ф . Курилаётган назария мулох,азаларининг 
Jj, s2, sk чекли кетма-кетлиги учун бу мулох,азаларнинг х,ар 
бири ёки аксиома, ёки шу кетма-кетликнинг бирорта муло- 
щзасидан, ёки кетма-кетликда узидан олдин турган бирорта 
мулох,азадан мантикнинг келтириб чикариш коидаси оркали 
х,осил этилган булса, бу кетма-кетлик исбот (исботлаш) 
дейилади.

2 - т а ъ р и ф .  Исботлашнинг охиргиси булган мулохаза 
теорема ёки исботланувчи мулохаза деб аталади.

Аникки, хар кандай аксиома теорема булади. Бу теоре­
манинг исботи бир кддамдан иборат булади.

Т е о р е м а .  Агар биринчи тартибли Т назариянинг А фор­
муласи тавтологиянинг хусусий х,оли булса, у  х;олда А форму­
ла Т назариянинг теоремаси булади ва уни (1), (2) ва (3) ман­
тилий аксиомалар ва хулоса к;оидасини куллаш йули билан кел­
тириб чикариш мумкин.

И с б о т .  х,, х2, хп лар Z?формула таркибига кирувчи 
узгарувчилар мажмуи ва А формула В тавтологиядан урнига 
куйиш к,оидаси орк;али хосил кдлинган булсин. Маълумкм.



бу холда В формулани //=  {л:,, хг  ..., хп} мажмуадан келти­
риб чикариш мумкин. Бунинг учун куйидаги коида буйича 
урнига куйиш амали ни бажарамиз:

1) агар бирор х. узгарувчи В формула таркибида булса, у 
х.олда х^Р бир келтириб чикариш формуласи таркибидаги х 
урнига Т назариянинг А формуласини хосил килиш учун 
В даги уша х. узгарувчи урнини оладиган формула куйилади;

2) агар бирор х. узгарувчи В таркибида булмаса, у холда 
келтириб чикариш формулалари таркибидаги шу узгарувчи- 
нинг хар бир жойига Т назариянинг ихтиёрий битта форму­
ласи куйилади.

Шундай килиб келтириб чикарилган формулалар кет- 
ма-кетлиги назариядаги А формуланинг 7'назарияда келти- 
рилиб чикарилиши булади.

Теореманинг исботида факатгина (1), (2), (3) аксиома­
лар ва хулоса коидасилан фойдаланилди.

5- §. Дедукция теоремаси

[7] Дедукция теоремаси. Формулалар мажмуасидан форму­
лани келтириб чикариш. Дедукция теоремасининг исботи.

Мулохазалар хисобида
Н , С \ - А
Н\ -С-+А

дедукция теоремаси уринли эди. Ихтиёрий биринчи тартиб­
ли Т назарияда бу теорема айрим узгартиришларсиз уринли 
булмай колади. Масалан, хар кандай биринчи тартибли на­
зарияда А Ь Vjc/4 уринлидир, аммо хар доим хам А -» УхА 
формула исботланувчи булавермайди. Хакикатан хам, хеч 
булмаганда М = {а, Ь, ...} нинг икки элементини камраган 
соха берилган холни караб бунга ишониш мумкин.

Т — предикатлар хисоби ва А формула А\ (х) куринишда 
булсин. Aj (х )  формула факатгина а элемент эгаллаган ху­
сусиятга эга деб интерпретация берамиз. У х°лДа Л' (*) фор­

5- §. Дедукция теоремаси ___________________________________[2 I3 J
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мула а элементи булган М тупламда бажарилувчи булади, 
аммо шу вактнинг узида \/хЛ(.х) формула М  тупламда бажа­
рилувчи формула эмас.

Мулохазалар х,исобидаги дедукция теоремаси нинг шарт- 
ларини бироз кучсизлантирганимиздагина у биринчи тар­
тибли назарияда уринли булади. Бунинг учун аввал бирин­
чи тартибли назарияда формулалар мажмуасидан формула­
ларни келтириб чикариш коидасини аникдаб олайлик. Шу 
мак;садда биринчи навбатда бир ёрдамчи тасдикни исбот 
Киламиз.

Я, А формулалар мажмуаси ва бу мажмуадан келтириб
ч и к;ар ил га н Вг  В2, ..., Вп формулалар кетма-кетлигини курай- 
лик. Бу келтириб чикаришда Вк формула А формула билан 
куйидаги икки холда боглик; булади деб айтамиз:

1) Вк формула А формуланинг узидир ва у келтирилиб 
чик,арилган формулалар таркибига Я, А формулалар мажму- 
асида мавжуд булган формула сифатида киритилган;

2) Вк формула Вг В2, ..., Вп келтирилиб чикарилган фор- 
мулалардаги узидан олдин турган формулалардан хулоса 
коидаси ва кванторни боЕлаш йули билан хосил килинган. 
Узидан олдин турган формулаларнинг хеч булмаганда би- 
рортаси А формулага боглик. Масалан, {VjcА -> С, А} фор­
мулалар мажмуасидан

A, VxA, VxA -> С, С, Vx С

формулаларни келтириб чикариш мумкин. Бу формулалар­
нинг \ар бири А формулага боыик.

Л е м м а .  Н. А формулалар мажмуасидан келтириб чик;а- 
рилгаи Bv В2, ..., Вп_г  В формулалар кетма-кетлигидаги 
В формула А формулага боглик; булмаса, у  холда Н \-  В.

И с б о т .  Лемманинг исботини математик индукция ме- 
тоди билан утказамиз.

1. п =  1 хол учун лемма тугридир. Хаки катан хам, агар 
Я, А формулалар мажмуасидан В формула келтирилиб чи- 
карилган булса ва у А формулага боглик булмаса, у холда



ёки B e Н, ёки В формула исботланувчи формула булади. 
Иккала холда ,\ам Н  (- В.

2. Энди лемманинг хулосаси к < п узунликдаги келти­
риб чикариш формулалари учун тугри деб фараз киламиз ва 
унинг п узунликдаги келтириб чикариш формулалари учун 
тугрилигини исбот этамиз. Агар B e  Н ёки исботланувчи 
формула булса, у холда Н \- В.

Агарда В формула узидан олдин турган битта ёки иккита 
формулалардан келтириб чикарилган булса, у холда В фор­
мула А га бомик булмайди, чунки индуктив фаразимизга асо­
сан келтириб чикариш формулалари таркибидаги А дан ол­
дин турган хамма формулалар А га бомик эмас. Демак, //1 -5 -

Д е д у к ц и я  т е о р е м а с и .  Н, А \- В ва Н, А формула­
лар мажмуасидан келтириб чикарилган В формула мавжуд 
булсин. А формулага боглин; булиб келтириб чикарилган фор­
мулаларга квантор билан боглаш к,оидасини к;андай к,уллаши- 
миздан к,атъи назар А формулага кирувчи эркин узгарувчилар­
нинг бирортаси квантор билан богланмасин. У  %олда Н, А-^В.

И с б о т .  /?,, В2, ..., B"_v Вп = В лар Н, А формулалар 
мажмуасидан келтириб чикарилган теореманинг шартлари- 
ни каноатлантирувчи формулалар булсин. Исботни матема­
тик индукция методи билан олиб борамиз.

1. п -  1 хол учун теорема тугридир. Ха к и катан хам, агар 
В формула Н, А мажмуанинг келтириб чикариш формуласи 
булса, у холда:

а) ёки B e Н)
б) ёки В — исботланувчи формула;
в) ски В формула А нинг узидир.
а) ва б) холларда Н \-  В ва В^>{А->В) формула исботла­

нувчи формула булганлиги учун хулоса коидасига асосан 
Н \ - А - * В  натижага эга буламиз.

в) холда А^>В формула Л->Л формулага айланади, яъни 
исботланувчи формула булади. Шунинг учун Н \- А ->В була­
ди, яъни А-+В  формулани Н  дан келтириб чикариш мумкин.

5- §. Дедукция теоремаси _______________________________ l i i l
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2. Энди к <  п узунликдаги келтириб чикариш формула­
лари учун теорема тугри булсин на уни к = п узунликдаги 
келтириб чикариш формулалари учун исбот этамиз. Вх, Вг  
..., Вп_г  В лар Н, А формулалар мажмуасининг келтириб чи­
кариш формулалари булса, факатгина куйидаги коллар юз 
бериши мумкин:

а) B e Н;
б) В — исботланувчи формула;
в) В формула А формуланинг узидир;
г) В формула келтириб чикариш формулалари таркиби­

даги узидан олдин келадиган В. ва B (i < j  < п) формулалар­
дан хулоса коидасига асосан косил килинади;

д) В формула келтириб чикариш формулалари таркиби­
даги B ( i <  п) формуладан кванторни боглаш коидасига асо­
сан олинади.

а), б), в) коллар учун теорема исботи п = 1 кол учун 
берилган исбот билан бир хилдир.

Туртинчи г) колни курайлик. Бу ерда В формула икки­
та В. ва В р  < j < n ) формулалардан келтириб чикарилганлиги 
учун В формула В В куринишга эга булади ва

тасдиклар тугри булади.
Иккинчи (А -» (В -> С)) -> ((А -> В) - » (А -> С)) аксио­

мадан фойдаланиб, куиидагини косил киламиз
\-(А (В,. -> В)) -> ((А -> В,) - > ( А - +  В ) ) . (3)

Мураккаб хулоса коидасидан фойдаланиб, (3), (2) ва (1)
формулалардан Я |- А - + В  формулани келтириб чикарамиз.

Охирги бешинчи д) колни курамиз. Я, А формулалар 
мажмуасидан келтирилиб чикарилган формулалар орасида
B.(i < п) шундайки, В формула Ух1В. булсин. Фаразимизга 
кура Н \ - А- *В .  ёки В. формула А формулага боглик эмас, 
ёки х узгарувчи А формуланинг эркин узгарувчиси булмайди.

b A - *B jf 
Н\ -А->(В, ->В)

(О
(2)
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Агар Bj формула А формулага боглик, булмаса, у хрлда 
леммага асосан Я  У Вг Я  У В. формулага кванторни боглаш 
к,оидасини куллаб, Я У У хД  формулани х,осил киламиз, 
яъни Н \ -  В. Шундан сунг биринчи А ^ (В -^ А )  аксиомадан 
фойдаланиб, Н У В^>(А->В) формулани келтириб чикара- 
миз. Демак, Н\-А^>В.

Агар х, узгарувчи А формуланинг эркин узгарувчиси бул­
маса, у холда бешинчи \ /хх{А -> Я,) -> (А -» У хД ) аксиома­
дан фойдаланамиз. Н \ - А - > В  булганлиги учун кванторни 
боглаш коидасидан фойдаланиб, Н \ -Ухх(А-^ В) формулани 
хосил киламиз. Бу формуладан хулоса коидасига асосан 
Н У  А -»У хД  формулани келтириб чикарамиз. Бундан уз 
навбатида Я  У А -*В  формула келиб чикади.

Шундай килиб, дедукция теоремаси бешала хол учун 
Хам тугридир.

Амалда бу теоремадан келиб чикадиган куйидаги нати- 
жалардан фойдаланиш кулайрокдир:

1 - н а т и ж а . Агар Н, А У В ва А нинг эркин узгарувчисига 
кванторни боглаш коидасини ишлатмасдан келтириб чик,а- 
рилган формулалар мавжуд булса, у  холда Н У А->В.

2 - н а т и ж а .  Агар А формула ёпик, ва Н, А У В булса, 
у  холда Н У А - > В.

6 -§ . Назария тилининг интерпретацияси. Берилган 
интерпретацияда формулаларнинг чинлик 

Кийматлари. Назариянинг модели

[7|  Интерпретация. Формулага интерпретация бериш. Берил­
ган интерпретацияда формуланинг чинлик кийматлари. 
Формуланинг бажарилувчанлиги тушунчаси. Назариянинг 
модели.

6.1 .Назария тилининг интерпретацияси.
Т а ъ р и ф .  Формула таркибига кирувчи хамма констан­

талар, узгарувчилар, функционал ва предикат харфларга аник,;



мазмун ва х,амма эркин узгарувчиларга узгармас киймат бе­
ри шга формула ёки формулалар ма жму и га интерпретация бе- 
риш деб аталади.

Масалан, 31Х,Д2(/52(Х|, а0), х2) формулага икки хил интер­
претация беришни курайлик. Биринчи интерпретацияда хамма 
узгарувчилар \акик,ий киймат олади, а„= I, f \ {x,y)=x+y,  
А?(х, у) s  х < у  ва эркин узгарувчи х7 = 2 деб хисоблаймиз. 
У холда куйидаги чин арифметик мулохазага эга буламиз: 
«Шундай х, мавжудки, х, + 1 <2 » иккинчи интерпретацияда 
Хамма узгарувчиларнинг М узгариш сохаси иккита а0 ва а 
Харфларидан иборат, эркин узгарувчи х2 = ar  f {2 функция 
ва А,2 предикат куйидаги жадвадлар билан берилган деб 
Хисоблаймиз:

[ 2~ПГД___________________________________ v  Б 0 Б  МАТЕМАТИК НАЗАРИЯЛАР

X У А 2 X У А? (х, у)

ао ао ао ао ё
ао а , «0 ао а \ ё
°| ао я, ао ч
а , a i “о °1 ё

У холда х, узгарувчига боглик,булган А = Д2( / 2(х,, а0), а,) 
предикатнинг киймати куйидаги жадвал билан аникданади:

У = / 2(х,, а0) А? (У, ах)

й0 ао ё
a i ё

А предикат узгарувчиларининг хамма кийматлар сатри­
да ёлгон киймат кабул килганлиги учун Зх|/1(х|) мулохаза 
ёлгон киймат кабул килади. Демак, исталган интерпретаци­
яда формула мулохазага айланади. Бу мулохазанинг чинлик 
кийматини биз аникчай оламиз.



(j. & Назария тилининг интерпретациям/

М  туплам интерпретациянинг предмет сох,аси деб атала­
ди. Бу туплам чексиз \ам булиши мумкин.

Шундай килиб, интерпретация сифатида уз таркибида 
куйидагилар булган системани тушунамиз:

1) интерпретация со,\аси деб аталадиган буш булмаган 
М туплам;

2) Т  назария тилининг \ар бир элементига М  туплам­
нинг ягона элементини, аникрок айтганда, < А ( Т ), Е(Т)>  
аникланиш сохаси ва кийматлар сохаси М тупламнинг кием 
туплами булган функцияни мос килиб куядиган бирор мос- 
лик.

2- бандни куйидагича тушуниш керак: хар кайси преди­
кат А" е < Д Г ), Е( Т) >  харфга М тупламнинг бирор п- жой­
ли муносабатини, хар кайси функционал / /  е < А(Т),  Е(Т)>  
Харфга М тупламдаги бирор п- жойли амални ва хар кайси а. 
предмет константага М тупламнинг кандайдир элементи мос 
куйилади.

Берилган интерпретацияда предмет узгарувчилар М  туп­
ламдан киймат олувчи узгарувчилар сифатида каралади, ман­
тикий ва квантор амаллари символларига булса одатдаги маз- 
муни берилади. Бундай интерпретация учун:

1) эркин узгарувчиси булмаган хар кандай формула 
(ёпик, формула) чин ёки ёлгон киймат кабул килувчи муло­
хазани ифодалайди;

2) эркин узгарувчиси булган х.ар кандай формула ин­
терпретация сохасига нисбатан бирор муносабатни ифода­
лайди. Бу муносабат узгарувчиларнинг интерпретация соха- 
сидаги айрим кийматларида чин ва бошка кийматларида 
ёлгон киймат кабул килиши мумкин.

Масалан, интерпретация сохаси сифатида бугун мусбат 
сонлар тупламини олайлик ва А] (х,, х2) предикатга х, <х2 деб 
интерпретация берайлик. У холда А? (хг  х2) предикат а <Ь 
муносабатни каноатлантирувчи хамма тартибланган (а , Ь) 
бутун мусбат сонлар жуфглиги учун чин киймат кабул килади.



Vx2 Д2(х,, х2) формула «Хар кандай бутуи мусбат х2 сон 
учун х, < х2» деган муносабатни билдиради. Бу муносабат 
факатгина битта 1 сони учун чиндир.

Bx,Vx2 А,2 (х,, х2) формула булса, энг кичик мусбат сон 
мавжудлигини билдиради ва у бутун мусбат сонлар тупла- 
мида чин булади.

6.2. Берилган интерпретацияда формуланинг чинлик ций- 
матлари. М  сосали бирор интерпретация берилган булсин. 
G — шу М сохадаги \амма санокди кетма-кет келувчи эле­
ментлар туплами. S =  (bv b2, ..., bn, ...)e G кетма-кетликда 
А формуланинг бажарилувчанлиги тушунчасини аникдайлик.

К,ийматлар сохаси М булган хамма термлар тупламида 
аникланган бир аргументли (узгарувчили) S* функцияни 
куйидагича индуктив аникдаймиз:

1) агар t терм х предмет узгарувчи булса, у \олда S*(t) = b:,
2) агар t терм предмет константа булса, у холда S*{t) бу 

константанинг М даги интерпретацияси билан мос тушади;
3) агар М со\ада g  интерпретацияланувчи / /  функцио­

нал \арф ва tv t2, ..., tn термлар булса, у холда

5  * ( / / ( / „  /2, ..., /„)) = g(S*(f,),  . . . , S * ( 0 )  ■

Шундай килиб, S* — бу S кетма-кетлик билан аникда- 
надиган ва хамма термлар тупламини М  со\ага акслантира- 
диган функциядир. Оддий килиб айтганда, хар кандай 
S=  (br b2, ..., bn, ...) кетма-кетлик ва ихтиёрий / терм учун 
S*(t) функция М  тупламнинг элементидир. Бу элемент 
I терм ифодасига кирувчи хамма х( узгарувчилар урнига 
Ь. элементларни куйиш ва ундан кейин г термнинг функ­
ционал харфларига мос келувчи \амма интерпретация 
операцияларини бажариш натижасида хосил булади.

Масадан, t терм / 22(х3, / , 2, (х,, о,)) ва бутун сонлар туп-
чи интерпретация сохаси булсин, / 22 — оддий купайтма 

гида, f 2 — кушиш сифатида, я, эса 5 сони сифатида

p22Q~|_______________________ ____________ V БОБ. МАТЕМАТИК ПАЗАРИЯЛАР
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интерпретацияланади. У холда ихтиёрий £=  (/>,, Ь2, Ьп, 
...) бутун сонлар кетма-кетлиги учун S*(t)  функция 
£3х(£, + 5) бутун сонни ифода этади.

Энди формуланинг индуктив таърифига ухшаб, бажа- 
рилган формула тушунчасини аникдаймиз:

1) агар А ушбу A"(tu /2, э л е м е н т а р  формула ва В" 
муносабат унга мос булган интерпретация булса, у холда 
А формула шунда ва факат шундагина S  кетма-кетликда 
бажарилган деб хисобланади, качонки

В" муносабатга карашли булса;
2) А формула шунда ва факат шундагина S  да бажарил­

ган булади, качонки А формула .S'да бажарилмаган булса;
3) А -> В формула шунда ва факат шундагина S  да бажа­

рилган булади, качонки А формула 5  да бажарилмаган ёки 
В формула S  да бажарилган булса;

4) Ух А формула факат ва факат шундагина S  да бажа­
рилган булади, качонки А формула S  дан факатгина /- ком­
понента билан фарк; килувчи G тупламнинг ихтиёрий кет­
ма-кетлигида бажарилган булса.

Бу гаърифдан куриниб турибдики, А формула ифодаси- 
даги эркин кирувчи х. узгарувчилар урнига 6 ни куйиш 
натижасида хосил буладиган мулохаза берилган интерпре­
тацияда чин кийматга эга булганда ва факат шундагина
S’=(£,, Ь2, ..., Ьп, ...) кетма-кетликда А формула бажарилган 
булади.

1 - т а ъ р и ф . Берилган интерпретацияда А формула G нинг 
ист алган кетма-кетлигида бажарилган булса, шунда ва  ф а -  
Кат шундагина у  чин деб аталади.

2- т а ъ р и ф . Берилган интерпретацияда А формула G нинг 
Кар кандай кетма-кетлигида бажарилмаган булса, шунда ва 
фак;ат шундагина у  ёлгон деб аталади.



[ Ж 1
V БОБ. МАТЕМАТИК НАЗАРИЯЛАР

6.3.Назариянинг модели.
3- т а ь р и ф . Назария тилининг интерпретацияси шу на­

зариянинг модели деб аталади.
Оддийрок килиб айтганда, бирорта назария берилган 

булса, бу назариянинг бошлангич тушунчаларига янги маъ- 
но берамиз. Агар айрим предметлар мажмуаси ва интерпре­
тация сифатида олинган улар орасидаги муносабатлар наза­
риянинг хамма аксиомаларини каноатлантирса, у холда у 
берилган аксиоматик назариянинг модели деб аталади. Ма­
салан, олдинги параграфларда Буль алгебрасини аникпаган 
ва унинг иккита моделини курсатган эдик: мантик алгебра­
си ва тупламлар алгебраси.

Муаммоли масала ва топширицлар

1. 1) М  тупламнинг узини узига барча узаро бир кийматли 
акслантиришлари туплами шу акслантиришларнинг су- 
перпозииияси амали билан биргаликда каралганда;
2) хамма бутун сонлар туплами Z бутун сонларни кушиш 
амали билан биргаликда каралганда;
3) текисликнинг \амма V2 векторлар туплами векторлар- 
ни учбурчак ски параллелограмм коидаси буйича кушиш 
амали билан биргаликда каралганда гурух булишини 
исботланг.

2. Агар Н. А Ь В ва А нинг эркин узгарувчисига кванторни 
боглаш коидасини ишлатмасдан келтириб чикарилган 
формул ал ар мавжуд булса, у холда Н \- А—>В эканлигини 
исботланг.

3. Агар А формула ёпик ва Н, А \- В булса, у холда Н \- В 
булишини исботланг.

4. Интерпретация ва интерпретация сохаси деб нимани 
тушунасиз? Мисоллар келтиринг.

5. Ь (Л-»И)-»((/?-» Q->(/l-> Q)  булишини исботланг ([4], 58- бет).
6. Агар Av ..., Ат (- В булса, у холда А, л ... л Ат В экан­

лигини исботланг ([4], 58 -бет).
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Мустакдл ишлаш учун савол ва топширик^ар

1. К.исман тартиблаш назарияси. Гуру\пар назарияси.
2. Натурал сонларнинг аксиоматик назарияси. Кесмалар тенглиги 

назарияси.
3. Назарияда исботлаш тушунчаси. Исботланувчи мулох,аза. Тавто­

логия хусусий холларининг исботланувчанлиги.
4. Дедукция теоремаси. Формулалар мажмуасидан формулани келтириб 

чикариш.
5. Назария тилининг интерпретацияси. Берилган интерпретацияда 

формулаларнинг чинлик кийматлари.
6. Формуланинг бажарилувчанлиги тушунчаси. Назариянинг модели.

7- §. Иитерпретациянинг изоморфизмлиги. 
Назариянинг катъийлиги

[7J Изоморфизм. Назариянинг катъийлиги. Бажарилувчи фор­
мула. Изоморф, р- катыш назария.

1 - т а ъ р и ф .  Агар биринчи тартибли Т назариянинг бе­
рилган /, интерпретациясини шу назариянинг Д интерпрета- 
циясига утказувчи (изоморфизм деб аталадиган) узаро бир кий­
матли акслантириш мавжуд булиб, шу билан бирга:

1) агар А" предикат уарфнинг /, ва /, интерпретация- 
лари мос равишда (А" У ва ( А")2 лар бу манда, сохадаги 
Ьг  Ь2, ... ,  Ьп лар нинг кандай булишидан к^тъи назар,  
( A" )2(g(6,), g(b2), ..., g(b„)) бажарилувчи булганда ва факат 
шундагина (Л" )'(£,, Ь2, ..., Ь )) бажарилса;

2) агар f"  функционал харфнинг / ( ва 12 интерпретация- 
лари мос равишда ( / / ) '  ва ( / / ) 2 булганда Л/, сощдаги хар 
кандай bv b2, ..., Ьп лар учун

(/;)■(*,, ь2, ..., ьп) = ( / ; ) W , ) ,  щь2) , gibn))
бажарилса;

3) агар предмет константанинг /, ва 12 интерпретация- 
лари мос равишда aj ва а] булганда, а) =g ( a j)  булса, у  холда 
/, интерпретация /, интерпретацияга изоморф дейилади.
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Равшанки, агар /, ва 12 интерпретациялар изоморф булса, 
у холда уларнинг со\алари бир хил кувватга эга булади.

Т е о р е м а .  Агар g берилган /, ва /2 интерпретациялар- 
нинг изоморфизми булса, у  %олда:

(1) Т назариянинг А формуласи ва А/, со%а элементлари 
кетма-кетлиги S - ( b v b2, ..., bn) нинг цандай булишларидан 
к,атъи назар, А формула мос g{S) = {g(b{), g(b2), ..., g(bn)) кет­
ма-кетликда бажарилувчи булганда ва фак;ат шундагина S да 
бажарилувчи булади ва, демак,

(2) А формула М2 сохада чин булганда ва фак,ат шундаги­
на М, сохада чин булади.

И с б о т .  (2) хулоса (1) хулосадан келиб чикдди. (1) ху- 
лосани А формуладаги кванторлар ва мантикий бомовчи- 
лар сони га караб индукция методи билан исботлашни укув- 
чига хавола киламиз.

2- т а ъ р и ф . Агар математик назариянинг %амма модел- 
лари изоморф булса, у  %олда у  цатъий математик назария 
деб amajiadu.

3-т а ъ р и ф .  ц — бирор тупламнинг к;уввати булсин. Агар 
биринчи тартибли Т назария'.

(1) х,еч булмаганда битта |i цувватли моделга эга булса ва;
(2) унинг ц кувватли х;ар к;андай иккита модели изоморф 

булса, у  х;олда бундай биринчи тартибли Т назария }i- цатъий 
назария деб amajwdu.

Масалан, гурухлар назарияси катьий назария эмас, чунки 
изоморф булмаган гурухлар мавжуд. Аммо айрим кувватлар- 
да гурухлар назарияси катьийдир, масалан, ц = 3 кувватда 
шундай булади.

Евклид геометрияси катьий математик назарияга мисол 
була олади, чунки унинг исталган иккита модели изоморф- 
дир. Хдкикатан хам, Евклид геометриясининг исталган мо­
дели арифметик модел билан изоморф эканлигини осонги- 
на курсатиш мумкин.



S- §. Назариянинг зидсизлик, туликлилик в а ечилиш муаммолари

Евклид геометриясининг ихтиёрий моделида туфи чи- 
зикни оламиз ва унда О нук,тани белгилаймиз. Бундан ке- 
йин уша чизикда О нук,тадан фарк, к,илувчи т нуктани тан- 
лаб оламиз. От кесмани бирлик. сифатида к,абул кдламиз. 
Туфи чизикда мусбат йуналишни танлаб олиш натижасида 
сонли укни хосил кдяамиз.

Узаро перпендикуляр булган сонли тугри чизикдар тугри 
бурчакли декарт координата системаси деб аталади. Бу сис­
тема текисликдаги хар бир нук,тага шу нук^анинг коорди- 
наталарини узаро бир кдйматли равишда мос куяди. Худди 
шу каби, бу система текисликдаги хар бир туфи чизикда 
унинг тенгламасини мос куяди. Евклид геометриясининг 
бошк,а моделида хам текисликда худди шу тарзда иш курамиз.

Евклид геометриясининг хар хил моделлари уртасида 
изоморфизмни урнатиш натижасида аналитик геометрияни 
яратиш мумкин.

8- §. Назариянинг зидсизлик, туликлилик ва 
ечилиш муаммолари

[7f Зидсиз назария. Зиддиятга эга булган назария. Зидсизлик 
муаммоси. Абсолют тулик; назария. Тор маънода тулик 
назария. Туликлилик муаммоси. Ечилиш муаммоси.

8.1. Зидсизлик муаммоси.
1 - т а ъ р и ф .  Агар Т назарияда шундай S  мулохаза топи- 

либ, у  узининг инкори S билан бирга теорема булса, у  холда Т 
зиддиятга эга булган назария деб аталади. Акс холда Т зидсиз 
назария дейилади.

Агар Т назарияда S  мулохаза топилиб, у узининг инко­
ри S  билан бирга теорема булмаса, шунда ва фак,ат шунда- 
гина у зидсиз назария булади.

Т назарияда келтириб чик,ариш кридасининг бири си­
фатида хулоса кридаси мавжуд булганидан, зиддиятга эга 
булган назариянинг исталган мулохазаси теорема булади.
15 — Х-Турасв



Хакикатан хам, Т назариянинг исталган А муло\азаси учун 
S ^ ( S  -»Л) ифола теорема булади, чунки бу мулохаза 

А) тавтологиядир. Бу ерла S ва S  нинг теорема 
эканлигини хисобга олиб ва икки марта хулоса коидасидан 
фойдаланиб, А — теорема деган хулосага келамиз.

Аксиоматик назарияларда зидсизлик муаммосини куп 
холларда модель тушунчаси оркали ечиш мумкин. Хакикатан 
х,ам, агар Т  назария зиддиятга эга булса, у холда унинг мо­
дели хам зиддиятга эга булади, чунки назариянинг бир-би- 
рига карама-карши булган жуфт теоремалари модель холила 
бир-бирига карама-карши булган мулохазага айланади. Де­
мак, назария зидсиз булиши учун унинг зиддиятдан холи 
булган модели мавжудлигини курсатиш керак. Мулохаза­
лар хисобининг зидсизлигини худди шу схема оркали исбот 
Килган эдик.

Агар Т назария учун шундай интерпретацияни топиш 
мумкин будсаки, унинг интерпретацияси чекли тупламдан 
иборат булса, у холда бу интерпретацияда зиддият мавжуд 
эмаслиги масаласини ечиш т^тридан-тугри шу чекли туплам- 
ни куриш билан хал булади. Масалан, бир элементли туплам 
битта ягона элементга эга булсин. Агар бу тупламда а ■ а = а 
амали аникланган булса, у холда у зиддиятга эга булмаган 
гурух назариясининг модели булади. Демак, гурух назария- 
си зидсиздир.

Аммо, купинча, моделнинг зидсизлигини исботлаш анча 
.мураккаб фикр юритишни талаб килади. Бу, айникса, 
Т назария факат чексиз моделларга эга булган холларда юз 
беради. Масалан, агар Евклид геометриясининг тушунчала- 
ри Лобачевский геометриясининг интерпретацияси сифати­
да фойдаланилса, у холда Лобачевский геометриясининг зид- 
сизлиги масаласини Евклид геометриясининг зидсизлиги 
масаласига келтириш мумкин.

Шуни таъкидлаш керакки, Евклид геометриясининг зид­
сизлиги ва хакикий сонлар назариясининг зидсизлиги хозир- 
гача исбот килинган эмас.
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g- §. Назариянинг зидсизлик, тули/упиик ва ечилиш муаммолари

8.2. Тулицлилнк муаммоси. Агар бирор назариянинг зид- 
сизлиги исбот этилган булса (ёки исбот этилиши мумкин 
деб хисобланса), у холда бу назария учун туликлилик муам- 
мосини куйиш маънога эга булади.

1 - т а ъ р и ф . Агар Т назариянинг исталган S мулохазаси 
учун ёки S, ёки унинг инкори S теорема булса, у  холда бу 
назария абсолют тулик; деб аталади.

Бу таъриф ушбу холни хисобга оляпти: Т  назариянинг 
исталган 5  мулохазасининг бирор моделдаги интерпретаии- 
яси ёю1 чин, ёки ёлгон булади. У холда Т назарияда ёки S, 
ёки S  теорема булиши керак.

Бир вактда зидсиз ва тулик, булган Т назария зидсиз- 
ликка нисбатан шу маънода максимал буладики, бу назария- 
га аксиома сифатида шу назарияда мумкин булган исталган 
(аммо унинг теоремаси булмаган) мулохазани кушганда, 
зиддиятга эга булган назария хосил булади.

Куп математик назариялар бир вактда зидсиз ва тулик,- 
лилик хусусиятига эга эмас.

2- т а ъ р и ф . Агар аксиомалари к,аторига хамма келти­
риб чикариш цоидаларини сацлаган холда, исталган исбот­
ланмайдиган тасдицни цушганда, зиддиятга эга булган наза­
рия хосил буладиган аксиоматик назария тор маънода тулик; 
деб аталади.

Х,ар кдндай абсолют тулик, назария тор маънода хам тулик, 
булади. Хакикдтан хам, бирор абсолют тулик, назария тор 
маънода тулик; булмасин. У вактда бу назарияда исботлан­
майдиган шундай А тасдик топиладики, аввалги аксиомалар 
ва янги аксиома сифатидаги А тасдикдан яратилган янги 
назария зидсиз, демак, А янги назарияга тегишли булади. 
Иккинчидан, дастлабки назариянинг абсолют туликдиги- 
дан ва унда А исботланмайдиган тасдик булганидан А ис- 
ботланадиган тасдик булади. Шундай килиб, янги назария­
да А ва А исботланувчи булди, яъни карама-каршиликка 
келдик. Демак, фаразимиз нотугри ва хар кандай абсолют 
тулик назария гор маънода хам тулик булар экан.



8.3. Ечилиш муаммоси. Ечилиш муаммоси алгоритмик 
муаммо булиб, унда берилган А туплам учун шундай U ал­
горитм тузиш керакки, бу алгоритм А ни бошка В тупламга 
нисбатан (А с  В) ечувчи (хал этувчи) булсин, яъни бу U 
алгоритм В нинг \ар бир элементига татбик, этилади хамда 
х е А  лар учун U(x) = 1, хе  В\А лар учун эса U(x) = 0 деб 
\исобланади.

Ечилиш муаммосига оддий мисол сифатида мулохаза­
лар алгебрасидаги ечилиш муаммосини курсатиш мумкин, 
у шундай алгоритмни топишдан иборатки, бу алгоритм во­
ситаси билан мулохазалар алгебрасидаги хар бир формула­
нинг ёки айнан чин, ёки айнан ёлгон, ёки бажарилувчи 
эканлигини аникдаш мумкин. Алгоритмик муаммонинг 
мухим синфи формал назариялар учун ечилиш муаммоси- 
дир, яъни хамма исботланувчи формулалар туплами учун 
формулалар назариясидаги (А туплам) назариянинг хамма 
формулалар тупламига ( В туплам) нисбатан ечилиш муам- 
мосидир. Виз уни мулохазалар хисобининг аксиоматик на­
зарияси учун курган эдик.

9- §. Предикатлар хисобининг зидсизлиги 
(махсус аксиомаларсиз назария)

[71 Биринчи тартибли предикатлар. Предикатлар хисоби.
Предикатлар хисобининг зидсизлиги. Тавтология.

Т а ъ р и ф .  Махсус аксиомаларга эга бушаган биринчи тар­
тибли назария биринчи тартибли предикапьгар хисоби деб
аталади.

Т е о р е м а .  \а р  кандай биринчи тартибли предикатлар 
Хисоби Тзидсиздир.

И с б о т .  Ихтиёрий А формуладан куйидагича узгарти- 
ришлар натижасида \осил кдпинадиган ифодани Н{А) би­
лан белгилаймиз. А формуладаги хамма квантор ва термлар 
кавслар ва вергуллари билан биргаликда ташлаб иборилади. 
Масалан, УхА?(х, у)  -> А\ (z) формула юкррида курсатилган
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p- ft Предикатлар хисобининг зидсизлиги

узгартиришлардан кейин Д2 -> Д1 куринишни олади, яъни 
//(V jo4,2(jc, у) -> Д '(г)) ифода /I,2 -* Д^куринишга, худди шу
каби Я(ЗМ23(х, у,  t) -> Д (г)) ифода Д3 -» Д1 куринишга ке­
лади. ____

Равшанки, И(А) = Н{ А ) ва Н{А -> В) = Н(А)  -> Н(В) .  
Осонгина курсатиш мумкинки, предикатлар хисобининг 
А формуласи учун Н(А) формула мулохазалар хисобининг 
формуласидир ва кандайдир схема оркали 1—5- аксиомалар- 
дан (3- § га каранг) хосил этилган хар кандай А аксиома 
учун Я(А) тавтология булади. Бу 1—3 - аксиомалар шундай- 
гина кузга ташланиб турибди. Vx4(x) -> A(t) аксиома учун 
Н(УхА(х) -> A(t)) формула А->А  куринишда булади, яъни 
тавтологиядир. Vx(A -> В(х)) -> (А -» VxB(x))  аксиома учун 
ff(Vx(A -> В(х)) -» (А -» Vxfi(x)))) формула (А-*В)->(А->В)  
муносабатга айланади, яъни бу хам тавтологиядир.

Агар мулохазалар хисобидаги хулоса коидасини А, А^>В 
тавтологияларга кулласак, у холда В тавтологияга келамиз. 
Шундай килиб, агар Н(А) ва Н(А->В) тавтологиялар булса, 
у холда Н(В) хам тавтология булади.

Яоперациясини А ва УхА формулаларга куллаш нати­
жасида олинган натижалар бир хил булганлиги учун, агар 
Н(А) тавтология булса, у холда Н(УхА) хам тавтология булади.

Демак, агар предикатлар хисобида А теорема булса, у хол­
ла Н(А) тавтология булади.

Айтилганлардан ш у^арса келиб чикадики, агар преди­
катлар хисобида В ва В исботланувчи буладиган шундай 
В формула мавжуд булса эди, у холда мулохазалар хисобида 
Н(В) ва Н(В ) лар тавтология, яъни исботланувчи формула­
лар б^лар эди. Аммо бу мумкин эмас. Демак, предикатлар 
Хисоби зидсиздир.

И з о х . Я  операцияси предикатлар хисобининг бир эле­
ментли сохага интерпретацияси билан тенг кучлидир. Преди­
катлар хисобининг хамма теоремалари бу интерпретацияда 
тугридир (чиндир).



10-§. Натурал сонлар назарияси. Гёделнинг 
тулицсизлик ^акидаги теоремаси

[7J Пвано аксиомалар системаси. Натурал сонлар назарияси­
нинг махсус аксиомалари. Аксиомалар системасидан ке­
либ чикадиган натижалар. Гёделнинг туликсизлик х,ак,идаги 
биринчи ва иккинчи теоремалари.

10.1. Натурал сонлар назарияси. Натурал сонлар назария­
сининг аксиоматик характеристикасини (тавсифномасини) 
1888 йилда Дедекинд томонидан берилганига кдрамасдан, 
натурал сонлар арифмстикасининг аксиоматик тузилиши- 
ни купинча «Пеано аксиомалар системаси» деб айтадилар.

Аксиоматик натурал сонлар назарияси тили алфави- 
тинин!' \арфи куйидаги формал символлардан иборат: кон­
станта 0, сонли узгарувчилар, тенглик символи 
(1 ни кушиш) функционал символлар ва л, v, V, 3
мантикий богловчилардан иборат.

J - т а ъ р и ф . Формал символларнинг чекли кетма-кетли- 
ги формал ифода.гар деб аталади.

Масалан, ) jcO = , = + )х  у  ва x y z )  = , (х)' + у  формал 
ифодалар булади.

Формал ифодалар иккита синфга булинади: термлар син­
фи ва формулалар синфи.

Константа 0 ва сонли узгарувчилардан функционал сим­
воллар оркали термлар тузилади.

2- т а ъ р и ф . /) 0 — терм булади; 2) х, у, z, ... сонли узга­
рувчилар терм булади; 3—5) агар г ва s — терм булса, у  холда 
(г'), (г) +  ( 5) ва (г) ■ (5)  терм булади; 6) 1—5- бандларда аник­
ланган термлардан бошка %еч кандай терм мавжуд эмас.

Бу назарияда элементар формулалар термлар ва улар- 
нинг тенгликларидан иборат булади. Бошка формулалар эле­
ментар формулалардан л, v, - ,  V, 3 мантикий бокловчи- 
лар оркали \осил кил и над и.
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3- т а ъ р и ф . I) Агар г  ва s термлар булса, у  холда (г) = (s) 
формула_булади; 2—5) Агар А ва В формулалар булса, у  холда 
А-^В, А , АлВ,  A v  В хам формулалар булади; 6—7) Агар А — 
формула ва х — узгарувчи булса, у  холда \/х{А) ва Злг(/4) форму­
лалар булади; 8) 1—7- бандларда аникланган формулалардан 
бошка хец кандай формула мавжуд эмас.

Формулалар аксиоматик натурал сонлар назариясида 
арифметик формулалар деб аталади.

И з о х,. 2- таърифдаги « г » ,  « s » формат символлар эмас. 
Улар метатилда фойдатаниладиган математик узгарувчилар- 
дир. Шунинг учун «(/*) + ($)» формал ифода эмас. Агар « г » 
ва « 5 » урнига термлар куйилса, у холда у формат ифода 
булади.

Худди шу каби, 3 -таърифдаги «А» ва «В» \амда «х» ма­
тематик узгарувчилардир. Уларнинг урнига мос равишда 
маълум кийматлари кУйилгандагина, таърифдаги ифодатар 
формулатарга айланади.

Пеано аксиоматар системаси куйндагилардан иборат:
1) 0 — натурат сон;
2) хар кандай х  натурат сон учун бошка х' натура! сон 

мавжуд ва уни х  кетидан келадиган деб айтилади;
3) 0 ф х ' -  хар кандай х натурал сон учун;
4) агар х' = у'  булса, у холда х = у \
5) агар Q хосса булиб, айрим натурал сонлар бу хоссага 

эга булиши ва бошка натурат сонлар бу хоссага эга булмас­
лиги мумкин булса ва агар:

(1)0 натурал сон бу хоссага эга ва;
(2) хар кандай х натурат сон учун, агар х натурал сон 

Q хоссага эга булишидан х ' натура сон хам Q хоссага эга 
булиши келиб чикса, у холда хамма натурат сонлар Q хосса­
га эга булиши келиб чикади (индукция конуни (принципи)).

Бу аксиомалар тупламлар назариясининг айрим фраг- 
ментлари билан биргатикда, Э.Ландау курсатганидек, на- 
факат натурал сонлар, батки хакикий, рационал ва комп­
лекс сонлар назарияларини яратишга етарлидир.
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Аммо бу аксиомаларда интуитив тушунчалар мавжуд, 
масалан, хосса тушунчаси. Бу нарса бутун системани к,ать- 
ий формаллаштиришга тусцинлик цилади. Шунинг учун 
Пеано аксиомалари системасига асосланган янги биринчи 
тартибли Т назария яратамиз. Т назария элементар арифме- 
тиканинг \амма асосий натижаларини келтириб чик;аришга 
етарлидир.

Бу биринчи тартибли Т  назария битта А] предикат \арф, 
ягона а, предмет константа ва учта функционал
\арфга эгадир. Формал эмас арифметика билан алок^ани уз- 
маслик учун унинг белгиларидан фойдаланиб, Л,2, ва

(у = 1, 3) ларни куйидагича ёзамиз: 
я, урнига О,
Д2(/, s) урнига t = s, 

fi  (0 урнига t, 
f 2 (t, s) урнига t + s, 

fx (t, s) урнига t ■ s,

бу ерда t ва s — термлар.
T натурал сонлар назарияси куйидаги махсус аксиома- 

ларга эга:
1.x, = х2 -> (х, = х3 -» х2 = х3) .
2. х, = х2 -» х\ = х2.
3 .0  * (* ,) '•
4. х\ -  х2 -> х, = х2.
5. х, + 0 = х , .
6. X, + х2 = (х, + х2)' .
7. х, 0 = 0 .
8. х, • х2 = х, • х2 + х , .
9. /4(0) -» (Vx(/l(x) -> А(х')) -> УхА(х)) .

бу ерда А(х) — натурал сонлар назариясининг ихтиёрий фор­
муласи.
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1-8- аксиомалар аник, формулалардир, аммо 9- аксиома 
чексиз аксиомалар тупламини турдирадиган аксиомалар схе- 
масидан иборат.

Бу аксиомалар схемаси математик индукция принципи 
деб аталади ва у Пеано аксиомалар системасидаги 5- аксио- 
мага умуман мос келмайди, чунки 9- аксиомалар схемаси 
факат Г назария формулалари оркали аникданадиган санокди 
хоссадар туплами билан иш куради.

Назариянинг 3 ва 4- аксиомалари Пеано аксиомалар сис- 
темасининг 3 ва 4- аксиомалари га мос келади.

Пеано аксиом атр  системасидаги 1 ва 2- аксиомалар
О нинг ва «кегидан келадиган» амалнинг мавжудлигини 
таъминлайди, Т назарияда булса, буларга О предмет констан­
та ва f '  функционал х,арф мос келади. Т назариядаги 1 ва
2- аксиомалар тенгликнинг айрим зарурий хоссаларини таъ­
минлайди. Дедекинд ва Пеано бу хоссаларни интуитив аник 
деб фараз килган эдилар. Назариядаги 5—8- аксиомалар ре­
курсив тенгликларни ифодалайди. Бу аксиомалар кушиш ва 
купайтириш амалларини аниклайди.

Дедекинд ва Пеано бу аксиомаларга мос келадиган \еч 
Кандай постулатлар формулировкасини бермаган эдилар, 
чунки улар интуитив тупламлар назариясидан фойдаланган 
эдилар. Тупламлар назариясида Т назариясидаги 5—8- аксио- 
маларни каноатлантирувчи +, - амаллари чикарилувчидир.

9 -аксиомалар схемасидан куйидаги индукция коидаси­
ни косил киламиз: агар /1(0) ва Vx(A(x)^>A(x')) булса, у  холда 
УхА(х).

Т назариянинг аксиомалар системасидан куйидаги на- 
тиж атр келиб чикади. Бу натижалардан формулаларни сод- 
далаиггириш ва умуман теоремаларни оддийрок исботлаш 
учун фойдаланилали.

1 - л е м м а . Т назариянинг хор кандай г, s ва г термлари 
учун куйидаги формулалар Т да теорема булади:

!'• t  = r - * ( t  = s - * r  = s).  2'. / = / • -» / ' = /•'.
3'. 0 * 4 t' = г' —> t = г  .
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5'. г + 0 = t . 
Т.  г • 0 = 0 .

6'. t + r' = (t + r)'.  
8'. t ■ г' = (t ■ r) + t .

2 - л е м м а .  \а р  кандай t, s ва г тершар учун куйидаги 
формулалар Т назарияда теорема булади:

a) t = t-
b) t =  г  ->  г  =  /;

c) t = г  -> (г = s - » t = s) \
d) г = t —> (s -  t —> г = s);
e) t = r —> t + j  = r + s ;
О t =  0 + 1 ;

g) /' + /■ = (/ + г ) ';
h) t + r = r + 1 ;
i) t = r - > s  + t = s + r \  
j) (t + /■) + s = t + (r + s) ; 
k) t = r - * t  s = r - s ‘,
1) O r  = 0;
m) t' ■ r = t ■ r + r \
n) t ■ r — r • t \
o) t = r - > s  t = s r.
10.2. Гёделнинг тулщсизлик хакидаги теоремаси. Гёдел- 

нинг туликсизлик хакидаги теоремаси сифатида Гёделнинг 
куйидаги иккита теоремасининг умумий номини тушуна- 
дилар.

Г ё д е л н и н г  б и р и н ч и  т е о р е м а с и  ( т у л и к с и з ­
л и к  х а к и  д а ) .  Минимум арифметиками камраб олган х;ар 
кандай кирама-каршиликка эга булмаган формал системада 
ва, демак, натурал сонлар назариясида форма,! ечилмовчи фикр 
топилади, яъни шундай ёпик А формула топиладики, на А, на 
А ни системада келтириб чикариш мумкин эмас.

Г ё д е л н и н г  и к к и н ч и  т е о р е м а с и  ( т у л и к ­
с и з л и к  х а к и д а )  тасдикдайдики, табиий кушимча шарт- 
лар бажарилганда А урнида курилаётган системанинг кара- 
ма-каршиликка эга эмаслиги хакидаги тасдикни олиш мумкин.



Гёделнинг биринчи теоремаси куйидагини билдиради: 
арифметикада кандай аксиомалар тизими танлашимиздан 
Катъи назар, формал назария тилида ифодаланган натурал 
сонлар %акида шундай мулохаза топиладики, уни берилган на­
зарияда на исбот килиб булади ва на рад этиб булади.

Муаммоли масала ва топшириклар

1. Агар /, ва /2 интерпретаниялар изоморф булса, у холда 
уларнинг сохдлари бир хил кувватга эга булишини ис­
ботланг.

2. Евклид геометриясининг катъий математик назарияга 
мисол була олишини курсатинг.

3. Хар кандай абсолют тулик, назария тор маънода хам т^лик 
булишини исботланг.

4. Предикатлар хисобининг А формуласи учун Н{А) формула 
мулохазалар хисобининг формуласи булишини курсатинг.

Мустак,ил ишлаш учун савол ва топшириклар

1. Интерпретациянинг изоморфизмлиги. Назариянинг катьийлиги.
2. Бажарилувчи формула, д- катьий назария.
3. Зидсиз ва зиддиятга эга булган назариялар. Зидсизлик муаммоси.
4. Абсолют тулик назария. Тор маънода тулик назария. Туликлилик 

муаммоси.
5. Назариянинг ечилиш муаммоси.
6. Биринчи тартибли предикатлар хисоби ва унинг зидсизлиги.
7. Пеано аксиомалар системаси. Натурал сонлар назариясининг махсус 

аксиомалари.
8. Аксиомалар системасидан келиб чикадиган натижалар. Гёделнинг 

тулик,сизлик хакддаги биринчи ва иккинчи теоремалари.

Муаммоли масала ва топширицлар ------------------------- ПН.
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Бу бобда алгоритмлар назариясининг элементлари ат- 
рофлича баён этилган. Бу ерда алгоритм тушунчаси ва унинг 
характерли хусусиятлари, ечилувчи ва саналувчи туплам­
лар, Пост теоремаси, алгоритм тушунчасини аниклаш, 
хисобланувчи функциялар, кисмий рекурсив ва умумрекур- 
сив функциялар, А.Чёрч ва С.Клини тезислари, Тьюринг 
машиналари, Тьюринг машинасида алгоритмни реализация 
Килиш, натурал сонларни кушиш алгоритми, Евклид алго- 
ритми, алгоритмлар назариясининг асосий гипотезаси, Мар- 
ковнинг нормал алгоритмлари. Марков буйича кисман 
\исобланувчи ва хисобланувчи функциялар, кисмий рекур­
сив (умумрекурсив) функция билан Марков буйича кис­
мий х,исобланувчи (хисобланувчи) функция орасидаги му­
носабат, нормаллаштириш принципи, алгоритмик ечилмовчи 
муаммолар, математик мантикда келтириб чикарувчанлик- 
ни таниш муаммоси, уз-узига татбик этувчанликни таниш 
муаммоси каби масалалар курилган.

1- §. Алгоритм тушунчаси ва унинг характерли 
хусусиятлари

[7 [ Алгоритм тушунчаси. Ечувчи процедура. Ечилиш муам­
моси. Алгоритмнинг интиутив таърифи. А/ггоритмнинг 
характерли хусусиятлари. Алгоритмнинг дискретлиги. 
Алгоритмнинг аник^анувчанлиги. Алгоритм цадамларининг 
элементарлиги. Алгоритмнинг оммавийлиги. Алгоритмнинг 
натижавийлиги.

Математиканинг асосий тушунчаларидан бири алгоритм 
(алгорифм) тушунчасидир. «Алгоритм» сузи IX асрда ижод 
этган буюк математик ватандошимиз Абу Абдулло Мухам­
мад ибн Мусо ал-Хоразмий номининг лотинча Algorithmi 
тарзида ёзилишидан келиб чиккан.



Хар бири «х,а» ёки «йук» деган жавоб талаб этувчи ай­
рим санокди-чексиз математик ёки мантикий масалалар 
синфини курайлик. Чекли сон кддамда ушбу синфдаги ^ар 
кандай саволга биз жавоб бера оладиган жараёнлик (проце­
дура) мавжудми? Агар шундай процедура мавжуд булса, у 
\олда у берилган саволлар синфи учун ечувчи процедура ёки 
ечувчи алгоритм (алгорифм) деб айтилади. Ечувчи процеду- 
рани излаш муаммоси бу синф учун ечилиш муаммоси деб 
аталади.

Формал системалар учун ечилиш муаммосини кун тар- 
тибига биринчи куйган олимлардан Шрёдер (1895), Лёвен- 
гейм (1915) ва Гильбертни (1918) курсатиш мумкин.

Масалан, куйидагилар ечувчи алгоритмларга мисол була 
олади:

1. Сонлар устида арифметик амалларни бажариш коида- 
лари.

2. Квадрат илдиз чикариш коидаси.
3. Энг катта умумий булувчини топиш коидаси (Евк­

лид алгоритми).
4. Квадрат тенгламанинг ечимини топиш коидаси.
5. л-тартибли куш;аднинг ^осиласини топиш коидаси.
6. Рационал функцияни интеграллаш коидаси.
Юкорида келтирилган \ар  бир мисолда бир хил типли

(турдаги) масалалар синфи билан иш куришга тугри кела­
ди. Бир хил турдаги масалалар синфи оммавий муаммо деб 
аталади. Бундай синфларнинг масалалари бир-биридан фа- 
Кат ифодасидаги параметрлар билан фарк килади. Масалан, 
ах7 + Ьх + с = 0 квадрат тенгламанинг ечимини топиш маса- 
ласида а, b ва с параметрлар катнашади. Уларнинг киймат- 
ларини узгартириш йули билан бир синфга мансуб турли 
хил масалаларга келамиз. Айтилганларни \исобга олиб ал- 
горитмнинг куйидаги интуитив таърифини бериш мумкин.

1 - т а ъ р и ф . Берилган оммавий муаммодаги барча маса- 
лаларни умумий бир хил шаклда, аник, маълум булган усул би­
лан ечиш жараёни алгоритм деб аталади.

/-  g. Алгоритм тушунчаси ва унинг характерли хусусиятлари_____________ j 237



Бундай таърифни кдтъий деб хисоблаш мумкин эмас. 
Хакикатан хам, унда аник, мазмуни номаълум суздар уч- 
райди. Хусусан, бу «усул» сузига хам тааллукди. Шунинг 
учун хам алгоритмнинг бу катьий булмаган таърифи интуи­
тив таъриф деб аталади.

Энди алгоритмнинг характерли хусусиятларини куриб 
утайлик.

1. Алгоритмнинг дискретлиги. Алгоритм -  микдорларни 
шундай кетма-кет куриш жараёники, бошлангич холатда 
микдорларнинг дастлабки чекли системаси берилган булиб, 
хар бир навбатдаги моментда микдорлар системаси маълум 
аникданган конун (дастур) асосида олдинги холатдаги мик- 
дорлар систсмасидан хосил кил и над и.

2. Алгоритмнинг детерминацияланувчанлиги (аникданув- 
чанлиги). Бошлангич холатдан фарк, килувчи бошка холат- 
да аникланган микдорлар системаси илгариги холатларда 
Хосил килинган микдорлар системаси оркали бир кийматли 
аникданади.

3. Алгоритм цадамларининг элементарлиги. Илгариги 
микдорлар системасидан кейингисини хосил килиш кону- 
ни содда кадамлардан иборат булиши керак.

4. Алгоритмнинг оммавийлиги. Бошлангич микдорлар 
системасини айрим потенциал чексиз тупламдан танлаш 
мумкин.

5. Алгоритмнинг натижавийлиги. Микдорларни топиш 
жарасни чекли булиши ва натижа (масаланинг ечимини) 
бериши керак.

Математик амаллар асосий ролни уйнайдиган алгоритм­
лар сопли алгоритмлар деб аталади. Бундан ташкдри, ман­
тилий алгоритмлар хам мавжуд. Мисол сифатида, манти­
кий алгоритм ишлатиладиган куйидаги уйинни курамиз.

М и с о л .  15 та предмет бор. Уйинда 2 киши катнаша- 
ди: бошловчи ва унинг ракиби. Хар бир уйинчи навбат би­
лан бир, икки ёки учта предметни олади. Ким охирги пред- 
метни олса, уша ютган хисобланади. Бошловчи ютиш учун 
уйинда кандай стратегияни ишлатиши керак?
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2- §. Ечилувчи ва саналувчи тупламлар

Е ч и м .  Бошлончининг ютук стратегиясини куйидаги 
жадвал шаклида ифодалаш мумкин:

Юриш раками Бошловчи 
юриш и

Ракибнинг 
юри ШИ

1 3 п
2 4 - п т
3 4 - т P
4 4 - р о

Хакикатан \ам, бошловчи бундай стратегия натижасида 
3 + (4 -  п) + (4 -  т) + (4 -  р) = 15 -  (п + т + р) предмет олади ва 
ракиб п + т + р предмет олади, яъни иккаласи биргаликда 
15 та предмет оладилар. Охирги предметни бошловчи ол- 
ганлиги туфайли, у уйинни ютади.

2- §. Ечилувчи ва саналувчи тупламлар

[7[ Ечилувчи туплам. Эффектив саналувчи туплам. Пост 
теоремаси. Ечилувчи туплам бшган эффектив саналувчи 
тупламлар орасидаги муносабатлар.

Бирор алфавит берилган булсин. Бу алфавитдаги хамма 
сузлар тупламини S  билан ва S  тупламнинг кием туплами- 
ни М билан белгилаймиз.

1 - т а ъ р и ф . Агар х сузнинг М тупламга царашлилик муам- 
мосини х;ал н;ила оладиган алгоритм мавжуд булса, у  холда М  
ечилувчи туплам деб аталади.

2- т а ъ р и ф . Агар М  тупламнинг хамма элементларини 
санаб чиь;а оладиган алгоритм мавж уд булса, у  холда М 
эффектив саналувчи туплам деб аталади.

1 - т е о р е м а .  Агар М ва L эффектив саналувчи туплам­
лар булса, у  холда M [ j L  ва Mf]  L хам эффектив саналувчи 
тупламлардир.
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И с б о т .  М ва L эффектив саналувчи тупламлар булсин. 
У \олда, 2- таърифга асосан, уларнинг х,ар бири учун ало- 
\ида алгоритм мавжудки, бу алгоритмлар оркали мос ра­
вишда М ва L даги \амма элементларни санаб чикиш мум- 
кип. А/U L ва M f ] L  тупламларнинг эффектив \исобловчи 
алгоритми А/ ва L тупламларнинг эффектив \исобловчи ал- 
горитмларини бир вактда куллаш натижасида \осил кили- 
нади.

2 - т е о р е м а  ( П о с т  т е о р е м а с и ) .  А/тупламнингузи 
ва тулдирувчиси СМ эффектив саналувчи булганда ва фак,ат 
шундагина М туплам ечилувчидир.

И с б о т .  а) М  туплам ва унинг СМ  тулдирувчиси эф­
фектив саналувчи булсин. У хрлда, 2- таърифга асосан, бу 
тупламларнинг элементларини санаб чика оладиган А ва В 
алгоритмлар мавжуд булади. У \олда М  ва СМ тупламлар­
нинг элементларини санаб чикиш пайтида уларнинг руйха- 
тида х  элемент учрайди. Демак, шундай С алгоритм юзага 
келадики, у оркали х  элемент М  тупламга карашлими ёки 
карашли эмасми деган муаммони х,ал килиш мумкин. Шун­
дай килиб, М ечилувчи туплам булади;

б) М  ечилувчи туплам булсин. У хрлда, 1-таърифга асо­
сан, х  бу тупламнинг элементими ёки элементи эмасми 
деган муаммони \ал килувчи алгоритм мавжуд булади. Бу 
алгоритмдан фойдаланиб, М  ва СМ  тупламларга кирувчи 
элементларнинг руйхатини тузамиз. Шундай килиб, М ва 
СМ тупламлар элементларини санаб чикувчи иккита А ва В 
алгоритм ни хрсил киламиз. Демак, М ва СМ  тупламлар эф­
фектив саналувчи тупламлар булади.

1 - м и с о л .  А/={1, 4, 9, ..., п2, ...} натурал сонлар квад- 
ратлари туплами эффектив саналувчи туплам буладими еки 
йукми?

Е-ч и м . М -  {/г2} туплам эффектив саналувчи туплам 
булади, чунки унинг элементларини \осил килиш учун кет- 
ма-кет натурал сонларни олиб, уларни квадратга кутариш 
керак. Бу туплам ечилувчи х;ам булади. Хдкикатан х,ам. би-



7- S. Ечилувчи ва саиалувчи тупламлар 4HD
рорта х натурал соннинг М тупламга кириш ёки кирмасли- 
гини аниклаш учун уни туб купайтувчиларга ажратиш ке­
рак. Бу усул унинг натурал соннинг квадратами ёки йукми 
деган муаммони хал килиб беради.

2- ми с о л .  Тартибланган натурал сонлар жуфтликла- 
ридан иборат туплам эффектив саналувчи эканлигини ис­
ботланг.

Е ч и м .  Тартибланган натурал сонлар жуфтликларидан 
иборат тупламнинг эффектив саналувчи эканлигини исбот- 
лаш учун диагонал методи деб аталадиган методдан фойда- 
ланамиз. Бунинг учун хамма тартибланган натурал сонлар 
жуфтликларини куйидаги куринишда ёзамиз:

(О, 0) (0, 1),_(0, 2), (0, 3), (0, 4),

(2, 1 )^ (2 , 2 )^ (2 ,  3)у г (2, 4),

(3, 0), (3, 1), (3, 2), (3, 3), (3, 4),

Юк,ори чап бурчакдан бошлаб кетма-кет диагоналлар 
буйича утиб туплам элементларини санаб чикамиз. Бу жуфт- 
ликларнинг руйхати куйидагича булади:

(0 , 0 ), ( 1, 0 ), (0 , 1), (2 , 0 ), ( 1, 1), (0 , 2 ), (3 , 0 ), (2 , 1),
(1, 2), (0, 3), (4, 0), (3, I), (2, 2), (1, 3), (0, 4), ... .
3 - т е о р е м а .  Ечилувчи булмаган эффектив саналувчи на­

турал сонлар туплами мавжуд.
И с б о т .  Эффектив саналувчи ихтиёрий U натурал сон­

лар туплами берилган булсин. U тупламнинг ечилувчи эмас- 
лигини исботлаш учун, Пост тсоремасига (2- теорема) кура, 
унинг CCJ тулдирувчиси эффектов саналувчи эмаслигини 
исботлаш етарли.

м 0, Mv М2, ... — хамма саналувчи натурал сонлар туплам- 
ларидаги эффектив санаб чикдлган тупламлар булсин. Дс- 
мак, хар кандай ле N  учун Мп тупламни тиклаш мумкин.
16 — Х-Тураев
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Энди U тупламнинг хамма элементларини санаб чика- 
диган А алгоритмни киритайлик. Бу алгоритм (т, п) ракам- 
ли кадамда т& Мп ни хисоблаб чикади. Агар бу сон п сон 
билан устма-уст тушса, бу холда А алгоритм уни U тупла­
мига киритади, яъни пв U<̂ >ne А/.

Бундан куриниб турибдики, хар кандай саналувчи туп­
ламдан CU туплам хеч булмаганда битта элемент билан фарк 
килади, чунки CU  шундай п элементлардан иборатки, 
п Ж М п. Шунинг учун хам CU  саналувчи туплам эмас. Де­
мак, Пост теоремасига асосан U ечилувчи туплам булмайди.

И з о х . Исбот этилган теорема аслида Гёделнинг фор­
мал арифметиканинг туликсизлиги хакидаги теоремасини 
ошкормас (ошкора эмас) равишда камраб олган.

3- §. Алгоритм тушунчасига аницлик киритиш

[7] Диофант тенгламаси. Ферманинг «буюк теорема»си. 
Ю. Матиясевич ва Г. Чудновский натижалари. Уч асосий 
йуналиш. Эффектив хисобланувчи функция. X- аницланувчи 
функциялар. Умумрекурсив функция. А. Чёрч ва С.Клини 
натижалари. Чёрч тезиси. К.Гёдел натижалари. Тьюринг 
тезиеи. Тьюринг буйича хисобланувчи функциялар. Тьюринг 
машиналари. Э.Пост натижалари. Нормал алгоритмлар.

Математика тарихида бир хил турдаги саволлар тупла­
мига «ха» ёки «йук» ва бир хил турдаги функциялар синфи 
«Хисобланувчи» ёки «хисобланувчи эмас» деган жавоблар 
бериши мумкин булган алгоритмларни излаш узок давом 
этди. Айрим вакгларда бу изланишлар патижасиз тутади. Бу 
хдлларда, табиийки, алгоритмнинг мавжудлигига шуб\а би­
лан каралади.

I - м и с о л . Мисол сифатида Ферманинг «буюк теорема»- 
сининг ечиш муаммосини курсатиш мумкин. 1637 йиллар 
атрофида Ферма куйидаги теореманинг исботини узида бор 
деб эълон килди: «х" + у" = Z "  тенглама п >2 булганда мусбат 
бутун сон кийматли х, у, z, н ечимга эга эмас». Хозирги 
кунгача бу тасдик на исбот килинган ва на рад этилган.
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2 - м и с о л .  1900 йилда Парижда утказилган иккинчи 
халкар° математиклар конгрессида немис математиги 
Давид Гильберт ечилиши мухим булган 23 математик му- 
аммо руйхатини укиб берди. Шулар орасида куйидаги Гиль- 
бертнинг 10-муаммоси бор эди: «Коэффициентлари бутун 
сонлардан иборат булган х,ар кандай алгебраик тенгламанинг 
бутун сонли ечими мавжудми?», яъни бутун сонли коэффи- 
циентлардан иборат булган хар кандай алгебраик тенглама 
бутун сонли ечимга эгами деган муаммони ечадиган (хал ки­
лади ган) алгоритм яратиш кераклигини Д. Гильберт курсатди.

Математикада бутун сонли коэффиииентларга эга булган 
алгебраик тенглама диофант тенгламаси деб аталади. Ма­
салан,

x 2 + y 2- 2 x z = 0 , 10х5 + 7х2 + 5 = 0
куринишдаги тенгламалар диофант тенгламалари булади, 
улардан биринчиси уч узгарувчили ва иккинчиси бир узга- 
рувчили тенгламадир. Умумий холда тенглама исталган сон- 
даги узгарувчиларга боглик булиши мумкин. Бундай тенг­
ламалар бутун сонли ечимларга эга булиши хам, эга булмас­
лиги хам мумкин. Масалан, x 2+ y 2- 2 x z - 0  чексиз куп бу­
тун сонли ечимларга эга ва Юх5 + 1х2 + 5 = 0 тенглама бутун 
сонли ечимга эга эмас.

Бир узгарувчили диофант тенгламасининг хамма бутун 
сонли ечимларипи топиш алгоритми анчадан бери мавжуд. 
Ани клан ганки, агар

Р„(х) = а0х л + <2|ХЛ-1 +... + ап_,х + а„=  0
бутун сонли коэффициентлардан иборат тенгламанинг бу­
тун илдизи булса, у холда у ап коэффициентнинг булувчиси 
булади. Бу тасдикка асосланиб, куйидаги алгоритмни тав- 
сия этиш мумкин:

1) ап соннинг хамма булувчиларини топиш: d v d2, ..., dn\
2) ап соннинг хар бир булувчиси учун Рп(х) нинг кий- 

матини аниклаш: Pn(d) (/ = !,«);



3) агар 1, 2, п лардан бирорта / учун Pn(d ) = 0 булса, 
у холда d. тенгламанинг ечими булади. Агар /=  1, 2, п 
ларнинг \аммасида Pn{d ) * 0 булса, у х,олда тенглама бутун 
сонли ечимга эга эмас.

Гильбертнинг 10- муаммоси билан дунёнинг куп мате- 
матиклари деярли 70 йил шугулландилар. Факатгина 1968 
йилда Санкт-Петербурглик ёш математик Ю.В.Матиясевич 
ва сал кейинрок рус математиги Г.В.Чудновский бу муам- 
мони \ал килдилар: куйилган масаланинг ечимини бера ола­
диган алгоритм мавжуд эмас.

Алгоритмнинг интуитив таърифи катъий эмаслигига 
карамасдан, у муайян масаланинг ечимини топадиган ал­
горитмнинг тугрилиги га шуб\а уйготмайди.

Математикада шундай ечими топилмаган алгоритмик 
муаммолар мавжудки, улар ечимга эгами ёки эга эмасми 
эканлигини аникдаш муаммоси пайдо булади. Бу муаммо- 
ни ечишда алгоритмнинг интуитив таърифи ёрдам бера ол- 
майди. Бу холларда ёки алгоритмнинг мавжудлигини, ёки 
унинг мавжуд эмаслигини исботлаш керак булади.

Биринчи \олда масалани ечадиган жараённи тасвирлаш 
кифоя. Бу жараённинг хаки катан хам алгоритм эканлигига 
ишонч хосил килиш учун алгоритмнинг интуитив тушун­
часи етарли булади.

Иккинчи холда алгоритмнинг мавжуд эмаслигини ис­
ботлаш керак. Бунинг учун алгоритмнинг нима эканлиги­
ни аник, билиш талаб килинади. XX асрнинг 30- йилларига- 
ча алгоритмнинг аник таърифи мавжуд эмас эди. Шунинг 
учун хам алгоритм тушунчасига аник таъриф бериш кейин- 
ги давр математикасининг асосий масаласи булиб колди. Бу 
таърифни ишлаб чикиш куп кийинчиликларга дуч келди.

Биринчидан, бундай таъриф алгоритм интуитив таъри- 
фининг мохиятини акс эттириши, иккинчидан эса, бундай 
таъриф формал аникдик нуктаи назаридан мукаммал були­
ши керак эди. Бу муаммонинг тадкикотчилари томонидан 
сшгоритмнинг бир нечта таърифи ишлаб чикилди. Аммо вакт



утиши билан бу таърифларнинг узаро тенг кучлилиги аник,- 
ланди. Ана шу таъриф х,озирги замон алгоритм тушунчаси- 
дир.

Алгоритм тушунчасини аникдаш буйича ёндашувларни 
уч асосий йуналишга булиш мумкин.

Биринчи йуналиш — эффектив хисобланувчи функция ту­
шунчасини аницлаш билан боглик,. Бу йуналиш буйича 
А  Чёрч, К.Гёдел, С. Клини тадк,икрт ишларини олиб бордилар.

1935 йилда, 1932—1935 йиллар давомида А.Чёрч ва 
С. Клини томонидан урганилган ва «X,- аникданувчи функ­
циялар» деб аталган, тугри аникланган хисобланувчи наза- 
рий-сонли функциялар синфининг хоссалари: «Я- аник^т- 
нувчи функциялар» синфи бизнинг интуитив тасаввуримиз 
буйича хисобланувчи деб караладиган хамма функцияларни 
камраб олиши мумкин деган фикр тугдиради. Бу кутилмаган 
натижа эди.

Ж.Эрбраннинг битта гояси асосида 1934 йилда К.Гёдел 
томонидан аникланган ва «умумрекурсив функциялар» деб 
аталган бошк,а хисобланувчи функциялар синфи \ам «X- аник,- 
ланувчи функциялар» хоссаларига ухшаш хоссаларга эга эди.

1936 йилда А. Чёрч ва С. Клини томонларидан бу иккита 
синф бир хил синф эканлиги исботланди, яъни хар кандай 
X- аникланувчи функция умумрекурсив функция булиши ва хар 
кандай умумрекурсив функция X- аникланувчи функция экан­
лиги тасдикланди.

1936 йилда Чёрч куйидаги тезисни эълон к^илди: хар кан­
дай интуитив эффектив (самарали) хисобланувчи функция­
лар умумрекурсив функциялардир.

Бу теорема эмас, балки тезисдир: тезис таркибида инту­
итив аникланган эффектив хисобланувчи функция тушун­
часи аник, математик атамаларда аникланган умумрекурсив 
функция тушунчаси билан айнан тенглаштирилган. Шу­
нинг учун хам бу тезисни исботлаш мумкин эмас. Аммо 
Чёрч ва бошкд олимлар томонидан бу тезисни кувватловчи 
куп далиллар курсатилди.

■}. ft Алгоритм тушунчасига аншушк киритиш___________________________| 245
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Иккинчи йуналиш — алгоритм тушунчасини бевосита 
аникдаш билан боглик: 1936-1937 йилларда А.Тьюринг Чёрч 
ишларидан бехабар холда янги функциялар синфини ки- 
ритди. Бу функцияларни «Тьюринг буйича хисобланувчи 
функциялар» деб атадилар. Бу синф хам юкорида айтилган 
хоссаларга эга эди ва буни Тьюринг тезиси деб айтамиз.
1937 йилда А. Тьюринг исботладики, унинг хисобланувчи 
функциялари X- аник^ланувчи функцияларнинг узи ва, демак, 
умумрекурсив функцияларнинг худди узи экан. Шунинг учун 
хам Чёрч билан Тьюринг тезислари эквивалентдир.

1936 йилда (Тьюринг ишларидан бехабар холда) Э.Пост 
айнан Тьюринг эришган натижаларга мос келадиган нати- 
жаларни эълон кдлди ва 1943 йилда, 1920—1922 йиллардаги 
нашр этилмаган ишларига суяниб, туртинчи эквивалент 
тезисни нашр этади. Шундай килиб, алгоритм тушунчаси­
ни бевосита аниклашга ва сунгра унинг ёрдамида хисобла- 
нувчи функция тушунчасини аниклашга биринчи булиб бир- 
биридан бехабар холда Э. Пост ва А.Тьюринг эришдилар.

Пост ва Тьюринг алгоритмик процесслар маълум бир 
тузилишга эга булган «машина» бажарадиган процесслар 
эканлигини курсатдилар. Улар ушбу «машина»лар ёрдами­
да барча хисобланувчи функциялар синфи билан барча к,ис- 
мий рекурсив функциялар синфи бир хил эканлигини кур­
сатдилар ва, демак, Чёрч тезисининг яна битта фундамен- 
тал тасдири юзага келди.

Учинчи йуналиш — рус математиги А. Марков томони­
дан ишлаб ч и кил га н нормал алгоритмлар тушунчаси билан 
боглик

1. А = {1, 9. 25, 121, ...} туб сонлар квадратлари туплами 
эффектив саналувчи туплам булалими ёки йукми?

2. Гильбертнинг куйидаги «Коэффициентлари бутун сон- 
лардан иборат булган х,ар кандай алгебраик тенгламанинг 
бутун сонли ечими мавжудми?» 10- муаммосининг ечиш 
алгоритми мавжудми ёки йукми?

Муаммоли масала ва топширицлар
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3 . Ю-В.Матиясевич ва Г.В.Чудновский юкрридаги масалани 
кандай хал кдлдилар? Уларнинг илмий натижалари каерда 
нашр эттирилган?

4. Чёрч билан Тьюринг тезислари нега эквивалент?
5. А. Чёрч ва С. Клинининг кайси илмий ишларида хар 

к,андай X- аникланувчи функция умумрекурсив функция 
булиши ва кар кандай умумрекурсив функция X- аник­
ланувчи функция эканлигининг тасдиги келтирилган?

1. Алгоритм тушунчаси. Ечувчи процедура. Ечилиш муаммоси. 
Алгоритмнинг интуитив таърифи.

2. Алгоритмнинг характерли хусусиятлари. Алгоритмнинг дискрет- 
лиги, детерминацияланувчанлиги, капамларининг элементарлиги 
ва натижавийлиги.

3. Ечилувчи ва саналувчи тупламлар. Пост теоремаси. Ечилувчи туп­
лам билан эффектив саналувчи тупламлар орасидаги муносабатлар.

4. Алгоритм тушунчасига аниклик киритиш. Уч асосий йуналиш.
5. Эффектив хисобланувчи функция. X- аникланувчи функциялар. 

Умумрекурсив функция.
6. А. Чёрч ва С. Клинилар натижалари. Чёрч тезиси. К. Гёдел натижалари.
7. Тьюринг тезиси. Тьюринг буйича хисобланувчи функциялар. 

Тьюринг машиналари.
8. Э.Пост натижалари. Нормал алгоритмлар.

4- §. Хисобланувчи функциялар. Кисмий рекурсив ва 
умумрекурсив функциялар

[/} Арифметик функция. Х,исобланувчи функция. Бошлангич 
функциялар. Функциялар суперпозицияси. Примитив рекур­
сия схемаси. Минималлаш операцияси (\i- оператор). При­
митив рекурсив функция. Кисмий рекурсив (рекурсив) функ­
ция. Умумрекурсив функция. А. Чёрч тезиси.

1 - т а ъ р и ф . Агар бирор функциянинг аникланиш сохаси 
Хам, кийматлар сохаси хам натурал сонлар тутамининг кием 
тупламлари булса, у  холда бундай функция арифметик (сон-

Мустакил ишлаш учун савол ва топшириклар
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ли) функция деб аталади. Натурал сонлар тупламида берил­
ган хар к;андай муносабатлар арифметик муносабат дейила­
ди.

Масалан, натурал сонлар тупламида Дх, у) = х у  (купайт­
ма) -  икки артументли арифметик функциядир, x + y < z ~  
уч аргументли арифметик муносабат. Арифметик функция 
ва арифметик муносабат тушунчалари интуитив тушунча- 
лардир ва хеч кандай формал система билан богланган эмас.

Арифметик (сонли) функциянинг кийматини хисоблов- 
чи алгоритм мавжудлигини аникдаш алгоритмик муаммо- 
лардан биридир.

2 - т а ъ р и ф .  Агар g=f ( x , ,  xv  ..., хл) функциянинг кийма­
тини хисобловчи алгоритм мавжуд булса, у  эффектив (сама- 
рали) хисобланувчи функция деб аталади.

Бу таърифда алгоритм тушунчаси интуитив маънода ту- 
шунилганлиги сабабли, эффектив хисобланувчи функция 
тушунчаси *ам интуитив тушунча булади.

Аммо алгоритм тушунчасидан эффектив хисобланувчи 
функция тушунчасига утишнинг узига хос ижобий томони 
бор. Масалан, алгоритм тушунчасига куйилган хамма та- 
лаблар (характерли хусусиятлари сифатида) рекурсив (кай- 
тариш) функциялар мажмуаси деб аталадиган хамма хисоб­
ланувчи функциялар мажмуаси учун бажарилади.

Гёдел биринчи булиб бирор формал системада аниклан­
ган хамма сонли функциялар синфини рекурсив функция­
лар синфи сифатида ифодалади. 1936 йилда Чёрч хам бошка 
асосларга гаяниб рекурсив функциялар синфини тасвирла- 
ган эди. Бу ерда хисобланувчи функциялар синфи куйидаги 
равишда тузилади.

3- т а ъ р и ф . Куйидаги сонли фyнкцuяJ\ap бошлангич (од­
дий, базис) функциялар дейилади:

1) ноль функция (бекор килиш оператори): 0 (х) = 0 хар 
бир х учун;

2 ) бирни кушиш (силжиш оператори): А(х) = х + 1 хар 
бир х учун;
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3) проекциялаш функцияси (проекциялаш оператори): 
/" (x p х2, хп) = х т хамма хр х2, ..., хп лар учун ( « = 1, 2 , 
т =  1, 2 , ..., п).

Равшанки, учала бошлангич функция хамма жойда 
аникланган ва интуитив хисобланувчи функциялардир.

И з о х -  Аргументларининг барча кийматларида аник­
ланган функцияни хамма жойда аникланган функция деб 
атаймиз.

Куйидаги учта коида воситаси билан мавжуд функция- 
лардан янги функциялар хосил килинади.

1 .Функциялар суперпозицияси. / |(х р х2, хп), / 2(хр х2,
хп), fm{xv Х2, х )  функцияларни ва ф(хр х2, хт) 

функцияни карайлик.
4 - т а ъ р и ф .  ф(хр х2, ..., х )  = ф(/;(хр х ), ...,fm(xv ..., хя)) 

тенглик билан анин^шнадиган ф(хр х2, ..., хя) функция ф ва 
f v f 2, функцияларнинг суперпозицияси деб аталади.

Агар биз бирор усул билан ф ва f r f 2, —, f m функциялар­
нинг кийматини хисоблаш имкониятига эга булсак, у холда 
Ф функцияни куйидагича хисоблаш мумкин: хр х2, ..., хп 
узгарувчиларга мос равишда av а2, ..., ап кийматларни берамиз. 
Хамма Д а ,, а2, ..., а )  ларни хисоблаб, bi = f j(av а2, ..., а )  
ларни топамиз. Кейин ф(6 р Ь2, ..., Ьт) ни хисоблаб, 
с = ф(ор а2, ..., ап) ни топамиз.

Аникки, агар ф ва / р / 2, ..., f m хамма жойда аникланган 
булса, ф функция хам хамма жойда аникланган булади. 
Хакикатан хам, агар/ j ,^ ,  нинг хеч булмаганда бирор- 
таси хамма жойда аникланган булмаса, у холда ф функция 
Хамма жойда аникланган булмайди. Шу билан бирга, ик- 
кинчи томондан, аргументларнинг шундай а р а2, ..., а кий­
матлари топилиши мумкинки, b . - f . ( a r а2, a )  ( i = l j m )  
булса, ф(6р Ь2, ..., Ьт) ни хисоблаб булмайди. Бу холда хам 
ф функция хамма жойда аникланмаган булади.

Шундай килиб, агар <p, f v f 2, . . . ,/m функциялар интуитив 
Хисобланувчи булса, у холда ф функция хам интуитив хисоб­
ланувчи булади.



Шуни х,ам таъкидлаб у т а м и з к и , / 2, . . . , /т функциялар- 
нинг барчаси хам х,, х2, хп аргументларнинг хаммасидан 
боглик, булмаслиги мумкин. Бу холларда \|/ функиияни хосил 
килиш учун сохта аргументлардан ва / ” (*,, х2, ..., хп) функ- 
циялардан фойдаланамиз. Масалан, \|/(х, у,  z) = ф(/j(x), 
/ 2(х, у, Z), .v, X) функция ф(х,, х2, х3, х4) ва F,(x, у, z) =f {x ) ,
F2(x, у , z) = f 2(x, у, z), F^x, у, z ) =  /3 (x, y, z), F4(x , y, z) =
-  / i  (x, y, z) функцияларнинг суперпозициясидан хосил ки- 
лингап.

2. Примитив (ута содда) рекурсия схемаси. ф(х2, х3, ..., хя) 
ва v|/(xp х2, хп, хл+|) (n > I) функциялар берилган булсин. 
Куйидаги тенгликларни каноатлаптирувчи янги / функция- 
ни курамиз:

ДО, х2, х3, ..., х )  = ф(х2, х3, х ) ,
f { y + \ ,  х2, х3, х )  = \у{у, f{y , х2, х3, х ) ,  х2, х ), ( 1)

бу ерда ф функция п -  1 аргументга, у  функция n + 1 аргу­
м ента ва /ф ункция п аргументга боглик, функция.

5- т а ъ р и ф . Агар Д х,, х2, ..., хл) функция ф в а у  функция- 
лардан (1) муносабат оркали х;осил к или пса, у  холда /  функ­
ция ф ва у  фуикциялардан примитив (ута содда) рекурсия 
схемаси оркали хосил килинган дейилади.

Агар ф ва у  функциялар интуитив хисобланувчи функ­
циялар булса, у \олда /  хам интуитив хисобланувчи функ­
ция булади. Хакдкатан хам, х,, х2, хп аргументларнинг 
кийматлар мажмуаси av а2, ..., ап булсин. У холда кетма-кет 
куйидагиларни топамиз:

/ ( 0 , а2, а у  ..., ап) = ф ( я 2, я 3, ап) = Ь0,
Д  1' а2, а3, ап) — \|/(0 , bq, й2, й3, йя) = б,,

/ 2(2 , а2, й3, сд) = \|/ (1 , blt а2, а3, ..., а )  = Ь2 ва хоказо.

Равшанки, агар ф ва \)/ функциялар аргументларнинг 
барча кийматларида аникланган булса, у холда /  функция 
Хам аргументларнинг барча кдйматларида аниктанган булади.

| 2 5 0 ]_____________________________________________________К/ БОБ. АЛГОРИТМЛАР
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Энди мисолларда примитив рекурсия схемаси оркали 
янги функцияларни х;осил этишни курайлик.

1 - мис о л . ф( х )  = х ва Ц1(х, у , z) = У + 1 булсин хамда 
f ly ,  х) функция куйидаги тенгликлар оркали аникдансин:

f(y , х) функциянинг кийматини аргументларнинг у =  5, х= 2 
кийматларида хисоблаб чикайлик. ДО, 2) = ф(2) = 2 булган­
лиги учун (2) формулаларнинг иккинчисидан кетма-кет ра­
вишда куйидагиларни хосил киламиз:

/(1 ,2 ) = 1)/(0, 2, 2) = 2 + 1=3,  
/(2 , 2) = \|/(1, 3, 2) = 3 + 1 = 4, 
/(3 , 2) = ¥ (2, 4, 2) = 4 + 1 = 5, ■ 
/(4 , 2) = ц/(3, 5, 2) = 5 + 1 = 6 , 
/(5 , 2) = у(4, 6 , 2) = 6 +1 = 7.

/(у, х) = у + х эканлигини осонгина курсатиш мумкин. Хаки­
катан хам, f ( y + z ,  х) = f (y ,  х) + г. Бу тенгликда у -  0 деб кабул 
килиб, f ( z ,  х) = /(0 , х) + г ёки f{z„ х) = х + z  ни хосил киламиз.

2-м  и с о л .  f(y,  х) функция куйидаги тенгликлар билан 
берилган дейлик:

Бу ерда ср(х) = 0, vj/(x, у, z) = у  + z  булади.
/(у, х) функциянинг кийматини аргументларнинг у = 2 , 

х = 2 кийматлари учун хисоблаймиз. / ( 0 , х) = ф(х) = 0 булган­
лиги учун/(0, 2 ) = ф(2 ) = Ь{) = 0 булади. Ф ункциянинг/(I, 2) 
ва / ( 2 , 2 ) кийматларини кетма-кет топамиз:

(2 )

(3)

Д 1,2 ) = ¥ (0, 0, 2) = Л =0 + 2 = 2, 

Д 2 ,2 ) = у(1,2, 2 ) = 2 + 2 = 4.
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Бу мисолда f (y , х) = х у  эканлигини курсатиш мумкин. 
Хакицатан хам, f ( y  + г, х) = f ( y , x )  + z ■ х. Бу тенгликда у  = О 
деб кабул килиб, f ( z , х) = /( 0 , х) + г ■ х ёки f(z ,  х) = z • х ни 
Хосил киламиз.

3. Минималлаш операцияси (ц- оператор). Ихтиёрий 
Ах,  у) функция берилган булсин. Куйидаги масалани куриб 
чикамиз: х аргумснтнинг хар кандай кийматлари учун 
у  аргументнинг хеч булмаганда шундай битта кийматини 
топиш керакки, f(x,  у) -  0 булсин. Масалани яна хам му- 
раккаброк холда куямиз: берилган Дх,  у) функция ва унинг 
муайян кийматли х  аргументе учун f(x,  у) = 0 кила олади- 
ган у  аргументларнинг энг кичик кийматлисини топиш ке­
рак булсин. Масаланинг ечими х га боглик булганлиги учун 
Дх, у) = 0 кила оладиган у  нинг энг кичик киймати хам 
х нинг функцияси булади, яъни

Ф(х) = ц у  [ f {x ,  у ) = 0] = 0 .. (4)
(4) ифода куйидагича укилади: «Шундай энг кичик у  ки,

Дх, у) = 0».
Худди шу тарзда куп аргументли <р(х,, х2, ..., хп) функ­

ция аникланади:

ф(х,, х2, ..., х„) = ц Я /(х „  Х2, х я, у) = 01- (5)
6 - т а ъ р и ф . Дх,, х2, ..., хя, у) функциядан <р(х,, х2, ..., хя) 

функцияга утиш (I- операторным татбиш деб аталади.
ф(х,, х2, хя) функцияни хисоблаш учун куйидаги ал- 

горитмни тавсия этиш мумкин:
1) Дх,, х2, ..., хя, 0) ни хисоблаймиз. Агар/ нинг бу кий­

мати нолга тенг булса, у холда ф(х,, х2, ..., хя) = 0 деб кабул 
Киламиз, Агар/(х,, х2, ..., хя, 0) * 0  булса, у холда навбатдаги 
кадамга утамиз;

2) Дх,, Xj, ..., хя, I) ни хисоблаймиз. АгарДх,, х2, ..., хя, 1) = 0 
булса, у холда ф(х,, х2, ..., хя) = 1 булади. АгарДх,, ..., хя, 1) *0 
булса, у холда навбатдаги кадамга утамиз ва хоказо.



Агар у  нинг хамма кийматлари учун Дх,, хя, у) * О 
булса, у холда ф(х,, х2, ..., хп) ни аникланмаган функция деб 
атаймиз.

Аммо у  аргументнинг шундай у0 киймати мавжуд були­
ши мумкинки, Д хр х2, хп, у0) = 0 ва, демак, энг кичик у  
мавжудки, Дх,, х2, хп, у) = 0 булади; шу вактнинг узида, 
бирорта z  учун (0 < г< у 0) Дх,, х2, хя, z) киймат аникдан- 
маслиги мумкин. Аникки, бу холда у  нинг Дх,, ..., хя, у) = О 
б^ладиган энг кичик кийматини топиш жараёни, у0 гача 
етиб бормайди. Бу ерда \ам ф(хр х2, хп) ни аникданмаган 
функция деб хисоблайдилар.

3-м  и с о л .  Дх, у) = х - у  функция берилган булсин. Бу 
функция минимизация оператори оркали хрсил кипиниши 
мумкин:

/(X, у) = \LZ(y + Z = х) = Ixz[I]{x,  у,  Z) + Р3(Х, у,  Z) = 1\{х, у , z)\ ■

Масалан, /(х, у) функциянинг кийматини аргументлар­
нинг у  = 2, х = 7 кийматларида ( /(7,2))  хисоблаб чикамиз. 
Бунинг учун у  = 2 деб, х га кетма-кет кийматлар бериб бо- 
рамиз:

*=0,  2 + 0 = 2 * 7,
Z -  1, 2 + 1 = 3 * 7,
Z=2,  2 + 2 = 4 *  7,

Z= 3, 2 + 3 = 5 * 7 ,
Z  = 4, 2 + 4 = 6 * 7,
Z=S,  2 + 5 = 7 = 7.

Шундай килиб, /(7 ,2 ) = 5.
7 - т а ъ р и ф .  Агар Дх,, х2, хя) функцияни бошлангич 

(оддий) функциялардан суперпозиция ва примитив рекурсия 
схемаси амалларини чекли сонда куллаш натижасида хосил 
Килиш мумкин булса, у  холда Д х,, х2, •••, хя) примитив рекур­
сив функция деб аталади.

4- §. Хисобланувчи функциялар. Кисмий ре курсив ва умумрекурсив функциялар Д 253
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Бошланкич 0(х) = 0, А.(х) -  х + 1, /„ (х,, х2, х„) -  хт 
( I < т < п) функциялар ва Дх,, х2, ..., хл) = а (а е /V), Дх, у) = 
= х + у ,  f{x,  у) — х ■ у, Дх, у) = (х° = 1) функциялар примитив 
рекурсив функциялар булади.

8- т а ъ р и ф .  Агар Дх,, х,, x j  функциями бошлангич 
функциялардан суперпозиция, примитив рекурсия схемаси ва 
минимамаш оператори (\l- оператори) амалларини чекли сонда 
куллаш натижасида хосил килиш мумкин булса, у  холда 
Дх,, х2, ..., хп) кисмий рекурсив (рекурсив) функция деб ата­
лади.

Бу кейинги таъриф примитив рекурсив функциянинг 
таърифидан факат бошлангич функцияларга кушимча ра­
вишда ц- операторини куллашга рухсат берилгани билан 
фарк килади. Шунинг учун \ам хар кандай примитив рекур­
сив функция уз навбатида кисмий рекурсив функция булади.

9 - т а ъ р и ф .  Агар Дх,, х2, ..., хп) функция кисмий рекур­
сив ва аргументларнинг барча кийматларида аникланган булса, 
у холда Д х р х2, ..., хп) умумрекурсив функция деб аталади.

Куйидаги функциялар умумрекурсив функциялар булади:

Х(х), 0(х), /Д х ) ,  f (y ,  х ) = у  + х, 
f(y , х) = X ■ у, f (y,  х) = X + п.

А . Ч ё р ч  т е з и с и .  \а р  кандай интуитив хисобланувчи 
функция кисмий рекурсив функция булади.

Бу тезисни исботлаш мумкин эмаслигини юкррида айт- 
ган эдик, чунки у интуитив хисобланувчи функция нок,ать- 
ий математик тушунчасини катьий аникданган кисмий ре- 
курсив функция математик тушунчаси билан боглайди.

Аммо, агар шундай интуитив хисобланувчи функция 
тузиш мумкин булсаки, у уз навбатида кисмий рекурсив 
функция булмаса, у холда бу тезисни рад этиш мумкин. 
Аммо бундай колнинг мавжудлигини \озиргача \еч ким 
курсата ол маган.



Т е о р е м а .  g(yv у 2, у к) примитив рекурсив (цисмий 
реку рейв) функция ва х г  х2, хп х,ар хил узгарувчилар булсин. 
Агар .\ар бир i (1 < / < к) учун zi узгарувчи х г  х2, ..., хп узгарув­
чиларнинг бири булса, у  холда Дх, ,  х2, х )  = g(z,, г,, zk) 
функция хам примитив рекурсив (цисмий рекурсив) функция 
булади.

И с б о т .  Zi ~ Xj. (1 < j.  < п) булсин. У х,олда

г, = I jt (хр х2, хп)
ва

у(х„ х2, х„) = ф(/;.(* ,, х2, хп) , ..., /"  (х„ х2, хП)).

Шундай килиб, у  функцияни ф, функция-
лардан суперпозиция амали оркали хосил килиш мумкин, 
яъни \\i примитив рекурсив (рекурсив) функция булади.

Бу теорема сохта узгарувчиларни киритиш, узгарувчи­
ларнинг урнини алмаштириш ва уларни айнан тенглашти- 
риш жараёни примитив рекурсив ва кисмий рекурсив функ- 
цияларни уз синфларидан чикармаслигини билдиради.

4 - м и с о л .  (Сохта аргументларни киритиш.)  Агар 
Ф(хр х3) примитив рекурсив функция ва \j/(xp х2, х3) = <p(xp jc3) 
булса, у холда \|/(хр х2, х3) хам примитив рекурсив функция 
булади. Исбот килиш учун г, = х, ва z2 = х3 деб белгилаб, 
теоремадан фойдаланиш керак.

5- м и с о л . (Узгарувчиларнинг урнини алмаштириш.) Агар 
Ф(хр х2) примитив рекурсив функция ва у(хр х2) = ф(х,, х2) 
булса, у холда у  хам примитив рекурсив функция булади. 
Исбот килиш учун z, = х 2 ва z2 = x l деб белгилаб, теоремадан 
фойдаланиш керак.

6 - м и с о л . (Узгарувчи,трни айнан тенглаштириш.) Агар 
ф(Хр Xj, х3) примитив ре курсив функция ва у(хр х2) = ф(хр х2, х3) 
булса, у холда у(хр х2) хам примитив рекурсив функция б'ула- 
ди. Исботлаш учун теоремада п -  2, г, = хр z2 = х2, z3 = х, деб 
Кабул килиш керак.

4- §■ Хисобланувчи функциялар. Цисмий рекурсив ва умумрекурсив функцняшр Д 255
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Н а т и ж а л а р .  1. Ноль функция 0(х) — примитив ре­
курсив функция.

2. Агарда к -  бирор бутун мусбат сон булса, узгармас 
С пк (*,, *2’ *«) = к Функция примитив рекурсив функция- 
дир.

3. Суперпозиция амалини хар бир f t функция jc,, х2, ..., х 
узгарувчиларнинг факат айримларидангина боглик булган- 
да \ам ишлатиш мумкин. Худди шундай примитив рекур­
сия схемасида \ам ср функция хр х2, хя узгарувчиларнинг 
айримларига б о т и к  булмаслиги мумкин ва \\i функция 
f(y,  х2, х3, ..., хл) функцияга \амда, шунингдек, хр х2, хл, у  
узгарувчиларнинг айримларига б о т и к  булмаслиги мумкин.

Шундай килиб, \ар бир примитив рекурсив функция 
Кисмий рекурсив (рекурсив) функция булганлиги учун кис­
мий рекурсив функциялар синфи примитив рекурсив функ­
циялар синфидан кенгдир.

Кисмий рекурсив функция тушунчаси алгоритмлар на­
зариясининг асосий тушунчапаридан биридир. Шуни \ам 
таъкидлаб утамизки, \ар кандай кисмий рекурсив функция­
нинг киймати механик характерга эга булган маълум бир 
процедура ёрдамида хисобланади ва бу процедура бизнинг 
алгоритм хакидаги интуитив тасаввуримизга тугри келади.

Иккинчидан, хозиргача кандай муайян алгоритмлар яра- 
тилган булмасин, улар ёрдамида кийматлари хисобланувчи 
сонли (арифметик) функциялар албатта кисмий рекурсив 
функциялар булиб чикди.

Шунинг учун хам хозирги пайтда кисмий рекурсив 
функция тушунчаси алгоритм тушунчасининг илмий эк- 
виваленти сифатида кабул килинган. Буни биринчи булиб, 
юкорида таъкидлаб утганимиздек, илмий тезис сифатида 
А. Чёрч ва С. Клини уртага ташладилар.

Худди шу каби хар кандай алгоритмни мос Тьюринг 
машинаси ёрдамида реализация килиш мумкин. Алгоритм­
нинг илмий эквиваленти кисмий рекурсив функция булган­
лиги учун хамма кисмий рекурсив функциялар синфи



Муаммоли масона ва топширицлар _f2 5 7

А билан Тьюринг машиналари ёрдамида хисобланувчи 
функциялар (Тьюринг буйича хисобланувчи функциялар) 
синфи В билан бир хилдир, яъни А = В.

Муаммоли мае ала ва топширицлар

1. Куйидаги функцияларнинг примитив рекурсив ва умум­
рекурсив функциялар эканлигини исботланг:
1 ) х  + у, 2 ) х у] 3 ) х у ;

Гх - 1, агар х > 0 булса,
[О, агар х = 1 булса;

Гх -  у , агар х > у  б^лса,
[О, агар х < у  булса;

[х -  у , агар х > у  булса,
, агар х < у  булса;

[О, агар х = 0 булса,
[l, агар х ф 0 булса;

4) о(х) =

5) х -  у  =

6 ) |х - у | = {Х[ y - z ,

7) sgn(x) =

8) sgn(x) = J1, агар x = 0 б?лса’
[О, агар х ф 0 булса;

9) х ! ;
10) min(x, у) - х  ва у  сонларнинг энг кичиги;
И) min(x„ х2, хл);
12) шах(х, у) = х ва у  сонларнинг энг каттаси;
13) шах(х,, х^ хя).
И з о х • Агар исбот килишда кийналсангиз, у холда
Э. Мендельсон нинг «Введение в математическую логику» 
китобидан фойдаланинг, 137-138- бетлар.

2 . 0 (х) ва / ; ( х р х2, хп) функциялардан суперпозиция ва 
примитив рекурсия схемаси амаллари оркали х + 1 ва 2х 
функцияларни хосил кдпиш мумкин эмаслигини исботланг.

17 — Х-ТУраеп
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&  Мустакдл ишлаш учун савол ва топшириклар

1. Арифметик функция. Хисобланувчи функция. Бошлашич функ­
циялар.

2. Функциялар суперпозицияси. Примитив рекурсия схемаси. 
Минималлаш операцияси (ц-оператори).

3. Примитив рекурсив функция. Кисмий рекурсив (рекурсив) 
функция.

4. Умумрекурсив функция. А.Чёрч тезиси.

5- §. Тьюринг машиналари

[7| Оммавий муаммо. Ечиш алгоритми. Тьюринг машинаси. 
Ташци алфавит. Ички алфавит. Лента (машинанинг 
ташкой хотираси). Бошкарувчи каллак. Бошлангич ахбо- 
рот. Машина дастури. Тьюринг функционал схемаси.

Агар бирор оммавий муаммони ечиш алгоритми маъ­
лум булса, у \олда уни реализация этиш учун шу алгоритм- 
да аник, ёритилган курсатмаларни ижро этиш зарур. Алго- 
ритмни реализация этиш жараёнини автоматлаштириш 
гояси, табиийки, инсон бажарадиган ишни машинага уза- 
тишни так,озо килади. Бундай машинани XX асрнинг 30- 
йилларида америка математиги Э.Пост ва англия математи- 
ги А.Тьюринг тавсия этдилар.

Тьюринг машинаси тушунчаси бизга интуитив маълум 
булган хисоблаш процедурасини элементар операцияларга 
ажратиш натижасида хосил булади. Тьюринг таъкидлайди- 
ки, исталган мумкин булган хисоблашни утказиш учун 
унинг элементар операцияларини такрорлаш етарли.

Тьюринг айрим турдаги назарий хисоблаш машинаси- 
ни изохлаб берди. Бу машина муайян механик курилма эмас, 
балки «хаёлий» математик маши надир. Берилган курсатма- 
ни бажарувчи хисобловчи одамдан ёки мавжуд ракамли 
Хисоблаш машинасидан Тьюринг машинаси икки жихати 
билан фарк килади.
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Биринчидан, «Тьюринг машинаси» хато кила олмайди, 
яъни у огишмай (четга чикмасдан) курсатилган коидани 
бажаради.

Иккинчидан, «Тьюринг машинаси» потенциал чексиз 
хотира билан таъминланган.

Энди Тьюринг машинаси тушунчаси билан батафсил 
танишамиз. Тьюринг машинасини куйидагилар тулик аник- 
лайди:

1. Ташки алфавит, яъни А = {с0, а х, а2, ..., aJ  чекли сим- 
воллар туплами. А туплам элементларининг чекли кетма- 
кетлиги А тупламдаги суз дейилади. Сузни ташкил этувчи 
символлар сони шу сузнинг узунлиги дейилади.

Масалан, А алфавитнинг хар бир элементи узунлиги 
1 га тенг булган суздир. Бу алфавитда суз куринишида ма- 
шинага бериладиган ахборот (информация) кодлаштиршта- 
ди. Машина суз куринишида берилган информацияни кайта 
ишлаб, янги суз хосил килади.

2. Ички алфавит, яъни q0, qx, q2, qm, П, J1, Я  символ­
лар. qQ, qx, q2, ..., qm — машинанинг чекли сон холатларини 
ифодалайди. Исталган машинанинг холатлари сони та- 
йинланган булади. Икки холатда махсус вазифа бажарилади: 
qx — машинанинг бошлангич (дастлабки) холати, q0 — нати- 
жавий (охирги) холати (тухташ холати), Я, Л, Я  — сурилиш 
символларидир (унгга, чапга ва жойида).

3. Икки томонга чексиз давом эттириш мумкин булган 
лента (машинанинг ташки хотираси). У катакчаларга (ячей- 
каларга) булинган булади. Хар бир катакчага факат битга 
Харф ёзилиши мумкин. Буш катакчани а0 символи билан 
белгилаймиз (VI. 1 - шаклга каранг).

V I.1- шакл.
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4. Бошкарувчи каллак (головка). У лента буйлаб харакат 
Килади ва бирор катакча (ячейка) каршисида тухташи мум­
кин (VI.2 - шакл).

1 I I I 1 I I I

V I,2- шакл.

Бу хрлатда «каллак катакчани», яъни символни «куриб ту- 
рибди» деб айтамиз. Машинанинг бир такт давомидаги ишида 
каллак факат битта катакчага сурилиши (унгга, чапга) ёки 
жойида туриши мумкин.

Лентада сакданаётган \ар бир информация ташки алфа- 
витнинг а0 дан фаркли чекли символлар мажмуаси билан 
тасвирланади. Машина иш бошлашидан олдин лентага бош­
лангич ахборот (бошлангич маълумот) берилади. Бу холда 
бошкарувчи каллак, коидага асосан, qt бошлангич \олатни 
курсатувчи охирги чап белги каршисида туради (VI.3- шакл).

а о f l 3 °2 а 2 04

V I.3- шакл.

Машинанинг иши тактлар йигиндисидан иборат булиб, 
иш давомида бошлангич информация оралик информация- 
га айланади.

Бошлангич информация сифатида лентага ташки алфа- 
витнинг катакчаларга ихтиёрий равишда куйилган чекли 
символлар системасини (алфавитдаги ихтиёрий сузни) бе- 
риш мумкин. Берилган бошлангич информациям боглик 
булган икки хил \ол булиши мумкин:
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1. Машина чекли сон тактдан кейин тухтайди (q0 тухташ 
холатига утади). Бу холда лентада В информация тасвир- 
ланган булади. Бу холда машина А бошлангич информацияга 
нисбатан татбик, этиладиган (кулланиб буладиган) ва уни цайта 
ишлаб В натижавий информацияга келтирган деб айтилади.

2. Машина хеч вак? тухтамайди, яъни q0 тухташ хола­
тига утмайди. Бу холда машина А бошлангич информация­
га нисбатан татбик, этилмайди деб айтилади.

Машина ишининг хар бир тактида куйидаги функцио­
нал схема буйича харакат килади:

П

aiQj ~^av J I q s .п
Бу ерда ар av -  ташки алфавитнинг харфлари; qp qs -  

машинанинг холатлари; П, Л, Н — сурилиш символлари.
Бошк,арувчи каллак лентада кандай харфни куриб тур- 

ганлиги (бизнинг ёзувда а)  ва машина кайси холатда (биз- 
нинг ёзувда др турганлигига караб, бу тактда уч элемент- 
дан иборат команда (буйрук) ишлаб чик,илади:

1) куриб турилган харф алмаштирилган ташк,и алфавит 
харфи (а );

2) келгуси такт учун ташки хотира адреси
(  п \

ЛН
3) машинанинг келгуси холати (q).
Хамма командалар мажмуаси Тьюринг машинасининг 

дастурини ташкил килади. Дастур икки улчовли жадвал шак­
лида булиб, уни Тьюринг функционал схемаси деб аталади. 
Бундай схема куйидаги жадвалда мисол сифатида берилган.

ао «1
а2л а \ n q2 a2n q x

42 й0НЯ2 а2н Я\ a l Hq2

Ь а0П Яо a xn q 4 а2 н q {

?4 а \ Н a2n q A



Аникки, Тьюринг машинасининг иши бутунлайига 
унинг дастури билан аникданади. Агар иккита Тьюринг ма­
шинасининг функционал схемалари бир хил булса, у холда 
улар бир-биридан фарк; килмайди. \ а р  хил Тьюринг маши- 
налари хар хил дастурларга эга булади.

Бундан кейин Тьюринг машинасининг хар хил конфи- 
гурацияларини (тархий куринишларини) соддарок, ифода­
лаш учун лента ва унинг катакчаларини ифодаламасдан ах- 
боротни фак,ат суз шаклида ёзамиз. Бошкарувчи каллак ва 
машина холатини ифодалаш сифатида машина холатини 
ёзамиз.

Юкоридаги жадвалда берилган функционал схемага мос 
келувчи Тьюринг машинасининг ишини кУриб Утайлик.

1- м и с о л . Дастлабки конфигурация куйидагича берил­
ган булсин:

ао а2 а2 ао•

Бошцарувчи каллак а2 харфини куриб турганлиги ва 
маи!ина холатда булганлиги учун машина а2л а2 коман- 
дани ии!лаб чикали ва натижада иккинчи конфигурацияни 
хосил киламиз:

ап а2 а2 а0‘

Равшанки, навбатдаги конфигурациялар куйидаги кури- 
нишларда булади:

ап а2 а2 а0 -  учинчи конфигурация,

Я\
а0 а2 а2 а2 ац -  туртинчи конфигурация,

Ь
а0 а2 а2 а7 я0 -  бешинчи конфигурация. 

<?о
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Бешинчи конфигурацияда машина q0 \олатда (т^хташ 
хрлатида) турганлиги учун а2а2а2 суз хисоблашнинг нати- 
жаси булади.

2- м и с о л . Бошлангич конфигурация куйидагича булсин: 
ао о, а2 а2 а0.

«I
Юк;оридаги функционал схемадан фойдаланиб, куйи­

даги конфигурацияларга келамиз:

ай а , °2 а2 ао
9i

*0 а 1 °2 °2 ао
<7.

аа °2 °2 ао

ао «I а2 ао
ь

ао С1 а2 а2 аа
9,

Иккинчи ва олтинчи конфигурациялардан к^риниб ту- 
рибдики, машинанинг иш жараёни такрорланди ва, демак, 
натижа б^лмайди.

6- §. Тьюринг машинасида алгоритмни 
реализация килиш

[7[ Алгоритмларни реализация этиш. Унлик системада п дан 
п + 1 га утиш алгоритмини реализация к;илиш. Натурал 
сонларни к;ушиш алгоритмини реализация к;илиш. Евклид 
алгоритмини реализация цилиш.



Айрим оддий арифметик алгоритмларни реализация 
килааиган (амалга оширадиган) Тьюринг машинасини кан­
дай ясашни бир катор мисолларда курсатамиз.

| - м и с о л .  Тьюринг машинасида унлик системада п дан 
п + 1 га утиш алгоритмини реализация килиш.

Е ч и м .  Унлик системада п соннинг ёзуви берилган 
булсин ва п + 1 соннинг унлик системадаги ёзувини курса- 
тиш талаб этилсин, яъни f ( n )  = n +  1 функцияни хисоблаш 
талаб этилсин.

Равшанки, машинанинг ташки алфавита 0, 1,2,  3, 4, 5, 
6 , 7, 8 , 9 ракамларидан ва буш катакча а0 дан иборат були­
ши керак. Лентага унлик системада п сонни ёзамиз. Бу ерда 
каторасига буш жойсиз хар бир катакчага битта ракам ёзи­
лади.

Куиилган масалани ечиш учун ишнинг биринчи такта - 
да машина п соннинг охирги ракамини учириб, уни бир 
бирлик катта сонга алмаштириб ва агар охирги ракам 9 со- 
нидан кичик булса, у холда тухташ \олатига утиши керак.

Агар п соннинг охирги раками 9 булса, у щдда машина 
9 ракамини учириб, буш колган катакчага 0 ракамини ёзиб, 
уша хдлатда колган холда чапга юкорирок разрядом кушпи- 
сига сур ил иш и керак. Бу ерда ишнинг иккинчи тактида 
машина юкорирок разрядли ракамга 1 сонини кушиши ке­
рак.

Табиийки, чапга сурилиш пайтида юкорирок разрядли 
ракам булмаса, у хщда машинанинг бошкарувчи каллаги 
буш катакчага чикиши мумкин. Бу х,олатда буш катакчага 
машина 1 ракамини ёзади.

Айтилганлардан шу нарса келиб чикадики, /(«) = п + 1 
функцияни хисоблаш алгоритмини реализация этиш пай­
тида машина бор йуги <?, ва q{) \олатларда булади.

Шундай килиб, унлик системада п дан п + 1 га утиш 
алгоритмини реализация этадиган Тьюринг машинаси куйи­
даги куринишда булади:
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(j_ §. Тьюринг машинасида алгоритмни реализация ци.шш

ао 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 4 1 4 2 4 3 4 44 5 4 6 4 7 4 8 4 9 4 о 4

Куй ид а п = 183 ва п = 399 сонлари учун мос равишда 
уларнинг конфигурациялари келтирилган:

а0183 а0 а0 399а0
41 Ч\

а0184а0 flo 390ao
Ча Ч1

а0 300 а0
ЧI

а0 400 а0 ■
ЧI

2- м и с о л . Натурал сонларни кушиш алгоритми.
Машина лентасига таёк^алар мажмуаси шаклида икки­

та сон берилган булсин. Масалан, 2 ва 3 сонлари. Бу сон­
ларни кушиш талаб этилсин. Кушиш символини (белгиси- 
ни) юлдузча билан белгилаймиз. Шундай килиб, машина 
лентасига куйидаги суз ёзилади:

«о II *111 «о О)
( 1) сузга татбик этиш натижасида 2 ва 3 сонларининг йи- 
гиндисини, яъни

«о 11111 ОЬ (2 )
сузини берадиган функционал схемани топиш талаб эгилади.

Куйилган масалани ечиш жараёнини изохлаб берайлик. 
Дастлабки моментда машинанинг каллаги энг чапдаги та- 
ёкчани куриб турсин. Уни то биринчи буш катакчага эриш- 
гунча х;амма таёк,ча ва юлдузчаларни чеклаб унгга суриш 
керак. Бу буш катакчага биринчи таёк,ча ёзилади. Ундан 
сунг иккинчи таёк,чага ^айтиб келиш керак ва уни учириб 
тухташ керак. Машина ишининг х,амма тактини куйидаги 
мос конфигурацияларда ифодалаб берамиз:
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1) 1 1 * 1 1 К 2) воИ’ПК 3) а0 \•IIK
Ч\ Я 2 Я г

4) аа | * 111 а0 5) а0 h ‘ П К 6) а0 I• П К
Я г Я 2 Я г

7) *0 1*1 1 К 8) а0 h Ч 1 1 К 9) а0 | * 111 ко

ь Я ъ Я ъ

10) а0 1 * 1111 а0 11) * 1 П К 12) а0 1*1111°
Я ъ Я ъ Я ъ

13) °о 1 * 111 ко 14) я0 •IIIK 15) с0 1*1111*
Я ъ Я г Я 1

16) а0а0 * 1111 а0 17) я0 н•INK 18) я0•IIIK
Я 2 Я г Я г

19) °о * 1111 а0 20) а0*•ПИК 21) а0* П 1 К
Я г Я г Я г

22) °о * 11111 во 23) я0 *•ПИК 24) а0* п и к
Я ъ Яъ Я ъ

25) л» * 11111 «0 26) а0*•IIIIK 27) оц•IIIIK
Я ъ Я ъ Яъ

28) °0 * 11 1 1 К 29) < v 'IIIIK 30) w l l l l l
Я ъ я, Я о

Бу жараён масаланинг ечиш алгоритмини куйидаги икки 
улчовди жадвал шаклида ёзишга имконият яратади:

а о * 1

Я , а о " Я 2

Я г \ н Я ъ * n q 2 п Я 2

Я ъ ^ о п Я ] * л я  j \лЯъ



Шундай килиб, бу ерда < а0, *, | > ташки алфавит ва qQ, 
q{, Qv У) машина холатларидан фойдаланилди.

3- м и с о л . Евклид алгоритми.
Евклид алгоритми берилган иккита натурал сон учун 

уларнинг энг катта умумий булувчисини топиш курини- 
шидаги масалаларни ечади.

Маълумки, Евклид алгоритми куйидаги камаювчи сон­
лар кетма-кетлигини тузишга келтирилади: биринчиси бе­
рилган икки соннинг энг каттаси булади, иккинчиси — ки- 
чиги, учинчиси — биринчи сонни икинчисига булишдан 
ХОСИЛ булган КОЛДИК, туртинчиси — иккинчи сонни учин- 
чисига булишдан хосил булган колдик ва хоказо, то кол- 
диксиз булингунча давом эттирилади. Охирги булишдаги 
булувчи масала ечимининг натижаси булади.

Биздан Евклид алгоритмини Тьюринг машинасининг 
дастури сифатида ифодалаш талаб этилади. Бу дастур сон- 
ларни таккослаш ва айириш циклларининг навбатма-нав- 
бат (навбатлашиб) келишини таъминлаши керак.

Турттахарфдан иборат < а0, [, а, (3 > ташки алфавитдан 
фойдаланамиз. Бу ерда а0 — буш катакча символи, | — таск- 
ча, а  ва (3 — таёкча ролини вактинчалик уйнайдиган харф- 
лар.

Масаланинг ечилишини бошлангич конфигурацияси

‘ .IIIIIIIIIK
?!

булган хол учун 4 ва 6 сонларининг энг катта умумий булув­
чисини топиш мисолида куриб утайлик.

Биринчи навбатда машина лентада ёзилган сонларни 
таккослаши керак. Шу максад учун машина биринчи сон­
ни ифодаловчи таёкчаларни а  харфи билан ва иккинчи сонни 
ифодаловчи сонларни р харфи билан алмаштириши керак. 
Машина ишининг биринчи турт тактига мос келувчи унинг 
конфигурацияси куйидагича булади:
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I) О о И И П Ш К  2) о„ 111 а  111111 fln

Q\ b

3) 111 cx 111111 «0 4) o0111 а  P 11111
Я г  Я\

Шу билан дастлабки сонларни таккослаш цикли тамом 
булиб, айириш цикли бошланади. Бу цикл давомида кичик 
сон лентадан бутунлайига учирилади, Р харфи билан белги- 
ланган иккинчи сон таёкчалар билан алмашинади ва, де­
мак, катта 6 сони иккита 4 ва 2 сонларига булинади.

Бу операцияларга бир кдтор конфигурациялар тугри ке­
лади. Шулардан айримларини ёзамиз:

а0 а а а с х ( 3 р р р | | а 0

Я \

а0 а а а а р р р р | | а 0 

Я г

а0 а0 а  а  а  Р р р р 11 а0 

Я г
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а0 а0 а0 а0 а0 р р Р Р 11 а0 

Я г

й0 «о «о а0 | Р Р Р 11 а0 
Я г

йо а0 ап а0 а0 \ \ \ \ \ \ а0 

Я г

а0 а0 а„ а0 а0 \ \ \ | 11 а0 

Я г



Шу билан биринчи айириш цикли тамом булади.
Энди машина 4 ва 2 сонларини таккослаши керак. Бу 

сонларни таккослаш цикли куйидаги

а0 11 а  а  (3 р а0 

Я*
конфигурацияга ва айириш цикли

°о 1111 <*0
. .  нфигурацияга олиб келади. Учинчи такдослаш цикли 2 
ва 1 сонларини

а0 а  а  р р а0 

Яг
конфигура: -яга ва айириш цикли

I К
Яо

охирги конфигурацияга олиб келади. Шундай к;илиб, Тью­
ринг функционал схемаси ушбу куринишида булади:

7- §. Алгоритмлар назариясининг асосий гипотезаси ------------------------ [269.

а 0 а 3
Я1 аоп Яг а н  q2 а  ля , Рл Я\
Яг аол Я4 Р«<7, a n  q2 Р« <72
Яг а0 н qQ \*Я2 a0n q з \"ЯЪ
Я4 оа

1 » Я 1 U  Я* а о" Я4

7- §. Алгоритмлар назариясининг асосий гипотезаси

[7f Универсал усул. Тьюринг тезиси. Тьюринг, Чёрч, Гёдел, 
Клини ва Марков олган натижаларнинг эквивалвнтлиги.

Тьюринг машинаси алгоритм тушунчасини аниклаш- 
нинг битта йулини курсатади. Шу туфайли бир нечта са- 
воллар пайдо булади: Тьюринг машинаси тушунчаси к;ан-
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чалик умумий булади? Алгоритмларни Тьюринг машинаси 
воситаси билан бериш усулини универсал усул деб булади- 
ми? Хамма алгоритмларни шу усул билан бериш мумкинми?

Ушбу саволларга \озирги вактда мавжуд булган алго­
ритмлар назарияси куйидаги гипотеза билан жавоб беради: 
jfар кандай алгоритмни Тьюринг функционал схемаси оркали 
бериш ва мос Тьюринг машинасида реализация этиш мумкин.

Бу гипотеза Тьюринг тезиси деб аталади. Уни исботлаш 
мумкин эмас, чунки бу тезис катьий таърифланмаган алго­
ритм тушунчасини катьий аникланган Тьюринг машина­
си нинг тушунчаси билан боглайди.

Бу тезисни рад этиш учун Тьюринг машинасида реали- 
зацияланмайдиган (амалга оширилмайдиган) алгоритм мав- 
жудлигини кУрсатиш керак. Аммо хозиргача аникланган 
\амма алгоритмларни Тьюринг функционал схемаси орка­
ли реализация этиш мумкин.

Шуни хам таъкидлаб утамизки, Марковнинг нормал 
алгоритм тушунчаси хамда Чёрч, Гёдел ва Клини томони­
дан киритилган рекурсив алгоритм (рекурсив функциялар) 
тушунчалари Тьюринг томонидан киритилган алгоритм ту­
шунчаси (Тьюринг функционал схемаси) билан эквивалент- 
лиги исботланган.

Бу дал ил уз навбатида Тьюринг гипотезасининг тугри- 
лигини яна бир марта курсатиб утади.

Му аммо ли масала ва топширицлар

1. ф(л) = п + 2, ф(л) = п + 4, ф(«) = 0 функцияларни хисобловчи 
алгоритмларни Тьюринг маш инасининг дастурлари 
сифатида ифодаланг.

-  [0 , агар х = 0 булса,
2 . sgn х =  ̂ у

[1, агар х * 0 б^лса,
функцияни хисобловчи Тыоринг машинасини тузинг.



------  [1, агар х = 0 б^лса,
3. sgnx = \

[О, агар х * О булса,
функцияни \исобловчи Тьюринг функционал схемаси- 
ни тузинг.

4 . ф(л) = 2я функцияни хисобловчи Тьюринг машинасини 
тузинг.

[1, агар п сон р сонга булинеа,
[О, акс холда

функцияни хисобловчи Тьюринг машинасининг дастур- 
ларини {а0, 1} алфавитда ёзинг.

6. Функционал схемалари куйидаги 1, 2- жадвалларда берил­
ган Тьюринг машинаси кдндай функцияларни хисоблайди?

1- жадвал  2-жадвал

Щуаммоли маета ва топширицлар ______________________________ о т

5. / »  =

а о

л я 2

я 2 ао п Ч»ъ
... ... ...

V. аоп 9„з ■' %

qp aon 9^i Л 4 1

и \ “ Яо a 0H ^ 7

аоп Я^

а0"Я0

аоп Я ^

а о

«1 п Я А л  Я 2

аоп Я6 л  Яг

Яг а0" Я 6 \ л я у

я, \“ Я 0 ао н Я5

Яь аоп Я<

я6 а он Яи | H q 1

я7 аоп Я6 ао п Яь

7. Дастури куйидаги функционал схема (3- жадвал) оркали 
берилган Тьюринг маш инаси к;андай куринишдаги 
функцияни хисоблайди?
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3-жад вал

а 0 I а Р
Ч\ аол Яг ап  я, Р n q t
я2 Рл Яг ал q2 Р * q 2
Яг а0пяА \н  Я\

ЯА а он Я0 « Я4 " Я 4

И з о * -  Мисолларни ечишда Л.М. Лихтарников ва 
Т.Г. Сукачеваларнинг «Математическая логика» (Санкт- 
Петербург, 1999 й.) китобидан фойдаланишни тавсия 
этамиз, 248—250-6., 275—281-6.

Мустацил ишлаш учун савол ва топширнцлар

1. Оммавий муаммо. Ечиш алгоритми. Тьюринг машиналари.
2. Ташки ва ички алфавит. Машинанинг ташки хотираси. Бошка- 

рувчи каллак. Бошлангич ахборот. Машина дастури. Тьюринг 
функционал схемаси.

3. Тьюринг машинасида алгоритмни реализация килиш.
4. Натурал сонларни кушиш алгоритмини реализация этиш. Евклид 

алгоритмини реализация этиш.
5. Алгоритмлар назариясининг асосий гипотезаси.
6. Тыоринг, Чёрч, Гсдел, Клини ва Марков олган натижаларининг 

эквивалентлиги \акида.

8- §. Марковнинг нормал алгоритмлари

[71 Алфавит. Символлар. \арфлар. Суз. Буш суз. Алгоритм. Алго­
ритм таърифи. А 1фавит устидаги алгоритм. Алфавит- 
даги алгоритм. Татбик; этиладиган алгоритм. Татбик; этил- 
майдиган алгоритм. Урнига к;уйиш усули. Алгоритм схе­
маси. Нормал алгоритм ёки Марков алгоритми. Мисоллар.

I - т а ъ р и ф . Буш булмаган чекли символлар туплами 
алфавит ва алфавитдаги символлар х,арфлар деб аталади.



8-§. Марковнинг норма.i алгоритмлари

2 - т а ъ р и ф .  А алфавитдаги харфларнинг х,ар кандай чекли 
кетма-кетлиги шу тупламдаги суз деб аталади. \арф лар- 
нинг буш кетма-кетлиги буш суз деб аталади ва уни л сим­
воли билан белгиланади.

Агар SJt Sj} ... SJt сузни Р билан ва S0 ... Sfm сузни Q

билан белгиласак, у холда Sj{ Sh ... SJt S0 ... суз Р ва
Q сузларнинг бирлашмаси PQ ни билдиради. Хусусий холда, 
Р л - л Р - Р в а  (Р1Р2)/>3 = Р|(Р2Р3).

Агар В с: А булса, у \олда А алфавит В алфавитнинг 
кенгайиши (кенгайтирилгани) деб айтилади. Равшанки, бу 
холда В нинг х^р бир сузи уз навбатида А алфавитининг 
хам сузи булади.

А алфавитдаги хамма сузларнинг туплами D, С эса D 
тупламнинг бирор к,исм туплами булсин, яъни С с  О.

3- т а ъ р и ф . Аникланиш сохаси С ва кийматлар сохаси 
D булган эффектив хисобланувчи функция А алфавитдаги 
алгоритм (алгорифм) деб аталади.

4- т а ъ р и ф . Агар А алфавитдаги бирор Р суз U алгоритм­
нинг аникланиш сохасига тегишли булса, у  холда U алгоритм 
Р сузга татбик; этиладиган деб аталади.

5- т а ъ р и ф . Агар А с: В булса, у  холда В алфавитдаги 
Хар бир алгоритм А алфавит устидаги алгоритм деб аталади.

А алфавитдаги нормал алгоритм тушунчаси билан А ал­
фавит устидаги нормал алгоритм тушунчаси уртасидаги фарк, 
жуда хам мухимдир. А алфавитдаги хаР кандай нормал ал­
горитм факат А нинг харфларидан фойдаланади. А алфавит 
устидаги нормал алгоритм эса А га кирмаган бошк,а кушимча 
Харфлардан хам фойдаланиши мумкин. Шундай к,илиб, 
А даги хар кандай нормал алгоритм А устидаги нормал ал­
горитм хам булади. Аммо А да шундай алгоритмлар мав­
жудки, улар А устида нормал алгоритм эканлигига кара- 
масдан, А да нормал алгоритм була олмайди.
18 — Х-Тураев



Куп аникланган алгоритмларни бирмунча оддийрок, 
Кадамларга булиш мумкин. Шу максадда рус математиги 
А.А. Марков 1950 йилларда алгоритм тузишнингасоси (неги- 
зи) килиб, элементар операция сифатида бир сузни иккинчи 
суз урнига куйишни олган.

Агар Р ва Q лар А алфавитдаги сузлар булса, у  холда 
Я -> Q ва Р->  Q ларни А алфавитдаги урнига куйиш форму- 
лсыари деб атаймиз. Бу ерда -> ва • символлари А алфавит- 
нинг \арфлари эмас \амда Р  ва Q ларнинг \ар бири суз 
булиши мумкин. Р -» Q урнига куйиш формуласи оддий 
формула ва Р ->  Q урнига куйиш формуласи натижавий (ху- 
лосавий) формула деб аталади.

Берилган Р-» Q ва Р - ь -Q урнига куйиш формулалари- 
нинг исталган бирини ифодалаш учун P - > (  )Q  умумий 
куринишдаги ёзувни ишлатамиз.

Алфавитнинг куйидаги урнига куйиш формулаларининг 
чекли руйхати

p 2 ^ ( ) Q 2,
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Pr - > ( ) Q r
алгоритм схемаси деб аталади ва у А алфавитда куйидаги 
алгоритмни юзага келтиради: агар шундай W, Ксузлар (буш 
суз булишлари мумкин) топилиб, Q = WTV булса, у \олда 
Т суз Q сузнинг таркибига киради деб келишиб оламиз.

Энди А алфавитда Р суз берилган булсин. Бу ерда икки 
\ол булиши мумкин:

1. Рг Р2, ..., Р сузларнинг бирортаси \ам Я сузнинг тар­
кибига кирмайди. Бу тасдикни киска равишда U: Pz> шак- 
лида ёзамиз.

2. Pv Р2, Рг сузларнинг орасида Р сузнинг таркибига 
кирувчилари топилади. Энди I < m < г  муносабатни каноат- 
лантирувчи энг кичик бутун сон m ва Рт суз Р нинг тарки­
бига кирувчи суз булсин.



g. S. Марковнинг нормал алгоритлыари ПН]
Р  сузнинг таркибига энг чапдан кирган Рт сузни Qm 

билан алмаштиришдан хосил буладиган сузни R дейлик. 
р  ва R орасидаги айтилган муносабатни:

а) агар P - > ( ) Q m урнига куйиш формуласи оддий фор­
мула булса,

U : Р \ -  R (1)
шаклида ва;

б) агар P - * ( - ) Q m урнига куйиш формуласи натижавий 
формула булса,

U : P \ - R  (2)
шаклида ёзамиз.

(1) \олда U алгоритм Р сузни R сузга оддий утказади 
дейилади ва (2) холда U алгоритм Р  сузни R сузга натижа­
вий утказади деб айтилади.

U: Р}= R символик ёзув А алфавита шундай R̂ , Rt, Rk 
сузлар кетма-кетлиги мавжудки, Р -  R̂ , R= Rk, j =  0, 1, k - 2  
лар учун U: R j\- R^  ва ёки U : Rk_t \- Rk, ёки U : Rk_x h  Rk 
(охирги холда U: Р h  R урнига U : P\= R ёзилади) эканли­
гини билдиради.

Ёки U : Р  |= ■ R, ёки U: Р \=  R ва (J: Rz> булганда ва фа- 
Кат шундагина U(P) = R деб кабул киламиз.

Юкоридаги каби аникланган алгоритм нормал алгоритм 
ёки Марков алгоритми деб аталади.

U алгоритмнинг амал килишини куйидагича ифодалаш 
мумкин. А алфавитда Р  суз берилган булсин. U алгоритм 
схемасида Рт суз Р нинг таркибига кирувчи биринчи Pm- * ( ) Q m 
урнига куйиш формуласини топамиз. Р  сузнинг таркибига 
энг чапдан кирган Рт суз Урнига Qm формулани куямиз. 
Л, шундай Урнига кУйишнинг натижаси булсин. Агар 

Урнига кУйиш формуласи натижавий булса, у 
Холда алгоритмнинг иши тугайди ва унинг киймати R{ була­
ди. Агар Рт -* ( ) Q n урнига куйиш формуласи оддий булса, 
У холда /?, га Р  га нисбатан ишлатилган процедурани бажа­
рамиз ва хоказо. Агар охирги боскичда U: R,z> муносабатни
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кдноатлантирувчи (яъни, P v Pv  ..., Рг сузларнинг бирор 
таси R таркибига кирмайди) Ri суз хосил булса, у холда 
алгоритмнинг иши тугайди ва R. унинг киймати булади.

Агар ифодаланган жараён охирги боскичда тамом булмаса, 
у холда U алгоритм Р  сузга татбин; этилмайди деб айтилади.

1 - м и с о л . {Ь, с} А алфавит булсин. Куйидаги алгоритм 
схемасини курамиз:

6  —> • А

с -» с
Бу схема билан берилган U нормал алгоритм А алфа­

витдаги таркибига камида битта Ь харфи кирган хар кандай 
Р сузни шундай сузга узгартирадики, бу суз Р  суздан унинг 
таркибига энг чапдан кирган b сузни учириш натижасида 
Хосил булади.

Хакикатан хам, Р  суз таркибига энг чапдан кирган b суз­
дан чапрокда турган хар кандай с харфни с -> с оддий урни­
га куйиш формуласи яна с харфига утказади ва энг чапдаги 
b харфини Ь —> • л натижавий урнига куйиш формуласи л 
натижавий буш сузга узгартиради.

Масалан, агар Р =  ccbbc булса, у холда Р-> Q, бу ерда 
Q = ccbc. U алгоритм буш сузни уз-узига узгартиради.

U алгоритм b харфи кирмаган буш булмаган сузларга 
татбик, этилмайди. Хакик.атан хам, агар Р суз фа кат с харф- 
лардан иборат булса, у холда с -» с оддий урнига куйиш фор­
муласи уни яна узига айлантиради. У холда хамма вак̂ г Р -»  Р 
булади ва биз натижавий урнига куйиш формуласига кела 
олмаймиз, яъни жараён чексиз давом этади.

2 - м и с о л . Л  ушбу {а0, a v ап} алфавит булсин. Куйи­
даги схемани курамиз:

а0 - » /ч
Я, —)  А

А .
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Бу схемани V,(a. -> л) (д(. е А) куринишида хам ёзиш 
мумкин. Бу схема А алфавитдаги хар кандай сузни буш сузга 
узгартирадиган U нормал алгоритмдир. Масалан,

U : a ia2a laia0 (- a la2a la2 \- а2а {аъ Ь о2о3 h  л

ва охири [ / : л э .  Демак, U(ala2a la3a0) = л.
3 - м и с о л .  А алфавит 5, харфдан иборат булсин. Бу 

харфни 1 билан белгилаймиз. Хар кандай п натурал сон 
учун индукция методи буйича 0 = 1 ва п + 1  = п 1 ларни 
аникдаймиз. Шундай килиб, 1 = 11, 2 = 111 ва хоказо. 

п сузлар ракамлар деб айтилади. Ушбу
{ л - » -  1

схема оркали берилган U нормал алгоритмни аникутаймиз. 
А алфавитдаги х,ар кандай Р суз учун U(P) = IP га эга була­
миз. Хусусий холда, хар кандай п натурал сон учун 
U{n) = п + 1 . Хар кандай Р  суз л буш сузнинг киришидан 
бошланишини (чунки Р = лР)  эсласак, келтирилган алго- 
ритмнинг тугрилигига ишонамиз.

9- §. Марков буйича кисмий хисобланувчи ва 
х;исобланувчи функциялар

[7\ Батамом эквившент алгоритмлар. Эквивалент алгоритм­
лар. Марков буйича цисмий хисобланувчи функциялар. 
Марков буйича хисобланувчи функциялар. К,исмий рекур­
сив функция билан Марков буйича пиемий хисобланувчи 
функция орасидаги муносабат. Умумрекурсив функция 
билан Марков буйича хисобланувчи функция орасидаги 
муносабат.

U ва К  алгоритмлар ва Р  суз булсин. Агар U ва К  алго- 
ритмларнинг иккаласи хам Р сузга татбик этилмайдиган 
ёки иккаласи хам унга татбик этиладиган ва кейинги холда 
U(P) = К(Р) булса, бу холатни U(P) — К(Р) куринишда ифо- 
далаймиз.
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Умуман, агар С ва D бирор ифодалар булса, у холда 
С -  D муносабат куйидагини билдиради: ёки иккала ифода 
\ам  аникланмаган, ёки иккаласи хам аникланган ва улар 
бир хил объектни белгилайди.

1 - т а ъ р и ф . Агар А алфавитдаги исталган Р суз учун 
U(P) -  К(Р) булса, у  %олда V ва К алгоритмлар А га нисбатан 
А алфавит устида батамом (тамомила) эквивалент деб 
аталади.

Агар Р берилган А алфавитдаги суз булганида щ р доим 
U ( P ) -  К(Р) %амда х;еч булмаганда U(P) ёки К(Р) сузларнинг 
бирортаси аникланган ва яна А нинг сузи булса, U ва К алго­
ритмлар А алфавитга нисбатан эквивалент деб аталади.

М  ушбу {I, *} алфавит, со — хамма натурал сонлар тупла­
ми, ф эса п аргументли кисмий эффектив хисобланувчи 
арифметик функция, яъни со" тупламнинг айрим кием тупла- 
мини со га акслантирувчи функция булсин.

Bv оркали хеч булмаганда бир томони аникланган холда

хар доим £,((&,, к2, к „ ) )  = <р(к{, к 2, ..., кп) тенгликни урин­
ли киладиган М  даги алгоритмни белгилаймиз. Бу алго­
ритм (&,, к2, ..., кп) сузидан фарк килувчи бошка сузларга 
татбик этилмайди деб фараз киламиз.

2- т а ъ р и ф . Агар М устида М га нисбатан В га бата­
мом эквивалент булган нормал алгоритм мавжуд булса, у  холда 
Ф ни Марков буйича кисмий хисобланувчи функция деб ата­
лади.

3 - т а ъ р и ф .  Агар ф функция %ар кандай п натура.а сон 
учун (хамма жойда) аникланган ва Марков буйича кисмий 
Хисобланувчи функция булса, у  холда у  Марков буйича хисоб­
ланувчи функция деб amajiadu.

Марков буйича кисмий хисобланувчи функция тушун­
часи билан кисмий рекурсив функция тушунчаси хамда 
Марков буйича хисобланувчи функция тушунчаси билан 
умумрекурсив функция тушунчалари эквивалентдир.
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Келтирилган тасдикни исботловчи куйидаги теорема 
мавжуд.

1- т е о р е м а .  \а р  кандай кисмий рекурсив функция Мар­
ков буйича кисмий хисобланувчи функция булади ва хор кан­
дай умумрекурсив функция Марков буйича хисобланувчи функ- 
циядир.

Куйидаги теоремаларни исботсиз келтирамиз.
2- т е о р е м а . Агар А алфавит устидаги U алгоритм буйи­

ча, \\>и функция кисмий рекурсив (рекурсив) булса, у  холда 
А алфавит устида А га нисбатан U алгоритмга батамом 
эквива/гент булган норма.i алгоритм мавжуддир.

3-т е о р е м а .  Агар U алгоритм А алфавит устидаги нор­
мал алгоритм булса, у  холда \\fL, кисмий реку рейв функция бу­
лади; агар, бундан ташкари, U алгоритм А алфавитдаги хар 
кандай сузга татбик этиладиган булса, у  холда y L. умумре­
курсив функция булади.

Н а т и ж а .  Агар берилган (р кисмий функция Марков 
буйича кисмий хисобланувчи функция булса, у кисмий ре­
курсив функция хам булади ва агар ср Марков буйича хисоб­
ланувчи функция булса, у холда ср умумрекурсив функция 
Хамдир.

Натижа ва теоремаларнинг исботи Э. Мендельсон ки- 
тобининг [39] 242—244 ва 246—249- бетларида келтирилган.

Шундай килиб, келтирилган натижа ва 1 -теорема 
Марков буйича кисмий хисобланувчи функция тушунчаси 
билан кисмий рекурсив функция (худди шундай, Марков 
буйича хисоблаш билан рекурсивлик) тушунчасининг эк- 
вивалентлигини курсатади.

Уз навбатида Чёрч тезиси буйича хисобланувчанлик ту­
шунчаси билан рекурсивлик тушунчаси (кисмий эффектив 
Хисобланувчанлик тушунчаси кисмий рекурсивлик тушун­
часига) эквивалентдир. А.А. Марков алгоритмлар атамасида 
нормаллаштириш (нормализация) принципини яратди: А ал­
фавитдаги хар кандай алгоритм А га нисбатан А устидаги 
бирор нормал алгоритмга батамом эквивалентдир.



Чёрч тезиси билан нормаллаштириш принципининг эк- 
вивалентлиги аникданди. Хдкикатан хам, Чёрч тезиси тугри. 
А алфавитда U алгоритм берилган булсин. Унга мос келади- 
ган \\iL, функция кисман эффектив хисобланувчи булади. 
У холда, Чёрч тезисига асосан, кисмий рекурсив функ­
циядир. Демак, 2 -теоремага кура, U алгоритм А устидаги 
бирор нормал алгоритмга А га нисбатан батамом эквивалент­
дир. Шундай цилиб, агар Чёрч тезиси тугри булса, у колда 
Марковнинг нормаллаштириш приниипи хам тугридир.

Энди нормаллаштириш принципи тугри ва ф ихтиёрий 
кисман эффектив хисобланувчи функция, В̂  эса ф функ- 
цияга мос келувчи М  даги алгоритм булсин. Нормаллашти­
риш принципига асосан алгоритм М  устидаги бирор нор­
мал алгоритмга М  га нисбатан батамом эквивалентдир. Демак, 
Ф функция Марков буйича кисман хисобланувчи функциядир. 
У колда олинган натижага кура ф кисман рекурсив (рекурсив) 
функция булади. Шундай килиб, Марковнинг нормаллаш­
тириш принципидан Чёрч тезисини келтириб чикардик.

Маълумки, алгоритм ва эффектив хисобланувчи функ­
ция тушунчалари интуитив тушунчалар булганлиги учун биз 
Марковнинг нормаллаштириш принципи ва Чёрч тезиси- 
нинг тугрилигини исбот кила олмаймиз.

Шуни хам таъкидлаш керакки, Чёрчнинг X- хисобла- 
нувчанлик назарияси ва Постнинг нормал системагар на- 
зариясидан келиб чикадиган тушунчалар хам кисман ре­
курсив функция ёки нормал алгоритм тушунчаларига эк­
вивалент булади.

10- §. Алгоритмик ечилмовчи муаммолар

[7 J Ечилиш алгоритми. Ечилувчи муаммолар. Ечилмовчи муам­
молар. Математик маптицда келтириб чи^арувчанликни 
таниш муаммоси. Чёрч теоремаси. Уз-узига татбик; этилув- 
чанликни таниш муалшоси. Ассоциатив хисобидаги сузлар- 
нинг эквивалентлик муаммоси. Марков, Пост, Новиков, 
Цейтлин, Чёрч ва бошн;а математиклар олган илмий на- 
rn ижал ар.

28Q |_____________________________________________________У! БОБ. АЛГОРИТМЛАР
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Математика тарихида бирор масалани ечиш, одатда, 
унинг ечилиш алгоритмини топиш деб хисобланарди. Деярли 
XX аср бошларигача хамма математик масалалар алгорит- 
мик ечилувчи масалалар деб каралган ва уларни ечувчи 
алгоритмлар изланган. Масалан, хаки кий коэффидиентли 
п- даражали кугадднинг илдизларини унинг коэффициент- 
лари ёрдамида рааикалларда ифода этиш алгоритмини из- 
лаш бир неча асрлар давом этди. Масалан, учинчи ва туртинчи 
даражали тенгламалар учун бу алгоритмни XVI асрда итальян 
математиклари Кардано ва Феррари яратдилар. Узок йил- 
лардан кейин норвегиялик математик Абель п > 5 булганда 
бундай алгоритм мавжуд эмаслигини курсатди. Иккинчи 
мисол сифатида Гильбертнин г диофант тенгламалар хакидаги
10- муаммосини курсатиш мумкин. Бу муаммони Гильберт 
1900 йилда Парижда эълон килган эди. Деярли 70- йилдан 
кейин рус математиклари Ю. Матиясевич ва Г. Чудновский 
бу муаммо алгоритмик ечилмовчи муаммо эканлигини ис- 
ботлаб бердилар.

Факат алгоритмнинг интуитив тушунчасидан Тьюринг 
машинасининг аник тушунчасига утиш берилган оммавий 
муаммонинг алгоритмик ечилувчанлик масаласига аникдик 
киритди. Бу масалани куйидагича ифодалаш мумкин: 
берилган оммавий муаммони ечадиган Тьюринг машинаси мав- 
жудми ёки бундай машина мавжуд эмасми?

Бу саволга алгоритмлар назарияси айрим холларда сал- 
бий жавоб беради. Шу турдаги натижаларни биринчилар 
каторида 1936 йилда америкалик математик А.Чёрч одни. У 
предикатлар мантикидаги ечилиш муаммоси умумий холда 
алгоритмик ечимга эга эмаслигини курсатди. Уша йилнинг 
узида у математик мантикдаги келтириб чикарувчанликни 
таниш муаммоси хам алгоритмик ечилмаслигини исбот 
Килди. Кейинги масалани батафсилрок куриб утайлик.

10.1. Математик маитикда келтириб чицарувчанликни 
таниш муаммоси. Математикада аксиоматик методнинг маз- 
муни куйидагидан иборат: берилган назариянинг хамма
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мулохазалари (теоремалари) шу назарияда исботсиз кабул 
Килинган мулохазалар (аксиомалар) дан формал мантикий 
келтириб чикариш воситаси билан олинади.

Математик мантикда формулаларнинг махсус тили ифо- 
даланади. У оркали математик назариянинг исталган муло- 
хазаси бутунлай ани^анган формула куринишида ёзилади. 
А асос (шарт)дан В натижани мантикий келтириб чикариш 
жараёнини дастлабки формулаларни формал алмаштириш- 
лар жараёни сифатида ифодалаш мумкин. Бунга мантикий 
Хисобдан фойдаланиш йули билан эришиш мумкин.

Танланган мантикий хисобда В мулохазани А асосдан 
мантикий келтириб чикариш масаласи А формуладан В фор­
мулага олиб келувчи дедуктив занжирнинг мавжудлиги маса- 
ласидир. Шу туфайли келтириб чикарувчанликни таниш 
муаммоси пайдо булади: мантикий хисобдаги исталган ик­
кита А ва В формула учун А дан В га олиб келувчи дедуктив 
занжир мавжудми ёки йукми?

Бу муаммонинг ечими сифатида хар кандай А ва В лар 
учун жавоб берадиган алгоритм мавжудлиги маъносида ту- 
шунилади. Чёрч олган натижа куйидагича изохданади.

Ч ё р ч  т е о р е м а с и .  Келтириб чицарувчанликни таниш 
муаммоси алгоритмик ечилмовчидир.

10.2. Уз-узига татбик, этувчанликни таниш муаммоси. 
Тьюринг машипасининг шифри тушунчасини киритамиз. 
Х,озиргача Тьюринг машинасининг дастурини икки улчов- 
ли т х п жадвал куринишида ёзардик. Аммо уни бир улчов- 
ли шаклда хам тасвирлаш мумкин. Бунинг учун 5 та сим- 
волни шундай кетма-кетликда ёзиш керакки, бешликнинг 
биринчи символи жадвалнинг устунини, иккинчиси сатри- 
ни ва кейинги учтаси жадватнинг юкорида кУрсатилган ус- 
тун ва сатрлари кесишмасидаги учта символни (команда- 
ни) ифодаласин.

Масалан, З-жадвалда ифодатанган функционал схема 
Урнига куйидаги бир улчовли сатрни хосил киламиз:

a()q la0qi | <7,а  н q2a q xa  л q fiq fis t Я ^ ^ 2а0л дл. . . . ( 1)
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Машина конфигурациясини ифодалашда хам шу усул- 
дан фойдаланамиз, яъни холатни ифодаловчи харфни «к$фи- 
лаётган» харфнинг тагидан эмас, балки чап ёнидан ёзамиз. 
Масалан,

Я  4

конфигурациями куйидаги шаклда ёзамиз: I III 94 II-
( 1) сатрдаги х;ар бир харфни куйидаги шартларга риоя 

калган холда к;айта номлаймиз:
1) ( 1) сатрни айрим кодпаштирилган гурухтарга бир к;ий- 

матли к,илиб б^лмок керак;
2) код символлари уч турда булишлари керак:
а) л, п, н харфлари учун;
б) ташк;и алфавит харфлари учун;
в) машина холатини ифодаловчи харфлар учун.
Шу муносабат билан куйидаги кодлаштириш жадвали- 

дан фойдаланамиз:

Алфавит Харф Кодпаштирилган
гурух,

Эслатмалар

Адреслар
\арфи

л 101 1 лар орасида 1 та ноль
н 1001 1 лар орасида 2 та ноль
п 10001 1 лар орасида 3 та ноль

Ташки
алфавит

«0 100001 4 та ноль 2 дан катта жуфт сонли
10000001 6 та ноль ноллар

... ...
10...01 2(л + 2) та ноль

Ички
алфавит

<?, 1000001 5 та ноль 3 дан катта ток сонли

Я: 100000001 7 та ноль ноллар
... ...
ят 10...01 2(я+ 1)+ 1 та ноль
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Агар (1) сатрдаги 1, а , Р символларни мос равишда
a,, av  а2 харфлар деб карасак, у холда уни шу кодлашти- 
риш системаси асосида куйидагича ёзиш мумкин:

1000011 ООО 0011000011 ООО 1100000 0000110000 0011000001... (2)

Функционал схема ёки алохида олинган бирор конфи­
гурация учун тузилган 1 ва 0 лардан иборат булган бундай 
сатр функционал схеманинг шифры ёки конфигурациянинг шифра 
деб аталади.

Тьюринг машинасининг лентасида машина алфавитида 
ёзилган унинг уз (хусусий) шифри тасвирланган булсин. 
Икки хол булиши мумкин:

1. Машина узининг шифрига татбик, этилади, яъни ма­
шина бу шифрни к,айта ишлайди ва чекли сон кддамлардан 
сунг тухтайди.

2. Машина узининг шифрига татбик; этилмайди, яъни 
машина хеч к,ачон тухташ холатига утмайди.

Шундай кдпиб, машиналарнинг узи (уларнинг шифри) 
икки синфга булинади: татбик, этиладиган Тьюринг машина- 
лари синфи ва татбик; этилмайдиган Тьюринг машиналари 
синфи. Шунинг учун куйидаги оммавий муаммо: уз-узига 
татбик; этилувчанликни таниш муаммоси пайдо булади.

Берилган хар к,андай шифрга нисбатан шифрланган 
Тьюринг машинаси к,айси синфга киришини аникдаш ке­
рак: татбик, этиладиган синфгами ёки татбик, этилмайдиган 
синфгами?

2- т е о р е м а .  Уз-узига татбик этилувчанликни таниш 
муаммоси алгоритмик ечимга эга эмас (ечилмовчидир).

10.3. Ассоциативлик хисобидаги сузларнинг эквивалент­
лик муаммоси. Алгоритмик хал этилмаслик хакдцаги даст- 
лабки натижалар математик мантик, ва алгоритмлар назария- 
ларида пайдо булган муаммолар учун олинган эди. Ушбу 
муаммолардан айримларини 10.1—10.2- бандларда келтирдик.

ш
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Ксйинчалик, шунга ухшаш муаммолар математиканинг 
турли хил кисмларида хам мавжуд эканлиги аникданди. 
Шулар каторида биринчи навбатда алгебраик муаммолар, 
шу жумладан, сузлар эквивалентлиги муаммосидир.

А = {а, Ь, с, ...} алфавит ва ундаги сузлар тупламини 
куриб утайлик. Агар L суз М  сузнинг бир кисми булса, 
у холда L суз М  сузнинг таркибига киради деб айтамиз. 
Масалан, Ьса сузи abcabac сузининг таркибига киради. Энди

Р -  Q ёки Q

куринишидаги жоиз урнига куйишлар оркали бир хил суз- 
ларни иккинчи хил сузларга узгартиришни куриб утамиз.

R сузнинг таркибига камида битта Р суз кирган булса- 
гина, белгиланган йуналшили (ориентирланган) Р->  Q урнига 
куйишни R сузга кУллаш мумкин. Бу холда унинг тар- 
кибидаги исталган битта Р  суз Q суз билан алмаштирилади.

Йуналишсиз Р -  Q урнига куйишни R сузга куллаш, 
унинг таркибидаги Р  сузни Q га ёки Q сузни Р  га алмашти- 
ришни билдиради.

Асосан йуналишсиз урнига куйишларни куриб утамиз.
М и с о л .  а с - а с а  урнига куйишни bcacab сузига икки 

хил усул билан татбик этиш мумкин: бу суз таркибидаги 
аса сузини алмаштириш bcacab сузини ва ас сузини алмаш­
тириш bcacaab сузини беради.

Бу урнига куйиш формуласи abcab сузига татбик этил- 
майди.

1 - т а ъ р  и ф . Бирор алфавитдаги хамма сузлар мажмуа­
си билан жоиз урнига цуйишларнинг чекли системаси (тизи- 
ми) ассоциатив хисоб деб аталади.

Ассоциатив хисобни бериш учун унга мос булган алфа­
вит ва урнига куйиш системасини бериш кифоя.

Агар R сузни жоиз урнига куйишни бир марта татбик 
этиш натижасида S  сузга алмаштириш мумкин булса, у холда 
S  ни хам шу йусинда R га алмаштириш мумкин. Бу холатда 
Я ва S  сузлар кушни сузлар деб аталади.
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2 - т а ъ р и ф .  Кар бир R. ва RM{i = 1, 2, /7 - 1) жуфт 
сузлар R , Rj, Rn_v R„ сузлар кетма-кетлигининг кушни 
сузлари булса, у  холда R, , 'R2, .... R ^ , R„ сузлар кетма-кетли­
ги R суздан S сузга олиб келадиган дедуктив занжир деб ата­
лади.

Агар R суздан S  сузга олиб борадиган дедуктив занжир 
мавжуд булса, S суздан R сузга олиб борадиган дедуктив 
занжир х,ам мавжуд булади. Бу \олда R ва S  сузларни экви­
валент сузлар деб айтамиз ва R ~ S  куринишда белгилаймиз.

Хар бир ассоциатив хисоб учун узининг махсус сузлар 
эквивалентлиги муаммоси мавжуд: берилган ассоциатив х,и- 
собдаги хар кандай иккита суз учун улар узаро эквивалент- 
ми ёки йукми эканлигини билиш талаб этилади.

Ассоциатив хисоб учун сузлар эквивалентлиги муаммо­
си 1911 йилда куйилган эди. Уша йилнинг узида махсус 
куринишдаги баъзи ассоциатив хисоблар учун сузлар экви- 
валентлигини таниш алгоритми тавсия этилган эди.

Табиийки, исталган ассоциатив х,исобга татбик этил и - 
ши мумкин булган умумий алгоритмни топиш масаласи 
вужудга келди.

1946 ва 1947 йилларда бир-биридан бехабар холда рус 
математиги А.Марков ва америка математиги Э.Пост 
исталган ассоциатив хисоби учун сузлар эквивалентлигини та­
ниш алгоритми мавжуд эмаслигини курсатдилар. Улар шун­
дай муайян ассоциатив хисоблар туздиларки, уларнинг хар 
бири учун сузлар эквивалентлиги муаммоси алгоритмик 
ечилмовчи эди.

1955 йилда рус математиги П.С.Новиков гурухларнинг 
айнан тенглиги муаммоси алгоритмик ечимга эга эмасли­
гини исботлади. Бу муаммо формал равишда ассоциатив 
х и с о б и д а г и  сузлар эквивалентлиги муаммосининг хусусий 
Холидир.

А.Марков ва Э.Пост томонидан тадкик, этилаётган му- 
аммонинг алгоритмик ечимга эга эмаслигини курсатиш учун 
тузилган мисоллар анча мураккаб ва юздан ортик жоиз урни­
га куйишлар кулланилган эди.
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Санкт-Петербурглик математик Г.С. Цейтлин шу муам- 
монинг алгоритмик ечилмовчилигини исботлаш учун туз- 
ган мисолида факдтгина еттита жоиз урнига куйишдан фой- 
даланади.

Навбатдаги мисол сифатида предикатлар мантикддаги 
ечилиш муаммоси ва диофант тенгламалар тутрисидаги Гиль- 
бертнинг 10- муаммосини курсатиш мумкин.

1936 йилда америкалик математик А.Чёрч предикатлар 
мантикддаги ечилиш муаммоси умумий х,олда алгоритмик 
ечилмовчилигини исботлади.

1970 йилда рус математиклари Ю .В.Матиясевич ва 
Г.В.Чудновский диофант тенгламалар х,акдцаги Гильберт- 
нинг 10- муаммоси алгоритмик ечимга эга эмаслигини кур- 
сатганликларини яна бир эслатамиз.

Шундай к,илиб, математикада куплаб оммавий муам- 
молар алгоритмик ечимга эга эмас.

1. А алфавит ва бу алфавитда ихтиёрий Q суз берилган 
булсин. Куйидаги схемалар оркали берилган нормал ал- 
горитмларнинг ишини ифодаланг:
а) { л -» • 0 ;
б) В = A U {а} алфавитдаги схема, бу ерда а ё  А :

Муаммоли масала ва топширицлар

\а% -» %а, е А), 
■а -»■(?,

(§ 6  А),
А  —» • Q]

d) В = А U{1} алфавитдаги схема:
{ $ - > 1  ( 5 е Л - > { 1 } )  й - > 1 .
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2 . /  функция кисман рекурсив функция булмаслигини ис­
бот килинг:

П, агар фх(у) аникланган булса,
[О, акс холда;

[1, агар фх(х) аникланган булса,
| 0 , акс холда;

[фх(.у), агар фд.(у) аникданган булса,
[О, акс холда;

fl, агар Фх(у) = Z булса,
[О, акс холда;

1, агар шундай у  мавжуд булсаки,
5) / ( * ,  у , Z) = - ФхОО = z булсин,

О, акс холда.

3. /  функция кисман рекурсив функция булиш ёки булмас­
лигини аник^анг:

[1, агар фА.(х) = I булса,
10, акс холда;

1) f ( x , y )  =

2) А х )  =

3) f ( x , y )  =

4) f i x ,  у,  z) =

1) / ( * )  =

 ̂  ̂ |аникданмаган, агар ф^(х) аникданган булса, 
[О, акс холда;

1, агар 1 фх функция кийматлар
3 ) / (* )  = • тупламининг элемента булса,

0, акс холда;

1, агар ф,(у) примитив
4) f i x )  = • рекурсив функция булса,

О, акс холда;
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1, агар к сонининг унлик системасидаги 
ёйилмасида чексиз к^п ноллар булса,

О, акс х;олда.

&t k  Мустакил ишлаш учун савол ва топшириклар

1. Марковнинг нормал алгоритмлари. Алфавит, символлар, харфлар, 
суз, буш суз. Алгоритм таърифи.

2. Алфавит устидаги алгоритм. Алфавитдаги алгоритм.
3. Татбик, этиладиган ва татбик, этилмайдиган алгоритмлар.
4. Урнига куйиш усули. Алгоритм схемаси.
5. Нормал алгоритм ёки Марков алгоритми.
6. Батамом эквивалент алгоритмлар. Эквивалент алгоритмлар.
7. Марков буйича кисмий хисобланувчи ва хисобланувчи функция­

лар.
8. К,исмий рекурсив функция билан Марков буйича кисмий хисоб­

ланувчи функция орасидаги муносабат.
9. Умумрекурсив функция билан Марков буйича хисобланувчи 

функция орасидаги муносабат.
10. Алгоритмик ечилувчи ва ечилмовчи муаммолар.
11. Математик мантиада келтириб чик,арувчанликни таниш муам­

моси. Чёрч теоремаси.
12. Марков, Пост, Новиков, Цейтлин, Чёрч ва бошка математиклар 

олган илмий натижалар.



---

VII Б О Б МАТЕМАТИК МАНТИКНИНГ  
ТЕХНИКАГА ТАТБИК, И

Математик мантикнинг мухим булимларидан бириии 
ташкил этувчи мулохазалар алгебрасининг техникага (ма­
тематик кибернетикага) татбик этилишини куришга утамиз.

Мазкур бобда реле-контактли схемалар, контактли схе­
малар ва уларнинг синтези, функционал элементлар ва 
улардан схемалар ясаш, куп тактли схемалар, функционал 
элементлар системасининг туликдиги, схемаларни мини­
маллаштириш муаммоси, тескари богланиши булмаган ав- 
томатлар, чекли автомат хакида умумий тушунчалар, Мили 
ва Мур автоматлари каби масалалар куриб чикилган. Ман­
тик алгебраси функцияларини схемалар (автоматлар) орка­
ли реализация кдниш масаласига алохида ахамият берилган.

1- §. Функционал элементлар ва улардан 
схемалар ясаш

[7[ Функционал элемент. Курилма. Схема ясаш усуллари. 
Функциянинг реализацияси. Схеманинг математик индук­
ция методи буйича таърифи. Сохта кириш. Функционал 
элементлар системасининг тулицлиги. Цикл. Теорема.

Бирор курилма берилган булсин. Унинг ички таркиби 
бизни кизиктирмайди. Курилманинг п та тартибланган (ма­
салан, 1 дан п гача ракамланган) «кириши» ва битта «чи- 
киши» булсин (VII. 1- шакл).



/- g. Функционал элементлар ва улардан схемалар ясаш

Курилманинг хар бир киришига икки хил сигнал бс- 
риш мумкин (ток бор ёки ток йук)- Бу сигналларни биз мос 
равишда 1 ёки 0 билан белгилаймиз. Курилма киришларига 
берилган хар бир сигналлар мажмуаси учун унинг чикиши- 
да битта сигнал пайдо булади (1 ёки 0). Чикишдаги сигнал- 
нинг киймати киришларга берилган сигналлар мажмуасига 
боглик, булади. Шундай аникланган курилмани биз функ­
ционал элемент деб атаймиз. Маълумки, хар бир функцио­
нал элементга мантик; алгебрасининг битта /(* ,, ..., хп) функ­
цияси тугри келади, бу холда у,ар бир функционал элемент 
мантик, алгебрасининг битта функциясини реализация к,ила- 
ди деб айтамиз. Бунинг учун киришнинг хар бир / номери- 
га х(. (1 < / < п) узгарувчини мос килиб куямиз. У холда узга­
рувчиларнинг х^р бир а {, .., ап к;ийматлар мажмуасига 
Дх,, ..., хп) функциянинг 0 ёки 1 га тенг f ( a v ..., а )  кийма­
ти мос келади.

Агар ф|5 ..., фл функционал элементлар мавжуд булса, у 
Холда улардан янги мураккаб функционал элементларни 
куйидагича ясаш мумкин.

1. Бирорта функционал элементнинг киришини иккинчи 
бир функционал элементнинг чикиши билан туташтириш 
натижасида мураккаб функционал элемент хосил килиш 
мумкин (VII.2- шакл).

V II.2- шакл.



Хосил килинган курилмани янги функционал элемент 
деб к;абул килиш мумкин. Бу функционал элементнинг чи­
киши ф3 элементнинг чикишидан, киришлари эса ф, ва ф, 
элементларнинг озод булган киришларидан иборат булади! 
Агар янги хосил булган курилманинг киришларига сигнал- 
лар мажмуасини юборсак, у холда ф3 элементнинг озод ки­
ришларига сигналлар бир вактда етиб боради, колганига 
булса, ф, элементнинг чикишидаги сигнал тушади.

2. Бирор функционал элементнинг икки ва ундан ортик; 
киришларини айнан туташтириш натижасида янги мурак­
каб функционал элемент хосил килиш мумкин (VII.3- шают).
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VIКЗ- шакл.

Бу функционал элементнинг чикиши ф, элементнинг 
чикишидан иборат, киришлари булса, туташтирилмаган ки- 
ришлардан ва айнан туташтирилган киришларга мос кела- 
диган битта киришдан иборат булади.

3. Учинчи усул биринчи ва иккинчи усулларнинг ком- 
бинациясидан иборат. Масалан, бирорта ф элементнинг би­
рор киришига ф, элементнинг чикиши, иккинчи бирор ки- 
ришига ф2 элементнинг чикиши уланади ва айрим кириш­
лари айнан тенглаштирилади ва хоказо (VII.4- шакл).



Хосил булган янги мураккаб функционал элементга 
биринчи ва иккинчи усулларни к$ллаб, яна янги мураккаб 
функционал элементга эга буламиз. Шу процессии чексиз 
давом этгиришимиз мумкин.

Агар <р,, <р2, ..., фл функционал элементлар мос равишда 
f v f v  ..., f n функцияларни реализация килса, у холда хосил 
булган янги мураккаб функционал элемент реализация кдла- 
диган функция f v f 2, ..., f n функцияларнинг суперпозиция- 
сидан иборат булади.

Хакицатан хам, агар бирор S, функцияни реализация 
киладиган ф(. элементнинг киришига /  функцияни реали­
зация кдладиган фу элементнинг чикиши уланган булса, у 
холда f t функциянинг уша киришига мос булган аргументи 
Урнига /  функцияни келтириб куйишимиз керак. Хамма ай­
нан туташтирилган киришлар Урнига уларга мос келган фа- 
цат битга аргумент кУйиш керак, шунинг учун VII.2- шаклга 
асосан, ф функционал элемент реализация киладиган 
/(XpXj.Xj, х4) функциянинг х2 аргументи Урнига ф, функ­
ционал элемент реализация киладиган/| (у,, у 2) функцияни 
келтириб к^йиш керак. Натижада, /(* ,, f j y x, y 2)xv  х4) = 
= \|/(х,,х3, x4, y v y 2) функцияни реализация киладиган му­
раккаб функционал элементга эга буламиз, \|/, функция бул­
са, таърифга асосан,/ в а /j функциялар суперпозицияси мах- 
сулидир. VII.3- шаклдаги функционал элемент /(*,, х2, х2, 
ХЛ, х5) = \у2(х,,х2, х5) функцияни, VII.4- шаклдаги функцио­
нал элемент эса

/ ( * , ,  Х2, Х2, Х4, Xj, X j ,  Xy, Xy, Xy, Xjj) =  

—/ ( X |,  X2, X4, X y  X X y ,  Xg) ■—

—  / ”( ф | ( ^ | »  ^ 2 ^ ’  ^ 2 ’  ^ 4 * ^ 5 ’  ^ 2 ^ 1» ^2 ’  ^ j ) )  =

= V3(x2, y,, y2, tv t2, r3)

функцияни реализация килади. Демак, \j/, функция / в а /  
функциялар, функция /  функция ва у 3 функция эса 
/. f v f 2, / ,  функцияларнинг суперпозициясидир.
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Биринчи ва иккинчи усулларни куллаш натижасида хосил 
Килинган курилмалар схемалар (myFpu схемалар) деб аталади.

Энди схеманинг индукция методи буйича таърифини
бсрайлик.

1- т а ъ р и ф .  а) \а р  кандай функционал элемент схема 
булади. Унинг кириши функционал элементнинг киришидан, 
чикиши булса, унинг чикишидан иборат булади;

б) агар Sn схема ва унинг иккита кириши айнан туташ- 
тирилган булса, у  холда у;осил булган S  курилма хам схема 
булади. S нинг чикиши Sa нинг чикишидан ва S  нинг киришла- 
ри булса, S(] нинг туташтирилмаган киришларидан ва айнан 
туташтирилган иккита киришга мос келган киришдан ибо­
рат булади;

в) агар 50 ва 5, схемалар булса, у  холда S0 схеманинг би­
рорта киришига схеманинг чикишини улаш натижасида 
хосил булган S курилма хам схема булади. S  схеманинг чикиши 
Sa схеманинг чикишидан ва унинг киришлари 5, нинг хамма 
киришларидан хамда S  нинг чикиши билан туташтирилган 
SQ нинг киришидан ташкари озод колган хамма киришлари­
дан иборатдир;

г) б) ва в) бандларда тасвирланган усуллар оркали чекли 
кадамда хар кандай схемани функционал элементлардан ясаш 
мумкин.

Бу таъриф олдинги параграфларда функциялар супер­
позицияси хакида берилган таърифдан шакли жих,атдан бир- 
мунча фарк килади. Бу фарк биринчи навбатда схеманинг 
ранги (функционал элементлардан схема ясаш учун бажа­
рилган кддамлар сопи схеманинг ранги деб аталади) деган 
тушунчани киритмаганимиз туфайли пайдо булди. Иккала 
таърифни таккослаб тахпил этиш ни укувчига хавола этамиз.

Энди мантик алгебрасининг схема реализация килади- 
ган функциясини индукция методи оркали топайлик.

1. Индукция асоси. Хар бир функционал элемент ман­
тик алгебрасининг битта функциясини реализация килиши 
аниктанган.



/ .  fr функционал элеменпыар ва у.шрдан схемшар ясаш ИЗ
2. Индуктив утиш. а) Агар 50 схема Д х р хп) функци­

яни реализация килса, у х,олда 1- таьрифнинг б) банди асо- 
сида курилган 5, схема айнан туташтирилган киришларга 
мос келадиган х., х. аргументларни айнан тенглаштириш на­
тижасида хрсил килинган функцияни реализация килади;

б)/(х ,, х2, хп) функцияни 50 схема ва у(у,, у 2, ..., ут) 
функцияни 5, схема реализация килсин, бу ерда х,, хл, 
у {, У2, •••> Ут лаР бир-бирига тенг булмаган узгарувчилар бул­
син. У хрлда 1-таьрифнинг в) бандига асосан курилган S  
схема/(х,, ..., хм , у(ур ут), хм , ..., хп ни реализация кила­
ди, бу ерда \|/(ур ут) функция / функциянинг х. аргумен­
та урнига куйилган.

Тенг кучли функцияларни бир хил функционал эле­
мент реализация килади деб кабул киламиз. Бунинг учун 
сохта кириш деган тушунчани киритамиз.

2- т аъ  р и ф . Агар ф функционал элемент реализация кила- 
диган /(х, у г  ..., y j  функциянинг киймати х аргумешпга мос 
келган кириш сигналининг киймати (0  ёки 1)га боглик булма- 
са (яъни х узгарувчи f(x,  y v ..., у )  нинг сохта аргументы булса, 
у  х,олда ф элементнинг х аргументга мос кириши сохта 
кириш деб аталади.

3 - т а ъ р и ф .  Факатгина киришларнинг ракамла\шш тар- 
тиби ва сохта киришлари билан фарк каладиган функционал 
элементлар эквивалент функционал элементлар деб аталади.

Демак, функционал элементен узгартирмасдан истал- 
ганча сохта киришларни олиб ташлаш ёки куйиш мумкин.

ф = {фр Ф2> —» Ф„) система ф р ф 2, ..., ф и функционал 
элементлар системаси ва F= \fv f v  система ф р  ф 2, срп 
функционал элементлар мос равишда реализация киладиган 
f r f 2, функциялар системаси булсин. Ф = {фр ф 15 ф  } 
система кандай шартларни каноатлантирганда, мантик ал­
гебрасининг исталган функциясини унинг ф р ф 2, ф 
функционал элементларидан ясалган схема оркали реали­
зация килиш мумкинлиги масаласини курайлик.



4 - т а ъ р и ф . Мантик алгебрасидаги исталган Дх,, хп) 
функцияни Ф системадаги <р,, ф2, Ф„ функционал элемен- 
тлардан ясалган схема оркали реализация килиш мумкин булса, 
бу функционал элементлар системаси тулиц система деб 
аталади.

Биз ю к р р и д а  схема реализация киладиган функция шу 
схемани ясашда фойдаланилган функционал элементлар 
реализация киладиган функцияларнинг суперпозициясидан 
иборат эканлигини курган эдик. Демак, F = {fv  f 2, f n} 
функциялар системаси Пост теоремасининг шартларини ка- 
ноатлантирган такдирдагина, Ф = {ф,, Ф2, Ф„} системаси­
даги функционал элементлар оркали мантик алгебрасининг 
исталган функциясини реализация этадиган схема ясаши- 
миз мумкин экан. Бу ердан функционал элементлардан 
ясалган схемалар тили мантик алгебраси функцияларининг 
суперпозицияси тилига эквивалентлиги келиб чикади.

М и с о л л а р .  1. Fx = {ху, х v у, х  } функциялар система­
си тулик булганлиги учун F, нинг элементларини мос ра­
вишда реализация киладиган ф,, ф2, ф3 элементлардан ибо­
рат Ф, = {ф|( ф2, ф3} система тулик булади.

2. F2 = {ху, х  v у} функциялар системаси тулик булмаган- 
лиги учун F2 нинг элементларини мос равишда реализация 
киладиган ф,, ф2 элементлардан иборат Ф2 = {фр ф2} система 
тулик булмайди.

3. F3 = {ху, х  } функциялар системаси тулик булганлиги 
учун F3 нинг элементларини мос равишда реализация кила­
диган ф,, ф3 элементлардан иборат Ф3 = {ф,, ф3} система хам 
тулик булади.

4. Fa = {х v у, х )  функциялар системаси тулик булганли­
ги учун F4 нинг элементларини мос равишда реализация 
киладиган ф2, ф3 элементлардан иборат Ф4 = {ф2, ф3} система 
Хам тулик булади.

М и с о л .  Ф, = {ф,, ф2} ва Ft = {ху, х } булсин. ф, функ­
ционал элемент ху  функцияни, ф2 эса х функцияни реа-
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/ .  ft. Функционал элементлар ва улардан схемсыар ясаш

лизация килади. Бу функционал элементлар оркали x v y ,  
х -» у , х<->у, х + у, 0 ва 1 элементар функцияларни реали­
зация килиш талаб этилсин. __

1) x v  у ни реализация килиш учун x v  у  -  х у  формула­
дан фойдаланамиз. Агарда ср2 нинг киришига х у  сигнал 
берсак, у холда унинг чик;ишида х у  -  x v  у сигнал пайдо 
булади. х у  сигнални хосил килиш учун ф, элемент кириш- 
ларининг бирига х ва иккинчисига у сигналларни бера- 
миз. Натижада, унинг чикишида х у  сигнал пайдо булади 
ва уни ф2 нинг кириши билан улаймиз. х ва у ни \осил 
Килиш учун иккита ф2 элементнинг бирининг киришига 
х ва иккинчисининг киришига у сигналларни бериб, улар­
нинг чикишлари ф, нинг киришлари билан уланади. Шун­
дай килиб, VII.5- шаклда ифода этилган (xvy)  функцияни 
реализация киладиган схемага эга буламиз.

2 ) х - > у  функцияни схема оркали реализация килиш 
учун x - » y  = x v y  = xy формуладан фойдаланамиз. Агарда 
Ф2 элементнинг киришига ху сигнал берилса, у холда унинг 
чикишида берилган сигналнинг инкортт, яъни ху = х -> у 
сигнал пайдо булади. Уз навбатида ху сигнални хосил
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килиш учун ф, элемент киришларининг бирига х ва иккин- 
чисига у  сигнални бериш керак х,амда унинг чикишини 
ху функцияни реализация киладиган ф2 элементнинг ки- 
ришига улаш керак. у  сигнални \осил килиш учун ф2 эле­
ментнинг киришига у  сигнал бериб, унинг чикишини 
Ф, нинг иккинчи киришига улаймиз. Натижада, х у  = ху 
функцияни реализация киладиган 52 схемага эга буламиз 
(VII.6 - шакл).

3) х<-> у  функцияни реализация киладиган схемани ясаш 
учун х *-» у  = (х у)(у  -> х) = (х v у)(х v у ) = ху ■ ху  форму- 
ладан фойдаланамиз. Юкорида акс эттирилган услубдан фой­
даланиб, х о  у  = (x v  у)(х v у ) = ху ■ ху  функцияни реали­
зация киладиган схемани хрсил киламиз (VII.7- шакл).

4) 1 константани реализация килиш учун х v х = 1 ва 
О ни реализация килиш учун хх = 0 формулалардан фой­
даланамиз ва уларни реализация киладиган схемалар 
VII.8- шаклда келтирилган.

Мисол ечимининг тахдилидан куриниб турибдики, би­
рор ихтиёрий f { x ,, ..., хя) функцияни схема оркали реализа­
ция килиш учун:

1) берилган Ф системадаги ф|5 ..., ф;| функционал эле- 
ментлардан куп погонали схема тузишга тугри келади;

2 ) кун погонали схемани юкоридан пастга караб ясашга 
тугри келади;

3) схеманинг озод чикишли функционал элементи ки- 
ришларига шундай сигналлар мажмуасини бериш керакки, 
унинг чикишида курилаётган схема реализация килиши ке­
рак булган/  функцияга мос келадиган сигнал пайдо булсин;

4) схеманинг ички функционал элементлари киришла- 
рига шундай сигналлар мажмуасини бериш керакки, унинг 
чикишида сизга керак булган сигнал пайдо булсин.

Таърифга асосан берилган курилманинг схема эканли­
гини аниклаш мумкин. Аммо схема эмаслигини аниклаш 
учун берилган курилманинг схемага лойик булган хусуси- 
ятларга эга эмаслигини курсатиш керак булади.



/ .  $. функционал элементлар ва улардан схемалар ясаш

Х - > У  = ХУ

X у  = ху ■ ху  |

ф2
ху

ф,

Фз

Ф,
ХУ t t X

Ф2 Ф2

х у
ф|

3 JL
ф2

х у
ф,

Т ±
ф2

VII.6- шакл. VII.7- шакл.

V II.8- шакл.

5- т а ъ р  и ф . ф,, ф2, ..., фя функционал элементлар берил­
ган булсин. Агар ф, элементнинг чициши ф2 элементнинг ки­
ришига, ф2 нинг чик;иши ф3 элементнинг киришига ва хоказо, 
ФА_, чициши ф4 нинг киришига ва ф̂  нинг чициши ф, нинг кири­
шига уланган булса, у  х;олда бундай к,урилма цикл деб аталади 
ва курилмада тескари богланиш бор деб айтилади.



Т е о р е м а .  <р,, Ф2, Ф„ функционал элементлардан ясал- 
ган S  курилма:

1) ф. (/ =  1, ..., п) элементлардан факатгина биттасининг 
чикиши озод булса;

2) ^ р  бир ф. элементнинг кириши факатгина <рк элемент- 
ларнинг биттасининг чикиши билан уланган булса;

3) S  курилмада цикл (тескари богланиш) мавжуд булма­
ганда ва факат шундагина схема булади.

Теоремани исбот килишни укувчиларга х,авола этамиз.

2- §. Куп тактли схемалар

[7J Такт. Ушлаб туриш вакти. Ушлаб туриш элементи. Куп
тактли схема. Бир тактли функционал элементлар сис-
темасининг туликлиги. Теорема.

Мазкур бобнинг биринчи параграфида курилган функ­
ционал элементлар ва улардан ясалган схемалар оний ра­
вишда ишлайди деб фараз к,шгган эдик, яъни уларнинг ки- 
ришларига сигналлар мажмуаси берилган зах,отиск; (улар­
нинг) чик,ишларида натижавий сигнал пайдо булади. Де­
мак, киришларга берилган сигналлар мажмуасини ишлаб 
чикиш учун х;еч кандай вакт сарфланмайди.

Аммо, амалда функционал элемент киришларига берил­
ган сигналлар мажмуасига мос келадиган унинг чик,ишида- 
ги натижавий сигнални олиш учун бир оз вак,т сарф булади. 
Бундай х,олатда схеманинг киришларига берилган сигнал­
лар мажмуаси унинг ички функционал элементларининг 
киришларига х,ар хил вактда етиб келади, чунки, биринчи- 
дан, элементларнинг киришларига етиб келган сигналлар 
бир к,анча элементлардан утиб келали, иккинчидан, хар бир 
элемент киришларига етиб келган сигналларни \ар хил вакд'- 
ларда ишлаб чикали. Бирок, схема киришларига берилган 
сигналлар мажмуасини етарлича узок, вак,т бериб туриш мум- 
кинки, токи схема ички элементларининг х;амма киришла­
рига сигналлар етиб келсин. Натижада, схеманинг чикиши­
да маълум вактдан кейин унинг киришларига берилган

p3Qo|__________ У/J БОБ. М А ТЕМ А ТИ К  М А Н ТИ К Н И Н Г  ТЕХНИКАГА ТА ТБИК.И



сигналлар мажмуасига мос келадиган сигнал пайдо булади. 
Шундан кейин киришларга берилган сигналлар наборини 
тухтатиш мумкин ва бу схемани у реализация киладиган 
функция кийматини аргументлар кийматининг бошка маж- 
муасида хисоблаш учун ишлатиш мумкин.

функционал элементнинг бу иккинчи хил ишлаши ку- 
йидаги камчиликларга эга булади:

1) киришга сигналлар мажмуасини маълум вакт даво- 
мида бериб туриш;

2) маълум вакт давомида схема чикишида пайдо була- 
диган сигнал унинг киришларига берилган сигналлар маж­
муасига мос келмаслиги.

Янги шароитда кандай курилмани биз функционал эле­
мент деб биламиз деган саволга жавоб берайлик.

1-таъриф. Элемент (V II.1- шакл) учун аник; булган v 
вактдан кейин унинг чикишида киришларига берилган сигнал­
лар мажмуасига мос келадиган сигнал (реализация этилади­
ган функциянинг берилган сигналлар наборидаги киймати) пай­
до булса, бундай курилма функционал элемент деб аталади.

Агар келгуси моментда элемент киришларига янги сиг­
наллар мажмуаси берилса, у холда v вактдан кейин унинг 
чикишида берилган сигналлар мажмуасига мос келадиган 
сигнал пайдо булади, яъни киришларга кетма-кет берила- 
диган сигналлар мажмуаси бир-бирига боглик булмаган 
Холда ишлаб чикилади.

Вакт дискрет равишда Узгаради деб фараз киламиз 
(t=  1, 2, 3, ..., к) ва вакт бирлигини бир такт деб айтамиз.

2-таъриф.  v вакт (элемент киришига берилган сигнал­
лар мажмуасига мос келадиган сигнал унинг чикишида пайдо 
брлишигача сарф этилган вакт) функционал элементнинг 
ушлаб туриш вакти деб аталади.

Бундан кейин схемани берилган таърифга мос келади­
ган янги маънодаги функционал элемент сифатида карай- 
миз. Бундай схемаларни ясаш жараёнида ушлаб туриш эле- 
ментлари катта роль уйнайди.

2-§. Куп та ктли  схемапар ______________________________ L H .
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Ф

т
3- т а ъ р и ф. Агар функционал элемент чи­

кишида маълум вактдан (тактдан) кейин 
унинг киришига берилган (0 ёки 1) сигналнинг 
узи пайдо булса, у холда бундай функционал эле­
мент ушлаб туриш элементи деб аталади 
(V II.9- шакл).

Ушлаб туриш элементи функцияни реализа- 
V II.9- шакл. ция киладиган функционал элементдир, яъни 

унинг чикишида маълум вактдан кейин ки­
ришига берилган сигналнинг Узи пайдо булади.

Бундан кейин (агарда махсус айтилган булмаса) хамма 
функционал элементларни бир тактли, яъни элементнинг 
киришига сигнал берилгандан кейин унинг чикишида на­
тижавий сигнал пайдо булгунча бир такт вакт Утади деб фа- 
раз киламиз.

4- т а ъ р и ф . Агар S  схеманинг п та киришига (*,, х^,.... хп) 
сигналлар мажмуасини бергандан маълум v тактдан кейин 
унинг чикишида/ функциянинг/ ( * , , хп) киймати хосил булса, 
у холда S  схема /(*,, хп) функцияни v ушлаб туриш вацти 
билан реализация килади деб аталади.

Бундай S  схемани v ушлаб туриш вацти билан Д х ....... х )
функцияни реализация киладиган функционал элемент деб 
караш мумкин.

Мантик алгебрасининг исталган функциясини реали­
зация киладиган схема тр р и  схема деб аталади.

Бир тактли функционал элементлардан тузилган схе­
мани куп тактли , оний равишда ишлайдиган функционал 
элементлардан тузилган схемани ноль тактли схема деб атай­
миз.

I - и з о х . Агар (бир тактли функционал элементлардан 
тузилган) тугри схемадаги хамма функционал элементлар­
ни ноль тактли деб фараз цилсак, у холда хосил булган ноль 
тактли схема хам куп тактли схема реализация киладиган 
функцияни реализация килади.



тактли схемалар2-S- №.

2-изох-  /(*,, хп) функцияни реализация к,иладиган 
S  t^fph схеманинг ушлаб туриш вакти v доимо схеманинг 
кетма-кет уланган ички функционал элементлари сонига 
тенг эмас. Масалан, <р,, ср2...... фп функционал элементлар­
дан ( V I I .10-шакл) тузилган схема (VII. 11-шакл), кетма- 
кет уланган функционал элементларнинг сони иккига тенг 
б^лишига карамасдан, ху функцияни реализация к,илувчи 
бир тактли схемадир.

3-изох- Константаларни (0 ёки 1) реализация к,ила- 
диган схемалар ёки функционал элементларнинг хамма ки- 
ришлари сохта киришлардир. Бундай схемаларни ноль тактли 
схемалар деб айтиш мумкин.

х у z t

V I I .10- шакл.

VII.11- шакл.



Энди ф,, ф2, ф„ бир тактли функционал элементлардан 
иборат Ф системанинг туликдик масаласини куришга утамиз.

5- т а ъ р и ф. Агар мантик алгебрасининг исталган функ- 
циясини Ф = {ф,, Ф2, Фя} системадаги функционал элемент­
лардан тузилган схема оркали реализация килиш мумкин булса, 
у х,олда Ф система тулик система деб аталади.

М и с о л .  Ф = {ф,, ф2} шундай бир тактли функционал 
элементлар системасики, бу ерда ф, элемент х  функцияни 
реализация киладиган ушлаб туриш элементи, ф2 эса ху 
Шеффер функциясини реализация киладиган функционал 
элементдир. Ушбу:

а) х ; б) ху; в) x v y ;  г) 1; д) 0; е) х + у; з) х-> у ; ж) х<^у

функцияларни реализация килувчи схемаларни ф, ва ф2 
функционал элементлар оркали ясаш ва ушлаб туриш вак- 
тини (тактини) аниклаш талаб этилади.

V II БОБ. М А ТЕМ А ТИ К  М АН ТИ КН И Н Г ТЕХНИКАГА ТА ТБИК.И

1
Ф,т

—

$1

Ф:
1

X
i  • 

У
i

Юкорида кУрсатилган функцияларни реализация эта­
диган схемалар куйидагича булади (VII.12- a- ж  шакллар):

а) х = ф2(х,х)

_L_
б) ху = у2(х ,у)

_L
Ф2

т
г

ф2

ф2

J

Г 7
V = 1 v = 2



2 -§ . Куп тактли  схемалар 

В) * v y  = (p2( x ,  у) Г) 1 = Х Х = ф 2(Х,  X)

v = 2 v = 2

д) 0 = 1 е) х - у  =  ху  v  ху = ф2(ф2(х , у) ,  Ф2(х,.у))

v = 3 
20 — ХТураев

V = 3
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3) х -> у = у2(х, у) ж) х<г->у = (х~-> у)(у ->x) = xyvxy

■■ f  ■
ф2

X" ‘У

Ф, Ф2

X ' Vу \

ф2
I ху V  ху

ф2

ху

v = 2
Ф2

х ‘

ф
'—г ,

1
;—

~^ху

ф;

Ф:

ч .

ф,
т

ь

Фз

v = 3
V II.12- шакл.

М и с о л л ар. 1. Шеффер функциясини реализация кила- 
диган ф элементдан иборат Ф  =  {ф} система тулик, буладими?

2. Ф, = {0, 1} элементлар системасининг туликдигини 
исбот килинг.

Мисоллар ечимларининг та^лилидан маълумки, бир 
тактли ф,, ф3, . . . .  фя функционал элементлар системаси 
Ф{ф,,  ф2, .... фя} нинг туликдик шартлари ноль тактли ф|, ...,ф’ 
функционал элементлар системаси Ф '  =  {ф[, ф*2, . . . .  ф*} нинг 
тУликдик шартларига мос келмайди.

Куйидаги белгилашларни киритамиз: 1) мантик алгебра- 
сининг элементлари /(0, 0, ..., 0) = 1 ва /(1, 1, 1) = 0 
(0 ва 1 еакламовчи функциялар, яъни аргументларини ай­
нан тснглаштирилганда/функция га тенг булади) функция- 
лардан иборат тупламни Q билан;



2) исталган к,исм узгарувчилар урнига константаларни 
(О ёки 1) к#йиб, колган кисмини айнан тенглаштирганда
О, 1 ёки х (яъни х пайдо булмайди) х;осил буладиган функ- 
циялардан иборат тупламни R  билан белгилаймиз.

Теорем а. Агар Ф{фр ф2, ф } бир тактли функционал 
элементлар системаси реализация киладиган функциялар ичида:

а) Пост теоремаси ишртларини к,ан о а тлант ирувчи функ- 
циялар системаси;

б) Q туплам элементи булмаган функциялар;
в) R туплам элементи булмаган функциялар мавжуд 

булганда ва факат шундагина бундай система тулик булади.

7. S. Куп тактли  схемалар__________ ___________________________________ Д 307 |

Й Муаммоли масала ва топшириклар

1. F2 = (х v у, х) системадаги функцияларни реализация 
киладиган Ф2 = {фр ф2} функционал элементлар системаси 
берилган булсин (V II. 13- шакл).

VII. 13- шакл.

ху, х - * у , х<->у, х + у, 0 ва 1 элементар функцияларни 
реалилизация этадиган схемалар ясанг.

2. F ] = {ху) ва Ф, = {ф,} хамда F2 = (х v у) ва Ф; = {ф2} лар 
берилган булсин. \амма элементар функцияларни реали­
зация киладиган схемаларни аввал ф, функционал элемент 
оркали, кейин ф2 оркали ясанг,

3. VI 1.14-шаклдаги функционал элементлардан тузилган 
курилмаларнинг кайси бири схема булади?
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а) б)

в) г)

V II.14- шакл.



___________________________&

4. V II. 15- шаклдаги курилмаларнинг кайси бири схема булади?

2_ $. Куп тактли схемсыар

а) б)

V II. 15- шакл.

5. Ф = {ф,, Ф2} булсин, бу ерда ф, функционал элемент x v y  
Шеффер функциясини ва ф2 функционал элемент х функ­
циясини (ушлаб туриш элемента) реализация килади. 
Мантик алгебрасининг хамма элементар функцияларини 
реализация киладиган схемалар ясанг. ____

6 . Ф =  {ф,, ф2} булсин, бу ерда ф, функционал элемент х л у  
Шеффер функциясини ва ф2 функционал элемент х функ­
циясини (ушлаб туриш элемента) реализация килади. 
х  -> у -> Z, (х v у) z, x z - * y , (х у) -»  z, (х у) <->
(х -4 y )v ?  функцияларни реализация киладиган схемалар 
ясанг.

Мустакдл ишлаш учун савол ва топшири^лар

1. Функционал элементлар ва улардан схемалар ясаш.
2. Схеманинг математик индукция методи буйича таърифи.
3. Функционал элементлар системасининг туликлиги ха^идаги 

теорема.
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4. Цикл деб нимага айтилади?
5. Ушлаб туриш вакти ва ушлаб туриш элементи.
6. Куп тактли схеманинг таърифи.
7. Бир тактли функционал элементлар системасининг туликдиги 

,\ак,идаги теорема.

3- §. Тескари богланиши булмаган автоматлар

[7[ Элементнинг юкори ва куйи индекси. TyFpu схема. Тескари 
богланиши булмаган автомат. Характеристик функция. 
р- индекси. Кучсиз автоматли тулик система.

Утган параграфда мантик, алгебрасининг функциялари- 
ни факат тугри схемаларгина реализация кдпишини курдик. 
Бир тактли функционал элементлардан ясалган схеманинг 
умумий холда ишлаш жараёнини курайлик. Схема кириш- 
ларига хар моментда сигналлар мажмуаси бериб турилади. 
Аникки, схеманинг чикишидаги сигнал унинг киришлари- 
га олдинги моментларда берилган сигналлар мажмуасига 
боглик, булади.

Функционал элементнинг куйи ва юк,ори индекслари 
деган тушунчани киритайлик.

1 -та ър и ф . Схеманинг киришларига берилган сигналлар 
(р функционал элементнинг чикишида х;осил булишига кодар 
босиб ути,1ган ички функционал элементларнинг максимал сони 
(Ф элементнинг узи х,ам киради) элементнинг юцори индекси 
ва минимал сони куйи индекси деб аталади. ф функционал 
элемент S  схеманинг чикиш элементи (яъни озод чикишга эга 
булган элементи) булсин. У  х;олда ф элементнинг юкори ва 
куйи индексларини мос равишда ц = |а(6) ва т) = г|(5) билан 
белгилаймиз.

Демак, схема тугри булиши учун бирор ф элементнинг 
киришларига чик,ишлари уланган хамма функционал эле­
ментларнинг юк;ори индекслари тенг булиши керак (етарли 
шарт).
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Схема таърифига асосан, t вакт моментида схеманинг 
чикишидаги сигнал унинг киришларига / -  р. дан t -  г| мо- 
ментгача берилган сигналлар наборига боигак булади. Де­
мак, t моментдаги чикиш сигнали унинг киришларига 
р = р. -  л + 1 кетма-кет берилган сигналлар мажмуасининг 
функцияси булади: F ( x ° , ..., х°; х , ', . . . ,х ';  х,°"\..., х°_|) .

Бу ерда F  -  мантик, алгебрасининг р" аргументли функ­
цияси ва киришларга t  -  р + /' моментда берилган сигналлар 
мажмуаси булади. Агар схема тугри булса, у х,олда F  функ­
ция к,атъиян t — rj моментда (яъни / = т| -  v, албатта ц > v) 
берилган факатгина битта сигналлар ( х ( , ..., х 'п) мажмуасига 
б о ти к булади ва S  схема F  функцияни v ушлаб туриш вак,- 
ти (v такт) билан реализация килади.

2 -та ър и ф . п киришга ва битта чикишга эга булган 
курилма берилган булсин (VII. 1- шакл) \ар бир моментда унинг 
киришларига 0 ёки 1 сигнал берилганда, чикишида у;ар бир t 
моментда 0 ёки 1 сигнал хосил булади. Чикишдаги сигнал ки­
ришларга t-\y дан t-r\ моментгача р(р = р -  r\ + 1) кетма-кет 
берилган сигналлар мажмуасининг функцияси булади:

F (х® х̂  * х* х* * * х^_* х -̂^1 5 •••) 1̂ 9 •*•5 5 •••■» •*! > •••» П / •
Бу ерда 1 момент р + / моментда берилган сигналлар маж- 

муига тенг булади. У  холда бундай цурилма тескари боглани- 
ши булмаган автомат деб аталади. Мантик алгебрасининг 
F  функцияси унинг характеристик функцияси, р — индекси, 
v — ушлаб туриш вакти деб аталади.

Агар тескари богланиши булмаган иккита автоматнинг 
F t ва F 2 характеристик функциялари факатгина сохта аргу­
ментлари билан фарк килса, У холда бундай автоматлар 
эквивалент автоматлар деб аталади.

\ар кандай функционал элемент бирорта тескари бог­
ланиши булмаган автоматни ифодалайди. Бу элемент учун 
характеристик функция у реализация киладиган функция 
билан мос тушади, индекс ва ушлаб туриш вакти эса 1 га 
тенг булади.



Шундай килиб, бир тактли функционал элементлар­
дан тузилган \ар кандай схема тескари богланиши булма­
ган автоматни ифодалайди. Аслида функционал элементлар 
бир тактли булиши шарт эмас. Факатгина схеманинг куйи 
ва юк;ори индексларини бошкача хисоблаш керак:

Ф элементнинг куйи ва юкори индекслари деб, схема­
нинг киришларига берилган сигналлар ср элементнинг чи- 
к;ишида хосил булгунча босиб утилган функционал элемент­
лар ушлаб туриш ва^тлари йигиндисининг мос равишда 
минимуми ва максимумига айтилади.

Х,ар к;андай тескари богланиши булмаган автомат уз нав- 
батида битта функционал элементдан тузилган схемани 
ифодалайди (ушбу фикрнинг тугрилигини исботлашни укув- 
чига хавола этамиз).

3- т  а ъ р и ф . Функционал элементлардан тузилган S  схема 
билан ифодаланадиган автомат тескари богланиши булма­
ган А автоматдан факатгина ушлаб туриш вакти v билан 
фарк килса, бу автомат А автоматни реа/шзация килади дейи­
лади.

4-та ър и ф . Агар х,ар кандай тескари богланиши булма­
ган автоматни <р,, ср2, ..., фп функционал элементлардан т у ­
зилган схема оркали реализация килиш мумкин булса, у холда 
функционал элеменпыар системаси кучсиз автоматли тулик 
система деб amaiiadu. Бир тактли функционал элементлар 
системаси туликлигининг етарли ва зарурлик шартлари эле­
ментлар системасининг кучсиз автоматли туликлик шарти­
га мос келади.

4- §. Тескари богланиши булган функционал 
элементлардан схемалар ясаш. Чекли 

автомат хакида умумий тушунчалар

\У\ Тескари богланишли функционал элементлар. Хотирада 
сакловчи курилма. Схеманинг (/+1) моментдаги холати. 
U(Q, п) автомат. Автомат холатлари. Автомат иши- 
нинг натижалари.
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Хозиргача биз функционал элемент­
лардан ясалган тескари богланиши булма­
ган схемаларни куриб утдик. Бундай чек- 
лашни биз ноль тактли функционал эле­
ментлардан схемалар ясаш масаласини 
ечиш учун куйган эдик, чунки, акс холда, 
бундай схемаларнинг иш жараёнини ёри- VII. 16- шакл. 
тиш мумкин эмас эди.

VII. 16- шаклда курсатилган функцияни реализация кила­
диган схеманинг иш жараёнини куриб утайлик. ip функцио­
нален бир тактли элемент деб хисоблаймиз. Агар бирор t 
моментда <р нинг чикишида 1 сигнал пайдо булса, у холда 
шу моментнинг Узида Уша сигнал унинг киришида пайдо 
булади ва (t+  1) моментда унинг чикишида 0 сигнал пайдо 
булади ва хоказо. Натижада, <р функционал элементнинг 
чикишида кетма-кет 1, 0, 1, 0, 1, 0,... сигналлар пайдо булади 
ва <р ноль тактли функционал элемент булган вактдаги кара- 
ма-каршиликлар уз-Узидан йУколади. Бу схемани «кУнга- 
рок» схемаси деб аташ мумкин, чунки кУнгирокда бир тактда 
карама-карши кийматларга Узгарадиган кетма-кет берила- 
диган сигналлардан фойдаланилади.

Бу параграфда биз куйидаги шартларни каноатланти- 
рувчи тескари богланишли схемаларни куриб чикамиз:

1) курилманинг ф, (/=1,  2, ..., п) элементлари орасида 
факат ва факат биттаси озод чикишга эга;

2) ф( элементнинг хар бир кириши фу элементларнинг 
факатгина биттасининг чикиши билан уланади.

Юкоридаги шартларни каноатлантирувчи бир тактли 
функционал элементлардан ясалган тескари богланишли 
схемаларнинг ишлаш жараёнини куриб утайлик. Схема тес­
кари богланишли булганлиги учун унинг чикишидаги сиг­
нал факат схема киришларига берилган сигналлар мажмуи- 
га эмас, балки унинг ички элементларининг чикишидаги 
сигналларга хам боглик булади. Бу кейинги сигналлар схе­
ма киришларига берилган сигналларга боглик булмаслиги

j .$ . Тескари богланиши булган функционал элеменпиардан схема,!ар



,\ам мумкин ёки анча олдин берилган кириш сигналларига 
боглик, булиши мумкин. Масалан, цикл элементларининг 
кириши схема кириши булмаслиги мумкин. УП.17-шакл- 
лаги ф бир тактли элемент x v y  функцияни, у  бир тактли 
элемента эса (ху у )г функцияни реализация килади,/— бир 
тактли ушлаб туриш элемента.
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х у х у z

а) б)
VII. 17- шакл.

Агар V II. 17-о шаклдаги схеманинг у киришига истал- 
ганча анча олдин 1 сигнали берилган булса, у \олда шу 
сигналнинг узи доимо унинг чикишида пайдо булиб туради 
(яъни сигнал хотирада сакланади).

VI 1.11-6 шаклдаги схемада у сигнал факат z = 1 булган­
дагина хотирада сакланади. z = 0  сигнални бериб, хотирани 
тозалашимиз мумкин. Шундан кейингина у нинг янги кий- 
матини хотирада саклай оламиз (г=  1 кийматда). Реал схе- 
маларда «хотирада сакловчи курилма» цикл ёрдамида реали­
зация килинади.

Тескари богланишли схема иш жараёнининг характсрис- 
тикасини ифодалашда унинг ички элементларининг хрла- 
тини хисобга олиш керак.

S  -  тескари богланишли схема ва ф0, ф(, ф̂ — унинг 
элементлари булсин. Бу ерда ф0 — чикиш элемента булсин, 
яъни озод чикишга эга булган элементдир. ф элементнинг
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чикишидаги t вакт момептидаги сигналини ф.(/) билан бел- 
гилаймиз (ф.(0 сигнал 0 ёки 1 га тенг). Схема чикишида 
t момеитдаги сигнал фн(/) га тенг булади.

ф(0 = {ф„(0, Ф,(0, ..., фДО} система S  схеманинг / вакт 
моментидаги холати деб аталади. г моментда 5 схема ки­
ришларига берилган сигналларни $,(/), s2(0, •••> s„(0 билан 
ва s(t) = {sp ), s2(t), ..., sn(t)} оркали уларнинг мажмуини бел- 
гилаймиз. У холда схеманинг (/+ 1 )  момеитдаги холати 
<р(Г + 1) схеманинг t момеитдаги ф(/) ва s(t) лари оркали бир 
кийматли аникланади, яъни

ф(Г+ 1) = Ф(ф(/), 5(/)).
Демак, элементларнинг чикишидаги (/+1) момеитдаги 

сигналлар уларнинг киришларига t моментда берилган сиг- 
налларга боглик булар экан, яъни t моментда схеманинг 
киришларига берилган сигналлар ва элементларнинг шу мо- 
ментдаги чикиш сигналлари богликдир. Аникроги, Ф сис­
тема (k + n  + 1) аргументли (к + 1) та Ф0, Ф,, ..., Ф4 мантик 
алгебраси функцияларининг мажмуидан (тупламидан) ибо­
рат булади. Бу (к+ п + 1) аргументларнинг айримлари сохта 
булиши мумкин. Масалан, Ф( учун факат куйидаги аргу- 
ментлар сохта эмас: ф(. элементнинг киришларига чикиш- 
лар уланган функционал элементларга ва схеманинг ки­
ришлари бевосита ф. элементнинг хам киришлари деб хисоб- 
ланадиган сигналларга мос келадиган аргументлар. Агар 
факат шундай сохта эмас аргументларни хисобга олсак, у 
Холда Ф. функция ф. элемент реализация этадиган функци- 
яга мос келади ва токоридаги формула (/+1) вакт момента - 
да ф. элементларнинг чикишларида t моментда уларнинг 
киришларига берилган сигналлар мажмуига боглик булган 
Кандай сигнал пайдо булишини курсатади.

Та ъ р и ф . Q туплам (к+  1) >0 узунликдаги иккиликмаж- 
муаларнинг бирор туплами булсин. Агар (n + k+  1) аргументли 
(к+\) та  кисман аникланган Ф, мантик алгебрасининг функ- 
цияларидан иборат Ф  мажмуа курсатилган булса, у холда О. 
рухеат этилган холатлар тупламида п киришга эга булган 
U(C1, п) автомат берилган деб аталади.



Бу ерда Ф, функциялар шундай (п + к + 1) узунликдаги 
иккилик мажмуаларда аникданганки, улардан (к+  1) та эле­
менти Q кирувчи мажмуа булади ва шу мажмуадаги Ф( функ­
цияларнинг киймати £2 га киради. Q тупламдаги элемент­
лар сони автоматнинг хотираси деб аталади. Агар автомат - 
нинг бошлангач холати ф° е Q, бирор натурал сон v (ушлаб 
туриш вакти) ва кар бир вакт моментида п узунликдаги 
5(0 = {5,(0, s2(t), ..., 5Я(/)} кириш сигналлар мажмуи берилган 
булса, у холда U(Q, п) автоматнинг иш жараёни аникланган 
деб аталади.

Агар автоматнинг иш жараёни аникланган булса, у холда 
t > v учун унинг кетма-кет \олатлари

ф(г + v) = Ф(ф(/), *(/)), ф(0) = ф°

формула оркали аникланади. Бу формула автоматнинг 
х,олатлар тенгламаси деб аталади. Равшанки, автоматнинг 
хар кандай вакт моментидаги холати ф(/) е Q булади. ф°(г) 
(t>  v) кетма-кетлик автоматнинг чициши (ишнинг натижаси) 
деб аталади. Агар к = 0 ва Ф факатгина s(t) га боглик булса, 
у холда U  автомат мантик алгебрасининг функциясига ай- 
ланади.

Кабул килинган бслгилашларда бир тактли функционал 
элементлардан ясалган тескари богланишли S  схема куйи­
даги характеристикам эга булган автоматни ифодалайди: 
v = 1; ф° бошлангич холат /= 0 моментдаги S  схема элемент- 
лари чикишларидаги сигналлари; £2 -  хамма мумкин булган 
элементлар чикишларидаги сигналлар мажмуи.

Шундай килиб, v = 1 ушлаб туриш вактига эга булган 
чекли автоматни бир тактли функционал элементлардан 
ясалган тескари богланишли схема оркали ифодалаш мумкин.

5- §. М или ва Мур автоматлари

\7\ Чекли автомат модели. Автомат ишининг каноник тенг­
ламаси. Инициал ва ноинициал автоматлар. Мили ва Мур 
автоматлари, улар орасидаги муносабатлар.
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5-& Мили ва Мур автоматлари и з

Чекли хотирали дискрет курилмалар чекли автомат мо­
дели булади. Бу автоматнинг п та х,, х2, хп кириши, т  та 
yv у2, Ут чикиши ва Q ={g0, чекли ички холати
мавжуд.

Чекли автомат дискрет вак,т / = 0, 1, 2, ... моментларида 
ишлайди. Агар t моментдаги х. киришнинг, у  чикишнинг 
ва g холатининг кийматларини мос равишда x.(t), y.(t) ва g(t) 
билан белгиласак, у холда автоматнинг иши куйидаги ка­
ноник тенглама билан ифодаланади:

y ft)  = Ф/х,(0, хл(0, О), (/' = 1, .... гп),
g (0 = V (x ,(0 , xn(t), g{ t -  1)). (1)

(1) тенгламалардаги ва у  функциялар мос равишда 
j  чикишнинг функцияси ва утииишр функцияси деб аталади. 
Автоматнинг иш жараёнини аникдаш учун унинг бошлан- 
гич g(0) холатини курсатиш керак.

Агар g(0) ва 1 -моментдаги кириш кийматлари х,(1), 
х2(1), ..., хп(1) маълум булса, у холда (1) каноник тенглама- 
дан фойдаланиб 1 -моментдаги чикиш у;(1) ва #(1) холат- 
нинг кийматини, g(l) ва х,(2), ..., хп(2) асосида 2 - момент­
даги чикиш у;(2) ва g(2) холатларни аниклаш мумкин ва 
Х.к. Икки турдаги автоматлар мавжуд: инициал ва инициал- 
мае (ноинициал). Инициал автоматларда бошлангич холат 
тайинланган (махкамланган) булади. Ноинициал автомат­
ларда бошлангич холат сифатида исталган холатни олиш 
мумкин.

Ихтиёрий сондаги кириш ва чик,ишга эга булган авто­
мат ишини аникяаш масаласи 1 та кириш ва 1 та чикишга 
эга булган автоматнинг ишини аникдаш масаласига келти- 
рилади. Шунинг учун асосий модель сифатида 1 та х ки- 
ришга ва 1 та у чикишга эга булган автоматларни курамиз. 
Бундай автоматлар куйидаги каноник тенглама билан ифо­
даланади:

у(0 = Ф(*(г), g(/- 1)), g(0 = v(x(0, g(/- О).
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Бундай турдаги автомат Мили автомати деб аталади.
Мили автомати чекли хотирали дискрет курилманинг 

ягона модели эмас. Иккинчи модель — Мур автомати 
мавжуд. Мур автоматида чициш киймати уша моментнинг 
узидаёк; ички холатнинг к,иймати билан аник;ланади. 
Мур автоматининг каноник тенгламаси куйидаги куринищда 
булади:

g(t) = y(x(t), g( t -  1)), y(t) = H g ( t-  1)).

Агар биринчи тенгламадан иккинчисига g(t) циймати- 
ни куйсак ва Ф = Ц у ) деб белгиласак, у холда иккинчи тенг- 
лама куйидаги куринишга келади:

у(0 = MvMO, git -  1)))) = Ф(х(/), g{t -  l)).

Демак, Мур автоматини Мили автоматининг хусусий 
холи деб к,араш мумкин. Бу ерда утиш функцияси махсус 
Ф = А(\|/) куринишда булади. Худди шу каби, Мили автома­
тини хам (айрим маънода) Мур автоматига келтириш мум­
кин.

Демак, %ар кандай инициал ва ноинициал Мили автомат­
лари учун уларга эквивалент булган инициал ва ноинициал Мур 
автоматлари мавжуд (и с б о т  и А.А.Шоломовнинг «Осно­
вы теории дискретных логических и вычислительных уст­
ройств» [49] китобида мавжуд).

Муаммоли масала ва топширицлар

1. Хар кандай тескари богланиши булмаган автоматни функ­
ционал элементлардан ясалган бирор схема орк;али ифо­
далаш мумкинлигини исботланг.

2. Хар кандай инициал ва ноинициат Мили автоматлари 
учун уларга эквивалент булган инициал ва ноинициал 
Мур автоматлари мавжуд эканлигини исботланг.

3. Хар цандай ишлаб туриш вак^и v = 1 булган чекли авто­
матни бир тактли функционал элементлардан ясалган 
схема оркдли ифодаланишини курсатинг.



6-§. Реле-кпнтакт.ш схемалар

Мустакил ишлаш учун савол ва топшириклар

1. Элементнинг юкори ва куйи индекси. Тугри схема.
2. Тескари богланиши булмаган автоматлар.
3. Характеристик функция. Кучсиз автоматли тулик система.
4. Тескари богланиши булган функционал элементлардан схемалар 

ясаш.
5. Чекли автомат хасида умумий тушунчалар.
6. Мили ва Мур автоматлари ва улар орасидаги муносабатлар.
7. Автомат ишининг каноник тенгламаси. Инициал ва ноинициал 

автоматлар.

6- §. Реле-контактли схемалар

[7[ Утказгичлар. Реле-контактли схемалар. Манфий кон- 
тактли реле. Мусбат контактли реле. Ушлаб туриш эле­
менти. Реле-контактли схема оркали функцияни реали­
зация этиш.

Бу параграфда мантик алгебраси функцияларини реле - 
контактли схемалар оркали реализация этиш усулини курамиз.

Агар хар бир утказгичга х  узгарувчини мос килиб куйсак, 
у холда х = 1 да утказгичда ток бор ва х = 0 да утказгичда ток 
йук деб хисоблаймиз. У холда утказгичларни кетма-кет ула- 
нишига узгарувчиларнинг конъюнкцияси (V II. 18-й шакл) ва 
параллел уланишига дизъюнкцияси (б) мос келади (V II. 18-6 
шакл). Утказгичларни кетма-кет ва параллел улаш натижа-

V II.18- шакл.



320|__________ VII БОБ. М А ТЕМ А ТИ К  М А Н ТИ К Н И Н Г  ТЕХНИКАГА ТА ТБИК.И

сила схема хосил киламиз. Бу схема факатгина монотон 
функцияларни реализация килади, чунки конъюнкция ва 
дизъюнкцияларнинг суперпозицияси оркали факат моно­
тон функцияларни ифодалаш мумкин. Ихтиёрий функция­
ларни реализация килиш учун х  функцияни реализация 
киладиган курилма керак булади. Буни манфий контактли 
реле оркали реализация килиш мумкин. Бундай реленинг 
схемаси V II. 19- шаклда тасвирланган. Агар А галтак урам- 
лари оркали ток утмаса (х = 0), у холда пружина В  контакт- 
ни юкорига тортади ва занжир уланади (туташади). Нати­
жада С чикишда ток пайдо булади (х  = 1). Агар х =  1 булса 
ва А галтак урами оркали ток утса, у холда В  контакт паст- 
га тортилади ва С чикишда ток булмайди, яъни х = 0 була­
ди. Демак, манфий контактли реле ф2 функцияни реали­
зация килади. Агар В  контакт киришига 1 урнига у сигнал 
берсак, у холда биз ху функцияни реализация киламиз 
(V II.20- шакл).

В С
1  о jo------------ х у -------------о л ------------ ху

V W V -------------А * ------------- v V V V

V II .19-шакл. V II.20- шакл.

Мусбат контактли реледа агар галтак урамида ток булса 
(х= 1), у холда В  контакт уланади ва С чикишда ток булмай­
ди ( х = 0 ) .  Шундай килиб, х  функцияни мусбат контактли 
реле оркали реализация килиш мумкин (VII.21- шакл). Маъ- 
лумки, агар утказгичда ток булса, у холда у хар тарафга 
таркалади. Масалан, x v y  ни V II. 18- шаклдаги схема орка­
ли реализация килсак, у холда х  = 1 ва у = 0 булганда, ток 
А нуктадан хар тарафга, шу жумладан, у утказгичга мос 
булган утказгич оркали хам >тади (у = 0 булишига карамас- 
дан). Бундай шароитда схеманинг иш жараёнида ноаник-
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У ------------ о ^ Ч > --------------ху

X ----------------ч/ W v -----------------

V II.21- шакл.

х ------------------------ V V W

У --------------------------------V V W

V II.22- шакл.

ликлар пайдо булади. Бу холдан кугилиш учун факат бир 
томонга ток утказадиган асбоблардан, шу жумладан, мус­
бат контактли реледан фойдаланиш мумкин. Масалан, мус­
бат контактли реледан фойдаланиб, л: v у ни реализация кдла- 
диган схемани V II.22- шаклда тасвирлангандек ясаш мумкин.

Энди реле-контактли схеманинг ишлаш вактини куриб 
утайлик. То к утказгичлар буйича бирданига тар кал ад и ва 
реле ишлаши учун (контакт уланиши учун) бир такт вакт 
кетади деб хисоблаймиз. Демак, V I I .20 ва V I I .21- шакллар- 
да х сигналга нисбатан у сигнал бир тактдан кейин берили- 
ши керак.

Схема чикишидаги сигнал (ху ёки х у ) у сигнал билан 
бир вактда пайдо булади. Шунинг учун схемада берилган 
сигналларни ишлаб чикиш учун сарф буладиган вактни до­
имо хисобга олиш керак, реализация буладиган функцияни 
узгартирмасдан, айрим вактларда, бу вактни узгартириш 
керак. Бу процедурани, худди бир тактли функционал эле­
ментлардан ясалган куп тактли схемаларда килганимиздек,
21 — Х.Тураев
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ху----

V II.23- шакл.



ушлаб туриш элементлари ёрдами билан бажариш мумкин. 
Ушлаб туриш элемента вазифасини мусбат контактли реле 
бажаради (V II.2 1 -шакл). Ушлаб туриш вакти 1 тактга тенг 
булади.

Та ър и ф . Агар реле-контактли схеманинг киришларига 
t моментда х,, х2, ..., хп сигналлар наборы берилганда, унинг 
чикишида t+ v  моментда / (* ,, х2, хп) сигнал пайдо булса, у 
холда реле-контактли схема / (* ,, х2, ..., хп) функцияни v уш­
лаб туриш вахты былан реализация килади деб аталади.

Кетма-кет берилган сигналлар бир-бирига боглик, булма­
ган х,олда ишлаб чикилади.

Шундай к,илиб, мантик алгебрасининг исталган функ­
циясини айрим ушлаб туриш вакти билан реле-контактли 
схема оркали реализация килиш мумкин. (Ушбу хулосани 
исбот килишни укувчига х,авола этамиз).

М и с о л . а) ху v z ; б) ху v z t ; в) ху v ух v xz функ­
циялар реле-контактли схема оркали реализация килинсин.

Берилган функцияларни схема оркали реализация килиш 
учун утказгичларни кетма-кет ва параллел улашлар нати­
жасида элементар конъюнкцияларни ва уларнинг дизъюнк- 
цияларини реализация киламиз. Манфий контактли реле- 
дан фойдаланиб узгарувчиларнинг ва айрим элементар конъ- 
юнкцияларнинг инкорларини реализация к,иламиз. Мусбат 
контактли реле оркали сигналларнинг бир вактда етиб ке- 
лишини таъминлаймиз. Натижада, VI 1.23- шаклда курсатил­
ган схсмаларга эга буламиз.

7- §. Контактли схемалар ва уларнинг синтези

[7[ Автоматнинг кириши. Автоматнинг чикиши. Контакт- 
ларни пара,ыел ва кетма-кет улаш. Утказувчанлик функ­
цияси. Мухим занжыр. П- схема.

Хар бир автомат турлича контактли ёки контактсиз схе- 
малардан фойдаланиш асосида тузилади. Биз контактли схе­
малар билан жихозланган автоматларнинг ишини умумий 
Холда кУриб утамиз.

7-§. Контакпыи схемалар в а уларнинг синтезы_________________________  | 323
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V II.24- шакл.

Масалан, VI 1.24- шаклда курсатилганидек, симлардан, 
иккита Т { ва Г, кутбдан, бешта /*,, Р5 кнопка билан таъ- 
минланган контактлардан ясалган тузилма контактли схе­
ма деб аталади. Г, кугб электр токи манбаини ифодалайди, 
Т 2 к,утб эса автоматнинг «чик,иши»да ишни бажарувчи 
кур ил мани билдиради. Автоматнинг «чик;иши»да иш бажа- 
рилганлиги хасида хабар берувчи контрол лампа урнатиш 
мумкинлигидан, Т 2 кугб мана шу лампани тасвирлайди деб 
айта оламиз.

Схемада кнопкалар тегишли равишда ёк;илса ва, демак, 
схема буйича ток юрадиган булиб контактлар тиютанса, 
Г, кугбдан Г, кугбга борган ток контрол лампочкани ён- 
диради.

Энди хар бир мураккаб контактли схеманинг таркибий 
к;исмларини ташкил этувчи энг содда контактли схемалар 
билан тапишамиз.

VTI.25- шаклдаги схема битта симдан, Г, ва Т 2 кутблар- 
дан ва Р  кнопкали битта контактдан ясалган.

Р  кнопка ёк,илганда, контакт тикланиб, ток схема буйича 
T t дан Т 2 га томон юради ва контрол лампа ёнади. Р  кнопка 
очик. булганда контакт узилиб, ток булмайди ва лампа 
ёнмайди. Р  кнопкага х — «Р  кнопка ёпик,» деган мулохаза- 
ни мос келтирамиз. Р  кнопка хак.ик;атан ёпик. булса, х  му­
лохаза чин булади. Бу холда контрол лампа ёнади. Р  кнопка 
очик. булганда эса х мулохаза ёлгон булади ва бу холда кон­
трол лампа ёнмайди.
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V II.25- шакл.

Шундай килиб, х  мулоказанинг чин-ёлгонлиги билан 
ток бор-йуклиги (контрол лампанинг ёниш-ёнмаслиги) ора­
сида узаро бир кийматли мослик урнатилади ма буни ушбу 
жадвал ифодалайди:
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X схемада ток
ч бор
ё йук

Энди кетма-кет уланган иккита Р  ва Q кнопкали (икки 
кетма-кет контактли) схемани олайлик (VI 1.26- шакл).

V II.26- шакл.

Р  ва Q кнопкаларга мос равишда х  — «Р  кнопка ёпик» 
ва у — « Q кнопка ёпик» деган муло\азаларпи мос келтира- 
миз. У холда

X У Схемада ток X A J '

I 1 бор 1
1 0 йук 0

0 1 йук 0

0 0 йук 0

Демак, схемада ток бор-йуктиги (хлу)  конъюнкиия- 
нинг чин-ёлгонлигига мос келади.



Параллел уланган икки Р  ва Q кнопкали схемага муро- 
жаат киламиз (VI 1.27- шакл).
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V II.27- шакл.

X У Схемада ток x v y

1 1 бор 1

1 0 бор 0

0 1 бор 0

0 0 йук 0

Демак, параллел уланган икки Р  ва Q контактли схема- 
да ток бор-йукдиги (xv y ) дизъюнкпиянинг чин-ёлгонлиги 
билан аникданади.

V II.26 ва V II.27- шаклларда берилган схемаларни умум- 
лаштириб, п та Р {, Рп кнопкани кетма-кет ва, шунинг- 
дек, параллел улаш мумкин. Бунинг натижасида п та кст- 
ма-кет ва п та параллел контактли схемалар ясалган булади. 
Улар мос равишда (х, л х2 л ... л  хл) ва (х, v  х2 v ... v  хя) функ- 
цияларни реализация килади, бу ерда х(. мулохаза Pt кнопка 
ёпик эканлигини билдиради.

Шундай жуфт-жуфт кнопкалар билан таъминлангап 
контактли схемаларни хам ясаш мумкинки, хар жуфт кноп- 
канинг исталган бири ёпилганда (очилганда), иккипчиси 
очилади (ёпилади). Бир жуфт кнопка Р  ва Ркаби белгила­
нади. Р  кнопкага х мулохаза мос келганда, Р  га х  нинг х 
инкорини мос келтириш табиийдир, чунки Р  — ёпик, Де_ 
мак, х чин булганда, Р  -  очик, демак, х -  ёлгон булади.

Бир жуфт кнопкали энг содда схемалардан биттаси куйи- 
дагичадир (V II.28- шакл).
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V II.28- шакл.

Кнопкаларнинг биттаси очилганда иккинчиси албатта 
ёпилгани учун бундай схемада ток х;еч качон булмайди. 
V II.28- шаклдаги схема жадвали куйидагича булади:

X X Схемада ток х л х
1 0 йук 0
0 1 йук 0

Бир жуфт кнопкали схемаларнинг иккинчиси куйида­
гича булади (V II.29- шакл):

VII.29- шакл.

Бу схемада ток х;ар доим бор, чунки Р  ёпик булса (у 
холда Р  очик булади), ток юкори симдан Р  оркали Утади. 
Схема жадвали куйидагича булади:

X X Схемада ток XV х
1 0 бор 1
0 1 бор 1

Шундай килиб, хар бир содда контактли схема мулоха­
залар алгебрасининг маълум бир функциясини реализация 
Килади. Бу функция контактли схеманинг ушказувчаняик 
Функцияси деб аталади. Биз куриб утган энг содда схемалар­
нинг Утказувчанлик функциялари куйидагича булади:

х, х л у, x v y ,  х л х  , x v  х . ( 1 )
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V II.30- шакл.

Q R 

Р_

Q

Бу функцияларнинг чинлик жадваллари тегишли схема- 
ларда качон ток булиши ва качон булмаслигини курсатади.

Содда схемаларнинг турли комбинацияларидан хар хил 
мураккаб контактли схемаларни тузиш мумкин. Бундай схе­
маларнинг хар бирига (1) функцияларнинг суперпозиция- 
сидан хосил килинган функциялар мос келади.

Масалан, V I 1.30-шаклдаги схеманинг утказувчанлик 
функциясини топайлик. Аввало, Р, Q, R  кнопкаларга мос 
равишда х, у, z мулохазаларни мос келтирамиз. У холда 
P , Q , R  га х, у, z мулохазалар мос келади. Схеманинг 
юк,ори кисми х л [(у л z) v х] формула билан, пастки кисми 
z а  у a  [х v  у\ формула билан ифодаланади. Юк,ори ва паст­
ки кисмлар параллел улангани учун бутун схеманинг утка­
зувчанлик функцияси куйидагича булади:

f ( x ,  У, Z) ~ {х А [(у A z ) V х]} V  [Z А у A (х V  >F)] .

Аксинча, мулохазалар алгебрасининг хар бир функция- 
сига бирор контактли схема мос келади. Масалан,

/ ( * ,  У, Z) = (X V  у) А (у V  Z) А (х V  у V Z) (2)
функция ва х, у, z узгарувчиларга мос келадиган Р х, Р2, Р} 
кнопкалар берилган булсин. У холда (2) функцияга V II.31- 
шаклдаги контактли схема мос келади.

Бундан кейин, схемаларнинг куриниши оддий булиши 
учун, контактни икки кугбга эга булган кесма оркали ифо- 
далаймиз (кесмани икки цутбли деб атаймиз). Агар кесма 
уланувчи булса, уни х  билан, ажратувчи булса, х  билан 
белгилаймиз. Бу ерда х  — галтакда реализация килинадиган



VII.31- шакл.

узгарувчи. Хар бир галтакка битта узгарувчи мос келади ва 
у билан исталганча сондаги контактлар уланиши мумкин. 
Кесмалар кутблари оркали бир-бирлари билан уланади. Хар 
бир схема кириш ва чикишга эга булади. Схеманинг кири­
шига ток берилганда, унинг чикишида бир тактдан кейин 
ток пайдо булса, у холда схемада утказувчанлик бор деб ай­
тилади, акс \олда, утказувчанлик йук; деб айтилади.

Кесмаларнинг V I I.32- шаклдагидек кетма-кет уланиши- 
ни занжир деб атаймиз.

V II.32- шакл.

Занжирда битта контакт бир неча марта к,атнашиши 
мумкин. Биринчи контактнинг кириши схеманинг кири­
шига ва охирги контактнинг чикиши схеманинг чикишига 
тугри келади. Узгарувчиларнинг бирор кийматлари маж\туи- 
да схеманинг (ДНШ  куринишидаги функцияни реализа­
ция киладиган схеманинг) чикишида ток булиши учун хеч 
булмаганда бирорта занжирнинг хамма контактлари улан- 
ган булиши етарли ва зарурдир. Агар схемага кирувчи хар 
бир Гзанжирга узгарувчиларнинг ёки улар инкорларининг 
Ur элементар конъюнкциясини мос килиб куйсак, у вактда 
схемага кирувчи занжирларга мос келган Г  элементар конъ- 
юнкцияларнинг дизъюнкциясига схеманинг утказувчанлик 
функцияси мос келади.



Щуни таъкидлаш керакки, схеманинг утказувчанлик 
функциясини хосил килиш учун айрим занжирларнинг 
дизъюнкциясини олиш кифоядир.

1 - т  а ъ р и ф . \ар бир кутбдан бир марта утган занжир 
мухим (жиддий) занжир деб аталади (яъни схеманинг кири­
ши ва чицишига биттадан контакт ва занжирнинг долган 
Кутбларига иккитадан контакт тугри келадиган занжир му- 
%им занжир деб аталади).

М и с о л л а р . 1. Хар бир схемада чекли сондаги мухим 
занжирлар мавжуд булишини исбот килинг.

2. Мухим занжирларга мос келувчи конъюнкиияларнинг 
дизыонкцияси схеманинг утказувчанлик функциясига тенг 
кучли эканлигини исбот килинг.

2- мисолнинг натижасига асосан, схемага к;араб унинг 
утказувчанлик функциясини ёзиш мумкин.

V I I.3 3 -шаклда берилган схемаларнинг утказувчанлик 
функцияларини топайлик. Бундан кейин рангсиз доирача 
билан схеманинг кириши ва кора рангли доирача билан схе­
манинг чикиши белгиланади. Ушбу формулалар

а) xyt v  tyt v x zv  tz v  yxt v  yxyz = yt v x zv  tzv  y x t ;
б) xyx v  xtx v  xytyx v  xtytx v xyx v xtx  v  xtytx v  xytyx = 0;
в) xy v tuv  xzu v  tzy

V II.33- шаклнинг мос равишда а), б) ва в) бандларида курса­
тилган схемаларнинг утказувчанлик функциялари булади.

У У
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V II.33- шакл.
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6) в) 

VII.34- шакл.

а)

Энди тескари масалани курайлик, яъни берилган фун- 
кцияга караб уни реализация киладиган схемани ясаш ма­
саласини курамиз. Бунинг учун функцияни Д Н Ш  куриниши­
га келтирамиз. Д НШ  ифодасидаги хар бир х,°' хр хр . . .хр 
элементар конъюнкцияга мос равишда битта кетма-кет улан- 
ган контактларни мос куямиз (V II.32- шаклга каранг). Бун­
дан кейин хамма киришларни ва чикишларни мос равишда 
айнан туташтирамиз. Х,осил килинган схема Д Н Ш  курини­
шидаги функцияни реализация килади.

Берилган: а) (у v  z) -»  ху ; б) zy ху ва в) (х + у + z) 
функцияларни контактли схемалар оркали реализация кдлай- 
лик. Бунинг учун функцияларни Д НШ  куринишига кел­
тирамиз:

а) (У v z) -»  ху = у v z v ху = yz  v ху (VII.34-о шакл);

б) zy <-» ух = (zy v  yx)(zy v ух) = (z v  у v  yx)(zy v у v  х) = 
= (Z V у)(у VX) = zyv  zx v  ух (V II.34-6 шакл);

в) х + у + z = xyz v  xyz v  xyz v  xyz (V II.34-е шакл).
Биз юкорида ДНШ  куринишидаги функцияни контакт­

ли схема оркали реализация этишни курдик. Табиийки, 
К Н Ш  куринишидаги функцияни хам контактли схема ор-
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V II.35- шакл. V II.36- шакл.

к.али реализация этиш мумкин. Бунинг учун, биринчи нав- 
батда, \ар бир элементар дизъюнкцияларни реализация кила­
диган схемалар тузамиз (V II.35- шакл). Иккинчи навбатда, 
элементар дизъюнкцияларга мос келган схемаларнинг бит- 
тасининг чикишини иккинчисининг киришига, иккинчи- 
сининг чикишини учинчисининг киришига ва хоказо улаб 
чикамиз (V II.3 6 -шакл). Биринчисининг кириши контакт­
ли схеманинг кириши ва охиргисининг чикиши схеманинг 
чикиши булади. Хосил килинган схема К Н Ш  куринишда- 
ги функцияни реализация килади.

Юкорида келтирилган алгоритмдан фойдаланиб, 
а) (у v z) -> ху ; б) ху ва в) (х + у + z) функцияларни
контактли схемалар оркали реализация этиш талаб этил- 
син.

a) f ( x ,  у, z) = (у v z ) -> ху функцияни К Н Ш  курини- 
шига келтирамиз ва уни соддалаштириш учун таниш булган 
ушбу

тенг кучли формулалардан фойдаланамиз:

М х , у , z) = у v г  v ху = y z v  ху = y(z v х) (VTI.37-a шакл);

б) f 2(x,y,z) = &  ^>yx = (zyvyx)(yxv&) =
= ( zvyvyx) (xvyvzy )  = ( zvy) (xvy)  (VI 1.37-5шакл);

х v ху = х, 
х  v ху = х v у , 
х(х v у) = ху ,

х(х V  у) = X, 
х  v ху = х v у , 
х(х  V  у) = ху
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Z Z У

Z X X
в)

VII.37- шакл.

в ) /з = x  + J  + ?; = ( x v y v z ) ( x v y v j : ) ( x v y v z ) A ( j : v j ' v ^ )

(VII.37-е шакл).
Параллел—кетма-кет улаш натижасида х,осил этилган 

схемалар классини индуктив тарзда ифодалайлик.
2 -та ър иф . Бир контактдан иборат схема элементар 

схема деб аталади. Элементар схемсишрнинг айримларини чек­
ли сон марта пара,1лел ва кетма-кет улаш натижасида хосил 
булган контакт схема параллел—кетм а-кет схема ёки 
П-схема деб аталади.

Равшанки, элементар схемалардан хдр кандай усул би­
лан ясалган П-схемага дизъюнкция, конъюнкция ва инкор 
амаллари билан ифодаланган утказувчанлик функцияси мос 
келади ва, аксинча, \ар кандай шундай функция учун маъ­
лум П-схема ясаш мумкин.

Изох,. Хар кандай контактли схема П-схема була ол­
майди.

М и с о л .  Берилган f x( x , y , z , t )  = ( x v y z ) ( x y v z t )  ва 
Л(*> У, Z, t ) = (Зс(у v ! ) v  t )x  функциялар учун П-схемалар 
ясаш талаб этилсин.

а) х, у, z, t, z ни реализация киладиган элементар схе­
маларни тузамиз (V II.38- шакл).
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V II.38- шакл.

х  ва у узгарувчиларга мос булган контактлар икки дона- 
дан булиши керак. Энди контактларни кетма-кет улаб, y z ,  
ху ва zt элементар конъюнкцияларни реализация к,иламиз 
(V II.39- шакл).

V II.39- шакл.

Учинчи кдцамда, параллел улашдан фойдаланиб, x w y z  
ва xyv zt функцияларни реализация киламиз (V II.40- шакл).

x v  yz

V II.40- шакл.

Хосил килитгган схемаларни кетма-кет улаб, берилган 
А (х, у, z, t) = ( x v  yz)(xy v zt) функцияни реализация эта­
диган П-схемага эга буламиз (VI 1.41-шакл).

VII.41- шакл.



ft- §. Контакт схемаларни минималлаштириш муаммоси

б) f i ( x ^y,Z , t )  = {x(yw z ) ^ t ) x  функцияни реализация 
киладиган П-схема V II.4 2 -шаклда курсатилган.

х у f i x  
а) о---------- • о---------- • о---------- • о---------- • о---------- •

б)

Z

У

в) О— ^

t

V II.42- шакл.

8- §. Контакт схемаларни минималлаштириш 
муаммоси

\7\ Минимал схема. Схемаларни минималлаштириш муаммоси.
Минимал схема булишлик шарти. Шеннон функцияси.
Контактлар сонини бах,олаш.

Маълумки, битта функциянинг Узини хар хил контакт­
ли схемалар оркали реализация килиш мумкин, чунки функ­
циянинг Д НШ  (К Н Ш ) куриниши ягона эмас. Функцияни 
контактли схема оркали реализация этишда, табиийки, схе- 
мада мавжуд булган контактлар сони мумкин булгунча энг 
кам булишига ёки, хеч булмаганда, шу энг кам сондан сал- 
гина ортикрок булишига интиламиз. Битта утказувчанлик 
Функциясига эга булган хамма схемалар ичида мумкин 
бУлгунча энг кам сонли контактга эга булган схемани 
минимал схема деб айтилади.



Мантик, алгебраси функцияларини минимал схемалар 
орк,али реализация этиш муаммосини ечиш жуда катта ил- 
мий-амалий ахамиятга эга булган долзарб муаммодир. Аф- 
суски, аник; схемаларнинг минимал схема эканлигини ис­
ботлаш айрим \оллардагина мумкин.

Схемаларни минималлаштириш муаммоси мантик, ал- 
гебраси функцияларини минималлаштириш муаммоси би­
лан чамбарчас боглангандир.

Айрим холларда берилган схеманинг минимал схема 
эканлигини курсатадиган хусусиятларни топиш мумкин. 
Буни мисолларда курайлик.

Агар бирорта узгарувчи функциянинг сохта эмас (му- 
х,им) аргументи булса, у холда ушбу функцияни реализация 
этадиган схемада камида уша узгарувчига мос келадиган 
бир дона контакт мавжуд булиши керак. «Куприкча» реали­
зация этадиган утказувчанлик функцияси / (х , у, z, и, t ) = 
= ху v гм v xz.u v tzu булади. Бу функциянинг х,амма х, у, z, t, и 
аргументлари мухим аргументлардир (масалан, t = z = и = О, 
у = 1 булганда, функциянинг киймати х  га боглик булади; 
х  = и = 1 булганда функциянинг киймати z га боглик булади 
ва \оказо). Схемада бу аргумснтларга мос келган контакт- 
лар бир мартадан катнашган. Демак, «куприкча» схемаси 
минимал схемадир.

Шундай к,илиб, агар схемадаги контактлар хар хил узга- 
рувчиларга мос келса ва бу узгарувчилар утказувчанлик 
функциясининг мухим аргументлари булса, у холда схема 
минимал схема булади.

Энди V II.43- шаклда ифодаланган схема минимал схе­
ма булишини курсатайлик.

Берилган бу ихтиёрий схемада х, узгарувчига мос булган 
контактлар факат мусбат булсин. У х,олда / ( х р х2, ..., хп) 
утказувчанлик функцияси учун

/(Хр Xj, Хп) >/(0, Х2, ..., Хл)
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V II.43- шакл.

муносабат хамма х2, ..., хп учун бажарилади (агар схемада 
айрим контактлар уланган булса, у холда схемада утказув­
чанлик йуколмайди). Худди шу каби, агар х, га факатгина 
манфий контактли контактлар мос келса, у холда

/(1 , х2, ..., хя)< /(0 , х2, ..., хп)

муносабат хамма х2, х3, ..., хп учун бажарилади.
Шундай сигналлар мажмуи (а2, а3, ..., а )  мавжуд бул- 

синки,/(1, а2, ..., ая)< /(0 , а2, ..., а )  бажарилсин. У холда 
/  функция х, аргументи буйича усмайди ва /  функцияни 
реализация киладиган хар кандай схемада х, га мос булган 
манфий контакт бор деб айтамиз.

Худди шу каби, (Р2, ..., Ря) мажмуа учун
/ ( 1,р2, ..., Р„) >/(0, р2, ..., ря)

бажарилса, у холда /функция х, аргументи буйича камай- 
майди ва /  ни реализация киладиган схемада х, га мос мус­
бат контакт бор деб айтамиз. Агарда/функция х, аргументи 
буйича на камаювчи ва на усувчи функция булса, у холда 
/  функцияни реализация килувчи схемада х, аргумент бу­
йича хам манфий, хам мусбат контактлар мавжуд булади. 
VII.44- шаклдаги схеманинг утказувчанлик функциясининг
/  = x,x2..xnvx, Х2 ... хя куриниши булади. а2 = а3 = ... = аи = 0 да 

/  функция х, аргументи буйича ортувчи булмайди ва 
Р2 = Р3 =... = рп= 1 да камаювчи булмайди. Курилаётган функ­
ция хамма аргументларига нисбатан симметрик булгани 
Учун, колган хамма аргументлари буйича хам усувчи ва кама-

2̂ -  Х-Тураев



[3381 VII БОБ. М АТЕМ АТИК М АН ТИ КН И Н Г ТЕХНИКАГА ТАТБИК.И

V II.44- шакл.

ювчи функция булмайди. Курилаётган схемада хар бир узга- 
рувчига мусбат ва манфий контакт тугри келгани учун бу 
схема минимал схема булади.

Демак, агар схемада у;ар бир узгарувчига биттадан мус­
бат ва манфий контакт мос келиб, функциянинг %амма аргу- 
ментлари мух,им аргументлар булса ва бу узгарувчилар буйича 
функция усувчи х,ам, камаювчи х,ам булмаса, у х,олда схема 
минимал схема булади.

/  = x,x2...x,,v х, х2 ... хп функцияни реализация килади­
ган V II.44- шаклдаги схемадан фарк киладиган минимал схе­
ма тузиш талаб этилсин. Бунинг учун /  функцияни

/  = (х, v x 2)(x2 V X 3)(X3 v x 4)...(x„_, VX„)(X„ VX, )

куринишдаги КНШ га келтирамиз ва уни реализация кила­
диган схема минимал булади (V II.44- шакл).

Демак, битта функцияни хар хил минимал схемалар ор­
кали реализация килиш мумкин экан, яъни минимал схема 
ягона эмас.

П-схемалар тупламида (классида) хам минимал схема­
лар мавжуд булади. Минимал П-схема хамма схемалар клас­
сида хам минимал схема була оладими ёки йукми деган 
савол тугилади.

«Куприкча» минимал схемаси оркали реализация килин­
ган /  = ху v tu v xzu v tzy функция учун 5 контактли П-схе­
ма мавжуд эмаслиги куйилган саволга жавоб беради.

/(х ,, ..., хп) мантик алгебрасининг функцияси булсин. 
L ( f )  оркали уни реализация киладиган минимал схемадаги
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контактлар сонини ва L n(f)  оркали П-схемадаги контакт­
лар сонини белгилаймиз. У холда

I  L ( f )  < L n( f )

булади. та xL( f )  = Цп)  ва та x L n( f)  = L n(n) лар Шеннон функ­
ция/гари деб аталади. п аргументли /(х ,, ..., хп) функцияни 
схема оркали реализация килиш учун зарур булган макси­
мал ва минимал контактлар сонини топиш масаласи катта 
амалий ахамиятга эга эканлиги хаммамизга маълум. Ил- 
мий изланишлар хозирги вактда куйидаги бах,они беради:

—  < Д п) < 3 • 2я-1 -  2.

Муаммоли масала ва топширицлар

1. Куйидаги функцияларни реализация киладиган реле- 
контактли схемалар ясанг:
a) x  + y+z\ б) (х->.у)<-»г; в) ( x y v z ) - ^ r ,
г) х  - >у -»  z\ д) (х v у) <-> £  е) х г -»  z;
ж) (х у) -> z; з) (х у) <-> г; и) (х -> >>) v z-

2. Хар бир схемада чекли сондаги мухим занжирлар мав­
жуд булишини исбот килинг.

3. Мухим занжирларга мос келувчи конъюнкцияларнинг 
дизъюнкцияси схеманинг утказувчанлик функциясига 
тенг кучли эканлигини исбот килинг. Мисолнинг нати- 
жасига асосан, схемага караб унинг утказувчанлик функ­
циясини ёзинг.

4. Хар кандай контакт схема П-схема була олмаслигини 
исботланг.

5. 1) Куйидаги функцияларни реализация киладиган П-схе- 
маларни топинг:
f\(х, у, z) = х -> у -»  z, / 2(х, у, z) = х у z ,
/з(х, у, Z, 0  = (ху V t) <-> (ху -> Z ) ,
Л (х , у, Z, t) = (х V  у V г)(х  V У v t)(xt V  yz)-



2) VI 1.45- шаклда курсатилган схема («куприкча») П - 
схсма була олмаслигини исботланг.
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6. Агар куйидагилар аник, булса, у холда турт талабадан 
цайси бири имтихон топширган:
1) агар биринчи талаба имтихон топширган булса, у холда 
иккинчиси хам топширган;
2) агар иккинчи талаба имтихон топширган булса, у холда 
учинчиси топширган ёки биринчиси топширмаган;
3) агар туртинчи талаба имтихон топширмаган булса, 
у холда биринчиси топширган ва учинчиси топширмаган;
4) агар туртинчи талаба имтихон топширган булса, у холда 
биринчиси хам топширган.

7. Туртта дуст — Сафаров (С), Бекмуродов (Б), Х^жаев (А), 
Азизов (А) мехнат таътилларини турт шахарда -  Тошкент, 
Бухоро, Самарканд ва Фаргонада утказишга келишдилар. 
Куйидаги чеклашлар мавжуд булган холда улардан хар 
бирининг кайси шахарга боришини аникланг:
1) агар С Тошкентга бормаса, у холда X  Бухорога бор- 
майди;
2) Агар Б  Тошкентга хам, Фаргонага хам бормаса, у холда 
С Тошкентга боради;
3) агар X  Фаргонага бормаса, у холда Б  Самаркандга 
боради;
4) агар А Тошкентга бормаса, у холда Б  Тошкентга 
бормайди;



Муаммоли масала ва топширицлар &
5) агар А Бухорога бормаса, у холда Б  Тошкентга бор- 
майди.

8. Терговчи бир вактда уч гувохни — Донакул, Тошпулат ва 
Крсимни сурок, килди. Уларнинг курсатмалари бир- 
бириникига карама-карши эди ва уларнинг хар бири 
кимнидир ёлгончиликда айбларди:
1) Донакул Тошпулатни ёлгон курсатма беряпти деб 
айбларди;
2) Тошпулат К,осимни ёлгончи деб айбларди;
3) Косим терговчини Тошпулатга хам, Донакулга хам 
ишонмасликка чакирарди.
Аммо терговчи уларга бирорта хам савол бермасдан ким 
тутри гапираётганини аникдади. Гувохлардан к,айси бири 
тугри гапираётган эди?

9. «Уч талабадан к,айси бири математик мантикни укиган» 
деган саволга ушбу тугри жавоб олинган: «Агар биринчиси 
укиган булса, у холда учинчиси хам укиган, аммо, агар 
иккинчиси укиган булса, у холда учинчиси хам укиган 
дегани нотугри».
Ким математик мантикни укиган?

Мустацил ишлаш учун савол ва топширикдар

1. Мусбат ва манфий контактли реле.
2. Реле-контактли схема оркали функцияни реализация килиш.
3. Контактларни параллел ва кетма-кет улаш. Утказувчанлик функ- 

цияси.
4. Мух,им занжир ва П-схема \акида тушунчалар.
5. Контакт схемаларни минималлаштириш муаммоси. Минимал схема 

булишлик шарти.
6. Шеннон функцияси. Контактлар сонини бахрлаш.



М А Т Е М А Т И К  М А Н ТИ К , Ф У Н К -  
Ц И Я Л А Р И Н И  М И Н И М А Л -  
Л А Ш Т И Р И Ш  М У А М М О С И

Мазкур бобда дискрет математикани математик кибер- 
нстикага татбики, яъни минимал дизъюнктив нормал шакл­
даги функцияларни ясаш ва уларни ечиш йуллари курса­
тилган. Бу ерда дизъюнктив нормал шакл (ДНШ )ни содда- 
лаштириш, энг киска Д Н Ш , кискартирилган Д НШ , тупик- 
ли ДНШ , Квайн ДНШ  ва минимал Д НШ  ни ясаш алгоритм- 
лари келтирилган. Аналитик ва геометрик тарздаги алго- 
ритмларнинг эквивалентлиги курсатилган.

1- §. Масаланинг куйилиши

[̂ 7[ Элементар конъюнкцияпинг ранги. Мулохазалар алгебраси 
функцыяларыны минималлаштириш муаммоси. Соддалик 
индексы ва унинг ху су сыятлари. Минимал ДНШ . Энг к,иск,а 
ДНШ . Тривиал алгоритм. «Бирма-бир куздан кечириш» 
алгоритми.

1-таъриф . Ушбу
К  = х°' • х°2 • • • x f; (у *  ц да /у*  /ц) (1)

ифода элементар конъюнкция деб аталади. г сон элементар 
конъюнкциянинг ранги дейилади. Константа 1 ни ранги 0 га 
тенг булган элементар конъюнкция деб биламиз.

2- т  а ъ р и ф. Ушбу

D = v  К., (/- j  да К  *  К )  (2)/-I 1 1
ифода дизъюнктив нормал шакл (ДНШ) деб аталади, бу ерда 
К. — рангы i  га тенг булган элементар конъюнкцыя.

Маълумки, D дизъюнктив нормал шакл мантик алгеб­
расининг маълум бир /(х,, Xj, ..., хп) функциясини реализа­
ция килади. Мантик алгебрасининг \ар кандай/(х,, х2, ..., хИ)



(/ф 0) функциясипи ДНШ  куринишига келтириш мумкин- 
лигини, яъни

Z)=/(xp х2, ..., хя) (3)
ни 11 бобда таъкидлаган эдик.

Бундай Д Н Ш  сифатида/ функциянинг мукаммал дизъ­
юнктив нормал шаклини (М ДНШ ) олиш мумкин, яъни

D = v  х?'хв2К..х°я' .  (4)
(0\’02../(0|,о2,...,оя Н

1-м исол. f { x v х2, х3) функция куйидаги чинлик жад­
вали билан берилган булсин.

/- £ Масаланинг куйилиши _____________________________________ №

*1 *2 *3 / ( * , ,  Х2, Х}) *1 *2 *3 Дх,, х2, х3)
0 0 0 1 1 0 0 1
0 0 1 0 1 0 1 1
0 1 0 0 1 1 0 1
0 1 1 0 1 1 1 1

У х,олда бу функцияни куйидаги МДНШ  куринишида 
ифодалаш мумкин:

Z), = x,x2x3 v  х,х2х3 v  х ,х2х3 v  х,х2х3 v  х,х2х3. (5) 

Иккинчи тарафдан, шу функциянинг узини

А  = З Д  v * i (6)
ДНШ  куринишида \ам ифодалаш мумкин (чинлик жадва­
ли орк,али аникдашни укувчига хавола этамиз).

Ушбу мисол курсатяптики, мантик, алгебрасининг битта 
функциясини бир нечта Д Н Ш  куринишида ифодалаш мум­
кин.

Агарда D, билан D2 куринишларини так,к,осласак, у холда 
ифодасида 15 та узгарувчи символи ва 5 та элементар 

конъюнкция к,атнашаётганлигини, D2 ифодасида эса 3 та
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узгарувчи символи ва 2 та элементар конъюнкция катнаша- 
ётганлигини курамиз. Демак, Z>2 формула узгарувчилар сим­
воли (элемс1ггар конъюнкциялар) сонига нисбатан Z), га Кара­
ганда соддарок формула хисобланади.

Агарда Z), ва D2 куринишлардаги функцияни:
а) контактли схема оркали реализация килсак, у х,олда 

D] ни реализация килиш учун 15 та контакт ва D2 ни реали­
зация килиш учун 3 та контакт талаб этилади;

б) ноль тактли функционал элементлардан ясалган схе­
ма оркали реализация этсак, у холда D] ни реализация килиш 
учун 21 дона функционал элемент ва D2 ни реализация килиш 
учун 4 дона функционал элемент сарф булади;

в) бир тактли функционал элементлардан ясалган куп 
тактли тугри схема оркали реализация килиш талаб этилса, 
у холда D] ни реализация этиш учун 33 дона функционал 
элемент, шу жумладан, 12 дона ушлаб туриш элементи ва 
D2 н и  реализация килиш учун 6 дона, шу жумладан, 2 дона 
ушлаб туриш элементи керак булади (бу мулохазаларнинг 
чинлигини исботлашни укувчига хавола этамиз).

Демак, D ] ни реализация киладиган схеманинг (кандай 
схема булишидан катъи назар) таннархи D2 ни реализация 
Киладиган схеманинг таннархидан анча киммат (ортик) ту- 
ради.

Шунинг учун хам мантик алгебраси функцияларини 
минималлаштириш муаммоси (халк х5окалиги учун) катта 
амалий ахамиятга эгадир. Бу масалани хал этиш учун ДНШ  
нинг «мураккаблигини» ифодаловчи L(D)  содцалик индек- 
сини киритамиз.

L(D)  функционал учун куйидаги аксиомаларнинг бажа- 
рилишини талаб киламиз.

I .  Манфий эмаслиги хакидаги аксиома. Х,ар кандай 
ДНШ  учун L{D) > 0.

И . Монотонлиги хакидаги аксиома (купайтмага нисба­
тан). Агар D  = Z)1 v х * 'К ' булса, у холда

U D ) > L (D [ v К 1). (V



I I I .  Каваршушги хакндаги аксиома (кушишга нисбатан). 
Агар D = Д, v Д  ва Щ л D2 s  0 булса, у х,олда

ДД) > Д Д ,) + Д Д 2). (8)
IV . Инвариантлик х.ацидаги аксиома (изоморфизмга нис­

батан). Агар R' ДНШ  R  ДНШ  дан узгарувчиларни кайта 
номлаш (айнан тенглаштиришсиз) усули билан хосил килин­
ган б л̂са, у холда

Д Д )  = Д Д .
Дизъюнктив нормал шакллар учун мавжуд булган сод- 

далик индексларини келтирайлик.
1. L B{D) -  берилган D  дизъюнктив нормал шаклдаги 

узгарувчилар харфларининг сони. Масалан, бизнинг мисо- 
лимиздаги 2), ва Д, учун L E{D )  = 15 ва L E(D2) -  3, яъни бу 
индексга нисбатан D2 Д НШ  Z), Д Н Ш  га Караганда содда- 
рокдир.

2. L^ D ) — берилган D дизъюнктив нормал шаклдаги эле­
ментар конъюнкциялар сони. Z), ва D2 учун L K(DX) = 5 ва 
L ^ D 2) = 2, яъни D2 бу индексга нисбатан хам Z), га Караган­
да соддарокдир.

3. Lq(D) — берилган D  дизъюнктив нормал шаклдаги ин­
кор (-) символининг сони. D { ва D2 лар учун L 0(DX) = 6 ва 
L q(D2) = 2, демак, Д  бу индекс учун хам Z), га нисбатан 
соддарок экан.

L S(D), L K(D) ва L 0(D) индекслар юкорида келтирилган 
аксиомаларни каноатлантиради.

Маълумки, {х,, х2, ..., хп} узгарувчилар тупламидан 3" та 
элементар конъюнкция тузиш мумкин («буш» конъюнкция- 
га 1 константа мос килиб куйилган). Бундан уз навбатида 
{*,, х2, ..., хп} туплам элементларидан 23' та дизъюнктив 
нормал шакл тузиш мумкинлиги келиб чикади.

3- т  а ъ р и ф. Агар f { x v ..., х  ) функцияни реализация килув­
чи Д Н Ш  L(D) индексга нисбатан минимал булса, у у;олда бун­
дай Д Н Ш  L  га нисбатан минимал Д НШ , Ь к индексга нисба­
тан минимал булган Д Н Ш  эса энг цисца дизъюнктив нормал 
шакл деб аталади.

/-ft Масаланинг куйипиши _______________  | 345
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Бундан кейин L b индексга нисбатан минимал булган 
ДНШ  ни минимал дизъюнктив шакл деб атаймиз.

1- мисолни тахдил кдлайлик.
1 D2 = х2х3 v х, Д Н Ш  минимал Д НШ  булади, чунки 

ушбу ДНШ  оркали ифодаланган Дх,, х3, х3) функциянинг 
х,, х2, х3 аргументлари мухим (сохта эмас) аргументлардир. 
Шунинг учун уни учтадан кам х,арф билан ифодалаш мум­
кин эмас.

2. D2 = х2х3 v х, Д Н Ш  энг киска Д НШ  булади, чунки 
ушбу ДНШ  билан ифодаланган/(х,, х2, х3) функция хар к,ан- 
дай элементар конъюнкция дан фарк кулади.

3. Д  = х2х3 v х, Д Н Ш  L 0 индексга нисбатан минимал 
Д Н Ш  булади, чунки ушбу Д Н Ш  билан ифодаланган 
Дх,, х2, х3) функция х2 ва х3 Узгарувчилари буйича усувчи 
функция эмас ва, демак, уни иккита инкордан кам инкор 
катнашган Д НШ  куринишида ифодалаш мумкин.

Бизнинг бу бобдаги асосий вазифамиз, математик ман­
тикнинг ихтиёрий Д х ,, х2...... хя) функцияси учун L  индекс­
га нисбатан минимал дизъюнктив нормал шаклни кандай 
усуллар ёрдами билан топишдан иборат булади. Бу муаммо 
математик мантик функцияларини минималлаштириш. муам­
моси деб аталади. Бу масала ечимининг тривиал алгоритми 
мавжудлигини курсатамиз.

1. {х,, х2, хя} узгарувчилар тупламида хамма 23' та

/),, D2, ..., D дизъюнктив нормал шаклларни маълум тар­
тибда тузамиз.

2. Кейин бу ДНШлардан Д х,, х2, ..., хя) функцияни 
реализация киладиган Д Н Ш  ларни ажратиб оламиз.

3. Ажратиб олинган Д Н Ш  лар содцалик индексларининг 
( L e, L k, L 0) микаорларини хисоблаб чикамиз.

4. Хисоблаб чикилган индекслар микдорларини бир-би- 
рига таккослаш йули билан L  га нисбатан минимал булган 
ДНШ  ни топамиз.
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Келтирилгаи алгоритмни амалий реализация килиш учун 
жуда \ам куп ме^нат талаб этилади, чунки камида 2Г  та 
кичик амални (опсрацияни) бажаришга тугри келади. Ма­
салан, п = 3 булганда, f ( x [t х2, х3) функцияни реализация 
киладиган L  индексга нисбатан минимал дизъюнктив нор­
мал шаклларни топиш учун камида 2 ’’ = 134 2 17 728 та амал­
ни бажаришга тугри келади. Шунинг учун п > 3 дан бошлаб 
бу алгоритмдан фойдаланиш мантикка тугри келмайди, ун- 
дан факатгина п -  1 ва п = 2 доллар учун фойдаланиш мумкин.

Демак, «бирма-бир куздан кечириш» алгоритми мини­
мал дизъюнктив нормал шаклни топиш масаласида амалий 
ёрдам бермайдиган алгоритмдир. Шунинг учун мантик ал­
гебраси функциясини минималлаштиришнинг бошка усул- 
ларини излашга тугри келади.

2- §. Дизъюнктив нормал шаклни соддалаштириш ва 
тупикли Д Н Ш

ГУ\ Д Н Ш  ни соддалаштиришнинг икки хил Нули. Элементар 
коиъюнщияни четлаштириш жараёни. Купайтувчини чет- 
лаштириш жараёни. Тупикли Д НШ . Минимал ДНШ га кел­
тириш хакидаги теоремалар. Мисоллар.

D ихтиёрий ДНШ  ва

D = D ' v  К, D =  D l v x ° ‘ K l (1)

булсин, бу ерда D 1 -  бирор Д Н Ш , К  — берилган D  нинг 
бирор элементар конъюнкцияси, х°' — шу К  нинг бирорта 
купайтувчиси, К 1 эса К  нинг колган купайтувчилари, 
К  = х°‘ К [ . Д Н Ш  ни соддалаштиришнинг икки хил йулини 
(типини) куриб утайлик.

I .  Элементар конъюнкцияни четлаштириш жараёни 
(операцияси). D  Д Н Ш  дан D'  Д Н Ш  га утиш учун К  эле­
ментар конъюнкциями четлаштириш керак. Бундай узгар- 
тириш D - D '  булганда ва факат шундагина мумкин.



I I .  Купайтувчини четлаштириш операцияси (жараёни).
D ДНШ  дан D' v К 1 ДНШ  га утиш операцияси. Буни бажа­
риш учун К  элементар конъюнкция ифодасидан х°‘ купай­
тувчини четлаштириш керак. Бу алмаштириш D = D l v К' 
булганда аникданган.

1-таъриф . I  ва 11 алмаштиришлар йуллари билан сод- 
далаштириш мумкин булмаган D дизъюнктив нормал шакл 
( I  ва И  алмаштиришларга нисбатан) тупикли Д Н Ш  (ТД Н Ш )  
деб аталади.

1-м исол. D = х2х 3 v х, Д Н Ш  I ва I I  алмаштиришлар­
га нисбатан тупикли Д Н Ш  булади.

(1) ва монотонлик аксиомасига асосан L(D' )  < L ( D ) ва 
L(D'  v AT') < L(D)  булади. Шунинг учун ТД Н Ш  лар орасида 
х;ар доим минимал дизъюнктив нормал шакллар мавжуд була­
ди.

Энди Д НШ  ни юк;орида келтирилган иккита алмашти­
риш асосида соддалаштириш алгоритмини келтирамиз.

1. Дх,, х2, х,) функцияни ифодаловчи бирор ДНШ  ни 
дастлабки ДНШ  сифатида оламиз. Масалан, шундай ДНШ  
сифатида унинг мукаммал дизъюнктив нормал шаклини ола­
миз (чунки чинлик жадвали асосида уни формула оркали 
осонгина ёзиш мумкин).

2. Дастлабки дизъюнктив нормал шаклда кушилувчи- 
ларни ва хар бир кушилувчидаги купайтувчиларни тартибга 
соламиз. Бу тартиблаш билан Д НШ  куриниши берилади.

3. Чапдан унгга караб ДНШ  куриниши курилиб утила- 
ди. Навбатдаги Ki (/= 1, 2, ..., п) элементар конъюнкцияга 
нисбатан К. элементар конъюнкцияни четлаштириш опера­
цияси кулланилади, агар бу мумкин булмаса, у холда чап­
дан унгга к;араб К ,. = х ”' х " 2 ...х°г элементар конъюнкция- 
ларнинг х°у (v= 1, 2, ..., г) купайтувчи хаолари куриб чики- 
лади ва уларга нисбатан мумкин булгунга к,адар x°v купай­
тувчини четлаштириш операцияси кулланилади. Шундан 
сунг кейинги элементар конъюнкцияга утилади.
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Охирги элементар конъюнкцияни ишлаб чиккандан ке­
йин, хосил булган Д Н Ш  ни яна кайтадан чапдан унгга караб 
куриб чикдлади ва элементар конъюнкцияни четлаштириш 
операцияси синаб курилади.

Натижада изланган дизъюнктив нормал шаклга эга була­
миз.

1-теорема. Соддалаштириш алгоритмини куллаш на­
тижасида ^осил килинган дизъюнктив нормал шакл ( I  ва I I  
алмаштиришларга нисбатан) минимал Д Н Ш  булади.

2 - ми с о л . Куйидаги чинлик жадвалида берилган 
Д хр х2, х3) функцияни куриб чи^айлик
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1-жад вал

х2 *3 Дхр х2, х3) х2 *3 Дхр х2, х3)

0 0 0 1 1 0 0 1

0 0 1 1 1 0 1 0

0 1 0 0 1 1 0 1

0 1 1 1 1 1 1 1

Дхр х2, х3) функция учун дастлабки Д Н Ш  сифатида 
МДНШни оламиз ва икки тартиблашни утказамиз:

D' = х ,х2х3 v  х ,х2х3 v  х,х2х 3 v  х,х2х 3 v  х ,х2х 3 v  х ,х2х3 ,
D "  = х ,х2х3 v  х3х,х2 v  х 2х,х3 v  х ,х2х3 v  х 3х,х2 v  х ,х2х 3 .

D' тартибга солинган ДНШ  учун алгоритмнинг ишла- 
шини курамиз.

1. х ,х2х3 конъюнкцияни четлаштириш мумкин эмас, 
аммо х, купайтувчини четлаштириш мумкин, чунки

х 2х3 = х ,х2х 3 v  х,х2х3.

Натижада х2х3 конъюнкцияга эга буламиз, ундан би- 
рорта хам купайтувчини четлаштириш мумкин эмас.



2. х,х2х3 конъюнкцияни хам четлаштириш мумкин 
эмас. Бу конъюнкциядан х, купайтувчини четлаштириш 
мумкин эмаслигини осонгина куриш мумкин, лекин х2 
купайтувчига нисбатан уни четлаштириш операциясини 
Куллаш мумкин. х ,х3 конъюнкцияни х;осил киламиз. Купай­
тувчини четлаштириш операциясини ишлатиб, соддалашти­
риш мумкин эмас.

3. х ,х2х3 конъюнкцияни четлаштириш мумкин, чунки

Х ,Х3 =  Х ,Х2Х3 v х, х2х 3.

4. х ,х2х3 конъюнкция™ хам четлаштириш мумкин, чунки

х 2х3 = х,х2х3 V  х,х2х 3.

5. х,х2х3 конъюнкцияни четлаштириш мумкин эмас, 
бирок, х2 купайтувчини ташлаб юбориш мумкин. Натижада 
х ,х3 конъюнкцияга эга буламиз. Бу конъюнкцияга нисба­
тан купайтувчини четлаштириш операциясини ишлатиб, уни 
соддалаштириш мумкин эмас.

6. х ,х2х3 конъюнкцияни хам четлаштириш мумкин эмас, 
аммо ундан х, купайтувчини четлаштириш мумкин. Нати­
жада, х2х, конъюнкцияни хосил киламиз ва уни бошка сод­
далаштириш мумкин эмас.

Шундай килиб, х ,х3 v х,х3 v х,х3 v x 2x3 Д НШ  ни хосил 
киламиз. Бу ДНШ  га нисбатан конъюнкцияни четлашти­
риш операциясини ишлатиш натижа бермайди.

Демак, соддалаштириш алгоритмини ишлатиш натижа­
сида

D = х2х 3 v х,х3 v х,х3 v х 2х 3 (2)

дизъюнктив нормал шаклни хосил киламиз. Келтирилган 
х;исоблар 2- жадвалда акс эттирилган.
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2-жадвал

Кддам
т.р.

ДНШ ва 
курилаётган 

тартиб

Текшири-
лаётган

конъюнкция

Операция
тури

1 Х|Х2Х3 V х,х2х3 V Х,Х2Х3 V  

V х,х2х3 V Х,Х2.Х3 V Х1ХгХ,
х ,х 2х 3 х, ни четлаш­

тириш

2 Х2ХJ v  *,х2х3 V jC,X2JC3 V  

V Х,Х2Х3 V Х,Х2Х3 V Х,Х2Х3

Х,Х2Х3 х2 ни четлаш­
тириш

3 х 2х 3 V  х ,х 3 V Х,Х2Х3 V 

V Х,Х2Х3 V Х,Х2Х3 V Х,Х2Х3

X.XjXj ни чет­
лаштириш

4 Х2Ху v  jc,x3 V X,Jc2jt3 V 

V х,х2х3 V х,х2х3
х,х2х3 х,х2х3 ни чет­

лаштириш

5 х 2х 3 V Х,Х3 V 

V Х,Х2Х3 V Х|Х2Х3

Х|Х2Х3 х2 ни чет­
лаштириш

6 Х2Х3 V Х,Х3 V

V х,х3 V х,х2х3
Х \Х Л х, ни чет­

лаштириш

7 х2х, V х,х3 V 

V х,х3 V х2х3

Иккинчи куриш е̂ч 
нарса бермайди

Алгоритм
тамом
б̂ лди

Агарда соддалаштириш алгоритмини Z)11 га нисбатан иш- 
латсак, у \олда

А  =  * 2 * 3  V  * I X 3 V  * 1 * 2  ( 3 )

дизъюнктив нормал шаклга эга буламиз.



3- жадвалда D "  га нисбатан ишлатилган соддалаштириш 
алгоритми ишининг асосий боскичлари келтирилган.

Ушбу мисолдан куриниб турибдики, соддалаштириш 
алгоритми татбикининг натижаси дастлабки ДНШ  ни кан­
дай тартиблашга боглик, булар экан.

Масалан, = 8, L^ D ,)  = 6, L^D^) = 4, = 3,
L0(Z),) = 4, I 0(Z)2) = 3 ва бу ерлан L ^ D {) *  L£ D 2), L ^ D X) ф L^ D 2), 
!„(.£>,)* L q(D2) муносабатлар келиб чикади.
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3-жадвал

Кодам
т.р.

_
Д Н Ш  ва 

курилаёгган 
тартиб

Текшири-
лаётган

конъюнкция

Операция
тури

1 W ,  v  х3х{х2 V ХгХхХг V 

v x,a:2jCj v х3х,х2 v jc,Jc2Xj
х,х2Зс3 it, ни чет­

лаштириш

2 х2х3 V x3x,x2 V Х2Х|Х3 V 
V Х,Х2Х3 V  jc3x,jc2 V х,х2х3

х3х,х2 х3 ни чет­
лаштириш

3 х ни чет-
V  Х,Х2Х3 V  Х3Х,Х2 V Х;Х2Х3

2 13
лаштириш

4 Х2Х} V Зс,х2 V  х,х3 V  х,х2х3 V W i х, ни чет­
V х}х,х2 V х,х2х3 лаштириш

5 х2х} V х,х2 V  х,х3 V  х2х3 V * 3х,х2 х3 ни чет­
V Х3Х|Х2 V х,х2х3 лаштириш

6 Зс2Х3 V Х,Х2 V Х,Х3 V

v  х2х2 v  х ,х 2 v  х ,х 2Зс3

Х,Х2Х3 х,х2х3 ни чет­
лаштириш

7 jc23c3 V Х,Х2 V Х,Х} V  

V  х 2х 3 V  Х|Х2

х2х3 кулланил-
майди

8 х 2х 3 V  Jc,jc2 v  х,х3 v

V  х 2х 3 V  х ,х 2

х,х2 х,3с2 ни чет­
лаштириш
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1 2 3 4

9 х 2х } V  Зс,лг3 V

V х 2х } V  JC, JC2

х,х, Кулланил-
майди

10 х2х } V  jc, jc3 V  

V  x 2x i V  х {х 2

jCjjtj ни чет­
лаштириш

11 х 2х г V  х ,х 3 V  х , х 2 Х,Х2
кулланил-

майди

12 х 2х 3 v  Jc,x3 v  x tx 2
Алгоритм 

тамом булди

Исталган/(х,, х2, хп) функция учун бирор тартиблаш 
окибатида соддалаштириш алгоритмини татбик, этиб, мини­
мал ДНШ ни хосил этиш мумкинми ёки йук,ми деган савол 
тугилади. Бу саволга куйидаги теорема жавоб беради.

2 - теорема, /(х,, х2, ..., хя) математик мантик алгеб-
п

расининг ихтиёрий функцияси (/> 0) ва D = у  K t унинг их­
тиёрий тупикли Д Н Ш  ( I  ва I I  алмаштиришларга нисбатан) 
булсин. У  %олда мукаммал дизъюнктив нормал шаклни шундай 
тартиблаши мавжуд буладики, ундан соддалаштириш алго- 
ритми ёрдами билан D тупикли Д И Ш  ни х,осил килиш мумкин.

Н а ти ж а . Тупикли ДНШлар орасида албатта L  индексга 
нисбатан минимал ДНШлар (хаммаси булиши шарт эмас) 
мавжуд булганлиги учун, соддалаштириш алгоритми, 
М ДНШ  ни маълум равишда тартиблаш натижасида мини­
мал Д НШ  ни хам топишга имкон яратади.

Шундай кдлиб, минимал Д НШ  ни топиш учун МДНШ ни 
тартиблаш ва унга нисбатан соддалаштириш алгоритмини 
ишлатиш керак.

Теореманинг исботидан ([56], 213-бетга к )  шу нарса 
келиб чикддики, соддалаштириш алгоритми ёрдами билан 
тупикли Д Н Ш  ларни мукаммал Д Н Ш  дан ясаш учун факат 
конъюнкциялар ифодасида купайтувчилар жойлашишини 
вариацияламок; етарли.
23 -  Х-Турасв



Х,озирги вак,тда конъюнкцияларни Д НШ  ифодасидан 
четлаштириш ва купайтувчиларни конъюнкциялар ифодаси­
дан четлаштириш мумкинлигини текшириш сони (МДНШ ни 
тартиблашнинг а̂мма тури буйича)

( /rlog^+l ) -2 "
2'' 2 > (п + 2)-2"

дан ортик, эмаслиги исботланган. Бу сон 23" сонидан анча 
камдир, яъни соддалаштириш алгоритми «бирма-бир куздан 
кечириш» алгоритмидан яхширок, эканлиги маълум булади.

I 354 | УШБОБ. MA ТЕМА ТИК MA НТИК ФУНКЦИЯМ РИН И МИНИМАЛЛАШТИРИШ МУАММОСИ

Муаммоли масала ва топширицлар

1. Куйидаги функцияларни мукаммал конъюнктив нормал 
шаклга келтириб, 1Б, L K, L Q соддалик индексларининг 
микдорини топинг:
/1 = ((* v у) v z) - » ((х v у)(х v z ) ) ; 
f 2 = х  Z\
/з = (х  -»  у) -»  z ;
Л  = x - > ( y - > z ) .

2. Куйидаги функцияларни соддалаштириш алгоритмидан 
фойдаланиб, минимал дизъюнктив нормал шаклга келти­
ринг:
/, = х,х2 v х,х3х4 v х2х3х4; 
f 2 = х,х2х 3 v х,х2х4 v х 3х4;
/3 = х,х2 v х,х3 v х ,х2х 3х 4 v х,х2х3х4.

3. Дизъюнктив нормал шаклда берилган куйидаги функция­
ларнинг тупикли дизъюнктив нормал шаклини топинг:
1) (х, v х2 v х3)(х, V х 2 V  х 3)(х2 V х3) ;
2) (х, v х4)(х2 v х3 v х4)(х, v х 2 v х 3);
3) (х, v х 2 v х 3)(х, v х4)(х2 v х3 v х4) .

4. 3- бандда берилган функцияларнинг минимал дизъюнк­
тив нормал шаклини топинг.
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5. Математик мантик; функцияларини минималлаштириш 
муаммосининг амалий ахдмиятини тушунтириб беринг. 
Бу масала ечимининг тривиал алгоритмининг нокулай- 
лиги нимадан иборат?

Мустацил ишлаш учун савол ва топширицлар

1. Математик мантик, функцияларини минималлаштириш муаммоси 
нимадан иборат?

2. Соддалик индекси ва унинг хусусиятлари.
3. Минимал ва энг киска ДНШ.
4. Тривиал алгоритм тушунчаси. «Бирма-бир куздан кечириш» 

алгоритми.
5. ДНШни соддалаштиришнинг икки хил йули. Элементар конъюнк­

цияни ва купайтувчини четлаштириш жараёнларини тушунтириб 
беринг.

6. Тупикли ДНШ. Минимал ДНШга келтириш муаммолари.

3- §. Минималлаштириш масаласининг геометрик 
тарзда куйилиши

[7[ Бирлик кубнинг щмма чук,к,илари туплами. Уч улчовли ёц. 
N. туплами %ак;ида. Интервал. Туплам к;обиги. Туплам 
цобипл билан функция орасидаги муносабат.

Х,амма {а,, а2, ..., ал} мажмуа тупламини Е " билан бсл- 
гилаймиз. Е п тупламни бирлик кубнинг хамма чуккилари 
(учлари) туплами сифатида караш мумкин. Шу сабабли Е" 
туплам п улчовли куб, {а,, а2, ..., а,} эса куб чуккилари деб 
аталади.

1 - т  а ъ р и ф. а,-, а , , csir шундай 0 ва 1 сонларидан ибо­
рат тайинланган сонлар системаси булиб, 1 й /', < /2 < ... < ir < п 
учун

сх,, = а , . , а .  = а .  , . . . ,  а,;  = а,,
бажарилганда Е п кубнинг чук,к,иларидан тузилган туплам 
(я -  г) улчовли ёц деб аталади.
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V III. 1- шакл.

/(х,, х2, ..., хп) мантик; алгебрасининг функцияси булсин. 
Е п кубнинг/(а,, а2, ..., ал) = 1 буладиган х;амма чук^илари- 
дан иборат тупламни Nf  билан белгилаймиз, яъни /(а,, а2, 
..., ал) = 1 бажарилганда ва фацат шунда (а,, а2, ..., ал)е Nf  
булади. Масалан, 1- жадвалда берилган функцияга
N f -  {0, 0, 0}, {0, 0, 1}, {0, 1, 1}, { 1, 0, 0}, {1, 1, 0}, { 1, 1, 1}

туплам мос келади.
Аник,ки, Nf  с Е". Агар Nf  туплам берилган булса, у х,олда 

унга мос булган /  нинг аналитик куринишини ёзиш мум­
кин (V III. 1- шакл).

1 - м и с о л . a) N f] ={(0, 0,0), (1,0,0), (1,0,1)};
б) N h = {(1,1,1), (1,1, 0), (1, 0,1), (0, 0,1)} тупламларга мос 

келадиган функцияларнинг аналитик куриниши куйидаги­
ча булади:

/Дх,, х2, х3) = х,х2х3 v х,х2х3 v х,х2х 3 ;

/2(х,, х2, Х 3) = Х ,Х 2Х 3 V  Х ,Х 2Х 3 V  х,х2х3 V  Х ,Х 2Х 3.

Демак, N, берилган булса, у \олда унга мос булган / ни, 
/(*,, * 2, ..., хл) берилганда эса Л^ни топиш мумкин.
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Дастлабки функция сифатида г рангли К(хх, ..., хп) эле­
ментар конъюнкцияни олайлик, яъни

К(х{, х2, хя) = х°' х ? ... х° ; .

2 -та ър и ф . К  конъюнкцияга мос Nk туплам г  рангли 
интервал деб аталади.

Уз-узидан равшанки, г  рангли N  интервал (п - г ) улчов- 
ли ёк;ни ифодалайди.

2 - ми сол .  K l(xl, х2, х 3) = х 2х 3, К 2(х,, х2, х3) = х,х2, 

АГ3(х,, х 2, х ,) = х, конъюнкцияларга N ki = {(1,1,1), (0,1,1)}, 
Nk2 ={(0 ,0 ,0), (0, 0,1)}, Nki= {(0,0,0),(0,1,0), (0,0,1),(0,1,1)) 
интерваллар мос келади. Бу интерваллар мос равишда 2, 2 
ва 1 рангли хамда ва 1-улчовли ёк, (кирра), 1-улчовли ёк 
(кирра) ва 2- улчовли ёкдир.

Агар Дх,, х2, ..., хя)#(х,, х2, ..., хя) v h(xv х2, ..., хл) булса, у 
холда:

1) N 't N j ,  Nh с Np 2) Nf = N U N h
булади.

Умуман, агар Д х,, х2, ..., xn) = D ва D =  K2v ... v Ks 
булса, у \олда юк;оридаги хоссаларга асосан

N kl & N f  (/= 1, 2, s) ва Nf = N ki U Mkl U - U ^ , 

яъни / функцияга Nf  тупламнинг N kj, N ki,..., N k интервал-
лардан иборат цобик, мос келади ва хар бир N ki, N k2,..., N k 
интерваллардан иборат N,  тупламнинг кобигига D дизъюнк­
тив нормал шаклда ифодаланган / функция мос келади.

Демак, мантик алгебрасининг хар бир Дх,, х2, ..., хп) 
функциясига битта N, тупламнинг N k{, N кг,..., N кя интер­
валлардан ( N k = N f ) иборат кобиги ва, аксинча, хар бир Nf  
тупламнинг N kx, N h , N kn интерваллардан иборат коби- 
FHra битта ягона Дх,, х2, ..., хя) функция мос келади, яъни 
Nf  нинг кобиги билан Дх,, х2, ..., хя) функция орасида узаро 
бир кийматли мослик мавжуд.



3- мисол.  1 - жадвал билан берилган /(х,, х2, х3) функ­
циянинг дизъю нктив нормал шакллари куйидагича эди:

J)j = Х\Х~)Хт, V Х|Х2̂ з V V X̂ XjX̂  V X̂ XjX̂  j
D2 = x 2x 3 V X, .

Бу ДНШларга Nf = {(0, 0, 0), (1, 0, 0),(1,0, 1),(1, 1,0), (1, 1, 1)} 
тупламнинг иккита крпламаси мос келади:

N f  = N kl U N k2 U N k3 U Nki U N ks,
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бу ерда
= {(0 ,0 ,0 )} ,  N k2 = {(1 ,0 ,0)}, N ki = {(1 ,0 ,1)},

^  ={(1,1,0)}, N ks ={(1,1,1)},
Nkt ={(0, 0, 0), (1, 0, 0)}, 
лг ' ={(1,0, 0), (1,0,1), (1,1,0), (1,1,1)}.

2

Биринчи крплама бешта нук,тадан, иккинчиси эса к,ирра 
ва икки улчовли ёкдан иборат.

N k интервалнинг ранги г  булсин (у К. конъюнкция- 
нинг рангига тенг). У холда

r  = t n  (4)1=1
цопламанинг ранги деб аталади.

Мантик; алгебраси функцияси /(х,, х2, ..., х )  ни мини­
маллаштириш (минимизациялаш) муаммосига эквивалент 
булган крпламалар хакдааги геометрик масала куйидагича 
Куйилади; берилган Nf = N k[ U N kl U ... U Nks тупламнинг 
N k], 7Vb ,.... N k ( N ki c A L ) = l ,  2, ..., s) интервсиыардан ибо­

рат шундай цобитини топиш керакки, унинг г  ранги энг кичик 
булсин, яъни бизни кизиктирувчи

S

min г  = min £  rt (5)
/=1

топиш масаласига келади.



Демак, мантик, алгебраси функциясини минималлаш­
тириш масаласини икки формада курит мумкин: биринчи- 
си — аналитик формада, иккинчиси — геометрик формада. 
Шунинг учун адабиётларда икки тил ишлатилади: аналитик 
ва геометрик. Айрим х;олларда икки тил нинг комбинация- 
сидан фойдаланилади. Масалан, конъюнкцияни интервал 
ва ДНШ  ни коплама деб айтилади.

4- §. Жоиз (рухсат этилган) конъюнкциялар

[7[ Жоиз конъюнкциялар. Тривиал алгоритмни соддалаштириш. 

Маълумки, х,, х2, ..., хп узгарувчилардан 3я та элементар

конъюнкция ва 2Г  та дизъюнктив нормал шакл тузиш мумкин. 
Масалан, я = 3 га тенг булса, яъни х,, х2, х3 узгарувчилардан

1, X,, х2, х3, X,, х 2, Х3, Х,Х2> Х,Х3, х2х 3, Х|Х2 ,
х ,х3, х2х3, х (х2, х ,х3, х ,х2, х2х 3, х,х3,

х2х3, jc,x2x3> х,х2х3, д:,х2х3, Зс,х2х3, ^
х,х2х 3, х,х2х3, х ,х2х 3, х,х2х3.

элементар конъюнкциялар тузиш мумкин. Аммо бу элемен­
тар конъюнкцияларнинг х;аммаси \ам берилган ихтиёрий 
/(х,, х2, х3) функцияни реализация киладиган дизъюнктив 
нормал шаклларнинг ифодасида иштирок этавермайди. Шу­
нинг учун 3" та конъюнкцияларнинг кайси бири/(х,, х2, ..., хл) 
функциянинг ДНШ  да иштирок этади деган масалани ечишга 
тугри келади. Бунингучун, биринчи навбатда, En\Nf  туплам­
нинг элементларида 1 киймат кабул киладиган конъюнк- 
цияларни топиш керак булади. Масалан,

/, (*, у, Z) = х yz v xyz v xyz v xyz v xyz v xyz , (2)

булсин, у колда

N a = {(0, 0, 0), (0,1,1), (0,1, 0), (1, 0,1), (1,1, 0), (1,1,1)} (3)

булади. Демак, ушбу 1-жадвалга эга буламиз.

4- §. Жоиз (рухсат этилган) конъюнкциялар | 359 |
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1-жад вал

1 киймат кабул киладиган конъюнкциялар

(0, 0, 0) 1 ,х ,у ,  z,xy, xz ,yz ,xyz

(0, 0, 1) 1 , х ,у ,  Z, ху, xz,yz,xyz

Иккинчи навбатда, (J) конъюнкциялар орасидан 1- жад- 
валдаги конъюнкцияларни четлаштирамиз, чунки f ix ,  у, z) 
функцияга N fi ((3) га карапг) туплам мос келганлиги учун
I -жадвалдаги конъюнкциялар (2) функцияни реализация 
к,иладиган дизъюнктив нормал шакллар ифодасида умуман 
Катнашмайди. Бу операция натижасида биз/|(х, у, z) функ­
цияни реализация киладиган Д НШ  лар ифодасида к,атна- 
шиши мумкин булган (катнашишга рухсат этилган, к,атна- 
шишга жоиз) конъюнкцияларга эга буламиз:

х, у, ху, хг, ху, xz, yz, ху, yz, xyz,
xyz, xyz, xyz, xyz, xyz. (4)

Шундай килиб, З3 = 27 конъюнкциядан 15 тасининг бе­
рилган /Дх, у, z) функцияни реализация киладиган Д НШ  
лар ифодасида катнашиши жоиз экан.

1-та ър и ф . Ихтиёрий /(х,, х2, ..., хя) функция ва унга 
мос булган Nf  туплам берилган булсин. f i x |} х2, ..., х )  функция­
ни реализация киладиган Д Н Ш  лар ифодасида цатнашиши 
мумкин булган конъюнкциялар, яъни £  \ Nf  тупламнинг нук;- 
таларида 1 щйматга эга булган конъюнкциялардан ташцари 
колган х,амма конъюнкциялар жоиз конъюнкциялар деб аталади.

Масалан, (4) лаги х,амма конъюнкциялар жоиз конъюнк­
циялар булади.

1-мисол.  Берилган

/ 2(Х |, х2, х3) = х,х2х3 v х,х2х3 v  х,х2х3 v

V  х,х2х3 V  х,х2х3 V  х,х2х3 (2а)



5- .ft Kficnapmuptoiean дизъюнктив норма.l шаю1

ва унга мос
N /2 = {(0, 0, 0), (0, 0, 1), (1, О, I), (1,1,1), (1,1, 0), (0 ,1, 0)} (За)

туплам берилган булсин.
Жоиз конъюнкцияларни топиш учун ушбу 2- жадвалпи 

тузамиз.
2- жад вал

т 1 к.иймат кабул киладиган конъюнкциялар

(1, 0 , 0) 1, х,, х2, х3, х,х2,х,х3, х2х3, х,х2х3

(0 , 1, 1) 1, х„ х2, х3, х,х2, х,х3, х2х3, х,х2х3

У \олда (1) даги коггьюнкциялардан 2- жадвалдаги конъ- 
юнкцияларни четлаштириш натижасида куйидаги жоиз конъ- 
юнкнияларга эга буламиз:

X,, Х2, Х,Х3, Х2Х3, х2х3, Х,Х2, Х|Х3, х,х2х3, 
х,х2х3, х,х2х3, х,х2х3, х,х2х3, х,х2х3. (5)

Узгарувчилар сони п та булганда, 3я та конъюнкция ва 
улардан 2У' та / ( х р х2, ..., хи) функцияни реализация к,или- 
ши мумкин булган ДНШ тузиш мумкинлигини айтган эдик. 
Демак, берилган ихтиёрий/(х ,, х2, ..., хп) функцияни реали­
зация киладиган тупикли (минимал) ДНШ ларни 23 та 
ДНШлар орасидан изламасдан, балки 2х ДНШлар ичидан 
излаш керак деган натижага келдик, бу ерда X — жоиз конъ- 
юнкциялар сони.

5- §. К,искартирилган дизъюнктив нормал шакл

[7[ Максимал интервал. Оддий импликант. К,иск;артирилган 
ДНШ. Мисоллар.

1 - т а ъ р и ф . Агар Nf  тупламнинг кием тутами булган
Nk интервал учун:

1) N k с  N'k с  N f -,
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2) N \ иитервалнинг ранги Nk интервалнинг рангидан ки- 
чик шартини к;аноатлантирувчи N[ интервал мавжуд булма­
са, у  ^олда Nk (Nf ea нисбатан) максимал интервал деб ата­
лади.

1- м и с о л .  АГ, (лг,, х 2, х3) = х,х2 , К2(хх, х2, х3) = х,х2 , 
К 7(х^  х 2, х3) = х2 булсин. У холда N k}, N k] максимал интер- 
валлар булиб, N k[ интервал эса Nf  нинг максимал интерва- 
ли булмайди, чунки N k] с  N k} ва N kj нинг ранги N k[ нинг 
рангидан кичик.

2 - м и с о л .  4-§ , (4) даги жоиз конъюнкцияларга мос 
келган 15 та интервалдан фак;ат jVX| ва N X2 интерваллар 
хамда 4- §, (5) даги 12 та интервалдан фак,ат N XiX2 , N xm , 
N xih, N -iXi, N ~  , ДГ-- интервалларгина мос равищда N fi 
ва N h тупламларга нисбатан максимал интерваллар була- 
дилар.

2 - т а ъ р и ф .  Nf тупламнинг Nkмаксимал интервалигамос 
келган К конъюнкция /  функциянинг оддий импликанти деб 
аталади.

Агар К 1 конъюнкциянинг  хамма купайтувчилари 
К конъюнкцияда хам мавжуд булса, у холда N k с  N[ деб 
ёзиш мумкин. У холда, маълум маънода, /  функциянинг 
К оддий импликанти ифодасидан бирорта хам купайтувчи­
ни четлаштириш мумкин эмас, чунки купайтувчини четлаш­
тириш натижасида N'k <х N f  муносабатда булган К' конъ­
юнкцияга эга буламиз.

Хар кандай Nk интервални (Л^сА^) максимал интер- 
валгача кенгайтириш мумкин.

тупламнинг хамма максимал интерваллари

N .0, N  N о ,  (1)к, *2 кт
лардан иборат булсин. У холда



5- §. К,исКаРтиРилган дизъюнктив нормал шапл

W/ = N  0 IJ о U -  U о , (2)
J Л|  а: 2 л /я

булади, чунки N ^  с  (/'= 1, 2, аи) ва Nf  нинг \ар бир 
нуктаси ( 1) даги максимал интервалларнинг бирортасининг 
элементи булади. (2 ) тенглик куйидаги муносабатга экви- 
валентдир:

/ - J ? v * J v . . . v C  <3)

3 - т а ъ р и ф .  f  функциянинг хамма оддий импликантла- 
рининг дизъюнкцияси (3) цисцартирилган Д Н Ш  деб аталади. 

Демак,

Ds( f )  -  К® v  К° v  . . . v  К^, (4)

/  функциянинг кисцартирилган ДНШ  булади. D(J) кискар- 
тирилган Д Н Ш /ф ункция оркали бир киймати аникданади 
ва/ функцияни реализация килади.

3 - м и с о л . 4 - §, (2 ) да берилган/(х,, х2, х3) учун мак­
симал интерваллардан иборат

*/, -  К; U <5>
кобикка ва 4-§, (2а) да берилган/2(х,, х2, х3) функция учун 

N h = Nk[ U Nkl U Nkз U N kA U » ki U ЛГ* (6)

кобикка эга буламиз. Бу ерда

= х( , К-2 = х2 , — х (х3, А'з = х2х3,

АТ4 = х2х3, К$ — х,х2, Л"6 — х,х3 •
Бу кобик^арга куйидаги кискартирилган ДНШлар мос 

келади:

Dc(f\ )  = Х\ VX2 ’
Дг( / 2) = Х,х2 V  х,х3 V  х2х3 V  х2х3 V  х,х2 V  х,х3. (7)



6- §. ^исцартирилган дизъюнктив нормал шаклни 
ясаш алгоритми

[7J Функциями кисцартирилган ДНШга келтириш алгоритми. 
Мисоллар.

Ихтиёрий / ( jc,, х2, хл) функциянинг кискартирилган 
дизъюнктив нормал шаклини ясаш учун куйидаги операция- 
ларни бажарамиз:

1) /(х ,, х2, ..., хп) функциянинг исталган конъюнктив 
нормал шаклини оламиз, масалан, мукаммал КНШ;

2 ) кейин кавсларни очиб чикамиз, яъни
л  v  —» v  л

турдаги алмаштиришни утказамиз;
3) бундан кейин \осил килинган ифодадан 0  га тенг 

хддларни четлаштирамиз ва

K ]K2 v K 2 = K l, AT, v  АГ, =  АГ,,

формулалардан фойдаланиб уни содцалаштирамиз. Натижа- 
да, кискартирилган ДНШ га келамиз.

1 - м и с о л . N h  = {(0, 0, 0}, (0, 0, 1), (1, 0, 1), (1, 1, 1),
( 1, 1, 0 ), (0 , 1, 0 )} тупламга мос f 2(xv х2, х3) функциянинг 
МКНШ ни

f ( x l , x 2, . . . , x n) = л  (xf1 v ...vx„5”), ( 1)
(° |.°2... о*)/(01.02...о„)=0

формуладан фойдаланиб ёзамиз:

/ 2 ( Х , ,  Х 2 , Х3 )  =  (X ,  V X 2 V X 3 ) ( X ,  V X j  v x 3 ) .

Алгоритмнинг 2 ва 3- кадамларини ишлатамиз:

(х, V Х2 v  х3)(х, v  Х2 V  Х3 ) =  Х,Х, V  Х,Х2 V х,х3 V Х |Х2 V  Х2Х2 V  х2х3 V

V х,х3 V  XjX3 V  х3х3 = х,х2 V  х,х3 V х,х2 V  х2х3 V  х,х3 V  х2х3.
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Кискартирилган ДНШ куйидаги куринишда булади: 
Dc( f 2) = х,х2 v х,х3 v х,х2 v х2х3 v х,х3 v х2х3 . (2 )

2 - м и с о л .
/,(х ,, х2, х3) = х,х2х3 v х,х2х3 v х,х2х3 v х,х2х3 v х,х2х3 v х,х2х3 

функция берилган булсин. Бу функцияга 
Nfi = { (1, 0, 0}, (0, 1, 1), (0, 1, 0), ( 1, 0, 1), ( 1, 1, 0), ( 1, 1, 1)} 

туплам мос келади. Функциянинг МКНШ куриниши 
/ , ( Х | ,  х2‘, х3) =  (х, V х2 V х3)(х, V х2 V х3) . 

Алгоритмнинг 2 ва 3- к;адамларини бажарамиз:

(х, v х 2 v х 3) (х ,  v х 2 v х 3) =  х ,х ,  v х , х 2 v х , х 3 v х ,х 2 v х 2х 2 V 

V  х 2х 3 V  х ,х 3 V Х ,Х 3 V х 3х 3 =  X, V х , х 2 V Х,Х3 V Х,Х2 V х 2 V х 2х 3 V 

V  х ,х 3 V  х 2х 3 =  X, V х , х 3 V х 2 V Х2Х3 V Х,Х3 V х 2х 3 V X, V Х2 V

V х , х 3 V х 2х 3 V X, V х 2.

Демак, функциянинг кисцартирилган ДНШ куйидагича булади:

Dc( f )  = х, v х2. (3)

Муаммоли масала ва топширицлар

1. N h = {(0, 0, 0}, (1, 0, 0), (0, 1, 1), (1, I, 1)},

N h = {(1, 0 , 0 }, (0 , 0 , 1), ( 1, 0 , 1), ( 1, 1, 0 )}
тупламларга мос/j ва / 2 функцияларнинг аналитик кури- 
нишини ёзинг.

2. N K[ ={(0, О, 0}, (О, 1, 1)}, N Kl ={(1, 1, 1}, (1, О, 0)}, 
N Kj ={(1, 1, 0}, ( 1, О, 1)} интервалларга мос конъюнкция­
ларнинг аналитик куринишини ёзинг.

3. Хар бир N Kl, N Ki, N Ks интерваллардан иборат Nf  
тупламнинг кобигига D дизъюнктив нормал шаклда ифо- 
даланган/функция мос келишини исботланг.



4. Куйида берилган функцияларнинг жоиз конъюнкцияла- 
рини топинг:
/, -  х,х2 v  х,х3х4 v  х2х3х4;
/ ,  = х,х2х3 v х,х2х4 v  х3х4;
/ 3 = х,х2 v  х,х3 v х,х2х3х4 v  х,х2х3х4;
/ 4 = (х, v х2 v х3)(х, v  х2 v х3)(х2 v х3) ;
Л = (*i v -0 ( * 2  v *з v *4>(*i v x 2 v x3) ; 
f 6 = (x, v x, v x3)(x, v x4)(x2 v x3 v x4 ).

5. 4- бандда келтирилган функцияларни к;иск,артирилган 
ДНШ га келтиринг.

6 . Кис^артирилган ДНШ ни ясаш алгоритми асосида куйи­
даги функцияларни к;иск;артирилган ДНШ куринишга 
келтиринг:
/; = х,х2 v  х2;
/ 2 = х3х4 v  х,х2х4 v  х,х2х3;
/ 3 = х,х2 V  Х ,Х 3 V  Х2Х3Х4 V  х2х3.
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Мустацил ишлаш учун савол ва топширицлар

1. Интервал. Туплам к о б и т .  Туплам крбиги билан ф ункция ора­
сидаги муносабат.

2. Ж оиз (рухсат этилган) конъю нкциялар. Тривиал алгоритмни 
соддалаштириш.

3. М аксимал интервал ва оддий импликант ,\ак,ида тушунчалар.
4. К,иск,артирилган дизъю нктив норма,'! шакл.
5. Функцияни кискартирилган дизъюнктив нормал шаклга келтириш 

алгоритма.

7- §. Тупикли дизъюнктив нормал шаклларни 
геометрик асосда ясаш усуллари

\у] Тупикли ДНШга келтириш алгоритми. Айрим максимал 
интервалларни четлаштириш. Келтирилмайдиган цопла- 
малар (к,обик,лар). К,иск;артирилган, тупикли ва минимал 
ДНШлар орасидаги муносабатлар.



4-§,  (2а) формула билан берилган/2(х,, х2, х3) функ­
ция учун N k{, N ki, N kf> максимал интерваллардан N h 
иборат коплама

N h  = N h U ^ U ^ U ^ U ^ U W , ,  ( 1)
эканлигини юкорида курсатган эдик. Бу ерда
N h = {(0, 0, 0), (0, 0, 1), (1, 0, 1), (1, 1, 1), (1, 1, 0), (0, 1, 0)}
N k, = {(1, 1, 0), (1, 1, 1)}, N k2 = {(1, 0, 1), (1, 1, 1)},
ЛГ = {(0, 1, 0), (1, 1, 0)}, N k< = {(0, 0, 1), (1, 0, 1)},

Nk5 = {(0 , 0 , 0 ), (0 , 0 , 1)}, = {(0 , 0 , 0 }, (0 , 1, 0 )}. (2)

Олдимизга бундай саволга жавоб топиш масаласини 
куямиз: N h тупламнинг N ^ , . . . ,N ki максимал интервал­
лардан иборат булган копламадан айрим максимал интер- 
валларни четлаштирганимизда, колган кисми яна N h нинг 
коботи буладими ёки йукм?

( 1) ва (2 ) муносабатлардан куйидагилар келиб чикади:

^ л ^ и л ^ и л ^ ,  

N A = N b  и ^ и ^ и Л Г ^ ,
N f i = N k}[JN k i[JN k2,

N h  О)

N h тупламнинг (3) да курсатилган копламаларидан бош- 
ка копламалари мавжуд эмас. Бу кобикдар (1) келтирилган 
Кобикдан айрим максимал интервалларни четлаштириш на­
тижасида \осил килинган. Шундай килиб, куйилган савол- 
нинг биринчи кисмига ижобий жавоб бердик.

(3) да келтирилган N fl тупламнинг исталган коплама- 
дан ихтиёрий бирорта максимал интервални четлаштирга­
нимизда, колган максимал интерваллар N ’fj тупламнинг

7- g. Тупикли дизъюнктив норма! шсисиарни геометрик асосда ясаш усумари Л 367 |
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крпламаси була олмайди. Бундай к,опламалар N )г туплам­
нинг келтирилмайдиган копламалари деб аталади. Шундай 
к^либ,

кобикдар N fi тупламнипг келтирилмайдиган крпламалари 
булади.

1 - т а ъ р и ф . Агар N k[, N ki,..., N k максимал интервал - 
лардан иборат кобик унинг таркибидан исталган максимал 
интервални ( N kj , j  = 1 , 2 , ..., т) четлаштирганимизда, колган 
Кием и Nf  нинг кобит була олмаса, у  у;олда бу кобик N fl 
тупламнинг келтирилмайдиган коплами деб аталади.

2- т а ъ р и ф . Nf  тупламнинг келтирилмайдиган кобигига 
мос булган ДНШ  тупикли дизъюнктив нормал шакл деб ата­
лади (геометрик маънода).

1-м и с о л .  N тупламнинг (4) да ифодаланган келти­
рилмайдиган кобикдарига мос куйидаги ДНШ лар

f 2 фунишянинт тупикли дизъюнктив нормал шакллари булади.
Т е о р е м а .  I ва II  алмаштиришларга нисбатан тупикли 

ДН  Ш тушунчаси билан геометрик маънодаги тупикли ДНШ  
тушунчаси эквивалентдир.

(4)

Ц = Х,Х2 V  Х,Х3 v  х2х3, 

D2 = х2х 2 v  х,х2 v  х,х3,

D3 = х,х2 v  х2х3 v  х,х2 v  х2х3,

Д, = Х|Х2 V  Х|Х3 V  Х|Х2 V  х,х3, 
D 5 -  Х2Х3 V  х,х3 V х2х3 V  х,х3

(5)
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VIII.2- шакл.

Биз таърифлаган кис^артирилган, тупикли ва минимал 
ДНШлар куйидаги муносабатда булади.

Тупикли ДНШ кцск^артирилган ДНШдан айрим конъ- 
юнкцияларни четлаштириш йули билан \осил к,илинади.

LB га нисбатан минимал ДНШ тупикли булади. 
Тупикли ДНШл а р  орасида га нисбатан минимал 

ДНШ лар мавжуд булади.
Масалан,

/ 2(х,, х2, х3) = х,х2х3 V х,х2х3 V  х,х2х3 V  Х ,Х 2Х3 V  х,х2х3 V х,х2х3

функциянинг  ( 4-§,  (2а) га к,.) Dc(f2) кисцаргирилган 
ДНШ ни топдик (6 - §, (2 ) га к,.):

Dc( f 2) = х,х2 v х,х3 v х,х2 v х2х3 v х,х3 v х2х3.
24 — X. Ту рас в



Ундан кейин (5) да ифодаланган тупикли ДНШларни 
Хосил килдик. У ердан куриниб турибдики,

L e(D{) = Le(D2) = 6  ва LB(D^) = LE(D4) = LE(D5) = 8 . 

Демак,
D, = x,x2 v x,x3 v  x2x3 ва D2 = x2x3 v x,x2 v  x,x3.

тупикли ДНШлар f 2(xv x2, x3) функциянинг минимал дизъ­
юнктив нормал шакллари булади. Равшанки, бу ДНШлар 
уз навбатида .Дх,, х2, х3) нинг энг киска ДНШлари хам булади.

МДНШ асосида минимал ДНШ ясаш жараёнининг схе­
маси VIII.2- шаклда ифодаланган.

8- §. Тупикли дизъюнктив нормал шаклларни 
ясаш алгоритми

[у7! Х,амма тупикли ДНШларни топишнинг геометрик FOfuiapza 
асосланган алгоритми. Мисоллар.

Х,амма тупикли ДНШларни топишнинг геометрик гоя­
ларга асосланган алгоритмини келтирамиз. Nf  тупламнинг 
хамма максимал интерваллар системаси

K ’ N°k2, . . , N l

булсин. Nf ={Pv Р2, ..., P J  ва Р0£ Nf  ихтиёрий нукга булсин. 
/функция айнан 1 га тенг булмаган функция булсин. 1- жад- 
вални тузамиз, бу ерда
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0 , агар Pj £ N k0 булса, (/ = 1, т),

1, агар Pj е Л^р булса, (у = 0 , 1, X).

Жадвалнинг биринчи устуни 0 лардан иборат булади, 
чунки Рц g Nf  Хар бир колган устунларида хеч булмаганда 
битта 1 мавжуд булади. Демак, биринчи устун колган хамма 
устунлардан фарк килади.



8- §■ Тупикли дизъюнктив нормал шак>ъ\арни ясаш алгоритми f i n

1-жад вал

Л PJ ... р

о 
_

 
■V °10 °|, ...

. . . . . . . . .

ст/.
. . . . . . . . . ... . . .

° т 0 °*| . . . СтХ

Хар бир j  (0 <у < X) учун хамма сатрлар рак,амлари (но- 
мерлари) туплами Е  ни топамиз, бу ерда Р. устунда 1 мав­
жуд булади.

Ej= Ц ,, •••> ем у )
булсин.

ф п  v - v e ,w ) )

ифодани тузамиз ва
А  v —» V  А

турдаги алмаштиришни утказамиз. Бу алмаштириш вактида 
е символини буль кийматли деб биламиз. Хосил килинган 
ифодани

AB  v А = А,
A v  А = А

тенг кучли формулалардан фойдаланиб соддалаштирамиз. 
Бунинг натижасида v a  ифоданинг кисми булган v a 1 ифо­
дани косил киламиз. Равшанки, v а 1 ифодадаги \ар  бир 
Кушилувчи кад келтирилмайдиган кобикни ифодалайди.

I - м и с о л .  Куйидаги чинлик жадвалида берилган 
f 2(xv xv  х,) функцияни курайлик:
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*1 *2 *3 f ( x |, Xj, Xj) X1 *2 *3 /(*,, xv  хъ)
0 0 0 1 I 0 0 1

0 0 1 I 1 0 1 0

0 I 0 0 1 1 0 1

0 1 1 1 1 1 1 1

Бу функция учун Nf ={(0, О, О), (О, О, 1), (О, 1, 1), (1, О, О), 
( 1, 1, 0 ), ( 1, 1, 1)} туплам 6 та учдан (чуккидан) иборат. 
Уларни I, И, ..., VI сонлари билан белгилаймиз. Максимал 
интерваллари кирралардан иборат, уларни I, 2 ,..., 6 сонлари 
билан номерлаймиз (VIII.3 - шакл). 2 - жадвал ни тузамиз.

2 -ж а д  вал

0 I II III IV V VI
1 0 1 1 0 0 0 0

2 0 0 1 1 0 0 0

3 0 0 0 1 0 0 0

4 0 0 0 0 1 1 0

5 0 0 0 0 1 1 1

6 0 1 0 0 0 0 1

Бу ердан, £ ,=  {1, 6 }, £„ = {1, 2}, Еш = {2, 3}, £ |v = {3, 4}, 
£у= {4, 5}, £ V1 = {5, 6 }. У холда

V A  = (1 V  6)(1 V  2)(2 V  3)(3 V  4)(4 V  5)(5 v 6 ) =
= (1 v 2 • 6)(3 v 2 • 4)(5 v 4 • 6 ) =

= ( l - 3 v 2 - 3 - 6 v  1 • 2 • 4 v 2 • 4 • 6)(5 v 4 • 6 ) =
= I- 3- 5 v 2 - 3 - 5 - 6 v l - 2 - 4 - 5 v 2 - 4 - 5 - 6 v l - 3 - 4 - 6 v  

v 2 • 3 • 4 • 6  v 1 - 2- 4- 6 v 2 - 4 - 6  =
= 3- 5 v 2 - 3 - 5 - 6 v  1 • 2 ■ 4 • 5 v 1 v 3 - 4 - 6 v 2 4 - 6 .
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III 3 IV

II 7 1

4

/ V/
7/

I 6 VI VIII.3- шакл.

Натижада 5 та келтирилмайдиган кобикка ва уларга мос 
5 та тупикли ДНШга эга буламиз:

Ds = х,х3 v х,х2 v  х2х3.
Булардан D, на Ds минимал ДНШ булади.

Бу алгоритм куп аргументли функциялар учун куп ме\- 
нат талаб килади ва амалда деярли ишлатилмайди.

9-§ . Айрим ягона тарзда хосил килинадиган 
дизъюнктив нормал шакллар

[7[ Тупикли ДНШларни ясашни соддалаштириш. Икки %олат. 
Ягона тарзда тупикли ДНШни хосил к;илиш алгоритми. 
Асосий %исми. Ядро. Квайн дизъюнктив нормал шакли. 
Теорема. IT  турдаги ДНШ. Даста. Регуляр нук,та. 
Регуляр максимал интервал. Ю.Журавлёв теоремаси. Тео­
рема. Функцияни минималлаштириш жараёнининг схемаси.

Мукаммал дизъюнктив нормал шаклдан минимал дизъ­
юнктив нормал шаклни \осил килиш жараёнининг схема- 
сини VIII. 2- шаклда келтирган эди к.



Аввал кискартирилган ДНШ олинади. Кейин ягона тарз- 
лаги жараён бутокланишга утади, яъни \амма тупикли 
ДНШ ларни ясаш жараёнига утилади. Охири тупикли 
ДНШлардан минимал ДНШ лар ажратиб олинади. Бу жа- 
раённинг энг огир к,исми тупикли ДНШларни ясаш цис- 
мидир (бутокланиш к,исми). Уни икки хрлатда соддалашти­
риш мумкин.

1. Тупикли ДНШ лар ясаш жараёнида к^атнашмайдиган 
кискартирилган ДНШ нинг айрим хдпларини олдиндан чет­
лаштириш керак. Натижада кискартирилган ДНШнинг кол- 
ган хадларини бирма-бир куриш камаяди.

2. Кискартирилган ДНШ нинг айрим хддларини шун­
дай четлаштириш керакки, колган кисмидан х,еч булмаган­
да битта минимал ДНШ ясаш мумкин булсин. Ушбу кадам 
ягона тарзда амалга ошиши максадга мувофик келади.

Ушбу параграфда шундай ягона тарзда тупикли ДНШни 
\осил килишнинг иккита алгоритмини келтирамиз.

Nk интервал тупламнинг максимал интервали булсин.
1 - т а ъ р и ф . Агар Nf  тупламнинг шундай а  нуктаси мав­

жуд булсаки, а  е Nk ва а  нукта Nf  нинг бошца максимал ин- 
тервалларининг элементы булмаса, у  %олда Nk максимал ин­
тервал Nf  нинг асосий кисми деб аталади.

1-м и с о л .  Куйидаги жадвалда б е р и л г а н х2, х3) 
функцияни курайлик. VIII.4 - шаклда Nf  туплам ва унинг 
Nv Nv iV3 максимал интерваллари (кирралари) акс этгирилган:
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*1 *3 /
0 0 0 1
0 0 1 1
0 1 0 0
0 1 1 0
1 0 0 0
1 0 1 1
1 1 0 0
1 1 1 1



9- §. Айрим ягона тарзда хосил к илинадиган дизъюнктив норма// шакллар J 375

Бу ерда ЛГ, = {(0, О, О), (О, О, 1)}, УУ2 = {(0, О, 1), (1, О, 1)} 
ва yV3 = {(l, О, 1), (1, 1, 1)} нук,та факат /V, интервал билан 
ва (1, 1, 1) нукга факат 7V3 интервал билан копланганлиги 
куриниб турибди. Демак, /V, ва 7V3 максимал интерваллар 
Nf  тупламнинг асосий кисмлари булади.

2 - т а ъ р и ф .  Nf тутамнинг хамма асосий кисмларидан 
(ёкларидан) тузилган туплам ядро деб аталади.

Келтирилган мисолда {Nv N}}, ядро булиши равшандир. 
Ядро х,ар бир келтирилмайдиган кобикка киради. Бу срдан 
ядро билан копланадиган ёк (кирра) х,еч бир келтирилмай­
диган кобикка кирмаслиги келиб чикади.

3 - т а ъ р и ф .  Ядро билан копланган максима,! ёкларга (кир- 
раларга) мос хамма оддий импликантларни мукаммал ДНШдан 
(кисцартирилган ДНШдан) четлаштириш натижасида хосил 
Килинадиган ДНШ  Квайн дизъюнктив нормал шакли деб ата­
лади ва DKf> деб белгиланади.

Америка олими Квайн исбот килган (1959) куйидаги тео­
ремани келтирамиз.

1- т е о р е м а .  \а р  бир айнан 0 га тенг булмаган/(х,, ..., хп) 
функциянинг ягона Квайн дизъюнктив нормал шакли мавжуд 
булади.



2 - м и с о л .  1- жадвалда берилган Дх,, х2, х3) функция- 
нипг кискартирилган ДНШ куйидагича булади:

Dc = х,х2 v х2х3 v х,х2.

{/V,, /V-,} ядро N2 ё^ни (циррани) цоплайди. N2 га х2х3 
оддий импликант мос келади. Таърифга асосан, бу оддий 
импликантни кискдртирилган ДНШ ифодасидан четлаштир- 
сак, Квайн ДНШ келиб чикади:

DKe = х,х2 v x ,x 3.
Демак, кискартирилган ДНШ дан айрим оддий импли- 

кантларни четлаштириш йули билан ягона тарзда аникдан- 
ган Квайн ДНШга утиш мумкин. Квайн ДНШ уша функ- 
цияпи реализация килади ва бу функциянинг хамма тупик­
ли ДНШларини уз ичига олган булади.

4- т а ъ р и ф . \е ч  булмаганда бирорта келтирилмайдиган 
кобикца кирувчи шундай максимал ёцлар мажмуаси билан к,оп- 
ланган Nf  тупламга мос дизъюнктив нормал шакл ГГ турдаги 
Д Н Ш  деб аталади ва у  Д^ оркали белгиланади.

/(х ,, ..., хя) функциянинг хамма тупикли ДНШларининг 
дизъюнкцияси (мантилий йигиндиси) ва уни соддалашти­
риш натижасида Дт дизъюнктив нормал шакл хосил булади.

Таърифга асосан, хар бир/(х ,, хя) функция учун яго­
на Д т ДНШ мавжуд ва у /(х ,, хл) ни реализация килади. 
Z)r ,. ДНШ кискартирилган ДНШдан айрим хадларини чет­
лаштириш йули билан хосил килинади.

.5- т а ъ р и ф . а  е Nf  булсин. У  холда а  нуктани уз ичига 
олган хамма Nf  га нисбатан максима.п ёцларнинг (цирралар- 
нинг) Па мажмуаси а  нуктадан утувчи даста (туташ) деб 
аталади.

6 - т а ъ р и ф . а  е Nj ва а  е №к булсин. №к шу Nf  туплам­
нинг максимал ёги (кирраси). Агар Р € ^ \ № к ва /7р е Па булса, 
у холда а  нук;та ( №к ва Nf га нисбатан) регуляр нуцта деб 
аталади.
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3 - ми с о л .  1- жадвалда берилган/(х,, х2, х,) функция 
учун (VIII.4- шаклга к.) а нукта сифатида (0, 0, 1) ни ва N2 
максимал ёкни оламиз. Равшанки, а е  jV2 = {(0, О, I), (1, 0, 1)}. 
а  регуляр нукта (jV2 ва Nf  га нисбатан) эканлигини курсата- 
миз. р = (0, 0, 0) булсин. У колда (jV, = {(0, 0, 0), (О, 0, 1)})

n a = {Nv АГ}, П? = {К]} ва /7рс Я ,

Демак, а  нукга регуляр нукта булади.



7 - т а ъ р и ф .  Агар N QK максимал интервалнинг %ар бир 
нук;таси ( /V" ва Nf  га нисбатан) регуляр нукта булса, у  у;олда 
Nf  учун /V” регуляр максимал интервал деб аталади.

Ю . И . Ж у р а в л ё в  т е о р е м а с и .  /(х р х2, х3) функция 
нинг К" оддий импликанти DZ1 турдаги ДНШнинг ифодасида 
булмаслиги учун унга мос №к интервал регуляр максимал ин­
тервал булиши етарли ва зарурдир.

5 - м и с о л .  1-жадвалда берилган /(х,, х2, х3) функция 
учун битта N2 регуляр интервал мавжуд. Уни четлаштирсак, 
у холда N} U jV3 га эга буламиз. Бу ердан х,х2 vx, x3 келиб 
чикади ва у DZJ турдаги ДНШ булади. Бу ДНШ функция­
нинг ягона тупикли ДНШ хам булади.

3 - т е о р е м а ,  /(х,, х2, х3) функциянинг ГГ турдаги ДНШ  
шу функциянинг Квайн ДНШ  дан айрим оддий импликантлар- 
ни четлаштириш йули билан хосил щлиниши мумкин.

Шундай килиб, /(х р х2, х3) функцияни минималлашти­
риш жараёнини VIII.5- шаклда акс эттирилган схема орка­
ли ифодалаш мумкин.

Муаммоли масала ва топихирицлар
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1 . Куйидаги жадвал билан берилган /(х р х2, х3) функция­
ларнинг мукаммал, кискартирилган, Квайн, IT  турдаги, 
тупикли ва минимал дизъюнктив нормал шаклларини топинг.

*2 *3 А / , /з / 4 /з /« / , / .
0 0 0 I 0 1 1 0 0 1 0
0 0 1 0 1 1 I 0 0 1 1
0 1 0 1 0 0 1 1 0 1 1
0 1 1 0 1 0 0 I 1 1 0
1 0 0 1 0 1 0 0 1 0 1
1 0 1 0 1 1 0 0 1 0 1
1 1 0 1 . 0 0 1 I 1 0 1
1 1 1 1 1 0 1 1 0 I 0



2 . Берилган ДНШларнинг мукаммал, кискартирилган, тупик­
ли ва минимал дизъюнктив нормал шаклларини топинг: 
a) D = х,х2 v  х,х3х4 v  х2х3х4 ; б) D = х,х2х3 v  х,х2х4 v  х3х4.

3. Берилган КНШ ларнинг мукаммал, кискартирилган, ту­
пикли ва минимал дизъюнктив нормал шаклларини топинг:
а) (х, v x 2 v  х3)(х, v  x 2 v  х3)(х2 v  х3) ;
б) (*i v х4)(х2 v  х3 v  х4)(х, v  х2 v  х3) .

4. Куйидаги функцияларнинг \амма тупикли ДНШ ларини 
топинг:
а)/(х1,х2,х3)=(0 1 1 1 1 110); б )/(х ,,^ ,х 3,х4)= (1110011000010101);
в) /(х р х2, х3, х4) = (0 1 1 0 1 0 1 1 1 0 1 0 1 0 1 1 ).

5. Куйидаги дизъюнктив нормал шакллар тупикли, энг киска 
ва минимал ДНШ буладими ёки йукми эканлигини курсатинг: 
а) х,х2 v  х2; ‘ б) х3х4 v  х,х2х4 v  х,х2х3;
в) х,х2 v  х,х3 v  х2х3х4 v  х2х3.

6 . а) f l(x ,y ,  z) = x  + y+ z;_  б) f 2(x, у, z) = ( х у) г; 
в) / 3(х, у, z, 0  = (ху v  z )  —> t; г)/4(х, у, z) = х ->у  -> z; 
Д )/5(х, у, z) = (xvy)< r4 г; е)/6(х, у, z) = xz->  у;
ж )/7(х, у, z) = (х у) г; зЩ х , у, z) = (х <-> у) <-> г;
и )/9(х, у, z) = (х -> у) v z
функцияларга мос N f . (i = 1, 9) тупламларни топинг ва 
уларни тупикли ДНШ куринишига келтиринг.

Муаммоли масала ва шопширик^лар ----------------------------------------------и з

Мустакил ишлаш учун савол ва топшириклар

1. Тупикли дизъю нктив нормал шаклга келтириш алгоритми.
2. Келтирилмайдиган крпламалар х,акдда тушунча.
3. Кискартирилган, тупикли ва минимал Д Н Ш  лар орасидаги муно­

сабатлар.
4. Хамма тупикли Д Н Ш ларни топиш нинг геометрик гояларга асос- 

ланган алгоритми.
5. Тупикли ДНШ ларни ясашни соддалаштириш. Ягона тарзда тупикли 

Д Н Ш ни \оси л  килиш алгоритми.
6. Квайн дизъюнктив нормал шакли. Ю .Журавлёв теоремаси.
7. Ф ункцияни минималлаштириш жараёнининг схемаси.



IX БОБ ГРАФЛАР Н А ЗА РИ Я С И Н И Н Г  
ЭЛ ЕМ ЕН ТЛ А РИ

Бу бобда графлар назариясининг элементлари ёритил- 
ган. Бу ерда оддий графлар, графларнинг изоморфлиги, 
маршрутлар, занжирлар, цикллар, бокликдилик, дарахтлар, 
мультиграфлар, Эйлер графлари, хроматик сон ва хроматик 
синф, турлар ва турдаги окимлар, Форд—Фалкерсон теоре­
маси каби масалалар к,араб чикилган.

1- §. Оддий графлар. Таъриф ва мисоллар1

[у7} Граф. К,ирралар. Учлар. Йуналтирилган, йуналтирилмаган 
Кирралар. Инцидент. Оддий графлар. Граф нинг тулдирув­
чиси. Кием граф. Суграф.

Графлар назарияси хозирги замон математикасининг 
асосий кисмларидан бирилир. Кейинги пайтларда турли хил 
АБТ ва дискрет характерга эга булган хисоблаш курилмала- 
рини лойихалашда (ясашда) графларнинг роли янада ошди.

Графнинг узи нима? Таъриф беришдан аввал уни куйи­
даги мисолда тушунтирамиз.

IX. 1 -шакл учлари 1, 2, 3, 4, 5 рак,амлари билан белги- 
ланган доирачалардан, кирралари (йуналишга эга ёки йуна- 
лишеиз) эса бу доирачаларнинг баъзи бирларини туташти- 
рувчи а, Ь, с, d, e , f  g, h, i , j ,  к чизикдардан иборат. а кирра 
йуналтирилган булиб, 1 ва 2 учларни туташтиради (лекин
2 ва 1 учларни туташтирмайди); ёйлар деб аталувчи бу кир- 
раларга е, f  g лар х,ам мисол була олади. И кирра йуналти­
рилмаган булиб, у 1 ва 4 хамла 4 ва 1 учларни туташтиради; 
звенолар деб аталувчи бундай кирраларга / ва j  лар хам кира-

1 Vlu6v боб доцент Р.Э.Эргашсвнинг маърузалар матнидан фойдаланиб
ёзилди.
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ди. Них,оят, Ь, с, d, к цирралар сиртмо^лар деб аталади ва 
баъзи учни унинг узи билан туташтиради (бу к,ирралар \ам 
йуналишга эга эмас).

Одатда a, b, е, f  g, И к,ирраларни / учга инцидент деб 
атайдилар, уз навбатида бу уч шу к,ирраларнинг \ар бирига 
инцидентдир. Шу бвдан бирга е,/ёй л ар  1 учдан 4 га караб 
йуналтирилган, g эса, аксинча, 4 дан 1 га карата йуналти- 
рилган. 3 ва 5 учлар яккаланган дейилади (улар купи билан 
сиртмокдарга инцидент булиши мумкин).

Бу мисолдаги граф чеклидир: {/, 2, 3, 4, 5} учлар ва 
{а, Ь, с, d , e , f  g, /г, /, j ,  к) кирралар тупламларининг иккала- 
си хам чекли.

Келгусида оддий графлар мухим урин тутади. Бу синф- 
нинг графлари куйидаги хоссаларга эга: у чекли, барча кир- 
ралари ориентирланмаган, сиртмокдари ва каррали кирра- 
лари йук (исталган иккита уч биттадан куп звено билан ту- 
таштирил майди).

Бундай графларга куйидагилар мисол була олади 
(IX.2- шакл).

Петерсен номи билан аталувчи унг томондаги граф к,ир- 
раларининг доирачалар билан белгиланмаган кесишган жой- 
лари унинг учлари эмасдир.
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IX.2- шакл.

1 - т а ъ р и ф . Буш булмаган X  учлар туплами ва U с  А' 121 
Кирралар тупламидан тузилган тартибланган G = (X, U) 
жуфтлик оддий граф дейилади.

Агар х, y e  X  учлар учун хуе U булса, учлар цушни, агар 
хуе U булса, бу учлар цушнимас дейилади.

Таърифдан бевосита куринадики, агар учлар сони 
\Х\ -  n{G) булса, у колда к,ирралар сони m(G) учун куйидаги 
тенгсизлик уринлидир:

Оддий графларнинг куйидаги иккита колини алохида 
айтиб утамиз:

Еп — п учли буш граф: U(En) = 0;
Fn -  п учли тулик граф: U(Fn) = X i2K 

IX.3- шаклда Е5 ва Fs графлар келтирилган.

О

О О

О О

IX.3- шакл.



i -  tj. Масаланинг куйшиши л т

2- т а ъ р и ф . Учлари G=(X, U) графнинг учларидан, к;ир- 
ралари эса (Jq X [2\ U  т упламдан иборат булган граф  
G = ( X ,U )  берилган графнинг тулдирувчиси дейилади.

Равшанки, G = G . IX.3- шаклдаги £ 3 ва Fs бир-бирини 
тулдирувчи графлардир. Уларга яна мисол келтирамиз 
(IX.4- шакл).

3- т а ъ р и ф .  Агар G=(X, U) ва G' = (X', U') графлар учун 
X' с  X, U' с  U булса, у  холда G' граф G нинг булаги дейилади.

Масалан, IX.5- шаклдаги графлар IX.4- шаклдаги бирин­
чи графнинг булакларидир.

О 42) Ф -

©
0 -

IX.5- шакл.

4- т а ъ р и ф . Агар G= (X, U) графнинг булаги G’ = (X', U') 
учун U' = {ху/х, y e  X  } булса, у холда у  цисм граф дейилади.

Бошкача килиб айтганда, кием графни хосил килиш 
учун Х \ Х  учлар туплами билан уларнинг камида биттасига 
инцидент булган кирралар олиб ташланади.



Масалан, IX.4- шаклда келтирилган графнинг к;исм 
графларидан баъзилари IX.6 - шаклдаги графлардан иборат.
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IX.6- шакл.

5- т а ъ р и ф . Агар G= (X, U) графнинг булаги G' = (Л', U') 
учун Х' = Х  булса, у  холда у суграф дейилади, яъни суграфларни 
хосил н;илиш учун фацат кирра/юрни олиб ташлаш кифоя.

Яна IX.4- шаклдаги мисолга мурожаат киламиз. Куйи­
даги графлар унинг суграфларидир (IX.7- шакл).

Ф

2- §. Графларнинг изоморфлиги

\7 \ Графлар изоморфизми. Изоморф графлар. Кушнилик муно­
сабати.

G=(X, U) ва G' = (X, U') графлар берилган булсин. Кайси 
Холда уларнинг иккаласи битта графни ифодалайди деган 
саволга жавоб беришга уринамиз. Бу масала графларнинг 
изоморфизми тушунчаси билан чамбарчас богликдир.



Т а ъ р и ф .  Агар G ва G' графлар учлари тупламлари 
X  ва X' орасида узаро бир щйматли ва учлариинг кушнилик 
муносабатини сацлайдиган мосликни (<*=>) урнатиш мумкин 
булса, яъни Ух, у  е X  ва уларга мос х ' , у 'е  X ' (х <=> х ', у  <=> у') 
учун х у е  U <̂> х 'у 'е  U' булса, у  х,олда бу графлар изоморф дейи­
лади.

Куйидаги графлар берилган булсин (IX.8 - шакл):
G = (X p U), ( / =1 , 2 ,  3, 4),

бу ерда
Л| = {1, 2, 3, 4}, £/, = {12, 13, 23, 34};
Х2 = {а, Ь, с, d}, U2 -  {ab, ас, be, cd]\
Л; = {1, 2, 3, 4}, иг = {12, 23, 34, 14};
XA = {1, 2, 3, 4}, U4 = {13, 23, 14, 24};

2- §. Графларнинг изоморфлиги _________________________ [3 8 5 ]

IX.8- шакл.

Умуман олганда, бу графларнинг турталаси \ар хилдир. 
G{ * G2, чунки Хх * Х2; С?3 * С4, чунки £/3 * UA. Лекин кури- 
ниб турибдики, G, ва G2 бир хил тузилишга (структурага) 
эга, шу жумладан, (?3 ва G4 х,ам бир хил тузилишга эга. Агар 
изоморфликни = билан ва изоморф эмасликни ф билан бел- 
гиласак: <7, * G2, G2 = G4, G, + Gv  G{ * G4, G2 * G}, G2 * GA 
эканлигини курамиз.

Масалан, (7, = G2 ни куйидагича аникдаш мумкин:
1 <=> а, 2 <=> Ь, 3 с, 4 <=> d;

25 — Х-Турасв
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У холда
12е Ux ва abe U2, 13е £/, ва асе U2,
14 <£ Ui ва ade U2, 23 е {/, ва bee U2,
24г U] ва bde. U2, 34e ва cde U2,

яъни xy e L/] <=> x 'y 'e  U2 шарт бажарилади.
Укувчига

1 <=> b, 2 <=> a, 3 <=> с, 4 <=> d

мослик хам (7, ва G2 графларнинг изоморфизми эканлиги­
ни текширишни тавсия киламиз. Шу билан бирга учлар- 
нинг колган 4! -  2 = 22 та мосликлари изоморфизм эмасли­
гини айтиб утамиз.

G, ва G4 графларнинг изоморфизмини масалан, куйида- 
гича урнатиш мумкин:

1 2 3 4 — С3 графда
0 Z Z Л
1 3 2 4 -  <74 графда

(бу графларнинг бошка изоморфизмларини аникданг).
^  ф С?3 эканлигини осонгина аниклаш мумкин. Маса­

лан, (?, графнинг 4 учи факат битта уч билан кушни, (?3 да 
эса бундай уч умуман йук

3- §. Мультиграфлар

Параллел кирралар. Сиртмок;. Инцидентлик матрицаси. 
Мультиграф.

Энди умумий холда чекли, ориентирлаштирилмаган 
графларни киритамиз.

Т а ъ р и ф .  Граф деб G -  (X, U, у) тартибланган учликка 
айтилади, бу ерда Х ф 0  —учлар туплами, U — цирралар тупла­
ми (иккаласи хам чекли) ва \\i:U=$ X 2 акслантириш хар бир 
ие U кирра учун унинг х, ye X  учларига тартибланмаган у  (и )-х у



3- §. Мультиграфлар Hi
жуфтликни мос куяди. Агар \у(и) = хх булса, у  холда и кирра 
х учдаги сиртмок, v|f(u) =х, у  л х ф  у  булса, у  звено дейилади. 
Агар х  ва у  учларнинг иккаласи камида битта умумий инци­
дент киррага эга булса, улар кУшни дейилади. Хусусий холда, 
агар хучда камида битта сиртмок булса, ууз-узи билан кушни- 
дир.

Агар и ва v кирралар учун иФ va vj/(m) = y(v) булса, у \олда 
улар параллел (каррали) дейилади.

Агар графнинг учлари Х= {1, 2, п} каби тартибланган 
булса, у холда уни A(G) -  (а .) кушнилик матрицаси ёрдами­
да бериш мумкин, бу ерда а.. — шу i ва j  учларни туташти- 
рувчи кирралар сони. Албатта, бу матрица граф учларининг 
тартибланишига боглик, ва уни параллел к^рраларни жойла- 
шиш тартиби аникдигигина тиклайди. Инцидентлик мат­
рицаси B{G) = (р(>Х  буйича графни ягона равишда тиклаш 
мумкин:

[1, агар / уч ва j к,ирра инцидент булса,
[О, акс \олда.

Бу ерда / = 1, 2, п\ j=  1, 2, т ва к;ирралар х,ам 
тартибланган деб хисобланади: U={uw и2, ит}.

g

IX.9- шакл.
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IX.9 - шаклда учлари ^ = { 1 , 2, 3, 4, 5}, кирралари 
U={a, Ь, с, d, е, / , g, h) булган G = (X , U, у) граф (мульти­
граф) берилган. Акслантириш у  эса куйидагича аникданган: 

у(я) = у(Ь) = у(с) = 14, \\r(d)= 12, у(е) = \\r(J) = 22,
Vte) = VW =' 35.

Бу граф учун

'0 1 0 3 о 4 ' 1 1 1 1 0 0 0 0 '
1 2 0 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0

0 0 0 0 2 , B(G) = 0 0 0 0 0 0 1 1

3 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0

0V 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 /

4- §. Маршрутлар, занжирлар, цикллар. Боглик^илик

[7J Маршрут. Циклик маршрут. Занжир. Цикл. Содда зан­
жир. Туташтирилган учлар. Боглицли граф. Кушнилик 
матрицаси. Такомиллаштирилган кушнилик матрицаси.

1 - т а ъ р и ф . Оддий G -  (X, U) графдаги 
х0 u t и2х2 и3х3... x/ t w/x/

кетма-кетлик (бу ерда х0, jc,, х; е X, и{, и2, ..., ы, е U) 
узунлиги I тенг булган ва xQ, x t учларни туташтирувчи 
маршрут дейилади.

Агар x0 = xt ва /> 1 булса, маршрут циклик дейилади. /= 0  
маршрут битта х0 учдан иборат булади ва у циклик х;исоб- 
ланмайди.

Маршрутда учлар ва кирраларнинг х,ар хил булиши та­
лаб килинмайди. Битта уч ёки кирра бир неча марта такрор- 
ланиши мумкин.

2 - т а ъ р и ф .  Кирралари х,ар хил булган маршрут занжир 
деб аталади. Циклик занжир эса цикл дейилади. Агар зан- 
жирда (циклда) х0 ва xt лардан ташцари барча учлари х,ар хил 
булса, у  %олда у  содда занжир (цикл) дейилади.



4-§. Маршрутлар, занжирлар, цикллар. Боглицлидик

IX. 10- шаклдаги графда 3v2ulw3p4t5t4t5 ва 3wlu2v3p4t5t4t5 
маршрутлар бир хил элементлардан тузилган булса-да, ле- 
кин хар хилдир. Улар циклик эмас ва занжир хам эмасдир. 
3wlu2v3p4 маршрут занжир, лекин содда эмас ва циклни 
ташкил этмайди. 3wlu2v3p4s6r7q3 ва 3v2ulw3p4s6r7q3 хар хил 
содда булмаган цикллар. 3q7r6s4p3 маршрут содда циклдир. 
Iu3v2 кетма-кетлик умуман маршрут эмас.

3- т а ъ р и ф . Агар G графнинг х  ва у  учлари орасида х,еч 
булмаганда битта занжир мавжуд булса, у  х;олда улар туташ- 
тирилган дейилади.

Равшанки, графнинг учлари тупламида берилган «туташ- 
тирилганлик» муносабати рефлексивлик, симметриклик ва 
транзитивлик хоссаларига эга. Демак, бу муносабат эквива- 
лентликдир ва графнинг X  учлари тупламини X v Х2, Хк 
синфларга ажратади. Хар бир синфга тегишли булган учлар 
узаро туташтирилгандир (турли синфларга тегишли булган 
учлар орасида занжирлар йук).

G = (X , U) графнинг Gi - ( X i, V.) ( /=  1, 2, ..., к) кием 
графи унинг боглицли компонентам дейилади. Агар k{ G) = 1 
булса, граф боглицли дейилади.

Боегсикли G графнинг учлари туплами X  да масофа ту- 
шунчасини киритиш мумкин: / ва j  учлар орасидаги масофа 
деб

d(i, j)  = min



га айтилади, бу ерда /|(у| шу [/, j\ занжирнинг узунлиги ва 
минимум барча [/,у] занжирлар буйича олинади (албатта, бу 
минимум содда занжирларда эришилади).

Киритилган d(i,j) учун масофанинг барча хоссалари (ак­
сиомалари) бажарилади:

1) d(i, /) = 0 , d(i, 0  > 0 ( /* /);

2 ) d(i, J) = d(j, 0 ;

3) d(i, J) + d(j, к) > d(i, к).

Демак, X  туплам метрик фазони ташкил этади.
G = (X  U, у) мультиграф берилган булсин, бу ерда 

X = {xv xv  ..., хп), £/={w,,w2, ..., ит\ ва Д О  = (а..) кушнилик 
матрицаси. Графнинг х; ва х. учларини туташтирувчи узун­
лиги /> 1 булган турли хил маршрутлар сонини ва уларнинг 
узларини аникдаш масаласигш караймиз. Бусон [A(G)\ = {о}'- ) 
матрицанинг а)1/  элементига тенг.

Хакикатан хам, /= 1 булганда, бу уз-узидан равшан. Фа­
раз килайлик, aj* берилган х. ва хк учларни туташтиручи 
/ узунликдаги маршрутлар сони булсин. Унда х. ва х; учлар­
ни туташтирувчи ва узунликлари /+  1 булган (охиридан ол- 
линги хк учни танлаб олган холда) маршрутлар сони aj* akj 
га тенг, умумий х,олда эса барча маршрутлар сони матрица-

п
лар купайтмаси коидасига асосан ^ (х ]ка к] = a j'+l) га тенг.

*=i
IX. 11-шаклдаги граф учун

[ 3901__________________IX БОБ. ГРАФЛАР НАЗАРИЯСИНИНГ ЭЛЕМЕНТЛАРИ

'0 3 0 0 о 4 '9 0 6 3 0' '0 42 3 9 °1
3 0 2 1 0 0 14 1 3 0 42 15 31 18 0
0 2 0 1 0 , А2 = 6 1 5 3 0 , А ъ = 3 31 5 9 0
0 1 1 1 0 3 3 3 3 0 9 18 9 9 0
0 0\ 0 0 2, 0 0 0 ° 4 j 0 0 0 0 8 /



4-§. Маршрутлар, занжирлар, циюиар. Богли^илик

Ы>

IX.11- шакл.

масалан, х, уч билан х4 учни туташтирувчи узунликлари 2 га 
тенг булган учта маршрут ( x im,x2w8x 4, x ,w 2x 2u 8x 4, х ,  « 3x 2w8x 4) 
бор ва бу учларни туташтирувчи узунликлари 3 га тенг 
туккизта маршрут (х,ы,х2ы4х3ы6х4, x lulx2usx3u6xA, x ,w 2x 2w4x 3m6x 4, 
X,UjXjW X̂ Û X̂ ,̂ Х ,и ъХ2иАХ ъиьХА, Х|WjX2WjXjUgX4, X,U ,X2UgX4M7X4, 

Х у Ы ^ и ^ и ^ ,  XyU ^U gX^^) мавжуд, x5 учни узи билан 6o f-  
ловчи узунлиги 2 га тенг туртта маршрут (х,ы9х5ы9х5, 
х5ы,х5ы|0х5, х5ы10х5и9х5, х5ы|0х5м10х5) бор ва \оказо.

Маршрутларнинг узларини аникдаш усулини (хисоблаш- 
лари куплиги сабабли) содда мисолда курсатамиз (IX. 12- шакл).

IX .12- шакл.



\ j2 l i IX  БОБ. ГРАФЛАР НАЗАРИЯСИНИНГ ЭЛЕМЕНТЛАРИ

Бу графнинг такомиллаштирилган кушнилик матрица- 
сини тузамиз:

А(и) = (а0(и)) =
а b О 
b 0 с + d
О c + d  О /

бу ерда а Ли) — шу / ва j  учларни тутаиггирувчи кирралар- 
нинг шартли йигиндиси. К,ирралар белгиларини {а, Ь, с, d) 
нокоммутатив (лекин ассоциатив) ярим \алканинг ясовчи- 
лари деб кабул киламиз.

А(и) матрицанинг кетма-кет даражаларини топамиз:

< а 2 + Ь 2

\A(U) j2 =
ab be + cd

ba b2 + c2 + d 2 + cd + dc 0
cd + db 0 c2 + d2 + cd + dc

a3 + b2a + ab2

ba2 + b* + c2b + 
d2b + cdb + deb

cba+ dba

a2b + b} +bc2 + 
bed + bde + bd2

bab

cd2 + db2 + c3 + d2c + 
+ cdc + dc2 + c2d +
+ d} + cd2 + dcd

abc + abd

b2c + c3 + d2c + cdc + 
+ dc2 + b2d + c2d +
+ d* + cd2 + dcd

О

Масалан, [A{U)\l матрицанинг a^^LJ) = ba2 + b* +c2b + 
+ cFb + cdb + deb элемента x2 билан x, ни туташтирувчи 
узунлиги 3 га тенг булган олтита маршрутни аниклайди:



4- §. Маршрутлар. занжирлар, цикляар. Богликлилик lil
x2bxlaxiaxl, x2bxt bx2bxy, x2cxicx2bx], 
x2dx^dx2bx p x2cx^dx2bx{, x2dx^cx2bxp

Агар бизни x  дан x га / кадамлар билан утиш масаласи 
кизиктирса, бутун мускат сонлар ярим халк,асига 2 = 1 буль 
муносабатини киритамиз. У холда, агар х(. дан х гача камида 
битта узунлиги / га тенг булган маршрут булса, [A(G)\ мат- 
рицанинг а)'} элементи 1 га, акс холда 0 га тенг. IX. 11- 
шаклдаги граф учун

А =

'0 1 0 0 о л '1 0 1 1 о л '0 1 1 1 о л
1 0 1 1 0 0 1 1 1 0 1 1 1 1 0

0 1 0 1 0 , А 2 = 1 1 1 1 0 , А3 = 1 1 1 1 0

0 1 1 1 0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1V У / /

'1 1 1 1 0 '
1 1 1 1 0

А 4 = А 5 = 1 1 1 1 0

1 1 1 1 0

0 0 0 0 1

Агар х. дан xj гача / дан куп булмаган кдцамлар билан
утиш масаласини курсак, у холда А + Е  ( Е"п — бирлик матрица) 
матрицанинг даражаларини к,араймиз. Юк,оридаги мисолда

А + Е =

г \ 1 О О О4 

1 1 1 1 0  

0 1 1 1 0

0 1 1 1 0

0 0 0 0 1
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/ 1 1 1 1 0  

1 1 1 1 0  

1 1 1 1 0  

1 1 1 1 0  

0 0 0 0 1

(А + Е)2 = (А + Е)3 =

V /

Бу усул билан графнинг барча богликдик компонента - 
ларини \ам топиш мумкин.

1. IX. 13- шаклда курсатилган иккита графнинг изоморфли- 
гини исботланг.

2. Бир-бири билан аразлаган учта кушнининг учта умумий 
Кудукдари бор. Хар бир уйдан *ар бир кудукка бир-бири 
билан кесишмайдиган йул утказиш мумкинми? Жавобин- 
гизни изо>уганг.

3. Беигта тугри куп к,иррали графлар учларининг сони ва 
даражасини аникданг.

4. Тугри куп киррали графлар учун кушнилик ва инцидент- 
лик матрицаларини тузинг.

Муаммоли масала в а топширицлар

IX. 13- шакл.



5- S. Дарахтлар п и

Г Г  Мустак,ил ишлаш учун савол ва топшириклар

1. Оддий фафлар. К,ирралар, учлар. Йуналтирилган ва йуналтирил- 
маган кирралар. Инцидент.

2. Графнинг тулдирувчиси. К,исм граф. Суграф.
3. Графлар изоморфизми. Изоморф фафлар. Кушнилик муносабати.
4. Мультиграфлар.
5. Маршрутлар, занжирлар, цикллар. Бокликдилик.

[у7! Циклик ва ациклик кирра. Цикломатик сон. Дарахт. Пого­
на учлари. Графнинг асоси. Ватар. Чекли дарахтда к,ирра- 
лар сони учлар сонидан битта камлиги х;ак,ида.

1 - т а ъ р и ф . Агар G графнинг и кирраси камида битта 
циклга тегишли булса, у  циклик цирра, акс х;олда ациклик цирра 
деб аталади. G граф учун

(бу ерда m{G) — берилган G нинг цирралари сони, n(G) — учла­
ри сони ва K(G) — компоненталари сони) ифода унинг цикло­
матик сони деб аталади.

Осонгина курсатиш мумкинки:

Уз-Узидан равшанки, n(G \и )  = n(G), m(G \ и )  = m(G) -  1, 
MG) > 0 ва факат цикллари булмаган граф учун X(G) = 0.

2 - т а ъ р и ф .  Барча щррапари ациклик булган богликлик 
граф дарахт деб аталади.

5- §. Дарахтлар

MG) = m(G) -  n(G) + k(G)

K (G \u )  =
K(G), агар и циклик кирра булса, 
K(G) + 1, агар и ациклик кирра булса;

Я( С\ «)  =
>.((?)-1, агар и циклик кирра булса, 
K(G), агар и ациклик кирра булса.
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Дарахтнинг исталган иккита учи ягона занжир билан 
богаангандир. Дарахтнинг исталган х0 учини танлаб олиб, 
уни илдиз ёки нолинчи погонали уч деб атаймиз. х0 га к$шни 
булган барча учларни биринчи погона учлари деймиз ва хрказо 
/ -  1 погонадаги учларга кушни (бошка погоналарга тегишли 
булмаган) учларни i погона учлари деб атаймиз (IX. 14- шакл).

4- погона,

3- погона,

2- погона,

1 - погона,

О- погона.

IX. 14- шакл.

Дарахтнинг бундай тасвирланишидан келиб чикадики, 
у четки (факат битта киррага инцидент булган) учларга эга. 
Масалан, охирги погонанинг учлари.

Боеникли G графдан кетма-кет барча циклик кирралар- 
ни олиб ташлаймиз. Натижада, хамма кирралари ациклик 
булган богликли Я  графни — дарахтни \осил киламиз. Бу 
дарахт G графнинг асоси дейилади. Графнинг асоси ягона 
танланмайди, лекин барча ациклик кирралар исталган асос- 
га киради. Яасосга нисбатан G \H  булакнинг барча кирра­
лари ватарлар деб аталади.

Н дарахтдан четки учни (автоматик тарзда битта кирра- 
ни) олиб ташласак, яна дарахтни хосил киламиз. Агар Н 
чекли булса, п(Н) -  2 кадамдан кейин битта кирра ва иккита 
учга эга дарахтни \осил киламиз. Дарахтдан олиб ташлан- 
ган учлар ва кирралар сони бир хил булганлиги сабабли куйи­
даги хулосага келамиз: у;ар кандай чекли дарахтда кирралар 
сони учлар сонидан битта кам. Аксинчаси \ам, яъни куйи- 
даги теорема уринлидир.



Т е о р е м а .  Чекли борлицли G граф дарахт булиши учун 
унинг к,ирралари сони учлари сонидан биттага кам булиши за­
рур ва етарли.

Учлари 1, 2, 3, ..., п ракамлари билан тартибланган п учли 
дарахт берилган булсин. Дарахтнинг четки учлари орасида­
ги энг кичик номерлиси /', ва у билан кушни булган ягона 
уч j\ булсин. Дарахтдан /, учни, демак, i j x киррани олиб 
ташлаймиз. Хосил булган дарахтда энг кичик номерли чет­
ки /2 учни ва i2j 2 киррани олиб ташлаймиз ва хоказо. 
Бу жараённи п -  2 марта такрорлаб, икки уч ва битта кор­
рали дарахтни хосил киламиз. Олиб ташланган учларни 
/={/,, /2, ..., /я_2} ва /= { /,, j v  — »Л_2} билан белгилаймиз. Бу 
иккала /  ва J  мажмуа берилган дарахт буйича ягона равишда 
аникланади, шу билан бирга /  нинг барча сонлари хар хил, 
/н и к и  эса хар хил булиши шарт эмас (IX. 15- шакл).

Бу дарахт учун I -  {2, 3, 5, 7, 8 , 9, 1, 4} ва /=  {3, 4, 4, 8 , 
Ю, 1, 4, 6 }.

Шу билан бирга хар кандай /=  j 2, ..., ; л_2} (1 <jk < п) 
мажмуа битта дарахтга мос келади. Уни куйидагича куриш 
мумкин.

N=  {1, 2 , ..., п} тупламнинг /  да катнашмаган сонлари- 
нинг энг кичигини /'j билан белгилаймиз (бундай сон хамма 
вакт мавжуд, чунки /  да п -  2 та сон бор). /, ва у, учларни

5- §. Дарахпыар_________________________________ _______ ____________j 397

IX. 15- шакл.
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Кирра билан туташтирамиз, у, ни J  дан, /, ни эса N  дан 
учирамиз ва жараённи такрорлаймиз: -  {jv j v  ■■•,jn_2} маж- 
муада катнашмаган N i = N \{ i l} нинг энг кичик сонини /2 
билан белгилаймиз; /2, j 2 учларни кирра билан туташтирамиз 
ва уларни мос равишда 7V( ва У, дан учирамиз ва хоказо. Охи- 
рида Nn , да колган иккита учни кирра билан туташтирамиз.

Бундан куринадики, х,ар кандай к -  1, 2, ..., п -  2 учун 
к кадамдан кейин ясалган кирралар ичида ik га инцидент 
булганлари йук, лекин j k га инцидент булган камида битта 
Кирра мавжуд. Бун и назарда тутган холда, жараённи теска­
ри тартибда бажариб, к буйича индукцияни куллаб, хдкикатан 
хдм дарахт хосил булишини курсатамиз (чунки хар гал бит­
та кирра янги, четки уч билан кушилади).

Шунга ухшаш индукция буйича, лекин тугри тартибда 
куриб исботлаш мумкинки, ушбу дарахтга айнан J  мажмуа 
мос келади.

Юкоридаги жараёндан куринадики, хар хил дарахтларга 
турли хил (/, J) жуфтликлар мос келади. Агар I ф I  булса, у 
\олда У ф Хаки катан хам, i'k * ik ва i'k < ik булса, у \олда 
i'k сон (j'k, ..., j'„_2) га кирмайди, лекин у ( Гк, •••, Ул'_2) га 
киради. Шунинг учун х,ар хил дарахтларга х,ар хил J  кури- 
нишдаги мажмуалар мос келади. Шундай килиб, куйидаги 
теорема исбот кдлинди.

Т е о р е м а  ( К э л и ) .  Учлар сони тартибланган п та 
булган дарахтлар сони пп~2 га тенг. (п та элементлардан 
/7 - 2  тадан тузилган барча такрорий уринлаштиришлар сони). 
Албатта булар ичида куплари узаро изоморфдир.

Масалан, /7 = 3 булганда, учала дарахт \ам узаро изоморф­
дир (IX. 16- шакл).

IX. 16- шакл.



6- Эйлер графлари

6- §. Эйлер графлари

[у7! Характеристик вектор. Жуфт граф. Эйлер цикли. Эйлер
графи. Цикломатик сои.

G графнинг барча учларини уз ичига олувчи кием граф- 
ларни караймиз. С нинг барча кирралари и,, и2, ..., ит каби 
тартибланган булсин. G графнинг хар кандай Я  с  С кисми- 
га 0 ва 1 дан иборат т улчовли (о,, а2, ат) векторни мос 
куямиз:

_ Г1, агар щ е Н  булса,
[ 0, агар Uj € Н  булса,

(Н нинг характеристик вектори). Бу мослик узаро бир кий- 
матлидир, шу билан бирга кием графларнинг 2 модул буйи­
ча йигиндисига уларнинг характеристик векторларининг 
йигиндиси мос келади. Барча кием графлар туплами йигин- 
ди амалига нисбатан абель группасини ташкил этади. Бу 
группа {0 , 1} коэффициентлар майдони устида чизикди фа- 
зони ташкил этади (исталган Н  кием графнинг 1 га кУпайт- 
маси Н  ни беради, 0 га купайтмаси эса буш графдир).

Куриниб турибдики, G граф кисмларининг фазоси улар­
нинг характеристик векторларининг фазосига изоморф ва 
т улчовли.

Агар графнинг барча учларининг даражалари (яъни улар­
га инцидент булган кирралар сони) жуфт булса, граф \ам 
жуфт дейилади.

Жуфт графда исталган содда занжирни (циклдан фарк- 
ли Уларок) унга кирмаган кирра билан давом эттириш мум­
кин. Хаки катан хам, занжирда охирги учнинг даражаси 1 га 
тенг, лекин граф жуфт булганлиги сабабли бу учга инци­
дент булган камида битта кирра мавжуд. Агар граф чекли 
булса, занжирни кетма-кет давом эттириб, аввал босиб утган 
учларнинг бирига келамиз, яъни содда циклни хосил кила­
миз. Бу циклнинг барча кирраларини графдан олиб ташлай-



миз. Унинг колган кисми яна жуфт графдир, чунки учлар- 
нинг даражалари 2 га камаяди (агар ундан занжир утса) еки 
узгармайди (агар занжир утмаса). Бу графда яна циклни аж- 
ратамиз ва хоказо. Юкоридаги жараённи яна давом этамиз, 
токи унда бирорта хам цикл колмасин (яъни буш граф хосил 
булгунча). Шундай килиб, чекли жуфт граф узаро кирралар 
буйича кесишмайдиган содда цикллар йигиндисига ёйила- 
ди. Бундан унинг барча кирралари циклик эканлиги келиб 
чикади.

Агар чекли жуфт граф богликли булса, у холда осонгина 
курсатиш (содда цикллар сони буйича индукцияни куллаб) 
мумкинки унда барча кирралари ни уз ичига олган содда 
цикл мавжуд. Бундай цикл Эйлер цикли, графнинг узи эса 
Эйлер графи дейилади. Юкорида айтилганлардан куйидаги 
теорема келиб чикади.

Т е о р е м а .  Чекли 6оглик,ли граф Эйлер графи булиши учун 
у  жуфт булиши зарур ва етарли.

Исталган чекли жуфт графнинг хар бир бомикли ком- 
попентаси Эйлер графидир.

Ихтиёрий графнинг хар кандай иккита Я, ва Я2 жуфт 
кием графларининг йигиндиси яна жуфт кием графдир.
Х,акикатан хам, а  учнинг S(а) даражаси Я, + Я, кием граф­
да s, + s2 -  2 5,2 га тенг. Бу ерда 5, ва s2 — шу а  учнинг мос 
равишда Я, ва Я2 даги даражалари, s12 эса а  нинг уларнинг 
Я, П Я, кесишмасидаги даражаси. Шундай килиб, жуфт кием 
графлар туплами барча кием графлар фазосининг кием фа- 
зосидир. Бу кием фазонинг улчови v ни аниклаймиз.

G боыикли, т киррали, п учли D граф унинг ихтиёрий 
асоси булсин. Ватарлар сони т -  п + 1 га тенг. Хар бир а|3 
ватар ягона содда [а, [3] с  D занжир билан содда циклни 
Хосил килади. Барча циклларнинг векторлари богликмас I  
системани хосил килади. Чунки хар бир цикл системанинг 
бошка циклларига тегишли булмаган киррага (узининг ва- 
тарига) эга. Демак, \  > т - п  + 1.

pWpj_______________IX  БО Б. ГРАФ Л АР Н А З А Р И Я С И Н И Н Г  Э Л Е М Е Н Т Л А Р И
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Иккинчи томондан, хар кандай жуфт кием граф, хусу- 
сий холда исталган содда цикл I  системанинг цикллари ор­
кали ифодаланади. X, аки ката и хам, жуфт Я  кием графга ва- 
тарлари унга тегишли Z системанинг циклларини кушамиз. 
Хосил булган йигинди бирорта хам ватарга эга эмас. Демак, 
бу йигинди D дарахтнинг кием графи, яъни у буш графдир. 
Акс холда содда циклларга эга жуфт кием граф ( Ява  цикл- 
ларнинг йигиндиси) дарахтнинг кием графи булар эди. Бун- 
дан v < т -  п + 1 келиб чикади ва юкоридаги тенгсизликни 
инобатга олган холда v = т -  п + 1 га эга буламиз.

Богликли булмаган к компонентали графнинг жуфт кием 
графлари фазосининг базиси унинг барча бомикли компо- 
ненталари базисларининг йигиндисидан иборат. К,ирралар 
ва учлар сони хам компопенталар буйича кушилади. Агар 
/' компонента mt киррага ва п1 учга эга булса, у холда

к к 
v = т -  п + к, т = т,., п -  ^  п, .

ы\ ы
Демак, жуфт кием графлар кием фазосининг улчови 

v графнинг цикломатик сони X(G) га тенг.
Исталган граф учун v > 0 булганлиги сабабли к> п -  т.
Цикломатик сони нолга тенг булган бопикли графлар -  

дарахтлардир.

7- §. Хроматик сон ва хроматик синф

[у̂ [ Тугри буялган граф. Хроматик сон. Хроматик синф.
Бихроматик граф. Бихроматик булишнинг етарли ва за­
рурий шарти. Брукс теоремаси.

Сиртмоксиз G графнинг хар бир учига (киррасига) бе­
рилган ранглардан биттасипи мос куямиз. Агар кушни уч- 
ларга (кушни кирраларга) турли хил ранглар мос куйилган 
булса, у холда G граф тугри буялган дейилади. G графнинг 
учларини (кирраларини) тугри буяш ч̂ чун керак булган энг 
кам микдордаги турли хил ранглар сони x(G) мос равишда 
унинг хроматик сони (хроматик синфи) дейилади.
26 — Х-Тураев
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кандай оддий G граф учун x(G) < n (х (£ ) = 1)- Тенг- 
лик факат Е  учун бажарилади.

Агар графда камида битта кирра булса, x(G) < 2 . Демак,
2 < x(G) < n(G) тенгсизлик уринли.

Т а ъ р и ф .  Агар G граф учун х( G) = 2 бужа, у  х,олда G 
бихроматик граф дейилади.

1 - т е о р е м а .  Камида битта киррага эга булган граф 
бихроматик булиши учун унда узунликлари ток, содда цикл- 
ларнинг булмаслиги зарур ва етарли.

Агар G граф тулик X У4-1™ F% кисмларга эга булса, унинг 
хроматик сони x(G) ^ X- Лекин тескариси тугри эмас.

Шундай графлар мавжудки, уларда хаттоки F3 (учбур- 
чак) булмаса-да исталганча катта хроматик сонга эга.

Хроматик сон ва граф учларининг даражалари (учга ин­
цидент булган кирралар сони) орасидаги богланиилги урга- 
намиз. G фаф  учларининг максимал даражаси S(G) булсин. 
Г билан S(G) < S  булган оддий графлар синфини белгилай­
миз. Хар кандай G<= Г граф учун x(G) < 5 +  1 эканлигини 
учлар сони буйича индукция усули билан исботлаш мум­
кин. Ягона Fs граф учун x(F ) = 5+1.

2-т е о р е м а .  Камида битта циррага эга булган граф бих­
роматик булиши учун унда узунликлари тон; сонларга тенг содда 
циклларнинг булмаслиги зарур ва етарлидир.

З а р у р и й л и г и .  Графни тугри буялганда цикл учла­
рининг ранглари алмашиб келади, демак, узунлиги ток бул­
ган содда циклни тугри буяш учун икки ранг етарли эмас. 
Бундай циклни узида сакдаган граф хам бихроматик була 
олмайди.

Е т а р л и  л и г и .  Аввало шуни таъкидлаймизки, хар кан­
дай дарахт бихроматик графдир. Хакикатан хам, дарахтнинг 
жуфт погоналаридаги барча учларини битта рангга буяймиз, 
ток погоналардаги учларни эса иккинчи рангга буяймиз. 
Натижада у тугри буялган булади, чунки дарахтнинг кирра­
лари факат кушни погоналардаги учларни туташтиради.
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Дарахтда / ва j  погоналар учларини туташтирувчи содда 
занжирнинг узунлигининг жуфт-токутиги i - j  соннинг жуфт- 
токдиги билан бир хил. Хусусий холда, бир хил жуфтликда- 
ги погоналарнинг учлари узунлиги жуфт содда занжир би­
лан боглангандир.

Узунлиги ток, сонга тенг содда занжирга эга булмаган 
G графда исталган асосни танлаб оламиз. Бу асосга нисба­
тан барча ватарлар турли хил жуфтликларга эга булган по­
гоналарнинг учларини туташтиради, акс щпда унда узун­
лиги ток, содда занжирлар булар эди. Демак, асоснинг икки 
ранг билан тугри буялгани бутун графнинг х,ам тугри буял- 
ганидир.

Агар G графда х учли тулик; F  к,исм граф мавжуд булса, 
у х,олда x(G) > х- Тескариси эса тугри эмас, яъни шундай 
графлар мавжудки, уларда х,атто уч учли тулик, к,исм граф- 
лари (учбурчаклар) йук,, лекин хроматик сони исталганча катта.

Бунда G граф индуктив равишда ясалади. G2 битта к;ир- 
радан иборат.

Фараз к,илайлик, Х=  {х,, х2, ..., хп} учлар тупламида (?_, 
граф курилган булсин. G , графга X ' -  {х{, х ’2, ..., х'} учлар 
тупламини ва р учни кушамиз. Хар бир х ' учни Р уч \амда 
G , графда х. га кушни булган учлари билан туташтирамиз 
(ik. 17-шакл). Хосил булган <7 графда учбурчаклар йукди- 
гини курсатамиз. Индукция фаразига кура С ., графда уч­
бурчаклар йук- Агар учбурчак мавжуд булса, у холда X' 
тупламдаги учлар бир-бири билан туташтирилмаганлиги са- 
бабли, унга бу учларнинг купи билан биттаси тегишли; р хам 
бирорта учбурчакка тегишли эмас, чунки у факат X  даги 
учлар билан туташтирилган.

Агар [х„ Xj, x'k] учбурчак булса, у холда [х, хр хк] учбур­
чак х,ам мавжуд булар эди (чунки х'к ва хк учлар X  да бир 
хил кушни учларга эга). Бу эса индукция фаразимизга зид.

Энди x(Gj) = x эканлигини курсатамиз. Равшанки, x(G2) = 2. 
Фараз кдлайлик, х (^х_|) = Х-  1- ^  \ ° лДа графни х~ 1 ранг



IX.17- шакл



7- §■ Хроматик сон в а хроматик синф

билан тугри буяш мумкин: масалан, <?х_, графни х -  1 ранг 
билан тугри буяганимиздан кейин хар бир х ' учни х. нинг 
рангига буяймиз ва (3 учга колган х  рангни берамиз.

Gx графни х ~ 1 ранг билан тугри буяш мумкин эмас­
лигини курсатамиз. Тескарисини фараз киламиз, яъни Gx 
граф х ~ 1 ранг билан тугри буялади ва Р учга / ранг тугри 
келади. Бунда X' тупламнинг учлари / дан фаркди рангларга 
буялган. А с  X  туплам / рангга буялган учлар кием туплами 
булсин. Хар бир х е  А учни х' учнинг рангига кайтадан 
буяймиз. Бу холда G ^ q G  графнинг барча учлари х -  2 ранг 
билан тугри буялган булади. Хакикатан хам, х,х; шу G/ { 
графнинг исталган кирраси булсин. G графда х. ва х турли 
рангларга буялганлиги сабабли уларнинг иккаласи бирда- 
нига А га тегишли эмас. Агар х е  А, х г  А булса, графни кай- 
та буяганимизда уларнинг ранглари узгармайди ва турли 
хил бултанлигича колади. Шундай килиб, <7 граф индук­
ция фаразимизга зид равишда х -  2 ранглар билан тугри буя­
лади.

Хроматик сон ва граф учларининг даражалари орасида- 
ги богланишни аникдаймиз. s(G) оркали G граф учлари да- 
ражаларининг энг каттасини белгилаймиз, Г эса параллел 
Кирраларга эга булмаган ва s(G) <s графлар синфи.

Учлар сони буйича индукцияни куллаб осонгина курса­
тиш мумкинки, хар кандай G< Fs учун %(G) < s+ I . Хакикатан 
Хам, агар графда учлар сони 5+ 1 дан ошмаса, x(G) 1- 
Фараз килайлик, бу тенгсизлик G дан кам учларга эга 
Г  нинг барча графлари учун уринли булсин. G графдан ис­
талган х учни олиб ташлаймиз (унга инцидент булган барча 
Кирралар билан биргаликда). Индуктив фаразимизга асосан 
G\{x} графни 5+*1 ранг билан тугри буяймиз. G графда х учга 
купи билан s та КУШНИ У4 мавжуд, шунинг учун камида 
битта ранг топиладики, унга х га кушни булган учларнинг 
Хеч бири буялмаган. Шу рангга х учни буяймиз ва G граф 
s+ 1 ранг билан тугри буялган булади.



Куйидаги теоремадан келиб чикадики, Г синф графла- 
ри ичида хроматик сони 5 + 1 га тенг булган ягона тулик, 
5+ 1 учли Fs+t графдир.

Т е о р е м а  ( Б р у к с ) .  Агар s> 3, Ge Г5ва G* Cl  булса, 
у  %олда x(G) < s.

8- § . Турлар ва турдаги (щимлар

[̂ 7| Тур. Турнинг кутблари. Кутбли кирра. Ички кирра.
к-турлар. Турдаги оким. Турнинг кесими. Кесимнингутка­
зувчанлик кобилияти. Форд—Фалкерсон теоремаси.

Баъзи бир учлари танлаб олинган граф тур деб аталади. 
Танлаб олинган учлар турнинг кутблари дейилади. Маса­
лан, дарахтни бир кутбли тур деб караш мумкин (унинг 
илдизи кутбдир). Турнинг кутбларидан фаркди учлари унинг 
ички учлари дейилади. Камида битта кугбга инцидент булган 
к,ирра кутбли, бошкалари эса ички кирралар дейилади.

Иккита синфга ажратилган: к та кириш ва / та чикиш 
Кутбларга булинган тур (к, /)- кут блилик  дейилади. 
( 1, 1)- кутблилик тур икки кутбли тур дейилади.

Умумий элементларга эга булмаган 5, ва S2 турларнинг 
кутблари мос равишда а,, р, ва а 2, р2 булсин. 5, ва S2 турлар- 
нинг кетма-кет уланишидан хосил килинган а,, р2 кутб- 
ларга эга булган турни S2 каби белгилаймиз. 5, ва S2 турлар­
нинг параллел уланишидан хосил булган а,, р, кутбларга 
эга турни эса 5", v S2 каби белгилаймиз (IX. 18- шакл).

Юкоридагига ухшаш S2, ..., Sn ва 5, v S 2 v ... v S n 
турларни аниклаш мумкин.

| 406~Д__________________IX БОБ. ГРАФЛАР НАЗАРИЯСИНИНГ ЭЛЕМЕНТЛАРИ

IX. 18- шакл.



Бир киррали турлардан параллел ва кетма-кет улаш на­
тижасида хосил булган тур параллел -кетма-кет тур дейи­
лади. Бундай турларни к- турлар деб атаймиз. %- турлар ин- 
дуктив равишда аиикданади:

1) бир киррали тур я- турдир;
2) агар 6', ва S2 тс-турлар булса, у холда, S {S2 ва v S2 

хам к- турлардир.
S  к;исман ориептирлаштирилган турнинг хар бир и кир- 

расига утказувчанлик кобилияти деб аталувчи манфий булма­
ган С(м) сон мос куйилган булсин.

1 - т а ъ р и ф . Куйидаги шартларни каноатлантирадиган 
(/, со) жуфтлик S  турдаги оцим дейилади:

1) со- турнинг барча звеноларини бирор ориентирлаштири- 
лиши;

2)/ (и) — кирралар тупламида аникланган кийматлари ман­
фий эмас ва и нинг утказувчанлик кобилиятидан катта булма­
ган функция. Шу билан бирга барча ички учпарда Кирхгоф конуни 
бажарилади, яъни а  учга кирувчи барча кирралар буйича оким- 
ларнинг йитндиси ундан чикувчи кирралар буйича окимлар- 
нинг йитиндисига тенг.

Бошкача килиб айтганда:
1) 0 </(ы) < С(м) — турнинг барча кирралари учун;
2) R(а) = 0 — барча ички учлар учун, бу ерда

Я(а)= ' Z f ( u )  -  Х / ( ы) ,
ае/ч а )  аеГ'( о)

Д а) (Г(а))  -  со- ориентирлаштирилишда а  учдан чикувчи 
(мос равишда а  га кирувчи) кирралар туплами.

Равшанки, турнинг барча учлари буйича (кутбларни хам 
инобатга олган такдирда) R(а) ларнинг йигиндиси 0 га тенг 
(чунки хаР бир кирра бирор учдан чикиб бошкасига кира- 
ди). Шунинг учун R(as) = -R ($ ).

R= R(as) нинг киймати турдаги окимнинг микдори дейи­
лади.

S- <f- Турлар в а турдаги окимлап_________________________________________ j 407
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К,ирраларнинг берилган утказувчанлик кобилиятларида 
S  турдан утувчи окимнинг максимал киймати R mx ни аник- 
лаш масаласини курамиз. Бу масаланинг ечими турдаги ке- 
симлар билан бопшкдир.

2 - т а ь р и ф .  Агар турнинг баъзи бир цирраларини олиб таш- 
лаганимизда, у  боглик,ли булмай, кутблари турли компонент- 
ларига тушиб колса, бу щрралар туплами турнинг кесими 
дейилади.

IX. 19- шаклда берилган тур учун {d, е , /} , {b, с, е, g, И), 
{d, g, h , /} кирралар тупламлари кесимлардир.

Агар кесимдан исталган киррасини олиб ташлаганда кс- 
сим булмай колса, у содда кесим дейилади. Масалан, {d, e, f ) ,  
{b, с, е, g, И} кесимлар содда, {d, g, И, /} эса содда эмас.

Бокликди турнинг содда кесими уни иккита: а. кутбни 
уз ичига олган чап ва Рд. кутбни уз ичига олган унг кисмлар- 
га ажратади. Кесимнинг хар бир кирраси турли кисмларга 
тегишли булган учларни туташтиради. Агар кесимнинг кир­
раси звено булса ёки чапдан унгга караб йуналтирилган 
булса, у тугри, акс холда тескари дейилади.

3- т а ъ р и ф . Содда со кесимнинг утказувчанлик цобилияти 
С(со) деб унинг барча тугри цирраларининг утказувчанлик к,оби- 
лиятлари йигиндисига айтилади.

Масалан, {d, е, /}  кесимнинг утказувчанлик кобилияти 
5 + 1= 6  тенг, {Ь, с, е, g, И} кесимники эса 3 + 2 + 3 + 2=10.  
Агар тур богаикли булмай, кутблари турли компонентала- 
рига тегишли булса, у холда ягона содда кесим буш туплам, 
унинг утказувчанлик кобилияти эса нолга тенг.



Т е о р е м а  ( Ф о р д  — Ф а л к е р с о н ) .  S  турдан утувчи 
окимнинг максимал киймати Rnris унинг содда кесимларининг 
минимал утказувчанлик кобилияти Cmjn га тенг.

Муаммоли масала ва топшириклар

1. Т дарахтнинг иккита Г, ва Т2 кием дарахтларининг Г, П Т2 
кесишмаси дарахт булишини исботланг.

2. Агар / компонента т. кирраларга ва п. учларга эга булса, 
у холда

к к 
v = т -  п + к, т - ^ т ^  п = £  щ

/=I <=1
булишини исботланг.

3. Цикломатик сони нолга тенг булган богликли графлар 
дарахтлар булишини исботланг.

4. Агар s > 3, G>Ts ва G= f s+1 булса, у холда x(G) < s экан­
лигини исботланг.

5. Форд—Фалкерсон теоремасини исботланг.

Мустак,ил ишлаш учун савол ва топшириклар

1. Дарахтлар. Циклик ва ациклик кирра. Цикломатик сон.
2. Графнинг асоси. Ватар. Чекли дарахтда кирралар сони учлар сонидан 

битта камлиги хакида.
3. Эйлер графлари.
4. Хроматик сон ва хроматик синф. Бихроматик граф. Бихроматик 

булишнинг зарурий ва етарли шарти.
5. Турлар ва турдаги ок,имлар. Турнинг кугблари. Кутбли кирра. 

Ички кирра. Турнинг кесими. Кесимнинг утказувчанлик коби- 
лияти.

6. Форд—Фалкерсон теоремаси.

Муаммоли масала ва топшириклар______________________ _____________ j 409 |
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