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демак, 1) тенгламанинг ечими — 2; 4.
2) тенгснзликни ечишда а̂циций сон абсолют циймати- 

нннг иккннчи хоссасидан фойдаланамиз, яъни | 2х — 31 < 
< 5 о -  5 s£ 2х — 3 < 5 « 3 - 5 2* — 3 + 3< 5  + 3 <sT 
»  — 2 < 2х < 8 »  — 1 < х < 4. Демак, 2) тенгсизликнннг 
ечими — 1 < х < 4 экан.

2) тенгснзликни а̂цикий сон абсолют ^ийматинннг таъ- 
рифндан фойдаланиб а̂м ечнш мумкнн; биз бу йулии 1) 
мисолда айтиб утдик.

3) тенгснзликни ечишда а̂̂ иций сон абсолют циймати- 
нинг иккннчи хоссасидан фойдаланамиз, яъни: |f — 4 >
> 1 о / — 4 > 1 ва / — 4 < — 1 о / > 5  ва / < 3. Демак,
3) тенгсизликнннг ечими (— » ; 3) (J (5; «>).

f Зг + 4 = г + 4, б) I 
1 Зг + 4 > 0; \

4) тенглама а) | Зг + 4 = г + 4, б) ( — (Зг+4) =г-Ь4,
Зг + 4 < 0

системаларга тенг кучли.
а) системани ечамиз:

2г = 0 
Зг 5* — 4 °

г - 0

”  з
г > _ «

б) системани ечамиз:
г = - 2- 4 г  = 8 

Зг < — 4 °

Шундай цилнб, 4) тенглама г = — 2 ва 0 ечнмларга эга 
экан. ▲

3. К̂ уйидаги сонларнинг цайсилари рационал, цайсилари 
иррационал сон эканлигини аншуюнг ва рационал сонларнн 
оддий каср куринишда ёзинг:

1) 3,(32); 2) 2,2121121112 . . . ; 3) 2,2(11); 4)3,01(611);
5)1,1(21); 6)1,121121112...; 7)5,4(13); 8) 3,7(6); 
9) 2,21(10).

4. К,уйидаги тенгсизликларни ечннг:

1 )|х — 1|<3; 4) jx — 11 < \х +  11;
2) | х + 3 j > 2; 5) | х + 21 + ! х — 2 < 10;
3) |2х +  1|<  1; 6) | х | > х.
5. К̂ уйидаги тенгламаларни ечинг:
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1) | x f = x + 1;
2) |* l = - x ;

4) | x2 — 5x -f 9 | = 3;
5) |x + l| = x + l;
6) I 11 _  x-^  I3) ) 2x -f- 31 = x2;

| x - f  1 | дс+ 1 Г

2- §. ФУНКЦИЯ BA УНИНГ АНИЦЛАНИШ
СОХ.АСИ

1. Элементлари .̂ а̂ ицнй сонлардан иборат булган X  ва
Y тупламлар бери л гам булсин. Агар а̂р бир х £ X  сонга 
бирор коида ва цоыунга биноан аник битта y £ Y  сон мос 
^уйилган булса, у о̂лда X  тупламда / функция берилган 
дейилади ва у = f (х) куринишда ёзилади; х эрклн узга- 
рувчи ёкн аргумент дейилади.

X  га функциянинг аницланиш (мавжудлик) со.̂ аси 
дейилади ва у D(J) куринишда белгиланади. Функциянинг 
цийматлар туплами f(X )  куринишда белгиланади.

2. Функция аналитик усулда берилиб, аницланиш со.\а- 
еи курсатилмаган булса, аргументнинг аналитик ифода маъ- 
нога (эодиций цнйматга) эга буладиган барча одиций к;ий- 
матлари туплами функциянинг ани^ланиш со.̂ аси дейилади.

Асосий элементар функцияларнинг аннцланиш со а̂лари 
^уйидагичадир:

1) Даражали функция у = х*1 (/(х) = х*1).
а) ц = п натурал сон булганда D (/) = (— <х>; оо),
б) ц = — (р, q лар бутун сонлар ва <7=^0) да р, q лар
мусбат булиб, q тоц сон булса (<7 = 2п + 1), у о̂лда D(/)= 
= (— 00; 00); агар q жуфт сон булса (а — 2/i), у халда
D ( f )  = |0; оо).

2) Курсаткичли функция у = ах(а> 0, аф  1) учун
D (/) = (— °°; ° ° )•

3) у — loge * (а > 0, а=̂ =1) логарифмнк функция 0 < 
< х < оо интервалда аницланган.

4)i/ = sinx, у ~  cos х тригонометрик функциялар 
(— оо; оо) интервалда аницланган;

У = tg х, у = sec х функциялар сонлар уцининг х* =
= (2Ar+ 1) - , k = 0, ± 1, ±2, . .  . нуцталаридан бошца
нуцталарда ани^ланган;

i/ = ctgx, у — cosec х лар сонлар уцининг хк = кл ну̂ - 
таларндан бошца нуцталарда аницланган.

5) у =arcsinх, у=  arccosx тескарн тригонометрик функ-
7



цнялар [— 1; 1) да; у = arctgx, у = arcctgx лар эса 
(— оо; ос) да аницланган.

у = /(х) формула билан бернлган элементар функция- 
ларнннг ани^ланнш со а̂ларинн топишда куйидагиларга 
эътибор бериш керак:

1) жуфт даражали илдиз маънога эга булиши учун ил- 
диз остидаги ифода манфий булмаслиги керак;

2) каср ифодали функцнялар каср махражн 0 дан фар̂ - 
лн (Ф  0) х ларда аникланган булади;

3) трансцендент функцнялар logax, tgx, ctgx, secx, 
cosec x, arcs in x, arccosx узларининг аргументларннинг курса
тилган цийматларида аникланган булади.

Агар y — f(x) формулада юцорида санаб курсатилган 
элементлар булмаса, у з̂ олда у функциянинг аницланнш 
со.\аси (— оо; » )  булади (бунда масаланинг ало.̂ ида шарт- 
ларига буйсунган функциянинг ани^ланиш со.̂ аси кнрмай- 
ди).

6. К,уйидаги функцияларнинг аницланиш со^аларини то- 
пинг:

1) у = V V ^ - \  2) и — - + -Г27+Т;
1 — 2х х* — 5х + 6

3) v = arc sin —— ; 4) г = lg (х2 — 9).

д 1) х аргумент жуфт даражали илдиз остида цатнашгани 
учун 1— x*s»0 тенгсизликни ечамиз:

х2 «£ 1; |х| < 1; — 1 < х<  1.
Демак, 1) функциянинг аницланиш со\аси [— 1; 1] экан.

2) Бунда и функция
ut = — --- ва и, = ~^2х+\ функцнялар йитнднси-х* — 5*+ 6
дан иборат булгани учун D (/) = D, (/) П (/) уринли бу
лади. £>,(/) ы, функциянинг, Dt (f) ut функциянинг ани̂ ла- 
ниш сохасидир. ы, функция касрнинг махражн х2—5x-f6=?& 
#  0 учун маънога эгадир, чунки 0 га булишнннг маъноси 
йук- х2 — 5х -f 6 = 0 тенгламанинг илднзлари xt = 2, х2 = 
= 3. Демак, функция сонлар уцнда х нннг 2 ва 3 га 
тенг ^ийматларидан бошца \амма цийматларида аникланган, 
яъни

£>i(/) = ( - ° ° ;  2) U (2; 3) U (3; оо).

8



ut = V 2x-f 1 функцияда x аргумент ток; даражалн илдиз 
остида катнашгани учун Ц, (/ )= (— ос; оо) ДИр. Шундан 
цилиб, и функциянинг аннцланиш сохаси D (/) = £>,(/) П 
П Dt (f) = (— оо; 2) U (2; 3) U (3J_ =о) дир.

3) о функция фа а̂т — 1 < < 1 тенгснзликни ца-
и

ноатлантнрувчи х ларда аницланган. Бу тенгснзликни ечиб, 
Куйидагнга эга буламиз: — 3 ^  1 — 2х < 3 о  — 4 < — 2х«S

— 1 ^  х < 2; бу кесма v функциянинг ани^ланиш 
со^асинн билдиради.

4) Логарифмнк функция г уз аргументининг мусбат 
кииматларн учун анинланган. Шунинг учун х* — 9 > О 
Бу тенгснзликни ечиб, | х | > 3 га эга буламиз, бундан 
~  оо < х < — 3 ва 3 < х < оо келнб чнцади, яънн г функ
циянинг аницланиш сохаси (— оо; — 3) ва (3; оо) интер- 
валлардан иборат. а

7. /(*) = х2- х + 1  берилган. /(0); /(1), / (- 1 ), /(2), 
да + 1) ларни топинг.

8> = берилган. ф(0), <р(— 1), ф^-Lj,

—  ларни топинг.
Ф W

9. F (х) = х2 берилган.
i\ F (b) F(a) 0\ с  [a-j-h\ п [ а — Л\

ь _ а ' *) г (~y ~J — г  ̂- j-  I ларни ^исобланг.
10. f(x) = 2 sin 2х + cosх функция берилган. /(0), 

f [ j j '  ^  ЛарнИ тогшнг-
I х __31

11. /(х)=  функция берилган. ДО), /(2), / (—2) 
ларни топинг. / (1) мавжудмн?

12. 2х агар — 1 < х < 0 булса,
/(х) = 2, агар 0 < х < 1 булса,

х — 1, агар 1 < х < 3 булса,

/(2), /(0), /(0,5), /(-0 ,5 ), /(3) ларни топинг. /(4,5) мав- 
жудми?

К\ йидаги функцняларнинг аницланнш сохаларнни то- 
пннг:

13. у = х2 — 7л: + 12. 14. u = —— .
х+1
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15. (/=—— 16. уУ Jt*+1 U **-1
«•г 1 io 2дг — 117. (/ = -------- • 18. у = ---------.

*  хг - 7 х + \ 2  *  xi  —  7 x + \ 2 '

19. y=  —Ц-. 20. y = ) 4  — x. **—4
121. r/ = V * 2—7x+12. 22. у = _ _} jc*—2jc

23. y = - r J= r .  24. у = lg (2* — 3).V |*| — x
25. £=lg (x2 — 4x4*3). 26. y = arcsin (2л— 5). 
27. «/ = arc cos 3* ~ 2. 28. у = arc cos (5x — 8).

29. i/= V 3 — x 4- 30. I/ = + lg (x* — x).

x— 2+ arc cos 3

31. y -  4 — loga x. 32. у

33. y=
lg (I — -r)

34. y = f (x) функция [0; 1] да аницланган булса, а) 
/(х2), б) /(sin х), в) f(x + a), г) f(x + a) + f(x — a) функ- 
цияларнинг аницланиш со.̂ аларинн топинг.

35. s = — ^онуннятга кура h баландликдан тушаётган 
^аттиц жисмнинг босиб утган йулини ифодаловчн функция- 
нннг аницланиш со а̂сннн топинг. s= Щ аналитик нфода-
нннг аницланнш со.̂ аси цандай буладн?

36. Узунликлари мос равишда 1, 2, 1 узунлик бирлиги- 
га, массалари мос равишда 2, 3, 1 масса бирлнгига тенг

булган 3 та моддий кесма- 
дан тусин ясалган ( 1-чизма). 
Узунлиги х га тенг узгарув- 
чи MN кесманинг массаси х

_______ нинг функциясидир. Бу функ-
'2г з, „  ция х нинг (\андай кийматла-

рн учун ани^ланган? Унинг
1-чизма аналитик нфодаси цандай?
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37. у — —- функциянинг 1 < x < 6 да бутун сон ций-
х!

матларида цабул киладиган цийматлари учун жадвал ту- 
зинг.

38. R  радиусли шар ичига тугри доиравий конус чизил- 
ган. Конус ён сиртининг юзи 5 билан унинг ясовчиси х 
орасидаги функционал богланишни ва бу функциянинг 
аницланиш со а̂сини топинг.

3-§. ФУНКЦИЯЛАРНИНГ композицияси 
ЖУФТ ВА ТОК ФУНКЦНЯЛАР

1. у = f (и) функция U тупламда, и=ф(х) функция X  
тупламда берилган булиб, и = <р (х) нинг цийматлар туп
лами ф(Х) U нинг цнсм туплами булсин. Агар у — f(u) да 
и нинг урнига ф(х) ни куйсак, y = f (ф(х)) функцияга эга 
буламиз. Бу функцияни y = f(u) ва и= ф (х) функциялар- 
нинг композицияси ёки мураккаб функция дейилади.

2. Агар X  тупламга а̂р бир х сон билан биргаликда
— х а̂м тегишли булса, X  координаталар бошига нисбатан 
симметрик туплам дейилади.

y — f(x) функция координаталар бошига нисбатан сим
метрик булган X  тупламда берилган булсин.

а) агар нхтиёрий х £ Х  учун / (— х) = /(х) тенглик 
уринли булса, у = / (х) жуфт функция дейилади.

б) агар ихтиёрий х £ Х  учун / (— х) = — /(х) тенглик 
уринли булса, y = f(x) тоц функция дейилади.

39. 1) у  =  У  и +  1, и =  3* функцнялар берилган, у  ни 
к оркали ифодаланг.

2) f(x ) =  x3 ва ф (х) =  З г функцнялар берилган. / ( /  (х)), 
/  (ф (х)), ф (/(х )), ф (ф (х)) мураккаб функцияларни топинг.

3) / (х) =  Xs — х  ва ф (х) =  sin 2х функцнялар берилган.

Ф ( /( ! ) ) .  Ф (/(2 )), f(q> ларнн ТОПИНГ.

4) 1\уйидаги функцияларнинг то^, жуфтлигнни курса- 
тинг:

а) / (х) =  3 — х 2, б ) / ( х ) - 1 . Л

в) / (* )  =  X- г) / (х )  =  lg х,
CL* »

A) / ( * )  =  lg х2, е) f(x )  =  sin д: —-cos ,v.

11



д 1) и = У  функциянинг ^ийматлар туплами ф(Х) = (0; оо) 
булиб, у = \  и-\-\ функциянинг аницлаииш (щасн U = 
= (— 1; оо) нинг цнсмн булгани учун у= |/"Зт+1 мураккаб 
функцияга эгг буламиз.

2) / (/ (х)) = / (х») = (х3)3 = х», / (/ (х)) -  х»;
f (ф (*)) = / (3 ') = О Т  = 3s- = 27х, ! (ф (х)) = 27х;
Ф (/ (*)) = Ф (**) = 3' *; ф (ф (х)) = ф (3*) = З3 г.
3) / (1) = 1* — 1 = 1 — 1= 0. /(2) = 23 — 2 = 8  — 2 = 

= 6; ф(/(1)) = ф(0) = sin 2 0 = sin 0 = 0; Ф(/(2 )) =

= cf (6) = sin 2 6 = sin 12; ф = sin 2 • — = sin л = 0;

4) a) /(x) = 3 — x2 функция симметрии (— оо; оо) туп- 
ламда берилган булиб, / (— х) = 3 — (— х)2 = 3 — х2 = /(х) 
тенглик бажарилгани учун у жуфт функциядир.

ция жуфт функциядир.
г) f (х) = lg х функциянинг антуганиш сохаси (0; оо) 

симметрнк туплам булмагани учун унн тоц-жуфтликка тек- 
шира олмаймгз.

б) /(*) = — х* функция симметрнк (—  оо; оо) туплам-

да берилган булиб, / (— дг) = ~ ( — х)3 = —■ ( — 1)* Xs =

= — - х3 = — / (х) тенглик бажарилгани учун у тоц функ
циядир.

в) / ( Х ) =  X ---- ! функция (— оо; оо) симметрнк туп-
(1* -4- 1

1 — а*
X • 1 +а*

а*

Х - ^ — L  = /(*), яъни f (— x) = /(*). Демак, f(x) функ-
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Д) /(*) = lg ** функциянинг ани^ланиш со^асн (— оо;
0) U (0; 00) симметрии туплам ва

/ (- * )  = lg ( Х)2 — lg А2 = /(АГ)
тенглик уринли булгани учун lg х* жуфт функциядир.

е) /(x) = sin х — cos х функция симметрии (— о°; оо ) 
тупламда берилган, лекин бу тупламда /(— х) — / (х), 
/ (—х)= — /(х) тенгликлардан бирортаси \ам бажарилмайди. 
Хацикатан >;ам, / (— х) — sin (--х) — cos (— х) = — sin х—
— cos х =  — (sin x + cos x) Ф  — / (x). Демак, f (x) = sin x—
— cos x функция ток ?̂ ам, жуфт хам эмас. ▲

40. у=*иг, и = х — 1 функцнялар берилган. у ни х 
орцали нфодаланг.

41. у = 1 — и2, и = sin х функцнялар берилган. у ни 
х оркали ифодаланг.

42. у = ~Ф'(х+ 1)*, х = а' функцнялар берилган. у ни 
t оркали ифодаланг.

43. / (х) = х* ва ф(х) = 2* функцнялар берилган. 
f (/(*)). f  (ф (х)), ф (/(х)). Ф (ф (х)) мураккаб функцияларни 
топинг.

5хг -г- I44- f (*) = — -  функция учун / (Зх), /(х*), 3/ (х),
(/ (х))- ларни топинг.

Куйидаги функцияларнинг тоц-жуфтлигини текширинг.
45. /(д) = х« -  2х2. 46. /(х) = 3 cos х.
47. /(х) = 1 - х 3. 48. . / (х) = 2* .

:—Х*49- fix) = 50. /(х) = 2

51. /(х) = In j-=^. 52. /(х) = tgs х.

53. /(*) = £ ± f!LL . 54> / w = iiE JL ± jiJL  
*8 * sin x — tg jc

55. /(x) + / (— x) функциянинг жуфт эканлигини, f(x)— 
м с  ФУНКЦИЯНИНГ T0K функция эканлигини исботланг.
56. Бир ва^тда >̂ам тоц, жуфт булган функцнялар 

мавжудми? *
57- */ = /(*) жуфт функция ва /(*)=*£ 0. —  функ-

7 Wциянинг жуфт эканлигини курсатинг.
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4- §. ДАВРИЙ ФУКЦИЯЛЛР. МОНОТОН 
ФУНКЦИЯЛАР

1. у = /(х) функция X  тупламда берилган булсин. Агар 
1ф 0 сон учун х *  / € X  булганда f(x±  I) = /(х) тенглик 
уринли булса, У = fix) функция даврий функция дейилад; 
ва / унннг даври дейилади. Функциянинг энг кичик мус- 
бат даври (агар у мавжуд булса) унинг асосий даври дейи- 
лади.

2. y = f(x) функция X  тупламда берилган булсин. Агар 
нхтиёрий х„ х2 € X  лар учун х, < хг дан:

а) /(*i) </(*«) келиб чицса, /(х) функция усувчи;
б) /(х,) ^  /(Xj) келиб чицса, /(х) функция камаймайди 

ган;
в) /(х,)> /(х2) келиб чицса, / (х) функция камаювчи;
г) /(x ,)> /(xt) келиб чицса, /(х) функция усмайдипн 

дейилади. Бу турт турдагн функциялчр бир суз билан мо
нотон функциялар дейилади. Усувчи ва камаювчи функ 
циялар цатъий монотпн функциялар дейилади.

58. ^уйидаги функцняларнинг даврий эканлигинн ани̂ - 
ланг ва даврий функцняларнинг асосий даврини курсатинг:

1) /(х) = sin 5х, 2) ф (х )  = 3sin лх,
3) ф(х) = 2 + sin х,
4) ( 1, агар х рационал сон булса,

D (х) — у о, агар х иррационал сон булса.
А 1) Шундай 1ф  О сон топилиб, барча х ларда sin 5(х-|- 
+ I) = sin 5х тенглик уринли эканлигини курсатамнз. Бу
тенгликдан, хусусий х,олда, х = ^  булганда, sin 5 ^  +

+ /j = sin келиб чицадн. Бундан sin + 5/j = sin 
cos 5/ = 1 га эга буламиз; 5/= 0; 2л, лекин 1Ф  0, демак,
I = I — Щ- функциянинг даври эканлигини курсатамиз.

5 5
Демак, sin 5 +

kl = * • — (бунда k = ± 1, ± 2, ± 3 . . . ) сонлар *ам
5

sin Ъх функция учун давр булиб, мусбат kl сонлар ичида
энг кичиги ‘Щ- булгани учун / = -— сон sin5x функция 5 5
учун асосий давр булади.
14
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2) <Р (х) = 3 sin лх функция даврий булиб, унинг асо- 
сий даври 2 сонига тенгдир. ^ацнкатан, агар I функция
нинг даври булса, ф(х + /) = 3 sin л (х -f /) = 3 sin лх = 
= ф(х) айниятдан sin (ях + я/ )~  sin лх га эга буламиз, 
бу айният х нинг ?̂ ар а̂ндай одиций цнйматида уринли 
булганн учун (функция (— ос; оо) тупламда аницланган) 
х = 0 да *ам турри булади, яъни sin л I = sin 0 = 0 => 
=> л/ = О, л, 2л. Лекин 1Ф  О, /= 1 булганда sin (лх + 
+ л) = sin лх=> — sin nx = sin лх га эга буламиз, бун
дам тенглнкнинг булиши мумкин эмас. 1—2 да sin (лх-f 
-f 2л) = sin лх, демак, sin лх = sin лх уринлидир. Энди 
I — 2 берилган q> (х) = 3 sin лх функция учун давр экани- 
ни курсатайлик: ф(х + 2) = 3 sin л (х + 2) = 3 sin (лх + 
+ 2л) = 3 sin лх = ф(х). Худди шунинг каби ф(х — 2) = 
= 3 sin л (х — 2) = 3 sin (лх — 2л) = — 3 sin (2л — лх) = 
= — 3 • (— sin лх) = 3 sin лх = ф (х). Шундай цилиб, 
2k {k = ± 1, ±2, ± 3, . . . ) сонлар берилган функция 
учун даврдир. Мусбат даврлар нчида энг кичиги 2 дир, 
шунинг учун 2 асосий даврдир.

3) ф(х) = 2 -f sin х функция даврий функция булиб. 
унинг асосий даври 2л га тенгдир. Хакикатан, агар 1(1ф 
ф  0) сон функциянинг даври булса, у холда барча х ларда

*(х  + 0 = 2 + sin (х + 0 = 2 + sin х = Ц>(х)
айният уринли булади, бундан sin (x + /) = sin х, х = —

2
десак, sin ( |  +  / )- s  in |=>cos / = 1=>/ = 0; 2л; 1ф О
булгани учун / = 2л дир. Худди юцоридаги мисоллардагн 
каби иул билан / = 2л соннинг ф(х) = 2 -f sin х функция 
учун давр эканини ва унинг мусбат даврлар ичида энг кн- 
чик эканини курсатиш мумкин.

4) £>(х)—Дирихле функциясн даврий функция булиб.
a rL  "Р Рационал г сон унинг даври булади. Халатам,
Х ™ , раци° нал C0I, бУлса’ У *олда х + г \ам рационал сон б>лади, агар х _  иррационал сон булса, у холда х + г 
а̂м иррационал сон булади 

Демак,

D(x + г) = ( агаР х Рацио,,ал сон булса,
I 0, агар х иррационал сон булса.

мусбат' ix)  тенглик келиб чицади. Энг кичик
гя ага а Л С0Н ИУКЛИГИДЭН бу фуНКЦИЯ ЭСОСИЙ ДЭВр-* “ JJi о cJMdC.
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59. 1) f (x) = | x | функциянинг (— <»; 0) да цатъий ка
маювчи; (0 ; оо) да цатъий усувчи эканини курсатинг.

2) ф (х) = | х | — х функциянинг монотонлик интервалла- 
рини топинг.

3) ф(х)= sin х функциянинг ( — у ; у  j да монотон эка
нини курсатинг.
/Л 1) х < 0 булганда /(х) = — х булиб, бу функции 

оо; 0) да камаяди. ^ацицатан х;ам, xt < х2 (xlt х2 £ 
£ (— оо; 0)) лар учун /(Xj) = — х1 > — х2= /(х2) тенгсизлик 
бажарнлади, демак, /(х) = |х| функция (— оо; 0) да ка 
маяди.

х > 0 булганда /(х) = х булиб, бу функция (0; оо) да 
усади, ^аци^атан >̂ам, Xj < х2 (х„ х2 £ (0; оо)) лар учун 
/(Xj) </(**) уринлидир, яъни аргументнинг катта и̂нмати- 
га функциянинг катта циймати мос келяпти. Бу эса функ- 
циянинг (0; оо) да усувчи эканини билдиради.

2) х < 0 булганда ф(х) = |х| — х = — х — х = — 2х. 
Ф (х) = — 2х функция камаяди (1-мисолга царанг), агар 
х >0  булса, ф(х) = |х| — х = х — х = 0, ф (х) = 0 — дои- 
мий. Демак, ихтиёрий х £ (— оо; оо) да х, < х2 булганда 
Ф (xj) > ф (х2) тенгсизлик уринли булади. Шунннг учун 
ф(х) =  |х |— х функция (— оо; оо) да усмайдиган функ
ция булади.

3) Xj < х2 ^бунда xlt х2 £ ( — у ! у ) )  булганда vf(x2) —
— \}з(х,) анирмаии текширамиз: ф(х2) — ф(х,) = sin х2 —

х .+ х .  *г —  х , ^  * 1  +  Хг— sin xt = 2 cos - ■ sin ■—1. х, < ■ < х2 тенг-

сизлик уринли булгани учун -1 € у ; у )  булиб,

cos х— ^~- > 0. х2 — х, > 0 уринли булгани учун >

> 0 а̂м мусбат булиб, 0 < ** ^Xl < у  да sin ** Xl > О 
дир. Демак, ф (х2) — ф (х,) > 0, яъни ф (x j < t  (х2). Шун- 
дай цилиб, t(x ) = sin х функция у ; у  j да усувчи 
экан. а

К,уйидаги функцняларнинг ^айснлари даврий эканлигини 
аницланг ва даврий функцняларнинг асосий даврини Kjfpca- 
тинг.

60. /(х)=  COS у . 61. /(x) = tg ЛХ.
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62. /(*) = sin2 x. 63. f(x) = x cos x.
64. /(x) = 1 + cos^x. 65. /(x) = cos (x — 2).

Куйидаги функцияларнинг цатъий монотонлик оралик- 
ларинн топинг:

5-§. НУКТАЛАРГА КУРА ФУНКЦИЯ ГРАФИГИНИ 
ЯСАШ

X  тупламда аницланган */ = /(*) функция берилган 
булсин. Функциянинг х га мос келган /(х) и̂ ийматини и̂- 
собласак, координаталар текислигида М (х; /(х)) нуцтага 
эга буламиз. Гекисликдаги нуцталарнинг {М (х; f(x)) /x£  
£ X ) туплами I/ = /(х) функциянинг графиги дейилади.

Аналитик куринншда берилган функциянинг нуцталарга 
кура графигини ясаш цуйидаги тартибда бажарилади:

1) функциянинг берилган аналитик ифодасига кура бир- 
бирига мос узгарувчлларнинг цийматлари буйича жадвал 
тузилади;

2) >̂ар бир узгарувчнга мос масштаб бирлигига эга бул- 
ган координат системаси танланади.

Одатда иккала координата yiyiapn учун бир хил масш
таб бирлигига эга булган тугри бурчакли координаталар 
системаси у̂лланилади;

3) координаталари жадвалдаги аргумент ва функция 
цийматларидан нборат булган нуцталар топилади;

4) топилган ну^талар текис чизиц билан туташтирила-
Ди.

Агар функция жуфт, то  ̂ ёки даврий булса, унинг гра
фигини ясаш бирмунча соддалашади. Жуфт функциянинг 
графиги OY уэда нисбатан, то  ̂функциянинг графиги коор
дината бошига нисбатан симметрикдир.

Даврий функциянинг графиги унинг узунлиги битта 
даврга тенг булган ^исмидаги графигини такрорлаш нати- 
жасида .\осил булади.

66. /(х) = {х). 
68. I (х) = sin -.

67. /(х) = 4.

70. f(x) = 2х — 1.
72. f(x) = 2х.
74. f(x) = arc sin х.
76. f(x) = arc tg x.

7!. /(x) = x2.
73. /(x) = x8.
75. f(x) = x2+ 2x + 5.
77. f(x) = 2~x.
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78. Курсатилган тупламларда ^уйидаги функцняларнинг 
графнгини ясанг:

1) у = х *- 2 х - 1 , х £ [— 2; 4J;

2) У =  . Т~г *€ 1 - 5 :5 1 ;**+1

3)1/ = — - 1 . * € (- 4 ;  41;х*
4) У = {*}, {*} — X хающий соннинг каср цнсмн;
5) у = sin 2х.

А 1) х£ [— 2; 4J ни эътнборга олиб, соддалик учун х га 
бутун сон цийматлар бернб ва бу цнй.матларга мос у нинг 
^ийматларнни хисоблаб жадвал тузамиз:

X У

—2 7
— 1 2

0 — 1
1 —2
2 — 1
3 2
4 7

Бир хил масштаб бирлнгига эга булган турри бурчаклп 
координаталар системасннн киритамиз. Сунгра жадвалдаги 
аргумент х нинг цийматларини абсцисса у^и Ох га, функ
ция у нинг цнйматларнни ордината у^и Оу га жойлаб чи-

^иб, текисликда (— 2; 7), (— 1; 
2\ (0; - 1). (1; - 2) (2; - 1), 
(3; 2), (4; 7) нуцталарни топамиз, 
уларнн кетма-кет текис силлиц чи- 
зиц билан туташтирамиз, натижада 
>;осил булган чнзиц (2-чизма) бе- 
рилган функциянинг графнгини 
ифодалайди.

Ах2) у = --- —  функция ток
функциядир, чунки у (—х) = — у{х). 
Аргументнинг ишоралари билан 
фар̂  цилувчи цийматларида функ-

2- чизма ция цийматлари а̂м ишоралари

18



билан фарц килади. Шунинг учун жадвал тузишда фа^ат 
аргументнинг мусбат цийматлари учун функция цииматла- 
рин'и ^исоблаш етарли.

X У

0 0
±1
±2 =f8/5
±3 =f6/5
±4 =F 16/17
±5 10/13

Жадвалдаги хар бир жуфт 
х ва у ларнинг цийматлари- 
ни координаталар системаси- 
га киритамнз; бу ну^таларни 
текис силлиц чизиц билан ту- 
таштириб, координаталар бо- 
шига ннсбатан симметрик бул
ган графикка эга буламиз (3- 
чизма).

163) У = — — 1 функция
жуфт функциядир, чунки 
У(-х)= у(х). [-4; 0) и (0; 4]
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да берилган жуфт функция цийматлари учун жадвал ту 
зиб, унинг графигини ясаймнз (4-чизма).

X У

±0,5 63
±1 15
±2 3
±4 • 0

х =  0 да функция \еч цандай сон цийматга эга эмас, 
лекин х 0 га чап ва унг томондан яцинлашганда функция 
^ийматлари чексиз катталашади, шунинг учун график 2 та 
ало.\ида чексиз тармоцдан иборат булади.

4) у = {х} = х — [х], бу функциянинг аншупаниш соха 
си (— оо; оо) булиб, асосий даври I га тенгдир (66-мисол- 
га ^аранг), шунинг учун // = {х} нинг графигини (0; 1] да 
чизиб, бу графнкни такрорлаймиз.

[0; 1| да функция цийматлари учун жадвал тузнб, функ
ция графигини ясаймиз (5-чизма). "

X У

0 0
0.1 0.1
0.2 0.2
0.5 0.5
0.8 0.8
I 0

)̂ аци^атан {0} = 0 — [0] = 0 — 0 = 0; {0.1} = 0,1 — [0,1] = 
= 0,1 - 0  = 0,1; {0,2} = 0,2 — [0.2] = 0,2 - 0= 0.2; {0,8} = 
= 0,8 — [0,8] = 0,8 — 0 = 0,8; { 1} = 1 — [ 11= 1 — 1 = 0.

y = f(x) функциянинг цнйматлар туплами [0; 1) дан 
иборат булгани учун функциянинг графиги Ох уцдан юцо-

рида жойлашган булиб, 
У\ текисликдаги (Лг, 1), k =

= 0, ± 1, ± 2, ±3, . . . 
г '  /* /* ну^талар графикка кир-
-f * /— г— - майди.

х 5) у = sin 2х функ
циянинг аницланиш CO

S' чизма хаси (— оо; ос) булиб,
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асосий даври я га тенгдир, чунки sin2 (x± л) = sin(2x±  
± 2л) = sin 2х тенглик уринлиднр. [0; л) да у — sin 2х 
функциянинг графигини ясаб, бу графикни (— оо) да 
такрорлаб, у = sin 2х функциянинг графигини .\осил ци- 
ламиз.

Худди аввалги мисоллардаги кабн (0; л) да функция 
цийматларн учун жадвал тузамнз, жадвал устунидагн .\ар 
бир жуфт кийматлар учун координаталар еистемасида нуц- 
таларни белгнлаб, уларнн силлиц чизиц билан туташтириб 
чицамиз (6-чизма).

я л л л л 5л ЗяX 0 8 12 6 4 2 8 4 л

У 0 у Т
2 2

к г
2 I 0 V2

2 - I 0

у = sin2x функциянинг энг кичик ^иймати — 1 га, энг 
катта циймати 1 га тенг булганн учун у =  sin2x функция 
графиги у — I ва у = 1 тугри ч изик,лар ораснда жойлаш- 
ган булади.

Куйидаги функцияларнинг графикларини ясанг.
80. у = 2х + 1.
82. у = — хг.
84. у = — хг +  1.
86. у  =  ± .

88. у = |*| + х.
х2, агар — 2< х< 0 булса, 
2х — 1, агар 0<х< 1 булса, 
1, агар 1 < * < 2  булса.

91- У = [х\\ [дг] — х нинг 92. «/= |х| — х. 
бутун кисми.

90.
У=
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6- §. БИРОР ФУНКЦИЯ ГРАФИГИНИ СИЛЖИТИШ ВА 
ДЕФОРМАЦИЯЛАШ БИЛАН БОШКА ФУНКЦИЯ ГРАФИГИНИ

ЯСАШ

^андайдир функциянинг графнгини билган ^олда, аргу
мент ва функция цийматлари учун жадвал тузмасдан, бе
рилган функцияга нисбатан мураккабро  ̂ булган функция 
графнгини соф геометрик йул билан ясаш мумкин. Масалан, 
у = / (дг) функциянинг графнгини силжитиш ёки деформа- 
циялаш (торайтириш ёки кенгайтириш) нули билан y=f{x—a)b 
*/ = /(*) + Ь, у = Af(x), y = f(kx), y = A f (k (x — a)) + , 
функцияларнннг графнгини ясаш мумкин.

y = f ( х — а) функция графиги берилган f(x) функция 
графнгини абсцисса ук;и буйлаб а масштаб бирлиги к̂ дар, 
а > 0 булса, унгга, а < О булса, чапга силжитиш (суриш) 
билан эре ил цилинади (7- чизма).

y — f{x) + b функциянинг графиги эса у = f(x) функ
ция графнгини ордината уци буйлаб Ь > 0 булганда ю^орli
ra, b < 0 булганда пастга Ь масштаб бирлиги ^адар суриш 
билан ^осил ^илинади (7-чизма).

у = Af (х) функциянинг графиги берилган /(дс) функция 
графиги ну^талари ординаталарини А коэффициента к̂ пайти- 
риш натижасида ^осил цилинади. Бунда, агар \А\ > 1 бул
са, Af(x) функция графиги ну^таларининг ординаталарн аб
солют циймати буйича |Л| марта ортадн, агар |Л| < 1 бул
са, —  марта камаяди. А < 0 булганда y = Af(x) функция
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графиги абсцисса у^иг, ннсбатан у = |Л| /(х) функция гра- 
Е г а  симметрии булади (8-чизма). y = f(kx) функциянинг 
гоаЛиги y=f(x) функция графигндан ундаги ну^та абсцис- 
галаоини k коэффициента булнш натижасида *осил була- 
ли BvHia агар |*| > 1 булса, изланаётган графикдаги \ам- 
ма iivKja.iap абсциссалар'и абсолют цийматлари буйича k
марта камаяди; агар |ft| < 1 булса, у *олда —  марта орта-

ди; агар k <-* 0 булса, 
у ^олдз уларнинг 
ишоралари ^ам узга- 
ради. k< 0  булганда 
у = f(kx) функция 
графиги ордината у̂ и- 
га нисбатан y=f(\k\x) 
функция графиги би
лан симметрик булади 
(9- чизма). у = f{x) 
функция графигини 
курсатилган тартибда 
кетма-кет снлжитиш 
ва деформациялаш би
лан мураккабро  ̂ бул- 
ган у = A f(k (x—
— a ))+ b  ( 1) кури- 
нишдаги функциянинг графигини  ̂ясаш мумкин.

93. (0; 9] сегментда у = \ х функция графнгидан фой- 
далат|б, унн деформациялаш ва силжнтиш билан у — 1 + 
+ V2х  функция графигини ясанг.
А У = \^х функция учун х ва у нинг ^нйматларидан 
жадвал тузнб, функциянинг графигини чнзамнз ( 10-чизма).

X 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

У 0 1 1.4 1.7 2 2,2 2,4 2,6 2.8 3

V X  ни /(*) десак, у *олда у=  1 + V2x=  1 +Д2х) булади, бун
да А = 2, а = 0, 6= 1 булиб, аввал / (2х) = ]/ 2х функциянинг 
графигини \осил циламнз. Бунинг учун / (х) = функция 
графигндаги ну^талар ординаталарини узгарншсиз ^олдириб,
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6- §. БИРОР ФУНКЦИЯ ГРАФИГИНИ СИЛЖИТИШ ВА 
ДЕФОРМАЦИЯЛАШ БИЛАН БОШКА ФУНКЦИЯ ГРАФИГИНИ

ЯСАШ

Ь̂ андайдир функциянинг графигини билган ^олда, аргу
мент ва функция цийматлари учун жадвал тузмасдан, бе
рилган функцияга нисбатан мураккабро»\ булган функция 
графигини соф геометрик йул билан ясаш мумкин. Масалан, 
У в / (*) функциянинг графигини силжитиш ёки деформа- 
циялаш (торайтириш ёки кенгайтириш) йули билан у=/(х—а)Ь 
y = f(x) +  b, у = Af(x), y = f\kx), у = A f(k (x  — a)) +  , 
функцияларнинг графигини ясаш мумкин.

y = f ( х — а) функция графиги берилган f(x) функция 
графигини абсцисса у^и буйлаб а масштаб бирлиги а̂дар, 
а > О булса, унгга, а < 0 булса, чапга силжитиш (суриш) 
билан з̂ осил цили над и (7- чизма).

y = f(x) + b функциянинг графиги эса у = f(x) функ
ция графигини ордината уци буйлаб b > О булганда юкрри- 
га, b < 0 булганда пастга Ь масштаб бирлиги ^адар суриш 
билан хосил ^илинади (7-чизма).

у = Af(x) функциянинг графиги берилган /(х) функция 
графиги нуцталари ординаталарини А коэффнциентга кугтайти- 
риш натижасида *осил цилинади. Бунда, агар \А\ > I бул
са, Af{x) функция графиги ну^таларининг ординаталари аб
солют ^иймати буйича |Л| марта ортади, агар \А\ < 1 бул
са, —  марта камаяди. А < 0 булганда у — Af(x) функция
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э̂ олда —  марта орта-

гоаЛиги абсцисса ?*ига ннсбатан у = \А\ (х) функция гра- 
гЬигига снмметрик булади (8-чизма). у = /(Лх) функциянинг 
гоасЬиги y= f(x) функция графигидан ундаги нуцта абсцнс- 
саларини к коэффициента булнш натижасида *осил була
ди Бунда, агар |*| > 1 булса, нзланаётган графикдаги .х,ам- 
ма ну^талар абсцнссалари абсолют ^ийматларн буйнча к
марта камаяди; агар 1*1 < I булса, у
ди; агар к <-' 0 булса, 
у ^олда уларнинг 
ишоралари ^ам узга- 
ради. k < 0  булганда 
y = f(kx) функция 
графиги ордината уци- 
га нисбатан y=f(\k\x) 
функция графиги би
лан снмметрик булади 
(9-чизма). у = /(*) 
функция графнгини 
курсатилган тартнбла 
кетма-кет силжитиш 
ва деформациялаш би
лан мураккабро  ̂ бул
ган у = Af(k(x —
— а)) + Ь (1) кури-
нишдаги функциянинг графнгини ясаш мумкин.

93. |0; 9] сегментда у = \ х функция графигидан фой- 
далаш|б, уни деформациялаш ва силжитиш билан у = 1 + 
+ V2х  функция графнгини ясанг.
д У = }/Гх функция учун х ва у нинг ^нйматларидан 
жадвал тузнб, функциянинг графнгини чнзамиз ( 10-чизма).

9- чизма

X 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

У 0 I 1.4 1,7 2 2,2 2.4 2,6 2,8 3

X X ни f(x) десак, у ^олда у=  1+ V 2х= 1 +/(2х) булади, бун
да к=  2, а = 0, Ь= 1 булиб. аввал /(2x)= V?x  функцнянинг 
графнгини *осил к;иламиз. Бунииг учун / (х) = V x  функция 
графнгндаги ну^талар ординаталаринн узгарншсиз цолднриб,
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абсцисса ларин и эса 
марта камайтира м ц3 
сунгра у = У2х  ф\ цк. 
ция графиги ну̂ таларц. 
ни ордината уци бунлас 
1 масштаб бирлиги ка 
дар ю^орига кучир;^
у = 1 + К 2х функция- 
нинг графигини \оац 
циламиз. А

94. у = sinx функ
ция графигини дефор'.а- 

циялаш ва силжитиш ёрдамида у=  — 3sin (2а + 8) (1) функ
ция графигини ясанг.

д ( 1) ифодадаги ихтиёрий функция символ и / ни три
гонометрии функция символы sin билан ифодалаб,

X ±4 ±3 j ± 2 ± 1 0 ±0,5 ±1,5 ± 2,2

У 16 9 4 1 0 0,25 2,25 4,84

у =  i4sinfe (х — а) +  Ь (2)

га эга буламнз. Берилган функцняни у = — 3sin2 (х + 4) 
куринишда ёзиб ва уни (2) ифода билан солнштирсак, па- 
раметрларнинг цуйидаги цийматларига эга буламиз: А = — 3, 
k = 2, а=  — 4; Ь = 0. Сунгра умумий курсатмаларга к\ра 
нзланаётган графнкни ясаймиз.

у = sinx функция графигидаги нуцталар абсцнссаларини 
$'згартирмай, ординаталарини эса абсолют цийматлари буй и- 
ча 3 марта купайтириб ва уларнинг ишораларинн узгартн- 
риб, у = — 3sinx функциянинг графигини ясаймиз; сунгра 
у = — 3sinx функция графигидаги нуцталар ордннаталари- 
ни узгартирмай, абсцнссаларини эса 2 марта камайтириб, 
у = — 3sin2x функциянинг графигини ясаймиз ва бу гра- 
фикка тегишли ну^таларни абсцисса уци буйлаб чапга 4 
масштаб бирлигига кучириб, нзланаётган у = — 3sin2 (х -f- 4) 
функция графигини з̂ осил кнламиз- Функциянинг давр ;й- 
лигндан фойдаланиб, >̂ осил цилинган графикни \ар икки 
томонга давом эттириш мумкин ( 11-чизма). а

95. (— 4.4] да ну^таларга кура у — х2 функциянинг гра
фигини ясанг, сунгра уни деформациялаш ва силжитиш билан
У — ~  (* — 2)г — 1 функция графигини ясанг.
Д [— 4; 4J да у = х2 функция цийматлари учун жадвал 
тузиб, функция графигини ясаймиз
24  ______________________ _______ *__________:________

у = х2 функция графигидаги ну^галар абсцнссаларини
узгартирмчй, ординаталарини 1/2 га купайтириб, у  = —
функция графигини ясаймиз. сунгра бу графикни абсцисса 
уци буйлаб унг томонга 2 масштаб бирлигига тенг масофа-
га кучириб. у  = —  (х — 2)2 функциянинг графигини з̂ оснл 
^и лам из, бу графикни эса ордината уки буйлаб 1 масштаб

бирлигига тенг масофага 
пастга силжнтсак, излан-
ган у = у  (х — 2)= — 1
функция графигнга эга бу
ламнз ( 12-чизма). а

96. (—4; 4] сегментда 
нуцталарга кура у = х2 
функциянинг графигини 
ясанг ва уни деформация
лаш >̂ амда силжитиш билан
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цуиндаги функцняларнинг графикларинн (алохида-алохи Лимитга эга булга кетма кетлик я^инлсииувчи, лимитга
~  T J r  '  л м кртм а-к*»тлик ит к ппшийии прйипяпп чнзмаларда) ясанг:

1) у = 2х3 — 3, 2) J f - 3 - f
3) </ = 2 (х+ 1)2+1, 4) // = — 2 (х — 1)* — 1.
97. у = smx функция графнгидан фойдаланнб, унн де

а булмаган кетма-кетлик узоцлашувчы дениладн.
2. Агар Нпи„ — 0 булса, у холла хп чексиз кичик мик-

П-+ У»
дор (ёки кисКача чексиз кичик) дейилади.

3. Агар истзлганча катта Д > О учун шундай N — У  (д ) 
сон топилиб, п > N  лар учун |хп| > д тенгсизлик уринли

формацнялаш ва силжитиш ёрдамнда (ало^нда-ало.у)да чц булса, у з̂ олда хп чексиз катта мицдор (цискана чексиз 
маларда) цуйидаги функцняларнинг графикларинн ясанг катта) дейилади ва limx  ̂= оо куринишда ёзнлади.

1) у = 2sin (х + 1),
3 у = — 2sin3 (х — 1),

2) у = 1 4- 3sin2x, 
4) у = 2 — sin

98. у = х2 функция графнгидан фойдаланнб, цуйидап 
функцняларнинг графикларинн ясанг:

1 ) У - ±  х*; 2) у = хг — 1;
3 ) у = |х2 — 1|: 4) у = 1 — хг;
5) у — х1 — х + 4; 6) у = х — х2.
99. у = cosx функция графнгидан фойдаланнб, цуйидап 

функцняларнинг графикларинн ясанг:
1) у = 1 — - j cosx; 2) у = 2,3 + 4cos (1,4 — л);
3) У = — 4cos (2х + 3).

7-5. СОНЛИ КЕТМА-КЕТЛИК ЛИМИТИ

1. Барча JV *= (1, 2, 3, . . .  , /», . . .  ) натурал сонлар 
тупламнда ан туган ган f (п) функция сонлар кетма-кетмг
ги дейилади ва / ( 1), / (2), /(3)......... / (я), . . .  ( 1) кури-
нишда ёзнлади.

/ ( 1) цнйматнн Xj орцали, / (2) цийиатни хг орцали ва 
,\оказо / (п) цийматни хп орцали белгиласак, ( 1) цуйидаги 
куринишга келади:

Хи X,, х3.......... хп, . . .  (2), бу ерда х„ = f (л).
п = 1, 2, 3, . . .

2̂) кетма-кетлик цис̂ ача (хп) деб ёзнлади.

4. Агар ихтиёрий п номер учун |д„| < М тенгснзликни 
цаноатлантирувчи М сон мавжуд булса (мавжуд булмаса), 
(x,,) кетма-кетлик чегараланган (чегараланмаган) дейилади.

Теорема. Агар хп чексиз кичик булса, у %олда уп =
= — чексиз катта булади.ХП

Агар хп чексиз катта булса, у \олда уп = —  чексиз
Е хп

кичик булади.
5. Теорема. Агар хг, хг, ..- , х„, .. .  ва уи yt........

уп, . .. кетма-кетлик лар яцинлашувчи булса, у %олда
а) lim (х„ ± yn) = limx„ ± lim«/„,

П-+а» П—♦ ос П—*оо

б) lim (xn yn) = Птх„Нгш/п,
fl-*oo ft—* go ft~* ao

lim x„
в) lim J JL  = 

"-»• У* lim yn (lim упФ  0)

булади.
6- Теорема. Агар lim х„ = 0 ва (уп) чегараланган 

булса, у флда lim (xn yn) = 0 булади.
100. п = 0, 1, 2, 3, . . .  цийматларда
*)*„ = 1+ 0,1»; 2) (/„ = ( - 0,и-п;
3> гл -  ( - 0.1Г; 4) un = ( -  I )4 +0,1"

. . . Узгарувчиларнинг ^нйматларн учун жадвал тузинг ва 
(2) кетма-кетлик берилган булсин. .\ар бир е > 0 учун шун- Уларнинг узгариш характерини аницланг.
дай Л’ = N  (е) сон топилиб, барча п > \  лар учун К '  '1 га 0, 1, 2, 3........цийматлар бериб, бу цнймат-
— а|<с тенгсизлик уринли булсин. У .\олда а сон (2) кС1 к ^ и^ рилган узгарувчиларнинг цийматларинн .\исоблаб, 
ма-кетлнкнннг лимити дейилади ва limv„ = а каби ёзилаД , и жадвални ^осил ^иламиз:
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я 0 1 2 3 4 5 . . .
' "N

п - f  ос !

хп 2 1.1 1,01 1.001 1,0001 1,00001 * „ - 1 4 0

Уп -1 — 10 — 100 -1000 — 10000 — 100000 У п - *’ 00

г„ 1 -0.1 0,01 -0,001 0,0001 -0,00001 . . . оt

и п 2 -0 ,9 1,01 -0,999 1,0001 —0,99999

сон е берилмасин, п нинг етарли катта цийматларида к„|< 
с  g тенгснзлик уринли булади. \аци^атан шундай эканини 
иеботлайлнк. |

с > 0 берилган булсин. |г„| = О, Г  < е деб, п > lg — Га

эга буламиз, яъни п > lg — булганда |г„| < е тенгснзлик
уринли булади ва таърифга кура lim гп = 0. Бунда (г„)
кетма-кетлик 0 га унинг атрофида тебраниб интнлади.

4) п нинг ортишн билан (ип) кетма-кетликнинг \адлари 
бнрор аник сонга ннтилмаиди, шунинг учун (и„) кетма-кет
лик лимитга эга эмас, шу билан бирга ип чексиз катта миц- 

Rv жадвални караб чикиб кУйндаги хулосага келамиз: дор \ам эмас, лекин у чегараланган мицдор. а 
1) и нинг ортишн билан хп узгарувчининг кетма-кет Кетма-кетлик лимита таърифидан фойдаланнб, куйида-

келган кнйматлари 1 га шундай якинлашадики, натижада гнларни исботланг:
101. lim я — 1 = 1.

ЮЗ. lim = -1 .
и-.* 2я — I 2

102. lim —  = 0.
я-»® 3я

104. lim —— ! = — —. Каиси п дан бошлаб 2— 3 я 3

хар кандай кичик мусбат сон е берилмасин, п нинг етарли 
катта цийматларида \хп — 1| < е тенгснзлик уринли булади.
Бу тасдикни иеботлайлнк.

t > 0 сон берилган бгленн. |х„ — 1| = 0,1" < е деб. п ни 
топамиз: тенгсизликнннг иккала томонини логарнфмлаб,
л > lg —— га эга буламиз, яъни п > lg — булганда U - ______

е е 2 \|
— 11 < е тенгснзлик уринли булади. Демак, таърифга кура Тд— у )  <0,0001 тенгснзлик уринли булади? 
lim хп = 1 булиб, бирга унг томоидан интилади. .. Зя— I з
п-** ' г , \ „ £ Г П = 7 ' ^айси п Дан бошлаб2) п  нинг ортишн билан (у ,)  кетма-кетликнинг ^адларн| 3) *>-*» оя-г i 5
шундай камаядики, натижада п нинг етарли катта п̂има: ~  ■£■(< 0,001 тенгснзлик уринли булади? 
ларнда уп нинг абсолют циймати аввалдан берилган Мугл,т,̂ ^ ® ™ “ 
катта N сонндан .\ам катта булади, яъни |f/,J > N. Бу 
днкнинг уринли эканини иеботлайлнк.

N > 0 катта сон берилган булсин. \уп\ = 0,1 ~п> N Д1 
бу тенгсизликнннг иккала томонини логарнфмлаб, п > lg1 
га эга буламиз. Шундай килиб, п > \gN булганда Iуп\ > 
тенгснзлик уринли булади, бу зса уп узгарувчининг чек< 
катта микдор эканлигнни ифодалайди:

• В ' - П т
3) п нинг ортишн билан (г„) кетма-кетлик а̂длари 0 

шундай яцинлашадики, натижада .\ар кандай кичик мусб* . Ц 3 j.

106. а) хп = 3п — 1; б) = ]/«*+ 2 
катта эканлигнни исботланг.

Куйидаги лимитларни топинг:
107. lim

я-*® 3n*-f-2
109. lim -n> + n t ..1

I 2n — I
I 2 -  Зя

|3я — 1 
|5я + 1

ларнинг чексиз

я> - 1

(я+ 1)»

1 4~ 2 + ..

108. lim
и-*» 2я® -f Зя* -f- 1

110. lim (п +  ! ) ( я  +  2) ( я - 1)
я4 2я • 
I I

+  я
я* 112. lim

28
f-L-f- J." \
\2я Зя -f 1 /

1+?  + T  + -  + /i
1 — _L -L . + —  

3 9 3я
114. lim — sinn2.

fl—»0с 3 п
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115. lim — cos — .П-+ ос n 2 *
116. xn =  j l '  araP n — жуфт булса.

—, агар n — ток булса.

(хл) кетма-кетликнинг лимити бор-йу^лигини аницланг.

я\ п т  (/ (*) ± «Г (*)) =  Ни / (х) ± lim (р (х),
i ^a

б) lim (/ (*)ф (*)) = lim /(x)• lim ф (лг),
'  x-*a x-*a

f (*)
x—a

lim /(x)

B )  1 2 1  l i m  ф  И  £

(lim ф (x)=?fcO)
x-*a

117. lim n\
я—*oo (я -f* 1)1 — я! 

3
119. lim

fl-¥ 00
\Гп* + 2n - l 

n +2
121. lim sinn!

118. lim
П—¥ OD

120. lim (—П-+ ce \2/l
2n*

(л + l)! + n!
(я + 2)!

cosn3 Зя
6rt -f 1)•

8* §. ФУНКЦ ИЯ ЛИМИТИ

тенгликлар Цринли булади.
функция лимитинн топаётганда —, —, 0 - оо, оо — оо

О ОО

1®, 0 °, оо° курннишдаги доллар юз берса, улар аникмас- 
ликлар дейилади.

122. lim (2х+ 1 ) = 7 тенгликни исботланг, б нинг цан-
дай кнйматларида 0< |х — 3|<б тенгсизлнкдан |(2х + 1)— 
— 7|< 0,001 тенгсизлик келиб чицишини курсатинг. 
д )̂ ар бир е > 0 га мос равншда шундай б > 0 топилиб, 
О < |х — 3| < б тенгсизлнкни цаноатлантирувчи барча х лар-1. у =  f  (х) функция X  тупламда аницланган булсин. l l i  wo* j - П — 71 < е тенгсизлик уринли булишини курса- 

Агар *ар бир е > 0 учун шундай б > 0 (6 = б (е)) то- к' е > О ни олайлик. |(2х +  1) — 7| = |2х —
пилиб, тупламнинг 0 < |х — а| < б тенгсизликни каноатляи.1 твии“  ^

— 6| = 2|х — 3|. Бундан 2 |х — 3|<е, |х — 3 |< - . Агар
|х — а| < о тенгсизликни каноатлан- 

тирувчи барча х нуцталарида |/ (х) — Л| < е тенгсизлик урин
ли булса, у *олда A / (х) функциянинг х = а иуць: :.:ги И *  . .. 
лимити дейилади ва lim /(х) = А куринишда ёзилади  ̂= У  олсак, 0 < |х — 3| <6 тенгсизлнкдан |(-х-|- 1)

2. Агар ,\ар бир е > 0  учун шундай д > 0  топилиб. — 7|<е тенгсизлик келиб чицади ва шу билан Jmti (2х + 
|х| > д тенгсизликни цаноатлантирувчп барча х ларда |/(х) — */ *"* о,01 _
— В  |< е  тенгсизлик уринли булса, В  / (х) функциянинг + 1) = 7 экани исботланди. Энди е =  0,01 десак, б = =

= 0,005 булади. Демак, 0 < |х — 3| < 0.005 булганда |(2х + 
+ 1) — 7| < 0,01 булар экан. а

= 1 эканини исботланг ва е = 0,01 учун

х 00 даги лимити дейилади ва lim/(x) = fi куринишда 
ёзилади.

Х-* оо

Агар х> 0 булса, lim/ (х) = В, х< 0 булса, lim/(x) = fi 
куринишда ёзилади. х-*— 123. lim

x-H-ot х 4-1
.....—'— --- ■ Д ни ТОПИНГ. .  n п

3. Агар *ар бир к> 0 учун шундай б > 0 (6 = 6 (ejjj. д )̂ ар бир е > 0 га мос равишда шундай Д > и топи-
топилиб, а — б < х < а (а < х<  а +  б) тенгсизликни нано- I ж , I ----------- - *---

_  I к у > — 1 < е тенгсизликнннг урин-атлантирувчн х ларда |/ (х) — Л| < е тенгсизлик уринли <"> л ’ Д булг нд ^ (
са, у *олда А / (х) функциянинг х = а нуцтадаги чап (й н г)  ли булишини курсатишимиз керак, сунгра е — 0,01 учун 
лимити дейилади. Чап лимит / (а  —  0) = lim / (л ). г Д ни то тш ы м н  s к р п я ктопишимиз керак. 

с > 0 берилган булсин.
О

лимит / (а +  0) = lim / fx) куринишда белгиланади.
X-MI+0

4. д = а  нуцтада функция лимитга эга булиши учун <е> i < e A ; i e х > 
/ (а — 0) = / (а +  0) тенгликнинг бажарилиши зарур ва стар" *+1
лидир. .. ^°лда х > д булгандаТеорем а . Агар х = а нуктада f (х) ва ф (х) фун*
циялар лимитга эга булса, у %олда;
30

1 < е, X — X — 1 <е,

х + [

х + 1 I "  I х+\
1 — едемак, Л = ---  десак, уе

— 11 < е тенгсизлик уринли
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булиб, lim ——  = 1 экани исботланган булади.
-  .  i г -X. I И,*-»+  «  х  -(■• 1

л п , . , 1  — е 1— 0,01 0,99 ^е = 0,01 учун л > --- = -------  = ---= 99. Ш\н
}  3 е 0,01 0,01 н

цилиб, jc > 99 булганда 
ли булар экан. а

\х+ I —  1

у — - °—х функциянинг
графиги 13-чизшла курса-

0.01 та,гс,ш „к (р „> ГЖ  * х ----2 )^
-f 0; 3) дс—► 0 да / (* ) =

124. / (дг) -  ----функциянинг: 1) лг—► 2 — 0; 2) х о I = arcig -
■* И '„ИТННИ топинго даги лимитларини топинг ва ечимини жадва.

Т’ Д lT агаР х иккига иккидан кичик булиб интилса, у \о.ц са, У а̂лда * 
2 — х мусбат чексиз кичик мищдор булиб, г эса мусба- 8rctg I

1) Агарх->- — 0 бул-
00

-гх

чексиз катта. яъни (2 - х Ь + 0, + » .  eKH| marctg i= a r c tg (- » )  =

ЯЪНИ

lim
JTt»-5 5 ■_lim ----  = + оо булади. х, 2 — х ,---  узгарувчиларнинг; iL.*-2-0 2 — дс 2 — * *= — 2

ю^оридаги характеринн 1\уйидаги жадвалда равшан ^ ’риш.^НДгар *-> 4-0 булса,
мумкин:

X 1 1,9 1,99 1,999 1,9999 1,99999 1,99999!*

2 - х 1 0.1 0,01 0,001 0,0001 0,00001 0,000001 ....

5
2 — х 5 50 500 5000 50000 500000 5000000 ...

X
1 лarctg---► —, яъни
х  2

13- чизма

У
*. '2

— 43 1 х

'2

14- чизма

3) Агар х —► 0 булса, у ^олда — -> оо, функция >̂еч 

2) Агар а -*2  +  0 булса, у ^олда (2 — j*W  — 0. Мндай цийматга интилмайди, яъни lim arctg — — мавжудХ-*0 X
5 .. 5------► —  оо, еки lim ---

2 — х х-*2+0 2 — Х
оо.

Буларни цуйидаги жадвалда яццол курнш мумкин:

X 3 2,1 2,01 2,001 2,0001 2,000001 2,000001 ...

2 — х — 1 - 0,1 - 0,01 о о о - 0,0001 —0,00001 -0,000001 с "  1

5
2- х -5 —50 —500 —5000 —50000 —500000 — 500000*'

/(*) = arctg — функциянинг графиги 14-чизмада берил
ган. А

126. К,уйндаги лимитларни топинг:
•) lim

.  ха—j5x*-Mim f 2х — 3 — — j; 2) \т_х *» -j-2
3) lim х-sin *-»о х

б) lim

4) a) lim
О

3 — Зх* +  2х — 5
I
1

1 + 2

32
*̂ +0 1 + 2{'х * ]!!?  1 + 2,/дс
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д Юцорида курсатилган теоремалардан кетма-кет 
ланиб, куйидагиларни топамнз:

liml

» !LT (2х - 3'  т ) “ Л?12 - ii? 3 -  g r  - 2'
—  3 — г =  — 2;

82) limjr-H-C

3 )  1 5  P S  •

,Л+о Г — 2®*** ’ 
8

0.5 ЧЕКСИЗ КАМАЮВЧИ ФУНКЦИЯЛАР ВА ЛИМИТЛАР \АКИДА-
v * _ 4 r * 4 - 9 r  — R (lim*)* — 3 (linu)*+2lim*—5 ГИ ТЕОРЕМАЛАР

2) lim ^  --------------------- ■в ^ и г , ;
f_ !'n »- 3  (- n *  + 2 ( — 1) _5 _ - 1  —3- 2 - 5  |] 1. Агар lim a(x) = 0 булса, у *олда а(х) х ^ а  да чек-

= ( _ 1)1-(.2 3 1 сиз камаювчи функция дейилади (цисцача — «чексиз кичик»),
1 .1  „(х) ва Р(х) лар чексиз кичнклар.

3 \ х—► 0 да аргумент---► 00, sin— функция— 1 билан- .. *(*) лX X 2. Агар lim — — = 0  булса, у .̂ олда а(х) ни Р(х) га
ппагиаа тебоаниб, хеч кандай аниц сонга интилмайди, ,1 Pw  ,орасида icu^h , л «ч i i , нисбатан ю^ори тартиблн чексиз кичик дейилади ва а(х) =

= 0(Р(л)) куринишда езнлади.кин у чегараланган функция, яъни |sin -j| <1. Чексиз кич*

билан чегараланган мицдор sin 1  нинг купайтмаси ч е к ! 3. Агар Jim  Щ  = с (с Ф  0, сф  оо) булса, у *хлда а(х)
кичикни бергани учун бу купайтманинг лимити 0 га : “  Ш  лар бир хил тартибли чексиз кичиклар дейилади. 
™ _ и.и  ̂ у у у Агар с= 1 булса, у ,у>лда а(х) ва Р(х) лар эквивалент

чексиз кичиклар дейнлади ва а(х) р(х) куринишда ёзи-булади:
lim xsin — = 0.
х-»0 *

лади.

4) a) lim2 = 2  = 0  булгани учун
X-»—О . .

];т  ___ !------------ г— ------ = 1 булади.
J 2 o 1 + 21/Jt 1 + Пш2'/' 1+0

б) li m2 1,х =  2+® = 4 - «  булгани учун 
*̂ »+о

1 *lim

Энди лимнтлар хацидаги теорем  а ларни келтнрайлик: 
4. Агар х = а нуцта атрофида а(х), Р(х), а,(х), р,(х) 

лар чексиз кичик ва а (х) ~  а! (х), р (х)~р, (х) булса, у \ол-
ik. lim г й  _  lim ^

х-*а р(дг) *_*а P j (*) булади

i"+o 1 4  21/Д1 l + lim2,/x 
в) Н т2 1/Х мавжуд булмагани учун lim , 2ч* члМ

х-*0

= О булади. 
___ 1

,-.0 ,а -

128. lim

жуд булмайди. а
К,уйидаги лимитларни ^исобланг:
127. lim(x* 4-5х 4-6).

'*>- »"■ 130. Iim 7sin  3'о CP-̂ y “1 У 
8

f^ i V * +  3

5. Чекли сондаги чексиз кичикларнинг йигиндиси чек- 
по кичикдир.
. 6. Чексиз кичик билан чегараланган катталик (миц- 
Р) купайтмаси чексиз кичикдир.

7- &згармас соннинг лимити узига тенг.

lim —1П *- = 1 га 1-ажойиб лимит дейилади, бундах—Х-фО х J
• Рчакнннг радиан улчови.

=  1,
Х -Ф Л X—*

«31. *) •

= 1, lim
хт»0 arc sin x *-»o

=  1
лар ].

lim -----х-гфО arc tg X
аж°йиб лимитдан келиб чи^адн.
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132. х-**0 да ^уйидаги функцияларнинг цайси;
вивалент чексиз кичикдир:

1) а(х) = К Г + х - 1

2) а  (х )= у/Г 1+ х— 1

3) а  (х) = sin ад:
4) а  (х) =  VJ+ x+x*— I

s in  2х

,;ф«

ва

ва

ва

ва

Р (*)=  - х ;П
Р (х) = ах \

Р (х) = sin х?

, .„ia 1-ажойиб лнмитдан фойдаланилдн: lim
РУ”  _ х->0

Х̂ 0  да sin ах~ах.

s in  X = 1),

деоак,
/  I +ДГ + Х» —1

«(*) = lim sin 2jc
ж-*0 sin X

■■ K f c ^ - f A U i u n
i  ™  S ' " x •sin 2jt \ 0 )  *-o  

= lim —  ■ lim -?=.

* (!+ * )
s in jr  • s in  2j< Y  1 + j c  - f  x* +  1

im 1+x
*_♦<) sinx дс—►о V  1-fjr + ** +  1 a-»o sin 2*

д ж-^а да a(x) чексиз камаювчи функциянинг р (дг) чек̂  I оо = оо демак, 4) даги а(х ) ва р(х) лар узаро камаювчи функцияга нисбатининг лимитини топамнз; -с = 1
бу лимит 1 га тенг булса, у ^олда а(х) ва (К*) чексиз к
ювчи функцнялар эквивалент булади, акс ^олда эк в ива; булмайди.

1) lim «(f) _  ЬпУТ+Г-1 шя(± \  = цт  •+*-'
*■** J _  I о )PW НшХ-+0 X . -----

Y  +*+

(валент эмас. а

Эквивалент чексиз кичнклардан фойдаланнб, цуйидаги 
гларни топинг:

133. Нш sin Ах
л-,0 sin3*

134. lim s in  Ъх

= lim
*-о У l+x-f- 1 2 1-

Демак, х-+- 0 ва У Г Т ~ х — 1~  —  х
2

2) iim iT77 =  Нш ^ П Т ~ 1 _  (± \
*-+“ Р( х)  х- 0  ---------- { о )  =

135. lim
х~*° sin* —•

л-*о х + JC*
1 3 6 .  l i m  / 1 + 1 » - 1  

jr—»о I —  c o s  л:

у 2  JT —137. lim _
*-о t* у х

138. liin sin X
ЛС-+Я X —  л

у/  1 +  Х =  /, 1+ Х = Л  X =  — 1 
х 0 да t- f  1 

/—1= lim 
/-.i Х^Г7Г(т)=

= lim
п

У-3 (/-  i)(<-, + /"“ *+ .-.+/+,> = Т  =
демак, x-vO да у Т + 1  — l ~  _L

п
3) lim г а  = . sin or ..im ---- - = i

P W  x-0 or
36

10-§. ЛИМИТЛАРНИ Х>ИСОБЛАШ ЙУЛЛАРИ
Функциянинг лимити унинг аргументининг интилган со- 

нида аншуюнган булишига богли  ̂ эмас. Амалда эса функ- 
иия лимитини топишда бу муносабат катта а^амиятга эга.

а) Агар берилган /(х) функция элементар булиб, х ин- 
тилган сон унинг аницланиш со\асига тегишли булса, у хрл- 
Да функциянинг лимити /(х) нинг х интилган сон ^ийма- 
тидаги хусусий ^ийматига тенг булади, яъни

lim /(х) = /(а).х-+а
139. Функцнялар лимнтларини топинг:
1) /(*) = х3 — Зх2 +  2х +  4, х->—2;
2) »(/) = /• Р — 2°)» /"^ 6*

д \ар иккала функция >̂ам элементар функцнялар булиб, 
Р̂гумент интилга :\ сон лар уларнинг аницланиш со.\асига 
иРганлиги учун уларнинг лимити функцияларнинг аргу-
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ментлари интилган сон цниматидаги хусуснй циймат*]! 
тенг: '^1

1) lim (х* -  Зх2 +  2х +  4) = (-2 )» -  3 (—2)2 + *д-*—2 '
+  4 = - 2 0 ; \

2) lim ( / К ^ О  -  lg (t +  V t*= 2 0)) = 6-4-  i-*6
— lg(6 +  4) = 23. A 

Кунидагн лимитларни топинг:

-I
— оо, агар a >  1;

10. ' ° в лЛ | +  оо, агар 0 < a <  1.

jjrn illli. = i (x — бурчакнннг радиан улчови).
1 ж-о * ,
l2. lim(1 4- - j J  =  lim (!+<*)« =  <?« 2,71828.

140. lim Г**- 9

gy одднй лимнтлардан формула тарицаснда фойдаланиш 
„умкин, уларда цатнашган а >0 узгармас сондир.

141. lim lg(24-2t: и функция лимитинн топишда — , 0 • оо, оо — оо,
х-З 2х+ | х~*2 0 ’ ооI , I куринишдаги аницмасликлар руй берган булсин.

*ЦИ1| +  3). 143. lim sin x-sin 2х- J  Бунда мисолларга цараб, маълум алгебраик ва тригоно-
,г_»Л ”1П 1<етрик алмаштиришлар бажариб, сунгра лимитларни \исоб-

I. х-+а ёки х-»- оо да / (х) функция икки чексиз ки- 
чик микдорнинг нисбатидан j  нборат булган ^ол. 

^уйидаги лимитларни топинг:
2х*— 11 х + 5

б) Агар функцияда аргумент оо ка ёки унинг анищ 
ниш сохасига тегишли булмаган сонга интилса, Gy ход 
функция лнмитини топишда ало.\ида текшнриш олиб (
риш керак булади. 8, 9- § лардаги баён цилннган лимим_____
хоссаларига суяниб, цуйидаги куп учрайдиган лимит лар г** {44 
пилган: 1) lim *

jt—►З •* 9
2) lim

л-»5 Здг*— 1 5
1. lim a* = 00

X-+QO

3. lim —  = -
0 x

2. lim — '= ОО. 3) lim sin* x

0 0 . 4. lim —  = -f 
*-►+0 x

5. lim —  =
*-#•0 X

7. lim ax =
x— 00

8. lim ax =
*-♦— 00

6. lim —  = 0
X—¥ 00 X

f 0, агар a < 1;
+  00, агар a>  1;
00, агар a< — 1.
О, агар 'a! >1;
+  00, агар 0 < a<  1;
00, агар — 1 < a<  0*.

9. lim log„x  =  | + " ’ • " ? « > • :
— 00, агар 0< a<  1.

I I M I

Г -rr- Х-+П 1+cos*x
л 1) jc* — 9 ни купайтувчиларга ажратиб, касрни (x ~ 3) га 
Кисфртирамиз:

x — 3lim fc = i , ( J L U
x-»3 x* — 9 V o /

lim ,• ‘ 1 
" m— з = Т.  (»- 3 X * +  3>

бунда 0 га цис^артнриш булган и йуц, чунки аргумент х 3 
^ е̂ч цачон тенг булмасдан интилади, шунинг учун х — 
-3=^0.

« Ж  2 (х— 5) (х — — )
2) Н т  » » У П « Д  = l  ------- ----- Р  -

2х— 1 ____9_
“  16 ‘lim

jc-*5 Зх + 1

кин

38

-------  БУнда ах* + Ьх +  с = а (х - -  **) Да» фойда.
•а<О булганда х фа^ат бутун сон циАматларини цабул цилпшиЯ* ЛаР ах* +  Ь* +  С =  ® квадрат тенгламан 

I, х нинг а̂ыма цийматлари учун а <  О булганда а* ани̂ л<
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3) Касрнинг сурат ва махражини купайгувчиларга 
ратиб, касрни 1 +  cosx га ^ис^артирамнз: lim I —  / х =lim  Ь Л  =Iim  11- 0 (1+/+/») =

х->1 I — у  X '-I 1—/* (1— /)(!+/)sm *jflim ------
*-»Л 1 +  COS* X

= lim —

1 —  COS* X

(1 -Ь COS ДГХI —  COSJr-f-CO^-t) 
( I -f- cos дг)( 1 —  cos jc ) 2

lim
/-♦I

1 -f /

X-»JI ( I +  COS x) (  1 — COS X  4- cos1 jr) 3 A 146.
145. 1) lim L z j _ l± l ;

JT-+0 x
2) lim tg*

1) lim
jc—*0

X-*Q 1 —  У 1 +  tg X ’

3) lim I - V

sin  5 jc 

x
Л  X

3) lim cos 2x—* I

1 + /
2) lim X*

X-+ 0  1 —  COS X  ’

T  4) lim x* — 4

i i - T T
I — ДГ

JT- + - 2  arc tg (jr - f  2)

A 1) Касрнинг сурат ва махражини (1 + ] Ах + 1) га ЛИМИТ о тУРидаги аницмасликни ифода-
пайтириб, суратдаги иррационалликни йу^отамиз, 
касрни х га ^ис^артирамиз:

унг: лайди- Бундан лимитларни топишда 1- ажойиб

lim
х-*0

= lim — X = lim

lim (1 —V * ~Ь 0П*1 х-i J
д: (l +V7TT)

—1 i

I,m = i даН фойдаланамиз:2-*0 (X
I) lim

*-*0 X x-*0 5x

лимит

x-+0 5x = 51

, - > o x ( l  +  f x +  1) , _ o  I +  \ x  +  1

2) Касрнинг сурат ва махражини 1 +  ] Л1 +- tgx га якуладая фойдаланамиз. 
пайтириб, сунгра касрни tgx га цисцартирамиз:

tg*lim -
х-*0 I _  у  I - t - t g x

=lim
дг->0

tg ЛГ • (1 +У I + tg ДГ) 
I -  1- tg *

Н к  cosx 2 sin- —  дан иборат тригонометрик фор-

( т ) 'lim -------=iim
Х-*0 1 —  COS X  д-*о

= — lim (1 + у  1 + tgx) = — 2. 2sin* V2

= nm г *-*o 2-
л—*0

3) Касрнинг сурат ва махражини (1 + |АТ")(1 -гТ^*1] 
+ v ? )  купайтмага купайтириб, сунгра касрни (1 — *) 
^исцартирамиз:

(I - * ) ( ! + У  Г  +JX.V-) =
(1 — ДГ) (1 Н-К X)

= 2 limлг-*0 sin
=  21  = 2.

lim
Х-¥

I — V  х = lim
i i - У *  X-.I

Да /!*̂ >вва'3  ̂ x—t алмаштириш киритамиз, у .\олда х 
> сунгра 1- ажойиб лимитдан фойдаланамиз:

_ H m i ± E ± E ?
*-i i + у  х 2 

Бу мисолни узгарувчини алмаштириш усули билан * 
ечиш мумкин. Бунинг учун У  х вз V  х илдизларн*1 
хил курсаткичли илдизга, яъни х* ва у х 2 га келг 
низ ва j/x = t белгилаш киритамиз, у ^олда х-+ 1 да 

1 га эга буламиз ва

lim
cos Л X

cos
1 - J

=lim 
t-> 0

( i - r ) =nm
/-o

лsin —  t 
2

лsin —  t
= —  lim 2 

2 л

T  1

____ J ________
2 2



4) arctg(x +  2) = v деб белгилаш кнритсак, x + 2 ^  
га эга буламиз, бунда х-+ — 2 да v -*■ 0 ва

_  i ira - 1  =ljm  _I • x* — 4 lim ---------
*-►—2 arc tg (x -f 2)

= lim — —
tf-*0 cos V 

x* — 4x4- 1

■lim

V

sin v
V-r*0

147. lim
x-r*2

149. lim

V

4. A

1 4- sin 2x
2x+  1 

x — 2

148. lim
л 1 — cos 4xx—* — 
4

x« — 9
x- * 2  x* — 3x +  2 *

,51. lim  “  +  5 £ + i 
x-+-2 3x* — x — 14’

153. limн ш  r  .
X— К  l+3x— 1

155. lim V i+3x«- l
x-*o 2x*

.c -т «•_ V o T T x — з157. lim —--------
д-о /25+2*-5*

159. lim ' .
X - *\  V X  ~  1

150. lim
л-»з x* — 2x — 3 *

152. lim 2x*+ 2xt + :it t i
X ^ - I  Xs +  X* +  X +  1

154. lim 1
*-►0

156. lim
x -*5

158. lim

x—5
l + Jt1 — I

161. l im £ l± £ n i l iz i
*-*0 X

дг-»0 / 1 6 +  * * - 4

160. lim

162. lim
X—*— I

163. lim 9 — x*
*-3 |/3jc — 3

lim
x-*0

топинг:

sin x = 1 дан фойдаланиб, цуйидаги лимитлар

165. lim
х-*0

167. lim-
jr—♦О

169. lim
л-*0

sin 2x

sin

x
sin* —  

x*

«• sin4x166. lim ----
X-*Q 3x

168. lim - ^ . 
jc-+o 5x

sin 3x
■7I- Й ГГГ1 - Т 7
.73. 1) Нш - = * £ .;x-+Q

174. limx-*o sm3x

175. lim I- C1'~2l
x-*—0 X

176. lim 24rsin*

172. lim î.n xin (x h)
A-о h

2) lim afcsind - 2*)
x-+L *

2

170. lim
*—►0

1 — cos2x 
x sin x

xl*o sec x — 1

, 77. 1) lim С М Л - costx-W. 2) ljm arc sin (JC 4- 2)_,
д-*о h  x -¥ — 2 x*-f“ 2x

.. sin 3x178. lim — -.
x-*o sin 4x
.. I — sin X179. lim — —---— •

я (л/2 — x)*

180. lim

181. lim I — sin x — cos x
1 + sin x — cos x

182. Iim_
x-+JL

2

183*. lim
*-♦—i

184.* ljm

*  Xcos —  —Sin —  2______2_

COS X

x9 +1
arc sin (x+  1) 

sin x
*-♦0 V l+tgx — V 1—tgx

И* x-+a ёки x—► оо да f(x) функция икки чексиз катта 
,И|У1орнинг нисбатидан (— j нборат булган ?̂ ол.

и̂митларни топинг:
4х*— I ~  tg2х'«•  О lim

Х —+ Q£ 5xs -f 2x* 2) lim

~ И тЧ
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д Бу иккала лимит —  типидаги аницмасликни ифо̂  

лайди.
1) Касрнинг сурат ва махражинн х нинг энг юкори ^  

ражаси х3 га буламиз: ^

lim  4x3-- L - = lim 4~  ** -  4-0 4
5ж* + 2х* Х-+  ж 54-0 5 *2

5+  —х
х _► оо да -у- ва -у лар чексиз кичик миЦдорлард̂ ] 
Бу мисол ни узгару вчини алмаштириш йули билан, яъщ

х = —  деб, бунда *-*•<» да а- *

а _ .
=  lim “ *

О, ечиш мумкин: 

4 — а’ 4= пш
Ъх* +  2х* а-»0 5 2 

а»  +  а *

в-*о 5 -\-2л

III. *-*-а ёки ^-* '°°да  /(х) функция чексиз кичик ва 
с113 катта мик,дорлар купайтмаси (0 - ос) дан нборат бул-

** -0.1. Бу *ол маълум алмаштиришлар ёрдамнда I ёки 
голга келадн.
IV. х-+о ёки х-*- оо да /(х) функция икки чексиз 

,tia микдорлар айнрмаси (оо — оо) дан нборат булган ^ол.
холда функциями каср билан алмаштирилса, I ёки II 

1.1ардан бирига келади.
Лимитларни топинг:

186. 1) lim (1 — х) tg 2) limxarcctgx;
j>-*i * *—+»

3) ни  ( у - х )  cosec ( - ^ + х ) ;
X—* —

4

2) Касрни 0 га интилувчи купайтувчига ^иска 
мумкин буладиган ^илиб айний алмаштирамиз.

sin  2х • s in  ( —---- х )

lim  tgy  —  = ( — ]= li ,n --------
X_ JL  dg (-J- - * ) ' ° °  cos2x.cos(^T - x )

ртирщ

4) lim (—  — — —  )• 5) lim (x — V хг -f 5x);
x-*2 \ДГ —2- x*— 4/ X-+-+-QQ

6) lim (2 cosec 2x — ctgx).
x-+0

sin  2x
sin

im ( т - )
cos2x

-  sin
4

= lim

-(f -o _

(t - ‘ )

7

= lim
iL 2 cos
4 (t - ‘)

д 1) lim (1 — x)ig = (0- oo) = lim
; 2 дг-+|

\ • nx  (1 —  -r) sin —

■ЛХ
COS

= lim sin lim
f*l 2 X - * \

I — JT

cos

2 .. T  (1* — hm — ------

- = 1 • lim
Л *  X-+1

1 —  X

/ я  лх \ sin — ----
\ 2 2 /

tn f ( ' - x )
чтвп н ц  узгарувчини алмаштириш йули билан з̂ ам ечиш 

Кин ЭДН. 1— х = и десак, ^уйидагига эга буламиз:

i!!̂ l — x)tg —  lim и tg f—  — = lim м -ctg =
2 в_*о 2 2 / и->о к 2

I • л и , .= lim co s---- lim и
и-+0 и-г*0 л и sin ——2

lim
л ц 
2

. л и sin ---
2

ан.

1Н.

5е-

.1;

а-
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2) arcctgx = a деб белгиласак, х — ctga га 
миз, бунда Х-+ +  *  да а -^+ 0  ва ^

1 im х • arc ctg х =  ( ос • 0) =  lim a  • ctg a  =  1 im £ 2 1 ? ^
a«*+0 a-*+o мп a

=  lim  cosa-lim  -2— =1-1  =  1. 
ct-*+0 a-»+0 sin a

sin x ___л
_  i m *---- u- Acosx
Куйидагн лимитларни топинг 

2x* — 5x4-4 
I»7- j ! .  5 **-  2* + 3‘

x* + x

J L  — X = t деб белгилаш билан цуйндагига эга « I
4 ^1

НШ (-5. — xjcosec + х ) =  (0- оо) = lim /• cosec(я_  J

jr4 — Зх* + 1
3)

ламиз:
[  f . I Or4 — 3.v3 -f 1 

'»9- Й  —

190. lim
1 + x — 3x*

= lim/- — 7— — = lim ~ A r  
tit0 Sin (я — 0 t-*0 s*n- *

= 1.

I  l+ * »  + 3*>-
191. Iimx clg2x.X-»0
192. lim sin 2x-ctg x.

1-+Я

193. lim n-sin —
* П-+00 П

194. lim 2n tg2—n.
Л —♦  00

195. lim f- 2 -  + —M
*-.1 \ l - x 3 T  X —  1/

4) Касрларнинг айирмасидан *осил булган касрни (дс—2) 
га ^исцартирамиз:

l i m f - L  — i - )  =  ( o o  -  ° о ) =  1 ^ x- ^ z t - 4 =  j 
х->2 \JC — 2 X*—4 I  x*+2 x* — 4

X- 2 l; 1 1= lim ——--------- 11m =
x- * 2  (x— 2)(x + 2) X**2 * +  2 4 j

5) Берилган функцияни махражи 1 га тенг булган lim flex -  sec х* 
сифатида к>араб, унинг суратидаги нррационалликни и\м> »»». rnn^igx sec*).
тамиз, сунгра касрнинг сурат ва махражини х га
тирам из:

lim (jc — y V  +  5х)=(оо —  оо) =
Х~»+ 00

■ Ь - У * Т ь * х + У * Ж  -  I im —
X + Y  ** +  5* *•+ • x*~ 5x 

—5 —5 5
”  ~  2 '

= lim
x-+4- oe

= nm
*-»+«i + |/ r i + JL  ‘ + 1 ~

, rftgtd . V. x-*-a ёки x-*- оо да fix) функция асоси 1 га, кур- 6) Берилган функцияни каср шаклига келтириб, су ---- L  J п »\ лдпгаи

197. lim ( y V  + 2x - K x s + x ).
i  X—♦-}- oo

198. lim V ^ - 3 x + l
l -  x>

199. limxd^x2-!-1—x).
I  *-»+»

200. lim (J xs+ l +  x).

Iim (2cosec 2x
X< *0

• 4V..... ......... — *- ----  00 га интиладиган даража (1®) булган ^ол.
касрни sin х га цисцартирамиз: |  Ьундай функцняларнинг лимитини топишда 2- ажойиб

/ 2 c0L5- ^ IW L . / 1 \*— ctgjc) = (оо — оо) = lim ---фойдаланилади: lim 1 Н-----------------) = е, бунда е —ир-
x-*0 \ s in z x  ьп l | _ f  х-*оо \ * /

= lim
х*>0

2 — 2 cos* х 
2 sin х cos х

= \ = lim\ 0 / x̂ O
sin*x

sin x • cos x
^нал сон булиб, e = 2,7182818 

1имитларии топинг:
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201. I) lim ( l + — V; 2) lim *^l—2x; 
rt—♦ oo \ fl J  -*-»0

3) 4) li" ; I/ —♦ 00 \ / +  2/ JC—♦ -
4

д i) п = а х  деб белгилаш киритсак, п-*«> да x~*oc ^

lim (1 +  - V  = ( 1V  lim (1 Г  = lim ((1 + -lYV.
Л - *  o c \  Я  /  * - ♦  оо \  X  /  **“♦  оо \  \  *  /  /

= ( ~ ( 1+ т ) 7 = '-
Бу мисол ни бош^ача йул билан эрм ечиш мумкин:

л

, i m  ( 1 + - 7 У , ~ Ш п ( ( 1  +  “ Г Г  =71—♦ 00 \ Я / /I—*00 \\ Я / /

- fc (1+f)  )‘ = е" '

2) — 2х = а десак, *-*■ 0 да а-*-0 ва lim (1 —2х)х-+0
_2 _  J_

=  lim (1 + а) а = (Пт(1+о)а)_*=е-*.
d—»0 ос—*0

3) Касрнннг бутун цисмини ажратиб, — ~ г— * ДЧ
' V з \ » + '  "

олсак, бу *олда /-+- оо да х—► 0 ва
__|о_з 1

= lim( l ----M 2,+'= H m( i + *) х = (Н т (Ц - х )'Г “
/-♦ 00 \ / +  2 / х-+0 х-*0

X lim (1 +  х)“ 3= е~хо-1 = е“ 1в.
х-*0

4) tg* = 1 + “  Деб белгилаб, да а-*- 0 п  
буламиз ва

t „  Оу _  2 »g* _  _  2 ( 1 + ^ ) .
1 - t g t j r  о  (а +  2) ’

К  _  8(1+0)
lim (tg x)'*2Jt = lim ((1 + а ) “ ) “  + 2 = e ‘ = 7 ’

Л  а - * 0—
4
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I  2 (1 +  a)

^уйидаги лимитларни топинг:

202. lim  ( — —  )X.
X —+  ос , x  4 *  1 /

203. lim ( I --- —V.
Л-+ 0 0  \ x ]

20». lim /l + —  f \
Л ~ *  оо \ X  /

205. lim ( ~ - ') X.
x —*  oc \ 2x — 1 /

206. lim /1 -f —  \mx
X-* оо \ X  I *

207. lim/'l + — V х.
д - Д  2* )

208. lim (1 + tgx) 
*-♦0

209. lim (1 + cosx),2sec x
лДГ—♦ -
2

Баъзи бир ажойиб лимитлар:

1) lim 1° е^(1+х) =  logfl с,
X-+Q X

2) lim - ~  1 =  in a;
X-+0 X

3) lim
E»-*o jr

Шулардан фойдаланиб, цуйидаги лимитларни ^исобланг:
210.цт  ^ l - 1 

; Зх

211. Нш ^
х—* 1 X — 1 •

2*2. lim
-*->0

£$ln 2jc __e»in дг

■
,3- lim jc (e  ̂— 1).

'276]
Хч* oo
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In  (1 +  bx)214. lim —x-*0 x
ln(e + * )- ln a215. lim ---- ------- .

x-о x

216. lim
x-+0

У  i ч- ^ - i
jr*

217. lim
x - 0  x

2,8. |lm V T T T . - V S T *
*-l X — 1

ll-§. УЗЛУКСИЗ ФУНКЦНЯЛАР. 
ФУНКЦИЯЛАРНИНГ УЗИЛИШ НУКТАЛАРИ

1. Агар lim/(x) = f(x0) тенглик уринли булса, функция
A-*X#

х0 нуцтада узлуксиз дейилади.
2. Аргументнинг х ва х0 цийматлари орасидаги х — х, 

айирма аргументнинг х0 ну^тадаги орттирмаси дейилади | 
ва Ах = х — х0 орцали белгиланади. Функциянинг х = 
=х0 +  Ах ва х0 ну^талардаги цийматларининг / (х0 + Ajc)—
— f(x0) айнрмаси эса функциянинг х0 ну^тадаги орттирмаси 
дейилади ва А у = f(x0 +  Ах) — f(x0) орцали белгиланади.

Узлуксизлнкнинг таърифини яна ^уйидагнча ифодалаш ] 
мумкин:

Агар lim Ay = lim (/(*„ +  Ах) — f (х0)) = О
Дд-»0 Дх-»0

тенглик уринли булса, функция х0 ну^тада узлуксиз дейн- 
лади.

Теорема, f (х) функция х0 нуцтада узлуксиз булиши 
учун

Нш/(х) = lim / (х) =  / (х0)
Х —*Хщ— 0 Jr- *JT *+ 0

цуш тенгликнинг бажарилиши зарур ва етарлидир.
Агар к,уш тенглик бирор жойидан бузилса, х0 нук,та /М 

функциянинг узилнш нуцтаси дейилади.
х = х0 функциянинг узилиш нуцтаси булсин. Агар f(Xo~~ 

—0) ва Дх0 +  0) (Нш/(х) ни f(x9 — 0) билан, lim/(x) ни
Х —*Хщ— 0 jr-^jr#+ 0

f(XО + в) билан белгилаш мумкин) бир томонли чекли ли 
митлар мавжуд булса, у .̂ олда х = х0 функциянинг 1- ТУР 
узилиш нуцтаси дейилади. Узилиш нуцтасннинг бундам боШ- 
ца барча х,оллари 2- тур узилиш ну^талари дейилади.
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I ТУР узилнщ ну^талари икки хил булади: 
я\ агар /(̂ о — ° ) = /(хо + ° )  тенглик уринли булса, у 
*^ж==х0 да функциянинг узлуксизлигннн тиклаш мумкин. 

"Бунин г учун / (х0) = f(x0 — 0) = /(х0 4  0) деб олнш ке-

Кб) Агар /(*о — 0) /(*о +  ° )  булса, у ^олда f(x) функ- 
я * = х0 да сакрашга эга дейилади. Сакраш катталиги 

4- 0) — / (*о — 0) га тенг булади.
Агар /(*) функция (а; b) интервалнинг хар бир ну^та- 

узлуксиз булса, у >̂ олда f(x) функция (а,Ь) интервал- 
u узлуксиз дейилади.

Агар /(*) функция (а; Ь) интервалда узлуксиз булиб, а 
моанинг унг томонидан, Ь нуцтанинг чап томонидан уз- 

дуксиз булса, у ^олда f{x) функция [а; Ь) сегментда уз- 
.-VKCH3 дейилади.

Барча элементар функциялар узларипинг аницланиш со- 
.̂ аларида узлуксизднр.

219. Элементар функциялар
1) у в  1 — Зх®, 2) о'= cosec х

нинг узларниинг аницланиш со^аларида узлуксиз эканини 
клптииг.
д Аввал функцияларнинг аницланиш со\алариии топамиз, 
сунгра узлуксизликнинг таърифидан фойдаланиб, уша со- 
уда функциянинг узлукснзлигини курсатамиз.

1) Функциянинг аницланнш со^аси D(i/) = (— оо; оо);
V € (— 0°;  оо) ни оламиз ва унга Дх(ДхэО) орттирма бе- 
риб, функциянинг х нуцтадаги орттирмасини топамиз:

Ду =/(х +Дх) — /(х) =  1 — 3(х + Дх)2 — (1 — Зх2) =]
= 1 -  Зх2 — 6х Дх -  3 (Д х)2 -  I +  Зх2 = -  6х Дх — 3 (Дх)1.
Энди Дх -*■ 0 булсин, у ^олда х нинг х,ар к,андай ^ийматида 
Нш Дм = 0 булади.

Демак, узлуксизликнинг таърифига кура берилган функ
ция (— оо; оо) да узлуксиз булади.

2) v = cost*: х = — !—  функция сонлар уцининг x=kn,
^  Х* = 0, ± 1, ± 2, . . . , лардан бетща \амма ну^таларида 

^■Кланган. Худди ю^оридагидек му^окама юрнтиб, функ
ция орттнрмаси Av ни, сунгра lim Дуни топамиз:д*-*о
$ Ду = cosec (х 4  Дх) — cosec х = --------- _  —-—  =

sin (х +  Д дг) sin х
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sin jt —-sin(ж-f- A x) 
sin x • sin (* + Д дг)

2cos

sin x • sin (x +  Ax)

(x+^ )  .. . f—--------  • limsin —• sin (x + Лх) д r-»0 \

• 0 = 0, бунда х ф  kn, k = 0, ± I, ± 2,

2 cos
lim Ay = lim

A*-»0 x-*Q

2 cos x 
sin *x

$ *\  
2 ] :

13.1ИК
Демак, v = cosec x элементар функциянинг узлукси 

со^аси билан аницланиш со^асн бир хил экан. ▲
Куйидаги функцияларни узлуксизликка текширинг, узд.1 

лиш ну^таларн ва уларнинг турларини аницланг. Графикл*
рини ясанг.

220. 1)/(х) =
х* — 4 2) ф(х) =  Iх— 21-

х - 2 '

3) ф (х) = arcctg — ; 4) F(x) = | 2 ’ агар * < 2' 
х х, агар х > 2;

Mixa V м булади, лекин функция графигини чизишда хар иккала- 
йр^йсоблаш фойдадан .̂ о.ш булмайди.

Их) функциянинг графиги 15- чизмада тасвирланган.
2) ф (х) функция элементар булиб, у сонлар у^ининг 

^ 2 Дан бопн̂ а .\амма ну^таларида ани^ланган. Демак, 
ну^тада функция узнлишга эга. Узилиш характерини 

'кшнрамиз:
«г (2 — 0) = lim

lx —  2| .. x= lim
x — 2 =  1.

5) Ф (х) = 2x +  5, агар — oo < x< — 1, 
l— , агар — 1 < x < oo. x

д 1) /(x) функция сонлар у^ининг x = ±2 дан бош^а а̂м- 
ма ну^таларида ани^ланган. Бу функция элементар функ
ция булгани учун у узининг ани^аниш со^асида узлуксиз- 
дир. /(*) функция х, 2= ± 2 ну^таларда ани^ланмаган, шу
нинг учун х, 2 ни узилишга текширамиз.

а) х, = — 2. / ( 2

-
0 Л

-7

16- чизма

=  +—0) = lim ----
х-*—2—О Л*— 4

демак, хг = — 2 нуКта^| 
функция 2- тур узилиш 
эга. 6) * ,- 2
= lim __!__= — оо, бу

*-♦2—0 х* —  4 J
*олда \аы 2-тур узилиш
мавжуд.

Э с л а т ы а .  ФункииянЯ/ш , 
лишга текширганда /1 ® 
/(дг,+ 0) лардан ^ Р и + те*’
— оо чицса, иккинчисини

Ф = (2 -+ 0) = lim
а-*2+0

Демак, <р (х) функция 
:2 нуцтада 1-тур узи- 

-оининг сакрашга эга бул
ган ррли юз беради. Сак- 

катталиги
w =* If  (2 +  0) — <р (2 —
0)| =  | 1 — ( —  1)| =  2;

коридаги функциянинг гра- 
иги 16- чизмада тасвирлан-

3) \f>(x) функция сонлар 
кининг х = 0 нуцтасидан 
ща ^амма ну^таларида
ниушнган элементар функция. Шунинг учун сонлар у^и- 
ннр О ну^тасидан бошца ^амма нуцталарида узлуксиз ва 
^Ону^тада функция узилишга эга. Узилиш характерини 
кшнрамиз:

t (0 — 0) = lim arcctg —  = arc ctg (— оо) = л,
x— 0 X

^(0 +  0) = lim arcctg —  = arc ctg ( + oo) = 0. 
д-*+0 x

Демак, x = 0 да 1-тур узилишнинг сакрашга эга булган 
j Сакраш катталиги w  = | (0 + 0) — у  (0 — 0) | = л. 

функциянинг графиги 17-чизмада тасвирланган.
(х) функция сонлар узининг \амма ну^таларида 

З^нгаи, лекин бундан у узлуксиз хам деган маъно ке- 
^нцмайди, чунки F(x ) функция 2 та а̂р хил форму
л е  врдамида берилган ноэлементар функциядир. Бу 
|р ия унинг аналитик ифодасининг узгарган ну^таси
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т
2

0 1 /

~лX = 2 да узилишга Л  
булиши мумкин. х=2нч» 
тада F  (х) функцияни ширамиз.
F ( 2 - 0 )  =  H m [ - l - * t \  

= — 2, F (2-гб) = limx^g

чап

Демак, х = 217- чизма

га эга булган ^оли юз беради ва

w = |F(2 +  0) — F(2  — 0)1 = |2 — (— 2)| = 4.

нУКтц|1-тур узилншнинг сакращ.

F  (х) функция х = 2 ну^тадан бошца ^амма нуцталарда уз 
луксиздир, чунки уни ташкил этган иккита функция элеме» 
тар узлуксиз функциялардир.

F(x) функциянинг графин

> ° )

lim

= lim Ф(х) =
X--J х>—1
1

ж-*-1 *

18-чнзмада тасвирланган.
5) Элементар булчаган Ф(х) 

функция сонлар у^инингх=0 
нуцтасидан бошца хамма нуц> 
таларда ани^лангаи. Демак, 
Ф  (х) функция х = 0 ну̂ тада] 
узилишга эга.

х = 0 ну^тада узилиш Я* 
рактерини текширамиз:

Ж  *нлиб, Ф (х) функ- 
Ж — 1 нуцтада 1-тур 
Ждан г сакрашга эга 
Ждолига эга ва сак- 
ЖЙталиги
К г  ф (- 1  +  о )-  
Ш ( -  1-0)1 = 4.
А н н и н  г бошца нуцта- 
Jp  берилган функция 
jy*«3. Унинг графиги 
.«зиада курсатилган. аТаърифга биноан ^уйидаги функцияларнинг узлукснзли-
Я  ИСботл;!!"H I. /(х) = хг — х -f 2, барча х £ (— оо; оо) ларда.
222. f(x) =  s ir \2x ,  ' — *  —  '  ---------

1

19-чизма

18- чи зм а

Ф (0 — 0) = lim Ф(х) =
х->0 I
х<0

=  lim J_  = __оо.

Демак, Ф(х) функция х = 0 ну^тада 2-тур узилишга ^  
Ф (х) функция аналитик ифодасининг узгарган нуктаси 
= — 1 нук,тани текширамиз. Бу нуцтада функция узилиш п 
эга булиши мумкин.

Ф (— 1 — 0) = lim Ф(х) = lim (2x -f 5) = 3.
X-*—I Д—♦—Iх<—I
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барча х £ (— оо; оо) ларда.

Ш . f  (х) = ---- , барча х £ (2; оо) ларда.

Й4. /(л) 1 "jT, барча х£[0; оо) ларда.
^■идагм <}>> нкиняларнинг узилиш ну^талари ва улар- 
яг турларини аницланг. Графикларини ясанг.
225'.I  Кх\ =* Iх' • агаР 0 булса,'  12, агар х = 0 булса.
226.f (x \ ~ /2 х + 1, агар — 1 < х <  1 булса,

'  i 1 — х, агар 1< х < 2  булса.
227. 1 ‘ х2 ■ | агяп х  Ф  1 булса,

/ (* )=
3,

агар

агар х = 1 булса.

228.
/(*)

__ [2х — 1, агар х <1 булса,
х, агар 1 <  х < 2 булса,
3, агар 2 < х <  4 булса.

229- / (х) =  — . 230. / (х) =  1̂ 1.
■t-
Ш 1* /(*)- 232. /(х) — 4—х* —  2  х  +  1 7 4  —  X*

1ган.

бе-

0, 1;

О,

та-

иг
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х == 2 да
булиши Му\!Кн,1;1ИШГа М
Тада / - 2 Л
ширамиз ,кцияни TJJ

0) = lim Ф(х) =
лг>—I

E|im —  = — 1. 
l I  Г ' 1 *

= — 2 Fio * « ' T l w f e ” 16' ФУНК‘
[ftrur^-.. . . .  л в и п а ш г я  ^ГЯ

^•(2 — 0) = 1|П1у

= ],ГО* -о ШШГ— * - - '•
чунки икки hvk-to^ 2 Ж В в г  сакРашга эга-> *4танннг ' »гэ яя гяк-

17- чизма

томонида /*(*)
унг томоннда f  м  

Демак, х = 2—--- - •' — z Hy^TjJ
1-тур узнлишнинг сакраш. га эга булган ^ати юз беради ва

су =  | F ( 2  +  0 ) —  ^ ( 2  —  0)1 =  |2 —  ( —  2)| =  4. |

F  (х) функция х = 2 ну^тадан бошца ^амма нукталарда , >
луксизднр, чунки уни ташкил этган иккита функция мемён- 
тар узлуксиз функциялардир. •

F(x) функциянинг графигн 
18-чнзмада тасвирланган. 1 

5) Элементар булмагаи Ф(х) 
функция сонлар уцининг*=в 
ну^тасидан бошца \амма Hytp 
таларда ани^ланган. Лемак,, 
Ф  (х) функция х = 0 ну(\ТЗЯ 
узилишга эга.

х = 0 нуцтада узмлиш ха- 
рактерини текширамиз:

Ф (0  — 0) = lim Ф(х) =
Х - .0
х<0

1Г

1П

18- чизма = lim J L  = _ _ оо .- х
Демак, Ф(х) функция х = 0 ну^тада 2-тур узилишга эг* 
Ф(х) функция аналитик ифодасининг узгарган нуцтасн 
=  — 1 нуцтани текширамиз. Бу ну^тада функция узилиш 
эга булиши мумкин. ]

Ф (— 1 — 0) = lim Ф(х) = lim(2x + 5) = 3, . I
X-*— I Л-»— I I
J K - I
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н^колига эга ва сак*
Нпалиги 
Ж= Ф ( -  1 + 0 )-  
- Ф (— 1 — 0)| =  4.

i ц̂ининг бошца нуцта- 
;йЗ берилган функция 19-чизма

Унинг графиги 
-измада курсатилган. а
Таърифга бнноан цуйидаги функцияларнинг узлуксизли- 

■ исботланг:
81 . f ix )  v" V г 2. барча х £ ( — оо; оо) ларда.
222. /(х) — sin 2 х, барча х £ (— оо; оо) ларда.
223. /(лг) — !— , барча х£ (2 ; оо) ларда.

х — 2
^ К / (х )  = ) х , барча х£|0; оо) ларда.
^Шидагн функцияларнинг узилиш ну ̂ талари ва улар- 
'нг турларини аницланг. Графикларнни ясанг.

//>.4 = IJC*. агар х ф  0 булса,
I ' \2, агар х = 0 булса.

226.
агар - }I I  — х, агар 1 <х<

227.
, агар х ф  1

X— 1
3, агар х

булса,
булса.

/ w  = 1

булса,

булса
228.
В  / (х )=  2* — 1. згэр х < 1 булса, 

х, агар 1 < х <2 булса, 
К  3, агар 2 < х <  4 булса.
р 9- /С'-) ' 230. /(x) = L l .

I 1'Пх) ттгттт-; •
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II боб. КОМПЛЕКС СОНЛАР

1-§. КОМПЛЕКС СОНЛАР ВА УЛАР УСТИДА АРИФМгт
ТУРТ АМАЛ ТИ*

Комплекс сон деб a -f bi нфодага айтиладн, 6v 
а ва 6 ,\ациций сонлар, i — мав.̂ ум бирлик булиб, у ' ерда

i = У  — 1 ёки I* =  — 1
тенгликлар билан ани^ланади; а — комплекс соннинг хакв! 
^ий цисми, bi — мав^ум ^исми дейилади. Фа^ат мавх\£ 
цисмининг ишорасн билан фарц циладнган икки комщекс 
сон: a +  bi ва a — bi узаро цушма дейилади. Купинча 
а +  bi комплекс сон битта а \арфи билан белгиланади.

а = а +  bi.
a -f bi комплекс соннинг .\ацицнй цисмннн а = Rea би- 

лан, мав.̂ ум цисмннинг коэффициентини ft=Lma билан бел. 
гилайдилар. а  комплекс соннинг a+bi куринишндаги ёзуви- 
га унинг алгебраик шакли дейилади.

1. Агар иккита ^ = 0, + bxi ва аг — аг + b2i комплекс 
сонда а, = а,, Ь, = Ьг булса, бу икки комплекс сон тенг 
дейилади (а, = а,). Агар a  — a + bi комплекс сонда а = О, 
b =  0 булса, бу комплекс сон 0 га (а = 0) тенг булади. 
Агар а = a +  bi комплекс сонда b =  0 булса, а̂^иций соя 
*осил булади: а -f- 0 • i = а; агар а = 0 булса, 0 + bi = Ы 
соф мав.̂ ум сон дейилади.

2. а, = а, +  V  ва аг = аг + b2i комплекс сонларнинг 
йнгиндиси деб ^ациций цисми ^ушилувчи комплекс сонлар 
^аци^нй цисмларининг йигинднсига, мавхум цисми улар- 
нинг мавхум цисмларининг йигиндисига тенг булган а ком
плекс сонга айтилади ва цуйидагича ёзнлади:

a = (at +  at) +  +  Ьг) i. ^
Комплекс сонларнн цушиш ^уйидагн хоссаларга эга:
1) ассоциативлнк: (а, +  аг) +  а3 = a t + (а, + а3);
2) коммутативлик: a t +  ос2 = аг + а х.
— а — bi комплекс сон а -J- bi комплекс сонга царама- ̂  
ши сон дейилади. а комплекс сонга царама- ^арши комПЛеК 
сон — а деб ёзилади. кС

3. a, = a, -f bxi комплекс сондан a, = аг + b2i компл 
соннинг айирмаси деб билан аг га царама- царил1 'V  
ган — аг сонларнинг йириндисидан иборат булган комп. 
сонга айтилади:



; а  = a, -f- (— а 2) = (at — а2) 4- — Ьг) i. (2)
«1 = ai +  V  ва а2 = аг + bti комплекс сонларнинг 

>тмаси деб
a = a, • a , = (a, • a2 — a, • fc2) +  (a,b2 -f- a A ) I  (3) 

■Ьекс сонга айтиладч.
Комплекс сонларни купайтирганда <*= — I, = ( — 1)Х 

(, I1 О '1 = — ,i== ,s= 1-/ ва ^оказо, уму- 
л it бутун булганда iAk = 1, i4*+l = /, i4*+2 = — I, 

'=  — i эканлигини эътиборга олиш керак.
|[омпл екс сонларни купайтнриш ^унидагн хоссаларга

1иативлик: (а, • а2) • а3 = • (а2 • а3),
|утативлик: a 1 at = a 2 ct|.

I. а, комплекс соннннг аг (а2 Ф- 0) комплекс сонга бу-

Еи деб c t j= a  aa тенгликни ^аноатлантирадиган а 
кс сонга айтилади ва у ^уйидаги формула билан

I  а  _  «1 __ Qiflj — ЬхЬг a,h  1 а ,» , , .

[ ** b\ а| + <>2
^Ьмплекс сонлар учун Ц$шиш ва купайтиришга кура 
Лнбутивлик хоссаси урннлндир: (at + a2) a 3 = aj-a, -f 

+V«.v
6| Шшма комплекс сонлар ^уйидаги хоссаларга эга:

1» a  = a -f bi ва a — a — bi комплекс сонларнинг ку- 
зйтмаси тоди^ий сонни беради:

a а = (а + bi) (а — Ы) = аг + Ь*.
2) Агар а  сон а  комплекс сонга цушма булса, у ^ол-
о комплекс сонга цушма комплекс сон а сонни беради:

(а )  = а .
3) Агар а, сон а, комплекс сонга, а2 сон а2 комплекс 
Ĥraf цушма булса, у .у>лда цуйидагн тенглнклар уринли 

лад;:
а, + а 2 = (а, +  а2), а, — а2 = (а, — а 2),

Щ  a l a i =  {al a j ,  ^  = j  • а 2=^°-

В  а = а -f- bi, а = а — bi цушма комплекс сонлар учун



уринли булади.

fc = Lm a = 2 ^

233. a, = — 3 + 2 / ва a , — 13 — / комплекс сонларн 
йитндиси ва купайтмасини топинг. ‘ v

А  ах + а2 = (— 3 + 2/) + (13 — /) = 10 + i( 
“ i « j = (— 3 + 20(13— 0 = — 39 + 3 / +

+  26 / +  2 = — 37 + 29 /. a

234. сц = a +  bi ва a , = — a — bi комплекс сонларн 
йигиндиси ва купайтмасини топинг.
д <Xj + a2 = (a + bi) + (— a — bi) — (a — a) + (b — b) i = 0, 

oti • aj = (a + bi) (— a — bi) = — a2 — abi — abi - b2i%
= — a2 + b2 — 2 abi = b2 — a2 — 2 abi. A

235. a, = — 3 + 2 i ва a2 = 13 — i комплекс сонлар
берилган. а.г — а, айирма ва —  булинмани топинг.

a i

д аа — а! = (13 — i) — (— 3 + 21) = 16 — 3/,
а, _  13- i _  (1 3 -0 (-3 -2 / )

—  3 +  2 i  ( -  3 +  2 0  ( -  3 -  2 О

— 39 — 26i + 3 i— 2
9 + 4

-41 _  23 . 
13 131’

бунда касрнинг сурат ва махражини цушма комплекс сони- 
га купайтирилди, чунки (4) форму лани эсда сацлаш цийин.а 

3 +  /236. a  = ■
( 1 + 0 ( 1 - 2 0  

ринишда ёзинг.
з + f 

(1 +  0 ( 1 - 2 0

комплекс сонни алгебранк ку-

a -- 3 +  t
1 —  21 +  1 +  2

3 + t __ 
3— i

_ (3 + t) (3 + 0  _  9 + 6 i — 1 =  _1 _3 • 
(3 - 0 (3 + / )  9+1 5 ' 5 *’

К,уйидаги амалларни бажаринг:

237. 1) (5 + 4 0 + (3 - 7 0 ;
2 ) ( 2 - 8 / )  +  ( 5 - 0 ;
3) (2 +  5 0 + (— 2 — 2 /);
4) (4 +  3/) + ( - 4  +  3/);



6) (m — ni) +  (3 m — 2 ni)— j (— m — ni) —

— (5 m + 10 m')].

239. 1) 2 1 • 3 /;
; 2) 5 1 (— 4 0:

3) (1 — 0 (— 4);
4) (— 3 + 4 0  2*.
5) (2 - 3 / ) (4 - 0 ;

, 6) (I - 2 0 (5 - 0 ;
. 7) (5+  0 (5 - 0 ;

8) (3 + 2 0 (3 - 2  0;
9) (0,5 — 0(0,5 +  0-

240. 1) 8 / : 4; 5) * ± 2 ;

2) 10» :5i; 6) 7~ 3i1+3 /

3) 2 / :(— 30: 7)
5 — l } r2
1 + iV T

4) ——-r ; 8) O L z l .
1- i  7 V T - 2 i

2- §. КОМПЛЕКС СОННИНГ ГЕОМЕТРИК ТАСВИРИ BA 
j УНИНГ ТРИГОНОМЕТРИК ШАКЛИ. МУАВР ФОРМУЛАСИ

Хар цандай комплекс сон а +  Ы  ни Оху текисликда 
^РДинаталари а ва Ь булган А (а, Ь) ну^та шаклида тас- 
Jnam мумкин (20-чизма) ва аксинча, Оху текисликдаги 
*Р Цандан Л (а; Ь) ну^тани а + Ы комплекс соннинг гео

5) (2 — 4 0 +  (— 2 + 4 0; ган
6) (1 + 0 +  (2 +  о +  (3 + 0;
7) (0,5 -  3,2 о + (1.5 -  0.8 о + ( -  4 -  i);
8) (3 х — 4 yi) +  (— x +  2 yi). ан.
1) (5 + 4 0 — (2 — 3 /);
2) (2 + 0 + (3 — 6 о — (1 — 0;

И М 'Н * + Ж т -* ')‘
4) (0 ,8-0 ,2  0 +  (0,1 -  1,3 0 - ( 1 , 5 + 0,7 0 -  

- (2 ,3 - 0 ,6 0 ;
5) (2a — 3bi) + (— a — bi) + (4a + 2bi) — 

— (2 а — 5 Ы);

1;



метрик образи деб цараш мум
кин. Комплекс сонларни текис- 
ликда тасвирлаганда Оу у^ мав- 
*ум, Ох уц эса одиций уц деб 
олинади. Координаталар бошини 
^утб, Ох уцнинг мусбат йуна- 
лишинн цутб уци деб олиб, 
А (а; Ь) ну^танинг цутб коорди- 
наталарини (р ва г (г > 0) билан 
белгилаймиз, у \олда

а + bi = г (cos ф -f i sin ф) (5)

формулага эга буламиз, бунда г — \ а- Ьг , ф — Arctg —
булиб, г га a +  bi комплекс соннинг модули, Ф га эса
комплекс соннинг аргументн дейилади, г(со$ф + « втф ) га
а + bi комплекс соннинг тригонометрии шакли дейилади.

( Ь аSin ф = —=•, COS ф =
у  а* +  Ь* У а* + Ь*

шартлардан топилади. а + bi комплекс соннинг модулини 
|а +  bi\ деб ^ам белгилаш мумкин, у \олда г = \а + bi\ = 
= ) а2+ 6* . Одатда бурчак ф нинг [— 2 л; 0) ёки |0; 2 л] 
даги ^иймати олинади.

241. 1) а = — 1— /; 2) р = — 2;
3) Y — _  4) А. = 1 + »;
5) v = ]/3  — i 

комплекс сонларни тригонометрии куринишда ёзинг. 
д ,) г = I-  I _ , |  = ] / (-  !)* +  ( -  1)* = У 2 , 
sin ф — — у =  , cosф = — у у  булгани учун ф = --- f

булиб, а = — 1 — i = У 2  ̂cos ̂  — у -) + i sin ^ jj  '

2) т — !— 2| = 2, бшф = ~  = 0, «Кф  = = у  = — 1, 
демак, ф = л ва Р = — 2 = 2 (cos л + i sin л).

3 )  г  =  | i l  =  V 1* =  1 . в ш ф  =  у  =  1 , c o s ф =  у  =  0 ,

демак, ф = — ва у = i = cos у  +  i sin у  •

4) г = |1 +  «I = У Т ,  sin ф = у = - , cosф = —у -  .
демак
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5) г =  |V 3 — 1'| = ]/3  + 1 = 2 , sin ф = — y  ,

coscp = V 3

демак, ф =
. . .  11 я+ I sin--

Ф = ва V = ]/3  — t = 2 /cos —  
6 V 6

+

242. 1) ctj = 2 cos —  — 2 1 sin —  ;
4 4

2) a2 = — cos —  +  i sin —
17 17

сонларни тригонометрик куринишда ифодаланг.
А 1) а! ва 2) а2 комплекс сонларни тригонометрик 
куринишда ёзиш учун уларнинг модуль ва аргументларини 
топиш шарт эмас.

cosT “ cos( - f ) '  - sin( f )  = sin( ~ f ) '
я / я\  16я я— cos — = cos n — — = cos --- ; sin — =
17 V 17/ 17 17

. / Я \ . 16 я= sin I n ----1 = sin----
I 17/ 17

формулалардан фойдалансак, аг ва a2 сонларнинг триго
нометрик куринишига эга буламиз:

; a1= » 2 (c o s (- i) +  / s in ( - f ) ) ,

a , = cos 16 я
t sin 16 я

17 17
^уйидаги комплекс сонларни тригонометрик куринишда 

ёзинг:
243. 1) 1; 2) — i;

3) - 2 ; 4) 2 +  2 У Т  г,
5 ) К З + » ;  6) 12 £ — 5;
7) 3 /; 8) - 2  /;
9) 3» — 4; 10) 1— i.

Тригонометрик куринишда берилган икки комплекс сон 
пайтмаси шундай комплекс сонки, унинг модули купай- 

гвчилар модулларининг купайтмасига, аргументи эса ку- 
"тувчилар аргументларининг йигиндисига теиг, яъни
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rx (cos <pj 4- i sin ф|) -r, (cos ф2 4- i sin ф2) =
=  гггJ (cos (ф! +  ф,) +  i sin (ф, 4  Фг)). (6)

Агар n натурал сон булиб, а  — г (cos ф-ft sin ф) тригоно
метрик куринишдаги комплекс сон булса, у ^олда

а " =  r"(cosл ф -f t'sinntf) (7)
уринли булади. Бунга Муавр формуласи дейилади.

Тригонометрнк куринишда берилган икки комплекс сон 
булинмасининг модули булинувчи ва булувчи модуллари- 
нннг булинмасига тенг булиб, булинманинг аргументн бу
линувчи ва булувчи аргументларининг айирмаснга тенгдир, 
яъни

г A  cosq. + fsinq»,) =  ^  (cos ( _  фг) +  . sin (ф1 _  ф1)) (8) 
rt (cos ф2 + i sin ф2) г*

Уринлидир.____________
У  г (cosy +  / 5Шф) илдиз цуйидаги формула билан то- 

пилади:

У  г (cos ф + i sin ф) =  y f  г ĉos -— +

+  (9)

бунда п — натурал сон, к = О, 1, 2, . . .  п — 1.
Икки \адли тенгламаларни ечишда (9) формула жуда 

куп ^улланилчди.
244. х4 4  1 = 0 тенгламанинг барча илдизларини топинг. 

д  Бу тенгламани ечишда (9) формуладан фойдаланамнз.
х* — — 1, х = V — 1 = Y cos л 4  I sin л =

л -f 2£ я  . . . n+2kn  = cos-------- ь I Sin------ .4 4
я я  1̂ 2 V2 V2  . -чк = 0: Ху = cos — -f i sin = —  4  i -2~  = —  (I +
3 я . 3 я  1̂ 2 . V2 V 2 n, 

к = 1: xt = cos —  4  i sin = --- у  4- i —  = - y  x
x  (— l +  0;

5л 5л |̂ 2 . V2 V 2
k  = 2: x 3 = cos 4  i  sin —— =

x ( l  +  0;
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ЕТопилган xlt xt, xa, x4 ларнинг исталган бирнни 4-даража- 
га кутарсак, — 1 \осил булади.

245. х* -+■ 64 = 0 тенгламани ечинг.
а  хв = — 64. х = С7 — 64 = V  64 (cos л  4- i sin л ) =

. cos 240°+ i sin 240̂  .
'  cos 300° + i sin 300° ’

— cos 100°  + i sin 100°
' cos 40° — i sin 40° 

д 1) мисолни ечишда (6) формуладан фойдалаиамиз:
5 (cos 40° -f- i sin 40°) • 3 (cos 50° + i sin 50°) =

= 5 • 3 (cos (40° +  50°) +  i sin (403 + 50°)) = 15 (cos 90° +
4- i sin 90^ = 151.

Y  з 1 .2) мисолни ечишда аввал -g----  ̂ 1 ни тригонометрик
рмада ёзиб, сунгра (7) Муавр формуласидан фойдалана-

246. Курсатилган амалларни бажаринг:
1) 5 (cos 40° - И sin 40°) • 3 (cos 50° +  i sin 50°);



— у  i ) 10°=  (cos(—30°)+/sin(— 30°))loo=cos(— 3000°)+ 
+  i sin (— 3000°) = cos 3000° —  i sin 3000° = cos 120° —

>o__ 1 , / 3— i sin 120 = — 2 — 1 ~2~'
3) мисолни х,ам худди 2) мисол каби ечамиз:

|_ L  + / _ L )* = (cos 45° + 1 sin 45°)» = cos 360° +

-+ i sin 360° = cos0° +- i sinO0 = 1 + i-0 = 1.
4) мисолни ечишда (8) формуладан фойдаланамиз:

cos 240° + I sin 2_40_ =  CQ$ _  g^jov +  • sjn (24qo _  gQQov =
cos 300° -f i sin 300

= cos (— 60°) +- i sin (— 60°) = cos 60° — i sin 60° =
J ___ .V T

—  2 l 2

5) касрнинг сурат ва махражидаги сонни тригонометрик 
куринишдаги комплекс сон сифатида ёзиб оламиз:

— cos 100°  + t sin 100° — cos ( 180е -  80') + «sin (180 -  80°) _  
cos 40° — i sin 40° cos (— 40°) + i sin (— 40c)

----- cos 80 -j- i sin 80c---  =  cQs (g0o _  4Q0^
cos(— 40 ) + isin(— 40°)

4- i sin (80° — (— 40°)) = cos 120° 4- i sin 120° =

2 2

К,уйидаги амалларни бажаринг:
247. 1) 2 (cos 20° + 1 sin 20°) • 7 (cos 100° + i sin 100°);
2) 3 (cos 30° + i sin 30°) • 2 (cos 60° +- i sin 60°);

,3 ) 4 (cos j  +  fsin j j-6 ^ co 8 Y + »s in  j - j l

4) 7 (cos —  +- i sin — ) • 3 (cos — + i sin — ) x
'  I  15 15 / V 3 3 /

v n / 4 я  . . .  4 я \X 2 1 cos —  +  i sin —  J ;

-4 cos 130°-f i sin 130°
5) cos 40° + i sin 40° * 
g. 2 (cos 107° +  * sin 107c) . 
'  5 (cos 47° + i sin 47°) *
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cos 130° — j sill 130'

8)

cos 40c + I sin 40 
cos 80° + i sin 803

cos 110° + i sin 110°
9) J ie;

10) »«;
П ) (— 0,e;
12) (- 1 )“ .
248. Куйидаги тенгламаларни ечинг:
1) Xs -Ь  1 =  0 ;
2) x3 +  27 =» 0;
3) x* — 1 =  0;
4) 8x»+ 1 =0;
5) x* — 16 = 0;
6) x» — 9x» + 8 = 0;
7) х» = i.
249. Агар xlt x „ x3 сонлар x* — 1 = 0 тенгламанинг 

илдизларн булса, у .\олда ^уйидаги . тенгликларнинг тугри
“  нлигини курсатинг;

a)*i +  х, +  х3 = 0; б) х, х, х3 = 1.

3-§. ЭЙЛЕР ФОРМУЛАСИ.
КОМПЛЕКС СОННИНГ КУРСАТКИЧЛИ ШАКЛИ

еу = cos у + i sin у ( J j
га Эйлер формуласи дейилади, бунда е = 2,71828 . . .  , 
у — ^аци^ий, i — мав\ум сонлар. (1) да у ш —у билан
Г штирсак,

— i y  .
е * = cosy — is\ny (2)

*̂а эга буламиз.
( 1) ва (2) дан:

eiy +  e~iy . eiy — e- ‘v 
COS у  -------2----* s,n У = -----27---- (3)

мл булади.
Комплекс сонни курсаткичли шаклда ёзиш учун уни 
л тригонометрик шаклда ёзиб оламиз, сунгра Эйлер 

муласидан фойдаланамиз:
z = г (соБф + I sin ф = гв/ф. (4)

250. 1, i\ — 2, 1 + I, V 3 — i  сонларни курсаткичли
ца ифодаланг.
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1 = cos 2  k л +  i  sin 2  k  л = ^кзи\ i  = cos ~  -j- i  sin — =2 2

T / я/= e *  ; — 2 = 2 (cos л +  / sin л) = 2 e ;

— i
1 + «' = ]^2*(cos j  -fi'sin - f )  =  \ r 2 e* ;

И Л .
) 3 — i = 2 ĉos л + i sin —  л } = 2 e 6 . a

251. 1\уйидаги сонларнн курсаткичли шаклда ифодаланг:

1) - f t  _  2) К З " +  ft
3) 2 +  2 / 3  ft 4) -  2 ft
5) 3ft 6) 2.



Ill боб БИР АРГУМ ЕНТЛИ ФУНКЦИЯНИНГ 
Д И Ф Ф ЕРЕН Ц И А Л  \ИСОБИ

I- §. КОСИЛА ТУШУНЧАСИ

1. У — f(x) функция X тупламда берилган ва х £ Х  бул
син. х аргументга Ад: (Д х> 0 ёки Д х< 0) орттирма бера- 
миз хамда у — \ (х) функциянинг х нуцтадаги орттирмаси 
А у = Д /(х) =  /(х +  Л дг) — / (дг) ни топамиз.

у = /(х) функция орттирмаси Д у  нинг мос аргумент 
орттирмаси Дх га булган нисбатининг Д х-*0  дагн лими- 
тига унинг х ну^тадагн ^оснласи дейилади ва у', /' (х),
—  лардан бири билан белгиланади.
dx

2. Функция ^осиласини топиш коидаси.
у — / (х) функция .ухгнласини топиш учун ^уйидаги 

ишларни бажарнш керак: 1 )/(х) функциянинг (х +  Д х) 
даги ^иймати /(х +  Дх) ни топамиз;

2) функциянинг кейинги ^иймати /(х + Дх) дан унинг 
олдннги циймати /(х) ни айириб, функция орттирмаси Д у 
ни топамиз:

А */ = f(x  +  Лх) — /(х);
3) функция орттирмаси А у ни аргумент орттирмаси Дх 

га буламиз:
А у _  i (х I  А лг) — I (х ).
А х А х

А ц4) Ах-+0 да —2- нисбатнинг лимитини излаймиз:
Д  х

lim
Дд:-*0 Д  X

3. Бир томонли ^осилалар.
/ !(« ) =  lim / ( » + М - / И , / l w  =  l ,m /<

Д х -* + 0  Л  ДГ Ад:-*—О Л X

лар мос равишда / (х) функциянинг х ну^тадаги j/нг ва 
чап ,\осилаларн дейилади.

/(*) функция х нуцтада ^осилага эга булиши учун 
/+ (х) = /1 (х) нинг бажарилиши зарур ва етарлиднр.

Функция ^осиласини топиш амалига функцнянн днффе- 
Ьенцналлаш дейилади.
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4. Дифференциаллашнинг асосий цоидалари.
Агар С — узгармас ва и (х), с;(дг) дифференцналланув1 

функциялар булса, у  ^олда
1) (С)' =  0.
2) (*)' =  1.
3) (С и)' — С и '.
4) (ы ± V)' =  и ± v'.
5) («•» ) ' =  u' v +  u v ' .

( u V  и' • v — v'u
6> [7/  ~  — ~

5 . Мураккаб функция ^осиласи: у'х= у ’и и'х.

6. Тескари функция ^осиласи: у'х =  4 -
%

7. Дифференциаллашнинг асосий формулалари:
1) (н“)' =  а  и ~Х-и'.
2) (аи)' =  а \па и'; (еи) = ’еи и'.

3) (|°бв“)' =  7 ^ ;
4) (sinu)' == cos и м'.
5) (cos и)' =  — sin и и'.

6) (tg и)' =  U— ■
COS* и

7) (ctg и)’ =
sin*M

а'
8) (arc sin и ) '=  } •

9) (arc cos и)' =  -  у = =

10) (arc tg « ) ' =  .

11) (arc ctg u)' =  ‘

12) (shu)' =  c h u u '.



16) (uv У =  uv Inu v' +  v-uv~l ■ и'.

252. 1) у =  Y х функция, х =  0 ва А х  =  0,001 берилган. 
а А УД у  ва —  ни топинг.

А х

2) у  =  V x  функция, х =  0 ва \ х  =  0,0001 берилган.
А А  уА у  ва —^  ни топинг.

А х
3) У =  lg *  функция, х =  100000 ва Д х  =  — 90000 бе-

А ^  Урилган. Д у  ва —-  ни топинг.
А х

д  A y  =  f(x  +  Ах) — f{x) дан фойдаланамиз:
1) /(*) =  у х ; A y  =  f { x + A x ) — f(x) =  У х  +  Д Т  —

— у '  * ;  _________
х =  0 ва А х =  0,001 учун А у  =  f^O - f  0,001 — (/'0 =  0,1;

=  - ^ - =  —  =  100 булади.
Д *  0,001 0,01 3

2) А у  =  /(х +  А х )— /(х) =  V x  +  А х  — У х ;  х  =  О, 

А х =  0,0001 учун A y = V 0  +  0,0001 — 0 =  0,01; - ^  =  

“  -  100 б*лади-
3) /(х) =  l g х; А # =  / (х +  Ах) — /(х) =  lg ( x - f  Ах) —

— Igx; х =  100000 ва Д х =  — 90000 учун
Д У = lg ( Ю0000 — 90000) — lg 100000 =  lg 10000 —
- l g  100000 =  4 - 5  =  - ! ;  — = - 1 — була-

A x  — 90000 90000 :
ДИ. A

253. Таърифдан фойдаланнб, ^уйидаги функцияларнинг 
^оснлаларнни топинг:

1) у =  5 х 2 — Зх; 2 ) 1 / = -  —  ;
X

3) у  =  V x  ; 4) у  =  sin Зх.
А 1) У =  /(х) =  5 х г - З х ;  a) A y  =  f(x  +  Ах) — / (х) =  
=  5 (х +  А х)2 — 3 (х +  А х) — (5 х2 — 3 х) =  5 х* +  1 0 х А х +
+  5-(А х)2 — З х  — З А х  — 5 х 2 +  3 х  =  1 0 х А х  + 5 (Л x )2 — 
— З А х ;

Д у  _  1 0 * Д х  +  5(Ддг)* — ЗД  х . „ .
б) 1 7 ------------------ 1 7 -------------- ---- 10лг +  5 Д х — 3;

в) lim —  =  lim (1 0 *  +  5 Д * — 3) =  1 0 *  — 3.
Дл->0 А X \х-+0
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Демак, —  =  10 jc — 3.
dx

1
2) У =  f(x) = ------- ; а) Д у =  f(x  +  Д jc) — f(x) =

1 __/_____L \  _________ 1 _[ 1 — x + x + A x
\ x )  х +  Д х  x x (x  4- Д 1)х +  Д х  V х /  х +  Д х  x х (х -Ь Д х )

Д х  К\ &У А х  А 1-------------- • б) —*- =  —-------------  : Д х  =
X (X -ь д  X) Д X X (х  +  Д х) х (х +  Д X) *

в) lim —^ = lim ------ -------- =  — ,
д*-*о Д х дх-*о х (х  +  Д х) X* 

di/ 1 демак, —  =  —  .
dx  х*

3) У =  f(x) =  V x  ; а) А у  =  /(х +  Дх) — /(х) =
=  у Т Т д Г — V T ,  б) =  У х± А Е ± Т ;  в) J im  A i  =

А *  Д х &Х-+0 Д X

=  lim У * + ь х - \ 7  /0_\ дг + д х - х
Д х  \ 0 /  Д х ( г  х  +  Д х -f- V x )

= lim 1 ------ ---- = ___ !___ • лемак *1 =  _1___
Дх-*о V х +  Д х — ^ х 2 ^ х  * ’ dx  2 V х '

4) У =  /(x) =  s in 3 x ; а) Д у =  /(х +  Д х) — /(х) =

=  sin 3 (х  +  Д х) — sin 3 х =  2 cos -3 * + 3 Д* + Зх ^

x s i n - i ^  3д/ ~ 3дс =  2 c o s (3 x  +  —  A x ls in  — ;
2 \ 2 / 2

„ / ЗДх\ , 3 Д ж
м  « « . ( » « + — ) - и . —
Д х  Д х

2 o » (3 «  + i 4 i ’l s i n i 4 £  
в) lim  i i  =  lim  — I  5—г 2—  ± )  =

Дх-*0 Д х  Дх->0 Д х  \ о /
3 Д х

=  lim 2 cos ^Зх +  • Нш --------— • —  =  3 c o s 3 x f
дх-»о \ 2 / д*-*о 3 Д х 2

2
демак, —  = 3 cos 3 х. а

dx
Бевосита таърифдан фойдаланиб, ^уйидаги функциялар

нинг ^осилаларини топинг:
254. 1) у =  х2 +  З х  -  2; 2) у  =  —  ;

X*
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■

3) у — V 4 х  +  I ; 4) у  =  cos2 х;
5) у  =  tg 2 х ; 6) у  =  — ;

д:
7) у  = х»; 8 ) у  =  -^ = - .

255. г/ =  \х\ функциянинг х = 0  да бир томонли ^оси- 
лаларини топинг. Бу функция х =  0 да .^осилага эгами?

a  / W - W ;  r+ W -H m  ! ( *  + *«>-/<*>t Г  (х) =
Ддг-*+0 Л X

= lim M M d W ;
Д*-*-0 Л *

/1(0)- l im  ^ ° >д,>- ' (0> = lim JM =H m  — = 1,
Ajt-*0 А * Ax-+ 0  A X Д*-*0 Л x
A*>0 Ajk>0

/1(0) =  lim J ^ L  =  iim — ^  =  _  1.
Дл-*0 A X Ax~*0 A X 
A x< 0

Демак, у  =  |x| функция х — 0 нуцтада бир томонли ^оси- 
лаларга эга, лекнн f'+ (0) Ф  f'_ (0) булгани учун бу функ
ция х =  0 нуцтада ^оснлага эга эмас.

256. у  =  |2х— Ц функция х =  —■ нуцтада хосилага

эгами? Текширннг.
257. у  =  |1л х| функциянинг х =  1 да бир томонли >̂о- 

силаларини топинг.
*3

258. У =  —----- 1 функциянинг х — 2 нуцтада бир то-
и

монли ^оснлаларини топинг.
259. Дифференциаллашнинг цоида ва формулаларидан 

фоидаланнб, ^уйидагн функцияларнинг ^осилаларини топинг:

1 ) у  =  К х + - i L - - L  +  -L;
f x  ** Здг*

2) г  =  х» ( 2 -  j  +  Зх2 );

3) ф (/)=  10 ■
asm/ — bcost

4) У -= (1 - f  5x)s;
5) у  =  cos2x;
6) у  =  sinx2;
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8) у  =  arcsin Чх
*+ I

д  1) Каср ва манфин курсаткични киритиб, берилган функ-'

2 3
цияни цуйидагнча ёзиб оламиз: у = х"  -+5-Х — х~*+-
+  — х~*. Дифференциаллашнинг асосий формулаларини3

_[

цуллаб, |  =  2+ 5 - ( - 1 ) дс 3 Ч -2 )Д С -»+ ^ (_ 3 )* - ‘ =
I 5 , 2 1

= -------------------—— I--------------га эга буламиз.
2 Vх 3 Ух* *  хА

2) 1 -у с у л . Дифференциаллаш формуласидан фойд 
ниб, цуйидагига эга буламиз:

г' =  (х6) ' -(2 — j  -+3х2) +  (2  -  - i  +  Зх*)' х4 =

+ » ■ ) + * ( - £ + « . ) -  
=  Юх4 — 2х» +- 21 х*.

2- у  с у л. Аввал цавсларни очиб, сунгра йигиндидан ко
сила оламиз: г =  2х®-------- f- Зх7; г’ — 10х4 — 2хь +- 21х®. 13

Куриниб турибдики, 2- усул натижага тезроц олиб кел- 
ди. Шунинг учун функциялардан ^осила олганда натижага 
тезрон; эриштирадиган йулларни излаш керак.

3̂  ф' (/) = (___ 12___ V .  _  Ю «*■"'-6 со*)' =
\asin/ — b c o s t  / (esin/ — b c o n t )1i

10 (ocos/ + fein/)
(asin/ — b co s t )*

Бундан кейинги (4 — 8) мисолларни ечишда мураккаб 
функция хосиласининг формуласидэн фойдаланамиз. .

4) у  =  ия, и =  1 +- 5х десак, у ^олда =  3иг, =  5; j

=  3«* 5 =  15 (1
dx du dx '
5) cosx =  и деб, дифференциаллаш формулаларини цул 

ласак, цуйидагига эга буламиз:
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у '  =  (cos*x)' =  (и*)' = 2и и '  =  2eosx • (— sinx) =  — sin2x.
6) х* =  и  деб, дифференциаллаш формулаларига кура 

(sinx*)' =  (sin и )' =  cosu и '  =  cosx* 2х =  2х cosx* га эга бу
ламиз.

7) 2 +  х* =  и  деб, дифференциаллаш формуласига кура
•  9

О Р г+ х4)' =  C P u ) '= ( u 3 j  = f  u З и' =  J  (2 +  х4) 3 х

4х*
X 4х* ---------- ■—  га эга буламиз.

3 V(2 + X*)*
2х8) ------ ---  и  деб, дифференциаллаш формуласига кура

* + 1
(

2х у  , 1  1 
a rc s in ------1 =  (arcsinuV=-------------и' = ----------------------- х

2 ( (х  +  ! ) - < )  _
(х + D* 

260. f  (0  =

з^осил булади.
(1 +  *) V 1+2* — 3**

~  Ы ~  1 берилган. f  ( -  1); /' ( -  1); Г  (2);

U С Ю\ _  3 4- 1 0 - 2 - 2 *  _  3 +  2 0 - 4  _ 19 _ , _3_.
'  ( '  2* 16 16 16*

1
\УЛ- I

ларни топинг.

/ ( - ! ) = - < - 1)1 ~  5 <- =  9 1 + 5 ~ ?. ■ =  _  5; [' (0=

I* — 5/ — 1 ■j" =» (t~l —5 Г *  — Г г)'- , / = _ ± + _!°+ А  = 
' ft p  ft.

/' ( - 1 ) ( -  1)*

I =  — fl*+- 10 o» +  3o4 = 0* (3a*+10a—1). A

Дифференциаллашнинг асосий цоида ва формулаларидан 
фойдаланнб, цуйндаги функцняларнинг ^осилаларини то
пинг:

261. (/ =  х4 — 4х3 -+2х — 3.
2 3

262. у  =  Зх3 — 2х ‘ + х “ 3.
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= -  — -  х +  хг -  0,5x*.
4 3

263. у  =
•»

264. i/= ------.
I^jr* * “|У*

АЛ_ 2jt -f- 3265. у  = ------- ------ —.
jt* —  5 jt +  5

266. »  =  — •
с  +  dx

267. (/ =  5sinjc — cosx.
268. i/ =  tgx — ctgx.
269. у — x • ctg.tr.
л _л sin* +  cos*
270. у  = ----------------•

sin* — cos*

271. у  =  arctgx arcctgx.
272 y =  (1 -f **) aretg* — *

273. y  =  x1 ex .
274. у =  e* cosx.

**
275. {/ = In *

1 r»i ln*276. </ = -----r  21nx-------- .
* x X

277. у  =  Inx • lgx— In a  • logax.
278. у  =  x sh x .

279. «/ =  - £ - •ch *
280. i/ =  thx — x.

- 3cth*281. у  =  —---- .
In*

282. i/ =  (x1 +  I)10.

283. у — V  ax1 +  bx +  c .
284. у  =
285. у  =  sin3x.
286. у =  tg5x.
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287 . а) у = Intgx;
*  jCOW6)* t/ =  4 •

288. «/ =  sin (jc* +  5x + 1).
289. у  =  cos4* .
290. у — In (x* +  3x +  4).
291. у  =  tg (xl +  1).

. I
292. у  =  arcsin —.

293. у — arcctg V x .

294. у  =  In (1 +  V х )•
295. у =  cos (lru).
296 . у =  In arctg V x . у' ни топинг.

д  arctg V x  ни и деб цараб, у' =  ( k k V  ) га эга
arctg у  х

ламиз, ( a r c tg / Г ) '  да эса У  7  ни v  деб ^араб, косила ола-
1

мнз: (arctg У х ) '  =  “  •
1 + х  l - f x  2 к jt (14-jt)

Топилган бу »\ийматни у ' га ^уйиб, пировард натижада 

✓ - — =  1
2 У  * (1 +  *) arctg V х

ни хрсил циламиз. л

297. y - l n t g y .

298. у  =  4
arete **—I

299. у =  In sin 2х +  4

х + I
300 . у  =  tg32x cos22jc.

301. I/ =  -*- (дг2 ~ 1)1 берилган. у' ни топинг.
V x ( x - \ )

Д Берилган тенгликнинг икки томонини логарнфмлаймиз. 
с5Hifa *ссил булган кфодани дифференциаллаймиз, нати*

75



263. // =  -------- х +  х2 — 0,5л;4.
9  а з

264. у =  — --------- .
*  У  И х У х

265. у  = -----2х ' 3— •
*  х» —  5 *  +  5

2 6 6 . у  =  ■ + * £ .
с +  dx

267. у  =  5sinx — cosx.
268. i/ =  tgx — ctgx.
269. у =  л ctgx.

270. у =  +
sinx — cosx

271. у -  arctgx arcctgx.
272 ( 1 + x«) a r c t g x - x

• J  2

273. у  =  х7 е * .
274. у =  e* cosx.

275. у =
In *

276. у  =  -  +  21nx — — .
’  X X

277. «/ =  Inx • lgx— In a ■ logax.
278. у  — x shx.

279. «/ =  —£—•
ch x

280. у  =  thx — x.
- 3cthx281. у  =  —---- .

Inx

282. у  =  (x2 +  I)10.

283. у  =  ax* +  &x +  с .

284. у  =  e- j r .
285. (/ =  sin3x.
286. у  =  tg5x.

74



287. а) у =  lntg.v;
6)* У =  4С°“ .

288 . у =  s>n (** +  5* + О-
289. у  = cos4x .
290. у  =  In (х* +  Зх +  4).
291. у  =  tg (х*+ 1).

I
292. {/ — arcsin —•

293. у =  arcctg У *•
294. у  =  In (1 +  V х )■
295. у — cos (lnx).

296. у =  In arctg {/’ ни топинг.
( a r c t i i  u

д  arctg К х н и  «  деб цараб, у' --------------—  га эга бу-
arctg \  х

ламиз, (a rc tg/ Г ) '  да эса У 7  ни v деб ^араб, косила cwia-
1

миз: (arctg у  х)
(У х ) ' _ 2 У х  _
1 + х  1 4 - Х  2 У х  (\+х)

Топилган бу ^ийматни у ' га ^уйиб, пировард натижада 

— =  1
2 У  х (14 -х) arctg У  х

ни ^осил циламиз. а

297. y - l n t g i .

298. у  =  4arctg Vх*—1

299. у  =  In sin 2х+  4
х + 1

300 . у  =  tg*2x cos! 2x.
ал . *э (**+1)4 ,  /301. «/ =  — — i -  берилган. у  ни топинг.

УX (х— I)
Д Берилган тенгликнинг икки томонини логарифмлаймиз. 
с5 н г fa  з^ссил булган кфодани дифференциалланмиз, нати-
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жада куйндагига эга буламиз (бундай услуб логари* 
^осила олиш услуби дейилади): <1Р

1 пу =  3 1пх +  4 In (х\+  1) — Inx —  у  In (х — l )

=  T In^ ~ 7  In ( * - l )  +  41n (** +  !);

_ 5

2x +
8x

-a
2 (* — I) x*+ I 

1 . \ __ x* ( * » +  |)«

-2 , , - . )  * + i J

x ( ± ------- 1
\ 2x

+
8x

2 (x— 1) *1+1

302. у  =  (ctgx)* берилган. у '  ни топинг. а
Логарифмик косила олиш услубидан фойдаланамиз

1 п у =  t* • In ctgx; — =  — х*------- !-----
у ctg*-sin*jr +  3x2ln ctgx =

=  3x2ln c tg x ------r
sinx*cosx

; y' =  (ctgx)**x

x  ( 3x2ln ctgx--------- ——  V ,
\ sirur co&r /

Функцияларнинг ^осилаларини топинг:

303 1 — cos4*
1 + cos4 jc

304. у  =  * • (* * +  1)10 (JCS +  l)5.
305. у  =  Xх.

306. у  =  x,l,u.

307. у  =  (cosx)are,‘ \

308. у  =  (lnx)*+ xln*.
309. a) у =  x |x|; б) у  =  In |x|

310 . IJ =  y f x V x V X  .
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2- §. ЮКОРИ ТАРТИБЛИ *ОСИЛАЛАР

1 и =  / (X) функция ^осиласи у' нинг *осиласи берил- 
ra„ y l f ( x )  функциянинг иккннчи тартибли ^осиласи дейила-
Г„ йя и" ёкн —  каби белгиланадн. Умуман, у{п) = f {n) (х)=  ди ва
— //(я—0 (*))' (я =  2, 3, 4, . • •)•

2 д гар и (х) ъа v (х) п марта дифференциалланувчи
функциялар б?лса, У ^олда (с,u +  ctv f n) =  c ^ + c ^ v ^  бу-

Гл) , (Я—I) , л(л — 1) 1 Iлиб, ( f i - v f* - v - u i } + n u l ' -V + ----- -—  и V +  . . . +

+ « . » « - > - 2  с*
*=0

(Лейбниц формуласи) орцали нфодаланади. Бунда ы,Р) = и.
i/0» =  о.

л!f i t  __ п 1п ~~ ^  (л — 2) . . .  (л — +  1) =  
я “  Л! Аг! (п—Л)!

3. Асосий формулалар:

1) а  > 0; (**)(я) =  е\

2) (xm)<n) =  т  ( т  -  1) . . . ( т  -  п +  1) хт ~п.

3) (1гис)(а> =  (— 1)п- '  . t e z l l ! .

4) (siru)(n) =  sin (х  +  п ~ j ,  n£ N .

5) (cosx)(n) =  cos fx  +  n ~ ),

Куйндаги функцняларнинг курсатилган тартибли ^оси- 
лаларнни топинг:

311. у  =  х* +  2 х *  +  б х *  +  Ъ х г 4- 1, / ’= .?

312. у  =  V T , «/4> =  ?

313. у == x* sin2x, у (3)— ?

314. «/ =  arcsin.*, у (2> =  ?

315. ц =  ы(2)



жада куйндагига эга буламиз (бундай услуб логарть*, 
^осила олиш услуби дейилади): ру

1 пу =  3 Inx +  4 In (x*.+ 1) -  ^  ln.v -  i -  In (х -  i) „ I  

=  7  ln* !~  \  In (х -  1) +  41л (х* +  1); Ц

yi_ =  _ 5 _______1 . 8-с ^  ,,
у  _2х 2 (дг — 1) *« +  1 °

=  у  ( — _______ !___  _^_> адг_\— дг» (дг*  ̂ 1)« I
1 2 , 2 « - „  у т ^  щ

Х Ц - Т ^ Т )  + ^ Ы - А 1
302. у  =  (ctgx)*‘ берилган. у ' ни топинг

А Логарифмнк \осила олиш услубндан фойдаланамизД

In у =  X3 • In ctgx; — .Vs ------- !--------\- Зж21п ctgx = 1
у  clg jrsin*jr

=  3хг1п c tg x ------——— ; у ’ =  (ctgx)**X
sirur-cosx

х  (Зхг1п ctgx--------- ——  V ▲
\ SinXCOS* /

Функцияларнинг ,х,осилаларини топинг:

303. у =  \ / - Г  cos4*
V  1 + cos4* ■

304. у  =  х* (xJ +  l )I0 (x*+  l )s.

305. у  =  Xх.

306. у  =  xs,n\

307. у  =  (со5х)агс'г\

308. у  =  (1 п х )Ч х 1пх.
309. а) у  =  х |х|; б) у  =  1п |х|.

310

76

у  =  x ] f  X Y  X

2 -§  ТАРТИБЛИ ^ОСИЛАЛАР

I и =  / М  функция ,\осиласи у' нинг ^осиласи берил- 
ra u yJZf(x) функциянинг иккинчи тартибли *осиласи дейила-

~ ./> рКИ каби белгиланади. Умуман, у{п) = f {n) (х)=  ди ва у *'rw‘ дх%
__ (*))' (п =  2, 3, 4, . • •)•

2. Агар и (х) ва и (х) я марта дифференциалланувчи 
функциялар б^лса, у  ¥>лда f a u  +  <у>)(п,=  с1и<п,+ с 1-1>(',) бу- 

лив. «ц'- ' - . V + i ^ »  V - 1' »' +  . . . +

v  с;-
*=»0

(Лейбниц формуласи) ор^али ифодаланади. Бунда ы,С) =и, 
v<0) =

я (я — О — 2) . . .  (п — k  4- 1) __ п\
п ~  Л! *! (л—Л)! '

3. Асосий формулалар:

1) ( a T = a V a .  а > 0 ;  (eJt)(n) -  ех.

2) (xm)(n) =  m ( т  -  1) . . .  ( т  -  л +  1) хт_ п .

3) ( 1пх)<п) =  ( -  I)"-1

4) (sinx)(,I) =  sin |х +  п n ^ N.

5) (cosx)(n) =  cos (x  +  n ~ ), n£N.

Куйидаги функцияларнинг курсатилган тартибли з̂ оси- 
лаларини топинг:

311. у  =  х® +  2х* +  6х» +  5хг 4- 1, у <5,=  ?
312. у  =  V 7 ,  yw  =  ?

313. у  =  x*-sin2x, у 13)— }

314. у  =  arcsinx, t/2’ =  ?

315. у  =  ^ -± J , / > = ?
дг— 1 v
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316. у  =  2х* +  х +  6, у {4) = ?

317. у =  In (ах 4- Ь), / "{ = ?

318. у  =  shx, у {п) = ?

319. у  =  sin*x, y (n,= l?

320. у  = 1 +ДГ 
I —X

^  ппияс ф ункциянинг иккинчи тартибли ^осиласини 
VUVH (2) тенгликнн дифференциаллаймиз (бунда яна 

ГОПИШ У ^ ” ^ унКЦИЯси сифатида цараимнз), сунгра унг то-
У  ни х  Н И Н  ччг ни ^ я М И 3 .

мон^Д дгар у =  )(х) функция парам етра куринишда бе
рилган булса, яъни

321. / (* ) =  (2х -  3)& берилган, (3) =  ?

322. у  =  2х + 2 функциянинг 1 +  у'2 =  2уу” д,^ 

ференциал тенгламанн ^аноатлантнришини курсатинг.
323. у  =  - ^ х гех функциянинг у" — 2у' +  у  =  ех диффе-

ренциал тенгламанн цаноатлантирншинн курсатинг.
324. у  =  схё~х - f  с#~1х функция узгармас с, ва с, лар- 

нинг ихтнёрий ^ийматларида у" +  3у  +  2у =  0 тенгламащ 
цаноатлантирншини курсатинг.

325. Лейбниц формуласидан фойдаланиб, у {п) ни топляг
1) у  =  х*-Г**;
2) У =  (1 — х2) cosx.

3- §. ОШКОРМАС ВА ПАРАМЕТРИК *ОЛДА БЕРИЛГАН 
ФУНКЦИЯЛАРНИНГ \ОСИЛАЛАРИ

булса, у  з^олда

[ х =  Ф (0. , „ 
/л а  <  / <  р, 

I у  =  *  (0.

♦' (0/ ' (X ) = ф' (0

ва
, _  Г  (0 ф' ( О - Ф ” (0 (0  

/ ( ) ф' 3 (0

(3)

(4)

булади.
326. + 5xi/ +  4 =  0 берилган. у ' ни топинг.

д  Берилган муносабатни у  ни х нинг функцияси деб ^а- 
раб дифференциаллаймиз:

З хУ  +  2х*уу' +  Ъу +  Ъху' =  0.

Х,осил булган тенгламадан у ' ни топамиз:

, =  _  3 * у  +  Ъу А 
2**у +  5* ‘

327. arctgj/ — «/Ч -х =  0 берилган. у" ни топинг.
Д Берилган муносабатни дифференциаллаймиз ва ундан 
у  ни топамиз:

1. Иккита х ва у  $’згарувчиларнинг цииматлари узаро 
бирор F (х, у ) = 0 ( 1 )  тенглама билан богланган булсия.
Агар у  = / (х) функция бирор (а; Ь) да анналам ган булиб,
(1) тенгламада у  урнига / (х) нфода цуйилганда тенглам* 
х га нисбатан айннятга айланса, у х,олда у  =  f  (х) фуик' 
ция (1) тенглама билан аницланган ошкормас функция Дей* 
лади.

Ошкормас функциянинг ^осиласини цуйидагнча топяв 
мумкин:

1) (1) тенгликнинг чап томонидан у  ни х нинг у" =  — 2у~3у' = ___— •у
цияси сифатида цараб ^осила оламиз ва уни 0 га тенгЛ*Я у*
миз- „  , ,  . ‘ Даги У УРннга (5) ни куйиб, цуйидаги натижанн ^осил

2) доснл булган тенгламадан у  ни

у' — f  (*, У)

— у' +  1 =  0 ёки у' — у' — //У +  1 +  у1 =  0,

i  +  ,• у* у*
Энди (5) ни дифференциаллаймиз:

(5)

( 6 )

куринишда топамиз. 
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Циламиз: у" == _ .  J_+_^ __ _  2 (I + y i)
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Д  (3) ва (4) формулалардан фойдаланамиз:
d y  \р' (/) За sin*/cos/ . „ .
dx  <p' (/) _  3ecos*/sin/ g ; ф (/) "  (ф W )

=  ( —  За cos1/ sin/)' =  3acos/ (2sin */ —  cos*/), vf" (/) =

=  ( ♦ '  (/))' =  (За sin*/ cos/)' =  3asin/ (2cos*/ —  sin*/); 

<*y _  4>"(/)ф' (О — Ф" ( 0 Ф '( 0  3asin/ (2 c o * —sinV) (-3acos»/sin/t 
dx t  Ф'* (0  (—3acos«/ sin/)»

_  3acos/ (2sin«/ — cosV) (3asinV cos/)
(— 3acos*/ sin/)3 

__ 9u»sin»/ cos»/ (—2cos*/ 4 - sin»/ — 2sin»/ +  cos»/) __ 1
—27a*eose/sin*/ 3asin/cos«/

ёки

<Цу (Ё £ \  =  —  ±  #t c A -  d ( t g Q d t
dx* dx  [ d x  ' dx d t  dx

d  (tg/) 
dt

—
d t

3<isin/’COs*/

329‘ и =  О n ~ SJ 3  берилган. ±  =  ?y  =  a  (I — cos t ) )  dx dx*

д  jty  =  (/) =  =  qsin/ 
d* <p' (/) x '  a  ( 1-c o s/ )

Худди ю^оридагига ухшаш

n . / /
2 sin — cos —2 2 . /

----------------------  ctg —,-  f .  / s  2 
2sin* —- 2

d * y  __ _d  ̂
dx» dx (гкю -

(d8f) -

d/
dx
d/

2s i n * -

2asin* ~  
2

4asin4 —
2

Куйидаги функцняларнинг курсатилган тартибли эдоилаш 
рини топинг.

3 ^ ,  +  S — Зх +  4 - О .
330. х*У

3 3 1 . x 2i/ + a r c t g  ~х ~~ ° ’ у

332 . х у3 +  2 у
- 1  =  0, уп =

333 *• + 2 * * - V - О -  ?

334. arctg Х - 1 1 П ^  +  Л 1 Г - »

335. lnjc = c , у =  ?

336. xt/ =  arctg —, У =  ?

x  =  2/ —  1.r. ( x =  2/
U - Л

_  ^  
dx

337

338. fx  =  acos?*, - ^  =  ?

339.

{ 1/ =  bsin*f dx
2at 

1 + /*

У =
a  ( ! —<»)

=  ?
dx

340. x =

У =

За/
1 +/* ’ dy _  ?

3ai* dx

1 + <*

341. | х = < Г ',  =  
\ y  =  e” . dx

342. f x = f l  (cos/ +  /Sin/), =  ?
(  у  =  0  (sin/ —  /COS/), dx

343. f x =  e' cos/, нинг / =  — даги цийматин* 
( у  =  <>' Sin/, dx 4

пин Г.
344. ( х =  In/, =  ?

U = * 8- dx* 

d
as in/, dx*

6— 2761

ТО-

81



(ф* (0)'

328. *  =  ас«ЭД берилган, &  =  ? ■£* =  ? у  =  asin*/J dx dx*
Д (3) ва (4) формулалардан фойдаланамиз:

—  з .  = _
dx ф' (/) 3acas*/ slnr 7

=  (— 3a cos*/ sin/)' =  3acos/ (2sin2/ — cos*/), (/) =s 
=  (Ф* (0У =  (3a sin2/ cos/)' =  3asin/ (2cos2/ — sin2/);

d*y  __ (0 ф' (0 — ф" (0  (0  3asin/ (2со>«/~sin»/) (—3acos»/sini 
dx» ф'* (/) (—3acos»/ sin/)*

_ 3qcos/ (2sin«/ — cos»/) (3asin»/ cos/)
(— 3acos*/ sin/)3 

__ 9a»sin»/ cos»/ (—2cos»/ -j- sin»/ — 2sin»/ +  cos»/) __ 1
—27fl»cose/sins/ 3asin/cos4/

ёки
( f l y  __ 

d*»
__ <* (tg/)

Л  1

dx \ d x )  dx s  9 d t  dx

dx_
d t

3asin/-cos4/

329. x =  a (t -  sinm  берилган. =  ? &  =  ? 
y  =  a  (1 — cos/)J r  dx dx»

д  __ 4>' (0  _  У/ __ a s in t  
dx  ф' (/) /  f l ( l —cos/)

Худди юцоридагига ухшаш

_  d
dx» dx (fKK)=

.  / / 2 sin — cos —- 
2 2

2sin» — 2

( « 8 1 ) -

=  ct6 j -

J/ 2 s in » -

dx
d/

J
2asin» — 

2

4asin4 —2
К^уйидаги функцияларнинг курсатилган тартибли хрсилала^ 
рнни топинг.
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330 л - З Л '  +  ^ - З д ^ - 0, « ' - ■

3 3 i. х'У + arctg 7 ° ' у 

432 ху* +  2 « / - 1==0- ^ “  ?
М .  / + З Д - з » * - ° .  | Г № 1 > - »

334. arctg j  - j  !" (* *  +  Л  » ' = ?

335. 1пх +  е. = с ,  у  =  ?

336. ху =  arctg У' =  ?

337. Г х =  2/ — 1, y ' = dy -  •
U - Л dx

338.

339

( х =  acos2/ *Я. — ■> 
| у  =  bsin2/’ dx

2at 
~  1+/*’
_ a (!-<»)

1 +t*

_  ?

dx

340. x =

«/ =

3d/

1 + /*’ 
За/»

1 + **
dx

341. (x =  e dy_= t  
\ y =  e \  ^

342 ( x =  a (cost +  /sin/),
{ у  =  a (sin/ — /cos/). dx

343. (x  =  et cos/, dy_ нинг t =  -  дагн цийматин» 
| у =  e‘ sin/, dx 4

ir .
344. f x =  In/, 3 L  =  ?

\ y =  t*. dx*
345. I x = acos/, =  ? 

\ i/ =  as in/, dx»

6-2761

ТО-
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346. fx  =  a  (sin/ — /cos/), &У 
[y  =  a  (cos/ +  /sin/), dx*

347 . г x = cos2/, d2 l  =  ->
[  у  =  sin*/. dx*

348. [x =  arctg/, *21 = ?

~  '

tg<p =
h  (*i)—h (■**)

• +  h (*i) I't (*i)
(3)

349. f  x  In (I , /-), нинг / =  0  даги ^ийма1 
l  У — * • dx* Tтопинг.

350. ( x  =  el, d2 l  =  ->
\ у  =  arcsin/. dx* ■

4- §. Х,ОСИЛАНННГ ТАТБИЦИ 

1. Хосиланинг геометрик маъноси

У — f  (х) бирор Э1 
чизик, тенгламаси бул^
М  (х ,; у х) нуцта шу эг|
чизицда ётган булсин, я к
У х - Н * i )  l ) y = f ( x )  фуш
циянинг х =  х, даги \ос\
ласининг циймати у  =  f  (х
эгри чизицнинг М (х,; |
ну^тасидан утказилган урн

манинг бурчак коэффнцие
тига тенг, яъни /' (X j)= tg
бу ерда а  уринма тур| чизицнинг абсцисса уцининг мусбат йуналиши билан ^oci цилган бурчаги (2 1 -чизма).

у  =  / (х) эгри чизицнинг М  (хь у х) ну^тасндан уткази! ган уринма тугри чизиц тенгламаси:

У  —  У\ =  Г  ( * i )  ( *  —  х , ) .  (1)
MN нормал тугри чизик, тенгламаси эса:

2) У =  fi (х) ва у  =  /, (х) функциялар графикларннин!
М (Хр У\) кесишиш нуцтасида утказилган уринмалар ора'
сидаги ф бурчак берилган икки эгри чизиц орасидаги чакни ифодалайди ва
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21- чизма

бу

зрмула билан топилади.
Хосиланинг геометрик маъноси дан фойдаланнб, аналитик 

юмётрнядаги купгина масалаларни ечиш мумкин.

2. Хосиланинг механик маъноси
у = /(х) \аракат цонунияти берилган булса, /' (xt) ме- 

1нйк томондан унинг х , моментдаги (пайтдаги) узгариш 
злигинн (р (х,) =  /' (х,)), f" (.г,) эса \аракатнинг тезланн- 

Ьини (а (х.) = f" (х,)) ифодалайди.
351. у =  х* +  2 х  эгрн чизшужнг М  (1; 3) ну^тасидан 

тказнлган уринма ва норма! тутрн чизицлар тенгламала- 
1ИНИ топинг.

д  Уринма тугри чизицнинг бурчак коэффициентнни то- 
Ьиш учун аввал берилган функциядан .\осила оламиз:

у'[= Зх* +  2 .

Бу хосиланинг х =  1 ну^тадаги циймати уринма тугри чи- 
знцнинг бурчак коэффициентини ифодалайди, яъни k =  
|=3 1 + 2  =  5 . Шундай килиб, уринма тенгламаси у — 3 =  
= 5 (х — 1) ёки 5х  — у  — 2 =  0 булиб, нормал тугри чи-

|зи̂  тенгламаси эса у  — 3 = ------ (х  — 1) ёки х  +  5у— 16=
5

=  0. А
352. Куйидаги эгри чизшугарнинг кесишиш бурчагини

топинг:
1) х +  у

бола;
4 =  0 тугри чизи^ билан 2у =  8 — х* пара-

2) х* +  4у2 =  4 эллипс билан 4у =  4 — 5х* парабола.
Д 1) Тугри чизиц билан парабола тенгламаларини система 
цилиб ечиб, уларнинг кесишган нуцталарини топамиз:

\х +  у  — 4 = 0 ,  ~ Л * / = 4 —  X, = * .« :* _  2 х = 0
1 2у =  8  —  х* (  2  (4 — х) =  8 — х* 2Х
V, = 0, х, =  2; «/, =  4, у г =  2.

Демак, А (0; 4), В  (2 ; 2) (22- чизма). Сунгра парабола 
тенгламасидан у' ни топамиз: у ' — — х. Параболанинг А ва 
В нуцталаридан утган уринма тугри чизицларнинг бурчак 
коэффициентини топамиз:

к А = У ' л =  °- >*в =  Ув =  -  2 -
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22- чизма 23- чизма

х +  у — 4 =  0 турри чизицнинг бурчак коэффици 
унинг >̂ амма нуцталарида — 1 га тенг.
(3) формулага кура tg,4 =  р == 1. Л = 45°;

=  8 * 1 8 , 5 - .

2) Эгри чизшугарнинг тенгламаларинн система цнлиб еч 
уларнинг умумий нуцталарини топамиз: Л (1,2; — О,
В (0; 1), С (— 1,2; — 0,8) (23-чизма).

Энди эллипс ва параболаларнинг исталган нуцтасн 
утказнлган уринмаларнинг бурчак коэффициентларини у л 
нинг тенгламаларидаи у  ни х  нинг функцияси сифати 
цараб .\осила олиш билан топамиз:

V  4—*• . *
У 2 ’ 1 У “  Ау'

</= 1 — j  хг'< kt =  y ’ =  — -| X. |

Буларга А нуцтанинг коордннаталарини ^уйиб, цуйндаги-* 
ларга эга буламиз:

kx =  kt =  — 3; tg<p = ------ -- =  — 27, ф

1 ~  8

92°.

Берилган эгри чизшугар Оу уэда нисбатан симметрии бул 
гани учун С ну^тада ^ам улар 92° бурчак остида кеси 
шади.
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I в  нуктада *, =  - 7  =  ° . ** =  - }  0 = 0  булгани учун
I = о булиб, эгри чизицлар умумий уринма тугри чизиц- 

V a  булади. бу ?\Олда улар кесишмайди, балки бир-бн-
г я  уринади. А

353 Моддий нукта тугри чизиц буйлаб s =  /* 4  2/ 4  3 
Ьнмшятга кура ^аракат цилса, унинг t =  5 секунддаги 
-пакаг тезлигини топинг (йул s метр билан улчанади).
Г х .аракатдаги  нуцтанинг тезлиги и йул s дан вацт t буйи- 
а олинган ^осила билан нфодаланадн. Берилган масала 
japTiira кура v = 2/ +  2 умумий тезлнкнн нфодалайди. Бу 
а1да t = 5 секунддаги ^аракат тезлигн

и6 =  (2/ 4- 2),_5 =  12 м/сек булади. а

354. у =  х% — 2дс +  5 эгрн чизицда ординатасн абсцис- 
^ а с н г а  нисбатан 4 марта тезрок; усадиган ну^танн топинг.
I д  Берилган функцнядан ^оснла оламиз:
I у ' = 2 х  — 2.
К о с и л а  абсцисса (аргумент) нинг усишига нисбатан ордината 
|функция)нинг усиш тезлигини билдиргани учун 2 х — 2= 4 
|шарт нзланаётган нуцтанннг абсциссасини нфодалайди, ор- 
[динатаси эса эгри чизик тенгламаси у  =  хг — 2х 4- 5  да х 
■урнига 3 ни ^уйиш билан топилади. Шундай цилиб, изла- 
наётган  нуцта (3; 8) экан. а

3 5 5 . 'Моддий нукта s =  2/5 +  3 / 4  5 ^онуниятга кура 
.\аракат циладн, бунда масофа s сантиметр, ва^т t секунд- 
лар билан улчанади. Моддий нуцтанинг t =  1 дан t =  5 
гача булган вак,т оралигидагн уртача тезлигини топинг.

Д Моддий нуцтанинг уртачз тезлигн у ?р=  - -* формула

билан топилади, бунда Д s =  s (t0 +  А () — s (/<,) моддий 
нуцтанинг£А t вацт ичида боснб утган нули. Масала шар-
тидан /0 =  1 сек, /0 +  А / = 5 сек булгани учун vf = —  =
_  S (5 )  — S ( l )  _  2-5» 4  3 - 5 4  5 — (2-1» 4  3-1 4  5) _  60 _

4 4 ~4 ~
= 15 см/сек. а

356. Иситилган жисм пастроь; температурали ^олатга 
кнрнтилса, совий бошлайди. а) Совишнинг уртача тезлигн; 
б) берилган пайтдаги совнш тезлиги деганда нималар ту- 
шуннлади? Изо.^ланг.
Д Жнсмнинг t пайтдаги температураси Т булсин. Маълум 
A t ва^т утиши билан иситилган жнем температураси у зга-
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Ради, уни Л Т деб белгилаймиз. У

9р
тезлиги эса

—  ~ ^олда совншнинг \ Т
дан нборат булади. tА / пайтдаги

щСоч
УР =  lim

d t

v =  lim
At-0

дан иборат булади. ▲ Ш

357. Моддий ну^та тугри чизи^ буйлаб x =  y4sinw/ к», 
нуният буйича тебранма харакаг ^илади. Ну^танинг / а Я

пайтдаги тезлиги ва тезланишини топинг. ^аракат тезл
нишининг х нинг четланишига пропорционал эканини сатин г.

д  ^аракатнинг ихтиёрий t пайтдаги тезлиги v ва т «  ланнши w ларни топамиз:

v = * L  =  a  
d t

Тезланиш

со cos со /; w =  —  =  — Л 
di*

2 я  - л
----- да и =  Л со; и; =  0.0)

<*> sin со /.

ю нинг ифодаси билан х  нинг ифодасини 
лиштириб, бири иккинчисидан узгармас купайтувчи би фарь̂  ^илишини курсатамиз: ~ купайтувчи

4
Килаётган

___ ■■ j  * aMflJ. Ы) —  (i)̂ X. А
358. Тугри чизиц буйлаб ^аракат цильспан жисмнинг] 

тезлиги унинг босиб утган йулининг квадрат илдизнга п|
порционал. Булаётган .\аракатнинг узгармас куч таъсиои бажарилаётганини исботланг.
д  Ньютон ^онуни буйича ^аракатнн ча^ирувчи F  куч теЛ ланишга пропорционал:

Масала

F - k - £ S .  
d t«

dS

топамиз:
шаргига кура S  =  я  К 5  Буядан

^осила оли(

d*S 
dt*

dS
dt

_ _  Л
2 K S

Демак, таъсир этувчи куч Г  =  -у-*

359. у  =  хг +  5х — 1 эгри чизицнинг М (1; 5) нуцтаси- 
дан утказнлган уринма тутри чизик, тенгламаснни топинг. 
96

(const).

У — эгри чизи^нинг М (1; 0) ну^тасидан ут-
150.

ган юрмал тенгламаснни топинг.
З х  —  4 ........ ................„ \ ачизи^нинг М (2; 2) ну^тасидан утган
2дг — 3

ур!Ч,а ва нормал тугри чизи^ тенгламаларини топинг.
362 ч = - Y эгри чизиц абсцисса Аки билан кандай

1 4- X*
бурак остида кесншади?

J63. y  =  sinx синусоида абсцисса уцн билан координа- 
та-<р бошида кандай бурчак остида кесишадн?

564 у =  хг +  Зх — 5 параболанинг ^айси нуцтасидан 
Ут*азилган уринма тугри чизиц 7х — i/4-3  =  0 тутри чн- 
зи^а параплел булади?

365. у  =  2дс* — Сх* +  5 эгри чизицнинг х = 1  нуцтада 
У'Пазил ган уринманинг бурчак коэффициентини топинг в» 
УРима тенгламаснни тузииг.

366 у =  хг параболада х, = 1 ва х, = 3 ну^талар ор- 
ОДи кесувчн утказилган. Параболанинг ^андай нуктасидан 
У'азилган уринма кесувчига параллел булади?

367. у  = sinx синусоида ва х =  cosx косинусоидалар 
^дай  бурчак остида кесишади?

368. х =  t — 1, у =  t3 — 12/ 1 эгри чизицнинг кайсн 
н <,тасидан утказилган уринма: а) Ох уэда паратлел; б) 9х+

у -т 3 = 0  тутри чнзи^ца параллел булади?
* Бу масалани ечишда тугри чизи^ларнинг параллеллик 
^ртидан фойдаланамиз. Агар тутри чизицлар узаро парал- 
гй булса, у  холда уларнинг бурчак коэффициентлари тенг 
г лади. Эгри чизик параметрик куринишда берилгани учун 
•сила олишда 3-§ даги (3) форму ладан фойдаланамиз:

dy_
dt_
dx
7t

3/«— 12 
1

= 3^ — 12.

°У .х,осила берилган эгри чизи^нинг исталган нуктасидан 
тказилгаи уринма тутри чизицнинг бурчак коэффициентини
фодалайди.

а) у' ни Ох у^нинг бурчак коэффицнентига тенглаб, 
»уйидагига эга буламиз:

3/* — 12 =  0; /* = 4, / =  ± 2.
t параметрнинг топилган цийматларини берилган эгри 

чизн^ тенгламасига цуйнб, Ох уада параллел булган урин-
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V
ма тугри чизицца тегишли нук,та коордипаталарнга эга 
ламиз: (1; — 15); ( — 3; 17).

б) Худди а) даги каби йул тутиб, у' =  3/! — 12 ==! 
t* =  1, t =  ±  1 га эга буламиз ва (0; — 10); (— 2; 12) 
таларии *осил циламиз. а

369. Харакат ^онуни s =  t  In (1 + / ) куринишда 6q 
ган. t =  2 пайтдаги ^аракат тезлигини аницланг.

370. 8 г массали жисм s = — 1 +  In ( 1 - f /) +  (I 
цонун буйнча тугри чизицли ,\аракат цилмо^да. Хар4 
бошланишидан бир секунд кейин жисмнинг кинетик энерг

тг*си —— ни топинг.
2

371. Химик реакция жараённда t вацтга богли^ рави 
з^осил буладиган Q мицдор Q = a (1 +  be~ml) ‘формула 
лан берилган. Реакция тезлигини топинг.

372. Рилдирак шундай айланадики, унинг айланиш бу 
чаги вацтнинг квадратнга пропорционал. Рилдирак бирш 
айланишни 8 секундда бажаради. ХаРакат бошланган 
32 сек утгандан кейинги айланиш тезлиги ш ни топинг.

373. Симдан утувчи электр токининг ми^дори t = 
пайтдан бошлаб Q =  2t2 4- 3/ +  1 (кл) формула билан 6epi 
ган. 5 секунддан кейинги ток кучини топинг.

374. Массаси т  га тенг булган ну^та Ох у^ буйл 
тебранади. Унинг t пайтдаги тургунлик ^олатидан х четла 
ниши х =  Ae~al cos (at -+- Ь) формула билан берилган. Нуь̂ -j 
танинг ^аракат тезлигини ва унга таъсир этувчи кучни т 
пинг.

375. Моддий нуцтага таъсир этувчи куч унинг ^арака'в 
тезлигига тескари пропорционал. Бу холда ну^танинг ки
нетик энергияси вацтнинг чизицли функцияси 
исботланг.

мавз
г » и-жудлиги зарур ва етарлидир, у  ^олда dy =  f'(x) dx 

< Дгар у  =  f  (и), и =  ф (х) мураккаб функция берилган 
.  ' у  холда dy  =  ?  (и) du (дифференциал формасннинг

Йфиантлиги) булади.3 Агар А х етарлича кичик булса, у  *олда A y m d y
акрибий формула уринли булиб, \Ay — dy\ абсолют хато- 

\£_у—JL | нисбий хатони нфодалайди.
Д у I4 Юцори тартибли дифференциаллар d}y, d3y ........... dny

либ, х эркли узгарувчи булганда сГу =  у{п)• dx булади.
.гар У =  f  («)• “  =  f W  булса, сРу =  /" (и) du* +  f  (и) d*u 
улиб, бунда дифференциал формасининг инвариантлиги бу-

илади.376 . Куйидаги функцияларнннг дифференциалларини
t o -

hhi

1) У =  х* "  3*’

2) F (ф) == cos
х  4 - sin —.
3 ' ф 
10* ), dz\x -0; А **0.13) z =  In (1 + е  ,,

А Берилган функциянинг ^осиласини топнб ва уни эркин 
узгарувчининг диффереициалига купайтириб, берилган функ- 
ииянинг дифференииалини топамиз:

1) dy =  y'dx =  (х* — 3х)’ dx =  (2х -  3xln3) dx;

2 ) dF (ф) =  d  ^cos — +  sin — j  =

5- § . ФУНКЦИЯ ДИФФЕРЕЩИАЛИ

бу ли ш и нЛ  / . ф / JPY 4-

dcp;
Ф /

C O , 1  +  s i n i j i » -

Ф 4- i x  
3 Ф*

1. Агар у =  f  (x) функциянинг A y  орттирмасини A t/= j 
=  Л Д х 4 - а  (Ax) A x куринишда ёзиш мумкин булса, орт-j 
тирманинг А х га нисбатан чизшуш ^исми А А х га функ
циянинг дифференциали дейилади ва dy ёки df (х) ор^али 
белгиланади:

dy =  А- Ах.
Бунда А бирор сон булиб, А х га бог лик; эмас (фацат х га 
боглиц булиши мумкин), l i m a ( A x )  =  0.

А х—+0
Дифференциал мавжуд булиши учун чекли косила { ’ (х)

X  COS д .

(1 __ _ 10<rl0̂ —
3) dz =  1 + е“ Х

dx.
1 +  е ’

•0 . dx=  (  - dx') I
*0.1 I  I +  e10Jr )  I;
Ь^уйндагиларни та1фибий ^исоблаиг:

29°.

=  0 ,5 .

1) » 17; 2 ) a rc tg 0 ,9 8 ; 3 ) s in ^ y  .
А Агар / (x ,) ни .^исоблаётганда f  (x0), f  (x0) ларни 
соблаш соддаро^ булса, у  ^олда х ,  -  х 0 =  dx ’ «чпмз

\и-
айирманинг

R9
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абсолют циймати буйича етарли кичик цийматида фу 
нинг орттирмасини унинг дифференциали билан алмашт 
мумкин: / (jc,) — f  (х0) «  /' (х0) dx. Бунда топилнши 
булган мицдорнинг тацрибий циймати

/ (*,) «  / (Х0) +  /' (*о) dx 
формула билан топнлади.

4 г —  4 —
1) у 17 ни / (х) =  у х функциянинг хг =  17 даги 

сусий циймати деб ^араймиз.
х0 =  16 булсин, у холда / (х„)= / 1 6  =  2, /' (дг0)

I 1 1 . 1
=  — . ----- = — гг —  — — ; dx =  х, — хш

•6 4 / 1 6 *  4 /  21* 32
Буларнн (а) формулага цуямиз:
i  17 « ( /  (х0) +  /' (х0) dx)|xt=16; = 2 + ^  • 1 =  | -* 2 ,0 3

2) arctg0,98 ни у =  arctgx функциянинг х, =  0,98 дап 
хусусий цнймати деб цараймиз. х0 = 1 булсин, у \о:

У (*о) =  у :  У' ( * 0) =  I =  Т ; dx ~  x i — х0= 0 , 9 8 —  1 4 1 х* |х=1 2
=  —  0,02.

(а) формуладан фойдаланнб, ^уйидагига эга буламиз:

функциянинг дифференциалини бевосига тог^шни
^рсатайлик: ^

1 4
=  — X 

4

БУ 1атзйлик.
d (sinx)

(arctejsin*))__ H jiB li---------
arctg  (sin*)

cosx-dx
(1 +  sin*x) a rctg (sin,x)

-q f t x\ ^ 2 x 3 +  2x — 1 берилган. Агар A x =  0, i бул- 
4/(1 d f(  1) ларни топинг. 

a. f*' v x* _  7x2 +  8 функция берилган. x =  5 Дх= 
О 0 Г булганда функция орттирмаси д у  ни х^исобл^нг 
381> д х) =  1  функция берилган. х ~ \  Ва Дх

ни топинг. Абсолют хато i Д у— 
Д|i — dy ’

0,01

ларни ^исобланг.

y'(x0) d x  =  arctg 1 +  =

=  j  + j  ( - 0 ,0 2 )  « 0 ,7 7 5 4 .

3) у =  sinx функциянинг x =  arc29° =  • 29= x, да!

булганда Ы (1) Ba df 
dy | ва нисбий хато
482 Шар радиуси /? =  15 см^ни 2 мм га узайт ирилса, 

нинг хажми тахминан цанчага купаяди?
383. Ом конуни / =  -  га кура царшиликнинг етарли 

;ичик мицдорда узгариши билан ток кучи ^ам у^ гараДИ. 
г холда ток кучининг узгариши та^рцбан А/ =  — > L- - AR 

зрмула билан топилишини курсатинг.

384. у =  arc tg —. dy =  ?

385. у =  (arc sin  x)6, dy =  ?

386. у =  V  1 +  sin* x • dy — ?

хусусий цийматнни sin29° ва x„=— деб цараб, цуйидагига эг*|
6

буламиз:

у  (х0) =  sin-j? =  у' (х0) = cos х

29 л  л  л
— х0 =  т ^ : ------= --------- ; sin 29

80 6 180

- H i .  w , - ,  2 * 1

У (*о) +  у' (х0) dx =

387. у  - П - Л  ^  =  ?
388. У =  arc cos х, d'«/ =  ?
389. У =  s in x -In  х,

1 -  *■ rfiy =  ?
390.

=  ^- +  V  ( — — ) «  0,4848. A 2 2 V 180/

378. у  = Inarctg (sinx) функциянинг дифференциалин! 
топинг.

391. x га нисбатан |Дх| нинг^ етарли ккчик к^ийматла- 
ри учун У х  +  а Г  »  t ' x  +  3- - ^  тацрибий формулани

к лтириб чи^аринг. п ---------
392. а  нинг етарли кичик ^ийматларнда \  1 & 1 +

-  эканини курсатинг.
П
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393. 16,64 ни та^рнбан ^исобланг
394. 1п 0,9 ни та^рибан ^исобланг.
395. cos 31° ни тацрнбан ^исобланг.

6- § . ЛОПИТАЛЬ КОИДАСИ ВА УНИНГ ФУНКЦИЯ 
ЛИМИТИНИ ТОПИШГА ТАТБИКИ

1. Лопиталь цоидаси. Агар /(х) ва (р(х) функциялар, 
нуцтанинг бирор и (а; 6) атрофида (а дан бошца) днфферен' 
цналланувчи (бунда а — сон ёки <» булиши мумкин) вг 
lim f(x) =  lim  <р(х) =  0 ёки lim  /(х) =  lim <р(х) =  оо бул.
х-*а х -+а х -*о х-*а

I (х) /' U) ff~ca, у холда lim —  = lim  ■— -  булади (унг томондаги ли-
х~*а ф (X) *_*в ф' (Дг)

мит мавжуд деб царалади).
Агар lim  ёки | - j  ^олига келса ва бу ^олда

натижага эришишда Лопиталь цоидаси а.^амиятлироц булса, 
ундан цайта-цайта фойдаланиш мумкин.

2. (0 - о о ) ва (о о  — о о ) куринишдаги аницмаслнклар ал*
0гебраик шакл узгартириш билан 1- цоидага, яъни -  ёки —
О of

аницмасликларга келтирилади.
3. (0°), ( о о ° ) ,  ( I х ) куринишдаги аницмасликлар лога- 

рифмлаш ёки (/(х))ф (дг> =  е* <*>ln / w  шакл узгартириш билал 
(0- о о ) куринишга келтирилади.

Куйидаги функцияларнинг лимитларини зукобланг:

396. 1) lim  * - 1 6
х-*2 дг*+5*> —  6jc —  16 

Xт  — ат
2) lim  х» а- *х-*а х  — а

3) lim ' ~ cos ад:;
х-+0 1 — cos bx 

е кх
4) lim — , бунда k >  0, п — натурал сон;

х X 

tg X5) lim
л sec дгX—* --
2

д  1) lim ------—— —------- =  ) == lim
х-*2 X9 - f  5jr* —  бдг —  16 \ 0  / х-*2

— 16 /0\ . .  (Х4 — 16)'--------------------- / \ _  1.Ц -----\--------- 1------  —
>2 — бдг— 16)'



= l i m — £ ----------=  Iе ;
x-+ 2  3 x * + 1 0 x _ 6  26  13

xm — am  / 0 \ (xm — a my  mxm ~ l2) hm —«----- ;r =  -  =  lim —----- — = lim — r^r =
д -*fl ^  — e \ 0  / x-*e (x^ — a ) * x~*a nx

=  "LcT-*'%
n

I — cos ax  / 0 \ , .  (1 — cos ax ) '  . . a  sin ax
3) l im ----- -------* =  -  ) =  lim  -------------------  l im ——  =

a -+o 1 — COS bx \ o / x-*o (1 — cos bxY x ^ o  b  sin bx

_ ( ° \  - I i n , l °  - l i m  i S S J L - i .
\ 0 / jr-^o (b  s in  bx)f x-+o b1 cos bx 6*

Бу мисолда Лопиталь цоидаси 2 марта цулланилди.

л\ 1 * * * Х /<Х>\ I* ( £ * ) '  1- ***** /°°\4) hm —  =  ( _ }  =  hm v—^  =  lim =  L  =
\ oo / x-+ -f"00 ( ) \°°/

. .  ***** /°°\= lim — _  — =  lim ------------—,  =  I — I =  . . .  =
*-*+0» 0**̂  )' 00 Л (n—1)*  ̂ " V«>/

ft4 e kK= lim  — ;—  =  +  <*>.
*-♦4" oc til

ДИ.

jr-*-r OD
Бу мисолда Лопиталь цоидасидан n марта фойдаланил-

5) lim S i » f = ) = l i m  (i l i L = l i m  =
«  s e c t  \оо/ я  (sec*) я  s e c * - t g x--  4 7 X-* --  *-» —
2 2 2

=  lim S i  _  _  l im ( 2 E 4 '  _  Hm i E i J U L  =
я  tg X loo/ я  (tg x) я  sec* xX**-- ' ' JK—♦-- *-♦ —
о 2 22

=  lim  ^
я  sec X 

x+* —2■*

Бу ерда Лопиталь цоидасидан фойдаланиш а^амиятсиздир. 
Бундай *олда лимитларни ^исоблаш учун Лопиталь цоида- 
сидан фойдаланмасдан оддий элементар алмаштиришлардан 
фойдаланамнз:

tg  X _ / 00\ _  ) im  s i n ,  c o w  =  Um s i n j t = 1  А



2) П т ] K
>-fO

3) lim

x ■ In 

O g 9  — <P);

f )  Urn

л  Бу лимнтлар 0 - „  
учун Уларни -  ёки -

РКИ oo __
каби

3) lim  x,ln x.
Jt—O

Бу лимитлар 1*. oo°, 0° куринишдаги доллар булгани 
[р-н у  ларни 0 • оо куринишга келтирамиз, сунгра уни —

— куринишга келтириб, Лопиталь цоидасидан фойда- 

л из. Бунинг учун берилган функцияни логарифмлаймиэ

- о -

. • u pV/ ОО

питаль ^оидасндан фойдаланамиз:

1) lim  x  ctg 2х =  (0- оо) =  l i
х-»0 х-г*0 tg 2хI- (*)' 1 1=  lim  — — — lim  ----------- =»—■;

х-*о (tg 2дг)' х-*о 2 sec* 2* 2

2) lim  У х  1п х  =  (0- оо) =  П т  =  =
x-*-f О x-+-f О 1 \оо/

W *
=  lim (ln *L =  lim  ----- —-r=  =  — 3 lim  V x  =  0\Ж-.+0 (I/ 1Ух )' JC-.+0 — 1/3- yx* jt-*+0

3) lim  (tg ф — sec <p) =  (oo — oo) =  lim 51П 1 = 
л я  cos ф

- f « \ e  |im W - T - 1):. =  Mm “ L 2 -  = 0;
\ о / я (cos ф)' л — sin ФФ-> — Ф-* —

2 2

л\ i • (  1 1 \ / v /— sin / / 0 \ 4 )  l i m --------------- I =  (oo —  oo) =  lim  ---------------  =  [ — )
t-+o \sin t t ]  /_*о / sin t \ 0 /

=  п т  J i n i i M l  =  Mm =  ( £ \ e
/-♦0 (/ sin t)' /-*o sin t +  / cos / \ 0 /

= lim  - . =  lim  ------ liL i-------= 0 .
/-.o (sin / I cos /)' /_o 2 cos t — / sin /

Бу мисол да Лопиталь цоидаси 2  марта ишлатилди. а  
398. 1) lim  (tg х)1*2*;

я

лимитини топамиз:лаРнинг бирига к "  ЛОЛЛаР б)’лгал,( Ф> нкция логарифмининг
1тнриб, суцГра j j^ |) a  =  lim  (tg x)'*2jt =  ( !* ) ;  In a =  In lim (tg x)'«

' — ^ Л
2x

2) lim (J.Y**.
x-+0

94
an

=  ! im  t g 2 x - ln  t g x  =  (oo -0 ) =  lim  ln<f  * =  =  
я  я  ctg 2дг \ 0 /

X~* 4

■ . sec* X
,  Hm lim — ----------

л (ctg 2x)' л — 2 cosec* 2xx-* — v x—♦ —
4 4

=  — 1.

демак, In a  =  — 1; a =  e l , яъни a — lim (tg x)1* 2x =  e2x — p - 1 5=

л
4

= — экан;
e

2) lim =  (oo°). Бунда \ам a =  lim ( “ j*** де^

логарифмлаймиэ:

In a =  In lim Y*  ̂=  lim  tg x- In — =  (O oo) =
x-»0 \ X J x—*0 JT

,_K)'_„_‘-hr)=  lim

=  lim
Ж-.0 

= 0,

*-»o ctg 

I • sin* x

! = ( * )  =  lim
*  \oo/ x -0  (ctg X) =  lim

x-*0 __
sin* x

I  0 \ . .  (sin* * ) ' . .  2 sin x • co sf
=  I — I == lim  -------- -- =  l i m --------------^ —

\ 0 / x-*0 (X)' x->0 l

/ 1 \t^ X  I
демак. In a =  0 = > a = e °  =  1, яъни a =  lim (— I == 1

x - o \ x j

экан;
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3) lim (*)“" * =  (0°); a  =  lim x'inx деб логарифмлайдг-*0 jk-»0
низ: In a =  In lim xsln x =  lim sin x • In х =  (0- (— <x>)\

x-+Q j t-» 0

1/x
1/sin ►0 (1/Sin * )' jc-,0 cos x

sin* x
=  — lim

jr-*0 ДГ
sin x sin x5,n * , л

------=  — 1 0  =  0; In a  =  0, a  =  e°=  1,COS X

яъни a  =  lim jc*l,ljr=  1 экан.
JT-*0

In COS JT399. lim
x-*0 X

Vxea y * — 1400. lim V .......  1
дг-*о r  sin bx

401. lim
-r-*0

402. lim

x-*0 COS X —  1

e* — e~x— 2x 
x-+o x — sin x

403. lim In sin 2x
jc-*o In sin x

404. lim (xn e“ x).
X —*  oc

405. l im fjc-sin — V
x-** \ x j

406. lim [(a2 — фг) tg — Y
Ф-*в \ 2a )

407. l im ( ----------— Y
x-*I \ln X In X/

408. lim (ctg дс— —Y
-̂♦o \ x)

409. lim (хг •«'/'*).
x-̂ 0

410. l im (tg x)2x~n.
Я

X -¥  ----
2

411. lim (ex +  x)l/jr.
X~r¥ 00
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412. l i m ( 2 - - )
x-+a \ a J

«« =  
2a

413. lim  -— =  1 тенгликнн исботланг ва бунда 
*_♦* х -f- sin дс J

Лопиталь цоидасннн ишлатиб булмаслнгини текширннг.
414. lim  (sinjc)s,njr.

дг-*0

7- §• ТЕЙЛОР ФОРМУЛАСИ ВА УНИНГ ТАКРИБИЙ 
Х.ИСОБЛ АШЛ АРГА ТАТБИКИ

х — й ну^тани уз ичига олган бирор интервалда f(x) 
функция (п +  1)- тартибгача барча .^осилаларга эга бул
син. У *олда f(x) функцияни п- да ража л и куп.^ад ва Rn 
цолди^ .^ад йигиндиси шаклида ифодалаш мумкин:

f(x) =  / (а) +  Lj& (Х _  а) +  Ш  (jc _  а )2 +  i j £ )  {х _  fl)S +

+ . . ,  +  к  ( п  к  _  ^ ! £ ) (л_ 0)„+,

(цолди^ ^аднинг Лагранж куриниши), бунда с сон а билан 
х орасида ётувчи сон, с =  а +  0 (дс — а), 0 <  0 <  1. (Г) 
формулага Тейлор формуласи дейилиб, ундан ихтиёрий f(x) 
функцияни тацрибан куп^ад куринишда ифодалашда фой- 
даланилади:

* »•

1 (Х )  » / (а) +  £ £ >  < * - а )  +  Ш  < * - « ) ■  +  . . . +

+  £ » ( , _ * .  <•)
Ш

(*) га Тейлор куп^адлиги дейилади.
Агар Тейлор формуласида а =  О булса, у  ^олда Мак- 

лорен формуласи х;осил булади:

/й . , ( 0 )  +  Л  +  ! Л #  +  Й 1. +  . . . + Й 1. +11 2! 3! л!

+  f-------
(л+1)!

лекин купчилик функциялар учун Маклорен формуласини 
ишлатиб булмайди, чунки х — 0 да бу функциялар ёки
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уларнинг ^осилалари мавжуд булмайди ^масалан: In х\ V

415. 1\уйидаги функцияларнинг ^ар бирини тацрибан 
га нисбатан «-даражали куп.^ад куринишида ифодаланц 
Колди^ .\адни ба.\оланг ва унинг х нинг ^андай цийматн 
чексиз кичрайишини курсатинг:

1) е* ; 2) sin х, 3) cos х.
А  Берилган /(х) функциянн х га нисбатан п- даражали 
куп^ад куринишида та^рнбан ифодалаш учун /(х) функ
циянинг Маклорен куп^адини ёзиб олиш керак. Cynrpaj 
/ (jc) функция учун Маклорен формуласндан цолдиц ^ад R  ̂
ни топиш керак ва lim  Rn =  О уринли буладиган х нинг]

П—* ОО
цийматларини ани^лаш керак.

=  функция ва унинг ^осилаларннннг х = 0 ! 
даги ^ийматларини хисоблаймиз:

/ ( х )  - « * ,  / ' ( х )  -  / " ( х )  =■ Г '  (х) =  . . .  =  /<*> (х) =  е* ; 

/(0) = Г (0) = Г  (0) =  Г  (0) = . . .  =  /<*> (0) =  1.
Энди Маклорен куп^адлигидан фойдаланнб, трансцендент 
функция е  нинг тан,рибан п- даражали куп.\ад куринишда- 
ги ифодасини ^осил ^иламиз:

е‘ ~ 1 + 7 Г + ^ + ^  +  • • •  + _ ^Г- ( 1 ) |
Бу тацрибий тенгликда цилинган хато Маклорен формула-: 
сидаги цолдиц ^ад бнлан анш\ланади. е1 функция учун I 
цолди^ *ад

х"+| «/? =  — — <*х, 0 <  0 <  1, 
п (п+1)!

Rn нинг циймати п га ва х га богли^ир. Масалан, л=* j
1 1 3=  3 ва х  =  1 да R, =  — ев <  — е <  — =  —, чунки

3 4! 4! 4! 8
О < 0 <  1, е <  3.

1 3 1п =  5 ва х  =  1 да /?&= — е° <  — = -----  ва хоказо.
6 ! 6 ! 240 Л

х ^андаи булмасин п -*■ <» да ^олди^ ^ад
х"+|R = —— е°*-+0

п (п+1)!
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ни кур сатай л и к , бунинг учун п - +  « д а  — -_ ► ()  ни ис- 

ботлаш етарли, чунки 0 <  в <  1 булгани учун е6* чеклан-
ган мнкдор-

Агар х таиин сон булса, у  ^олда шундай бутун мусбат 
N сон топиладики, | х | <  Л/ булади. =  q белгнлашни

к и р и т а м и з ,  у  ^олда 0 <  q <  1 нн эътнборга олиб, п =  N+  
- f l ,  jV +  2, jV +  З в а  ^оказо цийматларда цуйидагини ёза
оламиз:

xn + ] I X X X с д:

( л + 1 ) ! I T *  2 * 3 n  n - f  1

X I 1 x  1 X X X 1 x X

7 1 1 2* Г  1 I ■ * # U - i  1 ’ лГ 1 n n + \

X X X
1 2 3

X
F \  =  q'

N— 1 

х 
N+\

. q -q q = —— — чунки

<  q, . . . .

(ЛГ-1)!
X

л+1 < 9 -

Аммо, xN~ l микдор узгармас, яъни п га богли^ эмас,
(N— 1)!

qn-N+ 2  /j_*. оо да 0 га интилади. Шунинг учун
дЛ-И

lim -------- =  0, демак,
п *» (л+1)!

хп+‘
lim  Rn (х) =  lim — —
л —,о с п **о о  ( я - f  1 ) !

Шундай цилнб, х >̂ ар кандай булганда ^ам етарли сондагн 
хадларни олиб, е* ни исталган аниклик билан ^исоблай
оламиз;

2) sin х функция ва унинг ^оснлаларининг х =  0 даги 
•ушматларини топамиз:

/ (х) =  sin х, /(0) =  0,

/ '(х )=  cosx =  sin +  /' (0) =  1,

/ "(х )=  — s in x =  s in jx  +  2- -| j, /"(0) =  0,

/'" (x )=  - c o s x  =  s in (x + 3 -  /'"(0) = - 1 .
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/,у (x) =  sin x = sin ^x+4 • j j ,  /IV (0) =  0,

/ <n> (x) =  sin • j j ,  /<"> (0) =  sin n  j ,

/("+D (x)=sin^x +  (n +  l ) j j ,  /<"+|)(0x)=  sin ^0x+ (n-fl)?\  

Бу э^олда
X* , X* X7 , .  | v | x 2/n‘~l L

sin X Ж X -------- ----------------h . . . +  (— Г - 1 -----------Ж
3! 5! 7! 7 ( 2 m - 1)! Щ

ва цолдвд ^ад

^ “ |2^T T of'sin (0JC +  ( 2 m + о < 0 <1.
ларга эга буламиз.

|sin (0х +  (2m + l ) . i | <  1 булгани учун | |j
|*/2m+l ^

<  (—  булиб, т - * -  оо да Я 2„ .-» -0 , чунки х  нинг щ

v л"
цандай ^ийматида ва п  оо да — — ► 0  (бунда х  бурча*

нинг радиан улчовини билдиради). Шундай н̂ илиб, sin X 
функцияни ^ам х нинг ^ар цандай цийматида нхтиёрий к*  
чик хатолик билан Маклорен кугцадлиги куринишида ифо- 
далаш мумкин экан;

3) / (х) =  cos х  функциянинг х  =  0  даги кетма-кет *о- 
силаларини топиш ва Маклорен формуласига цуниш билан 
ушбу ёйилмани ^осил к;иламиз:

х* . *« х2т х2т+2 /COS X— 1 — — +  ------- . . .  ±  —-------- 1---------------- COS ( 0Х +
2! 4! (2т)! (2 т  +  2)! \ 1

+  {2 т  +  2 ) . ^ ,  Щ
бунда 0 <  0 <  1, цолдиц ^ад

* 2т+1 W  = (2m~+~2)i ' C°S (вХ +  ( 2 т  +  2) ‘ г )
булади.

J cos (0х +  (2т  +  2) • ^ " 1 ^ 1  булгани учун I /?2т-и
х 2т + 2

<  **«+■ °- I  
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- vu nufi x нинг ихтиёрий цпймати учун (бунда 
д а . д а » - О В . . . . И  еи -^и р ади )

I **ЯГГм-£ (̂ — ихтиёрий .\акиН11Й сон) функцияни 
/ __ п  иккн *адга нисбатан п- даражали куп\ад кури- 
пншида такрибан ифодаланг ва йул куйилган хататикни ба- 
холанг. Сунгра х — 1 =  t деб берилган функцияни / нинг
дар аж аси га  нисбатан ёйинг.

д  }(х) функцияни (дс— 1) икки -чадга нисбатан п- дара- 
жапи куп.\ад куринншида ифодалаш учун a =  1 деб бу 
функция учун Тейлор куп.^адини ёзиш керак. Функцияни 
куп^ад билан алмаштирншда х,осил буладиган хатолик бе- 
рилган функциянинг Тейлор формуласндаги ^атдиц >;ад 
Rn нинг катталиги билан аницланадн.

/ (х) — х"1 функция учун цуйидагиларга эгамиз:
Г(х) =  т х т ~ ', / (1 )= 1 , / '( !)  =  « ,
Г ( х ) = т ( т - 1 ) х Г ~ 2, /"(1) =  т ( т  — 1),
f"'(x) =  m { m - \ ) ( т - 2 ) х т ~3 , f"'(\) =  m (m — l)(m —2), 

• • • • • • •  • • • •  • •

/<*> (х) = m (m — 1 )(т — 2) . . .  ( т  — k +  1) хт ~к ,

/•*> (1) =  т  (т  — 1) ( т  — 2) . . .  (m — £ +  1).
(*) Тейлор куп^адлигидан фойдаланнб,

1 +  -j” +  (л _  1)> +

+  т И - | „ „ - г , и _ |)Д+ ^  +
О !

+  1>(д — 2) . . . ( m - n + 1 )  (j( _  jy ,
п\

хато^00Hf1/ ^иламиз Бу тацрнбий тенглнкда йул к,уйилган 
?  п =  хШ Функциянинг Тейлор формуласидаги кол-

's лад Нп орцали топамиз:

=  ^ - ~ 11(" ~ 2 )  • • « я - я )  ( _  1у1+1
(п + 1)! V 4

-  X (1 +  0 ( х — I))'"-'1* 1,Т-° rJ’ °<e<i-
/ белгилаш киритиб, цуйидагига эга буламиз:
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(1 +  / ) * «  ! +  'fL / +  W(™-.D p +  w (w - 0 ( m - 2 ) _  (3 +

+  . . • +  

m (m — I) .

m (m —  1) . . . ( w - f l  +  l) 

n!

(П 4  1)!

(4) формула Ньютон биномининг ихтнёрий т  курсатк 
(т -  ^аки^нй сон) учун умумлашмасини беради. Хусуси 
з^олда, курсаткич т  бутун мусбат сон булганда, Rm = 1 
булиб, (4) тенглик Ньютон биномининг элементар формула 
сига айланади. Агар т  бутун мусбат сон булмаса, у х,олд 
(4) тенглик Ньютон биномининг тацрибий ифодасини бера 
ди. ■ ■

п-*- оо да — 1 <  / <  1 цийматларда (4) даги Rn -*~ 0)
(цаторлар назариясида исбот цилинади). п =  1, 2, 3 деб энг 
содда тацрибий биномиал формулаларга эга буламиз:

(I +  0"  ж  1 + т / ,

(1 +  От  ж  1 4- mi +  т { т ~  11 /*,

(1 + /)т ж  1 4- mt +  w (т2~-  +  т  (т  ~  g (т <3-

Бу формулалардан иккинчиси биринчисига, учннчиси иккин- 
чисига нисбатан аншфоцдир- *

417. 1) cos 5°; 2) 121 ларнинг та^рибий ^ийматлари^ 
ни 10-в  гача аницликда ^исобланг.
д  1) cos х функция учун 415-мисолда чицарилган тацрц 
бий формула (3) дан фойдаланамиз. Бу формулага 5° нин|
радиан улчовн х =  arc 5° =  • 5 =  ^  ни ^уйиб, ^уйида] 

гига эга буламиз:
360 36

1*,|  <£■ “ ^ < 0 .0000°3;

| * .| < £  = ^ ,< 0 ,0 0 0 0 0 0 0 3 .

Бунда |/?6| <  10-«. Шунинг учун cos 5° ни 10~» гача 
аншужкда тацрибий \нсоблаш учун формуладагн биринчи
3 та ,\адни олиш етарли:

к 1 -----—  +  -  «  I -  0,0038077 -f- 0,0000024 «
2-36* 24-36*

«  0,996195.
Бу ерда .^исоблашни 10“"* гачЗ аницлнкда таъмннлаш учун 
л нинг циймати (л «  3,1415917) ва барча оралиц натижа- 
лар 10 -7 гача аницликда олиЯДи;

2) ТГ21 ни цуйидагича ёзиб оламиз:
I

V m  =  1 ^ 2 5 = ^  -  5 ( 1-

(4) бнн омиал формулада / *= — =  — 0,032 ва т  =  —
125 3

деб топамиз:
Т ^ Т о Т -е / , 0,032 0,032* 5-0,032» 

\ 3 ^ 9  81
10-0,032* _  р

243 )
Колдиц ^адни кетма-кет ба.у?лаш йулн бнлан цуйидагини
топамиз:

5| R,
л* л 4 4)

0324 (1 -

— . . . dt 2п36 2! 36* ’ 4! 36« (2л)! 36

Бу таьфибий формула билан cos 5° ни 10” 8 гача аницл! 
да ^исоблаш учун биринчи ^аддан бошлаб нечта д а  
олиш кераклигини билиш ма^садида цолдиц .\ад R2m+\ НИ1 
катталигини кетма-кет ба.\олаймиз:

|/?,| =  — <  0,004;
1 1 2! 2! 36*

-3 -1
< 10-  0 ,0320 )л

Шундай цнлиб, биномиал формулада Ra дан олдингн би- 
ринчи 4 та ^адни олиш ^ис^блашни 10 гача аншушкда
таъминлайди:

V 'r n  « 5 ( 1  — 0,0106667 0 ,0001138 — 0 ,0000020)»
« 4 , 9 4 6 0 8 8 .  а
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мавж уд эмас
максимум
минимум

мавжуд эмас
экстремум 
мавжуд бул 
майди

Худди шунга ухшаш Тейлор формуласи ёрдамида тра| 
цендент функциялар ва мураккаб алгебраик функцияла] 
нинг сон цийматинн топиш мумкин. Курсаткичли, логарш 
мик, тригонометрик функцияларнинг сон цийматлари, ква 
рат ва куб илднзларнинг сон цннматларннинг жадвали мащ 
шундай йул билан тузил гаи.

418. 1) 3* ; 2) cos ( дс— j j ;  3) хе* функцияларни х га

нисбатан л-даражалн куп^ад куринишда тацрибий топинг^ 
хатолнкларни аншушнг ва уларни х нинг цандай цийматла^ 
рнда етарлнча кичик цилиш мумкинлигини курсатинг.

X
419. 1) е а ; 2) cos х функцияларни (х — а) икки ^адг 

нисбатан л-даражали куп\ад куринишида та»фибий ифода 
ланг ва бунда ^осил буладиган хатолнкни ба^оланг.

420. К>уйидагиларни 0,0001 анжушк билан ^исобланг
1) cos 10°, 2) У е, 3) Y 129, 4) sin 36°.

8- §. ФУНКЦИЯЛАРНИНГ МОНОТОНЛИК ШАРТИ.
ЭКСТРЕМ УМЛ АР

1. Агар /(х) функция [а; Ь] да узлуксиз, (а; Ь) да диф 
ференциалланувчи булса, у ^олда а) V  * € (<*'. Ь) учуй 
/ '(х )>  0 (/ '(* )<  0) булганда /(х) [а; Ь\ да усувчи (камаюв! 
чи) булади; б) V  *  € (а; Ь) учун /'(дс) >  0 (/ '(дс) < 0) бу;Г 
ганда /(х) функция (а; Ь] да камаймайдиган (усмайдиган 
булади. /' (дс) =  0 тенгламанн цаноатлантнраднган ну^талар 
га стационар ну^талар дейнлади.

1^о и д а . /(х) функциянинг монотонлик интервалларин 
топиш учун унинг ани^ланнш со.\асини стационар ну^тал 
билан маълум интервалларга булиб, ?̂ ар бир ннтерва 
/'(х) нинг ншораси текшнрилади. Агар стационар нуь 
лар мавжуд булмаса; /'(х) нинг ишэраси /(х) нинг ани^Л] 
ниш со.\асида текширилади.

2. Агар /(х) функция (а; Ь\ да анн^ланган булиб, (х.

3. Экстрсмумнинг зарурий шарти.
Агар х0 /(х) функциянинг экстремум ну^таси булса, у  

холда /'(хо) = 0 ёки /'(х0) мавжуд булмайди. /' (х0) — 0 ва
чекли ^осила мавжуд булмаган ну^талар критик ну^талардейилади.

4. Экстремумнинг етарли шарти.
1-ь ;о и да . Агар “.... дг0 критик ну^та ва етарли кичик 6 > 0  

учун f' (х0 -  6) >  0, Г  (х0 +  6) <  0 (/' (Хр -  6) < 0, f' (хв +
6) > 0) булса, у  ^олда /(х) функция х0 ну^тада макси

мум (минимум) га эришади. Агар /' (х0 — 6)-/'(х0 +  6) >  О 
булса, /(х) функция X» HVkTan- --------
маидн. ну^тада экстремумга

f  (х) функциянинг экстремум ^нйматларини 
цуйидаги ншлар бажарилади:

1) /(х) нинг аницланиш сохаси топиладн;
2) /'(х) топилади ва f(x) функция annv

нинг ички цнсмида ётувчн барча критик НУьнади;

топиш учун

ланиш со.\,аеи- 
ну^талар аницла-

3) функция ани^ланиш сохасининг В§? _ г ~
топнлган критик ну^таларнн уснш тартибига цараб ёзнб

олннади, сунгра бу ну^талар билан функция аншуганнш со- хасини маълум интрпияп- оп—£> I •
ишораси .спширил 

«мал цилиб экстремум ну^талар
1ЭН ЭК С ТП Ри^м

ашщланнш со- 
бир интервалда

текширилади ва юцоридаги ^ондага
Р 1  нуцталар топилади. Бундай йул би- экс гремум ций.матларини ^ пи,н1Я L'm-T" -

к а т а ^ а м и « „ 7 % Г  Т° ПШ фУнкц“я П>афигини

— 6; х0 +  6) сг (а; Ь) атрофдаги барча х ну^талар у» 
/(х) «S / (х0) (/(х) > / (х0)) уринли булса, х0 ну^та / (х) фу| 
циянинг максимум (минимум) нуцгаси дейилади.

Максимум ва минимум нуцталар экстремум нуцтал] 
дейилади. Функциянинг максимум ^нймати y mix билан, 
нимуы цнимати ут1л билан белгилаб ёзилади.
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У >;олда 
ну^тада

2 - ц о н д а .  Агар f'(xo) — 0, f  (хо) ф 0  б\лса,
Г(хо)<  0 (/"(х0) > 0 )  булганда /(х) функция х0 
иксимум (минимум) га эришади. «■-!»/«• \—

3-ко и  д а . А гар / '(хо) = 0, f" (х0) =  0, . . . .  /(я '»W > -
0. 1 ^ (х 0)Ф  0  булса, у  .холда п * У ^ ^ Ж )(х )  >  0  

{о да экстремумга эришади. Бунда /( (Xq) <  0  (/ v •) t
Клганда максимум (минимум) булади. п—тоц сон булганда,кстремум мавжуд булмайди.



м авж уд эмас

м авж уд эмас

Худди шунга ухшаш Тейлор формуласи ёрдамида тра! 
цендент функциялар ва мураккаб алгебраик функцияла] 
нинг сон цийматинн топиш мумкин. Курсаткичли, логарш 
мик, тригонометрик функцияларнинг сон ^ийматлари, ква 
рат ва куб илдизларнинг сон цийматларининг жадвали Mani 
шундай йул билан тузилган.

418. 1) Зт ; 2) cos ( х — 3) хё* функцияларни х га

нисбатан п- даражали куп\ад куринишда та^рибнй топинг* 
хатолнкларни аншушнг ва уларни х нинг ^андай цийматла^ 
рида етарлича кичик цилиш мумкннлигнни курсатинг.

х
419. 1) е а ; 2) cos х функцияларни (х — а) икки ^ ад г^  

нисбатан «-даражали куп.\ад куринншида та!фибий ифода< 
ланг ва бунда ^осил буладиган хатоликни ба^оланг.

420. К>уйидагиларни 0,0001 аншушк билан ^исобланг:

1) cos 10°, 2) V e, 3) Y 129» 4) sin 36°-

8- §. ФУНКЦИЯЛАРНИНГ МОНОТОНЛИК ШАРТИ. 
ЭКСТРЕМ УМЛ АР

3. Экстремумнинг зарурий шарти.
Агар х„ fix )  функциянинг экстремум нуцтаси булса, 
1да /' (х0) =  0 ёки f'(xо) мавжуд булмайди. f'(x0) =  0  
ли хосила мавжуд fiv-лмаго.» --------мавжуд булмаган

У
ва

ну^талар

холда 
чекли 
дейилади.

4. Экстремумнинг етарли шарти.
1 -ц о и д а . Агар х0 критик нуцта ва етарли кичик 6 > 0  

учун /' (Хо -  6) >  о, /' (х0 +  6) <  0  (/' (х0 — 6) с  0, Г (хп +
Ь) >  0) булса, у  ,\олда /(х) функция х0 ну^тада макси

мум (минимум) га эришади. Агар f '(x 0 — S ) f ( x 0 4 -6 ) >  0
бу'лса, f{x) функция х0 ну^тада экстремумга эгамайди. бул-

| f  (х0 4~ 5) 1 К * )

1 +
максимум
минимум

экстремум

____________ 1

мавжуд б^л- 1 
майди

1. Агар f(x) функция (а; 6) да узлуксиз, (а; Ь) да ди 
ференцналланувчи булса, у  ^олда a) V  х £ (а; Ь) учу 
/ '(* )>  0 (/' (х) <  0) булганда f(x) [а; Ь\ да усувчи (камаю

топиш
f  (х) функциянинг экстремум цийматларнни 
цуйидаги ншлар бажарилади:

1) f(x) нинг ани^ланиш со^аси
2) f'(x) топилади вя я~\ ....... ани^ланнш со.\аси-

..г ...пл нуцталар аницла- 
. М па кямайманднган (усмайдигая З) фуНКцИя анн^ланиш со.\асининг ганда fix) ф у н к ц и я а; а^ н^ % аиоатлантираднган н у * т а л * в а  топилган —булади. f  { х ) - и тению

топилади; топилади ва f(x) ф ун к ц и я  *
чиУ булади; 'e > V 'x  ? ( * Т  W  ^  Ч - -

е / л  • - - - ------  -  й - 11

га стационар ну^талар дейилади.
Ь^оида. /(х) функциянинг монотонлик интерваллариЦ

,___...... нс1аравии нуцталари
— .ипилган критик ну^таларнн уснш тартнбнга »^араб ёзнб
олинади, сунгра бу ну^талар билан функция аницланиш со-
хасини маълум интервалларга булиб, ^ар бир интерЬалдатопиш учун унинг аникланиш даасини стационар н у ц т а »  <| тш г ишораси тек,,,»™ — ..

билан маълум интервалларга булиб, ^ар бир интервал 
f i x )  нннг ишораси текшнрилади. Агар стационар ну^Т 
лар мавжуд булмаса; /'(х) нинг и;иэрасн fix ) нинг ани^л 
ниш со\асида текшириладн.

2. Агар f(x) функция (а; Ь\ да аницланган булиб, (х , 
— 6; х„ +  6) с= (а; Ь) атрофдаги барча х нуцталар V4J 
fix) < / (х 0) i f ix ) > f ( x 0)) уринли булса. х0 нуцта /(х) фу] 
циянинг максимум (минимум) нуцтаси дейилади.

Максимум ва минимум ну^талар экстремум  нуцтал] 
дейилади. Функциянинг максимум цнйматн у т1Х билан, 
нимум циймати билан белгилаб ёзиладн.
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ю^оридаги ь;оидага__г _ .„  текширилади ва а  а* л
1мал цилиб экстремум ну^талар топилади. Ьундаи йул и
Ьан экстремум цийматларини топиш функция графигини чи-ишда катта а.\амиятга эга.

2 -ц о и  д а . Агар /'(*„) =  0, П х 0)ф О  булса, у  ДОИ
(х0) <  0  (f" (х0) >  0) булганда /(х) функция х0 нуцтада 

Максимум (минимум) га эришади.
3- ц о и да . Агар /' (х„) =  0, /" (х .) =  0 , . . . .  /(п ' » W -

0, р ) ( х 0) #  0  булса, у  ^олда п жуфт с о н  булганда f(x)  
>о Да экстремумга эришади. Бунда /(п)( * * )< 0  (/ W  >  ^
»У л ганда максимум (минимум) булади. п—то^ сон о\ л ганда,кстремум мавжуд булмайди.



5. [а; b] да узлуксиз булган f(x) функциянинг энг кат] 
та (кичик) цийматларини топиш учун /(х) функдияншщ 
х =  а, х =  Ь нуцталардаги 1\ийматлари ва (а; Ь) га теги! 
критик нуцталардаги цийматларини таэдослаб, уларнинг эн| 
каттаси (кичиги) ни аницлаш керак.

Агар f(x) функция бирор ннтервалда узлуксиз ва бу ж 
тервалда фацат битта экстремумга эга булиб, экстрем] 
циймати максимум (минимум) булса, у ^олда максимум (mi 
нимум) циймат /(*) функциянинг берилган интервалдап 
энг катта (энг кичик) циймати булади.

421. К^уйидаги функцияларнинг усиш ва камайиш инт< 
валларини топинг:

1) х  =  In (1 — х2);
2) г =  х (\ +2V~x)-,
3) и =  1 — 24х +  15х2 — 2х3;
4) v =  In | х |.

Д 1) a) D ( « / ) : l - x 2 > 0 o | x | <  1; D(//) =  ( - l ;  1);

б ) у '  =  р ^ ,  у '= 0 = > х  =  0;
1 — X*

В)

— 1<х<0 0<дг<1

у' (*) + —

У(х) / /

Демак, — 1 < х < 0  да </ =  1п(1 — хг) функция у<
О <  х <  1 да камаяди.

2) a) D(z) =  |0; о о ) ; б) z' 1 +  З У  х, бунда стацж 
иу^та иуц (чунки 1 +  3 У х  Ф  0), [0; о о ) да г ' нинг ш 
сини ь;араш билан чекланамнз, бу оралицда г' >  0, де! 
z функция (0; о о ) да усади.

3) a) D(u) =  (— о о ; о о )  б) и =  — 24 +  30* — 6х*
=► х, =  1, х2 =  4; и' =  — 6 (х  — 1) (х — 4);

X ( - о о ;  1) (1 ; 4) (4 ; оо)

и

и

— + —

/
функция
камаяди

/
функция
усади

/*
функция
камаяди
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(яъни хаци^ий илдизларга эга эмас), шунинг учун о' нинг 
ншорасини D (v) да цараш билан чекланамиз.

в) х >  0 да v' >  0; х < 0  да v' <  0. Демак, (— »  ; 0) да 
v (.v) функция камаядн; (0; о о ) да эса усади, а

422. 1\уйидаги функцияларни ^снш ва камайишга тек- 
ширинг:

423. 1\уйидаги функцияларнинг экстремум ну^таларнни
топинг:

2) г =  (хг +  х 4- 2) (хг +  х — 2); 5) и> =  sin2 х;

л 1) у  =  х3 — 12х функциянинг экстремум нуцталарнни 
-Коидага кура топайлик. у' ни ва критик нуцталарни то-

1амиз:

у' =  Зх2 — 12 =  3 (х2 -  4), у' =  0=> X! =  -  2; х , =  2.

у — Xs — 12 функция (— о о ; о о ) да аншуинган ва уз- 
уксиз булгани, х, 2 =  ±  2 бу со^анинг ички нуцталари 
улганн хамда у' =  3{х: — 4) (— о о ; о о )  да мавжуд булга-
11 Учун берилган функциянинг х , =  ±  2 дан бошца крн- 
1К му^талари йуц.

Энди критик нуцталарнипг хар бирининг чап ва унг то- 
"ида ( а) критик нуцтанинг етарли кичик атрофнда ёки б) 

Ункциянинг ани^ланиш со^асинн критик нуцталар билан 
лган интервалларда) у' нинг ншорасини текширамиз. Х,и- 
; лашни Кис^артирнш мацсадида текшириш ншларнни цуйи- 
и жа два л лар ор^али бериш цулайдир:

1) У — * 3 +  Зх2 -+ Зх;

2) у =  х* — Зх +  5;

3) </ =  * ' ;

4) »/ =  № - 9 ) 3;

5) у =  cos х — х;

6) у  =  х |х|.

1) у =  xs — 12х; 4) и =  хг +  |/х5;

2

3) и =  х V 1 —*2;
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X —3 —2 1 2 3

t
У + 0 — 0 +

У усади У л ш\ (—2)=  
= 16

камаяди Ут in (0) =  
=  - 1 6

усади

Бунда —  2 ва 2  ларнннг б =  1 атрофи олинди. 

б)

X ( - о о ;  — 2) —2 (—2 ; 2) 2 (2 ; оо)

у' • + 0 — 0

У /  усади Утш\— 16 камаяди,/ ym ln ^  16 /  усади

Эндн у  =  х3 — 12х функциянинг экстремум ^нйматларнн 
2-цоидага кура топайлик. Бунинг учун берилган функция
нинг стационар нуцталаринн топамиз ва ^ар бир стационав/ВДа г ' (х) ншорасинн 4-
nirt/Tona гК\:и«/иtiauuur ui/vuuuu тапти^пи vnrunaruuiiup unJH v j . .  ‘ ДЗН —|

максим

Zmin (— 1) =  — 4- z

z'(x)  нинг ( —  oo; —  1) даги ишорасинн билиш учун бу сра- 
лик^а тегншли бирор, масалан, х  =  — 2  сонда г '(х )  нинг 

j ишорасинн билиш етарли: г '(— 2) = ( 2х ( 2х 4 1 ) ( х 4 - 1 )),__ 2 =
=  —  4 ( — 3) ( —  I) <  0 , демак, ( —  оо; —  1) да г '(хГ < 0 . 

Бош^а интервалларда ,\ам г '(х )  нинг ишораси худди шу- нинг каби аницланади.

I V, — —  1 ва х3 =  0  нуцталарнинг чап томонидан унг 
томонига утганда г '(х )  у з ишорасинн « —» дан « 4 »  га уз-
гартиргани учун бу нуцталарда функция мннимумга эга бу- 

пади; х.2 =  — ну^танинг чап томонидан унг томонига ут-

анда г '(х )  ишорасинн « + »  дан « — * га узгартиргани учун
лясининг иш о^у нуктада функция макснмумга эга булади: 

лшишнянинг иккинчи тартибли *  -

нуцтада функци! . -  - - ......=  (0) =  -  4 .

Uap функциянинг экстремумга эга булишининг етарли 
иртинннг 2-цоидасидан фойдалансак, иш анча осон куча-
и. Бунинг учун г " (х )  ни топамиз:

г " (х )  =  (2х (2 х  +  1 )(х  4 -  I))' =  2 ( 2 х 3 4  Зх2 4 -  х ) ' =

=  2  (6х* 4  6 х  4 -  1).

1Ди г " (х )  нинг ишорасинн х , = —  1; х ,  =  — хэ =  0  ста-

чонар ну^таларда текширамиз (бунда стационар нуцталар )итик нуцталар булади):

( -  1) =  (2  (6х* 4  б х  +  1 ) ) „ _ ,  =  2  (6  —  6  +  1) =  2  >  0 , 

г" [ — 'Л  =  — 1 < 0 ,  г ” (0) =  2 >  0.

'Ундай к,илиб, ^оидага кура х , =  —  1; х ,  =  0 нуцталарда 

|,кцня мннимумга, хг =  — у  Да максимумга эга.

расини текширамиз: у  =  3 ( х 2 — 4); у '  =  6х\ у "  ( — 2) 
=  —  12 <  0 ,  демак, х  =  —  2  да функция максимумга эр 
шади ва у тях= у { — 2) =  (—  2)а —  12- ( —  2) =  16; у "  (2 )  
=  12 >  0 ,  демак, х  =  2 да функция мннимумга эришади
Ут1п =  «/(2) =  23 —  1 2 - 2  =  —  16.

2) г (х )  функция ( —  о о ; о о )  да аншуганган ва узлуке 
Бу функция ( —  о о ; о с )  да ^осилага эга, шунинг учун кр| 
тик нуцталарни г '  (х ) =  0  шартдан аницлаймиз:

г '(х ) =  (2х +  1)(х2 4 - х — 2) 4  (2х +  1)(х2 4  х 4- 2) =  1

=  (2х  4  1 )(х 2 4  х  —  2 4  х 2 4  х  4  2) =  (2 х  +  1) -2х-  (х 4* 1!

г ' =  0  => Xj =  —  1, x t  =  —  j ,  х3 =  0 .

Бу нуцталар функция ани^ланиш со.\асига тегишли ич| 
ну^талардир. Функциянинг экстремумга эга булишин^ 
етарли шартидагн 1-цоидадан фойдаланамиз. Биринчи 
тиблн ^ослла ишорасининг узгаришинн цунндаги жа; 
орцали ифодалаймиз:
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а)

X —3 —2 1 2 3

г
У + 0 — 0 +

У усади У.г (—2)=  
=  16

камаяди Утin (0) — 
=  — 16

усади

Бунда —  2 ва 2  ларнннг 6 =  1 атрофи олинди. 

б)

X ( - о о ;  — 2) — 2 (— 2 ; 2) 2 (2 ; оо)

У , • + 0 — 0 +

У /*  усади */т*х=  ^ камаяди / Уш|Пв  ^ /  усади

Энди у  =  х3 — 12* функциянинг экстремум цнй.матларини 
2-цоидага кура топай лик. Бунинг учун берилган функция] 
нинг стационар нуцталаринн топамиз ва ^ар бир стацноня* 
ну^тада функциянинг иккинчи тартибли ^осиласининг ии 
расини текширамиз: у '  — 3 ( х 2 — 4); у "  =  6х; < /"(—  2)
=  —  12 <  0 ,  демак, х =  —  2  да функция максимумга эр 
шади ва у тах =  t / (—  2) =  (—  2)а —  12- ( — 2) =  16; у " ( 2) -- 
=  12 >  0 ,  демак, х =  2 да функция минимумга эришади I 
Ут1п — у  (2) — 2а — 12 ■ 2 =  —  16.

2) г ( х )  функция ( —  о о ; о о )  да аншуганган ва узлукси 
Бу функция ( —  о о ; о о ) да ^осилага эга, шунинг учун кр| 
тик нуцталарни г ’ (х) =  0  шартдан аницлаймиз:

г ’ (х) =  (2 х  +  1 )(х2 +  х  — 2) +  ( 2 х +  1 )(х 2 +  х +  2) =

=  (2х  +  1)(х* +  х - 2  +  х г +  х  +  2) =  ( 2 х +  1) -2х-  (х +  1 

г ' =  0  =► Xj =  —  1, х ,  =  —  j ,  х ,  =  0 .

Бу нуцталар функция антушниш со.\асига тегишли ич 
нуцталардир. Функциянинг экстремумга эга булишнни 
етарли шартидаги 1-цоидадан фойдаланамиз. Биринчн 
тибли ^оснла ншорасининг узгаришнни ^уйидаги жа, 
ор^али ифодалаймиз:
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__________  I
I z'(x) нинг ( — оо; — 1) даги ншорасини билиш учун бу сра- 
ликКа тегишли бирор, масалан, х = — 2 сонда г '(х ) нинг 

I ншорасини билиш етарли: г ' ( — 2)= (2х (2х + 1) ( х + 1))г=_2 =
■ = — 4 ( — 3 ) (— 1) <  0, демак, ( — оо; — 1) да г '(х 7 < 0 . 
Бошца ннтервалларда \ам г '(х ) нинг ишораси худди шунинг каби аншуганади.

х1 — — 1 ва х3 =  0  нуцталарнинг чап томонидан унг 
томонига утганда г '(х )  уз ншорасини « —> дан «+ »  га уз-
гартирганн учун бу нуцталарда функция минимумга эга бу-

Ьтадн; х2 =  — ^  ну^танинг чап томонидан унг томонига ут-

рнда г '(х )  ншорасини « + »  дан « —* га узгартнргани учун 
бу нуцтада функция максимумга эга булади:

гт щ (— 1) = — 4; zmix ( * " )  = — jg ! гт1п(0) = — 4.

rap функциянинг экстремумга эга булишининг етарли 
шртининг 2- цоидасидан фойдалансак, иш анча осон куча-
и. Бунинг учун г ” (х)  ни топамиз:

г" (х ) =  (2х (2х  +  1)(х +  1))' =  2(2х3 +  Зхг +  х )' =
=  2 (6 х *  +  6 х  +  1).

1Ди г" (х ) нинг ншорасини х, = — 1; х , = — х,  =  0 ста-

ионар ну^таларда текширамиз (бунда стационар нуцталар ритнк нуцталар булади):

'  (— 1) = (2 (6х* +  6х-Ь  1))х«._ , = 2 (6 — 6 +  1) = 2 > О, 

г ” ( — -g) =  — 1 <  0, г "  (0) =  2 >  0.

Ундай цилиб, ^оидага кура х1 =  — 1; х , =  0  нуцталарда 
гнкция минимумга, х2 =  — у  да максимумга эга.
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3) Функциянинг антуганнш сохасини топамиз. О Д  
— х* >0=> | дс| «£ 1, демак, D(u) =  [— 1; 1].

Критик нуцталарнн излаймиз: и' =  —~ 2х% ■ u»fl
, м - ( ’  К

=>х, 2 =  ± —= • х3 4 =  ± 1 да и мавжуд булм ай ди .^И

дан х, г =  ± -pj- функциянинг аншутаниш со.\аси

нинг ички ну^таларн булгани ва бу нуцталарда Д  ‘ 
узлуксиз булгани учун критик ну^талар булади. х ^ * 4 *
нуцталар D(u) нинг ички нуцтаси булмай, ч егар а^ ^ Н  
булгани учун критик ну^талар булмайди. иУ̂ тасг

Энди критик ну^таларга цушни нуцталарда и 
расини текширамиз. Бунинг учун ^унндагн ж ад ва^ ^ В |
миз:

- 0 , 9 —1/ V  2 0 \/V2

— 0 + 0
•

U
1

Wmln------ g
1
2

v"(0) = 2 > 0 ,  демак, х  =  О да v (x) фУШшия , 
мумга эга деган ногу три хулосага келамиз м,ши-

5) Критик ну^таларинн топамиз:

w' = 2 sin x-cos х =  sin 2x; w’ =  0 *л• л  =» t

* = 0, ±  1, ± 2 ,  . . .  >;амма xk ну^талар kdhthk-
лардир, чункн функция сонлар укининг « Uln у,<Та'
ашщланган ва узлуксиз, ь/ \ам '(— «,• » нУ^таларцда 

Критик нуцталарда функциянинг нкГинч? 
снласшшнг ишорасинн текширамиз- ш" -  о „таРтибли хо- 
= 2 соs Ал. ~  ^ cos 2х; » " ( * )  =

24- чизма

u, =u[h)~i
4) y(x) функция [0; оо) да аницланган. 
v(x) функциянинг ^осиласи ва критик нуцтл 

памиз:
з

* (х ) 2* +

k — жуфт сон булганда w" (х4) =  2 >  0 булиб, хк нуц- 
■талар минимум нуцталари ва шт!г1 =  0, k — toi^ сон бул- 
■ганда a>"(xt)=  — 2<  0 булиб, хк ну^талари максимум ну^- 
■талари булиб, wm,x =  1 (24- чизма) уринлидир.
РУ еРДа w функциянинг максимум ва минимумлари катъий рлмашиб борадн.

6) ^ (х) Avh КИия /
о' =  0 => х =

_j  irwiapn ЛЯТЪИ»• — vu^/иДП .

■ (>) Х(х) функция ( — о о ;  — 2) U ( — 2; оо) да аницлан- 
р н . Унинг критик нуцталарини топамич-

лекин х =  0 нуцта v(x) функция аницланиш с 
нинг ички нуцтаси эмас, аммо и(х) функция 
луксиз. Шунинг учун х =  0 критик нуцтаси ,мас^ — . 
да v' мавжуд ва бу оралицда v(x) функция бщГСМ^И 
тик нуь,тага эга булмагани учун экстремумга э/а 
функция узининг аиицланиш со^асида монотон 

Агар х =  0 нуцта |0; оо) нинг ички нуцтас^* 
эътнборга олмасдан, функциянинг экстремумге^ эга

*^ 1 5
етарли шартинннг 2 -цоидасидан фойдалансак, сУ
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- ,  функция ( — о о ;  — 2 )  и  (  —  
р и  Унинг критик ну^таларини топамиз

~ U + 2)«
V(x) =,<)=*. * = 4 ;

f e “ j w « 6 .  * = 4.

_  2х -f 4 — з*
—  ”* ----- *  .

Здг|/3-(ж 4- 2)* _  Зх|/3 (х +  2)*’ 

0 ва х =  — 2 да У  (х) =  оо.

- - 0 лар берилган функциянинг 
Р а,Га вгомагяи,НДир ^  ~ ~  2 функциянинг анн^ланиш со- 
L  Нинг и ‘Л И крнт”к нУКта була олмайди).

тузам ИНИНГ УзгаРншини билиш учун цуйида-
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— оо<дг< 
< - 2 х = —2 —2 < х <  

< 0 х= 0 0< х< 4 х= 4
< 0 0

V  (*) — оо — оо + 0 —  \

Я. (х) / мавж.
эмас

/ ^m|n=
= 0

/
= 1^2/3

/  \

х — — 3 да X' (— 3) <  0 , шунинг учун (— <»; — 2) д* 
Х '(х )< 0  ва уж азо  бошца интервалларда \ам /.'(.г) ним  
ишораси худди шунинг каби аницланади.

Жадвалдан Xmln =  Х(0) = 0 , кт>х =  Х(4) =  эканлиг!о
куринади. Xmi„, Xml,  ларни топайлик:

'inin =  X (0 )=  ( х*/3 — L -) = 0 - ^ = 0 ;  Xm, x =  X (4) 
\ х + 2/Хв0

*2/3.

2/3 . _ J _  \ =  42/3._1 =  2«/3 • -  =  ¥ 1 .=  (х2/3- _ 1_\  _  _
\ * + 2/^-4 6 6 6 3

Бу мисолда х =  0 критик нуцтанинг характерини ани^лацм 
да экстремум етарли шартининг 2- цоидасидан фойдаланиб 
булмайди, чунки х =  0 ну^тада функция днфференциалл*
нувчи эмас. ▲

424. /(х) =  х3^- * функциянинг экстремум нук,таларини,
топинг.
д  Критик ну^таларни топамиз: J

/' (х) =  Зх2е~х — х 3е~х =  х2егх (3 — х); /' (х) =  0 =► хх ^  
=  0, ха =  3. Бу нуцталар критик нуцталардир.

/'(х) (— о о ; о о )  да мавжуд булгани учун экстремумнии 
етарли шартининг 2-^оидасидан фойдаланиш цулайдир. Бу 
нинг учун f" (х) ни топамиз:

/" (х) =  2хе~х (3 — х) — хге~х (3 — х) — х2е~х =
=  хегх (х* — 6х 4- 6).

Критик ну^талзрни /" (х) га цуйсак, /" (0) =  0; /" (3) 4  
=  Зе_3(9 — 18 4- 6) <  0 га эга буламиз. Экстремум етарж 
шартининг 2- цоидасига кура /" (3) <  0 булгани учун х 
нуцтада функция максимумга эга булади ва у  /(3) =  2 7 ^  
га тенг. *, =  О критик нуцтанинг характери ^озирча а 
эмас, чунки

/"(0) =  0.
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= 0 критик нук,танинг характерини аницлаш учун экстре- 
М\мнинг етарли шартининг 3 -^оидасидан фойдаланамиз. 
Бунинг учун /"'(0) ни топамиз:

f"  (х) =  — е~х (х3 — 6х* 4- 6х) 4- е~х (Зх2 — 12х 4- 6) =
=  е~х (— х* 4- 9х2 — 1 8 x 4 -6 ). (0) =  6 0.

х =  0 ну^тада биринчи 0 дан фар^ли ^осила 3- тартибли 
(ток; тартибли). Демак, х =  0 критик ну^та экстремум нук*
таси эмас. А

425. f(x) =  х3 — Зх2 - f  1 функциянинг [ — 1; 4] даги 
энг катта ва энг кичик цийматларини топинг.
д  1) / (дс) функциянинг сегментнинг чегараларидаги ций- 
матларини топамиз:

/ (— 1) =  (— I)3 — 3 ( — 1)J 4- 1 =  - 3 ;
/ (4) =  43 — 3-4* 4- 1 =  17.

2) f(x) функциянинг (— 1; 4) интервалдаги критик нуц- 
талари ва бу нуцталардаги функциянинг ^ийматларини то
памиз:

f  (х) =  Зх* — 6х =  Зх (х — 2); /' (х) =  0 => х1 =  0, хх =  2. 
Бу ну^талар критик нуцталарднр.

/(0) =  (х3 -  Зх2 +  1)ж_0 = 1 ;  /(2) =  (х* — Зх* 4- 

+  1)х-2 =  “  3.
3) Функциянинг топилган ^ийматларини узаро солишти-

рамиз:

/ ( _  1) =  - 3 ,  /(4) =  17, /(0) =  1, /(2) =  - 3 .
Демак, шах /(х) = 1 7 ; min /(х) =  — 3. А 

(-1:41 [-1:41
426. /(х) =  —  функциянинг (0; оо) даги энг катта

цинматини ани^ланг.
д  (0; оо) да функция дифференииалланувчи, критик 

нуь;галарни топамиз:

Г(х) =  * =  1~ ,1п*-; П * )  =  о=> 1 -  i n х  =дг* дг*
=  0 х = е

кРнтик нуцтадир.
х =  0 да f  (х) =  оо, лекин х =  0 нуцтада /(х) функция 

а1|11Ч1анмагани учун х =  0 критик ну^та була олмайди.
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Демак, (0; о о )  ннтервалда битта х — е критик нуцта боЯ 
экан. Энди бу нуцтада экстремумнинг к,айси бир кнймаЯ 
мавжуд булишини курайлик. Бунинг учун экстремумнА* 
етарли шартининг 2- цоидасидан фойдаланамиз:

/"(*) =
— — • х*— 2х (I — In х)

3 — In £

—дс (3— In x) 
x\

3 — 1

г - \ п  x

—  ± < 0 .

Демак, x =  e да функция максимумга эга экан ва /„
— f(e) =  —. Шундай цилиб, Д х) функция (0; о о )  да 

цат битта максимум нуцтасига эга булди, шунинг уч
шах /(х) =  — уринлидир. ▲
40; ») е

't’a*

чу.

427. Горизонтга ф бурча! 
билан циялатнб цуйилган т у я  
дан t’o бошлангич тезлик би4 
лан отилган уцнинг бушлиД 
да учиш узоцлигн R — 0А[ 

_  (25- чизма)
х vl sin 2q>

R = -2---------
*

25* чизма формула билан ани^ланади
(g —огирлик кучининг тезлани- 

ши). Берилган v0 бошлангич тезликда уцнинг учиш узо» -̂ 
лиги R энг катта булиши учун ф бурчак ^андай булиош 
аншугансин.
д  R мшу*ор узгарувчи ф бурчакнинг функцияси. Шу функ-*
цияни 0 <  ф <  — кесмада максимумга текширамиз.

2
R (ф) функция 0 <  ф <  — да узлуксиз булгани учу» 

/?(ф) нинг |0; даги энг катта цийматини цуйидагича то- 

из:
1) R (0) =  0; * ( f )  =  0;

2) R (ф) нинг (О; j J  даги критик нуцталарини топа

памиз:
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кий-

д ' ((f) =  cos 2ф; R' (ф) =  0 => cos 2ф =  0 => 2ф =

-T-W-
3) Топилган R (0) =  О, R  ^  j  =  0, =

матларни солиштирамиз.

Шундай килиб, шах #(ф) =  —  экан. а  

[ - = ]  8
4 2 8 . Пароходга ёциш учун сарфланган ёнилгининг ха- 

ражати унинг тезлигининг кубига пропорционал. 10 
км/соат тезликда сарфланаётган ёнилги харажати соатига 
30 сум, цолган харажатлар (тезликка боглиц булмаган) 
соатига 480 сумни ташкил цнлади. К,андай тезликда 1 км 
масофага сарфланган харажатлар энг кичик булади? Шун- 
да умумий харажатлар йигандиси соатига цанча булади?
Д Пароходнинг тезлигини х  км/соат деб белгилайлик; шу 
тезликка мос келган харажат у  сум булсин дейлнк. Бу
холда — = — = — =  0,03 ; у  =  0,03х* соатига сарф ци-
л х» 103 100 
линган харажатни бнлдиради.

Пароход 1 км масофани х  км/соат тезлик билан — соат-

да босиб утади; 1 соатда цилинган умумий харажат (0,03х*+
+  480) сумни ташкил этади. — соатда цилинган умумий

харажат у  =  -  (0,03х3 - f  480) =  — —  булади.
х 100 х

Энди у  =  +  —  функциянинг х нинг цандай цийма-

тида энг кичик булишини текширамиз. D (у) =  (0; сю) ва 
бунда у(х) функция узлуксиз.4 у (х )  функциянинг критик 
иуцталарини топамиз:

480 _'Здг* — 24000 .
х*

У ( Х ) =  б £ _ !8 ?  =  3х 
100 X* 50 50дг*

У' ~ 0 => х* =  8000, х =  20 (км/ с) критик нуцта булади, 
х ~  0 да у' мавжуд булмаса-да, бу нуцтада у  (х) функция 
аникланмагани учун критик нуцта була олмайди.

Энди критик нуцта х  =  20 да экстремумнинг цайси бир 
Киймати мавжуд булишини курайлик, бунинг учун экстре-

115



Шундай цнлиб, 

гп in S A =  ( — 77= =  ) =  £ ■ =  12 кв. бнрл.
A \ V s ^ ? 0 }*-*  2-2

булиб, N (х0; Уо) =  N (2; 3) экан. а
К,уйидаги функцияларнинг экстремум цннматларини то

пни г:
430. у  =  х2 (х — 6).
431. у  =  3 — 2х2 — х*.
432. у  =  х3 — Зх2 +  Зх.

433.

434. у  =  10

5 Д > 0 .

4*3 — 9а* + 6х

435. у  =  е~х+  е2х-
436. у =  sinx + cosx.

437. y= -Z ~ .
\пх

438. у =  V * x  — х1 -
К^уйидаги функцияларнинг берилган кесмадаги энг кичик 

ва энг катта ^нйматларини аншутнг:
439. у  =  х» — 9х2 +  24х -  10, [0; 31-
440. у =  х4 — 2х2 +  3, I—2; 1].

441. у = - — —, I- 1* 31.
5 4 +  х*

442. у  =  у '2 х -  +  1, I—2; Ц.

443. у =  1пх, (0; Н-

444. у =  е~х’’ 00>*

445. у =  2x +  cos2x, [ ~  7 ’

446. у  =  s in x s in 2 x , ( — 00; °°).
447. Цилиндр шаклидаги очиц бакка v л ма^сулот с 

гадн. Унинг баландлиги ва асосннинг раднуси цандаи on 
ганда бакка энг кам мацсулот кетади?
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448. Узунлиги I га тенг булган снм булагини букиб 
шундай тугри туртбурчак ясангки, унинг юзи энг кичик 
булсин.

449. Тугри туртбурчак шаклидаги ховлининг бир томони 
канал четига туташган, уч томони эса девор билан уралгаи. 
Ховлининг улчамлари ^андай булганда унинг юзн 800 м2 га 
тенг булиб, девор узунлиги энг кичик булади?

450. Узунлиги 48 см, эни 30 см булган тугри туртбур
чак шаклидаги цалин цогоз (картон) нинг турт учидан бир 
хил квадратчалар ^ирциб олиниб, цогознинг долган цисми- 
дан тугри туртбурчак шаклида очиц цутича тайёрланган. 
Кутичанинг ,\ажми энг катта булиши учун ^ирцнб олинган 
квадратчанинг томони ^андай булиши керак?

451. Ричаг А да таянч ну^тасига эга булиб, В (АВ =  а) 
ну^тага Р  юк осилган. Ричаг узунлиги бирлигининг огир- 
лиги k га тенг. Энг кичик куч билан Р  юк текислашиши 
учун ричаг узунлиги ^андай булиши керак? (Текислашиш 
кучининг моменти юк ва ричаг моментларининг йигиндисига 
тенг булиши керак.)

452. Бошлангич массаси т 0 га тенг булган ёмгир том- 
чиси огирлик кучининг таъсирида текис бутланиб тушади, 
бунда унинг массасининг камайиши вацтга пропорционал 
(пропорционаллик коэффициенти k га тенг). Томчи туша 
бошлагандан цанча вацтдан кейин унинг кинетик энергияси 
энг катта булади ва у  цандай булади? (Бунда ^авонинг 
^аршилнги ^исобга олинмайди.)

453. ^арбий кема лангарда турнбди, ундан циргоцнинг 
энг яцин нуцтасигача 9 км; кемадан лагерга чопар юбо- 
риш керак (лагерь ^иргоцда жойлашган); кемага ^ир- 
гоцдаги энг якин нуцтадан лагергача булган масофа цирроц 
буйлаб 15 км. Агар чопар пиёда 5 км/соат, эшкакли цайиц- 
да 4 км/соат тезлик билан юрса, у лагерга энг кам ва^тда 
бориши учун эшкакли цайиц билан лагерга неча км ^олтун
га ^адар сузнб бориши керак?

454. 1,4 м баландликка эга булган раем деворга шун- 
Дай осилганки, унинг пастки чети кузатувчннинг кузидан
1,8 м баландликда. Расмни яхши куриш учун кузатувчи де- 
вордан цандай масофада туриши керак (яъни куриш бурча- 
ги энг катта булиши учун)?

455. — +  — =  1 эллипс ичига чизилган энг катта юзлн 
а> ь*

тУгрц туртбурчакнинг томонларини топинг.
456. 1^андай мусбат сонни узига тескари сонга ^ушганда 

ингинди энг кичик булади?
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457. R радиуслн шарга энг к а ''тТа 3̂/КМЛН Цилиндр,1|( 
ички чизинг.

458. R радиусли шарга энг к а тт^  х-а>* ‘ ли К0НУСНИ ичкц|
ЧИЗИНГ.

459. Узунликлари бир хил булгак1 3 'атахтад ан  кунда.1 
ланг кесимн трапеция булган тарн'00 яс кеРак: Гар:
ён ёцларининг киялнги цанча б ул г 'анДа Унинг к ундалацгj 
кесим юзи энг катта булади?

460. Берилган ^ажмдаги цилин^Рн”мГ T-jfa СИРТН 3,,г 
кичик булиши учун унинг радиуси ^  билан баландлиги и
уртасидаги богланишни топннг.

9- §. ЭГРИ ЧИЗИКНИНГ КАВАРИЦЛ1^ГИ б о т и к л и г н . 
БУРИЛИШ НУКТАСИ. АСИ/А,ПТ0 АР

таъриф. Агар (а ,  ь\ 
д>а у  =  / (*) эгрн чизшу! 
„;инг барча нуцталари! 
,.<нинг *ар ^андай урин ! 
^.асидаи юцорида (пастда)! 
б^'лса, шу оралик,да эг | 
p^i чизи^ боти^лиги би-1 
л ?н  юцорига (пастга)!

7  'ур аган  дейилади (27-1 
ч(изма).

27- чизмада (а; Ь) да 
эГ ри ч изиц ботицлиги бп-

дан пастга (кавари^, (Ь, с) да ю ^^^ик^К исмидш Гажэат- 
Эгри чнзицнинг цавариц цисмини „ • ^ р‘

ган нукта унинг бури.ши нуцтаси > е“ |икчни текш1|пи
2. \осила ёрдамида боти^лик (i^a^aP ^ '  Р

27- чизма

Агар а <  х <  b да у ^ол>а (а> ^  Да

f" (х) >  0 булса,
у =  f(x )  ботик/1”™ оиланюцорига « а -  

варицлиги пастга) |SaParJH >лаДи-

f" (л) < 0 булса,
у =  f  (х) ботики™  билан " астга <*а- 

варицлиги юцсриг^) 1̂аРагап улзди

Боти^лигн билан юцорига (пастга) ц^Раган дегаи сузлар \р 
нида ( ^ )  белгиларни ишлатамиз, яъни
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Агар а > х <  b да у ^олда у =  f  (х)

Г (х) >  0 булса,
Г (х )<  0 булса. г\

y — f  (x) функция иккинчи тартибли .уюнласини 0 га 
айлантираднган ва мавжуд этмайдиган, лекин / (х) эгри чи- 
зн^Гузлуксиз буладиган ва аницланиш со.\асининг ички нук;- 
таси буладиган ну^таларни бурилншга гумон нуцталар де- 
Гшлади (бундай нуцталарни критик ну^талар билан алмаш- 
тириб юборманг).
■Бурилишнинг мавжудлиги учун (агар иккинчи тартибли 

косила мавжуд деб фараз этилса) у" =  0 шарт зарурийдир, 
лекин етарли эмас.

3. Етарли шарт. Эгри чизиц у  =  / (х) тенглама билан 
анвдланган булсин. Агар f" (а) =  0 булса ёки f" (а) мав
жуд булмаса (х =  а нуцтада f  (х) функция узлуксиз бул
са) ва х =  а нуцтадан утишда /" (х) нинг ишораси узгар- 
са, эгри чизи^нинг абсциссаси х — а булган нуцтаси бури- 
лиш ну^таси булади.

4. Эгри чизик,нинг асимптоталарини топиш.
Таъриф. Агар эгри чизицнинг узгарувчи нуцтаси М чек

сиз узоцлашганда унинг бирорта а тугри чизи^дан масофаси 
нолга интилса, а тугри чизик, эгри чизи^нинг асимптотаси 
деб аталади (28-29-чизмалар).

а) Агар lim / (х )=  ± оо ёки lim  / (х) =  ±  оо булса,
х -»а—0 х -*а+ 0

х =  а вертикал асимптота  булади.

28* чизма 29* чизма
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Щ  b =  lim (/ (x)
X

kx) ларб) Агар k =  lim
JT-*±OD X X—* ±  oo

булса (бу иккала формулада +  оо ёки — oc)t I 
^олда у  =  kx +  b ofmq асимптота  булади.

Агар k ва Ь лардан бирортаси оо (ёки — оо) га теНг| 
булса, огма асимптота мавжуд булмайди.

Берилган эгри чизиц узининг асимптотасига худдн узга-1 
рувчининг узининг лимитига я^инлашгани каби яцинлашшиц| 
мумкин.

461. ^уйидаги эгри чизицларнинг боти^лик, ^аварии лик I 
интерваллари ва бурилиш нуцталарини топинг:

ъ,

1йШ Ь л и  иасалая, у" ( - 1 )  =  _  т  <  0 , деМак, ( -  «*,•

0) да У <  и« 'УбуР = « / ( ! )  =  (Зд:* -  Ъх4 +  4У , =  2.
2) a) D (г) =  ( — ос; оо),

Я

б) * ' = - {  (* +  2)Т ; *" =  _ ! .  1 ( х  + 2)

14 1
Щ 25 V (jc-f-2)*'

/ ' бнрор нуцтада .\ам 0 га айланмайди, лекин х =  — 2 
да Ьивжуд эмас ва бу нуцта функция аницланиш со^асннинг 
чки иуцтаси булиб, бу нуцтада функция узлуксиз булга

ни учун х =  — 2 да г  =  3 — J/ (х - f  2)7 эгри чизиц бури- 
1ишга эга булиши мумкин. Буни цуйидаги жадвалда кур-

J) у  =  Зх4 — 5х* +  4; 2)*г = 3  — у  (х +  2)7 ;

3) и =  4 ]/ (х — 1)‘ +  20 | / ( х - 1 ) 3; 4) и (ж + 1)’
Берилган функцияларнинг ботицлик, цаварицлнк интер- 

валларини топиш учун уларнинг аницланиш со^аларини ва 
бурилишга гумон нуцталарини топамиз. Сунгра бурилишга 
гумон нуцталар билан функция аницланиш соцасини маълум 
интервалларга булиб, ^ар бир интервалда функциянинг ик
кннчи тартибли цосиласининг ишорасини текширамиз. Агар 
бир ннтервалдан иккинчи интервал га утишда /" (х) уз ншо- 
расини узгартса, у ^олда бу икки интервални ажратиб ту- 
рувчи бурилишга гумон нуцтада бурилиш мавжуд булади, 
акс ^олда бурилиш мавжуд булмайди.
Д 1) а) Функциянинг анжушииш со^аси D{y) =  ( — оо; ос);

б) бурилишга гумон нуцталарни топамиз; у' = 
=  1 бх4 — 20х*; у " = 60х*— 60х2 =60х2 (х— 1); у" =  0  =  >Х! = 
=  0, хг — 1; у" (— оо; оо) да мавжуд булгани учун у = 3 х ь -
— 5х4 +  4 функциянинг Xj =  0, х, =  1 дан бошца бурилиш
га гумон нуцтаси йуц;

в) бурилнш учун гумон нуцталарнинг характерный (хо- 
латини) цуйидаги жадвалда курсатамиз:

х 1 (— °°; — 2) — 2 ( - 2 ;  ~ )

г" + мав. эмас ---

г

бур. бор
* . ,р = * < - 2>=3

2 вур =  г  ( - 2 )  =  (3  - \\х  +  2)< )х _  _  2=  3 .  

3) a) D («) =  [ ! ;  « ) ,

ы"(х)

X ( —  о о ;  0 ) 0 (0; 1) 1 (I; °°)

у" — 0 — 0 +

У Г\ бур. йуц ^ в у р = ^ (0 = 2

Булинган ннтервалларда у" нинг ишорасини текшириш учун 
бу интервалларнинг бнрор нуцтасида у" нинг ишорасини би*

Ж
б) и" =  15 ( х — I )2 +  15 (х — 1) 2 = y = j

<= 0 да 0 га тенг булиб, * =  1 да мавжуд булмайди. лекин 
х = 0 ,  х =  1 ларнинг бирортаси \ам бурилишга гумон нуц- 
таиинг абсциссаси була олмайди, чунки улар [1; » )  нинг 
ички нуцталарн эмас. Шундай цилиб, и (х) эгри чизиц би- 
рорта цам бурилиш нуцтасига эга б^лмай, узининг аннцла- 
ниш со.\асида ботицлиги билан юцорига царагандир, чунки 
П; оо) да и" (х) >  0.

I  4) a) D (у) =  (— °°; - 1 )  U ( - . 1 ;  00):
3 •• 12

б) о' =  — (* + 1)1 (* + ‘V
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бу ерда v" (х) ни 0 га айлантираднган нуцта йуц, х =  , 
да у"(х) мавжуд эмас. Лекин х =  — 1 да и (х) функция yJ  
лишга эга булгани учун у бурилишга гумон нуцтанинг абг 
циссаси була олмайди. Шундай цилиб, х£  (—  00 * —  I)  Ла
v" (х) <  0; х£ (— 1; оо) да эеа v" ( х )> 0 , яъни (— х 
— 1) да v (х) эгри чизиц ботицлиги билан пастга, (— 1; ocj 
да эса боти^лиги билан ю^орига цараган. а

462. К^уйидаги эгри чизицларнинг асимптоталаринн то. 
пинг:

1) Я - 6 *  + 3 .

4  У х — 3 ’
2) у  =  хех\
3) у  =  х -+ sirur

4) у  =  х а г с  c tgx
5) у  =  In (4 — х*).
д  1) а) Эгри чизн^чинг вертикал асимптоталаринн унинг 

узилиш нуцталаридан излаймиз: у  =  -  * ~ 6jr 3 функция
х — 3

х — 3 да ани^ланмаган, яъни узилган. lim ** ~ 6* + 3 =
л-^+0 X — 3X® _ 0Jf 3

— — оо, l im ---------- f —  =  оо, яъни х =  3 вертикал асимп
*-*3—o х — 3

тота экан;
б) огма аснмптотани топамиз:

I - 1  +  A
f (х) и _  X* — 6*4-3 /оо\ * X*k =  lim00 =  lim 

00 -г* — 3jt - ( S ) - H a ~ Y %  1;\°°/ X-+OS 1 — у

b =  lim (/(x)— kx)=  lim 6xJ~3 — x) =  lim  i z i 3* =
oc oo \ x 3 / xh+oo x — 3

3
— — 3 
x 4̂=  — 3

k ва b ларнинг топилган цийматларини у  =  kx +  b тенг- 
ламага »$йиб, у =  х — 3 огма асимптота тенгламасига эга 
буламиз. х —► — оо да k ва b ларнинг цийматларн аввалги 
топилган цийматларга тенг булгани учун берилган эгри чи- 
зиц бошца асимптоталарга эга эмас.

2) а) у  =  хех эгри чизиц (— оо; оо) да узлуксиз булга
ни учун вертикал асимптотага эга эмас.
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6) k =  lim i - ^  =  lim i f l =  lim oo,
* - ► + 0 0  X * “ * + 0 0  X jr -» - fQ D

бу *олда огма асимптотанинг бурчак коэффициент мавжуд 
буВ&Ади, демак, огма асимптота мавжуд эмас. Энди *-►

оо да к ва b ларни топайлик.

=  lim е* =  0; Ь --= lim (/ (jc) — kx) =  lirnxer=
X  Ос .t—♦— оо

JT I

lim
X--»— X —00

=  lim 
<*-*—00

=  lim =  0

(бу ерда Лопиталь цоидасидан фойдаланилди).
.емак, х-+  — оо да эгри чнзиц у  =  0 ofm3 (бу ерда 

!зонтал) асимптота га эга экан.

= lim ^ 1 -1 =  о. jc—»------оо да э̂ ам асимп-
X f-nr} X

■I а) у  =  х +  эгрн чизи!  ̂ х =  0 да аницланмаган,

! х -*■ 0 +  0 (х-*- 0 — 0) да у -л ± оо учун х =  0 верти
кал асимптота була олмайди;

I б) 4 =  lim =  lim (1 - f  ■^^-'1 =  1, чунки |sinx| <  1;
Х-+ -f- оо Х ДС—*-{“00 X* J

b =  lim (/ (х) — Агх)
■ *-*+ ао

«отанннг параметрлари- 
нинг цийматлари ю^ори- 
дагидек булади. Шундай 
^илиб, х —► оо ва х —*- —  оо 

да эгри чизи^ у =  х огма 
■симптотага эга. Бу ^олда 
эгри чизиц уз асимптотаси- 
ни чексиз куп нук,таларда 
кесади (30- чнзмага царанг).

4) а) у = х  arcctgx функ
ция ( — оо; оо)да узлуксиз 
булгани учун у  =  х  arc ctgx 
эгри чизик, вертикал асимп- 
тотага эга эмас;

б) k =  lim =
Х-*+ 00 х

= lim arcc tgx  =  arcctg  (+  оо) =  О,
* -* +  ос

У

1 1 *•*
-% /

/ V  l
s  •

Ж

0 X * *  X

1

30- чизма

b =  lim (/ (х) — kx) =  limx arcctgx =  lim 
00 00 00

arc ctgx 
i
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2 карта Лопиталь ^оидасини цуллаб, куйидагига эга бу̂ аЛ низ:

_ ( 2 )  =  пш
\ 0 / ДР-#*4-л*

Демак,
(Э- л

1 +ДГ* 

** 

г» 4 •.+ 00 2*
_ •+ оо да берилган эгри чнзнц у  =  1ризоитал) асимптота га эга.

Их)
X

^ =  1/т
оо

OFMa (г
А' | 

» i 1=  lim arc ctgx =  arc ctgx ( — оо) =  л , b => *“♦“ 00

= lirn (/ (x) — kx) =  lim (xarc ctgx — л  x) =
* * *  CO JC—*■— 0 0  X -

—л) =  (°° 0) = lim

limx (arc ctg*

=  lim

асимптота ra 

чексиз узи-

Демак, -  - — оо да эгри -.м-эик, «/ =  л  х +  1 эга.

5) а) у  =  In (4 — х2) эгри чизи^ х =  ±  2  да
лишга (х-*-2 +  0  да у-*- — оо, х -* -2  — 0  да у-*- оо) эга
булгани учун х =  ±  2  тугри чизицлар билан берилган эгри 
чнзиц учун вертикал асимптота булади;

6) у  — 1п (4 — х2) функциянинг ани^ланиш со\аси — 2 <  
<  х <  2  булгани учун х  оо га интила олмайди, демак, бе
рилган эгри чнзиц огма асимптотага эга була олмайди. а

К,уйидаги эгри чизицларнинг бопиушк, цаварицлнк ин- 
терваллари ва бурнлиш ну^таларини топинг.

463. у  =  х* — 5х2 + З х — 5.

464. у  =  х* — 12х* +  48х* — 50.
465. у  =  (х +  2)* +  2х +  2.

з --------466. у  =  а  — у  х — Ь.
467. у  =  In (1 +  х2).

468. у  =  — !—
а х * -  4

469. у  — arctg —.X

470. у  =  хе~х.

471. у  =  ^ ~  эгри чизи^нинг бир тугри чизшум ётув-
X® -f- I

3 та бурилиш ну^тасига эга эканини курсатинг.
472. // =  x sinx эгри чизицнинг бурилиш нуцталари 

(4 +  х2) =  4х2 чизи^да ётишини курсатинг.
473. х =  1 да у =  х* 4- ах* +  1 эгри чизицнинг бурилиш 

'таси булиши учун а цандай булиши керак?
474. Коэффицнентлари мусбат, номаълум эса фа^ат жуфт 
жаларда цатнашган хар цандай кугщад графиги цава- 
шги билан пастга цараган булади. Исботланг.
Цуйндаги чизицларнинг асимптоталаринн топинг.
475. — — — =  1. 

а* Ь»

476. ху =  а.
477. у  = --------!-------.

х* — 4дс +  5

478. 2у  (х > [1 )2 =  х3.
479. у 3 =  6х* -+- Xs.

480. у  =  хе~х- 
1пх 
х

2лг*— 9

. . .  IIU481. у  = -----

482. у

10-§. ФУНКЦИЯНИ УМУМИЙ УСУЛДА ТЕКШИРИШ ВА 
УНИНГ ГРАФИГИНИ ЯСАШ

у  =  f  (х) функцияни умумий усулда текшириш ва унинг

I графнгини ясаш учун куйидаги ишларни бажариш керак:
I. функциянинг аницланиш сохасини топиш;
И. функциянинг узилиш нук,таларини ва бу нук,таларда- 

ги бир томонли лимитларни топиш;
III. функциянинг то^, жуфтлиги, даврийлигини аншугаш;

IV. функция графигининг координата yiyiapn билан ке- 
ишган нуцтасини топиш, бунинг учун

а) (У = f  (х), б) ( y = f  (х),
[у =  0 (Ох); [х  =  0 (Оу)
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1

системаларш* ечшц ва аницланиш сщасининг чегараларпда 
функция ^ол-атини аннклаш;

V. у =  f  (*) эгри чизицнинг: а) вертикал, б) огма асимгь 
тоталарини т<эпиш,

VI. функциянинг усиш ва камайнш ннтервалларн ^амда 
экстремум ну^Цталарини топиш;

VII. у  =  / (х) эгри чизи^нинг ботшушк, цаваршушк ни- 
терваллари ^ м д а  бурилиш ну^таларини топиш;

VIII. ол(<нган натижаларга цараб функция графигини 
ясаш.

483. К,уйи/Даги функцняларнн тула текширинг ва уларнинг 
графигини ясанг:

х* — 6ж + з
*> У =  ^ 7 ~ э — '
2) у =  хе*;
3) у =  х a r c c tg x
4) «/ = 1п ( 4 - л * ) ;

5) У — V (*  +  1)* — (х — 1)*.
Д Х,ар бир фунлциянн тула текшириб, унинг графигини 

ясашда юцоридаги Курсатмаларга кетма-кет' амал киламиз
,х t х* — 6* -f- 3 .
Ч »• У —— x — i—  функциянинг аницланиш со^аси

D (у) = ( -  оо; 3 )U(3; оо).

II. Функция *  =  3 да узилишга эга.

*«*3-0 =  — 00.

III. У « ( - * )  + 3
— х — 3 х +  3

ФУ(х)\

—  у  (X).
Демак, берилган функция тоц ^ам, жуфт \ам эмас. Бундам 
тацщари даврий хам эмас.

IV. a) f =  ~ Ь  + з

х ~ 3 =>хг — 6х +  3 = 0 ,
[у =  0(О х)

ххл =. 3 ±  з ± 2,4; Аи (0,6; 0), А,  (5,4; 0).
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б) ж* — 6х +  3
У =  ----------------

* - 3 =>у =  -  1; я  (0; - 1 ) .
*  =  0 (О*/)

Земак, функциянинг графиги Л,, В нуцталардан утади. 
шТ дг* — 6х - f  3 ч

--------- з"—  ЭГ̂ И чизи^нинг: а) вертикал аснмпто-
таси х =  3, б) огма асимптотаси у — х — 3 (булар 462, 1)- 
мисолда топилган).

. ,  дс* — 6x-fI5  , „ „  .VI. у = —j----- —— ; у  =  0. Бу тенгламанннг ^ациции

илдизлари йуц. х — 3 да у' мавжуд эмас, лекин х =  3 да 
функция аницланмаганлиги учун у  критик нуцта була ол- 
майди. Шундай цилиб, критик нуцталар йуц, шунинг учун 
у' нинг ишорасини функциянинг аницланиш со^асининг узи- 
да текширамиз:

X ( —  «>; 3) (3 ; оо)

У '(х ) + +

У(х) / /

12VII. у" =  — j— у" (х) ни 0 га айлантирадиган нуц-

та йуц, лекин у" (х) ни мавжуд этмайдиган х =  3 нуцта 
бор, бу нуцтада берилган функция узлуксиз булмаганлнги 
ва аницланнш со^ага тегишли ички нуцта булмагани учун 
У бурилишга гумон нуцта була олмайди. Шундай цилиб, 
берилган эгри чизнц бурилишга гумон нуцталарга эга эмас, 
шунинг учун у" (х) нинг ишорасини функциянинг аницла- 
ниш со^асида текшириб цуя цоламиз:

X (— оо; 3) ( 3 ;  оо)

«/"(*) 4 “ —

У(х)
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31- чизма

VIII. Олинган барча натижаларга цараб функция графи
гини ясаймиз (31-чизма).

2) I. D (у) =  (— оо; оо).
II. Функция узилиш ну^таларига эга эмас, чунки у  (— оо; 

оо) да узлуксиз.
III. Функциянинг то^, жуфт ва даврийлигини текшира

миз:

у ( - х) =  — хе~х =  — ^ Ф у  (дг); — у  (дс).

Демак, функция то^ ^ам, жуфт ^ам эмас, шу билан 
биргаликда даврий х;ам эмас, чунки у ( х ± 1 ) Ф у  (х), / Ф  0.

V. у  =  хех эгри чизицнинг вертикал ва огма асимптота- 
лари 462, 2) - мисолда топилган: у  =  0 (горизонтал) асимп
тота.

х-*- — оо да у-*-0\ х-*- оо да у-*- о о .
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VI- У ~ е 0 + * ) ;  У' — 0=* х = — 1 критик нуцтадир, 
бундан бошца критик нуцта йуц, чунки (— о о ; о о ) да у' (х) 
л^яжуддир.

Критик нуцтанинг ^олатини цуйидаги жадвалда курса- 
тамиз:

X ( — о о ; — 1 ) —  1 ( — 1 ; о о )

у'(х) — 0 +

У(х) /

^ m in

=  ̂ - 1 )  =  
1

- “ 7 *  
»  —0 ,4

/

VII. у" =  е* (2 +  дс); у" =  0=> х =  — 2 нуцта берилган 
эгри чнзицнинг бурилишга гумон нуцтаси булади, чунки бу 
нуцтада у  =  хех эгри чнзиц аницланган ва х =  — 2 D (у) =  
=  ( — оо;  о о )  нинг ички нуцтаси. Бурилишга бошца гумон 
нуцталар йуц, чунки у'\х) х£ (— оо; оо) да мавжуд.

Бурилишга гумон нуцта х =  — 2 нинг ^олатини цуйи- 
даги жадвалда ифодалаймиз:

X ( - о » ;  - 2 ) - 2 ( - 2 ;  оо)

У'\х) — 0 +

У(х) г\
У бур.

= у ( -  2)=
=  — 2/е2

ЧУ

УбУр. =  у ( - 2) =  (хе* ) х - - 2 = - - - ^ ~ - ° - 3;

Б ( ~ *  - ? ) •
VIII. Олинган натижаларга цараб функция графигини 

ясаймиз (32- чизма).
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3) I. D ( y ) = ( — 00 ; 
ва бунда берилган функ
ция узлуксиз.

II. у =  х arc ctgx фу,1К. 
ция узилишга эга эмас.

III. Функциянинг Тон;, 
жуфтлиги ва даврийлигипи 
текширамиз:
У (—х) =  — х ■ arc ctg (—х) = 
=  — дс (л —arc ctgx) Ф у (х);
— у  М .
демак, берилган функция 
тон; Хам> жуфт Хам эмас;
у(х ±  [ ) = ( х ±  I) arc ctg (х ±  
± I) Ф  х arcctgx (/ Ф  0),

яъни функция даврий xim эмас.
IV. а) (у =  х  arcctgx, _  0 . б) (у =  х arcctgx, ^  0 . 

\У =  0  и* [х  -  О ф у) У U’
х-+  — оо да у-*- — оо ва х-*- оо да у-*- 1.

З^аци^атан, lim x a rcc tg x  =  (ooj- 0) =  lim =

32- чизма

1 /х

=  lim __!_+_£? =  lim
-- I/*1 X—*00 1 +— =  ( —\ =  lim — =

x*  \oo) X - * »  2x

V. у =  x arc ctgx эгри чизи^нинг oFMa асимптоталари 
x  =  1, у  =  л х +  1 булиб, вертикал асимптотаси йу|\ (462,
4)- мисол да курсатилган).

VI. у' =  arc ctgx х£ ( — оо; оо) да у' >  0, де-
1 + дг*

мак, ( — о о ; о о )  да у =  х arc ctgx функция усувчидир. у' 
ни 0 га айлантирадиган ёки уни мавжуд этмайдиган нуцта- 
лар йуц, шунинг учун критик ыу^талар хам йу^.

1 1+** — 2** — I —* * _ !+ * *VII. у" =
1 +  ** (1 + дг*)*

2
( 1 + дг*)*

(1 +**)*
у" ни 0 га айлантирадиган ёки уни мавжуд этмайдиган нуХ' 
талар йуц, шунинг учун бурилишга гумон нуцталар хам йук-

дс£ (— «о; оо) да у" <  0, бу х^лда у  =  xarcctgx



эгри чизи^ ботицлиги билан 
[астга цараган булади.

VIII. Ю^орида олинган 
натижаларга цараб функция 

фигинн чизамиз (33- чиз
ма).

4) I. D (</) =  ( - 2 ;  2) 
ва бунда берилган функ
ция узлуксиз.

II. у =  \п (4— х*) функ
ция х =  ± 2 да узилишга 
эга.
lim In (4 — х2) =  — оо,

г lim In (4 — х2)=  — оо.
*-►2—0

III. Функциянинг то^, 
жуфтлиги ва даврийлигини 
текширамиз:

У (— х) =  In (4 — (— х)2) =  In (4 — х2) =  у  (х),

демак, у  =  In (4—х2) функция жуфт экан. Бу .\олда унинг 
графиги ордината уцига нисбатан симметрии булади. Берил
ган функция даврий эмас.

IV. а) [у =  [л (4 — х2), =► in (4 _ Х2) =  о =  ln l =► 4 —
\у =  0 (Ох) '

- х 2 =  1,

х2 =  3; Xj,j =  ±  V 3 «  ± 1,7. Аг ( -  1,7; 0), А2 (1,7; 0).

б) { ? = о т  х2)' * у= 1 п 4 ; в  (0 :1п 4)'

V. у =  In (4 -  х2) эгрн чизи!  ̂ х =  ± 2 вертикал асимп- 
тоталарга эга булиб, огма аснмптотага эга эмас (462, 5-ми- 
солга ^аранг).

« _2х
VI. у ’ =  - - у  у ’ — 0  =»л =  0, бу ну^та критик нуц-

тадир, чунки бу ну^та D (у) = ( — 2; 2) нинг ички нуцтаси 
булиб, берилган функция шу ну^тада узлуксиз. у ’ ни мав. 
ж уд  этмайдиган нуцта х =  ± 2 мавжуд, лекин булар бе- 
рилган функциянинг критик нуцталари була олмайди, чун
ки бу ну^таларда функция ани^ланмаган. х =  О критик нуц- 
таиинг ^олатини ^уйидаги жадвалда ифодалаймиз.
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X ( -  2; 0) 0 (0; 2)

у' + 0 —

У / У max
=(Д0)=1п4 /

VII. у"  =  -

Утшж =  У (°) =  (|П (4
2 (4 +  дг»)

0 =  1п4-

у  ни О га айлантирадиган х нинг(4 -ж*,*
цацицнй циймати йуц, лекин у " ни мавжуд этмайдиган ций- 
матлар мавжуд булса-да, улар функциянинг аншушниш со- 
цасига кирмаганлиги учун бурилишга гумон нуцталар була 
олмайди. Шундай цилиб, у  =  In ( 4 — дг2) эгри чизицнинг бу
рилишга гумон нуцтаси йуц. х£ (— 2; 2) да у"  <  0 булгани 
учун бу интервалда эгри чнзиц ботицлиги билан пастга ка
ра ган булади.

VIII. Юцоридаги нати- 
жаларга цараб функция гра- 
фигини ясаймиз (34-чизма)

5) I, II. у  =  V ( x +  1)*--
Т^(х — I)2 функция (— ОС ;

оо) да аншуганган ва узлук
сиз.

У

А=4 V'bfi-x2)
в

U t

Y -t г \
1 С X

:54- чизма

III. J/(_X ) =  ̂ ( - X +  I)2-
- f ( - X - l ) I = 1 ? ' ( X — 1 ) - -

- ? ( ] Г м ? ~ ч ? й + Т ? -
- ? ( x - l ) 2) = - i / ( x ) ,

демак, берилган функция 
тоц экан, унинг графиги 
координаталар бошига иис- 
батан симметрнк булади.

IV- а) | у  =  1^ (7+  I)2 -  t ( x  -  I)2
1 у  =  0 (0х )

б) I У ~  П ^ + W  -  „
1 х =  0 (Оу)

0 (0; 0);

0 (0; 0)
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0 булса, у <  0 ва jc > 0  булса, у  > 0  булади.
V. а) Берилган эгри чнзик, вертикал асимптота га эга 

р а с ,
б) k =  lim  i i f l  =  lim  V (* — I)1 _

X Ос X  X —*-}- 30 X

-  lim ( ^ _ L  + Л  + _L _  ^ Г Г Х 7 5  =  0; 6=
X-+-f ОО \  Г  X  X* ' JC* V X  A* X 9

= lim(f(x) — k x )= l im ( f (x +  l)4 — ^ (х  — l)2 )=
00 X -* -f  Oc

(oo — oo ) =  lim <,+ , ) ■ - ( * - ! ) «
* -+ »  P V + i ) 4 + 'P(* +  l)*(Jt—1)4-1^(•*—1)4

- 1 im — ■ ■ ■ ------  — - —  — — z
Х -+ »  1)4+ 1 У (*+  l ) * ( x -  1)*+1^(Ж— 1)4

! (касрнинг сурат ва махражини х4/3 га буламиз)
_____ 4 / ^ 7=  п тV K r+v(.^rK)VK/ = 0 .

I  VI. (х+ 1) 3 -  4 - ( х - 1 )

Топилган k =  0, 6 = 0  ^ийматларни у  =  kx +  b  га »$йиб, 
у  =  0 огма асимптотага эга буламиз. х-*-  — оо да худди 

f шундай натижага эга буламиз.

2 f'jT=~I -  у т + l
к 3 Т̂ дг* — 1
[ ,

у  х нинг бирорта цийматида хам 0 га айланмайди, лекин 
| х =  ± 1 да мавж уд булмайди. Берилган функция (— о о ; о о ) 
f Да узлуксиз булиб, х =  ± 1 бу интервалнинг ички ну^та- 

лари булгани учун функциянинг критик нуцталарн булади. 
Критик ну^таларнинг ^олатини цуйндаги жадвалда нфода- 

> лаймиз.

X ■ (—оо; —1) — 1 ( - 1 ;  О 1 (•; <*>)

у' « — мав. эмас. + мав эмас. —

У(х) / i/min —1^4 / Углах “ "^4 /



у « . „ =  у ( - 1 )  = № х  +  I)2 -  t ( x  -  1У )х -  - 1=

=  _  1,6;

У т «=  1/(0 =  У  4 «  1,6.
Э с л а т м а .  /  белги функциянинг камайишини, /  белги функ

циянинг усишини билдиради.
4 _4_

V I I . /  =  — 1- (* +  1)~‘г  + Y  < * - » )"  5 -

■ f  . y < E E S - ^ —  ; ,  =  0 да / - О  ва
9 T (̂jt*—1)«

=  ± 1 да у "  мавжуд эмас. Берилган функция ( — » ;  <») да 
узлуксиз булиб, х  =  О ва х =  ±  1 лар ( —  оо; оо) нинг ич
ки нуцталари булгани учун бу нуцталар эгри чизшушнг 
бурилишга гумон нуцталаридир, уларнинг ^олатини цуйи- 
даги жадвал орцали ифодалаймиз:

VIII. Юцорида олинган натижаларга цараб функция 
графигини ясаймиз (35- чизма).

35- чизма
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Куйидаги функцияларни тула текширнб, графигини 
ясанг.

484. у  =  х4 — Xs — 2х.
485. у = 2 х 4 — х2 +  1.

486. у  =  -----1——-

487. у  =  - !—
* х * - \ '

X
4 8 8 - * “ *  +  3 , - Г

489. i/2 =  х * +  1.

490. у 2'=  — х2- ~  .
^ 3 Зх 

_  —•**
491. у  =  х е *

492. у  =  хг е х .
493. у  =  sin х +  cos х.

494. у  =  sin х Н— sin 2х.у 2
2х*

495. </ =
ж* 4- 1 '

496. у  = ^ 1  — Xs.
. п_ sin х497. у  = ------- .я  х

498. у  =  х — 2 a rc tg x .

499. у  =  х* е-4*.
500. у  =  2|х| — х2.
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\

IV б о б . АНИКМАС ИНТЕГРАЛЛАР 
1- §. Бошлангич функция ва ани^мас интеграл.

АСОСИЙ ИНТЕГРАЛЛАР ЖАДВАЛИ

1. Агар F (х) функция бирор Е ораликда узлуксиз бу
либ, шу орали iyja F' (х) =  /(х) уринли булса, у \олда Г(х) 
функция /(х) функциянинг б ошлан гич  ф у н к ц и я с и  дейи
лади.

Берилган /(х) функциянинг бирор £  ораликдаги барча 
бошлангич функциялари туплами F(x)  +  С берилган функ
циянинг Е орали1ушги ани^мас интеграли дейилади ва 
| f(x)dx ор^алн белгиланади, яъни

$ f ( x ) d x  =  F{x) +  C
(С — узгармас сон).

Берилган функциянинг аникмас интегралнни топиш ама- 
ли интеграллаш дейилади.

2. Аникмас интегралнинг асссий хоссалари:
а) d(\ f ( x ) d x )  =  f (x)dx\
б) J F ' (x) d x  =  F(x)  +  С ёки Jd F (x )  =  F(x)  +  C;
в) J k f ( x ) d x =  * j7 (x )d x ,

яъни узгармас купайтувчнни интеграл белгисн олдига чи- 
|\ариш мумкин;

Г) f (/1 (л) +  /„ (X) — /3 (х) ) dx  =  J  /, (х) dx +  Г/, (х) dx  —
— ]f » (x )dx ,

яъни йигиндининг интеграли цушилувчилар интеграллари- 
нинг йигиндиснга тенгдир.

3. Асосий интеграллар ж а д в а л  и:

1. J x ^ x ^ - ^ j  +  C(a£tf, а ф  —1).

И. =  1п|х|+С.

III. \ a dx=  “  +  С. ш '.  j  f a  = е *+ с .

IV. j cos х dx =  sin х -f-С.

V. j  sin x dx  =  — cos x -f  C.

VI J  - = J  sec2 xdx =  tg x - f  С .
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VII

VIII

■ j s h -  =  j ’ c ° s e c ! * ' J , = ' - c , e * + c -  

• Г г  4 — г = агс sin — + с.J  \ а*-** а

1Х‘ f  77^7  =  -  arc tg —  +  С.J  **+e* а а

х  \ - r ~ . - r -  Ч  —  1 +  С.J  ж*— а* 2а I х +  а  |

Х1 \ у г5 Т ?  =  ы ,х  +  У ' * г * ° 1  +  с -

XII. - f K ^ ^ - - 2 - I n | i = - a U С.
^ * 4 IX +  а I

XIII. Jsh x d x  =  c h х -f- С.

XIV. j" ch x d x  =  sh x -+- С. 

xv- f ~7T~ ~  th X + C -J  ch* x

XVI. =  - c t h x  +  C.sh*x
4. Интеграллашнинг асосий у с у л л а р и .
а) Бевосита интеграллаш. Берилган интеграл асосий ин- 

теграллар жадвалида булмаслиги мумкин, лекин уни баъзи 
аинан шакл узгартиришлар натижасида жадвалдаги интег- 
ралларга келтириш мумкин.

501. Бевосита интеграллаш йули билан куйидаги интег- 
ралларни топинг:

/ж = JV T d t\  /* =  J  3‘dt ;

/ =  г  dl / _  г  ш
3 J/*  +  3 ; 4 \ V , T = 5 :

P 21
/s==J i t + T  dtl  /e = j5 s in 5 1 dl ;
/ Гл5*пФ j  г С e* dt h  =  ) e  • cos ф dq>; /» =  | ^ 7— -•

А Л интегрални I формула ёрдамида *исоблаймиз, бунда

Л
X = t ,  a = - l ;  / . - f y T d /  - J / 2d/ =
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= — t 2 + с= — уТ3~ +с.
3 з

/2 интегралда t =  x, 3 =  а деб царалса, у  III формулага 
келади:

/- = 1 з , ‘" = ^ + с - 

/, =  | - интегралда t =  х , У  3 =  а деб ^арасак, у 

IX формулага келадн:

/ ,=  ]  /1Г+з =  J <* +<Кз)4 =  Т Т  агс tg F T +  С •

/4 =  [ у - = = -  интеграл XI формула ёрдами билан топи

лади:

/ «=  j - 7^ r  =  in|/ +  /<5= 5 | + C ,

бунда XI формуладаги х урнида t, а  урнида 5 сони туриб- 
ди деб цараднк.

1Ь — J  интегралда 2td t — d ( t 2 +  7)

булгани учун W + 7 )  =  (/*+7)'Л =2td t )  II формулага кура

=  j ' V 7 T “ ln ( ' ‘  +  7 , +  c ’ 
бунда t2 4- 7 >  0 булгани учун In дан кейин абсолют ^ий- 
мат ишораси тушириб ^олинди.

/6 =  J' 5 sin 5 td t  =  | sin 5 t d ( 5 t )

интегралда x =  5/ деб ^аралса, у V фэрмулага келади; 
шунинг учун /в =  — cos 5/ +  С. cos (pd<p =  d sin ф булгани 
учун /7 интегрални ^уйидагича ёзиш мумкин: /7 
=  jV l,Hpcos<pd<p =  j*£sin<pdsinq>, бунда sin<p =  * десак. | 
формулага кура /7 =  esln 4 +  С га эга буламиз.

3_

Энди X формулада х =  е\ а  =  I десак, \олда к\»>идаГ||

натижага эга буламиз: /8 =  In j ^Г^Т\ + С.

140



Xflp бир интеграл натижаси уни дифференцналлаш билан 
текширилади. Агар интеграл натижасининг ^осиласи интег
рал остидаги функциями берса, у  ^олда интеграл тугри 
топилган булади, акс ^олда нотугри булади.

502. К^йидаги интегралларни топинг ва натнжаларининг 
тугри ёки нотурри эканлигини текширинг:

С d t  оч с  М
^  j  /* ’ J  }Г2~-П* ’

3) S V t +  Tdt, 4) —  •
2t* - 6

д  1) J  ~~ =  J  t~3dt  =  (I формулага кура) =  •—  - f  С =

=  С — ~~.
2 А

Т екш и р и ш :

( С -  J - V  = 0 -  — (Г * )' =  — —  ( - 2 )  Г *  =  —
\ 2f* / 2 '  2 А *

демак, интеграл тугри топилган.
2) интеграли и топиш учун VIII форму ладан фонда ла- 

намиз:
С d t  t  , г=  arc sm - r =  +  С,J у 2 — /« V  2

бунда VIII формуладаги х урнида /, а  урнида V 2  олинди. 
Т екш и р и ш :

d { arCSin y Y  +  С ) = (  arcsin  p V f  d t  =

- -  ( > - ' » )  zdl=' it' 
VH-hr

-L J.
3 ) J  V T + T d t  =  ( « +  1 ) 2 d  ( / + ! ) =  - J -  (/ +  1 ) 2 + C

2
=  T K ( / + 1 ) 4 C ,

формулада:
царалди).

бунда I формуладан фойдаландик (х =  / 1, а  =  деб
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/4) ни а Ч
'  - ь 6 . J  '2Л  =  У <  +  1 л .  ва *  ^ у ^ л ^ д а н  фон ^

£ Л ,— ✓- == —  i -  ч \с интегралнинг 2 —в) хоссасидан

J ‘ " 6 2 " * '\ \ б  топамиз:
• Т в » И | Р » ш :  h _ j _  _ j _  , , _ у Т

а 1 А \ п > l = ^ ~  2 г 2 >'3 I I + Г З  
d \'4V; / + К Т

„ ^ Ц г- К Ч -  ' S ’) =  _ ! _ / l n | < n » 3 . | y it t=
. )  4 V T l  \ t + V 3 \ )

— *— ‘fl _ 1 / 1
‘ 1 * + V  3|)' d t =  —7= ------ —  —

v „ Л - v . l  4 K 3 W - / 3
бундай^
=  “-л р м ^ л а д а н  фо -‘ jfU ~

dt
i ' ( ,  / 2 (/* — 3) * 

бО И чУЙ ^М »™  нн\ |,<+VT 3 ). нн топиш да (lnju|)' =

l) J * S s * g ~ ,  О нилдн . A
пларни топинг:

2) f —'  J  К 3 -4 / *  *

4) j s in ( a /  +  b)df; 
д  1)!^в) y  хоссага i 

д е Я нати*,\

, d t  t _  i ' а to I формулада x =  t, a =  — 

I?' 1^5 ‘•'а буламиз:
f __L -

\  3 a* * 3 /3 л . С —
■" w ~

2) ! - b )  0 '  хосса аг 
лахан уАдг^^зланиб, к ‘Ь= •'Р'*2 +  с *

f, а  =  ^  булганда VIII форму 
\гига эга буламиз:



С dt \ С dt  1 . / ,I — = —  I - > — =  — arc s in -----t= -  - f  С =*
J  V 3—4/* 2 J  | /  _3_ _  „  2 j/ _ 3 _

1 2/ . ^=  — arcsin —------ h C.
2 V 3

3) Берилган интегрални-----^  га ч'ам купайтнриб, хам

буламиз, с у н гр а -----купайтувчинн дифференциал ншора-

си ости га киритиб ва х = -----деб III формуладан фонда-

ланамиз:

j V 7  dt =  - 2  j V  J +  C.

4) Берилган интегрални а га купайтнриб ва булиб ^ам- 
да ad t  — d ( a t  +  b) эканини эътиборга олиб, V формулада 
х =  at  +  b деб ^уйидагнга эга буламиз:

J  sin (at  4- b)dt =  —  j  sin (at  +  b ) d  (at +  b) =

= ----- - cos (at  +  b) +  C.
a

5) Интегралнн 5 га купайтнриб ва булиб \амда II фор
мулада х =  5/ +  4; х' =  5 булганда ^уйидагнга эга була
миз:

f  — —  =  —  \ - ^ — d t  =  —  f  
J  5/+ 4 5 J  5/ +  4 5 J

=  - j-  In 5/ +  4 j +  C.
5

d (5/ -f 4) 
5Г+  4

f  - ни ^уйидагича ^ам топиш мумкин:
J  5/ +  4

С _  J_  r _ £ L _  = J_  Г =
J 5 /  +  4 5 J , J L  “  5 J 4

5 5

— —  In I I +  C.5 | 5 |

Топилган иккала натижа ^ам турридир, бунга натижаларни
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Т е к ш и р и ш :  d[ +  ! ) 3 + c ) =  ( - j -  V(t + 1)* +

+  C ) ' d t =  ------|-(* +  1 )'>2d t  =  V t  +  l d t.

4 ) J -
dt ни аникмас интегралнинг 2—в) хоссасидан

2/*+ 6
ва X формуладан фойдаланиб топамиз:

■■ dt _  J _  С dt _ 
J  2 ^ - 6  — 2 J  J* — 3 2 2 у  3

t - V  з

Т е к ш и р и ш :

f4^3
— • In

t - V  з 

/+ V~3

t+vт
t — V l

f C .

+ C ) _ - U i n | ^ | )
/ 4 к  3 \ U +  V *  I/

d t  =

-  V T  ln “ + v  3|r d , = W J  ( t t t  -

_  L ^ V f  =  .
( +  П /  2 (/* — 3) ’ 

бунда (In t — / Г )' ва (1п1/+)/13)' ни топишда (ln ju|)' =  
_  JL. формуладан фойдаланилди. a

503. 1\уйидаги интегралларни топинг:

2) Г
} J у  3—4/* 1

t
3) dt ;

.dt,

4) j s i n ( a t  +  b)dt\

5) f --------
} J  5/ +  4

д  1) 2—в) хоссага кура ва I формулада x =  /, a  =  — 

деб, ^уйидаги натижага эга буламиз:

1
2_

г  *  ,  ' f ( » d, =  4 r . - i ( > +
З У  5/ ^ 5  J  1^5 2

С =

“ W f ^  +  C-

2) 2 —в) хосса ва x =  /, а==НГ~ булганда VIII форму
ладан фойдаланиб, куйндагига эга буламиз:
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3) Берилган интегрални-----1-  га ,\ам купайтнриб, *ам

буламиз, с у н гр а -----купайтувчинн дифференциал ишора-

си остига киритиб ва х = -----деб III формуладан фойда-
ланамнз:

К ’  а — 2 К Ч - т ) — * ' т + с -

4) Берилган интегрални а  га купайтнриб ва булиб ^ам- 
да ad t  =  d ( a t  +  b) эканини эътибэрга олиб, V формулада 
х  =  at  4* b деб ^уйидагига эга буламиз:

J  sin (a t  4- b)dt  =  - i -  J  sin (at  +  b ) d  (at +  b) =

= ----- - cos (at  4- b) 4- C.
a

5) Интегрални 5 га купайтнриб ва булиб хамда II фор
мулада дс =  5/ 4- 4; х’ =  5 булганда цуйидагига эга була
миз:

Г dt =  ±  Г S . =  J _  Cd(5t + A)
J 5< + 4 5 J 5 /  + 4 5 j  51 + 4 ~

=  - f  In 5/ +  4 j 4- c.
С dt
\ 5— 4 ни ^уйидагича ^ам топиш мумкин:

С i t  I f  dt 1 (• =
J 5< +  4 5 J  ±  5 J  , 4

5 5

=  ~  In I ^4- 1 4- C.
5 I 5 I

Топилган иккала натижа ^ам тугридир, бунга натижаларни



Т е к ш и р и ш :  d[ ~V (t +  1)* + c ) =  ( - j -  V(t +  1)* +

4)J-

+  C ) 'd t  =  ------| - (/ +  1 У М  =  V  t +  1 d t

dt ни аннцмас интегралнинг 2 —в) хоссасидан
„ 2/* + 6

ва X формуладан фойдаланнб топамиз:

J 2 l * - 6  2 J  I* — 3 2 2 2/ 3

+с)=—'—1\п |' - - i-|V <а=*
)  4У 3 V U+ / 3  |/

Т е к ш и р и ш :

( < - ы  1
I 4/ 3 < +  V з

- 1 h <|п |п “ + v l , y  d ,= ^ h  ( i= h  ~  
_  — u ^ y < = - * — •t + у 3 Г  2 (/* -  3) ’

бунда (In / — 1^3*)' ва ( ln U + ]/ “3 ) ' ни топишда (ln ju | )' =
_ JL. формуладан фойдаланилди. а  

и
503. Куйидаги интегралларни топинг:

dt  -  с  dt

3) J 
5) fch

Л ;

d/.

^  J* v  3—4/* •

4) j s in ( a t  +  b)dt\

A 1) 2 —в) хоссага кура ва I формулада x — /, a  —  ̂

деб, цуйидаги натижага эга буламиз:

- 5 $ г * , + с -

2) 2—в) хосса ва х =  /, а  =  - j "  булганда VIII форму 
ладан фойдаланнб, цуйидагига эга буламиз:
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с  dt 1 С dt 1 ,
J F S T  = t J = ^ arcs,n" j7 |= -  + c

1 2t , „  =  —  arcsin —----- h С .
2 \r  3

3) Берилган интегрални — - j  га ,\ам купайтириб, ^ам 

буламиз, сунгра — у  купайтувчини дифференциал ншора- 

си остига киритиб ва х = ----- деб III формуладан фойда-

лаиамиз:

J '  ’ л—2 J * - -г)— *» , + с
4) Берилган интегрални а  га купайтириб ва булиб ^ам- 

да a d t  =  d  (at -f- b) эханини эътиборг а атаб , V форму лада 
x  =  a t  +  Ь деб куйндагига эга буламиз:

J  sin ( a t  +  b)dt  =  - L  j  sin  (a t  +  b ) d  (a t  +  b) =

= ------- cos (af +  b) -f- C.
a

5) Интегрални 5 га купайтириб ва булиб ^амда II фор- 
мулада х =  5/ +  4; х' =  5 булганда куйндагига эга була
миз:

Г ___* _  =  J _  Г I  =  J_  Cd(5Г + 4)
J  5 / 4 - 4  5  J 5 I  + 4 5 J  5/ -f- 4 —

=  у  In 5/ +  4 , +  С.

С  d t

J  5М~4 НИ *Уйи*агича а̂м топиш мумкин:

С dt 1 р dt 1 с d(<+T )  =
J 5 '  + « 5 J 4 5 J 4

5 5

=  T ln /+t I + c-о I
Топилган иккала натижа ^ам тугридир, бунга натнжаларни
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дифференциаллаш билан тула ишонч хосил ^илиш мум
кин. А

504. 1) | (3 — 2дг)7̂ х;

интегралларни топинг.
д  1) Берилган интегрални —2 га купайтнриб ва булиб, 
сунгра —2 купайтувчинн интеграл ишораси остига киритиб,
— 2dx =  d (3 —2х) эканини эътиборга олиб, I формулада х 
урнига (3 — 2х) ни хуйиб ва а  — 7 деб цуйидагига эга бу
ламиз:

j (3 - 2 х ) 7 dx  =  -  у  j  (3— 2л:)7 • ( -  2 dx) =

=  j ( 3 - 2 x ) M ( 3 - 2 x ) = -----j  . i ^ i l f  + c .

2) Интегрални - л  га хам купайтнриб, з^ам булиб ва
— ndx  =  d ( m  — nx)  тенгликдан, сунгра VI формуладан 
(бунда х урнига т — пх  цуйилади) кфойдаланиб, ушбу на- 
тижага эга буламиз:

3) ctg  ф ни орцали ифодалаб ва II формуладан

фойдаланиб (бунда х =  sin ф, dx  =  соэф^ф деб царалади). 
^уйидагига эга буламиз:

— \ sec2(т  — n x ) d ( m — n x ) = — - t g ( т — п х ) +  С.

sin  ф

К^уйидаги интегралларни топинг:
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3

515. |со5ес22ф<Лр.

516. \ eAxdx.

Агар интеграл остидаги функция бир цанча ХУШИЛУВЧИ 
функцияларнинг алгебранк йигиндисидан нборат булса, у  
Холда 2- г) хоссага кура хаР бир цушнлувчи функцияни 
ало^ида интеграллаш мумкин.

521. К,уйидаги интегралларни топинг:

Д 1) Х,ар бир цушилувчнни ало.\нда I формула буйича ин- 
теграллаб, хуйидагига эга буламиз:

J  (Зх2 — 2х +  5) dx =  |3х2 d x — j  2х dx  +  j 5  dx  =

- 2x* -f- дг — 1 
\ *3
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=  3 jV d x  — 2 J x dx  +  5 \dx =  3- у  — 2- Fy  +

- f  5x +  С =  xs — x* +  5x - f  C.
2) Интеграл остидагн каср функциянинг суратини мах- 

ражига булиб, цушилувчи функцняларга ажратамиз. Сунгра 
интеграллашнинг II, I формулаларидан фойдаланиб, хар бир 
цушилувчини интеграллаймиз:|

=  2 In х 1------— -j— !— j- С.
х ^  2х*

3) (I + е х) ни квадратга кутарнб, сунгра .^ар бир ^уши- 
лувчини ало.\нда интеграллаб топамиз:

J(1  + / )2d x = j ( l  +  2 е х +  S x) d x =

=  j  dx  +  2 j  e x dx  +  у  [  e xd  (2x) =

=  x  -f- 2ex +  —  e x +  C.

4) Интеграл остидаги каср функциянн 2 та каср функ- 
цияга ажратиб, сунгра II, X формулалардан фойдаланиб 
топамиз:

J  x* —  5 J  x* — 5 J*«-5

=  In IxJ4— 5 H----- In x- yZ\ + c.К  52У5
5) Интеграл остидаги функциянинг суратини махражнга 

булиб, бутун цисмини ажратиб, сунгра интеграллаймиз:

6) 1 + tg2 а  =  sec* а  тригонометрик формуладан фойда
ланиб, цуйидагига эга буламиз:

Xtg2ф ф  =  J  (sec2ф —;l)d<p= f s e c 2<pdq> —

— jd(p =tg<p — ф + С , А
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К,уйидаги интегралларни топинг:

522. j ( 2  у  * — у / 2х + 5 )  dx.

523. f (sin ф — соБф)2^ .

524-* J S l  dx•

525. dx
J V *

526.* f  dx.
j  ** + 6

527. J ( t g x  +  c tgx )3dx.

528. [ ( e?  — e ~ y d x .

x* — 2 
x +  2

б) Узгарувчини алмаштириш билан интеграллаш
Аницмас интегралда узгарувчинн алмаштириш формуласи:

j  / (х) dx  =  J  / (ф (0) Ф' (0  d t  — [ р  (/) dt ,

бунда ф'( t )  узлуксиз функция.
Агар янги t узгарувчига бог лиц булган интеграл f F (t) d t  

топилса, у  х =  ф(/) формуладан фойдаланнб, на-
тижани х  орцалн ифодалаб, берилган интеграл нинг излана-
ётган ифодасинн хосил циламиз. Масалан, / =  J  [ d*y '^  

интегрални топишда х =  t2 деб олайлик, у  холда dx =  2/ d t

529.* j 111—- dx.

ва

=  2 f <# —  2 Г——— =  2 / —  2 In U +  1| + с  =  
J J  /+1

=  2 ]/ х  — 2 In( К х  +  1) +  С.

• Агар алгебраик каср-рационал функцияда суратдаги куп^аднинг 
даражаси махражидаги куп^аднинг дараж асига тенг ёки ундан катта
б^лса, бундай каср-рационал функция нот>три каср-рационал функция 
дейилади.
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=  3 | x2 dx  —2 j  x t/x - f  5 | dx =  3 • ----- 2- у -f-

+  5x +  С =  Xs — x2 +  5x +  C.
2) Интеграл остидагн каср функциянинг суратини мах- 

ражига булиб, цушилувчи функцияларга ажратамиз. Сунгра 
интеграллашнннг II, I формулаларндан фойдаланнб, хар бир 
цушилувчнни интеграллаймиз:)

=  2 In ' х 1 — —  +  —  + С.
X ^  2х*

3) (1 +  е х) ни квадратга кутарнб, сунгра ?̂ ар бир цуши- 
лувчнни алохида интеграллаб топамиз:

j ( l  + / )3d x = j  (1 + 2 е х +  e2x) d x =

-  j  d x + 2 j  ex dx +  ~-  j* e 2xd  (2x)=

=  x +  2ex +  —  e x +  C.

4) Интеграл остидаги каср функцияни 2 та каср функ- 
цияга ажратиб, сунгра II, X формулалардан фойдаланнб 
топамиз:

f =  f — d x + З  Г =J  х* — 5 J х* — 5 J*»-5

+ С.=  In IxJ2— 5 Ч------— In
2/5

X — V ъ
*  +  V 5 |

5) Интеграл остидаги функциянинг суратини махражига 
булиб, бутун к;исмини ажратиб, сунгра интеграллаймиз:

Ь^=Я'-^Ь=
= J ‘, j : _ l ^ T i = ' - a r c l e x + c -

6) 1 + tg'2 а  =  sec* а  тригонометрик формуладан фойда
ланнб, цуйидагига эга буламиз:

J t g 2<pdq> =  | (sec2<p— l)dcp =  J  sec2<pd<p —

”  J d *  =  tg<p — ф + С . ▲
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!\уйидаги интегралларни топинг:

522. j ( 2  у  х — у ' '  2х + 5 )  dx.

523. \ (sin ф — cosф)!  d(f.

524.* Г dx.

525.
J У *

526.* f  ——  dx.
3 *» + 6

527. J(tg  дс -h ctg

528. [(<?— e ~ y d x .

529.* [*— * dx .
J  x + 2

б) Узгарувчини алмаштириш билан интеграллаш
Аницмас интегралда узгарувчнни алмаштириш формуласи:

j  f { x ) d x =  |/(ф(0)Ф'(0 я  =  j > (0 dt,
бунда ф '(0 узлуксиз функция.

Агар янги t узгарувчига борлиц булган интеграл J  F (t)dt 
топил са, у  ^олда х =  ф (0  формуладан фойдаланиб, на- 
тижани х орцали ифодалаб, берилган интегралнинг излана-
ётган ифодасини ^осил циламиз. Масалан, / =  

интегрални топишда х = t2 деб олайлик, у  эрлда dx =  2/ dt

*= 2 {dt — 2 Г——— = 21 — 2 In |/ + 1| + С =
J  t +  1

= 2 V x - 2 l n ( V 7  + 1) + С.

• Агар алгебраик каср-рационал функцияда суратдаги куп^аднинг 
даражаси махражидаги кугцаднинг даражасига тенг ёки ундан катта 
б^лса, бундай каср-рационал функция нот>три каср-рационал функция 
дейилади.
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белгилаш, яъни t  =  1 +  V  х билан ^ам топиш мумкин:

/ интегралнинг топилган натижалари бир-биридан иккинчи 
узгармас сонга тенг цушилувчиси билан фарц ^илади; икка- 
ла натижанинг тугрилигига уларни дифференциаллаш билан 
ишонч з^осил цилиш мумкин. .

Юцоридаги мисолда курсатилганидек, узгарувчини ал- 
маштирншда х ни t ор^али и}юдаловчи х =  ф(/) ёки t ни 
х оркали ифодаловчи t  =  \|> (х) формулалардан фойдаланиш 
мумкин.

Узгарувчини алмаштиришда кулай формулани (белгилаш- 
ни) танлаш катта а.^амиятга эга, шу билан бирга яхшн бел
гилаш учун битта умумий цоидани бериш мумкин эмас. 
Баъзи бир хусусий цоидаларни цуйидаги интеграл турлари 
учун курсатамиз.

530. К,уйидаги интегралларни топинг:

д  1) х* =  / белгилаш киритиб, уни дифференциаллай
миз; 2 x d x = d t ,  с^нгра буларни интеграл остидаги ифодага 
цуйиб, янги интегрални топамиз ва берилган х узгарувчига 
цайтамиз:

2) 1 +  2 c o sx =  / белгилаш киритамиз, бунда — 2sinxdx— 
=  d t  ва

x =  ( t - l )2, dx =  2 ( t - \ ) d t  ва / =  j  2('~  0 d t  =

+  C =  2(1 +  V T ) - 2 \ n ( \  +  Vx  ) +  C.
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__  _ алан:
С sinx d x -------------- L  C J L ^ - 1 C  / 2 d t
J  / I  2 cosx 2 J  /< 2 J

+ с  = С — v г  = С — К Г-f 2cosx
,  \

3) x2 +  a =  z десак, 2 x d x i =  dz ва
_i_ \

(‘ xdx - 1 f—  - 1 Г 3 j ' 3 3\\ 3 ' -------------Г  -----r - I Z dz =  —  ■ —  z +
J  >•*■ +  «  2 J  V *  2 J  2 2

- f  С =  -J- v  (x2 +  a)2 +  С га эга буламиз.

4) 1 Н- In jc =  w белгилаш цуйидагнларни беради:

- у  =  dv ,  J  > i+ Jn x  dx =  ^ y v  d v  =  ± v : +

+  C =  4 K ( T + W + C .

5) ey 4- 1 =  t2 белгилаш киритиб ва унинг днфференциа-
j  » 2/Л 2tdtли e yd y  =  2 t d t  дан d y  ни топамиз: d y  =  —— =  - — - .

Г  t* --  1
Буларни интеграл остидаги ифодага цуйиб, ^осил булган 
интегрални топиб, сунгра эски у  узгарувчига к,айтамнз:

Г -»£ -£ ------- a  — i . - L . i n t = ±  +
J  F f ' + I  J  /(** — I) J  /*— 1 2 <+ 1 

+  c  =  In +  C. A
y p + l+ i

К^уйидаги интегралларни топинг:

531. \ -A — , / =  x3 белгилаш билан.
J  5 — xe

532. Г — - x— г  =  3 +  4 ex белгилаш билан.
J  з +  4 «?х

533. J t g 3<pd<p, Ф =  arctg/ белгилнш билан.

534. j x *  \ a — х2 dx, y ra —xt  = г  белгилаш билан.

535. 1 ■ ■. * dx, х —- 2 = / белгилаш билан.
J  (* — 2)3

536. f x - \ a  — x d x , а — jc = /2 белгилаш билан.
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г г  ^  |

537*. \ — т = - , х =  —  белгилаш билан.J x V \  +  x * t

f dx—■— , tg дс =  z белгилаш билан.
sin 2 х

539.

540.

541.

542.

543.

sin 2 x 
xdx

x * +  1
r x dx

J ;

H . Y ,
Г e*xdx

J

I
dx 

x\nx 
cos x dx

V 1 -f 2 sin2* 
sin 2 x 

\  2 4- cos* д:
544. I*—

* I ' j Z L
J  » Г+7*
P Г*Л г  
J l + F'?*

546.

в) Булаклаб интеграллаш. Купангманинг дифференциа- 
лини билдирувчн d ( u  v ) =  и d v  +  v d u  тенгликнинг .\ар 
икки томонини интеграллаш билан булаклаб интеграллаш 
формуласи

J  и d u  =  u - v  — \ v d u  (*)

ни ^осил цилиш мумкин. Бу формула билан |' u d v  интеграл- 
ни топиш бошца \ vdu  интегрални топишга келтирилади. 
Агар j v d u  интеграл {'udv  интегралга нисбатан соддаро^ 
ёки унга ухшаш булса, бу хрлда  берилган интегрални то- 
пишда булаклаб интеграллаш формуласидан фойдаланиш 
ма^садга мувофиц булади.

Бирор \ f (x )dx  интегралга нисбатан булаклаб интеграл
лаш формуласини татбиц этиш учун интеграл остидаги ифо- 
да f ( x ) d x  ни и ва d v  купайтувчиларнинг купайтмаси шак- 
лида ифодалаш керак; бунда d v  учун dx  ни уз ичига олган 
шундай ифода танланадики, бу ифодадан интеграллаш нули 
билан v  ни топиш мумкин булади; и учун кун ^олларда
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днфференциаллши натижасида соддалашадиган (масалан: 
arc sin х; In г , a r c tg 3 x ; дс3) функциялар олннадн.

547. К,уйидаги интегралларни топинг:

4) ( arc sin xdx;

6) J  е~* cos ~  dx.

1) fxcos x dx ;

3 ) ("дс arctg  xdx; 

5) | хге 3х dx;

\ Берилган интегралларнинг хаммасини (*) формуладан 
цойдаланиб ечамиз:

I и = X,
\du =  dx ,  u = s in x

— j  sin xd x  =  x s in x  - f  cosx +  C.

1) fxco s xdx d v = c o s x d x l \  =  x s i n x _

w = In X,

dx

, dxd v  =  —  
jc*

du  = v  =  —

_ ___L  . InX + — Г — • — =__ L  Inx —
2 x * 2 J jc* x 2jc*

2 jc*

—- + c = c -
4 jc*

1 + 2lnjr

3) / =  f x arc tg x dx =

4x*
и =  arc tg x, d v  =  x dx

du  = *
1 +  x*

V =

x* j -  Г ** ** x 1 Г xidx— —- arctg  х — I — ----------  =  —  a r c t g x -------------------  (1).
I  *  J  2 1 + x* 2 8 2 J  1 + x*

Энди I —  dx ни ало.\нда топамиз. Сунгра топилган
i J  1 4” х*

ифодани (1) га цуйиб, / ни топамиз:

^ + | - ‘ d x - f ( l ------- !— )d x  =
J l + * *  J  l +  x* JV  1 +  x * l

=  x — arc tg x ва 

/ =  у  arc tg x — - y  +  4  arc tg x +  С =  С —

JC . JC* +  1-------------------- arctg  x.
2 2
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4) J  arc sin x d x  =
|« =  arc sinx , d v  =  dx

=  x arc sin
“" ‘ - р Т г Ь г  й

Г dr
(2) дагн jx -  _ . =  интегрални I формулага келтириб 

топамиз ва топилган нфодани (2) га цуйнб, / ни топамиз:

JVТ = 5 = - Н ' ( | - * ,> Г « 0 - Л - - ( 1 - ^ Т .

I  =  хате sin х  — V I — х2 - f  С.

|ц =  х*, d v  — e**dx

/„ —бутун мусбат сон) интегралларнн топишда (*) форму- 
лани п маРта Куллаш керак булади.

,  г  -х  l lu==c_^  du =  c o s^ -d x 11
б) / =  J  <? cos у  dx =  2

и = е

5) / ~  J  х*е3х dx =
I *3jcj du  = 2 xdx, v  =  - y

X* 3x 2 f  3x ,=  — e ------- e  xdx .з з J
(3) дагн jV '  xdx  га яна булаклаб ннтеграллаш формуласи 
(*) ни татби^ этамиз:

(3)

[  хе"  dx  =
и — X, d v  =  e3xdx 

du  — dx, v  =  

x 1

3 ij Здг ,e  dx =

— e3x---- L f ê d(3x) =  ± e 3x-  — e3*.
3 9 J  9 3 9

Топилган ифодани (3) га ^уйиб, ^уйидагига эга буламиз:

/ =  Г Xi e3x dx  =  —  е3* — — ( — ? * ----- +  С  =
J 3 3 \ 3 9 /

=  ^9 xs — 6 х +  2) +  С.

5) интегралда булаклаб интеграллаш формуласи (*)
2 марта ишлатилди. Агар интеграл остидаги х* урнида х3
булганда (*) формуланн 3 марта ишлатишга тугри келар 
эди. Умуман

j x n eJtdx ва j x "  sin xdx , J x" cos x d x

du  =  — e  Xdx, и =  2 sin - j  

=  2 e~x sin у  +  2 Г e_Jcsin у  dx =  2 e “ *sin -£  +  2/ ,. (4)
* J  “ *

/, интегралга нисбатан >;ам булаклаб интеграллаш форму- 
ласини татбнц этамиз. и =  е~х, d v  =  sin у  dx деб ^уйи-

дагиларга эга буламиз:

du  =  —е~х dx; и= J s in  у  dx =  2 | s in  у  d ^ j  =

=  — 2 cos у ;

/, =  J  е-дг sin у  dx =  — 2 c o s ----- 2 \ e~x- c o s  j d x  =

=  — 2e~x c o s  —-----2/.
2

/j нинг топилган ифодаснни (4) га цуйнб, / номаълум ин
тегралга нисбатан тенглама ^осил циламиз:

/ =  2e“x s i n y  + 2 j - 2 e " * c o s y  — 2 / j;

5 1 =  2 е~х sin —----- 4 е~х cos — ;2 2

' “ T c‘ ' ( s in f ~ 2cos f )  +  c - 

Агар /, ни топишда и  =  sin у ,  d v  =  e~xdx  деб олин-

са, у  .^олда d u = y c o s y  dx, v =  — е~х, /, =  — <?_Jrsin — +-

I С X X X+  —  | e x c o s y  dx =  — e ~ '- s i n y  + —  • / ларга эга бу

ламиз. Бунда /, нинг топилган нфодасини (4) га ^уйсак, 
бефойда айннятга эга буламиз:

l  =  2 e  * s i n - y  +  2 ( — е  '- s in  у  +  у  /j , 0 =  0.
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4) f arc sin x d x  =
и =  arc sin x, d v  =  dx

dx
y  ~ 7.  ' y =  *

du  =

f  dx=  x arc sin x — I x - . -7 
J  r l - ^ 1

бутун мусбат сон) интефалларнн топишда (*) форму- 
и п марта' цуллаш керак булади.

и =  е  ,

(2) 6) l - J « "
cos —  dx —

(2) даги |х- — =  интегрални I формулага келтнриб 

топамиз ва топилган ифодани (2) га цуйиб, / ни топамиз:

du

d v  =  cos —  dx  I

=z— e~xdx,  и =  2 sin

=  2 e~x sin Y  +  2 f e X*'n J T dx  =  2 e  'rs in i  +  2/ ‘ - (4)
*  1/

Г xdx _  I Г ~ t“ — интегралга нисбатан .%ам булаклаб интеграллаш форму-
J  = T J  (I *0  -**) = -(1  - х 2) 2. ласини татбик этамиз. и = Г*. dy = sin -f dx деб чуйи-

/ =  х arc sin x  — \ 1 _  X'i + C .

5) / =  J x V 'd x  =
U =  X2, d v  — e3jr dx

du =  2 xdx, и =  - y  

<i*.3 3 J

дагиларга эга буламиз:
du = —e-J: dx; i>= j* sin y -  dx = 2 ^ sin d ̂  j  j  =

(3)

(3) даги J e 3 r x d x  га яна булаклаб интеграллаш формуласи 
(*) ни татбиц этамиз:

/, =  J e  's in -^ -d x  =  — 2 е  *cos-^----- 2 \ е  x c o s  j dx  =

=  — 2 e  x cos -L  — 21.

J  хе л х dx =
и — x, d v  =  dx  

I du =  dx, v  =
3

— e3x----- — Г
3 3 J e 3x dx =

/. нинг топилган ифодасини (4) га цуйнб, / номаълум 
тегралга нисбатан тенглама \осил циламиз.

I  = 2 e - x s \ n - j  +  2 [ - 2 e - xc o s ^  - 2 / ] ;

ин-

=  —  в**----- -  f  eted (3 x )  =  — е3х----- —в**.
3 9 J 7 3 9

Топилган ифодани (3) га цуйиб, ^уйидагига эга буламиз:

r = ( x * ? d x  =  £ f - - ? - l ± e 3x— ' - М  +  С -
J 3 3 \ 3 9 /

=  ^ ( 9 х 8 - 6 х  +  2) +  С.

5) интегралда булаклаб интеграллаш формуласи (*)
2 марта ишлатилди. Агар интеграл остидаги х* урнида х3
булганда (*) формулани 3 марта ишлатишга тугри келар 
эди. Умуман

j x " e Jtdx ва j x ' I s in x d x , j  х" cos x d x
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5 / =  2 е  x s i n - j  — 4 е  дcos

/ =  т г' ' ( 5|пт - 2 с“ т )  +

Агар Л ни топишда и =  sin d v - e  Xdx деб олин-
1 х  .  — ДГ / —  X • X= — cos— dx, и =  — е , /. =  — е sin— +•
2 2 2

х хе~ж cos —  dx =  — е~х ■ sin —  +  —  • / ларга эга бу-

са, у х;олда du —  2

+  Y  1 r  Т ил ~  .............. 2 ’ 2
ламиз. Бунда /, нинг топилган ифодасини (4) га хуйсак, 
бефойда айннятга эга буламиз:

/ =  2 ^ s i n ^  +  2 ^ - e ’ ^ s i« i Y  +  - J 7) .  0 =  0. а
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Шундай цилиб, такрорий булаклаб интеграллаш дас 
лабкн / интегралга олиб келиши мумкин экан. Бу ^ол 
да ё / интегрални осон топиш мумкин булган тенглак 
ёки такрорий булаклаб интеграллашда и, d v  ларни урин 
танлаш натижасида бефойда айният ^оеил булади.

Баъзан булаклаб интеграллаш бирор даражали функция- ] 
нинг анш\мас интегралн билан курсаткичн берилган функ- j 
циянинг даража курсаткичидан кам булган уша функция^ щ. ] 
олинган аник.мас интеграл орасидаги муносабатни ^осил ки- j 
лади. Бундай муносабатга рекуррент (к,айтала.\га) формула ]
П О П П  ПО п и

■ интеграл хосил булади. п  — 2 да ре-
JC* ■+■ 1жадваддаги j*

ма, ^уррент формулани ^уллаб, цуйидагига эга буламиз:

/, =  Г — ——  =  — - — I- —  г =*
J  (** -Г 1)* 2 (дг« 1) 2 .) х* f  1(х* 4  D*

X

П  =  3 да: /3

2(**+ I)
dx

2 J  х* f  

+  —  arc tg x +  С.

J
деиилади.

548. 1) /„ =  j
dx учун рекуррент формула келтн-

dx
(х* 4  1)"

риб чи^аринг ва унинг ёрдамида J  - ^  ^  ни топинг 

А ,  С dx Г дг* +  1 — х* . С dx" = J (jr*+ i Y
p X* + 1 — X1 f

J  (** -t-1)" *  J <** 4  1)f*—1

■ j (xt + | , " dX 7" - ‘ 1  (x* +  \ f  dX‘

Охирги интегралда и =  x, d v  = — dx десак, у  ^олда

du  =  dx, v  = J (**4  l/1

(** + I)'
dx = — = J_  Г— -

(X*4 1)'

=tJ<
4  C =  -

1 /-Л+1
d t  =  ~2 ' _  „ r  l 

I 1

4 C  =  — 2 n  — 2 Г Г  +• П—I

нинг учун

=  '„ - I  +  

1

2n  — 2 

1

(jc* + 1);
л—  +  С га эга буламиз. Шу-

2 я — 2 ( * * + ! ) '

(** + 1) 

—  +  L - i

/1 — 1 2п
1

- j
dx

2 п  —  2

----- (- 2 п ~~ 3 /а —| < 7

/ л -1  =

л—1

2п— 1

п—I( j f i + l ) " - 1 • 2 л — 2

Шундай ^илиб, биз цуйидаги рекуррент формулани \осил 
^илдик:

2 л  — 2 (jc t+ 1)^-1 1 2 л — 2 *л” 1*

Бунда рекуррент формулани такрорий ^уллаш натижасйДЭ 
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(**+ »)3
3 х

(X* + О1 + т ' - “

D I . - J

4(**+ 1)«
dx

(х* 4  о, )п

+  —  a r c t g x  +  С . а  
8(л*+1) 8

интеграл учун рекуррент формула

J  _  _ 1___ X , 2 п — I J
я+| _  2 п  а* (х* +  а1)" "Г  2 п  а» " 

эканлигига ишонч ^осил дилинг.
Куйидаги интегралларни булаклаб интегралланг:«
549. fx  sin xd x .
550. [ х 2 In xdx .
551. j ( x 2 4
552. fx -sec*xdx.
553. J x  ln ( x — 1) dx.

554. \ arc ctg t d t .

J  ex s in  xdx .  

j*xn In x d x  (n ф  — I).

\) e  2xdx.

555.

556.

557.
I

arc sin x dx.
V x - r  I

558. j' x3e x dx.

559. \ ecx c o s  nxdx .

560*. J  a rc tg  \r 2 x  — 1 dx.

561. I n =  j xk \n x dx  (n > 0 , бутун) интеграл учун pe- 

кУРрент формула келтириб чицаринг.
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К У р с а т м а :  и =  \пп х деб белгиланг.

562. In =  j  siп пx dx  (/i> О, бутун) интеграл учун рекур, 
рент формула келтириб чи^аринг ва унинг ёрдамида f sin4 xdx 
ни топинг.

К у р с а т м а :  sinn х ни sin” х =  sin”*"2 х • (1 — cos* х) ор^али ифо. 
далаб, к  =  cos дг, d v  =  sinn 2 х • cos xdx  деб белгиланг.

2- §. КВАДРАТ УЧ\АДНИ УЗ ИЧИГА ОЛГАН ФУНКЦИЯЛАРНИНГ
ИНТЕГРАЛЛАРИ

С Ах+ В J  Г А х + В  , С Г_____________
J  ах* - f  bx i c dX' J  7 ^  +  bx +  c  dX' J  V a x '  +  b x +  cdx
квадрат уч.^адни уз ичига олган функцияларни интеграллаш 
жадвалидаги формулаларга келтириб интеграллаш учун I 
аввало квадрат уч.\аддан тули^ квадратни ажратиб олиш 
керак. Бу ^олда ах2 +  Ьх +  с  квадрат учл,ад цуйидаги ку- 
ринишга келади:

+ т - £ ) - . ( ( ' + £ М -
Сунгра алмаштиришлар йули билан ю^оридаги интеграллар-. I 
ни интеграллаш жадвалидаги формулаларга келтириш м\м- I 
кин.

563. К,уйндагн интегралларни топинг:

"I 
3,Р
Д 1) Квадрат уч.^аддан тулиц квадрзтни ажратиб ола-. 

миз:
х2 +  4 jc +  8 =  (х +  2)2 +  4

ва dx  урннга d (x  +  2) ни ёзиб, х формула буйнча интеграл- 
лаб топамиз:

Г ____*1_____  =  С d ( x ^ 2 )  _  I ____х +  2 , ^
J х* +  4 х + 8  J (х+2)«+4 2 g  2

2 ) 2 х 2 — З х + 1  квадрат уч\аддан тулиц квадрзтни! 
ажратиб оламиз:
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dx
xt  4- 4 х + 8 

3 * — 2 
дг* +  6 х 4- 9

7 — 8 дг dx;

dx;

2) Г — —
J  2 ** — 3 дг + 1 

4) j  6 * * - 7 * *  +  3 * - l
2 х  — 3х2

dx

ax< +  bx +  c  =  a ( x '  +  ± x + - L ' i = a ^ x + ± j  +



■

2 * . _ 3 * + 1 = 2 ( * « - - ! - *  + - 1 ) = 2 ( ( д _ 1 ) , +

I  +i-̂ ) = 2((«-7r-TV)
3

м  x -----— =  t  алмаштириш бажариб, dx =  dt  .^амда

/ =  Г--- I n i f —  d x  =  — \
J 2 x* — 3*4- 1 2 J

1 —  8 /

— — 
16

d t

га эга буламиз. Бу интегрални касрнннг суратидаги икки- 
^адга кура 2 та цушилувчи интеграл га ажратамиз:

2 . -  
4

In

, + Т
— 2 In

бунда ц^шилувчи интеграллардан биринчиси IX, иккинчиси
II формулага кура интеграллаиди. Энди х узгарувчига цай- 
тиб, пировард натижага эга буламиз:

* - 1  1 — 2 1п |х* — 1 ,5х  +  0.5| +  С./ =  1л
х — 0 ,5

3) Тули^ квадратни ажратиб, яъни х1 +  6 х  +  9 =  
= (х +  3)* ва / =  х +  3 деб, цуйидагиларга эга буламиз:

3 j  -у — 11 J  /_2 Л  =  3 In I?| +  11 Г 1 +

+  С =  3 In |х +  3| + 11
х 3

+ с.
4) Аввал интеграл остидагн нотутри каср рационал функ

циянинг суратини махражига булиб, бутун к,исмини ажра
тамиз:

—  - 7 * *  + з х ~ 2  =  _ 2 х + 1 +  * - - L .  t
2 ж — 3 х* 2 х — 3 дг1
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сунгра \ар бир цушилувчини ало^ида интеграллаймиз:
6 *3 — 7 х* -f- 3 х — 1 j  j  | л j 
------- -------------------- =  — 2 $ x d x  +  § d x  +

' = f
П£---- =  _  ,

J 2x —Зж» 1
/, ннтегрални интеграллаш жадвалндагн II, IX формулалар 
куринишига келтириб топамиз: 1

'■— т Я Ч * — H - V  +2
х* — — X

3

( * - т )

ДГ —

м н
+i 2- —

3

In
-L_-L

x — з “  з
i l

x — — -f- —
3 3

= ------ In
3

x — н —  In

у  *олда

/ =  — хг +  x +  11 =  — хг +  x H—  la Le------

j  in \x\ +  С

булади. a  

564. 1) j dx
Vx* — 4 x — 3 ’

2) Г ( 3 x - 5 )
J V 9-t- бдг— ЗдГ

интегралларни топинг.
д  1) хг —  Ax — 3 квадрат уч.^аддан тулиц квадратя* 

ажратиб, яъни х* — 4 х — 3 =  (лс — 2)* — 7, dx =  d  (х —") 
деб, интеграллаб топамиз:

= Г ;/- ^ - 21 _  = l n l x - 2  +
J  У * —  А х —  3 J  V  (ж — 2)* — 7

+  К ( * - 2 ) а - 7 |  +  С
(бунда XI формуладан фойдаландик).

2) 9 +  6 х — Здс* квадрат уч^аддан тулиц квадратни . 
амиз: 9 +  бдс — З х г = — 3 (jca — 2 х  —  3) = — 3((х -ратамиз:



— 4) =  3 (4 — (л: — I)2) ва z — х — 1 алмаштириш бажара- 
миз, у  ^олда

dx =  dz, / - Г  ( 3 , - 5 )dx _ . с  Я > -2  
J  УЭ-Нбдс — Зх* У З  J  у  4 - г *

булади. Э^осил булган интегрални 2 та интегралга ажрата- 
миз ва уларнннг ^ар цайсисини ало.\ида топамиз:

' “ v r l v ? = r - v r l  т а

1 .
2- - - М (4 - г * )  2 d ( 4 - z 1) =  - ( 4 - z i )

(бунда I формуладан фойдаланилдн). VIII формулада x =  г, 
a =* 2 деб олсак, у  ^олда

/ = Г— £-
2 J  У 4 ^

=■ =  arcsin  —
г* 2

булади. Топилган /, ва /2 ларни / га цуйиб ва аввалги уз- 
гарувчи х га утиб, куйндагига эга буламиз:

/ = К З  I x — /, =  С ~  v з  (4 -  г2) -  arc sin |  =

2 . х — I=  С — У 9  +  6 х  — З х 4 — -т= - arc sin
УЗ 2

565. Булаклаб интеграллаш формуласи 
J u d y  =  u v  — J  v d u

^•§, 4 -в банди) га кура
А) | V t* + b d t  ва Б) f у  а *_/а dt  ларни топинг. Сунг-

^  топилган натижаларни формулалар деб цараб, цуйидаси 
чнтегралларни топинг:

1) J  F x * - 3  dx; 2) J У х * +  2 х  +  6 dx;

3) J  ]/ 3 +  4 x — x* dx.

д  А) и =  У +  b, d v  =  d/ деб цуйидагиларга эга бу- 
^  =  t cU_  , v  =  t ва
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1 =  § V t * + b  d t  =  t  +  Y T T b  ~ ^ y = dt .

Охирги интеграл j   ̂ ^ d t  да интеграл остидаги каср

функциянинг суратнга узгармас Ь ни ,\ам ^ушиб, ^ам айн- 
риб, интегрални 2 та интеграл га ажратамиз:

j V i * + b  J Vfl + h J J Vt* + ь

=  i - b \ - r £ =J К Ч 6
У холда I — tV t*  +  b — Г . d t  =  t  V f -  - f  b  —

J  V  /* 4- b
- i  +  b [ - ? J L ^  \ 2 i  =  t V ^ T T  +  ь [  , dl =>/ = J /7*+T J K/* + 6
=  у К < Ч Ь  +  Y  In |/+  l^ F + fc l +  С (A)

(бунда XI формуладан фойдаланилди).

Б) / =  J  |/а2 — t* d t  =
u =  j/ a 2 — <2 . dv =  dt 

tdtdu  — —
/о* — /*

— j ~ ^ Z - ^ -dt =  t V a 2 — t2 — J ] / a 2 — Г2 d/ +

+  e 2 i d/ . =  t V a -  — t2 — I  +  a2 arc sin — .J V a* — /* a
Шундай цилиб, / =  / V a 2 — /* — / +  a 2 arc sin — ва бундая

a
/ =  f  ]/a* — /2 d/ =  4  K a* — *a +  —  arc sin — - f  С. (Б)

J  ^ 2 fl
1) (А) тенгликни формула сифатида цараб, / =  х, b = * 

булганда ^уйидагига эга буламиз:

j V x * - 3  dx =  Y  ]/ x2 — 3 -  Y ,п |х +  К х ^ з |  +  с -

2) Квадрат илдиз остидаги ифодадан тулиц квадраТН|1 
ажратиб оламиз:

х2 + 2 х  +  6 =  ( х +  1)2 +  5,
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сунгра / =  х +  1, ft =  5 деб (А) формулани татбиц этамиз: 

j  Vx* +  2x  +  6 dx = J  |/(x + 1)* + 5 d(x + 1) =

=  - ^ -  V ( 7 + 1 7 ^ 5  + -| ]n | jc+  1 +  

+  V(x  +  1)* +  5 | +  C.
3) 3 +  4 x — x2 квадрат уч.\аддан тулиц квадратни ажра- 

тамиз:
3 +  4 х -  х2 =  -  (хг -  4 х -  3) =  -  ((х -  2)1 -  7) =

= 7 — (х — 2)г ва t =  х — 2, а 2 =  7 деб (Б) формулани тат- 
бин этамиз:

| V  3 - f  4 х - х 2 dx =  j  У  7 -  (х — 2)2 dx =

Ж *= V 7  — (х — 2)* +  -^ arc sin +  С. ▲ 

Куйндаги интегралларнн топинг:

566. Г------ —J  л* — дг —

567. J  

<68 j

6 
dx

х* +  4 х +  29 
dx

4 х — 1 — 4х2

569. 1 <4х~ ЗЫг- 
** +  3 х - f  4

570. \ 3 < - 4-  dx
х* -г 5д:
18*» +  13 дг 

1 +  6 х +  9 ** 
х» — 2 х* +  4 

J  ** + 2х — 3 
dx

dx.

I
571. J  

572*. ^

573. f  ------------  .J  V 2  +  x - x *

574. f  , ^  -  .
3 V * * - 2 *

575. f  (* + 3)dJC .
J  V 1 -  4 X*
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576. И(X — 3 ) dx
X* -г 6 x 

xdx
577*. Г xdx

J  \ 1 — 2 x — 3 x*

578. J V \ — 2 x  — x 'dx .

3 -§ . РАЦИОНАЛ ФУНКЦИЯЛАРНИ ИНТЕГРАЛЛАШ

1. Номаълум коэффициент л ар усули. Бутун рационал 
функция (куп.\ад) бевосита интегралланади:

j  Рп (х) dx =  [ (апхп +  а/1_,х'1"1 +  . . .  +  atx +  а0) dx =
*Л+1 X*

=  а „- 7ГТТ +  a n - i  ’ V  +  • • ‘ + f l l  ‘ — +  a *JC +  c
P (jr)

Каср-рационал функция —-—  (бунда P n (x) ва Qm(x) лар
Чщ /

куп^адлар) n> m  булганда, суратини махражга булиш билан, 
Р  (х) Рк (*)-----------  г  (х)Ч---------- га келтирилади, бунда k <  т, п, т,
QmW QmW p„(t)
Л — мусбат бутун сонлар, —  ̂— нотугри каср-рационал

функция, г  (х) — бутун рационал функция).
т -  д. p*wТугри каср-рационал функция - —— ни

Qn (x) =  {x — a f ( x  — b f . . .(х'- +  рх +  q)y
ёйилмасидан фойдаланиб, элементар касрлар (содда касрлар) 
йигиндиси шаклида цуйидагича ёзилади:

Рк W , А, , А а
---------  --------------------1------------------- --- +  . . . Н--------------- г-  • х — а

усули билан аницланади. Бунинг учун (*) тенглнкнинг хар 
икки томоннни Qm (x) га купайтириб, икки томондаги сурат- 
ларда айний куп^адлар ^осил цилннади. Бир хил даражада- 
ги х ларнинг коэффициентларини тенглаштириб, номаълум 
коэффицнентларнн ашщлаш учун тенгламалар системаси 
■ОСИЛ цилинадн ва бу системани ечиб, номаълум коэффи- 
циентларни топиб, уларни (*) га цуйилади. Шундай цилиб, 
jqap цандай тугри каср-рационал функциянинг интеграли, 
интеграл остидаги функцияни элементар касрларга ажрат- 
гандан кейин, ^уйндаги куринишдаги интегралларни топиш- 
га келтирилади:

/ -  Г dx , _  г  M x +  N
1 J  ( х - а Г  ' 2 J«Г J <** + ** + ?)"

(бунда р 2 — 4 q < 0 ) ,  бу ерда т,  л — мусбат бутун сонлар.
Агар т ф  1 булса, Д интеграл интеграллаш жадвалидаги 

1 формулага, т  =  1 булганда эса II формулага келадн:

+с■

J  х — a  J  х — а

/| интеграл 2- § да курсатилган ^оидага кура топилади. 
Ц в  1 булганда

2N  — Мр
\ •» Ч ~  Рг

п == k булганда
Mx +  N

arctg 2х  +  р
у  4 q — pt +  С {4q — р 2< 0 ) ;

+

QmW 
fii

(*  — a f  (*  — а)a—I
' • = J (дг* + px + q)k

dx  = M

В

+

(Jt —6)B ‘ (JC — 1 ‘ ’ x —b
M ix J r s i  +  Mtx +  Nt j _ M y x  +  S K (»)

(** +  px +  q)k (** +  /* +</)*“ ' x* +  px +  <T '
бунда Au  At .............Aa, B lt B t ........................................Af1( Mt, ■
• • .. Nlt N........... ... NK( a  -f- p 4- . . .  +  i  =  m) номаълУ-
коэффнцнентлар булиб, улар коэффицнентларнн со л н ш ти р 11111

2(1 — *) (х* +  рх +  q) 
_д_ 2 — Мр / du

2 J (u* +  a* f  

г'Улиб, бунда и — х -\ ; а  =  - j -  \  4 q — p 2 ва 

tHT форм)'л а

!=Г +

рекур-

- J ?
du

+

и*)к
1

а* (2 Л— 2)(u*+a*y 
2 Л - 3  f

2а* 2 * — 2 л-1



(Jfe =  2, 3, . . .  .) дан фойдаланилади.

1 Mx +  N
(х* + рх + q)n

■касрларга элементар (ёки содда) касрлар дейилади (бунда 
т, п  — мусбат бутун сонлар, р 1 — 4 <С 0).

2. Остроградский усули.

J Q(«) % И  J «,(«>
формула Остроградский формуласи булиб, бунда Q(.v) функ-

Р 1х)
ция каррали илдизларга эга булиб, —  тугри каср= ра-

цнонал функция, Qt (x) эса Q(x) ва Q' (х) ларнинг энг ю п а
умумий булувчиси, Q, (х) =  -■■■ ■--, Р.  (х) ва Р г (х) коэффи-

Qi (*>
цнентлар номаълум даражалари эса мос \олда Q, (х) ва 
Qt {x) даражатаридан битта кам. Номаълум коэффициент лар
—— =  —— ) 4— —— айниятдан номаълум коэффициент
о в )  \<?4 (х)/ 0 , (Г) 
лар усули ёрдамида топилади.

Х,ар цаидай рационал функциянинг интеграли элементар
функция булади.

579. К,уйидаги интегралларни топинг:

2)1 
3)

+  4 х* +  4 х
2 х» +  6 х» +  I 

х*. +  3 х*
dx;

Г х» + 4 х* — 2 х +  1 
3 х*. +  х

dx;

— 3 dx.
„ ... . 10х* 4- 25 

д  1) Интеграл остидаги тутри каср-рационал функция* 
ни элементар касрларга ажратамиз. Бунинг учун:

а) берилган касрнинг махражини ^аци^ий купайтувчи-
ларга ажратамиз:

х3 +  4 х* 4- 4 х =  х (х* +  4 х 4- 4) =  х (х +  2)г;

б) интеграл остидаги каср-рационал функцияни э л е м е н  

тар касрларга ёйиш схемасини ёзамиз:
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Зх* +  8 _  j 4  ^  В
х (х +  2)* х х 4- 2

+ (х+2)*
в) тенгликнинг иккала томонидаги махраждан ^утула- 

миз, бунинг учун тенгликнинг иккала томонини х (х  +  2)* 
га купайтнрамиз:

Зх* +  8 =  А (х +  2)! +  В х (х  +  2) +  Сх =
=  (Л + В )х *  +  (4Л + 2 Я  +  С )х  +  4Л ;

г) х,осил булган айниятнинг иккала томонидаги х нинг 
бир хил даражалари олдидаги коэффнциентларни солишти- 
риб, номаълум коэффициентларга нисбатан тенгламалар сис-

сини тузамиз:
[A -f  В  =  3,
4 А +  2 В  +  С =  0,
4/1 =  8;

д) бу системани ечамиз: А =  2, В =  1, С =  — 10 ва то- 
пилган кийматларни б) банддаги схемага цуямиз ва бу ^ол- 
да тенгликнинг икки томонидан интеграл олиб, топамиз:

Зж« +  8 _  _2_ j J .  ю .
хх(х  +  2)* 

З х * -)- 8
х + 2  ( х + 2 ) *

f  3 £ ± 1 Л в Г ( ±  +  _ J------------ ! ® _ W -
J  х (х 2>* J \ x  х +  2 (х +  2 ? )

=* 2 J t  +  J ^ “ 1 ° § x  +  2)-2d(x +  2) =  2\n[x\ +

+  In |х +  2| + Ю
х +  2

4- С.

[ 2) Интеграл остидаги нотугри каср- рационал функция- 
дан унинг суратини махражига булиб бутун цисмини ажра- 
W in

2 xs 6 х» 4-1 =  2 x 4 -
х« 4- Зх* х * +  Зх*

|Ьснл булган натнжадаги тугрн каср-рационал функцияни 
Элементар касрларга ажратамиз:
[  а) х4 4- 3 х* =  х!  (х* 4- 3);

1 А . В . Cx +  D .б) ----- -—  =  — +  — 4-
х* (х* +  3) х ** ** +  3

j

в) 1 =  Ах (х* 4- 3) 4- В  (х* 4- 3) 4- (Сх 4- D )x 2 =  
=  (А 4- С) Xs 4- (В 4- D) х* 4- 3 Ах 4- ЗВ;
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г) A + C  = 0, B  +  D =  0, 3/1 =  0, 3 f l =  1;
Д) А =  0, В  =  —  , С =10, D =  — —  ; ------!-----

7 3 в 3 *«(*« +3)
1 1

Демак,
I

З г*  3 (дг* 4- 3)

+ = 2 х Н -------- ------ =  2 x 4 -  --------
х* +  3 х* х* +  3 х* 3 х*

. Бу тенгликнинг икки томонидан интеграл олиб
3(*« + 3) 

топамиз:
2 x» 4 -6 jc»+  1

*! 4- 3 х*
dx  =  I (2  х -|— !------------- !----- ) dx =J I 3 x* 3 (** -f- 3) /

=  2 f x dx - f  —  f x 2 d x ----- — Г dx =
J  3 J  3 J» i + 3
=  x*----- ---------- arc tg 4 =  4- C.3 x 3^3 s ^3

3) Интеграл остидаги тугри каср- рационал функцияни 
элементар касрларга ажратамиз:

а) х4 +  х =  х(х» +  1) =  х ( х +  1 ) (х * - -х  +  1);
Xs +  4 X* — 2 x 4 - 1  __ А , В , Cx +  Dб) --------------------------- =  — ь

х (х +  I) (х* — х-Ь 1) х x - f - l + X* — X +  1

в) х * 4 - 4 х 1 — 2 х + 1  =  Л (х3 4- 1 )4 -В х(х* — x - f  1)4- 
4- (Сх 4- D) (х* 4- х) =  (Л 4 - Я 4 - С) х3 4- (С +  D — B)x*  4- 
4- (В  4- D)x  4- А;

г) A + B  +  C = l , C  +  D — В =  4, B +  D =  — 2, Л =  1; 
Д) Л =  1, В =  — 2, С =  2, £> =  0,

х» -)- 4 X* — 2 х  +  1 1 2 . 2 х
Х« +  X X

Буларни интеграллаб топамиз:
х 4-1

+ X* —Х4- 1

'  = 1 
+ 2|^

х »4 -  4х*  — 2 х  +  1
х4. -f х

x d x
X + i

=  In|x| — 2 In 1x4- 114-2/ ,. о
I t  интегрални 2- § даги цоидага кура топамиз. Махраждан 
тулиц квадратни ажратамиз:

х‘ ~ х  +  1 =  -----£-) + ~ ~  ва х — i -  = /  деб топа

миз:
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2 ' v' V  з КЗ
Буларни (*) тенгликка цуйиб, цуйндагига эга буламиз:

/ =  ln J£ li£ L z iL ± i)+  »  a r c t g 2 £ z i l 4 . c .
1 IV» 1 » S  » I ^  *( x + l ) «  V 3  °  К З

4) Интеграл остидаги каср-рационал функцияни элемен
тар касрларга ажратамиз:

а) х*4- 10 х* - f  25 =  (х* 4- 5)*;

б)
X»—3 Ах +  В

4-
Сх + D

(х* +  5)* х* +  5 ’ (х* 4- 5)*

в) х3 — 3 =  {Ах 4- В ) (х 2 4- 5) 4- Сх - f  D  =  Лх» 4- Вх* 4- 
+  (5 Л 4 - С) х 4 - (5  Я 4 - Я);
Л - 1 ,  в = о,
5 Л 4 - С =  0,

[5 В  4- D =  — 3;

д) Л =  1, В =  0, С =  — 5, D

х» — 3 х  5 х  +  3
(X* +  5)* X* +  5 (х* +  5)* 

(•*) тенгликни интеграллаймиз:
/ =  J  X* — 3 с  X d x

- 3

П

(** + 5)*
dx = Г -- 5 Г

J  ■** 4-5 J
dx

х dx

- з 1

(** + 5)*

(*•*)

• г и  II формулага келгирамиз:

(** +  5)« |  

интегрални интеграллаш жадвали-



интегрални эса интеграллаш жадвалида

, 1 =  Г =  -L  Г =  1  f  * J*± *L  -  l i n e ,  +  5)
J *» + 5 2 J *« + 5  2 J  ** + 5 2

/ j ~  J  (* »+ 5 )*  
ги I формулага келтирамиз:

_ _ L  (X* +  5)~* 1
2 ' 2 (дг* -г  5)

(***) тенгликдаги учинчи интегрални топишда рекуррент 
формуладан (548,2) мисолга ^аранг) ({юйдаланамнз; яъни 
учинчи интегрални К г деб белгилаймиз, у  ^олда

« . - г
(х* +  5)* 2-5 х* -f- 5 2 5

10 (** +  5)
1 \ С dx 1 / х . 1  х \Н------------------=  — ----------- h -т* arc tg 77=- =

10 J  * 4 - 5  10 W* +  5 }  5 / 5 /

= ----- Ц=- f - i i - f  +  arc tg
10 • / 5  \x* -r 5 Г 5 /

га эга буламиз. Топилган /ь  /2, АГ* ларнинг ифодаларнни 
(*»*) тенгликка цуйсак, цуйидаги натижа ^осил бу;лади:

/ =  — 1п(х* +  5) + ---- -̂---------- J X  +
2 7 2 (дг* -Ь 5) 1 0 / 5  \** +  5

+  arc tg - i - ) +  С =  -  In (х1 +  5) +  25 -------
5  / 5  / 2 V 7 10 (ж* -Н 5)

------ arc tg  -4=- +  С.
10/ 5  S / 5

Э с л а т м а :  К% интегрални топишда узгарувчини алмаштириш усу* 
лидан \ам фойдалаииш мумкин, бунинг учун дг =  V^5 arc tg г  деб бел
гилаш ма^садга мувофицдир. ±

К^уйидаги интегралларни топинг:

580. Г — х .
J дг3 —**

1/581.

582. №I
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583.

584.

585.

586.

587.

588.

589.

590.

№
Г (7 х
J х * - 2

(** +  Ddx 
3 * * +  З х — 1

- ,5) dx.
2х* +  Ьх 

x*dxf —J х« —  2 jt* +  I

I *

I 
I

(** + 2) (jt — I)* 
x* 4- 3 x* — 3 x 4 - 1  

( x +  l)* (x * 4 -  1)
X*

dx.

(x* 4- 2 X + 2)* dx.

Г x»tfx

J 1 - x« '

I X —  1

(X *  4- 2)*
dx.

З с л а т м а :  Каср* рациона! функцияларни интеграл л ашда, соддароц 
•Ул турганда, у  функцияларни содда касрларга ажратишга шошил-

>маслик керак. Масалан dx интегрални топишда х\ — I =  t

шггиришни бажариш керак, чунки х3 с/х = — d ( x * — 1). Худди4
гнга ухшаш I xdx

х4. 4- х* +  1 
ни бажариш ма^садга мувофи^дир ва ^оказо.

интегрални топишда х* = / алмаштириш-

591. Остроградский усули билан 

юинг.
Ах* 4- Вх 4- С

интегрални

г  dx
J (xs-D* +

Dx t  4- Ex 4- F 
x*— Ix»— 1

>y айниятни дифференциаллаб топамиз:
1 __ (2  Ax 4- В) (X* -  1) -  3 X* (Ax* 4- fix 4 - 0

dx.

(x*-D * 
Dx* 4- Ex +  F

x*— 1
!<и
■ t  (2 Ax +  B) (x3 — 1) — 3 x* (Ax2 +  Bx +  C) +  (Dx2 4- £x-b 

F ) (x * — l)=>D =  О, E — A = 0, F—2 5 = 0 , D + 3 C = 0 ,
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£  +  2/1 =  0, £  +  £ =  — 1=*Л =  0, B = -----
3

С = 0, D =  0, £ =  0, £ = ---- 2. .

J i ^ r “ - T  ' ? + i - i j x- r r T -

Бу тенгликнинг унг томонидаги интегрални топиш учун 
каср-рационал функцияни содда касрларга ажрата-

1
миз:

L  | Л1х "I- N  * г * а  * i f \ i+  —— ; 1 =  L(x2 +  дс+ 1) +
х» — 1 д:— 1 дг* +  JC +  1

+  Мх (х — 1) +  W (дг — 1) =  а  +  М )* 2 - f  (L — М +  N)x +  
+  ( L - N ) ^ L  +  M =  0, L — M +  N ~ 0 , L  — N =  l=>

N " - i -
демак,

1 1 1 1  jc -f 2
X3— \ з x — l 3 x* +  x + l  

Шундай цилиб,

= ----- - I f  * + 2 - dx =
j  *3— 1 3 J ДГ — 1 3 J  ** + * +  1

=  -1 In |x — 1| — - i  In(X2 +  д:-h l ) - - L - a r c t g - ^ U  +  C 

ва

f — —  = --------—  + -In x* +~ — +
J ( * * - l > *  3  ( x s  —  1)  9  ( X —  1)*

, 2 . 2дг+1 - nH-----arc tg — --- Ь C. a
3 ^ 3  s  \r z

Ушбу интегралларни Остроградский усули билан ечинг:
dx592. f -

j  дг< + дг*+1 
dx593.

J ' (x+ 1 )*(**+ 1)*

594. f — ------.

J70



„л _ Г х* - f  х* — 4 х* — 2 .595.  dx.
J  * » (* •+ 1)1

4- §. БАЪЗИ ИРРАЦИОНАЛ ФУНКЦИЯЛАРНИ ИНТЕГРАЛЛАШ

1. Рационаллаштириш усули. Баъзи иррационал функ
цияларни интеграллашда узгарувчини тегишлича алмашти- 
риб, рационал функциянинг интегралига келтириш, одатда, 
рационаалаштирнш усули дейилади.

\R (x  х х Р .  интеграл алмаштириш

билан t  га нисбатан рационаллашади, бунда —  , —
«I гхг

тк
—  лар рационал сонлар, ц эса ана шу каср сонларнинг 
пк
умумий махражн, интеграл остидаги R  эса уз аргументла- 
рининг рационал функциясини билдиради.

Умумийроь^ куринишдаги
т ,  т ,  тк

j  R (х, (ах +  Ь)п\  (ах +  Ь)п' .............(ах +  Ь)7* )  dx

ёки

..............е з и *
. * .ц ах 4- Ь .ц интегралларни мос равишда ах +  b =  t еки — — =  г  ал-

маштириш билан рационаллаштириш мумкин.
2. Тригонометрик функцияларга рационал боглик; булган 

функцнялар ннтегралларига келтирилади ган интеграллар:

J  R(x, V a * — хг ) dx  да x =  asin|f белгилаш,

Л * (  х, \ а*- +  х* ) dx  да х =  a  tg / белгилаш,
J R (х), У  'х* — а 2 ) dx  да х$= a  sec t белгилаш

Серилган интегралларни t га нисбатан рационаллаштнради.
3. Биномиал дифференциални интеграллаш. хт (а +  Ьхп)р 

ни интеграллаш (бунда rn, п,  p£ Q )  Чебишев теоремаснга 
кура фацат цуйидаги 3 та .^олда бажарилади:

1) p £ Z  булса, р >О да (а-\-Ьхп)р Ньютон бинэми
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E +  2A =  0, B  +  F =  —  1=*Л =  0, В = -----
О

Демак

С =  О, D — О, £  =  0, £ = ------- .
О

С dx _ ____ дг _  £  Г
f J (лг*— I)* 3 *3— 1 3 J x3 —

Бу тенгликнинг унг томонидаги интегрални топиш учун 
каср-рационал функцияни содда касрларга ажрзта-

1
миз:

L , М х +  N
~т 1 = 1(х2 + *+1) +ДГ3 — 1 X — 1 X2 + X + 1

+  М х(х  — \) +  N ( x — 1) =  (L +  Л*) jc2 +  (L — УМ +  УУ) *  +  
+  (L — W) =► L - f  М =  О, L — М +  N — О, L — N =  1 =>

H — - L ;

демак,

х»— 1
Шундай цилиб,

3 х — 1
х+2

х* + х+ 1

х + 2Г- f i---- L r_*L—  — Г * + 2 - d x -
J  JT* —  1 3 J  дг —  1 3 J  jc*  +  * +  1 

=  - i  ln|x— 1| — ^  ln (*2 +  x +  1 )— — arctg  2 * t -1 +  С

ва

Г  d x  =  —  X
J  (x3 — 1)S — 3(x3 — 1) 9

In x i + x + l  +  
( x -  1)*

i 2 . 2x+ 1 . дH---------- arc t g ------t=------h C. Aз^ з  6 К з
Ушбу интегралларни Остроградский усули билан ечинг:

dx592. \

593. j

X4 -f X* + I 
dx

( х + ! ) ! ( * • + l)t

594. I*— - — .
J  (х* -  1)>
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J595. | * л- к .
X *  (JC* +  I )*

4- §. БАЪЗИ ИРРАЦИОНАЛ ФУНКЦИЯЛАРНИ ИНТЕГРАЛЛАШ

1. Рационаллаштириш усули. Баъзи иррационал функ
цияларни интеграллашда узгарувчини тегишлича алмашти- 
риб, рационал функциянинг интегралига келтириш, одатда, 
рационаллаштириш усули дейилади.

I R (x  х ^  х ^  интеграт x = f  алмаштириш

билан t  га нисбатан рационаллашади, бунда —  , —
пх пг

Щ—  лар рационал сонлар, \i эса ана шу каср сонларнинг 
пк
умумий махражи, интеграл остидаги R  эса уз аргументла- 
рининг рационал функциясинн билдиради.

Умумийроц куринишдаги
т ,  т ,  т к

J  R  (х , (ах +  Ь)п' , (ах +  Ь)п' .............(ах +  b f ^ j  dx

еки

ич:-шг...
I в .Ц т ах -\- b .ц интегралларни мос равишда ах +  b =  t еки — =  / ал-

маштирнш билан рационаллаштириш мумкин.
2. Тригонометрик функцияларга рационал богли^ булган 

функциялар интегралларига келтириладиган интеграллар:

J  /?(х, \ а г — хг ) dx  да x =  as in p  белгилаш,

№(Х,  I а* +  х4 ) dx  да х =  a  tg / белгилаш,
.! R(x) . У  х* — a* ) d x  да xj=  a  s e c t  белгилаш

берилган интегралларни / га нисбатан рационаллаштиради.
3. Биномиал дифферснциални интеграллаш. хт (а +  Ьхп)р 

ни интеграллаш (бунда т, п, p£Q)  Чебишев теоремасига 
кура фаь а̂т ^уйидаги 3 та ^олда бажарилади:

1) p £ Z  булса, р > 0 да (а +  Ьх)р Ньютон биюми
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4/ир.чуласи Оуйича ёйнлади, р <  О да х =  f  деб олинади, 
бунда ц берилган т  ва п нинг умумий махражн;

/ т  4- 1 -2) р  = ------- каср сон, л еки н -------------бутун сон булса,
S fl

а  +  алмаштириш цулланилади;
/ m-4- l  .  , т - 1-13) р  =  — , ----------- каср сонлар булиб, р  Н---------------
s п  п

бутун сон булса, а  +  Ьхп =  t* х алмаштириш цуллани- 
лади.

Г W4. — —  dx (бунда Рп (х) л-даражали куп^ад,
J  XV

v  =  ax2 +  bx +  c )  курннишдаги интеграл ушбу формула би
лан топилади:

Бунда Ах Л , , . . , Ап, В  лар узгармаслар булиб, улар юцо-
рндаги тенглнкнн дифференциаллаб \ v  га купайтириш ва 
х нинг бир хил даражаларининг коэффициентларини солиш- 
тирнш натнжасида топилади.

f Рп (*) V v  dx  курннишдаги интеграл .цам худди юцори- 
дагига ухшаш йул билан топилади:

J  Р .  И  = ( V 4 * +  V ” +

+  • •• + Л +2)- V v  + в  J
.  С (Ах В) dx 15. I --------- 77= = = = = = - ни х — а  =  — алмаштириш

J  (х — а ) ) лах* +  bx +  c t v
билан топиш мумкин.

6. Эйлер алмаштириш лари.
J  R (х, У  ахг +  Ьх +  с  ) dx 

курннишдаги интеграллар Эйлер алмаштиришлари ёрдамида 
рационаллаштириш усули билан топилади:
1) агар а  >  О булса, ] r ах-  - f  Ьх +  с  =  t ± х \ ^ ' .
2) агар с  > 0 булса, У  ах2 +  Ьх +  с  =  tx ± V е  ;
3) агар а  ах2 +  bx +  с  =  0 нинг ^aj\i!^nft илдизларидан 
бири булса, V ах2 +  Ьх + с  =  (.< — о) t алмаштириш бажари- 
лади.
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596. К,уйидаги интегралларни топинг:

" 1 т ’ fiv '1?*1
, J i н .

5) dx; 6) Г ------ ;7 J ) x* — 2x  J (* — l ) K l —Л
tv Г ^

J  K4 + 2x-x*
Д 1) I цоидага кура x =  /4 белгилаш киритиб, цуйндагига 
эга буламнз:

dx = 4ladt, I  =  Г 1 +  ^Х dx =  Г i± i - .4 / 3d/ =
J дг + J И + 1*

=  4 ( I ‘# + J ^ T 7 - J ^ T i )  =  4 '  +  2 t a ( , ’ + , ) -
— 4 arctg/ +  C.

x Узгарувчига цайтсак, / =  4 - V x  +  21n (1 +  )^x) —
— 4 arctg V x +  С >;осил булади.

1 4- x2) I цоидани цуллаб, ■ J — =  /2 алмаштириш киритамиз, 

У ^олда ____

* ------ «Г Г Й Г  jsj/ 1T - ‘ ‘t e ”

=  _ i (. + c = c - } / ( i ± - * ) V

3) II цоидани цуллаб, jc =  2sin/ деб цуйидагига эга бу
ламиз: _______ _________

dx =  2 c o s t d t  ва f  H j l r J K  d x =  Г £ Й Н « « Е х  J xe J 64sine/

x  2cos" " = t J  S f * -  t I s * =



формуласи буйича ёйилади, р  <  О да х =  f  деб олинади, 
бунда \i берилган т  ва п  нинг умумий махражи;

бутун сон булса, a + b x n =  ts xn алмаштириш цуллани- 
лади.

v  =  ах2 +  Ъх +  с )  куринишдаги интеграл ушбу формула би
лан топилади:

Бунда Ах А2 , . . , Ап% В  лар узгармаслар булиб, улар ю^о-
ридаги тенгликни дифференциаллаб V v  га купайтириш ва 
х нинг бир хил даражаларининг коэффициентларини солиш- 
тнриш натижасида топилади.

J  р п (*) V v  dx  куринишдаги интеграл ^ам худди юцори- 
дагига ухшаш йул билан топилади:

куринишдаги ннтеграллар Эйлер алмаштиришлари ёрдамида 
рационаллаштириш усули билан топилади:
1) агар а  >  О булса, V o x 2 +  Ьх +  с  =  t  ± х V<[ •
2) агар с  > 0 булса, У  ах2 +  Ьх +  с  =  tx ± V с  >
3) агар а  ах2 +  Ьх +  с  =  О нинг ^а1\и^нй илдизларндан 
бири булса, V а х 2 +  bx +  с  =  (х — a ) t  алмаштириш бажари- 
ладн.

2) р  =  —----- каср сон, лекин — —1 — бутун сон булса,
s п

а  +  Ьх ' =  t s алмаштириш цулланилади;

s п п

билан топиш мумкин.
6. Эйлер алмаштиришлари.

У  ах2 +  Ьх +  с  ) d x



596. 1\уйндаги интегралларни топинг:

„ Г -----------

5) Г —  dx;  6) Г--------- dx ;' J  у х * - 2 х  J (х — 1) |/ I — Jrt
7\ Г **

’ J  |/*4 + 2 х — х*~
Д 1) I цоидага кура x =  tK белгилаш киритиб, куйндагига 
эга буламиз:

- 4 . f s r i ‘" = 4 I ( l + f e f ) ‘" =

=4(1Л+1^-ЫлН'+2,п(‘,+1>-
— 4 arctg/ +  С.

x ^згарувчига ^айтсак, / =  4-V.it - f  21n (1 +  l^x )  —
— 4 arctg Y x  +  С >;осил булади.

1 I X
2) I цоидани куллаб, - - -—  =  /2 алмаштириш киритамиз,

у  *;олда 

х = J - .  d* = ----- f-L i/ L + 5 rfx =
— I (/*— I)* J  X* V  X

-J *J«-
3) II цоидани ^уллаб, x  =  2sin/ деб едгйидагига эга бу

ламиз: _______ _________

х  * и М  -  И З г * -  Н З г *  - - Я  cl‘ ‘" (d * > -



мак, 
2) т 

нг и» 
5 »  
— 2 

ими 
2)  ’ 

фида
1СХ»лл

3)
НГ I 
1 «  
тен

4)

:те%
СЯС

СИ

1
/н
1Н
к

Ус

V

чункн V Р  ж  1/| булиб, — 1 <  х <  1 уринли булгани учун 
х — 1 <  0 да / <  О ва шунинг учун 11 \ =  — /. Энди
I Г л/ =  I ■ -  интегрални интеграллаш жадвалидагн I

J  У - 1 - 2 /  
формулага келтирамиз:

_i_ _  j_

/ =  J  ( _  1 —2/) 2 d t  =  -  j  j  ( - 1 - 2 / )  2 d  ( - 1 - 2 / ) =

=  — (— 1 — 2/)2 +  С =  С— | /  — 1 — — =

7) VI цоиданинг 2-бандига кура цуйидагини ёза ола
миз:

f - =  J  1^4 + 2.
с  =  4 >  0, демак, V 4 + 2*  — хг =

V a +  2 x — x*

l + f l  (1 +  1Ч"

у Т м Г Г ?  =  1 - И ± 1  _  2 =  « « ■ + ' - ■ >  II =
1 + /* 1 -г I*

» - 4  (<« +  / -  1)
(!+/*)* л _  о Г dt

2 «» + < -  1)
1+<*

=  С — 2 arctg

- 2 j r f ^ = c - 2arctg'  =

2 +  V  * +  2х — х*
X

Рационаллаштириш усулидан фойдаланиб, цуйидаги ин
тегралларни топинг:

d x . 

dx.

597. Г ,
J  х - У х *

598. г  у/т)  \ +  V T

599. v r  J
■ r -—  dx
\ +  V*
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600. I --------^L.------ .
J  ( I  +  У х )  У х

6 0 ! .  | -■ dx.

602. I + 4 dx.

603. 1 1 / l—  ■ - * ? -  
J  \ l + x  (1+jr)*

604. I — —  dx.
J  \ + V T

Биномиал днфференциалларни интегралланг:

605. Г —I х dx.
J  0 + 7 1 ?

3

606 Jjc*(1 - х г) 2 dx.

607. $ x V l  +x* dx.
2

608. Jx *  (1 +  jr )3 dx.

i + t  
1Ух»

m .  J  £ ± X * .  *

610 • ) У х - У  1 +  3 V x ' d x .

6ii. J V 1 +  x I dx.

V i - V 7
T>

IV коидага ёки Эйлер алмаштиришларидаи фойдаланнб, 
Куйидаги интегралларни топинг:

613. dx.

614. Г _____xXdx
J  V  X* + 2х + 3 

1 2 -2 7 6 1  177



чунки У /* =  |/| булиб, — 1 <  х <  1 уринли булгани учум 
х — 1 <  0 да t <  О ва шунинг учун 1/1 =  — /. Энди
I Г/ =  I ------- интегрални интеграллаш жадвалидагн I

J  V -  1 -2 /
формулага келтирамиз:

_i_

/ =  J  ( -  1 - 2 / )  а d/ =  _ I J ( _ l _ 2 / )  2 d (— 1—2/)=

l_ ________ •_

=  _  ( _  1 _  2/)2 +  С =  С -  | /  -  1 _  - А -  =

7) VI цоиданинг 2-бандига кура цуйидагини ёза ола- 

с =  4 >  0, демак, V 4 + 2 х  — х2 =

миз:
dxS У 4  +  2 х — х*

2, ,  =  Д - - Ч о + ' - Ц  а ;
1 + и  (1 +  1Ч*

J / 4 + t a = ?  =  , . “ ± 1  _  2 =  2 (| ,+ ' - "  || _
1 + /* 1 +  /*

* —4_ (/* +  / — О
___

2(/*( l + ^  d/ =  — 2 Г — — =  С — 2arctg/ =  
i* + t -  l) J  1 + /* s

l+<*

n  о * 2 +  V *  +  2x — X *=  С — 2 a r c tg ------------------------ , A
X

Рационаллаштириш усулидан фойдаланиб, цуйидаги ин
тегралларни топинг:

597. Г / г  «
J

598. С V T
J  1 + V 7

599. у т  ,  
—-  dx1 + \ X

dx.
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603 . Г i / i ^ f
J  V i + *

! +  ТУЗлг-4

604. | - У *  dx.
\ +  V x

Биномиал дифференциалларни интегралланг:

605. Г - У х _  dx.
J  (1 + T Ĵr)*

606 /дг»(1 - х ' - )  2 dx.

607. \ х У  l+ x *  dx.

608. J V  (1 + * 2)3 dx,

609. ( — -~ У ~  dx.
v *

_3,
610. J V x  • |^1 +  3- T ĵc* dx.

•niVUJT,..

IV цои да га ёки Эйлер алмаштиришларндан фойдаланиб, 
КУиидаги интеграучларни топинг:

613. j V 4 = ? d x .



, f  x'dx 
J V 2 a x -x *  '

616*.
J V2ax

dx617*.
J  x У X *  -H x + J

618. { V 1—4 x —хг dx.

619. f  ■ .
J V i— 2x-x*

620.
’• —  J  (*->)>

dx

*•+*+1

J  I
621. | - * * 4' 1 dx.

x*+2x+2
f t

622. 1 dx
x У x* 4x — 4

5- §. ТРИГОНОМЕТРИК BA ГИПЕРБОЛИК ФУНКЦИЯЛАРНИ 
ИНТЕГРАЛЛАШ

I. f R  (sinx, cosx) dx  (бунда R  (sinx, cosx) sinx ва cosx 
ларга нисбатан рационал функция) ни интеграллашда уму- 
мнй усул (универсал тригонометрик алмаштириш усули деб
х,ам айтилади) t =  tg - j  алмаштиришдан фойдаланилади, бун-

2/ \ — р  2dt *да sinx ----------- , cosx = -------- , dx  = --------  булиб1 +1* I + 1* 1 4-1*
Г R  (sinx, cost) dx =  [  /?( ■ -  - ,  1 ~ )• 2d‘t булади, яъни J  \  ̂ i t* 1 { ) 1 I t*
t  га нисбатан рационал ифодани интеграллашга келади.

Тригонометрик функцияларни интеграллаганда ^уйидаги 
куринишдаги интеграллар куп учрайди:

II. J s in nxdx, J  c o s 'xdx .

III. J sinmx-cos'xdx.

IV. J  tg 'xdx, Jc tg"xdx ,
буларда m, n  лар мусбат бутун сонлар.

V. j  sinax cosixdx, J  sinax sinbxdx, J  cosax c o sbxdx .
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Бун дай интегралларни цуйндаги цоидаларга амал цилиб то
памиз:

1. ЖуФ1" даражали синус еки косинус функцияларнинг 
„нтегралинн топишда даражаларви пасайтириш формулала- 
ридан фойдаланилади:

sin*u =  у  (1 — cos2и ) ,  cos2и — - j  (1 -+ cos2u),

sinu-cosu =  — sin2«.
2

2. Тоц даражали синус ёкн косинус функцияларнинг ин- 
тегралини топишда ундан битта купайтувчинн ажратнб, сунг
ра кофункцня* янги узгарувчн билан алмаштирнлади.

3. Агар т  ва п  ларнинг .^ар иккаласи жуфт сон булса, 
у  холда III куринишдаги интегрални 1- цоидага кура ва 
агар т  ва п  лардан бирн ёкн хар иккаласи тоц сон булса, 
2-цондага кура топиш мумкин.

4. IV турдаги интегралларни tgx — / ёки мос равишда 
ctgx =  t алмаштириш билан топиш мумкин.

5. V турдаги интегралларни топишда купайтманн йншн- 
днга келтириш формулаларидан фойдаланилади:

sinax-cosftx =  (sin (a - f  b) х -f  sin (а  — Ь) х), 

sinax • s inbx =  (cos (а — b) х — cos (a - f  b) x), 

cosax coste =  j  (cos (a b) x +  cos (a — b) x).

6. Агар f s in mx c o s 'xdx  да m  ва n  жуфт сонлар булиб, 
камида биттасн манфий булса, tgx =  t (ctgx =  t) алмаш-
тиришни цуллаш лозим, бунда s i nx  =  — 1 cosx =

V l  + 1*
« . dt  . .------ — • dx = -------- булади.

V  i + p  i + 1* J

VI. Ги перболик функцияларни интеграллаш. Бунда цуйи- 
дагн формулалардан фойдаланиш лозим:

ch*x -  shJx =  1 /shx= , chx =  £ ± £ 1  ),

• sinx функциянинг кофункцияси cosx, cosx функциянинг 
цияси sinx дир# кофунк*
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s h xc hx  =  j  sh2x, sh*x =  j  (ch2x — 1), 

chsx =  - j  (ch2x +  1).

x 2 zУннверсал алмаштириш t h y  = г  булса, shx =  -̂---- -,

chx =  ■1 " ~ , dx =  булади, бунда x =  2Arthz =
i - г *  i — ?*

=  In (— 1 <  z <  1).

623. ^уйндаги интегралларни топинг:

2 )  J 's in * 3 x r f j c ;

3) j" cos*xdx-, 4) | sin5xdx;

5) J  sin4x cos*xdx; 6) [sin*x-cos*xrfx;’

7) J  tg4xdx; 8) j  sin3x cos5xdx.
jf

Д 1) tg — =  / алмаштириш бажариб, sinx, cosx ва dx  лар 

ни t  орцали нфодалаб, цуйидагига эга буламиз:

Г dx _  г  2dt  _  „  Г d  (t  +  2) _
J  2sinx — coax  J  f t  -f- 4/ — 1 J  (/ +  2)* — 5

=  —  In
V  5

'-± -2— -L L  +  с  = —  In 
t +  2 + У ь  I V 5

2 -  V  5 -Mg -

2 + ^ 5  j
+  C

2) 1-^ондани цуллаб, ^уйидагнга эга буламиз:

j* sin ’ 3 x d x - 1 J  ( 1 — cos6x) d x =  у  f dx —

----- l— f  cos6x d  (6x)=  —----- — sin6x +  C.12 J 2 12
3) 1- к^оидага кура цуйидагинн \осил циламиз:

I  =  | co s*xdx  =  J  (cos2x)4 dx =  у  j* (1 - f  cos2x)* dx

=  (J dx  - f  J' cos2xd (2x) - f  J  cos4 2xdx).
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Бунда биринчи иккита интеграл интеграллаш жадвалидагн 
формулага келади, учинчи интегрални эса 1-цоидани цул- 
лаб топамиз:

j  cos*2xdx =  7  J (1 +  cos4jf) dx  =  \  | dx +
+  1  f  cos4.td (4jc) =  j  - f  j  sin4x.

^ .  -  4 . x , sin2x , x , sin4jr 
Шундай цилиб, 1 =  \'cos*xdx =  -  +  - у -  +  - + — +

4- С =  —  +  -  sin2x+  —  sin4x +  С.
8 4 32

4) 2- цоидага кура ток, даражали sin5*  функциядан битта 
купайтувчннн ажратиб оламиз: sin‘ x =  sin4x s in x  ва кофунк- 
цияни янги узгарувчн билан белгилаймиз, яъни cosx =  /, 
у  *олда

— sinxdx «= d l ;  f sin bxdx — f sin4x • sin xdx =

=  J  (1 — cos**)2 s i nxdx  =  J  (1 — /*)* ( — dt)  —

=  — f ( l - 2 / 2 +  /4) dt =  - t  +  - t '  — -  +  C =
J 3 5

2--------------------------- 1 =  Cl— COSX H-----COS*X cos*x.
3 5

5) 3(1) -  ^оиданн цуллаб цуйндагига эга буламиз:

1 =  J s in 4x-cosJxdx =  J s in 2x (sinx-cosx)2 dx =
_ f  1 — cos2x sin*2x j  1 /r . ,

-  J  — ---------- —  =  -  (J s.n*2xdx -

— J  sin! 2x-cos2xdx) =  — (/t — J J .
8

11 интегрални 1-^оидага кура топамиз:

Л =  7  j (1 cos4x) dx =  ^ d x  — j  | cos4xd (4x) =

=  4  x ----- -  sin4x.
2 8

I г интегрални sin2x =  t деб 3 (2)- цоидага кура топамиз:

2cos2xdx =  d t ,  / . « i f  m  =  J 1 = 1  sin»2x.
2 J  6 6
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/1 ва /2 ларнинг топилган нфодаларинн / га цуйиб, цуйидагц 
натижага эга буламиз:

/ =  — ( — х — -  sin4x — -  sin*2x) - f  С.
8 \2 8 6 /

6) 3 (2)- цоидаии цуллаб, энг кичик тоц даражали функ. 
циидан битта купайтувчинн ажратамиз, sin*x =  sin*x-sin.t 
ва cosx =  t  деб цуйидагиларга эга буламиз: — sinxrfx =  dt 
ва

J  sin*x cos‘ xrfx =  f (1 — cos*x) cos5x sinxJx  =

=  - {  (1 - / * )  /»Л =  — S f i d t + j P d t ^

=  — -  /8 +  С =  — cos8x — -  cos*x +  C.
6 8 8 6

7) 4- цоидани цуллаб, tgx =  t десак, у  .\олда

x  =  arctg l- ”  7 7 ^ : .f  >g'xdx  =  Г T 7 S  "  

- Я ' ! - | + т ^ г ) ‘" = | - , + аге|* ' + с =

= I t g ’ x - t g x  + x +  C.
I/

8) 5- цоидадан фойдаланамиз:

| sin3x cos5xdx =  — j* (sin8x +  sin (— 2x)) dx =

=  - j j  j  sin8xd (8x) — “  J sin2xd (2x) =

=  — co s2x----- — cos8x +  C. a
4 16

624. К,уйидаги интегралларни топинг:
1) f ch*xdx; 2) J  ch*xdx;

3) I -------—------ ; 4) fsh x-sh 2xsh 3xdx .
J  2shx -f- 3chJt •*

д  Бу интегралларни топишда VI даги формулалардан фой
даланамиз.

=  j* у  (ch2x -+ 1) d x -  

=  j J  ch2xd (2x) +  J  dx  =  - j  sh2x +  j x  +  C.
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2) f ch4xdx = J  (ch*x)3 dx = J  ( y  (ch2x +  l) j  dx =

= 1 1 (chJ2x + 2ch2x + 1) dx = j  j  chJ2xdx +

+  i-  f  ch2xdx +  7  = 7  j  7  <ch4x +•)<** +

+ -  sli2x + 7  = ^  sh4x + 7 + 7  sh2x +* 4  4 32 8 4

+ f  + c  = ' ?  +  l£  sh4x + 7 sh2x +  c -
3) Бу интегрални топишда универсал алмаштиришдан 

фойдаланамиз:
ли *  J  и %  и 1 +  '*th -  = /, у *олда shx «=— — , chx = 7 7 7 .

Ч___  
+  /*

dx = — —  ва Г --- * --- = Г --- M H l- P )
1 — /* J  2shjt -f 3chx \ „  2t 14J  2- --- 4-3-—1 —t
=  f  ы  = 1  f  dt 

J 3 / * - M / + 3 ~ 3 l  л 2
J  /B+2‘ T  *+  1

3ю
---- — -- — = II интеграллаш жадвалидаги V III
v + t ) + T

f 2_

формулага кура|| = A . J L  arctg ---- + С =
3 V ±  V b

3 3

= ~ = aTciS ^ - ~  + C = ~  arctg I ---4 -  I + c
Vb Vb Vb \ V I
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V боб. АНИК ИНТЕГРАЛ

|-§. АНИК ИНТЕГРАЛ ВА УНИНГ ХОССАЛАРИ

I. Ани^ интефал тушунчаснга олиб келадиган масалалар

Фан ва техникада жуда куп масалалар чегараланмаган 
сондаги чексиз кичик ^ушилувчилар йигиндисини хнсоблаш 
масаласига келтирилади. Бу масала эса, уз навбатида, ма- 
тематиканинг асосий тушунчаларидан бири булган аник ин
теграл тушунчаснга олиб келади.

Аник интеграл тушунчаснга олиб келадиган баъзи маса- 
лаларни курнб утайлнк.

I. Э г р и ч из и к л и т р а п е ц и я н и н г ю з и н и т о п и ш  
м аса л ас и. [a, fc) кесмада узлуксиз {/= / (х) >0 функция 
берилган булсин. у = f (дг) эгри чизиц, х = а, х — b тутри 
чизицлар ва Ох ук билан чегараланган текис фигура A BC .D  
эгри чиэикли трапеция дейилади. Шу трапециянннг юзнни 
топиш керак булсин.

Бунинг учун [а, Ь\ кесманн а = х0 < х, < хг < . . . < х„= 
= Ь ну^талар ёрдамида п та (ихтиёрий) булакка буламиз ва 
булиниш нукталаридан Оу укка параллел тугри чизи^лар 
утказиб, ABCD эгри чизикли трапециями п та кичик эгри 
чизикли трапецияларга ажратамиз. Х>ар бир [x*_lt х„\ кес- 
мачада ихтиёрий 5* нуцта олиб, / (£t) ордннатанн утказа- 
миз. [х*_,, x j кесмачанинг узунлигини А хк = хк — х*_, каби 
белгилаймиз ва max A xfc = X деб оламиз. Ĵ ap бир эгри

1<*<П
изныли трапецияда асоси Д дгА, баландлиги / (%k) булган 

т>гри т>ртбурчак чизамиз (36- а чизма). Бу т\трн туртбур- 
чак юзларининг йириндиси ^уйидагига тенг:

Sn = f (h )  Axj-f  f< &  Ах, +  . . . +  /($„) Дх„ =

У  f  (6 * )А **•

0 да (п булиниш сони чексиз усганда) Sn ифода эгри
бабл^^г|1ЕаПеЦИЯ юзига т°бора яцинлаша боради. Шу са- 

эгри чизикли трапециянннг юзн учун

184 ( I )

185



деб фараз килсак, бу кесмачада бажарилган
i F G V h  га тенг булади. бунда

A s* '  ~ сSt —  Sfe_l

нн цабул киламиз.I I  1̂

к  —

v холла 1а: Ь] кесмада F  (s) куч бажарган иш та^рнбан 

=  4 s .
*« i

га тенг булади. Энди stj кесмачаларнинг энг узунинн
кичрайтира борнб, нолга ннтилтнрсак, яъни A s = шах Д sk-*0l<k<n

5улса, F  куч таъсирида бажариладпган иш учун

Л - Н ш ^ Д 5* (2)

тенгликнн ,\осил циламиз.III. Босиб  у т и л г а н  йулнн  т е з л н к  бу йи ча  то
пиш масаласи.  Нотекис ^аракатдаги модднй ну^танинг 
t моментдаги тезлиги v — v(/) берилган булсин. Ва^т / 
t = Tt дан t = Тг гача узгарганда босиб утилган йулнн то
пиш керак. Маълумки, модднй ну^та нотекис \аракатлана- 
ётганлиги учун s = vt деб ололмаймиз (текнс харакатда „ enuira„  йСлни худди ю̂ орн-
ётганлиги учун ^ 7 ж Г1 у л н и  хулдй >*ори-. ,--- эли). Бу э̂ олда босио > —. ихтиерии ра-II. К у ч  та ъс и рида  б а ж а р и л а д п г а н  ншни v  ««гидек ани^лаймиз. Ва^т оралип р * 

соблаш масаласи.  Бнрор F  куч таъсирн остида М  мои „ т и  __ _
дий нуцта Os тугри чизн^ буйича \аракат цнлсин, бунд т  _ / <  <  t* < • • • < * "  1
кучнинг йуналиши .\аракат йуналиши билан бир хил 6yi 1 0
син. .Vf ну^та s — a вазиитдан s = b вазиятга кучганда ку* нук 
нинг бажарган ишини топиш керак. Агяп F  l/Ull I w .  У ---— W'‘K лпл VJf ^Н~.Ж ft ' t \ l/l» 1̂*син. ;vi нуцта s = a вазиятдан s = ft вазнятга кучганда ку* ну^талар ор^али п та [iо< И* v ^  кесма-
нинг бажарган ишини топиш керак. Агар F  куч узгаИ  11 ; g  кесмачалэрга бУ;1аМИЗ „ нлаймиз. Агар бу кес- 
булса, у \олда кучнинг бажарган А иши Fs = F  (ft—«I , ихтиёрий равишда l k нукта т • кесмачаларда
(A =  F  s) купайтма билан ифодаланиши укувчига механ* даражада кичик оулса. J  харакат цила-
кадан маълум. Фараз ^илайлик, F  куч узгарувчи, яъни» ма ал Р ч булиб. модднй нукта тек
оралицнннг функцияси (F  — F  (s)) булсин. Бундай хол* тезлик о — о «*) °У Л
А — F-s формуладан фойдалана олмаймнз. Бу *олда S*1 ди * ^есмачада босиб утилган йул тацри худдн 1-масаладагидек [а; Ь] кесмани ихтиёрий равишда н*-Г* И ^  __

.  = Ч  < % < %  < • • • < Ч  = о Ч  —  W  ^  Д '* -  ?талгаи « I  ха,
нуцталар орцалн л та [s,,; s,], [s,; s j........  [sn_,; s„] кес- Бутун ва^т орали! и I/ ,. / *1 л
мачаларга буламиз ва .yip бир [sJk_ 1; s j кесмачадан нхтй* рибан
ёрий равишда (k = 1,л) ну^та танлаймиз (36-6 чизма). 8,‘ = и ^  \ t . +V

Агар ^ар бир ( s ^ s * )  кесмачада F  кучни узгармас вз
1 ОС

Ь‘ = о (;,)Д <1 +  « у Д / , +  . . .  +  у ( 1,) =



га тенг булади. Вакт ооалнкчяп.. f/ . , ,  ^  • *1 (*= = !.") кесмачаларга бу-
......... » " »  интнлтирсак, я „ „ „  L  = ^ / T 0T  V - »  <Т  ,х "  хП"кесмачадан «хтиерий равишда I .
сиб утилган вул учу,, ‘ ' y* W  ? Л , '  ,* о 6лайм«з ва цуйниги

^  ° ^ Л " Г + ,  « * * + • •  • +  ' « * * “

, - A S , e j 4 4  '  ‘ _ £ , « * *  <5>
ни л;оеил 1\иламиз. Д

r S S  Г ь Г  кесмаш,
"  <W С .- V , ) .  « Д ? ~  йиншдилар туплам..... туэиш

-̂V-? *■“-**.J4* J T “  —  3=-4£
45 - , к 4 * «  -  ы  - Й  ь

Щ{аРбу*"ккм1 КеСМачани етаРли даражада кичик деб к* £  bU a™  ан^иигеграли дейилади ва 
сак, бу кесмачада зичликни узгармас ва / ( ? ) ( / <  ?<

^ ам" ' ®у г - т  §  i n t u x

^ Д а г Г м а ^ ^ и Т ч и ш  уЬ ? '™ *™ -  Ш у” ^  W i T Z  каб“  белгиланади.ларни ечиш умуман олганда цуйидаги Таърифга кура

У / (5 *)Д х * lim T H U  A * * - J  Д*>
C l 4 '- * °S  «

dx, (6)

—  *  “ интегралнинг КУ«и*=' бу ерда а ва Ь лар мос равишдз аниккурннишдаги йигиндиларнинг лимитини х,исоблаш масал** ^  ю\,орн чегаралари дейилади. „есмада и и тегралла-
га олиб келадн. Шунга ухшаш купгина физик, геометра Бундай \олда f (х) функция 1а; °1
ва *окаэо масалалар шу курннишдаги йигиндинннг ли* нувчи дейилади. . . , ялаци6, к*орида ку-
тини нзлашга келтирилади. А„ щ  интеграл таърифидан фойдала Г1Н» ифодзлаш

Энди масалани умумий .̂ олда ечайлик. */= /(*) ФУнК рилган геометрик, физик м а с а л а л а р н и  is уция [а\ Ь\ кесмада ани^ланган булсин. (я; Ь) кесмани ихт* МуМКИН-
ёрий равишда ’ У ) Эгри чизи^ли трапеция юзи: ^
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5 =  J  / (* )dx■
a

2') F  куч таъсирида бажарилган нш:

А =  lim V  F  {\к) Ast = Г F  (s) ds.
A s-*0 J♦«I a

S') Тезлик буйича босиб утилган йул:
г.

s = lim У  у (! ) Д / = j у (/) dt.
д t-o J

5) Агар 1а; Ь] (а <  Ь) кесмада / (х) ва ф 
л <  ,  (х) шартни цаноатлантирса, у  >>олда

h ft
'  Г  » fx )

ф(х) функциялар

*«=1
4̂  Зичлик буйича масса: ^

m _  l i m V / O J A s . - J / » * -
А*-*° Д  О

(* )  <  f  1-V -  . J  f  (х) dx <  f  <j (х) dx.
а а * 6

6)  Агар /(х ) функция учун J/ (x )d x , f/ (x )d x ,

» “  г
■ / (х) dx мавжуд булса, у  *олда .\ар цандай учта а, Ь, с 

гон учун f/ (X )d x  =  j/ W d r +  j* f  (x) dx
°  си

тен гли к уринли булади.- ^ —* киймат ,\а^идаги теорема. Агар la: *>] kcv^—  '^  ЛУКСИЗ булиб, Ф (х) функция — »*tr пя камида

. лгч 1Л- м кесмада 
(v ) (!к%гиК,1И^

2. Аник, интегралнинг хоссалари ва уни дооблаш Q Щцорасини ^згарт т0П̂ ладики,
1) Узгармас купайтувчини ани  ̂ интеграл белгнсщ®^ щуплой с нуК ь < с < ^  

таил^арига чи^ариш мумкин: агар k = const булса, v х о г ^  ь , _* (s\ С ср Сх) dx' а
ь ь ' i
| к f  (х) dx = к j / (х) dx. •„ хоСса

“ S тенглик уринли булади- ? пуй„даги му\ •
2) Интеграллаш чегараларннинг уринлари алмаштирнла  ̂до = 1 булганда 

интегралнинг ишораси узгаради:! келиб чи̂ ади*
6 в 5 ( а < с <  0)- 
j  / (х) dx = — J  / (х) dx.

f f (* )dx ia- b] кесмадаги $Рта ^ *
- функциянинг la.

г »3) Интеграллаш чегаралари бир хил (а = Ь) бу.и 
интегралнинг циймати нолга тенг булади:

[о 1УР) ь — а пуксиз булса,
f / (х) dx = 0. мати дейилади. я la; Ь\ кесмада У** У ун„ нг

(^думки. f W f f  r L 1 швжуд 6У»?Д“ - P lV - fW -i  1ЛаълУмки’ ' VM функцияси мавжуд F 'W
4) Бир неча функция алгебраик йигиндисининг аниц № ^^„^^ф ункиияларидан бири булсин, 
или кСшилувчи (Ьункпияляп ямик интртялляпниинг 8* V--- -тегралн цушилувчи функциялар ани  ̂ интегралларнпин 

гебраик йнгандисига тенг: 
ь
j  I/i (^) + /* (*) — /з (х)1 dx =

= J/ i  (*) <**+ f /* (*) dx — j  /, (<r) dx.

У 5̂олда цуйидаги
J  f(x )dx=  F (x )\  = F (b )- F (a )  (?)

формула уринлидир. Bv формула аник ннтегралл р



Г)

Цияни
192

2 5 Ц Т , " С"  <*■«,
• ' Ш|Ч интегралларни ^исобланг: |1—х| “  | х __^  1 < х < 2. 

6) /*<2- , ’> .„,; дннц иитегра-̂ нниг а д л и т я в .™  хоссасига асосан

Г) f  М — xlrfx • ,2 , 1 ,

'  j l ^ l l '  +  ^ l r T  +  T ” 1- жЛ Ньютон—Лейбниц формулаеини
аРИ1,н * - « .  W » « S 5 t f 5 * £ “ ' , .  / Т П Я Г  л  „ нтегрынв дообланг.

, ( 650. \ К  - 2

а) / л П ? = Т 1[<2' + 1Г , « (2.+  , ) -  Л № ЫУ„К „

„ J .  (& + !)-•  ,1 . „  ' _______  cosx, 0<х< 2 ;
*  ■= r - t — i s r n r L -

— М т - 'h r - .  I T
1

6) J  (x (2 — x2)4 dx
1

(2 — x2)V x  = _L f/o n, _______  ^  31
2 J  ■* ) d (2 ~ x *) ~  f J  H_ros2jr ^x _   ̂cos xdx +   ̂ (—cos дс) dx = 

-L J 2 — X*)s 11 . ||И # ^ ^ ^ И р ; 0
2 5 /.= - • ^ ( 1- 2*) = ^ L = 3 j _

10 ’ Iя
dx , = sinx 2 — sin X L  = 2.

^4. i .  =  I ( J +  in и  2 . , .  * o I t

С 0 5 Х ,-^ < Х< Я .

* r  I +  In Г  — J ^ 1 ^  *Пдг)  2d ( l - f l n x ) =  r 1 л  ЧЪТИ-

И зох. Агар [— ; я ]  кесмада cosх < 0 эканлигнни 
JL k  * , I  ^ * я я

— 2 = 2V T +  In х *’= 2 (2 -  j ) борга олмасак- У  l+c^ fr- -  cos х булиб, Jew  xdx=sin*
~  1 я  ■

2 =0  нотуFpH натижага эга буламиз. А
Г 11 — xldx ни хитЛлаи.г. 651‘ /W  = У Т + т т ^  функциянинг [ I;  4) даги уртачаI I  л1а  ̂ ни .у|С0блашда интеграл остидаги ф И  , К  *

ifvflunor. • К«иматини аишуганг.
и курннншда ёзиб оламиз: д Маълумки, /(х) функциянинг 1а; Ь] кесмадаги %ртач
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ь
\f (x\dx  f ( 3 X + ^ d X ' 1

0
муласига асосан r(a+ JS-dx.

г dx.
655. j  ^  x

f (c )  =

циймати f(c) = —----  эди (a<c<b). Уртача i ,  C*±2-dx.
a  9  A- J  ®  | x *  +  *муласига асосан Me_+il-dx. J*

V _  1 \ 4 — 4 656- » 0 я
{ ( Ц ц п г  [ * * * + / *  ! л  659. {.»■ • § • *•

з з "=* e£L. in
658- }  = я

=  i- (4 K x *+ 2r i )|4 = ^ ( i - ( 8- l ) + 2 V *  ' 5 7
3 V 3 / |i 3 \ 3 9 ft, t, RKi \ cos xe dx-

f  * L ~ . -о652. Агар электр юрнтувчи куч £ цуйидагн 660. jT ln *  i

£ = £«s ta T -   ̂ ]c o s (£ i - * V '-  вез. ]  ix . 
формула билан ифодаланган булса, вацт /=0 дан t= L |

\ *

узгарганда электр юрнтувчи кучнинг уртача циимати» j x’-t агар 0 < * ^ *  ^ Лся \ f (x)dx
пинг, бунда Т — давр, £0 — амплитуда = ~  цийх 664. / (*) — \ \Г~х, агар 1 <х<2, о

энг катта цийматга эга булади), — фаза. ^  хцсобланг. 3.
2 я ( [ п Т1  .y j H B M b lf k  г л / с ^ х ^ с ^ х  dx-д £  = £0sin --- нингт

тини топамиз:
г_ г
2

[О; —  ] кесмадагн уртача ц» <• \*\ 666. \
L 2 J 665. _»

+j» j f . - -f ■ i  f * и .(j=t jc a s s s g s z z ? " ,
i  • «  j * .  “

= - ^ - (_co s^ ) | 2 = —  £0. A *4
, , ^  n 669. m  W * ‘ drt
f /■— f J' ilV Jl* —3)* о653. к x dx, \ x3dx ани  ̂ интегралларни .\исооw  2 - бйри катта

.» „  • Ани* интегралларни ^исо&.та«асм« *>иси Р
дан, каиси бири катта эканлигини ̂ урсатинг. эканлигини курсатинг: ,
Д Маълумки, (0; I) орал и ̂  да К х  >х3 булгани учун , r / j ,

г -- f „  671. С*1*. (» • * . №  <“ ■ ' ‘  “ •
интегралнинг 5- хоссасига асосан ] у  х dx>\ x*dx оул^ г о  0

1\уйидаги аниц интегралларни ^исобланг: 1
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«73. j ' c~‘  dx. j V  674. Щ  Щ
П n _2  ̂ 1"2 1 *

A t * » * *

0 0 
Л
2 2 

675. f xdx, j* sin x dx.
r) I e°* sin b xdx.

0 0
Берилган кесмада берилган функциянинг 

ни топинг:
676. Дх) = х*, [0; 1J. 677. /(*) = 2х

678. / (х) = К х . [0; 10]. 679. / (х) = [1, 2, \ *

680. /(х) = sinx +  2co sx + 3, [0; 2]
681. /(х) = х* +  х - 1 , [1; 4]. e ln x  dv

r xdx деб оламиз. У  о̂лда
-——•пягя всосан:

du = dx.

ИПГ -рТа Ы  а) и -  X, dv = е -[  e 'xdx =■ — «"* булади. ( 1)  формулага аеи а̂п.

I ' l 1' t
Д • И; 21 J  0* 1 2= _  —  _ С -‘+1 = 1---- ; А

- J. i

/\ ц ^  Ц1 At —
682. Агар р босим билан V .\ажм орасидаги 6of.t* «тсан'

цуйидаги до формулага ас
з * 2 '

In xdxpV~ = 160
куринишда берилса, босим р = 2 дан р = 10 атм. гач 
гарганда босимнинг (рУр.) уртача ^ийматини топинг. 1

683. Узгарувчан ток ку,и / =  /, sin ( i f  + Ф ) о sin xdx десзк.
ният билан узгаради, бунда /0 — амплитуда, t — aaip; Га  «О “  ’^осан: 
давр, ф — бошлангич фаза. Ток кучи квадратининг 1«Л1) 
оралнцдаги уртача ^ийматини топинг.

I2 _  — \xdx
I. ч

X* I2 = 2 I n А
4 II 4. ---- Wfi _  2 xdx, У = — COS X.

п
я  7х-н:+Гхяв̂

2- б.^АНИК ИНТЕГРАЛНИ БУЛАКЛАБ ИНТЕГРАЛЛАШ j

[а; 6] кесмада и = и (х), и = о'<х) функциялар У3̂  5 
^оснлаларга эга булса, цуйидаги булаклаб интеграллаш Щ  = 
муласи уринли булади:

ь ь
J  и dv = uv J* — vdu

= 2 С xcos xdx = V v

(1 бунда /, = xcos xdx. 1\ ни яла
булаклаб интеграллаймиз.

684. Интегралларни ^исобланг:

а>/хе * dx -,
А

б) J  х In xdx;

196

Бунинг учун u = х, dv 
У хрлда

я
И Т  

^  = xsin х |2 — sinx
о

= cos х dx десак, du dx,
= sinx.

d X - f  +005*

31

Г -
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= — - 1. л  = —  — 1.2 1 2
Шундай цилиб,

л

/ =1" x’sin xdx= 2 --1 j=  л—2. ж
о

Д г) и = sin bx, dv = е“  dx деб оламиз, 
— bcos bxdx, v — j" eaxdx = ~  еа*. ( 1)

Я

ал
т  / = y s l i J ) .р ш___5-(г + 0 * a2Jrb%

1 + *'

мак,
оЯ

м*7_±±>

о

- J

и
• \ 0ДД| -I

( I )  Га iac°C*̂  усусий о̂лда а = 6 = 1 булса, Je'sinxrfx = ^ ± 1 бу

S^bxdx = - J^ eax ij* . £  ади. аS in fa l---| от Куйидаги интегралларни ^исобланг:
10 a J  е cos bxdx, i i685. f In (1 + х) dx. 686. f 2 x arc tg xdx.

J  о
b ̂

— — j* eax cos bx dx = -- /if /t= j  e
о 0

a
I x ни яна булаклаб интеграллаймиз:

cos

и =  cos fcx, du = eaxdx, 

du = — b sin fcx, у = —— eax,

I ,  =  J  eax cos bxdx=-±- eaxcos

ад

Я
687. У  (X + 3) sin (ax) dx. «88. j  * sin x cos xdx. 

i
I £

689. j(jc — iy " xdx. 690. j  |1 n x| dx.
€

3- f. АНИК, ИНТЕГРАЛДА УЗГАРУВЧИНИ АЛМАШТИРИШ 

Ь
„ f /(дс) dx интегрални ^исоблаш керак булсин. х = Ф (/).

, Л  Тbx ь л_ ь Г or . . . ® ^  f Р алмаштиришнн цуллаймиз. Агар 1а; р] кесмада х= 
'° a J  f  sinftr®‘ ~ J^0*f'(0 . /(ф(0) функциялар узлуксиз ва ф(а) = а,

о ? (Р )~ Ь  булса, куйидаги

+

(2) га асосан:
г! в Я J  f(x )dx=  J  / (ф(0) ф’ (0 dt

e<U sin bxdx= ---L (e ь + D+U
^ у л а  Гринли.

vDHuî n ^ aPAa х = Ф (0  алмаштириш урнига < = ф(х) 
« н и ш  _ вяияштипшчпяи Лойдаланилади. Бу ^олда /=

. Баъэи лолларда х = ф (J) алмаштириш урнига j = 
куринишдаги алмаштиришдан фойдаланилади. Бу *олда i —

____I F  , ** Ф (х) функцияга тескари функция мавжуд булиб, бу функ-
а \ + 0 + —  /)=г-2-(еь ' и — £ l*  - ^ °Р идаги шартларни цаноатлантириши керак.

л ,f w *# ■Ишмги интегоаллатш хисобланг:

ал

бундан
198
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5

‘Ч
3 dx

V I— r
2

a* f  '

в) j  x*]/ a* — jc* dx;

(a >0, b >0).
д а) 3x -|- 1 = f* алмаштиришни цуллаймнз. Бундан

Зх = ^ — 1. 3 dx = it* dt.

Янги узгарувчининг чегараларини ани^лаймиз: 
х = 0 булганда t = 1, х = 5 булганда / = 2.
У  *олда

Г ________ £5 а* ( fa/ -  Vcos At dt)= •£(* 4 sin 4 ̂  lo

nfl4
16 dx

& / алмаштириш!»! цуллаб, ĉ —

0, t = 1 ларни топамиз. У  ,\олдаГ) А

= dt ва <

t i :=O i l  —

г _________zz-____________ _ . __________  _  Г  dt
' a* cos**+ 6* sin** J  cos**(a* + 6*tg**) J  a*-f-6*f*
• j  о о

1 f  Л 1 b l b .\\ 1 . 6—  | —---- = —  ■ —  arctg —  / =  —  arc tg —b% a a \o ab a

= — (8 — 1)=  —  
з 7 з

• * +<’
Хусусий хрлда a =• ft -  1 бУлса* ^

itб) д 1 +  In x == t* алмаштиришдан фойдаланиб — * 
=  2tdt ни топамиз. Интеграллашнинг янги че
X 1 e*

t 1 V z

4  «
с dx f  JL
J  a* cos* * + 6* sin*x J  "”” 4 *

Куйидаги интегралларни зрсобланг:

• Ш г* «• j& rл
692

f ~ T =  = f —  =2/ Г  =2(>^-1). *J  Х> 1 +  In X J  t ll
I t
в) д x = a sin t алмаштиришни ^уллаб, dx = a cos

694.

I t
4 -

dx
x2dx.

/= 0,/= -у ларни топамиз. У  ,\олда |  х'\г а- — & **** j  е* + е-х
697.

Я

2 dxI
= J  a*sin* t V  а* — a*sin* t acos tdt = a4 | sin51COS

698.

200

In*

IV  e* — 1 dx. 699.

2 +cosx

cos xdx
6—5 sinx + s'"**
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,  .ник И Н Т Е Г Р А Л Н И Н Г  Т А Т Ь И К Л А ™700. Агар /(*) [функция [— а; о] кесмада 

jf (x )d x = 2 f/ (x )Jx  6}ла«и. Исботланг. V I «»6 „„„ш и н и н г  лимитини
о - ЕРДЛИИЛ» ЙИГИНДИИ"

701. Агар /(х) функция [— а; а] кесмада т<̂  f  ̂ днИК интЕ тоПИШ
j  / (х) dx = 0 булади. Исботланг. ----о..«агян сондаги чек

—в
702. К,уйидаги тенгликларни исботланг:

а аа а
а) f cos х f (x-)dx = 2 j  cos x f (x*)dx;

—a 0
л 
ti

б) | x* sin* xdx = 0;

a
в) J  sinx/(cosx)dx = 0.

_  П

'S ^ b S T S i  S 3 -  * - 3 . t =
№,НАИНГк«н‘ l0; 11 КеСМЗНИ “  ’ "
V® му ■ „ ёояамидд узунлиги A* =2 x — Л- нукталаР ердамида . .

" T i " ’ »“ „  тенг бу Дакка 6?лайлик. Бу « и »  их- 

f i lm
(Ьх-+0) к=\ а k \

=  Лхг1 = Ах; £* = - )•

703. Аник, интеграл ёрдамидз цуйидаги лимитлар 
собланг: 2я «-

a) lim Sn -  lim (sin -J- +  sin —
Л**® П-* ЭВ П \

.  . (n — H iV  + sm — —

lim (—T T  +> \ rt -h 1
+

6) lim S nП-̂о»
+  . . . +

V  4n*
203
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(-
I \ 4- —

c -Hm 7  I 1 + —  nд а) У рта к.авс ичндагн x,ap бир цушилувчи f(X] \ n
функциянинг (0; л] кесманн узунлиги Лх = - i  ̂ 1 dx®5 ^  *

та тенг булакка булувчи х. = А  х,= J j L ........ *J B  |  1 , + ̂  ^ йиДЗги куринишга келтирамиз:
_  (п—  Пл Н у ц Т а л а р Д а г и  ^инматлариднр. Агар sin -Я \ д S„ йиринД1 — - L = )=

• I +  Г + У ^= ^>эканини угсобга олсак, 5П йигинди [0; л] кесмада /( . 5 =  Н«п V 111 ^
= sinx функция учун интеграл йигинди булалм. Т аъ^ * * "**" 1 д- . + ---|
кура п —► оо да бу интеграл йигиндининг лимити /£ , __1______ __-— ~Г===Ъ  ' п у  4—^Г/
= sinx функциядаи 0 дан л гача олинган аниц интв|»Нп> ( n V  4-_п* 
дир, яъни я*** \̂п У  4"  п* , 4_

lim — (sin — +sin —  + . .  . 4- sin ы ~  11 1 + sinsft, X I  — r = f ~  + l/ T  ' E
—  nV * a * "  *1 - £ £  V 4- » *

Г c in  v / fv  -a -- Г Л С  V» Г  ----- О- I- - 1

*4“ • • •

= f sin xdx = — cosx |Я = 2;
о

(Дх, _  Дх, =  . . .  =  Аха=  Дх =  J L ; g i_ \  Гл n / 'М Ш М р  f = -  функ-
, у й  KfpBHmi,ra I

” ” iL " l.(7 + r  +  7 + 2  +  ••• +  ^ ) -  Г Г * :  A  . . V  V  V »l _ W  " • n ------ - q йигинди [0; 1] кесмада f(x)
= urn

Л « *  ос П

* ~ « r w  \ ,  -  . .  ,  _  . . . .  _________ ________

~ ( ------ ~ j— + ---!— - +  4 . 1 ) дар."Худди говоридагидек S n йнпшди i-, *. --
Т +  * * ’ 1 *  ^ Ж ^ ш с ц и я  учун интеграл йигиндидир. Таърифга

,+ Т  1+ Т  1+ я / Г

К,авс ичидаги *ар бир цушилувчи /(х) = р —̂ функи»— »  ̂ _  lim J_  / ‘ ~ + ~~Г==Т ^ Ч

[0; 1] кесмани узунлиги Дх = —  булган п та тенг \V ^4 п* ^  п

булувчи х, = —  х2 = — ........ х = —  нуцталардаги^ ■  t \ _  Г ̂ J^ - d x  -  arc sin ~7[ f  =
п п П  ̂  ̂ ; +  !  —А  \\Гь—1* 10

матларндир. Бу *олда Sn йиганди Дх)=  у — ФУ ^  У  4- ^
учун (0; 1J кесмада интеграл йигинди булади (Дх*35" ' I j j  
^  ~ л =1.л). Ани  ̂ннтегралнинг таърифиг* ™п ~ п 
сан п—>■ оо—  да 5П интефал йигиндининг лимити / (*) ̂  к» К,уйидагн лимитларни \исоблаш 2
функциядан 0 дан 1 гача олинган аннц интегрални 
лайди, яъни ш



1+- 7 + V ^
704. lim Sn=  lim —- [  л /

Л—► oo ft —► do Л  \ f

+ / :̂ T )-
7 0 5 .lim S „- n m| - ( l+ c o s ^ + c o s f

* -  1) Я+  COS
2n

2
V  +

■f

706. lim Sn =  lim » + У
П-гЮо П—»00

IP +  2* +  . . . 4- np
------ ^  O»>0).

2- §. ЯССИ ФИГУРАЛАР ЮЗЛАРИНИ \ИСОБЛАШ

1. Фигура юзини декарт координаталар системаси»
х,исоблаш

а) Узлуксиз y  = f(x ) (/ (*)>  0) эгри чизищ, х = а,х4 утри чизицлар хамда Ох у^нинг I a: b\ 'алан гаи art>*j ——

nfpM чюицлар &мда Оу уцнинг (с; щ  кесмяг» <
gZpumгая эгри чизи^ли трапециянинг юзи билан

</
(2)

формула билан ^исобланади (38- чизма)
в) Узлуксиз У = fx (х) ва у  = f (х{  ([ (  )

чюицлар а̂мда х =  а, х =  Ь (а<Ь) ту™  „ I  ЭГРИ 
чегараланган фигуранинг юзи у и чиЩ лар билан

ь
щ  s -  f V n t o - b t o f a (3)

чан че
. - * 1 \*> ч  W  >  ° )  эгри чизиц, .< = тугри чизпцлар ^амда Ох у^нинг (а; Ь\ кесмаси би:

раланган эгри чизицли трапециянинг юзн I

S  = ff (x )d x  1
a I

формула билан ^нсобланадн (37-чизма). 1 
б) Узлуксиз х = <р (у)(ф  (у) >  0) эгрн чизиц у С, г |

У

y*fiM

u*f,(x)

'« 0 а Ь ' л
Ь х

39-чизма 40* чизма

л «ДО

37- чизма

____ чи- чизмаотчизна
формула билан ^исобланадн (39, 40- ч” 3̂ алЯ^ ' , \\ эгри

Узлуксиз ^ “ £ 5 # ® в 2 Кчизшуир а̂мда у = с, у — d *(с< а) тугри чиj  к 
чегараланган фигуранинг юзи

a
5 = |(Ф 2(!/) — 9i|(y))d!/ (4)

206 38- чизма

формула билан *иеоблангди (41, 42- ч1ПМ^ Л̂ оордИната yV  708. а) 0<х<2п булганда у =- cosx ва 
лари билан чегараланган фигуранинг ю____л *  = 2 тугри

б) У = х1 +  1 парабола у = О* х хисоблаиг.
чизюушр билан чегараланган фигуранин жойлашган

В) ?+ ,,> <  3 доиранинг биринчи ^  б и л Т  чегара- ички цисми ва хх = 2у, у* =** 2х парабола лар
ланган фигуранинг юзини ^исобланг.



/ич. urn Sn— lim —  ( 1/ 1 + JL  +  л/ 1 -г Л
Л —♦ oo /1-» oo Л  \ Г / I г  ^

705. am a . - lim  i ( i + « i + e , . i

-f- cos liu JL L i1 
2n J

-f

-язиклар а̂мда О// у^нинг [с; d] кесмасн билан 
r)tp« ан ЭГри чизикли трапециянннг юзи
■jerapa-’»*1

S = J> ( y ) < t y  (2)

706. Jim SH = |ini i± £ 2 ± H + ^ ..+ у
----Л —♦ oo

формула билан *исо&танади (38- чизма)
в) Узлуксиз y  = f1(x) ва y  = f  ( X  /г

япцяр ла.мда х = а, х = Ь(а< Ь) т ^ и  (f} )ЛЭгри
чегараланган фигуранинг юзи чизицлар билан

*
5=  fv * (* )- f i(x ))d x (3)

л-*

2-§. ЯССИ ФИГУРАЛАР ЮЗЛАРИНИ \ИС0БЛА11|

I. Фигура юзини декарт координаталар системааца
^исоблаш

а) Узлуксиз y = f{x) (f{x)> 0) эгри чизиц, х = а, Ц
тугри чизи^лар а̂мда Ох уцнинг \а\ Ь] кесмасн билан чс 
раланган эгри чизикли трапециянннг юзи |

г IS  =  J/ (x )d x  ■
а

формула билан >;исобланади (37-чизма) 
б) Узлуксиз х = ф (*/)(ф {у) > 0) эгрэгри чизиь; у = с, Н 39-чизма 40-чизма

х*9(Я

37- чизма

формула билан ^исобланадн (39, 40- ч” 3̂ ала^ ' / \\ эгои

чизшуир а̂мда у = с, у = d s(c<d) тугри низ и 
чегараланган фигуранинг юзи

5 = J  (ф, {y) — <¥i\(y))dy (4)

206 Зв- чизма

формула билан *исоблангди (41, 42- ™ змала1координата y V
708. а) 0< х< 2л булганда У = = 5 ** “  хнсобланг. 

лари билан чегараланган ф игуранинг_____j х== 2 тугри
б) у  =  х* +  1 парабола у  =  0, *  — ’ ш хнсобланг. 

чизтуир билан чегараланган фигуранин жойлашган
В) У + у ' <  з доирашшг биринчи * „  чегара.

ички 1̂исми ва х1 = 2уэ у* = 2х параболал р 
ланган фигуранинг юзини \исобланг.



г) t/ = xa, х — уа (а > 1) чизицлар билан чега. фигуранинг юзини ^исобланг.
д) у — 2х -г I, у — cos х чизи^лар з̂ амда Ох уц 

чегараланган фигуранинг юзини х,исобланг.
д а ) 0 < х < -j- булганда cosx > 0;

—  < х < —  булганда cosx <0;2 2

43- чизма

cos xdx = sin х
12 Я
Зя
2

44- чизма

• Л  ^  1= sin 2л — sin —  = 1.

(43- чизма),

У холда изланган юз
3 * .< х < 2 п  5=  1 +  1 -2 1 + 1 = 4 кв. б. а

Да cosx > 0 булгани №■ б) д у = хг +1 параболанинг х = — 1, х = 2  тутри
4ii3Hiyiap билан кесишнш ну^таларинн топамиз (44- чизма): 
Л(— 1; 2), fl(2; 5). Юцоридагн (1) формулага кура:

•S = J" cos х dx -'г

Зя
2
f  соsxdx

2я
+ Г со sxdx.

зя

2
I dx = —  + X1 3 -1S =  ̂(х* + 1 )dx= | х2 dx + ^

-i i -i
=  —  +  — + 2 + 1  =  6  K B . 6 . A  Я 1 1 •

12
-1

Бундаги и„ тепмллар,ш M o w .a io w  *  -  -  -
я ( ian л * +У = 3 айланаиинг х* = 2у, у2 — 2х парабола-

• Р Оилан кесишнш ну^таларини топамиз:

f cos х dx = sin х
л 1;

*’ + ^  = 31
x ,& 2y j

Зя

i/l + 2 i/  — 3 = 0 ,  1/ !=  19 !/i= — 3; x2 

= 2, Xj,2 = ± Y 2;



C ( l ; I  -г,

^ 5- чизма) a]чорак-т У ̂  x }=> x ° — •*> X| — 0, x2 — 1.лиги V4V„  д e  y“ j  Л  -  о, Й  -  1. 0  (0; 0), Л( I ; 1).
—  ллллаи*

45- чизма

ни * УЧун П. /)"■*-* '  —
Д а МЙ '  ■' СТ « - У - "  *С0М" :

5 _  ( V - O ^ r - I  —

щ  ь
бунда _a___ 1 « -  I А
( ,  ч / K iv  л '"«+> “ + 1 “  г 1

I, -___'— х*1, Д) А у = 2х+1, у =
'f  3—л--, = cosx, j/ = 0 чнзицларнннг 

x 'f  ̂кесишлш ну ̂ татарин и топамиз

тенг: 

5

— *И a г«+1

+ 1 «+  *

А (4  2 узлуксиз функциялардир. Ани^ ин™~- (47-чизма):
аддитивлик хоссасига асосан

Г Г
s= ГI

1тегР1п

= 0
f

~г

L

JdHiM

У2
+

+  ( f  К  З-ДГ’ + Л  

*2К Г  1 . 3 /

arc sin

t H - H -
y =

*5 \II . y =

f(x) =
6 ill 1

о 61 
1

47-чизма

2* +  1, — у  < Х <0

COS jc, 0 < х < функция |— "Т ; "гг] кесма-

Т7= ----arc sin г Ы "  м  У^УКсиз.
тяга ^  интегРа-чиинг аддитивлик хоссасига ва (1) форму- 

__У  2 J_  _ V Z 4 [ асосан “з-чанаётган юз куйндагига тенг:
6

+ . V *arcsin -^rr 
)Г3

46-чизма
210

т(
— arcsin —— >

> 3 / 1 
Г) Д у = ха, Х - / 1  

звд л̂арнинг кесншиШ% 
ларини топамиз (46-

5 = Л 2
]  f(x)dx = j (2х +  l)dx-f f cos xdx =

6

<** +  X) l i + sinx i; = - ( - ^ - Y ) + s in f  = 
„ *

L
211



Куйидаги чизицлар билан чегараланган фнгу| 
ни ^исобланг:

709. Ушбу у = х' +  1, у — 0, х — 0, х = 2 
билан чегараланган фигуранинг юзини ^исобланг.

(7)

710. у -  х* +  1 парабола ва у -  3 - х  тугри ^ « и1̂ 2 ^ Ж “ 3!во2К1-ГИЗИ,̂ Р 6 
лан чегараланган фигуранинг юзини ^нсобланг. *^720- Р̂  ган фигураниНГ юзи л

711. х = 0, х = 2 тугри чизицлар ва у = 2*. 9mf0 л ^ ^ о я\ эллипс билан чегараланган 
—х* эгри чизицлар билан чегараланган фигуранинг ь t) * т а  ■ и  (0 ^
^исобланг.  ̂= Ь sin П

712. -7 гипербола х=  I, х = 3  тугри | (0 2л)
билан чегараланган фигуранинг юзини ^исобланг. ЮМ

лан

--- f--------  t -w i------ ------- , I у s. и*»— -лАлаНГ
713. y = x* кубик парабола ва у = 2х тугри чиз^оида элли-
чегараланган фигуранинг юзини хнсобланг. * ^ Координата у"v1**"1

7Н. у = хг — X ва уг = 2х парабола.,ар б и »  с»»»«Р»» « 7 “ ,.б «8
ланган фигуранинг юзини ^исобланг. «тма-уст тушганлиги уч? '

715. х = — 2у2, х = 1 — Зуг парабола лар билан чеп чизма) улар * "® !* НИ Эптапс- 
ланган фигуранинг юзини хнсобланг. тенг булакка 6Улаг и; J imoa.

716. у= 1пх эгри чизи^, Ох у^и ва х = г тугри «нинг 1 квадрантда 
билан чегараланган фигуранинг юзини >;исобланг. гининг юзи (Ь) форм >.а

717. у=  — х4, {/ = 0, х=  1, х = 4 чизицлар билан сан цуйидагига тенг. ^ 
гараланган фигуранннг юзини ^исобланг. » р £

718. у = |х — 11, у =  3 — |х| чизицлар билан яеш _  _  i’ {f\x'(t)dt'= — \ bs'n asm t)dt 
ланган фигуранинг юзини ^исобланг. 4 .! ■

719. у = sinx, у = cosx эгри чизи^лар ва абсци(Я:|р' “  я л  
билан чегараланган фигуранинг юзини хнсобланг. ^ Н а К ^ Е Ё -  ”  Т  з

Ча-fi)

2. Параметрик куринишда берилган эгри чизи̂ лар 
чегараланган фигура юзини ^исоблаш

Агар фигура
х = ф(01 
У = Ф (О)

sin* tdt = ab j  1 = 2 cos 2 tdt =

iK %ндан S = л ab.✓ -oU vT ■ ■ ■ • **—— ИС/,
параметрнк куринишда берилган ёпнц эгри чизи* Агар а= Ь  булса, доиранинг юзи S = ла3 келиб чи̂ а-
гараланган булса, унинг юзи -*■ -̂тлипснинг юзини (7) формуладан фойдаланнб, осонги-

S =  \x (()y '(t)d t,
a

S  = - f  У (0 x' U)dt,

На Топиш *ам мумкин:
ХУ' — ух' = acost-bcos t — bsin t (— a sin t) =

а ebcos* t -f absin*f = ab.
I  / Ш и  2Я ,, 

"  *олда S  = \ abdt = у  ab M

212 ■
я ab. *
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1

симметрии бегами учуй иэлаиаётган юзиинг

* - т / j v (C05,, — ‘50-m3Ma)- ,8> формулага *coc“ :
с/ * ^ 4

Д 6) (7) формулага асосан:
2Л

О
2л•*» in

= Jf j T ™ ' 2“ “ = T ° ' j L z f ^ ! «

" т а!( т '—Н п4')Г - т ‘“!л *

h - ' - i V1 л

cos2ф sin 2ф f  *

ечасиц3. Фигура юзини цутб координаталар снст
^исоблаш

К,утб координаталар системасида берилган узлукщ 
=р(ф) эгри чизиц ва ф = а, ф = р ( а < 0) нурларfiJfr 
чегараланган фигуранинг юзи

в
5 - у  [рМ ф

50- чизма

формула билан ^исобланади. 2 А
721. а) р = аф Архимед спиралининг бир урами ва^бундан S - f l• айлана билан р = 1 + cos Ч> каРд в

у^и билан чегараланган фигуранинг юзини хисобланг. в) л Р — V * siny и Т0Пиш учун
б) р2 == a1 cos 2ф Be оиданинг кесишиш н_ . 1

нулли лемн.!'катасин̂  ^ ,
юзини ^исобланг. Д |Г ^ ' р = К Ззйф  I о < ф < л

р = 1+COS9

емани ечамиэ. Натижада Ф!

в) р = ) 3 sin Ф 
на билан р = 1 +1 
кардиоданинг ki
^осил булган фиг<. _ ^ ^ ^ ^ _  

а  \ _  п  юзини ,\йсобланг. (51* чизма).
а . р л. (8) формулага асосан (49- чиз' Изланаётган юз ОС В  доиравий сегмент (0 < ф < ”  j

i f * -  1 с . . . лан ОАВ кардиоида сегмента <ф ^  я j юзларининг йи-

= — , ф,=л га зга буламиз
и

би*

2 \ Р ^Ф 2 )  а 1 гиндисига тенг. (8) формулага асосан5 = —2
а* у3 /2Я 4fl* л3 

= 2 * 3 |о в  з ‘
Я 71 ^

А б) КС03 2ф функция — —  4
я Зя

орали^ларда ани^ланган. Бернулли лемнискатаси я 
214

*
S = -L J  3 s in 4 *P  +  Т ^ 1 +  cos(p^ d(p
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= « з у з _  +  _ д _ у т  , /  * ь ,
4 16 +  3 T - + T / « - f — i H

,  .  Е й  «У Н Л И ГИ Н И  ХИСОБЛАШ

3 М  с о , ! ,  I  ?  „  аекар т «оор ли и аталар и  сн се м а си д а
|  I  Ь ^ ф  +  ±  Г  ( |  +  2 с « ф  +  П111 1  .  *  6У Р « « ™  * “ Л ИК ёйининг узуи л и ги

»  *  '* '• W " " "  Р юма билан берилган агри чизик

^  и  lo; w ю “ЛИ 
1> (ям “ , wТ ^ с а . , * -

I fl-4-cos2<p . _  3 /  я 51П з \ J ^ K , '

- т ]  —  '* "  П т - — J +  I  Б ун д а  а  па fr ёй  учлар и и и н г

• * куринишда берил-1 .* Я 0 . Я \ 1 / , sin 2ф \ I я Дгар эгри ЧИЗИ!̂
Т (  Т  т )  т ( ф ’’ 2 ^ ) | « "  са. ёй лзун лиги  ^ ________ _

• : / „  j / l+ V  ли W

r j i  ^ : : : Г с « р . л г а н  з п »  —'  2. Параметр"* « у р и н н ш М ^ Р - ^

= 5 .---Ш ^ _ + £ ._ 1 £ ’  = - 1 (л - |7 ). ■ Агар эгри чнзик
1 ̂  10 О ID 4 W2b / А »

«!•  » < ' й РКуйидаги чизиклар билан чегараланган фш тракинг ж |Я И Ь |.:. у — 't’U)!

НИ ^исобланг: иуриишш» берилган булиб. <р'(0. * '(0  узлуксиз фуНКЦИ722. х = 2cos/, у = 2sin/ дойра чорагининг юзини я W "  ^  да эгри ЧИЗИН; ёйининг узуилиги собланг.

723. х =  —  cos3/, y = -^-sin*t эгри чизиклар бил®1  ̂_  (у л(ф'(/))* (0)" ^

гаралангаи фигуранинг юзини хисобланг. J  .__  „ “  „  _ „  а пяо / параметр-
724. х = sin/, у — sin2/ эгри чизиклар билан чегар*п формула билан ^исобланади. Бунда р • 

ган фигуранинг юзини ^исобланг. . г учларига мос ^ийматларид! р (
725. х = a cos /(1 +  cos /), у = asinf (1 +  cos/) «* з. ^  координаталар системасида берилган силлиц эгри

ида билан чегараланган юзни х,исобланг. „ ̂  чизик, ёйининг узуилиги

ни S ^ r 0 0  +С<КФ) КаРДИШДа б,,'1а“  ЧеГаРМ"  J  ^  кооРДннаталар снсгемасида берилган силлик згрн
727. Р -O C O S Ф  эгрн ЧИЗИК билан чегараланган Ф « 1 1 |1  (ф ). Ф . <  Ф  <  Ф , ёйининг у зун л и ги

юзини ^исобланг. . V  _______  (4)
728. р = a ( l  — созф) кардиоида ва р = a аилда ■y<i:T I = \ V р 1 -f р'1 dtp чегараланган фигуранинг юзини \нсобланг. . %,
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■f-Г != = • » * + .1  | ( '  + 2« t COS*

. i ( ^ a a ) |  f + ± (» + 2sin, p +

3

3

^ _ f _ t s in f ) + J . ( , + ^ ) p ,
г

3-5. ЕЙ УЗУНЛИГИНИ \ИСОБЛАШ

г «гон бурчакли ДекаРт координаталари системасида 
I- ту берилган эгри чнзик ёйининг узунлиги

м да у =“ /(*) тенглама билак берилган эгри чизик 
узлуксиз булса, эгри чизик [а; 6] да силлик эг-

дейилади.^  д я » » * / М  (°* *1 ДЗ силлик эгри чизик (яъни Дх)
пуксиз) булса, у *олда унинг ейи узунлиги 

» - , b<•!/■“ --“  .■ dx (1)
а

формула билан кисобланади. Бунда а ва b ёй учларининг 
абсциссаларидир ( а < Ь ) .эгш< чизик х = ф(»/) (с у < d) куринишда бернл-
фор«У

Агар эгри чизик
с . ёй узунлиги

_  Я _  зУз .
5

п У з

Л  — V  3 4-16 • 3 2

Гл
ТУ 16 +

« •»« . I

- i f - т ^ - ' Ъ  ‘

/=  j Y i  + x ,e dy (2)

формула билан ^исобланадн.
2. Параметрик куринишда берилган эгри чизик ёйининг 

Г|£ узунлиги
Агар эгри чизик

* ШФ: . X = ф (0 1
Ч>(0Гчизиклар билан чегараланган фигуранинг у = ф(.01

«•ртншща берилга,, 6?либ. *40. +'(0 *УВКШ" 1'
cos t, у = 2sin / дойра чорагининг юзин* ^[рбули, у*олда эгри чизик ёйининг узунлиги

*■*-- •_«! --<и 1Й %Ш ЯЯР’1 Г /• ____  . . . .  Я Я Гл  (^)

К,уйидаги чизиклар билан чегараланган фигуранинг И 
ни ^исобланг:

722. х = 2
собланг. _

723. х = -у cosV, у = -p sinst эгри чизиклар бил*8' J r  хт, w/ . хт ...
гараланган фигуранинг юзини кисобланг. .. .__ „ а _  R ляп / параметр-

724. х = sin /, у = sin 2t эгри чизиклар билан чегари̂  формула билан кисобланадн. Ьунда а  ва р лар 
ган фигуранинг юзини ^исобланг. . НИНг ^  учларига мос кийматларидир ух р).

725. х =acos / (1 +cos0, у = asin /(l + cosO й ‘ 3.^*5 координаталар системасида берилган силлик эгри 
билан чегараланган юзни ^исобланг. ---- — - uru

726. p = a ( l  + cos<p) кардиоида билан чегаралав**Д
ида

/ = ] V  (фЧО)1 + W  ^ dt

LlOWK&p 1.ПС1 ~ -r
чизик ёйининг узунлиги

/zo. р= сц ! +со5ф) кардиоида оилан чегар"» мх,исобланг. _ ^ У ™  координаталар системасида берилган силлик эгр
727. р= аcosф эгри чизик билан чегараланган фЮУГ'Щ К Р => / (<р), ф0 tp < <pt ёйининг узунлиги 
[ни хисобланг. . ^юзини кисобланг. .
728. р = a (l — cosф) кардиоида ва р = а аилда* 

чегараланган фигуранинг юзини \исобланг.

▼»

1 =  i  +  Р '2 d Ф
(4)
217
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fl* 68
сч«меТР"К ̂ 4-чизма)

О«Г(-о- Ф (54f f 0 булганда /, = 0, /1>я = ± j ;
*(/*) = •* (/з) = 1Лз !_
ж ( _  1 ) =  дг (1 ) =  К З . ■  

ллаш чегараси

732. дс a (/ sin/) | циклоиданинг / = о д,н 
у = а (1 — cos/)) t

гача булган ёйи узунлигини топинг. 
д Циклоиданинг параметрик тенгламасини t 
буйича дифференцналлаб, цуйидагига эга буламиз:

________ * ;= a(1 - cos/>’ * = а sin/- 1 ^ н ж « и ^ лаймиз;
V  х/ + у',' = V  а 2 — 2a;cos/ + a-cos 't + ыЧщ»/ „  у -3 t У\ в  1 "  3<*’

= / 2о* — 2a*cos/= а ^ 2  (1 — cos/) = а }

аК иНТе'  Ро гача  6У
54. чизма

12t * + l- 6<* +  9t 
I < + ' s 3l! + l

1 =

(3) формулага асосан:
2л

2тф + а1 ю2 £2тФ

* " J  + 2оя'пТ  <«-4о j sin i j ( ; l | f v ^ 7 r+7^'l, “  \(31’ + 1>‘"  ' U
\ е -  „ о г ^ к  С П Р И Н Г  f c  < *

, 65ОТИ ёйи д ад аи н я ТОПИИГ.-
,,ur / J  д Куйидагиларнп топамиз

р' = атст*, \ р* +  р' ~~  ̂ u
= а V 1 + mi ё 

(4) формулага асосан (P i >  Ро)-
<Pl —

V  , ________ _ f  п у ’ 1 — т г
1x1 J Vp*+p <****,
_ « * Г + « Г  етф 1ф‘ = « k H S -  (Стф1 - Ч Г ^  =

т  1ф . т

= — 4acos -j |2Я = — 4а (— 1 — 1) = 8а. А

733. х — a (cost 4- / sin/) 1 д0Ир3 эволвентасин 
у — a (sin/ — t cast) J v 

дан / = л гача булган ёйи узунлигини топинг. 
д Эгри чизи^ параметрик тенгламасини 
циаллаймиз

х\ = a (— sin/ +  sin/ -f /cos/) = 
y\ — a (cost — cost +  t sin/) = at sin/.

I V 1 II1 IM  •

i t буйича диффсрв 

= at cos/,

e
m<p

тф dq> =

У  о̂лда

I х, +  у ' = at.
(3) формулага асосан:

'= / / 7 + 7 й - / а(
734. х — К З  I- | ЭГри чиз1)̂  (скртмок! ёйинииг 

У » * /

= 2^ ± ^ (р 1-Ро)- *  т

си2 dt = —2

гини топинг.
А Интеграллаш чегараларини топамиз: * 23 у V 
яъни эгри чизи^ унг ярим текисликда ётади

7аб- Р = a cos* j  (0 < ф < 3 л) эгри
^ Гини топинг.

я\й^| ®Ч^лган функция ^осиласини топамиз:
, ф  • ф

Р = — a cos2 ~  sin

чизик ейининг

■ГГ Л -а 0» 221



у  чолда 

Р* + р V ‘
формулага асосан: 3

зл
дан х = —

dtp

у = ln.tr эгрн чиэи^нинг ( V 3; In К З ) нуцтадан (l/ fr 
’̂ хпгача булган ёйи узунлигинн топинг.

,42 у = In (1 —  Хг) эгрн чизикнинг л: =  0 j 1

COŝ L  Глчган ёйи узунлнгннн топинг.
xi + у* = г* айлана узунлигинн

+ -  с. 2#2 Sill X

744. У = 7  (* в +  * 
о гача булган ёни узунлигинн топинг

ТОПИНГ.

занжир чизицнинг х =  — а дан

3 л

737. <р ss -- 
пннг ( ] <р ^ 3)

Д Маълумкн, /

эгри чизи* ёйининг узу

р«

р.

J  У р2 + р/2 ^ф. Тескарн Функции
ч. -И 1

(f’' (<f>“ i 4 ) : '- f y p ’ + ^ j V w
P#

з _______________  Ш
; w t i  + -  f  У  ( f  ( i - ^ ) ! + i * l

= j  ( f + i )  ‘' f - (т  + т  ,пр)Г “  !  1

ч  гача го д а » .....•J jfssu / Л \
3/,f у -  incosx эгрн чизициинг д: = 0 дан x = a \ a < j J

1 булган ейи узунлигинн топинг.
746. х* = (У + О3 ва у = 4 чизиклар билан чегаралан- 

да фигуранинг периметрии и топинг.
747* ^ = rsin/| а®лана узунлигинн топинг.
748. х = acos3/! y- rfls iirtj астР °иДа узунлигинн топинг.
749. х = a (2cos/ — cos2/) у = a (2sin/ — sin2/) каРДиоиДа узунлигинн топинг.
750. х = (/* — 2) sin/ +  2/cos/1 

у = (2 — О  cos/ + 2/ sin/J ЭГРИ чнзмужнг / = 0 дан
/ = л гача булган ёйи узунлигинн топинг.

751. х = /" (t) cos/ +  /' (/) sin/ 1 
У = — Г  (/) sin/ +  /' (/) cos/) ЭГРН чизицнинг / = h

дан t = tt гача булган ёйи узунлиги (/ (t) + f" (0)1 га тенг
эканини исботланг.

752. Ю о̂ридаги 751-масала натижасини цуллаб,
х = е* (cost +  sin/) |
У = е' (cost — sin/) j.. {/ = c (cos/— sin/)}

738."“ ™  У  узунлнкларини аняи*' S r ." "3'4 " " "  ' “ » » ■ '<  < *«*» « »  УЗУНЛИГИНН
иу^тагача булган ёйи v3VH.nur °  (0; 01 ну^здан Л 753. * (i

739 __>3У»лигини топинг. ■  ̂ 1

то-

-  - w. W, ну угадан л ,« | > ^ х - Р  , д а н и н г  Ох f t  билан кесиш-иулган ейи узунлигинн топинг. у = - (/2 — 3))
739. у* = х9 эгри чизикнинг х = — тугри чизиК ^  ган ну̂ талари орасидаги ёйи узун л и ги н н  топ инг

з 1 754. р = г ЯИЛЯНЯ V^VII ПНППП1 топмиг
к ес ил ган ^исмининг узунлигинн топинг.

74П ## — х*
м - «.MI »**“ “

/м. р == г айлана узунлигинн топинг.^ mim пни топинг.  ̂ 755. р = а ф Архимед спирали бир у
740. у  = £  -  1 параболанинг Ох ук билан кесил»*" и» топинг. = q (1 +  cqs(J)) (fl > 0) кардиоиданинг 

нинг узунлигинн топинг *Р = 2л гача булгяи — ........222

о ~99
иу̂ талари орасидаги ёйи узунлигинн топинг.
5̂4. р = г айляня v^v4ijiHrHHH топинг.

спирали бир урамининг узунлиг

- л- , vu o ^ ; \и*>УЗ) кардииидамни» (9) 
булган ёйи узунлигини топинг
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3  1757. рф = 1 гиперболик спиралнннг ф = I  
гача булган ёйи узуняигини топинг.

758. ф = У эгри чизи^нинг р = 0 дан р g 
ган ёйи узунлигини топинг.

4- §. ХАЖМЛАРНИ \ИСОБЛАШ

1. Жисм ^ажмини унинг кундаланг кесимлари
^исоблаш ^

Агар жисмни Ох уцнннг х ну^тасига

у  = 2я J  *ydx
(4)

1 у  =  f% (х) (0 < /, (х) < и  (х))
у> па х = а, х — Ь т>три чизиклар билан чега- 

~ — Оу ук атрофнда айланишидан—••Лц 1пгдарФигуранииг Ох ва vy } .л —Г ч 
тган'жисм \ажми мос равишда куйидаги

Щ  ьVx = л f  (/i (* ) — f\ (х)) dx,
J L а

Vu = Я f  X (ft (x) — f l (дг)) dx

(5)

(6)
" v n w .v w r n  W  y i y i i i n i  л  н у м а с ш а  v t v o ,

пендикуляр текисликлар билан кесишдан ^
сим юзи 5 (дс) берилган булса, жисм хажми УЛГа,,1 ^ »Ьталар билан зрсобланади.

» «Спинишда берилган эгри чизикнииг
V = 5 (х) dx J. Пчлжтрик бглган айланма жисм кажми

1 r ~ z  л “ < *> -р- — >” ик усулда
ззггй &?, v  г*',га#г Ф™ »- * w

ланган ва у^уксЬ д *  »  “ “ « * » | М Ь
2. Тугри бурчакли дскарт координаталар системасида Г |ИШ1а берилган булса, эгри ^нсмнинг х,ажмиайланма жисм *ажми т̂рофида айланишидан косил булган жисмнин. \

а) У = f (х) эгри чизик, Ох ук ва х = а, х = b туп» 
чизиклар билан чегараланган эгри чизикли трапецияншг 
Ох ук атрофнда айланишидан косил булган жисм .\ажии

Ь ь
V =  л \ (/ (х))г dx — л \ ifdx

V = л f  (у (/))- х' (I) dt
а

рчула билан- и̂собланади

(7)

(2)
I  Кутв коордииаталари системасида айланма жисм 

| Г х̂ ажми
формула билан ^исобланади: -т̂  координаталар системасида берилган р = / (ф) ЭГР1*

0) х = <р (у) эгри чизи^, Оу ук ва и = с м  ̂ а» Ф = Р радиус векторлар  ̂билан чегарал •
чизиклар билан чегараланган эгрн чизикли ’трапеции* ■ 5Гж ££УраНИНГ кутб ук» атрофнда айланишидан \
Оу УК атрофнда айланишидан косил булган жисм *а*и Г  Жисм V * ™

I/ _  _ Г / i w2 » г (3)1 : ’ V = n \ р* sin*<p d ф
V — л J  (ф (У)) dy =  л J  .v-’d// ’ ас р  ла билан кисобланадн. 0 < а < ф < Р ^ л булганда

- (9)формула билан .\исобланадн. _  ̂ г̂ри
В) У = / (х) эгри чизик, Ох ук ва х = о. ’ _ ш,яннйг 

чизиклар билан чегараланган эгри чизикли тра 
Оу ук атрофнда айланишидан к00̂ 1 булган * нсМ  ̂ Я  Н
224
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X * у *  г *
759. ~  + £ + -^  + ^  = 1 ЭЛЛИПС0ИД,|И|,Г \а*Мини

д Эллипсоидни Охг текнсликка параллел бОл 
иасаЬа у зо к л и к л а н  у т г я н  тм гиглш г fin по,.масофа узоь̂ ликдан утган текислнк билам

z% У*
г.* ~f~ 1 L .

Кес г анда’
а* Ь*

г у
Г ^  { / Ь

А /

55 чизма

р ::и  яр и м >Чларн
f

УМ
= Vb*— y*

*1

. тенгламасидан:

£  = i

Г м  В  ' h« 2я 62 г
, (  , ‘dx -  Я j  5  -  *’> *  =  —  ]  < °'- *гУ‘х -

2л 6* 2а* 4л об* ^
Т  = 3£ £  (а*х —

С* \

*\ \а
а*

;й1. у =х* ва 8х = у2 па- 
* /*-'С';4>шар билаи чегараланган 

f  ™  "** р̂анинг Оу уц атрофнда 
+  -3 (цтшидан х°сил булган 
I ' »  .\а*ыинн ^исобланг.

\л '• И  , Парабаталарнинг кесишиш 
7 рталариии тпамиз:

8х = х*=> х (х* —эллипс ,\осил булалЕЛя 
чизма). I ̂  йхГ

Бнзга маълумки, бундай эллипснннг юзи л.4В га 1-8) = О
о) ’ г

демак эллипсоид кундаланг кесимининг юзи ц) нидагил* Х( = о, х, = 2;
я ас | i/i — 0, Ух — 4.

5 Ь ) = Т Г  ¥■ -  у%  [ 0 № 0) А (2;_4 )
( I)  формулага асосан эллнпсоидшшг \ажмн i укидапп* 2| кесмада X, (у) = г У ^

v= is w # _ i =  / <*>-»’> W —  ™ * (57-ВДЗ“ ):

* _ Й Г - « * М

57- чизма

(хг2 (у )— х] (у)) dy

Агар »=*/> = e JS ® |  
липсоид шарга а и *^
шарнинг хажмй V
га тенг булади-

*  . Й =1

_£\ И 24л_
“  32°)  1°  =

762- * = ocos*/l*идан ^=a® 'n*0 ^Рочданинг Ох уц атрофнда аилани-
Д Ж ?  ?Улган жисм ^ажмнни ^исобланг.

■ 760- х‘а„жм ^о в  фигуранинг Ох у к атрофнда
эллипсни Ох \'К a1? jk r . Wvuu»-̂ CCIW бУлган жисм хажмининг нккиланганига
айлантиришдан Щуи,п,г 3"Ун

мима
'нинг \,1ЖУИНИ

4

56- чизма V =  2л j ifd x
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^ м е >чегараларн,,,,
0r%<х = acos3/ 

d x = - 3 a cos-/

х=  О

х ~  а да

ЧШШШ
У

асосан:

0 б> 4 |
о̂лда

^ я кесмаси биль-н чегараланган фигуранинг

rt атр0̂ !!па айланишидан \осил булган жисм \аж- 
■•к аЯ>°Ф'м
v ^ l- x *  парабола ва Ох ун билан чегараланган 

'НатроФнда'vn а1рофцда айланишидан ,\оснл булган жисм \аж-

r \HCo6-t3hJ- х== j х - 4, у = 0 чизицлар билан чега- 
>■; ^LjpniiHH- Ох ун атрофнда айланишидан носил

1  * ____ . . . . . и  v  и г л Л  п а и  г

| a* sin*/ (— 3 acos Ч  sin/ dt) =Я

т
о= —6а3л j  sin*/ cos*/ sinfi/= —6а*л \ (1Л_

г  Ж1|СМ м ж иини  нисобланг. 
й  у = 4 — х* парабола ва Од: билан чегараланган 
гхзнинг х = 3 тугри чизиц атрофнда айланишидан \о- 

ган жисм докмини нисобланг.
771 И = ~ Ц  х  W  чизицни [О; Я ] кесмада Од: уц ат- 

айлантиришдан *осил булган конус \ажмнни *исоб-

V
= 6° Лл J  (cos */ -  3COSV

= 6а3 л / __ 3cos‘ t
\ 3

»ни хнсобланг. . Архим ед  спиралииингv — - +  1 парабола, координата >клари & 775. p = aq> ( а > 0, 0 < Ч  '~ Г 1 яйлаитиришдаи носил
„  - . п* it  г?а1им айланасини кутб уни атрофидтугри чизин билан чегараланган фигуранинг Ох )К *  Г1Гаи ^  ™иии ’ „собланг

да айланишидан носил булган жисм \ажминИ,^.~1  776. х = а«к*П  
764. у  = х* парабола, Оу ун ва у у = 1 УГ» U у _  fl sjn, ( 1 

зицлар билан чегараланган фигуранинг Оу ун аЛ**1' Id \пги» -  ; 
ланишидан носил булган жисм нажмини хнсобланг.JT* I/*— Л-2-

cos'/)'1cos*/d((Sf 772. х* + (у — Ь)г = г* (fc> r) доиранинг Ох ун атрофн- 
Т  f айланишидан носил булган юр нажмини нисобланг.

773. 1̂ х + У  у = I а парабола ва координата унлари 
■ 3cosV — cos8/)</(cos/i =Р* чегараланган фигуранинг Оу ун атрофнда айланиши*

I хил булган жисм нажмини нисобланг.
1 , " 4- х~ а sin/1 ,  л •jcow  с,),° t i0 32 I  у = а ( 1 — COS/J циклоида б,Ф аркаси ва Ох ун

7 9 J L  = 105 fll'T 5f" чегараланган фигуранинг 
~  УК атрофнда,

| ) К атрофнда айланишидан носил булган жисм хаж-

765. \осил астронданинг Оу ун атрофида айланиши -

лантиришдан носил бСтг  ̂ эллипсни Оу ун атроф”- 1̂ла*,ИШ|̂ а ®'0  + cos ф) кардиоиданинг нутб уни атрофида
766. у  = хг__  ̂ гяп л" Жисм Нажмини \nco6.ia*r л°сил булган жисм нажмини нисобланг

Дан носил булган 
Лосил булган "жие”

?лган жисм нажмини нисобланг

228

........................77» «/* _ _  hr _  О TVFPH ЧИЗИН* — 4 гараболанинг Ох ун (' ила!1 п ’ *  ь» ~  1 гипербола, -ч'/ япххЬида
Носил булган ёйни Ох ун атрофида аил Ох ^  бнлан чегараланган ф и гур ан и н г Ох >Н троц;

ил булган жисм нажмини нисобланг. . к„ни ** I ИШидан Н°сил булган жисм нажмини \ис • у — sinx синусоиданинг битта ярим тул^пи̂ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ И Ш * •
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5 8 Л"ЛАПМА * * *  сипни,,,,,
Ч л , -  -  1° 3»

.... юзи
I. y  =  f (x ) (a < x ^ b )  силлиц эгри ЧИЗи

УК атрофнда айланишидан \осил булган жнсчюзи
Ь

£ ==г2 л  | у  у  Г ,  7 Г “ 
а + У  dxй

формула билан ^исобланади.
2. Агар силлиц эгри чизи^

г —tgf - / cos4x +  1 dx =
2л ) cos*x

2tgx
»+tg*x=/,— dx=dt, 
x — 0, / = 1;
x = ~  t =  2;

______ - r I + /« . f _____
= л -  11 J  / / i.

1 1 \

f IJ' f *(t ) ! 
+ *  J  / г й * -  % ' , / 1 + i  +

/* +У -  T W J’ “  ^  ‘ ^  P 
параметрик куринишда берилган булса, снрт юзи

е
5  =  2л j  у  (0  V V *  +  у '»  dt

а

формула билан ^исобланади. ■ , . , г ---- ~\ I2 .
3. Агар силлик эгри чизик кутб координата»i . i  " т  , / , — л (in  7  +  V  1 +  1» Л>

:ида К  \ U +  ̂ *) '

Р = /(ф). Ф.<Ф<* I  ^  (/5- ПА А
куринишда берилган булса, ; > __ 12 (1/5 — >̂ 2 +  In — - 2 ' IКутб уки атрофнда ,шланМ|ДIл V ‘ + M i \г
сил булган жисм сирпшинг юзи 780. x* + (i/ — Ь>* = Л*

«• ______№<!/<!/«) айлана ёйиниш
S  =  2л | (> sin (f К р * + Р  Л  г  атрофнда айланиш идан

V. всил булган сирт юзини з\и-
формула билан хисобланади. . ,а11Г- . . . .  „ „

}  *\  ,г|  Айлана ейи °У  У^нИ кес'779. у  = tg.v (0 < v < 7 / н® р ., бу ёйнинг Оу ук атро-
УК атрофнда айланишидан лосид*Да айланшшдан сферик ка
ган жисм сиртининг юзини ОУДВДи (60- 4H3!* J_
.оиг. * Ч*рик камар сиртинингланг- топишда
д Маълумки, у ' = «.

2л j  х V ^ l+ x 7* dy (4)

59- чизма

(59- чизма).
(* ) Ф°Рмулага асосан:

230

60- чизмашящ “ У ' 7 — ---

f у К Г Т  1 , __L- г - Айлана тенгламаскш, у буйича
} * у 1 + * г < Ь - 2 я  J t p r l  ! + , « . ,  . ^ ч 2 лас“ . 2 « ' + 2 ( 1, - | , ) = 0 ё к и « '  =  - ( / - 6 )(л, Г^ДИ.

 ̂Га всосан:
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У ,  V i

= 2п ^Vx* +  (хх )1 dy = 2л J  V
Ух Ух

"f
= 2л J  Rdy = 2л R  (у,

—(v -6)>

i/i);
5 = 2 n R H , ft  = y 

Агар H  = 2/? булса, сфера юзи 5 = 4„/?* r - H  
*  = a (/ -  sin/1 V* Л' б.' -1ади. . f__ _ / | .. > /Г» —- A Л V 1 H

781.

\  /  -  sinx синусоид анинг x = О дан x = л гача бул-
■ ( к  $6- V " q x  ; к  атроф нда айлантиришдан х,осил булган

* £ »  » '« йг г _ ,
+ е- " J  занжир чизн^нинг х= 0 дан

гача булган ёйининг Ох ук атрофнда айланишидан 
л;.лган жисм сиртининг юзи билан айланма жисм

«1L1 Л 2богланиш S  = ~  V куринишда булишини

(3 — jc)2 эгри чизи^ сиртмогининг (илмо- 
— ....„пои \'пгил булган сирт

к :

* — —• 
х' = а (I — cost), у ' = а;/ ** о н и , ”1

'* +  у'* = V а 1 (1 — cos/)4 +  a2sin2/ = } л2а ]/Т^
*

I | • -Sin/. L  о̂обланг

2asin -
У о̂лда (2) формулага

о 1* асосан:

' • \^  * т  | эгри чизицнинг / = О дан t — ~  гача
.-гаи ёйининг абсцисса уцн атрофнда айланишидан \оснл 
яган сирт юзини хисобланг.
Л1. x=rcos/l , . ,u = rsin/l айланаш1 У3 ДиаметРи атрофнда аилан-— vu^r/iianr

0  - ^  —  * 4 1  j  —  \  т ы л

2Л о °Г  t  t 2л /

= о Sin’ ^  sin 7  л  “  8™ ' J  ( I -cos’ j )  sin I  *

ла2.

5 = 2л J  у  y p r ~ - t ^  3?  Г "  у = rsin/r айланани у , *— г- - г .
1 У — 2л J  я (1 — cos/) 2аsin-#ришдан доил булган сферик сирт юзини ^исобланг.

Ш  J  = a O - c S !)} ( °< * < 2л) «иклоида бир арка-
винг Оу атрофида айланишидан ^осил булган сирт
«ни и̂собланг.
793. х = q cos3/lУ e  a sin9/) астройданин г Ох уц атрофида аилани-

782- У = Г  параболанинг „  3 » *осил булган сирт юзини ^исобланг.
сишган кисмининг п 2 ТУГРИ чнзиц бил»'•/*4. р — 2гsin9 айлананинг цутб уци атрофнда айлани-
ган сирт юзини атР°Ф |,Да айланишидан хосил 'f ^ r  ̂ ил ®Улган сирт юзини *исобланг.

783 г J  '":r__VJC0&7a',r- L J 5; P = а ( ‘ + cosq) (0 < л) кардиоиданинг ^утб у^и
кесиш ган ^ „ „ нгПа№ а»Инг *  = 2 тугри чкщ а"ланишидан ^осил булган сирт юзини ^исобланг.
булган сирт K>3H„HHV. * ^  атрофида айланишидан '  р = аKcos2<p Бернулли лемнискатасннинг цутб уки

784. дг*+ Т=  V V  ?fHr Г  айланишидан ,Чосил булган сирт юзини ^исобланг.
гача ёйнни п* ^ > 0) айлананинг х = — I f а *-1 момтт™ ..сирт (шао атроФида айлантиришдан \осил ^  Я  меНтларни \исоблаш. огирлик марказининг

' Р КамаРИ) ЮЗИНИ хисобланг. L  КООРДИНАТАЛАРИ.
785. V = — п ет R,, ГУЛЬДЕН ТЕОРЕМАЛАРИ

ган ёйнни 0.г3 лк 3тгу!Г  "  ^ '• П з и ч л и кни узгармас ва ц = 1 деб и̂соб-
сирт юзини хисг«гЬяддг̂ >(̂ НДа анлантиришдан хос*1- • ^ ^лапга u J i  а ^  х< Ь силли^ эгри чизиц ёйининг Ох.j  статик моментлари мос равишда цуйи-
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м = f y d l= \ y V \ + y '* dx
a a
ь ь

= J  xdl = $ y \ T + V r dx
a  "

Уо

p ________________
J  (0)» + (*r'(0)» dt

(8 )

и̂ ЛМЧ* дп ёйининг K001 
1  ^ и1 1Чса куйидагиформулалар ёрдамила хисобланади, бунда dl = 1/ j— уоиенТИ о

Агар эгри чизиц тенглаыаси 'W   ̂ уг

билан кисобланади. бунда / — ЛВ ёй узунлиги. 
i4B  ёйининг координата у клари га нисбатан инер-

х = х (/)]
, '  , а < / < Р

у  (01 ”
параметрик куринишда берилган булса, эгри чизик
Оу уклаРга нисбатан статик моментларн мос равиш даги равишл

1, -  J  У (0 V (X ' (/))2 +  (у' (t)f dt = { y (/) dl,
а а 
0 ,________________  Р

= j  х (о w  (/))*+ (у ' т  d t = [ X (t)di
а а

формулалар билан ^исобланади, бунда dl = \ (x'{f)f 
Эгри чизик АВ  ёйи огирлик марказинннг коорди

М

М у =

j У1 ] 1 +у" dx,
а

ly = j X* V 1 +y*dx

/i = j V ( o W  w  + (y' т  dt.

(9)

(Ю )

0 0

(12)

Г x V Н у '1 dx
X. = ± > J- ____________

/ b

Уо

a
b
j У V1 +y

dx

dx

/ , « j v (0 W  (/))’ + W  (/))* dt
a

p билан .\исобланади.
io) дан у9 I = ( у  j  1-f-y'* dx тенгликни ёзиб. бу тенг-

а
г иккала томонини 2 л га купайтнриб, куйидаги

2л у0 / =  2л \ у  У  \+ у '1 dx (13)
а

(1;™кни **ил киламш ва Гульденнннг 1-теоремасига ке-

|к силлик эгри чизик АВ ёйининг Ох
(̂ нлнг̂ 1̂3 а®ланиш,,Дан косил булган сирт юзи шу ёй 
•м-ининг В-Ла1! уиннг огирлик маркази чизган айлана узун- 

купаитмаснга тенг.

Г Ун,"dx

екн

W*

J ДГ (t) W  (Л1* -4- (jW  •*

y==U{x) ( а < х <  ь' fi {х) < f* {х)) 
tor ЧегаРа̂ ангам3гК'1ар ю х = а' Х = Ь Т>ГРИ чизиКлар би- к а ннсбатан с Фигуранинг Ох, О у координата уцла- 
I  I  атик моменглари мос равишда куйидаги
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формулалар билан .уюобланади

М — С / \ г , v -  а х = Ь тугри чизицлар ва Ох
У J  </* <*) /, (х)) dx ^ В |  чИЗИК;ян текис фигуранинг Ох у* атрофида

' чегараланган^аи фигуранинг ^жми берилган фи-
. , --- г л'̂ '̂ мммодн. Г̂ ииЛ®*1 ^ „„„н г  огирлик маркази чизган айлана узун-

™ ,,,к Ч  К -  й ь у р а й ь а  5 3 S  а я г л г
л — •

** Л!д= 1 зллипснинг Ох ук юцорисидаги ёйи-

fl7’ 1 *я нисбатан статик моментини топинг.
J Ox увда ь ь ____ -

й '+ ул<и

ладан фойдаланамиз

^  ~  2 I y*djr'
а
ь

Af f = J  Ху dx

ва
*« =* ° "5“ f

формулалар ёрдамида топилади, бунда 5 — G фигура юзи. I
G фигуранинг координата унлари га нисбатан ин«| 

моментлари цуйидаги

-  ±  j  (/3 (х) _  /з (х)) dx,
а

1У = j  Xs (/, (х )- / , (х)) dx
а

формулалар ёрдамида ^исобланади.
6

(19) дан y0 S  = — Г тенгликни ,\осил
а ^ Г У .^тенгликнинг иккала томонини 2 л га купайтири , j  

нинг 2-теоремасига келамиз, яъни

ydl = y V  1+У'2 dx = 1 у'- + .(ууУ  dx
клипс тенгламаси дан ^уйидагиларни топамиз:

- / **\ , №_ _ ) , ^  = _ _ х .

дтда

^
I v  *  - г  v  х=л

t a a  е _ _

= 1  Y аг — е2 х2 dx. 
а

элли пс экс центриситети,
Уа*-ь* __ с

е = — :----- 7-

236

Л *,» f ydl = —
а
Г l /а2—е*х* d* =J а 

—а J—а
о е х =  а sin/, е dx =  acostdt,
1 — е2х- dx = х =  0 да f = 0; —

х =  а да t =  arc sin е
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arcsine

= ~  I

0
arcsin e

V a 2 a2sin2/ • costdt
1 1+»

d x ^ a

i L  a 2-
. /* a 3  Г 3  ,  3 J
j X X d x - a  ) X dx- -  a ,

=  —  
e 

ab

--- ... ~ arcsine

i s a * .  I j f r r ? * —

i .  1
0

I 2
3x = — a. л о 2

(< +  7  s'n » )  I " '....  “  ~  ("cs in  e + ,  K l J g K *  « 'Вй1а' " га Т' "  i  .

arcsin е +  ft* = b +  -j arcsin ej, l l T ^ V y  
798. I квадрантда ётувчи

5 °’ - 1 ,
X, -  J/o -  3 5

— a2

астроида ёйининг 
пинг.
Д ЁЙ

от/ +у3 1ик*с ( ? в:1  4  Аогирлик мариази коорд,„1ат, > 799. Агар айлананинг х,ар бир нуцтасидаги чизицли
Ь шу нунта координаталарининг купайтмасига пропс

кооплииятя тап„ /cv /л . £  булса, I квадрантда ётувчн х* 4- у* = аг айлана >1 • . ^лтиняталариии топинг.

зич-

----•"*V ‘ I , IW  Iгчун М . М и статнк момент»
л! . Бу .\олда огирлик марказинне 

ординаталари >̂ам бир-бирига тенг, яъни х0 = у,. Даа|

*о = У0 =
Г * У н Р dx

j  V 1 + у'г dx j  I

Астроида тенгламасини у  га нисбатан ечиб, у ' ни т0
2 з

.  зУ= (а  —
_____  ^  L  1 _

х ) > У ( а  - X  ) ( - j ) x
О о  I I

ьху.
Зичлик узгарувчи булган .х,олда у — f (х) (а < х < Ь) 

И* чизик, ёйи огирлик марказининг координаталари КУИИ'

6 в _____
jp x d i [ц (х ; y)x V l+ y''d x

ь ь _______

j  м / (* ;* )V "m V ^
a a
ь 6 _____

j  ц ydl [  (X (it; у) у V  l+j/'1 dx
yt =__ a

 ̂Hd/ I n (*; Jf) К 1+1/'* dx
£1 л= — (a3 _ r3)- v 3 Г » ;  eJ

____________________. °Р^али топилади. Айлана тенгламасидан у , d/
_____ Л Г  I  1 _-1 1 - -  Р*™  т»памиз:

I \+у = V 1 + (а — х 3)х  * —а* х 2х +  2уу' = 0, у ' = — ̂
by ^олда »
238 ____________________ _
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dl = V I  +v'* dx = у  I +  dx = —
= -  dx.

У х,олда
D O  2
а* С ci {*\\ixdl=  \ kxyx— dx = ak | x'dx =
a 0 0

=akK — a 0
a a ______

= a* j  xydx = j x}/a2—x2 dx =

ia —

= — —  j  (a* — x2)* d (a2 — хг)=

=- _  £ i (a2 _  *\* -  i f i
3 X 0 ' 3 •

j  ц dl = a*  ̂ xy —  = ak \ xdx =xu —  = a* 1 xdx =
о

Топилганларни ю^орндаги формулага цуйсак,
ka*
~  2

Xe = !/« = l ^ = T fl-

Демак, С а; |  a j. ▲
800. I квадрантда ётувчи х2 +  У2 = #2 айлана 

Оу уцца нисбатан инерция моментини .\нсобланг.
Д Айлана тенгламасндан

У = V > - x 2, у ' ------ -i-- , K i+ T 7*  Г
V R '- X *  '

240



--ицз ва топилганларнн (10) 4юрм\лага ^уйиб,

И
jrdjr

V" /?*—X*

ц = х, du = dx
xdx

dv = - ----
У /?’-•>2

у = -  V R * - x -

= R (— x V W - x *  | +

+  /? | — x2dx=R (' V R '- x *  dx =

x= /?sin/, dx— Rcostdt, 
x = 0 да / = 0

ГЧ  ̂ Лx= R да /=  —
= /? I R^crftdt —

о

j  j  (1 +cos2/) dt =  —̂ (/ + - ±  sin2/)

Я

2 Л /?3

2
801 ^ ~  я" *  ТУРРН 4H‘ 

ва */ = sinx (.v > 0) 
о*усоида билам чегаралаи- 
ан Фниура орирлик марка-

тоГнг. К00рДИнаталаРт т
Л V = -?. у Т-Л Тугри ЧИ31Ц

вингН 5 ** s*n* синусоида- 
всищгаи ну^талари

(б](0; 0). й ( | :  ! j булади

У,

* - y
f

О ЯГ я  X 
2

чизма) 
Фиг\

61* чизма

**ГуПя(ЬопГ., 0П|РЯИК марказининг координаталарини (18), 
^"Улаламанлалардац фойдаланнб топамиз:л

л Л  I  ** -
| У | ^  j  ^  ~~ А (х)) dx=  J  fs inx  — -х  j dx = 

‘̂ 76,■ 241



- (- c o s * - * )  2 = 1_  Л 4
4 Я / о ---

Я
24

4 — я 
4

6 (4 — я)

( X (sinx 2 \ ft - I 12—* * . -71___\
У ' Г  х)4 хъ  {е>|дк, C \3 (4 - я ) ’ 6 (4 - я )/

•  - n n f l  /1 D O  / lЯрим уКлаРи 0 03  ̂ булган эллиптик пластинка- 
к̂оорД1,ната УКлаР,|га нисбатан инерция моментини то-fxsinxdx- 1  f д \йр в  I« » дг, du ,= ^

о 'd v — sinxdx, v=. р: ълумкн, эллипснинг параметрнк тенгламаси куйидаги
3 ' *1 ХАяоПи*£--- ATCOSX j L*

+ s/iu I — 2  2 __
о Л 3

ншдз булади:

= 1_ _£ n>
я 24

-f = osin/i
У  = ftcos/j (0 <  / <  2 n).

Эллиптик пластинка координата уцларнга нисбатан сим- 
хтрик булгани учун фигура чорагининг инерция моментн- 
щгомб, натижаин 4 га купайтирнш кифоя.

Фигура инерция моментларини (20), (21) формулалардан 
<гйдаланиб топамиз:

2.1 </-(') 5 j  «< *> - / }(« »< «»- £  f f i M * » -

Л , J
Л

15.•J 2 ж» 2—  .—
0 я* 3 о
Я я Я
8 12 24 *

= -̂  j" bPco&tacostdt = J  cos4tdt =

I ' о

Топилганларни ( 18). (19) форму

Xq = J^y ______ 12
5 4 — л

4
242

лаларга ^уйсак,
12 — л*

= 12 ~~ л*
3 (4 — я)*

(< + 8in20 I + —iZ о 10
eft* Г  1 +  cos4/ dt =

а^я+ HV . . . ULT .1 •sin4/ *  —— » / r =
яаЬ3

t lo 96 f0 ь 16 -

^ J  (/* (*) — ft (*)) dx =  ̂ x2 f2 (x) dx =
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2 i  
■ / A M t a * » *  .  л  / sln,

0л— л2 —

p i —  s in '/ ) </ sin/ = 2 лг03 + 3 лг a* — л a* sin/ —

_ i t  j,in 4 W / ~ 2 - [i
о 0

I—
a*h (  1  ̂ sin*/\ I2 _  л аЧ> , л а* ь
r 1т' г ) л ~ 16 • —

' # ) i
*=  5 лго*; У = 5л*а*.
9

2 Я«г 2 л
Г ydx = С а (1 — cos/) а (1 — cos/) Л  =

К
* я  |2Я

* f  (1 — 2со>/ -f cos2/) dt = ог (/ — 2sin/) j +
6
2 Л J Л

lo

-  - 4 '
803. Гульденнинг 2- теоремасндаи фойдаланиб,

x = a (/ — sin/),| . о с 
у = a (1 — cos/) * ( 0 < << 2п) = 2лаг-МА- = З л а ,

■  I  r 9 теоремасига асосан:циклоида бир аркаси ва Ох у и; билан чегараланган С а| Гульденнинг  ̂  ̂ ^  5а_
гуранинг огирли < маркази координаталарини топинг. V _  s . Уо
д G фигура х = л а тугри чизи^а нисбатан симметм V= 2ny9-S, j/« 2nS 2я-Зяо* булгани учун юцорндаги эслатмага асосан огирлик
зининг абсциссаси дг„ = л а га тенг булади. а  ’

Гульденнинг 2- теоремасига асосан: щ Ц

2 л у0 ■ S  = л j  уч/х = К, Щ
а

бунда V — G фигуранинг Ох у^ атрофида айланншидзи 
сил булган жисмнннг .\ажми, 5 G фигуранинг юзи. *  ларни топамиз:

2 Л а 2  Я

V = л j* y*dx = л J а2 (1 — cos/)2 а (1 — cos/) Л  ̂
о о

Демак, С
H I  Е Р  7

804. - + -£= 1 тугри чизиц координата у^лари ораси- а b
• я кссмасининг координата у^ларига нисбатан статик мо- 
■ентларими топинг.

805. уг 2х парабола ейининг (0 < х ^  2 )  координата 
ГО*рига нисбатан статик моментларини топинг.

806. у = cosx эгри чизиц ёйининг -j < х < j Ох
нисбатан статик моментини топинг.

чизиц ва координата уцлари би-
1яи п гм ти к ' мяпкяаднИИГ КОООЛИ-

-...  мимсшнии ,0,,,,"!пП1,,,аха Vклари биI 807 у —а — х тугри чизиц ва координата ук, v
2Л |*н чегараланган учбурчак огирлик маркази

- « « •  f  ( I  cost? dt =  no® f О-Зсей+Зсо*-- ^  Иип1ШГ „„.рлик мар

| Каз" коорднюгталарини топинг. п . билан
з . i / o  12л I Г ■••*?!? у sinx(0 < x < n )  синусоида ва ^  ста-

/̂ 1° + 3 - ' 1  ^

- л  |  СОЛ. cos/Л -  2л W  +  Зл„’ ( у  I + .>L "  Ч * 2 Ь г '^ „ ‘  +
>44



811. уг — 2рх парабола ва у = 0, х = \ т. 1 
лар билан чегараланган эгри чизицли трапецця Г̂ри 
моментларини ва огирлик маркази координат-И,!г 
пинг.

812. х2 + У' — R* айлананинг Ох у^ билан 
Носил булган ярим дойра огирлик марказининг к< 
рини топинг.

813. Биринчи квадрантда жойлашган
х «= acos/ j 
у = fcsin/1

эллипс ёйи ва координата уцлари билан чегаралаигЫ 
гуранинг огирлик шркази_координаталарини топинг

814. Y x  +  V У  = V a  парабола ва координата 
билан чегараланган фигуранинг огирлик маркази кс 
наталарини топинг.

815. Биринчи квадрантда ётувчи
iL
9 + * - 1

эллипс ва хг +  Уг = 9 айлана билан чегараланган фш 
огирлик марказининг координаталарнни топинг.

816. Агар .\ар бир нуцтадаги чизикли знчлик шу ну] 
нинг абсциссаснга пропорционал булса, биринчи ю 
жойлашган

х = acos31\ 
у = asin*/)

астроида огирлик марказининг координаталарнни топинг.
817. у = ех 0̂ < х < ) эгри чизнь; ёйининг Ох yi

нисбатан инерция моментини топинг.

818. х = a (t — sint), y ~ a (  1 -cost) циклоида 6иР ^  
касининг координата у^ларига нисбатан инерция мо. | 
РИНИ ТОПИНГ. ХмтЯ

819. х= 0 , х = а, </ = 0. у = Ь тугри чизицяв' J  
чегараланган тутри тургбурчакнинг координата 
нисбатан инерция моментларини топинг.

820. — = 1 тугри чизи^ ва координата >Кла J
лан чегараланган учбурчакнинг Ох ва Оу уклари 
тан инерция моментларини топинг.
240



r
. 4flX парабола ва ,i = a тугри чизиц билан 

«21 ^’ н фигуранинг Оу ук>\а нисбатан инерция момен-

' т0Т ГпаДиусли ярим доиранинг (у > 0) днаметрга нис- 
^„ерция мементини топинг 

. Л-пьден теоремасидан фойдаланнб, И радиусли 
№ . jia огирлик марказининг координаталарнни топинг. 

^ 4  Гульден теоремасидан фойдаланнб, шар сиртининг 
J , ,  ц*собланг.

ИЗИК МАГ АЛАЛАРНИ ЕЧИШДА АНИК ИНТЕГРАЛНИНГ 
ТАТБИКИ

1. Згри чизик массасини хнсоблаш
1гкарт коордииаталар системаснда L ясси эгри чизиц 

iv) (а^х< *Ь) тенглама билзн берилган булиб, 
ji y )iL  нучтадагн чизикли зичлик ц (л: ;/) булсин. By 
ала эгри чизиц массаси цуйидаги формула ор^али ,\исоб- 

адн:

m= f  и (а:; у) (г, / (*)) V Y T W W  dx. (1)

Агар эгри чизнц х = ф (f)l 
У  =  $  ( / ) ) ’

мраметрик куринишда берилган булса, эгри чизиц массасн 
:агн формула орцали .\исобланадн:

Р _______________т = J  И <Ф (0: * (0) У(ч' (/))* + <*' (/)): л. (2)
1̂ 'ЯИр
)(а Усусий нолда [зичлик ц (v; у) — 1 булса, эгри чизиц 

аси эгри чизиц узунлигига тенг булади.
»■ Тезлик буйича бос и о утилган йулни х,исоблаш
•̂ аётга М??ДИ1"1 нУКта бнрор эгри чизиц буйича \аракат- 
■аьл\м л- 103 82 Унннг 1 моментдаги тезлнги и = / (/) 
^йппа'лп*!’ У \олда бу моддий нуцтанинг [/,; /,] ва^т 
7опилад„ иб УТган йули куйидаги формула ёрдамида

s=[f(t)dt (3)
i,
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3. Узгарувчи кучнинг бажарган ишини х,исов,̂
М  моддий нунтага Т О ани£  5

. u i . i u u q p u  узгарувчан F  —  f (х) куч таъсир цилсщ, 
увчи f = / W  кучнинг М нуктани *-

и-**)
Ыналишидаги

луксиз узгарувчи г = / ух) кучнииг /и ну т̂ани х 
зиятдан х = Ь вазиятга кучирншда бажарган ищи ®

_____________________ ___________  01

-1(10 УТ5-2 |/2).

J/Mdx

формула орцали топилади.

4. Сую^ликнинг босим кучини аниклащ
Суюцликнинг пластинкага булган босим кучи, Па» 

цонунига асосан, цуйндаги формула ёрдамида топилади

«26 Нукта,,инг ^аракат тезлиги V =  \  \ + t  м/с фор- 
' №13н берилган. Нуцтанинг бошлангич t — 10 с вацт 

-  босиб утган йулини топннг. Бу вацт оралирида-
^  тезлнкнн топинг. 

j, формулага асосан:

5 = f /(/) dt=  \ Y l+ td t= j-  (1 +/)- Г = 
и о 3 |о

‘ А  = 1  (И  К п -  1)^23,7 м.

3_
2 ПО

ь
р = V j  xydx, ю

827 . 6 кг куч

iH C iiz L l ж  2.4 м/с. а  
15

пружинанн 8 см га чузади. Ш у кучцан-
бунда а — пластинканинг энг юцори нуцтаси турган ч>т 

лик:
Ь — унинг энг пастки нуцтаси турган чу^урлИВ 
Y — сую^ликнинг солиштирма огирлиги; 
дс — пластинка нуцталарндан сую^лик сат\игач* 

ган масофа:
у — пластинка горизонтал кеснмининг узунлиги;

У — f (х) — пластинканинг шаклига боглиь, булган 
лум функция.

825. у = 1пх эгри чизиц АВ {хл — 1, ха = 3) w*'~ Лажаэил-
массасини топннг, бунда эгри чизиц хар бир нУКтас'ааг̂ 1йак, F = / (х) = х. (4) формулага асосан ж 
зичлик нукта абсциссасининг квадратнга пропорционал ! 0,08
д Масаланинг шартига кура, зичлик ц — кхг га тен j ^^уйидагига тенг.

Д - Г -L. w,= J L  * Г
J  0.08 Х Х 0.08 2 |о 

. °
т — i и (х и) I  I i/ * dx = i kx- 1 1 -—- = 3-0,08 — 0,24 кГм. AJ " ' ’ * "+' * J I - L «?• Пружинами 5 см га ч5эишда 3 к г , -гя птжина канча чузилади.

_____^ , kx-
лади, бунда k — пропорционалднк коэффициента.

( 1) формулага асосан:
ь з _ _ _ _ _

kx- j  1 + -  **

иш бажаради?Гук цонунига кура куч чузилишга ва к;исилишга про- 
пнионалдир. яъни F  = kx, бунда k — пропорционаллик 

щиенти, х — чузилиш ёки цисилиш катталиги. Маса-
ir шартига кура,
F  = 6 кг, х = 8 см = 0,08 м, а = 0, b = 0,08 м. 

лганларни куч тенгламасига ь̂ уйсак,

6 = At 0,08. к = — .0.08

6 (0.08)1 _  
0,08 2

Агар 1 кгм иш бажарилса, пружина 1\аича

= Л X" V~\
dX===~2 | (1+A

—  I A  6 * * ~
■) J  ( I t  •'*) "  J A -  j  / (ж) ^  = С Шх формуладан фойдаланамиз. Ma
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сала
рида шартлда берилган барча 

ифодалаймиз:
а 0, х. — Ь = 5 см =

«таликлар,,,, С} I  *+* рр = ~  1±\  1«+//= Я/?//
~7Г \ х )\ *  R + H ' R  + H

см = 0,05 м.
\  3 кГм = 3 9,81 = 29,43 (ж), Л ,=  1 к Г ‘ ^ г 

&  рнлганларни формулага Г ^ йиб, куйидагинн ^ 1
*'М|

0.05

бундан

29,43 = £ V \ом= ± °М Ъ
J  2 !о 2

9,81 = 23544 j‘ xdx

29,43- 2 f.
0,0025 ~  *  | xdx,

Л
*223544 —2 x2-  29-81 „

2 ~  2E S  ==0-00«!

xt = 1/0,00083 «  0,029 м. a
829. Огирлиги P  = 1,5 т булган ракетани ердан 

= 2000 км баландликка кутариш учун сарф этап булган ншни аницланг.
д  К,уйидаги белгилашларнн кнритайлик: т —ракета 
саси, М  — ер массаси, ернинг ракетани тсртиш кучи 
син. У  ^олда Ньютон ^онунига кура

шартнда берилган ^ииматларни цуисак, яъни 
j 5 Ti // = 2000 км, R — (Я 00 км деб олсак,
Л «  2285714000 кГм %  22422854340 (Ж ), ж

*  Сув тулдирилаётган идишнинг бир томонн узунлн- 
баландлигн 20 см. Сувнинг т у  деворга берган бо- 

ии топинг.
‘ ;юклнкнинг боснм кучини

Р — У I xydx
а

кмуладан фойдаланиб топамиз. Масаланинг итртига кура 
0, идиш сув билан тулдирилганлиги учун Ь = 20 см, 
60 см, сувнинг солиштирма опфлиги у = 1 г/см*. Бу

я
р= | 60xdx = 60-у Г°=  12000 г = 12 кг, р = 12 кг. а

F = k т М
X*

831. Асоси а, баландли- 
h булган учбурчак шак- 
"ги пластинка тик .\;о- 

сувга ботирилган. 
Л * ветинканинг учи 
сат̂ ида ётган булса, 

^инг шу пласгинкага 
тан босимини топииг.X* _____

булади бунда дг-ракетадан ернинг м а р к а з и  г а ч а  булган. ^^Д ината системаснн и
софа, k пропорционаллик коэффициент,.
белгилаш кирнтсак, F = ~  ,\осил булади, бунда R <1 ̂ У ^ Д аги  y  = f(x ) нинг
< /? + //, /?-ер  радиуси, х = Р  булганда F  (R) «У* ТОПамиз (62‘чнз'
кета огирлнгнга тенг булади, яъни F  (/?) = Р  ва MBN  учбур-
X =  />/?- ва тортиш кучи куйндагига тенг ’ ^оюшлигвддн:

F ( x ) - PRi ^  = — — • —  = -Д. • ^  ВЕ а ч h h
Ракетани Н  баландликка кутариш учун Гаж ари^Ч  (5, ф £ ^ атиР* 3 огарлиги X =  1 деб оламиз 

рак булган иш (4) формулага асосан топилади: | ^ РМ>лага асосан:

62- чизма

*  l i i r= —, MN  = — , у h
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Р = | xydx = j  j  x'dx =

832. Агар стерженнинг чизикли зичлиги 
^онуният билан узгарса, узунлиги /= Ю ем  
жень массасини топинг. — ч

833. Агар г радиусли шарнинг хар бир нуктасида 
лик шар марказидан шу нуктагача булган MacaW^1 
порционал булса, шар массасини топинг аКЧ4 А/:----  --

, 1  0  0 0 1  м цузиш учун сарф этилган ишни \н- 
’

Н  булган ци- 
этил-

^ 6  + 
с»ан

^ Г Асосининг радпусп R, баландлиги Н  булгг 
Г ^  мяишдаги сувни тортиб чи^ариш учун сарф

нисобланг.
- 1 Координата бошида жойлашган Е  электр 
•*1-т*ааги е зарядни (Ь; 0) нуктага кучнради

Л — • « "• » «  п ОЦГ

заряди
Кучи-

-Шадаги с
'R 4A~Ax~J '—  — .«.«.-НИИ юпи и г «ли f  нинг бажарган иши А ни аникланг.

гармоник т ^ п Г 3 бУйича к°ордината г Ш  Асосининг радиуси /?. баландлиги И  булган ай-
ракаттм J"  ранма «ракат килаётган \п ? -ЮШи атг*Л п̂араболоид шаклидагн козон суюклик билан тулди- Р3 ат тезлиги модднй б-лса> цозондаги сувни тортиб чикариш учун сарф

v - o *  /2-т/ S i*  ишни нисобланг. _cos -f f/ , f j43. Каршилнги Я  булган утказгичдан утаетган

формула билан берилган (/ _  вакт г  1 / = /»sin / — <f0)
%  бошлангич фаза). Агар / = V  r  nf;Pa>»nn H t ;  ' т  '
апи1<1 гН)1'ТаДа б>Лса- * = /, вактля liUH Моддий 3  4 «WXi узгарувчи токнинг Т давр оралнгида ажратибс Ктанинг — |Дщ|[11--- иссиклик микдорини топинг.

М4. Радиуси R  га тенг булган ярим дойра тик нолатда 
Йботирилган. Агар ярим дойра диаметри сув сат.\ида 
ан булса, шу юзга булган сув боснмини аникланг.
845. Асоси а, баландлиги h булган тугри туртбурчакли 

булган сув босимини аникланг. 
слари а ва Ь, баландлиги h булган трапеция

835. Бошлангич тезлиги г0 булган, юкорнга тик 
ган жисм тезлиги (\авонинг каршилигн хисобга олин 
v=  v0 — gt формула билан берилган. Юкорнга 
ва^тдан бошлаб tc ва^т мобайнида моддий нукта 
гич н°латдан ^андай масофада булади.

836. Нуктанннг каракат тезлиги

v = te м/с

шлюзгарозга иултп к,у и ............. —....,---
846. Асослари а ва ft, баландлиги h булган трап 
лндаги тик дамбага булган сув боснмини аникланг

§ АНИК ИНТЕГРАЛЛАРНИ ТАКРИБИЙ \ИС0БЛАШ

Берилган (а. Ь\ кесмада узлуксиз булган / (х) функция 
рун F (х) бошлангич функцияни топиш мумкин оулса,

формула билан берилган. Нуктанннг харакат бошлвШ___________ топиш муиЛг.п -
тухтагунга цадар босиб утган йулини топинг. и̂чун t  (х) бошлангич функции* * 6

837. Ракеталн снаряд тик юкорнга к\тарилмоцД1- "Ж  цмиия \ f (*) dx аник
кета тезланишн, тортиш кучи доимий булганда, ракета - Ньютон — Леибниц форму. > ) 
нининг камайншн ^исобига

V  = —
а — Ы (a — bt>  0)

22*®* ^коблаймиз. Лекин .\ар ^андай узлуксиз функ-
ийни л*ЛНИНГ ®ошла1|гич функциясини ,\амма вак̂ т топиш —  ^— —..".11, rhvuu-iiuflHn элемен-

‘ J**}n унинг оошлангич (рунКЦИИСтш — v  ----

Г УТГ „ Г Г г а 0РТИб г рал" ' Агар ракеТЛ1ШН.Г S S ?  Ф ^ Щ 'я л а р ^ а л и ^ и ^  Бун дай кол-тезлиги нолга тенг булса, унинг хар бир / ва*'т;' ЛаРДа Ньютон— Лейбниц (Ьоомуласидан фойдалана алмаи-
Т0ПИНГ' ‘ = tl Ва^ТДа ракета эР,1шгаи бала,а учун аник интегралларни нисоблашда турли

838 Агяп , н я ПРУ* к Т бИЙ УсУллардан фойдаланамиз Агар f (*) Функция
нанн 6 см n f u*lu КУЧ ПруЖ11”ами 1см га Ч) , 1 ^ ^  . Кес1,а;а аналитик ёки жадвал усулда берилган бул- а и о см га чузиш учун сарф этиш керак булган
аникланг J f (х) dx аник, интегралнинг такрибий кийматини КУЙи-

оо9. Узунлиги I м, кундаланг кеснми ради\си2М
252 Р * *  «ИКлаймиз:



I  « 1>*Ула,1И1’Г1) [a; *] кесмани xk = a + kh нуцталар орцал,, h ■ ^
н л и и п а г и  Т Л . .Г  -  — * * ---- -

хзтосн куйидагича ба^оланади:
(C

180л4

r,v i нинг la; b\ кесмадагн энг катта ^иймати.
I ч

интег-

- • *- I
узунликдаги тенг п та булакка буламиз (k ^  о ,

2) Интеграл остидаги у = f  (х) функция.,,^ ’ 2- • iy ,v I нинг [а; Ь] кесмадагн энг катта ф
Уо ~  f  (fl — дс„), у , = / (дг,), i/j = / (дг2), . ^ /У,> л  = Г <** ( Л = 0,785398 . . .)

цийматларини ^исоблаймиз. " " ' K l  $47. КУйидагИ 4 J 1 +  ** И  '
3) 1 акрибий формулаларнинг бироотасичяи  ̂ , ^«Лшянг 

" И3:. т . ‘''"• • Ж  даР|| Я1’ ' „  Гг 10 та булакка булаию. У  цолда
1. Т угр и  т ^ р т б у р ч а к л а р  ф о р м у.,а с* о .Гб ?лад« Интеграл осшдагн функция

f t ( г\ л~ ~  и

еки

И Т  Ю
J iapH жадвалинп тузамиз:

Г*
j  / ( jc)  dx at A (у, +  yt +  . . , +  yn) = ft V  ^

“ U *°бунда / (дс) ^оснласи узлуксиз булган функция. (1) ёки wjjffg j
формуланннг хатоси ^уйндагича ба^оланади:

бунда М х— \у'\ нинг [а; Ь\ кесмадагн энг катта и̂ймп 
II. Т р ап ец и я лар  фор муласи

t

1 1
■ 1 1

h “  \+х*

Ve ^ 1,0000 
и. = 0,9901 
*yt = 0,9615 
у3 == 0,9174 

= 0,8621

х5 — 0,5 
хв = 0,6 
jt7 = 0,7 
*в = 0,8 
х9 — 0,9 
*10 ~ ^

и. =  0,8000
0,7353 

(/7 = 0.6711 
V» = 0,6098 
Ц  = 0,5525 
у1в= 0,5000

У 1 + Л + -+  
+^•==7,0998

асосан:Тугри т^ртбурчакларнинг ( 1) формуласига 

(X) d x *  h \ J± ± l!L  +  у1 +  . . . + Ув_,|, ( j . J y i L - j e O . l  (i/o+«/i +  . . .  +  «/9)  =  0 ,1-8,0998 =

= 0,8099 «  0,81.
 ̂формулага асосан:

* 1 Uf jfi ж  0# I {Ух +  У% +  • • • +  1/ю) = 0» 1 7,5998 =
Л

/ Iа :
бунда / (дс) иккинчи тартибли узлуксиз .̂ осилага эга бч
ган функция. (3) формуланинг хатоси ^уйидагича ба^ нади.

в (п )<  * ! £ £ £ ,
l i S  • f +

' m  п  я п а 1 НИНГ ^  кесмадагн энг катта п 7rQQ n 7fiШ . П а р а б о л а л а р  (Симпсон)  формуласи:  = 0,7599= 0,76.
• нган хатоликни (А ) формулага асосан ба^олаимиз. Ин-

J  /  (дс) Же ЯК -  (у9 +  уп +  4 ^  +  ^3 + + «/2Я_ | ) +  Р * "  остидаги f (х) =  — функция \осиласинн топамиз:
'* 1 -f* JC*
-

+  2 <* +  +  ?„_.»■  ,:>ин
бунда / (дг) туртинчи тартибли узлуксиз ^осилага 
ган функция, л — жуфт сон.
254
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2хI У '1 = | /' (х) I -= , М ,=  п т  s l9i]

Бу ^олда хатолик ^уйидагича ба^оланадн:

* / ч ^  м \ (*> — <*)* *
8 м  с  ------й  -  ° ' 05-

^а^иций хато .\ацицатан хам бу чегарадан кичик 
II. (3) трапециялар формуласига асосан:
I _■_______________ I

-  О/о +  У* +  4 +  +  2у*> *

1ттг.**(й̂ +*+--+*)“0’1'7.849?

•4i  f  dx J >+*'0

С,  (1 +  0.5 +  3.76471 -f 2,56+ 1,6) = 0.78539 ____
г

он формуласннн ^уллашда 1\нлннган хатони (В ) фор- 
га асосан ба^олаймиз. Осон булиши учун f A) (х) х,о- 

Г а и  ба̂ олашда (*) формуладан фойдаланамнз. У  ^олда
[ Л Г  W  “  24 С0&Ьу sin5 (У +  “ )• бундан 

®  max |</(4,|=  24. А/а = 24.24

= 0,78498» 0,785.

Тацрнбий \исоблашда цилинган хатони ба\олаймиз. V С  fa асоса'1'  ̂
рал остидаги у =  у—1̂— функциянинг иккинчн тартибли %  Ь (п )<  - *180.^

—  * = 2 fz k -  « у »  • «.-»» /  м.is s f t S S Z ? чегарада" анча
нинг узи arctgx нинг ^осиласи эканлигини \исобга олганри куриш мумлп- . ч *

= _  < 0,0006.
180-256 1920

у(п) = (п — 1)1 cos"i/-sirni (*+f) С dx— = — = 0,785398 . .  . .J 1 + ** 4
формула уринли.) 

(В) га асосан:
б (п) ^  м* {Ь fl>3- = J —  < 0,0017.

v 7 12п* 1200
III.  (4) Симпсон формуласига асосан:

IL';.ндай килиб, (0; 1] кесмани туртта булакка булганда 
Симпсон формуласи буйича вергулдан кейнн бешта ишончли 
к-.ам цосил ^иламиз. (0; 1] кесмани 10 та булакка бул
ганда трапециялар формуласи буйича вергулдан кейнн 3 та

Рэнчли рацам, тугри туртбурчаклар формуласи буйича эса 
гулдан кейнн битта ишончли рацам ^осил циламиз. ▲

Т  ^  т  1Уо + Ум +  4 (У\ +  Уз + уъ + у т т  у*) + 1®^® Симпсон формуласи буйича
Л

2
Г cosxdx+ 2 (уг + ух +  ув + у»)).

Хисоблашлар осон булиши учун [0; 1] кесмани х,
Х\ = 4 . дг, = -j-, *3 = 4 . *1 = 1 нуцталар оркали4 * 2 ' * 4 ’ * '  • • -  тенгт ^Щ ииинг (таоднбнй цийматини 0,00001 ани^ликда *н- 

та булакка буламиз (2п = 4). Бу холда интеграл ости- д Масаляни ечишдан олдин, берилган интегрални курса- 
ган ани^ликда ^исоблаш учун интеграллаш оралиги 0̂; jфункциянинг циймахларини ^исоблаймиз:

У 0 =  1; 4ух = 3,76471; 2уг = 1,6; 4//3 = 2,56; jfo- ’ ;*неча булакка булнш кераклигинн ани^лаймиз. Ю^ори
и (Q формулага асосан 

17„Юцоридаги формулага асосан: 
256
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Бундан 0; кесмани п = 10 та (8,5 га яцин булган
сон 10) тенг булакка булиш кераклиги келиб чи̂ ади. U J 
теграл остидаги функциянинг булиниш нуцталардаги nt 
матларини ^исобланмиз:

X y=cosx дг

хв= 0,000000 
X j= 0,157080 
*3=0,314159 
хг=0,471239 
х4=0.628318 
дг4= 0,942478

у0=1,000000 
^1=0,987668 
^1=0,951057 
у,= 0,891007 

=0,809017 
^§=0,707107

хв=0,942478 
Jt7= 1,099557 
*в= 1,256637 
*,=  1.413716 
*10= 1,570796

У =  COS*.

у ,=0,587785. 
Ут=0,453991’ 
//«“ 0,309017 
V,=0,156435 
1/, „-0,000ООО

*•

cosxdx «  -  (уо + У\% +з
+4 (t/i + У, + Уь + У-, + У») + 2 (yt + yt + Уе + У»Лг . 

= 0,0523599 (1 +4-3,196228 +  2-2,656876)» 1,000000. *
1

849. j  xidx (я = 10) интегрални TyFpn туртбурчаклар.
о _J

трапециялар, Симпсон формулалари ёрдамида н̂собланг 
натижаларни интегралнинг аниц цийматн билан та^осда •

2 -J
850. ^x*dx(n=  2) интегрални Симпсон ф о р м ул аси  ЧП

дамида ^исобланг ва хатосини ба.\оланг.
I

851. I — (л = 10) интегрални трапециялар 
J  1 -4- * о



.13 си

|рдамида нисобланг ва хатосиин ба.уэланг.
___ ___

g52 1п2= | —  интегрални трапециялар, Симпсон фор-
I

далари буйича нисобланг ва хатоларини ба.\оланг.

853. (х* + Зх — 1) dx интегрални трапециялар, Симп

сон формулалари ёрдамида хнсобланг 
1 I

dx
854 я  =п = 6 I —  Х нинг танфибий ^ийматини Симп-

J  V*-x*о
. формуласн ёрдамида нисобланг.
855. Агар / (х) функция цуйндаги жадвал усулда бе-

1.35
и̂лган булсат | / (*) dx интегрални Симпсон формуласи

1.05
ёрдамида ^исобланг.

X 1,05 1,10 1,15 1,20 1,25 1,30 | 1,35

/(*) | 2,36 2,50 2,74 3,04 3,46 3,98 4,60

856. | —  интегрални 1) тугри туртбурчаклар, 2) трапе-
г *

®wap, 3) Симпсон формул&тари ёрдамида 0,1 гача аниц- 
булвд кИСОб?аШ ИНтегРаллаш оралигини неча булакка

Л

57. j  sinxdx (п = 6) интегрални трапециялар форму- 

Ласи ёрдамида тацрибий нисобланг.}

' /  е dx интегрални Симпсон формуласи ёрдамидао
,00°1 ^икликда нисобланг.
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9- §. ХОСМАС ИНТЕГРАЛЛАР

1. Чегаралари чексиз интеграллар
Агар f (дг) функция х нинг а < х <  оо орали^даги , 

ча ^ийматларида аницланган ва узлуксиз булса,
ь

lim I / (a) dx
t-*ao •' а

лимит / (X) функциянинг а дан + оо гача олинган
оо лк*-МОс

интегралы дейилади ва j' / (дг) dx каби белгиланади. Таърц̂ .
а

га кура
оо 6
f f (х) dx = lim \ f (x) dx.

Бошца чексиз интерваллар [учун |\ам хосмас интеграллар 
шунга ухшаш аншуланади:

Ь Ь
f / (х) dx = lim f / (дг) dx,
J  a-*—oo J—jo a

со с ь
С / (x) dx = lim Г / (x) dx + lim f f {x) dx.

•. a —¥— X> J  Ь-Ь-ЗО *)Ь-ФЮa с

Агар курсатилган лимитлар мавжуд ва чекли булса, хос
мас интеграллар щинлашувчи, акс ^олда уэоцлашувчи дейи
лади.

Куп >;олларда берилган хосмас интегралнинг я̂ инла- 
шувчи ёкн узоцлашувчи эканлигнни билиш ва унинг М«й- 
матини ба^олаш етарли булади.

Солиштириш аломати:
1-теорема. Агар барча х ( х > а )  лар учун О

оо
< Ф (х) тенгсизлик бажарилса ва j ф (х) dx интеграл як^'

а

лашувчи булса, у %олда f f (х) dx %ам яцинлсииувчи бул*^
а

\амда
ОО ОО

[  / (х) dx < j  ф (х) dx
а а

Уринли булади.
260



„ п о е м а .  Агар барча х (х > а) лар учун 0 < ф (х)< о. т е и н ос
до тенгсизлик.iap  бажарилса цамда | ф (х) dx интег-

оо

, уэоц лаш увчи булса, f / (х) dx .\ам уюцлашувчи булади.
оо

3. т еорема .  Агар j  !/ (х) dx интеграл яцинлашувчи

ОО
бЦлса f  /(*) dx интеграл ,\ам щинлсииуени булади.

?  f(x)dx ин

теграл абсолют яцинла- 
шувчи дейилади.

859. f  е~х dx интеграл-
о

ни .̂ собланг (63- чизма). 
д Таъриф буйича

\ е~хdx = lim f е~х dx = 
Ь->« о 

b
х  lim (— е_дг) = Iim (l — e~b) = 1.

о
Демак, берилган хосмас интеграл я^инлашувчи.

Геометрик ну^таи назардан, каралаётган хосмас интеграл 
(63-чизма) штрихланган чексиз эгри чизи^ли трапециянинг 
юзини нфодалайди. ▲

860. а нинг цандай цийматларида

?  —

1 *а
интеграл яцинлашувчи ва цандай ^ниматларида узо^-

- Увчи булишини текширинг.
Д Куйидаги уч \о лт  ало^ида- ало^ида ^араймиз: 
) *>  1 булсин, у ^олда

ь - » \ 1а
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■J£
J.ln*

I —- a  \ ft01""1 a®” 1 / (a  — 1) aa^ l ’

Бу флда хосмас интеграл я^инлашувчи экан.
« ь

2) а = 1 булганда, 1 —  = lim Г —  = lim (ln Ь~~]и , I
J  X  t.‘ • ас |/ X Ъ—• да /
а а

= оо булади ва бу нолда хосмас интеграл узоь̂ лашувчи
00

3) a < 1 булганда, Г —  = ’---- lim / — !---- —L.\
J  Xa a -  1 ь- . U a-‘ aa—11581
 ̂ ii = oo. Бу н°лда х;ам хосмас интеграл узо^лашувчи.

Юцорида царалган чоллардаги каби хосмас интеград^^^^^^ц
механика ва электростатика масалаларида куп учрайди. 1 ? jtsinx^x

Координата бошнда жойлашган, массаси т  булге .Ц Ы аИ К ;
нуктанннг Ох уцда М нуцтадан х масофада жойлашпиИ цт (— xcosf + j
массаси 1 га тенг булган ихтиёрий М , нуцтани тортиш кучи | м . 1° 0
F  Ньютон цонунига асосан цуйидагига тенг:

1 I I_________ I___\
ооГ) I dx

X* + 2 * + 5

а) Таърифга кура

■ Jf_ _  = lim I -p j— = lim  i = lim f— — — ) I* =‘ b-*e> J  *\n X Ь-кю J  In3 * b—¥ao \ 2 In** / |«

ft-.. ^2  2 ln*& / 2

П Т т Ж г Т 'а с о с а ,,
хосмас интеграл яцинлашувчи. а

|u = X, du ==
== lim j  xs'm xdx'\ d v  = s\nxdx, v= -cosx\

b—*tc

cosx dx) = lim (-  b cos b + sin b) -  мав-
b-*ao

F  — k (k — узгармас).

l M .
жуд эмас.‘ Шунинг учун берилган интеграл узо^лашувчи. а 

д в) Таърифга асосан
и = In дг.

M t нуцтани х — г нуцтадан х = Ь (6> г> 0) ну^тага кучи- 
ришда бажарилган иш ^уйидагича ани^ланади:

А = — \ k-^dx = km ^ ---- у- J I
Г

(бу ерда айирув ишораси куч йуналиши М  нуктанннг а̂?а- 
кат йуналишига тескари булгани учун олинди). Агар нугкта 
чексиз узоцлашса (яъни b = »  да)

• ln*dx =

A dXdu = —X

dv = х dx, v = —

/1 =« - с *
J  ** Г

f  J l f
J  ** fc-*oo J  *3 
Г i

£ Um( -  b i  ‘  +  -L  < i )  -  lim / -  П\ 2jt* I 2 J  W  b— l 26* 4**|| /

6-or \ 2 ft* 4 ft* 4 У 4

In ft

Агар Af, нуцта чексизливдан jc = л нуцгага кучирилса. 
бажарилган иш мусбат булади, яъни А — —  . аГ

861. Куйидагн хосмас интегралларни нисобланг:

(Лопиталь цоидасига асосан П т — 4 Ь t il !  4 6»
- 0 эканидан фойдаландик.) а 

а г) Таърифга асосан

? *  ° dx ------
J  х*+2х+5 J  х» + 2* + 5 1 J  1'  + 2* - 5

Ь

а)1dx
X In3 X б) Г х sin xdx;

= lim [ --- ^ --- + lim i --- - * —
a-.-* J  (jr 4- 1)* + 4 b-.. J  (*+!)* + 4
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= lim ^  arc tg l im— arctg
a-*—«  2 2 J а Ь-*х> 2 2 ;

+ lim
b-+

^ ( i a r d j l - ^ l n i i l )  

/1 t b 4-1 I 4 1 \ 1
- т « к 7 ) = т

, я , я 1 . 1  яH-------------arctg— = — .4 4 2 6  2 9

+

асосан берилган интеграл хам узоцлашувчи бу- 

'аДи- \  Интеграл остидаги функция ншораси узгарувчи 

,ликШЯ бУлган" уЧуН (х>1)
cos X 1 __ 1

^  х» " х3 *

arctg -L +

. ш *• £
Демак, хосмас интеграл яциилашувчи. ▲
862. Солиштнриш аломатидан фойдаланиб, куйидаги хос.1 

мае интегралларнииг яцинлашишини текширннг: ^

* и~еКнн \ ~  интеграл яцинлашувчн (а = 3). У  >̂ олда

I
I* jf££| dx интеграл яцинлашувчн ва бундан эса берилган

хосмас юггегралнинг я^инлашувчи эканлиги келиб чита
ли. акуйидаги хосмас интегралларни хисобланг:

а) J dx

У I + X ■ Y 1 + X* б) In X ,
—  Лг;I *

В)1cosx dx.

Д а) х > 1 булганда 
1

jk 1 dx 
863. J —  ■

1

8Ю- J 01

864.

866

i

dx

V l +л*

dx
v —J  x In

a
so

x -f* 1 • \ 1 + хг
1__________1

-L  JL Z
* 2-*3 x6

867. Г « iS £  </*. 868. \ - J f i L
к  J  1 +  *1 J  I ( * * - 3)*

7 00 ■ 1"'
a = — > 1 булганлиги учун 1 -у- = — интеграл я̂ ин-1

Г * Глашувчи. Демак, 1-теоремага асосан берилган интеграл W  I
я^инлашувчи булади ва унинг ^иймати 4" Даи кичИК> А

6
А б) х > е булганда In х > 1 булгани учун 

In х I__

V *  -I •

869. 7е х sin xdx. 670. j ех dx.
6 —30
о * d

871. j  xt'dx. 872. If -  . ;

* /—/ -Yx874. \ e~Vx dx.873. f - xdx 
j)

куйидаги интегралларнииг яцинлашишини текширннг,
■a = —j  булганлиги учун | интеграл узоцлашувчи 33 875. ^

г '
dx. 876 \ - = = г -  J  V>+ 1
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877. [  e~x'dx. 878. \ -  dx .
J  J  i + Vx0 2

879. f dx. 880. T 2 + arcsin "r
J  1 -I- * J  dx-

881. \± -^ldx. 
J  xVx
09 t

882. J e~px dx, J  Г  dx хосмас интеграллар p>0 & I
a x

ганда яцинлашувчи, p < 0 булганда узо^лашувчи булищщ, 
исботланг (р — ихтнёрий узгармас сон).

883. dx
j  х* (1 + ех)

«
i кийматлаонла 1 -

д: (In  дг)*J* dx------  интеграл
illm tl*

яцинлашувчн булади?
2. Чегараланмаган функциянинг интеграли

[(х) функция [а\ b — е] (е> 0, е< Ь  — а) кесмада ани̂ - 
ланган ва интегралланувчи булиб, b нуцта атрофнда чега- 
рапанмаган булсин (х = Ь нуцта /(дг) функциянинг махсус

Ь—г _
нуцпшси дейилади). Агар е-*-0 да f f(x)dx ннтегралнинг

О ]
чекли лимити мавжуд булса, бу лимит /(л) ф ункциянинг 
а дан Ь гача хосмас интеграли дейилади ва

[f(x)dx  = lim f f(x)dx W
a e-0 i

каби белгиланади. Бу ^олда (1) хосмас интеграл я#***1*! 
шувни, акс *олда узоцлашувчи дейилади. маХ.

Худди шунингдек, х —а нуцта f(x) ф у н к ц и я н и н г  *
сус нуцтаси булса,

ь ъ
\f(x)dx = lim j  f(x)dx
a
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^ ^ К д е н а д и . Агар х = с, с£(а\ Ь) ну^та f{x) функ- 
г щахсус нуцтаси булиб, f / (v) dx ва f / (л) dx хосмас

теГраллар мавжуд булса, у *олда

\f(x)dx = lim 7 /(x)dx +l im f /(x)dx 
J ' f-0 nJ *.-0,4-.■ f+e*

6)'либ f / M *  хосмас интеграл яцинлашувчи дейилади.

Дгар /(*) 83 функцнялар [я; г] кесманинг с нуцтаси-
да узилишга эга ва ф(х)>/(х) >0 булса, у .\олда \ ф (х) dx 
, Яниде-' Г
нинг яршлашувчн булишидан f f(x)dx  нинг яцинлашувчи

а
с с

эканлиги келиб чи^ади ва J  f (х) dx < \ ф (х) dx булади;
а а

♦ jr с\ f(x)dx интегралнинг узоцлашувчи булишидан |* (f (a) dx

нинг Шцлашувчи эканлиги келиб чи^ади. Агар f(x) функ
ция [а; b1 кесманинг х = b нуцтаси да узилишга эга булиб, 
ь ь
\f(x)\dx хосмас интеграл я^инлашувчи булса, f f(x)dx ин-

теграл \ам яцинлашувчи булади.
Ушбу

f - A r .  (  dx ( * > 0)J  (X- a f  J  { x - b ) k
a a

хосмас интеграллар k<  1 булганда я^инлашувчи, k S> 1 бул- 
ганда узоцлашувчн булади.

885 f  — dx интегрални ,\исобланг. 
„• 1 1 — **

4 Интеграл остидаги / (х) = 1 —  функция [0; 1 — е]| I — х*
интегралланувчи булиб, х = 1 да узилишга эга. Таърнф-
асосан

1 l-e 11 —е
1 Т75==—  = lim \ - _*■— = lim arcsin д 
J  V i — X* £-0 J  V  1 — д* £-0 о
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= lim (arc sin (1 — e) — arc sin (» = Л.E—*0
Демак, берилган хосмас интеграт яцинлашувчи t 

886- | &Х-__  интегрални .уюобланг.
J  х у !п х

л  Таърифга асосан

J Т Й т  " Й  [ « а 4~Г “ Ш=
I 1+е(1пдг)3 1̂ е

= -^Um (y 1 п*е— у  In-(1 + е) != з= lim > ||!>*
г-* о 2 е-*0

1+е

Демак, хосмас интеграл я^инлашувчи. ▲

887‘ ]  ~ Т х - х * - Т ~ интегРа1НИ \исобланг.
I

1Л Интеграл остидаги /(дг) = ут= _ _ ___  функции = 1,
X = 3 ну^таларда узилишга эга. Бу ,\,олда берилг* инте
грал ни ^уйндагнча ёзиш мумкин:

3 2 з 
Г dx _  С dx________ L  Г dx
■j V * x — x*— 3 J  \r4 x - x * - 3  J

(бунда x = 2 ну^та урнига (1; 3] кесманннг нсталпн ички 
ну^тасини олиш мумкин). Бу интегралларни ало.\нда-ало\и- 
да ^нсоблаймнз:



= lim (arc sin (x—2))e-+0 3 e = lim (arc sin (1 — e) —2 e-»0
arcsin 0) = — .

2
у о̂лда берилган интеграл

»
С dx я  . я  \ —  - = -- 1—  = л
J  У  i  X — дг* — 3 2 2

га тенг булади ва бундан хосмас интегралнинг я^ннлашув-
цн эканлиги келиб чицади. а

2

888. I dx интегрални \исобланг.
J  V j  1 ДГ*|

д Интеграл остидаги /(х) = -гг,--1.—  функция х = 1 да 
узилишга эга. Берилган интегрални

2 1 2
dx с dx с dx\ dx-—  = i' g —  + \ 

J  I/ ll — JC * | J  /11 — x4 JV l l  - * * l  J  / I I  - * * l  J  V l l - x * l

куринишда ёзамиз ва нар бир ^ушнлувчини алонида-алони- 
да нисоблаймиз: 0 < х < 1 булганда

■  f --- - --- -- f  — iS -  -  'im f~* - £ -----
J  1/j l — дг*| J  K l — *» * ~ ° J  / I — x*o r 1 о 0

= lim (arc sinx I' ) = lim (arc sin (1 — e) — arc sin 0) = 
e-*0 |o e-*0 * 2

2 ?
1 < x < 2 булганда f dx - = \ ^  - =

I 1
2

= lim \ — *** = lim In(jc + V  x1 — 1 ) f  = 
e-0 J  yrxi  _  j e-»0 |i+*

l+e '
=  lim (In (2 +  У~3 ) — In (1 +  e +  K (1 +  e ) * - l  )) =

&r>0

-  ln (2 + V T ).
У з̂ олда
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VII боб КАТОРЛАР 
I- §. СОНЛИ КАТОРЛАР

1. Асосий тушунчалар

син

* Амр (2) >\ат0Р Щинлашувчи булса, унинг умумий
4° ^  оо да нолга интилади, яъни

Ч т а п =0. (4)
П-+ ®

Сонларнинг бнрор чек™, „  ,  ,л  шарт К^тор я^инлашиши учун зарурий шарт булиб,кеТма* кетлигн беп„ I я шарт эмас. Бош^ача аитганда (4) шарт бажарилганда
ЛГан б£*Г катор уэоцлашувчи булиши мумкин.• irao (4) шарт бузилса, яъни lim апф О  булса, ^атор

/. I  jB Щ?Т '  ' П—► 00
v<*jbui>b4H булади.

Коши критерняси:I &  кагор якинлашиши учун у г > 0 , 3 Л\ барча п > N
(2)1 р>о (р — натурал сон) сонлар учун

|5„_, р — 5П1 =  К + | +  °л+2 +  . . . +  ап̂ р\ < е
тенгсизликнннг бажарнлиши зарур ва етарлидир.

К,уйидагн 1

й\ч QП' * • • • t
Бу сонлардан тузилгаи куйидаги

ифода сонли катор дейилади, бунда а1% а2, . . . сонлар̂  
цатор уадлари, ап — цаторнинг умумий %ади дешиаж 
Каторнинг дастлабки п та а̂ди йигнндиси

= ах + а2 + . • . +  а„ 
каторнинг п- хусусий йигиндиси дейилади.

- V 4 (5)
п=1

и р п п т  и - л у ь у ь и и  u iiru n u u LU  д сп и лад и . К а т » Р  д ейилад и .
Агар 5 = Пш S . чек-m т « т  мавжуд булса. (2) w  т л  ^  умцмтшга» ад ш » •
<< «/мш1лм«< плмипчпп «л о Iо\ л * о л д а ,  к * ® —яцинлсииувчи дейилади ва S  (2) цаторнинг йигиндиси дейи

лади. Агар 1 im = ±00 ёки мавжуд булмаса, »\атор ущП-+ 00
лашувчи дейилади. _________

булганда

*»1 + Т  + 3
= V . - L  с6) 

ft

ъ+1 + fln+2 +
00= V

*-n+l
(3)

^атор (2) каторнинг п .̂ адидан кейинги цолдиги дейилади. 
Энг содда теоремалар:
1°. Агар (2) цатор яцинлашувчи булса, (3) ^атор яцин- 

лашувчи булади ва аксинча.
2°. Агар (2) цатор чцин.юшувчи бужа ва йигиндиси S

90га тенг булса, V  сап t̂ amop \ам щинлашувчи булади ва
п=\

йигиндиси cS га тенг булади.
3°. Агар V  ап, V  ^ тор  яцинлашувчи ва у л а р ч и н г  

п= 1 п= 1
йигиндилари мос равишда а ва b га тенг бйлса, у о̂лда

я—! ^
цаторлар \ам щинлашувчи булади ва уларнинг йигинди 
лари мос равишда а +  b ва а — 6 га тенг булади.
272

а̂тор о̂сил булади ва бу цатор гармоник цатор дейилади. 
£> 1 булганда (5) ^атор яцинлашувчи, Л < 1 ^булганда

узо̂ лашувчи булади. Гармоник цаторнннг ап = — умумий
\ади п-+ оо да нолга интилади, лекин гармоник ^атор
узо^лашувчи. К̂ уйидаги

a +  aq +  aq2 +  . . .  +  ю?" +  • • • (7)
кУринишдаги цатор геометрик цатор дейилади.

(7) цатор |q| < 1 булганда яцинлашувчи булиб, |q| > 1
улганда узо^лашувчи булади.

®®2. Умумий хади а ---------------  булган ^атор
fiHFUun П (2  я  —  1) (2  Л +  1)
ИГиВДИСини топинг. .«.яиотпяп бернб,

А п га кетма-кет 1, 2, 3, . . .  •
У̂йидаги

+  - Г - ?  +  - Г- Т  - г  • • • +  (2 г» —  1 ) ( 2 п +  *)

^ и й м а т л а р  

1 — +

I
1-3

^-2761
3-5 5-7
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(2 л — 1)(2 л -f i,
^  a-rfl<? + ag*+  . •. +
^■-.яашишини текширинг.

гсуси"
5n= o +  afl +  . . .  +o<j

ринг. 
йирнндИСИ

ляд. — I + . .  . геометрик катор-
^^■ Ш Ц И Ш И Н Н  тем и /*""»  г

л Кат°Р н,1нг ХУСУСН"
5« = а +

ДИаълумкн, 9=56 1 булганда
~-п а

цатории ^осил циламиз. ^аторнинг п- хусусий йщц,
S . = —  + —  
п 1-3 3-5 (2л -  1)(2п л |, 

га тенг. Sn хусусий йигнндинн соддароц куринишга Ке _________

ркш >ч у „ „атор умумий W  = а , - , ' „ г „ ~ . к ^ 1  * р  неча # » №  Демак, 
мае коэффициентлар усули буйича содда каерларга а ж р п ^ Ц  J  1 6Улса’ ;!*»

а - * Г
-Т=г г - у- ч

Бунда

ёки

(2 я — 1) (2 л + I) 2л - I ' 2л+1 • 

1 = 2Ап +  А +  2Вп — В

\ = (2 А  +  2В)п  + А — В.
Бир хил даражадаги п ларнинг коэффициентларини тенг-1

лаш натижасида цуйидаги тенгламалар системаси га эга бу-| ламиз:

Hm S n = lim (-Л--- • £ _ ) _ “
п-+ ов п-+к \ 1 q 1 <?/ 1 Q

цатор яцинлашувчи булиб, цаторнинг йигиндиси

2А + 2 В  = 0,1 
' ~ В = 1 .  I

2 о . ^ ____1 * (2/i — 1)(2 л + 1)< \ I ■/ „ а  _-1̂ —— I»»** wfl2(2л_I) ~  _2(2л 4- 1) • Корнинг .чар бир хадпни икки! Ж *  «-•
чушилувчи йигиндиси куринишида нфодаласак, S n хусусий! Бу *олда *ам цатор уз^клашу^а 4- а — я + . • • + 
йигинди ^уйидам! куринишга келади: I 4) Й = ~ ' б^лса, S rt—
с ___ 1 • «

Бу о̂лда пат
5 = —— буладч.

>-? „2) |<?|> 1 булса, lim \q \ = 00. Бу *олда
П—*х

1  S = l im S n = lim ( “ _ ^ 1 )  = 
Л-*0О П-¥СО \ 1 -- Я 1 -- QJ

уэоцлашувчи булади.А ярл. 5л==а-|-а -|- . . .  + а = па%

lim S n = lim па =оо

оо

булиб, а̂тор узоцлашувчи булад! 
3) q = 1 булса, S „ = fl+ a  +

,____ ..j  ̂ ш ш ш пда и
йигинди цуйидаи! куринишга келади:
с = J _  I _ L  1 1 _ / L ___ Ц -

1 3  3-5 * “  (2 л— 1)(2л+1) V 2» 2 • 3/

+ (г1_2“У+ (тЬ~Г7) +
1 Ч /

--  I » •
q = — 1 булса, S„

+ ( - 1 Г ‘ а;

2 (2 л — 1)) + ( 2(2л - ■)-7 ~

lim 5 = |® ’ агаР п ~  ЖУФТ булса, п \а, агар п — ток булса.
лимити мавжуд эмас,

2(2п-+-*)1) 2 (2  л  -(-1) /
К,атор йигиндиси 5 ни цуйидагича топамиз:

5 = lim 5 = lim (------- !--- \ = ~
П -. п п-ю> \ 2 2(2л+ 1)/ 2 I

Демак, бернлган ^атор яцинлашувчи булиб, цаторнинг йигйВ" ■ 
диен -j га тенг булади >

274

П-*со
Бу \олда хусусий йигинди S „ нинг
Демак, а̂тор узо^ашувчи. геометрик

Шундай цилиб, a +  aq + ■ ■ ■ ' ^  л&лааи ва цатор- 
Натор |̂ | < 1 булгандагина як,инлашувчи бу;
нинг йигиндиси S  = ——* га тенг булади.

804. Коши критериясидан фойдаланиб,

|  .. I  1+ — + — + . . • + - + • • •lig l- ' 2 3 п
275



гармоник ^аторнинг уэоцлашувчи эканини курсатинг 
А Коши крнтериясига асосан у е  = —, 3 п^

1 JV
р = п лар учун 15а, —5„! < j  = е булиши керак. лекИч 

l52a — 5„> = ~ Т  + 7^ + • 1 • + Т ~  >П ' ~~ = -Uл -г 1 п + 2 2л 2 п 2 *•
Бундан эса гармоник цаторнннг узоцлашувчн экани 
чицади. а ' Kt4

2 4 6
905' 7  + ?  + 7  + ' ‘ 1 КЗТОр учун Я|̂ Н|1лаш:1шиинг за. 

рурий шарти бажариладими?
д Берилган цаторнинг умумий *ади --- * " -- куринишда

булади. У ^олда

4  +4- +  Т - . .  + ^ ~ г  + ---- а =  2п3 5 7 2 n +  I "  2n + I *
(4) га асосан:

lim ап = lim — ——  = lim — —  = 1.
П-+Х) П-кзо 2 Л -j” 1 Л-юо 2 4- —л

К̂ атор яцинлашишининг зарурий шарти бажарилмади, 
шунинг учун берилган ^атор узоцлашувчи. а

906. ап = — булса, al% av а3, а4 ларни топинг.
£  (л 4- 1)

907- а» = (3~V ( -  1 )п у» булса’ а"  а"  ° 3 лар,ш Т0ПИНГ'
9°8- ап = -jq-j- булса, ап+1, ам, ап„  ап1 ларни топинг.

909, °» = 1 т 7 ::б’: . (22 7 1) булса’ a'i+p а"" ^
ларни топинг.

910. ап = —(—■1 ^  булса, аи а,, а3 ларни топинг,

К,аторларнинг йигиндиларини топинг.

t,ti +i +T,+ -+^+ -- I
9|2- Т ^ + 5!5 + 5!? + -- + 5^+Т)+ " "  j
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1 i_ —!— -j- . . , -f-------------- [ - . . . .
913- 2-3-4 n (/i+ l)(n+ 2)

3 1 _j>____L # _L 2,1+1____4- . . . .
914- J T Z  Г 2*-3* ’ n»(n-fl)*

I ■ 1 4. J _  4-
915- - 3  + 5 1  + 3- 5 .............

l , J .  j__L л.
9 '6- ' 5.7 +
Куйидаги цаторлар учун яцинлашишнинг зарурий шарти

бажариладими:
2 , 5 , 1 ° ,  , n*-t-l ,

q i7  — ~ I---+ • • • *  I • • • •9,/* 1 ‘ 8 27 п3
1 . 3 . 5 .  » 2л 1 .

" 8- 2 + 7 + 7 +  •• T ~ i T  +  ' ---

919. cos 1 + cos J- + cos 4- + • • • + cos — + . . . .2 3 n

920. In — + In j  + In 4" + • • • • 

i + |  +  i + . . . .

922. (1 + 1)+(1 + 5 - )Ч (1 +  з ) 3+ . - . .

2. Мусбат ^адли ^аторлар 
Мусбат .\адли цуйидаги

2  ап = а, + 02+ • • • + а„ + • • • (1)
Л= |

^  bn = ft, + b2 + . .  . + Ьп + . . . (2)
П= J

Ч^орлар берилган булсин (V  п € N  учун ап > 0, Ьп > 0).
а ' ^цс ° л иштириш аломати. Агар V  л £ N  учун 
П \ п У » "  булса, у ^олда

шУвчм г!улад°Р Я|̂ инлашУвчи булса, (1) цатор .\ам я^инла

ва



б) (1) цатор узоцлашувчн булса, (2) цатор хам 
шувчи булади.

2°. 2 - с о л и ш т и р и ш  а л о м а т и .  Агар чекли

lim —  =  k ф  О
П-* оо Ьп

лимит мавжуд булса, у ^олда (1) ва (2) цаторлар бир 
да яцинлашувчи ёки бир ва^тда узоцлашупчи булади 

3° Д а л а м б е р  а л о м а т и .  Агар (1) цатор учун

; е) -4 (Дирихле ^атори).

i Z i U + ' l  T f n
~  1Берилган цаторнинг ап =  умумий \ади я^ин-

^ увЧи булган куйидаги

П—-1

lim
п —* ос а.

мавжуд булиб,
а) / <  1 булса, катор як,инлашувчн, 
б> / >  1 булса, цатор уэоцлашувчи, 
в) / =  1 булса, шуб^апи ?̂ ол булади.

С эо \: Агар lim  =  ! булиб, f i t i -  >  1 булса, (I) цато̂  
л-»« ап ап

узоцлашувчи булади.

4°. К о ш и  н и н г  р а д и к а л  а л о м а т и .  Агар (1) цатор
уцун _  1

lim у  ап — I

геометрии

яъни

^  =  i -  <  1 j цаторнинг умумий ^адидан кичик,

_____ 1 ^  1 _  L

Ш  ° п п-З"-1 3"-'
1 солиштнриш аломатига асосан, берилган ^атор яцинла-

шувЧИ буЛЭДИ. ▲А б) Умумий )̂ адн ап =  ------ булган берилган ^аторни
■ - —  

умумий \ади Ьп =  — булган узо^лашувчи V  — гармоник ^ л я и  п

каюр билан солиштирамиз.
2- солишгириш аломатига асосан.

о _Г\ . .  п  =  Ф  о
1 ^  - .  =  нш V  “  1 1  2ь,

а

П -»  Ж

мавжуд булиб,
а) / <  1 булса, ^атор я^инлашувчн,
б) / >  1 булса, н̂ атор узо^лашувчи,
в) I — 1 булса, шуб.\али ^ол булади.
5°. К о ш и н и н г  и н т е г р а л  а л о м а т и .  А гар а„ = /  (л) д 

булиб, бунда /(х )  функция х >  a 5s 1 со.\ада мусбат, м о н о - каТор узо^лашувчи булади. 
тон камаювчи ва узлуксиз булса, у ^олда (1) Кат0Р 83 булганлиги учун берилган N

п —
4 в ) “ „ = °"+> “  3n+1 ’
Даламбер аломатига асосан. 

узоклашувчи булади. 1
923. К,уйидаги цаторларнинг якинлашншн ёки y30H*“̂

f f ( x )d x  хосмас интеграл бир вацтда ё я ^ и н  лашувчи, ё

шини текширннг:
э о

V  1 

а >

П =  1

00

П = 1

.  ^  -1 

в )  2 i 3 ’“ ;

П *= 1 М = |

lim -an—- =  lim
и-* ® ап

-  * *L  _  ,im <1± Ж  = 1 ||т г ± 1  _
Л tt—+ оо л-3 3 п —*оо Л

3" • п! j V/
^ г а н и  учун берилган ^атор я^инлашувчи булади. а
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* „ 3"-л!4  г ) 0. -  —

Даламбер аломатига асосан,

оо

V , - 1.

=  lim (  34+1
л-*» \

3 lim

l im -f=±i =  |im / 1 ( я+ф . зп . п!\
п — »  а п  П— »  ^  ( r j - f  | ) , |+ 1  * ~^п~ j

^ я + |>1 . \ a,-*

II---I

1 да яцинлашувчн, k  <  1 да узоцлашувчи була- 

1 булганда у*. — гармоник цатор х,осил булади,

(n+i)n+ 1 • )=  Пт - ^ L .  о . / n=i" -« (/i-h /i J "m гармоник цаторнинг узоцлашувчн булншининг яна

- 3 I U  __ L .  3 " - W i j  *боти бернлдн. жСолиштириш аломатидан фойдаланиб, ^уйидаги цатор-
рнинг Ийвлашишини ёки узо^лашишнни курсатинг:

о 3 > 11ГП --------------  =  ---------------------  =  >
п~* °° [ « 1 Y* I • / .  1 \п с

( 1 + « )  ; : г . ( | + » )
булганлнги учун берилган к,атор узо^лашувчи. ▲
А д) Кошининг радикал аломатига асосан,

lim V ~ ° n  -  Hm V I —  Г  =  I'm ( — V =
П— Х Л-. ® ^ \Я +  1/ Л-.00 \/l -f- 1 /

I

V __ L-
924- 2 ^  «•2- 'n=l

1 . i 
926. гт? + T

925. V 1̂ .
^ . П

+

=  lim
Л—♦ 00 =  - <  1

Й Г *  |
булгани учун берилган |\атор яцинлашувчи. а  

А е) N  “т  каторни я^инлашишга текширишда Коши-Jatd пI
нинг интеграл аломатидан фойдаланамиз.

I ,® ^
/(х ) =  -ц- деб олиб, ушбу |  хосмас интегрални тек

\ширамиз:

I* к  Г * а • • f —"— (6!“ * — О» к ф Ь  \ JT =  l ,m *  dx  =  hm j 1 — *
Г * *"*• I In b, k=*U

r a r  a _______
jT f +  ) 2(1 -i 2») ~  V 3 (I -гЗ*)

+  ■ ‘ + ____
Г я(1+я*) щ ш

л927. sin — +  sin - -  +  . . .  +  sin +  . . .  . 
SBSt— . M -8 9 3

агар k  >  1 булса,

, агар k < \  булса, 
, агар k  — 1 булса.

ОО

оо • — -к

Демак, хосмас интеграл к  >  1 да яц и н лаш увчи , к  <  • 
узо^лашувчи. Кошининг интеграл аломатига асосан

280

,28- г к  +  Г ? з  +  Г 5 5 +  • • •  +  1/TT5-+-I)

" * •  1 +  Т Т Г * + н ? +  "  +  № ?  +  |" "

930. sin 1 +  s in  ^  +  sin j  +  • • • +  sm 7  +  ‘ ' ‘ 

» s , . i n i  +  t a | ± l + l „ | i T2 + . - + l» ^ + "

932. 2 sin я +  2г sin J -  +  • • • +  2'‘ sin +  • • • •
3 3

Даламбер ва Коши аломатларидан ^екши-
ги ^аторларнинг яцинлашиши ёки узоцлаши 
ринг:

933. -  +  4  +  - + • • • + ■ 5 :  +  ' • • '2 2* 2» *

«34. i_  +  i ! + &!.+  >ш< + i l  +  . . . .
I! 2! 3! "!
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2* Ч3 п п
935. 1 +  —  +  — +2! 3!j п\

936-2+(£У+(ё!i)"+•••+(£:)"+. 
(1)’ .937. -  +

9

X  „ » » .......— -  -  .........

л е и . * * - * * - " -„ 9. 1  +  у т  3
1 V  + J - + . . .1___ L. ---■ “Г • * * ~  П1

95» 1 +  2* ** , -  * .

938. 2 +  ^  + S +  .
1-5 1-5-9

939. 1 +  —  +  _ ! _ ± _ !  +
3!! 5!!

940. sin — +  sin2 — +  • •
2 4

М 2' у т  +  1 'Т з*
4л — 3

V T ^ F
Кошининг интеграл аломатидаи фойдаланнб, ьуй 

цаторларнинг я^инлашишини текширинг:

‘ +  г = =  +  • • • +  М

953. i  +
2^

3
+

954. 1 +
j_-2

3
+

955.
1

2!! +
2
4!!

+

956
J_  

e 2
+

J5_
9

+

943.
2 (In 2)* 3 (In 3)* п (In п)* 

1

+  . .

9 4 4 - 1 +  v T  +  f V  +  • • •  + 'У 4— I
+

—  +  . . .  +  — — —  +  
______  19 2л* +  1

957. - L -  +  —  +  -4т=  +У 1  з  з у з

958. J -  +  1 + 1  4 . . .  -г 
3 9 19

959. 1 8 27 п*

945. +  — +  . . .  +  —  +  т 3 +  3 ' 3 + п ‘

1 О ••  4 - 4 - '
е  с9 с

3 + 1 *  ' 3 +  2* 960

947. —  -f- . . .  +  i l l  -(-П4 I О* 1 ' о

948.

2* ' 3* 
.—К* I

1/1
,-^ 2  - / 3

+  ----------Ь -------  +Г V Т  ^  у ~
0—*п

+  ■ £ _ + . . .  . 
V П

1 + Ш +-Ит),+ - + - I
+ ^ г +--

96'- Ш +Ш +---+Ш +----
962. V 2 + y  ^ . +  / 4 -  +  • • •  +

+ у ]n t_ L  +  . 
fl 283
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ta  ва (4) цаторларнинг купайтмаси дейилади. 
iW (3). W  КатоРлаР абсолют я^инлашувчи булса, (5) 
АгаРм абсолют яциилашувчи булади ва (5) н̂ атор йнпш- 

S, • S a булади. Агар цатор ^адларининг ишора- 
‘ „авбатма-навбат алмашиб келса, яъни

• _ I I /  1 \Я«*1 I
%  навбатма

А, — А» "Г аз (6)

Ц
,'J

лют,

3. Ишоралари узгарувчи каторлар
Агар ^аторнинг хадлари орасида мусбатларн \ам, цЖ

фийлари >,ам булса, бундай цатор ишоралари (/згарувчлаI  тор  дейилади. Ишоралари узгарувчи

Oi +  аг +  . . . +  а„ +  . . .
Катор ^адларининг абсолют цийматларидан ушбу

k*i| +  lfl*l +  • • • +  К  I +  • • • '1цаторнн тузамнз. I

Агар (2) катор яцннлашувчи булса, (1) цатор \ам я̂ иЛ 
лашувчи булади ва (I) цатор абсолют якин лашувчи дейя 
ладн. Агар (1) цатор яцинлашувчи булиб, (2) цатор уэси 
лашувчи булса, (1) ь̂ атор шартли яцинлашувчи дейялШ
Х,ар цандай яцинлашувчи ^атор гуру\лаш хоссаснга эга! 
Абсолют я^инлашувчи цаторлар урин алмаштириш хосса01Д
эга. Лекин шартли яцинлашувчи ^аторлар урин алмапп* риш хоссаснга эга эмас.

Ушбу

- а , +  . . .  + ( - 1 ) ^ а п +  . . .

бундай каТ0Р ишоралари алмашинувчи цатор дейилади,
f-,lCa.’ a >  0 (k -= 1, 2, 3, . . .). (Г>) катор (1) ^аториинг му- 
f\%IP

тусусий .^олидир.
■ Тейбниц т е о р е м а с н .  Агар ишоралари алмашинув- 

}g) цаторнинг цадлари абсолют цийматлари буйича 
ротон камайса, яъни

al > a i > a 3 >  . (7)

lim ап — 0 (8)
Л—♦ QQ

tea, у цолда (6) цатор яцинлашувчи булиб, S  <  а„  
M = | S - S n| < a „ ,  , булади.

967. Куйидаги ишоралари узгарувчи цаторларнинг абсо- 
юг, шартли яцинлашишини ёкн узоцлашишннн текширннг:

ихтиёрий сон);а)
Л = |

00

sin па  
3я

, (а

00

О У , COS
пл

В) l i  ( - D л—1

п • 2п

г) у  b i n .  
2 а - 1Пш\

^аторлар учу,,

V a =
Л*!

ОС

V  ь  =  с+mt Я 2
Л « |

284

00
V  (а ь -l  .

•Й J " ' • • •  + a nbt)

(3)

(4)

(5)

Д а) Берилган к̂ атор х.адларининг 
ВДан янги ^атор тузамиз:

|sin п а|

88 бУ паторни
2л*»|

абсолют кийматла-

(9) 

(10)

285



цатор билан та^цослаймнз. Маълумкн,
|sin п « | 1

( 10) геометрнк цатор {<7 =  —|- <  1 j я^инлашувчи 6j lra

ги учун, мусбат ^адли цаторларни солиштириш 
кура, (9) цатор яцинлашувчи булади. Демак, берщ Я  
тор абсолют яцинлашувчи. А 

д  б) Бери л г; 
я^инлашишининг

Цшорвлари алмашинувчи берилган ^аторнинг , а̂д- 
-  ч-оопемасннннг шартларини ^аноатлантиради,

3

Иш _ L _  =  o.
2 n — 1

д .  *ЭТ„Р
д  б) Берилган ишоралари узгарувчн цатор учун Х а р т л и  яЩ ^ Й д а н
нлашишининг зарурнн шарти бажарилмайди. г абсолют цИ1П**1даг ~
^аци^атан, __L_ U

lim а п =  lim cos ИЛ
П-* оо Л—* 00 4

мавжуд эмас. Демак, берилган ^атор’ узоцлашувчи. а 
д  в) Ишоралари алмашинувчи берилган цаторнинг ц  

лари абсолют ^нйматлари буйича монотон^камаяди, яънн
1

ва

j_  __ i_
2 >  2 - 2 *

lim

- .кагор тузамиз. Кошиннгг интеграл аломатнга асосан

=  — lim f  =  — !1т In /2д: — 1 j * =
J 2i — I 2 b-.» 1 2x— I 2 ь-.» 1

*1
3-23 ^  J -  lim In (2b 1) =  +  00 

2 b-«

n-.» n.2n *  0.

Лейбниц теоремасига асосан берилган цатор 'я^инл. 
К,аторнинг абсолют ёки шартли я^инлашишнни текий 
учун берилган к,атор ^адларннинг абсолют •'̂ ийматлари;

00 I

<■

булганлиги учун (12) цатор узок,лашувчи. Бу .^олда берил
ган цатор шартли якинлашувчи. аКуйидаги ишоралари узгарувчн цаторларнинг абоолют,
шартли я^инлашишини ва узоцлашишини текшнринг:

968. 1 — — +  --------- - +  . . .  .
2 3 4

п =  1
цатор тузамиз. Бу ^аторнинг яцинлашишинн Даламбер 
мати буйича текширамиз:

1

969. —--------- — +  —------ . .
1п2 1пЗ 1п4

sin 2 а  . sin 3 а  . 
— + — + •970. sin а I

lim 'л + 1 =  НIII
Л—♦ оо

(л +  1) • 2"+‘ „.2"

I = !^ *("+ .1)2  я + | ' _

п-2"

=  lim =  —  <  1 
п —* зо 2 п -f* 2 2

1 *
971. 1 ------— . . .  +  ( - 1 )  “ =  +  • * •

973. 2 i » + « ? 5 i « +  . . .  +  i ^ - +  . . .  •
I In 10 (In 10)* (In 10)

Демак, (11) цатор якинлашувчи булгани учун берилган Ка 
тор абсолют якинлашувчи булади. а

9 7 4 .
1-2

—  +2 3 3-4

п4-1 2п +  V__L.
1_____ . „ (в+ 1)
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+

+  (— I) COS +

976. l _ _ L + _ L _ J r + J r _ . i r +

977. 1 -------  + - -------- -
3 3

978. —
2a* —- 4 a*

1

j l  jpp хил сон цнйматлар бериб, турли сонли ца- 
х б "  хосИ 1 циламиз. Бу цаторлар яцинлашувчи ёки
П С вчн булиши мумкин.

у.т (1) функционал катор я^инлашаднган цииматла- 
шу каюрнинг щ инлаш ш и со\аси дейилади.^]

$ ф т  lim s n(x)= У и п (х) функция (1) ^аторнинг йигин-

3* s 5Г

и-**>

\lCUi

+

R (Х) ~  S (x )  —  S n{x) цатор цолдиги дейилади, бунда 

S . ( * ) - » »  (*) +  “« (* )+  • • •  +  “«(*)•

979.
(п -+- 1) а 2п~ |ф\|

кзт
vцкцнонал цаторларнннг му\им хусусий холи даражали 
орлардир. Куйидаги

+  4 ------- -̂------ 7 - +  . . .  тенгликни исботланг.О О О

980. Шартли я^инлашувчи

1 ------- *------1------ -̂----------- !------b . . . +  (— 1У1” 1 —/ 2”  1/ —  ^ —  -г . . .  -г v и

ёки

+  <*i* +  аг& + 4- а „х п + . . . (3)

куринишдаги функционал ^атор даражали t\amop дейилади,

)
= -+ •4*  бу ерда ak(k =  0, 1, 2, . . .  ) узгармас сонлар ^аторнинг

коэффициентлари дейилади.
У з  У Т  +  '

сил булган патор уэ^ аш увч и  *УНдай алмаштири"гки, ĵ oT А б е л т е о р е м а с и .
981. Y M — 1)*-М °улсин. I) (3) даражали цатор нолдан фарцли бирор xQ

----------------*— кийматда щинлаииувни булса , х нинг \х\ <  |х0| тенгсизлик
ни цмоатлантирувчи .\ар цандай цийматларида (3) цатор 
абсолют яцинлаШувчи булади.

2) Агар (3) цатор х  ийматда узоцлашувни булса , х 
нинг \х\ >  |*д тенгсизликни цаноатлантирувчи \а р  г^андай 
№ мапиарида (3) цапюр ухщлашувчи булади .

.$ )  даражали каторнинг якинлашищ  радиуса деб шун- 
Я сонга айтиладики, |х| <  R  да (3) ь̂ атор яцинлашувчи 

(3) >  Да W ^ y e ™  булади. (— /?; R) оралиц эса 
>**<4>нинг яцинлашиш интервали дейилади. (2) цатор- 

(2) И\Я1у1Нлашнш ннтврмли (х0 — /?; х0 +  R) дан иборат. 
З атЧ)лаРнинг я^инлашиш радиуси куйидаги

^  -----------  Катор йигиндисини 0,01 гача аниц-п =  |  л !

ликда топинг. Vоо ]
982. V  iz_i!—  ^атор йигиндисини 0,01 гача аниу 

п*
ликда топиш учун цаторнинг неча ^адини олиш керак?

2- §. ФУНКЦИОНАЛ КАТОРЛАР 

1. Асосий тушунчалар. Ани^ланиш со^аси 

Х,адлари узгарувчн х  нинг бирор D  со.^ада аницЯЙД  _ ^
0  . « •  r t  1 1 П П 1

функцияларидан иборат булган
00

V  и п (х) =  Uj (дг) 4- и, (х) +  . . .  + « nW +  ••П = 1
катор функционал цатор дейилади.

(О
lim (4) R  =

288

*»°рмулалар орцали топилади. 
^2761
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2. Текис я^инлашиш
Агар *ар ^анча кичик е >  О сон учун л: га г

*ЯН IIIV U T iau  М  ( f f \  u a n w i r n  ^  иг ‘ К)ГЛЦ|Г '  1лПН

•ГИЙ ХО.ЧД3 ДаР3* 3-™1 цаторни узинннг я^ннлашиш 
i',f> ичида ^адлаб интеграллаш ва дифференцналлаш

маган шундай N (г )  мавжуд булсаки. п  ‘>  N  Гп* , !игл"̂  б{|
кесмадан олинган ихтиёрий х  учун |S  (х) — $  (А. ^ а h:[  уУ^з* функционал цаторларнинг якннлашнш toxaci ни

топ"нг: « I__

а> 2 „ ( * + 3 ) я

л (*) I <  р| Я „ ( х ) | < е  тенгснзлик бажарилса, (1) функци
[а; Ь\ кесмада т е к и с  я^ и н л а ш увч и  дейилади. 

Т е к и с  я ц и н л а ш и ш  к р и т е р и я с нЛ Л * *

ЮНзд
Пат| 6) ^  (8 — х2)";

Агар V  е >  О, 3 N {к), п  >  N ва у  х £ \а ,  />]=*!„
"Н (*)-]

+  «П+2 ( * ) + • • • +  Un+m ( * ) 1 < £  бУЛСЗ- ^  %  (*) фук
”  п — 1

ционал цатор (а; Ь\ кесмада текис яцинлашувчн булади. 
аксинча.

В е й е р ш т р а с с  а л о м а т и .
Агар (1) функционал цаторнинг ^адларн [а; Ь] к е а ц ^ Н  

|у ( х ) | < с  ( п =  1, 2, . . .) тенгсизликни капоатлантир^Н

д а) Даламбер аломатндан фойдаланамиз:

И-М  =  п(х +  3) “п+1 ('Х) “  (я + ! ) ( * +  3) я+1’

Каноатд
с  п лар бирор я^инлашувчи мусбат ^адли сонлн

2 ч,-
Л =  1

“Ь “Ь • • • “Ь +

/ =  lim
П—+сС

л+1 <*)

=  lim
п

=  lim
" - ‘• j l n + i ) ( * + а>п+|

1 • Лlim
O i+ ! ) ( *  + ®)1 1*+3| л-*» п + 1  1* +  3|

S T J hS vbmh бУуладиУ Х,а1Да (1) КЗТ0Р 1а: ^ Н  Даламбер аломатига кура, кагор яцинлашувчи булиши учуняцинлашувчи булади 

Т е к и с  я ^ и н л а ш у в ч и  ^ а т о р л а р н и н г  xocc j
/ <  1 булиши керак. Бу ^олда

— <1 ;  |х +  3 | > 1 = * - х  +  3 > 1 в а х  +  3 <  — 1 => х >
|* +  31

>  — 2 ва х <  — 4.
Демак, цаторнинг ищинлашиш со.\асн (— оо; — 4); (— 2; оо) 

2) Узлуксиз функциялардан тузилган текис я^инляЩ дан иборат. Топилган интервашинг чегарапарида цаторни

лари,
1) Х,адлари [а; Ь] кесмада узлуксиз булган (1) фуниши 

нал цатор текис яцинлашувчи булса, цаторнинг нигиндих 
шу кесмада узлуксиз булади.

чи цаторни ^адма- ^ад интеграллаш мумкнн, яъни
b / 00 \ ам Ь

алоздда текширамиз:

а̂т°Р ^осил булиб, бу ^атор Лейбниц аломатига кура яцин-
3) Агар [а; Ь] кесмада (1) цаторнинг хар бир \ади уэ» лашувчи булади.

х==" “ 2 булганда, ^  JL. узо^-ташувчи булган гармо-

ишоралари алмашинувчи

луксиз днфференциалланувчи, (1) цатор я^инлашувчи були

Катор [а; 6] кесмада текис яцинлашувчи бу'^ НИк
П*1
У > 
яъни

Кагор . о̂сил булади.
л* 1 п

у ^олда (1) ^аторни хадма-хад дифференциал.:л мумК1,; 1а|1!гундан Килнб, берилган функционал цаторнинг яцин-
сохаси (— оо; — 4 ] ва (— 2 ; °о) дан нборат. ▲

л «= I

— хг -I  прилган функционал цаторни мах ражи (7 =  8 — 
МаъЛум>Л7 , г^ ме^ик н̂ атор деб ^арашимиз мумкин.

* 191 — |8 — х2| <  1 булганда ^атор я^инлашувчи
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булади. |8 — х*| <  1 тенгснзликни ечсак: — i g 
<  1 ёки 7 <  х* <  9, бундан 7 <  |х| <  3. „„юоалари алмашинувчи ^  (— —  катор ^осил

Каторнинг якинлашиш со^аси ( - 3 -  - V T  1 ^ 6 9 * * ’ НШ° Р Р п
3) дан иборат. Энди каторнинг якинлашишини „„1 ."а u 6V катор Лейбниц теоремасининг шартларннн цаноат-
оалаоила текши™* .лпоииг о . . '_еРвал якинлашувчи булади. х =  2 булса, J  “

* * * * * *  ™и

, -----------------— «И М  ИМ I

раларида текшириб курамиз: х =  3, х = —3 ; х = ) / 7; х = 

булганда (— 1)" ; ^  1" узок лашувчи каторлар
л =  1 п  =  I

булади. 1
Демак, берилган каторнинг якннлашнщ со.\аси („ ,  

— V T ) ,  (1^7; 3) дан иборат. ▲
д  в) Функционал каторнинг >;адлари сонлар у̂ ини,. 

х  =  0  дан бошка барча нукталарида аниклангян д~~

.,„тиргани .
У30̂ лашувчи гармоник катор хосил булади. Шундай килиб, 
прилган даражали катор f 2; 2) ярнм сегментда якинлашув-

ч), булади. а 2п
д  б) by ерда ап — — —  . (5) формулага асосан, ка-

У з л^«.ирпииг ^адларн coHiao о* U ^ H K  ~ r
дан ш^а барча нукталарида аннкланган. Агар ^  яп„нлашиш радиусини топамиз.

ж -  1 булади. Бу колда и ш т ^ Г Д  1 _ _ _  = _ J - = = - l -  - 2 ^ .  R

ри алмашинуви V  J  f c J t  катор Лейбн I " i S .  V в- V /
о  r rm io T itP o  тгЛ»»п -------------------  - -

_2
^ 3

интервалн | — | булади. Интервал-
■-*, \  /  п «• 1 л

аломатига кура, яцинлашувчи булади.
Агар х > 0  булса, —  =  —  =  1 булади. Бу о̂лда 4

V  I П*1 \ - _  V I  * * НН„Г чегараларида каторнинг «кинлашишини текширамиз
~  п [ Т )  Уэоклашувчи гармоник кат°р хосилбЫ  у - г  * . _  . , +

П * п=| 1 X * — —  булса, У  (— 1) — —  1 +  * I + . . .  -г
ди. Демак, берилган ^аторнинг якинлашиш сохаси (— «>;0)| 2 ' nsm\
дан иборат булади. ▲ + (—1Y* +  . . .  уэоцлашувчи *\атор *осил булади.

984. Даражали цаторларнииг якинлашиш ралпусларини» паиптяи
ва якинлашиш интервалларини топинг. Яцинлашиш интер-И jc=  булса, 1 +  1 +  . • . -г  1 +  • • •  У *v У
ВЯЛИ НИН Г иРГЯпа nanurto ...... -  —.....  .....—

ш ---------1--- . . . .  .

валининг чегараларида каторнинг я^инлашишини тею
OD пП „ п

‘1 l i w -  б> 2  4 ^
"■*  . Г ,  Wп-2п

в) 2  2

п — |
Оо

, п - 1 х 2 п - 2 '  пЧ у  я! ( х - 2 ) "
П — 1

; г) V
п — 1

a
цатор ^осил булади. Демак, берилган каторнинг якинлашиш 

ннтервали ( — i _ i ; 1 дан иборат. а

д  в) ^  2 П~  1 х 2п _  - ^аюрда х нинг барча натурал

<хКатор- ] Г То̂  Даражалари катнашмайди) даражапарн кат,|аш- 
(4) ЛпШ.ГИ ^атоРнниг якинлашиш радиусини топишда

maMlt / ФООМУлаляи rhnfinanaua т и я м м м ч  КяТОПНИНГ ЯКИНЛЗШИШ
Д а) п- каднинг коэффнциенти а =  — Цг . * v -r  . — ______нинг якин 1ЯПГИГГГ п я т ш л м  . п п'2 УЧУН Кат°Рнинг якнилашиш радиусини топишда

рад у ни (4) формулага асосан тонам Инт̂ мУладан фойдалана олмаймиз. К,аторнинг якинлашиш
о- ■ о ,  ^^Ч ^М ини топишда Даламбер аломатндан фойдаланамиз:

R  =  Игл
п-*« /» + 1

— lim (" +  ' ) ‘y + l  _ lln,
n-2n n->® n

h. | K | l
Якинлашиш интервали (— 2, 2) булади. Энди цаторнинг як»  ̂ , -
лашишини ингервалнинг чегараларида текш ириб  курамиз.

292

un (■*) =  2" ~  1

П-f  | (̂ )
% w

/2п -  2
4п +

Нш
Л—♦ оо 2 л—I х 2/1—2

I (*) =  2" х 2л-

=  lim |2хг| =* 2хг <  1,
П-е* оо

293

1



i! «п+1 л" еп1

К У
> 1

бундан х* <  - j  ёки \х\ <  булади. К,ат0рн„Нг 

лашиш интервали ( —  ̂ -1—: “ t r r  J булади.

Энди цаторнинг я^инлашишини интервал нинг чегаоа Г а* 
текширамиз: < * 1  Ж  M0Ua™M ™ иэо^га асосан) (6)

х  -  ±  булганда 1 +  1 +  . . . + 1  +  . .  Vv* . - л й  УЧУН <дал F
» 2 • * Ы  « Ь ^ ю у в ч и  ______V  ,  • _ , *  V' .................. У30»; * 6?лГ*^илашу вчИ и V  (__1)" *

шувчи ^атор х,осил булади. Шундай цилиб, берилган Да тор „ е булганда, ишоралари алмаш инувчи ^
/ l I \  - АЯ

жали катор ( ----- ' у ~  ) интеРвалда И1̂ шлашуЦ
булади. а

д  г) “n W - "'( , ~ a " . «„+ ,М  -

Даламбер аломатига асосан:

1 =  lim “«+■(*) =  lim (п 4- 1)! (jt — 2),1+| • п 1
П-+ Оо “*(*) П—*ао (я+1)В+1 пцх- z r

j»1*! цатор цосил булиб, бу цатор хам узоцлашувчи бу- 

П(нима yjjyjjpj ШуНдай к,илиб, берилган даражали ца- 
(" f  1,4+1 торминг яцинлашиш интервали (2 —  е\ 2 +  е) дан нборат. а

Изо*: Берилган цаторни, х — 2= *у  белгилаш ёрдамида

9\  S U L . куринишда ёзиш мумкин ва бу ^аторнннг яцинлашиш ра- 
■ «л

=  lim
л-*оо

|(х — 2) п"
<« +  1)" 

|х — 2|Ит

даус'и *а яцинлашиш интервали топилади.

=  |х — 2| l i m /__2
Л-*0» '

Яг» 00 0+тУ

л » + т )

=  J i n S _ <  1

М5. Функционал .(аторларн.шг текис кцинлашиши™ Kjp- 
сатинг.

^  v  s|n3fl л—•
а)„ ^ , «• +  »’ ; 3"

Л ,  7 / ж ь + | Г ,  <° <  * <  “ >• W * '  I *= ° ’01
«о

• > 2\ — /

к1тиб’ чикяшГ Г |р й З  V '  ел г Х ~^2 < е ' ^ ~ е <  Х<^га с?лнши учун л кандай булиши керак
T i e f q Z j ? : ■ ,' атор”""г я 'ш д  *> * вшг барзд K"ta m -’ap, , i у'

Энди цаторнинг яцннлашишинн интервалнннг чегарал*- ^  ----- !----- <  —
Рида текшириб курамиз: 1 ,* р’" п‘ +  **

учун

курамиз: 
х  =  2 - f  е булса,

(7)

ао

V
п*= I п П

сонли цатор ^осил булади. *п1 нисбатни текшир*** 

294

°с  ̂ J
Тенгсизлик Гринли. М аъ л у м ки , ^  —  ^ато р  ( а  =  4 >

булганлиги учун, умумлашган гармоник цаторни эсл^нг) 
^инлашувчи. (7) тенгсизлик уринли булгани учун, Ьеиер 

аломатига кура, берилган ^атор х  нинг барча ции- 
ТлаРида текис я^инлашувчи булади. а  
Л б) |sin kx\ <  1 булгани учун
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sin 3n л  x

V  Iтенгсизлик уринли. л- ^ади г г  булган л
3 п~ , з "  ^атор г

метрик ^атор булиб. ? =  —  <  1 булганлиги учун

шувчи. (8) тенгсизлик уринли булганлиги учун, В ей еои гт»^ ^ И _^  
аломатига кура, берилган цатор х нинг барча ^ и й м З Я  V  „
текис яцннлашувчи булади. ▲ р,;- 992, 2* г

д  в) Каралаётган орали^да цуйидаги

987. V
Y  Я  

Л« I Х

989. V  (2  — jf*) п .
Л  -  |

2 in * , .
Л  -  |

993. V - i L
n& i V n  ■

-1
cos nx

2" V 1 +  (2л-r 1) jc 994. 2 - ^
n *■1

тенгсизлик уринли. Махражи n — ■ -
F V -  —  <  1 булган I куйидаги даражали ^аторларнинг я^инлашиш радиусла-

оини ва якинлашиш интервалларини топинг. Якинлашиш 
интеовалининг чегараларида к;атор яцинлашишини текширинг:

" .  ( Х - 4 ) "
Л = I

(Ю йтервалининг

геометрик цатор яцинлашувчи булганлиги учун, (9) га 
сан, Вейеригграсс аломатига кура, берилган цатор  ̂
ган орали^да текис я^инлашувчи булади. Функционал ца- 
торнинг цолдиги фп (х) =  5  (дг) — S n (х) ни ба^олаш учун (10) 
сонли цаторнинг цолдири R n =  S  — S n ни бахолаймиз. Mav 
лумки,

2 I 2 ) „ 2 I 2 I

щгу л
995. ^  х  •

Л =» I

997. V  п! хг

я-И « ( " + "

ва
1 2

■, 5  =  l i m S n =  lim
л - * »  П- t »

P . - S - S . — р - .

=1 1001. ^ ( — 1)'
я ■ I 
«о

П-1 (ДГ-2)
л-4

2Л

Берилган функционал цатор цолдиги ф„(х) ( 10) сонли ^ < ^ 1  
нинг R n цолднгидан катта була олмайди. Шунинг У4! |

(*\ <  — 1
Л

(х +  5)2п+1

Ф „ ( * ) <  2 » 

лиши учун

< 0 , 0 1  тенгсизлик уринли 6 Н  

<  0,01 тенгсизликни ечамиз. Бу \ол№

Зп — 2

х

996. V  (х
л »  I

998. V ( _ 2) V
Л  —  I

1000. V !L i£_h*L .
я -  1 з "  +  ‘

1002. У —2— ('л ')" .
п- l  « +  ‘ \  2 j

. ,004. t ^ - .
Л - »  1 К  п

л в  1 > Я
л *  1

 ̂ 2 я п\ 2п

булади. фп(х) 

1

2  > 1 0 0  булиб, п > 7  булади. ▲
Куйидаги функционал цаторларнинг яцинлашиш со* 

ни топинг:

1011.  V  c o s 2 n x 
л*

Л*

1 0 1 2 . ^  ni-j-cos*x  
л — I

я — 1
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w ia . V  - Ь ^ - .  = s f ' W + - + !£T : ' w ( ^ - ff l

1014 / М  V  «sn x  А / (<) б>-лади. (3) катор 7U *>p ^omo/w дейилади.
1014. /  (дг) _  ^ 2  —  функция х н„„г , ар <sroP ̂ л г а н д а  (3) дан куйидаги

матларида узлуксиз эканинн курсатинг. Т  *  ^  . i -  / ' ( 0} + “  Г  (°) + • • • +  "^ / <п,(0 )+ - • • (4)
v ^ 1  (0) +  | |  » ' ' 2! л-

1015. /(* )  =  \  _  функция сонлар >■»„. * п ас пади ва бу катор Мак.горен цатори дейилади.
c„4 n * v ,  ^  ^ , р т о Р ^ бУ ^ И фуНкУц?яла?нинг х = 0  нукта атрофида
сиз ва узлуксиз ^осилага эга эканлигини курсатинг Агзр буйича Маклорен каторига ейилмаси

. п , * £ ! ! ! £ ,  *п2*х sin п*х НГ'  ,; нИНГ Л » * 11 И *
'» '« • I* + —  +  • ■ • + — +  . . . ф У„кцИ0М|^ Ш  / « - < ■ .  +  “ . ' +  • •  + V  +  - "  ' 

орни (— оо; оо) да хадма-.\ад дифференциаллаш мумкиД <Р (*) =* Ь° +  6,х +  * ‘ * +  +  * ’ *

1017. функционал каторни ^адма-.хад « J  6 * й и £ а й К с и
Г» о  г* г» ~  —  _

.хал и рринишда булса, у  х;олда /  (х)]<р (дг) купайтманинг х  = 
lyN™ атрофида х нинг даражалари буйича ейилмаси

00 / М ф М  -  я Д  +  (оА  +  а^о) дг - f  (a0bt  +  а Д  +  а Д )  х* +

— - , W - ^  функциянинг (— » •  те\ nna I .  +  • *• +  <аЛ  +  аЛ _ |  +  • .  • +  а А ) ^ +  - • • i 
гц Yar> п=0 * / °РаЛЯ1Гр. I _____
™ *аР Кандай *  „уктала «уриншцда булади. /(дг) =  <р(х) булган *хдда
- f  <-> =  <•■ эка , ш, ^ аДт^ ™ » - - » > = ™  « a / М .  I  ( Ш ) ' = ' Ч  +  2а . а 1*  +  [2 а , а , а Ь *-

* /°  — — I о -  -  \.л |

раллаш му.мкннми?
0 0  u  i  | М |  у  V * /  ” •  V  '  ' —v  х  — л~ v t  \ —w~*  • •  w

Ю'в. /  («) -  V  £  ФУНКЦНЯИИНГ (— » ;  [  +  ■•■ +  (ч .» . +  а А - |  +  ■■■ +  » А ) * " + -  (5)

+

з. Тейло ва М К Ш .  +  (2а0а , +  2 а 1а1)дг3 +  . . . . (6)
к.тореи ^ат0Рлари К^п учрайдиган баъзи элементар функцияларнинг дара

J 4 "  <" +  "  w » * » .  , *ro|Mapra а и л ‘ила>,ш,и квл™раинз-
ФЧ"Уласи чуйидап, у ,уя  Т<* " * |( | ' ^ = | +  Т Г + £  +  • • • + £  +  ■■•

Ш ~ Г W  +  f i r f '  (*> +  . . . +  j  2*. s i n x » " - ------ — + — __ ; , | f  ■” +' +
. f r— - ЧП B a r  1! 3! 5! • • • +  I W (ЕГТ hi ^

+  ( £ Z L ^ ^ ) ( x 0) +  /?n (x),
5 !  * • • T  \  (2n -f- 1)1

m m  (— o o < x < o o ) ,

бунда /г, (*) — цшдиц цад булиб. * •  “ » *  =  • — - j  +  -jJ — ■ • • +  (— ■)" ^ 7  +

*"W" i£^ T r  lMI,h + » ( > - 4 l l < i <L й!* - -  - - - ■ Г*. • - - л— -О//’  ̂ JO . Г* X* I / I \П —I _________ U
’ ' *'* 4 . In (1 +  X) =  X — ----- ---------- . . • 4* (  0  п *Агар /  (х) функция х  =  х0 нукта атрофида и°та-тгаН JT | 2 3

даги ^осилатарга эга булса, (1)да  п чекснапикка ,1H™L| < х <  1),
ганда (rt-voo) /?п (дт) нолга интнлса (/^. (х)->0), У „  а„ . *• , х* , . ,vn-i ^  х .
(1) дан дс нинг l i m /? (дг)= 0 булгандаги кийматлари У4? * c t g x - x — З т 5 . . • + (  i n - \П-*«0 I  -
/  W  функцияга якинлашувчи куйидаги < * < ! ) .
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1 Jt* 1 ■ 3 х»
6е arcsin г =  x +  “  • “  +  ' T  +  • •

, (2n — 1)!! ^"+1 , . ,
+  (2л) 11 ' 2л+1 + • • • (  1 < x < 1 ).

г .  (1 + * ) "  =  l +  ^ x +  w(w -  n ** -u

+

m (m — 1)
I! 21
(m ~ ( n — i))

+

булиб, бу цатор биномиал цатор дейилади.
1019. f (x)  =  s in - ^ -  функцияни х  =  2 нукта 

4
Тейлор цаторига ёйннг.

д  Берилган функция эрсилаларинн ва х  =  2 
^ийматларини топамиз:

т ' 1

Топилганларни (1) формулага куйсак, цуйидагига эга бу-

J

ламиз: . ях __ j_
S in - - 1 4*

л> (х — 2)*
21 + 4 4 • 41

( х - 2 У -

,2к

---------+  ( 1)\:*.(2Л )!

Ушбу

(х -  2)2* +  Мх* +1
(*)

r , / v  Я  Я *  Я  . /  Я *  , Я  \
/ М - Т “ 5 -г - - г ш ( т + т ),

/ 4 2 ) - i s i n ( ^  +  - l )  =  0, 

r w _ _ ^ s in H . _ ^ t in ( E . + 2 i ) ,

i ,

Г М  —  f c o s f  _ * s i n ( 2 . + 3 . f ) .  

Г ( 2 ) =  £ » * ( т  +  т ) ” 0 >

.IV , ч  я 4 . яде я 4 . /ях , 4 я  \/  W > - r , m T _ 7 sln^T  +  4 T j .

,"<2)

« = ^ * Ч т  +  ‘ " ) =  < - ■ > * £ •

1 + ( ~ 1>‘ Ч Ё г 7  < * - 2)" + - - -4 (2А)1
цаторни караймиз. Бу даражали цаторнинг я^инлашиш ин- 
теовалини Даламбер аломати ёрдамида топамиз:

яц + 2(х — 2)2*+г 4Ц (2/г)! j
lim и2к+2 =1 im
Ат»» и2к к-* оо 4“ +2 (2ft +  2) 1 я1 V  — 2)“

я* =  0 < 1_ 4, ( х  2)Мип (2A+l)(2ft +  2)

булгани учун х  нинг барча цийматларида юцорндаги цатор 
яцинлашувчи, яъни цаторнинг яцинлашиш интервалн ( оо,
оо) дан иборат. Энди Тейлор формуласидаги

я“ + '(, -  а г‘- '  sin I ^  +  ( 2 Я -  1) y )
" + 1 # « - ' ( » + 1 ) 1  V * 2 1

цолдиц >̂ адни текширамиз.• ■ |  * *-- - '« п ш п р и ш г и !

Ф р Кандай k ва 5 учун jsin | ^ -  +  (2/Sr+l) -^ - j |

lim(JL\2*+1 _ n .
4 J ~~u уринли. дар цандай чеклн х учун

< 1 .

Бу

| | ш- _ 0
* - »  (2 х + 1 )!

^олда



lim Яа + | (x) =  0.к-* ол

Демак, берилган /(х ) =  sin функция истапган Таг- 

ги цосилага эга ва UmR2k+l(x) =  0 булгани учун бу

ция (х 2) нинг даражалари буйича Тейлор катООИр,  
лади: р га *

s in T  = 1 - ^ (д;- 2),  +  ? ^ г ^ - 2)4-

.  булади Бу цаторнинг 
.„ннихил̂  > буйича топамиз:

яцинлашиш иитервалини
аломати буиича

(*+3)"
иЛх) =  зя «n+lW

(х ч- зГ+ 1
3 п+\

“*+!(*) = l i m
Л-*зо

(х 4 - 3)п+ | 3я
lim
гм»"0 «я W зп+ 1 (х+ 3)я

- i , m  e ± a _ s ± s < i .
3 Wlim

Л-*00

U - 2 f + " Бундан |x  +  3 | <  3 <==> — 3 < x +  3 <  3; — 6 <  дс <  0. 
1020. 1 ■ Интервалнинг чегараларида, яъни х  =  — б, х =  0 да мос

х  ФУнкдняни *  =  __ о равишда------------------ ----  3 т т а  атгуу,„. рав̂ А 1 _ 1  +  1 _ 1 + . . .  ,
* Г  1 +  1 +  1 +  . . .

„  -  - О  нук,та атрофид!Тейлор цаторига ёйинг. Г

>ннн ь  д е » а л . *4“
нуцтадагн цийматларини топамиз: i Топилган цаторл

А Берилган / ( * ) —_!_ А 
^осилаларнинг г -  * * ФУНКЦНянинг *осилала«^ уэовяшувчи цаторлар цосил булади.3 НУКТЯпаги .«..л. Ч Демак, цаторнинг яцинлашиш интервали (—6; 0) булади

/(х) = - L  =  x~,

/ ' (x )  =  - l - x - *  =  - - L

Г ( х ) =  1 -2х -*  =  ^ ,

/ ( — 3) =  — Л  
з •

Г (—3) =  _  __L
з*

Г ( — 3) =  — iL
3*-

_______  lim /?„(х) =  0
П-+СО

эканини осонгина исбот цилиш мумкин. Шундай цилнб,

J L „ _ J L (
* з I

1 +
х + 3  , (х +  3)*

+

1021. f(x) =

( х ± ф _
3я
1 функцияни х нинг даража-

А х ) = (—1)" .л !
хя+ ‘ П - з )  = Я!

З'Нв

функция у чу н, Тей*

— __2!  ( ,+ 3).
3 3* If — т г  — ______ ____—

Топилганларни (3) га Чуйсак, / ( t )  _  J _  
лор цатори *

____  ж* —3x-f2
лари буйича Маклорен цаторига ёйинг.
л -------------- касрни содда касрларга ажратамиз:** — з* +  2

х — 2 х — 1 *

л! 2!

,5КГ хг — 3jc +  2
^ ^олда 7° га асосан:

- J ____  - I  1 / X ** ,
* ~ 2 2 / . ___ £ \  ~  2 ( 1 +  2 "Г 2а ‘

3"+1

(х±3)*
^  3* +

- ~ Н « + ^ +

302

. + Л + З Л  >
3« Т  • . • )

г **
+  7 ? + . . .

( ■ - т )
\  1 X X* хл
/  2 _  2* ‘ 2* ' # * 2"+: 

(—2 <  х <  2)

. +
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X— 1 1 — X =  — (1 +  х  +  X* +  .  .  .  - f  Jt* +  . 71 1• K  t

4-
1! 2! 3!

К^аторларни ^адма-дад айириш натижасида цуйнда 
буламиз: ГИг*

яоГЯ асосан: п

.  Sin X \  Iй 2n+1 ч
,  £  +  . . .  + ( - ! > "  ТГГТЙ !+  "

, . . . ) ( * "  3\ \ д
1 J » - —  *• +  • • •  ( - »

„ + , * ..............................................  3 ‘ 0 , _ х . н и н г » аражалари65йича
____  жу.яги функцияларни

1022. /  (х) — In | /  { _ ± if  функцияни Маклорен катор^ Тейл°Р ^орига еиинг.  ̂ 1025. д х)= х*—Зх; х„=1

х*— 3x +  2
2ч+|—1

+

_ j ________i _  _  j _  _з_
х  —  2 дг— 1 2 +  4 Л

—  1 < Х  <  1. А

ёйинг. 
д  Маълумки,

ос
m ( , + x ) = V ( - i r 1A - K x < i .

У ^олда

( - 1  < * < | ) .
п=1

ос

In (1—х) =  — (— 1 <  X <  1),
Л=1

In 1 /  »±_25 =  (ln d  -ьэх) — 1п ( 1 — X» =
г 1 — х  2

T £ « - i r , 3’ + , ) v ( - T  < * < - ? ) •  *
Л=*1

1023. /(х) = e -Jfsin x  функцияни Маклорен а̂торига 
ёйинг.
д  Маълумки,

1024. /(* ) ,  ' *°
, 026. / ( х ) - 1п (х + 2); *  =  !•

,027. | W S  ’ ^
,028. f(x) =  cosx; х0 4

,029. /W  =  eX; ^  ;  7 2 нинГ даражалари буйича Мак- 
К^кидаги функцияларни х нин

е* -  1 
1031. Дх) -------- х '

1033. /(х ) =  1п(Ю  +  х). 
1035. f  (х) =  sin*xcos*x.

1037. /(х ) =  1п 7 Г Т -

ч 1пО +  «) 
1039. / ( х ) =

лорен цаторига ёйинг 

,030. / (х) =  5т ■

1032. Дх) =  sin’-x

1034. Дх) = ( , _ x ) ( l - f  2х) 

1036. /(х) =  (1 +  *)е~* .

1038. Дх) =

X* , X* . . 1Чп
s i n x  =  X ------------Н ----------------- . . .  +  ( — 1)  - г г --------- п т

3! 5! (2п+1)!

V 1 —-х* ’
1040. f (х) =  In (1 +  Зх +  2х*).
1041. Биномиал цатор ёрдами билан |х |

« . , 1 . , _ L i _ L x ‘ + .  •• +
i f Z l L .  +  = 1  +  Т х +  Т Г х ^  2 4-б

У ^олда
(—  оо <  х  <  оо).

V

20—2761

+
1-3 . . .  (2п — I) ,и  1  . . 

2-4  . . .  (2п)
305



эканини курсатинг ва ^аторни ^адма-хад инт» 
arcsin х  учун цатор ёзинг.

1042. Биномиал цатор ёрдами билан |х| <  |

1 _  | ____L г 2 4- * 3 г4 — * 3 ‘
V l  +  *s 2 2* 21 23 • 3!

1

2

+

^ 12^ Г З)-З2п+3 ( 1 + _ ?  +  3* +  ■ " )  
1

— W*

эканлигини курсатинг ва цаторни ^адма-.\ад интеп*Л 
In ( х +  У  1 + х * ) функция учун цатор ёзинг

rjn+TTe 4 (2л +  3) • з2
<  10— 5

4. Цаторнинг та1фибий ^исоблашларга татбищ-  n̂î u 'i
Функцияни цаторга ёйиш ёрдамида функциянинг

бий цийматини исталганча аницликда ^исоблаш nv2 l 
Агар f( x )  (Ьу н к и и я  ** u u u r  ------------

(2п -j" 3) • З̂ *1"*"* • в f  \*н -j-v/ »
сундан 4(2п +  3)-3*" ' >  10* ва бу тенгсизлик п = 4  бул  
ганда уринли булади. Шундай цилиб, 3

•■ * * 2  / ”  +  3-3* ^ 5 -3 *  7 • З7 9 • 3* ^  0,69314;

__ i^uiMuiniin tiLid.ii энчз аницликда з^исоблэш
Агар f  (х) функция х нинг даражалари буйича цаторга ё(Л ,м 4  1пЫ 
ган булса, функциянинг бирор х  =  х0 ну^тадаги т а д а ^ ^ ^ ^ В у р *  цинматини топиш учун

( т +  3-3* ^ 5 - 3 *
In 2 « 0 ,6 9 3 1 4 . А 

'“"4 гоия аннцлнкда ^исобланг.Ю-4 гача
учун

1) S n =  2  а4х* топилади;
4=1

2) Rn =  s — sn цолдиц ба^оланади.

Агар абсолют хато б =  \А  —  а | <  ^  булса, a cobhJ

In (1 +  *) Л Л I о

нинг —

I я
-  IV"1 —  +

—  1 <  Х <  1.

0,И _ Н . € +  . .
' '  10" “ С0НЧ  In 1,1 = 0 ’1 ------- г -  г  3 4

1 Ж  iuuvbuh Лейбниц натори.—  гача а ниц лик да ги тацрнбий циймати булади. Rw катор „шоралари алмашинув ^  КИчик булгани
1043. In 2 нн 1 0 -  гача анн,ликда ,„собл ан , « н г  абсолют „иимати 10 _» ......_  VUVH
А  Лпгяпм/Ь%ж Явл«.«* ---------

х =  0,1 деб олсак
О-1’ ^1п 1,1 =  0,1 2 з 4

Лейбниц цаторн. К,атор
. . ....... пгоми Г*Я»

д  Л о ™ « Г  10“  ГаЧа ний-ати 10-* дан. к ^ и к ч - л ш , .

w 2 S W 5 S ^ T g 3 f  “ 'ла ”  =  3) W  демак.
1м / кТ ■ ' I — . A I  о /\ЛГ

са*
ца-

W + l ) - l n i V  +  2 ( i ^  +  T s i - 1 F  +  

+  5 (2V +  1>‘ +  "  " ) '

■ t-V  ф -  —ртг -

1п1,1« 0,1 — M i  +  «  0,0953; In 1.1 ж  0,0953. а  
j 2 3

1045. с0,1 ни 10” * гача анинликда ?;исобланг.

N  =  1 булганда,
N  —  натурал сон.

3 (2 N +  1)*

Д Маълумки,

ех =  \ + —  -f  —  +  . . . + г ^  
11 ^  21

-J— -1 +  Rn.(п-1)!

/? =  i l  0 < 1  <  х.
п п!

3 -3* 5 • З5

+ (2л +  1) + • * • ) ■
Rn+l цолдиц ^адни ба^олаймиз:

306

* в ®'1 олсак, е1 < е 0-1 <  е <  3 булади. У х,олда 
ч<: 1 о « . п, < 0 ,0 0 1  тенгсизлик п =  3 булганда уринли.

III •катппи" ^И'1иб- в°'' «и Ю-» гача анищликда хнсоблаш учун 
*Ч,Ни г учта хадини олиш кифоя, яъни
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„ яЯн фойдаланамиз.

1 ? у '
1046. [ c o s y U d x  нтегрални 0,0001 гача анИ| 1Ш

такрибий .\исобланг.
д  Маълумки, , Д. булса

, X* - X* '  /  2а
COS JC =  1 ------------ ------------ . . .  +  ( — 1)" _ *  4 .

21 41 '  ;  75^7Г  +

„«нал чаторда.. -гцуйядаги куринишда езамиз:

ч  ”{/125(1+т5) = 5(1 +
1 *лпся. биноминал катор куйидаги

-j (т- '),к*гЧ , -• ---- ---------- **+ 3!
Бу тенгликда х  ни У Н  билан алмаштирсак, (1 + *)®1 3 Ь2.5 s 1-2-5-8 ---

cos V x  -  1 —  x*21 41 fil • • • ~h ( —  J \ i   ̂ i I v  * * r*  -4- ■■ i -  — -----
+  ,  7S5T + i  - ” , +  T  3*-3i э м .

" '  tJr>  f  ({римши булади Х,осил булган цаторда х  нинг урияга
.... ™йсак, ишоралари алмашинувчи куйидаги

Косил булади. Бу тенгликнинг иккала томонини 0 дан J- н и  К ^ сак 
гача чегараларда интеграллаб, куйидагини топамиз: 25 J.

2 1 -2  4 1 -3  6 ! • 4 ’ * дини олиш кифоя- дак
ган туртинчи W H учун , m

}^осил булган ишоралари алмашинувчи катоР 5- хадннинг|>м, 5.1-2-5 w  -  -------- —г " <и ,и
абсолют киймати 0,0001 дан кичик булганлиги сабабли ца- ~з*.3!-5*~ 3*-6-5* 81 6 0
торнинг биринчи 4 та хадини олиш кифоя. Демак, .  п 0«як1 тенгсизлик уринли. Демак, __

f c o s K 7 d x «  1 -  —  +  J - ------- — «0,7635 ,  I ' m  « 5(1  +  ---------)  ~  5,000
J  4 72 2880 I I -  \  3-5 ___

, _  — 0,0009 =  5,0658; ( Л  30 «  5.0658. а. 

J  cos У х  d x «  0,7635. а  ,048. sm5‘ „„ 1 0 -  гача ани*.икда ™ 'P"6bS ’'ВС°6' 
•   ̂ ланг.

з/------  , Д Маълумки,
1047. у  130 ни 0,0001 гача аникликда такрибий -Чис00- х* , _ _ jL -  д- . . .  .

ланг. sinjc =  x — —  +  6l 7J
д  Бизга маълум булган я  булганлиги учун

0 + т Г - 1 + т т  _,_« ( — !) r. +  m (m -l)J m ^ 2 L  *■ +  5 радиан кисоби да -  ' 5
2! 3!

-f- . . . -f- т (т  О »»» (flt (я 1) х  п  ̂ в # • — \ <£ X ^  * 36 36 3!-36* 5!*36*
309
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гмиз;

10

1 К°кс сонлардан иборат булган

^аторнинг учинчи \адини ба\олай!

- - Т
Бу цолда, sin 5° ни тацрибнй ^исоблашда каторцИНг 
цади билан чегаралансак, цилинган хато ~  Ю~? ^  

булади. Шунинг учун

sin — «  ------- — • «  0,0872665 — 0.000110736 36 3! 36* •'•'w iiU fa

=  0,0871558; sin —  «0.0871558. а .  "

36 1ивчи,,АейиЛаАИ'
куйидаги ифодаларни берилган аинцликкача та™,.«  узо**®"’  цисобланг:

1049. In 5 (0,001). 1050. In 17_ (0,001).
1051. log 101 (0,0001). 1052

1053. ^ i 0  (0,001). 1054. 5

1055. cos 10° (0,0001). 1056. sin 0.4 (0,001).
1057. sin 18° (0,001). 1058. arctg 0.2 (0,0001).
1059. Y  e (O-001)- 1060. __i—  (0,001).

i «
куйидаги интегралларни 0,001 гача аницликда т цисобланг:

б. Комплекс ддоли цаторлар
п л е к с  ц а д л и  с о н  л и ц а т о р л а р .  .\адла-

(1)

,052- ( Ш К

у Л250 (0,001).

комплекс хад.ш сонли щ т ор  дейилади. Бунда сп =  
+  ib б^либ, ап, Ьп цациций сонлар. S n =  с, +  с3 +  

* й\ с  ифода (1) цаторнинг хусусий йигиндиси дейилади. 
* \гар*П-*- 00 да ХУСУСИЙ ЙИГИНДИ биргина чекли 5  

r/интилса (lim S n =  S), (1) цатор яцин.шшуени, акс цол-
Сонга я-»»

^лашувчи дей

2  сп =  2  к + ibn)
П *  |  п  «Г  1

QO
комплекс *адли цаторнинг яцинлашувчи булиши учун 2 ч .

Пях 1

X
Ьп сонли цаторларнииг яцинлашувчи булиши зарур ва

Л Я I
етарлидир. (1) цатор \адларннинг модулларидан цуйидаги 
каторни тузамиз:

1061. С з г —
\ V  х  c°s xdx. 
о

f si,sin x 2dx.

1062.

1064.

я 
4

I -  0

гацриЫ +  • • •  +  W +  • • •  • (2)

Лг.

Агар (2) цатор яцинлашувчи булса, (1) ^атор абсолют 
^щнтшувни Hflmop дейилади. Агар (1) цатор яцинлашувчи 
якии.п ^атор уэиуишувчи булса, (1) цатор шартли 
бСлса^^640 Фтор  дейилади. Агар (1) цатор яцинлашувчи

lim с. =  0.

Таъкидлаб утамизки, (3) шарт цатор яцинл 
фацат зарурий шарт булиб, етарли шарт эмас. 

Д а л а м б е р  а л о м а т и .  Агар

(3)

dx.
*

1066. j* cos dx.

Ю67.

310

J Kl +** dx, , 068 . j
П+1 =  I

ln (l +  1 ^ jd x .

lim
П - Ю С

булиб,
*) l <  1 булса, (1) цат op яцинлашувчи, 
) * >  1 булса, (1) цатор узоцлашувчи, 
' * — 1 булса, шубцали хол булади.



К о ш и  а л о м а т и .  Агар 

n m y ' h l =  1

цаторда -  L  b — "J"=  » П „1

наторузоКлашувчи булади. А

•вчи булгани учун берилган

3 Г *% jД ^  ^я"(я +  0  ^ атоРни ЧУйидагича текширамиз:

———Яш I
1

U-

V i s* / r i « + ‘l

б^либ,
а) / <  1 булса, (1) катор я^инлашувчи,
б) I >  1 булса, (1) катор узоклашувчн,
в) / =  1 булса, шуб^али хол булади.
II. К о м п л е к с  з^адли д а р а ж а л и

Куйидаги куринишдаги
сЛ +  с,г +  с ^ 2 +  . . .  +  спг " +  . .

цатор комплекс %адли даражали кртор дейилади, ь л
с п =  ап +  ibn комплекс сонлар, г =  х +  iy  — комплоте__________
гарувчи (п =  0, 1, 2, . . .). (4) цатор учун маркази KoopbJE^- 
ната бошида булган R радиусли донра мавжудки, бу -Т /Г  ^  ^
рада (|г| <  R). (4) цатор я^йнлашувчи. дойра ташцарк; МаълумкИ- 2*  .лашувчи. А
(|г| >  R) эса ^атор узо^лашувчи булади. Бу дойра я р Я  Д ?  абсолют як,и11Л
шиш доираси, R  эса якинлашиш радиуси дейилади. ^  берилган \  ^оматга асосан. ^  ,

Баъзи функцияларнинг даражали цаторга ы и л Л ш Ш  ь  в) Даламоер +  ------,
келтирамиз: "

' - • + - Т Г  +  f + - + ' ^ + - .  И
2п I

4" • • •• 1

1) ^атор я^инлашувчи, де-

n-f-l *

sin Z =  Z
3!

(2л)!
2 п -  1

(2а— 1)!

«  lim =  limа—  с п-.х> 5 : 1,
л I

=  lim (*■+  1)(3« — 1)1 ^  ' "
■ • • • I «-.«

Бу ёйилмалардан фойдаланнб, Эйлер формулаларини ке.' 
риб^чицариш мумкин:

» абсо-

е(л =  cosz  +  i s in z% e2 =  e x (cosу  +  i sin y),
e 19 + e  il cose = ------- -------- , sin г = 2 i

куйидаги комплекс в д л и  сонли цаторларнннг 
шишини текширинг:

,0в9' а) 1 ( т +‘7.):
„  j

я̂ инл*

Лрпилган î aT0P
Демак. Даламбер аломатига асосан,
лют якинлашувчн. А ^ торнИНГ я^инлашишини текш P

s=i-o* «К"*-)1.
г Я^пшюш/и-и.. —
Куйидаги даражали ^аторнинг як,и1 

>070. а) 2  2 " ( / ;

—— —— (z о г

п  в  I
OD

в) 1П = 1 п* (I +  О
Д а) Даламбер аломатига асосан: ^

« .« 2 "  (К /Г ^ Т - « ) * " ,  un + l = 2 n + ' ( V n - » zn+
313

п — 1
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/ =  lim
Л—» ос

= 2  [г| lim ^ Г ~ /.
Кй=П-1

—2±l I =  lim 2"+I (V n — i),  -i+i
г  ( к г = т г т р р г

. (, > г г г ' ’- ' r i ' - U i l !  ,о71' A  v  п sinin
Ir « - 1  3 _ ^ 2 i_  1 0 7 4 . 2  — v*

=  2 |г| lim ,073. 2 ,  l +  V  "
n-̂ oe n ^ lii TP* M iir -

комплекс *адли сонли цаторларнинг я^инла-

Й ^Ь ш иринг.
^  1072. 2  f  — )П »  1 V 3 /

» , ‘7n 
V  — Лт= 

1075. и  « Г  л
П *• 1

( l« l
•  v V - i

1 0 7 6 . 2  —

* г
Шундай цилиб, |г| <  - j  доирада цатор абсолют r k h ilt^ L  ^  у  (3- « j

чн. К,аторнинг яцмнлашишинн донранннг чегарасида тек 1 » - i  n'l° 
риб курамиз. .  ( ] + 1 \

1079- ( " г /
Л — ^

П *  1
п

«  * П

риб курамиз. -

, - Л  булганда, J  ( V „—  _ о  *а,ор v * m J  - ■ ^  * » л «

и йЕ Г текш иринг.

д  б) Коши атоматига асосан:
1

V  е -  
»078- у т

булади, чунки

Jim сл =  Hm * о .  а
П̂ «° Л-»«о

=
(in)

1083. 2  п \ гп
П « 1

1085. ±  - i

1080. У  ----- — — .
„Т ," < (‘ - 0  " 

даражали ^аторларнинг я^ин

Ю82. У  - 2 ^ - г" .
. я!

1084.

пя t
у  ( * - 1 У
— , п* я *  1

п - и / ' з Г
Ю86. 2  ------^  '/  =  lim т /  |ы_| =  lim —  =  lim —  = 0 .  j *—  <£. п! ' ~ 1 2

« - ♦ • г  п_*во ЦП | п-юо п »  (2л)!

Демак, берилган ^атор бутун комплекс текисликда яци**1 lW7 V  /3 . /__п")"*1* ~(п!)*
шувчи. ▲ n«“ | v л ~ х

А  в) Д а 1амбер аломатига асосан:

1 й ~п (г — 0П~И__ -
<* о  . «*+, -  ^ Г ^ Г Й Г ¥1“■ « • ( I + O "

K + i =  lim 1 (?-«')"+' n*( l+f lL,
1 " - • /  ( п+  l), (I +  i)',+l (г-<)"

г — |
1-М

Д е м а ^  берилган цатор маркази z =  i  нуцтада, радиус* Я*
— V 2 булган дойра ичида абсолют яцинлашувчи б^лдЛ
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g  .тиоувчи барча М  (х; у) нуцталар туп-
VIII б о б  ‘ каиоатла"т«Р> б атроф ц дейилади.

КУП УЗГАРУВЧИЛИ (АРГУМЕНТЛИ) " £ »  ™ ^ TZ “w r a H й р Г р ( г .  »)

1-§. АСОСИЙ ТУШ УНЧАЛАР теНГСИ

/ ,  ,1ар Уч>й л __ м  < е (|/ (/>) -  4  < е)
I. Куп узгарувчи.™ функция таърифи. К)ксаклик *'Л 1Дх; У' - „ „ « м я  Р (х  </) нук,та P e Wва юксаклик сирти Ик х Г  б у л с а  _узгарувчи P Jx У) ^  ^  фу

_ 1:Гс«зЛИ̂  «итилганда (х -^  хо, У !/« йидагича езилади.
Агар D со.\адаги х ва у  эркли узгарувчиларнинг чм\тага т .а иНтилади дейилади ва к. - 

(дг; у) жуфтига бирор усул еки цоиун буйича узгару^Кя Л лИ lim /(х ; у) =  А
Z  сохадаги маълум бир циймати мос келтирилса, *_♦*,
z  узгарувчи D  сохадаги х, у  эркли узгарувчиларнинг v~*y'
цияси  дейилади ва цунидаги белгилардаи бири 0D*aiu .. r /m  _  л
гиланади: ёки Ц т  Д Р ) - * •

2 ~  / (х; У \ г =  г(х \ у), г =  <р(х; у) ва х, к. буНа1 г Т  * ч ёки lim f (Р) =  / (р о>
I/ лар эркли узгарувчнлар ёки аргументлар, D — фунц| цтД х; у) =  1(хо< У°> Р^ Р.
нинг аницланиш со.\аси, Z  эса функциянинг киймаЖ *-**• о /„ • ииктада
туплами дейилади. Т Г *  б*лса, / ( *  у) функция Р ,(х „  </«)

Маълумки, сонлариинг х,ар бир (х; (/) жуфтига Оху тенглик УРИ™ * 
кисликиинг ягона Р(х; у) нуктаси мос келади ва аксшЛИУ^ 13 деи , ,д  =  f (Р) функция , Тп~Ъипа
шу сабабли икки узгарувчили функцияни Р(х; у) н> L " J  1)КЦИя р д нунтада ва унинг бирор роф
функцияси сифатида цараш мумкин, яъни /(Я).

Икки узгарувчили функция таърнфнни п =  3 б\лган й р \  лимит мавжуд;
учун *ам осонгина умумлаштирнш мумкин. [ 1)р^р ' у 1 ’ fiv <Ь\ нкиня Р0 ну^тада узлук-

Агар Е  сохадаги х, у, г эркли узгарувчиларнинг ш  3) lim f(P) =  f  v  о) °УЛ ’ 3 ^  
бир (х, у , г) учлигига бирор ^онун ёки 1̂ оидага кура и ,.р~*р* ,.. . V.,K.
гарувчининг Г  сохадаги маълум бир циймати мос ке- i j 3 °улади- 6 ну^тасида узлуксиз булган Ф.
рилса, у холда и узгарувчи Е  сохадаги х. у, г эркли " цэм ксиз  дейилади. 6 - 1ма_
гарувчиларнинг уч_ аргум ент ы  функцияси деш.лади »  У учта шартдан бир0ртасиурин ' У
u =  f ( х, у , г) деб езилади. Р.нуктаЯР) функциянинг узилиш  нуктаси  де

Оху текисликдаги /  (х; у) =  с  тенгликни ’ ^ %9y\ J  n m r  „ериметри 2 Р  берилган. У  W , .
чи барча нуцталар туплами г =  /(х ; у) функциянинг*»^ Иинг икки томонини х ва у деб, унинг юзи 5  шу 
лик (cam*) hu3ufu дейилади. „„«ларнинг функцияси сифатида аникланг.

Фазодаги /  (х; «/; г) =  с тенгликни ^аноатлаитирувч» д  Масаланиш шартига асосан: 
ча ну^талар туплами и =  / (х; у\ г) функциянинг ю к а ^  г _ о П —  а —  Ь =  2р — х —  у\
сирти (эквипотенциал сирти)  дейилади, бу ерда * « — с -------
рилган узгармас сон. $ \  =  V p ( P  — а) (Р —  (Р с)

2. Куп узгарувчили функциянинг лимити ва узлукс"3- (л, ь, с — учбурчак томонлари, р — ярим периметр).
2 =  /  (х; у) функция бирор D  со^ада аиицланган ^  Герои формуласи га к у р а ____________

Текисликдаги 5 л =  у гр ( р  — х) (р —  у ) ( х - г у  Ph
— —  --------- ----------------- - 5ГЪни Учбурчакиинг S юзи г, у  нинг функциясидир. А
AfAf® = у ( х  — Хо)* +  (^ — Уо)" <  ® ^  317
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-  — у
/( e; 7 ). /  (у> х) ларни топинг

1090. /  (лг; у)  =  I+ J L  бй1са /  п . ^„кциянинг аницланиш сохаси (1 + х )  {у— *)>
х ~  У УЛСЯ’ f  ° *  2)' 1 3; 5 ) . I  j J g f g S t .  Бу тенгсизлик эса куйидаги шарт-

1 £ о  < £ U * a t>'fPh 6 > ^ h:
д  /  ( I - 2\ _ 1 +  2 J ? * * *  1) 1 -г v >  0,1 Х > - 1 .

} ~  T T J  =  — 3- / ( - 3 ;  5) =
2  | - .  . - з с г 5s I У

-г *
+  х >  0, | х >  —  1,1 
— 4 > 0 Г у  > 4  I

/ / в; 1 ) = ! 1 а ! а а .+  , I  ■

W —1 *а в . ,  Биринчи цушилувчининг
— mu сохаси х" +  у- —

if* 2) 1 +  х <  0 |  х <  — 1 
„ _ 4 < 0 | =>у < 4

• /  (х; у; г) ~  _Z Z X ± _ L  <- «плуйниш сохаси хг +  у * —
1 1 ' ** +  *• + г* - лса. /(0; 2  J—1 > 0  шартдан, иккинчнАйиилувчининг ани^ланиш со- 

иси 4 —х* — у* >  0 шартдан
(елиб читали

Бу *<мда функциянинг

*. Ч—, — I ларни топинг
* 1  п п келиб чицади

/ ( 0 ;  2; — 3) =  — ~L2 ~  3 = ___ ]_ i Бу *мда
0*+2t+(—3)* 13 ' У----- • г =  -1 ^щкланиш сохаси

ак, у *олда *  J  _i_ „1

/(х ; у; г) =  / 1 г, i ,  -L j =

А

олсак
х ' +  у 2 >  1 

х 1 +  у г <  4* + - + 4
-  * * А2 (Лт̂-f-JT-I-1)
, 1 j 77— :— 4 хал̂ адан иборат (66- чизма),
+  * 7 + IT  1 +1 бунда ^ал^ага х2+ г/2= 1  айла-

л —t

$•4

ш

0 *

_
1092. Куйипагн " * калаги нУКталар кирмаиди. ▲

топинг. Функцияларнинг аникланнш Сол;аъ: д г) г =  arcsin (х +  у) функ-
^  2 _  \ циянинг аникланнш сохаси

У 7 у ' б ) г  =  К ( Т + х ) ( ^ - 4 ) ;

65- чизма

* —

\ \ N

61- чизма
318

в) г  =  У х 1+ у ' - - 1  
+  In (4 — х*—
г) г — arcsin (дг+у)-

Д а) г  =  —^  41
М у

циянннг ани^лашш. - . 
х у  >  0 шартдан келиб' 
^ади, бу тенгсизлик &

х > 0 )  х < 0 |
« ёки ^У >  0J У <

булганда уринли (б4 ^  
ма). Координат;! уК-13»̂  I 
дага кирмаиди. а

В 1'  М И Ш ^ Ш Ы П П Щ  \ , u . ^ a v  п

“- 1< х  +  у < 1  шартдан келиб чн^ади, яъни берилган z 
Ф.нкдиянинг аницланиш сохаси Оху  ̂ координата текислиги-

У

//У > > г

- i \ / .
Ш к  *-/

чизма 67- чизма
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нинг х  +  у —  1 = 0 ,  дс +  у  + 1  =  0 параллел туи*, 
лар орасидаги цисмидан иборат (67-чизма). а  

1093. Лимнтни топинг:

Нш У х* -+ у*+  1 — 1
*-0  
у-* 0

О нуцтага Ox (к =  0) буйлаб яцинлашади-

2ху _  2k

£Го **+</* • + **  
к=0 

буйича

о.

«  +  »■ ~  К* т «»' q i S J
ва махражи нолга тенг булиб, — курннишдаги
лик булади. Р  (х\ у) нуцта Р0 (0; 0) ну^тага интад,

(х-+  0, у - » 0 )  --------—------------- функциянинг лимити»,
пиш талаб цилинади. Бу нуцталар орасидаги масофа

р р . - p - r F + F  ( ц ~ °  да р .

У ^олда

./■ - ' у'р5~ГТ- 1

ОуИИма

q  нуктага у  =  х  (к =  I) тугри чизии, буйлаб я^ин- 
и Киса.

2k
яУ̂ ан булса

)}

lim
*-*0
у-*о

lim 
р—*0

У х*  1 — 1

х* 4- уг р—*о р2

=  lim (*/ РГ Г Т ~  ') -1 Ч _  Пт р> +  1 ~  1
p- о р* (К p M -~ i+  О p- о p i( ,-  pi +  i + i )

2ху _______
** + у *  1 +  к г

буйича

=  1.

1ак, я (*; У) нУ̂ та 0  нуцтага турли йуналишлар буйича 
лашганда функция турли лимит цийматларга эга була- 
Шунинг учун берилган функция О (0; 0) нуцтада ли- 
а эга эмас. а
1095.

/  (*; У) =
, агар Х ф 0 ,  у ф  О,

у 'ху+  1 -1
2, агар х  =  0, у  — О

lim
р-*о у Р 1 j +  j 2 ' А

Клса, функциянинг узлуксизлигини текширннг.
L Функш1янинг нуцтадаги узлуксизлиги таърифига кура

ху _  Jim  ху ( У х у +  1 +  1) =

1094 2xi/
функция О (0; 0) нуцтада ЛМ 

эга эмаслигини курсатинг.
д  Фараз цилайлнк, узгарувчи Р  (х; у )  нуцта у  = кх туч 
чизиц буйича О (0; 0) нуцтага яцинлашснн. Бу тугри “м
буйича г =  ~ ~  функциянинг циймати узгармас бу.' 

Хацицатан у  =  k x  булганда, куйндагига эга буламиз:
2ху _  2k х 1 2k

х*+у* дг* -)- k*x* ~  1 4- A* ■
Шунинг учун

lim —  - —  =  nm —  w J ' ' 1 ~'~  
; : g K * y + ! i - l  « о  ( |^ + Т - 1 ) ( / х г Ы + 0

2 x ylim
p—о X*
y=kx
буйича

2k 
1 +A*

y->0

=  Hm *у "-I! =  lim ( V x y + \  +  1) -  2
* - * 0  X U  +  1 —  1 X -+ Q
y-+ 0 y-*0

1 im f  (x; y) =  f  (0; 0) =  2
x-*Q

____ _ y —*0

^гани учун берилган функция (0, 0) ну^тада узлуксиз. А 
1096. Доиравий конуснинг V  ^ажмини унинг х  ясовчи- 

’ асосн У радиусининг функцияси сифатида ани!\ланг.
ин;« 7 . Учбурчакнинг S  юзини унинг учта х, у , 2 томо- 

нг Функцияси сифатида аницланг.
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^98. / (Y. v х _2и
(а, а)> ’ у)  =  ъ Г Г у  бУлса. / 0 : 3 ) .  M l ;  2), /  (2; 1), 

а, — а) ларни топинг. I
‘ "2761
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1099. / ( * ;  у) =  ecos (х ~ »  булса, /  ( 3  _  ™ ^ ^ И ^ х + | / . 

/  (л; — л), f  (— у; а) ларни топинг. I  Пг1* *
I  ___ и —■ Л»

1100

ликни исботланг.

. /  (х; «/) =  х +  -  булса, /  (х; //) =  /  П , 1  „23.

---------  " * 1,25 Z. ^  arccos (XI/). П28. и = х  +  у  +  г функция-

г ^ У
хг +  У

1122. г =  — .х*
1124. г — Xs у . 
1126. г =  In (хг + у ) .

1101. f  (х; у) =  1 х +  у* +  2х +  3(/ булса, / И27, гиотларини топинг.
=  (г. «/) тенгликни исботланг. *• * 1  рКсакл"к с‘ Р1 г Р „ фуНКЦИЯнинг юксаклик сиртла-

1Ю2. /  (х; у; г) = ------^ булса, /  ( - . V; p l j *
» - •  Ч е Ж .  лнмитларш, толииг:

=  /  ( l;  -^) = f  {х\ у: г) тенглнкни исботланг.

И 03. /  (х; «/) =  1пх lnt/ функциянинг /  (хг/; ми) =  / ( 11 ц30. Ит  
+  /(х; и) +  /  ((/; и) +  /  (у; у) функционал тенгламанн Л  1 ‘и

sin (**/*)
дгу

, ,3 1 .  lim
jt-*2 f/ 
i/—►О

лантиришни текширинг.
К,уйидаги функцияларнинг ани^ланиш со\аларини 1 

пинг:

1104. г = 1105. 2 = V x  + i
хЧ-у*

1106. z = V S x — V 2y — V  1 —х — у  1107. г = К Р ё

1132. Нш (xs +  r ) sin •
х-*0 J
у-*0

а _  Y а*—хи 
U34. lim -------- -----

х-»0 ХУ 
*-»0

1133. lim
jr-0 
у-*  0

2 - У х у + А

*У

sin (jc* 4- у*)1135. lim
*_о х* 4  у* 0

1108. г = »  2х
У у

1110. г =  V I — х* - f  V l — у 1. 

, „ 2 .  Г - , п  !;*>

1U 4 . г =  У  х2—4 +  1 4 —у г. 1115. г

1109. z — ■ I  х* — /у* *\**-«• I 1136. lim ------  мавжудми?
х—о ** +  */*

. 11 V-+01111 z^arcsin-B
___ I  К̂ уйидаги функцияларнинг узлуксиз ёки узлуксиз эмас-

1113 г=^х+у+У«игини текширинг, агар узилиш ну^талари булса, улар ца- 
ерга жойлашганлигини курсатинг:

I У

1 1 1 6 . г =  / х1 4- у г — 1 +  In (4—Xs—у г)-

1117. г  = 1118. г =  arc cos-'

П37- /  (Jr. У)

1138- /  (х; у) =

М ;  х * 0 ,  ^ 0 ,

0; х =  0, у =  0.

1119. и =  - ^ -  +  Н— “ •
/ *  У  у У*

1120. u =  arcsin у  4* arc sin +  arc sin

* +  У » * ^ 0 ,  у ф  О,
х — У
0; х =  О, у  =  0.

К,уйидаги функцияларнинг юксаклик (саг\) 
топинг:
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" * » f ( r , y )  =

1П 1
а гч) Ч1|ЗИ * 1  =

" » •  I  (г. й - i ± J ± l .  , ,40 . /  (л; й
X* |/* и1 —

У** 4  Зу*
. 1142. /  (х; у) = 1—Дс*—I/* 
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uv/nД * С™ Й. ' 0СИЛАЛАР ВА ДИФФ[ Р[ ИЦ лияяаи ва dz (df) кабн белгиланади, бунда
МУРАККАБ ВА OUIKOPMAC ФУНКЦИЯ ХЖ » » .  I  О Д О б>\таД».

о л У
1. Хусусий ^осилалар ва дифферент. буй*42'  Д чкгере„ц„,.4ар Г й( И » * _ А . 4 | | - < а д .  (3)

=  / W  У) функциянинг дг буйича хусусий NOc I - *  в  аГ ^

И ш . 4 * г . _ 1 1 т  Л Ь М «  f f - t a j ,  ’* * 4  „„„и»»" w 8 “ ar"
д г  =  ^г +  а 'Д х +  р Д ул х-*о Д д: д д_*о

ва ■'y S w ™ ......г < 4 .  J - J ^ v  * ш ж < 1

*  -  . у + 4 » ) * / < * ; й  +  ^ И 4 х  +dx ax • **• /* (*: У)-

(4)

/ ( х + д *
+  * Ц * ± £  ь у

ду
(5)Худди шунингдек. z  =  f  (х; у)  функциянинг у  6yflge 

сусий ^оснласи деб, _____________

lim =  lim 1  L * »  тенгликни *осил циламиз, (4) ёки (5) формуладан
л v -o  А у ду-о д ц k f l p  з^исоблашларда фойдаланилади.

лимитга айтилади ва куйидаги белгнларнинг бири б «.АьГ к  шу_аккаб ва ошкормас функция \ос ила лари... . I * r t * d f e r r r HSZJ2Z• с  /:  (*, i/).
дгар ■■■■р"***""".......... —— _ f , .

ган булиб, уз навбатида w, у лар бирор х узгарувчининг
ылепешиалланувчи функцияси, яъни и =  ф (.г), и =  \£ (х)

^  ф у  у  * У  '  '  J  •* ш т л т / ,  > j I I W W . W  —» - Г

Хусусий ^осилаларга цуйидагича таьрнф бериш \ам > | £ ^ ^ Г 1 с Унинг мураккаб’функцияси

 ̂ /  С'* //) функциянинг лг буйича хусусий  ̂  ̂ ^  ^  ̂ ^
деб, у  ни узгармас деб фараз килнб, х  буйича олинган (дкЬференциалланувчи булади ва унинг ^осиласн
силага айтилади. Ит,г /  , 1 dz dz du dz dv

2 — f  ‘x * У) функциянинг у  буйича xvevcini \« кгнласи л ^ Б . '  - —  =  —  '~ Г  ТГ "73
х  ни узгармас деб фараз ^илиб, у  буйича олинган
лага айтилади. [формула сдали топилади,

* =  / (* ;  у) функциянинг тула орттирмаси АгаР “• v лар дс, у  ларнинг функциялари, яъни

4 г = / (1 +  4 х ; , + 4 , , - * ( * » >  
куринишда езилади. z =  /  (дг, у) функция (д.;/) 6 D н у к Ч И Б  , ( ( у  .
узлуксиз хусусий ^осилаларга эга булсин, деб фараз К „ 1 ^  У>' ^  у,)
миз. Агар (1) тула орттнрмани 0 функциянинг хусусий \осилалари

дг dz du дг dv

(6)

д г = A Jt-f- df (г; у)
дх ду

куринишда ёзиш мумкин булса, г =  /  (х; у) ФУнки^-яй  
нуцтада дифференциалланувчи дейилади. Тула 
нинг Дх ва А у  га нисбатан чизикли цнсми ФУ®

324

V* ис UU , УК-

дх ди дх dv дх ’
дг дг_ ди  ̂ дг dv
ду ди ду dv dy

(7)

Улалар ор^али топилади.
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х  нинг узлуксиз у  функцияси
F (дг; //) ОЩ Ш

енглама билан ошкормас шаклда бери ты , I * У / х \ '  . ( JLY — (— ) =  — ~г + _ Г ’
Агар F  (г, у), F'x (г, у), F'y (х; у) функциялар1*' Т  и» ^ \ у ) ч  ' * ' *  У

улиб, F ’y (г, у )Ф  0 булса, у \олда ошкормас ШаУХг' х‘ , * у ____1  А
илган функции ^осиласи Кл;- С  [Л' +  Г^) — \"х 2 х

И > "  I J j . функциянинг дифференииалини топинг 

"*4' ' в  * 5 л и  функния дифференшмлини топишда

**“■ *РГУ” d x  +  2 - d y
аг дх дУ

У , =  — -

формула орцали топилади. Худди шунингд к. Z7 (х ы L И*01" 
тенглама билан бгрнлгач г  ошкормас функциянинг' xv~-1  
^осилалари |

гх =  , ~ Р ' гу ~  ~ р  0) 1
Fz Ft

формулалар орцали топилади.
N43.  К,уйидагн функцияларнинг хусусий \осилал 

топинг:
а) г =  ху +  х-у  — хуг',
б) /  (г, у ) - в - Л / П ! ;  0) = ?  ^  (1; 0) = ?

\ х . V 2в) Ы =  -  +  .2 .------.
у X X

уладан фойдаланамиз:
(х +  у3), • (х — у) — (х — !/)’х • (х +  у»)

дг
дх (х — УУ

г _ ц- ( х  +  у») _  _  У (t t v ! )  •
(x -У)*

■(х— у) — (х — у)у -(х  +  у*) _

_____  (х -у )*
3 у» (J — у) -(- х  +  у3 __ 3 ху» +  х — 2 у» .

(*— У)1 (х— у)*
3 ху1 ~ х  2 у3 d y  д

(X— у )2 

а* _  (х 4- у3),, 

ау

Д  а) Хусусий ^осилалар бир аргументлн функц
дифференциаллаш учун ншлатиладиган одатдаги »\оид*
формулалар ёрдамида топилади. Масалан, х  буйича хуси^^нв,- ? > -■

• . . . -----  деб : Ц45. Л =  (0 ,99)301 даражани такрибан \исобланг.
- U Л----------О  Т11^осилани цидиришда бошца аргументлар узгармас 

ралади.
дг
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1145. Л =  (0,УУу ' даражани ^--------
*=  1, у  =  з  цийматда /(* ; (/) =  х* функцияни олиб, бе-
|Г*н А сонни

Л  (0,99)з л = ( х  +  А х )у+Ау 
НИШда ёзамиз, бунда Л х =  — 0,01; Л г/ =  0,01.
+  У +  Д « / ) « / ( х ;  I/) ч- / А (х; у) \  х -\-J’y (x\ у ) \ у

—  (*У% =  хПпх  +  хг — 2ху. а  _  «га  асосан:
, I  (*  +  Л Х)И  Л;/ f t ; Х У _|_ . Д дс 4 - ( r v)^' . Д у  =

х ̂  ~  ** +  ух"-1 • д х +  х* In х • д (/;

<°.9а\Эл| У==3' л * =  ~ 0,01; S y  =  0,01 н1|Й5,,атлиР'1а
« Г  *  1 + 3 ( - 0,01) + In 1-0,01 =  1 - 0 , 0 3  =  0,97.

327

гх = ~  = (х* 4-х'-у— хуг)'х =

=  (*у); +  (х*уУя - ( х у Х  =  ух*~ 1 +  2хг/ -  У*

K = Yy =(хУ + ̂  ~ хуХ = '
— =  Xylnx +  Xs — 2*1/. Д

б) г; =  гх ( х ; «/) =  =  г ”  ( -  ч » ; -  -  ̂  I

К = к  у ) = ( * ' " ) ; = ( -  ^  =  -  х Г ' У; I
/;d ;  о ) = о ,  / ; ( i :  о) =  - 1 .  Д



Демак, (0,99)3 01 ж  0.97. ▲
1146. ^уйидаги мураккаб функцияларнинг 

силаларини топинг: ХусУсщ
* . • \ 111а) г  =  t r  sin v\ и =  sin х, и =  — ;

х
б) г =  и 2 In v\ и =  — , v =  ху.

у  Iд  а) (6) формулага асосан:
dz дг du , дг dv 0 „ .
—  =  3 a - sm^cosjc ч-dx ди dx dv dx

+  «*cosy^ ----- j  j=3n*sin v ■ cos x — ~  cose. 4

д  6) (7) формулага асосан:

.  oujkoP»30
функциянинг хусусий ^осилаларини то-

чоЛДаV  f(jr. У, z) =  x ' +  y '  +  z ' - 2 x z - l ;
2 r . F'u =  2 y t F ’t =  2 z  —  2 x .

Ж
~~ * ‘ _  j. z ' ______£
— 2 х у

дг
дх д и дх dv дх У.

Ш т  2 г — 2 х
X

1149. г = у е г булса, dz ни топннг,
X

F(r, у, г) =  г  —  уе~ \ F  "  =  — i-  -■г

X
ч -Т F l = - e ‘ ,

=  + * L . * L  =  2 u ( ___ L \ «»
дУ ди ду dv ду \  уг ) „ х ~

-ч 4  *  Г  =  1 +  —  е г ; —  л г 2* д*

1147. Ушбу хг2" =  у  In х +  8 ( х > 0 )  тенглама билая̂  
рнлган у (х )  ошкормас функция \осиласини топннг. 
д  Берилган тенгламанн

xe2v — у  In х — 8 =  0
куринишда ёзнб, чап томонини F(x; у) деб белгилай  ̂
яъни

F(x-, у) =  xe2v —  у \ п х —  8.
Бу функциянинг х, у  буйича хусусий ^оснлаларини той

и ге
X

г» +  * у е г

— • F'y 
ду = 2 У =  ~ ~ г =  ~

— е г* с

1 +  —  е г*

миз:
д /7 о.. м

У ^слда (8) формулага асосан

Л  =  —  dx  4- —  dy  формулага асосан:
дх du

(/*<•
dx +

Л
—  *У-

К*. +
dy F> f v ^ J L  1 1 ^  Фуикцияларнинг хусусий ^осилаларини топинг

~ * = у ,  =  ~ Т  ==~ П и  * ■ = — I M 0, г= = 2ах у - х ' - 1, \  1151. z =  x > t - f x .
t y  2 x ^ ~ l n x  x ( l n x - 2 x f y)

1148. x* - f  y* - f  2i _  2 xz =  1 тенглама билан
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1153. u =  +  -  — — •x г у
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1154. s =  a x e  1 -+- bt

1155. z =  e ,""£ .

1157. г  =  1 F .

(a, b узгармя- Ш Р  „  l x ' - r y  >~'J
eo"-4) B l ^  *йшалланувчи буладими?

1156. г , I , : 4 ^ | L V ? T y r  функция 0 (0 .  0) нуцтада диффе-
^ ^  И 1 a  . А*Г ПЯ ЯШИ?

гхМ П/!Г узлуксиз функция 0 (0 , 0) ну^та-

1159. и =  х*“.

1161. ы =  sin(xy +  уг).
Ц76-

1178.

- cosi

1160. и ~  х у*.

1163. /(дг; S>)=x +  J  +  l V  +  s «. / ; (4 ; 3) м  
ларни топинг.

1164. /(*; у; г ) =  sins (3x  +  2j/ — г). / ; ( | : _ j .  

Гу ( и  I; 4), f'z ^—  — ; 0; — l j  ларни топинг.

1165. /(дг; у; г) =  In(1 +  х +  ^г +  г2).

. /; ( ! ;  1; !) +  / ; ( ! ;  1; 1) +  Г ,0; I; I).

ини то-

, =  5 х*У*- 

и «■ (*</)*•

V *1177. г = - ------X у

kcos у

1179. t  =

1181. г =  sin5 х +  cos* 1/
ПЬО. z (sin -v)’
1182. /(*; У) булса, d f ( I ,  1) ни топинг.

l i f e  / ( *  У< *) V ’ булса, с// (0; 1. 2) ни топинг. 
1184. г =  arccfg , х I. l7 i. , /v 0 .0 1. dy  

-0,05 булганда dz  ни топинг.
1105. а: 1 дан 2,1 гача, у  эса 3 дан 2,5 гача узгарган-

Н 66. f i x • и) =  Л / ' -------- Г  I » » • * *  Ч Г  * ........... ’ ----------- -• */ > х у -  ~ . f x (2- 1). / ,(2; 1) л а р н и  Ч |  л г a r c t g функциянинг узгариши ни такрибан *исоб
пинг.

1167. /(х; у, г) -  In (ху +  г). f'x ( 1; 2; 0). f y ( 1; 2; 
/ ' (1;  2; 0) ларни топинг.

1168. г  «• In (ех +  (?)  булса, —  +  —  =  1 тенгликни̂
Ох

Уринли эканини курсатинг.
1169. г =  ху б\лса, -  i i  +  J _ i i  =  2z  тенглиюИ

у дх In х Оу

ланг.

*
уринли эканини курсатинг

1170. z =  х In — булса. х —  +  у  —  г тенгликнШ 
х дх ду

уринли эканини курсатинг.

1186. Конусни деформация ц н л иш натиж аснд^унинп  
«ссянинг радиуси R  5 см дан 4.6 см гача камайиб, баланд-1 
лги Н 10 см дан 10,2 см гача ортса, конус \ажми V нинг
узяришинк тацрибан нисобланг.

1187. Цилиндрни деформация ь̂ илиш натижаспда унинг 
РДиуси R 2 дм дан 2,05 дм гача ортиб, баландлиги

■О дм дан 9,8 дм гача камайганда, цилиндр ^ажми V 
г узгаришнни такрибан \исобланг.
И88. А =»(1,04) и1 ни такрибан \исобланг. 
j 189. А =(0,97)‘ а‘ ни Талибан .\исобланг.

•в. А =  ( 1,94)2 . е°--1- ни та^р„бан \исобланг.И

1171. s =  е'* булса, 2 х  —  +  / —  = 0  тенглякЮ*ds

д х  I ►'■‘•'•И ТОПИНг-уринли эканини к\рсатинг.

1172. Т  =  1 /  Г  булса. I ^  +  е  -  0 да1ГЛ“  |  1,92 ’ =
« dl os I

уринли эканини курсатинг. ,м  /Д|; .wl [ , |®3. г -
1173. г — f(x \  у) функция fx (М0). /JO'1#) ^  * ни^|*инг. 

ну^тадагн) хусусий ^осилаларининг физик маънол Р" 
дан иборат?

330

••1. А — arctg | ~ L — А  Н11 такрибан .\исобланг 
I \  • «02 / — -» ______

— Ц '9  ̂ J  Q 2  ~ J

Мураккаб функцияларнинг хусусий .ух-илала-
I

X* +  ху'-, X =  е ' \  у  = s in t булса, ^  ни топинг.

Me* + е  ), х  — t3 булса, Щ -, ларни то-dt dt _______
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1194. г =  arc sin -  , у  =  V \ +  x- буЛса, *
НИ топинг.

1195. z =  u2v — uu2, и =  x cos y, v =  x
дг

\ +  У

* « l

sm y №

дг

ларни топинг.

1198. г = х 2 +  V x y ,  x  =  s +  t, y ^ s  — t

—  ларни топинг.
dt

1197. и =  x у z, x =  /2 +  1, у  =  1п/, г =  tg/

6y .x J

6y.lQ

иО. xsin У
+  c o s 2 < /  =  cosf/. </ Я

у - Т
шаклда берилган ф ункцияларнингр-—— ______

1\йидаги ошкормас ^Т^силаларини топинг.
■ ^ - 2 x 2 = . ! .  ,2 ,2 .  =

|J|3-

+  г] -
2 sin(* +  3 z ) = j c  +  2 i /  — З г  булса, ^  +

НИ ТОПИНГ.

1193. z — Xй, у  =  <{{х) булса, ларни топ.

1199. г =  /  (и), и =  XI/ +  -  булса, —  , — ларь
ПИНГ.

dy

j: ___ j 69ЛИШИНИ курсатинг.
1\\ х у г = х + у  +  г  булса, Лг ни топинг

|2 ,5 _ ег =  co sx  cos у  б у л са ^ г  ни топинг.

1216 -

1200. Агар 2 =  /  (х +  ау) диффнронциалланувчн фуа
буЛса, —  =  а  —  тенгликнинг тугрилигнни курсатинг.

ду дх

г ~ у е г булса, dz  ни топннг.

3- §. ЮКОРИ ТАРТИБЛИ ХУСУСИЙ \ОСШ1АЛАР ВА 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЛАР. ТЕЙЛОР ФОРМУЛАСИ.

си р тга  у т к а з и л г а н  уринма т; кислик ва 
НОРМАЛ ТЕНГЛАМАСИ

~ 9 - __

Дифференциалланувчи z  =  f  l l j  функций i. Юедж тартибли хусусий *осилалар ва
дифференциаллар

дг , дг ~ 
х ------Ь у  — =  0 тенгликни цаноатлантиришини курса:

дх ду

1202. z =  f{x* +  y 2) функциянинг у  —  — х — = 0
^  ^  - I

ламани ^аиоатлантиришини курсатинг, бунда г */(**+
ихтиёрий диффсренциалланувчн функция.

1203. —  =  cosx +  x*/ тенгламанинг w(0; */)=1Г 
дх

ни ^аноатлантирувчи ц =  и(х; «/) ечимини топннг.

1204. —  =  х2 +  У2 тенгламанинг и (х\ х) — 0 
ду

цаноатлантирувчи и =  и ( х ,у )  ечимини топннг. JU  
1\уйидаги ошкормас шаклда берилган функШ»^!

г = /(дс; у) функция ’y v ==^r(v; ^  ~  У) ХУСУ*
\осилаларнинг хусусий эрсилалари z =  /  (*; у) фуикция- 
2- тартибли хусусий %осилалари дейилади ва цуйида-
белгиланадн:

i  (г)
i ( i Wдх \  ду / ду дх ух

= Й ) - Й т - - - ' к ‘к Лдх ду

dy-у- эрсилаларини топинг: 

1205. х* +  у 3 =  Зх//. 

1207. х^ — у х, </'(!) =  ?

332

ду \ду ) ду*

юпг in I/ + 1 ° х 1*иГ ^ х’ У) функциянинг учинчи ва ундан
_  '  « Й ,Хусусий \°силалари шунга ухшаш таъР ^ 1' ^ “ “

, . I 7  1 ”ы ^  ■ЙЭ^ДИ. Х,осила олиш тартиби бнлангина фаР^  ̂
1208. I х  +  \ ......... Лд ,„ а vnan узаоо тенг булади.
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Г  В  , \ ( x - x J  +  F'y (*»’ У» ^  (У -  У °) +. .  . у0\ W ' м\

,Г ' F ,(xO' У (* -* •>
ва ^оказо.

Маълумки, г = / ( х ; Функция днфферен1
^  . /Ъ

d z — 2 L d x  +  2 L dy
дх Оу J

«.м ам »-”
ж— А°

у — У* г — 2л
—гГ— Г Г Г Г  Fy {x0\ у0; г0) Fz(x0\ у0\ г0)

(5)

формула буиича аникланади. .  . б*лади. И г  ^  к у р и н и ш д а  берилса,
Функция дифференциалининг диффер мциали ,  |^ 1,1 «ют тенгламаси

функциянинг 2- пшрпшб.ш дифференциалы -iww. /(*■ Аг*Р с”; г.. нягн w  „ ч
каби белгиланади. Таърнф буйича те ' ( . и  . „ \ ( х  — x J +  / ! ( * •  Уо)^У У^'

Л  =  d(dz) =  —  dx1 +  2 —
f i r t  *v* l/у

Соддалик учун (1) ни шартли равишда
д хд у  d x d y  ' ^ - d y \ L « w тенгламаси

=( i dx+i d«)

куринишда ёзиш мумкин. Худди шунингдек,

( д  ̂ j 
—  dx  - f  —  d y j г ва ,\оказо.

2. Тейлор формуласи
Икки 5’згарувчили г  =  Дх; у) функция у  

муласн цуйидагича:

JC — Xq у — У О г — *о 
— 1 (7)

I £(*»;»•) iy ixa, Уа)

{ринишда булади.
Агар сиртдаги бирор М0 нуцтада

V  (-И„) =  0, (М0) =  0, ^  (Af0) =  О
■ дх ду дг
I булса, М0 нуцта сиртнинг махсус нуцтаси дейилади. Мах- 

,,т  _  ( м  нуцтада сиртнинг нормали . а̂м, уринма текислик хам
н ie H.iop (^fy-лмайди.

Д / ( *  У) — d f (х; у) +  - !-d * /(r . « / ) + . . .  +  —  сГ1(г,
п\

1217. Куйидаги функцияларнинг иккинчи тартибли х\су-

+  Г“ ;<Г+1/ ( х  +  0 Д х ,  г/ +  0Ду),  О < 0 <  1 (n-f 1)!
ёки

§ i  фсялаларини топинг:
а) г =  б) г =  sin2 (ах +  by).
а) Берилган функциянинг биринчи тартибли хусусий фо

тарию ! топамиз:

■ £ - * ; = < « " > ; = < " < * » > ; = у ? \

'нлган ^осилалардан яна х, у  буйича ^оеилалар оламнз: 

S = гхх = (О х  =  (Уе*УУх =  УЧ*У'

/(*  +  Дх, I/ +  Л г/) =  /(х; у) +  1L  лх +  ЬУ +
дх оу |

+  Л*1 + 2 - ^ 7 - Д * д У +  —  ± у г) +  ■ ■ • +  R« '{2! \Лс« дхду ду* /
бунда /?ч — ^олдиц ?̂ ад.

3. Сиртга утказилган уринма текислик ва нормал
тенгламаси +  “ + *!')'

Агар « . t e j w j J  нуцта тенгламаси Л  . ,
булган сиртда етса, у *олда сиртнинг М0 н>  ̂ f  Ш .д  —-  =  =  (г^  =  (хе )„ -  * * . 
уринма теш)слик тенгламаси у
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д*2

дудх
Бу мнсолдан куринаднки, гху =» гу

д  б) гх =  2 sin (ах +  by) (sin (ах +  by))x =  2 sin (а* -|_

+  by) cos (ах +  by) (ах +  by)'x =  2 a sin (ах +  b y ) cos(Qjc +

+  by) =  а sin 2 (ах +  бу); 
г ' =  2 sin (ах +  by) (sin (ах +  by))'y =  2 Ъ sin (ас +

+  by) cos (ах +  бу) =  6 sin 2 (ах +  by); 
гхх =  (гх)'х =  (а sin 2 (ах +  Ьу))'х =  2 а- cos 2 (ах +  Ц. L

2- =  (2;)v =  (а sin 2 (ах +  by))'y =  2ab  cos 2 (ах +  Ц ;

в  (2 )̂х =  (6 sin 2 (ах +  Ьу))х =  2 ab cos 2 (ак +  Ц ;

2- =  (2^  =  (Ь sin 2 (ах +  Ьу))у =  2 b- cos 2 (ах +  by).

Бу мисолдан ^ам куринадики, гхи =  гЦ1,. а

■*' ФУ
жкииянинг Мо(1; °) нуптадаги иккинчи

( , + * Л  i-’|9‘ ?,иыьеренциалини топинг.'?Л |д га н  функциянинг хусусий ^осилаларинн топа-

i i  == г ' = ( * " ) ;  =  У*"

=  ( г Х  =  (УхУ~ ' ) > У ^ - ]^ ^

,(ух?-')у =  xv_l +  ух?~' \п х  =  ху~ ' ( \ + у  1 п » ,

= г  = ( ^ у  = х у  1пх, 
ду у

1218. г =  (р (х — at) - f  (х +  at) функциянинг цуйидап
д*г __ a 2 J ^ £  
д/1 дх*

тор тебраниш тенгламаснни цаноатлантиришини курсатия 
бунда ф (х — a/), г|> (х +  at) — икки марта дифференциал 
ланувчи ихтиёрий функциялар.

д  Берилган функция хусусий ^осилаларини топамиз:

= ( ф ( х  — а/) + 1|> (х +  а/))) =  — a ( f '(x  — at) +
dt

Хусусий \<х 
'с̂ шыиз:

~  =  W * =  &  1п хК  =  * *1п**•
ду* *

илаларнннг М0(1; 0) ну^тадаги ^ийматларини

£ .1  = ( у ( у - 1 ) ^  ")
** Г'о

Л*1у=0
=  0,

+  а  Ч>' (х  +  at),
&г _  д { дг \  ,  . , ,
Л* dt ( dt )  а-У (х  a/) -f  a if' (х -f- а/)), =

=  а2 ф" (х — a/) - f  а2 ф" (х  - f  at) ~  а* (ф" (х — at) +  ip"(* +  Л

i ! f _ |  = ( x 1' " , ( l  + y ' n x ) ) L ,

t o

=  1,

Xs 1 0

y=0 

=  0.* i |  = ( x y lni x)I®
Топилган ^ийматларни (1) формулага ^уйсак, d z  d xd tj 
'лади. a

1220. г =  sin (xy) булса, ни топинг.

 ̂— (sin {xy))x =  cos (xy) {xy)x =  у cos (xy),

=  (y cos (xy)), — cos (xy) — у  sin (xy) (xy), — 

s =  cos (xy) — xy  si n (xy),

_*£ _d_ /  dz у  rtv. -  I Z'V» =  (<v)v =  (cos (xy) — xy sin (xy))'y =  — x sin (xy) —
Ox* d x ‘ dx) ~  4 (л Ш1 "  ̂  sin (xy) -f  xy cos (xy) (xy)j^ =  — x sin (xy) — x sin (xy) —

=  ф"(х — at) +  $ "  (x +  at). \  — Xly cos (xy) =  — 2 x sin (xy) — x2y  cos (xy). a
Топилганларни тор тебраниш тенгламасига куйсак, х
айният Лосил булади. Демак, z =  tp (v - f l / )  +  т  I г =  / ( x; =  eT  функцияни Af0(0; 1) нуцта атро-
функция тор тебраниши тенгламаснни каноатлантирОЙ I ейлоР формуласи буйича ёйинг (п =  2).

i  Q-27*i oq7
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дх

=  ф' (х — at) +  г|/ (х +  at)4,



t

„ = ( , Г ) ; - е7 (' Л ’Н

л:
еуу%

г . *  » > = и ) , = / «  ( л

Г „ ( г . , ) = ю ;  =  ( - '7 '-> 1  =  ± Л ,  :

Г,„<* у) -< /;> „  =  ( l e T j - . _ Л  ет  + л , 7 ф .

л:

би-

I JL *
--------- L f T _ i eT  = _

У* </* —  ^  +  *).

о -  i  „  -
2х е ^  +  — е~И = i i i,  - • 4 ~ -------- --  (2 у  +  х).у3 у4 */4

Хусусий .ухгилаларнинг М0(0; 1) ну^тадаги ь̂ ийматлар̂
топамиз: ^

— ' JLI
/(0 ;  1) =  *" =  1, /  (0; 1 ) = -L е" >=,  = 1 .

v=-1 У |м-1 Л

д а , , — ^ « 1  = 0. С ( 0. 0 - 7
*=1
X
V

U-ои=1

*>
^ ^ Ш л . У *  +  г* =  Г2 Сферанинг ,М0(1; 2; 3) нуцтаси- 

ма текислик ва нормал тенгламаларини ёзинг.
; ' i C  тенгламасини

х* +  |/г +  га — г2 =  0

__о ёзиб, тенгликнинг чап томоннни Г(х\ у, г)
'белгилаймиз, яъни F  (х, у , г) =  х2 f  у*+  г2— г \

Бундан
F \ =  2х, F‘y =  2у, F; =  2г

,,ий укилаларнннг берилгач .\/„(1; 2; 3) нуцтадагн ^ий- 
атларини зрсоблаймнз.

П (М0) =  2. Fy (М о) =  4, F ’ (М 0) =  б

L  топнлганларни (4), (5) га цуйиб. 2 ( v — 1 > - 4 (( /— 2)4- 
-6(г — 3) = 0  ёки а- -г 2у +  Зг —  14 =  0 уринма текислик
; тламасини,

« — I _  у — 2 г — i .. v — 1 у  — 2 <г— 3
2 “  4 “  6 еК" Г ~  =  2 =  3̂

рчал тенгламасини д о и л  циламиз. ▲
1223. г =  2х*+ уг эллиптик параболоиднинг Af„ ( I;— 1; 3) 

P jja w n . уринма текислик ва нормал тенгламаларини

д мрилган функция г ’х=  4х, г у — 2у  хусусий .^осилапа- 
**Шинг М, ну^тадагн цийматларини ^исоблаймиз:

/;,(°; 1 ) =  — у ( у  +  х) X 5 = 0  =  1 » 
и-1 Ьпи.

К -  г; (Л10) =  4, г у(М 0) =  - 2
"илган кийматларни (6), (7) формулаларга цуйнб, г —3 =  

*) ~  2 (г/ +  1) ёки Ах — 2у  — г — 3 =  0 уринма те-
г  /л. .V xgD I <ЙСЛИК Тенгламаснни, -iH -I  — -у 1 — ?—— нормат тенг-

4  "  7 -  » + ^  S "  о- * Й -  * «  —  *  " 2 "и.  ^1 вуснй Функцияларнинг барча иккннчи тартибли ху-
илгаи цииматларни (3) формулага куйсак. К У **"®  ' “ “ •мрини топинг: 
буламнэ (Л* =  х , \ у  у  —  (j; f а +  ^

Топилган 
эга

Ш I  I  I  1 I  А & •

х* —  2хг у  +  3 у \  1225. г =  хеу.



, - H I  « / 4 I I X .  Z  =  C Q S ^ V . \  11230. и = x y  +  yz  +  zx. )̂*
1231. z  =  —  функция учун — —

л. у дхдУ <)y Ox T ^ rуринли булишини текширинг.
1232. г =  х +  у  - f  ху\ d*z ни топинг.
1233. 2 =  i/ln x ; d 2z, d 3z  ларни топинг.
1234. г =  ex+v‘; d'~z ни топинг.
123». 2 =  xsin*y; d 2z  ни топинг.
1236. /(х; t/)=x*+3x*«/+12xi/* булса, /"ДО; 1), г , ,  

/*у(2; 0) ларни топинг. х*  "

. 1237. /(х; у)  =  (1 +  х)"(1 +  у)п булса. U 0 ,  0), f a  , 
/ у у ( 0 ; 0) ларни топинг. 1

1238. 2 =  f ( x , y )  =  х : +  ху  +  у 2 —  4 Inx — lOlnu 6via 
d2 = d / ( l ; 2), d -г =  d2 /  ( 1; 2) ларни топннг.

1239. 2 =  a r c t g —  функциянинг — л  —  = 0  Лани
у dx* (>//i j Я Дтенгламаснни цаиоатлантиришини курсатинг.

1240. Узгармас а нинг к,андай цийматларида г =
I • , д*г л _ j

+  *ш /‘ ф у н к ц и я------ 1------= 0  тенгламанн ь^аноатлантиради
дх* ду* м а

1241. г функциянинг »/——  тем
дх ду ду дх шламани цаноатлантирншини курсатинг.

1242. 2 =  2 cos* j у ----- функциянинг 2

тенгламанн цаноатлантиришини курсатинг. т Ш

1243. ~д' 1и~ ~  в тенгламанн цаноатлантирадиган и (лЛ 
ни топинг.

1244. — о  тенгламанн цаноатлаптираднган “ ( * 4  дх*

ни ТОПИНГ. A..rt.
1245. f{x \ у ) - = — х* +  2ху  4- Зу2 — 6х — 2// — ■ 

цияни (— 2,1) нуцта атрофида Тейлор формуласи j 
ёйинг (п =  2). тя атро- 1

1246. /(х ;  у)  =  exsin у  функцнянн Л1о(0;0) нук
фида Тейлор формуласи буйича ёйинг (п =  3). ^  I

1247. /(х ;  у) =  ех+1/ функцияни Л10(1; — •) “У1̂ * I 
фида Тейлор формуласи буйича ёйинг (п =  3)- 1

|в-  Тейлор формуласи ердамнда V  1.03 у  О М  ифода- 
^ Н р ^ и с о б л а н г .
S .  Тейлор формуласи ёрдамида (0 .9 5 f01 ифоданн так-
, гисобланг (п =  2)

Кмтдаги сиртларга берилган ну^таларда утказилган 
"а текислик ва нормал тенгламаларинн ёзинг:

1150-? — хУ’ (2' 2)ш 1251. г  =  2х2— 4и2, (2 ],S *■ + *■+*■ «6. ( 1 , - 1 , 1 ) .  1253. Л г + х^;1250 
1252

* • • 1 пл,254- г =  sin — . (л. 1. 0)-
я  р  4. у* +  г% =  4 сферада шундай ну^та топннгкн, 

Г-ктада сферага утказилгач уринма текислик Зх — \2 у —
I I  о текисликка' паратлел булсин.

1256. z =  4 — хг — у 2 сиртнинг цайсн нуктасида утка- 
1ган уринма текислик 2х +  2у + г  =  0 текисликка парал-
- булади. Уринма текислик тенгламаснни ёзинг.
1257. г2 =  х* + у г конус сиртнинг ( 3 , 4 , 5 )  нуцтасида 

\,-хазнлган нормал тенгламаснни ёзинг. Конуснннг ^андай
-.гасвда нормат аницмас?

4-§. КУП УЗГАРУВЧИЛИ ФУНКЦИЯЛАРНИНГ ЭКСТРЕМУМЛАРИ
I. Экстремум мавжудлигининг зарурий ва егарли шарти

* =  /(*;</) функция бирор D сохада аишушнган ва 
К К; У») ну^та D соланин г ички нуцтаси булсин.

Агар Р„(х0\ у0) иуктанинг 6 атрофида олинган барча 
1{г' У) нУКтапар учуН /  (х0; у0) >  /(х; у) (/(х0; у0) <  f ( x \ y )) 
>лса* /(v;i/) функция Р„(х„; у 0) нуктадл максимумга (ми- 
• М11мга) эга дейилади.

by таърифларни ,\ар каидай сондаги аргументларнинг 
фШяси учун узгарншсиз такрорлаш мумкин. 

ункциянинг максимуми ai миним\мн функциянинг 
^мумлари дейилади.

Ч»дал1̂ еМ̂ М мавжУЯлигининг зарурий шарти ^уйидагича 
ra P P jW - Агар г =  [ (х; у) функция Р„(х0; //„)' ну^тада 
’̂ и  ба ЭГЗ ^лса’ У функциянинг биринчи тар-
«атлари хУсУсий ^осилалари аргументларнинг шу к,пй- 

/•/х .а е н олга_ тенг булади, ё мавжуд булмайди, яъни
* ». 7С) =  0 ёки fx (х0; у а) мавжуд эмас, |

ёки Ги (х0\ у 0) мавжуд эмас. j 
Фуиивдянинг хусусий .\осилаларини нолга 

Рчтцк ' 11311 ёки узилишга олиб келадиган тктапар  
, Щ т алир  дейилади.
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системасини ечиб, х, у, А. ларни топамиз. 
,.:гл*ма'а шартли экстремумнинг зарурий шартларн- 

^ • • ^ ц т а л а р д а  функция шартли экстремумга эга 
КРНТ,,К с'пнк масаласи Лагранж функцнясннннг

&F п d*F . . . d*F . .
л  р  =  —  d*  +  ^ —— dx d y +  —— d y
d • fa* oxdy dy*

i «гибли диф ф еренц иали  ншорасини текшириш срда- 
Т ;:'иЗп. бунда dx  ва dy  лар
Р wi m . ^ dx  +  А" =  n

ду
=  0 (dx2 +  dy2=  ̂0)

максн-

Агар функция бирор нуцтада экстремумга Эг-Я  
нуцта албатта критик ну^та булади. Ч

Лекин хар цандай критик нуцтада функции а 
эга булавермаслиги мумкин.

Демак, юцоридаги шарт факат зарурий 
етарли шарт эмас. Энди критик нуцтада г
циянинг экстремумга эга булишининг етарли ша&л! ч тирамиз.

Р„(х 0; Уо) нук.та критик нуцта булсин. К у йиДаги 
А  — f хх{х0, Уо), В  / ху (х0, У о)« С fyy{xu, y ,,), А =з 
белгилашларни киритамиз.

Агар г =  Дх; у )функция Р0(х0\ у0) критик ну^тащJ  
га олган бирор сохада учинчи тартибгача узлуксиз х«
^осилаларга эга булса, у ^олда:

1) А >  0. А <  0 булса, f ( x ; у)  функция Рл(х^ у \ 
тада максимумга эга булади;

2) А >  0, /4 >  0 булса, /  (х; у) функция Рп(х*у} 
тада минимумга эга булади;

3) А <  0 булса, Дх; у) функция Р0 (х0; ;/„) ну̂ тада 
симумга хам, минимумга хам эга булмайди;

4) А =  0 булса, Дх; у) функция Р„ (х0; у0) нуцтадд 
тремумга эга булиши ,\ам, булмаслигн хам мумкин (бу 
да текширишни давом эттириш керак)

2. Шартли экстремумлар
2 =  / ( ' :  У) функциянинг х ва у  аргументлар Ji 

<г(х; у) — 0 тенглама билан богланган \олдаги экстре* _____ „ .„ .« .—к-— -----
« ■ ■ Ш М Р 111114 1 J Л , глЧТИ Wшартли экстремум  дейилади. фТНКЦИЯиинг топилган критик

Функция шартли экстремумини топиш учун л * 'иХ 1ннт™ю6л йМНЗ; катта ва энг ки
функцияси  деб аталувчн цуйидаги ■ функциянинг сох1а ч е г а р а с и д а г и  а

И Н И Й И И  Ч - / Ч П П Ч Ч

L  билан богланган.
г. Р  PF  <  о булса, г  =  f(x\ у ) функция шартли м 
* \p F > 0  булса, шартли минимумга эга булади.
^суснй .\олда, а: ар критик нуцтада /  (х; 'у) функция 
И Д>0 булиб, А <  о (С- (II Пулса, (\х; у) функция шу

к а л а  шартли максимумга, А >  0  (С >0) булса, шартли 
Симумга эга булади. Икки узгарувчили функцияни шарт- 
Ькстремумга текширншнннг юцорндаги усули уч ва ун- 
1 ортиц узгарувчили функциялар учун хам уринли.

[3. Функциянинг энг катта ва энг кичик ^ийматлари
в = Цх;у) функция чегараланган ёпиц D  сохада аниц- 

rf ji. узлуксиз ва соханннг ичида дифференциалланувчи 
■син. г — / (дс; у) функциянинг D  сохадаги энг катта (энг
тк) цийматини топиш учун;

I) барча критик ну^таларни топамиз;
?) функциянинг топилган критик нуцталардаги циймат-

F (x\ у\ А.) =  /(х ; у) +  \  ф (х; у)
ёрдамчи функцияни тузамиз, бунда А. — номаълум У3 
купайтувчи.

кийматини топамиз.
‘(*1)‘ паиИ Л Г "  Функция цийматлари орасида энг каттаси (энг
гл а ш т и р ^ / ^ у й и? ЙИЧа ХУСУСИЙ \осилалар олиб, Л  б ^ КЦИянинг D  « ч д а г и  энг катта (энг кичик) *ий- 
гламалап сигтриао„по номаълхмли Куйидаги функцияларнинг экстрем у мларини то*

тенгламалар системасига эга буламиз:

= ,0
дх дх дх  ° ’

дУ ду ду
dF
* r - * ( s » >  =  0.

! а ) г = 1 + 6 х — х * - х у - у ' - ,  б) 2

.1 в) +  — Зх • 41 i/:’.
Г й ^Ротик ну^таларни гопамиз;

=  2х3+ х у 2+ 5х2+у*;
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6 — 2х — у  =  0
— х —  2 у = 0

тенгламалар системасини ечиб, х =  4, »/ =  __« 
памиз. Л10 (4; — 2) критик нуцта булади, чунки ^ * 1  
функция Оху текнсликда аницланган.

Л10 (4; — 2) критик нуцтада иккннчи тартиб* 1 
^осилаларнннг цийматларини топамиз ва критик Х-с̂  
характерини аницлаймнз:

4 (м о) =  - 2 ,  гху(М0) =  -  1, г ~у (А д  =  __2.
А = - 2 ,  В =  — 1, С — —2, Д =  ЛС — fii =  3 >0

Д > 0 ,  Л < 0  булгани учун функция А10(4, — 2) HvkJ 
максимумга эга ва *mix(.Vfe) =  13 булади. А

д  б) Критик ну^таларни топамиз: 
гх =  6х* + у г +  10х, 

гу =  2ху - f  2у.

Ь шбу
6х* +  у2 +  10* =  О,
2ху +  2</’=  0 

тенгламалар системасини ечиб,

M o(0 - ,0 ) ,M ^ — j - ,  0 ), Mf (— 1; 2). М г (—1; -2 )

нуцталарни топамиз. Бу ну^талар критик нуцтапар була 
М 0 нуцта учун

Л =  г" (А*0) =  12х +  10 *=о =  Ю,
уж: О

в  =  г '  (МЛ =  2у  жшл =  0.ху

х=о =  2.
у=0

=  0 ,

’vv
(.Vli) =  2х +  2

ly=0

у=0

\ С ' В
40 >  О, А  <  0 булгани учун функция

3
875

5,. о ) нуцтада максимумга эга ва гтах (М,) =

булади.

Mf(L 1; 2) нуцта учун
=  - 2 ,  

=  4.

C =  C ( M 2) =  2X +  2I = 0 .

^  =  ̂ ( A f t) = 1 2 x + 10
у»2

В  =  г:и(М 2) =  2у
X* -1 У=2

УУ х -  -IУ- 2

= 4С _В* =  - 16 <  0 булгани учун функция М, н у*

=  - 2 ,

экстремумга эга эмас. 
М,(—1; —2) nynja учун

л =  г;х(м ,) =  12х +  ю  

В =  г1ит  =  2у

X* -  1
У- - 2

=  — 4,
-1-2

С -  zM(Ms) =  2х +  2 =  0.

Д =  АС  — В* =  20 >  0. Л >  0 булгани учу» 
Л<о(0. 0) нуцтада минимумга эга ва zmln (Alo)

М 1 ну^та учун
А =г"хх(М 1) =  1 2 х +  101

l z -Л

'Ч,т '  —16 <  о булгани учун функция Л1,(— 1 , —2)

' *) КпЭКСТ̂ МУМга эга эмас- Аритик ну^таларни топамиз:

344 ш
гх =  Зх* — 3, 

г ’и =  2у +  2 у у *
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Ушбу
Зх* -  3 =  О,
2 у +  2 V  У3 =  О

тенгламалар системасини ечиб, /И0(1, О), 
ларни топамиз. Топилган нукталар тек 1 ,  га тенг булган т у н у * » "  « г  катта *а*м-

“ .«ли параллелепипед ясанг.. 6елги1айлик.

Е и пеД  томонларини X. у. z д 
!лП"пГан масала

• — —  ху +  У2 "> хг 2

I

-----------
,г Пп-оачж функциясини тузамиз

|| J 1 а» г
• ^ / i /o  . I— и ?  -4— Vi

-------— | ? ■
экстремумга текширинг. 
д  Ердамчи Лагранж функциясини тузамиз:

F(x; у; Я) =  6 — 4х — Зу 4- Я (х2 4  у2 — 1);
r)F _ . * HF

мл ганда
V =  хуг

мнг максимумини топишга келтириладн, 
—  д |й |т щ п и  тузамиз:

= F * =  — 4 + 2 Я х ,  —  =  F  =  —
дх х д и  у

dF
*  - 3 + а «1 

л  - П = л ! +  »!- 1

ларни топамиз. Бу холда функция шартли экстремумга 
булишлигининг зарурий шарти

— 4 +  2Х х  =  О,
—3 +  2 \  у  =  О, 

х2 + у2 = 1 J
куринишда булади. Бу тенгламалар системасини ечиб, М

5 4 3 <ч ^ у. _.__. —,
=  —  . *1 =  — . У1 =  —  ва — у ,  X ,-  5]

=  ------— ларни топамиз.
F „ = 2 K  Г  =  0, f ; v = 2 X булгани учун 

+  Л /2) булади. Шундай ^илнб, к =  х  =  j  ,У

ганда d 2F >  0 булгани учун функция — ; —■)
\  5 5 /

шартли миннмумга эга булади

—  f .  —  f »  —  i  булганда, .
учун функция бу нуь^тада шартли максимумга эга у 

34 О

I F (г. у: г) =  хуг  +  А. (ху +  «/г +  хг — у  J 

[фуняия хусусий ^осилаларинн топиб, уларни нолга 

миз:
Гж =  уг +  Я (у 4  г) =  О,

Ц  F ‘y =  хг +  X(х +  г) --= О,
I  f  г‘ =  .vy +  X (х • у) =-- 0 . (*)

, Ж '  Fx =  ху4- уг  +  х г -  4  =  0

т̂енгламалар системасидагм биринчи учта тенгламани 
Ьридан иккннчиенни айирсак, цуйидагига эга буламиз:

(г +  Х)(у — х) =  0,
(X +  Я) (г — у) =  О,
(У +  Я ) ( х — =  0.

\осил булган тенгламалар системасидан х  =  у  =  г  эка- 
* келиб чицади. (*) даги охиргн ху  ^  у г  +  хг =  —  тенг-

г__
Га *С0Сам х  =  у  =  г =  \ /  JL булади. Демак, юзи 5  га

^ ' / * ган туиукадан ясалган энг катта хажмли парал- 
^  ^ирралари l / ” JL  га тенг булган куб булар

г 6

 ̂Ю*|. г =  хг — и* +  8 функциянинг х* 4  уг <  4 А011!53' 
катта ва энг кичик цийматларини топинг.
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д  Функциянинг со\а нчидаги критик нуцталарици 1 
иуцталардаги функциянинг цийматларини э^исоблаймиз- I

г'х= 2 х ,  z v =  —  2y.

^  j тенгламалар системасини ечиб, Af„(0, qj ^

тнк ну^тани ва функциянинг бу ну^тадагн 2 (0; (к 
цийматини топамиз.

Энди функциянинг чегарадаги, яъни х2 +  у 1 =  4 ай.̂  
даги энг катта ва энг кичик цийматларини топамиз. j 

Берилган z =  х 2— у 2 +  8 функцияни айлана ну^там  
да битта х  нинг функцияси сифатида нфодалаш мумк!

z =  х2 — (4 — х2) -f- 8
еки

J L  ичида х >  0, 
Ж санини \исобга
и ^8- чизма),

— 2</) =  0. \ 
=  0 I

{2 - х
.цмвлвр (

Л* У 5=1 2

булади

2 у)
системаси

ечимга

М

ь

&

1
2 У * /

S. х+у*6

0 1 Z

I

У: Ч

г =  2х* +  4, —2 <  х  <  2.
Шундай цилиб, икки узгарувчили функциянинг х2 
айланадаги энг катта ва энг кичик цийматларинн то 
масаласиии бир узгарувчили г =  2х* +  4 функциянииг |—̂ 
2J кесмадаги энг катта ва энг кичик цийматларип 
масаласига келтирдик. г (х) =  2х* +  4 функциянинг 
интервалдагн критик ну^таларини ва функциянинг бу nyd 
тадаги .\амда интервал чегаралари (х =  — 2, х =  2) jaij 
^нйматларини топамиз:

г ' =  4х, 4х =  0, х =  0 критик нуцта.

(П учбурчак ичида
•ЭЯЛИГИ учун М , I -  , 68- чизма

гик нуцтада функциянинг цийматини хисоблаймиз: 

Ш  г.(/И,) =  х* £/ (2 — х  — у ) ' 1

и топЛ Эидн функцияни со\анинг чегараснда текширамиз. Уч- 
I_о^Вкнниг х =  0 ва у  =  О булган томонларида функция-

киймати нолга тенг булади (г I = 0 ,  г| -  0). Уч-J*-0 |у«О --------  .  — М ( Р

г(х) = 4 ,  г
х=0

M l
' ж - - 2

=  12. г(х)1 12.

Функциянинг топилган ^ийматларинн узаро та^косласи| 
функциянинг энг катта ^иймати 12 га, энг кичик цийматя 
га тенг булади.

крикнинг х  +  у  =  6 булган томонида функциянинг :
впа ва энг кичик цнйматларини топамиз: у  =  6 — х, 0 <
и  <  6. У ^олда г  =  х2 (6 — х)(2 — х — 6 +  х) =  — 4x^6—
г) булиб, интервал чегараларида г(0) =  0, г (6) =  0  бу-„„„ г _  — —д.) функциянинг

энг кичик ^ийматларини то-
--

-дн. Худди юкоридагпдек
Ь 6] кесмада энг катта ва энг кпч.т ^...... —.
*из: г' =  — 48 х +  12хг =  12х(х — 4).

!2х(х  — 4) =  0  тенгламанн ечиб, х =  4 (х =  0  чегаравии
лта булганлиги учун критик нуцта булмайди) критик 

• «я Ах нкциянинг М г (4; 2) нуцтадаги ций-• v . . .  ___ -

Шундай цилнб, г =  хг — у г + 8  функция х2 +  у 2 <  4 доВгани топамиз ва функциянииг 
ирада узининг энг катта цнйматига х* +  у 2 — 4 айлапаншфини хисоблаймиз:

р ( М г) =  х * у ( 2 - х - у ) 1 =  — 128.й  (—2 , 0», М , ( 2 . 0) ну^таларида, энг кичик цийматша
айлананинг М ,(0; 2), И4(0; - 2 )  нуцталарида арийки». Ч.и б у пчакдагн  энг катта кии-

1262. г — х*у(2 — х  — у) функциянинг координата у д  ^ рилгаН ф у н к ц и я н и н г  >40^  v 4 6 v p 4 a K ичндаг» 
ри ва х +  у  =  6 тугри ЧИЗИК билан чегараланган учбИ х ^и^мия 6v киим атга у -
дагн энг качта ва энг кичик цинматларини топинг 
д  Критик нукталарни топамиз:

г  =  4ху  — 3х гу  ~  2ху* =  ху  (4 — Зх — 2у).

гу =  2х2 — Xs — 2х гу  =  х2 (2 — х ы

t._I 1~  булиб, функция бу цийматга 

> 11; j ну^тада эрншади. Функциянинг учбурчакдаги
циймати — 128 булиб. функция бу цийматга уч-

** 1». о\ иютяпя эдишади. АФ ч Г ч е г ^ и  ^ ( 4 ;  2) иукгада эришади.
349
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1163. Z =  (дс — y r)V (x  —  I)'- функциянинг t f -%x J 
тенгсизликлар билан берилган сохадаги энг катта 
кичик кийматларини топинг. 
д  Критик нуцталарни топамиз:

• 2. -  -  2«
bx — 2 if  — 3  =  0, |
2yV(x— 1)* =  0  j 

тенгламалар системасини 1Чид

0 )  кр»тик нук,тани J
функциянинг __бу iiVKTaaaiJ
г (:Vf,) =  - 1 ^ -  »\иймат1ши J
памиз (69- чизма). I

Осонгина куриш мумкин 
тенгламалар системасини х - |  
ва у  =  ±  1 цийматлар хам 
ноатлантиради. Лекин, бу ц 
матлар соханинг чегарал

К

г  =  хг +  х у  +  уг —  2х —  у. 
г =  2ху —  Ах — 2у. 1269. г =  Xя +  ху* +  6ху

г =  — 4 +  6* — х* — ху  — у 1.

z =  —  +  —  —*У

1267
1268
1270.

1271
I ШГ 9 х

1272. z  =  y V x  — у* —  х + 6 у .  1273. г = е  2( х +  «/*)■

1274. г =  х* - f  Зху* — 15 х — 12у.
В р г и  функцияларнинг шартли экстремум лари ни топннг:

1275 г =  ху , х +  у =  1.

1276. г =  —  +  — , х  +  у  =  2.

1277. г = х  +  2у, х2 4 г/2 =  5.

1278. г =  х* +  (Д  Y  +  Jt =  L

■  1279. .\ажми К га тенг ва сирт юзи энг кичик булган 
пиндрнинг улчамларинн аник,ланг., 1 ^,",пгятилган сохалардаги энгжоилашган .М2 (1. — 1». I) K vfiiuan, ф ункцияларнинг

нукталарни беради. .Vf, ва М 3 ну^талардан таш^ари \1,.И, Н ц  энг кИчик кийм атларини  
ватарнннг кол ган барча ну^талари критик нукталардир^^В 
чунки бу ну^таларда г '=  оо, г ' — 0. ̂ У

М 2М 3 ватарнинг барча нуцталарида 2 =  0.
Энди берилган функцияни соханинг чегараларида тею 

рамнз. Со.^а чегараси параболанинг М АМ гОМ3М ъ цисм
ВЗ М л М -  ВЯТЯПлац —

1280. г =  х -f у\  хг +  Уг <  I доирада.
1281. г  =  1 +  х  +  2у; х  =  0, у  =  0, х +  У =  1 (х >  0, 
0) тугри чизиклар билан чегараланган учбурчакда.
1282. г  — х* +  Зу2 — х — 18у; 0 *£ х <  t /<  4 сохада.

'  *  -М 1 П П  П  «•» ^ ______ва М АМ Ь ватардан” и б о р а т Г ^ " " 1 " W U * *  ^ c M . u a L - - 5J  » у * < 1  доирада.
„ .  — г -  1си1 ламаси X =  у ‘  буЛИЦ

парабола чегарасида берилган функция нолга тенг, яъй г =  0.
2) AT/Vfs ватар тенгламаси х  =  2 булиб, берилган функ

ция z = 2  — у* куринишга келади.
г ' — —  2 у  =  0  дан #  =  0. Бу ^олда M t  (2; 0) ну^та г

=  2 ---иг (ЬуНКПИЯ VUvh imuTu» .......— '■

1284. г  =  ху  — х‘у  
^ р и  чизиклар билан чегараланган тугри туртбурчакда.

1285. г  — х* +  у4 — 9ху +  27; х  =  0, х =  4, у  =  0, у —\  
Tj’Fpn чизиклар билан чегараланган квадратда.
■  1286. Берилган мусбат а  сонни манфий булмаган шун-* -V .. KAntllJUr Ки«a - y j .  ^олда Ma(Z;0) нуцта г* Щ  1286 Берилган (а =  х +  У +  *)• Улар=  2 — «/* функция учун критик ну^та булиб, г (М6) = 2- дай уч булакка ажратинг

Шундай ^илиб, функциянинг э̂ амма топилган цийматларин"! пйтмаси энг катта буж: • булган учбурчаклар
таццослаб курсак, функция узининг энг катта циймати г ^ ^ В |2 8 7 .  Периметри ^ Р
= 2  га М в нуцтада, энг кичик ^иймати г =  0 га «ей энг катта булганин 2) ну^тадан э1
ватарда ва чегаранинг M AM tOMyMb цнсмида эришади 4 Ж 1288. х* — У* -  4 ”  топинг. бСлган

Куйидаги функцияларнинг экстремумларини топинг; , |  чик масоф^ада булган ИУ*̂  2 х п арабол агача у
1264. г = ( * - 1 ) 2 +  2у \  1265. 2 =  х# +  8г/8-б х 1 /т З  Щ  1289. А ( - 1 ;  5) нУ ^ ^ Н у 
1266. z  =  Зх +  бу  — х2 — ху  +  у 2. j р  циска масофани топ



ЖАВОБЛАР 
I б о б

3. 1) рационал сон, 3 — ; 2) иррационал сон; 3) рациона., ^

10 161 , 4 с.2 ± 1 ; 4) рационал сон, 5) рационал сон, 1 — , 6) ирра1ш,90

32

9990 
409

33

сои; 7) рациона., сон, 5 ^ ;  8) рациона., сон. 3 Ц ;  9) рациона., 

_ 2089
990 ' ----------------  "  зо • района!

9900- •». 1) [—2; 4J; 2) (— оо; — 5) U (— 1; оо); 3)

1
О»

4) (0; оо); 5) [ - 5 ;  5]; 6) ( -  оо; 0). 5. 1)
2 * 2) ( оо; 0]

3) {— 1; з}; 4) {2; 3}, | д* — 5* +  9 | =  3 тенглама а) (**—5дг+9

Г U I '£) U К*\ 00  J. £ \l. | t  - u w j .f c , .  ,  V JV /l. f _/ ,

(2; оо). 23. (— оо; 0). 24. oo j. 25. (— оо; I) U

А  2в 12: 3 |. 27. [ -  | ;  а ] .  28. | ] .  29. J; 3J.

,  I; 0) U (l: 2) U (2; оо). 31. (0; оо). 32. (— оо; 0) U (0; оо). 
- с о :  0) и<0; 0  34. а) — 1 s ^ x s ;  I ;  б) 2 Л л < х < ( 2 *  +  1) л , 
Л I, г  . . 2* я  <  дг <  (2* -  1) л . k =  о, — 1, — 2, . . .; в) —
^ 1  — в; г) агар | а  | =  0,5 булса, у холда * =  0,5; агар 1 а |> 0 ,!

35. 0 < * < / т -

г а
б) (•** — 5х +  9) =  3, систематарга тенг кучли; 5) [— 1- 

1 х* — 5 х + 9 < 0

дг— 1
6J.

А У *а1Да функция маънога эга эмас.

, , < / < о о .  36. Агар f  (х) ММ кесманинг массаси булса, у *олда
2х, агар 0 <  х <  1;
, 3
2+ у  (* — 0 . агар 1 < * < 3 ;

,дг - 2, агар 3 <  дг <  4 
дня 0 <  х ^  4 да аницланган.

6) (— оо; — 1) U П ; <»): агар - ----- J- >  0 булса, I =
Х +  I I JT+ 1

X — 1 X— 1
л и б ,------ 7 = ------ ; тенгликка эга буламиз. Демак, берилган тенглХ + 1 X+ 1  
х — 1
------ Г > 0  тенгсизликка тенг кучлидир. Бу тенгсизликни ечиш у , . ,х +  1
а) ( х — 1> 0, б) ( х — 1 <  0, системаларни ечиш керак. а) xflX 

| * + 1 > 0 ;  [jt+ K O

х > 1, системанинг ечими [ 1; оо). б) *ол:

X 1 2 3 4 5 6

у 1 1/2 1/6 1/24 1/120 1/720

х > 1,
, х >  — 1
*< 1#  , . . 
х < _  1= > д г < -  системанинг ечими ( - о о ;  _  1). Шундай « и л в

•• 9. 1) 6 + в; 2) 2ah. 10. f  (0)

:os*x.

Я X* ,  у------------— -  1 /4 К * - * »  , 0 < х < 2 Я .  40. у =  х * -  2 х +  1. 41. у =  
2J\

42. у =  Т У о + а ')*  • « .  • /  (/ (х)) =  / (х*) =  (ж*)* =  дг*. 

»(*)) =  4* , <р (/ (х)) =  2 * \ ф (ф (х)) =  2** . 44. /  (Зх) ' .

-I -  . з  /  м  -  </ « ) •  -  T + r t 1 -9 — * 4 — 4дс +  jr*
2 — *3 ~ А-у Тли- уям жуфт хам эмас.

, (Х у ф т  функция. 46. Жуфт ф у н ^ - ^ 47* ^ ^  9мас. 50. ЖуФ; тенгламанииг ечимлари туплами (— оо; — 1) U [*; °°). 7. /  (°) =  1.1 Тоц х,ам. жуфт я;ам эмас. 4». i ^  53 Жуфт функция. 54.
з . ,  (2).  з ,  + о  и  I ,  «о) -  ш  -  »•

=  - 3 ,  ф ( -  1) =  - - .  ф ( т ) - о ,  ф ( - ) - - т _ , —

х* +  1 ..............  - - 7  ̂ 0
2 +2х— 3 ....................\ 4 ) ” 1 2 

I (1) =  cosl (I + 4 s in l) ,  / ( a )  =  c o s a ( l+ 4 s in a ) . 11. / (0 )  =  - 3>
5

/ ( 2) =  1, /  (— 2) = ——, / ( 1) мавжуд эмас. 12. / ( 2) = 1,  / ( 0) 2> 

/  (0,5) =  2, /  (—- 0,5) =  — 1, /  (3) =  2, * =  4,5 функциянинг ани^т* 
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"1 • * ..........  - . . -/Рт функция. 56. Бундай функцнялар куп, M n v . u .1 J 1J I I  I „  .

|  *kBPmi функция, унинг асосий даври 4 л . 61. Даврий функция, 
1 *Г даври 1. 62. Даврий функция, унинг асосий даври я .
LL£-; Е № р н й  функция эмас. 64. Даврий функция, унинг асосий даври 4. 

Дэврий функция, унинг асосий даври 2 л. 66. Даврий функция, 
*Рсосий даври 1; {дг} — бу х хациций соннинг каср цисмини ифо- 

ва {дг} =  д: — [дг] деб ёзилади, бунда [х] — х ха^иций соннинг 
( *Ч  катта булмаган бутун цисмини нфодалайди ва антье икс деб уцн- 
|| Даврий функция, асосий даври йуц 68. Даврий функция эмас.

Даврий функция, асосий даври а. 70. (— оо; оо) да усади. 71. (— оо, 
-- -«-----  то / пя \гяли 73. (— оо;^ Даврий функция, асосии д а и р и  м. .V . —

•  жамаяди, (0; оо) да эса усади. 72. (— оо; оо) да усади. 73. (■

-2761
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I

72- чизма 73- чизма

оо) да усади. 74 (— 1; IJ да усади. 75 (— оо; — 1) jjjjj  
(— 1; оо) да усади 76. (— оо; оо) да усади. 77. (— 00'**1 ц М  
79. 7 0 -чизма. 80. 7 1 -чизма 81. 72-чизма. 82. 73- чизма. 79. ^  
84. 7 5 -чизма. 85 7 6 -чизма. 86. 77- чизма. 87. 78- чизма. ю- *

1 |07
89. 8 0 -чизма. 90. 81- чизма. 91. 8 2 -чизма. 92. 83- чизм* I

1 1 4 2 . и  0.
108 —. 109 1. 110. 0. Ш * — . 112. —. И З ,-Г - 11

2 2 * 0
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74- чизма

79* чизма

76-чизма 

*1

78- ЧИЭМа

7Г- чизма 

*1

То ; 7

I

77 - чизма

I



У

J
2

У«/

~]W
г  1 г  — 
1 ! !-/ О \ 2 з л

•1 А 1

1
80- чизма

-J  -2  -1 О 7  X

-Г

•2

-J

i i6t
1 162. — I- ЮЗ. — 12. 164. — . 165. 2. 166. 4*.

I *• 56 3

1 169 — • 170. 2. 171. b V 2 .  172. 2cos*. 173. 1) oo; 
168. J  4

с а т м a: 1) мисолда arctg * = / ;  2) мисолда arc sin( 1—2x)—t 

l7$ lim ^ 2 | S — =  -  V T .  176.4. 177. l ) - 2 s i i w ;

K .  V  2
|7Л i ,  179. - j .  180. 1. 181. -  1. 182. - y - .  183*. 3.

lg7 i . .  188 0. 189. 100. 190. — 1. 191. 0,5. 192. 2. 193. x.

5 I
M. 1. 196. 0. 197. 0,5. 198. — 1. 194. — . 200. 0. 202. e~K

,

,-1 204. «**. 205. e. 206 em*. 207. <T3/2. 208 e. 209. e*. 210. — . 

212. 1. 213. 1. 214. k. 215. - .  216. -J-. 217. -  218. -  7 .

= Г да сакрашга эга. 1>акраш л и .. v ________
узилишга (яъни узлуксизликни тиклаш мумкин) эга. 228. дг =  2 да 

Ья 1-тур узилиш (сакраш)га эга. Сакраш катталиги 1 га тенг 
I мак 229. х =  0 да 2 -тур узилишга эга. 230. х =  0 да сакрашга 

краш катталиги 2 га тенг. 231. J x =  1 да 2 - тур узилишга эга. 
1 -  ±  2 да 2- тур узилишга эга.

8 2 -чизма

116. Лимити йук- 117. 0. 118. 0. 119. 1. 120. — " j-  |21,

127. 0. 128. 2. 129. 8а. 130. Мавжуд эмас. 131. 1) 8 ; 2) 0; 3)

эмас. 133. 134 . 5. 135. 36. 136. 1. 137. У ? .  138 - 1  *

1 3 151
141. 1. 142. 1. 143. 147. — 0,6. 148. 1. 149 1. 150.—-

5 2 3 1 5 , , й 4 |5® 3
152. 153. —. 154 . 0. 155. — . 156. —. 157 — . 158

2 3 4 4 *
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~ чизма 8 5 -чизма
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237. 3) 3 4 )  6«; 5) 0. 238. 1) 3 +  7i; 2) ,
'  20 4 ’ 5) -

1Г
239. 6) 3 — 111; 8) 13. 240. 8) --------—  +  •

Ю g * 243.
• , л n 3 я  . 3 я  '

+  IsmO; 2) cos —  +  «sin — ; 3) 2 (cos л  +  b in  л); 4) 4 ,

+  Sin f )  ; 5) 2 (cos |  +  «sin ^ )  ; 6) 13 (cos (л ~ f)  +  i ̂  *

бунда ф =  arc tg  у ;  7) 3 ( c o s - |- M s in  y j ;  8) 2 ( c < * + < ^

9) 5 (cos (л — ф) +  i sin (я — ф)), бунда <p =  arc tg ~  Ю) у f

X (cos 7~  +  i sin y )  • 247. 1) -  7 +  7 V T i; 2) 6 i; 3) -24 ; 4,

л/ 'T  1
5) i ;  7) cos 190° +  «sin 190 ; 8) L ^ -— — i- »j) — i- Ю) 1; | |)  _  

12) — I. 248. 1) — I; 1 ±  ; 2) — 3; .

— 1 ±  i 1/3 
--------2----- * 4) — ~2; 1 - 4-- -  ; 5> ± 2; ±2|,; 6) !;
— 1 ±

2—  ■ 71 c“ ( i + ! ‘ - ) + , l i , ( f
2 31 I — / -

+  — Ля j; ft =  0, 1, 2, 3, 4. 251. 1) e ~  * ; 2 ) 2 e 6 ; 3) 4<*

зя
4) 2e 2 ; 5) 3e 2 ; 6) 2e2 k n l .

ill боб

254. 1) 2 *  +  3; 2 ) — —  ; 3) —7= ^ = =  : 4) _ 2 s i n  2* ;5 )2^*
x3 V  4 x -j- 1

• ---------  I —  ~ -  257. /+ (16) -  —  ; 7) 3 x*; 8) - -x* 2 x f x
—  . 256. Эта эмас.

-.1211 
4/»=  1. /1 (1 )  = - I -  258. / + (2) = /'_  (2) =  4 261. 5**

262. 2 x~ l/3 — 5 *3/2 — 3 x- 4 . 263. — - —+ 2  x — 2 <rs. 264.
3

2 a  — 2** — б х + 2 5  bc — a j .  ^ 7. 5 ^

3 x * ' £ *  ‘ ***■ ( r f - 5 x 4 - 5 ) *  ‘ 2 ’ Ic +  dxi*



г
Ж  * - 2

4 Ап*2х 269. c tg * — ------- . 270. ---------------------  .271.
jl& 4/яи sin* дг (sin дг — cos дг)*

jr arc 273* (* +  7> 274‘ ** (cos * “  sin *1  275‘
■ 2 In х 2 2 in дг 1

I) «ye — ^ --------- —  277. —— — — 278 sh х-\-х ch х.
"  27 дг* х* х In 10 хX

о * ,  дг In* дг • sh* дг
2 а х  +  b

^ . 1 * 2 * .  283. ------г " ■■—-■■== .  ^84. — е х. 285.
■+ > * (or* -}. Ьх -f- с)*

с J
ШШл ----------- - 287. а) -------------  ; б) — 4е°s * • In 4 • sin дг.
* ^  со',2 5 л sin дг-cos л

2 х -г 3
; i + 5)cos(x* +  5 x +  1). 289. - 4  cos* л: sinx . 290. ■ .

1
i-c=—. 295. — — sin (In дг). 297.
I х ) х s,n х

1 2 2х  
---- г - ——  • 299. — -------------- c tg ------------. 300. 2 tg* 2хх

‘ x Y x * -  1 (ДГ-f 1)* * Х +  1
2 / 6 20 *

- 2 мп* 2 ж). 303. — — . 304. дг« (дг* +  1)>*(дг»+ I )5 - + - ----- - +
cos* 2 дг \  дг дг* +  1

\. 305. Xх (I +  In дг). 306. x 'inx (^-—i + c o s x - l n . t j  . 307.

---- ~  tg дг • arc tg . 308. (In дг)̂  1 (In In дг • In дг-f-

- I . - - '  ...... , | , |  =  ( '* a" P * > °  ^
дг*, arap д; <  О булса,

w i x ,

[x)^ 7 2x'
 ̂* /1  (0) =« 0. Демак, дг =  0 да дифференциал. 1анувчи, лекин 

Да Дифференциалланувчи эмас.

« In |Х| _  ( ,п *• агар д: >  0 булса, 
\ ln  (— дг), агар X <  0 булса.

хфО.

I  ГГ------------311. у<5> =  5 1 = 1 - 2 - 3 - 4 - 5  =  120. 312.
121 V V *

15
К^Тбдз - 313. j / 3) =  — 4 (2дг2 cos 2х +  бдг sin 2дг —3 cos 2 дг).

К Г Г ~ У |—  3 |5 - *• - 1 ^ 7 5  • ш - -  ° - * 17-
359



(П) . j y i + l . i i ----- ! i l i _  . 318. y  =  shJt =  — _ C
*( > “ (" l)  (ах +  Ь)" л . 2 ■

rrh x агар п — тоц сон оулса,
У'4 =  (sh х,' агар п — *УФТ сон б>'лса'

Г»+11 -Li л  \
3 ,9_ ( _ 1)1 2 J  . 2" —1 • sin (2 х +  (л 1) • ~ J\  6yHM

ифода винт бутун *исми. 320. у(л) =  и _ х)<и-|-- 321. Г" ч

> 4320.325 . 1 ) 2 " - ' . . - , '( 2 ( - 1 Л > + 2 «  ( - 1 Г - | Н
2 (-1)4

п\ ,  [ , (rt — 1) я  \—J — 2 пх • cos (х  -  j _  п (л / 1

ззо . у '  = ^ у 4  6 х у. | 3  ^ У ^ х *
2 )  x * -e x * j,+ 1 5  У* *

W * » ’ М ) , ш  i i  331 < +  У , .
(3 ху* -f- 2)* 32 * m  х - у -  -

Ь

2) (I — x*)cos(x  + ^ у )  

^  (л — 2) я

332. у'

+  Л з з в . * .  -  з
* I +  X* +  у 

3 4 0 . ^ ^

337. — (У 3 3 8 .-------.339./I 9 д2 а 1- |

341. — 2 г3*. 342. tg /. 343. оо. 344. 9/>. N

Я Н— . 346. — ------ Г— . 3 4 7 .0 . 348. ( I + /* )  (1+3/*). И
a sin* I at sin3/  I

I — 2P ’

r . d*yу =  e* — 1 ва -----
dxг

2 cos x sin x \
<(**£ 389. (— sin x l n x - f ------------------ —  ) (dx)*. 390.
^ ■ 1  * x x *

. (dx)*. 393. 2,02. 394. — 0,1. 395. 0,851. 399. 0. 400.
4 a*

, 2 402. 2. 403. — 2. 404. 0. 405. a. 406. ------ . 407.
4Й- "  ' я0 409 oc. 410. 1 411. f* 412. ея . 413. 1. 414. 1. 418.

. i i i l i . . . . .  +  j U i > . »  «
i f  21 я! _  (Я + 1 ) !

^  ^андай цийматида /?„ -  0; 2) J J L  ( i +  j -  -  j -  -  . .

X* X* X^-fl
атида /?„ -► 0 ; 3) x +  —  + — + . . . +  J L _ ;  x 

:И1аЛ ^яйиатидл Rn 0. 419. I) r  ( I +

T F T " ) '  * € ( _
B j *  c o s ( .  +  2 . - | ) + . . .  + i i ^ > l c o s ( e + n . f ) ,

r VP цандай цийматидл /?п — 0 . 420. 0/1848; 1,3955; ?,0022;
4 422. !) (— оо; оо) да \сади; 2) (— оо; — 1) ва ( 1; оо) да усади; 
1)Д| камаяди; 3) * > 0  булганда (—оо; оо) да функция усади; k< 0  

л » « а (—оо; оо) да функция камаяди; 4) (—оо; —3| да функция ка- 
а.(3;оо)дд эса Усади; 5) ( — оо; оо) да камаяди; 6 )функция (—оо; оо) 

’ 43°* Ут.*=У<0)= 0; утЫ~у<4) =  - 3 2 .  431. утая= у (± I) = 4 ;
1(0) =  3. 432. Экстремум йуц. 433. у т1п =  у (±  2) =  4. 434.

'  » п 9 \ 3

хнинг *ар 

нинг

+  ...
! а +  2 ! а»

_ х — а ,
оо; оо) да Rn -•* 0; 2) cos а  +  ——— cos [ a  -f-(■

/ 0=  *' еРда оддий дифференциаляИ qoaaj

уринли эмас. 350. 359. 7 х - у - 2 = 0. зШ

х У ~  1 =  0. 361. х ^  у 4 =  0 уринма тугри чизиц, х — 1 

норыат тугри чизиц. 3«2. arc ~  26 34 '. 363. j . 364. (2; 5). l |

У ( 0  =  6 ; у  =  — 6 х +  7 — уринма тугри чизи»̂  тенгламасн
я  2 г м *  ^2. Я

х =  2. 367. — . 369. Cf =  — +  |п  3. 370. Е =  625 = j s  • 371. ^  1

*= ^ (а — Q). 372. со =  ? л  рад/с. 373. 23 А. 374. v =  — я*- '

+  ft) +  sin (о /+  6)); F  =  2/Tw*e-e<.s in (e /  +  fr). 379. л - ................
^ / ( 0  =  0,8. 380. А у ъ  dy 0,05. 381. Л /(1 ) =  0,0099;  ̂ T l11®)5»» I. 442. min у (jr) =  у (0) =  1; max у (jt) =  | / (— 2) =  3. 443.

=  0,01; |Д j/—dy| =  0,0001; I — ^- 1 =  0,01. 382. 565 of- ^ U)== 0; I-2 = 4  г_2; 11 - •
1 I - {ix I1 . ^ К  10; 1]

I Ч О А . * t**-'" j — * I  -  . . . __

________  I In 2 \  3
= H0,5) =  8 ; у т лл  = « / ( ! ) =  >0. 435. ymin =  y \ -  —  j -  y j  ■

-= » (д -  +  2 я * ) = / Г ; ; J/min =  У (  +  2 я  й j  ■=
/Лч — О 4*10 тятг 1У — и (2)

dx 5 (arc sin jt)1 dx
-. 385. -  -------- 1— . 386.

1 +  x* V \  — x*
s i n x - c o s x ^  387. 

У 1 sin*

r \ «  /9  W =  e. 438. утш% =  у (2) — 2. 439. max i/ (дг) у (2) —

' p j ^ ' ^ O ) " - 1 0 ' 44°- ™'.r i v(x) Î l) 2;
f '*>= y(— 2) =  u .  441, min v(x) =  у (3) — — 5,13; m axi/(x) =  
•)=1 4, Л 1-131" f - l ; 3 l442. min y(x) =  у  (0) — 1; max у (x) =  у (— 2) =  3. 4'
(x) ̂  a. . I 2; 1] [“ 2; 1]• *P'n У W  — М. э 444. max ц(х) =  у (0 )=  1; min y(x) —( - * : « )  (-ao: oc)

( у  дШах у  (jr) =  л  — I ; min y(x) =  — (л  +  I). 446.

Ir^fl
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шах y(x) =  l i 3  . m in-y(x) =  - l L l  
< - . : « = )  3 '  ~ з " ~  417- '

20
448. Тугри туртбурчак квадрат булиши керак. 449. щ ва 

л f  2 ао а . .  2 шо 2
в “ • « I -  V  - Г ' з > ‘ п - т г - ™ -  -Т ч »  ,
ганда пиёда юриш керак. 454. 2,4 м. 455. а \ 2 \ ь у 'у -

2 R .
457. Цилиндр баландлиги —=  булганда ^ажм ъ\\г катта

I ^
4 /?

Конус баландлиги —  булганда V конус энг катта Г>улади ^  
о

=  — 460. Н =  2 R булганда цилиндрнинг тула сирти энг кичик
3 л ^

дн. 463. [ j  ; -  - | р ]  -  бурилиш ну^таси, ( - о о ;  - j  м  и

(0) =  0, </mln|  j j  =  1 " j  , бурилиш нуцтаси Ауц.

. X— » У =  х “I* Т  • *89. функция х >  — 1 лар учун 
%$$$' I 3

л&либ, икки цийматлидир. График Од: уцига мисбатан симме- 
иу^талари: (0; 1). (0;_— 1). Экстремум ва асимптота.iap

б\ и " ^ И и & а и я  * > 0 ва г  >  J, 2 лар учун аниьранган булиб, 
♦КЛглИДИГ График Ох уцига нисбатан симметрик. |(/т |п (— 1)| =

’ «•J- \ — — — у — бурилиш нуктаси, ос; - i j  д, 1

( у ;  оо j да боти^ 464. Бурилиш нуцталари <2; 62) ва (4; 20б| _)

2) да ботиц, (2 ; 4) да цамриц, (4; оо) да ботиц. 465. Бурилиш n»J 
йул, функция графиги ботиц 466. Бурилиш н \1\таси (ft; о); i _ J  
да каварик. IЬ; ooi ла Ллти^ к .................

**»да »улварнц, (4; оо) да ботиц. 465. Бурилиш ну 
йук, функция графиги ботику 466. Бурилиш нуцтаси (ft; а); (—’, 
да ^авариц, (6 ; оо) да ботиц. 467. Бурилиш нуцтаси ( ±  !; In2к (_ 
— 1) да цавариц, (— 1; 1) да ботиц, (1; оо ) да ^авари^ 468. Буре 
нуцтаси йуц; (— оо; — 2) ва (2 ; оо) да ботиц, (— 2; 2) да
469. Бурилиш ну^таси йуц; (— оо; 0) да цавари^, (0; оо) да бо

470. I 2; — J  — бурилиш нуцтаси; (—оо; 2) да цавариц, (2; оо)«

тиц 473. а =  — з. 475. у =  ±  —

4 7 8 .x ------ I; у ш, — — 1 _ 479. у =  х + 2 .  480. у =  0.481. х =

- х .  476. х =  0; у =  0. 477. 1 =

У
У - 0. 482. х =  — 2 ва у =  2 х — 4. 484. ( - о о ;  оо) да аницла  ̂
функция графиги координата бошига нисбатан симметрик, ут „ ( — Ц
88 ^ J fm in O ) — —2 ; бурилиш иуцталари: (0 ; 0), ( ± 0,1 J 30; ^O J 
Х |  30). Асимптотага эга эмас. 485. (— оо; оо) да аницланган. ФуЧ 

графиги Оу уцига нисбатан симметрик. ута х (0) =  1, //т т 7
7 —

5=8 i бурилиш нуцтаси L J l  ; ~ , асимптотаси йук- 486. #3

ция х =^0 ва х =  1 нуцталардан бош^а .\амма нуцталарда ани!\-^

Утъх ("J  ) ^ б у р и л и ш  нуцтаси йуц. Асимптота iap: x ss ’̂ 
у  =  0 . 487. Функция х =  ±  1 дан бош^а хамма нуцталард^ аи^  

График координата бошига нисбатан симметрик; £/тах

===”” —  ̂ Ут\п (К З  ) == бурилиш иу^таси (0; 0), aĈ j

362

f 488. Функция х == — дан бошца \амма ну^талар-

I! Утах

х \

(̂ лидир
(РйлИШ нуктаси й>Л. Асимптоталар: дг =  0, y = * ± l - ± - x .

оо) да ани^ланган, график координата бошига нисбатан 

* , w < ^ r ) e  7 ^  Уш«п(-»/' Г ) = - ^ к г 7 .  Бури-

: (0; 0), ( ±  VЬ ; ±  }л6 с~ 3/2). Асимптотаси у =  0. 
Одам бош»\а ^амма ну^таларда аниклаыган. lim r/ =  fo o ;

/  I \  е‘* бурилиш ну^лси й>л . Асимптота х =  0.
/

-во; оо) да ани^ланган, 2 л даврга эга; ymax( - j  +  k л ) =  V 2 ,

4 «= 0, ±  2 , ±  4, . . . , i/mln ĵ  j  +  k л )  =  —} 2 , бунда k =

± 3, ± 5, .  . . , бурилиш нуктаси ^---- j  -j- Аг л ; 0 j  , бунда k = 0,

t2, ± 3 ,  . . . . Асимптоталар й\ц. 494. (— оо; оо) да аницлан- 
зря 2л. График координата бошига нисбатан симметрик. [0; 2 л |

- :Ц - ^ -  u„.im( y .) -  -Ц- 1  Б>'ри-1иш

(°; 0). (я; 0), (arc cos ( — j  ); ^ ^ 1 5  j , (2 л—arc CJ4( —~  ) •

Асимптота й\ц. 495. (— оо; оо) да ани^ :анган,

* * КОоРДината бошига нисбатан симметрик. Экстремумлар йуц. Бу-

«Уцта.арн ( — К З " ; (0; 0), ( |  Т  ; i p L  |.Асимп-

А ^ х- ^96. (— оо; оо) да ани^лаиган ва уалуксиз. Экстремум- 
^ ”УРи.1иш нуцталари: (0; I) ва (!; 0). Асимптотаси у ~  — х. 

"*и Данбош^а \амма ну^таларда ани^лангаи. lim y ^=  1. [ рафик

’1аЖ ^ атан симметрии Экстремум ну ̂ талари tq х — х тенгламанн 
Бури.лиш иуцталари хк =  к л , к =  db I . ± 2 , . . .  . 

РУ ^=0. 498. (— оо; оо) да ани^ланган. График координата

“ ^атаи симметрик. ут , К( -  D - - J -  1. Ут 1п С ) =  1 " Т *  : 
Р^УКтаси W; 0). Аспмптотачари: у — х dz л. 499. (— эо; оо) да
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- f —  ln(x* +  1) — 2 arctg * +  С 588. --------- !-------- ' « f 5 +
2 ,* +  2*--2 +  агс««(|2 — x In (д:* +• 2)590. -----------—  +  —1---------

4,J[, +  2) 2 . < —  |Cx| (  J _
1 . **+*+! 1 **— ] m L . In ----- -------  }■ . r  \ г

т  ,,a ,!  l y f ' r C  m - 8+‘ + ’  V  -
“  “Г" *n lx+  “  • In (x* -f- 1) +  —  arctg x • c  594.

g *̂ ctgi

Щ.с 613. 2 arcsin y f  2 M  ж* C. 614. 2

алмаштиришни бл

___________3
4<**—о i6 * + 1 +C. 595.

2\rx +  6  \ x  - f  3  In | f 4 r ------ |  +  C. 598

+  0 + C

+  C. 600. 6 У 7 -

^  j. ,18. ! - < « - « •  + 5 > r o i n i ^ - l )  +

+ '"  i s r r +c. i л  с  — "■ |  -3-t .,4 ± . 2%' j i | ' * + -  + j> |. аг..

< 3 , n Ifriz--------Ч  +  С- 598. J r __ 2 1 —  «  I K  l  '______  5 ’  '
l » * + l |  * +  2 ,П0 Г 1 , i  - f  | y W 2j r - r 2 +  —  l n ( * + l  +  V  x* +  2* +  2 )+

. 599. - 1 ! / ? - _ ,  _ l_ i — _  . I  6 2
5 * т  м ’ - г ! ,  . о __x  X

ln |» b i | | l  — arccos --------— + C .  625. x — t g —  +  C. 626.
2 xj 2 2

- f in r r +

6 arctg У x +  C. 601. 2\ I

2 *
1

-  j:

ir m ;  i |+ c - m i ■ т |3*+ ,)-  t (1,+ 4)
4

— i n / J / S T p - i - 1| +  с. воз. -  — 3

4* у 3*

2f' x +  6 У x — 6 arctg e

+  16 , r ~

3 / l - x \ 3 6
T ( ~ )  + c .№ .- f - f

-b jr*),l/3— -^-(1 + * * )h/3 +  —  
Я 7 10

V 1 +  x*—x2\
5/3

+  C. 608. —  (I 
22

(l + x *) + c .  609. 2(4 4* \ rx )* 

+  c . 610. - L  ( I +  3 J, - ~ y r i  — L  ( ,  +  3 J r j - y f l + c . « j

( 7 ^ x  — 4)(1 +  V x  )7/4 +  C. 612

366
- - f  ( 4 + з у г ) < 2

I I cosx \  л „ 1 ,
,tg ------------------ - f C  627. — In
I 2 sin** I 5

1 -h 2tg —

2 - * т
4- C. 628.

it— i - t g * 3 x - 4 -  ln |cos3* | +  C. 629*. 4"(tg-«c-t-ln |tg дг| )+ C . 
6 3 *

j 4 ~ s i n l O * + C .  631. т ~ ~ Ь * пАх+С- в32‘ “  cos** —20

ю Л с+С . 633.
I 1 3

—  sin4* — —  sin** +  C. 634. —  * — 
4 6 8

Г sin 2* +  sin 4x +  C. 635. x - r  ctg x — - 7  ctg»* -f  C. 636. 
K w  «5

13

_cosJ2 x 
48

3 . 5 
sin —

3
cos 6jc cos Ax

1 I
3 * +  —  s in -^ -x  +  C. 637. у  s i n * -  —  s i n l U  +  C

24 16
ch3x

^  -f 2 In |tg г I +  C. 640.

cos 2x 1
+  C. 639*. j  (tg*; -

sh4*
— c h jr -h C . 641. — —  +  С

* sin 4л:
8 32

•+■ С. 643

th*Jt

In jth у
ch x

- f  C. 644. —2 cth2x

^ 5- In (ch x) — ----- —  4* C. 646. arctg (th x) +  C. 647*.



sh»* __ *Ь2х x 
2 ~~ 4 +  Курсатма: ZLl

айниятдан фойдаланинг. 648.
У Г

>п(К 2 c h * +  .
сьгй-

i*

+c.
V б о б

72
654. 8. 655. 656. — . 657. — - f  i l i  fi- s

5 3 8 2 ' 6a8‘ " I n s .  65*
Зя In 2 

i +  ‘
T

I  /2
j y  +  j  r 2-  *  4,32 атм. 683. / , 2р =  . 685. 21n2 — 1.

1 - f  За я  I /
887. ----- —---- . 688. — —  689. — . 690. 2 M —

— In x, *€ [— ; 11 Г
L e J , булгани учун J  |ln  jr| dx =•|lnx |

In x, дг € I •; «)

e
660. In 2. 661. У е  - I .  662. — ^ - * i n 9o. 663. I. 664. 1 < 1  (— In *)dx +  J  1 п « Л - ^ 1 —  
— 1). 665. 0 ^  о h ЛЛ «■ — ^"
— 1). 665. 0 < a <  6 булса, Ъ — а\ a < b ^  0 булса, a — Л. Л 4
б^лса, o +  6. 666. —  667. Йуц, чунки f  (х) =  —~  фунцщ,

1] да чегарапанмаган. Шунннг учун берилган интеграл мавжуд 
С dx Г
\ ----- —  =  у  х I = 1  натижа эса тугри эмас. 668. Луц, чунки arc*
о х № Ч

функция ^  ^ arct^ функция учун [— 1; 1] да б,

лангич функция булмайди. F (дг) — arctg бошлангич фуни

л г= 0 д а  1-тур узилишга эга: lim arctg —  -------- —, lim a rc td
x-*Q -  x 2 *-♦(>+

Я _ 1 
=  — . 669. И ^ ,  чунки / ( jr) =  —-------—  функция (2; 4| кеа

ани^ланмаган. 670. чунки /  (jr) =  tg*x функ!шя [0; л] кесл(

ани^ланмаган, яъни функция д: =  да узилишга эга. Шунинг f

I
Ньютон — Лейбниц формуласини цуллаш мумкин эмас. 671. Г *Щ

о

dx >  ( У  dx. 673. j e ~ x d x <  f  e-*dx. « 
n * ‘

692. 2 In 2 - r  1. 693. — ;
24

I™  . « - -t цмаштнришдан фойдаланииг. 694. —  - f  — -
V 3 695.

i  * 
> )  x*dx. 672.

0 0

I | л  я  x
I— — 696. arctg с — — . 697. — ; tg —  =  / алмаштиришдан 
L 3  ̂ of о z

л  4юг. 698. 2 — 699.  I n — ; sin дг =  / апмаштиришдан фой- 
Z о

V I б о б

о _ " з  1 2
7041 — (2 K 2 — 1). 705. 1. 706. — . 707.  . 709. 4—  кв. б.

3 4 р +  1 3
35 3 4
—  кв. б. 7 1 1 . ------------- —  кв. б. 712. In 3 кв. б. 713. 2кв. б,
6 In 2 3

2 кв. б. 715. —  кв. б. 716. 1 кв. б. 717. 21 кв. б. 718. 4 кв. б.
3

* 2- К Г  722. л. 723. . 724. — . 725. ^  ля*. 726. ?22?.
■  8аЬ 3 2 2

П2
27 ‘

I аг-1

х
678

368

* г >
-  1

Г 3х <1*. 675. fjrfjr >  Г tin  *</дг. 676. — 
— 2 •!

21^10
679. In 2. 680. 3. 681 153

| T " ~ - ( 7 -  > * 5 ( - a ¥ S — > *

v r  4- |п ( У Т  + К з  ). 741. l + 7 ' n - f -  742’ , n 3 ~ ~  •

|(.-7}*wr(f+f)* 10 (» +
) 748. 6a. 749. 16a. 750. — . 752. 2(e‘ — 1). 753. 4 V T -

3

3,6 V Г+ 4л* 1п^2л  +  К 1 +  4л* j 756. F Р#*+  р*
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*= 2a cos—  =  
2

2a cos — , 0 ^  ф <  я ,

— 2а cos у ,  я  sg ф <  2л
Дан '^Дал* -2

757- Т Г -Ы п  Т -  758. 12 2

Р .

• т -  / = Ъ  > +  р‘ (0'фГ)м р н i
V  cos 2фa* — ----------sin ф d<f =  2.*ш* (2 — ^  2 V

м  ^  _______
Г  ___ , Ми =  ___ 805. Мж
2  у о

804.

л _  4я 0
ладан фойдаланннг. 763. 14,4я. 764. —  765. — а*Ь. 766. щ Л.

1 6 15
л* 16 8л

767. 'а )  —  б) 2л*. 768. а) —  л ; б) — . 769. 12л. 770. 04J

кесим юзи S =  л/?* — л /1 *= л  ((3 4- *)* — (3 — дг)*) =  12ях
4 а

в  12л} Т = Т ;  V' — 12л  ̂ \ dy -  64 л 771. — лR*H. 772. 2.«J
%о

1 2 32 1773. —  да3. 774. а) 5л*аэ; б) бл3̂ 3. 775. —  л*а3 (л* — 6). 776. - 7-^ juA 
‘ 15 3

=  J L ,  Г + —  ln(2+V  5 )• 806. Мх =  V 2 +  
я 16

105

9Р я
= —  • 809. Мх = —

^ ш 5 ) -  ®^7. х о - i /о— л • *о “  0 , у0 = —
я

8,°- * • * * • “  2о’ 8 , i* л|х =  —
3 з  . —  4- > У% — и I 2р. . 812. х0= 0, у0 »  —-—Зл■ З е - ;  д-о

ГШ 5

Я.

4а
С. =  *5Г* Уо Зл

. Л .  8 ,4 . ха =  у  =  ~ Г -  Фигура у — *
ДГ/. =Р" о» ----

f f > 0 )  биссектриссага нисбатан симметрнк булгани учун хс
Ж  о a a a
Щ .  |  xydx J  дг (I y'7)*d x=  ^ -  . / ,  =  f  y j j f -  f  ( |

0 0
20 5a

777. —  лез. 778. _ i i _ J ----- ! l  nab1. 782. —  . 783. —
3 9 3 3 ;

784. 8л. 785. —  ( 3 4 1 “ — 2). 786. 2л ( |  ~2~ +  In (1 +  К 7 |  |>  *c =У‘  ~ ~  5
9 I _____________  256 I *

788. 3л. 790. -2> 2 —  (g” — 2). 791. 4яг«. 792. 1 6 a V . Pu = ,=—  817. L i l - l b  818. / x j 5 ’ « , 4o

= - * = — . 815. 8 I6- 8 ’
128̂

= 2 я 1  xdl =  4ла*1 ( / —sin/) sin—  dt 4- 4 л a* J (/—sin /) sin— dt- 163*^
L о * л

12 32 --------
793. — лa*. 794. 4л*г*. 795. —  jla*. dl ^  \ p* -p p

5 5
Ф <P <P=2a  co s~ — dy, y = p  sin ф ~ с (1 - |-cos ф) sin ф-=4а cos3 —  sin у  • P ~

л Л
г=2л \ ydl=\bnal  (cos4 —-sin -^ - <Уф~— ля*. 796. 2 я а * (2 -I 2). со«2ф

25o Щь оК* a/)S atfj

Г  т 1 ‘ - и -

~ а '.  822. — . 823. ** =  0 , уо =  —^  ■ И =  4яЛ*. 1 — nR, 

4л Л* 2Я
i-2ny0. У о -  „ £ .2л  я  

2R
лР, S =  2л

——— . 824. S =  2 л у ,1 ,  уо =  —

25___я Л -4 л Л * . 832. т = 7 5 к г . 833. т -к я г* .  Ихтиё-

^ т /илС !син Масаланинг шартига асосан 
11 х рядиуслн шарнинг массаси т (х ) о>. ^

а , 0. i < » «  JL  (.,м н г а ,  к  , „ р ю , , .  — Й Ч  « 7  <*....  U n - f c  М «с» т  -  U -  .{**•“ * * " - 4#л |  * • " “ * * * •
4 4 4 ' 'о 0

ката чап тармога). dl =  } pt -f- р'*
ady k xl = , 1+Si n ( - ^ -  +  «ro +<Po) 835. S2 л/д

I cos 2 f  4* sin ^ y, 4* Фо ^

в ьтф  Г  COS 2 f . Изланаётгаи сярт юан, лемниската Сот тармопшинг ^  Л ( а \  . _  (  h*t __яън**!| аз6 10 м. 837. V =  —  In j '  6* I
ниши дан ^осил булган сирт кшнинг иккиланганига тенг б>лади, 
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— (а —Ых) In —---- “ — ) 888* 0,18 Ж- 839. A =  0,024 кг/м.

/  м, кесими S  мм* булган симни хм чузиш учун сарф этиладига^ J 
р £ “ ““ формула билан ани^ланади, бунда Е — эластиклик Ц

булиб, мис учун Е ъ  12000 кг/мм* деб

и
R* Г /?2

w* =  “ ГГ А =  |а я J  —  х{Н — x)dx (87- чизма). 843. 
/ / ’ п  о И

j f / 1  Q =  0,24/*/? Жоуль- Ленц цонунидан фойдаланинг. <? =  

2
о , » - , ' .......

' I
V  R* — Л» dh. dp =  2Л dft (88- чизма). 845.

4/Г *

86-чизма 8 7 -чизма

XRl Ml - Элементар куч (огирлик кучи) dF=ynR*dxt бунда у — сувга^

н Гс а  шштирма огирлиги (dF =  ^  =  \ — х) dx =  -у -/?1 Я

(86- чизма). 841. /0/, f  —--------- V  842. ^  ■ Ц -  зичлик. КеЯ
\  а b ) о

юзи 5  я^*, элементар жисм э
А  — “

jA* (Y еж 1). 846.
Л* (а +  2 Ь)

чиз-

ADCE X  Л AICJV дан:

ш а — Ь п х
= -----, --------- =  — , у =  а— —  (а — Ь). р =  I дгу̂ д: (89-
f  х а — у х h Jо

у | « 0 ,6 9 3 8 ; 6 ( я ) <  0,0017. 855. *  0,957. 856. 1) я д >  100;

>4; 3) п3> 1 . 857. «1,9541. 858. «0,7468. 868. — . 864. п. 865. 
к 3

Зя* 1 
^лашувчи. 866. Узо^лашувчи. 867. ----- . 868. 1. 869. — . 870. е.

32 2
я  1

— 1.872. — з " .  873.— . 874. 2. 875. Якинлашувчи. 876. Я^инла- 
У 5 2

« | »
«. 877. Я^инлашувчи. j e ” *e dx — { e ~ x$ dx +  \ e ~ x% dx. дг>  I

*A J *1

e x булади. * dx я^инлашувчи, бу ^олда берилган ин-
t

cr » -.v«vn iau жисм хяжшш \ I/ ^ И р н л а ш у в ч и  булади. 878. Уэошашувчи. 879. Узо^лашувчи,
— а  х  « — 9 Лдг» огирлик к у ч и з ^ ^ Ш ^ - -  .л — I

У *рх, *  =  # ,  у =  R 6f.ica, Да — > - L- £—= — 7=  дан фойдаланинг. 880. Якинлашув-
“  1 +  * x - f x  2|/ х

* >  2 да 0 <  arcsin —  ^  arc sin“7J~=“ <  I» 1 + * К * > * К Г*»

*2 f  a rcsin—
x 3 3

— ——  <  — :— ; a =  — > 1  булгани учун берилган
1 +  X  У х  -L  2

u r z z /b

88- чизма

372
89- чизма

\олда

A L К £ .У р а с  ннтегрпл яцинлашувчи булади. 881. Уэоцлашувчи.
+  I

х У  X=  >

* т
дан фойдаланинг. 883. Я^инлашувчи. * > 1 .

373



— /д —N-) I n ------------- |  888. 0,18 Ж- 839. A =- 0,024 кг/к. у.а — Ы1 /

/  м, кесими S  мм* булган симни хы чузиш учун сарф этиладиг** 

р  =  £  формула билан аницланади, бунда Е — эластиклик

п* Г £2
y* =  - jj-  х, А — | i n j  —  х{Н —~x)dx (87- чизма). 843.

j?f/o- 0  =  0*24/*/? Ж оуль-Ленц ^онунидан фойдаланинг. Q =  

булиб, мис учун Е «  12000 кг/мм« деб олиш мумкин. 8»о 4 * 1 R f  lldt. 844. - j -  R*. dS =  2xdx =  2 V R * -h * d h ,  7 = 1, /? = ! ;

/У- jc Г 4 ^ ^ 7  г
L V  -  -

jt У» 1 ЪВг а л
^  V  м  
* \

* -------------L

//

86- чизма 

x t f f l 1- Элементар куч (огирлик
87- чизма

кучи) dF~ ynR'dx, бундл у_  с
сувни

j  V-'1/?1 (Н — x)dx =  — -R'l

(86- чизма). 841. / , / ,  ( - 1  _ - 1 ) .  842. _ ц _

юзи S  =■ пу*, элементар жисм \ажми \ V =  л#* Дд:, огирлик ку> 
bp=*n\iy*(H  — x)A x. у* =  2рх, х =  Н, y = R  б^лса, R* =

зичлик. Кеся 

чиэс

jta /̂i Л* — Л* dh. dp =  2h \ R * -h *  dh (88- чизма). 845. 
Л* . n ntr h*(a+2b)

- (v = 1 )• M6- ;;-------- •

- — -  =  — , у =  a— (a — b). p =  j (89- 
x a — у x h J

ADCE X  Д MCN дан: 

h
ЧИЗ-

851 «  0,6938 ; 6 (n) <  0,0017. 855. «  0,057. 856. 1) л , >  100;

>4; 3) п ,> 1 . 857. «1,9541. 858. «0,7468. 868. — . 864. я . 865.
1 3

Зл*
|^ЯЮувчн. 866. Узо^лашувчи. 867. ----- . 868. 1

и «
*. 870. е.

я 1— 1.872. — 873. — . 874. 2. 875. Яцинлашувчи. 876. Я^инла-
У 5 2

яш. 877. Я^нлашувчи. \е~ x* dx — fe ”  х* dx - f  I <? “  ** dx. jc >  1 

°о»
1* ^ .е~ х булади. \ е ~ х dx я^инлашувчи, бу ^олда берилган ин-

2рЩ  да —  х >  - L i

л R

-u i/_ .//»

88- чизма

372
89- чизма

*1 яцинлашувчн булади. 878. Узоцлашувчи. 879. Узоцлашувчи,
1
—  дан фойдаланинг. 880. Я>{инлашув-

1 - f  х х х 2 У х

* > 2  да 0 <  arcsin —  ^  arc sin-7- = - 7 -  <  1, \ +  х У х  >  х У х  , 
х 2 6

2 +  arcsin —
i n n ------------------ <

1 +  х у х
3 3----- ; а =  — > 1  булгани учун берилган
±  2

h e ннтегрпл яцинлашувчи булади. 881. Узо^аш увчи. 

* 1
JC* JC

I V T
дан фойдаланинг. 883. Я»\инлашувчн. х ^ \ .
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+ ( ' - t J
3!

+  . .
I -  < * > < * <  оо. 1029. e - 2 ( 1 +  1 ^ 2  Щ

О п ’( N 2  п ) —̂ —; ~ ~ ~ < х  ~  1041. arcsin JT=x-fП V х_ 
П

J *  2)» ^ ( * 4 - 2 ) ”
I!

л! +
00

+ 2
•• ) ; “ ° ° < * < в в .  №

п =  1

+

2!

jt* In" 5 г
------- ;-----; — 00 < х <  оо. 1031. 1 + —  +  . . . 4-л! 2!

2х* 8х*; — оо <  х <  оо. 1032. sit Аг = ----- -------------- л.
2! л%

Юзо.

х* -I
п\ ,

4!
2*я—I. 2̂л

+  ( _ , ) " _1 (2я)! +  '  • • : -  00< дг< 00- >033. In 1 0 1

** | * * -  . / _  i\n 4-1 *п
2 -10* 310* ’ ' ‘

я - 10
ОС

1034. f(x) =  J  О +  ( ~  I) * 2 n+ V "  /  (х)

. ПГ  . ’

+  . 

3

+

Ш —  —  I Ь З  . . .  (2я — у  ж2" + 1 +
Т +  2 4 5 2 4 . . .  (2л) 2 л + 1
1,609 1050. 2,833. 1051. 2,0043. 1052. 3.1072. 1053. 2,154

Ж р 2 } 1.25) 1054. 3,017. 1055. а *  10 «0 ,9 9 4 8 . 1056. 0,3804 
[# 0,309. 1058. 0,1973. 1059.1,649. 1060. 0,779. 1061.0,608.
‘ 0,758. 1063. 0,310. 1064. 0,747. 1065. 0,487. 1066. 0,500. 

0,508 1068. 0,072. 1071. Абсолют я^цнлашувчи. 1072. Абсолют

Клвшувчи. 1073. Уэоф1ашувчи ( 2 -  
\ я Т \  п

гармоник ^атор билан

ао
--------.  1 - 2 *  +  (2*)* +  • • ■ +  (-1)" 2" х" +  . . .  =  2  (~  1)41 +  2х п =  о

00 00 00

X 2" х” . f W -  2 / "  + 2  2  ( -  1)" 2" =  2  (» + (-!)"
я =0 п *  О

00 я =  о
„  24п ~ 3 х2'1х 2 п+1) < п . 1035. >  < - i ) " +I —  ; — о о < х <

П з | ' '
00. V

-  win* О.Л ‘Ллв "  '  * ( — 1)(sin*x cos«x =  sin. 2х). ю зе. / w = u  X  / _ I>я — I n -  1 Ji.
я=2 п:

...; — 1<х<
2jcs 2х2/,+|— оо < аг <  оо. 1037. /(*) =  2* +  — + ...+  ££---- 7
о р I

1038. 1 ( х )^ х *  +  -^ -х * +  . . .  + 9Г - 1)!'- х  2п +  2 
2 (2л)!!

- 1 < х <  1. 1039. / W  =  x - ( i + y )  *, +  ( , + “5 _ + т )  **

- ( 4 - Y + т + - г ) х 4 + :  - | < х < 1-

376

Клакг j. 1074. Я^инлашувчи. 1075. Я^инлашувчи. 1076. У зоила- 

p . 1077. Абсолют якинлашувчи. 1078. Уэоклашувчи. 1079. Яцин-
Г 1 *Г9ЧИ. 1080. Якинлашувчи. 1081. R — — — . \Z\ < — — -1082.

} Г2~ V  2

И < — . 1083. Я =  0, г _ 0 .  1084. Я =  I. 1085. #  =  оо.
m

I I 4 1Ц Д  =  2. 1 0 8 7 ./? =  — .1 0 8 8 ./?  =  — , |г| <  — .
4 4 4

V I I I  б о б

|4. V ——  л  (/*}**+-£* 1097. S = —
3 4

4. Координата бошидан бош^а бутун текислик. 1105. х 4- \у >  5. 
». д г> 0 , ж > 0 ,  * +  I. N07. jt* +  1. И08. * > 0 ,  ^ > 0 .  

II» ^ = ± д :  тугри чизи^лардан таш^арибутун текислик. 1110. — 1 <  
* < 1 ,  — 1 < у <  I. N N .  — х ^ у ^ х ,  х >  0; —х >  // >  х, х < 0 .

* ? + - ; < ! .  И13. у > - х ,  у ^ х .  1114. x j . 2 ,  - 2 < у < 2 ,  
У 4

| - 2 ,  —2 < у ^ 2 .  1115. у > 0, у > х ,  х = ^0 . 1116. х» +  ( /« >  1,

р * <  4. 1117. у > У “ , х > 0 .  1118------1119. I

_  х > 0 , у > 0, г > 0 .  1120. jc = ± 2 . у - ± 2 , г  — ± 2  текисликлар би- 
. . .  , Щ^чегар ианган куб. 1121. х + у —С. 1122. ^=сх*. 1123. у^-х-гС ту«ри 

ар оиласи. 1124. у =  х* — с параболалар оиласи. 1125. х*-\-у*=с 
ip  оиласи. 11 26. у =  с — дг* (с >  0) параболалар оиласи. 1127. 

ргипербол ал ар оиласи ( |с |<  I ) 1128. х-\~у^г—0 текистикка парал- 
^ л га н  x-f-у4 -г= с текисликлар оиласи. 1129. x*-f-у* -}-г* =  с* мар- 

^  координата бошида булган концентрик сфералар оиласи 1130. 0.

•• 2. 1132. 0. 1133. — — . 1134. — . 1135. 0. x =  pcos<p, у =  
4 2 а
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форму.
.. sin а= p s in * f  цутб ксординатапарига утинг ва l im --------  =  1

а -»0 а  
jr —► 0^

фойдаланинг. \ да р - * 0 .  1137. Узлуксиз. 1138. (0- о\у -+ Oj ’ ' } У̂т
узилишга эга. 1139. (0; 0) нуцтада узилишга эга. 1140. (0; 0) н\ 
узилишга эга. 1141. (0; 0) нуцтада узилишга эга. 1142. *2 
айлананинг зцар бир нуцтасида функция узилишга эга. 1150. а

— 2дг, г'у =*2ах — 2у. 1151 гх =3дг*/— /*, г ' =  х3 — 3/*х. 1152 /  

I х ___ и 1 0 1 М

d2  =  cos у (sin х)
сое у-I COS xdx —

I 1в</. № --  ъи.. у х__
in xdu. 1181. dz =  sin 2x dx — sin 2y du- 1182 
I. 1183. df (0; 1; 2) =  2e> dy +  4c5 dz. 1184. dz= 
— 0,1. 1186. Д Й = — 15,7. Конус ^ажми тахми-

I Ц в д '  0  =  5. / / = 1 0 ,

X
Г*

хsin —

J  (xdx +  ydy). 1180 
fc)cc* v . sin i/In  sin 
|IV*= — 2dx 4- dy 
Ъ |8 . 1185. Дг «

1 ,7  см3 ми^дорга камаяди. V ~  —  л /?3 H, R =  5, 
шР 3

f a ;  dH =  0 ,2; Д г ж  dv -  —  л (2RHdR 4- /?*d//) га юцорида-
и

^  ----------- . f | 5з . и I ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ — атларни куйсак, Atf ж  — 15,7 см3 з^осил булади. 1187. Др
_V* * * х* ^  +  Е уладан  фойдаланинг, Дг =  1,2 л  хм3. 1188. >4 ж  0,08. N89. А «

А v«2 *94. 1190. Л «  4,24. (1,94)* е0,12 ни / ( х ;  — х* фунциянинг 
1,94; 0,12) нуцтадаги ^иймати деб цараймиз. Мо (2;0) булиб, Д х=  

Щ 0 6 ; \ у =  0,12 булади. (1,94)» г0!2 «  ЦМ„) +  fx (M0) Д х +

ВЛ4„) Л(/ =  4,24. 1191. A ss 0.75. 1192. =  2е*' (2г*' +  sin*0+
е1 dz_ +  j f c

г '  4- е‘ dt е* 4 - 1 '  dx
1 dz 1 дг

У

cos

1154. Sf =■ — axe / -f- b, s 

x \  X* /• ^  x

И55. 2!

nJL
c o s — . 1156. 2

X x
«  4 (Зх//3 -  X* 4- 5)3 (Зу3 -  2x), 2y=  4 (Зх*/3 -  x* 4- 5)* (кху*). 1 157. г] 

y_
x

дг
sin2t. 1193. ^

у
~~ x* *
u__

x*

? =  ----^ •*
• » х • 1158. *х

1 X (/
— —  cos —  cos —

У у X

sin — , г =  — 
х у

X X 
—  «X —
У2 У X

1
X

. X . У sin— sin — . 
У X

*, и у— гх>'2 In х. и'г- In X. 1160. и'х =  У2 x;Z ~ 1
г//г 1 = гу*~~̂ хУжIn X, «•** У*хУш In X ■In у. 1161.

dx 1 4“ **

ll9 5 . —  =  (2 uv — t 1) cos у 4- 
ax

1196.дг»in — x (2utf — sin у +  (u* — 2uv) xcosy. i is

2x4- 4  l ' / X +  V ^ ~  : —  =  2 x +  4 -___ 2 r x 2 V у dl 2 Г x

V  JL. 1197 —  =  2rln /  ■ t g / 4-

=  у cos (ху +  уг), uy =  (x4- г) cos (xy 4- уг), иг =  у cos ( х у  уг). II

=  Y - ^ (4; 3) =  Т '  ,|в4’ ,ж 0 )=0’ /* (,: l: 4) 2sin
f  у ;  0; — 1) =  —sin (— 1> »  0,84. 1 1 6 5 .-^ . 1166. ^ (2 ;  1)^

= - j .  /,(2 ;1 )= --0 . "6 7 . (1; 2; 0) -  1. / , ( 1 ;  0) =  - j .  l't <U ^  dx , _  ху 

0) =  — . 1173. —  (Л10) — Ох у^и йунатиши буйича М0 ну^тадагИ д£ __ —

*  I  ду хг
функциянинг узгариш тезлигнии ифодалайди. Худай шунингдек, ^ ^ ЭШ|4 dz =  —

1174. Й5ц. /л (0; 0), 1у (0; 0) лар мавжуд эмас (г(х ; 0) =  | х | ФУиК' 
циянинг х =  0 да ^осиласи мавжуд эмас). 1175. \г. 476 . dz

Г* 4-J. t c / , ( L ± J - l n / .  П98 
г 18И  cos*/

г к г X
— • I 191. — __у  dt Iи \ dz /  if \  ^ г / 1 \м»». -  » ( 1 - ^ ) х

х-1 •

дг
дх ~ 

хг 
ег—ху

1208. - =  —  
dx

*  i
1. 1211.

S дгуг
t* —xy ду

1215. dz — — 1
1 — ху

ydy.  1216. dz =
rf  г Ы и — У̂ х) |224 2^ /— 6х — 4у, гху

г* 4- ху е
XX6 1225. г'хж =  0. гху— ‘ У*

хеч ■ 1 226.и ^ л + i o - W , .  .■ " L  ,
. Ж / ____ /  Ш 6. 1225. г хж =  0, гху— ^ух * уу

1178. d u ~ y 2 (xy)*~ dx +  x2 (x y f~ l d y +  (ху)* In (xi/) ^  И 'У Ж |»  ’ ^  2х  ̂ ___L -  1227. И <*еГу,;

I - ^ 5 ч 5 > -



u'Xi,~ u lX=*V+*V*)**y*' If 0  + 40****; UyZ **ll'2ŷ x{|
+  хуг) е*У*- и -  лЪ* е*У*; u „  =  х* у* е*У. 1228. ^  =  е* ,п

sin у
JT* *У +

COS у
; гуу= ------г —sin У - |п *• 1229. ?■

= —У* COS ху ; гху =  — ху cos ху — sin дгу; г#1/=  —  лг* co s ху. 1230. , /

=  “ мг ь ' “*ц= 0: "у* ~  “ и  — ,232- ^  =  0. 1233. Л  
у 2 2у 3

------------ d x * - f —  dxdy ; d3z = -------dx3 ----------. dx*dy. 1234. <ft
x* x x* x*

=  e х+*’ (dx* +  Ay dx dy +  (2 +  4y*j dy*). 1235. d*7 =  2 sin 2y dx di

-f  2x cos 2y 2dy*. 1236. f'xx( 0; l>=6; /" ,< — 1; I) = 3 0 ; fyy (2; 0) = 0 . I2j
/ж'д(0; 0) — m(m— 1), /* (0; 0) -m n ; /* (0; 0 )= n  ( п - 1). 1238. dj (1; 2)

d*l(\;2)~6 dx*+2 dx dy+4,5 dy*. 1243. u (x;//)=<p(x)-t-tf (y). 1244. и 
У) =  *4>(у) +  t  (У)- 1245. /(x ; y) =  I — (x +  2)* +  2 (x +  2) (у — 1)

+  3 U - I ) * .  m e .  ) [ » ; » ) - »  +  » » +  1 ■’* "  1217. < * + » - !

+ « , - „ + „ , + 1 , , + « * -  H + f r - H I V - ■ > + < « + „

1,0081. I (x, y) — "]/x • Т ^^деб  олиб, M0(l ; 1)нуцта атрофида Tcfi 
формуласи буйича ёйинг. 1249. (0.95)2,01 «0 ,902 . /  (дг; у) =  у* деГ>, ол 
МщЦ2; 1) ну^та атрофида Тейлор формуласи б\йича ёйинг. 1250. г= х

х — 2 V — 1 г  — 2 д: — 2
+ 2 у —2; — —  =* - ------------j— . 1251. 8jt — 8у — г =  4,

и — 1 2 — 4
—8 —I . 1252. дг— 2у +  3г =  6;

х — 1 
1

1253. х+ 2у  =  4; - - - 2 «  ^  ,254- 2 ~  “  х +  пУ'

8
у +  1 __ *1 
- 2  3

х — я 
1

У — 1 *
=  --------- =  — . 1255. А1| (6; —24; 8), М .(— 6; 24; — 8). Сиртнин

— л  1

(*•*. Уъ\ *о) нуцтасида сиртга утказилган уринма текислик тенгламШ 

хо (* — *0) +  Уо (У — Уо) +  20 (2 — 20) =  0 ёки дгодг +  у0у  4- V *  *о+Ро‘ 
+  2q =  4 булади. Икки текисликминг параллеллик шартига acocaj

- f  =* 2Tj2 =  ^ булада, бундам дг0 =  За, у0 =  — 12Х, г0 =

ларни сфера тенгламасига цуйсак, к =  ±  2 келиб чи^ади ва изланга!
х — 3 и — ^

нуцта топилади. 1256. 2х - f  2у +  2 =  6. 1257. ---------=  — "—

2 — 5

—5 ; О (0; 0; 0) нуцтада норма! ани^анмагаи. 1264. 2mln (1;

—0. 1265. *Я |П^1; “ ) =  4. 1266. Экстремумга эга эмас. 1267.
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[If 0) =  — I. 1288. Экстремумга эга эмас. 1269. ?min ( V 3 ;  
■  “ - V 3 *  г« . « ( - / 3 ; ~ / 3 ~ ) - б / з :  1270. гт „ ( 4 ;  - 2 )  =- 
: 1271. ?m„ ( -  1; -  l) =  - 3 .  1272. г т „ ( 4 ;  4 ) =  12. 1273.

( - 2 ;  0) =  -  — . 1274. гт1п (2; 1) =  -  28. w  ( - 2 ;  - 1 )  = 28 .

(т: т) = т  ,27в' w‘: 1) = 2' l277' w (,; 2)=
/ 1 8  12 \  36 

2) =  5. 1278. , mln ( — ; —  j  =  — . .2 7 9 . ,=

y ~  3 r
■h - ' - V  к - -

цилиндр асосининг радиуси, у — цилиндр

пиги. Маълумки, цилиндр сиртининг юзи S = 2 n  х * + 2 я  ху, v=nx*y. 
Iur*// шартда S =  /  (х; у) =  2л (х* - f  *//) функциям экстремумга 
ириш керак. Ердамчи Лагранж функциясини F =  2я (х* +  xy)-f-

ях*//— у) куринишда олииг. 1280. Энг катта ^иймати 

»• У  2 ,  энг кичик ^иймати г — i - J l  j  =  — J ^ 2 . fr

1^ь0 булгани учун берилган функция энг катта ва энг кичик 
ртларига со.^анинг чегарасида эришиши мумкин. х* +  у* =  1 айлана

|
^амаси параметрик куринишда ’ | о < / ^ 2 я  булади. У

у  =  sin / )

я  5я
В г =  cos / -f- sin /, г.— — sin / -f- cos / =  0 дан /х =  — , /, =  —  ;

4 4

1*1 =  ^ ;  *  =  =  .«тЛ (0; О = з .  1282.

гт. к. ^4; 4) =  128, г э. кич. К ° ) ~  4 1283, ЭмГ катта **ИЙ*
/ 1  2 \  2

1, энг кичик ^иймати — 1. 1284. гэ# кат ц I — ; — j  =  — ; 

кич. *. О *’ Я»- - 2 .  1285. г , кат к ( 4 ; 0 ) = г ( 0 ;  4) =  91.

нич. к. *3; 3) = 0 .  1286 * ^  =  Нзланаётган цуши-
тлар  х, у, а — х—у булсин. Бу ^апда ^уйилган масала г =  ху{а—
— У) функциянинг макси мумини излашга келтирилади. 1287. Тенг

2 р
онли учбурчак булиб, а =  Ъ =  с =  _ *  бунда а =  х, Ь =  у, с =

2р — х — у. 1288. М0 ( |  5 ;  1), Afх(— ^5 ; I), х* — у* — 4 =  0 
>тда z =  d* =  х* +  (у — 2)* функцияни мннимумга текширинг. 1289.
V W .
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