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С У З  Б О Ш И
Ушбу укув кулланма 1986 йили н атр  этилган «Математик анализ, 

1-кисм» китобимизнинг давоми булиб, мазкур курснинг долган анъа- 
навий мавзуларини уз ичига олади. К,улланмани ёзишдаги асосий прин- 
ципларимиз 1- кисмга ёзилган суз бсшида келтирилган, 2- кием ни тай- 
ёрлаш жараёнида улар деярли узгаргани йук. Факат куйидаги муло- 
^азаларимизни ^ушимча цилишки лозим топамиз.

Кулланма куп узгарувчили функциялар па уларнинг дифференциал 
^исоби баёнидан бошланади. Маълумки, бир узгарувчили ва куп узга­
рувчили функциялар учун дифференциал хиссб масалаларининг куйи- 
лиши ва ечилиши орасида ухшашликлар ва тафовутлар бор. Биз ана 
шу ухшашликлар Еа тафовутларни бутун дифференциал хисоб давоми- 
да явдолро^ таъкидлашга ^аракат килдик.

Баъзи мавзуларга одатдагидан купро^ эътибор берилиб, улар ж уда 
батафеил баён килинди (масалан, каррали ва такрорий лимитлар, ф унк­
ционал каторларнинг текис ва нотекис якинлашувчилиги, даврий 
булган ^амда даврий булмаган функциялар ва ^оказо). Бу уринда ш у 
мавзуларнинг мавжуд адабиётларда етарлича ёритилмаганлигини хисоб- 
га олдик.

Айни пайтда баъзи магзуларга, масалан, каррали интеграллар, сирт 
интеграллари, эгри чизикли интеграллар маезуларига одатдагидан кам- 
рок; эътибор берилиб, улар ккскарок баён этилди. Шуни хам айтиш 
керакки, эгри чизи^, сирт, жкем каби тушунчалар геометрия курсла- 
рида тула баён этилишини ^иссбга олиб, биз уларнинг математик ана­
лиз курси учун зарур булган уринларинигина келтирдик. Юкоридаги 
интеграллар тушунчаларининг киритилиши ва урганилиши жараёни 
бир-бирига ухшаш булганлиги учун 5̂ ам уларга кам урин ажратдик.

Кулланманинг илмий ва методик жи^атдан яхшиланишига уз ^ис- 
саларини ^ушганликлари учун грсфессорлар А. С . Саъдуллаев, X. Р . 
Латипов, доцентлар М. Зохиров, Э. X. Якубов, Б. Наимжонов, 
А. Борисов, Р. Ранихужаевларга, шунингдек, уни нашрга тайёрлашда 
цатнашган А. Умаров (ТошДУ) га миннатдорчилик билдирамиз.

Кулланмадаги камчиликларни бартараф этишга ва унинг сифатини 
яхшилашга каратилган фикр Еа мулохазалгрини билдирган уртокларга 
аввалдан уз миннатдорчилигимизни билдирамиз.

Авторлар



КУП У ЗГ А РУ В Ч И Л И  Ф У Н КЦ И Я Л А Р, У Л А РН И Н Г ЛИМИТИ, УЗЛУКСИЗЛИГИ

«Математик анализ» курсининг Ь^исмида бир узгарувчили функ- 
циялар батафсил урганилди.

Математика, физика, техника ва фаннинг бошка турли тармоклари- 
да шундай функциялар учрайдики, улар куп узгарувчиларга богли^ 
булади. Масалан, доиравий цилиндрнинг ^ажми

V =  л - г 2 к  (12.1)
икки узгарувчи: г — радиус ^амда к  — баландликка безлик.

Ток кучи

/  =  - |  (12.2)

хам икки узгарувчи: Е  — электр юритувчи куч ва — каршиликнинг 
функцияси булади. Бунда цилиндрнинг хажми (12.1) формула ёрдами- 
да бир- бирига бонлиц булмаган г ва И, узгарувчиларнинг кийматларига 
кура, ток кучи (12.2) формула ёрдамида бир-бирига борлик Сулмаган 
Е  ва Я узгаРУвчилаРнинг кийматларига кура топилади. Шунга ухшаш 
мисолларни ж уда куплаб келтириш мумкин*. Бинобарин, куп узгарувчи­
ли функцияларни юкоридагидек ЧУКУРР°К урганиш вазифаси турилади.

Куп узгарувчили функциялар назариясида з а̂м бир узгарузчили 
функциялар назариясидагидек, функция ва унинг лимити, функция- 
нинг узлуксизлиги ва ^оказо каби тушунчалар урганилади. Бунда бир 
узгарувчили функциялар ^акидаги маълумотлардан мугтасил фойдала- 
на борилади.

Маълумки, бир узгарувчили функцияларни урганишни уларнинг 
аникланиш тупламларини (со^аларини) урганишдан бошлаган эдик. 
Куп узгарувчили функцияларни урганишни хам уларнинг аникланиш 
тупламларини (со^аларини) баён этишдан бошлаймиз.

1-§. Нт фазо ва унинг му^им тупламлари
1. Я 2, Я 3 ф а з о  л ар.  Ихтиёрий иккита Л ва В тупламларнинг 

Декарт купайтмаси билан танишган эдик (^аралсин, 1- к,исм, 1-боб,
1-§). Энди А  ва В  тупламлар деб Я  туп л ам н и  олайлик: А =  В = Я .  
Унда

А Х  В  =  Я х  Я =  {(хь х 2): х 2 £ Я}
булади.

*Сирасини айтганда, аслида табиатда, фая тармоугарида, кундалик з^аётда де- 
ярли хамма вакт куп узгарувчили функцияларни учратамиз. Аммо, биз аввал сод- 
далик учун бир узгарувчили функцияларни муфассал урганган эдик ва математик 
анализнинг асосий масалаларини шу содда ^ол учун тушуниб етган эдик.



{(-£], лт2): хх б R , х2 6 R} хг ------------------jM(x,,*2)

туплам R 2 туплам  деб аталади. Равшанки, Я2 |
туплам элементлари жуфтликлар булади. Улар I
шу туплам нщталари  деб юритилади. Одатда R2 |
тупламнинг ну^таси битта ^арф, масалан (xv  .v2)c I
б R2 нукта х ор^али белгиланади: х  =  {хъ х2). I
Бунда Xl ва х 2 сонлар х  ну^танинг мос равиш да______________ ! ,
биринчи ва иккинчи координатамари дейилади. О К

Текисликда тугри бурчакли Оху  Декарт ко- 
ординаталар системасини смайлик. Ох укда (абс- 1- чизма
цисса укида) x t узгарувчининг к,ийматлари, Оу
укда (ордината укида) эса х 2 узгарувчининг кийматлари жойлашган 
булсин. У ^олда (хъ х 2) жуфтлик текисликда координата лари х х ва х 2 
булган М ( х  1, х2) ну^таии ифодалайди (1 -чизма).

Дакский сонлар туплами R  билан турри чизик нукталари орасида 
узаро бир кийматли мослик урнатилгани каби (к;аралсин, 1 - к,исм, 2- боб, 
10-§) R 2 туплам нукталари билан текислик нукталари орасида ^ам 
узаро бир цийматли мсслик урнатиш мумкин. Бу эса R 2 тупламнинг 
геометрик тасвирини текислик деб карай; имконини беради. Юь;орида 
R 2 тупламнинг элементларини нукта деб аталганининг боиси ^ам 
шундадир. Аналитик геометрия курсида ке л т и р и л га н и де к , /?2 тупламда 
(текисликда) икки ну^та орасидаги масофа тушунчасини киритиш м ум кин .

х  =  (хи х2) 6 R 2, У ~  (у v У2) 6 R 2 булсин.
12.1 - т а ъ р и ф .  Ушбу

Р (х. у)=  V iH i —  ХгУ +  {у2 — х 2)1
микдср х  =  (хь х2), у — (уъ у 2) нукталар орасидаги масофа деб ата­
лади. Киритилган р(х, у) масофа цуйидаги хоссаларга эга (бунда V  х,у ,  
Z 6 R*y.

Г . р (х, у ) >  0 ва р (х, у) — 0 <==>х — у*.
2°. р(х, у) — р (у, х). 
3°. р(х, г)<р(лг,  у) +  р(у, г).
Бу хоссаларнинг исботи кейинги пунктда (умумий ^олда) келтири- 

лади.
Одатда R 2 туплам R 2 фазо (икки (¡лчовли Евклид фазсси) деб ата­

лади.
Энди R 2 фазонинг келгусида тез-тез учраб турадиган баъзи бир 

му^им тупламларини келтирамиз.
R 2 фазонинг а — (аъ а2) нук,тасини хамда мусбат г сонни олайлик.
К,уйидаги

{(Xi, х 2) 6 R 2: (*i — a xf  +  (х2 — a2f  <  г2}, (12.3)

*Агар х  =  (хЛ, хг) £ Р Л  у =  {уи  у 2) £  R * нукталар учуй =  у и х г =  у 2 бул- 
са, у холда х  — у  деб аталади.



{(*!, л'2) 6 Я 2 : (хг -  а,Т  +  (хг -  «2)2 <  г2} (12.4)
тупламлар мос равишда дойра хамда очик дойра деб аталади. Бунда 
а  ну^та дойра маркази, г эса дойра радиуса дейилади. Ушбу

{(х, , х2) 6 /?’2[: (х, -  а,у  +  (х2 -  а&  =  г2}
туплам айлана дейилади. Б у айлана (12.3) ва (12.4) доираларнинг че- 
гараси булади.

(Ихтиёрий тупламнинг чегараси таърифини кейинроц келтирамиз.)
(12.3) тупламнинг геометрик тасвири 2-чизмада ифодаланган.
(12.3) тупламда (доирада) дойра чегараси шу тупламга тегишли 

булади, (12.4) тупламда эса (оч щ  доирада) дойра чегараси (12.4) туп­
ламга тегишли булмайди.

Очик; дойра ^амда бу дойра чегарасининг баъзи бир нукталаридан 
иборат булган тупламларни тузиб ^ам караш мумкин. Масалан, 3-чиз- 
мада очик; дойра з$амда унинг чегарасининг юкори ярим текисликда 
жойлашган нукталаридан иборат туплам келтирилган.

Масофа таърифидан фойдаланиб, дойра хамда очик; доираларни мос 
равишда куйидаги

{ х е # 2:р(х, а ) ^ г } ,  (12.3 ') { х е ^ Р ( х ,  а ) < г }  (12.4')
тупламлар деб х;ам ^араш мумкин.

а, Ь, с, й — хакикий сонлар ва а<.Ь , с<с1 булсин. куйидаги
{(*1 > х 2) £ Я2: а <  X! <  Ь, с <  х% <  й}, (12.5)
{(^1, х2) 6 Я 2: а С х ^ Ь ,  с < х 2< (1}  (12.6)



тупламлар, мое равишда тугри туртбурчак  хамда счиц турри т урт -  
бурчак деб аталади. Бу (12.5) туплам 4-чизмада О х у  текисликдаги 
штрихланган соха сифатида тасвирланган.

Ушбу a +i> с +  d
6 R2 нукта (12.5) ва (12.6) турри т урт бур-

2 2 
чакларнинг маркази  дейилади.

R 2 фазонинг ушбу
{(*i> х2) € # 2: *i > 0 ,  х2 >  0, +  х2 <  ft} (12.7)

нукталаридан иборат туплам (икки улчовли) симплекс деб аталади, 
бунда h — мусбат сон. Симплекс (simplex) латинча суз булиб, у содда 
деган маънони англатади. (12.7) тупламнинг геометрик тасвири 5 -ч и з- 
мада ифодаланган.

Энди R 3 фазо тушунчаси билан танишамиз. R 3 фазо зрм ю^орида- 
ги R2 фазо каби таърифланади. Иккита тупламнинг Декарт купайтма- 
си каби ихтиёрий учта А, В, С тупламнинг з^ам Декарт купайтмаси т у ­
шунчаси киритилади. Хусусан А =  В  =  С =  R  булганда

А х В х С  =  R x R x . R  = {(xl, х 2, х 3): х г £ R, x2£ R ,  x3£ R }
булади.

Ушбу
{(*!, х2, х д): x ^ R ,  x 2e R ,  x3 £ R }

туплам R 3 туплам  деб аталади.
R 3 тупламнинг элементи (л'г, х 2, х 3) учлик шу туплам нуцт аси  

дейилади ва уни, одатда битта х;арф, масалан, х  оркали белгиланади: 
х  =  (х ь х2, х3). Бунда х ъ х2 ва х3 сонлар х  ну^танинг мос равишда 
биринчи, иккинчи  ва учинчи координаталари дейилади.

Фазода турри бурчакли Oxyz Д екарт координаталар системасини 
олайлик. Ох укда х у узгарувчининг кийматлари, О у  у к да х2 у згарув- 
чининг кийматлари ва Ог укда х 3 узгарувчининг кийматлари ж ойлаш - 
ган булсин. У зфлда (хи х2, х3) учлик фазода координаталари х и  х 2 ва 
х 3 булган М  нуктани ифодалайди (6-чизма).

R 3 тупламда ихтиёрий х  — (xv  
х*  *ч)> У =  (i/i> У г Уз) ну^таларни 
олайлик. Ушбу
р (х ,у )=

= / (yi— x , f + ( y 2— x2f + ( y 3

мивдор х  ва у  нукталар ораси- 
даги масофа деб аталади. Шу 
тарзда аникланган масофа куйи- 
даги хоссаларга эга (бунда V1 х,
У, z 6 R3):

1°. р(х, у ) > 0  ва p(.v, у) =
=  0 ■*==> х  =  у*.

6- чизма

М(х,Аг/х,)

*Агарх  =  (хъ х2, х3) в а у  — (yv y2,y3) 
нукталар учун х х — у и  х 2 = у г, х3 =  
=Уз булса, у ^олда х  =  у  деб агалади.



2°. Р(лг, у) =  р(у, х).
3°. р(х , г)<р(лг ,  У) +  Р(У, г).

Б у  хоссаларнинг исботи 2-пунктда (умумий холда) келтирилади.
I1 '• Ю^орида келтирилган Я ^туплам  R3 фазо (уч улчовли Евклид фа- 
зоси) деб аталади.

Энди R 3 фазонинг му^им тупламларини келтирамиз.
R 3 фазонинг а =  (аъ а„, а3) ну^тасини хамда мусбат г сонни олай- 

лик. ^уйидаги

{(хг, хг, х3) Е R 3: (хг -  atf  +  (х2 -  а2)1 +  (х3 -  о3)2 <  г2}, (12.8) 
{(хи хг, х3) е R 3: (х2 — üj)2 +  (х2 — а2у- - f  (х3 — а3)3 <  г2} (12.9)

тупламлар мос равишда шар  хамда очик шар деб аталади. Бунда а 
ну^та шар маркази, г эса шар радиуса дейилади. Ушбу

{(xj, х2, х3) 6 # 3: (хх — öj)2 +  (х2 — а2)2 +  (х3 — й3)2 =  г2}
туплам сфера дейилади. Б у  сфера (12.8), (12.9) шарларнинг чегараси 
булади.

Юкррида келтирилган (12.8) тупламнинг геометрик тасвири 7-чиз- 
мада ифодаланган.

Демак, (12.8) тупламда (шарда) шар чегараси шу тупламга тегиш- 
ли булади, (12.9) тупламда эса (очик; шарда) шар чегараси (12.9) туп­
ламга тегишли булмайди.

R 3 фазодаги масофа тушунчггидан фойдаланиЗ, шар ва очиь; шар- 
ларни мос равишда ушбу

{х  6 R 3: р (х, а ) ^ г } , '  (12.8') { x ^ R 3: р (* . а ) < г }  (12.9')
тупламлар сифатгда ^ам аниклаш мумкин.



Ушбу
{(-̂ 1» ''"з) 6 Я 3’. & ^  Хх ^  Ь, с ^  х2 ^  (1,
I ^  ^3 ^  }̂»
{(лгх, л',, хп) б Л3: а< .Х х< .Ь ,  с < х 2<  с1,
1 < Х 3< 5 }
тупламлар (бунда а , 6, с, (I, I, э — ха- 
цщий сонлар) мос равишда параллеле­
пипед  ^амда очиц параллелепипед деб 
аталади. Юк,орида келтирилган парал­
лелепипед 8-чизмада тасвирланган.

Ушбу
{('Х\,  Х2, Х3) 6  Я^.Хх  ^  О, Л*2 ^  0 , Хд ^  О,
Хх 4“ Х2 “Ь -̂ з ^
туплам симплекс (уч улчовли симплекс) дейилади, бунда /г >  0 — узгар- 
мас сон. Бу туплам 9-чизмада тасвирланган.

2. Я т ф а з о .  т  та^Д , А 2, . . . ,  А т тупламларнинг Декарт купайт- 
маси иккита А ва В  тупламларнинг Д екарт купайтмасига ухшаш таъ- 
рифланади. Агар Ах =  Л 2 =  . . .  =  Ап  =  #  булса, у холда

Ах х  А2Х  . • • X  Ат =  Я  х  Я  X  . . .  X  Я  =  {(*!, х2, . . . ,  *я ): ^  € Я , 
•*■*€/?......... хт £ Я }

булади. Ушбу

{(^1 , ^ 2’ • • • > хт): хх £ Я, х 2£ Я , . . . ,  х п  б Я}
туплам Ят туплам  дебаталади. Я т тупламнинг элементли (хх, х 2, . .  
хт шу туплам нуктаси дейилади ва у одатда битта ^арф
билан белгиланади: х  =  (х,, х 2, . . . . ,  х т). Бунда х и х 2, ___ _ хт сонлар ж
ну^танинг мос равишда биринчи, иккинчи, . .  ., т- координаталари  
дейилади.

Я т тупламда ихтиёрий х  =  (Хх, х2, . . .  , х т), у =  {у^ Уг, ■ ■ ■, Ут) нуц- 
таларни олайлик.

Ушбу

Р (х, У)— У"(Ух — Хх)2+(г/2 — л'г)2+  • • • +  (Ут—хт)2 ~

~ \ [  % { у - х ?  (12.10)
г 1—1

микдор х  ва у  ну^талар орасидаги масофа деб аталади. Бундай а н щ -  
ланган масофа ^уйидаги хоссаларга эга (бунда V * , у, г £ Ят):

1°. р (х, у) >  0 ва р (х, у) — 0 -<=>• х  — у*.
2°. р(х, у) =  р(г/, х).
3°. р (х, г ) <  р (х, у) +  Р {У, г).

*Агар х  =  (дс,, дг2, . . .  , *т ) £  Я т, у  =  (г^, у 2, . . .  , у т) £  Я т ну^талар учун
* 1= 0 1 .*г =  У2 ’ • • • .  хт =  Ут булса, у з^олда д: =  у  деб аталади.



Бу хоссаларни исботлайлик. (12.10) муносабатдан р (х, у) микдор- 
нинг ^ар доим манфий эмаслигини курамиз. Агар р (х ,у )  =  0 булса, 
унда у  у — Ху =  0, у% ~ х 2 =  0, . . . ,  у т х т 0 булиб, У\, х 2 ■ 
== г/2, . . .  , х т =  у т, яъни х  =  у  булади. Аксинча х  =  у, яъни х г =  у и  
х 2 =  у2, . . ■ , х т =  у т булса, у ^олда яна (12.10) дан р(х, у) =  0 бу- 
лиши келиб ч и кади. Бу эса 1°-хоссани исботлайди. (12.10) муносабат­
дан

Р (Х’ У) ~  {У1 -̂ 1) ' “Ь (У2 +  • • • +(Ут хтУ ~
=  / ( * !  — Уд* +  (Х2 —  у.¿У1 +  . . . +  (хт —  у т)2 =  р (у, х)

булади.
Масофанинг 3°-хоссаси ушбу

тенгсизликка асосланиб исботланади, бунда а и а2, . .  . , ат; Ьь Ьг, . . . 
Ьт — ихтиёрий ^ацикий сонлар. Аввало шу тенгсизликнинг тугрилиги 
ни курсатайлик. Равшанки, V  * £ Я  учун

келиб чи^ади. Демак, бу квадрат учхад иккита турли ^а^икий илдиз- 
га эга булмайди. Бинобарин, унинг дискриминанте

т
2 |  (а. х  +  6,)- >  0. 
1 = 1

Бундан х  га нисбатан квадрат уч^аднинг манфий эмаслиги

т т Г т■ т

- 2 а / 2 ^ +  2  а Л .  ^ 0  
¿=1 /=1 [ ‘=1

булиши керак. Бундан эса

булиб,

булади. Кейинги тенгсизликдан эса

(12. 11)



булиши келиб чщади. Одатда (12.11) тенгсизлик Коши  — Буняковский  
тенгсизлиги деб аталади.

Ихтиёрий х =  (хъ х2, . . . ,  х т) £ У =  (уъ У2, . . .  , Ут) 6 Ят, * =  
=Х 21. г3, . .  . , гт) а Я т ну^таларни олиб, улар орасидаги масофани (12.10) 
формуладан фойдаланиб топамиз:

булади. Ю^оридаги (12.12) муносабатларни эътиборга олиб, топамиз:

Бу эса 3°-хоссани исботлайди. Одатда 3°-хосса билан ифодаланадиган 
тенгсизлик учбурчак тенгсизлиги (учбурчак бир томонининг узунлиги 
долган икки томон узунликлари йигиндисидан катта эмаслигини эъти ­
борга олиб) деб юритилади*.

Ят туплам Я т фазо ( т С/лчовли Евклид фазоси)  деб аталади. Энди 
Ят фазонинг баъзи бир му^им тупламларини келтирамиз.

Бирор а — (аь а2, . . . , ат) Е Я т ну^та ва г > 0  сонни олайлик. 
Куйидаги

*Ят фазонинг ихтиёрий иккита х, у ( х £ Я т, у £ 1 1 т) нукталари учун 1° — 3°- 
шартларни ^аноатлантирувчи функцияларни куплаб топиш мумкин, яъни х, у  ну^та- 
лар орасида «масофа» тушунчасини турлича киритиш мумкин (буха^да 14-боб, 1 -§  
га 1̂ аранг).

(12. 12)

р(х, г ) < р ( х ,  у ) +  9 (у, г).

{х =  (хи х 2, . . . , хт) £ Я т\ (хх — а х)2 +  (х2 — а 2)2 +  • • • +

+  (Х т  —  а т ?  <  Г'1},

\х =  (х15 х 2, . .  . ,  х т) е Я т: (Хт_ — а х)2 +  (х2 — а 2)2 +  . .  . +  
+  {хт —  ат)2< г 2}, (12.14)

(12.13)

яъни
{х 6 я т: Р (X, а) <  г), 
{ х Е Я т: р ( х , а ) с г )

(12 .130
(12 .14 ')



тупламлар мос равишда шар з^амда очик шар  деб аталади. Бунда а 
ну^та шар маркази, г эса шар радиуса дейилади.

Ушбу
{х =  (хи  х 2, . . . ,  х т) 6 Я т: (Хг —  ад2 +  (х2 — о2)3 +  . . . +

+  (хт—  а„)г =  г2},
яъни

д{х, а) =  г}

туплам сфера деб гтллади. Бу сфера (12.13) ва (12.14) тупламларнинг 
чегараси булади.

Ушбу {х — (хг, х 2, . . . , х т) £ Я*:'йх <  х х ^  Ьь а2 <  х2 <  Ь2, . . . ,

ат ^  х т ^  Ьт}>
{х === X2, • • • у х т) 6 ^  • ^ 1  ^1» ^ 2^^ ■̂2*<''̂  2 » • • * »

^  -*-т /̂и}
тупламлар (бунда а 2, а2, . . . , аш; 6^ ¿>2, . . . , Ьт — ^ацикий сонлар) 
мос равишда параллелепипед  ^амда очи/£ параллелепипед деб аталади. 

Ушбу
{х  =  (лгъ х2, . . . , х т ) € Я ” : х х >  0, х2 >  0, . . . , х т >  О, х^Ч- х2 +

+  • • • +  хт ^  Ь}

туплам симплекс (т-$лчовли симплекс) деб аталади, бунда И— мус- 
бат сон.

Ю^орида келтирилган тупламлар тез-тез ишлатилиб турилади. Улар 
ёрдамида му.^им тушунчалар, жумладан атроф тушунчаси таърифла- 
нади.

3. К т ф а з о д а  очи** в а  ё п и к; т у п л а м л а р .  Бирор х° =(х\,  х°,
. . . , Хт) нук>та хамда е >  О сонни олайлик.

1 2 . 2 - т а ъ р и ф .  Маркази х° ну^тада, радиуси г га тенг булган очи^ 
шар х° ну^танинг сферик атрофи (г-атрофи) дейилади ва 0 е (х°) каби 
белгиланади:

¿УЕ(х°) =  {х£Р>т: р(х, л°) <  е}. (12.15)

Нуктанинг бош^ача атрофи тушунчасини хам киритиш мумкин.
1 2 . 3 - т а ъ р и ф .  Ушбу

{х =  (хи  Х 2, . . .  , Хт) 6 Я т-. х ° —  6Х<  * ! <  х° +  6Х, . . . ,

х°т- 8 т< х т <х°т +  6т)} ( 12. 16)

очи^ параллелепипед х° нуктанинг параллелепипедиал атрофи деб ата­
лади ва и б1 6а ш 6 (х°) каби белгиланади.

Хусусан 6Х =  б8 =  . . . =  6т  =  б булса, (12.16) очи^ параллелепипед 
очи!^ кубга айланади ва уни 27й (х°) каби белгиланади.

Шундай ь^илиб, Я™ фазода нуктанинг икки хил атрофига таъриф 
берилди.



12.1-л е м м а .  x ° £ R m нуктанинг хар кандай UB(x°) сферик ат ­
рофи олинганда .\ам %ар доим х° нуктанинг ш ундай  U6i öi.........em(*°)
параллелепипедиал атрофи мавжудки, бунда

булади. __
Шунингдек, х° нуцтанинг xiap щ ндай  t / 6j_ 6>..........&т (х°) паралле­

лепипедиал атрофи олинганда %ам хар доим игу нуктанинг шундай  
Ut (х°) сферик атрофи мавжудки, бунда

Ue (x°)cz Uöi_ 6г........ бш(х»)

булади.
И с бот .  x° (zR m нуктанинг сферик атрофи

k'e (*°) =  и  6 R m'- Р (X, *°) <  е}

берилган булсин. Бундаги е > 0  сонга кура б <  —гг  тенгсизликни ца-
~V т

ноатлантирувчи б сонни оламиз. Сунг х° нуктанинг ушбу

Uö(x°) =  {x =  (xb х 2, . . . , x m)<zRm: х°г—  б <  A ^ C x ^ - f  б, . . . ,

Х т —  б < Х т < Л т  +  6} 

параллелепипедиал атрофини тузамиз.

\ f x £ U 6(x°) булсин. Унда |х (. — х ° | < б  ( / =  1, 2,  3, . . . , т) бу- 
либ,

булади. Ю^оридаги б <  тенгсизликни эътиборга олиб топамиз:
~[/т

р (х, х°) =  | /  Y ( x t — x°i)2 <  е.

Демак, р (х, х ° ) < е .  Бу эса x £ U e (x°) эканини билдиради. Шундай ци- 
либ,

V  x e U &{x0)= > x £ U E(x0),

яъни
и б(х°)с=иг (х°)

булади.



x ° £ R m ну^танинг 

U0it &г.........ôm (x°) =  {(ati, x2, . . . , x m) Ç R m: x° —  6r<  xx<  +  6„. , . . ,

Xm — Ôm <  Xm <  Xm +  àm}
параллелепипедиал атрофи бэрилган булсин. Унда

e =  m in{ô1, 6 „  . . . , ôm} 
ни олиб, х° ну^танинг сферик атрофи

(*°) =  { x ( : R m: р (х, х°) <  е}

ни тузамиз.
V x £ U e(x°) булсин. У ^олда

р(х, х°) =  £ ( х .  — х°)2<  е <  ô., (/ =  1, 2, 3, . . . , т) 

булади. Демак,

/ т
У  (xi — x¿)2 <  8r  (i =  1, 2, 3, . . . , m). 
í=i

Бундан эса x £ U ôi - б (x°) булиши келиб чикади. Шундай ^и- 
либ,

V  X £ U (х°) X 6 í / 6i_ 6j........ (х°),

яъни

W < = ù 6i' 6з.........б т (х»)

бÿлaди. Лемма исбот булди.
фазода бирор G туплам бзрилган булсин: G e  R m. Агар х° Ç G 

нук,танинг шундай бирор е-атрофи í / p (х°) мавжуд булсаки, б у а т -  
рофнинг барча нук;талари шу G тупламга тегишли булса (UË (х°) с  G), 
у ^олда х° ну^та G тупламнинг ыч/си нщ т аса  деб аталади.

М и с о л л а р .  1. О чщ  шар
А =  {х Ç /?щ: р (х, а) <  г}

нинг барча нуцталари унинг ичхч nyrçran булади. Б у ш  игботлайлик. V х° Ç А 
ну^гани олиб, ушбу б =  г — р (х \  а) генглик бu^l:^ aæi уланадиган ô сонини ода - 
миз. Равшанки, ô >• О буладч. Маркази х 1 » y ^ ra ia , радиуси ô булган

Uö (х>) =  {х]£ R m: р (X, X9) <  0}

очщ  шар х° нуцтанинг сфгрик атрофи булиб, ю^оридаги А тупламнинг цисми б у ­
лади. \аки ^атан  ^ам, V х £  {х?)=>р(х,  x ° )-< ô  булиб, магофанинг 3°-хоссасига 
кура

р (х, а) ^  р (X, я0) +  р (Xэ, а) <  Ô +  р (а , х°) =  г 
булади. Демак, V х  £  U6 (л:0) =4- х  £  А.  Бу эса Uô (х°)сz A  эканлигини билдиради. 
Бундан А очаь{ шарнинг rçap бир ну^таси ички ну^га эканлиги келиб чикади.



2. Ушбу
Л = л  и {(г, О, 0 .............О), (О, г, О, . . . .  О), . . .  , (О, О, О, . . . , О, г)}

тупламнинг ну^талари орасида унинг ички ну^таси булмаган нукталар бор. Маса- 
лан,Г(/-, О, О, . . . .  О) £  С нуцтанинг ихтиёрий V е ((г, О, О, . . .  , 0)) (в >  О) сфе-

рик йгрофини олганимизда ^ам, унга тегишли булган (г + “ . О, О, . . . , 0) нуц- 

та С (гупламга тегишли булмайди.

1 2 . 4 - т а ъ р и ф .  О тупламнинг ^ар бир нуктаси унинг ички нуктаси 
булса, бундай туплам очищ туплам  деб аталади.

Масалан, очик шар очи^ туплам булади.
Кт фазода бирор Р туплам ва бирор х° ну^та берилган булсин: 

^  сг Ят , х° 6 Ит.
12.5-т а 7) р иф. Агар х° нуцтанинг исталган сферик атрофи V е (х°) 

да Р тупламнинг х° дан фаркли камида битта нукдаси топилса, х° ну^- 
та Р тупламнинг лимит нуктаси  деб аталади.

Ушбу /?'"-'.{*£ Кт'- Р (0> х ) очи^ тУплам°° «ну^та» нинг атрофи 
дейилади (0 =  (0,0, . . . , 0)).

К,аралаётган х° нуктанинг узи Р га тегишли булиши хам, тегишли 
булмаслиги ^ам мумкин (^уйидаги 1-мисолга каранг).

Б  тупламнинг барча лимит ну^таларидан ташкил топган туплам Т*1 
тупламнинг хрсилавий т уплам и  дейилади ва Р'  каби белгиланади.

Ушбу ^  и Р  туплам F  тупламнинг ёпилмаси  дейилади ва у ^  ка­
би белгиланади:

7 =  ^  и Р'-
М и с о л л  а р. 1. К,уйидаги

А =  {х £ : р (*, а0) <  г} 
очи^ шарни ^арайлик.Бу туплам учун шу тупламнинг барча ну^талари хамда ушбу

р (х, а0) = г }

сферанинг ^амма ну^талари лимит ну^та булади. Демак, Л нинг ^осилавий туплами
А’ =  [х  £  И"1', р (а, а0) <  г},

А  нинг спилмаси А =  А  и А'  =  А '  булади.
2. Шар

Е =  {а £  Я'п: р (а, х°) <  г} 

нинг барча ну^талари шу тупламнинг лимит нукталаридир. Бунда

Е '  = £ ,  Ё = Е
булади.

1 2 . 6 - т а ър и ф.  F c ^ ? m тупламнинг барча лимит нукталари шу туп- 
ламга тегишли булса, Р ёпик туплам  деб аталади.

Бу ^олда Р' а  Р, /• 'и  Р' => Р =  Р.
Шар

Е =  { х £ Я т: р (х, х°) <  г} 

ёпи^ туплам булади, чунки Е  =  Е.



Бирор M c z  R m тупламни ^арайлик. Равшанки, R m\ M  айирма/ М  
тупламни R m тупламга тулдирувчи туплам булади (каралсин 1-кйсм,
1 - боб, 1-§). ' /

1 2 . 7 - т а ъ р и ф .  Агар д:° (x °£ R m) ну^танинг исталган Ue (х°) afrpo- 
фида ^ам М  тупламнинг, хам R m \ М  тупламнинг ну^талари булса, х° 
нукта М  тупламнинг чегаравий нщ т а са  деб аталади. М  тупламнинг 
барча чегаравий ну^таларидан иборат туплам М  тупламнинг чегараси 
дейилади ва уни одатда д (М) каби белгиланади. !

Бу тушунча ёрдамида ёпи^ тупламни ^уйидагича хам таърифлаш 
мумкин.

1 2 . 8 - т а ъ р и ф .  Агар F { F c z R m) тупламнинг чегараси шу тупламга 
тегишли, яъни d ( F ) c z F  булса, F ёпиц туплам  деб аталади.

Юкорида келтирилган ёпик тупламнинг 12 .6 -ва 12.8-таърифлари 
эквивалент таърифлардир.

Бирор М  а  R m туплам берилган булсин.
1 2 . 9 - т а ъ р и ф .  Агар R m фазода шундай шар

U 0 =  { x e R m.  р (д . 0 ) < г } >  (0 = = (0 )  0, 0))

топилсаки, M a U °  булса, у ^олда М  чегараланган туплам  деб аталади.
Маълумки, бирор E c z  R  туплам берилган булиб, шундай узгармас р  

сони топилсаки, V  х  6 Е  учун \ x \< i  р, яъни Е  тупламнинг барча элемент- 
лари (— р , р )  интервалда жойлашса, Е  чегараланган туплам деб аталар 
эди. Юкорида келтирилган таъриф т  =  1 булганда худди шу таъриф- 
нинг узи булади.

R m фазодаги шар, параллелепипед, симплекслар чегараланган туп- 
ламлардир.

Ушбу
D]=  { (xlt x v  . . . , хт) £ R m: х г >  0, x2 >  0, . . . , x m >  0} 

туплам чегараланмаган туплам булади, чунки R m да хар кандай

U° =  { x e R m: Р(х, 0 ) <  г}

шар олинганда хам хар доим D  тупламда шундай нукта, масалан, 
(alf 0, 0, . . . , 0) нукта (аг > г )  топиладики, бу ну^та U° тупламга те­
гишли булмайди.

Маълумки
х  =  х Щ
у =  у  (0 J (а <  b), 

яъни {x(t), y{t)}  система (туплам) R 2 фазода,
x  =  x(t), )
у — у (0>
г =  z(t)  J (а <  t <  b),

яъни {*(/), y(L), 2(0} система (туплам) R 3 фазода эгри чизикни ифодалар 
эди, бунда x(t), y( t)  ^амда z(t) — [а, b] сегментда узлуксиз функция- 
лар. Хусусан, х  — а х t  +  ßx, у  =  а 21 +  ß2, z =  а 31 +  ß3 ( — oo <  t <
<  -f- °°), a lt а 2, a 3 Ф  0 (а х, а 2, a 3; ß1( ß2, ß3 — ^ и ^ и й  сонлар за a lr

(12.17)

(12.18)



а 2, а 3 ларнинг хеч булмаганда биттаси нолга тенг эмас) булганда 
(12.17) ва (12.18) система мос равишда R 2 ва R 3 фазоларда турри чи- 
зиклар булади. Ана шу тушунчаларга ухшаш, R m фазода хам эгри 
т з щ  хамда турри чизик тушунчалари киритилади.

Фараз цилайлик, x x(t), х2(Г), . . . , х т {1) функцияларнинг ^ар бири 
[а, b ] сегментда ани^ланган ва узлуксиз булсин.

система ёки нук,талар туплами R m фазода эгри чизик деб аталади. 
XvcycaH, Xj =  t +  ßlt хг —  а  2 * +  ß3, . . . , x m =  a m t +  ßm ( —  o o <
<  t < + o o , a lf a 2, . . ., a m; ßi, ß2, . . . , ßm—w p f t  сонлар ва cclt . . . , 
a m ларнинг ^еч булмаганда биттаси нолга тенг эмас) булганда (12.19) 
система R m фазода турри чизик дейилади. R m  ̂фазода ихтиёрий иккита 
х ' =  (х'ь Х2 , , х'т) ва х" =  (х'ь х"2, . ; , х"т) нуктани олайлик. Б у  
нукталар оркали утувчи т^три чизик куйидаги

{(Xl ~Ь t  (Х1 •— Xi), Х2 ~г t (Х2 — Хг), • • . > Хт ~f" t (Хш ^т))}

система билан ифодаланади. Бунда t =  0 ва t =  1 булганда R m фазо- 
нинг мос равишда х'  ва х" ну^талари ^осил булиб, 0 <  t <  1 булган ­
да (12.20) система R m фазода х'  ва х" нукталар ни бирлаштирувчи тут- 
ри чизик кесмаси булади.

R m фазода чекли сондаги турри чизик кесмаларини бирин- кетин 
бирлаштиришдан ташкил топган чизик синик чизик деб аталади.

М  а  R m туплам берилган булсин.
12.10-т а ъ р  иф. Агар М тупламнинг ихтиёрий икки нуь^тасини бир­

лаштирувчи шундай синик, чизик, топилсаки, у М  тупламга тегиш ли 
булса, М  богламли туплам деб аталади.

М и с о л л а р . 1 .  R m фазодаги параллелепипед, шар, симплекслар борламли туп- 
ламлар булади.

2. R m фазонинг иккита х'  ва х" нукталаридан ташкил топган {х ' , х"}  туплам 
({*', х "} с  R rn) борламли туплам булмайди, чунки бу нукталарни бирлаштирувчи 
синиц чизиц {* ', х"}  тупламга тегишли эмас.

12. 11 - т а ъ р и ф .  Агар М  с :  R m туплам очик; хамда борламли туплам 
булса, у coxfl деб аталади.

R m фазодаги очи^ параллелепипед, очи^ шар, очик симплекслар R m 
фазодаги сохалар булади.

Натурал сонлар туплами N  ва R m фазо берилган булиб, /  х ар  бир 
n (n £ N )  га R m фазонинг бярор муайян х {п) = (х [ п), x'2n>, . . . , Х т }) 6  R m 
нуктасини мос ^уювчи акслантириш булсин:

Ушбу

{ (*i(0. ^ 2  (0. • • • . *т (0) } ( а < К Ь ) (12.19)

( —  ° °  <  t C  +  оо) (12.20)

2 -§ . R m фазода кетма-кетлик ва унинг лимити



Б  у акслантиришни куйидагича тасвирлаш мумкин:

1 - + Х {1) =  ( х (! \  ¿ У ,  . . . , Хт) ,

2 ->■ х<2) =  (х(12,; х?>, . . . , х $ ) ,

3 - > Х (3> =  ( А'13 ) , Х (23\  . . .  , х (т ) ,

-*<"> =  (*'">, Х<Р>, *£>).

/  : N  ->-£!т акслантиришнинг тасвирлари (образлари) дан тузилган

х <1), х (2), х (3), . . . ,  х<п>, . . . (12.21)

туплам кетма-кетлик  деб аталади ва у {л:(п)} каби белгиланади. )\ар 
бир х (п) (п — 1, 2, . . . ) ни кетма- кетликнинг %ади дейилади. Демак, 
(12. 21) кетма-кетлик хадлари /?■'" фазо нукталаридан иборат.

Шуни таъкидлаш керакки, {х(п)} кетма- кетликнинг мос координата- 
ларидан тузилган {х*"*}, {л'2П,}> ■ ■ ■ , {х(т }  лар сонли кетма-кетлик- 
лар булиб, {х<п)} кетма- кетликни шу т та кетма- кетликнинг (маълум 
тартибдаги) биргаликда каралиши деб хисоблаш мумкин.

Кетма-кетликларга мисоллар келтирайлик.

,- М 7'т) = ‘'-‘Ч т т }(т т  
2 . ^  =  ( | , 0 ) : ( 1 , 0 ) , ( ^ , 0 ) , ( | , 0 ) ,  . . .

3. * ‘“> =  ( 0 , - 1 . ) :  (О, 1), (0, | ) ,  (о, | ) ,  . . .

4. х<п, =  ( ( - 1 ) ' , +  1, ( — 1)п+1) : (1, 1), ( - 1 , - 1 ) ,  (1, 1), • ■ •

5. *(п) =  (1, п) : (1, }), (1, 2). (1, 3), . . .
Бу келтирилган кетма-кетликлар Я* фазо нукталаридан ташкил топ­

тан кетма-кетликлардир.
1. К е т м а - к е т л и к н и н г  л и м и т и ,  Энди (12.2.1) кетма-кетлик­

нинг лимита тушунчасини киритамиз. Кт фазода кетма-кетликнинг 
лимити тушунчаси цацнкрй сонлар кетма-кетлигининг лимити тушун- 
часига ухшаш киритилади.

Я т фазода бирор

*(1), х (2), . . . , х(п\  . . . (12.21)

кетма- кетлик хамда а =  {аь а2, . . . , ат) £ Ят нук>та берилган бул- 
син.

12 . 1 2 - т а ъ р и ф .  Агар У е > 0  олинганда ^ам, шундай п06 ^  то- 
пилсаки, барча л > я 0 учун

р (Л(п), а ) < Е  (12.22)



тенгсизлик бажарилса, а нукта {х(п)} кетма-кетликнинг лимит и  
деб аталади ва

\ \т х 'п) =  а ёки п - > о о  да х (п) - > а
П—уоо

каби белгиланади.
1- § да келтирилган а ну^танинг е- атрофи таърифини эътиборга 

олиб, {х(,1>} кетма- кетликнинг лимитини куйидагича ^ам таърифласа 
булади.

1 2 . 1 3 - т а ъ р и ф .  Агар а ну^танинг ихтиёрий UE (а) атрофи олин- 
ганда 5J3M, {х{п>} кетма- кетликнинг бирор ^адидан бошлаб, кейинги 
барча ^адлари шу атрофга тегишли булса, а {х{п)} кетма- кет ликнинг  
лимити  деб аталади.

Агар (12.21) кетма-кетлик лимитга эга булса, у якинлашувчи к е т ­
ма- кетлик деб аталади.

Лимит таърифидаги шартни каноатлантирувчи а мавжуд булмаса, 
{х<п)} кетма- кетлик лимитга эга эмас дейилади, кетма- кетликнинг узи 
эса узоклашувчи деб аталади.

Шунга эътибор бериш керакки, кетма- кетликнинг лимити таърифи­
даги е ихтиёрий мусбат сон булиб, изланаётган п 0 (п0 £ АО эса шу е га 
(ва, табиийки, царалаётган кетма- кетликка) боглик равишда топилади.

М и с о л л а р .  1. Rm фазода ушбу {**”*} =  ( ---- , — , • . • , — )  кетма-кеглик-
L п п п )

нинг лимити а =  (0, 0, . . . , 0) булиши курсатлсин . V е > 0  сонни олайлик. Ш у 
V m  1

е га кура п0 =  — -—  +  1 ни топамиз. Натижада барча п >  п0 учуй

• * _j_\, /  Y m  Y m  1Гтр .̂1-р((7-Т-... Т)' (о. о....•))-£<£- У т + i

булади. Демак, таър ифга кура

!im  х^  == lim  ( — , — •, . . .  , ---- )  =  ( 0, 0, . . .  , o') =  а
П-+ оо П-+ао\ п  п п  ;  \  )

булади.
2. К,уйидаги {*(п)} =  {((— 1)п"1' 1,(— 1)”+ 1))}:

(1, 1), (-1 , -1 ) ,  (1, 1), ( - 1 ,  - 1 ) ,  . . .
кетма-кетликнинг лимити мавжуд эмаслиги курсачилсин. Тескарисини фараз 1̂ илай- 
лик, яъни берилган кетма-кетлик лимитга эга ва у а — (а: , а2) га тенг булсин. 
Лимит таърифига кура v e > 0 ,  жумладан е =  1 учун шундай п0 £ N  топиладики, 
барча п >  п0 учун

р ((1, 1), («!, а , ) ) < е ,  р ((— 1, — 1), (oti, «а)) <  6

булади. Бу эса ушбу

2 У~2~= р ( ( - 1 ,  - 1 ) ,  (1, 1)) <  Р ((— 1, - 1 ) ,  (аи  а 2)) +

~гР ((a i> аг)»0> l ) ) < s  +  e =  2 e  =  2
зиддиятга олиб келади. Буига сабаб царалаётган кетма-кетликнинг лимитга э га  де- 
йилишидир. Д емак, берилган кетма-кетлик лимитга эга эмас.



R nl фазода {x(n)} =  {(x[n\  x f \  , л:(т )} к етм  а-кетлик берилган бу- 
либ, у а =  (öj, а2, . . . , ат) лимитга эга булсин. У ^олда лимит таъ- 
рифига кура, \ / е > 0  берилганда jjbm, {х(п)} кетма-кетликнинг бирор 
п 0- ^адидан бошлаб кейинги барча ^адлари а ну^танинг

U е (fl) =  { x £ R m : р (х, а) <  е}

сферик атрофига тегишли булади. Бу сферик атроф ушбу бобнинг 1-§ 
даги 12.1-леммага мувофик шу а нуктанинг UE (а) параллелепипедиал 
атрофининг кисми булади:

U£ (a)czU Ja) .

Демак, {х[п)} кетма-кетликнинг уша п0- хадидан бошлаб, кейинги барча 
^адлари а нуктанинг Uг (а) атрофида ётади, яъни барча п >  п0 учун

x in)E (а) =  {(xi , х2 , . . . , хп ) E R m : ах — e < x i < a i  +

+  8, . . .  , ат — е <  хт <  ат +  г}

булади. Бундан эса, барча п > п 0 учун

а 1 — е <  х\п) <  -h е,

а2 — е <  х<п>< а2 +  е,

а , п - ^ < Хп1) <  а т + г

булиши келиб чи^ади. Демак, V e > 0  олинганда ?̂ ам, шундай п 0 
топиладики, барча п > л 0 учун

|х<"> — а , | < е ,  |х<п>— а 21 <  е, . . .  , \ х ^  — ат \ < г

булади. Бу эса

lim х[п) =  а ь
П -  +  00

lim х<"> =  аъ

lim х£> =  ат
П—>0о

эканлигини билдиради.
Шундай килиб, R'n фазода {x<n)} =  {(*in), хо \  . . . , Хт)} кетма- кет­

ликнинг лимита а =  (аъ а2, . . . , ат) булса, у ^олда бу кетма- кет­
ликнинг координаталаридан ташкил топган сонлар кетма- кетликлари 
{х<п>}, {хр}, . . . , {х<">} ^ам лимитга эга булиб, улар мос равишда а 
нуктанинг öj, а2, . . . , ат координаталарига тенг.



Демак,

lim х {п) =  а-
П —*00

lim х[п) — а и
П—>00

lim  xln> =  а„.

lim  *»> =  ап
П—юо

(12 .2 3 )

Энди( R m фазода кетма- кетликнинг координаталаридан ташкил топган 
{х(1п,}> {х"'}, . . . , {х{£>} сонлар кетма- кетликлари лимитга эга булиб, 
уларнинг лимитлари мое равишда а =  (av а 2, , ат) 6 R m н у к та  
координаталари аь а 2, . . . , ат ларга тенг булсин:

lim xf~> =  а и
Tl —>ос

lim х'р  =  а2,
П—>00

lim х{п) =  ат т*П—>00
8

Лимит таърифига асосан, V  е >  0 олинганда .^ам, га кура ш ун -

дай топиладики, барча п > п (0,) учун

К ) — a j <  у ъ  ’

шундай п 02) £ N  топиладики, барча п >  п{02) учун

1 4 ® - а 3| < у = ,  

ва ^оказо, шундай t i ^ i N  топиладики, барча п > п (0т) учун

I х ("> —  а | <  -ß=  
т т 1 V  т

булади. Агар n0 =  max {«»>, п(02), . . . , n<,m)} деб олсак, унда барча 
п > п 0 учун бир йула

И п) — öi l < i T =  (* =  Ь 2, . . . , т )
‘ * У  т

тенгсизликлар бажарилади. У холда

/ т Г  т
v  ( , « - „ , ) > <  ] /  v е \2

булиб, ундан

р (л:(п>, а ) <  е



'булиши келиб чикади. Бу эса

п т  х
П--+ оо

эканини билдиради.
Демак, {х(п)} =  { (хС\ х%\ . . . , х (т)} кетма-кетлик координата- 

ларидан ташкил топган {*<">}, {х . . . , {*<£>} сонлар кетма- кетлик- 
ларининг лимитлари мос равишда а]= (ах, а 2, . . .  , ат) нукта коорди- 
наталари а ъ а 2, . . .  , ат ларга тенг булса, {х'(п)} кетма- кетликнинг 
лимита юкоридаги таъриф маъносида шу а нукта булади:

П т  х[п) = а и
гг—>оо

Н т  х („п) =  а
П—>00 ■ъ

Н т  *£> =  а„
П—>оо

• П т х (п) =  а.

Юкоридаги (12.23) ва (12.24) муносабатлардан
П т  х\п) — а.

П т  х (п) =  а
П т х(п) — а 

2 и2>

(12.24)

П т х ^  =  ат тП •—♦00

эканлиги келиб чикади.
Шундай щ ла б  куйидаги теоремага келамиз:
1 2 . 1 - т е о р е м а .  Р т фазода {х(")} =  {(х\п), х (2п\  . . . , х {̂ )}  кетма- 

кетликнинг а — (аг, а2, , ат) £ га интилиши

х {п> —>■ а (п оо дед 
учун  п ->• оо да бир йула

х\п)-+ а ь

4 п) -*■ а2,

х ы  -► ат т

булиши зарур ва етарли.
Юкоридаги 2- мисолда ^аралган {((— 1)п+ \  (— 1)и+1)} кетма- кетлик­

нинг лимити мавжуд эмаслиги ушбу теоремадан дарров келиб чикади.
Бу теорема Нт фазода кетма-кетликнинг лимитини урганишни 

сонли кетма-кетликларнинг лимитини урганишга келтирилишини ифо- 
далайди. Маълумки, «Математик анализ» курсининг 1 -кием, 3 - бооида 
сонлар кетма- кетлиги ва унинг лимити батафеил урганилган. Шуни



эътиборга олиб, биз куйида Я т фазода кетма- кетликлар лимитлари н а - 
зариясининг баёнида асосий фактларнигина келтириш, уларнинг айрим- 
ларинигина исботлаш билан чегараланамиз.

Юцорида исбот этилган теорема ^амда я^инлашувчи сонлар кетма'  
кетлигининг хоссаларидан К т фазода якинлашувчи кетма-кетликнинг 
Куйидаги хоссалари келиб чи^ади.

/?т  фазода {х<п>} кетма-кетлик берилган булсин.
1°. Агар {х(п>} кетма-кетлик якинлашувчи булса, унинг лимити 

ягонадир.
Кейинги хоссани келтиришдан аввал, {х(,!)} кетма- кетликнинг чега- 

раланганлиги тушунчаси билан танишамиз.
Агар {х(п>} кетма- кетликнинг барча хадларидан тузилган туплам 

чегараланган булса, {х(п)} кетма - кетлик чегараланган кетма- кет лик  
деб аталади.

Я т фазода {х(п)} =  {(х^, х (2п), . . . .  х ^ ) }  кетма-кетлик чегараланган 
булсин. Таърифга кура (12.9- таъриф) шундай шар и ° = { х Е Я т: р(*,0)<;г}  
топиладики, V п £ N  учун х {п) £ 11° булади. Демак,

р ( х {п), 0 ) <  г.
Кейинги тенгсизликдан эса

\х[п)\ < г ,  |х<">|< / - ,  . . . , | х £ > | < г  ( V п еЫ )

булиши келиб чикади.
Шундай ц т и б ,  {х(п)} =  {(х^, х,^\  . . . , х^1*)} кетма-кетлик чега- 

ланган булса, бу кетма-кетликнинг координаталаридан иборат {х'”)},. 
{х<">}, . . . , {х£>} кетма-кетликларнинг ^ар бири ^ам чегараланган б у - 
лар экан.

Энди {х^} =  {(х("), 4»), . . . , хН)} кетма-кетликнинг координата­
ларидан иборат {х [п>}, {х(2п)}, . . . , {х;(̂ } кетма-кетликларнинг ^ар бири 
чегараланган булсин. Сонлар кетма-кетлигининг чегараланганлиги 
таърифига кура (Ь ^исм , 3 - боб, 2-§) шундай С 1; С2, . . . , Ст узгар- 
мас сонлар топиладики, V п 6 ^  учун

\ А п)\ < С ь

\ ф \ < с я,

\ ^ \ < С т

булади. Агар С — т а х  {С1, С2, . . .  , Ст} деб’олсак, \ х (£ Ц < С  (к —  
=  1, 2, 3 .............т) булиб, ундан V  п £ Ы  учун

р ( х (п), 0) <  С \ г т

булишини топамиз. Бу эса {х(п)} кетма- кетликнинг чегараланганлигини 
билдиради.



Шундай килиб, {х(п>} =  {(х^), *(">> . . .  , х^1’)} кетма-кетликнинг ко- 
ординаталаридан иборат {х^»}, { х ^ } ,  . . . , {х^} кетма-кетликларнинг
^ар бирининг чегараланганлигидан {х{п>} кетма- кетликнинг чегараланган- 
лиги келиб чикар экан.

Натижада ^уйидаги теоремага келамиз.
12.2-т е о р е м  а . Я т фазода {х{п'>}= {{х^ \  х (" \ . . х {£>)} кетма- кет­

ликнинг чегараланган булиши учун бу кетма- кетлик координата- 
ларидан иборат {х1'4}, {х(£>}, . . . , { х ^ }  сснлар кетма-кетликлар и- 
нинг %ар бирининг чегараланган булиши зарур ва етарли.

Масалан, Я 2 фазода [ (“ ’ “ )] (п ~^>  2, • • •) кетма-кетлик чега­

раланган булади, чунки бу кетма- кетлик координаталаридан иборат 
кетма-кетликларнинг хар бири чегаралангандир. Я2 фазода {(п ,п)}(п  — 
=  1, 2, . . .) кетма-кетлик чегараланмаган кетма-кетлик.

Ю^орида келтирилган (1, 1), (— 1, — 1), (1, 1), (— 1,— 1), . . . кет­
ма-кетлик хам чегараланган кетма-кетлик булади. Бу мисолдан кури- 
надики, чегараланган кетма-кетликлар лимитга эга булиши ^ам, ли- 
митга эга булмаслиги ^ам мумкин экан.

2°. Агар {х<п) } кетма- кетлик якинлашувчи булса, у чегараланган бу­
лади.

Якинлашувчи кетма-кетликлар устида арифметик амалларни урга- 
нишдан аввал Я т фазо элементлари устида бажариладиган амалларни 
келтирамиз.

Ят фазонинг иккита а =  (яь  аг, . . .  , ат), Ь =  (Ьъ Ь2, . . .  , Ьт) 
ну^тасини олайлик.

Ят фазонинг (ах +  Ьи  а2 +  &2, . . .  , ат ~\~ Ьт) ну^таси а ва Ь ну^- 
талар йириндиси деб аталади ва а-\-Ь каби белгиланади: а +  Ь — (ах +  
+  ¿>1, а2 + Ь 2. . . .  , ат +  Ьт).

Я т фазонинг (а  аг, а  а2, . . .  , а  ат) (а  — сон) ну^таси а
ха^икий сон билан а £ Я т ну^та купайтмаси деб аталади ва а  а каби 
белгиланади: а а  =  (а й „  а а 2, . . .  , а  ат). Я т фазонинг а ва Ь нуцтала- 
ря орамдаги айирма а-Ь(— 1)-6куринишда ани^ланади ъаа— Ь каби бел­
гиланади: а — Ь = { а х — Ьх, аг — ¿2, . . .  , ат — Ьт). Шундай ^илиб, Я т 
фазо ну {^талари устида цушиш, айириш ва Я т фазо ну^тасини ^а^и^ий 
сонга купайтириш амаллари киритилди.

Я т фазода иккита {х(,!)} =  {(х(">, х(">, . . . , х ^ 1)}. {у{п)}
У{2 ’ • • • > У ^)} кетма-кетлик берилган булсин. Ушбу

{(Х*"> +  у (" \  х<2"> +  г/(2 >, . . .  , х£> +  у%)} (п =  1, 2, 3, . . . )

кетма - кетлик {х(П)} ва {У(п)} кетма- кетликлар йириндиси деб аталади 
ва {х(п) +  у {п)\ каби белгиланади. {х(п)} ва {у{п)} кетма-кетликлар айир- 
маси  эса цуйидаги

{(•«(Г) — У1?К х ^  —  уМ, . . . , х£> — {/£>)} (« =  1. 2, 3, . . .)  

кетма- кетлик сифатида ани.^ланади ва {х(п} — у(п)} каби белгиланади.



R m фазодаги a x t y ,  . . . , a  x ^ ) }  кетма- кетлик а  сон билан
{xin)} кетма-кетлик купайтмаси  деб аталади ва {а х {п)} каби белгила- 
нади.

3°. Агар {х(п)} кетма- кетлик’  якинлашувчи бÿлиб, унинг лимита 
a ( a £ R m) б>’лса, у з^олда {а х (п)} (a Ç R) кетма- кетлик з^ам якинлашувчи 
бÿлиб, бу кетма- кетликнинг лимити а  а га тенг бу'лади:

lim а  х (п) — а  а =  а- lim я (п).
Я->оо П—юо

4°. Агар {х<П)} цтда {у(п)} кетма-кетликлар якинлашувчи булиб, 
уларнинг лимити мос^равишда а ва Ь бÿлca, у з^олда {х{п) ±  у (п)} кет­
ма- кетлик з$ам якинлашувчи булиб, бу кетма-кетликнинг лимитиа ± Ь  
га тенг бу,лади:

lim (х (п) ±  у (2 )  =  a ± b  =  lim х(п) ±  lim  у (п).
П -юо П—*оо П->оо

5°. Агар а нукта М  ( M c z R m) TÿmiaMHHHr лимит нуктаси булса, у 
з^олда М  ту'плам нукталаридан а га интилувчи {х{п)} кетма-кетлик {х{п)Е 
6 .М, п  =  Î, 2, . . .)  ажратиш мумкин.

Маълумки, а нуктаj  М  тупламнинг лимит нуктаси булса, а нинг 
з а̂р бир UE(a) атрофида ( V s > 0 )  М  тупламнинг чексиз куп нукталари 
булади. Г"1» i I

Нолга интилувчи мусбат сонлар кетма- кетлиги г п =  —  ни олиб, 

а нуктанинг

U x (а) =  |х  6 R m : р (х, а) <

атрофини тузамиз. Бу а нукта М  тÿплaмнинг лимит [нуктаси булгани 
учун а нуктанинг £/х (а) атрофида М  тупламнинг а дан фаркли нукта- 
лари бÿлaди. Уларнинг бирини х (1) деб оламиз. Энди а нуктанинг 
U t (а) атрофини карайлик. Б у  атрофда хам М  тÿплaмнинг а дан фаркли

2
нукталари булади. Улардан х(1) га тенг булмаган бирини олиб, уни 
х (2) дейлик. Бу жараённи давом эттириб, п- кадамда а  нуктанинг U { (а)

П
атрофи олинса, бу атрофда хам М  тупламнинг а дан фаркли нукталари 
булади. Улардан х ° \  х(2), . . . , х {п~~1) нукталарнинг хар бирига тенг 
булмаганини олиб, уни х <п> билан белгилаймиз. Яна бу жараённи да­
вом эттираверамиз. Натижада М  тÿплaм [нукталаридан {зс<п)}:

х (,\  * <2\
ажралади. Бу кетма- кетлик учун

p t f n\  а) <  —  (п =  1, 2, . . . )
П

булгани сабабли, п - > ° °  да х(п>—>а булиши келиб чикади.



2 Д о ш и  т е о р е м а с и (я к и[н л а ш и ш п'р и н ц и п и). Аввал ай- 
тиб утганимиздек, кетма- кетликнинг качон лимитга эга булишини 
ани^лаш лимитлар назариясининг му^им масалаларидан бири.

Юкорида келтирилган 12.1-теорема, Я'п фазода {л:(п)}кетма-кетлик­
нинг якинлашувчи булиши бу кетма-кетлик хадлари координаталари- 
дан ташкил топган сонли кетма-кетликларнинг якинлашувчи булиши 
ор^али ифодаланишини курсатади.

Аввало, бу ерда ^ам фундаментал кетма- кетлик тушунчаси билан 
танишамиз.

Я т фазода {х(п)} кетма-кетлик берилган булсин.
12.14-т а  ъ р  иф.  Агар \ / е > 0  олинганда ^ам, шундай п 0 £Ы  то- 

пилсаки, барча п  >  п0, р > п 0 лар учун

тенгсизлик бажарилса, {х(п)} фундаментал кетма- кетлик деб аталади.

лик фундаментал булмайди. ^а^и^атан з^ам, бу кетма- кетлик учун, масалан, п > р  да

эканлиги келиб чицади. Бу эса берилган кетма- кетликнинг фундаментал эмасли' 
гини курсатади.

р (х(р\  Х(п)) < г

М и с о л л а р .  1. фазода ушбу 

ма- кетлик булади. Х,а^иь;атан,
п п кетма-кетлик фундаментал кет-

п р п

А гар V е > 0  сонга кура п0 натурал сои ни

деб олсак, у ^олда барча п > п 0, р >  п0 лар учун

булишини топамиз. Демак, берилган кетма-кетлик фундаменгалдир.

Р ((*р. 0); [(*л- 0)) =  У ( х п — хр)2 =  (хп — хр) =

р + 1  р + 2

булиб, п =  2 р  булганда эса



Фараз ^илайлик, {х(п>) =  {(х<?, х%К , х'п)}  фундаментал кетма- 
кетлик булсин. Таърифга кура, V e > 0  олинганда хам, шундай nSN ,  
топиладики, барча п  >  пп, р > п 0 учун

р (х1п\  х(Р)) <  е 
бÿлaди. Бу тенгсизликни ^уйидагича

/
т ’
V  (х[п) —  Х<р>)2 <  8

ёзиб, ундан
I xSf  — х<%> I <  8

булишини топамиз. Бу эса {х^}, {x(ÿ}, . . .  , {х (̂ }  кетма- кетликлар-
нинг ^ар бири фундаментал кетма-кетликлар (^аралсин, 1-кисм, З-боб, 
10-§) эканлигини билдиради. Шундай ^илиб, R m фазода

{ х (п}} =  { ( х ,пК х ы  ' х (п))}

кетма- кетликнинг фундаментал бÿлишидaн бу кетма- кетлик координа- 
таларидан иборат {х^}, {х^}, • • • , {х1̂ }  кетма- кетликларнинг з^ар би- 
рининг фундаментал бÿлиши келиб чикар экан.

Энди {*<">} =  {(х<?>, x f ,  ■■■ , *£>)} кетма-кетлик координаталари- 
дан иборат {х^}, {х^}, •••  , {х 1̂ }  кетма-кетликларнинг хар бири

фундаментал бÿлcин. У ^олда V  е > 0  олинганда хам, ~^=. га кура
у тп

шундай п (2), • • • , п<™> натурал сонлар топиладики,

барча п  >  п<‘\  р >  n<‘> =>- | х<”> — х ^  I <  ~  ,
У  т

барча п >  п%\ р >  п%) =>- | *<«> — х (е) | <  ® ,
У in

барча п  >  niff, р >  л<“ > =>- | х<"> — х<? I <  4 =
m V т

булади. Агар л 0 =  max {я(0!>, л<2), • • • , nSff) деб олсак, унда барча; 
п > п 0, р > п 0 учун бир йула

| ^ ) _ х № ) | < - ^  ( ¿ =  1 , 2, . . .  , т) 

тенгсизликлар бажарилади. Натижада

/ л* /  т
2  — *(f ) 2 <  у  Nj =  g

булади. Демак,
Р (Х(П), Х(р)) <  8.

Бу эса {х(п)} фундаментал кетма- кетлик эканини билдиради.



Натижада ^уйудаги теоремага келамиз:

12.3- т е  о р е м а. Rm фазода {х^п)} — { (х ^ \  xf%, , А*)} кетма- 
к дт лик  фундаментал булиши учун  бу кетма- кетлик координата- 
ларидан иборат { х ^ ]}, { х ^ 1}, • • • , { х ^ }  кетма-кетликларнинг хар 
биринине фундаментал булиши. зарур ва [етарли.

Юкоридаги 12.1 ва 12.3- теоремалардан R m фазода {хп} кетма- 
кетликнинг я^инлашузчилиги \а^ида цуйидаги теорема келиб чикади.

1 2 . 4 - т е о р е м а .  {хп} кет м а-кет лик яцинлашувчи булиши учун у 
фундаментал булиши зарур ва етарли.

Б у  теорема Коши теоремаси ёки якинлашиш принципи  деб 
аталади.

3. И ч м а - и ч ж о й ' л а ш г а н ш а р л а р  п р и н ц и п и .  «Математик 
анализ» курсининг 1-цисми, З-боб, 8 -§  да ^ак^и^ий сонлар туплами R 
нинг тулигушгига асосланган ичма-ич жойлашган сегментлар прин­
ципи караб утилган эди. Шунга ухшаш принцип R'71 фазода ^ам уринли- 
дир ва ундан келгусида биз куп марта фойдаланамиз.

Марказлари а (п> =  (а^К а2(п\  . . . , а1̂) £R m нукталарда, радиуслари 
.rn £ R +\ri =11, 2, . . .) булган ушбу

S t =  г,) =  { x e R m: Р(х, а (1)) <  М .
S 2 =  S 2(a<2>, =  { х е R m: Р(*- а (2)) <  /*},

=  SiT(a<n\  rn) =  {x£R m: р(х, а ^ )  <  г„ },

шарлар берътган булсин. Агар ^уйидаги
гэ S2 гэ . . .  гэ Sn гэ . . .  

муносабат уринли булеа, у ^олда {Sn} ичма-ич жойлашган шарлар 
■кетма-кетлиги деб аталади.

1 2 . 5 - т е о р е м а .  Rm фазода ичма-ич. жойлашган шарлар кетма- 
кетлиги  {S„} берилган булсин. Агар п ->оо да шар радиуслари гп нолга 
интилса, яъни

lim  гп =  О
гс—>оо

■булса, у  хэлда барча шарларга тегишли булган a(a£Rm) нукта мав-
жуд ва ягонадир.

И с б о т :  { S n) —  Rm фазода ичма^ич жойлашган шарлар кетма-кет­
лиги булсин. Бу шар марказлари а (п) (a ^d R "1, п — 1,2, . . . ) дан {а } 
кетм а-кетлик туззйлик. Равшанки, a (n)6S«. Агар р > п ^улса, Унда 
S n =>Sp булганлигидан a (p>£S„ булади. Модомики, a<'!>€S„, а ^ п  экан,
унда

р 'а (п), a,D)) <  2 /п
булади. Теореманинг шартига кура, п->оо да гп -+ 0 дан Еа юцори- 
даги тенгсизликдан {а«"1} — фундаментал кетма- кетлик эканлиги келиб 
чикади. Коши теоремасига асосан бу кетма-кетлик лимитга эга. Ьиз 
уни а  билан бглгилайл ик:

lim  а П} — а
п -юо



Ихтиёрий £„(« =  1, 2, . . .) шарни олайлик. Бу шар {а*")} кетма- 
кетликнинг бирор ^адидан бошлаб кейинги барча ^адларини уз ичига 
олади (ошиб борса, {а(п>} кетма-кетликнинг чекли сондаги а (1), а (2), . . 
а (п_1) ^адларигина 5„ шарга тегишли булмаслиги мумкин). Д ем ак, а 
нукта Бп нинг лимит ну^таси ва ёпик туплам булгани учуй 

(п =  1, 2, . . .) булади. Шундай ^шшб, а нуцтанинг барча шар- 
ларга тегишли эканлигини курсатдик. Энди бундай а ну^танинг ягона- 
лигини курсатамиз. Фараз ^илайлик, а пуктадан фар^ли барча шар- 
ларга тегишли булган Ь ну^та }{эм бор булсин: ¿>б5„(/г =  1, 2, . . .) 
Ьфа.  Масофа хоссасидан фойдаланиб топамиз:

яъни а =  Ь булиши келиб чикади. Теорема исбот булди.
4. К и с м и й  к е т м а - к е т л и к л а р .  Б о л ь ц а н о — В е й е р ш т р а с с  

т е о р е м а с и .  Я т фазода {л'!п)}:
*(1>, лг(2>, . . . , х<п>, . . . ( х ^ е Я т, п =  1, 2, . . .)

кетма-кетлик берилган булсин. Бу кетма-кетликнинг пи  п2, . . .  , 
пк, . . .  («1< / г 2< .  . . < / г * <  . . . , п к £Ы, & =  1,2, . . .) номерли ^ад- 
ларидан ташкил топган ушбу

х ^ \  *<"*>............ Л ) ,  . . . (х<пк) £ Ят)

кетма-кетлик {а'(п)} кетма-кетликнинг цисмий кетма- кетлиги  деб 
аталади ва {х1П̂ }  каби белгиланади. Масалан, Я2 фазода куйидяги

кетма- кетликлар

кетма-кетликнинг кисмий кетма-кетликлари булади.
Равшанки, битта кетма- кетликдан жуда куп турлича кисмий кетма- 

кетликлар ажратиш мумкин.
1 2 . 6 - т е о р е м а .  Агар { х ^ }  кетма-кетлик ящ нлаш увчи б у л и б ,  

у  нинг лимита а (а£Я т) булса, у  холда б у  кетма-кетликнинг хар  
цандай щсмий кетма- кетлиги ха м  яцинлашувчи булиб, у  н и н г
лимити %ам а га тенг булади.

Бу теореманинг исботи кетма-кетликнинг лимити таърифидан бе- 
восита келиб чикади.

1 2 . 1 - э с л а т м а .  Кетма-кетликнинг кисмий кетма-кетлиги лимити

р(а, Ь) <  р(а, а<п>) +  р(а<">, Ь) <  2-гп . 

Бундан эса п->-оо да гп ->-0 булгани учун
р(а, Ь) •= О,



м авж уд булишидан гберилган кетма-кетликнинг лимити мавжуд бу- 
лиши ^ар доим келиб чикавермайди. Масалан, ушбу

о ,  1), ( - 1 , - 1 ), о ,  1), ( - 1 , - 1) ........... « -  1)п+1, ( -  1 т

кетма-кетликнинг
(1, 1), (1, 1), . . . , (1, 1), . . .

( - 1 ,  - 1 ) ,  ( - 1 ,  - 1 ) ..............( - 1 ,  - 1 ) ,  . . .

^исмий кетма-кетликлари лимитга эга (улар мос равишда(1,1) ва (— 1, 
—  1) ну^таларга тенг) булган ^олда берилган {((— 1)п+ 1, (— 1)п+1)} 
кетма-кетлик лимитга эга эмас.

Демак, {х(п)} кетма-кетлик лимитга эга булмаган ^олда унинг пие­
мий к е т м а -кетликлари лимитга эга булиши мумкин экан.

1 2 . 7 - т е о р е м а  ( Б о л ь ц а н о —В е й е р ш т р а с с  т е о р е м а с и . )  Х,ар 
щ н д а й  чегараланган кетма- кетликдан ящинлашувчи цисмий кетма- 
кет лик ажратиш мумкин.

И с б о т .  {х{п)} — {(х1('1), х 2{п\  . . . , х(£>)} кетма-кетлик чегараланган
булсин. Таърифга кура шундай шар р(х, 0) <  /} топиладики,
{х<п)} к е т м а -кетликнинг барча ^адлари шу шарда ётади.

Агар ушбу
{хвЯ т : Р(х, 0) «£ г} а  и г(0) 

муносабатни эътиборга олсак, у ^олда барча п  лар учун
— г <  х™ <  г. (г =  1 , 2 , . . . ,  т)

булиши топилади. Б у  эса { х ^ } ,  {х2{п}}..............{ х ^ }  кетма-кетликлар-
нинг хар бирининг чегараланганлигини билдиради.

1-^исм, 3 -бобда келтирилган Больцано—Вейерштрасс теоремасига кура 
{ х ^ }  кетма-кетликдан я^инлашувчи кисмий кетма-кетлик {х^11̂ )}  ни 
ажратиш мумкин. Натижада, биринчи координатаси якинлашувчи бул­
ган ушбу

{(Д Г ^аЛ  Х ^ ^ ) ,  . . . , * „ /% ))}  

кисмий кетма-кетликка келамиз.
Энди { х ^ П/1̂ }  кетма-кетликни карай лик. Бу кетма-кетлик хам чега­

раланган. Яна Больцано — Вейерштрасс теоремасига кура { х } " ^ }  дан
я^инлашувчи кисмий кетма-кетлик ни ажратиш мумкин. На­
тижада, биринчи ва иккинчи координаталари я^инлашувчи булган

{ (* Л Л  Х ^ \  , *£*■>)}

^исмий кетма-кетлик ^осил булади.
Ю^оридаги жараённи давом эттира бориб, т  ^адамдан кейин, барча 

координаталари я^инлашувчи булган ушбу



^исмий кетма-кетликка эга буламиз. Равшанки, бу кетма-кетлик {л^} 
кетма-кетликнинг ^исмий кетма-кетлиги булади. Иккинчи томондан,
12.1-теоремага кура {л: кт } якиилашузчи кетма- кетлик булади. Тео­
рема исботланди.

3-§. Куп узгарувчили функция ва унинг лимити

Дастлабки тушунчалар каторида (1-^исм, 1-боб, 3-§) ихтиёрий Е 
тупламни Р тупламга акслантириш (Ф:Е-*-Р) тушунчаси келтирилган 
эди. Сунг Е  =  Ы, Р =  Я; Е =  Я, Р =  Я ва Е  =  Ы, Р  =  Я т деб ушбу

¡:Ы-+Я (¡:п-*-хп; габЛГ, х пеЯ),
ср:Я-+Я (ф: х - + у \  х£Я, у£Я),

\p-.N->■ /?т (\|з:п->(дг1, х2............. х т); п^Ы, (хъ х 2, . . . , х т)£Ят)
акслантиришларга эга булдик. Бу акслантиришлар мое равишда сонлар 
кетма-кетлиги, функция ^амда Я т фазо ну^талари кетма-кетлиги ту- 
шунчаларига олиб келди. Сонлар кетма- кетлиги ва унинг лимити
1-^исмнинг 3-бобида, функция ва унинг лимити 1-кисмнинг 4-бобида, 
Я т фазо ну^талари кетма-кетлиги ва унинг лимити эса ушбу бобнинг
2- § да батафсил баён этилди.

Энди Е  =  Ят, Р — Я  деб ¡:Ят-+ Я  акслантиришни ^араймиз. Бу 
куп узгарувчили функция тушунчасига олиб келади.

1. Ф у н к ц и  я. Бирор М ( / И с ^ т )туплам берилган булсин. 
! 2 . 1 5 - т а ъ р и ф .  Агар М тупламдаги ^ар бир х  =  (хъ х 2, . . . , хт) 

нун;тага бирор ко и да ёки ^онунга кура битта хакикий сон у (у£Я) мос 
куйилган булса, М  тупламда куп узгарувчили (т  та узгарувчили) 
функция берилган (аницланган) деб аталади ва уни

(*и х , ............ х т) - + у  ёки у  — /(лгх, *2, . . . , х т) (12.25)
каби белгиланади. Бунда М  — функциянинг берилиш (аш щ ланиш ) туп- 
лами, х х. х„, . . . , хт эркли узгарувчилар — ф ункция аргументлари, у  
эрксиз узгарувчи — х и х 2, . . . , х т узгарувчиларнинг функцияси  де- 
йилади.

{хи х2, , хт) ну^та битта л: билан белгиланишини эътиборга 
олиб, бундан кейин деярлик ^амма ва^т (хи х 2, . . .  , х т) урнига х  
ни ишлатаверамиз. Унда юкоридаги (12.25) белгилашлар цуйидагича 
ёзилади.

/:х - + у  ёки У =  Кх)(х£Я т, у£Я).
Функциянинг берилиш тупламидан олинган х°£М  ну^тага мос ке- 

лувчи у0 сон у  =  /(*) функциянинг х  — х° ну^тадаги хусусий циймати 
деб аталади:

М и с о л л а р .  1. / — г?71 ф 1зэдчг ;1 р р  бир д: н у ;тага  шу ну^та координата- 
лари квадратларининг й и р и н д и с и н и  м о с  ь;уювчи цоида, яъни

¡:х ->- х \  -)- х?2 +

булсин. Бу з^олда у  =  -|- х \  +  . . . +  х ^  функция з^осил булади. Бу функция 
М =  Нт тупламда берилган.



2 . f  —  %ар бир х£М  =  0 ) < 1 }  нуцтага ушбу

V  1 — х \  —  х22 — . . . — л& 
коида билан битта хаки^ий сонни мос цуйсин. Б у  холда ^ам куп узгарувчили 

у =  V  1 — х \  —  х \  —  . . .  — х2т 

функцияга эга буламиз. Равшанки, бу функшш М  тупламда берилган.

/  (л:) функция М а  R m тупламда берилган булсин. х узгарувчи М  
тупламда узгарганда функциянинг мос ^ийматларидан иборат {f(x):x(zM} 
туплам ф ункция  щхйматлари туплами (функциянинг узгариш соха- 
си) деб аталади. Ю^орида келтирилган мисолларнинг биринчисида 
функциянинг кшшатлари туплами [0, +  °°), иккинчисида эса [0,1] 
сегментдан иборатдир.

Шуни яна бир бор таъкидлаймизки, куп узгарувчили (т та узгарувчили) 
функцияларда функциянинг берилиш туплами R m фазодаги туплам булиб, 
б у функция кийматлари туплами эса ^ациций сонларнинг кнсм тупла- 
мидан иборатдир.

Rm +1 фазонинг (х,у) (xeRm, У =  f(x) € R) ну^таларидан иборат ушбу

{(*>/(*))} = { ( * , №  xe R " \f (x )eR }
туплам у  — f(x) функция графиги деб аталади.

Масалан, т  =  2 булганда (R2 фазода)
У =  Х^.Х2, у  =  Xj-j-Xg,

У =  Y 1 — *1“  Х1
функциялар графиги мос равишда 

фазода гиперболик параболоид, 
айланма параболоид ^амда ioi^opи 
ярим сфералардан иборатдир (10- 
чизма).

Л с  R m тупламда у  =  f(x) =  
= f(x 1, x 2, . . . , хт )функция берил-

1 - чизма



ган булиб, х г, х„.............х т ларнинг хар бири Т  с= R k (k^N) тупламда
берилган функциялар булсин:

x i ~  *Pi(0 = cPi(A> h ,  , tk),
х ,  =  <рг(0 =  q>a(ti, t2, , tk),

* т  =  Ф т ( 0  =  Ф т ( 4 ,  ¿2................ t k) .
Бунда t =  (tlt t2, . . . ,  tk) узгарувчи T  a  R k тупламда узгарганда уларга 
мос х  =  (x lt Хп, . . . , xm) ну^та M c z R m тупламда булсин. Натижада 
у  узгарувчи х =  (хь х г, . . .  , хт) узгарувчи ор^али t  =  {tb t2, . . . , t k) 
узгарувчиларнинг функцияси булади:

t—>-х—>-у
((^1, t2> . . . , t/i)—*-(xj, x 2, . . . , Xm) —V y).

By
У =  Ы ) ) Ч Ш ъ  к ............ tk), ф 2{tlt t 2, ------ 4 ) .............фm(tb t2, . . .  , t k) )
функция мураккаб функция ёки f(x) хамда ф,(0 ( / = 1 , 2 , . . .  т) 
функциялар суперпозициям  деб аталади.

Элементар функциялар устида цушиш, айириш, купайтириш ва бу- 
лиш амаллари хамда функциялар суперпозицияси ёрдамида куп  узга- 
рувчили элементар функциялар ^осил к,илинади. Ушбу

у  =  у  =  \ny Xi -f- Jf2 _J_ . . .  -I- x mi

у  =  sin fo -x ,) +  sin(x2-x3) - f  ... +  sin(xm_ r xm) 
функциялар шулар жумласидандир.

f ix) =  f { x  1, x2, . . . ,  xm) функция M c z R m тупламда берилган булсин. 
Агар бу функция к4ийматлари туплами

у  =  {fix1. Х2........... хт ) : ( х  1, х2..............х т)£ М }
ff коридан (куйидан) чегараланган булса, яъни шундай узгармас С  (уз- 
гармас Р) сон топилсаки, V(*i. х2, . . . , х т) £ М  учун

fix  it х 2, . . . , хт) sS С {fix j, х 2, . . . , х т) ^  Р)
тенгсизлик уринли булса, f{x) =  f{xb х 2, . . . , х т) функция М  туп­
ламда юцоридан (куйидан) чегараланган деб аталади, акс ^олда, 
яъни хар кандай катта мусбат 5  сон олинганда хрм, М  тупламда ш ун­
дай {х®, х£, . . .  ,х°) нукта топилсаки,

f(x°v х°2............ х°т) > 5  (f{x°v х°2, . . .  , x ° J <  —  S)

тенгсизлик уринли булса, f{x) =  f{xx, х 2, . . . , х т) функция М  тупламда 
юцоридан (куйидан) чегараланмаган деб аталади.

Агар ¡{х) — /  (х1,х2, . . . ,  х т) функция М  тупламда хам ю^оридан, ^ам 
куйидан чегараланган булса, функция шу тупламда чегараланган  
дейилади.

Масалан, М  =  /?2\{(0,0)} да берилган

f{xv x 2) = ------5-----
л-2 4- л-2 Х1 ~Г х2



функция шу М  тупламда ^уйидан чегараланган, аммо ю^оридан чега- 
раланмагандир: У =  (0, оо ).

2. ф у н к ц и я н и н г  л и м и т  и. R m фазода бирор М  туплам олайлик. 
а  нук;та (а =  (av  а 2, . . . ,  а т)) шу тупламнинг лимит ну^таси булсим. 
У  з^олда М  тупламнинг ну^таларидан а га интилувчи турли {д^} 
(х(п> 6 М. х (п) Ф а, п =  1, 2, . . .  ) кетма-кетликлар тузиш мумкин:

Н т х < л> =  а.
tl~+oo

Энди шу М  тупламда бирор У =  f(x)  функция берилган булсин.
1 2 . 1 6 - т а ъ р и ф  ( Г е й н е  т а ъ р и ф и ) .  Агар М  тупламнинг ну^талари- 

дан тузилган, а га интилувчи хар ^андай {л̂ л>} (х{п1 ф а ,  п — 1, 2 , . . . )  
кетма-кетлик олинганда х;ам мое { /(л:<п))} кетма-кетлик ^амма вацт 
ягона Ь (чекли ёки чексиз) лимитга интилса, b f(x) функциянинг а 
нуцтадаги (ёки х - > а  даги)  лимит а* деб аталади ва уни

lim f (x )  =  b ёки х  -*-а да f ( x ) - + b
х-+а

каби белгиланади.
Функция лимитини бошкача ^ам таърифлаш мумкин.
1 2 . 1 7 - т а ъ р и ф  ( К о ш и  т а ъ р и ф и ) .  Агар V e > 0  сон учун шун- 

дай б > 0  топилсаки, ушбу 0 < ; р(х, а ) < б  тенгсизликни каноатланти- 
рувчи барча х £ М  ну^таларда

\f(x) —  b \<  е

тенгсизлик бажарилса, Ъ сон /  (х) функциянинг а нщтадаги ( х -+ а  
даги) лимита  деб аталади.

1 2 . 1 8 - т а ъ р и ф  ( К о ш и  т а ъ р и ф и ) .  Агар V e > 0  сон учун 
шундай б > 0  топилсаки, ушбу 0<С р(х, а) С  б тенгсизликни ^аноат- 
лантирувчи барча х £ Ai нукталарда

1 / ( * ) |> е  ( / ( х ) > е ;  f ( x ) <  — е)

булса, f  (х) функциянинг а нщтадаги (х -+ а  даги) лимити  оо (-f- оо;
—  оо) дейилади.

Шундай цилиб функциянинг лимити икки хил таърифланди. Бу 
таърифлар эквивалент таърифлардир. Бунинг исботи 1-^исм, 4 -боб,
3 - § да келтирилган бир узгарувчили функция лимити таърифларининг 
эквивалентлигининг исботи кабидир.

Юцоридаги lim f(x)  =  b ёки х - + а  да f(x)->-b  белгилашларни х  —

=  {хь х 2, . . .  , хт), а =  {аь а2............ ат) ^амда

х1->-а1

* Б из 1\уйида куп узгарувчили функция учун лимитлар туш унчаси бошкача 
киритилиш и >;ам мумкинлигини к у  рамиз. Улардан фарц| эти ш  уч ун , баъзан, б у  л и ­
м и т  каррали лимит деб  з^ам атал ади .



эканлигини эътиборга ол»Д куйидагича 
l i m /  {,Х\, х%, . . . , лгот) — Ь Xi —► о.,

*1-ю,
Т*.“’ ёки да f  (Xj, , xm) —

ёзса з̂ ам булади.

/г"1 фазода бирор М  туплам берилган булиб, с» эса шу тупламнинг 
лимит нучтаси булсин. Бу М  тупламда y = f ( x) функция берилган.

12 . 19-таъриф ( Г е й н е  т а ъ р и ф и ) .  Агар М  тупламнинг нукта- 
ларидан тузилган ^ар цандай { х ^ }  кетма- кетлик учун х(п) —>- оо да 
мос </ (лг<">) > кетма-кетлик ^амма ва^т ягона Ь га интилса b f ix)  
функциянинг х-*-оо даги лимити деб аталади ва ’

lim /  (х) =  b
х-»а>

каби белгиланади.
12 . 20 - таъриф [ (Коши т а ъ р и ф и ) .  Агар V e > 0  сон учун 

шундаи б >  0 топилсаки, ушбу р(х, 0) >  б тенгсизликни каноатланти- 
рувчи барча х £ М  нуцталарда

\f{x)— b \ C E

тенгсизлик бажарилса, Ь f(x) функциянинг х - + о о  даги лимити деб  
аталади ва

lim /(* ) =  Ь
Х т >а

каби белгиланади.
Шуни таъкидлаш лозимки, функция лимити тушунчаси киритили 

шарт эмас™  ^аралаётган нУ'̂ тада Функциянинг берилиши (ани^ланиши)

1 2 . 2 - э с л а т м а .  Юкорида функция лимитига берилган Гейне таъпи- 
фининг мо^ияти, ^ар ^андай {х(п)} (х<п> а, п =  1 , 2 , . . .  *(«) _ £ а\ 
кетма-кетлик учун мос {/(*<п))} кетма-кетликнинг лимити олинган 
кетма-кетликка богли^ булмаслигидадир.

М и с о л л а р .  1. У ш бу  

I х 1-х2
/  (*) =  /  (х 1> х 2> =  I - у х 2 х 2> агаР х \  +  ® бул са ,

[ 0 , агар *2 -j- * 2  — о  бул са

функциянинг х = ( х и  х2) -*■ (0, 0) (яъни х г ->- 0 ,  х 2 - + 0 )  даги лимита н оль  ^ ян 
лиги курсатилсин. Б у  функция Я 2 тупламда берилган бул иб, (0 0 ) нукта  
ламнинг лимит н у^ таси . J ШУ ТУП_

а) Гейне таърифи буйича: (0 , 0) ну^тага интилувчи ихтиёрий х(п) —  ( х <п)

0) (ЯЪНИ х(") " 0 ' Х^ ^ 0) {х (П )ф  ( 0 ’ 0 )) кетма- кетлик оламиз. У н д а  L c  
i f  ( * ^ ) }  кетма- кетлик учун куйидагича

(х(Щ) =  /  (Х[п\  4 » ) )  =  . =  ¿ п )  .  ________

У  ( ^ ) Ч -  Ц">)« | /  и и ) 2 + ( ^ ) )2 • ^ 4 П) <



1 /2

булиб, х ^ - > - 0 ,  х ^  0 да

Пт /(х(п)) =  0
п-->(0, 0)

булади. Демак,

П т  } (х) =  П т  ----- ^ 1_£а----- =  0;
Х1-*0 Т Г О I 9*в -»о м ;  т  л:2*-(0,0) '*,-0 у х2 +  г2 \

б) Коши таърифи буйича: V 8 > 0  сонга кура б =  2е деб олинса, у ^олда 
О <  р (х, 0) <  б тенгсизликни цаноатлантнрувчи барча х  нукталарда

|/(х) — 0|
х1-х2 I |х,1 • |дг2| 1 _______ 1 1 .

-----1— -— =  — -------— — л Г  2 , 2 =  — р (а:, 0 ) < — б =  е

У 7 й 4 \  У * й г 4  2 Г  , + *  2  22

тенгсизлик уринли булади. Бу эса

эканлигини билдиради.
2. Куйидаги

П т  / (х) — П т  1 ..2~  =  О
*-► (0,0) х , - 0  1 / 2  +  2

*,-.0 у Х1 х2

'X) = / ( х „  х2) =  .
X? ■ х\ +  (дСц— *2)2

функциянинг х = ( х 1, х 2) -*■ (0, 0) (яъни х ,- * 0 ,  х2-*-0) даги лимитининг мавж уд 
эмаслиги курсатилсин. Бу функция >;ам /?2\{ (0 ,0 )}  тупламда бзрилган булиб, (0 ,0) 
ну^та шу тупламнинг лимит ну^таси.

(О, 0) ну^тага интилувчи иккита

- ,  1 ) ^ ( 0 .  0), 
п П]

кетма- кетликлар олинса, улар учун мос равишда

_1_

п*

— < п \  п *  1 1

п 4 /г4

булади. Бу э;а  (0, 0) да берилган функциянинг лимити мавжуд эмаслигини 
билдиради.



3. Ч е к с и з  к и ч и к  в а  ч е к с и з  к а т т а  ф у н к ц и я л а р .  1-^исм- 
нинг 3- боби, 4-§ ^амда 5-§ ларида чексиз кичик ва чексиз катта мик- 
дорлар тушунчалари, 4-бобнинг 7-§ ида эса чексиз катта ва чексиз 
кичик функциялар тушунчалари киритилиб, улар курсатилган параграф - 
ларда урганилган эди.

Худди шундай тушунчалар куп узгарувчили функцияларга нисбатан 
^ам киритилиши мумкин. Уларни урганиш эса бир узгарувчили функ­
ция холидагига ухшаш булганлигини эътиборга олиб, чексиз кичик 
хам да чексиз катта куп узгарувчили функциялар хакидаги маълумот- 
ларни санаб утиш билан кифояланамиз.

Бирор а(х)  функция М  с  Я т тупламда берилган булиб, а 
ну^та шу тупламнинг лимит нуцтаси булсин.

12.21 - т а  ъ р  иф. Агар х -^ -а  да <х(х) нинг лимита ноль, яъни
П т а ( л : )  =  0
х -*а

булса, у холда а (х) функция х  —>■ а да чексиз кичик функция деб ата- 
лади.

Берилган /  (х) функция х-*~а да чекли Ь лимитга эга булиши учун
а  (х) =  /(*) — &

чексиз кичик функция булиши зарур ва етарли.
Бунинг исботи функциянинг лимита ^амда чексиз кичик функция- 

нинг таърифларидан келиб чи^ади.
Шундай ^илиб, х - + а  да /  (х) функция Ь лимитга эга булса, бу 

функцияни ,)\ар доим

/  (х) — Ь +  а  (л)

куринишида ифодалаш мумкин, бунда а  (х) — чексиз кичик функция.
Чексиз кичик функциялар куйидаги хоссаларга эга.
Фараз ^илайлик, Р (х) функция ^ам шу /И тупламда берилган бул­

син.

1 Агар х-*-а  да а  (х) ва р (х) функциялар чексиз кичик функция­
лар булса, у ^олда уларнинг йигиндиси а. (г) +  Р (х ) функция хам чек­
сиз кичик функция булади.

2°. Агар лг -^ада  а  (х) чексиз кичик функция булиб, Р (х) ф ун к­
ция эса чегараланган функция булса, у ^олда уларнинг купайтмаси 
а  (х) ■ Р (х) )^ам чексиз кичик функция булади.

12 . 22 - т аър  иф.  Агар М  тупламда берилган у (л) функция учун

1 ¡ш у (х) — оо
х->а

булса, у(х) функция х -* -а  да чексиз катта ф ункция  деб аталади.
3 . Агар х-*-а  да <х(х) функция чексиз кичик (а (х) Ф  0) функция 

булса, - функция х - > а  да чексиз катта функция булади.

4°. Агар х -* -а  да у (х) функция чексиз катта функция булса, —
. ' у(х)

функция х-*-а да чексиз кичик функция булади.



4. Л и м и т г а  э г а  б у л г а н  ф у н к д и я л а р н и н г  х о с с а л а р и .  
Чекли лимитга эга булган куп узгарувчили функциялар з$ам чекли ли­
митга эга булган бир узгарувчили функдияларнинг хоссаларига (царал- 
син, 1-кисм, 4 - боб, 4- §) ухшаш хоссаларга эга. Уларнинг исботи 
худди бир узгарувчили функциялар хоссаларининг исботи кабидир. 
Шуни эътиборга олиб, биз цуйида чекли лимитга эга булган куп 
■узгарувчили функдияларнинг хоссаларини исботсиз келтирамиз.

Бирор М  <=. R m тупламда / ( х) функция^ берилган булиб, a { a t  К ) 
нук;та шу М  тупламнинг лимит ну^таси булсин.

Г . Агар
l im/ (x)  — b
х-*а

мавжуд булиб, Ъ > р  ( b < q )  булса, а нуцтанинг етарли кичик атрофи- 
даги х е М  {х ф а )  ну^таларда /  (х) > р  (/ (х) <  q) булади. Хусусан, Ьф О 
булса, у з^олда а  ну^танинг етарлича кичик атрофида /  (х) Ф  О оулади. 

2°. Агар
lim f(x) — b
х -т

мавжуд булса, а ну^танинг етарли кичик атрофидаги х £ М  (х ф а )  
нукталарда /(х )  функция чегараланган булади.

Энди М да иккита Д(х) ва / 2 (х) функциялар берилган булсин.
3°. Агар

lim / 1(jc)=|&i, lim f2\(x) =  b2
x~*a x-+a

булиб, а. ну^танинг Us (а) атрофидаги барча x нукталарда ( x £ M  Г) 
ri Ub (a)) (x) <  /,(х )  булса, у з̂ олда bx <  b2 булади.

4°. Агар а ну^танинг U6(a) атрофидаги х в М  П U6(ä) нукталарда

1 /iW  Ш

булиб, х - > а  да f x(x) ва f2(x) функциялар лимитга эга ^амда
lim Ъ(х) = l l i m / 2 (х) = Ь
х -м  х-*а

булса, у з^олда /(х ) функция з̂ ам лимитга эга ва
lim f(x) — b
JC-Ю

булади.Аг^р да ^  и  функциялар лимитга эга булса,
f1( x ) ± f 2(x) функция з<;ам лимитга эга булади ва

lim lfi(x) ±  fi(x)] =  1 im f i ( x) ±  l i m/ 2(x).
x-*a

6°. Агар x - > a  да Цх(х) ва /2(х) функциялар лимитга эга булса, 
fi(x) ■ /2(х) функция з̂ ам £ лимитга эга булади ва]

П т [ /Х(х) • / 2(х)] =  lim Ш  ■ Н т / 2(х).
х~>а



7°. Агар х-±-а да ¡г(х) |ва ¡г (х) функциялар лимитга эга булиб, 

1 ¡т  / 2 (х) Ф 0 булса, ^ ^  функция ^ам лимитга эга булади ва

П т / !  (х) 
Н ш ^    
х-*а и  (х ) П т  / 2 (х)

X—>Л

12. 3- э с л а т м а .  Бир узгарувчили функциялардагидек, х —<- а да 
Ь{х) ва / 2 (х) функциялар йириндиси, купайтмаси ва нисбатидан иборат 
булган функцияларнинг лимитга эга булишидан бу функцияларнинг 
хар бирининг лимитга эга булиши келиб чикавермайди.

1 2 . 4 - э с л а т м а .  Агар х - ^ а  да 1) /^(х) ва / 2(х) функцияларнинг

*;ар бирининг лимити ноль (ёки чексиз) булса, ифода; 2) /х(л:)->0,
/ 2(х )-у  оо булганда / г(х) • / 2(х) ифода ва ни^оят'з) /* (х) ва /2(х) турли 
ишорали чексиз лимитга эга булганда Д(х) +  / 2(х) йигинди мос ра-

0 / ОО \
вишда — ^ 0-оо,  оо — оо куринишдаги ани^масликларни ифода - 
лайди.
„ Агар х - + а  да 1) Ь(х)-+0,  £,(*)->► О булса, 2) 1, /2(;с)-+ оо

булса, 3) / 1  (х) ->• оо, / 2 ( х ) ^ 0  булса, у холда [/^(хЖ* ^  мос равишда 
0°, 1 , оо° куринишдаги аникмасликларни ифодалайди. Бундай аник- 
масликлар бир узгарувчили функцияларда ^аралганидек, /'(.г) ва / 2(х) 
функциянинг уз лимитларига интилиш характерига караб очилади.

5. Т а к р о р и й  л и м и т л а р .  Биз ю^орида }{х) =  / ( х ь х2, . . ., хт ) 
функциянинг а =  (а1, а2, . . ., ат ) ну^тадаги лимити

П т/(х ) =  & Нш х2.......... хт) =  Ь

хт~+Оп

билан танишдик. Демак, функциянинг лимити, унинг аргументлари х ь 
хъ • • •> хт ларнинг бир йула, мос равишда а ь а 2, . . ., ат сонларга 
интилгандаги лимитидан иборатдир.

Куп узгарувчили функциялар учун (уларгагина хос булган) боцща 
формадаги лимит тушунчасини 5{ам киритиш мумкин.

/(* 1. Ч .......... хт) функция М с Г  тупламда берилган булиб, а =
=  (^1, а2. • • •• ат) нуцта М  тупламнинг лимит ну^таси булсин. Бу 
функциянинг даги (бош^а с>арча узгарувчиларни тайинлаб) лимити

Пш/ ( х 1, х2, . . ., хт)
X ,-*01

ни царайлик. Равшанки, бу лимит, биринчидан бир узгарувчили функ­
ция лимитининг узгинаси, иккинчидан у х2, х3, . . х т узгарувчиларга 
борлиц:

Пш/(х1, х2, . . С̂щ) — Ч>х(х2, х3, . . дг,,,).



Сунг ф! (дг2, xs, . . . , х т) функциянинг х 2-+ а2 даги (бошка барча узга- 
рувчиларини тайинлаб) лимити

l im 9 i(x 2) Хц, . . х т) =  у 2(х5, х ^  . ■ ., х т)

ни ^арайлик.
Юедридагидек бирин-кетин х 3-+ а3, х^ —>й.ь • • • > х т ат Да ли" 

митга утиб
lim  lim ••• lim f ( x x 2, ■ ■ ■, x„) 

x m-*am xm—\ - >°m _ 1

ни з^осил ^иламиз. Бу лимит f ( x v х2, . . ., х т) функциянинг такро-
рий лимит и  деб аталади.

Демак, функциянинг такрорий лимити, уницг аргументлари х и х 2, 
х т ларнинг ^ар бирининг б и р и н - к е т и н  мос равишда аи а2, . ..,

а,„ сонларга интилгандаги лимитидан иборат.
Худди юкоридагидек, f ( x lt х г.......... х т) функциянинг х и , х.^, ... ,xik

аргументлари мос равишда ah , а и , . . a .fe ларга интилгандаги такро­

рий лимити
lim  . . .  lim  f ( x  1, х 2, • • •> Д-m) 

х'чГа'‘к
ни хам караш мумкин.

Шуни хам айтиш керакки, f ( x х, х 2, . . х т) функция аргументла­
ри х,,' х„, . . ., х т лар мос равишда а и а2, . . ., ат сонларга турли 
тартибда интилганда функциянинг турли такрории лимитлари ^осил 
булади.

М и с о л л а р .  1. Ушбу параграфнинг 2- пунктида келтирилган

/ (*1> хг)

функциянинг лимити

—, агар х \  +  х2 >  0 булса,
У  х\  +  х \  2

О , агар +  х2 =  0 булса

lim f  (xlt х2) =  О

булишини курсатган эди. Бу функциянинг такрорий лимитлари мавжуд ва улар 
^ам 0 га тенг. Дацицатан ^ам,

lim  f (xl t  х 2) =  Нш / - 1 - 1 = - =  0, lim lim / (xlt * )  =  0.
* . - 0  у  xl +  xl * ,- 0 , ^ 0

Шунингдек,

lim  f  ( x , ,  x2) =  lim  - X\ ' * - —  =  0, lim limJ \ x u  x 2) =  0. •

Демак берилган функциянинг такрорий лимитлари мавжуд ва улар бир-бирига 
тенг булиб, бу такрорий лимитлар функциянинг (каррали) лимитйга тенг булади.



2. УшбУ;„ ,,
2х, — х2

f (Х„ *s> =  \ Xl +  3*2 ’ агаР. *  +  3*= ф  0 бУЛСа’
О , агар Xi +  Зх2 =  0 булса

функцияни ^арайлик. Бу функциянинг такрорий лимитлари ^уйидагича:
2хх — Хп 1 2 Xj ■— х» 1

lim -------- -— =  — — , lim  hm  -----— —  =  — — ,
*,-*0 *1 +  За'о 3 jc,->0 jri->0 Xt +  о .v2 3

2xi x2 i . .. 2 x,  ■ x2 n
lim -------- -—  =  2, lim  lim -----—----- =  2.

x%—»0 X\ _j“ 3 X2 Xi—*0 хг~»0 1 “p l'  xa
Демак, берилган функциянинг такрорий лимитлари мавжул булиб, уларнинг бнри

— — га. иккинчиси эса 2 га тенг.^
3
Бироц х — {хх, ха)-»-(0 , 0) да f (х,, х2) функциянинг (каррали) лимита мавжуд 

эмас. Чунки (0, 0) ну^тага интилувчи иккита

х<п> =  ( - ,  - ) - ( 0 ,  0),
\ п п 1

1 U  (о,о)
\  п п 1

кет.\ а- кетликлар олипса, улар учун мос равИшда
1 \  1 1  / 5  4 \ 6 6

1 ( п '  п )  4 ^ 4 ’ Н  п ’ п )  17 17 
булади. Бу эса (*,, *2) -v  (0, 0) да берилган функциянинг (каррали) лимити м ав­
жуд эмаслигини билдиради.

3. К,уйидаги

Х1 ■ 4
/  (*1. хг) — 9 . 2 ^  _  ^ 2

функциянинг такрорий лимитлари
2 2 2 2X ̂  • Xq х  ̂ х%

lim — -------------------- -—  =  0, lim  lim 1  =  0,
*i-»o х\ ■ х\  +  (ху — x2f  Xl->0 X l x2 - \ - (Xl —  x2)2

=  0, lim lim
2 2 *1 • -«2

*.-*0 х \  х\  +  (*! — х2)2 * 1- >0 л,->0 х\  . х\  +  (х х — х2)2

булади. Демак, берилган функциянинг такрорий лимитлари мавжуд ва улар бир- 
бирига тенг экан. Биз говорила бу функциянинг (xlt х2)-» -(0 , 0) да (каррали) ли ­
мити мавжуд эмаслигини курсатган эдик.

4. Ушбу

f  (Xi) =  J *i +  *2 s«n -Цг, агар х г ф  0 булса,

0 , агар Х\ =  0 булса 

функцияни ь;арайлик. Бу функция учун
lim f ( x u х2) — x lt lim  Пгп (jcj., х2) =  0

х,->0 х,->0 д:г-+0
С\либ, lim l i m/ i ^ ! ,  х2) —  мавжуд эмас. Демак, берилган функциянинг битта так-

*2-*0 xt-+0



I/ <*1. хг) — 0| = <  I l!+ 1 хг I (jti ф  0)

рорий лимити м а в ж у д  бул иб, иккинчи такрорий лимити эса мавжуд эмас. Аммо

1
Х1 +  *2 s'n —

*1
муносабатдан { х и  х2) -*■ (0 , 0) да f ( х и  хг) функциянинг (каррали) лимити м авж уд [ва

Нш / (*i, x j  — 0 
x t-*Q

булиш и келиб ч и^ади.
5 . К,уйидаги

/ ( * i .  Дгг ) =  (дгх +  ^2) • s i n i - - s i n - L
* i х2

функцияни карайлик. Б у  функциянинг х х 0  даги лимити |м а в ж у д  эмас. Чунки  
нолга интилувчи иккита

х?>  =  - - >  0, 7™  =  ---- -> 0 (л-* ОО)
п п  (4 г а + 1) я

кетма- кетликлар ол и н са , улар учун мос равиш да (х2 Ф 0  да)

f  х * )  ~ * 0 ' f  (~Гл------Г Т ;— , * 2 ) - > х 2 • sin  —\ п п  J \  ( 4 n +  1) я  )  х 2
булади.

Х удди  ш ун га  ухш аш  курсатиш  мумкинки,
lim  }  (xlt х г )

з^ам м а в ж у д  бул м а й ди . Аммо
1 1 1

(* 1 +  *2) Sin — sin — <  | JTj \ +  | х2 1 
Х\ I

тенгсизликдан ( x l t  х 2) - * - ( 0 ,  0) да } ( х и  дг2) функциянинг (каррали) лимити м а в ­
ж у д  ва

/ (A. x.¿) — 0 |

l im  /  (jtj. x¡) =  0
дг,-+0
л,->0

булишиии т о п а м и з .

Ю^орида келтирилган мисоллардан куринадики, функциянинг бирор 
ну^тада каррали лимитининг мавжуд булишидан, унинг шу ну^тада 
такрорий лимитининг мавжуд булиши ва аксинча, функциянинг бирор 
нуцтада такрорий лимитларининг мавжуд булишидан, унинг шу нук;- 
тада каррали лимитининг мавжуд булиши келиб чикавермас экан. Ун- 
дан тацщари функциянинг такрорий лимитлари бир-бирига ^ар доим 
тенг булавермас экан.

Биз цуйида функциянинг каррали ва такрорий лимитлари орасида- 
ги богланиш з а̂мда уларнинг маълум шартларда узаро тенглиги ^а^и- 
да теорема исботлаймиз.

/(х ь x ¿  функция М  =  { ( х ъ x ¿  6 R2 : | хх — х ° | <  а ъ |х2 — х°|< аа} 
тупламда берилган булсин.

1 2 . 8 - т е о р е м а .  Агар 1) (хь Xj¡)->(x“, х£) да /(х 1; x¡¡) функция­
нинг каррали лимити мавжуд'.

lim /(Xj, х 2) = Ь ,0xt-*x1охг-*хt



2) xflp бир тайинланган xt да цуйидаги
lim f { x u х2) =  ф (хх)

лимит мавжуд булса, у  хрлда
lim lim  f ( x ltx jв 9xt-+xt

такрорий лимит %ам мавжуд булиб,
lim lim  f ( x u x j  =  b0 в

булади.
И с б о т .  f{xlt x2) функция (*!, x j) -* (x “, ж®) да каррали

lirn  ̂f ( x lt x ^ = b

О

лимитга эга булсин. Лимитнинг таърифига кура, V  е >  0 сон олин- 
ганда хам, шундай б > 0  топиладики, ушбу

{ (*i> x ^ Z R 2: \xl —  х ° | <  б ,  \хг — х ° | <  6} с :  М

тупламнинг барча (хь х2) ну^талари учун
\ f ( x u х^ — Ь \ < е \  (12.26)

булади. Энди теореманинг 2) шартини эътиборга олиб, х х узгарувчи- 
нинг | xt — х ® | < 6  тенгсизликни каноатлантирадиган ^ийматини тайин- 
лаб, хг -+х?2 да (12.26) тенгсизликда лимитга утиб

1 ф(*1> — Ь\ <  е
ни топамиз. Демак, V f > 0  сон олинганда "хам, шундай 6 > 0  топи- 
ладики, | хг — х® | <  б булганда | ф (хг) — b | <  е булади. Бу эса

Пгпф (xj) =  bОXi-*‘Xl

булишини билдиради. Кейинги муносабатдан
lim lim  / (х1г xJ =  b• оXi-*Xt Xf-МС,

булиши келиб чи^ади. Теорема исбот булди.
Цуйидаги теорема худди шунга ухшаш исботланади.
12.9- т е о р е м а .  Агар 1) (хъ х2) - > (х°, х°2) да f ( x 1} х 2) функция- 

ни нг каррали лимити мавжуд;
lim f  (xlt х^ =  b,

о



2) \ а р  бир тайинланган х 2 да куйидагиК
lim f.(xu х 2) — Ц>(х2)

оx,->xt

лимит мавжуд булса, у  уолда, * ■ •■•> •
li.m, lim  f(xlt x<)0 0 X2-*X2Xi-+Xl • ,

такрорий лим ит  %ам мавжуд оулиб, . •: ■. > : , • • •.
lim lim  f ( x lt х2) =  bо о

булади.
1 2 . 1 - н а т и ж а .  Агар бир вацтда юцоридаги: 12.8- ва 12.9-теоре- 

маларнинг шартлари бажарилса, у ^олда
lim  f ( x lt x,) =  lim  lim f ( x lt x2) =  \im lim f{xu x 2)о 0 fl 0 0X i —* V j X2->*2 X2-+X2 X1~*X1

0x2-*x2

булади. , .
Биз икки узгарувчили функциянинг каррали ва такрорий лимитла- 

ри орасидаги богланишни ифодаловчи теоремаларни келтирдик.
Худди юкоридагидек f ( x lt х 2, . . ., хт) функциянинг x,v  x £j........ х

узгарувчилари буйича
lim f ( Xl, х 2, . . ., хт)

V,  ->у0

каррали <%амда
lim lim . . .  lim  f ( x u x2, . . ., x m)

X i -*Х®. XI -WC® jr/.-ME®.*1 Ц l2 l2 lk lk

такрорий лимитлари ва улар орасидаги богланишни караш мумкин.
6. К о ш и  т е о р е м а с и  ( я р н л а ш и ш  п р и н ц и п и ) .  Энди куп 

узгарувчили функция лимитининг мавжудлиги ^акида умумий теорема 
келтирамиз.

R m фазода М  туплам бгрилган булиб, а (а £  R m) унинг лимит ну^- 
таси булсин. Б у  тупламда f  (х) функция берилган.

12.23- т а ъ р  иф.  Агар V e > 0  сон учуй шундай б >  0 сон топил- 
саки, ушбу 0 <  р(х, а ) < Ь ,  0 < р ( х ,  я ) < б  тенгсизликларни каноат- 
лантирувчи ихтиёрий х  ва х ( х £  М ,  х  £ A4) нукталарда

I / W — / М 1 < е
тенгсизлик уринли булса, f  (х) функция учун а нуцтада Коши tuapmu 
бажарилади дейилади.



12.10- т е о р е м а  ( К о ш и  т е о р е м а с и ) .  f (x)  ф ункция а нукта- 
да чекли лимитга эга булиши учун а нуктада Коши шартининг  
бажарилиши эарур ва етарли.

И с о о  т. З н р у р л и г и .  x - v a  да f (x)  функция чекли лимит
! Y\mf{x) — b

кура шундай б > 0  топиладики, ушбу 0 < р ( х ,  а) < 8  тенгсизликни 
каноатлантирувчи барча х ( х £ М )  нуцталарда

булиши келиб чи^ади. Бу эса f (x)  функция учун а  нуктада Коши 
шартининг бажарилишини курсатади.

Е т а р л и л и г и .  f(x) функция учун а нуцтада Коши шарти бажа- 
рилсин, яъни v e > 0  сон олинганда ^ам, шундай 8 > 0  топиладики, 
ушбу 0 < p ( x ,  a ) <  8, 0 <  р(х,  а) < 8  тенгсизликларни каноатланти- 
рувчи ихтиёрий х на х  (х, х  6 М)  нук,таларда

булсин. Бу ^олда f (x) функция х - + а  да чекли лимитга эга булиши- 
ни курсатамиз.

а ну^та М  тупламнинг лимит нуцтаси. Шунинг учун М  туплам- 
нинг нукталаридан {х(п)} (х{п) Ф а, п =  1, 2, . . .) кетма- кетлик тузиш 
мумкинки,бунда

булади. Лимитнинг таърифига биноан, ю^орида келтирилган б > 0  га 
кура, шундай ti0£ N  топиладики, барча п > п 0, р > п 0 учун 0 <
<  р (*<п), а )< ; 8, 0 < р ( х (р), а) С  8 булади. Бу тенгсизликларнинг ба- 
жарилишидан эса, шартга кура:

булади. Демак, { / (х<п)) } — фундаментал кетма-кетлик. 2 -§  да келти­
рилган 1 2 .4 -теоремага кура { / (х<п))} кетма-кетлик якинлашузчи. Бу 
кетма- кетликнинг лимитини b билан белгилайлик:

6га эга булсин. Таърифга бинсан, V  е >  О сон олинганда ^ам, —  га

I / W - / ( * ) ! < ! / ( * ) - 6  | + | / ( * ) - * | < е

lim  f ( x {n)) =  b.
П- -ОО



Энди М  тупламнинг ну^таларидан тузилган ва а нуктага интилув- 
чи ихтиёрий {х(п)} кетма- кетлик

х1п) а  (х(п) Ф а, п =  1, 2, . .  .)

олинганда ^ам мос { /(х <и))} кетма-кетлик (у ю^орида курсатганимиз- 
га биноан я^инлашувчи булади) ^ам ÿuia b га интилишвди KÿpcaTaMH3. 

Фараз цилайлик, х{п) а (х{п) ф  а, п =  1 , 2 , . . . )  б^лганда I

f ( x (n)) - + b '
булсин.

{х(п)},  {х(п>} кетма- кетлик ^адларидан ушбу
J 1 )  “ ( О  J 2 )  ~ ( 2 )  ( п )  ~ ( п )Л/ f А/ | А ) A j • • •  f Л ) Л | «

кетма- кетликни тузайлик. Равшанки, бу кетма- кетлик a ( a £ R m) га 
интилади. У  ^олда

f Л  Я*(1))Л *(2>), f ( x (2)) --------f(x in) ,  . . .  (12.27)
кетма- кетлик чекли лимитга эга. Уни Ь* орк;али белгилайлик. Агар 
{ f ( x (n))} ва { /  (х(,1>)} кетма- кетликларнинг jçap бири (12.27) кетма-кетлик- 
нинг ^исмий кетма-кетликлари эканлигини эътиборга олсак, у ^олда

f (x in)) ^ b * ,  f $ n)) - » b *  
булишини топамиз. Демак,j

b* =  b = b ' .
Шундай килиб, f(x) функция учун а  ну^тада Коши шартининг бажа- 
рилишидан М  туплам нук;таларидан тузилган ва а га интилувчи ^ар 
^андай {x<n)}( x in) Ф а ,  п — 1, 2, . . .) кетма-кетлик олинганда ^ам, 
мос { f (x{n))} кетма-кетлик битта сонга интилишини топдик. Бу эса 
функция лимитининг Гейне таърифига кура /  (х) функция а  ну^тада 
чекли лимитга эга булишини билдиради. Теорема исбот булди.

12.5- э с л а т м а .  Коши шарти ва Коши теоремаси х-*-оо  да ^ам 
ю^оридагига ÿxùiam ифодаланади ва исбот этилади.

4- §. Куп узгарувчили функциянинг узлуксизлиги

1. Ф у н к ц и я  у з л у к с и з л и г и  т а ъ р и ф л а р и .  М  с  R m Tÿn- 
ламда f(x) =  f ( x v  х%, . . хт) функция Зерилган булиб, a ÇM  
(а — (аь  а2, . . ат)) ну^та эса М  тупламнинг лимит ну^таси булсин.

12.24- т а ъ р и ф .  Агар х -* - а  да /  (х) функциянинг лимита мавжуд 
булиб,

l i m / f o ,  х%, . • хт) о,%, . . ., ûm)j
l im f (x)  =  /(a ) | l f )

xm~*am

бÿлcа, / ( x) функция a ну^тада узлуксиз деб аталади.



О , агар +  * 2  =  О булса

функцияни караш ч ж . Б у  функциянинг ихтнёрий (х ° ,  х°2) ф  (0 ,0 ) н уц тада  узл ук си з  
булишини функций лимитининг хосеаларидан фойдаланиб топаыиз:

булиб, ундан б ерилгаи функциянинг (0 , 0 )  ну^тада хам узлуксиз эканлиги к елиб чи­
тали. Д ем ак, каралаётган функция Я 2 туплам да узлуксиз.

Шундай килиб функциянинг узлуксизлиги унинг лимити ор^али 
таърифланар экан. Функциянинг лимити эса уз навбатида Гейне ва 
Коши таърифларига эга. Шуни эътиборга олиб, функция узлуксизлиги- 
нинг Гейне ва Коши таърифларини келтириш мумкин.

1 2 . 2 5 - т а ъ р и ф  (Гейне  т а ъ р и ф и ) .  Агар М с:Я т тупламнинг нук- 
таларидан тузилган, а(а£М) га интилувчи хар кандай {х(п)} кетма-кет- 
лик олинганда ^ам, мое {/(х(п))} кетма- кетлик хамма вакт /(а) га интил- 
са> Кх) функция а нуцтада узлуксиз  деб аталади.

1 2 ^2 6 - та ъриф ( Ко ши т а ъ р и ф и ) .  Агар У е > 0  сон учун 
шундай б > 0  топилсаки, ушбу р {х,а) <  б тенгсизликни каноатланти- 
рувчи барча х£М  ну^таларда

тенгсизлик бажарилса, ¡(х) функция а нуцтада узлуксиз де5 аталади.
Атроф тушунчаси ёрдамида функциянинг узлуксизлигини куйидаги- 

ча ^ам таърифлаш мумкин.
12. 2 7 - т а ъ р и ф .  Агар у е > 0  сон учун, шундай 8 > 0  топилсаки, 

барча х£иь{а) Г) М  ну^таларда ¡(х)  функциянинг ц и й м а т л а р и  /(х)£(/е(/(а)) 
булса, яъни

булса, f(x) функция а нуктада узлуксиз  деб аталади.
/ W  =  Кхъ х2, ■ . хт) функциянинг а =  (аъ аг, . . ат) нуктада уз­

луксизлигини функция орттирмаси ёрдамида хам таърифлаш мумкин. 
Функция аргументларининг орттирмалари

хг~+х3
У  ш бу бобнинг 3- §

=  0 =  /(0,0)

x e V b( a ) [ ] M = > f ( x ) e U t(j(a))

га мос ушбу
f ( x ) - f ( a )  =  f(xv x2, 

=  / ( « 1  +  ф х ,  а г  +  А х 2, .
х т) fiP- 1j 2̂» • • •» ^m) 

а т  “Ь  ^  х т)  /(®  1> а 2> • • • > а т )



айирма f(x) функциянинг а  нуцтадаги тулик орттирмаои деб аталади 
ва А /  ёки A f(a) каби белгиланади:

A f(ä) — f(ах +  -(-Д х 2, ............ ат -f- А хт) — f(alt аь . . .,ат).
К^уйидаги I
. . .  f(al +  A x l, а 2, . . .,ат) — f(ait а2, . . ., a j ,

f(tt„ Ct2 ~t~ А Х2, Ctÿ, . . .)ßm) fiflli @2’ • • •> îl)>

> ^m)
ирмалари дзй и- 
;лгиланади.

f(fli> &2> ■■•••> am_^ Qm -f- A xm) f(&i< Q-'i-, • -

айирмалар f(x) функциянинг а ну^тадаги хусусий орт 
лади ва улар мос равишда A xJ ,  A f, Ах f  каби б

Ю^оридаги (*) лимит муносабатдан топамиз:
lim f(x) =  f(ä) =>• lim [j(x) — f(a)] =  0.
x-*a x-+a

Натижада (*) тенглик куйидаги
lim A f(a) =  0, яъни lim A f(a) — 0

x—a-+0
Д х2—>0 

Дх т -> 0

KÿpnHHuira келади. Демак, f{x) функциянинг a ну^тадаги узлуксизлиги

lim A f(a) =  О /  lim A f{a) =  0 \  
х -а -* 0  I д *,_>0 I

yÀxm-*0 J

каби хам таърифланиши мумкин экан.
12. 2 8 - т а  ъ р и ф .  Агар f(x) функция М ( М e r /?т )тупламнинг ^ар бир 

ну^тасида узлуксиз бÿлca, функция шу М тупламда узлуксиз  деб 
аталади.

Биз ю^орида келтирган Kÿn узгарувчили функцияларнинг узлук­
сизлиги уларнинг барча узгарувчилари буйича узлуксизлигини, яъни 
бир йула узлуксизлигини ифодалайди.

Аввалгидек f(xv хг, . . ., х т) функция M c z R m тупламда берилган 
булсин. Берилган функциянинг бирор xk( k =  1, 2, . . ., т) аргументидан 
бошк;а барча аргументларини тайинлаб, бу хк аргументга А хк орттирма 
берайлик, бунда (х1, х 2, . х к_ 1, х к + А х к, хк+1, . . х т)£М булсин. 
Натижада f(xlt х 2, . . х т) функция хам

A f  =  f(Xi, х 2, . . ., х к—1, х к -f- А х к, x k -̂i, . . х т) f  {х±, х2, . . ., хт ) k
{k  =  1, 2, т)  хусусий орттирмага эга булади.

Агар А х к-+0 да функциянинг хусусий орттирмаси А /  хам нолга
Xk

интилса, яъни
lim  А /  =  0 
д*к-о

булса, /(х1; х 2, . .  ., хт) функция (хь х 2, . . .,хт) нуклада х к узгарувчиси



буйича узлуксиз деб аталади. Одатда функциянинг бундай узлуксиз-
лиги, унинг ^ар бир узгарувчиси буйича хусусий узлуксизлиги  деб 
аталади.

Демак, куп узгарупчили функциянинг ^ар бир узгарувчиси буйича 
хусусий узлуксизлиги, бир узгарувчили функция узлуксизлигининг худ- 
ди узи экан.

Аггр f ( x 1, x 2, . . хт) функция (х°,х°, . . ., х °) нуктада (бир 
йула) узлуксиз булса, функция шу нуктада ^ар бир узгарувчиси бу­
йича хам хусусий узлуксиз булади. Да^и^атан ^ам, ¡(хь х 2, . . ., х т) 
функция (х°, х°, ■ ■ .. х^)£М  нуцтада узлуксиз булсин. Таърифга кура

булади.
Хусусан,
А хх =  А х 2 =  . . .  =  А х к_л  =  А х к+1 — . . . =  А хт =  О, А х к ф  О

булади. Бу эса берилган функциянинг (х®,х°, . . х °) нуктада х к{к — 
=  1,2, . . ., т) узгарувчиси буйича хусусий узлуксиз булишини билди- 
ради.

1 2 . 6 - э с л а т м а .  / (хъ хг, . . ., х т) функциянинг бирор нуктада ^ар 
бир узгарувчиси буйича хусусий узлуксиз булишидан, унинг ш у н ук­
тада (бир йула) узлуксиз булиши хар доим келиб чикавермайди. Ма- 
салан, ушбу

фтнкцияни ^арайлик. Бу функциянинг хар бир узгарувчиси буйича уз­
луксиз булишини курсатамиз. Равшанки, /(х ^  0) =  / (0, х2) =  0. Ихтиёрий 
(Х1,Х 2)6 « 2 ну^та олиб, унда х2 узгарувчини тайинлаймиз.

Агар х2 Ф 0 ва х 1-+х°1Ф 0 булса,

Ддгт -->0 &хт~у0

( 6 = 1 , 2 , . .  ., т)
булганда

0, агар х\ +  х \  =  0 булса

агар х \ + х \ ф  0 булса,
Х0

2х() -х2

булади.
Агар х2 =  0ва х 1->-х(’ Ф 0 булса,

Н т /(х 1,0) =  0 =  /(хО,0)

булади.



Агар х% — 0 ва — О булса,

lim f (xlt 0) =  0 — f ( 0 , 0)
*i-»Q

булади. Демак,

lim f (x l t x2) =  f(x°v х2).
оХх-*ХХ

Б у эса берилган f (x1, x 2) функция х г узгарувчиси буйича хусусий уз- 
луксиз эканлигини билдиради. Берилган ф\нкциянинг х2 узгарувчиси 
буйича хусусий узлуксиз булиши худди шунга ухшаш курсатилади. 
Д емак, f (xb я2) функция ^ар бир узгарувчиси буйича хусусий узлуксиз. 
Бироц, ¿У функция (0,0) нуктада узлуксиз эмас. Бу нуктада функция 
^атто лимитга эга эмаслигини курсатайлик. ^акицатан ^ам, (0,0) нук-
тага интиладиган куйидаги иккита |  j J ва |  , —j  j кетма- кет- 

ликлар:

(0 ,0) ( п - > о о )
V п  п /

(га" ^ °0)

олинганда, уларга мос келадиган функция кийматларидан иборат 

, — j  J ва { / ( “ ,"■)]■ кетма-кетликлар учун

булади.
Биз юкорида куп узгарувчили f(xb х г, . . ., х т) функциянинг ĵ ap бир 

x k (k — 1,2, . . ., т) узгарувчиси буйича хусусий узлуксизлиги тушунча- 
си билан танишдик. f(xb х 2, . . х т) функциянинг х ^ , х ^ , . . * ife ^з-
гарувчилари буйича узлуксизлиги худди шунга ухшаш таърифланади.

1 2 . 2 9 - т а ъ р и ф .  Агар х - * а  да f(x) функциянинг лимита мавжуд 
булмаса, ёки

lim f(x) — оо,
х~-*а

ёки функциянинг лимита мавжуд, чекли булиб,
lim f(x)]~ b Ф f(a)
х—>а

булса, унда функция а нуктада узилишга эга деб аталади.

М и с ' о л л а р .  1. У ш бу

, ,  ( х * + 4 ,  агар ( д ^ , ^ ) ^  ( 0 ,0 )  бул са ,

у 1 , агар (хъ  х г) =  (0 , 0 ) булса



функцияни царайлик. Б у  функция Я 2 тупламда берилган булиб, унинг ( 0 ,0 )  н у ц т а -  
даги лимита

функция { (* ! , дг2) £  /?2 : Ху + д |  =  1} тупламнинг хар  бир нуцтасида узилиш га эга

булади, чунки ( х 1г х2) -*■ (х®, я®). (х 1 )2| +  (*2 ) 2 =  1 Да ¡1 ( * 1 . *а) функциянинг чек ли  
лимита мавжуд эмас.

функция ( 0 ,0 )  нуцтада узилишга эга, чунки ( х и  х 2) ( 0 ,0 )  да  берилган ф у н к ц и я ­
нинг лимиги м авж уд эмас (царалсин 4 1 - бет).

Ю^орида келтирилган мисоллардан куринадики, ¡(хь х2) функция 
текисликнинг муайян нукталарида ёки текисликдаги бирор чизикнинг 
барча нукталарида (яъни чизи  ̂ буйлаб) узилиши мумкин экан.

2. У з л у к с и з ф у н к ц и я л а р  у с т и д а  а р и ф м е т и к  а м а л -  
лар.  М у р а к к а б  ф у н к ц и я н и н г  у з л у к с и з л и г и .  Энди узлук- 
сиз функцияларнинг й и р и н д и с и , айирмаси, купайтмаси ва нисбатининг 
узлуксизлиги масаласини урганамиз.

12. 11-те  о р е м а .  Агар / х(Х) ва ¡2(х) функцияларнинг %ар бири  
М  с  Ят тупламда берилган булиб, улар а £ М  нуцтада узл ук си з  
булса,

фунщиялар %ам шу нуцтада узлуксиз булади.
И с б о т .  Бу теореманинг исботи, аслида лимитга эга булган функ- 

циялар устида арифметик амаллар ^акидаги маълумотлардан (уш бу  
бобнинг 3- § даги 5°, 6° ва 7°- хоссалар) бевосита келиб чик;ади. Уни  
лимитга эга булган функциянинг хоссалари (3- § даги Г  ва 2°- хосса’ 
лар) ^амда берилган функциянинг ну^тада узлуксизлигидан фойдаланиб

Нш К х 1гх2) =  0 ф  / ( 0 , 0 )  =  1
*1--0
х,-*0

булади. Д ем ак, берилган функция ( 0 ,0 )  нуцтада узилиш га эга.
2 . У ш бу бобнинг 1- § ида келтирилган

2 2 - агаР булса,

0  , агар [(* ! , х 2) =  (0 , 0 ) булса

функция узилишга эга, чунки

Игл Д * 1 ,лга) =  П т =  оо.

3. {^уйидаги

О,

агар  +  х \  Ф  1 булса, 

агар х \  +  х |  =  1 булса

4. Уш бу

к  М  ±  и  ( 4  ^  (*) ■ /а (*) хамда ([2 (а) Ф 0)]
/а (*)



^ам исботлаш .мумкин. Бив куйвда икки функция нисбатининг узлук- 
сиз булишини курсатамиз. f 1{x) ва f2(x) функциянинг ^ар бири а нук- 
тада узлуксиз булиб, f2 (а) ф  О булсин,. РаЕшанки, х —>-а да / Х(х) ва 
/ 2 (х) функциялар мос равишда f l (а), / 2 (а) лимитларга эга:

lim /j (.v) =  h (а); lim f 2(x)'= / 2 (а) (/2 (а) ф О). >
х-ю. х-*а

У  хрлда ушбу бобнинг 3- § идаги 2°- хоссага кура, а ну^танинг етар- 
лича кичик атрофи ¿/б[(а) =  {х £ R m : р (х, а) <  б]} да (х) ва / 2 (х) функ­
циялар чегараланган булади:

Щ  <  / 1  (х) <  М !, т2 <  / 2 (х) <  Af2, . х 6 (а),

бунда mv M-l ва т 2, М 2 — узгармас сонлар. Иккинчи томондан f 2(a) Ф О 
булганлиги сабабли 3-§  даги 1°- хоссага кура шу а ну^танинг етарли 
кичик атрофи U6 (а) =  {х Е R"1: р (х, а) <  б2} да / 2 (х) Ф 0 булади.

Энди ушбу
( х е и  (а)) 

и м  M «) 61
айирмани царайлик. Уни куйидагича ёзиб оламиз:

fi(x) /1 (а) 
¡•¿(а).

/1 (х) 'h(a) — h(x )
■J 2 W /2 (а). . / 2 (а)/  2 (?)

Агар б' =  min {61( б2} деб олсак, унда

1
/а (а)

h  (х) — / 1  (а)

f i(x) А(а)
/г(*) / 2 (а)

+

щ -fz (а)

fi (х)

x E U 6,{a) учун 

/2  (*) —  /2  (й) I +

fi (а) | (12.28)
I /г (а)! 

булади.
/ t (x) ва / 2 (х) функцияларнинг а ну^тада узлуксизлигига асосан, 

V  е > 0  сон олинганда ^ам, J A ^ - L - e  га кура шундай б" > 0  тспи- 

ладики, V х 6 Uö„{a) учун

I / 1  (х) —  fi  (а) I <  б ,

шунингдек, уша е >  0 олинганда >̂ ам, 

6 ' " > 0  топиладики, \ f  х  EU&ш{а) учун

I / 2 (х) —  / а (g) I <

m.yii(a)
M L

Щ - ! г ( а )  

Mi

(12.29)

га кура шундаи

(12. 30)

булади. Агар б =  min {6', б", б'"} деб олинса, унда Y x E U 6(a) учун 
гокоридаги (12.28), (12.29) ва (12.30) муносабатлар бир йула уринли 
булиб, натижада ушбу

/1 (*) fi (а)
/? (х) /2 (а)

<  е



тенгсизликка эга буламиз. Бу эса -Ь и .  функциянинг а ну^тада узлук-
12 (*)

сиз эканлигини билдиради.
Худдй шу йул билан теореманинг долган кисмлари хам исботла- 

нади.
12. 7; э с л а т м а .  Иккита функция йигиндиси, айирмаси, купайт- 

маси ва нисбати узлуксиз булишидан бу функцияларнинг ^ар бирининг 
узлуксиз булиши келиб чицавермайди.

М и СОЛ.  Ушбу О =  { ( Х , , ' Х 2 ) £  /?2 : | х х | < 1 ,  | х2 | <  1 } с :  /?2 квадрачни олиб,; 
унинг рационал нуцгалари (яъни хар иккала координаталари рационал сон булган. 
нуцталари) тупламини Ор билан белгилаймиз. Бу О тупламда цуйидаги

( ! *• агар булса,
И  ( * 1 >  Х 2 )  —  <

(, 0, агар (*!, х2) £ 0 \ И р  булса

хамда :

(■ — 1, агар ( х 1 , х 2) ^ й р булса,
(х, , X„) =  ^

" 1  0, агар.(*1( х2) £  0 \ 0 р  булса

функцияларни царайлик. Бу функциялар йигиндиси [¡(х1, х 2) +  [2 (х,~, х2) =  О (V  ( х 1т. 
х2) £ О) булиб, у шу тупламда узлуксиз булса-да, /1  ( х 1г х 2), }2 {х1, х 2) функция­
ларнинг хар бири £> да узлуксиз эмас.

Ю^орида келтирилган теоргма цушилувчилар ^амда купзйгувчилар 
сони ихтиёрий чекли булган ^олда ^ам уринлн булишини курсатиш 
цийин эмас.

Энди мураккаб функциянинг узлуксизлиги ^ацидаги теоремани кел- 
тирамиз.

Фараз килайлик, М  с : Я ’п тупламда у =  /(х ) =  $ {хь х2, ■ ■ х т) 
функция берилган булиб, х х, х г, . . х т ларнинг ^ар бири Т с= #*(& £ А̂ ) 
тупламда берилган функциялар булсин:

х х =  Ф 1 ( 0  —  Ф 1 (^1> к '  ■ ■ • ’ 4 ) >

Хо —  Ф 2 ( 0  =  ф*2 (^1> ^2’ • • •» 4 ) >

Хт фт  (/) фш (4, 1̂ )-
Биз I =  (¿х, ¿2. • • tk) £ T  булганда унга мос х  =  (хъ х 2, . . х т) 6 М  
деб цараймиз. Бу функциялар ёрдамида

У  ~  /  (ф1 (̂ 1> к ’ 4 ■ • ’ 4 )>  Фг (4> 2̂> • • ' > 4 )>  • • •> Ф т  (4>  2̂> • • •> 4 ) )
=  ф ( / 1,*а, . . ., 4) =  Ф(0

мураккаб функцияни тузамиз (к,аралсин, 3 3 -бет).
12. 12-т е о р е  ма.  Агар ф£ (¿) =  ф£ (4, /2, . . ., 4 )  (/ =  1, 2, . . /я) 

функцияларнинг %ар бири 1° =  {1°х,1а2, . . ., ф  нуцтада узлуксиз булиб , 
 ̂ (х) =  / ( х 1? х2, . . ., хт ) функция эса Р =  {^,1% • • •> О  нУЧтага мос

х° =  Ос?, 4  • • х1) (х? =  ф1(*° &  . • ф ,  X» =  ф2 (/?, ф ,  . . . , <  =



нуцтада узлуксиз  б()лса, у  =  Ф(1) — Ф (tv t2, ■ ■ .. tk) мураккаб функ­
ция t° =  (t°r  t\ ,  . . tty ну/упада узлуксиз булади.

И с б о т .  х{ =  фДО =  ф£ (tv U___ _ tk) ( / = 1 , 2 ,  . . . ,  т) функция t ° =
=  . . ., ф  ну^тада узлуксиз булсин.

T c z R k тупламда t° =  (t°v . . ., ф  ну^тага интилувчи ихтиёрий

{<<*>} =  {(<<»>, *<»>, . . . ,*<">)} (л = 1 , 2 ,  . . . )  

кетма- кетлик олайлик. У холда узлуксизликнинг Гейне таърифига кура

4 П> =  Ф1(<Г». 4 П). • • •• • • -  О  =  *?,
1=^ 4 ' ,> =  ф2( / М " )......... * Г ) - * ф*а д .  • •, О  =  <

¿("»-и®
*<п> - v

2 2

^  ^  =  Ф ^ М " ' .  •••• Ф» <*?• &  * • -  О  =

булади.
у =  f(x1, x 2, . . ., хт) функция (х°, х°, . . . .  л:®) ну^тада узлуксиз. У 

холда яна Гейне таърифига кура 
х<л> -+ х °
х<">-^х° ■f(x<n\ x i f ,  . . ., .*£>)->/ ( x j , x ® , х“)

булади. Демак, t[n) -*-t°l , t {2n) . . ., да

*£•>). Ф, (i{B), / f , • • -  t f ) ,  . . ., Ф <<;"»))->

^ f ( 9 i ( ^ 20, • • О ,  Ф2(С^°- • • -  Ф - • • -  Ф«(*р<2. • • •> <*»•
Бу эса у  =  f (ф  ̂(ti, t2, . . ., (¡¡У ф2 ( î, ¿2> • • • > • • ■» Фт(̂ 1 ' 2̂ ’ • • • ’ ^л))
=  Ф (^ ,/2, . . ., функциянинг . . - , ф  ну^тада узлуксиз экан-
лигини билдиради. Теорема исбот булди.

5- §. Узлуксиз функцияларнинг хоссалари

Биз цуйида куп узгарувчили узлуксиз функцияларнинг хоссалари- 
ни келтирамиз. Бунда бир узгарувчили узлуксиз функцияларнинг хос­
салари туррисидаги маълумотлардан тула фойдалана борамиз.

Куп узгарувчили узлуксиз функциялар хам бир узгарувчили уз­
луксиз функцияларнинг хоссалари каби хоссаларга эга.

1. Н у ^ т а д а  у з л у к с и з  б у л г а н  ф у н к ц и я л а р н и н г  х о с ­
с а л а р и  ( л о к а л  х о с с а л а р и ) .  /(х) функция М ( M c R m) тупламда 
берилган булсин, М  тупламдан бирор х° нукта олиб, бу ну^танинг 
шу тупламга тегишли булган етарли кичик атрофини карайлик. f (х) 
функция х° нуцтада узлуксиз булсин. Бундай /(х) функциянинг х° 
ну^танинг етарли кичик атрофидаги хоссаларини (локал хоссаларини) 
урганамиз.



1°. Arap f(x) функция х°£М  нуцтада узлуксиз булса, ̂  у холда х° 
нуцтанинг етарли кичик атрофида функция чегараланган булади. 

И с б о т .  Функция узлуксизлиги таърифига кура

' l i m  /(.*) =  / (*°)
х~*х°

булиб, ундан f(x) функцияни х° нуцтада чекли лимитга эга эканлиги 
келиб чи^ади. Чекли лимитга эга булган функциянинг хоссаларидан 
(^аранг, 38- бет) эса, /  (х) функцияни х° нуцтанинг етарли кичик ат­
рофида чегараланганлигини топамиз.

2°. Агар /(х) функциях0 ну^тада узлуксиз булиб, /(х ° )> 0 (/(х °)< ;0 )  
булса, х° нуцтанинг етарли кичик атрофидаги х  ну^таларда / ( * ) >  
> 0 ( /( х )< 0 )  булади.

И с б о т .  /(х) функция х° ну^тада узлуксизлиги таърифига кура,
V  е> 0  олинганда ^ам шундай б > 0  топиладики, барча х  £ U6(x°) Л М  
ну^талар учун

f(x°)— B C f ( x )  < / ( х ° )  +  е
булади.

Бу ерда е = / ( х 0) > 0  (агар / (х ° )< 0  булса, в =  —  / (х0)) деб олсак, 
фикримизнинг тасдигига эга буламиз.

Демак, f(x) функция х° ну^тада узлуксиз ва /  (х°)фО булса, х° 
нуктанинг етарли кичик атрофидаги х  нуцталарда функция цийматла- 
рининг ишораси /(х°) нинг ишораси билан бир хил булар экан:

sign /(х ) =  sign /(х°).

3°. Агар /(х) 'функция |х° ну^тада узлуксиз булса, х° нуктанинг 
етарли кичик атрофидаги х' £ М, х" £ М  ну^талар учун

| / ( * ' ) - / « > | < е
тенгсизлик уринли булади.

И с б о т .  /(х) функциянинг х° нук.тада узлуксизлигига асосан,
V e> 0  олинганда Урм, — га кура шундай 6 > 0  топиладики, барча

x e U ö(x°) ну^талар учун

булади. Жумладан, х' £ U 6(x°), х" £ и ъ(х°) ну^талар учун ^ам

| / ( х ' ) - / ( х ° ) | < ^  \ f ( x " ) - f ( x ° ) l < - 2

тенгсизликлар уринли булади. Кейинги тенгсизликлардан эса | /  (х ')—
— /  (х") ] С  е булиши келиб чи^ади.

2. Т у п л а м д а  у з л у к с и з  б у л г а н  ф у н к  ц и я л а р н и н г  х о с -  
с а л а р и  ( г л о б а л  х о с с а л а р и ) .  Энди M c z R m тупламда узлуксиз 
булган функцияларнинг хоссаларини (глобал хоссаларини), ани^роги 
/(х) функция кийматларидан иборат { /  (х): х 6 Ai } тупламнинг хосса­
ларини урганамиз.



12. 1 3 - т е о р е м а  ( Б о л ь ц а н о  — К о ш и н и н г  б и р и н ч и  т е о р е ­
м а  с и). у  =  f(x) — f(x ltx2, ■ ■ ■ <хт ) функция богламли* М а  Rm туп -  
лам да берилган ва узлуксиз булсин. Агар бу фунция тупламнинг 
и ккита а  =  (av а2, . . .  ,ат) ва b =  {bv b2, . . . ,  Ьт) нуцтасида ,\ар-хил 
ишорали цийматларга эга булса, у уряда шундай с= (сх, с2,... ,ст )£М 
н уц та  топиладики, бу нуцтада функция нолга айланади:

f ( c )  =  f ( C i ' C 2. . . . , с „ )  =  0 .

И с б о т .  Аниклик учун f ( a ) = f( a 1,a 2, . . . , a m)< . 0, f(b )= f(b 1, 
b2, . . . ,b m)> -  0 булсин. M c z R m борламли туплам булгани учун бу 
а ва b нукталарини бирлаштирувчи ва М тупламда ётувчи синик чи- 
зик топилади. Бу синик чизик учлари булган нукталарда f  (х) функция- 
нинг кийматларини хисоблаб борамиз. Бунда икки ^ол юз беради:

1) Синик чизик учларининг бирида f(x) функция нолга айланади. 
Б у ^олда синик чизикнинг шу учини теоремадаги с нукта деб олинса, 
/(с) =  0  булиб, теорема исботланади.

2) Синик чизик учларида f(x) функция нолга айланмайди. Бу о̂л*- 
да синик чизикнинг шундай кесмаси топиладики, унинг учларида f(x) 
функциянинг кийматлари ^ар хил ишорали булади. Синик чизикнинг 
худди шу учларининг бирини а' =  (а[,а'2, . . . ,а'т) билан, иккинчи учи­
ни эса Ь' =(&' ,&' . •  • - ’ Ьт) билан белгиласак, унда

f(a') =  f(a [ ,a 2.......... О < 0 -
f(b') =  f(b[,br . . . , b m) >  О

булади. Синик чизикнинг бу кесмасининг тенгламаси ушбу
хх ~  а  ̂ t (b, й|),

х2 а2 “Ь t {b2 ^2)’

С*
Хщ  ̂№т ^ т)

<0 <  1) куринишда ёзилади.
Агар узгарувчи х =  (хх, х2, . . . ,  хт ) 6 М нуктани синик чизикнинг 

ш у кесмаси буйичагина узгаради деб олинадиган булса, у  .^олда 
f  (х) =  /(хх, х2, , хт ) куп узгарувчили функция куйидагича

F(t) =  +  t  Ф[ -  а[) ,  а2 +  t  (b’2 ~ a '2), . . . , а т  +  t(bm- a ’m))

битта t узгарувчининг мураккаб функцияси булиб колаДи- Мураккаб 
функциянинг узлуксизлиги ^акидаги теоремага кура F (/) функция 
[0,1] сегмент да узлуксиздир. Иккинчи томондан t =  0 ва t =  1 да бу 
функция турли ишорали кийматларга эга:

F(0) =  f{a [ ,a 2, .  . . , а т) < 0 ,

F(\) =  f(b[,b ’2.......... bm) >  0.

Шундай килиб, F(t) функция [0,1] сггментда узлуксиз ва шу сег-

* Боитамли туплам таърифини 1 -§ , 17-бетдан царанг.



ментнинг четки нукталарида х аР хил ишорали кийматларга э га . У  
Холда 1- кием, 5 -боб, 7 -§ даги 5. 5 - теоремага кура, (0,1) интервэлда 
шундай t0 нуцта топиладики,

=  о
булади. Демак,

F (Q =  / («i +  t0 (b[ -  а;). a2 +  t0 ф ’2 -  а2), . . . , а ' т  +  t0 ф ’т  — а т )) =  0 . 

Агар
С\ — &{ “Ь U Ф\

2̂ == 2̂ 0̂ (̂ 2 * ^2̂ ’

c =  am+ t Q{bm- a m) 

деб олсак, равшанки, с =  (q , с2, . . . ,  О  6 М ва / (с) =  / (q , с2, . . . ,  ст )=  0 '
булади. Бу ю^орида келтирилган теоремани исботлайди.

К,уйидаги теорема р м  шунга ухшаш исботланади.
12. 14- т е о р е м а  ( Б о л ь ц а н о  — К о ш и н и н г  и к к и н ч и  тео~ 

р е м а с и). f{x) =  f(x 1,x2,. . . , х т ) функция богламли M cz R m т у п ­
ламда берилган ва узлуксиз булиб, М тупламнинг и к к и та  а  =  
=  (аь а: ,. . . , а т ) ва Ъ = {Ь г,Ьг, . . . ,Ьт ) нуцтасида f(a) =  A, f(b) =  B, 
А ф В  булсин. А билан В орасида хар кандай С сон олинса хам, 
М тупламда шундай с =  {с1,сг, . . .  ,с т ) нуцта топиладики,

f(c) =  f(c1, С о , , ст ) =  С
булади.

1 2 . 1 5 - т е о р е м а  (Ве й е р ш т р а с с н  ин г б и р и н ч и  т е о р е м а -  
си). Агар f(x) функция чегараланган ёпик MczR"1 туп лам да берилган  
ва узлуксиз булса, функция шу М туп лам да чегараланган булади.

И с б о т .  Тескарисини фараз цилайлик, яъни f(x) функция чегара­
ланган ёпик, М тупламда узлуксиз булса ^ам, у шу тупламда чегара- 
ланмаган булсин/У ^олда Vrc£AÍ учун шундай х™ 6 М. н у^та топи­
ладики.

\ f(x ^ )\ > n  (1 2 .31 )
булади. Бундай ну^талардан {jc(n)}, х (га>£М (п — 1 , 2 , . . . )  кетм а-кет- 
лик тузамиз. Модомики, М туплам чегараланган экан, унда {х (п)} кет- 
ма-кетлик чегаралангандир. Больцано — Вейерштрасс теоремасига 
(ушбу бобнинг 2- § ига) кура {х(п)} кетма-кетликдан якинлашувчи булган 
(x(nk>) цисмий кетма-кетлик ажратиш мумкин: \x{nk ) } х° (k ->-оо). М  
ёпиц туплам булгани учун х° £М  булади. f(x) функциянинг М  туп- 
ламда узлуксиз эканлигидан эса

/(*»*>)- / ( * ° )
булиши келиб чи^ади, натижада бир томондан (12.31) муносабатга 
кура

!/(л:(’'*0 |>Пдм
яъни jF (*<"*>)-»-оо (£ -» -оо да) булса, иккинчи томондан f ( x (nk>)̂ >- f(x°) 
булиб цолди. Бундай зиддият / (х) функцияни М тупламда чегаралан-



маган  деб олиниши окибатида келиб чикди. Демак, /(*) функция М 
тупламда чегараланган. Теорема исбот булди.

12. 16 -те о р е м а  ( В е й е р ш т р а с с н и н г  и к к и н ч и  т е о р е м а -  
с и). Агар / (х) функция чегараланган ёпиц М с : Ят  тупламда 
аницланган ва узлуксиз булса, у шу тупламда узининг аник г о в о ­
ри, %амда аник цуйи чегараларига эришади.

Б у теореманинг исботи 1-^исм, 5 -боб, 7 -§  даги 5.8-теореманинг 
исботи кабидир. У  ни исбот лашни уцувчига ^авола этамиз.

6- §. Куп узгарувчили функциянинг текис узлуксизлиги. 
Кантор теоремаси

Ушбу параграфда куп узгарувчили функциянинг текис узлуксизли­
ги тушунчасини киритамиз ва уни батафсил урганамиз. 

f  (х) функция М с  Кт  тупламда берилган булсин.
12. 30- т а ъ р и ф.  Агар V е > 0  сон учун, шундай Г 6 > 0  топилса- 

ки, М  тупламнинг р (х',х")< Ь  тенгсизликни цаноатлантирувчи ихти- 
ёрий х' ва х" (х' £ М, х” £ М) нуцталарида

\((х')-Ц х!>)\<г
тенгсизлик бажарилса, Кх) функция М тупламда {текис узлуксиз 
функция деб аталади.

Функциянинг текис узлуксизлиги таърифидаги 6 > 0  сон е > 0  га- 
гина боРлик; булади. Табиийки, агар / (лг) функция М с ;  Ят  тупламда 
текис узлуксиз булса, у шу тупламда узлуксиз булади.

М и с о л л а р .  1. Ушбу

= ^  +
функциянинг О =  {(лгх, дса) £ Я 2 : <  1} тупламда текис узлуксиз булиши кур-
сатилсин.

V  е > 0  сонни олиб, ун га  к ур а  топиладиган б> 0 сонни б <  —  деб олсак, у  ^олда

Р (*', х") =  р {(х[,х'2), (*", *")) = У (*" -  * ')2 +  (х" — ж')8 <  б

тенгсизликни каноатлантирувчи V ё  А  V (х", дг") £ О нукталар учун

I / (< . х'2) -  /(*;, < ) | =  1 (*;)* +  (%;)2 -  [ ц ) *  +  (дфч | =  1 (*; -  ( * ; + +

+  (*' -  ф  (х'2 +  ф  I <  2 У  ( Х ’{ -  х у + Щ - х у м  2 } / ( х " - х у  +  ( х - х ' 2У =

=  4 б <  е булади. Демак, берилган функция тупламда текис узлуксиз.
2 . Куйндаги

1
/(*1,* 2) = —  хххг

функцияни А  =  { (* !, ж*) £ Я2 : 0 <  *2 _}- *2 ^  1} тупламда царайлик. Равшанки, бу
функция А  тупламда узлуксиз. Бирсщ царалаётган функция учун А тупламда те­
ки с узлуксизлик таърифидаги шарт бажарилмайди, яъни V б > 0  учун шундай е>О 
в а  х ' =  (* ', х '2)£А, х"~ (х", х"2) £ А  нукталар топил а дики, р ( * ' , * " )  <  б з^амда

I / (*[. х'2) — / х ’) | > е



булади. Да^и^атан ^ам, V б >  0 учун е =  1 деб ва | £ А , ^ £  Л

= [ у Т б ] :нуцталарни олсак, л >  л0 =  117?—- 1 учун

' 2 п) 1  л  |^2
^амда

| ! / а 1 ) _ / а  г\ п п  \2п 2п
=  Зл2 > 1 = 8

булади.
Юцорида келтирилган мисоллардан куринадики, бирор тупламда 

узлуксиз булган функциялар ^ар доим ш у тупламда текис узлуксиз- 
лик таърифидаги шартни бажаравермас экан. Аммо цуйидаги теорема 
уринлидир.

1 2 . 1 7 - т е о р е м а  ( К а н т о р  т е о р е м а с и ) .  Агар /("х) ф ункция 
чегараланган ёпщ  УИ ( М с ;  Кт) ту п лам да  берилган ва узлукси з  
булса, функция шу тупламда текис узлуксиз булади.

Ис б о т .  Тескарисини фараз цилайлик, яъни /(х) функция чегара- 
ланган ёпщ М  тупламда узлуксиз булсин-у, аммо текис узлуксизлик 
таърифидаги шарт бажарилмасин. Бу ^олда бирор е > 0  сон ва ихтиё- 
рий 6 > 0  сон учун М  тупламда р(х',х")<& тенгсизликни цаноатланти- 
рувчи шундай х' ва х''(х'£М,х"£М) нуцталар топиладики,

11/ ( * " ) - / ( 0 | > в
булади.

Нолга интилувчи мусбат сонлар кетма-кетлиги |б1,62, . . . ,  бя . . .  ни 
олайлик:

6Я-Ю (8„> 0  п =  1 , 2 , . . . ) .  (1 2 .32 )
Фаразимизга кура, юцоридаги е > 0  сон ва ихтиёрий 8П > 0  (п =  1 , 2 , . .  .) 

учун М  тупламда шундай 1а<п) ва Ып>{п =  1,2, . . . )  нуцталар топила­
дики,

р(а^ ,Ь ^ )< Ь 1 ва 1/(0“ )) — /(&»>) | > е, 
р (а<2), 6<2)) <  б2 ва | / (а®*)) — / (6<я)) | > е ,

р'(а<п>, Ь{п)) <  бп ва | / (а<п>) — / (№">) | >  е,

булади.
Модомики, М  — чегараланган туплам ва £М <п =  1,2, . . . )  экан , 

унда Больцано— Вейерштрасс теоремасига кура {а(п)} кетма-кетликдан 
яцинлашувчи цисмий {а*4*)} кетма-кетлик ажратиш мумкин:

Ни а (П/г) =  а 0. (1 2 .3 3 )
&-т>00



М  ёпщ туплам булгани сабабли а°£М  булади. Ю^оридаги. {Ь(п>} 
’кетма-кетликдан ажратилган {Ып^} кисмий кетма-кетликнинг лимиты 
^ам а 0 га тенг булади. Х ^икатан ^ам, ушбу

р (6(п*), а 0) <  р (b(nk), a {nOj +  р (й(п*> , а 0) <  б л* +  Р (а (ПА>. а0)

тенгсизликдаги bnk ва р {а^д, а 0) лар учун (12.32) ва (12.33) муноса- 
батларга кура k~*-oo да

О- р а0) ->-0

булишини эътиборга олиб, k -*■ оо да р а0) ->• 0 эканлигини то­
пам из.

Шундай ^илиб, fe->oo да
a!'nkl —>■ Q°, b n:i>->-a0.

К,аралаётган f  (х) функциянинг, шаргга кура Ai тупламда узлуксиз 
эканлигидан

/ (а'"*)) -» -/ (а0), /(&<"*>} —► /(а0)

булиб, улардан эса

f(b ink)) - f ( a nk)) ^ 0  
булиши келиб чик,ади. Бу эса лаР учун

I/(^(Я* ’) —7 (а"1 *) | >  е
деб килинган фаразга зиддир. Бундай зиддиятнинг келиб чи^ишига 
сабаб / (х) функциянинг М  тупламда текис узлуксизлик шартини ка- 
яоатлантирмайди деб олинишидир. Демак, функция М тупламда текис 
узлуксиз. Теорема исбот булади.

Бирор М a  Rm туплам берилган булсин. Бу тупламда ихтиёрий 
иккита х ’ ва х" нукталарни оли', улар орасидаги р(х',х") масофани 
топамиз. Равшанки, масофа олинган ну:<таларга богли^ с у лад и. Агар 
х' ва х" нукталарни М  тупламда узгартира борсак, унда {р {х ',х )}  
туплам ^осил булади. Одатда, бу тупламнинг ашщ юцори чегараси 
sup Ы х',х")} (х' 6 М, х" £ М) М  тупламнинг диаметра  деб аталади ва 
у  d (М) каби белгиланади:

d (М) =  sup {р (*', х")} (х 'еМ , х" 6 М).
f (х) функция М a  Rm тупламда берилган оулсин.
12. 31-т а ъ р и ф .  Ушбу

suP {|/ (* " ) -  f ix ') i} ( х ' е м ,х" е м )
мщ дор f(x) функциянинг М тупламдаги тебраниши деб аталади ва 
у  a>(f;M) каои белгиланади:

ш (/; М) =  sup { | / СО - f i x ' )  I} (* ' е м ,х " е м ) .
Юкорида келтирилган Кантор теоремасидан му^им натижа келиб 

чщ ади.
1 2 .2- н а т и ж а .  /(х) функция чегараланган ёпик> тупламда берил-



ган ва узлуксиз булсин. У холда v  е > 0  сон олинганда хам М туп- 
ламни чекли сондаги M k тупламларга шундай ажратиш мумкинки,

ü Mk — М, Мк П M j =  0  (k Ф /') ва со (/ ; Aí„) <  е 
" k

булади.
И с б о т .  f(x) функция чегараланган ёпи^ М  тупламда узлуксиз 

булсин. Кантор теоремасига кура бу функция М  тупламда текис уз­
луксиз булади. Бинобарин, V  е > 0  учун шундай б > 0  топиладики, 
р (* ',* " )<  6 булган \fx',x"  лар учун | /(*') — f(x ”) | <  е булади. 
М тупламни диаметрлари шу б булган Mk тупламларга ажратамиз. 
Равщанки, бу холда у  х’ V  х” 6 Мк ну^талар учун р (х ',х " )<  6
булади ва демак,

\f(x") — f(x ')\ < e  
тенгсизлик бажарилади. Бундан эса

sup { lf(x " ) — f(x ')\ }<  е,
яъни

® (/ ; м к) S Í  е 
булиши келиб чи^ади. Натижа исбот булди.

Биз ушбу параграфда функциянинг текис узлуксизлиги билан бог- 
ли^ булган функциянинг узлуксизлик модули тушунчаси билан ^ам 
танишамиз.

f(x) функция AÍ с  Rm тупламда берилган булсин. V  б > 0  сонни 
олиб, М тупламнинг р(х',х") <  б тенгсизликни ^аноатлантирувчи их- 
тиёрий х' ва х" (х'£М , х" £ М) ну^талардаги функция ^ийматларидан 
тузилган \f(x") — f(x')\ айирмаларни карайлик.

12. 32-та  ъриф.  Ушбу
\ f(x " )-f(x ')\  (х 'е м , х" е м )

айирмалар тупламининг ани^ юцори чегараси
sup {| / {х") — /(х') |} (х' е М. х" е М)

р (*', х’) < б
f(x) функциянинг М тупламдаги узлуксизлик модули  деб аталади ва 
ш (/ ; б) каби белгиланади:

со(/;б)= sup ü f ( x " ) - f ( x ' ) \ }  (х 'е М ,х " е М ).
р (хх") < б

Бу таърифдан, функциянинг узлуксизлик модули б нинг манфий 
булмаган функцияси эканини курамиз. Бундан та ш кар и 6j >  б2 >  О 
булганда ушбу

sup { \ f ( x " ) - f ( x ' ) \ } >  sup {\ f(X" ) - f { X>)\}
p {x , x") < 6 , p (*', x") < 62

(x' £ M, x" £ M) тенгсизлик уринли булиб, ундан
о)(/; 6j) >  со (/; б2)

эканлиги келиб чи^ади. Бу эса со (/; б) — б нинг усувчи функцияси 
эканини билдиради.



Энди /(х) функциянинг текис узлуксизлиги билан унинг узлуксиз- 
лиги модули орасидаги богланишни ифодалайдиган теоремани келтира- 
миз.

12.18- т  е о р е м а. / (х) функциянинг M cz Rm туп лам да текис  
узлуксиз бС/лиши учун

ПшУ© (/; 6) =  О
о

булиши зарур ва етарли.

1 3 - Б ОБ

КУП УЗГАРУВЧИЛИ ФУНКЦИЯНИНГ ХОСИЛА ВА ДИФФЕРЕНЦИАЛЛАРИ

Ушбу бобда биз куп узгарувчили функциялар дифференциал jjhco- 
би билан шурулланамиз. Киритиладиган ва урганиладиган х°силалар 
ва дифференциаллар тушунчалари бир узгарувчининг функциялари учун 
киритилган мос тушунчаларнинг тегишлича умумлаштирилишидан ибо- 
рат йулади. Айни пайтда, биз курамизки, куп узгарувчили функциялар 
учун хос булган бир канча янги тушунчалар ^ам (йуналиш буйича ко­
сила, тула дифференциал ва х°казо) урганилади.

1- §. Куп узгарувчили функциянинг хусусий ^осилалари

1 . ф у н к ц и я  х у с у с и й  з^осил а с и н и н г  т а ъ р и ф л а р и .  
f(x) =  f(x v x2, . . . , хт ) функция очщ M (M cz Rm) тупламда берилган 
булсин. Б у тупламда х° — ( xj ,  х%, . . . , х^) нукта олип, унинг би- 
ринчи координатаси х °1 га шундай AXl (Дхх 2g 0) орттирма берайлик- 
ки, ( Xjn +  Ах1; х\, . . . , х ° ) € М  булсин. Натижада /f(xlf х2, . . . , хт ) 
функция хам ( х°, х2°, . . . , х^) ну^тада х х узгарувчиси буйича

А*. / =  / ( А  +  Ахх, х у ^ .  , х°т ) — f  ( х°, х2°, . . . , х^)
хусусий орттирмага эга булади.

Ушбу

/ ( *? ~Ь А*1> *2’ • • •  ’ *m) / ( * I’ х2’ • • • » х<т) (131)
А*1 Ахг

нисбатни карайлик. Равшанки, бу нисбат Ахх нинг функцияси булиб, 
у  Ахх нинг нолдан фар^ли ^ийматларида аншуганган.

1 3 . 1 - т а ъ р и ф .  Агар Ахх ->-0 да (13.1) нисбатнинг лимита

lim  f — Пш / ( Х1 ~ь ^х1 ' х2 ’ • • • » хт) / {х 1» х2> • • • ' хт)
Ддс,->0 Д ;^  ДдС!->0 д

мавжуд ва чекли булса, бу лимит f(x ly х2, . . . , хт ) функциянинг 
( х°, х$, , х ^  ну^тадаги хх узгарувчиси буйича хусусий хрсиласи 
деб аталади ва



белгиларнинг бири билан белгиланади. Демак,

=  д- ! Ш =  П т Ы .
vXi äjci-+0

Агар х\ +  Ах± =  хх деб олсак, унда Дхх = х 1 — х°1 ва Дхг - > 0  да 
х ^ х ^  булиб, натижада

П т =  ] im /(*?  + --------- . . .  , хо )
д*,->0 A*i д*,->о

=  l im • • • > *£) -  / (* i. *2°, . . . ,  '
о од̂х — д: j

булади. Демак, f(x lt х2, . . . , хт ) функциянинг (х\, х°, . . .  , х й \ ну^- 
тадаги х1 узгарувчиси буйича хусусий хосиласини ушбу

f { * ’ x2°............*m)- / ( * ? . * 2° , -------*g.)
Xi —

нисбатнинг хх -> Xj даги лимити сифатида таърифлаш мумкин.
Худди шунга ухшаш /(хх, х2, . . . ,  хт ) функциянинг бош^а узга- 

рувчилари буйича хусусий ^осилалари таърифланади:

2L=  lim  ^ i l =  Hm / ( xr 4  + Лх2, * x°m) - f (  x\, x\, . . .  , x°m)
оха Дх2 Дх,_»о ^

■ $ - =  Hm ifs i. =  lim f  (*?■ &  • ■ • • * Г ,.  -/ (*?, 4  • . . .  x l )
Oxm Axm-*0 Axm Axm-*4 Axm ~----------------------- "

o Демак, куп узгарувчили f(x lt x2, . . . , xm) функциянинг бирор 
\xi ’ x2 ’ • • • » x m) ну^тада xk(k = l,2 ,. . . , tn) узгарувчиси буйича хусусий 
^осиласини таърифлашда бу функциянинг x k ( k = 1 , 2 , . . . ,  т )  узгарувчидан 
бош^а барча узгарувчилари узгармас деб ^исобланар экан. Шундай цилиб, 
1\хi>x2> ■ ■ ■ , хт ) функциянинг хусусий хосилалари
1 -цисм, 6 - боб, 1 - § да урганилган ^осила — бир узгарувчили функция 
^осиласи каби эканлигини курамиз. Демак, куп узгарувчили функция- 
ларнинг хусусий ^осилаларини з^исоблашда бир узгарувчили функция­
нинг хосиласини ^исоблашдаги маълум булган коида ”ва жадваллардан 
тули^ фойдаланиш мумкин.

М и с о л л а р .  1. / (хи х2) =  у  *2 _j_ ^2 булсин. Бу функциянинг V (хг, 
х2) £ R z нуцтадаги хусусий хосилалари

Sf _  *i df _  хг
дхг V ^ + 4  ' дх2 У  ¿ ¡ + 4

булади.

1 — *»+*«
2- f (xi, х2) =  р =  е 2 функциянинг (хи х2) £ R2 (х2 >  0) ну^тадагн



.  , , * «+ « . , , Х' + Хг 

дхх дхх \ у х 2 )  У х 2

а/ з / 1
Х 1+ Х 2  ̂ 1 Х 1 ~ \ - Х 2

е 2 ■2 =

д х ~ д х 2 {У ъ  I 2 V  4

Х г + Х 2

1 +-
_  2 у т 2 е ~ 2 |/*а I ' -*2

-3. Ушбу

[ 2X 1X 2__ , агар (хи х2) ф  (0, 0) булса,

/ (-*1 , х2) =  *1 +  *2
[ 0 , агар (*1 , *2) =  (0, 0) булса

функциянинг хусусий з^осилаларини топинг.
Айтайлик, (*1 , * 2) ф  (0 ; 0) булсин. У х,олда

2 х 2 ( х1 +  * 2) — 2* 1*2 2*1 2*2 ( *2

( * ^ + * г )2 ( ^ + х1)2
2*! ( *̂  + *|) — 2*!*2 2*3 ^  2*1 2 2 ХТ — Х0

(* ? + * ? )2 К + ^ ) 2

булади.
Энди (*„  * 2) =  (0. 0) булсин. У  *олда

дf (0, 0) Пш / (А*1,0) — /(0. °)_ =  о,
а *1

а / (0 ,0 )  Нш / (0 , Аха) — / (0, 0) 0 

5*2 Лх*

б^ Д е м а к ,  берилган / (* 1 , * 2) Функция V (*х, *2) 6 * 2 Да хусусий ^осилаларга эга.
2 Х у с у с и й х о с и л а н и н г  г е о м е т р и к  м а ъ н о с и .  Соддалик

учун икки узгарувчили функция хусусий хосилаларининг геометрик
маъносини келтирамиз. й , 0 „о\г

/(х1; х2) функция очик М (М с ^ 2) тупламда берилган булиб, ( х ^ х ^ б
£М  булсин. Бу функция (х°,  х°) нук;тада / ^ ^ > ,* 2). ¡х , [ х 1> *г) ХУ‘
сусий ^осилаларга эга булсин. Таърифга кура /хД х ° , х°) ва }Х2( х 1,
х 0) хусусий ^осилалар мос равишда ушбу у х =  /„(%> х°2) ва У г =
=/( * ? . "  * 2) биР узгарувчили функцияларнинг х\ ва х°2 даги зрсилала-

РИДфараз°^илайлик, у  =  / (хь  х2) функциянинг графиги 1 1 - чизмада кур- 
сатилган сиртни тасвирласин. Унда ух — I [х1г х2) ва у2 — I [ х г  х2)



1 1 -чизма

функцияларнинг графиклари мос 
равишда у =  / (хъ х2) сирт билан 
х2 =  х° текисликнинг хамда шу 
сирт билан х г =  х® текисликнинг 
кесишишидан ^осил булган Гг ва 
Г 2 чизи^лардан иборат.

Маълумки, бир узгарувчили 
и — Ф (х) функциянинг бирор х0 
(х0 £&) ну^тадаги хосиласининг 
геометрик маъноси ( 1-^исм, 6 - 
боб, 1 - §) бу функция тасвирла- 
ган эгри чизивда (х0, ф(х0)) ну^- 
тада утказилган уринманинг бур- 
чак коэффициентидан, яъни уринманинг Ох уци билан ташки л этган 
бурчакнинг тангенсидан иборат эди. f'xJ  х°г  х “) ва £  (* ° ,* ° )  хусусий
^осилалар мос равишда Г г ва Г2 эгри чизикларга ( xf, х2°) нуктада у т ­
казилган уринмаларнинг 0 х г ва 0 х 2 уклар билан ташкил этган бур­
чакнинг тангенсини билдиради. Демак, fx (x°v x°) ва fx х°) х усу ­
сий ^осилалар у = f ( x v  х2) сиртнинг мос' равишда Ох, ва Ох, уклар 
иуналиши буйича узгариш даражасини курсатади.

3. Ф у н к ц и я н и н г  у з л у к с и з  б у л и ш и  б и л а н  у н и н г  х у с у ­
сий  ^ о с и л а г а  э г а  б у л и ш и  о р а с и д а г и  б о г л а н и ш .  fix) функ- 

^  ^  с— ^  ) тупламда берилган булиб, х 0 £ М  нуктада чекли 
/*,(■*) хусусии ^осилага эга булсин. Таърифга кура

Ц *°) : МШ V
Д*1 -+0 Ддгх

булиб, ундан
A\ /  =  f  ’xt (х° ) ' +  а 1А х1

булишини топамиз, бунда А х ^ О  да с^-э-О. Натижада 
lim Ах f =  lim  [/; (х°)• Ахх +  a ^ x j  =  О

Ах^О 1 Ах^О *i 1 1

булади. Бу эса. /(х) функциянинг х° нуктада х г узгарувчиси буйича 
хусусий узлуксиз эканлигини билдиради. Д емак, /(х) функция х° нук;- 
тада чекли (х°) (k =  1 , 2 , . . . , т )  хусусий хосилага эга булса, / (х)
функция шу нуктада мос хк (k =  1, 2, . , . , т )  у згаРУвчилари буйича 
хусусий узлуксиз булади.

Биро^ куц узгарувчили / (х) функциянинг бирор х° нуктада барча 
хусусий ^осилаларга эга булишидгн, унинг шу нуктада узлуксиз (бар­
ча узгарувчилари буйича бир йула узлуксиз) булиши хар доим келиб 
чи^авермайди.

Масалан, ушбу параграфнинг 1 - пунктида келтирилган 3- мисолдаги 
/(хл, Xj) функция V  (*i, Х2) 6 R2 нуктада , —  хусусий ^осилаларга

дх1 ' дх2
эга булса-да, бу функция (0 , 0) нуктада узлуксиз (иккала узгарувчиси 
буйича бир йула узлуксиз) эмас (^аралсин, 12 - боб, 1-§).



2- §. Kÿn узгарувчили функцияларнинг дифференциалланувчилиги

1. ф у н к д и я н и н г  д и ф ф е р е н ц и а л л а н у в ч и л и г и  т у ш у н -  
ч а с и  Д и ф ф е р е н ц и а л  л а н у в ч и л и к н и н г  з а р у р и й  ш а р т и .  
f(x) =  f ix t, х2, , хт ) функция очи^ М  (AÍ с  Rm) тупламда бгрил- 
ган булсин. Б у  т\шламда (x°v х°2, . . . , х°г) =  х° нук;та билан бирга 
( +  Дхх, х$ +  Лх2, . . . , х°т  +  Ахт ) нуцтани олиб, берилган функ- 
циянинг т ÿ  л а  орттирмаси
Дfix 0) =  f ( *? +  Axv  х2° +  Ах2, . . . ,  х°т  +  Ахт ) — /(x? ,  x ¡ , ------ х°т  )

ни караймиз.
Равшанки, функциянинг Af{x°) орттирмаси аргументлар орттирмала- 

ри Ахх, Ах 2, . . . , Ахт  ларга борлик* булиб, ^пчилик ^олларда Axlt 
Ах2, . . . , Ахт  лар билан Д/ орасидаги богланиш мураккаб булади.
Табиийки, бунда Д ^ ,  Ддс2, ------ Ьхт  ларга кура Д/ ни аниц ёки так;-
рибий ^исоблаш ^ийинлашади. Натижада орттирмаси Дх1( • • * »
Ахт  орттирмалар билан соддаро^ борланишда бÿлгaн функцияларни 
урганиш масаласи юзага келади.

13.2- т а ъ р и ф .  Агар fix) функциянинг х° ну^тадаги Дf{x°) орттир-
масини
Af(x°) =  A tДхх +  A 2Ax2 +  . . .+ А т Ахт  +  a ±AXl +  а 2Дх2 +

+ а т кхп (13.2)

куринишда ифодалаш мумкин б\глса, fix) функция х° нщпхада диф- 
ференциалланувчи деб аталади, бунда Alt А 2, . . . , Ат  лар Дх1( Дх2,
. . . , Ахт  ларга борлик; бÿлмaгaн ÿзгapмacлap, а и а 2, . . . , а т  лар 

эса Axv  Ах2, . . . , Ахт  ларга боглиц ва Дхг -*■(), Дх2-> 0, . . .  , 
Ахт  -> 0 да а г ->  0, а 2 -*■ 0, . . . , <хт  ->■ 0(Дхг =  Дх2 =  . . . =  Ахт  — 0 
булганда =  а 2 =  . . . =  а.т  =  0 деб олинади).

Агар fix ) функция М тупламнинг хар бир ну^тасида дифферен- 
циалланувчи булса, / (х) функция М туплам да дифференциалланувчи 
деб аталади.

М и с о л .  У ш бу / (* !, * 2) =  х\ +  х\ функцияни карайлик. Бу функция
V н у^тада дифференциалланувчи булади . Х ^и^атан  хам , ( я р  * 2)
ну^тада берилган функциянинг орттирмаси

д / = /(*? +  A*i> х2 +  д *а) ~  / ( *1- *г) = ( xi + Axi )2 + ( *2 + Ахг)2 —
_  ( *0)2 _  (■ х0у  = 2х0 Axi +  2х0 д ^  + (Д Xi)2 + (Д *,)*

булиб, унда А 1 =  2х\, А2 =  2х°, сег =  Д xít а 2 =  Д х2 дейилса, натижада

Д / =  A¡ Ax¡ +  А2 Д х2 +  о г Д хг +  а 2 Д х2

булади. Б у эса берилган функциянинг V ( * i , * 2 ) ( ;^ 2 нуцтада  дифференциалланувчи 
эканлигини билдиради.

fix) функциянинг х° ну^тада диффэренциалланузчилик шарти [iá.Z)
ни ^уйидаги

Д f (х°) =  А г А Хх +  А2 А х2 +  • • • +  А т  А хт  +  о (р) (13.3)



куринишда хам ёзиш мумкинлигини курсатамиз, бунда р ( х°, х°, . . . ,
* т )  =  *° ва ( Х 1 +  А хг,х\ +  А х2, . . . , х° +  А хт ) нукталар орасидаги 

масофа:

Р =  У  (А Х1?  +  (А х2)2 +  . . . +  (Лхт )2.
Равшанки,

А хг О, А хг -*■ 0, . . . , А хт  0 =>• р -*■ О
ва

р->0=>-Ал^-^О, Ад:2 -> 0 , . . . , А х т -+ 0
булади.

Энди А хг -> О, А х2 ->■ 0, . . . , А х т -+ 0  да (13.2) муносабатдаги 
а г А х± +  а 2 А х2 +  . . .  +  а т  А хт  миадор р га нисбатан ю^ори тар- 
тибли чексиз кичик мицдор эканлигини курсатамиз. Агар

а 1 А х 1 +  а 2 А х 2 +  . . . + а т А х т = р  (ссх —1 +  а 2^  +  . . . +
\ Р Р

+  «ш ^  ̂  (р Ф 0)

муносабатда

' ^ < 1  ( к =  1 , 2 ,  . . . , т)
Р

булишини эътиборга олсак, унда

\а1 А х 1 +  а.2 А х 2 +  . . .  +  а т  А хт \ <  ( |а1| +  |а2| +  . . .  + | а т |)р
булади. Демак,

а ± А х х +  а 2А 4 '+  . . . +  а т  А хт  = о(р).

Шундай ^илиб, (13.2) шартнинг уринли булишдан (13.3) нинг уринли 
булиши келиб чикди.

Агар /(х) функциянинг х° нуцтада дифференциалланувчилик шарти
(13.3) куринишида уринли булса, бундан бу шартнинг (13.2) курини- 
ши хам уринли булиши келиб чи^ади. Шуни исботлайлик.

Агар р =  0 булса, унда А =  А х 2 =  . . .  =  А х,п =- 0 булади ва
(13.3) дан (13.2) келиб чикади.

р Ф 0 булсин. Унда А хг, А х2, . . . , А х т  ларнинг барчаси бир йу- 
ла нолга тенг булмайди. Шуни эътиборга олиб куйидагини топамиз:

о (р ) -  0 (Р) ( д  х ^  +  (А хгу  +  • • ■ +  (А хт )» го (р) ± х !_  А х  ,

Р Р р ' р * 1
г о (Р) А хг л „ , , о (р) Д Х т  ,

+  —--------- —  • А х2 +  . . . +  — — • — — • А х т = а 1А х 1 +  а 2А х 2 +

+  . . . + а т А х т ,
бунда

а ,  =  (& =  1 2 , . . . , щ)
Р Р



булиб, р —>-0, яъни Ax i - vO,  Л х2-> 0, Ал:,п->О да о^-э-О, а 2->-

°Демак,' т  функциянинг х° нуктада дифференциалланувчилигининг
(13 .2 ) ва (13.3) шартлари узаро эквивалентдир.

Энди дифференциалланувчи функциялар вди д а  иккита теорема кел-

тиР3™ !-. т е о р е м а .  Агар f{x) функция х° ну^тада дифференциалла- 
нивчи бйлса, у цолда бу функция шу нуктада узлуксиз булади.

И с б о т .  f(x) функция х° нуктада дифференциалланувчи булсин. 
У  ^олда таърифга кура функция орттирмаси учун

д  д х<>) =  А г A Xi +  А2 А х2 +  . . . +  Ат  А хт  +  cci А х г +  А *2 +
+  . . . +  а т  А хт

булади, бунда A v А г, . . . , Лт -у згар м ас , А х ^ О ,  А * 2- * 0 , . . . , 
Д хт  0 да a j - ^ 0 ,  a 2 -> 0 , . . . , а т -*-0.

1СЦоридаги тенгликдан
lim  А /(х°) =  0

д*,->о 
Д*2 -»0

Д*т-*-9
булиши келиб читали. Бу эса f(x) функциянинг х° ну^тада узлуксиз-
лигини билдиради. Теорема исбот булди.

1 3 2 .  т е о р е м а .  Агар f(x) функция х° н уктада  дифференциал­
ланувчи булса, у холда бу функциянинг шу нуктада барча хусусии
хрсилалари f'x ( A  f'x (х°)..............мавжУд ва УлаР мос Равишда
(13.2) муносабатдаги Av  Л2, . . . , Ат  ларга тен г булади, яъни

(лс°)= а .  /;2( * ° ) = А» • • • > = л -

И с б о т .  f(x) функция х° нуктада диффэренциалланувчи булсин. 
У  ^олда таърифга кура функция орттирмаси учун

Д / ( х о) =  Л 1А х 1 +  Л 2 А х 2 +  . . .  +  А т А х т +  а 1 А х 1 +  а 2 А х 2 +

+  . . . + а т А хт

булади. Бу тенгликда
А хх Ф 0, А хг — А х3 = . . . =  Д хт  =  0

деб олсак, унда (13.2) ушбу
Д f{x°) =  A i A x 1 +  a l - A x i 

Х \

ьуринишни олади. Бу тенгликнинг хар икки томонини А *  га булиб, 
сунг A i i - > 0  да лимитга утиб, куйидагини топамиз:

lim ------** ^  — =  Hm С4Х +  оО =
Дх^О Д Хх Ах,->0

Д е т к ■ £,,(*•> =  л ,



Худди шунга ухшаш /(х) функциянинг х° ну^тада £  (х°), ¡'х (х°),
Р (х°) хусусий хосилаларининг мавжудлиги хамда

г. . м  -  л и  гч < А  - л , ..............г,т  и  - л т

эканлиги курсатилади. Теорема исбот булди.
13.1- н а т и ж  а. Агар /(х) функция х° ну^тада дифференциалла- 

нувчи булса, у  ^олда

Д /(^°) =  /; (х°) А х, +  /;2 (х°) А х 2 +  . . . +  Гх т (х°) Д хт  + о  (р)

булади.
 ̂ 13. 1-э с л а т м а .  /(х) функциянинг бирор х° нуцтада барча х у с у ­

сий хос ила лари (х°), (х°), . . . , ГХт(х°) нинг мавжуд булишидан,
функциянинг шу ну^тада дифференциалланувчи булиши ^ар доим ке- 
либ чикавермайди.

Масалан, ушбу

¡ ( х и х2) =  { агар (Хъ °) бУлса>
[ 0 , агар (хь  х2) =  (0 , 0) булса

функцияни ^арайлик. Бу функция (0, 0) нуцтада хусусий ^ссилаларга
эга:

/ ' (0 , 0 ) =  П т  т х "  0) ~ 1 (° ’ 0) = 0 ,
‘ д*, -> о Д

Г ( 0 ,  0 ) =  П т  _1(°' А*2) - / ( 0 , 0 )  =  0 ^
’ д*2->о А дг2

Берилган функциянинг (0, 0) ну^тадаги орттирмаси 

А / (0 ,0) =  / (Ах1; Дх2) -  /(0 , 0) =  —  -

булиб, уни (13.2) ёки (13.3) куринишида ифодалаб булмайди. Буни 
исботлаш ма^садида, тескарисини, яни /(хъ х2) функция (0 , 0)] ну^тада 
дифференциалланувчи булснн деб фараз ^илайлик. Унда

д  / (0.0) =  /*' (0, 0) Дх1 +  (0, 0) А х2 +  Дхх +  а 2 Ах2 =  а 1А х 1 +
+  а 2Дх2 (13 .4 )

булиб, 5у муносабатда Ахх->-0 , Дх2->0 да а 1-^-0, сс2->0 булади. Д ем ак ,

--------=  И1д Х1 +  ( 13. 5)
у  (АХ1у  + (Ддгг)2

Маълумки, Дхх ва Дх2 лар ихтиёрий орттирмалар. Жумладан, А хг =  
=  Ах2 булганда (13.5) тенглик ушбу

=  Дхг (а х +  а ,)



| У 1a i +  « 2 =  —

бÿлиши келиб чи^ади. Натижада Л х ^ О , Д х2-+0 да а г ва а 2 
ми^дорларнинг нолга интилмаслигини топамиз. Б у э с а  / (хи х2) функ- 
циянинг (0 , 0) ну^тада дифференциалланувчи булсин деб ^килинган 
фаразга зид. Демак, берилган функция (0, 0) ну^тада хусусий хосила- 
ларга эга, аммо у  шу ну^тада дифференциалланувчилик шартини ба- 
жармайди.

Шундай к,илиб, функциянинг бирор нук,тада барча хусусии хоси- 
лаларга эга булиши, функциянинг шу нуцтада дифференциалланувчи 
бÿлишининг з а р у р и й  шартидан иборат экан.

2. Ф у н к ц и я  д и ф ф е р е н ц и а л л а н у в ч и л и г и н и н г  е т а р л и  
ш а р т и .  Энди Kÿn узгарувчили функция дифференциалланувчи бÿли-
шининг етарли шартини келтирамиз.

f (х) =  f(x b х2, . . хт ) функция очик М (M er Rm) тÿпламда берил­
ган булиб, х° =  (x°v х°, . . . , x °J  ну^та шу тупламга тегишли бÿлcин.

13 .3 -т е  о р е м  а. Агар f (х) функция х° нуцтанинг бирор атро- 
фида барча рзгарувчилари буйича хусусий %осилаларга эга булиб, 
бу хусусий хреилалар шу х° нуцтада узлуксиз булса, / (х) функция 
х° ну^тада дифференциалланувчи булади.

И с б о т .  х°£М ну^тани олиб, унинг координаталарига мос равиш- 
да  шундай Д хъ Д х2, • • • . Д хт  орттирмалар берайликки, (х° +  Д хь 
х °  +  Дх2, . . .  , х °  +  Д хт ) нукта х° ну^танинг айтилган атрофига те­
гишли бÿлcин. Сунг функция тула орттирмаси 
Д / (х°) =  / (х^+ Д хь х° +  Д хг, . . .  , х°т  +  Д хт ) / (х®, х\.............. х°т )

ни куйидагича ёзиб оламиз:

Д f(x°) =  [ f ( 4  +  A x b x 02 +  à x 2, . . . , x ° m +  A x m) —

__/(х°,х° +  Дх2, ------ x°m +  A x m)]+ [f(x °v х°2 + А х 2, х° +  Д*3 , . . ,
х ^ + Д  хт ) -  / ( 4  х2°, х ° +  Д * „  . . • , Jfin +  А хт) ] + . . . + [ /  «  4 .............

Хт - 1 > Х<т  +  ^  Хт) / (*?> Х2' Х3 > ‘ * • > Х°п) 1*

Б у тенгликнинг унг томонидаги j âp бир айирма тегишли битта аргу- 
ментнинг функцияси орттирмаси сифатида каралиши мумкин. Унинг 
учун Лагранж теоремасини татбик; к;ила оламиз, чунки теоремамизда 
келтирилган шартлар Лагранж теоремаси шартларининг бажарилишини 
таъминлайди:
д / (х О )= ^  ( х О + е ^ х ^  +  Д * ,, , x0m +  A x m) - A Xl +

+  fxSx°’ 4  +  QzA x » *з+А*з> • • • > х°т +  А х т)-Ах2+  (13.6)

... ...........................................................................................+
+  /;m(x°, 4  . . . , xPm_ v x?m +  QmA x m)-A x m,



1 (г =  1, 2 , . . .  , щ).

Ш ?рта $ Ущ ^ ’Т ‘‘Г синиягг  Ф о т » ™  * 6  аталад „ . 

луксиз Шунга к5ра V  '*■...............Ч Ч И “  ,0СШ1аЛаР ^

/„ (xfl +  0 , Д V,, х °  +  Д х2................х т + А  х т ) =  (а-О) +  a lf

/*, К  4  +  %  А  *  2> *з +  Д * 3.............*£, +  Д x j  =  (*°) +  а 2,

fx „ W '  4 -  ■ • • - ^  +  QmA x m) =  f ’xJ x°) +  ' ( 13-7)

булиб, ун д а  А х ^ О ,  А х г- + 0 ,  . . А х  ^ 0  па S - + n  „
a m— О б улади . ’ m Д ° ’ а 2- * 0 , . . . .

(13.6) ва (13.7) муносабатлардан 
д  / М  =  Г, _ <*«) Д х ,  +  f  (*■) д  * ,  +  ^  М  Д т „  +  с ,  4  * ,  +  а ,  Д х ,  +

+  • • • + “ т Д * т

циалланувчи  ^ эк ан л ети н ^ ^ и л д ар ад и .Ф Т Ъ о р ем ^и сб о т  б ^ о д Г  ДИффер6Н'

Дан унин г П Т ™  Р° Р НуК'Тад а  ДиФФеРенциалланувчи  б ул и ш и - 
S n  У УУ ЗДа УЗЛУКС>* булиш и кел и б  чи^ади . Д е м а к  б и о  в а
л и Ж Т Г и ^ УГ ЦИЯЛаР^  Функциянинг Дифференциалланувчи бу- 

Л ? , лан унинг узлукснз булиши орасвдаги муносабат бир хил
н 6ИР УзгаРУв™  функцияларда функциянинг бирор 

М  да дифференциалланувчи булишидан унинг шу нуктада чек пи
""5 , ч-чади  “ • фу"««"” 3  S o p

ц ш ^ ^ ч Г б й “ ™  каелиб , Г д Г аК УШНГ ШУ " д а д а
г. Куп Узгарувчили функцияларда функциянинг бирор нукталя лигЪ 
ференциаллан увчи булишидан унинг шу нуктада барча ч е к л ™ Й й

н Ж а р ч T J 0 S Z  К" Иб ЧИРДИ БИР° ^
НУ* ^ д ^ а ^ И̂ р Рд д ЦИ? л л ? ^ ^ и̂ С̂ ™ ш и ^ ^ р Эд о и м ^ л ™ Дч щ а^ ер м ай ди 1̂  

э г а  булиш и ораси даги  м уносабат бир хи л  э м а с  э к ан . ^ }

3-§. Йуналиш буйича хосила

М аъ лум ки , бир узгарувч и ли  у =  f  (х) ф ун кц и ян и н г y £ R )  й .

р у ™  Д  Р хн т « ю т г  уз; аР ™  тезли ги н и  билдирар эди . К ун  у з г а !  
П  ЛИ у  r ( X l , Х2, , х т ) ф ун кц и ян и н г ( ( х и х 2, . . .  , x m) e R m .
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y£R) хусусий ^осилалари хам бир 
узгарувчили функциянинг хосиласи 
каби эканлигини эътиборга олиб, бу
0L' хусусий Хоси‘
дхг’ дхг дхт
лалар хам У =  / (xi’ х2> ■ • • ’ хт) 
функциянинг мос равишда Охх, Ох2,
. . . , Охт  уклар буйича (Rn фазо- 
да) узгариш тезлигини ифодалайди 
деб айтиш мумкин.

Энди функциянинг ихтиёрий йу- 
налиш буйича узгариш тезлигини 
ифодаловчи тушунча билан тани- 
шайлик. Соддалик учун икки узга­
рувчили функцияни ^араймиз. 

u — f(y х )  = f  (А) функция очик М тупламда (M£R2) берилган 
6?л"ин. Б у ’тупламда ихтиёрий А . - «  4 )  "У К™ »' олиб, у орцали 
бирор турри чизи^ утказайлик ва ундаги икки йуналишдан бирини 
мусбат йуналиш, иккинчисини манфий йуналиш деб к;абул ^илаилик.
Бу йуналган турри чизикни I дейлик. _

а  ва 6 деб I йуналган турри чизик мусбат иуналиши билан мос ра­
вишда Ох, ва 0 *г координата укларининг мусбат йуналиши орасидаги 
бурчакларни олайлик (12 -чизма). Ундэ Д Л 0Ло дан

12- чизма

=  cos а ,
*2— х2

—  COS Р
р р 

булиши келиб чицади. Одатда cos а  ва cos Р [лар / турри чизикнинг
йуналтирувчи косинуслари дейилади. о

I турри чизивда А 0 ну^тадан фаркли ва М  тупламга тегишли бул- 
ган А нуктани (Л =  (xv х2) ) олайликки, Л0Л кесма М тупламга те­
гишли булсин. Агарда Л ну^та Л0 га нисбатан I турри чизикнинг 
мусбат йуналиши томонида булса (шаклдагидек), у ^олда Л0Л кесма 
узунлиги р(Лп, Л) ни мусбат ишора билан, манфии иуналиши томонида 
жойлашган булса, манфий ишора билан олишга келишаилик

13.3- т а ъ р и ф .  А  ну^та I йуналган турри чизик, буилаб Л9 нук,-
тага интилганда (Л-*-Л0) ушбу нисбат

}(А) — /(Л ) _  f (*i' х*> / (*i 4)
Р (А0, А) Р ((*?. х\) , (*1> Х2) )

булса, бу лимит \f{xb x2)]=[f (А) функциянингнинг лимита мавжуд - j — , -  -............
д  _  (x°h Х2) нук,тадаги / йуналиш буйича хрсиласи деб^аталади ва

df W  
dl

еки
df (х°и xl) 

dl

каби белгиланади. Демак,

^  =  lim
(Л) -  f (И 0)

dl А-+А, Р (Ai> А)



Энди f(x b х2) функциянинг / йуналиш буйича ^осиласининг мав- 
жудлиги хамда уни тогшш масаласи билан шурулланамиз.

1 3 . 4 - т е оре ма .  f(x v х2) функция очик, М ту п лам д а  (M czR 2) 
берилган булсин. Агар бу функция А0 =  (х°, х") нуктада  ((х°, х °)6 
6Л4) дифференциалланувчи булса, у  хсолда функция шу нуктада хар  
цандай I йуналиш буйича \осилага эга ва

df (A )  df *°) df (x°v xl) df(x\,x\)
——  = ----- -—  = —:-------  cos a  4---------------cos 6 . (13.8)

dl dl дх1 дхг

И с б о т .  Шартга кура f(x b х2) функция А0 — (х°, х°2) нуктада диф­
ференциалланувчи. Демак, функция орттирмаси

f ( A ) - f ( A J  =  f(x b х2) - / ( х °  х02)
учун

f  ( A ) - f  (А0) =  ~ Х̂ Х2> (■X! - X») +  ~  {Х[̂ 2) (*2 -  дф +  О(р) (13.9)

булади, бунда

р =  р(Л0, A) =  V  {хх — х )̂2 +  (х2— х°)2.

(13.9) тенгликнинг ^ар икки томонини р = р ( Л 0, А) га булсак, у
^олда

f ( Л) — / Ио) (х\< х2> х \ * i  df (* [, хр х2 я® о (р) / ю  in \

“ г й г а  s ;  ~  +  _ s ; -------------Г ~ + Т  ( >
булади.

Натижада (13.10) тенглик ушОу

f (А) -  / (Ап) df ( 4  х°2) df (x l *°) о (р)
— —— _—  = -------------------- co s a  4------------------------ c o s  ft -------

p  ( Л 0 , А) дху дх.2 K P

куринишга келади. Бу тенгликда Л->Л0 да (яъни р->0 да) лимитга 
утсак, унда

lim  U A) —f (Л°) =  lim  t W -ПАр)  =  4)  c Q s a  df t f ,  х°) cQs
р ( А 0, А) Р-*0 р дХ1 дх2

булади. Демак,

df ш  df 4 )  df (X®, х°2) , df (х°, х°2)
——  = ------—  = ----- ---------- cos оН--------------- cos р.

dl dl дхх дх2 к
Бу эса теоремани исботлайди.

М и с о л л а р .  1 . Ушбу
xif(xи *2) =  arctg —

функцияни карайлик.
I биринчи квадрантнииг ( I ,  1) ну^тадан утувчи ва ( 0 ,0 )  нуцтадан ( 1 , 1 )  н у^ -



тага караб йуналган биссектрисасидан иборат 
(13-чизма). Берилган функциянинг Л0 =  (1, 1) 
нуцтадаги I йуналиш буйича ^осиласини топинг. 

Берилган

Х1/ (*1, х2) = а п ^  — 
х2

функциянинг А0 =  (1 , 1) нуь;тада дифференциал­
ланувчи эканлиги равшан. Унда юцорида келти- 
рилган (13.8) формуладан фойдаланиб,

3/(1.  1) 3/(1 ,  1) я
■--------------= ---------------- соэ —  +

д1 дхх 4
я

Хсоэ — =
хг

3/(1. О
дх2

У  2

X

х 1+ х г /Х1=1 2
дг2=1

=  0

булишини топамиз. Д ем ак ,

3/(1. 1) 
д1

= 0.

К,аралаётган функциянинг Л„ =  (1, 1) ну^тадаги Ох1 ва Ох, координата уцлари 
буйича ^осилалари мос равишда

¿/ (1, 1) 
дхх

а/(1. и
дх2

булади.
2 . К,уйидаги

} (х 1, х2) =  у/" *2 + *2

функциянинг А0 — (0, 0) нуцтада исталган I йуналиш буйича хосиласи

3/ (0 , 0)
д1 ■= 1

булади.
.\а̂ и!\атан ^ам,

/ И ) -  / (Л) 
р (Л . Л)

2

- ч = .

булиб,

булади.
3. Уш бу

Р^о р (Л0, А)

{{Ч, *г) = *1 + Г *2 I

функциянинг (0, 0) н у^тада Ох, координата уки  буйича хосиласи 1 га  тенг булиб, 
Ох2 координата у^и  буйича х.осиласи мавж уд эмас.

1 3 . 2 - э с л а т м а .  Функция бирор ну^тада дифференциалланувчилик 
шартини ^аноатлантирмаса .\ам, у шу нуктада бирор йуналиш буйича



ва ^атто хар кандай йуналиш буйича ^осилага эга булиши мумкин. 
Масалан, ушбу

f  (xlt х2) =  У  х 21 +  х\

функция А0 =  (0, 0) нуктада дифференциалланувчилик шартини бажар- 
майди. Ю^орида курдикки, бу функция (0, 0) нуктада исталган йуна­
лиш буйича хрсилага эга.

4-§. К>п узгарувчили мураккаб функцияларнинг дифференциалланув- 
чилиги. Мураккаб функциянинг ^осиласи

У ~  f(xi> х2, . . .  , хт ) функция M (M czR m) тупламда берилган 
булиб, х и х3, . . . , хт  узгарувчиларнинг цар бири уз навбатида t lf 
ta, . . . , tk узгарувчиларнинг Т (Tez Rk) тупламда берилган функция- 
си булсин:

* i  =<Pi(*i, t» ■ ■ • . 
х2 ~  Фг (̂ i> • • • » У .

Хт = Ф т (̂ 1. к , . . . , tk). (13.11)

Бунда (tb t2, . . . , tk)£T булганда унга мос (xv  х2, . . .  , хт)£М бул­
син. Натижада ушбу

У =  к , . . .  , tk), ф2 (tu t2.............. t„), . . . , Фm (tv  ta, . . . **))=
F (¿i> t2, . . .  , tk)

мураккаб функцияга эга буламиз.
1. М у р а к к а б  ф у н к ц и я н и н г  д и ф ф е р е н ц и а л л а н у в ч и  - 

л и г и .
1 3 . 5 - т е о р е м а .  А гар (13.11) функцияларнинг %ар бири (t°, t°2, . . . ,  

О  6Т нуктада дифференциалланувчи булиб, у  =  / (л^, х2, . . .  , хт ) 
функция эса мос (х°, . . .  , х°т )еМ нуцтада (х\ =  cPl (/«, t t  \
Ф> t-r • • • , . . .  , х°т  =  фш(t\, q , . . .  , Ф )  диф­
ференциалланувчи булса, у  %олда мураккаб функция F  (¿1; /2,
О  х-ам Ур Ч' • • • > О  ЩЧтада дифференциалланувчи булади.

И с б о т .  (/®, . . .  г ф  6Т Нуктани олиб, унинг координаталари-
га мос равишда шундай Á tb A í2, . . .  , Д tk орттирмалар берайликки
(íj +  A tv t\ +  A tv  . . . , t° +• A tk) 6 T булсин. У  ^олда (13.11
ифодадаги хар бир функция ^ам А х ъ А х2, . . . ,  А хт  орттирмалар-
га ва ни^оят у  = / (х ь  х2, . . .  , хт ) функция Af орттирмага эга б у­
лади.

Шартга кура (13.11) ифодадаги функцияларнинг ^ар бири (t? t%, . . .  , 
í *) нуктада дифференциалланувчи. Демак,



Хт т г и ‘ 1 Т  й ,  и ‘2 т  1 д(к
булади, бунда ^  (г =  1, 2, . . .  , т\ / = 1 , 2 , . . .  Л )  хусусий ^оси- 

лаларнинг (¿°, Щ, ! .  . , ф  нук,тадаги кийматлари олинган,

р = / ( А ^)3 +  (Д^)2 +  • • • + ( Д У 2-
Шартга асосан, у =  / (х^ х2, . . . , -О  функция (х®, х®, . . .'т, х^) 

ну^тада дифференциалланувчи. Демак,

4 - а 1 А х 1 +  а 2А х2 +  . . . +  

(13.13)
Д /  =  ^ - Д х ! +  ^ - А х г +  . . .

ад:! а*2 а*т
а т  А Хт

булади, бунда -^-(/ =  1 , 2 , . . .  , т )  хусусий ^осилаларнинг (х®, х®.. . , 
дх1

х°) нуктадаги кийматлари олинган ва А хх->-0, А х2->-0, . . . , А хт ->-0 
да а г—>-0 , а 2->0 , . . . , а ш->0 булади.

(13.12) ва (13.13) муносабатлардан топамиз:

А/ =  —
(5̂ ! ¿>¿1а*1 А ^  +  —  Д 4  +ди

+ дХа
р М 1  +  ^ 1 М ,

д1 з

+

+
Щ

дхт

+

+
дхп М , +  ^ г»  м о +

_д(г 1 Й2
д1_ 5£х _ 9̂ 2
дх1 дЬ1 дх2 д(1

дх„ 

д!ь 
д/ дхт  

дхт

+

+

+

5/ дхх 
дхг д /2

б/ дх~2 
дх, 3/ 2

+  •

А ^  +  о (р)

А 1̂ +  

А tn + (13.14)

+

.  _
. а/ _ а̂ з 

а*2 а/* • + Г -ахт
дхг
а/* j

+ Я - + Я -  +  . . . + £дх± их% оХщ
■о(р) +  а 1-А х 1+ а 2Ах2 +  . . . +  а т  А хп

Бу тенгликдаги —  +л—  +  • • • + -~ ~  ЙИРШ1ДИ узгармас (р га Сор- 
■' дх1 дхг дхт

ли^ эмас) Оулганлиги сабабли
-о(р) =о( р)

булади.

д-}- +  ^ +
дхг дх2 дх„



М одо м и ки  XI =  ф,- (¿ь  ¿2, , /,,) ( ¿ = 1 , 2 ,  . . .  , т )  ф ункциялар  
(¿4, , ф  н у к т ад а  диф ф еренциалланувчи э к а н , у л а р  ш у  н ук л а ­
д а  у з л у  кси з б улади . У н д а у з л ук с и з л и к та ъ р и ф и га к у р а  Д ^ -э -О , Д^„->-0,. . . ,  
Д /й-» -0  д а ,  яъни р - * 0  д а  Д х ^ О ,  А х 2->-0, . . . , А х т —>0 б ул ад и . Я н а  
х ам  ани крок, ай тсак , (1 3 .1 2 ) ф орм улалардан  р -> 0  д а  Д  х г = о ( р ) ,  А х г =  
=  о (р), . . . , Д хт =  о (р) э к ан л и ги  кели б  чи^ади.
Д д ^ -И ), Д х 2-*-0 , . . . , А х п - у - 0  д а  э с а  <*¿->0, а 2->-0.................0 .

Д ем ак ,

р —>-0 =ф- барча А х 1 - * - 0  =»- барча х х -¡- ос2А х 2 +  . . . +
+ а т А х т = ;о ( р ) .

Ш ундай  килиЯ,

+ а т Д х т = о ( р )  (1 3 .1 5 )
б улади . А гар  уш бу

д  I I I 3/ дхт

; дх1 61) дхг (И] дхт 3£у

( ¿ = 1 ,  2 ................ &) белгилаш ни ки р и тсак , у  ^о лда  ( 1 3 .1 4 )  в а  (1 3 .1 5 )
м ун о сабатлар дан

Д / =  Л 1 Д A i A t 2 +  • • • +  A k A t|г о { р)
кели б  чи кади . Б у  эса  у  =  / (ф Д ^ , . . . , 1к), ф2( ^ , . . . , t к) ............<рт  (¿ъ . . . ,
/*)) =  (/1 , t2, . . .  , 1к) м у р а к к а б  ф ункциянинг (¿“ , ф  н уц та-
д а  диф ф еренциалланувчи экан ли ги н и  билдиради.

Т ео рем а исбот булди .
2 . М у р а к к а б  ф у н к ц и я н и н г  ^ о с и л а с и .  Э н ди

У ~  /(ф! Ц-ъ 2̂> • • • > Фг(^1> 2̂> • • • > *̂)> • • • > Фт(^1> (2, ■ ■ . , ^к))~
=  Т7 (¿1, . . .  , 1к) 

м у р а к к а б  ф ункциян инг ¿2, . . . , t k у з гар ув ч и л ар  буйича х усуси й  
>;осилаларини топамиз.

А гар  (1 3 . 11) ф ун ки к гл гр н и н г  хар  бкри (/“, н у ^ т ад а
диф ф еренциаллануЕ чи булиб, у  — ¡ ( х ъ х 2, . . . , х т ) ф ун кц и я  э с а  мос 
(х°, х$ ,  . . .  , х®  ) н у^ тад а  диф ф еренциалланувчи б у л с а , у  х о л д а  м у ­
р а к к а б  ф ункция

У ~ 1 ( 2̂> • • • > ¿к)' Фг(̂ 1> 2̂> • • • > ¿к)< • • • > Фт(^1> 2̂> • • • > ^*)) 
^ар  бир t 1, /2, . . . , 4  у згар ув ч и си  буйича х у с у с и й  ^ о си л ал ар га  э г а  
були б ,

£/_ __ _£/_ 5X1 _д/_ | 3/ 3 * ст

<3*1 3?х 5 * 2 5/1 3 * т  д/х
^ _ 5 ^ а * 1 ^ _ _ а / а * 3 ^_ _ з/_  з * та

3^2 3*1 3^2 5*2 3^2 ЗХ/^ 01 >>

И  — М. ^  _Ё/_ дХт
3/̂  3*1 3/̂  3*2 3/д» дХт 3//;



булади, бунда (¿ =  1 , 2 , . . . , т ,  / =  1, 2 ..............k) хусусий 350-
dtj

силаларнинг (t°v t%, . . . , ф  ну^тадаги, (i =  1, 2 , . . . , т )  хусу­

сий досилаларнинг эса (а;“, х“.............. х(’п) ну^тадаги цийматлари олин-
ган.

13 .5 -теорзмага кура мураккаб функция (t°r  t\, . . .  , tak) ну^тада 
дифференциалланувчи булади.

Демак, бир томондан

Af =  Лх-Д£х +  Л2-Д 2̂ +  • • •  +  ЛА • Aí¿ +  о (р) (13.16)

булиб, бунда

A. +  Í Í .  +  . . .  +  (/ =  i, 2 , . . . , k) (13.17)
' dx¡ d t j  dx2 d t j  d x m dtj

(царалсин, 13.5-теорема), иккинчи томондан 13.1 - натижага асосан

A f =  “  • A t2 +  • • • +  — Atk +  о(р) (13.1 8)
dtx at2 dtk

булади. (13.16), (13.17) ва (13.18) муносабатларда
d f  _  df_ dx± df_ дхг  _j_ _j_ d f  dxm ^

ót j o x j dt\ dx% ()ti dXfft dt±

d f  _df_ dx i  . d f  dx% . i d f  dxm , j ^ j g.
dt„ dx,  dt, d x2 d t2 d x m dt2

d f  _  d f  d£1 _j_ df_ _j_ _j_ d f  dxm
dtk d x 1 dtk dx 2 dt,¿ ' dxm dtk

булишини топамиз.

5- §. Куп узгарувчили функциянинг дифференциали

1. Ф у н к ц и я  д и ф ф е р е н ц и а л и н и н  г т а ъ р и фи .  у  — f(x) 
функция очи^ М(М cz Rm) тупламда бгрилган булиб, бу тупламнинг 
х° нуцтасида дифферэнциэлланузчи булсин. Таърифга кура, у  ^олда 
f(x) функциянинг х° ну^тадаги орттирмаси

^ f(x°) =  Л1 А х 1 +  Аг А х2 +  . . .  +  Ат  Ахт, -f- ° (р) (13.3) 
булиб, бунда

А  d f ^ l  (¿ =  1 , 2> , т )
dxi

ва A ;q -* -0 , Дл:2 ->-0, . . .  , Д х от-»-0  да p- vO булади. (13.3) тенглик- 
нинг унг томони икки ^исмдан 1) A x lt Дд-2, . . .  , Д хт  орттирмалар- 
га нисбатан чизицли ифода А хА хх +  Л 2А х2 +  . . .  -\-Ат А х т  дан, 
2) Дл^-^-О, Д х 2 ->-0, . . .  , Д х т - >0  да, яъни р-н» О да р га нисбатан 
ю^ори тартибли чексиз кич и к мицдор о (р) дан иборат.



Шунингдек, (13.3) муносабатдан, р -*• 0 да Axt +  Л 2 А х2 -f- . . . +  
Ат  А хт  — чексиз кичик мивдор Af(x°)— чексиз кичик ми^дорнинг 

бош ^исми эканлигини пай^аймиз.
13 . 4 - т аъриф.  f(x) функция орттирмаси A f(x°) нинг А х ъ А х 2,

. . . , А хт  ларга нисбатан чизицли бош цисми

^ x 1^^At ■^xг+  . .  . +  Ат -Ьхт  =  Д х ! +  Д хй 4- . . .  4-

+ ® . д !дхт
Нх) функциянинг х° нуктадаги дифференциалы (т у л и к  дифференци- 
али) деб аталади ва df(x°) ёки df(x°, je®............. х°т ) каби белгиланади.
Демак,
rlftx1*) =  d¡(x4, х%, . . . , х%) =  А , - Ax¡  + А2- Ax2-h . . .  +  Ат -Дхт — 

, ® 4 ^ + ® 4 J l + . . .  + д- т & х т .
дх1 дх2 дхт

Агар xít х2, . . . , хт  эркли узгарувчиларнинг ихтиёрий орттирмалари 
A xv  А х2, . . .  , А хт  лар мос равишда бу узгарувчиларнинг диффе- 
ренциаллари йхъ dx2, . . . , dxm га тенг эканлигини эътиборга олсак, 
унда f(x) функциянинг дифференциали ^уйидаги

df{xo) =  m dx l +  dj p dx2 +  . . .  + df ^ d x m (13.20)
'  dxj. dx2 dx,n

куринишга келади.
Одатда Ш  dxlt^ -  dxt, . . .  , — dxm лар f(x) функциянинг хусусий 

dxi дх2 axm
дифференциаллари деб аталади ва улар мос равишда dxj ,  dxj ,  . . . ,
d f каби белгиланади:

х тп

d f =  —  dx.. d f  =  —- dx2, . . . , d  f  =  ^ —dxm.
V  dxJ 1 2 dx2 2 xm dx,n

Демак, f(x) функциянинг x° нуктадаги дифференциали, унинг шу 
нуктадаги хусусий дифференциаллари йигиндисидан иборат.

М и с о л. Ушбу
xisinx¡

f(x  1 , х2) = е
функция V (Xl, х2) £ R2 нуь;тада дифференциалланувчи булиб, унинг дифференциали

df df , . l i s i n j ,  , , xísinxidf — —  dx± - f —  • dx2 =  smx2 e dx̂  +  x, eos x 2 e dx2 =
3*! CÍXo

_  s>n jc2 (s jn Xadxj +  *1 eos dx2)

булади.

Шуни таъкидлаш лозимки, f(x u х2, , хт ) функциянинг диф­
ференциали (x°v х°т ) ну^тага боглик; булиши билан бирга бу 
узгарувчиларнинг орттирмалари А хх =  dx1; А х2 =  dx2, . . . , А хт  =  
= dxm ларга ^ам боглицдир.



Функциянинг дифференциали содда геометрик маънога эга. К,уйи- 
да уни келтирамиз.

У — К*) =  Кх г, х2, . . .  , х т) фун кция очиц М  тупламда (М с / ?т ) берил-
ган булиб, х°  =  (х°, х \ ............. х°т) нуцтада (х° £ М) дифференциалланув-
чи булсин. Д емак, бу функциянинг х° ну^тадаги орттирмаси 

&Кх°) =  1(х* +  А Х1, х°2 +  А х 2, . . .  , ^ + А х т ) - Я 4  4 ’ • • • . х°т) 
учун

(а  =  г „  ( А  (*, -  а + г „ т  <ь -  4> +  • • • +  и  к  -
— +  »(р )

булади.
Фараз цилайлик у  =  I (х) функциянинг графиги 7?т +1 фазодаги уш-

бу
(5 ) =  { (* !, х 2, , х т, у): (х1г х 2, , хт) £ Я т, у  6 /?} 

сиртдан иборат булсин. Геометрия дан маълумки, бу сиртнинг (х°г  х%,
• • ■ > -С» У0) ну^тасидан (у0 =  }(х°1, х°, . . . , х°т)) утувчи ^амда Оу уци- 
га параллел булмаган текисликларнинг умумий тенгламаси

У - у 0 =  А 1(Х 1- х Ч )  +  А 2(Х 2 - х ° ) +  . . .  + А т (Хт - х % )  
булади, бунда Х 2, . . . , Х т, У — текисликдаги узгарувчи ну^та- 
нинг координаталари.

Х усусан , ушбу
У - У 0 =  ГХг (х») (Х 1 -  х°) +  / ;  (X») (х2 -  X») +  . . . +ГХа (х°) (хт -  X» )

(13.21)
текислик эса (5) сиртга (х°, х2, . . . ,  х°т, у0) ну^тасида утказилган 
уринма текислик деб аталади.

Агар х , — х| =  ¿Гр х2 — х \  =  (¿х2, . . .  , х т  — х°г =  (1хт дейилса, 
унда (13 .21) уринма текислик

у  -  У о =  (*°) Л X, +  ^  (X») ¿Х2 +  . . . +  гхт (х°) йхт =  сЦ (х»)

куринишга келади.
Натижада цуйидагига келамиз: у  =  У 

=  ?(х1, х 2, . . .  , хт ) функция ар гу­
мент лари х 1У х 2, . . .  , х т ларнинг х 1 =
=  х°, х2 =  х°, . . .  , х т = х ^  ^иймат- 
ларига мос равишда орттирмалар берай- 
лик. У  холда функциянинг мос орт­
тирмаси
Д/Ч*°) = / (* ?  + А х,, х° +  Д * 2, . . .  . п
Х т + А х т ) —  ¡ К  4 ............Х °т)=У—  /
—  У о (5) сирт (х°, х°, . . . , х°т, у 0) /
ва (^ 1  +  & х 1> ^ 2  А Х2’ • • • ’ х °т “Ь //,

+  Д х т’ У) 14 -чизма



ну^таларининг охирги, у  координатаси олган орттирмани билдиради. 
Функциянинг шу нуцтадаги дифференциали эса

df(x°) =  Y — y0
уринма текислик (х°, х°, . . . , х°т , у 0) ва (х* +  А ^ , х° +  А х 2 , . . .  , 

АХщ’ Y ) нукталарининг охирги, у  координатаси олган орттирмани 
билдиради.

Хусусан, и =  f  (xv х2) функция очиц М тупламда (М сг R 2) Гчфил- 
ган булиб, (х®, х°2)£М  ну^тада дифференциалланувчи булсин. Б у функ­
циянинг графиги 14- чизмада тасвирланган (S) сиртни ифодаласин (S) 
сиртга (x<¡, х°2, у0) нуктасида (y0 = f(x °v х°)) утказилган уринма текис­
лик ушбу

у _и -  ^ (* ° ,* 2°) (х ^  , дК х1 4 )  . 0.
Уй дхх (х 1 - х 1> +  ----- ^ — ( * 2 - 4 )

куринишда булиб, ундан
Y — y0 =df(x°l , х°)

эканлиги келиб чи^ади. Демак. у  — f  (xv х2) функциянинг (х°, х°) нуц-
тадаги дифференциали бу функция графигига (х°, х\, f(x°, х°)) ну^та-
сида утказилган уринма текислик аппликатасининг орттирмасидан ибо- 
рат экан.

2 . М у р а к к а б  ф у н к ц и я н и н г  д и ф ф е р е н ц и а л и .  у  =
— f (xlt х2..............  ̂хт ) функция М (М  с= Rm) тупламда берилган булиб,

х2’ ■ • • > хп узгарувчиларнинг ^ар бири уз навбатида tb t2 , . . .  tb 
узгарувчиларнинг Т (Г с  R k) тупламда берилган функцияси булсин:

=  t 2, . . .  , t k ),

*2 =  Фа {t» t2, . . . , tk), (13.11)

xm ~  Фm (̂ 1> ¿2 i - • • , t/¡).
Бунда (ty, t2, . . .  , tk)£T  булганда унга мос (*,, x ,, . . .  , Xm) f M  
булиО, ушбу

y  =  f(V i{h, t2, . . .  , tk), фü(tlt t it . . .  , tk), . . . , фm(tb t2, . . . , tk)) 
мураккаб функция тузилган булсин.

Фараз ^илайлик (13.11) функцияларнинг хар бири (/“, t% t°)£T
ну^тада дифференциалланувчи 3 булиб, y--= f(xlt х2, . . .  , хт ) функция 
эса мос (л'р х2, . . .  , хт )£М  нуктада дифференциалланувчи булсин. 
У ^олда 13 .5-теоремага кура мураккаб функция (¿°, t% . . .  , t°k) ну^-
тада дифференциалланувчи булади. Унда мураккаб функциянинг шу 
нуцтадаги дифференциали

d t : = ^ ' d t í  +  í t ' d k +  • • •  + ^ t d tk
булади.

о  Щ df df
ДИ ~dt ’̂ ~дГ’ ‘ ХУСУСИИ хосилаларни, уш бу бобнинг



Л - У 3 *х■ + 5/ дх2 ,
• •

дхт
з/г дхх 3^ дх2 з/х * 1

Ж . = Л - дхх
- +

V дх2 ,
• + Г ^

дхт

Зг2 дхх ' « Г дх2 3 /2 "И дхт зг2

Л -  = V дху
+  ■К - . 3*2 |

. +  •
дхт

д1к дхх 1 ь дхг Я* ' дхт 3<* ‘

Натижада

_ д х ^ +  + Л - . ? 5 т . ) (ц 1 +
Ш, дхт  Ш1 )

( Л _ .  . . .  + Л . . Ь щ . ) (ц а +
" Г  а . .  а/ Т  л/ ~  ~  , 1 ,  Л/ / 2

/ 5/ а̂ ! . а/
\ а*! Й! з*2

' 5/ _ а/
а*! а<2 ЗХ2

.^ 1  + а/
а̂ ! 3*2

+ ............................................................................................................. +
дх* +  . . .  +  Ж . . * 5 а ) м к =
3** дхт  3/А

а*! I а*! з<2 У

+  + _^* < « ,+  • • • + | г л *) +дх2 \ дь  3 /2 Зг* /

+ ......................................................................................... +

+  _ ^ / ^ Л 1 + ^ - Л , +  . . .  +
т  дхт  [ дЬ ди д !к

булади.
Агар

3<2 ■

^ - с И 1 +  ^ < И 2 +  . . . + - ^ ( И к = й х 2,
д/х з 2̂ а/*

- ^ - Л 1 +  - ^ - Л 2 +  • • • Ч - - ^ 5- <#*==<**/»
Й! 1 зг2

эканлигини эътиборга олсак, у  холда ыураккаб функция дифференциа- 
ли учун

4  =  1 4 ,  +  ! * , +  . . .  +  -? -< * * ■  ( ‘ 3.22)
¿¡*1 (Зх2 ОХт

булини келиб чикади. , 0 о т
Мураккаб функция дифференциалини ифодаловчи :.13.2^) формула- 

ни аввал к,араб утилган (13.20) формула билан солиштириб, функция 
мураккаб булган холда хам функция дифференциали функция хусусии



хрсилалари . д^ Хъ ■ ■ >хт )  (/ — j ( 2 , . . . ,m ) билан (бу ^олда xlt

х2, . . .  7 хт  аргументларнинг ^ар бири t2. , tk узгарувчилар- 
нинг функцияси) мос аргумент дифференциаллари dxt (i =  1, 2 , . . .  , т )  
купайтмасидан иборат эканини курамиз.

Шундай ^илиб, царалаётган функциялар мураккаб 
fCVifti’ 2̂» • • • г t/i)> Ф2 (̂ i> t2, . . .  , tk), . . . , фm(tu t2, . . .  , tk)) 

(xi ~  Ф,- (tb t 2, . . . , //,), (i — l, 2, . . . , trij) куринишда булганда 
^ам, бу функцияларнинг дифференциаллари бир хил (13. 22) формата 
эга булади (яъни дифференциал формаси са^ланади). Одатда бу хосса- 
ни дифференциал формасининг (шаклининг) инвариантлиги дейилади.

Демак, куп узгарувчили функцияларда ^ам, бир узгарувчили функ- 
циялардагидек, дифференциал шаклининг инвариантлиги хоссаси уринли 
экан.

Шуни а л охи да таъкидлаш лозимки, (13. 22) ифодада dxb dx2, . . . , 
dxm лар xlt х2, . . . , хт  ларнинг ихтиёрий орттирмалари А х ь А х 2, . . . 
А хт  лар булмасдан, улар tx, t2, . . . , tk узгарувчиларнинг функция- 
лари булади.

3. Ф у н к ц и я  д и ф ф е р е н ц и а л  и ни ^ и с о б л а ш н и н г  с о д д а  
^ о и д а л а р и .  u =  f(x) ва v =  g(x) функциялар очш  ̂ M (M cz R m) туп- 
ламда берилган булиб, хй £М нуцтада улар дифференциалланувчи бул-
син. У холда и ±  v, и ■ v, (v ф 0) функциялар хам шу х° ну^тада

дифференциалланувчи булади ва уларнинг дифференциаллари учун  к у -  
йидаги

1) d(u ± о) = d u  ± du,
2) d(u-v) =  u-dv +  v-du,
3) d ( f )  =  - ? *f..- ud0 (рф  0)

формулалар уринли булади.
Бу муносабатлардан бирининг, масалан, 2) нинг исботини келтириш 

билан чегараланамиз.
u =  f(x) ва v =  g(x) функциялар купайтмасини F функция деб i^a- 

райлик: F =  u-v. Натижада F функция и ва v лар орцали хь х 2, . 
х т  узгарувчиларнинг (х =  (хь х2, . . .  , хт )) мураккаб функцияси б у ­
лади. Мураккаб функциянинг дифференциалини топиш формуласи
(13.22) га кура

in  dF , . ÖF ,dF --------  -du -\------- -dv
du dv

булади.
Агар

dF dF_ =
du du

эканлигини эътиборга олсак, унда
dF ~ v -d u  +  u-dv 

булишини топамиз. Демак,
d(u-v) — vdu +  udv.



4 .  Т а  к р и б и й  ф о р м у  л а л а р .  Маълумки, ^функция математик 
анализ курсида урганиладиган асосий объект. Купгина масалалар эса 
функцияларни хисоблаш (берилган нуктада кийматини топиш) билан 
борлик. Каралаётган функция мураккаб ку'ринишда булса, равшанки, 
унинг ^ийматини аник хисаблаш кийин> баъзида эса мавжуд усуллар 
ёрдамида ^исобланмай колиши мумкин*.

Чексиз сондаги операцияларни бажариш билан ^ал буладиган маса- 
лаларни, жумладан баъзи функцияларнинг кийматларини хисоблаш би­
лан боглик масалаларни ечишда каралаётган функция ундан соддарок, 
хисоблаш учун осонрок бÿлгaн функция билан алмаштирилади. Бун- 
дай алмаштиришлар билан такрибий формулаларни  ̂^осил килишда 
функциянинг дифференциали тушунчаси му^им роль уйнайди.

/ (х) функция очик М (М. cz Rm) тупламда берилган булиб, хе Ç М 
нуктада дуфференциалланувчи булсин. У холда таърифга кура

А/ =  А/ (.х°) — ^  Лх* +  • • • +  АХ” +

+  о(р) =  df(x°) 0 (Р)

булиб, ундан [d / Ф 0)
lim  A L  — lim df + ° ip.L  =  1
Р-*о d f  Р-*-0 df

булиши келиб чикади. Бундан эса куйидаги
A / (* ° )«d / (* ° ) (13.23)

такрибий формула келиб чикади. Бу (13.23) формула x °= (xv х„, . . . ,х т  
нуктада дифференциалланувчи f ( x )  финкциянинг шу нуктадаги A f(x°) 
орттирмасини, унинг х° нуктадаги df(x°) дифференциали билан такри- 
бан алмаштирйш мумкинлигини курсатади. Бу алмаштиришнинг мо- 
хияти шундаки, функциянинг А / орттирмаси xlt х2 , . . . , хт (х =  
=  (xv хг, . . .  , Хт )) узгарувчилар А хи А хг, . . . , А хт  орттирмалари- 
нинг, умуман айтганда, мураккаэ функцияси булган ^олда функциянинг 
d  / дифференциали эса А хх, А х2, . . . , А хт  ларнинг чизшуш функцияси
бÿлишидaдиp.

(13.23) формулани ушбу
f(x °  +  A x v х° +  А х2, . . . ,  х°т  +  A хт ) / (л:®, х\, . . .  , х%) +

а н х °  х° х°) д[(х?,х°2, . . . , х ° т )I W .* 2 ..............Хт --------  Д д .1 +  ------L l i L j ------------- 1 ------  Д * 2 +  . . . +

df (*1. х%, . . .  , хт )
д х п

куринишда хам ёзиш мумкин.

■ А х т  (13.24)

* TvFPH функцияларнинг цийматини з^исоблашда электрон хисоблаш машинала- 
ридан кенг фойдаланилади. Ш убхасиз, ^озирги замон электрон х.исоблаш машина- 
лари  кис^а ва^т ичида ж у д а  куп  операцияларни б аж ар и б , ^уиилган масалаларнил а р и  кис^а 
эффектив х,ал  ^нлиб беради .



Агар A Xl — Xj — х°, А х2 =  х2 — х%, . . . , А хт  — хт  — х^ эканини 
эътиборга олсак, унда юкоридаги (13.24) формула куйидагича булади :

f ( * V X2 ................х т )  «  /  (■*!• Х2> • • • - Хт )  +  - - - - - -  ' ■”  ^  ( * ,  —  X « )  +
дх

df (x°lt х2 .............d f(x ° ,x  2 , . . . , х ° )
+ ----------- i _ ^ ------------  ( Х 2 - Х ° )  +  . . .  + - M l  2--------- 1 ^ _ ( х т - д О ) .

2 <Э*т
Хусусан, (х°г х°, . . ., х°т ) =  (0 ,0 , . . .  , 0 ) £ М  булганда

/ (* i .«2 ...........* m ) « / ( 0A  • • •- 0)+  - 5/ (° ’ ° ’ " 0) *1 +дх̂
, а/(о,о.......о) , df (о, о,. . . ,  о) „

1  Z Х 2 ~Г  -------------------- Х тдх2 дхт
булади.

5. Б ир ж и н с л и  ф у н к ц и я л а р .  f ( Xl, x 2........... хт ) функция очик;
М (М cz Rm) тупламда берилган. М тупламда (хи х2, . .  ., хт ) нуцта 
билан ушбу ( t x lf t x 2, . . ., t x m) Hyivra (— oo <  oo) ^ам шу M  туп - 
ламга тегишли булсин.

1 3 . 5 - т а ъриф.  Агар f(x u х2, ■ . хт ) функция учун

f ( t x b tx 2, . . tx m) =  ip f(x 1,x 2, . . . , хт ) (13 .25 ) 
((хь х2, . . ., xm)e M ,p £ R )

булса, f(x v x2, . . хт ) р-даражали бир жинсли функция деб аталади.

М и с о л л а р . 1. !  {хх, хг) — * [+  х2 функция иккинчи даражали бир ж и н сли  
функция булади, чунки

/ (/ * ,,  tx 2) =  ( txi)2+ ( t x 2)* =  t2 (*? +  л|) = t * f ( x v x2).

X

2 . / ( * [ ,  x2) =  arctg -f- e*2 функцияни царайлик.

Бунда

J x L Xi_

f ( fx u t x2) =  arctg l i l  ■+ e { *2 =  a rc tg  Ъ. - f  e *2 =  / (xlt x2)
t  x x X 1

булади. Д ем ак , берилган функция нолинчи дараж али бир жинсли функция экан .
3. Ушбу

/ (хи х2) =  е sin

функция учун (13 .25 ) шарт бажарилмайди. Д ем ак , бу бир жинсли функция эмас.

Фараз цилайлик р-даражали бир жинсли f ( x b х 2...........хт ) функция
М  тупламда дифференциалланувчи булсин. Унда

/ {¿Хц tx3, . . . > txm) —  t p  ■ f  { X i , ' X 2, . . ., xm)



тенгликнинг хар икки томонини t буйича дифференциаллаб куйидагини 
топамиз:

д{ ( ^ 111x2, • • 1хт ) ^ , 3/ (¡х1, . . ., 1хт ) д. г !

дЦхг) 1 3(<*2) 2
+  ; 1 х т )_ ^  =  Г 1Пх1г Ха> _ _ ^ Хт)_

а (/хт )

Хусусан, £ =  1 булганда
3/ (.^1 , * 2» • • •» -^т) д. 3/ (*1 , Д.'2, . . ., Хт ) X 

Зл'! 3*2

+  дКхг,х 2 ■’ Х’и ± -х т  =  р [(х 1,х 2, . . * д ) (13.26)
дхт

булади. Бу (13.26) формула Эйлер формуласи деб аталади.
Айтайлик, ¡ ( х 1,х 2, . . . ,  хт ) функция нолинчи даражали бир жинсли 

функция булсин. Таърифга кура

/ {¿Хх, 1х2у . . 1хт ) — I® • I {Х\, Х2у . . ., Хт ) / (Хх, х2, . . ., хт )

булади. Агар бу тенгликда ¿ =  —— (л'г Ф 0) деб олсак, унда
Х \

¡ { Х х , Х 2..............хт ) =  ( ( \ А , ^ , . . . , ^
\ -Ч *1 Х1 .

булиб, натижада т  та узгарувчига боглик булган ¡(х ^ х ^  . . ., хт )

функция т  — 1 та у  у 0, . . ., у т _ х («/! =  — , Уг =  —- • • •> Ут -\ =
\ Х1 Х1

— —  | узгарувчига боглик, булган функцияга айланади: 
х1/

¡{Хх,Х2, . . ., хт ) =  Р{у1,у2, . . ут_ х).

Энди ¡{ х !,х 2, . . . , хт ) функция /7-даражали бир жинсли функция 
булсин. У холда

} (1хх, 1х2, . . ., txfr̂  — № • / (Хц х2, . . хт )

булади. Бу тенгликда хам t =  —  (хх Ф 0) десак, ундан
Х1

7 ^ * - .......................................................................................................... *

булиши келиб чицади.
Демак, р- даражали бир жинсли функция ушбу

/(х1; х 2, . . . ,  х т ) =  х ? - / ^ Д

куринишга эга булар экан.



6-§. Куп узгарувчили функциянинг юцори тартибли ^осила ва диф-
ференциаллари

л а п и  ^ ) ' н к ц и я н и й г  ^ ° Р И т а р т и б л и  х у  с у  с и й * о с и л а - 
л а р и  / (XI, х2, , хт) функция очи^ М (М а  %т ) тупламда бепил- 
ган булиб, унинг з д , бир ^  н у^ а с и д а У/ ™ .  Тх

н авбата^х“ ? ЛаРГЗ ^  ^ ЛСИН' РавшаНки> бУ хусусий ^осилалар %  навоатида ху  х г, . . . х т узгарувчиларга борли^ булиб, уларнинг функ-
ц ялари булади. Демак, берилган функция хусусий ^осилалари
'хг'х,' ■ ■ ■’ ’хт  ларнинг ^ам хусусий ^осилаларини караш мумкин.

13.6’ Та ъ  риф.  / (^,  Хг, . . хт) функция хусусий ^осилалари 
/*,>/*,> ■ ■ •> ларнинг хк (к ~ \ ,2 , . . , , т )  узгарувчи буйича хусусий

^осилалари берилган функциянинг иккинчи та р т и б л и  хусусий хоси- 
лалари деб аталади ва и у л

” ¡хт хк ( * = 1 , 2 , . .  т )
ёки

д2 / д2} <э2 /

дхл дхк ’ дх2 дхк дхт  дхк ^  ^  1 ’ 2 ..............

каби белгиланади. Демак,
д2/ _  д / а/ \

дх1 дхк * ‘ *4 дхк ( дХ1 ] ’ 
д2 / __ », _  д ! д[ N 

дх2 дхк х* хк дхк \ дх, ) ’

д2 / _  г  д I д( \
дхт дхк хт Ч  дХк ( дХт ) ( ~  Л . . . , т ) .

Бу иккинчи тартибли хусусий хосилаларни умумий холда
£2 Г г, .

дх1 дхк ~  ^  “к ^  =  1 ’ 2 ’ • • ’ ’ т ’ *  =  1 . 2 . • • • . т )

куринишда ёзиш мумкин, бунда к — г булганда
аз/

дхк дхк хкх!г
деб ёзиш урнига

д2 /
дх

деб ёзилади

= / ;

2 = / 'ХА

Агар юк.оридаги иккинчи тартибли хусусий ^осилалар турли у зга - 
рувчилар буйича олинган булса, унда бу

д2 /
дх1 дхк ~  ^  хк ^  Ф ®

2 -тартибли хусусий ^осилалар аралаш хосилалар деб аталади.



Худди шунга ухшаш, ¡{х х,х 2, . . ., хт ) функциянинг учинчи, тур- 
тинчи ва хоказо тартибдаги хусусий ^осилалари таърифланади. Умуман, 

хг, . . ., хт ) функция (п— 1)-тартибли хусусий хосиласининг х у ­
сусий ^осиласи берилган функциянинг я-тартибли хусусий хосиласи 
деб аталади.

Шуни ^ам айтиш керакки, ¡ ( х и х2, . . х т ) функциянинг х{ ,х^, . . 
хс у згаРУвчилаР буйича турли тартибда олинган хусусий з^осилалари 
берилган функциянинг турли аралаш хрсилаларини юзага келтиради.

М и с о л л а р .  1 . У ш бу

ДГ1
/ ( * 1» х2) — агс1§ (х2 0) 

х 2
функциянинг 2 - тартибли хусусий ^осилаларини тспамиз.

дI __ х2 д{ х1
дх1 х2 +  х\ ' дх2 х\ +  х22

д ( 3/ \ д [ ха \ 2 х2

дх\ дхх \ дх1 ) 3 х1 \ х2 +  х\ ) (*1 +  4 )2

д2 /__________д _  / д[ \ д / хг \ х\ — х1
дхх дх2 ~  дх2 ( дхх / дх2 I  х] +  х\ 1 (х^ +  х|)2

д*} д I д/

дх2 дх1 дх ] I дх2 ) дх1 \ * 1 + * 2 / (х] +  4 ) 2
92 I 9 I ^  \ 9 ( \ 2 XI х2
дх2 дх2 I  дх2 ) дх2 I х2 +  4  )  (х2 +  х2)а 

2 . Ушбу

I х2. -
агар  х2 +  х2 ¥=0  б улса,

0 , агар  *1 +  *2 =  0 б^лса

функциянинг аралаш хлсилаларини топамиз.
Айтайлик (х1, х2) (0 , 0) булсин. У  \олда

д} _ /__ 4  ~  х2 4 х\ х\ \  б/ __ /  х\ ~  4  __ 4 ^ * 2  

\ ^ + д с |  (*1 +  *2)2 ' дх2 \ 4 + 4  (Х\ + Х1У'
2 2 й 'Р- д2 / д / /̂ \ * 1 — /. . б *1 *2

Зх! Эх» с*л:2 I дхх / х2 х2 \ (х2 +  х\)2

а2/ а / а/ \ __ *\ — х 2 / 8 *1*2
Зх2 5Х]. а х ! ( 3*2 / ^ 1 + ^ 2  ' -)

булади.



Берилган f (Xj, x,) функциянинг (0 , 0) нуктадаги  хусусий ^осилаларини т аъ -  
рифга кура топамиз:

df (0 , 0) / (Д лг,, 0) — / ( 0 . 0)
-  =  lim  -------------- --------------------=  0,
ОХх А *!-> О A

0/ ( 0 , 0) /(О, Д * 2) — / ( 0 , 0)
— ---------=  lim  ---------------- -------------------- =  О,

Д х2 -*■ о 
df (О, А х 2) df ( 0 , 0 )  

д2 f (0 , 0) дх дх _  д  х%
— 7----- =  l i m --------------i--------------- i---- =  Hm ______ L. _  ,

o x 1 dx2 Д*1 -*о А x 2 а  х г -> 9 »
df (А xly 0) df (О, 0)

d2f(0,0) Qx gx д хз 
~ : ----- =  l i m ------------- ---------------------- i-----=  l i m _____ \____.

ах2 OXi д  д:, ..»о Д Xx A Xj-» 9 А *3

Бу келтирилган мисоллардан куринадики, функциянинг  ̂  ̂ в а
^2 I dxx дх2

дх2 дхх аРалаш х.осилалари бир- бирига тенг булиши ^ам, тенг булмасли- 
ги ^ам мумкин экан.

13.6-т е о р б а .  f(x i , х2) функция очщ М  (М  a  R2)  туп лам да бе­
рилган булиб, шу туп лам да fXi, f'Xi х(амда /"^  аралаш хрсила- 
ларга эга булсин. Агар аралаш хосилалар (х°х, х°) 6 М нуктада у з -  
луксиз булса, у холда шу нуктада

fxtx2 (x v  =  Кгх1 (А'?> "Ф
булади.

Ис б о т .  (х®, х2) ну^та координаталарига мос равишда шундай 
> 0 , Д х2> 0  орттирмалар берайликки,

D = {(xvX2)eR2: X°^xi^x° + Axv х° ^х2^х° +  Ахг}<=М
булсин. Бу тугри туртбурчак учларини ифодаловчи (х°, х°), (х° +  
+  А хь х°2), (х°, х°+ А х 2), (х° +  А хь х° +  А х2) ну^таларда функциянинг 
цийматларини топиб, улардан ушбу

Р  =  / (х° +  А х°2 +  Ах2) — /(*» +  А х» х°) -  f  (jc° хв2+ А х 2) +  / (*° х°2) 

ифодани хосил циламиз. Бу ифодани куйидаги икки 
Р  =  [f(x* +  А хъ x° +  A x 2) - f ( x °  +  A x v x°2)] — [f(x°) х°2 +  А х 2) —

— f(x°v X%
Р =  [fix0, + А х ь х°2 +  А х2) _ / (* °  х» +  А х2)\ -  [/ (х° +  А х ь *°) -

— /(*?. Х§]
куринишда ёзиш мумкин.

Энди берилган f  (хъ х2) функция ёрдамида х х узгарувчига боглик; 
булган

Ф (*i) = / (*i. x2 + A xz) — f  (xv  х°),



х 3 узгарувчига бсгли^ булган
Ч' (**) =  /(*? +  А* 1- х2) — !  (*?, х2) 

функцияларни тузайлик. Равшанки, ф (хх), (х2) функциялао 
Ч ' (х,) =  ГХ1 (х„ х\ +  Д х2) -  рх1 (х,, х°2),

У' (*2) =  /'2 К  +  А х 1г х2) /;а (х°, х2) 
хосилаларга эга булиб, Лагранж теоремасига асосан 

ф' (*1) =  (^1, х" +  02 Д х2) Д х8,

(**> =  С , +  01А *1- х 2) А *1 (13.27)
булади, бунда О С  0 ,, 02 <  1 .

Ю^орида келтирилган Р  ифодани ф (х,) ва ^ (х2) функциялар орка­
ли ушбу

Р  =  ф(х° +  АХ!) — ф^х®),

Р =  \|: (х°2 ~  А х2) — \|з (х°)
■куринишда ёзиб, сунг яна Лагранж теоремаснни ^уллаб куйидагилар- 
ли топамиз:

Р =  ф' (х? +  0| А х х) А х х, Р  =  \|/ (х° +  0' А х2) А х2

(О < 0 ;, 0 ' < 1 ) .  (13.28)
Натижада (13.27) ва (13.28) муносабатлардан

Р  = Гял ( 4  +  0,1 А Х 1; х°2 +  02 А х2) • А х г А х2, 

р  =  (л:? +  0 1А хх, х° +  О' Д х2) А хх А х2 
булиб, улардан эса

/*л  (х° +  е ; А хь х°2 +  02 А х2) == (х® +  01А * !, х° +

+  0 ' Д х 2) (13.29)
булиши келиб чикади.

Шартга кура ва р аралаш ^осилалар (х°, х2) ну^тада узлук- 
сиз. Шунинг учун (13.29) д а ' Д х ^ О ,  Д х 2-> 0(бунда 4  +  © ¡ А х ^ х “, 
х° +  02 А х2 ->- х% х? +  0! А х х х®, х“ +  0̂  Д х2 ->• х®) лимитга утсак,

К  4 )  =  ГХ,Х1К  4 )
'булади. Бу эса теоремани исботлайди.

Агар / (х1( х 2) функция очи^ М (М с  /?2) тупламда ю^ори тартиб- 
ли узлуксиз хусусий хосилаларга эга булса, бу хосилаларга нисбатан 
юкрридаги теоремани такрор ^уллаш мумкин.

Масалан, ларга теоремани татбиь; этиб ^уйидагиларни
топамиз:

Г" =  Г" =  Г"'1 Х̂Х1Х2 1 х1х2х1 1 х2х̂ хх'
Г ' = =  г"> х1х2х2 1 х2хгх2 1х2х2х1 ’

«IV) _  «IV) _  «IV) _  «IV) _  /(IV) _  «IV)
Х\Х%Х2Х2 Х±Х2Х^2 Xх Х.̂ Х 1 I Х2Х̂Х̂Х2 ’ Х2Х̂Х2Х̂ ' Х2Х2Х\Х̂



2 - Ф у ^ н к ц и я н и н г  ю ц о р и  т а р т и б л и  д и ф ф е р е н ц и а л л а -  
ри.  Куп узгарувчили функциянинг юцори тартибли дифференциали ту- 
шунчасини келтиришдан аввал, функциянинг п (п^> 1) марта дифферен- 
циалланувчилиги тушунчаси билан танишамиз.

f(x) функция очиц М (М cz R m) тупламда берилган булиб, х° Р М 
булсин. Маълумки, /(х) функциянинг х° нуцтадаги орттирмаси ушбу

А / (л:0) =  А-! А +  А 2 А х 2 +  . . . - f  Ат  А хт  +  о (р)

куринишда ифодаланса, функция х° ну^тада диффэренциалланузчи 
де аталаР эди, бунда А и А 2 , . . . , А т  — узгармас сонлар, р =
=  У  (А х2)2 +  (А *2)2 +  . . . +  (А хт )2 . Бу ^олда курган эдикки, А. =
_  д Я х°) , о .------• (‘ - 1. 2 , . . .  , т ) .

Айтайлик, f{x) функция М  тупламда /^, . . . ,  f  хусусий ^о- 
силаларга эга булсин Агар бу хусусий ^осилала^ х° ну^тада дифферен­
циалланувчи булса, / (х) шу иуктада икки марта дифференциалланувчи 
функция деб аталади.

Умуман, f(x) функция М  тупламда барча п— 1 - тартибли хусусий 
^осилаларга эга булиб, бу хусусий ^осилалар х° б М  нуктада дифферен­
циалланувчи булса, f(x) функция х° ну^тада п м а р т а  дифферен­
циалланувчи функция деб аталади.

13 .7 -т е  о р е м  а. Агар очщ М туп лам да  /(х) функциянинг барча 
п -тар ти бли  хусусий уосилалари мавжуд в ах°£ М  н уц тада  узлуксиз 
л а д и ’ фУнкЧия х н щ тада  п м а р та  дифференциалланувчи бу-

Бу теорема функция дифференциалланувчи булишининг етарли шар- 
тини ифодаловчи 13.3-теореманинг исботланганлиги каби исботланади.

Фараз ^илайлик, / (х) =  f(x v х2, . . .  , х,„) функция очик; М  (М <= R m) 
тупламда берилган булиб, у  *  =  (* ,, х2, . . . , х т )е М  нуцтада диффе­
ренциалланувчи булсин. У ^олда бу функциянинг х  нуктадаги дисЬсЬе- 
ренциали

d l ~ i i d X l+ £ ; i x ‘ +  - - '  +  - £ ; - dx" ¡< 13-20>
булади, бунда dxb dx2, . . . ,  dxm лар хъ х2, . . .  , хт  узгарувчиларнинг их- 
тиерии орттирмаларидир.

чи б Й Г  н ^  ФУНКЦИЯ Х ^ ^  ну^тада икки марта дифференциалланув-

1 3 . 7 - т а ъриф.  /(х) функциянинг *  нуктадаги дифференциали df(x) 
нинг дифференциали берилган / (х) функциянинг иккинчи та р т и б л и  
дифференциали деб аталади ва у  d2 f  каби белгиланадиг

d2 f  =  d(df).

Юкоридаги (13.20) муносабатни эътиборга олиб, дифференциаллаш кои- 
даларидан фойдаланиб ^уйидагини топамиз:



= dXld lit )+ dXid Ш  +' ’ ’+ dXnd (it
=  (-¥Ldx1 +  - ^ L  dx2 +  . . .  +  -^ r - dxm|dxl +

\ дхх дх^дхг охгдхт  J

+  ( T J - dxi +  -Z T dx* +  - • ■ +  T ~ - dxm)dxi  +\dx«dxi дх2 dx2oxm J

- f ..................................................................................................+
/ d2f d*f a2/ \

+  \dxmdx, dx' +  ^ ^ 7  dx* +  • • ' +  dx2m dx4  dX” -  (13.30) 

_ d2/ ¿ ji  I d2/ dx2 -4- 4- — — dx2 -4-
~  dx* 1 +  d 4  2 +  ’ ’ ’ +  ¿ 4  m+

+  2 — ~  dxi rfx2 +  2 Г~Г~ dxidA'3 +  • • • +  2 dx,dATm +

+  2 ■——- dx dx,  4 - 2 - d8— -f- . . . +  2 ■ -  - dx2dxm -f- 
^  дх2дх3 aX2aX3 < ¿)x2dxt 2 дх,дхт  2 m 

+ ....................................................................................................................... +

+  2 ----- —-----  ¿A' . ¿¿AT1 л.. « —I ndxm_ x dxm

f  (хъ x2, . . . ,  xm) функциянинг (xv x2...........xrn) нуцтадаги учинчи,
туртинчи ва ^оказо тартибли дифференциаллари хам худди юцоридаги- 
дек таърифланади.

Умуман, /(х) функциянинг х  нук;тадаги (/г — 1)-тартибли дифферен­
т а  ли dn~l f  (x) нинг дифференциали берилган f(x) функциянинг шу 
ну^тадаги п- тартибли дифференциали деб аталади ва dnf  каби белги- 
ланади. Д емак,

dn f =  d id " -1 f).
Биз ю^орида f(x) функциянинг иккинчи тартибли дифференциали 

унинг хусусий хосилалари ор^али (13.30) муносабат билан ифодалани- 
шини курдик.

f(x) функциянинг кейинги тартибли дифференциалларининг функ­
ция хусусий ^осилалари ор^али ифодаси борган сари мураккаблаша 
боради. Шу сабабли ю^ори тартибли дифференциалларни, символик ра- 
вишда, соддаро^ формада ифодалаш му^им. 

f  (х) функция дифференциали

df =  “  dxx +  -^—dxа +  . . . + —  dxm 
dxi дхг дхт

ни символик равишда (/ ни формал равишда ^авс таш^арисига чи^ариб) 
^уйидагича

df =  (-y ~ dxi +  dx2 +  . .  . +  ~  dxm) f
\ dxy dx2 dxm j

ёзамиз. Унда функциянинг иккинчи тартибли дифференциалини

d if =  (~r~ dxx +  - j -  dx% +  • • • +  j — dxm)2 f  (13.31)
V o*i д х ъ axm ]



деб каРаш мумкин. Бунда ^авс ичидаги йириндн квадратга кутарилиб, 
сунг / га «купайтирилади». Кейин даража курсаткичлари хусусий ^оси- 
лалар тартиои деб хисобланади.

Шу тарзда киритилган символик ифодалаш ¡(х) функциянинг п -тар- 
тибли дифференциалини

d*f =  ( ^ - d X l+ - f ~ d x 2 +  . . . +  j - d x m "f 
\ dXi дх2 дхт  I

каби ёзиш имконини беради.
3. М у р а к к а б  ф у н к ц и я н и н г  ю ^ о р и  т а р  т и б л и  д и ф ф е -  

р е н ц и а л л а р и .  Ушбу пунктда f  fo , х2, . . .  , хт ) (хх =  фг (t,, t2, . . . ,tk),
х3 — фа (̂ 1. t2 . . ,tk ) ...........xm — <pm (tlt t2, . . .  , t k )) мураккаб функциянинг
ю^ори тартибли дифференцчалларини тоцамиз.

Маълумки, (13.11) функциянинг ^ар бири . . .  , ф £ Т  ну^та-
да дифференциаллану вчибулиб, / (хь х2, . . .  , хт ) функция эса мос (х°, 
х\, . . .  , х°) £ М  ну^тада дифференциалланувчи булса, у ^олда 13.5- 
теоремага кура мураккаб функция (t°v t?2, . . .  , ty  нуктада дифферен­
циалланувчи булади ва дифференциал шаклининг инЕариантлик хосса- 
сига асосан мураккаб функциянинг дифференциали

df =  - J — dXl +  -J - dx2 +  . . . +  -  dx 
dxi dx2 dxm

Фараз цилайлик, (13.11) функцияларнинг ^ap бири (t°v t?2, . . .  , ф  £ T 
нуктада икки марта дифференциалланувчи, / (хь х2, . . .  , хт ) функция 
эса мос (х°, х?2, . . . ,  хат ) £ М нуктада икки марта дифференциалланувчи 
булсин. У х;олда мураккаб функция ^ам (/“, t°2, . . .  , t°k) нуктада икки 
марта дифференциалланувчи булади. Дифференциаллаш к^оидаларидан 
фойдаланиб куйидагини топамиз:

d2f  = d (d f)  =  d ( 4 L d X l+  | L  dxa +  . . . + J L d x m)=*
\ dxx dx2 dxm

d ( £ i ) d x , + ~dtd (dxi) + d ( i t )  d^ + ~ ‘t M  +

+ - - - + d ( - i t ) dx" + - i d {dx’  

d x i + d { i ) dx’ + - - -  +<i( s ; K +  (13 32)
' —  d2xi +  d2x2 +  . . . +  d2xm =

dxx dx2 dxm

-  dxi +  dx2 +  . . . +  —̂— dXm\ f +
ox!  дх2 дхт  I

+  ~ ~  d2 Xl +  — d2x2 +  . . .  +  d2xm.
ox!  dx2 dxm

Шу йул билан берилган мураккаб функциянинг кейинги тартибдаги 
дифференциаллари топилади.

(13.31), (13.32) формулаларни солиштириб, иккинчи тартибли диф- 
ференциалларда дифференциал шаклининг инвариантлиги хоссаси урин- 
ли эмаслигини курамиз.



13.3- э с л а т м а .  Агар (13.11) функцияларнинг ^ар бири /2, . . . , 
tk узгарувчиларнинг чизшуш функцияси

Х1 — а 1А  +  и 12/2 +  • • • +  +  Р1.
Х2 ^21̂ 1 ^ 22̂ 2 ~~Ь ‘

+  а т 4  к +  Рт
, т )  — узгармас сонлар), у хол-

Хщ ^ tn.it\ "Ь ° - т 2̂ 2 • 

булса (а ;1, Р;- (» =  1, 2 , . . .  =  1 , 2 , .  
да бундай \ (л ,̂ х2, . . . ,  х,„) мураккаб функциянинг ю^ори тартибли диф' 
ференциаллари дифференциал шаклининг инвариантлиги хоссасига эга 
булади.

^а^икатан хам, (13.33) ифодадаги фуккцияларни дифференциалла- 
с ак , унда
йхг =  а 11(И1 +  а 12£#2 -(-•■• +  «1 кИк =  а 1гД ^  +  а 12 А /2 +  . . .  +  а 1АА^, 

<Хх2 === 0 2̂1^1 " 0-22^2 Ч- • * * ^2;/^к =  ^21^1 Ч" ^22  ̂ 2̂ ■ ~ ' • ■ “Ь ¡̂1’

■̂Хт  — <Хт ^ ,  а т2^ 2 Ч* . . . -(- ®/л£ ® т 1 А 1̂ “Ь ® т 2 ^  2̂ “Ь • • • ~Ь

+  а тк  А Ч
булиб, с1х2, . . .  , <1хт  ларнинг ^ар бири /2, . . . , узгарувчиларга 
бор лик; эмаслигини курамиз. Равшанки, бундан ¿ 2х 1==й(2х2= . . ,= й 2хт —0. 
Бинобарин,

¿¿2/ =  сг (с1[ ) =  (1 Лх-̂  +  -^~ (1х2 +  . . .  +  - ^ - ё х т  
\ } \ дх± дх2 дхт

= ̂ а О  + ̂ ( ¿ г )  + ---+с1х̂ (¿ ;
¿Х2 +  . . . + - ^ - Л 'т )2 / 

булади.
Д ем ак, иккинчи тартибли дифференциаллар дифференциал шаклининг 

инвариантлиги хоссасига эга экан.
Ш унга ухшаш, бу ^олда мураккаб функциянинг иккидан катта 

тартибдаги дифференциалларида дифференциал шаклининг инвариантли­
ги хоссаси уринли булиши курсатилади.

7-§ . У рта ^иймат ^ацида теорема
¡ ( х ) ~ 1  (хх, х2, . . . ,  хт ) функция М (М С1  Я т ) тупламда берилган. 

Б у  тупламда шундай а  =  (а1( а2, . . . ,  ат ) ва Ь =  (Ь„ Ь2, . . .  , Ьт ) нукта- 
ларни олайликки, бу ну^таларни бирлаштирувчи тугри чизи^ кесмаси

• А  — {(Хц Х2, . . . , Хт ) б Я т '- Xí — Clí -\-t (р! £2]}, Х2 й2  ̂(62 йз),
• • • > хт  — йш Ч- Ь (Ьт  ош), 0 1}

ш у М  тупламга тегишли булсин: А а  М.
13- т е о р е м  а. Лгар /(х) функция А кесманинг а ва Ь нуцталари- 

д а  узлуксиз булиб, кесманинг цолган барча нуцталарида функция



дифференциалланувчи булса, у  %олда А кесмада шундай с н у ц т а  
(с =  (clt Со, . . .  с,,,)) топ и лади т,

f(b) — f  (а) =  f'Xi (с) ф1 — аг) +  f xt (с) фг — я2) +  . •. +  f Xm (с) фт  —  а т )
булади.

И с б о т .  /(х) функцияни А тупламда карайлик. Унда 
f(x) =  f (xv -v2, . . .  , xm) =  /(a1 +  i(&1 — a x) ,a 2 -M (&2 — a 2) , . . . ,

+ — flm)) (0 <  t <  1)
булиб, /(xP Xo, . .  . , xm) / узгарувчининг [0 , 1] сегментда берилган ф унк- 
циясига айланади:

F (0 =  /(flj +  t фг— o j , аг +  i (&2 - -  a2), . . .  , am + 1 (bm — a m)).
Бу функция (0,1) интервалда ушбу

F' (0 — /*, ~~ a i) +  /* (¿’г — Go) +  • • • +  fXm (&m — am)
хосилага эга булади.

Демак, F(i) функция [0,1] сегментда узлуксиз, (0,1) интервалда эса 
F'(t) хосилага эга. Унда Лагранж теоремасига (1-^исм, 6 - боб, 6 -§) 
кура (0, 1) интервалда шундай /0 ну^та топиладики,

F (\ )~ F (0) =  F '(to) ( 0 < t 0< l )  (13 .34)

булади. Равшанки,
F (0) =  /(a), F ( l )  =/(&),

F ‘' W  =  f'Xt ( а 1 +  ^о(6 1—  a i ) .  « 2  +  *o ( 6 2 —  «2 ) . • • • ,  a m  +  t 0 Ф т  —

+  am)) (b, — a,) +  fXt (a, + 10 ф1 — a,), (a , +  t0 (b2 — a2)........... am +

"Wo Фт— ат))Ф2 ai) + ............... + (13.35)
+ fxm (al + ¿о Ф1 «i), Я2 + ¿0 (&2 — °2)>•••> am +

+  i0(6m — a j ) ( 6m -  a j .
A rap

« 1+^0 (61 — « 1)
2̂ ”Ь 0̂ (^2 ^2) “  2̂*

.......................... .... • • >
~i~ 0̂ Фт ®m) =

деб белгиласак, унда с =  (cv с2, . . .  , ст ) £ А булиб, юкрридаги (13 .34 ) 
ва (13.35) тенгликлардан

f{b) — f  (а) =  fXt (с) ф1 —a j  +  ¡ ’хг (с) ф2 — а2) +  . . .  +  /;т  (с) (Ьт  —  а т )

келиб чикади. Теорема исбот булди.
Бу теорема у р т а  к ; и й ма т  ^ а ^ и д а г н  т е о р е м а  деб аталади.
1 3 . 2 - н а т и ж а .  f(x) функция богламли М (М с  Rm) тупламда бе­

рилган булиб, унинг хар бир нуктасида дифференциалланувчи булсин. 
Агар М  тупламнинг хар бир нуктасида f (х) функциянинг барча хусусий 
хосилалари нолга тенг булса, функция М  тупламда узгармас булади .



Шуни исботлайлик. М тупламда а — (ар аг, . . .  , ат ) ^амда ихтиёрий 
х  — (хи х2, . . .  , хт) нукталарни олайлик. Бу нукталарни бирлаштирув- 
чи кесма шу М  тупламга тегишли булсин. У долда шу кесма нуцта- 
ларида 13.8-теоремага кура

/ К  = / (* ) +  /*, (с) («1 ~  хд  +  /'„ (с) {аг — * 2) +  . . .  +  /;т (с) (ат  — хт )

булади . Ф ункциянинг барча хусусий ^осилалари нолга тенг эканидан
/ («) =  /(*)

булиши келиб чицади.
а  ва х  нукталарни бирлаштирувчи кесма М  тупламга тегишли бул- 

маса, унда М тупламнинг борламли эканлигидан а ва х  нукталарни 
бирлаштирувчи ва шу тупламга тегишли булган синик чизик топилади, 
Б у  синик чизик кесмаларига юкоридаги 13.8-тесремани куллай бориб.

¡{а )= !{х }
булишини топамиз.

8- §. Куп узгарувчили функциянинг Тейлор формуласи

1 - кием, 6- боб, 7 -§ да бир узгарувчили функциянинг Тейлор фор­
муласи, унинг турли формада ёзилиши хамда Тейлор формуласининг 
турли формадаги колдак ^адлари урганилган эди. Масалан, /•"(/) функ­
ция I =  t(j нуктанинг атрофида берилган булиб, унда Р' (¿), Б" ( /) , . . , ,  
/■(п+1) (¿) ^осилаларга эга булганда

г  (0 =  р  < д + р ' ( д  (* -  д  +  —  ^ "  с д  «  -  д 2 + . . .  +

+ -т ^  <д е -  иг+а д  (1з.зб)п!
булади, бунда колдик >;ад (0 эса куйидагича

р(п+П(с)
а) Коши куринишида £?„ (0 =  — ^ —  [I — д п+1 (1 — е)л>

р(п+1)(с)
б) Лагранж куринишида (0 =  1 у ■ (/— /0)п+1>

в) Пеано куринишида # „(0  =  в  (((— д " )  ёзилади (бунда 0 <  0 <  1 ,
^ = / 0 + е (^— д ) -  „  ч „

¡{ х ъ х2, . . . , хт ) функция очик М (М <- Нт ) тупламда берилган. 
Б у  тупламда (х?, х2, . . .  , Хт) нуктани олиб, унинг £У6 ((*?, *•, . . . , 
х°т )) с :  М  атрофини карайлик. Равшанки, V  {х\, х'2, . . . , хт) € 116 ( (х°и 
х2’ • • • ’ хт)) нукта билан (х°, х\ , . . . , х°т) нуктани бирлаштирувчи 
турри чизик кесмаси

А — {(х1г х2..............хт ) 6 Ят : хх =  х°1 +  ((х 1 —  лф»

х-2, =  4  +  Цх’2 — х%), . . . .  хт  =  хат -1^(хт  — х^у, о <  1} 
ш у и е((х°, х\, . . . , *^)) атрофга тегишли булади.



Айтайлик, f(x v , хт ) функция U6 ((х°, x l.............х°т )) да n  +  1
марта дифференциалланувчи булсин.

Энди f (xb х2, . . . , хт) функцияни А тупламда ^арайлик. У нда
}(х1У х2, . . . , x j\ =  / (х<{ +  t (х\ — х°), х° +  t {х'2 — х% . . . , 

x l  +  Hx^ — x^))

булиб, f(x v хг, . . . , хт ) t узгарувчининг [0 ,1 ] да берилган функция- 
сига айланиб ^олади:

F (t)= f(x°l +  t(x[ — x°), x°2 +  t(x ’2 — х§, . . . ,  хпт  +  t(x'm — х°т ))

( 0 < / < 1 ) .  (13 .37)
Бу функциянинг ^осилаларини хисоблайлик:

Г  (0 =  i L  +  и .  Ц  _  #  +  . . .  +  i l  Vm _  , . J  _

“  i k 1w ~ ^ + к K 4 + ■ • ■+ { x ~ - *° >)/-

F" (t) =  ^  (* j -  X«)2 +  f  /  ( 4  -  X°)2 +  . . . +  (Xm -  x l  )* +
1 dx2 “  d*m

+  +  ■ ■ - + 2 ^ f z -

~  ^  “  ( s ;  — + ¡ s ; (*2 — + • • ■+  (д:" — •c" ) ) a ̂
Умуман /г-тартибли ^осила ушбу

/(А> (/) (Х' ~~Х°) +  д72 (Х2 ~  +  ‘ ’ ‘ +  (Хт ~
(* =  1,2, . . . , п +  I) (13 .38)

куринишида булади. (Унинг тугрилиги математик индукция методи ёр- 
дамида исботланади.)

Юцоридаги F'(t), F"(t), . . . , F{n) (t) ^осилаларнинг ифодаларига 
кирган / (*1, х2, . . . , xm) функциянинг барча хусусий ^осилалари (х® +
+ 1 (х[ — х% х°2 +  t{x ’2— х?2)............ x°m +  t (хт  —  О )  ну^тада фгсоб-
ланган.

(13.36) формулада t0 = 0  ва ¿ = 1  деб олинса, ушбу 

F (1) =  F  (0) +  - 7  F' (0) +  i - F"(0) +  ■ . . +  4  ^  (°) +  7 - Г Г ,
II 21 п I (/1+ 1)'

(0 <  0 <  1) (13 .36 )
^осил булади. (Бу ерда крлдик, хад Лагранж куринишида олинган.)

(13. 37) ва (13. 38) мунссабатлардан фойдаланиб ^уйидагиларни то- 
памиз:

F (Q )= f (х°и X:, . . . , х°т),
F{\) =  f(x\, х2, . . .  , х'т ),
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• <*>
(0) =  ( I -  (*1 -  *?) +  £ - ( * ; -  *9  +  . . . +  ^  (Х'т -  Х°т ) Ьдх,

(к =  1,2............ я +  1).
Кейинги тенгликдаги / (л ,̂ х2, • • ■ . хт) функциянинг барча хусусий 
^осилалари (х®, А'“, . . . , х°п) ну^тада ^исобланган.

Д емак, (13. 36) формулага кура
¡{х\, х ’2, . . . .  xn) =  f  (х°, х°, . . . ,  хат ) +  (£ -(х[  -  х°) +

+  (Х2 --- А )  +  • • • +  ~Г~ (Х,пдх„ дх„ о )  Г +

2 ! V 
+ +

+  „| ( л . ^ 1  Х2) +  - - * + Лг (Хт  Х°т))П{ +п\ \дх1 дх„

+  •
(л +  1)! уд*!

булади, бунда ¡(х^  х2............. хт ) функциянинг оарча биринчи, иккинчи
ва  ^оказо п- тартибли хусусий хрсилалари (х°, х{’, . . . , х?т ) н уклада, 
ш у функциянинг барча (п +  1) - тартибли хусусий хрсилалари эса 
(х° +  0 (* ; — *°), х°2 +  0 ( ^  — 4 ) ,  ■ ■ ■ , х°т + д(х'т  — хат )) ( О < 0 < 1 )
нуктада ^исобланган.

Бу формула куп узгарувчили ¡(х ь хг, . . .  , хт ) функциянинг Т е й ­
л о р  ф о р м у л а с и  деб аталади.

Хусусан, икки узгарувчили функциянинг Т е й л о р  ф о р м у л а с и  
цуйидагича булади:

дI (* ? . х%)
!( х ь **) =  /(х° х%) +

*°)
дхх

( х х —  А'“) +
дх,

(х2 — х°2) +

21 дх. дх1 дх2

дУ (*?, х»)

а*|
(х2

■ 4 / 2 /г!

дх" 1дхй

дх" 

дп[ (Х\, дф

а ^

( * , - * « ) »  +

(х2 — х°)л +

1 |'ап+1 /(дс? +  е(дс1- Д  д(§ +  е ( х , - * § ) )  1  

+  ^ [ ----------------------------- ^ --------------------------- 1-х ' ~ х '> + - " +

+
дп+ 1 /(*? +  е (х , -  х°), х°2 +  8 (х2 -  4 ) 

<?4+1 '



9-§. Куп узгарувчили функциянинг экстремум Цийматлари. 
Экстремумнинг зарурий шарти

1. Ф у н к ц и я н и н г  м а к с и м у м  ва  м и н и м у м  ц и й м а т л а р и .  
Куп узгарувчили функциянинг экстремум к;ийматлари таърифлари худди 
бир узгарувчили функцияники сингари киритилади. f(x ) =  f(x lt х2, . . .  , 
хт ) функция i’Hpop очик М (М с  Rm) тупламда берилган булиб, х° — 
=  (х°, х\, . . . , Хат ) аМ  булсин.

13. 8- т а ъ р и ф. Агар х° ну^танинг шундай U6 (х°) =  {х =  х2, . . . ,

Хт ) 6 Rm- Р (X, х°) =  V (X1 — x°i)2 +  ■ ■ • +  (х т  — x°mf  <  6} с :  М  атрофи 
мавжуд булсаки, Y  х £U6(x°) учун 

/ (* )< Д * ° )

булса, f(x) функция х° ну^тада максимумга (минимумга) ?га дейи- 
лади, /(х°) киймат эса / (х) функциянинг максимум (минимум) кийма- 
т и  ёки максимума (минимумы) дейилади.

13. 9 - т а ъриф. Аг ар  х° ну^танинг шундай U6 (л0) атрофи м авж уд 
булсаки, V  х 6 1>й (л:°)\{л:0} учун f ( x ) <  f(x°) (f (х) >  / (х0)) булса, f(x )  
функция х° ну^тада щ тъий максимумга (цатъий минимумга) э га  
дейилади. /(х°) киймат эса /(х) функциянинг цатъий максимум (ми­
нимум) киймати ёки щ тъий максимумы (цатъий минимумы) дейи­
лади.

Юцоридаги таърифлардаги х° нуцта f(x) функцияга максимум (ми­
нимум) (1 3 .8 -таърифда), ^атъий максимум (к;атъий минимум) (1 3 .9 -  
таърифда) ^иймат берадиган ну^та деб аталади.

функциянинг максимум (минимум) циймати куйидагича белгиланади:
f  (х°) =  шах {/ (х)}, (f (х°) =  m in {/ (*)}).

x̂ Ub <*•) x£U6 (х°)
Функциянинг максимум ва минимуми умумий ном билан унинг экс­

тремумы  деб аталади.

М и с о  л . Ушбу

/(*i ,  x2) = Y \—х\ — +

функциями карайлик. Б у  функция (0 , 0) нуцтада цатъий максимумга эришади. Х а * 
цикатан ^ам, (0, 0) нуцтанинг ушбу

и г ((0. 0)) =  {(лгх. €  Я 2= А  +  4  <  г2} (0 <  л <  1)

атрофи олинса, унда V (хи х2) £ Ur ((0 , 0 ) )\ { (0 , 0)} учун

/ <*1, **> = У 1- 4 - 4  <  / (°. °) =  1
Сулади.

13 .8  ва 13. 9 - таърифлардан куринадики, /(х) функциянинг х° ну^- 
тадаги ^иймати /(х°) ни унинг шу ну^та атрофидаги нуцталардаги к;ий-



матлари билангина солиштирилар экан. Шунинг учун функциянинг 
экстремуми (максимуми, минимуми) локал экстремум  (локал макси­
мум, локал минимум) деб аталади.

2. Ф у н к ц и я  э к с т р е м у м и н и н г  з а р у р и й  ш а р т и .  ¡ ( х г, х2, 
. . . , хт ) функция оч и к М (М с  Я'п) тупламда берилган. Айтайлик, 
¡{ х х, х2, • . . , хт ) функция х° =  (х®, х% . . . , хат ) нуктада максимумга 
(минимумга) эга булсин. Таърифга кура х° =  (х(,г  х°г  , х;°н) ну^та- 
нинг шундай и б (х°) с :  М  атрофи мавжудки, V  (*1> х2, . . . ,хт ) £ и б (х) 
учун

Х%1 • . . , Х^)  ^  /(-^Ь Х2, • • • * %т)  (/ {,Х\1 Х2, . . . , Хт ) ^

>  /(х?, х1, . . . , Хт)),
хусусан

/(хь Хг, . . . , Х т) <  / (* Ь  Хг, • .  • , Хт) (/ (х1( Хг, . . . , Х т) >

>  /(X ?, Х°, . . • , Х т))

булади. Натижада бир узгарувчига (хх га) бэклщ булган ¡(х^  х“, . . . ,
хт ) функциянинг (Уб (х°) да энг катта (энг кичик) ^иймати /(х?, х г , .

х°т) га эришишини курамиз. Агарда х° нуктада (х°) хусусий косила 
мавжуд булса, унда Ферма теоремаси (каралсин, 1 - к,исм, 6- боб, 6 - § ) г а  
кура

/ ;л х “ ^  . . . , х от ) = г ’м = о
булади.

Худди шунингдек, (х°), . . . , [Хт (х°) хусусий хосилалар мавжуд 
булса,

М * ° ) = 0 , М * ° )  =  0 ........................Ы  =  0
булишини топамиз.

Шундай цилиб ^уйидаги теоремага келамиз.
13. 9 - т е о р е м а .  Агар ¡{х) функция х° нуктада экстре му мга 

эришса ва шу н уктада  барча [Х1, ¡ х„ • ■ ■ , /*т  хусусий хрсилаларга 
эга булса, у  урлда

/к (х°)= о, / ;,(х ° )= .о — , /;т (х°)= о

булади.
Биро^ / (х) функциянинг бирор х ' 6 #т  нуктада барча хусусий хоси- 

лаларга эга ва

¿ . ( * 0  =  0 , / ; , ( * ' ) = о............. / ; „ м  =  о

булишидан, унинг шу х' нуктада экстремумга эга булиши ^ар доим 
^ам келиб чи^авермайди.

Масалан, тупламда берилган
/ (*1. хг) = Х1 хг



функцияни нарайлик. Бу функция fXi (хъ х2) =  х2, fXt(xu х2) =  х х 
хусусий хосилаларга эга булиб, улар (0 , 0) ну к, та да нолга айланади. 
A mmo f(x v х2) — xv х2 функция (0 , 0) нуцтада экстремумга эга эмас 
(бу функциянинг графиги гиперболик параболоидни ифодалайди, ^арал - 
син 12-^об, 3-§).

Демак, 13. 9 - теорема бир аргументли функциялардагидек функция 
экстремумга эришишининг зарурий шартини ифодалар экан.

f(x) функция хусусий ^осилаларини нолга айлантирадиган ну^талар 
унинг стационар нуцталари  дейилади.

13. 4 - э с л а т м а .  Атар / (х) функция х° нуцтада дифференциалла- 
нувчи булса. у холда функциянинг экстремумга эришишининг зарурий 
шартини ушбу

d f ( x ° ) =  0 (13.39)
куринишда ёзиш мумкин.

Х^и^атан хам, / (х) функциянинг х° нуктада дифференциалланувчи 
булишидан унинг шу нуктада барча fXl, fXl, . . . ,  fXm хусусий ^осила- 
ларга эга булиши келиб читали. х° нуктада функция экстремумга эри- 
шишидан теоремага кура

i M  = 0 , м * ° ) = о , / ; > ° )  =  о
булади. Бундан эса (13. 39) булиши топилади.

10-§. Функция экстремумининг етарли шарти

Биз юкорида f(x) функциянинг х° нуктада экстремумга эришиши' 
нинг зарурий шартини курсатдик. Энди функциянинг экстремумга эри­
шишининг етарли шартини урганамиз.

f(x) функция х° 6 Rrn ну^танинг бирор

Ub(x°) =  {x E R m: Р (х, х°) < 6} (6 >  0) 

атрофида берилган булсин. Ушбу
А =  / ( * ) - /(а0) (13.40)

айирмани карай лик. Равшанки, бу айирма U6 (х°) атрофда уз ишораси- 
ни са^ласа, яъни ^ар доим А >  0 (А <  0) булса, / (лг) функция х° ну^ * 
тада минимумга (максимумга) эришади. Агар (1 3 .4 0 ) айирма jqap ^ан ' 
дай i /ъ (х°) атрофда ^ам уз ишорасини са^ламаса, у  ^олда f(x) функ­
ция х° нуктада экстремумга эга булмайди. Д емак, масала (13. 40) 
айирма уз ишорасини саклайдиган U6 (х°) атроф мавжудми ёки йу^ми, 
шуни ашиугашдан иборат. Бу масалани биз, хусусий ^олда, яъни f(x) 
функция маълум шартларни бажарган ^олда ечамиз.

f(x) функция куйидаги шартларни бажарсин:
1) f i x) функция бирор U6 (x0) да узлуксиз, барча узгарувчилари бу- 

йича биринчи ва иккинчи тартибли узлуксиз хусусий ^осилаларга эга;
2) х° нук,та f(x) функциянинг стационар ну^таси, яъни

f ’x, (х°) =  0 ,  fXl {Xй) =  0 , . . . ,  f Xm(x°) =  0 .



Ушбу бобнинг * 8 -§  ида келтирилган Тейлор формуласидан фойда- 
ланиб, х° ну^танинг стационар нук;та эканлигини эътиборга олиб ^уйи- 
дагини топамиз:

/(*) =  / (х°) + ± [ f :> A x l  +  íx’ A x l +  . . .  +  A x l  +

+  2 (f”XlX, A X lA x 2 +  fix , А Хг А х3 +  . . .  +  f"хт —, хт  А хт _ х А хт )] =

¿ »,£= 1
Бу муносабатда f(x) функциянинг барча хусусий ^осилалари fx¡x  ̂

(i, k =  1 ,2 , . . . , т )  лар ушбу

(*° +  0 A x lt х°а +  0 А хг, . . . , х°т +  0 А хт ) (0 <  0 <  1) 
ну^тада ^исобланган ва

А Хг —  Х\ —  A j, А  А'2 ■ A’j  ^2» . . . , А X[л === Хт —  Хт•

Демак,

Д =
2
1 m

А =  — 2  A x ¡A x k. 
i,k= i

Берилган f  (х) функция иккинчи тартибли ^осилаларининг стационар 
ну^тадаги цийматларини куйидагича белгилайлик:

aik =  f"x. Xk (■х°) (i, k ~ l ,  2 , ••• , trí).

Унда f  (x) нинг x° ну^тада узлуксизлигидан Xi Xk

fx¡ Xk =  fx¡ xk (*1 ® A JCj, 4  ~b 0 Д X2’ ' ’ ' * "b ® A -O  =  "I- a ik

(i, k =  1, 2, • • • , m) булиши келиб читали. Бу муносабатда А х 1 -*-0,
Аа;2->-0, ••• , Д хт  —>■ 0 да барча ва 6 -§ д а  келтирилган 13.6-
теоремага асосан

aik =  <*ki (i, k = \ ,  2, , т )  
булади. Натижада (13.40) айирма ушбу

т  т
Д = 4 - ( 2  « « А  А +  2  « «  A Д хк)

2  i ,  i ,  й = 1

куринишни олади. Буни цуйидагича ^ам ёзиш мумкин:



_  Р

булади.
Ушбу

2 *=' г. к=1

р  ••• . и  = 2  Ь н Ы ь
I. к=\

ифода ?!, £г, • • • , £т  узгарувчиларнинг квадратик формаси деб ата- 
лади. Ь1к (/, /г =  1, 2 , • • • , /п) лар эса квадратик форманинг коэффи- 
циентлари дейилади. Равшанки, з$ар цандай квадратик форма уз ко- 
эффициентлари оркали тула ани^ланади. Квадратик формалар алгебра 
курсида батафсил урганилади. К,уйида биз квадратик формата дойр 
оаъзи (келгусида кулланиладиган) тушунчаларни эслатиб утамиз. 
учун—  ~ -2 =  • • • =  =  0 булса, з$ар ^андай квадратик форма

Р  (0, о, • • • , 0) =  О
булади.

Энди бош^а нукталарни ^арайлик. К,уйидаги холлар булиши мум- кин: ' I г- ^
1. Барча Ц +  Щ +  • • • +  Щп >  0 нукталар учун

Р (£ь ?2- * • • , 1т ) >  0 .
Бу холда квадратик форма м усбат ани^ланган дейилади.

2. Барча §? +  • • • +  1 ,̂ > 0  нукталар учун

Р  (Бх. £>, • ■ • , ?т ) < 0 .
Бу холда квадратик форма манфий аникланган дейилади.

3. Баъзи (сг, Еа, . . .  , 1т) нукталар учун Р (£1( Е2, • • • , 1т ) >  О, 
баъзи нукталар учун

Р  (?1> ?2> ' ‘ ' . 1т ) <  0 .
Ьу з^олда квадратик форма ноаниц дейилади.

4. Барча ?, +  £22 +  • • • +1^, >  0 нукталар учун

Р<£ 1. ?2. . и > 0
ва улар орасида шундай (^ , В2, • • • , £т ) нукталар ^ам борки,

р  ?2. ••• , У  = 0 .
Бу холда квадратик форма яриммусбат аникланган дейилади.

5. Барча Щ +  +  • • • +  %2т  >  0 нукталар учун

р  (11. 1»  • • • , 1т ) <  0 

ва улар орасида шундай (£ь ; 2. - • • , £т ) нукталар з^ам борки,

Р  (£1- • • • . У  =  0 .
Бу з^олда квадратик форма яримманфий аникланган дейилади.



т
Q (?1» ?2' ‘ ‘ » -т) ~ 2  ~г

г. *=i

квадратик форма мусбат аницланган булсин. Аввало юк;оридаги 

Р =  \ f  Ах\ +  Ах*-\---------

ва

h  =  —  V =  1 . 2 , • • • , т )
Р

тенгликлардан

Е? +  £1 +  - - -  +  £ = 1
эканлигини топамиз. Маълумки, R m фазода

S i ( 0 )  =  S i ((0, 0 , ••• , 0))= { (£ 1> |2, ••• , tm)E R m:

Ц +  Ц + - - -  +  $ п =  1}

маркази 0  =  (0 , 0 , • - ■ , 0) нуцтада, радиуси 1 га тенг сферани ифо- 
далайди. Сфера ёпиц ва чегараланган туплам. Вейерштрасснинг биринчи 
теоремасига асосан шу сферада Q (^ , £2> ■" > ?т) [функция узлуксиз 
функция сифатида чегараланган, хусусан цуйидан чегараланган була- 
ди:

Q Й 1, ёа. . 1т) >  С (с — con st).

Агар Q (I I  |2, • • • , i j  [квадратик Гформанинг мусбат ани^ланган 
эканлигини эътиборга олсак, унда с >  0 булишини топамиз.

Иккинчи томондан, Вейерштрасснинг иккинчи теоремасига кура бу 
Q (ii, la, • • • , 1т) функция (0) сферада узининг ани;<; цуйи чега- 
расига эришади, яъни бирор (l°v Щ, • • • , ?“„) € 5 1 (0) учун

Q (Щ, Е°. ••• , ^)  = min Q <£v U
булади. Яна Q (с1( Н2, • • • , E J  квадратик форманинг мусбат аниклан- 
ганлигини эътиборга олсак,

Q (Щ, Щ, , ^ ) > 0

эканини топамиз. Демак, (0) сферада
т

Q I»  ••• , U = 2  о
i ,  й = 1

булади.
Энди

т

2  a «  Eilfc 
¿. *=1



ни ба^олаймиз. Коши — Буняковский тенгсизлигидан фойдаланиб, то- 
памиз:

ю  т  т

|2 a ¿* г* | =  ¡ 2  ( 2  ^
г. *=i ¿=i ы  i

т т — т 1

<[S Ш аа «*1’ (2 Щ г-1=1 4=1 (-._1

=í l  í J  ““ ¡1 й  "<* 1 ,5*) р "
к J ^ T ™ ’ А «, _ : 0' А - '= " 0 ' " •  ' да барча а „ - 0 .
^исобига аЛЗНИ ^ НуК'ТаНИНГ атР°Фини етарлича кичик цилиб олиш

Л
( 2  « ? , ) 2 < ~ -  i, к= I *

тенгеизликка эришиш мумкин. Демак, (13.41) дан

А = т ( 1  *lkii lk) > Y l c— г ) = - ег > ° -
С, *=1 i. fc=i z   ̂ ¿  / 4

2. Куйидаги
m

Q fe . ?2- • ■ - - Sm) =  2  i í  i*
f. A=1

квадратик форма манфий аник;ланган булсин. Бу ^олда х° ну^танинг
л 2 т  т

етарлича кичик атрофида А = JL- ( £  a ¿* g, +  2  alk ёг S J  <  () бу-
z i. *=i í ,*=i '

лиши i - хрлдагига ухшаш курсатилади. Натижада куйидаги теоремага 
келамиз.

13.10- т е  о р е м  a. f (х) функция х° нуктанинг бирор Uñ (х°) а тр о ­
фида (6 >  0) берилган булсин ва у  ушбу шартларни бажарсин :

1) / (х) функция Uь (х°) да барча узгарувчилар x¡, х2, • • • , хт  буйича 
биринчи ва иккинчи тарти бли  узлукш з хусусий \осилаларга эга;

2) х нукта f (х) функциянинг стационар н уктаси ;
3) коэффициенпиари

aik == fx¡ xk (;> * =  1, 2 , - • • , т )

булгин
т

Q ( h  I*. ••• , im) =  2  « » h i *
i, ít=l



квадратик форма мусбат (манфий) анщланган. У холда ) (х) функ­
ция л;0 н ук тада  минимумга (максимумга) эришади.

Бу теорема функция экстремумининг е т а р л и  ш а р т и н и  ифода- 
лайди.

3. Агар
т

С} (г1> 12, ' ’ ' ’ 1т) =  2  й1к 1̂ 1/г 
(,*=1

квадратик форма ноаник булса, / (х) функция х° нуктада экстремумга 
эришмайди. Шуни исботлайлик. 1^ 12, ■ ■ ■ , 1т  ларнинг шундай (Н1У 
Иф • • ■ , Ьт ) ва (/Г̂  й2, ■■■ , Нт ) кийматлари топиладики,

<2 Фь А,, • • • , Лт ) > 0 ,  с  {К  К  ■■■ , Ит ) <  0 (13.42)
булади.

х° =  (х°, х°2, ■ ■ ■ , х°т ) ва (х° +  Л1, х° +  К  ■ ■ • , х°т  +  Ьт ) 
нуцталарни бирлаштирувчи

Х1 =  х° +  */гь  
х , =  х° +  ¿/г9

2 2 (13.43)

кесманинг ну^талари учун ю^оридаги (13.41) муносабат ушбу 
/2 т  т  

А =  — ( 2  а «*^г^* +  2  а 1к -̂1^к)
 ̂ 1,/г=1 ¿.*=1

куринишга келади. Бу тенгликнинг унг томонидаги биринчи цушилувчи 
(13.42) га  кура мусбат булади. Иккинчи ^ушилувчи эса, /-*-0 да 
нолга интилади (чунки ¿->-0 да А Х( =  х , — х° -> 0, Д х2 =  х2 — х°->0,
• • • , А хт  =  хт  —*х°г -> 0). Демак, (13.43) кесманинг х° ну^тага етар- 
лича якин булган х ну ̂ талари учун А айирма мусбат, яъни

/ ¿ ) > Н * ° )
булади.

Худди шунга ухшаш,
х, =  х° +  ¿V  

Х2 == Х° 4 “ ^ 2 ’

=  Х°т+ Й т

кесманинг х° ну^тага етарлича якин булган х ну^талари учун А айирма 
манфий, яъни

} ( х )< !(х ° )
булиши курсатилади.



Демак, А =  ${х) — / (х°) айирма л:0 ну^танинг ^ар кандай етарлича 
кичик атрофида уз ишорасини са^ламайди. Бу эса х) функциянинг 
х° нуктада экстремумга эришмаслигини билдиради.

4 — 5. Агар
т

Я (^1> ?2> ' • ■ > )=  2  а1к 1̂ 
£.*=1

квадратик форма яриммусбат анщланган булса ёки яримманфий ани^- 
ланган булса, / (х) функция х° нуктада экстремумга эришиши >̂ ам, 
эришмаслиги ^ам мумкин. Бу «шуб^али» ^ол ^ушимча текшириб ани^- 
ланади.

Ю^оридаги 13.10-теореманинг 3-шарти, яъни <3 (£1( Е2, •••  , 1т ) 
квадратик форманинг мусбат ёки манфий аникланганликка ало^адор 
шарти теореманинг марказий ^исмини ташкил этади. Квадратик форма­
нинг мусбат ёки манфий анщуганганлигини алгебра курсидан маълум 
булган Сильвестр аломатидан фойдаланиб топиш мумкин. К,уйида бу 
аломатни исботсиз келтирамиз.

С и л ь в е с т р  а л о м а т и .  Ушбу
т

р  £г, . . .  , и  = 2  Ь н Ы ъ  
£,*=1

квадратик форманинг мусбат аникланган булиши учун

к 1̂2 ' • Ьш

¿11 >  0, Ьп > 0 , . . .  , 2̂1 ¿22 ' ■ 2̂ т
Ь21 ¿22

Ьщ1 ^т2 ^ т т

тенгсизликларнинг, манфий аникланган булиши учун

Ь ц < 0 ,  \ Ь п  Ь п  > 0 ,  Ь21 Ь22 ¿23 < 0 ,  . . .  , ( -  1)»
I О21 ®22

Ьп Ьщ ^13
> 0 , ¿ 2 1 ¿22 ¿23

Ьз1 ^32 ¿33

Ь11 ¿12 .. ■Ь1т
¿21 ¿22 ••■ Ь2т > 0

ЬтФт2- • ^ тт
тенгсизликларнинг бажарилиши зарур ва етарли.

Хусусий ^олни, функция икки узгарувчига борлиц булган ^олни 
^арайлик.

{ {хх, х2) функция х° — (х°, х°) нуктанинг бирор атрофи 

и  ь (дс°) =  {х =  (хг, х2) £/?2 : р (х, х°) < 6 }  (6 >  0)

да берилган булсин ва бу атрофда барча биринчи, иккинчи тартибли 
узлуксиз хосилаларга эга булсин. х° эса царалаётган функциянинг 
стационар ну^таси булсин:

/ ;  «
Одатдагидек

«11 =  /;. ( А  «12 =  ГХ1Хг(х% а22 =  Гхг (х°).

0 , / ;  (а0) =  0 .



а “  Й12 = а п а22 а ,2 > 0  ва а п > 0
а 21 а 22

булса, / (.г) функция х° ну^тада минимумга эришади. 
2°. Агар

булса, / (х) функция х° ну^тада максимумга эришади. 
3°. Агар

булса, / (х) функция х° нуктада экстремумга эришмайди. 
4°. Агар

а и °22 ~  а \2 =  0
булса, / (х) функция х° нуктада экстремумга эришиши хам мумкин, 
эришмаслиги х,ам мумкин. Бу «шуб^али» ^ол к у ш и м ч а  текшириш ёр- 
дамида аникланади.

Ха^икатан ^ам, Г -в а  2°- холларда квадратик форма мос равишда 
мусбат аницланган ёки манфий аникланган булади (к,аралсин: Сильвестр 
аломати).

3°- ^олда, яъни

булганда <2 (?г  ?2) =  а п Щ +  2 а п Н2 +  а22 Щ квадратик форма ноаниц
булади. Шуни исботлайлик.

а п =  0 булсин. Бу 5̂ олда (13.44) дан а а Ф 0 булиши келиб чица- 
ди. Натижада <2 (£1; |8) квадратик форма ушбу

Энди а и > 0  булсин. Бу ^олда Ц у  квадратик формани куйи- 
дагича ёзиб оламиз:

^11^22 1̂2 (13.44)

(2 (1 х> ?г )  — й 12 ?1 "Ь а гг У  -2 

куринишга келади. Бу квадратик форма

^ийматда мусбат:

^ийматда эса манфий:

<2 Ы =  ап



Кейинги тенгликдан , Е2 =  1 кийматда
“и

\ «и )

а 1-----2-------------
ва V  ?1 > ------— +  Л/  — — ~ - 2.2, £2 =  1 кийматларда эса

° п  V ах\

<2 1 ) > 0
булишини топамиз.

Ва нихоят, аи <  0 булсин. Бу з^олда (13.45) муносабатдан фойда-
ланиб, <2 (?!, £2) квадратик форманинг ^  £а =  1 кийматда мус-

булишини топамиз.
Шундай цилиб, а{[ а22—а 12< 0  булганда С} (5^ ?2) квадратик фор­

манинг ноаник булиши исбот этилди.
4°-^олни, яъни аи а22 — а ‘1 =  0 булган з^олни карайлик. Б у  з^олда, 

а ц = 0  булса, унда ап =  0 були% (с,, с2) квадратик форма уш бу

<2 (1„ У  = «22  ^
куринишни олади.

Равшанки, а 22 >  0 булганда

<2 (?1, ?2) >  0 ,

<2 (?1- ?2) <  о
булиб, нинг ихтиёрий кийматида

булади.
Агар а и >  0 булса,

а и <  0 булганда



булиб, ^  ва ?2 ларнинг

'2 
«11

тенгликни ^аноатлантируячи барча ^ийматларида О с2) квадратик 
форма нолга тенг булади. Д емак, ^аралаётган ^олда <2 (с^ с2) квадра­
тик форма яриммусбат аницланган ёки яримманфнй аницланган булади.

Энди мисоллар ^араймиз.
М и с о л л а  р. 1. Ушбу

} (ху, х2) =  я® +  х 2 — 3 а *1 *2 {аф 0) 

функцияни ^арайлик. Бу функциянинг биринчи ва иккинчи тартибли >;осилалари 

\ (* !• х2) =  3х\ — 3ах2, }'Хг (хи х2) =  3 х\ — Ъахх,

/> (*1, х2) =  6 /" (X !, х2) =  -  3 а , ( * ,, х2) =  6 х 2

булади.

|3 — 3 а х2=  0,

\з х2 — 3 а хх =  0

системани ечиб, берилган функциянинг стационар нукталари (0 , 0) ва (а, а) эканини 
топамиз.

(а, а) нуктада
йц =  6 О, С1\2 =  3 О» 2̂2 =  6 А

булиб,

°И а22 °12 = ^ а •> ®
булад и.

Д ем ак , «  >  0 булганда (ап  >  0  булиб) функция (а, а) ну^та минимучга эри- 
ш ади , а <  0 булганда функция (а , а) нуцтада максимумга эришади. Равшанки, 
/ ( а ,  а) =  — а 3. (О, 0) нуктада

£2ц а22 й12 — ^ ^
б улади . Д ем ак , берилган функция (0 , 0) нуктада экстремумга эришмайди.

2 . К,уйидаги

/ (хи х2) =  (хг — * 1р  +  (*2 +  2)3

функцияни карайлик. Берилган функциянинг стационар ^нуцтаси ( 2, 2) нуцта 
булади . Бу нуктада

°11 а22 °12 == ®
булишини топиш кийин эмас. Д ем ак , б из бу ерда юкоридаги 4 ■
учратяпмиз. Экстремум бор- йу уш гини аницлаш учун ^ у  ц нукталаоини
шимиз керак. < - 2 , — 2) нуцтадан утувчи  х2 =  х , тугри чизи^нинг ну^аларин
^араймиз. Равшанки, бу г^рри чизи^ ну ^таларида берилган функция

/ (*!, *2) = (х2 + 2)3
,  / _ 9 п я 1 Г, ^ 1 ^ 0  * , > - 2  да [ (хъ х2) > 0  булади. Д е м а к ,/ ( « к  

х2) функция (— 2,  — 2 ) '’ну 1̂ 1 а атрофида ишора са^ламайди. Бинобарин, берилган 
ф ункция (— 2 , — 2 ) нуктада экстрему ¿га  эришмаиди.



11-§. Ошкормас функциялар

1 . О ш к о р м а с ф у н к ц и я  т у ш у н ч а с и .  Мазкур курснинг 1 -ц и см ,
4- боб, 1-§ ида функция таърифи келтирилган эди. Уни эслати б  
утамиз. Агар X  тупламдаги (X а  /?) ^ар бир х  сонга бирор ь^оида ёки 
конунга кура У  тупламдан (К сг битта у  сон мос цуйилган б ул са , 
X  тупламда функция берилган деб аталар ва у

/ :* -> «/  ёки у  =  ¡(х )
каби белгиланар эди. Бунда х  га у  ни мос ^уядиган ^оида ёки  цонун  
турлича, жумладан  аналитик, жадвал ^амда график усулларда булиш и- 
ни курдик. Масалан, функциянинг график усулда берилишида х  билан 
у  орасидаги богланиш текисликдаги эгри чизик; ёрдамида баж ариларди . 

Энди икки х  ва у  аргументларнинг Р  (х, у) функцияси

М  =  { (х, у ) е Я 2 : а < х <  Ь, с < у < ( 1 )
тупламда берилган булсин. Ушбу

^  (х, у) =  О
тенгламани ^арайлик. Бирор х0 сонни (х0 £ (а,Ь )) олиб, уни ю ^оридаги 
тенгламадаги х  нинг урнига куямиз. Н атижада у  ни топиш уч ун  к;уйи- 
даги

Р (х » у )= *  0 (1 3 .4 6 )
тенгламага келамиз. Бу тенгламанинг ечими ^а^ида ушбу доллар б у- 
лиши мумкин:

1°. (13 .46) тенглама ягона ^аки^ий у 0 ечимга эга,
2°. (13 .46) тенглама битта ^ам ^а^и^ий ечимга эга эмас,
3°. (13 .46) тенглама бир нечта, хатто чексиз куп ^аци^ий ечимга

эга.
Масалан,

/г /х у \ =  (У — х2, агар  х  >  0  булса,
{У2 +  х , агар  х  <  0 булса

булсин. У  холда
Р (х, У ) — 0  (1 3 .4 7 )

тенглама х0 >  0 булганда ягона У — х% ечимга, х0< 0  бул ган да ик- 
кита

У У  Хц , у  =  У  х§ 
ечимларга эга булади.

 ̂Агар бирор Р (х, у) =  0 тенглама учун  1°-^ол уринли б ул са , бун - 
дай тенглама эътиборга лойик. У нинг ёрдамида функция аницланиши 
мумкин.

Энди х  узгарувчининг кийматларидан иборат шундай X  туп лам ни  
царайликки, бу тупламдан олинган хар бир цийматда Р (х, у) =  О т е н г ­
лама ягона ечимга эга булсин.

X  тупламдан ихтиёрий х  сонни олиб, бу сонга У7 (х , у) =  0  т ен гл а ­
манинг ягона ечими булган у  сонни мос ^уямиз. Натижада X  туп л ам -



д ан  олинган з̂ ар бир х  га  ю^орида курсатилган к онДага кура битта у  
м о с куйилиб, функция ^осил булади. Бунда х  ва у  узгарувчилар ора- 
си даги  богланиш F (x ,y )  =  0  тенглама ёрдамида булади. Одатда бун- 
д а й  берилган (ани^ланган) функция ошкормас куринишда берилган 
ф ункция  (ёки ошкормас функция) деб аталади ва 

х - * у : F (х ,у) =  О
каб и  белгиланади.

М  и с о л л а р. 1. Ушбу

F (х, у) — у У х*  — 1 — 2 
функцияни ^арайлик. Равш анки,

F (х, у) =  у Ух* — I — 2 =  0 (13.48)
тен глам а х нинг R \ { x  £ R  : — 1 <  х  <  1} дан олинган хар бир цийматида ягона

2

У ^  У¥^~\
еч и м га  эга , бундан

F (х, у .  . )  = 0.
\ Ух* — 1 /

Н яти ж ада (13 .48) тенглама ёрдамида берилган ушбу

2 / 2 \ 
х -+■ ц =  -  — : F  х, г ■ -  ] — 0

У х 2 — 1 \ Ух* — 1 /
ош кормас куринишдаги функцияга зга  буламиз.

2 . Ушбу

F (х, у) =  х — у +  — sin у  =  0 (13.49)

тенгламани царайлик. Уни цуйидагича

X ~  у  — sin (/ =  Ф (у) ( ¡ / ¿ (  — 00 , 00) )

куриниш да ёзиб оламиз. Равш анки, ф (у) функция (— оо , оо) да узлуксиз ва

ф ' (у) =  1 -----cos у  > 0  хосилага эга.

Унда тескари функция ¡(¡а^идаги теоремага кура ( 1 - цисм, 5 - боб, 7 - § )  у =
— ф—1 (х) функция мавжуддир. Д ем ак , (— оо , оо) дан олинган х нинг ^ар бир 
цийматида (13.49) тенглама ягона у  =  ф~1 (х) ечимга э га , бундан

F (х, ф- 1 ( * ) )  =  0.

Х ар  бир х га  ф“ 1 (х) ни мос цуйиб,

jc —*- ф—1 (х) : F ( x ,  ф“ 1 (х)) — О
ош кормас куринишдаги ф ункцияга эга  буламиз.

3. Юцорида келтирилган (13 .47 ) тенглама ^ам х >  О да
х* : F (х, хг) =  О

ошкормас куринишдаги функцияни аницлайди.
4 . К,уйидаги

F (х, у) =  х 2 +  г/2 — 1п у =  0 (у >  0)



тенгламани карайлик. Б у тенглама х нинг (— о о .о о )  ораликдан олинган хеч бир 
^ийматида ечимга эга эмас. Чунки ^ар доим у 2 — 1 п (/ > 0 . Б у ^олда берилган 
тенглама ёрдамида функция ани^ланмайди.

13.5- э с л а т м а. Фараз килайлик, уш бу
F  (х, у) =  О

тенглама ошкормас куринишдаги функцияни аникламасин. Баъзан, б у  
холда у  га маълум шарт к,уйиш натижасида ю^оридаги тенглама ош ­
кормас куринишдаги функцияни ани^лаши мумкин.

Масалан, куйидаги
F (х, г/) =  X2 +  г/2 — 1 = 0  (1 3 .5 0 )

тенгламани ^арайлик. Бу тенглама х нинг (— 1, 1) орали^дан олинган 
з$ар бир ^ийматида иккита

У =  — У  1 — х * ,
У =  V 1 — х 2

ечимларга эга. Агар у  га, унинг ^ийматлари [ — 1, 0 ]  сегментда б ул ­
син, деб шарт куйилса, у ^олда (13 .50) тенглама ёрдамида ани^ланган

* _  | / П Г ^ ,  F (x, — V l  — х2 ) =  0

ошкормас куринишдаги функция хосил булади.
2. О ш к о р м а с  ф у н к ц и я н и н г  м а в ж у д л и г и .  Биз ю^орида

F (х, у )=  0

тенглама ёрдамида ?̂ ар доим ошкормас куринишдаги функция анш утана- 
вермаслигини курдик.

Энди тенглама, яъни F (х, у) функция кандай шартларни б аж ар - 
ганда ошкормас куринишдаги функциянинг ани^ланиши, бошцача айт- 
ганда ошкормас куринишдаги функциянинг м авж уд  булиши масаласи 
билан шурулланамиз.

13.11- т е о р е м a. F (х, у) функция (лг0, у0) 6 R2 н уцтан инг бирор  

Uh>k((x о, Уо)) =  {(х, у) е R * ' х° —  h < x <  х0 +  k ,y „ — k C
<■ У <■ У о -\r k)

атрофида (h >  0 , k >  0) берилган ва у  куйидаги ш артларни б а ж а р -  
син:

1) Uh,k((x0, у 0)) да узлуксиз;
2) х узгарувчининг (х0 — /г, хп +  h) орали^дан олинган хар  бир 

тай и н  кийм ати да у  узгарувчининг функцияси сиф атида усувчи;
3) F (х0, у 0) = 0 .
У  хрлда (xQ, у 0) нуктанинг шундай

U d ,e((x 0, У о)) =  { (* , y ) 6 R 2 '- Х0 —  & < х < х 0 +  8,  у 0 —  г < у < у н  4 -  е }  

атрзф и  (0 <  б <  h, 0 <  е <  k) тспиладики,

1 ') V  х  6 (х„ — б- *о +  б) учун

F (x .y )  =  0



т ен гла м а  ягона у  ечимга (у £ (у0 — е, у 0 +  е)) эга, яъни F  (х, у) — О 
т е н гл а м а  ёрдамида

x - * - y : F  (х, г/) =  О
ошкормас куринишдаги функция аникланади,

2') х — х 0 булганда ун га мос келган у  =  у 0 булади,
3') ошкормас куринишда аницланган

х - + у :  F (x, у) =  0
функция (х0 — б, х 0 + б )  оралщ да узлуксиз булади.

И с б о т. Uh,k ((х0,г/0)) атрофга тегишли булган (х0, у 0 — е), (х0, у0 +  
+  е) нуцталарни олайлик. Равшанки, [у0 — е, у 0 +  е] оралицда F (x 0,y )  
функция усувчи булади. Д емак,

У о —  е <  У о =*■ F  (*о- у о — е) <  F  (х0, г/0),
У о +  е >  У о =► F  (^о. У о +  е) >  F  (%  i/o)- 

Теореманинг 3-шартига кура

F  (Х0> У О *''■ 0 ’ F  С̂ 0> У О -'■> 0
булади.

Теореманинг 1-ш артига кура F (х, у) функция Uh,k ((х0, У0)) да уз­
луксиз. Бинобарин F (х. у 0 — г) ва F  (х, у 0 +  е) функциялар (х0 — h, 
x 0 +  h) оралшущ узлуксиз булади. Унда узлуксиз функциянинг хосса- 
сига кура (^аралсин, 1-цисм, 5 -боб, 7-§) х0 нуцтанинг шундай атрофи 
х 0 — б, х0 +  б) топиладики (0 <  б <  й), у  *  £(х0 — б, х0 +  6) учун 
F  (х , у о — е) <  0, F  (х. у 0 +  е) >  0 булади.

Равшанки, (х0, у 0) нуцтанинг ушбу

U&,k ((х0, у 0)) =  {{х, y )£ R 2 : x0 — 8 < x < x 0 +  8 ,y 0 — k < y < y 0 +  k)
атрофи учун теореманинг барча шартлари бажарилаверади, чунки

^ 6,k ((х0, i/0)) <С Ufob ((х0, i/o))-
V  х* £ (х0 — б, х 0 +  б) ну^тани олиб, F  (х*, у) функцияни царайлик. 

Б у  функция, юцорида айтилганига кура [у0 — е, у 0 +  е] оралицда уз­
лукси з ва унинг четки ну^таларида турли ишорали цийматларга эга: 

F (x*> У о —  е ) <  0, F (х*, у 0 +  е) >  0.
У  ^олда Больцано — Кошининг биринчи теоремасига кура (^аралсин,
1 - ^исм, 5 - 1'юб, 7 -§ ) шундай у* топиладики (у* 6 (у0 — е,’ у0 +  е)),

F  (х*. у*) =  О
булади. Б у топилган у* ягона булади. Х,ак,икатан хам,

У ¥= У* F (х*, у) ф  F  (х*, у*), (у 6  [у0 — е, у0 +  е]) 
чунки, F  (х*, у) усувчи булганлиги сабабли у  >  у* учун F  (х*, у) >
>  F  (х*, у*) ва у < .  у* учун  F (х*, y ) < F  (х*, у*) булади.

Шундай цилиб, х  нинг (х0 — б, х0 +  б) орали^дан олинган ^ар бир 
кийматида F (x ,y )  =  0 тенглама ягона у  ечимга эга эканлиги курса- 
тилди. Бу эса F  (х, у) =  0 тенглама ёрдамида

х - + у :  F  (х, у) =  0 (13.51
ошкормас куринишдаги функция аншуганганлигини билдиради.



х — х0 булсин. Унда теореманинг 3-шарти F  (х0< у 0) =  0 дан, х 0 г а  
у 0 ни мос куйилгандагина:

х0 —у у$ I F  (х0, у 0) — 0.
Демак, х — х0 да ошкормас функциянинг к™ мати у о га тенг булади .

Энди ошкормас функциянинг (х0 — б, х0 +  б) ораликда узл укси з  
булишини курсатамиз.

Равшанки, (х0 — б, х0 +  б) га мос куйиладиган у£  (у0 — е, у 0 +  
+  е) булади. Бу эса ошкормас функциянинг х  =  х0 нуктада у зл укси з 
эканлигини билдиради.

Ошкормас функциянинг V  * * € (* „ — б, х0 +  б) н у кта да узлуксиз б у - 
лишини курсатиш бу функциянинг х0 ну^тада узлуксиз булишини курса- 
тиш кабидир.

^а^и^атаи ^ам, F (х, у) =  0 тенглама (х0, у 0) нуктанинг атрофи 
U б.е ((*0, г/0)) да ошкормас функцияни аниклаганлигидан, ш ундай 
У* 6 (Уо —  е> Уо +  е) топиладики, F (х*, у*) =  0 булади. Ю коридаги 
муло.\азани (г\  у*) ну к/гага цисбатан юритиб, F  (х, у) =  0 тен глам а 
(х*, у*) ну^танинг атрофида ошкормас куринишдаги функцияни аниклаш и- 
ни (бу аникланган функция (13.51) нинг узи булади), уни х* н уктад а  
узлуксиз булишини топамиз. Д емак, ошкормас функция (х0 — б, хп +  б) 
ораликда узлуксиз сулади. Теорема исбот булди.

1 3 .6 -э с л а т м  а. 13.11- теорема, F (х, у) ф ун к ц и ях  узгарувчининг 
(х0—h, x0+ h )  орали^дан олинган ^ар бир тайин ^ийматида у  узгарувчи­
нинг функцияси сифатида камаювчи булганда ^ам уринли булади.

Биз ю кори да F (х, у) =  0 тенгламани (х0, у 0) нуктанинг атрофида х  
ни у  нинг функцияси сифатида аниклашини ифодалайдиган теоремани 
келтирдик.

Худди ш унга ухшаш, F (х, и) =  0 тенглама (,v0, у 0) нуктанинг атро ­
фида у  ни х  нинг функцияси сифатида аниклашини ифодалайдиган 
теоремани келтириш мумкин.

13 . 12 - т е о р е м а .  F (х, у) функция {х0, y 0)E R 2 нуктан инг бирор  
Uh,k ((*„. Уо)) атроф ида (/г > 0 ,  /г > 0 )  берилган ва у  цуйидаги ш а р т -  
ларни бажарсин:

1) U b k  ((*о . Уо)) д а  узлук си з-,
2) у  узгарувчининг (у0— k ,y 0 +  k) оралщ дан  олинган %ар бир т а ­

йин щймсипида х  узгарувчининг функцияси сиф атида усувчи {камаювчи)г
3) F (x 0, у 0) =  0 .
У  холда (х0, у 0) нуктанинг шундай 

Уь.г ((*0- Уо)) =  {(*■ У) € : х0 — 8 < х < х 0 + 8, у0 — е < у < у 0 + е }  
атрофи (0 <  б <  h, 0 <  е <  k) топиладики,

1') V  г/6 G/о — е. г/0 +  е) УЧУН
F {х, у) =  0

тен глам а ягона х  (х Е (х0 -  б, х0 +  б)) ечимга эга, яъни F (х, у) — О 
тен глам а ёрдамида у -> -х : F  (х, у) =  0 ошкормас куринишдаги ф унк - 
ция аницланади;

2') у  — Уо булганда унга мос келган х  =  х 0 булади,
3 ') ошкормас куринишда аникланган функция 

у - + х :  F  (х, у) — 0



(У о— е> У о +  е) да узлуксиз булади.
Б у теореманинг исботи ю^орида келтирилган 13.11-теореманинг ис- 

боти кабидир.
3. О ш к о р м а с  ф у н к ц и я н и н г  ^ о с и л а с и .  Энди ошкормас 

функциянинг ^осиласини топиш билан шурулланамиз.
13 .13 -т е  о р е м  a. F (х, у) функция (х0, y 0)£R'2 нуцтанинг бирор

Vh’k ((*0> У0)) =  {(x, y )e R 2 : x0 — h < x < x Q +  h ,y 0 — k < y < y 0 +  k}
атрофида ( h > 0 , 6 > 0 ) берилган ва у  куйидаги ш артларни баж ар- 
син:

1) ((х0, у 0)) да узлуксиз,
2) Uh,k((x0, у 0)) да узлуксиз F'x (х, у), F 'Jx, у) хусусий .\осилаларга 

эга в a F'y (х0, у 0) =£ 0 ;
3) F (x 0, y 0) =  0.

У  %олда (х0, у 0) н уцтан и н г шундай

Убя ((*о> Уо)) =  {(*. У) € Я 2 : х0 — б <  х <  х0 +  б, у 0 — е <  у  <  у 0 +  е} 
атрсф и  (0 < 6 < zh , 0 < е < А )  тспиладики ,

1') V  -V' 6 (х0 — б> Ч  +  б) учун
F(x, у ) =  О

тен гла м а  ягона у  ечимга (у £ (у 0 — г ,у 0 +  е)) эга, яъни F (х, у) =  О 
тен гла м а  ёрдамида

х - + у :  F (x , у ) — О
ошкормас куринишдаги функция аникланади\

2') х  =  х0 булган да унга мос келадиган у  =  у 0 булади;
3 ') ошкормас куринишда аникланган

х - + у :  F (х, у) =  О
функция (х0 — б, х 0 +  б) ораликда узлуксиз булади ;

4') бу ошкормас куринишдаги функция (х0 — б, х0 +  е) оралицда 
узлуксиз уосилага эга булади.

И с 5 о т. Ш артга кура F ’y (х, у) функция Uh,k ((x0, у 0)) да узлуксиз 
ва F'y (x0, у 0) Ф 0. Аниклик учун F ’y (х0, у 0) >  0 дейлик. У ^олда уз­
луксиз функциянинг хоссасига кура (х0, у 0) нуцтанинг шундай 

Uб ,8 ((*„, г/0)) =  {(х, у) 6 R* : х 0 — б <  х <  х0 +  б, у 0 - -  к <  у  <  у 0 -f е}
атрофи (0 <  б <  /г, 0 <  е <  £ топиладики, V  (х, у) 6 U в ,е ((х0, у 0)) учун 
F ' J x . y ) > 0  булади. Д емак, F (х, у) функция х узгарувчининг (*0 ■—
—  б, х0 +  б) ораликдан олинган j^ap бир тайин ^ийматида, у  узгарувчи­
нинг функцияси сифатида усувчи. Ю:^орида исбэт этилган 1 3 .11 -тео - 
ремага кура

F (к, у) =  О
тенглама (х0 — б, х 0 +  б) да

х у  : F  (х, у) =  О

ошкормас куринишдаги функциями ани^лайди, х — х0 булганда унга



мос келган у =  у 0 булади ва ошкормас функция (х0 — б, х0 +  6) да у з ­
лу ксиз булади.

Энди ошкормас функциянинг ^осиласини топамиз. х 0 ну^тага ш ун - 
дай Ал: орттирма берайликки, х0 +  А х 6  (х0— б, х 0 +  б) булсин. Н ати- 
жада

х -> г/ : Р {х ,у )  =  О 
ошкормас функция хам орттирмага эга булиб,

Р  (х0 +  А х, у о +  А у) =  О

булади. Демак,
А /=■ (х0, у  о) =  ^  (х0 +  Ах, у0 +  Ау) — Р  (х0, у 0) =  0. (1 3 .5 2 ) 

Шартга кура Р'х (х, у) ва Р'у (х, у) хусусий ^осилалар и 6,Е((х0, у 0)) 
да узлуксиз. Бинобарин Р (х ,у )  функция (х0, у 0) ну^тада дифферен- 
циалланувчи:

А Р  (х0, у 0) =  Р'х (х0, г/0) А х +  Р’у (х0, г/0) А г/ +  а  А х  +  Р А г/. (1 3 .5 2 ')

Бу муносабатдаги а  ва р лар А х  ва А у  ларга боглщ  ва А х —>~0 
да Аг/-»-0, а - > 0 ,  р -> 0 .

(13 .52 ') ва (13 .52) муносабатлардан

Д у Р  х (*о* Уц) "Ь  а

Д *  Р у ( Х о . У п ) + $

эканлиги келиб чикади.
Ошкормас функциянинг х0 нуктада узлуксизлигини эътиборга олиб,.

кейинги тенгликда А х —*■ 0 да лимитга утиб куйидагини топамиз:

д у (  Р'х (х0, у 0) +  а  \ Р х (х0, у и)
1ип Л 1 .  =  н т
Лх^О А х  Д х-о  ^ р'у {ха, у 0) +  Р / Р у ( х» , У , )

Демак,
р х (х, , */о)

У
Х *° Р’и(хо'Уо)

^б.в((х0, г/0)) да Г х(х, г/), Р'у (х, у) хусусий хосплалар узлуксиз в а  
£ '^(х,у)ф  0 булишидан ошкормас функциянинг ^осиласи

(X. у)
у* = - . :

У  (х, у)

нинг (х0 — 6, х0 +  6) оралшуи узлуксиз булиши келиб чикади. Теоре- 
ма исбот булди.

М и с о л. Ушбу
Р (л:, у) — хеу +  уех — 2 =  0 (13 .53 )

тенгламани ^арайлик. Равшанки, (х, у) — хе  ̂ +  уех 2 функция {(х, у) £ Я 2 -
—  о о < х < о о ,  —  оо <  у  <  оо } тупламда ю^оридаги 13.11- теореманинг бар а



шартларини ^аноатлантиради- Д емак, V (x„, у0) (- R* нукганинг и 6л  ((лг0, у0)) ат­
рофида (13.53) тенглама ошкормас куринишдаги функцияни аниклайди ва бу ош­
кормас функциянинг хосиласи

t F х (х’ У) еу +  уех

Ошкормас куринишдаги функциянинг ^осиласини куйидагича ^ам 
хисобласа булади. у  нинг х  га борли^ эканини эътиборга олнп, F (х, у) =
— О дан топамиз:

F'x (x ,y) +  F'y(x ,y ) -y '  =  0.

Бундан эса

, р ’х (* ’ у )
У ------------ 7---------

F y  { X ,  у)
булиши келиб чикади.

Юкорида келтирилган (13.53) тенглама ёрдамида аникланган ош­
кормас куринишдаги функциянинг хосиласини ^исоблайлик:

F ’x (х, У) +  F'y (х, у) у' =  е« +  уех +  (хеУ + ех )у ' =  0, (*)

и' =  _  еУ +  УеХ 
ех + хеУ  '

4. О ш к о р м а с  ф у н к ц и я н и н г  ю ^ о р и  т а р т и б л и  з^осила -  
л а р и .  Фараз лай лик,

F (х, у) =  О
тенглама (х0, у 0) 6  R 2 ну^танинг U .̂s ((х0, у0)) атрофида ошкормас куриниш­
даги функцияни аникласин. Агар F (х, у) функция U6,e((x0, у0)) да узлуксиз 
Fx (х, у), Р'у {х, у) хусусий хосилаларга (F'y (x, у) ф  0) эга булса, ошкор­
мас куринишдаги функция узлуксиз ^осилага эга булиб,

, р'х ( * '  у)
У' =  ~ ~ т—  (13.54)

Fy (х, у)
булади.

Энди F (x,y) функция U6 e((x0, yQ) ) да узлуксиз иккинчи тартибли 
F"xAx,y), F ’xy(x,y), F y¿x ,y )  хусусий ^осилаларга эга булсин. у  нинг х  
га богли^лигини эътиборга олиб, (13. 54) тенгликни х  буйича диффе- 
ренциаллаб цуйидагини топамиз:

„ ^  _  К  (*. У) Ухр у (х, у ) - ( F y  (х, у) ) ’s Fx (x, у)
' ( РЦх, у )  )» •

Агар
(р 'х (х, у)Ух =  Г , (х, у) +  F"xy (х, у)у',

( (F y (х, у) Ух =  F"yx (х, у) +  Г уг (х, у) у ' (13.55)



у п ^  ( FU X’ y) +  Fl * ( x - У )-У ') -К  (х, у) -  (F’x, (х ,у)  +  f " u ( х , y)-y')-F'y (х, у) _

(Ру (х,у))г ~

=  р "ук (*> У)-р 'х (х . y ) -F 'xi(x ,y) .F ’y(x ,y)+[Fy, (х, y ) . F ’x (х , у)  - F xy(x,y)Fy (x,y)]yf

(Fу (х, у) )2

булади. Бу ифодадаги у '  нинг урнига унинг киймати — У̂  ни
* ц (•*» У)

нуйиб, ошкормас куринишдаги функциянинг иккинчи тарти'бли ^осила- 
си учун ^уйидаги формулага келамиз:

// _  2/Г*  (*■ У)-р 'у (х, y)-Fxy (х, у)  -  Fy (х, у) / у  (х, у) -  (at, у) F"t (х, у)

(F y (х, у ) )»

Худди шу йул билан ошкормас функциянинг учинчи ва ^оказо тартиб- 
даги ^осилалари топилади.

13. 7- э с л а т  м а. Ушбу

F  (х, у) =  О
тенглама билан аникланган ошкормас куринишдаги функциянинг ю^ори 
тартибли хосилаларини цуйидагича хам ^исобласа булади.

F (х, у) — 0 ни дифференциаллаб,

F 'M> У) +  F'y (x, у ) -у ’ =  °  

булишини топган эдик. Буни яна бир марта дифференциаллаймиз:

(F ’x (х, у ) ) ' +  (Fy (х, у) ■ у %  =

=  (F'x (х, У) Уг +  у’ ■ (F'y (X, У) )х +  Fy (X, у) ■ у" =  0.

Ю^оридаги (13 .55 ) муносабатдан фойдалансак, у  ^олда уш бу 

Р"хг (х, у) +  2F"xy (х, у) у '  +  F yl (х, у ) -у п +  F ’y (х, у)-у"  =  0 

тенгликка келамиз. Унда эса

F'x*(x, У) +  2Fxy(x, y ) - y f + F ’y, ( х , у ) - у ' г
У = Fu (х, у)

булиши келиб чикади. Бу тенгликдаги у' нинг урнига унинг к,иймати 
Fx (х, у)

------- ;--------  ни ^уисак, унда
Fy (x,y)

„ _  2F'X (х, у) Fy (х, у) Fxy (х, у) — Fy (х , у) f " .  (х, у )  — F'x (x, y)-F"y, (л;, у)

У ~  ( F y ( x , y ) f

булади.

М и с о л . Ушбу

F (х, у) =  хеУ уех — 2 =  0



ни Дифференциаллаб (^аралсин (*) формула).
еу +  уех +  (хеу +  ех)-у' — О

булншини топган эдик. Буни яна бир марта дифференциаллаб топамиз:
еу -У' +  у'ех +  уех +  еу -у' -j- хеуу ' -у '  +  хеуу" +  у”ех +  у'ех =  О,

яъни

у"(хеу +  ех) +  2еуу'  +  2еху'  +  хеуу'* +  уех.
Бундан эса

„ _  2еуу'  -f- 2еху' -\-хгуу ' '  f  уех 
У хеу ■+ ех

булиши келиб чицади. Бу теигликдаги у ’ унинг урнига унинг циймати
, еу •+• уеху• -------------------

ех +  хеу

ни цуйиб, ошкормас функцнянинг иккинчи тартибли г^осиласини топамиз.

5 . К у п  у з г а р у в ч и л и  о ш к о р м а с  ф у н к ц и я л а р .  Куп узга- 
рувчили ошкормас куринишдаги функция тушунчаси ю^орида урганил- 
ган бир узгарувчили ошкормас куринишдаги функция тушунчаси каби 
киритилади.

F(x, у) =  F (xx, х 2............хт , у) функция (х =  (хь х2, . . . ,  хт ) £ Rm)
М =  {(*. у) € Rm + 1: a l < x l < b l , . . . ,  ат с  x m< b m, c < y < d )  туп- 
ламда берилган булсин. Ушбу

F (х, у) =  F (*„ хг . . х„„ у) ~ 0  (13.56)

тенгламани карайлик.
х  6  R m ну^талардан иборат шундай X  тупламни (X cz R m) карайлик- 

ки, бу тупламдан олинган ^ар бир нуктада (13 .56 ) тенглама ягона 
х^и^ий ечимга э г а  булсин. Энди X  тупламдан ихтиёрий х  ну^тани 
олиб, бу н уктага  (13.56) тенгламанинг ягона ечими булган у  ни мос 
^уямиз. Н атижада X  тупламдан олинган хар бир х  нуктага, юкорида 
курсатилган цоидага кура, битта у  мос куйилиб, функция хосил була- 
ди. Бундай ани^ланган функция куп  узгарувчили ( т  та узгарувчили)
ошкормас куринишда берилган функция деб аталади ва

(Хр х 2, . . хт ) —*■ у ■ F  (xv х 2, . . . , хт , у) =  О

ёки

x -> ~ y :F (x ,y )  =  О

каби белгиланади.

М и с о л .  Ушбу

F (xL, х„, у) =  х2 х„ — +  хху 

функцияни царайлик. Равшанки,

F (д:!, , у) =  х2 х2 — х\ у -j- хх у =  О



тенглама R2\ { ( x д, х2) £ Я2 : хх — х2] т^пламдан олинган ^ар бир (x i, х2) нуцтада 
я гона

х? х,

ечимга эга, яъни

i Лс1 
х 2 Х 1

F l x l t x *Í Í L _ | = 0 . 
х2 — xt

Демак, берилган тенглама ёрдамида х1гх2 узгарувчиларнинг ошкормас куринишдаг» 
функцияси анщланади:

2 / о
X , Х 0  / X ,  Хо

(xL, хг) - v  — 1 2 : F хи х2, - Я  2 = 0 . 
х 2 *1  '■ х 2 —  х \ /

Энди куп узгарувчили ошкормас куринишдаги функциянинг мав- 
жудлиги, узлуксизлиги цамда хосилаларга эга булиши ^а^идаги тео - 
ремаларни келтирамиз.

13. 14-т е о р е м а .  F (х,у) =  F (.г1,х 2, . . хт ,у )  функция (х°,у0) =  
=  (*?> А ............хт> У о) e R m + l нщ тан и н г бирор Uhih¡ _  hmk( (х°, у0) ) =
=  { (x i,x 2............... xm,y ) e R m + 1 : ха{ —  h y C x ^  *° +  К  x°2 —  h2< x 2<
< x °2 +  hv  . .  х°т  —  hm< x m < х ° т  +  hm, у 0 — k C  У <  у 0 +  k} ampo-
фида ( h .> 0 ,  i  =  1 , 2 ............т ,  k > 0) берилган ва у  цуйидаги ш а р т-
ларни бажарсин:

!)  u huh2. . hm k ( (х°, У0) ) да узлуксиз;

2) х  =  (jq, х2 . . ., хт ) узгарувчининг

{(xv x 2, . .  ., x m) € R m :x°l — h1 < x 1< x ° l + h 1, x°2 —  h2 < .x .2< x l  +  h 2f
• • •» х<т  ^nt ̂  ^  х<т  “l-  km}

туп лам дан  олинган xíap бир тай и н  щ й м а ти д а  у  узгарувчининг функ­
цияси сифатида усувчи (камаювчи) ;

3) F (х°,у0) =  0.
У  хрлда (х ° ,у 0) нуцтан инг шундай 

и б1б , . . . в т г(  (*"- Уо)) =  { x v  • • •> х т , y ) e R m +  1 ’-x°l —  61<  X i < X ¿+ 6 lf

•^2 —  б 2 <  -^2 <  ^ 2  +  6 2 - - - - - - - * 2 , — 'S m + Sm . í/o —  8  <  í/o +  е }

атрофи (0 <  б; < ; /г£, г =  1, 2 , . . /л, 0 <С е <  /г) топиладики,

10 V * 6 { (* i>*2.............. x m) б — бх< +  8^ . . х°т  —
хт  <  8/п} учун

F  (х, у) =  0 (13.56)

тен гла м а  ягона у  (у £ (у0— е,г/0 +  е )) ечимга эга, яъни  (1 3 .5 6 ) т е н г ­
лам а  х - > у :  F (x ,у) =  0 ошкормас куринишдаги функцияни ан щ лай ди ; 

2') х  =  х° булганда, унга мос келган у  — у 0 булади ;



х - + у :  Р (х ,у )  =  О
функция

{ (*1> х2, . . ., хт ) £ : х\ 6Х<  х г <  л° ■+• 61( х$ — б2<  х2<  х\ +  б2,

• • •> Ат  <  х т  <  -'Г,° +  6т }
тС/пламда узлуксиз булади.

13. 1 5 - т е о р е м а .  Р {х,у) функция (х°, у0) £ + 1 нуктанинг бирор 
л,л2 . •. ьт  к\\х  *Уо)) атрофида берилган ва у  куйидаги ш артларни  

баж арсин:
] ) . .л т  ( (х °> У о) ) да  узлуксиз-,

2) и ЬгНг . . .нт к ( х°’Уо)) да узлуксиз Р'х. (Х1, х2, . . . ,  хт . у) (/ =  1,2,
. . ., /я), Р у(х1гх2, . . ., л:т ,г/) хусусий ф силаларга эга ва Г  {хг,х ч, . . ., 
хт,у)Ф 0; и

3) Р (х ° ,у 0) =  О.
У  холда (х ° ,у 0) нуктанинг шундай ¿Уб,в*. . .  бт е((.х°, г/0) )  атрофи  

(О<  б .<  /г£, г =  1 , 2 , . . ., т ,  О <  в <  &) топиладики,

1 ')  V* ^ 6 {(дсх. лг2, - - 6, < * ! < * “ + бх, х « - б 2< л -2<
<  *2 +  62.............— 6т <  хт <  +  6т } учун

£ (х ,у) =  0 (13.56)
т ен гла м а  ягона у  {у £(у0 — е, у 0 +  е ) ) ечимга эга, яъни (13 .5 6 ) тен г- 
л а м а  х - у  у :  Р (х , у) =  О ошкормас куринишдаги функцияни аниклайди\

2 )  х  =  х° булганда, унга мос келадиган, у  =  у0 булади;
3 ') ошкормас куринишда аникланган функция

............ * т ) е Я т : * ° - 61< л -1< * ?  +  61..............._ б т < * т <

<  Хт  +  ^т)
т у п л а м д а  узлуксиз булади;

4 )  бу ошкормас куринишдаги функция узлуксиз хусусий ,\ссила- 
ларга эга булади .

Б у теоремаларнинг исботи юцорида келтирилган 13. 12 ва 13. 13- 
теоремаларнинг исботи кабидир. Уларни исботлашни у^увчига хавола 
этамиз.

Куп узгарувчили ошкормас функциянинг ^осилалари хам ю кори да- 
гига ухшаш ^исобланади.

Фараз цилайлик,

Р (х 1,х 2, . . ., хт ,у) =  0 (13 .56 )

тенглама берилган булиб, Р (х ь х2, хт ,у )  функция 13. 15-теоре- 
манинг барча шартларини ^аноатлантирсин. Бу тенглама ани^лаган 
ошкормас функциянинг хусусий ^осилаларини топамиз. у  нинг х ъ х2,



. . хт  ларга борлщ эканини эътиборга олиб, (1 3 .5 6 ) дай куйидаги- 
ларни топамиз:

FXí{x\,x^, . . хт ,у) +  F  у {хг, Хп, . . хт , у) • ух  ̂ — О,

Fхг (•*■!> Х%, . . ., Xm,ÿ)-\ -F y{x  1, х 2г . . Хт ,у ) 'У х2 = 0 ,

^хт  (‘̂ l’ Хф • • 'i хт , у) F  {хъ хг, . . хт , У)'УХ — 0 .
т

Кейинги тенгликлардан эса

у' __ __  FXl (Ж1> х2’ • • •’ хт,у)
Fy х2..............хт,У)

II

-, хт ,у)

II 1 Л 3 „ч • •• хт ,у)

F y  ( x s  х2 .............хт> У)
бÿлиши келиб чицади. 

F (x ,y )  функция Î7êig2 бт г ( (х°,У 0)) да узлуксиз юцори тартибли 
хусусий ^осилаларга эга булганда F  (х, у) — 0 тенглама ан щ л аган  ош- 
кормас кÿpинишдaги функциянинг ^ам юцори тартибли ^осилалари мав- 
ж уд  б^^лади.

М и с о  л . Ушбу
F (xít хъ у)  =  у 3 — 3xt х2 у — 1 =  0

тенгламани карайлик. Равшанки, F (хъ хг,у) =  у* — 3xt х2 у  — Ч функция 1 3 .1 5 -  
теореманинг барча шартларини ^аноатлантиради. Б у  тенглама ёрдамида аницланган 
ошкормас куринишдаги функциянинг хусусий хосилаларини ^исоблаймиз:

_FX, (xv  х2 ’ У) За:2 у х2 у 9
Ух' =  ~  Fy (Xl,x 2,y)  = "  Зу2 -  3* ! *2 =  y2 - x i x2 ' {У

* _ FX, (*!■ *2 ’ У) Здгг у Х\У

Ру(х{1 х2 ’ У) 3у2 3jc¡ х2 у 2 — xi х2
Б у ошкормас функциянинг иккинчи тартибли ^осилалари куйидагича топилади:

% __ (У2 — х2) х2 y'Xi — х2 у (2y-yXt — х2)
Ух Т~2 I(У — *1 *2)2 

"2 __ (У2 ~ х, х2) х1 Ухг - х1 У ( 2 у у ’х, — Х1)

У*2 (Уг — xi *2)2

_  (У2 -  *1 * 2) (У +  х 2 Ух)  -  х 2 У ( 2 у у ’Хг— * )  

(У2 — Х1 х2)'‘



Б у  тенгликлардаги У‘х ,у'х ларнинг урнига уларнинг цнйматларинй куйиб цуйидаги- 
ларн и  топамиз:

{у2 — х1хг)хг
х2У

■ Ч У  ( 2 У '

хгУ -хг)

(у2 — х1х.^х1 ■
Х\У

у 2 — * ,  х2

(У2 — * Л )2

*2 У
((/*— Ху х2)3 ’ 

х $  (2у
х, У

-^1)

Ух* (у2 — а д )2 
2х* х2 у

~  — , 2(1/— Х1 х2)3

(у2 — дг2) ( у +  х2 *1<7---- ) — *2 У (2у-
\ */ --*1 *2 /

*1«/ ■ *])

({/2 — *1 *2)2
У (у 4 — 2/  х , х2 — х , л^)

(у2 — х х х2)3

6 . Т е н г л а м а л а р  с и с т е м а с и  б и л а н  а н и ^ л а н а д и г а н  о ш­
к о р м а с  ф у н к ц и я л а р .  Энди, келгусида биз учун керак буладиган 
янада умумийро^ хол билан, тенгламалар системаси оркали аниклана- 
диган бир неча функциялар системаси билан танишайлик.

т  +  п та х х, х.г............ х т  ва у „ у г .............. уп аргументларнинг уш бу
п  та

Р 1 (х^,х2, . . хт , у^, у 2, • • -I */„) (г 1>2 , . . п) 

функциялари %'п + п фазодаги бирор

М  — {(Х\,Х2, . . . ,  х т , у^,у2, • • •> У „ )€ ^ т ~*" • 

а 1< х 1< Ь 1,а 2 < х 2 < Ь а, . . . ,  а т <  хт <  Ьп , с1 <  у х <  с1Г . . . ,

Сп < У п < йп}
туплам да берилган булсин. К^йндаги

*̂1 ~  Р 1 -̂ 2’ * ■ • * Хт , У1, У2» • •

р 2 ^ р г{хи х 2............ х т , у и у 2, .
Уп) =  о 

- «/,.) =  0

Р п  =  Р Л Х1 'Х2' • • •> Х т ’ У г У *  • ■ Уп) ==0

(13. 57)

тенгламалар системасини ^арайлик. х  — (х1,х 2, . . хт ) узгарувчининг 
цийматларидан иборат шундай

М х =  {х =  (ху х2............ х п) 6  %т  • а1< х 1< Ь ^ ,а2< х 2< Ь 2, . .

*т < х т < Ь т } с 1 Я *



тупламни карайликки, бу тупламдан олинган ^ар бир х ' — (х\, х'2, . . 
х'т ) нуктада (1 3 .5 7 ) система, яъни

система ягона ечимлар системаси у х, у 2, . . . ,  уп га эга  булсин. Энди 
М х тупламдан ихтиёрий (х,, х 2, . . хт ) ну^тани олиб, бу н у^ тага
(13 .5 7 ) тенгламалар системасининг ягона ечимлари системаси булган  
У\’ У2’ • • •> Уп т  мос куямиз. Н атижада Мх тупламдан олинган з̂ ар 
бир (хь х2, . . ., хт ) га юкорида курсатилган коидага кура у {, у 2, . . ., уп 
лар мос цуйилиб, п та функция з^осил булади. Бундай аницланган ф унк­
циялар (13. 57) тенгламалар системаси ёрдамида аникланган ошкормас 
куринишдаги функциялар деб аталади. К,андай шартлар бажарилганда 
шу (13 .57 ) тенгламалар системаси у х, у 2, . . . , * / „  ларнинг хар бирини 
х^х«, . . . .  хт  узгарувчиларнинг функцияси сифатида аницлаши м ум - 
кинлиги з^ацидаги масала муз^им. Бундай умумий масалани хал ^илиш- 
ни битта соддароц холни урганишдан бошлаймиз.

Икки Р х =  Р 1 (х1,х 2, у и у2) ва Р 2 =  Р2 (хь х 2, у^ у г) функция (х °х ° , 
У°г У1) € Я4 нуцтанинг бирор и к Ш г  ( (х° х®, //«, у°) ) =  { (* ,, х 2, у г  у 2) £

^  <  х» +/г,, х°2 - / г 2< х 2< х »  +  /г2, г/° -  <  г/, <  +  
+  Ь1,у% —  к2< у 2< у ° 2 +  к2} атрофида (^  > О, А2 > 0 , ^  > 0 , к2 > 0) 
берилган булсин. Ушбу

тенгламалар системасини карайлик.
Энди (хх, х 2, у ь у 2) ва ^  (х^ х 2, у ь у2) функциялар цандай шартларни 

бажарганда (1 3 .5 8 ) тенгламалар системаси ошкормас функцияларни 
аницлаши масаласи билан шутулланамиз.

Фараз цилайлик, /^(х,, х2, у ь у 2) ва Р 2{хь х2, у ь у 2) ф ункциялар учун

булсин. У  з^олда 13.14-теоремага кура (х°, х% у°, у §  нуцтанинг шундай 
и  1 атрофи (и 1 с :  ( (х° х°, у°у у?2) ) топиладики, бу атрофда

Р { (х ,,х 2............Хш, у 1,у 21 • ■ •> У,) — 0

Р2 (хр х2, . . ., хт , у у у 2, . . ., г/п) =  0

Рп(ХуХ2............х П1,У у У 2, . . ., уп) — 0

(1 3 .5 8 )



тенглам а

{хь х2, У д~ ^У 1 - Л  (Хь хг, г/1, У2) =  О 

ош кормас куринишдаги функцияни аниклайди. Шу функцияни

У\ — /х (- 1̂, х2, У 2)
деб белгилайлик. Буни (1 3 .5 8 ) системанинг иккинчи тенгламасидаги 
#1 нинг урнига куйиб куйидагини топамиз:

(*1> х » /1 (ху, х2), у2) =  0 .
Энди

д г  / 0 0 ? / О О» 0\дР2 (х ,̂ х2, /1 (ЛГ], Х2),У\) 

дУй
булсин дейлик. У  холда яна 13. 14-теоремага кура (*“, х2, у], у 2) ну^- 
танинг шундай V 2 атрофи ((У2 с= ( (х®,х2, у°{, у 2) ) топиладики, бу
атрофда

Р 2{хь х 2Л х ь х2),у^  =  0
тенглам а

(%!• х2)-^ У г'-Р ч (хь х 2,/ (хь х2) ,у 2) =  О

ошкормас куринишдаги г функцияни ь аниклайди. Б у функцияни у2 =  
=  /2 (хц х 2) деб белгилайлик.

Ш ундай ^илиб, (1 3 .5 8 ) тенгламалар системаси (х*], х2, у®, у2) ну^та- 
нинг бирор атрофида у 1 ва у 2 ларни х ь х2 узгарувчиларнинг функцияси 
сифатида аниклайди:

Ух =  /1 (-̂ 1) х2, /5 (*1, Х2) ),

Равшанки, ^(л^.лф, /2 (х 1> ^2) ) — #?> /2 (*?-х?2) =  г/£. Ю вдж даги  (13.59) 
шартни ^уйидагича ёзиш мумкин:

, п
Зг/2 <Э</1 ¿г/а

Б ун да барча хусусий ^осилалар (л:°, г/®, г/°) ну^тада ^исобланган. Агар

дУ1
дуг

ду1

эканини эътиборга олсак, унда
<3̂ 1 д^2 дР,



булади. Модомики,

экан, унда

яъни

<5̂ 1
- р - ^ о
ду\

д/% Е ± .
ду* ' ду1 ~ ’  дг/1

¿ Л Е ± .
а л
а/'г

дуг
д/ч *  0

ду, д1/2

Е±.
ду*

Ф  О,

Ф  0 ;

(13 .60 )

булади. Шундай цилиб (13.59) муносабатни (13 .60) куринишда ёзиш 
мумкин экан.

Натижада уш бу теоремага келамиз.
13.16- т е о р е м а .  Р1 (х1, х2, Ух, у 2) ва Р 2 (х^ х2, у ь у 2) функция- 

лар  (дг®, х% у°, у°) 6 Л4 нуцтанинг бирор атроф ида (/?х > 0 ,
/г2 > 0 , кх>  0 , кг >  0) берилган ва улар  ъуйидаги ш ар тлар н и  ба- 
жарсин:

!)  ((*?. х°2, у{\, у°)) да узлуксиз;
2) и п й к к ((х®, х2, у{{, г/”)) да барча хусусий хосилаларга эга ва 

улар узлуксиз;
3) хусусий хрсилаларнинг (х°, х°2, у°р у 2) нуктадаги ц и й м атлар и -  

дан тузи лган  уш бу детер м и н ан т нолдан фарцли:
3/^ д£_1

д У 1 д у2 
д Г г дР,,

дУ1 д у 2

4) (х\, х°2, г/,, у°) да
Рх (*?. х°2, г/”, г/°) =  0 , (х°, х°, у°Г у°2) =  0 .

У о̂/г<9а (х®, х!?, г/°, у'1) нуктанинг ш ундай х°2, у°, у°)) а т -
рофи (О С ^ С / г ц  0 <  б2< Ь 2, О с е ^ с / ? ! ,  0 < е 2< ;& 2) топ и лади ки , 
бу атроф да

Г) (13.58) тен глам алар  системаси ошкормас кдринишдаги 
г/х =  /] (л-1, х 2> /2 (хь х 2)), г/2 =  /2 (х: , х2) 

функцияларни аницлайди;
2') (х1ч Хг) =  (х°, х«) булганда, ун га мос келадиган

У1 =У°1 =  Ь (*?> 4  /2 (х°Р х°)), у 2 — у\ =  /2 (*?, х°)
булади;

3 ') ошкормас куринишда аникланган ва /2 функциялар 
{(хь х2) е Я 2: х« — б ,<  х х<  х« +  бх, х 2— 62<  х 2<  х °2 +  б2}

туп лам да  узлуксиз ва барча узлуксиз хусусий хосилаларга эга бу­
лади.



* 1 *2+г/12/2= П
* 1  г/г— Ч У 1 =  з )  (13.61)

системами карайлик. Бунда
Рг (х 1> * 2) =  Х 1 х2 +  У\ у2 — 1,
РЧ (*11 Х 2) — Х\ у2 у  1 х2 3

булиб, бу функциялар (1 , — 1, 1, 2) ну^танинг атрофида 13.16- теореманииг бар­
ча шартларини бажаради. Х,акикаган >;ам, Р г (хи х2, у и  у2), (Х1, лг2, уи уг) 
Функциялар узлуксиз, узлукси з барча хусусий хосилаларга э га , ( 1, — 1, 1, 2) 
нук,тада

д- 1 ± д  Я ,
2 1

д У1 дУг
д Р 2 д Р 2

1 1
д Ух <>Уг

^амда
Р ,( 1, — 1. 1, 2) =  0, /̂ а (1, — 1, 1. 2) =  О 

булади . Д емак, (13.61) система у, ва  у2 ларни х,, х2 узгарувчиларнинг функцияси 
сифатида ани^лайди. Равшанки, бу функциялар узлуксиз, узлуксиз хусусий хоси - 
лаларга  эга. Берилган (13 .61) тенгламалар системасини бевосита у1 ва уг ларга 
нисбатан ечиб ь,уйидагиларни топамиз:

У1 =  ~  3 +  1^ 9 +  4 *1 *2  — 4 х\ х\' ^  _  3 +  ] / э  +  4 хг х2 — 4*1 х*2 
2 *2 ’ 2 Тх[ ’

Энди (13 .57) системанинг ошкормас функцияларнинг аницлашини 
таъминлайдиган (ошкормас функцияларнинг мавжудлигини ифодалайди- 
ган) теоремани исботсиз келтирамиз.

13.17- т е о р е м а .  Р 2, . . . ,  Р„ функцияларнинг %ар бири 
(х°, у°) =  (х°1, х%, . . х°т . у®, у\, . . ., у°п) ну^танинг бирор

Унк((х > У У) — ^к11гг...Нт к1к1... кп ((*?» Х\............Хт' У\' У2’ • ■ •> У„)) =

=  {(*°> У°)€ %т+ п : х\ —  х г<  х\ +  Лх, х\ —  к2с  х 2<  х\ -|-

+  /г2............Хт — Нт < Х т < х 1 1 +  кт , у\ — ^ < г/ !< у О  +  кх,
У % - к 2 < у 2 < у 1 +  к 2, • • -  У°п - К < У п < У ° п  +  К }  

атр оф и да  (Аг > 0 , 1 =  1 , 2 , . . т ,  ¿ , > 0 , / =  1 , 2 , . . ., п) берил­
ган  ва улар  щ)йидаги ш ар тлар н и  бажарсин :

1) и кк ((х°, у 0)) да узлуксиз;
2) и кк ((л:0, у0)) да барча хусусий хрсилаларга эга ва улар узлуксиз;
3) хусусий црсилаларнинг (х°, у 0) нуцтадаги кийматларидан т у -  

зилган уш бу детер м и н а н т нолдан фарцли:
дРг д Р , а л
дУ1 дУг дУп
д Р 2 д Р 2
дУ\ д Уг д Уп

дРп д£п д_Рп
дУ1 д уг дУп



4) (л:0, у 0) — (x j. х\, . . х°т , у\, у\, . . ., г/0) н уктада

Л (* ° . у°) =  0 , F2(x°, у 0) =  О, . . ., F n (x°, у 0) — 0 .

У  х1олда (х°, у 0) нуктанинг ш ундай  U& г ((х°, г/°)) =

=t /e , . . .е„ ^ ° -  #0)) атрофи  (0 < б 1 < / г1> 0 < 62< / г2, . .

0 < i^ f  м"9 ^ ^ < 8 1  ^  ^ ............0 < -  ? п <  kn) топиладики бу а т р о ф д а
1 ) (1 о.57) система ошкормас куринишдаги функциялар с и с т е м а -  

сини ашщлайди. Уларни ух = Ь { х ъ х 2, . . ., x j ,  y.2 =  f2 (xv  х2, XJ ,
• • •> УП frt(X 1» ^ 2’ • • •> -̂ m) деилик/

2 ') (хх, х 2, . . xm) =  (jfO, *о _ ^  X0' _ _ ^  =  ^

/ * (4  4  . . x°m) =  г/O, . . ., /n( 4  4  . . x°m) =  г/0
булади;

3') ошкормас куринишда аникланган f v ф ункц иялар
{(хх, х 2, . . ., х J  6 Я " ;  х» -  б ,<  х , <  х? +  б1( х« -  б2<  х2<  хо +  62,
• ■ •> хт ~  8m < * m< x ^  +  6Ш} туп лам да узлуксиз ва узлуксиз х усу-  
сий ХАсилаларга эга булади.

14- Б О Б

ФУНКЦИОНАЛ КЕТМА- КЕТЛИК ВА КАТОРЛАР

1- §. Функционал кетма- кетлик ва каторлар, уларнинг 
якинлашувчилиги

1. Ф у н к ц и о н а л  к е т м а - к е т л и к л а р .  Ихтиёрий Е  ва  F  туп - 
ламлар берилганда, Е  тунламни F  тупламга /: E - + F  акслантириш т у -  
шунчаси 1 - кием, 1-боб , 1- §  да урганилган эди.

Энди Е — N, F  туплам сифатида эса X  a  R  тупламда берилган ф ун к­
циялар туплами {/(х)} ни олиб, ушбу

Ф : А/ -> {/ (х)} (ф :« -► / „(* )) (1 4 .1 )

акслантиришни ^араймиз. Бу акслантириш функционал к е т м а -ке тл и к  
тушунчасига олиб келади.

(14.1) акслантиришни ^уйидагича тасвирлаш мумкин:

1 , 2 , . . п, . . .
1 4 ,  |

/ l(4  /2М , . .  .,  fn(x), . . .

Натижада ф : n - + f n(x) акслантиришнинг аксларидан (образларидан) 
ташкил топган ушбу

f i ( x)> /2 М> • • •. /„ (х), . . . ( 1 4 .2 )
туплам ^осил булади.

тУплам Х (Х  с  R) Да берилган функционал к етм а- к е т л и к  
(функциялар кетм а- кетлиги) деб аталади ва у  {/„(х)} к а 1и б елги - 
ланади.



Шундай цилиб, функционал кетма-кетликнинг J?ap Сир хади, биз 
аввал  1 -цисм, 3 - бобда курган  сонли кетма-кетликнинг хадларидан 
фарцли улароц муайян функциялардан иборатдир.

Шуни ^ам таъкидлаш лозимки, f^x), f2(x), . . fn (x), . . . кетма- 
кетли к турли ^адларининг аницланиш со^аси, умуман айтганда, турлича 
булиши мумкин. Биз бу ерда X  сифатида ш у сохаларнинг умумий 
цисмини олиб цараймиз.

(14.2) кетм а-кетликда f n(х) функция шу кетма- кетликнинг умумии  
хади  (п- щ д и )  дейилади. Д ем ак , (14.2) функционал кетма-кетликнинг 
умумий хади х  ва п узгарувчиларга (х £ X, n£ N )  боглиц булади.

М и с о ’л л а р .  1 . <р— ^ар бир натурал п сонга ^  ~ г функцияни! мос кую вчи 

акслантириш булсин. У  ^ояда ушЗу Х. — ( — оо, -|-оо) туплам да берилган

1 1 -? — -  .. — , ...15*3 П I „9.9 ' * * «-i2_Lv2 л1 -1 -  *2*  4 + X 2 9  +  Х2 ’ ’ Л2 + Х 2 

функционал кегма-кгтликка эга  буламиз. Б у кетма-кетликни нг умумий хади

=  бУлади.
~\Г~х

2 . ф — з а̂р бир натурал п сонга s in  i—i  ^функцияни мос куювчи акслантириш

булсин. Бу ^олда ^уйидаги __

s i n £ Z ,  s i a t Z ,  s i r i p i ..............S in  £ f ,  . . .
1 2 3 n á

функционал кзгм а-кзтли к ^осил булади. [У  X  ==’[0 , +=о) туп лам да берилган бу-
l/~~x ^либ, умумий з^ади [/„ (х) =  s in  L— ^булади.

tn¡
3. Ушбу

х, У Т ' х ^ ^ ' У х  ,  .  .  .

ф ун кц ч эи т  К2г т -  ю т и л  ^ арайлик. Б у катма-кетликнинг Ио^ номерли уринда 
тур ган  ^an iapa ( — - Н30) орачи^да бзрилган ф ункциялар булиб, жуфт номерли 
У ряяда турган ^ацлари эса [0 , + оо ) орали^да берилган функциялардир. Б у кетма- 
кетликни X  =  [0 , +  оо) ораликда берилган деб ^араймиз. Унинг умумий з^ади

í 2+Í
fn’ (x) =  | х 2_ ,  агар п — то^ сон ;б ул са ,

( У ^ х ,_агар п — жу}>т с о н ]б у л са
булади.

X  тупламда берилган бирор]
Ш , [ Ш ,  . . .П П(Х), . . .  (14.2)

кетма-кетликни ^арайлж . Б у X  тупламда ] ’х а(х0 6  X) нуктани олиб,
(14 .2 ) кетм а-кет лик ^ар бир /п(х) з^адииин г  шу*ну^тадаги|цийматини 
^исоблаймиз. Натижада ^уйидаги

f i ( x 0V J 2\x0), . . ., fn(x0), . . . (14 .3)

сонлар кетма- кетлиги ^осил*булади.
г  4 Сонлар кетма- кетлиги эса, ани^рори уларнинг ? яцинлашувчилиги, 
узо^лашувчилиги, я^инлашувчи кетма-кетликнинг хоссалари Ь цисм - 
нинг 3- бобида батафсил урганилган эди.



14.1- т а ъ р и ф .  Агар {/п(х0)} сонлар^Гкетма- кетлиги^ якинлашувчи 
(узоклашувчи) булса, {}п{х)} функционал кетм а -кетл и к  д:0 н у к т а д а  
якинлашувчи (узоклашувчи) деб аталади, х 0 нуи;та эса бу функционал 
кетма- кетликнинг якинлашиш (узоклашиш) н уц таси  дейилади.

Уп\х)} функционал кетма-кетликнинг барча якинлашиш (узо^ла- 
шиш) ну^таларидан иборат туплам { ¡п (х)} кетм а- кетликнинг яцинла- 
шиш (узоклашиш) сохаси (туп лам и )  деб аталади.

Биз баъзан М  туплам (М с  Я) {/„(*)} функционал к е т м а -кетли к­
нинг якинлашиш (узоклашиш) сохаси (туплами) булсин деган ибора 
урнига,^унинг эквивалента — {/„(х)} функционал кетма- кетлик М  со-
^ада (тупламда) якинлашувчи (узоклашувчи) булсин деган ибопани иш- 
латаверамиз.

Бирор {¡п (х)} функционал кетм а-кетлик берилган булиб, М ( М а  ̂ )
эса шу кетма- кетликнинг якинлашиш сохаси булсин. Унда V  х  С М  
учун унга мос ° с

/ 1  (*о)> /2 (^0)’ ■ • •> ¡п (Хо)’ • • •
кетма-кетлик П т / ;г(А'0) лимитга эга булади.

п -*  оо

Агар М(Л4 с= Я ) тупламдан олинган ^ар бир ж га, унга мос кела-
диган /1 (х), f 2[х), . . ., f n(x).............. кетм а-кетликнинг лимитини мос
куйсак, яъни

f : x - >  lim  f n (x),
fc/Z—»оо |

унда|М тупламда берилган f(x) функция досил булади. Бу ¡(х) функцияни 
{fn (х)} кетма- кетликнинг ли м и т функцияси деб атаймиз. Д ем ак,

Hm/„(*) =  /(*) (х'£М ). (14 .4 )
П-+ ОО 4 '

М и с о'л[л[а[р»[1.[ Ушбу

2> *■ ■>

? а Т е н Г у \ ™ у ч у н ЛИК V *  €  *  Д3 я ^ нлашУБ™ б ул и б , ли ш т ({лнкпия айнан' О

lim  f n ( x ) =  lim  ----- -— '=- 0.
П-УОО t [n-> 00 П 2- f- X 2

2 . Куйидгги

{ » ) )  =  ! « » * +  1} ( n =  1, 2 , . . .)

функционал кетм а-кетлик фа^ат битта х =  0 [н уц тадаги н а якинлашувчи, ' j олган  
барча нукталарда узоклашувчи булади :

f l ,  а гар  х  =  0 булса, 
lim  fn (х) =  lim  (пъ х  +  1) =  { -f- оо, а гар  х  "> 0 бйпса, 

л->оо п->оо ( —  о о ,  а гар  х < 0  б^лса.
3. Ушбу

{fn (*)} =  { п • sin Y jL  ]  (п =  1, 2 , . . .)
1 Я J  J



функционал кетма- кетлик V x £ R +  да якинлашувчи булиб, унинг лиии т  функция- 

си I (х) =  у ~  булади . Хаки^атан *ам,
. у  хein г_sin

l im  M * ) = l i m n - s i n i ^  =  lim  - У х - У  х.
П -*  оо ^  П- W О у  ,П -¥  СО X

п

4. Куйидаги ( n =  1. 2 . - . -)

функционал кетма- кетликнн ^арайлик. Бу функционал к е и а -к е и и . учун. V * £  
£ ( 1, + о о )  да

lim  fn (x) =  l im x "  =  оо,
n - * 0 О П -*  00

х  =  1 булганда
lim  /„ (1) =  lim  1" =  1.

П -*  00 /1->оо

v  О «а
lim  l n ( x) =  üm  хп =  О,

ГС—>оо П->оо

v  * £ ( — оо, — 1] б ул ган да эса берилган функционал к е т м а - кетликнинг лимити

МаВЖШундайС'килиб, берилган { / „ « }  =  К }  функционал кетма-кетликнинг я ,и н - 
лашиш со^аси М  =  ( -  1 , П булиб, лимит функция

_ го, агар — 1 <  х С  1 булса,
1 ( х> — \ i f агар *  =  1 булса

булади. u
2. Ф у н к ц и о н а л  ’ц а т о р л а р .  Бирор Х ( Х с z R) тупламда U l(x), 

u2(%), . . ип(х), . . . функционал кетма- кетлик берилган булсин.
1 4 . 2 - т а ъ р и ф .  К*уйидаги

« 1  (х) +  и2 (х) +  . . • +  ип (х) +  • . •
оо

ифода функционал цатор деб аталади ва У J L  ип (х) каби белгиланади.

2  ип (х) =  « !  (ж) +  «2  (х) +  • • • + и п  (*) +  • • •  ( 14-5)

и <г\ и (х\ П_1 функциялар (14 .5 ) функционал каторнингцадлари, 
,ип(х) эса функционал каторнинг умумий хади (п- щди) деб аталади. 

Функционал ^аторга мисоллар келтирамиз:

1 . 1 +  Х + Х 2 +  . • . (— о о < х < о о )
Д = 1

. X * ,

[ ( д  —  1 )  Х - \ -  \ ] ( п х +  1) 1 • ( « + 1)  +  О (2 *  +  *)
п= 1 

X
_ i_ ----------- ------------- 4 - . . .  (0 < * < о о ) .
+  (2 * + 1 ) (3 *  +  1) v

Шундай к,илиб, функционал ^аторнинг ^ар бир *ади, аввал ( 1 -цисм-



нинг 11 - бобида) урганилган сонли цаторнинг хадларидан фар^ли у л а . 
ро^, муайян функциялардан иборатдир.

оо

14.1- э с л а т м а .  У! ип (х) функционал катор турли хадларининг бе-
П~[

рилиш со^алари (тупламлари), умуман айтганда, турлича булади. Биз 
б у  ерда X  туплам сифатида шу сохаларнинг умумий кисмини туш у- 
намиз.

X  тупламда х0(х0 6 X) нуктани олиб, (14.5) функционал каторнииг 
^аР бир ип(х)(п=  1 , 2 , . . .) хадининг шу ну^тадаги ^ийматини топа- 
миз. Натижада ушбу

ОО

2  ип(хо) =  и1 (*0) +  «2 (*о) + • • • + « „  (х0) +  . . . (14.6)
п=1

сонли катор ^осил булади.
Маълумки, сонли ^аторлар, уларнинг якинлашувчилиги, узо^лаш ув- 

чилиги, я^инлашиш аломатлари, якинлашувчи каторларнинг хоссалари
1 - ^исмнинг 1 1 - бобида батафсил оаён этилган эди.

оо

1 4 . 3 - т а ъ р и ф .  Агар ^_йп (х0) сонли ^атор якинлаш увчи (узокла-
п=1

со

шувчи) булса, ип (х) функционал катор х0(х0 £ X ) н у к т а д а  якинла- 
«=1

шувчи (узоцлашувчи) деб аталади, х0 нуцта эса б у  функционал ^атор- 
нинг якинлашиш (узоклашиш) нуктаси  дейилади.

0 9

'У^ип {х) функционал каторнииг барча якинлашиш (узоклашиш) ну^-
П= 1

таларидан иборат туплам, бу функционал каторнииг якинлашиш (узок­
лашиш) со%аси (туп лам и )  дейилади.

ОО
Кейинги баёнимизда биз ^  ип М  функционал ^аторнинг якинлашиш

п - 1
оо

(узоклашиш) сохаси М  туплам булсин дейиш урнига V  ип (х) функцио-
и= 1

нал к,атор М  тупламда якинлашувчи (узоклашувчи) &улсин деган ибо- 
рани ^ам ишлатаверамиз.

00

Бирор ^  ип (х) функционал ^атор берилган булиб, М (М  с  Н) эса
п= 1

ш у функционал ^аторнинг якинлашиш сохаси булсин. V  х0 £М  учун ,
оо

унга мос ^ ип(х0) =  и1(х0) +  ы2 (х0) ип(х0) +  . . . катор якин-
«=1

лашувчи, унинг йигиндисини эса 5 0 дейлик.
Агар М  туйламдан олинган хар бир х  га ун га  мос келадиган

ОО

^ 11 п М  =  и1 (х) +  и 2 (х) +  • . . + « „ ( * )  +  . . .  каторнииг йириндисини
п=1
мос куйсак, унда М  тупламда берилган 5  (х) функция х,осил булади.



Л°° • щ

Б у S  (х) функцияни 2  Un (х )  = ',и 1 W  +  ы2 (х) + ’• • •  +  и п (х) + !• • • ФУНК~
Пмт i  ̂ В

ционал каторнинг йигиндиси деб атаймиз. Демак, V  х  6 М  учун 

2  ы„(*) =  и^х) +  « 3 (х) +  . . . +  «„(Jf) +  . . . ’=  S  (г).
П=1

Ф ункционал к;аторларда ^ам, худди сонли каторлардаги каби, щ -  
торнинг цисмий йириндилари тушунчаси киритилади.

(14.5) функционал цаторнинг дастлабки ^адларидан [тузилган ушбу
S i(x )  =  и1 (х),
S 2(x) =  и1 (х) +  и 2(х),

(х) =  их (х) +  иа (х) +  . . . +  ип(х),

йигиндилар (14 .5 ) функционал ^аторнянг кисмий йириндилари дейила - 
ди. Д ем ак, (1 4 .5 ) функционал цатор бгрялган ^олда ^ар доим бу щ -  
торнинг цисмий йириндиларидан иборат { 5 га(х)}:

'5 1;(х), 3 ;(х ), . . ., 5„ (х ), . . . Г(14.7)

функционал кетма- кетликни з^осил цилиш мумкин.
Аксинча, (14 .5 ) функционал ^аторнянг ^исмий йириндиларидан ибо­

рат (14 .7) функционал кетма- кетлик бэрилган з^олда, з̂ ар доим ^адла­
ри (14.5) функционал каторнинг мэс з^адларига тенг булган цуйадаги

З Д  +|[5а (х) (х)] +  . . . +  [ Я »  — 5я -1 (х)] + . .  .

функционал ^аторни з^осил цилиш мумкин.
Сонли каторнинг якинлашувчилиги (узо^лашувчилиги) таърифини 

эслаб (^аралсин, 1- цисм, 1 1 - боб, 1 - § )  (14.5) функционал цаторнинг 
х0 нуцтада якинлашувчилиги (узо^лашувчилиги) ни к;уйидагича з^ам таъ- 
рифлаш мумкин.

1 4 .4 - т а ъ р и ф .  Агар п->-оо да {5п(х)} функционал кетм а-кетли к 

х 0(х 0 6 М )  ну^тада я^инлашувчи (узэцлашувчи) булса, У_ип(х) ' функ-
п= 1

ционал цатор х 0 нуцтада ящнлашувча (узоцлашувчи)  деб аталади.
Б у функционал кетма- кетликнинг я^инлашиш (узоцлашиш) со^аси 

(тупл’ами) тегишли функционал ^аторнинг якинлашиш (узоцлашиш) 
со%аси (пгуплами) деб аталади.

(14 .7) функционал кетма-кетликнинг лимит функцияси 5  (х):
Н т 5 пг(л:) =  5[(л:)

П-*

(14 .5 ) функционал цаторнинг йигиндиси деб аталади.
М и с о л л а р .  1. Ушбу

2 ^ - 1  =  1 +  х + х * +  . . . +  дг" “ *1 +  . . .
П—1



функционал каторни царайлик. Б у каторнинг хар бир хади: и„ (х) =  хп~ 1 I n _
торнин'г пиемий йигиндиси °°> +  °° ) Да берилган. К,аралаётган функционал к,а-

1 __хп
S>i W  =  1 +  х -f- х2 -(- . . . -}- х п~~ 1 =  | [ __х > а гаР х  Ф  1 булса,

я  , а гар  х  =  1 б улса
булади. Унда

V х £ ( — 1, +  1) учун i i m S n W =  , im 1
я-->оо '  ̂ 1 — х 1 — х  J  J  ____ х

v  * 6 И. +  » )  г а нш п s .  и  -  v  , € „ „  {s„ и )
кетма-кетлик лимитга эга эмас.

+  1), узо^лашиш^^асиПэсТ^^Ж15™(—Лоо^a™f]H j (Я+ ^ С̂ М =  i“ 1’

^  ^  °Рали‘̂ а фунционал каторнинг йигиндиси S  (л:) = -----5—  булади.
2 . К,уйидаги 1 — х

ОО
у
^ m 4 ~ [ ( n - l ) x + l ] ( n x + l )  ( ° < х < +  °°) 

функционал I аторни ¡^арайлик. Б у Чаторнинг цисмий йигиндисини топамиз:

5 л ( * ) = У 1 —— —  * . . . .—  - у ч _  1 _____1
j f j [ ( k ~ \ )  х - { - I k x + \ \ ~£>=-1 1

Унда

- ~ [ ( *  \) x + \ ](k x -\ -\ )  f c t + l j  - n x + \

I ini Sn {x) =  Iim
n-»oo n—>oo nx +  1 =  1 (0  <  X  <  - f -  o o )

булади. Д ем ак , берилган гаторнинг йигиндиси 5  (дг) =  1 булади.

лапБу^ гж и н г Дякин ̂ кцнонал к е ™ а- кетлик ^амда функционал катор- 
танишдик я^инлашувчилиги (узоклашувчилиги) туш унчалари билан

сонли " аторлар деб танишиб> улаРни ба­

ги ^0Л’ ЯЪНИ Функционал кетма- кетликнинг лимит функция- 
ииап ФУНКЦ™  ^ ат°Р йириндиси 5  (х) лар х  узгарувчининг функ- 
ганишни 1а ™ э т а д и .М  “  S  W  ЛарНИНГ ФУнкВДонал хоссаларини ур - 

■—* Масала {/„(х)} функционал кетма- кетлик ?̂ ар бир / (х) (п =  1, 2  , ) 
хадининг функционал хоссаларига кура (узлуксизлиги" дисЬсЬеоенииал 
ланувчилиги ва ^оказо) f  (х) лимит функциянинг мое Й с Г а р и ш ,

М  ф!’н,!,|И0,мл '!атоР «  б,,Р о» М  (п =. 1, 2, . ..)  хадп функцио-

? “ а в д 7 и 6 Горат5Ра' ^ Т0Р Й™ ДИСИ S  W  "ШГ “ ° С “ “ “ Ф "™



Б у М  * ■ »

« « ¿ й м  га <1Я™ ЛИШ)характе' ’я
п «пм Ш у н и н г  у ч у н  баёнимизни функционал кетм а-кет

Г ™  м ^ У н Т и Г н ал  ¿ т о р „ ИУнгУ_тек»с я ,и „лаШ»ши туш у—  «и - 
ритиш ва ун и  урганишдан бошлаимиз.

2_|. функционал кетма* кетлик^ва^цатэрларчин г текпс я^и лаш ув-

] ф у н к ц и о н а л  к е т м а - к е т л и к н и н г  т е к и с  я ^ и н л а ш у в -  

ч и л и г и .  Бирор ^   ̂ _ (14.2)

функционал кетма‘* ^ и̂ ^ и л г а ^ б ^ л и б ,  М ( М фу^кционал

КеТЛИКГ п и Г и Г л и м и т ^ б ^ л с и н ФУДемак.  {/.(*)> Ф У ™ -  
о н а ^ к е т м а  к т ш к  М тупл—  * р  бир * 0(*„6 М) нуцтасида, п +  оо 

Да м о с / ( , 0) : ^ /п(Хо)=/(Хо,

УЧУН | Ы * о ) -Н * о ) 1< е

булади. Бунда «о

« ман айтганда’ турли,а 
булади). _ нуктяттяп учун умумий булган п0 натурал

М  тупламдаги баРч а 11У ^  Р Б ^йидагича туш у-
сонни топиш мумкинми деган савол т у т п л л  у' ^  Ы х ) -
ниш керак: V  в > 0  сон олинганда *ам V  п > п0 в а V х  ь учу

- № •  е ж

топиладики,
I/« ( * ) - / ( * ) !  > £о

тенгсизлик бажарилади. 

М и с о л л а р .  1. Уш бу
( БШ П X4)

{¡П (X)} = '

ф у .к ш о н ^ - к е « - « ™ ™ »  царайлик. Бу « ™ , т — г Ч » » ™  « * “
( _  оо, + о о ) , лимит ф ункциям  эса

в т  п х
1Нт М х ) =  И т11111- 1-  = в

_  __ П—ъао П



булади. Демак, f  х) = 0. Бу я^инлашишнинг характери к,уйидагичадир: 

V s  >  0 сон олинганда [хам л0 =  — дейилса, барча л >  л 0 да в а  V х  £  М  да

1Ы  *) — /(*)!  = — О
1 1

—;— 
п п„4- 1

<  е

булади.
Бу ^олда п0 натурал сон фа^ат е гагина боглиь; булиб, царалаётган х (х £ (-—оо , 

+  00)) Hyrçiara богли^ эмас. Бошкача ай тганда, топилган л0 натурал сон барча х 
(х£(  — оо, +  оо)) ну^талар учун умумийдир.

2. Ушбу

{/«(*)} (0 < * <  1)

функционал кетма-кетликни карайлик.
Бу функционал кетма-кетликнинг лиуит функцияси f  (х) =  х  булади:

: (х) =  l im  /„ ( jc )= lim — ------ —
П—>оо п—»оо 1 " г  Л X

=  X.

Бу якинлашишнинг харакгери ^ам аввалги  исолдагидек. Х,акш\атдан хам , V е >  О 
( е <  1) сонни олайлик. л0 сифатида

(1 +  *0) - “ I
8

ни олсак, V п >  л0 ва х £ [0 ,1 ] ну^та учун

пхп
1/л (•*-о) / (хо) I = ■х„ *о(1 +  *о) < в  (14 8)

1 п-\-х0 2 +  п0 -f- х0

булади. Б у ерда, равшанки, па сон е га  ва  х0 нуктага бслликдир. Биро^ п'о деб

п0 =  шах л0 =  
OCjcCI

2 I — — 1

олинса, V я  >  п0 ва V х £ [0, 1] учун (14 .8 ) бажарилаверади. Д ем ак , л 0 натурал  
сон барча х  (0 ^  д: ^  1) нукталар учун умумий булади.

3. К,уйидаги

J  -¡- л2 X 2

функционал катма-кетликни ^арайлик. Унинг лимит функцияси
л X

(0  <  X  ^  1)

/ (*) =  Игл /„ (х) =  lim
п—>оо п—юо I -f- Я2 X

булади. Бу эса таърифга кура, ^уйидагини билдиради:
V 8 > 0  сон олинганда ^ам,

=  0

i 1
п0= п 0 ( е ,х ) =  —  lex (х ¥= 0)

дейилса, барча я  >  л0 учун

\ín М  — / (*)| :
п л:

1 +  л2

1 1
п2 хг п х  (л 0 1) X

(1 4 .9 )

<  е (14 .10 )

булади, X — 0 булса, равшанки, V л  учун  f n (0) =  / ( 0 )= 0 .



1 1 
Б ир о ^ , масалан, е0= — деб олсак, исталган n£N  сони в а  х =  —  ну^таучун

4 п

и})-'1' 1 1
— о ' > ®0

1 +  — -л2 
л 2

булади.
Д ем ак , барча х 1) ну^талар учун учу .м й  булган ва (14 .10) тенгсиз-

ли к бажариладиган па нагурал сон топилдайди. (Бу хул эсага  пош ридаги па учун 
(14 .9 ) формулани урганнб (курян i6 турабдики, у  ерда лх -*■ OJfla п0 ->- +  оо) ^ам 
келиш  мумкин|эди.)

М (М  с= R) |тупламда бирор {/„ (л:)} функционал кетма- кетлик берил - 
ган  булиб, у  лимит функцияга э га  булсин. Бу лимит функцияни f { x )  
(х  6  М) деб белгилайлик.

1 4 . 5 - т а ъ р и ф .  Агар V e > 0  олинганда ^ам шундай п0 £ топил- 
саки, ихтиёрий я > я 0 ва ихтиёрий х£ М  нукдалар учун бир йула

Шх)-№\<*
тенгсизлик бажарилса, {fn (x)} функционал кетма-кетлик М  тупламда 
/ (х ) га  те к и с  щ инлаш ади (функционал кетм а- кетли к  текис якинла- 
шувчи) деб аталади. А кс ^олда, (яъни Y n £ N  олинганда ^ам, шундай 
е0 > 0  ва  х0 £М  мавж уд булсаки,

1/„(*о) — / М  > ч  

тенгсизлик"бажарилса) {fn (x)} функционал кетм а-кетлик М  тупламда 
f(x )  г а  те к и с  ящнлаихмайди (функционал кетм а- кетли к  текис яцин- 
лаш учи эмас) деб аталади. {/„(я)} функционал кетма-кетликнинг f(x) 
г а  текис якинлашувчилиги дуйидагича белгиланади:

/* (*)=£/(*) ~{х^М).
{ Smn Х 1

Ю^орида келтирилган мисолларнинг блринчисида { f n (х)} =  | ~ j
функционал кетма-кетлик лимит функция f  ( x ) ^ 0  га [0 , 1 ] ораливда 
текис якинлашади:

sin  п х

«j

Учинчисида эса, яъни {/„ (л;)} =  х2| [функционал кетма- кетлик

f ( x ) =  0  лимит функцияга я^инлаш са-да
«« Tt X л
lim  ------- —  =  0 ,
гь&оо 1л—Н* Я X I

б у  ф ункционал кетма-кетлик учун  текис якинлашиш шарти бажарил- 
майди.

1 4 . 1 . - т е о р е м а ,  {/„(л:)} функционал кетм а-кетли кн и н г М  т у п ­
л а м д а  f ( x )  га текис ящ нлаш иш и у ч у н $

l im  s u p  \fn (x )—  f  (х)\ =  0 
п -ю о  х £  Ai

булиш и зарур ва етарли .



т п ,Ип б\0Т ' 3 а Р У Р л и г и - м  тупламда {/„(х)} функционал к е т м а -к е т  
лик f (х) лимит функцияга текис я^инлашсин. Таърифга кура V e > 0  
олинганда ^ам, шундай щ£Ы  топиладики, п > п 0 булганда М  туп- 
ламнинг барча х  ну  ̂ талари учун

\fn(x) —  f(x )\ C e  
булади. Бундан эса V  п > п 0 учун

м п =  s u p j/ .  (х) — f{ x ) | <  е

булиши келиб чи^ади. Демак,

П ш М „ = Н ш  s u p  |/ (х)| — f(x)\ =  0 .л-юо „̂ .00 х £ м

Е т а р л н л и г и .  М  тупламда {/в (х)} функционал кетм а-кетл и к  f  (х) 
лимит функцияга эга булиб,

lira s u p  \fa (x) —  f(x)\ =  0
П-»оо x £  M

булсин. Д емак, V e > 0  олинганда хам, шундай п0 £ N топиладики, 
барча п > п 0 учун

s u p l/ .W  — /(д:)|< е
х £  М

булади. Агар ушбу

I!п (х) — f  ( * К  s U p If n (x) —  f  (x)\ (x e M)
x С- M

муносбатни эътиборга олсак, у холда \ f х £ М  учун

l / , W - / W | < e
булишини топамиз. Б у эса М тупламда {/„(х)} функционал к е т м а -к е т ­

лик /(х) лимит функцияга текис якинлашишини билдиради.

М и с о л л а р .  1. Ушбу

{¡п(х)} =  {е~ Сдг —«)*}]

функционал кетма-кетликни - c < * <  с ( с > 0) интервалда карайлик Б у  сЬунк- 
ционал кетма- кетликнинг лимит функцияси

f  (х) =  lim /„(*) =  l im  е ~ (х~ п>г = :0
Л—>00 П—>оо

булади. Н атижада

М „ =  sup \}п (x)—f(x)\= sup \е~ (■»— '>)* — о|= sup е~ ( х — ">’ =
- с < х < с  - С < х < 0  — 1 < х < е

=  е— <• ~  «)'

булиб, ундан

l im Мп =  l im  е — (с — «)* __ о
/1- м »  П—ю о

булишини топамиз.



Д ем ак , берилган функционал кетм а-кетли к (— с,  с) ораликда / (х) — 0 лимш 
ф ункиияга текис я^инлашади:

е - ( д г - п ) ! (— с < х < с ;  с >  0 ).

2. К,уйидаги

{/«(*)} = { « ( ] / ^ +  (0 < х < о о )

функционал кетма-кетликни ^арайлик. Буг функционал к е т м а - кетликнинг лимит 
функциясини топамиз:

I'
П т  /п ( х ) = \ \ т  п (  [/  х +  —  — У х )  =  Пт п-----

сю п-юо \ у г П I п~>°°

\  +  ± ) - ( У х ) >

• | / « + ^  + У г

= Нш —  *----------= — т г  (0 < х <  +  оо).
,!_>0° * + —+  V *  2 У х

* п

Д ем ак , / (х.) =  — Ц г  ■ Бу холда М п =  вир 1/„(ж)— / (х)|=эир \п( 1/ д- +  —
2у х 0<Х<оо 0<Х<оо) \ > л

■Уде
2\/х

Бир
О-Ос-чоо

* + ^ + У *
2 У *

5ир -------------------- ----------- =  эир
0< а:< оо / Г  1 - , / — \ 0< х< оо ----------- - 2

2У ^ | /  * +  ^  +  у * )  2я у 7 [ | / ^ х +  1  +  У ^

=  оо булиб берилган, функционал кегма-кетлик учун 14. 1- теореманинг шарти ба- 

жарилмайди.

Маълумки, 1 - 1<исм, З-боб, 10-§ да сонлар кетма-кетлигининг ли- 
митга эга  булиши .^акида Коши теоремаси келтирилган эди. Ш унга 
ухш аш  теоремани функционал кетма-кетликларда з а̂м айгиш мумкин.

Биз куйида функционал кетма-кетлик кандай шартда лимит функ- 
ц и яга  эта булиши ва ун га  текис якинлашишини ифодалайдиган теоре­
мани келтирамиз. А ввал фундаментал кетма-кетлик тушунчаси билан 
танишамиз.

X  (X  с :  /?) тупламда {/„¡(х)}:

Ш ,  /2 (* )Л  •• . /„(*). • • • ( 14-2)
функционал кетма-кетлик берилган булсин.



1 4|б -таъ р и ф . Агар V e > 0  сон олинганда ^ам шундай n 0 £N  
сон м^вжуд булсаки , п > « 0, m > « 0 булганда V  х £ Х  нуцталар уч ун  
бир йуут

I/« (■*•) — fm (x )\ < e  (1 4 .1 1 )
тенгсизлик бажарилса, {/„ (х)} функционал кетма- кетлик X  туп л ам да 
ф ундаментал к етм а -к етл и к  деб аталади.

Масалан, юкорида келтирилган

< / „ < * » = { ^ }

функционал кетма-кетлик X  =  ( — сю, +  оо) тупламда ф ундаментал 
кетма-кетлик булади,

кетма-кетлик эса X  = [ 0 , 1] тупламда фундаментал кетм а-кетлик б ул - 
майди.

1 4 . 2 - т е о р е м а .  ( К о ш и  т е о р е  м а с и . )  {/„(*)} функционал к е т ­
м а-к етли к  X  т у п л а м д а  ли м и т ф ункцияга эга булиши ва у н га  т е -  
кис яцинлашиши учун у  X  туп л а м д а  ф ун дам ен тал булиши за р ур  ва  
етарли.

И с б о т .  З а р у р л и г и .  X  тупламда {/„(*)} кетм а-кетлик лимит 
функцияга эга булиб, унга текис я^инлашсин:

fn (x) = t f (x )  ( х £ Х ) .

Текис якинлаишш таърифига мувсфиц V  е > 0  сон олинганда ^ам, га

кура шундай п0 £ N топиладики, п > п 0 булганда V  х  6 М  нуцталар  
учун

1Ш - / М  | < | ,

шунингдек , т  >  п0 булганда V  х 6 X  учун

\fm(x) —  / М | <  у

булади. У ^олда / г> л 0, т  >  п0 ва У  учун
I/я (х) — fm M I <  I/ » (х) — f ( x ) \+ \ f m(x) — f ( x ) \ < e

булади. Бу эса {/„(.*)} кетма-кетлик X  тупламда фундаментал кетм а- 
кетлик эканини билдиради.

Е т а р л и л и г и .  {/„(*)} кетма-кетлик X  тупламда фундаментал к е т ­
ма-кетлик булсин. X  тупламдан олинган ^ар бир х0(ха 6 X) да { fn (x)\ 
функционал кетма-кетлик {/„(*„)} сонлар кетма-кет лигига айланади. 
Равшанки, {/„(х0)} кетма-кетлик фундаментал кетма-кетлик б ул ади . 
У  ^олда Коши теоремасига асосан (1 - кием, З-боб, 10-§) {/„(а'0)} яцин- 
лашувчи. Д емак, X  тупламнинг хар бир х0 (х06  X) ну^тасида {/„ (х0)} 
кетма-кетлик яцинлашувчи. Бу { fn (х)} кетма-кетликнинг лимит ф унк 
циясини f(x ) дейлик:

lim  fn ( x ) = f ( x )  (x£X).



Энди (14 .11) "тенгсизликда m -v o o  да (бунда п ва х  ларни тай|шлаб) 
лимитга ути5 цуйидагини ^топамиз:

1/я (*) — /ДОI <  е*
Бундан эса { fn (x)} функционал кетма-кетликнинг f(x)  лимит функцияга 
теки с я^инлашиши келиб чикади. Теорема исбот сулди.

2 . Ф у н к ц и о н а л  ^ а т о р л а р н и н г  т е к и с  я ^ и н л а ш у в ч и -  
л и г и .  M ( M a R )  тупламда бирор

2  ип W  ~  Ы1W  иг(х) +  • • • +  и п  (*) +  • • • (14.5)
п=1

функционал цатор берилган булсин. Б у функционал катор М  тупламда 
я^инлашувчи булиб, унинг йириндиси S  (х) булсин. Демак, М  туп­
лам да

lim  S n (х) =  l im  [ « !  (х) +  и2 (х) +  . . . +  ип (х)] =  S  (х)
гг—► оо П—»оо

булади, бунда {S n (х)} — берилган функционал каторнинг кисмий йирин - 
диларидан иборат функционал кетма-кетликдир.

ОО
1 4 . 7 - т а ъ р и ф .  А гар М  тупламда 2  “и М  функционал каторнинг

п=1
^исмий йигиндиларидан иборат {5„ (х)} функционал кетма- кетлик катор 
йириндиси S  (х) га текис я^инлашса, у  холда бу функционал катор М  
тупламда текис ящ нлаш увчи  деб аталади, акс ^олда, яъни {S„ (х)} 
функционал кетма- кетлик М  тупламда S  (х) га текис якинлашмаса,
(14 .5 ) функционал цатор М  тупламда S (x )  га теки с щинлашмайди  
дейилади.

Шундай цилиб, функционал цаторларнинг текис яцинлашувчилиги 
(я^инлашмовчилиги) туш унчаси ^ам, уларнинг оддий як;инлашувчилиги 
сингари, функционал кетма-кетликларнинг текис я^инлашувчилиги 
(я^инлашмовчилиги) .ор^али киритилади.

М и с о л л а р .  1. Ушбу
оо 1
у  ---------------------------------  ( 0 < л : < + о о )

(* + « ) (* + я + 1) 
функционал каторни карай л и к . Б у каторнинг ^исмий йириндиси

1 1 . 1  
5  (*) =  , „ ,  o w , , * + •  • •’+ ; -----------(х +  1 )(х + 2 ) (х -\-2)(х -|-3) ' * '  ( х + п ) ( х +  п + 1 )

1 1 V i — г г - — г г )  +  - - -  +  (  1 '  — “х +  1 X +  2 J  \ х  +  2 х -\-3 / \х +  п х -\ -п +  1
_  _ J ___  1

Х +  1 Х + п +  1
булиб, унинг ЙИРИНДИСИ

, 1 1 \ 1
S  (де) =  lim  S n (х ) =  lim

x +  1 x  +  n - f  1/ x-\- 1

Таъряфга кур а , V b > 0 c o h  олинганда nQ = [~ — (1 +  x )  дейилса, барча я > я 0



учун

|5я б 0 -5 (* )| = »
х +  1 Я +  П +  1 х +  1 Х +  П +  1 * +  п0 +  2

<  е

! (1 4 .1 2 )
булади. Бундаги п0 натурал сон е >  0 га  ^амда х  ( 0 <  *  <  +  оо) нуцталарга бор- 
лик. Бирок п0 деб

п0 =  шах
0<*<оо

ни олинса, унда п >  Лр булган л ларда юкоридаги ( 14 . 12 )  тснгсезлук баж арнлаве-
ради. Демак, берилган функционал цатор учун таърифдаги п'0 натурал сон барча х
( 0 < * < о о )  ну^талари учун умумий булади, яъни х га  боглик; булмайди. Д е м а к , 
берилган функционал цатор текис я^инлашувчи.

2. К,уйидаги

(0 < х <  оо)
п= 1 [ ( « — ! ) * +  1] ( « *  +  1)

функционал каторни карайлик. Бу функционал цаторнинг ^исмий йигиндиси

£«(*) = 

=  (1 х +  1

1 • ( * + ! )  ( *+1)(2* + 1) 
1 \ / 1 1

* + 1  2х  +  1 

=  1 -

булиб, унинг йигиндиси

5  (х) =  Игл 5 Л (дс)=Пш [ 1 -

[ ( л — 1) * + 1](/1 д:_|-1) 

1 '1
(п — 1) *  +  1 пх-\- т ) =

1

пх-\- 1 

1

п-+оо \ ИХ 1

Таърифга кур а , V е > 0  сон олинганда п0 =  

л >  л„ учун

Ц 1 - ,
х  \ е

1 ( 0  <  X <  о о ) .

(х'Ф  0) дейилса, барча

15« (*) — 5  (х)1 = 11 ■
1

- И = -
1 1

я * +  1 ' пх+1  ^ ( л 0+  \)х+  1 
булади. Агар х =  0 булса, равшанки, V п учун (0 ) =  5  (0) =  1 булиб, >

5 Я ( 0 ) - 5 ( 0 )  =  0]

булади. Бундаги я 0 натурал сон в > 0  ва х  ( 0 <  ж <  оо) ну^таларга бомиц б ул и б , 
у  барча х (0 <  х <  +  оо) ну^талар учун умумий була олмайди (бу ^олда п9 =

нинг (0 , +  оо) да х буйича максимуми чекли сон эмас).

1НД 
1

7 1 т - 1; .
Бошкача цилиб айтганда исталган л  натурал сон олсак хам , шундай е 0 >  О 

Iмасалан, е0= — I ва х  =  — £ (0, +  оо) нукта топиладики,^масалан, е0= —

1 1
= 7 > е °

булади.



«Х> ,

1 4 . 3 - т е о р е м а .  М  (М cz R) ту п ла м д а  2Ü ип(х) функционал щ -
n=l J

т о р  берилган булиб, унинг йириндиси S  (х )  булсин. Б у функкионал  
цаторнинг М  да  тек и с  якинлашувчи б у  лиши учун, ун и н г цисмий 
й и тн ди лар и  к е т м а - к е т  лиги {£„ (х)} нинг М да ф ун дам ен тал  
к е т м а -к е т л и к  булиши зарур ва етарли .

Б у теорема функционал кетма-кетликнинг те.аю я^инлашиши jçarçH- 
даги  14.2-теоремани функционал ^аторга нисбатан айтилиши бÿлиб, 
унинг исботи 14.2-теореманинг нсботи кабидир.

Функционал цатор
оо
2  ип ( х ) = и 1 ( х ) 4  и2(х) +  . . . +  ип (х) +  . . .
П=\

нинг текис якинлаш увчи булиши ха^идаги 14.7-таъриф хамда функ­
ционал кетма-кетликнинг текис якинлашувчи булишининг зарур ва 
етарли шартини ифодаловчи 14.1-теоремадан фойдаланиб к,уйидаги тео- 
ремага келамиз.

оо
1 4 .4 -т е о р е  м а . ^  ип {х) функционал цатор М  т уп ла м д а  S  (х ) га

п= 1
тек и с яцинлашиши учун

l im sup |5n (х) — S  (х)| =  О
п  -ю с  хеМ

булиши зарур ва ета р ли .

М и с о л .  Ушбу
ОО

2  хп =  1 +  х  +  х 2 +  . .  . +  *"  +  • . .
0—1

функционал цатор (— l . - f - l )  да я  инлашувчи булиб, унинг йириндиси
1

S  (х) =  ---------
1 — X

эканини курган эдик. Б у функционал катер  учун

| S „ (x )-S (x )| 1 ( * € ( -  1. +  О)

булиб,
sup (х) — S  {X) I =  +  оо

— 1 <JC<1
б улади. Д емгк, берилган цатор (— 1, +  1) орали^да текис якинлашувчи эмас.

1 4 . 5 - т е о р е м а .  ( В е й е р ш т р а с с  а л о м а т и . )  Агар ушбу

2  ип (х) =  щ{х) +  и2{х) +  • • • +  ип (х) +  . . . ( 14-5)
п=1

функционал щ то р н и н г %ар бир %ади М  (М  cz R) туп ла м д а  rçуйидаги 

К М 1 < сп (п =  1, 2 , . . .) (О  

тенгсизликни ц ан о атлан ти р са  ва

^ с п =  с1 +  сг +  . . .  + С п +  . . .  (14.13)
П= 1



сонли катор яцинлашувчи булса, у урлда ( 1 4 .5 )  функционал ц а то р  
М т(/пламда текис яцинлашувчи булади.

И с б о т .  Модомики, (14.13) ^атор я^инлашувчи экан, 1 -кием, 11- боб,
2 -§  да келтирилган теоремага асосан, У е > 0  сон олинганда хам , 
шундай п0 £Ы топиладики, барча п >  п0, т ^ >  п учун

Сп+ 1 +  Сп+2 +  • • ■ +  ст  <  8
булади. (*) тенгсизликдан фойдаланиб, М  тупламнинг барча х (х £  М )  
нуцталари учун

К +1М  +  “„+2М  +  . . .  +  ип (х) |<  е 
булишини топамиз. Бундан эса 14. 8 - теоремага кура берилган ф ун к­
ционал цаторнинг М  тупламда текис я^инлашувчи булиши келиб чи- 
^ади.

М и с о л  л а р. 1. Ушбу
°° 1

У, ------------------------  (0 < х <  +  оо)
" 1  (*  +  />)(*+ л +  1)

функционал цаторнинг текис якинлашувчилиги аницланган эди. Б у цаторнинг текис 
яцинлашувчилигини Вейерштрасс аломати ердамида осонгина курсатиш  мумкин. Х,а- 
к,икатаи хам,

1
| «л (*) I = 

булиши ^амда
(х +  п) (х +  п - г  1) | X +  п | • | X -\-п + 1  | ^  л*

0° , 
2  ят
г а = 1  п

к,аторнинг якинлашувчилигидан берилган функционал цаторнинг (0 , +  оо) да  текис 
якинлашувчилиги келиб чи^ади.

2. Ушбу
оо оо пх

2  =  2  Т Т ^  (0 < ^ <  +  оо)
п=1 П=1 1 ^ " х

функционал цаторни карайлик. Бу функционал ^аторнинг умумий *ади

“■ « - Т < » - 1. 2 . • • ■ )

фушшиядан иборат. Б у функцияни [0 , +  оо) орали^да эксгремумга текш ирамиз
5 з

ип (х) функциянинг ^осиласи ягона х — п  2 ну^гада н олга айланади (х — п 2 
стационар нукта). Б у стационар ну^тада

«п(л ? ) < °
5

булади. Демак, ип (х) функция х =  п  2 <5 [0 , +  оо) н у^тада максимумга эриш ади.

Унинг максимум циймати эса —  п  2 га тенг. Д ем ак , 0  ^  х <  +  оо да



булади. А гар  ^  ^аторнинг я^инлашувчилигини эътиборга олсак, унда Bei’ep-
"=1 2л 2

штрасс аломатига к у р а , берилган функционал цаторнинг [ 0 ,  +  оо) да  1екис якин. 
лашувчи эканлигини топамиз.

3 -§ . Функционал ^атор йириндисининг ^амда функционал кетма-кет- 
лик лимит функциясининг узлуксизлиги

1 . Ф у н к ц и о н а л  ц а т о р  й и р и н д и с и н и н г  у з л у к с и з л и г и ,  
М  ( M d R )  туплам да бирор якинлашувчи

оо

¡ 2  « „ ( * )  =  и,(х) +  и2(х) +  . . .  +  ин(х) +  . . .  (14.5) 

функционал цатор берилган булиб, унинг йириндиси 5 (х) булсин.
оо

1 4 . 6 - т е о р е м а .  Агар У] ип (х) функционал цаторнинг %ар бир
п=1

%ади ип (х) (п =  1,2, . . .) М  т у п ла м д а  узлуксиз булиб, бу функцио­
нал цатор М  да  тек и с  якинлашувчи булса, у  хрлда цаторнинг й и т н -  
диси S ( x )  %ам М  т у п л а м д а  узлуксиз бдлади.

И с б о т .  х0— М  тупламдан олинган ихтиёрий ну^та. Функционал ца- 
тор текис якинлаш увчи. Таърифга кура, V e > 0  олинганда ^ам, шун- 
дай n0 £N топиладики, М  тупламнинг барча л: нуцталари учун бир йула

— 5 ( а- )| < -| , (14.14)

жумладан

I S .  (х0) S  (х0) | <  —  (14.15)

тенгсизлик бажарилади.
Модомики, (1 4 .5 )  функционал цаторнинг ^ар бир хади М  тупламда 

узлуксиз экан , ун да

S .  (х) =  ui(x) +  иг (х) +  . . .  +  (х) 

функция ^ам М  д а , жумладан х0 нуктада узлуксиз булади. Д емак, 
юцоридаги е > 0  олинганда ^ а м , г а  кура шундай б > 0  топиладики,

| л: — х0 1 <  б булганда

1 $ я  М  W  I <  ~  (14. 16)

булади.
Юцоридаги (14 . 14), (14 . 15) ^амда (14. 16) тенгсизликлардан фойда- 

ланиб, цуйидагини топамиз:

15  (х) 5  (х0) | <  | S  (х) — SJt (х) | +  | S n (х) — S n (х0) | +

+  | S n ( x 0) - S ( A 0) | <  J L  +  J L  +  J*
о о 3



Демак, V e > 0  олинганда хам, ш ун дай 6 > 0  топиладики \х— х0 |< ¡6  
булганда

| S  (х) — S  (х0) | <  е
булади. Бу эса S  (х) функциянинг х0 (У  х06/И) нуктада узлуксиз эк ан- 
лигини билдиради. Теорема исбот булди.

Бу теореманинг шартлари бажарилганда ушбу
S  (х0) =  lim [ l im S n (х)] - lim  [ l im S n (x)]

X->X 0 oo n - >  00 X—+X q

муносабат уринл n булади.
oo

14. 2 - э с л а т м а .  14. 6 -теоремадаги ^  un (x) функционал к;атор-
n=l

нинг M  да текис яцинлашувчилик шарти функционал ^атор йириндиси 
S  (х) нинг узлуксиз булиши учун жуда мухимдир. Б у шарт бажарил- 
май к,олса, теоремадаги тасди^, умуман айтганда, турри булмайди. Бун- 
га цуйидаги ^атор мисол була олади:

оо

2  Хп~ г (1 — х) =  (1 — х) +  х(1 — х) +  х2(1 — х) +  . . . +
П = 1

У  х п 1 ( 1 — х) +  . . .  (0 < х < 1 )
Функционал цаторнинг хар бир и„(х) = х я_1(1 — х) (п =  1,2, . . . )  ^ади
[О, 1] ораликда узлуксиз. 1^атор йириндиси

[ 0, агар х =  1 булса, ,
5  (х) =  | F , ’ I

[ 1, агар 0 <  х <С 1 булса

эса [0,1] ораликда (аникрори/х =  1 нуктада) узлуксиз эмас.
Айни пайтда, ^аторнинг текис якинлашувчилиги етарли шарт булиб, 

зарурий хам эмас. Яъни баъзан текис якинлашувчилик шартини бажар- 
маган функционал каторнинг йириндиси ^ам узлуксиз булиши мумкин. 
Масалан, ушбу бобнинг 2 -§ ! да келтирилган

S i  1 ( П - 1 ) * + 1 ] ( я * +  1) ( 0 < * < + ° ° )

функционал цатор (0, +  °°) ораликда текис якинлашувчилик шартини 
бажармаса-да, бу функционал ^аторнинг йириндиси 5  (х) =  1 (0, +  оо) 
ораликда узлуксиздир.

2. Ф у н к ц и о н а л  к е т м а - к е т л и к  л и м и т  ф у н к ц и я с и н и н г  
у з л у к с и з л и г и .  М  (M cz R) тупламда {/„(х)}:

ш ,  Ш ,  . . . ,  /„(х), . . . (14.2)

функционал кетма-кетлик берилган булиб, унинг лимит функцияси / (х) 
булсин:

lim  /„(х )= /(х).
Д—>00

1 4 . 7 - т е о р е м а .  Агар  {/„ (х)} функционал кетм а-к етли к н и н г %ар 
бир fn (х) («  =  1,2, . . .) %ади М  туп лам да  узлуксиз булиб, бу ф унк­



ционал к е т м а -  к ет л и к  М да тек и с  якинлашувчи булса, у  хрлда f(x )  
ли м и т  функция х а м  М  т у п л а м д а  узлуксиз булади.

Б у теореманинг шартлари бажарилганда уш бу
f(x )  =  lim  [ l im /„(/)] =  lim  [ l im (0 )

ï —iX  П —> оо П ->  с о  t —>X

муносабат ÿpüf^H булади.

4 -§ . Функционал ^аторларда ^амда функционал кетма- кетликларда
^адлаб лимитга утиш

1. Ф у н к ц и о н а л  ц а т о р л а р д а  ^ а д л а б  л и м и т г а  [ Ут и ш.  
М  ( M d R )  туплам да якинлашувчи

2  ип W  =  W  +  “ *(*) +  • • • +  «„ (* ) +  • • • О4 -5)
п=1

функционал ^атор берилган бÿлиб, унинг йдаиндиси S (x )  бÿлcин. х0 
ну^та эса М  тÿплaмнинг лимит нуцтаси.

00

1 4 . 8 - т е о р е м а .  Агар х->~х0 да  ^  ип М  Функционал цаторнинг
* П= 1

%ар бир, ип (х) (п =  1 ,2 , . . . ) \ади чекли

l im ип ( х )= с п (л =  1 , 2 , . . . )  (1 4 .1 7 )
Х -* Х %

ли м и тга  эга булиб, бу цатор М  да  текис якинлашувчи булса, у 
%олда

оо

2  Сп ~ С 1 +  С2 +  • • • +  Сп  +  • • • 
п—1

цатор %ам якинлашувчи, унинг йириндиси С эса S  (х ) нинг х -+ х 0 
даги лимиты

lim  S (x )  — С

га т е н г  булади.
И с б о т .  Ш артга Kÿpa (14. 5) функционал цатор текис якинлашувчи. 

У  ^олда 14. 3- теоремага асосан, V  е > 0  олинганда ^ам, шундай п0 Ç N 
топиладики, барча п  >  п0, т > п  лар ва М  тупламнинг барча х  ну^та- 
лари учун

I aB+1W + " . 4i M +  • • •  +  ит (х )\ < в  (14 .18)

тенгсизлик бажарилади. (14. 17) шартни эътиборга олиб, (14. 18) тенг- 
сизликда х - + х 0 да лимитга утиб цуйидагини топамиз:

I cn+i +  сп+2 +  . . .  +  ст  | <  е.

Д емак, V  е >  0 олинганда ^ам, шундай п0 Ç_N топиладики, барча п >
>  п0, т ~ > п  лар учун



тенгсизлик бажарилар экан. К,атор я^инлашувчилигининг зарурий ва 
етарли шартини ифодаловчи теоремага мувоф щ  (царалсин, 1-^ и см ,
боб, 3-§)

2  c „ = c 1 +  cs +  • • •' +  сп +  • • •
п= 1

цатор якинлашувчи булади. Д ем ак ,
*  lim  Сп =  С,

П-+00

бунда
С„ =  с1 +  с2 -f  . . .  +  сп (п =  1,2, . . . ) .

Энди х - у х 0 да (14.5) функционал к,атор йигиндиси S (x )  нинг ли- 
мити С га тенг, яъни

lim  S (x )  — С
Х -+ Х ,

булишини курсатамиз. Шу мацсадда уш бу
S  (х) — С

айирмани олиб, уни цуйидагича ёзамиз:
S  (х) — С =  [S  (х) -  S n(х)] +  [S„  (х )-  С „] +  [С„ -  С], (1 4 .1 9 )

бунда
S „ (х) -  их(х) + и 2( х )+  . . . + « „  (х).

Теореманинг шартига кура (1 4 .5 ) функционал цатор текис яцинлаш увчи. 
Демак, V e > 0  олинганда ^ам, га  кура шундай ti0 ^N  топиладики,

барча n > / i0 ва М  тупламнинг барча х  нук,талари учун

” | S „ ( x ) - 5 ( x ) | < ^  0 4 .2 0 )

тенгсизлик бажарилади.
(14. 17) шартдан фойдаланиб куйидагини топамиз:

Hm S„(x ) =  lim  М х ) +  u , ( x ) +  • • • +  «„ W l = c i + +  - • • +
X -* X t  Х -* Х ц  '  *

+  Cn =  Cn-

Д емак, V e > 0  олинганда ^ам, 4 г  га  к УРа шундай б > 0  топиладики
ö

|х — х 0| <  6 булганда

| S „ W - C „ | < f  0 4 -2 1 )

тенгсизлик бажарилади.
Юцорида исбот этилганига кура

HmCn — С.
Л—»ОО



Д е м а к , V e > 0  олинганда ^ам, ~  га  кура, шундай n'0 £N  топиладики, 
барча п >  п0 учун

Iе , — С К у  (14.22)

б ул ад и .г Шуни ^ам айтиш керакки , агар п0 =  max {л0, «о} деб олинса
ун д а  барча п > п 0 учун (14 .22 ) ва  (14.20) тенгсизликлар бир вактдг! 
бажарилади. '

Н атижада (14 .19 )’ муносабатдан, (14.20), (14 .21) ва (14.22) тенгсиз- 
ликларни эътиборга олган холда, ^уйидагини топамиз:

15  (х ) - С ]  <  | S ( x ) -  S m(x) I + 1S„(x)— Cn \ + 1Ся - С \ <

6 8 . 8

< T  +  T  +  T  =  e-
Д е м а к , V s > 0  олинганда хам , шундай б > 0  топиладики, \х— хJ  <  б 
уч ун  (х£М ) 01

| jS (x )— С | < е
тенгсизлик бажарилади. Б у  эса l i m S ( x )  =  С эканини билдиради.

К—*Х0
Т еорема исбот булди.

Ю коридаги лимит муносабатни ^уйидагича хам ёзиш мумкин:

lim  2  ün (* ) =  Ü  i l im U.W ] -
X-+Xo n = l n =  1 x - * x a

Б у  э с а  14.8-теореманинг шартлари бажарилганда чексиз каторларда хам 
Хадлаб лимитга утиш коидаси уринли булишини курсатади.
_ 2 . Ф у н к ц и о н а л  к е т м а - к е т л и к л а р д а  х а Д л а б  л и м и т г а  
у т и ш .  М  (М с  R) тупламда {/п(х)}:

fi(x), f%(x)............../.(х), . . .  (14 .2 )

ф ункционал кетма-кетлик берилган булиб, 'унинг лимит функцияси 
/ (х ) булсин. х 0 нукта эса М  тупламнинг лимит ну^таси.

1 4 .9 - теорема. Агар х -> -х 0 да {[п (х )} функционал к етм а-к етли к -  
н и н г хар  бир fn (х) (п =  1 ,2 , . . . ) щ ди чекли

lim /„(х) =  я„ (n =  1,2 , . . . )
X—+Xq

л и м и т г а  эга булиб, бу к е т м а -к е т л и к  М да тек и с  якинлашувчи 
б у л с а . у  холда {ап}:

^ 1» ^2» • • • у . . .

к е т м а -к е т л и к  %ам якинлашувчи, унинг а  =  Н т а д лимита эса / (х)
п - ю о

нинг х - > х 0 даги лимитига тенг

lim  /(х) =  а
х-*х„

б ул ад и .



5-§ . Функционал каторларни хамда функционал кетма-кегликларни
хадлаб интеграллаш

1. Ф у н к ц ' и о н а л  ц а т о р л а р н и  ^ а д л а б  и н т е г р а л л а ш .  [а,Ь\ 
сегментда яцинлашувчи

ы1(*) +  «г(х) +  • • • + и п {х )+  . . . (14 .5)
функционал цатор бгрилган булиб, унинг йигиндиси 5  (х) б улси н :

5 (х )=  V  ип (х).
П~ 1

оо
14 . 1 0 - т е о р е м а .  АгарУ^ ы„(х) щ торнинг хрр бир ип {х) %ади.

п= 1
(«  =  1,2, . . . )  [а , Ь] сегментда узлуксиз булиб, бу цатор ш у сег­
ментда текис ящнлашувчи булса, у  %олда катор %адларининг ин- 
тегралларидан тузилган

Ь Ь ь

(х )й х +  | и2 (х )й х +  . . . +  ('ип (х )с1х +  . . .
о  а  а

ь
цатор %ам ящнлашуечи булади, унинг йигиндиси эса | 5  (х) й х  га

а
тенг булади :

2  [  ип (х) йх =  |5 (х) с1х.
п=1 а  а

И с бот .  Берилган функционал каторнинг >̂ ар бир ип (х) ^ади  (п =  
=  1,2 , . . . ) [а , Ь] да узлуксиз, дем ак, ип(х) (п =  1 , 2 , . . .  )ф ун кц и я - 
лар [а. Ъ] сегментда интегралланувчи. (14 .5) функционал цатор [а , Ь] 
сегментда текис якинлашувчи. Унда 14.6-теоремага кура, ф ункционал 
каторнинг йигандиси 5  (х) функция [а , Ь] да узлуксиз, демак, ин тегр ал ­
ланувчи булади.

Аввало (1 4 .5 ) функционал цатор хадларининг интегралларидан т у ­
зилган

оо Ь Ь Ь ь

2  \ип{х)йх =  ¡¡и1(х)с1х+ \и,(х)(1х +  . . . +  [ ип(х)¿X  +  . . .
и=1 а  а  а а

цаторнинг якинлашувчи булишини курсатамиз.
Шартга кура (14 .5 ) функционал цатор [а , Ь] да текис якинлаш увчи . У

^олда 14.3-теоремага асосан, У е > 0  олинганда ^ам, ——  г а  к у р а ,
Ъ — а

шундай п0£Ы топиладики, п > я 0, т > п  булганда

I Ы1»-М (Х) ип+2 (■*) “Ь • • • +  ит  (Х) I <  ^_а

булади. Бу тенгсизликдан фойдаланиб цуйидагини топамиз:

| « п+1 (Х) й х  +  I  ип +2  (х)Лх +  . . .  +  ]  Ч т  (X) й Х  <  ]' И„+1 (X ) +



+  ип+2(х )+  . . .  +  ит  (х) й х < —̂ — (Ь— а) =  е. (14 .23 ) 
Ь — а

Д е м а к , У  е > 0  олинганда ^ам, шундай п0£Ы топиладики, п > п ,  ва 
т  > п  булганда (14. 23) тенгсизлик уринли булади. 14. З-те^ремага 
асосан

2 I и п  М
л=1 а

^атор я^инлашувчи булади. Одатдагидек берилган функционал ^атор- 
нинг к;исмий йигиндисини (х) деймиз. Функционал каторнинг текис

яцинлашувчилиги таърифидан, V  е >  0  олинганда з^ам, га кура

ш ундай  /106 ^  топиладики, барча п > п 0 ва [а , Ь] сегментнинг барча х  
н у  ̂ талари учун

булади .
Ани^ интеграл хоссасидан фойдаланиб куйидагини топамиз:

]' 5  (х) ¿ х  =  1 (х) (1х +  [ [5  (х) —  5 п (х) ] ¿ х  =  ]' (х) йх +
а а  а  о

+  $ и 2(х)с1х+  . . .  +  ]' ип (х) ¿X +  I' [ 5  (х) — 5 П (х) ] йх.
а  а  а

А гар

11 [ 5  (х) — (х) ] <2х | <  11 5  (х) — Бп (х) | йх <  (Ь — а) =  е
а  а  0

булишини эътиборга олсак, унда

} [ 5 ( х ) - 5 „ ( х ) ] ^  =  0
а

булиб, натижада

[ 5  (х) йх =  [ и1 (х) йх +  | и2 (х) йх +  • • • +  ]" ип 0 0  йх +  . . .
а а а а

экан лиги  келиб чикади. Теорема исбот булди. Юк.оридаги муносабатни 
^уйидагича ^ам ёзиш мумкин:

Ь ОО 0 0  Ь

Я 2  11 п М I =  2  [ ) ип(х)(1х\.
а  п=1 п=1 а

Б у  эса 14. 10 -теореманинг шартлари бажарилганда чексиз [\аторларда 
> а̂м ^адлаб интеграллаш коидаси уринли булишини курсатади.

1 4 .3 -э с  л а т м а .  Келтирилган теоремада функционал ^аторнинг текис 
якинлашувчилиги шарти етарли булиб, у зарурий шарт эмас, яъни баъ- 
зан  текис якинлашувчилик шартини бажармаган функционал каторлар- 
ни ^ам хадлаб интеграллаш мумкин булади.



1 1
"  , 2/1+1 2/1— Г2  (X ^  — X ) (0 < * <  1) 

п=1

цаторни царайлик. Б у цаторнинг цисмий йигиндиси
1 1 1 

/ 2Н-1 2А—1 , 2/1+1
$ « ( * ) =  2  (х ^  — х  ) =  — х - ^ - х  

к= 1
булиб, йириндиси эса

2̂ p î | 0 , агар х  =  0 б ул са ,
S (х) =  lim Sa (*)= Hm ( х - f  х ) | j — а 0 <  x ^  1 булсаЛ—юо П-+00 * r Jг *•

булади. Б у функционал цатор [0 ,1] орали^да текис я^инлашувчилик шартини ба- 
жармайди. Аммо

о *■
1 1

I  2Й+Т S ï^ î  . 1 1 1 J ?  / 1 1
g j j t *  * ) & ]  - 2  2 ■„(„ +  !) 2 S 1 U  « + 1

1 5,  / 1 1 \ 1 \ 1
2 n->oo \ Й k +  l) 2 n->oo  ̂ ra +  iy 2

булишини эътиборга олсак, унда
i i i 1

1 1 »  2/1+1 2 / 1 -1 ,, ,  “  '  2/1+1 2/1—1 
J S ( x ) d x = f [ 2  (* - *  ) ]d* =  2  J (* —* ) d*
0 0 n=l П=10

булиши топилади.
2. Ф у н к ц и о н а л  к е т м а - к е т л и к л а р н и  ^ а д л а б  и н т е г р а л ­

л а ш.  [а, Ь] сегментда { fn(x)}:

Ш , Ш ,  (1 4 .2 )

функционал кетма-кетлик берилган б>'либ, унинг лимит ф ункцияси / (х ) 
бÿлcин.

14. И - т е  о р е м  а.  Агар {fn (x)} функционал к етм а - кетли кн и н г %ар 
бир fn{x) (п = 1 ,2 , . . . )  щ д и [а , Ь] сегм ен тда узлуксиз б ули б , б у  
функционал к етм а-к етли к  [а, b] да т е к и с  яцинлашувчи б у лс а , у  
хрлда

J/i  (x)dx, | /2 (х) dx ..................  J  f„ (x) dx, . . .
a  a  a

b
к етм а -к етл и к  яцинлашувчи булади, унинг л и м и та  эса J  f ( x ) d x  га

а
тен г булади, яъни

Hm j f j x ) d x = ] f ( x ) d x .  (14 .24 )
а  а



Б у теоремадаги (1 4 .2 4 ) лимит муносабатни куйидагича

а  а

^ам  ёзиш мумкин.

6 -§ . Функционал цаторларни ^амда функционал кетма-кетликларни 
з^адлаб дифференциаллаш

1. Ф у н к ц и о н а л  ^ а т о р л ' а р н и  ^ а д л а б  д и ф ф е р е н ц и а л л а ш .  
[ а ,  Ь\ сегментда якинлаш увчи

и\ (х) +  и 2 (х) +  . . .  + w „ (* )+  • • •  (14.5)

функционал катор берилган булиб, унинг йигиндиси 5  (х) булсин:
ОО

S (x ) =  2  ия {х).
П—[

ОО
1 4 . 1 2 - т е о р е м а .  Агар  V  ип (х) каторнинг хар би р  хадиип(х) (п =  1,

к2 , . Л  ) [а, Ь] сегмеП тда узлуксиз ы* (х) {п =  1, 2, . . . ) хосилага 
эга'^булиб, бу хосилалардан тузи лган

оо

2  Un М  =  U\ (*) +  К  (*) +  • • • +  ип (х) +  • . •
/1=1

функционал к ато р  [а, Ь] да текис ящ нлаш уечи булса, у  %олда бе­
ри лган  функционал ц аторн и н г S  (х) йириндиси uiy [а, b] да S ' (х) 
%осилага эга ва

оо

S ' ( * ) = 2  и'я (х) (14.25)
П=1

булади .
И с б о т .  Шартга кура

“ i (х) + и 2 {х )+  . . . +и'и {х) +  . . .

функционал цатор [а, Ь] да текис якинлашувчи. Унинг й и ри н д и с и н и
_ _ оо _
S  (х) дейлик: S  (х) =  v  и '(х ) .  Б у 5  (х) 1 4 .6 -теоремага асосан [а, Ь]
V .» п= 1
д а  узлуксиз булади.

Функционал цаторни ^адлаб интеграллаш .^акидаги 14.10- теорема- 
дан фойдаланиб, уш бу

5 (х )  =  У

^аторни [а, х] оралик (а <С х  <  Ъ) буйича ^адлаб интеграллаб цуйидаги- 
ни топамиз:



]  S  (x) dx -  2  [ J  Ф )  d x  ] =  £  [ Un (x) —  un (a) ] [=  ^  un W  —

(14.26)

n—1 a n—1

— 2  un(a) =  S (x ) —  S (a ) .

n —l

n=l

Модомики, S  (x) функция [a, b] орали^дз узлукси з экан, 1 -цисм ,
б-боб, 4-§ да келтирилган теоремага биноан

] s ( t ) d t
а

функция дифференциалланувчи^булиб, унинг хосиласи

d
dx

i j  ' s ( t ) d t | = ^ ( jc)

булади.
Иккинчи томондан (14. 26) тенгликка к у р а ! 

d
dx S ( * ) - S (a )|  =  S(;c),

яъни

S '(x ) = [S  (x)

булишини топамиз. Бу эса (14 .5) функционал ^атор й и ри нд и с и  х о си- 
лага эга ва унинг учун (14.25) тенглик уринли булишини бялдиради. 
Теорема исбот булди.

(14.25) тангликни цуйидагича хам ёзиш мумкин:

If « J j  ВЦ - L&

Б у эса 14. 12-теореманинг шартлари бажарилганда Гчексиз 1 ^атор- 
ларда хам хадлаб дифференциаллаш цоидаси уринли булишини кур са- 
тади.

14.4- э с л а т м а .  14. 12 -теоремадаги функционал ^аторнинг текис 
яцинлашувчилик шарти хам етарли булиб, у зарурий шарт эмас.

2. Ф у н к ц и о н а л  к е т м а - к е т л и к л а р н и  х а д л ' а б  ( д и ф ф е р е  н- 
ц и а л л а ш .  [а, Ь] сегментда я^инлашувчи {fn (x)}:

f t (x), fl\x), . , / , ( 4  . _  (1 4 .2 )

функционал кетма-кетлик бэрилган б/лло, унинг лимит функцияси f  (х) 
булсин.

14. 1 3 -т е о р е м а . Агар {fn(х) } функционал кетм а-кетли кн и н г  
%ар бир хади fn(x) (п =  1, 2 , . . . ) [а, Ъ] сегм ен тда узлуксиз f'n (х ) 
(п =  1 , 2 , . . .  ) хрсилага эга булиб, бу хосилалардан тузи лган  

f\М . f ’2{x).............. f n (х), . . .



функционал к е т м а -к е т л и к  [а, Ь] да текис якинлашувчи булса, у  
хрлда f(x) л и м и т  функция шу [а, Ь] да f'(x) хосилага эга бдлиб, 
{ fn(x)} к етм а-кетли кн и н г ли м и ти  f'(x) га т ен г  булади.

7 -§ . Даражали каторлар

1. Д а р а ж а л и  ц а т о р л а р .  А б е л ь  т е о р е м а с и .  Биз анвалги па- 
раграфларда функционал к;аторларни ургандик. Функционал «¡аторлар 
орасида, уларнинг хусусуй  холи булган уш бу

2  апх п =  а 0 + a tx +  а 2х2 +  . . . +  апхп +  . . . (14.27)
л=О

ёки, умумийроц,

2  ап(х— х0)п =  а 0 +  а х{х —  х0) +  . . .  + а п (х — х0)п +  • • •  ( 14-28)
п—О
цаторлар (бунда а 0, a v а 2, ап, , х0 узгармас ^акиций сон-

лар) математикада ва унинг татбицларида мухим роль уйнайди. Б у  ер . 
да, уш бу бобнинг 1-§ идаги (14.5) ифодада цатнашган ип (х) сифатида

(*) =  ап *"  (ёКИ “ в W  = а п(Х ~  *(>)")• 
яъни X (ёки х —  х 0) узгарувчининг даражалари цараляпти. Шу сабаб- 
ли (14.27) ва (14 .28 ) каторлар дараж али каторлар  деб аталади.

Агар (14 .28) ^аторда х — х0 = t  деб олинса, у  х;олда бу катор t 
узгарувчига нисбатан (14 .27) цатор куринишига келади. Демак, (14.27)
каторларни урганиш  кифоядир. „

(14 .27) ифодадаги а0, а у а 2, . . . , ап . . . ^ациции сонлар (14 .27)
даражали цаторнинг коэффициентлари деб аталади.

Даражали цаторнииг тузилишидан, даражали цаторлар бир-оиридан 
факат коэффициентлари билангина фарк ^илишини курамиз. Демак, д а ­
ражали цатор берилган деганда унинг коэффициентлари берилган де- 
ганини туш унамиз.

М и с о л л а р .  Ушбу

00 «« п л»ТЬ

>-S„ir-. + -ir+-fr+-+ir+-

2. 2  * " =  1 + *  +  * * + • ' • + * "  +  • '  *
п=О

цаторлар дараж али цаторлардир.

Шундай килиб, даражали цаторларнинг хар бир ^ади ( — 00, +  °°) 
да берилган функциядир. Бинобарин, даражали ца-г°рни, Ф°Р™Л н^ '  
таи назардан, (— оо,  +  оо) да цараш мумкин. Аммо, табииики, улар 
ни ихтиёрий ну^тада якинлашувчи булади дея олмаимиз.



Албатта, ихтиёрий даражали ^атор х  =  0 нук;тада яцинлашувчи б у- 
лади. Бу равшан. Демак, даражали ^аторнинг я^инлашиш со^аси а л ­
батта лг =  0 ну^тани уз ичига олади.

Даражали ^аторнинг я^инлашиш сохаси (туплами) структурасини 
ани^лашда цуйидаги Абель теоремасига асосланилади.

1 4 . 1 4 - т е о р е м а  ( А б е л ь  т е о р е м а с и ) .  А гар

2  апхп =  ай +  а,  х  +  а 2х2 +  . . .  +  ап x n - f  . . .
/1 = 0

(14 .27 )

дараж али щ т о р  х нинг х  =  х0 (х0 Ф 0) ц и й м ати да яцинлашувчи бул- 
са, х  нинг

И < 1 * о 1  (14-29)
тенгсизликни цаноатлантирувчи барча ц и й м атлар и да  (14 .27) дар а­
ж али щ т о р  абсолю т ящнлашувчи булади.

И с б о т .  Шартга кура
ОО

; а п х 0 =  а 0 а 1 Х0 а 2 Х0 _г • • • а п  Х0 ’
/1 = 0

^атор (сонли 1\атор) яцинлашувчи. У  ^олда цатор я^инлашувчилиги- 
нинг зарурий шартига асосан

lim  апХц =  0
П —>сю

булади. Демак, {апх£} кетма-кетлик чегараланган булади, яъни шун- 
дай узгармас М  сони мавж удки , V ti£ N  учун

К * о 1< М

тенгсизлик бажарилади. Б у тенгсизликни эътиборга олиб ^уйидагини 
топамиз:

\ап х 1а п * о 1 - | -7 Г < Л 1Хп х0
Энди ушбу

2  |ап хл | =  К 1 +  К * |  +  К *2 
/1=0

цатор билан бирга цуйидаги

. . . +  К * Л1 + (14 .30)

— Г = м  + м
*и I

+  М
X  |2 

—  +  
ха I

+ м

(14.31)
^аторни ^арайлик. Бунда, биринчидан (14.31) ^атор я^инлашувчи (чун- 
ки бу катор геометрик ^атор булиб, унинг махраж и (14 .29) га кура

1 дан кичик:
х0

1), иккинчидан (14.30) ^аторнинг хаР бир х р т

(14 .31) цаторнинг мос ^здидан катта эмас. У  хрлла  1- к;исм 11-боб,
3 -§  да келтирилган теоремага кура (14.30) ^атор я^инлашувчи була-



ди. Д емак, берилган (14.27) даражали катор абсолют я^инлашувчи. 
Теорема исбот булди.

1 4 . 1 - н а т и ж а .  Агар

2  апх п =  а0 +  а 1х  +  а2х2 +  . . . + а л хп +  . . . (14.27)
л=0

даражали ^атор х  нинг х =  х 0 кийматида узоклашувчи булса, х  нинг 
\х | >  К I  тенгсизликни ^аноатлантирувчи барча кийматларида узокла­
шувчи булади.

И с б 'о т . Берилган (14.27) даражали цатор х0 ну^тада узоклаш ув­
чи булсин. У н да бу катор х  нинг | х  | >  | х0 1 тенгсизликни каноатлан- 
тирувчи кийматларида ^ам узоклашувчи булади, чунки (14 .27) к ,а то р  

х  нинг | х  | >■ | х 0 1 тенгсизликни цаноатлантирувчи бирор х =  х1 цийма- 
тида я^инлашувчи буладиган булса, унда Абель теоремасига кура бу 
катор х  =  х0 (! дг0 1 С  | XI |) нуцтада з^ам якинлашувчи булиб колади. Бу 
эса (14 .27) ^аторнинг х =  х0 да узоклашувчи дейилишига зиддир. Н а- 
тиж а исбот булди.

2. Д а р а ж а л и  ^ а т о р н и н г  я ^ и н л а ш и ш  р а д и у с и  в а  я ^ и н -  
л а ш и ш  и н т е р в а л и .  Энди даражали каторнинг якинлашиик со^аси 
структурасини аниклайлик.

1 4 . 1 5 - т е о р е м а .  Агар

2  апх п = а 0 +  а ^ '+ ¡аус2 +  . . . +  а*хп +  ^  . (14.27)
п = 0  ™

дараж али щ т о р  х  нинг баъзи (х Ф 0) кийматларида якинлашувчи, 
баъзи ки й м атлар и да узоклашувчи булса, у  х1олда шундай ягона г > 0  
цсищций сон топиладики  (14.27) дараж али цатор х  нинг \х\ < г  
тенгсизликни щ н оатлан ти рувчи  кийматларида абсолю т ящ нлаш ув- 
чи, | х  | >  г тенгсизликни цаноатлантирувчи кийматларида эса узо%- 
лашувчи булади .

И с б о т .  Берилган (14.27) даражали катор х  =  х0 ф о  да якинла­
шувчи, х  — х х да  э с а  узоклашувчи булсин. Равшанки, |х0 1< ; |хг 1 була­
ди. Унда 14.14-теорема ^амда 14.1-натижага мувофи^ (14 .27) дараж а­
ли к;атор х  нинг | х  | <  | х01 тенгсизликни ^аноатлантирувчи кийматла­
рида абсолют якинлашувчи, х  нинг | х  | >  | х г | тенгсизликни к,аноат- 
лантирувчи кийматларида эса узоклашувчи булади. Жумладан (14 .27) 
даражали катор а(а<С\х0\) ну^тада якинлашувчи, Ь ф > \ х 1 \) ну^та- 
да эса узоклаш увчи булади (15 -чизма). Демак, (14.27) катор [а, Ь] 
сегментнинг чап чеккасида якинлашувчи,у н г  чеккасида э са  узоклашувчи.

Р  Да, Ь] сегментнинг^уртаси нуктани^олиб,’ бу^нуктада|(14.27)
[2

н м  т т " и  Го4 - Ь
каторни!^арайлик. ГАгар (14.27) ж атор Гнуктада ^якинлашувчи

« л ш т м  ш я  ** Дг'* 2
булса^ун да , Ь сегментни, 1 а ~^ь' ну^тада'узоклаш увчи” бул-
ш 1|‘ ш  ̂ь J [2 '
са, |а, | сегментни^олиб, уни \аъ'шЬ{\ оркали ьбелгилайлик. Д е ­

мак, "(14!27)~^атор а у н у^тада ’  якинлашувчи, Ьх ну^тада'эса узоклашувчи



б у л и б ,^ ,  öx] сегментнинг узунлиги bi ~ a 1 =  —~ а га  тенгдир. С унг 

[аь сегментнинг уртаси a ' + fei нуктани олиб, бу нуктада (14 .27) 

цаторнт царэймиз. Агар у  - а1 bl - нуктада якинлаш увчи булса, ун -

да
Я] +  6[

сегментни, узоцлашувчи булса, j^a1 ai -Ь ¿1 сег­
ментни олиб, уни [аг, Ьг] орцали [бэлгилаймиз. Д ем ак , (14 .27 ) катор 
а2 нуктада якинлашувчи, Ьг нуктада эса узоцлаш увчи булиб, [а2, Ь2\
сегментнинг узунлиги Ь2 —  а2 =  —~ а га тенгдир. Ш у жараённи да-

вом эттираверамиз. Натижада ичма-ич жойлаш ган
[йр ¿ j] , [а2, öj], . . . , [ап, Ьп], . . .

сегментлар кетма-кетлиги ^осил булади. Б у  сегментларнинг хар бири- 
нинг чап чеккасида (ап- нуцталарда) (14.47) цатор якинлашувчи, f Hr 
чеккасида эса (6„-ну^таларда) узэ^лашувчи, оо да б у  сегментлар

узунлиги нолга интила боради (Ьп — ап — ь ~~а. 0) .

Унда ичма-ич жойлашган сегментлар принципига кура (каралсин 
1-цисм, З-боб, 8 -§ ) шундай ягона г сони топиладики,

lim  ап =  lim  Ь — г
Я—»оо Я—>оо

булиб, Су г^нуцта барча сегментларга тегишли булади.
.. Энди х  узгарувчининг | х | С  г тенгсизликни [каноатлантирувчи их- 

тиерии цииматини царайлик. И т а п = г  булгани сабабли, шундай нату>

рал п0 сони топиладики, \ х \ < а Па< г  булади. аПа н уктада  (14 .27) ца-
тор якинлашувчи. Демак, 14.14-теоремага кура х  н ук тад а  хам (14 .27) 
даражали цатор якинлашувчи булади.

/  Узгарувчининг \ х \ > г  тенгсизликни 'цаноатлантирувч и ихтиёрий 
цииматини царайлик. J im  bn =  r  булганлиги сабабли, шундай натурал

п \ сони топиладики, \х\> Ь п > г  булади. Ьп н уктад а  (14 .27) цатор

ш увта™ |ладиУНДа 14Л ' натижага к УРа х № (1 4 .2 7 )  цатор узо^ла-

Шундай цилиб, шундай г сони топиладики (1 4 .2 7 ) даражали цатор 
х  нинг W < r  тенгсизликни цаноатлантирувчи ^ийматларида абсолют 
якинлашувчи, | х  | >  г тенгсизликни цаноатлантир увчи  кийматларида 
эса узоцлашувчи булади. Теорема исботланди.



1 4 .8 -т а ъ р и ф . Юцоридаги 14.15-теоремада топилган г сони (14.27) 
даражали ^аторнинг якинлашиш радиуси, ( — г, г) интервал эса (14.27) 
даражали ^аторнинг якинлашиш интервали  деб аталади.

1 4 . 5 - э с л а т м а .  1 4 .1 5 -теорема х  нинг х =  + г  ^ийматларщи (14 .27) 
даражали ^аторнинг я^инлашувчи ёки узоклашувчи булиши тутрисида 
хулоса чи^ариб бермайди. Бу х =  ± г  ну^таларда (14.27) даражали 
цатор я^инлаш увчи ^ам булиши мумкин, узоклашувчи ^ам булиши 
м ум кин .

Энди мисоллар ^араймиз.

М и с о л л а р .  1. Ушбу
1 + х  +  х * +  . . . + х п +  . . .

даражали 1̂ атор (геометрик к,атор) нинг якинлашиш радиуси г — 1, якинлашиш ин­
тервали ( — 1, + 0  булади. Б у ^атор интервалнинг чгкка ну^талари г =  ±  1 да 
узоклашувчи.

2 . К уйидаги
х *х2 х3 хп ,

1 +  ¡2 +  22 З2 ' ‘ Я2 ”Г

каторнинг якинлашиш радиуси г — 1, якинлашиш интервали ( — 1, 1) булади. Бе- 
рилган даражали катор г =  ±  1|да я^инлашувчи. Д ем ак , даражали каторнинг якин­
лашиш ссцаси (туплами) [ — 1 , 1] сегмент дан иборат.

3. Ушбу
х х  ̂ х® »1 1 \х̂
— _  . . . + ( - 1)"-1 —  +  . . .
1 2 3 п

даражали цаторнинг якинлашиш радиуси г =  1, ¡якинлашиш интервали эса
/__1 1) булади. Берилган ^атор г — 1 да я^инлашувчи, г =  1 да эса узо^ла-
шувчидир. Д ем ак , цаторнииг якинлашиш со^аси ( — 1, 1] ярим интервалдан иборат.

1 4 . 6 - э с л а т м а .  Ю^оридаги теорема баъзи х0 фО  нукталарда якин- 
лашувчи, баъзи х г ф О  нукталарда узоклаш увчи булган даражали щ -  
торлар ха^идадир. Аммо шундай даражали к;аторлар ^ам борки, улар

оо
факат х  =  0  ] ну^тадагина] я^инлашувчи булади. Масалан, V п\ х п

* П = 1

^атор исталган х 0 Ф 0 ну^тада узо^лашувчидир. Х авд атан  ^ам, Далам- 
бер аломатига кур а

( я + 1)1 *о+Х
Ц т

П—>оо п\ хЦ
=  Нт(/г +  1) х 0 =  оо

булади. Д ем ак , V  п\ хп ^атор исталган х ф О  да узоклашувчи. Бун- 
/1—1

дай даражали ^аторларнинг якинлашиш радиусини г =  О деб ̂  оламиз^. 
Айни вак;тда шундай даражали ^аторлар хам борки, улар ( ихтиерии

I
х ^ (  — с» , о о ) да  я^инлашувчи булади. Масалан, ни олайлик.

п =  1



Б у к>атор исталган х0 нуктада якинлашувчидир. Х аки^атан ^ам , яна 
Даламбер аломатига кура

уП+ 1
П т

П—+оо

п\ =  Пт —- — =  О
Л—* оо ТХ -|— 1( « +  1)! •

булади. Демак, бу ^атор исталган х£ { — оо, -(- с » )  да яцинлашувчи. 
Бундай даражали ^аторларнинг якинлашиш радиуси г — +  оо деб 
олинади.

3. К о ш и  — А д а м а р  т е о р е м а с и .  Ю^орида курдикки , даражали 
цаторларнинг якинлашиш со^аси содда структурага э г а  булар экан: 
ёки интервал, ёки ярим интервал, ёки сегмент. Д ам м а холларда ^ам 
бу со^а якинлашиш радиуси г орцали ифодаланади.

.Маълумки, з$ар ^андай даражали ^атор

2  апхп =  я 0 +  ахх  +  а2х 2 +  • • • +  апхп +  • • . (14.27)
ге=0

узининг коэффициентлари кетма-кетлиги {ап} билан аникланади. Би- 
нобарин, унинг якинлашиш радиуси з а̂м шу коэффициентлар кетма- 
кетлиги оркали ^андайдир топилиши керак. Берилган (14 .27) дараж а­

ли катор коэффициентлари ёрдамида { У | ап\\:

К 1 ,  К 1 . У м  • • • - V |а«1. • • • (14 .32 ’
сонлар кетма-кетлигини тузамиз. Маълумки, ^ар к;андай сонлар кетма- 
кетлигининг юцори лимити м авж уд  (царалсин, 1 -ки см , З-боб, П -§ ). 
Д емак, (14 .32) кетма-кетлик: ^ам юкори лимитга э г а . Уни Ь билан 
белгилайлик:

Ъ =\\т ^ | а п | (0 < 6 <  +  оо)
П - ¥  ОО

1 4 . 1 6 - * е о р е м а  ( К о ш и  — А д а м а р  т е о р е м а с и ) .  Берилган
о о

V  апхп дараж али цаторнинг якинлашиш радиуси
п—О

(14.33)
Ь П т  пг\ гп ^ у \ ап\

булади.
1 4 . 6 - э с л а т м а .  Ю^оридаги (14 .33 ) формулада Ь =  О булганда г =  

=  +  оо, Ь — +  оо булганда эса г  =  0 деб олинади.
И с б о т .  (14.33) формуланинг туррилигини курсатиш да цуйидаги
1) Ь =  +  оо (г  =  0 ) ,
2 )  6 =  0  (г  =  +  оо),

3 )  0 < 6 <  +  оо (г  = | )

^олларни ало.^ида-ало.\ида караймиз.

1) Ь =  оо булсин. Бу холда | ап | кетма-кетлик чегараланмаган- 
дир. Ихтиёрий х0 (х0 Ф 0) нуктани олиб, бу нуктада (14.27)



даражали ^аторнинг узо^лашувчи эканини курсатамиз.
Тескарисини фараз цилайлик, яъни шу х0 ну^тада (14.27) даражали

цатор я^инлаш увчи булсин. Д ем ак , ^  апхо ^ат0Р (с°нли к;атор) яцин-

лашувчи. У н да к;атор якинлашувчилигининг зарурий шартига асосан

i™  апх" =  О

булади. Д ем ак , {ап х"} кетма-кетлик чегараланган, яъни шундай уз-

гармас М  сони мавжудки (уни 1 дан катта цилиб олиш мумкин),
V  п£Ы  учун

булиши келиб чикади. Шундай килиб ]/" |ап| кетма-кетлик чегара­
ланган булиб к;олди. Натижада зиддиятлик юзага келди. Зиддиятлик- 
нинг келиб чицишига сабаб х0 (х0 Ф 0) ну^тада (14.27) ^аторнинг як,ин- 
лашувчи булсин деб олинишидир. Д емак, (14 .27) даражали цатор их- 
тиёрий х 0 (х0 Ф 0) нуктада узоцлашувчи.

2) 6 =  0 булсин. Бу х;олда ихтиёрий х0 (х0 Ф 0) нуктада (14 .27) да­
ражали каторнинг якинлашувчи булишини курсатамиз. Модомики,
{ Г н Л  кетма-кетликнинг ю^ори лимити нолга тенг экан, бундан 
унинг лимити хам мавж уд ва нолга тенглиги келиб чикади. Таъриф- 

га  асосан V  е >  0 сон олинганда хам, жумладан 8 =  —  га кура
¿ \ Xq \

шундай п0 £ N топиладики, барча ti >  п0 учун

П-

K * S l  <  м  (М >  !)

тенгсизлик бажарилади. Бу тенгсизликдан

V Ia « '  ■ М < М ’
яъни

/

булади. Кейинги тенгсизликдан эса

К * о 1

булиши келиб чикади. 
Равшанки



цатор яцинлашувчи. Таадослаш теоремасига кура (каралсин, 1 - кием ,
11-боб, 3 -§ ) ’

2  К - 'о !  
<1= 0

катор з а̂м яцинлашувчи булади. Д ем ак ,

2  а п х о
п~ 0

цатор абсолют якинлашувчи.
3) 0 < 6 <  +  оо булсин. Бу з^олда ( 1 4 . 2 7 )  даражали цатор ихтиё- 

рий х0  ̂ |*0| <  — I нуцтада якинлашувчи, ихтиёрий 

ну^тада узоцлашувчи булишини курсатамиз.

I *о1 <  у  булсин. У  з^олда шундай б > 0  сонни топиш м ум ки нки ,

 ̂=  ~ь +  ь ^ ' лади- Энди (0 <  б, <  б) сонни олайлик. Б у  бх >  0 

сонга кура шундай п0£Ы топиладики, барча п >  п0 у чун (ю^ори ли- 
митнинг хоссасига кура, 1-^исм, З-боб, 11 -§) у ^ \ а Л < Ь +  бр яъни
I а п  I ^  Ф +  ^  булади. Демак, барча « > я 0 учун

1“ ” , 51 =  10. 1 - К 1 « 6 +  « ” 7 ^ г = ( - 7 ^ - ) "  (1 4 .3 4 )

булиши келиб чицади, бунда
6 +  б1 _  (6 +  6) — (6 — б,) . б —б1
6 + 6  б + б  ь + 8

Энди ушбу
оо

|°пХо/=  |яо I +  |а 1^о| +  |а 2 хо | +  • • •  +  |ал *о| +  • • •  (14 .3 0 ) 

к,атор билан цуйидаги

■у, / 6 +  6 ] ? 6+ 6, / Ь4-Я 'п

?=о\~Ь +  в~) ~ б Т б ~  ” ■ + (~ 6  +  б ] +  , , ‘ П 4 ' 35>

цаторни солиштирайлик. Бунда, биринчидан, (14.35) цатор якинлаш увчи 
(чунки бу цатор геометрик цатор булиб, унинг махражи 0 <  - Ь +  <  1),

иккинчидан, п нинг бирор цийматидан бошлаб ( « > « „ )  (14 .34) муноса- 
батга кура (14 .30) цаторнииг з̂ ар бир хади (14.35) цаторнинг м ос з$а- 
дидан катта эмас. Унда цаторлар назариясида келтирилган такко сл аш  
теоремасига (1-^исм, 11-боб, 3-§ ) кур а  (14 .30) цатор якинлаш увчи бу*

\х \\^>— булсин. Унда шундай б' > 0  сонни топиш м ум кинки ,

IХ1 1 =  — -—
1 Ь —  б '



булади . Энди б '( 0 < б '1 < б ' )  сонни олайлик. Юк,ори лимитнинг хосса-

си га  асосан (1-цисм, З-боб, 2 -§ ) {-¡У\ап \ } кетма-кетликнинг ушбу

У \ а п \ > 6 — 6 ;, яъни \ап\ Х Ь  — £[)п 

тенгсизликни цаноатлантирадиган хадларининг сони чексиз куп булади. 
Д е м а к , бу холда

М М ая | - К 1 > (6 - 6^ 7Г ^ _  (14-36)
б ул и б , бунда

б - б ;  ( ь - б ' ) + ( б * - е ; )  б' ~ ^  1
ь - 8' ь — 6' Ь -Ь '

булади .
Юкоридаги (14.36) муносабатдан п->оо да {«„л:"} кетма-кетлик- 

нинг лимита нолга тенг эмаслигини топамиз. Д ем ак,
оо

катор узо^лашувчи (катор я^инлашувчилигининг зарурий шарти бажа- 
рилмайди).

Шундай ^илиб бир х 0 х01 <С у  ) нуктада (14 .27) даражали

1̂ атор я^инлашувчи, ^ар бир х г |̂| .^1 >  ^  нуктада эса шу даражали

цатор узоклашувчи булар экан .
Даражали каторнииг я^инлашиш радиуси таърифини эътиборга

олиб, — берилган даражали цаторнинг яцинлашиш радиуси эканини 
Ь

топамиз. Теорема исбот булди.

М и с о л л а р .  1. Ушбу

оо ДСЛ X  , X 2 , , Х П ,
— = ----- 1------— +  • • ■ т----- —  I • • •

п $ 1  2 2 ^ 2 2/ я

дар аж ал и  ^аторни карайлик. Б у дараж али  каторнииг якинлашиш радиусини (14 .33) 
ф ормулага кур а топамиз:

У п

1 _  _________!_______ =  П т  2 » = 1 .
'  -------------  '  П->оо

П т  У \ а п \ П т  \
П -+ 0о П - к х ,  у  2

Д е м а к , берилган даражали цаторнинг якинлашиш радиуси г =  1, яцинлашиш ин- 
тервали  эса ( — 1, + 1 )  дан иборат. Б у даражали ^атор якинлашиш интервали. 
нинг чеккаларида мос равишда ^уйидаги

оо ( --  1)” оо 1

„ ? 1  2У Т  ’ п? 1  2/1Г



сонли каторларга айланиб, уларни Лейбниц теоремаси хам да Раабе аломатидан  
фойдаланиб яцинлашувчи эканлигини исботлаш ^ийин эмас.

Демак, берилган даражали цаторнинг я^инлашиш со^аси [ — 1, + 1 ]  сегм ен т- 
дан иборат.

Купинча практикада даражали ^аторларнинг я^инлашиш со^аларини топиш да 
сонли каторлар назариясида келтирилган аломатлардан фойдаланилади. Б унда у з г а -  
рувчи х ни параметр сифатида царалади.

2 . Ушбу
х хг х п

1 + ~2^5 +  3 -5 2 +  ' ’ ( п +  1 ) 5 "

даражали цаторни ^арайлик. Бу ^аторга Даламбер аломати (1-кисм 11 -б о б , 4 -§) 
ни цулла(5 ^уйидагини топамиз:

х*+1 х п
—  П т

М — > 0 0

(п +  1) 5« хп+ 1
П т

Л  •-►00 (п +  2) 5 ',+1 (п +  1) 5я (л +  2) 5" +1 хп

\*\ г  л +  1 
_  п т  1 1*1

5 га-»оо п -\-2 5

х \ * \Демак, ------ <  1, яъни | *  1 <  5 булганда цатор якинлаш увчи, ——  >  1, я ъ н и
5 ”

I х I >  5 булганда каю р  узоклашувчи.
Шундай килиб, берилган даражали каторнинг я^инлашиш радиуси г =  5 , як ,и н - 

лашиш интервали эса ( — 5 , 5) булади.
Якинлашиш интервали ( — 5, 5) нинг чеккаларида даражали катор мос р ави ш да

, _ 1 + ± _ . . .  +  ( - , Г ' Л  +  . . . , ,  +  1  +  | + . . . + ±  +  . . .

сонли каю рларга айланиб, бу каторларнинг биринчиси якинлашувчи, иккинчиси э с а  
узоклашувчидир. Д ем ак , берилган даражали каторнинг якинлашиш сохаси [ — 5 ,5 )  
ярим интервалдан иборат экан.

8- §. Даражали цаторларнинг хоссалари

Бирор

2  а пхП== ао “Ь а 1 а пх  ~Ь ' ‘ ' ( 1 4 . 2 7 )
п= о

даражали катор берилган булсин.
00

1 4 . 1 7 - т е о р е м а .  Агар У  апхп дараж али  каторнинг яки нлаш иш
п=о

радиуси г ( г >  0 ) булса, у  холда бу ц а то р  [ — с, с] (О С  с С  г) сег- 
м ен тда тек и с якинлашувчи булади.

И с б о т .  Ш артга кура г — (14.27) даражали каторнинг якинлаш иш  
радиуси. Д ем ак , берилган цатор (— г,г)  интервалда яки нлаш увчи . 
Жумладан, с <  г булганлигидан, (1 4 .2 7 ) даражали цатор с н у ^ т а д а  
Хам якинлашувчи (абсолют якинлашувчи) булади. Демак,

1 | а„ | сп =  1 а 0 1 +  1а 11с +  1а г 1 с2 +  ' * ' +  \а п\ +  ’ ‘ * ( 1 4 . 3 7 )
п  = О

1̂ атор якинлашувчи.



V  X 6 [ — С, с] учун *;ар доим | ап хп | <  | ап | с п булади. Натижада, 
ушбу

СО

^ \ а п х п \ =  \а 0 \ +  \а 1 х \ +  \а 2х*\ +  • • • +  \а п хп \ +  ■ ■ •
л=0

цаторнинг ^ар бир ^ади (14.37) цаторнинг мос ^адидан катта эмасли-
оо

гини топамиз. У ^олда Вейерштрасс аломатига кура >' ап х  даража-
п=О

ли цатор [ — с, с] сегментда текис яцинлашувчи булади. Теорема ис- 
бот булди.

14.7- э с л а т м а .  Бу хоссадаги с ( с > 0 )  сонни (14.27) даражали 
цаторнинг яцинлашиш радиуси г  га ^ар цата  яцин цилиб олиш мум- 
кин. Аммо, умуман айтганда, (14.27) даражали цатор ( — г,г) да текис 
яцинлашувчи булавермайди.

Масалан, ушбу
ОО

=  1 - { - х - \ - х 2 - \ - . . . - } - х п 4- . . .
п=О

даражали цатор ( — 1, +  1) оралицда яцинлашувчи (г =  1), аммо j  у 
( — 1 ,+  1) да текис яцинлашувчи эмас (134-бетга царалсин).

ОО

14. 18-т е о р е м а .  Агар  ^ ап хп даражали каторнинг якинла-
л = 0

со

шиш радиуси г  >  0 булса, у  %олда бу щторнинг 5 (х) =  ап хп
п = 0

йириндиси { —  г, г) ораликра узлуксиз функция булади.
И с б о т .  (14.27) даражали цаторнинг яцинлашиш интервали ( —г, г) 

дан ихтиёрий х0 {х0 6 ( — г, г)) нуцтани оламиз. Равшанки, | х0 | <  г  бу­
лади. Ушбу | х0 | <  с <  г  тенгсизликларни цаноатлантирувчи с сонини 
олайлик. (14.27) даражали цатор юцорида келтирилган 14.17-теоре- 
мага кура [ — с, с ]  да текис яцинлашувчи булади. Унда ушбу боб- 
нинг 3-§идаги 14 .6 -теоремага асосан, берилган (14.27) даражали ка­
торнинг йигиндиси 5  (х) функция [ — с, с ] да, ва демак, х0 нуктада 
узлуксиз булади. Демак, (14.27) цаторнинг йириндиси 5 (х)функция 
( — г, г )  интервалда узлуксиздир. Теорема исбот булди.

ОО

14.19-т е о р е м а  ( А б е л ь  т е о р е м а с и ) .  Агар  ¿1 ап х п даража-
п — 0

ли  щторнинг ящ нлаш иш  радиуси г  >  0 булиб, б у  цатор х =  г  (х =  
=  — г) нуктада яцинлашувчи булса, у  холда (14.27) цаторнинг

оо

йириндиси 5  {х) =  £ а п хп функция, шу х  =  г ( х  =  — г)  нуктада чап-
л=О

д а н  (унгдан) узлуксиз булади.
И с б о т .  Берилган (14.27) даражали цатор

ОО

2  ап х п =  а0 +  ах л: 4- а2х2 +  . • . +  ап хп +  . . .
п=О



х  — г ну^тада я^инлашувчи булсин. Демак, ушбу
СО

| 0а/ л =  öo+0i Г +  а2 г2 +  . . . +  а п гп +  . . .  (14. 38)

сонли !\атор якинлашувчи. Унинг йигиндисини 5  (г) билан белгилайлик*
оо

булишини исботлашимиз керак.
Агар х — i г ( 0 < ^ <  1) деб олинса, унда t -* -1 — 0 булио,

lim (S(x) — S ( r ) ] =  lim [ S ( i г) — S ( r ) ] =  lim ^ ( a nrntn — an rn) 
x->r~° /-1-0 t—*\—о 7^0 n ’
булади.

Шартга кура (14.38) катор якинлашувчи. У ^олда 1 - кием, 11-боб,
4- § да келтирилган теоремага асосан, V  б >  0 олинганда хам, — га

3
кура шундай n0£ N  топиладики, барча п > п 0 ва р  =  1 , 2 , 3 , . . .  да 

\а„ +  1г п +  1 +  ап + 2гп +  2 +  . .  . + а п + р г п +  р \ < - ~  (14.39) 

булади. Бу тенгсизликда р  оо да лимитга утиб ^уйидагини топамиз:

\a n +  i r n +  1 +  ап + 2гп +  2 +  . . .  | <  — •
3

Энди куйидаги
00
S a „  г" tn =  а0 +  й1 r t  +  а2г2 t 2 +  . . .  +  апrn tn +  . . .  (О<  / <  1) (14.40)

каторни ^араймиз. Бу ^атор V i 6(0,0 Да якинлашувчи булади. Хаки- 
цатан з̂ ам,

an + i rn + 1tn + 1 +  an + 2rn + 2tn + 2 +  . . . + a n + p rn + P t n+P =
=  \ а п + 1гп +  1 +  ап +  г гп +  2 +  . . .  +  ап +  р гп +  р ] tn + p  —

р—1
(ап + г + 1 +  ап +  2 г п + 2 -f- • . . +  ап + ¡rn + l) (tn + 1+1— t n +  1)]

булишини ва юцоридаги (14.39) тенгсизликни эътиборга олиб куйида- 
гини топамиз:
а» + 1 Г” + Ч* + 1 +  ап +  2г* +  Ч п + 2 +  . . . +  an + prn + Ptn + P | <

I р_ 1

<  ± . t n+ p  +  ± [  2 ( Р  + г-  Г + ^н-1)] =  JL/ -  + 1 <  ± .
з 3 i =i  3 3

Бу эса (14.40) каторнинг якинлашувчилигири, яъни V e > 0  олин­
ганда х,ам, шундай n'u£ N  топиладики, барча п > п ’0 ва р =  1,2,. . .  лар 
учун

Ian + i r n+ 4 n+ l + a n + i rn+ 4 n+ 2+  ■ • ■ +  ап + р г»+Р /* + р |< - 1  (14 41)
3



булишини курсатади. Бу тенгсизликда р -*■ оо да лимитга утиб, куйи- 
дагини топамиз:

\а п + г r "+1 ¿л+1+  ап+2r"+2tn+2 +  ' (14-42)

Агар Hg — шах { п 0, п '0} деб олдаса, унда п >  п0 булганда (14.41) ва 
(14.42) тенгсизликлар бир йула бажарилади.

Барча п > п 0 учун

| S (tr) — S (г) | =  |Д (а „  гП tn—  ап rn) | <  | ak rk {tk— 1) 1 +

+ \ап + 1 rn+ '  /"+1 +  ап +  2 rn+ 2 tn+* +  • • • | +  I а л+1  гп+1 +  an+2 гп+2 +  

+  . . . | < l i X 1)1 + Т  +  Т  
* = i  ö  Ö

булади.
Равшанки, t -* -1 — 0 да tk — 1- >0( &=1 , 2 ,  • • • , « ) .

Шу сабабли
П

I i ) l <  4 -/г=1 з
деб олиш мумкин.

Натижада
| S ( i r ) - S ( r ) | < e

булади. Бу эса
lim S (tr)  =  S(r), яъни lim S (x )  =  S(r)

i_*l—0 x-w—О
булишини билдиради. Демак, (14.27) даражали каторнинг йдаиндиси
S (х) функция х  =  г  да чапдан узлуксиз.

Худди шунга ухшаш (14. 27) даражали катор х =  — г да я^инла-
шувчи булса, каторнинг йигиндиси — г нук,тада унгдан узлуксиз бу-
лиши курсатилади. Теорема исбот булди.

00

14. 20- т е о р е м а .  Агар  2 ап хп даражали цаторнинг якинлаигиш

радиуси г (г > 0 )  булса, бу каторни [a, b] ( [ a ,b] cz ( — г,г)) оралщ да  
%адлаб интеграллаш мумкин.

И с б о т .  Шундай с ( 0 < с < г ) т о п а  оламизки, [а,Ь\ а  [ — с , с ]  сг 
с  (—г,г)булади. Берилган даражали катор {— с, с]  датекис якинла- 
шувчи булади. Демак, [ а , Ь\  да (14. 27) даражали катор текис я кин - 
лашувчи. Унда (14.27) каторнинг йдаиидиси

оо

S (х) = ' £ а п х п = а 0 +  а1х  +  а2х2 +  • • • + а я хп -\- • • •
п=О

узлуксиз булиб, ушбу бобнинг 5- § да келтирилган теоремага кура бу 
Каторни ^адлаб интеграллаш мумкин.

Ь Ь ОО оо Ь ®  . , „ . .
с с , VI Г П 1 V  Ь +  — 0 +
J S (jc) dx  =  I  2  an xn dx =  2 j 0n \ x ndx =  2 j fln „ ------
h a n = 0 n=0 a n= О П +  1

Теорема исбот булди.



Хусусан, а — О, b = х  ( ¡ х \ < г )  булганда 

f S ( x ) d x  =  S  - ^ - x » + 1 =  a0x +  ^ * 2 +  • • • +  ü = ! - * » +  • • •
о п-O n + 1 i  n

булади. Бу цаторнинг яцинлашиш радиуси хам г  га тенг. Хацицатан 
^ам, Коши—Адамар теоремасидан фойдаланиб цуйидагини топамиз:

lim V  “г г  =  lira V —  =  И т У  la "l  ' lim V ~ + Тп-хх1 г n+ l  п-»“  У п +  1 я-*0 п-*°° '  П '

=  lim | ап | =  г .

ОО

14.21-т е о р е м а .  2 fl/ ” даражали каторнинг якинлашиш р а ­

диуси г булса, ( - г , г )  да бу  каторни хадлаб  дифферещ иаллаш  
мцмкин.

Ис б от .  Аввало берилган (14.27) даражали цатор хадларининг 
^осилаларидан тузилган ушбу

2 1п а пхп~ 1 =  а1 +  2 а 2 х +  За3х* +  • • •  +  п а п х п~ х +  • • • (И . 43)
П = 1

катоониь г \ хп\ < г  тенгсизликни цаноатлантирувчи ихтиёрий нуктада 
яцинлашувчи булишини курсатамиз. К,уйидаги | х 0 | < с < г  тенгсизлик

ларни цаноатлантирувчи с сонни олайлик. Унда —  | x 0| q <С I бу 

либ,

|rafl,n*ö_1| =пЯП~1 - "VIап°П I
булади. Равшанки, 2  t i q n 1 (<7< 1) 

t l  = 1

цатор якинлашувчи (уни Даламбер аломатига кура курсатиш кийин 
эмас). Унда

lim n q n~ l  =  0
ri-+oo

булади. Демак, п нинг бирор п0 к,ийматидан бошлаб, (п > п 0 учун) 
n q n~ l < c  булиб, натижада V n > n 0 учун ушбу

\ п а пх 0п~ 1 \ <  \а п сп\ (14.44)

тенгсизликка келамиз.
ОО

c f f — r j )  булганлиги сабабли ^ ¡ а п сп катор абсолют якинлашувчи.
п=0

Унда (14.44) муносабатни >*исобга олиб, Вейерштрасс аломатидан фой-



даланиб,^2 п ап х" 1 каторкинг ( — г, г) да якинлашувчи булишини то-

памиз. Демак, бу катор [ — с, с ]  да текис якинлашувчи булади.
Шундай килиб, берилган (14. 27) даражали катор хадларининг хо- 

силаларидан тузилган (14.43) цатор текис якинлашувчи. У холда уш- 
бу бобнинг 6- § да келтирилган 14. 12- теоремага кура

5 ' (х) =  ( 2  ап хп)' =  2  К  х п)' =  2  п ап х '!~ 1
П=О П=О П=0

булади.
Шуни айтиш керакки, (14.27) ва (14.43) ^аторларнинг якин- 

лашиш радиус лари бир хил булади. Х,акик;атан хам, Коши — Адамар 
теоремасидан фойдаланиб куйидагини топамиз:

\ \т У ~ п \а п \ =  ) =  Н ш ^ Т Г - Й ^ У к Г
П-* ° °  1 п ~*со П_ с о  У I

Демак,

тх—►со

Бу хоссадан ^уйидаги натижа келиб чицади.
14. 2- н а т и ж а .  Агар (14.27) даражали каторнинг яцинлашиш ра- 

диуси г булса, бу каторни (—г, г) да исталган марта дифференциаллаш

мумкин. Шундай ^илиб, я^инлашиш радиуси г  >  О булган 2  ап х п

даражали каторни хадлаб интеграллаш ва хадлаб (исталган марта) диф­
ференциаллаш мумкин ва хосил булган даражали ^аторларнинг якин- 
лашиш радиуси хам г  га тенг булади.

14. 9- т а ъ р и ф .  Агар /(х) функция( —г , г )  да якинлашувчи даражали 
цаторнинг йигиндиси булса, Цх) функция {—г,г) да аналитик деб аталади.

14.22-т е о р е м а . Иккита
со

^ а п х п = а 0 - \-а 1х +  аг х 2 +  ■ ■ ■ + а пхп +  • ■ • (14.27)
ва

ао
^ Ь п х п = Ь 0 +  Ьхх +  Ьйх 2 +  • • • + Ь п х п +  ■ ■ • (14.45)

даражали каторлар берилган булиб, (14.27) даражали щторнинг  
яцинлашиш. радиуси  ^ > 0 ,  йитндиси эса 8 г (х), (14.45) даражали 
цаторнинг яцинлашиш радиуси г2>  0, йигиндиси 5 2(х) булсин.

Агар V  х £ { — г , г )  { г  =  ш ш ^ ,  г2)) да

51(х) =  5 2(х) (14.46)
булса, у  холда у  п 6 N  учун

О-п ,

яъни  (14.27) ва  (14.45) даражали щторлар бир хил булади.
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И с б о т .  Равшанки, (14.27) ва (14.45) даражали к,аторлар (—г, г) 
да я^инлашувчи ва уларнинг йигиндилари S x(x) ва S 2 (х) функциялар 
шу интервалда узлуксиз булади. Демак,

lim S 1(*) =  S 1(0), lim S,(x) =  S2(0).
>0 дс-*0

Юкоридаги (14.46) шартга кура Sx (0) =  S2(0) булади. Бундан эса 
а0 =  Ь0 эканлиги келиб чи^ади. Бинобарин, V  * € ( — г , г) учун

СО 0 0

2  а п хп =  2  Ьп хп. Агар х ф  О десак, бутенгликдан барча х 6 ( — r,0) (J
П=1 П=1
и (0, г) учун

2 ап х п~ 1 =  2 Ьпхп~ 1
п=1 п=1

га эга буламиз. Бу даражали каторларшшг х;ар бири з̂ ам ( — г, г) да 
якинлашувчи булади, ва демак, уларнинг йигиндилари шу интервалда 
узлуксиз функция булади. Шу хусусиятдан фойдалансак, х -> 0  да

о о  ОО

lim 2  ап хп~ 1 =  а ъ lim 2 bnx n~ 1 = b i
х->0 п=  1 д:—»-0 л=1

булишини, ва демак, а у =  Ь1 эканлигини топамиз. Бу жараённи давом 
эттира бориб, барча п 6 N  учун ап =  Ьп булиши топилади. Демак, 
(14.27) ва (14.45) даражали ^аторлар бир хил. Теорема исбот булди.

( — г, г) ( г >  0) ораликда /(х) функция берилган ва узлуксиз бул- 
син. Юкоридаги теорема, /(х) ни даражали ^атор йигиндиси сифа- 
тида ифодалай оладиган булсак, бундай ифодалаш ягона булишини 
билдиради.

9- §. Тейлор цатори
Биз юцорида, х.ар к>андай даражали

ОО

'2>апхп =  а0 +  а 1х  +  аг х - +  • • • +  ап х п +  • • •
л = 0

цатор узининг яцинлашиш интервали(—г, г) да узлуксиз 5(х) функция- 
ни (даражали катор йигиндисини) ифодалаб, бу функция шу ораликда 
исталган тартибдаги ^осилага эга булишини курдик.

Энди бирор ораликда исталган тартиг.даги хосилага эга булган 
функцияни даражали каторга ёйиш масаласини ^араймиз.

1. Ф у н к ц и я л а р н и  Т е й л о р  ц а т о р и г а  ё й и ш .  / (х) функ­
ция х =  х0 ну^танинг бирор

U6 (x,) =  { x e R ' - x 0 — b < x < x 0 +  b }  
атрофида берилган булиб, шу атрофда функция исталган таргибдаги 
хрсилага эга булсин. Равшанки, бу з^олда функциянинг 1- к^исм, 6- боб, 
7- § да батафсил урганилган Тейлор формуласи

f { x ) = f { x J  +  ^ ( x - x J  +  t - ^ - i x - x J * + -  ■ • +

+ М Ы ( х - х 0Г  +  Гп(х)
п !

ни ёзиш мумкин, бунда гп (х) — колди^ ха д.



т

Берилган f (x)  функциянинг х 0 нуцтада исталган тартибдаги ^оси- 
лага эга булиши Тейлор формуласидаги ^адларнинг сонини хар камча 
катта сонда олиш имконини беради. Бинобарин, табиий равишда ушбу

/(*  о ) + l- ^ f - ( x - x 0) +  L ^ . ( x ~ x oy +  ■ • • +

/ (п) (*b)
+  ~ ^ Г ( х - х 0Г + -  ■ ■ (14.47)

катор юзага келади. Бу махсус даражали цатор булиб, унинг коэф- 
фициентлари f (x)  функция ва унинг ^осилаларининг х0 нуцтадаги ций- 
матлари орк^али ифодаланган.

Одатда (14.47) даражали цатор / ( х) функциянинг Тейлор катори 
деб аталади.

Хусусан, х 0 =  0 да цатор куйидагича булади:

/ ( 0 ) + I L E - X +  f- ^  Х2 + ■ • ■ +  -----  (14.48)' w  1 ! 2! п ! ОО
Даражали цаторлар деб номланган 8- § нинг бошланишида '^¡апхп

п=0
куринишдаги даражали каторларни у’рганишни келишиб олинган эди. 
Шуни эътиборга олиб, f  (x) функциянинг (14.48) куринишдаги Тейлор 
цаторини урганамиз.

Яна бир бор таъкидлаймизки, (14.47) цатор / (х) функция билан 
узининг коэффициентлари орцали богланган булиб, бу (14.47) цатор 
якинлашувчи буладими, якинлашувчи булган х;олда унинг йигиндиси 
/(х) га тенг буладими, бундан катъи назар, уни /(х) функциянинг 
Тейлор цатори деб атадик.

Табиий равишда куйидаги савол тугилади: качон бирор U6 (0) ора- 
лицда берилган, исталган тартибдаги ^осилага эга булган f (x)  функ­
циянинг Тейлор катори

у  а ж * .  =  т  +  Г Ж х +  Е А - * +  . . .  + 2 2 ™ , - +  . . .
п=0 п  1 * 1 ^ 1 П \

шу оралицда худди шу f(x) га яцинлашади?
14. 2 3 - т е о р е м а .  f(x) функция бирор (—г,г) (г > 0 )  сраликда ис­

талган тарт ибдаги цосилага эга  булиб, унинг х  =  0 нуцтадаги 
Тейлор цатори

/ ( 0 ) +  +  . . . + e L * B_|_...  (14.48)
' w  1 ! 2 !  п \  4 '

булсин.
Б у  цатор ( — г , г )  ораликда f (x)  га  ящнлашиши учун f ( x )  функ­

ция Тейлор формуласи

/(*) =  / ( 0 ) + /- ^ - x  +  r a . v2 +  . . . + ? Ш хп +  Гп{х) ( Н .49) 

нинг цолдиц %ади барча х £ ( — г , г)  да нолга интилиши (lim тп (х) =  0)
П—»00

зарур  ва етарли.
И с б о т .  З а р у р л и г и .  Аввало (14.48) цаторнинг коэффициент­

лари билан (14.49) Тейлор формуласидаги коэффициентларнинг бир 
хил эканлигини таъкидлаймиз.



(14.48) к;атор як,инлашувчи булиб, унинг йигиндиси f(x)  га тенг 
булсин. У хрлда бу каторнинг к;исмий йигиндиси

5 „ W  =  /(0) +  ^ ^  +  ^ ^ + -  • • +

учун
lim S n(x) — f{x)  ( V * 6 (  — г,  г) )
П—+оО

булади. Ундан эса V  х  6 (— r >г ) УЧУН
lim l f ( x ) -  Sn (х) ] =  lim rn{x) =  О
П—юо П-+оо

булиши келиб читали.
Е т а р л и л и г и .  V  х 6(— г,г)  да l i m r „ ( x ) = 0  булсин. У Х°лда

1 гг—>оо

lim I / (jc) — S „ (*)] = 0  булиб, ундан эса
П—> оо

lim S„(x)  =  f(x)
П—>mJ

булиши келиб чикади. Бу эса (14.48) к>атор (— г,л) да яцинлашувчи 
булиб, унинг йигиндиси f(x) га тенг булишини, яъни

Ю - т + ^ , +  < & * + ■ ■ ■ + & * * + ■ ■ ■  <*>

эканлигини билдиради. Теорема исбот булди. „  „ ТГ|ПИ.
Одатда (*) муносабат уринли оулса, f(x) функция Тейлор ^атори

га ёйилган деб аталади. дл.
14.24-теорема.  Агар f (x) функция  (—г, г) (г > 0 )  сраликда

ражали каторга ёйилган булса:
f(x) =  a0 +  a1x +  a 2x2 +  . . . +  ап хп+  . . ( 14-5°)

бу  цатор /  (х) функциянинг Тейлор цатори булади,
Ис б о т .  14.21-теорема ва унинг натижасига кура (14.50) даража- 

ли катор (— г ,  г) ораликда исталган марта (хадлаб) дифференциалла- 
нувчи булиб,

/'(* ) =  \ - a i - \ - 2 a ix - t Z a ix2 +  . . . + п а п хп~ 1 +  . . . , 
f " ( x ) = ) - 2 - a 2 +  2-3a.öx +  . . . + п - ( п — \ ) а п хп- 2 +

/ '" (* )  =  1-2-3-а*+ • • • +  л(/г — 1)(гс—2)а„ х"“ 3 +  . . . ,

= 1 - 2 - 3  . . .  (я — \ )п а п +  . . .  ,

булади. Кейинги тенгликларда х =  0 деб куйидагиларии топамиз: 
/ ' ( 0 ) ___ Г ' (01 „ _  У "  (0) _ _ _ а =  /<«>(0)



/ ( * )  =  [Ф) + ^ - Х  + -^Р-Х*+ . . . +  / (П)(0) ,П +II 2! „] * г  ’ ' •
Бу эса теоремани исботлайди.

М и с о л ,  Ушбу
• __1_

/  (*) =  е Х* • агаР х ф  О булса,

0, агар * =  0 булса 

Функцияни ^арайлик. Ву функция ( -  сю, +  со) да барча тартибдаги ^осилаларга

а) х  Ф  0 булганда

Г  М =  4 "  е *' >х3

/ 6  4 \ — —

__ 1_
{(П) ( х ) = р  ( - М  е х’

бунда Р { и ) — и нинг рационал функцияси. Бу
_  _1_

}{п) (х) =  Р ( - ^ ) е  ** (л = 1 , 2 ------- ) .

муносабатнинг туррилиги математик индукция методи ёрдамида курсатилади.
. „ „ 7  * ~  Г булсин. Берилган функция х  =  0 ну^тада барча тартибдаги хосила- 
ларга эга булиб, улар нолга тенг булади:

?п) (0) =  о (п =  1, 2___ ).

^а^и^атан ^ам,

и . . .  ? (Х̂ f Ф) .. 1[ (О) — 11т ------------------=- ]1т  —  *е =  О, /' (0) =  0
х-+0 х *-*0 л: 1 }

Г  (0) ^ Л ! & = х т _  _  т ; ± и  ,  ш» Л . Л (0),

, «  (о, =  , , т  Л : и ^ - 1 я - » т  = _1  р ( М 7  _  о,
х-*0 X лг->0 X \  X )

Умумий ^олда,  ̂(0)—0 ( п =  1 , 2 , . . .) булишини математик индукция методи 
ердамида курсатиш мумкин.



Демак, берилган функциянинг х — 0 иу^тадаги барча тартибдаги хосилалари 
нолга тенг экан.

Бу функциянинг х  =  0 нуцтадаги Тейлор катори

булиб, унинг йириндиси 0 га тенг.

Келтирилган мисолдан куринадики, бирор ораликда^ исталган тар­
тибдаги хосилага эга булган баъзи функцияларнинг Тейлор к;атори шу 
оралиада каралаётган функцияга якинлашмаслиги мумкин экан.

К,уйида функциянинг Тейлор каторига ёйилишининг етарли шарти- 
ни ифодаловчи теоремани келтирамиз.

14.25-теорема,  ¡{х) функция бирор  (— г ,г )о р а л и ц д а  исталган  
тартибдаги хрсилага эга булсин. Агар  шундай узгармас М  > 0  сони 
мавжуд булсаки, барча *6(— г, г) хрмда барча п — 0, 1, 2, . . .  учун

тенгсизлик бажарилса, у  холда (— г , г) ораликда } (х) ф ункция  Тей  
лор каторига ёйилади, яъни

оо

/ W - V i S l /  =  /(II )+ i 2 i «  +  ö ! i  +  . . .  (14.50
п\  11 21О

И с бот .  / ( х) функция учун Тейлор формуласи

/(х) =  /(0) +  И х  +  ^ - * 2+  . . . +  + г п (х)
' v у ' w  и 2! п!

ни ёзиб, унинг Лагранж куринишидаги колдик, ^ади

Г п  ( х )  =  1 — П Т Г Г  х " + 1 ( 0 <  0 <(n+ 1) !
ни олайлик. У ^олда 

булади. Агар

l i m  гП + 1  =  о
п~*оо (п _|_ 1) |

булишини эътиборга олсак, у холда
lim rn (х) — 0 * 6 ( — г, г)
П—>00

эканлигини аниклаймиз. Бу эса (14.50) муносабатнинг уринли булиши- 
ни билдиради. Теорема исбот булди.

2. Э л е м е н т а р  ф у н к ц и я л а р н и н г  Тей  л о р  ц а т о р  л а р и .  1 .  
f{x) =  ex ф у н к ц и я н и н г  Т е й л о р  ц а т о р и .  Маълумки, j ( x )  =  ex 
функциянинг (ихтиёрий чекли [— а, а] ( а > 0 )  оралшухаги) Тейлор фор­
муласи

е* =  1 +  - £  +  £ 1 +  . . .  +  l L  +  rn {x)
1! 21 п\



булиб, унинг колдик, ^ади эса Лагранж куринишида куйидагича була­
ди:

r* м  “  Т м Л Т Т  (°< 0 < 1)
(^аранг, 1 - ^исм, 6 -боб, 7-§). бир х £ [  —  а,  а ] ( а > 0 )  да е9* < е а 
булишини эътиборга олсак, унда

ап+ 1
Iгп (х)| < ------------еа

1 (л+1)!
эканлиги келиб чикади ва п - + о о  да у нолга интилади. Демак, ихти- 
ёрий чекли х  да

e * = V í L  =  i + i + A +  +  * "  4 .
¿ » !  1! 2! ' - +  • • ’
п=О

булади.
2°. /(х) =  sin л: ф у н к ц и я н и н г  Т е й л о р  ^ а т ори .  Маълумки 

f  (х) =  sin х функциянинг (ихтиёрий чекли [— а, а] {а >  0) ораликдаги) 
Тейлор формуласи.

sin х  =  х — — 4- — — . . .  4- (— *2л-1 i г /„\
3! 5! ^  ' (2л — 1)!

булади. Бу формула цолди^ ^адининг Лагранж куринишидан фойдала- 
ниб (^аралсин, 1-цисм, б-боб, 7-§) V ^ 6 [ - a , a ]  ( а > 0 )  учун

\г2п{х)\ <  _^2п+1 
(2л + 1)!

булишини топамиз. Ундан
lim г2л (х) — 0
Л-Ч-ОО

булиши келиб чикади. Демак, V  х  учун
оо

s i n x =  'V e — I)" -1 _ _ íü l!_  =  x — — -f — _  . +
A á  (2л — 1)! 3! ' 5! ^П=1

чч« , J2n—l
+ ( —  ____________ +  . . .

(2л — 1)!
булади.

3°. / (х) =  cosх ф у н к ц и я н и н г  Т е й л о р  ^ а т о р и .  Бу функция­
нинг Тейлор формуласи

„ у2 *>4 yQ o-,
c o s  х  =  1 ------- --— (- —---------—  +  . . . +  ( —  1 ) "  х  4 - Гоп (х)

21 4! 6! V '  Щ Г  W

цолди^ ^адининг Лагранж куринишидан фойдаланиб (каралсин, 1-кисм, 
б-боб, 7-§) V * £ [ — а, а] ( а > 0 )  учун

\Г2п (Х)| < _ ' ’2'1+2
(2 л +  2)! 
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( _  1 )" хп+1

Н т г 2п(х) =  0
Л-*оо

булиши келиб чикади. Демак, V х  учун
^  у2п .  х 2 . X х , / 1\л Х 2п I

созх =  2 ( - 1)л -(2^т= 1' ¥  +  7 Г "  • • •  + (  } Тздт
п=О

4°_ Дх) =  1п(1 +  х) ф у н к ц и я н и н г  Т е й л о р  к а т  ори.  Маълум- 
ки бу функциянинг Тейлор формуласи куйидагича булади.

! „ ( ! + , ) = * - у  +  | - Т +  + ( - « " - т + г - м -
Бу формулада х 6 [0, 1 ] да гп ^олдик ^адии Лагранж куринишида 
куйидагича ёзиб

(х) — „ , , ’
(п +  1) (1 +  0*) +

унинг учун

М * > 1 < 7 Т Т  ( ! 4 ' 5 1 >

булишини, х £ [ — а, 0] ( 0 < а < 1 )  булганда эса г п(х) колдик, хаДни 
Коши куринишида куйидагича ёзиб

УНИНГ учун
М * > 1 <  <14-52)

булишини курган эдик (1 - кием, 6 -боб, 7-§).
(14.51) ва (14.52) муносабатлардан Нт/"п( х ) = 0  булишини топамиз.

П-+ао
Демак, V  х 6 (— 1, 1 ] Да

■жгч , уП X 2 , х 3 , I

1 п ( 1 + х ) = 2 ( - 1 ) п " , - г - = ^ - т  +  т +  +

4- ( _  I)"-1 + . . .  (14.53)
п

б^ЛЩуни таъкидлаш лозимки, 1п(1 +  х) функция (— 1, +  °°) оралщ - 
да берилган булса хам бу функциянинг Тейлор катори— (14.53) му- 
носабат (— 1,4-1] ярим интервалда уринлидир.

5°. ^ (^  =  (1 -)-х)а ф у н к ц и я н и н г  Т е й л о р  к а т о р и .  Бу функ­
циянинг Тейлор формуласи

{ 1 + х Г  =  1 + ^ х +  ^ И х^ +  . . .  +



булиб (каралсин, 1-кисм, 6 -боб, 7-§), унинг цолдик; ^ади Коши кури- 
нишида куиидагича булади: '

г /Л « (а  — 1) . . .  (а —я)
тп (X) =  ------------ - ------------ ( 1 + 0  х)а~ п~ 1 (1— 0)" *"+« (0 <  0 <  1).л!

Уни ушбу

г. м = ^ '  ■ ~ » ■
„! П Т ? 7 )

куринишида ёзиб оламиз.
Агар — 1 <  л :<  1 булганда: биринчидан. Пш — (а — 1) (а —

0\ г/ П—*оо п\
/) . . .  [(а 1] — ( п — \ ) ] хп =  0, чунки бу яцинлашувчи

со
1 +  У  « ( « - ' ) • ■  • ' « - » ! +  1) п 

^  »«

цаторнинг умумий хади (бу каторнинг якинлашувчилиги Даламбер ало- 
матига кура курсатилади), иккинчидан, |сс л:| (1 — |л:|)“-1 <  сс л: (1 +

+  0*)“ !<  |а * |0  +  \х\)а *, ва ни^оят, учинчидан 
<  1 булганлигидан П т  г п ( х ) =  0 булиши келиЗ чщади

1 —е
1 + е*

1 — 1
1 + е*

<

п-*оо

Де.мак, \ х \ <  1 да

+

а (а — 1) 
21

а  (а  — 1) . . .  (а — п +  1)

булади.
я! хп +

10- §. Функцияни куп^ад билан я^инлаштириш

 ̂Маълумки. ^функция математик анализ курсида урганиладиган асо- 
сий объект. Купгина масалалар зса, функцияни хисоблаш (берилган 
нуцтада цииматини топиш) билан боглиц. Функциянинг мураккаб були­
ши бундай ^исоблашларда катта цийинчиликлар тугдиради. Натижада 
функцияни унга Караганда содда ва ^исоблашга цулай булган функция 
билан якинлаштириш — такрибий ифодалаш масаласи юзага келади.

Функциянинг даражали каторга ёйилишидан, уни такрибий ^исоблаш- 
да кенг фойдаланилади. Бунда функцияни даражали катор цисмий йи- 
гиндиси билан алмаштирилиб, функциянинг берилган нуцтадаги кийма- 
тини топиш купхаднинг шу нуцтадаги ^ийматини ^исоблашга келтири- 
лади. Даражали цатор ^тузилишига кура содда булиши, унинг цисмий 
йигиндиси эса оддий куп.^ад эканлиги функциянинг берилган нуцтада- 
ги цийматини эффектив з^исоблай олиниши мумкинлигига олиб келади.

Шуни ^ам таъкидлаш лозимки, бундай имконият фак,ат «яхши» 
функциялар учун, яъни исталган тартибдаги ^осилаларга эга булган 
ва маълум шартни цаноатлантирган (каранг 14.23-теорема) функциялар 
уч\н мавжуд булади. Ихтиёрий узлуксиз функция берилган булса, уни



бирор кугцад ёрдамида тацрибий ^исоблаш мумкин булармикан деган 
савол турилади. Яъни функцияни купхад С'илан такрибан алмаштирищ 
имкониятини аналитик функциялар синфидан узлуксиз функциялар син- 
фига умумлаштириш масаласи пайдо булади.

1885 йилда мапдур немис математиги К. Вейерштрасс томонидан 
узлуксиз функцияни купхад билан яцинлаштириш мумкинлиги курса- 
тилди. Бу факт куйида келтириладиган теорема оркали ифодаланади.

1 4 . 2 6 - т е о р е м а ( В е й е р ш т р а с с т е о р е м а с и ) .  А гар f(x) ф ункция  
[О, 1] сегментда берилган ва узлуксиз булса, у  холда шундай

Р п М  =  ао +  a i х +  а 2 х  + ......... +  ап хп
купцадлар топиладики

lim sup \f(x) — Pn( x ) \ = 0
ГС—ю о 0 < * < 1

булади*.
Бу теореманинг турлича исботлари мавжуд булиб, биз унинг Берн­

штейн кугщадлари ердамидаги исботини келтирамиз.
14.10-таъриф.  f(x)  функция [0, 1] сегментда берилган булсин. 

Ушбу

k=0
х)п- (14.54)

купхад f(x) нинг Бернштейн купхади деб аталади.
Бернштейн купхади л-даражали купхад булиб, унинг коэффициент-

лари /(х) функциянинг — (& =  0, 1, 2 , ........ .. п) нукталардаги ^ий-

матлари оркали ифодаланади. Масалан, п =  1, п - 
ß,(/,-v) =  /(0) +  [ / ( l ) - / ( 0 ) ] x ,

2

2, п =  3 булганда

2 / 2 /(0)

B.3 (f,x) =  f(0) +
1з / f y - 3 / ( 0 )

X +

3 / ( 0 ) - 6 /

- f  (0)1 Xs

/ (0)  — 2/  j- -̂J +  /(1)

+  3 / ( i x2 -f-

булади.
14.27-теорема ( Б е р н ш т е й н  т е о р е м а с и ) .  Агар ¡(х) функция  

[0, 1] сегментда берилган ва узлуксиз булса, у  холда

lim sup| /(x) — Bn(f, х) 1 =  0
П-+оо 0<х<1

булади.
Аввало битта лемма исботлаймиз.

^Функция берилган ва узлуксиз булган орали^ ихтиёрий сегмзитдан иборат бул - 
ган з̂ олда теореманинг исботи 183- бетда келтирилади.



14.1. Л е м м а .  У ш бу
П

2 ( ~ Г ~ х \ СпХк { \ - х ) п~ к =  ~ — -  ( 0 < * < 1 )  (14.56) 
к = 0 ' П

айниятлар уринлидир.
И с б о т. Маълумки, V  а, Ь 6 Я учун

(а +  Ь)п = 2  Сп акЬп~ к ■
А=0

Бу айниятда а =  х, 6 =  1 — х (0 <  х <  1) деб олинса, ундан

2  С* ** (1 -  .г)”-4  =  [х +  (1 — х)]п =  1
А=0

булиши келиб чикади.
(14.56; айниятни исботлаш учун ушбу

" к

А=0 к~0

йигандиларни ^исоблаймиз. 
Агар

Г к п ( п —  1) . . .  (л — к +  1)С„ = -------------------------------------

эканлигини эътиборга олсак, у ^олда

с к _  А  » ( я — Ц • • ■ (и — 1) __ (л — 1) (л — 2) . . .  {п — к +  1) _  
п п ~  п к1 (к — 1)1 ~

=  С*11, (14.57)

2  7  ^  ^  (1 =  2  т  = 2  С»=1 ** о  -*=о *-1 " ¿Й
П

- х Г к = х 2  с*= 1 / - 1( 1 - х г ,- ^ - 1> = х [ х + ( 1 _ х ) Г 1= х .

булишини топамиз. Энди

л2 X (1 Л')
й=0

йириндини хисоблаймиз.
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* Г * =  2 1  - * ) “-*  =
¡“ 0 " A=0

= j ± ^ ^ C k- \ x k { \  - x ) n- k +  2  ~ t  C n - \  ** (1 — x)n~ k =
*=o n k=l

Л b=ik=2

_  *у-1-<*-1> =  *2 [X +  (1 -  x ) f - 2 +  x  [x +  (1 -  X))"-1 =

2 , * n  - * )=  X +  n

Бу ^амда юкоридаги (14.56) ва (14.57) муносабатлардан фойдаланиб., 
цуйидагини топамиз:

t h \ !  ,  , о х (  \ — х) _ 9 у х (  \ — х) 
У { - - х ) Сп Х к ( 1 - х ) п- к =  х2 + -----—  “ 2* +  * =  ~ ^ '

Лемма исбот булди.
Бу леммадан цуйидаги натижа келиб чикади.

1 4 .3 -н а т и ж а . Ихтиёрий х 6 [0 , 1] ва n £ N  учун

V  I - ___v l2 r k  ..к ,
äU\  

к= 0
J - X )  СпХк (\ — х)п 4 п

(14.58)

булиб,
булади. j

Х,ацицатан ^ам, ихтиёрий х £ [ 0 ,  1] учун х{ \  х) <  —

(14.56) муноса*атдан (14.58) тенгсизликнинг уринли булиши келиб чи-

^  Д Б е р н ш т е й н  т е о р е м а с и н и н г  и с б о т и .  Юкоридаги (14.54) ва 
(14.55) муносабатларга кура

в „ М - / М  =  ¿ [ / ( т ) - Н с » А 1 - * Г 1  ( 1 4 ' W >к=О L
булади. „

f(x) функция [0, 1] сегментда узлуксиз. Демак, Кантор теоремаси-
га асосан у rnv сегментда текис узлуксиз булади, яъни V  е >  0 олин-
ганда ^ам, шундай б >  0 топиладики, V  х', х" 6 [0, 1 ] учун —
—  х"\ <  б булганда | /  (х") — /  (х') | <  у  тенгсизлик бажарилади.

Юкоридаги (14.59) йдаинди /е нинг k =  0, 1 ,2 ,  . . . , п кийматлари 
буйича йирилган. Бу йигиндининг ^адларини k нинг

k | < б  (х6[0, 1])



тенгсизликни каноатлаитирувчи кийматлари буйича ^амдд k нинг

> Ь  (*£[0,1])I *
п

тенгсизликни каноатлаитирувчи к™матлари буйича ажратиб, улардан 
ушбу

V
Jmd

k: I—--- л| <б
I И

k \  I----------х  > 6

- f { x ) \ c knxk( \ - x f - k

ларни х°сил киламиз. Равшанки,

Bn ( f , x ) - ' { x ) =  % f { ^ ) - î ( x ) } c kn xk { \ -  
/6=0 L 4 ' J

= 2  ['( I ) - H  c“v < ' + 2

■ x f - k =

f  -  -
k \ -------x \  <  Ô k \ ------- x\ >ô

- f ( x ) \ c knx k( l - x ) n- k ( 14 .60)
булади.

Энди кейинги тенгликнинг ÿHr томонидаги йигиндиларнинг хар би- 
рини алохида-ало^ида ба^олаймиз.

2  | / Ш -Ск х к ( \ - х ) п~ к
k; -----X <б

I п  I
к ' . ------- х\ < 0

I "

" /  М  | Сп х к (I — х)п~ к <Z ~~ е 2  Скх к(1

к : ------- х\ <6

k=0

k: -----дг
п

< 2  Ai (14.61)
ê :-----дг >б

бунда Ai =  max | /  (лг) |.
0 < л < 1



Arap l i — х I >  б булганда ( - ---- x Y . - j -  >  I булишини эътиборга
П |  \ п J ö2

олсак, у з^олда

. л » - *  ^  J -  V  ( А .  Х 22  С ^ ( 1 - * Г *  <  2  ( t “ xj (1~ х) <  
ft;| Í - _ J > 6  *: |— -*| >8

I п I , ^
1 V  ( k v'lV* к ,, Vn-k

< Т > ± и ~ х ) СпХ {Х~ х) k=0 х '
булади. Юкорида келтирилган лемманинг натижасидан фойдаланиб, ку- 
йидагини топамиз:

2  Сп х (1 х) in(¡.¿

k: 1—--- jcI >6
I П I

Демак,

C„ x (1— x f
i k I £4:---- x >6

M
2 n 63

(14.62)

Натижада (14.60), (14.61) ва (14.62) муносабатлардан

| ü ( f . x H W | < y e + - ¿  (V x 6 [0, 1])

булиши келиб чикади. Агар я  ни d )>  килиб олинса, у з^олда
J 2  О2 8

I Bn(f, х ) - / ( х ) | <  J + Y = e  

булади. Бундан эса
1 im sup IВп (/, x) — / (x) I =  0
п-юо 0<x<l

булиши келиб чикади. Теэрема исбот булди.
Энди f(x) функция [а,Ь] сегментда бэрилган ва узлуксиз булсин. 

1^уйидаги
*  1 аÍ — --------х ------------

b — а Ь — а

чизшуш алмаштириш [а, Ь] сегментни [0, 1] сегментга акслантиради.. 
Бу алмаштиришдан фойдаланиб, ушбу

Ф(0 =  /(а  +  ( 0 - а ) 0  (14.63)
функцияни з^осил циламиз. Бу ф(0 функция [0, 1] сегментда берилган 
ва шу сегментда узлуксиз булади. У з^олда Бернштейн теоремасига 
кура

lim sup \ B n ( y , t ) — ф(/) I =  0 (14.64)
Г -*оо 0 < л :< 1



А=--0 V
<{Н.63) ва (14.64) муносабатлардан

В п (Ф, о = 2 3  Ф ( — ) Сп 1к (1— 0 П—*. 
к —.  О V л  /

булини келиб чикади, бунда
П

х  — а"!«—*
Ь — а

( х — а)’1 (Ь— х)п- \  
(Ь — а)п

Шундай цилнб каралаётган оралиц \а, Ь\ сегментдан иборат булган 
холда цуйидаги теорема (Вейерштрасс теоремаси)га келамиз.

1 4 . 2 8 - те о р е м а  ( В е й е р ш т р а с с  т е о р е м а с и ) .  Агар /  (х) ф ун к ­
ция [а, Ь] сегментда берилган ва узлуксиз булса, у  холда

Гарчи Вейерштрасс теоремаси /  (х) функцияни В п (Д х) кущад би- 
лан яцинлаштириш мумкинлигини ифодаласа-да, якинлашиш хатолиги

ни бахолаш имконини анщлаб бермайди. Кейинги урганишлар гп (/, х) 
нинг нолга интилиш тартиби, якинлаштириладиган /  (х) функциянинг 
узлуксизлик модулига (1 - кием, 5 -боб, 9 -§  га царанг) бо р л и к  эканли- 
гини курсатади.

14 . 29 - те оре ма .  Агар / (х) функция  [0, 1] сегментда аницланган  
ш  узлуксиз булиб, Вп (/, х) эса унинг Бернштейн купуади булса, 
у  х1олда

булади, б ун д а  со (б)— / (х) функциянинг узлуксизлик модули. 
И с б о т .  (14.59) формуладан фойдаланиб, цуйидагини топамиз.

П т  вир В М , - — ? ) — ¡ ( х) = 0

булади.

Гп (Л * ) = /  ( х ) ~ В п V, X)

(14.65)

I Вп (/, х ) - / ( х ) | <  ^  / ( - ) - / «  Сп *к 0  - * ) " - *
ь—п \ п }



' V - ' «
<с о) 

<

----X
У п

x \ V n + l о

----X

булиб, натижада
П

1 Вп (/, * ) - / ( * ) ! <  |У я  2
£=&

булади.

C*xk (1 — х)п~ к йдаиндини

.У«"/

С* х4 (1 — x f ~ k +  1

Энди V  
к=0

/г—О
X* (1 — х)"-* ] / С* х* О — * Г

куринишда ёзиб, унга Коши — Буняковский тенгсизлигини (^аралсин, 
12-боб, 1-§) куллаймиз: ^

2  \ — — x \ y r c i x k { \ — x f - k Y c * xk (1 ~ x )n~ k <
A=0

< / £
* - - x ) '  C‘ x* (1 -  X T -  \  f  2  c ‘, x ‘  U —  X T '  -
n J " » *=0

*) 1
—  Si 2 V n-

Демак,

I в ,  (/,  X) - /  W I«  [ V n  + г  + 1Н т = ) - т “ Ш -

Теорема исбот булди. *
Хусусан, /  (х) функция '[О, 1] ораликда / (х) хосилага эга булиб,

1] учун | ( х ) | < М  ( М  — const) булсин. У ^олда, Лагранж 
теоремасидан фойдаланиб ^уйидагини топамиз:



мsup \Вп (f, х) — /  (х) 1 <
Оо<1 2 Уп

булади.

15- Б О Б 

МЕТРИК ФАЗОЛАР

Ю^оридаги баёнимиздан маълумки, математик анализнинг биз урганган барча 
асосий тушунчалари (лимит, узлуксизлик, ^осила, интеграл, яцинлашувчилик ва 
^оказо) турли тупламлар (R, Rm , С [а, Ь] ва ^оказо) элементлари кетма- 
кетлигида лимитга утиш амали орцали таърифланади. Бу амал ^ар бир тупламда 
узига дос киритилган эди. Масалан,

1) Да {хп\ ’• x i> *2’ • • • > хп> ■ • • (хп £ R ,  п — I, 2, . . .  ) кетма- кетлик бе­
рилган булсин. Унинг лимита цуиидагича таърифланар эди:

V е >  0 сон олинганда ^ам, шундай п0 £iV топилсаки, барча п >  п0 учун

I хп — а | <  е (а £  R)
тенгсизлик бажарилса, у холда а сон {хп} кетма-кегликнинг лимити дейилади.

2) R m да берилган {л:"}:

*П ). *{2)............х(П)< ••• (*(n> =  (x 'i K x f ............... *£> )£  Rm, п =  1, 2 , . . .  )

кетма- кетлик лимити цуйидагича таърифланар эди:
¥  е >  О сон олинганда ^ам, шундай п0 £  N топилсаки, барча п >  пд учун

V  (*<?> -  а.)2 +  ( x f - a s ) * + . . . + ( x % > - a n )2 <  е 

(а =  (аи  а„.............ат) £ Rm)

тенгсизлик бажарилса, у >$олда а нуцта {х (п)} кетма-кегликнинг лимити деб ата- 
лади.

3) С [а; Ь] да {/„ (*)}: f t (х), /2 (х) ........... fn (х).............  (/„ (*) £

£  С [a, b], п =  1 , 2, . . .  )

■функционал кетма- кетлик берилган булсин. Бу функционал кетма- кетликнинг ли­
мити ^уйидагича таърифланар эди:

V е >  0 сон олинганда >;ам, шундай па £ N  топилсаки, барча я >  я0 учун

sup I /п  (* )  —  / ( * ) |  < е  а<*<6

тенгсизлик бажарилса, у холда /  (х) функция {/„ (*)} функционал кетма- кетлик­
нинг лимити ({/„ (х)} функционал кетма-кетлик / (х) га текис я^инлашади) деб 
зтзлэди.

Агар \ Хп — а\  мицдор R даги лгя ва a ( x n £R ,  a £ R ,  п =  1, 2, . . .  ) нукта- 
•лар орасидаги масофа — р (хп, а) ( 1- кием, 1 - боб, 10-§),

)2 + ( Л П)- а 2 )2 + . . . + ( C “ «m )2 (x{n)£ R m, п =  1, 2, . . .  )

миедор R m даги хп е э  а ну^талар орасидаги масофа р (хп, а) (1 2 -боб 1-§) ,  з̂ амда
sup | /„  (х) — I (х) | 

а сх< Ь

МИ1\Д°Р »са С [а, Ь] нинг jn (х) ’{п — 1 , 2, . . .  ) ва /  (х) элементлари орасидаги 
масофа —  р (/„ (х), /  (j:)) (1-i^hcm, 5 - боб, 11-§) эканлигини эътиборга олсак, R  ,



# т ,С[а,&] тупламларда, уларнинг элементларидан тузилган кетма-кетликнинг лимита 
м а с о ф а  т у ш у н ч а с и г а  асосланганлигини курамиз.

Бир томондан /?, Ят, С [а, Ь] тупламларнинг турли табиатдаги элементлардан- 
ташкил топганлиги, иккинчи томондан эса уларда лимитга утиш амалининг фа кат 
масофага асосланишдек умумийликка эга булиши, табиий равишда бу тупламларни 
умумий ^олда ^арашга, яъни ихтиёрий туплам элементларп орасида массфа тушун- 
часини киритиб, уни урганишга олиб келади.

1-§. Метрик фазо

Е — ихтиёрий туплам булсин. Бу тупламнинг узини узига тугри (Декарт) к у -  
пайтмаси

Е X Е =  {(л:, у ) : х £ Е ,  у £ Е }
(каралсин, 1 - кнсм, 1-боб, 1-§) ни олайлик.

Маълумки, дастлабки тушунчалар цаторида ихтиёрий А  тупламни В туплам га 
акслантириш

} : А - +  В
тушунчаси кеятирилган эди (1-цисм, 1-боб, 3-§) .

Энди А =  Е Х Е ,  В — (1?.  ̂— барча манфий булмаган вди^ий сонлар туп-
лами) деб ушбу

р : £  х £ - > # +  (р =  р (х,  у)) (15.1 >

акслантиришни ?;арайлик.
15.1- т а ъ р и ф. Агар р : Е X Е -> Я+ акслантириш учун
1°. у  х, у £ Е  учун р (х, у) > 0 (р (х, у) =  0 муносабат х =  у булгандагина 

бажарилади),
2°. V х , у £ Е  учун р (х, у ) =  р (у, х) (симметриклик),
3°. V х, у, г £ Е  учун р (х, « / ) <  р (х, г) +  р (г, у) (учбурчак тенгсизлиги) 

шартлар бажарилса, у ^олда бу р акслантириш масофа (метрика), Е туплам эса 
метрик фа о деб аталади. Метрик фазо (Е, р) каби бзлгиланади. 1° — 3 - шартлар. 
метрик фа о аксиомалари дейилади. Метрик фазо элементларини шу фазо ну^та- 
лари ^ам деб аталади.

М и с о л л а р .  1. Я тупламни олайлик. р акслантириш ^уиидагича аник,ланса,
Р (х, у) — \ х — у | (V х,  у £ Я),

1-^исм, 2 -боб, 10-§ да исботланганга кура бу р (х, у) учун 1° — 3°- шартлар ба­
жарилади. Демак, р (х,  у) — масофа ва (Я, р) — метрик фазо.

2 . Ят тупламни олайлик, р (х, у) акслантириш ^уйидагича аниклансин:

р (х, у) =  |/"(У1 — х ^ 2 +  (у2 — х2)2 +  . . .  +  ( у т — х т)2 =

=  ] /  2 (г/*-**)2.

Ю^срида, 12-боб, 1-§ да бу р (х, у) учун 1° — Зэ-шартларнинг бажарилиши к у р - 
сатилган эди. Демак, р — масофа, (/?т , р) — метрик фазо.

3. С [а, 6] тупламни курайлик. р акслантириш цуйидагича булсин:
р (х, у) =  т ах  | х (/) — у (0 | ( V х  (¿), у(1) £  С [а, Ь\),

а < К Ь

бу р (х , у) ю^оридаги 1° — 3°- шартларни цаноатлантиради (^аралсин, 1-^исм, 5 - 
боб, 11-§). Демак, каралаётган р — масофа, (С [а, Ь], р) эса метрик фазо. ^

4 . с — барча я^инлашувчи кетма-кетликлар (сонлар кетма-кетликлари) туплами 
булсин. р акслантириш ушбу
р (х, у) =  вир I хп — уп I, х =  (*!, хг............. .....  . .) £  с, у  — (уг, уг, . . .  , уп, • • ■ ) €  с

П



куринишда берилсин. 1- кием, 3 -боб, 4-§ да исботланганга кура бу р (х, у) учун 
Г — 3°-шартлар бажарилади. Демак, р — масофа, (с, р) — метрик фазо.
_ 5. т—барча чегараланган кетма- кетликлар (сонлар кетма- кетликлари) туплами 

булсин. р акслантириш 4 - мисолдагидек ^уйидагича берилсин:

Р (*> У )= sup | хп — уп \ (х={хъ х2............ хп, . . .  ) £ т ,П

У =  (Уи Уг............Уп, ■ ■ ■ ) в  т )-

Бу акслантириш учун 1° — 3°- шартлаонинг бажарилишини курсатиш кийин эмас 
Аввало р (х, у) > 0 булиши равшандир. Агар р (*, у) =  sup | х„ — уп I =  0 булса,

П *
ундан п N учун хп — Уп, яъни х — у булиши келиб чи^ади. Аксинча агар
х  =  у, яъни V п £  N  учун хп =  уп булга, ундан р (л:, у) =  sup | хп — уп | = 0  ’экани

келиб чи^ади. п
Иккинчидан р (х, у) =  р (у, х), чунки р (х, у) =  su? \ х п — уп \ =  sup | уп —

~ хп 1 =  Р (У, х). Энди * =  (*ь  х2, . . .  , х п, . . . ) £ т , у =  (у„  у , ...........Уп,П. , . ) с т
®а г — {zlt г2, . . .  , гп . . .  ) £ т булсин. Абсолют циймаг хоссасига кура

I х п гп I ^  I х п Уп | +  I Уп ~~ гп I (п  6  N)

булади. Бундан эса

I х п гп | <  sup | хп — уп | +  sup | уп — zn | 
п п

эканлиги келиб чи^ади. Аниц юхори чегара хоссасига кура

SUP I хп гп I ^  SUP I х п Уп I ~Ь SUP I Уп — гп I 
п п п

булади. Бундан,

Р (*. г ) <  р (лт, у) +  р (у, г).

Демак, р — масофа, (т , р) — метрик фазо.
... (£> Р) метрик фазо берилган. Е1 туплам Е нинг кием туплами, яъни El cz Е 
булсин. У холда Ei  хам Е  да киритилган метрика буйича метрик фазо булади: 
( ¿ 1, р). Бу метрик фазо таърифидан келиб чи^ади. Мисол келтирамиз. Равшанки 
барча рационал сонлар туплами Q барча хак!ций сонлар туплами R нинг кием 
туплами. Q с  R. (R,  р) метрик фазо эди. (Q, р) хам R  да киритилган метрика 
■буиича метрик фазо булади.

Укувчининг эътиборини яна битта фактга жалб этамиз. Агар F туплам берил- 
ган булиб, р: F X F —*• акслантиришлар турлича киритилиб, уларнинг хар бири 
1° _ 3°. шартларни бажарса, натижада турли метрик фазолар хосил булади. Мисол 
^араилик. Биз ю^орида С \а, Ь\ туплам берилганда ушбу

р (х, у) =  шах | * (0  - у  (0 | (* (0 , у (t) £  С [а, Ь])a<i<£>

акслантиришни аниь;лаб, у нинг 1° — 3°-шартларни бажаришини курсатдик ва нати­
жада (С [а, о], р) метрик фазога эга булдик.

Энди худди шу С [а, Ь] туплам берилганда р, акслантиришни куйидагича 
аниклаимиз:

P i  (х , У ) =  1 /  J [ x { t ) ~  y ( t ) ] 2 dt.  (15.2)
г а

Б у  р! (х, у) нинг 1° — 3°- шартларни бажаришини курсатамиз. 

188



(15.2) муносабатдан *ар доим р! (*, у) > 0 экани куринади. Агар V *£ 1°> 
да х  (0 =  у (<) булса, ундан ___________________

Р1 ( х , у) =  у  |  [х (0 — у 0 )Р  ^  =  О

булиши келиб чи^ади. Аксинча, агар

Р1 (*. у ) = у Г ! Iх (() — у (012 <и = о

булса, ундан V ¿б [а, УЧУН * (0  — ¡/ (0  булиши келиб чикади. Шуни исботлай- 
миз.

Тескарисини фараз килайлик. Бирор /0 (¿о 6 (а> ^)) ну^тада х ((д) Ф у  (г0), 
яъни, масалан, л: (/„) — у  (/*„) >  0 булсин. У ^олда узлуксиз функциянинг локал хос- 
сасига кура (каралсин, 1-^исм, 5 -боб, 7-§) (0 нуктанинг етарлича кичик 0) 
атрофи (Ц6 ((„ ) с  [а, Ь]) топиладики, V / £ И6 (/0) учун л: (<) — */ (0 >  0 булади. 
У >рлда

5 [* (0 — У (ОР л > о
а

булиб, бу р( (х, у) — 0 деб олинишига зид булиб колади. Демак, V 6] учун
* (0 =  </ (О булади.

Иккинчидан, р! (лг, у) =  рх (у, х) булади, чунки

/
~ь Г~ь '
|  [х (0 — у (<)Р Л =  | /  5 [(/ (0 — л (*)Р Л =  Рх (У, х ) .

Коши—Буняковск ий тенгсизлиги

[ /  НО ё  (О « « ] » < / } *  (О Л 5 (/) л
а а а

дан (^аралсин, 1 - цисм, 9 - боб, 7-§) фойдаланиб ^уйидагини топамиз:

\ и (0+£(*)Р^=  ? /а (О л  +  2 1 /(0 & (О л  +  I £2 М л  ^
а а а а

<  * / 2 (0  *  +  2 1 / "  (г  (/) л  $ ё2 (О <и +  I  ё 2 (0  л  =
а  К а  а  а

=  ( | / ^ ? /2 (0 л  + 1 /  * е * (0 л ) '
Демак,

11/ (0 +  г  (ОР л  <  | / ~  /  }2 (0 л  +  } / " / ® *  (0 л

булади. Бу тенгсизликда
/ ( / )  =  * (0 — г (0, ё  (0  =  г (0 — у  ( 0  (г ( 0  €  с  [а; 61) 

деб олинса, у холда

р / "  ? [х (0 -  У (ОР *  <  1 /  I [*  (О — г (ОР Л +

+  1^/" I [г (0 -  </ (ОР Л,

яъни

булиши келиб чицади.



^  акслан™Риш мас«Фа. (С [а, Ь], Р1) эса метрик фазо булади. Шундай цилио С [а, Ь\ туплам берилганда цуйидаги шундан

Р (*, г/) =  тах  | * ( / )  — у (() \ 
а<*<&

ва

Рх (*. у) = /  I*(0 -  у Ш  М

акслаитиртшларнинг ^ар бнрй масофа эканлигини курсатиб, натижада иккита турли 
[а, о\, р) ва (С [а, Ь\, р ,) метрик фазоларга эга булдик.

Ля™/^пипМпТРл" фазо® ги. баъзи биР тупламларни таърифлаймиз. ( £  р) метгак 
фазо прилган булсин Б у фазода бирор а (а £ Е )  элемент олайлик. ' Р

10.^ -т а ъ р и ф. Ушбу

{х  £  £  : р (х, а) <  г} ({х £  Е  : р (х , а) ^  л}) (г >  0)

? > ;!“« ?  4  деб " *
1 5 .3 -т а ъ р и ф .  Маркази а ну^тада, радиуси е (е >  0) булган очи^ шар

и & (а) =  { * £ £  : Р ( * ,  а) <  е }  
а ну^танинг атрофи (е- атрофи) дейилади.

3-боб,У2Г§)Н’ (^ ’ Р) М6ТРИК фЭ30Да а  ( а ^  нучтанинг атрофи (каралсин, 1 - Чисм,

(а) — Iх  6 К ■ Р (*, а) =  | л: — а | <  е} =  (а — е, а +  е) 

интервални, (Л* , р) фазода а (а =  (а,, а2, . . .  ат) £  /?'") ну^танинг атрофи

(а) =  {х £  Я т  : р (х, а) =  V ( х х — +  (*2 — а2)Н --------- Ь (хт — ат )2<  е}

эса 12- боб 1- § да киритилган сферик атрофии билдиради.
О (£ , р) метрик фазодаги бирор туплам булсин. Бу тупламда бипоп х„ нук. 

б^лсаки ЛИК” Х° (Х° € 6 )  НУКТаНИНГ ШУНДЭЙ и * <*«> ^ >  0^ атрофи м а в ж ^

(*о) с :  О
булса, у  з^олдз х0 ну^та О тупламнинг гмки нуцтаси дейилади

15.4-т а ъ  р и ф .  С тупламнинг ^ар бир нуь;таси унинг ички нуктаои булгя бундаи туплам оящ  т уплам  деб аталадиГ нуктаси сулса,
Масалан, (Е , р) метрик фазодаги ^ар цандай очи^ шар

А  =  { х £ Е : р  (х, а ) < г }  ( а £ Е ,  г >  0) 
очи^ туплам булади (солиштиринг: 12-боб, 1-§).

бирор Г £ РИА г ! о Т а^  " Л ?  Т̂ "ЛЗМ б^ЛСШ: Р с , Е - *  Эса Е  га тегишлирор ну^та. хп ^ ь .  Агар х0 (х0 £ Е )  ну^танинг исталган 1)ъ (х0) атрофида туп­
ламнинг х0 дан фар^ли камида битта нуцтаси топилса, х0 нукта Р тупламнинг ли -

я а з а & а д а :  *  —  '  * * А - и в г а ,

1* " и  '  т5,“ а‘т ™г
Ушбу_ У7 и р '  туплам Р  тупламнинг ёпилмаси деб аталади ва у Р  каби белги- 

ланади: Р — Р {] р ' .
Агар Р  (У7 Е) тупламнинг барча лимит нукталари шу туп- 

тегишли булса, яъни Р  с  Р  булса, Р ёпиц туплам  деб аталади.
Равшанки, Р  ёпи^ туплам булса, Р [) Р ' =  Р~= Р  булади.
Магадан, (£ , р) метрик фазодаги шар

В =  { х £ Е : р  (х, а) ^  г} ( а £ Е , г > 0 )
ёпи^ туплам булади.



М  — (£ , р) метрик фазодаги бирор туплам булсин.
15.6-т а ъ  риф.  Агар (£ , р) метрик фазода шундай шар

В =  {х £ Е : р (х , а) <  г) (а£ Е, г >  0)

топилсаки, M c i  в  булса, у ^олда М чегараланган тдплам деб аталади. Акс хол­
ла, яъни ^ар цандай В шар олинганда ^ам, шундай х £  М мавжуд булсаки, х ^ В  
булса, М тупламни чегараланмаган туплам дейилади.

Масалан, {Rm, р) метрик фазода шар, параллелепипед, симплекслар (^аралсин, 
12- боб, 1 - §) чегараланган тупламлар булади.

Шу метрик фазода ушбу
М — {*==(*!, хг, . . .  , хт) £  Rm : Xl > 0, х2 > 0, . . .  , хт > 0}

туплам чегараланмаган туплам булади.

2-§. Метрик фазода кетма-кетлик ва унинг лимити

Бирор (Е, р) метрик фазо берилган булсин. / з̂ ар бир натурал п (n£N)  сонга. 
Е нинг бирор муайян хп (хп£Е) нуцтасини мос ^уювчи акслантириш булсин:

/:/V->-£ ёки п-+хп (n£N,  *„££ ).
Бу f:N->E акслантиришнинг тасвирлари (образлари) дан тузил ган

x lt х2, . . ., хп, . . .  (хп£Е, п =1 , 2 ,  . . .) (15.3)
туплам (£, р) метрик фазода кетма-кетлик деб аталади ва у {хП} каби белгиланади

(15.3) кетма-кетликнинг бирор nL номерли х,^ г^адини, сунгра номери п1 дан
катта булган п, номерли х„ хадини ва ^оказо, шу усул билан (15.3) кетма- кетлик- ’ 2 
нинг ^адларини олиб, улардан ушбу

хп,* * • • •» Х/i » • • (^1 п.£<С.. . .  <С П/г <С• • •) (15.4)1 2 k
кетма- кетликни ^осил киламиз.

Одатда (15.4) кетма-кетлик (15.3) кетма-кетликнинг цисмий кетма-кетлиги 
деб аталади ва {хп } каби белгиланади.

Энди (£, р) метрик фазода
хи  х2, . . . ,  хп, . ..  (*„££, п =  1 , 2 , . . . )  (15.3)

кетма- кетликнинг лимити тушунчасини киритамиз.
(£, р) метрик фазода (15.3) кетма-кетлик берилган булсин, а ну^та £  га те- 

гишли нуцта булсин: а££ .
15.7-т а ъ  риф.  Агар \ / е > 0 с о н  олинганда ^ам, шундай nb£ N  топилсаки, 

барча п > п а учун р (хп, а) <  е тенгсизлик бажарилса, яъни lim  р (хп , а) — 0 бул-
п —*  оо

са, а нукта {х„} кетма-кетликнинг лимити деб аталади ва lim  хп =  а ёки хп->-а-
п —> оо

каби белгиланади.
Ю^орида келтирилган таърифга эквивалент булган ^уйидаги таърифни ^ам бе- 

риш мумкин.
15 . 8 - т аъриф.  Агар а нуцтанинг ихтиёрий Ue (а) ( V е >  0) атрофи олин­

ганда з̂ ам, (15.3) кетма-кетликнинг бирор ^адидан бошлаб, кейинги барча ^адлари 
шу атрофга тегишли булса, а ну^та (15.3) кетма-кетликнинг лимити деб атала­
ди.

Агар (15.3) кетма-кетлик лимитга эга булса, у яцинлашувчи кетма-кетлик 
дейилади. Одатда бундай я^инлашиш масофа буйича я^инлашиш деб аталади.

М^и с о л л а р .  1. (£,  р) метрик фазо берилган булсин. V х0 £ Е нуцтани олиб, 
ушбу

* 0 »  ^ О »  • • • у  * 0 »  • • •

кетма-кетликни ^осил ^иламиз. Равшанки, бу яцинлашувчи кетма-кетлик булади. 1



2. (Е, р) метрик фазо берилган булиб, бу фазо з;еч булмаганда иккита турли 
ну^таларга эга булсин. Бу ну^таларни х0 ва x¡ билан белгилаб (х0Ф х 1, х0 £ Е ,
xi £  Е) ,

х0> х1* х0* х1г х0>

кетма- кетликни тузамиз. Бу кетма-кетлик я^инлашувчи эмас.
3. (Q, р) метрик фазода к,уйидаги

, , - 1 ,  J - ,  .................

кетма-кетликларни карайлик. Бу кетма-кетликларнинг биринчиси | “ |  нинг ли-

мити 0 га тенг (0 £  Q). Демак, (Q, р) метрик фазодаги | — |  кетма-кетлик я^ин- 

лашувчи булади.

Иккинчи кетма-кетлик | |  1̂ +  ~ ^ jn |  нинг лимита е га тенг:

lim (1 +  — =  е 
П—>00\ ti J

(^аралсин, 1 - кием, З-боб, 8-§). Бироц e £ Q .  Демак, (Q, р) метрик фазода] ( 1+

1 \ п )
+  — | 1 кетма-кетлик якин.га'лувчи эмас.

Энди, хусусий лолларда, (£ , р) метрик фазо сифатида (R,  р), (Rm, р) Ва 
(С [а, Ь\, р) фазоларни олиб, бу фазоларда кетма- кечликнинг масофа буйича якин- 
лашувчилиги тушунчасини изохлаб утамиз.

(R , р) метрик фазодаги {*„}:

• • •» хп>■ • • (хп £ Я,  Л — 1 ,2, . . . )

кетма-кетлик >;ак,икий сонлар кетма-кетлиги булиб, унинг масофа буйича я^инла- 
шиши, 1 - к,исм, 3-бобда урганилган сонлар кетма-кетлигининг я^инлашишидан ибо- 
рат.

(Rm, р) метрик фазодаги { х (п)}:

х ^ ,  ........x(n), . . .  ( х ^ £ Я т, п — 1,2 , . . . )

кетма-кетлик R m тупламнинг х{п) =  (х[п\  х{'2' \ . . . ,  х[^) (п =  1 ,2 , . . . , )  ну^таларидан 
иборат кетма-кетлик булиб, унинг масофа буйича я^инлашиши координаталар бу" 
йича я^инлашишни билдиради (^аралсин 12- боб, 2-§).

ОС[а, Ь], р) метрик фазодаги (х), f2(x) ........f n (х)„ f „ ( x ) £ C  [а,Ь]; п =
=  1 ,2, . . .  кетма-кетлик функционал кетма-кетлик булиб, унинг масофа буйича 
я^инлашиши 14-бобда батафеил урганилган текис яцинлашишни ифодалайди.

Энди метрик фазода я^инлашувчи кетма-кетликларнинг хоссаларини келтира-
миз.

Io. Агар (Е , р) метрик фазода {*„} кетма-кетлик я^инла шувчи булса, бу кет- 
ма-кетликнинг лимити битта булади.

И с б о т .  {хп} (хп £ Е ,  п =  1 , 2 , . . . )  кетма-кетлик я^инлашувчи булиб, унинг 
лимити иккита: а ва b ( а £ Е ,  Ь£Е)  булсин:

lim р (хп, а) =  0, lim р (хп , Ь) =  О,
П-*00 Г2-ИЮ

яъни V е >  0 сон олинганда ^ам шундай па £ N топиладики, V п >  n¡¡ да р ( хп, а) <  
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е
< — , шунингдек шу 8 > 0  учун шундай п0 £  /V топиладики, У п >  л' да*

е — / _
Р (*л. Ь) < —  булади. Агар л0 =  шах (л0, ле) дейилса, унда у  п  >  я0 да бир ва^тда

Р (-«п. ° ) <  Р (■«л. bX ~ Y  бУлади- Масофа таърифидаги 3°-шартдан, яъни 

учбурчак тенгсизлигидан фойдаланиб топамиз:
Р (а. Ь) <  р (а,хп) +  р (хп, Ъ).

Демак, V е >  0 ва у  п > п 0 учун р (а, Ь ) <  е булиб, ундан р (а, Ь) =  0 булиши 
келиб чикади. Масофа таърифидаги 1°-шартга кура а =  Ь булади.

2°. Агар (£ , р) метрик фазода {хп} кетма-кетлик я^инлашувчи булиб, 
lim х п — а ( а £ Е )П—>оо

булса, у холда бу кетма-кетл икнинг хар кандай кисмий кетма-кетлиги |дг„ } (nL<
<  n2< . . .  <  nk < , . . . )  хам я^инлашувчи булади ва lim хп =  а. *

к—*00 k
И с б о т .  {*„} кетма-кетлик яцинлашувчи булиб, унинг лимити а га тенг бул- 

син; lim хп — а.  Бу {*„} кетма-кетликнинг {хп }: хп х„ хПи, . . .  кисмий
п —>оо Ä 1 J  Ä

кетма-кетлигини олайлик.
Модомики хп-+а экаи, унда у е >  0 сон олинганда хам шундай n0 £ N  топила- 

дИки, У п > п 0 учун р (хп, а) с  г булади. k->-oo да пк-+- ос булишидан m C N  топи- 
дЭдики, пт > п 0 булади. Демак, k >  т =$- пк >  л0 =* р (*„ , а) < е .  Бу эса
lim хп — а эканлигини билдиради.

*

3-§. Коши теоремаси. Тулиц метрик фазо

Биз ю^орида R даги (1-цисм, 3 - боб, 10-§), R m даги (12-боб, 2-§) ,  С [а, Ь\ 
даги(14-боб,  2-§) кетма-кетликларнинг якинлашувчи булишлари учун уларнинг 
фундаментал булишлари зарур ва етарли эканлигини (Коши теоремасини) куриб ут- 
дик. Математик анализнинг бу мухим теоремаси и х т и ё р и й  метрик фазо учун >;ам 
уринли буладими деган савол тугилади. Аввало, фундаментал кетма- кетлик тушун- 
часини киритайлик.

(Е, р) — ихтиёрий метрик фазо, {^я}:
> • • •» • • • (хп £  Е, п =  1,2 , . . . )

— ундаги бирор кетма-кетлик булсин.
1 5 . 9 - т а ъ р и ф .  Агар у в >  0 сон олинганда з̂ ам шундай n0 £ N  топилсаки, 

У п > п 0 ва у m > n 0 лар учун р ( хп , х т) <  е булса, {хп} фундаментал кетма 
кетлик дейилади.

R, R'n, С [а, Ь] фазолардаги фундаментал ва фундаментал булмаган кетма- кет- 
ликларга мисолларни биз говорила курган эдик. Яна битта мисол сифатида (Q, р) 
метрик фазодаги

1 \ i  1 \2 /  I \ л
+  1 )  ’ 1 + т )  ’•••’ ( 1 +  т )  ’ ••• (15-5)

кетма- кетликни келтирайлик. Qcz R  булгани сабабли (15.5) ни R  даги кетма-ке1- 
лик деб цараш ^ам мумкин. R  да бу кетма-кетлик як,инлашувчи, яъни

lim ( l  +  — ]  = е .
п—юо \  П )

Коши теоремасига кура j  |"l -f-— j |  кетма-кетлик фундаменталдир. Q да кири- 

тилган масофа R  даги р ( х, у) =  ¡х — у\ масофанинг айнан узи булгани учун \ ( 1 +
1 I

+  —  f кетма-кетлик (Q, р) да хам фундаменталдир.
л



Ихтиёрий (Е , р) метрик фазо берилган булсин. Ундаги барча яцинлашувчи 
кетма- кетликлар тупламини L (Е), барча фундаментал кетма- кетликлар тупламини 

Ф (Е) деб белгилайлик.
Юкорида биз келтирган Коши теоремаси R, R m, С [а, Ь] ларучун L (Е) =  Ф (Е) 

эканини билдиради.
15.1-т е о р е м а. Ихтиёрий (Е , pi метрик фазо учун L (Е) cz ф  (£), яъни- 

%ар щндай ящнлашувии кетма- кетликлар фундаментал булади.
И с б о т .  -Х,а^и^атан ^ам, {*„} (хп £ Е ,  я =  1,2, . . . )  я^инлашувчи булиб,

lim хп — а (а £  Е)
П-* ОО

булсин. Яъни V е >  0 сон олинганда ^ам, шундай п0 £  N  топиладики, V п >  п0 
учун

8
Р (хп, a) < ~ f

тенгсизлик бажарилсин. Масофа таърифидаги 3°- шартдан фойдаланиб, V п >  п0 ва
V т >  п0 лар учун

8 8
Р (Хп, Хт )<р (хп, а) + Р (а, xm) < Y  +  — =  z

булишини топамиз. Бу эса, {хп} нинг фундаментал кетма-кетлик эканини билдира 
ди. Теорема исбот булди.

Аммо Ф (£ )  с: L (Е) муносабат, яъни хар цандай фундаментал кетма-кетлик - 
нинг я^инлашувчи булиши ихтиёрий метрик фазо учун тугри булавермайди. Бош- 
цача айтганда шундай метрик фазо ва унда шундай фундаментал кетма-кетлик то­
пиладики, у  яцинлашувчи булмайди.

Мисол сифатида (Q, р) фазони ва ундаги (15.5) кетма- кетликни карашимиз 
мумкин. Бу кетма- кетлик, курсатганимиздек, фундаментал булса-да, яцинлашувчи 
эмас. Яна бир мисол келгирайлик.

(С [0; 1], P l) метрик фазода цуйидаги {*„}:

1 , х, х ? , . . . ,  х?, . . .

кетма- кетликни олайлик. Бу фундаментал кетма- кетлик булади. ^авдатан >;ам,
1V е >  0 сонга кура л0 =  —  деб олинса, унда V п >  п0, V m >  я0 учун

1 1 
р2 f xnt хт) — f (хп — хт)г dx =  f [х2П +  хгт — 2хп+т] dx =

о Ö
1 1 1 1 1 1 2

< п~ +  — ' Т “ < ё22л + 1  2m + l  n + m + 1 2 п 2 т 2 п0
ва демак,

р (х.п , х т) <  е

булади.
Биро^ бу {хп} кетма-кетлик (С [0,1] ,  р) метрик фазода якинлашувчи эмас 

(чунки

/ (х) =  lim хп =  ГО, агар 0 <  х <  1 булса, 
п~*со [  1 , агар х =  1 булса

булиб, f  (х) £  С [а, Ь]).
Шундай цилиб, баъзи бир метрик фазоларда ĵ ap ^андай фундаментал кетма- 

кетлик якинлашувчи булар экан, баъзи бир метрик фазоларда >>ар ¡^андай фунда­
ментал кетма-кетлик ^ам яцинлашувчи булавермас экан.

15. 10- т а  ъ р и ф .  (Е, р) метрик фазо берилган булсин. Агар бу фазода ф  (£) cz 
<= L  (Е ) булса, яъни хар кандай {хп} фундаментал кетма-кетлик якинлашувчи бул­
са, (£ , р) т у л щ  метрик фазо деб аталади.



М и с о л л а р .  Юкорида, 1- § да келтирилган (R , р), (Rm, р), (С [а, Ь] р), 
(т, р), (с, р) метрик фазолар тули^ метрик фазолар булади.

(R,  р) фазонинг ту'ликлиги 1-^исм, 3 - боб, 10-§ да келтирилган теоремадан 
(Rm, Р) фазонинг тулшушги 12- боб, 2 -§  да келтирилган теоремадан (С [а, Ь], р) 
метрик фозонинг тули^лиги эса 14- боб, 2- § да келтирилган теоремадан келиб чи­
тали.

Энди (т, р) метрик фазонинг тул иклигини курсатамиз. Бу метрик фазода
{ хп} ( ХП =  ( s™ . ............S(A , - • ■ ) £  tri) к етма- кетлик фундаментал кетма- кетлик
булсин. Фундаменталлик таърифидан: V 8 >  0 сон олинганда хрм, шундай n0 £ N  
топиладики, V п > п0, V р > п 0 учун

Р (*Л> хр) <  е >
яъни

Р (*„. ^ )  =  s u p | | f - | f ) | < eК
булади. Демак, V k £ N  ^амда V п >  n0, V р >  щ  учун

булади. Бундан { S ^ }  =  { . i^ >  ■ • .}  сонлар кетма-кетлигининг фун­
даментал кетма-кетлик экани келиб чикади. Унда Коши теоремасига мувофщ  
( 1- кием, 3 - боб, 10-§) бу кетма-кетлик я^инлашувчи булади:

Hm 1 ^  =  1* ( V k £ N ) .  (15.6)П-*оо
Энди x =  (gi, g........... g*, . . . )  нинг от тупламга тегишли булишини KÿpcaTa-

миз.
Аввало, xn Ç_m эканлигидан шундай М п сон мавжудки, V k Ç N  учун

\1'1)\ < М п (я = 1 ,2 , . . . )  
булади. Иккинчи томондан {хп} нинг фундаменталлигидан топамиз:

V 8 >  0 олинганда ^ам шундай tiu £ N топиладики, V п >  п0 ва V Р > п 0 учун
V k Ç N  да

I Êa’ - Ê Ï ' I c * ( 15.7)
булади. Ю^оридаги тенгсизликлардан V п  >  п0 учун

М„0+1 - 8 < | (") <  Aí„o + 1  +  8

муносабатларга эга буламиз. Бу тенгсизликлардан, п-*- оо да V k  Ç N  учун 

Ai„a + 1- 8 < g Ä<Ai„a + 1 +  8

келиб чикади. Демак, * = ( £ i ,  ............. S*. - - - )  к етма-кетлик чегараланган экан,
яъни х £  т.

К)р;сридаги (15.7) муносабатдан п > п 0 булганда sup | | (̂  — ^  е эканлиги 

келиб чикади. Бу эса р (хп, х) <  е булишини ифодалайди. Демак, lim  р (хп , х)  —  0,
п-»оо

яъни {дгга} кетма- кетлик яцинлашувчи.
Шундай килиб, (т, р) метрик фазодаги ихтиёрий {*„} фундаментал кетма-кет- 

ликнинг я^инлашувчи булишини курсатдик. Демак, (т, р )— тули^ метрик фазо. 
Худди шунга ухшаш (с, р) метрик фазонинг туликлиги курсатилади.
Юцорида келтирилган мисоллар (Q, р) ва (С [0,1], р]) метрик фазоларнинг 

тули^ эмаслигини курсатади. 15.1-теорема ^амда тули^ метрик фазо таърифидан 
^уйидаги теоремага келамиз.

15.2-т е о р е м а  ( Ко ши т е о р е м а с и). (Е, р) тЦлиц метрик фа:о бдлсин.  
Бу фазода Ф (Е) =  L(E),  яъни {хп} (хп £ Е ,  п — 1,2, . . . )  кетма- кетликнинг  
ящнлашувчи бдлиши учун у нинг фундаментал булиши íapyp ва етарли.

Тули^ метрик фазоларда R  даги ичма-ич жойлашган сегментлар принципи (1- 
кисм, З-боб, 8-§),  Rm даги ичма-ич жойлашган шарлар принципи (1 2 -боб, 2-§)  
каби принцип Уринли булади.



(Е,  р) метрик фазо берилган булсин. Марказлари хп (хп £ Е ,  п — 1, 2, . . . )  ну^- 
таларда, радиуслари rn (rn £ R + ,  п =  1,2 , . . . )  булган ушбу 

S ^ S l ( хи  Г1) =  {х£ Е :  р (х,
S2 =  S2 (х2, г2) =  { * £ £ :  р (х, х2) <  г2},

S„ =  S n (хп, rn) =  {х £  Е: р (х, х„) <  гп},

шарлар кетма- кетлиги {5Я} берилган булсин. Агар бу кетма- кетлик учун куйидаги
5^ —5 S 2 —> . . .  —1 . . .  

муносабат уринли булса, у з^олда {S,,} — ичма-ич жойлашган шарлар кетма-кетли­
ги деб аталади.

15.3-т е о  р е м  а. (£, р) — трли^ метрик фазо булсин. Бу фаюда ичма-
ич жойлашган шарлар кетма- кетлиги булсин. Агар п °о да шар радиуслари- 
дан иборат {гп} кетма-кетликнинг лимипм ноль булса, яъни

l im гп - О,
п —+ оо

у  }(олда барча шарларга тегишли булган х0 (х0 £ Е) ну\ща мавжуд ва ягонадир.
Бу теореманинг исботи 12-боб, 2 -§  да келтирилган R ' 1 даги ичма-ич жоилаш- 

ган шарлар >;акидаги теореманинг исботига ухшашдир.

4- §. Больцано—Вейерштрасс теоремаси. Компакт метрик фазолар
Б из юцорида R  даги ( 1-^исм, З-боб, 9-§),  R m даги (12-боб, 2-§)  ?;ар цан- 

дай чегараланган кетма-кетликдан якинлашувчи кисмий кетма- кетлик ажратиш мум- 
кинлигини (Больцано— Вейерштрасс теоремасини) куриб утдик. Математик анализ- 
нинг бу му>;им теоремаси и х т и ё р и й  метрик фазо учун з̂ ам уринли буладими де-  
ган савол тугилади.

Аввало, ушбу бобнинг 1- § ида ихтиёрий метрик фазода берилган тупламнинг 
чегаралаиганлиги тушунчаси билан танишганимизни эслатиб утамиз.

Биз, шунингдек, ихтиёрий якинлашувчи кетма-кетлик чегараланган^ туплам 
ташкил ^илишини з̂ ам курган эдик. Юцорида айтилганига кура, (R , р), (R , р) мет­
рик фазолар да з̂ ар цандай чегараланган кетма-кетликдан якинлашувчи кисмии кетма- 
кетлик ажратиш мумкин, яъни бу метрик фазоларда Больцано Вейерштрасс 
теоремаси уринли булади. „

Бирок, бу з(,ол хамма метрик фазоларда зсам уринли булавермаиди. Масалан, 
( т ,  р) метрик фазони олайлик. Бу фазода ушбу

( 1 , 0, 0, 0, . . . ) ,  (О, 1, 0,  0, . . . ) ,  (О, 0, 1 , 0, . . . ) , . .  . (15.8) 
кетма-кетликни ^арайлик. Бу кетма-кетликнинг барча хадлари куйидаги 

{х£т:р (х, 0) <  1} (0 =  (0, 0, 0, . . . ) )  
шарда жойлашгандир. Демак. (15.8) кетма-кетлик чегараланган. Айни пайтда бу 
(15.8) кетма-кетликдан якинлашувчи ^исмий кегма-кетлик ажратиб булчаиди. Чун- 
ки (15.8) кетма-кетликнинг ихтиёрий икки xk ва хп (!гфп) элементлари орасидаги 
масофа з<,ар доим

Р(*А. х„) =  1 ( к ф п )  
булади. .. „

Демак, баъзи бир метрик фазоларда, ундаги ихтиёрии чегараланган кетма-кетлик­
дан якинлашувчи пиемий кетма-кеглик ажрагиш мумкин (масалан, (R,  р), (Rm, Р) фа­
золар), баъзи бир метрик фазоларда эса, ундаги з̂ ар цандай чегараланган кетма-кет­
ликдан з̂ ам якинлашувчи пиемий кетма-кетлик ажратиб булавермас экан (масалан,
(т,  р) метрик фазо).

15.11- т а ъ  р и ф . (Я, р) — ихтиёрий метрик фазо. Агар бу фазодаги з̂ ар цандаи 
чегараланган {хп} (хп£Е, п =  1, 2 , . . .  ) кетма-кетликдан якинлашувчи [хпк} 
(хп £Е,  ¿ = 1 , 2, . . .  ; « i <  п2С  . . . <  п:{<  . . .) цисмий кетма-кетлик ажратиш
мумкин булса, (Е, р) компакт метрик фа о деб аталади. Акс з^олда, яъни ( Е , р) 
да  шундай чегараланган кетма-кетлик топилсаки, ундан якинлашувчи пиемии кетма- 
кетлик ажратиб олиш мумкин булмаса, (Е , р) компакт бЦлмаган фа о дейилади.

Шундай цилиб, юь;оридаги R, R'n фазолар компакт фазолардир. (т, р) фазо 
компакт булмаган фазодир.



ХОСМАС ИНТЕГРАЛЛАР

Биз 1-^исмнинг 9-с'обида [а, Ь] ораликда берилган f(x) функциянинг 
Риман интеграли тушунчасини киритдик ва батафсил ургандик. Интег- 
ралнинг баёнида ораликнинг чеклилиги ва функциянинг чегараланган- 
лиги бевосита иштирок этди. Биз курдикки, ушбу таъриф маъносида 
интегралланувчи функциялар синфи анча кенг экан.

Хуш, [а, +  оо) (ёки (— оо, а], ёки (— оо, -}-оо)) оралшущ берил­
ган f(x) функциянинг интеграли ёки [а,  b ] да бэрилган, аммо чегара- 
ланмаган f(x)  функциянинг интеграли тушунчаларини ^ам киритиб бу- 
лармикан? Яъни аввалги интеграл тушунчасини маълум маъноларда 
умумлаштириш имконияти бормикан деган савол ту рил ад и. Албатта, 
умумлаштириш шундай булиши керакки, натижада Риман интеграли- 
нинг асосий хоссалари уз кучини са^лаб ^олсин.

Биз ушбу бобда ана шундай умумлашган (ёки хосмас) интеграл- 
ларни киритамиз ва урганамиз.

1- §. Чегаралари чексиз хссмас интеграллар

1. Ч е г а р а л а р и  ч е к с и з  х о с м а с  и н т е г р а л  т у ш у н ч а с и .  
Бирор f(x) функция [а, +  °°) ораликда берилган булиб, бу орали^- 
нинг исталган [a, t ) ( а < ^ <  +  о°) кисмида интегралланувчи (к;арал- 
син, 1-цисм, 9 -боб), яъни ихтиёрий t \ t > a )  учун ушбу

t
J /  (х) dx
а

интеграл мавжуд булсин. Бу интеграл, ^аралаётган функция хамда 
олинган t га бор лик; булиб, тайин /  (х) учун у фа кат t  узгарувчининг 
функцияси булади:

\ f ( x ) d x  =  F( t ) .  (16.1)
а

Натижада (!6.1) муносабат билан аншушнган F(t )  +  оо)) функ-
цияга эга буламиз.

16 . 1 - таъриф.  Агар °° да F(t )  функциянинг лимита мав­
жуд булса, бу лимит f(x)  функциянинг [а, +  00) орали^даги хосмас  
интеграли деб аталади ва у

+ °°
i  f { x ) d x
а

каби белгиланади. Демак,
+ оо t
,f f ( x ) dx  =  \ m F ( f )  =  \ m <\ f { x ) d x .  (16.2)
a оо i—»-+00 а

16.2-таъриф.  Arapi->- +  oo да F(i )  функциянинг лимита мав­
жуд булиб, у чекли булса, (16.2) хосмас интеграл яцинлашувчи дейи-



лади, f(x)  эса чексиз [а, +  оо) оралщда интегралланувчи функция 
деб аталади.

Агар ¿-> +  оо да F (t) функциянинг лимита чексиз булса, (16.2) 
интеграл узоклашувчи деб аталади.

Функциянинг (— оо, а] ва (— оо, +  оо) орали^лар буйича хосмас 
интеграллари хам ю^оридаги каби таърифланади.

f (x)  функция (— оо, а] оралиеда берилган булиб, бу ораликнинг 
исталган [т, а] (— оо <  т <  а) к,исмида интегралланувчи, яъни

J /  (х) с1х =  Ф (т)
X

интеграл мавжуд булсин.
1 6 . 3 - та ъ р и ф ,  т->  — оо да Ф(т) функциянинг лимита lim Ф(т)

X —►—оо
мавжуд булса, бу лимит f (x)  функциянинг (— оо, а] ораликдаги хос­
м ас  интеграли деб аталади ва у

а
j /  (х) dx

—ОО
каби белгиланади. Демак,

а а
j f (x) d x =  П т Ф  (т) =  lim j f (x)dx.  (16.3)

■— оо X —►— оо T->—оо X

16 . 4 - та ъриф.  Агар т-»— оо да Ф(т) функциянинг лимита мавжуд 
булиб, у чекли булса, (16.3) интеграл ящнлаихувчи дейилади, /  (х) эса 
чексиз (— оо, а] ораликда интегралланувчи функция  деб аталади.

Агар т—>• — оо да Ф(т) функциянинг лимита чексиз булса, (16.3) 
интеграл узоцлашувчи деб аталади.

f(x) функция (— оо, +  оо) ораликда берилган булиб, бу ораликнинг 
исталган [т, t] (— оо <  т <  t < .  +  оо) кисмида интегралланувчи, яъни

t
J f { x ) d x  =  1)з (г, t)
X

интеграл мавжуд булсин.
16 . 5-таъриф.  "т—*— оо, / - v + o o  да 1)з(т, t) функциянинг лимита

Пт\|з(т, t)
X — - оо 
t  оо

мавжуд булса, бу лимит f(x)  функциянинг чексиз (— оо, -f  оо) ора- 
ликдаги хосмас интеграли деб аталади ва у

-f- оо

J f (x)dx
—  оо

каби белгиланади. Демак,
+  00 t 
J f { x ) d x =  lim\|)(T, ¿) =  lim ¡ f (x)dx.  (16.4)

___ rv , T __V___Ort T . . S . ___m  T  '  'T-+—оо X 
t —>-f-oo



16.6-таъриф.  Агар т-»— оо , ¿-y-foo  да \J)(t, t) функциянинг 
лимита мавжуд булиб, у чекли булса, (16.4) интеграл я^инлашувчи  
дейилади, f{x) эса чексиз (— оо, +  оо) орали^да интегралланувчи  
функция деб аталади.

Агар т - v — оо, t-*~-f- оо да \|) (т, /) функциянинг лимити чексиз 
булса, (16.4) интеграл узоцлашувчи деб аталади.

Аниц интеграл хоссасига кура, V a £ R  учун
t a t
J f ( x ) d x  =  \ f ( x ) d x +  j' f ( x ) d x
x x  a

+ ° o
булишини эътиборга олсак, у ^олда f f ( x ) d x  нинг мавжуд булиши

— оо
а  + о о

{ f (x)dx  ва j f ( x ) dx  интегралларнинг ^ар бирининг алохида-ало-
—оо а

хида мавжуд булишидан келиб чикади. Бинобарин, уни ^уйидагича ^ам 
аииклаш мумкин булади:

+ о о  а  + о о

j f ( x ) d x =  |  f ( x ) d x +  f  f { x ) d x  ( V a £ R )
— oo — oo a

16 . 1 - э с л а т ма .  Ю^орида [a, +  оо) ((— оо, a]\ (— оо, + o o ) )  да 
берилган /  (x) функциянинг хосмас интеграли тушунчаси F t) (Ф (т), 
г|- (г, ()) нинг t->- +  оо, (т^— сo , t - >  - f  оо) да лимити мавжуд булган дол­
лар учун киритилди ва унинг я^инлашувчи ёки узоклашувчилиги таъриф-
ланди. Маълумки, F(t)  (Ф(т), i|j(т, /)) нинг t ->  +  оо (хн---- оо, ¿ -> + оо)
даги лимити мавжуд булмаган ^ол хам булиши мумкин. Бу холда биз 
шартли равишда f  \x) нинг хосмас интеграли

+ о о  /  а  + о о

f /  (х) dx  I J f ( x ) d x , j f ( x ) d x
a  \ — oo — oo

узоклашувчи деб к;абул киламиз.
Шундай килиб, хосмас интеграл тушунчаси аввал урганилган Ри- 

ман интеграли тушунчасидан яна Сир марта лимитга утиш амали ор^а- 
ли юзага келар экан. К^улайлик учун куйида биз куиинча «хосмас ин­
теграл» дейиш урнига «интеграл» деб кетаверамиз.

М и с о л л а р .  1 . Ушбу

интегрални карайлик. Таърифига кура
+ ОО t

j е ~  х dx =  lim  j e ~ x dx
О t—> + оо  О

булиб,

F (t) — \ e ~  х dx =  — е — <+ 1
о



о
булади. Демак, берилган хосмас интеграл я^инлашувчи ва

+ °°
J е * dx =  1.

2. К,уйидаги

0 dx
I

— оо 1 -f*

интегрални царайлик. Хссмас интеграл таърифига кура

9 dx  0 dx я  
) ----------=  lim f ---------- =  lim (— a r c t g i ) =  —

- о о  1 +  %—>—оо {  1 +  jc2 x— оо ё  ’ 2

булади. Демак, интеграл яцинлашувчи ва

°г dx я
—оо 1 -J- х2 2

3. Ушбу
+ “

С dx
/ =  — ~  (а >  0, а  >  0) (16.5)

а
интегрални яцинлашувчиликка текширинг. Равшанки, [а, t\ (а >  0) орали^да

1 С dx
/  (х) =  —  функция узлуксиз булиб, I --------- мавжуд булади. К,уйидаги ^олларни

х J х а
цараилик:

а) а  >  1 булсин. Бу ^олда 
t Л~ 1 1

, 1—аlim  Г _ ^ _  =  И т  - J _ ( t i - e _ a l - e ) = = _ L _
J х а со 1 — а  а  — 1

а

булади. Демак, а  >  1 булганда берилган интеграл я^инлашувчи булиб,

а х а  а  — 1

булади.
б) а  <  1 ва а  =  1 булганда эса, мсс равишда

l im С— — l im — i— (f1—а _а1 - “) =  +  00><-H-oJ*e <-++<*> 1 — а '
а

l im  Г ^хÄ  Г — —  =  Hm ( l n / — 1п а )  =  +  >

а

булади. Демак, а  <  1 булганда берилган интеграл узо^лашувчи булади. 
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— (а >  0, а  >  О)

хосмас интеграл a  >  1 булганда я^инлашувчи, 0< а < 1  булганда эса узо^лашув- 
чи булади.

4. Ушбу
4-00

Í  cos X d x  
Q

хосмас интеграл, юцоридаги келишувимизга кура узоклашувчидир, чунки <-*-+<» 
да

t
F (t) — j  cos x d x — sin t

о

функция лимитга эга эмас.

Ю^орида j f (x)dx  хосмас интеграл F(t )  — ¡ ¡ f ( x) dx  интегралнин г
а а

-f  оо даги лимита сифатида таърифланди. CÿHrpa бу хосмас интег­
рал мавжуд (мавжуд эмас) дейилиши урнига хосмас интеграл яцинла- 
шувчи (узор^лашувчи) дейилди. Бундай дейилишининг боиси, бир то- 
мондан, хосмас интегралнинг лимитга утиш амали билан таърифланиши 
булса, иккинчи томондан унинг, каторлар билан ухшашлигидир. Маъ-

00  П
лумки, N ak ^атор F [п) =  v  ak ^исмий Й№индининг п- у + оо даги 

¿ i  k=\ 
лимита сифатида таърифланиб, бу

ОО И

2  lim F (л) =  lim У  a k
/р=1 n-v-f00 fl-*+oo k—\

лимит чекли бÿлгaндa ^атор якинлашувчи, чексиз булганда ёки мав­
жуд булмаганда эса к,атор узоцлашувчи деб аталар эди.

Биз ^уйида хосмас интегралларнинг турли хоссаларини урганар 
эканмиз, уларни, асосан, f(x)  функциянинг [а, +  о о ) орали^ буйича

оо ®
олинган Г f (x)dx  интеграли учун келтирамиз. Бу хоссаларни f f(x) dx

à ’+ 00 . 
ёки [ f (x)dx  каби хосмас интеграллар учун ^ам тегишлича баен

— оо
этиш мумкин. Бу ишни китобхоннинг узига хавола ^иламиз.

2. Я к и н л а ш у в ч и  х о с м а с  и н т е г р а л л а р н и н г  х о с с а л а р и .  
Риман интегралини умумлаштиришдан з^осил ^илинган якинлашувчи 
хосмас интеграллар з̂ ам шу Риман и.нтеграли хоссалари сингари хосса- 
ларга эга.

f(x) функция [а, +  оо) орали^да берилган бÿлcин.
+  оо

Г . Агар f(x) функциянинг [а, +  оо) орали^ 6ÿftH4a [ f ( x ) d x  ин-
а

+°°

í



теграли я^инлашувчи булса, бу функциянинг [b, +  оо) (а <  Ь) оралщ

буйича J  f { x ) d x  интеграли ^ам я^инлашувчи булади ва аксинча. 
ь

Бунда

J f ( x ) d x =  J f ( x ) d x + +$ f (х)dx  (16.6)
а а ь

булади.
И с б о т .  Аник; интеграл хсссасига кура 

г b 1
J / (х) dx — i f ( x ) d x +  f f(x) dx  (a <   ̂<  oo) (16.7)
a a b

булади.
H- oo

J f  (л:) d x  интеграл я^инлашувчи, яъни
a

- f  oo t

j f ( x ) dx  =  lim \ f ( x ) d x
a  / —»-{-оо a

лимит мавжуд ва чекли булсин.  ̂ Ю^оридаги (16.7) муносабатни ушбу 

J  f (x)dx  =  J  / (х) dx  — | f {x)dx
Ь а а

куринишда ёзиб, +  оо да лимитга утиб цуйидагини топамиз:

С г  п + “  ь
JjfL J f { x ) d x  = Л™00 J f ( x ) d x  ~  j  f M d x  = j' f ( x ) d x — \ f ( x ) d x .

b  a  a  a  a

_ + 00
Бундан эса J f (x)dx  интегралнинг якинлашувчи ва 

ь

J f ( x ) d x =  J f ( x ) d x —  J f(x)dx,
b a a

ЯЪНИ
+  OO b  4 -  oo

J f (x)dx =  $ f ( x ) d x +  J f (x)dx
a a b

эканлиги келиб чицади.
-j- 00

Худди шунга ухшаш J /  (х) dx  интегралнинг якинлашувчи булиши-
ь

дан j  f ( x ) d x  интегралнинг з$ам якинлашувчи хамда (16.6) формула-
а

нинг уринли булиши курсатилади.
-|-оо

2°. Агар j  f ( x ) d x  интеграл якинлашувчи булса, у ^олда +j°°c f ( x ) dx
а а



интеграл хам якинлашувчи булиб,

|  c f ( x ) d x  =  c |  f (x)dx
а а

булади, бунда с =  const.
3°. Агар V*£[a, + 00) да f ( x ) >  0 булса, бу функциянинг хосмас

интеграли
+ °°

j  f(x)  dx  >  О
а

булади.
Энди ¡(х) функция билан бир ^аторда g(x)  функция ^ам [а,  +  оо) 

орали^да берилган булсин.
оо 4*00 u

4°. Агар |  f {x)dx  ва |  g { x ) d x  интеграллар якинлашувчи булса,
а а

4- оо £
у холда j [ f ( x ) ± g ( x ) ] d x  интеграл ^ам якинлашувчи булиб,

а

+f  [f(x) ± g ( x ) ] d x =  + j ° / (х)d x ± +\ g (х)dx
а а о.

булади.
16.1-натижа.  Агар fx(x), /а(х), . . . , f„ (х) функцияларнинг ^ар

оо

бири [а, +  оо) ораликда берилган булиб, J’ fk (x)dx  ( ¿ = 1 , 2 ,  . . . , п)
а

интеграллар якинлашувчи булса, у холда

i  IcJAx) +  c j 2 (х) +  . . . +  c J n  (х) ] dx (ck =  const, £ =  1 , 2 , . . . « )
a

интеграл хам якинлашувчи булиб,
4- 00 + 00 + 00 

i  [cJx(x) +  с J t ( x ) + . . .  +  Cn fn (x) ]dx  = c L ] 7 i  (x) d x + c % J  f2(x)dx +
о о o

+ 00
+  . . .  + c n j' fn M  dx  булади.

a

5°. Агар V x Q a ,  + 00) учун f ( x ) < g ( x )  тенгсизлик уринли
-J- 00 -}■ 00

булиб, J f {x)dx  ва I  g { x ) d x  интеграллар якинлашувчи булса, у
а а

^олда
+  оо “Ь *°

J f ( x ) d x  <  .[ g( x ) d x
а а

булади.
Юкорида келтирилган 2 — 5 - хоссалар хосмас интеграл ва унинг 

я^инлашувчилиги таърифларидан бевоснта келиб читали.

+ °°



У р т а  ци й м ат ^ а ^ и д а г и  т е о р е м а .  f(x) ва g(x)  функциялар 
[a, -f- оо) ораликда берилган булсин. Шунингдек /  (х) функция iuv ора- 
лицда чегараланган, яъни шундай т  ва М  узгармас сонлар мавжудки,
V  *б[а> +  сю) учун

™ < /(* )  <  М
булиб, g  (х) функция эса \а, +  оо) да уз ишорасини узгартирмасин 
яъни V  ^ [й , + о о )  учун ^ар доим g ( x ) >  0 ёки g(x)  <  О булсин.

+  р  +  оо

6°. Агар J /  (х) g  (х) dx ва i  g ( x ) d x  интеграллар якинлашувчи 
б$лса, у ^олда шундай узгармас (х (tn sC u ^  М)  сон топиладики,

+  оо ОО

1 f ( x ) g ( x ) d x  =  n J g( x) dx  (16.8)
а а

тенглик уринли булади.

И с б о т .  Юцорида келтирилган g(x)  функция [а, +  оо) ораликда 
манфий булмасин: g ( x ) >  О (V *€[a, +  оо)). У холда

m g  (х) f ( x ) g  (х) <  M g  (х)
булиб, унда эса (Риман интегралининг тегишли хоссасига кура)

1 t t
tn I  ё  (x) d x  ^  (' f  (x) g  (x) dx M  j g  (x) dx  булишини топамиз. Кейинги,

о a a ’
тенгсизликларда t  --*■ - f  оо да лимитга утсак,

+00 +oo 4-00
m  ¡g  (x)dx <  j /  (x) g(x)  dx <  Af \ g  (x) d x  (16.9)

a a a '
эканлиги келиб чи^ади.

Икки ^олни ^арайлик:
+  оо

а) I  g ( x ) d x  =  0 булсин. У ^олда
Л

-j- 00
I  f ( x ) g ( x ) d x  =  О
а

булиб, бунда [д. деб т ^  М  тенгсизликларни ^аноатлантирувчи их- 
тиёрий сонни олиш мумкин.

-f-oo

б) J g ( x ) d x >  0 булсин. Бу ^олда (16.9) тенгсизликлардан
а

-{-оо

I f ( x ) g  W dx
------------- < м

I 8  (х) dx

булиши келиб чи^ади. Агар
а

а

4-00

j f ( x ) g  W dx
a 
4-00 

J g  M dx



+°° +*
.1' /  (х) ^(х)Лс =  (Л. .1 ё  (х) с1х
а а

 ̂ \а 4- оо) ораликда £ ( х ) < 0  булганда (16.8) формула худди шунга 
у х ш а ш  исботланади. Бу 6°-хосса у  рта щ ймат хакидаги теорема деб 
з̂ ам юритилади.

2-§. Чегаралари чексиз хосмас интегралларнинг яцинлашувчилиги
4-00

Энди [а, +  оо) оралщда берилган /  (х) функция ] I {х) с1х хосмас 

интегралининг я^инлашувчилиги шартини топиш билан шугулланамиз. 

Маълумки, I ¡(х)(1х интегралнинг яцинлашувчилиги ¿ -^  +  ° о д а  
° *

^ (г) =  Г К х ) й х  ( О  а)
а

функциянинг чекли лимитга эга булиши билан таърифланар эди. Бино- 

барин, +/  /  (х) (1х интегралнинг якиилашувчилиги шарти, I ->■ +  о° да

р  (п функциянинг чекли лимитга эга булиши шартидан иборат. Биз 
функциянинг чекли лимитга эга булиши хакидаги теоремани дастлаб 
монотон функция, сунг ихтиёрий ф у н к ц и я  у ч у н  келтирган эдик (1-^исм,
4 6 6 5 § 6 ^

Аввало’[а, +  °°) ораликда берилгаи хамда х £ [ а ,  +  оо) да ! ( х) >  
>  0 булган функция хосмас интегралининг якинлашувчилигини ифо-
далайдиган теоремани келтирамиз. » „ „ _ п ,, ц г

1 М а н ф и й  б у л м а г а н  ф у н к ц и я  х о с м а с  и н т е г р а л и н и н г  
я к, и н л а ш у в ч и л и г и. /(х) функция [а, +  оо) ораликда берилган бу- 
либ \ f x f \ a ,  + о о )  да / ( х ) > 0  булсин. Бу /(х) функцияни [а, +  ) 
орал и ^ н и н г исталган [ а , / ] ( а < / <  +  оо)  кисмида интегралланувчи деб 
^арайлик. Унда а < / 1< ^ 2<  +  00 лаР УЧУИ

Р (/2) =  ] / (х) йх =  |  /  (х) йх +  | /  (х) йх =  Р (^) +
а а

+  f /  ( x ) d x >  F( t J  
'и

булади. Демак, /  (х)>0 булганда F (t) функция усувчи булар экан. Биноба 
0ин t - +  +  оо да Fit)  хамма ва^т лимитга (чекли еки чексиз) эга булади. 

Монотон функциянинг лимити х^идаги 4.4-теоремадан (1-кисм,

4-боб, 5- §) фойдаланиб, +f  f ( x ) d x  интегралнинг я^инлашув-

чилиги шартини ифодалайдиган ^уйидаги теоремага келамиз.

16.1 - т е о р е м a. f (х) < f ( x ) > 0) функция хосмас интеграла |  f(x) dx



н инг щинлашувчи бдлиши учун , {F(t)} нинг юцрридан чегараланган, 
яъни Y t £ ( a ,  + 00) учун г

t
F (0 =  j f  (х) d x  ^  С (С =  const)

а
булиши зарур  ва етарли.

+ оо ° ДаТДа бу теоРема f ( x) ( f ( x ) >  0) функция хосмас интеграли 
J  /  (х) d x  нинг ящнлашувчилик критерийси деб аталади.

Яна уша теоремага асосан цуйидаги натижани айта оламиз.

1б .2-натижа.  Агар {F  Щ  =  { j  f  (х) dx} туплам юцоридан чегара- 
+  °

ланмаган булса, у ^олда f f ( x ) d x  хосмас интеграл узо^лашувчи була-
а

Д и .

2. М а н ф и й  б у л м а г а н  ф у н к ц и я л а р  х о с м а с  и н т е г р а л л а -  
р и н и  т а ^ ц о с л а ш  ^ак;ида т е о р е м а л а р

г а н ' 1 ^ . Т х ё [ а , + 1 Т ^  &  + ° ° » 1 * ™ Ф  б ер и ,-

+со 0 < / ( * ) < £ ( * )  (16.10)
булсин . У  холда J g ( x) d x  яцинлашувчи булса, +j° f ( x) d x  хам якин-

-f-oo 4-оо ^

лашувчи булади, J f (x)dx узоклашувчи булса, f  g ( x) d x  %ам узокла-

шувчи булади. а
+ 00

И с б о т .  J g( x) dx  интеграл я^инлашувчи булсин. Унда 16.1-теоре- 
t

мага кура (G(/)} = {  §g( x) dx}  туплам ю^оридан чегараланган, яъни
а

t

G (0 — J  g  (х) dx  <  С (С =  const)
а

булади. (16.10) муносабатга асосан у t учун ( t£(a,  +  °°))

^ (0  =  1 f ( x ) d x  <  J g(x)dx  =  G(t) <  С
a a

булиб, ундан яна 16.1-теоремага кура+~ f (x) dx  интегралнинг якинла- 

шувчилиги келиб чи^ади.
+«

иди J f  (х)dx  интеграл узэ^лашузчи булсин. У ^олда {/’’(/)} =
t

{ J  / (х) dx}  ю^оридан чегараланмаган булиб,
а 1

t 1
[ / (х) dx  <  \ g { x ) d x



тенгсизликдан эса {G (/)} =  {'[ g ( x ) d x }  нинг *ам кжоридан чегара- 

ланмаганлигини топамиз. Демак, ю^орида келтирилган натижага кура, 

+f °  g  (х) dx  интеграл — узоклашувчи. Теорема исбот булди.

° 16.3-теорема,  [а, +  оо) да f(x) ва ё (х)манфий булм аган  ф у н к -  

циялар берилган булсин. х - >  +  °° д а н и с б а т н и н г  лимиты k

булсин:
lim

x-.>+aog(x)
+00

Агар k <  +  00 ва J g ( x ) ä x  интеграл якинлашувчи булса, j  /  (х) dx  
& -}-00 

интеграл %ам яцинлашувчи булади. А гар  k > 0  ва J g ( x ) d x  и н т ег­

рал узоцлашувчи булса, +f  f (x)dx  интеграл хам узоцлашувчи б ул а д и .
а

И с б о т .  +[  g  W dx  интеграл якинлашувчи булиб, k < +  00 булсин.

Лимит таърифига кура, V e > 0  олинганда *ам, шундай t0 (t0 >  а) то- 
пиладики, барча x > t Q учун

J - ^ — k < е ,  
g (х)

яъни
( k - E ) g ( x ) < f ( x ) < { k  +  e)g(x)  (16.11)

булади. +оо

Шартга кура "j°°g {х) dx  интеграл якинлашувчи. У з;олда J (k +  

+  e ) g ( x ) d x  интеграл *ам якинлашувчи булади. (16 Л 1) тенгсизликни 

эътиборга олиб, сунг 16.2-теоремадан фойдаланиб, J f ( x ) d x  интеграл-

нинг я^инлашувчилигини топамиз.
3 n m +f  g ( x ) d x  интеграл узоцлашувчи б?либ, f c > 0  булсин. Агар

k > k , > 5  тенгсизликни риоатлаитирувчн к, сон олинса хам, шундай
t'0 (f0 > a )  топиладики, барча x > t 0 учун

f (*)
g (х)

булади. Демак, x > t ' a да

g ( x ) <



а

булиб, ундан 16.2-теоремага асосан J ¡{х)йх  интегралнинг узоклашув-

чилиги келиб чикади. Теорема тулик исбот булди.
16‘3'+ ^ Т иж а' 16.3-теорема шартларида агар 0 < к <  +  оо булса,

у з^олда |  /  (х) йх  ва [' g (х) с1х интеграллар бир аа^тда ёки якинла-
а а

шувчи, ёки узоцлашувчи булади.
Одатда, бирор (мураккабро^) хосмас интегралнинг яцинлашувчилиги 

^ацида аввалдан я^инлашувчилиги ёки узоклашувчилиги маълум бул- 
ган хосмас интеграл билан солиштириб хулоса чи^арилади. X ус у сан,

“Н?0 -]-00 Иу ' 9
текширилаётган |  ¡ (х )йх  ( / (х) >  0) интегрални Г —  ( а > 0 ,  а > 0

а £ х а
каралсин, (16.5)) интеграл билан солиштириб куйидаги аломатларни хо- 
сил ^иламиз. ‘ '

1°. Агар х  нинг етарли катта ^ийматларида (х >  х0 >  а)

/(*) =  1 М
X

булса, у ^олда \ / х > х 0 учун Ф(л-)< с <  +  оо ва а >  1 булганда 

/  ¡(х )йх  интеграл я^инлашувчи, ц>(х) > с > 0  ва а < 1  булганда
а

•4-00
|  Цх) йх интеграл узо^лашувчи булади.

И с б о т .  Аргумент х  нинг етарли катта цийматларида

№ ) = - ^  ( * > * ,)  

булиб, ф(л:) с <  00 ва а >  1 булсин. У ^олда

X ха
+ о о

булиб, а > 1  да ( '------ интегралнинг я^инлашувчилигига хамда 16.2-
а ха 

+ 0 0

теоремага асосланиб, /  [  (х) йх  интегралнинг якинлашувчи булишини
а

топамиз.
д  -{-оо

Агар ф (х) >  с >  О ва а  <  1 булса, унда )' — интегралнинг узо^-
а Ха

. "I“00
лашувчилигини эътиборга олиб, яна 16.2-теоремага кура ]' ¡(х)йх  ин-

а
тегралнинг узо^лашувчилигини топамиз. Г-аломат исбот булди.

2°. Агар х - + + о о  да [  (х) функция— га нисбатан а  ( а > 0 )  тар-
+°°

тибли чексиз кичик булса, у з^олда | ¡{х)йх  интеграл а >  1 булган-
а

да якинлашувчи, а  ^  1 булганда эса узоклашувчи булади.



Бу аломатнинг т>трилиги юкорида келтирилган 16.2-теоремадан
1

ундаги g(x)  функцияни —  деб олинишидан келиб ч и кади.

М и с о л л а р .  1. Ушбу
+ ° °  ,

|  е х dx
О

янтегрални [\арайлик. Равшанки, ихтиёрий х  >  1 учун

—хг Се * ^  —
Х ‘

+00 , 1 . +°° гг +°° dx
•булади. Агар \ е~ х d x = [ e ~ x d x +  j  е~х dx  хамда j  —  интегралнинг

о 0 1 „ . ‘ 'якинлашувчилигики эътиборга олсак, унда 1 - аломатга кура берилган интегралнинг 
я^инлашувчи эканини юпамиз.

2. К,уйидаги
+ «  dx 

] х yf  х'2 +- х

интегрални царайлик. Бу интеграл остидаги функция учун

1 -  1 х » 1
хУ** +  ~ *='/3j / /' 1+_L Xjß

булиб, юкорида келтирилган аломатга кура берилган интеграл якинлашувчи булади.

3. И х т и ё р и й  ф у н к ц и я  х о с м а с  и н т е г р ] а л и н и н г  я ^ и н л а -  
ш у в ч и л и г и .  Биз [ а , + о о )  орали^да берилган f(x)  функциянинг шу 

+ 0 0

орали^ буйича олинган J f  (х) dx  хосмас интегралини
а

F (0 ~  \  f  (х) dx
а

функция t - >  +  с» да чекли лимитга эга булган ^олда якинлашувчи 
+ 00

деб атадик. Демак, (' f (х) dx  хосмас интегралнинг якинлашувчилиги
а

тушунчаси, биз аввал урганган тушунча — функциянинг чекли лимита 
оркали ифодаланди. Бинобарин, бу интегралнинг якинлашувчилик шар- 
ти F (t) функциянинг ¿->-+оо даги чекли лимити мавжуд булиши шар- 
тидан иборат булади.

Мазкур курснинг 1-^исм, 4 -боб, 6-§ ида келтирилган теоремадан 
(Коши теоремасидан) фойдаланиб, ^уйидаги теоремага келамиз.

16 . 4 - теорема  (Коши т е о р е м а с и ) .  К,уйидаги хосмас и н т егр а л -

’  +00

J' f ( x ) d x
а



н и н гщ и н л а ш увч и  бдлиши учун ,  V е >  0 сон олиньанда хам, шун-
dau  t0 (t0 >  а) сони топилиб, t' >  t0, t"  >  t0 булган ихтиёрий t ' , t "  
ли р  уцун

\ F ( t " ) - F ( t ' ) \  =  \ i j f (x)dx \ < e
V

тенгсизликнинг бажарилиши зарур ва етарли.
Бу теорема назарий ахамиятга эга бÿлгaн му^им теорема булиб 

ундан хосмас интегралларнинг я^инлашувчилигини аниклашда фойдала- 
ниш цитн  булади (аввалги Коши критерийлари сингари).

16.5-те  о ре м  а. Агар  j \ f (x) \ dx интеграл яцинлашувчи булса, у
+оо а

%°лда J f {x)dx  интеграл %ам яцинлашувчи бС/лади.

—|-оо

И с б о т .  Шартга Kÿpa j  \ f{x)\dx интеграл якинлашупчи. 16.4-тео-
а

ремага асосан, V е >  0 олинганда *ам, шундай /0 (/0 >  а) топиладики, 
/ V

t  >  t >  U (t ' >  / ) булганда J If (x)ldxCs тенгсизлик бажарилади. 
Аммо *

| J  /  (x)dx | <  $\ f(x) \dx
Г f

тенгсизликни эътиборга олсак, у ^олда

I f f {x)dx\  <  е

булишини топамиз.

л а д ШУВД“ '"й >  0) Т0Ш-
| J  f ( x ) dx | <  е 
t '

бу-лади. Бундан 16.4-теоремага асосан j  f ( x ) dx  интегралнинг якинла- 

шувчилигини топамиз. Теорема исбот булди.
-J—оо

6.2- э с л а т м a. J |/ (х)| dx  интегралнинг узоклашувчи бÿлишидaн
I а+  «>
J  f ( x ) d x  интегралнинг узоклашувчи бÿлиши цар доим келиб чи^авер- 

*> j ^  . 

майди, яъни баъзи функциялар учун J jf(x) \dx узоклашувчи, f  f (x)dx

эса я^инлашувчи булади. ° “
Масалан, ушбу

î ^ ! £ i  *  
1*1



интеграл якинлашувчи, аммо
+ о о

i1
эса узоцлашувчидир.

+ 0 0

( - l ) W
[*]

+ ° °  d rdx =  Г —
' М

16.7-таъриф.  Агар J \ f(x)\dx интеграл якинлашувчи булса, у
а

+ 00

з^олда (' f ( x ) dx  абсолют якинлашувчи интеграл  деб аталади, f ( x )
а

функция эса [а, +  оо) орали^да абсолют интегралланувчи ф ун к ц и я  
дейилади.

+ 0 0  + о о
16.8-таъриф.  Агар \ f { x)dx  интеграл якинлашувчи булиб, \ | / [x)\dx

а а
+ о о

интеграл узснушшувчи булса, у ^олда ]' f ( x ) d x  шартли якинлаш увчи
а

интеграл дейилади.
+ о о

Шундай килиб, [ f{x) dx хосмас интегрални якинлашувчиликка
а

текшириш куйидаги тартибда олиб борилиши мумкин:
+ о о

V *6[a,  +  оо) Да f ( x ) >  0 булсин. Бу холда j  f {x)dx  интеграл-
а

нинг якинлашувчи (узо^лашувчи) лигини 2-§ да келтирилган аломат- 
лардан фойдаланиб топиш мумкин. Бошца холларда f{x) функциянинг

\f(x)\ абсолют кийматининг \а, +  оо) орали^ буйича j \ f { x ) \ d x  интег-
а

ралини ^араймиз. Равшанки, кейинги интегралга нисбатан яна 2-§ даги
+00

аломатларни куллаш мумкин. Агар бирор аломатга кура j  \ f (x) \dx  ин-
а

тегралнинг я^инлашувчилиги топилса, унда 16.5-теоремага кура берил­

ган j" f {x)dx  интегралнинг ^ам якинлашувчилиги (^атто абсолют
а

яцинлашувчилиги) топилган булади.
+00

Агар бирор аломатга кура J | /  (х) \ dx  интегралнинг узо^лашувчи-
а

+°о
лигини ани^ласак, айтиш мумкинки, ]' f ( x ) d x  ёки узо^лашувчи була-

а

ди, ёки шартли якинлашувчи булади ва буни аниклаш ^ушимча та^- 
лил 1\илишни талаб этади.

Пировардида, хосмас интегралларнинг якинлашувчилигини аниклаш- 
да куп ^улланадиган аломатлардан бирини келтирамиз.

16.6-теорема ( Д и р и х л е  а л ома ти) .  f(x)  ва g(x)  ф ун кц и я лар  
_j_ оо) оралиф а берилган булиб, улар  куйидаги шартларни ба ж а р -  

син:



1) f(x) функция \a, +  оо) оралщда узлуксиз ва унинг шу ора- 
лицдаги бошлангич F(x)  ( F ' ( x ) = f ( x ) )  функцияси чегараланган,

2) g(x) функция [a, - f  оо) ораликда g ' (х) хосилага эга ва у  узлуксиз  
функция,

3) g(x)  функция  [а, +  оо) да камаювчи,
4) lim ¿г(лг) =  0.

X—*+оо
У  %олда

+ 0 0

J f ( x) g( x) dx
а

интеграл яцинлашувчи булади.
И с б о т .  Узлуксиз f (x)  ва g  (х) функцияларнинг купайтмаси 

f ( x ) g ( x) функция хам \а, +  оо) ораликда узлуксиз булгани учун, бу 
f ( x) g ( x) функция исталган [а, /] (/ а) ораликда интегралланувчи 
булади, яъни

Ф (t) =  $ f ( x ) g ( x ) d x  (16.12)
а

интеграл мавжуд.
¿->- +  оо да ф(/) функциянинг чекли лимитга эга булишини курса- 

тамиз. Теореманинг 1-ва 2 -шартларидан фойдаланиб, (16.12) интеграл- 
ни булаклаб ^исоблаймиз-

* i t t
j f ( x) g i x) d x =  ¡ g { x ) d F { x )  =  g(x)F{x) \  —  f F(x)g' (x)dx.  (16.13)
a a a a

томондаги биринчи ^ушилувчи учун ушбу
|g  (О F (01 <  M g  it) (M =  sup \F ( 0 1 ■< +  оо)

тенгсизликка эга буламиз. Ундан, i - v - f o o  да g ( l ) - + 0  булишини эъти- 
борга олсак,

lim g( t ) F( t )  =  О 
/—►+00

булиши келиб чи^ади.
t

Энди унг томондаги иккинчи J F( x) g ' ( x ) dx  ^адни ^араймиз. Мо-
а

домики, g(x)  функция \а, -f- °о) ораликда узлуксиз Дифференциалланув- 
чи ^амда шу ораликда камаювчи экан, унда V  а: 6 [а, +  оо) да g ’ (х) <  О 
булиб,

М  J |g ' (х)\dx — — М  \ g ' ( x ) d x  =
а а а

=  М  [g (а) — g  (/)] <  Mg  (a) (g (t) >  0) 

булади. Шундай ь^илиб, t  узгарувчининг барча / >  а ^ийматларид^

] \ F ( x) - g ' ( x)\dx
а



интеграл (t узгарувчининг функцияси) юкрридан чегараланган. У .^ол- 

да ушбу бобнинг 2- § ида келтирилган теоремага кура j  F {х) g' (л;) d x
а

интеграл якинлашувчи (^атто абсолют якинлашувчи) булади. Демак,

lim [ F ( x ) g ' ( x ) d x  
<-►+00 ¿

лимит мазжуд ва чекли.
Юкрридаги (16.13) тенгликда +  °°  да лимитга утиб, ушбу

lim \ f ( x ) g ( x ) d x
< ->+ оо  о

+ о о

лимитнинг мавжуд >̂ амда чекли булишини топамиз. Бу эса j /  (х) g  (х) d x
а

интегралнинг яцинлашувчилигини билдиради. Теорема исбот булди.
Ми с о  л. Ушбу

+j " = ^  ««>«,
1

интегрални ^арайлик. Бу интегралдаги / (х) =  sin х, g  (je) =  ~ ¡̂r (а >  0) функция-

лдп юкопида келтирилган теореманинг Сарча шгртларини кансатлантиради:
v ¡) f (х) — sin х  функция [1 , ■+ оо) ораликда узлуксиз ва бошлангич функцияси 

р  =  _  cos х  чегараланган,

2) g (х) =  “ ЕТ Функция [1, +  оо) ораликда ¿  (х) =  — ~ i + ä  х.осилага эга ва 

у узлуксиз,
3) g - (а  >  0) функция [1 , + 00) ораликда кашгсвчи,

4) lim g ( x ) =  lim 4 г  =  0
Х-».+оо х-+-\-оо X

булади. Демак, Дирихле аломатига кура берилган интеграл якинлашувчи.

3- §. Чегараси чексиз хосмас интегралларни ^исоблаш
ь

Чекли [а, Ь] орали^ буйича олинган j' f ( x ) d x  Риман интеграли
а

Ньютон — Лейбниц формуласи ёрдамида, ёки булаклаб, ёки узгарувчи- 
ларни алмаштириб, ёки бошк>а усуллар билан хисобланар эди.

Энди якинлашувчи ушбу

I ="]' f (x)dx
а

хосмас интегрални ^исоблаш талаб этилсин.
1. Н ь ю т о н  — Л е й б н и ц  ф о р м у л а с и .  Фараз килайлик, ) (х) 

функция [а, + ° о )  ораликда узлуксиз булсин. Магл^мки, бу з^олда



f ix)  функцияГшу ораликда ф (* )(ф  ' «  =  /(*), х £ [ а ,  +оо)) бошлангич 
функцияга эга булади х —*■ -f- оо да ф(*) функциянинг лимита мав- 
жуд ва чекли булса, бу лимитни Ф (х) бошлангич функциянинг 4- оо 
даги ^иймати деб ^абул ^иламиз, яъни

lim Ф(х) =  ф ( +  оо).
*-*•-{-00

Хосмас интеграл таърифи ^амда Ньютон-Лейбниц формуласидан фой- 
даланиб куиидагини топамиз:

+  оо t

J / ( * ) d x  =  lim ¡ f ( x ) d x =  lim  [Ф (t) — Ф {a)] =
a  < -» + 0 0  a <-*4-00

=  Ф( +оо)  — Ф(а) =  Ф(*)|+°°. (16.14)

Бу зса ю^оридаги келишувга кура бошлангич функцияга эга булган 
Пх) функция хосмас интеграли учун Ньютон—Лейбниц формуласи 
уринли булишини ку'рсатади.

М и с о л. Ушбу
4-00

Г 1 1I — sin — dx J х2 х 
2_
л

хосмас интегрални царайлик. Равшанки, /  (л:) =  — sin — функция
х opa-

ливда узлуксиз Сулиб, унинг бошлангич функцияси Ф (х) =  cos — булади. Демак, 
{16.14) формулага кура Х

+ о о

1 . 1 , 1 [+ °°
— sin — dx =  cos — =

2- *2 * x \ L
яя

J

.. Баъзан, берилган I  хосмас интеграл узгарувчиларни алмаштириб 
еки булаклаб интеграллаш натижасида ^исобланади.

2. Б у л а к л а б  и н т е г р а л л а ш  у с у л и .  и(х)  ва v(x)  функция- 
ларнинг хар бири [а,  +  оо) ораликда берилган хамда узлуксиз и'(х)  
ва v'(x) хосилаларга эга булсин.

+»
Агар J и (х)du (х) интеграл я^инлашувчи ^амда ушбу

а

lim  u(t) =  и ( +  оо), Hm v(t )  =  t>(4-oo)
<->4-°° é-*4-oo

лимитлар мавжуд ва чекли булса, у ^олда+ ”  u(x)dv(x)  интеграл я^ин- 

лашувчи булиб, “
+ о о  J

(' u(x)do(x)  =  u ( x ) u ( x ) \ + ~ — \ v { x ) d u { x )  (16.15)
* о

булади.



^ацик.атан хам, 1 - кием, S- бсб, 10-§ да келтирилган формулага 
кура
t t  t  
Г и (x) dv (x) =  u(x)v (x) \* — f V (x) du (x) =  [u (t) v(t) — и (d)v(a) ] — J  v{x)du (x> 
а а a
булиб, бу тенгликда / - * - + < »  да лимитга утиб, цуйидагини топамиз:

t t 
lim \ u ( x ) d v ( x ) =  lim [u(t)v{t) — u(d)v{a)]—  lim Ju (x )du(x).  (16.16)

/ - » + 0 0  ' a i-+ + o o  < - > + 0 0  а

-j—OO
Шартга кура j  v ( x ) d u  (x) интеграл якинлашувчи ^амда l im[u ( t )v{t )  — 

— u{a)v(a) ]  лимит мавжуд ва чекли эканлигини эътиборга олсак, унда
-fc o

(16.16) муносабатдан J u{ x) dv( x)  интегралнинг я^инлашувчилиги ^ам-
а

да (16.15) формуланинг уринли булиши келиб чи^ади.

М н е о'л. К,уйидаги

4 - 0 0

J хе~х dx
о

интегралнн ^исоблайлик. Агар и (х) =  х, dv (х) =  e~xdx дейилса, унда ы(х)ч(х)|^"°° =

=  х (  — е- *)]^0“ =  Пш (—хе~х ) =  0, ~J v (х) du (х) =  — J e ~ x dx =  — l булибг 
*->+«> о и

(16.15) формулага кура

+J и (х) dv (х) = + j х е ~ х d x =  — хе~х 1̂ °° — j  (—er~x) dx = 1
0 0  о

булади. Демак,
4 - 0 0

j  х е~ х dx =  1.
о

16.3- э с л а т м а .  Юкоридаги (16.15) формулани келтириб чи^ариш-
4*00

д а  Г v (x)du(x)  интегралнинг я^инлашувчилиги ^амда lim u( t ) v ( t )  ли-
а i*+-\-ao

митнинг мавжуд ва чекли булиши талаб этилди.
*|-оо -f*00

Агар J u(x)dv(x) ,  J v (х) du (х) интегралларнинг яцинлашувчилиги
а а

^амда lim u{t )v( t )  лимитнинг мавжуд ва чекли булиши каби учта

фактдан исталган иккитаси уринли булса, у ^олда уларнинг учинчиси 
^амда (16.15) формула уринли булади.

3. У з г а р у в ч и л а р н и  а л м а ш т и р и ш  у с у л и .  /(х) функция 
[а, + о о )  ораликда берилган булсин. ^уйидаги

I = § f ( x ) d x
а



интегрални к,арайлик. Бу интегралда х =  ср(г) дейлик, бунда ф(г) функ­
ция куиидаги шартларни бажарсин:

1) ф(г) функция [а , +  оо) ораликда берилган, ф' (г) хосилага эга 
ва бу з^осила узлуксиз,

2) ф(г) функция [а , +  оо) ораликда катъий усувчи,
3) ф(а) =  а,  ф (+ °о) =  Н т  ф(г)==4~оо булсин.

г-*+ао
+°°

У ^олда ]' (ф(г))фг(г)£гг интеграл якинлашувчи булса, унда ^ ( х ) й х  

з̂ ам якинлашувчи ва

I / М &х  =  .1’ /  (Ф (г)) • ф' (г) й г  (16.17)
а а

булади.
Ихтиёрий г ( а <  г <  +  оо)  ну^тани олиб, унга мос ф(г) = t  нукта- 

ни топамиз. [а, /) ораликда 1- ^исм, 9- боб, 2- § да келтирилган фор­
му лага к}ра ^  ^

|  /  (х) йх =  _[ /  (ф (г)) • ф' (г) йг
а а

булади Бу^муносабатда /->- +  оо да (бунда г =  ф-1 (/) +  оо)  лимит- 
га утиб ь;уйидагини топамиз:

П т ]■ /  (л) с1х =  (' /  (ф (г)) <р'(г)с1г.
<-*■+» а а.

+?°
Бу эса ( / (х)с1х интегралнинг я^инлашувчилигини ^амда (16.17) фор- 

муланинг уринли булишини курсатади.
-}-ао

16.4- эс  л з т м а .  ^¡{х)йх  якинлашувчи булсин. Бу интегралда
п

* =  Ф(2) (16.18)
булиб, (16.18) функция ю^оридаги шартларни бажарсин. У ^олда

I  / ( ф ( 2)) ф ' ( 2) й г
а

интеграл ^ам якинлашувчи булиб,

]' \(х) йх =  1 [  (ф (г)) <р'(г)(1 г
а а

булади.

М и с о л .  Ушбу

, +°° с1х

/ =  | Г Т ?  (16Л9>



интегрални карлйлкк. Равшанки, бу интеграл я^инлашувчи. Уни хиссблпйлик. Ав- 

вало бу интегралда х =  —  алмаштириш к,иламиз. Натижада

I
О +«•

=  J г г т ( ~ ? ) * = ] т+cci +  Z4

z2 dz 

+~Z*
(16.20)

булиб, (16.19) ва (16.20) тенгликлардан
-j-OO

/ 2 „
О

булиши келиб чи^ади. Кейинги интегралда

, _ i /  +  y Z ± 4

-j-OO
=  _L Г 1 +  *2 
~  2  J \ +  х*

dx

х — -  =  у х
алмаштиришни бажариб, цуйидагини топамиз: t 

+°°
. 1 С ¿У 1 L У/  =  — \ — — „ =  arctg 7т = -

+ о о

2 +  y * ~ 2 V 2  V 2 2 V  2

Демак,
— ОО

J
dx

l + x l  2 / 2

4. Ч е г а р а с и  ч е к с и з  б у л г а н  Гхосмас и н т е г р а л л а р н и  ?̂ ам 
баъзан (аник; интеграл сингари) и н т е г р а л  й и г и н д и н и н г  л и м и т и  
с и ф а т и д а  ^ и с о б л а ш  мумкин булади.

f(x)  функция [а, +оо) ораликда (а >  0) берилган булиб, ^уиидаги
шартларни бажарсин:

1) [а, + ° ° )  да f(x)  функция интегралланувчи,
2) [а  + оо) да / ( х) функция ¡камаювчи ва +  °°) учун 

f ( x ) > 0 .
У ^олда

+Ff ( x ) d x  =  \ i m h y . f ( a  +  kh) (16.21)
а h-*0 k=0

^  Исботлайлик. [а, + о о ) орали^ни Ца, a +  h], [a +  h, a +  2h], . .
[a +  kh, a +  kh +  h], . . .  ( / i > 0) оралщларга ажратайлик. A  > a  бул- 
син. Функциянинг мусбатлигидан

U _ i l  Г -1h \ а 4- kh 4 -h A I h I а +  kh +  Л
V Г f ( x ) d x < U ( x ) d x <  2  J f № d x  (16-22)

k=0 a+kh a k=0 a+kh

тенгсизликларни ёза оламиз. Функциянинг камаювчи эканлигидан 
V * 6 [ a +  kh, a +  kh +  h) учун

f (a  +  kh +  ft) <  f(x)  < / ( a  +  kh)



«булади. Шундан фойдалансак, (16.22) ни куйидагича ёзиш мумкин-

[ т ] -  Л [т]
2  * / ( а  +  М + А ) <  | / ( х ) Л <  2  ' ■ / ' " + № .  (16.23)

*—и а  4= 0
-{-оо

Шартга кура, ( /  (х) с1х я^инлашувчи. Функциянинг мусбатлигидан
а

V  А  >  а учун

I  /  (*) ¿Ьс /  (х) (IX.
о а

Бу тенгсизликдан ва (16.23) дан V А > а ,  У / г > 0  учун

И - '
] ¡ ( х ) й х >  V  / г / ( а  +  й/г) — /г /(а ). 
а  4 ^ 0

Бундан эса

[ /  М  йх >  2  /г/ (а +  6/г) —  /г/ (а)
а 4 = о

булади. Шундаи ^илиб, >►]/(а +  кк) катор якинлашувчи булар экан.

Буни эътиборга олсак, [(х) нинг мусбатлигидан ва (16.22) муносабат- 
нинг унг томонидаги тенгсизликдан

¡ ¡ ( х ) й х ^ ^ Н { ( а  +  кИ)
а 4 = 0

ли хосил ^иламиз. Бу тенгсизликнинг ихтиёрий А > а  учун тугой 
эканлигидан

|' ¡(х )йх  <  /г \ [ ( а +  кк).
а А=0

Д ем а к ,

/г У / ( а  +  М ) —  /г /(а )  < +( 7 (*) <  /г V / (а +  ¿/г)
*=0 а к=0

лами'з ^  еР^а к -*-0 да лимитга утсак (16.21) формулами ^ссил ^и- 

М и с о л .  Ушбу
+ о о
|  х е ~ х <1х
1

интегралнн ^арайлик. Равшанки, бу интеграл якинлашувчи, [ 1 , + э о )  ораликда 
эса /  (х) =  хе х  функция камаювчи >;амда V д: ^ [ 1, +  оо) учун ¡(х) =  хе~х >  0 
дир. Ю^орида келтирилган (16.21) фэрмулэдач фэйдэланчэ ^уй.цаги,« топамиз:
-{-оо ОО г

I хе~х йх  =  НшА > ’ (1 +  Ш) е~  (1 +  =  е —1 Ига И V  е~к>1 +  к* V
1 л ^ .о  к—о Н->  о л  -е* „



1 e ~ h
lim  f t --------- . -+- lim Л2----------- —
л-->о 1— е ~ h h-*о (1 — e ~ hY г ‘ 1 | + й '" ‘ ( т = Ы ] *

=  e“ 1 (1 +  l)  =  2 e ~ 1.

Демак,
+ o o

J xe~~x  dx =  2 e~ 1.
1

16.5- э с л а т м а .  Юкорида келтирилган (16.21) формула f  (х) функ­
ция х  узгарувчининг бирор х0 {х0 >  а) цийматидан бошлаб камаювчи 
булганда ^ам уринли булишини курсатиш мумкин.

5. Ч е г а р а с и  ч е к с и з  х о с м а с  и н т е г р а л л а р н и н г  б о ш  
^ и й м а т л а р и .  f(x)  функция (— оо, - f  оо) ораликда берилган булиб,
бу орали^нинг исталган [t'y t ] (— +  оо) ^исмида интег-

t

ралланувчи булсин: F(t ' ,  t) =  [ f ( x) dx .
i'

Маълумки, f{x)  функциянинг (— оо, + ° ° )  оралик; буйича хосмас 
интеграли ушбу

Г f ( x ) d x  =  ]im  F(t ' ,  0  =  Hm \ f ( x ) d x
t ' - *  —  00 OO t r

>-¡-oo f—>4"°°

лимит билан аникланар эди. t ’, t узгарувчнлар бяр-бирига б орлик; 
булмаган з^олда — оо, ¿ - ^  +  о о д а  F(í',  t) функция чекли ли-

+оо
митга эга булса, Jf{x)dx  хосмас интеграл якинлашувчи деб аталар эди.

—оо 
4- оо

Равшанки, j f(x)dx интеграл якинлашувчи булса, яъни ихтиёрий
—оо

равишда i ' ->— оо, /-»- + оо да F ( t i )  функция чекли лимитга эга
булса, у з^олда бу функция i ' =  — t булиб, ¿-*--{-оо булганда з̂ ам,
чекли лимитга эга (интеграл якинлашувчи) булаверади. Биро^ F(t ' ,  t) =  

t

~ ^ f ( x ) d x  функция, t ' =  — t булиб, í->-4-oo да чекли лимитга эга 
t ’

00
булишидан [ /  (х) dx  хосмас интегралнинг якинлашувчи булиши келиб 

>•00
чикавермайди.

М и с о л .  Ушбу

j  sin х  dx 
t ’

t
интеграл учун V =  — t булса, равшанки, V t >  0 учун j  sin xdx  =  О ва демак,

— tí
lim  f sin x d x =  0 

¿->4-00 __¿
+°°

булади. Биро^ j sin xdx интеграл якинлашувчи эмас.
—  ОО

t
16.9- т а ъ р и ф .  Агар f  =  — t булиб, ¿-> +  оо да F ( t ' , t )  =  ¡f(x)dx

i’



функциянинг лимита мавжуд ва чекли булса, у ^олда ¡ f { x ) d x  хосмас
— оо

интеграл бош циймат маъносида яцинлашувчи дейилиб,

lirn (7 (x)dx
í -> - \~ o o  j

+00
лимит эса |  f (x)dx  хосмас интегралнинг бош киймати деб аталади.

—оо
+ о о

Одатда J f  (х) dx  хосмас интеграл нинг бош ^иймати
— оо

+°°
v. р. Ч f(x)dx

—00
каби белгиланади. Демак,

+ 0 0  t

v. р. (' f ( x ) d x  =  lirn j f ( x ) d x .
— 00 /—►-["00 —í

Бунда v. р. белги французча «valeur principíale» «бош циймат» суз-
ларининг дастлабки ^арфларини ифодалайди.

+00
Шундай ^илиб, [ f { x ) d x  хосмас интеграл я^инлашувчи булса, у

— ОО

+  <Х)

бош ^иймат маъносида хам я^инлашувчи булади. Биро^ \ f { x ) d x  хос-
— оо

мае интегралнинг бош к,иймат маъносида яцинлашувчи булишидан 
унинг я^инлашувчи булиши хар доим ^ам келиб чи^авермайди.

6. Ч е г а р а с и  ч е к с и з  х о с м а с  и н т е г р а л л а р н и  т а ^ р и б и й  
^ и с о б л а ш .  f(x)  функция [а, +  оо) ораликда берилган ва узлуксиз 
■булиб,

/  =+f f (х) dx  (16.24)
а

интеграл якинлашувчи булсин.
Куп ^олларда бундай интегралнн ани^ хисоблаш ^ийин булиб, уни 

та^рибий ^исоблашга тутри келади.
(16.24) хосмас интегрални та^рибий ^исоблаш хос интггрални — 

ани^ интегрални та^рибий ^исоблашга келтирилади. Ани^ интегрални 
^исоблашда, бизга маълум формулалар (турри туртбурчаклар, трапеция, 
Симпсон формулалари (^аралсин 1-^исм, 9 - боб, 11- §)) дан фойдала- 
нилади.

Таърифга кура
t -f-00

lim Г f (x)dx--= f f (x)dx
/-++00 a a

лимит мавжуд ва чекли, яъни У  г > 0  олинганда ^ам, шундай t0 (a< i  
< ; tQ<C. 00) топиладики, t >  t0 да

| f f { x ) d x — j  f ( x ) dx | < e  (16.25)
a a



[ /(х)йл: =  | /(х )й х — ^¡(х)йх

эканлигини эътиборга олсак, унда ю^оридаги (16.25) тенгсизлик уш бу
+ оо

8И  ¡ Ш х \ <

куринишни олади.
Натижада бэрилган I интегрални такрибий ифодаловчи ^уйидаги 

формулага келамиз:

+| ¡{х)<1хж ]7 (х ) с1х. (16 .26)
а а

Бу такрибий формуланинг хатолиги

Ц  / (х) ¿¿л; 1 <  е 
г

булади.
М и с о л. Ушбу

-Ь°° *
1 Ох 
о

интегрални карайлик. Б у интеграл я^инлашувчидир. Уни [0 , а ] (а  >  0) оралиц 
а г

буйича ^ё~х с1х интеграл билан алмаштириб, ушбу 
о

+|°е~хгйх »  /  е ~ х* йх (а >  0) (1 6 .2 7 )
о о

такрибий формулага келамиз. (16 .27) формуланинг хатолиги
4-оо _ а  9 4 - 00 *

| е ~ х с1х— $ е~х Ох =  $ е~х ёх
0 0 а

учун куйидаги б атога э га  буламиз:
+оо _ 1 -4-оо 9 1 -|-<Ю 1

Г е~х Лх <  — Г хе~ х ¿ х = — ( е~~х <1 (х2) =  —
I о I 2а 2 а1
Энди а =  1, а — 2, а  =  3 булган холларни карайлик. а =  1 булсин. Б у  ^олда 

00 1 

| е~ х* <1х я* ? е~ х* <1х 
О '9

булиб, бу такрибий формуланинг хатолиги

+ °| е-  *г ах -  { е~ Х‘ с1х =  1  е~ х* <1х <  0,1839
о о 1

булади.
а =  2 булсин. Бу холда

оо 2

5 е~ х* ¿х  «  $ ё~ х2 ¿к
о о

+С° =  -  е- а ‘ 
а 2 а



булиб, бу тацрибий формуланинг хатолиги учун ушбу
4 - о о  2  4 “ оо

| е~~ ** <1х — 5 е~ х* с1х =  I  е— ** <  0,00458
0 0 2

б ато га  эга буламиз.
а =  3 булсин. Бу ^олда

+ 0 0  з

I е~  х* <1х ж \ е~ *' йх
о о

булиб , унинг хатолиги
4~ оо з  4 -0 0

I е~  *’ <1х — | е~  х* ёх — | е~~ х’ с!х гС 0 , 00002
0 0 3

булади .

4 -§ . Чегараланмаган функциянинг хосмас интеграллари

1. М а х с у с  н у  к, т а .  ¡(х) функция X (X с :  К) тупламда берилган 
булсин. Бирор х0 (х0 6 Я) ну^тани олиб, унинг ушбу

и &{ х ^ = { х : х ^Я: х0 — б < х < д : 0+ б ;  х Ф х0} (6 >  0) 
атрофини (1-^исм, 118, 122-бетлар) царайлик.

1 6 . 10 - таъриф.  Агар х0 ну^танинг ^ар придай Ой(х0) атрофи олин- 
ганда ^ам 1/6 (х0) П X  Ф 0  тупламда ¡(х) функция чегараланмаган бул- 
са, х 0 нуцта / (х) функциянинг махсус нуцтаси деб аталади.

М и с о л л а р .  1. [а,Ь) ярим интервалда ушбу / (* ) = — -—  функцияни карай-
Ь — х

л и к . Ъ нукта бу функциянинг махсус нуцтаси булади, чунки [а , Ь) П О'б (Ь) туплам­
д а  берилган функция чегараланмагандир.

2 . (а, Ь] ярим интервалда / (л:) = -------- функция берилган булсин. Равшанки
х  — а

б у  ф ункция (а, 6 ] П I/а (а) тупламда чегараланмаган. Д емак, а  махсус ну^та.

3 . (а, V) интервалда уш бу } ( х ) =  - ------------------------¡т- (сс >  О, В >  0) функцияни
( х — а) (о — х )р

^арайлик. а ва  Ь ну^талар бу функциянинг махсус ну^талари булади, чунки берил­
ган  функция (а,Ь) П и 6 (а) ва (а,Ь) П и 6 (Ь) тупламларда чегараланмагандир.

4 . Ушбу / (х) =  — —о....—- функция / ?\ { — 1 ,0 ,1 }  тупламда берилган. Равшан-
х(х2 — 1)

ки , б у  функция — 1, 0,  I ну^талар атрофида чегараланмаган. Д ем ак , — 1,'0 , 1 мах­
сус  н у^талар  булади.

2. Ч е г а р а л а н м а г а н  ф у н к ц и я н и н г  х о с м а с  и н т е г р а л и  
т у ш у н ч а с и .  Мазкур курснинг 1-кисм, 9-бобида математик анализ- 
нинг асосий тушунчаларидан бири—функциянинг [а, Ь] орали^ буйича 
аниц интеграли (Риман интеграли) тушунчаси киритилди ва уни батаф- 
сил урганилди. Унда функциянинг интегралланувчи булиши функция­
нинг чегараланган булишини та^озо этди.

Энди чекли [а, Ь] орали^да чегараланмаган функциялар учун интег­
рал тушунчасини киритамиз ва уни урганамиз.



fix) функция [a, b) ярим интервалда берилган булиб, Ь нуцта шу 
функциянинг махсус нуктаси булсин. Бу функция (а, Ь) ярим интер- 
валнинг исталган [a, t\ ( а <  Ь) цисмида интегралланувчи (1-цисм, 
9 - боб, 2-§), яъни ихтиёрий t учун ушбу

| f ix)dx
а

интеграл мавжуд булсин. Бу интеграл, равшанки, каралаётган функция- 
га ва олинган t га боглик булади. Агар Цх) ни тайинлаб олсак, к̂ а- 
ралаётган интеграл фацат t узгарувчининг функцияси булади:

¡ f (x )d x  =  F{t) ( а <  / <  Ь).
а

Натижада (а, Ь) интерзалда берилган F (t) функцияга эга буламиз. 
16. 11 - т аъриф.  Агар t -+ b  — 0 да Fit) функциянинг лимита

мавжуд булса, бу лимит (чегараланмаган) f(x) функциянинг [а,Ь) буйи­
ча хосмас интегралы, деб аталади ва у

j 7  ix)dx
а

каби белгиланади. Демак
ь t
| f ix )d x— lim F(ß) — lim  §f(x)dx. (16 .28)
a t —>b—0 t-+b—Q a

16. 12-таъриф.  Агар t-*~b— 0 да F if) функциянинг лимита мав­
ж уд  булиб, у  чекли булса, (16 .28) хосмас интеграл яцинлагиувчи де- 
йилади, fix) эса \а,Ь) да интегралланувчи функция дейилади.

Агар /->6 — 0 да Fit) функциянинг лимита чексиз булса, (16.28) 
интеграл узоцлашувчи деб аталади.

Худди ю^оридагидек, а нукта fix) функциянинг махсус нук,таси 
булганда (а, Ь\ орали^ буйича хосмас интеграл, а  ва b нукталар функ­
циянинг махсус нукталари булганда (а, Ь) оралик буйича хосмас интег­
рал таърифланади.

f(x) функция (а. Ь] ярим интервалда берилган булиб, а пукта шу 
функциянинг махсус нуктаси булсин. Бу fix) функция (а, Ь] ярим ин- 
тервалнинг исталган [t,b] ( а <  t< i b) к>исмида интегралланувчи, яъни 
ихтиёрий t ( a c t  C b )  учун ушбу

\fix)dx =  Q)it) (16.29)
t

интеграл мавжуд булсин.
16. 13-таъриф.  Агар t-*~a-\- 0 да Ф (0  функциянинг

lim Ф (/)
<-»а+0



лимита мавжуд булса, бу лимит (чегараланмаган) /(х) функциянинг 
(а,Ь] буйича хссмас интеграла деб аталади ва

) f ( x ) d x
а

каби белгиланади. Демак,

f f(x)dx =  l im  J/ (x )d x  =  lim  Ф (0- (16.30)
a l—*a-f-0 t

1 6 . 1 4 - т а ъ р и ф.  Агар /-> а +  0 да Ф(/) функциянинг лимита мав-
ъ

ж уд булиб, у  чекли булса, J  / (х) dx интеграл щинлашувчи деб атала-
а

ди, /(х) эса (а,Ь] да интегралланувчи функция дейилади. ^
Агар ¿ -> а  +  0 да Ф (0  функциянинг лимита чексиз булса (16.30) 

интеграл узоцлашувчи деб аталади.
/ (х) функция (а, Ь) интервалда берилган булиб, а  ва & ну^талар шу 

функциянинг махсус нуцталари булсин. Шунингдек, f(x) функция (а, Ь) 
интервалнинг исталган [т, t\ (а <  х <С t <С Ь) ^исмида интегралланувчи, 
яъни

¡ f ( x ) d x =  ф (т,0 (16.31)
X

интеграл мавжуд булсин.
16. 1 5 - т аъриф.  т -> а  +  0, ¿->> — 0 да ф(т,0 функциянинг

lim  ф (т , 0
t~*b—О

лимити мавжуд булса, бу лимит (чегараланмаган) / (х) функциянинг (а, Ь) 
буйича хосмас интеграли деб аталади ва у

\f(x)dx
а

каби белгиланади. Демак,

J  / (x)'dx =  [lim j  f{x)dx =  l im ф (т, t). (16.32)
a  T-va-fO  1  T->a-fO

i—.fc—0 t-*b—0

1 6 . 16 - таъриф.  Агар т->-а +  0, t - * b  — 0 да <р(т,0  функциянинг 
лимити мавжуд булиб, у  чекли булса, (16. 32) интеграл ящнлашувчи 
дейилади, f(x) эса (а,Ь) да интегралланувчи функция деб аталади.

Агар т - * - а  +  0, t - + b ~  0 да ф(т, t) функциянинг лимити чексиз 
булса, (16 .31 ) интеграл узоцлашувчи деб аталади.

сГ с2, сп {ci 6 [а, Ъ), i =  1,2, . . ., п) нукталар f(x) функциянинг
махсус ну^талари Султан х;олда ^ам /(х) нинг (а,Ь) буйича хосмас 
интеграли ю^оридагидек таърифланади. Соддалик учун а, b хамда с (а<С 
<С.с<С.Ь) махсус нукталар булган ^олда, хосмас интеграл таърифини



келтирамиз. f(x) функция [а, b) \  {с} тупламнинг исталган [ т ,/ ] ( а < ;т <  
< / < с )  ^амда [u,v\ ( с < и < и <  Ь) кисмларида интегралланувчи, яъни

t V
jf{x)dx=<p(x,t), j f ( x ) d x  =  $(u,v) (16.33)
X U

интеграллар мавжуд булсин.
1 6 . 17-таъриф.  Агар т - > а  +  0, ¿ -> с — 0 ^амда и->-с +  0 , v-^-b—

— Ода ф(т,/) +  \|)(ы,о) функциянинг

lim  [ф (т, 0  +  il3{u,v)\ =  1 im [J /(х)dx +  J/  (.х) dx]
т-»а+0 t-»-a-fOx и
t-+c—0 О
v->b—0 v-+b—О

лимити мавжуд булса, бу лимит (чегараланмаган) f(x) функциянинг 
(а, Ь) буйича хосмас интегралы деб аталади ва у

j' / (х) dx
а

каби белгиланади. Демак,

¡ f ( x ) d x =  lim  [ j7 (x )d x  +  ]f(x)dx].  (16.34)
Q X l i

t—>c—0 
W—>C-+ 0
v-*b—0

1 6 . 18-таъриф.  Агар т->-а +  0, t-^-c— 0 ^амда и -»-с  +  0 , —О 
да ф (т, 0  +  ^ (и, v) функциянинг лимити мавжуд булиб, у  чекли булса, 
(16 .34) интеграл яцинлашувчи дейилади, f(x) эса {а, Ь) да интеграл­
ланувчи функция дейилади.

Агар х-^-а +  О, t - > c — 0 ^амда u - > c - f  0, v-^ -b — 0 да ф (т ,0  +  
+  \|з(и, и) функциянинг лимити чексиз булса, (16 .34 ) интеграл узсцла- 
шувчи деб аталади.

16 . 6 - э с л а т м а .  Юкорида махсус нуктаси а  (ёки Ь, ёки а ва Ь) 
булган f  (х) функциянинг (а, Ь] (ёки [а, Ь), ёки (а, Ь) ) оралиц буйича 
хосмас интеграли ту шунчаси F (t) нинг 0 (ёки Ф (0  нинг —
— О, ёки ф(т, 0  нинг %->а +  0, t -> b  — 0) да лимити мавжуд булган 
доллар учун киритилди ва унинг якинлашувчи ёки узоклашувчилиги 
таърифланди. Маълумки, F (t) нинг t а О  (ёки Ф  (t) нинг t -yb—О, 
ски ф(т, 0  нинг т -> а  ¡ 0, t~ > b— 0) даги лимити м авж уд булмаган 
^ол булиши мумкин. Бу ^олда биз шартли равишда f{x) нинг [хосмас 
интеграли

J / (х) dx
а

узоьуташувчи деб цабул киламиз.
Шундай ^илиб, чегараланмаган функция хосмас интеграли тушунча- 

си аввал урганилган Риман интеграли тушунчасидан яна бир марта 
лимитга утиш амали ор^али юзага келар экан. К,улайлик учун куйида 
купинча «хосмас интеграл» дейиш урнига интеграл деб кетаверамиз.



М и с о л л а р .  I. (О, 1] ярим ингервалда f ( x )  =  :рт= функцияни царайлик. Рав-

шанки, х =  О ну^та бу функциянинг махсус ну^тасидир. Берилган функция ихтиёрий 
[f , 1] (0 < i <  1) орали^ буйича интегралланувчи

1
С d< /—

Ф ( 0  =  ]  у = = 2 ( 1 - 1 Л ) .
t

У  з^олда
lim  Ф ( 0  l im  2 ( 1  — V I )  =  2

<_4-о <--*+о

dx
булади. Д ем ак , 1 -гу=- интеграл я^инлаш увчи ва у  2 га тенг.

J  V х
о

1

J dx
------  хосмас интеграл узо^лашувчи булади, чунки

х
о

1
lim

i-»+0
С dx , ,

Ф (t) =  lim  I -----=  lim  [lnxH  =  +  со .
) i - * 4- o J  л: < -» + 0

С dx
3. У ш бу \ / ■ -.= ■ интегрални карайлик. Равшанки, х =  0 ва х =  1 ну^-

J  у * ( 1  — X)о
тал ар  махсус ну^талардир. Хосмас интеграл таърифига кура

1 t
Г  — . -  - lim  Г  - ,/ ^ Х =  =  üm  [arcsin  (2х — 1) ]* =

,) V  х ( 1 — х) т -> -)-0  J  ] / х(1 —  х) т - ч - о
о ¿->1—0 т  <->1—0

- l im  [a rcs in  ( 2f — 1) — a rc s in  ( 2 т — 1) ] =  -— +  — =  я  

¿-►1—0
булади. Д ем ак , берилган хосмас интеграл я^инлашувчи ва

1
dx

: =  Я.
.Г V  X (1 — х)
о

4 . Ушбу
ь ь

,“ > 0 ) ' , a > 0 ,
а а

интегралларни ^арайлик. Хосмас интеграл таърифидан фойдаланиб ^уйидагини топа- 
миз:

ь ь
с dx г dx
\ ------------ — =  lim  \ ----------- — =  l i

J  (х — а) i-»a4-o.) (х — а) t-*a
m 

i-*a+о
(х — а) 1—“

1 — а

=  lim  — -̂---- [ (Ь — а )1 - “  — (/ -  а )1“ “ ], ( а  Ф  1).
t->a 4-0 1 — а



Б у лимит а  <  1 булганда чекли, дем ак /г хосмас интеграл якинлаш увчи , а  >  1 
булганда эса чексиз булиб, унда /j хосмас интеграл узоцлашувчи б улади . а  =  1 
булганда

f - * _ =l l n , [ ! „ ( , - « )  l i
eJ х — d  J  J -  o , i c + d - f o
a t

булиб, l x интеграл узо^лашувчидир.
Д емак,

Ь
dx

(“ > 0 )
а

хосмас интеграл а  <  1 булганда якинлаш увчи, а  >  1 булганда узо^лаш увчи  булади. 
Худди шунга ухшаш курсатиш мумкинки,

а
хосмас интеграл а  <  1 булганда якинлаш увчи, а  >  1 булганда узо^лаш увчи  булади.

Биз куйида хосмас интегралларнинг турли хоссаларини урганар 
эканмиз, уларни, асосан махсус ну^таси b булган f(x) функциянинг

ь
[а, Ь) орали^ буйича олинган J  f  (х) dx интеграли учун келтирамиз. Бу

а
хоссаларни махсус ну^таси а (ёки а ва Ь) булган функциянинг мос 
равишда (а,Ь] (ёки (а,Ь)) оралик; буйича олинган хосмас интеграллари 
учун х,ам тегишлича баён этиш мумкин.

3. Я к и н л а ш у в ч и  х о с м а с  и н т е г р а л л а р н и н г  х о с с а л а р и .  
f(x) функция [а,Ь) да оерилган булиб, b шу f(x) функциянинг махсус 
ну^таси булсин. Бу функция исталган [a, t\ (а <  t ■< b) да интегралла- 
нувчи булсин.

1°. Агар f(x) функциянинг \а,Ь) оралщ буйича [ / (х) dx интеграли
а

якинлашувчи булса, бу функциянинг [с, Ь) (а < .с < .Ь ) орали^ буйича 
ь
J  f(x)dx интеграли хам якинлашувчи булади ва аксинча. Бунда
С

\f(x)dx =  [  / (х)dx +  j" f(x)dx  (16.35)
а а  с

булади.
И с б о т .  Ани^ интеграл хоссасига кура

¡ f (x )dx  =  lf(x)dx + ( f (x )d x  (a < t < b )  (* )
' а а с

булади.
ь
j- / (х) dx интеграл якинлашувчи, яъни



лимит мавжуд ва чекли булсин. Ю^оридаги (*) тенгликни ^уйидагича 
ёзамиз:

j f ( x )d x  — ЦЦх)йх— f f (x) dx.
c  a a

Кейинги тенгликда t —+■ b — 0 да лимитга утиб ^уйидагини топамиз:

t 2 l - o  i  f  M  dx =  t I' f  (x) dx — I f  (x) dx =  Ь\ f  (x) dx — | / (x) dx.

b
Бундан j ‘ f  (x) dx интегралнинг я^инлашувчи ва

С

f f(x)dx — § f  (x) dx +  J  f (x) dx
a a с

эканлиги келиб чи^ади.
b

Худди шунга ухшаш \ f (х) dx интегралнинг якинлашувчи булиши-
СЪ

дан § f(x )d x  интегралнинг ^ам якинлашувчи хам да (16.35) формуланинг
а

урин ли булиши курсатилади.
^уйида келтириладиган 2° — 5°- хоссалар хосмас интеграл ва унинг 

я^инлашувчилиги таърифларидан бевосита келиб чикади.
ь ь

2°. Агар \ f(x) dx интеграл якинлашувчи булса, у  ^олда |' с f  (х) dx
а а

интеграл ^ам якинлашувчи булиб,

j' с f  (х) dx =  с j  f (х) dx
а а

булади, бунда с — const.
ь

3°. A rap j'f(x)dx  интеграл якинлашувчи булиб, х£[а, Ь) да
а

f  (х) >  0 булса, у ^олда

\ f  (х) dx > О
а

булади.
Энди f(x) функция билан бир каторда g(x) функция 5$ам [а, Ь) да 

берилган булиб, b эса бу функцияларнинг махсус ну^таси булсин. 
ь ь

4°. Агар j'/  (х) dx ва j' g (х) dx интеграллар якинлашувчи булса, у
а а

b
^олда \[f(x) ±  g(x)]dx интеграл ^ам якинлашувчи булиб,

а

[ If (х) ± g ( x ) ] d x  =  j' f ( x ) d x ±  \g (x) dx
a a a

булади.



16.4-н а т и ж а .  /¡(х), ¡2(х), . . . , ¡ п(х) функцияларнинг з^ар бири 
[а, Ь) да берилган булиб, Ь эса бу функцияларнинг махсус нуктаси б ул ­

син. Агар | (х)йх(к =  1, 2, . . . , п) интеграллар я^инлашувчи булса,
а

у ^олда

) [С1 /1 М  +  С2 /2 (х) +  . . .  + С п ! п (х)] йх
а

интеграл хам я^инлашувчи булиб,
ь ь ь
Г [с, (х) +  с2 /2 (х) +  . . . + С п /„(х)] ах  =  с1 (  Д (х) йх +  с2| Ъ (х) (1х+
а “ а

Ь ___
+  . . . + с п̂ п(х)с1х С1= с о т ^  г= 1 ,«•

а

булади.
ь 6

5°. Агар ¡¡(х)<1х  ва | £ (х )^х  интеграллар якинлашувчи булиб,
а а

\/х£[а,Ь) да /(х) <  £ (х) тенгсизлик уринли булса, у холда 
Ь ь

I {(х)с1х^\ ё (х )й х
а а

булади.
Юкоридаги /(х) ва § (х ) функциялар куйидаги шартларни з^ам ба- 

жарсин:
1) ¡(х) функция [а,Ь) да чегараланган, яъни шундай т  ва  М  уз- 

гармас сонлар мавжудки, V  х£[а, Ь) да т  <  / (х) <  М ;
2) £ (*) функция' [а, Ь) да уз ишорасини узгартирмасин, яъни

барча х (х 6 Щ ларда g (x ) >  0 ёки §  (х) <  0. 
ь ь

6°. Агар [  f(x)g{x)dx  ва ] § (х )с(х  интеграллар якинлашувчи булса,
а а

у холда шундай узгармас (х (т  ^  ¡л ^  М) сон топиладики,
Ь Ь

\ f(x)g(x)dx = [ 1  \ g (х) dx
а а

тенглик уринли булади.
Бу хосса ушбу бобнинг 1 - § да келтирилган 6°- хосса исботи каби

исботланади. Одатда бу хосса у р т а  к; и й м а т з ^ а ^ и д а г и  т е о р е м а
деб юритилади.

5-§ . Чегараланмаган функция хосмас интегралининг яцинлашув-
чилиги

/(х) функция \а,Ь) ярим интервалда берилган булиб, Ь ш у ф унк­
циянинг махсус ¡нуктаси булсин. Б у функция хосмас интегралининг 
я^инлашувчилиги шартини топиш билан шурулланамиз.



b
Биз юкорида j' f(x) dx хосмас интегралнинг якинлашувчилиги t^-b—О

а

F { t ) =  \ f{x)dx  (a < t < b )
a

функциянинг чекли лимитга эга булиши билан таърифланишини кур- 

дик . Бннобарнн, j' f(x)dx  интегралнинг якинлашувчилиги шарти, t-+
а

->  Ь — 0 да F (t) функциянинг чекли лимитга эга булиши шартидан 
иборат.

1-цисм, 4 -боб, 5- §, 6 - § д а г и  функциянинг чекли лимитга эга бу-
ь

лиши ^а^идаги теоремалардан фойдаланиб, j  f(x)dx  хосмас интеграл-
а

нинг якинлашувчилиги шартини ифодаловчи теоремаларни келтирамиз.
1. М а н ф и й  б у л м а г а н  ф у н к ц и я  х о с м а с  и н т е г р а л и -  

н и н г  я к и н л а ш у в ч и л и г и .  /(х) функция [а,Ь) ярим интервалда 
берилган Зулиб, b эса шу функциянинг махсус нуцтаси булсин.

Б у функция [а,Ь) о р и гк щ  манфий булмасин (V  х£[а,Ь) учун 
/ (х) >  0) ва ораликнинг исгалган [a,t] ^исмида (a < .  t< ib ) интеграл- 
ланувчи булсин. У ^олда a < . t 1< t 2<.b  лар учун

F {Q =  f  f  (х) dx =  F {U) +  /* / (x) d x > F  (/,) 
a i

булади. Демак, / (x) >  О булганда F (t) функция усувчи Сулар экан. 
Бинобарин, t-*-b  — 0 да F (t) ^амма вакт лимитга (чекли ёки чексиз) 
э га  булади. Монотон функция лимити ^акидаги теоремадан фойдала-

ь
ниб (каралсин, 1 - к;исм, 4 - боб, 5-§) j  f(x)dx интегралнинг якинлашув-

а
чилиги шартини ифодалайдиган ^уйидаги теоремага келамиз.

ь
1 6 . 7 - т е о р е м а ,  [а,Ь) да манфий булмаган /(х) функция J  f(x)dx

а
хосмас интегралининг яцинлашувчи булиши учун, {F (/)} нинг юцо- 
ридаги чегараланган, яъни \ ft£ (a ,b )  учун

F  (0 =  j 7  (х) dx <  с (с =  const)
а

булиши зарур ва етарли.
ь

Одатда бу теорема / (х) (/ (х) >  0) функция [ / (х) dx хосмас интегра-
а

лининг якинлашувчилиги критерийси деб аталади.
Яна уша теоремага асосан ^уйидаги натижани айта оламиз.

t
1 6 . 5 - н а т и ж а .  Агар {F (t)} =  {§ f  (х)dx) туплам юк;оридан чегара-

а



ланмаган булса, у  холда j  / (х) dx хосмас интеграл узоклашувчи булади.
а

М а н фи й  б у л м а г а н  ф у н к ц и я л а р  х о с м а с  и н т е г р а л -  
л а р и н и  т ' а ^ о с л а ш  ^ а ^ и д а  т е о р е м а л а р .

16.8-те  о р е м  a. f(x) ва g(x) функциялар [а,Ь) да берилган б у ­
либ, b эса бу функцияларнинг махсус нуцтаси ва \f-х£[а,Ь) да

О < f ( x ) < g ( x )  (16.36)
булсин. У  \олда: 
b ь

J  g(x)dx якинлашувчи булса, [ f(x)dx хам якинлашувчи булади,
а а
Ь „ Ь|* f(x)dx узоклашувчи булса , J  g(x)dx хсам узоклашувчи булади .

а а
b

И с б о т .  j  g(x)dx  якинлашувчи булсин. Унда 16 .7 -теоремага кур а
а

t
{G (0}={f g(x)dx} (a<Lt<ib) туплам юкоридан чегараланган:

а
t

G (t) =  j g (x) dx <  С (С =  const)
a

булади. (16.36) муносабатга асосан

F(t) =  J f ( x ) d x <  j  g(x) dx =  G(t) <  С
a a

b
булиб, ундан яна 16 .7 -теоремага кура \f(x)dx интегралнинг я^инла-

а
шувчилиги келиб чи^ади. 

ь
Энди J f(x)dx  интеграл узоклашувчи булсин. У  холда {/•"(/)} =

а
t

=  {f / (,v) dx} юкоридан чегараланмаган булиб,
а

J f(x)dx  <  ¡g (x )d x ,
а а

тенгсизликдан эса

{G(0} = { j'g(x)dx}
а

нинг ^ам юкоридан чегараланмаганлигини топамиз. Д емак, юцорида
ь

келтирилган натижага кура, J  g{x)dx  интеграл узоклашувчи. Теорема
а

исбот булди.
1 6 . 9 - т е о р е м а ,  [а,Ь) да / (х) ва g (х) манфий булмаган функция-

fix)лар берилган. х -^b  — 0 да нисбатнинг лимити k булсин:
g ( x )



ь ь
Агар £ <  +  оо ва ]' ё(х)йх интеграл ящнлашувчи булса, [ / (х) йх

а а
интеграл %ам якинлашувчи булади.

ь ь
Агар & > 0  ва  ̂ ¿(х)йх интеграл узоцлашувчи булса, | ¡(х )йх

а а
интеграл %ам узоцлашувчи булади.

Бу теореманинг исботи ушбу бобнинг 2 -§  ида келтирилган 16.3- 
теореманинг исботи кабидир. Уни исботлашни уцувчига ^авола этамиз.

Юцорида келтирилган теоремалардан цуйидаги натижа келиб чи­
тали.

16.6- н а т и ж  а. 16.9- теорема шартларида агар 0 <  £ <  +  оо булса, 
ъ ь

у  ^олда _[ / (х) йх ва [ g (х) йх интеграллар бир вацтда ёки яцинла-
О О

шувчи, ёки узоцлашувчи булади. 
ъ

Бирор ]“ / (х) йх (/ (х) >  0, V  х 6 [а, Ь)) хосмас интеграл берилган
а

булсин. Бу интегрални _) —- — ^ а -  интеграл билан солиштириб, цуйи-

даги аломатларни топамиз.
1°. Агар х нинг Ь га етарлича яцин цийматларида

< « > ° >
ь

булса, у  ^олда ср (х) <  с <  ~  00 ва а  <  1 булганда | / (х) йх интеграл
аЬ

якинлашувчи, ср (х) >  с >  0 ва а  >  1 булганда | / (х) йх интеграл узок,-
а

лашувчи булади.
2°. Агар х -> 6  — 0 да /(х) функция — — —  га нисбатан а  (а> |0)

ь
тартибли чексиз катта булса, у  ^олда [ / (х) йх интеграл а  <  1 бул-

а
ганда якинлашувчи, а  >  1 булганда эса узоцлашувчи булади.

Бу аломатларнинг исботи ^ам ушбу бобнинг 2-§ ида келтирилган 
аломатларнинг исботи кабидир.

М и с о л л а р .  1 . Уш бу
1

COS2 X

У  1
о

dx

интегрални царайлик. Бунда интеграл остидаги функция

cos2 х Ф (х)f <хЧ = ------------ --- ■ ■——
1 } ( \ - х ) ^



булади. Равшанки, V х £  [О, 1) учун  ф (х) — cos2 x ^  1 в а  а — ^ < 1 -  Д емак,

юкоридаги 1°- аломатга к\'ра берилган интеграл якинлашувчи булади.
2. К,уйидаги

1
х dx

о V I

интегрални царайлик.

lim 
лс—>1—О

l im  х
№ .

--------  = 11111 Л Я/ —
1 д:—>1—О У 1 —х2 У  2

V i
з^амда

dx

V  1 - х
о

интегралнинг я^инлашувчилигини эътиборга олиб, 16.6- н ати ж ага  асосланиб берил­
ган интегралнинг якинлашувчилигини топамиз.

2. И х т и ё р и й  ф у н к ц и я  х о с м а с  и н т е г р а л и н и н г  я ^ и н -  
л а ш у в ч и л и г и .  f(x) функция [а,Ь) ярим интервалда берилган булиб, 
Ь ну^та / (х) функциянинг махсус ну^таси булсин.

Маълумки, t-*-b — 0 да

F (0 =  f f М  dx
а b

функция чекли лимитга эга булса, у  холда j  f (х) dx  хосмас интеграл
а

b
якинлашувчи деб аталар эди. Демак, J f (х) dx хосмас интегралнинг

якинлашувчилиги тушунчаси ^ам функциянинг чекли лимитга эга б у ­
лиши оркали ифодаланади. Функциянинг чекли лимитга  ̂эга булиши 
^акидаги теоремадан (1-^исм, 4 -боб, 6-§) фойдаланиб ^уйидаги теоре­
мага келамиз.

16 . 1 0 - т е оре ма  (Коши т е о р е м а с и ) .  К,уйидаги
ь

j  f(x)dx
а

хосмас интегралнинг (Ь — махсус нуцта) якинлашувчи булиши учун,
V  е > 0  сон олинганда xflM. шундай о > 0  топилиб, b — b < t  < Ь ,  
Ь _  о <  ¿" <  Ь тенгсизликларни каноатлантирувчи t' ва t лар учун

\ F { f ) ~ F { t ' ) \ = \ j  f(x )d x | < е  
t'

тенгсизликнинг бажарилиши зарур ва етарли.



а

Б у теорема му^им назарий а^амиятга эга булган теорема. Бироц 
ундан амалда хосмас интегралларнинг яцинлашувчилигини аниклашда 
фойдаланиш цийин булади.

ь
16.11-т е о р е м а .  Агар j | / (х) \ йх интеграл якинлашувчи булса,

ъ а
у %олда ]' / (х) йх интеграл хам якинлашувчи булади.

а
Бу теореманинг исботи ушбу бобнинг 2-§ идаги 16.5-теореманинг 

исботи кабидир.
ь

16.7-э с л а т  м а . \ | / (х) | йх интегралнинг узоклашувчи булшлидан 
ь а
/ ¡(х)йх интегралнинг узоклащувчи булиши хар доим келиб чиканермайди.

Г— 1
М и с о л . У ш бу  ̂ ( 1) * ! ——  ~\(1х интеграл якинлашувчи, аммо

О I 1 — X

(- 1 ) И ,  1 1 а
1— х ]  Г  о — х интегРал эса узсп^лашувчидир. 

ь
16.19- т а ъ р и ф .  А г а р \ f{x)\йx интеграл якинлашувчи булса,

а
Ъ

у  ^олда [  / (х) йх абсолют якинлашувчи интеграл деб аталади, ¡(х)
а

функция эса [а,Ь) да абсолют интегралланувчи функция деб аталади. 

Агар | / (х) йх интеграл якинлашувчи булиб, (' | / {х) \йх интеграл 

в
узоцлашувчи булса, у ^олда ] [(х)йх шартли якинлашувчи интеграл

а
деб аталади.

Бирор ¡(х)  функция [а, Ь) да берилган булиб, Ь эса шу функция­
нинг махсус нуцтаси булсин. Бу ¡{х) функция | / (х) \ абсолют циймати-

нинг [а, Ь) буйича J  | / (х) \ йх интегралини царайлик. Кейинги интег-
а

ралга нисбатан 6 -§  даги аломатларни цуллаш мумкин. Агар бирор ало- 

матга кура _[ \[(х)\ йх интегралнинг якинлашувчилиги топилса, унда
а

Ь
16.11-теорема га асосан берилган | }(х)йх интегралнинг ^ам яцинла-

а
шувчилиги (^атто абсолют якинлашувчилиги) топилган булади.

*Агар бирор аломатга кура | | / (х) | йх интегралнинг узоклашувчилигини
а
Ъ

аницласак, айтиш мумкинки, \ / (х) йх ёки узоцлашувчи булади, ёки шарт-
а

ли якинлашувчи булади ва буни аниклаш кушимча текшириш талаб этади.



6-§ . Чегараланмаган функция хэсмас интегралини ^исоблаш

Биз аввалги параграфларда функция хосмас интегралининг якинла- 
шувчилигини ургандик. Энди яцинлашувчи хосмас интегралларни ^и- 
соблаш билан шугулланамиз.

Бирор f(x) функция [a,ö) да берилган булиб, b эса шу функция- 
нинг махсус ну^таси булсин. Б у функциянинг хосмас интеграли

/ =  I' / (х) dx
а

я^инлашувчи, уни хисоблаш талаб этилсин.
1. Н ь ю т о н  — Л е й б н и ц  ф о р м у л а с и .  Фараз ^илайлик, f(x) 

функция [а,Ь) да узлуксиз булсин. Маълумки, бу ^олда / (х) функция 
шу ораликда Ф(лг)(Ф'(х) — f (x), x£[a,b)) бошлангич функцияга эга бу- 
лади. х -> b — 0 да Ф (х) функциянинг лимита м авж уд ва чекли булса, 
бу лимитни Ф (х) бошлангич функциянинг b нуктадаги киймати деб 
цабул киламиз:

lim  Ф (х) =  Ф(6).
х-+Ь—О

Хосмас интеграл таърифи ^амда Ньютон — Лейбниц формуласидан 
фойдаланиб куйидагини топамиз:

f / (х) dx =  lim Г f(x) dx =  lim  [Ф (t) —Ф (а) ]— Ф  ф) — Ф (а) =  Ф (х) \ъ 
J  t ^ b - 0  Ja t-+b- о

Бу эса, юкоридаги келишув асосида, бошлангич функцияга эга булган 
/ (х) функция хосмас интеграли учун Ньютон — Лейбниц формуласи 
уринли булишини курсатади.

Берилган хосмас интеграл узгарувчиларни алмаштириб ёки булаклаб 
интеграллаш натижасида ^исобланиши мумкин.

Биз ушбу бобнинг 3- § ида чегаралари чексиз хосмас интегралларда 
узгарувчиларни алмаштириш ва булаклаб интеграллаш усулларини кел- 
тирган эдик. Худди шу усуллар чегараланмаган функция хосмас интег- 
рал лари да хам мавжуд дир. Уларни исботсиз келтирамиз.

2. Б у л а к л а б  и н т е г р а л л а ш  у с у л и .  и(х) ва v(x) функцияларнинг 
хар бири \а,Ь) да берилган булиб, шу ораликда узлуксиз и' (х) ва v' (%) 
хосилаларга эга булсин. b нукта эса v(x)-u'(х) ^амда u(x)v'(x) функ­
цияларнинг махсус пукталари.

ь
Агар j  V (х) du (х) интеграл якинлашувчи ^амда уш бу

а
lim  u(t)v(t) 

t->b—0
b

лимит мавжуд ва чекли булса, у  холда j  u(x)dv(x) интеграл я^инла-
а

шувчи булиб,

С и (х) dv (х) =  и (х) и (х)! * — | V (х) du (х) (1 6 .37 )
а а



u(b) ■ V (b) =  lim  и (t) и (/). 
t->b-о

М и с о л . У ш бу 1
Ç ( x + \ ) d x

J  V  и - o 2о

интегрални царайлик. Агар и (х) =  х +  I , d v (х) =  1 -.dx деб олсак, унда
У (X— 1)2

« ( * ) • « ( * )  IJ =  ( х +  ] ) 3 ( д г —  l ) 3 j i = 3  

1 1 —
J  V (X) du ( X) =  j  3 (лс -  1 )3 dx =  J  (X -  1 )4/з j • =  -  

булиб, (16 .37) формулага Kÿpa

¡ " w “" ( , , - | t Î = § =- 3 - ( - 7 ) - T

булади. Д ем ак ,
1

С ( x + \ ) d x  21

J  V  ( x - D *  ~  Л •о

1 6 . 8 - э с  л а т м а .  Ю^оридаги (16 .37 ) формулани келтириб чи^ариш- 

да J V(х)du (х) интегралнинг якинлашувчилиги ^амда lim \u(i)-v(t) ]
a <-*6—0

лимитнинг м авж уд  ва чекли булиши талаб этилди. 
ь ь

Агар J  и (х) du (х), \j v(x)du (х) интегралларнинг якинлашувчилиги ^ам-
о а

да lim  [u(t)-v(t)] лимитнинг мавжуд ва чекли булиши каби учта факт- 
t->b—о

дан исталган иккитаси уринли булса, унда уларнинг учинчиси ^амда 
(16.37) формула уринли булади.

3. У з г а р у в ч и л а р н и  а л м а ш т и р и ш  у с у л и .  /(х) функция [а,Ь) 
да берилган булиб, Ь эса шу функциянинг махсус ну^таси булсин. 
К,уйидаги

\f(x)dx
а

хосмас интегрални ^арайлик. Бу интегралда х — (р (г) дейлик, бунда 
ф(г) функция [а , ß) ораликда ф' (г) >  0 ^осилага эга ва у узлуксиз

^амда ср(сс) =  а, cp(ß) =  b. Агар ]7(ф  (г))-ф ' (г) dz интеграл я^инлашув-
а



ъ
чи булса, у  ^олда ^ (х )й х  интеграл *ам яцинлашувчи булиб,

а

¡ ¡ (х )с 1 х  =  ]а <р (г))< ( '( г )с 1г
а а

булади.
1 6 . 9 - э с л а т м а .  §}(х)с1х интеграл яцинлашувчи булсин. Бу интег-

а
ралда х =  ср (г) булиб, у юкоридаги шартларни бажарсин. У  ^олда 

|/(ф (г)) фг (г)с1г интеграл хам якинлашувчи булиб,

ь

булади.

М и с о л .  Ушбу

| / (х)йх =  ] / (ф (2 ) ) ф' (2) йг

1
С* <1х

/==3 (1 + х ) У х
о

интегралда х = ф (г) =  г2 алмаштириш бажарамиз. Равшгнки, бу *  =  г 2 функция 
(О, 1] ораликда х ' = 2г > 0  хосилага эга ва у  узлуксиз *ам да ср(0 ) =  0 , <р(1) = 1. 
Интегрални ^исоблаймиз:

1
С 2<1г и „ л л

] = )Т Г 7 *  = 2агс^ г |0 = 2 7  = Т -
о

4. Ч е г а р а л а н м а г а н  ф у н к ц и я л а р  х о с м а с  и н т е г р а л л а р и -  
ни 5̂ ам баъзан (аниц интеграл сингари) и н т е г р а л  й и г и н д и н и н г  
л и м и т и  с и ф а т и д а  ^ и с о б л а ш  мумкин булади.

1(х) функция \а,Ь) да берилган булиб, Ь нукда шу функциянинг 
махсус нуцтаси булсин. Бу функция куйидаги шартларни бажарсин.

1) [а,Ъ) да / (х) функция интегралланувчи,
2) \а,Ь) да /(*) функция усувчи ва У х£ [а,Ь )  учун / (х )> 0 .
У ^олда

Ц {х)й х=  Пгп— У [ [ а  +  - { Ь — ~а)] (16 .38)

булади.
Бу (16.38) муносабатнинг исботи ушбу бобнинг 4 -§  ида исботлан- 

ган (16 .21 ) муносабатнинг исботи кабидир.
Ч е г а р а л а н м а г а н  ф у н к ц и я  х о с м а с  и н т е г р а л и н и и г  бош 

ц и й м а т и .  ${х) функция [я ,Ь) интервалда берилган булиб, с{а.<ас<С.Ь) 
эса шу функциянинг махсус нуцтаси булсин.



Маълумки, т  ->с — 0, <-»-с +  0 да, яъни г) =  с — т-*-0 , п ' =  I-
— с -> 0  да уш бу

р (т . 0  =  1 /(а:) йх +  $ ¡(х)с1х =  | ¡{х)(1х +  | ¡(х)(1х =  / „̂(т], г]')
а < а с+Л'

функциянинг лимита мавжуд булса, бу лимит чегараланмаган функ- 
циянинг хосмас интеграли деб аталар эди:

Ь £-у| ^

П ( х ) й х =  Н т /70(г],У]') =  П т1Н {х) ( 1х+ $  /(дг)Лс 1.
а  Ч->0 П -»0  а с+ п ’

Ч'->-0 П '-).0

6
Агар бу лимит чекли булса, | /(*)£** хосмас интеграл якинлашувчи

а
дейилар эди.

ь
Равшанки, ¡{{х)йх  хосмас интеграл якинлашувчи булса, яъни их-

тиёрий равишда г]-»-0, 'П/-»-0 да Р0 (т), 11') функция чекли лимитга 
эга  булса, у  >̂ олда т| =  г| ва т] —»-0 да >̂ ам бу функция чекли лимит­
га эга — интеграл якинлашувчи булаверади.

Биро^ ^ 0(т],т1') функциянинг г\ =  ц' булиб, г]-»-0 да чекли лимит- 
ь

га эга булишидан | \ (х) с1х хосмас интегралнинг якинлашувчи булиши
а

^ар доим келиб чи^авермайди.

М]и сЪ л . У  шбу
о
Г  а х  /
3 7 - ~  ( а < с < й )
а

хосмас интегрални ^арайлик. Равш анки,

^о(П.т1, )=  \ - ^ ~ +  | - ^  = 1п - - +  1П- 2- ( 16.39)
J  х — с ! х — с с — а  П ' 
а е + ц ’

б ул ад и .
Ь — с

*1 =  1] '  ва  г ]-► 0  да /•'о (т), т ] ')  1п -------- булади.
с — а

Бирок ихтиёрий равишда т]-*- 0 , т|' О да (16 .39 ) муносабатдан куринадики. 
г 0 (Л- Л ) Функция аник лимитга э га  б улм ай ди .

1 6 . 2 0 - т а ъ р и ф .  Агар ц — г\' ва 11 - ^ 0  Да ^о(т1>тГ) функциянинг 

лимита м авж уд  ва чекли булса, у  ^олда ]' / (х) с1х хосмас интеграл бош
а

щ й м а т  маъносида яцинлашувчи дейилиб,

Н т /^(г!, г))
Т)-»0



b ^ 
лимит эса j' f (.v) dx хосмас интегралнинг бош циймсапи деб аталади ва

а

v.p . §f{x)dx
а

каби белгиланади. Демак,
ь

v.p. j- f{x)dx =  l i m (л,л).
a  r i- » 0

Шундай килиб, j  / (x) dx хосмас интеграл якинлашувчи булса, у бош
° ь

циймат маъносида хам якинлашувчи булади. Бироц j / (х) dx  хосмас
а

интегралнинг бош циймат маъносида якинлашувчи булишидан унинг 
якинлашувчи булиши хар доим келиб чикавермайди.

5. Ч е г а р а л а н м а г а н  ф у н к ц и я  х о с м а с  и н т е г р а л и н и  т ац-  
рибий ц и с о б л а ш .  f(x) функция [а,Ь) да берилган ва Ь шу функция­
нинг махсус нуцтаси, бу функция [а,Ь) да узлуксиз булиб,

I =  ] f {x )d x
а

интеграл якинлашувчи булсин. Куп ^олларда бундай интегрални аниц 
^исоблаш цийин булиб, уни такрибий ^исоблашга тугри келади.

Хосмас интегралнинг якинлашувчилиги таърифига асосан

\ f(x )d x — lim  Гf(x)dx
i  i->b-0Ja

лимит маЕжуд ва чекли, яъни V  е > 0  олинганда хам шундай 6 > 0  
тспиладики, b — б <  t< .b  тенгсизликни каноатлантирувчи барча t ларда

|\f(x)dx -  ij f(x)dx\ =  \ jf (x )d x \ < г
а а t

булади.
Натижада берилган / интегрални такрибий ифодаловчи куйидаги 

\ f(x )d x & [f(x )d x  (b — 8 < t < b )
а а

формулага келамиз. Бу такрибий формуланинг хатолиги

\ j f (x )d x \ < a

булади.
Шундай цилиб, хосмас интегрални такрибий хисоблаш — аник интег­

рални тацрибий ^исоблашга келтирилади. Аник интегрални такрибий 
^исоблашда эса, бизга маълум формулалар (тугри туртбурчаклар, тра­
пеция, Симпсон формулалари, каралсин, 1- кием, 9 -боб, 11-§) дан фой- 
даланилади.



7 -§ . Умумий цол

ииУшбу параграфда чегараланмаган f(x) функциянинг чексиз орали^ 
буйича хосмас интеграли тушунчаси келтирилади.

Соддалик учун, (а, +оо) орали^да берилган f(x) функция шу ора- 
ли^да битта а махсус ну^тага эга булсин. Бу функция исталган чек­
ли [t , т] ( а <  i <  т < -j-oo) орали^да интегралланувчи, яъни ушбу

X
jjf(x)dx  (16.40)

интеграл мавжуд булсин.
т  узгарувчининг зар бир тайин кийматида ( / < т < + о о )  (16.40) 

интеграл t га богли^ булади:

\ f(x)dx  =  F% (/). 
t

Маълумки, агар t - > а -f- 0 да Fx (f) функциянинг

lim  F (t)
feM+O

лимита мавжуд булса, бу лимит f(x) функциянинг (а, т] Ъралик буйи­
ча хосмас интеграли деб аталиб, у

J  f  (х) dx
а

каби белгиланар эди. Демак,

¡jf(x)dx =  lim  F (t) ~  lim }f{x)dx. (16.41)
J t.*a+ 0 T i-^a+oj V ’

К^ралаётган /(x) функциянинг (а,т] ( а < т < - ( -о о )  орали^ буйича 

хосмас интеграли ¡ f (x )d x  м авж уд булсин. Равшанки, бу интеграл т га
а

борли^ булади:
X
\ f  (х) dx =  ф(т).
а

Агар 1  -> +оо да ф(т) функциянинг лимита
lim  ф(х)

X —> — со

м авж уд  булса, бу лимит f(x) функциянинг (а, -¡-оо) оралиь; буйича 
хосмас интеграли деб аталиб, у

J  f(x)dx
а

каби белгиланади. Демак,

J  f ( x ) d x =  lim  ф ( т ) =  lim U(x)dx. (16.42)
q  T— T—►-{- оо д



+Г f{x )d x =  lim f f ( x ) d x =  lim  lim  f f(x)dx (16 .43 )
q T->+a> a  T - » - f  oo <->a+0 t

булади.
+ oo

Агар (16.43) лимит мавжуд булиб, у  чекли булса, (' f(x)dx  хосмас
а

интеграл якинлашувчи дейилиб, f  (х) эса (а, +  оо) орали^да интеграл- 
ланувчи деб аталади.

+о о

Агар (16 .43) лимит мавжуд булиб, у  чексиз булса, \ f{x)d x  хос-
а

мае интеграл узо^лашувчи деб аталади.
16. 1 0 - э с л а т м а .  Агар (16.43) лимит мавжуд булмаса, б у  ^олда

+ оо
шартли равишда / (х) функциянинг [ f (x )d x  хосмас интеграли узо^ла-

а
шувчи деб цабул цилинади.

Умуман, юцоридагидек, /(х) функция (а, +  oo)\{Cj, с2, . . ., сп} ( а <  
< с . <  +  оо, i =  1,2, . . ., п) тупламда берилган, ср с2, . . ., сп эса  шу 
функциянинг махсус ну^талари булган холда хам f(x) функциянинг 
(ßi оо) оралиц буйича хосмас интегралини таърифлаш ва уни урга- 
ниш мумкин.

Биз ушбу бобнинг 1— 8-параграфларида функциянинг чексиз оралик; 
буйича хосмас интегралининг ^амда чегараланмаган функциянинг хос­
мас интегралининг я^инлашувчилиги шарти, яцинлашувчи интеграл- 
ларнинг хоссалари, уларни ^исоблаш билан шурулланган эдик. Худди 
шунга ухшаш масалаларни 9-§ да келтирилган интегралларга нисбатан 
айтиб, уларни урганиш мумкин.

М и с о л л а р .  1. Ушбу

+f x a ~ l e - xdx (1 6 .4 4 )
о

хосмас интегрални ^арайлик. а <  1 к,ийматларда, х — 0 нуцта интеграл остидаги 
функциянинг махсус ну^таси булади (чунки, х —► +  0  да интеграл остидаги функция 
чексизга интилади). Демак, бу ^олда (1 6 .4 4 )  интеграл ^ам чексиз орали^ буйича 
олинган хосмас интеграл, ^ам чегараланмаган функциянинг хосмас интеграли экан. 
Бу интегрални икки 1р см га :

-|-оо 1 -f-00
j' Xй- 1 е~х dx =  j' Xй—1 е~ х dx +  j  x0" 1 e~x dx 

6 ö l
ажратиб, уларнинг з а̂р бирини ало^ида- ало^ида яцинлашувчиликка текш ирамиз. 

Биринчи
1
j  1 e~ x dx 
Ü

интегралда, интеграл остидаги функция учун

— • —— ^  Xя- 1 е—1г <  ( 0 < * < 1 )
е х х 1—а

тенгсизликлар уринли булади.



f- г - "1 х1'~а! х1
о

интеграл 1 — а <  1, яъни а >  0  д а  якинлашувчи, 1 — а >  1, яъни а <  О да узск- 
л аш увч и  (^аралсин, 5- §). 1 '

5- § да келтирилган таедослаш  хацидаги 16. 8 - теоремага кура
1

j  Xa—1 е~х dx
о

интеграл а >  0 да якинлашувчи, а  <  0 да эса узоклашувчи.
+°°

Энди j  ха ~ 1 е~х dx интегрални яцинлашувчиликка текширамиз.

Равшанки,

х а ~ 1 е~ х ха+ 1 
lim  ------— -— =  l im --------- =  0 .

X—>-j-oo l/x  x—>-|-00 6X

- f  oo

Ушбу \ x2 ^X интегРал Я1\инлашувчи булганлигидан, 2 - § да келтирилган 16.3- 
Í

-foo
н ати ж ага  кура J ха 1 е х dx интеграл хам якинлашувчидир. Шундай килиб, 

+ °° _  _
§ х а г е х dx интеграл а  нинг ихтиёрий ^ийматида якинлаш увчи. Натижада бе-

+<х>
рилган  J  x a - i  е~х d x интегралнинг а  >  0 да яцинлашувчи булишини топамиз

о
2 . Ушбу

J  *“-1(1  - Д ) » - ! * *  (16 45)

интегрални 1<;арайлик. Интеграл остидаги функция учун
1) а <  1, Ь >  1 булганда х  =  О махсус ну^та,
2 ) а >  1, b <  1 булганда х =  1 махсус нуцта,
3) а <  1 , ¿ < 1  булганда х — 0  ва  х =  1 ну^талар махсус ну^талари булади, 

бинобарин (16 .45 ) интеграл чегараланмаган функциянинг хосмас интегралидир.
Берилган интегрални я^инлаш увчиликка текшириш учун уни ^уйидагича ёзиб 

оламиз:

_1_
1 2 1
f x a —1 (1 —  *)ft-i d x  =  f Xa (1 —  x ) b~ l d x  +  1' Xa - 1 (1 ~ x ) b ~ 1 d x .
о о 1

2

Б у  тенгликнинг унг томонидаги хар бир ишегралда, интеграл остидаги функциянинг 
куп и  билан битта махсус ну^таси булади.

Равш анки,

lim  ( 1 — x)b~ 1 = l ,  lim  ха—1 — 1.
*-*о *->1



I ! 3 -------- -------------- "  '• ( ! - « )> -■  = 1
булиб, хосмас интегралларда тавдослаш хакидаги  16. 9- теоремага кура 

т 1
”2 ’ а  2С д:а —1 (1 — х)ь~~1 йх билан $ ха ~ 1 (1х 

^амда о а

[ ха ~ 1 (1 — х) ь~ 1 с!х билан С (1  — х ) ь~ 1 йх 
_1_ _1_
2 2

интеграллар бир вацтда ёки якинлашади, ёки узо^лашади.
М аълумки, а >  О булганда

1/2

| хя—1 с£дг
0

интеграл яцинлашувчи, Ь >  О булганда
1
| (1 — х )ь~ 1 с£лг 

1/2

интеграл яь;инлашувчи. Д емак, а >  0 булганда
1/2
[ хс —1 (1 — х) ь~~1 ¿ж 
6

интеграл яцинлашувчи булади, 6 >  0 булганда

| ха ~ 1 (1 — х)ь~ г йх
1/2

интеграл яцинлашувчи булади.
Шундай цилиб, ^аралаётган

1
I лг« - 1  (1 — х ) 6- 1  йх
о

интеграл а  >  0 ва Ь >  О булганда, яъни

М = { ( а , Ь ) ' £ № : а £  (О, +  оо), 6 £ (О, оо)} 

тупламда я^инлашувчи булади.

1 7- Б О Б

ПАРАМЕТРГА БОРЛИК ИНТЕГРАЛЛАР

Мазкур курснинг 12- ва 13- бобларида куп узгарувчили ф ункция- 
лар ва уларнинг дифференциал хисоби батафсил урганилди. Энди бун- 
дай фунхцияларнинг интеграл ^исоби билан шугулланамиз. Ш уни ай- 
тиш керакки, куп узгарувчили функцияларга нисбатан интеграл туш ун  -
часи турлича булади.

Ушбу бобда куп узгарувчили функциянинг бигта узгарувчиси
буйича интеграли билан танишамиз ва уни урганамиз.



f i x i> x2, . . ., xm) функция бирор M (M cz Rm) тупламда берилган 
булсин.^ Б у функциянинг битта xk( 6 = 1 ,  2, . . т )  узгарувчисидан 
бошь^а оарча узгарувчиларини узгармас деб ^исобласак, у холда f(xv  
х 2> ■ ■ х т) функция^битта х к узгарувчига борлиц Оулган функцияга 
айланади. Унинг шу узгарувчи буйича интеграли (агар у  мавжуд бул- 
са), равшанки хг, х 2, . . ., xk_ v xk+v . . ., хт  ларга борлиц булади.
Бундай интеграллар параметрга боглик интеграллар тушунчасига олиб 
келади.

Соддалик учун икки узгарувчили f(x, у) функциянинг битта узга­
рувчи буйича интегралини урганамиз.

f(x, у) функция R2 фазодаги бирор
М =  {(х, y )£ R 2: a ^ x s ^ b ,  y £ E c z R }

тупламда берилган булсин. у  узгарувчининг Е { Ё а  R) тупламдан олин­
ган ^ар бир тайинланган кийматида f(x, у) функция л: узгарувчиси бу­
йича [а, Ь] ораликда интегралланувчи, яъни

¡ f { x ,  у) dx
а

интеграл мавжуд булсин. Равшанки, бу интеграл у  узгарувчининг Е  
тупламдан олинган кийматига б орлиц булади:

ь
® ( y ) = $ f ( x ,  y)dx. (17.1)

а

Одатда (17.1) интеграл параметрга бог лиц интеграл деб аталади, 
у  узгарувчи эса параметр  дейилади.

Параметрга боглиц интегралларда, f(x, у) функциянинг функционал 
хоссаларига (лимита, узлуксизлиги, дифференциалланувчилиги, интег- 
ралланувчилиги ва ^оказо) кура Ф (у) функциянинг тегишли функцио­
нал хоссалари урганилади. Бундай хоссаларни урганишда f(x, у) функ­
циянинг у узгарувчиси буйича лимити ва унга интилиши характери 
му^им роль уйнайди.

1- §. Лимит функция. Теиис я^инлашиш. Лимит функциянинг
узлуксизлиги

fix, у) функция М  =  {(х, у) 6 R2: b, у £ Е  cz R} тупламда
берилган, у0 эса Е iE cz R) тупламнинг лимит нуцтаси булсин.

х  узгарувчининг [а, Ь] оралицдан олинган з̂ ар бир тайин циймати- 
д а  f ix ,  у) фа^ат у  нинггина функциясига айланади. Агар у - + у 0 да бу 
функциянинг лимити мавж уд булса, равшанки, у  лимит х узгарувчи­
нинг [а, b] ораликдан олинган цийматига борлиц булади: 

lim /(x , у) =  (fix, у0) =  <р(х). 
у->у»

17.1- т аъриф.  Агар V e > 0  оличганда з^ам, V x £ [a ,  b] учун 
шундай 6 =  б(е, х) >  0 топилсаки, \у— г/0| < б  тенгсизликни ка- 
ноатлантирувчи V  у  £Е учун

I fix , У) — Ф(дс)|<е



булса, у  холда ср(х) функция f{x, у) функциянинг у  -  у0 Даги л и м и т  

Ф^ 7 ф У « “п т М  =  ((*, у )d t *  * 6  [а , 6 ]. £/££> тупламда берил-

Га" ,бЙ Г 6; а “ рЭ„Сф £ A t ; a v  О ™ ’ V' . e i a .  »I „ У »
шундай Д = Д ( е ,  х) >  0 топилсаки, | у| > Д  тенгсизликни каноатланти- 
рувчи V  У 6 Е учун

|/ (х, у) — ф (х )|< е 
булса, у  ^олда ф(х) функция f(x ,y )  функциянинг у-+оо  даги л и м и т  
функцияси дейилади.

М и с о л л а р .  1 . Ушбу
/ (х, у) =  ху

функшяни М =  {(х, у) £ R2- 0 <  х  <  1, 0 <  у <  1} туп лам да Чарайлик. у 0 =  1 

булс^н. v  g >  0 „ ß _  е деб олинса, унда | u — i/o I =  I У — 11 <  6 тен гси з­
ликни ^аноатлантирувчи V </£[0> Ч ва ^  * € [ 0 >  П УЧУН

| / (х, у) — ф (х) I =  1 ху — х J =  | х  | • | У — 1 1 <  \У — И <  8 
булади. Демак, 1 да / (х , у) =  ху функциянинг лимит функцияси

го (х ) =  lim  / (х, у) =  lim  ху =  х 
у-*1 У—

булади.
2 . К,уйидаги

/ (х , (/) =  хУ
функцияни М =  {(х, у) £ R*: 0 <  х <  1, 0 <  у  <  1} тупламда ^арайлик. у 0 =  О'

Агар х =  0 булса, у  ^олда V У €  [° . П УЧУН
f (0 , у) = О

Дгар х узгарувчи тайинланган ва х =#= О б улса , у  холда у -*• 0 да 
/ (х , (/) =  х? -*■ х° =  1

б* "  ицатан ;а м . V в >  0 сонга кура б =  lo g ,  ( 1 -  е) ( х  >  0) деб олинадиган 
булса, унда |i/ — t/0 l =  li/ — ° l  =  l ^ K ö тенгсизликни бажарадиган V У £ [0 ,  Ц  
учун

|/(х ,  » )  — ф (X) I =  I хУ — 1 | =  1 - х У < 1 - х 1о̂ <_Е) =  1 - ( 1 - е )  =  е

б^Л Д емак, у 0 да берилган / (х , у) =  х у функциянинг лимит функцияси
, ч_f 1, агар х £ ( 0 , 1] булса,

W  — \ 0 , агар х  =  0  Сулса

га тенг булади.
Юкорида келтирилган мисолларнинг биринчисида, лимит функция- 

таърифидаги б =  е булиб, у фа кат е гагина борлиц, иккинчисида э с а  
б =  log (1 — е) булиб, у  берилган е > 0  билан бирга царалаетган х
нуктага хам боглиц эканини курамиз.

Лимит функция таърифидаги 6 > 0  нинг каралаётган х нуцталарга 
бсглик, булмай, факат е >  0 гагина борлик, килиб танлаб олиниши 
мумкин булган ^ол му^имднр.



17.3- т а ъ р и ф .  М  тупламда берилган f(x, у) функциянинг y-*i/n
д ага  лимит функцияси cp(.t) булсин. V e > 0  олинганда хам шундай

,у /  топилсаки, | у  ¿/01 <С 6 тенгсизликни ^аноатлантирувчи
V  у£ Е  ва у д -,£[а, Ь] учун

|/(х, у) — ф (х)|< е

булса, f(x, у) функция уз лимит функцияси ф (х) га [а, Ь) да текис 
яцинлашади деиилади.

Акс хрлда якинлашиш нотекис дейилади. Нотекис якинлашишнинг 
^атъии таърифини келтирайлик.

17.4- т а ъ р и ф.  М  тупламда берилган f(x, у) функциянинг и -+ ц п 
даги лимит функцияси ф(х) булсин. V б > 0  олинганда ^ам шундай 
€0 >U,  х0£[а, b ] ва \yj_- г/„|<8 тенгсизликни каноатлантирувчи u-.fR 
топилсаки, ушбу ^

l/(*o- Hi) — Ф W I >  Ч
тенгсизлик уринли булса, у  холда f (х, у) функция ф(х) га нотекис 
яцинлашади дейилади.

М и с о л л а р .  1 . Уш бу

/ (х, у) =  д-sin у

ф ункциям  М  =  {(* , y)£R*\ 0 <  дс < 1, 0 ^  у ^  я} тупламда царайлик. у0 =  —
3

булсин. Равшанки, у -*■ у0 =  —  булганда / (х, у) =  х  ■ sin  у функциянинг лимита 

х га тенг бул ади . Д ем ак , ф (* ) =  У  ^ . х.

V 8 >  0 сонни олайлик. Агар б =  е десак, у  з^олда 

ни каноатлантирган V у  учун ва V * £ [ 0 ,  1] учун

1 /(*,':«/) —ф (ж) i I Т/Т*  sin  и— У X = m

я

" - а

sin  у  V 3 =  1 х |
2

У — — ¡ < 6  тенгсизлик -

sin у — sin —

<  s

тенгсизлик бажарилади. 17.3- таърифга кура, у-*- да берилган f  (х, y )=x-s¡ny
О

У з
: -iL2— х га текис я^инлашади.функция уз  лимит функцияси ф (х)

3. Юцорида келтирилган

I (х, у) =  ху

функция у 0  да у з  лимит функцияси

1 , а гар  х £ ( 0 , 1] б улса,
1 0 , агар х =  0  булса

■га нотекис яцинлашади.

^ а в д а т а н  .^ам, V б >  0 сонни олайлик. Агар eu =  - j ,  уг сифатида 0 <  у1 < б



тенгсизликларни цаноатлантирувчи ихтиёрий t/L ни ва х0 = 2  1,1,1 деб олсак, у  
>^олда

1 1 1
I / (*о. Ui) — Ф (*о) 1 =  1 -  xg ' =  1 -  -  =  -  >> е° =  - .

Б у эса, 17.4- таърифга кур а , у-*- 0 да / (х, у) =  ху функция у з  лимит функция- 
си ф (х) га нотекис я^инлашишини билдиради.

Энди fix, у) функциянинг лимит функцияга эга  булиши ва унга 
текис яцинлашиши ^акидаги теоремани келтирамиз.

fix, у) функция М = {(х, у) б/?2: а ^ х ^ Ь ,  у £ Е )  тупламда бери л 
ган булиб, у0 эса Е(Е cz R) тупламнинг лимит ну^таси булсин.

17.1- т е о р е м а .  f(x, у) функция у - + у 0 да л и м и т  функция ф(х) 
га эга булиши ва унга текис яцинлашиши учун V e > 0  олинганда 
%ам, х(х(:[а, b]) га боглиц булмаган шундай б =  б (е )> 0  топилиб, 
| у _ у о|< 6, \у'— тенгсизликларни цаноатлантирувчи V  У, 
у '^ Е  %амда v * 6  [а, Ь] учун

\f(x, y) — f(x, у ' )\ < г  (17.2)

тенгсизликнинг бажарилиши зарур ва етарли.
И с б о т .  З а р у р л и г и .  fix , у) функция у^~ у 0 да ф ( х )  л и м и т  

функцияга эга булиб, унга [а, Ь\ да текис я^инлашсин. Таърифга к у ­

ра, V е >  0 олинганда ^ам, у  га кура шундай б =  б (е) > 0  топила- 
дики, \у — у0\< & тенгсизликни каноатлантирувчи V  у £Е хамда

V x £ [a ,  b] учун | f(x, y)— < f( x ) \ < J  булади. Ж умладан \у' — у0\ <

<  | / (х, у') — Ф (х) I <  f -  булади. Натижада

I f i x ,  У)— f i x ,  y ' ) \ < \ f i x ,  у)  ф W  | +  | / {х, у ' ) —  Ф (дс) | <  в

булиб, (17.2) шартнинг бажарилишини топамиз.
Е т а р л и л и г и .  Теоремадаги (17.2) шарт бажарилсин. У  ^олда х- 

узгарувчининг \а, Ь] ораликда олинган хар бир тайин ^ийматида f(x, у} 
функция у  узгарувчининггина функцияси булиб, V  е >  0 олинганда 
.^ам, шундай б =  б (е )> 0  топиладики, |у — у0 |< б, |у' — у0| <  б- 
тенгсизликларни каноатлантирувчи V  у , У' учун

\Цх, У) — fix , у')\ <  в (17 .2)

булади. Функция лимитининг мазжудлиги ха^идаги Коши теоремаси- 
га асосан (царалсин, 1- кием, 4- боб, 6- §) У У0 да fix, у) функция 
лимитга эга булади. Равшанки, бу лимит тайинланган х(л:6[я> Ь\) га  
боглиц. Демак,

lirn/ (x , у) =  ф(х).
У —*Уо

Шу билан у - + у 0 да fix, у) функция ф(х) лимит функцияга эга бу­
лиши курсатилди.



Энди f  у  узгарувчини | у — у0\ <  б тенгсизликни 'каноатлантирадиган 
цийматида тайинлаб, (17.2) тенгсизликда у ' - + у 0 да лимитга утсак, у 
холда

\f(x, у )— ф (*)|< е
хосил булади. Бу эса у - + у 0 да f(x, у) функциянинг ф (х) лимит функ- 
цияга [а, Ь\ да текис якинлашишини билдиради. Теорема исбот булди.

Энди лимит функциянинг узлуксизлиги хакидаги теоремани келти- 
райлик. Бу теоремадан келгусида биз фойдаланамиз.

17.2- т е о р е м а .  Агар f (х, у) функция у узгарувчининг Е туп-  
ламдан олинган %ар бир кийматида, х узгарувчининг функцияси си- 
фатида, [а, Ь] оралшфа узлуксиз булса ва у у0 да f(x, у) функ­
ция ф(х) л и м и т  функцияга [а, b] да текис яцинлашса, у  холда ц>(х) 
функция [а, Ь] да узлуксиз булади.

И с б о т .  у 0 га интиладиган {уп} кетма-кетликни олайлик (уп£Е, 
п =  1 , 2 , . . . ) .  Шартга кура ^ар бир уп{п =  1, 2, . . .) да / (х, у^  
функция х узгарувчининг [а, Ь] оралицдаги узлуксиз функцияси була­
ди. Демак, {/ (х, уп)} функционал кетма- кетликнинг ^ар бир ^ади 
[а, Ь] ораликда узлуксиз.

Теореманинг иккинчи шартига кура V  е > 0  олинганда ^ам, шун- 
дай б =  б(е) > 0  топиладики, V x £ [ a ,  b] учун

\ y - y 0\ < ^ \ f ( x ,  у ) -  ф (х)|< 8 (у£Е) (17.3)
булади.

Уп~+Уо Дан юцорида олинган 6 =  6 ( e ) > 0  га кура шундай п0 £N 
топиладики, V  п >  п0 учун | уп — у 0 \<&  булади. У ^олда, (17.3) га 
.асосан, V e > 0  олинганда ^ам шундай ti0£N топиладики, V  п >  п0 
ва V  xd[a, b] учун

I fix, Уп) — ф М  | <  е 

булади. Бу эса {/(х, уп)} функционал кетма-кетлик ф(х) га [а, b] да 
текис яцинлашувчилигини билдиради. 14' боб, 3- § да келтирилган
14 .6 -теоремага асосан ф(х) функция [а, Ь) ораликда узлуксиздир. 
Теорема исбот булди.

2- §. Параметрга боглк ц интеграллар

f(x, у) функция
М  =  {(х, у) ER2: X 6 [a, b], у £ Е а  R}

тупламда берилган булиб, у  узгарувчининг Е тупламдан олинган хар 
бир тайин кийматида f (х, у )— х узгарувчининг функцияси сифатида 
[а, Ь\ оралицда интегралланувчи булсин. Яъни у ни узгармас деб ^и- 
-собланганда

j7 (x , y)dx



интеграл мавжуд булсин. Равшанки, бу интегралнинг ^иймати олинган 
у  га (параметрга) богли^ булади:

ф (У) =  J / (*> У)dx- (17 .1)
М и с о  л . Ушбу } (х, у) =  sinxy функциянинг х узгарувчиси буйича [а, Ь] даги 

ингеграли (бу ер да уф О )
ь ь 1 ь cos atj — cos by
j  f (x, y ) d x = J  sin xy dx — —  J  sin  xy d (xy) =  ~
a  c l У a

булиб, E =  R \ {0 }  тупламда берилган

ф {у) =  —  (cos ay — cos by)
У

функциядан иборатдир.
Ушбу параграфда параметрга богли^ (17.1) интегралнинг (Ф (у) 

функциянинг) функционал хоссаларини урганамиз.
1 И н т е г р а л  б е л г и с и  о с т и д а  л и м и т г а  у т и ш .  fix, у) 

функция М =  {{х, у) 6 R2' х£[а, Ь], y E E c z R }  тупламда берилган 
булиб, у0 ну^та Е тупламнинг лимит нук,таси булсин.

13.3- т е о р е м а .  f{x, у) функция у нинг Е ту п лам д ан  олинган 
%ар бир тайин цийматида х нинг функцияси сифатида \а, Ь\ ора- 
ли^да узлуксиз булсин. Агар f (х, у) функция У Уа да  ф (х) лимит  
функцияга эга булса ва унга текис ящнлашса, у %олда

ь ь
l im ( f{x ,  y)dx  =  §(p{x)dx (17.4)

У~*Уо а  о

булади. , ч ,
И с б о т .  Шартга кура f(x, у) функция у -* -у0 да фU) лимит функ­

цияга эга ва унга текис якинлашади. Демак, V e > 0  олинганда ^ам, 
шундай б =  б (е) >  0 топиладики, L | у  í/„ | <  б ни ^аноатлантирувчи
\/у£Е  ва V * € I a - УЧУН

I /(*, У) — ф (х) 1 <  JZTa

булади.
Иккинчи томондан, 17.2- теоремага асосан, ф (х) [функция [а, Ь\

ь
орали^да узлуксиз булади. Демак, бу функциянинг «интеграли J  ф (x)dx
мавжуд. °

Натижада
ь ь ь е ь
[ f i x ,  y)dx — §<v(x)dx\*Z§\f(x, y) — <f{x)\dx< ¿ZTa J  dx =  e
a a a “

булиб, ундан
Ь Ь

lim Г f (х, y)dx =  § Ф (х) dx
У^Уо а  а

эканлиги келиб чицади. Теорема исбот булди.



(17.4) муносабатни цуйидагича
ь ь

I im j7 (x , у ) dx =  ('[ l i m f (х, y)]dx
У-*Уоа а У~*Уо

дам ёзиш мумкин. Бу эса интеграл белгиси сстида лимитга утиш 
мумкинлигини курсатади.

М и с о л .  Биз М =  {(х, y ) £ R 2: х £ [0,  1], í /£[ 0 ,  1]} тупламда берилган

/ ( х, у) =  х sin у

функциянинг да ср (х) =  0 лимит функцияга текис якинлашишини курган
эдик: 1 im х  s in  у =  0 .

0-»°
m  , Р илган Функция у узгарувчининг ^ар бир тайин ^ийматида х узгарувчининг 
;{0 , 1] ораливдаги узлуксиз функцияси эканлиги равшан. Д ем ак , 17.3- теоремага

1 1 1
lim  Г / ( х, у) dx — lim  f х s in  ydx =  f [ l i m x sin y] dx =  0

у~*o o о о У-*0
■булади.

2. И н т е г р а л н и н г  п а р а м е т р  б у й и ч а  у з л у к с и з л и г и .
17.4- т е о р е м а .  Агар f(x, у) функция

М =  {(х, y ) e R 2: x e ia ,  b], ye ic , d]} 
ту п л а м д а  узлуксиз булса, у холда

ф (У) =  f / (*, У) dx
а

функция [с, d] оралщда узлуксиз булади.
И с б о т. Ихтиёрий у0 £ [с, d\ ну^тани олайлик. Шартга кура f (х,у] 

функция М  тупламда (тутри туртбурчакда) узлуксиз. Кантор теорема- 
сига кура бу функция М тупламда текис узлуксиз булади. Унда
V  е >  0 олинганда хам, шундай б =  б (е) >  0 топиладики,

р ((х, у), (х, у 0)) =  | у — у01 <  б 
тенгсизликни даноатлантирувчи V  (х, у) £ М, у  (х, у0) £ М учун

I /(*, У) — /(*> У0) I <  8 
•булади. Бу эса f(x, у) функциянинг у-*-у0 да f ( x ,y 0) лимит функция­
га текис ядинлашишини билдиради. У  з^олда 17.3- теоремага асосан

lim  Ф(г/) =  lim J f (x , y)dx =  f [ l i rnf (x, y)\dx =  \f(x, y0)dx =  O (y0)
У~*Уо У~+Уо a a y~*yQ 'a

( V  y 0E[c, d\)

булади. Д ем ак, Ф (у) функция у 0 нудгада узлуксиз. Теорема исбот 
булди.

М и с о л .  Уш бу / (х, у) — --------- ----------
х2 +  у 2 4 -1

функция М =  {(х. у) £R2 : х£  [0 ,1 ], у £ [0,1]} тупламда ^аралаётган булсин. Рав- 
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шанки, f  (л:,у) функция М да узлуксиздир. Юкоридаги теоремага кур а  Ф  (у) функ­
ция ^ам [0 ,1 ] да узлуксиз булади. Берилган ингегрални хисоблаб топамиз:

1 1
(‘ xdx 1 1 1 2  +  у 2

ф ( » ) =  \ -------------------=  —  In (1 +  х2 +  у 2) =  —  In . .
I х2 +  у 2 + 1  2  v ' I 2 1 +  у 2

о о

3. И н т е г р а л н и  п а р а м е т р  б у й и ч а  д и ф ф е р е н ц  и а л л а ш .  
Энди параметрга борлик, интегрални параметр буйича дифференциаллаш- 
ни караймиз.

1 7 . 5 - т е оре ма .  f(x, у) функция

М =  {(х. у) € Я 2: x£[a,b], y£[c,d]}

тупламда берилган ва у узгарувчининг [c,d] оралифан олинган хар  
бир тайин цийматида х узгарувчининг фунщияси сифатида [а, Ь] 
оралиц.да узлуксиз булсин. Агар f ( x , y )  функция М ту п л а м д а  f'y (x,y) 
хусусий цосилага эга булиб, у  узлуксиз булса, у х(олда Ф (у )  функ­
ция х1ам [c,d\ ораликда Ф' (у) хосилага эга ва ушбу

$ > '(y )= ] iy (x ,y )d x  (17.5)
а

муносабат уринлидир.
И с б о т .  Шартга кура f(x ,y)  функция х узгарувчиси [буйича [а,Ь] 

ораликда узлуксиз. Бинобарин

Ф (У) =  J7  (х, У) dx
а

интеграл мавжуд.
Энди V y 0<zlc’ d] нуктани оли!1), унга шундай А у ( А у ^ 0 )  орттирма 

берайликки, y0 +  AyE{c,d] булсин. Ф (у) функциянинг у 0 нуктадаги 
орттирмасини топиб, ушбу

Ф(Уо +  А у )— Ф(Уо) =  п f ( x ,  i/o +  А у) — / (х, у 0) d x  

А У . А у
а

тенгликни ^осил ^иламиз. Лагранж теоремаси (1-кисм, 6 -боб, 6 -§ ) га 
кура (уни куллай олишимиз теорема шартлари билан таъминланган)

} ( х , у 0 +  А у ) - Ц х, у 0) =  „  у  0 д  

А У у

булади, бунда 0 <  0 <  1.
Натижада

Ф (j/o+A{/) Ф (у<\) =  (х, у 0 +  Q-Ay)dx =  \ fy {x, yQ)d x  +
А У а а

+  l [ f y { x ,  г/о +  9 - A y )  — / у ( х ,  y 0) ] d x  
а



Ф (Уа +  Д У) — Ф  {Уо) 
А У

fy (х, у о) dx

<  ¡\ fv (x ,y0 +  B-&y) — fy (x, у0) | dx <
а
ь , »

<  Jeù{fy, А у) dx =  (о (f у , А у ) - ( Ь - а )

•булишини топамиз, бунда со (fy , А у) — fУ (х,у) функциянинг узлуксиз- 
лик модули.

Модомики, fy (х, у) функция М  тупламда узлуксиз экан, унда Кан­
тор теоремасига Kÿpa бу функция шу тупламда текис узлуксиз булади. 
У  холда мазкур курснинг 12-боб, 4 -§  ида келтирилган теоремага асо- 
сан

lim  со (Г , Ау) =  О
Ду-»0

бу'лади.
(17 .6) муносабатдан

lim Çf'y (x,y0)dx
Ду- 0  А у  J

а

бу’лиши келиб читали. Демак,
ь ,

Ф'(Уо) =  J M * .  У о) dx.
а

К,аралаётган у0 нукта [с, d] орали^нинг ихтиёрий ну^таси булганлигини 
эътиборга олсак, унда кейинги тенглик теореманинг исботланганлигини 
курсатади.

(17.5) муносабатни цуйидагича .^ам ёзиш мумкин:

^ f( x ,y ) d x  =  У) dx•
а а

Б у  эса дифференциаллаш амалини интеграл белгиси остига ÿTKa3iini 
мумкинлигини ку’рсатади.

Исбот этилган бу 1 7 .5 -теорема Л е й б н и ц  rç о и д а с и деб аталади.

М и с о л .  Ушбу

ф ункция М  =  { (лг, у) Ç Æ2: х £

I ( х , у) =  ln  (î/2 sin2 х) 

xt 3 зт
4 ’ 4

. О <  у о < ;у ^ . у  î <  оо} тупламда узлуксиз

^ ам да / (д: , ( / ) = —  ^осилага эга ва  у  ?;ам узлуксиз. Ундан олинган Ф (у) =  
У



=  (' In (i/2 -s in 2 x) dx интегрални ^арайлик. 17. 5- теоремага кура Ф (у) ф ун кц и я 
л'д

^осилага эга булиб,

Зя/4 f 2 я  я
ф ' (у)= f (In (у2 sin2 х)) d x = — . — =  —

Я/4 У 2  (/

булади.

4. И н т е г р а л н и  п а р а м е т р  б у й и ч а  и н т е г р а л л а ш .  f ( x ,y )  
функция /И =  {(х,г/)6 R2: x£[a,b], y£[c,d\} тупламда берилган ва  шу 
тупламда узлуксиз булсин. У холда 17. 4 -теоремага кура

®(y) =  \ f{x ,y )d x  (17 .1)
а

функция [с, d] оралиеда узлуксиз булади. Бинобарин, бу функциянинг 
[c,d] оралик; буйича интеграли мавжуд.

Демак, f(x,y) функция М тупламда узлуксиз булса, у холда пара- 
метрга бог лик; интегрални параметр буйича [с, d] ораликда интеграллаш 
мумкин:

f Ф (У) dy =  J  [ f / (х, у) dx] dy.
с с  а

Бу тенгликнинг унг томонида f{x,y) функцияни аввал х узгарувчи б у­
йича [а, Ь\ ораликда интеграллаб (бунда у  ни узгармас хисоблаб), сунг 
натижани [с, d\ ораликда интегралланади.

Баъзан f(x,y)  функция М тупламда узлуксиз булган ^олда б у  ф унк­
цияни аввал у  узгарувчиси буйича [c,d] оралиада интеграллаб (бунда 
х ни узгармас хисоблаб), сунг хосил булган х узгарувчининг ф ункция- 
сини [а, Ь] ораликда интеграллаш ^улай булади. Натижада уш бу

d b Ъ d
J  [ J7  (х, у) dx ] dy, j' [ J  f (x, y) dy ] dx
с  a a с

интеграллар хосил булади. Бу интеграллар бир-бирига тенг буладими 
деган савол тугилади. Бу саволга ^уйидаги теорема жавоб беради.

1 7 . 6 - т е о р е м а .  Агар f ( x ,y )  функция М = {(x ,y )£ R 2: х£  [а, Ь], 
y ^ , d \ }  тупламда узлуксиз булса, у  холда

J [ I' / (х, У) d x ]d y  =  j  [ J  f (x, у) dy ] dx
с  a a с

булади.
Исбот .  \ft£[c,d\ нуь;тани олиб, ^уйидаги

ф(0 =  j [  ¡ f ( x ,y )d x ]d y ,  ^(t) =  j [  j 7  {x,y)dy]dx
с a a с

иптегралларни ^арайлик. Бу ф (t), ij: (t) функцияларнинг ^осилаларини 
^исоблаймиз.

ь
Ф(у) =  j  f(x,y)dx  функция [c,d] оралиеда узлуксиз булгани сабабли

а



ф' (/) =  ( / Ф {y)dy у  =  Ф (0 =  J/ (x , t)dx (17.7)
с  а

булади.

f ix , У) функция М  тупламда узлуксиз. Яна уша 1-^исм, 9 -боб, 9 -§  
даги  теоремага кура 

t
( j / (* ,у) dy)'t =  f  (х, t) (х— узгармас)

С

t
булади. Демак, j /(х, у) dy функциянинг М =  { (х,t) 6 R2: x£[a,b], t£

С

6[с, d]} тупламдаги t буйича хусусий ^осиласи / (х, t) га тенг, ва демак, 
узлуксиз. У ^олда 17. 5 - теоремага мувофик;

^ '( 0  =  ( I [ I  fix, У) dy ] dx)’t =  j  [ j  f{x,y)dy ]'t dx =  J  /(*, i)dx (17.8)
а с  а с  a

булади.
(17.7) ва (17.8) муносабатлардан

ф' (t) =  i|/ (0 =  j7  {x, t) dx
a

булиши келиб чикади. Д ем ак,
Ф (0  =  Ч1 (0 +  С (С — const).

Бирок; t — с булганда ф (с) =  \|з (с) =  0 булиб, ундан С =  0 булишини 
топамиз. Демак, Ф (0 =  ^  (0  булади. Хусусан, t =  d булганда ф id )—
— г|) id) булиб, у  теоремани исботлайди.

М и с о л .  Параметрга боглиц интегрални параметр буйича интеграллашдан фой- 
далан и б , ушбу

1 Ь а(• X — X
А =-- 1 ------------dx (0 < a < b )

J  In л: 
а

интегрални хисоблаймиз.
Равшанки, (х >  0)

1п лг

б ул ади . Д ем ак ,

О О а



Интеграл остидаги f ( x ,y )  =  xy функция М — {(х, y ) ^ R  2: х £ | 0 ,1 ] , у  £ [а ,  Ь]} туп- 
ламда узлуксиздир. У >;олда 17. 6 - теоремага кура

ь 1 
А =  j1 dy J  ху dx

буладн. A mmo

булганлигидан А =

1
ху dx

о

С ! j  п хь — ха 6 + 1
I  dy =  I n ---------- булади. Демак, \ ----------- ах — I n ----------.
J  у  +  1 а +  1 Inx а +  1

3 -§ . Параметрга бомин; интеграллар (умумий

f{x, у) функция М =  {(х, у) 6 R2- x£[a,b], y£\c,d}} тупламда берил- 
ган. у узгарувчининг [c,d] ораликдан олинган хар бир тайин ^иймати- 
да fix, у) функция х узгарувчининг функцияси сифатида [а, Ь] оралиеда 
интегралланувчи булсин.

х =  а iy), х =  Р(у) функцияларнинг хар бири [c,d] да берилган ва 
V y € [ c ,d ]  учун

а < а  (у) <  р iy) <  b (17.9)
булсин.

Равшанки, ушбу
Р(у)
j f{x ,y )d x

“(У)
интеграл мавжуд, у узгарувчи (параметр) га богликдир:

т
F i y ) =  \ f{x,y)dx. (17.10)

а(у)

Бу интеграл ушбу бобнинг 2 -§  ида урганилган интегралга Караганда 
умумийро^. Хакикатан хам, (17.9) да а  (у) =  а, Р(г/) =  &, (у  6 [с, d]) 
булганда (17.10) интеграл (17.1) куринишдаги интегралга айланади.

Ушбу параграфда fix, у) з^амда а  {у), р (у) функцияларнинг функцио­
нал хоссаларига кура параметрга богли^

Р( у)
F (.У) =  С f  ix, у) dx 

«(</)
интегралнинг хоссаларини урганамиз.

1 7 . 7 - т е о р е м а ,  f i x , у) функция М  =  {{х,у) £R2: x£[a,b\, y£[c,d]} 
тупламда узлуксиз, ос iy) ва ¡3 (у) функцияларнинг х1ар бири [с, d\ да 
узлуксиз ва улар (17.9) шартни щ ноатлантирсин. У  %олда

(3(1/)

Р (У )=  j  fix ,y)dx
а ( У )

функция %ам [с, d] оралщда узлуксиз булади.



И с б о т .  V i/0€[c>d] нуцтани олиб, унга шундай А у  (А у ^ 0 )  орт- 
тирма берайликки, у 0 +  А у  £ [с, d] булсин. У з^олда

ß ( £ o + A j/ )  Ш ч )

F (y 0 +  Ay) — F (y0) =  J  f ( x ,y 0 +  Ay)dx — j' f ( x ,y B)dx =
a ( y 0+ A y )  a{y „ )

ßtoo)

=  J  l f ( x ,y 0 +  Ay) — f(x ,y0)]dx +
OS(ifo)

&Wo+&y) a i y „ + b i I )
+  J  f ( x ,y 0 +  A y ) d x —  J f(x ,y0 +  A y)d x  (17.11)

ß(</o) и(Уо)

булади. Б у тенгликнинг унг томонидаги к;ушилувчиларни бахолаймиз.
f(x ,y )  функция М  тупламда узлуксиз, демак, Кантор теоремасига 

асосан, текис узлуксиз булади. У  з^олда А г/->-0 да f{x, у 0 +  А у) функ­
ция уз лимит функцияси f ( x ,y 0) га текис якинлашади (^аралсин, 
2 5 0 -бет) ва 17.3-теоремага кура

ß(»o)

Hm Г [ f (x ,y Q +  Ay) — f(x ,y 0)]dx =
ЛУ~>° а'(у0)

Р(Уо)
=  )‘ lim  [f(x, у 0 +  Ay) — f(x ,y0)]dx =  0 (17.12)

«(»>) Д1/_>0
булади.

(17.11) муносабатдаги
Р(1/о+Д У )  “ (!/о + Л у )

J  f(x ,y 0 +  A y)d x ,  j" / (х, у 0 +  Ay) dx
ß(!/ .) а(Уо)

интеграллар учун ^уйидаги батога эгамиз: 
ß i i / вЧ -Д у )

J' f ( x ,y 0 +  A y)dx\*zM \ß(y0 +  Ay) — $(y')\,
Р(Уо>

a ( i/ o + A i/ )

| J  f ( x ,y 0 +  A y ) d x \ < M \ a ( y 0 +  A y ) - a ( y 0)\, (17.13)
«( i/o )

бунда М  — sup I / (х, у) I ((х, у) £М).
Шартга кура а  (у), ß (у) функцияларнинг з̂ ар бири [c,d] да узлук­

сиз. Демак,
lim  [а  (у0 -\- А у) — а  (у0)] =  0,
Д  у - * 0

lim [ß (i/o +  А г/) — ß (у0)] =  0. (17.14)
Д г / -» о

Ю^оридаги (17.12), (17.13) ва (17.14) муносабатларни эътиборга 
олиб, (17.11) тенгликда Д у -> 0  да лимитга утсак, унда

lim [F (у0 +  А у) — F (г/0)] =  0
Д</->0

булиши келиб чи^ади. Демак, F(y) функция V у0^[с, d] да узлуксиз. 
Теорема исбот булди.



 ̂ 1 7 .8 -т ео р ем а . f(x, у) функция М  =  {(*, y )e R 2:x f \ a  b1 u f\ c  d\\ 
щ п л а м д а  узлуксиз, fy{x, у) хусусий т и л а г Г Эга ва

m ^ u î Vr Z T MP ЭСа а ' {у)’ ß' (y) *°силаларга эга * амда улар  (17.9,) шартни цаноатлантирсин. У  %олда
х ß(y)

F (y )=  J  f ( x ,y )d x  
“(ÿ)

функция [c,d\ оралшфа F'(y) %осилага эга ва 
P(</) ,

=  a l  fy (X’ y ) d x + V ^ - f ® ( y ) ,  y )~ a '(y ) - f (a (y ) ,y )
б$лади.

Иебот .^ V ÿ 06 [c ,d ] ну^тани олиб, унга шундай Л и (А и ^  01 ппт 
тирма бераиликки, y0 +  A y ^ c ,d ]  булсин. '  рт'

(17.11) муносабатдан фойдаланиб ^уйидагини топамиз:
F (ya+ A y ) —F(y„) _  ß(p ) f  (х, у0 -f- Ar/) — / (х, Уа) 1 &У>+Ьу)

Ау J Àÿ f ( x , y 0 +
ri«*

«(i/o+Ay) ß г'0> '

+  Ai/)dx— —  j  f ( x ,y 0 +  Ay)dx. (17 .15 )
“ (г/»)

A y -* -0  да / (x, ÿ0 +  A y) — / (*, y„)
A y

функция ÿ3 лимит функцияои f ’ (x,y0) га [а, 6] оралшуш текис якин- 
лашади (^аралсин, 250-бет). Унда

ß(i/o) о \

Г - (х’Уо +  А ~  / (*'Уо) С г  /
J  =  fy (x ,y0)dx (17 .16)

МУо)

lim
A y ->0 „

“Ы  a(ÿ.)
булади.

Энди
PÜVfAiO « ( у с + Д у )

J  f (x ,y0 +Ay)dx,  | f (x,y0 +  Ay) dx
“ (0.)

9Нб о Г и Г у ш б у  ^ ЙШТ ^ К-ИДаГИ те°Ремани ^уллаб (^аралсин, 1 -Т О
ß (Уо-\-&У)

РЫ / (* ’ Уо + А У) dx =  f  (х\ У0 + А  у) [ß (y0 +  A y ) ~ ß  (ya) i

а (i/o+Â )
«  L  ;  (Х’ y° + A y ) d x = = f  (*"> Уо +  Ау) [а (у0 +  А у ) - а  (Уо) ]  

тенгликларни ^осил ^иламиз, бунда х ’ нукта ß(z/„) ß(u 4 - Au l  HVt,

талИ с^ » } '^а  0 /0 + А  ^  i â â u S ï :Г(Х,У) функциянинг ЛГ тупламда узлуксизлигини, а  (у) ва ß (y ) функ- 
17-2149



цияларнинг эса [с, с1] орали^да хосилага эга булишини эътиборга ол- 
сак , у  ^олда

ц т  _!_ Г ¡ ( х ,у 0 +Ау)с1х =  \1т[[(х',у0 + к у )  х
&и-*а Ду и Ау-*°

Ш г + М ^ т ]  _  И т К * ', !/ „ + Д !/ ) - П т  Р <». +  М  ~  И » ,)  _
]  А у - * 0  * УХ лА У

=КР(Уо)> У о ) - $ ' ( У о ) >
а(гл>4-л</) /

П т —  Г !(х ,У 0 +  &у)(1х =  и т  / 1*">*/0+ д  У]х
Ау^оАу J \

а(г/о)

X « (и,  +  А» ) - « М 1  =  |! т  ? ( * " ,» ,  + А») ^ • + д ‘,)~ 1 , ы -

=  / ( « Ы -  Уо)а '0/о) ( 17-17)
эканлипГкелиб чи^ади. .  й , 1 7 1 И

Юкоридаги (17.15) муносабатда, Дг/+0 да лимитга утиб, (17.16)
ва (17.17) тенгликларни эътиборга олиб ушбуни топамиз:

Р<г/о)
И т  Р(ув + Ь у ) - Р ( у 0) _  Г Г(х,у0)с1х +  1(?>(у0),У1>)-Р(Уо)-

Ау « ¿ .)
—  { ( а { У о ) , У о ) - и ' ( У о ) -

Демак,

р> ( у 0)  =  Р | 0> ¡'у (х,  г/0)  й х  +  ! Ф  (Уо)> У о) • Р '  ^  о ) —  /  ( “  ( У о ) .  У о ) • « '  (У о ) •
а(Уо)

Модомики, г/о ВД та М  ораливдаги ихтиёрий ну^та экан, у *олда
V  г/£[М 1 учун

р>  {у) =  р ̂  Г  {х> У)с1х +  }  ( Р  (У),  У) • Р '  (у) -  / ( « (У)- У) ■а ' (У)
УУ’

буЛХусусанШа ( У = а У р Т у )^ й Рбулс^ бу формуладан 2 -§  да келтирил-

ГЗН Г7^9-тео°ре мТ. /(х, у) функция М =  {(х,у) е Я2:* б [а ,Ь] у  £ [с, £¿1} 
тупламда узлуксиз, а  (у) ва Р(у) функцияларнинг ^ар бири [сМ\ да у з ­
луксиз ва улар (17.9) шартни цаноатлантирсин. У ^олда Т7 (у) функ­
ция [с,(1] да интегралланувчи булади.

Бу теоремани исботлашни у^увчига ^авола Киламиз.

4 -§ . Параметрга боглкц хосмас интеграллар. Интегралнинг текис
якинлашиши

Биз мазкур курснинг 16-бобида хосмас интеграл (чегараси чексиз 
хосмас интеграл, чегараланмаган функциянинг хосмас интеграли) У У 
часи билан танишиб, уни ургандик. Ушбу бобнинг 2-§ ва 3-§ ларид 
параметрга боглик интеграллар баён этилди.



Энди умумий ^ол—параметрга борли^ хосмас интеграллар билан 
шурулланамиз.

1. П а р а м е т р г а  бо р л ик ;  х о с м а с  и н т е г р а л  т у ш у н ч а с и .
1°. f{x, у) функция М =  {(х, у) 6 R2:x б [а, +  °°), У ЕЕ <= R} туплам­

да берилган. Сунг у  узгарувчининг Е тупламдан олинган ^ар бир та- 
йин ^ийматида f(x, у) х  узгарувчининг функцияси сифатида [а, +  °о) 
орали^ буйича интегралланувчи, яъни 

+°°
J  /(х, у) dx (у£Е  с :  R)
а

хосмас интеграл мавжуд ва чекли булсин. Б у интеграл у нинг ^ий- 
матига борлиедир:

Ш =  +[ f(x ,y )d x .  (17.18)
а

(17.18) интеграл параметрга борлиц чегараси чексиз хосмас интеграл  
деб аталади.

f { x ,у) функция М' = {(х, у) £ R2: х £ (— <х>, а], у £ Е а  R}(M " =
— {ix,y)(zR2:x £ i— oo,-ir  со ) , y £ E c :R } )  тупламда берилган ва у  у з ­
гарувчининг Е дан олинган ^ар бир тайин цийматида f{x,y) — x нинг функ­
цияси сифатида (— о о , а ] ( ( - о о ,  +оо)) да интегралланувчи булсин. Бунда

J  f i x , y ) d x i +ü f(x ,y )d x )
—ОО -00

интеграл хам параметрга богли^, чегараси чексиз хосмас интеграл деб 
аталади.

2°. / (* ,у) функция М 1 =  {(х, у) е R2:x 6 [а,Ь), у  £Е с . R) тупламда 
берилган. Сунг у  узгарувчининг Е тупламдан олинган з̂ ар бир тайин 
кийматида f i x ,у) ни х узгарувчининг функцияси сифатида ^аралганда 
унинг учун х =  b махсус ну^та булсин ва Оу функция [а, Ь) оралиада 
интегралланувчи, яъни

ь
J  f{x ,y)dx (y£Ec=zR)
а

хосмас интеграл мавжуд булсин. Равшанки, бу интеграл у  нинг к;ий- 
матига борли^:

h  iy) =  ] f i x , y )  dx. (17 .19 )
а

(17.19) интеграл параметрга борлиц, чегараланмаган фунщиянинг 
хосмас интеграли деб аталади.

/ ix, У) функция М\ {{х, у) 6 R2: х б (а, Ь), у  б Е a  R} тупламда берилган 
ва у  узгарувчининг Е дан олинган хар бир тайин ^ийматида / (х, у) — х  
нинг функцияси сифатида каралганда, унинг учун х =  а махсус hvi^- 
та булсин. Бу функция [а, Ь\ да интегралланувчи булсин. У  ^олда



интеграл ^ам параметрга боглиц чегараланмаган фунщиянинг хос­
мас интеграла деб аталади.

3°. Умумий ^олда, параметрга борли^ чегараланмаган функциянинг 
чегараси чексиз хосмас интеграли тушунчаси хам ю^оридагидек кири- 
тилади.

/(х ,у) функция М 2 =  {(х,y)£R2:xd(c, +  оо), y £ E c z R \  тупламда 
берилган. у  узгарувчининг Е тупламдан олинган ^ар бир тайин кийма- 
тида f{x,y) ни х  узгарувчининг функцияси сифатида ^аралганда унинг 
учун х — с махсус ну^та булсин ва бу функция (с, +  оо) оралшущ 
интегралланувчи (^аралсин: 16-боб, 9-§), яъни

+f f{x, у) dx
С

чегараланмаган функциянинг чегараси чексиз хосмас интеграли мавжуд 
булсин. Бу интеграл у  нинг цийматига боглшущр:

( i/ )= +I f(x ,y)dx. (17.20)
С

(17.20) интеграл параметрга борлиц чегараланмаган функциянинг 
чегараси чексиз хосмас интеграла деб аталади.

Биз ю^орида келтирилган (17.18), (17.19), (17.20) интегралларни 
параметрга борлик; хосмас интеграллар деб кетаверамиз.

Масалан, 16- бобнинг 1-§ ида ^аралган
+°°

1(a) =  Г —  (а >  0, а  >  0)
J  ха  а

интеграл, шу бобнинг 5 -§  да царалган

Г -4 * — Г— * -  (а  >  0)
J (х - а ) а  ’ J ( Ь -х )а  ^
а а

интеграллар, 16 -бобнинг 9 -§  да ^аралган

Г (a) = +f  xa~l e~x dx
о

интеграллар параметрга богли^ хосмас интеграллардир.
Бу ерда ^ам асосий масалалардан бири — / (х, у) функциянинг функ­

ционал хоссаларига кура, (17.18), (17.19) ва (17.20) параметрга богли^ 
хосмас интегралларнинг функционал хоссаларини урганишдир.

Биз ^уйида уларнинг турли хоссаларини, асосан,

ДУ) =  +]' f (x ,y )d x  (17.18)
а

интеграл учун келтирамиз. Бу хоссаларни 
ь +°°
j’ f{x,y)dx, j  f(x, у) dx
a с

каби хосмас интеграллар учун хам тегишлича баён этиш мумкин.



Параметрга боглиц хосмас интегралларни урганишда интегралнинг 
текис якинлашиши тушунчаси му^им роль уйнайди.

2. И н т е г р а л н и н г  т е к и с  я к и н л а ш и ш и .  f(x ,y)  функция М  =
— {(х,у)€ R2:x£[a, +  оо), у £Е cz R} тупламда берилган. у  узгарувчи- 
нинг Е тупламдан олинган хар бир тайин цийматида f(x ,y )  х  узгарув- 
чининг функцияси сифатида [а, +  оо) да интегралланувчи булсин.

Чегараси чексиз хосмас интеграл таърифига кура ихтиёрий [a, t\ да 
(а <  t <  +  оо)

F{t,y) =  § f(x ,y)dx  (17.21)
а

интеграл мавжуд ва

f f (x ,y )d x  =  \m F (t,y). (17.22)
Ъ *-++°°

Шундай килиб, (17.21) ва (17.22) интеграллар билан аницланган 
F (t, у) ва I (у) функцияларга эга буламиз ва I (у) функция F (/, у) функ- 
циянинг t -*■ +  оо даги лимит функцияси булади.

17 . 5- таъриф.  Агар /->-+оо да F(t,y) функция уз лимит функ­
цияси I (у) га Е тупламда текис яцинлашса, у  ^олда

1 (У) =  +j' f(x ,y )d x
а

интеграл Е тупламда текис яцинлашувчи деб аталади.
17 .6- таъриф.  Агар /-> +  оо да F(t,y)  функция уз  лимит функ­

цияси 1(у) га £  да нотекис яцинлашса, у  ^олда

I (У) =  +[ / (х, у) dx
а

интеграл Е тупламда нотекис яцинлашувчи деб аталади.
-}-оо

Равшанки, | f(x ,y)dx  интеграл Е  тупламда текис яцинлашувчи
а

булса, у шу тупламда яцинлашувчи булади.
Шундай цилиб,

+J f(x ,y )d x
а

интегралнинг Е тупламда текис яцинлашувчи булиши цуйидагини анг- 
латади:

+°°
1) J f(x,y)dx  хосмас интеграл у  узгарувчининг Е тупламдан олин-

а
ган хар бир тайин цийматида яцинлашувчи,

2) V  е >  0 олинганда ^ам, шундай 6 =  6(e) >  0 топиладики, V  /> 
> 8  ва V  У € Е  учун

+ °°
| f f(x,y)dx\ <  е

t
булади.



+оо „
j  f  (х, у) dx интеграл Е тупламда яцинлашувчи, аммо у  шу тупламда
а

нотекис я^инлашувчи дегани ^уйидагини англатади:
+°°1) J  f(x ,y) dx хосмас интеграл у  узгарувчининг Е тупламдан олин-

а * '
ган дар бир тайин кииматида я^инлашувчи,

2) V  б >  0 олинганда дам, шундай е0 >  0, г/0£ £  ва б тенгсиз- 
ликни ^аноатлантирувчи t 1£ [а, +  оо) топиладики,

+°°
I j' f ( x , y 0)d x \ > e 0 

и
булади.

М и с о л .  Ушбу
-J-co

1 ( у ) =  j  у е ~ ху dx (у £ Е =  (0, +  оо))
о

интегрални царайлик. Б у холда

F (U У) — \ У е~ ху dx =  1 — е ty ( 0 < / < + о о )
о

булиб, у  узгарувчининг Е =  (0 , оо) тупламдан олинган хар бир тайин ^ийматида 

lim  F (t, у) =  lim  ( 1 — e~ty) — \
t—* oo t >-¡-со

булади. Д ем ак , берилган хосмас интеграл якинлашувчи ва

+ ° °  —ху 
/(*/) =  j  У е dx =  1 

о
булади.

Энди берилган интегрални текис якинлашувчиликка текширамиз. 
у б Е =  (0 , +  оо) булсин. Ихтиёрий катта мусбат б сонни олайлик. Агар е0 =

=  — , f0 >  б тенгсизликни ^аноатлантирадиган ихтиёрий /0 ва  у 0 =  —  деб ол- 
3 г о

сак , у  ^олда

1 f У 0е ~ х у ‘  dx | =  e~Uy° =  е- 1  >  =  е 0 
U

булади. Б у  эса

1 (У) =  I  y e ~ x y dx
о

интеграл Е =  (0 , +  °°) Да нотекис якинлашувчи эканини билдиради.
Энди у  £ Е' — [с, 4 -  ОО ) с :  Е булсин, бунда с — ихтиёрий мусбат сон. Унда V е >

>  0 олинганда ^ам ( 0 <  е <  1) 8 =  —  In —  дейилса, V < > б  в* V У £
С 8

б  [С. +  о о ) учун

J  у е~ху dx | =  е~~ty <  е

• , 1- с — In —
+°° I •  е

=  8

t



+°°
Ц У ) =  f У е ~ху d x 

Ь

интеграл £ '  = [с , +  °°) Да (с > 0 )  текис яцинлашувчи.

Биз курдикки, параметрга борли^ хосмас интеграл

Д у ) = +| f (x,y)dx  (17.18)
а

нинг Е тупламда текис я^инлашувчи булиши, /-> +  оо да F (t ,y )  
функцияни лимит функция / (у) га (у  £ Е) текис я^инлашишидан иборат.

Ушбу бобнинг 1-§ ида {/->«/„ да f ix ,  у) функциянинг лимит функ­
ция cp(.v) га текис якинлашишининг зарурий ва етарли шартини ифода- 
ловчи 17.1-теоремани келтирдик. Бу теоремадан фойдаланиб, (17 .18) 
интегралнинг текис якинлашувчи булишининг зарурий ва етарли шарти 
келтирилади.

f (х, у) функция М =  {(х,у) 6 R2:x 6 [а, +  о о ) , у  £ Е cz R} тупламда 
берилган. у  узгарувчининг Е тупламдан олинган ^ар бир тайин ^ийма- 
тида f ( x , у)—х  узгарувчининг функцияси сифатида [а, + оо) да интеграл- 
ланувчи, яъни

+°°
П У )=  \ f i x , y ) d x  (17 .18)

а
хосмас интеграл мавжуд булсин.

17 .7-таъриф . Агар V e > 0  олинганда ^ам, у  га сорли^ булмаган 
шундай б =  б (е) >  0 топилсаки, t' >  6, /"> б ни цаиоатлантирувчи
V ¥, t" ва \/у£Е  учун

IС fix, y )dx  | < е

тенгсизлик бажарилса, у  холда (17.18) хосмас интеграл Е тупламда 
фундаментал интеграл деб аталади.

ОО
17.10-те о р е м а  (Коши т е о р е м а с и ) .  Ушбу /Q/) =J  f  {x ,y )dx

аинтегралнинг Е тупламда текис якинлашувчи булиши учун унинг 
Е тупламда фундаментал булиши зарур ва етарли.

Бу теорема назарий а^амиятга эга. Ундан амалиётда фойдаланиш 
ь̂ ийин.

Куйида биз интегралнинг текис я^инлашувчилигини таъминлайди- 
ган, купинча ^улланиладиган аломатларни келтирамиз.

В е й е р ш т р а с с  а л о м а т и .  fix , у) функция М  =  {(л:, у) £ R 2: 
х£[а, +  оо), y ^ E c z  R} тупламда берилган, у узгарувчининг Е  туп ­
ламдан олинган хар бир тайин кийматида f ix ,у) функция х узгарувчи­
нинг функцияси сифатида [а , +  оо) да интегралланувчи булсин. Агар 
шундай ф(х) функция {х£ \а, +  оо)) топилсаки,

1) V  х 6 [а, +  оо) ва V  У € Е учун |f (х, у)| <  ф (х) булса,



-J-oo

2) j  ф (x)dx  хосмас интеграл яцинлашувчи булса, у  ^олда
а

1 (у) =  +а f{x ,y )d x
а

интеграл Е тупламда текис яцинлашувчи булади.
+°°

И с б о т .  Шартга кура J  ф(х)d х  яцинлашувчи. Унда 16-бобнинг
а

2 -§  ида келтирилган 16.4-теоремага асосан, V e > 0  олинганда ^ам,

шундай б =  б (е) >  0 топиладики, V  ?  >  б, v  f  >  б булганда | [ ф(x)dx |<е
v

булади. Иккинчи томондан, 1) шартдан фойдаланиб цуйидагини топамиз:

If f{x, y )d x |< f|f ix , y )\ d x ^  fф ix)dx i t ' < f ) .  
t’ r  r

Д ем ак,
t"
\ jf ix , y )d x |<e. 
v

oo
Б у эса § fix, y )d x  хосмас интегралнинг E тупламда фундаментал эка-

-f-00
нини билдиради. Юцоридаги 17.10-теоремага асосан j  / (х, y)dx  инте-

а
грал Е тупламда текис яцинлашувчи булади.

М и с о л .  Ушбу

интегрални карайлик.

А гар  ф (л:) функция сифатида ф (я )  =  ' , 2 олинса, у  >;олда
1 -f- х

1) V  х £ [ 0 ,  +  оо) ва V  У £ (  — о о , +  оо) учун
COS X у

|/.(*. у) 1 =
+°° +°° dx

1 +  х2
“Т"00 п“°° иХ . „

2 ) f (D(x)dx— f ---------- интеграл яцинлашувчи (царалсин, 16 -боб, 1- § )  бу-
6 о Ч " * *

л ад и . Д ем ак , Вейерштрасс аломатига кур а  берилган интеграл Е = (  — о о , 4 - ° ° )  Да 
тек и с  яцинлашувчи булади.

Интегралнинг текис яцинлашувчилигини аницлашда цул келадиган 
аломатлардан — Абель ва Дирихле аломатларини исботсиз келтирамиз.

А б е л ь  а л о м а т и .  fix, у) ва g(x , у) функциялар М  =  {(х, у)6 R2- 
х£ [а, +  оо), у £Е cz R} тупламда берилган. у узгарувчининг Е туп-



ламдан олинган >;ар бир тайин кийматида g(x, у) функция х  нинг 
функцияси сифатида [а, - f  оо) да монотон функция булсин.

Агар

+f /(*, у) d x
а

интеграл Е тупламда текис якинлашувчи ва V  {х, У)£М учун
|g(x, у) | (с =  const)

булса,
+оо
j  f(x, y)-g(x , у) dx
а

интеграл Е да текис якинлашувчи булади.
М и с о л . У  шбу

+ Г —  е ~ х у  d x  ( ( /£ £  =  [0 , +оо))
о *

интегрални карайлик. Агар
sin  X —хи

Í {х, У) = -------- , g  (х, у) =  е
х

+°°
деб олинса, Абель аломати шартлари бажарилади. Дакикатаи ^ам, j  [ ( х, у )dx

о
текис якинлашувчи:

+°° +°° s in  х  , я
j■ f ( x , y ) d x =  J  — d x =  —
о о *  4

т i
(1 6 -боб, 2 -§  ва 17 -боб, 8 - § ) , g  (х, у) — е эса у  нинг £ = [ 0 ,  +  оо) дан 
олинган хар бир тайин кийматида х нинг камаювчи функцияси ва  V  x f  [О,

_ _  ■

+ оо), \/</££ = [ 0, + оо) учун \g{x, у )\ = е  < 1  булади. Д ем ак , берилган 
интеграл Абель аломатига кура Е — [0 , +  оо) да текис якинлашувчи.

Д и р и х л е  а л о м а т и .  fix, у) ва gix, у) функциялар М  тупламда 
берилган. Агар Y t ^ a  ^амда Y  У ЕЕ учун 

t
\\f{x, y )d x \ <  с (c =  const)
а

булса ва у  узгарувчининг Е дан олинган хар бир тайин кийматида, 
х ->■ +  оо да gix, у) функция уз лимит функцияси ср(у) =  0 га  текис 
як;инлашса, у ^олда

-{-00
i f ix ,  У) g ix ,  y )d x
а

интеграл Е да текис якинлашувчи булади.

М и с о л . У  шбу

+ »  sin х у , , ^  ^ г ,
J ---------  d x  (у £ Е  =  [1, 2J)
о х



f { x ,  у)  =  s in  xy, g (x ,  y) =
l_ 
x

дейилса, унда у  / >  О, У у  £ [ 1, 2] учун

cos t yt  t 
| J7 (* . U)dx\ =  |J s in  xy d x \
о 0

1 — ■
У

булади . x->- +oo да g (x, y) — —  функция E тупламда нолга текис я^инлашади:
х

g ( x ,  у)

Д е м ак , берилган интеграл Д ирихле аломатига кура £  =  [1, 2] да текис якинлашув- 
чидир.

Чегараланмаган функция хосмас интегралининг текис (нотекис) 
я^инлашувчилиги тушунчаси дам ю^оридагидек киритилади.

f(x, у) функция М г = {(х ,  г/) 6 Я2 : *£ [ « .  Ь), у  6 Е с= R} тупламда 
берилган. у  узгарувчининг Е дан олинган дар бир тайин кийматида 
/ (х, у) ни х узгарувчининг функиияси сифатида ^аралганда унинг 
учун  х  =  b махсус ну^та булсин ва бу функция [а, Ь) да интегралла- 
нувчи булсин. Чегараланмаган функция хосмас интеграли таърифига 
к ур а  ихтиёрий [a, t] да (а < ¿ < 6 )

Fi(t, y ) = \ f ( x ,  y )d x
а

интеграл мавжуд ва
ь

h ( y ) = \ f ( x ,  y)dx  =  Y\mF1 {t,y) (17.23)
а t*+b—Q

булади. Демак, /х(г/) функция (t, у) функциянинг t-*~b — 0 даги ли­
мит функцияси.

17 .8 -таъ ри ф . Агар t-*~b — 0 да F^t, у) функция уз лимит функ­
цияси 1Х (у) га Е тупламда текис якинлашса, у долда

j 7 (х, y)dx
а

интеграл Е тупламда текис яцинлашувчи деб аталади.
17 .9 -т аъриф.  Агар i - > b  — 0 да Fx{x,y) функция уз лимит 

функцияси 1х(у) га Е тупламда нотекис ядинлашса, у  долда

_[/(*, y)dx
а

интеграл Е тупламда нотекис яцинлашувчи деб аталади.
Б у таърифларни «е — б» ор^али баён этишни у^увчига давола эта- 

миз.



!\\
17.10-таъриф.  Агар V e > 0  олинганда з а̂м, шундай 6 =  б (е )> 0  

топилсаки, b — 6 <  /' < b ,  b — b < t "  < b  булган v  t', t" лар ва V y f E  
учун

|f fix, y ) d x \ <  8
Г

тенгсизлик бажарилса, у  ^олда (17.23) интеграл Е тупламда фунда-  
ментал интеграл деб аталади.

ь
1 7 . 1 1 - т е о р е м а ,  f f(x,y)dx интегралнинг Е тупламда т е к и с

а
яцинлашувчи булиши учун унинг Е ту п ла м д а  фундаментал булиши  
зарур ва етарли.

5-§ . Параметрга борлик хосмас интегралларда интеграл белгиси 
остида лимитга утиш

1. f(x, у) функция М = { (х ,  y ) e R 2:x e [ a ,  +  оо), y £ E c z R }  туп  
ламда берилган. у 0 нуцта Е тупламнинг лимит нуцтаси булсин.

17.12-те о р ем  a. f(x, у) функция
1) у узгарувчининг Е дан слинган хар бир тайин цийматида х  

рзгарувчининг функцияси сифатида [а, +  оо) да узлуксиз,
2) У~*~У0 да ихтиёрий [a ,t\  [а  <  / <С ° о )сралицдаср(х)лимит ф унк-  

цияга текис яцинлашувчи булсин.
Агарда

1 in) = +f f ix,  y ) d x
a

интеграл E тупламда текис яцинлашувчи булса, у  холда у - + у 0 да
I (у) функция лимитга эга ва

l im I(у) — lim +Г f(x, y ) d x = +( <p(x)dx (17 .24 )
У->У« У-+Ун a Ja

булади.
И с б о т .  Теореманинг 1) ва 2) шартлари ^амда ушбу бобнинг 1 -§  

идаги 17.2-теоремадан ср (х) лимит функциянинг [а, 4 - оо) да у з л у к ­
сиз булиши келиб чицади. Демак, ф(х) функция ^ар бир чекли [a, t]  
( а <  / <  +  оо) ораливда интегралланувчи.

Ф(х) ни [а, +  оо) да интегралланувчи эканлигини курсатайлик. 
Теореманинг шартига кура

+0О
Ц у)=  J  f ix ,  у) d x

а

интеграл Е да текис якинлашувчи. Унда 17.10-теоремага асосан ,
V е >  0 олинганда ^ам, шундай б =  б (е) >■ 0 топиладики, t' > 6 ,  t " > b  
булггн V t ' ,  t" лар ва \/-у£Е учун

t"
\ \ f ix ,y )d x  | < е  (17 .25 )
V



булади. f(x, у) функцияга вд/йилган шартлар 2 -§  да келтирилган 17.3- 
теорема шартларининг бажарилишини таъминлайди. (17.25) тенгликда 
у-+-у0 да лимитга утиб ^уйидагини топамиз:

IJ <p(x)dx\ < е . 
v

Бундан эса ф (х) нинг [а, +  с») да интегралланувчи булиши келиб чи- 
^ади (16-боб, 2-§).

Энди

\+ § fix , y )d x  — +j  <p(x)dx\
а а

айирмани куйидагича ёзиб,

| f f(x, y ) d x —  +| ф (x)dx\ =| ¡{ f ix ,  У) — ф(х)Ыл; +  [ f ( x , y ) d x  —
‘a a  a t

— J Ф(x)dx\ <  j| f(x, y) — q>(x)\dx +  \ J  f(x , y ) d x | +
t a t

+  || ф(х)йх| ( a <  t +  oo) (17.26)

тенгсизликнинг унг томонидаги з$ар бир цушилувчини ба^олаймиз.
-f-00

[ f(x, у ) d х  интеграл Е да текис якинлашувчи. Демак, V e > 0
а

олинганда ^ам шундай 8Х =  6j (е) >  0 топиладики, барча t > 8 1 ва 
V y £ E  учун

|+f  f(x, y ) d x | < f  (17.27)

булади.
+ 00

J  ф (x)dx  хосмас интеграл якинлашувчи. Демак, юкоридаги
а

V  s >  0 олинганда ^ам шундай б2 =  б2 (е) >  0 топиладики, барча i > б 2 
учун

| J  ф О О ^ К  у  (17.28)

булади.
Агар 60 =  max {5l5 62)  деб олинса, барча t >  ё0 УЧУН (17.27) ва 

(17.28) тенгсизликлар бир йула бажарилади. у - * у 0 да f(x, у) функция 
Ф (х) лимит функцияга ^ар бир [a, t\ (жумладан t >  б0) да текис якин­
лашувчи. Демак, v s > 0  олинганда ^ам, шундай б' >  0 Етопиладики, 
| у  — у0\ <  б' тенгсизликни ^аноатлантирувчи у  £ Е ва V  х 6 [a, t\ (а <  
<  t <  +  оо) учун

I f i x ,  г / ) ~ ф М К ^  (17.29)



\
булади. Натижада (17.26), (17.27), (17.28) ва (17.29) тенгсизликларга 
Кура

|"j f(x, y )d x  — +§ q>(x)dx\ < e
a a

булади. Бу эса

lim  Г / (x, y )d x  =  f (f>(x)dx (17 .30 )
¿/-►i/o а а

булишини билдиради. Теорема исСот бÿлди.
(17.30) лимит муносабатни куйидагича дам ёзиш мумкин:

-{-00 +00 
lim  I f(x, y ) d x =  f [H m f(x ,y)]dx.
У-*Уо a  a  l y - * V o  j

Бу эса 17.12-теореманинг шартлари бажарилганда параметрга боглик; 
хосмас интегралларда дам интеграл белгиси остида лимитга утиш мум- 
кинлигини курсатади.

2. f(x, у) функция М! =  {(х, y ) e R * :x e [ a ,  Ь), y £ E c z R }  тупламда 
берилган. у0 нуцта Е тупламнинг лимит пуктаси булсин. Ш унингдек, 
у  узгарувчининг Е дан олинган дар бир тайин ^ийматида f(x, у) ни х  
узгарувчининг функцияси сифатида царалганда унинг учун х =  Ь мах- 
сус ну^та бу'лсин.

17.13-т е о р е м а .  f{x, у) функция
1) у Узгарувчининг Е дан олинган хар бир тайин цийматида х  

узгарувчининг функцияси сифатида [а, Ь) да узлуксиз,
2) y-* -y0 да ихтиёрий [a, t) ( a < t < b )  оралщда ср (х) л и м и т  

функцияга текис ящнлашувчи булсин.
Агар

h  (У) ~  § f  (*> y ) d x
а

интеграл Е тупламда текис ящхнлашувт булса, у  хрлда у-*-г/0 
h  (у) функция лимитга эга ва

Ь Ь ь

булади.

6-§. Параметрга боглиц хэсмас интегралларнинг параметр буйича
узлуксизлиги

1- f(x, у) функция М =  {{х, у) £R2 :xÇ.[a, +  о°), yÇ[c ,  d]} Tÿn- 
ламда берилган.

17.14-т е  op ем  a. f(x, у) функция М тупламда узлуксиз ва

1(У) =  ^  f(x, y ) d x
а



интеграл [c,d\ да текис яцинлашувчи булсин. У  %олда I (у) функ­
ция \с, d\ иралщда узлуксиз булади.

И с бот .  f ix , у) функциянинг М тупламда узлуксизлигидан, аввалсу 
бу функция у  узгарувчининг хар бир тайин кийматида х нинг узлук­
сиз функцияси булиши келиб читали. Шу билан бирга f(x, у) функ­
ция М , = { (х , y ) e R 2:x E [a ,  t], у£[с, d]} (a < t <  +  00) тупламда 
х.ам узлуксиз, демак, шу тупламда текис узлуксиз булади.

V y 0e[c, d] нуктани олайлик. у ^ у й да f ix , у) функция fix, уп) 
лимит функцияга [a, t] да текис якинлашади (каралсин, 250-бет). Агар 
теореманинг иккинчи шартини эътиборга олсак, у  холда /(х, у) функ­
ция 17.12-теореманинг барча шартларини бажаришини курамиз. У  хол­
да 17.12-теоремага асосан

+оо
]' f  Уо) d х =  I (у0)
а

булади. Бу эса I (у) функциянинг [с, d] орали^да узлуксиз эканини 
билдиради. Теорема исбот булди.

2. f{x, у) функция М ,  =  { (х, y)£ R 2 :x(z [а, Ь), у£\с, d]} тупламда 
берилган. у узгарувчининг [с, d] орали^дан олинган хар бир тайин 
^ийматида f(x, у) ни х  узгарувчининг функцияси сифатида ^аралганда 
унинг учун х =  b махсус ну^та булсин.

1 7 . 15 - т е орема .  f ix ,  у) функция Мг тупламда узлуксиз ва

h  (у) =  ¡f{.x, у) d x
а

интеграл [с, d] да текис яцинлашувчи булсин. У  %олда 1х(у) функ­
ция [с, d] оралщда узлуксиз булади.

7- §. Параметрга борлих; хосмас интегралларни параметр буйича
дифференциаллаш

1. f{x, у) функция М = { ( х ,  y)E R2: х£1а, +  <»), у£[с, d]} туп­
ламда берилган.

17.16-т е  о р е м  a. f  (х, у) функция М тупламда узлуксиз, f  (х, у) 
хусусий %осилага эга ва у  хам узлуксиз %амда у  узгарувчининг [c,d] 
дан олинган %ар бир тайи н цийматида

ЦУ) =  | f{x, y )d x
а

интеграл яцинлашувчи булсин.
+°° .

Агар J fy (х, y ) d x  интеграл [с, d] да текис яцинлашувчи булса,



у  %олда 1 (у) функция хам [с, с1] оралщда Г  (у) %осилага эга б у­
лади ва

1 '(У )= +\ Гу (х> У)Лх (17 .31)
а

муносабат уринлидир.
И с бот.  V  У0 £[с , й\ нуцтани олиб, унга шундай А у (А у  ^  0) 

орттирма берайликки, у0 +  &у£[с, й] булсин.
¡(у)  функциянинг у0 нуцтадаги орттирмасини олиб, ушбу

I (Уа ~Ь А У) I (Уо) _ Г / (*> Уо ~Ь А У) / У о) 1 / ̂  у  22)
д у ~  Л Д уа

тенгликни з^осил киламиз. Энди (17.32) тенгликдаги интегралда Ау —> 0 
да интеграл белгиси остида лимитга утиш мумкинлигини курсатамиз. 

Лагранж теоремасига кура
Их, у0+  А у) -/(*,</,) =  (х> у0 +  ( ) . Ау) ( I у .з з )

Ау
булади, бунда 0 <  0 <  1.

Шартга кура }у (х, у) функция УИ/={(х, у) £Я2 : * 6 [а , ¿] у£[с,й\} 
(а <  I <  +  оо) тупламда узлуксиз, демак, текис узлуксиз. У  цолда
V  е >  0 олинганда ^ам, шундай б =  б (е) >  0 топиладики, | х" — х'\ < 8 ,  
\У" — У '|< б тенгсизликларни каноатлантирувчи ихтиёрий (х', у ' ) £ М {, 
(х", у") 6 нуцталар учун

IГу{х", у")— Гу (х', у ' ) К  в
булади. Агар х' =  х" =  х, у' =  у0, у" =  У0 +  &У • 9 дейилса, унда 
| А у | <  б булганда

\1 у (х, Уа~\- б • ^ У) — /¡Д*’ Уо)1<' ' Е (\/х£[я ,  ¿])
булади. Юкоридаги (17.33) тенгликдан фойдаланиб куйидагини топа- 
миз:

/(х, Уо+ А у )-/ (х ,_Уо) г  (Х) )| < е
А у у I

Бу эса А у ^ О  да ; <*’ Уо + Д у) ~ 1 {х’ у̂ - функция (у {х, у0) лимит функ-
А У

цияга текис якинлашишини билдиради.
Теореманинг шартига кура

+/ Гу(х, у )й х
а

текис якинлашувчи. Демак, V  е > 0  олинганда цам, шундай б =  8 (е )>  
> 0  топиладики, ?  >  б, V  > б  булган Г, *" в а  ¥У б [ с ,  й] учун



f
\П'у (х, Уо +  А у  - Q ) d x \ < s  

булади. (17.33) тенгликка асосан

< s
Ч> ау

булади. Бу эса
-f-oo

f i t Уа +  At/) — f(x, уп) 
Ау

d X

интегралнинг текис я^инлашувчилигини билдиради.
Натижада 17 .12-теоремага кура

lim  +Г d x  ^ +П  Hm /(*.№> + а у ) - / ( * , » „ ) !  ,
4» - o J  л 2/ J Ду J *“ а

тенглик уринли булади.
Ю^оридаги (17.32) тенгликда А г/->0 да лимитга утамиз:

7А +  А у) - П у_о) = И т  +С fix,  у0 +  & y ) ~ f ( x ,  цп) _
л*-о J  4 - “ х —

hm
дг/->о

+00

-  j  [п ш  « Ь
Уо +  Д У) — f (*■ у0) 

А У

а г/

+ оо

Демак,
+ оо

Теорема исбот булди.
(17.31) муносабатни куйидагича дам ёзиш мумкин:

-j-oo оо

“i f , , , ,  Г « И *  »> .-  J /(*,*)<!*= j
в а

Бу эса теорема шартларида диффгренциаллаш амалини интеграл бел- 
гиси остига утказиш мумкинлигини курсатади.

2. f(x, у) функция М 1 ~ [(х , y ) e R 2:x e [ a ,  b), у£[с, d\} тупламда 
берилган. у  узгарувчининг [с, d\ дан олинган дар бир тайин кийма- 
тида f  (х, у) ни х  узгарувчининг функцияси сифа тида царалганда унинг 
учун х =  Ь махсус ну^та булсин.



\ 1 7 .1 7 -тео р ем а . fix, у) функция М х ту п л а м д а  узлуксиз, f'y (x,y)
'хусусий хосилага эга ва у %ам узлуксиз хамда у  узгарувчининг [c,d\ 
дан олинган %ар бир тайин кийматида

M i/) =  j7(*> y)dx
а

интеграл яцинлашувчи булсин.
Агар

]’ fy (x, y )dx
а

интеграл [с, d] да текис яцинлашувчи булса, у  \олда 1 г(у) функция 
хам [с, d] оралицда 1\(у) хосилага эга булади ва

(У) =  С fy (х, y )d x
а

муносабат рринлидир.

8 -§ . Параметрга боглик, хосмас интегралларни параметр буйича
интеграллаш

1- fix, У) функция М =  {{х, y ) e R 2: х£[а, +  оо), у£ [С, d]} туп- 
ламда берилган.

1 7 . 18 - теорема .  Агар f(x, у) функция М туп лам да  узлуксиз ва

I (у) =  "j  f{x, у) d x
а

интеграл [с, d] оралицда текис якинлашувчи булса, у хрлда I (у )  
функция [с, d] да интегралланувчи ва

$ I ( y ) d y  =  j [ " j  f(x, y ) d x ] d y  =  +:С [ ¡  f(x, y ) d y ] d x
с  с  а а с

булади.
И с б о т .  Теореманинг шартларидан 1(у) функциянинг [с, d\ оралиада

узлуксиз булиши келиб читали (каралсин, 17 .4 -теорема). Демак, I (у) 
функция [с, d] да интегралланувчи.

Энди

] [ +f fix , y )d x \ d y  =  +l  [ ¡ f ix ,  y ) d y ] d x
a a a с

тенгликнинг уринли булишини курсатамиз.
Шартга кура

I (У) =  fix, у) d x
С



|+f  f(x, y ) d x \ < e  (17.3-/)

булади. Мана шундай t буйича

J [  J  f ix ,  y ) d x ] d y  =  $ [ $ f ( x ,  y ) d x ] d y  +  j ' [ +j' fix , y ) d x ] d y .
с  а с  a с  t

17.6-теоремага асосан

f [  |7(x, y )d x ] d y  =  ¡ [ ¡ f i x ,  y )d y\ d x
с  a a с

булади. Натижада
d t d d  4-oo
¡  I (y )d y  =  J [ j  fix, y) d y ]d x  +  j' [ j  f(x, y) dx j dy
с  а с  с  t

булади. Юцоридаги (17.34) муносабатни эътиборга олиб цуйидагини 
топамиз:

¡ ¡ I { y ) d y  — ¡ [ ¡ f i x ,  y ) d y ] d x \ < j'|  ¡  f(x, y ) d x \ d y < t ( d  — c).
с  а с  с  t

Бу эса

¡ I ( y ) d y  =  lim  ¡ [ ¡ f i x ,  y )d y ] d x  =  +\ [ ¡  fix, y)d y ] d x
c  g  c  a c

эканини билдиради. Демак,
d  -j-oo  -(-oo d

j ‘ [ J  f ix , y ) d x \ d y =  j  [ j ’ /(*. y )d y \ d x .
с  a  a с

Теорема исбот булди.
Энди /(х, у) функция М2 =  Цх, y ) £ R * : x e [а, +  <х>), у 6 [с, +  оо)} 

тупламда берилган булсин.
1 7 . 1 9 - т е о р е м а ,  fix, у) функция М2 тупламда узлуксиз ва

- f  оо —{-оо

j' fix, y)dx, J' fix , y )d y
a 'c

интеграллар мсс равишда [с, +  оо) ea [a, -j- оо) да текис яцинла- 
шувчи булсин.

Агар

+f [ +f | f i x ,  y ) \ d x ] d y  (ёки +[ [ +f | f ix , y ) \ d y ] dx )
с  а а с

интеграл ящнлашувчи булса, у %олда
4*00 4 “° °  -J-oo -{-оо

J  [ ¡  f ix ,  y ) d y ] d x ,  j  [ J  f i x,  y ) d x ] d y
а с  с  a



штеграллар якинлашувчи ва

+Г [ Т  f ix,  y ) d x ] d y  =  +j  [ +f f(x, y ) d y ] d x
с  а а с

булада.
Бу теореманинг исботини у^увчига хавола ^иламиз.
2. fix, у) функция Ai1 =  {(x, у) 6 : х 6 [я, b), уЕ[с, d]} тупламда 

берилган. у нинг [с, d\ дан олинган дар бир тайин цийматида f(x, у) 
ни х узгарувчининг функцияси сифатида каралганда унинг учун х =Ь 
махсус ну^та булсин.

1 7 . 2 0 - т е о р е м а ,  f ix,  у) функция M t туп лам да  узлуксиз ва

¡ 1  iy) =  j  f ix> y)dx
a

интеграл [с, d] ораликда текис якинлашувчи булса, у холда Ii (уJ  
функция [с, d] да интегралланувчи ва

] l l in)dy =  ] \[ f i x ,  y )dx) dy  =  ] [ ] f i x ,  y ) d y ] d x
с  с  й а с

булади.
М и с о л л а р .  1 . Ушбу

+°° „я-1
dx

+  * 
о

интегрални царайлик. У чегараланмаган функциянинг (а  С  1 да х =  0 махсус ну^та) 
чегараси чексиз хосмас интеграли булиб, а параметрга богли^дир;

4 -оо

о

С ха~ 1

' ( 0 ) “  J

Б у интегрални куйидаги икки кисмга ажратиб,

+ ? * - !  \ ха- 1 +? ха -1
I (а) =  --------d x - =  - — d x  +  \ —-— d x =  h ( a ) +  12 (а)

J l + J C  J  1 +  •* J  l + x

уларнинг хар бирини алохида-ало^ида я^инлашувчиликка текширамиз.
О <  х <  1 да куйидаги

-L ха~ 1 -  <  х?~1
2 1 + х

тенгсизликлар уринли ва f ха~  ̂ d х интеграл а >  0  да якинлашувчи, а  ^  0 да узо^- 
6

лашувчи 1каралсин, 16- боб, 5 - §). 16- бобнинг 6- § ида келтирилган 16.8- теоремага кур а



а—2 X,а—  1
Д - 2

+ 0 0

тенгсизликлар уринли ва ха с!х интеграл а <  1 да якинлашувчи, а > 1
1 да

узо^лашувчи (̂ аралсин, 16-боб, 1-§). 16-бобнинг 2-§ ида келтирилган 16 2-теоое- 
мага кура

+(“ х а _ '/2( а ) =  ]  1 +
1

интеграл а <  1 да якинлашувчи, а > 1 да узо^лашувчи булади. Шундай ^илиб, бе-

+ °° 0—1п х
/ (а )= Ц т т х ах

о

интегралнинг 0 <  а<  1 да якинлашувчи булишини топамиз.
Энди I  (а) интегрални ^исоблаймиз.
Равшанки, 0 <  х <  1 да

х а~ 1 ■?-, * а+к—1
_ ; = > , < - ! >  *  <•>

Г *=0

булиб, бу цатор [а0, Ь0] (0 <  а0 ^  х ^  Ь0 <  1) да текис якинлашувчи булади.
(* ) даражали ^аторнинг ^исмий йигиндиси

8п (х ) = у  ( -  1) ** а+к~ Х =  — *
¿ о  (1+*>

булади. Агар у  п £ Ы  ва у * £ ( 0 ,  1) учун
д«-1 [ 1 - ( - х)Я]  ^  ^

1 +  х
тенгсизликнинг уринли булишини хамда

| ха~ 1 ¡1х (0 <  а с  1)
о

интегралнинг яцинлашувчилигини эътиборга олсак, унда Вейерштрасс аломатига кура
интеграл | 5п (х )й х  (п — 1, 2, 3 . . . )  текис якинлашувчи булади. 17.13-теорема-

о
га кура

1 1 
П т | Бп (х) й х =  | [П т  5Л (х) ] с1 х,
Я-*000 0 п >̂00



яъни

Пт Г
о

Пу ' (— 1) к ха+к 1 
к=О

(1 X ■■ Ит
«-»оо Й=0

булади. Бу тенгликдан куйидагини топамиз:

* а+А—1 .(— 1) х <1 х

= V
к=О

”  / п *_  N '1 — 2-
а-\- к*=о

Демак,

/1 (« )
£ о а +  *

Агар
-}-оо

Г ха—1
1 т т ^  
1

йх

интегралда х =  у  алмаштиришни бажарсак, у х,олда

Г Г г
/2(а ) =  ] Г Г < ^ = ] -

(1—а)—1
<и

булади. Юцоридаги йул билан

*= 1

булишини топамиз. Демак,
ОО /__ оо /__ 11*

/ (а) = /г (а )+/,(«>  =  > ¡ 7 ^ 1  + ^  0 _ *  а
к=0 *=1

(- 1 Г  =  1  +

+ И (- 1)* ( - Ь + — *
\£1 “I- к а к, 

А = 1  1

булади.
Агар

I у  п* I —1—  +  — ) = -т-^—  (О С  а <  1) 
а £ *  и  +  ^ а —  Ь1 8‘п а я
1 У г - П ‘



л
1 (а) =  -----

sin а я
эканлиги келиб чикади. Демак, 

г00 х“- 1
T — d * =  - ----  (0<  а <  1).J  1 +  х sin а я  

о
2. Уш бу

-f-oo
С s in*

о
интеграл ни ^арайлик. Бу хосмас интегралнинг якинлашувчи булиши 16-бобнинг 
2- § ида курсатилган эди. Энди берилган интегрални ^исоблаймиз. Бунинг учун цу- 
йидаги

+ 0 0

. . .  С — ах sin хI  (а) — I е ---- dx
6

лараметрга богли^ хосмас интегрални *;араймиз.
Равшанки,

— ах sin х 
f [х, а) =  е ——  (/ (0, а) — 1)

функция
{  (х, a) £  R* : х £  [0 , +  оо ), а £  [0, с ] }  (с  >  0)

тупламда узлуксиз,
f'a (х, а) =  — е ~ ах sin д: 

хусусий ^осилага эга ва у а̂м узлуксиз функция. К̂ уйидаги
Н~оо -{-ОО

f а (х, a) d х — — J е ° * sin xdx 
о а

интеграл эса а > а0 (ао>0)  да текис якинлашувчи. 17.16-теоремага кура

/'(«) = Т /.— *»!"£. у dx = _ +f e—  sin, djc=_ _ L _
J  \ х  Ja J  1 +  а2
о о

булади (царалсин, 1- кием, 8-боб, 2-§). Демак,
/ (а) — — arctg a -j- С.

_ д
а =  +  оо булганда, / (+  оо) = 0 булиб, ——  + С =  0, яъни С =  — булади. Де­
мак, 2

я
I  (а) =  —  — arctgа.

Бу тенгликда а->- 0 да лимитга утиб куйидагини топамиз:

lim / (а) =  — .
а->0 2



я
2 

4*00
, sin X , я

/ =  \ ---- dx  =  —1 ' х 2
о

булади.

9-§. Бета функция (I тур Эйлер интеграли) ва унинг хоссалари

Биз 16-бобнинг 9- § ида ушбу

' “-1 07.35)

хосмас интегрални царадик.
Интеграл остидаги функция учун
1) а<С 1» & > 1 булганда х = 0 махсус нуцта,
21 а > Г Ь< 1 булганда х == 1 махсус нуцта,
3) а<С 1, &<С 1 булганда х = 0 ва х = 1 нуцталар махсус нуцта-

ЛаРБб1 юбари11, (17. 35) чегараланмаган функциянинг хосмас интеграли- 
дио Д е м а к ,  (17. 35) интеграл — параметрга борлщ хосмас интеграл 
дир. Уша ерда (17.35) хосмас интегралнинг а > 0, ö> 0 да, яъни

М  =  { (а,  ö ) 6 ß 2 : ß 6(0, +  ° ° ) .  & € ( 0 , + ° ° ) }
тупламда якинлашувчи булиши курсатилди.

17 Ч-таъриф (17.35) интеграл бета функция еки I тур  Эйлер 
интеграли деб аталади ва В  (а, Ъ) каби белгиланади, демак

В (а, Ь) — ] х0” 1 (1 — х)ь 1 dx (а> О, &> 0).

Шундай цилиб В(а,Ь) функция Я 2 фазодаги M = {(fl,&)€Ä : а €(°>
+ оо), Ь 6(0, + ° ° ) }  тупламда берилгандир. ^

Энди В (а, Ь) функциянинг хоссаларини урганаилик.
1°. (17.35) интеграл

В (а, b )= i xa~ l ( l — x)b~l dx
О

ихтиёрий М0 = {(а, b)eR2:a£ [a0, + оо), &€[&„, + °° ) }  (а0> °>  &о>°> 
тупламда текис якинлашувчи булади.

Исбот. Берилган интегрални текис якинлашувчиликка текшириш
учун уни цуйидагича

[' (1 *  =  Т  (1 - х Г< Ь  + 0  - * > * " '  *
О 0

ёзиб оламиз.



Равшанки, а >  О булганда J  ха 1 dx интеграл якинлашувчи, Ь > О 

булганда |(1 — xf~l dx интеграл якинлашувчи.

Ф -  2

Параметр а нинг а > а0(а0 >  0) и̂йматлари ва V  6 > 0, у  
Учун

ха 1'1 (1 — xf 1 < ха°~1 (1 — х)ь~1 < 2л:0“-1
булади. Вейерштрасс аломатидан фойдаланиб

1/2

f xa~ l ( I — x)b~x dx 
о

интегралнинг текис я^инлашувчилигини топамиз.
Шунингдек, параметр b нинг b > b0 (Ь0> 0) и̂йматлари ва 

V<2> 0, У'Л '6 — , l j  учун

/ _1 (1 - л - )"- 1 <  / - 1 (1 - хр - '  ^  2(1 - Х)Ь° - Х

булади ва яна Вейерштрасс аломатига кура § xa~l (1 — х)ь~' dx инте­
гралнинг текис якинлашувчилиги келиб чи̂ ади.

Демак, J xa~ l (1 — x)b~ l dx интеграл а > а0 >  0 ва Ь > Ь0 >  0 бул­
ганда, яъни

Af0 =  {(a, ¿ ) e ^ 2:a 6 [ö 0, +  оо), b£[b0, +  оо)} 
тупламда текис якинлашувчи булади.
^ h 17; 1' 3^ 3- ™ 3- ß ( a ’ ö) нинг /И =  ((а- ¿>)€Я2: а е ( 0 ,  +  оо), ö f  

о° V /  Т ™  НОтекис якинлашувчилигини куриш ^ийин эмас 
u 2 . В (а , b) функция М  =  {{а, b )£R*: а £{ 0, +  оо), b f (  0 +  оо» 

тупламда узлуксиз функциядир. "
Дакицатан дам,

В (a, ft) = J V  ! (1 —x)b~xdx
О

интегралнинг М0 тупламда текис якинлашувчи булишидан ва интеграл 
остидаги функциянинг у  (а, Ь)£М  да узлуксизлйгидан 17.15-теорема- 
га асосан В  (а, Ь) функция 1

М  =  {(а, b ) e R 2: a £ ( О, -f оо), Ь£(0, +  оо)}

тупламда узлуксиз булади.
3 . V  (а, Ь)£М учун В  (а, Ь) = В(Ь, а) булади. Дардади а̂т

В  (а, Ь) = J  ха~1 (1 — х) dx интегралда x = \— t алмаштириш бажа-



В  (а, Ь) = {  xa~X(\- x )b- ld x = ¡ tb- l ( l — t)a~ 'd l = B(b, а) 
о о

булишини топамиз.
4°. В  (а, Ь) функция у̂йидагича а̂м ифодаланади:

+00
f - 1В (а ,Ь )= \  --- - d t . (17.36)

J  ( 1  +  О а + ьо

^авдатан х;ам, (17.35) интегралда х=  алмаштириш бажарил- 
:а, у о̂лда

+ 0 0

B(a,b) = j x a ‘ (1— х) í2x = j > ( T h )  ( 1 _ _ l + í )  (1+02==
О

+00
ta~ l d t

(i + tf+b 
о

бÿлaди.
Хусусан, Ь = 1 — а (0< а<  1) булганда

+ ° °  а __ j

fi = (a, l - a ) = f  * d t = - A -  (17.37)
J  1 + 1 sin а я
о

булади. (17.37) муносабатдан цуйидагини топамиз:

* ( т -  т ) -

5°. V(a, b)ÇM' (М '={(а, b)ÇR2:a e (О, +oo),bÇ(l, -f оо)}) учун

В  (а, Ь) = —7 7 -7 - 7  В  (а, Ъ -  1) (17.38)а +  о +  1

булади.
(17.35) интегрални булаклаб интеграллаймиз:

В(а, 6) = /  r - ' V - * r ' d x - ¡ V - t f - 4 ( J L )  X" (1 -

1
— х) Ч----- Г X  (1 — х) dx =  Г л: (1 — х)

о а ' a J
о п

(а> 0, b>  1).

ь 2dx



xa(l _  х ) * - 2 =  х“- 1 [ 1 _  (1 _  * ) ]  ( i  _ х)»-г =  ^ - 1  (1 _  х)ь- 2 _  

- х а~1{\ - х )ь-1 
эканлигини эътиборга олсак, у холда

J  *“ (1 - x )b-2 dx = /  ¿-1 (1 _ . х)ь- Ч х -  f (1 _ х)ь-1 dx = 
а о о

= ß(a, 6 — \)-В(а, Ь)
булиб, натижада

ß(a, b) = ^ - [ B ( a ,  b— 1) — В (а, Ь)] 

булади. Бу тенгликдан эса
В(а, Ь) = В {а, 6-1 ) (а>  0, ¿>>1)

ß -|- О — 1
булишини топамиз.

Худди шунга ухшаш V  (а, Ь) 6 М" учун
(М" = {(а, 6) 6/?а: а 6(1, + °о), ¿6(0, + оо)})

Я(а, Ь )= - а-~ [ В  (а — 1, 6)
а +  б— 1

булади.
Хусусан, ¿>=я (/г 6 А/) булганда

В(а, Ь) — В  (а, п) = —” ~  1 ß (a, « — 1) 
a +  rt— 1

булиб, (17.38) формулани такрор цуллаб куйидагини топамиз.
В(а, п) = —  --- ” ~ 2 . . . - J—  В (а, 1).

а + п — 1 а + п — 2 а + 1
1

Равшанки, 5 (а, 1) = ¡xa~ldx = — . Демак, 
о а

5 (а, л ) = ------- LL.V ..:-  (ге~  '>_________  П7 391
а ( а + 1 ) ( а  +  2) . .  . (а +  л - 1 )  •

Агар (17.39) да а —т  (т  6N) булса, у холда
В (т , п)= ---—  ' ~ ' (п~  0 = (»-О ! (я» — 1)1

т  (m+ 1) . . . (rn +  ra— 1) ( т  +  п —  1) !

10-§. Гамма функция ( I I  тур Эйлер интеграли) ва унинг хоссалари
Биз 16-бобнинг 9-§ ида цуйидаги 

+°°
С X0-1 e~xdx (17.40)
О

хосмас интегрални царадик. Бу чегараланмаган функциянинг (а<  1 да 
х 0 махсус нуцта) чексиз оралиц буйича олинган хосмас интеграли
282



булиши билан бирга а га (параметрга) а̂м боглицдир. $ша ерда (17.40) 
хосмас интегралнинг а > 0 да, яъни (0, + оо) да якинлашувчи, а ^  О1 
да, яъни (— оо, 0] да узоклашувчи булиши курсатилди.

17.12-таъриф. (17.40) интеграл гамма функция ёки I I  тур Эй ­
лер интеграли деб аталади ва Г  (а) каби белгиланади. Демак

+°°
Г{а)=$ ха~хе~хйх.

О
Шундай цилиб, Г  (а) функция (0, + оо) да берилгандир. Энди Г  (а) 
функциянинг хоссаларини урганайлик.

1°. (17.40) интеграл
+ 0 0

Г (а )= { ха—1 е~х (1х
о

ихтиёрий [а0, Ь0] . (О<а0<60<  + оо) ораликда текис якинлашувчи 
булади.

Исбот. (17.40) интегрални к,уйидаги икки кисмга ажратиб,

[ ха~х е~х йх = [ х ~х е~х (1х + ] ха~х е~х йх 
о о 1

уларнинг а̂р бирини ало̂ ида-ало̂ ида текис я^инлашувчиликка тек- 
ширамиз.

Агар а0 (ао>0) сонни олиб, параметр а нинг а > а0 к,ийматлари 
к,аралса, унда барча *6(0, 1] учун х ~ хе х < х\—а„ булиб, ушбу 
бобнинг 4-§ ида келтирилган Вейерштрасс аломатига асосан

/ х Г 1 е~хс1х 
о

интеграл текис якинлашувчи булади.
Агар Ь0 (Ьа >  0) сонни олиб, параметр а нинг ^ийматлари

а̂раладиган булса, унда барча х > 1 учун

булиб,
+00
Г —  йх 
]  *2 
1

интегралнинг якинлашувчилигидан, яна Вейерштрасс аломатига кура
+“
] ха е * йх 
1

интегралнинг текис якинлашувчи булишини топамиз. Шундай ¡̂ илиб,
+ С О

■Г(а)=.[ ха~1 е~* йх
О



интеграл [а0, b0] (0< а 0< Ь0<  + оо) да текис я^инлашувчи булади.
17.2-эслатма. Г  (а) нинг (О, -f оо) да нотекис яцинлашувчилигини 

куриш кийин эмас.
2°. Г  (а) функция (О, + оо) да узлуксиз хамда барча тартибдаги 

узлуксиз ^осилаларга эга ва 
+°°

Г{п)(а) = [ ха-1 é~x{\nx)ndx (га = 1,2, . . .)•
6

Исбот. V^6(0i + ° ° )  нуктаии олайлик. Унда шундай [а0, Ьй] 
(О <  а0< 60<  + оо) орали  ̂ топиладики, a Ç [а0, bQ\ бÿлади.

Равшанки,

Г  (а) = j х~  е~х dx
о

интеграл остидаги f{x, а) = ха~х е~х функция М = {(х, a) Ç R2‘, х б 
ç(0, + оо), a Ç(0, +оо)} тупламда узлуксиз функциядир. (17.40) ин­
теграл эса (юкорида исбот этилганга Kÿpa) [а0, &0] да текис якинла- 
шувчи. У о̂лда 17.4-теоремага асосан Г (а) функция [<з0, bQ] да, бино- 
барин, а ну̂ тада узлуксиз булади.

(17.40) интеграл остидаги f(x, а) — ха—1 е~х функция
fa(x, а) = х0-1 е~х 1п х 

^осиласининг М тупламда узлуксиз функция эканлигини пайцаш ки­
йин эмас.

Энди [ fa(x, a) dx = f xa~xe~xln xdx
ó ó

интегрални [а0, ¿>0] да текис якинлашувчи булишини курсатамиз. Ушбу 
I' xa~xe~xinxdx интеграл остидаги ха~хе~х1пх функция учун 0<  
< х < 1  да \ха~хе~х 1пх| < ха°~х\\пх\ тенгсизлик уринлидир. î(x)==

а„ i — -1
2

= х 2 | \пх\ функция 0 < х <  I да чегараланганлигидан ва j х dx
i

интегралнинг я^инлашувчилигидан J  ха°~ \\nx\dx нинг з̂ ам я̂ инла-
шувчи б>,лишини ва Вейерштрасс аломатига Kÿpa каралаётган
i

J  ха~хе~*\пxdx интегралнинг текис яцинлашувчилигини топамиз. 
о

Шунга ухшаш ^уйидаги
| xa~xe~xln xdx
i

интегралда, интеграл остидаги ха 1 е Х\пх функция учун барча х ^ \  
да



+ 00

Î dx—  интегралнинг якинлашувчилигидан, яна Вейерштрасс
X2

1 + 00

аломатига кура j  xa~l е~х In xdx нинг текис яцинлашувчилиги келиб
1 + 00

чикади. Демак, [<з0, 60] да | ха~уе~х\пxdx интеграл текис яцинла-
о

шувчи. Унда 17.16-теоремага асосан

Г' (а)— ( I ха~ [е~х dx)1 = J ( x ~ l é~x)'dx = [ xa~l è~xln xdx 
о о  о

булади ва Г ’ (а) [а0, 60] да, бинобарин, а нуцтада узлуксиздир.
Худди шу йул билан Г (а) функциянинг иккинчи, учинчи ва хоказо 

тартибдаги о̂силаларининг мавжудлиги, узлуксизлиги цамда 
+ 00

Г<п) (а) = j' ха~х е“ * (In xfdx (я = 1 , 2 , . .  .)
о

булиши курсатилади.
3°. Г (а) функция учун ушбу

Г  (a -f 1) = а ■ Г (а) (а > 0)
формула ÿpинли.

Дацицатан хам,
+ 00 + 0 0  Г  п

Г(а )= | xa~1e-xd x = i e~xd [ ^  

интегрални булаклаб интегралласак,
+  00 + о о

+ J
о

булиб, ундан
Г {а+ \ ) = а-Г{а) (17.41)

булиши келиб чикади.
Бу формула ёрдамида Г(а  + п) ни топиш мумкин. Дар а̂цицат,

(17.41) формулани такрор ^ллаб,
Г  (а + 2)= Г (а + 1)-(а+ 1),
Г  (a -j- 3) = Г  (a -f- 2) • (а -)- 2),

Г ( а )  =  е~х . ^

Г  (а + п) = Г(а + п — 1) (а +  п — 1)
булишини, улардан эса

Г (а + п) = (а + п — 1 ){а-\-п — 2) . . . (а + 2)(а+ 1 )-аГ(а)
эканлигини топамиз. Хусусан, а — 1 булганда

Г(п + 1) = п(п — 1) . . . 2 -1 - Г(1)



-ft»
булади. Агар Г(1) = [ е~хdx = 1 бÿлишини эътиборга олсак, унда 

о
Г (п +  1 ) — п\ эканлиги келиб чикади.

Яна (17.41) формуладан фойдаланиб Г {2) = Г(1) = 1 булишини то- 
памиз.

4°. Г  (а) функциянинг узгариш характери.
Г  (а) функция (0, + оо) оралшуш берилган бÿлиб, шу орали̂ да ис- 

талган тартибли о̂силага эга. Бу функциянинг а = 1 ва а = 2 ну̂ та- 
лардаги ^ийматлари бир-бирига тенг:

Г ( 1 ) = Г ( 2 )  =  1.
Г  (а) функцияга Ролль теоремасини (̂ аралсин, 1-цисм, 6-боб, 6-§) 

татби  ̂ к;ила оламиз, чунки ю̂ орида келтирилган фактлар Ролль теоре- 
маси шартларининг бажарилишини таъминлайди. Демак, Ролль теоре- 
масига Kÿpa, шундай а*(1<а*<2) топиладики, Г'(а*)-- 0 булади. 
V a 6(0, +  ° ° )  Да

+°°
Г " (а) — J ха~1 ё~* ln xdx^>0 

о
булиши сабабли, Г'(а) функция (0, + оо) ораликда а̂тъий у’сувчи була- 
дй. Демак, Г ' (а) функция (0, + оо) да а* ну̂ тадан бош а̂ ну̂ таларда 
нолга айланмайди, яъни

-f-оо

Г* {ci) — J ха~~1 е~х ln xdx = 0
о

тенглама (0,^+ оо) ораликда а* дан бошка ечимга эга эмас. У  о̂лда
О < а < а* да Г ' (а) <  О, 
a * < a < + °o  да Г ' (а) >  О 

булади. Демак, Г  (а) функция а* ну т̂ада минимумга эга. Унинг мини­
мум циймати Г  (а*) га тенг.

Та1фибий хисоблаш усули билан 
а* = 1,4616 . . .

Г  (а*) = min F (а) = 0,8856 . . . 
бÿлиши топилган.

F (а) функция а > а* да усувчи бул- 
ганлиги сабабли а > п + 1 (п Ç N) бÿлганда 
F (а) >  Г  (п + 1) = п ! булиб, ундан

lim Г(а) = + оо
a—

булишини топамиз.
Иккинчи томондан, а->+0 да Г  (а+1)->-

->Г(1)=1 а̂мда F (a )^ r (a + ^ эканлиги-
а

дан lim Г  (а) = + оо келиб чикади.
■-->- а->+0

х Г  (а) функциянинг графиги 16-чизмада 
16- чизма тасвирланган.



lt-§. Бета ва гамма функциялар орасидаги богланиш
Биз куйида В (а, Ь) ва Г (а) функциялар орасидаги богланишни ифо- 

далайдиган формулани келтирамиз.
Маълумки, Г  (а) функция (0, + оо) да, В  (а, Ь) функция эса R2 фа- 

зодаги М={(а, b)£ R*: а£(0, + °°)> 6Е(0, + ° ° ) }  тупламда берилган. 
17.21-теорема. V(ö> b) £ М учун

В (а, Ь) = Г-(-а )- Г{Ъ)
Г (а  +  Ь)

формула уринлидир.
+ 0 0

Исбот. Ушбу Г(а-\-Ь)=1 ха+ь~1 е~хdx (а>0, 0) гам-
о

ма функцияда узгарувчини куйидагича алмаштирамиз: 
х = (\ + f)y  ( t > 0).

Натижада цуйидагига эга буламиз:

Г(а + Ь) =+f  (1 + 0в+6_1 -Уа+Ь~х e~l'+t)y ' (1 +t)dy = 
ö

= (1 + t)a+b I  yaJrb~l e~{X+t)B dy.
0

Кейинги тенгликдан куйидагини топамиз:

Г(а + Ь) ya+b~l e~"+t)y dy.(1 + t ) a+b
о

Бу тенгликнинг xap икки томонини f~  га купайтириб, натижани (О, 
+ оо) оралик буйича интеграллаймиз:

-foo 4*00 -J-oo

ta 1Г(а + &) -- — гг dt =J  (1 +t)a+bо о
уа̂ ~ 1 dy f ~ x dt.

Агар (17.36) формула г а кура 
+°° а _ {

---------dt = В (а, Ь)
(1 + t)a+b

о
эканини эътиборга олсак, унда

r (a  + b )-B (a ,b )= j [ f  ya+b~l e~a+i)y dy] f~ l dt (17.42)
о ö

булади. Энди (17.42) тенгликнинг унг томонидаги интеграл Г (а) • Г  (Ь) 
га тенг булишини исботлаймиз. Унинг учун, аввало бу интегралларда 
интеграллаш тартибини алмаштириш мумкинлигини курсатамиз. Бунинг 
учун 17.19-теорема шартлари бажарилишини курсатишимяз керак.

Дастлаб а>  1, b >  1 булган холми курайлик.



а > 1 ,  6 > 1  да, яъни {(a, b)€R2ia £ (  1, +  оо), ¿>£(1, -J-оо)} 
тупламда интеграл остидаги

/ (t, У )= Уа+Ь~ 1 f ~ l e~{l+t)u 
функция V  (U У) 6 {(U y )6 R 2:t£ [0, +  оо), у £ [0, +  с»)} да узлуксиз 
булиб, f{t, у) = y a+b~ l f - 1 e~{l+t)y > 0  булади.

*}-оо -j-oo

Ушбу j f(t, у) dy — J f ~ l ya+b~l e~(1+t)y dy интеграл t узгарув- 

чининг [0, +  оо) оралщда узлуксиз функцияси булади, чунки
—{-оо

f ~~1 уа+ь~1 е~а ш  dy = Г(а + Ь)J (1 +  t)a+b0 V I /
Ушбу

Г  f(t, y)dt = T  f - l ya+b~x e~(l+t)y dt
о 0

интеграл у узгарувчининг [0, +  оо) орали^даги узлуксиз функцияси 
булади, чунки

J  ta~x ya+b~l e~il+i)y dt = Г  (а) ■ уъ~х е~у
О

ва ни^оят, ю^оридаги (17.42) муносабатга кура
-{-оо -}-оо

I  [ J  f ~ l ya+b~l е~т dy] dt
о о

интеграл я^инлашувчи.
У  ^олда 17.19-теоремага асосан

1 “  [ Т  f ~ X $a+b~l e~il+t)y dt\dy 

интеграл ^ам я^инлашувчи булиб,

Г  [ Г  ta~ lya+b- 1 e ~ ^ d y \ d t  =  Г  [ f "  f ~ l ya+b~l dt\dy0 0 0 0
булади. Унг томондаги интегрални ^исоблайлик:

Y  [ +Г  f ~ l ya+b~ l e-"+t)ydy\dt = J+“ [ j *  f - l ya+b~l dt\dy =
0 0 0 0 J

=  J  “  ya+b~ l e-y [ J  ”  f ~ l e~~tydt] dy =о 0

- Г y'+ '- 'e- ’

=  J+ у - ' , Г я ■Па)Ля = Г(а) ■ Г(Ь). (1?'43)
О



Г(а  + Ь)-В(а, Ь) = Г  (а)-Г (Ь),
яъни

07.44,

булиши келиб чи^ади. Биз бу формулани а >  1, 6 >  1 булган хол 
учун исботладик. Энди умумий холни курайлик.

Айтайлик, а >  0, 6 >  0 булсин. У  холда исбот этилган (17 44) 
формулага кура ' ’

В {а+ \ , 6+1) = . П ?.+ 1)- П » + 1)
/•(a + ft + 2)

булади.
ß(a, 6) ва Г  (а) функцияларнинг хоссаларидан фойдаланиб куйида- 

гини топамиз:

ß ( a + l ,  6 +  1) = --- ---- ß ( a ,  6 + 1 )  = ---- ---- . —6 д  (а  и\
a +  A + l  v ’ а +  Ъ + 1 „  +  *

Г  (а +  1) =  а-Г  (а), Г(6  +  1) =  6-Г (Ь), Г  (а +  6 +  2) =  (а +  6 +  1) Г  (а +
+ b + 1) = (а + 6 + 1) (а + Ъ) • Г  (а + 6).

Натижада (17.45) формула ^уйидаги
а-Ь -\В(а, 6) = ------ е±Г(а )-Ь-Г (Ь )

(a +  b)(a +  b-\-\) ’ (а-\-Ь)(а +  Ь +  1 )Г (а  +  Ь)

куринишга келади. Бу эса (17.44) формула а >  0, 6 >  0 да хам урин- 
ли эканини билдиради.

17.1-натижа. V «6(0,1) учун

Г{а)Г{\ — a) = _ JL _  (17.46)
«тп  п  ГГ 4 '

Я
sin а п

булади,

унда
Даци^атан х_<ш, (17.44) формулада Ь = 1 — а. (О а 1) дейилса,
[а

В  (а, 1 — g) =  L < °) : r <l - a) 
Г ( \ )

булиб, (17.37) ва Г (1 )=1 муносабатларга мувофи^

Г(а)-Г(\ — a) = _ _ J i—  (0 < а <  1). 
sin а я

Одатда (17.46) формула келтириш формуласи деб аталади. 
Хусусан, (17.46) да а — ~  Деб олсак, унда



булишини топамиз.
17.2-натижа. Ушбу

Г (а )Г [а  + -Ц = ^ г Г ( 2 а )  (а > 0)

формула ÿpинлидиp. Шуни исботлаймиз. 
(17.44) муносабатда а = Ь деб

б̂ л̂ишини топамиз. Сунгра
В ( а ,  a) =  : r ( a b L (2 L  

К Г  (2а)

В  {а, а) =  j [ x ( l  — х)\а ld x = j _  4 — ( т  — х) ]
ia — 1

1/2

=  2
о

о

1 \ 2 ----- л:
2

а — 1dx

1 1 /—   ̂интегралда — — х = ~ту t алмаштиришни бажариб,

В  (а, а) = 2 +  (1 - / )  
4

-,0-1 1
4 t dt =

¿ p - f í  2 ( 1 - 0 °  2 - 1  a

га эга буламиз. Натижада 
ГЦ а )

бÿлaди.
Яна (17.44) формулага кура

1 — В (— , а
Г  (2 а) 2 2а -  1  ̂ 2

Г  (а)

Г [ а  +  Т
т г П

2а •

булиб, ( ** ) муносабатдан
Г  (а) _

Г  (2а) 2

эканлиги келиб чицади. Демак, 

Г{а)-Г[а +

—  1

Л о + '

1 Г (2а).
2 2 а - 1

Одатда (17.47) формула Лежандр формуласи деб аталади. 
290

dx =



«Математик анализ» курсининг 1-^исм, 9— 10- бобларида функция- 
иинг анш$ иитеграли батафсил урганилди.

Математика ва фаннинг бош а̂ тармо̂ ларида куп узгарувчили функ- 
цияларнинг интеграллари билан борлиц масалаларга дуч келамиз (к;уйи- 
да, 1-§ да келтириладиган масала шулар жумласидандир). Бинобарин, 
уларни — каррали интегралларни урганиш вазифаси юзага келади.

Каррали интеграллар назариясида хам, ани̂  интеграллар назарияси- 
дагидек, интегралнинг мавжудлиги, унинг хоссалари, каррали интеграл- 
ни хисоблаш, интегралнинг татбиклари урганилади. Бунда ани  ̂интеграл 
а̂̂ идаги маълумотлардан муттасил фойдалана борилади.

Шуни таъкидлаш лозимки, ани  ̂ интегралда интеграллаш оралири 
тугри чизи  ̂ (# — фазо) даги кесмадан иборат булса, каррали интеграл- 
ларда мос фазодаги сохалар булади. Бундай со̂ аларнинг турлича бу- 
лиши каррали интегралларни урганишни бирмунча мураккаблаштира- 
ди. Ва, хатто, кейинрок курамизки, интеграл тушунчасини ^ам турлича 
киритишни такозо килади (кейинги бобларга а̂ранг).

Куйида биз, соддалик учун, икки узгарувчили функцияларнинг ин­
теграллари билан танишамиз.

1-§. Икки каррали интеграл таърифи

Аниь; интегралнинг баёнини шу интеграл тушунчасига олиб кела- 
диган масаладан бошлаган эдик. Икки каррали интеграл тушунчасини 
урганишни хам унга олиб келадиган масалани келтиришдан бошлай- 
миз.

1. Масала. f(x, у) функция чегараланган (D) со^ада* ((D) cz 
cz R~) берилган, узлуксиз хамда V  (х, у) 6 (D) учун f(x, у) > 0 булсин. 
R3 фазода Oxyz— Декарт координата системасини олайлик. Ю^оридан 
z = f(x, У) сирт билан, ён томонидан, ясовчилари Oz у^ига параллел 
булган цилиндрик сирт хамда пастдан Оху текислигидаги (D) со а̂ 
билан чегараланган (V) жисмни ^арайлик (17-чизма). (У) жисмнинг хаж- 
мини топиш талаб этилсин.

Агар f(x, у) функция (D) да узгар- 
мас булса, / (х, у) = С (С — const), у 
о̂лда (V) жисмнинг (цилиндрнинг) ^ажми

V = C-D
га тенг булади, бунда D — (D) соханинг 
юзи.

Агар (D) со̂ ада f(x, у)х ва у узгарув- 
чиларнинг ихтиёрий узлуксиз функцияси 
булса, у холда (V) жисмнинг хажмини 
топиш учун, аввало (D) со̂ ани эгри чи- 17-чизма

Z=f(K,y)

* Бу ерда ва келгусида з̂ амма ва^т функцияни нг аникланиш сохаси (D ) ни 
юзга эга булган соз̂ а деб ^исоблаймиз.



зи^лар билан п та бÿлaккa буламиз: (D) = U (Dk). Булувчи чизии;-
ларни йуналтирувчи сифатида олиб Ог ÿrçnra параллел цилиндрик 
сиртлар утказамиз. Натижада (V) жисм п та (I/*) (k — 1, 2, . . . , ri) 
булакларга ажралади. Сунг >*ар бир (Dl;) (k= 1, 2, . . . ,п) да ихтиёрий 
( lk, % ) нук,та оламиз. Бу (Dk) да f(x, у) функцияни узгармас ва /(§*, 
п,,') га тенг десак, у холда (Vk) Cÿлaкнинг а̂жми тахминан

filu,
бÿлиб, (V) жисмнинг >̂ ажми эса тахминан

V  «  4b)-Dk
k=\

бу'лади, бунда Dk— {Dk) нинг юзи.
(V) жисмнинг хажмиии ифодаловчи бу формула тащжбиидир. Чун- 

ки, }(х, у) ни х;ар бир (D*) да ÿ3rapMac f (lk, r\k) деб и̂собладик:
Î (х, У) = f ilk, Л*)’ агар (х, у) € (D„) сулса.

Энди (D) сохаии бÿлaклapгa булиниш сонини шундаи орттира оо- 
райликки, бунда хар бир (Dk) (k = 1, 2, . . . , ri) булакнинг диаметри 
нолга интила борсин. У ^олда

2  /(£*> 
k=\

^иймат изланаётган (К) жисмнинг а̂жмини тобора ани̂ ро̂  ифодалай 
боради деб и̂соблаш табиийдир. Демак, масала ю о̂ридаги йигиндининг 
лимитини топиш билан х;ал цилинади. Бундай йигиндининг лимити икки 
каррали интеграл тушунчасига олиб келади.

2. Икки каррали интеграл таърифи. Икки каррали инте- 
грални таърифлашдан аввал баъзи бир тушунчалар, жумладан (D) со̂ а- 
нинг булиниши, функциянинг интеграл йириндиси тушунчалари билан
танишамиз. „ „ . _

Бирор чегараланган (D )a R 2 со̂ а берилган булсин. (D) соланин г 
чегарасидаги ихтиёрий икки ну^тани бирлаштирувчи ва  ̂бутунлай шу 
со^ада ётувчи чизикни (эгри чизикни) I чизи̂  деб атаймиз. Равшан- 
ки, бундай чизик,лар (D) сохрани булакларга ажратади.

Шунингдек, (D) сохада бутунлай ётувчи ёпи̂  чизикни хам / 
чизи1\ деб караймиз. Бундай чизи̂ лар а̂м (D) сохаии булакларга 
ажратади. Бу со̂ ани бз̂ лакларга ажратувчи чекли сондаги I чизи̂ лар 
системаси {h l a  (D)} (D) соханинг булиниши деб аталади ва Р {/ • /сп 
(— (О) каби белгиланади. (D) сохаии бÿлaклapгa ажратувчи а̂р бир / чизи̂  
Р  булинишнинг бÿлyвчи чиздаи, (D) соханинг булаги эса Р  бÿлиниш- 
нинг булаги дейилади. Р  булиниш булаклари диаметрининг энг кат- 
таси Р  бÿлинишнинг диаметри деб аталади вау )-р каби белгиланади.

М и с о л :  (£>) = { ( * ,  0 < * <  1, 0< t/< 1} булсин.
К,уйидаги

х =  xi =  (£ = 0, 1, 2, 3, 4),
4



х =  xi =  — (( =  0, 1.2, . . . , п),
п

у = Ч. = —  (6 =  0, 1, 2..........п)' * я
чизицлар системаси эса шу соханинг бошка Р 2 булиниши булади. Уларнинг диамет- 

Р « 1 р ,— ¡ Т "

Демак, (D) со̂ а берилган х.олда, бу со а̂ни турли усуллар билан 
булинишларини тузиш мумхин. Натижада (D) соханинг булинишлари 
туплами хссил булади. Уни «Р ~  {Р } каби белгилайлик.

/ {х, У) функция (D) cr R2 сохада берилган булсин. Бу соханинг 
P^Jf булинишини ва бу булинишнинг цар бир (Dk) (k=\,^ 2, . . .  , п) 
булагида ихтиёрий (сА, % ) (k = 1, 2, . . .  , /г) нуцтани олайлик. Берил­
ган функциянинг (t,r rift) иуктадаги циймати f(lk, т]й) ни Dk (Dk — (Dk) 
соханинг юзи) га купайтириб, цуйидаги

о =  2  т]*)£>*
*=i

йириндини тузамиз.
1 8.1-таъриф. Ушбу

о =  л*)-А* ( , 8 Л )
к=1

йдаинди, /(х, у) функциянинг интеграл йигиндиси ёки Риман йигин- 
диси деб аталади.

М и с о л .  1. / (х, у) =  х-у функциянинг (D) со^адаги интеграл йигиндиси 
п п

а = 2 [ /(?А . ) 'D k —

булади, бунда
(5й. nk ) i ( D k ) ( 6 = 1 . 2 .......... Я).

2. Ушбу
fl, агар (х, y )£ (D )  да, х — рационал сон, у — рационал сон булса, 

я|з (х, у) = о! агар (х, г/) g (D) да, х ва у ларнинг камида биттаси иррационал сон 
( булса

функциянинг интеграл йигиндиси цуйидагича булади:
п \D, агар барча \k ва щ  лар рационал сон булса,

а — ^  'Ф(1*> ’I*) Dk =  10, arap барча ёки барча r\k лаР иррациоиал сон 
fe—1 1 булса.

Юцорида келтирилган таърифдан куринадики, f{x, у) функциянинг 
интеграл йигиндиси о каралаётган f(x, у) функцияга, (D) соханинг бу- 
линиш усулига цамда хар бир (Dk) дан олинган т)й нуцталарга бог- 
лиц булади, яъни

Of =  Op(j, t k, T ] ft) .



f (x, y) функция чегараланган (D)cz R2 со̂ ада берилган булсин. 
Бу (D) соханинг шундай

Р и Р г, . . .  , Р т---- (18.2)
бÿлинишлapини караймизки, уларнинг диаметрларидан тащкил топган

^  и  У ^ р  > • • * » ^ Р  » • • •

кетма-кетлик нолга интилсин: Кр ->0. Бундай Р т (т  = 1, 2, . . . ) 
бÿлинишлapгa нисбатан f ( x , у) функциянинг интеграл йириндисини ту- 
замиз.

öm =  2  ^ ) D k.
Ä = 1

Натижада (D) соханинг (18.2) булинишларига мос f(x, у) функция 
интеграл йигиндилари к;ийматларидан иборат у̂йидаги

0̂1, ^2' • • • > • • •

кетма-кетлик о̂сил буладг. Бу кетма-кетликнинг а̂р бир а̂ди (?* 
г]А) нукталарга боглик.

18.2-таъриф. Агар (D) соханинг а̂р цандай (18.2) булинишлар 
кетма-кетлиги {Р т} олинганда а̂м, унга мос интеграл йигинди кий- 
матларидан иборат {ат } кетма-кетлик, (с/;, т]А) ну̂ таларни танлаб оли- 
нишига 6ofjihî  булмаган о̂лда хамма вакт битта I  сонга интилса, бу
I  га а йигиндишнг лимита деб аталади ва у

lim g =  lim У  f (?*> Л*) ' ° *  = 1

каби белгиланади.
Интеграл йигиндининг лимитини у̂йидагича а̂м таърифлаш мум- 

кин.
18.3-таъриф. Агар V e > 0  сон олинганда а̂м, шундай ^0>О 

топилсаки, (D) соханинг диаметри лр < ô булган а̂р а̂ндай Р  булини- 
ши а̂мда х,ар бир (Dk) булакдаги ихтиёрий Цк, % ) лар учун
ЙЬ |<7 — / | < 8

тенгсизлик бажарилса, у холда / га сг йитндининг лимита деб ата­
лади ва у Ê

limer = /
X р *-->0

каби белгиланади.
Энди f{x, у) функциянинг (D) со̂ а буйича икки каррали интегра 

лининг таърифини келтирамиз.
18.4-таъриф. Агар Хр-+0 да f(x, у) функциянинг интеграл йигин-

диси сг чекли лимитга эга бÿлca, / (х, у) функция (D) со̂ ада интег- 
ралланувчи (Риман маъносида интегралланувчи) функция дейилади.



Бу о йи рин д ин ин г чекли лимити I  эса f (х, у)  функциянинг (D) со^а 
буйича икки каррали интеграла (Раман интеграли) дейилади ва у

Ш ( * .  y)dD
(О )

каби белгиланади. Демак,
ГГ/(х, y)dD = lima = lim У] 4k)Dk-
(D) V - 0  Яр—>0 k=i

Биринчи пунктда келтирилган (У) жисмнинг хажми f(x, у) функция­
нинг (D) со.\а буйича икки каррали интегралидан иборат экан.

М и со л .  1. f (х, у) =  С — const функциянинг (D ) со>;а буйича икки каррали 
интегралини топамиз. Бу функциянинг интеграл йигиндиси

п
а = 2  C-Dk =  C-D

*•=1
булиб, Хр —*~ 0 да lim a=»C-D булади. Демак,

Я. р —*0

J  JC-dD= C-D.
(V)Хусусан, /(*, у) =  1 булганда

\$dD = D (18.3)
(D )

булади y mgv пунктда (X, у) функциянинг (D) cz R 2 сохада интеграл йигиндисини 
тонган эдик'. Унинг ифодаси х,амда интеграл таърифидан бу функциянинг (и )  сохада 
интегралланувчи эмаслиги келиб чицади.

18.1- эслатма . Агар f(x, у) функция (D) сохада чегараланма- 
ган булса, у шу сохада интегралланмайди.

2- §. Дарбу йигиндилари. Икки каррали интегралнинг бошцача т а ъ Р^фи

1. Дарбу й и р и н дилари. f(x, у) функция (D)czR2 сохада бе- 
рилган булиб, у шу сохада чегараланган булсин. Демак, шундаи уз- 
гармас т  ва М сонлар мавжудки, V  {х, У) € (D) да

tn < f(x, у) < М
булади.

(D) соханинг бирор Р булинишини олайлик. Бу булинишнинг ^ар 
бир {Dk) (k = \, 2, . . .  , п) булагида f(x, у) функция чегараланган
булиб, унинг аник, чегаралари

mk = inf {/ (х, у) : (х, у) € (D*)}, Mk = sup {f (x, у ) : (x, у) € Ф ь ) )
мавжуд булади. Равшанки, V  (х, у) 6 Ф*) учун

mk ^f(x , г/)< M k. (18.4)
18.5-таъриф. Ушбу

s = mkDk, S =  ^ ¡M kDk 
k=i k=i



йигиндилар мос равишда Дарбунинг цуйи ^амда юцори йигиндилари 
деб аталади.

Бу таърифдан, Дарбу йигиндиларининг \(х, у) функцияга ^амда (D) 
соланинг булинишига боилиц эканлиги куринади:

s = Sp (/), S = 5p (/).
Шунингдек, >;ар доим

s < S
булади.

Юцоридаги (18.4) тенгсизликдан фойдаланиб цуйидагини топамиз*
п п п

^ jm kD k ^  2/ (? *>  И  ^4^4-
*=1 1 А=1

Демак,
sp (/) <  аР [f; l k, т)*) <  SP (/).

Шундай цилиб, f(x, у) функциянинг интеграл йигиндиси а̂р доим унинг 
Дарбу йигиндилари орасида булар экан.

Ашщ чегаранинг хоссасига кура
т < т й, М к М (k=  1, 2...........п)

булади. Натижада ушбу
П  П

s — 2  mk Dk >  т  2  Dk—mD,
*=i ft=i

п п
5 =  2 M kDk < М  2  Dk = M-D

Й=1 А=1
тенгсизликларга келамиз. Демак, V  Я 6 {«^} учун

(18.5)
булади. Бу эса Дарбу йигиндиларининг чегараланганлигини билдиради.

2. И к к и  к а р р а л и  и н те гр алн и нг  бош цача  таърифи.  
/ (х, у) функция (D) cz R 2 сохада берилган булиб, у шу со^ада чега- 
раланган булсин. (D) соханинг булинишлари туплами = {Р }  нинг 
^ар бир Р^еР булинишига нисбатан f(x, у) функциянинг Дарбу йигин­
дилари Sp (/), Sp (/) ни тузиб

{sp(f)}, {Sp U)}
тупламларни цараймиз. Бу тупламлар (18.5) га кура чегараланган бу­
лади.

18.6-таъриф. (sp(/)} тупламнинг аниц юцори чегараси f(x, у) 
функциянинг (D) со^адаги куйи икки каррали интеграли (цуйи Ри- 
ман интеграли)  деб аталади ва у

/ = Я / ( * .  V )d D  
ф )

каби белгиланади.



iSp(f)\ тупламнинг ани^ ^уйи чегараси fix, у) функциянинг (D ) 
со^ада юцрри икки каррали интеграли (юцори Риман интеграли) деб
аталади ва у __

/=  y)dD
(D)

каби белгиланади. Демак, ^ __
I  = H f (x . y)dD = sup{s}, i  — Ц  f (х, y)dD  =  in f {S }.

(U) <D>

18.7- т а ъ р и ф . Агар fix, у) функциянинг (D) со^ада ^уйи х,амда 
юкори икки каррали интеграллари бир-бирига тенг булса, у з̂ олда 
f ix, у) функция (D) coxiada интегралланувчи деб аталади, уларнинг
умумий киймати __

/ =  ¡ ¡ f ix ,  y )d D ~ H f {х, y)d D
(D) (0>

fix, у) функциянинг (D) соз̂ адаги икки каррали интеграли (Риман 
интеграли)  дейилади ва у

¡¡fix , y)dD
(О)

каби белгиланади. Демак,
¡¡fix , y)dD = $Jfix, y)dD = j]f{x , y)dD.
(D ) (D) (D)

Агар
Hfix, y)dD¥‘ f if ix , y)dD 
Щ (£i)

булса, fix, у) функция (D) соз̂ ада интегралланмайди деб аталади.
Шундай килиб, fix, у) функциянинг икки каррали интегралига ик­

ки хил таъриф берилди. Бу таърифлар узаро эквивалент таърифлар. У 
1-^исм, 9- бобдаги ани^ интеграл таърифларининг эквивалентлигини ис- 
ботланганидек курсатилади.

3-§. Икки каррали интегралнинг мавжудлиги

/ ix, у) функциянинг (D) с ; R2 соз̂ а буйича икки каррали интеграли 
мавжудлиги масаласини караймиз. Бунинг учун аввало (D) соланин г 
хамда Дарбу йигиндиларининг хоссаларини келтирамиз.

(D) соханинг булинишлари хоссалари 1-^исм, 9-бобда урганилгаа 
[а, Ь] ораликнинг булинишлари хоссалари кабидир. Уларни исботлаш 
деярли бир хил муло^аза асосида олиб борилишини эътиборга олиб, 
цуйида у хоссаларни исботсиз келтиришни лозим топдик.

fix, у) функциянинг Дарбу йигиндилари хоссалари з̂ акидаги вазият
з̂ ам худди шундайдир.

1. (D) соз^а б у л и н и ш л а р и н и н г  х о с с а л а р и .  Фараз 
лик, ^  = {P } — (D) соха булинишларидан иборат туплам булиб, Р х 6 ^ 
Р г £ еР буЛСИН.



Агар Р j булинишнинг хар бир булувчи чизири Р2 булинишнинг ,̂ ам 
булувчи чизири булса, Р 2 булиниш Р 1 ни эргаштиради деб аталади ва 
P i Р 2 каби белгиланади.

1°. Агар P i 6«̂ , Ро6^, Р 3€^ булинишлар учун Р 1 ■* Р 2, Р„  ̂ Р 3 
булса, у ^олда Р 1 Р3 булади.

2°. v P ^ ' V P t e ?  булинишлар учун, шундай Р ^ !5 топила- 
дики, P i Р , Р 2 Р  булади.

2. Дарбу й и р и н д и ларининг хоссалари. f{x, у) функция 
(D) со̂ ада берилган ва чегараланган булсин. (D) ссцанинг Р  булини- 
шини олиб, бу булинишга нисбатан f (x, у) функциянинг интеграл ва 
Дарбу йигиндиларини тузамиз:

П
o = ap(f; lk, т]*)= r\k)-Dk,

k=\
П

s = sp (/) = ^  mkDk,
*=i

s  =  5P (/) =  2  
¿=1

Г . V  e >  0 олинганда хам (?*, rj*)6(^*) нуцталарни (£ = 1 ,2.........п)
шундай танлаб олиш мумкинки,

0< 5 р (/) — сгр (/) < е,
шунингдек, (£*, г\к) £ (Dk) (/¿ = 1 ,2 , . . . ,  п) нукталарпн яна шундай тан­
лаб олиш мумкинки,

О < СТр (/) — sp (/) <  е
булади.

Бу хосса Дарбу йигиндилари sp(/), S p (/) лар интеграл йиринди 
аР (/) муайян булиниш учун мос равишда аниц у̂йи а̂мда ани̂  ю̂ ори 
чегара булишини билдиради.

2°. Агар Р х ва Р 2 лар (D) со̂ анинг икки булинишлари булиб,
Р 1 Р 2 булса, у о̂лда

Spt(/)< '5pa(/). sPt(f )< s Piw
булади.

Бу хосса (D) со а̂нинг булинишдаги булаклар сони орта борганда 
уларга мос Дарбунинг ^уйи йириндисининг камаймаслиги, юцори 
йириндисининг эса ошмаслигини билдиради.

3°. Агар P j ва Р 2 лар (D) соханинг ихтиёрий икки булинишлари 
булиб, sPi(f), SPt(f) ва sPt(f), Spt(j) лар f(x, у) функциянинг шу бу- 
линишларга нисбатан Дарбу йириндилари булса, у о̂лда

sPl( i)< S F2(f), зРг
булади.

Бу хосса, (D) соханинг булинишларига нисбатан тузилган цуйи iihfhh- 
дилар туплами {sP (/)} нинг а̂р бир элемента (ю о̂ри йдаиндилар тупла-



ми is  (f)\ нинг хар бир элементи) говори йигиндилар туплами {Sp (0} 
нинг исталган элементидан (к>уйи йириндилар туплами (sp(f)} нинг 
талган элементидан) катта (кичик) эмаслигини билдиради.

4°. Агар f(x,y) функция (D) сохада берилган ва чегараланган булса,
у ^олда

sup {sp (/)} <  ini {S P (/)}

булади xQcca ttx „\ функциянинг ^уйи икки каррали интегралу унинг 
юкрри икки каррали интегралидан катта эмаслигини билдиради.

1 _ ^ 7 .

5°. Агар fix,у) функция (D) сохада берилган ва чегараланган 
булса V холда V e > 0  олинганда хам, шундаи 6> 0 топиладики, 
(D) соханинг диаметри /.р<б булган барча булинишлари учун

Sp(/)<T + 8 (0<Sp(f)-~ / < в ) ,
, ( / ) > /  —  Б ( 0 < / —  Sp (/ )< e ) ( I 8-6)

хосса fix,у) функциянинг юк;ори хамда к;уйи интеграллари Хр-> 
->0 да мос равишда Дарбунинг юцори хамда куии иигиндиларининг 
лимити эканлигини билдиради:

7  = lim SP (f), I  = lim sp(f). kp ->0 t-p ->0
3 Икки каррали интегралнинг мавжудлиги. Энди икки 

каррали интегралнинг мавжуд булишининг зарур ва етарли шартини

лиши ичин V  е >  0 олинганда хам, шундаи 8 > 0  топилиб, ( и )  со- 
% ш Л и а м е ,п ^ > .р< &  булган mp Р  Ч ш н ш ш га  шсба-
тан Дарбу йириндиаари

Sp (f) — sP (f)< е О8-7)
тенгсизликни щноатлантириши зарур ва етарли.

И с бот. Зарурлиги. f(x, у) функция (D) сохада интегралланувчи
булсин. Таърифга к>'ра

/ = i_ = 7

булади, бунда
I_ = sup{sp (/)}, / — inf {Sp(f)}.

v  Е > 0 олинганда хам, у  га кура шундай б >  0 топиладики, (D) со-
*анинг диаметри ХР <6 булган хар кандай Р  булинишига нисбатан 
Дарбу йигиндилари учун (18.6) муносабатларга кура

Sp ф — Т  < - j ’ L -  Sp{f)< f



SP (/) — sp (/) < е
булиши келиб чикади.

Е т а р л и л и г и .  V  е > 0 _олинганда ^ам, шундай 6 > 0  тоиилиб, (D) 
со^анинг диаметри Хр б булган хар кандаи Р  булинишига нисбатан 
Дарбу йириндилари учун

S p (f )- s p (f )< e
булсин. К,аралаётган fix, у) функция (D) со^ада чегараланганлиги учун, 
унинг к,уйи хамда юк5ори интеграллари

I  = sup{sp(/)}, ~I = inf {Sp(f)j
мавжуд,

_/_< Г
булади. Равшанки,

Sp(f) < 1_ ^  7  < Sp (/).
Бу муносабатдан

0 ^ 1 - ¿ ^ S p(f )- s p(f) 
булишини топамиз. Демак, V  е >  0 учун

0 <  Т ~ 1 _ < г

булиб, ундан _/_=/ булиши келиб чикади. Бу эса / (х, /у) функция-
нинг (D) со^ада интегралланувчи эканлигини билдиради. Теорема исбот 
булди.

Агар f(x, у) функциянинг (Dft) (fe =1,2, . . .  ,п) сохадаги тебранишини 
билан белгиласак, у холда

if) -  sp if) = у  (Ai, -  mk) Dk= v  co¿ D,
*=i *=i 

булиб, теоремадаги (18.7) шарт ушбу

V  со kDk<e, 
k=i

яъни

, l i m a  ¿ » . о , - »Лр->0 k=l
куринишларни олади.

4-§. Интегралланувчи функциялар синфи

Ушбу параграфда икки каррали интегралнинг мавжудлиги хакидаги 
теоремадан фойдаланиб, маълум синф функцияларнинг интегралланувчи 
булишини курсатамиз.



18.2-теорема. 1гар f (х, у) фу нк>̂ а̂ ег̂ хада интегралланувчи 
соцада берилган ва ¿луксиз булса, У шу соцао
булади. \ т , та текис узлуксиз булади. У  ярлда

И с б о т .  ! (х ,у )ф \ ш т1  ^ °^ о са н (1 2 - б о б , 6-§), V e > 0  олин- 
Кантор теореш синш фа-п^“ ^ “  ¿  т г  диаметри Хр<8
ганда хам, шундай б Ь О  толилад , ( J бир булагида функ-
булган Р булиниши А  с0Х-аШНГ дааМеГРИциянинг тебраниши col <  е оулади. аа 
,, <  6 б^лган дар кан И  Р  6?линишида _

I /г=1

булиб, ундан
| litn v , ukDk — о

65 м ш „  ф у —  < « “ *ада

шини курсатишдан аввал ноль юзли ч К У - берилган ‘.ули1 [Н. 
лемма исботлаймиз. R! текислиида бирор/ ч.из N IJ б („ )
Маълумки, V  е > 0 йрилганда *а,^ 2 ™ . . “ юзи Q < e  булса У
билан ураш мумкин булсаки, > - • Масалан, [а, Ь] ораликда 
холда Г -н оль юзли чизик дебатала^ Д • аН чизи^ ноль юзли
аникланган ва узлуксиз У =  Н  ) Ф У » ^  £д ЮЗаки Караганда хар
чизщ  булади. Ш у и  *ам аитиш “ Р ™ ^ сл„да ундай эмас. 
кандай чизик ноль юзли у ^Рберилган булсин. /Г),

(D) сохада ноль юзли Г чиэиц р дай § > о топиладики.ф)
18.1-лемма. V е>0 олинганд * ’ ши олинганда бу були-

софнинг диаметри КР< Ь  булган У бдлган булаклари
иишнинг Г чизщ билан у мумии нуктаса э.а j
“к л и н и н г  йигиндиси "  ааМн о м л и « .  Демак, уни шундай (Q) 

И сбот .  Шартгакура Г -  н о л ь ^ Книнг юзи Q < e  булади.купбурчак билан ураш мумкинки, бу купбур м ий ну^тага эга эмас
Г  чизик, билан (Q) ^ пбур^  « бР ак чегараси нук.талари ора- 

деб, Г  чющ  нуцталари билан ^ к^ " арУРорасиДаги масофа узининг энг 
сидаги масофани карай лик. у ук* Р белгилаймиз. Агар (D)
кичик ^ийматига р ^ и ш ш и  олинса, равшанки. Оу
еданинг диаметри ХР<Ъ  булган г  > эга булган булаклари
б\'линишининг Г чизик, билаи^уму^ д емак бундай булаклар юзла- 
бутунлай (Q) купбурчакда жоилашади. Демак, о у д  ^  
рининг йигиндиси е дан ■■ да чегараланган ва

18.3-теорема. Агар f ^ y \ ^ KJ ^ M Z d a  узилишга эга бу- 
бу соканинг чекли сонда и ноль юзли ч и т  Р т а д а
либ, цолган барча нуцталарида узлуксиз оулса, ^
интегралланувчи булади. гпхала чегараланган булиб, у шу со-

Исбот.  f(x,y) функция (D) ео^да чегар узилишга эга бу-
ханинг факат битта ноль юзли Г  чизигада \и» У 
либ, долган барча ну^таларда узлуксиз булсин.



бурчак ^ланС°̂ раймизИб Нэтижада^( D ) Я  З Г т ы ю Г  (Q) Kÿ" ' ажралади. ' '   ̂ w  4a (D )\ (Q ) сохаларга

о л и н ган д а  ч а м ^ у в д й ’ б ^ , " О г о т а д ®  д а а м | Г л  ' ? < Г б - ' ' /  е > Р °»r<TS,w бир б*™ ««>
Юкоридаги лемманинг исботи жяпярни „ v U  

кура, шундай ô2> 0  топиладики ( П )  У Р Г аДИКИ’ шу е > °  га
ган булиниши олинса, бу бÿлинишнинг 'АР ^  0з бул' 
н м т а г а  э г а  б у л га н  б у л акл ар  ю з л а р и н и н г ^ Л Й Т  ¿ "„ "к и ч Г Л ^

булини ш и ни о л ам и з. Б у  e ÿ i i S i r a н и сбзтан  T r T ^ i *  ^  <  S б у л ган  Р  
йигиндиларини ту зи б , к у й и д ап ! , ,л р / | Ф у к и и г а ш м г  Д а р б у

з д - * ч ю =  ¿ ' « , , 4  ( | 8 8 )

айирмани ^араймиз.
Бу  (18.8) йириндининг (Q) кулбурчакдан тащ^арида жойлашган > 

булакларга мое ^адларидан иборат йиринди жойлашган (D,)

булсин.
(1 8 .8 )  йириндининг колгаи  б а р ,а  в д л а р и д а н  тан ж н л  топ гаи  йиР„ „ д „  

булсин . Н а т и ж а д а  (1 8 .8 ) т т  д а ,
п

2  D k =  V  СО, D ft +  y V  п>* Dk■ (18.9)k=i к « ’ - k ~k- 

D)\(Q) сохадаги булакларда co,<e булганлигидан

| 4 í > , < i r í , < . . í  (18.10)
булади.

сак, у ^олда^ ^ункциянинг (D) сохадаги тебранишини Q билан белгила-

У " о )А О к ^ й Х - ’ d
Ь к

л1риДюзл?ринш?УЕ в д и с Г е ™  к * ™ ? 111™  Р(п^ 'т т т н т г  булак- 
билан умумий нуктага эга булгян 5 “,, а̂мда (®  «Упбурчак чегараси 
в Дан кичУик б Д а̂  ?ътибфГа олсак!ЛундГЛарШШГ Й№шдиси ̂ ам



Натижада (18.9), (18. ш) ва (18.11) муносабатлардан

2  ® \ о к <  e D  +  2Q e  =  e (D  +  2Q)
*=i Ч

эканлиги келиб чицади. Демак,

1 lira ^ (o k Dk = 0.

Бу эса f(x,y) функциям иг (D) со^ада интегралланувчи булишини бил- 
диради.

f(x,y) функция (D) ¡соланинг чекли сондаги ноль юзли чизи^ла­
ри да узилишга эга булиб, долган барча нукталарида узлуксиз булса, 
унинг (D) да интегралланувчи булиши юкоридагидек исбот этилади. 
Теорема исбот булди. |

5-§ Икки каррали интегралнинг хоссалари

К,уйида f{x, у) функция икки каррали интегралининг хоссаларини
урганамиз. |

Икки каррали интеграл ^ам аниц интегралнинг хоссалари сингари
хоссаларга эга. Уларни асосан исботсиз келтирамиз.

1°. f{x, у) функция (В) colara ((D) czR2) интегралланувчи булсин. 
Бу функциянинг (D) colara тегишли булган ноль юзли L чизикдаги 
(L с= (D)) кийматларинигина (чегараланганлигини са^лаган ^олда) узгар- 
тиришдан хосил булган F (х, у) функция х,ам (D) сохада интегралла­
нувчи булиб,

\¡f(x,y)dD = ^F (x ,y )d D  
(D) <£»)

булади.
Исбот .  Равшанки, Ч(х,у) £ (D )/L  учун

f(x,y)=F(x,y).
Шартга кура L — ноль юзли чизик. Ун да 18.1-леммага асосан, V e > 0  
олинганда хам, шундай б >  0 топиладики, (D) соханинг диаметри 7.Р <  о 
булган хар ь̂ андай Р булиниши олинганда ^ам, бу булинишнинг L чизи^ 
билан умумий нуктага эга булган булаклари юзларининг йигиндиси е 
дан кичик булади. Шу Р булинишга нисбатан f(x,y) ва F(x,y) функ- 
цияларнинг ушбу интеграл йигиндиларини^тузамиз:



{f) = S 7 (S 4, Ъ )  • Dk + 2 7 (Ц щ) ■ Dk,
* k I

бунда 2  йиринди L чизи  ̂ билан умумий ну т̂ага эга булган (D J бу- 
лаклар буйича олинган, 2 '  эса долган барча Ладлардан ташкил топ-

Л '
ган йиринди.

Худди шунга ухшаш

( П  =  2 '  ̂  (£*. л*) D* + 2 "  ̂  ( i  % )  D k. 
b k

у Г̂ олда Х̂’ ^ ^ ^  у4ун 4анини эътиборга олсак,

1 ор (/) — ар (F) | < 2 ' I / (£*> Л*) — F  $k, T)fe) | • p fe < Ai • 2 ' D <  Af 8
* / A

ДемаТ К8ЛИб ЧИ¥ДИ’ 6УНДЗ A1==SUpi f{x'у )Л р  &  У) I- ((*■ У) 6 (О) \  ¿).

к р ( / ) ~ о - р С ^ К М ^ .

Кейинги тенгсизликда Яр->0 да лимитга утиб куйидагини топамиз •
J f  f(x,y)dD={\F(x,y)!dD.
Ф) <£>)

2°. fix у) функция (D) сохада берилган булиб, (D) со̂ а ноль юз ли 
L  чизик билан (Д ) ва Ш2) со^аларга гжралган булсин. Агар f(x и) 
функция (D) сохада интегралланувчи булса, функция (йЛ ва (D ) со 
х.аларда *ам интегралланувчи булади, ва аксинча, яъни fix,у) функция
/Тлч ва ' 2' сох-алаРнинг а̂Р бирида интегралланувчи булса, функция (и) сохада а̂м интегралланувчи булади. Бунда

¡¡fix ,y )dD  = j f f  (х,у)dD + Г Г /(х,у)dD.
<Д> <£>,> ib i

3°. Агар f(x, у) функция (D) сохада интегралланувчи булса v 
^°лда с f ix, у) (с = const) хам шу сохада интегралланувчи ва ушбу ’

f | c-fix,y)dD = c\ \ f{x,y)dD
(D> (D)

формула уринли булади.
4°. Агар fix, у) ва g (х, у) функциялар (D) сохада интегралланувчи 

оулса, у холда f{x,y)±gix,y) функция а̂м шу сохада интегралла­
нувчи ва ушбу

111/(х, у) ± g(x, у)] dD = [ f f (х, у) dD ± | С g (х, у) dD
<D) \D) (D)

формула уринли булади.
18.1-натижа. Агар fl {x,y),fi ix,y)......... fn(x,y) функцияларнинг

з̂ ар бири (D) сохада интегралланувчи булса, у о̂лда ушбу
cifi(x ,y ) + C2f,2 (х, у) + . . . + Сп fn (х, у) (с. = const, i ~  1,2......... п)



функция а̂м шу сохада интегралланувчи ва
$ j l c J i f r y )  +c2f2(x,y)+ . . .  +  cnfn(x,y)]dD =
Ф)

= c A ¡ f l (x,y)dD + c2\ ¡f2{x,y)dD+ . . .  + c j  J  fn(x,y)dD
(D) Ф) \D)

булади.
5o. Агар f{x, у) функция (D) сохада интегралланувчи булиб, v  (x, y) £ 

6(D) учун f (x,y)> 0 булса, у о̂лда
f \ f{x,y)dD >0
(D)

булади.
18.2-натижа. Агар f(x,y) ва g (*,г/) функциялар (D) сохада ин­

тегралланувчи булиб, V(x,y)d(D) учун
f(x,y)^g(x ,y)

булса, у о̂лда
f f f(x,y)dD<¿ [ ¡g (x ,у )dD
(D) (D)

булади.
6o. Агар f(x,y) функция (D) сохада интегралланувчи булса, у 

о̂лда 1 / (х, у) | функция хам шу сохада интегралланувчи ва
I j¡f(x ,y) dD \^^\f(x ,y )\dD
(D) (D)

булади.
7°. У рта^ийм ат  ^а^идаги теоремалар. f(x,y) функция 

(D) сохада берилган ва у шу сохада чегараланган булсин. Демак, 
шундай т  ва М узгармас сонлар (т  — inf {f(x, у)\ (х, у) 6 (D)}, М  = 
= sup {f(x, у)\ (х, у) е (D)}) мавжудки, V  (х, у) 6 (D) учун

/я < /(* ,# )
булади.

18.4-теорема. Агар f(x,y) функция (D) cocada интегралла­
нувчи булса, у хрлда шундай ¿jзгармас \а(т < р. < М) сон мавжудки,

| ¡f{x,y)dD=\i-D

булади, бунда D — (D) сощнинг юзи.
18.3'натижа. Агар }(х,у) функция ё.мик (D) сохада узлуксиз 

булса, V о̂лда бу сохада шундай (a, b) 6(D) ну^та топиладики,
ff f(x,y)dD = f(a,b)-D
\D)

булади.
18.5-теорема. Агар g(x,у) функция (D) сохада интегралланувчи 

булиб, у шу сохада уз ишорасини узгартирмаса ва f(x,y) функция 
(D) сохада узлуксиз булса, у хрлда шундай (a, b) £ (D) ну^та топила­
дики,

fJ7(*. У) g(x> y)dD = f(a, b )ffg (x , y)dD
(£>) Ф )

булади.



8°. Интеграллаш с о р с и  узгарувчи ¡булган икки кар- 
рали и н те г рал л ар. /(х, у) функция (D) со.̂ ада берилган булиб, 
у шу со̂ ада интегралланувчи булсин. Бу функция, (D) со̂ анинг юзга 
эга булган а̂р кап дай (d) кисмида ((d) с: (D)) а̂м интегралланувчи 
булади. Равшанки, ушбу

J  f/(x, y)dD 
ы)

интеграл (d) га боглик; булади.
(D) соханинг юзга эга булган хар бир (d) ¡̂ исмига юкоридаги ин- 

тегрални мос куямиз:
(D:(d)-+jlf(x, y)dD.

W)
Натижада функция ^осил булади. Одатда бу

Ф((<0) = y)dD
И)

функция соланина функцияси деб аталади.
(D) со̂ ада бирор (х0, г/0) нуцтани олайлик. (d) эса шу ну̂ тани уз 

ичига олган ва (d) с= (D) булган соха булсин. Бу соханинг юзи d, диа- 
метри эса % булсин.

Агар А-+0 да — ннсбатнннг лимит» lim ■ мавжуд
“ Я-+С1 d

ва„ „чекли булса, бу лимит Ф  ((d)) функциянинг (х0, у0) нуктадаги соха 
буйича хосиласи деб аталади.

Агар /(х, у) функция (D) со̂ ада узлуксиз булса, у о̂лда <D((d)) 
функциянинг (х0, у0) нуктадаги со̂ а буйича о̂сил'аси /(х0, у0) га тенг 
булади.

6-§. Икки каррали интралларни ^исоблаш

/(*> У) функциянинг (D) со̂ адаги ((D) czR2) икки каррали интег- 
рали тегишли интеграл йириндининг маълум маънодаги лимити сифа- 
тида таърифланди. Бу ^лимит тушунчаси мураккаб характерга эга бу­
либ, уни шу таъриф буйича ^исоблаш а̂тто содда о̂лларда хам анча 
1̂ ийин булади.

„ Агар /(х, у) функциянинг (D) со̂ ада интегралланузчилиги маълум 
булса, унда биламизки, интеграл йиринди (D) соханинг булиниш усу- 
лига ^ам, а̂р бир булакда олинган (£k, t jJ ну^таларга а̂м борли̂  
булмай, А,р->-0 да ягона f f f (x , y)dD сонга интилади. Натижада функ-

(О)
диянинг икки каррали интегралини топиш учун бирорта булинишга 
нисбатан интеграл йириндининг лим итини и̂соблаш етарли булади. Бу 
^ол (D) соханинг булинишини а̂мда (£А, 1]/г) нуцталарни, интеграл
йириндини ва унинг лимитини и̂соблашга кулай и̂либ олиш имконини 
беради.



J I *У dDШ)
интегрални ^исоблайлик. Бунда

(D) =  { (х, у) £ 2 ; 0 ^  ж <  1, О <  у <  1 — х].
Равшанки, f (х, у) =  ху функция (D) да узлуксиз. Демак, бу функция (D ) со^ада 
интегралланувчи.

(D ) со̂ ани

(D ik) =  {  (х, y ) £ R 2: _ L < x < _ L + I  ±  +  ± < l ]
I tl n n n n n )

( i =  0,1,2, . . . , n — 1, k =  0 , 2...........n —i)

булакларга ажратиб, Ĵ ap бир (Dik) да (gf цк ) =  f — , А '}  деб цараймиз.
v ’ I n n .У о̂лда

п —1 n — i  гг—1

S  2  / (Е*. 4*)Dt t= v
¡=о k=a i=o

n—i—\ i k 1 i n — i 1 
2 . --------T +  —k=o n n n2 n n 2n2

— — — i  ^  -  2 , "< " -■>2rt4 £- 0 2n2 I 2 6

булади. Бундан эса

булиши келиб чи^ади. Демак,

п2(п — 1)

1 im а = --
п—>оо 24

J J  ху dD =  — 
(£>) 24

Умуман, куп хрлларда функцияларнинг каррали интегралларини 
таърифга кура хисоблаш цийин булади. Шунинг учун каррали интег- 
ралларни хисоблашнипг амалий жихатдан цулай булган йулларини то- 
пиш зарурияти тутилади.

Юкорида айтиб утганимиздек. fix, у) функциянинг каррали интег- 
рали ва уни хисоблаш (D) соха га богли .̂

Аввал, содда о̂лда, (D) соха турри туртбурчак сохадан иборат бул­
ган холда функциянинг каррали интегралини хисоблаймиз.

18.6-теорема. fix, у) функция (D) — {(х, у) 6 R2 ■ а < х < Ь, с
< у ^  d} сохада берилган ва интегралланувчи булсин.

Агар х(х£[а, Ь]) узгарувчининг хар бир тайин кийматида

/(*) = j f{x, y)dy
С

интеграл мавжуд булса, у о̂лда ушбу

J [/ fix, y)dy]dx
а с



Я / (* .  У) dD = j [j f(x, y)dy \ dx
(D) a с

булади.
И с бот. (D) со^ани

(О ,*) =  {(х, y )£ R 3:x t ^ x ^ x i+v yk ^ y < y k+l} (i = 0, 1, . . л - 1 ,
k = 0, 1, . . ., т  — 1)

(а =х0 < х. <  . . .  <  хп = Ь, с — г/0 < уг <  . . . <  ym = d) булакларга 
ажратамиз. Бу булинишни Р пт деб белгилаймиз. Унинг диаметри

кРпт = тах^ Щ Т ^ 1 {  Axi = xi+l- x -  Аук = у,+1~ у к).
Модомики, f(x, у) функция (D) со̂ ада интегралланувчи экан, у шу 
со̂ ада чегараланган булади. Бинобарин, /(х, у) функция а̂р бир (Dik) да
чегараланган, ва демак, у шу со̂ ада анш<; юк,ори хамда аник куйи че- 
гараларига эга булади:

mik = in i{/ (jc, у):(х, y)e(Dik)},
Mik =sup{/(x, у): (X, y)e(Dtk)},

(i = 0, 1, . . ., n — 1, k = 0, 1, . . ., m — 1).
Равшанки, V  (x, y) £ (Dik) учун mik < f(x, y) < Mik, хусусан, t . £ 

6[x£, x£+1] учун а̂м mi:i y) ^  Mik булади. Теореманинг шар-
тидан фойдаланиб ^уйидагини топамиз:

ук+1 Ук+ 1 y k+ l
j mlkdy*z J  f ( l i,y )d y ^  J  M .kdy,

y k y k Uk
яъни

mik АУь < i /(Sf. У )dy*£ Mik Ayk, бунда Ayk = yk+l — yk.
У k

Агар кейингн тенгсизликларни k нинг k = 0, 1, 2, . . ., rn— 1 кий- 
матларида ёзиб, уларни хадлаб кушсак, у холда

m—1 т _1 т —1
2  mik^Jk < 2  i  /(£, y)dy^ 2  Ai; Ду

* = °  A=1 yk k—0
яъни

J j  < //(?:■' y)dy = I  (h) < "v
 ̂ *=0

0 = 0. 1> • • •> w— 1) булади.
„ Энди кейингн тенгсизликларни Ад:г (Дл:4 =  jc —  х£) га купайтириб, 

сунг а̂длаб кушамиз. Натижада
X I 1 л  \ П - 1  " - 1 m~ l
1  ( ¿ Л  А </*) Ч  < 2  1 (У  Ч  < 2  ( S  ду*) •л ̂

булади.



Равшанки,
л-1 от_1 п- 1  т-1 л-1 от-*
5  ( 2  mikAyk )Axi=  2  2  mik Ax¡ Ayk =  S  2  mikDik =  s 
h  k=0 ‘ j (=0 *=0 .'=0 ft=0

д х, у) функция учун Дарбунинг цуйи йириндиси,
f l — 1 Ш — 1 t i  —  1 W l—  1

S  ( 2  M tk^k) A)ír  S  S  M ikD ik = s
í£o *=0 ¿=o *=°

эса Дарбунинг ю^ори йигиндисидир. Демак,

s ^ ^ I ^ A x ^ S .  (18.12)
í=0

Шартга кура /(*, у) функция (D) да интегралланувчи. У  *олда Хрпгп->-О 
да

s-> f f /(*, y)dD, S - > j j f (x ,  y) dD
Ф ) (o)

булади.
(18.12) муносабатдан эса,

" v  1 (H.) • Ax¡ 
i=o

й и р и н д и н и н г  лимитга эга булиши ва бу лимит
[[/ (* , y)dD
(D)

га тенг булиши келиб чикади:

lim " у  1 ( ? , ■ ) =  ¡ ¡ f (х, у )dD.
кРпт-*° ¿=О <D)

Агар
lim ^  j  /(-t)dx

ва
{  I(x )dx =  ¡  [ J f(x, y)dy] dx
а а с

эканлигини эътиборга олсак, унда

/ 1 7 (JE, y )d D = ¡  \¡ f(x, у) du] dx
( D) “ c

булишини топамиз. Бу sea теоремани исботлайди.
18.7-теорема. f(x, у) функция (D) =  {(x, y )d R 2: a ^ x < ib , c ^  

^ y s ^ d }  cocada берил он еа интегралланувчи булсин. Агар у {у 6 
6 [с, d]) узгарувчишнг хор бир тайин цийматида

1(У)=  Í /(*> y)dx



I  []' /(*, у)<1х]с1у
с а

интеграл хам мавжуд булади ва

.[,[ /(*. У) ¿О = ]' [ {' / (х, у) с1х] йу
(Л ) с а

булади.
Бу теореманинг исботи ю̂ оридаги теореманинг исботи кабидир.
18.6-теорема ва 18.7-теоремалардан куйидагц натижалар келиб 

чи̂ ади.
18.4- натижа, /(*,у) функция (£>) со̂ ада берилган ва интеграл- 

ланувчи^булсин. Агар х(х£[а,Ь]) узгарувчининг а̂р бир тайин *дий-
матида ¡¡(х,у)с1у интеграл мавжуд булса, у (у £ [с, с1\) узгарувчининг

С

х-ар бир тайин Цийматида |  ¡{х у) с1х интеграл мавжуд булса, у о̂лда 
ушбу

ь л а ъ
ЩКх,у)(1у\йх, / [ ( / (х,у)йх]йу (18.13)
а с  с а

интеграллар а̂м мавжуд булади ва

Г / /(х, У) = | [|/ (х, у) с1у] йх = | |  /(*,у)йх] с1у
(В ) а с  с а

булади.
18.5- натижа. Агар ${х,у) функция (П) с о ха да берилган ва узлуксиз 

булса, у о̂лда

Ц!(х,у)сЮ , {[¡¡{х,у)с1у\с1х, | [ \Цх,у)с1х\с1у
(О) а с  с а

интегралларнинг а̂р бири мавжуд ва улар бир-бирига тенг булади.
(18.13) интеграллар, тузилишига кура, икки аргументли функция- 

дан аввал бир аргумента буйича (иккинчи аргументини узгармас и̂соб- 
лаб туриб), сунг иккинчи аргумента буйича олинган интеграллардир. 
Бундай интегралларни такрорий интеграллар деб аташ (такрорий ли- 
митлар сингари) табиийдир.

Шундай цилиб, царалаётган >̂олда каррали интегралларни хисоблаш 
такрорий интегралларни и̂соблашга келтирилар экан. Такрорий интег- 
рални ^исоблаш эса иккита оддий (бир аргументли функциянинг интег- 
ралини) Риман интегралини кетма-кет и̂соблаш демакдир.

18. 2-эслатма. Ю̂ орида келтирилган 18. 6- теоремани исботлаш 
жараёнида курдикки, турри туртбурчак (О) со.̂ а, томонлари мос равиш- 
да Ах{, Аук булган турри туртбурчак со̂ алар (О^) ларга ажратилди. 
Равшанки, бу элементар соханинг юзи В.к = Ах. А ук булади.



Аввал айтганимиздек, Дх ни дх га, Ду ни йу га алмаштириш мум- 
кинлигини а̂мда а ^ х ^ Ь ,  с < у < Л эканини зътиборга олиб, бундав 
буён интегрални ушбу

ф)
куринишда ёзиш урнига

Ьй ¡  ль
Г \ / (х, у) йу йх ёки | (' f (х, у) йх йу
ас \ с “

каби х;ам ёзиб кетаверамиз.

Мисол .  Ушбу

я -
• йх йу

ф)
+  Х*+  [/*)•/*

интеграл ^исобл ансин, бунда (£>) == { (х, у) £■ Я 2 ■ 0 ^  х ^  1, О ^  у ^  1). 
Интеграл остидаги

(1 + Д ^ Г
функция (£>) сохада узлуксиз. Унда к,аралаётган икки каррали интеграл х,ам,

Г ----- -----  ¿х
,1 (1 +  х2 +  у2)3и
о

интеграл х;ам мавжуд. 18. 7-теоремага кура
1 1

х

о о
интеграл мавжуд булади ва

йх ¿У

1 1

(О )
(1 +  *2+</2)3/’

йх йу
- Я Ь п £о о

+  У2) ’/*
■ йх йу

булади.
Агар

хйх
1 _ 1  

= — ( (1 + х2 + у2) 2 <¿(1 + х2 + у2) =

У  1 +  х* +  у2 
булишини ^исобга олсак, унда

хйх й у____

*= 1

(1 + х* +  у*)гЬ
Ф )  0

с=о У  уг + 1 У  у2 + ^

1 -  — 1 1 йу =у ^ 2 +1 У ^  +  2 ]

2 +  У 2[1п (у +  У  у2 +  1) — 1п ((/ +  У  г/2 +  2) ]£ — 1п 1+Уз



эканини топамиз. Демак, 
xdxdyЯ (1 +  *2 -f ipyu

(D )

. 2 +  1 / 2  .=  In ---i + У з

Энди (D) соха ушбу
(D ) =  { ( x , y ) e R 2 : a ^

<  *  <  6, ф^х) < у  <  ф2(х )}
18-чизма куринишда булсин. Бунда ф^х)

ва ф2 (х) [а, ö] да берилган ва узлуксиз функциялар (18-чизма).
18. 8-теор ема. f(x,y) функция (D) cocada берилган ва инте- 

гралланувчи булсин. Агар х (х £ [а, Ь]) узгарувчининг хар бир тайин 
цийматида

ФаМ
Пх)= J  f(x,y)dy 

интеграл мавжуд брлса, у холда ушбу
b (Pit*)
J í  ]' f(x,y)dy]dx
а ф,Ог)

интеграл хам мавжуд булади ва
Ь Фг(л)

$¡f(x,y)dD= <j[ j  f(x,y)dy]dx
(D) а Ф,(л;)

булади.
Исбот. (pt(x) ва ф2 (х) функциялар [а, Ь\ да узлуксиз. Вейерштрасс 

теоремасига кура бу функциялар [а, Ь] да узининг энг катта ва энг ки- 
чик ^ииматларига эришади. Уларни

min фх (лг) = с, max ф2 (х) = d
а<х<Ь а<х<Ь

деб белгилайлик.
Энди

(А ) = { (х, у) 6 R2: а < х < Ь, с < у < d)
сохада ушбу

f*(x \ _  í агаР (х, у) 6 (D) булса,
Х,У 1 0, агар (х, у) £ (D J^ D ) булса 

функцияни ^арайлик.
Равшанки, теорема шартларида бу функция (DL) сохада интеграл- 

ланувчи ва интеграл хоссасига кура
\¡f*{x,y)dD = J  j  f* (х, у) dD + J  J  /* (x, y) dD =



булади. Шунингдек, х(х£[а,Ы) узгарувчининг а̂р бир тайин кийматида

1Лх)=Ь*(х,У)йУ
с

интеграл мавжуд ва
Л 4>1<х) ф«М . -

11(х)= \Р(х,у)йу= | /*(х, у)с1у+ | ¡*{х,у)йу +
е с Ф1(*>

^  фв(д:)

+ (' Р(х,у)(1у= | /(х, у) йу (18.15)
ф>(х) Ф1(х)

булади. Ун да 18.6- теоремага кура

/[ $Р(х,у)йу]с1х
а с

интеграл х,ам мавжуд булади на

Ц Р(х ,у )(Ю  = Ь\[]р(х,у)с1у]с1х
(О ,) а с

булади.
(18. 14) ва (18.15) муносабатлардан

ь Ф,М
1\Пх,у)(Ш = ] [  | ¡(Х,у)с1у]с1х
(О) а Ф,(д:)

булиши келиб чи̂ ади. Теорема исбот булди.
Энди (£>) <ща ушбу

(£>) = {(х, у) 6Я2: Ы У ) < * < гМУ). с < у < й)
куринишда булсин. Бунда ^ (у ) ва (у) [с> да берилган узлуксиз
функциялар (19- чизма).

18 9- теорема. Цх,у) функция (О) сохада берилган ва инте- 
гралланувчи булсин. Агар у(у£[с,(1\) дзгарувчининг хар бир тайин 
цийматида

1(у)= !(х,у)с1х 
■Ф1 \у)

интеграл мавжуд булса, у х1олда ушбу
а № У )
/[ ]' }(х,у)йх]йу 
с ^ 1  (У)

интеграл %ам мавжуд булади ва

[¡7 (х,г/)<Ш = | [  Ц(х,у)йх]йу
(£>) с -фхСу)

булади.
Бу теореманинг исботи 18. 8- теореманинг исботи кабидир.



м

ы\

19-чизма 20-чизма

Фараз к, и лай лик, (О) со̂ а ((£>) сг /?2)Тю о̂рида кара л га н сохаларнинг 
а̂р бирининг хусусиятига эга булсин (20- чизма).

18.6-натижа. /(х,у) функция {О) со̂ ада берилган ва интеграл- 
ланувчи булсин. Агар х(х£ [а, Ь\) узгарувчининг хар бир тайин ций- 
матида

4>г(х)
] ' ¡ { Х , у ) й у

Ч>ЛХ)

интеграл мавжуд булса, у{у£[с,с1\) узгарувчининг 5̂ ар бир тайин к,ий- 
матида

]■ ¡(х ,у)йх 
Ы у )

интеграл мавжуд булса, у х.олда
ь Фа(лс) а ф2(̂ )
I [ .1 / (х, У) ¿у ] ёх, ] [  (' / (х, у) <1х] йу
а ч>,(х) с

интеграллар а̂м мавжуд ва
Ь Ф,(х)

/ С / (х, у) ̂ 0=1 [ ]■ / (х, у) (1уЫх=
(£>) а ф',(дг)

=  И  I  НХ'У )йх]< 1у
с Ы у )

булади.
Бу натижанинг исботи

18.8- теорема ва 18. 9- теоремадан 
келиб чикади.

Агар (О) со̂ а 21 - чизмада тас-
------ --- — ---- вирланган со̂ а булса, у о̂лда

* бу со̂ а юкорида урганилган со- 
21-чизма э̂ алар куринишига келадиган ки-

и\



либ бÿлaклapгa ажратилади. Натижада (D) со̂ а буйича икки каррали 
интеграл ажратилган ссцалар буйича икки каррали интеграллар Й№ин- 
дисига тенг б̂ 'лади. Шундай цилиб, биз интеграллаш со^аси (D) нинг 
етарли кенг синфи учун каррали интегралларни такрорий интеграллар- 
га келтириб и̂соблаш мумкинлигини курамиз.

М и с о л л а р .  1. Ушбу
J j  е—у dx dy 
(О

интегрални царайлик, бунда (D) =  {(х, у) £ R 2 : 0 <  х ^  у, 0 у ^  1}. Бу долда 
18. 7-теореманинг барча шартлари бажарилади. Уша теоремага кура

2 1 у 2
j  J е” У dxdy =  f [ j' е“ у dx] dy 
(D ) o ó

булади. Бу тенгликнинг унг томонидаги ингегралларни з̂ исоблаб ^уйидагиларни ю- 
памиз:

j е~ у2 dx =  и е~у ‘ ,
о

j V » > - j  j 7 Ï

Демак,
1 í  1e~У dx dy =  — ( 1 — —

(O)

2. Ушбу
f j  xy dx dy 
(D)

интегрални ^арайлик, бунда (D) =  {(x, y) (^R2 : 0 <  x ^  1, 0 ^  y ^  1 — х]. Бу 
^олда 18. 6- теореманинг барча шартлари бажарилади. Унда

1
d x = j \  x ( \ - x ) 2 dx =  ~  

а(D)
булади.

3. Ушбу
í  í  У T + ÿ d x d y  
(D)

интегрални царайлик, бунда (D) =  {(х, у) £ R 2 : 0 < х ^  1, 0 < у  ^  1_ — х] 
да 18. 6- теореманинг барча шартлари бажарилади. Уша теоремага кура 

_____  i 1-х ______
I W x  +  yd x d y  = Ц  í  У х +  у dy\dx 
(D) о о

булади. Интегралларни ^исоблаб тога vi из:
1 1-х 1 \ у=1—хÍ [ .Í V * +  ydy dx • dX =

Бу о̂л-



Бу келтирилган мисолларда содда функцияларнинг содда со̂ а буйича 
икки каррали интеграллари царалди. Куп о̂лларда содда функциялар- 
ни мураккаб со̂ а буйича, мураккаб функцияларни содда со̂ а буйича 
ва айни^са, мураккаб функцияларни мураккаб со̂ а буйича икки кар­
рали интегралларини ^исоблашга турри келади. Бундай интегралларни 
^исоблаш эса анча цийин булади.

7-§. Икки каррали интегралларда узгарувчиларни алмаштириш

f(x,y) функция (D) сохада ( (D) cz R-) берилган булсин. Бу функ- 
циянинг икки каррали

интеграли мавжудлиги маълум булиб, уни хисоблаш талаб этилсин. 
Равшанки. f(x,y) функция а̂мда (D) со̂ а мураккаб булса, (18.16) 
интегрални хисоблаш кийин булади. Кушшча, х ва у узгарувчиларни, 
маълум о̂и да га кура боища узгарувчиларга алмаштириш натижасида 
интеграл остидаги функция а̂м, интеграллаш со̂ аси а̂м соддалашиб, 
икки каррали интегрални ^исоблаш осонлашади.

Ушбу параграфда икки каррали интегралларда узгарувчиларни ал­
маштириш билан шурулланамиз. Аввало текисликда со̂ ани colara акс- 
лантириш, эгри чизи̂ ли координаталар хамда со а̂нинг юзини эгри 
чизикли координаталарда ифодаланишини келтирамиз.

Иккита текислик берилган булсин (22-чизма). Биринчи текисликда 
турри бурчакли Оху координата системасини ва чегараланган (D) соха- 
ни карайлик. Бу со̂ анинг чегараси d(D) содда, булакли- силли  ̂чизин;. 
дан иборат булсин. Иккинчи текисликда эса, турри бурчакли Ouv ко _

f [ f (х, у) dx dy (18. 16)

(Д)

О х о и



ордината системасини ва чегараланган (А) со̂ ани карайлик. Бу соха- 
нинг чегараси д(А) хам содда, булакли- силлик чизикдан иборат булсин.

Ф (u,v) ва г|; (и, v) лар (Д) сохада берилган шундай функциялар 
булсинки, улардан тузилган {ф(м,и), гр (гг, о)> система (А) сохадаги (и, v) 
нуктани (D) со̂ адаги {х,у) ну^тага акслантирсин:

Ф:(ы,ь') -+■ х,}

Ва бу акслантиришнинг аксларидан иборат {(х, у)} туплам (D) га тегиш- 
ли булсин.

Демак, ушбу х = у(и,и)Л j 7ч
у = i|> (и, v) }

система (А) со̂ ани (D) colara акслантиради.
Бу акслантириш куйидаги шартларни бажарсин:
Io. (18. 17) акслантириш узаро бир кийматли акслантириш, яъни (А) 

со̂ анинг турли нукталарини (D) со^анинг турли ну̂ таларига акслан- 
тириб, (D) со̂ адаги а̂р бир нукта учун (А) сохада унга мос келади- 
ган нук,та биттагина булсин.

Равшанки, бу холда (18. 17) система и ва и ларга нисбатан бир 
Кийматли ечилади: и — Ф1 (х, у), v = ^(х, у) ва ушбу

и —  Ф1 (х > У )’ | n g  ig\
ü = ̂ i!(x , í/) j

система билан акслантириш кжоридаги акслантиришга тескари булиб 
(D) со.̂ ани (A) colara акслантиради. Демак,

<р(чЛх>У)> ^ Л х , у ) )  =  х , ) (18 .19 ) 
$ ( у Л х , у ) , Ы х >у ) ) - у -)

2°. ф(u,v), \|](и,о) функциялар (А) сохада, фУ(х,у) ва 'Мх, у) функ­
циялар (D) сохада узлуксиз ва барча хусусий о̂силаларга эга булиб, 
бу xycvcnñ о̂силалар хам узлуксиз булсин.

3°.'(18. 17) системадаги функцияларнинг хусусий ^осилаларидан 
тузилган ушбу

дх дх
ди ди 
ду ду 
ди да

(18 .20 )

функционал детерминант (А) сохада нолдан фар̂ ли (яъни (А) со^анинг 
хар бир нуктасида нолдан фар̂ ли) булсин. Одатда (18.20) детерми-

£> (jc, v) ^ _
нантни системанинг якобиани дейилади ва I (и, v) ёки каби бел-
гиланади.

Бу 2° ва 3°- шартлардан, (А) борламли со̂ а булганда, (18. 20) яко- 
бианнинг шу сохада уз ишорасини сацлаши келиб чи̂ ади.

а̂цицатан хам, í(u,v) функция (A) coxai шн г иккита турли нукта- 
ларида турли ишорали и̂йматларга эга булса, у о̂лда 12-бобнинг 5-§



Kÿp\ (,A) f  “ у»дай (u0’v<) нуцта топиладики, 
~  ÿ , ^ '  У эса (“ •ü) ^  0 булишига зиддир. 

г - шартдан (18. 18) системанинг якобиани, яъни ушбу
du ди

(18.21)
дх ду 
до до 
дх ду

функционал детерминантнинг а̂м (D) со̂ ада нолдан фаркли булиши ке- либ чи̂ ади. J
Х,а̂ ик,атан а̂м, (18. 19) муносабатдан

дх _  дх ди
' +

дх до
дх ~ ди дх dv âx
ду _ = ди

+ ду do
ду ~ ди ду dv ду
дх дх ди дх dv

~ду~ ди ду до ду
ду _ _ ду_ ' ди

+ ду _ dv
дх ди дх ди dx

бу-лишини эътиборга олсак, у холда
D  (*. у) D (u ,v )
D (u ,v )  D (x ,y )

булиб,

D(x, y)
булишини топамиз.

Демак, (D) богламли со а̂ булганда (18.21) якобиан хам (D) соха- 
да уз ишорасини са л̂айди.

Ю о̂ридаги шартлардан яна куйидагилар келиб чи̂ ади.
(18. 17) акслантириш (А) соланинг ички ну^тасини (D) соханинг 

ички нуцтасига акслантиради. Давдатан хам, ошкормас функциянинг 
мавжудлиги дадаги теоремага кура (18. 17) система (*„,«„) нуктанинг 
бирор атрофида̂ и ва v ларни х ва у узгарунчиларнинг функцияси си- 
фатида аниклайди: и = (Pl (л:, v = ^  (х, у). Бунда ф, (х0, у0) = ип, 
Ы х 0’У0) = ° 0 булади. Демак, (х0,у0) (D) соханинг ички нуктаси. Бун- 
дан (18. 17) акслантириш (Д) соханинг чегараси д (А) ни (D) соханинг 
чегараси o(D) га акслантириши келиб чикади.

Шунингдек, (18. 17) акслантириш (Д) со̂ адаги силлик (булакли- сил- 
лшу эгри чизи̂

и = u(t)
v = v (t)j (a < *< P) 

ни (D) сохддаги силли  ̂ (булакли- силлик) эгри чнзш̂
X = 4>(u(t),v(t)))
У --= гр(и(0,!У(0)/

га акслантиради.



?

(Л) со̂ ада и — и,0 т\три чизицни олайлик. (18. 17) акслантириш бу 
турри чизикни (D) со̂ адаги

* = ф (« о .< Ц
y = ^{ua,v) j ( 8’22>

эгри чизивда акслантиради. Худди шундай (А) со.\адаги v = v0 турри 
чизицни (18.17) акслантириш (D) со а̂даги

* = ф М ’ 1 Л « 9 Т 1У = У(и,го) } <18'23)
эгри чизицка акслантиради. Одатда, (18.22) ва (18.23) эгри чизицларни 
координат чизицлари ((18.22) ни v координат чизири, (18.23) ни эса и 
координат чизиги) деб аталади.

Модомики, (18.17) акслантириш узаро бир цийматли акслантириш 
экан, унда (D) со а̂нинг бир (х, у) нуцтасидан ягона v — координат 
чизиги (и нинг тайин узгармас цийматига мос булган чизиц), ягона и— 
координат чизиги {и нинг тайин узгармас цийматига мос булган чизик,) 
утади. Демак, (D) соха нинг шу (х, у) нуцтаси юкорида айтилган и ва 
v лар билан, яъни (А) со̂ анинг (и, и) нуцтаси билан тула аницланади. 
Шунинг учун и ва и ларни (D) со.̂ а нуцталарининг координаталари деб 
цараш мумкин. (D) соха нуцталарининг бундай координаталари эгри 
чизицли координаталар деб аталади.

Шундай цилиб, и ва. v лар бир томондан (Д) соха нуцтасининг 
Декарт координаталари, иккинчи томондан худди шу и ва о лар (D) 
соха нуктасининг эгри чизицли координаталари булади.

Мисол .  Ушбу
x =  p C° s ?1
Í/ =  р Sin Ф J т  ’

системани царайлик.
Бу система (Д) =  { ( « ,  о)^/?2: 0 ^ р < - ( - о о , 0 ^ ф < 2 я }  со^ани Оху текис- 

ликка акслантиради. Бу сисгеманинг якобиани

1 (и, V) =
COS ф — р sin ф I 
sin ф р COS ф | Р 

булади.
р ва ф лар (D ) со^а ну^галарининг эгри чизи^ли коордикаталар и булиб, шу 

со^анинг координат чизицлари эса, маркази (0, 0) ну^тада, радиуси р га тенг уш бу
*2 +  У2 =  Р2

айланалардан (о координат чизи^лари) ^амда (0, 0) нуктадаи чиккан ф =  р0 (O s; 
^  Ро <  Щ  нурлардан ( v — координат чизи^лар) иборатдир.

Фараз цилайлик, ушбу
Х =  ф (u,v)}
y = nu,v)\ <18Л7>

система (А) со̂ ани (D) colara акслантирсин. Бу акслантириш ю^ори- 
даги 1 3 - шартларни бажарсин. У х.олда, (D) соханинг юзи



булади.
Бу формуланинг исботи кейинги бобда келтирилади (̂ аранг, 19- 

боб, 3-§).
f(x,y) функция (D) со̂ ада ( (D) cz R2) берилган ва шу со̂ ада уз- 

луксиз булсин. (D) эса содда, булакли-силлиц чизи  ̂ билан чегаралан- 
ган со̂ а булсин. Равшанки, /(х, у) функция (D) со̂ ада интегралланув- 
чи булади.

Айтайлик, ушбу
*  =  <рК М Ц  П о
у - « » , » ) !  <|8Л7)

система (Д) со а̂ни (D) colara акслантирсин ва бу акслантириш юко- 
ридаги 1° — 3°- шартларни бажарсин.

Дар бир булувчи чизиги булакли-силли  ̂ булган (А) со а̂нинг Яд 
булинишини олайлик. (18. 17) акслантириш натижасида (D) соханинг 
PD булиниши з̂ осил булади. Бу булинишга нисбатан / (х, у) функция- 
нинг интеграл йигиндиси

ни тузамиз. Равшанки,

lim ст = lim 2/(^.'Па) 0* ==1 \f{x,y)dxdy. (18.25)
XpD ->° bpD -+ °k = l  Ф )

Ю^орида келтирилган (18.24) формулага кура
Dk= ¡'Л I{u,v)\dudv 

(Д*)
булади. У рта киймат а̂цидаги теоремадан фойдаланиб у̂йидагини то- 
памиз:

Dk = \I(u;,v2\-Ak (К ,^ 6 (А * ) ) ,
бунда Аа — (Аа) нинг юзи. Натижада (18.25) йигинди ушбу

куринишга келади.
(HÄ, rij нуцтанинг (Dk) со̂ адаги ихтиёрий нуцта эканлигидан фойда­

ланиб, уни
Ф ( “ **-°Р=£*.
Ф (« ;.» !)  =  Л*

деб олиш мумкин. У  о̂лда
сг= ¿ / (Ф («> :), ^K ,v ¡))\ I(u ;,v l)\-А,

булади.
I Vй-*- Ч' y^k' "к>> I х ' я’ ик' ' к



Равшанки,
f(cf>{u,v),$(u,v))-\I(u,v)\

функция (Д) сохада узлуксиз. Демак, у шу со̂ ада интегралланувчи. 
У з̂ олда

litn а =  lim  2  /(Ф( “ I » ^ ("*• ) 17(“ *»° * ) I =
?-рд %р ^~* °А=1

= J.r Дф(“ . v)> y(u,v))\I(u,v)\dudv (18 26^
(А) 

булади.
ЯРд->0 да Xpd —>0 булишини эътиборга олиб, (18.25) ва (18.26) 

муносабатлардан
J  I' / (*. У) dx'dy =  f [ /(tp (и, о), г|з (и, v)) \ I  (и, v) | ducfo / jg  27\
<£>) '(Д) ‘ '

булишини топамиз.
Бу икки каррали интегралда узгарувчиларни алмаштириш форму- 

ласидир.
У берилган (D) со̂ а буйича интегрални хисоблашни (Д) со̂ а буйи- 

ча интегрални хисоблашга келтиради. Агарда (18.27) да унг томондаги 
интегрални ^исоблаш енгил булса, бажарилган узгарувчиларни алмаш­
тириш узини оклайди.

Ми со л. Ушбу я/; dxdy1 +  *2 +  У2
Ф)

интегрални царайлик, бунда
(D) = {(x ,y )£ R *- .x *  +  y * <  1, у > 0 } 

маркази (0,0) нуктада, радиуси 1 га тенг булган юкори текисликдаги ярим дойра. 
Берилган интегралда узгарувчиларни куйидагича алюштирамиз:

X — р COS ф,
у =  Р sin ф.

Бу алмаштириш ушбу
(А) =  {(р, ф)£#2 : 0 <  ф < [я, 0 <  р <  1} 

турри туртбурчакни (D ) сохага акслантиради ва у Io — 3°- шартларни ^аноатланти- 
ради. Унда (18. 27) формулага кура

Я /т Щ ? '** -J í 11 w
Ф ) (А)

булади. Бунда якобиан I  (р, ф) = р булади. Бу тенгликнинг унг [томонидаги интег­
рални з̂ исоблаб топамиз:

1 лf j/iT?l/(p,(p)Upd<p=j (J d(p)  b ¡ r ^ pdp=
'(Д) ó о

= ní  V r ^ J ^ dp==f { n ~ 2)-
О



J J  V  d x d y = ~  (я  -  2).
(О)

8-§. Икки каррали интегрални та^рибий ^исоблаш

/ (*> i/) функция (D) сохада ( (D) cz R2) берилган ва шу сохада интег- 
ралланувчи, яъни

Г ff(x,y)dxdy (18.28)
(£>)

интеграл мавжуд булсин. Маълум куринишга эга булган (D) сосала р 
учун бундай интегрални хисоблаш б-§ да келтирилди. Равшанки, f(x,у) 
функция мураккаб булса, шунингдек, интеграллаш сохаси мураккаб 
куринишга эга булса, унда (18.28) интегрални ^исоблаш анча и̂йин 
булади ва куп о̂лларда бундай интегрални та̂ рибий хисоблашга турри 
келади.

Ушбу параграфда (18.28) интегрални такрибий хисоблашни амалга 
оширадиган содда формулалардан бирини келтирамиз.

Айтайлик, f{x, у) функция (D) = {(*, у) g : а <дг < b, 
турри туртбурчакда берилган ва узлуксиз булсин. Унда 6-§ да келти- 
рилган формулага кура

Ь й
if f (X, У) dx dy = i' [j f (x, y) dy] dx (18.29)
(О ) a с

булади.
Энди

d
I  f (X, y) dy (XQa, b])
С

интегралга 1- кием, 9-боб, ’11-§ даги (9.52) формулани — турри турт- 
бурчаклар формуласини татби  ̂ этиб, ушбу

d- d — п~ 1 f (х, у) d y & ---- 2  f (х, у 1_) (х 6 [я, ь\) (18.30)
с "  *=0 к + 2

такрибий формулани хосил ^иламиз. Сунг
ь
f  f{x, у 1 )  ах
а к + ~

интегралга яна уша (9.53) формулани куллаб, у̂йидаги 

г h— т ~ 1
[ f i x ,  у i ) d x f i a ~ ' ^ f i x  х , у  ) (18.31)
а *-0 t + ~  * + -

такрибий формулага келамиз.



ГГ/ (.V, у )  Л  * у Х  ( » - “И “ - « )  V  Ч  Ц Х  _ , 9 _ )  (18 .32)
■$, £=0 А=0 -  * + -

булиши келиб чщади.
Бу икки каррали интегрални такрибий хисоблаш формуласи, «турри 

туртбурчаклар» формуласи деб аталади.
Шундай 1^илиб, «турри туртбурчаклар» формуласида, икки каррали 

интеграл махсус тузилган йиринди билан алмаштирилади. Бу йиринди 
эса цуйидагича тузилади:

(£>) =  {(*, у )£ Я 2: турри туртбурчак п т  та тенг
(^1к) = {(х, у) € Я2: х1 < х < х1+1, ук < у < ¿/*+1} (г' = 0, 1, 2, , 
т — 1; /г = 0, 1, 2, . . . , п — 1) турри туртбурчакларга ажратилади. 
Бунда

, • Ь — а . , с1— сХ1=й-\-1  ---- , Уь — С +  К ----
т  п

^ар бир (£>/й) нинг маркази булган (х , у ) (г =  0, 1 , 2 , - . . ,
< + -  А + -

2 2

т — 1; 6 = 0, 1, 2, . . .  , п —  1) ну^тада / (х, у) функциянинг ^иймати 
/ (х , у ) хисоблаииб, уни шу (Ои,) нинг юзига купайтирилади.

г + -  к + -
2 2

Сунгра улар барча г ва & лар (г=0, 1, 2, . . . , т — 1; к=  0, 1, 2 ,.. . ,  
п — 1) буйича йотилади.

Одатда, ^ар бир такрибий формуланинг хатолиги топилади ёки ба- 
^оланади. Келтирилган (18.32) такрибий формуланинг хатолигини ^ам 
урганиш мумкин.

М и с о л. Ушбу

Г Г ---- ------ с1х йу
) М х + у +  1)г 
Ф )

интегрални карайлик, бунда (В ) =  {(х, у) £ Я 2 '■ 0 <  х 1, 0 ^ г / ^ 1 } .  Уни та̂ - 
рибий хисоблаймиз. (£)) ни ушбу туртта тенг булакка буламиз:

(О0о) = {(*. </)€Я2: 0 < * < - р  

Фох) = ((*.

(О10)= {(* ,  0 <  у < - £ - },

Ф и ) = { ( * .  г/)€^2:



Бу булакларнинг марказлари
/_1____ 1_\ I  1 з \ / 3 1 \ I  3 3
[  4 ’ 4 / 4 ’ 4 /’ V 4 ’ 4 / 4 4 ’ 4 

нукталарда

f (*. У) =
1

( ! + * + » ) *
функциянинг кийматларини хисоблаб, (18.32) формулага кура

Я 1 d x d y x  0,2761
(1 +  * +  У)2(D)

булишини топамиз. Бу интегралнинг ани  ̂ циймати эса
1 1

dx
г г — !— * * - Г [ Г - ,J J  (1 + х + у)* J J  (1 + х + г/)2
(£>) о а

dy =  In —  = 0,287682 . . .  и 3

булади.

9-§. Икки каррали интегралнинг баъзи бир татби^лари

Ушбу параграфда икки каррали интегралнинг баъзи бир татби̂ ла- 
рини келтирамиз.

1. Ж исм нинг ^ажми ва унинг икки каррали интеграл 
о р к а л и ифодаланиши. R3 фазода бирор чегараланган (У) жисмни 
а̂райлик. Бу (К) жисмнинг ичига (Л) купёклар жойлашган, уз навба- 

тида (У) жисм эса (В) кугщлар ичида жойлашган булсин. (А) купё̂ - 
лар хажмларини Vл билан, (В) купёклар а̂жмларини V в билан белги- 
лайлик. Биз купё^ларнинг а̂жмлари тушунчасини ва уни и̂соблашни 
(худди текисликдаги купбурчакнинг юзи тушунчаси ва уни ^исоблаш 
каби) биламиз деб оламиз. Натижада (У) жисмнинг ичида жойлашган 
купёклар а̂жмларидан иборат {VA} туплам, ичига (У) жисм жойлашган 
купёклар хажмларидан иборат {Ув} тупламлар >̂осил булади. {VА} туп- 
лам ю к ори дан, {У в} туплам куйидаи чегараланганлиги сабабли {VA} туп­
лам ани  ̂ ю^ори чегарага, {Ув} туплам эса ани̂  цуйи чегарага эга бу­
лади:

sup {УА} = У, inf {Ув} = У.

Равшанки,
У < У .

18.8-таъриф. Агар У = У, яъни sup^l^} = inf {Ув} тенглик  ̂
уринли булса, у о̂лда (У) жисм %ажмга эга деб аталади ва У=У=У 
мивдор (У) жисмнинг цажми дейилади.

Демак,
У = sup {УА} = inf {Ув}.



Энди (У) жисм сифатида юкоридан z = / (х, у) сирт билан, ён то- 
монларидан ясовчилари Ог укига параллел булган цилиндрик сирт а̂мда 
пастдан Оху текислигидаги (D) соха билан чегараланган жисмни а̂- 
райлик.

(D) ёпиц сохапинг Р булинишини оламиз. f (х, у) функция (D) да 
узлуксиз булганлиги сабабли, бу функция Р  булинишнинг а̂р бир 
(Dk) булагида хам узлуксиз булиб, унда

inf {/ (х, у ) : (х, y)e(Dk)} = т к, sup {/ (х, у) : (х, у) 6 (£>*)} = М к
(k = \, 2, . . .  , п) ларга эга булади.

^уйидаги
Va = S  D*’

А=1

VB = % M k Dk 
k=\

йдаиндиларни тузамиз. Бу йотиндиларнинг биринчиси (У) жисм ичига 
жойлашган купёцнинг а̂жмини, иккинчиси эса (У) жисмни уз ичига 
олган купёцнинг хажмини ифодалайди.

Равшанки, бу купёклар, демак, уларнинг а̂жмлари >̂ам f (х, у) 
функцияга хам да (D) соханинг булинишига богли̂  булади:

VA = VpA (f), VB = VpB {f).
(D) соханинг турли булрнишлари олинса, уларга нисбатан (У) жисм- 

нинг ичига жойлашган хамда (V) жисмни уз ичига олган турли куп­
ёклар ясалади. Натижада бу купёклар хажмларидан иборат куйидаги

{V I (/)}. {VpB (/)}
тупламлар хосил булади. Бунда {V¿ (/)} туплам юкоридан, {У£ (/)} ТУП* 
лам эса куйидан чегараланган булади. Демак, бу тупламларнинг аниц 
чегаралари

sup {У£(Я}, inf (У£(/)}
мавжуд. Шартга кура f {х, у) функция (D) ёпщ со̂ ада узлуксиз. У  .̂ олда 
Кантор теоремасининг натижасига асосан, V е > 0 сон олинганда а̂м,

сонга кура шундай 0>0 сон топиладики, (D) соханинг диаметри
ХР < б булган а̂р а̂ндай булиниши Р  учун хар бир (Dk) да функция- 
нинг тебраниши

булади. Унда
inf {VpB (/)}—sup {У£ (/)} < V% ( f ) - v p (Я =



Демак, (D) сщанинг диаметри Яр < б булган а̂р кандай булиниши 
олинганда дам бу булинишга мос (V) жисмнинг ичига жойлашган а̂мда
б у (V ) ни уз ичига олган купёк хажмлари учун хар доим

О < inf {VpB (/)} — sup {Vр (/)}<е 
тенгсизлик уринли булади. Бундан эса

inf {Vq (/)} = sup {V% (/)} (18.33)
тенглик келиб чик;ади. Бу тенглик (V) жисм ^ажмга эга булишини бил- 
диради.

Энди юкорида урганилган (/), (/) йигиндиларни Дарбу йирин- 
дилари билан тавдослаб, V% (/) а̂м VPB (/) йигиндилар / (х, у) функ- 
циянинг (D) со̂ ада мос равишда Дарбунинг к,уйи а̂мда юк;ори йирин- 
дилари эканини топамиз. Шунинг учун ушбу

sup {V? (/)}, inf {V? (/)}
миадорлар f (х, у) функциянинг куйи з̂ амда говори икки каррали ин- 
теграллари булади, яъни

sup {VpA 0 } = Я  f (X, У) dD, inf {VPB (/)} = j j  / (x, у) dD.
(D ) (D)

Ю^оридаги (18.33) муносабатга кура
ff f (x, у) dD = jj’ f (x, y) dD
'(D) (D)

тенглик уринли экани куринади. Демак,
J J  f (х, у) dD = £[ /(*, у) dD = J J  f (x, у) dD.
(Ъ) (D ) (О)

Шундай к;илиб, бир томондан, а̂ралаётган (У) жисм ^ажмга эга экани, 
иккинчи томондан, унинг ^ажми / (х, у) функциянинг (D) со̂ а буйича 
икки каррали интегралига тенг [экани исбот этилди. Демак, (V) жисм­
нинг ^ажми учун ушбу

V = $$f ( x , y ) dD (18.34)
(О)

формула уринли.

М  и со л. Ушбу

а2 ^  Ь* ^  С2

эллипсоиднинг хажми топилсин. Бу эллипсоид 2=0 текисликка писСвтйн римметрик- 
дир. Ю^ори цисмини (г > 0) ураб турган сирт

У  д2 Ь2

булади.



булади, бунда 

Интегралда

V =  2с 1 I I /  1 — —- — йх йу

(О)

(0 ) =  {(х, у ) ( : ^ : ^ + М1 < 1 } .
й* ог

х — а р соэ ф 1
• (18.35)у ~  Ь р БШ ф )

алмаштиришни бажарамиз. Бу системанинг якобиани
а сов ф Ь бш  ф
- а р  я’пф Ь р э т  ф

булади. (18.35) система (Д) = {(р, ф) 0 «£ р <  I, 0 < Ф <'2я}  сохани (И ) 
со^ага акслантиради. (18.27) формулага кура ‘

§ § ' ) / ' 1 —  ~  —  —  йх Щ  =  § § V х — Р 2 аЬ Р Ф  й ф
(О) (Д)

булади. Демйк,
___________________________ 1 2я

У =  2 аЬс Н  у  1 — рз рй рйф = 2 аЬс I  (.) ^ ф) У Г ^ г р ф  =
(А) 0 0

1   4
=  4 я  а 6 с ( У I  — р2 р = — ' а & с. 

о 3
Шундай ь;илиб, эллипсоиднинг хажми

4
^-лсЬс

булади.

2. Ясси шаклнинг юз и. Ушбу бобнинг 1-§ ида (О) соханинг 
юзи цуйидаги

Я  =  Я  ^  =  |Г  ^ хф
Ф )  (О)

интегралга тенг булишини курдик. Демак, икки каррали интеграл ёр- 
дамида ясси шаклнинг юзини ^исоблаш мумкин экан.

Хусусан, соха
(£ )= {(*. У )е ^ '- а ^ х ^ Ь , 0 < г/< / (х)}

эгри чизикли трапециядан иборат булса ( { (х) функция [а, Ь) да узлук- 
сиз), у холда 7 }

°  ~  Я  ¿х с1у = [ Ц ]йу} с1х= Г / (х) ¿х 
(О) а 0 £

булиб, 1-кисм, 10-боб, 2-§ да топилган формулага келамиз.



2, 4 -  я 2  У 2 + Ь *  .........................................

х — —г— . х =  —г:—  (0 < а < 6 )2 а ’ 26
чизидлар билан чегараланган шаклнинг юзи топилсин. Бу чизи^лар параболадав 
иборат (23- чизма). К,уйидаги

У2+  а2 „ х — —--- = О
2 а 

У2+ Ь* 
26 =  0

системани ечиб, параболаларнинг кесишган нукталари
а +  Ь V /о +  6 

, у а Ь  | ва ■, — У а б |
2 / \ 2

эканини топамиз. К,аралаётган шакл Ох] укига нисбатан симметрии булишини ьъто 
борга олсак, у ^олда (£>) нинг юзи

О =  2 С! ¿г,
( Ь . )

булади, бунда
Г и2+ а 2 У2+ & 2 „  -./—1(0 ^ = 1  (х, у ) € & :  0<

Интегрални з̂ исоблаб, цуйидагини топамиз:
у'+ь*

УаЬ 2 Ъ
[С йх с1у= [ (( <1х)(1у =
(Й,) 0 у’+а’

Демак,

У аЬ!у*+  Ь* у*+ а*
'Й I  26 2а ¿У'- (Ь\—а) ~\/аЬ

О = | [  Лх <1у =  —  (Ь\— а) V а Ь . 
Ф) 6

3. Сиртнинг юзи ва унинг 
икки каррали интеграл орцали 
ифодаланиши. Икки каррали инте­
грал ёрдамида сирт юзини хисоблаш 
мумкин. Аввало сиртнинг юзи тушун- 
часини келтирамиз.

Фараз ^илайлик, г = / (х, у) функ­
ция ф) со̂ ада берилган ва узлуксиз
булсин. Бу функциянинг графиги 17- 
чизмада тасвирланган (Э) сиртдан ибо­
рат булсин.

(О) со̂ анинг Р  булинишини олай- 
лик. Унинг булаклари (Д), (02),



(Dn) булсин. Бу булинишнинг булувчи чизи^ларини йуналтирувчилар 
сифатида караб, улар оркали ясовчилари Oz укига параллел булган ци­
линдрик сиртлар утказамиз. Равшанки, бу цилиндрик сиртлар (S) сиртни 
(Si), (S2), ... , (Sn) булакларга ажратади. ХаР бир (Dk) (6=1, 2 , ,  гг) 
да ихтиёрий (?/г, % ) нук;та олиб, (S) сиртда унга мос нукта (ск, г\к, 
гь) (2* = / (lk> 1]*)) ни топамиз. Сунг (S) сиргга шу (1к, цк, zh) ну^- 
тада уринма текислик утказамиз. Бу уринма текислик билан юкорида 
айтилган цилиндрик сиртнинг кесишишидан ^осил булган уринма текис- 
лик кисмини (Тк) билан, унинг юзини эса Tk билан белгилайлик.

Геометриядан маълумки, (Dk) coxa (Tk) нинг ортогонал проекцияси 
булиб,

D/i—Tft |cos | (18.36)
булади, бунда yk — (S) сиртга (1к, r\k, zK) (zk=f (ск, r¡,,)) ну̂ тада утказил- 
ган уринма текислик нормалининг Oz уки билан ташкил этган бурчак.

Равшанки, /,Р->0 да (Sk) [к = 1, 2, . . .  , п) нинг диаметри хам 
нолга интилади.

Агар Яр->-0 да
П

2  т **=i

йиринди чекли лимитга эга булса, бу лимит (S) сиртнинг юзи деб ата- 
лади. Демак, (S) сиртнинг юзи

S= lim  у .Тк (18.37)
Ьр-> ok=l

булади.
Юкорида царалаётган z = f(x, у) функция (D) сохада f'x (х, у), 

Гу (*> У) хусусий о̂силаларга эга булиб, бу хусусий хосилалар (D) 
сохада узлуксиз булсин. У х;олда

1cos ук =  А
1' 1 +  С  ( I k ^ + f y  (£*, Л*)

булади.
(18.36) муносабатдан

cos V*
булишини топамиз. Демак,

=  2  ¿ 7  ° к  =  2  V х  +  f x  ^  +  ? » '  ^  D k .  о 8 - 3 8 )  

k=l k=l Хк k=1

Тенгликнинг унг томонидаги йигинди

V  1 + К  (*> y )+ fy  (*• у)



функциянинг интеграл йигиндисидир (каранг, 1-§). Бу функция (£)) со- 
а̂да узлуксиз, демак, интегралланувчи. Шунинг учун

п
Нт
X Р -!

к=1о 2 / ‘ + £  « г  Ч„) + £  (1,. Ч»)

■= 11 К 1+7« (*. у ) + К  (*. й  <и>
Ф )

булади.
Шундай ^илиб, (18.37) ва (18.38) муносабатлардан

5 = ] I  К 1 + К  (*> #) + Гу (х, У)(Ю (18.39)
(О)

булиши келиб чи^ади.
Ми со л. Асосининг радиуси г, баландлиги А булган доиравий конуснинг ён 

сирти топилсин.
Бундай конус сиртининг тенгламаси

А , -----г = —  У  х2+  у2

булади. Юкоридаги (18.39) формулага кура

5 =  I" |  У  1 +  г’х‘ +  г '‘ <1х <1у
№)

булади, бунда 

Энди
№ ) = {(*, у )£ К 2:х* +  у2 < г 2}.

А х , А у
2* ~  г У х2-\-У2’ 2» ~  г ' У  х2-̂- у2

ва

1/~1+ * '’+ * '’ = 1 / 1  +  —  — + — . — = 1 /~  к * у у  г2 х2+у2̂  г2 х2+у2 у г2
эканини эътиборга олиб, ^уйидагини топамиз:

4 “Я / 1+£ л* - / | + ̂ Я л‘"'“
(О) (О)

¿ 2  ____________

1 +  —- я г2 = яг У  /-2+  А2. 
г2

10-§. Уч каррали интеграл

Юкорида Риман интеграли тушунчасининг икки узгарувчили функ­
ция учун а̂ндай киритилишини курдик ва уни батафсил ургандик. 
Худди шунга ухшаш бу тушунча уч узгарувчили функция учун дам 
киритилади. Уни урганишда Риман интеграли дамда икки каррали ин-



тегралда юритилган барча муло^азалар (интеграллаш сохасининг були- 
нишини олиш, булакларда ихтиёрий нукта танлаб олиб, интеграл йи- 
р и н д и  тузиш, тегишлича лимитга утиш ва ^оказо) кайтарилади. Шуни 
эътиборга олиб, ^уйида уч каррали интеграл хакидаги фактларни кел- 
тириш билан чегараланамиз.

1. У ч к а р р а л и  и н т е г р а л  т а ъ р и ф и .  f  (х, у,  z) функция R 
фазодаги чегараланган (У) со^ада берилган булсин. (Бу ерда ва кел- 
гусида хамма вакт функциянинг берилиш^ сох ас и (V) ни хажмга эга 
булган деб караймиз.) (У) соханинг Р булинишини ва бу булиниш- 
нинг jqap бир (У*) ( k — 1, 2, п)  булагида ихтиёрий (|ft, т]̂ , 
ну^тани олайлик. Сунгра ^уйидаги

о = 2  f л*. tki'Vk 
k = l

йигандини тузамиз, бунда V k — (Vft) нинг хажми. ..
Бу й и р и н д и  f  (х, у, z) функциянинг интеграл йириндиси  еки Ри ­

ма н üu f u h ö u c u  деб аталади.
Энди (V) соханинг шундай

л ,  P t , . . . .  Рт , . . .  (18.40)

булинишларини 1\араймизки, уларнинг диаметрларидан ташкил топган
Яр,, кРг, . . .  , я Рт, . . .

кетма-кетлик нолга интилсин: Хрт —>0.  Бундай Р т (ш =  1, 2, . . .) бу- 
линишларга нисбатан f  (х, у, г) функциянинг интеграл йигиндисини т у ­
замиз:

f  0Ä- Л*. ^k)-Vk-
fe=i

Натижада ^уйидаги

2̂» • • * ’ • • *

кетма-кетлик хосил булади. Бу кетма-кетликнинг ^ар бир хади (сй, rjft, £*) 
ну^таларга богли^.

18 .9-таъриф . Агар (У) нинг ^ар ^андай (18.40) булинишлар кетма- 
кетлиги {Рт } олинганда хам, унга мое интеграл йигинди ^ийматлари- 
дан иборат {ат} кетма-кетлик (ё/г, £к) нукталарни танлаб олини- 
шига борлик; булмаган холда ^амма вацт битта / сонга интилса, бу I  
сон а  йигиндининг лимита деб аталади ва у

lim  er =  lim  V  f (|Ä, т]А, £Й)-У А=  /
0 Кр~*0 fi—1.

каби белгиланади.
18 .10-таъриф . Агар ХР -+0 да f  (х, у,  г) функциянинг интеграл 

йигиндиси а  чекли лимитга эга булса, f  (х, у ,  г)  функция (V) да ин- 
тегралланувчи (Риман маъносида интегралланувчи)  функция  дейила- 
ди. Бу а  йигиндининг чекли лимита / эса f  (лг, у ,  г)  функциянинг (У)



f f f  / (х, У, г) dV 
(V)

каби белгиланади. Демак,

ДО / (х, у ,  г) dV  =  l im  cr =  lim £  / »]*, Ü - F * .
(V ) A p -* U  А р - » 0  1

/ (х, у,  г)  функция (V) да ((У) с= /?3) берилган булиб, у  шу сохада 
чегараланган булсин:

т  <  / (х, у, z) <  Ai ( у  (х, г/, z) 6(10).

(У) со^анинг булинишлар туплами {Я} нинг хар бир булинишига 
нисбатан / (х, у ,  г)  функциясининг Дарбу йигиндилари

sp (/') =  2  S P (/) =  y  A?ft
*=i

ни тузиб, ушбу

{Sp (/)}; {Sp (/)}
тупламларнн i^aрайлик. Равшанки, бу тупламлар чегараланган булади.

18 .1 1 -таъ р и ф . {sp (/)} тупламнинг ани^ говори чегараси f ( x , y , z ) 
функциянинг цуйи  уч каррали интеграли  деб аталади ва у

1 =  ДО / (х, У, г) dV
(V)

каби белгиланади.
{Sp (/)} тупламнинг ани^ куйи чегараси / (х, у, г) функциянинг 

юкори уч каррали интеграли деб аталади ва у

j'j'f / (*, г/, г) йУ
(Ю

каби белгиланади.
1 8 .1 2 -таъ р и ф . Агар / (х, у, г) функциянинг ^уйи дамда юкори 

уч каррали интеграллари бир-бирига тенг булса, у  долда / (х, у, z) 
функция (V) да интегралланувчи деб аталади ва уларнинг умумий 
циймати

1 = ДО / (*• у ’ z) d V = ДО f  У’ г ) dV
(V) (V)

/ (х, у, г) функциянинг 'уч каррали интеграли (Риман интеграли)  
дейилади.

Демак,

ДО / (х, У. 2) dF =  JJJ  / (X, у,  z) dV =  ДО / (.V, у,  z) dV.
(V) (V) (V )

2. У ч  к а р р а л и  и н т е г р а л н и н г  м а в ж у д л и г и .  / (х, у, z) 
функция (V) ((У) cz R3) содада берилган булсин.



18.10-т е о р е м а . f  (х, у ,  z) функция  (V) c o c ada  интегралланувчи 
бдлиши учун  V  s >  0 олинганда xflM шундай  6 >  0 топилиб,  (V) 
соцанинг  диаметри ).р <С. Ó б ул ган  хар кандай Р булинишига  нисба-  
тан Дарбу  йириндилари

Sp (/) — sP (/) <  е

тенгсизликни цаноатлантириши зарур  ва етарли.
3. И н т е г р а л л а н у в ч и  ф у н к ц и я л а р  с и нфи .  Уч каррали ин- 

тегралнинг мавжудлиги ха^идаги теоремадан фойдаланиб, маълум синф 
функцияларининг интегралланувчи булиши курсатилади.

18.11-т е о р е м а .  Агар / (х, у, г) функция че гараланган ёпищ (V) 
((V) с  R3)  c ocada берилган ва у злуксиз  булса,  у  ш у  c o c ada  инте­
гралланувчи булади.

18.12-т е о р е м  а. Агар / {х, у,  г) функция (V) ccxf lda чегаралан­
ган ва б у  сохранит чекли с онда ги  ноль %ажмли сиртларида узилиш-  
га эга булиб,  долган барча нуцталарда у з лук с и з  булса ,  функция  
(V) да интегралланувчи булади.

4. У ч  к а р р а л и  и н т е г р а л н и н г  х о с с а л а р и .  Уч каррали ин- 
теграллар ^ам ушбу бобнинг 5 -§  ида келтирилган икки каррали интег­
ралнинг хоссалари каби хоссаларга эга.

Io. / (х, у, г) функция (У) сохада берилган булиб, (V) соха ноль 
^ажмли (S) сирт билан ('/,) ва (V2) со^аларга ажратилган булсин. Агар 
/ (х, у,  г) функция (V) да интегралланувчи булса, функция (V:) ва (V2) 
сохаларда хам интегралланувчи булади, ва аксинча, яъни f  (х, у, z) 
функция [(Vj) ва (У„) сохаларнипг хар бирида интегралланувчи булса, 
функция (У) да хам интегралланувчи булади. Бунда

ш  f  (X, у, z) dV = j-j-J / (х, у,  z) dV +  J JJ  / (X, у,  z) dV
iV) (V ,) (V.)

булади.
2°. Агар f  (х, у, z) функция (V) да интегралланувчи булса, у  холда 

c - f ( x ,  у,  z) (с =  const) функция ^ам шу сохада интегралланувчи ва 
ушбу

ЯГ с f  У’ z) dV — с  с я  / (*> У' 2) dV
(V) "(V)

формула уринли булади.
3°. Агар / (х, у , z) ва g  (х, у, z) функциялар (V) да интегралла­

нувчи булса, у  хрлда f  (х, у,  z) ±  g  (х, у, г) функция хам шу сохада 
интегралланувчи ва ушбу

Ш  [/ (* . У. z)±g{x,  у, z ) ] dV=  Г f (f(x, у, z)dV f f g ( x ,  У, z)d.V
(V) (V) (V)

формула уринли булади.
4°. Агар f(x, у,  z) функция (У) да интегралланувчи булиб,

V  (х, у,  2)£ (V) учун f(x, у ,  z) > 0  булса, у  ^олда
j  f ¡ f ( x ,  У, z)dV > 0
<V)

булади.



 ̂5°. Агар f (x,  у, г) функция (У) да интегралланувчи булса, у  хол- 
ДаТ I f  (̂ > У> 2)1 функция хам шу сохада интегралланувчи ва

| у, z)dV\ < Д П / ( х ,  у , 2)1 dV
(V) (V)

булади.
6°. Агар^ f  (х, у, z) функция (У) да интегралланувчи булса, у хол- 

да шундай узгармас [д, (т <  <  М)  сон мавжудки,

]‘ Г]7(*> У’ z) dV — [i-V
(V)

булади, бунда V — (У) сохаминг з^ажми.
7°. Агар f(x, у,  г) функция ёпик (У) сохада узлуксиз булса, у хол- 

да бу сохада шундай (а, Ь, с) £ (У) ну^та топиладики,
\\\f (x, y ,  z)dV —f(a,  b, c)-V
"(V)

булади.
5. У ч  к а р р а л и  и н т е г р а л л а р н и  ^ и с о б л а ш .  f(x, у, г) 

функция (У) =  { (х, у, z)£R3: а ^ х  s^b, с  ^  у  s^d,  е <  2 <  /} сохада 
(параллелепипедда) берилган ва узлуксиз булсин. У холда

J .f j7 ( * .  У, z)dV =  J [  j ' (  J  / (x, у, z)dz)dy]\dx
(V) a c e

булади.
Энди (У) ((V)czR3) co^a — пастдан z = ^ 1{х, у), ю^оридан z — \p2(x, y) 

сиртлар билан, ён томондан эса Oz укига параллел цилиндрик сирт 
билан чегараланган соха булсин. Б у соданинг Оху текисликдаги проек- 
цияси эса (D) булсин.

Агар f (x, у ,  г) функция шундай (У) сохада узлуксиз булиб, z = 
=  4'i (х, У)> 2 =  (]-2(х, у)  функциялар (D) да узлуксиз булса, у холда

у,  2) dl/=  Я (  ! I  y)f (x’ У' ẑ dz  ̂ dxdy
(V) (D) (* , у )

булади. Агар юкоридаги холда (D) =  { (х, у) £ R-: а <  х <  Ь, фх (х) <  
<  У <  ф2 (х) } булиб, фх (х) ва ф2 (х) функциялар [а, Ь] да узлуксиз 
булса, у  холда

Ь ф2 (х) г1'2 (х , у )
| J  J  f  (х, У. 2) dV =  11 j  ( |‘ f  (х, у, z) dz) dy\ dx.

(v ) а  ф х (*:) ij), ( х ,  у)

6. У ч  к а р р а л и  и н т е г р а л л а р д а  у з г а р у з ч и л а р н и  а л м а ш -  
т и р и ш .  Уч каррали интегралларда узгарувчи.чарни алмаштириш, ушбу 
бобнинг 7 -§  да келтирилган икки каррали интегралларда уггарувчи- 
ларни алмаштириш кабидир. Шуни ^исобга олиб, цуйида уч каррали 
интегралларда узгарувчиларни алмаштириш формуласини келтириш би­
лан кифояланамиз.

f  (х, у, z) функция (У) ((У) cz R3) сохада берилган ва узлуксиз бул­
син, (У) со^а эса силлик ёки булакли-силли^ сиртлар билан чегаралан­
ган булсин.



X —  ф (и , V, ££)),] 
у  — ty (и, V, W),} 
z = x ( u ,  V, w),\

система (Д) ((А) с :  Я3) сохани (V) содага акслантирсин ва бу аксланти- 
риш 7- § да келтирилган Iе — 3°- шартларни бажарсин. У  долда 
fff í(x, У, z)dV =  j  f J /(Ф(«. v ’ w)> M “- w)> X(«> w) )\I\dudvdw
(V) (Д)
булади, бунда

дх дх дх
ди ~dv~ dw
ду ду ду
ди ди dw
дг дг дг

ди dv dw

7. У ч  к а р р а л и  и н т е г р а л н и н г  б а ъ з и  бир т а т б и ^ л а р и .  
Уч каррали интеграл ёрдамида Я3 фазодаги жиемнинг хажмини, жисм- 
нинг массасини, инерция моментларини тспиш мумкин.

19-[Б10|Б 
ЭГРИ ЧИЗИЦЛИ ИНТЕГРАЛЛАР

Юкоридаги бобда Риман интеграли тушунчасини икки узгарувчили 
функция учун кандай киритилишини курдик ва уни ургандик. Шуни 
хам айтиш керакки, куп узгарувчили функциялар учун интеграл ту- 
шунчаси турлича киритилиши мумкин. Биз куйида келтирадиган^ эгри 
чизи^ли интеграллар хам конкрет амалий масалалардан пайдо булган- 
дир.

1 -§ . Биринчи тур  эгри чизЩли интеграллар

1. Б и р и н ч и  тур э г р и  ч и з и ^ л и  и н т е г р а л  т а ъ р и ф и .
Текисликда бирор содда А В* (А =  (а1, а,,) £ Я2, В  =  (Ьь Ь2) 6 Я2) эгри 
чизи^ни (ёйни) олайлик. Бу эгри чизикда икки йуналишдан бирини мус- 
бат йуналиш, иккинчисини манфий йуналиш деб кабул килайлик (24- 
чизма).

*Айтайлик, х  =  <р (О, У =Ч’ ( 0  функцияларнинг хар бири ( а ,  Р)да берилган бул- 
син. Бу функциялар (а,  р)да <p'(t), г|>'(0 ^осилаларга эга ва улар  узл укси з булиб,

ф '2 (/) +  г))'2 ( 0 > °  булсин.
R2 текисликдаги ушбу

L = { ( x ,  y ) £ R 2'- *  =  ф (0 . У =  У (0 , * £ ( “ > Р)} 
туплам содда эгри чизщ деб аталади. Содда эгри чизи^ узунликка эга  б ул ад и .



0\I

АВ эгри чизикни А дан 
В  га караб А0 = А, Аь  
Аъ • • • , Ап ~  В (А/1 =  (хк , 
Уь)бАВ,  к =  0, 1, . . .  , п, 
А о ~ ( х О’ Уо) =  ( а 1, а 2), А п  =  
= (хп, у п ) =  (Ьь Ь2)) нукта- 
лар ёрдамида п  та булакка 
буламиз. Бу Ас, Ах, . . .  ,
Ап нукталар системаси АВ 
ёйининг булиниши деб ата- 
лади ва у

Р = {А 0, А1, . . .  , А п}

каби белгиланади. Ак Ак+Х24- чизма

ёй (булиниш ёйлари) узунликлари АБк (к =  О, 1, . . .  , п) ,„шг энг 
каттаси Р  булишнинг диаметри дейилади ва у  А,р билан белгиланади:

Яр =  тах{ Д 5й}.
к

Равшанки, АВ эгри чизикни турли усуллар билан исталган сонда бу- 
линишларини тузиш мумкин.

АВ эгри чизикда ¡{х, у) функция берилган булсин. Бу эгри чи- 
зи^нинг у

Р  ~  {Л . А ’ • • • > Ап\
булинишини ва унинг хар бир АкАк+1 ёйида ихтиёрий С1к =  ( ;А,

1*) С ^ =  1, . . . , п) пункта оламиз. Берилган

функциянинг (¿к = {£к, Пк) ну^тадаги / (^ , цк) цийматини \ А к нинг 
Д 5к узунлигига купайтириб ^уйидаги йигиндини тузамиз:

(Т=  2  Ъ ) - А з к- (19 .1)
___ _ к=а

Энди АВ эгри чизи^нинг шундай
Р 1, Р2, . . . , Рт, . . . ( 19.2)

булинишлари кетма-кетлигини ^араймизки, уларнинг мос диаметрлапи- 
дан ташкил топган

^ 1 ’ Хр2’ ■ ■ ■ ’ Хрт’ ’ • • 
кетма-кетлик нолга интилсин: ^рт 0 • Бундай булинишларга нисба- 
тан (19.1) каби йириндиларни тузиб, ушбу

СТГ ° 2 ’ ■ • • > °т> • • •



кетма-кетликни хосил ^иламиз. Равшанки, бу кетма-кетликнинг дар 
бир дади Qk = ( tk, г]/;) нукталарга боглик.

19 . 1 - т аъриф.  Агар АВ эгри чизрщнинг дар ^андай (19.2) кури- 
нишдаги булинишлари кетма-кетлиги {Я„.} олинганда ^ам, ун га мос 
йигиндилардан иборат {ат } кетма-кетлик (§А, т]А) ну^таларнинг танлаб 
олинишига боглик булмаган долда дамма вакт битта / сонга интилса, 
бу сон о йитндинин г  лимита деб аталади ва

l im  g =  l im  V / ( g ft, T|ft) -A  =  / ( 1 9 .3 )
“K p —̂ai я.р —► о ^_q

каби белгиланади.
(19.1) йнриндининг лимитини ^уйидагича дам таърифлаш мумкин.
19 . 2 - таъриф.  Агар V  е >  0 сони олинганда дам шундай 6 >  О то-

пилсаки, АВ эгри чизи^нинг диаметри <  6 булган ^ар цандай Р
булиниши учун тузилган а  Й№инди ихтиёрий ( lk, т^) £\ A k+l ну^та- 
ларда

|а — /|< е

тенгсизлшши бажарса, I сон а  йитндинин г  кр-> 0 даги лимити  
деб аталади ва (19.3) каби белгиланади.

(19.1) йиринди лимитининг б у  таъриф лари экви валент  т аъ р и ф лар д и р .
19 . 3 - т аъриф.  Агар Ар->-0 да о й и р и н д и  чекли лимитга эга булса,

у  долда f (x, у)  функция АВ эгри чиз1щ буйича интегралланувчи  де- 
йилади. Бу лимит f(x, у) функциянинг эгри чизиь; буйича биринчи  
тур  эгри чизицли интеграли деб аталади ва у

J 7 ( * .  y ) dS
АВ

каби белгиланади.
Шундай килиб, киритилган эгри чизш^ли интеграл тушунчасининг 

узига хослиги ^аралаётган икки аргументли функциянинг берилиш со-
даси текисликдаги бирор АВ эгри чизик эканлигидир. Долган бош ка 
мулодазалар (булинишларининг олиниши, булаклардан ихтиёрий ну^- 
та  танлаб интеграл йиринди тузиш, тегишлича лимитга утиш) ю^ори- 
да киритилган интеграл тушунчалари сингаридир.

2. У з л у к с и з  ф у н к ц и я  б и р и н ч и  т у р  э г р и  ч и з и ^ л и  и н ­
т е г р а л и .  Энди биринчи тур эгри чизшуш интегралнинг м авж уд  бу- 
лищини таъминлайдиган шартни топиш билан шугулланамиз. Ю^орида 
келтирилган 19.3-таърифдан куринадики, биринчи тур эгри чизныли ин­
теграл А В эгри чизикка ^амда унда берилган f(x, у)  функцияга 6 o f -

ли^ булади. Демак, интегралнинг мавж уд булиши шартини АВ  эгри 
чизиь; дамда f (x, у)  функцияга ^уйиладиган шартлар ор^али топиш ке- 
рак булади.



Фараз ^илайлик, АВ эгри чизиц ушбу

Х =  Х !1 )  ( 0 < 5 < 5 )  (19.4)
У = У Ш

система билан берилган булсин. Бунда 5 — ёйининг узунлиги ((2 =
=  (х, у)£АВ), Б эса АВ нинг узунлиги. ¡ (х,  у)  функция шу АВ эгри 
чизшущ берилган булсин. Модомики, л' =  л: (в), у  =  у  (я) (0 <  б <  5 ) 
экан, унда ¡ (х,  у) = !(х{я). у(ь)) булиб, натижада ушбу

/ (х ® , У (5)) =  Р (5) (0 <  б <  5)
мураккаб функцияга эга буламиз.

АВ эгри чизи^нинг Р — {А0, Л ,, . . . , Ап} булинишини Еа хар

бир АкАк+1 да ихтиёркй С}к — (1к, т)А) ну^тани олайлик. Х,ар бир Ак
ну^тага мос келадиган ААк нинг узунлиги ^ар бир (±к ну^тага

мос келадиган АС}к нинг узунлиги в* дейлик. Равшанки, АкАк+1 нинг 
узунлиги 5^+1— зк= А з к булади.

Натижада Р  булинишга нисбатан тузилган

° =  У, /<£*. л*)-Д
*=о

йигинди ушбу

V 1 /(?А, п^-А 5 ^ 2  / ( * ( 0 .  =
Л—0 *= 0  к =О

куринишга келади. Демак,

0 =  '  (19.5)
*=о

Б у йигиндини [0, 5] оралшущги Р (б) функциянинг интеграл йигинди- 
си (Риман й и р и н д и с и )  эканлигини пай^аш 1̂ ийин эмас (каралсин,
1- 191см, 9-боб, 1-§).

Агар ¡{х, у)  функция АВ эгри чизикда узлуксиз булса, у  ^олда 
Р( э )  функция [0,5] да узлуксиз булади. Демак, бу ^олда Р^)  функ­
ция [0 , 5 ] да интегралланувчи:

П т V  ? (« ¡) .А 8к =  |7 (5) й ,  (19.6)
к =О о

Шундай цилиб, (19.5), (19.6) муносабатлардан Ар ->-0 да а  йигин- 
дининг лимита мавжуд булиши ва

П т  а =  | ^  (в )^
Я р  —>0 0

эканлигини топамиз. Натижада куйидаги теоремага келамиз.



с и з  булса,  у  %олда б у  функциянинг  АВ эгри чизиц буйича б иринчи  
тур  эгри чизицли интегралы мавжуд  булади ва

(' f{x,y) d s =  \ f  (x(s), y(s))ds
АВ  0

булади.
Бу теорема, бир томондан узлуксиз функция биринчи тур эгри 

чизикли интегралининг мавжудлигини аниклаб берса, иккинчи томон­
дан бу интегралнинг аниц интегралга (Риман интегралига) келишини 
курсатади.

19. 1-э с  л а т м а .  Згри чизикли интеграл тушунчаси билан Риман 
интеграли тушунчасини солиштириб, уларнинг ^ар иккаласи й и р и н д и -  

нинг лимити сифатида таърифланишини курдик. Айии пайтда бу ту - 
шунчаларнинг фар^ли томони ^ам бор. Ушбу

Ask ( 19-5)k=0
йигиндидаги A sk хар доим мусбат булиб, АВ эгри чизицнииг йуналиши- 
га богли!^ эмас. Демак,

[ f (x,y)ds  =  | f (x, y )ds .
АВ  ВЛ

3. Б и р и н ч и  т у р  э г р и  ч и з и к л и  и н т е г р а л л а р н и н г  х о с с а -  
л а р и .  Ю^орида курдикки, узлуксиз функцияларнинг биринчи тур  э г ­
ри чизикли интеграллари Риман интегралларига келади. Бинобарин, 
эгри чизикли интеграллар >̂ ам Риман интеграллари хсссалари каби 
хоссаларга эга булади. Шуни эътиборга олиб, эгри чизикли интеграл- 
ларнинг асосий хоссаларини санаб утиш билан кифояланамиз.

(19.4) система билан аии^лаиган АВ эгри чизикда f(x, у)  функ* 
ция берилган ва узлуксиз.

1°. Агар АВ =  АС +  СВ булса, у  ^олда
| f (x,  y )ds  =  f f (x, у)  ds  +  [ f (x, y )ds

А В  AC CB

булади.
2°. Ушбу

j' с  f(x, у) ds — с  С /(x, у)  ds  (c=)-const)
А В  АВ

тенглик уринли.
АВ эгри чизикда f (x , у) функция билан g(x,  у)  функция ^ам 

берилган ва у  узлуксиз булсин.
3°. 1^уйидаги

[ [f{x, y ) ± g ( x ,  y ) \d s =  j  /(.v, y ) d s ± ^ g ( x ,  y)ds
АВ А В  AB

формула уринли булади.



4°. Агар \/(х,у)£АВ да /(г, у) > 0 булса, у  холда
| /(х, y ) d s ^ O

А В

булади.
5°. |/(*, У) | функция шу Л 5  да интегралланувчи ва

1 J  f(x<y)ds J | f  (x,y)\ds
А В А В

булади.
6°. Шундай ( с ъ  с 2) £ А В  ну^та топиладики,

(■ /(*, y ) d s  = f ( c i , с 2) ■ S
А В

булади, бунда 5 — АВ нинг узунлиги.
Бу 6°-хосса урта ^иймат ха^идаги теорема деб аталади.
4. Б и р и н ч и  т у р  э г р и  чизицли и н т е  г р а  л л а р н и  х,исоб-  

л а ш.  Биринчи тур эгри чизицли интеграллар, асссан Риман интеграл- 
ларига келтирилиб хисобланади. Юкорида келтирилган 19Л- теоремага
кура АВ эгри чиз1щ ушбу

система билан берилганда (бунда 5— ёй узунлиги) га / (х, у) функ­
ция шу АВ да узлуксиз булганда эгри чизшуш интеграл Риман ин- 
тегралига келди. Демак, бу Риман интегралини ^исоблаш натижасида 
эгри чизикли интеграл топилади.

Энди АВ эгри чизи^ ушбу

система билан (параметрик формада) берилгаи булсин. Бунда ф (t), ip(i) 
функниялар [а , р] да ф'(0> ^ ( 0  хссилаларга э га  ва бу ^осилалар шу 
оралицда узлуксиз ^амда (ф(а), г|з(а)) =  Л га (ф(Р), \|)(P)) =  i? булсин.

Равшанки, (19.7) система [сс, р] ораликни А В  эгри чизикка акс- 
лантиради. Бунда [у, 6] cr [а , Р] нинг АВ чизикдаги АуАь аксининг 
узунли ги

б
j  V ф'2(0  +  v|/2(0 dt
У

булади (царалсин, 1- цисм, 10-боб, 1-§). 

340



1 9 . 2 - т е оре ма .  Агар f(x, у) функция  АВ да  б ерилган ва у з л у к ­
сиз  булса,  у  холда

[ f(x, у ) ds  =  J  /(ф(0, Ч> (0) V Ф,2(0 +  Ч>'2(0  dt  (19 .8)»
АВ  “

булади.
Ис б о т .  [а , р] оралицнинг

P  =  { tQ, f , .................У  ( a  =  /0 < i j < .  ■ • < ^ n =  P)
булинишини олайлик. Бу бÿлинишнинг бÿлyвчи ну^талари tk (k =
=  0, 1, . . .  , п) нинг А В даги мос аксларини Ak(k = 0, 1, . . . , п)-*

дейлик. Равшанки, бу Ak(k =  0, 1, . . . , п) нуцталар АВ эгри чи- 
зи^нинг

{А0, Av , Ап} 
булинишини з^осил цилади. Бунда ЛА =  (ф(^), ^ (¿й)) (^ =  0, 1, . . .  , п)> 

ва Â Ak+l нинг узунлиги
{к+\

A s * =  1  y V 2(0  +  ^ ,2 ( t )  d . t  
tbk

булади. Урта киймат зркидаги теоремадан фойдаланиб цуйидагини то- 
памиз:

A sÉ =  ]/ "Ф'2(т,) +  ^ '2К )  .{tk+x- t k) =  V v ' \ \ )  +  V\\)  -A tk, 
бунда tk< x k< t k+1- Энди ф(тА) =  ?А, Ц?(тА) =  т)л деб оламиз. Равш ан­

ки, ( lk, л * )€ ^ И н -1 (Аг =  0, 1, 2 .............. л — 1) булади. АВ эгри чи-
зицнинг ю^орида айтилган

{^0’ • • • ’ ^ п} *

булинишини ва з̂ ар бир AkAk+l да (НА, т]А) ну^тани олиб,

а = 2  ^ ) - As i  k=0
йигиндини тузамиз. У ни ^уйидагича з а̂м ёзиш мумкин:

л — 1
V  f /t

ст =  2à f i **  V As a =  k—0
/г-1

= 2 ^ ф ( т*)» H-1 (т*)) V  Ф'2(т*) +  4/2(T*) A t k- (19 .8 )*  
ft=0

Бу тенгликнинг унг томонидаги йигинди /(ф(0> ^  (0 ) ' V % /2(0 +  ^""(О 
функциянинг [а , |3] оралицдаги Риман йигиндисидир.



Шартга кура f (x,  у)  гаг q/(i), функциялар узлуксиз. Демак, 
'мураккаб функциянинг узлуксизлиги хакидаги теоремага кура / (ср(/,)
"ф (0) ва демак, / (ф (/), \|; (/))■] Ф,2(0 +  'ф/2(0  функция [а, ß] ораликда 
узлуксиз. Демак, бу функция [а, ß] да интегралланувчи булади. 
Яъни

П—1
lim  N] f  (ф(тk), -ф(тk))]/ ф,2(т&) +  г|/2(т ) A t =

max|A^
ß ___________

= \ f (ф (о. "Ф (0) V  ф' (о +  у  “ (о dt.
a

Модомики, X =  Ц) (¿), У =  г); (t) функциялар [а, р] да узлуксиз экан,
унда max {Д^}-н>-0 да Ал:й->0, Аук -+0 ва демак, A sk -+0.  Бундан 

k
эса 1Р -+ 0 булиши келиб чи^ади. (19.8) муносабатдан фойдаланиб

Р ________________
l i m c r  =  1 /(ф(/), ф (0 )  Y ф'2 ( 0  +  i|)'2 (0  dt hp-*  о а

•••булишини топамиз. Бу эса
Э _________________

( / (х, у ) ds  =  С / (ф (/), if (0) ф'2 (t) +  (/) сц
w а

АВ

эканини билдиради. Теорема исбот булди.
Бу теоремадан ^уйидаги натижалар келиб чи^ади.

19. 1 - н а т и ж а .  АВ эгри чизиц ушбу
У =У(х)  ( a ^ x s ^ b ,  y(a)  = А, у ф )  =  В)

тенглама билан ани^ланган булиб, у(х)  функция [a,b] да ^осилага эга

ва  у  узлуксиз булсин. Агар f (x, y)  функция шу АВ да берилган ва 
узлуксиз булса, у  ^олда

ь
{ / (х, у)  ds  =  С / (х, у  (х)) у  1 _|_ у ч  (х) dx (19.9)

лЗ a
•булади.

1 9 . 2 - н а т и ж а .  АВ эгри чизиь̂  ушбу
Р =  Р (9) (°о <  0 ^  ei) 

тенглама билан (^утб координата системасида) берилган булиб, р(0) 
функция [00, 0]] да хссилага эга ва у узлуксиз булсин. Агар }(х,у)
функция шу АВ да берилган ва узлуксиз булса, у ^олда

е,
I  f { x , y ) d s = !  f  (р COS 0, р sin 0) у  р2 _j_ р '2 dQ (19.10)

A S  6°
булади.

Бу натижаларни исботлашни у^увчига ^авола этамиз.



f 1 / х 2 +  у 2 ds 
АВ

эгри чизикли интеграл хисобланснн, бунда АВ — маркази координата бошида, р ад и у - 
си г >  0 га тенг булган айлананинг юцори ярим текисликдаги ^исми.

Равшанки, бу АВ эгри чизиь; ^уйидаги

X =  rc o s  i 1
. . (О <  < <  Л) у =  г  sin  t J

система билан аникланади. АВ  да / (х, у) =  У х 2 +  у 2 — ~V(г cost)2 +  (г sin  t)2 функ­
ция узлуксиз. Д емак,

_______ я  ____________________ ______________________
J  ~У х2 +  у 2 ds =  j  ~]/ (г cos t)2 +  (г sin  t)2 • У  (г cos i ) ' 2 +  (г sin t) '2 di =  

a b  0

я
=  r 2 j  dt =  л  r 2

o
булади.

5. Б и р и н ч и  т у р  э г р и  ч и з и ц л и  и н т е г р а л л а р н и н г  б а ъ з ю  
бир т а т б и ц л а р и .  Биринчи тур эгри чизикли интеграллар ёрдамида 
ёй узунлигини, жиемнинг массасини, огирлик марказларини топиш м ум - 
кин. К^'йида биз биринчи тур эгри чизикли интеграллар ёрдамида ёй 
узунлиги ^андай ^исобланишини курсагамиз.

Текисликда содда АВ эгри чизии; берилган булсин. Бу чизикда-

/ (л:, у) =  1 функдияни ^арайлик. Равшанки, бу функция АВ да узлуксиз. 
f (x, y)  функциянинг биринчи тур эгри чизикли интеграли таърифидан: 
куйидагини топамиз:

J  f ( x , y ) d s  = Um 2  sk = \im 2  =
££  —>0 k=0 I p  ~*0 k=0

Демак,
S = \ds. (*)>

AB

М и с о л .  Ушбу
x — x (0 =  a cos3 t 
у — y (t) =  a s in 3 1

система билан берилган АВ чизи^нинг узунлиги топилсин. Б у чизиц астроидани ифо- 
далайди.

(*) формулага кура аетроиданинг узунлиги

S =  ¡ j t s
АВ



■'булади. Астроида координата у^ларига нисбатан симметрии булишини эътиборга 
олиб, ю^орида келтирилган (19.8) формуладан фойдаланиб куйидагини топамиз: 

л/2 ____________  я/2 _________________________
J^ d s  = 4 J Vx'*{t) + y ' % t ) d t = i  j  l/ ( — За cos2 i-sin i)2 + (За sin2i cos t)2dt = 
a b  о о

П/2 __________  Я/2

=  4 j ] /  Y  s in 2 2 (dt =  6 a j  sin  2 t  dt =  6a^  C° S ^
о 0

Я/2

=  6a.

2 -§ . Иккинчи тур эгри чизикли интеграллар

3. И к к и н ч и  т у р  э г р и  ч и з и к л и  и н т е г р а л  т а ъ р и фи .  Те- 
;кисликда бирор содда АВ эгри чизщни ^арайлик. Бу эгри чизикда 
f{x, у) функция берилган булсин. АВ эгри чизи^нинг

Р = {А0, Аь Л„}

булинишини ва унинг ^ар бир \ А к+{ (А =  0,1. • • • , п — 1) ёйида их-
тиёрий Qk =  {lk, т у  ну^тани (Qk =  Цк,цк) £ \ A k+v k =  0,1____ n — 1)
олайлик. Берилган функциянинг Qk ={lk,цк) ну^тадаги f{lk, r\k) кий-

матини Ak Ak+l нинг Ох (Оу) уцдаги Д хк (Д у к) проекциясига купайти- 
риб цуйидаги йигиндини тузамиз:

ст' =  : 2 / ( ^  (<*" =  ;£  f f t v  л*) -ДУк)- (19.11)*=0 о

Энди АВ эгри чизикнинг шундай

р ь  .............Рп , ■ ■ ■ (19.12)
булинишлари кетма-кетлигини цараймизки, уларнинг диаметрларидан 
ташкил топган мос

* f л «  ,  . . .
‘  1 г  2 г  т

кетма-кетлик нолга интилсин:

К  ->о.т

Бундай булинишларга нисбатан (19.11) каби йдаиндиларни тузиб ушбу 

Оь 02, . . . , От,  . . .  (a i, 02, . . . , о"т, . . . )
кетма-кетликни ^осил ^иламиз. Равшанки, бу кетма-кетликнинг <̂ ар 
бир хади, хусусан, (£А, г\к) ну^таларга >;ам борли^.

1 9 . 4 - т а ъриф.  Агар АВ эгри чизикнинг ?̂ ар цандай (19. 12) кури- 
нишдаги булинишлари кетма-кетлиги {Рт} олинганда ^ам, унга мос 
йириндилардан иборат {от} ({crm}) кетма-кетлик (ck, r\k) нукталарнинг

((I*. V  6 Ak Ak+l) танлаб олинишига борли^ булмаган равишда хамма



ва^т битта Г  сонга (/" сонга) интилса, бу сон о '  (ст") йигиндининг  
лимита деб аталади ва

п—1
lim о ' =  lim  ^  f $ k’ =
Яр —>0 Яр —>0 ^— I

(lim  a" =  lim V  /(Eft, т^)-Д y k =  I") (19. 13>
Я р —* 0 Я р —*0 Q

каби белгиланади.
a ' (о") йигиндининг бу лимитини ^уйидагича хам таърифлаш мум- 

кин.
19 .5 -таъри ф . Агар V e > 0  олинганда >̂ ам, ш у н д а й 6 > 0  топил- 

саки, АВ эгри чизщнинг диаметри %р <  8 булган хар кандай Р  були- 
ниши учун тузилган о '  (о") йигинди учун ихтиёрий ( ck, т]А) ну^таларда,

((1к, V C ' V W  k = 0Д. • • • »  «  — i)
| a ' - / ' | < e  ( | a " - / " | < e )

тенгсизлик бажарилса, Г  сон (/" сон) а'  йигиндининг  (о" йигипди- 
нинг) Хр ~^0даги лимити деб аталади ва (19.13) каби белгиланади. 

Йигинди лимитининг бу таърифлари эквивалент таърифлардир.
19 .6-таъриф . Агар Ар -> 0 да о '  йигинди (о" йигинди) чекли ли-

митга эга булса, у  долда f (x , y )  функция АВ эгри чизик; буйича ин-
тегралланувчи дейилади. Бу лимит f (x, y)  функциянинг АВ эгри чизик; 
буйича иккинчи тур эгри чизикли интеграли деб аталади ва у

[ f {x, y ) dx  (| f ( x , y ) d y )
AS АВ

каби белгиланади. Демак,

J  /(х, у) dx — lim а'  — lim  2  /(£*> Л/ ) 'A x k>
^  Хр- о̂

J  f ( x , y ) d y  =  lim  a"  =  lim  2  /(£*• Ч ^ АУк- 
• - g  Я р  - »О я,р ->o k = Q

Шундай килиб, АВ эгри чизикда берилган f(x, у)  функциядан иккита—  
Ох  ук,идаги проекциялар воситасида ва Оу у^идаги проекциялар во- 
ситасида олинган иккинчи тур эгри чизикли интеграл тушунчалари ки- 
ритилди.

Фараз цилайлик, АВ эгри чизшущ иккита Р(х , у )  ва Q {х,уУ функ- 
циялар берилган булиб, j Р (х, у) dx, J  Q (х, у) d y  лар эса уларнинг ик­

ав  ав 
кинчи тур эгри чизикли интеграллари булсин. Ушбу

J  Р (х, у)  dx +  [ Q(x , y ) d y
АВ  АВ



'йиркнди иккинчи тур эгри чизикли интегралнинг умумий куриниши 
деб аталади ва

| Р (х, у) с1х +  0  (х, у) с1у
АВ

(каби ёзилади. Демак,

^ Р ( х , у ) й х +  <2(х,у)с1у =  | Р(х,у)(1х +   ̂ 0.{х,у)с1у.
А в  АВ АМ

Иккинчи тур эгри чизикли интеграл таърифидан куйидаги натижалар 
келиб чикади.

19; 3 - н а т и ж а .  Иккинчи тур эгри чизикли интеграл эгри чизик- 
нинг йуналишига богли^ булади.

Шуни исботлайлик.
Маълумки АВ эгри чизикда иккита йуналиш (Л ну^тадан В  ну^-

тага_ва В  нуктадан А нуктага) олиш мумкин (АВ, ВА; А Ф В).
АВ эгри чизик.иинг юкоридаги Р  булинишини олиб, бу булинишга 

нисбатан (19.11) йигиндини тузамиз:

-  2  / V  • ■А х к (Д х к =  х к+1 —  х к).
&=0

Айтайлик, Яр —V0 да бу йигинди чекли лимитга эга булсин. Демак, 

П т  2  /(£*, цк) -Ахк = Ь ( х , у ) й х .  (19.14)Ар--»и ь_О Аа

Энди АВ нинг уша Р  булинишини хамда хар бир Ак Ак+1 даги уша

1]̂ ) нукталарни олиб, АВ эгри чизикнинг йуналишини эса В  дан 
А га караб деб ушбу йигиндини тузамиз:

к=0
Яр 0 да бу йигинди чекли лимитга эга булса, у таърифга биноан 

ушбу

С ¡{х,у)йх
ВА

интеграл булади:

' Г - / ' Н1‘ - “  у м * * -
ВА

Агар

=  2 1 / (&*• V  ■А х ь =  -  2  / <&*• % )  ■ ( ч  -  Хк ) =  - о 'к=0 к=0



эканлигини эътиборга олсак, у  5^олда Ар -> 0 да о '  й и р и н д и н и н г  чекли* 
лимитга эга булишидан о'  и и р и н д и н и н г  хам чекли лимитга эга  були— 
ши ва

Нш о
Яр -*0

lim  о'

тенгликнинг бажарилишини топамиз. Демак,
j' / (х, y ) d x  =  — J f (x, y )dx.

ВА Л В

У у дли шунга ухшаш
| /(х,y)dy =  — J  f{x, y ) dy

ВА АВ

булади.
1 9 . 4 - н а т и ж а .  АВ эгри чизик; Ох уцига (Оу у^ига) перпендику­

ляр булган турри чизик, кесмасидан иборат булсин. f ( x , y ) функция шу 
чизикда берилган булсин.

У ^олда
$ f (x , y ) dx  ( j ' J (x , y ) dy )

А В  Л В

мавжуд булади ва
f f (x , у) dx=  0 ( J 7 ( * .  У) d y - 0 ) .

Ав АВ
Бу тенглик бевосита иккинчи тур эгри чизшуш интеграл таърифидан 
келиб читали.

Энди АВ — содда ёпик эгри чнзиц булсин, яъни А ва В  ну^талар 
VCTM3 -VCT тушсин. Бу ёпик чизицни К  деб белгилайлик. Б у содда 
ёпик чизикда хам икки йуналиш булади. Уларнинг бирини мусбат йу­
налиш, иккинчисини манфий йуналиш деб цабул килайлик. Ш ундаи 
йуналишни мусбат деб ^абул ^иламизки, кузатувчи епи^ чизиц буилаб 
^аракат кил ганда, ёпи^ чизик 
билан чегараланган со^а унга 
нисбатан ^ар доим чап томон- 
да ётсин.

Фараз килайлик, К  содда 
ёпи^ чизикда }(х, у) функция 
берилган булсин. Бу К  чизик­
да ихтиёрий иккита турли ну^- 
таларни олиб, уларни А ва В 
билан белгилайлик. Натижада

К  ёпик; чизик иккита АаВ ва _

ВЬА чизи^ларга ажралади (25-
чизма). 25- чнзма

В



f f{x,у)  dx +  ,f f ix, у)  dx
A aB  [BbA

интеграл (агар у мавжуд булса) f (x, y )  функциянинг К  ёпи^ чизин; 
буйича иккинчи тур эгри чизицли интеграли деб аталади ва

f f (x,  у)  dx ёки ф f ix, у) dx 
к к

каби белгиланади. Бунда К  ёпик чизи^нинг мусбат йуналиши олинган. 
»(Бундан буён ёпик чизи^ буйича олинган интегралларда, ёпи^ чизи^ 
мусбат йуналишда деб караймиз.) Демак,

f f  (х. у)  d x =  f / (х, у) d x+  f  ix, у) dx.
К  A i e  BbA

Худди шунга ухшаш

.f f  ix, y) dy  
к

цамда, умумий ^олда

f Р (х, у) dx + Q ix, у) dy  
к

интеграллар таърифланади.
АВ фазовий эгри чизи^ булиб, бу чизи^да f ix,  у , г )  функция берил-

ган булсин. Ю^оридагидек, f ix,  у, г) функциянинг АВ эгри чизщ бу­
йича иккинчи тур эгри чизи^ли интеграллари таърифланади ва улар

fix, у, z) dx, / (х, у, z) dy,  f ( x , y , z ) dz
Л В  Л В  'a b

каби белгиланади. Умумий холда АВ да Р (х, у,  z), Q ix, у,  z) R{x,y,z) 
функциялар берилган булиб, ушбу

£  Р ix, у, г) dx, ^  Q ix, у, z) dy , j^ R (х, у, z) dz
А В  А В  А В

интеграллар мавжуд булса, у  ^олда

\^Р(х,y , z ) dx  +  £ q ix,у , z)dy + R ix,y,  z) dz
А В  А В  A B

йиринди иккинчи тур эгри чизикли интегралнинг умумий куриниши 
деб аталади ва у

Р (х, у, z)dx +  Q {х, у, z) dy  +  R ix, у , z) dz
A B



J  P(x, y , z ) dx +  Q(x,y,  z ) d y  +  R(x , y , z ) dz  = j ^P ( x , y , z ) d x  +
А В АВ

i  Q{x,y,z)dy   ̂ R (-V, у, z) dz.
АВ 'АВ

2. У з л у к с и з  ф у н к ц и я  и к к и н ч и  т у р  э г р и  ч и з и ^ л и  
и н т е г р а л  и. Знди иккинчи тур эгри чизи^ли интегралнинг м авж уд  
•булишини таъминлайдиган шартни топиш билан шурулланамиз.

Фараз ^илайлик, А В эгри чизик ушбу

} * > < ' « »  <1 э л 5 >

•система билан (параметрик формада) берилган булсин. Бунда ср (0  ф унк­
ция [а, р] да ф '(0 ^осилага эга ва бу хосила шу орали^да узл укси з , 
\|з (0 «функция ^ам [ос,, р] да узлуксиз хамда (ф(а), г|- («)) =  А ва (ф(Р), 
г])(Р)) =  В булсин.

t параметр а  дан Р га к*араб узгарганда (х, у) =  (ф (t), г|- (¿)) ну^та
А дан В га к>араб АВ ни чиза борсин. ^

1 9 . 3 - т е оре ма .  Агар f (x,y)  функция  АВ да  берилган ва у з л у к ­
с и з  булса,  у  %олда б у  функциянинг  АВ эгри чизик буйича иккинчи  
т ур  эгри чизицли интеграла

.) f (x,  у) dx 
'Яв

мавжуд  ва

j  f (x, y )dx — § f  (ф (0. Ч1 (0) • ф' (0  dt
АВ  ®

булади.
Ис б о т .  [а ,Р ] орали^нинг

Р  =  { г0Л ,  . . • , U  ( а  =  *0 < * х <  . . . < * „  =  Р )

'булинишини олайлик. Бу булинишнинг булувчи нукталари tk (k =  0, 1 ,

. . . , п) нинг АВ даги мос аксларини Ak дейлик (k =  0 , 1, . . . , п).  
.Равшанки, бу Ak ну^талар АВ эгри чизикнинг

{А0, Аь  . . . , Лп}

булинишини ^осил ^илади. Бундан Ak =  (ф (tk). (^)) ( & = 0 , 1, . . . п) 
булади. Бу булинишга нисбатан ( 1 9 .1 1 )  йириндини

O ' = 2 ^ * ,  л*) -А**
fe=0



тузамиз. Кейинги тенгликда Ьх к — Ак Л&+1 нинг Ох увдаги проекцияси

Д хк =  — хк = ц (¿А+1) — ф ( у
га  тенгдир.

Лагранж теоремасидан фойдаланиб топамиз:
Ф (**+1) -  Ф (**) =  ф' ( 0 , )  • (/*+1 -  tk) =  Ф'  ( 0 ,)  • Д  1к ( 0 ,  6 [/,, tk+l)).

Маълумки, т]&) 6 Л аАа+1 (¿ =  0,1,  . . . л  — 1). Агар бу (|А, г]А) 
ну^тага аксланувчи ну^тани (т^6[/А, /А+1]) дейилса, унда

£й =  ф(тй), т|А =  г];(т4) 

булади. Натижада а'  йигинди ^уйидаги куринишга келади:

о ' =  2  / (ф (Тд), г(7 (т*)) • ф' (0*) • Д 4 .
¿=0

Энди Яр =  шах {Д ¿к} -> 0 да (бу ^олда Яр ^ам нолга интилади) а'  
к

й и р и н ди н и н г лимитини топиш ма^садида унинг ифодасини узгартириб 
^уйидагича ёзамиз:

о'  =  3  / (ф( ̂ ) .  Ф М  • Ф (тА) Д ^  +  2  / (ф (**), Ф М  [ф' (0А) -
А=0 *=0

- ф ' М - Д ^ .  (19.16)
Б у  тенгликнинг унг томонидаги иккинчи цушилувчини ба^олаймиз:

12  / (*Р (т*)> М  К  (0а) ~  Ф' М  • ■А К  | <к=0

< 2  |/(ф (та)> ^  (х*)) 11 ф' (0*> — ф'  (т*) | Д <
А=0

Л=0
бунда

М  =  шах |/(ф (/), (0) I -
а<*<0

Ф' (0 функция [а, р] да узлуксиз. У ^олда Кантор теоремасининг 
натижасига кура, V  8 >  0 олинганда з̂ ам шундай б >  0 топиладики, 
[а ,  р] оралицнинг диаметри кр <  б булган ^ар ^андай Р  булиниш учун

! ■ » ' « - Ф '(т « )| <  (0». \ i V i -  '*+■»

булади. Унда



/ lim 2  / (ф (т*). 4' Ю ) [ф' (9*) — Ф (т*)1 A tk =  °
\'р-+ о * = °

булади. Бу муносабатни эътиборга олиб, (19.16) тенгликда Яр ->-0 да 
лимитга утиб ^уйидагини топамиз:

п—1

lim а ' =  lim 2  /Чф (та). № ) )  ф'(та) А 4  =
0*=о

=  |/(ф(0. Ч’ (0) Ф" (0  dt.
а

Демак,
Р

I  / (х, у) dx =  j  / (Ф {t), \\- (0) Ф' (0 dt.
А В  “

Теорема исбот булди.
Энди (19.15) системада ф(0 функция [а , р] да узлуксиз, \|з(0 ф унк­

ция эса [а , р] да (0 хосилага эга ва бу хосила шу орали^да у з л у к ­
сиз булсин.

1 9 . 4 - т е о р е ма .  Агар f{x,y) функция  АВ да берилган ва у з л у к ­
с и з  булса,  у  хрлда б у  функциянинг  АВ эгри чизиц буйича олин г ан  
иккинчи тур эгри чизицли интеграли

f ( x , y ) d y
A S

мавжуд ва

I' f  (х, у) dy  =  j  / (ф (/), 1)> (0) 1|/ (о dt
А В  “

булади.
Бу теорема ю^оридаги 19.3-теорема каби исботланади.
Бу теоремалар, бир томондан, узлуксиз функция иккинчи тур эгри 

чизикли интегралининг мавжудлигини аниклаб берса, иккинчи томон­
дан, бу ^интеграл аник интеграл (Риман интеграли) оркали ифодалани- 
шини курсатади.

АВ эгри чизиь̂  (19.15) система билан берилган булиб, ф (/), \р (/) 
функциялар [а, р] да ф' (/), ф' (/) хосилаларга эга ва бу хосилалар у з ­
луксиз булсин.

Агар АВ эгри чизикда иккита Р (х, у)  ва Q (х, у ) функциялар берил­
ган булиб, улар шу чизикда узлуксиз булса, у ^олда

\ Р (х, y ) dx +  Q (х. у) dy  =  j  [Р (ф (/), г|з (/)) ф' (/) +
А В  “

+  Q (ф (0. ^ (0) ¥  (01 dt
булади.



3. И к к и н ч и  т у р  э г р и  ч и з и ^ л и  и н т е г р а л ы и н г  х о с с а л а -  
ри.  Юкорида келтирилган теоремалар узлуксиз функцияларнинг ик­
кинчи тур эгри чизикли интегралларини, бизга маълум булган аниц 
интеграл— Риман интегралларига келишини курсатади. Бинобарин, бу 
эгри чизикли интеграллар хам Риман интеграллари хоссалари каби хос- 
саларга эга булади. Утган параграфда эса худди шундай мулохаза би- 
ринчи тур эгри чизикли интегралларга нисбатан булган эди. Шуларни 
эътиборга олиб, иккинчи тур эгри чизикли интегралларнинг хоссалари- 
ни келтиришни ва тегишли хулосалар чи^аришни укувчига хавола эта- 
миз.

4. И к к и н ч и  т у р  э г р и  ч и з и к л и  и н т е г р а л л а р н и  ^ и с о б -  
л а ш. Юкорида келтирилган теоремалар функциянинг иккинчи тур эгри 
чизицли интегралларининг мавжудлигини тасдиклабгина колмасдан улар- 
ни ^исоблаш йулини курсатади. Демак, иккинчи тур эгри чизикли ин- 
теграллар ^ам, асосан Риман интегралларига келтирилиб ^исобланади:

I  / (*, У) с1х =  |/(ф (0, $  (0) ф' (0  сН, (19.17)
А В  “

>у)йу =  ) !  (Ф (0. Ф (0) V  (0 М, (19.1 8 )
А В  «

I  Р (х, у ) йх  +  0  (х, у) йу  = 1 [Р (ф (0, т|з (/)) ф' (0 +
А В а

+  <2(ф(0, гКОН'РМ- (19.19)
Хусусан, АВ эгри чизик

У =  У(х) (а <  х <  Ь)
тенглама билан ани^ланган булиб, у (х) функция [а, Ь] да хосилага 
эга  ва у  узлуксиз булса, (19.17), (19.19) формулалар цуйидаги

$Т(х, у)(1х =  ¡7  (.г, у(х)) с1х,
а в  а  (1 У .2 0 /

ь
С Р (х, у )йх +  0. (х, у)  йу  =  | [Р (х, у  (л:)) +  С} (х, у  (х)) у'  (х)] йх

А В  а

куринишга келади.
Шунингдек, А В  эгри чизик

х ~ х ( у )  (с< у  <  й)
тенглама билан аникланган булиб, х(у)  функция [с, й] ораликда ко­
сила га эга ва узлуксиз булса, (19.18) ва (19.19) формулалар цуйидаги

| / (х, у) йу  =  (х(у), у ) йу ,  (19.21))
АВ с



J P ( x ,  y )dx +  Q(x, y ) d y =  ] [P(x( y ) ,  y ) x ' ( y )  +  Q(x(y),  y ) ]dy  (19 .22 )
A B ‘

куринишга келади.

М и с о л л а р .  1. Ушбу

J у 2 dx +  х2 dy 
А В

у__■■ ^2 у2
интегрални царайлик. Бунда А В — — - f -— =  1 эллипснинг говори ярим текислик-а2 о2
даги ^исмидан иборат.

Эллипснинг параметрик тенгламаси цуйидагича б у л а д и :

х — a eos t, ] 
у =  b sin  t. J

А =  (а, 0) нуцтага параметр t нинг / =  0 циймати, В =  (—<z, 0) нуцтага эса t =  л  
циймати мос келиб, Í параметр 0 дан л  гача узгар ган да (х, у) ну^та А дан В  г а  
•\араб эллипснинг юкори ярим текисликдаги цисмини чизиб чикади. Р (х, у) =  у 2
9  (*• У ) ~ х2 функциялар эса АВ да узлуксиз. (1 9 .9 )  формуладан фойдаланиб k v '  
иидагини топамиз:

л
! ¡y2 dx +  х2 dy =  j  [b2 sin  2t ( — a sin  t) +  a 2 eos2 tb eos t] dt =

AB 0
л 4

=  ab J  (a  eos3 t — b s in 3 1) dt — — —  ab2.
o 3

2. Ушбу

J 3 x2 ydx  +  (*3 -J- 1) dy 
AB

ингегрални ^арайлик. Бунда AB эгри чизи^:
а) (0,0) ну^тадан чиедан (0 ,0) ва ( 1 , 1) ну цталарни бирлаштирувчи турри 

чизик* кесмаси, ™ J v
боланинг’ "й дан ЧИ!̂ к-ан (0 ,0 ) ва (1,1) ну^таларни бирлаштирувчи у  =  х 2 пара-

в) (0,0) ну^тадан чиркан (0 ,0 ), (1 ,0 ), ( 1 , 1)  ну^таларни бирлаштирувчи 
сини^ чизи^дан иборат.

Ю^оридаги (19 .20), (19 .21) ва (19.22) формулалардан фойдаланиб ^уй идаги - 
ларни топэмиз!

а) ^олда

J 3x21l d x + ( x 3 +  \)dy =  J  [Зх2 х +  (х3 +  \ ) ] d x =  j ( 4 x 3 + l ) d «  =  2 ,
ЛВ о о

б) г^олда
I i

j ¿xl ¡jdx •+■ (Л* -г 1) лу =  J [Зл* X2 -j- [X3 -f- 1) 2*J dx =  j  (5*1 +  2«) d* =  2, 
a 2  o  o

в) ^олда

j  3x2ydx +  (** +  1) dy =  J  3*2 ydx +  (x* +  1) dy +  J  3 x 2ydx +  (x* + \ ) d y ,
A B АС CB

бунда A C - - ( 0, 0) ва (1, 0) ну^таларни, СВ — (1 , 0 ) в а  (1 , 1) ну^таларни бирлаш­
тирувчи тугри чизи!$ кеемаларидан иборат.



I 3*2 г/с& +  (х3 +  1 ) ^  =  0, ^Зх2 уйх +  {х?-\- 1 )Лу =  \2<1у =  2. 
АС СВ 0

| Зх2 уЛх +  (л:3 1) йу =  2.
А В

3- §. Грин формуласи ва унинг татби^лари

Маълумки, Ньютон— Лейбниц формуласи ¡ (х)  функциянинг [а, Ь] 
орали^ буйича олинган а н щ  интегралини шу функция бошлангич функ- 
циясининг орали^ чеккалари (чегаралари) даги кийматлари ор^али ифо- 
далар эди.]

Бирор (О) сохада ((О) сг /?2) берилган / (.к, у)  узлуксиз функция­
нинг икки каррали

интегралини тегишли функциянинг шу соха чегарасидаги цийматлари 
оркали (аникроги, со^а чегараси буйича олинган эгри чизи^ли интег­
рал оркали) ифодалайдиган формула ^ам мавжуд. К,уйида бу форму- 
лани келтирамиз.

1. Гр и н  ф о р м у л а с и .  Ю^оридан у  — ф2(л:) (а <  х <  6) функция 
графиги, ён томонлардан х =  а, х — Ь вертикал чизи^лар ^амда паст- 
дан у  — Фх(х) (а <  х  <  6) функция графиги билан чегараланган соха- 
эгри чизи^ли трапецияни ^арайлик. Бу со^ани (О) билан, унинг 
чегараси — ёпиц чизи^ни д(О)  билан белгилайлик (2 6 -чизма).

Равшанки, АВ — ф2 (х) функция графиги, ЕС— Фх (х) функция гра­
фиги ^амда

\§!(х, У)&хйу

д(П) =з ЕС +  СВ +  В А +  АЕ. ]

Р(х, у)  функция шу (£)) сохада берилган ва узлуксиз

У
%(Х)

хусусий ^осилага эга ва 
у  ^ам Ф )  да узлуксиз 
булсин. У холда ушбу

£

(О )

интеграл мавжуд булади 
ва 18- бобнинг 6- § ида- 
ги формулага кура

О а



Р(х' я)Г-Т»=Р{х’
булишини эътиборга олиб цуйидагини топамиз:

ь г
1 1  99 (дуЛ с 1х с 1у = 1 Р{Х' ^ х))йх ~ Г (Х’ ф1(* )} ЛХ’

(С) 0  “

уш бу бобнинг 2- § идаги (19.20) формулага биноан
ь ь

Ц р  (х, ф2 (х)) йх =  Р  ( .V , у) йх, ^ Р  (х, Ф1 (х)) йх =  ^ Р (х, у) йх
а  АВ “ ЕС

булади. Демак,

Л Г % У1 йхйУ = $Р(х ,  у ) й х ~ \ р { х ,  у ) йх  =

Ц С ) I А В  ЕС

=  — | р (х , у ) й х — | р (х ,  у )йх.
ВА  £ С

Равшанки,
С .'

| Р (х ? у ) йх  =  0, ] р (х> У)йх =  °- II

СВ £А

Бу тенгликларни ^исобга олиб цуйидагини топамиз:

I \ ^ % Г йхйу =  “ I Р{х' у) й х - 1 Р (* ’ у ) й х ~ 1 р ( * • »
(£)) £ С  СВ £ Л

—^ Р (х , у)йх = — ( §Р(х,  у ) й х +  \ р (х, у ) ¿ х  Р (х , «/)<** +
Л £  £ С  Й Т  Д А

+   ̂р  (х, У) йх) =  — ]* /> (лг, г/)
Л £  д <°>

Демак,

1 1  дР{Х’д у ~  йхйу  =  “  I Р  ^  йх'  ̂ 19‘23^
(£>) 3(В)

Энди, ю^оридан у  = с, пастдан г/ =  ^ чизи^лар, ён томондан эса 
х — г)?1 (у), х =  г|)2 (у) функциялар графиклари билан чегараланган сщ а — 
эгри чизик;ли трапецияни царайлик. Бу со^ани (£>) билан, унинг



чегараси — ёпик; чизикни д  (D) 
билан белгилайлик (27- чизма).

Q (X, У) функция шу (D) 
со^ада берилган, узлуксиз бу- 

„ dQ (*, у) 
либ, ^  хусусии }$осила-

ЧУ) га эга ва бу хосила (D) да
1 узлуксиз булсин. У холда

Г Г dQ (х, у) . .
} ) ~ d ü ~ dxdy  =
(О)

= \Q{x, y ) d y  (19.24)
d(D)

' ■*“ булади.
Бу формуланинг туррилиги

27- чизма юцоридагидек мулохаза юри-
тиш билан исботланади.

Энди R2 фазода караладиган (D) соха юкоридаги икки холда ка- 
ралган со^анинг ^ар бирининг характерига эга булган соха булсин, 
d(D)  эса унинг чегараси булсин. Бу (D) сохада иккита Р(х, у)  ва 
г. дР (х, у) dQ (х, у) 
Q(x, у) функциялар берилган, узлуксиз булиб, улар -----—— , — ——
хусусий хосилаларга эга хамда бу ^осилалар ^ам (D) да узлуксиз 
булсин. Равшанки, бу >рлда (19.23) ва (19.24) формулалар уринли 
булади. Уларни ^адлаб кушиб ушбуни топамиз:

Г Г Г/ dQ (х, у) дР (х, у)\
J  Р  (х, y ) d x + Q  (х, y ) d y = ) ] [  д L)dxdy.  (19.25)
ä(D) (D)

Бу Грин формуласи  деб аталади.
Демак, Грин формуласи соха буйича олинган икки каррали интег- 

рални шу соха чегараси буйича олинган эгри чизицли интеграл билан 
боглайдиган формула экан.

Биз юьррида Грин формуласини махсус куринишдаги (D) со^алар 
(эгри чизикли трапециялар) учун келтирдик. Аслида бу формула анча 
кенг синфдаги сохалар учун хам тутри булиб, бу факт у сохаларни 
чекли сондаги эгри чизикли трапециялар йигиндиси сифатида тасвир- 
лаш билан исбот цилинади.

2 . Г р и н  ф о р м у л а с и н и н г  б а ъ з и  бир т а т б и ^ л а р и .
1°. Ш а к л н и н г  ю з и н и  т опиш.  Грин формуласидан фойдаланиб, 
ясси шаклнинг юзини содда функцияларнинг эгри чизикли интеграл- 
лари ёрдамида хисобланишини курсатиш ^ийин эмас. ^акикатан хам,
(19.25) формулада Р(х,  у) =  — у,  Q (х, у) =  0 дейилса, у ^олда

| (— у) dx =  J  J  dxdy = D
d(D) (D)

булади. Демак,
D =  — | ydx.

d[D)



• ■— CL COS t 1 /f \ i  q  \ 
I =  Ä s in  í  }

D=)\xdy  (19.26)
d(D)

булади.
l l

(19.25) формулада P(x, y ) =  — 7TÍ/> Q(x, y ) =  x деб олинса, (D) 
со^анинг юзи

D = — j* xdy  — ydx (19.27)
d(D)

булади.
M и с о л . Ушбу

х =  a eos í
У-

эллипс билан чегараланган шаклнинг юзи топилсин. (19.27) ф ормулага кура
2л1 Г 1 гD — —  \ xdy — ydx — — \ (a cos tb cos / +  о sin ta  s in  t) dt =  

d(D) o
2Л

1 r
=  — ab J (cos2 t - f  s in 2 t) dt =  n  ab

o
булади.

2o. И к к и  к а р р а л и  и н т е  г р а л л а р н и  у з г а р у в ч и л а р н и  ал-  
м а ш т и р и б  ^ и с о б л а ш .  Мазкур курснинг 18- боб, 7- § ида (А) со­
ха ни (D) сохага акслантирувчи

х = ц>(и, в), 1
у  =  \|) {и, V) J (19.28)

система уша параграфда келтирилган [Io — 3°-шартларни бажарганда 
(D) сохапинг юзи

(Д) (Д)

булиши айтилган эди. Грин формуласидан фойдаланиб шу формула- 
нинг тутрилигини исботлаймиз.

Аввало (19.26) формуладан фойдаланиб, (D) со^анинг юзи
D = \ x d y  (19.30)

d(D)

D- dudv  (19.29)

булишини топамиз. Фараз килайлик, д  (А) параметрик формада ушбу
и — u ( t )  , . „ 
v  =  v (t) ia < t  < ß  еки a > t >  ß)

система билан ифодалансин. У  холда ^уйидаги
х =  ср (и, v) =  q) (и (t), V (t)), 
у  =  i|j (и, V) =  у  (и (t), V (0)



система (Б)  со^анинг д ( 0 )  чегарасини ифодалайди. Бунда параметр- 
нинг узгариш чегарасини шундай танлаб оламизки, I параметр а  дан 
Р га 1̂ араб узгарганда д  (О) эгри чизш^ мусбат йуналишда булсин. У  
з^олда (19.30) тенглик ушбу

В  = § х й у  =  J ф(ы, и)й^ {и, V) =
дф )  „• д ф )

Р

=  | ф (ы(0, о(0)
д  1|> 511)
в Г и/( 0 + ^ ( 0 ¿и (19.31)

куринишга келади. 
Агар

|ф(Ы, V)
¿(Д)

=  ф(и(0. »(О) (И

булишини эътиборга олсак, у  ^олда

с  =  ± { / 1'
5(Д)

(19.32)

(19.33)

булишини топамиз. Бу тенгликдаги интеграл белгиси олдига цуйилган 
ишорани тушунтирамиз. Юцорида, / параметр а  дан {3 га ^араб узгар­
ганда д{П) эгри чизицни мусбат йуналишда булишини айтдик. Бу 
з^олда ¿(А ) эгри чизицнинг йуналиши мусбат ^ам булиши мумкин, 
манфий ^ам булиши мумкин.Ш унингучун(19.31)ва(19.32)муносабат- 
лар бир-биридан ишора билан фар^ ^илади. Агар д(Е>) эгри чизщ- 
нинг мусбат йуналишига д(А) эгри чизи^нинг >̂ ам мусбат йуналиши 
мос келса, унда «+ »  ишора олинади, акс ^олда эса «—» ишора олинади.

Энди уш бу

] > (ы, 0) еЬ  +  (2(и,
д(А) (Д)

Грин формуласида

р (и, ») =  * ^ *  £(«> о) = Х£1 
деб олсак, у  ^олда бу формула ^уйидаги куринишга келади:

А ё и й о  (19.34)

Ц  Щ _ 1 (  й
_ди\л до  д о [ х ди

Агар

ва

д(Д) (Д)

—  ( А ( ду\ д£д_У.
д и \ Х до )  ~  ди да ' Х диди' до\ д и )  ~  до ди~^ Х

—  (  ) Л (  _ !?5
д и \ Х д о )  д о \ Х д и )  ~~ ди

й ф .  (19.35)

д*у
диди

ду
до'

дх ду  
ди ди

Р(х, у) 
О {и, о)



D =  ± J j - f 7- D (u ,  v)
<Д)

булиши келиб чи^ади.
Маълумки,

г / , D (x ,  у)
7 (“’

якобиан ани^ ишорали, D эса маъносига кура мусбат булиши керак. 
Демак, интеграл белгиси олдидаги ишора якобианнинг ишораси билан 
бир хил булиши керак. Шунинг учун

D (х, у)
D =

(Д)
D (u , v) dudv

булади. Шуни исботлаш лозим эди.
3°.цЭ г р и  ч и з и ^ л и  и н т е г р а л  ^ и й м а т и н и н г  и н т е г р а л -  

л а ш  й ' у л и г а  б о р л и^  б у л м а с л и г и .  Чегараланган ёпи^ борламли 
(D) ((D) с :  R2) сохада иккита Р  (х, у)  ва Q (х, у) функциялар берилган

буксин. Бу функциялар (D) сохада узлуксиз ва ~ д у У) ху-
сусий ^ссилаларга эга ва бу ^осилалар ^ам шу сохада узлуксиз бул- 
син.

1) Агар (D) сохада
д Р (х, у) dQ  (х, у)

(19.36)

булса, у  ^олда (D) сохага^тегишли булган ^ар ^андай К  ёпиц чизик; 
буйича олинган ушбу

[Р{х,  y ) dx  +  Q(x, y ) d y  
к

интеграл нолга тенг булади:

\Р(х, y ) dx  +  Q{x, y ) d y  = Q.' 
k

И'с б ° т . К  ёгащ чизик; чегаралаган со^ани (G) дейлик. Равшанки, 
(G)cz(D).  Грин формуласига к ур а ]

y)dx +  Q(x, S ) ä ü = ^ ( ~ j l - - i-£j^ j!!- )d x d i/
К  (G)

булади. Шартга кура (D) да, демак (G) да
д Р ( х ,  у) _ d Q ( x ,  у) 

ду дх

! д Q (х, у) д Р (х, у)



\Р(х, y ) dx  +  Q(x, y ) d y  =  0. 
к

2) Агар (D) colara тегишли булган хар капдай К  ёпиц чизик бу­
йича олинган ушбу интеграл

\Р(х, y ) dx  +  Q(x, y ) d y  =  0 
к

булса, у  ^олда куйидаги

j  Р  (х, у)  dx +  Q (х, у) dy  (АВ с  (£>)) (19.37)
АВ

интеграл А ва В  ну^таларни бирлаштирувчи эгри чизивда боглик; бул- 
майди, яъни (19.37) интеграл ^иймати интеграллаш йулига борли^ бул- 
майди.

И с бот .  (D) сохашшг А ва В  пукталарини бирлаштирувчи ва шу
co la ra  тегишли булган ихтиёрий иккита АаВ  хамда АЬ В  эгри чи-
зи^ни олайлик. Бу ^олда А а В  ва АЬ В эгри чизи^лар биргаликда 
(D) co la ra  тегишли булган ёпи^ чизи^ни ташкил этади. Уни К  билан 
белгилайлик:

К  = АаВЬА.
Шартга кура

J P ( x ,  y )dx + Q(x, y ) d y  =  f |P( x, y)dx +  Q(x, y) d y  =  0
К  АаВЬА

булади. Интегралнинг хоссасидан фойдаланиб ушбуни топамиз:
| Р(х,  y ) dx + Q(x, у ) d y  =  J Р(х, y )dx+Q(x,  y ) d y  +

АаВЬА А~в

+  Ц Р(х,  y )dx +  Q(x, y ) d y  — J  Р(х, y ) d x +  Q(x, y ) d y  —
B'b A AaB

— f P(x,  y ) d x +  Q(x, y ) d y .
ÁbB

Демак,
f P(x,  y ) dx  +  Q(x, y) d y — [ P(x, y ) dx +  Q(x, y ) d y  = 0 .

Á aB  ÁbB

Бундан эса
f P(x,  y )dx +  Q(x, y ) d y  =  f P(x, y ) dx+Q(x ,  y ) d y

A a B  AbB

эканлиги келиб чицади.
19.2- э с л а т м а .  Юфридаги тасдя^, исээг жараёяицзн куринадя-

ки, АВ эгри чизик; содда эгри чизи^лар тупламидан ихтиёрий олин- 
ганда >'ринлидир.

3) Агар ушбу

f Р(х, y ) dx +  Q(x, у) dy  (АВ cz (D)) (19.37)
A S



интеграл А Еа В ну^таларни бирлаштирувчи эгри чизиада бсгли^ бул- 
маса, яъни интеграл интеграллаш йулига боглик; булмаса, у  ^олда

£ ¡P(x,  y )dx +  Q(x, y ) d y
ифода (D) сохадаЗ берилган бирор функциянинг тули^ дифференциали 
булади.

Ис б о т .  Модомики, (19.37) интеграллаш йулига бсгли^ эмас экан , 
у  холда интеграл А =  (х0, г/0) Еа В =  (xh г/х) нукталар билан бир ^ий- 
матли ани^ланади. Шунинг учун бу ^олда (19.27) интеграл ^уйида- 

гича хам ёзилади:]
(*1- У1)

J Р(х, y ) dx +  Q(x, y ) dy .
{JCo. У о)

Энди А ну^тани тайинлаб, В ну^та сифатида (D) соханинг ихтиёрий 
(х, у)  ну^тасини олиб, ушбу,

(*■ У)
( Р(х, y ) dx +  Q(x, y ) d y l  i  

интегрални цараймиз. Равшанки, бу^интеграл (х, у)  га богли^ булади !
[(*, У)

F(x, у) =  ]' Р(х,  y)dx_-\-Q(x, y)dy.\
(*о. Уо)

Бу функциянинг хусусий ^осилаларини ^исоблаймиз. (х, г/^ну^танинг 
х косрдинатгсига шундай Ах орттирма берайликки, (х +  Ах, у )  нукта 
Еа (х, у), (х +  А х, у) нукталарни бирлаштирувчи тугри чизиц кесмаси 
з̂ ам (D) co lara  тегишли булсин. Натижада F (х, у)   ̂функция з^ам х у ­
сусий орттирмага эга булади:

(*+Д*. у)
F (х +  а  х, у )—F (х, у) =  J' Р  (х, y )dx +  Q (х, у ) d y  —

(*о.г/о)
(*,у) (лг+Д*. у)

— f Р (х, y ) dx +  Q{x, y ) dy  =  J  Р(х,  y)dx + Q(x, y ) d y  =
(Xo.Vo) (*'. У)

(x+Ax. y)
=  \ P(x,  y)dx.

(x, У)

У рта ^иймат ^ацидаги теоремадан фойдаланиб ^уйидагини топамиз:
(х+Длг, у)

Г Р  (х ,у) dx —Р  (х +  9- А х ,у) Ах ( О < 0 < 1 ) .
{х,у)

Натижада
/  (х + А *, ? Ь £ ( * У)_ =  р  {х +  е , а  х, у)

Д х

булади. Бундан
l im  F ( x + A x , y ) - F ( x , y )  = l i m  р  x̂  +  Q.A X i y) =  p ^ ¡ y -)
&X-+Q Д  X Ах-^Ч



булади. Демак, 

Худди шунга ухшаш

ду
булиши курсатилади.

Шундай цилиб,

Р ( х , y ) dx +  Q (х, у ) d y  =  ~ (х’ у) dx +  dF{x' у) d y  =  dF(x,у)
дх ду '

булади.
4) Агар

P(x , y ) dx  +  Q(x,y)dy  (19.38)
ифода (D) со^ада берилган бирор функциянинг тули^ дифференциали 
булса, у  ^олда

д Р ( х ,  у) __ <dQ(x, у)  

ду дх
булади.

И с б о т .  Айтайлик, (19.38) ифода (D) сохада берилган F(x,y)  функ­
циянинг тули^ дифференциали булсин:

Р(х, y ) dx  +  Q(х, y )dy  = d F  (х,у).
Равшанки,

Р ( х , у ) =  дР(х' У) , i2 { х , у ) = Щ х-~у )■.
дх ду

Кейинги тенгликлардан ушбуни топамиз:
' дР (х, у) __ д2Р (х, у)  dQ (х, у) _  d2F (х, у) 

ду дх ду ’ дх ду дх
ттт « д Р ( х ,у ) „  dQ (x,y)
Ш артга кура — ^  лар [(D) сохада узлуксиз. Аралаш

^осилаларнинг тенглиги ^а^идаги теоремага биноан '(^аралсин, 13-боб 
6- §)

д Р(х, у) _  dQ (х, у) 

ду дх

булади.
Ш ундай ^илиб, Грин формуласидан фойдаланган ^олда, ю^оридаги 

1) —  4) тасдицлар орасида

1)=ф- 2)=#-3)=>4)=>- 1)
муносабат борлиги курсатилди.



4-§. Биринчи ва иккинчи тур эгри чизицли интеграллар орасидаги
богланиш

Ушбу параграф да биринчи ва иккинчи тур эгри чизицли интеграл- 
лар орасидаги бсгланишни ифодаловчи формулаларни келтирамиз.

Текисликда содда силлш$ АВ эгри чизи^ ушбу

*  =  * ( s) ( 0 < s < S )
y  = y(s) ¡  v ^  ^

система билан аникланган булсин, бунда s — ёй узунлиги (^аралсин,
ушбу бсбнинг 1-§), x(s) ва y( s )  функциялар х' (s)w y'(s) ^осилалар-
га  эга зрмда бу ^осилалар узлуксиз.

Равшанки, бу эгри чизиц jjap бир ну^тада уринмага эга булади.
Агар Ох ва Оу уклар билан уринманинг ёй усиши томонига ^араб
йуналиш орасидаги бурчак мос равишда а  ва р дейилса, унда

х' (s)=cosa, у '  (s)=cosf$
булади.

Айтайлик, бу АВ эгри чизивда f(x,y) функция берилган ва у зл у к ­
сиз булсин. У з^олда

[  f  (х, у)  dx
АВ

интеграл мавжуд булади ва (19 .17) формулага кура 

J  / (х, у) dx =  j  f  (x(s), y  (s)) • x’ (s) ds
A B  0

тенглик уринли. Бу тенгликнинг унг томонидаги интегрални ^уйида- 
гича

•S «S
(' / ( Ф ), y(s) ) • х' (s) ds =  J  / (x(s) , y  (s) ) cosa ds 
'o a

ёзиш мумкин. Ушбу бсбнинг 1-§ да келтирилган 19.1-теоремадан 
фсйдаланиб цуйидагини топамиз: 

s
J  f (x(s),  у  (s)) c o s  a d s  =  j  f  (x, у) c o s  ad s .
0 A B

Натижада ю^оридаги тенгликлардан

£ f ( x , y ) dx =  J  / (x, y)  cos a  ds
AH A B

булиши келиб чи^ади.
Худди шунга ухшаш, тегишли шартларда

í  / (х, у) d y  =  [ f  (х, у)  cos Р ds
А В ¿ А В

ва умумий ^олда
j  P(x, y )dx +  Q(x, y ) dy=  j" [P(x, у)  cos oc +  Q (x, y) cosp] d s

AB A B
булади.



СИРТ ИНТЕГРАЛЛАРИ

Мазкур курснинг 18-бобида z — z(x, y ) тенглама ани;угаган сил- 
л щ  (S) сирт билан танишган эдик. Бунда z(x,y)  функция (D) со^ада 
((D) a  R2) берилган, узлуксиз ва г ’х(х,у), z'y (x,y)  хусусий ^осилаларга 
эга ^амда бу ^осилалар ^ам (D) да узлуксиз функция эди. (S) 
сирт юзга эга булиб, унинг юзи

s  =  JT V 1 +  zx (х’ у) +  г'у (х' у) dx d'j (20. 1)
га тенг эканлиги курсатилди.

Уша бобнинг пировардида R3 фазодаги (V) со^ада ((К) с :  R3) берил­
ган функциянинг уч каррали интеграли билан танишиб, уни ургандик.

Энди R3 фазодаги (S) сиртда берилган функциянинг интеграли 
тушунчаси билан танишамиз. Сирт интеграли тушунчасини киритишдан 
аввал, бу ерда ^ам функция берилиш сохасшщнг булиниши, булиниш 
булаклари, булинишнинг диаметри тушунчалари киритилиши ке'рак.

Бу тушунчалар [а, Ь] оралицнинг булиниши (^аралсин, 1-кисм, 
9 - боб, 1-§) ва текисликдаги (D) со^анинг булиниши (даралсин, 18-боб,
1- §) даги каби киритилади ва ухшаш хоссаларга эга булади. Шунинг учун 
бу ерда биз бу тушунчаларни киритилган ^исоблаб бевосита баёнимиз- 
ни сирт интегралининг таърифидан бошлаб кетаверамиз.

1 -§ . Биринчи тур сирт интеграллари

1. Б и р и н ч и  т у р  с и р т  и н т е г р а л и н и н г  т а ъ р и фи .  f (x , y , z )  
функция (S) сиртда ((S) cz R3) берилган булсин. Бу сиртнинг Р  були- 
нишини ва бу булинишнинг ̂ ар бир (5*) булагида (/е =  1, 2 , ,  п) ихтиёрий 
( l k,4k, l k) ну^тани олайлик. Берилган функциянинг ( lk, т)А, t k) нуктадаги 
f ( l k,r\k, £ft) кийматини (Sk) нинг Sk t юзига купайтириб, куйидаги 

йигиндини тузамиз:

°  ~  2   ̂̂ k’ ^  ’ ^ к '
4=1

20 . 1 - т а ъриф.  Ушбу

<т =  1 / < Е , П , . У Л  (20.2)
k=\

йиринди f (x, у,  z) функциянинг интеграл йитнди с и  ёки Риман йитн-  
ди с и  деб аталади.

(S) сиртнинг шундай

P v P2 . . . , P m, . . .  (20.3)
булинишларини i^apa ймизки, уларнинг мос диаметрларидан ташкил топ­
тан

Яр > Яр, .  . . ) Яр , . .  .Г\ г  т



кетма-кетлик нолга интилсин: Хр -+0.  Бундай Рт (т =  1 , 2 , . . . )  бу-
линишларга нисбатан / (х, у, z) функциянинг интеграл йигиндиларини 
тузамиз. Натижада (5) сиртнинг (20.3) булинишларига мос интеграл 
йигиндилар кийматларидан иборат цуйидаги кетма-кетлик ^осил була- 
Ди:

o v  о 2, . . . , о т, . . .

20 . 2 - т аъриф.  Агар (S) сиртнинг ^ар цандай (20.3) булинишлари 
кетма-кетлиги {Рт } олинганда хам, унга мос интеграл йигинди ^ий- 
матларидан иборат {ат} кетма-кетлик, (Ьк, ц к, 1к) нуцталарни танлаб 
олинишига богли^ булмаган холда, ^амма вакт битта I  сонга интилса, 
бу 1 а  йигиндининг  лимиты деб аталади Еа у

П
l i ma  =  l i m 2  f ( t k, % , Z k) - S k = I  (2 0 .4 )
Ьр-*" ¿=1

каби белгиланади.
Интеграл йигиндининг лимитини куйидагича хам таърифлаш м ум - 

кин.
20 . 3 - т аъриф.  Агар V e > 0  олинганда ^ам, шундай 6 > 0 т о п и л -  

саки, (S) сиртнинг диаметри 'кр <  6 булган ^ар кандай булиниши ^ам- 
да ^ар бир (Sk) булакдан олинган ихтиёрий (?А, ц к, t k) лар учун

|о — /| < е
тенгсизлик бажарилса, у  холда I сони а  йи гиндинин г  лимити деб ата ­
лади ва у  (20.4) каби белгиланади.

20 . 4 - т аъриф.  Агар Кр->0 да f ( x , y , z )  функциянинг интеграл 
йигипдиси а  чекли лимнтга эга булса, f ( x , y , z ) функция (S) сирт буйи- 
ча интегралланувчи (Риман маъносида интегралланувчи)  ф у н к ц и я  
деб аталади. Бу йигиндининг чекли лимити / эса, f ( x , y ,  z) функция­
нинг биринчи тур сирт интегралы дейилади ва у

f f f (x, y ,  z)ds  
ts)

каби белгиланади. Демак,
П

ff f ( x , y , z ) d s  = l i m a  =  l im 2  /№*, S*)-S4.
( S )  bp -> ° Xp->0

2. У з л у к с и з  ф у н к ц и я  б и р и н ч и  т у р  с и р т  и н т е г р а л и .  
Энди биринчи тур сирт интегралининг м авж уд  булиишни таъминлайди- 
ган шартни топиш билан шугулланамнз.;

Фараз килайлик R3 фазодагиДО) сирт
Z—Z (х, у)  Ш

тенглама билан берилган булсин. Бунда z =  г (х , у )  функция чегаралан- 
ган ёпи^ (D) со^ада ((D) cz R2) узлуксиз ва г ’х (х, у), г ’у (х, у) ^ссилалар- 
га эга хамда бу хо сила л ар ^ам (D) да узлуксиз.



2 0 .1 -те  о р е м а .  Агар Цх,у, г )  функция (Б) сиртда берилган ва 
у злук с и з  бдлса,  у  хрлда б у  фунщиянинг  (Б)  сирт буйича биринчи 
т у р  сирт интеграла

Я  }{х,У, 2) ^
(5)

мавжуд  ва
ГГ ¡{х,у, г ) й 5 =\ ^ (х , у , г , ( х , у ) )  / 1 +  г'*(х, у)  +  г' гу (х,у) йх с1у 
(¿) 

б$лади.
И с б о т .  (5) сиртнинг Р3 булинишини олайлик. Унинг булаклари 

(5 1>. (5 г)> • • • ’ (5 п) булсин. Бу сирт ва унинг булакларининг Оху  
текисликдаги проекцияси (Ю) со^анинг Рв  булинишини ва унинг 
ф 2), . . .  , (£>„) булакларини хссил килади. Р2 булинишга нисбатан
(20.2) йигиндини тузамиз:

П
° ~  ^  ^к' У  ^к' 

к=1
Маълумки, (£*,Т1Й, 1к) 6 (5 Й). Бу ну^тага эксланувчи нук>та (^ , тц) 

булади. Демак, Ък = 2  (^ , г]*). (20.1) формулага биноан

=  и  1 +  г ;2 (х, у) +  2 * (х, у) йх йу  
(°к)

булади.
У рта кий мат хакидаги теорема (каралсин, 18-боб, 5-§) дан фойда- 

ланиб топамиз:

* * = /  1 +  ^ '( У .% * )  +  г ; ( | ; , %*) с ,  № »*,чГ)е(о»)).

Натижада о  йигинди куйидаги

а =  2  г ^ % ) )  5 * =

=  2  /(5,. Ч,. г (Е . .Ч ,) )/ 1 + г ;(1 , ’ .Ч,') +  *¿ '(1 ;. л4* Г О ,
к—\

куринишга келади.
Энди %р2 0 да (бу х;олда -> 0 хам нолга интилади) ст йигин-

дининг лимитини тспиш ма^садида унинг ифодасини узгартириб ёза-



+  2  2 (£*> ть)) + 2* ^ , т1а) +
4 = 1  I.

— 1 +  гх (^4’ Л*) 4- 2у (£*> Ла)

Бу тенгликнинг унг томонидаги иккинчи цушилувчини ба^олаймиз:

2  / Й * . Л * . * ( & 4 - Л * ) )
4 = 1

бунда

Равшанки,

1 +  2х, ( ^ » т1а) +  21/ (£*> Л*)

1 +  г ‘ (?А> Л*) +  2Й (£*> Л*) Л £>а | <  

/ 1 + 2 ; ( | * , т , * )  +  2; ( ^ , л ^  -

--- |/ 1 +  21 (^4’ Л,) +  2  ̂ (^4’ Л*)

М  =  тах|/(х, у, г)|.

/ 1  +  2;* (х, г/) +  2уг (х, у)

4 = 1

£>

функция (О) да узлуксиз, демак, текис узлуксиз. У *олда „Кантор 
теоремасининг натижасига кура V  е >  0 олинганда ^ам шундаи о >  и 
топиладики, (О) со^анинг диаметри <С б булган з̂ ар да и да и И0 у -

линиши учун

/ 1 + 2; ( ^ > л р + 2; ( ^ . л 4 ) "

< м-и—  V 1 +  2*2 (~4> Л4) +  г у  ^ 4 ’ Л 4) 

булади. Унда

2 I (“4’ Л4. 2 (£*> Л4) V I  +  гх (?4 ’ л*) +  2у  ^4> Л Р  ~
4= 1

-У  1 +  г'х\ 1к, тд  +  /; (?,, л4) »̂4 < Л 1 ж 2 1^ ~ &

ва, демак,

П т  2  / (^-Л 4-2 (^-Л4)) 
*■/>£, 4 = 1

/ 1 + г ; в * » . ч ; ) + г»'(б;. ч»*>" 

- / ! + < ( ! » .  гь) +  г ; е , . ч . )  ] ^ = о

булади.



(20.5) тенгликнинг унг томонидаги биринчи ^ушилувчи

2  f  (&*• Ч * .г  (S*. Т1А)) / " 1 +  * '’ (£*. Л*) +  г ;  (gt , г)А) Dfe

эса

/ (х, У, z (х, у)) / 1  +  2;* (х, у) +  г ;  (х, у)

функциянинг интеграл йириндисидир. Бу функция (D) сохада узлук- 
сиз. Демак, АР д-»-0  да интеграл йигииди чекли лимитга эга ва

1 , 1 г '(5* ' 'Ч*) > / ' 1 + г»‘ <^'Ч ,) +  ^ (Е » .Л ,)  О, =

“ Я  ?(х’ У’ г (х>У)) Y 1 +  гх%(х, У) (х, у) dx dy

булади. Бу муносабатни эътиборга олиб, (20.5) тенгликда Яр ->-0 да 
лимитга утиб топамиз: 6

D ,=-

=  Я  /(* , У, г (х, у)) Y \ + z ^ ( x , y )  +  z ‘ {x, у) dxdy.
(D)

Демак,

Я  f (x ,y ,z )ds  — fj" / (х, г/, 2 (х, //))}/ 1 - f  z” (х, у)4-г 'г (х, у) dxdy.
(5) (£)) *

Теорема исбот булди.
Бу теорема, бир томондан, узлуксиз функция биринчи тур сирт 

интегралининг мавжудлигини ани^лаб берса, иккинчи томондан, бу ин­
теграл икки карраля Риман интеграли ор^али ифодаланишини курсата-

2 0 .1 -э с  л а т м а .  (S) сирт x = x(y,z) {у =  у  (г, х)) тенглама билан 
ани^ланган булиб, х = х(у,х)  функция ( y(z,x)  функция) (£>) сохада 

узлуксиз ва xy (y,z), х'г (у,г)  хусусий хосилаларга (у'г ( г ,х), 
Ух (2>х) хусусий ^осилаларга) эга з^амда бу ^осилалар (D) да узлуксиз 
булсин.

Агар f  (х, у, г) функция шу (S) сиртда берилган ва узлуксиз булса, 
У ^олда бу функциянинг биринчи тур сирт интеграли

ff f(x, y,z)ds
(S)

мавжуд ва

Я  f (x ,y ,z ) d s  =  [f f ( x  (у, 2), y , z ) V  1 +  х'г {у, z) +  xl’ (у, z) dydz,
(b)

(Я /(*>У’ z) ds  =  ff f (xt y(z,x),z)  / 1 +y'z(z, x) +  y ’l  (z, X) dzdx)
(S) (D)

булади.



2 0 . 2 - э с л а т ма .  Биз ¡ (х ,у , г )  функция биринчи тур сирт интег- 
ралининг мавжудлигини махсус куринишдаги (Б) сиртлар (г =  г  (х, у), 
х — х(у, г), у = у{г,х)  тенгламалар билан аникланган сиртлар) учун 
келтирдик. Аслида функция интегралининг мавжудлиги кенг синфдаги 
сиртлар учун тутри булади. Жумладан, агар (5) сирт чекли сондаги 
ю^орида айтилган сиртлар йигиндиси сифатида тасвирланган булса, 
унда берилган ва узлуксиз булган / (х, у, г) функциянинг сирт интегра- 
ли мавжуд булади ва у  мос икки каррали интеграллар йигиндисига 
тенг булади.

3. Б и р и н ч и  т у р  с и р т  и н т е г р а л л а р  и н и н г  х о с с а л а р и .  
Юкорида келтирилган теорема узлуксиз функциялар биринчи тур сирт 
интеграллзрининг икки каррали Риман интегралларига келишини кур- 
сатади. Бинобарин, бу сирт интеграллар икки каррали Риман ин- 
теграллари хоссалари каби хоссаларга эга булади. Икки каррали Ри­
ман интегралларининг хоссалари 18-бобнинг 5 -§  ида урганилган.

4. Б и р и н ч и  т у р  с и р т  и н т е г р а л л а р н и  д и с о б л а ш .  Ю^ори- 
да келтирилган теорема функция биринчи тур сирт интегралининг мав­
жудлигини тасдиклабгина колмасдан, уни хисоблаш йулини ^ам кур- 
сатади. Демак, биринчи тур сирт интеграллар икки каррали Риман ин­
тегралларига келтирилиб ^исобланади:

С[ Г(х, у, г) =  (Т / (х, г/, г (х, у)) V 1 +г'*х (х, у)  +  г 'у (х, у) йх йу,
(Я) (О)

СС 1(х , у , г ) й5=\и (х  ( у>2)- У>г) ^ 1 + х ' Шу (У, г) +  х'1 (у, г) й у  йг, (20.6) 
'(¿) (Ь) ______________ _

Я  / (х, у, г) =  Я I (х, у  (г, х), г) / 1  +  у'\ (г, х) +  у'1 [г, х) йг  с1х.

интегрални карайлик. Бунда (5 ) -  х* +  у* +  г * = г *  сферанинг 2 =  0 1екисликнинг 
юк^орисида жойлашган цисми.

Равшанки. (5 )  сирт

тенглама билан аникланган булиб, бу сиртда берилган
{ ( х , у , г )  =  х +  у +  г 

функция узлуксиздир. 2 0 .1 -теоремага кура

¡  =  Ц ( х +  у +  V г 2 —х2 — у 2 )  V  \ +  г'1  (х, у) +  2 '*  (х, у) <1х йу
(О) л

булади, бунда (О) =  [(х , у) £ Я2:х2 +  у г <  г2}.
Энди бу тенгликнинг унг томонидаги икки каррали интегрални .^исоблаймиз:

(5)
М и с о л л а р .  1. Ушбу

I =  М (х +  У +  г) Л  
(5)

г =  У  г 2 — х г — I(

гх (х, у) =
У  г2—х-—у 2

х

V 1 +  г ‘х (*• у) +  г'у (*• у) ~
Г

Уг2—х*—у*



/ = $ ) (*  +  í/ +  TA' 2 _ * 2 _ í/ 2  l + zx’ (x ’ У) +  *£(х.у) dxdy =

+ ' ) * « » ■
(О)

Кейинги интегралда узгарувчиларни алмаштирамиз:

X =  р cos ip, у  =  р sin  t|).
Н атиж ада

2я  г   ̂ 2 я  г
г г Г / Г Г Р ĉos М5 Ч- s«n "Ф) 1 \ (‘ / Г Р  (eos ib 4 - sin  М  \
‘ - r ¡ [ ) í ^ ^ = W ~  +  1 pd p } d' b = r ji j — v ~  v - m - W

0 0 0 0 
2 я  г 2 л  Г

+  r j  ^ j pdpjdi|> = r j  icosr|> +  sin ip W  [ ^ 7 = = + r - 2 n ^ = n r 3. 
o o  о о P

Д емак, берилган интеграл
JJ (* +  У +  2) ds = nr3
(S)

булади.
2. Ушбу

ÍJ •* (í/ +  2) ds 
(S) ___________

интегрални кпраилик, бунда (S ) — x — j  b2 — у 2 цилиндрик сиртнинг z =  0 
г  =  с (с >  0) текисликлар орасидаги цисми. ’

Модомики, бу ( 5 )  сирт х =  У  Ь2 — у 2 куринишда берилган экан. унда интег­
рални ^исоблаш учун  (20.6) формуладан фойдаланиш лозимдир:

Я  / (X, у, Z) ds =  Я  f(x (у, 2), у, z) y i + X ‘y { y ,z )  +  X- l ( y ,z )  dydz.

Бунда (D) со^а (S) сиртнинг Oyz текисликдаги проекциясидаи иборат:

(D )=  {(у, z ) £ R 2 : х  =  Y Ь2 — у 2 , 2 =  0, г  =  с} =
_________=  {(У, z) 6 Л 2 : — «/ < 6 , 0 < г ^ с } .

*  == К  Ь2 — у 2 функциянинг хусусий ^осилалари

х* ^ * ) = - у = = р .  = °
булади. Д емак,

J í  * &  +  * ) *  =  f f ] /  Ь2 - У 2 (y +  z) I / t , _ У 1 . =
(S) (D) r 62 —1/2 *

= 6 J  j  (</ +  2) d£/dz
(D)

булади. Б у  тенгликнинг унг томонидаги икки каррали ингегрални ^исоблаб топа- 
миз*

Ь с  ь

ъ I I (y +  z) áydz =  b | ( j  (i/ +  *)dz) áí/ ■= 6 j  î yz +  -у j 2~cdi/ =

f> ¿C2
- 6 +  T _i/

b

- b



J J  х (У +  z) ds =  b2 с2. 
(S)

2 -§ . Иккинчи тур сирт интеграллари

Я3 фазода 2 =  2 (х, у)  тенглама билан аницланган (5 ) сиртни ка- 
райлик. Бунда г(х, у)  функция чегараси булакли-силлик; чизицдан ибо- 
рат булган (О) сохада ({О)а Я2) берилган, узлуксиз, г'х(х, у), г у {х, у) 
хусусий хосилаларга эга хамда бу ^осилалар ^ам узлуксиз. Одатда 
бундай сиртни силли!^ сирт дейилади. О ш щ  сирт ^ар бир (х0, у 0, г 0) 
нуктасида уринма текисликка эга булади.

Энди (5) сиртда унинг чегараси билан кесишмайдиган К  ёгащ чи- 
зи^ни олайлик. (х0, у 0, 20) ну^та сиртнинг К  ёпик чизи^ билан чега- 
раланган ^исмига тегишли булсин. Бу чизик;ни Оху текислигига проек- 
циялаймиз. Натижада Оху текисликда хам К„ ёпик; чизи^ хосил була­
ди. Мазкур курснинг 19-боб, 2 -§  ида текисликдаги ёпик; чизи^нинг 
мусбат ва манфий йуналишлари киритилган эди. (5) сиртдаги ёпик, чи- 
зикнинг мусбат ва манфий йуналишлари ^ам шу сингари киритилади. 
Шуни х;ам айтиш керакки, йуналишнинг мусбат ёки манфийлигини 
ани^лаш ^аракатланаётган ну^тага к,ай томондан ^арашга ^ам богли^.

Сиртнинг (х0, у 0, 20) ну^тасидаги уринма текисликка шу ^ну^тада 
перпендикуляр утказайлик. Бу перпендикулярнинг мусбат йуналиши 
деб шундай йуналиш оламизки, унинг томонидан кара л ганда иккала 
(К ^амда К „) ёпи^ чизи^ларнинг йуналишлари мусбат булади. Унинг 
манфий йуналиши эса шундай йуналишки, у томондан ^аралганда Кп 
нинг мусбат йуналишига К  нинг манфий йуналиши мос келади. Пер­
пендикулярнинг мусбат йуналиши буйича олинган бирлик кесма сирт­
нинг (х0, у 0, 20) нуктадаги нормали  дейилади.

Нормалнинг Ох, Оу ва Ог ухларининг мусбат йуналишлари билан 
ташкил килган бурчакларини мос равишда а , р, V оркали белгиласак,

булади ва улар нормалнинг йуналтирувчи косинуслари дейилади (к,а- 
ранг, Г. М. Фихтенгольц, «Математик анализ асослари», II к,исм).

Исботлаш мумкинки, силли^ (5) сиртнинг барча ну^таларидаги 
перпендикулярларнинг мусбат йуналишлари (нормаллари) бир хил бу­
лади. Ва, демак, манфий йуналишлари ^ам. Шунга кура, сиртнинг ик- 
ки томони ^а^ида тушунча киритилади.

Сиртнинг устки томони деб, унинг шундай томони олинадики, бу 
томондан ^аралганда иккала (К ва К п) ёпи^ чизи^ларнинг йуналиш­
лари мусбат булади.

co sa

1
(20.7)



Сиртнинг устки томони царалганда К п билан чегараланган текис 
шаклнинг юзи мусбат ишора билан, пастки томони (иккинчи томони) 
царалганда манфий ишора билан олинади.

1. И к к и н ч и  т у р  с и р т  и н т е г р а л и н и н г  т а ъ р и фи .  f (x, y , z)  
функция (S) сиртда берилган булсин. Бу сиртнинг маълум бир томо- 
нини олайлик. Сиртнинг Р  булинишини ва бу булинишнинг ^ар бир 
(5 а) булагида (k= l, 2, . . . , п) ихтиёрий r)ft, £А) нудга (k =
— 1, 2, . . .  , п) олайлик. Берилган функциянинг (£ft, г\к, £*) нуктада- 
™ Т*А’ ^  цийматини (Sk) нинг Оху текисликдаги проекцияси 
(Dk) нинг юзига купайтириб куйидаги йигиндини тузамиз:

П
=  T)ft> £*)£>*. (20.8)

(S) сиртнинг шундай

Л .  Р а, ■ • • , Р т, . . . (20.9)
булинишларини караймизки, уларнинг мос диаметрларидан ташкил топ­
тан

APi, КРг, . . . , Хрт, . . . 

кетма-кетлик нолга интилсин: крт-*~0. Бундай Р т (т ~  1, 2, . . .) 
булинишларга нисбатан f (x, у,  z) функциянинг интеграл йигиндилари- 
ни тузамиз. Натижада (S) сиртнинг (20.9) булинишларига мос интег­
рал йигиндилар кийматларидан иборат куйидаги

1̂? ^2»' • • • > • • • 
кетма-кетлик ^осил булади.

2 0 . 5 - т а ъ р и ф .  Агар (S) сиртнинг ^ар кандай (20.9) булинишлари 
кетма-кетлиги {Рт} олинганда хам, унга мос интеграл йигинди ций- 
матларидан иборат {стт } кетма-кетлик, (с*, г\к, £л) ну^таларни танлаб 
олинишига бстРли  ̂ булмаган .^олда з^амма вадг битта I сонга интилса, 
б у  I  о  йигиндининг  лимитиЦ,деб аталади ва у

Н ш а =  l im г|А, Д О *  = 7
»■р-0 Vp-*0^
П
V  -  (20

каби белгиланади.
Интеграл йигиндининг лимитини дуйидагича хам таърифлаш мум-

2 0 . 6 - т а ъ р и ф .  Агар \/г^>0  олинганда хам, шундай 6 ]> 0 топил- 
саки, (5) сиртнинг диаметри Хр <С б булган з$ар кандай Р  булиниши 
^амда .^ар бир (5 А) булакдан олинган ихтиёрий (ск, т)А, £*) лар учун

\о — 1 \ < г
тенгсизлик бажарилса, у  з^олда I  сони а йигиндининг  лимити деб 
аталади ва у  (20.10) каби белгиланади.

2 0 . 7 - т а ъ р и ф .  Агар Хр ->-0 да /(х, у , г) функциянинг интеграл 
й и р и н ди си  а  чекли лимитга эга булса, / (х, у, г) функция ( 5 )  сирт­
нин г  танланган  томони буйича интегралланувчи функция  дебатала-



ди. Бу йириндининг чекли лимита I  эса, / (х, у ,  г )  функциянинг (S ) 
сиртнинг танланган томони буйича и к к и н ч и  т у р  с и р т  и н т е г р а л и  деб 
аталади ва у

i f  f ix,  у ,  2) dxd y
(S)

каби белгиланади. Демак,

f i  f ix, У, z)dxdy — Hm ст =  lim  ^  f ( l k,
(S) V  Xp-*-u A=i

Функция иккинчи тур сирт интегралининг ^уйидагича

ff f{x, У, z)dxdy  (20 .11)
(S)

белгиланишидан, интеграл (S) сиртнинг кайси томони буйича олинган- 
лиги куринмайди. Бинобарин, (20.11) интеграл тугрисида ran борганда 
х;ар гал интеграл сиртнинг к>айси томони буиича олинаетганлиги аитиб

б°РРавшанки, f (x, у,  г) функциянинг (S) сиртнинг бир томони буйича 
олинган иккинчи тур сирт интеграли, функциянинг шу сиртнинг ик­
кинчи томони буйича олинган иккинчи тур сирт интегралидан фа^ат 
ишораси билангина фарк, ^илади.

Юкоридагидек,

Я / (* . У. 2) dydz,  Я  /(*. У. z)dzdx 
(S) <5>

иккинчи тур сирт интеграллари таърифланади.
Шундай килиб, сиртда берилган /(*, у, г) функциядан у ч т а — Оху 

текисликдаги' проекциялар, Оуг  текисликдаги проекциялар Х.амда О ^  
текисликдаги проекциялар воситасида олинган иккинчи тур сирт интег

О .  « ( Г .  *  2 ) .  №  » .  * )  Ф У » -

циялар берилган бÿлиб, ушбу

Я  Р {х, у,  z) dxdy,  Я  Q (х> У> z) dy dz' Ц R {х' у ' z) dzdx

интеграллар мавжуд бу'лса, у  ^олда

Я  Р(х, у, z ) dxdy+  Я  Q(x’ У' 2) dydz  +  Я  R (х> У’ 2) dzdx
(S) W  (5>)

йигинди иккинчи тур сирт интегралининг умумий куриниши деб атала­
ди ва у

ff Р{х, у, г) dxdy +  Q (х, у, z)dydz  +  R (х, у, z)dzdx
(5)

каби белгиланади. Демак,

ff Z3 (д:, у, z)dxdy- tQ(x,  у, z) dydz  +  R (х, у, z) dzdx =
(S)

=  ff Р(х, у , z)dxdy + .f.f Q{x, у, z)dydz + Я  R(x, У* г ) dzdx .
(S) (S) (S)



Энди R3 фазода бирор (У) жисм берилган булсин. Бу жисмни ураб 
турган ёпиц сирт силли^ сирт булиб, уни (S) дейлик. f(x, у , г) функ­
ция (У) да берилган. Оху  текисликка параллел булган текислик билан 
<У) ни икки цисмга ажратамиз: (У) =  (l/j +  (У2). Натижада уни ураб 
турган  (S) сирт ^ам (S j) ва (S 2) сиртларга ажралади. Ушбу

1)7 У, z ) d xd y  +  J J  f (x, у, z ) dxdy  (20.12)
(■Si) (s2)

интеграл (агар у  мавжуд булса) f (x,  у, г) функциянинг ёпик; сирт бу- 
иича иккинчи тур сирт интеграли деб аталади ва

^  f{x, у,  г) dxdy
(S)

каби белгиланади. Бунда (20.12) муносабатдаги биринчи интеграл (S J  
сиртнинг _устки томони, иккинчи интеграл эса (S2) сиртнинг пастки 
томони буйича олинган. Худди шунга ухшаш

f ix, у, z) dydz,  ^  /(х, у, z)dzdx
(•S) (S)

?^амда, умумий ^олда

$ Р ( х ,  у, Z)dxdy +  Q{x, у,  z)dydz+R(x,  у, z)dzdx
(5)

интеграллар таърифланади.
2 . У з л у к с и з  ф у н к ц и я  и к к и н ч и  т у р  с и р т  и н т е г р а л и .  

Ф араз цилайлик, R3 фазода (5) сирт z — z(x, у) тенглама билан берил- 
у ™?н- Бунда 2 =  г,(х> У) функция чегараланган ёпик (D) сохада 

™ '  <~ ^  ) узлуксиз ва гх(х, у), z'y (х, у) хусусий ^осилаларга эга ^ам- 
д а  б у  ^осилалар ^ам (D) да узлуксиз.

2 0 . 2 - т е о р е м а .  Агар f (х, у,  z) функция (S) с иртда берилган ва 
у з л у к с и з  булса,  у  хсолда б у  функциянинг  (S) с ирт буйича олинган 

иккинчи  тур  сирт интеграли
Я  f ix,  у, z)dxdy

м а в ж у д  ва
¡ [ f i x ,  у ,  z ) d x d y =  Я  f ix, у, Z(x, у)) dxdy  

б ула ди .  <D)
И  с бот .  (S) сиртнинг Ps  булинишини олайлик. Унинг булаклари 

(<Si)> (S 2), . . . , ( S J  булсин. Бу сирт ва унинг булакларининг Оху 
текисликдаги проекцияси (D) нинг РD булинишини ва унинг (D J, 
(^ а ) .  • • • , {Dn) булакларини ^осил ^илади. Ps  булинишга нисбатан 
уш бу йигиндини тузамиз:

П
<*=  /(£*• %  С*) • Dk. (20.8)

А гар  (5) сиртнинг устки томони ^аралаётган булса, у  холда барча 
Dk лар мусбат булади.



Модомики, f (x, у ,  z) функция z = z(x, у)  сиртда берилган экан, у  
х ва у  узгарувчиларнинг цуйидаги функциясига айланади: 

f (x,  у, z) — f  (х, у , z{x, у)).
Бундан эса

1к =г{1к, т]А) (k =  1, 2 .............п)
булиши келиб чикади. Натижада (20.8) йт-инди ушбу

а  =  2  f i l k, %,  *(?*, %)) -Dk 
k=l

куринишгй келади. Бу йигинди /(х, у, z{x, у)) функциянинг интеграл 
йигиндиси (икки каррали интеграл учун интеграл йигинди) эканини 
пайцаш цийин эмас. Агар / (х, у,  z(x, у)) функциянинг (D) да у зл ук - 
сиз эканлигини эътиборга олсак, унда -»-0  да

2  /(5*. %  z(E*. % ) ) Dk k—l
йигинди чекли лимитга эга булади ва

, l i m0 2  /(!*, %  2(5*. т !* ) )Я * = Я / (* . У. y) )dxdy
Apß ->u *=1 (D)

булади. Демак, П
lim ст=  lim 2  ТЬ> У  ' =

=  lim 2  /(5*. л*, г (5*. Л*))Л* =  Я  /(*• ^  г (*- y ^ dxdy-
bpD ->0 *=1 (D)

Бундан эса
\\f(x, у, 2) 'dxdy =  Я  f ix,  У, z(x, y ) ) dxdy
(S ) (D)

булиши келиб чикади. Теорема исбот булди.
Агар (5) сиртнинг пастки томони ^аралса, унда барча Dk лар ман-

фий булиб,
Я / (х,  У. z) dxdy = -  Я  f ix,  у ,  z(x, у ) ) dxdy
(S) (О)

булади.
Худди ю^оридагидек, тегишли шартларда

Я  f ix,  у, z)dydz,  Я  f ix,  У, г) dzdx
(5) (S)

интеграллар мавжуд булади ва
Я  f ix,  у,  z) dydz =  Я  f ixi y ,  z) , y ,  z) dydz,
<6> №>,.
Я f ix,  у,  z) dzdx =  Я  f ix, у  (г, x),z)dzdx 
<s) W)

булади.
2 0 . 1 - н а т и ж а .  Ясовчилари Oz ук;ига параллел булган (S) цилин­

дрик сиртни царайлик. f ix,  у, z) функция шу сиртда берилган булсин. 
У  з^олда

И fix, У, z) dxdy



мавжуд бÿлaди ва у  нолга тенг:

.if  f(x, у, z) dxdy =  о.
CS)

Худди шунга ухшаш, тегишли шартларда

H f( x> У> г) dydz — 0 , ff f(x, г/, z) dzdx =  О
(S)

булади.

д а н г е Г б  бе^ т а  ИККШЧИ тур ««ртЗ интегралларн таърифи-

Î S S Ï Ï Î \ S , аб=  К?РСЭТ"Ш "  ^
3. И к к и н ч и  т у р  с и р т  и н т е г р а л л а р и н и  ^ и с о б л а ш  Юко- 

рида келтирилган теоремадан фойдаланиб иккинчи тур сирт интеграл­
ларини хисоблаш мумкин. Унда иккинчи тур сирт интеграллапи ™  
каррали Риман интегралларига келтириб хисобланади:

Я / ( ^ .  У у z)dxdy =  \\ f(x, у , z( х, у)) dxdy,

JT f(x, у, z)dydz =  J J  f(x(y, z), y, z)dydz, 

f'¡f{x , y , z)dzdx= [\ f(x , y(z, X), z),dzdx.
(D)

M и с о л. Ушбу

j7  {^+Jbï+kz)dxdy
интегрални ^арайлик. Б у н д а ^ ) -  + - 2 .  =  , эллипсоиднинг 2 =  0 те-

йиадИолинганСТДа Ж0ЙЛашган ^исми бУлиб- интеграл шу сиртнинг пастки томони бу- 

Равшанки, бу (S )  сиртнинг тенгламаси ^уйидагича булиб,

J/ а2 ¿,2 ' 
унинг Одгг/ текислигидаги проекцияси

(О) ={(*, г/)6 « 2: +
эллипсдан иборатдир.

(S )  сирт ^ам, бу сиртда берилган
X2 /#2 

/(*. * , * )  = — + -  + *г

функция ^ам 20.2- теореманинг шартларини цаноатлантиради. У  ^олда

Я ( ^ +^ +‘г)
(*’) т\



булади. Интеграл (S ) сиртнинг пастки томони буйича олинганлиги сабабли тенглик- 
нинг унг томонидаги икки каррали интеграл олдига минус ишораси куйилди.

Энди бу

(D) ___________

(D )
икки каррали интегрални ^исоблаймиз, Икки каррали интегралда узгарувчиларни 

*  =  apcos<p, i/ =  ö р sin  ф 
каби алмаштириб ^уйидагини топамиз:

* 1 /  1 _  L2) dxdy = f r J. _______  .
I/  ¿2 a a ¿а )  M  \(ke]f \ —  p^ — p2) a& p d p l d(p =

\d ) o o

=  ab j [ (' ( kcp У 1 — p 2 — p3) d p  1 dcp =  2 я  ab [ ----- —  _ i !  ~  P2)  ̂ — -  11
o o  l 2 3/2 4

= 2 л a& I — — -f — ].

* 2 y2 \ ( kc 1 \
^  +  äxdy =  2 n a b  —  -  —

Д емак,

^  Ь* 1- K*)“*“!! - ~
~(S)

4. Б и р и н ч и  в а  и к к и н ч и  т у р  с и р т  и н т е г р а л л а р и  о р а с и -  
д а г и  бор л а н иш.  Биз 19-бобнинг 4 - §  да биринчи ва иккинчи тур 
эгри чизи^ли интеграллар орасидаги богланишни ифодалайдиган фор­
му лаларни келтирган эдик.

Шунга ухшаш, биринчи ва иккинчи тур сирт интеграллари ораси­
даги богланишни ифодаловчи формулалар ^ам м авж уд.

(5) сирт ва унда берилган f  (x, у ,  г) ва Р(х,  у ,  z), Q(x, у ,  г),  
Rix, у, z) функциялар тегишли шартларни ^аноатлантирганда (дарал- 
син, 2-§нинг 1-пункта) ушбу

Я  f ix, у, z) dydz =  ff f{x, у, z).cos a d s ,
(S) (S)

J.f f ix, У, z)dzdx =  (f f(x, y,  z) cosß ds , (20 .13)
<S) (S)

Я  f ix, У, z) dxdy =  ff f ix,  y,  2) cos yds ,
(>) (S\

умумий долда
Я  Pix, У, z)dydz +  Q(x, у,  z) dzdx +  R (x, y,  z) dxdy  =
(5)

« J J  [/>(*, ». z) cos a  -f  Q (x, y,  z)cosß +  R(x, y,  2)cosy]ds 
('S)

формулалар уринли булади.

Бу формулаларнинг тугрилигини исботлашни у^увчига ^авола этамиз.



R3 фазода z — z (х, у ) тенглама билан ани^ланган силли^ (5) сирт 
берилган булсин. Б у сиртнинг чегараси d(S ) булакли-силлнц эгри чи- 
зиц булсин. (5) сиртнинг Оху текисликдаги проекциясини (D) дейлик. 
Унда d(S ) нинг проекцияси d(D)  дан иборат булади.

Фараз ^илайлик, (5) сиртда Р(х,  у , г) функция берилган булиб, у 
узлуксиз булсин. Ундан таш^ари бу функция (S) да

дР  (х , у, г) дР(х, у, г) дР (х , у , г) 

дх ду dz

хусусий ^осилаларга эга ва улар узлуксиз булсин.
Ушбу

f Р(х, у,  z)dx
d(S)

эгри чизи^ли интегрални дарайлик (унинг мавжудлиги разшан). Агар 
о (5 ) чизицнинг (S) сиртда ётишини эътиборга олсак, у  холда

I  Р(х,  у,  z ) d x=  f Р(х, у ,  z(x, y))dx
d(S) d(D)

булади.
Энди Грин формуласидан фойдаланиб ушбуни топамиз:

J  />(*, у,  г (х.  ü ) ) dx—  f f  -№<х’ » »  dxi y .
6(0) (D )

Равшанки, Р(х,  у, z(x, у)) функциянинг у  узгарувчи буйича хусу­
сий ^осиласи

др (х, У, г (х, у)) ' дР (х, у, z (х, у))
ду  +  Jz • Zy ( x ’ У)

булади.
Ушбу бобнинг 2 -§  идаги (20.7) муносабатлардан

Zy(x, y) = - ^ l l  
cos y

булишини эътиборга олсак,

ÖP (X, у ,  Z (X, у)) ' ЭР(Х, у,  2(Х, у)) ’ ,  s

ду  +  dz ' Zy[X' У>
0)

dxdy  =

д Р (х ,  у, г(х ,  у)) дР(х,  </, г (х, и)) cosß  1 . .

У, 5 ----------- - ^ 7Щ
булади.

Натижада царалаётган интеграл учун ^уйидаги тенгликка эга 6v- 
ламиз:



Р (х, у, г ) йх= —
д Р (х ,  у, г (х ,  у))

й(5) (О)
дР (х, у, г (х , у)) со5(? 

дг сое V

ду

йхйу.

2 -§  даги 20.2-теоремадан фойдаланиб (20.14) тенгликнинг унг то- 
монидаги икки каррали интегрални иккинчи тур сирт интеграли ор^а- 
ли ифодалаймиз:

дР (х, у, г (х, у)) 

ду
д Р (х ,  у, г (х, у)) _ созР  

дг
№)

дР(х, у, г) дР(х, у, г) _ с о з р  
ду дг со г у  ^

соа у  

йхйу.

с1хйу =

<5>
Бу тенгликнинг унг томонидаги иккинчи тур сирт интегралини, (20.13). 
форму лага асосланиб, биринчи тур сирт интегралига келтирамиз:

дР(х, у, г) дР (х, у, г) со5 р

ду дг С05 у
• йхйу =

- №(5)

дР (х, у,  г) дР(х ,  у, г) _ со$Р 
ду дг со« у

дР{х, у, г)

ду
соэ

| • соэ у й ъ —  (20,15)

у й э —  J  д Р Х̂’д  У' 2 ~̂ с о э  Р  &■

'(5) (5)
Ва ни^оят, яна (20.13) формулалардан фойдаланиб цуйидагини топамиз:-

<5) (5)

ар ( у - г1 с о 8 р ф =  (20.16),

(£) (5)
(20.14), (20.15) ва (20.16) муносабатлардан

| Р(х,  у ,  г )йх = дР(Х’дг ’ ^ йгйх~  дР{Х'-у ~- Лхйу (20.17).
а<5) (5)

булиши келиб чи^ади.
Худди щундай муло^аза асосида (5) сирт ва унда берилган - 

0. (х, у,  г), Я (х, у, г) функциялар тегишли шартларни _ бажарганда 
ушбу



dQ(x, у, z)
дх

dxdy ■Q(x, у,  z )dy  =

d(S) (S)

R (x, y,  z) dz =  J  j" —  ^  y ’ ^ dydz ■
d(S) (S)
1

_  dQ(x, y,iz) 

dz

dR( x, y, z)

dydz,

dx
dzdx

формулаларнинг уринли булиши курсатилади. (20.17) ва (20.18) фор- 
мулаларни хадлаб щ/шиб ^уйидагини топамиз:

J  Р(х,  у,  z )dx+Q{x,  у, z )dy  +  R(x, у, z)dz =
d{S)

dR (х, у, z)dQ (х, у, z) дР(х, у, z) , , '
дх ду

ахау  }■■
ду

(S)
dQ (x, у, г)

dz
dydz ■ dzdx. (20.19)

dP(x, у, г) дЯ (х, у, г) 
dz dx

Бу Стокс формуласи  деб аталади.
2 0 . 2 - н а т и ж а .  Мазкур курснинг 19 -боб, 3 -§  идаги Грин формула­

си Стокс формуласининг хусусий холидир. Ха^икатан ^ам, (20.19) 
Стокс формуласида (5) сирт сифатида Оху текисликдаги (О) соха 
олинса, унда 2 =  0 булиб, (20.19) формуладан

I
Р(х,  y ) dx  +  Q{x, y ) d y  = dQ(x, у) 

дх
dP(x, у) 

ду
dxdy

д ф ) (D)

булиши келиб чикади. Бу Грин формуласидир.}
Шундай килиб, Стокс формуласи (5) сирт буйича олинган II тур 

сирт интеграли билан шу сиртнинг чегараси буйича олинган эгри чи- 
зи^ли интегрални богловчи формуладир.

4 -§ . Ссгроградский формуласи

R3 фазода, пастдан z =  срх (х, у)  тенглама билан аникланган сил- 
ли^ (5j) сирт билан, ю^оридан г =  cp2(x, у)  тенглама ёрдамида аник­

ланган с и л л и ц  (S2) сирт билан, ён то- 
— -%(К,у) мондан эса ясовчилари Oz укига па- 

' раллел булгаи цилиндрик (S3) сирт би­
лан чегараланган (У) соха ни (жисмни) 
карайлик. Унинг Оху текисликдаги 
проекцияси (D) булиб, бу (D) нинг 
чегараси ю^орида айтилган цилиндрик 
сиртнинг йуналтирузчиси сифатида 
олинади (28- чизма)

(cpi(x, у) <  ф2(х, у), (х, г/) 6 (£>))■

Фараз ^илайлик, (У) да R(x, у, z)
28- чизма функция берилган ва узлуксиз бул-

У
Z=px;y)



син. Бундан таш^ари бу функция шу сохада
dR (х, у, г) 

дг
хусусий ^осилага эга ва бу ^осила хам узлуксиз. 

Равшанки, бу холда
dR(x, у, г)ÍJ дг

(V)
мавжуд булади ва 18-бобнинг 10 - §  ида келтирилган формулага Kÿpa

<ь(*. у)

dR{xd2y '.? l  dxdydz = ] ' ] * ( ] '  dR (Xdzy ’J ) -  dz )  dxdy  (20-2°)
(V) (D) <Pt(*. tí)

бÿлaди.
Агар 

Ф.С. y)

J  ------Х'дг' Z dz = R (* ’ У> y) )—R ( x’ y> <Pi(*. y))
V,(x. y)

б;улишини эътиборга олсак, y  ^олда
Ф2и , у)

dR (х^у, z) ^  R(x,  у ,  ф2 (х, у ) )  d x d y  —

' (D) 'q>i( X ,  у)  <о )

R{x, У, <Pi(x, у ) ) dxdy  (20.21)

<р2(;

Ж/
(D)

булади. Бу тенгликнинг унг томонидаги икки каррали интегралларни,
2 - § даги формулалардан фойдаланиб, сирт интеграллари ор^али ёзамиз:

ff R (х, у, ф2(х, у)) dxdy  =  fj' R(x, у, z)]dxdy,
' ( О )  (S ,)

j f  R(x, y.  Ф1 (x, y ) ) ] dxd y=  J| R(x, y,  z)dxdy .  (20.22)
<D) (S i)

Келтирилган тенгликлардаги сирт интеграллари сиртнинг устки томони 
6ÿfiH4a олинган. (20 .20), (2 0 .21) ва (2 0 .22) муносабатлардан ^уйидаги- 
ни топамиз:

Г Г Г à R { x , y , z)_ d x d y d 2  =  J | , (x, ÿ| z) d x d y  + 1

IV) (S 2)

+  R{x, y , z)dxdy .  (20.23)
(S .)

Бу тенгликнинг унг томонидаги иккинчи интеграл (S L) сиртнинг паст- 
ки томони буйича олинган.



(S3) сирт ясовчилари Oz у^ига параллел булган цилиндрик сиот 
булганлигидан *

Я  У, z) dxdy  = О (20.24)(¿з) '
булади. (20.23) ва (20.24) муносабатлардан

Ш  dR(X̂ ' 2) dxdydz  = ^ R ( x, у, z) dxdy  +  Г (*/?(*, у ,  z )dxdy  +  
W (5!) U) 

+  У, z )dxdy  = | ^ Я ( Д) y t z ) dxdy
(S)

булиши келиб чицади. Бунда (5) — (V) жисмни ураб турувчи сирт 
Демак,

J f j г) dxdydz =  §  R(x, у, z)dxdy.  (20.25)
(V) (S)

Худди шу йул билан, (V) ^амда Р(х, у ,  г), Q(x, у ,  г) лар тегишли 
шартларни ^аноатлантирганда ^уйидаги

I J J  дР{ХдхУ' г) dx\dydz =  Р(х, у,  z) dydz, (20.26)
(V) (S)

Я Р (Г г) dxdydz = $ Q(x’у’z)dzdx (2о-27>
W  (S)

формулаларнинг туррилиги исботланадн.
Ю^оридагп (20.25), (20.26) ва (20.27) тенгликларни з^адлаб цушиб

к,уйидагини топамиз: J J j *  у ' -f- — у’ г  ̂ +
(Ю х ду

ÖR (Х' U' Z) ) d x d y d z =  ^  Р (х , г/, z)dyiz +  Q (х, у, z ) dzdx+дг
(5)

+  •£(*, г/, z)dxdy.
Бу формула Остроградский формуласи деб аталади.

21- Б О Б  

ФУРЬЕ ЦАТОРЛАРИ

Биз ю^орида, курсимиз давомида, мураккаб функцияларни улардан 
соддаро^ булган функциялар ор^али ифодалаш масалаларига бир неча 
марта дуч келдик ва уларни ургандик. Бу со^адаги классик масалалардан 
бири — функцияларни даражали цаторларга ёйишдан иборат булиб, у 
мазкур курснинг 13- бобида батафсил урганилди.

Агар царалаётган функциялар даврий функциялар булса, табиийки, 
уларни соддароц даврий функциялар билан ифодалаш лозим булади. Дар 
бир ^ади содда даврий функциялар булган функционал ^аторларни урга-



ниш мураккаб даврий функцияларни соддаро^ даврий функциялар билан 
ифодалаш масаласини >;ал этишда му^им роль уйнайди.,

Ушбу бобда, ^ар бир ^ади махсус даврий функциялар булган функ­
ционал цаторлар—Фурье цаторларини урганамиз.

Фурье каторлари назарияси математик анализнинг чуцур ва кенг урга- 
нилган булими булиб, унинг амалий масалаларни ^ал ^илишдаги роли 
каттадир. Бу со^ада ж уда куп илмий изланишлар олиб борилган ва 
мухим натижаларга эришилган.

Биз ^уйида Фурье ^аторлари назариясининг асосий тушунчалари, 
методлари ва ютуклари билан дастлабки тарзда танишамиз.

1-§. Баъзи му^им тушунчалар

Ушбу параграфда келгусида керак буладиган баъзи му^им тушунча- 
ларни — даврий ва давриймас функциялар, функцияларни даврий давом 
эттириш, гармоникалар ^амда булакли-узлуксизлик, булакли-дифферен- 
циалланувчилик тушунчаларини келтирамиз.

I. Д а в р и й  ва  д а в р и й м а с  ф у н к ц и я л а р .  Биз 1-цисмнинг 4-бо- 
бида даврий функция тушунчасини киритиб утган эдик. Б у функ- 
цияларнинг Фурье каторлари назариясидаги роли мухимлигини эътиборга 
олиб цуйида уларни батафсилрок; урганамиз.

21. Ь т а ъ р и ф.  f(x) функция X тупламда (X cz R) берилган булсин. 
Агар шундай узгармас Т (Т Ф О) сони мавжуд булсаки, V  х £ X уч ун

1) х — Т ва х +  Т сонлар функциянинг берилиш со^аси X туп- 
ламга тегишли булса ва

2) f (x +  T) ]=f (x)  (21.1)
булса, f(x) функция даврий функция  деб аталади.

Даврий булмаган функцияларни давриймас функциялар  деймиз.
Бу таърифдаги Т сони (Т =^0) f (x)  функциянинг даври  дейилади.
Айтайлик, X тупламда берилган /(х) функция даврий функция б у д ­

е т .  Таърифга кура, шундай Т(Т Ф  0) сон топиладики, х^Х  учун 
х — Т£Х, х +  Т£Х булади ва (21.1) тенглик бажарилади. Бу ^олда, 
равшанки, kT  (6 =  ±  1, ± 2 , . . .) куринишдаги сонларнинг ^ар бири 
учун ва х£ Х  учун x +  kT^X  ва / (х +  kT) =  f  (х) булади.

Шундай к,илиб, агар бирор Т Ф 0  ва Vx£X  учун (21.1) муноса- 
бат уринли булса, бу муносабат ихтиёрий kT(k = ±  1, + 2 ,  . . .) учун 
^ам уринли булар экан.

Демак, ±  Т, ±  27\ . . .  лар хам f(x) функциянинг даврлари бу­
лади. f(x) функциянинг мусбат даврлари тупламини М  деб белгилай- 
лик. Агар

J o  =  infJM
^ам f{x) функциянинг даври булса, яъни Т0£М булса, у  э н г  кичик 
мусбат давр дейилади. Энг кичик мусбат давр м авж уд булиши ^ам 
мумкин, мавжуд булмаслиги хам мумкин.

М и с о л л  а р. 1. / (х) =  sin  х функция даврий функция. Унинг даврлари туп- 
лами { 2 k n : k = ±  1, ± 2 ,  . . .} булиб, энг кичик мусбат даври Т0 =  2 л  булади.

2- f  М  =  {*} функцияни ^арайлик, бунда {х} — х  сонининг каср ^исми. Б у



даврий функциядир. Унинг даврлари туплами { т :  т  =  ±  1, ±  2, . . .} булиб, энг 
кичик мусбат даври Т0 =  1 булади.

3. / (х) =  С булсин, бунда С =  const. Бу даврий функциядир. Ихтиёрий Т (Т Ф  
Ф  0) сон берилган функциянинг даври , яъни унинг даврлари туплами Я \{ 0}  дан 
ибораг. Б у  ^олда энг кичик мусбат давр  мавж уд эмас.

4 . Д ирихле функцияси

Y /х \ _  П> а гаР *  — рационал сон булса,
* '  '  \0, агар х — иррационал сон булса

ни ^арайлик. Айтайлик, Т — бирор рационал сон (Т ф  0) булсин. У з^олда 

булади. Д ем ак ,

х л - т =  /рационал сон, агар  х — рационал сон булса,
' \иррационал сон, агар х — иррационал сон булса

y (x - i -  Т) =  I ' ’ а г аР *  — рзнионап сон булса,
/Л - г  ) j o ,  агар  х  — иррационал сон булса.

Ш ундай щ лкб,  V х учун, Т — рационал сон булганда

Х(х +  Т)=%(х)  (21 .2 )
булади. Д ем ак , Дирихле функцияси даврий функция, ихтиёрий Т ф  0 рационал* сон 
бу функциянинг даври экан.

Энди бирор Т иррационал сонни олайлик. Унда V х учун (21.2) муносабат уринли 
булмайди, чунки х рационал сон булган да х-\-Т  иррационал сон булиб, % (х.) =  1, 
% (х +  Т) =  0 , яъни х(* +  Т) Ф% {х) булади. Шундай цилиб, иррационал сонлар 
Дирихле функцияси учун давр эмас.

Бинобарин, Дирихле функциясининг даврлари туплами Q \{0} дан иборат. Энг 
кичик мусбат давр  эса мавжуд эмас — барча мусбат рационал сонлар тупламининг 
инфимуми ноль булиб, у  Q\{0} га тегишли эмас.

5. Уш бу

f (х) =  lnsin  х
функцияни царайлик. Б у функция { x £ R : x £  (2л k," { 2 k 1) n ), k =  0, ±  1 
± 2 ,  . . .} туп лам да берилган. У  даврий функция, даврлари туплами эса {2k л :  
k =  ±  1, ± 2 ,  . . .} булади. Энг кичик мусбат даври 2 я  га тенг (2 9 -чизма).

6. f (х) =  х 2 нинг давриймас функция эканлиги равшандир. Чунки -4 х ва би­
рор Т (Т Ф  0) сони учун (21.1) муносабат уринли булмайди.

7. К,уйидаги

М * )  =  У * ( 1 — *) ,  /4 (*) =  2 * -c o s (x 2) ,
/2 (х) =  2х  — cos х, /6 (х ) — sin (*2)
/. М =е""г-

функциялар давриймас функциялар булаци. Уларнинг давриймас функциялар були- 
шини кейинро^ курсагамиз.



Д а в р и й  ф у н к ц и я л а р н и н г  х о с с а л а р и .  Даврий функция 
таърифидан бевосита ^уйидаги хоссалар келиб чи^ади.

1°. Агар X тупламда берилган f (x)  ва g(x)  функцияларнинг ^ар 
бири даврий функциялар булиб, Т ф  О уларнинг даври булса, у  ^олда

циялар булади ва Т уларнинг ^ам даври булади.
2°. X тупламда берилган f(x)  функция даврий функция, Т ф О  

унинг даври булсин. g  эса f(x) нинг ^ийматлари туплами {/(*): х£Х} 
да берилган ихтиёрий функция булсин. У ^олда g(f(x))  мураккаб функ­
ция ^ам даврий функция булади ва Т унинг ^ам даври булади.

Юцорида келтирилган хоссалардан фойдаланиб, бизга маълум бул­
га н содда даврий функциялар воситасида исталганча мураккабликка эга 
булган даврий функцияларни тузиш мумкин.

М и с о л .  Ушбу

Ф1 (*) =  s in 3 2х, ф4 (х) =  arcsin  (cos х),

Ф з ( * ) =  log2 cos (х — 4),

функциялар даврий функциялар булади. (Уларнинг даврийлиги 's in  х,  co s х,  tg  х 
функцияларнинг даврийлиги з^амда 1°-ва 2°- хоссалардан келиб чик,ади.)

К,уйидаги хоссалар даврий функциялар синфини характерловчи хос­
салар булиб, бирор функциянинг даврийлигини ва, айни^са, давриймас- 
лигини текширишда цулланиладилар.

/М  функция X тупламда берилган булсин.
3o. f  (x) даврий функция, Т Ф  0 сони унинг даври булсин. Агар 

х0 ну^та бу функциянинг берилиш со^асига тегишли, яъни х0£Х булса, 
у  ^олда барча х0 + kT куринишдаги [k =  0, ± 1 ,  ± 2 ,  . . .) нукталар  
^ам шу co lara тегишли булади:

Агар хл  нукта f(x)  функциянинг берилиш со^асига тегишли бул- 
маса \(х0 £Х)), у  ^олда барча х0 +  kT куринишдаги (k — 0, + 1 ,  ± 2 ,  
. . .) нукталар хам шу colara тегишли булмайди (х0 +  kT (ГХ).

Шундай цилиб, бу хосса даврий функциянинг берилиш с о^аси маъ­
лум структурага эга булиши кераклигини курсатади.

Бу хоссадан ^уйидаги натижа келиб чицади.
, 2 1 . 1 - н а т и ж а .  Даврий функциянинг берилиш со^асида абсолют 

циймати буйича исталганча катта булган мусбат ва манф ий сонлар 
булади.

М и с о л .  Ушбу

/ (X) =  1п sin  X
функцияни царайлик. Бу функция1

А  =  {х £R:x£ (2kn, {2k-\-1) я ) ,  k =  О, ± 1 ,  ± 2 ,  . . .}

х0 +  ктех (k =  о, ± i ,  ± 2 , .



тупламда берилган. К^аралагггаи функциянинг даврийли ги ю^оридаги 2°- хоссадап 
^ам келиб читали.

V х 0 £  А нуцтани олайлик. А  тупламнинг тузилишига кура барча х0 -f- 2k  я  
( k  =  Q, ± 1 .  ± 2 ,  . . .) куринишдаги ну^талар шу А тупламга теги шли булишини 
пай^аш ^ийин эмас. Агар x¡ £  А  булса, у  ^олда барча *! +  2& я  (к =  0, ±  1, 
± 2 ,  . . .) куринишдаги ну^талар ^ам А  тупламга тегишли булмайди.

К,уйидаги

f i  (х) =  У х (  1 х)

функция давриймас функциядир, чунки унинг берилиш со^аси X  =  [0, 1 ] сегмент- 
дангина иборат.

4°. Агар f(x) даврий функция булса, бу функция узининг ^ар бир 
^ийматини х  аргументнинг чексиз куп ^ийматларида (бу ^ийматлар 
орасида абсолют ^иймати буйича ^ар ^анча катта булганлари ^ам бор) 
^абул цилади.

Бу хоссадан цуйидаги натижа келиб чщади.
2 1 . 2 - нат ижа .  Агар f(x) даврий функция булса, у берилиш со^а- 

сида монотон функция булмайди.

М и с о л .  /(.*:) =  sin*  даврий функция. [Унинг X  = ( — о о , +  оо) да монотон 
эмаслиги равшан.

К,уйидаги

/2 (х) =] 2х]—  cos х,  / 3 ( х) =  е—

функциялар давриймас функциялар булади, чунки / 2 (х)  =  2 х  — cos х  функция (— оо, 

•+- ©о) да усувчи ( / j (х) =  2 +  sin х  >■ 0 ), f 3 (x)  =  е“"*2 функция эса 1 цийматни 
х  аргументнинг фацат битта х  — 0 ^ийматидагина цабул ^илади.

Ю^орида келтирилган 4°-хоссани ^уйидагича айтса ^ам булади.
21.3-н а т и ж а .  Агар / (х) даврий функция булса, у ^олда V a £ R  

учун f(x) =  а тенглама ёки ечимга эга булмайди ёки чексиз куп ечимга 
эга булади.

М и с о л .  /  (*) =  хК— 5дс -¡- 6 давриймас функция булади. Чунки V а £ R учун, 
зкумладан а  =  0 да /  (х) =  х 2 —  5 х  6 =  0 тенглама иккитагина ечимга эга.

5°. f(x) даврий функция булсин. Агарда

f ( x  +  T ) = f ( x )  (21.1)

ни Т  га нисбатан тенглама сифатида царалса (х[ ни эса параметр де- 
йилса), у ^олда (21.1) тенглама х параметрнинг барча цийматлари учун 
умумий (* 6 X) булган нолдан фаркли камида битта Т  =  Т1 ечимга эга 
булади.

Бу хоссага кура f(x) функциянинг давриймаслигини курсатиш учун 
х  нинг иккита х =  х0, х  =  х г ^ийматларида Т  га нисбатан ушбу

/(*о +  Л := /(*о ). f (x1 +  T) =  f (x 1)

тенгламаларнинг ’нолдан фаркли'"умумий 'ечимга эга эмаслигини кур­
сатиш етарлидир.



М и с о л. Ушбу (—  оо , -f- оо) да берилган

/  (х) =  {^} +  sin  х

функцияни царайлик, бунда {х} — х сонининг каср ^исми.
Фараз цилайлик, бу даврий функция булсин. Т  Ф  О сони унинг даври булсин. 

У з^олда V х  £  R  учун

{дг+  Т }  +  sin (х -f- Т)  =  {*} +  sin х
булади. Хусусан,

( х  —  0 булганда {Г} 4 -  sin  Т =  О, coi ч\
— — Т  булганда {—  Т }  +  sin  (— Т)  =  0 * '

булади. Бу тенгликлардан

{ Г }  +  { _  Т )  =  О

булиши келиб чицади. Агар ^ар ^андай х ( х  £  R)  сонининг каср кисми {*} манфий 
булмаслигини эътиборга олсак, унда кейинги тенглик фа^ат {Г} =  {— Т} =  О б у л ­
ганда, яъни Т  бутун булгандагина уринли булишини топамиз.

Иккинчи томондан, агар { Т } = 0  булса, (21 .3) тенгликдан sin Г  =  0, яъни

Т  =  kft (k =  0 , rfc 1, ± 2 ,  . . . )

булиши келиб чи^ади. Т  =  kn  куринишдаги сонлар орасида фацат 0 сонигина бу ­
тун булади. Демак,

{Г} +  sin Т =  0 , {— Т )  —  sin Т  =  О

тенгламалар ягона Т  =  0 умумий ечимга эга. Бундан эса, ю^оридаги 5°- хоссага  
кура берилган функциянинг давриймас эканлиги келиб чи^ади.

г'  '  6°. f ( x )  даврий функция ¡булиб, Т  Ф  0 унинг даври булсин. Агар 
узунлиги Т  га тенг булган бирор [а, а  +  Т] ораливда

\f(x)\ <УИ (х£ [а ,  а  +  Т\)
булса, аргумент х  нинг ихтиёрий ^ийматида ^ам шу тенгсизлик уринли 
булади.

М и с о л .  Ушбу

/ 4 (х) =  2х  cos (х2)

функцияни ^арайлик. Фараз ^илайлик, бу  даврий функция булиб, Т  Ф  0 сэн  унин 
даври булсин. Равшанки, V * £  [О, Т ] учун

| 2 х  cos ( х 2) | ^  2 | х  | <  2Т  

булади. 6°- хоссага кура бу тенгсизлик V х  £  R  учун з̂ ам уринли булиши керак  ̂

Бироц х  =  ~\ /2к  я  булганда ( k  >  j  бУ тенгсизлик бажарилмайди. Демак, / 4 ( х ) =  

= 2 х  cos (х2) давриймас функция.

7°. Агар /  (х) даврий функция булса ва у з̂ ар бир х нуцтада (х 6 X)  
дифференциалланувчи булса, у ^олда бу функциянинг ^осиласи f '(x)  
^ам даврий функция булади.

М и с о л .  Ушбу
/ 5 (х)  =  sin  ( х 2) 

функцияни ^арайлик. Бу функциянинг з^осиласи

f ’b (x) =  2 а: cos (х 2)



функция, юцорида курдикки, давриймас функция. Демак, берилган / 5 (х) == sin (лг2) 
функция давриймас функция.

Юкоридаги хоссалар, албатта, функциянинг даври сифатида унинг 
эн г кичик мусбат даври (агар у мавжуд булса) олинганда ^ам уринли- 
дир. Келгусида биз ушбу бобда энг кичик мусбат даври мавжуд функ- 
цияларнигина ^араймиз ва функция даври деганда шу энг кичик мус­
бат даврни тушунамиз.

2. ф у н к ц и я л а р н и  д а в р и й  д а в о м  э т т и р и ш .  f(x) функция 
(а, b] ярим интервалда берилган булсин. Бу функция ёрдамида ^уйи- 

.Даги

/*(*) — / ( * — Ф— а)т), х £ (а  +  т ф — а), Ь - \ - т ф  — а)]
(т =  О, ± 1 ,  ± 2 ,  . . . )  (21.4)

функцияни тузамиз. Равшанки, энди f*(x) функция (— оо, -f  оо) ора- 
ливда берилган ва даврий функция булади. Унинг даври Т 0 =  Ь — а га 
тенг. Бу бажарилган жараённи функцияни даврий давом эттириш 
дейилади.

Агарда берилган /(*) функция (а, Ь] да узлуксиз функция булса ва 

f(a +  0) =  lim' f ( x ) = f ( b )
x->a+Q

булса, у холда давом эттирилган f''(x) функция (— о о , +  о о )  да узлук­
сиз булади.

Масалан,/(х)==2 j / x ( l — х) функцияни даврий давом эттиришдан 
^осил булган функциянинг графиги 30- чизмада тасвирланган.

Агарда берилган /  (х) функция (а, b] да узлуксиз функция булса ва

/  (о +  0) =  lim ¡ ( х ) Ф ! ф )
х->-а+0

булса, равшанки f*(x) функция х =  а +  т ф  — а) (т =  ±  1, ± 2 ,  . . . )  
ну^таларда узилишга эга булади.

Масалан, (— 1, 2] оралшущ берилган f(x) =  x2 функцияни даврий да­
вом эттиришдан ^осил булган функциянинг графиги 3 1 -чизмада тасвир­
ланган.



31- чизма

f(x) функция \а, b) ярим интервалда берилган булса, уни даврий 
давом эттириш ^ам ю^оридаги сингари бажарилади:

f*{x) =  f { x — (b — а)т), х £ [ а  +  m (b  — а), b + m ( b — а))
(ш =  0, i t  1 > rfc 2, . . .).

Агарда f(x) функция (а, Ь) да берилган булса, уни (— ° ° , + [ ° о ) /  
/  {a - f  т (Ь — а)\ т ~  0, ± 1 ,  ± 2 ,  . . .} =  X* тупламга даврий давом 

эттириш мумкин:
/*М  =  f(x  — (Ь — а)т), х 6 (а +  гп(Ь — а), Ь + т ( Ь  — а))

(tit — 0, ± 1 ,  ±  2, . . .)•

И з о ^ .  ¡(х) функция [а, Ь] да берилган булса, уни (— оо, +  оо) 
га, умуман айтганда, икки хил даврий давом эттириш мумкин:

/* (х) =  f (x  — (b — а)т), х£(а  +  m(b  — а), b -\-т{Ь — а)]
(tn =  0, + 1 ,  i  2, . . .),

f**(x) — f ( x — (b — a)m), х £ [ а  +  т(Ь — a), b +  m ( b — a))
(m =  0, ± 1 ,  ± 2 ,  . . .).

21.1-л е м м  a. / ( x) функция (a, b ] оралицда берилган ва у  ш у  
ораликда интегралланувчи булсин. У  %олда }(х) ни (— оо, о о )  га  
даврий давом эттиришдан хосил булган f*(x) функция ихтиёрий 
(а, а  +  (Ь — а)] да интегралланувчи булади ва 

а+(Ь- а) 'Ь
f \ F ( x ) d x =  fj f (x)dx  (*)

or a

формула $ринли бС/лади.
И с б о т .  Шартга кура f(x) функция (а, Ь] да интегралланувчи. f * (х) 

функциянинг тузилишига биноан (каралсин, (21.4)) унинг (а, а  +  Ф — а)] 
(V  а  6 /?) да интегралланувчи булишини топамиз.

Аник интегралнинг хоссасига кура
а-\-(Ь—а ) а Ь а +  Ф—а)

} /* (х) dx =  J f*(x)ix+ f Г  (х) dx +  [ /* (*) dx (21.5)
а  а  а Ь



булади. Равшанки, V  х £ (а, Ь] учун /*(х) — [ (х). Демак,
Ь ь

]' /* (х) с1х =  |  ¡{х)йх.
а а

Энди
а +  (Ь—о)

[ Г(х)йх
ь

интегралда х =  у  +  (Ь — а) алмаштиришни бажарамиз:

+ } ] ¡*(х)с1х =  Ц*(У +  Ф — а)) йу =  \ 'Г(у)¿У =  — \  1*(У)(1у.
Ь а а а

Натижада (21.5) тенглик ушбу
а +  (Ь*-а) Ь

[ ¡*{х)<1х— /  (х) йх
а  а

куринишга келади. Бу эса 21.1-леммани исботлайди. Бу леммадаги 
(*) формула содда геометрик маънога эга: 32-чизмадаги штрихланган 
юзалар бир-бирига тенг.

3. Г а р м о н и к а л а р .  Ушбу
/(х) =  Л - Б т ( а х  + Р )  (21.6)

функцияни карайлик, бунда А, а,  р — узгармас сонлар. Бу даврий
2лфункция булиб, унинг даври Т  =  —  га тенгдир. Хакикатан хам,
а

/ ( *  +
2л

=  Л - э т а( х  +  —— | +  Р =  А -эш [ (а х  +  Р) +  2я]

—А • э т  (а х Ц- Р) =  / (х).

Бу /(х) =  Л - з т ( а х  +  р) функция гармоника деб аталади.
Гармоникалар математика ва унинг татбикларида, физика ва техни- 

када куп учрайди. Масалан, массаси т га тенг булган М  нуцтанинг 
турри чизи^ буйлаб ОМ (ОМ — э) масофага пропорционал булган Р =  
=  — кэ куч таъсири остидаги харакати (тебранма ^аракати) я =  в (1) ни 
топиш ушбу



d2s + f . s==0, ( y =  y ^ - k
dt2 у у  m

дифференциал тенгламани ечишга келади. Бу тенгламанинг ечими 
гармоникадан иборат булади.

Берилган
/(х) =  Л - э т ( а х  +  Р)

гармониканинг графиги, у  =  sin х функция графигини Ох ва Оу уцлар 
буйича си^иш (чузиш) з^амда Ох уци буйича суриш натижасида ^осил 
булади. Масалан,

/(х) =  2-sin ( 2 х +  1)

гармониканинг графигини ясаш процесси ва унинг графиги 33-чизмада 
тасвирланган.

Тригонометриядан маълум булган формуладан фойдаланиб, гармо- 
никани ^уйидагича ёзиш мумкин:

/  (х) =  А ■ sin (а х +  Р) =  Л • (cos а х -  sin р +  s inax-  cosP).
Агар

А • sin р =  а, А • cos Р =  b 
деб белгиласак, унда гармоника ушбу

f(x) =  a c o s a x  +  b s i n a x  (21.7)
куринишга келади.

Демак, ^ар ^андай (21.6) гармоника (21.7) куринишда ифодаланади. 
Аксинча, хар кандай (21.7) куринишдаги функция гармоникани 

ифодалайди. Шуни исботлаймиз. /  (х) —a cos а х  +  b sin а  х  булиб, а  ва 
Ь лар узгармас булсин. У ни ^уйидагича ёзиб оламиз:

-я /  Ш ' ' ^  ,
/ (х) =  a eos а  х +  ¿sina х =  у a¿ +  fr2 у  fli¡ ^  fc2 cos а  х  +

Агар
+  y W W s i n a x

ъ
i / ~ —i—Го — COS Р y a ¿ +  b2 г

дейилса, у з^олда
f(x) =  Л- [sin Р cosax  +  cos р sin а х ]  =  /4 sin ( ax  +  Р)

булишини топамиз.
Биз юкорида гармоникалар содда даврий функциялар булиб, улар- 

нинг графиклари у  =  s inx функция графиги характерига эга булишини 
курдик.

Аммо бир нечта (турли) гармоникалар йигиндисини ^олсак, у ^ам 
даврий функция булсада, аммо анча мураккаб функция булади, графи-



u=2sir/(2x+í)



ги эса у  =  sin х функция графиги 
характеридан бир мунча фарк ки­
ла ди. Масалан, учта турли гар- 
моникалар:

4 4
— — sin Зх,

4

йигиндисидан иборат ушбу
4  /  i

ф (х) = ------ sin лН — sin Зх +
л  \ 3

ф ( х ) =  —  —  (
34- чизма

функция графигини карайдиган булсак, у 34- чизмада тасвирланган бу- 
либ, у  =  sin х функция графиа характерига ухшамайди.

4. Б у л а к л и - у з л у к с и з л и к  ва  б у л а к л и - д и ф ф е р е н ц и а л -  
л а н у в ч и л и к .  f(x) функция [а, Ь] оралшуш берилган булсин. Маъ- 
лумки, бу функция V х 6 (а, Ь) нуктада узлуксиз булса, хамда а нук- 
тада унгдан, b нуктада чапдан узлуксиз булса, у ^олда f(x) функция 
[а, Ь] сегментда узлуксиз дейилар эди.

Энди f(x) функциянинг [а, Ь] да булакли-узлуксизлиги тушунчаси 
билан танишамиз.

Агар [а, b] ораликни шундай

хар бир (aft,a A+1)(¿ =  0, 1,2, . . п — 1) да / (х) функция узлуксиз 
булса, ^амда х = а к ну^таларда чекли унг f { a k +  0) (k =  0,1,2, .
п 1) ва чаи f{ak— 0) (6 =  1,2..........п) лимитларга эга булса, у ^ол-
да f (х) функция [а, Ь] да булакли- узлуксиз деб аталади.

Бошк,ача айтганда, агар f(x) функция [а, Ь\ оралицнинг чекли сон- 
ааги нуцталаридан бошка барча нукталарида узлуксиз булса ва шу 
чекли сондаги нукталардаги узилиши эса биринчи гур узилиш булса, 
функция [й, 6] да булакли- узлуксиз деб агалади. fix) функция [а,Ь] 
да берилган ва узлуксиз булсин. Равшалки, бу (функция [а, Ь] да бу­
лакли- узлуксиз булади.

Ц л i л .i, Ушбу

функциям карайлик. 'А г .р  [О, 2j ораликни , (Ü, 1] ва ¡ 1, 2] булакларга ажрачсак 
í[0 , -! — [0, 1] [J [1 ,2 ] ) ,  у холда [0, i) ва ( 1 , 2 | булакларда берилган функция уз-

[ai, йо], . . [апттЪап] (а0 — а, ап =  V) 
булакларга ажратиш мумкин булсаки,

i \ a , b )  =  [a0, a 1]]\} [ а и аг] U . . .  [j

j ж3, л  ар 0 <5 1 булса,



луксиз, х  —  1 нуктада эса чекли унг ва чап 

/ ( 1  +  0 ) =  Н т / ( * ) = - ! ,  /(1 —0 ) = П т  [ ( * ) = !

ган функция [0, 2] ораликда булакли-узлуксиздир 
(3 5 -чизма).

лимитларга эга булиши топилади. Демак, бериЛ'

О 1
Агар ¡(х)  функция (—оо, + о о )  да 

берилган булиб, унинг исталган чекли 
[а,р] ^исмида ([а, Р] с= (— оо, +  оо)) бу- 
лакли- узлуксиз булса, у ^олда /  (х) функ­
ция (— оо, +  оо) да булакли- узлуксиз 
деб аталади.

35- чизма
Айтайлик, ¡ ( х )  функция (а, Ь] да бе­

рилган ва булакли-узлуксиз булсин. Бу 
функцияни (— о о ,  +  оо ) га даврий давом

эттиришдан ^осил булган /* (х) функция (— о о ,  +  о о )  да булакли-уз­
луксиз булади.

Масалан, ¡(х) — х { х ^  (— я, я]) булсин. Бу функцияни (— оо, +оо)га 
даврий давом эттиришдан хосил булган функциянинг графиги 36- чизма- 
да тасвирланган.

Энди булакли-дифференциалланувчилик тушунчаси билан танишамиз.
¡(х) функция [а, Ь] да берилган булсин. Маълумки, бу функция

V х£{а,Ь) нуктада дифференциалланувчи булса, ^амда унинг а ну^та- 
да унг хосиласи

мавжуд ва чекли булса, у ^олда ¡(х) функция [а, Ь\ сегментда диф' 
ференциалланувчи дейилар эди.

(а +  0) =  П т / (*) — / (а)
х  —  а

Ь нуктада чап ^осиласи

/ '  (6 — 0) =  Н т / (х) -  / (6)
х->Ь—0 х  — Ъ

У

А



37- чизма 38- чизма

Агар [а,Ь] оралицни [a, b] =  [ай, «il U [аг, а2] U . . .  U [а„_1>а„] 
буладиган шундай [а0,а х\, [а^аД, . . . ,[ап_ ъап\ (а0 =  а, ап =  Ь) булак- 
ларга ажратиш мумкин булсаки, ^ар бир (ak,a.k+i) да (k = 0 , 1 , 2 ,  . . 
п — 1) функция дифференциалланувчи булса хамда х =  ak нуцталарда 
чекли унг f  {ak-\r 0)(£=0, 1,2, ..., п — 1) ва чап¡/'(а* — 0) (&=1,2, ..., п) 
хосилаларга эга булса, у ^олда / (х) функция [а, Ь] да булакли- 
дифференциалланувчи деб аталади.

Бсящача айтганда, агар f (х) функция [а, Ь] оралицнинг чекли сон- 
даги ну^таларидан бош^а барча ну^таларида дифференциалланувчи бул­
са ва шу чекли сондаги нукталарда чекли бир томонли хрсилаларга эга 
булса, функция [а, Ь] да булакли-дифференциалланувчи деб аталади.

/ (*) функция \а,Ь\ да берилган ва дифференциалланувчи булсин. 
Равшанки, бу функция [а, Ь] да булакли-дифференциалланувчи булади. 

М’и[с о л. 1. Ушбу

! х2, агар 0 <  х с  1 булса,

2 —  х,  агар 1 ^  х <  2 булса, 

х  —[2, агар 2 ^  х  < ; 3  булса

функцияни карайлик (37-чизма). Агар [0 ,3 ]  ораликни [0 , 1], [ 1, 2], [2, 3] бух.аклар- 
га ажратсак, унда [0, 1), (1 ,2 )  ва (2 ,3 ]  ларда f  (х)  функция дифференциалланувчи 
булиб, . х  =  1, х =  2 нукталарда sea чекли унг ва чап ^осилалар

/ ' ( 1 - 0 )  =  2, / '  (1 -f 0) =  — 1, /'(2-0) =  - 1 , / ' ( 2  +  0) =  1
га эга булишини топамиз.

Демак, / (дс) функция [0, 3] да булакли- дифференциалланувчи.
2. Ушбу

х 2, агар 0 ^  х  <  1 булса,

2, агар 1 ^  х <  2 булса,<р(*) =
— (х— З)2, агар 2 <  х  ^  3 булса

функцияни карайлик (3 8 -чизма). Агар [0 ,3 ]  ораликни [0, 1], [ 1 ,2 ] ,  [2 ,3 ]  булаклар- 
га ажратсак, унда [0, 1), (1, 2), (2, 3] ларда ф (х)  функция дифференциалланувчи 
булиб, х  =  1, х  =  2 нукталарда эса чекли унг ва чап хосилалар

/ ' (1 — 0) =  2, / ' (1 +  0) =  0, / ' (2 — 0) =  0, / '  (2 +  0) = — 3 
га эга булишини топамиз. Демак, <р (дс) функция [0 ,3 ]  да булакли-дифференциал­
ланувчи.



Ю^орида келтирилган таъриф ва мисоллардан, [а, Ь] оралщда булак­
ли-дифференциалланувчи функция шу ораликда булакли-узлуксиз функ­
ция булишини куриш мумкин.

Агар f(x) функция (—оо, +  оо) да берилган булиб, унинг исталган 
чекли [ос, р] ([а, р ] с ( —оо, -f  оо)) кисмида булакли- дифференциалланув- 
чи булса, у холда / (х) функция (— оо, -j- оо) да булакли-дифференци- 
алланувчи деб аталади.

f(x) функция (а,Ь\ да берилган ва булакли-дифференциалланувчи бул­
са, уни (— о о , +  оо) га даврий давом эттиришдан ^осил булган f*(x) 
(— оо, -f- с о )  да булакли-дифференциалланувчи булади.

f(x) функция [а, Ь] да берилган булсин. Агар [а,Ь] ораликни [а,Ь} =  
=[¿Z0. «ll и [«1, а 2] и • • • и [ап- ь ап\ буладиган шундай [а^аД, [аь аг\ , . . 
lan- V ««] («о =  а ’ ап =  Ь) булакларга ажратиш мумкин булсаки, ^ар бир 
(аь.йк+г) да [k =  0,1,2,  . . п — 1) функция f  (х) ^осилага эга ва бу 
хосила узлуксиз булса хамда x — ak ну^таларда чекли унг f  (хк +  0) 
(k =  0, 1,2,. . ., п— 1) ва чаи f '(ak — 0) (k =  1,2, ... ,п) ^осилаларга 
эга булса, у холда f(x) функция [а, Ь] да булакли-силлщ деб аталади.

Бсящача айтганда, агар / (х) функция [а, Ь] оралш^нинг чекли сонда- 
ги нуцталаридан бош^а барча ну^таларида / ' (х) хосила га эга ва бу коси­
ла узлуксиз булса хамда шу чекли сондаги ну^таларда чекли бир томон - 
ли ^осилаларга эга булса, функция \а, Ь] да булакли-силлиц деб аталади.

2- §. Фурье ^аторининг таърифи

Биз мазкур курснинг 14-бобида
ОО
^ \ и п (х) =  и1(х) +  и.2( х ) +  . . . +  ип ( х ) +  . . .
п — \

функционал ^а тории батафсил ургандик. Энди ^ар бир хади
un(x) =  ancosnx +  bnsm nx  (« =  0 , 1 , 2 ,  . . .) 

гармоника дан иборат ушбу
сю

ао +  2  cos пх +  bn sin пх) (21.8)
п = 1

хусусий функционал цаторни ^арайлик.
Одатда (21.8) ^атор тригонометрии к^атор деб аталади.
a ^ a v b^ av  Ьь . . . с о н л а р  эс а  тригонометрик цаторнинг коэффи- 

циентлари д е й и л а д и .
Шундай ^илпб, григономегрик i^arop гарчанд функционал катор бул­

ла х.ам (унинг хар бир хади муайян (|)ункциялар булганлиги учун) уз 
коэффициент лари av bt,. , „an, b . . лар билая гула аницла- 
нади.

(2 1 .8 )  г р и г о н о м е г р и к  к а т о р н и н г  к и с м и й  й и ри н д и с и

П
(*) °о +  S  (ük cos ^х "|U s’n liX)

k=\
григономегрик купхад деб аталади.



1. Ф у р ь е  ^ а т о р и н и н г  т а ъ р и ф и .  f(x) функция [— л, л] да 
берилган ва шу оралиеда интегралланувчи булсин. У ^олда

/(x)cos nx ,f (x)s innx {п — 1 , 2 , . . . )

функциялар з̂ ам, иккита интегралланувчи функциялар купайтмаси сифа- 
тида (каралсин, 1-цисм, 9 -боб, 7-§) [— я, я] да интегралланувчи 
булади. Бу функцияларнинг интегралларини ^исоблаб, уларни цуйида- 
гича белгилайлик:

Я

ао =  ~ j j  f(x)dx,
—Я

71

an = ~ § f ( x ) c o s n x d x  (« =  1,2, . . .), (21.9)

bn =  п J f (х) sin nxdx (п =  1,2, . . . ).
*-Л

Бу сонлардан фойдаланиб ушбу

Т ( /;х) =  ^  (апcosnx + b n sin пх) (21. 10)

тригонометрик ^аторни тузамиз.
21. 2 - т а ър и ф .  a0,a v  bv a2, b.b . . . коэффициентлари (21.9) фор- 

мулалар билан аиикланган (21. 10) тригонометрик цатор f(x) функция­
нинг Фурье катори деб аталади. a0, a u bv av Ь2------,ап ,Ьп-,. . . сонлар
эса Дх) функциянинг Фурье коэффициентлари дейилади.

Демак, берилган функциянинг фурье ^атори шундай тригонометрик 
цаторки, унинг коэффициентлари шу функцияга борли^ булиб, (21 9) 
формулалар билан аникланади. Шу сабабли (21. 10) ^аторни (унинг 
я^инлашувчи ёки узо^лашувчи булишидан цатъи назар) ушбу « ~  » бел- 
ги билан ^уйидагича ёзилади:

•50

f (x )  ~  Т(); х) -г ^  (ап cos n x + b n sum *).
г-1

М и с о л .  Ушбу

1 {*) »  Iх* !— п ^  t ^  п, х Ф 0)

функциянинг Фурье нагори тулилснн .
(21 9) формуладан .(юйда.иниб. бу фунхцияшшг Фурье Koatammmr.iapuHn го-ттямия: 11 г



я
1 i ’ p. , 1 a  cos nx  +  n sin nx  ax  

a n —  —  \ e cos n x  a x  — -----------------— — ---------e
я J я  a 2 +  л2

—я
1 2a

== (— 1)” -------- — — — shan, (n =  1 ,2 , 3, . . .)
я  a 2 +  я 2

n
1 f  , ,  1 a  s in n x  — n c o s n x  „ r

bn =  — \ e sin n x  dx  = -----------------— — ----------eax
n n  J n  a 2 +  n2

—л

я
—я

л
—Jt

1 2 гг
= (— I)”- 1 -------------------- s h a n  (n =  1 , 2 , 3 , . . . )
v '  i t  a  2 +  n 2

(каранг, 1- кием, 8 - боб, 2-§).
Демак, берилган функциянинг Фурье ^атори

ОО

gCLX ^  J ,  ^  CQS ^  _|_ f ,n  П Х )  __

П=1

2shaJt ( 1 XT' (— 1)”------ -j- ^  ---------------- (a  cos n x  — n  sin  nx)
я  1 2 a  •«■J, a 2 - \ -n

n  =  1

булади.

Фараз к,илайлик, бирор
ОО

■у +  2  (a« cos nx +&„ sin/i*) (21. 10)
гс=1

тригонометрик (функционал) катор [ — п, л] да я^инлашувчи булсин. 
Унинг й и р и н д и с и н и  fix) деб белгилайлик:

ОО

+  2  (a«cosnA;+ 6„sinrax) =  fix).  (21.11)а0

2

Бундан таш^ари, (21. 10) ни хамда уни cos kx ва sin kx (k =  1.2, . . .) 
ларга купайтиришдан хосил булган

cos kx +  У  (a„ cos nx • costo +  sin nx ■ cos 6x) =
n=l

=f (x )co sk x ,  (21.12)
oo

sin kx +  2  ian C0S n x ' Sinkx bn sin nx ■ sin kx) =  f ix) sin kx
2 n=1

(& =  1,2,3,  . . .) ^аторларни [— я, я] да ^адлаб интеграллаш мумкин 
булсин.



л  оо

j  / (х)dx — | [ - у +  2  (ancosnx +  bnsinnx)
-Я —я п=х

dx =
—я

я я

\ i r d x +
2  ( а п \  cosnxdx +  bn ^sinnxdxj  = л - а 0,
п=1 _я —и

Л  Я  оо

Г /  (х) cos ¿x  dx =  П  cos +  2  (ап cos л* • C0SÄ* +
J  J  L * n = i—n — n

+  bns\nnx  - eos kx) dx = ' ^ - J  cos k x d x +
•—Я

3X

+  2 ( 4  cos nx cos kx dx  +  J  sin nx • cos k x d x j ,
n=l _ГЯ —я

Я Я со

Г f (х) sin kxdx =  i ~Z~ sin kx +  ^  (а я cos n x ' sin +  
- я  - V  "=1

я

+  bn sin nx' sin &x) j  dx =  Js in  kx dx +
—я

Л  ^

+  (ö« §  co snx-s m kxdx  +  bn j s i nnx- s inf txdxj .
n =  1 _ я

Агар n Ф k да
Я «■*
J sin nx sin kx dx =  J* [cos (n — ft)x— cos («. +  k)x]dx =

sin (n —  k ) x  sin  (ft +  fe) X 
n - \ - kn  — k

Я  1

- я ' Т = °

ва

шунингдек,

я
1 С

J sin2 n x d x = j \  ( 1— cos2пх)^х =  я,

Я  ^
\cosnx-coskxdx =  0 (п Ф It), je o s^ x d x  =  я
J  — Я

Я
j cos nx • sin kx dx — 0 (n, k — 0,1, 2, 3, . .  .)

—Я



\ f {x )d x  =  л*а0,
—л

я
¡ fix) cos k x d x  =  n -a k ( k =  1,2,3, . . .),

*—Л
П
Ü f ( x ) s m k x d x  =  n-bk (k =  1,2,3, , .
—Я

эканини топамиз. Бу тенгликлардан эса
л

а0 =  —  J / ( x ) dx ,
— Л

Л

=  ~  J / ( x) cos¿xúíx, (21.9)
— Л

Л

bk =  ~ §  f ( x ) s i n k x d x  {k =  1 , 2 , 3 ,  . . .)
—Я

келиб чи^ади.
Демак, /  (х) функция тригонометрик каторга ёйилган булса ва бу 

^атор учун ю^орида айтилган шартлар бажарилган булса, у з̂ олда бу 
тригонометрик каторпинг коэффициентлари f(x) функция ор^али (21.9) 
формулалар билан нфодаланади, яъни fix) нинг Фурье коэффициент­
лари булади. Бинобарин, цаторнинг узи /(х) нинг Фурье ^атори булади.

2. Ж у ф т  ва т о ц  ф у н к ц и я л а р н и н г  Ф у р ь е  ^ а т о р л а р и . '  
Ж уф т ва ток, функцияларнинг Фурье каторлари бирмунча содда кури- 
нишга эга булади. Биз куйида уларни келтирамиз.

f (x) функция [— л, л] да берилган жуфт функция булсин. У шу 
[—  л, л] ораликда интегралланувчи булсин. Равшанки, бу з^олда 
f (x)  cos пх жуфт функция, /  (х) sin пх {п =  1,2. . . .) эса то^ функция 
булади ва улар [— л, л] да интегралланувчи булади.

(21.9) формулалардан фойдаланиб, f ix) функциянинг Фурье коэф- 
фициентларини топамиз:



Демак, жуфт f(x) функциянинг Фурье коэффициентлари
Я

an =  — § f ( x ) c o s n x d x  (п =  0 , 1 , 2 , . . . ) ,
Q

6„ =  0 (л =  1,2,3, . . .) (21.13)
булиб, Фурье к;атори эса

оо

/  (х) ~  Т  (/; л;) =  ~  +  ^  eos пх
п = I

булади.
Энди f(x) функция [— я, л] да берилган toi^ функция булсин ва 

у шу [— л, л] ораликда интегралланувчи булсин. Бу холда f (х) eos пх  
ток функция, f (х) sin пх (п =  1,2,3, . . .) эса жуфт функция булади.
(21.9) формулалардан фойдаланиб, /  (х) функциянинг Фурье коэффи- 
циентларини топамиз:

л  0 л
1 Г 1

= "я J  ̂W C0S”* = Т /  (х) COS лх dx +  / (х) eos пх dx

/  (х) eos пх dx +  1 /  (х) eos пх dx =  0(п =  0,1,2, . . .),

Я1 С*

=  f (x) sin nxdx (n =  1,2,3, .  . .).
O

Демак, ток; f (x) функциянинг Фурье коэффициентлари 
an =  0 ( n =  0, 1,2, . . .),

bn = ~  j /  (x) sin nxdx  (n — 1,2,3, . . .) 
ó

булиб, Фурье к;атори эса
оо

f ( x ) ~ T  (/; х) =  v  bn sin пх
n= 1

булади.

(21. 14)

М и с о  л л a p. i .  / ( * )  =  х ‘Ц —  я  <  я ^  я) функциянинг Фурье цатори езилсин. 
(21.13) формулалардан фойдаланиб берилган функциянинг Фурье коэффициент-

ларини юпамиз: 

26—21? Ч

2 f  2 
а0 =  —  I x2dx =  —  я 2, 

TI J О



л 2 4 л 2 cos 2х  cos Зх

*2~ T  +  2 (- 1)riT * cosnx==T - 4(cosx- ~ 2 ^ ~  +  ~ 3 ^ - -
п — \

куринишида булади.
2. Ушбу

/  (х) =  х  (— я ^  х  s j  я )

ток функциянинг Фурье катори ёзилсин.
(21. 14) формулалардан фойдаланиб берилган функциянинг Фурье коэффициентлари- 

я я
2 С 2 я 2 f

ни топамиз: Ьп =  —  \ л: s in  п х  d x  =  — ------х  cos п х  + -------- \ cos п х  dx  =
я ) ЯП 0 ип !

о О

=  _  —  co sn n  =  (— l ) n+1-—  (n =  1, 2 ,  3, . . .)• Демак, / ( * )  =  *  функциянинг 
п  п

Фурье катори куйидагича булади:

, , 2 sin 2*  sin  Зх  
х „ \ ( —  i)"-*-1 . —  sin  п х  ~  2 (sin х  — ----- —  +  — - —  —

íl— 1
3 [— /,/] о р а л и ^ д а  б е р и л г а н  ф у н к ц и я н и н г  Ф у р ь е  на ­

т о р и .  Виз юкорида [ — л, я] ораликда берилган функция учун унинг 
Фурье катори тушунчасини киритдик. Бундай тушунчани ихтиёрий
г__i' i] (I >  0) ораликда берилган функция учун з̂ ам киритиш мумкин.

}(х) функция [ — /, / ]  ( / > 0 )  да берилган ва шу ораликда интеграл- 
ланувчи булсин.

Равшанки, ушбу
¿ = 7 *  (21.15)

а л м а ш т и р и ш  [— /, /] ораликни [ — я, я] орали^ка утказади. Агар

№  =  f ( i t )  =  v ( t )

дейилса, ф (/) функцияни [— я, л] да берилган ва шу ораликда интег- 
ралланувчи булишини куриш кийин эмас. Бу ф (/) функциянинг Фурье 
Катори куйидагича булади:

со

Ф (t)  ~  7 ( ф ;  0  =  " ¡ f  +  2  cos n t  +  b" s i n  n í )>
n —  1

бунда
n i г1 Г 1an =  — \ ф(г)cosn t d t  {n =  0,1,2, . . .), bn =  —  J <$(t)s,mntdt



( «=1 , 2 , 3 ,  . . .)•
Ю^оридаги (21.15) тенгликни эътиборга олсак, унда

СО
/ я \ а0 V4 / л . л '

V \ J  х ) ~ ~ 2  +  2d ( «nc os ny  x +  bns m n  — х

булиб, унинг коэффициентлари эса
I

1 С { я \ я
ал =  7  Ф \ Т *  l c o s n y * d x  (я = 0 , 1 , 2 ,  . . .),

—I
i

1 (’ /  Я N Я
Ьп — у  Фl"y х \ s\nn —  xdx ( п =  1 , 2 , 3 , . . . )

булади.
Натижада

00 /  XС1л / /I Я fZ JT X \  / л  л 1 л \
/ ( % ) ~ " ^  +  2 ] ( ая соз"~/— -h ^„Sin— —̂ J (21.16)

n=l

га эга буламиз, бунда
i

1 Г п я  х
а'■n== ~ l  J f(x)cas— —  dx (п = 0 ,  1,2, . . .), 

bn —- y j  /  (jc) sin —Y ~ d x  ( n =  1,2,3,  . . .).
(21.17)

(21.16) нинг унг томонидаги тригонометрик каторни [ — /, /] да берил- 
ган f(x) нинг Фурье к^атори дейилади, (21. 17) Фурье коэффициентлари 
дейилади.

М‘и с о л .  Ушбу]
} ( х )  =  ех  (— 1)

функциянинг Фурье цагори ёзилсин.
(21.17) формулалардан фойдаланиб бгрилган функциянинг Фурье коэффициент- 

ларини топамиз (бунда I =  1):
1

а0 =  j ех  dx  =  е — е 
- 1

: + - cos п  л  х  1+1
--------------------- ех  =

гг2 я 2 |_1
—1

J £  ___ Q  1
(е cos п  я  — е—1cos п я ) =  (—  1)” — — —  (« =  1 ,2 , . . . ) ,

1
Г п  я  sin п  Я X - 

а =  I ex c o s n n x d x  = ------------— — -
J 1 +  «2

------------  1 C  L U O  /  * *1*1 ------ ^  V U J  «11/1 -----  V * )  ,  . ,  ,

1 +  и2 я2 1 +
1

р sin п  Я X —  п  я  COS п  Я X
bn =  I е х  sin  п  K x d x  =  ■

1 +  л 2 я 2 
—1

+ 1

-1



1 , , . ti я  cos n  я
( e -п  л  cos я я  -{- e ~ 1 n я  cos n  я ) = -------------------- (g—i — g) —1 + п » я * '  ' 1+n2n2

п я  ( — 1)" , , e __o— i
=  " Г + ^ л2 (г" 1 - « )  =  ( -  l)n+1 яя (n =  1, 2, 3, . . .).

Демак, /  ( x ) = e x  функциянинг (— 1 <  x  <  1) Фурье катори ушбу

СО „
е — е 1 , , v f  (— 1)" f— l)n+l

-----------Т ~  + ( е ~ е ) 2 [ г Т ^ С05ЯЯХ +  Т Т ^ 11п' 51г," яд:

куринишда булади.

Из о ^ .  (21.10) формула билан аншуганган
00

а0
Т  (}; х) =  у +  2 i  (ап cos пх +  bn sin пх)

п=1
тригонометрик каторнинг (— о о , +  оо) да берилган 2п даврли функция 
эканлигини куриш кийин эмас:

T ( f ; x  +  2n)  =  T( f ;x) .
Агар [— я, л] да берилган f(x) функцияни (— о о ,  +  оо ) га дэврий да- 
вом эттирсак (караиг ушбу бобнинг 1-§).

f*(x) =  f{x — 2n m ) ,  х 6(— я  +  2 л m , я  +  2  л 'ni) (/л =  0, ± 1 ,  ±  2 , . . .), 
у холда, равшанки, (— о о , 4- о о ) да

/* (*) ~  Т (/*;х) =  -у- +  ^  (ae cosnx -f&n s inлх)
п=1

булади.
3-§. Леммалар. Диризвле интеграли

Функцияларни Фурье каторига ёйиш шартларини аниклаш, юкори- 
да айтиб утганимиздек, Фурье цаторлари назариясининг мухим маса- 
лаларидан бири. Уни хал этувчи теоремани келтиришдан аввал баъзи 
бир фактларни урганамиз.

1. Л е м м а л а р .  ^уйида келтириладиган леммалар Фурье ^атор- 
лари назариясида мухим роль уйнайди.

2 1 . 2 - л е м мм а .  [а, Ь] оралщда берилган ва интегралланувчи 
ихтиёрий ф (х) функция учун

ь
lim Гф(.*)sinр х dx =  0, (21.18)
/>-*•« а 

ь
lim Г q(x)cospxdx  =  0 (21.19)

булади.
И с б о т .  [а, Ь] орали^нинг бирор

Р  {Хд> • • • > (ö  =  Ху "'С X 2 • • . <С  ̂Хп ~ Ъ )



булинишини олайлик. Интегралнинг хоссасига кура
Ь П—1 Я£-|-1
j  y ( x ) s m p x d x  =  2  I Ф(х)sin p x d x  (21.20)
a k= a x¡¡

булади. cp (x) функция [a, b] да чегараланган. Демак,

inf{cp(x); i_x] } (k — 0, 1, 2, . . . n — 1)

мавжуд. У ни tnk билан белгилаймиз:

mft =  inf{cp(x); x £ [ x k, xft+1]} (£ =  0, 1, 2, . . .  , n — 1).

Энди (21. 20) интегрални
b  / I— 1 X k + \

f(p(;t)sin p x d x =  V  (' <p(x) sin p x d x  =  
i  /¿o** (21.21)

n — l X k -\- \  n ~ 1 * é + l
=  S I  (Ф(x) ~ mk> s in pxdx  +  sin p x d x  — Sj +  S 2

k=0 x/¡ k= 0 x/¡

куринишда ёзиб, сунгра хар бир
п—1 Х^\

Sj =  2 Í  (ч>(х)— т,) sin pxdx,
k = ü x k

Л—1 x k - \ - \

S 2 — 2  mk f sin px dx
É=0 x k

кушилувчини ба^олаймиз.
Агар co4 ф(х) функциянинг [xk, xk+l\ (k = 0 ,  1, n — 1) даги 

тебраниши булса, учун ушбу

п—1 xk-\-\ п—1
| S i | < 2  J (0k d x =  '^i (ükA x k (Axk =  xk+1 — xk) (21.22)

A = 0  x k  A = 0

тенгсизликка эга буламиз. Шартга кура ср(х) функция [а, Ь] да ин- 
тегралланувчи. Унда 1- к,исм, 9- боб, 5- § да келтирилган теоремага асо- 
сан, V  е >  0 олинганда ^ам, шундай б >  0 топиладики, \а, b] орали^- 
нинг диаметри Яр <  б булган ^ар ^андай Р  булиниши учун

ti—i е
2 ш*-Д х * < т  <21-23)fc=*0

булади. (21.22) ва (21.23) муносабатлардан

булиши келиб чикади.



Энди S 2 =  s in  pxd x  й и ри н д и н и  ба^олаймиз. Равшанки,
*= o x k

í*+l
1 sin рх dx ___ C O S  p x k  —  C O S  p x k _i_  1

p

*k
2 n_1Демак, | S 2| <  —  m k\ булади. p ни етарли катта ^илиб олиш 
р k=a

^исобига

- f S K i c - f  < 2 L 2 5 >И *=0
булади. Натижада (21.21), (21.24) ва (21.25) муносабатлардан етарли

ь
катта р  лар учун | J ф (х) sin p x d x  | <  е булиши келиб чи^ади. Демак,

а
b

lim Г <$(x)smpxdx =  0.
а

(21.19) муносабатнинг урин ли булиши худди шунга ухшаш курсати- 
лади. Лемма исбот булди.

Хусусан, ф (л:) функция \а, Ь\ оралщда булакли-узлуксиз булса, 
унинг учун лемманинг тасдиги уринли булади.

2 1 . 1 - эс л а т м а .  Леммадаги
ь ь

1 [р) =  [ ф (х) sin рх dx, 1х{р) =  )" ф {х) cos рх dx
а а

интеграллар, равшанки, параметрга (р— параметр) борли^ интегра ллар- 
дир. Мазкур курснинг 17- боб, 5-§ ида биз бундай интегралларнинг 
лимитини интеграл белгиси остида лимитга утиб хисоблаш ^ацидаги 
теоремада исбот ¡рлган 's дик. Бу теорема шартлари ю^оридаги интег- 
раллар учун бажарилмайди (/?—>■ оо да интеграл остидаги функциянинг 
лимита мавжуд эмас) ва, демак, ундан фойдалана олмаймиз. Шунинг 
учун ^ам лемма ю^орида ало^ида исботланди. Иккинчи томондан, 
лемма параметрга боглик; интегралларнинг лимитини бевосита, интег­
рал белгиси остида лимитга утмасдан ^ам, ^исоблаш мумкин эканли- 
гига мисол булади.

Ю^оридаги лемма чегараланмаган функциянинг хосмас интеграли 
учун )̂ ам умумлаштирилиши мумкин.

ф(х) функция [а, Ь) ярим интервалда берилган, Ь ну^та шу функ­
циянинг махеус ну^таси булсин.

21.3-л е м м а ,  [а, Ь) да абсолют интегралланувчи ихтиёрий ф (х ) 
функция учун

ь
lim Г ф (х) sin рх dx =  0,

р - * с о а

ь
1 im Г ф (к) cos/wed* =  0 (21.26)

р-кх>а
булади.



И с б о т. Ихтиёрий г] (0 <  т] <  Ь — а) олиб,
ь
J ф (.х) sin рх dx
а

интегрални цуйидагича ёзиб
ь г>—Tj ь
J^ M sin 'p x d *  =  j- cp(x)sin pxdx  +  (' ф (х) sin pxdx,  [(21.27)
a a b—Ti

бу тенгликнинг унг томонидаги >;ар бир цушилувчини ба^олаймиз.
К,аралаётган <р(х) функция [а, b — т]) Да интегралланувчи булганли- 

ги сабабли ю^орида келтирилган 21.2-леммага кура
Ь—Г1

lim [ ф [х) sin рх dx =  О

булади. Демак, V  е >  0 олинганда ^ам, шундай р0 >  0 топиладики, 
барча р > р 0 учун

Ь—л

J  ф {х) sin рх dx
< f

(21.28)

булади.
Шартга кура ф (х) функция \а, Ь) да абсолют интегралланувчи.

Таърифга биноан, V e > 0  олинганда ^ам,'шундай б > 0  топиладики,
ь

О <  г\ <  б булганда j" | ф (х) \ dx <  булади. Демак,
Ь—Г]

j* ф (х) sin рх dx dx <  ■ (21.29)< j j <P(x)
b—y\ *—T|

Ю^оридаги (21.27), (21.28) ва (21.29) муносабатлардан етарли катта
ь

р лар учун||ф(л-) sin pxdx\  <  е булиши келиб чикади. Демак,
а

b
lim Гф(д:)5т/?хс(д: =  0. (21.26) муносабатнинг уринли булиши худди 

p ~ ~ í
шунга ухшаш курсатилади. Лемма исбот булди.

Исбот этилган леммалардан му^им натижа келиб чикади.
21.4-натижа.  [ — я, я) орли^да булакли-узлуксиз ёки шу орали^- 

да абсолют интегралланувчи f(x) функииянинг Фурье коэффициентла- 
ри п-> оо да нолга интилади:



2. Д и р и х л е  и н т е г р а л  и. Фурье ^аторининг яцинлашувчилиги- 
ни урганиш, бу ^атор цисмий йигиндилари кетма-кетлигининг лимита- 
ни аницлаш демакдир. Шу ма^садда к;атор цисмий йигиндисини ^улай 
куринишда ёзиб оламиз.

/  (х) функция [— л, я) оралщда берилган ва абсолют интегралла- 
нувчи (хос ёки хосмас маънода) булсин. Бу функциянинг Фурье 
коэффициентларини топиб,

Я

ak =  - ^  / (0  cosktdt  (k =  0, 1, 2, . . .),
— Я

Я

bk =  j* f(t) sin kídt  ( 6 = 1 ,  2, . .  .),
—Tí

сунгра топилган коэффициентлар буйича f(x) функциянинг Фурье ца- 
торини тузамиз:

00

f ( x ) ~ T ( f \  х) =  ^ - + ' 2 i (akcoskx +  b/ts inkx) .
*=1

Энди бу цаторнинг ушбу
П

Fa (/; х) = -H l +  ^  (ak cos kx +  bk sin kx)
2 k= i

^исмий йигиндисини оламиз. Бу йигиндидаги ak(k =  О, 1, 2, . . . ) ' ва  
bk(k =  1, 2, . . .) ларнинг урнига уларнинг ифодаларини ^уйсак, у ^олда

я п Я
Fn (/; х) Г f ( f ) d t + ' 2 ¡—  Í f( t) cos kt  • cos kx +  sin kt *sin kx dt. 

2lt *=i n J;„ L J
Маълумки,

cos k t - cos kx +  sin kt -iinkx =  cos k (t — x).
Демак,

.  * ) = - ¿  \ f ( t ) \ ±  +  2 C0Skv - x ) ] dL
- Я  * = 1

Интеграл остидаги ифода учун к;уйидаги муносабат уринли:
t — X

п sin (2 п +  1) — -—

T  +  2 C0S k [ t - x )  = ---------- — -------
*=1 2 s in --------

2
^ацицатан ^ам,

2 sin —  Г — +  V  cos ku 1 =  sin —  +  У  2 sin—  cos ku =  sin —  +
2 L 2 ¿ í  J 2 2

+  2 [  s i n ( *  +  4 ~ ) u - ~ s i n( * — ^ ) “ ] = s i n ( n + T ) u

(« =  t —x).



Бу тенглик ёрдамида Fn (/; х) йигинди ^уйидагича ифодаланади:
t — X

sin  (2л +  !)•

t — x
■di.

sin  -

(21.30) тенгликнинг унг томонидаги интеграл f ix)  функциянинг 
Дирихле интеграли деб аталади.

Шундай цилиб, f ix) функция Фурье ^аторининг кисмий йигиндиси 
Fn{f\ х) параметрга [боглик (21.30) куринишдаги интеграл (Дирихле
интеграли) дан иборат экан.

/* (х) функция fix) функциянинг ( — о о , +  о о )  га даврий давоми 
булсин. Бинобарин, /* (х) функция ( — оо , +  о о ) да берилган, 2л давр- 
ли> [— л, я) да абсолют интегралланувчи функциядир. ^улайлик 
учуй биз цуйида f{x) функциянинг узини ( — о о ,  +  о о )  да берилган, 
2я даврли, [ — л, я) да абсолют интегралланувчи функция деб ^и- 
соблаймиз ва f*ix) урнига f{x) ни ёзиб кетаверамиз.

t ---X
sin  (2л +  1) — Z—

Энди F if; х) = 2я f(t) \ t —x
dt  интегралда

sin

t =  х  +  и алмаштириш киламиз. Интеграл остидаги функция 2 я  давр­
ли функция булганлиги сабабли, бу алмаштириш натижасида интеграл- 
лаш чегараси узгармасдан колади^ (ушбу бобнинг 1-§ ига каралсин). 
Натижада

и
л sin  (2п -j- 1)

—я
- du

булади. Бу интегрални ушбу

Fnifl *) =  ■2 я
V
j* /  (х +  и)-

sm  •

sin (2л +  1) —

sin

+  I /  ix +  u)'
sin  (2л +  1) —

sin
du

икки кисмга ажратиб, унг томондаги биринчи интегралда и узгарув- 
чини — « г а  алмаштирамиз. У ^олда

Я

1 ' /  ÍX +  и) +  /  ix— и)F n if; x ) = i ~п и
2 s in  —  

2

du (21.31)



булади. Дирихле интеграли Рп (/; х) нинг бу куринншидан келгусида 
фойдаланилади.

Хусусан, /  (х) =  I булса, (21.31) муносабатдан

- т !

Я 5Ш (П +  —  |И
йи (п =  1, 2, . . .  ) (21.32)

булиши келиб чик;ади. Ха^ик;ата и ^ам, бу ^олда
а0 =  2, ак =  Ьк =  О (& =  1, 2, 3, . . .)

булиб,
^„(1; х ) з 1

булади.

4 - § .  Фурье ^аторининг яцинлашувчилиги

Энди берилган / ( х) функция ^андай шартларни бажарганда, унинг 
Фурье к;атори я^инлашувчи булишини топиш билан шурулланамиз.

1. Л о к а л л а ш т и р и ш  п р и н ц и п и .  Ю^орида келтирилган Дирих­
ле интеграли

(/; х) --
_1_

Я . 
О

/ ( х +  ы) +  /(* — «) |
эхп ( п - \ - у ) и

2зт-
■йи (21.31)

цуйидаги му^им хоссага эга. Ихтиёрий б (0 <  б <  л) сонни олиб, 
(21.31) интегрални икки цисмга ажратамиз:

М / ;  х ) =  -
я

¡(х +  и) +  /(х  — и)

. I , 181П “ —" + т ) “ -<1и +

+  -  1 
я  .1

/(х  +  и) +  ! ( х — и)
8 1 п ( п +  у ]  И

¿и.

$нг томондаги иккинчи

/ , ( « ,  6) = / (х +  и) +  /  (х — «)
5'п( п + — \ и

2 вт-
йи

интегралнинг п->-оо да лимита мавжуд ва нолга тенг. ^а^щатан 
х;ам, берилган ¡(х) функция [ — л, я) да, ва демак, [б, л) да абсолют 
интегралланувчи булганлигидан



ф (и) = --------- ---------  [ /  (х +  и) +  /  (х — и) ]
и

2 sin —
2

функция хам шу ораликда абсолют интегралланувчи булади ([б, я) 
да функция чегараланган) ва 21.3-леммага асосан

л

lim 12 (и, б) =  lim Г ф (и) sin Í п 4- ] u d u =  0.
П—*оо Л-*оо J  \  ^  /б

Натижада куйидаги теоремага келамиз.
2 1 . 1 - те оре ма .  Ушбу 

6
/ J (а, б) =  —  f / (х +  и) +  /  (х и)

Sin ( í l  +  j j u  

и
2 sin  —

2

интегралнинг п оо даги лимиты маежуд булгандагина Дирихле 
интегралининг п -+  оо даги лимиты маежуд булади ва

lim Fn (/; х) =  lim 1г (п , б).
Л-->со Я—>оо

Равшанки, / J n ,  б) интегралда f функциянинг [х —  б, х + б ]  ора- 
ликдаги кийматларигина катнашади.

Шундай килиб, берилган /(х) функция Фурье каторининг х  нукта- 
да я^инлашувчи ёки узо^лашувчи булиши бу функциянинг шу ну^та 
(д:— б, х +  б) атрофидаги к^ш матларигагина боглик булар экан. Шу- 
нинг учун келтирилган теорема локаллаштириш принципы деб юри- 
тилади. Унинг мохиятини куйидагича хам тушунтириш мумкин.

Иккита турли 2 л даврли Дх) ва ф (х) функцияларнинг хар бири 
[— л, л) да абсолют интегралланувчи булсин. Равшанки, бу функ­
цияларнинг Фурье каторлари хам, умуман айтганда, турлича булади. 
Бирор х06 ( - я ,  л) ва б ( 0 <  6 <  л) учун

f (х) =  ф (х), агар х  £ [х0 б, х0 +  8],
f(x)¥= ф(х)> агар х 6 [ — я, л ) \ [ х 0— б, х 0 +  о]

булса, у ^олда и-^-оо да бу функциялар Фурье каторлари цисмий 
й’ириндиларининг х0 ну^тадаги лимитлари ёки бир вактда мавжуд (бу 
холда улар бир-бирига тенг) булади, ёки улар бир вактда мавжуд 
булмайди.

Пировардида, укувчиларимиз эътиборини локаллаштириш принци- 
пининг яна бир му^им томонига жалб ^илайлик.

Келтирилган теоремадан /¿(п, д) интегралнинг п -*■ оо даги лимита 
барча б (0 <  б <  л) лар учун бир вактда ёки мавжуд булиши, ёки 
мавжуд булмаслиги келиб чщади.

2. Ф у р ь е  к а т о р и н и н г  я к и н л а ш у в ч и л и г и .
21.2-теорема.  2 л  даврли f(x) функция [— л, л) оралицда булак- 

/iu-дыфференциалланувчи функцыя булса, у  %олда б у  функцыянинг 
Фурье цатори



со

—  +  V  (ak coskx +  bk sin kx)
2 A=1

[— я, я) да щинлашувчи булади. Унинг йитндиса

T Q ;  л ) = - | -  +  ^ ( a kc o s k x +  bk únkx) =  f(x +  0) +  f (x — 0)

булади ( x6 [ — я, я)).
И с б о т .  (21.32) тенгликнинг з̂ ар икки томонини

2 ' [/ (х +  0) +  /  (х 0)]2
га купайтириб ^уйидагини топамиз:

sin (п +  -L) а
■du.

я sin (rt +  — }ы

V  1/<* +  0) +  / ( * - 0 ) 1  =  г  Í 4 - 1/(*  +  0 ) + / ( * — 0)1-----------
2 2  2 s i n ü .

0 2
(21.33)

(21.31) ва (21.33) муносабатлардан фойдаланиб ушбу

Fn (/; х)-----[ /  (* +  0) +  f (x ~  0)1

айирмани ^уйидагича ёзиш мумкин:
Я

р п ф  Х) ----- l- \ f ( x  +  0) +  f ( x - 0) ] = - ~ \ l f ( x  +  u)  +  f ( x - u ) -

<3
s i n í n +  - i - ]  U

■Пх +  0) - f ( x - 0 ) ]  ------------------ du.
2 sin-í-

Arap
sin  (n +  i - j  и 

2 s in -

n  s m l r t  +  -— 1«

—  f  l f { x  +  u ) - f ( x  +  0 ) ] -------i-------------- du — I ln (f; x),
Я J 2 sin-ÍL

2

sin fw*.l {ть-\- •—-] U
— f  [ f ( x - ü ) - f ( x -  0)] ------------2----- du =  L J f ;  x)
я  J 2 sin A0

деб белгиласак, унда

F ,( f ;  * )— 4 -[/(x +  °) +  ^(x ~ ° ) ] =  í í« ^ ; *) +  7sn^;

булади. TT _ „
Гнди /j„(f; л) ва I2n(f; x) ларни бахрлаимиз. Ихтиерии о ( 0 < о <

< я )  сонни" олиб, 11п (/; х) ни икки цисмга ажратиб ёзайлик:



S £ s in ír t - f -—

Aní/; x) =  —  f [ í (x  +  u) — f( x  +  0)]'------------------ du +
2 sin —

0 2 

я  sin  Í n  +  - Í - W

+  — f [[/(* +  « ) — / ( * + 0 ) ] ---- -------—  du. (21.34)
2 sin  JL

f  2
Покаллаштириш принципига асосан

я sin  «  +  _!_) и

lim —  f  l f{x +  u) — f(x +  0)] — ------- —  du =  0
"'>0° я { 2 sin  JL

6 2

булади. Демак, V e > 0  олинганда хам, шундай я0 =  п0(е, 6 ) £ N  то­
пила дики, V п >  п0 учун

i Sr* s*n (” и
—  Á [ f ( x  +  и) — f(x +  0 ) ] ---- ------- du < —  (21.35)

51 {  2 s in  —  2>6 2
булади.

Энди (21.34) тенгликнинг унг томонидаги биринчи интегрални ба- 
^олайлик. У ни б ни танлаб олиш хособига етарлича кичик ^ила оли- 
шимиз мумкинлигини курсатайлик.

Шартга кура, /(х) функция [— л, л) да булакли-дифференциалла- 
нувчи. Бинобарин, V x  (х£[— я,  л)) ну^тада унинг бир томонли чек-
ли ^осилалари, хусусан, унг хосиласи

ИгТ1 f ( x + u )  —  f ( x  +  0) _  j ^

мавжуд. Демак, шундай бг >  0 топиладики 0 <  и <  бх булганда

/(* +  «0 — f(x +  0) ^  (/Víj =  const)
и

булади.
Шунингдек, шундай б2 >  0 топиладики, 0 <  и <  б2 булганда 

и 
~2 <  М2 (М 2 — const)

sinü-
2

булади.
Агар б =  min Jб1т б2, — —— i дейилса, унда ихтиёрий n £ N  учун 

' 2 Afx УИа '



< J .  П №  +  . ) - > (, +  0 ) , .  _ L _ iu  < _L , M r M , . b  < -g- (21.36-
11 J  I «  e i n  “  71 2  'o sinT

булади. Натижада (21.34), (21.35) ва (21.36) муносабатлардан, V s >  
> 0  олинганда ^ам, шундай n0£N  топиладики, барча / г > я 0 учуг 
1 (/; х) 1 <  е булиши келиб чи^ади.

Иккинчи интеграл

i 2 sin(rt +  -^-)“
h n  (/; *) =  -  [/(.V -  « ) - / ( * -  0)] 27

я  J
du

2 sin Л
2

^ам худди шунга ухшаш ба^оланади ва ¡I2Jf;  х)| < е  булиши топила- 
ди. Демак, V e > 0  олинганда ^ам, шундай n0£ N  топиладики, барча 
я  >  Щ учун

\ Fn(í> * ) -  - j - [/ (* +  0) +  /  (х— 0)] | <  2 е 

булади. Бу эса

=  - ^ [ / ( х + ° ) + / ( х — °>]

эканини билдиради.
Шундай килиб, /(х) функциянинг Фурье ^атори [— л, л) да щ т -

лашувчи, унинг йигиндиси Т  ([; х) эса - i-  [/ (х 4- 0) +  /  (х — 0)] га тенг:

со

Т (/; х) =  — ■ +  ^ ( a Äcos£x +-bksinkx) =  -^-[/(*  +  0) +  f ( x— 0)]. 
é=i

Теорема исбот булди.
Равшанки, теорема шартларини каноатлантирувчи /(х) функциянинг 

узлуксизлик ну^таларида
Т ф  х) =  /_(* +  0 ) -Ж * -0 )  =  f (x)

булади.
х =  ±  я  булганда ушбу бобнинг 1 - § ида айтилган ушбу 

/(л  +  0) =  / ( — л +  0), /(— л — 0) =  / (л  — 0) 
тенгликлар эътиборга олинса, унда

lim  р  ( f - __л ) __  / (~~л ~Ь 0) +  / (~  я — 0 )_ f (— я +  0) 4~ f (я — 0)
-!*»оо " “ ' 2 2
lim  F (f- jt\ =  / (я -f- 0) —1~ / (Jt 0) __ f (— я +  0) -[- / (я — ú)
tx—► oo n ’ 2 2

булади. Демак,

lim p j f ;  - n )  =  Hm F„(/; л) =  - Ь [ / ( - л  +  0) +  / ( л - 0 ) ] ,



ъни
Т (/; -  л) = П / ;  я) =  - ^ - [ / ( - ~ я  +  0) +  / ( я - 0 ) ]

улади.
2 1 . 5 - н а т и ж а .  Агар 2 я  даврли f(x) функция [— я,  я] да узлук- 

13 , булакли-дифференциалланувчи ва / ( — л) =  / (я) булса, бу фуйк- 
иянинг Фурье цатори [— л, я] да я^инлашувчи, йи р и н ди си

T(f; x)=--f(x) (х6[— я,  я])
улади.

М и с о л л а р .  1. Ушбу
f (х) =  X* (* £  [ — я ,  я ]) 

ункциянинг Фурье к,атори цуйидагича

я 2 4 , я 2 cos 2л cos 3*
ж2 —  +  7  (— 1) , cos £л: =  —  — 4 (cos лг--------------+ ---------- — . .

3 ~  ¿Л k2 3 2 2 З2
k — i

улишини курган эдик. Равшанки, х2 функция [— я ,  я] оралик;да 21.5-натижанинг 
иртларини цаноатлантиради. Шу натижага кура [— я , я] да унинг Фурье ^атори  
^инлашувчи, й и р и н д и с и  эса л:2 га т е н г  булади. Демак,

я 2 ,  ̂ , я 2 , , cos 2л:
x 2 =  ~ + 2 i  l r - ¡ T « > s f e * =  - y - 4 ( c o s * - - y j —  +  

k = \
eos 3x

.. .) (x ^ [ я, я]).
' 32

2. Ушбу
}(x) — Qosax ( 0 < а < 1 )  

ункцияни ^арайлик. Унинг Фурье козффициентлари
я

2 f  sin an
а0 =  — I cos ахах =  2 ----------я J ал

о
я  я

2 | ‘ I f
а„  =  —  i cos ах cos nxdx =  — I (cos (a - |-  n) x  4 - cos (a —  n) x )d x =

Я .1 я  J
a о

, 2a s i n m
=  (-1 )  (« =  1 . 2 , . . . ) ,  a¿— it* я

bn =  0 (n =  1, 2, . . .)
улади. Демак, берилган функциянинг Фурье цатори

sin a я  2а  sin а я  v i  (— I)*
cos ах ~ --------- + ---------------  7 , —— - c o s  kx

ап я  ^  а2— №k—t
улади. Агар бу f ( x )  =  cosax функция 21.5- натижанинг шартларини бажаришинк 
ътиборга олсак, унда

sin a  я  2 a  sin a я  (— 1)*
cos ax = ---------+ --------------- > , --------- cos kx

an я  a2— k2k=l
улишини топамиз.

Кейинги тенгликдан х  =  0 дейилса,

sin ап
7 + 2 а Т ~а а

( - 1)



—  =  -  + ' У  (_!)* ( ■ 1 .-4 1 - 1  
¡ П в я  а  ¡¡Н 1 а + А ‘^ д  — 

* = 1
и  я  а  \ a - \ - k  a - k

№
келиб чш^ади.

3. К,уйидаги
( —  х,  агар — я  булса,

 ̂^  |  0 , агар О <  х  <  я  булса

функцияни ^арайлик. Б у  функция ю^оридаги 21.2- теорема шартини] цаноатлант 
ришини куриш цийин эмас.

Берилган функциянинг Фурье коэффициентларини толиб, Фурье] цаториии ёзами;
л

1 I . . .  . Ух2
а0 :

о я
, =  —  \ и  (х) йх =  — —

Я ,1 я
| - л

я
1 (* 1 Г *  1 Ю

а к =  —  \ \  (х) соэ 1гх <1х = ]  — — I х  собйдг йх== — вш к  л: > [-|- 
я  ,,1 Я J  «я  я

—Я —Л
№

+  ^ С 5 1 п  = ^ ; ( с о 5 ^ - с о з ; 0 )  =  ±  [ ( _  1 ) \ - 1 ] . 1  

■л I
Демак Л

—  — ,5агар к — ток сон булса,
£ 2я  **  ̂ '

0, агар ё  — жуфт сон булса.

Энди Ьк коэффициентларни ]^исоблаймиз: 1
а о

I г* 1 (■ 1 . соэ&д: |0
Ъь =  —■ \ /  (*) ®ш к х й х * =  — — I х  бш кх а х  =  —  л: — -—  —  

й я  J я J я  к  |_ я
—Л —я

о
1 ( соэйд: сов&я (—Ч )й

“ »  )  —  * — Г - — ~
—Я й

Шундай цилиб, х  £  (— я , я) учун
оо со

я  (2 ^  со э(2  6 — 1)х . . V 4 . « д:

*=1 *=1 *

а: =  ±  я  да эса
О -{- я  я

бул ад и /
^  4. Ушбу

Г ( / ;  — л )  — Т  (/; *) “  ■ 2

1, агар — я ^ х <  0 б^лса, 
< I*) — — 1, агар 0 ^  х  <  я  б^лса

функцияни ^арайлик. Б у функция ю^оридаги теореманинг ¡шартларини каноатла 
тиради. Берилган функциянинг Фурье коэффициентларини »^исоблаб, унинг Фур 
цаторини топамиз:



a‘ = ‘i j ' W ‘l r ~ l c ] dX~ n § d X ~ 0’
—Я —Я о

~J n  i r  1 “
ап =  — j* f (x) cos nxdx =  — J cos¡nxd x  — “  j cos nxdx  =  0 (n =  1 , 2 , . . . ) .

—я —я 0
* о , í

bn = —  \  f  ( x )  sin nx dx  =  —  \ s i n n x d x —  —  J s in n x á *  =

—я 0
7 - L J „ 3 „ _ tos0 ] =  ¿ ( с о » « — « » 0 ) -

=  — [ (—1)"—l l .
ПЛ L J

_1_

ПЯ

~ я

cos 0 — "cos n x

.емак,

{ 0, агар n —  жуфт сон булса,

—  — , агар п  —  ток, сон булса. 
п л

Шундай цилиб, берилган f  (х) функциянинг Фурье ^атори

'г4 "ч s i n ( 2 n  — 1)х 4  (  , sin 3 х  , sin 5 х
т (}■ x)i= — — 7  -----------------=  — — s,n * +  — ó • с

я  2 п —  1 я  I 3  5
п=1

5улади”ва унинг йигандиси!

f  ( х ) ,  агар х £ ( — я,  я ) \  {0}булса,
/ ( - 0 ) + / < + 0 )  1 + ( — 1) п
----------------------------------------------- =  0 , агар дг =  0 булса,

- )

Т Ц \  X):
2 2 

f  (—  я  —  0) -}- / (—я  +  0)

2
f  ( п  —  0) +  / ( я +  0)

=  0 , агар х  =  — я  булса, 

О, агар х  =  я булса

булади. 39- чизмада f  (х) функциянинг ва унинг Фурье к;аторининг F t  ( /;  * ) ,  
F 2 ( /;  х) ва F 3 (/; х) цисмий йигиндилари тасвирланган.

5- §. Цисмий йигиндиларнинг бир экстремал хоссаси. Бессель
тенгсизлиги

f(x) функция [а, 6] ораликда берилган. Бу функция ва унинг 
квадрата р ( х )  хам шу ораликда интегралланувчи булсин. Одатда бун- 
дай функциялар квадрати билан интегралланувчи деб аталади.

У
1 1Г

-Г щ 
, -1



Агар f(x)  функция [а, b] да квадрата билан интегралланувчи бул 
vm6v ШУ °раЛИК‘Да абсолют интегралланувчи булади. Х,авдатан ^амушбу

I fCvM! / « ! < } (  1 + / Ч *
тенгсизликдан фойдаланиб

¡ \ f { x ) \ d x
а

« ВЖУД б5'ЛИШИНИ Т0ШШИЗ- БУ эса f(x) функциянинг [а, Ъ] да аосолют интегралланувчи эканини билдиради.
Аммо /  (х) функциянинг абсолют интегралланувчи булишидан, унинг 

дааХ™алаИн а ушбНу еГРаЛЛаНУВЧИ W  Д°ИМ М б  чи^ веРмай'

функция (0, 1] да интегралланувчи, лекин '

/ 2М =  -X
функция эса (0, 1] да интегралланувчи эмас (царалсин, 16- боб, 5- §) 

Демак, квадрата билан интегралланувчи функциялар туплами аб­
солют интегралланувчи функциялар тупламининг цисми булади.

/ (х) функция [ Л, л] да квадрата билан интегралла нувчи функ- 
ция, Тп (х) даражаси п дан катта булмаган тригонометрии купхад 
булсин:

п

Тп W  — — +  Д] (ak cos kx +  pA'sin kx).
k-i

Равшанки, бундай куп^адлар ^ам [— л, л] да [квадрата билан интег­
ралланувчи буладилар. Коши — Буняковский тенгсизлигидан

f [/ (х) Тп (х)\2 dx (21.37)
—Я

интегралнинг ^ам мавжудлиги келиб чи^ади. Бу интеграл муайян f(x) 
Да а 0, а ь р1; а 2, р2, . . ., а п, ларга бор лиц: <

/  =  /(«„, a lt pit а 2, ря, . . ., a n, p n) =  ] \ f ( x ) - T n(x)]4x.
—Я

Энди куйидаги масалани к^арайлик. Шу коэффициентлар кандай 
танлаб олинганда I энг кичик цийматга эга булади? Бу масалани хал 
этиш учун юкоридаги (21.37) интегрални ^исоблайлик:

J [/ (х) — Тп (х)]2 dx =  J* f2 (х) dx — 2 ¡7 (х) Тп (х) dx +  Г*Т\ (х) dx (21.38)
—Л —Л —л

f(x) функция Фурье коэффициентлари учун
—я



я
ак [ /(л:)«» кхйх, (6 = 1 ,  2, . . .)

—Я
Я

Ьк = ~  | / ( х ^ т Ь ^ л :  ( 6 =  1, 2, . . .)
—Я

формулалардан фойдалансак,

2̂ +  2  ( а * со:5 кх +  Р* 5‘п *=1
|  ¡{х)Тп(х)<1х =  | / (дг)
_п —я

п

=  "о” ао л "Ь ^  (а * ‘ л "Ь Р* ' ^  ) =  
*=1 х

п ,

! +  2  ( а * ’ а* +  Р* •

с1х — 

(21.39)

=  я
Яр Яр

2 (¡=1
булади.

Агар
Iсоэ Ш х  =  |  вш кхйх =  0, [ соэ кх  • э т  кхйх =  0.

•—Я
Я
С б ш 2 кх (1х =  |  со б 2 1гх<1х =  п

—я —я
(^аранг, ушбу бобнинг 2- § ига) эканини эътиборга олсак, у ^олда

Я  Я  П . -

]* Т2п(х)с1х =  | [ у +  2  (а*со!5А*+
—Я —я *=1

| + 2 ( « 1 + « ) ]

(1х =

=  я (21.40)

булади. Юцоридаги (21.38), (21.39), (21.40) тенгликлардан фойдаланиб 
куйидагини топамиз:

я я /г
Г1 Г I 2 Г  а оа 0 V 1
] /(*) — Гя (х) р(х)с1х — 2 я [ —  +  ^ а * а *  +

—Я ^
Я

=  j  /2 (х) йд:— я

— Я

п

*=1 
п

+  2 а! +  2  ** +  л 
*=1 *=1

Бу тенгликдан куринадики

(а0 — а0)2
П « -

“ +  ^  («й— ак)2 "Ь 2  Р̂* Ь/г)2 
к= 1 *=1

йх



а п — а,о>
“ * =  аА. (k =  l, 2, . . п),
Ра — {к =  1, 2, . . п) 

булгандагина узининг энг кичик цийматига эришади ва у кий мат

булади, яъни:

«ii>

— я  z  k = * l

« в > П а ß J1[ L ! ^ I n [ ( x ) V d x =  2сс0, а ,в pIf . . р̂  —д ^
тс _ п  п

, F*ll=  _ V ß2 +
—я “  *=1 *=ij

Шундай цилиб, ^уйидаги теоремани исботладик.
21.3- т е о р е м а .  / (х) функция [— л, л] да берилган, квадрати 

оилан интегралланувчи булсин. Даражаси п дан канта бйлмаган 
барча тригонометрик купхадлар {Тп (х)} ичида ушбу

J [f(x)— T„(x)}2dx
•—■Л

интегралга энг кичик циймат берувчи кущад  f(x) функция Фирье 
цаторининг п- цисмий йигиндиси булади:

min /  [/ (х) -  Т (х)]2dx =  j [ f ( x ) - F n (/; х)Г dx =

Л

= j  f“(x)dx — я [-тг +  2 ^ + 2
«4=1 *=1

(21.41)

21-6- н а т и ж а .  Arap f (x)  функция f— л, л] да кзадрати билан 
интегралланувчи булса, у ^олда бу функциянинг 'Фурье коэффициент- 
лари квадратларидан тузилган

00 I оо

2  й* ва 2  bl
[А=1 [*=1

цаторлар яцинлашувчи булади ва цуйидаги тгнгсизлик уриллидир:
, ОО оо Л

' +  2  а\  +  2  ь 1 ^  “ • f  / 2 (X)dx.  (21.42)
А=1 *=1

4

И с бот.  (21.41) муносабатдан V «  учун
л  п

¡ Г ( х ) й х - п [ ^ + ^ а 1 +  2 Ь1 > 0 ,



яъни
я
С*

булади. Бу ерда п ни чексизликка интилтириб, келтирилган натижани 
ва тенгсизликни ^осил киламиз.

(21.42) тенгсизлик Бессель тенгсизлиги деб аталади.

6- §. Я^инлашувчи Фурье катори йигиндисининг функционал
хоссалари

Биз мазкур курснинг 14- бобида я^инлашувчи функционал ^атор- 
лар йигиндисининг функционал хоссаларини батафсил ургандик. Рав- 
шанки, берилган функциянинг Фурье катори функционал каторларнинг 
хусусий ^олидир. Бинобарин, тегишли шартларда Фурье каторлари йи- 
риндилари цам 14- бобда келтирилган хоссаларга эга булади. К,уйида 
уларни исботсиз келтирамиз.

f(x) функция [— л, л] да берилган ва унинг Фурье к.атори
оо

Т  (/; х) =  Y  +  (а„ соs пх +  bn sin пх) (21.43)
п= 1

[ — л, л] да яцинлашувчи булсин.
Г . Ф у р ь е  ^ а т о р и  й и г и н д и с и н и н г  у з л у к с и з л и г и .  

Агар (21.43) катор [— л, л] да текис яцинлашувчи булса, у холда бу 
каторнинг Т  (/; х) й и ри н д и с и  [ — л, я] ораликда узлуксиз функция 
булади.

2°. Ф у р ь е  ц а т о р и н и  з^адлаб и н т е г р а л л а ш .  Агар (21.43) 
к,атор [— л, л] да текис якинлашувчи булса, у  ^олда (21.43) ^атор 
^адларининг интегралларидан тузилган

*  ос ь  ь

J  dx  ̂ап J eos nxdx -j- bn j* sin  nxdxj  =
а Л =1 а а

ОО
а0 V 1 /  sin пй — sin na  e o s  па  —  eos nb

=  2 ( 6 — о ) + ^ ( а „  п + Ь „  "
п=1

цатор (— л <  а <  & <  я) якинлашувчи булади на унинг й и р и н д и с и

[ Т  (/; х) dx
а

га тенг булади, яъни



3°. Ф у р ь е  к а т о р и н и  ^ а д л а б  д и ф ф е р е н ц и а л л а ш .  Агар
(21.43) ^аторнинг хар бир ^адининг ^осилаларидан тузилган

оо

V  (— пап sin п х +  nbn cos п х)
п =i

Катор [—л, я] да текис я^ннлашувчи булса, у ^олда берилган Фурье 
Каторининг йдаикдиси Т  (f; х) шу [— л, л] да Т' if; х) ^осилага эга ва

ОО

Т'  (/; х) =  2  (— пап sin пх  +  nbn cos пх)

булади.
Шундай килиб, умумий ^олдагидек fix) функция Фурье катори йи- 

р и н д и с и н и н г  функционал хоссаларини урганишда Фурье каторининг 
текис я^инлашувчи булиши му^им роль \'йнаяпти. Бинобарин, Фурье 
^аторининг текис якинлашувчи булишими таъминлайдиган шартларни 
аниклаш лозим булади.

Энди шу хакида теорема келтира миз.
Ф у р ь е  к а т о р и н и н г  т е к и с  я ^ и н л а ш и ш и .  21.4- т е о р е м а .  

f(x) функция [— л, л] оралщда берилган, узлуксиз хамда f { — л) =
— fin) булсин. Агар бу функция [—л, л] ораликда булакли-силлик 
бдлса, у  урлда f(x) функциянинг Фурье катори

ооа0
T i f ;  х) — — +  2 d  (ап cos пх  +  bn sin пх) (21.43)

1
[— л, л] орхли^да текис якинлашувчи б$лади.

Ис б о т .  Бгрилган f(x) функция Фурье кат0Ри 1(21-43) нинг 5̂ ар 
бир

ип(х) — ancosrix +  bn sin пх  (га =  1, 2, . . .)
х>ади учун

\un (x)\ =  \ancosnx +  bnûn n x \  < \ап \ +  \bn \
(п — 1, 2, . . . ) булади.

Знди
оо

~2 +  (1 а я I +  I [)
п=  1

Каторнинг якинлашувчи булишини курсатамиз.
Фурье коэффициентлари

Я П

ап — — ^ f (x )co s  nxdx,  bn — “ ^f {x )smnxdx  (n — 1, 2, . . .)
—n  —Я

ни карайлик.
Булаклаб интеграллаш коидасига Kÿpa

я  я
I f  /  sin п X \  1 1

а« =  -  J —  J = - f ( x )  • -  sin пх
~-Я «



Я  я

— “ j V  (x )smnxd x =  —  ~  • — J (л:)s i n гглгrfjc, (21.44)
—  Л — я

Я  Я

Ьп =Jn
—Л

я

+

+  ~  j*f '(x)cosnx d x =  — ^ (  -  1)"|/(л)— /■(— л)] +
- Я

п

+  “ J / ' W  cosnxdx.
— I t

Агар /(— я) =  /  (я) шартни эътиборга олсак, у хрлда
Л

Ьп — ~ -  ~  J / '  (^) cos пх dx (21.45)
—я

булади.
/ ' (х) нинг Фурье ксзс^фкииентларини о' ва десак; 

я j *
¿2̂  ^  (х) eos л xdx i Ь'п ~ — j f  (x) sin nxdx (ti =  1, 2, . . .),

—я  —я

у ^олда (21.44) ва (21.45) муносабатларга кура

а* =  — “  Ь'п, b„ =  а'п (п =  1 ,2 ------ )

булади. Натижада

I а п I +  I Ьп | =  ~  ( | а'п | + 1 Ьп\)

булади.
Агар

~ ( К Ж О = 7 К , +  ^ \ К \ <

:» +  п*)+  2 ( 6"  +  /»•) =  2 ( а " +  Ь'" )  +  «2
булишини ^исобга олсак, унда ушбу

\ап\ +  \ьп\ <  ~ 2 Í a'n +  К  ) + ^ 2  (21.46)

тенгсизликка эга буламиз.
Шартга кура / '( х) функция булакли-узлуксиздир. Бинобарин, у 

квадрати билан интегралланувчидир. Шунинг учун бу функциянинг 
а'п> К  Фурье коэффидиентлари Бессель тенгсизлигиви ^аноатлантиради, 
яъни



/* оо 1

Ц - +  2  (  ап +  К ) <  7  J  Г  М  dx
n=1 —я

^ + 2 к + ч :П=1

цатор я^инлашувчи. Унда я^инлашувчи ^аторларнинг хоссаларига ку­
ра ушбу

¡ 2  . 7  ( +  6я ) +  (21.47)

^атор ^ам я^инлашувчи булади.
Ю^орида келтирилган (21.46) тенгсизликка мувофик;

Л*< i
( К Ж М )  (21.48)

цаторнинг ^ар бир ^ади (21.47) цаторнинг мос ^адидан катта эмас. 
Таццослаш теоремасига кура (царалсин, 1- том, 11- боб, 8- §) (21.48) 
цатор яцинлашувчи, демак,

К  I
r t= » l

+  (I ал I +  I I)

цатор я^инлашувчи булади.
Вейерштрасс аломатидан (14- боб,*2- §) фойдаланиб, (21.43) Фурье 

цаторининг [— я,  л] да текис яцинлашувчи булишини топамиз. Теоре­
ма исбот булди.

7- §. Функцняларни трягономегрик кул^ад билан я^инлаштириш

Юкорида, 6- § да курдикки, агар f(x) функция [— я, я] да узлук- 
сиз, булакли- узлуксиз дифференциалланувчи булса, унинг Фурье ^ато- 
ри Т(х)  шу ораливда текис я^инлашувчи булади, яъни кисмий Ah fh h - 
дилар кетма-кет лиги {Fn(f; х)} шу /  (х) функцияга текис я^инлашади. 
Текис якинлашувчиликнинг таърифига биноан, V е >  0 олинганда хам 
шундай n0£ N  топиладики, V п >  п0 учун

sup | Fn (f; x ) — f ( x ) \ <  в (21.49)
—Я<л;-01

булади. Бу эса юкорида айтилган шартларни каноатлактирувчи функ- 
цияларни исталган ашщликда Fn (х) тригонометрик кущад билан тщ- 
рибан алмаштириш мумкинлигини ифодалайди.

Аммо, 14- бобда келтирилган Вейерштрасс теоремасига кура, ихтиё- 
рий [а, Ь\ да узлуксиз функцияни исталган ани^ликда алгебраик куп- 
^ад билан Талибан алмаштириш мумкин эди.



Табиийки, (21.49) уринли булиши учун f(x) нинг [— л,  jt] да уз- 
луксиз булишининг узи етарли булмасмикин, деган савол тугилади. 
Бу саволга жавоб салбийдир. Хаттоки, узлуксиз функциянинг Фурье 
цатори, умуман айтганда, якинлашувчи булмай цолиши хам мумкин 
экан (каранг, И. П. Натансон, Конструктивная теория функций, Мос­
ква, 1947, 7- боб, 3- §). Демак, Фурье ^аторлари щ ем яй йигиндила- 
ридан, функцияларнинг бу, кенгрок; синфи учун тацрибий хисоблаш 
аппаратлари сифатида фойдалана олмас эканмиз. Р^уйида биз [—л ,  я] 
да узлуксиз ихтиёрий f{x) функция учун шундай тригонометрии куп- 
^адлар {ап (/; х)} кетма- кстлигини тузамизки,

lim sup |a(f; х) — /(х)| =  0
Я->оо ”

булади. Шуни ^ам таъкидлаймизки, бу тригонометрик купхадлар Фурье 
^аторлари ^исмий йигиндилари ёрдамида осонгина тузилади.

Ф е й е р  й и р и н д и с и . f(x)  функция [— л,  я] орали^да берилган 
ва узлуксиз булсин. Бу функция Фурье цаторининг кисмий й и р и н д и с и

а

р п (/; х) =  4- 2  (ak cos kx +  bk sin kx)
A=i

дан фойдаланиб, ушбу

°n (/; x) =  ~  [F0 (/; x) +  F1 (/; x) +  . . . +  Fn_ x(f\ x)\,
CLn

F0(f; x ) ^ j  (21.50)

йш-'индини тузамиз. Одатда (21.50) йиринди f(x) функциянинг Фейер 
йигчндиси деб аталади.

f(x) функциянинг Фейер й и р и н д и с и  а„(/; х) тригонометрик куп^ад 
булади. ^ак;икатан ^ам, Фурье цатря ^исмий йириндиларининг ифо- 
далари

F0(h x) =  f

а о
F x (/; х) =  — +  a l cos х +  by sin х, 

га0
Fa (/; х) — — 4- öj cos х  +  bL sin х +  а2 cos 2х  -f- b2 sin 2x,

Fn_ t (/; x) =  ^  +  a ^ o s x - h  b1s in x  - f  . . . +  cos (n — l ) x  +

+  &П- 1  sin (n— \ )x  
га кура

a0 1 1
M /;  *) =  ^  +  ^  fliC0S* +  — biSinx,



йо 2  2  1 1
О,(Г, X) = ~ ^  +  ~^а1С05х +  — Ь15\пх +  -^агс08 2х +  -£Ь2&т2х,

° п (1> х) =  у  + ^ - '̂ а1со5 * +  61 5{п х +  . . . +-^-ап_ 1с с ф — \ ) х +
П— 1

5ш+  — 1) х =  ^ - +  У  ( - — к аь<:оъкх+-— кЬк зг
П £ \ П Пк—I

булади.
Агар 3- § да келтирилган (21.32) тенглик

^ „ ( 1 , * )  =  1 (п =  О, 1, 2.........)
ни эътиборга олсак, унда (21.50) дан

а„(1 ; * )  =  1 (21.51)
булиши келиб чицади.

(21.50) муносабатдаги Т7*(/; х) (£ =  0, 1, 2, . . ., п — 1) нинг ур- 
нига унинг ифодаси (^аралсин, (21.31)

я 2* +  1 ..

(/; *) =  ~ | ( /  (* +  и) +  / (х — «)]
о

ни ^уйиб цуйидагини топамиз: 
/1—1 Л

и
2 Б1П

2А+ 1 
вт — 2— и
-----------йи [ =„ . “2 эт -гг

В»

=  —  \  2 п я  J

п—1
1(х +  и) +  ¡ ( х — и) ^  .

2  в т  (2 /г +  1) у
*=0

сЫ =

я
2

/(лс -Н 2 О +  / ( х - 2 / )
51П / 8 ш( 2 А +  \)1]<И.

А = 0

Интеграл остидаги йигинди учун
П~ 1 . о

V. , . БШ2 П1
(2 & +  1)< =  ' . ,'  ' ' БШ /к=0

муносабат уринли. ^а^и^атан ^ам,
/г—1

бЫ  ^  э т  (2 Л> +  1) * =  • $т(2£  +  1)£ =
А=0

п— 1

*=0

-  2 Ч['*=0 1
сс» 2 М — соб (26 +  2)^

Натижада /  (х )  функциянинг Фейер й и р и н д и си  у ш б у  

426

=  у  (1 — сся 2 п1) =  э т 2̂ .



«■ x^ i r J l i ( x + 2 0 + f  (x~ 2,)] ( W  dl <21 '52)

куринишни олади. Бу ва ют^оридаги (21.51) тенгликдан
п

i = j j 2 (i“ i f  \ - dt
t i n  J \ sin t 1

(21.53)

булиши келиб чицади.
21 . 5 - т е о р е м а  (Фейер т е о р е м а с и ) .  /  (х) функция  I я ,  Я1 

оралшфа берилган, узгуксиз ва f  (— я) = /  (л) булсин. У  %олда

lim sup |ст„ (/; х ) — f  (х)| —О
л—̂оо —n<x<Jt

булади. . . .  „ „
Ис б о т .  (21.53) тенгликнинг ?̂ ар икки томонини f (х) га купаи-

тирсак, у ^олда
Я_

/ М  =  —  2 f(x) ( ŝ j  f  dt 
n  я  .! \  sin 11

a

булади. Бу ва (21.52) муносабатдан фойдаланиб, ушбуни топамиз:
Я/2

(/; *) — / М  =  ~  [  /  (* +  20 +  /  ( *— 20 —

-2/W
'sin пЛ2 

sin i
d t . (21.54)

Модомики, шартга кура f (х) функция [— я, я] да узлуксиз экан, 
у Кантор теоремасига биноан текис узлуксиз булади. Демак, V  е >  О 
олинганда ^ам, шундай 6 =  6 (е) >• 0 топиладики, | х' х  | <  2 6 тенг- 
сизликни ^аноатлантирувчи V  х \  х" £[— я, я] учун

| /  ( * ' ) - /  С О К ' (21.55)

ill

булади. Шу топилган 6 сонни олиб (уни 6 <  деб ^исоблаш мум- 
кин), (21.54) интегрални икки ^исмга ажратамиз:

<*п (/: x ) — f  (х) =  /х (я, 6) +- / а («, 6),

бунда

(«. 6)1=  7 -  ffl JT J
/(* +  2 0 +  / ( * - 2 / ) - 2  f{x)

sin  nt  \ 2 

sin  t
dt,



/ ,  (п, 6) -  J -  )■ [ ЦХ +  2 о  +  Д* -  2 о  -  2 К*) 1 ) А
б

Энди / х (л, 6) ва / 2 (п, 6) интегралларни ба^олаймиз. Ю^оридаги 
(21.55) муносабатни эътиборга олиб куйидагини топамиз:

б
| / х (я, 6 ) |<  —  Г [ |/  ( * + 2 / ) - / ( x ) |  +  | / ( * - 2 Q -

Л л j  Lо

'sin nt'\2 

sin t J ЛЯ J
JL +  JL 
2 ^ 2

’sin n t \ 2

sin  i

£i
Я /2

e Г /s in  лЛ2
л л Л  =  •

Демак, V  б  >  0 олинганда ^ам, шундай б >  0 топиладики, барча 
n £ N  лар учун | / х (я, б ) | < - ^ -  булади.

Энди / а (л, б) интегрални ба^олаймиз.
Л/2

I / ,  (л, 6)1 <  - L  f  | /  (X +  2t) +  / (х — 2t) —

Я/2

- 2 f W I  № * \ ' d t .
\  sm  t j  п к  J \ s i n i /

бунда М  =  max | /  (х)|. Равшанки,
—п<д:<л

1
s in 2 б

булади. Натижада / 2 (л, б) учун ушбу I / ,  (п, б) I <  —  ------------— =
п п  s in 2 б 2

батога эга буламиз. Агар натурал п сонини п > « 0= Г 4М
2/И

п s in 2 б 

^илиб олинса, унда 2М  

n s in 26

Lesin2S

—  ва, демак, 112 (п, б) | <  —  булади.
£ 2

Шундай цилиб, V е >  0 олинганда ^ам шундай б =  б (е) >  0 топи­
ладики, V n £ N  учун | / х (п, б ) | < - 1  булди. Ва шу е > 0  ва б= б(е)

ларга кура шундай п0 топилдики, V  п >  п0 учун | / 2 (п, б) | <  —  бул­

ди. Бу тасдицларни бирлаштирсак, V а > 0  учун шундай n0£ N  топи­
ладики, V « > n 0l Vx  6 [— я, я] учун \ап (/; x)— f (х) |< в булади. 

Демак, lim sup | оп (J; х ) — /(х)  =  0. Теорема исбот булди.
П-+<х> —Я<*<Я

Натижада, функцияни тригонометрик купхад билан якинлаштириш 
^а^идаги цуйидаги теоремага келамиз.



21 . 6 - те оре ма  ( В е й е р ш т р а с с  т е о р е м а с и ) .  Агар f (х ) фун к­
ции [— я, я] да берилган, узлуксиз ва f (— я) = /  (я) булса, у  %олда 
шундай 9>п (х) тригонометрик к у щ а д  топиладики,

lim sup \Рп (х) — f (х) | =  0
п~+оо - л < х < Я

булади.

8- §. Уртача яцинлашиш. Фурье цаторининг уртача я^инлашиши

Функционал кетма-кетлик ва каторларда текис я^инлашиш тушун- 
часи билан бир цаторда, ундан умумийрок—уртача якинлашиш тушун - 
часи ^ам киритилади.

1. У р т а ч а  я к и н л а ш и ш .  [а, Ь] оралицда бирор {/„ (х)}:

Ш ,  /,(*), , Ш ,  . . .  (21.56)

функционал кетма- кетлик ва f  (х) функция берилган булиб, fп (х) (п — 
=  1, 2, . . .  ) хамда /  (х) лар шу 'ораликда квадрати билан интеграл-
ланувчи булсин.

21.3-таъриф.  Агар

lim J [/„ (*) — /  (х)]2 d x =  О

булса, у х,олда (21.56) функционал кетма-кетлик f (х) функцияга [а, Ь] 
да уртача якинлашади деб аталади.*

М и с'о л я а р. 1. Ушбу {/л ( л:)} =  {х п}:

ж. je*.........хпГ>. • • (* 6 [0, И)

функционал кетма- кетлик’

(0 , агар  х  £  [0 , 1) булса,

11, агар  х  —  1 булса 

функцияга [0, 1] да уртача якинлашади. Х,а!чиЧатан ^ам» 

1 1 1

f  Г/» ( * ) - /  w T  dx=  f  ^ л - 0)2 dx =  j  dx =  ^ 7 i
*) L J л nо о

ва, демак»
lim  ^  [x n - 0 ] 2 dx  =  0.

п-уоа о

* Ани^ро^ аЙ1 ганда, киритилган я^инлаш иш ни, одатда y p ia  квад р ати к  я к и н л а ­
шиш деб аталади .



- f x *  _  ~ - 2 л ’
)  2 х е  , у  4х  е \ г 2пх  е 2 i  • • . ( * £  [0 ,1 ])

чункиЦИ° ПаЛ кетма' кетлик /  (^) =  0 функция га [О, 1] да уртача яцинлашмайди,

'  I — — пх*
S [!п (•*) — / W]2 d* =  f \ Y 2fTx е 2 — 0]2 dx =
о о

=  J 2 п х е  пх fifjc =  J e ~ ns ' d  ( п х 2) =  (I —  е ~ п),

1   — — »**
flim f 1У2пх г 2 — О]2 =  1^= 0.
П —̂ ОЭ Q 1

Г 2 1 . 7 - т е о р е ма .  АгаР (21-56) функционал кетма-кетлик /  (х) га 
[а, о\ оа текис якинлашса, шу  (21.56) кетма-кетлик f i x )  га Г а b] 
оа уртача яцинлашади.

^°,т ' (21-56) кетма-кетлик f (х) га текис яцинлашсин. 
1аърифга биноан, V e > 0  олинганда ^ам шундай n„PN  топиладики

V  л >  л0 ва х£[а ,  Ь\ учун бир йула

l / . W - i M K j / i H
булади. Демак, V п >  п0 учун]

| f [fn W -  /  (a:)]2 dx  | <  / 1 fn (x) — f  (x) p dx <
a a

b

<  Г - 5 -  d x = ’fi 
J  b — a 
a

булади. Бу эса

^  “  f  М ]2 d x = 0

эканини билдиради. Демак, {fn (x)} кетма-кетлик /  (х) функцияга [а, Ь] 
да уртача яцинлашади. Теорема исбот булди.

2 1 . 2 - э с л а т м а .  Функционал кетма-кетликнинг [а, b] да уртача 
яцинлашишидан, унинг шу оралицда текис яцинлашиши ^ар доим ке- 
либ чицавермайди. Масалан, юцорида курдикки {/. <х)} =  {хп} кетма- 
кетлик

г / \ _  /°* агар 1) булса,
(1, агар х — 0 булса



функцияга [О, 1] да уртача яцинлашади. Бироц бу функционал кетма- 
кетлик шу f  (х) функцияга [0, 1] да текис яцинлашмайди (^аралсин, 
14-боб, 2-§).

Ю^орида келтирилган теорема ва эслатма функционал кетма-кетлик - 
ларда уртача яцинлашиш текис я^инлашнш тушунчасига Караганда 
кенгроц тушунча эканини курсатади.

21.3-э с л а т м а .  Функционал кетма-кетлик [а, Ь\ да якинлашиши- 
дан ([а, Ь\ нинг .̂ ар бир ну^тасида яцинлашишидан) унинг шу оралицда 
уртача яцинлашиши келиб чикавермайди. Шунингдек, функционал кет- 
ма-кетликнинг [а, Ь] да уртача яцинлашишидан, унинг шу оралиеда 
я^инлашиши ([а, Ь] нинг >;ар бир нуцтасида я^инлашиши) ^ам келиб 
чикавермайди.

-  -— fix3 ——  2
М и с о л '.  { /„  (*)} = { У " 2 п х  е функционал кетма-кетлик /  ( х ) = 0  функ­

цияга [0, 1] да якинлашади ([0, 1] оралицнинг хар бир ну^тасида яци нлаш ади):

—  — П х г

lim  /„  (х) =  lim  У 2  п  х  е 2 =  0 =  /  (х).
П —»О О  П  —ТОО

Б у  кетма-кетликнинг f  (jc) =  0 'ф ункц ияга  [0 , 1] да уртача яцинлаш маслиги кур- 
сатилган эди.

Энди бирор ораликда уртача якинлаш адиган, бирок шу ораликда якинлаш м ай- 
диган функционал кетма-кетликка мисол келтирам из.

[0 ,1 ] ораликни п  та тенг булакка аж ратамиз:

[0, 1] =  " у 1 А„ (й), 
k=a

бунда

^уйидаги

Ап (*) =
_k_ fe+1 

л ’ п
(* = 0 ,  1, 2, . . .  , n —  1).

<р„ (к, х )  =  1, агар х  £  Д„ {к),

Ф„ (k , х)  =  0 , агар х  £  [ 0 , 1 ] \  Ап (*)

(* =ь 0, -1, 2, . . .  , п  — 1) функциялар ёрдамида ушбу функционал кетма- кетликни 
тузамиз:

h  (*) =  <Pi (0 , х),
/г (х) =  Фг (0 , х) ,  / 3 (х) =  Фа (1» х ),

/4 (*) =  Фз (0, *), и  (*) =  Фз 0 . *)• /в (х) =  Фз (2 . х),

{fm  (*)} функционал кетма- кетлик f ( x )  =  0 функцияга [0, 1] ораликда уртача 
якинлашади. Х^ки^атн ^ам,

1 1 9
lim  |  [Im (х) —  /  (л )]а d x  =  lim  J Гт (х) dx  =

оо о гп—юо о

М-1

1 11 1 
=  lim  f | p „  (k, *)]2 dx  =  lim  J Id* =  l i m —  =  0.

m-»ooq m-tcc k/!l rn-*oo n



( { f m  (*)} функционал кетма- кетлик ^адларининг тузилиши ^оидасига кура f m (ж )=  
=  ф „  (fe, х) булиб, т-*- со да п -* - оо булади.)

Б у  {fm (х)}  функционал кетм а-кетли к  /  (к) =  0 функцияга [0,  1] ораликнинг 
х а р  бир нуктасида якинлашмайди. Д аки^атан  хам, v  Jcg [ 0 , 1 ]  нукта учун т  нинг 
чексиз куп цийматлари топиладики, f m (х)  =  1 булади, т  нинг чексиз куп ^иймат- 
л а р и  топиладики, f n  (х) =  0 булади.

Функционал ^аторларда ^ам уртача я^инлашиш'_ тушунчаси шунга 
ухшаш киритилади.

[а, Ь] оралицда]

5  и* (х) =  иг (х) +  щ { х ) +  . . .  + u k (x) +  . . .  (21.57) 

функционал катор берилган [булсин. Бу ^атор кисмий йигиндилари
П

S n (х) =  2  uk (х) =  иг (х) +  и2 (х) +  . . . +  ип (л;)]
4=1

дан иборат {5Л (х)} функционал кетма-кетликни ^арайлик.
21 . 4 - та ъриф.  Агар]

lim ( \ S a (х):— S (х)12 dx =  0]П-оо а -
булса, у холда (21.57) функционал ^атор S(x) функцияга [а, b] да 
уртача якинлашади деб аталади.

2. Ф у р ь е  к а т о р и н и н г  у р т а ч а  я ^ и н л а ш и ш и .  f  (х) функ­
ция [— я, я] да берилган, Т  (/; х) эса унинг Фурье ^атори

СО

Т  (f; х) =  ^  (ak cos kx +  bk sin kx)
2 *=i

булсин.
2 1 . 8 - т е о р е ма .  Агар f  (x) функция [—я, я] оралщда узлуксиз 

еа f  (— я) =  f (я) булса, унинг Фурье щтори [— я, я] да /  (х) га 
Уртача якинлашади.

И с б о т .  Шартга кура f  (х) функция [ — я, я] да узлуксиз ва 
/ ( — я) =  f  (я). У холда ушбу бобнинг 7-§ ида келтирилган Вейер- 
штрасс теоремасига асосан, V e > 0  олинганда ^ам, шундай тригоно- 
метрик купхад 8>п (х) топиладики, V х 6 [— я, я] учун

\ f ( x ) - f f a (х) |<  | / ¿  

булади. Бу тенгсизликдан [фойдаланиб
я  я

j  [/ (х) — (лг)]2 dx <  J  dx =  е (21.58)
—я  —я

булишини топамиз.
Маълумки, f (х) функция Фурье каторининг цисмий йигиндиси 

Fn (/; х) учун

I  [ / (*) — Fn (f; х)]2 dx =  min f [ /  (x) — Tn (x)]2 dx (21.59)
—я  Tntxi —Я



булади (царалсин, 5-§). Демак,1(21.58) ва (21.59) >уносабатларга кура 

Г [/ i x ) - F a (/; х)]2 d x <  f  [ /  ( x ) - T n (x)]2 d x <  s
—я —31

( v x f l -  я , л])
булади. Бу эса]

lim J [/ (x)—f n (/; x ) f  dx  =  0,
П-* cx/ *11

яъни / (x) функция Фурье катори [— л, л] да уртача яцинлашишини 
билдиради. Теорема исбот булди.

Биз утган параграфда [— л, л] ораликда квадрати’ билан интеграл- 
ланувчи / (х) функция учун ушбу

' 4 + 2  к . + Ч )J [/ ( x ) - F n (/; x ) f  d x =  j / 2 (х) d x -  л
—я —51

тенгликни келтириб чицарган эдик. Бу тенгликдан куринадики, агар

Г-2 ^  11
lim } \ f 2 {x)ldx— n [ i L - f  К  +  6а) 1] =  °.1
п-лоо I L 2 £=1 J/

ЯЪНИ
Я  оо

_ L  Г р  (х) dx — ——f- 2  (а\ +  bl) (21.60)
Л J 2 А=1—я

булса, у ^олда
lim " [ /  ( x ) - F n’ (/; х)]2 dx =  0
П-т>оо —Я

булади ва, демак, /  (х) функциянинг Фурье катори [— л, л] да уртача
яцинлашади. г

Шундай цилиб, /  (х) функция Фурье цаторининг [ я ,^л] да ур- 
тача яцинлашишини курсатиш учун (21.60) тенгликнинг уринли бу- 
лишини курсатиш зарур ва етарли булади. Одатда (21.60) Парсеваль 
тенглиги деб аталади.

9« §. функцияларнинг ортогонал снстемаси.

Умумлашган Фурье цатори

1. Ф у н к ц и я л а р н и н г  о ] р т о г о н ’а л  с и с т е м а с и .  ф (х) ва гр̂ (лг) 
функциялар [а, Ь) да берилган ва улар шу^оралицда янтегралланувчи
булсин.

21 .5-таъриф.  Агар
ь
С ф (х) • ф (х) dx =  0
а

булса, у з<;олда ф (х) ва ф (х) функциялар [а, Ь] да ортогонал деб 
аталади.



М и с о л .  ф (х)  =  sin  х,  -ф (л) — cos х  функциялар [— я,  я] да ортогонал бу- 
л ад и , чунки J

Ь я
S ф (х)  d x  =  j sin X'Cos x  d x  =  0
а —я

булади,
3

y ( x )  =  x,  ij) (*) =  —  x 2 — l функциялар [— 1, 1] да ортогонал булади. 

Д а ц щ а т а н  ^ам,
ь 1

J  Ф (Ф'Ф (*) d x  = J  дг (JL х* — 1 j d x =  0 .

а _ 1

Энди

Фо (*)» Ф1 (*). . . . , Фя (х), . . . (21.61)

функцияларнинг хар бири [а, Ь\ да берилган ва шу ораликда интег- 
ралланувчи булсин. Бу (21.61) функциялар системасини {<рл (х)} каби 
белгилаймиз.

21 .6-таъриф.  Агар {ср„ (х)} функциялар системасининг исталган 
иккита ф* (х) ва фт  (х) (k Ф т )  функииялари учун 

ь
J Фй (х) • Фт  (х) dx =  0 (k Ф т )
а

булса, у ^олда {ф„ (х)} функциялар системаси [а, b] да ортогонал деб 
аталади.

Одатда, k =  т  (k =  0, 1, 2, . . . ) булганда] 
ь
J Ф i  (х) d x >  0 (6 =  0, 1, 2, . . .  )
а

деб каралади. Бу интегрални Xk каби белгилайлик:

** =  J Ф* М  ^  (k — 0, 1 , 2 , . . . ) .
а

Агар (21.61) система учун
1 ( ¿ = 0 ,  1, 2, . . . )

булса, {фл (х)} функциялар системаси нормал деб аталади.
Агар (21.61) система учун 

ь
f  Фа (Х)чрт  (х) dx  =  (°- агаР булса,
J [1, агар k —m булсаа

булса, {фл (х)} функциялар системаси ортонормал  деб аталади.
М и с о л л а р .  1. Ушбу

1, e o s* , sin x f cos 2*, sin  2л:, . . .  , cos nx,  s i n n « ,  . . .

систем а (тригонометрии система) [— я ,  я ]  да ортогонал булади, чунки к ф т  бул- 
ганда



я я
|  соэйдг-соз т х й х  =  0, |  в т  ¿х-вш  т х  й х  = 0  

—я  —я

я
булиб, ихтиёрий й, т =  О, 1, 2, . . .  булганда |  соэ б я -в т  т х  йх  =  О б у л а д и С а -

—я
ралсин, ушбу бобнинг 1- §).

2. К,уйидаги
1 соэ х  в т  х сое п х  в т  пх

У 2л У л ’ Ул’ ' Ул ’ У л ’
функциялар системаси [— я,  я] да ортонормал булади. Бу системанинг [ [— я;, я ]  
да ортогонал булиши равшандир. Унинг шу [— я , л] да нормал булиши эса 

я я

J  { у И  C0S*J;J ^  = 1  (т/я 5‘п *л:) ***— 1 (6 = 0, 1, 2, . . . )
—я —п

булишидан келиб чицади.

3. Ушбу {Рп (х)}:

Ро (ж), Рг (х) .......... Рп (х), . . .
функциялар системасини царайлик, бунда

„ , , 1 й п (х2 — 1)л 
рп ( * ) = 7 1 Г ^ — (« =  0, 1, 2, . . .  )

(2 1 .6 2 )

[л! 2 п й х п

Бу система [— 1, 1] да ортогонал булади. Шуни исботлайлик. Булаклаб интеграл-1 
лаш усулидан фойдаланиб цуйидагини топамиз:

Рц (X) Рщ (х) йх =

1

1
к\ т\ 2к+т

I

—1

Я* ( х 2 —  \ )к

й х к
(х2 — 1)

й хт

к\ т\  2к+ т

йк (х2—  \)к лт - 1 (х2—  1)"
с1хк с1хт ~1 — 1

(X*—  1)* ¿Г1- '  (х2 —  1)”

Агар х  =  ±  1 да
¿т-1 (Х2_1)я

<1хт — 1 йх

йхт~1
булишини эътиборга олсак, у  холда

1 1
С <>»<,) Р „ < Л 4 . ------------ Г „ Г.“" - ’ < * -  ' Н* 1 ™ • *1 я ' г*4-™ )  " •  • —  ’

-1 **+» 1

булади. Бу тенгликнинг унг томонидаги интегрални яна булаклаб интеграллаб, сун г  
х  =  ±  1 да

ат-2 (Х2 _  1)Я 
йхт~ 2



(Р* (X) Рт (X) d x - kl ml 2k+m dxk+2
dx tn—3

Ш у жараённи давом эттира бориб, т  ^адамдан кейин цуйидаги тенгликка келамиз:
1

Pk (х) Pm (х)  d x  =
( -  1)т—I

kl  ml  2 k+m
—1

¿fc+m-1 (х2 _
d x k + m - l

1

-1

dk+m {x2 _ \ f
—  \  ( x 2 —  1) ------------- r.--------- '—  dx

dx k+m
—1

*  =  ± 1  да x2 — 1 = 0  ва m > k  учун 

ообга олиб
1
J Pk { x ) P m (x) d x = 0

dk+m+1 (x1 _  jjA
dxk+m+i ■ =  0 булишини 'xp-

(21.63)

экаилигини топамиз. Демак, m  > \ k  булганда (21.63) муносабат^уринлиДир.Ц
Худди юкоридагидек, т  <  k  булганда хам (21.63) » уносабатнинг уринли бу- 

лиши курсатилади.
1

Шундай 1̂ -"иб к ф т  учун! J p k (х) Р т (х)  d x  =  0 булади. Бу эса (21 .62)
—1

системанинг [— 1; 1] да ортогонал эканлигини билдиради.
Одатда Р п (х) — Лежандр к р щ а д и  деб аталади. Бу купхад, хусусан я  =  0, 1,

2,  3  булганда

3 _ _______ _ _5_ _ _ 3

2Ро (х) =  1, Pi  (х)  =  х, р 21 (х );= ;—  -  1,5:р31 (х ) =  —  х 3- —  х

булади.

(21.61) система берилган булсин. Унинг ёрдамида тузилган ушбу
’'со
2  сяФя (х) =  с0ф0(х) +  сгфх(х) + . .  • +  +  Спф„(х) +  . . . (21.64)
п=0

функционал катор {ф„ (х)} система буйича цатор дейилади, с0, съ . . .  , 
сп, . . .  узгармас сонлар эса каторнинг коэффициент лари дейилади.

Хусусан, фл (х) =  ап cos п х +  bn s m n x  булганда (21.64) цатор 
тригонометрик каторга айланади.

f  (х) функция \а, b] ораливда берилган ва шу орали^да интеграл- 
ланувчи булсин. Равшанки, /  (х)-ф„ (х) (п =  0, 1, 2, . . .)  функция 
^ам [а, b] да интегралланувчи булади. Бу функцияларнинг интеграл- 
ларини хисоблаб, уни куйидагича белгилаймиз:

ь

а л — r~~ f  /  М-Фл М  dx. (21.65)



Бу сонлардан фойдаланиб ушбу
оо

2  а п(Рп(х) =  Ъ % ( х) +  «1ф1(*) +  • • • +  а пфлМ  -Ь • • • (21.66)
л=0

^аторни тузамиз.

21.7-таъриф.  а 0, а х, а 2, . . . , а п, . . . коэффициентлари (21.65) 
формула билан аникланган (21.66) к>атор /  (х) функциянинг {фл (х)} 
система буйича умумлашган Фурье катори деб аталади. а 0, а ь . . .  , 
а п, . . .  сонлар эса умумлашган Фурье коэффициентлари дейилади.

Одатда, ! (х) функция билан унга мос умумлашган Фурье ь^атори 
«~» белги ор^али ^уйидагича ёзилади:

СО

/ (х) ~  2  “ лФлМ =  а оФоМ +  амСк) +  • • • +  “ лФп(х) +  • • •
п—О
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