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С У З  Б О Ш И
У ш бу уцув цулланма 1986 йили нгшр этилган «Л\атематик анализ, 

1-цисм» китобимизнинг давсмн булиб, мазкур курснинг цолган анъа- 
навий мавзуларинн \ з  ичига слади. К,улланмани ёзишдаги асосий лрин- 
ципларимиз 1- кисмга ёзилган суз бсшида келтирнлган, 2- кисмнн тай- 
ёрлаш жараённда улар деярлн узгаргани йук. Факат куйидаги муло- 
зрзаларимизни цушимча кнлишни лозим топамиз.

1\улланма куп узгарувчили функциялар ва уларнинг дифференциал 
^исоби баённдап бошланадн. Маълумки, бир узгарувчили ва куп узга- 
рувчили функциялар учун дифференциал хиссб масалаларининг цуйи- 
лиши ва ечилиши орасида ухшашликлар ва тафовутлар бор. Биз ана 
шу ухшашликлар Еа тафовутларни бутун дифференциал ^исоб давоми- 
да яадолроц таъкидлашга харакат ни л дик.

Баъзи мавзуларга одатдагндан купрок эътибор берилиб, улар жуда 
батафсил баён цнлиндн (масалан, каррали Еа такрорий лимитлар, функ
ционал цаторларнннг текис Еа нотекис яцинлашувчилнги, даврий 
булган ^амда даврий булмаган функциялар ва ^оказо). Бу уринда шу 
мавзуларнинг мавжуд адабнётларда етарлича ёритилмаганлигинн \исоб- 
га олдик.

Айни пайтда баъзи магзуларга, масалан, каррали интеграллар, сирт 
ннтеграллари, эгри чизиклн интеграллар марзуларига одатдагндан кам- 
роц эътибор берилиб, улар ккскароц баён этилди. Шуни хам айтиш 
керакки. эгри чизиц, сирт, жг:см каби тушунчалар геометрия курсла- 
рида тула баён этилишинн ^иссбга олиб, биз уларнинг математик ана
лиз курси учун зарур булган уринларинигина келтирдик. Юкоридаги 
интеграллар тушунчаларининг киритилиши ва урганилишн жараённ 
бир-бирига ухшаш булганлигн учун ^ам уларга кам урин ажратдик.

К,улланманинг илмий Еа методик жи^атдан яхшиланишига уз хис- 
саларнни ^ушганликларн учун прсф«ссорлар А. С. Саъдуллаев, X. Р. 
Латипов, доцентлар М. Зсхиров, Э. X. Якубов, Б. Наимжонов, 
А. Борисов, Р. Ранихужаевларга, шунингдек, унн нашрга тайёрлашда 
Катнашган А. Умаров (ТсшДУ) га миннатдорчилик билдирамиз.

Кулланмадаги камчиликларни бартараф этишга ва унинг сифатини 
яхшилашга царатнлган фикр Еа мулохазаларини билдирган урто^ларга 
аврал дан уз миннатдорчилигммизии билдирамиз.

Авторлар
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12- Б О Б
КУП УЗГАРУВЧИЛИ ФУНКЦИЯЛАР, УЛАРНИНГ ЛИМИТИ, УЗЛУКСИЗЛИГИ

«Математик анализ» курсннннг 1-^исмида бир узгарувчили функ- 
циялар батафсил урганилди.

Л\атематика, физика, техника ва фаннинг бошка турли тармоклари- 
да шундай функциялар учрайдики, улар куп узгарувчнларга борлиц 
булади. Д\асалан, доиравий цилиндрнинг .^ажми

V =  n -r 2h (12.1)
икки узгарувчи: г — радиус ^амда h — баландликка боми^.

Ток кучи

/ =  | -  (12.2)

^ам икки узгарувчи: Е  — электр юритувчи куч ва R — к,аршиликнинг 
функцияси булади. Бунда цилиндрнинг хажми (12.1) формула ёрдамн- 
да бир-бирига борлиц булмаган г ва Л узгарувчнларнинг цийматларига 
кура, ток кучи (12.2) формула ёрдамида бир-бирига боглик, булмаган 
Е ва R  узгарувчнларнинг ^ийматларига кура топиладн. Шунга ухшаш 
мисолларнн жуда куплаб келтириш мумкин*. Бинобарнн, куп узгарувчи
ли функцияларни юцоридагндек чук,урроц урганиш вазифасн тугиладн.

Куп узгарувчили функциялар наззриясида ,\ам бир узгарузчили 
функциялар назариясидагидек, функция ва унинг лнмити, функцня- 
нинг узлуксизлиги ва .ужазо кабн тушунчалар урганилади. Бунда бир 
узгарувчили функциялар .^ацндаги маълумотлардан муттаснл фойдала- 
на борилади.

Маълумки, бир узгарувчили функцияларни урганишни уларнннг 
аникланиш тупламларнни (со\аларини) урганншдан бошлаган эдик. 
Куп узгарувчили функцияларни урганишни \ам уларнинг аникланиш 
тупламларини (со^аларини) баён этишдан бошлаймиз.

1-§. R m фазо ва унинг му^им тупламлари
1. R2, R 3 ф а з о л а р .  Ихтиёрнй нккита А ва В  тупламларнинг 

Декарт купайтмаси билан танишган эдик (к,аралсин, 1-цисм, 1-боб,
1-§). Энди А ва В  тупламлар деб R  тупламни олайлик: А =  В =  R. 
Унда

А х  В  =  R  х  R =  {(*„ Xj): R, х 2 6 R )
булади.

•Сирасини айтганда, аслида табиатда, фан тармо^ларида, кундалик ^аётда де- 
ярли хамма вацт куп узгарувчили функцияларни учратамиз. Аммо, биз аввал сод- 
далик учун бир узгарувчили функцияларни муфассал урганган эдик ва математик 
аиализнинг асосий масалаларнни шу содда ?(ол учун тушуниб етган эдик.
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Ушбу у
{(*„ дг,): дг, 6 R, а* € R} % Х}

тч'плам R 2 т уплам  деб аталади. Равшанки, R- 
тСплам элементлари жуфтлнклар буладн. Улар 
щУ туплам ну^талари  деб юритилади. Одатда R- 
тупламнинг нуцтаси битта ,\арф, масалан (дг„ .v2) t  
^ r - нуцта х  орцалн белгиланади: х  =  (х„ хг).
Бунда Д| ва х.г сонлар л: нуцтанннг мос равишда _  
биринчи ва иккинчи координаталари денилади. О 

Текнсликда тугри бурчакли Оху Декарт ко- 
ординаталар системаснни олайлик. Ох уцда (абс- 1* чизма
цисса уцида) х, узгарувчининг цийматлари, Оу 
чкда (ордината укида) эса дг, узгарувчининг цийматларн жойлашган 
бу’лснн. У ?\олда (дг,, *2) жуфтлнк текисликда координаталари х , ва х г 
булган М  (дг,, л-*) нуцтам! ифодалайдн (1 -чизма).

^а^иций сонлар туплами R  билан тутрн чизнк ну^талари орасида 
узаро бир цийматли мослнк урнатилгани каби (царалсин, 1-цисм,- 2 -боб, 
10-§) R 2 туплам нуцталари билан текислик нуцталари ораснда \ам 
узаро бир цийматли мослнк урнатиш мумкин. Бу зса R 2 тупламнинг 
геометрик тасвнринн текислик деб цараш имконини беради. Ю^орида 
R1 тупламнинг элементларини нукта деб аталганининг боиси ^ам 
шундадир. Аналитик геометрия курсида келтирилганидек,/?4 тупламда 
(текисликда) икки нуцтаорасндаги масофа тушунчасинн кнрнтиш мумкин.

х  =  (дс,, х2) 6 R 2, у  =  (у и у г) 6 R* булсин.
1 2 .1 -т а ъ р и ф . Ушбу

Р(*. У)= У (У 1 — х,У +  (у, — дг*)* 
мицдор д: =  (лг„д-1), у  =  («/,, у г) нукталар орасидагн масофа деб ата
лади. Киритнлган р(дг, у) массфа цуйидагн хоссаларга эга(бунда V  х ,у , 
г € /?*):

1°. р(х, у) >  0 ва р(дг, у) =  0 <==>х =  у*.

2°. р(дт. У) =  Р(У, х).
3°- Р(х, г )< р(дс . у) +  р{у, г).
Бу хоссаларнннг нсботи кейннги пунктда (умумнй ^олда) келтири- 

лади.
Одатда R1 туплам R 1 фаз» (икки улчовли Евклид фазсси) деб ата

лади.
Энди R 2 фазонинг келгусида тез-тез учраб тураднган баъзи б!ф 

мухнм тупламларини келтирамиз.
R 2 фазонинг а =  (а„ а:) нуктасинн хам да мусбат г  сонни олайлик.
Куйидаги

{(л:,. x j £ R 2: (х, -  а ,)* +  (л2 -  а,)2 <  г2), (12.3)

*Агар х  =  (дг,. х г) £  Я*. у  =  (у „  у г) £  R* пуцтглар учун ж, =  у х, хг -  y t  бул- 
са> У холда х  =  у  деб аталадн.



2- чпзмл 3- чизма

{(*„ хг) б R 2: (* | -  a,)s +  (xt  -  а #  <  г-} (12.4)
тупламлар мос равншда дойра \амда оч1Щ дойра деб аталади. Бунда 
а нукта дойра маркази, т эса дойра радиусы дейнлади. Ушбу

{(*., хг) е R *: (х, -  а,)* +  (-V, -  а #  =  г*)
туплам айлана дейиладн. Бу айлана (12.3) ва (12.4) донраларнинг че- 
гараси булади.

(Ихтиёрий тупламнннг чегарасн таърифинн кейинроц келтирамиз.)
(12.3) тупламнннг геометрик тасвнрн 2-чнзмада нфодаланган.
(12.3) тупламда (доирада) донра чегарасн шу тупламга тегишли 

булади, (12.4) тупламда эса (очн^ доирада) дойра чегарасн (12.4) туп
ламга тегишли булмайди.

Оч1Щ дойра \амда бу дойра чегарасининг баъзн бир нуцталаридан 
иборат булган тупламларни тузиб ^ам караш мумкин. Масалан, 3-чиз- 
мада очик, дойра >{амда унинг чегарасининг юцорн ярим текисликда 
жойлашган ну^таларидан иборат туплам келтирилган.

Масофа таърифидан фойдаланнб, дойра .\амда очи^ донраларни мос 
равншда цуйидаги

{ x e R " - :p ( x ,a ) ^ r } ,  (12.3') {*€ R 2:p(x, а ) <  г) (12.4')
тупламлар деб ^ам ^араш мумкин.

а, Ь, с, d —  .'̂ а«,ик1ий сонлар ва а <  b, c < d  булсин. ^уйидаги
{(xt , x j e R 2: а  ^  х, <  Ь, с <  <  d }, (12.5)
{(*i. *2) € R 2'- a < X i < b ,  c < x t < d } ( 12.6)
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ту п л ам л ар , мое равншда тугри тГ/ртбурчак х,амда счи>\ mCjFpu m tjprn- 
б у р ч а к  деб аталади. Бу (12.5) туплам 4-^чнзмада О х у  текисликдаги 
штрихланган соха сифатида тасвирланган.

6 R 2 нуцта (12.5) ва (12.6) тугри т урт бур -Ушбу |
а +Ь 

2

c-\-d

ч а к л а р н и н г  маркази деиилади.
R 2 фазонинг ушбу

{(*i> *г) € R 2- > 0 ,  х г >  0, х , +  лт4 <  И) (12.7)
нукталаридан иборат туплам (икки улчовли) симплекс деб аталади, 
бунда h — мусбат сон. Симплекс (simplex) латинча суз булнб, у содда 
деган маънони англатади. (12.7) тупламнинг геометрик тасвири 5-чиз* 
мада ифодаланган.

Энди R* фазо тушунчаси билан танншамиз. R3 фазо jjaM юцорида- 
ги R 4 фазо кабн таърнфланади. Иккита тупламнинг Декарт купайтма- 
си каби ихтиёрий учта А, В , С тупламнинг ^ам Декарт купайтмаси ту- 
шунчаси киритклади. Хусусан А =  В  =  С =  R  булганда

А х В х С  =  R x R x R  =  {(jCj, x t , x j :  jcj £ R, x2£ R, x3 £ R)
булади.

Ушбу
{(Xi, x t , дгз): x t G R, x2e  R, x 3 6 R}

туплам R 3 туплам  деб аталади.
R 3 тупламнинг элементи (л,, дг2, х.^ учлик шу туплам нуцтаси 

деиилади ва уни, одатда битта ^арф, масалан, х  ор^али белгиланадн: 
х  =  (дг,, дг,, дгз). Бунда х „  х г ва х3 сонлар х  ну^танинг мос равишда 
биринчи, иккинчи  ва учинчи координаталари деиилади.

Фазода турри бурчакли Oxyz Декарт координаталар системасини 
олайлик. Ох \ (\да х, узгарувчининг цийматларн, О у  уцла x t узгарув- 
чининг ^ийматлари ва Ог уцда х 3 узгарувчининг цийматлари жойлаш- 
ган булснн. У .\олда (*,, х г, х3) учлик фазода координаталари x lt х г ва 
-г3 булган М  нуцтани ифодалайди (6-чизма).

R3 тупламда ихтиёрий х  =  (дс̂  
хг, *з), '«/=(«/„ y t £/з) нуцталарни 
олайлик. Ушбу
Р (*.«/)=

= V  (i/i— *i)2+ ( j /2— * t) '+ ({ /3  — *з)2

мик,дор х  ва у  ну^талар ораси- 
Даги масофа деб аталади. Шу 
таРзда аникланган масофа цуни- 
Даги хоссаларга эга (бунда V  х , 
У> z £ R 3):

1°- Р(*. У )>  0 ва р(х, у) =
— 0 х =  у*.

•Агар х  =  (х„ Хз) ва у  =  (y ltyv y j  
"УЦталар учун х х =  y lt х2 = у г, х3 =  
~У» булса, у \ол  да х  =  у  деб а!алади. 6* чизмл



8- чизма

2° • Р(х, у ) = р ( у ,  х).
3°. р(дс. г) <  р(дс, у) +  р(у , г).

Бу хоссаларнинг исботн 2-пунктда (умумий .\олда) келтирилади.
Юцорнда келтирилган R 3 туплам R 3 фаэо (уч улчовли Е вклид фа- 

зоси) деб аталади.
Энди R 3 фазонинг му^им тупламларини келтирамиз.
R3 фазонинг a =  {alt at , a j "нуктасини у^мда мусбат г сонни олай- 

лик. 1^уйидаги

{(*,. *t , x j  6 R 3: (х, -  а,)2 +  {Хг -  а*)2 +  (*3 -  ^  (12.8) 
« * 1. л:,, **) € R 3: {хг -  ад2 +  {xt  - а , ) 2 +  (х3 -  а ?  < г 2} (12.9)

тупламлар мос равишда шар >;амда очиц шар деб аталади. Бунда а 
нуцта шар маркази. г эса шар радиуси дейилади. Ушбу

{(*i, * 0  6 R 3'- (* i —  fli)* +  (лг* —  а*)2 +  (*з —  Оз)2 =  г2)  
туплам сфера дейилади. Бу сфера (12.8), (12.9) шарларнинг чегарасн 
булади.

Юцорида келтирилган (12.8) тупламнннг геометрик тасвирн 7-чиз- 
мада ифодаланган.

Демак, (12.8) тупламда (шарда) шар чегарасн шу тупламга тегиш
ли булади, (12.9) тупламда эса (очи^ шарда) шар чегарасн (12.9) туп
ламга тегишли булмайдн.

R 3 фазодаги масофз тушунчгсидан фэйдаланиб, шар ва очи^ шар- 
ларни мос разишда ушбу

{ x t R 3: р{х, а )< .г ) ,  (12.8') {х € R 3: р{х, а ) < г )  (12.9')
тупламлар сифатнда ^ам ани^лаш мумкин.



Ушбу
{(Xi» х%, х 3) £ R3: а <  д  ̂<  Ь, с <  дгг <  d,
/ ^  х3 ^  s}.
{(х„ xv  х3) £ R 3: a < x l < b ,  c < x t < d ,  
l < x a< s }
тупламлар (бунда а, b, с, d. I, s - x p -  
цицин сонлар) мос равншда параллеле
пипед ^амда очи/у параллелепипед  деб 
аталади. Юцорнда келтирилган парал
лелепипед 8-чнзмада тасвирланган.

Ушбу
{(х„ X ,. Хз) в R3'Xl >  0, дг, >  0, х3 >  О,
*1 +  х * +  хз ^  Ь}
туплам симплекс (уч улчовли симплекс) дейилади, бунда h > 0 —узгар- 
мае сон. Бу туплам 9- чизмада тасвирланган.

2. R m ф а з о .  т  та A v Аг..........А щ тупламларнинг Декарт купайт-
маси иккнта Л ва В тупламларнинг Декарт купайтмасига ухшаш таъ- 
рифланадн. Агар А х =  A t =  . . .  =  Ат =  R  булса, у ^олда

Ai х Аг К ••• X Ат =  / ? Х / ? Х . . . Х Л  =  {(*i> xt, . . . ,  хт)'. Xi £ R, 
xt e r ...... хт £ r }

булади. Ушбу
{(■*i, х г, . . . ,  х т): Xi £ R, х х т £ R)

туплам Rm туплам  деб аталади. R m ту пламнннг элементли (дг,, хг ........
Хщ шу туплам нуцтаси дейилади ва у одатда бнтта \арф
билан белгиланадл: х  =  (х„ дг,.......... .. х т). Бунда х х, x t ............ х т сонлар х
нуцтанинг мос равншда биринчи, иккинчи, . .  т- координаталари 
дейилади.

R m тупламда ихтнёрий дг =  (дг„ дг,.......... Хщ), « /= ({/„« /,........... у т) нук-
таларни олайлик.

Ушбу

Р (х. У)= / 0 / !  — х,)2+ 0/, — x j +  . . .  +  (y„— x j *  =

S  (У - x y  ( 12. 10)
i - i  *

ми^дор х  ва у  нуцталар ораендаги масофа деб аталади. Бундай аниц- 
ланган масофа ^уйидаги хоссаларга эга (бунда V x ,  у , z £ R m):

1Э. р(дс. у ) > 0  ва р(х, у) =  0<=>х =  «/*.
2 °- Р ( х , у) =  Р (у , х ).

Р(*. г) <  р(х, у) +  р(у, г).

*Агар х  =  (* ,, x t ........... х„) £ R m, у  «= (у„ у г.............. у „ ) (f R m ну^талар учун
** =  у г, . . . ,  хт =  ут булса, у \олда х  =  у  деб аталади.



Бу хоссаларнн нсботлайлик. (12.10) муносабатдан р (х, у) мнкдор- 
нинг .\ар доим манфий эмаслигини курамиз. Агар р (х , у) =  0 булса,
унда у , — дг, =  0, у г —  хг =  0 ..........у т —  х т =  0 булиб, х , =  у ,, 'хг =
=  у 2, . . .  , х т =  у т, яъни х  =  у  булади. Аксинча х  =  у, яъни х, =  у и
х г = у 2------- х т =  у т булса, у ,\олда яна (12.10) дан р (*, у) — 0 бу-
лишн келиб чицади. Бу эса 1°-хоссани исботлайдн. (12.10) муносабат
дан

Р (х. У) =  Т (<Л —  *i)~ +  (i/a —  x j 2 +  . . .  + (ym— x j -  =  
=  v ( * i  —  У i f  +  (*2 —  Уд* +  • • • +  ( x m —  y mf  =  P (y, x)

булади.
Масофанинг 3°-хоссаси ушбу

/Ж  , /1V т  /  т  /  т

1  (at+ b tY  <  I /  S  а] + V  2  Ь) (12.11)
i= 1 * » 1=1 ‘ V 1 =  1 *

тенгсизлнкка асосланиб исботланади, бунда а ,,  д2...........а т ; 6,, b..............
Ьт — ихтиёрий ха^и^ий сонлар. Аввало шу тенгсизлнкнинг тугрилнги- 
ни курсатайлик. Равшанки,V х £  R  учун

т
V2Л {fli х  +  bty  >  0.
1=1

Бундан х  га нисбатан квадрат уч.\аднинг манфий эмаслиги
( т  \  /  гп \  пг

& ^ М 2£ в' Ф  + £ * '1>0
келиб чицади. Демак, бу квадрат уч.\ад иккита турлн оди^нй илднз- 
га эга булмайдн. Бннобарин, унинг дискриминанта

2m m  Г m

-2<f f iSq+ 2  «,»,i=i <=i L*=i 
булишн керак. Бундан эса

булиб,

m Г  m f  m

1 а Л < 1 /  1  «?■ V  1i=i г / -  1 У /=1

m m  m Г /  m
2  a j + 2  *? +  2 2 « Л <  У  2

+i / p ] ’+2" i / p y p
булади. Кейинги тенгсизликдан эса

/
т  / '  т  Г  m

2  (0 ,+ ь ,)*  <  у  2  «г +  у  2  Ь> ( 12. 11)
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булиши келиб читали. Одатда (12.11) тенгсизлнк Коши — Буняковский 
тенгсизлиги деб аталади. »

Ихтиёрий х  =  (дг,. дг„ . . . ,  .vm) 6 R m, у  =  (*/„ у2. . . . ,  t/m) € t f m. г =
—'(г,, .............zm) € R n  нуцталарни олиб, улар орасидагн масофани (12.10)
фс^муладан фойдаланиб топамиз:

Р (*. У) -  j / j ,  0/, — *,)* ,

р ( < / . г ) = | /  £  ( 12. 12)

Р(*. ^ )=  ] /  ^  (г, — х,)2 .

Энди Коши — Буняковский тенгсизлиги (12.11) да
at =  Уi —  х с. Ь, =  г, — у, (t =  1, 2, 3, . . .  , яг) 

деб олсак, унда
ai +  bi =  zi —  x i 0  =  1 * 2, 3 , . . .  , т)

булиб,

/ ~т  Г “т  Г  т

2  2  i y . - x f  +  Y  ( h - У ?

булади. Юцоридаги (12.12) муносабатларни эътиборга олиб, топамиз:

Р (■*»*)< Р (*.!/) +  Р (у, 2).
Бу эса 3°-хоссани исботлайди. Одатда 3°-хосса билан ифодаланадиган 
тенгснзлик учбурчак тенгсизлиги (учбурчак бир томонининг узунлиги 
долган икки томон узунликлари йигиндисидан катта эмаслигини эъти
борга олиб) деб юритилади*.

Rm туплам R m фазо (т  улчовли Евклид фаэоси) деб аталади. Энди 
Rm фазонинг баъзи бир му^им тупламларини келтирамиз.

Бирор а =  (а,. аг............ ат) £ R m нуцта ва г >  0 сонни олайлик.
КУйидаги

{х =  (дг„ х 2, . . . ,  хт) £ R m: (jc, — а,)2 +  (* ,— a t f  +  . . .  +
+  (*m - a m)2 < r 2}. (12.13)

(x =  (x„ х г..........х т) е R m: (*i — а,)2 +  (xt —  a t f  +  . . .  +
+  (Xm - a my < r * \ ,  (12.14)

яъни
{ * € Я т : Р (д г ,а )< г} . (12.13')

_ { x e R m: P ( x ,a ) < r )  (12.14')

*Rm фазонинг ихтиёрий иккита x, y ( x £ R m, у  £  R m) нуцталари учун 1° — 3°- 
1артларни цаноатлантирувчи функцияларни куплаб топиш мумкин, яъни х, у  нуцта- 
эр ораснда «масофа» тушунчасини турлича киритиш мумкин (бу хацда 14-боб, 1-§  
а Каранг).
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туплам.-,ар мос равишда шар ^амда очик; шар деб аталади. Бунда а 
нуцта шар маркази , г эса шар радиуси дейилади.

Ушбу
{.V =  (дг„ х г, , х т) 6 Rm: ( * ,  — a j 2 +  {хг — а*)2 +  . . . +

+  (* «  —  a mf  =  г'-},

яъни
{x £ R m: р(дс, а) =  г)

туплам сфера деб аталади. Бу сфера (12.13) ва (12.14) тупламларнинг 
чегараси булади

Ушбу {дг =  (дГ|, х г............ дгт ) £ Rm: а , <  дг, <  blt at ^ x t ^ b t ...............
ат < х т к, bm),

{дс =  (дт,. дг, ............дгт ) 6 Я*: a i <  * i <  ft|. а » <  * * .<  Ь................
а т  ^  Хп  <  6т }

тупламлар (бунда а,. а , ............а т ; 6,. 62, . . . .  Ьт — аднциА сонлар)
мос равишда параллелепипед  .\амда очшу параллелепипед  деб аталади. 

Ушбу
{л: =  (Jti, хг............х т) 6 R m: х , >  0, дг, >  0 ...............лгт  > 0 ,  дг, +  дг, +

4- • • • +  хт <  Л}

туплам симплекс (т -улчовли симплекс) деб аталади, бунда h — муе- 
бат сон.

Юи^орида келтирилган тупламлар тез- тез ишлатилиб турилади. Улар 
ёрдамида му.\им тушунчалар, жумладан атроф тушунчасн таърифла- 
нади.

3. R n  ф а з о д а  о ч и ^  ва  ё п и ц  т у  п л а м л  ар.  Бирор дс° =(дг°, дг®, 
. . . .  Хт) ну^та хамда к > 0  соннн олайлик.

1 2 . 2 - т а ъ р и ф .  Маркази д^ нуцтада, радиуси к га тенг булган очик 
шар дс® нуцтанинг сферик атрофи ( е- атрофи) дейилади ва Ut (х°) каби 
белгиланади:

Ut (х°) =  {х£ R m: р (дг, х°) <  е). (12.15)

Нуцтанинг бошкача атрофи тушунчасини ^ам кирнтиш мумкин.
12.3- т а ъ р и ф .  Ушбу

{х  =  (*!, дг,............х т) £ R m: дс? — <  дг, <  дг? - f  6j..............

Хт—  6Я, < Х я,<Дг2| +  6)в)} (12.16)

очиц параллелепипед х° ну^танинг параллелепипедиал атрофи деб ата
лади ва U6i 6j.........вт (х°) каби белгиланади.

Хусусан 6Х =  6, =  . . . =  Ьщ — 6 булса, (12.16) очи^ параллелепипед 
очиц кубга айланади ва уни U6 (х°) каби белгиланади.

Шундай ^илиб, R m фазода ну^танинг икки хил атрофига таъриф 
берилди.
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1 2 . 1 - л е м м а .  х° £ R m нукт анинг sap  цандай Ue (х°) сферик am- 
рофч олинганда ,\ам хар доим х° ну/упанинг шундай U6t 
парал.ге.гепипедиал атрофи мавжудки, бунда

|  \ .6,...*„(**)<::</.(*•>
булади.

Ш унингдек, хй нукт анинг \а р  цандай U6t fij # в (дг°) паралле-

лепипедиал атрофи олинганда %ам хар доим uiy нукт анинг шундай  
Ut (x°) сферик атрофи мавжудки, бунда

[  ...... *JX°)
булади.

И с б о т .  x ° £ R n  нуцтанинг сферик атрофи

и I  (*°) =  {х  € R m: Р (X, х°) <  е}

берилган булсин. Бундаги е > 0  сонга кура 6 <  —г—  тенгснзликни ка-
~[/т

ноатлантнрувчи 6 соннн оламиз. Сунг нуктанинг ушбу

^ в(*°) =  (х  =  (*и **............x m) £ R m: х°, — б <  х , < х°, +  6..............

Х°т —  6 < Д Г т < Д Г т  +  6 }

параллелепипедиал атрофини тузамиз.

V  x ^ U 6(x°) булсин. Унда |дг,— j c ? |< 6  ( i — 1, 2 , 3 ............т) бу-
либ,

/ т Г  т

булади. Ю^оридаги б <  - 4 ;  тенгсизликни эътиборга олиб топамиз:
1/ т

р (х, х°) =  | /  ^  (х, — x°tY <  г.

Демак, р(дг, д :° )< е . Бу эса x £ U r (x°) эканини билдиради. Шундай ци- 
либ,

Y x e U 6W = > x £ U t (x°).

яъни

Ub( x ° ) ^ U t (x°)

булади.



x ? £ R m ну^танннг

в в С*°) =  х *............х т) € R m: x \ —  bv<  x t <  х? - f  6.......... ..* * * * • • • • т

Хт  —  6 т  <С  Хт  <  Хт  +  6 т }

параллелепипеднал атрофн б прилган булсин. Унда
e =  m in{6l, 6 ,............ 6m}

ни олнб, х° нуцтанинг сфгрик атрофи
Ut  (х*) =  {х 6 R ” ' Р(*. * ° )< е }

ни тузамиз.
V  *££>е(х°) булсин. У ^олда

Г~т
р (х, А-0) =  |  V (x , — xfy* <  е 6., (t =  1, 2, 3............ m)

булади. Демак,
Г  т

| X, — х? I <  |  /  у  (х, — X?)2 <  6., ( / = 1 , 2 ,  3............ т).

Бундан эса x £ U bi 6j 6 (х°) булиши келиб чи^ади. Шундэн ци- 
либ,

V  х  6 U  (х1) => х 6 £/Й1 в..........вт (х®),

яъни

W ^ C 6i' в...........в т (х°)

булади. Лемма исбот булди.
/?т  фазода бирор G туплам бгрилган булсин: G cz R m. Агар x ° £ G  

нуктанинг шундай бирор с-атрофн U у (.«с0) мавжуд булсаки, бу ат- 
рофнинг бзрча ну ̂ талари шу G тупламга тегншлн булса (Ue (х°) cz G), 
у .\олда х° ну^та G тупламнинг ич/си нуцтаси деб аталадн.

М и с о л л а р. 1. Очиц шар
А  =  {ж £  Я "1: р (дс, а) <  г)

нинг барча ну^талари уиинг пч:<л ну^гаг» б^ладч. Буни и:ботлайлик. V *° £  А  
нукгани олиб, уш5у б =  г — р (дс\а) генглик б и п л  an л ^лачадиган 6 соиини ола - 
миз. Равшанки, б > 0  булэд). Марка)» х1 ну^гада, рэдиуси 6 булган

U6 (x- ')=  {х £/?"■: р  (х, Xй) <  6}

очин шар х° нуцтаиинг сфэрик атрофи булиб, Юлорядагн А  тупламнинг кисми б у 
лади. \аь;ицатан .\ам, V x £  Ua (х°> =► р (х, хэ) < 6  булиб, масофаиннг 3 ° -xoicacufa 
кура

р (х, а) <  р (х, х°) +  р (х°, а) <  б +  р (а , х°) =  г 
булади. Демак, А. Б у  эса U6 (х°)с: А  эканлигини билдиради.
Бундан А  очи^ шарнинг *ар бир нуктаси ички нуцга зканлиги келиб чикади.
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2. Ушбу
с  =*= А  и {(/•. О, 0 .............О), (О, г,  О. . . ф  0)................ (О, О, О..................О, г)}

тупламнинг нуцталари орасида унинг нчки нуцтаси булмаган ну^талар бор. Маса- 
лан, (г, О, О, . . . .  О) £  С ну^танинг ихтиёрий Ue ((г, О, О, , 0)) ( е > 0) сфе-

е
рик атрофини атганнмизда хам, унга тегишли булган (/• +  — , О, О.............О) нуц*

та С тупламга тегишли булмайдн.

1 2 . 4 - т а ъ р н ф .  G тупламнинг .^ар бир нуцтаеи унинг нчки ну^таси 
булса, бундай туплам очш\ туплам  деб аталади.

Масалан, очнц шар очиц туплам булади.
R m фазода бирор F туплам ва бирор х° нуцта берилган б\лсин: 

f c  Rm, x ° e R m.
1 2 . 5 - т а ъ р и ф .  Агар ,t° ну^танинг исталган сферик атрофи Ut  (х°) 

да F тупламнинг л° дан фар^ли камида бнтта нук.таси топилса, л° ну^- 
та F тупламнинг лимит нуктаси  деб аталади.

Ушбу R m^ { x  6 R m: Р (0, дг) < е}  очиц тупламоо «ну^та» нинг атрофи
дейилади (0 =  (0,0............ 0)).

^аралаётган х° нуктанинг узи F га тегишли булиши ^ам, тегишли 
булмаслигн .^ам мумкин (цуйидаги 1-мисолга каранг).

F тупламнинг барча лимит ну^таларидан ташкил топган туплам F 
тупламнинг уосилавий т уплами  дейилади ва F' каби белгиланади.

Ушбу F U F' туплам F  тупламнинг ёпилмаси дейилади ва у F ка- 
бн белгиланади:

F =  F U F '.
М и с о л л а р .  1. К уй'иаги

А  =  {ж £  R m : р (х, х°)  <  г] 
очиц шарик ^арайлик.Бу туплам учун шу тупламнинг барча ну^талари э^амда ушбу

{ x £ R m: р (х , х°) = г )  
сферанинг \амма нуцталари лимит нуцта була ди. Демак, А нинг .-ухилавий туплами

A' = { x £ R m: р (х, д ' Х г ) ,

А нинг спнлмаси А  =  A  U А'  =  А '  булади.
2. Шар

Е  =  { x £ R m: р (х , х ° ) < г }  
нинг барча нуцталари шу тупламнинг лимит нукталаридир. Бунда

Е '  = £ ,  Ж  =  Е

булади.

12.6-т а ъ р и ф .  F a  R m тупламнинг барча лимит нукталари шу туп
лам гг! тегишли булса, F ёпик туплам  деб аталади.

Бу уэлда F ' c r F, F у  F' => F =  F.
Шар

Е  =  { x £ R m: р(*. *°) <  г} 

спи^ туплам булади, чунки Е  =  Е.
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Бирор М  cz Rm туаю мни царайлик. Равшанки, R m\ M  айнрма М  
тупламни R m тупламга тулдирувчи туплам булади (^аралсин 1-кисм, 
l'-боб. 1-§).

1 2 . 7 - т а ъ р и ф .  Агар x ° ( x ° £ R m) ну станин г исталган Ut  (дг°) атро- 
фида хам М  тупламнинг, з а̂м R m \ М  тупламнинг ну^талари булса, х° 
нукта М  тупламнинг чегаравий нуктаси деб аталади. М  тупламнинг 
барча чегаравий нуцталаридан иборат туатам М  туатамнинг чегараси 
дейилади ва унн одатда д(М ) каби белгнланади.

Бу тушунча ёрдамида ёпи(\ туатамни цуйидагича ^ам таърифлаш 
мумкин.

1 2 . 8 - т а ър и ф.  Агар F ( F c z R m) туатамнинг чегараси шу тупламга 
тегишли, яъни д (F) cz F  булса, F ёпиц туплам  деб аталади.

Юкорида келтиратган ёпи^ тупламнинг 12 .6 -ва 12.8-таърифлари 
эквивалент таърифлардир.

Бирор M c z  R m туааам бернлган булсин.
1 2 . 9 - т а ъ р и ф .  Агар R m фазода шундай шар

U ' =  { x e R n : р{х, 0 ) < г ] ,  (0 =  (0, 0 ............ 0))

топил саки, M c z  U0 булса, у ^олда М чегараланган туплам  деб аталади.
Маълумки, бирор Е cz R  туплам бернлган булиб, шундай узгармас р  

сони топатсаки. V  х  6 Е  учун | х  I <  р, яъни Е  тупламнинг барча элемент- 
лари (— р , р) интервалда жойлашса, Е  чегараланган туплам деб аталар 
эди. Юкррида келтирилган таъриф т  — 1 булганда худди шу таърнф- 
нннг узи булади.

R m фазодаги шар, параллелепипед, симплекслар чегараланган туп- 
ламлардир.

Ушбу
Й =  { (*1. x t ............xm) £ R m: дг, >  0, х* >  0.............. х п >  0}

туплам чегараланмаган туплам булади, чунки R m да .\ар кандай
U* =  {x e R n : р (дг, 0 ) <  г}

шар олинганда .^ам з̂ ар доим D туатамда шундай ну^та, масалан, 
(а„  0, 0, . . . , 0) ну^та (а , > г )  топатадикн, бу ну^та 0 °  туатамга те
гишли булмайди.

Маълумки
Х =  ДГ (0 .)

y  =  y ( t ) \  ( а < / < 6 ) ,  (12Л7)
яъни {*(/), {/(0} система (туааам) R 2 фазода,

х  — x(t),
У — У(0> (12.18)
z = z ( 1 )  ( а Щ ^ Ь ) ,

яъни{дг(0, y(t), 2(0} система (туплам) R 3 фазода эгри чизи^ни ифодалар 
эди, бунда jc(0, y(t) *амда z(t) — [a, 6] сегментда узлуксиз функция
лар. Хусусан, х  =  a , /  +  р„  y  =  a t t + p t . г =  а 3( + р з ( — оо <  / <
<  - f  оо), а „  а г, а 3 ч*0 (а „  а , ,  а Р „  pt , рз — .^аци^ий сонлар за ос„
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а 3 ларнинг хеч булмаганда биттаси нолга тенг эмас) булганда 
(12.17) ва (12.18) система мос равнщда R 2 ва R 3 фазоларда тутри чи- 
зиклар булади. Ана шу тушуичаларга ухшаш, R m фазода хам эгри 
чизик ^амда тугри чизиц тушунчаларн киритилади.

Фараз цилайлнк, х ,(/). дг*(f)............х т (I) фуикциялариинг >;ар бири
[а, Ь\ сегментда аникланган ва узлуксиз булсин.

Ушбу
{ (*i (0. (0 ............x n { t ) ) } ( a < t < b )  (12.19)

система ёки нуцталар тупламн R m фазода эгри чизиц деб аталади.
Хусусан, х, =  а ,  / -f- р„ хг =  а 31 +  ............х„ =  а т t 4- Pm( — 00 <
<  / < + о о , а „  а 4............а т; р„ рг..............рт —^ациций сонлар ва а , .............
а т  ларнинг ^еч булмаганда б ттаси  нолга тенг эмас) булганда (12.19) 
система R m фазода mijrpu чизик, дейилади. R m фазода ихтнёрнй иккнта
х '  =  (xi, x'i............ Х т )  ва /  =  (хи х \ ...............Хт ) нук,тани олайлик. Бу
нукталар оркали утувчн т$трн чнзиь, цуйидаги

{ (х '| - f  t  ( х \  —  X i) .  X i  - M  (ДГ2 —  X i ) ................. Xm +  t ( X m  —  * m ))}

( — ° o < / <  +  °o) (12.20)

система билан нфодаланади. Бунда / =  0 ва t =  1 булганда R m фазо
нинг мос равишда х ' ва х" ну ̂ талари ^осил булиб. О <  / <  1 булган
да (12.20) система R m (|изода х ' ва х"  нуь^таларнн бирлаштнрувчи тут- 
ри чизиц кесмаси булади.

R m фазода чекли сондагн тутри чизиц кесмаларнни бирин-кетин 
бирлаштнришдан ташкил топган чнзиц сишщ чизиц деб аталади.

М  с  R m туплам бернлган булсин.
1 2 . 10 - т а ъ р н ф .  Агар ,\f тупламнннг нхтиёрий икки нуцтаснни бир- 

лаштирувчи шундай синиц чнзиц топилсакн, у М  тупламга тегишли 
булса, М бсглам.ш туплам  деб аталади.

М и с о л л а р . 1 .  R m фазодаги параллелепипед, шар, симплекслар богламли туп
ламлар булади.

2. R ’n фазонинг иккита х ’ ва х" нуцталаридан ташкил топган { * ', х ”) туплам 
((* ', х “) с :  R 71) богламли туплам булмайди, чунки бу нукталарни бирлаштирувчн 
синиц чизиц {* ', х "} тупламга тегишли эмас.

12. 11 - т а  ъ р  иф. Агар М  cz R m туплам очиц ^амда богламли туплам 
булса. у со%а деб аталади.

R m фазодаги очиц параллелепипед, очиц шар, очик симплекслар R m 
фазодаги со.\алар булади.

2 -§ . R m фазода кетма-кетлик ва унинг лимити

Натурал сонлар туплами N  ва R m фазо йерилган булиб, f  ^ар бир 
n (n £ N )  га R n  фазэнннг бирор муайяи х (п) = ( x <in), д£,\  . . . , x „ >) ^ R m 
нуцтасини мос цуювчи акслантириш булсин:

f : N  -*-R m ёки п -► х<п> (х1?’, х‘2’, . . . , Д'т’).



Бу акслантнришни цуйндагича тасвирлаш мумкин:

1 - * т - ( А Л ’..............А

# > .............х 2 ) .  

3 ~ х т = ( , ? .  «1* О ) .

п _*■ Y(n) — (Г,П) V,n)Д» —“ (А 1 * «̂2 » • • • » / •

f : N - * - R m акслантиришнинг тасвнрлари (образларн) дан тузилган

.t®, х(3)............х(,,), . . .  (12.21)

туплам кетма- кетлик  деб аталади ва у {*(,1)} каби белгиланади. Х,ар 
бир л•(", (л =  1, 2, . . . )  ни кетма- кет ликнинг \ади  дейилади. Демак, 
(12. 21) кетма-кетлик ^адлари R m фазо ну^таларидан иборат.

Шуни таъкидлаш керакки, {дг<л>} кетма-кетликнинг мос координата-
ларидан тузилган {х\п)}, (.vi"’}............{*„’} лар сонли кетма-кетлик-
лар булиб, {дг( )> кетма- кетликни шу т  та кетма-кетликнинг (маълум 
тартибдаги) бнргаликда каралиши деб хнсоблаш мумкин.

Кетма-кетликларга мисоллар келтирайлнк.

• • <■• ■>•  (ттИттЬ ■ 

3. V > - ( 0 . ± ) : < 0 .  I). (0.  | ) .  (0.  ± ) .  . . .

4. xin> — ( (— l)n + I, ( — l )n+I) : ( l ,  1). ( - 1 . - 1 ) ,  (I ,  1)-------

5. *<n, =  (l. n) : (1, 1), (1, 2). (1, 3). . . .
Бу келтирилган кетма-кетликлар R* фазо ну^татаридан ташкил топ

тан кетма-кегликлардир.
1. К е т м а - к е т л и к н и н г  л и м н т и .  Энди (12.21)  кетма-кетлик

нинг лимита тушунчасини киритамиз. R m фазода кетма-кетликнинг 
лимнти тушунчаси оди^ий  сонлар кетма-кетлигининг лимити тушун- 
часига ухшаш киритилади.

R m фазода бирор

х(,‘. ............ *,п\  . . . (12.21)

кетма- кетлик .\амда а  =  (а,, аг, . . .  , ат) £ R m нуцта берилган бул- 
син.

12.1 2 - т а ъ р и ф .  Агар V e > 0 олинганда .\ам, шундай n0 £ N  то- 
пилсаки, барча п > п 0 учун

р ( Л « ) < е  (12.22)
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тенгсизлнк бажарилса, а ну^та {д:,п1} кетма- кет ликнинг лимиты 
деб аталади ва

I . (п) -  (It)II m х  =  а  екн п-*-оо да х ' а
П-чОО

кабн белгнланади.
1-§ да келтирилган а ну^танинг е-атрофи таърифини эътиборга 

олиб, {х(п)) кетма- кетликнинг лимитини куиидагича ^ам таърифласа 
булади.

1 2 . 1 3 - т а ъ р и ф .  Агар а нуцтанннг ихтнёрий Ue (а) атрофи олин- 
ганда ?{ам, {.v<n)} кетма- кетликнинг бирор ^адидан бошлаб, кейингн 
барча цадлари шу атрофга тегишли булса, а {дг1'1} кетма- кет ликнинг 
лимита  деб аталади.

Агар (12.21) кетма-кетлик лимитга эга булса, у яцинлашувчи кет
ма- кетлик деб аталади.

Лимит таърифидаги шартни каноатлантнрувчи а мавжуд булмаса, 
{х(п>} кетма- кетлик лимитга эга эмас дейилади, кетма- кетликнинг узи 
эса утоклашувчи деб аталади.

Шунга эътибор бериш керакки, кетма- кетликнинг лимити таърифн- 
даги е ихтиёрнй мусбат сон булиб, изланаётган п„ (п0 £ N) эса шу е га 
(ва, табинйки, царалаётган кетма-кетликка) борли^ равишда топилади.

М и с о л л а р .  1. R n фазода ушбу {jc<n)} =  ( — , — , . . . ,  — )  кетма-кемик-, и с о л л а р. 1. R m фазода ушбу {ж"’} =  , — , . . . ,  1
п п п )

нинг лимити а =  (0 , 0, . . .  , 0) булини курсатлсин . V  е > 0  сомни ол
Г Г т  1

е га кура п0 =  —-—  +  1 ни топамиз. Нагнжада барча п >  п0 учун

+ 1
...........т ) -  ( » • » ............

булади. Демак, таърифга кура

lim  x<n) =  lim  , — , . . .  , —  ) =  (о, 0 , . . . .  о ] =  а
п +оо П-+ао\ fl П П J  \  /

булади.
2. {\унндаги {х(п)} =  { ( ( -  1)', + | , ( - 1)'1+1’)}:

( I ,  1). ( - 1 ,  - 1 ) ,  (1, 1), ( - 1 ,  - I ) .  . . .
кетма-кетликнинг лимити мавжуд эмаслиги курса1илсин. Тескарнсини фараз цилай- 
лик, яъни бернлган кегма-кетлик лимитга эга ва у а = ( а , ,  о*) га тенг булсин. 
Лимит таърифига кура v e > 0 ,  жу.младан е =  1 учун шундай л0 £  N  юпиладики, 
барча л >  л0 учун

р ((I, 1), (о„  f l j ) ) < e ,  р ((— 1, — 1), (а „  < ч ) Х  е
булади. Бу эса ушбу

2 У Т = р  ((-1 . - О .  0 .  1 » < Р  (( -« . “ О. («.. «*)) +
-гР  « в ., в * ) .( I .  1) ) < е  +  е =  2 е  =  2

зиддиятга олнб келади. Буига сабаб царалаётган кетма-кетликнинг лимитга эга де- 
Йилишидир. Д ем ак, берилган кетма-кетлик лимитга эга эмас.

19



R"' фазода { v‘r,)} =  х?п>............. J ) |  кетма- кетлнк бернлган бу
либ, у а “ (С|, аг, . . .  , ат) лимитга эга булсин. У .^олда лимит таъ- 
рифига кура, V « > 0  берилганда ^ам, {*''"} кетма-кетликнннг бирор 
п0- ^адидан бошлаб кеиингн барча ?{адлари а нуцтанинг

Ut ( a ) = { x £ R m : р (*. а ) < £}

сферик атрофига тегишли булади. Бу сферик атроф ушбу бобнинг 1-§ 
дагн 12.1-леммага мувофиц шу а нуктанинг Ut (а) параллелейипедиал 
атрофининг цисмн булади:

Демак, {jc,n)} кетма-кетликнннг уша л0-?^адидзн бэшлаб, кейинги барча 
\адлари а нуктанинг Ut (а) атрофида ётади, яъни барча л >  ла учун

дг("*6Ъ г (а) =  {(*1 , х2 ...............х т ) 6 R m : а ,  —  е <  * i < a i  +

+  Е............... а т ~ * < х т < а т +  е)

булади. Бундан эса, барча п >  п0 учун

а, —  е < х (1л> < а 1 -f е,

а г —  г <  *<">< о2 +  е,

а,п — * <  х ,")<  ат +  ет т ш ■

булиши келиб читали. Демак, \ / « > 0 олинганда \ам, шундай п0 £ N  
топиладнки, барча п  >• п0 учун

|дг{п) — а ,|< е , |4 ">— а_,|<е.......... I-С’ —  ат |< «
булади. Бу эса

lim jc[n) = a lt
П+ао

lim лгу =  а, ,

l im дг'"» =  а тт  шП—ЮО

эканлигнни билдиради.
Шундай цилиб, /?т  фазода {jc(',)} =  {(дгГ1, хг4...........Хт’)} кетма- кет

ликнннг лимити а — (а„  а , ............. а„) булса. у *олда бу кетма- кет
ликнннг координаталаридан ташкил топган сонлар кетма- кетликлари
{дг(1п>}, ( 4 n»}.............W m ) лимитга эга булиб, улар мос равншда а
нуцтанинг а и а2, . . . ,  ат координаталарига тенг.
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у
Демак,

lim х {п) — а •

lim х[п) =  а „

lim xin> — а2»

(12.23)

lim х<">=ат.

Энди' R m фазода кетма- кетликнинг координаталаридан ташкил топган
{jc(1rt)}, {д "'}............ {дг£>} сонлар кетма- кетликларн лимитга эга булиб,
уларнинг лимитлари мос равишда а = ( а „  at .............am) £ R m нуцта
координаталари а,, а 2, . . . , ат ларга тенг булсин:

lim дг{"> =  а и
П-+ т
lim дг<2") =  а2,
п-»оо

=  а т.

Лимит таърифига асосан, V * > 0  олннганда ^ам, r~ z r  га кура шун-
у  ТП

дай л^> £ N  топиладики, барча л > л <01) учун

шундай n p £ N  топиладики, барча п > п ,02> учун

| дг(2п> — а 2\ < у = ,

ва з^оказо, шундай n (0m)£ N  топиладики, барча п > л (0т) учун

I х*п> —  а I <  
т  т1  К т

булади. Агар л0 =  т а х  л(02), . . . , л(0т)} деб олсак, унда барча 
п >  п0 учун бир йула

\ Ф —  ° i l <  V =  (< == *• 2 .............т >* У  m

тенгсизликлар бажарилади. У ^олда

булиб, ундан

р (У"», а ) <  е



Шундай цилиб, {.хЧп>} =  {(дг‘1п>, х™............. *<£>)} кетма-кетлнкнннг ко-
ордннаталарндан иборат {х1"'}.............{л^1} кетма- кетликларнннг
хар бирининг чегараланганлигидан {*<п|} кетма- кетликнннг чегараланган- 
лигн келиб чикар экан.

Натижада к,уйидаги теоремага келамиз.
1 2 . 2 - т е о р е м а .  R m фазода { ^ ) =  х<*\ . . . ,  х£')} кетма-кет- 

ликнинг чегараланган булшии учун бу кетма- кетлик координата- 
ларидан иборат {д^*}, {.г*"’}. . . . .  {**,"’} сонлар кетма- кет ликлари- 
нинг %ар бирининг чегараланган булшии зарур ва етарли.

Масалан, R 2 фазода | |  — , — 1| (п =  1, 2, . . .) кетма-кетлик чега

раланган булади, чункн бу кетма-кетлик коордннаталаридан иборат 
кетма-кетликларнннг ,\ар бири чегараланганднр. R'1 фазода {(я ,л)}(л  =  
=  1, 2, . . .) кетма-кетлик чегараланмаган кетма-кетлнк.

Юцорида келтирилган (1, 1), (— 1, — 1), (1, 1), (— 1 , - 1 ) ,  . . . кет
ма-кетлик ^ам чегараланган кетма-кетлнк булади. Бу мисолдан курн- 
надики, чегараланган кетма-кетликлар лимитга эга булишн ,\ам, ли
митга эга булмаслиги >;ам мумкин экан.

2°. Агар {x<n)} кетма- кетлнк яцинлашувчи булса, у чегараланган бу
лади.

Якинлашувчи кетма-кетликлар устида арифметик амалларнн урга- 
нишдан аввал R m фазо элементлари устида бажарнладиган амалларнн 
келтирамиз.

R m фазонинг нккита а =  ( з „  аг, . . . , а„), Ь =  (ft,, bt , , bm) 
нуктасинн олайлнк.

R n  фазонинг (а, -f- 6,, о , - f  Ьг  . . .  , ат +  Ьт) нуцтаси а  ва b нуц- 
талар йигиндиси деб аталади ва а + b  кабн белгиланади: a - (-f t  =  (a1 4- 
+  b ,, at + b t . . . .  , ат +  Ьт).

R m фазонинг ( a a „  a  at , . . .  , a  am) (a  — .^ацикий сон) ну^тасн a  
одиций сон билан a £ R m нуцта купайтмаси деб аталади ва a  а  каби
белгиланади: а  а =  (a  a,, а а 2............. а  ат). R m фазонинг а  ва Ь нуцтала-
р;« о^агитаги ай;фмаа-(-(— 1)-6куринишда аншуганади ва а — Ь каби бел
гиланади: а —  Ь =  (a, — ft,, а,  — bt , . . .  , ат —  Ьт). Шундай цилиб, R m 
фазо нуцталари устида цушиш, айириш ва R m фазо нуцтасини .\ациций 
сонга купайтириш амаллари киритилди.

R m фазода нккита {д<п)} *= {(jd'J*, х<">, . . . , л ^ ’)}. {у^^} =  {(*̂ 7** 
у*2>, . . .  , у™)) кетма-кетлик берилган булсин. Ушбу

{(*7 +  УТ> W ............. +  «С’)} (п =  1. 2, 3---------------)

кетма- кетлик {дс(П)} ва {̂ /(',,} кетма- кетликлар йигиндиси деб аталади 
ва {д:<п> - f  у{п)) кабн белгиланади. {дг<п)} ва {у<п)} кетма-кетликлар айир- 
маси эса цуйидагк

{ ( Л " > - С *  ............. J K j r - l f i 1)} ( « - 1 .  2. 3 --------- )

кетма- кетлнк сифатнда аницланади ва {д-(г" — у(п'} кабн белгиланади. 
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R m фазодаги ( ( a x 1*1, a  , a i j j 1)} кетма- кетлик а  сон билан
{дс<п)> кетма-кетлик купайтмаси деб аталади ва {адг<п)} каби белгила- 
надн.

3°. Агар {х,п)} кетма- кетлик якинлашувчи булиб, унинг лимнти 
а (а в  R m) булса, у уэлда (ос дс<п>) (а 6 R) кетма- кетлик .^ам якинлашувчи 
булиб, бу кетмг:- кетликнинг лимити a  а  га тенг булади:

lim a  x in)=  а  а =  a - l i m х (п)-
П-* 00 П—юо

4°. Агар {У"1} ^амда {г/(л|} кетма-кетлнклар якинлашувчи булиб, 
уларнинг лимнти мос равишда а ва b булса, у х,олда {х{п) ±  у (л)} кет
ма- кетлик ^ам якинлашувчи булиб, бу кетма-кетликнинг лимити a ± b  
га тенг булади:

lim (*<л) ± у™) =  a ± .b  =  lim дс(л) ±  lim у Ы).
П-юо ft—too Я-юо

5°. Агар а ну^та М  ( M a R m) тупламнинг лимит ну^таси булса, у 
уэлда М  туплам ну^таларндан а га ннтилувчн {*(п)} кетма-кетлик (х<п'б 
6 М, л =  1 , 2 , . . . )  ажратиш мумкин.

Маълумкн, а нуцта М тупламнинг лимит нуцтасн булса, а нинг 
*ар бир Ut (а) атрофида ( V e > 0 )  М  тупламнинг чексиз куп нуцталарн 
булади.

Нолга интнлувчи мусбат сонлар кетма-кетлиги е„ =  —  ни олиб, 

а ну^танинг

(о) =  1 * 6 /?т  : р ( х , о ) <  —
7  1 п

атрофиии тузамнз. Бу а ну^та М  тупламнинг лимит Гнуцтаси булгани 
учун а нуцтанинг U x (а) атрофида М  тупламнинг а дан фар^ли нуцта- 
лари булади. Уларнинг бирини х 0) деб оламнз. Энди а нуцтанннг 
U , (а) атрофини царайлнк. Бу атрофда \ам М  тупламнинг а дан фарцлн

2

нук,талари булади. Улардан х ' 11 га тенг булмаган бирини олиб, унн 
jc'-' дейлнк. Бу жараённи давом эттнриб, л- цадамда а нун;танинг U , (а)

П
атрофи олинса, бу атрофда ^ам .И тупламнинг а дан фарк,ли нуцталарн 
булади. Улардан х(,). jc<2), . . .  , х(л-1) ну^таларнинг х,ар бирнга тенг 
булмаганнни олиб, унн х (п> билан белгилаймнз. Янз бу жараённи да
вом эттнраверамиз. Натижада М  туплам ^у^таларидан

J D  12) <л>
"  » A  f • • < | Л  > • • •

ажралади. Бу кетма- кетлик учун

р (х (л\  а) <  —  (л =  1, 2____ )

булгани сабаблн, л да jt<n)-*  а булиши келнб чнкгадн.
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булиши келиб чи^ади. Бу эса

lim х{п)— а
П~*ао

эканинн билдирадн.
Демак, {х<п>} =  { (х[п\  х™ .............xlV)} кетма- кетлик координата-

ларидан ташкил топган {*<">}. {*<,">}.............{*<£>} сонлар кетма- кетлик-
ларининг лимитлари мос равншда а ]=  (а„  а 2, . . . , а„) ну^та коорди
наталари а х, аг, . . .  , ат ларга тенг булса, (дс<г,)> кетма-кетликнинг 
лимити юкоридаги таъриф маъносида шу а нукта булади:

lim дс<п> = а „
п --*оо

lim *<"> =  а 2 »

lim *<"> =  а_

- lim х м  =  а.
П - ¥  ОО

Юкоридаги (12.23) ва (12.24) муносабатлардан

lim дг(п’ =  а <==*-
п-»оо

lim х =  а
п —*00
lim х(п) =  а
П-»ао *

lim x<a> =  а

г/чг/н п-*-оо  да бир йула
*■ а (п -+ оо  да)

А п)~+а и
х<п>

(12.24)

эканлиги келиб чицади.
Шундай н^илиб цуйидагн теоремага келамиз:
12.1-т е  о ре ма .  R m фазода (дс4")} =  {(х<,,1>1 дг<">.............д^"1)} кетма-

кет ликнинг а =  (аи аг. . . .  , ат) £ R m га интилиши

*2»

булиш и зарур ва етарли.
Юкоридаги 2- мисолда царалган {((— 1)"+1, ( — 1)'|+ |)} кетма-кетлик

нинг лимити мавжуд эмаслиги ушбу теоремадан дарров келиб чицади.
Бу теорема R m фазода кетма-кетликнинг лимитини урганишни 

сонли кетма-кетликларнинг лимитини урганншга келтирилишини нфо- 
далайдн. Маълумки, «.Математик анализ» курсининг 1-кисм, 3-бооида 
сонлар кетма- кетлиги ва унинг лимити батафснл урганнлган. Шунн
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эътиборга олиб, биз цуйнда R m фазода кетма- кетликлар лимитлари на- 
зариясининг баённда асосий фактларнигина келтнрнш, уларнинг анрим- 
ларннигина исботлаш билан чегараланамиз.

Юкорида нсбот этилган теорема .^амда якинлашувчи сонлар кетма- 
кетлигинннг хосса лари дан R m фазода якинлашувчи кетма-кетликнинг 
цуйидаги хоссалари келнб читали.

R m фазода {х<'1)} кетма-кетлик Серилган булсин.
1°. Агар {л '1’} кетма-кетлик якинлашувчн булса, унинг лимити 

ягонаднр.
Кейинги хоссани келтиришдаи аввал, {.v*"’} кетма- кетликнинг чега- 

раланганлиги тушунчаси билан танишамиз.
Агар {х{п)} кетма- кетликнинг барча .^адларидан тузилган туплам 

чегараланган булса, {х(а)} кетма-кетлик чегараланган кетма-кетлик 
деб аталади.

R m фазода { ^ n)} =  {(jfj'0, *(2',).............х%>)} кетма-кетлик чегараланган
булсин. Таърифга кура (12 .9 -таъриф) шундай шар6,и= { ^ /? 'п: р(х,0)<г} 
топиладики, V  л 6 Л/ учун х<п) £ 0 °  булади. Демак,

р (х <п), 0) < г .
Кейинги тенгсизликдан эса

|дс<1п)| <  г, |х<2п> |< г ,  . . .  , \ х $ \ < г  ( V  r t£ N )

булиши келиб чнкади.
Шундай цилиб, {х(П)} =  {(х{п), х £ \  . . . , д ^ 1)) кетма- кетлик чега- 

лангаи булса, бу кетма-кетликнинг коордннаталаридан нборат {дг(,'*)}, 
{.vf,"*}, . . . , {д^1} кетма- кетликларнннг .\ар бнри .^ам чегараланган бу- 
лар экан.

Эндн {д-<п)} =  {(*<">, . . . , х£>)} кетма-кетликнинг координата- 
ларндан нборат {х[п)}, {дс̂ п>}, . . .  , {*£>} кетма-кетликларнннг .^ар бирн 
чегараланган булсин. Сонлар кетма-кетлигннинг чегараланганлнги
таърнфига кура" (1-цисм, З-боб. 2-§) шундай С „  С ,............. Ст узгар-
мас сонлар топиладики, V  я 6 jV учун

\ Ф \ < С и
1 4 » > |< С 2,

\ ^ \ < С т

булади. Агар С =  шах {С ,, С2.............С„,} деб олсак, | х£>|<  С (k  =
=  1, 2, 3 ............. т) булиб, ундан V n k .N  учун

р (х(П), 0) <  С V m

булишини топамиз. Бу эса {х,ш} кетма- кетликнинг чегараланганлнгнни 
билдиради.
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Шундай цилиб, {.v<n>} =  дс<">, . . . , х(™)} кетма-кетликнинг ко- 
ордннаталарндан иборат {лч1п>}, {д^11}.............{■*£’} кетма-кетликларнннг
хар бирининг чегараланганлнгидан {.i<n)} кетма- кетликнннг чегараланган- 
лнгн келнб чицар экан.

Натижада цуйидаги теоремага келамиз.
12.2-т е о р е м а .  R m фазода {х{п>}= { ( ^ \  х(")........... xjJJ')) кетма-кет-

ликнинг чегараланган бдлиши учун бу кетма- кетлик координата-
ларидан иборат {л^1}..............{*!"’} сонлар кетма- кетликлар и-
нинг цар бирининг чегараланган булшии зарур ва етарли.

Масалан, R- фазода |[ — , — j j  (м =  1, 2, . . .) кетма-кетлик чега

раланган булади, чункн бу кетма-кетлнк координаталаридан иборат 
кетма-кетликларнннг .\ар бирн чегаралангандир. R* фазода {(л, п)} (я =  
=  1, 2, . . .) кетма-кетлик чегараланмаган кетма-кетлнк.

Юцорида келтирилган (1, 1), (— 1, — 1), (1, 1), (— 1 , - 1 ) ,  . . . кет- 
ма-кетлик ^ам чегараланган кетма-кетлик булади. Бу мисолдан кури- 
наднки, чегараланган кетма-кетликлар лимитга эга булиши ,^ам, ли- 
мнтга эга булмаслиги хам мумкин экан.

2°. Агар {л-,n,} кетма-кетлнк яцннлашувчи булса, у чегараланган бу
лади.

Якинлашувчи кетма-кетликлар устида арифметик амалларнн урга- 
нишдан аввал R m фазо элементлари устида бажариладиган амалларнн 
келтирамиз.

R m фазонинг нккита а =  (в |, а2, . . . , а„), b =  (ft„ bt , . . .  , bm) 
нуцтасини олайлик.

R m фазонинг (а, +  аг - f  bv  . . .  , ат - f  bm) нуцтаси а ва Ь нуц- 
талар йигиндиси деб аталади ва а-\-Ь каби белгиланади: a -f- Ь =  (а^
+  Ь „ аг +  Ьг............. ат +  Ьт).

R m фазонинг (а  а „  а  а ,, . . .  , а а т) (а  — хацикий сон) нуцтаси а  
.^ацикий сон билан a iz R m нуцта купайтмаси деб аталади ва а  а  каби 
белгиланади: а  а =  ( а а „  а а г, . . .  , а  ат). R m фазонинг а ва Ь нуцтала- 
p;j o.ja^H'iarH ай:<рмаа+(— 1)йкуринишда аннкланади ъ аа— b кабибел-
гнланади: а —  b =  (а, — bv  а .  — Ьг............ат —  Ьт). Шундай цилиб, R m
фазо нук,талари устида цушиш, айириш ва R m фазо нуцтасини ^ациций 
сонга купайтириш амаллари киритилди.

R m фазода нккита {*<">} =  {(jc<">, д^>, . . . , *£')}. {у^п)) =  { W \ \  
У1! '  • •• > У т ))кетма-кетлик бернлган булсин. Ушбу

<(*<?» +  У ? , W ............. д#* +  «£>)} (л =  1, 2, 3--------- )

кетма- кетлик {лг<Л|} ва кетма- кетликлар йигиндиси деб аталади 
ва [х{п) +  у 1п)) кабн белгиланади. {дг('11} ва {у1п)} кетма-кепииклар айир- 
маси эса цуйидаги

« * 7 » - С *  ............. С  - О )  ( « - 1. 2 . з , . .  . )

кетма- кетлнк сифатнда аннкланади ва {х<г" — у""} кабн белгиланади. 
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R m фазодагн {(a x'J", a  , oacJJ1)} кетма- кетлик a  сон билан
{x,n)} кетма-кетлик купайтмаси деб аталади ва { а / 1} каби белгнла- 
надн.

3°. Агар {х'п)} кетма- кетлик якинлашувчи булиб, унинг лимиты 
a  (а 6 R m) булса, у з^олда (а  дг<п|} (а £ R) кетма- кетлик .\ам якинлашувчи 
булиб, бу кетмг- кетликнинг лимити a  а  га тенг булади:

lim a x <n)= a a  =  a - l i m x<n)•
П+ос n —>oo

4е.  Агар {x"'} ^амда {г/"’} кетма- кетликлар яцинлашувчи булиб, 
уларнинг лимити мос равншда а ва ft булса, у .%олда {х(л) ±  у(п)) кет
ма- кетлик з а̂м якинлашувчи булиб, бу кетма-кетликнинг лимитиа ± Ь  
га тенг булади:

lim  (дс<п) ±  у {2 )  =  a ± b  =  lim x<n) ±  lim y in)-
Я-*оо п-+оо Я-»оо

5°. Агар а ну^та М  (M c .R m) тупламнинг лимит нуцтаси булса, у 
х;олда М  туплам нуцталаридан а га ннтилувчн {дг<',)} кетма-кетлик (дсш,6 
£ М, л =  1 , 2 , . . . )  ажратиш мумкин.

Маълумки, а ну^та М  тупламнинг лимит нуцтаси булса, а нннг 
ЛаР бир Ue (а) атрофида ( v e > 0 )  М  тупламнинг чексиз куп нук,талари 
булади.

Нолга ннтилувчн мусбат сонлар кетма-кетлиги е„ =  —  ни олиб,
п

а ну^танинг

(а) =  |х  € R m : р (х, а) <

атрофинн тузамнз. Бу а ну^та М  тупламнинг лимит Гнуктаси булгани 
учун а нуцтанинг (У, (а) атрофида М  тупламнинг а дан фарк;ли нуцта- 
ларн булади. Уларнинг бирини х(1) деб оламиз. Энди а нуцтанннг 
U , (а) атрофини царайлик. Бу атрофда \ам М  тупламнинг а дан фарцлн

~2
нук,талари булади. Улардан xU) га тенг булмаган бирини олиб, уни 
x i2) дейлик. Бу жараённи давом эттнрнб, л- цадамда а нуцтанннг U х (а)

П
атрофи олинса, бу атрофда з а̂м .И тупламнинг а дан фарцли ну^талари 
булади. Улардан х<1). х{2\  . . .  , дс(п-|) нуцталарнинг з^ар бирнга тенг 
булмаганини олиб, уни х (п> билан белгилаймнз. Яна бу жараённи да
вом эттираверамиз. Натижада М  туплам ^нуцталарндан {х|П>}:

J D  J 2 )  <л>
"  • Л  t  • •  •  » А  ,  • • •

ажралади. Бу кетма- кетлик учун

р (х (">, a) <  —  (rt =  1, 2------- )
п

булгани сабаблн, п - > - »  да х<п>-*~а булиши келиб читали.
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2. К о ш и  т е  о ре  м а е  и ( я ц н ' н л а ш  и ш п р и н ц и п  и). Азвал ай- 
тиб утганимнздек, кетма- кетликнинг цачон лимитга эга булишини 
анн^лаш лимит лар наззриясининг му.цим масалаларидан бири.

Юцорида келтирнлган 12.1-теорема, R m фазода {лг<п,}кетма-кетлик- 
нинг яцинлашувян булиши бу кетма-кетлик .\адларн координаталари- 
дан ташкил топган сонли кетма-кетликларнннг якинлашувчи булиши 
орцали нфодаланншинн курсатади.

Аввало, бу ерда зрм фундаментал кетма- кетлик тушунчаси билан 
танишамиз.

R m фазода кетма-кетлик бернлган булсин.
12.14-т а  ъ р  нф.  Агар V e > 0  олинганда \ам , шундай п0 6ЛГ то- 

пилсаки, барча п > п 0, р > п 0 лар учун

р (* » , х(п>) <  е

тенгсизлик бажарилса, {х[п)} фундаментал кет ма-кет лик  деб аталади.

М н с о л л а р .  1. R* фязода ушбу — , ---- | |  кетма-кетлик фундаментал кет

ма- кетлик булади. .\а^иь,атан,

А гар V е > 0  сонга к \р а  л0 натурал сонни 

деб олсак, у з^олда барча л >  л0, р  >  л0 лар учун

к (т ^ м м и ^ и < Ш ‘=‘
булишини топамиз. Демак, берилган кетма-кетлик фундаменгалдир.

2. h i  фазода цуйидагн {(*„, 0)); *я =  1 +  - ^ - + - 7 - +  ••• +  “ ~  кетма-кет-2 3 п
лик фундаментал булмайди. \аь;и^атан \ам , бу кетма- кетлик учун, масалан, л > р  да

Р ( ( V  0); Ц х п, 0)) =  ) (хп — хр)* =  (х„ — хр) =

1 , 1  I л —р-- -----------^ -------  г. . . .  —  > ------ -
Р + 1 Р +  2 л л

булиб, л =  2 р  булганда эса

Р ЦхР. 0). (*я . 0) ) > - ^ “

эканлиги келиб чнкадн. Бу эса берилган кетма- кетликнинг фундаменгал эмасли- 
гини курсатади.
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Фараз цилайлик, {х*"’} =  {(.W’, х(" \  • ••  , х(т )}  фундаментал кетма- 
кетлик булснн. Таърифга кура, V f c > 0  олинганда .^ам, шундай n0£N  
топиладики, барча п > п 0, р > п 0 учун

р (х(п), х{Р)) <  е 
булади. Бу тенгсизликни цуйидагнча

V  (*<"> _  *(P>)2 <  е 
/=1

ёзиб, ундан
I * ?  — * ? М < е

булишннн топамиз. Бу эса {.tfj”}, W ? ) ............{*!£*} кетма- кетликлар-
нинг хар бири фундаментал кетма-кетликлар (царалсин, 1-цисм, З-боб, 
10-§) эканлигини билли ради. Шундай цилиб, R m фазода

W * )  =  {(.r<7>, x f ,  . . . .

кетма- кетликнннг фундаментал булишидан бу кетма- кетлнк коорднна- 
таларидан иборат {х*"'}, {х^*}, • • • ,  {х^*} кетма- кетликларнннг ^ар бн- 
рининг фундаментал булиши келиб чицар экан.

Энди {х<">} =  {(х<7>, х (У, • ••  , х*Ц>)} кетма-кетлнк координаталарн- 
дан иборат {х^}, {дс<1">}, •••  , {*£>} кетма-кетликларнннг .^ар бири

фундаментал булснн. У .^олда V  е >  0 олинганда хам, -4 =  га кура
У т

шундай n<J>, п {у, • • • , п(Ц> натурал сонлар топиладики,

барча п  >  лФ , р  >  л('> => | х'"1 — х(р.) | <  77=  ,
* V т

барча п  > л (2>, р > л (о, =Ф-|дс<5) — дс(?> |< - ? = -  ,

барча п >  п 'р ,  р  >  л<£> =#» | х£> — дс<» | <  у =

булади. Агар п0 =  шах {«',}>, п(5’, •••  , л(ц>} деб олсак, унда барча 
п > л 0, р > п 0 учун бир йула

| до»» _  дс») | <  4 _  (| =  1, 2, • • • , ш)
‘ 1 У т

тенгсизликлар бажарилали. Натижада

булади. Демак,
р (х<я), х<р>) <  е.

Бу эса {х<п>} фундаментал кетма-кетлик эканини билдиради.
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мавжуд булишидан 'берилган кетма-кетликнинг лимити мавжуд бу- 
лишн ,\ар доим келнб чицаверманди. Масалан, ушбу

(1, 1), ( - 1 ,  - 1 ) ,  (1, 1), ( - 1 , - 1 ) ............( ( _  i)»+i, ( _  iy+ i),

кетма-кетликнинг
(1, 1), (1. 1), . . .  . (1, 1), . . .

( - 1 ,  - 1 ) ,  ( - 1 ,  - 1 ) ............ ( - 1 ,  - 1 ) ,  . . .

цисмий кетма-кетликларн лимитга эга (улар мос равиш да(1,|) ва (— 1. 
— 1) Hyi\T&iapra тенг) булган ^олда бгрилган {((— 1У*4*1, (— 1)',+ |)} 
кетма-кетлик лимитга эга эмас.

Демак, {дс(п)} кетма- кетлик лимитга эга Аулмаган ^элда унинг цнс- 
мий кетма-кетликлари лимитга эга булиши мумкин экан.

1 2 . 7 - т е о р е м а ( Б о л ь ц а  н о —В е й е р ш т р а с с  т е о р е м а с и . )  Д'ар 
кандай чегараланган кетма- кетликдан яцинлашувчи цисмий кетма- 
кетлик ажратиш мумкин.

И с б о т .  {х<г|)} =  {(-̂ 1<п), х ,(п), . . . , *£>)} кетма-кетлик чегараланган 
булсин. Таърифга кура шундай шар {x£R m: (»(х, 0) <  л} топиладики, 
{лг(п)) кетма- кетликнинг барча ^адларн шу шарда ётадн.

Агар ушбу
{x£R m: р(дг, 0 ) <  г} с :  (7,(0) 

муносабатни эътиборга олсак, у ^олда барча п лар учун
— г <  д̂ п) <  г. (i =  1, 2, . . . , т)

булиши топилади. Бу эса {дг1(п,}1 {x,(n)}..............кетма- кетликлар-
нинг ?̂ ар бирининг чегараланганлнгини бнлднради.

1-цисм, 3 -бобда келтирилган Больцано— Вейерштрасс теоремаснга кура 
{дг,<п)} кетма-кетликдан я^ннлашувчн цисмий кетма-кетлик {*/"*■)} ни 
ажратиш мумкин. Натнжада, бнринчи коордннатаси я^инлашувчи бул
ган ушбу

{(дг,К>, дс/"*,),............. х тЫ ) }
кисмий кетма-кетликка келамиз.

Энди кетма-кетликни карайлик. Бу кетма-кетлик .^ам чега
раланган. Яна Больцано — Вейерштрасс теоремасига кура дан
яцинлашувчн цисмий кетма-кетлик ни ажратиш мумкин. Н а
тнжада, биринчи ва иккинчи координаталари яцинлашувчи булган

{(*А>. *,<"*■'.........„£•■>)}
цисмий кетма-кетлик ух: ил булади.

Ю^оридаги жараённи давом эттира борнб, т  цадамдан кейнн, барча 
координаталари яцинлашувчи булган ушбу

{ ( « , е о ,  , , е ч . . . .
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кисмий кетма-кетликка эга буламиз. Равшанкн, бу кетма-кетлик {л+,>} 
к е т м а - кетликнинг к,исмий кетма-кетлигн булади. Иккинчи томондан,
12.1- теорема га кура {.v т ) якинлашувчи кетма-кетлик булади. Тео. 
рема исботланди.

3-§. Куп узгарувчили функция ва унинг лимити

Дастлабки тушунчалар каторнда (1 -цисм, 1-боб, 3-§) ихтиорий Е  
тупламни F тупламга акслантириш (Ф:E -> F )  тушунчаси келтирилган 
эди. Сунг Е — N , F =  /?; Е =  R , F — R  ва Е  =  N, F =  R m деб ушбу

f:N  - * R  (J:n-+ х„; n £ N ,  x„£R),
Ф:R -+ R  (ф:дг —  у ,  x£R , y£R),

y :N  R " f t : n -+ (x l , х г.............x m): n£N, (дг„ х г............. x m)£Rm)
акслантиришларга эга булдик. Бу акслантиришлар мос равишда сонлар 
кетма-кетлигн. функция .\амда R m фазо нукталари кетма-кетлигн ту- 
шунчаларига олиб келди. Сонлар кетма- кетлиги ва унинг лимити
1-^исмнинг 3-бобида, функция ва унинг лимити 1-кисмнинг 4-бобида, 
R m фазо нуцталари кетма-кетлиги ва унинг лимити эса ушбу бобнинг
2-§ да батафсил баён этилди.

Энди Е  =  R m, F =  R  деб f:R m-*-R  акслантиришни ^араймиз. Бу 
куп узгарувчили функция тушунчасига олиб келади.

1. Ф у  н к ц и  я. Бирор М  ( М а R m) туплам берилган булсин.
12.15-т а ъ р  иф.  Агар М  тупламдаги ,\ар бир х  =  (дг„ х г, . . . , хт) 

нуцтага бирор цоида ёки цонунга кура битта ^а^иций сон у  (y£R) мос 
куйилган булса, М  тупламда куп дзгарувчили (т  та узгарувчили) 
функция берилган (ани^ланган) деб аталади ва уни

/:(*!, .............х т) -+ у  ёки у  =  /(дг„ xt , , х т) (12.25)
каби белгиланади. Бунда Vf— ф ункциянинг берилиш (аницланиш ) туп-
л а м и ,х 1. х г.............хт эркли узгарувчилар — ф ункция аргументлари, у
эрксиз узгарувчи — лг,, дг........... ... х т узгарувчнларнинг функцияси  де-
йилади.

(дгх, дг2, . . . , дгт ) нуцта битта х  билан белгиланишини эътиборга 
олиб, бундан кейин деярлик .\амма ва^т (xit x t , . . .  , х т) урннга дг 
ни ишлатаверамиз. Унда ю^оридаги (12.25) белгилашлар ^уйидагича 
ёзилади.

/:дг -*-«/ ёки у  =  f(x )(x£ R m, y£R).
Функциянинг берилиш тупламидан олинган х°£М  нуцтага мос ке- 

лувчи у0 сон у  =  /(дг) функциянинг дг =  л° ну^тадаги хусусий циймати 
Деб аталади:

М и с о л л а р .  I. / — ? ' ’• ф п щ г ; |  V P бир х  ну^тага шу нуцта коэрдината- 
лаРи квадрагларининг йигиндисини м о с  ^уювчи цоида, яъни

/ : * —  *1 +  4 +  • •  - +  хт

®?лсин. Бу ^олда у  =  +  $ + . . .  + xl,  функция досил булади. Бу функция 
=  Rm тупламда берилган.



12.3-т е о р е м  a. R"' фазода {х(л,|  =  {(/?», х(? , •••  , л ^ ) )  кетма- 
кдт лик фундаментал булиши учун бу кетма- кетлик координата- 
ларидан иборат  ••• . № £ } кетма- кет ликларнннг .\ар 
биринине фундаментал булиши зарур ва Уетарли.

Юцоридаги 12.1 ва 12.3-теоремалардан R m фазода {дг'1} кетма- 
кетликнинг яцинлашуачилиги лэцнда цуйидаги теорема келиб чицади.

12.4-т е  о р е  м а. {*"} кетма- кет лик я^инлашувчи булиши учун у  
фундаментал булиши зарур ва етарли.

Бу теорема Коши теоремаси ёки якинлашиш принципи  деб 
аталади.

3. И ч м а - и ч ж о й л а ш г а н ш а р л а р  п р и н ц и п и .  «Математик 
анализ» курсининг 1 - цисми, З-боб, 8 -§  да ^ациций сонлар тупламн R  
нннг тули^лигига асосланган ичма-ич жойлашган сегментлар прин- 
ципи цараб утнлган эдн. Шунга ухшаш принцип R m фазода ^ам уринлн- 
днр ва ундан келгусида биз куп марта фойдаланамиз.

Марказларн а*'1» =  (а1(',>, а2(л,1 . . . , а'^) £ R m нуцталарда, раднусларн 
r n £ R + (n =  1, 2, . . .) булган ушбу

S , =  5 ,(0 °) , г ,) =  { x tR ” : р(*. о«>) <  г 1},
S t =  S s(a(2,t r j  =  {xeR m: Р(*. а«®) ^  г2),

Натижада цу нуда г и теоремага келамнз:

Sr, =  Sn (о<"\ гп) =  {Аб/?т : Р(Л\ а<">) <  гп },

шарлар бгрнлган булсин. А г а р  цуйидаги
—■ 5 ,  —) .  .  .  —- '; _ J  .  .  «

муносабат урннлн булса, у ^олда {Sn} ичма-ич жсйлсшган шарлар 
кетма- кетлиги деб аталади.
М  1 2 . 5 - т е о р е м а .  R ” фазода ичм а-ич  жойлашган шарлар кетма- 
кетлиги {S„} берилган бдлсин. Агар п -*-оо да шар радиуслари гп нолга 
интилса, яъни

lim гп — О
П-» 00

булса, у  %элда барча шарларга тегишли булган a(a£Rm) нукта мае- 
жуд ва ягонадир.

И с бот :  {S,,} — R n фззода ичма-ич жойлашган шарлар кетма-кет
лиги булсин. Бу шар маркэзлари а(п) (а(',)6/?",> п =  1,2, . . . ) дан {a<m} 
кетма-кетлнк тузайлик. Равшанки, a (n)6S„. Агар р > п  булса, унда 
S „ = d S p булганлигидан a (p,6S„ булади. Модомнки. <̂n)^ S n, a ^ S n экан, 
унда

p 'a ("), f l ' P ' X  2  In

булади. Теоремзнинг шартига кура, п-*-оо да гп-»-0 дан ва юцори- 
даги тенгсизлнкдан {a<n)} — фундаментал кетма- кетлик эканлиги келиб 
чицади. Коши теоргмасига ]асосан бу кетма-кетлнк лимитга эга. Биз 
унн а билан бглгнлзйлнк:

lim а п' =  а
П -*зо
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Ихтиёрий S„(n =  1, 2, . . .) шарии олайлик. Бу шар {а<п>} кетма- 
кетликнинг бирор ^адидан бошлаб к^шнги барча ^адларини уз ичига 
олади (ошиб борса, {о,п)} кетма-кетликнинг чекли сондаги а (1), а (2), . . 
д<л-1> ^адларнгина S n шарга тегишли булмаслиги мумкин). Демак, а 
нукта S n нинг лимит нуцтасн ва S n ёпиц туплам булгани учун 
ав^п (п =  1, 2, . . .) булади. Шундай килиб, а нуцтанинг барча шар- 
ларга тегишли эканлигини курсатднк. Энди бундай а нуцтанинг ягона- 
лигини курсатамиз. Фараз цилайлик, а ну^тадан фарцлн барча шар- 
ларга тегишли булган b ну^та ^ам бор булсин: b£Sn (n =  1, 2, . . .) 
Ьф а. Масофа хоссасидан фойдаланнб топамиз:

р(а. Ь) <  р(а, a<n,) +  р(а<п>, Ь) <  2 г„ .

Бундан эса п-+оо да г„ ->-0 булгани учун
Р(а. Ь) =  0,

яъни а =  b булиши келиб чицади. Теорема исбот булди.
4 . К , и с м и й  к е т  ма- к е т  л и к л  ар.  Б о л  ь ц а н  о — В е й е р ш т р а с с  

т е о р е м а с и .  R m фазода {х!п’}:
*<'>, *«>, . . . , *">, . . . (x<n,e/?m. п =  1. 2, . . .)

кетма-кетлик бгрилган булсин. Бу кетма-кетликнинг п г, п2, . . .  , 
пк, . . .  ( n , < nt< .  . . < « * <  . . . , nk £N , k  =  1,2, . . .) номерли *ад- 
ларидан ташкил топган ушбу

*<">>, *<"»>,............... * nk), . . . (*<"*) € Я Ж)

кетма - кетлик {дс*"*} кетма-кетликнинг цисмий кетма- кетлиги деб 
аталади ва {дг,я*,} каби белгиланади. Масалан, R 2 фазода цуйндаги

кетма- кетликлар

(1,!)’ (т* I).....(«’ т}
кетма-кетликнинг цисмий кетма- кетлнкларн булади.

Равшанкн, бнтта кетма-кетликдан жуда куп турлича цисмий кетма- 
кетликлар ажратиш мумкин.

1 2 . 6 - т е о р е м а .  Агар {а(п)} кетма-кетлик якинлашувчи булиб, 
унинг лимити a (a £ R n) булса, у  %олда б у  кет ма-кет ликнинг цар 
Цандай цисмий {.tfV} кетма- кетлиги .\ам якинлаш увчи булиб, ун и нг  
лимити ,\ам а га т енг булади .

Бу теоремаиинг нсботи кетма-кетликнинг лимити таърифидан бг- 
воснта келиб чицади.

1 2 . 1 - э с л а т м а .  Кетма-кетликнинг цисмий кетма-кетлиги лнмиги
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функция шу М  тупламда цуйидан чегараланган, аммо юцорндан чега- 
раланмагандир: У =  (0, о о ).

2. ф у н к ц и я н и н г  л и м и т и. R m фазода бирор М  туплам олайлнк. 
а  ну^та (а =  (а„ а г, . . . ,  ат)) шу тупламнинг лимит нуцтаси булсин. 
У  ^олда М тупламнинг нуцталаридан а га ннтилувчн турли 
(х<п) 6 М, х {п> Ф а, п =  1, 2, . . .  ) кетма-кетликлар тузиш мумкин:

lim х<"> =  а.
П—+оо

Энди шу М  тупламда бирор y  =  f ( x ) функция берилган булсин.
12.1 6 - т а ъ р н ф  ( Г е й н е  т а ъ р и ф и ) .  Агар М тупламнинг ну^талари- 

дан тузилган, а га ннтилувчн ^ар цандай {х<п>} (*<"> Ф а, п  =  1, 2 , . . . )  
кетма-кетлик олннганда хам мос {/(х<">)} кетма-кетлик грамма вак,т 
ягона b (чекли ёки чексиз) лимитга интилса, b /(х) ф ункциянинг а 
нуцтадаги (ёки х -* -а  даги) лимити* деб аталади ва уни

lim f  (х) =  Ь ёки х  а да f (x ) -* -b
Jt-WJ . . .

кабн белгиланади.
Функция лимитини бошкача ^ам таърифлаш мумкин.
1 2 . 1 7 - т а ъ р и ф  ( К о ш и  т а ъ р и ф и ) .  Агар V e > 0  сон учун шун

дай 6 > 0  топилсакн. ушбу 0 < р ( х ,  а) < 6  тенгсизликни цаноатланти- 
рувчи барча х£Л1 ну нетала р да

\f(X) - b \ < E

тенгсизлнк бажарилса, b сон f  (х) функциянинг а ну^тадаги (х -* -а  
даги) лимити  деб аталади.

1 2 . 1 8 - т а ъ р и ф  ( К о ш и  т а ъ р и ф и ) .  Агар V e > 0  сон учун 
шундай 6 > 0  топилсакн, ушбу 0 < р ( х ,  а )< 6  тенгсизликнн цаноат- 
лантирувчи барча х £  М нукталарда

\ f ( x ) \> R  ( / ( * ) > е ;  f (х)<  е)

булса, f  (х) функциянинг а нуцтадаги (х-*~а даги) лимити  оо ( - f  оо ;
— оо) дейилади.

Шундай ^илиб функциянинг лимити икки хил таърифланди. Бу 
таърифлар эквивалент таърифлард1ф. Бунинг нсботи 1-цисм, 4 -боб.
3 -§  да келтирилган бир узгарувчили функция лимити таърифларининг 
эквивалентлигининг исботи кабидир.

Юцоридаги lim  f(x )  =  b ёки х -* -а  да f(x ) -* -b  белгилашларни х  =
х-+а

=  (Xj, х» . . . , хJ ,  а =  (av о ,.............ат) *амда

аг

•ат

•  Биз куйида куп Дзгарувчили функция учун лимитлар тушунчаси бошцача 
киритилишн ^ам мумкинлигини курамиз. Улардан фарц этиш учун, баъзан, бу л и 
мит каррали лимит деб *ам аталади.
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эканлигини эътнборга олиб. куйидагнча 
lim f  (х 1» Xji • • • > хт) — b Х\ * fli

Xi~*a* еки Хщ-+аг

ёэса ^ам булади.
R m фазода бирор М туплам берилган булиб, <х> эса шу тупламнинг 

лимит нуктасн булсин. Бу Af тупламда у  =  f  (х) функция берилган.
1 2 . 1 9 - т а ъ р и ф  ( Г е й н е  т а ъ р и ф и ) .  Агар /И тупламнинг нуцта- 

ларидан тузилган ^ар цандай {х<п)} кетма- кетлик учун х{п) -*■ оо да 
мос {/ (х(п)) } кетма- кетлик грамма вацт ягона Ь га интилса, Ь /  (х) 
функциянинг х-*-оо  даги лимити  деб аталади ва

lim  /  (дс) =  Ь
х-*ао

каби белгиланади.
12.20-т а ъ р и ф  ' ( К о ш и  т а ъ р и ф и ) .  Агар V e > 0  сон учун 

шундай 6 > 0  топилсаки, ушбу р(дс, 0) >  б тенгсизликнн цаноатланти- 
рувчи барча х £ М  ну катала рда

\ f(x )— b \< R
тенгсизлик бажарнлса, Ь /(дс) ф ункциянинг х-* -оо  даги лимити  деб 
аталади ва

lim  /  (дс) =  Ь
х-+а

каби белгиланади.
Шуни таъкидлаш л озимки, функция лимити тушунчаси кнритнлн- 

шида лимнти царалаётган ну^тада функциянинг берилиши (аницланиши) 
шарт эмас.

1 2 . 2 - э с л а т м а .  Юцорида функция лимнтига берилган Гейне таъри- 
фининг мо^ияти, ^ар цандай {дс<п)} (дс<п> а, п  =  1, 2, . . . , х (п) -*■ а) 
кетма-кетлик учун мос {/(x<n,)} кетма-кетликнинг лимити олинган {х<п>} 
кетма- кетликка богли^ булмаслигидадир.

М и с о  л л а р .  1. Ушбу

/( * ) ■ = /  (*1. *,) =  { ^  агар х2 +  *2 >  о булса,

|  0 , агар -f- =  0 булса

Функциянинг х = ( х „  х2) -*■ (0, 0) (яъни х,-*- 0 , хг -*-0) даги лимити ноль экан- 
лиги курсатилсин. Бу функция R* тупламда берилган булиб, (0, 0) ну^та шу туп
ламнинг лимит нуцтаси.

а) Гейне таърифи буйича: (0, 0) нуцтага интилувчи ихтиёрий х<"> =  (х{л>, 
0) (яъни х^п)- ^ 0 ) (х<п)ф  (0 , 0)) кетма-кетлик оламиз. Унда мос 

{/(*<">)} кетма-кетлик учун цуйидагича ______________

<*">} =  / (х'.'1». 4 п>) =  = -*  f  --------
У  (x(ni>)* +  (х 'У  у  {ХЧ ), +  (jtWp ’ V * ?  4 " ' <
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2.  I — *ap бир х£Л1 =  [jr£/?m:p(;r, 0) ^  I } нуцтага ушбу

X - + V  1 — jrf — *2 — . . д4

Коида билан битга хаки^нй сонни мос цЭДсин. Бу ^олда *ам куп узгарувчили

y  =  V  1 — х \ —  х*2 —  . . .  —  л?т

функцияга эга буламиз. Равшанки, бу функция М  тупламда берилган.

/(дг) функция М  cz R m тупламда берилган булснн. х  узгарувчи М  
тупламда узгарганда функциянинг мос цийматларидан иборат {/(д:):х£М} 
туплам ф ункция цийматлари туплами (ф ункциянинг дзгарииг со%а- 
си) деб аталади. Юцорида келтирилган мисолларнинг биринчисида 
функциянинг цийматлари тупламн [0, -f- оо), иккинчнсида эса [0,1 J 
сегментдан иборатдир.

Шуниянабир бортаъкидлаймизкн,к\п узгарувчили(ш та узгарувчили) 
функцияларда функциянинг берилиш тупламн R m фазодаги туплам булиб,
б у функция цийматлари туплами эса ,\ациций сонларнинг цисм тупла- 
мндан иборатдир.

R т + * фазонинг (х,у) (x£Rm, у  =  /(дг) 6 R) нуцталари.ран иборат ушбу
{(x,f(x))}= {(x,f(x)): х е Я * ./(*)€*}

туплам у  — /(дг) функция графиги деб аталади.
Масалан, т  =  2 булганда (/?* фазода)

у  =  x v xv  у  =  х^+ х*,

У =  у  1 — ■*? — А

функциялар графиги мос равишда 
R 3 фазода гиперболик параболоид, 
айланма параболоид ^амда юцори 
ярим сфералардан иборатдир (10- 
чизма).

М zz R m тупламда у  =  /(дг) =  
= / ( х „ х г, . . . , дгя )функция берил-

1 • чнама
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ган булиб, дг„ дг„ . . . . хт ларнинг хар бнри Т  с  (*0V) тупламда 
берилган функциялар булсин: *

*1 =  ф |( 0 = ф 1« „  ^2............... **)•
X, =  ф 2 (/) =  ф , (/ ,, /*),

Х т =  Ф « ( 0  =  Ф т ( Л .  * ................../ * ) •

Бунда / =  (<1. /2. • • • .  **) узгарувчи Т  cz R k тупламда узгарганда уларга
мос *  =  (*„ .............*т ) нуцта M c zR m тупламда булсин. Натижада
у  узгарувчи х =  (*„ дг,.............х т) узгарувчи ор^алн t =  (/„  t2..............t k)
узгарувчиларнинг функцияси булади:

t *~х *-у
((<1. t .............. t k)-+ (xCl. дг,................x j - ^ y ) .

By ,  ,
У  ~  f m  /(ф  1^1» ^2’ • • • > W i Ф2^1' ^2* • • • » ^ ) '  • • • i Фт(^1> ^2» • • - » 

функция мураккаб функция  ёки /(х) .\амда ф,(Г) (1 = 1, 2, , , , ,  т )  
ф ункциялар суперпозицияси деб аталади.

Элементар функциялар устида ^ушиш, айириш, купайтириш ва бу- 
лиш амаллари хамда функциялар суперпозицияси ёрдамнда куп узга- 
рувчилн элементар функциялар ,\осил к,илинади. Ушбу

У =  ех'* ‘ — Хт, у  =  1пКх1 +лг2 +  . . . +  хт , 
у  =  s in fx ,* ,)  +  sin(x, xj) 4 - . . .  4- sin(xCT_ r A:J 

функциялар шулар жумласидандир.
f(x )  =  /(* ,, x t , . . . ,  x m) функция M c z R m тупламда берилган булсин. 

Агар бу функция 1'ийматлари туплами
Y  =  {f(x |, х 2, » . . , х т ) . (х„ х,, . . .  , хт) £ М )

кцоридан (куйидан) чегараланган булса, яъни шундай узгармас С (уз- 
гармас Р) сон топилсакн, V (*i. д г * , . . . ,  х т)£ М  учун

f(x j, Х2, . . . , Хт) ^  С (f(X\, ДГ,, . . . , Хт) ^  Р)
тенгсизлик уринли булса, f(x) =  /(дг,, дг,..............дгт ) функция М  туп
ламда юцоридан (цуйидан) чегараланган деб аталади, акс ^олда, 
яъни х;ар кандай катта мусбат S  сон олинганда ,\ам, М  тупламда шун
дай (д®, дс®, . . . ,дс )̂ нуцта топилсакн,

/(х°, х°2, , *“) > S  № •  х%.........0 <  — 5)
тенгсизлик уринли булса, /  (дс) =  /(*,. дг.......... ,x m) функция М  тупламда
Юфридан (куйидан) чегараланмаган деб аталади.

Агар /(х) =  / ( х „ х , ........... хт) ф ункциям  тупламда ^ам юцорндан, ^ам
Куйидан чегараланган булса, функция шу тупламда чегараланган 
ДЕйилади.

Масалан, М  =  #*\{(0,0)} да берилган

ДГ, -t- х2
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V 2

булиб, Ж|П) -► 0 , х'2п> О да

< —  V  *\п' хТ

булади. Демак,

lim  /(*<">) =  О 
п-»(0, О)

lim  / U) =  lim  ____------------ =  О;
*-♦(0,0) Х|-»0 9 | 9

*, -.о I дг, - г  xj

б) Коши таърифи буйича: у  е > 0  сонга кура б =  2е деб олниса, у ^олда
О <  р (х, 0) <  б тенгсизликни цаноатлантирувчи барча * нуцталарда

I / W - O I *1*2 I |ж,1 • |дг-| 1 _____  1 1
=  <  — Л/~-2 , 2 =  —• р (х. 0) <  — 6 =  е

V x [ + 4 1 У х {  +  х] 2 +  Ъ  2 2

тенгсизлик уринли булади. Бу эса

*•
эканлигини билдиради.

2. Куйидаги

/ '*) =/ (*! •  *l)'

lim  I (х) =  lim — ' ‘ * =  0 
*-(0.0) X.--.0 т/~5 4 . ,2

x.-O » *1 ^  *2

r2 • r2X| Xo

X ? • * |  +  ( X ,—  X j ) 1

функциянинг x =  (x,, x^) —*■ (0, 0) (яъни Xj —*■ 0, X j—- 0) даги лимитинииг мавж уд 
эмаслиги курсатилсин. Бу функция *ам Л2\{ (0 ,0> }  тупламда берилган булиб, (0 ,0) 
нукта шу тупламнннг лимит нуцтаси.

(О, 0) нуцтага интилувчи иккита

1("

кетма- кетликлар олинса, улар учун мос равншда

I

/ (х«-)) -  -у- -  1 - 1 *

/(?«)) =  — 0 L -  =  1 _ * 1
1  + 1  5 5 
п4 л4

булади. Бу х а  х-*- (0, 0) да берилган функциянинг лимитн мавжуд эмаслигини 
билдиради.
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3. Ч е к с н з  к и ч и к  ва  ч е к с и з  к ^ т т а  ф у н к ц и я л а р .  1-цнсм- 
нннг З-боб"- 4-§  ^амда 5-§  ларида чекснз кичик ва чексиз катта ми^- 
дорлар тушунчалари, 4-бобнннг 7 -§  нда эса чексиз катта ва чекснз 
кичик функциялар тушунчаларн кирнтнлнб, улар курсатнлган параграф- 
ларда урганнлган эди.

Худди шундай тушунчалар куп узгарувчили функцняларга ннсбатан 
.хам киритилнши мумкин. Уларни урганиш эса бир узгарувчили функ
ция ^олидагнга ухшаш булганлигини эътиборга олиб, чексиз кичик 
^амда чексиз катта куп узгарувчили функциялар ^акидаги маълумот- 
ларни санаб утиш билан кифояланамнз.

Бирор а  (дс) функция М  c r R m тупламда берилган булиб, а (а £ R m) 
нукта шу тупламнинг лимит нуцтаси булсин.

12.21-т а ъ р и ф .  Агар да а (х ) нннг лимнти ноль, яъни
lim а (х ) =  О
х-*а

бу лса, у ^олда а  (дс) функция х  -*■ а да чексиз кичик функция деб ата- 
лади.

Берилган /(* ) функция х -* -а  да чеклн b лимитга эга булиши учун
a ( x ) = f ( x ) - b

чексиз кичик функция булиши зарур ва етарли.
Бунннг исботи функциянинг лимити ^амда чексиз кичик функцня- 

нинг таърифларидан келнб чи^ади.
Шундай цилиб, х  -*  а да /(дс) функция b лимитга эга булса, бу 

функцняни ^ар доим
/(дс) = Ь  +  а (х )

куринишида ифодалаш мумкин, бунда а  (х) — чексиз кичик функция. 
Чексиз кичик функциялар ^уйидаги хоссаларга эга.
Фараз цилайляк, р (л:) функция хам шу /VI тупламда берилган бул

син.

1°. Агар х -+ а  да ot (дг) ва р(х) функциялар чексиз кичик функция
лар булса, у уэлда уларнинг йигиндиси at (х) 4- Р (х) функция ,\ам чек
сиз кичик функция булади.

2Э. Агар л' —► а да а  (дс) чекснз кичик функция булиб. Р (дг) функ
ция эса чегараланган функция булса, у холда уларнинг купайтмаси 
а М  • Р (х) ^ам чексиз кичик функция булади.

1 2 .2 2 -т аъ р  нф. Агар М тупламда берилган у (л) функция учун

lim у  (дг) =  оо 
х-+а

б$лса, у(дг) функция дс-*-а да чексиз катта функция  деб аталади.
3 . Агар х -* -а  да а(дс) функция чексиз кичик (а(дг) фО ) функция 

6-Лса- функция х-* -а  да чексиз катта функция булади.

4 • Агар х -* -а  да у(*) функция чексиз катта функция булса, —— 

ФУнкцня дс—k j да чексиз кичик функция булади.



4. Л и м и т г а  э г а  б у л г а н ф у н к ц и я л а р н н н г  х о с с а л а р и . ! 
Чекли лимитга эга булган куп узгарувчили функциялар хам чекли ли- 
митга эга булган бир узгарувчили функцияларнннг хоссаларига (царал- 
син, 1-цисм, 4 -боб, 4-§) ухшаш хоссаларга эга. Уларнинг исботи 
худди бир узгарувчили функциялар хоссаларинннг исботи кабидир. 
Шуни эътиборга олиб, биз !\уйида чекли лимитга эга булган куп 
узгарувчили функцияларнннг хоссаларпни исботсиз келтнрамиз.

Бирор М  cz R m тупламда /(дс) функция берилган булиб, а  (а 6 R"1) 
нуцта шу М тупламнинг лимит ну^таси булсин.

Г . Агар
l i m/ (x )  = b
X —+Q

мавжуд булиб, b > p  (b < q ) булса, а нуцтанннг етарли кичик атрофи- 
даги х £ М  ( х ф а )  нуцталарда / (х) > р  ( / (х )<  д) булади. Хусусан, Ьф О 
булса, у а нук,танинг етарлича кичик атрофида f(x ) Ф 0 булади.

2°. Агар
lim  /  (jc) =  b
х -*а

мавжуд булса, а ну^таиинг етарли кичик атрофндагн х £ М  (х ф  а) 
нун,таларда /(х ) функция чегараланган булади.

Энди М  да иккита f l (x) ва / 2(х) функциялар берилган булсин.
3°. Агар

lim / г(*)=!&!, l im f 2[(x)'= Ь2
х-*а х-*а

булиб, а нуцтанннг U& (а) атрофндагн барча дс нуцталарда (х £ М  П 
П U t (а)) / , ( х ) < / , ( * )  булса, у холда Ьх <  bt  булади.

4°. Агар а нуцтанинг Ut (a) атрофндагн х £ М  П U6(a) нуцталардз

IfiW < /М < ш
булиб, х -* -а  да Д(х) ва / 2(х) функциялар лимитга эга хамда

lim / х (х) =[1 im /2 (дс) =  Ь
х-*а х-+а

булса, у х°лда /(х) функция хам лимитга эга^ва
lim  /  (jc) =  b
X— +Q

булади.
5°. Агар х-* -а  да Д(х) ва / 2(х) функциялар лимитга эга булса, 

/ i ( x ) ± / 2(x) функция хам лимитга эга булади ва
lim № )  ±  / 2(х)] =  l i m / ^ x )  ± l i m / 2(х).
r-* e  х-*а х —+а

шМ

в 3. Агар х-*~а да Г/Х'(х) ва /,(х ) функциялар лим итга 'эга булса, 
fi(x )  • /*W  функция хам^лимитга эга булади ва]

lim ГЛ(х) • /,(*)] =  lim  / , ( дс) • lim  /2(х).
х-*а х-*а х~*а
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7°. Агар х - * а  да fj (дг) |па / 2(дг) функциялар лимитга эга булиб, 

1 im /*(*) ф  0 булса, функция ^ам лимитга эга булади ва
X-**

Н п , Ш  =  ™ ----------
* - » / i W  lim / ,  (х)

х-*а

12 . 3 - э с л а т м а .  Бир узгарувчили функцнялардагидек, дг-*-а да 
f (х) ва / 2(дг) функциялар йигиндиси, купайтмаси ва нисбатндан иборат 
б'улгаи функцияларнинг лимитга эга булишидан бу функцияларнинг 
хар бирининг лимитга эга булиши келиб чицавермайди.

12.4- э с л а т м а .  Агар дг-*-а да 1) /,(дг) ва / 2(дг) функцияларнинг
11

■^р бирининг лимити ноль (ёки чексиз) булса, j —  ифода; 2) /,(дг)-»-0,
/,(*)-*• оо булганда / , ( дг) • / , ( дг) нфода ва нихоят 3) / , ( дг) ва /,(* ) турли 
ишорали чексиз лимитга эга булганда / , (дг) +  / , (дг) йирииди мос ра-

0 /  00 \
вишда ~  ), О-оо, се — оо куринишдагн аникмасликларни ифода- 
лайди.

Агар дг —►я да 1) f, (дг) —► 0, / 2(дг)-»0 булса, 2) (дг) —► 1, / 2(дг)-*-оо 
булса, 3) / , (дг) —► оо, / 2(дг)-»0 булса, у ,\олда [/,(* ) К*<х> мос равншда 
0°, 1“ , оо° куринишдагн аникмасликларни ифодалайдн. Бундай аннц- 
масликлар бнр узгарувчили функцняларда царалганидек, / ,  (дг) ва / 2(дг) 
функциянинг уз лимнтларига нитнлиш характерига караб очилади.

5. Т а  к p o p  ий л и м и т л а р .  Биз юцорида /(дг) =  /(дг1, дг2..........дгт )
функциянинг а =  (а„ at , . . ат) нуцтадаги лимити

l i m/(*) =  & I l im /(дг,, дг,........... дc j= * b
х-*а  1 х х-+ах

\  хт -*ат

билан танишднк. Демак, функциянинг лимити, унинг аргументларн дг„
х ........... ....  ларнинг бнр йула, мос равншда а,, а 2, . . ., ат сснларга
интилгандагн лимитидан иборатдир.

Куп ^згарувчнли функциялар учун (уларгагнна хос булган) бошца 
формадагн лимит тушунчасннн ^ам киритиш мумкин.

/(* 1. дг,. . . . ,  дгт ) функция М  с :  R m тупламда берилган булиб, а =  
Г*(а1* а 2. • • ат) нуцта М  тупламнннг лимит нуцтаси булсин. Бу 
Функциянинг дт,—*• а , даги (бошца парча узгарувчиларни тайиилаб) лимити

Пт/(дГ|, дг*, . • .« ДГ/п)

** ОДайлик. Равшанки, бу лимит, биринчидан бнр узгарувчили функ- 
ЦЦя лимитинииг узгинаси, иккинчидаи у дг2, дг,, . . ., дгт  чзгарувчиларга 
°°Рлиц:

I i m  /  (ДГ], ДГ,, • • . ,  X т ) ф 1 ( ^ 2’ X 3t • • м  х т )‘
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Сунг фх(лг2, х3, . . . , .vm) функциянинг л:2-> а2 даги (бошца барча узга- 
рувчиларини тайинлаб) лимити

П т ф ^ Х , !  Х - ,  • • >| Х т )  ФгО^з» АГ4, * < •» Х д )  
х , — а ,

ни царайлик.
Юцоридагидек бирин-кетин х3 -* а 3, х €-*-аА, . . .  , х т -+ а т да ли

митга утиб
lim  lim ... lim f ( x lt x 2, . . ., x„_)

хт~*ат xm—1 ~*am— 1

ни з^осил циламиз. Бу лимит f ( x v х2, . . . ,  х т) ф ункциянинг такро- 
рий лимити  деб аталади.

Демак, функциянинг такрорий лимити, унинг аргументларн x lt х г,
. .  ., х т ларнинг з̂ ар бирининг б и р и н - к е т и н  мос равишда о,, а2.........
ат сонларга интилгандаги лимитидан иборат.

Худди юцоридагидек, /(дг„ хг...........х т) функциянинг x l , x { , . .. ,x ik
аргументларн мос равишда a fi, a j>t . . ., о,^ ларга интилгандаги такро
рий лимити

lim  . . .  lim  f ( x v x t , . . ., x m)

ни з а̂м цараш мумкин.
Шуни з а̂м айтиш керакки, / ( x lt х г, . . ., х т) функция аргументла- 

ри JCj, xt , . . х т лар мос равишда a lt а2, . . ., ат сонларга турли 
тартибда интилганда функциянинг турли такрорий лимитлари з^осил 
булади.

М и с о  л л  а р. 1. Ушбу параграфнинг 2 - пунктида келтирилган

*i • *i
I (*i. *i) ’

функциянинг лимити

агар х 2. +  х? >  0 б^лса,

V х I +  *2 2
О , агар х \  +  *2 =  0 булса

lim /  (х,, Хг) =  О
л,-*0
х,-»0

булишини курсатган эди. Бу функциянинг такрорий лимитлари мавжуд ва улар 
*ам 0 га тенг. ^ацицатан з^ам,

lim  /  (jtj, ж») =  lim  — *} ** =  0 , lim  lim /  (xt , x,) =  0.
*1-*0 у  x 2 _|_ x 2 x ,-*0  *i-»0

Шунингдек,

l im/ (x,, xs) =  l im — - X> =  0. lim lim f (x,, x.) =  0.
, ,-0  ДГ.-.0 у  x2 +  х2 X,-»0 *—0

Демак, берилган функциянинг такрорий лимитлари мавжуд ва улар бир-бирига 
тенг булиб, Су такрорий лимитлар функциянинг (каррали) лимитига тенг булади.
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2. Ушбу

f  (* ,. * ,) =  f  т г + з ? ’ агаР х * + Зх'-ф0 б*лса>
I 0 , агар х, +  Зхг =  0 булса

функциями царайлик. Бу функциянинг такрорий лимитлари цуйидагнча:
2х, — хг 1 . .  . .  2 х, — х . 1

lim  ----------— =  — — , lim  lim  -----— —  =  — — ,
*,-♦0 х , +  Зх2 3 ж,-»о *,->0 х , +  3 х4 3

2 х ,— х , . .  2 х . — х,
lim  -------- -—  =  2 , lim  lim  ---------—  =  2.

х,-»о х , +  3 х2 X,—о х,-»0 х , +  3 х3
Демак, берилган функциянинг такрорнй лимитлари мавжул булиб, уларнинг бир и 

1
— — га, иккннчиси эса 2 га тенг.

3
Бирок х =  (х,, х2) -*■ (0, 0) да / (дг,, дг2) функциянинг (каррали) лимити мавжуд 

эмас. Чунки (0, 0) нуцтага интнлувчи иккита

Чт-т)-**
в  х<п)=(̂ ’ о)
кетла- кетликлар олинса, улар учун мос равишда

х (п>:

- ( f
ун мос равишда

/  j_  _L \  _L JL /_ 5  _ i  \ 6 _  б_
f [ л *  я  /  4 4 Н  л ’ п ) ~  1 7 1 7

булади. Бу эса (х,, х2)-»- (0, 0) да берилган функциянинг (каррали) лимити мав
жуд эмаслигини билдиради.

3. Куйндагн

К  ,(X " Xt)= * l - 4  +  ( x l - x J '

функциянинг такрорий лимитлари

J x -x \  х] • Х̂
*im — -------------- ----------= 0 , lim  lim  1--------- =  О,

х .-о  х \  ■ х \  +  (х , — х,)« Х. - 0  *,-»о xj x j  +  (X, — х,)*

х * х *  xf • Xj 
lim  —■ ------------- :--------- = 0 , lim  lim

x.-»o x * 4  +  (x, — x*)* *•-»<> x .-o  x? • x] +  (x, — x,)*

булади. Демак, берилган функциянинг такрорий лимитлари мавжуд ва улар бир- 
бирига тенг экан. Биз юцорида бу функциянинг (х ,, х2) — (0 , 0) да (каррали) ли 
мити мавжуд эмаслигини курсатган эдик.

4. Ушбу

/  (Хг. * ,)  =  (  *> +  ** sin Tt • агаР +  0 ®УЛСа’
I 0 , агар х , =  0 б^лса 

Функцияни царайлик. Бу функция учун
l i m / ( x „  xs) =  х , ( l im ! i m( x , ,  x2) =  О

дгв-*0 Xi-»0 jra-*0
С$либ, lim  l i m / ( x , ,  х2) — мавжуд эмас. Демак, берилган функциянинг бнтта так-

х , - * 0  дг,-»0
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I/ (* i. *») -  0| =  I xt +  х, sin —  I <  | x, |’+  | x, | (* i Ф 0)
I ■», I

муиосабатдан (x„ x*) (0, 0) да /  (x lt хг) функциянинг (каррали) лимити мавжуд [ва

рорий лимити мавжуд булиб, иккиичи такрорий лимити эса мавжуд эмас. Аммо

булиши келиб чи^ади.
5. К уш иаги

lim / (xj, ж») =  0
Х\ —*0
дгв-*0

/  (*i. *») =  (*i +  *г) • sin i -  -sin-LX, X,
функцияни царайлик. Бу функциянинг 'х ,-* -0  даги лимити i мавжуд эмас. Чунки 
нолга интилувчи иккита

х{п) =  0. 7™  =  2 —  -  о ( я -  во) 
п я  ( 4 я + 1) л

кетма-кетликлар олииса, улар учун мос равишда (дг2 Ф  0 да)

/  (  ~  . -fj ) -*- О, I ( ------------------, х , ) -*■ х4 • sin —
1 \ л я  * /  '  \  ( 4 я + 1 ) л  J х г

булади.
Худди шунга ухшаш курсатиш мумкинки,

lim  /  (х„ xt )
*,-►0

з^ам мавжуд булмайди. Аммо

I /  (*i. х*) —  0 | *  I (х, +  х ,) s in  — sin — <  | х , 1 +  | х. \
I X| Xs I

тенгсизликдан (xlt  *»)-► (0, 0) да / ( х „  х ,) функШ 1янинг (каррали) лимити^мав- 
ж уд ва _ _ _ _ _

lim  /  (х ,. x j  =  О
jrt—►О 
*,-.0

булишини топамиз.

Юкорида келтирилган мисоллардан куринадики, функциянинг бирор 
ну^тада каррали лимитининг мавжуд булишидан, унинг шу нуцтада 
такрорий лимитининг мавжуд булиши ва аксинча, функциянинг бирор 
нуцтада такрорий лимитларинииг мавжуд булишидан, унинг шу нук;- 
тада каррали лимитининг мавжуд булиши келиб чнкавермас экан. Ун- 
дан тагщари функциянинг такрорий лимитлари бир-бирига .^ар доим 
тенг булавермас экан.

Биз ^уйида функциянинг каррали ва такрорий лимитлари орасида- 
ги борланиш з^амда уларнинг маълум шартларда узаро тенглигн .\ак,и- 
да теорема исботлаймиз.

f ( x lt x j  функция М  =  {(*!, х ^  6 /?*: | x t —  х° | <  a lt \х2 —  х°\ <  а,} 
тупламда берилган булсин.

12 . 8 - т е о р е м а .  Агар  1) лг,)-*-(лс°, х£) да / ( дг„ x j  ф ункция
нинг каррали лимити мавжуд:

Нш /(дс„ * ,) =  &,
Х \ - * Х «•
Х х - * Х %
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2) %ар бир тайинланган  х, да цуйидаги
l i m /(дг», х,) =*<p(*i)

лимит мавжуд булса, у  хрлда
lim lim  /(х „х ,)

*r+*t *•-»*!

такрорий лимит .\ам мавжуд булиб,
lim lim  /(дг,, х,) =  b

• •Х|-»х& хЛ-+х9

булади.
И  с б о т .  /(х ,,  функция (х„ х,)-*-(х°, х°) да каррали

lim  / (дг,, х,) = b

лимитга эга булсин. Лимнтнинг таърифига кура, V « > 0  сон олин
ганда хам, шундай 6 > 0  топиладики, ушбу

{(*!• хг) £ R 2: |х ,  — х ° | < 6 ,  | х ,  — х ° | <  6 } с : М

тупламнннг барча (х„ х,) нуцталари учун
|/ ( J t„  x j - b \ < e ]  (12.26)

булади. Энди теореманинг 2) шартнни эътиборга олиб, х , узгарувчи- 
нинг | х , — х®| <С 6 тенгсизликни цаноатлантирадиган цийматини тайин- 
лаб, х ,-*-х£ да (12.26) тенгсизликда лимитга утиб

ни топамиз. Демак, V e > 0  сон [олинганда ‘̂ ам, шундай 6 > 0  топи
ладики, | х , — х® | <  6 булганда | <р (х,) — b | <  е булади. Б у  эса

limq>(x,) =  b
*i-*xt

булишьнн билдиради. Кейннгн муносабатдан
lim  lim  / ( х „  x J  — b

• •JT|-*Xt x t -+xt

булиши келиб чикади. Теорема исбот булди.
Куйндаги теорема худдн шунга ухшаш исботланади.
12.9- т е о р е м а .  Агар 1) (х„ х^)-*-(х®, х£) да / ( х „  х,) функция

нинг каррали лимити мавжуд:

lim  /  (х„ х,) =  6,

дг,-»*,
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2) цар бир тайинланган х г да куйидам
lim / ( * „  дг,) =  (д-jj)

xt-+x\

лимит мавжуд булса , у  ф лда
lim lim /(дг,, х~)

• • x9—xa Xt->XX

такрорий лимит %ам мавжуд булиб,
lim lim /(х „  дг») =  b

х ,— х \

булади.
1 2 . 1 - н а т и ж а .  Агар бир вацтда юцоридаги 12.8- ва 12.9-теоре- 

маларнинг шартлари бажарилса, у ^олда
lim /(дг„ дг») =  Н т  lim /(* ,,  дг-) =  lim lim  /(дг,. д»)

• • • • •*|-M t xt-+xt Xt-*xt Xl-+xl

булади.
Биз икки узгарувчили функциянинг карралн ва такрорий лимитла- 

ри орасидаги боманишии нфодаловчи теоремаларни келтнрдик.
Худди юцоридагидек /(х ,, .v2, . . лт ) функциянинг дг,, x tf, . ■. ,х ^

узгарувчиларн буйнча
П т  / (* „  хг ...........х т)

х‘. ^ х1

карралн ^амда
lim lim . . .  lim /(дг,, хг, . .  ., х т) 

х ‘^ х\

такрорий лимитларн ва улар орасидаги богланишни караш мумкин.
6. К о ш и  т е о р е м а с и  (яки н л а ш н  ш п р и н ц и п и ) .  Энди куп 

узгарувчили функция лимитинииг мавжудлиги ^акида умумий теорема 
келтирамиз.

R n  фазода М  туплам берилган булиб, а (а £  R m) унинг лимит нуц- 
таси булсин. Бу тупламда /  (дс) функция берилган.

12.23-т а  ъ р  иф.  Агар V e > 0  сон учун шундай 6 > 0  сон топил- 
сакн, ушбу 0 <  р(дг, а ) < Ь ,  0 < р ( х ,  я ) < 6  тенгснзликларнн цаноат- 
лантирувчи ихтиёрий х  ва х ( х £  М , х  6 М) нуцталарда

I / ( ! ) - / ( * )  К *
тенгсизлик урннли булса, /(дг) функция учун а нуцтада Коши шарти 
бажарилади дейилади.
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12.10- т е о р е м а  ( К о ш и  т е о р е м а с и ) .  / ( а) ф ункция а нукта- 
да чекли лимитга эга булиши учу Л а нуцгпада Коши шартининг 
бажарилиши зарур ва етарли.

И с о о т .  З а р у р л н г и .  х-*~а  да f (х) функция чекли лимит
l im/(x)  =  b
х-*а

га эга булсин. Таърифга бинсан, v e > 0  сон олинганда ^ам, у  га

кура шундай 6 > 0  топиладики, ушбу 0 < р(дс, а ) < 6  тенгсизликнн 
^аноатлантирузчи барча jt(.v£Af) нуцталарда

| / ( х ) - 6 | < | ,

жумладан 0 < . р (х, а ) С  6 => \ j' (.v) — b | <  — булади. Бу тенгсизлик- 

лардан

I/W—/WI <I/W — b\+\f(x) —  fr|< е
булиши келиб чи^адн. Бу эса /  (дг) функция учун а нук,тада Коши 
шартининг бажарилишнни курсатади.

Е т а р л и л и г и .  f(x )  функция учун а нуцтада Коши шарти бажа-
* рилсин, яъни v t > 0  сон олинганда ^ам, шундай б > 0  топиладики, 

ушбу 0 <  р (дс, а) <  6 ,_ 0 <  р(*, а) < 6  тенгсизликларнн цаноатланти- 
рувчи ихтнёрий х  Еа х  (х, х  £ М ) нуцталарда

l / W — / W | < *

булсин. Бу ^олда ((х) функция х-+-а  да чекли лимитга эга булиши* 
ни курсатамиз.

а нуцта М  тупламнинг лимит нуцтасн. Шунинг учун М  туллам-
• нинг нукугаларидан {дс<п>}(дс<п> Ф а, п =  1, 2, . . .) кетма-кетлик т у з и ш

Г . . . . - lim х (п) =  а

булади. Лимитнинг таърифига биноан, юкорида келтирилган б > 0  га 
Кура, шундай n0£ N  топиладики, барча п ~ > п 0, р > п 0 учун 0 <  
С  р (х{п\  а )<. 6, 0 < р ( х (р), а ) < 6  булади. Бу тенгсизликларнинг ба- 
жарилишидан эса, шартга кура:

| / Л  — / ( * <п,) | < е

булади. Де.мак, { /(г ,п))} — фундаментал кетма-кетлик. 2 -§  да келти-

iрил гаи 12.4- теорема га кура { f(x {n>)} кетма-кетлик якинлашувчи. Бу 
Кетма- кетликнинг лимитини b билан белгилайлик:

lim f ( x {n)) =  b. 
n-*">
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Энди М  тупламнинг нукталаридан тузилган ва а нуцтага интилув- 
чн ихтиёрий {дс1"’} кетма- кетлик

дс(л) -*-а (х1п) Ф а, п =  1, 2, . .  .)

олинганда ^ам мос { / (а'<г1>)} кетма-кетлик (у юцорида курсатганимиз- 
га биноан яцинлашувчи булади) ^ам уша Ь га интилишини курсатамиз. 

Фараз цилайлнк, х{п) а (х(п) ф а ,  п =  1, 2, . .  .) булганда

булсин.
{л"11} кетма- кетлик ^адларидан ушбу

-О ) “ (1) „(2) “ (2) (п) ~(п)
Я f Л |  Л  ) л  |  л  ) л  р • • •

кетма-кетликни тузайлик. Равшанки, бу кетма-кетлик a ( a £ R m) га 
интилади. У ^олда

f ( x l\  f & \ f ( x W), f ^ ) .  . . f ( x {n) ,  f ( 7 \  ■ ■ ■ (12.27)
кетма- кетлик чекли лимитга эга. 1Унн Ь* ор^али белгилайлик. Агар 
{/(*<п|)} ва { / (дс<п>)} кетма- кетликларнннг ^ар бнри (12.27) кетма-кетлик
нинг цисмий кетма-кетликлари эканлнпши эътиборга олсак, у ^олда

f (xw ) - + b \  f ( ? n) + b *  
булишини топамиз. Демак,j

b* =  b =  b'.
Шундай килнб, f  (х) функция учун а нуцтада Коши шартининг бажа- 
рилишидан М  туплам нуцталаридан тузилган ва а  га интилувчи ^ар 
цандай {х(п>}(х{п) Ф а, п =  1 , 2 , . . . )  кетма-кетлик олинганда ^ам, 
мос {f(x in))} кетма-кетлик битта сонга интилишини топдик. Бу эса 
функция лимитининг Гейне таърнфнга кура / ( х) функция а нуцтада 
чекли лимитга эга булишини билдиради. Теорема исбот булдн.

12.5- э с л а т м а .  Коши шарти ва Коши теоремаси х -* -°о  да ^ам 
юцоридагнга yxiliaiu ифодаланади ва исбот этилади.

4- §. Куп узгарувчили функциянинг узлуксизлиги

1. Ф у н к ц и я  у з л у к с и з л и г и  т а ъ р и ф л а р и .  М с :  R m туп
ламда f(x ) =  f ( x  1, х2, . . . .  хт) функция берилган булиб, а £ М  
(а =  (а„ а ,, . . ., ат)) нуцта эса М  тупламнинг лимит нуцтаси булсин.

12. 24-т а ъ р и ф .  Агар х -* -а  да f ( x ) функциянинг лимити мавжуд 
булиб,

lim  f ( x v  дг,, . • . ,  х т) =  / (flj, flj, . • ., 
l i m / ( x )  =  / ( a )  I £ 5 »  |(« )

Х -Ы 2

X m~*an

булса, f(x )  функция а ну/упада узлуксиз деб аталади.’
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>1'и с о л . Ушбу
*!*«

/(X^Xj) =  У  А  +  *2
О , агар *j +  =  О булса

функциями ь;арай.’ ик. Б у  функциянинг ихтнёрий (х°, х°) т*= (О.О) нуктада узлуксиз 
булишини функция лимитинииг хоссаларидан фойдаланиб топам из:

булиб, ундан берилган функциянинг (0 , 0) ну^тада ^ам узлуксиз экаилигн келиб чи
тали. Демак, каралаётган функция R -  тупламда узлуксиз.

Шундай цилиб функциянинг узлукснзлнги унинг лимити орцали 
таърифланар экан. Функциянинг лимити эса уз навбатида Гейне ва 
Коши таърифларига эга. Шуни эътиборга олиб, функция узлуксизлиги- 
нинг Гейне ва Коши таърифларини келтириш мумкин.

12.2 5 - т а ъ р и ф  ( Г е й н е  т а ъ р и ф и ) .  Агар Мс=/?т тупламнинг нуц- 
таларндан тузилган, а(а£М ) га интилувчн хар цандай {х(п)} кетма-кет
лик олинганда .\ам, мос {/(jc<n>)} кетма- кетлик .\амма вацт /(а) га интил- 
са, /(х) функция а нуцтада узлуксиз деб аталади.

12. 2 6 - т а ъ р и ф  ( К о ш и  т а ъ р и ф и ) .  Агар V e > 0  сон учун 
шундай 6 > 0  топилсаки, ушбу р ( х , а ) <  б тенгсизликни каноатланти- 
РУвчи барча х£М  нуцталарда

Атроф тушунчаси ёрдамида функциянинг узлуксизлигини куйидаги- 
ча ^ам таърифлаш мумкин.

12. 27- т а ъ р и ф. Агар V  е >  О сон учун, шундай 6 >  0 топилсаки, 
барча x££/4(a)f] М нуцталарда j ( x )  функциянинг цийматлари j(x)£U 
булса, яъни

/  (дг) =  /(*„ хг. . . ., х т) функциянинг а =  (alt аг, . .  ., ат) нуктада уэ- 
луксизлигини функция орттирмаси ёрдамида х,ам таърифлаш мумкин. 

Функция аргументларининг орттирмалари
А х, — х  1 — a. j , Д х , =  х j — а ,, . • •, Ахт  

га мос ушбу
/  (х) — /(а) =  /(х„ х ,.......... х т) — /(a„  а ,, . . .. О  =

=  f(ax +  Д |х„ Qn +  Ах,, . . ., ат +  А х т) —  f(alt а „  . • • > О

Ушбу бобнинг 3- § да келтирилган мисолга кура

=  /(* ? . *°)-

■  О *  /(0,0)

I # V/J I /  I ^  — ,
тенгсизлик бажарилса, f ( x )  функция а нуктада узлуксиз  де5 аталади.

\П х ) ] - Ц а ) \< г
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айирма f(x) функциянинг а нуцтадаги т ул1Щ орттирмаси деб аталади 
ва Д /  ёки А/(а) кабн белгиланадн:

Д f(a) =  /(at +  Д дг„ a , - f  Д * .....................  +  Д х„) —  f(av аг..........ап).
1\уйидаги

Яа, +  Д * 1. а ...........ат) — / ( а „ а , ,  . . ат),
/(а„  а ,  +  Д хг, а3..........а  J  — /(а„ а , .......... ат ),

f ( a lt  Oi...............a rn- l .  а т +  Д  *m) —  “ г .............. « « )

айирмалар f(x) функциянинг а нуцтадаги хусусий ортгирмаларн дзй н- 
лади ва улар мос равишда Д /, Д / ...........А /  кабн белгиланадн.Х| -vj Xfj i

Юцоридаги (*) лимит муносабатдан топамиз:
lim /(дг) =  /(а)=> lim [/(дг) — /(а)| =  0.
х-+а  х -*а

Натижада (*) тенглик куйидаги
lim Д /(а) =  0, яъни l i mД/(а) =  О

х —а -*0  ДХ|-*0
Дх,-+0

Лхт~*°

куринишга келади. Демак, f(x) функциянинг а нуктадаги узлуксизлигн

каби хам таърифланишн мумкин экан.
12. 28 -т а  ъ р и ф .  Агар /(дг) функция М (М с /? т )тупламнннг >;ар бир 

нуцтаснда узлукснз булса, функция шу М тупламда узлуксиз  деб 
аталади.

Биз ю^орида келтирган куп узгарувчили функцняларнинг узлук- 
снзлиги уларнинг барча узгарувчнларн буйича узлуксизлигини, яъни 
бир йула узлуксизлигини ифодалайди.

Аввалгидек f(xl4 xt ......... х т) функция M c zR m тупламда берилган
булсин. Берилган функциянинг бирор x k(k =  1, 2, . . ., т) аргументидан 
бошка барча аргументларини тайинлаб, бу х к аргументга Д х к орттирма
берайлик, бунда (хх, х г, . ... дг*_1( хк - f  Ахк, дгл+1..........х т)£М  булсин.
Натижада Цхи х .......... . хт) функция .^ам

— f{Xi, дг,, . . . »  х  к—|, х к -j- Да д, аг̂ _̂1, . . ., х т) /  (д^, дг,, . . ., х т)

(k =  1, 2, . . . ,  т) хусусий орттирмага эга булади.
Агар Д дсл—»-0 да функциянинг хусусий орттирмаси Д /  хам нолга

*к
интилса, яъни

lim Д /  =  0
А  г  ||—► о

булса, f(x l t x v  . .  ., хт) функция (дгх. лг2..........хт) нуцтада х к узгарувчиси
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бчйича узлуксиз деб аталади. Одатда функциянинг бундай узлуксиз- 
л'нгн, унинг хар бир узгарувчнси буйича хусусий узлуксизлиги  деб 
аталади.

Демак, куп узгарувчили функциянинг хар бнр узгарувчнси буйича 
хусусий узлуксизлиги, бнр узгарувчили функция узлуксизлигининг худ- 
ди узи экан

Аггр f  (х„ х 2, . . ., х т) функция (х®. д®...........д£) £Л4 нуктада (бнр
й\ла) узлуксиз булса, функция шу нуктада .\ар бнр узгарувчнси бу-
йича хам хусусий узлуксиз булади. Хаь^ицатан .^ам, /(х,, х г.......... хт)
функция (х ® ,4  . . .. x^)£M нуктада узлуксиз булсин. Таърифга кура

булади.
Хусусан,
A .V , =  А хг =  . . . =  A x*_, =  А х ,+1 =  . . . =  А хт  =  О, Адг* ф  О

булади. Бу эса берилган функциянинг (х®, х®, . . ., д^,) нуцтада x k(k =
=  1,2.......... т) узгарувчнси буйича хусусий узлуксиз булишини билди-
ради.

12 . 6- э с  л а т  ма.  f  (х„ х2..........х т) функциянинг бирор нуктада ?̂ ар
бнр узгарувчнси буйича хусусий узлуксиз булишндан, унинг шу hvi -̂ 
тада (бнр йула) узлуксиз булиши хар доим келиб чи^авермайди. Ма- 
салан. ушбу

функцияни царайлик. Бу функциянинг ,\ар бир узгарувчнси буйича уз- 
лукснз булишини курсатамиз. Равшанки, /(дг,, 0) =  /  (0, х2) =  0. Ихтиёрий 
(*i х г)£/?2 нуцта олиб, унда х , узгарувчини тайинлаймиз.

Агар хг Ф 0 ва х, -*-х° Ф 0 булса.

Джт -*0

(ft =  1,2.......... т)
бул ганда

агар х! х \ Ф  0 булса, 

агар х\ +  х \  =  0 булса

булади.
Агар д-2 =  0 ва х, -*■ x f  Ф 0 булса,

Пт / ( х , ,  0) =  0 =  /(х®,0)
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Агар х г =  0 ва =  0 булса,

lim /(*1.0) = 0  =  /(0 ,0 )
*.-*о

булади. Демак,

l i m/ fo . Xj )  =  f (x * ,x  j).
X\-*Xl

Бу эса берилган 1(ху х г) функция х х узгарувчнсн буйича хусусий уз
луксиз эканлигини билдиради. Берилган ф\нкциянинг х 2 узгарувчнсн 
буйича хусусий узлуксиз булиши худдн шунга ухшаш курсатилади. 
Демак, /(Xt.Xj) функция .\ар бир узгарувчнсн буйича хусусий узлуксиз. 
Бироц, бу функция (0,0) нуцтада узлуксиз эмас. Бу нуцтада функция 
^атто лимитга эга эмаслигнни курсатайлнк. .\ацицатан .х,ам, (0,0) нуц-

тага ннтиладиган куйидагн нккита |(* ~ , “ j j  03 { (” ’ |  кетма-кет
ликлар:

( f ± ) - < M )  ( л - * » )  

олинганда, уларга мсс келадиган функция цийматларидан иборат 

| / ( “ , ~ j  J 83 ( ^ ( ~ ’ ~ ) ]  кетма-кетликлар учун

булади.
Бнз юкорида куп узгарувчили f(xv x t ..........х т) функциянинг ^ар бир

x k ( k — 1 ,2.......... т) узгарувчнсн буйича хусусий узлуксизлиги тушунча-
си бнлан танншднк. f(xv х 2..........х т) функциянинг x,t ,x it, . . ., дг^ ^з-
гарувчиларн буйича узлуксизлиги худдн шунга ухшаш таърифланади.

12. 29- т а ъ р и ф .  Агар х -* -а  да /(*) функциянинг лимити мавжуд 
булмаса, ёки

limf(x) =  оо,
Х - Щ

ёки функциянинг лимити мавжуд, чеклн булиб,
lim /(х)'=  Ь ф  {(а)]
х-*а

булса, унда функция а нуцтада узилишга эга деб аталади.

М и с о л л а р .  1. Ушбу

/(* , * ,) =  1 Jt*2 +  агар (ЛГ,> Хг) ф  (° ’ 0) б>'лса '
( 1 , агар (х„ хг) =  (0, 0) булса
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функциями царайлнк. Бу функция R* тупламда берилган булиб, унинг (0 ,0 ) нуцта- 
даги лимита .  »

lim  /(х ,.х ,)  =  О Ф  /(0. 0) =  I
Xi-*0
x t -*0

булади. Демак, берилган функция (0 ,0 ) нуктада узилишга эга.
2. Ушбу бобнннг 1-§ и да келтирилган

I
2 2 -ГагаР (* i. *») ^  (0. ° )  булса./(* „* ,)=  *\ +  4

О , агар (х,, х,) =  (0 , 0) булса
функция узилишга эга, чунки

lim  /(хж. х,) =  lim  — — —  =* +  «>.
Xi—O *,-.0 х? -f- дйx,-»0 x,-»0 1 2

3. Куйидаги

5 ~ ,  агар xf 4 - x^ #  1 булса,
*1 "Г  x 2 —  1f (*!.*.)'

О, агар Xj +  Xj =  I булса

функция { (x ,,x s) £  R * : x f  - f x ^  =  1} тупламнинг ,\ap бир 'нуцтасида узилишга эга 
булади, чунки (х „  х ,) -*  (х®, х°), (x°)*,-f (х®)г = 1  да /  (х „  Xj) функциянинг чекли 
лимити мавжуд эмас.

4. Ушбу

" а|> *■
I 1 , агар х х +  3xj =  0 булса

функция (0 , 0) нуцтада узилишга эга, чунки (х ,, xs)-*- (0 , 0) да берилган функция
нинг лимиги мавжуд эмас (^аралсин 4 1 -бет).

Ю^орида келтирилган мисоллардан куринадики, f(xv  *,) функция 
текисликнииг муайян нукталарила ёки текисликдаги бирор чнзикнннг 
барча нуцталарида (яъни чизиц буйлаб) узнлиши мумкин з»кан.

2. У з л у к с и з  ф у н к ц и я л а р  у с т  и д а  а р и ф м е т и к  а м а л -  
л а р .  М у р а  к к а  б ф у н к ци  я н и  н г у з л у к с и з л и г и .  Энди узлук
сиз функцияларнннг йнрннднси, айирмаси, купайтмаси ва нисбатинннг 
Узлуксизлиги масаласинн урганамиз.

12. 11-т е  о р е м а .  Агар f t(x )  ва f2(x ) ф ункцияларнинг %ар бири 
М  с  R m тупламда берилган булиб, улар а 6 М  нуцтада узлуксиз  
бдлса,

fi (х) ±  / г (х), f i(x ) -  / 2 (х) ^амда {~ -  (/,(а) Ф 0)]
/* W

Функциялар %ам шу нуцтада узлуксиз булади.
И с б о т .  Бу теореманннг исботи, аслнда лимитга эга булган функ- 

йиялар устида арифметик амаллар эодидагн маълумотлардан (ушбу 
б°бнннг 3- § даги 5°, 6° ва 7Э- хоссалар) бевосита келиб чнцади. Унн 
лимитга эга булган функциянинг хоссаларн (3-§ даги 1° ва 2°- хосса- 
Лар) э^амда берилган функциянинг нуцтада узлуксизлнгидан фойдаланиб
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.̂ ам нсботлаш mvvjkiih. Бнз куйнда икки функция ннсбзтининг узлук- 
сиз булишинн курсатамиз. /,(х ) ва /2 (х) функциянинг .\ар бири а нук,- 
тада узлуксиз булиб, ft (a) ф  0 булсин. РаЕшанки, х-*~а да / , (дг) ва 
/ 2 (дг) функциялар мос равишда /, (а). / 2 (а) лимитларга эга:

l im /, (х) =  / ,  (а), 1 im / 2 (х) =  / 2 (о) (/, (а) #  0).
х —+о х-+а

У *олда ушбу бобнннг 3- § идагн 2°- хоссага курэ, а нуцтанинг етар- 
лича кичик атрофи U6 (a) =  { x € R m : р ( х , а ) <  6,} да /,(х ) ва / 2 (х) функ
циялар чегараланган булади:

<  f i  W <  М „ т2<  / , ( * ) < М 2, дебt / e, (а),

бунда m,, Af, ва т 2. /И2 — узгармас сонлар. Иккинчи томондан / 2 (а) ф  О 
булганлиги сабабли 3-§  даги 1°- хоссага кура шу а нук,танинг етарли 
кичик атрофи Ub {a) =  {х 6 R m : р ( х ,а ) <  62} да / ,  (х) Ф 0  булади.

Энди ушбу

h J l l  — tllSL (х€1 /  (а))
!,(*) h(<>) 6‘ 

айирмани царайлик. Уни цуйидагича езиб оламиз:
/,(*)
/.(*)

J i W/.(а)
/ * ( " )  /* (в) / ,  (дг) / 2 (а) — М *) +  ГГГ /•(о) ' л  ( * ) - / .  (в )].

Агар б ' =  m in{6lt бг} деб олсак, унда У л с£ (/в. (а) учун

l / . W - / , ( e ) |  +М * ) / ,  (а)
/* (* ) /«(а)

^5
т . / ,  (a)

1
/. W  — / |  (а) | (12.28)

1/.(а)1 
булади.

/,(х )  ва / 2 (х) функцияларнинг а нуцтада узлуксизлигига асосан.
V е > 0  сон олинганда .\ам, -^ аН -е га кура шундай б " > 0  топи- 

ладики, V  х 6 U ..(а) учун

е,

шунингдек, ушэ е >  0  олинганда ^ам, 

6 '" > 0  топиладики, V  х  6 Ub„(a) учун

I /г (*) — /г (о) I <

2 
I
I Af,

т. -It (а) I 
М,

(12.29)

— га кура шундай

(12.30)

булади. Агар б =  min {6 ', б", 6"'} деб олинса, унда V  х £ Ut(a) учун 
юкоридаги (12.28), (12.29) ва (12.30) мунэсабатлар бир йула уринли 
булиб, натижада ушбу

It (*) ft (а)
М *) Ы °)

<  е
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тенгсизлнкка эга буламиз. Бу эса И -  функциянинг а нуцтада узлук-
/г **)

сиз эканлигини билдиради.
Худди шу йул билан теоречанннг долган цисмлари хам нсботла- 

нади.
12. 7- э с л а т м а .  Иккита функция йигиндиси, айирмаси, купайт

маси ва нисбати узлуксиз булишидан бу функцияларнинг ,\ар бирининг 
узлуксиз булиши келиб чнкавермайди.

М и с о п. Ушбу D = { (х,. х») £ /?* : | дг, | <1, | х2 | ^  1 } с  R- квадратни олиб, 
унинг рационал ну т̂алари (яъни .\ар иккала координаталари рациона! сон булган 
нуцталари) тупламини Dp билан белгилаймиз. Бу D тупламда цуйидаги

. . . | I. агар (х,,х,) £ Dp булса,
1 "  ( 0, агар (х,, х.) £ D \ D p булса

*амда
( — 1, агар (х „ х*) £ Dp булса,

Х|’х* ( 0, агар (x,,xs)£ D \ D p булса
функцняларни царайлик. Бу функциялар йигиндиси /|(х,, х2) — /, (х,, х2) = 0 (у  ( х,, 
ха) £ D) булиб, у шу тупламда узлуксиз булса-да, /, (х,, х2), /2 (х,, хг) функция
ларнинг хар бири D да узлуксиз эмас.

Юцорида келтирилган теорема цушилувчилар \амда купайгувчнлар 
сони ихтиёрий чекли булган ,\олда .̂ ам уринлн булишини курсатиш 
кийин эмас.

Энди мураккаб функциянинг узлуксизлиги хацидаги теоремани кел- 
тирамиз.

Фараз цилайлик, М cz R m тупламда у = /(х) = f(x v хг........ хт)
функция берилган булиб, х2.........хт  ларнинг .̂ ар бири Т cz R k(k£ N )
тупламда берилган функциялар булсин:

=  <р, (/) =  ф1 (/j, t 2 ........../л),

Х 2 — Фг (0  =  4*2 1 2* • • •» *̂)>

хт = Чт (0  =  Фт (<1. *2..........**)•
Биз t =  (/,, t2........ tk) £ Т булганда унга мос х = (*i, х2.......... хт ) £ М
деб цараймиз. Бу функциялар ёрдамида

У ~  / (Ф 1 {fit •• •> tk)t Фг(Л>^2' • • • I *̂)> • • •• Ф т 0 it 2̂, . . ., tfi)) — 
« Ф & Л ..........tk) =  Ф  (О

мураккаб функцияни тузамиз (царалсин, 33-бет).
12.12-теорема. Агар ф , ( 0 = Ф ........ **) (* — •»2.......... т )

Функцияларнинг ,\ар бири ta = (t°r ta2........./®) нуцтада узлуксиз булиб,
f(x) = / (* „ х2, . . ., хт ) функция эса 1° = (??,/?........./°) ну^тага мос

*  -  (*?. X}........О  (*? = Ф, (С  3........Ф . *2 = Ф ,«?. Ч ........Я ....... <  -
= ф т (^<°2....... ф>
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нуктада узлуксиз булса, у — Ф  (/) =  Ф  (tlf 1г, . . / * )  мураккаб функ
ция = . . ., ф  нуцтада узлуксиз булади.

И с б о т .  х( =  (0 = ф,. (/„ tt....... tk) ( i=  1, 2, . . т )  функция /°=
= . ... ф  нуктада узлуксиз булсин.

Г с / ? *  тупламда i° = ( t ° , ........ ф  нуцтага интилувчи ихтиёрий

{ < « } - <  (<12. .........<<;>)} (л =  1, 2, . . . )

кетма-кетлик олайлик. У  J .40 л да узлукснзликнингТейне таърифига кура

*<"> =  ф, (<«">, 4"»........ /<">) -  ф! (<°, t °......... ф  =

^  4П) -  <г* (<Г- <5!°.......<И -  *Pt (<?• <5........<*) = *2,

<<;, -> ^  х<*> =  Фт (^>, ....... <<">) -  Фт  а» ^ .........Ф  = х°т

булади.
y = f(Xt,xt ........хт) функция (х°,х°2......... х*т) нуктада узлуксиз. У

холда^яна Гейне таърифига кура

.........*«•)-►/(*},*•......... J* )

булади. Демак, t[n)-*-t°r tl2n>-+t%, . . ., <*I)-*,<J Да

/(Ф1( Г - /(2П)- • • •• <*’). Ф .0М » .......<?’)..........Фт(<Г).<Г>.........W " *
-^/(Ф,(<?.<5........<2). ф. (<?•<?• • ••• <*)......... ...................... <*»•

Бу эса // =  /(ф, (/,,/,.........<*), Ф, (/,.<,.........<*)..........Фт(<1, <*.........<*)) =
= Ф  (/,.*,, . . /*) функциянинг (/“ ,*“, ••••<*) нуктада узлуксиз экан-
лигини билднради Теорема исбот булди.

5-§. Узлуксиз функцияларнинг хоссалари

Биз цуйида куп узгарувчили узлуксиз функцияларнннг хоссалари- 
ни келтирамнз. Бунда бир узгарувчили узлуксиз функцияларнинг хос
салари т\трисидаги маълумотлардан тула фойдалана борамиз.

Куп узгарувчили узлуксиз функциялар хам бнр узгарувчили уз- 
луксиз функцияларнинг хоссалари каби хоссаларга эга.

1. Н у ц т а д а  у з л у к с и з  б у л г а н  ф у н к ц и я л а р н и н г  хос
с а л а р и  (л о ка  л хоссалари ) .  /(дг) функция М  (М  с : Rm) тупламда 
берилган булсин, М  тупламдан бирор х® нуцта олиб, бу нуцтанинг 
шу тупламга тегншли булган етарли кичик атрсфини карайлнк. /(дг) 
функция х° нуктада узлуксиз булсин. Бундай /(дг) функциянинг дг° 
нуцтанинг етарлн кичик атрофндагн хоссаларини (локал хоссаларини) 
урганамиз.
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1°. Агар f(x) функция х°£М нук,тада узлуксиз булса, у х;олда х° 
нуцтанинг етарли кичик атрофида функция чегараланган булади.

И с бот. Функция узлуксизлнги таърифига кура
lim /(х) =  /(дс°)

булиб, ундан /(*) функцияни х° нуцтада чекли лимитга эга эканлиги 
келиб чицади. Чекли лимитга эга булган функциянинг хоссаларидан 
(̂ аранг, 38- бет) эса, /(*) функцияни х° нуцтанинг етарли кичик ат- 
рофида чегараланганлнгини топамнз.

2°. Агар f(x) функция х° нуцтада узлуксиз булиб, / (х°)>0 (/ (х°)< 0) 
булса, х° нуцтанинг етарли кичик атрофидаги х нуцталарда /(■*)> 
>Ь(/(дг)<0) булади.

Исбот .  f(x) функция х° нуцтада узлуксизлнги таърифига кура, 
у  е> 0 олинганда ^ам шундай 6>0 топиладики, барча х 6 Ut(x°) П М  
нуцталар учун

H x °)- * < f(x )< f(x °)  + t
булади.

Бу ерда е = /(дс°)>0 (агар f(x °)< 0 булса, г — — f(x°)) деб олсак, 
фикримизиинг тасднрига эга буламиз.

Демак, /(дг) функция х° ну к, та да узлуксиз ва /(.г°)=И=0 булса, х° 
ну^танинг етарли кичик атрофидаги х нуцталарда функция цийматла* 
рининг ишораси f(x °) нинг ишораси билан бир хил булар экан:

sign / (дг) =  sign f(x°).
3°. Агар f(x) 'функция х° нуцтада узлуксиз булса, х° ну^танинг 

етарли кичик атрофидаги х' в М, х" 6 М  нусталар учун
i/(* ') — / (* ")!<  е 

тенгсизлик уринли булади.
И с б о т .  /(х) функциянинг х° нуцтада узлуксизлигига асосан, 

V e > 0 олинганда зрм, га кура шундай 6 > 0  топиладики, барча 
x €U6(x°) ну^талар учун

I/W-/WK I
булади. Жумладан, х' £ U6(*°), x "£ U 6(x°) ну^талар учун ^ам 

l/ (*0 - / W I < f  I f (x " )- f (x °)l< - 2

тенгсизликлар уринли булади. Кейингн тенгсизликлардан эса | / (* ') —
— /СО |< е  булиши келиб чицади.

2. Т у п л а м д а  у з л у к с и з  б у л г а н  ф у н к  ц и я л а р н и н г  хос- 
саларн ( гл о б ал  хоссалари ) .  Энди М cz Rm тупламда узлуксиз 
булган функцияларнинг хоссаларини (глобал хоссаларини), ани^роги 
Их) функция цийматларидаи иборат { f(x ): х £ М  } тупламнинг хосса- 
ларинн урганамиз.

55



12. 13-теорема ( Б о л ь ц а н о — К о ш и н и н г  бирин чи  теоре- 
маси). у = /(дг) = !(х х,хг........хт ) функция богламли* М  с  R'n туп 
ламда берилган ва узлуксиз бЦлсин. Агар бу фунция тупламнинг
иккита а = (а,, о ,....... ат) ва Ь = (/?,. Ьг........Ьт) нуцтасида %ар-хил
ишорали цийматларга эга бдлса, у щгда шундай с= (с „ г ,..... cm)£.Vf
нуцта топиладики, бу нуцтада функция нолга айланади:

f(c) = f(cv ct........с„) = 0.
Н е бот. Аннклнк учун / ( а ) = / ( а „ а „ . . .  ,ат ) <  0, /(6) = / ( 6„ 

Ьг, . . .  ,Ь„ ) > 0 булсин. Mcz Rm богламли туплам булганн учун бу 
а ва Ь нуцталаринн бирлаштирувчи ва М  тупламда ётувчи синиц чи
зиц топилади. Бу синиц чизиц учлари булган нуцталарда /(дг) функция
нинг цийматларини цисоблаб борамиз. Бунда икки ^ол юз беради:

1) Синиц чизиц учларининг бирида /(дг) функция нолга айланади. 
Бу .\олда синиц чизицнинг шу учини теоремадаги с нуцта деб олинса, 
/(с) =  0 булиб, теорема исботланади.

2) Синиц чизиц учларида / (л) функция нолга айланмайди. Бу з{ол- 
да синиц чизицнинг шундай кесмаси топиладики, унинг учларида /(дг) 
функциянинг цийматларн ^чр хил ишорали булади. Синиц чизицнинг 
худдн шу учларининг бирини a' =(aJ ,oj ........а„) билан, иккинчи учи
ни эса b’ =(b\,b'v . ■ ■ ,Ьт ) билан белгиласак, унда

f(a ') = f(a [,a ’........ат)< 0 ,
f{b’)=f(b\,b'r........bm)>  о

булади. Синиц чизицнинг бу кесмасннннг тенгламаси ушбу
Xl = a[ + t{b[ — a[), 
дг, = a'2 +  t (Ь‘2 — а'),

xm=o'm + t(b ’m — am)
(0 < / 1) курин ишда ёзиладн.

Агар узгарувчи д: = (дг1,д2........хт ) £М  нуцтани синиц чизицнинг
шу кесмаси буйичагина узгаради деб олинадиган булса, у $олда 
/ (дг) =  /(дс 1,дг*....... хт ) куп узгарувчили функция цуйидагича

F(t) = f(a{ + ‘ Ф[ —  a,'). a\ + t{b'2 — а ')........ат  + НЬт — ат))
битта t узгарувчининг мураккаб функцияси булиб цолади. Мураккаб 
функциянинг узлуксизлиги ,\ацидаги теоремага кура F (t) функция 
[0,11 сегментда узлуксиздир. Иккинчи томондан f =  0 ва / =  1 да бу 
функция турли ишорали цийматларга эга:

F(P) = f(a [,a2........0 < °-
F (\ ) = f(b\,b\........bm)>  0.

Шундай цилнб, F (f) функция [0,11 сегментда узлуксиз ва шу сег-

* Богламли туплам таърифини 1-§, 17-бетдам цара.чг.
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ментнинг четки нуцталарида ?jap хил ишорали кийматларга эга. У  
«олда 1-Цисм, 5-боб, 7-§ даги 5. 5-»георемага кура, (0,1) ннтервэлда 
шундай t0 нуцта топиладики,

F ( t j  = 0
булади. Демак,

F  (/„) = / (ai +  to Оь; — «;). а2 +  /0 (b' — а2)........а ’т  + 10 (Ьт  —  ат)) = 0.
Агар

C i= a[ + t0(b’i — °|).
ct = a'2 + t0{b'2 — a'„).

c = am+ W m- a m) 
деб олсак, равшанки, с = (clt с,___ ,ст )£ М  ва /(с) = /(сх, сг--- - ст)=  О
булади. Бу юцорида келтирилган теоремани исботлайди.

К,уйидаги теорема }{эм шунга ухшаш исботланади.
12. 14-теорема  ( Б о л ь ц а н о — К о ш и н н н г  и к к и н ч и  тео- 

ремаси). f(x) = f(x l,хг........х„) функция богламли M a R m туп
ламда берилган ва узлуксиз б()либ, М тупламнинг иккита а —
= (<»!,а„--- ,ат) ва b = (bv bz..........bm) нуцтасида f(a) = A, f(b) = B,
А ф В  булсин. А билан В  орасида \ар цандай С сон олинса хам, 
М тупламда шундай с = (с1,с1, . . .  ,ст) нуцта топиладики,

f(c) = f(cv c....... ,ст) = с
бдлади.

12.15-теорема (Be й ер ш т р а с с н  ин г бир и н чи  теорема- 
си). Агар f (х) функция чегараланган ёпиц M c :R m тупламда берилган 
ва узлуксиз булса, функция шу М  тупламда чегараланган булади.

И с б о т .  Тескарисинн фараз цилайлик, яъни f(x) функция чегара
ланган ёпиц М  тупламда узлуксиз булса ^ам, у шу тупламда чегара- 
ланмаган булсин. У  ^олда ^ n ^ N  учун шундай xSn) £ М  нуцта топи
ладики.

\f(x *')\> n  (12.31)
булади. Бундай нуцталардан {д̂ п)}, *<">([ М  (п =  1, 2 , . . . )  кетма-кет
лик тузамиз. Модомики, М  туплам чегараланган экач, унда {*<п)} кет
ма-кетлик ^эм чегаралангандир. Больцано — Вейерштрасс теоремасига 
(ушбу бобнинг 2- § ига) кура {х<л>} кетма-кетликдан яцннлашувчи булган 
{х<л*>} ^исмий кетма-кетлик ажратиш мумкин: j -*-x°(k -*-оо). М  
ёпик туплам булгани учун х° £М  булади. f(x) функциянинг М  туп- 
ламда узлуксиз эканлигидан эса

f(x**')-+f(x*)
булиши келиб чицади, натнжада бир томондан (12.31) муносабатга 
кура

|/(^п*>)|>п*,
яъни /(*<л*>)->-оо (&-v оо да) булса, иккинчи томондан /(д̂ п*>) — /(х°) 
булиб цолди. Бундай зиддият / (дг) функцияни М  тупламда чегаралан-
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маган деб олиниши окнбатида келиб чи^ди. Демак, f(x) функция М  
тупламда чегараланган. Теорема исбот булди.

12. 16-теорема ( B e й е р ш т р а с с н и н г  и к к и н ч и  теорема- 
си). Агар / (х)  функция чегараланган ёпиц M cz Rm тупламда 
аникланган ва узлуксиз булса, у шу тупламда узининг аник ю/р- 
ри хамда аник цуйи чегараларига эришади.

Бу теореманинг исботи 1-цнсм, 5-боб, 7-§ даги 5.8-теореманинг 
исботи кабиднр. Уни исботлашни уцувчнга .\авола этамиз.

6- §. Куп узгарувчили функциянинг текис узлуксизлнги. 
Кантор теоремаси

Ушбу параграфда куп узгарувчили функциянинг текис узлуксизли- 
гн тушунчаснни киритамиз ва уни батафсил урганамнз.

/(дг) функция M cz R m тупламда бернлган булсин.
12. 30-таърнф. Агар V e > 0  сон учун, шундай ?б> 0  топилса

кн, М  тупламнинг р(дг',х" )< 6  тенгсизликни цаноатлантирувчн юти* 
ёрий х' ва х "(х £ М ,х " £М ) ну^таларида

|/(jO - / ( O I < *
тенгсизлик бажарилса, /(дг) функция М тупламда fтекис узлуксиз 
функция деб аталади.

Функциянинг текис узлуксизлнги таърифидагн б > 0  сон е > 0  га- 
гина боглнц булади. Табиийки, агар /(дг) функция M c z R m тупламда 
текис узлуксиз булса, у шу тупламда узлуксиз булади.

М и со л л а р .  1. Ушбу
/(* i.* i) = ** + *!

функциянинг D =  {(Х|, x j £ R* : х* +  х? <  1} тупламда текис узлуксиз булиши кур- 
сатилсин.

V е>0 сонни олиб, унга кура топиладиган б>0 сонни 6< — деб олсак, у холла

р (*'. х-) =  р ((* ;. х̂ >. (х'. x j)j +  <  б

тенгсизликни каноатлантирувчи у  (x^ .x'J^D , V (х"{, х”) £ D  нукталар учуй 

I / к  * 2  -  /(*;. I - 1 <*;)* +  -  [ (*;)* +  (*?*] I =  1 (х; -  хр (х; +  xj) +

=  46 <  е булади. Демак, берилган функция D c z R t  тупламда текис узлуксиз.
2. Куйидаги

f(x i.x j  =  —  
х,х,

функцняни А =  { (х,, x j  £ R* : 0 <  х* +  х2 ^  1} тупламда ^арайлик. Равшанки, бу
функция А тупламда узлуксиз. Бироц царалаётган функция учун А тупламда те
кис узлуксизлнк таърифидаги шарт бажарилмайди, яъни у  б > 0  учун шундай е>0 
ва х '=  (х', х'2)£А, х"=  (-Cj*. х ') £ А нукталар топиладики, р (* ',* " ) <  6 *амда

I / (*,'• х'2) — I * ') I > е
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булади- * И * ч а т м  * ш ,  V  б >  0 учун  е =1 деб ва €  A. 6 Л

яукталарни олсак. п >  л0 =  [ р ^ ]  УЧУН

*амда
Зл2 >  1 =  е

Н ^ ' п У ' Ш
булади.

Юцорида келтирилган мисоллардан куринадики, бирор тупламда 
узлуксиз булган функциялар .̂ ар доим шу тупламда текис узлуксиз- 
л и к  таърифидаги шартни бажаравзрмас экан. Аммо цуйидаги теорема 
уринлиднр.

12.17-теорема ( К а н т о р  теоремаси) .  Агар f (х ) функция 
чегараланган ёпиц М  ( М a  Rm) тупламда берилган ва узлуксиз 
булса, функция шу тупламда текис узлуксиз булади.

Исбот .  Тескарисини фараз цилайлик, яъни /(*) функция чегара
ланган ёпик; М  тупламда узлуксиз булснн-у, аммо текис узлуксизлнк 
таърифидаги шарт бажарилмасин. Бу .̂ олда бирор е > 0  сон ва нхтиё- 
рин 8>0 сон учун М  тупламда р (х 'У 'Х б  тенгсизликни цаноатланги- 
рувчи шундай х' ва х"(х'£М,х"£М) нуцталар топиладики,

булади.
Нолга интилувчи мусбат сонлар кетма-кетлиги |б1,б2, . . .  , 6„ . . .  ни 

олайлик:
6я-*0 (6„ Х Г л  = 1,2, . . . ) .  (12.32)

Фаразимизга кура, юцоридаги е>0 сон ва ихтиёрий 6„ > 0  (л= 1 ,2 ,...) 
учун М  тупламда шундай 1а(п) ва Ь(п>(п = 1,2, . . . )  нуцталар топила
дики,

р(аО),йО))<б1 ва |/(а<1) )- / (6 0 ) | >8, 

р(а<2>,6<2) )< 62 ва | / (а(2>)-/(&<*>) |>е,

р (а<п>, 6(п>) <  бп ва | / (а<">) — / (6<л>) | >  е,

булади.
Модомики, М  — чегараланган туплам ва а(п>£ М (п =  1,2, . . . )  экан, 

Унда Больцано — Вейерштрасс теоремасига кура {а<п)} кетма-кетликдан 
яцинлашувчи цисмий {а(п*)} кетма-кетлик ажратиш мумкин:

Нш а1Пк) =  а0. (12.33)
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М  спиц туплам булгани сабабли ап £М  булади. Юцоридаги {6(л)} 
кетма-кетликдан ажратилган {б*'1*1} кисмий кетма-кетликнинг лимити 
^ам а0 га тенг булади. ,\ацикатан >;ам, ушбу

р о0) «£ р a,ni>) -f р (а*"*». fl°) <  6 „* +  р (а (п*). а0)
тенгснзликдагн Ьак ва р ^ а ^ .а 0) лар учун (12.32) ва (12.33) муноса- 
батларга кура к оо да

Ь„к-*-0, р (а*4**, а0] -*■ О
булишини эътиборга олиб, к -*» о© да р a0j -► 0 эканлигини то
пам из.

Шундай цнлиб. к -*-оо ла
a(V-*-Q°, Ь л^-*-а°.

К,араластган f  (х) функциянинг, шаргга кура М  тупламда узлуксиз 
эканлигидан

/ (а ‘»*>)-*/(а«). /( *»*» )-W(f le)
булиб, улардан эса

булиши келиб чицади. Бу эса \-nk лар учун

|/(̂ ,<n* ,) _ / ( a",^, )|  > е
деб килинган фаразга зиддир. Бундай зиддиятнинг келиб чнцишига 
саОаб /(дг) функциянинг М  тупламда текис узлуксизлик шартинн к,а- 
ноатлантнрмайди деб олинишидир. Демак, функция М  тупламда текис 
узлуксиз. Теорема исбот оулади.

Бирор М cz Rm туплам берилган булсин. Бу тупламда ихтиёрий 
иккита х’ ва х" нуцталарни олиЗ, улар орасидаги /> (jc', х") масофанн 
топамиз. Равшаики. масофа олинган нуцталарга боглиц Сулади. Агар 
х' ва хГ нуцталарни М  тупламда узгартира борсак, унда (р (jc',дг")} 
туплам ^оснл булади. Одатда, бу тупламнинг аниц юцорн чегараси 
sup (f>(х', х")} (х' £М ,х" £М ) М  тупламнинг диаметри деб аталади ва 
у d(M ) каби белгиланади:

d (M )=  sup{p(jc', х")) (х' 6 М . х" 6 М ).
/(jc) функция М a  R m тупламда берилган оулсин.
12.31-таърнф .  Ушбу

sup { I / (дс") — / (дс') I } (* '6 A f , jc " € М )
миклор /(jc) функциянинг М  тупламдаги тебраниши деб аталади ва 
у (о(/; А!) каои белгиланади:

а )(/ ; М ) =  sup{ |/(.V") -  f (x ' ) | }  (jc' 6 М ,х " £ М ).
Юцорида келтирилган Кантор теоремасндан му.̂ им натижа келиб 

читали.
12.2- н ати ж а .  /(дг) функция чегараланган ёпиц тупламда берил-
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н ва узлуксиз булсин. У  з̂ олда V  е > 0  сон олинганда \ам М  туп
ламни чекли сондаги М к тупламларга шундай ажратнш мумкннки,

U Af* = Af, Af* П Afy = 0  (к Ф  /) ва ш(/ ; Af*) < е

булади.
И с б о т .  /(х) функция чегараланган ёпиц М  тупламда узлуксиз 

булсин. Кантор теоремасига кура бу функция Af тупламда текис уз
л у к с и з  булади. Бинобарин, V  е > 0  учун шундай б > 0  топиладики, 
р(х'. х”) <  б булган V  х" лар учун | f (х') — /(х") | <  е булади. 
;И тупламни диаметрлари шу б булган М „ тупламларга ажратамиз. 
Равшанки, бу *олда v  х' £М к, V  х" в Af* нукталар учун р(х', х ")<  б 
булади ва демак,

I f (х") — I  (х') | <  е 
тенгсизлик бажарнлади. Бундан эса

sup<I /(дс") — / (х ' ) | }<  е,
яъни

< е
булиши келиб чицади. Натижа исбот булди.

Биз ушбу параграфда функциянинг текис узлуксизлнги билан бор- 
лик, булган функциянинг узлуксизлнк модули тушунчаси билан .\ам 
танишамиз.

f(x) функция М cz Rm тупламда берилган булсин. V  6 > 0  сонни 
олиб, Af тупламнинг |»(х',х")*?б тенгсизликни цаноатлантирувчи их- 
тиёрий х' ва х" (х' £ М, х" 6 Af) нуцталардагн функция цийматларидан 
тузилган |/ (х " )-/ (х ' ) |  айирмаларни ^арайлик.

12.32-таъриф .  Ушбу
1 /0 0 - / (*0 1  (х '6 /И ,х” еМ )

айирмалар тупламннинг ани^ юцори чегараси
sup {\ f (x ")- f(x ')\ } (х '6  

*»<*'. **) < 6
fix) функциянинг М  тупламдагн узлуксиэлик модули деб аталади ва 
<*>(/; б) каби белгиланадн:

о )(/;6)=  sup { |Д х " )- / (х ' )  |} (х'6  М,х” еМ ).
р <**. х ')  <  6

Бу таърифдан, функциянинг узлуксизлнк модули б нинг манфнй 
булмаган функцияси эканини курамиз. Бундан таш^арн б, > б 2 > 0  
булганда ушбу

sup Ш ( х " ) - / ( * ' ) | } >  sup { |/ (х " )- / ( * ' ) ! }
Р (*'. **) < в| Р ( * X") <  в,

(Х'£ М , х"£М ) тенгсизлик уринли булиб, ундан
<*>(/; 6i) > “  (/; 6i) 

эКанлиги келиб чи^ади. Бу эса «о (/; 6) —  б нинг усувчи функцияси 
эканини билднрадн.



Энди /(дг) функциянинг текис узлуксизлиги” билан унинг узлуксиз- 
лиги модули орасидаги богланишни ифодалайдиган теореманн келтира- 
миз.

12.18-теорема. /(х) функциянинг М  d  R m тупламда текис 
узлуксиз булиши учун

limT<o(/;6) = 0б v* 4- О
булииш зарур ва етарли.

13-БОБ
КУП УЗГАРУВЧИЛИ ФУНКЦИЯНИНГ ХОСИЛА ВА ДИФФЕРЕНЦИАЛЛАРИ

Ушбу бобда биз куп узгарувчили функциялар дифференциал ^исо- 
бн билан шугулланамиз. Кнритнладиган ва урганиладнган ^осилалар 
ва дифференциаллар тушунчаларн бнр узгарувчининг функциялар» учун 
киритилган мос тушунчаларнинг тегишлича умумлаштирилнишдан ибо
рат оулади. Айнн паитда, биз курамизки, куп узгарувчили функциялар 
учун хос булган бир цанча янгн тушунчалар ^ам (йуналнш буйича ко
сила, тула дифференциал ва цоказо) урганилади.

1- §. Куп узгарувчили функциянинг хусусий досилалари

1. ф у н к ц и я  х у с у с и й  * о с и л а с и н и н г  таър и ф ла р и .  
/(х) = f(x1,x2, . . . , хт ) функция очиц М (М  cz Rm) ту пламда берилган
булснн. Бу тупламда х° =  ( х®, х °..........х^) нуцта олип, унинг бн-
ринчи координатаси х° 1 га шундай Ах, (Дхх ^  0) орттирма берайлик-
кн, ( х{* +  AxIt х2, . . . .  х ° ) 6 М  булсин. Натижада /[(х„ х2.......... хт)
функция ^ам ( xj, х?, . . . , х^) нуцтада хг узгарувчнсн буйича

Дх,/ = /(х« +  Дх„хО. _ f x°m) — f ( x° , x°, х°т )
хусусий орттирмага эга булади.

Ушбу

f — / ( *1 х2’ • • • ■ *т ) f { х1< х2< • • • > *т) (131)
Д*1 Дд:,

нисбатни карайлик. Разшанкн, бу ннсбат Лх, нинг функцияси булиб, 
у Axj нинг нолдан фарцли кнйматларида аникланган.

13.1-таъриф. Агар Дхх-̂ -0 да (13.1) нисбатнинг лимити

Иш *£■-/ = lim / ( « ? + «2......... *m) -  I (* |. *2............ *m)
Ддг,-»0 Ддс Д»,-»0 . 1

мавжуд ва чекли булса, бу лимит f(xly х2, . . . , хт) функциянинг 
( xf, х°, • . . , х ° ) нуцтадаги х, узгарувчиси буйича \хусусий хрсиласи 
деб аталади ва

\
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- r
Иряларнинг бнрн билан белгиланади. Демак,

Г {хо) = Ш * 1 = ч  т  
1 дх, Д г,-о  Дх,

Агар х? +  Ахх = х, деб олсак, унда Дх, =  х, — х® ва Дх, 0 да 
булиб, натижада

цт  e  Ы .  =  i im / ( *1 + &xt. 4 .......... x°m) ~ f  (*?■ 4 ............х°т ) =
Дж,-»0 А * 1  Дх,—О Дх,

= ,im /(*1.*2......... хш) — /(*?. *2........... *т)
X, — X,

булади. Демак, / (хх, х........... хт ) функциянинг (х °, х®, . .  . , хЦ,) нуц-
тадагн х, узгарувчнси буйича хусусий .\осиласини ушбу

/(*!• *2..........* т ) “ / (*!• 4 ‘ > хт )
г — г°X, X^

нисбатнинг х,-*-х® даги лимити снфатида таърифлаш мумкин.
Худди шунга ухшаш Дх,, х „ . . . ,  хт ) функциянинг бошка узга- 

рувчилари буйича хусусий ^осилаларн таърнфланади:
d f .  j j m  & * i f  _  j j m  I  ( xnr  x°-j- Ax,, x ° ............. x^,) —  f ( x °.  4 ................
дх, Дх,-»0 A x, Дх,-»0 Дх,

-^- = lim Ax" / -  lim I ( *?• 4 ......... Xm—V *m+A*m) -/( *?. ......... Д&)
dXm Axm-»0 Axm Дхт -»0 Дхт

Демак, куп узгарувчили /(х,, х2, . . . , хт ) функциянинг бирор
(х?, х£.......... хЦ,) нуцтада х*(£= 1,2„  . . , ш) узгарувчнси буйича хусусий
хосиласини таърифлашда бу функциянинг xft (/г = 1,2..... /л) узгарувчидан
бошца барча узгарувчнларн узгармас деб хисобланар экан. Шундай цилиб, 
/(х!, х......... .. д-т ) функциянинг хусусий ^осилалари f'Xl,f'Xl, ••• * f*m
1- цисм, 6-боб, 1 - § да урганилган .уюила — бир узгарувчили функция 
^осиласи каби эканлигини курамиз. Демак, куп узгарувчили функция
ларнинг хусусий ^осилалариии ^нсоблашда бнр узгарувчили функция
нинг ^осиласини хисоблашдагн маълум булган цоида ва жадваллардан 
тулиц фойдаланнш мумкин.

М н со ллар . 1. / (х,, х,) = у  х̂  +  х$ булсин. Бу функциянинг V (х,. 
*j) 6 R* нуцтадаги хусусий ^осилалари

df * i df хг

* ах, V 4 + 4  ’ дх* У 4  + 4
б?лади.

, 1 __ X |+ X t
H xi, хг) =  77=  е 2 функциянинг (* „ х,) £ R- (х2 >  0) ну т̂адаги

У х*

Н
бз



хусусий зрсилаларини укоблаймиз:

д1 _  3 (  --ар - \  1 
ах, dxiWx-t С ) 2 YTt

df д / 1 -ДГ|̂ ‘ \ __ I - - *■+«■ _
дхг дхг [ У ь *  J  ~  2 \ Г ~ Э Г е

*1+*« . _  *» + *«1-- 1 <у
2 У  х, 2 V х,

3. Ушбу
2х,х,

/ (*1. Х2) = [ *1 +  х\
, агар (х,, хг) ф  (0, 0) булса,

I
функциянинг хусусий о̂силалариии топннг. 

Айтайлик, (jct. х2) Ф  (0; 0) булсин. У *олда
а/ д I  2х, X, \ 
ах, ~  ах, у xj +  х| j

df д I  2х, х, \ ^  2х, ( xf + л
ах, ах, ^ х, +  х| у  ̂jkj

2

+ *г)2 ( А  + ^ )2

, агар (х,. x j = (0, 0) булса
зпинг.
I. У о̂лда

2хг ( х \+  4 ) — 2х1*г 2*1 2х, ( <2 — х?)

( Ж1 + х1)* ( *1 + *2)
_____________ х22) — 2х,х, 2х, 2х, ( х\ — х*)

= ахДх* + х| j  ~  ( j
булади.

Энди (х,, х2) = (0, 0) булсин. У о̂лда
а/ (0. 0) П т /(Ах,. 0 )-/(0 ,0 ) _  „  

ах, Ajti- ° дх, 
а/ (0, 0) П т / (0. Ах,)- / ( 0, 0) 

ах, Лх. ~ °  Дх,
булади.

Демак, берилган / (х,, х2) функция V (х,, х,)£ / ?2 да хусусий уэсилаларга эга.
2. Х у с у с и й  х о с и л а н и н г  г е о м е т р и к  м а ъ н о с и .  Соддалик 

учун икки узгарувчили функция хусусий ^оснлаларининг геометрик 
маъносини келтнрамиз.

f(xv x^ функция очиц M (M c R 2) тупламда берилган булиб, ( х°, Хо) в 
6 М  булсин. Бу функция ( дг®, дс®) нуцтада f'x> (*?/х®), ху
сусий ^осилаларга эга булсин. Таърифга кура f Xi ( х”, х°] ва f'x ( *®, 
х£) хусусий ^осилалар мос равишда ушбу yl =  / (х,, х °) ва !/, =
= / ( jc®, дг2) бир узгарувчили функцияларнинг х{* ва х° даги ^осилала- 
ридан иборат.

Фараз цилайлик, у = / (х „х 2) функциянинг графиги 11- чиамада кур- 
сатилган сиртнн тасвирласин. Унда //, =  /(х ь  х“) ва г/2 = / ( xj, х2)

64



функциялариниг графиклари мос 
равншда у = f(xx, х2) сирт билан 

*2 текнсликнннг ,\амда шу 
сирт билан хх =  х° текнсликнннг 
кесишишидан ^осил булган Г t ва 
Г , чизицлардан иборат.

Маълумки, бир узгарувчили 
м = ф(х) функциянинг бирор х0 
(д-о £R) нуцтадаги цосиласининг 
геометрик маъноси ( 1-цисм, 6- 
боб, 1- §) бу функция тасвнрла-
ган эгри чизицца (х0, <р(Хо)) ну к;- 11-чизма
тада утказнлган уринманинг бур-
чак коэффицнентидан, яъни уринманинг Ох уцн билан ташкил этган 
бурчакнннг тангенсидан иборат эди. f'x ( х®, х®) ва /* ( х°, х®) хусусий
^осилалар мос равншда Г , ва Г г эгри чизицларга ( х®, х®) нуцтада ут- 
казилган урннмаларнннг Охх ва Ох2 уцлар билан ташкил этган бур- 
чакнинг тангенсини билдиради. Демак, f'x ( х®, х§) ва (х®, х§) хусу
сий ^осилалар у = /(х,, х̂ ) сиртнинг мос равншда 0хх ва Ох2 уцлар 
йуналиши буйича узгарнш даражасини курсатади.

3. Ф у н к ц и я н и н г  у з л у к с и з  б у л и ш и  билан  у н н н г  х у с у 
сий ^ о с и л а г а  эга б у л и ш и  о расидаги  богланиш .  /(х) функ
ция очиц М(/И с  Rm) тупламда берилган булиб, x0£Af нуцтада чекли 
f'x (*°) хусусий ^оснлага эга булсин. Таърнфга кура

V/ ' (х ° )=  lim —
1 дх, -»о Дх,

булиб, ундан
= /, (х°) - Дхх +  «iAx, 

булишнни топамнз, бунда A x j-*-0 да а,-►О. Натижада 
lim Д*,/ =  lim [f'x (х °)• Лхх -f a iA x J = О

Дл(-»0 \xt—0 *

булади. Бу эса /(х) функциянинг х° нуцтада хх узгарувчиси буйича 
хусусий узлуксиз эканлигини билдиради. Демак, /(х) функция х° нуц- 
тада чекли f  (х°) (k =  1, 2, . . . , т )  хусусий цосилага эга булса, f (х)
функция шу нуцтада мос х* (k = 1, 2, . . . .  т )  узгарувчиларн буйича 
хусусий узлуксиз булади.

Бироц куп узгарувчили /(х) функциянинг бирор х° нуцтада барча 
хУсусий ^осилаларга эга булншидан, унинг шу нуцтада узлуксиз (бар
ча узгарувчиларн буйича бнр йула узлуксиз) булиши хар доим келиб 
чицавермайдн.

Масалан, ушбу параграфнннг 1-пунктнда келтирилган 3-мисолдаги
t) функция V  (*i, х^ 6 R* нуцтада —  , —  хусусий ^осилаларга 

. &Х1 &xt 
эга булса-да, бу функция (0, 0) нуцтада узлуксиз (нккала узгарувчиси
°Уйнча бир йула узлуксиз) эмас (царалсин, 12-боб, 1-§).
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2- §. Куп узгарувчили функцияларнинг дифференциалланувчилиги

1. ф у н к ц и я н и н г  диффере нц на л л а н у в ч н  л и г и тушун-  
часи. Д и ф ф ер ен ц и а л  л а н у в ч н  л икн ннг з а р у р и й  шартц. 
/(х) = / (jc,. х2, . . . , JCm) функция очик; М  (,И с : Rm) тупламда бэрил-
ган булсин. Бу тупламда  ̂дс®, .......... jĉ j =  х® нуцта билан бнрга
(х ? + Д х „  х£ +  Дх2.......... * т + д*«)  нуцтани олиб, бгрилган функ
циянинг т у л а  орттирмаси
Д/(х°) = / ( х« +  Axv х° -f Дх........... х^ +  Д*т ) — / ( х®, х®. . . . , x°m j
ни цараймиз.

Равшанки, функциянинг Д/(х°) орттирмаси аргументлар орттнрмала-
ри Дх„ Дх2..........Дхт ларга боглиц булиб, купчилик ^олларда Дх,,
Дх2, . . . , Дхт лар билан Д/ орасидагн богланиш мураккаб булади. 
Табннйки, бунда Дх,, Дх2, . . . .  Дхт ларга кура Д/ ни аннц ёкн тац-
рибий ,\исоблаш цийинлашади. Натижада орттирмаси Дх1( Дх............
Дхт орттирмалар билан соддароц богланншда булган функцияларни 
урганнш масаласн юзага келади.

13.2-таъриф. Агар /(х) функциянинг х° нуцтадаги Д/(х®) орттир- 
масини
Д/(х°) =  A ^x t +  Л2Дх, +  . . .+ А т Ахт  +  о^Дх, -f а2Дх2 -f . . . +

-ra«,Axm (13.2)
курннишда нфодалаш мумкин булса. / (jc) функция х® нуцтада диф-
ференциалланувчи деб аталади, бунда Л,, Л2.......... Ап лар Дх,, Дх2,. . . , Дхт  ларга боглиц булмаган узгармаслар, а,, о,, . . . , ат лар
эса Дх,, Дх2, . . . .  Ахт  ларга боглиц ва Дх1-^0, Дх2-*-0..........
Дхт  ► 0 да а ,-►0, а.,-*-О.........а т 0(Дх, =  Дх2 = . . . =  Дхт  = 0
булганда а , =  а 2 = . . . = ап =  0 деб олинади).

Агар /(х) функция М  тупламнинг \ар бнр нуцтасида дифферен- 
циалланувчи булса, /(х) функция М тупламда дифференциалланувчи 
деб аталади.

М исол. Ушбу / (х,, *,) = лг2 +  функциями царайлик. Бу функция
V (*р  х2) 6 Я1 ну т̂ада диффергнциалланувчи булади. .\ацицатан хам, ( х°, х®) 
нуцтада берилган функциянинг орттирмаси

Д / = /(х? + Дх„ х£ + Д х,) — / ( х?, х°2) =  ( х°{ +  Дх, )2 + ( х\ -f Дх2)2 —

— ( Х| )2 —  ( * ° ) г =  2дч Л Х1 +  2х2 Д х, +  (Д х,)2 +  (Д дс,)1

булиб, унда At = 2xJ, Аг = 2х2, а , = Дх,, а, = Дх, дейилса, натнжада

Д I  =  А, Д х, + Аг Д х, +  а, Д х, + а, Д х,
булади. Бу эса берилган функциянинг V (х,, х,) £ R 1 нуктада дифференциалланувчи 
эканлигини билдиради.

/(х) функциянинг х® нуцтада диффгренцналланузчилик шарти (13.2) 
ни цуйидаги

Д/(х°) = Л ,Д х х +  Л2Дх2+  . . . +  Ат  Дхт  +о(р)  (13.3)
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■ Lin iir—  з̂ ам ёзиш мумкннлигинн курсатамиз, бунда р ( х°, х?, . . . , 
у» ) = х° ва ( х° +  Л хг,х* +  Д х2, . .  .* х“ +  Д хт ) нуцталар орасидаги 
масофа:

Р = V (Д х,У + (Д x j* +  • • • +  (Д xmf.
Равшанки,

Д jcx —► 0, Д х2-*-0, . . . , Д хт —*■ 0 =>• р —► О

ва
р-*-0 => Дхх -*-0, Дх,->0..........Д хт ► О

булади-
Энди Д *!-*-(), Дх2-*-0.......... Дхт -*-0 да (13.2) муносабатдаги

о ,Д х ,4- а 2Дх2 +  . . .  + а т Ьхт  мицдор р га нисбатан юцорн тар- 
тибли чексиз кичик мицдор эканлигинн курсатамиз. Агар

o ,Ax i  +  а 2 Дх2 +  . . . +  а т Дхт = р  (а, +  а г у  +  • • • +

+  а я ^ = ) ( р * 0)

муносабатда
|Ах*] < 1  (4= 1 ,2 .......... т )
Р

булишини эътиборга олсак, унда
|aj Д Xl +  а2 Д хг +  . . .  +  ат Д хт\ < ( |oti| +  |а2| +  . .  . +  |а,»|)Р

булади. Демак,
аг Д х! +  а 2Дх2-1- . . .  +  ат  Д хт = о (р).

Шундай цилиб, (13.2) шартнинг уринли булншдан (13.3) нинг уринли 
булиши келиб чицди.

Агар f(x) функциянинг х° нуцтада дифференциалланувчилик шарти
(13.3) куринншйда уринли булса, бундан бу шартнинг (13.2) курнни- 
ши ,-̂ ам уринли булиши келиб чицади. Шунн исботлайлик.

Агар р = 0 булса, унда Д хх =  Д х2 = . . .  =  Д хт — 0 булади ва
(13.3) дан (13.2) келиб чицади.

P 0 булсин. Унда Дх,, Дх2, . . . , Дхт ларнинг барчаси бнр йу
ла нолга тенг булмайдн. Шуни эътиборга олиб цуйидагинн топамиз:

о(р) =  Л<Р1. (Ax.l’ - M W - b  • • ~ (A * m)» _ 'о (р ) Ах, Л х  ̂ +
Р Р Р Р

+ «<М . _ £ «  .Д  +  . . .  +  ii£ L .  i * L . Axт = а ,Ах ,  +  а , А х , +
Р Р Р Р

+  . . . + а т Дхт ,
бундд

о ^ / Д х » .  и ..........т )
Р Р
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булиб, р-*-0, яъни Дх,-*-0, Дх2->-0.......... Дхт -*-Ода a l -*-0, а»-».
-*■0..........

Демак, /(х) функциянинг л4* нуцтада дифференциалланувчилигинннг
(13.2) ва (13.3) шартлари узаро эквнвалентдир.

Энди днфференциалланувчи функциялар >;а̂ ида иккита теорема кел- 
тирамиз.

13.1-теорема.  Агар f(x) функция х° ну^тада дифференциал.щ- 
нувчи булса, у %олда бу функция шу нуцтада узлуксиз булади.

И с б о т .  /(дг) функция х° нуцтада диффергнциалланувчи булсин. 
У  ^олда таърифга кура функция орттирмаси учун

A f(x °) = Ах Дх, -f At Ахг +  . . . +  Ат А х „ - fa ,  Дхх +  а ,Д  х* +
+  . . . +  а „  Ахт

булади, бунда A v А ......... .. Ат — узгармас, A x t -*■(), Дх,-*-0, . . . ,
Д хт -►О да aj->-0, а г -*-0, . , . , ат -+0.

Юкоридаги тенглнкдан
lim Д f (х°) = 0

Ддг,-*0 
Д*2 -»0

булиши келиб чицади. Бу эса f(x) функциянинг х° нуктада узлуксиз
лигини билдиради. Теорема исбот булди.

13.2. теорема.  Агар /(х) функция х° нуцтада дифференциал- 
ланувчи булса, у %олда бу функциянинг шу ну^тада барча хусусий 
цосилалари Г  (х®), Г (х°), . . . , Г  (л®) мавжуд ва улар мос равишда•*, х9 *т
(13.2) муносабатдаги Av Аг, . . . , Ат ларга тенг булади, яъни

Гх, (Xе) =  At, /;2 (У ) = Аг........... /;т (х°) = а я .

И с б о т .  f(x) функция х° нуцтада диф}>гренциалланувчи булсин. 
У  ^олда таърифга кура функция орттирмаси учун

Д / (х°) = Ах A xi +  А г А х, +  . . . -f Ат А х„ +  а , Д х, +  аг А хг +
+  • • • +  a m А х „ (13.2)

булади. Бу тенгликда
Д xt Ф  0, Д х* = Д xs = . . . = Д хт = 0

деб олсак, унда (13.2) ушбу
f{x°) = A tAxt +  cit-Axt

куринишни олади. Бу тенгликнинг хар икки томоннни Дх, га булиб. 
сунг Д х, 0 да лимитга утиб, ^уйидагини топамиз:

lim ---- :----  =  lim U ,  +  a J=  А,.
Дх, л*,-о 1 v 1

Демак,
Г „(*в) = А .
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* • • • 9Худди шунга ухшаш /(х) функциянинг х° нуцтада /' (х°), fx (х°)
/' (ж*) хусусий ^осилаларининг мавжуДлиги .цамда
'im

Гху )  = Аг,Г хз(х°) = А ,.......... /;т  (дс°) = Ат
экан л и ги  курсатилади. Теорема исГют булди.

13. 1- н а т и ж а .  Агар /(х) функция х° нуцтада днфференциалла- 
нувчи булса, у ^олда

b f(x °) = f'xi(x°)b x i+ f 'x2(x?)bxi +  . . . +  f’Xm (х°) Д хт +  о(р)

булади.
13.1-эслатма. /(х) функциянинг бирор х° нуцтада барча хусу

сий хосилалари /' (х°), /' (х °)........../’ (х°) нинг мавжуд булишидан,д| | гп
функциянинг шу нуцтада дифференциалланувчи булиши ^ар доим ке
либ чикавермайди.

Масалан, ушбу

f ( X I, Х*) = , -т~Г  2 . агаР (*i. хг) ф (0, 0) булса,
Г х 1 Т  *2

0, агар (х,. х2) = (0, 0) булса
функцияни царайлик. Бу функция (0, 0) нуктада хусусий ^ссилаларга 
эга:

/ ' (0, 0)=  lim /-̂ |’-0)~ /(0, 0) =  О,
‘ дх, о Д х,

/ •(0. 0)=  lim m  ^  ~  I °) = о,
* ДХ.-.0 д хг

Берилган функциянинг (0, 0) нуцтадаги орттирмаси 

Д / (0,0) = / (Дх,, Дх*) -  / (0, 0) =
~V (д*,)*-+-(Д*|)*

булиб, уни (13.2) ёки (13.3) куринншида ифодалаб булмайдн. Буни 
нсботлаш мацсадида, тескариснни, яни /(х„ х,) функция (0, 0)] нуцтада 
Лчфференциалланувчи булсин деб фараз цилайлик. Унда

А / (0,0) =  /х' (0, 0) Дх, -f fx't (0, 0) Д ха + а , Дх, +  а . Дх2 = а,Дх, +
1 Ш + а 2Дх2 (13.4)

бУлиб, бу муносабатда Дх,-*-0, Дх,-*0 да а,-*-0, аг-*0 булади. Демак,

—    = а,Дх, +  а,Дх,. (13.5)
V  (Дх,)« + (Axj)1

2^лумки, Дх, ва Дх, лар ихтиёрий орттирмалар. Жумладан. Дх, = 
булганда (13.5) тенглик ушбу

^ _ =  Дх,(а, -f aj)
V  2
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куринишга келиб, ундан эса
„  , „  _ У 2 «1 +  “ * -  —

булиши келиб чицадн. Натижада Д jCj—►О, Д дгг-*0 да а, ва г  
мицдорларнннг нолга интилмаслигини топэмиз. Бу эса / (дс,, x j функ! 
циянинг (0, 0) нуцтада днфференциаллаиувчи булсин деб цилингац 
фаразга зид. Демак, бернлган функция (0, 0) нуцтада хусусий доила- 
ларга эга, аммо у шу нуцтада дифференциалланувчилик шартини ба. 
жармайдн.

Шундай кнлиб, функциянинг бирор нуцтада барча хусусий хосн- 
лаларга эга булиши, функциянинг шу нуцтада днфференциалланузчи 
булишининг з а р у р и й  шартидан иборат экан.

2. Ф у н к ц и я  д и ф ф е р е н ц и а л л а н у в ч и л и г и н и н г  етарли 
шарти .  Энди куп узгарувчили функция днфференциалланувчн були
шининг етарли шартини келтирамиз.

/(*) =  / (* „ •••> хт) функция оч иц М (Mcz Rm) тупламда берил
ган булиб, х° = (x°v дс®, . . . .  х°т ) нуцта шу тупламга тегишли булсин.

13.3-теорема. Агар f(x ) функция х° ну^танинг бирор атро
фида барча узгарувчилари буйича хусусий цосилаларга эга булиб, 
бу хусусий цосилалар шу х° нуцтада узлуксиз бдлса, f(x ) функция 
х° нуцтада дифференциалланувчи булади.

И с б о т .  х°£М нуктани олиб, унинг координаталарига мос разиш- 
да шундай Дх,, Ддс,, . . . .  Ахт  орттирмалар берайликки, (jc® -f Д дс„ 
х® +  Дк,, . . . , х ° +  Ахт ) нуцта дс° нуктанннг айтилган атрофига те
гишли булсин. Сунг функция тула орттирмаси
A f(x °) = f(x °+  Ддг„ х°2 +  Дх,...........х°п +  А xm) — f(x°, 4  . . . , х°т)
ни цуйидагича ёзиб оламиз:

Af(x °) =  [/(*® +  Д * „ +  .......... 4  +  Д * « )  —

— +  Axv . . . , хат +  Ддст )]  +  1/(4  х°2 + Ахг, дс® +  Ах3..........
4 + Л *т> — / ( 4 4  *з+ Л *з......... 4 + Д*т)1 + •••+[/(*?• 4» • • •’

4 _ ! .  x°m+ A x m) — f (дс®, 4  дс®..........х °Л

Бу тенгликнннг унг томонидагн ,\ар бир айирма тегишли битта аргу- 
ментнинг функцияси орттирмаси сифатида каралиши мумкин. Унинг 
учун Лагранж теоремасини татби^ цила оламиз, чункн теоремамизда 
келтирилган шартлар Лагранж теоремаси шартларининг бажарилишини 
таъминлайди:
д /(*•)= /;, (л®+ 0 ,ддс „4+ л *»...........4 + Л х«)-Ад:1+
+ /х; ( 4  4 + 0*д **• 4  + Лдгз . . . . .  4 , + Д хт) • Д •** + (13.6)
+ .....................................................................................+

+  / * „ (4  *2...........4 ,-Р XPnt +  QmAxm)-Axm,
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бунда *
0<  0, <  1 (/ = 1,2...........т ).

Одатла (13.6) функция орттирмасининг формуласи деб аталади. 
Щартга кура х° нуцтада fx, fx ...........f'Xm хусусий .ухилалар уз-

луксиз. Шунга кура
f'Xl«  +  ° i Л г г  Х2 +  Л хз............Хт + А х т )  = f’Xt (х°) +  «1 •

/ ; , ( 4  4  +  62 Л  *  V  •*§ +  Л  *3 .............*2 , +  Л  Х п )  =  fx , (* * ) +  « 1 .

булиб. унда Дх,-*0, Ддг,-*0...........A.vm-*-0 да а,-^). а 2-*0..............
а'я-*0 булади.

(13.6) ва (13.7) муносабатлардан 
Л/(х°) ==/; (л° )ДXi -ь /  ̂ (х °)\х г+1'х (*°)A .vm-f а 1Дх1 +  а ,Л **  +» • т

Ч- • • • ~Ь я т А дгт 
булиши келиб чицади. Бу эса /(дг) функциянинг л# нуцтада днфферен- 
циалланувчи эканлигини билдиради. Теорема исбот булди.

Бир ва куп узгарувчили функцияларда функциянинг дифференциал- 
ланувчилиги тушунчаси киритилди (царалсин, 1-цисм, б-боб, 4-§ \амда 
ушбу бобнинг 2-§.) Уларни солиштириб цуйидаги хулосаларга келамиз.

1) Бир узгарувчили функцияларда .\ам, куп узгарувчили функцня- 
ларда ,\ам функциянинг бирор нуцтада дифференциалланувчи булиши- 
дан унинг шу нуцтада узлуксиз булиши келиб чицади. Демак, бир ва 
куп узгарувчили функцияларда функциянинг дифференциалланувчи бу- 
лиши билан унинг узлуксиз булиши орасидаги муносабат бир хил.

2) Маълумки. бнр узгарувчили функцияларда функциянинг бирор 
иу̂ тада дифференциалланувчи булншидан унинг шу нуцтада чекли 
хосилага эга булиши келиб чицади ва, аксинча, функциянинг бирор 
иуцтада чекли ухилага эга булншидан унинг шу нуктада дифферен- 
чиалланувчи булиши келиб чицади.

Куп Узгарувчили функцияларда функциянинг бирор нуцтада днф- 
(«ренциалланувчи булншидан унинг шу нуцтада барча чекли хусусий 
х°силаларга эга булиши келиб чицади. Бироц. функциянинг бирор 
^Ктада барча чекли хусусий ухилаларга эга булншидан унинг шу 
нУЦтада дифференциалланувчи булиши ,\ар доим келиб чикавермайди. 
(̂ / 1емак, бир ва куп узгарувчили функцияларда функциянинг днф- 
^Ренциалланувчи булиши билан унинг ухилага (хусусий ухилага) 

а булиши орасидаги муносабат бир хил эмас экан.

3-§. Йуналиш буйича хосила

Маълумки, бнр узгарувчили «/ = /(*) функциянинг (x£R, y£R) ~
РУ?*Ласи бу функциянинг узгариш тезлигини билдирар эдн. Куп узга- 

^ 1ли y = f(x  1. Хг...........х„) функциянинг ((дг„ хг.............x„)£Rn ,
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y£R) хусусий ^осилалари .\ам rntD 
узгарувчили функциянинг росилась! 
каби эканлигини эътиборга олиб г«, лt я/ лг 'df_ д/
дх, дх,' ' дхт  
лалар ,\ам y — f(xh

Т Г  хусусии хоси.

12- чизма

функциянинг мос равишда Ох„ 0Х,
. . . , Охт  уцлар буйича (Rm фаэ£ 
да) узгариш тезлнгиии ифодалайди 
деб айтиш мумкин.

Энди функциянинг ихтиёрий йу. 
налнш буйича узгариш тезлнгини 
нфодаловчн тушуича билан тани- 
шайлик. Соддалик учун икки узга
рувчили функцияни цараймиз. 

у = /(х „ x j = /(Л ) функция очиц М  тупламда (M£R2) берилган 
булсин. Бу тупламда ихтиёрий А0 «= (х®, дф нуцтани олиб, у оркали 
бирор тутри чизиц утказайлик ва ундаги иккн йуналишдан бирини 
мусбат йуналиш, нккинчиснни манфий йуналиш деб цабул цилайлнк. 
Бу йу налган тутри чизикни / дейлик.

а  ва р деб I йуналган тутри чизик; мусбат йуналиши билан мос ра- 
вншда Ох, ва Ох, координата уцларниинг мусбат йуналиши орасидаги 
бурчакларни олайлик (12- чизма). Ундэ А А 0АВ  дан

= cos а , ** — х°
=  COS р

булиши келиб чицади. Одатда cos а  ва cosp лар I тутри чизикнинг 
йуналтирувчи косинуслари дейилади.

/ тутри чизиада А0 нуцтадан фарцли ва М  тупламга тегишли бул
ган А нуцтани (А = (х„ х2) ) олайликки, А0А кесма М  тупламга те
гишли булсин. Агарда А нуцта А0 га нисбатан I тутри чизнкнинг 
мусбат йуналиши томоннда булса (шаклдагидек), у ^олда А0А кесма 
узунлиги р (А0, А) ни мусбат ишора билан, манфий йуналиши томониЯ 
жойлашган булса, манфий ишора билан олишга келишайлик.

13.3- т а ъ р и ф .  А нуцта I йуналган турри чизиц буйлаб А0 нуК- 
тага интилганда (A-+-AJ ушбу нисбат

К А )- К А , )  =  I (*.. x j  -  / (х°, х°)
Р {Ло, А) р ( (х®, х2), (х 1 > х ,)) 

нинг лимити мавжуд булса, бу лимит / (х „  x £ = f(A ) ф ун кц и ян и н г 

А0 = (х°, х°) нуцтадаги I йуналиш буйича jfосиласи деб аталади ва
д (А0) - ■ еки

dl dl
каби белгиланади. Демак,

_  Jim / М) — /Мо) 
dl р (Аь, А)

Энди /(* 1. *2) функциянинг I йуналиш буйича ^осиласинннг мав- 
алиги ^амда уни топиш масаласн бнлаи шугулланамиз.

* '13  4-теорема, /(х,, х2) функция хочиц М тупламда (M czR2) 
б е р и л га н  булсин. Агар бу функция А0 =  (х°, х”) нуцтада ((х?, х°)6 
рМ) дифференциалланувчи бдлса, у %олда функция шу нуцтада .\ар 
цандай I йуналиш буйича ,\осилага эга ва

= д2 1 = д! (x°v *** cosa + — —  cosp. (13.8)
dl dl дх, дх,

И с б о т .  Шартга кура /(х„ х2) функция А0 = (х?, *£) нуцтада диф - 
ференциалланувчи. Демак, функция орттирмаси

f{A ) — f (A J = f(x lt Xj) — f(x°l, xb

учун

1 (A )- f (A J  -  (*.—'!) + - t 4- -  4) + •«» <13.9)дх. дхг

булади, бунда
р = р(Л0, A) = V  (х4 — х °)*-f-(ж,— дф*.

(13.9) тенгликнинг .\ар икки томонини р = р ( Л 0. А) га булсак, у 
а̂пда

f(A) — I (Л0) df (xi- *2> х 1 ~  х \ df (Х|. х2) * i~ *2  о (Р) jq j
р (Д0, .4) дх, р 1 дх, Р Р

булади.
Натижада (13.10) тенг лик ушбу

m - j . ,с к а +  ■)< ^ * " >- cosp + 0- f
р (Л,, А) дх, дх, Р

куринишга келади. Бу теигликда А-*-Аа да (яъни р-*-0 да) лимитга 
утсак, унда

, д'<*г %я— --------- — ...... ...................— ------- cos a  Н---------cospЛ-+А, р ( А 0, А)  р-*° р дх, дх,
lim t (A )- K A o )  =  Mm ЦА) — l(A „)  =  V  xg) 
А-А, р(А0, А

булади. Демак,

д_1_ш = dfixf. 4 > =  d/(x°. х°) cos a  а/(х° х°> cos 
dl dl дх, дх,

Бу эса теоремани исботлайди.

М и со л л а р . 1. Ушбу
/ (* „  х,) = arctg -j- 

Х 1

Фуикцияни царайлик.
i биринчи кваярантнинг (!, 1) ну т̂адан утувчи ва (0, 0) ну т̂адан ( 1, 1) нуц-
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тага караб йуналган биссектрисасидан иборат 
(13-чизма). Берилган функциянинг /40 = (1. | 
иуцтадаги / йуналнш буйича хосиласинн топнцг 

Берилган
*1/ (*i. ■**) = arclg —*%

функциянинг Л0 = ( 1. 1) нуцтада дифференциал, 
ланувчи эканлиги равшан. Унда ю̂ орида келщ. 
рилган (13.8) формуладан фойдаланиб.

a/( i. i )  а/<1. 1) Я . а/( 1, ц-------  --------- cos — -j--------
dl dxt 4 dx,

Xcos *  / *»________*■ | V  2
4  \ * l + * 2  * l + * 2  2

булишннн топамнз. Демак,

: 0.fl/O. 1) 
dl

Каралаётган функциянинг Л0 = (1, 1) ну т̂адаги Ох, ва Ох, координата уцлзри 
буйича ухилалари мос равишда

а/(1, 1) _  1 дЦ\, 1) _  1
ах, 2 * дхг 2

булади.
2. Куйидаги

/(*i. * i) :
функциянинг А0 = (0, 0) нуцтада исталган / йуналнш буйича о̂силаси

а/(0, 0)
а/ 1

булади.
.\а^цатан хам,

/ (Л )- / М 0)
Р М о. -4)

К * ? + * 2* р_
"р

бу'лнб.

булади.
3. Ушбу

ут П Л )-± (АА = х  
p - о р  (Л 0, А)

П * 1 , Хг) =■»,+ | х, I

функциянинг (0, 0) ну^тада Ох, координата уци буйича хосиласи 1 га тенг булиб, 
Ох, координата у^и буйича хосиласи мавжуд эмас.

13.2-эслатма. Функция бирор нуцтада днфференциалланувчилик 
шартини цаноатлантирмаса .̂ ам, у шу нуцтада бирор йуналнш буйича
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х а т т о  ^ар цандай йуналиш буйича .̂ осилага эга булиши мумкин. 
^салан. ушбу

Щ  f ^ x J - V 'T T + x l

функция А0 = (0, 0) нуцтада дифференциалланувчилик шартини бажар- 
майдн. Юкорида курднкки, бу функция (0, 0) нуцтада исталган йуна
лиш буйича косила га эга.

4-§. Куп узгарувчили мураккаб функцияларнинг дифференциалланув- 
чилиги. Мураккаб функциянинг укиласи

y — f(x it х2. . . .  , хт ) функция /И (М с/?т ) тупламда бернлган
булиб, х „ xt...........хт  узгарувчиларнинг .̂ ар бири уз навбатида
tv . • • . узгарувчиларнинг Т (TczR*) тупламда бернлган функция- 
си булсин:

= 4Pi (̂ 1» • ■ • * 
хг ~  tf, , /*),

X„= < P„(ti, tt........... t„). (13.11)

Бунда (/,, /г, . . . .  tk)£T булганда унга мос (xv хг...........*m)€;W бул
син. Натижада ушбу

У = /(Ф1 (t 1* tt , . . .  , /*), (/j, t2.........../*), . . . , фт (^. fj. . . .  th))=
= F (tlt tf...........t„)

мураккаб функцняга эга буламиз.
1. М у р а к к а б  ф у н к ц и я н и н г  д и ф ф е р е н ц и а л л а н у в ч и -  

лиги.
13.5-теорема. Агар(13М) функцияларнинг %ар бири (t°, t?2, . .  ., 

Ф  нуцтада дифференциалланувчи булиб, у = f(xu хг, . . .  , хт) 
Функция эса мос {х°, х\, . . .  , х?т )£М нуцтада (х° = (/“, . . .
о .  t\........... / °).............x0m = Vin(t°, t°..............® )  ' диф
ференциалланувчи булса, у %олда мураккаб функция F  (/„ . . . ,  
t j  %ам (t°, t ° t°k) нуцтада дифференциалланувчи булади.

И с бот .  (/“, /°...........t°k)£T  нуктанн олиб, унинг коордннаталари-
Га мос равншда шундай A tv А 1г, . . .  , A tk орттирмалар берайликки

+ A tl.t° +  A t2, . . . , t°k +  A tk) е Т  булсин. У  *олда (13.11
“Фодадаги \ар бнр функция ^ам A xt, А хг, . . ., А х„ орттирмалар-
Га ва шцоят у = /(*,, лга, . . . , хт) функция А/ орттнрмага эга бу
лади.

Ртга кура (13.11) ифодадагн функцияларнинг ,\ар бири (/®, t°2, . . . ,
1J  нуцтада дифференциалланувчи. Демак,
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m я , ■ ** .................... д1ft
булади, бунда (« = 1, 2...........т ;  / = 1, 2, к) хусусий ^осц.
лаларнинг (f°, .........../J) нуцтадаги кнй.матлари олинган,

р  =  / (д * , )*  +  (д д *  +  . . .  +  (д/*)*.
Шартга асосан, у = /(х „ х,...........хт ) функция (х®, х®, . . . ,

нуцтада дифференциалланувчи. Демак,

Д/ = j - Дх 1 +  ^ - Д х , +  . .  . +-У- Дхт + а , Д х 1 + а ,Д х 2 +  . . . -fax, ах, ахт
+  а т Дхт  (13.13)

булади, бунда -p-(i=  1, 2.......... т )  хусусий .^осилалзрнинг (х®, х? . . . ,obcj 1 J
д£) нуцтадагн цнйматлари олинган ва Д Xj->0, Дх,-*-0, . . . , Д хт -*0
да а  ,-*■(), aj-»-0, . . . , а т -*Ч) булади.

(13.12) ва (13.13) муносабатлардан топамиз:

^ . + | д / , +  . . . + ^ д < . + . й » ) ] +

+^fe4,1+s4'*+ - +t A‘*+0(p,] +
+  .......................................................................... +

+  а - ^ [ ^ Л Л +  ^ Л / * +  * • *  +  | f  Д ' * + ° ( Р ) ]  =

=  \ * L . * h + * L .  * »  +  . . .  + ^ L . ^ l 1 д  / .
Lax, д!г ax, л , axm a/, J

+ frt-5b + f - f ,+ Ч г ]  4'*+ <I3I4>Lax, a/, ax, a/, axm a/, j
+ ...........................................................................+

+  I.2 L  . dJ i + * L . dJ i +  +  i L  . ^ * 1  д ,  +
+  [ ax, a/* 1 ax, a/* +  ' ' ’ +  axm a/* J * ^

+  ••• +  j ° ( P )  +  a i- A x ^ a jA x j  -f- . . . + а я Дхг

Бу тенгликдаги —  +  —  -f . . .  -f йигинди узгармас (р га бог
ах, ах, ахт

лиц эмас) Г>улганлиги сабаблн
| | L  +  | L  +  . . .  + ^ ] . о ( р )  =о(р)
Lax, ах, axmj

булади.



ДОодомнкн х, = <р,(/„  tt.........../*) (i=  1. 2.............m) функциялар
//» /?••••» О  нуцтада дифференциалланувчи экан, улар шу нуцта- 
J  узлуксиз булади. Унда узлуксизлнк та'ърнфига кура Д/,-*-(), ,
^ '_+0да, яънн р—►О да Ддг,->-0, Дх2-«-0...........Дхт -»0 булади. Яна

* аннцрок айтсак, (13.12) формулалардан р-*-0 да Дх, =о(р), Ддг,=
^_0(р).......... Дхт = о (р) эканлиги келиб чикадн.
д *,-*•(), Дх2-*0. . . . , Дхт -*Ю да эса а,-*0, , а т -*0 .
Демак,

р_*0 =*■ барча Дд^-^О => барча а (-*-0=Ф-а, Ах, -f а,Ах, +  . . • +
+ a mAx,„ =о(р).

Шундай кили.',
I J L  + J L +  . . .  + J L \ . 0{P) + a l S x l + atSxt + . . . +

+ а т Дхт =о(р) (13.15)
булади. Агар ушбу

A  . f  £ L .£ f*  4 . , д> дхт
1 дх, dlj At, dtj ' дхт  dtj

(i = 1, 2...........к) белгилашни кнрнтсак, у *олда (13.14) ва (13.15)
муносабатлардан

А / = /4,Д/, +  /1,Д/, -f . . .  +  AkA tk +  о(р)
келиб чицади. Бу эса у = /(фх(/,......... tk), ф,(*1..........tk).........Фm (Л..........
/*)) = F (tv t2, . . .  , tk) мураккаб функциянинг (/“ t°, , t°k) нуцта- 
да дифференциалланувчи эканлигини билдиради.

Теорема исбот булди.
2. А1ураккаб  ф у н к ц и я н и н г  цосиласи .  Энди 

У /(ф](^1> ^  . . .  , tk)< Ф*(Л» tf, . . . , tk), . . . , фщ(̂ 1> tf, . . . , tk))~
= F  (Л* tf, . . .  , tk)

мураккаб функциянинг tv t2, . . . , tk узгарувчилар буйича хусусий 
досылаларнни топамиз.

Агар (13. 11) функциялгрнинг хар бири (tf, ..........t°)£ T  нуцтада
ДифференциаллануЕчи булиб, у = /(дг,, х,...........хт) функция эса мос
(■rf, х“, . . . , х® ) нуцтада дифференциалланувчи булса, у .\олда му
раккаб функция

tf, . . .  , tk), ф,(̂ 1, tf, • • • , tk), . . . , фm(/j, tf, . . .  , tk)) 
VP бнр tu t2, . . .  , tk узгарувчиси буйича хусусий цосилаларга эга 
булиб.



дх
булади. бунда — L (i = 1 ,2 ...........т , j  = 1, 2............ ft) хусусий .у>dlj
силаларнннг (f®, ^ ........... /°) нуцтадагн, (i =  1, 2, . . . ,  m) хусу
сий ^осила.тарнннг эса (дс̂ , х̂ ...........х ,̂) нуцтадаги цийматлари олин-
ган.

13.5- теоремага кура мураккаб функция (/°, /®, . . 
дифференциалланувчи булади.

Демак, бир томондан

Д/ = Al Ati 4- Аг-Д/, +  . . .  4- Ак ■ Atk +  о (р) 
булиб, бунда

A i =  2 L * P  +  4L  £ • +  . . .  + ^ L ^ L ( / = 1, 2, . . .
dl.

, $ ) нуцтада

(13.16) 

A:) (13.17)^  dx, dtj "и йх, dfy

(царалсин, 13.5-теорема), иккинчи томондан 13.1 - натижага асосан

Д/ =  j L  Д/j +  А <, +  . . .  +  Д/* + о(р) (13.18)

булади. (13.16), (13.17) ра (13.18) муносабатларда
_д
дх„ а/,

а , а/ дхт
dx, dli dx. dli

df_ 
dl2

df_ dx, 
dx, dli

df_ d.rj
ax, a/2

1 *f
дхт <»1 ’

+ ^ ~dxm

(13.19)

_df_ _  df dx,  ̂ df dxt , 
df* dx, dtk dxt dtt

булишини топамиз.

5- §. Куп узгарувчили функциянинг дифференциали

1. Ф у н к ц и я  д иф ф еренциалннин  г таъриф и.  y = f(x) 
функция очиц М(М a  R m) тупламда берилган булиб, бу тупламнинг 
х° нуцтасида дифференциалланувчи булсин. Таърифга кура, у ^олда 
/(дс) функциянинг х° нуцтадаги орттирмаси

Af(x°) = / 4 ^ * ! +  -4,Ax,4- . . .  4- Ат  Ахт  4- о (р) (13.3) 
булиб, бунда

Д d f^ l {i==l< 2, . . .  , т )  
dx,

ва Дх,-*-0, Дх,-*-0, . . . , Ахт -*-0 да р -*-0 булади. (13.3) тенглик- 
нннг унг томони икки цисмдан 1) Дх,, Дх,, . . .  , Дхт орттирмалар 
га нисбатан чизицли ифода А, Дх, +  A , A xt +  . . .  + А т Ахт  дан,
2) А дс, -+• О, Д дс, 0...........Ддст -*0 да, яъни р-*-0 да р га нисбатан
юцори тартибли чексиз кичик мицдор о (р) дан иборат.
78

■ Шунингдек, (13.3) муносабатдан р -*-0 да А, Дх, -f Аг Дх, 4- . .  .+  
Ат А хт — чексиз кичик мицдор Д/^с0) — чекснз кичик мицдорнннг

бош цисми эканлигини пайцаймнз.
13.4-таърнф. /(.г) функция орттирмаси Д/(х°) нинг Д х „ Д х „
, Ддст  ларга нисбатан чизицли бош цисми

у|,.ДдС|-М2 Д *,+  • ■ • +  Ат -Ахт = Щ^- Дх,4- Ддг,4- . . .  4-1 0Х\ охг

+ Аха  лт<>хп
Нх) функциянинг дс° нуктадаги дифференциали (тулик дифференци
али) деб аталади ва df(x°) ёкн d/(xy, xjj.......... х°т ) каби белгиланади.
Демак,
df(x°) = df(x°r  дс®...........x °J = Ах-Дх, +  А2- Ддс24- . . .  +  Ат -Ахт =

= d jp  Дх,4_ ^  + ^ ) Д Х т .
dx, dx2 dxm

Агар дг„ дг,, . . . , хт  эркли узгарувчнларнинг ихтиёрий орттнрмалари 
Дх,, Дх,, . . .  , Дхт лар мос равишда бу узгарувчнларнинг диффе-
ренциалл'ари dx,, dx2...........dxm га тенг эканлигини эътиборга олсак,
унда /(х) функциянинг дифференциали цуйндаги

df(xo) = Щ р dx, 4- У р dx, 4- • • . 4- ®  dxm (13.20)
dx, dxt dx,„

куринишга келади.
Одатда -^-dx„ —  dx2...........—  ̂ xm лар f(x) функциянинг хусусий

dx, дхг dxm
дифференциал лари деб аталади ва улар мос равишда dxJ ,  dxJ ,  . . . .
d f каби белгиланади:* ftl

• . dx f  = ~~dxm.
w ' m *71

Демак, /(x) функциянинг x° нуцтадагн дифференциали, унинг шу 
нуцтадаги хусусий дифференциаллари йигиндисидан нборат.

М и с о л. Ушбу
x .s itu ,

, f(*u хг) —е
Функция V (*,, х2) £ R- нуктада дифференциалланувчи булиб, унинг дифференциали

dx f = y~dxv dx t = -J-dx2, 
х\ dx, 2 dx2

df df . x, »ln X,df = — d x ,+ —  ■ dx 2 = Jinx, e 
dx, dxt

x, sin x ,. dxi 4- x, cos xs e dx2

в̂ ладн
= e*‘ s,n x* (sin x2dx, 4- *, cos хг dx2)

Шунн таъкидлаш лозимки, /(x„ x2, . . . , xm) функциянинг диф- 
Ференшими (x®, x®, . . . , x°m) нуцтага" боглик; булиши билан бирга бу
J * J  А ——*"■ " 2* ' ’ * ’ ” п\' V i----
узгарувчнларнинг орттнрмалари A x , = d x „  Axi = dxi, . . . .  Дх, 
a=dxm ларга .\ам боглицдир.
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Функцнянинг дифференциал» содда геометрик маънога эга. Куйц. 
да уни келтирамнз.

у — f(x) = f(x „ хг, . . .  , хп) функция очин; М  тупламда (М с=/?т) берил
ган булиб, х° = (х°, х%.......... х°т ) нуцтада (х° £ М) дифференциалланув-
чи булсин. Демак, бу функциянинг х° нуцтадаги орттирмаси

Д/(х°) = /(*® + Д х „  х£ +  Дх2........... х* +Дхт )— Дх°, х°2..............х°т )
учун

дf (х°) = f'Xt (*°) (*, — *?) +  f 'Xt(x°) (х2 — дф +  . . .  -f f\ m (Xе) (хт  — 
— -»£) +  ° ( P )

булади.
Фараз цилайлик y = f(x) функциянинг графнги Rm+1 фазодаги уш-

бу
(*S) { (X|f Х2* . . . »  хт> у). (Х\, Xfr • . . , хт ) f  R mt у£ R } 

сиртдан иборат булсин. Геометриядан маълумки, бу сиртнинг (х°, х?, 
...,х °т , y j  нуцтасидан (y0= f(x °t х°, . . . , д£))утувчи *амдаОу уцн- 
га параллел булмаган текисликларнин г умумнй тенгламаси

Y - yo = Ai (X l - x ^  + А2{Х2- х°)+  . . .  + А т (Х т - х °т ) 
булади, бунда X ,, Х г, . . . , Х т , Y  — текисликдаги узгарувчи нуцта- 
нинг координаталари.

Хусусан, ушбу
У — Уо =  К  (* °)(* i — X?) +  Гх (х°)(х2 — х°)+  . . . + Г  (х °)(хт — Х°т )i a  ”

(13.21)
текислик эса (S) сиртга (x°r  х$.........х°т , г/„) нуцтасида утказилган
уринма текислик деб аталади.

Агар х, — x°t = dxv х2 —  х® = dx2, . . .  . хт — х?т = dxm дейилса,
унда (13.21) уринма текислик

У — y0 = riCi(x0)d x l + f’X'(xo)dx2+  . . .  +  ГХп (**) dxm = df (х°)

куринишга келади.
Натижада цуйидагига келамиз: у = У 

= f(xv х,. . . .  , xm) функция аргу- 
мвнтлари х,, х2, . . . ,хт ларнинг х, =
= х°г  х2 = х®, . . .  , хт =  х°п циймат- 
ларига мос равишда орттирмалар берай- 
лик. У  ^олда функциянинг мос орт- 
тирмаси
Af(x °) = f(x* +  Дх,,х° +  Дх2..........  .
* т  + Axm) — f(X?l. Х°2..........Х°т )= у -  !
— Уо (5) сирт (х°, х°2............х°т , у^ /
ва (xj +  Д х,, х°2 +  Д х2...........х°т + fa

Д хт ' У) 14- чизма
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-УКгаларининг охнрги, у координатаси олган орттирмани билдиради. 
функциянинг шу нуцтадаги дифференциал и эса

df(x°) = Y - y 0
уринма текислик (jc°, дс®...........x®m, y j  ва (х® +  Д х,, х® +  Д х2 .............
vo о- Дх . Y ) нуцталарининг охирги, у координатаси олган орттирманилт т билдиради.

Хусусан. v = f (x „  Xj) функция очиц М  тупламда (М cz R-) Перил- 
ган булиб. (х®, x?)6 Af нуцтада дифференциалланувчи булсин. Бу функ
циянинг графиги 14- чизмада тасвирланган (S) сиртни ифодаласин. (S ) 
сиртга (х®, х®, у<) нуцтасида (у0 = f (х®. х®)) утказилган уринма текис-
лнк ушбу

куринншда булиб, ундан 
Щ Г  Y - y 0 -df(x*. х®)

эканлиги келиб чицади. Демак. у =*/(*,, х2) функциянинг (х®. х®) нуц- 
тадаги дифференцнали бу функция графигига (x*J, х®, /(х®, х®)) нуцта- 
сида утказилган уринма текислик аипликатасининг орттирмасидан ибо
рат экан.

2. М у р а к к а б  ф у н к ц и я н и н г  дифференцнали.  у —
= f (х „ хг...........хт ) функция М (М  с  Rm) тупламда бернлган булиб,
х„ х......... ... хт  узгарувчиларнинг з̂ ар бири уз навбатида
5'згарувчнларнинг Т (Т cz R*) тупламда берилган функцияси булсин:

■*i =  <Pi(̂ i< • • • • *̂)>
х г ~  Ф» (̂ 1> .......... (13.11)

Х/п Фт (̂ 1* » • • ■ » *̂)*
Бунда (/,, t............ /*)6 Г  булганда унга мос (х „ xt, . . . .  х „)£ М
булио, ушбу
У ~  /(ф»(̂ 1» it* • • • • f*)< Ф* (̂ i« • • • • f*)* • • • * Ф/п (ti< i f  • • • • ь̂)) 
мураккаб функция тузилган булсин.

Фараз цилайлик (13.11) функцияларнинг .̂ ар бири (/°, t°2, . . .  , t\)£T
нУЦтада дифференциалланувчи булиб, y = f(x u хг...........х„) функция
^  мос (х®, х®...........х^ )6 М нуцтада дифференциалланувчи булсин.
У  ^олда 13.5-теоремага кура мураккаб функция (/®, t\...........t°k) нуц-
тада дифференциалланувчи булади. Унда мураккаб функциянинг шу 
нуцтадаги дифференцнали

df = £- .d /1 +  JL d / ,+  . . .  + £ d tkat i от, от*
®улади.

Энди ............хусусий ^осилаларни, ушбу бобнингdtl dlt dlk
6—2149 81



4-§ да келтирилган (13.19) форму лалардан фойдаланиб ^исоблаймиз,-
df _  _а/_ . а ^  _д/_ _ _дх, _д/_ дх„ 
Л, дх, д/, дх, д/, дхт  д/, ’ 
J L  =  J L . i f L  о. J L . _Ё£? _ l | а/ dxw 
а/, дх, д/, дхг д/, дхт  д/, '

df _  а/ . дх, д/ < _дх  ̂ , д/ дх,m
д/А дх, д(к дх, dtk дхт  д/* '

Натижада
d/ = /̂ - .-^£L+ J L . ^ . + . . .  +JL.**&)dt ,

* дх, д/, дх, д/, дхт  дГ, /

+ ( J L . * ±  + J L . * h . +  +  J L . * 3 l W _ l .
‘ I дх, д/, ' дх, Л , "  +  дхт  Л J  2 +

+ .................................................................................... +
+  / J L . * ±  +  J L . a ^ ,  . . .  _i_ Л . . ^ \ dtb =

V дх, д/* дх, d/ft дхт  д/* /

+ ..................................................................... +

+ ^ i l T dt'+ di r dt* + + i r dt")дхт  \ д/, д/, д/ft /
булади.
Агар

+  - ^ ~  Л ,
дхт  д/,

дх1 dt , ах,
а/, 1 1 * ,

^ - d t ,  а/, 1
дх,
а/,

дХт d t, -■ ахт

х̂,
Л*
ах,
а/*

Л 2+  . . .  +  —-™ dtk — dxm
сл, V I 1  0/ft

эканлигини эътиборга олсак, у >рлда мураккаб функция дифференина- 
ли учун

df = -У- dx, + -У- dx, +  . . . +  -У -  dxm (13.22)
дх, дх, дхт

булиши келиб чицади.
Мураккаб функция диффереициалини ифодаловчн ;13.22) формула- 

ни аввал цараб утилган (13.20) формула билан солиштириб, функция 
мураккаб булган \олда ^ам функция диффереициали функция хусусий
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зрсилалари ■ xjsL  (,• = l̂ , 2..........m) билан (бу ухпда х „
L  . . . , хт  аргументларнннг ,\ар бнри /„ t2...........tk узгарувчнлар-
нинг функциясн) мос аргумент дифференциаллари dxi (i = 1, 2, . . .  , т )  
кчпайтмасидан иборат эканини курамиз.

Шундай цилиб, царалаётган функциялар мураккаб 
f(*Pl(tt’ ■ • • < tk), Фг(Л> 2̂" • • • > • • • * Фт (̂ 1» 2̂’ • • • * tk)) 

(xf = Ф{(tu t*  . . . .  tk). (i=  1, 2. . . .  , m)) куринишда булганда 
ĵ aw. бу функцияларнинг дифференциаллари бир хил (13. 22) формага 
эга булади (яънн дифференциал формаси сацланади). Одатда бу хосса- 
ни дифференциал формасининг (шаклининг) инвариашплиги дейилади.

Демак, куп узгарувчили функцияларда >;ам, бнр узгарувчили функ- 
циялардагидек, дифференциал шаклининг инвариантлиги хоссасн уринли 
экан.

Шуни алохида таъкидлаш лозимки, (13. 22) ифодада dxb dx2..........
dxm лар х,. хг......... хт  ларнинг ихтиёрий орттирмалари Д х „ Дх2, . . . ,
Дхт лар булмасдан, улар tv t7.......... tb узгарувчиларнинг функция-
лари булади.

3. Ф у н к ц и я  д иф ф еренциалини  з^исоблашнинг содда 
цоидалари. ы=/(х)  ва v = g (х) функциялар очиц M (M cz R m) туп
ламда берилган булиб, х° £М  нуцтада улар дифференциалланувчи бул
син. У  уэлда и ± i\ u v, — (v ф  0) функциялар ,̂ ам шу х° нуцтада
дифференциалланувчи булади ва уларнинг дифференциаллари учун цу- 
йидаги

1) d(u ± v) = du ± dv,
2) d(u-v) = u-dv + v du,
3) d (- ) = - vdu~ udv {o + 0)

\V / V1
формулалар уринли булади.

Бу муносабатлардан бирининг, масалан, 2) нинг исботини келтириш 
билан чегараланамиз.

u = f(x) ва w = g(x) функциялар купайтмасини F  функция деб ца-
райлнк: F  = u-v. Натижада F  функция и ва v лар орцали xt, х2...........
хт узгарувчиларнинг (x= (x i, х,, . . . , хт )) мураккаб функцияси бу
лади. Мураккаб функциянинг дифференциалини топиш формуласи
(13.22) га кура

dF . , OF ,dF ----- -du ---- -dv
du dv

булади.
Агар

dF _  dF _  
du ’ dv

эканлигини эътиборга олсак, унда
dF - v d u  +  и-dv 

булишини тспамиз. Демак,
d (u v ) =  vdu -t- udv.
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4. Та црибий формулалар .  Маълумки, функция математик 
анализ курсида ургакиладиган асосий объект. Купгина масалалар эса 
функцияларни хисоблаш (берилган нуцтада кийматини топиш) билан 
борлиц. Каралаётган функция мураккаб куринишда булса, равшанки, 
унинг цийматини а ниц хисаблаш кийин, баъзида эса мавжуд усуллар 
ёрдамида ,\нсобланмай цолиши мумкин*.

Чексиз сондаги операцияларии бажариш билан ^ал буладиган маса- 
лаларни, жумладан баъзи функцняларнннг кийматларини хисоблаш бн- 
лан борлиц масалаларни ечишда каралаётган функция ундан соддарок, 
^исоблаш учун осонроц булган функция билан алмаштирилади. Бун* 
дай алмаштиришлар билан тацрибий формулаларни ^осил килишда 
функциянинг дифференциали тушунчаси му.\им роль уйнайди.

/(дг) функция очиц М (М  с= Rm) тупламда берилган булиб, хс £ М  
нуцтада дуфференциалланувчн булсин. У  .\олда таърифга кура

тацрибий формула келиб чицади. Бу (13.23) формула дс°=(ж°, х°, •••.*„ 
нуктада дифференциалланувчи f(x ) финкциянинг шу нуцтадаги Д f(x °) 
орттирмасини, унинг х° нуцтадаги df (х°) диффгренциали билан тацри- 
бан алмаштириш мумкинлигини курсатади. Бу алмаштиришнинг мо-
з̂ ияти шундаки, функциянинг Д/ орттирмаси * „  хг ......... хт (х =
= (jfi, хг, . . .  , хт )) узгарувчилар Д хх, Д хг..........Д хт  орттирмалари-
нинг, умуман айтганда, мураккаб функцияси булган \олда функциянинг
df дифференциали эса Д xlt Ахг......... Ахт  ларнинг чизицли функцияси
булишидадир.

(13.23) формулани ушбу

куринишда цам ёзиш мумкин.

* Турри. функцияларнинг цийматини .угсоблашда электрон и̂соблаш машинала- 
ридан кенг фойдаланнлади. Шубхасиз, у>зирги замой электрон хисоблаш машина- 
лари и̂с̂ а ва!\Т ичида жуда куп операцияларии бажариб, цуйилган масалаларни 
эффектив дал ^илиб беради.

булиб, ундан ( d f  Ф  0)
lim */  -  lim V м  о (Р ) -  1
р-0 df р-0 df 

булиши келиб чицади. Бундан эса цуйидагн
A f (x °)* d f  (х°) (13.23)

(13.24)
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Агар А Х\ =  х, — х°, А х2 — х2 — jr°. . . . ,  Д хт  =  хт  — х°т  эканини 
эътиборга олсак, унда юцоридаги (13.24) формула цуйидагича булади:

f(x r x2.........xm)» f (x °ltx°2......... x^-f- ■ а/(Х‘' "  Хщ) (х, — х°) +

»  .........*  ^  +  .........
э*г * djcm 

Хусусан, (х®, дг®..........д£) = (0,0...........0) £ Af булганда

/(*«, х*........ хя ) *  /(0,0..........0)+  а/(0' 0..........0) х, +О*!
, df (0.0........0) .. , , д/(0,0.........0)
*1--------- Г---------•** ~Г • • • "1---------------------- Х тdxt дхт

булади.
5. Б и р  ж и н с л и  ф у н к ц и я л а р .  /(х,. х,.........хт) функция очиц

М (М  <r R m) тупламда берилган. Af тупламда (х„ х,. .. ., хт ) нуцта 
билан ушбу (t xu (хг, . . tx „) нуцта (— оо <  /<  оо) .̂ ам шу М  туп
ламга тегишли булсин.

13.5-таъриф. Агар /(х „ х „ . . хт ) функция учун
f (txv t хг.........t x j  = tpf (х „ х,............хт ) (13.25)

((дс,, дт,, • • xm)£ M ,p £ R )

булса, f(x ltxt, . . ,, хт ) р-даражали бир жинсли функция деб аталади.

М и со л л ар . 1. / (х „ х,) = х̂ -f х2 функция иккинчи даражалн бир жинсли 
функция булади, чунки

/ (/ i х2) = (I х,)* +  (/ х2)* = /* (х2 +  х2) = /* / (х,. *2).
Х \_

2. / (х,. х2) шш arctg -f ех* функиияни царайлик.
*»

Бунда
•х! *i_

f ( tx l t txt) =  arctg i i l  + «  <jr* = a rc fg £ *+ «  ** =  / (x „  x j
/X, X,

булади Демак, берилган функция нолинчи даражали бир жинсли функция экаи.
3. Ушбу

f (Xj, х,) *= е *'n *lJC*
функция учун (13.25) шарт бажарилмайди. Демак. бу бир жинсли функция эмас.

Фараз цилайлик р-даражали бир жинсли / (x lt х,, . . хт ) функция 
М  тупламда дифференциалланувчи булсин. Унда

/ (tXi, /х,, . . ., txm) — tp• [  (Xj, X,, . . . ,  хт )



тенгликнинг \ар икки томонини t буйича дифференциаллаб цуйидагини 
топамиз:

d f(tx „ix t........ txm) „  , df(tx i.tx i.......... lxm) „  ,
------ 5 ^ ------ * ‘ + -------^ ------ *■+••• +

+  ......... x j.d (txm)
Хусусан, t = 1 булганда

dHxt .xt........ xm) .. , dl(xt,x ...........xm) „  , ,------- --------- Xj -1--------- --------- xt +  . . .  +
oxi dxt

+  df (X"  V - - —  xm = P l  (* „  xt.........X j  (13.26)

булади. Бу (13.26) формула Эйлер формуласи деб аталади.
Айтайлик, /(х,.х2......... хт) функция нолинчн даражали бир жинсли

функция булсин. 1 аърифга кура
f (tXi, tXf, . . .» txm) t -f (x„ Xj, . . ., Xm) f (x i, Xj, . . ., xm)

булади. Агар бу тенглнкда t — (х, Ф  0) деб олсак, унда
*i

/ (x i.x ,.........хв) = / ( 1 Л > ..........  
\ *i *i * i/

булиб, натижада т  та узгарувчига боглиц булган /(х,, х2, . . ., хт )

функция т -  1 та «/,. у2.........у т _ { (  «/, -  5*.........«/т _ , =
\ * 1  * 1

= — j узгарувчига боглиц булган функцияга айланади: 
хх/

f(x  I.X ,.........хт ) = /г (у1,1/г.......... «/т _ ,).

Энди /(х,,хг......... хт) функция р-даражали бир жинсли функция
булсин. У  ^олда

/(/х,./х*.........f x j  =>tp f (x x,xt .......... x j

б\лади. Bv тенглнкда хам / = —  (х, Ф  0) десак, ундан
*1

^ /(х,.X*.........x j  = f (  1 л ,  ^ ........... f a W ( f !  ...........£■») 
\ *i *i/ U i *i x j

булиши келиб чикадн.
Демак, р- даражали бнр жинсли функция ушбу

/(X 1 .x ,.........Xm) = x\-F £ 2 Д  . . . , 5 а )
х,’ *,’ дг, /

куринишга эга булар экан.
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6-§. Куп узгарувчили функциянинг ю^ори тартибли ^осила ва диф-
ференциаллари

1. Ф у н к ц и я н и н г  ю к о р и т а р т и б л и  х у с у с и й  .4 о с и л а - 
л а р и .  fix i,x t, . .  . , х„) функция очиц М  (Af cz Rm) тупламда берил
га н  булиб, унинг ,\ар бир (дг„ хг.........хт) нуцтасида /' , Г ........../'
хусусий хосилаларга эга булсин. Равшанки, бу хусусий .̂ осилалар уз
навбатида хи хг........ хт  узгарувчиларга боглиц булиб, уларнинг функ-
циялари булади. Демак, берилган функция хусусий ^осилалари 
/,,/*,» • • •• /х„, •iaPH,1Hr VM хусусий ^осилаларини караш мумкин.

13.6-таъриф. / (* , .* ..........хт) функция хусусий эрсилалари
• •• /, ларнинг х* (А =  1,2, . . , , т )  узгарувчи буйича хусусий• х% ' х$ *т •

^осилалари берилган функциянинг иккинчи тартибли хусусий досы
лала ри деб аталади ва

........( * “  1’ 2, • * •’ т )

( * - 1, 2, т )

еки
d " - f  д - j  д Ч

д х ,  д х „  ’  д х г  д х „  д х т  д х *

каби белгиланадн. Демак, 
дЧ

' х , х *  д х *  I  д х ,  Гд х ,  д х *  

дЧ г  =  

д х ,  д х *  ' х » х *

д * /

Ж К

а  1
d f  \

д х „  \ д х ,  )

д

(  D f
д х *д х т  д х *  х "  х *

Бу иккинчи тартибли хусусий ^осилаларни умумнй ^олда

а,/-  = / '  х ( / = 1 ,2 ..........ш; At =  1,2------ т )
d x t  д х *  ‘  *

куринишда ёзиш мумкин, бунда k =  i бу л ганда
д Ч

_  _ _  = Г  .

д х *  д х *  х * х *

Деб ёзиш урнига
д *  /  2  

Хк

Деб ёзилади.
Агар юкрридаги иккинчи тартибли хусусий .\осилалар турли узга- 

Рувчилар буйича олинган булса, унда бу

(‘ *А>
д х ^  д х *  х < х *

2-тартнбли хусусий ^осилалар аралаш ,\осилалар деб аталади.



Худди шунга ухшаш, f(xv xt........ хт) фуикцнянннг учинчи, тур-
тннчи ва хоказо тартибдаги хусусий ^осилалари таърифланади. Умуман, 
/ (х „ха........хт) функция (л — 1)-тартибли хусусий .̂ осиласининг ху
сусий ^осиласи берилган функциянинг п- тартибли хусусий ^осиласн 
деб аталади.

Шуни ^ам айтиш керакки, / (х „х , ........ хт) функциянинг х( ,х ( , . .
xin узгаРУвчилаР буйича турли тартибда олинган хусусий х,осилаларн 
берилган функциянинг турли аралаш ^осилаларини юзага келтиради.

М и с о л л а р. 1. Ушбу

/(х,.х ,) = arctg — (х ,# 0)
х,

функциянинг 2- тартибли хусусий о̂силаларинн тспамиз.
д/ = _ _ * » ________х,
дх, 4  +  4  дх2 х* + х|

д*1 _ ± _  (  df \ ____ д _  / х, \ = _  2 х, х,
дх\ dx, V дх, У дх, \ х\ +  4  / (*| +

Д8/ = _ А _  / <*/ \ = _ д _  / х, \ _  х ] -  4  
дх, дх2 дх2 I дх, ) дх2 \ х2, + х2 / (*2 дф*

**/  д j  д/ \ _  д / _  х, \ х ^ - х 2
дх2 дх, дх, ( дх2 / дх, i  xf +  * | / (х? +  4 )*

( df \ ____ д_ / х, \ 2 х, х,
I  дх2 ) ~  дх2 I *? +  *2 / (* i +  ^ )*

д Ч ____д_
дх2 дхг

2. Ушбу

, ,  х, х . — — Ц —  агар х̂  +  4 ^  0 б? лса’/(х,.х,) = х̂  + х2 ‘
I 0, агар х, -{- х| = О б^лса

функциянинг араг.аш о̂силаларини топамиз.
Айтайлнк (х,, х,) (0, 0) булсин. У цолда

df (  4 - 4  44 4 \ df _  / 4 - 4  * 4 4  \ 
dxi 4 + 4  (* i+^)*  /’ ' I  *1 + 4̂ (*f+ "*j)V

д»/ д / df х^ -х2 / е ^ х 2
х, дх, дх, \ дх, / х? +  х| \ (X?+X^)» jдх,

д«/________д _ / df \ _  xj — х2 / 8 х̂  х2 \
дх, дх, дх, ( дх, / х̂  +  х£ I*  "* (х  ̂+  дф* /

булади.
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Берилган /(х,,х,) функциянинг (0,0) нуцтадаги хусусий .цосилаларини таъ- 
рнфга ку'ра топамиз:' %

а/(0.0) / (А . 0) — / (0.0)-- :----= lim ------------------ = 0,
а*, д Ж]-* о 4*1

а/(о.0) .. /(о. д * ,)-/ (о .о )
— -----= lim -------- ---------- = о,

dx, Ах,-» о Д *»
а/ (0. дх,) а/ (0, 0)

.3а*/(о .о ) .. ах, ах, - a x 2j— ----- = lim -------------------- -- lim ---- -— = _  j
ax»axj д jt, -»о Дх, J x j

а / (А х „0) _  а/ (0, 0) 
llm _ _ i * -------- « £ ! _ _  11п, .

ax,axj Дл,- .0  Дх, Дх,-*0 Д *3

Бу келтирилган мисоллардан куринадики, функциянинг <:> ваодс1 дх*
' -аралаш ,\осилаларн бнр-бирнга тенг булиши ,\ам, тенг булмасли-

ах, дхх
ги ^ам мумкин экан.

13.6-те орем а. /(хк,хг) функция очиц М (M e  R3) тупламда бе
рилган булиб, шу тупламда f  , /^ .\амда f'x x>, f"XtXi аралаш хрсила- 
ларга эга булсин. Агар аралаш .\осилалар (х®, дф 6 Af нуцтада уз
луксиз бдлса, у уолда шу нуцтада

f x ,x ,  (■*?• ■*?)=  fx^c, (*?•  * 2)

булади.
И сбот .  (д̂ , дф нуь̂ та координаталарнга мос равишда шундай Д х ^  

> 0 , Ддгг> 0  орттирмалар берайлнкки,
D  = {(jfi, 6 R2’ х° <  х, < дг® +  Д дг1( х° <  дг2 < дг® +  Д дг,} с : Af

булсин. Бу турри туртбурчак учларини ифод&товчн (xf, дф, (д̂  +  
+  Дхх, дф, (х°, д^+Дд:^, (х° +  Д дг® +  Д д-j) нуцталарда функциянинг 
цийматларини топиб, улардан ушбу
Р  = /(*? + Дхь х°2 +  Ддгг) — f(xf + A x v дф — /(х®, х*+Д*2)+  f(x°, дф 
ифоданн ^осил циламиз. Бу ифодани куйидаги икки 

Я  = (/(д® +Ддг„ xO + A x J — fixf +  AXi, дф1 — (/(дф д̂  +  Дх.,) —
- / ( * ? .  дф],

р = [f (х° + Axv дс® + ДДГ*) — /(ж®, 4  +  Ддг ]̂ — (/(д^ +  Ддсц дф —
—  /(*?. -<®)1

Куринишда ёзиш мумкин.
Энди берилган /(дг,, дг̂  функция ёрдамида хх узгарувчига богли^ 

булган
Ф (*0 = /(•*„ х® +  Дд:*) — /(*!, х°),



х, узгару^пчига бсглик булган
V (**) = / (■*? +  Ах,. дг,) — f  (дс®, х,) 

функцияларни тузайлик. Равшанки, <р(л,). г£ (дг,) функциялар 
Ч'(аг,) = Га, (*i. Дг§ +  (х „ дг®),
♦' (-vi) = f'x, К  +  А дг„ х^ — fXt (*«, х,)

Коснлаларга эга булиб, Лагранж теоремасига асосан 
<Г' (*.) = (дг,. *5 + 0 ,Д  дг,) А дг,,
Н>' (х*) =  rttXl К  +  0, А дг„ х,) A Xi (13.27)

булади, бунда О <  0,. 0, <  1.
Ю^орнда келтирилган Р ифодаии q: (дг,) ва ^ (дг,) функциялар орка- 

ди ушбу
Р  = «Г (*? +  А дг,) — <f, (л®).
Р =  (дг® 4- А х,) — if (дф

куринишда ёзнб, сунг яна Лагранж теоремасини цуллаб куйидагилар- 
ни топамиз:

Р = <г' (х® +  0J А дс,) А х „ Р =  (дг® +  0' А дг,) А дг,
(О <  0;, 0' <  1). (13.28)

Натижада (13.27) ва (13.28) муносабатлардан
P  =  f ' x i x , ( x ”i  +  0 i A * i-  Jt? +  0 , A x ^  A x l A x r

Р = £.*. (*? +  01А дс„ х® 4- 0̂  А х,) А х, А х, 
булиб, улардан эса

Гхл (*? +  ©; Ах», дг? +  0, А дс̂  =  /’tXi(ж® +  0i А дс,, дс® +
-fO^Ax,) (13.29)

булиши келиб чи^ади.
Шартга кура f ' Xi ва f  аралаш косилалар (дс®, дф нуктада узлук

сиз. Шунинг учун (13.29) да Ах,-*-О, А дг,—► 0 (бунда дс® 4- 0J А дс, дг®, 
дс® 4- 0, А х, -► х®, д® 4- 0, А дс, -► д̂ . дг® 4- 0j А дс, -► дф лимитга утсак,

fx,x, (■*?» *9 ~  I*,*, (■*?’
булади. Бу эса теоремани исботлайдн.

Агар /(дг,. дг2) функция очик М  (М  с= R-) тупламда юкори тартиб
ли узлуксиз хусусий .̂ осилаларга эга булса, бу .\осилаларга нисбатан 
юкоридаги теоремани такрор куллаш мумкин.

Масалан, f  , f ’ , f  ларга теоремани татбнк этиб кУЙиДзгилаРни 
топамиз:

Г "  =  Г "  =  Г "
' х , х , х ,  ' x , x , x t 'ж ,*,*,’

=/•" ,
'Д С .Х .Х , Ж ,Х ,Х | *

/(IV) _  H IV ) _  /(IV ) _  / (IV ) _  /(IV) _  /(IV) 
l x , x , x , x ,  l x , x j c t x ,  ' Х , х , * , ч ,  ' x ^ C ,X ,  X ,  l x , x , x ^ t  IX tX ^ C tX ,'



2. Ф у н к ц и я н и н  г юцори  т а р т и б л и  д н ф ф е р е н ц и а л л а -  
ои Куп узгарувчили функциянинг юцори тартибли дифференцнали ту- 
шунчасини келтиришдан аввал, функциянинг п (я >  1) марта дифферен- 
циалланувчилиги тушунчаси билан танншамиз.

f(x) функция очиц М  (M e  Rm) тупламда берилган булиб, х° £ М  
б?лсин. Маълумкн, / (дг) функциянннг х° нуцтадагн орттирмаси ушбу

Д/(х°) = Л , Д х , - М 2Дх2 +  . . . +  Ат Ахт +  о(р)
куринишда нфодаланса, функция х° нуцтада дифференциалланувчи 
дёб аталар эди, бунда А х, Аг , . . .  , Ат — узгармас сонлар, р =  
-= У  (А ~х$ +  (Д xtf +  . . .  +  (A xmf  . Бу х;олда курган эдикки, А. =

(/= 1 ,2 ......... т ).
д*1

Айтайлик, /(х) функция М  тупламда /' , / ' , . . . ,  Г  хусусий >̂о-Д| *|
силаларга эга булсин. Агар бу хусусий .ухнлалар х° нуцтада дифферен
циалланувчи булса, /(дг) шу нуцтада икки марта дифференциалланувчи 
функция деб аталади.

Умуман, / (х) функция М  тупламда барча п— 1-тартибли хусусий 
досылаларга эга булиб, бу хусусий .̂ оснлалар х° 6 Af нуцтада дифферен
циалланувчи булса, /(х) функция х° нуктада п марта дифферен
циалланувчи функция деб аталади.

13.7-теорема .  Агар очиц М тупламда f(x) функциянинг барча 
п- тартибли хусусий .\осилалари мавжуд ва х °£М  нуктада узлуксиз 
булса, /(х) функция х° нуктада п марта дифференциалланувчи бу
лади.

Бу теорема функция дифференциалланувчи булишининг етарли шар- 
тинн ифодаловчи 13.3-теореманинг исботланганлигн каби нсботланади.

Фараз цилайлик, /(дг) = / (дг,, хг........ хт) функция очиц М (М cz R m)
тупламда берилган булиб, y x  = (xItxt.........xm) 6 М  нуцтада диффе
ренциалланувчи булсин. У  цолда бу функциянинг х нуцтадаги диффе
ренциали

df = J y .dXl +  A  dxt + . . .  +  ^ - - d x m (13.20)
dxi дхг дхт

булади, бунда dxv dx2.........dxm лар х „ xt..........xm узгарувчиларнинг их*
тиёрий орттирмаларндир.

Энди /(х) функция хб М  нуцтада икки марта ди(}х[)еренциалланув- 
чи булсин.

13.7-таъриф .  /(х) функциянинг х нуцтадаги дифференцнали df(x) 
нинг дифференцнали берилган /(х) функциянннг иккинчи тартибли 
дифференциали деб аталади ва у d1} каби белгиланади:

<Pf = d(df).
К>корИддГц (13.20) муносабатни эътиборга олиб, дифференциаллаш цои- 
Дзларидан фойдаланиб цуйидагини топамиз:

г Л  df ... , df ... . , df . \ _



“  dx'd Ш  + ■ Ш  + ■ ■ ■ +  dx-d (ц г )  -

- ( ^ dx' + ^ k dx'+ - - - + £ k  4 dx'+
+ { ^ dx' + i ^ dx' + ---+ ^ r mdx- )dx' +
+ ........................................................................... +

/ a*/ a*/ av \
-f I :— r~  dxv-\-------dx2 +  . . .  +  Tj~dxm dx_=' dx„dxl 1 дхт дхг * дх-т  "4  m

=x —L  dx2 4- dx- 4- 4- — - dx2 4- ax2 *• +  ax2 i * • • i dx2"  axm-t

( 13.30)

+ 2^ k  dx' dx’ +  2 ^ k dx'dx^ - + 2 ^ r mdx'dx- +

+ 2s £ t 2 aSl i *  + " '  + 2« r .lM '- +
+ ............................................................................................+

+  2---— --- dx ,dx
axm_ , axm m

f (Xj, Xf, . . . ,  xm) функциянинг (x,, X,---- xm) нуцтадаги учннчи,
туртинчи ва .ужазо тартибли дифференциаллари .\ам худди юкоридаги- 
дек таърифланади.

Умумаи. Дх)функциянинг х нуцтадаги (п — 1)-тартибли днфферен- 
циа.ли dn~l Дх) нинг дифференциали бгрилган Дх) функциянинг шу 
нуцтадаги п-тартибли дифференциали деб аталади ва dnf каби белги- 
ланади. Демак,

d" / =  d (dn -1 f).
Биз ю^орида Дх) функциянинг иккинчи тартибли дифференциали 

унинг хусусий ^осилалари орцали (13.30) муносабат билан ифодалани- 
шнни курдик.

/ (х) функциянинг кейинги тартибли дифференциалларининг функ
ция хусусий ^осилалари ор^али ифэдаси бэрган сари мураккаблаша 
боради. Ш у сабабли ю^ори тартибли дифференциалларни, символик ра
вишда. соддаро  ̂ форма да ифодалаш му.\им.

/ (х) функция дифференциали

d f—^ d x l +  ’2f-dxt + . . .  +  j L  dxm ах, ах, дхп
ни символик равишда (/ ни фэрмал равишда цавс ташцарисига чи^ариб) 
^уйидагнча

df — (~r~dxi 4- -р- dx, 4 - . . .  +  т— dxm] f\ dxl ах, дхп /
ёззмиз. Унда функциянинг иккинчи тартибли дифференцналини

dtf = (4 -  dx\ 4- - j— dx, 4- • . • +  т—  dxm̂  f (13.31) \ dxx ax, dxm )
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_g(5 цараш мумкин. Бунда цавс ичидаги й к р и н д и  квадратга кутарилиб, 
-̂.нг / га «купайтирилади». Кейин даража курсаткичлари хусусий ,х;осн- 
палар тартиои деб ^исобланади.

Шу тарзда кирнтнлган символик ифодалаш f(x) функциянинг п- тар
тибли дифференциалннн

' - { ■ к
dxt + -£~dxt +  . . .  +  j~ d x m n f

dxt dxm
каби ёзиш имконини беради.

3. М у р а к к а б  ф у н к ц и я н и н г  ю^ори т а р т и б л и  диф ф е
ренциал  лари. Ушбу пунктда/(х„ хг, , хт) = Ф,(/„ /,........ /*),
xt = t f - J k ) ........ хт = <pm tt..........ik)) мураккаб функциянинг
ю^ори тартибли дифференцчалларини топамиз.

Маълумки, (13.11) функциянинг ?̂ ар бири (1°, .........tty 6 Т ну^та-
да дифференциаллану вчибулиб, / (xt, хг, . . .  , хт) функция эса мос (х“,
хО........ х“ ) 6 М  ну^тада дифференциалланувчи булса, у .̂ олда 13.5-
теоремага кура мураккаб функция (f°, ф  нуцтада дифферен
циалланувчи булади ва дифференциал шаклининг инвариантлик хосса- 
сига асосан мураккаб функциянинг дифференциали

d f= - j- d x l +  j- d x t +  . . .  +  -У-  dxm.
дх, дхг дхт

Фараз ^илайлик, (13.11) функцияларнинг ^ар бири (/“, . . . .  ф  £Т
нуцтада икки марта дифференциалланувчи, /(*,, хг......... х„) функция
эса мос (х®, х®,. ..  , х°т) 6 М  нуцтада икки марта дифференциалланувчи
булсин. У  э̂ олда мураккаб функция ^ам (t\, t°........ t°k) нуцтада икки
марта дифференциалланувчи булади. Дифференциаллаш коидаларидан 
фойдаланиб ^уйидагини топамиз:

<Pf = d(df) = d ( j ]- d x l + £ -  dxt - h . . .+ ^ - d x mJ =

I  dx'+%:dH
В  +---+iii:)dx-+£:dH =
Щ  - * (£ ) " (£)*■*• ■ ■ +“ (£ ;)dx-+ 113 321
В  ' + i z ‘Px' + i7 , ‘Px' + ---+ i : ‘Px- =

=  (-£- dxt +  -j- dxt +  . . .  +  —  dxml* f +
\ dx, dxt dxn )

+ JL fflXt + J L d*Xt + ... + J.Ld*xm.
dx, dxt dxn

Шу йул билан берилган мураккаб функциянинг кейинги тартибдаги 
Аифференциаллари топилади.

(13.31), (13.32) формулаларни солиштириб, иккинчи тартибли диф- 
Ч^ренциалларда дифференциал шаклининг инвариантлиги хоссаси урин
ли эмаслигини курамиз.
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13.3-эсл а тм а .  Агар (13.11) функцияларнинг ^ар бири tlt tt.........
t„ узгарувчиларнинг чизикли функцняси

Xi  =  ОСц/i +  Ctu/j +  . . . -f- Clinth -f- P ,,

■** = "Ь ®»2̂ г +  •. • +  c t j - f -  p2. (13.33)

Xm amJi "f" amktk -f- Pm
булса (ay,, Py (i =  1, 2, . . .  k\ j =  1,2........m) — узгармас сонлар), у хол-
да бундай /(дг„ дс*--- - хт) мураккаб функциянинг юцори тартибли диф
ференциаллари дифференциал шаклининг инварнантлиги хоссасига эга 
булади.

Х,ацнцатан хам, (13.33) нфодадаги фугкцияларни дифференциал л.| - 
сак, унда
dxx = a „d / j- f a itdtt +  . . .  + a tkdtk =  а и Д/1 +  a ,a Д / ,-f . . .  -f a u A/t , 
dx. =  ocj^j +  о „Л г -r .. • +  = a ,, Д/, +  a.n Д t3 +  . . .  +  tk,

dxm = amidtl +  am4 t2 +  . . .  +  amk dtk = a m, Д /, +  a m2 Д /, +  ••• +

булиб, dx,, djtj, . . . ,  dxm ларнинг .yap бирн tv tt, . . . , tk узгарувчнларга 
борлиц эмаслигини курамиз. Равшанки, бундан (fx. =d2x ,= ... —d2x =0.* • т
Бинобарин,

* ,  + . . .  +  £ < * . ) -  

-  “ х‘ d И г ) +d^ ( £ r ) + - - - + d*-d ( £ )  -

булади.
Демак, иккинчи тартибли днфференциаллар дифференциал шаклининг 

инварнантлиги хоссасига эга экан.
Шунга ухшаш, бу ^олда мураккаб функциянинг иккидан катта 

тартнбдаги дифференциалларнда дифференциал шаклининг инвариантли- 
гн хоссасн уринли булиши курсатилади.

7-§. У  рта циймат х,акида теорема
f(x) =  f(xv xt, . . . ,  хт) функция М (M e  Rm) тупламда берилган.

Бу тупламда шундай а = (av о,........ ат) ва b = (bv Ьг..........Ьт) нуцта-
ларни олайликки, бу нуцталарни бирлаштирувчи турри чизиц кесмаси

Л = {(* ,. xt.........x j£ R m: x1 = al +  t(bl — at), xt = ai +  t(bi — a j,
. . .  , xm= am + t(bm— a j ;  1}

шу M  тупламга тегишли булсин: A cz М.
13-те орем а. Агар { (х) функция А кесманинг а ва Ь ну^талари-  

да узлуксиз булиб, кесманинг цолган барча нуцталарида ф ункция
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пйнииалланивчи бдлса, у хрлда А кесмада шундай с нуцта 
С .------- О )  топиладики,

j(b) — f ( °)  =  ГХ1 (с) (6, -  a ,) +  Г „  (с) (ft, -  a j +  . . .  +  \\т (с) (Ьт -  ат)
булади.

Исбот .  f(x) функцияни А тупламда царайлик. Унда
/(*) — /(*». ........ xm) — /(a, -f /(ft, — а ,),аг +  / (6, — а*).........

+ t (b „— a j )  (0 *£/< 1)
бСлиб. /(jc,. xt, . . .  , хт ) / узгарувчининг [0,1] сегментда берилган функ- 
ц'иясига айланади:

F (0 *  / («1 + * (&1 — fl|). о* + 1 (Ь. — flj)....... а „ + < (frm — a J ) .
Бу функция (0,1) интервалда ушбу

(0 = /х, (&i — ai) +  fx, ( г̂ fl.) +  . . .  +  fXm Ф т  — am)
деилага эга булади.

Демак. F (0  функция [0,1] сегментда узлуксиз, (0,1) интервалда эса 
F'{t) косила га эга. Унда Лагранж теоремасига (1-цисм, б-боб, 6-§) 
кура (0,1) интервалда шундай /0 нуцта топиладики,

F ( l ) - F ( 0 )  =  F '( g  (0 < /о<  1) (13.34)
булади. Равшанки,

F (0)= / (a ), F ( l )  =  /(6),

f '  ( О  =  Г х ,  ( а 1 +  < o № i—  a i)-  a *  +  ( & 2 —  a * ) .............. a * .  +  <0 ф т  —

+ <*„)) (6, — a,) +  /;f (a, +  /o0 i — ai). (a* +  /0(fei — a*).........+
+  /„(&m- f lm))(& ,- f l. J- f .................... +  (13.35)

+  /x„. (a i +  t0(bl —  fli). a s +  t0 (b-z —  at)......... a «  +*m

+ to(bm — aJ)(bm  -  a j .
Агар

fli +  ^e^i— ° l )  =<4.
a i  +  U ^ - a 2 ) = C 5 .

fl/n +  to(bm am) cm
Деб белгиласак, унда с — (с,, с,...........О б  Л булиб, юцоридагн (13.34)
83 (13.35) тенгликлардан

f(b )~ f(a ) = ГЖ| (c)(bt —a,) +  fx, (с)(Ь, — а,) +  . . .  +  f ,m(<W * “ О

келиб чицади. Теорема исбот булди.
Бу теорема урта  ц и й м а т  ^а^идаги  т е о р е м а  деб аталади.
13.2-н ати ж а .  /(х) функция богла.мли М  (M c r Rm) тупламда бе- 

Рилган булиб, унинг \ар бир нуцтаенда дифференциалланувчи булсин. 
Агар м  тупламнинг \ар бир нуцтасида /(х) функциянинг барча хусусий 
ИрИЛалари нолга тенг булса, функция М  тупламда узгармас булади.
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Шуни исботлайлик. М  тупламда а =  (at, а2, , ат) х;амда ихтиёрий
х = (х „ хг.........хт) нуцталарни олайлик. Бу ну^таларни бирлаштир\ в.
чи кесма шу М  тупламга тегишли булсин. У  ^олда шу кесма ну^та. 
ларида 13.8-теоремага кура
/ (о) = / (*) +  ГХ| (с) (ai — х,) +  fXt (с) (а, — Xt) +  . . .  +  f'Xm (с) (ат  -  хт)

булади. Функциянинг барча хусусий ^оснлаларн нолга тенг эканидан
/(<*)«=/(*)

булиши келиб чицади.
а ва х пуцталарни бирлаштирувчи кесма М  тупламга тегишли б\'л- 

маса. унда М  тупламнинг борламли эканлигидаи а ва х ну^таларни 
бирлаштирувчи ва шу тупламга тегишли булган сини^ чизи^ топилади, 
Бу сини^ чизик; кесмаларига юкрридаги 13.8-тесремаии цуллай бориб.'

/(<0 =  / М
булишинн топамиз.

8-§. Куп узгарувчили функциянинг Тейлор формуласи
1-^исм, 6-боб, 7-§ да бир узгарувчили функциянинг Тейлор фор- 

муласи, унинг турли формада ёзилиши ^амда Тейлор формуласииинг 
турли формадаги ^олдик; ^адларн урганилган эди. Масалан, F (t) функ- 
ция t = t0 нуцтанинг атрофида берилган булиб, унда F ' (t), F "  (/),...,  
F<n+l> (t) ^осилаларга эга бул ганда

F ( D - F Q J  +  F '< M (t- U  +  - £ - F " { W t - t p + . . .  +

+  -V Я"> W (<  -  g *  +  Rn(0 (13.36)
fl\

булади, бунда цолди^ э̂ ад Rn (Q эса цуйидагича

а) Коши куринишида Rn(l) — F я| ^  (t — /0)п+| (1 — 0)л,
уг('М-1)(с)

б) Лагранж куринишида Rn(t) =  (n+1) V — *о)',+|»

в) Пеано куринишида Rn (/) =  в  ((/ — /„)") ёзилади (бунда 0 <  G <  1,
с=/0 + в (/-д ).

/(х „ хг, . . . ,  хт ) функция очиц М (М  с  Rm) тупламда берилган. 
Бу тупламда (х“, х“, . . . , Хт) нуцтани олиб, унинг U6 ((х?, х°, . . . >
х°т))(= М  атрофини царайлик. Равшанки, V (* 'ь х'2..........xm)eU 6((x l
**  • • • * xJi)) нукта Яилан (х°, х° , . . . , д^) нуцтани бирлаштирувчи 
турри чизиц кесмаси

А =  { (хх, х „ . . . , х„) 6 R m: х, = х? +  /(xj — х )̂,

X* = 4 +  t(x2 — X§..........xm=x°m + t(xm — x j i  0 < * < 1}
шу </„((*?, х°2..........x °J) атрофга тегишли булади.



Айтайлик, /(дг,, дг*..........хт) функция U6 ((*ь х2........... х °)) да п -f 1
1001* дифференциалланувчи булсин. *

Эндн /(* 1- • • • . -О  функцияни А тупламда карайлик. Унда
/(дс„ xt, . . . .  дгт) = ’/ (дг® +  / (х\ — х®), дг® -f t (.х2 —  дс®)..........

хт  +  Пхт - х ^
б^либ, /(* 1» X,..........дгт ) t узгарувчининг [0,11 да берилган функция-
сига айланнб цолади:

F (/) = /(*? +  <(дс',!-X?). х° +  /(д :;-х®).......... *® +  /(*т -  х®))
( 0 < / < 1 ) .  (13.37)

Бу функциянинг ^осилаларинн ^исоблайлнк:

Г (0 -  + . . .  +  о  =

Ж  ”  ( а Г  (х‘ ~  +  лГ,(Xl ~  *** +  • • •+  i t <х”  -  х°т1)1'

г  < о= -г/ (*; -  « 7 + т У « - * У + - - - + т г <х- - * w +а 2̂ -  дх‘

+ 2  £ k '«  -  ■̂ 1w  -  ■* 9 + ■  ■ ■ + 2

- « ■ -  ( £ 1« ■ - * ■ +  £ 1«  - + •  • •+ й  « •  -  * ) ' ' •  
Умуман Л-тартибли косила ушбу

(0 - | ( ^  (х; -  * ° ) + ^  (4  -  Х°) +  . . .  +  j2 -  г*; -  < ))*/

(* =  1,2........../I —{— 1) (13.38)
куринишидл булади. (Унинг тугрилигн математик индукция методи ёр
дамида исботланади.)

Юцоридаги F ' (/). F"(t), . . . , /:<п) (/) узсилаларнинг нфодаларига
кирган /(дс,. дг,..........хт ) функциянинг барча хусусий ^осилаларн (дс? +
+ *(*,' —  *?). 4  +  t(x2 — х®).......... дс° +  <(xm — лс°)) нуцтада *исоб-
ланган.

(13.36) формулада /0 = 0 ва t — 1 деб олинса, ушбу

f (l)l=  F  (0) +  Р  (0) +  -L Г  (0) +  . . . +  4  F ,B) (0) +  — L _  f in+1,(0)II 21 Л!
( 0 < 9 < 1 )  (13.36)

^°сил булади. (Бу ерда цолдиц ^ад Лагранж куринишида слинган.) 
^ (1 3 . 37) ва (13. 38) мунссабатлардан фсйдаланиб цуйидагиларни то-

F (0 )= f(x °u х°............... Х т ) ,

7_ 2i4g ^ ( 1) =  /(х,. х2.......... x 'J,
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F * T O _ ( i „ ; _ j 9 + £ w _ l 9  +  . . . +  A .) f l

(k = 1,2......n + 1).
Кейинги тенгликдаги f (дг,, дг,..........xm) функциянинг барча хусусий
^осилалари (x°v х%, . . . .  х^) нуцтада .\исобланган.

Демак,4(13. 36) формулага кура
/(*;, х', . . . ,  х'т) =  /(х°, х?.......... х°т ) +  (£ - (<  — Дф +

+  —  дс9  +  * • • +  (хт  —  • О j  f  +

+ f  (£ < « ■ -  ^ + ^ + • • • + s r 1*»--*'-> )■ ''+
+  ..........................................................................  +

+ ; г  ( к f r i -  '• * + s ; <1г -  ^ + - • • + d t _  * " )) " 1 +

+ r r h j  ( £ < - " V + к (х‘ ~ ^  +  • ■ •+ s i r ~ x0J) '* '11
булади, бунда /(х„ хг..........х„) функциянинг 5эрча биринчи, иккинчи
ва ^оказо п- тартибли хусусий ^осилалари (х°г х%, . . .  , х°т ) ну^тада. 
шу функциянинг барча (rt +  1)- тартибли хусусий ^осилалари эса 
(х ° +  0 (х ,'- х °). х» +  0 .(х '-х»).......... ^ ,+ 0 (x m- x °m)) ( О < 0 <  1)
нуктада ^исобланган.

Бу формула куп узгарувчили f (r v .......... .. х„) функциянинг Тей
лор ф о р м ул а си  деб аталади.

Хусусан, икки узгарувчили функциянинг Т ей л о р  ф о р м ул а си  
цуйидагича булади:

/ (* „ x j= f(x °l, лф +  (*1 — *?) +  -  -r^ —  (* , — *д) +

+  +  2 +
* ' [_ d*i дх, дхг

d*f (х?, ж?) 1 1 Г а" I  (*?, *?)
+ - ^ Г  +  • • • + « т [ ^ -  +

+ <*-4ГЧ*-4> +... +
дх̂ ~~ дхг дх%

г ^  + е (, , - Д , °  + 0 ( , , - , ° ) )  _
( « + ! ) ! [  дхГ+1 1 1

а"+1 f(x ° + 0 (дг, -  х®), + 0 (х, -  х®> , _  1
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g-§. Куп узгарувчили функциянинг экстремум ^ийматлари. 
Экстремумнинг зарурий шарти

1. Ф  у н к ц и я и и и г м а к с и м у м  в а м и и и м у м ц и и м а т л а р и. 
Куп узгарувчили функциянинг экстремум цийматларн таърнфлари худди 
бир узгарувчили функцияники сингари киритилади. / (дг) = f(xv хг, , 
v ) функция бирор очик М  (М a  R m) тупламда берилган булиб, дс° =  
=Г(х®, х°г . . . .  х°т )£ М  булсин.

13. 8-та ърнф. Агар дс0 нуцтаиинг шундай U6(x°) = (д: = (х „ х....... .

x je R m- Р (*. * °) = V — *?)2 +  • • • +  (хт — х°т)2<  6} с= М  атрофи
мавжуд булсакн, V x £ U 6(x°) учун

/ (* )< / (*• ) (/ (* )> / (* "))

булса, /(дг) функция дс° нуктада максимумга (минимумга) tea дейи
лади, /(дг°) киймат эса /(дс) функциянинг максимум (минимум) цийма- 
ти ёки максимуми (минимуми) дейилади.

13.9-таъриф.Агар л0 нуцтанннг шундай U6 (л°) атрофи мавжуд 
б^лсаки, Y  х £U6(дс0)\{дс®} учун f(x )< f(x v)(f (x )> f(x 0)) булса, /(дс) 
функция х° нуктада цатъий максимумга (цагг.гий минимумга) эга 
дейилади. f(x °) ^иймат эса /(х) функциянинг цатъий максимум (ми
нимум) циймати ёки цатъий максимуми (цатъий минимуми) дейи
лади.

Юцоридаги таърифлардагн д;° нуцта /(дс) функцияга максимум (ми
нимум) (13.8- таърифда), ^атъий максимум (^атъий минимум) (13.9- 
таърифда) киймат берадигаи ну^та деб аталади.

функциянинг максимум (минимум) ккйматн куйидагича белгиланади:
/ (дс°)]= max {/ (дг)}, (/(x°)=m in {/ (дс)}).

x(.U6 ,х*) x£Ua <**)

Функциянинг максимум ва минимуми умумий ном билан унинг экс
трему ми деб аталади.

М исо л. Ушбу

/ ( *1. xt) = V 1 —ДГ| — (*? +*2 < О

Функциями ^арайлик. Бу функция (0, 0) нуцтада ^атъий максимумга эрпшади. Э̂ а- 
КИ1\атан з̂ ам, (0, 0) нуцтанинг ушбу

< М (0.0))=  6 ** : (0<  r <  1)
атР°Ф" олииса, унда V (хи *») 6 £М (0, 0))\{(0 , 0)) учун

f(xlt *,) •= Y l - A - 4  <  / (O’ 0,= 1
Ьу лади.

13.8 ва 13. 9- таърифлардан куринадики, /(дс) функциянинг х° нук- 
аДагц ^иймати f(x°) ни унинг шу нуцта атрофидаги нуцталардаги ций.
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матлари билангнна солиштнрилар экан. Шунинг учун функциянинг 
экстремумн (максимуми. мннимуми) локал экстремум (локал макси- 
мум, локал минимум) деб аталади.

2. Ф у н к ц и я  э к с т р е м у м и н и н г  зарурий  шарти. f(x v *
. . . ,  хт ) функция очиц М (М  cz R m) т)тламда берилган. Айтайлик,’
f(xi, хг......... хт ) функция х° = (х°, х%............х°т) нуцтада максимумга
(минимумга) эга булсин. Таърнфга кура х° = (х°, х?2..........х °) нуцта-
нинг шундай U6 (х°) c z  М  атрофи мавжудки. V  (xv х,..........хт ) £ U6 (*)
учун

f(xv XV Х т )  <  f(xu x l . . . , Х т )  (f(xv X........... Х т )  >

>f{x°l, Х ° ......... Xm)),
хусусан

f(xv Хг, . . . , Xm) < f(xu Хг, . . . , Xm) (f (xv X°, . . . .  Xm) S*
> f(Xu X°2 , , Xm))

булади. Натижада бир узгарувчига (х, га) бэнляц булган f(x v х£, . . .,
Х т )  функциянинг £/б(х°)да эн г катта (энг кичик) циймати f (х?, х“ ,. ...
Хт) га эришишини курамиз. Агарда х° нуцтада fXl (х°) хусусий цосила 
мавжуд булса, унда Ферма теоремаси (царалсин, 1-цисм, 6-боб, 6 -§)га 
кура

/;.(х ?.х ° . . . , х “ ) = / ; 1(х ° )=о
булади.

Худдн шунингдек, f'x, (х°)......... fxm (х°) хусусий .̂ осилалар мавжуд
булса,

/*.(х*) — о, й (х ° )= о , . . .  : . . , / ; т (х ° )= о
булишини топамиз.

Шундай цилиб цуйидаги теоремага келамиз.
13.9-теорема. Агар f (х) функция х° нуцтада экстре му мга 

эришса ва]шу ну^тада [барча /*,, fx„  . . . .  fX/n хусусий досылаларга 
эга б$лса, у хрлда

/ж.(х°) = 0 , /;,(х°) = 0---- , f * Jx °)  =  О
булади.

Бироц /(х) функциянинг бирор х' 6  Rm нуцтада барча хусусий .\оси* 
лаларга эга ва

/х.(х') = 0 , / ;.(х ')=  0..........fXm (х') = О
булншидан, унинг шу х' нуцтада экстремумга эга булиши каР доиМ 
^ам келиб чицавермайдн.

Масалан, R2 тупламда берилган
/(Х I. Xj) — Х| Xj
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^ункиияни царайлик. Бу функция L  (хь хг) = xt, fx,(xt, хг) = дг, 
ф'сусий *осилаларга эга булиб, улар ДО, 0) нук,тада нолга айланади. 
Аммо /(*1. **) = хг функция (0, 0) нуктада экстремум га эга эмас 
^функциянинг графиги гиперболик параболоиднн ифодалайди, царал- 
СИН 12-лоб. 3-§).

Демак, 13. 9-теорема бнр аргументли функцнялардагидек функция 
экстремумга эришишининг зарурий шартини ифодалар экан.

f(x) функция хусусий косилаларини нолга айлантираднган нуцталар 
унинг стационар нуцталари дейилади.

13. 4-эс л а тм а .  А тар f(x) функция дс° нуктада дифференциалла- 
нувчи б\’лса. у у>лда функциянннг экстремумга эришишининг зарурий 
шартини ушбу

d f(x °) =  0 (13.39)
куринишда ёзиш мумкин.

Хакицатан ^ам, f(x) функциянинг х° нуцтада дифференциалланувчи 
б>лишидан унинг шу нуцтада барча fx„  f,t, . . f,m хусусий ухила- 
ларга эга булиши келиб чицади. д:0 нуцтада функция экстремумга эри- 
шишидан теоремага кура

= 0, / ;.(х °)= о ,.......... f'xj x ° ) — о
булади. Бундан эса (13. 39) булиши топнлади.

10- §. Функция экстремумининг етарли шарти
Биз юцорида f(x) функциянннг х° нуцтада экстремумга эришиши. 

нинг зарурий шартини курсатдик. Энди функциянинг экстремумга эри. 
шишинннг етарли шартини урганамиз. 

f{x) функция х°£ R m нуцтанинг бирор
и ь (х°) =  {х е R m; P (X, Х°) <  6} (6 > 0 ) 

атрофида бернлган булсин. Ушбу
Д = / М - / ( а°) (13.40)

эйирманн царайлик. Равшанки, бу айирма U6 (х°) атрофда уз ишорасн- 
*• сацласа, яънн х,ар доим Д > 0 (Д < 0) булса, f(x) функция х° нуц* 
таДа мннимумга (максимумга) эришади. Агар (13.40) айирма ?̂ ар цан* 

U6 (х°) атрофда ^ам уз ишорасини сацламаса, у .̂ олда f (х) функ- 
* ° нуцтада экстремумга эга булмайди. Демак. масала (13. 40) 

•фма уз ишорасини сацлайдиган U6 (х°) атроф мавжудмн ёки йуцми, 
гУ*И аницлашдан иборат. Бу масалани биз. хусусий уэлда, яънн /(х) 
Функция маълум шартларни бажарган ,\олда ечамиз. 

j (*) функция куйидаги шартларни бажарснн:
*) /(л) функция бирор U6(Xf) да узлуксиз, барча узгарувчиларн бу- 

биринчи ва иккинчи тартибли узлуксиз хусусий уэсилаларга эга; 
*) * ° нуцта f(x) функциянинг стационар нуцтасн, яънн

£ .(*• ) =  0, (х, (д°) = о..........f'Xm (дс°) = 0.
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Ушбу бобнннг 8-§ ида келтирилган Тейлор формуласидан фойдд. 
ланиб, х° ну^танинг стационар нуцта эканлигини эътиборга олиб цуйц. 
дагинн топамиз:

f ix )= н * ) + \\f*\  д д 4 + . . . + 4  д 4 +

+  2 (fx,x, A XlAxt +  /х,х. д Хх А х3 +  . . .  +  /"хт _ , хт Д *т_ , Д хт )] =

=  / М  +  у 2  f*i>kA x i A x k.
* i.k~ 1

Бу муносабатда f(x) функциянинг барча хусусий ^осилалари /'
(i, * =  1,2.......... т)'лар  ушбу ‘ ‘

(дс° +  0 Д Хг, х®+0Дх, .......... Xm +  0 A x J  (0 <  0 <  1)
нуцтада ^исобланган ва

Демак,
д Хг = Хг — х°и А х, = х, —  х“, . .  . ,  А хт  «= хт  — Х ° .

д = т 2

Берилган /(х) функция иккинчи тартибли ^осилаларининг стационар 
нуцтадаги цийматларини цуйидагича белгилайлик:

a ik  ~  f'xt хк I * 0)  (*• 2 , ••• .  т ).

Унда /’ (х) нинг х° нуктада узлуксизлигиданI Л
/х̂ х* =  /;,,* (*? +  9Дх,, х° +  0Д *2. • • • , <  +  е Д x j  -  art +  а1к

(i, k=  1, 2. • • • , m) булиши келиб чи^ади. Бу муносабатда [Д х ,-*-0,
Дх,-*-0, ••• , Дхт ->0 да барча а **-»-0 ва 6-§да келтирилган 13.6- 
теоремага асосан

a/* = а*/ (*. * = 1, 2, ••• , т )  
булади. Натижада (13.40) айирма ушбу

Д = —  ( S  °1к Д *t Д х* +  2  Д Д **)
2 I. *—I I, * -1

куринишни олади. Буни цуйидагича .̂ ам ёзиш мумкин:



деб белгиласак, унда

*  = “^ ( 2  « J*5«b-I»2 а,* 5, 5*) (13.41)
1  i , *=1 i, *=1

булади.
Ушбу

Р  «», • • • . =  S  Si i* 
i, *«1

ифода ?t> Is- ‘ ‘ • 1т узгарувчиларнинг квадратик формаси деб ата
лади. Ьц, (*, k = 1, 2, • • • , m) лар эса квадратик форманинг коэффи- 
циентлари дейилади. Равшанки, ^ар ^андай квадратик форма уз ко- 
эффиииентлари оркали тула аницланади. Квадратик формалар алгебра 
курсида батафсил урганилади. КУйида биз квадратик формага дойр 
баъзи (келгусида цулланиладиган) тушунчаларни эслатиб утамиз.

Равшанки, Е, =  = • • • = \т = 0 булса, х,ар ^андай квадратик форма 
учун

Р  (0, 0, . • • , 0) =  о
булади.

Энди бошка нуцталарни царайлик. К,УйиДаг1[ доллар булиши мум
кин:

1. Барча ^  ^  • +  Ъ2т  >  0 ну^талар учун

Р  (&I. ? ,.• • • . 1т) >  0 .
Бу з̂ олда квадратик форма мусбат аницланган дейилади.

2. Барча I* +  £* +  • • ■ +  IJ, > 0  ну^талар учун
Р  (£l» £»> *•* •

Бу ^олда квадратик форма манфий аницланган дейилади.
3. Баъзи ( i It ?а, ••• , £m) ну^талар учун Р  (£„ ••• , 5т ) > 0 ,  

баъзи ну^талар учун
Р  (Si. St. ••• . S J < 0 .

Бу ^олда квадратик форма ноаник дейилади.
4. Барча SJ -f S*2 +  • • • +S* >  0 ну^талар учун

/>&, S* . . .  , U > 0
Улар орасида шундай (£,, • • • , £т ) нукталар ^ам борки,

Р  (S„ S,. ••• . U = 0 .
БУ ^олда квадратик форма яриммусбат анщланган дейилади.

5. Барча S? +  12 +  • • • +  S£, >  0 нуцталар учун
Р  (Si. S* • • • . U  <  0

83 Улар орасида шундай (£,, • • • , 1т) ну^талар ,̂ ам борки,

Р  (it- It, ••• . lm) = 0.
У ВВДда квадратик форма яримманфий аницланган дейилади.
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1. Ушбу

Q (fi>, S.. ••• . f i J  =  £  I, fi*

квадратик форма мусбат ани^ланган булсин. Аввало юцоридаги

Р =  j /A * ?  + А 4 Н ----- Н Д *т
ва

fii -  —  (' =  1. 2, • • • , И!)
Р

тенгликлардан

Ч  +  5  +  —  +  & - 1
эканлигини топамиз. Маълумки, Rm фазода

S i (0) = 5 j «о, о, . . .  , o))-{(fi,. fi,, ••• , u e R m: 
fiJ +  5 + - -  +  5 i-  1}

маркази 0 = (0, 0, • • • , 0) нуктада, радиуси '1 га тенг сферани ифо* 
далайди. Сфера ёпик ва чегараланган туплам. Вейерштрасснинг биринчи 
теоремасига асосан шу сферада Q (?,, с,. • • • , £„) .функция узлуксиз 
функция сифатида чегараланган, хусусан к,уйидан чегараланган була
ди:

Q (fii. fit. • • * • tm)>C (с —  const).

Агар Q (fii. fi*. • • • , fim) [квадратик гформанинг мусбат аницлангая 
эканлигини эътиборга олсак, унда с >  0 булишини топамиз.

Иккинчи томондан, Вейерштрасснинг иккинчи теоремасига кура бу 
Q (fii. fit. ••• • fim) функция S i (0) сферада узининг ани:̂  цуйи чега- 
расига эришади, яъни бирор (1°. fig, ••• . f i^)€5j(0) учун

Q (Б?, fig. ••• . fim) = min Q (fi,, fij, . . .  . f i j

булади. Яна Q (fii, fit, • • • , fim) квадратик форманинг мусбат аии^лан* 
ганлигиии эътиборга олсак,

Q (fi?, fig. ••• , fim°)> 0

эканини топамиз. Демак, 5 , (0) сферада

Q  (fin fit* ” ■ . fim) =  fii fi* >  с  >  0
i. кш 1

булади.
Энди

^  “ i* fi/ fi*
I. *-1
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— Ьрмиймиэ. Коши — Буняковский ^енгснзлнгндан фойдаланиб, то- 
дам из:

|V  а « М * М 2 ( 2
I. * - i  i = i  * = 1

§  < [ 5  ( s  «< *?*)* ] г ( 2  s / 5 -■-I *=i (-1

—  т т т —  т

-[2 (2 ««У*]’<[2 О !, V  Е')]’ = (2«у 
i = l  * = l  i =  l * - 1  * - l  l . k - 1

Маълумки, Ax,-*-0, Аг,-*-0, ••• . A xm->-0 да барча а1к-*0. 
Бундан фойдаланиб х° ну^танннг атрофннн етарлича кичик ^илиб олиш 
^исобига

щ (5«у*<т
i, * - 1  *

тенгсизликка эрншиш мумкин. Демак, (13.41) дан
В* т т р» /  с  \  ОгС

2~ ( 2  ^  ? * )>  ~2 ( с 2 / ~ _ 4- '>
Д = Р 1

2. Куйчдаги

Q (?1* ?»> • * ■ » ?т ) — 2  аЧ‘ ^I. 1

квадратик форма манфий ани^ланган булсин. Бу ^олда х° нуцтанинг
pi т  "■ 

етарлича кичик атрофида А = ■*— ( V  а,л 1,1к +  V  а 1к I, £*) <  0 бу-
2 I. *-i <.*=1

лиши 1 - ,\олдагига ухшаш курсатилади. Натижада н,уйидаги теоремага 
келамиз.

13.10- те о ре м а. f (х) функция х° нуцтанинг бирор U6 (дс°) атро
фида (6 > 0) берилган булсин ва у ушбу шартларни бажарсин:

J) f (х) функция Ub (л°) да барча узгарувчилар хг, • • • , хт буйича 
биринчи ва иккинчи тартибли узлуксиз хусусий \осилаларга эга}

2) дс° нуцта f (х) функциянинг стационар нуцтаси;
3) коэффициентлари

atk =  / ; хк (л°) («.*  =  1. 2, • • • , т )
бЦлган

Q(?». ••• . U - 2i. *-1
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квадратик форма мусбат (манфий) амщланган. У  %слда f (х) функ
ция х0 нуцтада минимумга {максимумга) эришади.

Бу теорема функция экстремумннинг е т а р л и  ша р т и н и  ифода. 
лайди.

3. Агар

Q (li. 5г •••. W - S  аи Ц ,

квадратик форма ноаннц булса, f (х) функция х° нуцтада экстремумга 
эришмайди. Шуни_ исботлайлик. •• • , ? „  ларнинг шундай (<?„
Л*. • • • , hm) ва (hv Л,, • • • , hm) кийматлари топиладики,

Q(Ai, ht, ••• , Лт)> 0 , Q (ht, hv . . .  , Лт)< 0  (13.42)
булади.

x ° =  (x°, x°. • • • , х») ва (x° +  Л,. x° +  h2, •• • , x° +  Лт ) 
нуцталарни бирлаштирувчи

x, = x° +  //ilf
X, =  x° -f IK ,

(13.43)• •• ••• •••

кесманинг нуцталари учун юцоридагн (13.41) муносабат ушбу

л = * т ( 2  а< *М * +  2  а « М *) ̂ /.*—I <.*—1
куринишга келадн. Бу тенгликнинг унг томонидагн биринчи цушилувчи 
(13.42) га кура мусбат булади. Иккинчи цушилувчи эса. t-+0 да 
нолга интилади (чункн t-+0 да Д х, =  х, — jq -* 0, Д х2 = х2 — х2-»-0, 
••• , Д хт = хт — х?т -► 0). Демак, (13.43) кесманинг х" нуцтага етар- 
лнча якин булган х нуцталарн учун Д айирма мусбат, яънн

/ (х) >  / (х°)
булади.

Худдн шунга ухшаш,
х, =  х? + thv 

х2 = х2°  +  /Л2,

х = х° +  thт т т

кесманинг х° нуцтага етарлнча якин булган х нуцталари учун Д айир',а 
манфий, яъни

/ (Х )< / (Х ° )
булиши курсатилади.
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Демак, A*=f(x) — f (*0) айирма х° нуцтанинг хар кандай етарлича 
чиК атрофида уз ишорасини сацламанди. Бу эса / (х) функциянинг

# нуктада экстремумга эришмаслигини билдиради. 
х 4-^5. Агар

Q (ii. и. •••. <.*-1
кваДратик форма яриммусбат аншушнган булса ёкн яримманфий аниц- 
панган булса, f (лс) функция х° нуктада экстремумга эришиши ^ам, 
эришмаслигп ^ам мумкин. Бу «шуб.\али» ^ол цушимча текшириб ани^- 
ланади.

Юкоридаш 13.Ю-теореманинг 3-шарти, яъни Q ( l lt ?2, ••• , |ш) 
квадратик форманинг мусбат ёки манфий аникланганликка алоцадор 
шарти теореманинг марказий цисмини ташкил этадн. Квадратик форма
нинг мусбат ёки манфий аншуганганлигини алгебра курсидан маълум 
булган Сильвестр аломатидан фойдаланиб топиш мумкин. К,уйида бу 
аломатни исботсиз келтирамиз.

С и л ь в е с т р  ало  мат  и. Ушбу

Р  (tv

квадратик форманинг мусбат аникланган булиши учун
*11 *1 , *1 т

Ь ц  ^> 0, *11 *11 > 0 ,  . . .  , *21 * и *2 т

*21 *12
*m l */п2 *mm

> 0

тенгсизликларнинг, манфий аникланган булиши учун 

бц<о, ''•* > 0 . Ьп Ьп  < 0 . • • • , ( -  О"
А и *11 *12 *13

> 0 , *2 . *22 *23
*21 *25 *31 *31 *33

*11*12- 

*11 *2 J •

• * lm

• *2 т > 0

*ml*m2- "  *mm

тенгсизликларнинг бажарилиши зарур ва етарли.
Хусусий э̂ олни, функция икки узгарувчига боглик; булган ^олни 

Карайлик.
/ (jclf х2) функция хл = (х°, х°) нуктанинг бирор атрофи 

U 6 (х°)  =  =  (*i» xi)  € Я 2: Р  (дс, дс°) < 6 }  (б >  0)

^  берилган булсин ва бу атрофда барча биринчи, иккинчи тартибли 
Узлуксиз ^осилаларга эга булсин. дс° эса царалаётган функциянинг 
Стационар нуцтаси булсин:

Одатда ги дек
/: (.0*0. г  (х°)=о.

°11 — К' а \1 — fx,x, (О »  а22 — fx* ( Х°)*
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1°. Агар
ап ait

I a2l a {j
булса, f (х) функция х° нуцтада минимумга эришади. 

2°. Агар
аи °22 — a i2 > 0  83 о,, <  0

булса, / (дг) функция д.0 нуктада максимумга эришади 
3°. Агар

о,, а2j • ■а* < 0
булса, f (х) функция дс° нуктада экстремумга эришмайди.

4°. Агар

булса, f (х) функция х° нуктада экстремумга эришиши ^ам мумкин, 
эришмаслнги ^ам мумкин. Бу «шуб.̂ али» ^ол кушимча текшириш ёр- 
дамида аникланади.

>̂ аи;и̂ атан ^ам, 1°-ва 2°-.̂ оллардд квадратик форма мос равишда 
мусбат аницланган ёки манфий ани^ланган булади (^аралсин: Сильвестр 
аломати).

3°- ^олда, яъни

ач а22~ °12< 0 (13.44)
булганда Q (?,, =  ац +  2 а,2 £, £2 -f Щ квадратик форма ноаниц 
булади. Шуни исботлайлик.

ап =  О булсин. Бу ^олда (13.44) дан ал Ф  О булиши келиб чнца- 
ди. Натижада Q (£,, квадратик форма ушбу

Q (£i> £j) =  (2ои +  ait у
куринишга келади. Бу квадратик форма

Е‘ =  Т ? "  Е’ “ ‘*• fli*
цийматда мусбат:

Q (b fe - .  1) =  1 > 0  ва = I , ----1.
V 2 а ,, / 2а ,,

^ийматда эса манфий: 

булади.
Энди an > 0  булсин. Бу ^олда Q (£„ у  квадратик формани цуйи- 

дагича ёзиб оламиз:

Q (Ь . W -  -и [ ( l .  +  * и \ '+  " ' " ' “ Г ' " 1 й ] .  (13.45)
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Кейингн тенгликдан h  =  —  — , ?, =  1 цийматда

I  с (-5- ‘)<0
м  w  5, > — —  +  Л /  0|2~ 0||° 22г ?2 =  1 цийматларда эса 

au V а,?

Q (ii. D > 0
бЪпишини топамиз.

Ва ни^оят, au < 0  булсин. Бу ^олда (13.45) муносабатдан фойда-
ланнб, Q (ii, £2) квадратик форманинг , ?2 = 1 цийматда мус-

<>11

бат Q ( - ^ ,  l )  > 0 ва V  1 г> ~  —  + л /  a" ~ a" a”  ? ,=  1 циймат- 
\ «и  / ви V ail

ларда эса манфий
J T  Q ( ? . , ! )  > 0
булишнни топамиз.

Шундай цилиб, a,, Ojj— а,2 < 0  булганда Q (i,, ?j) квадратик фор
манинг ноаниц булиши исбот этилди.

4°-\олни, яъни а „  а22 — = 0 булган х,олни царайлик. Бу ^олда,
а„= 0  булса, унда а „  =  0 булиЗ, Q (?„ ?,) квадратик форма ушбу

Q ( | „  6 J- 0 2 , §

к^ринишни олади.
Равшанки, агг >  0 булганда

Q (Si* У  >  О,
аи < 0 булганда
W  Q (?1. у <  о
булиб, нинг ихтиёрий «ушматида

Q (Ii. 0) =  о
булади.

Агар a u > 0  булса,

булганда

■
Q &  У-«и(Ь + ;  ̂

Q (6„ У  =  «п  ( i i+ ^ -
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булиб, ^  ва ?2 ларнинг

тенгликнн цаноатлантируичи барча кийматларнда Q (Н,. £,) квадратик 
форма нал га тенг булади. Демак, царалаётган у>лда Q (£„ У  квадра
тик форма яриммусбат аницланган ёки ярнмманфий аннцланган булади. 

Энди мнсоллар караймиз.
М исоллар. 1. Ушбу

I (х,, Xj) =  xj +  Xj — 3 а х, х2 (аф 0)
функцияни царайлик. Бу функциянинг бирннчи ва иккинчи тартибли .цосилаларн

fx| (̂ 1* *2̂  “   ̂ /xt (*11 Xj) — 3 Х2 -Зд X|,
L\ (*i. хг) =  6x,, / 'iX| (X ,. x2) = — 3 a, / ', (x,. x2) =  6 x2

булади.
3xJ — 3 a x2= 0,
3 x2 — 3 a X( = 0

системами ечиб, берилган функциянинг стационар ну ̂ талари (0, 0) ва (а, в) эканини 
топам из.

(а, а) ну т̂ада
Йц —  6 О, 0 ]| =  3 £2, 0*2 — 6 Q

булиб,]

в|| «22 — в12 = 27а2 > О
булад и.

Демак, в> 0  бСлганда (вц > 0  булиб) функция (а, а) нуцта мииимумга эри- 
шади, а< 0  булганда функция (а, а) ну т̂ада максимумга эришади. Равшанки, 
f (а, а) = — а3. (О, 0) иуцтада

Ац fljo 0(2 = — 9 в* < О
булади. Демак, берилган функция (0, 0) нуцтада экстремумга эришмайди.

2. К,уйидаги
/ (xi, х,) = (хг — х,)* + (х, +  2)3

функциями карайлик. Берилган функциянинг стационар ну^таси (— 2, — 2) ну т̂а 
булади. Бу ну^ада

• 2 лв11а22-— в12 — 0
булишчни толиш кийин эмас. Дэмак, биз бу ерда кцорндаги 4°- «шуб^али» э̂ олни 
учратяпмиз. Экстремум бэр-й? удигини ани^таш учун к^шимча текшириш уткази- 
шимиз керак. < — 2. — 2) нуцтадан утувчи х, = х, т^ри чизицнинг н у ^ т а л а р и н и  
цараймиз. Равшанки, бу гурри чизи:-; ну лаларида берилган функция

f (*i, *«) —>* + 2)*
булиб, X j<  — 2 да f (х„ x j< 0 ,  х ,>  — 2 да / (х„ х2) > 0 булади. Демак, / (*i> 
хг) функция (— 2, — 2) Hy^ia атро)ша ишорэ са^ламайди. Бинобарин, берилган 
функш* (— 2, — 2) иу т̂адз экс!речу >га эришлайди.
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11-§. Ошкормас функциялар 
$

1. 0 *1К о р м а с ф у н к ц и я  т у ш у н ч а с и .  Мазкур курснинг 1-j^hcm,
4 . боб. 1*§ ида функция таърифи келтирилган эди. Унн эслатиб 
утамнз. Агар X  тупламдаги (X  cz R) ^ар бнр х  сонга бирор ^онда ёки 
конунга *сура Y  тупламдан (Y  a  R) битта у  сон мос ^уйилган булса, 
X  тупла\да функция берилган деб аталар ва у

f : x ~ * у  ёки y  =  f(x )
каби белгиланар эди. Бунда х  га у  ни мос цуядиган цоида ёки цонун 
турлича. Ж ум ладан аналитик, жадзал .^амда график усулларда булиши- 
нн курдиж. Масалан, функциянинг график усулда берилишнда х  билан 
у  орасидаги богланнш текислнкдагн эгри чизик; ёрдамида бажариларди. 

Энди икки х  ва у  аргументларнннг F (х, у) функцияси

М  =  {(*, «/)€ R 2 : а <  х <  Ь, с <  у  <  d)
тупламда берилган булсин. Ушбу

F ( x ,y ) = 0
тенгламани к,арайлик. Бирор х0 сонни (х0 6  (я, Ь)) олиб, унн юцоридаги 
тенгламадаги х  нинг урнига цуямнз. Натижада у  ни топиш учун куйи- 
дагн

F (*„,«/) =  0 (13.46)
тенгламага келамиз. Бу тенгламанинг ечими зодида ушбу доллар бу* 
лиши мумкин:

1°. (13.46) тенглама ягона эодиций у 0 ечимга эга,
2°. (13.46) тенглама битта ^ам .\ациций ечимга эга эмас,
3°. (13.46) тенглама бир нечта, хатто чекснз куп .\а^иций ечимга

эга.
Масалан,

F (х и) — \У —  х \  агар х >  О булса,
[у* +  х, агар х  < .  О булса

булсин. У э^олда
F (x ,y )  =  0 (13.47)

тенглама х0 >  О булганда ягона У =  х% ечимга, х0< 0  булганда нк- 
кита

y = V -  х 0 , у  =  — У  — х0 
ечимларга эга булади.

Агар бирор F  (х, у) =  0 тенглама учун Г-^ол уринли булса, бун- 
тенглама эътиборга лойик. Унинг ёрдамида функция аницланиши 

мУмкин.
Энди х узгарувчининг кнйматларидан иборат шундай X  тупламни 

Карайликки, бу тупламдан олинган ^ар бир цийматда F (х, у) =  0 тенг
лама ягона ечимга эга булсин.

X. тупламдан ихтиёрий х сонни олиб, бу сонга F ( x , y ) ~  0 тенгла- 
МаНннг ягона ечими булган у  сонни мос цуямиз. Натижада X  туплам-



дан олинган .̂ ар бир х  га ю^орида курсатилган ^оидага кура битта 
мос куйилиб, функция ^осил булади. Бунда х  ва у  узгарувчиллр 0ра . 
сидаги борланиш F  (х, у) =  0 тенглама ёрдамида булади. О лат да бун! 
дай берилган (ани^ланган) функция ошкормас куриниш да берилган 
функция  (ёки ошкормас функция) деб аталади ва 

х - > - у :  F ( x , y )  = 0
каон белгиланади.

М и с о л л а р .  1. Ушбу

F  (х. у) = 7  У х* — I '—'2 
функцияни царайлик. Равшанки,

F (*. У) =  У V x 1 — 1 — 2]=  0 (13.48)
тенглама х нинг R \ { x £ R  : — 1 <  х  <  1} дан олинган *ар бнр цийматида ягона

2
У=* V * ^ ~ \

ечимга эга, бундан

f ( x , 2 -  )  =  0.
\ У х * -  1 )

Натижада (13.48) тенглама ёрдамида беритгаи ушбу

ошкормас куринишдагн функцияга эга буламиз.
2. Ушбу

F (*. У)=‘ Х — lf +  Y s in y =  °  (13.49)

тенгламани царайлик. Уни цуйидагича

X =  у — Sin у =  ф (у) (у£  ( — 00 , 00))

куринишда ёзиб оламиз. Равшанки, <р (у) функция (— зо, оо) да узлуксиз ва

q>' (у) =  1 — — cos у >  0 з^осилага эга.

Унда тескари функция ^ацидаги тгоргмзга курэ (1- цигм, 5- боб, 7- §) у =• 
=  Ф ~ ‘ (х) функция мавжуддир. Демак, (— » ,  оо) дан олинган х нинг jjap бир 
цийматида (13.49) тенглама ягона у =  <р~ 1 (х) ечимга эга, бундан

F(x,<р~ ‘ (х )) =  0 .

Хар бир х га [<р~ 1 (х) ни мос цуйиб,

х-*-ф—* (х) : F (х, ф—1 (х )) =  О
ошкормас куринишдагн функцияга эга буламиз.

3. Ю^орида келтирилган (13.47) тенглама *ам х >  0 да
х-*- х* : F (х, х») =  О

ошкормас куринишдагн функцияни аит^лайди.
4. Куйндаги

F (х, у) =  х* +  у* — In у  =. О ( у >  0)
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иигламаш! клрайлнк- Бу тенглама х  нинг (— ’с.-ю) ораликдан олинган ^еч бнр 
-яЯматил* ечимга эга змас. Чунки хар двим у* — In у >  0. Бу х;олда берилган 
Тенглама Ердамида функция аницланмайдн. |

13.5-|эсл а т м а .  Фараз цилайлик, ушбу
F  (х , у) =  О

тенглама ошкормас курннишдагн функциянн ашцламасин. Баъзан, бу 
^олда У Га маълум шарт ц\йиш натижасида юцоридагн тенглама ош
кормас курннишдагн функциянн анн^лаши мумкин.

Масалан, ^уйидаги
F (дс, у) =  х 1 +  у- — 1 = 0  (13.50>

тенгламани царайлнк. Бу тенглама х  нинг (— 1, 1) ораликдан олинган 
^ар бир ^ийматида иккита

У =  —  У \ — х- ,
У =  V 1 — дс*

ечимларга эга. Агар у  га, унинг к;ийматларн [— 1,01 сегментда бул
син, деб шарт^уйилса, у ^олда (13.50) тенглама ёрдамида ани^ланган

дс — — 1/- 1 — X- , F (х, — у  1 — лг* ) =  0
ошкормас куринишдаги функция ^осил булади.

2. О ш к о р м а с  ф у н к ц и я н и н г  м а в ж у д  л и г  и. Биз ю^орида
F (дс, у)=  О

тенглама ёрдамида ?̂ ар доим ошкормас куринишдаги функция ани^лана- 
вермаслигини курдик.

Энди тенглама, яъни F (дг, у) функция цандай шартларни бажар- 
ганда ошкормас куринишдаги функциянинг ани^ланиши, бошцача айт- 
ганда ошкормас куринишдаги функциянинг мавжуд булиши масаласи 
билан шугулланамиз.

13.11- т е о р е м a. F (х, у) функция (дг0, y j  £ R 2 нуцт анинг бирор

^л.*((*0, у 0)) =  {(дг, y ) £ R 2 : x° —  h c x < x 0 +  h, y0 —  k <  
< У < У о  +  к)

атрофида (h >  0, k >  0) берилган ва у  куйидаги шарт ларни бажар- 
син\

1) Uh.k ((дс0, r/о)) да узлуксиз;
2) дг узгарувчининг (дг0 — Л, дг0 +  И) ораликдан олинган xflp бир 

п айин цийматида у  узгарувчининг функцияси сифатида усувчи;
J) F (x 0, y J =  0.
*  цолда (дс0, у,) нуцт анинг шундай

((дг0, Уо» =  {(дг, у) е R 2 : дг0 — б <  дг <  дг0 +  б, у 0 — е <  у  <  у0 +  е} 
°трэфи (0 <  б <  Л, 0 ]<  е <  k) топиладики,

*') V  ДГ € (*0— б, д-р +  б) учун

F  (*, У) =  О
^ 2149 1 ,3



тенглама ягона у  ечимга (у £ (у 0— е, У0 +  е)) эга, яъни F (х, у) — Q 
тенглама срдамида

x - * - y : F  (х, у) =  О
ошкормас куринишдаги ф ункция аникланади,

2') х  — х 0 булганда унга мос келган у  =  у 0 булади,
3') ошкормас куринишда аницланган

x - + y : F ( x ,  у) = 0
ф ункция  (х0 — б, х 0+ б )  ораликда узлуксиз бЦлади.

И с б о т .  U„,k ((хрУд)) атрофга тегишли булган (х0, у0 — е), (х„. у0 -f 
+  е) нуцталарнн олайлик. Равшанки, [у0 — е, у0 +  е] ораликда F  (х0, у) 
функция усувчи булади. Демак,

y 0 —  t < y 0=>F(х0, у0 — е)<  F (х0, у0),
У о +  Е >  Уо =► F  (* # . У о +  «О >  F  (*о• Уо>- 

Теореманинг 3-шартига кура
F (x0, y 0 —  t ) < 0 ,  F (х0, у0 +  е) > 0

булади.
Теореманинг 1-шартига кура F (x ,y )  функция 1/л.*((х0, «/„)) да уз

луксиз. Бинобарнн F  (х. у0 — е) ва F (х, у 0 е) функциялар (х0 — li, 
х0 +  h) оралицда узлуксиз булади. Унда узлуксиз функциянинг хосса- 
сига кура (царалсин, 1-цисм, 5 -боб, 7-§) х 0 нуцтанинг шундай атрофи 
д-0 — б, х0 +  6) топиладики (0 <  б <  h), V  х  £(дг0 — б, х 0 +  б) учун 
F (*. У о —  е) <  0, F (x  «/„ + е ) >  0 булади.

Равшанки, (х„, у0) нуктанннг ушбу
Уб.л ((х0. у,)) =  { ( х ,у ) е Я 2 : х0 — б <  х <  дг0 +  б, гi0 — k < y < y 0 +  к) 
атрофи учун теореманинг барча шартларн бажарилаверади, чунки 

Ул.* ((**. Уо)) <  k’/,.* ((*<>• Уо))-
V  х* £ (х0 — б, х0 +  6) нуцтанн олиб, F (дг*, у) функциянн ^арайлнк. 

Бу функция, юцорнда айтнлганига кура \у0 — е, у 0 +  е] оралнцда уз
луксиз ва унинг четки ну ̂ талари да турли ншоралн цийматларга эга: 

F(x*. уо —  е ) < 0 ,  F (x * ,y o + t ) > 0 .
У .^олда Больцано — Кошинннг биринчи теоремасига кура (^аралсин,
1-цисм, 5-«'юб, 7-§) шундай у* топиладики (у* £ (у0 —  е, У0 +  t)),

f  (•«*. У*) =  О
булади. Бу топилган у* ягона булади. ^аци^атаи >;ам,

у  ф  у* =>F (г*, у) ф  F (х*. у*), (у е 1 у 0 —  г'Уо +  е]) 
чунки, F (х*. у) усувчи булганлнги сабаблн у > у *  учун F  (х*. у) >  
>  F (х*. у*) ва у <  у* учун F (х*. y ) < F  (.t*. у*) булади.

Шундай к,илнб, х  нннг (х0 — б, x0 - f  6) оралицдан олинган ^ар бир 
кийматида F  (х, у) =  0 тенглама ягона у  ечимга эга эканлиги курса* 
тилдн. Бу эса F (х, у) — 0 тенглама ёрдамида

х - * у :  F  (х, у) =  0  (13.51
ошкормас куринишдаги функция ани^ланганлигини билднради.



t  =  x t  булсин. Унда теореманннг 3- шарти F (х0, у 0) = 0  дан, х0 га 
. „и мос к’уйилгандагина: »

х0 ~*Уо: Р (хо. у ^  =  0.
Пемак, х  *= х 0 да ошкормас функциянинг циймати у 0 га тенг булади.

Энди ошкормас функциянинг (х0 — б, х0 +  6) ораликда узлуксиз 
бупишнии курсатамиз.

Равшанки, х €(*<> — б- хо +  б) га мос Куйнладиган у  6 (у0 —  е, у0 +  
е) булади. Бу эса ошкормас функциянннг х  =  х0 нуцтада узлуксиз 

эканлигнни билдиради.
Ошкормас функциянинг V х* 6 (*0 —& х0 +  6) нуцтада узлуксиз бу- 

лишний курсатиш бу функциянинг х0 нуцтада узлуксиз булишинн курса
тиш кабидир.

Хакикатан ^ам, F (х, у) =  0 тенглама (х0, у0) нуцтанинг атрофи 
ц 6г ((хв, y j )  да ошкормас функцияни аниклаганлигидан, шундай 
и* 6 (Уо —  е> У о +  *0 топиладики, F (х*, у*) =  0 булади. Юцоридагн 
муло^азани (х*, у*) ну^тага нисбатан юритнб, F (х, у) =  0 тенглама 
(х*. у*) нуцтанинг атрофида ошкормас куринишдагн функцияни аншугашн- 
ни (бу аникланган функция (13.51) нинг узи булади), уни х* нуцтада 
узлуксиз булишинн топамиз. Демак, ошкормас функция (х0 — 6, х0 +  6) 
ораликда узлуксиз i -улади. Теорема исбот булди.

13.6-э с л а т м а .  13.11- теорема, F (x, у) функциях узгарувчининг 
(x0—h, x0+ h )  орал ик> дан олинган ^ар бир тайин ^ийматида у  узгарувчи
нинг функцияси сифатида камаювчи булганда хам уринли булади.

Биз юцорида F (х, у) — 0 тенгламани (х0, у0) нун;танннг атрофнда х 
ни у  нинг функцияси сифатнда аннклашинн ифодалайдиган теореманн 
келтирдик.

Худдн шунга ухшаш, F (x , ч) = 0  тенглама (х0, у 0) нуцтанинг атро
фида у  ни х нинг функцияси сифатнда аннклашинн ифодалайдиган 
теореманн келтириш мумкин.

13.12- те  о ре м a. F (х, у) функция (х0, //„) £ R 2 нукт анинг бирор 
^А-*((х0. Уо)) атрофида ( h > 0 ,  k > 0 )  берилган ва у цуйидаги шарт
ларни бажарсин:

0  ^*.*((х0. {/о)) да узлуксиз;
2) у  узгарувчининг (у0 — k, у 0 +  к) ораликдан олинган хар бир та

йин щйматида х  узгарувчининг функцияси сифатида усувчи (камаювчи)t
3) F (x0, «/о) = 0 .
У  цолда (х0, {/о) нуцтанинг шундай 

и б.*((х0, у0)) =  {(х, у) 6 R 2 : х0 — 6 <  х <  х0 +  Ь, у0 — е <  у <  у0 +  е} 
°профи (0 <  б С  Л. 0 С  е <С At) топиладики, 

l#> V y e ( y 0 —  е, Уо +  е) учун
F (x ,y )  =  0

А нглам  а ягона х (х 6 (х„ -  6, х0 +  б)) ечимга эга, яъни F  (х, у) =  О 
Щнглама ёрдамида у - * - х : F (х, у) =  0 ошкормас куриншидаги ф унк
ция аникланади;

2 ) У =  у 0 булганда унга мос келган х =  х0 булади,
3') ошкормас куринишда аницланган функция 

у - * х :  F  (х, у) =  0
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( У о ~ г ' Уо +  е) да узлуксиз булади.
Бу теореманинг исЬотн юцорида келтирилган 13.11-теореманинг цс. 

боти кабидир.
3. О ш к о р м а с  ф у н к ц и я н и н г  ^ о с н л а с н .  Эндн ошкормас 

функциянинг ^осиласини топиш билан шутулланамиз.
13 .13 -теорем а. F (x ,y )  ф ункция (х0, y0)£ R 2 нуцтанинг бирор

((лг0. Уо)) =  {(дг. y)£R2 : x0 — h < x < x 9 +  h , y 9 — k < y < y 0 +  k)
атрофида (h > 0 , k >  0) берилган ва у  цуйидаги шартларни бажар. 
син:

1) U h* ((*о- Уо)) да узлуксиз,
2) Uh.k ((x0. y j)  да узлуксиз F'x (x, у), F'y(x, у) хусусий  *осилаларга 

эга ва Fy (х0, у ^  ф  0;
3) F (x 0. «/о) =  0.

У  уолда (дг0, j/ц) нуцтанинг шундай

((*0, Уо)) =  {(лг. У) 6 R 2 : х0 — б <  дс< дг0 +  6, у0 — с <  у <  у0 +  е} 
атрофи ( 0 <  6 < Л .  0 < . z < k )  топиладики,

Г ) V  а'€ (* 0 — б, л:0 4- 6)
F (х ,у )  =  0

тенглама ягона у  ечимга (у 6 (у0 — е, у0 4- е)) ягны F (х, у) =  О 
тенглама ёрдамида

х - + у :  F (х, у) =  0
ошкормас куринишдаги функция аницланади\

2') х  =  х0 булганда унга мос келадиган у  =  у0 булади ;
3') ошкормас куринишда аникланган

х - * - у : F ( x , y ) = 0
ф ункция  (лг0 — б, дг0 4- б) ораликда узлуксиз булади;

4') бу ошкормас куринишдаги ф ункция (дг0— б, х0 4- е) ора.ищда 
узлуксиз хрсилага эга булади.

И с б о т .  Шартга кура F'y (x ,y )  функция и л,л ((Хо, y j )  да узлуксиз 
ва F'y (x0, Уо) Ф 0. А ник лик учун F'y (x0, уо) > 0  дейлик. У ^олда уз
луксиз функциянинг хоссасига кура (дг0, у„) ну^танинг шундай

U6 ,е((*о> Уо)) =  {(*, У)6Я2 : дс0 — 6 <  * <  *0 4- б, у0 — е <  у <  у0 4- е}
атрофи ( 0 < б < Л , 0 < е < £  топиладики, V (дс, у) 6 ̂ в.* ((дс0, Уо)) УЧУН 

(*• У) > 0  булади. Демак, F (x ,y )  функциях узгарувчининг (л0 —
— 6. х0 +  б) ораликдан олинган ^ар бир тайин цийматида, у узгарувчи- 
нинг функцияси сифатида усувчи. Ю^орида исбэт этнлган 13.11- тео* 
ремага кура

F (x, у) =  0
тенглама (дг0 — б, х0 4- б) да

х -* -у  : F (х, у) =  0
ошкормас куринишдаги функцияни атцлайди, х  — х 0 булганда унгз 
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МОС келган у  =  у0 булади ва ошкормас функция (х0 — б, х0 +  6) да уз- 
ауКСИЗ булади. »

Энди ошкормас функциянинг ^осиласини топамиз. х0 нуцтага шун- 
мй А х  орттнрма берайликки, х0 +  А х£ (х0 — б, х0 - f  6) булсин. Нати
жада

х - * - у : F (x ,y )  =  0 
ошкормас функция ^ам орттирмага эга булиб,

F(x0 +  Ax, у0 +  А у) =  0

булади. Демак,
A F (х0, у0) =  F (х0 +  Ах, у0 +  Ay) — F (х0. у0) =  0. (13.52) 

Шартга кура F x(x, у) ва Г у (х, у) хусусий ^осилалар и 6л ((х0, у0)) 
да узлуксиз. Бинобарин F (x ,y )  функция (х0, «/„) ну^тада дифферен
циалланувчи:

A F (х0. f/„) =  F'x (х0, г/о) А х +  Г и (х0, у  о) А у  +  а  А х +  0 А у. (13.52>

Бу муносабзтдаги а  ва р лар Ах ва А у  ларга борлиц ва Ах -► О 
да А(/-»-0, а -*■(). р-*-0.

(13.52') ва (13.52) муносабатлардан

А у _  F\ ( х, .  Уо) +  а  

Л * ^ ( х о . 1/о) +  Р

эканлиги келиб чи^ади.
Ошкормас функциянинг х0 нуцтада узлуксизлигини эътиборга олиб,. 

кейинги тенгликда А х-*-0 да лимитга утиб куйидагини топамиз:

lim AJL =  lim ( F‘*{x°'Уо) + а ) =  _  F'* {х°' Уи)
^ - о  \  Fy (х0, </0) +  Р )  FylXo.V*)

Демак,
К  (X. . Уо)

У х - х .  = --------:---------------- •
Fу (*о. Уо)

Ut>.i((x0, у  о)) да Г х (х, у), F y (х, у) хусусий косила лар узлуксиз ва 
Fу (х, у) ¥* О булишидан ошкормас функциянинг ^осиласи

f'x (■*. У)
Ух ---------;--------

Fy(x .  у)

Нинг (*0— 6, х0 +  6) ораликда узлуксиз булиши келиб чи^ади. leope- 
Ма исбот булди.

to не о л. Ушбу
F (х , у) =  хеУ +  уех -  2 =  0 (13.53)

^РГАамаии царанлик. Равшанки, F (х, у) =  хеу +  уе* — 2 функция {(х, у) £ R2 :
00 < х < о о ,  — оо <с 1/ <  оо ) тупламда ю^оридаги 13.11- теореманинг барча<
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шартларини цаноатлантиради- Демак. V(x0, уа) £  /?* нуцганинг U6 t  ((дг0, уп)) ат. 
рофнда (13.53) тенглама ошкормас куринишдагн функцияни аниклайди ва Су ощ. 
кормас функциянинг з^осиласи

Fx (*. У) еУ +  уе*
У' =  ■ -------------

F (х и) хеУ +  **
«Клади. »

Ошкормас куринишдагн функциянинг ^осиласинн цуйидагнча хпч 
^нсобласа буладн. у  нинг х га 6of.ihk эканнни эътиборга олиЛ, F (x ,y ) =  
=  0 дан топамнз:

F x(x ,y )  +  F‘y( x , y ) y '  =  0.
Бундан эса

у , _____<*■ У)
Fy (х, У)

булиши келиб чикади.
Ю^орида келтирилган (13.53) тенглама ёрдамида аникланган ощ- 

кормас куринишдагн функциянинг .\осиласини .цисоблайлик:

F‘x {х, у) +  Fy (x, у ) у '  =  еУ +  уе* +  (xev +  е * )у ’ =  0, (*)

и’ =  — еУ +  УеХ 
У е* +  хеУ *

4. О ш к о р м а с  ф у н к ц и я н и н г  ю ц о р и  т а р т и б л и  к о с и л а- 
л а р и .  Фараз кнлайлик,

F (x ,y )  =  0
тенглама (х0, //„) 6 R* нуцтанинг 1!ьл  ((х0, у 0)) атрофида ошкормас куриниш- 
даги функцияни ани^ласин. Агар F (x , у) функция (Ув.е((х0, у 0)) да узлуксиз 
F'x (х , у), F'y (x, у) хусусий хосилаларга (F* (х, у) Ф  0) эга булса, ошкор
мас куринншдаги функция узлуксиз ^осилага эга булиб,

„3.54)
Fy (х, у)

булади.
Энди F(x,y) функция U6e((x0. y J )  да узлуксиз иккинчи тартибли 

Fx,(x,y), F'xy(x, у), F"ylx ,y )  хусусий ^осилаларга эга булсин. у  нинг х 
га борлшушгини эътиборга олиб, (13.54) тенглнкнн х  буйича диффе- 
ренциаллаб цуйидагини топамиз:

«/" =

Агар

118

(F’x (*, у ) )'  Fy (х,  у) — (Fy (х. у ) ) '  F'x (x, у) 
iFy ( x , y ) ) '

(.F'x (х, у ) )' =  F ’x, (х , у) +  F \y (х , у)у ',

( (F’y (х . у) Ух =  Fyx (х . у) +  Fyt (х, у) у ' (13.55)
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Ньдигини .^исобга олсак, унда t
v (Flx(x, у) +  Fy, ( х. y ) y ' ) F x (x, у) — (Fx, ( x , y )  +  F"ty (x,  y ) y ' ) F ’y (x, y) _

I B * *

f ’x (*• <x • У ) - F^(x.y)-F'y{x.y)+IF'V, (x, y)-Fx (x,  y) - F ’xu(x,y)Fy(x,y) )y'

"  ( F y ( x . y ) ) 1

(
бчлади. Бу нфодадагн у '  нннг у-рннга унинг циймати — £■■ ’—-  ни

1/
куйиб, ошкормас куринишдаги функциянинг иккинчи тартибли .^оснла- 
сн учун ^уйидаги формулага келамиз:

2FX (х. y) Fy (ж, (х, у) — fy  (х. у) f* . (х, у) — f x* (х. у) Fy, (х, у)

У  “  '  ~Fy ( x , y ) ) >

Худдн шу йул билан ошкормас функциянинг учинчи ва ^оказо тартиб- 
даги .^осилалари топилади.

13. 7- э с л а т м а .  Ушбу
F (x ,y )  =  О

тенглама билан аникланган ошкормас куринишдаги функциянинг ю^орн 
тартибли ^осилаларини цуйидагича х,ам ^исобласа булади.

F (х, у) =  0 ни дифференциаллаб,

р ’М ' У )  +  Fy ( x > y ) y '  = °  
булишини топган эдик. Бунн яна бнр марта днфференциаллаймиз:

(P'x (x,y)Yt  +  (F‘y ( x , y ) - y X  =

=  (F'x (х, у) У' +  у ' - (Fy (х, у ) ) ’ +  Fy (х, у) у" =  0.

Юцоридаги (13. 55) муносабатдан фойдалансак, у ,\олда ушбу 
Fx,(x ,y )  +  2Fxy(x, у ) у '  +  F-y,(x , у ) -у ’' +  Fy (x, у) у"  =  О 

тенгликка келамиз. Унда эса
_  Fx, (х. у) +  2Fxy (х. у )-у '  F y .(x , у) у "

^  (х. у)

булиши келиб чикади. Бу тенгликдаги у ' нинг урннга унинг циймати
FU x -y )-р --------ни цуисак, унда

у (х, у)

2F'x ( x . y ) F ’y ( x . y ) F XIJ{ x . y ) - F l  (х . у) F*x, ( х . у) -  f 'x(x, у ) - ^ . ( х ,  у)

I "  (Fy (x, у) )3

б?лади.



ни дифференцналлаб (царалсин (•) формула),
<у +УГг +  (« у+  «*)•?' = 0

■булншини топган эдик. Буни яна бир парта днфференииаллаб топамиз:
еУ-У' +  У'** +  У*х +  еу -у' +  хеуу ' - у '  +  хеуу" +  у ”ех +  у 'ех  =  О,

яъни
у"(хеу +  t x) +  W y '  +  2еху ' +  хеуу'*  +  уех.

Бунлан эса
т ^  2еуу ' -f l ^ y '  +  хеуу 'г +  уех 

У хеу +  ех
<5>лиши келиб чицади. Бу тенгликдаги у ' унинг урнига унинг циймати

6х +  хеу

ни ^уйиб, ошхормас функциянинг иккинчн тартибли ^осиласини топамиз.

5. К$’п у з г а р у в ч и л и  о ш к о р м а с  ф у н к ц и я л а р .  Куп узга
рувчили ошкормас куринишдаги функция тушунчаси юцорида урганил- 
ган бир узгарувчили ошкормас куринишдаги функция тушунчаси каби 
киритилади.

F(x, у) =  F(xlt х г  . . ., х т, у) функция (х =  (х„ х г, . . . .  хт) 6 R m) 
М  =  {(*,у ) 6 Rm + 1: в !< * ,< & ! ,  . . атс  x m< b m, c < y < d }  туп
ламда берилган булсин. Ушбу

F  (*. y) =  F (дг„х г . .  х т, у) =  О; (13.56)

тенгламани царайлик.
x £ R m нуцталардан иборат шундай X  тупламни ( Х с  R m) ^арайлик- 

ки, бу ту пламдан олинган .\ар бир нуцтада (13.56) тенглама ягона 
зоди^ий ечимга эга булсин. Энди X  тупламдан ихтиёрий х  нуцтани 
олиб, бу нуцтага (13.56) тенгламанинг ягона ечнми булган у  ни мос 
Куямиз. Натижада X  тупламдан олинган ^ар бир х  нуцтага, юк,орида 
курсатилган цоидага кура, битта у  мос цуйилиб, функция ^осил була
ди. Бундай аищланган функция куп узгарувчили ( т  та Узгарувчили)
ошкормас куринишда берилган функция деб аталади ва

(*„ хг..........х т) -+ у :  F (xv  x v  . . . ,  хт, у) =  О

ёки
x - + y : F { x ,y )  =  О

каби белгиланадн.

М и с о л. Ушбу

F (х„ г ,, у) =  х] х.  — х\у  +  х,у  

функциями карайлик. Равшанки,

F ( x u xt , у ) =  — +  =  0
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^ л а м а  R * \{  (*i> xt) 6 R 2 •' *i =  тупламдан олинган *ap бир (х,, x,) ну^тада

W  _

w
ечимга эга, яънн

Демак, берилган тенглама ёрдамида х , ,х ,  Узгарувчиларнинг ошкормас куринншдаг» 
функцияси аницланади:

( х „ х а) -*  : Г ( x lt х „ — = 0.
4 — х,  \  д£ — х,  /

Энди куп узгарувчили ошкормас куринишдагн функциянинг мав- 
жудлнгн, узлуксизлиги ^а.чда ^осилаларга эга булиши одндаги тео- 
ремаларни келтирамнз.

13. 14-т е о р е м а .  F (х,у) =  F (х„х ,..........хт.у ) функция  (х®. i/o) =
=  (х?. х®..........х°т, y J £ R m + l нуцтанинг бирор U „ ^  .. .Ащ* ( (х°, Уо) ) =
=  {(jCi,Xj.............xm,r/)6 tfm + 1: х® — f t i < x , < x ®  +  hx, x° — f t * < x 2<
< .x° +  hr  . . . .  x°m —  hm< x m < x °m +  hm, y0 —  k < y < y 0 +  k) атро
фида (ft, > 0 ,  i =  1,2, . . m , k >  0) берилган ва у  куйидаги шарт
ларни бажарсин:

0   *т *((*в.Уо)) да узлуксиз;
2) х =  (дг,, Xj . . ., х т) узгарувчининг

{(х„хг, . .  ., x „ ) 6 ^ m:x? — A | < x J< 'x J  +  A1, д^ — f t , < x , < x | - f  ft,r
• • •* Xm <C Дщ “Ь  ftm}

тупламдан олинган \a p  бир тайин цийматида у  узгарувчининг ф унк
цияси сифатида усувчи (камаювчи);

3) F (x°,y()  =  0.
У )(олда (х ° ,у 0) нуцтанинг шундай

U6,в, . . .  вт е((**• Уо)) =  ( (Xi,х,........xm,y)eRm + l :х® — « ! < x ^ x j + б ,,
~  6t <  х, <  х° - f  б........... бт < х т< д £ + 5 т , i/0 — е < у  <  +  е }

атрофи (0 <  6, <  А.,i =  1,2, . . ., т ,  0 < е < & )  топиладики,
И  V x 6 { (x ! ,x 2............. x m) £ R m\x °  —  6, < Х ! < Х °  +  б ,............... xJJ,—

— К  <  хт  <  х® +  5т } учун

F  (х, у) =  0 (13.56)

тенглама ягона у  (у £ (у 0 — г ,у 0 +  г)) ечимга эга, яъни  (13.56) т енг
лама х -*■ у : F (х, у) =  0 ошкормас куринишдаги ф ункцияни аниклайди; 

2') х =  х° булганда, унга мос келган у  =  у0 булади;
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3') ошкормас кдринишда аникланган

х -* -у :  F (x ,y ) =  О
ф ункция

{ (*„*„  . . . .  x J e /? '" ^ ®  — 6 | < x t < x °  + б „ х “ — в2 <  лг, <  жЯ 4-6*

• • •• Х°т &т <^- Х т <С X,® -f- 6 m }

тупламда узлуксиз бдлади.
13 . 15 - те оре ма .  F (х,у) ф ункция (х°, у0) £ R m + l нукт анинг бирор 

V h ,h ,.- .h mk((x° ' ,Jo)) атрофида берилган ва у  куйидаги шартларни 
бажарсин:

1) и ^ , . . . н т ((х°.У<)) да узлуксиз-,

2> да узлуксиз F'I ( (xv xг,.......... х т,у )  (< =  1 , 2 ,

. . т), F ’y (xlt xt ......... хт,у) хусусий хрсилаларга эга ва F’y (x l tx t ...........
х т,у )Ф  0;

3) W . j f r )  =  0.
У дряда  (х°, i/„) нукт анинг шундай t/д.в, . . . ь тЛ  (*°. у0) ) атрофи 

< 0 <  б(<  Л,, I =  1,2, . . т, 0 <  е <  к) топиладики ,

1') V х 6 { (х „ х ,.........xm)6 /?m:x° — 6t <  дг4<  лг®4-6„ х®— 62< х , <
<  х® +  бг, . . . .  х® — 6т <  хт <  х°т 4- 6 J  учун

F (x ,y )  =  0 (13.56)
тенглама ягона у ( у £ ( у 0 — е, у0 4- е )) ечимга эга, яъни  (13.56) тенг
лам а х - + у :  F (x ,y )  =  0 ошкормас куринишдаги ф ункцияни аниклайди\ 

2') х  — х° булганда, унга мос келадиган у  — у 0 бдлади;
3') ошкормас кдринишда аникланган ф ункция

{(*1.**..........xm) e R m :x°l —  bl < x l < x ° l +  b l, . . ., х°т — Ьт< х т <

< * £  +  ««>
тдпламда узлуксиз бдлади;

4’)  бу ошкормас кдринишдаги функция узлуксиз хусусий цссила- 
ларга эга бдлади.

Бу теоремаларнинг исботи юцорида келтирнлган 13. 12 ва 13.13- 
теоремаларнинг исботи кабидир. Уларни исботлашни уцувчига ^авола 
этамиз.

Куп узгарувчили ошкормас функциянинг ^оснлалари з̂ ам ю^орида- 
гнга ухшаш ^исобланади.

Фараз цилайлик,

F (x i,x t , . .  хт, у) =  0 (13.56)

тенглама берилган булиб. F (x t, х*..........х т,у )  функция 13. 15-теоре-
манинг барча шартларини цаноатлантирсин. Бу тенглама аииклаган 
ошкормас функциянинг хусусий ^осилаларини топамиз. у  нинг х,. хг
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х  ларга боглнц эканинн эътиборга олиб, (13.56) лам куйндаги- 
jiapHU топамиз: »

FXt(xi, х^, . . . ,  хт,у) -Ь Fу(хх,х%, . . -I х т.у ) ‘ух  ̂ О,

FXt(xi% х2, . . . »  х т.у) т  F v (xi, x tt • . .. дгт , У)'УХ2 =  О» 

f ,  (Х|, дг2, . . хт, у) ~r Fu(x i,Х}, . ..» х т,у )-у х = 0 .*т '  т
Кейинги тенглпклардан эса

. =  _  <  (х,. .........хт.у)^
* ' ^  (X| t  *2» • • •» х т.У)

,  __  К >Х2* • • •» хт.У̂
1 ^  (*|i *2* • • •• хт,У)

. _ _ ^хт (*,, '*2> • • •• •*,„.!/)

^ (* ,.* 2 ......... *т*
булиши келиб чи^адн.

F ( x , y )  функция U6i6t . . .  в т г ( ( * ° ,« /о ) )  ДЗ узлуксиз ю^ори тартибли
хусусий ^осилаларга эга булганда F (x , у) — 0 тенглама ани^лаган ош
кормас куринишдаги функциянинг э̂ ам ю^ори тартибли ^осилалари мав
жуд булади.

М и с о л. Ушбу
FlXi.Xt .  у) =  у3 Зх, х3у —  1 =  0

тенгламани карайлик. Равшанки, F (* ,, хг,у) =  у3 — Зх, хг у —М функция 13.15- 
теореманинг барча шартларини цаноатлантиради. Бу тенглама ёрдамида аннцланган 
ошкормас куринишдаги функциянинг хусусий ^осилаларини ^исоблаймиз:

К ,  1Х 1 ' Х 2 ' У )  ~ 3 х 2 У Х2 У  2

Ух' Ру (х1, х 2,у )  Зу2 —  З х , лг2 У2 —  ХХ х2 ’

F ’x A x i ' x 2 > y ) —  3 Х \ У  х \ у
у . ---------- *х* Fy (xx, x 2, y )  Зу* — Зх ,х2 y i — x l x2

ошкормас функциянинг иккинчи тартибли ^осилалари цуйидагича топилади: 

(У2 —  х, х2) х2 у'х< — х 2 у (2у • y'Xt — х2)

(у* — х, х2)*

■„ _  (У2- * , х2) х y;i - x , y ( 2 y y ; t - x )  
Уж2 (У* — х, х2)*

(у2 — X! х 2) (у +  х2 у j  — х2 у ( 2y -y 't — xt) 

(У2 — х, х2)*X» ~  (и2



Бу тенгликлардаги y‘Xl.y,t ларнинг \ринга уларнннг цийматларинн ^уйиб цуйндаги. 
ларнн топамнэ:

х,у *гУ
— *«)

?х, х£ у

(!/*— х, x2)J ’

(у* — х,х,)х ,- и» — <1 j l
Х1У (2у

х,«
</* — *i *а

х,)

( у 1 —  X ,X j)«

1*\*гУ

(У*

(У — х, х2)»

— х ,х . )  ( у  +  х, ■ ) - x s y(2(T 
_________ V_______ У —  х« Хд /___________

Х|1/
?/» — х,х. — X,)

S'*,*, (у*— X, X,)* 

у ( у 4 - 2 у 2 x j x j - x f x 2)

(у2 — х , х 2)*

6. Т е н г л а м а л а р  с и с т е м а с н  б и л а н  а н и ц л а н а д и г а н  ош
к о р м а с  ф у н к ц и я л а р .  Энди, келгусида биз учун керак буладиган 
янада умумийро^ з̂ ол билан, тенгламалар системасн орцалн ани^лаиа- 
диган бир неча функциялар системасн билан танишайлик.

т +  п та х х, х г, . . ., х т ва y v y t ..........уп аргументлариннг ушбу
п  та

F ((х,,Х у  , . ., хт , у^ ,у2, . . ., уn) (i — 1,2, . . ., л) 
функцнялари /?т  + п фазодаги бирор

^  {(хрх2, . . ., Хт , (/|,(/2, . . ., Ул) f  

f l , < x 1< 6 , , a 2< x 2< f t 2.......... am< x m< b m,c l < y l < d l------- -

СП< У а < 4 ,}  
тупламда берилган булсин. 1^уйндаги

^1 ~  ^1  (Xl< Xj. • . ., Хт, //[, у г> • • •» (/„) =  О 

=  ^2 (*!• Xj............Xm, ( / | , (/;, . . .,  |/п) — О (13.57)

тенгламалар системасини ^арайлнк. х  =  ( х „ х 2, . . ., хт) узгарувчининг 
цийматларидан иборат шундай

— {.Г == (Х|, Xj, * • • , Xffl) €  Г ^  Xj ^  6 ,(0 , ^  х2 ^  62, • • ., 

° т <  **<*«><= Я*
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«пламни царайликки, бу тупламдан олинган з̂ ар бир х ' =  (дг',, х2, . . 
^  нуктада (13.57) система, яъни *

F \ { x y, X v  . . Хт , У\-У2< • • •» У п ) =  0 |

F 2 ( x ^ ,  Х„, . . хт, У у У ч *  • • •• Уп) — О

Fn (.xl, x 2, . . ., х т, у  у у2. . . .> уп) О

система ягона ечнмлар системасн у,, у2, . . ., уп га эга булсин. Энди
д( тупламдан ихтиёрий (х,, х 2..........хт) нуцтанн олиб, бу нуцтага
(13.57) тенгламалар системасннинг ягона ечнмлари системаси булган 
уу у2, • • •• Уп ни мос Куямнз. Натижада М х тупламдан олинган \ар
бир (х,.х,..........х т) га ю^орнда курсатнлган цоидага кура у ,,у 2........... уп
.тар мос к^йилиб, п та функция з^осил булади. Бундай аникланган функ
циялар (13.57) тенгламалар системаси ёрдамида аницланган ошкормас 
куринишдаги функциялар деб аталади. ^андай шартлар бажарилганда 
шу (13.57) тенгламалар системасн у ,,у 2, . . . ,  у п ларнинг з̂ ар бирини
х„х...........х т узгарувчнларнинг функцияси сифатида ани^лаши мум-
кинлиги одндаги масала муз^им. Бундай умумий масалани з̂ ал цилиш- 
ни битта соддарок, з^олни урганишдан бошлаймиз.

Икки F , =  (х„ х2, у„'у2) ва Ft  =  Ft  (xt, xt , y„ у*) функция (x®,x®, 
У®, у®) б Я4 нуцтанинг бирор t/AiW f ( (х®, х®. у®, у®)) =  { (дс,, х2, у ,,у2)б 
€ R*: х® — Л, <  х, <  х® +  Л,, х?2 — h2< x 2<  х® +  Л2- У? — к \ <  У \<  У°1 +  
+  к у 1/> —  к2< у 2< у 02 +  к2} атрофида (Л, > 0 ,  Л2>0,/г, > 0 ,  *2> 0 )  
бернлган булсин. Ушбу

F i =  F l (xi,x v y v y i)  =  0} (13.58)
Ft  =  F1(xl, x i , y l, y i) =  0 !

тенгламалар системаснни царайлик.
Энди F, (jc,, х2, у ь у г) ва Ft  (х,, х2, {/,. уг) функциялар цандай шартларни 

оажарганда (13.58) тенгламалар системаси ошкормас функцияларни 
ани^лаши масаласн билан шурулланамиз.

Фараз ^илайлик, / ’1(х„х„«/„у,) ва Ft (х„ х2, /у„ у 2) функциялар учун
F t (х®. х®, у®, у§) =  0, F2 (х®, д£ у®, t/®) =  0

ЧУЛСин. Бундан ташцари царалаётган функциялар Uhhtkik ((x°r х°2, у°, ify) 
** Узлуксиз барча хусусий з^осилаларга эга ва, айтайлик,

a f ,  (* ? .* ? , у?. у®2)

К  дУ\
6^ и н .  У з^олда 13.14-теоремага кура (х®, x%,y°l t y%) ну^танинг шундай 

атрофи ( t / , c : i / M fM i((jt?,x5,y®,y®)) топиладики, бу атрофда

F 1 (Хц X*, у х, Уг) =  0
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тенглама
(*i. x t , Уд -*■ Ух: Ft (дг„ дг,. y lt i/2) =  О 

ошкормас куринишдаги функцнянн аниклайди. Шу функцияни

yi= a f i ( x l, x v y d
деб белгилайлик. Буни (13.58) системанниг иккинчи тенгламасидащ 
Ух нинг уриига ^уйиб цуйидагини топамиз:

F,(xlt xt, /,(*,. Xj). y j  =  0.
Энди

+  0 (13.59)
дУж

булсин дейлнк. У ^алда яиа 13. 14-теоремага кура (х° х% //*, у%) нуц. 
танинг* шундай U2 атрофи (U3cz ( (х°х°, «/°,у°)) топиладики, бу
атрофда

/Г«(*1.*2./(*1.*2)'/*) =  0
тенглама

(»i. х ^ f ,  (дг„ х„ /  (дг„ х,), у,) =  0
ошкормас куринишдаги гфункцияни аниклайди. Бу функцияни i/2 =  
=  / ,  (дг,, дг2) деб белгилайлик.

Шундай цилиб, (13.58) тенгламалар снстемаси [(дг̂ .д:%.y°v y$) нуь;та- 
нинг бирор атрофида у, ва y t ларни х,. дг, узгарувчиларнинг функцияси 
сифатида аниклайди:

У1 =  f i ( x i , x t , f t (x i , x j ) ,

Уг — ft (xi< ■**)•
Равшанки, /, (х°, дф, f2 (х“ х $ ) =  /2 (х?, х?) =  у®. Ю^оридаги (13.59) 

шартни цуйидагича ёзиш мумкин:
Wf,,

дуг +  дух ‘ ‘ дуг ¥ ’ и *

Бунда барча хусусий ^оснлалар (х®,xf, у®, у°) нуцтада ^исобланган. Агар
dFt

ду|  _  dy, 
dy* ~  df,

дух

эканини эътнборга олсак, унда
af. af, af, af. af,



булаД11- Модомики,
f>Fy
дУ\

# 0

экан. унда

яънн

SF.

дУг
dFt
дух

дF,
дух

*>FX
— * • *  °.ду*

df.
d!', di/j
Aft dFt

diit

Ф О (13.60)

Ф  0;

булади. Шундай цнлнб (13.59) муносабатни (13.60) куринишда ёзиш 
мумкин экан.

Натнжада ушбу теоремага келамиз.
13.16- т е о р е м а .  Fx( x x, х,, у х, у г) ва F2 (х,. х2, у х, y j  ф ункция

лар (х°, х°, tfi, y ty e R *  ну^т анинг бирор t/4iMA атрофида (Их > 0 ,  
ht >  0, k i > 0 ,  k., >  0) берилган ва улар цуйидаги шартларни ба- 
жарсин:

1) ^ м ,м ,  ((*?. У?' -V?)) да узлуксиз;
2) *%' Уу да барча хусусий хосилаларга эга ва 

улар узлуксиз;
3) хусусий хрсилаларнинг (х®, х^, f/’, ф  нуктадаги цийматлари- 

дан тузилган уш бу детерминант нолдан фарцли:
dFx dF x 
д i/, д уг 
д_Г±
д у х d y t 

4) (-*?. Х°2> у?> У°) да 
Л  (*?. А' »?• у°) =  °. F«. (*?• 4  у°г у§  =  °-

У *олда (х®, х° у°г  у®) нукт анинг шундай ^ в|вле>(Гх°,, х°, y°r  у$)) ат
рофи ( 0 < 6 , < / i „  0 < 6 2< / i 2, 0 < е 1< £ 1, 0 < е 2< * 2) топиладики, 
оу атрофда

1') (13.58) тенгламалар системаси ошкормас куринишдаги 
y i = f \  (*,. *г. /г(* 1. Х2)), у .  =  / 2 (х„ Xj)

Функцияларни аниклайди;
2') (xi. Xj) =  (.v®. х°) булганда, унга мос келадиган

Ух =  У? =  Л(*?. А®, / г(х®, х®)), У-2 ~  У°> — /г(х°г х®)
5Улади;

3') ошкормас куриниш да аникланган  /, ва /2 ф ункциялар  
{(*!, х ^ £ R 2: х® — б ! < Х ! <  х ° + 6,. х® — 62<  х2<  х \  +  б2}

Л **ам да узлуксиз ва барча узлуксиз хусусий хосилаларга эга 6(j-
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М и с о л. Ушбу

системами царайлик. Бунда

* , +  у, у,
*i </- — Xjl/, = (13.61)

F ,( x „  x,) =  x, х , +  У|У*— 1. 
Ft  (x„ хг) =  x, уг — yx x , — 3

булиб, бу функциялар (1, — 1, I, 2) нуцтанинг атрофида 13.16- теореманинг бар. 
ча шартларини бажаради. Хаци^агаи *ам, Fx (х ,, х „  у х, уг), Рг (хх , х2, ух, у \ 
функциялар узлуксиз, узлуксиз барча хусусий хосилаларга эга, (1, — 1, 1, 2) 
нуцтада

d F х_ dFj_ 2 1
д У\ 
d F t

д у г
d F t =

1 1
д у х d y t

1 Ф  О

*амда
5 ,(1 .  - 1, 1, 2)]=  О, М 1, - 11, 1/ 2) =  О 

булади. Демак, (13.61) система у х ва уг ларн) х ,, х2 Узгарувчиларнинг' функцияси 
сифатида аницлайди. Равшанки, бу функциялар узлуксиз, узлуксиз хусусий хоси
лаларга эга. Берилган (13.61) тенгламалар системасинн бевосита у х ва уг ларга 
нисбатан ечиб цуйидагмларми топамиз:

У\ ■ з + К ;  +  4 х, х* — 4 xj х§ ^  _  3 -f- V  9 +  4 х, х , — Ах] дй
2 х, 2 х ,

Энди (13.57) системанинг ошкормас функцияларнинг аницлашини 
таъминлайднган (ошкормас функцияларнинг мавжудлигини ифодалайди
ган) теореманн исботсиз келтирамиз.

13.17- т е о р е м а .  F,, F, ............Fn функция-гарнинг xflp бири
( Л  У°) =  (х°, х° ..........х°т. у°Г у°2.............у°п) нукт анинг бирор

^л*((*°« lJ*)) =  кп *2» * * •• Уг' * * ** Уп)) =

=!{(*°. «/°)€/?т+ ', :х °  — Л ,<лг,<дс? + Л „  х \ —  h*<  * * <  4  +
+  Л., . .  х°т —  hm< x m < \ ^ : + h m, у \  —  * , < у , < у °  +  *!,

У$ —  ks < y . < t %  +  k2..........у°п —  kn< y n < y°n +  kn}

атрофида (h .J> 0, » =  1, 2, . . ., т, kj > 0 ,  / =  1, 2, . . п) берил
ган ва улар цуйидаги шарт ларни бажарсин:

1) Uhk ((х°, у 0)) да узлуксиз;
2) Uh i((x°, у0)) да барча хусусий хосилаларга эга ва улар  ухгуксиз;
3) хусусий %осилаларнинг (х°, i f )  нуцтадаги кийматларидан ту- 

зилган уш бу детерминант нолдан фарцли:

Ф 0;

dFy_ d F , d F x
д у х дуг  ’ ‘ * d y n
dJ ± d F t d F t
д у х д у г ’ * d y n

dF„ d F n d F n
д у х d y t * * "1 дУп
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4) (х°. У°) =  (*?• *?  • • •• х °т' У°г УН.......... Уп) нуцтада
Fi(x*, t/°) =  0, Fs (x°, у°) =  0* . . Fn(*°, t/°) =  0.

у  jo/tda f(x°, ji°) нуцт анинг ш ундай  U6 t ( (x° ,  y°)) =

**Uti6, .6 mttt,~ *n  **® omP°^u ( 0 < 6 1< A 1, 0 < 6 2<  A* . .
0 < ; 6 ^ < Л т . 0 < e ,  < * , .......... 0 <  en <  kn) топиладики бу атрофда

1') (13.57) система ошкормас куринишдаги ф ункциялар система- 
сини аницлайди. Уларни у^ =  f\{x i, . . .* -̂ т)* У2 =  /2 (^1* ^1»
. . .. Уп * /« (* !•  х*. • • •• *m) дейлик:

2’) (*1* •**» • • •» х т) =  (•*!» ■*■>’ • • •• *m) -*2’ • • •• *т) =

/■(*?. *2.......... 0 = 1 / 2 -  • • -  М 4  *2............О
бЦлади-,

3') ошкормас куринишда аницланган  /,, /2, . . fn функциялар
{(х,. JC*..............x J t R m-, x0l —  bl < x l < x 0l +  bl , x 02— b2< x i < x°2 +  bt ,
. . . .  Х?т —  Ьт< х т< <  +  6т } тупламда узлуксиз ва узлуксиз хусу
сий хрсилаларга эга булади.

14- Б О Б

ФУНКЦИОНАЛ КЕТМА-КЕТЛИК ВА КАТОРЛАР

1- §. Функционал кетма- кетлик ва каторлар( уларнинг 
я^инлашувчилиги

1. Ф у н к ц и о н а л  к е т м а - к е т  л и к л а р .  Ихтиёрий Е  ва F туп
ламлар берилганда, Е  тупламни F  тупламга /: Е-*- F  акслантириш ту- 
шунчасц 1- цисм, 1- боб, 1- § да урганилган эди.

Энди Е  — N , F туплам сифатида эса X  с  R  тупламда берилган функ
циялар туплами {/(дс)} ни олиб, ушбу

<р:N -* -{f(x )}  ( ф : п — /п(дс)) (14.1)

акслантиришни к,араймиз. Бу акслантириш функционал кетма- кетлик 
тушунчасига олиб келади.

(14.1) акслантиришни цуйидагича тасвирлаш мумкин:
1 , 2, . • ■} п, * . .
I I  I

/l(*). / i (x)y  • • •• /„(■*)> . . .

Натижада ф:п-*-/„(дс) акслантиришнинг аксларидан (образларидаи) 
ташкил топган ушбу

М*). /»М .......... /„(дс), . . .  (14.2)

ч^плам з^осил булади.
(14.2) туплам Х (Х  a  R) да берилган ф ункционал кетма- кетлик 

'Функциялар кетма- кетлиги) деб аталади ва у {/„(*)} ка1и белги- 
^надц.



Шундай цилиб, функционал кетма- кетликнинг з̂ ар Сир з̂ ади, бц» 
аввал 1 - к;нсм, 3- бобда курган сонли кетма- кетликнинг зрдларндад 
фарклн улароц муайян фуикциялардан иборатдир.

Шуни з̂ ам таъкидлаш лозимки, / , ( х), /2(х), . . fn (х), . . . кетма. 
кетлик турли з^адларининг аницланиш соз^аси, умуман айтганда, турлщ^ 
булиши мумкин. Биз бу ерда X  сифатнда шу со^аларнинг умумцд 
цисмини олиб цараймиз.

(14.2) кетма- кетликда fn (x) функция шу кетма- кетликнинг умумий 
%ади (п - %ади) дейилади. Демак, (14.2) функционал кетма-кетликнинг 
умумий зфди х  ва п узгарувчиларга ( х £ Х ,  n £ N )  борлиц булади.

М и с о л л а р .  1. ф — *ар бир натурал п сонга ^  |  ^  функщ)яни мос цуювчн 
акслангираш булсин. У \одда уш5у X  =• ( — оо, -f- оо) тупламда берилган

■ 1L . .  1
1+ х * '  4 + х *’1

функционал 

f n ( x )  =
1

л*+х«

1 +  х* ' 4 +  х*’1 9 +  х*............. л»+ х»’
кегма-кетликка эга буламиз. Бу кетма-ке1ликнииг умумий 

булади.
хадв

2. ф з а̂р бир натурал п сонга s in L _ i  tфункцияни мос »цуювчи акслантириш
булсин. Бу ^олда нуйидагн

sin. Sin 1 ^ £ ,  sin \СЕ.............sin YU.
1 [0, + » )  тупламда берилган 6J-

1 ----- 2 ....... 3
функционал кг гма-кетлик з^осил ^5улади. У X

либ, умумий *ади (х) =  sin 1—— бдлади.
3. Ушбу

X, ) X , X*. У~х , . . .
функцчэнт к :гш - ю михчи царайтик. Бу кетма-кетликнинг тоц номерли уринда 
турган х,гцирл  (— м , +  » )  оралицда бгрилган функциялар булиб, жуфт номерли 
Уранда турган ^адчари эса [0, + оо) ораликда берилган функциялардир. Бу кетма- 
кетликни X  =  [0, +  оо) ораликда берилган деб цараймиз. Унинг умумий э̂ ади

Л+1
/„  (х) =  ! х 2_ ,  агар п  — тоц сон булса,

\ V  х ,  агар Jл — жуфт сон булсабдлади.
X тупламда берилган бирор

f i(x ) , f t (x ) .......... fn (x), . . .  (14.2)
кетма- кетликни царайлик. Бу X  тупламда х0(х0 6 X )  нуцтанн олиб,
(14.2) кетма-кетлик з̂ ар бир fn (x) з^адининг шу ну^тадаги цийматини 
з^исоблаймиз. Натижада цуйидаги

М *о).1М *о). • • • . / „ ( * * ) . . . .  ( 14
сонлар кетма- кетлиги з^осил булади.

Сонлар кетма-кетлиги эса, ани1форн уларнинг ^ я ц и н л а ш у в ч и л п г н .  

узок;лашувчилиги, яцинлашувчи кетма-кетликнинг хоссалари 1 - КисМ‘ 
нинг 3- бобида батафсил урганилган эди.
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14 \ .  т а ъ р и ф .  Агар {/„(х0)} сонлар кетма-кетлигн якннлашувчн 
,у90клашувч") булса, {/п(х)} функционал кетма-кетлик х0 нуцтада 
минлашувчи (узоклашувчи) деб аталади, х0 ну^та эса бу функционал 

кетликнинг яцинлаишш (узо^лашиш)  нуцтаси дейилади.
{/ (х)} функционал кетма-кетликнинг барча якннлашиш (узоцла- 

щнш) нуКталаРмдан иборат туплам {/„(х)} кетма- кетликнинг яцинла- 
шиШ (узоцлашиш) соцаси (туплами)  деб аталади.

Биз баъзан М  туплам ( И сг R) {/„(х)} функционал кетма-кетлик- 
яинг якинлашиш (узо^лашиш) соз^аси (туплами) булсин деган ибора 
урнига, унинг эквивалент— {/„ (х)} функционал кетма- кетлик М  со- 
хлда (тупламда) якннлашувчн (узоклашувчи) булсин деган нборани нш- 
латаверамиз.

Бирор {/„(х)} функционал кетма-кетлик берилган булиб, M (M czR ) 
э с а  шу кетма-кетликнинг якинлашиш со.^аси булсин. Унда V x 0£ M  
учун унга мос

/1  (X(j)» /2  (Xq), • • f п (X q), . . .  

кетма-кетлик l im /n (xo) лимитга эга булади.
п-+оо

Агар М(М  cz R) тупламдан олинган ,\ар бир х  га, унга мос кела-
диган /i(x ),j/2(x), . . ., /п(х)............кетма-кетликнинг лимитини мос
щйсак, яъни

/  : x - H i m  /„(х),
{л-мо

унда М  тупламда бернлган /(х) функция з^осил булади. Бу /(х) функцияни 
{/п (х)} кетма- кетликнинг лимит функцияси  деб атаймиз. Демак,

lim / ’ (х) =  /(х) (х |6М ). (14.4)

М и с о fl'.ifafp.J 1 Ушбу

I n  ( х )  ■■ (л =  I, 2, .  . .)
ln*+X*J

Функционал кетма- кетлик V х £  R да я^инлашувчи б\'либ, .ihmit йункпия айнан О 
га тенг: у  х £ R учун

'Нш /„ (х) =  lim
П—¥00 п*+ х*

= 0.

2* Куйидаги

f f i  {/*W}”  (я* х +  1) (я=  1, 2------)
^нкцнонал кетма- кетлик фацат битта х =  0 [нуцтадагина якинлашувчи, колган 

Рча нукталарда узоклашувчи булади:

! 1, агар х =  0 б^лса,
+  оо, агар х >  0 булса,

3. Ушбу
Л—ЮО

{/»(*)}

—  оо, агар х < 0 булса.

(n =  1, 2, . . .)
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1
Функционал кетма- кетлик V * £ Я+  Да я^инлашувчи булиб, унинг лихи т функци*. 
си /  (ж) =  У х  булади. ХачиКатаи ^ам,

А " *‘П —
lim f„ (x )= lim n -s in  У— L  =  lim — — — • 1 ~x =  V ~ x .
n-+ oo n—*oo fl П—ЮО | X

П
4. Куйидаги

{/я (х)} =  {хя} («t— 1. 2 . -----)
функционал кетма- кетликии царайлик. Бу функционал кегма-кетлнк учун, х с 
^ ( 1. -hoc) да с

х  =  1 булганда 

V * € ( - « .  1) Да

V x £ ( —оо, —1] булганда эса берилган функционал кетма-кетликнннг лимита 
мавжуд эмас.

Шундай цилиб, берилган {/„ (дс)} =  {*"} функционал кетма-кетликнинг якин- 
лашиш со^аси Af=»(— I, 1) булиб, лимит функция

Пш /„(*) =  lim хп =  оо,
П—►ОО п-+ оо

I im /„ (1) =  lim 1п — 1.
Л-*00 Л—► ОО

lim /л (х)П—¥00
=  lim хп —

П-* оо
0.

ц х) _  |  0, агар — 1 <  х <  1 булса.
агар х  =  1 булса 

булади.
2. Ф у н к ц и о н а л  ' ц а т о р л а р .  Бнрор Х (Х  с : R) тупламда и 1(х), 

ы, (х), . . ., ип (х), . . . функционал кетма- кетлнк берилган булсин.
14.2- т а ъ р и ф. куйидаги

и, (х) +  и, (х) +  . • . +  и„(х) +  . .  .
оо

ифода функционал кртор деб аталади ва у ^  ип (х) каби белгиланади:
П=1

V u n(x) =  u1(x )-f ы2(х) +  . . . - f « „ ( x ) - f . .  . (14.5)
п=1

ы,(х), и2(х), . . . функциялар (14.5) ф ункционал цаторнинг %адлари, 
ип(х) эса функционал цаторнинг у  мумий %ади (п- %ади) д е б  аталади. 

Функционал к;аторга мисоллар келтнрамнз:

1. V  х'1-1 =  1 +  х  +  х 2 -f  . .  .(— оо <  х <  оо)
П=* 1

2 V __________^_________  _____ - ___ 4- _______ - _______4 .
• £ л ц п - 1 )х +  1](пдс+1) - 1  . ( х + 1 ) ^ ( д с + 1 ) ( 2 х +  1 ) ^

Пж= 1

"*■ (2х+1)(Зх +  1) +  * * * ( 0 < Х < о о ) .
Шундай цилиб, функционал цаторнинг ^ар бнр ^адн, аввал ( 1-цнсМ*
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мяГ Ц-бобида) урганилган сопли цаторнинг ^адларидан фарцли ула- 
^  муайяи функциялардан нборатдир. k

1 4 . 1 - э с л а т м а .  ^ н „(.г )  функционал катор турли ^адларининг бе.
П*»1

«шиш сонлар» (тупламлари), умуман айтганда, турлича булади. Биз 
бу ерда X туплам сифатида шу со^аларнинг умумий кнсминн тушу- 
намиз.

X тупламда х0(х0(;Х) н унта ни олиб, (1 4 .5 ) функционал каторнинг 
*ар бир ип (х)(п — I, 2, . . .) ^адининг шу нуцтадагн кийматннн топа
миз. штижада уш5у

£  и п (х о) =  u i W  +  и г (-'о) +  (ДГо) +  • .  .  (1 4 .6 )
П**1

сонли ^атор *осил булади.
Маълумки, сонли каторлар, уларнинг я^инлашувчилиги, узоклашув- 

чилиги, яцинлашнш аломатлари, якинлашувчи каторларнинг хоссалари
1- Вкмнинг 11- бобида батафсил оаён этилган эди.

оо ;
14.3-т а ъ р и ф .  Агар ^_ип (х0) сонли цатор якинлашувчи (узокла-

П* 1
оо

шувчи) булса, V  ип (х) функционал катор х0(х0£ X) нуктада якинла- 
■ п=1

шувчи (узоклашувчи) деб аталади, х0 ну^та эса бу функционал катор
нинг якинлашиш (узоклаш иш) нуктаси дейилади.

о*

£ « „ (* )  функционал каторнинг барча яцинлашиш (узоклашиш) нуц- 
- 1

таларидан иборат туплам, бу функщюнал каторнинг яцинлашиш (узоц- 
лашиш) со.\аси (т уплами)  дейилади.

оо
Кейинги баёнимнзда биз ип (х) функционал ^аторнинг якинлашиш

П - 1
оо

(узоцлашиш) со.\аси М  туплам булсин дейиш урннга v  ип (х) функцио-
п= 1

нал цатор М  тупламда якинлашувчи (узоклашувчи) булсин деган нбо- 
Рзни ^ам ишлатаверамнз.

оо
Бирор (х) функционал катор берилган булиб, М (М  c i R) эса

л= 1
ЩУ функционал цаторнннг якинлашиш со^аси булсин. V х0 6 М  учун, 
Унга мос ^  ип (Xf) =  и j (л'0) +  и2 (х„) -f  . . . +  ип (х„) +  . . . катор яцин-
j - .  п=1
■'«Шувчи, у н и н г  йириндисинн  эса S 0 д е й л и к .
„  Агар М тупламдан олинган ^ар бир л- га унга мос келадиган 

(х) +  . . . +  ип (х) +  . . . ^аторнинг йигиндисини 

Т®6 Куйсак, унда М  тупламда берилган S (х) функция .\осил булади.
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Бу S (х) функцияни V  и ^ х )  =  ы^лг) +  и2 (*) +  . . .  +  ы„ ( х )  +  . . .  фу
Па>1

ционал каторнинг йигиндиси деб атаймиз. Демак, V  * € М учун 

V u J j )  =  и 1(х) +  иъ(х) +  . . . +ы„(х) + .  . .  =  S(.t).
П«* 1

Функционал цаторларда ^ам, худдн сонлн цаторлардаги кабн, kj. 
торнинг цнсмий йигинднларн тушунчаси киритилади.

(14.5) функционал цаторнинг дастлабкн ^адларидан (тузилган ушбу

S , ( x )  = u 1 (*)•
S 2 ( x )  = U ! ( x ) - f  ы г( х) ,

S„ W  =  “ i W  +  “i  M  +  • • • +  «n (*)•

00

йигнндилар (14.5) функционал цаторнннг кисмий йигиндилари дейила
ди. Демак, (14.5) функционал ^атор бэрнлган ^олдз ,^зр доим бу а̂- 
торнинг цнсмнй йирннднларидан нборзт ,{S„(x)}:

[S,'(x), S l(x ) ..........5 .W , . . . (14.7)
функционал кетма- кетликни ^осил к,илиш мумкин.

Аксинча, (14.5) функциэнзл цаторнинг ^исмий йнгиндиларидэн ибэ- 
рат (14.7) функционал кетма- кетлик бгрилган ^олда, .^ар доим .уадла- 
рн (14.5) функционал цаторнлиг мэ: ^адлэрнга тенг булган ^уйндаги

S jW  - т - й з д  _  s ,  («я +  . . .  +  [ S M - & +  с*и +:•'• ’•

функционал ^аторни ^оснл цилиш мумкин.
Сонлн каторнинг яцннлашувчнлиги (узоклашувчилнги) таърифини 

эслаб (царалснн, 1- ь;исм, 1 1 -боб, 1-§) (14.5) функционал цаторнинг 
х 0 нуцтада яцинлашувчнлиги (узоклашувчилнги) ни цуйидагича ^ам таъ- 
рифлаш мумкин.

14.4- таъриф.  Агар л -►оо да {S„(x)} функционал кетма- кетлик
т

х 0(х0 6 Щ  ну^тадз я^инлашувчи (узоклашувчи) булса, V u n(x) функ-
п=1

ционал цатор х0 нуктада яцинлашувчи (узоклаш увчи) деб аталади.
Бу функционал кетма- кетликнинг я^инлашиш (узоцлашиш) сохаси 

(туплами) тегишли функционал цаторнинг якинлашиш (узоцлашиш) 
сохаси (т уплами) деб аталади.

(14.7) функционал кетма- кетликнинг лимит функцияси S(x):
lim S„(x) =  S(x)

П—ЮО

(14.5) функционал каторнинг йигиндиси деб аталади.
Мисоллар .  I. Ушбу

V j" -1  =  1 +  х+х* +  . . . + х я-1  +  . . .
Л= 1
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„моиал каторни царайлнк. Бу цаторшшг^ар бир *ади: и„ (х) =  хя—1 (л =  
ФЭу 2, • • • )  Функция R =  (—  оо, -(-ос) да берилган. Ь^аралаётган функционал ца- 
"’оНННГ ЧИСМИЙ йигиндиси 

Р ( 1 —  Xя
S„ (х) =  I +  X +  X* +  . . . +  Xя- »  =  I ! _  х  • агаР х ф  1 б-' лса’

I п , агар х =  1 булса
б\'лади. >нда

V x £ ( -  1. +  •) учун lim S „(x ) =  lim ( ' — —^ — ) =  — —̂ ,п—,00 П—,00 \ 1 — X 1— X /  1— X

v x £ l l > + 00) учунппш  S„ (х) =  оо, V х £ (— оо. — I] учун (S„ (х)} функционал

кетха-кетлик лимитга эга эмас.
Шундай цилиб, берилган функционал каторнинг якинлашиш со>;аси М  =  (—1, 

+1), узо^лашиш соцасн эса R \ M  =  (— оо, — 1] (J [I, +  00) Дан иборат.

(— 1, + 1 )  оралицда фу нционал цаторнинг йигиндиси S (х) =  ------— булади.

2. Куйидаги
ОО

1)х+1](лх+1) (0 < х <  +  °°)
л=1

функционал ьатории карайлик. Бу ^аторнинг ь^исмий йигиндисини топамиз:

SeW.  у ------------ £ _ ---------« у  Г--------- !_________ - 1 - 1jl4l(k-\) x+l](kx+l) ^4i(k-\)x-\-\  Лх+ l J  *-=1 *=.1
Унда

пх+1

lim Sn (х) = lim Г 1 — — Ц -  1 = 1  (0 < х <  +  оо) 
л —»оо |_ ТХХ 1 J

булади. Демак, берилган каторнинг йигиндиси S (х) =  1 булади.

Биз юцорида функционал кетма- кетлнк хамда функционал катор- 
•тзр. уларнинг яцинлашувчилиги (узоклашувчилнги) тушунчаларн билан 
танищдик.

Аслида бундай тушунчалар билан бнз, аввал, хусусий фхпда (узга- 
РУвчи х нинг ^ар бир тайнн кнйматида) 1- кисмнннг 3- ра 11- бобла- 
РОД* сонлар кетма- кет лиги, сонлн цаторлар деб танншиб, уларнн ба- 
афсил урганган эдик.

лозирги ^ол, яънн функционал кетма- кетликнннг лимит функция- 
' ' W. функционал цатор йигиндиси S (х) лар х  узгарувчининг функ- 
я-1ари булиши бу /(х) ва S (х) ларнинг функционал хоссаларини ур- 
"Ишни тацозо этади.

Писала {/„(х)} функционал кетма- кетлик .\ар бнр fn (x) (п =  1, 2,..) 
д£®||ВДг функционал хоссаларнга кура (узлуксизлиги, днфференциал- 
«. УВчилиги ва ^оказо) f  (х) лимит функциянинг мос хоссаларини,

(х) функционал цатор ^ар бнр ип (х) (л =  1 , 2 , . . . )  .\ади функцио
нал у.
$*оссаларига кура, катор йигиндиси S (х) нинг мос хоссаларини 

НИщдаи иборат.
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Бу f(x )  ,\амда S (х) функцияларнннг хоссаларини урганншда, \
кетма-кетликнинг лимит функция f(x )  га, цатор цисмий й и р и н д и Си I 
S n(x) нинг цатор й и р и н д и с и  S (х) га я^инлашнш (интилиш) характер,, 
му.\им роль уйнайди. Шунинг учун баёнимнзни функционал кетма- кет. Ч 
лик хамда функционал ^аторнинг текис яцинлашиши тушунчасини К1|. 
ритиш ва унн урганишдан бошлаймнз.

2-§. Функционал кетма-кетлик ва ^аторларнинг текис якинлащу!.
чилиги

1. Ф у н к ц и о н а л  к е т м а - к е т л и к н и н г  т е к и с  я ^ и н л а ш у в .  
ч и л и г и .  Бирор {/я(jc)}:

fi(x ). /*(■*)» . . . , fn (x)» . . . (14.2)
функционал кетма-кетлик берилган булиб. М{М  <= R) эса бу кетма- 
кетликнинг якинлашиш со^асн булсин. f(x )  функция (14.2) функционал 
кетма-кетликнинг лимит функциясн булсин. Демак. (М *)} функци- I 
онал кетма-кетлик М  тупламнинг .^ар бир х0(х0 £ М ) ну^тасида, п-*.® 
да мос /(*„) га интилади:

lim f„ (х0) =  /(*„).
П—*оо

Кетма-кетликнинг лимити таърифига кура бу цуйидагини англатадк 
V e > 0  сон олинганда з̂ ам, шундай n0^ N  топиладики, барча г. >л, 
учун

l / " W -/W I< e
булади. Бунда п0 натурал сон е > 0  га ва олинган х0 ну^тага борлик 
булади: п0 =  п0(г, х0) (чунки, х  узгарувчининг М  тупламдан олинган 
турли цийматларида {/„(.г)} кетма-кетлик, умуман айтганда, турлича 
булади).

М  тупламдаги барча нуцталар учун умумий Оулган п0 натурал 
сонни топиш мумкинмн деган савол турилади. Буни цуйидагнча тушу- 
ниш керак: V e > 0  сон олинганда з̂ ам V  п > п 0 ва v x £ M  учун |/n (*)"
— /  (*) I <  е буладиган п0 £ N  топиладими?

Куйнда келтириладиган мисоллар курсатадики, баъзи функционал 
кетма-кетликлар учун бундай п0 натурал сон топилади; Чаъзн фУнК' 
цнонал кетма-кетликлар учун эса топилмайди, яъни бирор е„ > 0  сон* 
учун исталган катта n £ N  сони олинганда з̂ ам шундай х £  М  нуНТ; 
топиладики,

\fn(x) —  f(x)\ > е 0
тенгсизлик бажарилади.

М и с о л л а р .  1. Ушбу

функционал [кетма- кетликни царайлик. Бу кетма-кетликнинг якинлашиш сМ 
М  =  ( —  оо , +  оо), лимит функиияси эса



демак, /  x) = 0. Бу яцннлашишнинг характери ^уйидагичадир:

6' __ g >  0 сон олинганда [.\ам п0 =  j — | дейилса, барча л >  л0 да ва V х £  М да

I/«<*)-/ (*)!■

®>л gv ^олда п0 натурал сон фа^ат е гагина бог л и к. булиб, царалаётган х (х^ (—00, 
, „vKiara боглик эмас. Бошкача айтганда, топилган л0 натурал сон барча ж

—  оо, +  оо)) нуцталар учун умумийдир.
'  2. Ушбу

функционал кетма кетликни карайлик.
Бу функционал кетма- кетликнинг лиуит функцияси /  (х) =  х  булади:

п х
I (х) =  lim /„  (x )= lim — ------— =  х.

П—*оо П-*оо 1 -f* п  “Г X

Бу яцвнлашишшшг харакгери ^ам аввалги исолдагидек. Ха^и^атдан ^ам, V е > 0  
(е <  1) сонни олайлик. л0 сифатида

* - [ < ! + * )  ( * - | ) ]

ни олсак, V я > я 0 ва х £  [0,11 ну^та учун

............................  I п х 0 | х0( 1+х„) _ х0(1 +  х0)
л ) - 1ы  1 - | г т ^ г . “ * Г  «  2 +  П .+ ,.  < г  < " 8»

булади. Бу ерда, равшанки, пл сон е га ва х , нуктага боглнкдир. Бироц л ’ деб

: rmax л0 !
0<*<1 Ц - ' ) \

олинса, V п > я 0 ва V х £  [О, 1) учун (14.8) бажарнлаверади. Демак, па натурал 
сон барча х (0 ^  х ^  1) нуцталар учун умумий булади.

3. Куйидаги

Функционал катма- кетликни царайлик. Унинг лимит функцияси 

/ (x)  =  lim /д (х) =  lim = 0
П—too П—+оо 1 -j- fl х

бУлади. Бу эса таърифга кура, цуйидагини билдиради:
V е >  О сон ол ингаида ^ам,

л0= я 0( е , х ) = | ^ |  (х Ф  0) (14.9)

Дейилса, барча я >  л0 учун 

I/* (X) — / (х)| —
Я X „I Я X I 1

— О = — — — < — <  е (14.10)
1 + я 2хг | 1 + я* х *  я х ^  (я„ 4* 1) х 

^лаДн. х =  0 булса, равшанки, V я учун /„  (0) =  /  (0 )= 0 .
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1 + — -п* п*
булади.

Демак, барча х ( О ^ х ^  1) нуцгалар учун умуиий булган ва (14.10) теигсщ. 
лик бажзриладиган п0 нагурзл сон топил чтй ли. (Бу хулосага ю^оридаги л0 уЧун
(14.9) фэрмулани урганиб (к>рин1б турибдики, у ерда я -* -0 да л0 оо) vai( 
келиш мумкин эди.)

М (М  с  R) тупламда бирор {/„(дс)} функцнонал кетма-кетлик берил. 
гаи булиб, у лимит фуикцияга эга булсин. Бу лимит функциями /(*) 
(дс 6 деб белгилайлик.

14 .5-таъриф.  Агар V e > 0  олинганда з̂ ам шундай n0£ N  топил- 
саки, ихтиёрий п > п 0 ва ихтиёрий х £ М  ну^талар учун бир йула

I /« W - / iW K .e
тенгсизлик бажарнлса, {/„(х)} функционал кетма-кетлик М  тупламда 
/(х) га текис яцинлашади (функционал кетма-кетлик текис яцинла- 
шувчи) деб аталади. Акс ^олда, (яъни V  л £jV олинганда ^ам, шундай 
е0 > 0  ва х0£Л1 мавжуд булсакн,

I / . W  —  /(*«)1 >  ео 

тенгсизлик бажарилса) {/„(дс)} функционал кетма-кетлик М  тупламда 
/ (х) га текис яцинлашмайди (функционал кет ма-кет лик текис яцин- 
лашучи эмас) деб аталади. {/„(х)} функцнонал кетма-кетликнинг / (х) 
га текис яциилашувчнлиги куйидагича белгиланади:

/.(*)= £/(*) (хбМ ).

(sin п х  1
— r T j

функционал кетма-кетлик лимаг функция /(х) ■■ 0 га (0, 1] оралш\ДЗ 
текис яцинлашади:

( 0 < х <  1).
► irtj

Учиичисида [ эса, яъни {/„ (*)} =  ( > +П̂ — |  [функционал кетма-кетлик 

/(х) =  0 лимит фуикцияга яцинлашса-да

l im  — — —  =  0 ,
гм»оо 1J+ n* X*

бу функцнонал кетма-кетлик учун текис яцинлашиш шарти бажарнл- 
майди.

14.1 . - теорема.  {/„(*)} функционал кетма-кет ликнинг М  туЛт 
ламда /(х) га текис яцинлашиши учун

lim s u p  |/„(х )— / (х)| =  0
л-*оо х  £  М

булиши зарур ва етарли.

Биро^, масапан, *о =  ~  леб олсак, исталган n £ N  сони ва * =  —  ну^та уЧу(
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pic Сот.  З а р у р л и г и .  М  тупламда'(f„(x)} функционал кетма-кет 
д-к f(x) лимит функцияга текнс якинлашсин. Таърнфга кура, V  е >  О 
^инганд;! ^ам, шундай n0£ N  топиладики, л > л 0 булганда М  туп
ламнннг барча х  нуцталари учун

\fn(x) —  f ( x ) \ < t
булади- Б ундан  эса V п > п 0 учун

М п =  s и р |/ (дг) — / ( * ) |< е
х  £  А)

булиши келиб читали. Демак,
lim Af„ =  lim su  p l/„(x)| — f(x)\ =  0.
n  —• ao n — oo X £  M

Е т а р л и  лиги .  M  тупламда {/„ (х)} функционал кетма-кетлик f(x )  

лимит функцияга эга булиб.
lim s u p  |/.(х ) — /(х)| = 0

П-»оо * £  м

булсин. Демак, V « > 0  олинганда дам, шундай п0£ N  топиладики, 
барча п > п 0 учун

S U P J / . W  — / (* ) |< е

булади. Агар ушбу
|/„ (*) — /  WI <  s и р |/„ (х) — f  (х)| (х 6 М)

х С М

муносбатни эътиборга олсак, у холда х £ М  учун
\fn (x) —  f ( x ) \< e

булишинн топамнз. Бу эса М  тупламда {/„(х)} функционал кетма-кет- 

лик /(* )!лимит функцияга текис я^инлашишинн билдиради.

М и с о л л а р .  !. Ушбу

Функционал кетма- кетликни — с <  х  <  с (с >  0) интервалда царайлик. Бу функ- 
®К>нал кетма- кетликнннг лимит функцияси

f  (х) =  lim / я (х) =  lim е - (*“ п), =  0
П—ЮО п-+ оо

®$лади. Натнжада

=  sup |/я  (х)—/(Х)|= sup |е ~ (х — — 0 )=  sup е~ (х— п)‘ =
— • <«<« —с< х< *  — «<*<е

_  е— Ш -  П)*
®Улиб, ундан

lim Мп =  П т  в “ <с “  =  О
п—+оо П-*ао

в5лишини топам из.
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Биро^, масалан, е0=  — деб олсак, исталган n £ N  сони ва х =  —  нуцтаучуц

■ £ Х ) \
1 1

1 +  ± .„»  **2 
л*

Т > 80

булади.
Демак, барча х  ( 0 ^ х < 1 )  нуцталар учун уиучнй булган ва (14.10) тенгсиз. 

лик бажариладиган па нагурал сон топнлчайдн. (by хулосага ю уэридаги л0 у Чун
(14.9) фэрмуланн урганнб (курин i6 туряЗдики, у ерда *-»- 0 да л 0 <х) ха1( 
келиш мумкин эди.)

М (М  cz R) тупламда бирор {/„ (х)} функцнонал кетма- кетлик берил - 
ган булиб, у лимит функцияга эга булсин. Бу лимит функцияни /(*) 
(х £ М )  деб белгилайлик.

14 .5-таъриф.  Агар V e > 0  олинганда з̂ ам шундай n0 £ N  топил» 
саки, ихтиёрий п > п 0 ва ихтиёрнй х £ М  ну^талар учун бир йула

!/» ,(*)— Д(*) К  в
тенгсизлик бажарилса, {/„(х)} функцнонал кетма-кетлик М  тупламда 
/(*) га текис яцинлашади (функционал кетма-кетлик текис яцинла- 
шувчи) деб аталади. Акс ^олда, (яъни олинганда ^ам, шундай
е0 >  0 ва дг0 6 М мавжуд булсаки,

\fn (xo) —  f ( xo)\ >  «=о 
тенгсизлик бажарилса) {/п(д;)} функционал кетма-кетлик М  тупламда 
/ (дс) га текис яцинлашмайди (функционал кет ма-кет лик текис яцин- 
лашучи эмас) деб аталади. {/„(*)} функционал кетма-кетликнинг / ( х) 
га текис яцннлашувчилигн цуйидагича бглгнланади:

/и (*)=г/(*) (х  6 М ).

{sinл* |
— п J

функционал кетма-кетлик лимит функция / ( дг) зя 0 га [0, 1] оралшу» 
текис я^ннлашади:

0 ( 0 < х <  1).
► ini

Учннчисида [ эса, яъни {/„ (*)} =  j , ^  ] [функционал кетма-кетлик

/ ( х ) = 0  лимит функцияга яцинлашса-да

lim п х —  = 0 ,  
гм»<п 1J+ я2 д:*

бу функционал кетма-кетлик учун текис яцинлашиш шарти бажарил- 
майди

14.1.- т е о р е м а ,  {/„(*)} функционал кет ма-кет ликнинг М  туп' 
ламда f(x ) га текис яцинлашиши учун

lim s u p  !/„(*)— f ( x ) | =  0
Г1-ЮО х

булиш и зарур ва етарли.
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Ис б о т .  З а р у р л и г и .  М  тупламда'{/„(дг)} функцнонал кетма-кет 
«ас /(*) лимит функцняга текнс якинлашсин. Таърнфга кура, V e > 0  
олинганда ^ам, шундай nQ£ N  топиладики, п > п 0 булганда М  туп
ламнинг барча х  нуцталари учун

\fn (х) — f ( x) \ < t
булади. Бундан эса V п > п 0 учун

M „ = s u p | /  (*) — / ( х ) | < е
х  £  м я

б\лиши келиб чицади. Демак,
lim М п =  lim s u p  |/ж(х)| — /(х)! =  0.

П —* э о  Л - » о о  х  £  М

Е т а р л и  лиги .  М  тупламда {/„(*)} функционал кетма-кетлик /(дг) 

лимит функцняга эга булиб.
lim s u p  |/„ (х) — / (х)| =  0

n -»«o  X £  М

булсин. Демак, \ / * > 0  олинганда хам, шундай п0£ N  топиладики, 
барча п > п 0 учун

s u p j / . ( * ) - / ( * ) |< e

булади. Агар ушбу
|/п (х) — /  (х)| <  s и р |/„ (дг) — /  (х)| (дг в М) 

х с  м

муносбатни эътиборга олсак. у ^олда х £ М  учун
\fm(x) —  f (x ) \< E

булишини топамнз. Бу эса М  тупламда {/„(дг)} функционал кетма- кет- 

лик f ( x ) lлимит функцняга текис якннлашишини билдиради.

М и с о л л а р .  1. Ушбу

{//.(*)} =  {e- < t " n)'}
Функционал кетма- кетликни — с <  х с  с (с > 0) интервалда царайлик. Бу функ
ционал кетма- кетликнинг лимит функцияси

f  (ж) =  lim /„ (* ) =  lim е - (1- п>' =  0
П - > 0 0  П - ¥  ОО

®5лади. Натижада

^<1=  sup |/я (х)—/(х )|=  sup |е~ (х ~  n)* — 0|=  sup е~ <х— п)* =
— *<*<« —* < * < •  —«<*<«

=  е-
б^иб, ундан

lim Мп =  lim е ~ (с “  п)’ =  0
П—*оо П—+00

Члишини топамиз.



Энди (14.11) 'тенгсизликда m -►оо да (бунда п ва х  ларни тайинлаб) 
лимитга ути5 куйидагини топамиз:

\fn(x) —  f(x)\ <  е.
Бундан эса {/„(дг)} функционал кетма-кетликнинг /(х) лимит функцияга 
текис якннлашиши келиб чицади. Теорема исбот сулди.

2. Ф у н к ц и о н а л  ^ а т о р л а р н и н г  т е к и с  я ^ и н л а ш у в ч и -  
л и г и .  М (М  cz R) тупламда бирор

2  «Л W  =  «1W  +  И,(х) +  . . .  +  ия (х) +  . . .  (14.5)
Пв 1

функционал цатор берилган булсин. Бу функционал ^атор М  тупламда 
я^инлашувчн булиб, унинг йигиндиси S (x )  булсин. Демак, М туп* 
ламда

lim S„ (х) =  lim [ы,(х) +  и г (х) +  . . . +  ы„ (х)1 =  S (х)
П—ЬОО п-кзО

булади, бунда {5„ (х)} — бернлган функционал к;аторнинг цисмнй йигин - 
диларидан иборат функционал кетма-кетликдир.

оо
1 4 . 7 - т а ъриф.  Агар М  тупламда 2 11 п (*) функционал ^аторнинг

п= 1
пиемий йириндиларндан иборат {S„ (х)} функционал кетма- кетлик ^атор 
йигиндиси S (x )  га текис яцинлашса, у ,\олда бу функционал ^атор М 
тупламда текис яцинлашувчи деб аталади, акс ^олда, яъни {S„(x)} 
функционал кетма- кетлик М  тупламда S (х) га текис яцинлашмаса,
(14.5) функционал цатор М  тупламда S(x) га текис яцинлашмайди 
дейилади.

Шундай цилиб, функцнонал цаторларнинг текис я^инлашувчнлиги 
(яцинлашмовчилиги) тушунчаси .\ам, уларнинг оддий я^инлашувчилиги 
сингари, функционал кетма-кетликларнинг текис я^инлашувчилигн 
(яцинлашмовчилиги) орцали киритилади.

М и с о л л а р .  1. Ушбу

V  '---------- ( 0 < х < + о о )
tL i  (*+«)(*+ п +1) 

функционал цаторни царайлик. Бу каторнинг цисмий йигиндиси

^  М  =  /_ , I»/ , <*/_ , о» +  • • •  +  '( х + 1 )(х + 2 )  ( х + 2 ) (х + 3 )  ( х + л ) ( х + л + 1 )

: ( ж + 1 _ дс +  2 ) +  ( х  +  2 _ х +  з )  +  ' ”  +  ( х + я - х +  л + 1 )
1

Х +  1 Х + П  +  1
б ^ л и б ,  унинг йигиндиси

S(x) lim S„ (х) =  lim ( — —— — ------ ------
n ~ * j o  п ~ ф о о  \  X - f - l  X  - f -  r t  - f -  1  /  X  +  I

Таърафга кура, V  e >  0 сон олинганда п0 = [ - ---- (1 +  x )j дейилса, барча д> '* о
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-
учуй

|S „ ( * ) - s < * ) |  

булади

1 1 . 1 1 1  1- t
х +  1 x  +  n + 1  х  - f  1 1 x  +  л  +  1 x +  no +  2

(14.12)
i.l Бундаги n0 натурал сон e >  0 га ^амда х (0 ^  х  ^  +  оо) нуцталарга бог- 

i * .  Биро^ Яд деб

от олинса, унда п > п ' 0 булган л ларда юкоридаги (14.12) 1<нтск;лкк бажарилаве- 
- . я  Демак, берилган функционал цатор учун таърнфдагн п0 натурал сон барча х  
( 0 < * < ° ° )  нуцталари учун умумий булади, яъни х  га боглиц булмайди. Демак, 
берилган функционал цатор текис яь;инлашувчи.

2. Куйилаги

V   — ------------- ( 0 <  х <  оо)
пГ1 1(п — 1) х +  П( ях  +  1)

ф ункционал ^аторни ь,арайлик. Бу функционал ^аторнинг цисмий йигиндиси

! • ( * .+  »> ( х + 1)(2х + 1) К « — 1> х +  11(л х +  1)

'(*  x + l )  +  ( x + l  2х + l )  +  ' ' ‘ +  ( (л — l ) x  +  l л х + l )

.  1

ЛХ +  1 
булиб, унинг йигиндиси

S (х) =  lim  S„ (x )= lim  (1 — — =  1 ( 0 <  х <  оо).
п—,00 П- * 00 \  пх -J- I /

Таърифга к5ра, V е > О с о и  олинганда п0 =  ( — 1 j  j  ( х ф  0) дейилса, барча

л > л ,  учун

булади. Агар х =  0 булса, равшанки, V п учун S n (0) =  S (0) =  1 булиб,
S „ ( 0 ) - S ( 0 )  =  0J

булади. Бундаги л0 натурал сон е > 0  ва х ( 0 < 'х <  оо) ну^таларга бомиц булиб, 
У барча х (0 <  х <  +  оо) нуцталар учун умумий була олмайди (бу з^олда л„ =

нинг (0, +  оо) да х буйича максимум» чекли сон эмас).

(— Боццача цнлиб айтганда нсталган я  натурал сон олсак .^ам, шундай ео > 0

“•салан, е0= — ) ва х =  — £ ( 0, +  оо) ну^та топиладики,
4 /  л

" 4-1
Чладн.
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Демак, берилган функционал кетма-кетлик (— с, с) орали к да /  (х) =  0 лимц. 
функцняга текис я^инлашадн:

е — (т -  я /  ^  _  о ( _  с <  х  <  с; с >  0).

2. Куйидагн

{/л(*)) =  |п( ) /Лх +  - ^ — V * ] | ( 0<Х<оо)

икиионал кетма-кетликни ^араАлик. Бу функционал кегма- кетликнинг лимит 
нкциясини топамиз:

lim /„  (х) =  lim я ( I /  х  ■ Л  — У х  I =  lim п 
f l - + O Q  П —Ю О  \  j  f l  J fl — >00

(у2+тУ^
J/ ^ Ц + v *

=  lim ----- - --------- = — (0<  х < - f  оо).
l / x  +1+ VT 2Vx 
f  п

Демак, /  (х) =  — — . Бу *олда Мп =  sup |/„  (х)— /  (x ) |= su p  Inf I /  х . _L _  
2У х  0<х«ю о<* «о|  ̂ г ^  л

- У Г | -\  -1 sup
1 2 1 /7

0 < jc < oo

+ У 7

] / х +  ^ ~ У '
- sup ------------------  " =  sup

—  n * ( / . + i + v ? )  • < * < - ^ у ж Т 1 + у г ] -

=  00 булиб берилган, функционал кетма-кетлик учун 14.1*теореманинг шарти ба- 

жарилмаАди.

Л\аълумкн, 1- цисм, З-боб, 10-§ да сонлар кетма-кетлигннннг ли
митга эга булиши .^ацида Коши теоремаси келтирилган эди. Шунга 
ухшаш теоремани функцнонал кетма-кетликларда ^ам айгиш mvmki h.

Биз ^уйида функционал кетма-кеглик ь^андай шартда лимит функ* 
цияга эга булиши ва унга текис я^инлашишин;! ирэдалайдчган теэр е- 
мани келтирамнз. Аввал фундаментал кетма-кетлик тушунчаси б.пан 
танишамиз.

X  (X с : R) тупламда {/„;(.*)}:

f i(x), /i(4........ /„(*). . . .  (14-2)
функцнонал кетма-кетлик берилган булсин.
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' П Ш \
14.6 - т а ъ р и ф .  Агар V e > 0  ссн олинганда .^ам шундай n0£ N  
йавжуд булсаки, п > п0, т > п 0 булганда V  х £ Х  нукталар учун

бир Ч?ла
\f*(x) —  f n ( x ) \< z  (14.11)

^нгсю-'ик бажарилса, (х)} функционал кетма-кетлик X  тупламда 
Тл^дам ент ал кетма-кетлик деб аталади.

.Масалан, юцорнда келтирилган

Д Г  ( / . ( * » = { ^ ' }
функционал кетма-кетлик X  =■ ( — оо, - f  оо) тупламда фундаментал 
кетма-кетлик булади,

кетма-кетлик эса X  = (0 ,1) тупламда фундаментал кетма-кетлик бу’л- 
майди.

14 .2 - теорема .  ( К о ши  т е о р е  маси. )  {/„(*)} функционал кет
ма-кетлик X  тупламда лимит функцияга эга булиши ва унга т е
кис якинлашииш учун  у  X  тупламда фундаментал булиши зарур ва 
етарли.

И с б о т .  З а р у р л н г и .  X  тупламда {/„(*)} кетма-кетлик лимит 
функцияга эга булиб, унга текис яцинлашсин:

/ я М ^ / М  (* € * ).

Текис яцинлашиш таърифига мувсфнц V е > 0 ссн олинганда .^ам,у га

кура шундай n0£ N  топиладики, п > п 0 булганда V  хб  М нукталар 
учун

I Ш - / ( х ) | < | .  

шунингдек, т > п 0 булганда V x £ X  учун

\ Ш - Н х ) \ < ±  

бдлади. у  ^олда п > « 0, т > п 0 ва V  хб Х  учун
If n  (X ) -  fm Wl <  If n  (X ) -  f  (x)| + \fm (X) -  /(x)|<  e 

бдлади. Бу эса {/„ (x)> кетма-кетлик X  тупламда фундаментал кетма- 
кетлик эканнни бнлдиради.

Е т а р л н л и г и .  {/„(х)} кетма-кетлик X  тупламда фундаментал кет- 
'•а-кетлик булсин. X  тупламдан олинган ^ар бир х0(х0£Х) да {/„ (х)  ̂
ФУнкцнонал кетма-кетлик {/„(х0)} сонлар кетма-кетлигнга айланади. 
равшанки, {/„(х0)} кетма-кетлик фундаментал кетма-кетлик булади.

■\олда Коши теоремасига асосан (1-цнсм, З-боб, 10-§) {/„ (х0)} яцин- 
^ащувчи. Демак, X  тупламнинг ,\ар бнр х0 (х0£ X) нуцтасида {/„ (х„)} 
^ма-кетлик яцинлашувчи. Бу {/„ (х)} кетма-кетликнинг лимит функ 

Циясинн /(х) дейлнк:
lim f„(x) =  /(х) (х£Х).
П  —♦  ОО
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оо
14.3-теорема.  M ( M c z R )  тупламда  ^  и п (х) ф ункционал ^

л=» 1
тор берилган булиб, унинг йигиндиси S ( x )  булсин. Б у  функционал 
кдторнинг М  да текис якинлашувчи булиши учун. у н и н г  кисмий 
йм индилари кетма-кетлиги  {S„(xJ} нинг М  да фундамента t 
кетма-кетлик булиши зарур ва етарли.

Бу теорема функционал кетма-кетликнннг т е л е  яцинлаш ищи х.аки- 
дагн 14.2-теореманн функционал цаторга нисбатан айтилиши булиб 
унинг исботи 14.2-теореманинг нсботи кабиднр.

Функционал ь^атор
ОО

2  “n W = « i W 4  иг (х) +  . . . +  ы„(дг) +  . . .
л=1

нинг текис якинлашувчи булиши ^а^идаги 14.7-таъриф хамда функ
ционал кетма-кетликнннг текис якинлашувчи булишининг зарур ва 
етарли шартини ифодаловчн 14.1 - теоремадан фойлаланиб цуйндаги тео- 
ремага келамиз.

14.4 - т е о р е м а . 2  ип (х) функционал цатор М  тупламда S ( x )  га
Л =  1

текис яцинлашиши учун
lim sup|Srt (дг) — S (дг)| =  О

toHAti к.атор якинлашувчи булса, у хрлда (14 .5) функционал катор 
^К Г м уплам да  текис якинлашувчи булади.

Исбот .  Модомики, (14.13) катор якинлашувчи экан, 1-цисм, 1 |-боб,
2-S да келтирилган теоремага асосан, V  е > 0  сон олинганда хам, 
шундай n0 £ N  топиладики, барча п >  п0, m >  л учун

Сп+1 "Ь "t* • • * +  <  6 
бСлади. (*) тенгензликдан фойдаланиб, /И тупламнннг барча х ( х £  М ) 
ДОГ&пари учун

I и„+1 (*) +  ип+2 (х) +  . . .  +  ип (х) | <  е
бул и ш и нн  топамиз. Бундан эса 14. 8 -теоремага кура берилган функ
ционал ^аторнинг М  тупламда текис якинлашувчи булиши келиб чи
тали.

М и с о л  л а р. 1. Ушбу
1

п - * х  хбЛ!
булиши зарур ва етарли.

М и с о л .  Ушбу

V  хя = 1  +  ж + х * - | - . . .  +  хл +  . . .
п-1

функционал натор (— 1. +  1) да я ннлашувчн булиб, унинг йигиндиси

S(x)  =  — !—
I — X

эканини курган эдик. Бу функционал цатор учун 

|S „ ( x ) - S ( x ) |  11 —х
булиб,

sup I S „ M — S( x ) |  =  +  oo
—1<X<1

в j£f,sii. JliKiк, f i р'лган катор (— 1, 1) ораликда текис якинлашувчи эмас.

14.5-теорема.  ( В е й е р ш т р а с с  а л о ма т и . )  Агар уш бу

2  «„ (х) =  Ut (x) +  ыг (х);+ . . . +  ип (дг) +  . . . (14.5)
Л « 1

функцисна i каторнинг %ар бир %ади М  (М  cz R) тупламда цуйидаги

( Л - 1 ,  2, . . .) ( . )  
тенгсизликни цаноатлантирса ва

2 Сп =  С1 + С1 +  • ■ • +  сп +  • • •
л=1

(14.13)

i i  (х +  л)(х +  П +  1)
х <  +  оо)

функционал каюрнинг текис яцинлашувчилиги аницланган эдн. Бу цаторнинг текис 
яктлашувчилипнш Вейерштрасс аломати ердамида осонгина курсатиш мумкин. Х,а- 
кикатац \ам,

1 1 1  1 
к « 1 - ...................... . ; 1 =  . .. , —

булиши хамда
(х +  л) (х +  я + 1)1 | х + л | - | х + л + I  | л*

»  I

Щ -  £ *
цаторнинг яцинлашувчилигидан берилган функционал цаюрнинг (0, -+■ °°) Да текис 
яцинлашувчилигн келиб чикади.

2. Ушбу

Д  и , (4 - 2  , (0 < х <  +  оо)
п= 1 п=1 1 ^  "

Функционал цаторни карайлик. Бу функционал цаторнинг умумий хади

Ш  “« W =  1 +  „ь Х1 <я = 1 - 2 ------ )
Функциядаи иборат. Бу функцияни [0, +  оо) оралицда экстремумга текширамиз

5 __5_

“я (Ч функциянинг ^осиласи ягона х  =  л 2 ну к гада нолга айланади (х =  я  2 — 
стационар ну^та). Бу стационар иуцтада

3
ип(п  2 ) < 0

5

б?лади. Демак, и„ (х) функция х =  я  2 £ [0, +  оо) ну^тада максим ум га эришади. 

У * Н Г  максимум цийматн эса —  л 2 га тенг. Демак, 0 ^  х <  +  оо да

I и„ (X) I
ях

1 +  Л» X* 2л-
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бСлади. Агар Г "  каторнинг яцинлашувчилигини эътиборга олсак, унда ВеГе.
ШЫ 2п2

штрасс аломатига кура, берилган функционал каторнинг |0, +  оо) да текис я^И(ь 
лашувчи эканлигини топамиз.

3-§. Функционал ^атор йигиндисининг х,амда функционал кетма-кеь 
лик лимит функциясининг узлуксизлиги

1. Ф у н к ц и о н а л  ^ а т о р  й и р и  и д ис  и н и н г  у з л у к с и з л и г и ,  
М  ( М а  R) тупламда бирор яцинлашувчи 

00
2  Un (х) =  и х(х) +  иг (х) +  . . .  +  ип (х) +  . . . (14.5)
п=1

функционал цатор берилган булиб, унинг йигандиси S (дс) булсин.
оо

1 4 . 6 - т е о р е м а .  Агар 2  ип (х) функционал цаторнинг цар бир
Г»эв1

%ади ы„(х) (п =  1,2, . . .) М  тупламда узлуксиз булиб, б у  функцио
нал кртор М  да текис яцинлашувчи булса, у  хрлда цаторнинг йитн- 
диси 5  С дс) %ам М  тупламда узлуксиз булади.

И с б о т .  х0—М тупламдан олинган ихтиёрий ну^та.Функционал ца- 
тор текис яцинлашувчи. Таърифга кура, V  е >  О олинганда ^ам, шун
дай n0£ N  топиладики, М  тупламнинг барча дс нуцталари учун бир йула

| Sa ( x ) - S ( x ) \ < ± .  (14.14)

жумладан

\ S M ~ S ( x , ) | < у  (14.15)

тенгсизлик бажарилади.
Модомики, (14.5) функционал цаторнинг ^ар бнр ,\ади М  тупламда 

узлуксиз экан, унда
5„(х) =  и х (х) +  и2 (х) +  . . .  +  ип (х) 

функция ^ам М  да, жумладан х0 нуктада узлуксиз булади. Демак, 
юцоридаги е > 0 олинганда *ам, га кура шундай 6 > 0  топиладики, 

|Х — х0| < 6  булганда

I Sm (х) — (xj) | <  -j- (14.16)

булади.
Ю^оридаги (14.14), (14. 15) ^амда (14. 16) тенгсизликлардан фонда- 

ланиб, цуйидагини топамиз:
| S (х) — S (хо) | <  | S (х) -  S . (х) | +  | S n (х) -  S n (x j | +

+  |S n (x0) - S ( x 0) | <  f  +  f  +  f  = е .
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Демак. V e > 0  олинганда ^ам, шундай б > 0  топиладики |х  — х0|< |в  
булганда $

I-S (лг) — S (Хо) | <  е
бдлади. Бу эса S(x) функциянинг х? (V  x0£.Vf) ну^тада узлуксиз экан- 
лигнни билдиради. Теорема исбот булди.

Бу теореманинг шартлари бажарилганда ушбу
5  (x0) =  lim [ l imSn(x)J =  lim [lim S n (x)]

Х —*Х ф  П - *  ОО П -+ОО X - + X 9

„уносабат уринл и булади.
1 4 . 2 - э с л а т м а .  14. 6 -теоремадаги V  ип (х) функцнонал цатор-

п —I
нинг М  да текис яцинлашувчилик шарти функционал катор йигиндиси 
S(x) нинг узлуксиз булиши учун жуда му^имдир. Бу шарт бажарил- 
май ка1Са’ теоремадаги таедиц, умуман айтганда, т>три булмайди. Бун- 
га ^уйидаги ^атор мнсол була олади:

2  хп -1 (1 — х) =  (1 — х) +  х(1 — х) 4- х2(1 - х ) +  . . . 4-
П=»1

+  хл“ 1(1 — *)4- . . • (0 < х < 1 )
Функционал цаторнинг ^ар бир ип (х) =  х"-1 (1 — х) (п =  1,2, . . . )  ^ади 
[О, 1| орали^да узлуксиз. К,атор йигиндиси

агар х =  1 булса, L 
агар 0 <  х <  1 булса

эса [0,1] оралицда (анинфоги, х =  1 нуцтада) узлуксиз эмас.
Айни пайтда, цаторнинг текис якинлашувчилиги етарли шарт булиб, 

зарурий ^ам эмас. Яъни баъзан текис як,инлашувчилик шартини бажар- 
маган функционал каторнинг йигиндиси ^ам узлуксиз булиши мумкин. 
Масалан, ушбу бобнинг 2 -§ ' да келтирилган

Щ . 5 ,  [(Я— 1 ) х +  Ц ( я х +  1) (0 <  Х < 1 +  ° ° )

функционал катор (0, +  оо) оралицда текис яцинлашувчилнк шартини 
бажармаса- да, бу функционал цаторнинг йигиндиси 5  (х) =  1 (0, +  оо) 
°Ралицда узлуксиздир.

2. Ф у н к ц и о н а л  к е т м а - к е т л и к  л и м и т  ф у н к ц и я с и н и н г  
У з л у к с и з л н г и .  М  (М е г / ? ) тупламда {/„(х)}:

М *). Ы*)........... /в (х). • - . (14.2)
Функционал кетма-кетлик бгрилган булиб, унинг лимит функцияси / (х) 
°Улсин:

lim fn (x) =  f(x).
Л—*00

14-7-теорема .  Агар {fn (x)} функционал кетма-кетликнинг хар 
Up fn (*) (л =  1.2, . . .) %ади М  тупламда узлуксиз булиб, бу функ-

е д - { *



ционш  кет ма-кет лик М  да текис якинлашувчи булса, у  %олда /(*) 
лимит функция хам М  тупламда узлуксиз булади.

Бу теореманинг шартлари бажарнлганда ушбу
/(*) =  lim [lim /я(/)] =  И т [lim /.(*)]

t—»X П-+00 П *ао t-*X
муносабат уринли булади.

4-§. Функционал каюрларда х,амда функционал кегма- кегликларда
д^адлаб лимитга утиш

1. Ф у н к ц н о н а л  ц а т о р л а р д а  ^ а д л а б  л и м и т г а  | у т н ш.  
М  ( M e  R) тупламда якинлашувчи

2  « ,W  — «,(*) +  «»(*) +  . . .  +  ип (х) +  . . .  (14.5)
Л=*1

функционал ^атор берилган булиб, унинг йнриндиси S (х) булсин. х0 
нуцта эса М  тупламнинг лимит ну^таси.

ОО

1 4 . 8 - т е о р е м а .  Агар х -* -х 0 да V  ип (х) функционал цаторнинг
п=1

%ар бир ип (х) {п =  1,2, . . . )  %ади чекли

lim ыя (дс)=с„ (« =  1,2-------) (14.17)

лимитга эга булиб, бу цатор Л1 да текис якинлашувчи бдлса, у 
%олда

оо

2  сп = C I +  Ct +  • • • +С„ +  • . •
л=1

цатор х1ам якинлашувчи, унинг йигиндиси С эса S ( x )  нинг х -* -х 0 
даги лимити

lim S (дг) =  С

га тенг б(/лади.
И с б о т .  Шартга кура (14. 5) функционал ^атор текис якинлашувчи. 

У .удлда 1 4 .3 -теоремага асосан, v e > 0  олинганда ^ам, шундай п 0 £ N  
топиладики, барча п > п 0, т > п  лар ва М  тупламнинг барча х  нуцта- 
лари учун

I ы»+1 (*> +  u.+ sW  +  • • • +  ит (х) | <  е (14.18)
тенгсизлик бажарилади. (14. 17) шартни эътиборга олиб, (14. 18) тенг- 
сизликда х - + х 0 да лимитга утнб ^уйидагини топамиз:

I С/»+1 " Ь  СШг2 "t* • * • Ст  I ^  е -

Демак, V  е >  0 олинганда ^ам, шундай п0 топиладики, барча п >  
> л 0, т > п  лар учун

I Сп+1 +  Сп+2  - Ь  * '  • +  Ст  I ^  8
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тенгсизлик бажарилар экан. К,атор яцннлашувчилигннинг зарурий ва 
етарчи шартини ифодаловчи теоремага мувофик (каралсин, 1-^исм, l l - 
боб. 3-§)

2  СП==С1 +  С* +  • • •' + Сп +  • • • л=1
^атор я^инлашувчи булади. Демак,

lim С„ =  С,
П—*00

бунда
Сп =  +  ct 4* . . .  +  сп (п =  1,2, . . .) .

Эндн х -*■ дг0 да (14.5) функцнонал ^атор йигиндиси S(x) нинг ли
мити С га тенг, яъни

lim S(x) =  С
д-*х,

булишини курсатамиз. Шу мацсадда ушбу
S ( x ) - C

айирмани олиб, уни цуйидагича ёзамиз:
5  (х) -  С  =  (S (дг) -  S „(*)] +  [Sn (jc)-  C n] +  [Cn -  C l (14.19) 

бунда ►
s„ (x) =  ut (x) +  u 2(x) +  . . . +  u„ (дг).

Теореманинг шартига кура (14.5) функционал цатор текис я^инлашувчи. 
Демак, V e > 0  олинганда з̂ ам, —  га кура шундай я0бМ топиладики,

О
барча п > п 0 ва М  тупламнинг барча х  ну^таларн учун

I S . W - S W K - ^ -  (14.20)

тенгсизлик бажарилади.
(14.17) шартдан фойдаланиб цуйидагнни топамиз:

lim S n{x) — lim [ut (*) 4 -u2(x) +  . . . 4 - «„(*)] =»c14 -c ,4 -  . . .  4-
X-*jr, x -» l| ♦ »

+  Cn =  Cn-

Демак, V * > 0  олинганда з а̂м, — га кура шундай 6 > 0  топиладики 
булганда

F I S „ W - C J < i  (14.21)

тенгсизлик бажарилади.
Ю^орнда исбот этилганига кура

limCn =  С.



Демак, V e > 0  олинганда .\ам, -1  га кура, шундай n ^ N  топнладнкии *
барча п > п '0 учун

| С . - С | < - | -  (14.22)

булади. Шуни ^ам айтнш керакки, агар п0 =  max |л0, п'0} деб олинса, 
унда барча п > п 0 учун (14.22) ва (14.20) тенгсизликлар бир вацтда 
бажарилади.

Натижада (14.19) муносабатдан, (14.20), (14.21) ва (14.22) тенгснз- 
ликларни эътиборга олган ^олда, цуйидагини топамиз:

| S ( x ) - C l  <  | S ( x ) -  S a (x) |  +  I S . W - C J  +  | C . - C | <
_  e , e . e

< T  +  T  +  T “ t -
Демак, V e > 0  олинганда ^ам, шундай б > 0  топиладики, |х  — х0| < 6  
учун (хбМ)

15  (дг) — С | <  е
тенгсизлик бажарилади. Бу эса l i m S ( x ) = C  эканини билдиради.

Теорема исбот булди.
Юкоридаги лимит муносабатни цуйидагича ,'̂ ам ёзиш мумкин:

оо оо

lim 2  “e W  =  2  flim ип W 1*
х-*х9 n = t  п=  1 х-*х,

Бу эса 14.8-теореманинг шартлари бажарилганда чексиз цаторларда хам 
^адлаб лимитга утиш ^оиддси уринли булишинн курсатади.

2. Ф у н к ц и о н а л  к е т м а - к е т л и к л а р д а  ^ а д л а б  л и м и т г а  
ут и ш.  М  (М ег/?) тупламда {/„(дг)}:

fi(x), f t (x), . . . ,  fm(x), . . . (14.2)
функционал кетма-кетлнк берилган булиб, гунинг лимит функцияси 
f{x) булсин. х0 нуцта эса Af тупламнннг лимит нуцтаси.

14.9-теорема. Агар х-+~х0 да {/„(*)} ф ункционал кетма-кетлик- 
нинг %ар бир fn (х) (п =  1,2, . . . )  \ади  чекли

lim fn(x) =  an (it =  1,2, .  • . )

лимитга эга бдлиб, бу кетма-кетлик М  да текис якинлаш увчи  
булса, у  %олда \а п}:

flli , flgi • • ■ 

кетма-кетлик %ам якинлашувчи, унинг  a =  l iman лимити эса /  (*)П
П-+ оо

нинг х  —► Xq даги лимитига тенг
lim f(x ) =  a

булади.
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- с  Функционал каторларни хамда функционал кетма- кеглнкларни 
'  ^адлаб интеграллаш

щш %
1. Ф у н к ц ' и о н а л  ц а т о р л а р н н  ^ а д л а б  и н т е г р а л л а ш .  [a,b\ 

сегментда якинлашувчи
Щ(х) +  иг(х) +  . . .  +  ип (х) +  . . .  (14.5)

функционал цатор берилган булиб, унинг йириндиси S(x) булсин:

5 ( х ) =  V  ип(х).
Л« 1

ОО

14.10-т е о р е м а .  Агар'У, ип (х) цаторнинг %ар бир ип (х) цади
П=1

(й — 1,2, . . . )  [а, b] сегментда узлуксиз булиб, бу цатор ш у сег
ментда текис якинлашувчи булса, у  хрлда цатор х1адларининг ин- 
тегралларидан тузилган

jl« i(* )dx  +  § u 2{x )d x  +  . . .  +  §un (x )d x +  . . .
а а а

b
цатор %ам якинлаш увчи булади, унинг йигиндиси эса j S ( x ) d x  га

а
тенг булади:

V  J ип (x)dx  =  $ S (x )d x .
n » l  а а

Ис б о т .  Берилган функционал каторнинг ^ар бнр ип(х) з̂ ади (п =  
=  1,2, . . . )  [а, Ь) да узлуксиз, демак, ип (х) (п =  1 ,2,  . . . ) функция
лар [а. Ь\ сегментда интегралланувчи. (14.5) функционал цатор [а, Ь] 
сегментда текис якинлашувчи. Унда 14.6-теоремага кура, функционал 
Каторнинг йириндиси S (х) функция (а, Ь] да узлуксиз, демак, ннтеграл- 
ланувчи булади.

Аввало (14.5) функцнонал цатор .^адларининг интегралларидан ту
зилган

2  $ un <-x )dx== $ u i(x )d x  +  §u t (x )d x +  . . .  + $ u n (x )d x +  . . .
n̂m i в а а а

Каторнинг якинлашувчи булишини курсатамиз.
Шартга кура (14.5) функционал цатор [а, Ь\ да текнс якинлашувчи. У

^олда 14.3-теоремага асосан, V е > 0  олинганда *ам, —5— га кура, 
_ Ь — а
шУндай n0£ N  топиладики, п > п 0, т > п  булганда

K + i W  +  V z M - f  . . .  + « mW  

бУлади. Бу теигсизликдан фойдаланиб цуйидагини топамиз:

] un+i ( x ) d x +  J  ип+2 ( x ) d x +  . . .  +  J  ит (дг) dx «„4 -1  ( * )  +-п+1'
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d x < - ^ - J b  —  a) =  t .  (14.23)

Демак, V B> 0  олинганда ^ам, шундай ri0£ N  топиладики, n > n .  ва 
m > n  булганда (14. 23) тенгсизлик уринли булади. 1 4 .3-те-ур*маГа 
асосан

2  I  ип (*) dxп=»1 а
Катор яцннлашувчн булади. Олатдагидек бернлган функционал ь̂ атор- 
нинг цнсмий йиринднсини 5 п(х) деймиз. Функционал каторнинг текнс

яцинлашувчилиги таърифидан, V * > 0  олинганда ^ам, ——  га к\па
Ь — а ' г

шундай n0£ N  топиладики, барча п > п 0 ва [а, Ь] сегментнинг барча х 
нукталарн учун

I s .w —s w K j i j
булади.

Аннц интеграл хоссасидан фойдаланиб цуйндагнни топамиз:

|S (x )d *  =  § S J x ) d x  +  J(S (x) — Sn(x)]dx =  J u x(x)dx +
a a a a

+  f u . ( x ) d x  +  . . .  +  f i / n (x)dx + f [ S ( x )  —  S n (x)]dx.
a a a

Агар

| J [ S ( x ) - S „ ( * ) ] d j t |<  ] \ S ( x ) - S a ( x ) \ d x < - ! - ( b - a )  =  *
a a D a

булишини эътиборга олсак, унда

lim f[S(x) — S ( x ) ) d x  =  0П-*оо •' na

булиб, натижада

f 5 ( x ) d x =  f u 1(x)dx +  J u I ( x ) d x +  . . .  +  J u„ (x) dx +  . . .
a a a a

эканлиги келиб чицади. Теорема исбот булди. Ю^орндаги муносабатни 
куйидагича хам ёзиш мумкин:

} [ 2  =  2  [ J«„ (x)dx] .
а л= 1  п«=1 а

Бу эса 14. 10-теореманинг шартлари бажарилганда чексиз цаторларда 
.^ам ^адлаб интеграллаш 1\оидаси уринли булишини курсатади.

14 . 3 - эс  л а т м а .  Келтирилган теоремада функционал цаторнинг текис 
якинлашувчилиги шарти етарли булиб, у  зарурий шарт эмас, яъни баъ- 
зан текис я^инлашувчилик шартини бажармаган функционал «щторлар* 
ни з̂ ам хадлаб интеграллаш мумкин булади.
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Ми с о  л. Ушбу
1

f  (*2"+ ‘ — х "  ') ( 0 < * <  1)
л=1

*

цаторни царайлик. Бу цаторнинг цисмин йигиндиси
1 1 1

-  , . " .  2*+1 2*-1. 2П+1
S « ( * ) = V  * ) =  — д с + х

*=1
бСлий, йигиндиси эса

I 0, агар х =  0 булса,
S  {Х) = n ™ J n (Х)= "-И ( “  Х +  * ) =  I \ - х ,  агаР 0 < х < 1  булса

булади. Бу функционал цатор [0,1] ораликда текис яцинлашувчнлик шартини ба- 
жармайди. Аммо

1 1
J S ( x ) d x = — .
о *

• 1 1
®° 2п+1 2л— 1 ®  I 1 1 “  /  I 1 \а,'!1' — )Л|-51т-^гг»-т2|(т-^п)-

___ L i h n  2  ( ± _____Ц _ ± и т  ( , _____U _ - L
2 » - * « h U  * +  1/ 2 " - “ \ п +  \] 2

булишинн эътиборга олсак, унда
1 1 1 1 

-1 о ,  ,  2л+1 Sn—1 . ,  . “  * 2л+1 2я—1 .
J S (x ) d x= *  J [ £  (х - х  ) Jdx =  2  И *  — х >dx
О 0 п = 1  п = 1 0

булиши топиладн.
2. Ф у н к ц и о н а л  к е т м а - к е т л и к л а р н н  ^ а д л а б  и н т е г р а л -  

лаш.  [а, Ь] сегментда {/„(*)}:

Ш ,  Ш ..............Ц х ) ,  . . .  (14.2)
функционал кетма-кетлнк берилган булиб, унинг лимит функцияси/(х) 
булсин.

14.11-теорема.  Агар {/„(*)} функционал кет м а-кет ликнинг %ар 
бир Ц х )  (« =  1,2, . . . )  %ади [а, Ь) сегментда узлуксиз булиб, бу  
функционал кетма-кетлик [а, b] да текис якинлаш увчи булса, у  
%олда

J 7 i (x)dx, j f 2(x )dx ............... J f n (x)dx, . . .
a a a

b
Кетма-кетлик якинлаш увчи булади, унинг лимити эса \ f(x )d x  га

а
кенг булади, яъни

HjJJJ f j x ) d x =  \ f ( x ) d x .  (14.24)
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Бу теоремадаги (14.24) лимит муносабатни куйидагича

П~*00 а

^ам ёзиш мумкин.

6-§. Функционал каторларни хамда функционал кетма-кетликларни 
хадлаб дифференциаллаш

1. Ф у н к ц и о н а л  каторл] арни . \ а д л а б  д и ф ф е р е н ц и а л л а ш .  
[а , b] сегментда якинлашувчи

»i(*) +  « i W +  • ••  +  ы„(х) +  . . .  (14.5)

функционал цатор берилган булиб, унинг й и р и н д и с и  S ( дс) булсин:

s w  =  2  »•(*)•П*1
ОО

14.12-теорема.  Агар ̂ и п (х)цатор нинг x flp 6 u p %адиип (х )  ( п = 1,

2, . . .  ) [a, ftjj сегментда узлуксиз иЛ (х) (rt — 1, 2, . .  . ) косила га 
эга булиб, бу %осилалардан тузилган

2  “n W “ “ I W + “a W +  • • •  + « £ ( * ) +  • • •
П = 1

функционал катор [а, Ь] да текис якинлашувчи булса, у  %олда бе
рилган функционал цаторнинг S  (х) йигиндиси ш у [а, b] да S '  (х) 
^осилага эга ва

5'(дс) =  2  « ;(* ) (14.25)
Л=1

булади.
И с б о т .  Шартга кура

и\ (дс) +  «j (дс) +  . . • +  и'т (х) +  . . .  

функционал катор [а, Ь] да текис якинлашувчи. Унинг йигиндисинн
_ _ оо _
S(x) дейлик: 5  (х) =  v  ы'(дс). Бу S (х) 14.6- теоремага асосан [а, Ь]

П=ж1
да узлуксиз булади.

Функцнонал каторни ^адлаб интеграллаш ^акидаги 14.10- теорема- 
дан фойдаланиб, ушбу

S ( x ) = v « ; ( x )
Пк 1

Каторни [а, х] оралик (а <  х <  Ь) буйича ^адлаб интеграллаб куйидаги- 
ни топамиз:
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JS (x)dx  =  v  [ j u 'n(x )d x ]  =  v » [ u n(x) — u„(a)] =  v  un {x) —
а л=1 a п=1 n= 1

- 2  « „ ( a ) = 5 . W - S ( a ) .  (14.26)
n * l

Модомики, S(x) функция [a, ft] орали^да узлуксиз экан, 1-цнсм,
6-боб. 4-§ да келтирилган теоремага биноан

] s m
а

функция дифференциалланувчи булиб, унинг ^осиласи

а

булади.
Иккинчи томондан (14. 26) тенгликка кура 

- £ - [ S ( * ) - S ( a ) ] = S ( x ) ,

яъни

S '(x )  = [S (x )

булишини топамиз. Бу эса (14.5) функционал цатор нириндиси ^оси- 
лага эга ва унинг учун (14.25) тенглик уринли С-улишини билдиради. 
Теорема исбот булди.

(14.25) тангликнн куйидагича з̂ ам ёзиш мумкин:

Бу эса 14. 12-теореманинг шартлари бажарилганда чекснз цатор- 
ларда з̂ ам з^адлаб дифференциаллаш цоидаси уринли булишини курса- 
тади.

14.4- э с л а т м а .  14. 12-теоремадаги функционал ^аторнинг текис 
ИКлашувчилик шарти з̂ ам етарли булиб, у зарурий шарт эмас.

2. Ф у н к ц и о н а л  к е т м а - к е т л и к л а р н и  з^адлаб д и ф ф е р е н -  
Циаллаш.  \а, Ь\ сегментда яцинлашувчи {/„(х)}:

/, (х), Ц х ) , . . .  , fn(x), . . . (14.2)

Функционал кетма-кетлик бэрнлган булиб, унинг лимит функцияси /(х) 
°улсин.

14. 13*теоргма. Агар {/„(х)} функционал кетма-кетликнинг 
хАр бир xfldu /п(х) (п =  1, 2, . . • ) [а, Ь] сегментда узлуксиз f'n (х) 
“ *■* 1, 2, . . .  ) хрсилага эга булиб, бу %осилалардан т узилган

/1 (х), /2 (х), . . .  , /„(X), . . .
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ф ункционал кетма-кетлик [а, Ь] да текис якинлашувчи булса, у  
%олда f(x ) лимит функция ш у  [а, Ь] да /'(дс) цосилага эга булиб , 
{ f'n (дс)} кетма-кетликнинг лимити  /'(дг) га тенг булади.

7-§. Даражали каторлар

1. Д а р а ж а л и  ц а т о р л а р .  А б е л ь  т е о р е м а с и .  Биз аввалги па- 
раграфларда функционал цаторларни ургандик. Функционал ^аторлар 
ораснда, уларнинг хусусуй ^оли булган ушбу

V  апXя =  а0 +Й!ДС+ а«х2 +  . . . +  апхп +  . . . (14.27)
л=0

ёки, умумийроц,

V  а„(дс— ДГо)п =  а0 - г а ,(*  — *0) +  . . .  + а п { х - х 0)п +  . . .  (14.28)
П »  О

цаторлар (бунда а0, а г а2, . . . .  ап, . . .  , дс0— узгармас одиций сон
лар) математикада ва унинг татбнкларида му^им роль уйнайди. Бу ер. 
да, ушбу бобнинг 1-§ идаги (14.5) нфодада ^атнашган ип (дс) сифатида

UI.W =  а п х Г  (ёк» “ п ( х ) = а п ( х  —  х о)П)>

яъни х  (ёки дс — дг0) узгарувчининг даражаларн ^араляпти. Шу сабаб- 
ли (14.27) ва (14.28) цаторлар даражали цаторлар деб аталади.

Агар (14.28) цаторда х  — дг0 — t  деб олинса, у >^олда бу цатор t 
узгарувчига нисбатан (14.27) цатор куринишнга келадн. Демак, (14.27) 
цаторларни урганиш кнфоядир.

(14.27) ифодадаги а0, а г  а2, . . . .  ап . .  . ^а^иций сонлар (14.27)
даражали цаторнинг коэффициентлари деб аталади.

Даражали цаторнииг тузилишндан, даражали цаторлар бир-бнридан 
факат коэффициентлари билангина фар^ цилншинн курамнз. Демак, да- 
ражалн цатор берилган деганда унинг коэффициентлари берилган де- 
ганннн ]тушунамиз.

ЛГк с о л л а р. Ушбу

Х П X  X 2 х п
1- ~  г  =  1 +  т г  +  "гг  +  • • • +  г  +  • • • (0! = 1) п =  о nl 1! 2! л!

2. V  хп =  ! + *  +  * « + . - .  +  *" +  . . .  
п*0

цаторлар даражали цаторлардир.

Шундай цилиб, даражали цаторларнинг .\ар бнр .^ади ( — оо, - f  оо) 
да берилган функцияднр. Бинобарин, даражали цаторнн, формал иуК" 
таи назардан, (•— оо, - f  оо) да цараш мумкин. Аммо, табиийки, улар- 
нн ихтиёрий нуктада якинлашувчи булади дея олмаймиз.
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■ Албатта, ихтнёрий даражали ^атор х =  0 иу^тада якинлашувчи бу- 
ладп. Бу равшан. Демак, даражали цагорнннг яцинлашиш со.^аси ал
батта л: =  0 нуцтани уз ичига олади.

Даражали цаторнинг яцинлашиш со.^асн (туплами) структурасннн 
мниклашда цуйидаги Абель теоремасига асосланилади.

14.14-теорема ( А б е л ь  т е о р е м а с и ) .  Агар

V  ап х" =  а0 х  +  а2хг +  . . .
ЛшО

(14.27)

даражали цатор х  нинг х  =  х0 (д-0 Ф 0) цийматида якинлашувчи бул
са, х  нинг

| дс | <  | дг,| (14.29)
тенгсизликни ^гноатлантирувчи барча цийматларида (14.27) дара
жали цатор абсолют якинлашувчи булади.

И с б о т .  Шартга кура

2  <V .'3=flo +  a i*o +  fl2* o +  • • •  + ° „ * о +  • • •
п=0

цатор (сонли цатор) якинлашувчи. У з^олда ^атор яцинлашувчилиги- 
нинг зарурий шартига асосан

lim anA j = 0
ft-too

булади. Демак, {an.vj} кетма-кетлик чегараланган булади, яънн шун- 
дан узгармас М  сони мавжудки, V n £ N  учун

№ \ < м

тенгсизлик бажарилади. Бу тенгсизликни эътиборга олиб цуйидагини 
топамиз:

I х0 I
Энди ушбу

J L I" 
*0 Г

2  К , * п 1 =  К 1  +  1а 1*1 +  К * г 1 +  • • •  +  1оя *я 1 +л=0
цатор билан бнрга цуйидаги

(14.30)

П а  о
м  I — Г — М  - f  Л11 — + м — г + . .

*0 I
+  м  —  . 

I *0 I
(14.31)

Чаторнн царайлнк. Бунда, биринчидан (14.31) цатор якинлашувчи (чун- 
ки бу катор геометрик ^атор булиб, унинг махражи (14.29) га кура
1 Дан кичик: X

Xо
<  1), иккинчидаи (14.30) цаторнннг Ĵ ap бир ^ади

04.31) цаторнинг мос ^адидан катта эмас. У з^олда 1- цисм 11-боб,
3-§ да келтирилган теоремага кура (14.30) цатор якинлашувчи була-
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ди. Демак, берилган (14.27) даражали ^атор абсолют якинлашувчи. 
Теорема исбот булди.

14.1-натижа.  Агар

V  апх п +  а^кг +  . . . + а пхп +  . . . (14.27)
л~ 0

даражали цатор х  нинг х  =  х0 цийматида узоклашувчи булса, х  нинг 
|х |> |л г 0| тенгсизликни цаноатлантирувчн барча ^ий мат лари да узоцла - 
шувчн булади.

И с б о т .  Бернлган (14.27) даражали цатор х0 нуцтада узоцлашув- 
чи булсин. Унда бу ^атор х  нинг |д : |> |д г0 | тенгсизликни цаноатлан- 
тирувчи кнйматларнда ^ам узоклашувчи булади, чунки (14.27) цатор 
х  нинг | х | > | х 0| тенгсизликни цаноатлантирувчи бирор x  =  x t цийма- 
тида якинлашувчи буладиган булса, унда Абель теоремасига кура бу 
цатор х  =  х0 (| х01 <  | Xj |) ну^тада ^ам якинлашувчи булиб ^олади. Бу 
эса (14.27) цаторнинг лг =  дг0 да узоклашувчи дейилишига зиддир. На- 
тнжа исбот булди.

2. Д а р а ж а л и  ^ а т о р н н н г  я ц и н л а ш и ш  р а д и у с и  ва яц и н -  
л а ш и ш  и н т е р в а л  и. Энди даражали каторнинг якинлашиш со^аси 
структурасини аннклайлик.

14.15-теорема.  Агар

v  апхп =  а0'+  а {х  +  . . .  + а пх " +  . . .  (14.27)
л=0 * “  |

даражали цатор х  нинг баъзи (х Ф 0) цийматларида якинлашувчи, 
баъзи цийматларида узоклашувчи бдлса, у  уолда шундай ягона г > 0  
хациций сон топиладики (14.27) даражали цатор х  нинг  | х | <  г 
тенгсизликни цаноатлантирувчи цийматларида абсолют яцинлашув- 
чи, | х | >  г тенгсизликни цаноатлантирувчи цийматларида эса уэок,- 
лашувчи бдлади.

Ис б от .  Берилган (14.27) даражали катор х  =  х0 Ф о  Д3 якинла- 
шувчн, x  =  x i да эса узоклашувчи булсин. Равшанки, | дс01 < : | | була
ди. Унда 14.14-теорема з^амда 14.1-натижага мувофиц (14.27) даража
ли цатор х  нинг | х | < | д г 0| тенгсизликни цаноатлантирувчи цийматла- 
рнда абсолют якинлашувчи, х  нинг | х | > | д с ! |  тенгсизликни каноат- 
лантирувчн цнйматларида эса узоклашувчи булади. Жумладан (14.27) 
даражали :^атор а ( а < |х 0|) нуцтада якинлашувчи, 6 (Ь >  | )) нуцта- 
Да эса узоклашувчи булади (15-чизма). Демак, (14.27) ^атор \а, Ь\ 
сегментнинг чап чеккасида якинлашувчи, унг чеккасида эса узоклаш увчи.

(а, Ь\ сегментнинг^уртаси Ь■ нуцтани олиб, бу нуцтада (14.27) 

цаторнн царайлик. Агар (14.27) цатор а+--  нук,тада [якинлашувчи 

a Jrb  b j  сегментни, а ~̂ ~& ну^тада’узоцлацпвчи бул-булса, унда 

а-\-Ьса, к  —  L 12

2

сегментни олиб, уни [а^ &,] оркали белгилайлик. Де

мак, (14.27) цатор а , нуктада якинлашувчи, Ьх нуцтада эса узоцлашу вчи
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булиб, [а1( &,] сегмеитнинг узунлиги Ьх — =  -■ га тенгдир. Сунг

[a,. сегментнннг 5'ртаси ■ 0| ~ Ь' нуцтани олиб, бу нуктада (14.27)

цаторнн ^араймиз. Агар у — ; ^  Ь' нуктада якинлашувчи булса, ун-

да  ̂ Д| , bt j сегментни, узоклашувчи булса, |а „  g| ^ bl j сег

ментни олиб, уни [а2, bt I орк^ли (бглгилаймиз. Демак, (14.27) цатор 
а, нуцтада якинлашувчи, 62 нуцтада эса узоклашувчи булиб, 1а2, 6,]
сегментнннг узунлиги Ьг — а , =  ArziL ra тенгдир. Шу жараённи да- 

вом эттираверамиз. Натижада ичма-ич жойлашган
|®р (̂li 1̂ 2’ • • • * f^n’ К \ ,  . . .

сегментлар кетма-кетлиги ^осил булади. Бу сегментларнннг ^ар бири- 
нинг чап чеккасида (ап- нуцталарда) (14.47) цатор якинлашувчи, унг 
чеккасида эса (6п-ну^таларда) узоклашувчи, п->- оо да бу сегментлар

узунлиги нолга ингила боради (Ьп — ап =  &~ а -+-0).

Унда ичма-ич жойлашган сегментлар принципнга кура (^аралсин, 
1 п с м , З-боб, 8-§) шундай ягона г сонн топиладики,

lim а„ =  lim 6 =  гП ПП-+оо П—+оо
б^либ, Су г ну^та барча сегментларга тегишли йулади.

Энди х  узгарувчининг | х  | •< г тенгснзликни цаноатлантируячи их
тиёрий ^ийматини царайлик. l iman = r  булгани сабабли, шундай нату-

п—*оо
Рал п0 сони топиладики, \ х \ < a n>< r  булади. an> нуктада (14.27) ца- 
тор яцинлашувчи. Демак, 14.14-теоремага кура х  нуктада ^ам (14.27) 
Даражали цатор якинлашувчи булади.

х  узгарувчининг \ х \ > г  тенгснзликни цаноатлантирувчи ихтиёрий 
ЧИйматини царайлик. Y m bn =  r  булганлиги сабабли, шундай натурал

Л-*оо
ni сони топиладики, \х\~> Ь п > г  булади. Ьп нуктада (14.27) цатор 
Узоклашувчи. Унда 14.1-натижага кура х  да (14.27) к;атор узо^ла- 
•нувчи булади.

Шундай цнлиб, шундай г сони топиладики (14.27) даражали ^атор
* Нинг | х | <  г тенгснзликни цаноатлантирувчи цийматларида абсолют 
*Цинлашувчи, | д г | > г  тенгснзликни цаноатлантирувчн |ушматларида 
303 узоклашувчи булади. Теорема исботланди.

15-чизма



14.8-таъриф.  Юцоридаги 14.15-теоремада топнлган т сони (14.27) 
даражали цаторнинг якинлашиш радиуси, ( — г, г) интервал эса (14.27) 
даражали цаторнинг якинлашиш интервалы  деб аталади.

14.5-эслатма.  14.15-теорема х  нинг х  =  ± г  ^ийматларида (14.27) 
даражали цаторнинг якинлашувчи ёки узо^лашувчи булиши т>трисида 
хулоса чицариб бермайди. Бу д: =  ± г  нуцталарда (14.27) даражали 
цатор якинлашувчи з̂ ам булиши мумкин, узо^лашувчи ^ам булиши 
мумкин.

Энди мисоллар цараймиз.

М и с о л л а р .  1. Ушбу
1 —^ х2 —}— • • • —f- •••

даражали катор (геомгтрик катор) ни;чг якинлашиш радиуси г =  1, якинлашиш ин- 
тервали ( — I, +  1) булади. Бу катор интерзалнинг чгкка нукталари г =» ±  1 да 
узоцлашувчи.

2. 1\уйидаги
х Г* уЗ хп

1 +  ~р + ¥  +  ~v +  • • •  +  • ••

каторнинг якинлашиш радиуси г =  1, якинлашиш интервалы ( — 1, 1) булади. Бе
рилган даражали к,атор т =  ±, 1 да якинлашувчи. Демак, даражали каторнинг яцин- 
лашиш со^аси (туплами) [ — 1, 1| сегментдан иборат.

3. Ушбу

7 - Т - ^ Т —

даражали каторнинг якинлашиш радиуси r =  1, (якинлашиш ннтервали эса 
( — 1, 1) булади. Берилган катор г =  1 да якинлашувчи, г =  — 1 да эса узокла- 
шувчидир. Демак, каторнинг якинлашиш со^аси ( — 1, 1] ярим интервалдан иборат.

14.6-эс л а т м а . Ю^оридаги теорема баъзи х 0 Ф О ну^таларда яцин- 
лашувчн, баъзи х, Ф 0 нуцталарда узоклашувчн булган даражали ца- 
торлар ^акндадир. Аммо шундай даражали ^аторлар з̂ ам борки, улар

оо
фацат дс =  0 ну^тадагина якинлашувчи булади. Масалан, V  п\ х п

П=а 1
цатор исталган х0 Ф 0 нуцтада узо^лашувчидир. Хаци^атан з^ам, Далам- 
бер аломатига кура

(л+1)!  хЗ+*
lim

Л—► оо п\ xS
=  l i m ( n +  1)дг0 =  оо

булади. Демак, v  л! х" цатор исталган х ф  0 да узоклашувчн. Бун-
Л»1

дай даражали цаторларнинг якинлашиш радиусини г =  О деб оламиз_ 
Айни ва^тда шундай даражали цаторлар з^м борки, улар (и х ти ёр и й

оо
г пх £ (  — оо, оо) да якинлашувчи булади. Масалан, ни олайлик-
л!

Л =  1
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Бу натор исталган дг0 нуцтада якинлашувчидир. Хацицатан .^ам, яна 
Даламбер аломатига кура *

*"о+ | я!lim =  П т ——— =  о
П—*оо tl -j- 1(п+1)!

бдлади. Демак, бу к;атор исталган дс£( — +  °о) да якинлашувчи. 
Бундай даражали ^аторларнинг я^инлашнш радиуси г =  - f  оо дев 
олинади.

3. К о ш и  — А д а м а р т е о р е м а с и .  Юцорида курдиккн, даражали 
цаторларнинг яцинлашиш со.^аси содда структурага эга булар экан: 
ёки интервал, ёки ярим интервал, ёки сегмент. Х,амма доллар да ^ам 
бу со.\а я^инлашиш радиуси г оркали ифодаланади.

Маълумки, .^ар цандай даражали цатор

У  апхп =  а0 +  а ,х  +  а2х2 +  . . .  +  апхп +  . . . (U.27)
л*0

«■нинг коэффициентлари кетма-кетлиги {ап} билан аницланади. Би- 
яобарин, унинг яцинлашиш радиуси хам шу коэффициентлар кетма- 
кетлиги оркали ^андайдир тспилнши керак. Берилган (14.27) даража-

лн катор коэффициентлари ёрдамида W ~I оп I Ь

K l .  K l .  V^|fla|, . . .  . V \ м  . . .  (14.32’
сонлар кетма-кетлигини тузамиз. Маълумки, ^ар цандай сонлар кетма* 
кетлигининг юцори лимити мавжуд (царалсин, 1-цисм, 3- бо5, 11-§). 
Демак, (14.32) кетма-кетлик ^ам ю^ори лимитга эга. Уни Ь билан 
белгилайлик:

b =  lim \/1 ап | ( 0 ^ 6 <  +  оо)
П-+00

14.16- те оре ма  ( Коши — А д а м а р  т е о р е м а с и ) .  Берилган
00
V апх п даражали цаторнинг яцинлашиш радиуси 

п» о

> ■ - 1 =  г - . 1-----------  <14.33»

бдлади.
1 4 . 6 - э с л а т м а .  Ю^оридаги (14.33) формулада 6 =  0 булганда г —

*  +  оо, Ь =  +  оо булганда эса г =  0 деб олинади.
И с б о т .  (14.33) формуланинг туррилигини курсатишда цуйидаги
1) Ь =  +  оо (г =  0),
2) Ь=  0 (г =  +  оо),

| 3) 0 <  6 <  +  оо (V =  j  )

^олларни ало^ида-ало^ида цараймиз.

1) ь =  оо булсин. Бу холда у^~\ ап | кетма-кетлик чегараланмаган- 
Дир. Ихтиёрнй дг0 (лг0 Ф  0) нуцтани олиб, бу ну^тада (14.27)
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даражали цаторнинг узоклашувчи экаиини курсатамиз. 
Тескарисини фараз цилайлик, яъни шу х0 нуктада (14.27) даражали

оо
цатор якинлашувчи булсин. Демак, V  ап aJ ^атор (сонли цатор) яцнн-

п**0
лашувчи. Унда ^атор якннлашувчнлнгининг зарурин шартнга асосан

lim ап\*  =  О
Л—*00

булади. Демак, {ап .*£} кетма-кетлик чегараланган, яъни шундай уз-

гармас М  сони мавжудкн (уни 1 дан катта цилиб олиш мумкин), 
V n £ N  учун

| а „ дс З | ^ М ( М >  1) 

тенгсизлик бажарилади. Бу тенгснзликдан

V K I  * К 1 <  V М  < М '
яъни

булиши келиб чи^адн. Шундай цилиб у Г \ап\ кетма-кетлик чегара
ланган булиб цолди. Натижада зиддиятлик юзага келди. Знддиятлнк- 
нинг келиб чи^ишига сабаб х0 (х0 Ф 0) нуктада (14.27) цаторнинг яцин- 
лашувчи булсин деб олинишидир. Демак, (14.27) даражали к;атор их
тиёрий лг0(дг0 # 0 )  нуктада узоклашувчи.

2) 6 =  0 булсин. Бу ^олда ихтиёрий х0 (х0 Ф  0) нуктада (14.27) да
ражали цаторнинг якинлашувчи булишини курсатамиз. Модомики,
W  \ап\ } кетма-кетликнинг ю^орн лимити нолга тенг экан, бундан 
унинг лимити ^ам мавжуд ва нолга тенглиги келиб чи^ади. Таъриф-
га асосан V e > 0  сон олинганда ^ам, жумладан е =  — — • га кура

2 | х0 I
шундай n0£ N  топиладики, барча я > л 0 учун

булади. Кейинги тенгснзликдан эса

булиши келиб чицади.
Равшанки
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катор якинлашувчи. Та^ослаш  теоремасига кура (царалсин, 1-^исм,
11-боб, 3-§) '  *

S l v e i
ПшшО

^атор ^ам якинлашувчи булади. Демак,

V  а х"
л=0

цатор абсолют якинлашувчи.
3) 0 < 6 <  + о о  булсин. Бу ^олда (14.27) даражалн ^атор ихтиё-

рнй x0f | х0| < у  j нуцтада якинлашувчи, ихтиёрий 
ну^тада уэок,лашувчи булишинн курсатамиз.

| х0| <  булсин. У ^олда шундай б > 0  сонни топиш мумкинки,ь
| дг01 = -----1—— булади. Энди б, ( 0 < 6 , < 6 )  сонни олайлик. Бу б, >  О6 +  0
сонга кура шундай n 0£ N  топиладики, барча п >  п0 учун (юцорн ли- 
митнинг хоссасига кура, 1-цисм, З-боб, 11-§) у  |а л| < 6  +  6,, яъни
Iап I <  (^ +  ®|)4 булади. Демак, барча п >  л0 учун

■  (Ч -3 4 )

булиши келиб чицади, бунда
6 +  6, _  (Ь +  б ) - ( Д - б , )  1 6 - 6, <  j
f r + 6  f t+ 6  ь + 6  ’

Энди ушбу

2 М Н К |  +  К * о |  +  М 1 +  • • •  +  К * 3 |  +  • • •  (14.зо)п«о
Катор би л ан  ^ у й и д зги

OD .

-11=0 \

К орни  солиштирайлик. Бунда, биринчидан, (14.35) катор якинлашувчи
b I л(чункн бу цатор геометрик цатор булиб, унинг махражи 0 < -----—— <  1),
Ь 6

Иккинчидаи. п нинг бирор цнйматидан бошлаб (п >  п0) (14.34) муноса- 
батга кура (14.30) каторнинг ,̂ ар бир ^ади (14.35) ^аторнннг мос ^а- 
Дидан катта эмас. Унда цаторлар назариясида келтирилган таэдослаш 
Теоремасига (1-цисм, 11-боб, 3-§) кура (14.30) цатор якинлашувчи бу- 
лади.

| jcx | >  — булсин. Унда шундай б ' > 0  сонни топиш мумкинки, 
ь



булади. Энди б '(0  <  6' <  б') сонни олайлик. Ю^ори лимнтнннг хосса- 

сига асосан (1-цисм, З-боб, 2-§) { у /  | ап | } кетма-кетликнннг ушбу

V |°л | > Ь — 6г яъни | ап\ >(*> — ^)"
тенгсизликни цаноатлантнрадиган \адларинннг сони чексиз куп булади. 
Демак, бу :цолда

К « Г | -  K I  • K l >  -  ( - J = 7 - ) '  <*«•*)
булиб. бунда

ь - ь [  _  (6-6*)  +  (6* — &;> б’- f i j
л_я> ^Ь - Ь ’ 6 — 6'  6 — 6'

булади.
Ю^оридаги (14.36) муносабатдан п -*-оо да (япх|*) кетма-кетлик- 

нинг лимити нолга тенг эмаслигини топамиз. Демак,

V o x 1?пл 1п=0
ь^атор узоклашувчи (катор я^инлашувчилигининг зарурий шарти бажа- 
рилмайди).

Шундай цилиб ^ар бир х0 |̂дг0| <  у )  нуцтада (14.27) даражали

цатор якинлашувчи, .^ар бир х , (1 x t | >  y-j нуцтада эса шу даражали

^атор узоклашувчи булар экан.
Даражали каторнинг якинлашиш радиуси таърифини эътиборга

олиб, — бернлган даражали ^аторнннг якинлашиш радиуси эканини 
ь

топамиз. Теорема исбот булди.

М и с о л  л а р. 1. Ушбу
■* Y rl

-  =  -  +  - ^ 4 -  . . . + - ^ — +  . .  .
„ Г |  2V п 2 2V 2 2V п

даражали цаторни царайлик. Бу даражали цаторнинг якинлашиш радиусини (1 4 .3 3 ) 
формулага кура топамиз:

У~п
,  =  ------------- !------------я -------------- 1 =  lim 2 " = 1.

------ П/ -----  Л /  I П-юо
,im У К  | lim I — jП—*оо У 2 V п

Демак, бернлган даражали каторнинг якинлашиш радиуси г =  1, якинлашиш ин
тервал» эса ( — 1, + 1 )  дан иборат. Бу даражали кат0Р якинлашиш интервал и* 
нинг чеккаларида мос равишда куйидаги



сонли каторларга айлаииб, уларни Лейбниц теоремаси хамда Раабе аломатидан 
фойдалаииб якинлашувчи эканлнгини исботлащ кийин эмас.

Демак, берилган даражали каторнинг якинлашиш сохаси [ — 1, -(-1) сегмент- 
дан иборат.

Купинча практикада даражали цаторларнинг якинлашиш сохаллриии топишда 
сонли каторлар назариясида келтирилган аломатлардан фойдаланилади. Бунда узга- 
пувчи х ни параметр сифатида карала дм.
Н 2. Ушбу

, , * ** хп
1 +  О С + Т Т Г +  • • • +12-5 ' 3-5* ' 1 ( п + 1 ) 5 я 1

даражали каторни карайлик. Бу каторга Даламбер аломати ( 1-кисм И-боб,  4-§) 
ни цуллаб куйилагини топамиз:

d =  lim
П -»оо

х"+1
! lim
П —* ОО(п +  2) 5',+ ‘ (* +  *) 5"

_  lim я +  1 _  ± Ш

(п +  1) 5я х п+1 

(п +  2) б"-1-1 хп

5  n-+oo п  2  5

1*1 . 1*1 Демак, ——  <  1, яъни | д с | <  5 булганда катор якинлашувчи, >  1, яъни
5 5

| * [ > 5  булганда катор узоклашувчи.
Шундай кнлиб, берилган даражали каторнинг якинлашиш радиуси г =  5, яцин- 

лашнш интервал и эса ( — 5, 5) булади.
Якинлашиш интервали (— 5,5) нинг чеккаларида даражали кагор мос равишда

1 - 1 + - 1 - . . .  +  ( - 1)П- , ± + -------- 1 +  I + I - + .  . • + !  +  . . .
2 3 п 2 3 п

сонли ^аторларга айлаииб, бу цаторларнинг биринчиси якинлашувчи, иккинчиси эса 
уаоцлашувчидир. Демак, берилган даражали каторнинг якинлашиш со ас и [—5,5) 
ярим иитервалдан иборат экан.

8- §. Даражали цаторларнинг хоссалари

Бирор
ао

I a / = f l o +  a i X + - - -  +  a„jc"H--------  (1 4 .2 7 )n= О
ДЗражалн цатор бгрилган булсин.

оо

14.17-т е о р е  ма.  Агар апх п даражали цаторнинг яцинлашиш
п=0

Радиуси г ( г >  0) булса, у  хрлда бу цатор ( — с,с\ (0 <  с <  г) сег- 
шнтда текис якинлаш увчи булади.

И с б о т .  Шартга кура г — (14.27) даражали цаторнинг якинлашиш 
^ и у си . Демак, берилган цатор (— л,г) интервалда якинлашувчи. 
'•'УМладан. с < г  булганлигидан, (14.27) даражали цатор с нуктада 
ч841 якинлашувчи (абсолют якинлашувчи) булади. Демак,

оо

. £ | f ^ - | < . l  +  l«i l« +  K I *  +  * • • +  K I  • • • (14.37)
^атор якинлашувчи.
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V  X 6 1 — с, с] учун *ар доим | ап х п | <  I ап | сп булади. Натижада, 
ушбу

2  К  ^  I =  I а01 -h I -«| -h | а* лга | +  • • • + К * П| +  • • •
п=»0

цаторнинг .\ар бир з̂ адн (14.37) цаторнннг мос зфдидан катта эмас.чц.
оо

гини топамиз. У *олда Вейерштрасс аломатига кура \ о пх п даража-
п=О

ли цатор [ — с, с] сегментда текис яцинлашувчн булади. Теорема ис- 
бот *улди.

14.7- э с л а т м а .  Бу хоссадаги с ( с > 0 )  сонни (14.27) даражали 
^аторнннг якинлашиш радиуси т га ,\ар цанча яцин цилиб олиш мум- 
кин. Аммо, умуман айтганда, (14.27) даражали ^атор ( — г, г) да текис 
якинлашувчи булавермайди.

Масалан, ушбу
00
1  хп =  1 — дс —{— . . .  ~ JC

п = 0

даражали цатор ( ~ 1 , +  1) оралш^да якинлашувчи (г =  1), аммо у 
( — 1 ,-f  1) да текис якинлашувчи эмас ( 134-бетга царалсин).

оо

14.18-т е о р е  м а. Агар ^ а „  хп даражали цаторнинг якинла-
л = 0

оо

шиш радиуси г >  О булса, у  хрлда бу цаторнинг S  (х) =  2  ап хп
л = 0

йигиндиси ( — г,г) ора.ищда узлуксиз функция булади.
И с б о т .  (14.27) даражали цаторнинг якинлашиш интервали ( — г,г) 

дан ихтиёрий х0 (х0£( — г,г)) нуцтани оламиз. Равшанки, | х0 1 <  бу
лади. Ушбу |х 0 | < с < г  тенгсизликларни цаноатлантирувчн с сонини 
олайлик. (14.27) даражали цатор ю^орида келтирилган 14.17-теоре
мага кура [ — с, с] да текис якинлашувчи булади. Унда ушбу боб- 
нинг 3-§идаги 14.6-теоремага асосан, бернлган (14.27) даражали а̂* 
торнинг йигиндиси 5 (дс) функция [ — с,с]  да, ва демак, х0 нуктада 
узлуксиз булади. Демак, (14.27) каторнинг йигиндиси S (х) функция 
( — г, г) ннтервалда узлуксизднр. Теорема исбот булди.

оо

14.19-т е о р е м а  ( А б е л ь  т е о р е м а с и ) .  Агар 2  ап■*" даражо*
п=0

ли каторнинг якинлашиш радиуси г >■ О булиб, бу цатор х =  г (х =* 
=  — г) нуцтада якинлашувчи булса, у  %олда (14.27) Цаторнинг

оо

йигиндиси S (х) =  Щ.апхп функция, шу х  — г ( х  =  — г) нуцтада чап*
п=я О

дан (унгдан) узлуксиз булади.
И с б о т .  Берилган (14.27) даражали ^атор

оо

ап хп =  а0 +  а ,х  4- аг хг +  . . .  +  а„хп +  . . .



х =  г ну^тада якинлашувчи булсин. Д«мак, ушбу
ао

2  апгп =  flo + a i г +  аг г2 +  . . . +  а„ г" +  . . .  (14.38)п= о
сонли Кат0Р якинлашувчи. Унинг йипшднсннн S (г)билан белгилайлик: 

S(r) = —' апг"- Биз limS(jc) =  S(r), яънн lim [S(x)  — S ( r ) ] = 0
я=0 x—r-0  *-»г—о

булишини исботлашимнз керак.
‘ Агар х  =  t г ( 0 < / <  1) деб олинса, унда *-*-1 — О булиб,

lim ( S(x) — S(r)J =  lim [ S ( / r ) - S ( r ) l  =  lim 2  ( a , r " f " - a „ r * )
<-*1—0 <->1—0 n=0

бдлади.
Ша рт г а  кура (14.38) цатор якинлашувчи. У ^олда 1-цнсм, 11-боб,

4-§ да келтнрнлган теоремага асосан, V e > 0  олинганда .\ам, — га 

кура шундай л0£ N  топиладики, барча п > п 0 ва р =  1 , 2 , 3 , . . .  да

\a„ + i rn + l + а п + 2гп + г +  . . . + a n+prn + p \ < - j  (14.39)

бдлади. Бу тенгснзлнкда р оо да лимитга утиб цуйидагини топамиз:

I а я + 1 г" + 1 +  +  г r ” +  2 +  • • • | <  4 -  •

Энди куйидаги
00

2 а г ' , /'« =  ав +  а 1 г /  +  о, гг /3 +  . . .  + а я гл /» +  . . . ( 0 < / <  1) (14.40)п=0

каторнн караймиз. Бу цатор V /6(0 .0  Да якинлашувчи булади. Х,а^и- 
*\атан з̂ ам,

а„ + 1г" + Ч " * 1 +  я„ + 2 г" + 2tn + 2 +  . . .  + а„ + prn + p tn+P =
=  К  +  i ^  +  1 +  а п +  t r n + 2  +  . . . +  а п +  р г п +  р  1 / "  + р  —

р-i
" jS l(a „  +  l r« +  1 +  ая +  1 г" +  * +  • • • + a n +  i rn + ‘) ( t n + 1+<—  t a +  ,)J

"̂■чишини ва ю^орндагн (14.39) тенгсизликни эътнборга олиб ^уйнда* 
и«и топамиз:

I О Ч ,  гл +  1 , я - м  +  ап +  г гп +  Ч п +  * +  • • • +  a„ +  Prn +  P tn +  P | <  
р —i

+ р +  У ( / «+  / "+ ' +*) )  =  — /" + » < — •. 3 3 3
raBjta°a 40) каторнинг яцинлашувчилигини, яънн V e > 0  олнн- 

^аМ* шУНдай п' £ N  топиладики. барча п > п '0 ва р =  1,2, . . . лар

1а«+1 г"+1 tn+l +a„ + 2гп+ Ч "+2 +  • • • +  ап+ргп+Р1п+ Р \< —  (14 41)



даланнб, 2  я a„ xB_1 каторнинг ( — г, г) да якинлашувчи булишини то.
л*=0

памиз. Демак, бу катор [ — с, с \  да текис якинлашувчи булади.
Шундай килиб, берилган (14.27) даражали катор \адларннинг ^  

силаларидан тузилган (14.43) катоР текис якинлашувчи. У ^олда ущ. 
бу бобнинг 6- § да келтирилган 14. 12 - теоремага кура

$ '(* )  =  ( f  апх"У =  V  (апх*У =  f  п а п х»~'
п=0 п=0  л=0

булади.
Шуни кам айтиш кераккн, (14.27) ва (14.43) каторларнннг якин- 

лашнш раднуслари бир хил булади. ^акнкатан . а̂м, Коши — Адамар 
теоремасндан фойдаланиб куйндагини топамиз:

\ \т У  п \ а п \ =  l i m/Г п ] ' \ а п \ ) =  lim »■ Т  • Tim У  \ап\
П~* ао п-+аи \  /  П-*ао П-*ао

Демак,

Бу хоссадан куйндаги натижа келиб чнкадн.
14. 2 - н а т и ж а .  Агар (14. 27) даражали каторнинг якинлашиш ра

диуси г булса, бу каторни ( —г, г) да исталган марта дифференциаллаш
ОО

мумкин. Шундай килиб, якинлашиш радиуси г >  0 булган V  ап
п = 0

даражали каторни хадлаб интеграллаш ва кадлаб (исталган марта) диф- 
ференциаллаш мумкин ва косил булган даражали каторларнннг якин- 
лашиш радиуси кам г га тенг буладн.

1 4 .9 -т л ъ р и ф . А га р /(х ) функция( — г, г)  да якинлашувчи дараж али 
Каторнинг йириндиси булса, f(x) функция {—г,г) да аналитик деб аталади.

14.22-т е о р е м а . Иккита
оо

2  а„хп = а 0 -f  а , х  +  а , х г +  • • • +  а„х" +  • • • (14.27)
Пшш О

ва
00

2  Ьпхп =  b0 +  bl x +  6,дсЧ------- + Ь пхп +  • • • (14.45)
п = 0

даражали каторлар берилган булиб, (14. 27) даражали цаторнинг 
яцинлашиш радиуси /■, > 0 ,  йигиндиси эса S ,(x). (14.45) даражали 
каторнинг яцинлашиш радиуси г, > 0 , йигиндиси S 2(x) булсин.

Агар V x £ ( — r,r) ( r  =  min(r„ г,)) да
S l ( x ) - S t (x) (14.46)

булса, у  \олда учун

ап —
яъни (14.27) ва (14.45) даражали цаторлар бир хил булади.
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И с б о т .  Равшанки. (14. 27) ва (1£. 45) даражали ^аторлар (—г, г) 
да якинлашувчи ва уларнинг йдаиндилари 5,(х) ва S t (x) функциялар 
шу интервалда узлуксиз булади. Демак,

lim S ,( a:) =  S 1(0), lim S,(jc) =  S ,(0).
x -» 0  x -» 0

Юкорндан11 (14.46) шартга кура S ,(0) =  S,(0) булади. Бундан эса 
а = Ь 0 эканлнги келиб чицади. Бннобарин, V * € ( — г, г) учун

V а„ хп =  х п. Агар х ф  0 десак, бу тенгликдан барча х £ ( — r,0) U
я-i ч n=l
U (0 . г) учун

2  « .* —  -  2 » .* —П—I П = 1
га эга буламиз. Бу даражали цаторларнинг .\ар бири ^ам ( — г, г) да 
якинлашувчи булади, ва демак, уларнинг йотиндилари шу интервалда 
узлуксиз функция булади. Шу хусусиятдан фойдалансак, х-*-0 да

ао ОС
lim 2 ,a n xn~ l =  ах, lim 2 Ьп дся -1  =  Ьх
х-*0 п=1 х-*0 пз»1

булишинн, ва демак, а х =  Ьх эканлигнни топамнз. Бу жараённи давом 
эттира бориб, барча п £ N  учун а„ = Ь п булиши топилади. Демак, 
(14.27) ва (14.45) даражали каторлар бир хил. Теорема нсбот булди.

( — г,г) (г> 0) ораликда /(дг) функция берилган ва узлуксиз бул
син. Юкоридагн теорема, f{x) ни даражали катор йигиндиси сифа
тнда ифодалай оладнган булсак, бундай нфодалаш ягона булишинн 
билдиради.

9- §. Тейлор каюри
Биз юкорида, ^ар кандай даражали

ао

' £ а п х п =  а 0 +  а,дс + а , х *  +  • • • +  а „ д г " +  • • •
л*=0

^атор Узинннг якинлашиш ннтервали (—г, г)да узлуксиз S(x)  функция
ни (даражали катор йиринднсини) ифодалаб, бу функция шу ораликда 
исталган тартибдаги ^осилага эга булишинн курдик.

Энди бирор ораликда исталган тартибдаги \осилага эга булган 
Функцияни даражали каторга ёниш масаласини цараймиз.

1. Ф у н к ц и я л а р н и  Т е й л о р  к а т о Р и г а  ё й и ш .  /(дс) функ- 
Ция х  =  дг0 нуктанинг бирор

U6(xJ =  { x e R : x 0 —  b < x < x 0 +  b} 
атРофнда берилган булиб, шу атрофда функция исталган таргнбдаги 
^осилага эга булсин. Равшанки, бу ^олда функциянинг 1- кием, 6- боб,
' '  § Да батафенл урганилган Тейлор формуласн

f ( x ) ~ f ( x j  +  ^ ( x - x j  +  t ^ - ( x - x f + - - -  +

+  1 £ ^ ( Х - Х х  +  Гп(х)п !
г* ёзиш мумкин, бунда гп (х) — колдик \ад.
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булишини курсатади. Бу тенгсизликда р-*- оо да лимитга утиб, цу,-1и 
дагнни топамиз:

(14.42)

Агар =  шах {п0, л ' } деб олинса, унда п >  п0 булганда (14. 41) ^  
(14.42) тенгсизлик лар бир йула бажарилади.

Барча п >  п0 учун

| S (tr)— S(r) | =  | 2 ( а п г » / » - a „ г")| <  | 2 a * г*( / * -  1)| +

+ |a„ + ,  г"*1 in+1 +  an + г /-л+ 2 / л+г н------ | + 1 a „+ 1  гя+1 +  ая+г г л+* +

+  . . . | < 1 2 а * ' * ( * * - 1 ) 1  + Т  +  Т  *=1 з з
булади.

Равшанки, /-► 1 — 0 да /* — 1 -►0 (к =  1.2, • ■ • ,п).
Шу сабабли

П
l S a * r * ( * * - l ) l < - 7*=1 з

деб олиш мумкин.
Натижада

|S ( /r )  — 5 ( л ) | < е
булади. Бу эса

lim S (//•) =  S (г), яъни lim S(x)  =  S(r)
(—1—0 *-»r—0

булишини билдиради. Демак, (14. 27) даражали цаторнинг йигиндиси | 
S(x) функция х =  г да чапдан узлуксиз.

Худди шунга ухшаш (14. 27) даражали катор х  =  —  г да якинла- ■ 
шувчи булса’, цаторнинг йигиндиси — г нуктада унгдан узлуксиз бу- 1  
лиши курсатилади. Теорема исбот булди.

оо

14. 20- т е о р е м а .  Агар 2 flnX" даражали крторнинг яцинлашШ Г

радиуси г ( г > 0) бдлса, бу каторни \а, Ь) ( [а ,Ь] с  ( — г,г)) ора.иФ  
%адлаб интеграллаш мумкин.

И с б о т .  Шундай с ( 0 < с < г ) т о п а  оламизки, [а,Ь] с  [ — 
d  (—г, г) булади. Берилган даражали цатор ( — с, с] да текис якинла» 
шувчи булади. Демак, [а,Ь] да (14.27) даражали цатор текис як®1- 
лашувчн. Унда (14.27) цаторнннг йириндиси

5  (х) =  2  ап х" = а 0 +  а, х  +  аг х2 +  • • • +  ап хп - f  • • •
Л—0

vna 61узлуксиз булиб, ушбу бобнинг 5- § да келтирилган теоремага кур3 
цаторни ^адлаб интеграллаш мумкин.

J S ( x ) dx  = |  2  On х" dx =  2  I  Xяdx  =  2 ап Ь +n ~  ?~~~a a n=0 n=0 а л=*0 Л -p 1
Теорема исбот булди.
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Хусусан, а  =  0, Ь ~  х  { \х \< . г) булганда

П +1 _f S ( x ) d x  =  2  ~ т т4 л-OfiT <х " Т ' =  а0х  +  ^ - х г +
»

2i_
2 +  ^ - х я

буладн- Бу цаторнинг якинлашиш радиуси хам г га тенг. ^аци^атан 
,̂ ам. Коши—Адамар теоремасндан фойдаланиб цуйидагини топамиз:

л Г.
lim \
Я-.00 г I п+  1

Г ------ V 1 Од I - —  V I  Г --------  1=  lim „ -------- =  ijm у  а . ]|щ п ----------
л- » 0  " 1 „_<» V  п +  1

.....  " гГС-.00 |У п +  1

-  lim V  \ ап\ =  г

1 4 . 21 - т е оре ма .  2 апхя даражали цаторнинг яцинлашиш ра -
л = 0

диуси г булса, (— г, г) да бу каторни хадлаб дифференциаллаш 
мумкин.

Ис б от .  Аввало берилган (14.27) даражали цатор ^адларннинг 
^осилаларидак тузилган ушбу

2  п апх "~' =  °i +  2 а2 v +  За3 х2 + +  п а х  1 + (14.43)
Л*1

цаторнньг |х0| < г  тенгснзликни цаноатлантирувчн ихтиёрий нуцтада 
якинлашувчи булишини курсатамиз. К,уйидаги |х 0 | < с < г  тенгсизлик-

ларни каноатлантнрувчн с сонни олайлик. Унда — | х0| = q <  1 бу-
С

либ.
Л—1п а пх  о I =  nq Л—1

- \ a n C"

булади. Равшанки, 2  n q n~ x (q<. 1)
П=*1

Катор якинлашувчи (уни Даламбер аломатига кура курсатнш кийин 
эмас). Унда

lim n q n—1 = 0
П<400

®^ади. Демак, п нинг бирор л0 цнйматидан бошлаб, (п > п 0 учун) 
п<г ~  С  с булиб, натижада \ / п  >  п0 учун ушбу

\п а пх0я- 1\ < \ а ясл \ (14.44)
^Нгсизликка келамиз.
ср< ”

г<г) булганлиги сабабли 2  ап сп катор абсолют якинлашувчи.
у  Л=и

(U.44)  муносабатнн .\нсобга олиб, Вейерштрасс аломатидан ({юй-
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Берилган /(дг) функциянннг дс0 нуктада исталган тартибдагн .^осц. 
лага эга булиши Тейлор формуласидаги з^адларнинг сонини >;ар канча 
катта сонда олиш имконини берадн. Бинобарин, табинй равншда ушбу

/(*о) + tLj f - ( x - x 0) +  L £ L ( X- X0y + .  . . +

+  —^ — ( x - x J n+ -  • (14. 47)
Катор юзага келади. Бу махсус даражали катор булиб, унинг коэф. 
фициентларн f(x)  функция ва унинг .узсилаларининг х0 нуктадаги ^ий- 
матлари оркалн ифодаланган.

Одатда (14.47) даражали катор /  (дг) функциянинг Тейлор цаторц 
деб аталади.

Хусусан, х0 =  0 да катор куйидагича булади:
/ ( о) + т , +  т , . +  . . .  +  & Я , . + . . .  ( |4 . 48)

п !

Даражали каТ0Рлар деб номланган 8-§  нинг бошланишнда ^ а пхя
л=0

куринишдагн даражали каторларни у’рганишни келишнб олинган эдн. 
Шуни эътиборга олиб, /(дс) функциянинг (14.48) куринишдагн Тейлор 
Каторини урганамиз.

Яна бир бор таъкидлаймизки, (14.47) катор /(дг) функция билан 
узининг коэффшшентлари оркали богланган булиб, бу (14.47) кат0Р 
якинлашувчи буладими, якинлашувчи булган зрлда унинг йириндиси 
/(дг) га тенг буладими, бундан катън назар, уни /(дс) функциянинг 
Тейлор катори деб атадик.

Табиий равишда куйидаги савол турилади: качон бирор (У6(0) ора
ликда берилган, исталган тартибдаги .^осилага эга булган /(х) функ
циянинг Тейлор катори

, + г м х + с т . х. +
п=0 п ' ' I ‘ I п  I

шу ораликда худди шу /(дс) га якинлашадн?
14. 23 - т е о р е м а ,  /(дс) функция бирор (—г,г) (г > 0 )  сралицда ис

талган тартибдаги хосилага эга булиб, унинг дс =  0 нуктадаги 
Тейлор Kflmopu

/ < » > + “ * +  “ * • + •  • • + » * • + . . .  (14.48) 
I I 21 п !

булсин.
Бу цатор ( — г,г)  ораликда /(дс) га яцинлашиши учун f ( x )  функ

ция Тейлор формуласи

/(*) =  /(0) +  ^ - *  +  ^ * ’ +  • • • +  ^ ^ * л +  гл (х) (14.49) ̂• Л I
нинг крлдиц цади барча х £ ( — г,г) да нолга интилиши (limr„(.v) = 0)

п-»оо
зарур ва етарли.

Й с б о т .  З а р у р л и г и .  Аввало (14.48) каторнинг коэффициент - 
ларн билан (14.49) Тейлор формуласидаги коэффициентларнинг бнр 
хил эканлигини таъкидлаймиз.

(14.48) к а т о р  якинлашувчи б у л и б ,  унинг й и р и н д и с и  f(x) га тенг 
б\лсин. У холда бу каторнинг кисмА"« йигиндиси

S„(x) =  f(0) +  ' - ^ - x  +  ^ x *  + I,П> (O' хп
n !

учун
lim S n (x) =  /(*) ( V * € (  — г,г))

булади. Ундан эса V * € (  — г , г)  учун
lim [ f (x ) — S„(x)] =  lim rn (x) =  0
П—♦ ОО П-ФОО

булиши келиб чнкади.
Е т а р л и л н г и .  V * 6 (— r>r ) Да l i m r „ ( x ) = 0  булсин. У з^олда

П-* ОО
lim I / (х) — S„(x)| = 0  булиб, ундан эса

lim S n(x) =  f (дс)
H -»uu

булиши келиб чикади. Бу эса (14.48) катор (— г , г)  да якинлашувчи 
булиб, унинг й и р и н д и с и  /(дс) га тенг булишинн, яънн

эканлигини билдиради. Теорема исбот булди.
Одатда (*) муносабат уринли булса, f(x) функция Тейлор Кат0Ри' 

га ёйилган деб аталади.
14.24-теорема.  Агар f(x)  функция (— г, г) (г > 0 )  ораликда да

ражали цаторга сйилган булса:
/(дс) =  а0 +  а,дс +  о2дс2 + . .  . +  ап дсв+  . . (14.50)

бу цатор /(дс) функциянинг Тейлор цатори булади.
Ис б о т .  14.21-теорема ва унинг натнжасига кура (14.50) даража

ли кзтор (— г, г) ораликда исталган марта (з^адлаО дифференциалла
нувчи б^'лнб,

f '(x) — 1 -я, +  2 а 2дс -f- 3asx2 +  . . .  + n a n хп~ 1 +  . . . , 
f " ( x ) =  ]-2-at +  2-3a.j X +  . . . +  n ( n—  1)а„ x”~ 2 +  . . . ,

/ " '( * ) =  1-2-3-ая +  . . . +  n(n — l)(n—2)an xn~3 +  . . . ,

/<"'(*) =  1-2-3 . . . ( n -  \)nan +  . . .  ,

®?ладн. Кейннги тенглнкларда дс =  0 деб куйидагиларнн топамиз:
«о =  /(0) а _  Г  (0) _ / , , (0) _ Г М 0 )  _  /<">«))

Ш  П )' II ’ 21 3! ............n\-----------------------
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булиб, унинг 1̂ олди1\ ^адн эса Лагранж куринишида куйидагича була. 
ди:

« > < » < ' >

(щаранг, 1-^исм, б-боб. 7-§). ХаР б,Ф *61 — а, а ) ( а > 0 )  да e0, <e<i 
булишини эътиборга олсак, унда

\Гп Ml
„"-И

( я + 1 ) !

эканлиги келиб чицади ва п-+ оо  да у naira  интилади. Демак н\-т.. 
ёрий чекли х  да

e * = V i ^  =  l + —  +  * - + . . .  +  * _  +
^  я! I! 2! • • г  — j-  т  . . .
п==О

булади.
2°. f(x) =  s inx  ф у н к ц и я н и н г  Т е й л о р  цатори.  Маълумки 

/(*) =  s in дс функциянинг (нхтнёрнй чекли [— а, а] ( а > 0) орали ;даги) 
Тейлор формуласи.

s inx =  x — — +  — . +  ( -  1)" - ' У _  |); + г 2п(х)

булади. Бу формула цолди^ ^адинннг Лагранж курннишндан фойдала
ниб (каралсин, 1-цисм, б-боб, 7-§) V  * € [ — а, а ] '( а > 0 )  учун

|г2„(х)| <  —£2п+‘
(2я -+- I)!

булишини топамиз. Ун дан
lim г2„(х) =  0rUt-ao

булиши келиб чн^ади. Демак, V х  учун

sin х  =  \ ] ( — 1)п~ ‘ - Х*П~ 1 = х  — —  +  —  —  . . . +
(2я — I)! 3! 5!П=1

1 у»—■ г2* " 1 +
(2я — 1)! +  ' * *

булади.
3°. f ( x ) — cosx ф у н к ц и я н и н г  Т е й л о р  ц а т о р и .  Бу функция

нинг Тейлор формуласи

c o s * = l - ^ + ^ - ^ +  .
2! 4! 6! +  <- 1 )л 1Нтг +  ,>" м

Колднц хадининг Лагранж куринишидан фойдаланиб (каралсин, 1-кисМ’
б-боб, 7-§) V * £ [ — а, а] ( а > 0 )  учун
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б<лишими топамиз. Ундан
lim г2п(х) =%0
Л - *  ОО

лдаиии келиб чнцади. Демак, V х  учун

cos х = v ( - i ) »  j f i = i -  £ + 4 -  • • •  + ( -  »>
и X2"

n=О (2я)! 2! 4! (2я)!
+

4°. /(дг) =  1п (1 -4-х) ф у н к ц и я н и н г  Т е й л о р  ц а т о р и .  Маълум
ки бу функциянинг Тейлор формуласи куйидагича булади:

1п( 1+*)  =  * - у  +  у - ^  +  . . .  +  ( - 1 ) " - 1^ -  +  М х).

5у  формулада х  6 [0 , 1] да гп(х) 1\Олдиц э^адни Лагранж куринишида 
куйидагича ёзиб

(— 1)" x"+l
Гп М

унинг учун

М *>1

( л - f  I )  (1 - f e x ) r,+1

1
л +  1

(14.51)

булишини, Хб(— а, 01 (0 < a <  1) булганда эса г„(х) цолдн^ ^адни 
Коши куринишида куйидагича ёзиб

Н  М * ) =  ( - 1)"ХП+1

унинг учун
|г . ( « ) |<  (14.52)

булишини курган эдик (1-цисм, б-боб, 7-§).
(14.51) ва (14.52) муносабатлардан limr^ (х) =  0 булишини топамиз.

Демак. V * € ( — 1, 1] Да

i n ( i + x )  =  2 ( - i r ‘ 4 - = ^ _ f  +  Т +  • • •  +л=*1

-f ( - 1)— 1 £ .  + (14.53)

бдлади.
Шуни таъкндлаш лозимки, In (1 +  х) функция (— 1 , +  °о) оралиц- 

33 берилган булса хам бу функциянинг Тейлор цатори— (14.53) му- 
"осабат (— 1,+  1J ярим интервалда уринлнднр.

5°. f (x) =  (i - f x )11 ф у н к ц и я н и н г  Т е й л о р  ц а т о р и .  Бу функ- 
янинг Тейлор формуласи

( 1 + ^ _ l +  « • + . . . +

« ( a - l ) . . . ( a — . +  1) Х, +Гп м  
я!
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Натижада (14.50) каторнинг куриниши цуйидагича булади: 

/ ( * )  =  / ( 0)  +  Ш х  +  _ т *2 +  . . .  +  f (n4Q) х п +

Бу эса теоремани исботлайди.

М и с о л . Ушбу

/<*)
х , агар х ф О  б^лса, 

О, агар х =  0 булса

функциянн царайлик. Бу функция ( -  оо. +  оо) да барча тартибдаги ^осилаларга

а) * Ф  0 булганда

Г(х) = ^ - с
X*

/ 6  4 \ — -'"«--(г"»-?)* х*

бунда Р(и)— и нинг рационал функцнясн. Бу
1

l i m (x) =  P  ( y j e  *’ (п =  1.2. . . .)

муносабатнииг тутрилиги математик индукция методн ёрдамида курсатилади.
°> х  — 9 булсин. Берилган функция х  ~  0 нуцтада барча тартибдаги з^осила- 

ларга эга булиб, улар нолга тенг буладн:
/<"> (0) =  0 (n =  1, 2____).

Х,ацнь,атан хам,

I
/ , (0) =  1 1 ш - ^ -  / ( 0 )  - П т  —  -е ** =  0, Г  (0) =  О, 

•*-*» *  х-*0 X

r ( 0 ) _ i t a J ^ L _ £ J 2 L _ i t a ± . , , w „  да -  0.

Умумий холла, / (п* (0) =  О (л =» 1 , 2, . . .) булишини математик индукция метод** 
ёрдамида курсатнш мумкин.

Демак, берилган функциянинг х =  О н>цтадаги Сарча тартибдаги хосилалари
долга тенг экан.

Бу функциянинг х  =  0 нуцтадаги Тейлор каторн
0 0 0 _

0 + T \ X + 2 \ X*+  • • •  +  л! * +
булиб, унинг йигиндиси 0 га тенг.

Келтирилган мисолдан куринадики, бирор оралнкда исталган тар
тибдаги ^осилага эга булган баъзи функцияларнинг Тейлор к;атори шу 
ораликда царалаётган функцняга яцинлашмаслиги мумкин экан.

Куйида функциянинг Тейлор каторига ёйнлишининг етарли шарти- 
нн ифодаловчи теоремани келтирамиз.

14.25-теорема.  / (л) функция бирор (— г , г) оралицда исталган 
т а р т и б д а г и  хрсила?а эга булсин. Агар шундай узгармас М >  0 сони 
м а в ж у д  бдлсаки, барча х £ ( — г, г) %амда барча п = 0 , 1 , 2 , . . .  учун

тенгсизлик бажарилса, у  %олда (— г, г) оралицда f(x) функция Тей '  
лор цатсрига ёйилади, яъни

/(ж) =  V j! ! ! £ > x »  =  / ( 0 ) + —  х +  ^  х2 +  . . .  (14.50
я! II 21л=0

И с б о т .  /(дг) функция учун Тейлор формуласи

/(* ) =  / (  0 ) + ^ х  +  > -^-х* + +  i > l / + f n W  
п\

ни ёзиб, унинг Лагранж куринишидаги ^олдиц ^ади

К  г" W  =  Xn+l ( 0 <  9 <  1)

ни олайлик. У ^олда

^лади. Агар
/л+‘11Ш _______

П-.00 (rj+ I) ! =  0

булишиии эътиборга олсак, у ^олда
Jim тп (х) =  0 х £ ( — г,г)
П-+ао

Эканлигини аниклаймиз. Бу эса (14.50) муносабатнинг уринлн булиши- 
Р "  билдиради. Теорема исбот булди.
I / . ^ Э л е м е н т а р  ф у н к ц и я л а р н и н г  Т е й л о р  к а т о р  ла ри .  1°.
i W  — е* ф у н к ц и я н и н г  Т е й  л о р  ц а т о р и .  Маълумкн, f(x) =  e*
гУНКЦня..... . '---- " - • '  ‘ л' V ^  _  j ------функциянинг (ихтиёрий чекли [— а, а] ( а > 0) ораликдагн) Тейлор фор- 
я,Уласи
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е‘ =  1 +  —- +  — +  
1! 21

+  — — +  Гп(х) л1
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булиб (каралснн, 1-кисм, 6- боб, 7-§), унинг ^олдик э?ади Коши к\пи 
нишида куйидагича булади:

'„ (* ) =  а ( а ~  '> -  ' (ce~ n)(i -f- вдг)'*-"-1 (1 — e)” jca+l ( О < 0 <  1). 

У ни ушбу
,  . v ( а - Ж а - 2 ) . . . 1 ( а - 1 ) - ( я - 1 ) 1  » _ , /  1 - 0  „
r - w ----------------------- t l  * " « * ( 1 4 - 0 * )  ( n r ^ T j

курннишида ёзнб оламиз.
Агар — 1 <  х <  1 булганда: биринчидан. lim — (а — 1) (а —

п —* ао fl!
— 2) . . .  [ (а— 1 ] — (п — 1))х/ ,= 0 , чунки бу якинлашувчи

1 _i_ V  « ( «  — П • • • *« — п +  I) х„ 
л!Пш* 1

Каторнинг умумий .^ади (бу каторнинг якинлашувчилиги Даламбер ало- 
матига кура курсатилади), иккинчидаи, |а *|(1 — |х|)а - 1  <  а х ( 1 -f-

4 - 0 х)а ' <  |адс|(1 4- |х|)а , ва ни^оят, учинчидан
<  1 булганлигидан lim гп (х) =  0 булиши кели5 ч

п-+то
Демак, |х |<  1 да

( \ + x f  =  \ + ^ x + a- ^ )x'- +

1 - 0 п I 1 — 0
1 +  0Х 41  + е *

булади.

, а  (а  — I) . . .  (а — п +  1) ,
Т------------------ П---------------- Х “Г • • •

10- §. Функцияни куп^ад билан якинлаштириш

Маълумки. функция математик анализ курсида ’урганиладнган асо- 
снй объект. Купгина масалалар зса, функцияни .^исоблаш (берилган 
нуктада кийматини топиш) билан боглик. Функциянинг мураккаб були
ши бундай .^исоблашларда катта кийинчиликлар тутдиради. Натнжада 
функцияни унга Караганда содда ва ^исоблашга кулай булган ф ункция 
билан якинлаштириш — такрибни ифодалаш масаласи юзага келади.

Функциянинг даражали каторга ёйилишидан, уни такрибий ^исоблаШ* 
да кенг фойдаланилади. Бунда функцияни даражали катор кисмий йи
гиндиси билан алмаштнрилиб, функциянинг берилган нуктадагн кий''3" 
тини топиш купхаднинг шу нуктадаги кийматини ^исоблашга келтири; 
лади. Даражалн катор тузилишига кура содда булиши, унинг к11СМ,|И 
йигиндиси эса оддий куп.^ад эканлиги функциянинг берилган нуктаЖ  
ги кийматини эффектив ^исоблай олиниши мумкинлигига олиб келаДИ- 

Шуни ^ам таъкидлаш лозимкн, бундай имконият фак,ат «яхш|р 
функциялар учун, яъни исталган тартибдаги хосилаларга эга булга11 
ва маълум шартни каноатлантирган (каранг 14 .23-тео р ем а ) ф ун кц и ялар  I 
учун мавжуд булади. Ихтиёрий узлуксиз функция берилган булса, Ун|11
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бир°Р куп.^ад ёрдамида тацрибнй хисоблаш мумкин булармикан деган 
я Е о л  тугилади. Яъни функцияни кугф д  С'илан та^рибан алмаштнриш 

11Мкониятинн аналитик функциялар синфидан узлуксиз функциялар син- 
Аига умумлаштнриш масаласи пайдо Лулади.

1885 йилда маш.\ур немнс математиги К. Венерштрасс томонидан 
уалуксмз функцияни куп^ад билан якинлаштирнш мумкинлиги курса- 
тилдн- Бу факт цуйнда келтнриладиган теорема оркали нфодаланадн.

1 4 .26- те оре ма  ( В е й е р ш т р а с с  т е о р е м а с н ) .  Агар f (х) функция 
[О, 1 ] сегментда берилган ва узлуксиз булса, у  %ида шундай

Яп(х) =  я0 +  а ,х  + а 2ДГ2 + .........+ а пхп

кдп.\адлар топиладики
lim sup |/(х) — Я (дг)| = 0

л-»ю 0<л<1
бдлади*.

Бу теореманинг турлича нсботлари мавжуд булиб, биз унинг Берн
штейн кугцадлари ёрдамидаги исботннн келтирамиз.

14.10-таъриф. f(x) функция [0, 1] сегментда берилган булсин. 
Ушбу

£ „ ( / . * ) =  2  (1 4 .5 4 )
*=о п

купхад f(x) нннг Бернштейн куп^ади деб аталади.
Бернштейн купхади «-даражали к\пхад булиб, унинг коэффициент- 

kлари f(x) функциянинг — (& =  0, 1 , 2..............п) нуь^талардаги ций-
Л

мат лари оркали ифодаланади. Масалан, п =  1, п — 2, п =  3 булганда 
B, ( f . x)  =  f(0)  +  l f ( l ) - f ( 0 ) 1 x ,

Bt (f ,х) =  f  (0) +  [2  f  (-L) -  2 / ( 0)] * +  [ /(0) -  2/  (j - )  +  / ( 1)|X s,

fl,(/.x) =  /(0) +  [ 3 / ( - i - / - 3 / ( 0 ) ] x + | 3 / ( 0 ) - 6 / ( - i )  +  3 / ( | ) ] x *  +

+ [ д 1) - з / ( - | ) - / ( 0) р

^•тади.
1 4 . 2 7 - т е о р е м а  ( Б е р н ш т е й н  т е о р е м а с н ) .  Агар f(x) функция 

I" 1 ] сегментда берилган ва узлуксиз булса, у цолда

lim sup | f(x) — B J f ,  x)| = 0
n-»oo 0<х<1

%*ади
Аввало битта лемма исботлаймиз.

^  ф ункция берилган ва узлуксиз булган оралиц нхтисрнй сегм^нтдан иборат бул- 
ЧМДа теореманинг исботи 183- бетда келтирилади.

Ь
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тенгсизликни каноатлантирувчн цийматлари буйича з^амда k нннг

| - - д : | > 6  (х6(0. 1])
I П I

тенгсизликни ^аноатлантирувчи цийматлари буйича ажратиб, улардан

-  2  [ ' ( £ ) -  
* ' | т - И *  * | т Н

ларнн уэсил ^иламиз. Равшанки,

Вп (/, х) / (дс) =  2  [ /  (-М  _  f(x)  ]c* jr* (l — х)п~ к =
A—U L 4 7 J

булади.
_ / ( * ) ]  С* дг*(1 - * ) " - *

*: — - x \  >6 n

(14.60)

Энди кейинги тенгликнинг унг томонидаги йигиндиларнннг .̂ ар би- 
рини ало.^ида-ало.\ида Ьа^олаймиз.

i  [ /  (-^-) —  /(X)] с5  je» (1 — лг)*—1
k; I - -----х I < 6I п |

-/(дс)|с£дс*(1-*)"-*< у  е 2
7 ~ 1  <в

V  CnV ( l - * ) " - *  = . 1
2 — 2 ’ k=0

k : -------x | <6I я
vf»—к

2  D ( t ) - n *>1 ^ / d - х г *

< 2 М  2  С*дг* (1 — дг)"-* .

>в

бунда М =  шах |/(лг) |.
ООг<|

182

д гар |_*— xj > 6 булганда ^—---- xj*. >  1 булишинн эътиборга

„ясак, У *°лДа

V  с г * * ( 1 - х ) " - *  < - ^ г  2  (-^—  ̂ )* c ^ X* (1 —  х)п- *  <

* | Н >в *: Н Н >в

»=0

булади- Ю^орнда келтирилган лемманинг натижасидан фойдаланиб, цу- 
йндагинн топамиз:

2  с*** о -*)"-*< —  •4п б4

Демак,
М

2п 6-
(14.62)

Натнжада (14.60), (14.61) ва (14.62) муносабатлардан

( VJ t € [ 0 . И)* > - / « ! < - 5-

булиши келиб чи^ади. Агар л ни п > :И
2 б1 1

цилиб олинса, у .уида

\ B n ( f , x ) - f ( x ) \ < ±  + Y = e

булади. Бундан эса
lim sup |£„(/, д) — / (а) | =  О
п -¥оо 0<*<1

булиши келиб чикади. Теэрема исбот булди.
Энди /(*) функция [а, 6] сегментда бэрилган ва узлуксиз булсин. 

'ЧУйидаги
. 1 а t = ------- X

________ 6 — а Ь — а
ЧИЗИ̂ лн алмаштнриш [а, Ь) сегментни [0,1] сегментга акслантнради. 
®У «лмаштиришлан фойдаланиб, ушбу

ф (0 =  f(a +  (b —  a)i) (14.63)
( 14.60 ^нкцияни узсил циламиз. Бу ф(/) функция [0, 1] сегментда бернлган 

шу сегментда узлуксиз булади. У ^олда Бернштейн теоремасига

Ж

lim sup |#п(ф , /) — ф(/) | =  0
r-+oo 0 < jr< l

(14.64)
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Вп (Ф. 0 =  2  Ф (— ) c * i *  (1 -О " "* .
*-о V л /

<14.63) ва (14.64) муносабатлардан

lim SUP , I в„ (/, =0п-юо a<x<b I n v  b — a /

булиши келиб читали, бунда

=  V  f  ( а +  Ь-= 1  к) С* < *- a)k (h -  *'""*•
~ 0 \ " /  (6 - а ) л

Шундай цилиб каралаётган оралик [а. 6] сегментдан нборат булган 
холла куйидагн теорема (Вейерштрасс теоремаси)га келамиз.

14 . 28- теорема  ( В е й е р ш т р а с с  т е о р е м а с и ) .  Агар / (х) функ
ция (a, b\ сегментда берилган ва узлуксиз булса, у  %олда

lim sup \ Bn (f, / (x) |  = 0
n-*oofl<Jt<b I \  0  — d  I

булади.
Гарчи Вейерштрасс теоремаси /  (х) функциянн Вп (/, х) куп^ад би

лан якннлаштнриш мумкннлигинн ифодаласа-да, якинлашиш хатолнги

Гп V.  JC) = /  ( х ) - В „  (/, X)

ни ба^олаш имконини аницлаб бермайди. Кейингн урганишлар г„ (/, *) 
нинг нолга интнлиш тартиби, якиилаштнрнладнган /  (дс) функциянинг 
узлуксизлик модулига (1-кисм, 5 -боб, 9 -§  га каранг) боглиц эканли
гини курсатади.

14.29-теорема.  Агар f  (х) функция 10, 1] сегментда а н и ц л а н га н  
ва узлуксиз булиб, Вп (/, х) эса унинг Бернштейн куп.\ади булса, 
у  %олда

sup | Вп (/, х) - / ( , ) ! <  4 - со ( - U  (14.65)
о<х < 1 2 \ У я /

булади, бунда о  (6)— /(х) функциянинг узлуксизлик модули. 
И с б о т .  (14.59) формуладан фойдаланиб, куйндагини топамиз.

■булади, бунда
joccaciirii кура %

V  «[НгН^+'Нт?)
булиб, натижада

\ВЯ (/. * ) - / ( х ) | < [ / я  V  с* х* ( \ - х Г ~ к +  i ] ® ( t = )
L *=о 1

I В„ (/. х ) - / ( х )  | <  у  | / ( — ) — / (дс)|с* X* (1 - X )
м  I '  п > I

Функция узлуксизлик модулинннг ушбу
0) (Я 6) <  (1 -}- \ )  О) (6)

184

булади-

Энди у  -----Х \  С*х к (1 — дс)” - *  йипшдини

V  IА  _  X | X* (1 -  х)—* ] /С *  **(1 -
л=о

к^ринишла ёзиб, унга Коши — Буняковский тенгсизлигиии (к,аралсин, 
12-боб, 1-§) куллаймиз:

2 1-J— *1 Vх"С‘ х* К
k=О П

л [  2  ( ■ £ - » ) ’ 4 * 0 - « г * / ! , < ? * *
* *=о

(1 — х)п—* =

- / ' ■ ‘ г '2 Уя-
Демак,

Теорема исбот булди.
Xvcycan, / (х) функция 10, 1 ] оралицда f  (х) *осилага эга булиб, 

VxeiO,  11 учуй | / '  (х)| <  М (М — const) булсин. У *олда, Лагранж 
,*«оремасиллн фойдаланнб куйндагини топамиз:

IS, а.  х ) - 1  ( .01= 2  | /  ( т Н Н  с : ** о - ^ - * <
*=о

< М  У  — - х  (1 - х у - * <
*-0

М
2У л
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Демак, бу .цолда

sup | Вп (/, а) — /  (дг) | <  
о<*<! 2 V  п

■булади.

15-Б О Б  

МЕТРИК ФАЗОЛАР

Юцоридаги баёнимиздан маълумки, математик аиализнинг биз урганган барча 
асосий тушуичалари (лимит, узлуксизлнк, хосила, интеграл, яцинлашувчилик ва 
^оказо) 1урли тупламлар (R , R m, С  |а ,  <>| ва ^оказо) элемеитлари кегма- 
кетлигида лимитга утиш амалн оркали таърифланадн. Бу амал ^ар бир тупламда 
узига л ос кирнтилгаи эди. Масалан,

1) R  да { х „ ) :х , ,  х ,. . . .  (х„ £ / ? ,  n =  l ,  2, . . .  ) кетма-кетлик бе
рилган булсин. Унинг лимити куйидагича таърифланар эди:

V е >  0 сон олинганда )^ам, шундай п„ £N  топилсаки, барча п >  п0 учун
1 * я — а | < е  ( а ^  R)

тенгсизлик бажарилса, у холла а  сон {хя } кетма- кетликнинг лимити дейилади.
2) R m да берилган {*"}:

*(,). *(2>........... . . .  ( * " - ( « ? .  х<2>........................С ) 6 Rm. я - 1 .  2. . . .  )
«етма- кетлик лимити куйидагича таърифланар эди:

V е >  0 сон олинганда ^ам, шундай п0 £  N топилсаки, барча п >  гц учун

J -  в .)2 +  U ‘5' -  )2 +  . . .  +  (х £ ’ -  ат )2 <  е 

(а =  (в „  а , ............ a m) £ / ? m)

тенгсизлик бажарилса, у хал да а  нуцта {х(п)} кетма-кетликнинг лимити деб ата
лади.

3) С [а; Ь| да {/„ (х )): / ,  (х), / ,  (х)........... /„  (х )..............(/„ (х) £
£ С  [а, 6| ,  я =  I, 2 , . . .  )

функционал кетма- кетлик берилган булсин. Бу функционал кетма- кетликнинг ли
мити цуйидагича таърифланар эди:

V е >  0 сон олинганда >;ам, шундай n0 £ N  топилсаки, барча п > п 0 учун
sup \1„ (х) — /  (ж) | <  е 

а<х<Ь

тенгсизлик бажарилса, у халда /  (х) функция {/„ (х)} функционал кетма- кетлик
нинг лимити ({/„ (х)} функционал кетма- кетлик f  (х) га текис яцинлашади) деб 
аталади.

Агар \ х п —  а \  мицдор R  даги х„ ва a ( x „ £ R .  a £ R .  л =  1, 2, . . .  ) ну*та- 
лар орасидаги масофа— р (x„, a) (1-кисм, I -боб, 10-§),

у  — в | )2 +  (* ? > — ®2 ) +  •••  + < хт  ~ ат Г  t f n ) £ R m, 1 , 2 . . . . )

мицдор Rm даги хп Еа а нуцталар орасидаги масофа р (хл, а) (12 -боб 1- §), цамда

sup I In (*) — /  (х) | 
а с х < Ь

мицдор sea С [а, 6] нинг /„  (х) '(п =  1 , 2, . . .  ) ва /  (х) элемеитлари орасидаги 
масофа — р (/„  (х), /  (х)) ( I - кием, 5 -боб, 1 1 -§ ) эканлигини эътиборга олсак, R  •

186



-  r \ a , b ]  тупламларда, уларнинг элементларидан тузилган кетма-кетлнкнинг лимити 
Я ’ 0 ф ’а т у ш у н ч а с и г а  асосланганлнгнни курамиз.
* а Бир томонда’н R, R m, С (а, 6] тупламла^нинг турли табиатдаги элементлардан 

топганлигн, иккинчи томоидан эса уларда лимитга утиш амалининг фацат 
^ L h a r .i  асосланишдек умумийлнкка эга булиши, табиий равишда бу тупламларнк 

*олда ^арашга, яъни и.хтиёрий туплам элементлар;. орасида массфа тушун- 
q̂ ajHH киритиб, уни урганишга олиб келади.

1-§. Метрик фазо

£ _ихтиёрнй туплам булсин. Бу тупламнинг узини узнга тугри (Декарт) к у -
пайтмаси

£ х £  =  {(х, у ) : х £ Е ,  у £ Е )

(каралснн. 1 -кисм, 1-боб, 1-§ ) ни олайлик.
д!аълумки, дастлабки тушунчалар ка торила ихтиёрий А  тупламни В  ту'плам га

акслантириш
f : A - + B

тушунчаси келтирилган эди (1-цисм, l -боб, 3-§).
Энди А =  Е х Е ,  В  =  R +  (R + —  барча манфий булмаган х;а^и^ий сонлар туп

лами) деб ушбу
р Е X E ^ R +  (р =  р (х . у)) (15 .1 )

акслантнришни царайлик.
15.1- т а  ъ р и ф. Агар р : Е  X Е  -> /?+  акслантириш учун 
1°. V х, у  £ £  учун р (х, у) > 0 (р (х, у) =  0 муносабат х =  у  булгандагина 

бажарилади),
2°. V х . у £ Е  учун р (х, у) =  р (у. х) (симметриклик),
3°. V х, у, г £ Е  учун р (х, у ) < р  (х, г) р (г, у) (учбурчак тенгсизлиги) 

шартлар бажарилса, у ^олда бу р акслантириш масофа (метрика), Е  туплам эса 
метрик фа о деб аталади. .Метрик фазо (£ , р) каби бглгиланади. 1°— 3D- шартлар 
метрик фа о аксиомалари дейилади. Метрик фазо элементларини шу фазо нуцта- 
лари )(ам деб аталади.

М и с о л л а р .  1. R  тупламни олайлик. р акслантириш куйидагича аницланса,

Р (*. У) =  I х  —  У\ (V  х ,  у £  R),
•- кием, 2 -боб, 10-§ да нсботланганга кура бу р (х, у)  учун 1° — 3°-шартлар ба
жарилади. Демак, р (х , у) — масофа ва (R ,  р) — ьетрик фазо.

2. R m тупламни олайлик, р (х, у) акслантириш куйидагича аниклансин:

Р (*, У) =  —  х ^ г +  (</2 — -*г)* +  • • • +  ( У т ~  Хт)1 =

К ори л а , 12- боб, 1-§  да бу р (х, у) учун 1° — З5-шартларнинг бажарилнши к у р - 
^гилган эди. Демак, р — масофа, (R'", р ) — метрик фазо.

3. С [a, ft) тупламни курайлик. р акслантириш куйидагича булсин:
р (х, у)  =  max | х (t) — y  (/) | ( V х (0, y(t) £  С [а , 6]), 

а<1<Ь
(* , у) юкоридаги 1° — З3- шартларни ^аноатлантиради (царалсин, 1 - кием, 5- 

’ **•§)• Демак, каралаётган р — масофа, (С  [а, Ь\, р) эса метрик фазо.
»  с — барча якинлашувчи кетма-кетликлар (сонлар кетма-кетликлари) туплами 

Удсин. р акслантириш ушбу
Р <*. У) =  sup | х„ — уп \, х =  (х ,, .............. х„, у =  (у„  Уг..........У п , . . . ) € с



Демак. р | акслантириш масофа, (С [а, 6| ,  р ,) эса метрик фазо булади. ШуНЛй. 
Килиб С [а; 6| туплам берилганда цуйидаги 4а*

р (х , у) =  шах | х  Ц) — у (01  а«<»
ва

Pi (*. У) =  j / 5 Iх (П ~  У ( 0 l l  dt

акслантиришларнинг ^ар бири масофа эканлигини курсатиб, натижада нккита т\рл» 
(С [а, Ь], р) ва (С [а, й], р ,)  метрик фазоларга эга булдик.

Энди метрик фазодаги баъзи бир тупламларни таърифлаймиз. (£ , р) метр» 
фазо бернлган булсин. Бу фазода бирор а ( а £ £ )  элемент олайлик.

15.2-т а ъ р и ф .  Ушбу

{х g  £  : р  (х, а) <  г} ({х £  £  : р  (х, а ) <  г)) (г >  0)
туплам (£ , р) метрик фазодаги очиц шар (шар) деб аталади. а нуцта шар марка щ 
г >  0 эса шар радиуси дейилади.

1 5 . 3 - т а ъ р и ф .  Маркази а нуцтада, радиуси е ( е > 0 )  булган очнц шар

^ « (в )  =  { * € £ : р  (*• а) < 8>
а нуцтанинг атрофи {г-атрофи) дейилади.

Хусусан, (/?, р) метрик фазода а (а £  R) нуцтанинг атрофи (^аралсин, 1- кием, 
3- боб, 2- §)

Ut (а) =  [х £  R  : р  (х, а) =  | х  — а | <  е} =  (а  — е. а  +  е) 

интервални, (Rm , р) фазода а (а =  (а,, а4, . . .  am ) £ R m ) нуцтанннг атрофи

Ut  («) =  {* 6 Rm ■ P (*• °) =  V (*i — «i)* +  (х* — а ^ Н ---------h (*т — *)
эса 12- боб, 1-§  да киритилган сферик атрофии билдиради.

G — (£ , р) метрик фазодаги бирор туплам булсин. Бу тупламда бирор х0 нуц- 
тани олайлик. Агар х0 (х0 £  G) нуцтанинг шундай Ur (х0) Де >  0) атрофи мавжуд 
булсаки,

^*(*о)с: 0
булса, у  з(олдз х0 нуцта G тупламнннг ички нуцтаеи дейилади.

15.4-т а ъ  р и ф .  О тупламнннг хар бир ну^таси унинг ички нуцтасн булса, 
бундай туплам очи^ туплам  деб аталади.

Масалан, (£ , р) метрик фазодаги ^ар цандан очньу шар
А =  { х £ Е :  р (х, а ) < г )  ( а £ Е .  г > 0 )  

очик туплам булади (солиштиринг: 12- боб, 1-§).
£ — (£ , р) метрик фазодаги бирор туплам булсин: F  с  £• х„ эса £  га те ги ш л и  

бирор нуцта: х0 £ £ .  Агар х0 (х0 £  £ ) нуцтаиинг исталган Ue (х0) атрофида F туп- 
ламнинг х0 дан фарцли камида битта нуцтаси топилса, х„ нукта F тупламнннг ли
мит нуцтаси деб аталади. Бунда х„ лимит нуцта F  тупламга тегишли булиши X8*’ 
тегишли булмаелнги хам мумкин.

F  тупламнннг барча лимит ну^таларидан ташкил топган туплам F  т у п л а м н н н г  
цосилавий туплами дейилади ва £ '  каби белгиланади.

Ушбу F  (J £ '  туплам F  тупламнинг ёпилмаси деб аталади ва у £  каби белги* 
ланадн: £  =  £  (J £ '•

1 5 . 5 - т а ъ р и ф .  Агар F  (£  с  £ )  тупламнинг барча лимит нуцталари шу т>п' 
ламга тегишли булса, яънн £ '  с  £  булса, £  ёпиц туплам  деб аталади.

Равшанки, £  ёпиц туплам булса. £  (J £ '  =  £  =  £  булади.
Масалан, (£ , р) метрик фазодаги шар

В  =  {х £ £  : р (х, о ) <  г) (а £  £ ,  г  >  0)
ёпиц туплам булади.
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' и  — (£ , р) метрик фазодаги бирор туплам булсин.
15.6- т а ъ р и ф. Агар (£ , р) метрик фазод^ шундай шар

В  =  {х £ £  : р (х, и ) <  г) (а £  £ ,  г  >  0)

-лмлеаки, M c i  булса, у холла М чегараланган туплам  деб аталади. Акс хол- 
Т я ъ н и  J âp цандай В  шар олинганда хам- шундай х £ А1  мавжуд булсаки, х ^ В  
/  лса, М тфпламни чегараланмаган туплам  дейилади.
• Масалан, (/?'", р) метрик фазода шар, параллелепипед, симплекслар (царалсин, 

.л.боб, 1 -§) чегараланган тупламлар булади.
'  ШУ метрик фазода ушбу

М =  {х =  (х „  Xj.......... хт) £  R m : х , >  0, х , >  0 ..............х т >  0}

1уплам чегараланмаган туплам булади.

2-§. Мегрик фазода кетма-кетлик ва унинг лимити

Бирор (£ , р) метрик фазо берилган булсин. /  J^ap бир натурал п (n£N)  сонга. 
£ нинг бирор муайян х„ (х„££) нуктасини мос цуювчи акслантириш булсин:

f:N-+E  ёки п -* х п (n £ N , хя£ £ ) .
Бу j:N-~E  акслантиришнинг тасвирлари (образлари) дан тузилган

Xi, х ............ х„, . . .  (x „g £ , я  = 1 ,2 ,  . . .) (15.3)
туплам (£ , р) метрик фазода кетма- кетлик деб аталади ва у {х„} каби белгиланади 

(15.3) кетма-кетликнннг бирор л, померли х„ хадини, сунгра номери л , дан 
катта булган л , номерли хп з^адини ва ^оказо, шу усул билан (15.3) кетма- кетлик- 
нинг ^адларини олиб, улардан ушбу

*п.< *..............• ( л , < л 4< . . . < л * < . . . )  (15 .4)
* 1 К

кетма* кетликнн ?^осил циламмз.
Одатда (15.4) кетма-кетлик (15.3) кетма-кетликнинг к,исмий кетма-кетлиги

деб аталади ва {хп } каби белгиланади.
Энди (£. р) метрик фазода

X], Xj,, • . ,  Хд,. . .  (хп£Е , п 1 ,2 , . . . ) (15.3)

кетма- кетликнннг лимити тушунчасини киритамиз.
(£, р) метрик фазода (15.3) кетма-кетлик берилган булсин, а ну^та £  га те- 

гишли нуцта булсин: а£Е.
15.7- т а ъ р и ф. Агар V е >  0 сон олинганда >;ам, шундай nu £ N  топилсаки, 

^рча я > л 0 уцуи р ( х л, а ) < е  тенгсизлик бажарилса, яънн Н шр ( х „ ,  а) =  0 бул-
п-+оо

Са» а ну^та {хл } кипма-кетликнинг лимити деб аталади ва lim хп =  а ёки хп-+*а-
9 .  П-ЮО
ка0и белгиланади.

^Ч°рида келтирилган таърифга эквивалент булган цуйидагн таърифни з̂ ам бе- 
РИ1“ мумкин.
( а 15 . 8 - т а ър  иф.  Агар а нуцтанинг ихтиёрий Ue (a) ( V e > 0) атрофи олин- 
ШуТ ^ам’ О®-®) кетма-кетликнинг бирор ^адидаи бошлаб, кейинги барча .^адлари 

“Трофга тегишли булса, а ну^та (15.3) кетма-кетликнинг лимити деб атала-

дей * гар (15.3) кетма-кетлик лимитга эга булса, у якинлашувчи кетма-кетлик 
Одатда бундай якинлашиш масофа буйича я^инмшиш  деб аталади.

Увйу ,И С0Л л  а P- •- (£ . Р) метрик фазо берилган булснн. V х0 £  Е  нуцтани олиб,

Л
Xqi X(|i • • • | д»о»

^•■ кетли кн и  ^осил циламиэ. Равшанки, бу якинлашувчи кетма-кетлик булади.’

191



*<рннишда берилснн. 1- цисм, З-боб, 4 -§  да нсботлзнганга кура бу р (дг, у)
1° — з°.  шартлар бажарилади. Демак, р  — масофа, (с, р) — метрик фазо. • ■н

5. т —барча чегараланган кетма- кетликлар (сонлар кетма- кетликлари) тупла* 
булсин. р акслантириш 4- мисолдагидек цуйидагича берилсии:

р(лг, у )—sup \х„  —  уп \ (х=(дг,. хг. . . .  , х„, . . .  ) £ т ,П

У = (»I. Уг..........Уп- ••• ) € т >-
Бу акслантириш учун 1° — 3°-шартлаонинг бажарилишини курсатнш цийин эмас 
Аввало р (*, у) > 0 булиши равшандир. Агар р (дс, у) =  sup \х„  — уп \ =  О б\лса

п ■ •
ундан V n £ N  учун хП — у  п , яъни х  =  у  булиши келиб ч и кади. Аксинча, агао 
х  =  у,  яъни" V n £  N  учун Х п  =  у„ булга, ундаи р (дг, у)  =  sup | хп — у„ | = 0  экани

Пкелиб читали.
Иккинчидан р (х , у) =  р  (у , * ), чунки р (х, у) =  sup | хп — у„ | =  sup | у  _

П П
— xn I =  Р (У. *)■ Энди * =  (х„ х,.........дс„------) £т,у  = (ух, у г...........Уп. ■■■)i n
•ва г =  (г,, г1% . . .  , г„ . . .  ) £  т булсин. Абсолют циймаг хоссасига кура

I х п гп I ^  I х п —  Уп | +  I Уп —  гп \ (п  6  N)

булади. Бунда н эса

\ хп —  *п | <  sup \ х п —  sup \ Уп-  гп \
П П

эканлиги келиб чицади. Аниц ю<ори чегара хоссасига кура

S“ P I х п —  гп К  sup | дгя — у„ | +  sup | Уп — гп | 
п п п

булади. Бундан,

Р (*. * ) < р  (х.  У) +  Р (у. г).

Демак, р  — масофа, (т,  р) — метрик фазо.
(£ , р) метрик фазо берилган. £ ,  туплам Е  нинг кием туплами, яъни £ , <=£  

булсин. У  ^олда £ ,  х,ам £  да киритилган метрика буйича метрик фазо булади: 
( £ , ,  р). Бу метрик фазо таърифидан келиб читали. МЙсол келтирамиз. Равшанки, 
барча рационал сонлар туплами Q барча ^акиций сонлар туплами R  нинг цисм 
туплами: Q с : R. (R ,  р) метрик фазо эди. (Q, р) *ам R  да киритилган метрика 
буйича метрик фазо булади.

Укувчининг эътиборини яна битта факт га жалб этамиз. Агар F  туплам берил
ган булиб, р : F X F  -*■ R +  акслантиришлар турлича киритилиб, уларнинг *ар бири 
1° — з=. шартларни бажарса, натижада турли метрик фазолар хосил буладн. МисоЛ 
царайлик. Биз юцорида С  [a, ft] туплам берилганда ушбу

Р (*.1 У) =  max | х  (I) — у (t) | (х (/), у  (t) £  С  (а, 6]) 
а < К Ь

акслантиришни аницлаб, унинг 1° — 3°-шартларни бажаришини курсатдик ва нати
жада (С  [a, 6J, р) метрик фазо га эга булдик.

Энди худди шу С  [a, ft) туплам берилганда р , акслантиришни цуйидагича 
аницлаймиз:

P i ( * .  У) =  | / " 5 * | х  ( 0  —  у  ( /)]*  dl.  (15 2)

Б у  Pi (■*. У) нинг 1° — 3°-шартларни бажаришини курсатамиз.
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(15-2) муносабатдаи хар доим р , (дг, у) > 0  экани курипади. Агар V i f  [a, ft) 
E g  (1) =  У (0 булса, ундан*  6-------*------------

Pi (х . У) =  у  J  [* (0  -  у  (/)!* dl =  0

бС.тишН келиб чицади. Аксинча, агар

pi (*. у ) = у  S Iх (0 ~  У (01* dl = 0

булса, ундан V <6 l a - *1 Уч>и х  (/) =  у  (/) булиши келиб читали. Шуни нсботлай-
МйЗ. Тескарнсинн фараз килайлик. Бирор t0 (10 £  (a, ft)) нуцтада х (10) Ф у ( 1 0). 
яъни, масалан, х  (/„) — у  (/„) > 0  булсин. У у м д а  узлуксиз функциянинг локал хос
сасига кура (царалсин, 1 - кием, 5 -боб, 7-§) 10 нуцтанинг етарлича кичик U6 ( /0) 
атрофи (i 'h  (tо ) с  (о, ftl) топиладики, V I £  L'6 (/0) учун х  (/) — у  (I) >  0 буладн. 
у  *олда

V  S Iх (0 ~  У (01* dl >  0
а

булиб, бу р , (дс, у) =  0  деб олинишига зид булиб цолади. Демак, V I f  [a: ftl учун 
х(1)=  У (I) буладн.

■  Иккинчидан, р , (х ,  у)  =  р , (у ,  х)  буладн, чунки

/ ~ь-------------------------  / ~ ь -------------------
J [* (0  -  У (01* dl =  у  J (у (/) — х (01* dl =  Р, (у, X).

Коши—Буняковский тенгсизлиги

[ J  К П  8 d ) J*/1 (I) б* (О dl
а а а

дан (царалсин, 1-цисм, 9 - боб, 7-§) фойдаланиб цуйидагини топамиз:

J I/ (0  +g(l) \*dl  =  } /* (0  dl +  2 J /(/) g  (I) dl +  J (I) dl <
a a a a

<  J / ’ (0  dl +  2 i /  j  /» (i) dl ( g* (/) dl +  |  S* (0  dl =
a V  a a a

Демак,

( | / " J f % ( * ) d t + y  j g MO dl

У Г  f  If (0 +  g (01* dl <  y ^  \  I* (I) dl +  y j e *  (0 *

б?лади. Бу тенгсизликда
/ ( / )  =  *  (0 - r  (0,  g (t) =  z ( t ) - y ( t )  ( г ( / ) € С [ а ;  ft]) 

46 <Минса, у .\олда

|/"  s’Iх (0 -  у  (01* dl < J [r (О — г (/)]» dl +

"ъни

с^иши

+  У  j  [* ( 0  —  У (01* dl.

Pi (* . У) Pi (* . г) +  P, (г, у)

келиб чицади.
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лашувчи булади.

Иккинчи кетма-кетлик

2. <£, р) метрик фазо берилган булиб, бу фазо *еч булмаганда икки та тук
ну ̂ таларга эга булсин. Б у  нуцталарни х„ ва х , билан белгилаб (х0 Ф  х , , х  г  ?  
*iG£). * •

Х<), X j, Х0, Х |, . . . ,  х0, Х | , . • .

кетма- кетликни тузамиз. Бу кетма-кетлик якинлашувчи эмас.
3- (Q, р) метрик фазода ^уйидаги

, . Л — ........ - .......

кетма- кетликларни карайлик. Бу кетма-кетликларнинг биринчнси j ~ j  нинг ,1н. 

мити 0 га тенг (0 £  Q). Демак, (Q. р) метрик фазодаги | ~ |  кетма-кетлик я^иа-

| |  ^ * + ~ j rI j  н и н г  лимити е га тенг:

lim  / 1 +  — )" =  е
П—Юо\ fl J

(царалсин, 1-^исм. З-боб, 8-§). Бироц e £ Q .  Демак, (Q, р) метрик фазода 1 1 1+

1 "  1
4----- 1 кетма- кетлик яцингашувчи эмас.

я 1 I
Энди, хусусий ^олларда, (£ , р) метрик фазо сифатида (/?, р ), (R m, р) ва 

(С [а, <>1, р) фазоларни олиб, бу фааоларда кетма-кетликнинг масофа буйича яцин- 
лашувчилиги тушунчасини изо.хлаб утамиз.

(R, р) метрик фазодаги {хл}:

Xj, х^,*• •, xn>. . •  (Хд £  R t я  1, 2, . . . )

кетма-кетлик ^аци^ий сонлар кетма-кетлиги булиб, унинг масофа буйича яциила- 
шиши, 1-цисм, 3-бобда урганилган сонлар кетма-кетлигининг я^инлашишидан ибо
рат.

(R m , р) метрик фазодаги { х,п)}:

х(1\ х (2>........х < » \... ( x(n)£ R m . п =  1 .2 ... .)

кетма-кетлик R m тупламнинг х,п) =  (х,,'|), ........ xjjj1) (л =  1,2......... ) нукталаридз»
иборат кетма-кетлик булиб, унинг масофа буйича яцинлашиши координаталар бу 
йича яцинлашишни билдиради (царалсин 12-боб, 2- §).

(С(а, Ы, р) метрик фазодаги / ,  (х), / ,(х )......../„  (х ).......... /„  (х) £  С [а.Ьj ;  я *»
=  1 ,2 , . . .  кетма-кетлик функционал кетма-кетлик булиб, унинг масофа буии41’ 
я^инлашиши 14-бобда батафсил Урганилган текис яцинлашишни ифодаланди.

Энди метрик фазода якинлашувчи кетма-кетликларнинг хоссаларини келтяр*"
миз.

1°. Агар (£ , р) метрик фазода {х„} кетма-кетлик якинлашувчи булса, бу кет 
ма-кетликнинг лимити битта булади. г

И с б о т .  {хя} (хя £ £ ,  л =  1 ,2 , . . . )  кетма-кетлик якинлашувчи булиб, 
лимити иккита: а  ва Ь ( а £ Е ,  Ь£Е)  булсин:

lim  р (х„, а) =  0, lim  р (хя , Ь) =  О,
П-+ ОО fl-ЮО

яънн V е >  0 сон олинганда з̂ ам шундай я0 £  N  топиладики, V я  >  я 0 да р ( хя . J 
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щунингдек шу е > 0  учун шундай n0 £ N  топиладики. V л >  л^ да
2

^  бдлади. Агар л„ =  max (л„, лв) дейилса, унда V я  >  л0 да бир ва^тда
в ^

(**• в ) < _ —• р Ь) < ~2  б-'лади- '"зсоФ0 таърнфидаги 3°-шартдан, ягни
чбурчак тенгсизлигидан фойдаланиб топамиз:

р (а . 6 ) <  р (о.х„) 4 - P (*п< Ь).
П1МЮ у  е > 0  ва V я > “л0 учун р (а . * ) <  ебул и б . ундан р (а. 6) =  О булиши 

чикади. Масофа таърнфидаги 1в-ш артга кура а  =  6 булади.
2°. Агар (£ , р) метрик фазода {х„} кетма-кетлик якинлашувчи булиб.

lim (eg£)

булса, у *олда бу кетма-кетл икнннг *ар кандай ьисмий кетма-кетлиги {хя } ( л ,<  
< п , < . . . <  я * < . . . )  ^ам якинлашувчи булади ва lim  хя = а .

k •—* оо к
И с б о т .  {хя} кетма-кетлик яцинлашувчи булиб, унинг лимити а га тенг бул- 

син; lim х„ =  а .  Бу {хя} кетма-кетлнкнинг {*пА}: •*’я 1. *л2........ кисмийП—*00
кетна-кеглигинн олайлик.

Модомики х п-+а  экан, унда V е >  0 сон олинганда хам шундай л0 £  /V топила- 
ики, V я > л 0 учун р (хя , а ) < е  булади. fe-^ о о д а  я*-*ос булишидан m £ N  топи- 

д1дмки, Пт > п 0 булади. Демак, к  >  т => п к >  л0 => р ( х ^ , а) < е .  Бу эса
lim х„ = а  эканлигини билдиради.
*-♦00 *

3-§. Коши теоремасн. Тулиц метрик фазо

Биз юкорида R  даги (I-кием , З-боб, 10- §), R m даги (1 2 -боб, 2 -§ ), С [a, 6J 
даги (14 -боб, 2- $) кетма-кетликларнинг якинлашувчи Сулишлари учун уларнинг 
фундамента.! булишлари зарур ва етарли эканлигини (Коши теоремасини) куриб ут- 
дик. Математик анализнинг бу му^им теоремасн и х т и ё р и й  метрик фазо учун *ам 
Уринли буладими деган савол тугилади. Аввало, фундаментал кетма- кетлик тушун- 
часиии кириташшк.

(£ , р) — ихтиёрий метрик фазо, {хя}:
Х|, X}........ Х д ,.,, (хя g  £ , я  =s 1 ,2 , . . . )

— уидаги бирор кетма- кетлик булсин.
15.9-т а ъ р  иф . Агар у  е >  0 сон олинганда ?(ам шундай л0 £  jV топилсаки,

' п > п 0 ва V т > л 0 лар учун р ( х я , х т) ^  ® булса, {хя} фундаментал кетма 
ке"Шк  дейилади.

R , R m, С  [а, 6) фазолардаги фундаментал ва фундауентал булмаган кетма-кет- 
•икларга мисолларни биз ю^орида курган эдик. Яна битта мисол сифатида (Q, р) 
метРик фазодаги

( , + т ) ‘ - 1 + т ) ’ ...........О + т ) ” ’ -  ( , 5 - 5 >

кетликни келтирайлик. Q c r  R  булгани сабабли (15.5) ни R  даги кетуа-ке1 -
деб цараш ^ам мумкин. R  да бу кетма- кетлик якинлашувчи, яъни

lim (1  4- — 1П-+ос \  П ]

и чеоремасига кура j  | Я кетма- кетлик фундаменталдир. Q да кири-

масофа R  даги р (х , у)  =  |х — у\ масофанинг айнан узи булгани учун | ( * +  

Г) j хетма- кетлик (Q, р) да ^ам фундаменталдир.

Кощ 

^ган 
+
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Ихтиёрий (£ , р) метрик фазо берилган булсин. У ндаги  барча яциплащу^ 
кетма-кетликлар тупламини L (£ ), барча фундамгнгал кетма - кетликлар туплами? 

Ф  (£ ) деб белгилайлик. ' и
Юкорнда бизкелтирган Коши теоремаси R , R m, С [а, &1 лар учун L  (£ ) =  ф  ,g.

эканини билдиради. '
15.1-т е о р е м а .  Ихтиёрий (Е , р метрик фазо учун L ( £ | с ф  (£), яъни. 

хар ка н д а й  якинлашувчи кетма- кетликлар фундаментал булади.
И с б о т .  ^ацицатан кам, {*„} (хя £  Е , л =  1,2, . . . )  якинлашувчи булиб,

Нш хп =  а (о £  £ )
п —*оо

булсин. Яъни V е >  0 сон олинганда з^ам, шундай п0 £  Л' топиладики, V n > .  
учун

Р (*я . о) <

тенгсизлик бажарилсин. Масофа таърифидаги 3е-шартдан фойдаланиб, V я > л 0 ва
V т  >  л0 лаР учун

е е
Р (*п. % ) < Р  (*». а) +  р (a, x » n ) < y  +  - J  =  e

булишинн топамиз. Б у  эса, [хп] нинг фундаментал кетма- кетлик эканини билдира
ди. Теорема исбот булди.

Аммо Ф (£ ) с :  L  (£ ) муносабат, яъни )^ар кандай фундаментал кетма-кетлик
нинг якинлашувчи булиши ихтиёрий метрик фазо учун тугри булавермайдн. Бош- 
Кача айтганда шундай метрик фазо ва унда шундай фундаментал кетма-кетлнк то
пиладики, у якинлашувчи булмайди.

Мисол сифатида (Q, р) фазони ва ундаги (15.5) кетма- кетликни царашимиз 
мумкин. Бу кетма- кетлик. курсатганнмиздек, фундаментал булса-да, якинлашувчи 
эмас. Яна бир мисол келгирайлик.

(С (0; 1], р ,)  .метрик фазода кунидаги {х„}:

1 , *, х2......
кетма- кетликни олайлик. Бу фундаментал кетма- кетлик булади. .\аь;икатан >;ам,

V е > 0  сонга кура я 0 =  |деб олинса, унда у  п х ц ,  V m >  л0 учун

I 1
р* (хп, х т ) =  |  (х п — хт )* dx  =  J (х,а  +  *гт — 2xn+ m] dx  =

0 о
I 1 „ 1  1 1 1 2 ,

-- ------------------L ------------------ 2 --------------  <  —  4 - ------ <  — - —  <  e J
2л + 1  2т  + 1  л + m -J-l 2 л  2 т  2 л0

ва демак.
р (хя , х т) <  е

булади.Бирок бу {хл} кетма- кетлик (С [0 ,1 J, р) метрик фазода якинлашувчи эмаь 
(чунки

f  (х) =  lim  хп =  ГО, агар 0 х <  1 булса,
и . агар х  =  1 булса

булиб, /  ( х ) £ С  [а , 6)).
Шундай цнлиб, баъзи бир метрик фазоларда з^ар кандай фундаментал кеТ*^. 

кетлик якинлашувчи будар экан, баъзи бир метрик фазоларда .\ар кандай ФУИ̂ ’ 
ментал кетма-кетлнк кам якинлашувчи булавермас экан. _ -

15. 10- т а ъ  р и ф .  (Е , р) метрик фазо берилган булсии. А гарбу фаюда Ф (jp 
<= L  (£ ) бУлса, яъни >;ар кандай {х„} фундаментал кетма-кетлик якинлашувчи б) 
са, (£ , р) тцлик метрик фазо деб аталади

М и с о л л а р .  Юкорида, 1 -§  да келтирилган (R, р), (R m, р), (С [а, 6] р), 
р), (с, р) метрик фазолар ту лик; метрик фазолар булади.
(/?. Р) фазонинг туликлиги 1 - кием, З-боб, 10-§ да келтирилган теоремадан, 

,п *  р) фазонинг тулицлиги 12-боб, 2 -§  да келтирилган теоремадан (С [а, 6), р) 
метрик фозонинг туликлигн эса 14- боб, 2- § да келтирилган теоремадан келиб чи-

^ " э н д и  (т. р) метрик фазонинг тул нклигини курсатамиз. Б у  метрик фазода
{ хп) ( хп =  ( Е'"’1 ............5<*>• • • • ) €  « )  * етма- кетлик фундаментал кетма- кетлик
бСлсин. Фундаменталлик таърифидан: у  е > 0  сон олинганда з(ам, шундай n0 £ N  
тоОвладики, V я > л 0. V р > л 0 учун

Р (* „ , *р)  <  е,
яъни , .

р (*n. х р)  =  S“P IE*" — e*P)l <  *
булади- Демак, V * £  JV з^амда V я  >  я<„ V р  >  л0 учун

I s T - s T I o
булади. Бундан { s'*1} =  { g1*’......... l <nk\  . . . }  сонлар кетма- кетлигининг фун
даментал кетма- ке1лик экани келиб чиьади. Унда Коши теоремасига мувофик 
(1-црвм, З-боб, 10-§) бу кетма-кетлик якинлашувчи булади:

И пт£,; , =  £а (V  k £ N ) .  (15.6)П-*оо

Энди * =  ( | i ,  Sj, . . . .  s*. . . . )  нинг т  тупламга тегишли булишини курсата
миз.

Аввало, х„ £  m эканлигидан шундай М п сон мавжудки, V k £ N  учун

i s ' ; ’i < A i n (я =  1 ,2 , . . . )
булади. Иккинчи томондан {х„} нинг фундаменталлигидан топамиз:

V е >  0 олинганда ,\ам шундай £  N  топиладики, V я  >  л0 ва у  р  >  л0 учун 
да

|S (; ) - 5 (J ,| < e  (15.7)
булади. Юцоридаги тенгсизликлардан V я  >  л0 учун

л ,п0 + 1 —в < 6 (У <  Af„0 + , +  «
“уносабатларга эга буламиз. Бу тенгсизликлардан, л -*-оо да V k £ N  учун

л1п3 + 1 — е <  ik <  мя3 + 1 +  8
*миб читали. Демак, х =  ( ; , ,  J , ..........S*. - . - )  кетма-кетлик чегараланган экан,яънн х£ т.

Ю^оридаги (15.7) муносабатдан л > л 0 булганда sup |g(̂  — <  е эканлиги 

ltм,,б чикади. Бу эса р (хл , х) <  е булишини ифодалайди. Демак, lim  р (хя , х)  =  0,
B l,— *ЯЪПи 1,1 п-*соrti ке1ма‘ кетлик якинлашувчи.
^^Ш ундай килиб, (т. р )  метрик фазодаги ихтиёрий {х„} фундаментал[^^BLlVUUAaiiiuDtni ХЛ».......--  --------  п-t_— у у..., j— j  mvi |/о п  jv/да 1 л  п л itit’ptitt \ х п] ф ундам ентал кетма- КСТ*

®нг якинлашувчи булишини курсатдик. Дсм;.к, (т, р) — тулик метрик фазо. 
£УДДИ шунга ухшаш (с, р) метрик фазонинг туликлиги к\"рсатиладн. 

тл. *Окорида келтирилган мисоллар (Q, р ) ва (Cj O. l ) ,  р ,) метрик фазоларнинг 
к У  эмастипи и к>[)сатади. 15 .1-теорема мда т^лик метрик фаго таърифидан 

Теоремага келамиз.
Бу т е о р е м а  ( К о  ш и  т е о р е м а с и ) .  (£,  р) ту лиц метрик фа о булсин.

Ф (£) =  £ ( £ ) ,  яъни  {х„} ( х „ ^ £ ,  л а в  1 ,2 , . . . )  кетма- кетликнинг 
/вчи булииш учун ун ин г  фундамента* булиши . арур ва етарли.

У^ИК метрик фазоларда R  даги ичма-ич жойлашган сегментлар принципи (1-
*9би’п ’ ^)* даги ичма'  нч жойлашган шарлар принципи ( 12- боб, 2-§)■  ‘ФИнцип Уринли булади.
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(£ . р) метрик фазо берилган булсин. Марказлари х„ (х„ £  £ , п =  1 ,2 , . . . )  цук> 
таларда, радиусларн rn (rn £  R ~ ,  п =  1 ,2 , . . . )  булган ушбу ' '

•^l =  S , (* „  г,) =  { * £ £ :  Р (дг. х ,) ^  г,}.
S j =  S j (х2, ^j) =  { ^ ^ -  Р (*, х2) ^  гг).

5/i — S n (хя , гя) — {* ^  £■ Р (х, хп) ^  гп}»

шарлар кетма- кетлиги {S„} берилган булсин. Агар бу кетма- кетлик учун КУйидащ
S, =  S, =>... =э s„ =  . . .  

муносабат уринли булса, у ^олда {S„} — ичма- ич жойлашган шарлар кетма- кетли. 
ги деб аталади.

15.3- т е  о р е  м а. (£ , р) — т улщ  метрик фазо булсин. Бу фаюда  {$„} ичма- 
ич жойлашган шарлар кетма-кетлиги булсин. Агар п -+ о о  да шар радиуслари- 
дан иборат {гп} кетма-кетликнинг лимити ноль булса, яъни

lim  г„ =  О,
л—»оо

у  холда барча шарлар га тегишли булган х0 (ха £  £) нукта мавжуд ва ягонадир.
Бу теоремаиинг исботи 12-боб, 2- (S да келтирилган R  " даги ичма-ич жойлаш

ган шарлар ^ацидаги теореманинг исботига ухшашдир.

4-§. Больцано—Вейерштрасс теоремаси. Компакт метрик фазолар
Б и з ю^орида R  даги ( 1-цисм, З-боб, 9 -§ ), R m даги ( 12- боб, 2- §) хар цаи- 

дай чегараланган кетма-кетликдан якинлашувчи цисмий кетма- кетлик ажратиш мум- 
кинлигини (Больцано — Вейерштрасс теоремасини) куриб утдик. Математик анализ- 
нинг бу му^им теоремаси и х т и ё р и й  метрик фазо учун \ам уринли буладими де- 
гаи савол тугалади.

Аввало. ушбу бобнинг 1-§ ида ихтиёрий метрик фазода берилган тупламнинг 
чегараланганлиги тушунчаси билан танишганимизни эслатиб утамиз.

Биз, шуниигдек, ихтиёрий якинлашувчи кетма-кетлик чегараланган tv  план 
ташкил цилишини ^ам курган эдик. Юцорида айтилганига кура, (R, р), (Rm. р) мет
рик фазолар да ^ар цандай чегараланган кетма-кстликдан яцинлашувчи цисмнй кетма- 
кетлик ажратиш мумкин, яъни бу метрик фазоларда Больцано — Вейерштрасс 
теоремаси уринли булади.

Бироц бу *ол хамма метрик фазоларда хам уринли булавермайдн. МасаМЪ 
( т ,  р) метрик фазони олайлик. Бу фазода ушбу

( 1 . 0. 0. 0, . . . ) ,  (0. I.  0, 0. . . . ) .  (0, 0 . 1 . 0. . . .  ) ------- (158)
кетма-кетликни царанлик. Бу кетма-кетликнинг барча хадлари цуйидаги

!xgm :p(x , 0) <  1 } (0 - ( 0, 0 . 0 ------- ) )
шарда жойлашгандир. Демак. (15.8) кетма-кеглик чегараланган. Айни пайтда СУ 
(15.8) кетма-кетликдан якинлашувчи кисмин кетма-кетлик ажратиб булмайди. Чу*- 
ки (15.8) кетма-кетликнинг ихтиёрий икки хк ва х„ (к ф п )  элементлари орасиД*'* 
масофа з^ар доим

Р (** . */i) = 1  № Ф п )
булади.

Демак, баъэи бир метрик фазоларда, ундаги ихтиёрий чегараланган ветма-кетл» 
дан якинлашувчи цисмий кетма-кеглик ажрагиш мумкин (масалан, (R ,  р), (Rm- Р* 
золар), баъзи бир метрик фазоларда эса. ундаги .цар цандай чегараланган KeTS,a, . я, 
ликдан з̂ ам якинлашувчи цисмий кетма-кетлик ажратиб булавермас экан (масал 
( т ,  р) метрик фазо). л

15.11- т а ъ р и ф .  (£ , р) — ихтиёрий метрик фазо. Агар бу фазодаги з?ар Ка" ■ 
чегараланган {х„} (х„££ , п =  1. 2 , . . .  ) кетма-кетликдан якинлашувчи х» * 
(*nk k  =  1, 2 , . . .  ; л , <  п2 <  . . .  <  п* <  . . . )  цисмий кетма-кетлик ажр*1*"
мумкин булса, (£ , р) компакт метрик фа о деб аталади. Акс *олда. яъ,ш ir 
да шундай чегараланган кетма-кетлик топилсаки, ундан якинлашувчи ц и с м и й  к 
кетлик ажратиб олнш мумкин булмаса, (£ , р) компакт бдлмаган фа о дейиля Ujo

Шундай цилиб, юцоридаги R, R"‘ фазолар компакт фазолардир. (т, Р* I 
компакт булмаган фазодир.
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1 6 -Б О Б »

ХОСМАС ИНТЕГРАЛЛАР

Биз Иисмнинг 9-бобнда [а, Ь] оралн^да берилган / ( а ) функциянинг 
рцман интеграли тушуичасини киритдик ва батафсил урганднк. Интег- 
ралнинг баёнида ораликнинг чеклилиги ва функциянинг чегараланган- 
тнп1 бевосита иштирок этди. Биз курдикки, ушбу таъриф маъносида 
интегралланУвчи функциялар синфи анча кенг экан.

Х>ш, \а, +  °°) (ёки (— оо, а\, ёки (— оо, +  оо)) оралицда бернл
ган /(*) функциянинг интеграли ёки [а, Ь\ да бэрнлган, аммо чегара- 
панмаган f(x) функциянинг интеграли тушунчаларини .^ам киритиб бу- 
лармикан? Яънн аввалги интеграл тушуичасини маълум маъноларда 
умуилаштириш имконияти бормикан деган савол тугиладн. Алйатта, 
умумлаштнриш шундай булиши кераккн, натижада Рнман интеграли- 
нинг асосий хоссалари уз кучини сацлаб цолсин.

Биз ушбу бобда ана шундай умумлашган (ёки хосмас) ннтеграл- 
ларни кнритамиз ва урганамиз.

1- §. Чегаралари чексиз хссмас интеграллар

1. Ч е г а р а л а р и  ч е к с и з  х о с м а с  и н т е г р а л  т у ш у н ч а с и .  
Бирор f(x) функция [а, + ° ° )  оралн^да берилган булиб, бу оралиц- 
нинг исталган fa, /) (a< it< z  +  оо) цнсмида интеграллаиувчи (царал- 
син, 1-цисм, 9-бсб), яъни ихтиёрий t \ t > a )  учун ушбу

t
f f  (х) dx
а

интеграл мавжуд булсин. Бу интеграл, царалаётган функция хамда 
олинган t га боглиц булиб, тайин f (x)  учун у факат t узгарувчининг 
Функцияси булади:

\ f ( x )dx  =  F(t). (16.1)
а

Натижада (16.1) муносабат билан аншушнган F(t) (t£(a, +  оо)) функ- 
иияга эга буламнз.

16.1-таъриф.  Агар оо да F(l) функциянинг лимити мав-
*УД булса, бу лимит f(x)  функциянинг [а. +  <*>) оралицдаги хосмас 
;н,пеграли деб аталади ва у

4  Т  f(* )d x
а

^  белгиланадн. Демак,
■4" оо t

J  f ( x )dx  =  l imf ( / )  =  lim J f (x)dx.  (16.2)
a  /—►-+- oo f—* +  oo a

juy ^-2-таъриф.  Агар /-*--f-оо да F (/) функциянинг лимити мав-
* булиб, у чекли булса, (16.2) хосмас интеграл якинлашувчи дейи-
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лади, /(дг) эса чексиз (а, + ° ° )  ораликда интегралланувчи функции 
деб аталади.

Агар /-*-- f 00 Да F(t)  функциянинг лимити чекснз булса, (jg ъ 
интеграл узоклашувчи деб аталади.

Функциянинг (— оо, а] ва (— оо, +  оо) оралицлар буйича хосмас 
интегралларн хам юцоридаги каби таърифланади.

/(х) функция (— оо, а) оралицда берилган булиб. бу ораликнинг 
исталган fx, а] (— оо < т < а )  цисмида интегралланувчи, яъни

1 /(д г )^  =  Ф(т)
X

интеграл мавжуд булсин.
16.3- т а ъ р и ф ,  т-*-— оо да Ф(т) функциянинг лимити lim ф м

Т— оо
мавжуд булса, бу лимит /(х) функциянинг (— оо, а) ораликдаги хи- 
мае интеграли деб аталади ва у

f / (х) dx 
~-00

каби белгиланади. Демак,
а а
J f ( x ) d x =  Пт Ф( т )  =  lim J f (x)dx.  (16.3)

■— оо Х~*— ао Т->—ао X

16.4-т а ъ р и ф .  Агар т-*-— оо да Ф(т) функциянинг лимнти мапжуд 
булиб, у чекли булса, (16.3) интеграл якинлашувчи дейилади, / ( х) эса 
чексиз (— оо, а] ораликда интегралланувчи функция деб аталади.

Агар х-*- — оо да Ф(т) функциянинг лимити чексиз булса, (16.3) 
интеграл узоклашувчи деб аталади.

/(х) функция (— оо, + о о )  ораликда берилган булиб, бу орали к нинг 
исталган (т, /] (— о о < т < / <  +  оо) кисмида интегралланувчи. яъни

I
$ f (x)dx  =  iJj (г, /)
X

интеграл мавжуд булсин.
16.5-таъриф.  *т—► — оо, /-> --foo да \|>(т, /) функциянинг лимите

Пт\|з(т, /)
Х -¥ --- ОО

°°
мавжуд булса, бу лимит f(x) функциянинг чексиз (— 00, - f  00) oftf 
лнкдагн х ос мае интеграли деб аталади ва у

T f M d x
— оо

каби белгиланади. Демак,
— оо t i
j  f ( x ) d x =  l in n e t ,  /) =  lim \ f (x)dx.  (16.^J

— 00 —00 T—♦ —00 X jj
<—»4‘wu
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16-6-т а ъ р и ф .  Агар т-*-— оо, /-» + о о  да i |( t , t) функциянинг 
нмити мавжуд булиб, у чекли булса, (16.4) интеграл якинлашувчи 

З и а д и -  /(*) эёа чексиз (— оо, -f  оо) орал и ц да интегралланувчи 
^ к и и я  деб аталади.

Агар т-*-— оо , *-►+ оо да ф(т, f) функциянинг лимити чексиз 
vica. (16.4) интеграл узоклашувчи деб аталади.
■ Диик интеграл хоссасига кура, v a £ R  учун

I а I
I f (x)dx  =  j f (x)dx +  J f (x)dx

+ao
бСлишини эътиборга олсак, у ^олда f f  (х) dx нинг мавжуд булиши

—оо

* +г[ f(x)dx ва J f (x)dx  интегралларнинг хар бирининг алохида-ало- 
—  00 ®

, ида ыавжуд булишидан келиб чикади. Бинобарин, уни куйидагича хам 
ани̂ лаш мумкнн булади:

J  f ( x ) d x =  J  f ( x ) d x +  J  f (x)dx  ( V a £ / ? )
—x  —oo a

16 . 1-эслатма .  Ю^орида (a, +  oo) ((— oo, a]; (— oo, - foo) )  да 
берилган f (x)  функциянинг хссмас интеграли тушунчаси F t )  (Ф(т), 
t  (т, 0 ) нинг /-*- +  оо, (т—»-— оо, /—► -f оо) да лимити мавжуд булган дол
лар учун кнритилдн ва унинг якинлашувчи ёки узоклашувчнлигн таърнф- 
ланди. Маълумки, F ( t )  (Ф(т), ф(т, /)) нинг -f- оо (т-> — оо, оо) 
лаги лнмнти мавжуд булмаган ^ол хам булиши мумкин. Бу .\олда биз 
шартлн равишда f  (x) нинг хосмас интеграли 

+»
Г / ( * ) dx  ( I  f (x)dx,  I f (x)dx

a \ —oo — oo }

Узоклашувчи деб цабул циламиз.
Шундай ^илнб, хосмас интеграл тушунчаси аввал урганилган Ри- 

N'3H интеграли тушунчасидан яна Сир марта лимитга утиш амали ор^а-
11 юзага келар экан. К*улайлик учун цуйида биз купинча «хосмас ин- 

,егРал» дейиш урннга «интеграл» деб кетаверамиз.

^ и с о л л а р .  1. Ушбу
+ <*>

<гР*лни царайлнк. Таърифига кура

J е * dx  =  lim  JV * dx
о ос о

F ( l )  =  l e “ x d x = - e ~ , +  \
о
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булганлигндан эса I f Ц1унлай килиб

Л + .  f « “ X < ^ - 1
о

> 0 )

булади. Демак, берилган хосмас интеграл якинлашувчи ва
+ «•

5 e ~ z dx  =  1 . 
о

2. Цуйидаги

dx
— оо 1 -}- X*

интегралнн ь>арайлик. Хссмас интеграл таърифига'кура 

; -
О dx

lim J-
— 00 1 +  X*

булади. Демак, интеграл якинлашувчи ва

°С dx

...... , . , ,  Нш (— a r c t g t )  =  —
Т—*—оо х 1 +  х г Т-*— ос 2

3. Ушбу

-о о  1 +  X* 

+ “

Л

2~

dx
(а >  0, а  >  0) (16.5)

хосмас интеграл o t >  I булганда якинлашувчи, 0 < а  < 1  булганда эса узоцлашув- 
чи булади.
W 4. Ушбу

+ 00
J cos х dx 
о

хосмас иитеграл, юцоридаги келишувнмизга кура узоклашувчидир. чунки 
»

I
F (0 =  j  cos х  dx  =  sin t 

о

функция лимитга эга эмас.

“Т~ °о t
Юцорида | f (x)dx  хосмас интеграл F (/) =  \ f(x) dx  интегралнинг

а а
/-* +  оо даги лимити сифатида таърифланди. Сунгра бу хосмас интег
рал мавжуд (мавжуд эмас) дейилиши урнига хосмас интеграл якинла
шувчи (узоклашувчи) дейилди. Бундай дейилишининг бонси, бнр то
мондан, хосмас интегралнинг лимитга утиш амали билан таърифланнши 
булса, иккинчи томондан унинг, каторлар билан ухшашлигидир. Маъ-

иитегралин я^инлашувчиликка текширинг. Равшанки, [а, /] (а >  0) оралик j лум(ш Ч  ак катор F (п) =  ] £  ак кнсмнй йириндининг n ^ + о о  даги

 ̂ мавжуд булади. Куйидагн долларе j лимити сифатида таърифланнб, бу
со

ak=  lim /r (n) =  Iim a.
k=X fl-»+oo OO Jtel

лимит ^чеклн булганда катор якинлашувчи, чексиз булганда ёки мав- 
ЖУД б^лмаганда эса катор узоклашувчи деб аталар эди.

Биз куйида хосмас интегралларнинг турли хоссаларини урганар 
эканмцз, уларни, асосан, /(*) функциянинг [а, +  оо) оралик буйича+0° а
олинган j' f (x)dx  интеграли учун келтирамиз. Бу хоссаларни |' /(х) dx

а — 'оо
- +00

J f (x)dx  каби хосмас интеграллар учун кам тегишлнча баёи
_ — оо

мумкин. Бу ишни китобхоннинг узига ха вола киламиз. 
р 2 .  Я к и н л а ш у в ч и  х о с м а с  и н т е г р а л л а р н и н г  х о с с а л а р и .  
д У 1 интегралннн умумлаштиришдан коси*1 К,,линган якинлашувчи 
осмас интеграллар хам шу Риман интеграли хоссалари сингари хосса- 

■'«рга эга.
/(*) функция [а, +  оо) ораликда берилган булсин.

Ц х )  =  функция узлуксиз булиб, \
X J х

а
царайлих:

а) а  >  1 булсин. Бу ^олда 
<

dx .. 1 /. 1—аHm 
<-*+» J  * '

lim
/-»-f-oo 1 —  &

(<1_а — а 1 -а ) . а — 1
,1-а

бСлади. Демак, а  >  1 булганда берилган интеграл якинлашувчи булиб,
- f  во

$ —  = 
а х а

1
а  — 1

булади.
б) а <  1 ва а  =  1 булганда эса, мсс равишда

lim  С—  =  lim  — !—  
<-*+оо J  х  а  <-»+«> 1 — ос 

а
t

СЕ — oI-e) =  +  °°.

Нш (* dx
^ +"  J *

lim  ( I n f — In а) =  +  00 <-♦+00

булади. Демак, а  <  1 булганда бгрилган интеграл узоклашувчи булади. 
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теграли якинлашувчи булса, бу функциянинг \Ь, 4 - оо) (а<&)  сп-(, якинлашувчи булиб,+ 00 “ I,
f i v u i l t i o  Г f / v \  /7 t» и и т а р п л  п и  w n t*  ___________  <r.u. ___________  /» p /  v Iбуйича f f (x)dx  ннтеграли ^ам якинлашувчи булади ва аксинчд 

Бунда

J f(* )d x =  J  f ( x ) d x + +̂  f (x)dx  ( i6 6)

булади.
И с б о т .  Аник интеграл хсссасига кура

* Ь I
J f (x)dx =  $ f ( x ) d x + j f ( x ) d x  (а <  / <  оо) (16.7)

булади.
+  00

j  f  (х) dx  интеграл якинлашувчи, яънн
а

J f (x)dx =  \im  f f{x)dx
а  /-*+ ое ~а

лимит мавжуд ва чекли булсин. Юцоридагн (16.7) муносабатни ушбу 
t t b

) /  (х) dx  =  j  f(x) dx — | /  (дг) dx
b a a

куринишда ёзиб, +  оо да лимитга утиб цуйндагини топамиз:
* t Ь -(-оо Ь

J t a  J / M d f c - Н ю  j  f (x)dx — ^  f (x)dx =  j '  f ( x ) dx — \jf(x)dx.  
b a a a a

+  ®
Бундан эса j  f (x)dx  интегралнннг якинлашувчи ва 

i' f (x)dx =  j  f ( x ) d x — $f(x)dx,
b a a

ЯЪНИ
-f °°

a 
-f oo

j  f (x)dx =  $ f ( x ) d x +  J f (x)dx  
a a b

эканлнгн келиб чикади.

Худдн шунга ухшаш f (x)dx  интегралнннг якинлашувчи булиши*

+ “
дан j  f (x)dx  интегралнннг ^ам якинлашувчи ^амда (16.6) формула*

а
нинг уринли булиши курсатилади.

2°. ArapJ f (x)dx  интеграл якинлашувчи булса, у ^олда +J cf(x)d*

c f ( x )dx  =  c ^ С f (x)dx

/сятади, бунда с =  const.
3°. Агар V*6(a, 4- оо) да / (* ) >  0 булса, бу функциянннг хосмас

интеграли

булади.

+f  f(x) dx > 0

Энди f(x) функция билан бнр ^аторда g(x)  функция .\ам [а, +  °°) 
оралицда берилган булсин.

4°. Агар f f(x) dx  ва f g(x)dx  интеграллар якинлашувчи булса,

во
у *олдз )' l f ( x ) ± . g ( x ) ] dx  интеграл ^ам якинлашувчи булиб,

+  во +  во +  во
$ \f(x) ± g ( x ) ] d x =  j  f ( x ) d x ±  I  g(x)dx
a a a

б\лади.
16.1-натижа.  Агар M*), f t (x)............ fn (*) функцияларнинг *ар

“f* 00
бири [a, оо) ораликда берилган булиб, f fk (x)dx (к =  1, 2, . . . ,  n)

a
интеграллар якинлашувчи булса, у ,\олда 
+®

J lcJx(x) -f* ^2/2 W  +  . . .  +  Cnfn W 1 dx  (ck =  const* k =  1, 2 , . . .  /1)
a

интеграл хам якинлашувчи булиб,
+  00 Ч" во +  °о

f (Ci/ito +  C j 2(x) +  . . . 4- Сп f n (х)\d x  = с ,  j 7 i (х)d x + c t J f t{x)dx 4-
a a a

+  00

+  . . .  + c n j  fn (x) dx булади.
a

5°. Агар Vx6(a, + 00) учун f(x)  <  g(x)  тенгсизлик уринли 
+ °° +  00 

булиб, j  f (x)dx  ва J g  (дг) dx  интеграллар якинлашувчи булса, у
а а

*олда

|  /  (дг) dx <  .f g(x)dx
а а

®Улади.
Юкорида келтирилган 2° — 5°- хоссалар хосмас интеграл ва унинг 

шувчилиги таърифларидан бевосита келиб чикади.
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У р т а  ц и й м а т  . ^ а ц и д а г и  т е о р е м а .  f(x) ва g(x) функция.-^ 1  
[а, -f- оо) оралшуда берилган булсин. Шунингдек f(x) функция шу opg. 1 
лнкда чегараланган, яънн шундай т  ва М  узгармас сонлар мавжудки [
V  х£[а, +  оо) учун

т  < / ( х) <  М
булиб, g(x)  функция эса [а, 4- оо) да уз ншорасини узгартирмасин 
яънн Vx6[o, - f  оо) учун .чар доим g(x)  >  0 ёки g(x) <  0 булсин.

4 -0 0  - f  оо

6°. Агар j  f ( x )g(x )dx  ва j g(x)dx  интеграллар яцннлашувчн
а а

булса, у ^олда шундай узгармас ц (т <  ц <  М)  сон топиладики,
4" *  4* 00

J l ( x )g(x)dx  =  \i J' g(x)dx  (16.8)
а а

тенглик уринли булади.
И с б о т .  Юцорида келтирнлган g(x)  функция (а, +  оо) opa.niiga 

манфий булмасин: g (х) >  О (V  х£[а, +  оо)). У ^олда
m g ( x ) < f ( x ) g ( x ) < M g ( x )

булиб, унда эса (Риман интегралннннг тегишли хоссасига кура) 
t t t 

т j  g (x) dx  <  j  f  (x)g(x)dx <  M  j1 g(x)dx  булишини топамиз. Кенинги, j
a a a

тенгсизликларда / --► +  oo да лимитга утсак,
4-00 4-00 4-00

m [ g ( x ) d x ^ \ f ( x ) g ( x ) d x ^ M \ g ( x ) d x  (16.9)
а а а

эканлигн келиб чикади.
Икки ^олни ка ран.пик:

+  °°
а) ' g  (x)dx =  0 булсин. У ^олда

I  f ( x )g(x)dx  =  0
а

булиб, бунда ц деб т <  ц <  М  тенгсизлнкларни ^аноатлантнрувчи их* 
тнёрий сонни олиш мумкин.

+оо
б) [ g ( x ) d x > 0 булсин. Бу *олда (16.9) тенгсизликлардан

а
4-«о

J H x ) g ( x ) d x  

------------- <  М  
f  В (х) dx  
а

булиши келиб чицади. Агар
+“

J l ( x ) g ( x ) d x

1*“  ------------ -
1 * М  dx  
а
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J f ( x ) g ( x ) dx  =  ц F  g(x)dx

Д р д и ,
I  | а . f  оо) ораликда g ( j r ) < 0  булганда (16.8) формула худдн шунга 

«хшаш исботланади. Бу 6° -хосса урта циймат уацидаги теорема деб 
*ам юритилади.

2-§. Чегаралари чексиз хосмас интегралларнинг якинлашувчилиги

-И»
Энди [а, +  00) ораликда берилган f  (х) функция j  f (x)dx  хосмас

а
интегралининг якинлашувчилиги шартини топиш билан шурулланамиз. 

+«,
Маълумки, I f ( x )dx  интегралнинг якинлашувчилиги /-*--f-oo да

• а

F(t) =  [ f ( x ) d x  (t > a )
а

функциянинг чекли лимитга эга булиши билан таърнфланар эди. Бино- 
+ 0 0

барин, j (x)dx  интегралнинг якинлашувчилиги шарти, /-► - f  оо да
а

F(t) функциянинг чекли лимитга эга булиши шартидан нборат. Биз 
функциянинг чекли лимитга эга булиши ^ацидаги теоремани дастлаб 
монотон функция, сунг ихтиёрий функция учун келтнрган эдик (1 - кием,
4-боб, 5- §, 6-§).

Аввало [а, +  оо) ораликда берилган .^амда V  *€[я.  +  оо) да / (х) >  
> 0  булган функция хосмас интегралининг якинлашувчилигини ифо- 
Далайдиган теоремани келтирамиз.

1. М а н ф и й  б у л м а г а н  ф у н к ц и я  х о с м а с  и н т е г р а л и н и н г  
я к и н л а ш у в ч и л и г н .  f(x) функция (а, -4- оо) ораликда берилган бу
либ, у * £ ( а ,  - f  оо) да / ( x) S* 0 булсин. Бу f (x) функциянн [а. +  оо) 
ораликнинг исталган (а, / ] ( а < / <  +  оо) кисмида интегралланувчи деб 
Царанлик. Унда а < / , < / , <  +  оо лар учун

F (/*) =  J7  (*) dx =  j  /  (х) dx +  J /  W  dx — F ( t j  +
a a ft

+  J  f ( x ) d x > F ( t x)

®Уладн. Демак, /  (x)>0  булганда F (t) функция усувчи булар экан. Биноба 
Рин, t-*- - f  оо да F (t) ^амма вакт лимитга (чекли ёки чексиз) эга булади. 

Монотон функциянинг лимити какидагн 4.4-теоремадан (1-кисм,
л  т  +00

б°б, 5-§) фойдаланиб, f ( x ) dx  интегралнинг якинлашув- 

Ча,»ти шартини н(}юдалайдиган куйидагн теоремага келамиз.
-|-оо

' 6 , 1 - те о р е м а .  f (x) (f(x) >0)  функция хосмас интеграли | f(x) dx
а

деб олсак, унда
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нинг якинлашувчи бЦлиши учун, {F(f)} нинг юцоридан чегараланган 
яъни V  *€(а. +  «о) учун

F  (0 ■= J  f  (*) dx <  С  (С =  const)
а

булиши эарур ва етарли.
Одатда бу теорема f(x) (f(x) >  0) функция хосмас ннтеграли 

f f (x)dx  нинг я^инлашувчилик критерийси деб аталади.а
Яна \ш а теоремага асосан ^уйидаги натнжанн айта оламиз.

I
16.2-натижа.  Агар [F (I)} =  {§ f  (х) dx)  туплам ю^оридан чегара-

+ о о

ган бдлиб, V * 6 [a , -foo ) да

+<» ( 16 . 10)

бУлсин. У  ф лда  J  g(x)dx якинлашувчи бдлса, f f (x)dx %ам якин-
а+ао

+00

лашувчи булади, f f (x)dx узоклашувчи булса, |  g{x)dx хам узо^ла-
а а

шувчи бдлади.
+<*>

И с б о т .  g(x)dx  интеграл якинлашувчи булсин. Унда 16.1-теоре-
а

t
мага кура {G(t)} = {  jg (x )dx) туплам ю^оридан чггараланган, яъни

а

С ( 0 = |  g ( x ) d x ^ c  (С =  const)
а

булади. (16.10) муносабатга асосан V * учун (/£(а, - f  оо))

F (0  =  J f (x)dx  <  f g(x)dx =  С (0 <  С
а а

+«
булиб, ундан яна 16.1-теоремага кура \ f (x)dx  интегралнииг яцинла-

^олда {/=■(/)} =

шувчнлиги келиб чнцади.
+0°

Энди f (x)dx  интеграл узэ^лашузчи булсин. У
аt

=  { j/(x)dx} ю^орндан чегаралаимаган булиб,

ланмаган булса, у ^олда f f (x)dx  хосмас интеграл узоклашувчи бу.та-
а

ди.
2. М а н ф и й  б у л м а г а н  ф у н к ц и я л а р  х о с м а с  ннт е г р а л л а -  

р ини  т а ц ц о с л а ш  ^ а ц и д а  т е о р е м а л а р .
16 .2-теорем а. f(x) ва g(x) функциялар [a, -fo o  )оралицда берил•[ бйлиЯ. wrCi / i  -L ж\

t I
$ f ( x ) d x ^  \ g ( x) dx
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снзликдан эса {С(0} =  {| g( x) dx)  нинг ^ам юкорндан чегара-
а

[Ганлнгннн топамиз. Демак, юцорида келтирилган натнжага кура, 

J" g(x)dx  интеграл — узоклашувчи. Теорема исбот булди.

" 16.3-теорема,  (а, +  °°) да f(x) ва g (х) манфий булмаган функ-I |д>\
uUAiap берилган булсин. х  -*■ -f  оо да ——  нисбатнинг лимити k
4 8 (*) 
булсин:

lim =  k.
Х-+ + 0 0  g  (х )

+ 00 | 00 
Агар ft <  +  оо е а  j  g( x ) dx  интеграл якинлашувчи булса, j  /  (х) dx

а а
+ 0 0

интеграл хам якинлашувчи булади. Агар k > 0  ва j g(x)dx  интег-
а

+ 0 0

рал узоклашувчи бдлса, )' f {x)dx интеграл %ам узоклашувчи бдлади.
а

+оо
И с б о т .  j  g( x ) dx  интеграл якинлашувчи булиб, £ < +  оо булсин.

а
Лимит таърифига кура, V е >  0 олинганда ^ам, шундай /0 (/„ >  а) то
пиладики, барча x > t 0 учун

/(*)
В (Ж)

k  <  е,

яъни
(k— t) g ( x ) < l ( x ) < ( k  + г) g  (х) (16.11)

бдлади.
-foo +«е

Шартга кура j  g(x) dx интеграл якинлашувчи. У ^олда J (k - f
а а

-re)g(x)dx  интеграл хам якинлашувчи булади. (16.11) тенгсизликни 

эътибор га олиб, сунг 16.2-теоремадан фойдаланиб, j  f (x)dx  интеграл-
а

Нинг яцинлашувчилигини топамиз.
+ о о

Энди j g ( x ) dx  интеграл узоклашувчи булиб, k > 0  булсин. Агар
, а
г*  >  0 тенгсизликни цаноатлантирувчн k x сон олинса ^ам, шундай 

(<0 >  а) топиладики, барча x > t '0 учун

®$лади. Демак, x > t '  да

Их) 
В W

g W <  —  /(*) *1
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булиб, ундан 16.2-теорема га асосан |' f (x)dx  интегралнинг уэо^лашув.
а

чилиги келиб чикади. Теорема тулии; исбот булди.
16.3-натижа.  16.3-теорема шаргларида агар 0 < А : <  +  се булса

+ о о  +0 0
у ^олда j  f (x)dx  ва j' g (х)dx  интеграллар бир вацтда ёки якинла-

а а
шувчи, ёки узоклашувчи булади.

Одатда, бирор (мураккаброц) хосмас интегралнинг якинлашувчилиги 
^ацнда аввалдаи якинлашувчилиги ёки узоклашувчнлиги маълум бул
ган хосмас интеграл билан солиштирнб хулоса чн^арилади. Хусусан,

+ о о  + о о  dx
текширилаётгаи j  f (x)dx (J(x) >  0) интегрални J ~  ( а > 0 ,  а > 0 ,

а а х
каралсин, (16.5)) интеграл билан солиштириб куйидаги аломатларни .\о- 
сил циламиз.

1°. Агар х  нинг етарли катта цнйматларида ( х > х 0> а )

X

булса, у ^олда V x > x 0 учун ф(х) <  с <  -f оо в а а > 1  булганда
+ о о

[ f (x)dx  интеграл якинлашувчи, ф ( х ) > с > 0  ва а  <  1 булганда
а-foo
f f (x)dx  интеграл узоклашувчи булади.

а
И с б о т .  Аргумент х  нинг етарли катта цийматларида

/ М = - Ч г  ( * > * о )  х
булиб, ф (х) < с< + оо ва а >  1 булсин. У ^олда

( /  \ 1 М  — с

4*® ^ ̂
булиб, а > 1  да f ------ интегралнинг я^инлашувчилигига ^амда 16.2-J <1 а X

+«
теоремага асосланиб, j" f (x)dx  интегралнинг якинлашувчи булишини

а
топамиз.

Агар ф ( х ) > с > 0  ва а  <  1 булса, унда f — интегралнинг узок*
а  Ха

+ 0 0
лашувчилигини эътиборга олиб, яна 16.2-теоремага кура [ f (x)dx  ин-

а
тегралнинг узоклашувчилигини топамиз. Г-аломат исбот булди.

2°. Агар х —► -f- оо да /  (х) функция — га нисбатан а  (а >  0) тар*
+ •

тибли чексиз кичик булса, у ^олда j’ /  (х) dx интеграл а  >  1 булган*
а

да якинлашувчи, а  <  1 булганда эса узоклашувчи булади.



Бу аломатнннг туррилиги юкорнда келтирилган 16.2-теоремадан 
1 *ундаги g(x) функцияни —  деб олннишндан келиб чицади.

М и с о л  л а р. 1. Ушбу
+«>

О

интегрални ^арайлик. Равшанки, ихтиёрий х  > 1 учун

~ х’ ^
х»

_ _ I I ^  | "fOO | -f-OO д»
б^ладн. Агар f е х dx =  J е х dx  -f- J е~* dx  ^амда J —  интегралнннг

о о 1 I х*
адинлашу вч илигини эътиборга олсак, унда 1°-аломатга кура берилган ннтегралнинг 
якинлашувчи эканини юпамиз.

2. Цуйидаги
+°° dx
II х  у  х* +  *

интегрални царайлик. Бу интеграл остидаги функция учун

1 1 ^ - 1
х У * Т ~  *’ /31 У . ,  I x'J/3

У  1+т
, X > 1

булиб, юцорида келтирилган аломатга кура берилган интеграл якинлашувчи булади.

3. И х т и ё р и й  ф у н к ц и я  х о с м а с  и н т е г р | а л и н и н г  я цинл а -  
шувчнлиги .  Биз (а, +  °°) ораликда бернлган /(дс) функциянннг шу 

+00
орали^ буйича олинган f f (x)dx  хосмас интегралини

а

F (О =  С f (x)dx
а

Функция /-► +  °о да чекли лимитга эга булган ^олда якинлашувчи
- f  оо

Деб атаднк. Демак, ( /  (дс) dx  хосмас ннтегралнинг якинлашувчилиги
а

тушунчаси, биз аввал урганган тушунча — функциянинг чекли лимити 
°РКали ифодаланди. Бинобарин, бу интегралнннг яцинлашувчилик шар- 
*® F(t) функциянинг /->-f-oo даги чекли лимити мавжуд булиши шар- 
™Дан иборат булади.

Мазкур курснинг 1*кисм, 4 -боб, 6-§ ида келтирилган теоремадан 
VvQUih теоремасндан) фойдаланиб, цуйидаги теоремага келамиз.

16.4 - т е о р е м а  ( Коши т е оре мас и) .  Цуйидаги хосмас интеграл-

I t  f ( x )dx
Л
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нинг якинлашувчи бдлиши учун, V t > 0  сон олинганда %ам, ШуНт 
дай t0(t0 >  а) сони топилиб. f  >  /0, t "  >  t0 булган ихтиёрий i' t’> 
лар учун

\ F ( t " ) - F ( t ’)\ =  \ ] f ( x ) d x \ < t  
г

тенгсизликнинг бажарилиши зарур ва етарли.
Бу теорема назарий а^амнятга эга булган му.\им теорема булиб

ундан хосмас интегралларнинг яцинлашувчилигини аницлашда фойдала'
ниш кийин булади (аввалги Коши критерийлари сингари).+00

1 6 . 5 - тео рема .  Агар J \ f (x)\dx интеграл якинлашувчи булса, у 
+« 0 

ф лоа  J  f (x)dx интеграл %ам якинлашувчи булади.
а

| оо
И с б о т .  Шартга кура J \f(x)\dx интеграл якинлашувчи. 16.4-тео-

а
ремага асосан, V е >  0 олинганда ^ам. шундай /0 (t0 >  а) топиладики, 

t >  /0, t "  >  t0 (/" >  t') булганда j  |/ (x)\dx<e тенгсизлик бажарилади.
А *' 'Аммо

\]  f ( x ) d x \ < b f ( x i d x
f  V

тенгсизликни эътиборга олсак, v ,\олда

\ [ f ( x ) d x \ < t

булишини топамиз.
Шундай цилиб, V e > 0  сон олинганда хам, ш\ндай ta(t0 >  а) топи* 

ладикн, t "  >  (0, I ' >  /о булганда

\ j  f(x)dx\ <  е

булади. Бундан 16.4-теоремага асосан |‘ /  (дг) dx интегралнинг якинла-
а

шувчилнгини топамиз. Теорема исбот булди.
+°0

1 6 . 2 - э с л а тма .  j  \f(x)\dx интегралнинг узоклашувчи булишидан
-foo °

J /  (*) dx интегралнинг узоклашувчи булиши ^ар доим келиб чицазер*
а

майдн, яънн баъзи функциялар учун J | / (jc) \dx узоклашувчи, j f(x)dX
а а

эса якинлашувчи булади.
Масалан, ушбу

dx
i 1*1
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Ьятеграл якинлашувчи, аммо
+00

1*1 I i 1*1
зса узонлашувчидир.

+oo
16.7*таърнф.  Агар j  \f(x)\dx интеграл якинлашувчи булса, у

а
+ о о

^олда f f  W  dx абсолют якинлашувчи интеграл деб аталади, f(x)
а

функция эса [а, - f  оо) оралнкда абсолют интегралланувчи функция
дейилади.

+оо +оо
16.8-таъриф.  Агар [ f (x)dx  интеграл якинлашувчи булиб, \ \[(x)\dx

а а
+°°

интеграл узоклашувчи булса, у холда j' f (x)dx  шартли якинлашувчи
а

интеграл дейилади.
+ О В

Шундай цилиб, j /(a) dx хосмас интегрални якинлашувчилнкка
а

текшириш цуйидаги тартибда олиб борилиши мумкин:
+00

V х£[а,  +  оо) да f  (а) >  0 булсин. Бу холда j  / (х)dx  интеграл-
а

нинг якинлашувчи (узоклашувчи) лигинн 2-§ да келтнрилгаи аломат- 
лардан фойдаланиб топиш мумкин. Бошца >;олларда f(x) функциянинг

+ао
|/(х)| абсолют кийматинннг [а, +  оо) оралиц буйича [ \ f (x) \dx  интег*

а
ралиии цараймиз. Равшанки, кейинги интегралга нисбатан яна 2-§ даги

+°°
аломатларни ^уллаш мумкин. Агар бирор аломатга кура j  |/(ж)|^д: нн-

а
тегралнннг яцинлашувчилиги топилса, унда 16.5-теоремага кура берил-

+оо
ган | f (x)dx  интегралнинг .\ам яцинлашувчилиги (.\атто абсолют

а
яцинлашувчилиги) топилган булади.

+ о о
Агар бирор аломатга кура \ f (x) \dx  интегралнинг узо^лашувчи-

а
+°° ж 

лигинн аникласак, айтиш мумкинки, J f (x)dx  ёки узоклашувчи була-
а

Ди, ёки шартли якинлашувчи булади ва буни аницлаш цушимча та.\- 
ЛИЛ килншни талаб этади.

Пировардида, хосмас интегралларнинг якинлашувчнлигнни аницлаш- 
^  КУП цулланадиган аломатлардан бирини келтирамиз.

1 6 . 6 - т е о р е м а  ( Д и р и х л е  а л о м а т и ) .  f(x) ва g(x) функциялар 
1°.+  оо) орал/щда берилган булиб, улар цуйидаги шартларни бажар-
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1) f(x) функция [a, -4- оо) ораликда узлуксиз ва унинг шу Сра. 
лицдаги бошлангич F(x) (F‘ (х) =  /(х)) функцияси чегараланган,

2) g(x) функция (a, +  оо) ораликда g ’ (х) ,\осилага эга ва у ухиуксиз 
функция,

3) g  (х) функция [о, +  оо) да камаювчи,
4) lim g(x) =  0.

X-*-j-oo
У хрлда

+<*>
J f (x)g(x)dx
а

интеграл якинлашувчи булади.
И с б о т .  Узлуксиз /(х) ва g  (х) функцияларнннг купайтмасц 

f (x)g(x)  функция \ам [о, -+- оо) ораликда узлуксиз булгани учун. бу 
f  (x)g(x)  функция исталган [а, /] (t > а )  ораликда интегралланувчи 
булади, яъни

ф (0 =  $f (x )g(x)dx  (16.12)
а

интеграл мавжуд.
/ —► +  оо да ф(0 функциянинг чекли лимитга эга булишини курса

тамиз. Теореманинг 1-ва 2 -шартларидан фойдаланнб, (16.12) интеграл» 
ни булаклаб ^исоблаймиз-

J /(* )g(x)dx  — J g (х)d F (х) = g ( x ) F (х)| — { F(x)g' (x)dx.  (16.13)
a а » а а

Унг томондаги бнринчи кушнлувчи учун ушбу
|g  (/) F (/)| <  M g  (О (М =  sup IF (О I <  +  оо)

тенгснзлнкка эга буламиз. Ундан, /-*■ +  оо да g(/)->- 0 булишини эъти
борга олсак.

lim g(t)F(t)  =  О 
f-*4°°

булиши келиб чикади.

Энди унг томондаги иккинчи F(x)g' (x)dx  .^адни каранмиз. Мо-
а

домики, g(x)  функция [ a , - f  оо) ораликда узлуксиз дифференцналланув- 
чн ^амда шу оралшуа камаювчи экан, унда V * € I a # +  °°) Да 8  ( ■ * ) ® 
булиб,

/1 ^  М  • ё ’ W l dx <  М  J  |g' (х)| dx =  — М  j  g'  (х) dx =
а а а

=  M [ g  (a)— g  (01 <  Mg  (a) (g (t) >  0) 
булади. Шундай цилиб, t узгарувчининг барча t > a  цийматларид"

] \F(x)-g' (x) \dx
а
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ИНТ1„нтеграл (t узгарувчининг функцияси) юкорндан чегараланган. У .^ол- 
«3 ушбу бобнинг 2- § ида келтирилг^ теоремага кура \ F (х) g' (х) dx  

интеграл якинлашувчи (хат то абсолют якинлашувчи) булади. Демак,

lim Г F (х) g ' (х) dx
/ —►-j-оо п

лимит мавжуд ва чекли.
Юцоридагн (16.13) тенгликда f -► 4- оо да лимитга утнб, ушбу

lim | /  (х) g(x)dxt-*+ОО а
4-00

лим итнинг мавжуд .^амда чекли булишини топамиз. Бу эса J /  (х) g (х)dx
а

и н тегралн и н г яцинлашувчилигннн билдиради. Теорема исбот булди. 
М н е  о л. Ушбу

+<*>
(' sin х

J “ d x  (а  >  0)

1
интегрални ^арайлик. Бу интегралдаги /  (x) =  sin х ,  g  (х) =  —  ( а > 0 )  функция

лар юцорида келтирилган теореманинг Сарча шгртларини кансатлэнтирадн:
1) I (х) =  sin х  функция [I , - f i x )  ораликда узлуксиз ва бошлангич функцияси 

F (х) =  — cos х чегараланган,
I a

2) g (*) =  функция [ 1 , +  эо) оралицда g '  (х) =  — — ^осилага sra ва

у узлуксиз,
1

3) g ix )  =  -jp  ( а > 0) функция | 1 , -fo e ) ораликда кьмаквчн,

4) lim  g ( x ) =  l im —  = 0
x-*-foo x -* 4 °°  X

булади. Демак, Дирихле аломатнга кура берилган интеграл якинлашувчи.

3- §. Чегараси чексиз хэемас интегралларни хисоблаш
К  ь

Чекли [а, Ь] орали к буйича олинган |' f ( x ) d x  Риман интеграли

Ньютон — Лейбниц формуласи ёрдамида, ёки булаклаб, ёки узгарувчи- 
ларни алмаштнрнб. ёки бошка усуллар билан хисобланар эди.

Энди якинлашувчи ушбу

1 = " j  f (x)dx
а

*°смас интегрални .^исоблаш талаб этилсин.
А !* Н ь ю т о н  — Л е й б н и ц  ф о р м у л а с и .  Фараз килайлнк, / (х) 
ФУнкцня [a. - f  оо) ораликда узлуксиз булсин. Матлумки, бу ^олда
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/  (дг)* функция г шу ораликда Ф(дс)(Ф’ (*) =  f(x), деб [а, + °° ))  бошланпт 
функцияга эга булади. ,r->--f-oo да Ф(д-) функциянинг лимити мав- 
жуд ва чекли булса, бу лимитни Ф (х) бошлангич функциянинг -f оо 
даги цийматн деб цабул циламиз, яънн

lim Ф(х) =  Ф (-)-оо).
*-»+вв

Хосмас интеграл таърифи .^амда Ньютон —Лейбниц формуласидан фой. 
даланиб куйидагнни топамиз:

С f (x)dx  =  lim j / ( x ) d x =  lim (Ф(/) — Ф(а)] =
О t-+-\-ao a t  * | ee

=  ф (4-оо) — ф (а) = ф (х ) |-° ° . (16.14)

Бу эса юцоридаги келншувга кура бошлангич функцияга эга булган 
f  ix) функция хосмас интегралн учун Ньютон— Лейбниц формуласи 
уринли булишини курсатади.

М и с о л .  Ушбу
+ « о

С • '\ — sin — dx ,1 х2 х 
2_
п

хосмас интегрални царайлик. Равшанки, / ( * )  =  - - s i n  — функция I —-, + о о |  ора-
х* х L 31 J

ликда узлуксиз Сулиб, унинг бош лаитч функцияси Ф (х) =  c o s — булади. Демак,
х

(16.14) формулага кура
+00

f  I I 1 1+00
1 —  sin —  dx  =  cos — =  1.

J  X* X ДГ I 22 —— я
л

Баъзан, бернлган /  хосмас интеграл узгарувчнларни алмаштирнб 
ёки булаклаб интеграллаш натижаенда ^исобланади.

2. Б у л а к л а б  и н т е г р а л л а ш  у с у л и .  и(х)  ва и(дс) функция- 
ларнинг хар бири [а, +  оо) ораликда берилган ^амда узлуксиз и'[х) 
ва v' (х) хосилаларга эга булсин.

-foo
Агар Г v(x)du(x) интеграл якинлашувчи ^амда ушбу

а
lim ы(0 =  ы (+ °° ) . lim v(t) =  p(-foo) 

лимитлар мавжуд ва чекли булса, у ^олда f u(x)dv(x)  интеграл якин*
а

лашувчи булиб,

С и (х) dv (х) =  и (дс) v (х) |+°° — |  v (х) du (х) (16.15)
а а

булади.
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>^акикатан хам, 1- кием, 6 - бсб, 10-§ да келтирилган формулага 
Kj’pa *

f и (дг) dv (х) =  u (x)v  (х) l * - f v ( x ) d u ( x )  =  lu (0 v(0 — и (а )ф ) ] — J  ф)<*ы (дг)
J д аа
булиб, бу тенглнкда / ->  +  оо да лимитга утиб, цуйидагнни топамиз: 

lim \ и (x)dv(x) =  lim [u(/)u(0 — ы (а )ф )]— lim J v (х)du (д). (16.16)
f,» f-ff* 0 /-♦*4-00 f— Д

-foo
Ц1артга кура |' v(x)d и (х) интеграл якинлашувчи хамда lim[u (t)v(t) —

а /-»+оо
— м (а) о (о) J лимит мавжуд ва чекли эканлигини эътиборга олсак, унда 

+00

(16.16) муносабатдан j  u(x)dv(x)  ннтегралнинг яцинлашувчилиги ^ам-
а

да (16.15) формуланинг уринли булиши келиб чикади.

М и с о 'л . К,уйидаги

+ 00 

J х е ~ х  dx
о

интегрални з̂ ис облай лик. Агар и (х) =  х, dv  (х) =  e ~ xdx  дейилса, унда u(x)t>(x)|jf“  =

*= х (  — ■= lim  (—х е ~ х ) =  0 , + Г v  (х) du (х) =  —+ Г e ~ x dx =  —  1 булиб,
,*-*+•“ о и

(16.15) формулага кура

и (х) dv (х) = + J х е~ х dx =  — х е ~ х  J (—е ~ х) dx  = 1
о о  о

булади. Демак,
+оо

J х е ~ х  dx =  1 .
0

16.3- э с л а т м а .  Юкоридаги (16.15) формулани келтирнб чикариш- 
+ 0 0

Да J v(x)du(x)  интегралнннг якинлашувчнлнги хамда lim u(t)v(t)  ли-
а t~+-\-oo

митнинг мавжуд ва чекли булиши талаб этилди.
+ О 0  + 0 0

Агар u(x)dv(x),  [ v (х) du (х) ннтегралларнинг якинлашувчилип»
в а а

^амДа lim и (/){?(/) лимитнинг мавжуд ва чекли булиши каби учта
. <-*+оо
фактдан исталган нккитаси уринли булса, у .\олда уларнинг учинчисн 
^амда (16.15) формула уринли булади.

3. У з г а р у в ч н л а р н и  а л м а ш т и р н ш  у с у л и .  f (x) функция 
|в. +  оо) ораликда берилган булсин. ^уйидаги

1 = J f ( x ) d x
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интегралии царайлнк. Бу интегралда х =  ф(г) дейлик, бунда <р(г) функ- 
дня цуйидаги шартларни бажарсин:

1) <р(г) функция [а, - f  оо) оралнкда берилган, ф '(г) ^осилага эга 
ва бу ^осила узлуксиз,

2) ф(г) функция [а, - f  оо) оралнкда цатънй усувчи,
3) ф ( а ) = а ,  ф (+ оо) =  И т  ф(г) =  -(- оо булсин.

2-* -foo
-foo -foo

У ^олда f (ф(г))ф'(г)Лг интеграл якинлашувчи булса, унда \ f (x)dx
а а

Тут якинлашувчи ва
-foo
J  f (x)dx =  \ f (ф(г)) • ф' (z) dz (16.17)

булади.
Ихтиерий г ( а < г <  +  °°) нуцтани олиб, унга мос ф(г) =  t нукта- 

ни топамиз. [а, /) оралнкда 1- 1\исм, 9- боб, 2- § да келтирилган фор- 
му лага к\ра

]7(х)</х =  |/(ф (г))  • ф' (z)dz
а а

булади. Бу муносабатда / -► +  оо да (бунда г — ф-1 (/) -*- +  °°) лимит
га утиб цуйидагини топамиз:

lim J f(x )d x = +f  f((f (z)) ф'(z)dz.
f-*-f OO

-foo
Бу эса \ f (x)dx  интегралнинг я^инлашувчилигини .\амда (16.17) фор-

а
муланннг уринли булишини курсатади.

+»
16.4- эс л а т м а .  \ f ( x ) dx  яцинлашувчн булсин. Бу интегралда

а

х =  ф(г) (16.18)
булиб, (16.18) функция юцорндаги шартларни бажарсин. У ^олда

+J /(ф (г)) ф '(г) dz
а

интеграл ^ам якинлашувчи булиб,

булади.
Мисол.  VuiCy
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"7*/ (х) dx  =  J  f  (ф (г)) ф' (z)d г
а а

-foo dx

i  i +x*
( 16.19)

I f ■нтегр.в н т е г р а л н и  царайлмк. Равшанки, бу интеграл якинлашувчи. Уни ^иееблайлнк. Ав-

— алмаштирнш цнламнз. Натижадавало бу интегралда х  ■■

+ - ] +  г * 
булиб, (16.19) ва (16.20) тенгликлардан

+<*>

(16.20>

Я 1 + х »
\ +  X*'

dx

булиши келиб читали . Кейинги интегралда 

алмаштиришмн бажариб, цуйидагини топамиз: 4
-foo

^ _ = _ U arctg_*L
2 + у* 2 / 2  g У  2■if

-foo

2 У  2

Демак,
— ОО

f* dx________л_
J  \ + х * ~  2 К Т ‘

4. Ч е г а р а с и  ч е к с и з  б у л г а н  ' х о с м а с  и н т е г р а л л а р н н  )^ам 
баъзан (аниц интеграл сингари) и н т е г р а л  й и г и н д и н и н г  л и м и т и  
с и ф а т и д а  ^ и с о б л а ш  мумкин булади.

/(х) функция [a, -foo) оралнкда (а >  0) берилган булиб, цуйидаги 
шартларни бажарсин:

1) [a, -foo) да f(x)  функция интегралланувчи,
2) (a, -foo) да f (x)  функция |Камаювчн ва Vx £ ( a ,  - foo)  учун 

/  W > 0 .
У ^олда

4T /(x )d x  =  l i m / i y / ( a - f  kh) (16.21)
a Л-»0 *_о

Зулади.
Исботлайлик. [a. - foo)  оралнцни f[a, a +  ft), [ a - f  ft, a - f  2/i), . . 

[a -f  kh, a - f  kh +  ft], . . .  ( f t > 0) орали^ларга ажратайлик. A > a  бул
син. Функциянинг мусбатлнгндан

Г— — 11 \Л]
Lh J e +f t f t +Л а  ( л ]

v  j  / ( x ) d x < J / ( x ) d x <  V  Г
____ e-f kh a k=0 e-fJfc

тенгсизликларнн ёза оламиз. Функциянинг камаювчи эканлигидан 
V x e [ a - f  kh, а +  kh +  h] учун

/(a  - f  kh +  ft) <  /(x) <  / (a  - f  kh)

o +  kh +  h

М»
f ( x )dx  (16.22)
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интегрални карайлик. Бу ннтегралда х =  ф(г) дейлик, бунда ф(г)фу(1к. 
ция куйидаги шартларни бажарснн:

1) ф(г) функция [а, +  оо) ораликда берилган, ф' (г) ^осилага эга 
ва бу ^осила узлуксиз,

2) ф(г) функция (а, +  оо) ораликда катънй усувчи,
3) ф(а) =  а, ф (+оо) =  lim ф(г) =  +  оо булсин.

2-»+ао
+°» +<»

У ^олда j- f  (ф(г)) y'(z)dz интеграл якинлашувчи булса, унда \f(x)dx
а  а

%ам якинлашувчи ва

■нтег

+<»
f  f  (х) dx =  | / (ф ( г )) • cp'(z)dz (16.17)

булади.
Ихтиёрий г ( а < г <  +  оо) нуктани олиб, унга мос ф(г) = t  нукта- 

ни топамиз. [a, t) ораликда 1-кием, 9- боб, 2 -§  да келтирилган фор. 
мулага к\ра

J /  (дг)с/х =  J /  (ф (г)) • ф' (z)dz
a a

булади. Бу муносабатда / -+■ +  00 да (бунда г -= ф-1 (/) -f- оо) лимит
га утиб куйидагннн топамиз:

lim J f (x)dx  =+[°/(ф(г)) ф'(z)dz.
<-*+* а а

Бу эса | f (x)dx  интегралнинг якинлашувчилигини ^амда (16.17) фор-
a

муланинг уринли булишини курсатади.
-и»

16.4-эс л а т м а .  \ f (x)dx  якинлашувчи булсин. Бу ннтегралда
а

х =  ф (г) (16.18)

булиб, (16.18) функция юцоридаги шартларни бажарснн. У *олда

+J /(ф(г)) ф '(г) dz
а

интеграл ^ам якинлашувчи булиб.

булади.
Мисол.  Ушбу
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+f  f  (х) dx =  J f  (ф (г)) ф' (г) d z

+<*> dx
( 16.19)

—пегрални карайлик. Равшанки, бу интеграл як.инлашувчи. Уни зртссблайлпк. Ав

вало бу ннтегралда * =  — алмаштириш келамиз. Натижада

+ . J +  *  
булиб, (16.19) ва (16.20) тенгликлардан

+°°

г* dz
(16.20>

I
■ i j

1 + х*
1 +  X*

dx

булиши келиб читали . Кейинги ннтегралда

, - £ ± £ » Ш  ( « - ■ ; - » )

алмаштиришми бажариб, куйидагини топамиз: i 
+«1

/ _!_ Г dy .
2 J  2 -h «/*

1 у I+ 00
2 У  2

Демак,
—со

I dx
1 -+- х* 2 К 2

4. Ч е г а р а с и  ч е к с н з  б у л г а н  ' х о с м а с  и н т е г р а л л а р н и  э̂ ам 
баъзан (аниц интеграл сингарн) и н т е г р а л  й и г и н д и н и н г  л и м и т и  
с и ф а т и д а  к и с о б л а ш  мумкин булади.

f(x) функция [а, + оо) ораликда (а >  0) берилган булиб, куйидаги 
шартларни бажарсин:

1) [а, +  оо) да /(х) функция интегралланувчи,
2) [a, -foo) да f(x)  функция .камаювчи ва V x £ [ a ,  +  оо) учун 

/  (х )> 0 .
У ^олда

+■*>
Г /  (х) dx =  lim Л У  /(a  +  kh) 

А-*0 *=о
(16.21)

Зулади.
Исботлайлик. [а, + о о )  ораликни Г [a, a +  h], [a +  h, а +  2А], . . ., 

[а +  ЛА, a +  kh +  h], . . .  (h >  0) оралик ларга ажратайлик. А > а  бул
син. Функциянинг мусбатлигидан

[ h 1 ] a + kh+h A f h ]  a + kh + h
v  С / ( x ) d x < J / ( x ) d x <  V  f f(x)dx

*=0 a+kh a *=0 a+k
(16.22)

a+kh a *=0 e-f*h
тенгсизликларнн ёза оламиз. Функциянинг камаювчи эканлигидан 
V x £ [ a - f  kh, a +  kh +  h] учун

f(a  +  kh +  A) <  f(x) <  / (a  +  kh)
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+оо
функциянинг лимити мавжуд ва чекли булса, у ^олда \ f (x)dx  хосмас

— Ж
интеграл бош циймат маъносида якинлашувчи дейилиб,

lim \ f ( x ) dx
f-»-f-oo —f

4-00

лимит эса \ f ( x)dx  хосмас ннтегралнинг бош циймати деб аталади.
—оо+00

Одатда ^f(x)dx  хосмас ннтегралнинг бош кнймати
— 30

4-00
V. р. |7  (ж) dx

каби белгиланади. Демак,
4“00 t 

v. p. j- f (x)dx  =  lim J f (x)dx.
—oo <-*4-ao —t

Бунда v. p. белги французча «valeur principiale» «бош ь^иймат» суз-
ларинннг дастлабки .^арфларини ифодалайди.

4-00
Шундай цилиб, Г f (x)dx  хосмас интеграл якинлашувчи булса, у

—ао
4-оо

бош циймат маъносида хам якинлашувчи булади. Бирок; | /  (a) d х  хос-
— ОО

мае ннтегралнинг бош циймат маъносида якинлашувчи булншидан 
унинг якинлашувчи булиши .\ар доим .\ам келиб чи^а вермайди.

6. Ч е г а р а с н  ч е к с и з  х о с м а с  и н т е г р а  л л а рн и т а ^ р и б и й  
^ и с о б л а ш .  /(*) функция [а, + ° ° )  ораликда бернлган ва узлуксиз 
булиб,

/  = Tj 7 M dx (16.24)
а

интеграл якинлашувчи булснн.
Куп ^олларда бундай интегрални аниц .\исоблаш цнйин булиб, уни 

тацрнбнй ^исоблашга TVFpn келади.
(16.24) хосмас интегрални та^рнбий ^исоблаш хос интегрални — 

аниц интегрални так,рибий ^исо^лашга келтирилади. Аниц интегрални 
^исоблашда, бизга маълум формулалар (тутри туртбурчаклар, трапеция, 
Симпсон формулалари (царалсин 1- цисм, 9 - боб, 11- §)) дан фойдала- 
нилади.

Таърифга кура

lim ( f { x ) d x — f f (x)dx
+  00 Д Д

лимит мавжуд ва чекли, яънн V e > 0  олинганда ^ам, шундай /0 (а<  
< t 0<  оо) топиладики, / >  Да

I f  1(x)dx— \ f { x ) d x \ < t  (16.25)
а а
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+|  f ( x ) d x f = J  f ( x ) d x  —  $ f ( x ) d x
t a a

Ирлигини эътиборга олсак, унда ю^орндаги (16.25) тенгсизлик ушбу

17 °  l ( x ) d x \ < t  
t

куринишни олади.
Натижада бгрнлган / интегрални такрибий ифодаловчи куйидаги 

формула г а  келамиз:

j  f ( x ) d x » j f { x ) d x .  (16. 26)
а а

Бу ЁШфибий формуланинг хатолиги

i t  f w d x  i < e

булади.
М и с о л .  Ушбу

+ “  — г»ж

■ К грални царайлик. Бу интеграл я^нилашувчидир. Уин [0, а] (а  >  С) оралиц 
а ,

буйича j  е * dx  интеграл билан алмаштириб, ушбу
О

7 ° e ~ x'dx  ж  J  е ~ х' dx  (а  >  0) (16.27)
о о

такрибий формулага келамиз. (16.27) формуланинг хатолиги 
-foo .  О t  + 0 0  . 

j е ~ х d x — j e  х d x =  J e x dx
o o  a

учун цуйндаги батога эга буламиз:
' ^ вв t I +°° а 1 +"° t 1 Г 1 + ° °  1

J е ~ х dx  <  — Г хе~"х dx  =  — Г е ~ х d  (дг*) =  — — е = -----
а а £ 2а i  2 а [  )а

Ж нД И . А гар

— е2 а
Энди а  =  1 , а =  2, а =  3 булган холларии каранлик. а =  1 булсин. Бу з^олда

ОО 1
J е ~  х'  dx  «  f е~~ х* dx
о о

®Улиб, бу такрибий формуланинг хатолиги

X' d x - f е ~ х'  dx  =  J  е ~  *' dx ^  0,1839
о о 1

сУлади.
а =  2 булсин. Бу ^олда

00 2
j  е ~  ** dx  *  S е ~  ** dx
о о
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булиб, бу такрнбнй формуланинг хатолигн учун ушбу
+ во 2 -foo

f *' dx — S е~  *' dx =  J e~ dx <  C.00458
0 0 2

Caxora эга буламиз.
a =  3 булсин. Бу э^олда

-(-во 3
j в-  ** dx ж ( е— *' dx
о о

булиб, унинг хатолиги
-f"CO 3 -foo

S е ~ х’ d x — \ е ~ х’ dx =  j е~  *’ dx <  0,00002
о о з

булади.

4 -§ . Чегараланмаган функциянинг хосмас интеграллари

1. М а х с у с  н у ^ т а .  /(х) функция X  (X сz R) тупламда берилган 
булсин. Бирор х0 (х06/?) нуктани олиб, унинг ушбу

Ut { x J = { x : x £ R :  х0 — 6 < x < x 0-f  6; х ^ х 0} (6 > 0 )  
атрофинн (1-^исм, 118, 122-бетлар) царайлик.

16.10-таъриф.  Агар х0 нуцтанинг ^ар ^андай О6(х0) атрофи олин
ганда ^ам U6(x()  П X  Ф 0  тупламда /(х) функция чегараланмаган бул. 
са, х0 нуцта /(х) функциянинг махсус нуцтаси деб аталади.

М и с о л л а р .  1 . [а ,6) ярим интервалда ушбу / (х) =  — -—  функциянн карай-ft — х
лик. ft нукта бу функциянинг махсус нуктаси булади, чунки [а, Ь) П Ub(b) туплам- 
да берилган функция чегараланмагандир.

2. (а, 6] ярим интервалда / (х) = -------  функция берилган булсин. Равшанки

бу функция (а, 6] П (в) тупламда чегараланмаган. Демак, а махсус нукта.

3. (о, ft) интервалда ушбу /  (х ) =  ---------- -------------- г -  ( а  >  О, р >  0) функциянн
(х а) ( Ь —— х)

царайлик. а ва ft иукталар бу функциянинг махсус нукталари булади, чунки берил
ган функция (a, ft) П (а) ва (в, 6) П U6 (ft) тупламларда чегараланма гаидир.

4. Ушбу / ( х )  =  — -  функция Я \ { — 1. 0,1} тупламда берилган. Равшан

ки, бу функция — 1,0,  1 иукталар атрофида чегараланмаган. Демак, — 1,'0, 1 мах
сус нукталар булади.

u  2. Ч е г а р а л а н м а г а н  ф у н к ’ц и я н и н г  х о с м а с  и н т е г р а л и  
т у ш у н ч а с и .  Мазкур курснинг l -'^исм, 9-бобида математик анализ* 
нннг асосий тушунчаларидан бири —функциянинг [а, 61 оралик; буйича 
аник интеграли (Ри.ман интеграли) тушунчаси киритилди ва уии батаф* 
сил урганилди. Унда функциянинг интегралланувчи булиши функция* 
нинг чегараланган булишини та^озо этди.

Энди чекли [а, Ь\ оралшуи чегараланмаган функциялар учун интег
рал тушунчасини кирмтамнз ва унн урганамиз.
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f(x) функция \a,b) ярим интервалда берилган булиб, Ь нуцта шу 
функциянинг махсус ну^тасн булсин. Бу функция \а, Ь) ярим ннтер- 
«алнинг исталган \а, t\ {а <  t <  Ь) кисмнда интегралланувчи (1-цисм, 
д. боб. 2*§), яъни ихтиёрий t учун ушбу

J f  (■*) dx
а

интеграл мавжуд булсин. Бу интеграл, равшанки, царалаётган функция* 
га ва олинган t га бэилии; булади. Агар f(x) ни тайинлаб олсак, ца- 
р^лаётган интеграл фа^ат t узгарувчининг функцияси булади:

] f ( x ) d x = F ( l )
а

Натижада (а, Ь) интерзалда берилган F(t) функцияга эга буламнз. 
16. П - т а ъ р и ф .  Агар / -*-6— 0 да F(t) функциянинг лимити

lim F(t) 
t- ь —о

мавжуд булса, бу лимит (чегараланмаган) f(x) функциянинг [а, Ь) буйи
ча хосмас интеграли деб аталади ва у

f  f ( x )dx
а

каби белгиланадн. Демак

§f(x)dx =  lim F (/) =  lim §f(x)dx.  (16.28)
a t-*b—О <-»6—о a

16. 12-таъриф.  Агар t-*-b — О да F(t)  функциянинг лимити мав
жуд булиб, у чекли булса, (16.28) хосмас интеграл якинлашувчи де
йилади, f(x) эса \а,Ь) да интегралланувчи функция дейилади.

Агар t-*-b — 0 да F (!) функциянинг лимити чексиз булса, (16.28) 
интеграл узоклашувчи деб аталади.

Худди юк;ори даги дек, а нукта f(x)  функциянинг махсус нуцтаси 
булганда (а, Ь] оралнц буйича хосмас интеграл, а ва Ь нуцталар функ- 
«иянинг махсус нуцталари булганда (а,Ь) оралиц буйича хосмас интег
рал таърифланади.

f(x) функция (а.Ь\ ярим интервалда бернлган булиб, а нуцта шу 
Функциянинг махсус ну^таси булсин. Бу /(*) функция (а,Ь\ ярим нн- 
^рвалнинг исталган [t,b\ ( а <  t<Z Ь) цнсмида интегралланувчи, яъни 
^тиёрий t (a < t < .b ) учун ушбу

\ f ( x ) dx  =  0( t )  (16.29)
I

и,ггеграл мавжуд булсин.
16. 13-таъриф" Агар t-*-a +  0 да Ф (0 функциянинг

lim Ф (0
1-Ю+О
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лимити мавжуд булса, бу лимит (чегараланмаган) /(дс) функциянинг 
(а, Ь\ буйича хосмас интеграли деб аталади ва

$ fix) dx
а

каби белгиланади. Демак,

f f ( x ) d x =  lim  f f ( x ) d x =  lim  Ф (/). (16.30)
a l-*a-fO I 0

16.14-таъриф.  Агар /->-а +  0 да Ф(/) функциянинг лимити мав.
ь

жуд булиб, у чекли булса, J- f(x)dx  интеграл якинлашувчи деб атала-
а

ди, /(*) эса (а, 6) да интегралланувчи функция дейилади.
Агар t-*-a +  0 да Ф (0 функциянинг лимити чексиз булса (16.30) 

интеграл уэщлашувчи деб аталади.
/  (дс) функция (a, b) интервалда берилган булиб, а ва b нуцталар шу 

функциянинг махсус ну ̂ талари булсин. Шунингдек, /(дс) функция (а, Ь) 
интервалнинг исталган [т, /) (а <  т <  / <  Ь) цисмида интегралланувчи, 
яъни

] f (x)dx=<p(T, f )  (16.31)
■*

интеграл мавжуд булсин.
16.15-таъриф.  т-*-а +  0, t - ^ b  —  О да <р(т.О функциянинг

lim <р(т,0
T-MJ+01—Ь—о

лимити мавжуд булса, бу лимит (чегараланмаган) /(дс) функциянинг (а,Ь) 
буйича хосмас интеграли деб аталади ва у

$f ( x )dx
а

каби белгиланади. Демак,

§f(x)'dx =  [lim J f(x)dx =  lim <p ( t , / ) .  (16.32)
a X-.O+0  x t-wj+O

t— b—0 t-*b— 0

16 . 16-таъриф.  Агар т-*-а +  0, t-*-b —  0 да <р(т,/) ф у н к ц и я н н н г  
лимити маяжуд булиб, у  чекли булса, (16.32) интеграл я к и н л а ш у в ч и  
дейилади, /(дс) эса (а,Ь) да интегралланувчи функция деб аталади.

Агар т-+а +  0, да ф(т,<) функциянинг лимити чексиз
булса, (16.31) интеграл уэоцлашувчи деб аталади.

с,,с2, . . . , с п (с{£(а,Ь),  / =  1,2..........п) нуцталар /(дс) ф у н к ц и я н и н г

махсус нуцталари Гулган э^олда ^ам /(дс) нинг (а ,Ь) буйича хосмас 
интеграли юцоридагидек таърифланади. Соддалик учун а, Ь ^амда с (а*~ 
< с < Ь )  махсус нуцталар булган ^олда, хосмас интеграл таърифпнИ
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ллтнрамнэ. /(*) функция (а,Ь)\{с)  тупламнинг исталган [т,/](а < т <  
^ / < с )  *амда [w.t’l ( c < u < v <  Ь) к*смларида интегралланувчи, яъни

[ f ( x ) d x =  ф (т , f), $f (x)dx =  y(u ,v) (1 6 .3 3 )
t  * и

интеграллар мавжуд булсин.
16. 17-таъриф.  Агар т-*-а +  0, t-*~c —  0 .•цамла u->-c +  0, v-*-b—

— Ода Ф(т-О +  Ф(“•v) Функциянинг

lim [ф(т, 0  +  ф (и, d)1 =  1 im [J /(дс) dx +  j  f(x)dx]
T-*a-fO О X и
t-*c—0 t-*c—0

v—*b—0 v—*b—0

лимнти мавжуд булса, бу лимит (чегараланмаган) /(х) функциянинг 
(а, Ь) буйича хосмас интеграли деб аталади ва у

$f (x)dx
а

каби белгиланади. Демак,

$ f ( x ) d x =  l im [ j f ( x ) d x  +  $f(x)dx].  (16.34)
a T -M + O t и

t-+C—Q
и-*с-f-0D”*b—0

16. 18-таъриф.  Агар х-+ а  +  0, t-*-c —  0 .^амда и -*-с +  0, v-*-b—О 
да ф(т,/) +  ф(ы,и) функциянинг лимити мавжуд булиб, у чекли булса,
(16.34) интеграл якинлашувчи дейилади, /(*) эса (а, Ь) да интеграл
ланувчи функция дейилади.

Агар т-*-а +  0, t-* -c — 0 \амда и-*~с +  0, v -+ b —0 да ф(т , f ) +  
+  ф(и, v) функциянинг лимити чекснз булса, (16.34) интеграл узсцла- 
шувчи деб аталади.

16.6-э с л а т м а .  Ю^орнда махсус нуктаси а (ёки Ь, ёки а ва Ь) 
булган f (x)  функциянинг (а, Ь\ (ёки [а,&). ёки (а, Ь)) оралик буйича 
хосмас интеграли тушунчаси F(f) нинг <-*-а +  0 (ёки Ф(*) нинг t-*-b—
— О, ёки ф(т, t) нинг т -*-а +  0, t-* -b— 0) да лимити мавжуд булган 
доллар учун киритилди ва унинг якинлашувчи ёки узоклашувчилиги 
■ Р ф л ан д и . Маълумки, F(t) нинг *-*-а +  О (ёки Ф (() нинг /-+Ь—О,
001 Ф(т. О нинг т -*-а +  0, t - * b  — 0) даги лимити мавжуд булмаган 
^°Л булиши мумкин. Бу ^олда биз шартли равишда / ( х) нинг tхосмас 
интеграли

f f (x)dx
а

У^лашунчи деб кабул киламнз.
Шундай килиб, чегараланмаган функция хосмас интеграли тушунча- 
аввал урганнлган Риман интеграли тушунчасидан яна бир марта 

утиш амали оркали юзага келар экан. Ь^улайлнк учун куйнда 
Упинча «хосмас интеграл» дейиш урннга интеграл деб кетаверамнз.

■
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М и с о л  л а p. I. (0,11 ярим интервалда f (х) =  функцияни царайлнк. Рав.

анкн, х =  0 нуцта бу функциянинг махсус нуцтасидир. Бери л ган функция ихтиёрив 
, 1] ( 0 < / <  1) оралю( буйича интегралланувчи

шанки 
[<

У холм

Ф(0 =  ( ^ = “ 2(1 - V t ) .
I

lim Ф (О «■= lim 2 (1  — 1 /  t) =  2 
/-.+0 <--»+0

(' d x
булади. Д еуак, j ^ = -  интеграл якинлашувчи ва у 2 га тенг.

!

J

dx
------ хосмас интеграл узоклашувчи булади, чунки

*о
1
С* dx

lim Ф (/) =  lim \ —  =  lim ПпдсН =  +  оо.
t > }-0 /-♦-fO X t —»-f-0

3. Ушбу
dx

V  x ( \  — x)
интегрални царайлик. Равшанки, *  =  0 ва х  =  1 нуц-

талар махсус нуцталардир. Хосмас интеграл таърифига кура 
1 '
Г _ . dX =  =  lim I . Х, ■—  *= lim  [arcsin (2x — I) 
.1 V x ( \ - x )  x - + o J  V x ( l - x )  t - + 6

я я
=  lim  jarcsin  (2 / — 1) — arcsin (2 т  — 1)] =  - ^ - + у  =  я  

r^Tiio
булади. Демак, берилган хосмас интеграл якинлашувчи ва

1
dx

I Я.f V  * ( ! - * )
4. Ушбу

а а
интегралларни царайлик. Хосмас интеграл таърифндан фойдаланиб цуйидагини топа-

dx

миз:

J  ( х — а) /-.в+о.) (дс — a) <-»a+oj. 1 — a  J<

=  lim
1

I (b — a )1 - a  — ( / — a ) l - t * 1, (a  Ф  I).
»-.a+o 1 — a

By лимит о < 1  булганда чекли, демак / ,  хосмас интеграл якинлашувчи, a >  1
<5$лганда эса чексиз булиб, унда / ,  хосмас ишеграл узоклашувчи булади. о  =  1 
ф ган дп

Ь ь
С dx С dx .
1  =  lim  I ---------- =  lim  (In (x — a) ],

,) x — a / - e + o j  x — a t**a+b 1
a t

б<либ, / 1  интеграл узо^лашувчидир.
Демак,

b
i* dx

<“ >»>
a

хосмас интеграл a  <  1 булганда якинлашувчи, a  >  1 булганда узоклашувчи б\лади. 
Худди шунга ухшаш курсатиш муыкинки,

В  '’ - J V = T *  <“ > 0 >
а

хосмас интеграл a <  1 булганда якинлашувчи, а  > 1 булганда узоклашувчи булади.

Бнз куйида хосмас интегралларнинг турли хоссаларини урганар
эканмиз, уларни, асосан махсус нуктаси Ь булган /(дг) функциянинг

ь
[а,Ь) оралиц буйича олинган \ f ( x )dx  интеграли учун келтирамиз. Бу

а
хоссаларни махсус нуктаси а (ёки а ва Ь) булган функциянинг мос 
равииш (а, Ь) (ёки (а, Ь)) оралик буйича олинган хосмас ннтеграллари 
учун хам тегишлича баён этиш мумкин.

3. Я к и н л а ш у в ч и  х о с м а с  и н т е г р а л л а р н и н г  х о с с а л а р и .  
/(*) функция [а, Ь) да бернлган булиб, Ь шу f(x) функциянинг махсус 
нуктаси булсин. Бу функция исталган [a,<l ( а <  / <  6) да ннтегралла* 
нувчи булсин.
Н ь1 1 . Агар f(x)  функциянинг [а, Ь) оралнц буйича \ f (x)dx  интеграли

а
якинлашувчи булса, бу функциянинг [с,Ь) (а < .с < Ь ) оралик буйича 
J f(x)dx интеграли кам якинлашувчи булади ва аксннча. Бунда

f /  (х) dx  =  Г /  (дг) d x + U  (х) dx

булади.
И с б о т .  Аник интеграл хсссасига кура

J /(*)dx =  f f(x)dx +  J f (x)dx (a < t < b )
a a с

булади.
b
J /  (x) dx интеграл якинлашувчи, яъни
a

j7 (x )d x =  lim J-/ (.v)dx

(16.35)

(*)
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лимит мавжуд ва чекли булсин. Ю^оридаги (*) тенгликни цуйидагича 
ёзамиз:

J f (x)dx =  $ f  (дс) d x — f /  (дс) dx.
с а а

Кейннги тенглнкда t-+ b  — 0 да лимитга утнб цуйидагини топампз: 

t lim  f f ( x ) d x  =   ̂ lirn  ̂ $ f ( x ) d x  —  j f { x )  d x  =  J /(x )d x  — $f(x)dx.

ь
Бундан J /  (дс) dx интегралнннг якинлашувчи ва

С

f f (x)dx  =  j' f ( x ) dx  +  §f (x )dx
a a c

эканлиги келиб чикади.
ь

Худдн шунга ухшаш J f  (x) dx  ннтегралнинг якинлашувчи булиши-
е

Ь
дан §f (x)dx  ннтегралнинг ^ам якинлашувчи .^амда (16.35) формуланинг

U
уринли булиши курсатилади.

К,уйида келтириладиган 2° — 5°-хоссалар хосмас интеграл ва унинг
яцинлашувчилнги таърифларидан бевосита келиб чикади.

ь ь
2°. Агар f (x)dx  интеграл якинлашувчи булса, у ^олда \ c f ( x)  dx

а а
интеграл >;ам якинлашувчи булиб,

$ c f ( x ) d x  =  c $ f ( x ) d x
а а

булади, бунда с =  const. 
ь

3°. Агар \ f ( x )dx  интеграл якинлашувчи булиб, V * £ I a <6) да
а

/(дс) 5* 0 булса, у ^олда

§ f ( x ) d x > 0
а

булади.
Энди f(x) функция билан бир ^аторда g(x)  функция х;ам [а,Ь) № 

берилган булиб, Ь эса бу функцияларнннг махсус нуцтаси булсин.
ь ь • V

4°. Агар j /  (дг) dx  ва | g  (дс) dx  интеграллар якинлашувчи булса, У
а а

Ь
^олда \ l f (x)  ±  g(x)]dx  интеграл \ам якинлашувчи булиб,

а

$ [ f ( x ) ± g ( x ) ] d x  =  j  /  (ж) dx ±  J g  (дс) dx
а а а

булади.
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16 .4- н а т и ж а .  /,(х), f2(x), . . . , f n(x) функцияларнннг ^ap бири 
|Д ^) да берилган булиб, b эса бу функцияларнинг махсус нуктаси бул-

сиН. Агар j ft, (x)dx(k  = 1 , 2 ,  . . .  , л) интеграллар якинлашувчи булса,
а

у ^олда

J [с 1 f l  (*) +  С2 f 2 (х)  +  . .  . 4 -  сл f n { x ) ] d x
а

интеграл >;ам якинлашувчи булиб,
ь ь ь
\ [С, / , (х) +  C2f2(x) +  . • • +  Сп f n (X)ldx =  с, f  /, (дг)dx  - f  c2j f2(дг)d x +
a a a

b __
- f . . . +C n{ f n(x)dx  c,=const, i =  1 ,/t•

a

булади.
ь ь

5°. Агар |  /  ( jc) dx  ва j' g(x)d* интеграллар якинлашувчи булиб,
a а

Vx£[a,6)  да / ( * ) < £ (дс) тенгсизлик уринли булса, у ^олда 
ь ь

j f (x)dx<,  j g(jf)dx
a fl

булади.
Юцоридаги / ( а) ва g(x) функциялар цуйидаги шартларни . а̂м ба- 

жарсин:
1) /(дг) функция [а, 6) да чегараланган, яъни шундай т ва М  уз- 

гармас сонлар мавжудки, V дг£[а,&) да т г? /  (дг) <  М;
2) g(*) функция' [а,Ь) да уз ишорасини узгартирмасин, яъни 

барча х  (л-6 [а ,6) ларда g (х ) > 0  ёки g ( x ) < 0 .
b ь

6 . Агар (' f ( x )g (x )dx  ва ( g(x)dx  интеграллар якинлашувчи булса,
а а

У Цолда шундай узгармас ц (т <  р <  М) сон топиладики,
ь ь

J f (x)g(x)dx  = р  j  g(x)dx
а а

Тенглик уринли булади.
Бу хосса ушбу бобнннг 1-§ да келтирилган 6°-хосса исботи каби 

*®°тланади. Одатда бу хосса у р т а  ц и й м а т  .\а у н д а г и  т е о р е м а  
юритилади.

5-§. Чегараланмаган функция хосмас интегралининг як,инлашув-
чилиги

fix) функция \а,Ь) ярим интервалда берилган булиб, b шу функ- 
"нинг махсус 'нуктаси булсин. Бу функция хосмас интегралининг 

тИНлашузчилиги шартини топиш билан шурулланамиз.
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Бнз юкорндз j  f  (х)dx  хосмас ннтегралнинг яцинлашувчилнги t~+b- .о
а

Да

F ( t ) =  J  f ( x )dx  ( a < t < b )
а

функциянннг чекли лимитга эга булиши билан таърнфланишини к\р.
Ь '*

днк. Бинобарин, j  f (x)dx  интегралнннг яцинлашувчилиги шарти, t~+
а

- *Ь  — 0 да F (t) функциянинг чекли лимитга эга булиши шартидац 
нборат.

1-цисм, 4 -боб, 5-§, 6-§ даги функциянинг чекли лимитга эга бу.
ь

лншн одцдаги теоремалардан фойдаланиб, f f (x)dx  хосмас интеграл.
а

нинг я^инлашувчилиги шартини нфодаловчи теоремаларнн келтнрамиз.
1. М а н ф и й  б у л м а г а н  ф у н к ц и я  х о с м а с  и н т е г р а л и -  

н и н г  я к и н л а ш у в ч и  л иг  и. /(дс) функция [а, Ь) ярим интервалда 
берилган булиб, Ь эса шу функциянинг махсус нуцтаси булсин.

Бу функция (а ,Ь) о р п  цдт манфий булмасин ( V * 6 ( a >6) учун 
/ (дс)>0) ва ораликнинг исталган [а,/] к;исмида ( а <  t< .b )  интеграл- 
ланувчи булсин. У \ а и а  a < . i x< t 2< b  лар учун

F (/*) =  / ’ /  (х) dx — F (<J +  / ’ f  (х) d x > F  (tO
a I

булади. Демак, /  (х) >  О булганда F (I) функция усувчи Сулар экан.
Бинобарин, t-*~b — 0 да F (!) .\амма вацт лимитга (чекли ёки чексиз)
эга булади. Монотон функция лимити ^ацидагн теоремадан фойдала-

ь
нкб (каралсин, 1-цисм, 4-боб, 5-§) j  f (x)dx  ннтегралнинг я^ннлашув-

а
чилиги шартини ифодалайдиган цуйидаги теоремага келамиз.

16 . 7 - те оре ма ,  [а,Ь) да манфий бдлмаган f(x) функция f f(x)dx
а

хссмас интегралининг якинлашувчи булиши учун, {F (t)} нинг юцо- 
ридаги чегараланган, яъни V  t£(a,b)  учун

t
F (0 =  J /  (х) dx <  с (с =  const)

а
булиши зарур ва етарли.

Одатда бу теорема /  (дс) ( / (* )>  0) функция \ f ( x )dx  хосмас пнтегра-
а

лининг якинлашувчи лиги критерийси деб аталади.
Яна уша теоремага асосан цуйидаги натижаии айта оламиз.

16 . 5 - нат ижа .  Агар {F (/)} =  { j f (x)dx}  туплам юцоридан чегар3
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^нмаган булса, у ^олда j / (х) dx хосмас интеграл узоцлашувчи булади.
а

М а н ф и й  б у л м а г а н  ф у н к ц и я л а р  х о с м а с  и н т е г р а л -  
тарини т а ц ц о с л а ш  * а ^ и д а  т е о р е м а л а р .

16.8- т е о р е м а .  f(x) ва g(x) функциялар \а,Ь) да берилган 60- 
,иб, b эса бу функцияларнинг махсус нуцтаси ва V * 6 [а, Ь) да

0 ^ f ( x ) ^ g ( x )  (16.36)
(jy.iCUH. У  %олда: ^

I g(x)dx якинлашувчи булса. [ f (x)dx хам якинлашувчи булади,

( j(x)dx узоцлашувчи булса, |  g(x)dx  %ам уэоцлашувчи булади.
* ь а

Исбот .  J g(x)dx  яцимлашувчн булсин. Унда 16.7-теоремага кура
аi

{G(0} =  {f g(*)dx)  ( a < t < b )  туплам ю^оридан чегараланган:
а

G(Q =  j  g (x)dx <  С (С =  const)
а

булади. (16.36) муносабатга асосан

Н О  =■ J f  (*) dx s£ j" g(x) dx =  G { t ) ^ C
a a

Ш.
булиб, ундан яна 16.7-теоремага кура f / (х)dx ннтегралнинг я^инла-

а
шувчилиги келиб чицадн.

Эндн j  f (x)dx  интеграл узоклашувчи булсин. У ^олда [F(i)} =
I а

~ {I f  (a ) dx} юцоридан чегараланмаган булиб,
а

J  f  (■*) dx <  \ g ( x )dx ,

Тенгсизликдан эса

<G(0) =  {j’g ( * W
а

г \ам юцоридан чегараланмаганлнгиии топамиз. Демак, юн;орида 
^ р р и л ган  натижага кура, f g  (.v) dx интеграл узо^лашувчч. Теорема 

^ - У л д и .
• 9 - т е о р е ма ,  [а,Ь) да /(дс) ва g(x) манфий булмаган функция-

■ Е  берилган. х - * Ь  — 0 да нисбатнинг лимити k булсин:
в ( х )

Их)м т
Ж-.6-0 g(x)

=  k.

<)Ч1



Агар k <  +  °° ва § g(x)dx  интеграл якинлашувчи булса, J / ( ^
а а

интеграл %ам якинлашувчи булади.
ь ь

Агар /г >  0 ва j- g(x)dx интеграл узоклашувчи булса, J f (x)dx
а а

интеграл %ам узоклашувчи булади.
Бу теореманинг исботи ушбу бобнинг 2- § ида келтнрилган 16.3. 

теореманинг исботи кабидир. Уни исботлашни уцувчига ^авола этамиз.
Юцорида келтнрилган теоремалардан цуйидаги натижа келиб qg. 

Кади.
16.6- н а т и ж а. 16.9- теорема шартларида агар 0 <  k  <  - f  00 булса 

ь ь
у колда f f ( x )dx  ва f g (х) dx  интеграллар бир ва^тда еки якинла-

шувчи, ёки узоклашувчи булади.
Бирор J /  (х) dx  (/ (дс) >  О, V  х  6 \а, Ъ)) хосмас интеграл берилган

а
Ь

булсин. Бу интеграл ни j интеграл билан солиштириб, куйи-

даги аломатларни топамиз.
1°. Агар дс нинг Ь га етарлича якин кийматларида

ф (* )
№ ( Ь - х ) а

( а > 0 )

булса, у колда ф(х) < с <  +  оо ва а  <  1 булганда | f (x)dx  интеграл
а

Ь
якинлашувчи, ф(дс) >  с > 0  ва а  >  1 булганда f / (х)dx интеграл узок-

а
лашувчи булади.

2°. Агар х-*-Ь —  0 да /(дс) функция -  ̂— -  - га нисбатан а  (а>|0) 

тартибли чексиз катта булса, у к°лда J  f (x)dx  интеграл а <  1 бУл I
а

ганда якинлашувчи, а  >  1 булганда эса узоклашувчи булади.
Бу аломатларнинг исботи кам ушбу бобнинг 2-§ ида келтирилг* 

аломатларнинг исботи кабидир.
М и с о л л а р .  1 . Ушбу

1

f cos**
dx

интегрални царайлик. Бунда ннтеграл остидаги функция

cos* х  <р (дг)
f>x) У Т = 7  (I  — х)1/4

I
cos* х  <  1 ва а  =  —— <  1. Демак, 

4
б?лади Равшанки, V х £  [0 , 1) учун ф(х)

^д-ядагн 1°- аломатга кура бернлган интеграл якинлашувчи булади. 
2. КУй,,даги

I
Г  x d x

J  У Г ^ Г *
интегрални царайлнк.

lim
Jt-1-О

V - х =  lim х 
Ж-.1-0

— X 
X* У Т

у —

ца«да
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В  г —.) у г = то
интегралнинг яцинлашувчи.тигини эътиборга олиб, 1 6 .6 -натиж ага асосланиб берил
ган интегралнинг якинлашувчилигини топамиз.

2. И х т и ё р и й  ф у н к ц и я  х о с м а с  и н т е г р а л и н и н г  як и н -  
л а ш у в ч и л и г и .  / ( х) функция ( а ,Ь) ярим интервалда берилган булиб, 
Ь нукта f  (дс) функциянинг махсус нуктаси булсин.

Маълумки, t-*-b  — 0 да

F{t) =  \ f ( x ) d x
а

Ъ
функция чекли лимитга эга булса, у холда ( /  (дс) dx  хосмас интеграл

а
Ь

якинлашувчи деб аталар эди. Демак, /  (х) dx  хосмас интегралнинг
а

яЧИНлашувчнлш и тушунчаси кам функциянинг чекли лимитга эга бу- 
лиши оркали ифодаланади. Функциянинг чекли лимитга эга булиши 
ЭДидаги теорема дан (1-кисм, 4 -боб, 6-§) фойдаланиб куйидаги теоре- 
Мага келамиз.

16.10-теорема ( Коши т е оре мас н) .  Куйидаги

J f (x)dx
а

хосмас интегралнинг (Ь — махсус нуцта) якинлашувчи булиши учун, 
£  е >  о сон олинганда %ам. шундай 8 >  0 топилиб, b — 8 <  V <  Ь, 

~~ 0 <  t" <  Ь тенгсилликларни канэатлснтирувчи V ва t" лар учун

I F (/") — F (V) | = |  f  f ( x ) d x \ < e  
v

пгсизликнинг бажарилиши зарур ва етарли.
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Бу теорема мухим назарий а^амиятга эга булган теорема. Ь||РОцундан амалда — хссмас интегралларнинг якинлашувчилигинн аннклащ-, 
фойдаланнш цнйин булади.

ь
16.11-т е о р е м  а. Агар j  \ f ( x ) \dx  интеграл якинлашувчи 6y.tCQ

аЪ
у %олда j- f (x)dx  интеграл \ам  якинлашувчи булади.

а
Бу теореманинг исботи ушбу бобнинг 2-§ идаги 16.5-теореманинг 

исботи кабидир.
ь

16.7- э с л а т м а . j  | /  (jc) | dx  интегралнинг узоклашувчи булишидаа
аЬ

j' f(x)dx интегралнинг узоклашувчи булиши х,ар доим келиб чн^авермайдц

*

М и с о л .  Ушбу \ (— l / 1 !_ j fa интеграл якинлашувчи, аммо

d x  интеграл эса узоцлашувчидир.

16.19- т а ъ р и ф .  Агар \ \ f (x) \dx  интеграл якинлашувчи булса,
аЪ

у колда J f (x)dx абсолют якинлашувчи интеграл деб аталади, f(x)
а

функция эса \а,Ь) да абсолют интегралланувчи функция деб аталади. 
ь ь

Агар [  f (x)dx  интеграл якинлашувчи булиб, f |/( jc )  \dx  интеграл
а .  аЬ

узоцлашурчи булса, у х,олда j f (x)dx шартли якинлашувчи интеграл
а

деб аталади.
Бирор /(jc) функция [а, Ь) да берилган булиб, Ь эса шу функция-

нннг махсус нуктаси булсин. Бу f(x)  функция |/(дг)| абсатют ^ийматя* 
ь

нинг [а, Ь) буйича J  |/(jc)|djc интегралини царайлик. Кейинги ннтег-
а

ралга нисбатан 6-§ даги аломатларни куллаш мумкин. Агар бирор ало- 
ь

матга кура J- \ f (x) \dx  интегралнинг якинлашувчилиги топилса, унда
а

Ь
16.11-теоремага асосан берилган j  f (x)dx  интегралнинг ^ам як||нла‘

а
шувчилнгн (\атто абсолют якинлашувчилиги) топилган булади.

Агар бирор аломатга кура j  | /  (jc) | dx интегралнинг уэоклашувчилигинй
а

аницласак, антиш мумкинки, j  /(jc)^jc ёки узоклашувчи булади, ёки шарт'
а

ли якинлашувчи булади ва буни аниклаш цушимча текшнриш талаб этаД“- 
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в-§. Чегараланмаган функция хэсмас интегралини ^исоблаш

Биз аввалги параграфларда функция хосмас интегралининг якинла- 
шувчилигини ургандик. Энди якинлашувчи хосмас интегралларни ^и- 
соблат билан шурулланамиз.

Бирор /(*) функция [а,Ь) да берилган булиб, Ь эса шу функция
нинг махсус нуктаси булсин. Бу функциянинг хосмас интеграли

/  =  \  f i x ) dx
а

Вжлашувчи, уни .\исоблаш талаб этилсин.
1. Н ь ю т о н  — Л е й б н и ц  ф о р м у л а с и .  Фараз килайлик, f{x) 

функция \а,Ь) да узлуксиз булсин. Маълумки, бу ^олда f(x)  функция 
шу ораликда Ф(х) (Ф' (х) =  /(х), х£[а,Ь)) бошлангич функцняга эга бу
лади. х-+Ь — 0 да Ф (jc) функциянинг лимнти мавжуд ва чекли булса, 
бу лимнтни Ф (х) бошлангич функциянинг b нуктадаги киймати деб 
Кабул киламнз:

lim Ф(х) =  Ф(6).
х-*Ь— О

Хосмас интеграл таърифи .\амда Ньютон — Лейбниц формуласидан 
фойдаланиб куйидагини топамиз:

Г f {x)dx =  lim j" f (x)dx =  lim [Ф (t) —Ф (a) ]-= Ф (b) — Ф (a) =  Ф (.c)|* 
a t —+b—0 a t-*b—0

Бу эса, юкоридаги келншув асоснда, бошланрич функцняга эга булган 
f ix) функция хосмас интеграли учун Ньютон — Лейбниц формуласи 
уринли булишини курсатади.

Берилган хосмас интеграл узгарувчиларни алмаштириб ёки булаклаб 
интеграллаш натижасида кисобланиши мумкин.

Биз ушбу бобнннг 3- § ида чегаралари чексиз хосмас интегралларда 
узгарувчиларнн алмаштириш ва булаклаб интеграллаш усулларини кел- 
тирган эдик. Худди шу усуллар чегараланмаган функция хосмас интег- 
ралларида .\ам мавжуддир. Уларни исботсиз келтирамиз.

2. Б у л а к л а б  и н т е г р а л л а ш  усули.  и(х) ва v(x) функцияларнинг 
\ар бири 1а,Ь) да берилган булиб, шу ораликда узлуксиз и'(х)  ва о' ( jc) 
^осилаларга эга булсин. Ь нукта эса v(x) u’ (jc) камда и (jc) v' (jc) функ- 
Чияларнинг махсус нукталари.

ь
Агар j- v(x)du(x)  интеграл якинлашувчи ,\амда ушбу

а
lim u(t)v(t)  

t- ь -  о

^ Мит мавжуд ва чекли булса, у ^олда j u{x)dv(x)  интеграл якинла- 

ШУаЧИ булиб,

U J  и (х) dv (х) =  и (л) v (х)| ba — \ v  (х) du (jc) (16.37)



булади, бунда 

М и с о л .  Ушбу

и(Ь) • v (b) =  lim u( t ) v (/).

J
Ч * + 1  )dx

3/
V

интегрални ^арайлик. Агар и (х) =  * +  1, d v (х) =  . ---------=  dx деб олсак, ум»
У (х— 1)*

И(*)•»(*)|о =  (х+  1)3(х— 1) | ' = 3

1 I —
J v (х )du ( х) — ̂  3 (х — I)3 dx = - j ( x — 1 )*/* |о =  — -J

булиб, (16.37) формулага кура 
1 I

булади. Демак,

{ ■ « * « ■ ( - т ) - т  

1
С ( x + \ ) d x  21

J У (* — О* “  4 -

16.8-э с л а т м а .  Ю^орндаги (16.37) формулани келтириб чицариш- 
ь

да (v(x)du{x) ннтегралнинг якинлашувчилиги .^амда lim [«(/)• и (01
a  г-*ь—о

лимитнинг мавжуд ва чекли булиши талаб этилди. 
ь * ь

Агар | u(x)dv(x), \v(x)du (х) интегралларнинг яцннлашувчилиги ,\ам-
а а

да lim [«(/)• v (Л] лимитнинг мавжуд ва чекли булиши кабн учта факт- 
t—b - 0

дан исталган иккитаси уринли булса, унда уларнинг учннчнси ^амда 
(16.37) формула уринли булади.

3. У з г а р у в ч и л а р н и  а л м а ш т и р и ш  у с у л и .  /(дс) функция [tz.fr) 
да бернлган булиб, Ь эса шу функциянинг махсус нуцтаси булснн. 
Куйидаги

|  /  (х) dx
а

хосмас интегрални ^арайлик. Бу интегралда дс =  ф(г) дейлик, бунда 
<р(г) функция (а, Р) оралицда ф ' ( г ) > 0  ^осилага эга ва у узлуксиз

Р
^амда ф(а) =  а, ф(Р) =  b. Агар J /  (ф (г)) • <р' (г) dz интеграл яцинлашу»’

а
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ь
-Я ф лса . у х,олда j f ( x ) dx  интеграл *ам якинлашувчи булнб,

а

J /  (дс) dx =  ] f  (ф (г)) ф' (г) dz
а а

& *ди- ь
1 6 . 9 - э с л а т м а .  j f (x)dx  интеграл якинлашувчи булсин. Бу интег-

а
ралда х  =  ф (z) булиб, у юцорндаги шартларни бажарснн. У *олда 

г/(ф(г))Ф '(?)dz  интеграл ф м  якинлашувчи булиб,

{ /  (x)dx =  { / (ф (г )) ф ' (z) dz

булади.

М и с о л .  Ушбу

_ f  dx 
J  0  4 - х ) ')V T

шнтегралд.] х =  ф (г) =  г2 алмаштириш бажарамиз. Равшгнки, бу х =  г 2 функция 
(0, 1] ораликда х ' =  2г  >  0 ^осилага эга ва у узлуксиз *амда <р(0) =  0, ф (1) = 1. 
Интегрални ^исоблаймиз:

4. Ч е г а р а л а н м а г а н  ф у н к ц и я л а р  х о с м а с  и н т е г р а л л а р и  
ни \ам баъзан (аниц интеграл сннгари) и н т е г р а л  й н р и н д н н и н г  
лимити  с и ф а т и д а  ^ и с о б л а ш  мумкин булади.

/(*) функция [а, Ь) да берилган булиб, Ь нуцта шу функциянннг 
махсус ну^таси булсин. Бу функция куйидаги шартларни бажарсин:

1) [а, Ь) да /(х) функция интегралланувчи,
2) (а,Ь) да /(дс) функция усувчн ва Y x Z l a . b )  учун / ( * ) > 0 .
У ^олда

ь Ь — а " 1
$ f ( x ) d x =  l i m- у
а п—+оо 4 =* 0

(16.38)

б?лади.
Бу (16.38) муносабатнинг нсботи ушбу бобнинг 4-§ ида исботлан- 

Ган (16.21) муносабатнинг исботн кабидир.
Ч е г а р а л а н м а г а н  ф у н к ц и я  х о с м а с  и н т е г р а л и н и и г  бош 

^ ийма т и .  /(дс) функция [а,Ь) интервалда берилган булнб, с (а < с < 6 )  
Эса шу функциянинг махсус нуцтаси булсин.
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Маълумки, т —►с — 0, *->-с +  0 да, яъни л =  с — т-*-0, г)' =  ^
— с-*-О да ушбу

F(*,t)  =  $ f ( x ) dx  +  f f (x)dx =  J / ( x ) d x +  Г f ( x ) d x = F 0(r\.r\')
a I а с+ л '

функциянинг лимити мавжуд булса, бу лимит чегараланмаган фунц. 
циянинг хосмас интеграли деб аталар эди:

J / ( x ) d x =  lim F0(rj,r\') =  lim [ U ( x ) d x  - f  J f (x )dx\ .
а Ч -.0  ri—*0 а e + n '

b
Агар бу лимит чекли булса, f f(x) dx  хосмас интеграл якинлашувчи

а
дейилар эди.

ь
Равшанки, \ f  (х) dx хосмас интеграл якинлашувчи булса, яъни их-

а
тиёрий равишда л-*-0, ц ' ->-0 да ^ 0(т),т|') функция чекли лимитга 
эга булса, у колла л =  Л' ва т] -»-0 да кам бу функция чекли лимит
га эга — интеграл якинлашувчи булаверади.

t Бирок F0(t\ ,j]') функциянинг т] =  г\' булиб, г]->-0 да чекли лимит- 
ь

га эга булишидан f f (x)dx  хосмас интегралнинг якинлашувчи булиши
а

Кар доим келиб чикавермайди.

М ]нсо л. Ушбу
в
С dx

------ ( a < c < b )
J  X — с 
а

хосмас интегрални царайлик. Равшанки,

М Л . Ч ' ) - ] т г -£4
а

булади.
Ь — с

rj =  г |' ва г |—► 0 да F0 (r\, »)')-► In -------  булади.
с — а

Бирок ихтиёрий равишда т)-*-0, »)' -*■ О да (16 .39) муносабатдан куринаднки, 
Ft  (т), т)') функция аниц лимитга эга б^лмайди.

16.20 - т а ър иф .  Агар т) — t | ' ва т] —*■ 0 да ^ (Л » 1!*) функциянинг
ь

лимити мавжуд ва чекли булса, у к°лда | f (x)dx  хосмас интеграл бсШ
а

циймат маъносида якинлашувчи дейилиб,
lim F0(tj, ii) 
ц-*0
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. .Fgjrt rr эса j" /  (x) dx хосмас интегралнинг бош циймати деб аталади ва
а

v.p. J7(x)dx 
Ш !

Кабп белгиланади. Демак,

v.p. J /( .t)d x  =  lim F0(n,ri).
a Ti—»-0

Ь
Шундай килиб, \ f ( x )dx  хосмас интеграл якинлашувчи булса, у бош

а
Ь

циймат маънссида хам якинлашувчи булади. Бирок j  /  (*) dx хосмас
а

интегралнинг бош циймат маъноснда якинлашувчи булишидан унинг 
якинлашувчи булиши .\ар доим келиб чикавермайди.

5. Ч е г а р а л а н м а г а н  ф у н к ц и я  х о с м а с  и н т е г р а л и н и  так* 
рибий ^ и с о б л а ш .  f(x) функция \а,Ь) да берилган ва Ь шу функция
нинг махсус нуктаси, бу функция [о, Ь) да узлуксиз булиб,

1 =  $ f (x )dx
а

интеграл якинлашувчи булсин. Куп у>лларда бундай интегрални аник 
^исоблаш кийин булиб, уни такрибий ^исоблашга тутри келади.

Хосмас интегралнинг якинлашувчилиги таърифига асосан

f f (x)dx =  lim \ f (x)dx
a l -* b -0 Ja

лимит мавжуд ва чекли, яъни V e > 0  олинганда э̂ ам шундай б > 0  
тспиладики, Ь— б <  / <  Ь тенгснзликни каноатлантнрувчи барча t ларда

\$f{x)dx  -  § f ( x ) d x \ =  | J /  (дс) | <  е
a a t

булади.
Натижада берилган /  интегрални такрибий нфодаловчн куйидаги

j7 (x ) d x «  §f{x)dx (b — б <  t c  Ь)
а а

Ф°рмулага келамиз. Бу такрибий формуланинг хатолиги

| |7 ( * ) d x |< e

бУладн.
Шундай килиб, хосмас интегрални такрибий >;нсоблаш — аник ннтег- 

РЦлни такрибий хисоблашга келтнрнладн. Аник интегрални такрибий 
^соблашда эса, бизга маълум формулалар (тугри туртбурчаклар, тра
пеция, Симпсон формулалари, каралсин, 1-кисм, 9 -боб, 11-§) дан фой- 

'Рланилади.
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7-§. Умумий ^ол

_ Ушбу параграфда чегараланмаган f(x)  функциянинг чексиз оралик 
буйича хосмас интеграли тушунчаси келтирилади.

Соддалик учун, (а, +  оо) ораликда берилган /(дг) функция шу ора. 
ликда бнтта а махсус нукта га эга булсин. Бу функция исталган чек- 
ли [/, т] ( а <  < <  т < - |-о о )  ораликда интегралланувчи, яъни ушбу

интеграл мавжуд булсин.
т узгарувчининг .^ар бнр тайнн кчйматида ( / <  т <  - f  оо) (16.10) 

интеграл t га борлик булади:

J /  (х) dx =  Fx (/). 
t

Маълумки, агар <-*- а +  0 да Fx (l) функциянинг

lim FJt)
/ • 1+0

лимити мавжуд булса, бу лимит /(д с) функциянинг (а,т] ’оралик буйи
ча хосмас интеграли деб аталиб, у

J  f (x)dx
а

каби белгиланар эди. Демак,

] f ( x ) d x =  lim F J t ) =  lim } f (x)dx.  (16.41)
a t-*a+ 0 l->a+0]

^аралаётган f (x)  функциянинг (а,т] ( а < т < + о о )  оралиц буйича
Т

хосмас интеграли \ f ( x)dx  мавжуд булсин. Равшанки, бу интеграл т га
а

борлнк булади:

\ f ( x ) d x =  <р(т).
а

Агар т->- +  оо да <р(т) функциянинг лимнти
lim ф(т)

мавжуд булса, бу лимит /(дс) функциянинг (a, - f  оо) оралик буйича 
хосмас интеграли деб аталиб, у

+f f ( x ) d x
а

каби белгиланади. Демак,

f /(x)dx  =  lim ф(т) =  lim f f(x)dx.
а Т -» + о о

(16.42)

б\ла1и

jQ^of идаги (16.41) ва (16.42) муносабатларга кура

f f ( x ) d x =  lim f f ( x ) d x =  lim lim f f (x)dx
i— J T—*+oo /-Ю+0 jt - * + o o ;

(16.43)

+ 00

Arap (16.43) лимит мавжуд булиб, у чекли булса, Г f(x)dx хосмас
I а

интеграл якинлашувчи дейилиб, /(х) эса (а, +  оо) ораликда ннтеграл-
(16.10) ланувчи деб аталади

+ 0 0
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Агар (16.43) лимит мавжуд булиб, у чексиз булса, ( / (х) dx  хос-
а

мае интеграл узоклашувчи деб аталади.
16. 10- эслатма .  Агар (16.43) лимит мавжуд булмаса, бу холда

4-00
шартли равишда /(дс)функциянинг (' f {x)dx  хосмас интеграли узокла-

а
шувчи деб кабул килинади.

Умуман, юкорндагидек, /  (х) функция (а, +  оо)^{с(, cv  . . ., сп) (а <
< с (<  +  оо, i =  1,2.......... п) тупламда берилган, с,,с2.............сп эса шу
функциянинг махсус нукталари булган ^олда )\ам f(x) функциянинг 
(а, +  оо) оралик буйича хосмас интегралини таърифлаш ва уни урга- 
ниш мумкин.

Биз ушбу бобнннг 1 — 8 -параграфларида функциянинг чекснз оралик 
буйича хосмас интегралининг хамда чегараланмаган функциянинг хос
мас интегралининг якинлашувчилиги шарти, якинлашувчи интеграл
ларнинг хоссалари, уларни >;исоблаш билан шукулланган эдик. Худди 
шунга ухшаш масалаларни 9-§ да келтирилган интегралларга нисбатан 
айтиб, уларни урганиш мумкин.

М и с о л л а р .  1. Ушбу

+J°.xa ~ ' e - * d x  
о

(16.44)

хосмас тггегрални каранлик. а <  1 кийматларда, дг =  0  нукта интеграл остидаги 
Функциянинг махсус нуцтаси булади (чунки, х-*- +  0 да интеграл остидаги функция 
чексизга интилади). Демак, бу холда (16. 44) интеграл хам чексиз оралиц буйича 
олинган хосмас интеграл, хам чегараланмаган функциянинг хосмас интеграти экан. 
“ У интегрални икки циемга:

+ “ е~х dx =  j х° ~ 1 г г *  dx + +f  x°-» e~x dx
о о 1

^ратнб, уларнинг хар бирини ало.\нда- а ловила якннлашувчпликка текширамиз. 
Бирннчн

e~ x dx
и

*Нтегралда, иитеграт остидаги функция учун

---------—  <  Xй- »  е ~ х  <  ~ -е х1~ а х‘- °
^^^Оолнклар уринли булади.

16-2149

( 0 < х <  1)
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,/ л* ~
О

интеграл 1 — а <  1 , яъни а > 0  да яцинлашувчи, 1 — а >  1 , яъни а <  0 да 
лашувчи (каралсин, 5- §). '*

'5- § да келтнрилган тац^ослаш .хакидаги 16. 8- теоремага кура
1

j  x'J~ ‘ е ~ х d x  
о

интеграл а  >  0 да якинлашувчи, а ^  0 да эса узоклашувчи.+00
Энди Г Xй—1 е ~ х  dx  интегрални якинлашувчиликка текширамиз.

1
Равшанки,

lim
x a - i  е- л , х"+* 

l i m -----—  =  0.

+ 0 0

х —* + оо  1 /Х *  х —»+ оо е л

Ушбу |  —-  dx  интеграл якинлашувчи булган л и п иан , 2 -§  да келтнрилган 16.3- 
1

+ 0 0

натижага кура j  xa~ 1e ~ x dx  интеграл .^ам яцинлашувчидир. Шундай килиб, 
1

+ 0 0

j  xa~ t е ~ х dx  интеграл а нинг ихтиёрий цийматнда якинлашувчи. Натижада бе-
I

+ 0 0

рилган j  x a~ 1 e ~ x dx  интегралнинг а > 0  да якинлашувчи булишини топамиз.

2. Ушбу

(16.45)

интегрални царайлик. Интегра! остидаги функция учун
1) а <  1 , b >  1 булганда х =  О махсус нуцта,
2) а > 1 , Ь <  1 булганда х  =  1 махсус иуцта,
3) а <  I , b <  I булганда х =  0 ва х =  1 нук,талар махсус иу^талари булади, 

бинобарии (16.45) интеграл чегаралануаган функциянинг хосмас интегралидир.
Берилган интегрални якинлашувчиликка 1екшириш учун уни цуйидагича ёзиб

оламиз:

I
f j ^ - l  (I _  х)Ь- 1 dx =  j  ( | _  х)ь- 1 dx +  j  xa _ ,  (1 _  x)b-x dx

Бу тенгликнинг унг томонидаги .цар бир шмегралда, интеграл остидаги ф у н к ц и я н и н г  

купи билан битта махсус нуктаси булади.
Равшанки,

l i m (I — х)*—1 =  1 . l im x ° ~ l =  1 .*-*0 д-»1

* - о  Xя - » (1 х)

булиб, хосмас интегралларда таццослаш хакидаги 16. 9- теоремага кура
1 J .2
f х ° ~ 1 (1 — х)ь~ 1 d x  билан |  x0 _ I  dx

1 . 1 
J х« ->  (1 — х)*"1 dx  билан f (1 — х)*-*  dx

2 2

I

интеграллар бир вацтда ёки я^инлашади, ёки узоцлашади. 
Маълумки, а > 0  булганда

1/2
} х ° - ‘ dx
о

интеграл якинлашувчи, ft > 0  булганда
1
J (1 — X)*—» dx

интеграл якинлашувчи. Демак, о > 0  булганда
1/2
| х" - > ( 1  — х) * - 1 dx

интеграл якинлашувчи булади, ft >  О булганда
1
Г Xе - »  (1 — х )" -»  dx

1/2

интеграл якинлашувчи булади. 
Шундай цилиб, царалаётган
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j х " -»  (I — х ) » - ‘ dx
О

интеграл а > 0  ва f t> 0  булганда, яъни

Л1 =  { (в,  6) (; /? •: а  £  (0 , +  30), f t £ ( 0, оо)} 

т5'пламда якинлашувчи булади.

1 7- Б  О Б

ПАРАМЕТРГА БОГЛИК ИНТЕГРАЛЛАР

Мазкур курснннг 12- ва 13- бобларнда куп узгарувчили функция- 
ва уларнинг днффгренциал .\исоби батафсил урганилди. Энди бун- 
Фуачцияларнинг интеграл .^исоби бнлан шугулланамиз. Шуни ай- 

PjJ*1 керакки. куп узгарувчили функцияларга ннсбатан интеграл тушун - 
турлича булади.

-^У ш бу боОда куп узгарувчили функциянинг битта узгарувчиси 
>иича интеграли билан танишамиз ва уни урганамиз.



/(*  1, х г.......... xm) функция бирор M ( M c z R m) тупламда бериЛГан
булсин. Бу функциянннг битта дс*(* =  I, 2, . . . .  т) узгарувчисидан 
бошца барча узгарувчиларнни узгармас деб ,\нсобласак, у ^олда j(x 
x t. . . . .  х т) функция битта х к узгарувчига бог л и к, Сулган функцняг'а 
айланади. Унинг шу узгарувчн буйича интеграли (агар у мавжуд 6v.v 
са), равшанки дг,, х 2.......... хк_ у дг4+,............ хт ларга борлнц буладй
Бундай интеграллар параметрга боглин; интеграллар тушунчасига олиб 
келади.

Соддалнк учун нккн узгарувчили /(х, у) функциянннг битта узга- 
рувчн буйича интегралини урганамиз.

/ ( х, у) функция R'1 фазодаги бирор
М  =  {(дс, у) £ R*: a ^ x ^ b ,  у £  Е a  R)

тупламда берилган булсин. у  узгарувчининг Е ( Ё с  R) тупламдан олин
ган .^ар бнр тайинланган цийматида /(дс, у) функция дс узгарувчнсн бу
йича [а, Ь\ ораликда интегралланувчи, яънн

]7(дс, у) dx
а

интеграл мавжуд булснн. Равшанки, бу интеграл у  узгарувчининг Е 
тупламдан олинган кийматига бокпиц булади:

Ф ( 0 y)dx. (17.1)
а

Одатда (17.1) интеграл параметрга Gof.iuk, интеграл деб аталади, 
у  у згаРУвчи эса параметр дейилади.

Параметрга бор лиц интегралларда, /(дс, у) функциянинг функционал 
хоссаларига (лимити. узлуксизлиги, днфференциалланувчнлнги. интег- 
ралланувчилиги ва .ужазо) кура Ф(у) функциянинг тегишли функцио
нал хоссалари урганнладн. Бундай хоссаларнн урганишда /(дс, у) функ
циянинг у  узгарувчнсн буйича лимити ва унга интилиши характери 
му^им роль уйнайди.

1- §. Лимит функция. Теиис якинлашиш. Лимит функциянинг
узлуксизлиги

/(дс, у) функция М  =  {(дс, у)б  R 2: а <  х  <  b, у £ Е  cz R} тугшмДЗ 
берилган, у0 эса E ( E c z R )  тупламнинг лимит нуцтаси булсин.

дс узгарувчининг [а, Ь\ оралнцдан олинган ^ар бир тайин циймати- 
Да /(* . У) фа цат у  нинггина функциясига айланади. Агар у -+ у 0 да бу 
функциянинг лимити мавжуд булса, равшанки, у лимит дс узгарувчи- 
нннг [а, Ь] оралицдан олинган цинматига борлнц булади: 

l im/ (х, */) =  ф(дс, i/о) =Ф (х).
V—V*

17.1- т а ъ р и ф.  Агар V « > 0  олинганда ^ам, V x £ [ a ,  Ь] учУй 
шундай 6 =  6(е, дс)>0 топилсаки, |у — тенгсизликни ка* 
ноатлантирувчи V  у  £ Е  учун

I/(*. У) - ф ( - « ) | < е



■ п

лСлса. У *олда ф(х) функцня / (х, у) функциянннг у у 0 дагн лимит 
Линкцияси дейилади.

/(*. У) ФУНКЦ»Я М =  {(jc, y)<zR2', дс6 1а» Н  */££} тупламда берил- 
ган булнб, оо эса Е  тупламнннг лимит нуцтаси булсин.

17 .2 - т а ъ р и ф .  Агар \ / f  > 0  олинганда э̂ ам V  *€(я.  Ь] учун 
щундан Д =  Д(е,  *) >  0 топилсаки, |у | >  Д тенгсизликни цаноатланти- 
рувчи V y £ E  учун

I / ( * .  У) — <?(х) | < е  
бчлса, у  *олда ф(х) функцня /(х , у) функциянинг у - +  оо даги лимит 
функцияси дейнлади.

Мисоллар.  I. Ушбу
/  (*. У) =  ху

функциями М  =  {(х. у) £  я»: 0 <  х <  I , 0 <  у <  IJ тупламда царайлнк. у0 — 1

в Агар V е >  0 кура, fi =  е деб олннса, унда | у — у0 1 =  | у  — 1 1 <  6 тенгсиз- 
ликни цаноатлантирувчн V у 6 1°. Н 88 V х £  [0, 1 ] учун

11 (х, у) —  «р (*) I =  I ху  —  х  ] =  I * I • | у  —  1 1 «S \У — Ч <  е
булади. Демак, у -» -1 да /  (х, у) =  ху функциянинг лимит функцияси

ср (х) =  lim  /  (х, у) =  lim  ху =  х 
V—1 v-*i

булади.
2. КУПидаги

/ ( х ,  у) =  хУ
функцияни М  =  {(х, у) £  /?г: 0 ^ х ^ 1 , 0 ^ у < 1} тупламда ^арайлик. у0 =  О 
булснн.

Агар х =  0 булса, у ^олда у  у £ |0 , 1] учун
/ (О,  у) = 0

булади.
Агар х Узгарувчи тайинланган ва х ф  0 булса, у ^олда у -* 0 да 

/ ( х ,  у) =  х > ' - х в =  1
бУладн.

\аци^атан *ам, V е > 0  сонга кура 6 =  logx ( l  —  г) ( х > 0 )  деб олннадиган 
СУлса, унда I у — у,, | =  | у — О | =  | у | <  6 тенгсизликни бажарадиган V у б  [0, 11 
Учун

I /U . у) — Ф (х) | =  | х> — 1 | =  1 - х У <  1 -  xloe*(1-е) =  1 — (1 — е) =  е 
®$лади.

Демак, у  -* 0 да берилган /  (х , у) =  х у функциянинг лимит функцияси
, . =  М , агар х £ ( ° ,  1) булса.

Y \  0, агар х =  0 булса
тенг булади.

Юкорида келтирилган мисолларнннг бнринчиснда, лимит функцня 
Т^ьрнфида! и б =  е булнб, у фацат е гагина боглиц, иккинчнсида эса 

l°gx(l — е) булиб, у берилган е > 0  билан бирга царалаётган х  
нУ^тага ^ам боглиц эканини курамнз.

Лимит функцня таърифидаги 6 > 0  нинг царалаетган х  нуцталарга 
булмай, факат е >  0 гагина борлнц цилнб танлаб олиниши 

Умкнн булган .\ол му^имдир.
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17.3- т а ъ р и ф .  Af тупламда бернлган /(дг, у) функциянинг у -+ и 
даги лимит функцияси «р(.г) булсин. V « > 0  олинганда *ам шундай 
о —о(е)> 0  топилсакн, \у  —  */0| < 6  тенгсизликни ^аноатлантирувш. 
V y ^ E  ва V * € ( a .  Ь\ учун

I f ix.  y) — <f(x)\<e

булса, f(x, у) функция уз лимит функцияси ф(дг) га [а, Ь\ да текиг 
яцинлашади дейилади.

Акс .уэлда якинлашиш нотекис дейилади. Нотекис яцинлашишнинг 
цатъин таърифини келтирайлнк.

17.4- т а ъ риф.  М  тупламда берилган / ( дс, у) функциянинг у-+ ц  
даги лимит функцияси ф(х) булсин. v 6 > 0  олинганда шундай 
ео >  0, дг06(а. Ь] ва \у х— */01 <С 6 тенгсизликни ^аноатлантирувчи u.f-F 
топилсаки, ушбу

I f ix 0. У1) — Ч(х0) \ > е 0
тенгсизлик уринли булса, у *олда / ( х,  у) функция ф (дс) га нотекис 
яцинлашади дейилади.

М и с о  л л а р. 1 . Ушбу

/  (*. У) =  « i n  у

функцияни М  =  Цх, y ) £ R 2; 0 < * <  I, тупламда царайлик. у0 =  -
3

булсин. Равшанки, у-*- у0 =  —  булганда /  (х, у) =  х  ■ sin у  функциянинг лимити

1 / Т  V T—  х  га тенг булади. Демак, <р (х ) =  у х.

V е > 0  сонни олайлик. Агар 6 =  е десак, у \олда | у — 1< ; 6 тенгсизлик

ни каноатлантнрган V У учун ва V * £ [0, 1 ] учун

К я 1гсязликлар1ш цаноатлантпрувчи ихтиёрий у ,  ни ва х0 = 2  1/1,1 деб олсак у
холда »

„ I I I  
I /  (*о. i/i) — Ф (*о) | =  1 — =  1 — — =  — >  г° =  J .

Kv эса, 17.4- таърифга кура, у - *  0 да / (дг, у) =  ху функция уз лимит функиия- 
си ф (* ) га н0ТеК1|с якинлашишннн билдиради.

Энди /(дс, у) функциянинг лимит функцияга эга булиши ва унга 
текис яки ила шиши х,ацндаги теоремани келтирамиз.

fix, у) функция М  =  {(*• у ) е № :  а ^ х ^ Ь ,  у £ Е )  тупламда бери л 
ган булиб, у0 эса Е( Е  a  R) т\пламнинг лимит нуктаси булсин.

17 . 1-  т е о р е м а .  / (дс, у) функция у -* -у0 да лимит функция ф(дс) 
га эга булиши ва унга текис яцинлашиши учун V e  >  0  олинганда 
%ам, х ( * € 1 а .  &1) га бег лиц булмаган шундай 6 =  6(e) >  0 топилиб, 
\у— * / o l < 6' \У'~Уо\  <  & тенгсизликларни цаноатлантирувчи V  у, 
у’£Е цамда V * € [ u ,  b] учун

1 / ( * . : у ) - ф ( * ) |  =  U s i n y - У Т =  |*1  • sin у —V T =1*1 sin у  —sin—1<

<  е

тенгсизлик бажарилади. 17.3- таърифга кура, у - ~  — да берилган / ( * ,  y )= *  siny
3

1/"Тфункция J’3 лимит функцияси (р (г) =  JL . — х  га текис яцнилашадн.

3. Юкорида келтнрилган

/  (*. У) =  *v
функция у-*- 0 да уз лимит функцияси

=  / 1 . агар * g ( 0, 1] булса,
^  \ 0, агар * =  0 булса

га нотекне якинлашади.

^аци^атан .цам, у  6 > 0  сонни олайлик. Агар е„ =  — , у t сифатида 0 <  !/i
4

< 6

I fix, у) — fix. У') | < е (17.2)

тенгсизликнинг бажарилиши зарур ва етарли.
И с б о т .  З а р у р л и г и .  f ix,  у) функция у -+ у 0 да ф(дс) лимит 

функцияга эга булиб, унга [а, Ь\ да текис яцинлашеин. Таърифга ку-

pa, V е >  0 олинганда .^ам, у  га кура шундай 6 =  б (е) > 0  топила
дики, | у — </0| <  6 тенгсизликни цаноатлантирувчи у £ Е  .\амда

g

Vx6(a ,  Ь] учун | f ix,  у)— ф ( д с ) | < 7  булади. Жумладан \у’ — у0\ <  

<b=>\ f ( x ,  у') —  ф (дс) | <  J  булади. Натижада

|/(* . У)— fix, y ' ) \ < \ f ( x ,  y)— V(x)\ +  \ f ix,  у') — <р(х) | < е

булиб, (17.2) шартнннг бажарилишини топамиз.
Е т а р л и  л и г и .  Теоремадаги (17.2) шарт бажарилсин. У ,\олда дс- 

5'згарувчининг [а, Ь] оралнкда олинган .̂ ар бир тайин цинматида /(дс, у) 
Функция у  узгарувчининггина функцияси булиб, V е >  0 олинганда 
эуам, шундай б =  б (е) >  0 топиладики, | у  — у01 <  6, | у'  — у0 | <  б 
тенгсизликларни цаноатлантирувчн V  у,  У' 6 £  учун

\ f ix.  У ) — fix,  у ' ) ] < г  (17.2)

булади. Функция лимитининг мазжудлнги .^ацидаги Коши теоремаси- 
Га асосан (царалсин, 1- кием, 4- боб, 6- §) у-*~ у0 да f ix,  у) функция 
лимитга эга булади. Равшанки, 6v лимит тайинланган дс(д:£[а, 6]) га 
«Ыиц. Демак,

П ш /( д с . у) =  ф(дг).
У-*У»

билан у-*-у0 да f ix,  у) функция (р(х) лимит функцияга эга бу- 
^ Р 1И курсатилди.
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(17.4) муносабатни куйидагича

Iim f/(x, y )dx  =  f[lim/(jc, y)\dx
V-V'a a V-Vt

^ам ёзиш мумкин. Бу эса интеграл белгиси сстнда лимитга утищ 
мумкиилигнни курсатади.

М и с о  л. Биз Af =  {(дс. y )£ R 2- х £ [ 0 ,  Ч» ^ € (0 *  4} тупламда берилган
/(дс. у) =  дс sin у

функциянинг у-*- 0 дч <р (дс) = О лимит функцняга текис я^пнлашишини курган 
эдик: lim  х sin у — 0.

U-.0
Берилган функция у узгарувчининг \ар бир тайин кийматида х Сзгарувчининг 

{О, 1) оралмцдаги узлуксиз функцияси эканлигн равшан. Демак, 17.3- теоремага 
кура

1 1 1 
lim  f / (х , у) dx =  lim f x s in  ydx =  f 11im x sin y] dx =  0 

y-*o о 0-»° о о v-*0
булади.

2. И н т е г р а л н и н г  п а р а м е т р  б у й и ч а  у з л у к с и з л и г и .
17.4- т е о р е м а .  Агар Дх, у) функция

М =  {(х, у ) б/?-: х £ [а, Ь], у£ [с , (/)}
тупламда у зл ук си з  б ул са , у  холда

Ф (у) = } / (* . y )dx
а

функция [с, d\ ораликда у зл ук си з  булади.
Исбот .  Ихтиёрий «/06(с, d\ нуцтани олайлик. Шартга кура f(x.y\ 

функция М тупламда (тутри туртбурчакда) узлуксиз. Кантор теорема
сига кура бу функция Af тупламда текис узтуксиз булади. Унда
V  е >  0 олинганда ^ам, шундай 6 =  6 (е) >  О топиладики,

Р((*. У1 (х. У0) ) ==\У — Уо\<Ь 
тенгснзликни цаноатлантирувчи V (х, у)£М , V (х, y j  £ М учун

I f ix , у) —f(x,  t/o)|<e
булади. Бу эса f (x, у) функциянинг у -* - у0 да f  (х, у 0) лимит функция- 
га текис якинлашишнни билднрзди. У >̂ олда 17.3- теоремага асосан

Н тФ (у) = lim f/(x, y )dx  =  f(lim /(x, y)\dx =  f /(x. y J d x  = (Diy0)
y —y , u—v. a a v->y* a

(V ^ 06[c. dl)
буладн. Демак, Ф(*/) функция у 0 нуктада узлуксиз. Теорема исбот 
булди.

М и с о л . Ушбу I (х, у) =
х1 +  уг + 1

функция Л1= { (х .у )£ Я ! : х £ [0 ,IJ, у£ (0 ,1 )}  тупламда царалаётган булсин. РаВ* 
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,-анкн. / (Х‘У) Функция М  да узлукснздир. Юцоридаги теоремага кура Ф (у) функ- 
\ам [0.1) да узлуксиз булади. Берилган интегрални хисоблаб топамиз:

I 1
Ф (у) =  (

о

3. И н т е г р а л н и  п а р а м е т р  б у й и ч а  д н ф ф е р е н ц н а л л а ш .  
Энди параметрга бог лиц интегрални параметр буйича днфференцналлаш* 
ни Ьраймиз.

17.5-т е о р е м а . /(дг, у) функция
М ={(*■«/)€ Я2: *6  !<*,&], «/€М )}

тупламда берилган ва у  Узгарувчининг [c,d] оральщдан олинган .\ар 
бир тайин цийматида х узгарувчининг функцияси сифатида [а, Ь\ 
ораликда у зл ук си з  бул син . Агар f ( x , y )  ф у н к ц и ям  тупламда f'y (x,y) 
хусусий %осилага эга булиб ,  у  у зл ук си з  булса , у  уолда  Ф ( у )  ф унк 
ция %ам [c ,d] ораликда Ф ' (у) jfосилага эга ва уш б у

0 '{ y )= ] f ' , ( x , y ) d x  (17.5)
а

муносабат Уринлидир.
И сбот. Шартга кура /(лг. у) функцня х узгарувчиси [буйича \а,Ь\ 

ораликда узлуксиз. Бинобарин

Ф(«/)=|/(*. У) dx
а

интеграл мавжуд.
Энди V y 06(c.d]  нуцтанн оли\ унга шундай Д«/(Ду^0 )  орттнрма 

берайликки, у 0 +  Ay^\c,d\ булсин. Ф(у) функциянинг у0 нуцтадаги 
орггирмасинн топиб, ушбу

Ф(Уо +  А у )— Ф(у0) _  /. f(x, у0 + А у) — I ( X .  уа) dx  
Д у  ) Д у

а

те_нгликни цосил циламиз. Лагранж теоремаси (1-цис.м, 6 -боб, 6-§) га 
кУра (уни цуллай олишимнз теорема шартларн билан таъминланган) 

/ л , ! - ) ( , . » . )  _  .  в 4 й
Д у у

бУлади, бунда 0 <  0 <  1.
Натижада

^ у . + А у ) - Ф Ш  = ^f y{x, y 0 +  Q.Ay)dx = ] f y ( x, yo) dx +
Ь U Ja а

+  [ [ f v ( x ,  y 0 +  Q-by )  — f v ( x , y J ] d x

xdx 
х* + У* +  1

—  In (1 + * * + !/ * )  =  —  In
I +  У*



Энди г у  узгарувчинн | у — у 0\ <  б тенгснзликни цаноатлантирадиган 
кийматида тайинлай, (17.2) тенгсизликда у'  ->■ у 0 да лимитга утсак, v 
^олда

\f(x, У)— ф(*)|< е 
^осил булади. Бу эса у - - у 0 да / (х, у)  функциянинг ф(х) лимит фуцк. 
цняга [а, 6] да текис яцинлашишини билдиради. Теорема исбот булди, 

Энди лимит функциянинг узлуксизлиги ^а^идаги теоремани келти- 
райлик. Бу теоремадан келгусида биз фойдаланамиз.

17.2- т е о р е м а .  Агар /(дг, у) функция у  у з гарувчининг Е туп. 
ламдан олинган %ар бир  цийматида, х узгарувчининг функцияси си
фатида, (а, 6] ораликда у зл ук си з  бул са  ва у - * у 0 да f (x,  у) функ
ция  ф(х) лимит функцияга  [а, 61 да т екис яцинлашса, у  хрлда ф(*) 
функция  [а, Ь] да  у зл ук си з  булади.

Исбот .  у 0 га интиладиган {уп} кетма-кетликнн олайлик (уп ££, 
л =  1, 2, . . .). Шартга кура *ар бир у п{п =  1, 2, . . .) да /(*, у^  
функция х узгарувчининг [а, 61 оралнкдаги узлуксиз функцияси була
дн. Демак, {/(*,*/„)} функционал кетма-кетликнинг ^ар бир хади 
[а, 61 ораликда узлуксиз.

Теореманинг иккинчи шартнга кура V e > 0  олинганда )̂ ам, шун
дай 6 = 6 ( е ) > 0  топиладики, V * 6 l a .  61 учун

\У —  Уо\ < Ь =* \ Н х ’ У) —  ф ( * ) | < ® (!/ €£ ■ ) ( 1 7 .3 )

булади.
Уп ~*~Уо Дан юкорида олинган 6 = 8(e) > 0  га кура шундай n0£N 

топиладики, V / t > n 0 учун \уп — */0|< б  булади. У ^олда, (17.3) га 
асосан, V e > 0  олинганда .■цам шундай n0£N топиладики, v n > / i ,  
ва V х 61а, 61 учун

|/(*. Уп) — (л:) | <  е
булади. Бу эса {/(*. !/„)} функцнонал кетма- кетлик ф(х) га [а, 61 да 
текис якинлашупчнлнгинн билдиради. 14- боб, 3- § да келтирилган
14.6-теоремага асосан ф (х )  функция [а, 61 ораликда узлуксизднр. 
Теорема исбот булди.

2- §. Параметрга бош  к интеграллар

/(*. У) функция
М={( х,  у)  6 R%: деб [о. Ь\, y £ E c z R )

тупламда берилган булиб, у  узгарувчининг Е тупламдан олинган хар 
бир тайнн кийматида f ( x , y ) —x узгарувчининг функцияси сифатида 
\а, 61 ораликда интегралланувчи булсин. Яъни у  ни узгармас деб V1’ 
собланганда

]7(*. у) dx
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интеграл мавжуд булсин. Равшанкн, бу интегралнинг циймати олинган 
у  га (параметрга) 6of.ihk булади:

Ф i y ) =\ f ( x ,  y)dx. (17.1)
а

М и с 'о л . Ушбу / (* , у) =  sinxy функциянинг х узгарувчнси буйича [а, 6 ) даги 
HHierpa.™ (бу ерда у Ф  0)

Ь Ь | Ь cos ay — cos by
J  / (x, y ) d x =  j  sin xy dx =  —  J sin xy d (xy) = ------------------------
а а У а У

булиб, E =  R \[0)  тупламда берилган

Ф (У) =  ~  (cos ay — cos by)
У

функииядлн нборатдир.

Ушбу параграфда параметрга боглиц (17.1) интегралнинг (Ф (у) — 
функциянинг) функционал хоссаларини урганамиз.

1. И н т е г р а л  б е л г и с н  о с т и д а  л и м и т г а  у т иш.  /(х, у)  
функция М =  {(х, у ) 6 R2: * 6 [а. Ь\, y £Ec =R)  тупламда берилган 
булиб, у 0 нукта Е тупламнинг лимит нуктаси булсин.

13.3- т е о р е м а ,  /(х, у)  функция у  нинг Ё тупламдан олинган  
\ар бир тайин  цийматида х нинг функцияси сифатида [а, Ь\ ора -  
лщда у зл ук си з  бдлсин. Агар /(х, у) функция у у 0 да  ф(х) лимит 
функцияга эга бдлса ва ун га  текис яцинлашса, у  холда

lim f / (х, I/) dx =  j  ф (х) dx (17.4)
У-»У» а  а

булади.
Исбот .  Шартга кура f (x,  у)  функция (/-*-(/„ да ф(х) лимит функ

цияга эга ва унга текис як,инлашадн. Демак, V е >  0 олинганда .^ам, 
шундай 6 — 6(e) >  0 топиладики, J у  — у 01 <  б ни каноатлантнрувчи 
Vy £E  ва V * 6 [ a .  b\ учун

\f(x, У)— Ч>(х)\< —
е

а
булади.

Иккинчи томондан, 17 .2-теоремага асосан, ф (х) [функция [а, Ь\
ь

ораликда узлуксиз буладн. Демак, бу функциянинг ‘интеграли j  ф (x)dx 
мавжуд. °

Натижада
ь ь ь ь

|J/(x, y ) dx — J  ф (х)^х|< ] |/(х, у)  — ( f (x)\dx< ^ Г а j d x  =  e
а  а  а  а

бУлиб, ундан
Ь Ь

lim J7(x , y)dx  =  j ф(х) dx
У~*У> а  а

эканлиги келиб чикади. Теорема исбот булди.
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ь
булиб, ундан эса

I Ф (Уд + А У) Ф (Уо) — ? f {x y J d x

ь
$ \ f y ( x , y 0 + Q-Ay) — f y (x, y j \ d x <
а
ь * »

b i j ) dx = u>( ] y ,  Ау) (Ь — а) (17.6)

булншннн топамиз, бунда (o(Jy , А у)  — f y (x, y )  функциянинг узлуксиз- 
лик модули.

Модомики, f y (дс, у)  функция М туплшда узлуксиз экан. унда Кан
тор теоремасига кура бу функция шу тупламда текнс узлуксиз булади. 
У  з^олда мазкур курснннг 12-боб, 4-§ ида келтирилган теоремага асо
сан

lim со(/' Ау)  = 0
Д у -0  *

булади.
(17.6) муносабатдан

lim
\у->0 A y  J

a
булиши келиб чицади. Демак,

ь .
Ф '(i/o) = J" Ы *- Уо) dx.

а
К,аралаётган у 0 нуцта [с, d\ оралицнинг ихтиёрий нуцтаси булганлигини 
эътиборга олсак, унда кейинги тенглик теореманинг исботланганлигини 
курсатади.

(17.5) муносабатнн цуйидагича ,\ам ёзиш мумкин:
ь .

— ^ f ( x , y ) d x = j  —  f(x, у)  dx.

Бу эса дифференциаллаш амалнни интеграл белгиси остига утказнШ 
мумкиилнгини курсатади.

Исбот этилган бу 17.5-теорема Л е й б н и ц  ц о и д а с и  деб аталади*

М и с о л .  Ушбу
f  (х, у) =  in  (у* sin* х) 

функция М =  { (х, у) £ R*: х£ [ ^ ,  ^ | ,  0 <  у0 < у  <  y t <  оо} тупламда узлукси*

• 2 ^ 
хамда f y  (х, у)  = —  ^осилага эга ва у  ^ам узлуксиз. Ундан олинган Ф (У)

И гУ  In (у2-sin1 х) dx интегрални ^арайлик. ^7. 5- теоремага кура Ф (у) функция 
я7»^осиллга эга оулио,

з*1/* * 2 л  я
Ф ' (У) =  ( (In (у 2 sin* дс)) dx -- ------—  =  —

я/4 У У 2 у

булади.

4 . И н т е г р а л н и  п а р а м е т р  б у йи ча  и н т е гр а л л а ш .  f ( x . y )  
ф ун к ц и я  М = {(х,у)£№:  дс6[а,6], y i\c , d\)  тупламда бернлган ва шу 
З д ам д а  узлуксиз булсин. У ,ухпда 17.4 - теоремага кура

Ф (y) = U(x, y ) dx  (17.1)
а

функция \c,d\ оралнцда узлуксиз булади. Бинобарин, бу функциянинг 
[c,d\ оралиц буйича интеграли мавжуд.

Демак, f (x, y)  функцня М тупламда узлуксиз булса, у цолда пара
метрга борлиц интегрални параметр буйича [c.d] оралнцда интеграллаш 
мумкин:

f Ф (у ) d y = \ [  |'f (дс,у ) dx\dy.
с  с  а

Бу тенгликнннг унг томонида f(x, у) функцияни аввал дс узгарувчн бу
йича (а, Ь\ оралицда интеграллаб (бунда у  ни узгармас ^исоблаб), сунг 
натижани [c,d\ оралицда интегралланадн.

Баъззн /(дс, у)  функция М тупламда узлуксиз булган холда бу функ
циями аввал у  узгарувчиси буйича [c,d\ оралицда интеграллаб (бунда 
дс ни узгармас хисоблаб), сунг хосил булган х узгарузчининг функция- 
сини [а,Ь] оралицда интеграллаш цулай булади. Натнжада ушбу

| [ \ f{x, y)dx ] dy,  f [ f f  (дс, у) dy  ] dx
e  a a с

интеграллар ^осил булади. Бу интеграллар бир-бирнга тенг буладими 
JPran савол турилади. Бу саволга цуйидагн теорема жавоб беради.

17 .6- теорема .  Агар f ( x , y )  функция  Af={( j с , у )£Кг: дс6(а, Ь], 
^6[c,d|} тупламда у зл ук си з  булса , у  холда

Ш  / d x ] d y  =  \ [ J  f  (х, у) d y ]  dx
с  а а с

бЦлади.
И сбот. Vt£[c , d\ нуцтани олиб, цуйидагн

Ф(0 = J  [ jf(x , y)dx ] dy, i|- (0 = j [ J  fix, y)dy J dx
e  a a с

! » а л л а р н и  царайлик. Бу ф (/), vf(/) функцияларнинг дрснл^ларини 
^  облай миз. 
t
I Ф(^) = | f (x, y)dx функция [c,d\ орзлицда узлуксиз булгани сабаблн



ф' ( 0  =  ( /Ф (у )< & )'*= Ф (0  =  jf(x,t)dx (17 *
с  а •

булади.

f ix,  у)  функция М тупламда узлуксиз. Яна уша 1-^исм, 9 -боб, 9-& 
даги теоремага кура

( ]7  (*• У) dy)\ =  / (х, 0 (х — узгармас)
С

t
булади. Демак, J  f ix,  у) dy функциянинг М = {(x ,t)£ R 2: x£[a,b],

6[с, d\) тупламдагн / буйича хусусий ^осиласи /(*,/) га тенг, ва демак, 
узлуксиз. У ^олда 17 .5 -теоремага мувофиц

{ $ [ $ f(x<y)dy]dx)'t =  $ [ $ f(x,y)dy ]’tdx=*Sf(x,t)dx ( 17.8)
а с  а с  а

булади.
(17.7) ва (17.8) муносабатлардан

ф '(0 =  V ( t ) =\ f ( x , t ) d x
а

булиши келиб чи^ади. Демак,
Ф (0 =  Ф (0 +  С (С — const).

Бироц t = с  булганда ф (с) =  ф (с) =  0 булиб, ундан С = 0 б ули ш и н и  
топамиз. Демак, ф (0 *= Ф (0 булади. Хусусан, t = d  булганда ф (d) = 
=  ф (d) булиб, у теореманн нсботлайдн.

М и с о  л. Параметрга боглиц интегрални параметр буйича интеграллашдан фой- 
даланиб, ушбу

J ’ — ха
А =  I —-------dx (0 <  а  <  ft)

J  1пх

1-^и см ; 9 - боб, 9 -§  да келтнрилган 9 . 9 - теоремага асосан

о
интегрални ^иссбдаймиз. 

Равшанки, ( х > 0 )

булади. Демак,

хь - х 9
1пх

А =
оJ О а

Ueierpai остидаги / (х, у) =  х* функция М =  {(дс, y ) £ R 2: дг£ 10,1], у(- [в , 6)} туп- 
‘ змда узлуксиздир. У халда 17. 6 - теоремага *ура

А =  f dy  j  х у dx  
а О

булаД»- Амм0 ,
Г  х у dx  =  — ---

Ж  \ ,  + 1

р 1 ft -f- I л — х° ft-}-!
йОлганлигмдан А =  1 — —  dy =  In — —  булади. Демак, \ — ---- dx =  In ---- -.

J  у +  1 о +  1 #) lnx а 1
а о

3-§ . Парамегрга боглик* интеграллар (умумий ^ол)

fix, у)  функция М = {{х, у )£ R1: x6(a,fc], y£[c , d\)  тупламда берил
ган. у  узгарувчининг \c,d\ ораликдан олинган хар бир тайин кнймати- 
да fix, у)  функция х узгарувчининг функцияси сифатида [а,Ь\ оралнкда 
интегралланувчи булсин.

х = а( у) .  х = Р(У) функцияларнинг ,\ар бири [c.d] да берилган ва 
Vyt lC' d]  учун

asSa(y) sSP( t/)s£& (17.9)
булсин.

Равшанки, ушбу

I f i x, y ) dx  
а(у)

интеграл мавжуд. у  узгарувчи (параметр) га богликдир:

F i y ) =  J f i x, y ) dx.  (17.10)
a  (У)

Бу интеграл ушбу бобнинг 2-§  ида урганилган иитегралга Караганда 
Умумийроц. ^ацицатан .^ам, (17.9) да а  (у) =  а, р i y ) ~ b ,  i y£[c ,d\)  
бУ-чганда (17.10) интеграл (17.1) куринишдаги интегралга айланади.

Ушбу параграфда f i x, у)  .^амда а{у),  р (у) функцияларнинг функцио
нал хоссаларига кура параметрга богли^

Р<»)
F ( y ) =  Г f i x . y ) dx

WV)
И1гг*гралнннг хоссаларини урганамиз.

‘ 7 . 7 - т е оре ма ,  f i x , у) функция М = {(дс,у ) £ R2: y£[c ,d]}
Упламда узл ук си з , а  (у) ва $ ( у )  функцияларнинг \ар бири  [с, d\ да  

УХ7Уксиз ва улар (17.9) шартни цаноатлантирсин. У %олда
Щ)

F(y)  =  I f i x, y ) dx 

ЩрЧЩия \ам [c , d ] оралицда у зл ук си з  бдлади.



цияларнннг эса \c,d\ ораликда ^ссилага эга булишини эътиборга ол 
сак, у ^олда

в (jf.+Д»)
lim Г f ( x , y 0 + Ay)dx = \\m[f (x' , y0+Ay )  x
Др-»0 b y  J  Ду—О

0<Ы
X A y) ~  W 1 =  I im / (s ', y . - f  A у) • lim  P ^ + ,A y ) - P ( . ^

Д[/ J Ду-.0 Ay—0 Ay
= / (PQ/o).l/o)P'(I/o).

oKy#+Air>

'

lim-!- f  Дх,1/0 +Ay)dx = limf/(x",y0+Aj/] 
д^ -о Д у J  a»-.oL \ I

<*(V.) 7
a  (y„ - f  A y) — g  (y„) ’ (Уо)

Ay
-1 = lim f {x", y0 +  Ay)  • lim a(y°^ Ayb J д*-.о ду-»о Д у

=  /(а(Уо). У о )а 'Ы  (17.17)
эканлипГкелиб чицади.

Ю^оридаги (17.15) муносабатда, Ау->0  да лимитга утнб, (17.16) 
ва (17.17) тенгликларни эътиборга олиб ушбуни топамиз:

«»•>
l jm  F_(y0 +  A y ) - F ( y 0) =  Г ( х , у 0) ^ + / ( Р ( у о),«/о) .р '0 / о) -  
Др-»0 А у .! w

<*<v,)
— / (« Ы - 1 / о )а ' О/о)-

Демак,

^ '  Ы  =  Р ? ’ * (* . Уо) dx +  f(P  ( у 0) , y j • Р ' О/о) —  / (*  G/о). г/0) а ' (i/o)- 
а(У.)

Модомнки, г/„ нуцта [c.d] оралицдаги ихтиёрий нуцта экан, у .\олда 
v y £ [ c , d J учун

F ' (У) = *  Г  f y (х, y )dx  +  f  (р (у), у)  • р' (у) — f  (а  (у ), у) ■ а'  (у) 
а<1/>

булиши равшанднр. Бу эса теоремани исботлайди.
Хусусан, а  (у) =  а, р (у) =  Ь булса, бу формуладан 2-§  да келтирил

ган (17.5) формула келиб чицади.
17 .9-теорема .  f (x, y )  функция Af =  {(дг. £/) 6 € [а, 6]. y£[c,d\) 

тупламда узлуксиз, а  (у) ва Р (у) функцияларнинг ^ар бири [c.d\ да У3' 
луксиз ва улар (17.9) шартни каноатлантирсин. У ^олда F (у) функ
ция [c,d] да интегралланувчи булади.

Бу теоремани исботлашни уцувчига ^авола циламнз.

4-§. Параметрга боглкц хосмас интеграллар. Интегралнинг текис
яцинлашиши

Биз мазкур курснинг 16-бобида хосмас интеграл (чегарасн ч ек си з  
хосмас интеграл, чегараланмаган функциянинг хосмас интеграли) тушу’ 
часи билан танишнб, уни ургандик. Ушбу бобнинг 2-§ ва 3-§ ларИ® | 
параметрга борлиц интеграллар баён этилди.

258

Энди умумий *ол—параметрга борлиц хосмас интеграллар билан 
шуР\-лланамиз.

1. П а р а м е т р г а  б о р л и ц  х о с м а с  и н т е г р а л  т у ш у н ч а с и .
1°. f (x, У) функция М =  {(х, у ) 6 R2-x £[а, +  ж),  у £Е cz R)  туплам

да берилган. Сунг у  узгарувчининг Е тупламдан олинган >;ар бир та- 
йич кийматида f ( x, y )  х узгарувчининг функцияси сифатида [а, оо) 
оралик; буйича интегралланувчи, яъни

/ (х, у) dx (у £ Е R)
а

хосмас интеграл мавжуд ва чекли булсин. Бу интеграл у  нинг кий* 
латига богливдир:

/ (У) — +j  f (x,  у) dx. (17.18)
а

(17.18) интеграл параметрга б о г  лик чегараси чексиз хосмас интеграл  
деб аталади.

f (x, y )  функция АТ = {(дг,y )£R*:  дг€(— <»,а], y£ E cz  R) (M" =  
= {(лс.У)6 R2-x€ ( — °°. +  ос). У€Е<= R)) тупламда берилган ва у  уз- 
гарузчининг Е дан олинган ^ар бир тайин кийматида f (x,y)—х нинг функ
цияси сифатида (— оо ,а ]((-о о , +  оо)) да интегралланувчи булсин. Бунда

j  f{x, у) dx (  У  f  (х, у) dx)
•” 00 ■ -оо

интеграл з̂ ам параметрга борлик, чегарасн чекснз хосмас интеграл деб 
аталади.

2°. / (х, у) функция Af, =  {(дг, у) £ R2:x £ \а, b), у  6 Е a  R) тупламда 
берилган. Сунг у  узгарувчининг Е тупламдан олинган ^ар бир тайин 
цийматидл f  (дг, у) ни дг узгарувчининг функцияси сифатида царалганда 
унинг учун х =  b махсус нукта булсин ва ( у  функция [а, Ь) ораликда 

алланувчи, яъни

j  f ( x, y ) dx ( y£E<=R)

унинг у 
интегра.

Ш

хосмас интеграл мавжуд булсин. Равшанки, бу интеграл у  нинг ций- 
Матига борлиц:

l M  =  ] f ( x , y ) d x .  (17.19)
а

(17.19) интеграл параметрга 6c f . iuц, чегараланмаган функциянинг  
хосмас интеграли деб аталади.

/ (х, у) функция А/J {(дг, у) 6 R2: х 6 (а, Ь], у  6 Е с : R) тупламда берилган 
83 У  Узгарувчининг Е дан олинган хар бир тайин кийматида /(дг, у)  — дг 
йинг функцияси сифатида царалганда, унинг учун дг = а  махсус ну^- 
Та булсин. Бу функция (а, Ь] да интегралланувчи булсин. У ^олда

U(y)  =  J  f ix,  у) dx
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Исбот .  Vf/0€[c.<fl нуцтанн олиб, унга шундай А у ( А у ^ 0 )  0|Л Щк  17.8- т еор ема .  f ( x , y )  функция М =  {(дс, 1/)€#г :* € [ я ,  Ъ\, y£[ c , d ) )  
ма берайликкн, у 0 +  А х/£ [с, d] булсин. У холда щЦпламда узл ук си з , f v (x, y)  х усусий  %осилага эга ва у  у зл ук си з . а  (у)тирма

&и,+ьу) W у,)
Г(Уо +  АУ) — F 0/о)= J  f ( x , y 0 +  Ay ) dx— | f ( x , y j d x  =

а (у ,+ У у )  a (y , )

=  T  V Уо + A У) — f  (*• Уо)1 dx +
(Xv*)

Wy.+ Д ») <«у,+Ду)
+  J  f ( x , y 0 +  Ay ) d x— f f ( x, y0 +  Ay) dx 

fry,) *(y.)
булади. Бу тенгликнинг унг томонидаги цушилувчиларни ба^олаймщ 

f  (х, у)  функция М тупламда узлуксиз, демах, Кантор теоремасига 
асосан, текис узлуксиз булади. У ^олда Д у  0 да f  (х, у 0 +  А у)  функ- 
ция уз лимит функцияси /(дг,у 0) га текис якинлашади (царал'снн, 
250-бет) ва 17.3-теоремага кура

«У .)
lim  ) l f ( x , y 0 +  Ay)  — f ( x , y j ] d x  =
Лу-*0  a(y<)

fry.)
=  I lim [/(*, y 0 +  Ay)  — f (x, i/o)] dx =  0 (17.12)

aiy,) д У-*°

булади.
(17.11) муносабатдаги

«у.+ Д у) <*(у.+Лу>
j  f{x, y0 +  Ay)dx,  I f (x, y 0 +  Ay)dx 

fry.) aiy.)
интеграллар учун цуйидагн батога эгамиз:

I I' f ( x , y 0 +  Ay)dx \ ^ M\ P ( y 0 +  Ay)  — P0/o)l.
Ну.)

V)f ( x , y 0 +  Ay)dx\<,  M\a ( y 0 +  Ay)  — a{y j\,  (17.13)
aiy.)

бунда M =  sup | f  (x, y)  | ((*, у )£М) .
Шарт га кура а  (у), Р (у) функцияларнинг ^ар бири [c ,d] да узлук* 

сиз. Демак,

& $ (у) функциялар э са  а' (у) ,  р' (у)  %осилаларга эга ,\амда улар  
(17.9) шартни цаноатлантирсин. У %олда

0(f)
F (y ) =  J  f ( x . y ) dx  

функция [с, d\ оралицда F’ (y) хосилага эга ва

г  (у) =  7 4  (*- У)<ь+Р<й-№ (У). у ) - * ' { у ) 1 ( * Ш )
а(у)

6Цлади.
Исбот.  Vi/o6 [c,dJ ну^таин олиб, унга шундай ' Ау ( Ау ^О)  орт- 

тирма берайликки, У0 +  Ау£[с ,  d\ булсин.
(17.11) муносабатдан фойдаланиб цуйидагини топамиз:

lim [а(г/, +  Ay) — ot(t/0)J = 0 ,
Ду-*0

lim 1Р(!/о +  Л«/)-РО/о)] =  0. 
Ay-»0

(17.H)

Юцоридаги (17.12), (17.13) ва (17.14) муносабатларнн эътибор1* 
олиб, (17.11) тенгликда Ау->0  да лимитга утсак, унда

l im[F(i/o +  A«/)— F G/o)l = 0  
Ду-*0

булиши келиб читали. Демак, F (у) функция Y y 0£[c ,d]  да узлукси3‘ 
Теорема исбот булди.
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fry.)
Zto+*y)- Fiy°) Т ' Н * ’ У+&У)-К*'У»> dx +  f  -

А у J Д у A y J  f  УХ’ Уо +
Р (У.)

1 Р(у«+Ду)

« у . )
А у

а (у .+ А у )

+  A y ) d x - J -  j* f ( x, y0 +  Ay)dx.  (17.15)
®<У*)

/ (x, Уо +  А у) —  /  (x. Уо)
Ay

функция уз лимит функцияси f'y (х, у 0) га [а, Ь] оралнкда текис як,ии- 
лашади (царалсин, 250-бет). Унда 

fry.)

Д у —*’ 0 да

бдлади.
Энди

fry.) Р (у .)

i ‘ ” .  J  ~ ~ +  ~& у  ^ <Х> ~  d X ~  J  V x ' y ° ) d x  ( 1 7 - 1 6 )
“(У.) а(у.)

Р(У«+АУ)

Р X.)
f ( x , y 0 +  А у)  dx,

.1
f ( x , y0 +  Ay ) dx

а  (у,)

17.

Я

9Н]^ ? аоЛарга >’Рта Киймат ^ацидаги теореманн цуллаб (царалсин, 1-цисм, 
0об> 8-§), ушбу 

3 (у#+д̂ )
f (x, y 0 +  Ay)dx = fix', у 0 +  А у) [Р (у0 +  А у) — р (у0) ],

Pfo)
a (УИ-А#)

J  f  (х, y 0 + b y ) d x  = f ( x " , y 0 +  Ay ) [ a( y0 +  Ay)—a  (у0) J 
«(у.)

^лнкларни з^осил циламиз, бунда х’ нукта р ( у ^  р (у0+Ау )  ну^- 
орасида, х"  эса а{ у0). а ( у 0 +  Ау) нуцталар орасида жойлашган. 

' \Х,у) функциянинг М тупламда узлуксизлигини, a ( i/) ва Р(у) функ-
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интеграл >;ам параметрга боглиц чегараланмаган функциянинг хос- 
мае интеграли  деб аталади.

3°. Умумий .чолда, параметрга боглиц чегараланмаган функциянинг 
чегарасн чексиз хосмас интеграли тушунчаси ^ам юцоридагндек кири. 
тилади.

f ix,  у)  функция Mt = {{x,y)eR2:x e ( c ,  +  o o ) , y £ E c : R \  тупламда 
берилган. у  узгарувчининг Е тупламдан олинган .̂ ар бир тайин цийма- 
тида f ix,  у)  ни х узгарувчининг функцияси сифатида царалганда унинг 
учун х — с  махсус нуцта булсин ва бу функция (с, +  се) ораликда 
интегралланувчи (царалсин: 16-боб, 9-§), яъни

" j" f{x,у) dx
С

чегараланмаган функциянинг чегараси чексиз хосмас интеграли мавжуд 
булснн. Бу интеграл у  нинг цийматига борлицднр:

I3(y) =  +f  f (x, y ) dx.  (17.20)
С

(17.20) интеграл параметрга боглиц чегараланмаган функциянинг 
чегараси чексиз хосмас интеграли деб аталади.

Биз юкорида келтирилган (17.18), (17.19), (17.20) интегралларни 
параметрга борлиц хосмас интеграллар деб кетаверамнз.

Масалан, 16-бобнинг 1-§ нда царалган
-foo

/(«)=  J* ^  (а >  0, а > 0)
а Х

интеграл, шу бобнинг 5-§ да царалган

fa ? -  (‘ >0)а а
интеграллар, 16-бобнинг 9-§ да царалгант
интеграллар параметрга борлиц хосмас интегралларднр.

Бу ерда ^ам асосий масалалардан бири — / (х, у )  функциянннг функ
ционал хоссаларига кура, (17.18), (17.19) ва (17.20) параметрга борлЩ 
хосмас интегралларнинг функционал хоссаларини урганишднр.

Биз куйида уларнинг турли хоссаларини, асосан,

/<0 =  7  f ^ , y ) d x  (17.18)
а

интеграл учун келтирамиз. Бу хоссаларни

| f ( x, y ) dx,  7  f (x, у) dx
а с

каби хссмас интеграллар учун хам тегишлича баён этиш мумкин.
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Г (а) xa~l e - xdx

Ньраметрга боглиц хосмас интегралладои урганишда ннтегралнинг 
кис яцннлашиши тушунчаси му^им роль уйнайдн.

**2.  Й н т е г р а л н и н г т е к и с я ц и н л а ш и ш и .  f ix,  у)  функция М =
-  ((А У) £ R~x €(а, +  сю). у £ Е с  R} тупламда берилган. у  узгарувчи- 
^нг Е тупламдан олинган .̂ ар бир тайнн цийматида / (дг, у) х узгарув- 
ZjLur функцияси сифатнда [а, +  оо) да интегралланувчи булсин.

Чегарасн чекенз хосмас интеграл таърнфига кура ихтиёрий (a,t\ да 
(fl< f <  +  °°)

интеграл мавжуд ва

!  (у) — "*Т" fix,y)dx = \im Fit,y).
а !->+•*>

(17.21)

(17.22)

Шундай цилнб, (17.21) ва (17.22) интеграллар билан аннцланган 
Fit,у) ва Цу)  функцняларга эга буламиз ва /(г/) функцня Fi t , у)  функ- 
цнянинг *->- +  оо даги лимит функцияси булади.

17.5-таърнф. Агар +  оо да Fi t , у)  функция уз лимит функ
цияси Ну) га Е тупламда текис яцинлашеа, у ^олда

= f i x , y ) dx
а

интеграл Е тупламда т екис якинлашувчи деб аталади.
17.6-таъриф. Агар *-»--|-оо да Fi t , у)  функция уз лимит функ

цияси Ну)  га Е да нотекис яцинлашеа, у ^олда

l i y ) =  J  / (х, у) dx
а

интеграл Е тупламда нотекис якинлашувчи  деб аталади.
п +«>
Равшанки, )' f i x , y ) dx  интеграл Е тупламда текис якинлашувчи

бУ-чса, у Шу тупламда якинлашувчи булади.
Шундай цнлиб,

7  f ix,  у) dx
а

интегралнннг Е тупламда текис якинлашувчи булиши цуйидагини анг- 
■чатади:

. +»
1) [  f i x,у )dx хосмас интеграл у  узгарувчининг £  тупламдан олин-

а
ан хар бир тайин цийматида якинлашувчи,

2) V е >  0 олинганда ^ам, шундай 6 = 6 ( е ) > 0  топиладики, V /> 
> 6 ва V y £ E  учун

|+f f i x , y ) dx| < е
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4-ао
J  f  (x, y)dx интеграл £  тупламда якинлашувчи, аммо у шу тупл,
а

нотекис якинлашувчи дегани цуйидагини англатади 
+®

О J  f ( x , y ) dx  хосмас интеграл у  узгарувчининг £  тупламдан о
а

ган ^ар бир тайин кийматида якинлашувчи,
2) *- * 

лик ни
+оо

/(*, у 0) dx\ > е0

амда

чин.
1ишш ппп.кишди

V 6 > 0  олинганда *ам, шундай е0> 0 , у 0 £Е ва t{>  б тенге,v 
Каноатлантнрувчи 6 [«. +  ° ° )  топиладики,

i
булади.

М и с о л. Ушбу

(О, +  оо))I (у) =  J  ye  хи dx (у£Е<
о

интегрални царайлик. Бу холда
I

F (/.</)= J у e~xv dx =  I — е~,у ( 0 < < < + о о )
о

булиб, у узгарувчининг £  =  (0, +- оо) тупламдан олинган ^ар бир тайин циймапш

1Нт£(<, у) ■.= lim  ( 1 — £-**)
<-*+«

булади. Демак, берилган хосмас шпеграл якинлашувчи ва

+ f>  - т у  
1 (У) = | У е dx =  1

булади.
Энди берилган интегрални текис я^инлашувчиликка текширамиз.
У 6  £  =  (0 , +  00) булсин. Ихтиёрий катта мусбат 6 сонни олайлик. Агар *<> =

=  ~ , 'о > 6  тенгснзликни ^аиоатлантирадиган ихтиёрий t0 ва у0 =  —  деб ол
сак, у  ^олда

-f 00

булади. Бу эса

I I Уое ху' dx\ 
U

Пу)

.-1 1
> Т е0

+ 00
у е xv dx

интеграл Е =  (0 , оо) да нотекис якинлашувчи эканини билдиради.
Энди у £ £ ' =  [с, +- оо) с :  £  булсин, бунда с — ихтиёрий мусбат сон. УяД ‘ V ^

> 0  олинганда *ам ( 0 <  е <  1) 6 = —  In —  дейилса, v < > 6  вд
с е

6  Iе- +  °°) УчУи

I +°°
| | у е xv dx | =  е ty <  е

-  In —• е
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бСлаД‘!. Демак,

КУ) ■ I’ у е~ху dx
о

■+00 ^

„ггеграл £ '* = 1 с ,+  оо) да (с >  0) -текис якинлашувчи.

Биз курдикки, параметрга боглнк хосмас интеграл

НУ) +J  f(x ,y)dx
а

(17 .18)

Л

нинг Е тупламда текис якинлашувчи булиши, /-*- +  оо да F( t , y )  
функция ни лимит функция I (у) га ( уб£)  текис якинлашишидан иборат.

Ушбу бобнинг i- §  ида у - * - у 0 да f (x,  у)  функциянинг лимит функ
ция фМ га текис якинлашишининг зарурий ва етарли шартини ифода- 
ловчи 17.1-теоремани келтирдик. Бу теоремадан фойдаланнб, (17.18) 
интегралнинг текис якинлашувчи булишининг зарурий ва етарли шарти 
келтирилади.

/ (*. У) функция М = {(х.у) 6 /?2:а:6 1 я. +  оо), y£Ec=.R}  тупламда 
бернлган. у  узгарувчининг Е тупламдан олинган ^ар бнр тайин кнйма- 
тида f (x. y )—x узгарувчининг функцияси сифатида [а, -f-оо) да ннтеграл- 
ланувчи. яъни

1{У) = Т  f ix.  У) dx (17.18)
а

хосмас интеграл мавжуд булсин.
17.7-таъриф. Агар V e > 0  олинганда ^ам, у  га сорлик булмаган 

шундай 6 = б (е) >  0 топилсаки, /' >  б, /"> б ни каноатлантирувчи 
V/', ?  ва V y £ E  учун

К  Д*. f/) d JC | <  е 
с

тенгсизлик бажарнлеа, у  ^олда (17.18) хосмас интеграл Е тупламда 
Фундаментал интеграл  деб аталади.

оо
17.10-теорема (Коши т е ор е м а с и ) .  Ушбу /(«/) = f f  ( x , y ) dx

а
интегралнинг Е тупламда т екис якинлашувчи булшии уч ун  ун ин г  
* тупламда фундаментал булиши з арур  ва етарли.

Бу теорема назарий а^амнятга эга. Ундан амалиётда фойдаланиш 
КИйнн.

Куйида биз интегралнинг текис якинлашувчилигини таъминлайди- 
купинча кулланиладиган аломатларни келтирамиз.

| - В е й е р ш т р а с с  а л ом а т и .  f ( x , y )  функция М =  {(*,у ) 6 R2: 
*6 [а? — оо), y ^ t c z  И) тупламда берилган, у  узгарувчининг Е туп
ламдан олинган ,\ар бир тайин кийматида f (x,y)  функция х узгарувчи- 
Нинг функцияси сифатида [а, +  оо) да интегралланувчи булсин. Агар 
шУндай ф(дг) функция (х^(а, 4- оо)) топилсаки,

О V x € [ a .  +  оо) ва V i / € £  учуй \f(x, г/)|<ф(х) булса,
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-fee If2) |ф(х)^дс хосмас интеграл якинлашувчи булса, у ^олда
а

i(y) = T f(x>y)dx
а

интеграл Е тупламда текис якинлашувчи булади.
+®

Исбот .  Шартга кура [ ф(x)dx  яцинлашунчи. Унда 16-бобнннг
а

2*§ ида келтирилган 16.4-теоремага асосан, V e > 0  олинганда хам, булса.

шундай б =  б (е) > 0  топиладики, V t' >  б, v  f  >  ббулганда |f (p(x)dx |<е
v

булади. Иккинчи томондан, 1) шартдан фойдаланиб цуйидагини топамиз:

Демак.

| f / ( x ,  t / ) d x | <  J | / ( x ,  y)\dx^\<?(x)dx (t' < t").

| j / ( * .  y)d x | < e .

Бу эса J" f(x, y ) d x  хосмас интегралнннг E тупламда фундаментал эка-
а

-foo
нини билдиради. Юцоридаги 17.10-теоремага асосан \ f ( x , y ) d x  инте-

а
грал Е тупламда текис якинлашувчи булади.

М и с о л .  Ушбу
+°° cos х и

J  , , . d x  ( у £ £  =  ( — о о .о о ) )  
о 1 т  *

интегрални карайлик.

Агар ф (дс) функция сифатида ф (х)
1

I +  х*
1) V х £ [0, - f  оо) ва V у  £ (  — эо, +  эо) учун

олинса, у  ^олда

2) +fq>(x)dx>

\Цх, у )\.

+« dx
" i  I T T .

I COS X у
I 1+x*

1
1 + ** =  Ф (* ).

интеграл якинлашувчи (царалсин, 16-боб, 1-§)

лади. Демак, Вейерштрасс аломатига кура берилган интеграл £ = (  — оо, оо) Да 
текис якинлашувчи булади.

Интегралнннг текис яцинлашувчилигини аницлашда кул  к е л а д и г з й  
аломатлардан — Абель ва Дирихле аломатларини исботсиз к е л т и р а " 1'^ ;

А б е л ь  а л о м а т и .  /(х, у)  ва g(x, у)  функциялар М =  {(х, у ) в  ® • 
jc6 [а, +  оо), y £ Ec z R }  тупламда берилган. у  узгарувчининг Е туи*

264

К д а н  олинган .̂ ар бир тайин цнйматида g(x, у)  функция х  пинг 
функцияси сифатида (а, - f  оо) да монотон функцня булснн. 
ф Агар

J  / ( * .  У) d x  
а

интеграл Е тупламда текис яцннлашувчн ва V  (*, у) € М учун 
lg(* .  У)\ < с  (с =  const)

f  f(x. y) g(x , у) dx

интеграл E да текис якинлашувчи булади.
М и с о л .  Ушбу

+°° Sin X —хи . __
J ------  <? d x  ( у £Е =  [0. +  оо»
О X

интегрални царайлик. Агар
sin х — хи 

I (х, у )  = --------, g  (х, у )  =  е
+ 00

деб олинса, Абель аюмати шарглари бажарилади. ^а^икатан ^ам, j  f  (х, y)dx
о

текис якинлашувчи:
+® +“  sin х  , я

f / (х , y ) d x =  J  — d x =  —
О О X i

Об-боб, 2 -§  ва 17-боб, 8 -§ ), g  (х , у) =  е ~ ху эса у нинг £ = [ 0 ,  + о с )  дан 
олинган хар бир тайин цийматнда х нинг камаювчи функцияси ва V х  £ [О,
+ 00). V y £ £  =  (0, + о о )  учун |g (х, у) \ = е  ху ^  1 булади. Демак, бернлган 
интеграл Абель аломатига кура £ =  [0 , +  оо) да текис якинлашувчи.

Д и р и х л е  а л о м а т и .  /(дг, у)  ва g(x,  у)  функциялар М тупламда 
б ер и лган . Агар V t > a  .^мда Vy £E  учун

I
|f f (x,  y ) dx\  <  с  (с  =  const)
а

булса ва у  узгарувчининг Е дан олинган ^ар бир тайин цийматида, 
*7"+  °° да g (x,  у)  функция уз лимит функцияси ф (у) =  0 га текис 
^Инлашса, у ^олда

-foe
5 /(*. У) g(x,  y ) dx
а

fflerpa.i Е да текис якинлашувчи булади.

^  и с о л. У шбу

+ «  sin  х у

м

J dx (*/€£ = п. 2])
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я
интегрални царайлик. Агар

/( х .  у) =  sin xy, g(x , у )=  —

дейилса, унда V < >  О, V у £ [ 1 .  2] учун

||/(х. i/)d х | =  Ц sin х j/d х| — 1 — cos I у < 2

булади х -
I

4-оо да g (х, у) =  — функция £ тупламда нолга текис я^инлашадн:

I V .  У ) - - - ■0.

Демак, берилган интеграл Дирихле аломатига кура £ =  [1, 2] да текис якинлашув- 
чидир.

Чегараланмаган функция хосмас интегралининг текис (нотекис) 
якинлашувчилиги тушунчаси ^ам юцоридагидек киритилади.

f (x, У) функция M j= {(jc, y )£R*:x€[a ,  b), y£E<=R)  тупламда 
берилган. у  узгарувчининг £  дан олинган .\ар бир тайин кийматида 
f ix,  у)  ни х узгарувчининг функцияси сифатида каРалганДа унинг 
учун х =  Ь махсус нуцта булсин ва бу функция [а, Ь) да интегралла
нувчи булсин. Чегараланмаган функция хосмас интеграли таърифига 
кура ихтиёрий (а, /] да (а <  / <  Ь)

Fi(t. «/)=* f/(x, y ) d x

интеграл мавжуд ва

Л («/ )= (7 (* . y ) d x  =  lim F^t . y )
i  t—ь -  о

(17.23)

булади. Демак, /, (г/) функция £, (/, у) функциянинг t -*-b — 0 даги ли
мит функцияси.

17.8-таъриф.  Агар t -* -b  — 0 да Ft (t, у)  функция уз лимит функ- 
цияси /,((/) га £  тупламда текис яцинлашса, у ^олда

J/ (x , y ) d x
a

интеграл £  тупламда текис якинлашувчи  деб аталади.
17.9-таъриф.  Агар t -* -b  — 0 да F^x.y )  функция уз ли»®* 

функцияси /,(«/) га £  тупламда нотекис я^инлашса, у ^олда

J7(x , y ) d x
а

интеграл £  тупламда нотекис якинлашувчи  деб аталади.
Бу таърифларни се — 6* орцали баён этишни уцувчига ^авола эта j 

миз.
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17. 10-таъриф.  Агар V e > 0  олинганда ^ам, шундай 6 =  6(е)> 0 
с а к и , b — 6 <  /' <  b, b — 6<  t"  <  £ булган v  t', t"  лар ва V у£Е

|f f ix,  y ) d x | < е 
v

-енГсипик бажарилса, у ^олда (17.23) интеграл £  тупламда фунда- 
0 цпал интеграл  деб аталади.

17.11-теорема .  \f (x, y)dx интегралнинг Е тупламда текис
а

цинлашувчи булиши учун  ун ин г  Е тупламда фундаментал булиши  
зйрур ва етарли.

5-§. Параметрга боглик хосмас интегралларда интеграл белгиси 
остида лимитга утиш

1. /(*. У) функция М = {(дг, y ) € R 2 :x£[a,  4 - оо), y ^ E c z R }  туп 
ламда берилган. у 0 нукта £  тупламнинг лимит нуктаси булсин.

17.12-теорема.  /(*, у)  функция
1) у  у з гарувчининг Е дан олинган хар бир тайин цийматида х 

узгарувчининг функцияси сифатида [а, +  оо )  да у злуксиз,
2) у -* - у0 да ихтиёрий (а,/) [ а С  f <  оо)ораликда  ф (х)лимит функ-  

цияга текис якинлашувчи бул син .
Агарда

I ( 4 0 = 7  fix, y ) d x
а

интеграл Е тупламда т екис якинлашувчи булса , у  холда у->~у0 да
I (У) функция лимитга эга ва

l im / (г/) = lim f /(х, y ) d x  =  f ф(x)dx (17.24)
V—У. I/ -» . а а

булади.
Исбот .  Теореманинг 1) ва 2) шартлари .^амда ушбу бобнинг 1-§ 

^аги 17.2-теоремадан ф(х) лимит функциянинг [а, -4- оо) да узлук- 
булиши келиб чикади. Демак, ф(дг) функция ^ар бнр чекли [a, t ] 

\а<  t<Z + оо) ораликда интегралланувчи.
Ф (х) ни [а, +  оо) да интегралланувчи эканлигини курсатайлик. 
Теореманинг шартига кура

l i y ) = * f f i x .  У) d x
а

^^грал Е да текис якинлашувчи. Унда 17.10-теоремага асосан, 
7. е ^>0 олинганда ^ам, шундай б =  б(е) > 0  топиладики, * '> 6 ,/ " > б
65ЛГЕгн V t', t "  лар ва V  */€£ учун

«

¥fix, у) d x\ <  г

Ж
(17.25)

267



булади. /(дс, у)  функцияга цуйилган шартлар 2- § д а  келтирнлган 17, 
теорема шартларининг бажарилишини таъмннлайдн. (17.25) тенглик». 
(/-►i/о да лимитга утиб ^уйидагини топамиз:

| f Ф (х) d х | <е.

Бундан эса ф (дс) нинг [а, +  оо) да интегралланувчи булиши келиб чи 
цадн (16-боб, 2-§).

Энди

/(*. y )d x  — +f  ф (дс) d дс J
а  а

айирмани куйидагича ёзиб,

| f  /(дс, y )d x — +f > ф (дс) d  дс I =  J J I/(дс, у) — ф ( д с ) Ы д с +  +f  /(дс, y ) d x -
а  a  a  t

—  J  <р(дс)с*дс|< J*I/(дс, у) — ф(дс)Id дсн -1 J  /(дс, y ) d x | +
t  a t

*Н+Г  Ф (*)<**! ( ° <   ̂+  °°) (17.26)
t

тенгсизликнинг унг томонидаги ^ар бир цушилувчини бахолаймиз.
+00

f /(дс, y)d x  интеграл Е да текис якинлашувчи. Демак, V e > 0
а

олинганда ^ам шундай =  fij (е) >  0 топиладики, барча / >  6, ва 
V j/££ учун

\+f  f(x, y ) d x \ < j  ( 17.27)

булади.
-Ню
J  Ф (дс) d д: хосмас интеграл якинлашувчи. Демак, юцоридаги
а

V г  >  О олинганда .^ам шундай 62 =  б2 (е) >  0 топиладики, барча t >®« 
учун

I J  ф (дс) d дс I <  -|- (17.28)

булади.
Агар б0 =  шах {5,, б2) деб олинса, барча / > б 0 учун (17.27) 93 

(17.28) тенгсизликлар бир йула бажарилади. у-*-у0 да /(дс, у) функии* 
ф (дс) лимит функцияга .̂ ар бир [a. t] (жумладан / >  <50) да текис як!|й' 
лашувчи. Демак, V  е >  0 олинганда ^ам, шундай 6' >  0 »топилади№ 
\У — i/0| <  тенгсизликни цаноатлантирувчн у £ Е  ва Уде 6 [о, t) (а ^
<  / <  +  оо) учун

I/(*, (17i29)
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Кдади. Натижада (17.26), (17.27), (17.28) ва (17.29) тенгснзликларга 
к>'Ра

| J /(*. y ) d x — j  q>(x)dxl<e
a a

булади- Бу эса

lim f /(x, y ) d x  = +( <p(x)dx (17.30)
V-V. a  a

булишини билдиради. Теорема исбот булди.
(17.30) лимит муносабатни цуйидагнча ^ам ёзиш мумкин:

lim +(/(х, y ) d x  = +( [ l im /(x,t/)ldx.
У-*У, a  a  J

Бу эса 17.12-теореманинг шартларн бажарилганда параметрга боглнц 
хосмас интегралларда ^ам интеграл белгиси остида лимитга утиш мум- 
кинлнгини курсатади.

2. /(х, у)  функция Af, = ((х , г/)6 Я2: х6 ( а ,  Ь), у  £Е с .  R)  тупламда 
берилган. у 0 нуцта Е тупламнинг лимит нуцтаси булсин. Шунингдек, 
у  узгарувчининг Е дан олинган >;ар бир тайин цийматида /(х, у)  ни х 
узгарувчининг функцияси сифатида каралганда унинг учун х = b мах
сус нук,та булсин.

17.13-т е о р е м а ,  /(х, у) функция
1) у  Узгарувчининг Е дан олинган ,\ар бир  тайин цийматида х 

узгарувчининг функцияси  сифатида [а, Ь) да  узлуксиз,
2) У~*-Уо да ихтиёрий \а, t)  (a<.t<.b) ораликда ф (х) лимит 

функцияга т еки с якинлашувчи булсин.
Агар

I i ( y )=$f ( x> y ) d x
а

интеграл Е тупламда т екис якинлашувчи булса , у  %олда у - * - у 0 да 
!\(у)  функция лимитга э га  ва

ь ь ь
lim  /,0/) =  lim f/(x, y ) d x  =  I'flim f ( x , y ) \dx  =  |> (x)dx 

V -V .b  a b - V .  J  a
булади.

®*§- Параметрга боглиц хосмас интегралларнинг параметр буйича
узлуксизлиги

•• f (x,  у )  функция М = {(х, у) £R2: х6 (а . +  «>), у£[ с ,  d]} туп
ламда берилган.

17.14-те  оре м  а. /(х, у)  функция М тупламда у зл у к си з  ва

l(l/) =  +J /(*. y ) d x
а
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интеграл [c,d\ да текис якинлашувчи бЦлсин. У холда I ( у )  функ. 
ция [с, d 1 оралщ да у зл ук си з  булади .

И с бот .  /(х, у) функциянинг М тупламда узлуксизлигидан. аввало 
бу функция у  узгарувчининг ^ар бир тайин цийматида х нинг узлук
сиз функцияси булиши келиб читали. Шу билан бнрга /(х, у) функ- 
ция М, =  {(дс, {/)еЯ2: х € [ а .  /1, у 6 [с, dl} ( a < f < + o o )  тупламда 
хам узлуксиз, демак, шу тупламда текис узлуксиз булади.

V</06(c, dl ну^тани олайлик. у-*~у0 да /(дг, у)  функция /(*, у0) 
лимит функцияга (а, /] да текис яцинлашади (каралсин, 250-бет). Агар 
теореманинг иккинчи шартини эътиборга олсак, у  удлда /(х, у)  функ- 
ция 17.12-теореманинг барча шартларини бажаришнни курамиз. У хол- 
да 17.12-теоремага асосан

4-00 -foo

=  ]■ f ix,  y<)dx = l ( y 0)
а

булади. Бу эса I (у) функциянинг [с, dl оралик; да узлуксиз эканнни 
билдиради. Теорема исбот булди.

2- /(х, У) функция М , =  {(дс, y ) £R 2 :x£\a,  Ь), у£\с, d]} тупламда 
бернлган. у  узгарувчининг [с, dl оралицдан олинган ^ар бир тайин 
цийматида /(х, у) ни х узгарувчининг функцияси сифатида царалганда 
унинг учун х =  b махсус нуцта булсин.

17 .15-теорема ,  /(х, у) функция М 1 тупламда у зл ук си з  ва

h ( y ) = $ f ( x ,  y ) d x
а

интеграл [с, d\ да т екис якинлашувчи булсин.  У %слда 1х( у )  функ
ция [с, dl оралицда у зл ук си з  бдлади .

7-§. Параметрга богли^ хосмас интегралларнн параметр буйича
дифференциаллаш

1. /(х, у)  функция М =  { (х, у) 6 R2'- х£[а,  - f  оо), у£[ с ,  d]} туп
ламда берилган.

17 .16-теорема .  / (х, у) функция М тупламда узлук си з, f v (х, У) 
хусусий  цосилага эга ва у  %ам у зл ук си з  хамда у  у з гарувчининг [с,А 
дан  олинган %ар бир  тайин цийматида

Ч у)  = +| f ix,  y ) d x
а

интеграл якинлашувчи булсин.
-foo t

Агар |' f y (х, y ) d x  интеграл [с, d\ да т еки с якинлашувчи бЦлСЬ
а
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урлда I ( у )  функция хам [c,d\ ораликда Г  ( у )  ух ила га  эга б$- 
[gdu ва

п«/) = "7/ ; <*- y ) d x  <1731>
а

муносабат дринлидир.
Ис б о т .  Vi/0€(c, d ] нуцтанн олиб, унга шундай А у  (Д«/^0)  

орттирма берайлнкки, у 0 +  Ау£ [с, d] булсин.
Ну) функциянннг у 0 нуцтадаги ортгирмасинн олиб, ушбу

1 ( у0 +  Д у )  — 1 (j/o) +С f ( x . y „  +  d y )  — Их.  у„)  .
-------- * ------  “  J  -----------Ту d x  <17 32>

а

теИГЛикни *осил цнламиз. Энди (17.32) теигликдаги интегралда Ау->0 
да интеграл белгнси остида лимнтга утиш мумкинлигини курсатамиз. 

Лагранж теоремаснга кура
I (*' У о ± А у) = f  {х, у  +  е . АУ) (17.33)

Д у
булади, бунда 0 <  0 <  1.

Шартга кура }у (х, у)  функцня М,  =  {(х, «/)€ Яг : * € ( а ,  Л y£\c.d\} 
( а < /< +  оо) тупламда узлуксиз, демак, текис узлуксиз. У  з̂ олда 
V e > 0  олинганда ^ам, шундай 6 — 6 (e )> 0 топиладики, |х" — х'|< 6,

— У'\ <  б тенгсизликларни цаноатлантнрувчи ихтиёрий (х', y ')  £Mlt 
(х", у " ) е М ,  нуцталар учун

\Гу ( х ' \ у " ) - Г и (х', у ’)\ <  е

булади. Агар х ' = х "  = х, у '  = у0< У" = У о +  Ау • 0 дейнлса, унда
I Д у  | <  б булганда

IГ„(х, Уо +  б • Ay) — f y (x, г/0)| < е  (V  х6 [ а ,  *1)
булади. Юцоридагн (17.33) тенгликдан фойдаланиб куйндагини топа
миз:

В ;  ( s  ,| < е

Бу эса А у - * -0 да ^<JC' У» л у) ~~' <х' ytl  функция /1(х, у 0) лимит функ-
Д У

иияга текис яцинлашишини билдиради.
Теореманинг шартига кура

+°° ,
J  /*(х, y ) d x
а

^ к*|с яцинлашувчи. Демак, V e > 0  алии ганда з̂ ам, шундай б =  б(е)>
■  О топиладики, / '>  б, / " >  б булган I" ва V y € [ c ,  d\ учун

|j7v(*. y ) d x | < е
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буладн. Жумладан
/*•
|f f'v (x, Уо +  Ь у -  6 )d jc| < e
V

буладн. (17.33) тенгликка асосан

булади. Бу эса

г*
I Г f(x- Уо + &У)-Цх,  Уо) dx  I
IJ  Ду

+00
Г / (X, уд -j- Ду) — f (х, Уд) ^ ^ 

Ду

интегралнинг текис якинлашувчилигнни билдиради. 
Натижада 17.12-теоремага кура

17 .17-теорема .  /(*, у) функция тупламда узлук си з, f'v (x,y)  
хусусий %осилага эга ва у  хам узл ук си з  хамда у  узгарувчининг [c,d\ 
дан олинган .\ар бир  тайин цийматида

U y ) dx
а

интеграл якинлашувчи бул син .
Агар

ь ,
j7 „ (* . y ) d x
а

интеграл [с, d\ да т екис якинлашувчи булса,  у  холда I J y )  функция 
хам [с. d] оралицда 1\(у)  хосилага эга бдлади ва

+ 0 0  

lim Г
ду-+о J  Ауа

/ ( х , у 0 + Д у )  — / (х,^ d x =  Г [ l i m  /.<1>»>+АУ )-М * ’ У«)|^х 
J  LAy-o Ду J

тенглик уринли булади.
Ю^орндаги (17.32) тенгликда Ду->-0 да лимитга утамиз:

/ (Уо +  А у) — / (Уа) _
£.*-►0

+оо

Нп1 = I im  f L . - - » ,
Ду д»-.о J  Д уа

- Г Г . .  ?(»■>.+ Д») —/(». » . ) ! .  +f
J  И™ 5 г * " )  '.<*• * ^ Лг-

/(X, у0 +  Д У ) — Д х ,  Уо) 

Ду

Демак,
+00

/'(Уо) = J f v (* . У0)<*х.

Теорема исбот булди.
(17.31) муносабатни куйидагича х;ам ёзиш мумкин:

+оо +оо
а / (X, у)* J J"

у а а

Бу эса теорема шартларида днффгренциаллаш амалини интеграл бел* 
гиси остига утказиш мумкинлигини курсатади.

2. /(*, у) функция М , =  {(дс, у) 6 ^ :  деб [а, 6), у€ [ с ,  dl} т?пламД» 
берилган. у  узгарувчининг (с, d| дан олинган ,̂ ар бнр тайин кийма* 
тида / (дс, у) ни дс узгарувчининг функцияси сифа тида царалганда унннГ 
учун х — Ь махсус нукта булсин.
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(У) =  f /’ (х, y ) d x

муносабат дринлидир.

8-§. Параметрга богли^ хосмас интегралларни параметр буйича
интеграллаш

1. f (x,  у)  функция М =  {(х, у ) 6/?*: дс6(а, +  оо), у 6 [с, d\) туп
ламда берилган.

17 .18-теорема .  Агар /(дг, у) функция М тдпламда у зл ук си з  ва

/ ( у ) = Т  К *  y )dxа
интеграл [с, d] ораликда т екис якинлашувчи бдлса , у  %слда I ( у )  
функция [с, d] да интегралланувчи ва

( 7 ( y ) d y = f [ +f /(*, y ) d x ] d y  = +f [ f f (x, y ) d y ] d x
с с а а с

бдлади.
Исбот .  Теореманинг шартларидан 1(у) функциянинг [с, d\ ораликда

узлуксиз булиши келиб читали (царалсин, 17.4-теорема). Демак, /(у) 
Функция [с, d\ да интегралланувчи.

Знди

П Т * /(*• y ) d x \ d y  = +f  [//(дс, y ) d y ] d x
а а а с

^нгликнинг уринли булишини курсатамиз.
Шартга кура

1 (У) = +f  f(x, y ) d x
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интеграл [с, d] да текнс якинлашувчи. Демак, У е >  О олинганда ^ам 
шундай 6 = 6 (е)> 0  топиладики, W > 6  ва Vy £[ c ,  d\ учун

С) f(x, y)dx\<t (17.34)

булади. Мана шундай t буйича

J [ ? f(x' y)dx]dy = $[$f(x, y)dx]dy + $[+\f /(x, y)dx\dy.
с  a с  a c  t

17.6-теоремага асосан

y)dx]dy = J[J/ (дс, y)dy\dx
с a a "с

булади. Натижада

J l(y)dy = J [ j  f(x, y)dy}dx + J’ [ +f f(x, y)dx]dy
с  а с  с  t

булади. Юцоридаги (17.34) муносабатни эътиборга олиб цуйидагшш 
топамиз:

\jl(y)dy —  j ' [  J' / (дг, y)dy]dx\^ \ \+[ /(х, y)dx\dy<t(d — c).
с  о 'с с  I

Бу эса

\ l(y)dy=-.\im f [ J 7 ( * >  y)dy]dx =  *\ [ J /(дс, y)d y\dx
'e l--»+oo •„ f a с

эканини билдиради. Демак,

П Т  К*» y)dx\dy=*f [j/(x, y)dy\dx.
с  а а с

Теорема исбот булди.
Энди /(*, «/) функция М% =  {(дс, y)€R-:x£[a, - f o o ) , у£[ с ,  -foo)} 

тупламда берилган булсин.
. 17 . 19-теорема ,  /(дс, у) функция Мг тупламда у зл ук си з  ва 

j' /(дс, y)dx, j  /(*. y)dy
a с

интеграллар м сс равишда [с, -f оо) ва [a, - f  оо) да  т екис яцинла- 
шувчи бул син .

Агар

Т  [7 l^x* y)\dx]dy (ёки +| [Т|/С*. y)\dy]dx)
с  а а с

интеграл якинлашувчи бул са , у  цолда

7 [ Т f(Xt y)dy ] dx• Г  [ +J f(x' y)dx]dyа с с  a
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„н тегр аллар  якинлашувчи ва 
+

с о  а с
бйлади.

Б у  теореманннг исботини уцувчига \авола циламиз.
2. /(х. У) функция Af! =  {(х, «/)€Я2: * € 1 а - 6). 1/6 [с. dj} тупламда 

б ер и л га н . у  нинг |с, d] дан олинган .̂ ар бнр тайин цийматнда /(дг, у) 
ни х узгарувчининг функцияси сифатнда карал ганда унинг учун х =Ь 
махсус нукта булсин.

17 . 20-теорема .  /(*, у) функция Мх тупламда у зл ук си з  ва

интеграл [с, d ) ораликда т екис якинлашувчи булса , у  хрлда 1Х ( у )  
функция [с, d] да  интегралланувчи ва

интегрални карайлик. У чегараланмаган функциянинг ( а <  1 да дс =  О махсус нуцта) 
чегараси чексиз хосмас интеграли булиб, а параметрга боглшушр:

^П В Д и клар  уринли ва f ха~ 1 d х интеграл а >  0 да якинлашувчи, а <  0 да узоц-
о

ащУьчк щаралсин, 16- боб, 5- §). 16- бобнинг 6- § ида келтирилган 16.8- теоремага кура

ь

а

d d b b d
j U( y ) d y=*  ] \ $ f  {X, y ) d x ] d у  =  j  [ J  /(x , y ) d y ] d x
с e a a с

булади.
М и с о л л а р .  I. Ушбу

о

О
Бу интегрални ^уйидаги икки ^нсмга ажратиб,

dx  =  / i ( a )  +  /г (а)

Уларнинг цар бирини ало^ида ало.^ида яциилашувчиликка текширамиз. 
0 <  * <  1 да цуйидаги

2 1 + х



интеграл а >  0 да якинлашувчи, а  <  О да узоклашувчи булади. х > 1 да куйидагч J  яъ» 11

1 а —2 Х° 1 ,
т *  <  г — < *1 + х

-foo

s j l  t {-  y - j &
тенгсизликлар уринли ва ( х°~2 dx интеграл а < 1  да якинлашувчи, в > | й  | булади. Бу тенгликдан куйидагини топамиз:

1 . __
узоклашувчи (каралсин. 16-боб, 1-§). 16-бобнинг 2 -§  ида келтнрилган 16.2- теог*. 
мага кура ***

ха— 1
7*(в)= J ~ х Лх

I
интеграл а  <  1 да якинлашувчи, а >  1 да узоклашувчи булади. Шундай килиб, бе- 
рилган

т -  j — *
о

интегралнинг 0 <  а <  1 да якинлашувчи булишини топамиз.
Энди 1 (а) интегрални *исоблай.миз.
Равшанки, 0 < х <  1 да

а -1  ® * о+ *-1
------ =  V  ( — 1)
1 + х (•)

булиб, бу катоР [^о. Ь0] (0 <  а 0 ^  х  ^  b„ <  1) да текис якинлашувчи булади. 
( • )  даражали каторнинг кисмнй йигиндиси

S„ (x )  =  V ( -  1) V +*_ I =  -- -----I1 " * " * »  1

А  11+х>
булади. Агар V n£ N  ва у  х £ ( 0 ,  1) учун

(—*)"!  ^  -<,-1 
1 + х

тенгсизликнинг уринли булишини .^амда

\xa~ l d x  ( 0 <  а <  1)
о

интегралнинг якинлашувчилигини эътиборга олсак, унда Вейерштрасс аломатига кур*

интеграл J  Sn (х) d х (n =  1, 2, 3 . . . )  текис якинлашувчи булади. 1 7 . 13-теорема- 
о

га кура
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lim  J S „ ( x ) d x  =  J  [ l im S„ (x) ] d x,
Л—*OOQ q П-ЮО

'■ <“> -  j  Я г / « - I *  2  [ j  ’v + * ' j  4k = v  0

Демак,

Агар

V < - D */»(в)=  > - г г -
£ о а + к

+°° ,С х°
= J  7 + 7 dj

i
интегралда х =  у  алмаштиришни бажарсак, у  холда

/,(<*) =

булади. Юкоридаги йул билан 

булишини топамиз. Демак,

■ д а - ;
,<1-о>-1т+г dt

/»(«) =
x M -D *

“  I_ n* 00 (— n* 1
/(a) = /1«i) + /s (a) = V t ^  + V  — = -  +

ft- о *=i

булади.
Агар

+ 2 (- ,)‘ ( - z i + — JГ* \a + * а — */*= 1

— + V ( _ 1 ) * /  -- !-- _|---- !--  ] = --  (0< e <
a  ^  ;  \ а  +  й a - * /  s i n e n I)

dx
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булишини (каралсин, 21-боб, 4 - § )  эътиборга олсак, унда

л/(а)

экан лиги келиб чи^ади. Демак,
-•-оо

х°~1

sin а л

■ d x
1 +  *  sin а  ло

( 0 <  а <  1).

2. Ушбу
-foo

о
«нтегралнн карлйлик. Бу хосмас интегралнинг якинлашувчи булиши 16-бобнннг 
2- § ида курсатилган эди. Энди берилган интегрални .^исоб-таЛмиз. Бунинг учун цу- 
йндаги

+00

. . .  С — ах sin х I (а) =  ( е ——  dx

параметрга боглиц хосмас интегрални караймиз. 
Равшанки,

функция

тупламда узлуксиз,

. v —а х s in  дг
/( х ,  а) =  е —  (/(о , а) =  1)

{ (х, о ) £ Я » :  х £  [0, +-оо), а  £ [0, с]} (с >  0)

/а (х, а) =  — е а * sin х

хусусий ^осилага эга ва у  хам узлуксиз функция. Куйидаги
+0О 4*00

d х =  — Г е ах  sin xdxj  f 'a (x , a) d x =  — j* e

интеграл эса a > a0 (яо > 0 )  да текис якинлашувчи. 17.16-теоремага кура
+°° -f-OO

1— а х ,  , е sin х d х =  —
1 +-С*

булади (царалсин, 1- цисм, 8 -боб, 2- §). Демак,

/ (о) =  — arctg а +- С.
- д  д

а  =  +  оо булганда, / (+- оо) =  0  булиб, —  +  С =  О, яъни С =  - j  булади. Де* 
мак,

1 (fl) = J - a r d g  а.
Бу тенглнкда а-*- 0 да лимитга утиб цуйидагини топамиз:

lim  / (а) =  — . 
о-»о 2
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Шундай цилиб, / ( 0 ) =  — , яъни

+оо
sin х л

' - . I  — « - Т

булади.

9-§. Бета функция (I тур Эйлер интеграли) ва унинг хоссалари

Биз 16-бобнннг 9-§ ида ушбу 
1

f a—l Ь — 1
х (1 — х) d x (17.35)

хосмас интегрални царадик.
Интеграл остидаги функция учун
1) а <  1, 1 булганда х =  0 махсус нукта.
2) а >  1, b <  1 булганда х — 1 махсус нукта,
3) а <  1, Ь< 1 булганда х =  0 ва х =  1 нуцталар махсус нукта- 

лар булади.
Бинобарин. (17. 35) чегараланмаган функциянинг хосмас интеграли- 

дир. Демак, (17.35)  интеграл — параметрга боглиц хосмас интеграл- 
дир. Уша ерда (17.35) хосмас интегралнинг а >  0, &> 0 да, яъни

M =  {(a,6)e/?J : a € ( 0 ,  +  oo), 66(0,  + 00)}
тупламда якинлашувчи булиши курсатилдн.

17.11-таъриф. (17.35) интеграл бет а функция  ёки I т ур Эйлер 
интеграли деб аталади ва В(а,Ь)  каби белгиланади, демак 

1
В (а, Ь) =  Г ха” ‘ (1 — л)6-1 dx (а >  О, b >  0).

О
Шундай цилиб В(а,Ь)  функция R2 фазодаги М = {(а , b)£R2 : а 6(0,
+ оо), 66(0. +  ° ° )} тупламда бернлгандир.

Энди В (а, Ь) функциянинг хоссаларини урганайлик.
1°. (17; 35) интеграл

1
В(а,Ь)  =  $ xa - l (\—x)b~l dx

О
ихтиёрий М0 =  {(а, 6) 6 /?г : а 6 К .  +  » ) .  * 61*0. +  °°)} (а „ > ° . ьо > ° )  
•уПламда текис якинлашувчи булади.

Исбот .  Берилган интегрални текис якннлашувчиликка текшнриш 
Учун уни куйидагича

Г а—  ̂ —* j  1/С2 а~ * /I —̂* j  Г a~^ /л * j.1 х ( 1— х) dx =  I х ( 1—х) d x +  \х ( 1— х) dx 
о о \п

езиб оламнз.
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1/2 1 рЦЛС3' УНДЗ
Равшанки, о > 0  булганда J  х0—1 dx интеграл яКи„лашу..,и, 6 > 0  I f  e(e> - В (». а)

булганда Д ( 1 — x)b ‘ dx интеграл якинлашувчи.

Параметр а нинг а  5»а0(а0> 0 )  цийматлари ва V 6 > 0 ,  
€ ( 0 , y j  учун

ха- ' ( \ - х)ь- 1 <  ^ * - ‘ (1 - х ) 4" 1 <  2*0' " 1 

булади. Вейерштрасс аломатидан фойдаланиб
1/2

f jca_l (1 — a;)6-1 dx
о

интегралнннг текис яцинлашувчилнгини топамиз.
Шунингдек, параметр b нинг Ь >Ь0 (Ь0>  0) цнйматларн ва

V a > 0 ,  V * € ^ y ,  1) учун

х ' ( 1 - х ) 6 ' < * “ '(1 — х)Ь' '< 2 ( 1 - * ) * '" '
1

булади ва яна Вейерштрасс аломатига кура I ха-1 (1 — х)ь~ 1 dx инте* 
гралнинг текис яцинлашувчилиги келиб чикади.

Демак, Г х°_| (1 — х)ь~1 dx интеграл а  >  а0 >  0 ва 6 > 6 0>  0 бул

ганда, яъни
М 0 =  {(а « ^)6/?2 :а 6 [о 0- +  <»), b£[b0, -foo)} 

тупламда текис якинлашувчи булади.
17.1 - э с ла т ма .  В( а , Ь) нинг М =  {(a, b)£R2 : а6 (0 , +  °°). ^6 

€ (0. +  °°)} тупламда нотекис я^инлашувчилигини куриш цини и эмас.
2°. В (а, Ь) функция М =  {(а, Ь) £ Я2 : а  6 (0, +  «>), &€( 0, +  00)) 

тупламда узлуксиз функциядир.
^ацицатан ^ам,

1
В (а, Ь) = j) xa~x(\ —x)b~l dx

интегралнннг М0 тупламда текис якинлашувчи булншидан ва интеграл 
остидаги функциянинг V  (я. Ь)£М да узлуксизлйгидаи 17. 15- теорема
га асосан В (а, Ь) функция

М ={(а, 6 ) бЯ2 : а€ ( 0 .  +  оо). 6^(0, +  оо)}

тупламда узлуксиз булади.
3°. V (з, Ь)£М учун В (а, Ь) =  В(Ь, а) булади. Дар.^ацицат

В(а, Ь) — j л: (1 — х) dx ннтегралда д: =  1— t алмаштириш бажа* 
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булишини топамиз.
4°. В (а, Ь) функция цуйидагича ,\ам ифодаланади:

В (а,
ч

-dt . (17 .36)

^ацикатан ^ам, (17.35) интегралда х =  j- j- y  алмаштириш бажарил-

-fw
са, у ^олда 

В(а, « - / д Г ' О - л Г ' Л , - j

ta- 1
. d t

(1 - H f *О
булади.

Хусусан, 6 =  1 — а  (0 <  а  <  1) булганда
4-00 o_ j

В = (а, 1 — а) =  Г 1 — d t = -Т5 -  (17.37)J  1 +  / sin а я 

булади. (17.37) муносабатдан цуйидагини топамиз:

Г  ° ( т -  I H

5е. V(a,  Ь)£М' (М' =  {(а, Ь) 6 R2: а  6(0 , + ° ° ) , Ж  1, +  оо)}) учун

(17.38)В (а, Ь) =  В (а, 6 — 1)
а + 6 + l 

булади.
(17.35) интегрални булаклаб ннтеграллаймиз

В(а, Ь) -  /  *а_1 (1 — д:)6-1 dx =  /  (1 — х)1-1 d = i -  ( 1 -

* f ~ x i ;  +  i * “ (1 - * ) * “ ’ d *  =  f  Xa ( \ - x i
b—2

dx

( a > 0 ,  6 >  1).

281



Агар
*° (1  _ х)ь~2 =  х а—* [ 1 —  (1 —  дг)1 (1 —  х)”-2 =  -  х)ь~- -

_  хв_, ( 1 — х)*-‘
эканлигини эътиборга олсак, у  ^олда

/  х°(1 - . г ) 6-2 dx =  J  (1 — jc)b- 2 — /  х — 1 (1 — х)6- ‘ dx =II л О

п

булиб, натижада

о о
= В (а, Ь— \) — В(а, Ь)

Ь— 1В (а, Ь) = - — -  [В (a, b — 1) — В (а, 6)]

булади. Бу теигликдан эса

В (а, Ь) = Ь— 1 В (a, b — 1) (а >  0, 6 >  1)а +  ь — 1
булишини топамиз.

Худди шунга ухшаш V (а, Ь)£М" учун
(М" =  {(а, & ) 6 Я г : а € ( 1 ,  +  * ) ,  6 6 (0 ,  -fo o )} )

В(а, Ь)=  5 ( а - 1 .  Ь)

булади.
Хусусан, Ь —п  (л 6 АО булганда

В (а, Ь) = В(а, п) я — I
Б (а, л — 1)а + л  — 1

булиб, (17.38) формулани такрор куллаб куйидагини топамиз.

В  (а, л) = п — I я — 2 1
а +  я — 1 а +  п — 2 а  4- 1 В (а, 1).

( 17 .39)

Равшанки, В (а, 1) = \ ха 'dx = — . Демак,

В(а, п) — -----------! 2 •• • {п~ |)----------- .
а ( а +  I) (а +  2) . .  . (а +  я -  1)

Агар (17.39) да а — т (т 6 /V) булса, у ^олда
В(т, л )=  12 • • • ( " - »  =  (п— 1)1 (ш — 1)1 

т  ( т +  I ) . . .(m  +  л — 1) (т  +  я — 1)1

10-§. Гамма функция (II тур Эйлер интеграли) ва унинг хоссалари

Биз 16-бобнннг 9 -§  ида 1\уйидаги
4 * »

I Xе- 1 e~xdx ( 17 . 40)

хосмас интегрални цараднк. Бу чегараланмаган функциянинг ( а <  1 ^  
х =  0 махсус нуцта) чекснз оралик буйича олинган хосмас и н те гр ал * 1
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булиши билан бирга а  га (параметрга^ хам боглнцдир. Уша ерда (17.40) 
хосмас интегралнинг а >  0 да, яъни (0, - f  оо) да якинлашувчи, а  <  О 

?™£яъни (— оо, 0] да узоклашувчи булиши курсатилди.
17.12-таъриф. (17.40) интеграл гамма функция  ёки II тур Эй

лер интеграли  деб аталади ва Г (а) каби белгиланади. Демак

Г (а )= ]°°  х e~‘ dx.

Шундай килиб, Г (а) функция (0, -foo ) да бернлганднр. Энди Г (а) 
функциянинг хоссаларини урганайлик.

1°. (17.40) интеграл
+«•

Г (а) =  J ха * е  х dx

ихтиёрий [о0, 60] . ( 0 < a o<fco< - f o o )  ораликда текис якинлашувчи 
булади.

Исбот .  (17.40) интегрални цуйидаги икки касмга ажратиб,
t

Г х~ ‘ е  ~ dx =  j ха ' е  х dx - f  J х ' е  х dx

уларнинг ^ар бирини ало.\ида-ало^ида текис якинлашувчиликка тек- 
ширамиз.

Агар а0 (а 0 >  0) сонни олиб, параметр а  нинг а  >  а0 цийматлари 

Каралсу, унда барча *6 (0 , 1] учун ха~' е~х <  ^  1 булиб, ушбу 
бобнинг 4-§ ида келтирилган Вейерштрасс аломатига асосан

/ Xй- 1 e - xdx
б

интеграл текис якинлашувчи булади.
Агар Ь0 (Ь0 >  0) сонни олиб, параметр а  нинг а <  Ь0 кнйматлари 

•Швладиган булса, унда барча х >  1 учун
0_. ь_1 /6о + 1\ь,+1 1j f ~ l e  s < x *  е  1

булиб,
-foo

интегралнинг якинлашувчилигидан, яна Вейерштрасс аломатига кура

*°—1 е~я dx

ралнинг текис якинлашувчи булишини топамиз. Шундай килиб,
+■»

Г (а.) =  J xa- ' e ~ x dx
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п
интеграл [а0. Ь0] (0 < а 0<Ь0<  +  оо) да текис якинлашувчи булади.

17 . 2 - э с л а т ма .  Г(о) нинг (0, +  оо) да нотекис яцинлашувчилигини 
куриш цнйин эмас.

2°. Г (а) функция (0, +  °°) Да узлуксиз з а̂мда барча тартнбдаги 
узлуксиз ^осилаларга эга ва

х° е  X(\nx)ndx (п =  1 , 2 , . . . ) .

И с б о т .  У а £ ( 0 ,  + ° ° )  нуцтанн олайлик. Унда шундай [о0. Ь0] 
(0 < а о < Ь о <  +  оо) орапиц топиладики, а 6 [ а 0, &0) булади.

Равшанки,
+ OD

r » - J / - ' е -  dx

интеграл остидаги f (x,  а) — ха е  х функция М = {(х, d )£R2; х£ 
£(0, + оо), а  6(0, +  оо)} тупламда узлуксиз функциядир. (17.40) ин
теграл эса (юцорида исбот этилганга кура) [а0. fe0] да текис якинла
шувчи. У з^олда 17.4-теоремага асосан Г (а) функция [а0, Ь0\ да, бино- 
барин, а  нуцтада узлуксиз булади.

(17.40) интеграл остидаги Дх, а) = х““ 1 е~я функция

fa(x, а) = х0- 1 е~х \п х
^осиласинннг М тупламда узлуксиз функция эканлигини пай^аш ци- 
йин эмас.

Энди
J fa(x, a)dx =  j - ха хе  X\nxdx

интегрални [а0, &0] да текис якинлашувчи булишини курсатамиз. Ушбу 

| ха~ 1 е~х \п х dx интеграл остидаги ха~1е~х1пх  функция учун 0 <  

< х <  1 да \xa~l e~x 1пх| <  xe ,_ l11пх| тенгсизлик уринлиднр. 4'L(v)=
а. --1

= х * |1пх| функция 0 < х <  1 да чегараланганлигидан ва J  х dx
о

1
интегралнинг я^инлашувчилигидан  ̂ х°*-1 |lnx|dx нинг з̂ ам якинла
шувчи булишини ва Вейерштрасс аломатига кура к а р а л а ё т г а н  
1

| xa~l e~xlnxdx  интегралнинг текис яцинлашувчилигини топамиз.

Шунга ухшаш цуйидаги 
+ 00

f Ха - ' е ~ х \п xdx

интегралда, интеграл остидаги х 
да

е  х In х функция учун барча х > 1

хГ-'е~я In х <  лл “ ‘ In х  ̂  хь• е~х <  ( * ± 1 Ь̂'+2 ' ^
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Г dx $
6р нб’ 1 интегралнннг як;инлашувчнлигндан, яна Вейерштрасс

аломатига кура I х° 1 е  X\nxdx нинг текис яцинлашувчнлиги келиб

ци а̂ди. Демак, (а0, Ь0] да J x°~'e~xlnxdx  интеграл текис я^инла- 
щувчн. Унда 17.16-теоремага асосан

/v ( a ) = ( l  xa~l e~xdx)1 =  J ( xe_1 e~x)’dx =  .1 x“~l e~*lnxdx
О О О

булади ва Г' (а) [а0, Ь0\ да. бинобарин, а  нуцтада узлуксиздир.
Худди шу нул билан Г (а) функциянинг иккинчи, учинчи ва з^оказо 

тартнбдаги з^осилаларннинг мавжудлиги, узлуксизлнги з а̂мда 
+ ®

Г- 74"* (а) =  х0-1 е~х (In x)ndx (п =  1 , 2 , . .  .)

булиши Мрсатнлади.
3°. Г (а) функция учун ушбу

Г ( а - г  \) = а-Г(а)  ( а >  0)
формула уринли.

Ннвдгган з̂ ам,
+  00 +ооI

интегрални булаклаб интегралласак,

xa- 'e ~ xd x =  I ‘Ш
+оо +оо

Х °  С г °  1
—  + J —  е Xdx = — Г ( а +  1)

о о

Г (а +  1) = а - Г  (а)

?  Г  (а) =  t

булиб, ундан

Г (а +  1) =  а - Г (а) (17.41)
булиши келиб чнкади.

Бу формула ёрдамнда Г (а +  п)  ни топнш мумкин. Дар.\а^ицат, 
(*'•41) формулани такрор цуллаб,

Г( а  +  2 )=  Г ( а +  1)-(а -f- 1),
Г (а  +  3 )= Г (а  +  2)-(а +  2),

к

Г(а  +  п) =  Г (а  +  п  — 1)(а +  /х— 1) 
*-*Шшни, улардан эса

Г (а +  п)  =  (а +  п — 1)(а +  п  — 2) . . .  (а +  2) (а +  1)-а Г (а) 
^■Нлигини топамиз. Хусусан, а = 1 булганда

Г ( п + 1 )  = п ( п  — 1) . . . 2-1 Г(1)
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булади. Агар Г(1) =  I е  Xd x — 1 булишинн эътиборга олсак, ундз
Г ( п +  1) =  л! экаилиги келиб чикади.

Яна (17.41) формуладан фойдаланиб Г (2) =  Г(1) = 1 булишинн то. 
памиз.

4°. Г (а) функциянинг узгариш характери.
Г (а) функцня (0 , +  оо) ораликда бернлган булнб, шу оралик да ис.

нукта.талган тартибли ^осилага эга. Бу функциянинг а  =  1 ва а = 2 
лардагн цийматлари бнр-бирига тенг:

Г( \ ) =Г ( 2 ) =\ .
Г (а) функцияга Pan ль теоремасннн (каралсин, 1- кием, 6 -боб, б-§) 

татбик кила оламиз, чунки ю^орнда келтирилган фактлар Ролль теоре- I 
масн шартларинннг бажарнлишинн таъмннлайди. Демак, Ролль теоре- 
масига кура, шундай a * ( l < a * < 2 )  топиладики, Г' (а*) = 0 булади. 
V a 6 ( 0 ,  +  °о) да

-foo
Г"(а) =  !' xa~l e~x\n xdx > 0  

о
булиши сабаблн, Г'(а)  функция (0, +  °°) ораликда цатьин усувчи була
ди. Демак, Г  (я) функция (0, +  оо) да а* нуктадаи бош^а нукталарда [ 
нолга айланмайди, яъни

+<*>
г  (а) =  I ха~ 1е~х1п хах  = 0

тенглама (0, +  оо) ораликда а* дан бошка ечимга эга эмас. У .̂ олда I 
О <  а <  а* да Г'  (о) <  О, 
a * < a < - f o o  да Г' (а) >  О 

булади. Демак, Г(а)  функцня о* нуктада минимумга эга. Унинг мини
мум кийматн Г (а*) га тенг.

Такрибий хисоблаш усули билан 
а* =  1,4616 . . .

Г  (a*) =  min Г (а) =  0,8856. . .
булиши топилган.

Г (а) функция a > a *  да усувчи бул* 
ганлиги сабабли а > я + 1  (n£N)  булганда I 
Г (а) >  Г(п  - f  1) =  п  1 булиб, ундан

lim Г (а) =  +  оо 
a—

булишини топамиз. I
Иккинчи томондан, а->-+0 да Г(а-~-1г

—*■ Г(\) =  1 ^амда Г (а )= /' (а+ 1 )- эканлиг** I
а

дан lim Г (а) =  -+- о° келиб чикади.
а-+о 1ада I
Г (а) функциянинг графиги 16-чиз» I

тасвирланган

11-§. Бета е я  гамма функциялар орасидаги богланиш

Биз куйида В (а, Ь) ва Г (а) функциялар орасидаги борланишни ифо- 
айдиган формулани келтирамнз.
Маълумкн. Г (а) функция (0, +  оо) да, В (а, Ь) функция эса R2 фа

з о д а ги  И = {(а , b)£ R - : а£ (0, -f-oo), Ь 6 (0 , 4 - оо)} тупламда берилган. 
17.21-теорема.  V (а, Ь) £ М учун

формула уринлидир.

В (а, Ь) =  Г- ^ ] ' Г {Ь) 
Г{а + Ь)

+ 00

Исбот .  Ушбу Г (а  +  6) = | ха+ь 1 е~хdx ( а > 0, 6 > 0 )  гам

ма функцияда узгарувчини куйидагича алмаштирамнз:
*  =  ( 1+0*/  (/> 0).

Натижада куйндагига эга буламиз:

1  Г(а + Ь) = ] ”  (1 +  ()а+ь~ 1 ./+ *-• *-<■+'* . (1 +/)<*, =

Я  = (1 +  l)a+b Г  /+ *-• dy.

Кейингн тенгликдан куиидагини топамиз:
+00

=  |' у а+ь~ 1 *"<*+'» dy .  
о

Бу тенгликнинг кар икки томонини t°~l га купайтириб. натижани(0, 
+ оо) оралнк буйича интеграллаймиз:

г  (а+ Ь) 
(I + 1)а+ь

-foo

Г (о +  Ь) ^
о

,а—1
dt(1 +/)“+*

Агар (17.36) формулага кура

-foo -foo

- Ш '
,0+6-1 е_,1+,,„ d y

f - ' d t .

+ 0 0

■
,0 - 1

(1 -J- /)а+ *
-dt  = В (а, b)

эканини эътиборга олсак, унда

16- чизма
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Г  (а +  Ь) ■ В  (а. Ь) =  | [ Г  у а+ь~' e~(l+,)v dy] f ~ x dt (17.42)

^лади. Энди (17.42) тенгликнинг унг томонидагн интеграл Г (а) • Г(Ь) 
булишинн исботлаймиз. Унинг учун, аввало бу интегралларда 

gjB rpa.i.iaiii тартибиии алмаштириш мумкинлигини курсатамиз. Бунинг 
* УЧ 17.19-теорема шартлари бажарнлишинн курсатишимиз керак.

Дастлаб а >  1, Ь >  1 булган колни курайлик.
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а >  1, b >  1 да, яънн {(а, 6 )€/?* : а 6(1. +  °°). 66(1» +  °°)} 
тупламда интеграл остидаги

/ (t. У)=У°+Ь~' ta- l e - ('+,)u 
функция V  (t , у) 6 {(/, у)  6 R2 : 16 [0, +  о о ) , у  6 [0, +  о о )}  да узлуксиз 
булиб, /(/, у) — у а~ь~ 1 ta~l е~{1+,)у > 0  булади.

j gp | QQ
Ушбу j  /(/, y)dy=\^ ta~' у0+ь“ ’ e~ll+t)v d y  интеграл t узгарув. 

чининг (0, +  о о ) ораликда узлуксиз функцияси булади, чунки

интеграл у  узгарувчининг [0, +  °°) оралицдаги узлуксиз функцияси 
булади, чунки

о
Ушбу

|°° f ~ l у а+ь~' е~(1+‘)у d t  =  Г (а)- у ь~' е~у

ва ни^оят, юкоридаги (17.42) муносабатга кура

Г  fi f ~ l y a+b~ 'e~{l+l)y dy] dt

интеграл якинлашувчи.
У колда 17.19-теоремага асосан

интеграл кам якинлашувчи булиб,

|*  [ j  * ta - i y a+b-i e -u + b vd y }dt =, f "  [ J  "  ta~l y a+b~l e- (l+,)y dt ]dy
0 0 0 0

Ja—l ya+b—1 g—d+<)»

булади. Унг томондаги интегрални ^исоблайлик:

J "  [ J  ° V -1 y a+b~l e” 04-0" dy] d/ =  J  "  [ | "  t°~x y a+b~' e~il+t)y d t \d y~



фтиэкада (17.42) ва (17.43) муносабатлардан
Г (а  +  Ь )В(а , Ь) =*Г(а) Г(6),

яъни

J  =  ( 1 7 4 4 )

булиши келиб чицади. Биз бу формулани а  >  1, 6 >  1 булган ^ол 
учун исботладик. Энди умумий ^олни курайлик.

Айтайлик, а > 0 ,  6 >  О булсин. У ^олда исбот этилган (17.44) 
формулага кура

В С + 1 . Ц - 1 ) -  Г ,^ Д / +,>г)+ ' ) (17.45)

булади.
В (а, Ь) ва Г (а) функцияларнинг хоссаларидан фойдаланиб цуйида* 

гини топамиз:

В ( а +  1, Ь +  1) = — ± — В(а, Ь + 1 ) = — ?— ~ В ( а ,  Ь), 
a  +  f t + J  а  +  6 + 1  а +  Ь

Г  (а +  1) =  а-Г (а), Г(Ь +  1) =  Ь-Г(Ь), Г  (а +  Ь +  2) =  (а +  Ъ +  1) Г  (а +
+  Ь +  1) =  (а +  Ь +  1)(а +  Ь)-Г(а +Ь).

Натижада (17.45) формула цуйидаги
__________ fL*___________(а  Ь) — о - Г (а)-Ь-Г(Ь)

(а +  Ь)(а +  Ь + 1 )  1 (а +  Ь)(а +  Ь + 1 ) Г ( а  +  Ь)

кУринишга келади. Бу эса (17.44) формула а > 0 ,  6 >  О да ^ам урин
ли эканини билдиради.

17.1-н а т и ж а .  V a £ ( 0 , l )  учун

Г (а) Г(\ — а) =  ——  (17.46)
sin а  л

бдлади.
Эфуи^атан ^ам, (17.44) формулада 6 =  1—а ( 0 < а < 1 )  дейилса, 

Унда
в ( а , i _ f l ) = / - W - r ( i - a)

Г( \ )

бУлиб, (17.37) ва Г(1) = 1 муносабатларга мувофиц

Г (а ) -Г (1  — а) =  — . п ■ (0 <  а  <  1).
Sind л

Одатда (17.46) формула келтириш формуласи деб аталади.
Хусусан, (17.46) да a — - j  деб олсак, унда



булишини топамиз.
1 7 . 2 - н а т и ж а .  Ушбу

Г( а ) Г^а  +  ± ) - ^ г Г( 2а)  („ > 0 )

формула уринлидир. Шуни исботлаймиз.
(17.44) муносабатда а = Ь деб

В (a, a) = -^ ± t (a)
Г (2а)

булишини топамиз. Сунгра

В (а, а) =  j  [х (1 -  х) ] “ ~ 1 dx =  j ’ [ 7  -  ( у  -  *)*]“
о в

1/2

■ ‘ Л т - С т — Л ' " *

интегралда — х =  ~\'^t  алмаштиришни бажариб,2
__ j_

* . . 2 а - 1  1
4 t dt =

= 2 2а — 1 I *  2 ( 1 - 0 °  2 ^ - 1  5 ( у - а )

га эга буламиз. Натижада
Г» to ______
Г ( 2 а )  г 2» - 1

булади.
Яна (17.44) формулага кура

r ( ~ l  ) ria>  Г (а)

а т - “) "  Г М  <ТП' ' г(“+т) г(-+т)
булиб, ( ** ) муносабатдан

Г (а) 1
Г (2а) 2 2а“ 1 Л “

эканлиги келиб чикади. Демак,

r ( a ) . r ( a  +  - L ' j - ^ i r  Г (2а).

Одатда (17.47) формула Л ежандр формуласи  деб аталади. 
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(17.47)

L

КАРРАЛИ ИНТЕГРАЛЛАР
t

«Математик анализ» курсининг 1-цисм, 9 - 1 0 -  бобларида функцня- 
jjjjhj- аниц интеграли батафсил урганилди.

Математика ва фаннинг бошца тармо^ларида куп узгарувчили функ> 
цияларнииг интеграллари билан боглиц масалаларга дуч келамиз (цуйи- 
ш, 1-§ да келтириладиган масала шулар жумласидандир). Бинобарин, 
уларни — каррали интегралларни урганиш вазифаси юзага келади.

Каррали интеграллар назарияснда ^ам, аниц интеграллар назарияси- 
дагидек, интегралнинг мавжудлиги, унинг хоссалари, каррали интеграл
ни ^исоблаш, интегралнинг татбицлари урганилади. Бунда аник; интеграл 
д^ияяги маълумотлардан муттасил фойдалана борилади.

Шуни таъкндлаш л озимки, аниц ннтегралда интеграллаш оралиги 
тутри чизиц (R — фазо) даги кесмадан иборат булса, каррали интеграл- 
ларда мос фазодаги со.^алар булади. Бундай со^аларнинг турлича бу
лиши каррали интегралларни урганишни бирмунча мураккаблаштира- 
ди. Ва, ^атто, кейинроц курамизки, интеграл тушунчасини ^ам турлича 
киритишии тацозо цилади (кейинги бобларга царанг).

Куйида биз, соддалик учун, икки узгарувчили функцияларнинг ин
теграллари билан танишамиз.

1-§. Икки каррали интеграл таърифи

Аниц интегралнинг баёнини шу интеграл тушунчаснга олиб кела- 
диган масаладан бошлаган эдик. Икки каррали интеграл тушунчасини 
урганишни ^ам унга олиб келадиган масалани келтиришдан бошлай- 
миз.

1. М а с а л а .  f (x,  у)  функция чегараланган (D) со^ада* ((D)с  
с:/?2) берилган, узлуксиз хамда V  (*, У) 6 (D) учун /(*, у ) > 0  булсин. 
R3 фазода Оху г  — Декарт координата системасини олайлик. Юцоридан 
z ~ f ( х, у)  сирт билан, ён томонидан, ясовчилари Ог  уцига параллел 
булган цилиндрик сирт ,\амда пастдан Оху текислигидаги (D) со.\а 
билан чегараланган (V) жисмни царайлик (17-чиама). (У) жисмнинг ,\аж- 
«ини топиш талаб этилсин.

Агар /(*, у)  функция (D) да узгар- 
Мас булса, /(х, у)  = С (С — const), у 
з̂ олда (V) жисмнинг (цилиндрнинг) ^ажми

V =  C D
£а тенг булади, бунда D — (D) со^анинг

Агар (D) сохада /(х, у)  х т  у  узгарув- 
’Иларнинг ихтиёрий узлуксиз функцияси 
Улса, у ^олда (V) жисмнинг ^ажмини 

Р®Ш^учун, аввало (D) со.^ани эгри чи-

Юзгя ерда ва келгусида хамма вакт функциянинг аникланиш сохаси (D) ни 
га булган coj^a деб хисоблаймиз.

■

18- БО Б
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z=f(K,y)

17- чизма



зи^лар билан п та булакка буламиз: (D) =  (J (Dft). Булувчи чизц^
ларни йуналтирувчн сифатида олиб Ог у^ига параллел цилнцдрИк 
сиртлар утказамиз. Натижада (V) жисм п та (V*) (k =  1, 2, . . . ‘ ^
булакларга ажралади. Сунг з̂ ар бир (Dk) (k — 1, 2 .............п) да ихтиёрий
(!*• Л*) нуцта оламиз. Бу (Dk) да /(х. у)  функцияни узгармас ва /(- 
т]А) га тенг десак. у  з^олда (V*) булакнинг здокми тахминан

f dk.  л»)
булиб, (V) жисмнннг з^ажми эса тахминан

V «  S / & .  л*)Д*
*=1

бдлади, бунда D*— (Ол) нинг юзи.
(V) жисмнннг .\ажмини ифодаловчн бу формула таьфибийдир. Чун

ки, /(х. у) ни з̂ ар бир (D„) да узгармас /(£*, т)л) деб ^нсоблад'нк: 
f ix, y)  =  f ( t k, л*), агар (х, у ) 6(£>*) булса.

Энди (D) соз̂ ани булакларга булиниш сонинн шундай орттнра бо-
райликки, бунда *ар бир (D*) (k =  1, 2..............п) булакнинг днаметри
нолга интила борсин. У з^олда

2  /('*. лл)£>*
Jk=l

циймат нзланаётган (10 жисмнннг з^ажмини тобора ани^роц ифодалай 
борадн деб з^исоблаш табиийдир. Демак, масала юцоридаги йигиндниинг 
лимитини топиш билан з̂ ал ^илинадн. Бундай йириндининг лимити икки 
каррали интеграл тушунчасига олиб келади.

2. И к к и  к а р р а л и  и н т е г р а л  т а ър и ф и .  Икки каррали инте
грални таърифлашдан аввал баъзи бир тушунчалар, жумладан (D) со.\а- 
нинг булиниши, функциянинг интеграл йигиндиси тушунчаларн билан 
танишамнз.

Бирор чегараланган (D)czR2 соз̂ а берилган булсин. (D) соланин г 
чегарасидагн ихтиёрий икки ну^тани бирлаштирувчи ва бутунлай шу 
созвала ётувчи чизицни (эгри чизицни) / чизиц деб атаймиз. Равшан
ки, бундай чнзицлар (D) соз а̂ни булакларга ажратади.

Шунингдек, (D) созвала бутунлай ётувчи ёпиц чизиции хам / 
чизн1% деб цараймнз. Бундай чнзи^лар з̂ ам (D) со.^ани булакларга 
ажратади. Бу соз а̂ни булакларга ажратувчи чекли сондаги / чизиклар 
системасн (/: I cr (D)} (D) соз^анинг булиниши деб аталади ва Р ={/: /^ 
с-(D) каби белгиланадн. (D) соз̂ ани булакларга ажратувчи .\ар бир / чизик 
Р  булинишнинг булувчи чизиги, (D) соз^анинг булаги эса Р  булиниш- 
нинг булаги дейилади. Р  булиниш булаклари диаметрининг энг кат* 
таси Р  булинишнинг диаметри деб аталади ва у кР каби белгиланадн.

М и с о л : (D) =  { (дс, у )} £ R*: 0 < х < 1, 0 < у < 1} булсин.
Куйидаги

I

■

* - х 4- Т

у = у » = Т

(/ =  0 , 1 , 2 . 3 , 4 ) , 

(* = 0. 1, 2, 3)

в в яклаР системаси (£*) соханинг Р , булиниши,

* = * / = — (i = 0, ^ 2 ........... п),

У — Уь — (*  =  0 , I, 2 ..............Я)* П
ицзиклаР системаси эса шу соханинг бошка Рг булиниши булади. Уларнинг дкамет- 

5  ,  _  V  i
Р К ^ Pi 12

Я.я, - га тенг.

Демак, (D) соз̂ а берилган з^олда, бу соз а̂ни турли усуллар билан 
булннишларини тузиш мумкин. Натижада (D) соханинг булинишлари 
туплами *осил булади. Уни {Р} кабн белгилайлик.

f ix . У) функция (D)cr R2 созвала бернлган булсин. Бу соханинг 
P£f Алинишини ва бу булинишнинг з̂ ар бир (D„) (k =  1, 2, . . .  , п) 
булагида ихтиёрий (£*, т)л) (k=  1, 2..............ri) нуцтани олайлик. Бернл
ган функциянинг (£*, т у  нуцтадаги циймати f ( l k, t ) J  ни D„ (Dk — (Dk) 
соз а̂нинг юзи) га купайтириб, цуйидаги

/(5*.
* - 1

йириндини тузамиз.
18.1-т а ъ р и ф .  Ушбу

°  — 2 j f  Л»)' Du
*=I

( 18. 1)

йиринди, f (x,  у)  функциянинг интеграл йигиндиси  ёки Риман йигин
диси деб аталади.

Мисол.  1. /(дг, у) = х-у функциянинг (D) со^адаги интеграл йигиндиси

° = 2  /(5* . П* ),£>*=  S  Sft-’lft O**=i *=1
булади, бунда 

2. Ушбу
(5*. Л*) ^ ( ° * )  ( * = 1 . 2 ............. п).

*(х. {I, агар (дс, y)£(D)  да, х — рациоиал сон, у — рационал сон булса, 
О, агар (дс, у) £ (D) да, х ва у ларнинг камида биттаси иррациона.1 сон 
__________  булса

Функциянинг интеграл йигиндиси куйидагича булади:
о =  v  ,./. п  (О, агар барча ^  ва г)  ̂ лар рационал сои булса,

V i s » ,  Л*) ° к  =  0, агар барча 5* ёки барча ti* лар иррациоиал сон 
*=i I булса.

^Оцорида келтнрилган таърнфдан курннадикн, /(лг, у) функциянинг 
йигиндиси о каралаётган / (х, у)  функцияга, (D) соханинг бу- 

усулига чамда хар бир (D*) дан олинган т)̂  ну^таларга 6of- 
булади, яъни
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йигиндилар мос равишда Дарбунинг цуйи  з а̂мда юцори йигиндилапи 
деб аталади.

Бу таърифдан, Дарбу йириндиларининг /(*, у)  функцияга ^амда(£л 
соланин г булинишига боилиц эканлиги куринади: '

s =  sp if), S = Sp if).
Шунингдек, ^ар доим

s <  S
булади.

Юцоридаги (18.4) тенгсизликдан фойдаланиб цуйидагини топамиз

2  <  2/(£*> Цк)&к^ 2  MkDk.*=i *=i *=i
Демак,

s p ( J ) ^ o P(f; 1к, л») <$/>(/)•
Шундай килиб, f ix,  у)  функциянинг интеграл й и р и н д и с и  з̂ ар доим унинг 
Дарбу йиРиндилари орасида булар экан.

Аниц чегараничг хоссасига кура
т тк, Мк <  М ( k=  1, 2, . . .  , п)

булади. Натижада ушбу
П П

s  =  2  тк Dk >  т  2  Dk=mD,
А=1 *=1

5  =  2 MkDk <  Af 2 D *  =  Af-D 
*=i *=i

тенгснзликларга келамиз. Демак, v  Z3 6 {^} учун
m - D < s < S < M D  (18.5)

булади. Бу эса Дарбу йириндиларининг чегараланганлигинн билдиради.
2. И к к и  к а р р а л и  и н т е г р а л н н н г  б о ш ц а ч а  т а ъ р и ф и .  

f ix, у)  функция (D) с : R2 соз^ада берилган булиб, у  шу со^ада чега
раланган булсин. (D) со^анинг булинишлари туплами & — {Р} нинг 
з̂ ар бир Р 6 Р  булинишига нисбатан /(дг, у)  функциянинг Дарбу йирин- 
диларн sP (/), Sp (f) ни тузиб

{врШ  {SP(f)}
тупламларни цараймиз. Бу тупламлар (18.5) га кура чегараланган бу* 
лади. .

18.6-т а ъ  риф.  {sP(f)} тупламнинг аниц юцори чегараси l ( x’ y ' 
функциянннг (D) со^адаги куйи икки каррали интеграли (цуйи г* ’ 
ман интеграли) деб аталади ва у

y ) d D
(О)

каби белгиланади.

(SpiD) тупламнинг аник; цуйи чегараси f(x, у) функциянинг (D) 
с0^ада юкори икки каррали интеграли^(ю^ори Риман интеграли) деб
зталади ва у

l = ^ H x , y ) d D

^бн белгиланади. Демак,
L =  У) dD =  sup {s}, 7 = ~ f f ( x ,  y ) d D ~ in l{ S ) .

1 “  V» (O)
18.7- т а ъ р и ф .  Агар f ix,  у) функциянинг (D) соз^ада цуйи *амда 

юкори икки каррали интеграллари бир-бирига тенг булса, у  з̂ олда 
f(x, у) функция (D) соцада интегралланувчи. деб аталади, уларнинг 
умумий циймати

К  / = П /(ДГ* y ) d D = ] J J {х' y)dD

f(x, у) функциянинг (D) со^адаги икки каррали интеграли (Риман  
интеграли) дейилади ва у

Ц / (х , y ) dD

каби белгиланади. Демак,
(•(•/(х, y ) dD = Hf ( x ,  y ) dD = J ] f ( x ,  y ) dD.
Ф)  (D) (О)

Агар

J J / ( x ,  у)  d D *  f t  f ix,  y ) dD
m  »>

булса, f (x,  у)  функция (D) соз^ада интегралланмайди деб аталади.
Шундай цилиб, /(дг, у)  функциянинг икки карралн интегралнга ик

ки хил таъриф берилди. Бу таърифлар узаро эквивалент таърифлар. У
1- кием. 9- бобдаги аниь; интеграл таърифларининг эквивалентлигини ис- 
ботланганидек курсатилади.

3-§. Икки каррали интегралнннг мавжудлиги

f ix, у)  функциянинг (D) с : R2 соз̂ а буйича икки каррали интеграли 
Мэвжудлиги масаласини цараймиз. Бунинг учун аввало (D) со^анинг 
^эмда Дарбу йириндиларининг хоссаларини келтирамиз.

(О) со^анинг булинишлари хоссалари 1-цисм, 9 - бобда урганилган 
Iе. 6) оралицнинг булинишлари хоссалари кабиднр. Уларни исботлаш 
**Рли бир хил муло^аза асосида олиб борилншини эътиборга олиб, 
тУвида у хоссаларнн исботсиз келтиришни лозим топдик.

f ix, у)  функциянинг Дарбу йирннднлари хоссалари ^ацндагн вазият 
^  худдн шундайдир.

*• (D) соз^а б у л и н и ш л а р и н и н г  х о с с а л а р и .  Фараз цилай- 
р  К' & =  {Р} — (D) соз̂ а булинпшларидан иборат туплам булиб, Р х £ S' 

булсин.



/(дс, у)  функция чегараланган (D) с  R2 со^ада берилган булсин 
Бу (D) со^анинг шундай

Р 1* R f  • • • I Р  т '  • • • 0 8 . 2 j

булинишларинн цараймизки, уларнинг диаметрларидан ташкил топган

кетма-кетлик нолга'интилсин: Яр -*-0. Бундай Рт (т =  1, 2, \
• /Я  /

булинишларга нисбатан f (x,  у)  функциянинг интеграл йириндисини ту. 
замиз.

П
о т =  2  /(?*. Л*)А*- ft=l

Натижада (D) со^анинг (18.2) булинишларига мос /(дс, у)  функция 
интеграл йигиндиларн кийматларидан иборат цуйидаги

1̂» • • • * От • • •

кетма-кетлик ^осил булади. Бу кетма-кетликнинг ^ар бир ^ади 
Т1а) ну^таларга боглик;.

18.2-т а ъ р и ф .  Агар (D) со^анинг ^ар цандай (18.2) булинишлар 
кетма-кетлиги {Ят } олинганда ^ам, унга мос интеграл йиринди ций- 
матларидан иборат {ат } кетма-кетлик, (1*. ц*) нуцталарни танлаб оли- 
нишига боглиц булмаган ^олда ^амма ва^т битта / сонга интилса, бу
I га а  йигиндининг лимити деб аталади ва у

П
lim ст =  lim 2  f(S*. Т|*)*Ц» =  /Ьр-Г 0 Хрч* 0

каби белгиланади.
Интеграл йигиндининг лимнтини куйидагича .\ам таърифлаш .мум

кин .
18 . 3 - таъриф.  Агар V e > 0  сон олинганда ^ам, шундай 6 > 0  

топилсаки, (D) со^анинг диаметри лр <  б булган ^ар к,андай Р  булини* 
ши *амда ^ар бир (Dk) булакдаги ихтиёрий (£*, цй) лар учун

I ст — / 1 <  е

тенгсизлик бажарилса, у .ухпда / га ст йигиндининг лимити деб ата
лади ва у

Нтст =  /
X р  г»0

каби белгиланади.
Энди /(х, у) функциянинг (D) со.^а буйича икки каррали и н те гр а  

лининг таърифннн келтирамиз.
18.4-таърнф.  Агар кр-*-0 да /(дг. у)  функциянинг и н т е г р а л  hhfhh* 

диен ст чекли лимитга эга булса, /(х, у) функция (D) со.^ада инт«г " 
ралланувчи (Риман маъносида интегралланувчи) функция  дейилаДИ'
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gv а йигиндининг чекли лимити / эса / (дс, у)  функциянинг (D) со^а 
буйича икки каррали интеграли (РимаА интеграли) дейилади ва у

ЦПх,  y)dD
кабн белгиланади. Демак,

f j/ (x , y)dD  =  lim ст = lim J ]/ (I * , t|*)A*.
(D) \ p - * 0  0 ft=1

Биринчн пунктда келтирилган (К) жисмнинг ^ажмн /(х, у)  функция
нинг (D) со^а буйича икки каррали интегралидан иборат экан.

М и с о л .  1. / (х, у) — С — const функциянинг (D) соца буйича икки каррали 
интегралини топамиз. Бу функциянинг интеграл йигиндиси

П
о =  У  C D „  =  C D  

*=1
булиб, 0 да lim  о =  С-D булади. Демак,

А. р  —*0

J  JC-dD= C-D.
Хусусан, 1(х, у) =  1 булганда (П>

J f d D r = D (18.3)
<D)

булади.
2. Ушбу пунктда ф(х,  у) функциянинг (D) с= R* соха да интеграл йириндисини  

топган эдик. Унинг ифодаси хамда интеграл таърнфидан бу функциянинг (D) со.х,ада 
интегралланувчи эмаслиги келиб чицади.

1 8 . 1 - э с л а т м а .  Агар /(дс, у) функция (D) со^ада чегараланма
ган булса, у  шу со^ада интегралланмайди.

2- §• Дарбу йигиндилари. Икки каррали интегралнинг бош^ача таърифи

1- Д а р б у  й и г и н д и л а р н .  /(дг, у) функция (D)c=/?2 со^ада бе
рилган булиб, у шу со^ада чегараланган булсин. Демак, шундай уз- 
гармас т  ва М сонлар мавжудки, V  (лг, У) 6 (D) да

т  <  f (x,  у ) ^ М
бУлади.
.  Ф )  соланин г бирор Р  булинишини олайлик. Бу булинишнинг хар 
б?р (ДО (k =  1, 2, . . . , п) ' булагида /(дс, у) функция чегараланган 
Улиб, унинг аннц чегаралари

т * = {/(дг, у) ■■ (дс, у)  € (D„)}, М„ = sup {/(дс, у ) : (дс, у)  е  (Dk) } 
^ У Д  булади. Равшанки, V  (jc, y)£(Dk) учун
К  т„ <  / (дс, у)  <  М„. (18.4)

*”-5- т а ъ р и ф .  Ушбу

s = 2  rnkDk, S =



Агар Р, булинишнинг ^ар бир булувчи чизиш Рг булинишнинг хан 
булувчи чнзиги булса, Р г булиниш Р х ни эргаштиради деб аталалм 
P i  -« Р, каби белгиланади. 83

1°. Агар Рх^Р,  Р г 6 Р з е ?  булинишлар учун Р х ■* P v  Р„ р  
булса, у  ^олда Р х * Р3 булади. * 5

2°. V P i i f M P r t . S ’ булинишлар учун, шундай Р £ ?  топила 
дики, Pt -* Р,  Р9 ■* Р  булади.

2. Д а р б у  й и г и н д и л а р и н и н г  х о с с а л а р и .  /(*, у)  функция 
(D) со^ада берилган ва чегараланган булсин. (D) со^анинг Р  булнни- 
шини олиб, бу булинишга нисбатан /(дг, у)  функциянинг интеграл ва 
Дарбу йигиндиларини тузамиз:

o =  op(f-, т]А) =  2]/(£*.
А-1

Л
s = sP ( f ) =  2  mkDk,

* - 1

5 = 5 р (/)= i ]A f 4D*.
*=i

1°. V е > 0  олинганда хам (£*, т]*)€(А*) нуцталарни (й = 1, 2, . . . ,п) 
шундай танлаб олиш мумкинки,

О < S p { f ) - a p ( f ) < t ,
шунингдек, (?*, %)£(£>*) (k =  1 , 2 , . .  . , п) нуцталарнн яна шундай тан
лаб олиш мумкинки,

0< стр (/) — sp (/ )< e
булади.

Бу хосса Дарбу йнпшдилари sp (/), S p(/) лар интеграл йигинди 
о Р if) муайян булиниш учун мос равишда аник; цуйи з а̂мда аник юкори 
чегара булишини билдиради.

2°. Агар Рх ва Р г лар (D) соланин г икки булинишлари булиб, 
Рх ■* Р 2 булса, у ^олда

sp, i f )  ^  sp, (/)• bpt if) <  S p,(f)
булади.

Бу хосса (D) со^анинг булинишдаги булаклар сони орта борганда 
уларга мос Дарбунинг цуйи йигиндисининг камаймаслнги, юкори 
йигиндисининг эса ошмаслигини билдиради.

3°. Агар Рх ва Р г лар (D) соланин г ихтиёрий икки булинишлари 
булиб, s Pt(f), SPt{f) ва Spt (f), SPt(J) лар /(дг, у)  функциянинг шу б?* 
лннишларга нисбатан Дарбу йигиндиларн булса, у  ^олда

Sp, if) ^  *Sp, if), sP| (/) <Spj(/)
булади.

Бу хосса, (D) со^анинг булинишларига нисбатан тузилган цуйи йигий' 
дилар туплами {sP (/)} нинг \ар бир элемента (юцори йнгиндилар тупла*

(S if)) нннг W  б’Ф элемента) lo^oprf йнгиндилар туплами {Spi f )} 
Е л* исталган элементидан (купи йнгиндилар туплами {sP(/)} нинг ис- 
тялган элементидан) катта (кичик) эмаслигини билдиради.

4°. Агар f  ix, у)  функция (D) со.^да берилган ва чегараланган булса,
у  * олда

sup {sp (/)}< inf {Sp(/)}

булади.
Бу хосса f ix, у)  функциянинг цуни икки каррали интеграли, унинг 

юкори икки каррали интегралндан катта эмаслигини билдиради:

!_ <  Т
5°. Агар f i x , у)  функция (D) со^ада берилган ва чегараланган 

бчлса, у  к°лда V e > 0  олинганда кам, шундай б > 0  топиладики, 
ф)  соханинг диаметрн Яр < 6  булган барча булинишлари учун

Sp (/ )< 7  + е  (0 <  Spi f ) —Т  <  е),
Sp(/)>_/ — е ( 0 < / — sp (/)< e) (18.6)

буладн.
Бу хосса / {х, у) функциянинг юк;ори ^амда куйи интеграллари кр 

->0 да мос равишда Дарбунинг юцори ^амда куйи йигиндиларининг 
лимити эканлигини билдиради:

/ =  lim Sp{f), I  =  lim sp(/).
Xp —♦O Xp -*o

3. И к к и  к а р р а л и  и н т е г р а л н и н г  м а в ж у д л н г и .  Энди икки 
каррали интегралнинг мавжуд булишинннг зарур ва етарли шартини 
(критерийсини) келтирамиз.

18 .1-теорема ,  f i x , у) функция  (D) соцада интегралланувчи б у 
лиши учун , V е >  0 олинганда х1ам, ш ундай  6 >  0 топилиб. (D) со . 
цхнинг диаметри Хр < Ь  бдлган %ар цандай Р бдлинишига нисба  
тан Дарб у  йириндигари

Sp i f ) — sP(J)<  е (18.7)
гпенгсизликни цаноатлантириши з арур  ва етарли.

Исбот .  З а р у р л и г и .  /(дг,у)  функция (D) со^ада интегралланувчи 
булсин. Таърифга кура

l  =  I_ =  J
б?ладн, бунда

I_ =  sup {sp if)}, I  = in f {Sp(f )}.

V  e >  0 олинганда . а̂м, - j -  га кура шундай б >  0 топиладики, (D) со-
^нинг диаметри Я.р  <  б булган ,\ар цандай Р  булииишига нисбатан 
•^Рбу йигиндиларн учун (18.6) муносабатларга кура

S p i f ) - 7 < ± ,  / -  s p ( / ) < 4



S p ( / ) - s p (/ )< e
булиши келиб читали.

Е т а р л и л и г и .  V e > 0  олинганда ^ам, шундай 6 > 0  топилиб, (О)
со^анинг диаметрн кР <  6 булган кар цандай Р  булинишига нисбатан 
Дарбу йигиндилари учун

S p ( / ) - s p (/ )< e

булсин. К,аралаётган / (х, у)  функция (D) со^ада чегараланганлиги учун, 
унинг к,уйн ^амда юк4ори интеграллари

булиб, ундан

мавжуд,

булади. Равшанки,

Бу муносабатдан

булишини топамиз.

]_ =  sup {sp (/)}, / =  inf (S p (/)}

J_< T

sP( J ) < i < 7 ^ s p {[). 

o < 7 —] _ < s p {f)— sp {f)
Демак, V e >  0 учун

0 <  / — / <  с

булиб, ундан I_ =  / булиши келиб чикади. Бу эса f (x, y )  функция-
нинг (D) со^ада интегралланувчи эканлигини билдиради. Теорема исбот 
булди.

Агар f ( x , y )  функциянинг (Dk) (к =1,2, 
билан белгиласак, у  э̂ олда

,п) со^адаги тебранишини

Sp( j )  — Sp( f )= V  ( Mk- m k) Dk =  ^< ок Dk 
к—1

булиб, теоремадаги (18.7) шарт ушбу
А=1

яъни

lim V  с . D. =  0
Хр —*0 1

куринишларни олади.

4-§ . Интегралланувчи функциялар синфи

Ушбу параграфда икки каррали интегралнинг мавжудлигн каКидаГЙ 
теоремадан фойдаланиб, маълум синф функцияларнинг и н те гр а л л а н у в ч и  
булишини курсатамиз.
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18.2-теорема. Агар f ( x, y )  ф у н ^ и я  чегараланган ёпиц ( D ) a  R2 
coxflda берилган ва у зл ук си з  бдл са , у  ш у  со^ада интегралланувчи  
ЩЛлади.

Исбот .  f (x, y)  функция (D) со^ада текис узлуксиз булади. У з̂ олда 
К а н т о р  теоремасининг натижасига асосан (12-боб, 6-§), V e > 0  олин
ганда кам, шундай 6 > 0  топиладики, (D) со^анинг диаметрн ?.р < 6  
б у л г а н  Р  булиниши олинганда, бу булинишнинг кар бир булагида функ
ц и я н и н г  тебранишн шк <  е булади. Демак, (D) соханинг диаметрн 
Хя < 6  булган каР кандай Р  булинишида

S P (/) — sp (f) =  V  u>k Dk < t  V  Dk =  t  D 
* = i  * = i

булиб, ундан
lim y ( i ) . D k = 0. _ К КЬр - о  *=_1

булиши келиб чикади. Демак, f (x, y )  функция (D) со^ада ннтегралла 
нувчи. Теорема исбот булди.

Баъзи бир узиладиган функцияларнинг ^ам интегралланувчи булн- 
шини курсатишдан аввал ноль юзли чизик тушуичасини эслатиб, битта 
лемма исботлаймиз. R2 текисликда бирор Г чизик берилган булсин. 
Маълумки, V  е >  0 берилганда ^ам, Г чизикни шундай купбурчак (Q) 
билан ураш мумкин булсаки, бу купбурчакнинг юзи Q <  е булса, у 
з̂ олда Г — ноль юзли чизик деб аталар эди. Масалан, [а, 6] оралнкда 
аиицланган ва узлуксиз у  =  /(дг) функция тасвирлаган чизик, ноль юзли 
чизик булади. Шуни ^ам айтиш керакки, гарчанд юзаки Караганда кар 
Кандай чизик, ноль юзли булиб куринса ^ам, аслида ундай эмас.

(D) сохада ноль юзли Г  чизик берилган булсин.
18 . 1 -лемма .  V е > 0  олинганда хам. ш ундай  Ь>  0 топиладики, (D) 

соланине диаметри У.р <  6 бдлган Р бдлиниши олинганда б у  бдли- 
ишининг Г чизик, билан умумий нуцтага эга бдлган бдлаклари 
юзларининг йигиндиси  е дан  кичик бдлади.

Исбот .  Шартга кура Г — ноль юзли чизик. Демак, уни шундай (Q) 
купбурчак билан ураш мумкинки, бу купбурчакнинг юзи Q < e  б>'лади.

Г  чизик билан (Q) купбурчак чегараси умумий нуктага эга эмас 
Деб, Г чизик нукталарн билан (Q) купбурчак чегараси нукталари ора
сидаги масофани карайлик. Бу нукталар орасидаги масофа узининг энг 
кичик кийматига эришади. Биз уни 6 > 0  оркали белгилаймиз. Агар (D) 
соханинг диаметри <  6 булган Р  булиниши олинса, равшанки, Ру 
ВВшншннннг Г чизик билан умумий нуктага эга булган булаклари 
бутунлай (Q) купбурчакда жойлашадн. Демак, бундай булаклар юзла- 
рининг йигиндиси е дан кичик булади. Лемма исбот булди.

18.3-теорема.  Агар f (x, y )  функция  (D) сохада чегараланган ва 
°У соханинг чекли сондаги ноль юзли чизицларида узилишга эга бд -  
либ. долган барча нуцталарида у зл ук си з  бдлса , функция  (D) сохада 
ин'пегралланувчи бдлади.

Исбот .  f ( x, y )  функция (D) сохада чегараланган булиб, у  шу со- 
ЙЯИннг факат битта ноль юзли Г чизигида (Г с :  (D)) узилишга эга бу- 
Либ, колган барча нукталарда узлуксиз булсин.



V е >  0 сонни олиб, Г чизикни юзн е дан кичик булган (Q) куп, 
бурчак билан ураймиз. Натижада (D) соз̂ а (Q) ва (D)^(Q) соз̂ аларга 
ажралади.

Шартга кура, f (x, y)  функция (D )\ (Q) да узлуксиз. Демак, V e > o  
олинганда ^ам шундай 6 j> 0  топиладики, диаметри Хр < 6 г булган Р{
булинишнинг \ар бир булагндаги f (x, y )  функциянннг тебранищи 
шк <  е булади.

Юцоридаги лемманннг исботи жараёни курсатадики, шу е >  0 га 
кура, шундай 62> 0  топиладики, (D) соланин г диаметри Хр <  б2 бул. 
ган булиниши олинса. бу булинишнинг (Q) купбурчак билан умумий 
нуцтага эга булган булаклар юзларшшнг йигиндиси е дан кичик бу. 
лади.

Энди min (S l  б2} =  б деб, (D) соз^анинг диаметри ХР <  б булган Р 
булинишнни оламиз. Бу булинишга иисбатан f (x, y )  функциянинг Дарбу 
Йириндиларини тузиб, цуйидаги

SP(f) -  s^ if) =  V  ©* Dk (18.8)
*=i

айирмани царанмиз.
Бу (18.8) йигаидининг (Q) купбурчакдан ташцарнда жойлашган (Dk) 

булакларга мос ^адларндан иборат йипшдк

к
булсин.

(18.8) й и р и и д и н и н г  цолган барча .\адларидан ташкил топган й и р и н д и

2 ” D* к
булсин. Натижада (18.8) йиринди икки ^исмга ажралади:

* = 1  к к
( D)\(Q) со^адаги булакларда о>*<е булгаилигидан

2' *>*D* < e 2 ' D (18.10) 
* Т

булади.
Агар / (дг,//) функциянинг (D) соз^адаги тебранишини Q билан белгнла- 

сак, у з^олда

2 ’ ‘I>*Z)* < Q2 ” Dk 
*Т к

булади. (Q) купбурчакда бутунлай жойлашган Р  булинишнинг булак- 
ларн юзларннинг йигиндиси е дан кичик з а̂мда (Q) купбурчак чегараси 
билан умумнй нуцтага эга булган булаклар юзларннинг йигиндиси saM 
е дан кичик булишини эътиборга олсак, унда

2 ' ° * < 2 е  
к
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булишинн топамиз. Демак,

2 ' 0)* D* <̂ 2 Q e - ( , 8 П ) 
к

Натижада (18.9), (18.10) ва (18.11) муносабатлардан

V  (ot D4 <  e D - f  2Qe = e(D +  2Q)
*—i

эканлнгн келиб чикади. Демак,

lim Уш . D = 0 .
* я -°  *Ti

Бу эса f (x, y)  функциянинг (D) со^ада интегралланувчи булишини бил
д и р ад и .

f (x, y)  функцня (D) соз^анинг чекли сондаги ноль юзли чизицла- 
рида узилншга эга булиб, долган барча нуцталарида узлуксиз булса, 
у н и н г  (D) да интегралланувчи булиши юцоридагидек исбот этилади. 
Теорема исбот булди.

5-§ Икки каррали ннтегралнинг хоссалари

1^уйнда f (x, y )  функция икки карралн интегралининг хоссаларини 
урганамиз.

Икки каррали интеграл з̂ ам аниц интегралнннг хоссалари сингари 
хоссаларга эга. Уларни асосан исботсиз келтирамиз.

1°- f (x, y)  функцня (D) соз^ага ((D) c z R2) интегралланувчи булсин. 
Бу функциянинг (D) соз^ага тегишли булган ноль юзли L чизикдагн 
(L cz (D)) цнйматларинигина (чегараланганлигини сацлаган з^олда) узгар- 
тиришдан косил булган F(x, y)  функция з̂ ам (D) созвала интегралла
нувчи булиб,

J J  f ( x , y ) dD = f f F ( x , y ) d D
(О) Ф)

булади.
Исбот .  Равшанки, V(x, y )  £(D)/L  учун

l ( x , y ) = F (х,у).
Шартга кура L— ноль юзли чизиц. Унда 18.1-леммага асосан, V e > 0  
олинганда з̂ ам, шундай 6 >  0 топиладики, (D) со.\анинг диаметри ХР <  б 
булган з̂ ар цандай Р  булиниши олинганда з а̂м, бу булинишнинг L чизиц 
билан умумий нуцтага эга булган булаклари юзларининг йигиндиси е 
Лан кичик булади. Шу Р  булинишга нисбатан f (x, y)  ва F(x, y)  функ- 
Чияларнинг ушбу интеграл йигиндиларини^тузамиз:

а р  Ф  ~  2  I  ’I*  )  A k ’
Н  k- i

А 303



op(J) йириндини цуйидагича икки кисмга ажратамнз:
° РИ) =

к к
бунда 2 '  йигинди L чизик билан умумий нуктага эга булган (Dk) бу.

лаклар буйича олинган, 2 "  эса Колган барча ^адпардан ташкил топ.
к

ган йигинди.
Худди шунга ухшаш

(F) =  2 '  ■F (ь*. Л*) Dk +  2 '  F а к, Л4) Dt .
* *

Агар V  (х, у) 6 (D )/ L учун f (x, y )  =  F{x,y)  эканнни эътиборга олсак, 
у  *олда

I° р ф  — °р  (^ )1 < 2 '1  /Й*.Л*) — П*)|-^*<Л1-2, />*<А!в
к

булиши келиб чикади, бунда М = sup\f (x, y)  — F (х,у)\, ((*,*/)6(D) \ L). 
Демак,

|®Р(Л — o p {F)\<M t.
Кейинги тенгсизлнкда А.р->-0 да лимитга утиб куйидагини топамиз: 

j j  f ( x , y ) d D=[ \F( x , y ) d D.
(D) <D)

2°- f i x>y) функция (D) со^ада берилган булиб, (D) со?̂ а ноль юз ли 
L чизик билан (D,) ва (DJ  со.^аларга ажралган булсин. Агар f (x,y) 
функция (D) сосала интегралланувчи булса, функция (Dt) ва (D2) со- 
^аларда ^ам интегралланувчи булади, ва аксинча, яъни /(х, у)  функция 
(Di) ва (D J со^аларнинг х;ар бирида интегралланувчи булса, функция 
(D) соэ а̂да ^ам интегралланувчи булади. Бунда

Hf ( x , y ) d D =  $ f  f O c , y ) d D+Hf ( x , y ) d D.
(D) (D i) ‘D ,)

3е. Агар /(jc, у)  функция (D) со^ада интегралланувчи булса, у 
*олда c f ( x , y )  (с =  const) ^ам шу со^ада интегралланувчи ва ушбу

n c - f b , y ) d D  = c [ [ f ( x , y ) d D
(О) (D)

формула уринли булади.
4°. Агар f (x, y)  ва g ( x , y )  функциялар (D) со^ада интегралланувчи 

булса, у ^олда f  {х, у)  ± g  {х, у)  функция \ам шу со^ада интегралла- 
нувчи ва ушбу

J f l f i x, у) ± g i x , y ) ] dD = f f f ( x , y ) d D ± f f g ( x , y ) d D  
(D) ( О )  (D)

формула уринли булади.
18 . 1 -натижа .  Агар /,(х,у), f2{х,у), . . . .  f nix, y)  ф у н к ц и я л а р н н н г  

^ар бири (D) со^ада интегралланувчи булса, у ^олда ушбу 
c J i i x . y )  + c 2 f 2( x , y ) + . . . + c n f n (x,y) (с, =  const, i  =  1,2............. n)



пфункция ^ам шу сохада интегралланувчи ва
J J M i( * .« / )  +  c2/2(x,«/) +  . .*  +  cn f n (x, y) ]dD =
(D)

= c A [ f l (x, y)dD + c i \\f 2(x, y ) dD +  . . .  +  c n j  J  f n (x, y ) dD
<D) (O) (O)

бдлади.
5°. Агар /(x, у) функция (D) сохада интегралланувчи булиб, v  ( х, у ) в  

i(D) учун f ( x , y ) >  0 булса, у *олда
Г \f (x, y ) dD > 0
(О)

буладн.
18 . 2 - натижа .  Агар /(*,«/) ва g (х, (/) функциялар (D) сохада ин

тегралланувчи булиб, V(x, y )£(D)  учун
f {x, y ) *Zg (x, y )

булса, у  *олда
[ [ f ( x , y ) d D < H g ( x , y ) d D
W )  (D)

булади.
6°. Агар f (x, y)  функция (D) сохада интегралланувчи булса, у 

цолда \f(x,y)\ функция ^ам шу созвала интегралланувчи ва
\ n H x , y ) d D \ < H \ f ( x , y ) \ d D  

(D) (О)
булади.

7°. У р т а ^ и й м а т  >; а к и д а г и т е о р е м а л а р .  f i x , у)  функция 
(D) сохада берилган ва у шу со.\ада чегараланган булсин, Демак, 
шундай т  ва М узгармас сонлар (т =  inf {/(х, у)\ (х, у)  6 (D)}, М =  
= SUP {fix, у) ;  (х, у) 6 (D)}) мавжудки, V (х, у) 6 Ф ) учун

m ^ f ( x , y ) ^ M
булади.

18 . 4- теорема .  Лгар f i x, у)  функция (D) сохада интегралла
нувчи бдлса , у  %олда ш ундай  узгарм ас  ц (т <  ц. < М) сон  мавжудки,

И  f ( x , y ) d D = p D

бдлади, б ун да  D — (D) соланин г юзи.
18.3-н а т и ж а .  Агар }(х,у)  функция ёпи^ (D) сохада узлуксиз 

у ^олда бу со.\ада шундай (а, Ь) 6 (D) нуцта топиладики,
П f { x , y ) d D=f ( a , b ) D

к- (Абулади.
18.5- теорема .  Агар g ( x , у) функция  (D) сохада интегралланувчи 

°9либ, у  ш у  сохада у з  ишорасини дзгартирмаса ва f i x , у)  ф ункция  
\Р) со.\ада у зл ук си з  бдлса, у  холда ш ундай  (а, Ь) 6 iD) нуцта топнла- 
Дики,

J / f ix,  У) g i x,  y)dD  =  f (a,  b ) j / g ( x,  y ) dD 
.  U>> (O)
Щлади.
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8°. И н т е г р а л л а ш  с о ^ а с и  у з г а р у в ч и  б у л г а н  и к к и  кар.  
ра л и  и н т е г р а л л а р .  /(дг, у) функция (D) со.^ада берилган булнб 
у шу со^ада интегралланувчи булсин. Бу функция, (D) соланин г юзга 
эга булган >;ар кандай (d) цисмнда ((d) c i  (D)) з̂ ам интегралланувчи 
булади. Равшанки, ушбу

ff/(*.  y)dD  
ип

интеграл (d) га боглиц булади.
(D) соз^анинг юзга эга булган .\ар бнр (d) цисмнга юцоридаги ин- 

тегрални мос цуямиз:

Ф :(< 0-*Ш (х , y ) dD.
W)

Натижада функция з̂ осил булади. Одатда бу

ф ((4 »=  Г//(*. y ) dD 
(d)

функция со.\анинг функцияси  деб аталади.
(D) создав бирор (дг0, у^  нуктани олайлик. (d) эса шу иуцтанн уз 

ичига олган ва (d) cz (D) булган со.\а булсин. Бу соз^анинг юзи d, диа
метри эса Я, булсин.

Агар А,-►0 да нисбатнинг лимити lim ■ мавжуд
d  х>о d

ва чекли булса, бу лимит Ф((^)) функциянинг (лг0, Уо) нуцтадаги со%а
буйича хрсиласи деб аталади.

Агар f (x,  у)  функция (D) соз{ада узлуксиз булса, у з^олда Ф ((d))
функциянинг (х0, у д) нуцтадаги со.\а буйича з^осиласи / (дг0, у^  га тенг
булади.

6-§. Икки каррали ин1 егралларни хиссюлаш

f (x,  у)  функциянинг (D) соз^адаги ((D) a  R-) икки каррали интег- 
рали тегишли интеграл йигиндининг маълум маъиодаги лимити сифа- 
тида таърифланди. Бу лимит тушунчаси мураккаб характерга эга бу
либ, уни шу таъриф буйича з^исоблаш з^атто содда з^олларда з̂ ам анча 
кийин булади.

Агар f (x, у)  функциянинг (D) созвала интегралланувчилиги маълум 
булса, унда биламизки, интеграл йиншди (D) создании г булиниш усу- 
лига з а̂м, з̂ ар бир булакда олинган ( lk, нуцталарга з̂ ам борлиК 
булмай, 0 да ягона | J  f (x,  y )dD  соига интилади. Натижада функ*

<*>)
циянннг икки каррали интегралинн топиш учун бнрорта б у л и н и ш г а  
нисбатан интеграл йириндининг лимитинн .\исоблаш етарли булади. Бу 
з̂ ол (D )  созван инг булиниши ни з̂ амда (\k, i i A)  нуцталарни, и н т е гр а л  
йириндинн ва унинг лимитини з^исоблашга цулаи цилиб олиш нмконини 
беради.



г
Мясо л. Ушбу »

I J , ху dD
щятегралн» з^исобланлик. Бунда

Ф) = {(*. 1, 1 — *}.
равшанки, f (х, у) =  ху функция (D) да узлуксиз. Демак, бу функция (D) со^ада
интегралланувчи.

(Ь ) со^ани

(Dik ) -  {  (*. у) € Л*: — < *<  —  < У <  — + А  «£ 11
I л л я  п  п п )

(1 = 0,1.2.......... л —1, * = 0,11,2, . . . .  п— I)
вулакларга ажратиб, .цар бир (Dlk) да (|<§ т)* ) =  , —  j  деб цараймиз.

У *олда
я- l  ч—< n—1 г л—1— 1 / ь 1 I n — i  1 П

Л л и р ч . ю в - л  2  Т Т ’^ + Т * - i --------=i=0 *=0 <=0 L *=0 л я л» я я J
J__я, 1 /я«(я — 1)я ,  я (я — 1)(2я — 1)

* 1 2 
пг (п — I)»

/ Я*(Л • . . . .  . . ___
2л* ---------- *  +

О
булади. Бундан эса

б?лиши келиб чицади. Демак,

lim  о =  —т" 
п —* оо 24

J \xydD =  —  
ID) 24

Умуман, куп з^олларда функцияларнинг каррали ннтегралларини 
таърифга кура з^нсоблаш цийин булади. Шунииг учун каррали интег- 
Ралларни з^исоблашнинг амалий жихатдан цулай булган йулларини то
пиш зарурняти тутилади.

Юцорида айтиб утганимиздек. f (x,  у) функциянннг каррали ннтег- 
Рали ва уни з^исоблаш (D) соха га боглиц.

Аввал, содда холда, (D) соз̂ а турри туртбурчак сохадан иборат бул
ган з̂ олда функциянинг каррали интегралнни з^исоблаймиз.

18.6-теорема.  f (x,  у)  функция (D) = {(х, у ) £ К * : а ^ х  <6 ,  с <  
** y <d \  соцада берилган ва интегралланувчи бул син .

Агар х ( х 6 [ а ,  Ь]) узгарувчининг %ар бир тайин цийматида

Ц х ) = *  f (x, y ) d y
С

интеграл мавжуд булса, у  з^олда ушбу



интеграл ^ам мавжуд булади ва

f f f ( x ,  y)dD  =  f [ J  f (x,  y ) dy ]  dx
(О) a с

булади.
Исбот .  (D) со^ани

(Dlk) =  {(x, y ) e R * : x ( < x < x l+v y k < y < y k+i) (i =  0, 1............л - i ,
k =  0 , 1, . . m — 1)

(a =x0<x .  <  . . .  < х п = Ь, с  — y 0<  t/j<  • • . < y m = d) булакларга 
ажратамиз. Бу булинишни Рпт деб белгилаймиз. Унинг диаметри

Я рпт =  т а х  / * * ?  +  * »» ( Л *1 =  xi+i “  V  Л У* =  *̂+1 “  У к).
Модомики, f{x, у) функция (D) со^ада интегралланувчи экан, у шу 
со.^ада чегараланган булади. Бинобарнн, Дх, у) функция х,ар бир (Dtk) да 
чегараланган, ва демак, у шу со^ада аник; ю^ори \амда аниц цуйн че- 
гараларига эга булади:

т(к =  inf{/(x, у ) :  (х, y ) 6 (Dlk)},
Mih — sup {/ (лг, у ) : (х, у) 6 (D.k )},

(« = 0, 1........ л — 1, k  =  0, 1...........т  — 1).
Равшанки, V (х, у)  6 (Du ) учун mik <  f (x,  у) < М 1к, хусусан, 

6[Jfr x,+1I учун *ам т1к <  /(£,, у)  <  Mik булади. Теореманинг шар* 
тидан фойдаланиб цуйидагини топамиз:

**+• j»*+i »*-и
J  т 1к ЛУ <  j  f ( l i . y ) d y <  J  M lkd y ,

*k Vk Vk
ЯЪНИ

"*+l
m ik ЛУ* <  J  /(?<• У ) d y  <  M ,*  A y * ,  б у н д а  Д у *  =  y * +1 —  «/*•

Агар кейинги тенгсизликларни k нинг k >= 0 , 1, 2, . . ., m — 1 
матларида ёзиб, уларни .\адлаб кушсак, у  ^олда

m—I m— 1

ЯЪНИ

т-1 *̂+1
2  ^ 2  /(i,, y ) d y ^  2  Ду4,

*= 0 *=1 у к А=0

S  И1*4У* < J  /(?i. y )d y =  Ш j) < S  Mi*A0*
* = 0  с к=0

(/ =  0, 1, . . ., л — 1) булади. ,
Энди кейинги тенгсизликларни Дх, (Ах( =  х(+1 — х,) га купайтири0 ' 

сунг ^адлаб цушамиз. Натижада

s  (mi> < * д  «/*)**, <  s 7 <ч <  s  S ’ л **) •Л ' ‘ ~ i=0 (=0 *—0»«0 *=0
булади.
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Равшанки, 
л -1  '’!= 1 п— 1 т— 1

(18. 12>

у  (2 1  1  2  =  2  ]
*=о i—0 ,ж*° *“

/(х, У) функция учун Дарбунинг цуйи йигиндиси,
л—1 m—1 п—1 m—1

(==0 4=0 1=0 »=• О
эса Дарбунинг ю^орн йигиндисидир. Демак,

s < <2 / ( g J A x l < S .
<=u

Шартга кура f (x,  у)  функция (D) да интегралланувчи. У *олда Я.рпт-*'0> 

s —► f ^/(х, y)dD , S -+  y )dD
(D) ID)

булади.
(18.12) муносабатдан эса,

\J l ( t ().Ax(
<==o

йдаиндишшг лимитга эга булиши ва бу лимит
JJ7 (* . y)dD
ID)

га тенг булиши келиб чицади:
П—1

lim  V  I (?,.) Axt — [ j f  (х, у ) dD. 
n i= о ( ОХр -»0  ̂пт

Агар

ва

П—1
Ит 2 /(|()Дх, =  J / ( x ) d x

l V ° i-=0

J  l (x)dx =  $ [ j  f (x, y ) d y ) d x
a a с

эканлигини эътиборга олсак, унда

J J / ( x ,  y ) d D = l  f (x, у) dy]  dx
ID )  о с

бУлишини топамиз. Бу эса теоремани исботлайди.
1 8 .7 -т е о р е м а . f (x,  у)  функция (D) — {(х. у)£ R*: а <  х <  Ь,с ^  

f ^ y ^ d )  со^ада б ерил ган  ва интегралланувчи бул син . Агар у  (у 6 
с̂* 1̂) Узгарувчининг %тр би р  тайин цийматида

/0/) =  //(*. У)ах
а
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эканини топамиз. Демак,

V * ;  Г* С xdxdy

№>
2 + V 2 . 
1 + У з

Энди (D) со*а ушбу
(D) =  { ( x , y ) e R * : a ^

I * л < х < 6 ,  Ф !(х )< (/< Ф г (дс)}
18-чизма куринишда булсин. Бунда ф^д)

ва Фа(х) [а, 6] да берилган ва узлуксиз функциялар (18-чизма).
18.8- т е о р е м а ,  f (х, у)  функция (D) со.\ада берилган ва инте

гралланувчи бул син . Агар х (деб\а,6J) узгарувчининг %ар бир тайин 
цийматида

Цх) = \ f(x. у) dy
Ф|(Л

интеграл мавжуд б$лса, у  %олда у шб у
Ь ц>,<*)
J I  J  f ( x, y ) dy ] dx
а  ф',(л)

интеграл хам мавжуд бдлади ва
Ь <Р,(х)

f f f ( x , y ) d D  =  $I j f ( x , y ) d y ] dx
(О ) а  ф ,(х)

булади.
Исбот .  ф( (дг) ва Ф*(х) функциялар [а,Ь] да узлуксиз. Вейерштрасс 

теоремасига кура бу функциялар [а, Ь] да узининг энг катта ва энг ки* 
чик ^ийматларига эришади. Уларни

min ф, (х) =  с, max <р2 (х) =  d
а<х<Ь а<х<Ь

деб белгилайлик.
Энди

(^ i) =  {( j f . y)€^2 : a < x < 6 ,
со.^ада ушбу

f ( x, y ) ,  агар (х, у) 6(D) булса,
О, агар (х, у)  6 (Dl)-^.(D) булса

функциянн царайлик.
Равшанки, теорема шартларида бу функция (D,) со^ада интеграл* 

ланувчи ва интеграл хоссасига кура
| f  f *(x, y ) dD = f j ' r ( x , y ) d D +  f J  f* (x, y ) dD =
(о.) (о)

=  J f  f ( x, y ) dD (18. 14)
(D)
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Г(Х,У) =  [



$ладн. Шунннгдек, jc (дс £ (а, 61) узгарувчининг ^ар бнр тайин цийматида

Л М  =  y ) d y
С

интеграл мавжуд ва

h (x )  ■=//*(*.у ) d y  = * f  У {X, У)dy  +ф| /* (X,y ) d y  +
е с «>.<*)

d  <Pi(x)
+  J  f * ( x , y ) d y = j  /(дс, у) d y  (18 .15>

<P,U) <Pi<x)

булади. Унда 1 8 .6 -теоремага кура

$ l $P(x , y ) d y\dx
а с

интеграл х£м мавжуд булади ва

f $T( x , y ) dD = bj [ ] f * ( x , y ) d y ] dx
< £ > ,)  О  с

буладн.
(18. 14) ва (18.15) муносабатлардан

H f ( x , y ) d D  =  $ [ * f f ( x , y ) d y ] dx
(D ) а <р,(х)

булиши келиб чи^ади. Теорема исбот булди.
Энди (D) со^а ушбу

(D) =  {(х, y )£R2: Ь(У) <  ж <  ф20/), с  <  у  <  d}
инишда булсин. Бунда if, (у) ва (г/) [c ,d] да берилган узлуксиз 

циялар (19-чизма).
18 . 9 - т е оре м а .  /(дс,у) функция (D) со^ада берилган ва инте- 

анувчн бдлсин. Агар у ( у £ [ с , d\) узгарувчининг %ар бир  тайин  
т ида

Ч.<У)
Ш  =  J f ( x, y ) dx  

v.<v)i
интеграл мавжуд бдлса , у  щ г д а  уш б у

d tMv)
} [ J f ( x, y ) dx]dy
С Ъг(У)

интеграл .\ам мавжуд бдлади ва

$$ f ( x , y ) dD =  $[  ( f ( x, y ) dx\dy
(D) с  $ , ( у )

бдлади.
Бу теореманинг исботи 1 8 .8 -теореманинг исботи кабидир.



интеграл мавжуд булса , у  холда у шб у

J  [J  /С*. y ) d x ] d y
с а

интеграл %ам мавжуд булади  ва

(х, y ) dD =  j  [J7  (дг, у)  dx] dy

w

и *
булади.

Бу теореманинг исботи юцорндаги теореманинг исботи кабиднр.
18. 6- теорема ва 18 .7-теоремалардан цуйидаги натижалар келиб 

чицадн.
18 . 4-на ти ж a. f (x, y)  функция (D) со^ада берилган ва интеграл

ланувчи булсин. Агар х(д:61а,6) )  узгарувчининг .̂ ар бир тайин кий-d
матида j-f  (х ,у ) d y  интеграл мавжуд булса, у  (y £[ c , d ] ) узгарувчининг

С
Ь

^аР бир тайин цийматида | f  (д- у) dx интеграл мавжуд булса, у э̂ олда
а

ушбу

J I j f ( x , y ) d y ] dx ,  J [ f f ( x , y ) dx] d y  (18.13)
а с  с а

интеграллар ^ам мавжуд булади ва

J  J  /(*. у) dD =]■ [ j7  (х, y ) d y ] dx=‘ §[ f f (x,  у)  dx] d y
ID) a e c 'o

булади.
18.5- н а т и ж а .  Агар f  (x,у)  функция (D) со^ада бернлган ва узлуксиз 

булса, у  ^олда

$$ f (x, y ) dD,  $[ j f {x, y ) d y ] dx,  J [ J f (x ,у ) dx]dy
(D) a t  с a

интегралларнинг ^ap бири мавжуд ва улар бир-бирига тенг булади.
(18.13) интеграллар, тузилишига кура, икки аргументли функцня- 

дан аввал бир аргумента буйича (иккинчи аргументини узгармас ^ и с о б - 
лаб туриб), сунг иккинчи аргумента буйича олинган интеграллардир. 
Бундай интегралларни такрорий интеграллар деб аташ (такрорий ли* 
Мит лар сингари) табиийдир.

Шундай цилиб, царалаётган ^олда карралн интегралларни зркоблаш 
такрорий интегралларни ^исоблашга келтирилар экан. Такрорий и н т е г 
рални ^исоблаш эса нккита оддий (бир аргументли функциянинг и н т е г -  
ралини) Риман интегралини кетма-кет ^исоблаш демакдир.

18. 2 - э с л а т м а .  Юцорнда келтирилган 1 8 .6 -теореманн исботлаШ 
жараёнида курдикки, турри туртбурчак (D) со.^а, томонлари мос равиш* 
да Ах(, Ау к булган турри туртбурчак сонлар (Dlk) ларга ажратилди. 
Равшанки, бу элементар соланин г юзи D(k — Ахс А у к булади.

Аввал айтганимнздек. Ах ни dx га, Ау ни d y  га алмаштириш мум- 
к и н л и ги н и  хамда а  <  х <  6, с <  у  <  d эканини эътиборга олиб, бунда»
буён интегрални ушбу 

■ Г  $\f (x, y ) dD
Ф)

куринишда ёзиш урнига 
Н  $$ f ( x , y ) d y dx  (ёки J J  f ( x , y ) d xd y )

ас \ са }

каби *ам ёзнб кетаверамиз.

Мисол.  Ушбу

я -(D)
(1 + ** + [/*)’/•

■ dx dy

интеграл *исобл ансин, бунда (D) — { (х, и) £ R *: 0  <  х <  1, 0  <  у  ̂  1). 

Интеграл остидаги

I /(*. »)= (1 + x. +  tfij./,
функция (D) со^ада узлуксиз. Унда ^аралаётган икки каррали интеграл хам,

1

(1 + х *  +  у*)Ч»
dx

интеграл з̂ ам мавжуд. 18. 7 - теоремага кура
1 1

о о
интеграл мавжуд булади ва

f l . f  , ч ./ + т>ь - * ] *

Я <■ + * +(D) u О

dy

булади.
Агар

1 1Г* х dx If*  2\ -----------------------  = — (1 +** + «/*) <*(1 + **+!/*)
J (1 + ** + (,*)*/. 2 .)П

=  V  i +  х* +  уг U - °  У у *  +  '2
булишини хисобга олсак, унда

(С)
______  ______  2  -4- Т /2

Цп(|/ +  W +  I) — In (у  +  У  у* +  2) )^ =  In ^

311



У
d

п

19- чизма 20- чизма

Фараз цилайлик, (D) со^а ( (D) cz R-) юцорида царалган со\аларнинг 
^ар бирининг хусусиятнга эга булсин (20- чизма).

18 . 6 -н а т и ж а .  f (x, y)  функция (D) со\ада берилган ва интеграл- 
ланувчн булсин. Агар х(х£[а,Ь])  узгарувчининг \ар бнр тайин ь̂ ий- 
матида

Ф.(х)
J  f ( x , y ) d y  

ф|(*>
интеграл мавжуд булса, y{y£[c , d\)  узгарувчининг jqap бир тайин кий
матида

♦.(к 
{ f ( x, y ) dx

tilV)
интеграл мавжуд булса, у ^олда

Ь <Р,(х) d  $ ,(и )
J [  f f ( x , y ) d y ] dx ,  J [  \ f ( x , у ) dx] dy

<P,U) c  V liy)

интеграллар ^ам мавжуд ва
Ь ф,(х)

f \f ( x , y ) dD=] [  J  f (x, y)dy\dx= 
Xt>) а ф',(х)

d*$(V)
— f  [ f  f ( x , y ) dx] d y  

с

булади.
Бу натижанинг и сб о ти

18.8- теорема ва 18.9- т е о р е м а  дан 
келиб чик,ади.

Агар (D) со^а 21-чизмада тас- 
вирланган со^а булса, у -\°-1Да 
бу со^а юцорида ургаиилган со- 
^алар куринишига келадиган Кй*
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либ булакларга ажратиладн. Натижада (D) со^а буйича икки каррали 
и н те гр а л  ажратилган со^алар буйича икки каррали интеграллар hhfhh- 
дисига тенг булади. Шундай цилнб, биз t интеграллаш со.^аси (D) нинг 
етар л и  кенг синфи учун каррали интегралларнн такрорий ннтеграллар- 
«  к е л т н р и б  ^нсоблаш мумкинлигини курамиз.

М и с о л л а р .  1. Ушбу

I j  «“ У2 dx dy
(С)

интегрални царайлик, бунда (D) =  {(дг, у) £ R*: О <  х <  у, 0  <  у <  1}. Бу *олда 
18. 7- теореманинг барча шартлари бажарилади. Уша теоремага кура

J  j  е“ у dx dy =з j  [ f  e“ y2 dx\ dy 
<£>) 0 0

булади. Бу тенгликнинг у иг томонидаги ннгегралларни хисоблаб цуйидагиларни то
пам из:

) е~у' dx =  ие~у',о

■  |  «•-»■ *> -  j j r - y  - { < -> •  |! - i  ( i  -  j-)-

Демак,

(О)
2. Ушбу

Г J xydx dy 
(О)

интегралам царайлик, бунда (D) =  {(х, у)£ Я * : 0 <  х <  1, 0 < £ г < 1 — х) .  Б у 
*адда 18. 6- теореманинг барча шартлари бажарилади. Унда

1—*
J ^ x y d x d y  =  | х [  | y d y ^ d x = - ~  | х ( 1 — x)*dx =

О»
булади.

3. Ушбу

i  i V  x +  y d x d y  
CD)

РЛгрални царайлик, бунда (D) =  {(х, у) £ R* : 0 < х ^  1, 0 < у ^  1 — х}. Бу ^ол- 
M *8. 6- теореманинг барча шартлари бажарилади. Уша теоремага кура

_______ 1 1 - х  _______
/ J  V *  +  У d * d y  =  S [ J  V x  +  у dy]dx
(D) О О

б5лади. Интегралларнн ^исоблаб топамиз:

I  [ I  V~*+y dy \ dx= \ { \  d* =
о о
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о
Демак,

Бу келтирилган мисолларда содда функцияларнинг содда со^а буйича 
икки каррали интеграллари царалди. Куп у>лларда содда функциялар. 
ни мураккаб со^а буйича, мураккаб функцияларни содда со^а буйича 
ва айннцса, мураккаб функцияларни мураккаб со^а буйича иккн кар
рали интегралларини хисоблашга тутри келади. Бундай интегралларни 
^исоблаш эса анча цийнн булади.

7-§ . Икки каррали интегралларда узгарувчиларни алмаштириш

f (x, y )  функция (D) со.\ада ( (D) с  R2) берилган булсин. Бу функ* 
•циянинг икки каррали

интеграли мавжудлиги маълум булиб, уни ^исоблаш талаб этилсин. 
Равшанкн, f (х ,у)  функция з а̂мда (D) со.^а мураккаб булса, (18.16) 
интегрални ^исоблаш цийин булади. Купинча, х ва у  узгарувчиларни, 
маълум коидага кура бошца узгарувчиларга алмаштириш натижасида 
интеграл остидаги функция ^ам, интеграллаш со.^аси ^ам соддалашиб, 
икки каррали интегрални ^исоблаш осонлашади.

Ушбу параграфда икки каррали интегралларда узгарувчиларни ал
маштириш билан шурулланамиз. Аввало текнсликда со^ани со.^ага акс* 
лантнриш, эгри чизицли координаталар ^амда со^анинг юзини эгри 
чизи^ли координаталарда ифодаланишини келтирамиз.

Иккнта текислик берилган булсин (22-чизма). Биринчи текисликда 
турри бурчакли Оху координата системасини ва чегараланган (D) со.̂ а- 
ни царайлик. Бу со^анинг чегарасн d(D) содда, булакли- силлиц чизик* 
дан иборат булсин. Иккинчи текисликда эса, т$три бурчакли Ouv ко-

J f  f ( x , y ) dxdy (18.16)

О О и

22- чизма
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.дината системасинн ва чегараланган (Д) со^ани царайлик. Бу со.^а- 
Ц̂нг чегараси д(А) \ам содда, булакли- силлик, чизицдан иборат булсин.

q>(u,v) ва ф(и, v) лар (Д) со.^ада берилган шундай функциялар 
А О лсинки , улардан тузилган (ф(и,и). ф (&, v)} система (Д) со.^даги (u, v)  
Бетани (D) со^адаги (х,у)  нуцтага акслантирсин:

Ф: (и, v) -*■ х,1 
ф:(ы,1») —►«/.}

йа бу акслантнришнинг аксларидан иборат {(х, у)} туплам (D) га тегиш
ли булсин.

Демак, ушбу дс =  ф(и,о),1 (18 17)
1/ =  ф(ы,и){

система (Д) со^ани (D) со^ага акслантиради.
Бу акслантнрнш цуйидагн шартларни бажарснн:
1°. (18. 17) акслантнрнш узаро бнр цнйматлн акслантнрнш, яънн (Д) 

со ^ ан и н г турлн нуцталарини (D) со^анинг турли нуцталарига акслан- 
тириб, (D) со^адаги ^ар бир нуцта учун (Д) со^ада унга мос келади- 
ган нуцта биттагина булсин.
Y Равшанкн, бу ^олда (18. 17) система и ва v  ларга нисбатан бир 

цийматли ечилади: ы =  Ф1 (х, у), v  =  ф^х.у) ва ушбу
и =  Ф1 (х,у),  1 (18. 18)

система билан акслантириш юцоридаги акслантирншга тескари булиб 
(D) со^ани (Д) со^ага акслантиради. Демак,

<Р(Ч>Лх,у),$1{х,у))шш х, )  i s  ig .
^(Ф1 (х,У). Ь  {х,у) ) =  */•/

2°. ф(ы,и), ф(«,и) функциялар (Д) со.^ада, фХ(х,у)  ва фЕ(л:,у)  функ
циялар (D) со^ада узлуксиз ва барча хусусий хосилаларга эга булиб, 
бу хусусий ^осилалар ^ам узлуксиз булснн.
■ 2г. (18. 17) системадагн функцияларнинг хусусий .^оснлаларндан 

тузилган ушбу
дх дх 
ди dv 
ду ду 
ди dv

Функционал детерминант (Д) сосала нолдан фарцли (яънн (Д) со^анииг 
а̂Р бир нуцтасида нолдан фарцли) булсин. Одатда (18.20) детерми-

На. /) (*, у)
•“ Нтнн системанинг якобиани  дейилади ва I (и, v) ёки “ —~  каби бел- 
Рвнади . ^  '
_ Бу 2° ва 3°- шартлардан, (Д) богламли со^а булганда, (18.20) яко- 
^ннинг шу со^ада уз ишорасини сацлаши келиб чицади.

ККа^ицатан х,ам, I (u,v) функция (Д) со^анннг иккита турли иуцта- 
Рида турли ишорали цийматларга эга булса, у ^олда 12-бобнинг 5-§

(18.20)



идаги 12. 13-теоремага кура, (А) да шундай («0, v j  нуцта топиладики ]
/(«о-го) =  0 булади. Бу эса / (и, v) Ф О булишига зидднр. ’ I (Д

2°- шартдан (18. 18) системаиииг якобиани, яъни ушбу туТР11
ш а . .  а -  •ди

дх
ди
дх

ди
ду
ду
ду

( 18.21)

функционал детерминантнинг ^ам (D) со.\ада нолдан фарцли булиши 
либ чикади.

Х,ацицатан ^ам, (18.19) муносабатдан
дх_= дх_ 
дх ди

ке-

ди дх_ 
дх до Г - 1-дх

ду _  ду_ 
ду ди 
дх _  дх_ 
ду  ди 
ду  _  ду  
дх ди

булишини эътиборга олсак, у  ^олда
D (*. у) D(u,v)

—  о. —  _  1 
ду ди ‘ ду  ’ 
ди , дх до п

ди , ду  
дх до

ду
ди
а7 =  0

б>?либ,
D(u, с) D(x, y)

Л (*.«/) Р (и, о) 
D{x.y)

=  1

Ф  0
булишини топамиз.

Демак, (D) борламли со^а булганда (18.21) якобиан ^ам (D) со^а- 
да уз ншорасини сацлайди.

Юцоридаги шартлардан яна цуйидагилар келиб чикади.
(18. 17) акслантириш (Д) со.^анинг нчки ну^тасини (D) соханинг 

ичкн нуцтасига акслантиради. Хакнкатан ^ам, ошкормас функциянинг

\fi(x0, //о) =  и0 булади. Демак, (х0, у 0) (D) соханинг ички нуцтаси. Бун- 
дан (18. 17) акслантириш (Д) соханинг чегараси д(Д) ни (D) соханинг 
чегараси d(D) га акслантириши келиб чицади.

Шунингдек, (18. 17) акслантириш (Д) со^адагн силлии; (булакли-сил- 
лиф эгри чизи^

< « < « »

ни (D) со^адаги силли^ (булакли- силлнк) эгри чнзиц
х =  Ф(ы(/),1<0))
0  =  ф(«(О.«(О)|

га акслантиради.
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(Л) со.^ада и =  и0 турри чизикни олайлик. (18.17) акслантириш 6v 
чнзицнн (D) со.\адаги ,

(18.22)

(Д) соха даги v  =  v0 турри

(18.23)

x =  <p(u0,iO, 1 
y  =  ^(u0,v)  |

эГри чизиь^а акслантиради. Худдн шундай 
чизикни (18.17) акслантириш (D) со^адаги

Х =  ф(Ы,1'0), ) 
у = 4(и,t*o) j

эгри чизиь^а акслантиради. Одатда, (18.22) ва (18.23) эгри чизн^ларни 
ко о р д и н ат  чизиклари ((18.22) ни и координат чизири, (18.23) ни эса и 
к о о р д и н а т  чизири) деб аталади.

Модомики, (18.17) акслантириш узаро бир цийматли акслантириш 
экан, унда (D) соханинг хар бир (х,у)  ну^тасидан ягона v  — координат 
чизирк (и нинг тайин узгармас цийматига мос булган чизи^), ягона и— 
координат чизири (и нинг тайин узгармас цийматига мос булган чизик) 
утади. Демак, (D) со\анинг шу \х,у) нуктаси ю^орида айтилган и ва 
v лар билан, яъни (Д) соханинг (и, и) нуктаси билан тула ани^ланадн. 
Шунинг учун и ва v  ларни (D) со. а̂ ну^таларининг координаталари деб 
цараш мумкин. (D) со.^а нуцталарннинг бундай координаталари эгри 
чизицли координаталар деб аталади.

Шундай цилиб, и ва v  лар бир томондан (Д) со.\а нуктасининг 
Декарт координаталари, иккинчи томондан худдн шу и ва у лар (D) 
со.\а нуцтасининг эгри чизицли координаталари булади.

Мнсол. Ушбу

■ Р cos Ф  ̂ (р > о , 0 <  ф <  2 я )
■ о sin ф J

системами царайлик.
Бу система (Д) =  { (и, v) ~ R 1 : 0 <  р <  -+• оо, 0 <  ф <  2 л ) соцани Оху текнс- 

ликка акслантиради. Бу сисгеманинг якобиани

1 (и, о) =  Р

ш

cos ф — р sin ф 
в т ф  р cos ф 

ЭДлади.
р ва ф лар (D) соца нуцгаларииинг эгри чизи^ли координаталари булнб, шу 

в^аиинг координат чизицлари эса, маркази (0 ,0 ) нуцтада, радиуси р га тенг ушбу

« а +  У* =  Р*
Д ^ мааряан (о — координат чизиклари) *амда (0, 0)  ну^тадаи чнццан Ф =  рв ( 0 ^  
^ Р * < 2 л )  нурлардаи ( о — координат чизиклар) иборатднр.

Фараз цилайлик, ушбу
дС =  ф(Ы, У)  

у  =  ф (ы, и)

^Ктема (Д) со^ани (D) со^ага акслантирсин. Бу акслантириш ю^ори- 
ги — 3°-шартларни бажарсин. У ^олда, (D) соз^анинг юзи

(18. 17)
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\ d u d v  ( 1 8  •24)
(А) (Д )

булади.
Бу формуланинг исботи кейинги бобда келтирилади (^аранг, 19. 

боб, 3-§).
f ( x, y )  функция (D) со^ада ((D) с :  R2) берилган ва шу соха да уз. 

луксиз булсин. (D) эса содда, булакли-силлиц чизнц билан чегаралан
ган со^а булсин. Равшанки, f (x, y )  функция (D) со^ада интегралланув- 
чн булади.

Айтайлик, ушбу
x =  # i,o ) j l  
» - # . » ) (  (1817>

система (Д) со^ани (D) со^ага акслантирсин ва бу акслантириш ю^о- 
ридагн 1° — 3°- шартларни бажарсин.

Хар бир булувчи чизири булакли-силлиц булган (Д) соланинг Рд 
булинишини олайлик. (18. 17) акслантириш натнжасида (D) со.^анинг 
PD булиниши х,осил булади. Бу булинишга нисбатан f (x, y )  функция
нинг интеграл йириндиси

ы

(18.25)
ни тузамиз. Равшанки,

lim а  =  lim V  f ( l k, л*) DA =  | f /(лг, y ) dxdy .  
xpd ~*° xpd -*°*-=i <b)

Ю^орнда келтирилган (18 .24 ) формулага кура
Dh =  |'|| I (u ,v )\ dud v

<a*>
булади. У рта цнймат одндагн  теоремадан фойдаланиб цуйидагини то
памиз:

0 *  =  | / ( « > Р \ . \  ( К « Р 6 ( Д * ) ) .
бунда ДА — (Д*) нинг юзи. Натижада (18 .25) й и р и н д н  ушбу

0 =  ^ ( 1 , .  V - U W . - ’P I A .
* = |

булади.
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Г

куринишга келади.
(**• Лх) нуцтанннг (D^) со^адчги ихтиёрий нуцта эканлигидан фойда

ланиб, уни
ф (« ;.» ;> =  i k.

* ( “* .® !)" п *
деб олиш мумкин. У ^олда

о =  2  / (V (“*■ ̂ Z). *  К • ) 17 К *  «£) I •д *

Равшанки,
/ ( ф  (м , г ) ,  xf ( ы , г ) ) g  / (ы , с;) |

ф у н к ц и я  (Д) со.^ада узлуксиз. Демак, у  шу со^ада интегралланувчи. 
К/ vnnnaу  ^олда

нш а  =  нш v  /(ф ( « ; ,^ ) .  г г (« ; .^ ) )| / (« ;.^ | д *  =
*Яд Х/>д-0~1

=  ||/(ф(и. у). y (u ,v ) )\ l(u ,v )\ dud v
(Д) (18.26)

О булишини эътиборга олиб, (18 .25) ва (18.26)

(18.27)

б?лади.
ЯРд-> 0  да Хро

муносабатлардан
| f /(лг.«/) dx'dy =  f f /(ф (ы, о), ф (и, I»)) | / (и, о) | du dv
ID) <Д)

булишини топамиз.
Бу икки каррали ннтегралда узгарувчиларни алмаштириш форму- 

ласидир.
У берилган (D) со.^а буйича интегрални хисоблашни (Д) со^а буйи

ча интегрални .^нсоблашга келтиради. Агарда (18.27) да унг томондаги 
интегрални ^исоблаш енгил булса, бажарилган узгарувчиларни алмаш
тириш узини оцлайди.

М и с о  л. Ушбу

J J V  "I +  S - F ?  dxdy
ID)

интегрални царайлик, бунда
(D) =  {(х, у) £ Я * : х* +  у* <  I . у >  0} 

маркази (0 ,0 )  нуктада, радиуси 1 га тенг булган юцори текисликдаги ярим дойра. 
Берилган ннтегралда узгарувчиларни куйидагича алмаштирамиз:

х =  р cos ф, 
у =  р sin <р.

Бу алмаштириш ушбу
(Д) =  {(р,<р)бЯ* : 0 < ф < [ я ,  0 <  р <  1} 

т^ри туртбурчакни (О) сохага акслантиради ва у  1° — 3°- шартларни цаноатланти- 
ради. Унда (18. 27) формулага кура

К  jf V i + 5:+ £ <>•~ Я  / ф|'**
I  (D) (Д )

булади. Бунда якобиан / (р, ф) =  р булади. Бу тенгликнинг унг [томонидаги интег
рални хисоблаб топамиз:

Л У т
(Д )

- р 2|
+pJ 1 (Р.ф)  \dpdy ■j c h v i

- р «
+ р :

-J /тт5»"-7О
—2149
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.) .) * 1 +  x* +  у* * 4 
(О)

8-§. Икки каррали интегрални такрибий хисоблаш

f (x. y)  функцня (D) со^ада ((D) с :  R2) берилган ва шу со.^ада интег
ралланувчи, яъни

[ f f ( x , y ) d x d y  (18.28)
и»

интеграл мавжуд булсин. Маълум куринншга эга булган (D) сосалар 
учун бундай интегрални хисоблаш 6-§ да келтирилди. Равшанкн, }(х,у) 
функцня мураккаб булса, шунингдек, интеграллаш со.\асн мураккаб 
курннишга эга булса, унда (18.28) интегрални ^исоблаш анча цнйин 
булади ва куп ^олларда бундай интегрални тацрибий ^исоблашга турри 
келади.

Ушбу параграфда (18.28) интегрални такрибий ^исоблашни амалга 
оширадиган содда формулалардан бирини келтирамиз.

Айтайлик, f (x,  у)  функцня (D) = {(x. у)£ R2 : а  <  b, 
туррн туртбурчакда берилган ва узлуксиз булсин. Унда 6- § да келти- 
рнлган формулага кура

ff f  (х, у) dx d y  — f [J f  (x, y )  dy] dx (18.29)
Ф )  a с

булади.
Энди

J" / (X, У) d y  (xfla , 6])
С

интегралга 1-цисм, 9 -боб, ’ 11-§ даги (9.52) формулани — турри турт- 
бурчаклар формуласини татбнц этнб, ушбу

л. л п—1
| f  (х, у) d y  « ------ V  / (д г, у  , )  (x£(a,  61) (18.30)
•' п "  * + Г

тацрибий формулани .уэсил циламиз. Сунг

Г / (дг. у  | ) dx 
к *+ 7

интегралга яна уша (9.53) формулани цуллаб, цуйидаги

Г I <*, у  , • *  , )  <18'31)
Z * + 7  ‘“О < + Г  * + 2~

такрибий формулага келамиз.

Демак,
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Натижада (18.29), (18.30) ва (18.31) муносабатлардан

ГГ/ (х, у) dx d y  да Ф ~ и) (d~ c) v  у  / (* 1 , У 1) (18.32) 
<о> nm *-0 < + 7  * + 7

булиши келиб чикади.
Бу икки каррали интегрални тацрибнй ^нсоблаш формуласи, «турри 

туртбурчаклар» формуласи деб аталади.
Шундай килиб, «турри туртбурчаклар» формуласида, икки каррали 

интеграл махсус тузилган йиринди билан алмаштирилади. Бу йириндн 
эса куйидагича тузилади:

(D) = {(x, y ) £R2: турри туртбурчак пт та тенг

(£>,»)={(*, y ) e R 2 ‘ X , ^ x ^ x , +l , у к <  у  <  «/*+,} ( t = 0 ,  1, 2, . . .  , 
от— 1; к =  0,  1, 2, . . .  , л — 1) турри туртбурчакларга ажратилади. 
Бунда

. • Ь — а . ,  d—сX, = a +  i ------, y„ =  c  +  k -----.
т  п

Хар бир (D,*) нинг маркази булган (дс , у  ) (i =  0, 1, 2, . . .  ,
<+- * + -

2 2

m— 1; k = 0, 1, 2, . . . .  п  — 1) нуктада / (х, у)  функциянинг киймати 
/ (х , у  ) ^исобланиб, уни шу (Dtk) нинг юзига купайтнрилади. 

» + -  * + -
2 2

Сунгра улар барча i ва k лар (/= 0 , 1, 2, . . .  , m—1; £= 0, 1, 2 , . . . ,  
п  — 1) буйича йирилади.

Одатда, ^ар бир такрибий формуланннг хатолиги топилади ёки ба- 
з^рланади. Келтнрилган (18.32) такриблй формуланннг хатолигнни . а̂м 
урганиш мумкин.

М и с о л .  Ушбу

Л ( х + у + 1 ) 1(С)
dx dy

интегрални царайлик, бунда (D) =  {(х, у) £ R2 : 0 <  х <  1, Уни таv
рибий ^иеоблаймиз. (D) ни ушбу туртта тенг булакка буламиз:

Фоо) =  {(*. * )£  Я * - 0

(О10) = { ( х .  0 < У ^ Т ) '

1, i j .

21 323



(т'тИт^И^+Ит.т)
нуцталарда

1

Бу булакларнинг марказлари

/ <*. у) ( 1+х+у) *
функциянинг цийматларини ^исоблаб, (18.32) формулага кура

Г Г —--- ---- - dx dy ж  0,2761J J  (! +  *+»)*
(О)

булишини топамиз. Бу ннтегралнинг ани^ цнймати эса

Ятгтттт? л i!' -1 [IТТТ̂ ?] * - |п т  - 0ЛвИЙ • ••
(С) о о

булади.

9-§. Икки каррали ннтегралнинг баъзи бир татби^лари

Ушбу параграфда икки каррали интегралнннг баъзи бир татбицла- 
рини келтирамиз.

1. Ж и с м н и н г  ^ а ж м и  ва у н и н г  и к к и  к а р р а л и  и н т е г р а л  
о р ц а л и  и фо д а л а ниши .  R3 фазода бирор чегараланган (У) жисмни 
карайлик. Бу (10 жисмнинг ичига (А) купё^лар жойлашган, уз навба- 
тида (V0 жисм эса (В) купёцлар ичида жойлашган булсин. (Л) купёц- 
лар хажмларини VА билан, (В) купёк,лар ^ажмларини Vв  билан бёлги- 
лайлик. Биз купё^ларнииг ^ажмлари тушунчасини ва уни ^исоблашни 
(худди текнсликдаги купбурчакнинг юзн тушунчаси ва уни ^исоблаш 
кабн) биламиз деб оламиз. Натижада (V) жисмнинг ичида жойлашган 
купёклар ^ажмларидан иборат {VA} туплам, ичига (V) жисм жойлашган 
купёцлар ^ажмларидан иборат {VB} тупламлар ^осил булади. {Уд } туп
лам юкоридан, {Ув} туплам ^уйидан чегараланганлиги сабабли {Уд } туп
лам ани^ ю^ори чегарага, {Ув} туплам эса аниц цуйи чегарага эга б^- 
лади:

S U p ^ - V .  inf {Кв } =  V.
Равшанки,

V< V.

18.8-таъриф.  Агар V = V, яъни supjl'^} =* inf {VB} тенглик^ 
Гринли булса, у  холда (V) жисм хржмга эга деб аталади ва V=V_=V 
ми!\Дор (10 жисмнинг %ажми дейилади.

Демак,
V' =  sup {VA} =  inf {VB}.
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Энди (VO жисм сифатида юкорндан z*= f  (х, у) сирт билан, ён то- 
монларидан ясовчилари Ог у^ига параллел булган цилиндрик сирт ^амда 
паст дан О х у  текислигндаги (D) со^а билан чегараланган жисмни ца- 
райлик.

г  (D) ёпиц соланин г Р  булинишини оламиз. / (х. у)  функция (D) да 
узлуксиз булганлигн сабабли, бу функция Р булинишнинг ^ар бир 
lDt) булагида \ам узлуксиз булиб, унда

inf {/ (х, у ) : (дг, у)  е  (D*)} = т к, sup {/ (х, у ) : (х, у)  6 (D*)} =  Мк
(к =  1, 2..............л) ларга эга булади.

L*. ^уйндаги

^ A = S  "** Dkt

VB = ^ M k Dk 
*=i

Йтшдиларни тузамиз. Бу йигавдиларнинг биринчиси (V) жисм ичига 
жойлашган купё^нинг хажмини, иккинчнси эса (V0 жисмни уз ичига 
олган купёцнинг \ажмини нфодалайдн.

Равшанки. бу купё^лар, демак, уларнинг ^ажмлари ^ам /(х, у) 
функцияга .%амда (D) соланин г булинишига боглиц булади:

' 'a  = V' ( f ) , VB = V'<J).
(D) со^анинг турли булинишлари олннса, у ларга нисбатан (V0 жисм- 

нинг ичига жойлашган ^амда (V) жисмни уз ичига олган турли куп- 
4цлар ясалади. Натижада бу купё^лар \ажмларидан иборат цуйидаги

{VpA (/)}, {V% (/)>
тупламлар хосил булади. Бунда {V̂  (/)} туплам юкорндан, [VPD (/)} туп
лам эса куйидан чегараланган булади. Демак, бу тупламларнинг ани^ 
чегаралари

sup {V? (/)}, inf {VpB (/)}
мавжуд. Шартга кура f  (х, у )  функция (D) ёпи^ со^ада узлуксиз. У .ухпда 
Кантор теоремасининг натижасига асосан, V е >  О сон олинганда ^ам,

сонга кура шундай 6 > 0  сон топиладики, (D) со^анинг диаметри

Л.р <  б булган .\ар ^андай булиниши Р  учун \ар бир (Dk) да функция
нинг тебраниши

Мк- т к < ~
D

бфладн. Унда
inf {VpB (/)}— sup [V? (/)} <VPB V) - V>  (/) -

=  У  Mk-Dk- j \ m k D* =  V  (Af*—m*) Dk<
*=l *=i »=i

i

<  —  V Dk =  —  D = e. 
D kZi D
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Демак, (D) со.\анинг дламетри \Р <  6 булган ^ар цанддй булинишн 
олинганда хам бу булинишга мос (10 жисмнинг ичига жойлашган з а̂мда 
бу (V) ни уз ичига олган купёц ^ажмлари учун ^ар доим

0 ^  inf {Vp (/ )} -  sup {]Vp (/)> <  е
тенгсизлик уринли булади. Бундан эса

inf {Vp (/)} = sup {VPA (/)} (18.33)

тенглик келиб чицади. Бу тенглнк (V) жисм ^ажмга эга булишини бил- 
диради.

Энди ю^орида урганилган V PA (/), V p (J) йигиндиларни Дарбу hhfiih- 
дилари билан та^ослаб, (/) ^ам VPB (/) йнгиндилар f  (дг, у )  функ
циянинг (D) со^ада мос равишда Дарбунинг цуйи ^амда юцори йотин- 
дилари эканини топамиз. Шунинг учун ушбу

sup \VP (/)}, inf {Vp (/)}

мнцдорлар f  (x, у) функциянинг к,уйи .^амда юцорн икки каррали ин- 
теграллари булади, яъни

sup {VpA </)> -  t f  / (х, у) dD,  inf {Vp (/)} =  J J  / (x, у)  dD.
(D) (D)

Ю^оридаги (18.33) муносабатга кура

J j '  f  (x, У) dD =  J j ' / (x, ij) dD
ID) ID)

тенглик уринли экани куринади. Демак,
j j  f  (х, У) dD = $J f (x,  у)  dD = J J  f  (x, у)  dD.
CD) (D) Ф )

Шундай цилиб, бир томондан, царалаётган (V) жисм ^ажмга эга экани, 
иккинчи томондан, унинг з^ажми f  (х, у)  функциянинг (D) со^а буйича 
икки каррали интегралига тенг экани исбот этилди. Демак, (V) жисм
нинг ^ажмн учун ушбу

V =  J j  / (х, у) dD (18.34)

формула уринли.

М и со  л . Ушбу
х* у* г*

эллипсоиднинг хажми топилсин. Бу эллипсоид г= 0  текисликка нисбатан симметрик- 
дир. Ю^ори ^исмиии (г  >  0) урабтурган  сирт

|/ /1* ь*

булади.
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Юкоридаги (18.34) формулага кура эллипсоиднинг хажми V:

у=2с Я V dx dy
булади. бунда

Ннтегралда

(О)

х  =  а р cos ф I 
у =  Ь р sin ф I 

штнришнн бажарамиз. Бу системаиннг якобиани
(18.35)

1 (Р. ф)=
a cos ф 
— а р  s i n ф

Ь sin ф
Ь р sin ф ~  а Ь Р

булади. (18.35) система (Д) =  {(р. ф) £Я» :  0 <  р <  1, 0 < ф < ’2 л )  амрнн (D) 
сохага акслантиради. (18.27) формулага кура

“  Я К  ‘ - { г — »  ■*<"*>■'»(Dl(D)
булади. Демак,

V 2 abc J J  1/1 — р* p d  pdq, = 2 abc / (f d<f) у ~ Z j i  р dp 

=  4 я  a be  f УТ - р *  p jp  =  i 2 a b c

Шундай килиб, эллипсоиднинг

булади.

хажми

V =  ~ n c b c

I .

2. Я сс  и ш а к л н и н г  юз и. Ушбу бобнинг 1-§ ида (D) со.^анннг юзн цуйидагн

D =  Г f dD =  ГГ dxdy
К  (D) (Ь )

интегралга тенг булишини курдик. Демак, иккч каррали интеграл ёр
дамида ясси шаклнинг юзини ^исоблаш мумкин экан.

Хусусан, соз̂ а

(D) =  {(х, y ) € R * : a * Z x < b ,  0 <  у  <  f  (х)}

эгри чизицли трапециядан иборат булса (f  (х) функция [а, Ь\ да узлуксиз). у  >рлда

Ь Их) ь
dx d y  = § |J dy]dx=* j" / (x )  dx

(D) a  0  a

булиб, 1-кисм, 10- боб, 2 -§  да топилган формулага келамиз.
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М и с о л .  Ушбу

чизиклар билан чегараланган шаклшшг юзи топнлснн. Бу чизиклар парабол а дан 
иборат (23- чизма). К,уйидаги

системами ечиб, параболатарнинг кесишган нуцталари 

/а + Ь _/-г\
ва

/а +  Ь 
( 2 *

эканини топамиз. ^аралаётган шакл Ох] $^ига нисбатан сишетрик булишмп *ът»- 
борга олсак, у  *олда (D) нинг юзи

D =  2 f J  dx dy
(О ,)

булади, бунда

<Di)={ (х. v )£R *-- °<  y < V ^ } .

Интегрални ^исоблаб, цуйида гини топамиз:
_ у*+»*

Vab 26
ff dxdy= *\  (| dx)cy =  
Wt) b у*4-o*

5

Демак,

■■ —  (6J— a) Y ah.

3. С и р т н и н г  юзи ва  у н и н г  
и к к и  к а р р а л и  и н т е г р а л  о р ц а л »  
и фо д а л ан и ш и .  Икки каррали инте
грал ёрдамида сирт юзини ^исоблаш 
мумкин. Аввало сиртнинг юзи тушун- 
часини келтирамиз.

Фараз цилайлик, г  =  f  (x, у )  функ
ция (D) со^ада берилган ва узлуксиз 
булсин. Бу функциянинг графиги 17- 
чизмада тасвирланган (S) сиртдан ибо
рат булсин.

(D) соланин г Р  булинишини олай
лик. Унинг булаклари (0 J ,  (Z?*). •••►
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(D„) булсин. Бу булинишнинг булувчи чизицларнни йуналтирувчилар 
сифатида караб, улар оркали ясовчилари Ог укнга параллел булган ци
л и н др и к  сирт лар утказамиз. Равшанки, бу цилиндрик сиртлар (S) сиртни
(Si). (•$*)............ (S„) булакларга ажратади. ХаР бнр (Dk) (6= 1 , 2 , . . . ,  л)
да ихтиёрий (?*, л») нукта олиб, (S ) сиртда унга мос нукта (?*, т]*, 
г„) (г* =  / (£». л*)) ни топамиз. Сунг (S) сиртга шу (\к, т|*. гк) нук
тада уринма текислик утказамиз. Бу уринма текислик билан юцорида 
айт илган цилиндрик сиртнинг кесишишидан хосил булган уринма текис
лик кисмнии (Тк) билан, унинг юзини эса 7* билан белгилайлнк.

Геометриядан маълумки, (Dk) со^а (Тк) нинг ортогонал проекцияси 
бу'либ,

Dft =  r f t |cos7*| (18.36)

булади, бунда Y*— (S) сиртга (?*, т^, г К) (z„=f  (£*, rj*)) нуктада утказил
ган уринма текислик нормалининг Ог уки билан ташкил этган бурчак.

Равшанки, Яр-*-О да (S*) (* =  1, 2, . . .  , п) нинг диаметри хам 
нолга интнлади.

Агар Яр —► 0 да

I  S  т*

йипшдн чекли лимитга эга булса, бу лимит (S) сиртнинг юзи деб ата
лади. Демак, (S) сиртнинг юзи

5  =  lim  V T *  (18.37)
>p~°k- i

булади.
Юкорида каралаётган z =  /(х, у) функция (D) сосала f'x (x, у), 

f'„ (*. У) хусусий хосилаларга эга булиб, бу хусусий хоснлалар (D) 
со^ада узлуксиз булсин. У холда

cos =

(Клади.
(18.36) муносабатдан

У l + f'x (5*.л*>+/; (5*. Л*)

Tk = - L~ D k
cos yk

булишини топамиз. Демак,

" 1
2 7 * =  2 2  =  2 2  V  1 +  r* ^ + t'y (?*. v  Dk. (1 8 .3 8 )  
*—1 *—1 г* *=1

Тенгликнинг унг томонидаги йипшди

V  1 +Г* (*» у) + f y  (х,у)
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Ми со  л . Ушбу
и * +  О* [/*4- 6*

* = Ч г  <0 < а < 6 )
чизи^лар билан чегараланган шаклнннг юзи топилсин. Бу чизи^лар параболадан 
иборат (23- чизма). Куйидаги

y*-h в* . .  х — — —  = О
2 а

- 3 й - *
системами ечнб, параболатарнинг кесишган нукталаря

(£у ^ *  У аЬ] м  -  1/вь)

эканини топамиз. К,арала£тган шакл Ох\ укига нисбатан симметрии булиш вп «ътиг 
борга олсак, у  *олда (D) нинг юзи

D =  2 | J dx dy 
(D.)

булади, бунда

<Di)={ (дг. у)£Я*: 0<  j,< V Z 6} .

Интегрални ^исоблаб, цуйидагини топамиз:
_  уЧ-М 

Vab 26
f f  dx dy =  f ( f  dx) с у =
Ф ,) b »M-a*

2a

Демак,

- J -  (6J— о) Vra6.

3. С и р т н и н г  юз и  в а  у н и н г  
и к к и  к а р р а л и  и н т е г р а л  о р к а л и  
и ф о д а л а н и ш и .  Икки каррали инте
грал ёрдамида сирт юзини ^исоблаш 
мумкин. Аввало сиртнинг юзи тушун- 
часини келтирамиз.

Фараз ^илайлик, г  =  f (х, у )  функ
ция (D) со^ада берилган ва узлуксиз 
булсин. Бу функциянинг графиги 17- 
чизмада тасвирланган (S) сиртдан ибо
рат булсин.

(D) соланин г Р  булинишинн олай* 
лик. Унинг булаклари (D J, (Dj), ••••■
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( D„) булсин. Бу булинишнинг булувчи чизи^ларини йуналтирувчилар 
I  сифатида караб, улар орцали ясовчиларн О г уцига параллел булган ци- 
I л и н д р и к  сиртлар утказамиз. Равшанки, бу цилиндрик сиртлар (S) сиртни

(S,). (5 2)............ (S„) булакларга ажратади. ХаР бир (D„) (At= 1, 2 , . . . , я)
да ихтиёрий (£*, л*) ну^та олиб, (S ) сиртда унга мос ну^та (?*, r|ft, 
2к) (2k = f  (?*, л*)) ни топамиз. Сунг (S) снртга шу (?*, г\к, zk) нук
тада уринма текислик утказамиз. Бу уринма текислик билан юцорида 
айтилган цилиндрик сиртнинг кесишишидан ^осил булган уринма текис
лик кисмини (Тк) билан, унинг юзнни эса Г* билан белгилайлнк.

Геометриядан маълумки, (Dk) со^а (Тк) нинг ортогонал проекцияси 
булиб,

Dk = Tk |cos т*| (18.36)

булади, бунда ? * — (S) сиртга (с*, г]*, г*) (zk= f  (£*, r ] J )  нуктада утказил- 
ган уринма текислик нормалининг Ог уци билан ташкил этган бурчак.

Равшанки, Яр-*>0 да (S A) (jfe =  1, 2, . . .  , п) нинг диаметри ^ам 
нолга интнлади.

Агар Яр-►0 да
П

2  т>»=i

йигинди чекли лимитга эга булса, бу лимит (S) сиртнинг юзи деб ата- 
ладп. Демак, (S) сиртнинг юзи

5  =  lim  У Г *  (18.37)
>р-0*=1

булади.
Юцорида царалаётган z = f(x, у)  функция (D) со^а.ча f'x (х, у), 

f y  (*. У) хусусий ^осилаларга эга булиб, бу хусусий ^оснлалар (D) 
со^ада узлуксиз булсин. У ^олда

cos у* =

буладн.
(18.36) муносабатдан

\ 1 + £  (5*.л*)+/; <»*• л»)

булишини топамиз. Демак,

2 7 * =  =  i  V х +  **• ^  v  я * . (18.38)
*-1 * - i * - i

[. Тенгликнинг унг томонидаги йигинди

1 1 + f ' l ( x , y ) + f l/‘ ( x , y )

329



функциянннг интеграл йигиндисидир (каранг, 1-§). Бу функцня (D) со- 
.^ада узлуксиз, демак, интегралланувчи. Шунннг учун

' £ . 2  / > + / ;  « . •  ч,> + / ; s . .  и  • ° *  -  
*=i

=  f f  V \ + п  (х, У) +  Г'у ( x , y ) d D
(О)

булади.
Шундай килиб, (18.37) ва (18.38) муиосабатлардан

S  =  Я  V 1 + / ;' (*. «/) +  /;* (X. y )dD  (18.39)
(О)

булиши келиб чицади.

М и с о л .  Асосининг радиуси г , баланд,".иги А булган доиравнй конуснпкг ён 
сирти топилсин.

Бундай конус сиртинииг тенгламаси

г  = ■— V **+ у* г
булади. Юкори даги (18.39) формулага кура

5 =  у  1 +г'х‘ + dx dy
№)

булади, бунда
(О) = {(дг, y)£R*.x*+y*<ri).

Энди
h х . h у

*X=Z~T Ух^+у*’ ?1/= г V**+ У*
ва

у  1 + * ; + * ;  =  | /  x+ ± j ^ + ± . - J L — =  | /  , +  А -

ни эътиборга олиб, цуйидагини топамиз:

s  =  j | ] /  1 + 7 r d x ^ = l / ^ l  +  7 T  j  J  =

(D ) (£>)

/ 1 +  —  яг* =  я г  * > +  Л*.

1С-§. Уч каррали интеграл

Юкорида Риман интеграли тушунчасннинг икки узгарувчили функ
цня учун кандай киритилишини курдик ва уни батафсил урганднк. 
Худди шунга ухшаш бу тушунча уч узгарувчили функция учун \ам 
кйрнтилади. Уни урганишда Риман интеграли хамда икки каррали ин-
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тегралда юритнлган барча муло^азалар (интеграллаш софсининг були- 
Нришини олнш, булакларда ихтиёрий ну^га танлаб олиб, интеграл йи- 
В и и д и  тузиш, тегишлича лимитга утиш ва х,оказо) цайтарилади. Шуии 

эътиборга олиб, ^уйнда уч каррали интеграл ^акидаги фактларни кел-
3 тириш билан чегараланамиз.

1. У ч к а р р а л и  и н т е г р а л  т а ъ р и ф и .  f  (х , у. г) функция R3 
■фазодаги чегараланган (V0 со^ада бернлган булсин. (Бу ерда ва кел- 

гусида >£мма ва^т функциянинг берилиш со^аси (V) ни ^ажмга эга 
булган деб цараймиз.) (V) со^анинг Р  булннишинн ва бу булиниш
нинг ?̂ ар бир (V*) ( 6 = 1 ,  2, . . . .  л) булагнда ихтиёрий ( lk, rjft, £*) 

|нукта1ш олайлик. Сунгра цуйидаги

о = 2  f  (i* . л*, y - v ’*
*=i

йигиндинн тузамнз, бунда V* — (Ук) нинг хажмн.
Бу й№инди f  (х, у, г) функциянинг интеграл йигиндиси  ёки Ри

ма н йигиндиси  деб аталади.
Энди 0 0  соланин г шундай

. . .  . Рт, . . .  (18.40)

булинишларини ^араймнзки, уларнинг днаметрларндан ташкил топган

Л Р ,' Л Р , ’ • • • » '•Рт ’ • ■ •

кетма-кетлик нолга ннтилсин: крт-*~0. Бундай Р т ( т = 1, 2, . . .) бу- 
линншларга нисбатан f  (х , у, г) функциянинг интеграл йириндиснни  ту- 

амиз:

°т=  2  f  Ч* ±*) Ук 
*=1

Натижада цуйидаги

tкетма-кетлик \осил булади. Бу кетма- кетликнинг .\ар бир ,\ади (с*, г)л, 1к) 
^таларга борлиц.

18 .9 -таъри ф . Агар (У) нинг .\ар цандай (18.40) булинншлар кетма- 
кетлиги {Рт} олинганда ^ам, унга мос интеграл й и р и н д и  цийматларн- 
дан иборат {от } кетма-кетлик (1к, г|л, £к) нукталарнн танлаб олини- 
шига борли^ булмаган ^олда ^амма вацт битта / сонга интилса, бу / 
сон а  й и р и н д и и и н г  лимити деб аталади ва у

П
lim  а  =  lim  2  f  №»• Л*.
Х р-.О  >.р-*0 t= 1

каби белгиланадн.
18 . 10- таъриф.  Агар ХР -*-0 да / (х, у,  г) функциянинг интеграл 

й и р и н д и с и  ст чекли лимитга эга булса, / (х, у ,  г) функция (V) да ин
тегралланувчи (Риман маъносида интегралланувчи) функция  дейила
ди. Бу а  йириндииинг чекли лимити / эса f  (х, у ,  г)  функциянинг (К)



буйича уч каррали интеграли (Риман интеграли)  дейилади ва у
Щ  / (*. У, г) dV

каби белгиланади. Демак,

JTf / (х, у ,  г) dV =  lim o =  lim V  f  (E*. т,*,
(V) Xp-»0 Xp-»0 А=ж1

/ (дг, у, г) функция (V7) да ((V) с= R3) берилган булиб, у  шу со^ада 
чегараланган булсин:

m <  / (х, у, г) <  М (V  (х, у , z)e(V')).

(V) соланин г булинишлар туплами {Я} нинг . а̂р бир булннишнга 
нисбатан / (х, у , г) функциясининг Дарбу йигиндиларн

sP ( j )=  V  ш* V*. Sp(/) =  v  Af* И*
*=i *-|

ни тузиб, ушбу

<*<0>; {Sp(h)
тупламларнн царайлик. Равшанки, бу тупламлар чегараланган булади.

18.11-т а ъ р и ф.  (sp {f)\ тупламнинг аннц юцори чегарасн / (х, у,  г) 
функциянинг ъуйи уч каррали интеграли  деб аталади ва у

2 -  Я [  f  (*, у,  г) dV
(V)

каби белгиланади.
{Sp (/)} тупламнинг аник; цуйи чегарасн / (х, у ,  г) функциянинг 

щ о р и  уч каррали интеграли  деб аталади ва у

=  ПТ fix. У, 2)dV

каби белгиланади.
18.12-т а ъ р и ф.  Агар / (дг, у, г) функциянинг цуйи ^амда юцори 

уч каррали интеграллари бир-бирига тенг булса, у  ^олда f  (х, у , г) 
функция (УО да интегралланувчи деб аталади ва уларнинг умумий 
циймати

1 -  ДГ / <*• 1/. 4  « И - Я Г  / <*. у. *) dV
&) IV)

f  (х, у, г)  функциянинг уч каррали интеграли (Риман интеграли)  
дейилади.

Демак,

Я !  f  (*• У' 2) W  =  Щ  / (*» У, г) dl/ =  J J J  / (х , у,  г) dV.
(V) (V) IV)

2. У ч к а р р а л и  и н т е г р а л н и н г  м а в ж у д л и г н .  / (х, I/, 2) 
функция (V) ((V) с :  R3) со^ада берилган булсин.
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18.10-т е  о р е м  а. / (дс, у ,  г) функция  (V) сс.\ада интегралланувчи 
булиши учун  V e > 0  олинганда  д:<*и шундай  6 > 0  топилиб, (V) 
со.\анинг диаметри \Р <  6 бдлган хар цандай Р  булинишига нисба-  
тан Дарбу  йигиндилари

Sp( f )  — sP (/ )< е

тенгсизликни цаноатлантириши зар ур  ва етарли.
3. И н т е г р а л л а н у в ч и  ф у н к ц и я л а р  синфи.  Уч каррали нн- 

тегралнинг мавжудлиги з^ацидаги теоремадан фойдаланиб, маълум синф 
функцияларннинг интегралланувчи булиши курсатилади.

18.11-т е  о р е м  а. Агар f  (дс, у, г) функция чегараланган ёпиц (V) 
( (V)cz R3)  coxflda берилган ва у зл ук си з  бдлса,  у  ш у  со\ада инте
гралланувчи бдлади.

18.12-т е  о р ем  а. Агар / (х, у,  г) функция  (V) с схада чегаралан
ган  ва б у  со^анинг чекли сондаги ноль %ажмли сиртларида у зилиш
га эга бдлиб,  долган барча ну/упаларда у зл ук си з  бдлса, функция  
(V) да интегралланувчи бдлади.

4. У ч  к а р р а л и  и н т е г р а л н и н г  х о с с а л а р н .  Уч каррали ин* 
теграллар *ам ушбу бобнинг 5- § ида келтнрилган икки каррали ннтег- 
ралнинг хоссалари каби хоссаларга эга.

1°- f  С*. У. г) функция (V) соз^ада бернлган булиб, (V) соз^а ноль 
фжмли (S) сирт билан (V,) ва (У*) со.^аларга ажратилган булсин. Агар 
/ (дс, у,  г)  функция (10 да интегралланувчи булса. функция (У,) ва (Vj) 
со^аларда .^ам интегралланувчи булади, ва аксиича. яънн / (дг, г/, г) 
функция [(Vj) ва (Vj) со^аларнинг хар бирида интегралланувчи булса, 
функция (10 да з$ам интегралланувчи булади. Бунда

JJ j  f  (*. у , z) dV =  Щ  / (дг, у,  г) dV +  J J J  / (x, у, г) dV 

бдлади.
2°. Агар / (дс, у. г) функция (V0 да интегралланувчи булса, у  ^олда 

c - f  (дс, у, г) (с  =  const) функция .\ам шу соз^ада интегралланувчи ва 
ушбу

ЯГ с f te у• г) dV= с  JTJ / (х, у, г) dV
<V) (V)

формула уринли булади.
3°. Агар / (х, у, г) ва g  (х, у, г) функциялар (V) да интегралла-

нувчи булса, у  з^олда / (х, у , z ) ± g  (х, у, г) функция з̂ ам шу со.^ада 
интегралланувчи ва ушбу

Ш [ / ( Г .  у, Z )±g (x ,  у , г ) Ы У =  Г f |7(х, у , 2) d V ± [ H g ( x ,  y,z)d.V 
t o  1 <V> (V)

формула уринли булади.
4 . Агар /(х, у ,  г) функция (V) да интегралланувчи булиб, 

V (x , у,  z )£ (V) учун /(х, у , 2) >  0 булса, у  з^олда

f f f / ( x ,  у , z)dV>  0
(V)

бдлади.
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5°. Агар f(х, у , г) функцня (У) да интегралланувчи булса, у  хол- 
Да1 !/(•*. У- г)1 функция хам шу сохада интегралланувчи ва

| Щ / (* . У, 2 )d V | < jm / ( j r ,  у, 2)|dU
(V) (V)

булади.
6°. Агар /(х, у. г) функцня (V) да интегралланувчи булса, у хол

да шундай узгармас р (т <  р <  М) сон мавжудки,
Г Ш (х , у, Z)dV =  li-V
(V)

булади, бунда V — (V0 соханинг хажми.
7°. Агар /(дг, у ,  г) функция ёпиц (V0 сохада узлуксиз булса, у  хол

да бу сохада шундай (a, b, c)£(V) нуцта топиладики,
J f f / f c y .  *)dV = f ( a , ft, c)-V

(V)

булади.
5. У ч к а р р а л и  и н т е г р а л л а р н и  х , , с ° б л а ш .  f(x, у,  г) 

функция (V) = {(х, у. г ) £R3: а  <  х <  Ь, с  ^  у  ^  d. е  <  2 <  /} сохада 
(параллелепипедда) бернлган ва узлуксиз булсин. У \олда

г/. 2)dV/ =  j‘ [ J ( J / ( x .  у , г)</г)<^]|Лх
(V) а с е

булади.
Энди (V) ((У )с/?3) соха — пастдан 2 =  гр, (jc, у), юцорндан г  =  \ft (x, (/) 

сиртлар билан, ён томондан эса Ог у^ига параллел цилиндрик сирт 
билан чегараланган со.\а булснн. Бу соханинг Оху текисликдагн проек- 
цияси эса (D) булсин.

Агар /(х, у ,  г) функция шундай (К) сохада узлуксиз булиб, г  = 
=  ^ i(x , у), 2 =  (J-,(х, у)  функциялар (D) да узлуксиз булса, у  холда

J 7 J 7 (* .  У> *)<&=> Ш * '* ? y)f(x, У, 2)dz) dxdy
<V) W)  U . У)

булади. Агар ю^орндаги холда (D) =  { (х, у)  6 R*: a <  х <  b, (х) <  
5W } булиб, tpi(х) ва ф2(х) функциялар [а, Ь] да узлуксиз 

булса, у холда
ь  <р,w  у )

У, z)dv =  J [ j  ( f f(x, у, z)dz)dy\dx.
(V) а  ф , ( » )  ф , ( х . у )

6. Уч к а р р а л и  и н т е г р а  л л а р  д а  у з г а р у в ч и л а р н  и а л м а ш 
т и р и ш.  Уч каррали интегралларда узгарувчи шрни алмаштириш, ушбу 
бобнинг 7-§ да келтирилган икки каррали интегралларда уггарувчи- 
ларни алмаштириш кабиднр. Шуни ^нсобга ол.|б, цунида уч карралн 
интегралларда узгарувчнларни алмаштириш формуласини келтнрнш би
лан кифояланамиз.

/(х, у.  2) функция (К) ((V) с  R3) сохада берилган ва узлуксиз бул
син, (К) соха эса силлик ёки булакли-силлиц сиртлар билан чегаралан
ган булсин.
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Ушбу ^
X =  <Р ( и ,  V, £ ') ,)  
у  = \р(и, V, t t 'U  
г =х(ы, V, а>),}

система (Д) ((Д )с : R3) со^ани (V) со.х,ага акслантирсин ва бу аксланти- 
)иш 7- § да келтирилган 1° — 3°- шартларни бажарсии. У ^олда 
TJ /(*. у,  z)d.V = | f j/ ( (f(« . v, w), ф(ы, v, w), х(и, v, w ) )\ l\dud vdw

W ) (А)"
буладн, бунда

дх дх_ дх
ди dv <Ъ

_ду_ ду д у
ди dv dw
дг дг дг
ди dv &-JO

7. У  ч к а р р а л и  и н т е г р а л н и н г  б а ъ з н  бир т а т б и ц л а р и .  
Уч каррали интеграл ёрдамида R3 фазодаги жисмнинг ^ажмини, жисм
нинг массгснни, инерция моментларини топиш мумкин.

19-[Б[0|Б 
ЭГРИ ЧИЗИКЛИ ИНТЕГРАЛЛАР

Юкори даги бобда Риман интеграли тушунчасини икки узгарувчили 
функция учун кандай киритнлишинн курдик ва уни ургандик. Шуни 
э̂ ам айтиш кераккн, куп узгарувчили функциялар учун интеграл ту 
шунчаси турлича кнрнтилиши мумкин. Биз куйнда келтирадиган эгри 
чнзнкли интеграллар хам конкрет амалий масалалардан пайдо булган-
дцр.

1-§ . Биринчи тур эгри чизели  интеграллар

1. Б и р и н ч и  т у р  э г р и  ч и з и ц л и  и н т е г р а л  т а ъ р и фи .
Текисликда бирор содда АВ* (А =  (а„ a ^ ^ R 2, B = (bv b j £ R 2) эгри 
чнзикни (ёйни) олайлик. Бу эгри чизик да икки йуналишдан бирини мус
бат йуналиш, нккинчисинн манфий йуналиш деб цабул килайлнк (24- 
чизма).

•Айтайлик, ж =  <р (О- У —W )  функцияларнинг хар бири (сс,(5)да берилган бул
син. Бу функциялар ( а ,  (5)да ф'(/), ф '(0 ^осилаларга эга ва улар узлуксиз булиб, 

<р'* (/) -(- tf'* (/)> 0 булсин.
R2 текисликдаги ушбу

L = { ( x .  y)£R *: дс =  Ф(/). y =  $(t), < £ (« , Р)}
Туплам содда эгри чизик деб аталади. Содда эгри чизи^ узунликка эга булади.
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АВ эгрн чизикни А дан 
В  га караб А0 = А,
А2, . . . , Ап — В  (Ak — (дс* ,
Ук)ЕАВ, k =  0, 1..................
Ао (дГо» Уо) =  (̂ i< @г)> Ап ~ 
=  (хп , у п ) =  (&!. Ь£) ну^та- 
лар ёрдамида п  та булакка
буламиз. Бу Ас, At ..............
Ап ну^талар системаси АВ 
ёйининг булнннши деб ата
лади ва у

Р ={Аа, Ау  , Ап}

2 4 -чизма каби белгиланадн. Ак Ak+l 
ёй (булиниш ёйларн) узунликларн A sk (k — 0, 1, . . . .  л) нинг энг 
каттаси Р  булишнинг диаметрн дейилади ва у  ).Р билан белгиланадн:

Яр =  max{As.}. 
к

Равшанки, АВ эгри чизицни турли усуллар билан исталган сонда бу- 
линишларнни тузиш мумкин.

АВ эгри чизицда /(дс, у)  функция берилган булсин. Бу эгрн чн- 
зи^нинг

Р =  {/40, Аг  . . . , Ап\ 

булинишини ва унинг э̂ ар бир АкАк . х ёйида ихтиёрий Qk =  rit ) 

(Q* =  ( Л*) € 4И *-н ’  ̂=  0. 1 ..............  я) ну^та оламиз. Бернлган
функциянинг Q* =  ( л*) иуцтадаги f(£k, т]л) цийматини AkAkJ_{ нинг 
A sk узунлигига купайтнриб ^унидаги йириндини тузамиз:

(19.1)
Г»—1

а =  V  f(£k, r\J-Ask.
ft=»0

Энди АВ эгри чизицнинг шундай
Р Р РГ у  г г  . . .  ,  г т . (19.2)

булинишлари кетма-кетлигини цараймизки, уларнинг мос диаметрлари- 
дан ташкил топган

V 2' * • * ’ ^р„ ’ ’ ' '
кетма-кетлик нолга интилсин: Х.р^~*-0. Бундай булинншларга нисба- 
тан (19.1) каби нириндиларни тузиб, ушбу



кет иа-кетлнкни .40сил цнламиз. Равшанки, бу кетма-кетликнннг хаР 
би[ ^адн Qk = (1к, лА) нуцталарга бог.-Шц.

19.1-т а ъ  риф.  Агар АВ эгри чизицнинг хар цандай (19.2) кури- 
ннпдагн булинишлари кетма-кетлиги {Ят } олинганда хам- унга мос 
йиг шдилардан иборат {ат } кетма-кетлнк (1к, т]А) нуцталарнинг танлаб 
олпшшига боглиц булмаган холда >;амма вацт битта / сонга ннтилса, 
бу сон о йитндинин г  лимити деб аталади ва

lim 0 =  lim  У/( Е t| J - A s4 =  / (19.3)
'  >.D-0 *“*=0

, кабн белгиланади.
(19.1) йнгиндинннг лнмитини цуйндагича хам таърифлаш мумкин.
19.2-т а ър и ф. Агар V  е >  0 сони олинганда хам шундай 6 > 0  то-

пилсакн, АВ эгри чизицнинг диаметри Яр < 6  булган .\ар цандай Р
булиниши учун тузилган о йипшди ихтиёрий ( lk, т]А) £ АкАк { нуцта- 
ларда

|о — /|< е

тенгсизликни бажарса, / сон о йитндинин г  Яр -*-0 даги лимити 
деб аталади ва (19.3) каби белгиланади.

(19.1) йиринди лимитинииг бу таърифларн эквивалент таърифларднр.
19 . 3 - т аъриф.  Агар Ар-^ 0  да о йигинди чекли лимитга эга булса,

у  холда Д х , у)  функцня АВ эгри чизиц буйича интегралланувчи де
йилади. Бу лимит /(х, у)  функциянинг эгри чизиц буйича биринчи  
т ур  эгри чизицли интеграли  деб аталади ва у

J 7  (х, у) dS
А В

кабн белгиланади.
Шундай цилнб, киритилган эгри чнзицли интеграл тушунчасннинг 

узига хослиги царалаётган икки аргументли функциянинг берилиш со-
Хаси текисликдагн бирор АВ эгри чизиц эканлигндир. Долган бошца 
мулохазалар (булинишларининг олиниши, булаклардан ихтиёрий нуц- 
та танлаб интеграл йигинди тузиш, тегишлича лимитга утиш) юцори- 
да киритилган интеграл тушунчаларн сингарндир.

2. У з л у к с и з  ф у н к ц и я  б и р и н ч и  т у р  э г р н  ч и з и ц л н  нн- 
т е г р а  л и. Энди биринчи тур эгрн чизицли ннтегралнинг мавжуд бу- 
лншинн таъминлайдиган шартни топиш билан шутулланамиз. Юцорида 
келтирилган 19.3-таърифдан куринадики, биринчи тур эгри чизицли ин
теграл АВ эгрн чизицца хамда унда берилган /(х, у)  функцияга бог-
лиц булади. Демак, ннтегралнинг мавжуд булиши шартини АВ эгрн 
чизиц \амда /(х, у)  функцияга цуйиладиган шартлар орцали топиш ке- 
рак булади.
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Фараз цилайлик, АВ эгри чизиц ушбу

; i ; g }  < ° < s < s > <i 9 -4)

система билан берилган булсин. Бунда s — AQ ёйининг узунлиги (Q
=  ( jc , у)£АВ), S  эса АВ нинг узунлиги. /(*, у)  функция шу АВ эгри 
чизи^да берилган булсин. Модомики, х =  x(s), у  = у  (s) (0 s <  S) 
экан, унда f (x,  у)  =  f(x(s). y(s))  булиб, натижада ушбу

f(x(s) , у  (s)) =  F (s) (0 <  s <  5)
мураккаб фуикцияга эга буламнз.

АВ эгри чизикнинг Р  =  {/!„. Аг  . . .  , Ап} булингшини Еа \ар

бир АкАк+х да ихтиёрий Qk =  (?t , riA) нуцтани олайлик. .\ар бир Ак
нуцтага мос келадиган ААк нинг узунлиги sk, хар бир Qk ну^тага

мос келадиган AQk нинг узунлиги s ’ дейлик. Равшанки, АкАк , ,  нинг 
узунлиги sk+l — sk— A sk буладн.

Натижада Р  булинншга нисбатан тузилган

° =  2  / (5*- s**=0
йигинди ушбу

2/<**• n*)-A s* =  2  !/(*;))• Д5* =  2 f <*D A s**=0 ft=0 ft—о
курннншга келади. Демак,

o = " T l F(s])- Ask. (19.5)
*=о

Бу йишндини [О, S ] оралнцдагн F (s) функциянинг интеграл йигинди
си (Риман йигиндиси) эканлигини пай^аш цийин эмас (каралсин,
1-цисм, 9-боб, 1-§).

Агар /(х, у)  функция АВ эгри чизи^да узлуксиз булса, у  .холда 
F(s) функция (0.S] да узлуксиз булади. Демак, бу .yvua F (s) функ
ция [О, S ] да интегралланувчи:

n—1 5
lim v  F(s]) Ask = \F(s)ds.  (19.6)

Хр —о о

Шундай цилиб, (19.5), (19.6) муносабатлардан да ст йипш-
дининг лимити мавжуд булиши ва

s
!im  а = \ F(s )d s

Х р - , о  о

эканлигини топамиз. Натижада цуйидаги теоремага келамиз.
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с и з  булса, у  ^олда б у  функциянинг  АВ эгри чизиц буйича биринчи 
m y  i эгри чи зщли интеграли мавжуд  булади ва

f  f(x,y ) ds =  ( 7 (x(s),y(s))ds
Т в  0

6ijj ади.
Бу теорема, бир томондан узлуксиз функция биринчи тур эгри 

чизикли интегралининг мавжудлигини аннклаб берса, иккинчи томон
дан бу интегралнинг аииц ннтегралга (Рнман интегралига) келншини 
■М сатади.

19. 1- э с л а т м а .  Эгри чизикли интеграл тушунчаси билан Римаи 
интеграли тушуичасини солиштирнб, уларнинг ,\ар иккаласн йининди- 
нинг лимити сифатида таърифланишини курдик. Анни пайтда бу ту- 
шунчаларнинг фарцлн томони гам бор. Ушбу

ст =  ’l*)- A s* (19.5)
kr=0

йириндидаги A sk хар доим мусбат булиб, А В эгри чизицнинг иуналиши- 
га 6oF.iiii^ эмас. Демак,

J  f ( x , y ) d s=  J  f (x ,y )ds .  
л и  'da

3. Б и р и н ч и  т у р  э г р н  ч и з и ц л  и и н т е г р а л л а р н н  иг  х о с с а -  
л а р и .  Юкорида курднкки, узлуксиз функцияларнинг биринчи тур эг
ри чизицли интеграллари Римаи интегралларига келади. Бинобарнн, 
эгри чизикли интеграллар хам Рнман интеграллари хсссалари каби 
хоссаларга эга булади. Шунн эътиборга олиб, эгрн чшицлн интеграл
ларнинг асосий хоссаларини санаб утиш билан кифояланамиз.

(19.4) система билан ани^ланган АВ эгри чизикда f(x, у)  функ* 
ция берилган ва узлуксиз.

1°. Агар АВ = АС + СВ булса, у ,\олда
J  f (x, у) ds  =  f f (x, y ) d s +  f f(x, y ) d s  

)Св л с  (Hi

19. 1 - т е о р е ма .  Агар f(x, у) функция А В эгри чизикда узлук-

бдлади.
’ 2°. Ушбу

J  с  f  (x, y ) d s  — с J  f(x, y) ds (c=)-const) 
AB AB

тенглик уринли.
АВ эгрн чизикда f(x, у)  функция билан g  (х, у)  функция хам 

берилган ва у  узлуксиз булсин.
Зэ . Ь^уйндаги

f [ /(*. y ) ± g ( x ,  y ) ] d s =  j  f(x, y ) d s ± ^ g ( x ,  y ) ds  
Xb  Xb  T b

формула уринли булади.
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4°. Агар V  С*.*/) 6 АВ да /(г, у ) > 0  булса, у  холда
J  /(дс, y ) d s >  О

АВ

булади.
5°. \1(х, у)  | функцня шу АВ да интегралланувчи ва 

U  f (x .y )ds  J  | f  (x,y)\ds

f f (x, y ) d s  = f ( c 1, c 2) S
AB

булади, бунда S  — АВ нинг узунлиги.
Бу 6°-xocca урта кий.мат хацидаги теорема деб аталади.
4. Б и р и н ч и  т у р  э г р н  чизицли и н т е г р а л л а р н и  ц и с о б -  

л а ш.  Биринчи тур эгри чизицли интеграллар, асосан Риман интеграл- 
ларига келтнрилиб хисобланади. Юцорида келтирилган 19 .1 -теоремага
кура АВ эгри чизиц ушбу

система Силан берилганда (бунда s— ён узунлиги) Fa /(дг, у)  функ
цня шу АВ да узлуксиз булганда эгрн чизицли интеграл Риман ин- 
тегралнга келди. Демак, бу Риман интегралнни хнсоблаш иатижаснда 
эгрн чизицли интеграл топнладн.

Энди АВ эгрн чизиц ушбу

система билан (параметрнк формада) бернлган булсин. Бунда ф (/), 4" (О 
функциялар [а , р| да ф'(0. Ф'(0 хосилаларга э га  Ра Су цоснлалар шу 
оралнцда узлуксиз хамда (ф(а), ф (а)) =  A pa (ф(Р), (р)) =  В  булсин.

(О <  s <  S)

(19.7)

Равшанки, (19.7) система [а , Р1 оралнцнн АВ эгри чизицца акс- 
лантнрадн. Бунда (у. 6) с :  (а , Р) нинг АВ чизицдаги АуАь аксинннг 
узунлн ги

*

S  V  V'* ( 0 +  * ' *  ( 0  d t
у

булади (царалсин, 1-цисм, 10-боб, 1-§). 
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19.2-т е  о р е м  а. Агар [(х, у)  функция  АВ да берилган ва у злук -  
фз  булса , у  холда %

\ f  (х, y ) d s  = $ /(ф (0 , ф (0) V ф' (0 +  ф'2(0  dt (19.8)>
АВ

цулади.
И с б о т .  (а . р] оралицнинг

P  = {t0, U.............../„} ( «  =  * „ < / , < . .  . < /„ =  р)
булинншинн олайлик. Бу булинишнинг булувчи ну^таларн tk (k =

=  0. 1, . . .  , п) нинг АВ даги мос аксларннн Ak(k = 0, 1, . . . , п)
дейлнк. Равшанки, бу Ак (к =  0. 1.............. п) иукталар АВ эгри чн-
зицнинг

{Aq, А}, . . • | Ап} 
булинншинн д о и л  циладн. Бунда Ак =  (ф(tk), ф(1к)) (к =  0, 1, . . .  , л)< 

ва АкАк+1 нинг узунлиги

'* + | ____________
д 5, =  f V Ф,2(0  +  Ф'2(0  dt  

'к
булади. У рта циймат ^ацидаги теоремадан фойдаланиб цуйидагнни то- 
памиз:

д ** = V я>,2(\) + ГЬ*) • (/*+, -  о  = V W * )+ ij/ 2(T*) • д /*.
бунда Энди ф(т*) =  £*. Ф(Т*) =  Л* деб оламиз. Равшан-

кн, (1к, г1*)6^И*+1 (* =  0* Ь 2 ...............п — 1) булади. АВ эгри чн-
знк,нинг кл^орнда айтилган

{А0, Л ,, . . . , Ап)

булинншинн ва .\ар бир АкАк+х да (ЕА, 1)А) нуцтанн олиб,

s  /«». ч»>-<4 
к=0

йипшдини тузамнз. Унн куйидагича ^ам ёзнш мумкин:
П—1

_  V
0 = 2 .  f&v  4 »)A s* =  ♦-=0

л— 1

=  f 'ф (**). Ф м  V Ф'2(**) +  Ф'2(**) д /*. (19.8)

Бу тенгликнинг унг томонидаги йигинди /(ф(0. Ф (0) • 1 ф'ЧО +  Ф ' ( 0  
функциянинг (а , Р) оралик даги Риман йириндисидир.
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Шартга кура f(x, у) ваг  q'(t), К'(О функциялар узлуксиз. Демак, 
мураккаб функциянннг узлу ксизлигн хацидаги теоремага кура /(ф(/.)
»{•(/)) ва демак, / (ф (/), ^(О) Г  ф'2(0  +  2(0 функция [а , Р) оралшуй
узлуксиз. Демак, бу функцня [а , р] да интегралланувчи буладн. 
Яъни

п —1 __________________

lim  2 ]  f ((f  (тА), ф(тА))]/  ̂<p'V*) +  А К  =
тах{Д tk  } - 0*=1

Р ________________
= 1/ (ф (0 . 4 > ( 0 ) lV 2(0  +  4’,2 (0  dt.

a

Модомнкн, д- =  ср (/), г/ =  \|- (/) функциялар (а, Р) да узлуксиз экан, 
унда шах (Д/л}-*-0 да Д х А-*-0, Д уА-*-0 ва демак, Д sk -+-0. Бундан

эса Хр -*-0 булиши келиб чицади. (19.8) муносабатдан фойдаланнб
р ___________

lim  о =  f /(?(/), vj- (0) \г ц (t) +  * '*  (t) dt 
\ p - +  0 a

булишини топамиз. Бу эса
Р _________________

j  f(x,y)ds  =  | /(ф (0 . 'Г(0) ] / ф'*(0 +  ^ '* (0 Л
w а

А В
эканини билдиради. Теорема исбот булди.

Бу теоремадан цунндагн натижалар келиб чнцадн.

19. 1 - н а т н ж а .  АВ эгрн чизиц ушбу
У ~ У (х) (а <  х <  Ь, у  (а) = А, у(Ь) =  В) 

тенглама билан аннцланган булнб, у(х)  функция [а, Ь] да .\осилага эга
V-/

ва у  узлуксиз булсин. Агар f (x ,y )  функция шу АВ да берилган ва 
узлуксиз булса, у  холда

f f ( x , y ) d s = - $ f ( x , y ( x ) ) y  j + y >*(x)dx  (19.9)
At) а

булади.

1 9 . 2 - н а т н жа .  АВ эгрн чизиц ушбу
р =  р(0) ( б о ^ О ^ б , )

тенглама билан (цутб координата системасида) берилган булнб, р(0) 
функция [00. 0,] да хосилага эга ва у узлуксиз булсин. Агар /(х. у)
функция шу АВ да берилган ва узлуксиз булса, у  цолда

f f ( x , y ) d s  =  J"’ /(р cos 0,р sin 0 ) ] ^  _)_ p'*d0 (19. Ю)
A S  **•

булади.
Бу натнжаларни исботлашнн уцувчига цавола этамиз.
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f У  х2 +  у* ds 
АВ

эгри чизицли интеграл хисоблансин, бунда АВ — маркази координата бошнда, радиу
си г >  0 га тенг булган айлананинг ю^ори ярим текисликдаги цисми.

Равшанки, бу АВ эгри чизиц цуйидаги

х =  г cos t 1. ( 0 < / < л )  
у =  г sin/ J

система билан аницланади. АВ да / (дс, у) =  ]г х 1 +  У1 =  У  (г cost)2 -г (г sin О2 функ
ция узлуксиз. Демак,

_____  я _______________  _________________
f  У х 2 +  y2ds =  J  У  (г cost)* -f- (/• sin f)2 • V ^ rco s t)'* +  (г s in / ) '2 d/ =

АВ  0

= r*” d/ = л г*
о

булади.

5. Б и р и н ч и  т у р  э г р н  ч н з и ц л н  и н т е г р а л л а р н и н г  б а ъ з и  
бир т а т б и ^ л а р и .  Биринчи тур эгри чизикли интеграллар ёрдамида 
ёй узунлигиии, жисмнннг массасини, орирлик марказларини топнш мум
кин. К,уйида биз биринчи тур эгри чизикли интеграллар ёрдамида ёй 
узунлиги цандай ^исобланишиии курса гамнз.

Текисликда содда АВ эгри чизик; бернлган булсин. Бу чизикда

f ( x , y )  =  1 функцияни царанлнк. Равшанки, бу функция АВ да узлуксиз. 
f  (x, у)  функциянинг биринчи тур эгри чизикли интеграли таърифидан 
куйидагини топамиз:

I f  (х,у) ds = \im V  / (i* .П*) Д s* =  lim V  <±sk = S .
—° k= 0 k—0

Демак,
S = [ds.  О

A d

M и с о л. У шбу
х =  х (I) =  a cos* t 1 

У “  У (0  ** о sin* i J

система билан берилган АВ чизицнинг узунлиги топилсин. Бу чнзиц астроидани нфо- 
далайди.

(*) формулага кура астроиданинг узунлиги

S  =  j  ds
АВ

М не о л. Ушбу
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булади. Астроида координата £ь;ларига нисбатан симметрии булишини эътиборга 
олиб, юкорида келтирилган (19.8) формуладан фойдаланиб кубидагини топамиз:

Я / 2 ________________ Я/2 _____________________________________________________
.( ds =  4 j  У х 'г (1) -{■ y 'z(t)d l=  4 f  — За cos*/-sin*)2 +  (3 a s in 4  cost)*dt =

о о
Я/2 ___________  Я/2

t ,  Г 9a* (* (  cos я/2 
=  4 j 1 /  — sin * 2 < d / = 6 a|  s in 2 / < # = 6 a (------- —  j  =  6a.

0 *o

2 -§ . Иккинчи тур эгри чизицли интеграллар

! .  И к к и н ч и  т у р  э г р и  ч и з н ^ л и  и н т е г р а л  т а ъ р и ф и .  Те- 
кисликда бирор содда АВ эгри чизицни царайлик. Бу эгри чизицда 
f (х. у)  функция берилган булсин. АВ эгри чизи^нинг

Р  = {Ао, At............. Ап)

булинншинн ва унинг ^ар бир Ак Ак+Х(к =  0,1, . . . ,  п — 1) ёйида нх-

тнёрий Qk =  (|А, л») нущтанн (Q* =  (5*.Л4)6 ^ * ^ * +1. *  =  0,1, . . . п — 1) 
олайлик. Берилган функциянинг Qk =  ну^тадаги f ( l k, r]t ) ций-

матини АкАк+х нинг Ох (Оу) уцдагн Д хк (Д у к) проекцняснга купайти- 
рнб цуйидаги йириндини тузамиз:

a ' “ l ! f<Sk '  ( O ' - 2 / ( 1 * .  л*) Д у*). (19. 11)
£=0 А»=0

Энди АВ эгри чизи^нинг шундай

Л . Рг .............Рт---------  (19.12)
булинишлари кетма-кетлигнни цараймизкн, уларнинг днаметрларидан 
ташкил топган мос

,  A D , • • • ,  А п  . . . .г  m

кетма-кетлик нолга интилсин:
У.р — о.г т

Бундай булннишларга нисбатан (19.11) каби йипшдиларнн тузнб ушбу
' ' ' / " ’ ’  \0| , 0 2 ,  .  .  .  ,  О т , .  .  . (O i, Ог, . . .  ,  Om, .  . .  )

кетма-кетликни .^осил к,иламиз. Равшанки, бу кетма-кетликнинг ^ар 
бнр ^ади, хусусан, (|4, r i j  нуцталарга ^ам боглнц.

19. 4 - т а ърн ф.  Агар АВ эгри чизн^нннг ^ар цандай (19. 12) курн- 
нишдаги булинишлари кетма-кетлиги {Рт} олинганда ^ам, унга мос 
йигиндилардан нборат {от } ({о™}) кетма-кетлик ( lk, rit) нукталарнинг

((I*. Л*) 6 Ак /4а+1) танлаб олинншнга 6of.ih^ булмаган равишда ,\амма 
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вакт битта Г  сонга (/" сонга) интилса, бу сон о ' (а") йигиндининг  
лимити деб аталади ва %

lim  о ' =  lim  У  /(£ rj.) • Ajt* =  /'
>.р- о \Р-. o f i i

/1*1
(l im о" =  l im v  /(£ т ^ - Д ^ - Г )  (19 .13)
к р - * 0  Х р ->  о л = 0

каби белгиланадн.
о '(о") йигиндининг бу лимитини куйидагича .цам таърнфлаш мум

кин.
19 . 5 - т аъриф.  Агар V e > 0  олинганда .\ам, шундай б > 0  топил

сакн, АВ эгри чизи^нинг диаметри Хр <  б булган ^ар цандай Р  були
ниши учун тузилган о '(а " ) йигинди учун ихтиёрий (ЕА, г]*) нукталарда

((?*. Л *)€^И *+ г *  = 0 ,1 , . . . , п — 1)
| о ' - / '| < е  ( | о" — I " |< е)

тенгсизлик бажарилса, Г  сон (/" сон) а '  йигиндининг  (а" йирнндн- 
нинг) Хр -► 0 даги лимити деб аталади ва (19.13) каби белгиланадн. 

Йигинди лимитининг бу таърифлари эквивалент таърифлардир.
19 .6 -таъ ри ф . Агар Яр -*-0 да о ' йигинди (о" йигинди) чекли ли

митга эга булса, у  ^олда f ( x , y )  функция АВ эгри чизик; буйича и н 
тегралланувчи дейилади. Бу лимит /(дг,у)  функциянинг АВ эгри чизик 
буйича иккинчи тур  э гри чизикли интеграли  деб аталади ва у

J ' f ( x , y ) d x  ( f  f ( x , y ) d y )
АВ АВ

каби белгиланадн. Демак,
П—1

f ( x , y ) d x  =  lim ст' =  lim  V  /(£ т})-Д х
X p -0  X p -O j^ j

J  f ( x , y ) d y  =  l im а" — l im V  / ^ .  т^ -Ду* .
Xp -»0 Xp ->o A=c0

Шундай килиб, АВ эгрн чизикда берилган f (x ,y )  функция дан иккита— 
Ох укидаги проекциялар воситаснда ва Оу укидаги проекциялар во- 
ситасида олинган иккинчи тур эгри чизикли интеграл тушунчалари ки- 
ритилди.

Фараз килайлик, АВ эгри чизикда иккита Р(х ,у )  ва Q (дс,у)? функ
циялар берилган булиб, j  P(x,y)dx,  j' Q(x.y )dy  лар эса уларнинг ик-

лв Йв
кинчи тур эгри чизикли интеграллари булсин. Ушбу

S P (x , y ) d x +  Г Q(х , у ) d y  
Хв Хв
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йнгинди иккинчи тур эгри чизицли интегралнннг умумий куриниши 
деб аталади ва

f P(x , y )dx  +  Q(x,y) dy  
Тв

>каби ёзнлади. Демак,

J  Р  (х, у) dx +  Q (х, у) d y  =  J  Р (х, у) dx +  f Q(x, y )dy .
/Гв Хв Хв

Иккинчи тур эгри чизицли интеграл таърифидан цуйидаги натнжалар 
келиб чицади.

19. 3 - н а т и ж а .  Иккинчи тур эгрн чизицли интеграл эгри чизиц
нинг йуналишига борлиц булади.

Шуни исботлайлик.
Маълумки АВ эгрн чизицца нккита йуналиш (А нуцтадан В нуц-

тага ва В  нуцтадан А нуцтага) олиш мумкин (АВ,ВА\ А ф  В).
АВ эгри чизицнинг юцорндагн Р  булинишини олиб, бу булинишга 

нисбатан (19.11) йигиндини тузамнз:

а ’ "  2  f  (-*• Л*) ■ А дг* (Ад:* =  *  -  хк).
к=О

Айтайлик, А,р —► 0 да бу йиринди чекли лимитга эга  булсин. Д емак,

lim 2 / ( 6 * .  i\J-&xk = ' f O c . y ) d x .  (19.14)
*■/*-* °*=о ла

Энди АВ нинг уша Р  булинишини цамда цар бир Ак Ак и  даги уша

ilk, Л») нуцталарни олиб, АВ эгрн чизицнинг йуналишини эса В дан 
А га цараб деб ушбу йигиндини тузамиз:

=  л*) ( * * - * * + ,) •
*=0

'Кр —*• 0 да бу йиринди чекли лимитга эга булса, у таърифга биноан 
ушбу

| / (х> У) dx
ВА

интеграл булади:

lim а' =  lim  V  /(«*, Л*) (а* — **+,) =  f f (x ,y )dx.
*-Р *-Р 4=0

Агар

o ' - S « « r  ч « н * »  —  2 / e » -  V  *-0 *-0
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эканлигини эътиборга олсак, у  .ухлда Лр->-0 да о ' йигиндининг чекли
лимитга эга булншидан о ' йигиндининг ^ам чекли лимитга эга були
ши ва

lim  а ' =  — lim  о '
Х р -*  0 Х р -*  о

тенгликнинг бажарилишини топамиз. Демак,
j  f ( x , y ) d x  = — J  /(х, у)  dx.
S3 ЗПв

Худди шунга ухшаш
J  f ( x , y ) d y  =  — J  f ( x , y ) d y  

' в а  Т в

булади.
19. 4-н а т и ж а .  .4 В эгри чизик Ох уцнга (Оу уцига) перпендику

ляр булган тутри чизик кесмасидан нборат булсин. / (х, у)  функция шу 
чизикда берилган булсин.

У ^олда
J  f ( x , y ) d x  ( j" f (x , y ) d y )

А В  А В

мавжуд булади ва
J  / (х ,у) dx =  0 ( | / (х, у )  d y  — 0 ).

Б у тенглик бевоснта иккинчи тур эгри чнзицлн интеграл таърифндан 
келнб чик,ади.

Энди A S  — содда ёпиц эгри чизик булсин, яъни А ва В  нукталар 
устма-уст тушсин. Бу спиц чизицни К  деб белгилайлик. Бу содда 
ёпин; чизик,да *ам икки йуналиш булади. Уларнинг бирини мусбат йу
налиш, иккинчисини манфий йуналиш деб цабул к, и лай лик. Шундай 
йуналишни мусбат деб кабул циламизкн, кузатувчи ёпик чизик буйлаб 
Каракат цилганда, ёпик чизик 
бнлан чегараланган со.^а унга 
нисбатан ^ар доим чап томон- 
да ётсин.

Фа раз килайлик, К  содда 
ёпик, чизицда /(х, у) функция 
берилган булсин. Бу К  чизик- 
Да ихтиёрий иккита турли нук- 
таларнн олиб, уларни А ва В 
билан белгилайлик. Натижада

К  ёпик чизик иккита АаВ ва

ВЬА чизицларга ажраладн (25- 
Чизма). 25- чизма
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С f  (х, у)  dx +  f f (x ,y )  dx
AaB \ЬЬА

интеграл (агар у  мавжуд булса) f (x, у)  функциянинг К  ёпш\ чизиц 
буйича иккинчи тур  эгри чизикли интеграли деб аталади ва

f f ( x , y ) dx ёки f  (х. у) dx 
к к

каби белгиланадн. Бунда К  ёпн^ чизицнинг мусбат йуналишн олинган. 
-(Бундан буён ёпиц чизиц буйича олинган интегралларда, ёпиц чизиц 
мусбат йуналишда деб цараймиз.) Демак,

$ f (x . y )  d x =  j  f ( x , y ) d x +  f f ( x , y )  dx.
K AaB BbA

Худдн шунга ухшаш

f f ( x , y ) d y  
к

,^амда, умумий ^олда

\ Р(х, у)  dx + Q (х, у) d y  
к

интеграллар таърифланади.
АВ фазовий эгри чизи^ булиб, бу чизикда f  (х ,у , г )  функция берил-

тан булсин. Ю^орндагидек, f (x ,y ,z )  функциянинг АВ эгри чизи^ бу
йича иккинчи тур эгрн чизшуш интеграллари таърифланади ва улар

\ f (x,y ,z)dx,  I  f (x , y , z ) d y ,  \ f (x , y , z )  dz 
Хв Ав Хв

кабн белгиланадн. Умумий ^олда АВ да P(x , y , z ) ,  Q (x ,y ,z )  R (х, у, г) 
функциялар берилган булиб, ушбу

j  Р  (х, у, z) dx, Q (х, у, г) d y ,  J  R(x ,y ,z )dz
А В  А В  Хв

интеграллар мавжуд булса, у  э^олда

J  P (x , y , z ) d x +  j  Q (x , y , z ) d y +  f  R (x, y ,  z) dz 
Хв Хв Xb

йигинди иккинчи тур эгри чизикли интегралнинг умумий куриниши 
деб аталади ва у

I  Р  (х, у, z)dx +  Q (х, у,  z )d y  +  R (х, у, z) dz 
Хв

Ушбу
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каби белгиланади. Демак,

2. У з л у к с и з  ф у н к ц и я  и к к и н ч и  т у р  э г р и  ч и з н ц л и  
и н т е г р а л и .  Знди иккинчи тур эгри чизицли интегралнинг мавжуд 
булишини таъминлайдигаи шартнн топиш билан шурулланамиз.

Фараз цилайлик, АВ эгри чиэиц ушбу

система билан (параметрик формада) берилган булсин. Бунда ф (/) функ
ция [a ,p i да ф '(0  ^осилага эга ва бу ^осила шу ораликда узлуксиз, 
ф ( 0 .функция ^ам (а , р] да узлуксиз хамда (ф(а), ф (а)) =  А ва (ф(р), 
ф (Р)) =  В  булсин.

t параметр а  дан р га цараб узгарганда (дг, у)  =  (ф (/), ф (/)) нуцта
А дан В  га цараб АВ ни чиза борснн.

1 9 . 3 - т е о р е м а .  Агар f (x ,y )  функция АВ да берилган ва у злук
с и з  бдлса, у  холда б у  функциянинг  АВ эгри чизиц буйича иккинчи 
т ур  эгри чизицли интеграли

«б^линишини олайлик. Бу булинишнинг булувчи ну^талари tk (k =  0, 1,

(19.15)

мавжуд  ва

. . . .  л) нинг АВ даги мос аксларини Ак дейлик (к =  0 , 1 ,  . . . , п). 
Равшанки, бу Ак иукталар АВ эгри чнзш\нинг

б^линишини до и л  цилади. Бундай Ак =  (ф(/*). ф (/4)) (к = 0 , 1 ,  . . . п) 
■булади. Бу булииишга нисбатан (19.11) йириндинн

I»—1
а ' =  2  /й*.
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тузамиз. Кейинги тенглнкда Ахк — AkAkJrX нинг Ох уцдаги проекцняси 

A j r * = * * + i — * * = Ф  (**+ i)  -  Ф (**)

га тенгднр.
Лагранж теоремасидан фойдаланиб топамиз:

Ф(/*+1) - Ф ( д « ф '( 9 * ) - ( / * +1- / * )  =  Ф'(0*)-А/* (0*€[/*, /*+11).

Д\аълумки, (£*, Л *)6^*А *+1 (6 =  0, 1, . . . л — 1). Агар бу (1к, т]*) 
нуцтага аксланувчн нуцтани т* ( т*£[ tk, /*+1]) дейилса, унда

£* =  Ф(Т*)- Ч* =  Ф(т*)
булади. Натижада о ' йигинди цуйидаги куринншга келадн: 

о '  =  Ё  / (Ф (т *)> Ф (т *)) • ф ' ( 0*) • А *ь-
** о

Энди Хр =  шах (Д /.} —► 0 да (бу цолда к р цам нолга интилади) о' 
к

йигиндининг лимитини топиш мацсадида унинг ифодасинн узгартириб 
цуйвдагича ёзамиз:

о' =  2  f  (ф(**)• *  (т*)) • ф (т*)А *к +  2  /(ф (TJ- ♦ (т*)) 1ф' (0*)—
к*=0 к—О

-Ф '(т * )1 -Д  /*. (19.16)
Бу тенгликнинг унг томонидагн иккинчи цушнлувчнни бацолаймиз:

| 2  f f r W  — р' М - д ( , | <
*«0
л—1

<  2 ) |/(ф (т *)- ч>(т*))11ф ' (0* ) — ф 'К ) 1 А/* <  
*=0

|ф' ( 0* ) - ф'(т*)|а ^*-в
бунда

М =  шах | / (ф (0 . ♦ (0) I •
а «< 0

Ф' (0  функция [а , р! да узлуксиз. У  цолда Кантор теоремасинннг 
натнжасига кура, V e > 0  олинганда цам шундай 6 > 0  топиладики. 
(а, р] оралицнинг диаметри к'р <  б булган цар цандай Р  булиниш учун

W - i ' N K  (в*' т* 6 1'*' '*+‘|)

булади. Унда

I V 1 / (ф (TJ, * (Т*)) [ф' (0*) -  ф (Т*)j д tk | <  м  2  А '* =
&=0 4=0 /

е " - 1
2 А '* =  «*I—а а—и
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Демак,

lim  ]£  f (V(т*)- ♦ (т*)) (ф 'К )  — Ф (т*)1А ^  =  0
Хр-*0 *=°

булади. Бу муносабатнн эътиборга олиб, (19.16) теигликда л р -*-0 да 
лимитга утиб цуйидагини топамиз:

lim а' =  lim  2  /(ф(т*)> 4 ( Т*))Ф'(**)Л/* =

=  |/(ф (0. Ф(0 )ф '(0  dt.
а

Д емак,

j  / (х. у) dx =  j  f  (ф (/), if (/)) ф' (0  dt.
Хв “

Теорема исбот булди.
Энди (19.15) системада ф (/) функция [а , 0] да узлуксиз, if (/) функ

ция эса |а, Р) да if ' (/) косила га эга ва бу ^оснла шу оралнкда узлук- 
снз булсин.

1 9 . 4 - т е о р е м а .  Агар f ( x , y )  функция АВ да берилган ва у з л ук 
с и з  булса .  у  холда б у  функциянинг  АВ эгри чизиц буйича олинган  
иккинчи тур  эгри чизикли интеграли

5 f  (х, у)  dy
АВ

мавжуд  ва

f l ( x , y ) d y =  Г/(ф (0. if W )* '( 0  dt 
Хв «

бдлади.
Бу теорема ю^оридаги 19.3-теорема каби исботланади.
Бу теоремалар, бир томондан, узлуксиз функция иккинчи тур эгри 

чизикли интегралининг мавжудлигини аницлаб берса, иккинчи томон
дан. бу интеграл ани^ интеграл (Риман интеграли) оркали ифодалани- 
шини курсатади.

АВ эгри чизиц (19.15) система билан берилган булиб, ф (/), if (t) 
функциялар [а , 0] да ф '(0, * f '(0  ^осилаларга эга ва бу ^осилалар у з 
луксиз булсин.

Агар АВ эгри чизикда иккита Р(х , у )  ва Q{x,y) функциялар берил
ган булиб, улар шу чизицда узлуксиз булса, у  ^олда

Г *
J Р (.V .y )dx  +  Q (дг, у ) d y  =  \ [Я (Ф (/). if (/)) ф '(/) +
Хв <*

+  Q M 0 . ♦ (0)Ч>'(01<«
булади.



3. И к к и н ч и  т у р  э г р и  ч и з и ц л и  и н т е г р а л н и н г  х о с с а л а 
ри.  Юцорида келтирилган теоремалар узлуксиз функцияларнннг ик- 
кинчн тур эгри чнзнкли интегралларннн, бизга маълум булган аник; 
интеграл— Риман интегралларига келишнни курсатади. Бинобарин, бу 
эгри чизикли интеграллар ^ам Риман интеграллари хоссалари каби хос- 
саларга эга булади. Утган параграфда эса худди шундай муло.^аза би
ринчи тур эгри чизицли интегралларга нисбатан булган эди. Шуларни 
эътиборга олиб, иккинчи тур эгри чизицли интегралларнинг хоссалари
ни келтиришни ва тегишли хулосалар чицаришни уцувчига ^авола эта- 
миз.

4. И к к и н ч и  т у р  э г р и  ч и з  и ^ л и  и н т е г р а л л а р н и  ^ и с о б -  
л а ш.  Юцорида келтирилган теоремалар функциянинг иккинчи тур эгри 
чизикли интегралларининг мавжудлигини тасдщлабгина цолмасдан улар
ни ^исоблаш йулини курсатади. Демак, иккинчи тур эгри чнзицли ин- 
теграллар ^ам, асосан Риман интегралларига келтирилиб ^исобланади:

У = у (х )  ( а ^ х ^ Ь )
тенглама билан аницланган булиб, у  (х) функция [а, Ь\ да ^оснлага 
эга ва у  узлуксиз булса, (19.17), (19.19) формулалар цуйидаги

х=- х{у) ( с<  y < d )
тенглама билан аницланган булиб, х (у) функция [с, d] оралицда \о- 
силага эга ва узлуксиз булса, (19.18) ва (19.19) формулалар цуйидаги

(19.17)

I  Р(х,  1Ф'(0 +ла а

(19.18)

АВ

+  Q(<p(0. Ф (/))♦'(01 л . (19.19)

Хусусан, АВ эгри чнзи^

ь

л в
ь

Г f  (х, y ) d x =  ] f  (х, у  (дс)) dx, 
Гн о (1 9 .2 0 )

f Р (х, y ) dx  +  Q (х, у) d y  =  j  [Р (х, у  (дс)) +  Q(jc, у  (дс)) у '  (дс)] dx
л я  а

куринишга келади.
Шунингдек, А В эгри чизиц

d
J/(JC, y ) d y  = §f{x(y), y ) d y ,
ли  e

(19.21)
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ГЯ(дг, y ) dx  +  Q(x, y ) d y  =  u) x' (y) +  Q (x(y), y ) ]d y  (19.22)
Xb

куринншга келадн.

М и с о л л а р .  I. Ушбу
J уг dx - f  x* dy 

ЛВ
■--- '  x* H*

интегрални царайлик. Бунда А В — — -f-— =  1 эллнпснинг юцори ярим текислих-
а* ft*

даги цисмндан иборат.
Эллипснинг параметрик тенгламаси цуйидагича булади :

х =  a cos t, \ 
у =  6 sin /. /

А =  (я. 0) нуцтага параметр t нинг 1 = 0  цийматн, В =  (—а, 0) нуцтага эса / =  я 
цийматн мос келиб, / параметр 0 дан я  гача узгарганда (х, у) нукта А дан В га 
цараб эллипснинг юкори ярим текпсликдаги цисмини чизиб чикади. Р (х, у)-=у*
Q (х, у) =  х* функциялар эса ЛВ да узлуксиз. (19 .9 ) формуладан фойдаланиб цу- 
йндагини топамиз:

я
J j/3 dx -j- х* dy =  J (ft* sin*< ( — a sin /) +  a* cos* tb cos I] dt =

Xb  0
я  4

=  aft j  (a cos* / — b sin* t) dt ---------- aft*.
о 3

2. Ушбу
J 3 x * i/ d x +  (x * +  l )d y

ингегрални царайлик. Бунда ЛВ эгри чизиц:
а) (0,0) нуцтадан чиццан (0,0) ва (1,1) нуцталарни бирлаштирувчи тугри 

чизиц кесмаси,
б) (0,0) дан чиццан (0,0) ва (1,1» нуцталарни бирлаштирувчи у =  х* пара- 

боланинг ёйи,
в) (0.0) нуцтадан чиццан (0 ,0 ), (1,0), (1 ,1 ) нуцталарни бирлаштирувчи 

синиц чизицдан иборат.
Юцоридаги (19.20), (19.21) ва (19.22) формулалардан фойдаланиб цуйидаги- 

ларни топамиз:
а) *олда

J  Зх* ydx +  (х* +  t)dy  =  | [Зх*х +  (х* +  1)1 dx =  } (4 х* +  I) dx =  2,
Хв о Ь

б) цолда
1 1 

f  Зх» yJx  +  (х* +  I) ly  =  j  [Зх* х* -г  (х* +  I) 2 x U x  =  J (5х* +  2х) dx =  2 ,
ЛВ о о
в) *олда
J  3x*ydx +  (х* +  1) dy =  J 3 х* ydx +  (x* +  1) dy +  J  3 x*ydx +  (x3 +  1) dy,

X b  Xc  c b

бунда A C — (0, 0) ва (1, 0) нуцталарни, СВ — (1, 0) ва (1 , 1) нуцталарни бирлаш
тирувчи тугри чизиц кесмаларидан иборат.
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Равшанки,
J Зх* ydx +  (дс* +  1) dy =• О, J  Эх» yix  +  +  i )  j y =. | 2 dy =  2. 

ytfc C 8  0

Демак,
J 3xJ y ix  (x* -f- 1) i y  =  2.

3- §. Грин формуласи ва унинг татбицлари

Маълумки, Ньютон— Лейбниц формуласи /(дс) функциянинг [а, Ь\ 
оралиц буйича олинган аниц интегралини шу функция бошлангич функ- 
циясининг оралиц чеккалари (чегаралари) даги цийматларн оркали ифо- 

далар эди.'
Бирср (D) сохада ((D)с / ? 2) берилган /(х, у)  узлуксиз функция

нинг икки каррали

интегралини тегишли функциянинг шу соха чегарасидаги цийматлари 
оркали (ани^рсги, со^а чегараси буйича олинган эгри чизикли интег
рал оркали) ифодалайдиган формула ^ам мавжуд. К,уйида бу форму- 
лани келтирамиз.

1. Гр и н  ф о р м у л а с и .  Ю^оридан у  =  Ф2(дс) ( а < д с < 6 )  функция 
графиги, ён томонлардан х — а, х: — Ь вертикал чизик,лар ^амда паст- 
дан у  = <р1(х) (а <  х «£ Ь) функция графиги билан чегараланган со^а- 
эгри чизикли трапецияни карайлик. Бу со.^ани (D) билан, унинг 
чегараси — ёпик, чизикии д  (D) билан белгилайлик (26- чизма).

Равшанки, АВ — ф2(х) функция графиги, ЕС— Ф4 (дг) функция гра
фиги ^амда

Р(х, у)  функция шу (D) сохада берилган ва узлуксиз булиб, ^

J J 7 (* .  y)'dxdy

d(D) = Е С  +  С 3  +  В А +  АЕ.
дР(х.У)

У V*)

хусусий ^осилага эга ва 
у  ^ам (D) да узлуксиз 
булсин. У ^олдаушбу

I (D)

интеграл мавжуд булади 
ва 18- бобнинг 6- § ида- 
ги формулага кура

О а

26- чизма а *>,(*)



булади. Энди

*^ х) —  if  -  ФЛ*)
f дР(х;  yl- dy =  р  (х, у) Г ”  Ф,<*) =  р  (х, ъ  W) -  р  (х. W)J  ду j ” \и - Ф.М

•■и)
булишини эътиборга олиб цуйидагини топамиз:

ь ь;

J  j  Э Р а у ~ < * « < * У  -  1 р ( х *  Ф . М ) ^ -  J  ф Л * » * * -

(О) о °

Ушбу бобнинг 2- § идаги (19.20) формулага биноан 
» *

j > ( x ,  ф ,(х));Лс= [  />(*, у) dx, j> ( * .  9xW ) =  j  P(x;~y)dx,

a  | Afl °  EC

булади. Демак,

J  J  9 P  % У)"  d x -d y  =  j  ^ d j c ~  j  P ( x -  "

(D) ec

= ;— i Я(х, y )d *  — I P(x, y)dx.
BA  ( ]  £C

Равшанки,

f p ( jf ,  y )dx  =  0, J ^ ( x .  y )d x  =  0.

СВ £Л

Бу тенгликларни .^исобга олиб цуйидагини топамиз:

J J  дР{ХдуУ) .dxdy =  -  j  р (х, у) dx —  J  Я(дг, t / ) d * -  J p ( x ,  y ) d j c _
(О) £ С  е в  ВА

- J  Р(х, y )dx = - ( J p ( x ,  y )dx  + J P(X, y ) d x +  § P(x, y )dx  +
EC CB BA

+ 1 P(x, y)dx)  =  — 1 P(x, y)dx.
AE * D>

J  J  d P ( x ^ i  ^  ------ j  (19.23)

АЁ
Демак,

(О) d(D)

Энди, юцоридан у  = с, пастдан у  =  d чизи^лар, ён томондан эса 
х  =  tfi (у), х =  ф2 (у) функциялар графиклари билан чегараланган со^а — 
эгри чизицли трапецияни царайлик. Бу со^ани (D) билан, унинг
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У
d

чегараси — ёпик чизикни d(D) 
билан белгилайлик (27- чизма).

Q (х, у)  функция шу (D) 
со.\ада берилган, узлуксиз бу-

dQ (х, у )
либ, ^  хусусий косила-

га эга ва бу косила (D) да 
узлуксиз булсин. У  холда

с
С В =  | Q(x, y ) d y  (19.24)

d(D)
С

27- чизма

булади.
Бу формуланннг туррилиги 

юцоридагндек мулохазэ юри- 
тиш билан исботланадн.

Энди R2 фазэда караладиган (D) со^а юкорилаги икки ,у>лда ца- 
ралган со.\анинг >;ар бирининг характерига эга булган со.\а булсин, 
d(D)  эса унинг чегараси булсин. Бу (D) со.^ада иккита Р(х, у)  ва

Q (х, у)  функциялар берилган, узлуксиз булиб, улар ^  ^
хусусий хосилаларга эга ^амда бу ^осилалар ^ам (£>) да узлуксиз 
булсин. Равшанки, бу .^олда (19.23) ва (19.24) формулалар уринли 
булади. Уларни хадлаб цушиб ушбуни топамиз:

Бу Грин формуласи  деб аталади.
Демак, Грин формуласи соха буйича олинган икки каррали интег

рални шу соха чегараси буйича олинган эгрн чизшуш интеграл билан 
боглайдиган формула экан.

Биз юцорида Г рин формуласини махсус куринишдаги (D) со.\алар 
(эгрн чизшуш трапециялар) учун келтнрднк. Аслида бу формула анча 
кенг синфдаги со.\алар учун ^ам т$три булиб, бу факт у  со^аларни 
чекли сондаги эгрн чизикли трапециялар йигиндиси сифатида тасвир- 
лаш билан исбот цилинади.

2. Г р и н  ф о р м у л а с и н и н г  б а ъ з и  бир т а т б и ц л а р и .  
1°. Ш а к л н и н г  юзи ни т о п и ш.  Грин формуласидан фойдаланиб, 
яссн шаклнинг юзини содда функцияларнинг эгрн чизикли интеграл- 
лари ёрдамида .\нсобланишнни курсатнш к;нйин эмас. ^ацнцатан хам,
(19.25) формулада Р(х,  у)  = — у, Q(x, у ) =  0 дейилса, у  ^олда

дР (х, у) dQ(xг. у)

J  Р  (х, y ) dx  +  Q (х, «/)d«/= J J * (
dQ(x,  у)  _ д Р ( х ,  у )  

дх д у )dxdy. (19.25)

булади. Демак,
D = — j  ydx.

<*D)
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Агар (19.25) формулада Р(х, у)  =  0, Q[x, у) — х дейилса, у  цолда
D = [ x d y  (19.26)

*D)
булади.

(19.25) формулада Р(х, у) = — j y ,  Q(x, у)  = ~  х деб олинса, (D) 
соханинг юзи

D = ~  \ xdy  — ydx  (19.27)
а<о

булади.
М и с о л . Ушбу

у-
эллипс билан чегараланган шаклнинг юзи топилсин. (19.27) формулага кура

2л
D =  - j  xdy — ydx =  - j  j (a cos tb cost + b  sin la  sin t) dt

d(D) 0
2л

• С=  — ab I (cos2 1 - f  sin* t)dt =  n ab

булади.

2°. И к к и  к а р р а л и  и н т е г р а л л а р н и  у з г а р у  вч и л а р н и  ал-  
м а ш т н р н б  ^ и с о б л а ш .  Мазкур курснинг 18- боб, 7 - §  нда (А) со- 
з̂ ани (D) сохага акслантирувчи

Х =  ф(Ы. г), 1
{/ =  *( и,  у) J (19.28)

система уша нараграфда келтирилган 1̂° — 3°- шартларни бажарганда 
(D) соханинг юзи

I D = ИI7 (ы- v) \dudv=J JI ~̂V) Idudv <l9-29>
(&) (A)

булиши айтилган эди. Грин формуласидан фойдаланиб шу формула
нинг т$грилигини исботлаймиз.

Авеало (19.26) формуладан фойдаланиб, (D) соханинг юзи
D = \ x d y  (19.30)

д(Р)
булишини топамиз. Фараз цилайлик, д(А) параметрик формада ушбу

и = u(t) . . 0 .  . . .  ах v = v (/) (a < U p e  киа>/>р)
система билан нфодалансин. У цолда цуйидаги 

х  =  ф(м, v) =<p(u(t). o(t)), )
«/ = *(«, v) = i(u(t),  v(0) J
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система (D) со^анинг d(D) чегараснни гифодалайди. Бунда параметр- 
нинг узгариш чегараснни шундай танлаб оламизки, t параметр а  дан 
Р га к,араб узгарганда d(D)  эгри чизиц мусбат йуналишда булсин. У 
^олда (19.30) тенглик ушбу

^  =  j  xdy  =  J  ф (u, w)d\j; (и, v) =  
au>) no)

P

=  J< p(u(0t v(t)) [ f J « ' ( O + f * ® ' ( 0 ] t f  (19.31)
a  I-

куринишга келади.
Агар

p  * A)

= J  <P (H (0 . о (0) [  f *  « '  (0 +  J ?  v'iO ]  dt (19.32)
a

булишини эътиборга олсак, у  ^олда

D - ± § * f ud u  +  x % d v  (19.33)
*д>

булишини топамиз. Бу тенгликдаги интеграл белгиси олдига ^уйилган 
ишорани тушунтирамиз. Юцорида, t параметр а  дан р га цараб узгар
ганда d(D) эгри чизнцнн мусбат йуналишда булишини айтдик. Бу 
э^олда д(А) эгри чизицнннг йуналиши мусбат ,^ам булиши мумкин, 
манфий ^ам булиши мумкин.Ш унингучун(19.31)ва(19.32)муиосабат- 
лар бир-биридан ишора билан фарц ^илади. Агар d(D)  эгри чизи^- 
нинг мусбат йуналишига д(А) эгри чизи^нинг ^ам мусбат йуналиши 
мос келса, унда «+> ишора олинади, акс ^олда эса « —» ишора олинади. 

Энди ушбу

jV(u, v)du +  Q(u, v ) d v = \  f ( 3~  '(ди~~~д Р (&> D) ) dudv (19-34> 
* A ) ’(A)

Грин формуласида

p ( u , v )  = x f u . Q(u, v) =  Xf v 
деб олсак, у  ^олда бу формула ^уйидаги куринишга келади:

Агар

ва
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< 1 9 - 3 5 >
9(A) (А)

д_ I д у  \ дх д у  д гу  д_ / д у  \ дх д у  
ди \ Х до )  ~  ди до  ^  Х dvdu' д о \  д и )  ~  до д и ^  Х с

д_ (  д у  \ д_ / д у  \ дх д у  дх д у  
ди  [ Х д о )  д о \ Х ди I ~  ди до до ди ~~

д*у 
' дидо

Р(х .  У) 
D (и, о)



эканини эътиборга олсак. унда (19.33)^ (19.34) ва (19.35) муносабат- 
лардан

Г  в - ± . И т ^ i * " *(А)
булиши келиб чицади.

Маълумки,
. .  ,  'D{x, у)

якобиан аниц ишорали, D эса маъноснга кура мусбат булиши керак. 
Демак, интеграл белгиси олдидаги ишора якобианнинг ишораси билан 
бир хил булиши керак. Шунннг учун

[  D - ,Г1
(А)

булади. Шуни исботлаш лознм эди.
3°. Э г р и  ч и з и ц л и  и н т е г р а л  ц и й м а т и н и н г  и н т е г р а л 

л а ш  й у л и г а  б о г л и ц  б у л м а с л и г и .  Чегараланган ёпиц богламли 
(D) ((D) с .  R2) сохада иккита Р  (дс, у)  ва Q (дс, у )  функциялар берилган
Г" г  , < пч дР(х,  у) , dQ( x ,  у)
Сухсин. Бу функциялар (D) сохада узлуксиз ва -----^ -------------—  х у 
сусий хссилаларга эга ва бу ^осилалар .\ам шу сохада узлуксиз бул
син.

1) Агар (D) сохада

I  < 1 9 3 6 >

булса, у  холда (D) сохага5тегишли булган ,\ар цандай К  ёпиц чизиц 
буйича олинган ушбу

П/>(дс, y ) d x + Q ( дс, y ) d y

интеграл нолга тенг булади:
\Р(х, y ) dx  +  Q (дс, y ) d y  =  0 . ’ 
к

Ис б о т .  К  ёпиц чизиц чегаралаган со^ани (G) дейлик. Равшанки, 
(G)cz(D).  Грин формуласига кура

j  Р(х, y ) dx  +  Q(х, y ) d y =  f ff - Q(d ^  У) — - P{*’ У) j dxd y  
к id)

булади. Шартга кура (D) да, демак (G) да
d P J ^ j l  _ д 0 ( ^ у )  

д у  дх

V цолда (19.36' муносабатдан

ШаС (х .  у)  д Р ( х , у ) \ .  .
~ ~  d H ~ )dxdn  = 0

(О)
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f Р(х, y ) dx  +  Q(x, y ) d y  — 0 . 
к

2) Агар (D) сохага тегишли булган ^ар цандай К  ёпиц чизиц бу- 
йнча олинган ушбу интеграл

f Р(х, y ) dx  +  Q(х, y ) d y  =  0 
к

булса, у  цапда цуйидаги

J P ( x ,  y ) dx + Q (x ,  y ) d y  (AB<=.(D)) (19.37)
'ab

интеграл Л ва В нуцталарни бирлаштирувчи эгри чизицца борлиц бул- 
майди, яъни (19.37) интеграл циймаги интеграллаш йулига боглиц бул- 
майди.

И с б о т .  (D) со.\анинг А ва В нуцталарини бирлаштирувчи ва шу
сохага тегишли булган ихтиёрий нккита Аа В цамда Ab В  эгри чи-
зицни атайлик. Бу цолда Аа В ва АЬ В  эгри чизицлар биргаликда 
(D) сохага тегишли булган ёпиц чизицни ташкил этади. Уни К  билан 
белгилайлнк:

\ К = А аВЬ А.
Шартга^кура

f P ( x  y )dx  +  Q (дс, y ) d y =  J f P(x.\y)dx + Q(x, y ) d y = 0
К  [АаВЬА

булади. Интегралнннг хоссасндан фойдаланиб ушбуни топамиз: |'
I \Р (дс, y ) dx  +  Q(x, y ) d y =  f Р(х, y )dx+Q(x ,  y ) d y +  j

AaBbA XaB

+  \ P(x, y )dx  +  Q(x, y ) d y  =  | P(x, y ) d x +  Q(x, y ) d y  —
B b A  AaB

— f P(x, y ) d x +  Q(x, y) dy.
AbB

Демак,
f P(x, y ) dx  +  Q(x, y)  d y — С P(x, y ) dx  +  Q(x, y ) d y  = 0 .

M B  A bB

Бундан эса
f P(x, y ) dx  +  Q(x, y ) d y  =  f P(x, y ) d x + Q (x ,  y ) d y

A a B  AbB

эканлиги келиб чицади.
19.2- э с л а т м а .  Ю^оридагн т ас д ц , исЗэг жараёницзн курияадч-

ки, АВ эгри чизиц содда эгрн чизицлар тутам и дан  нхгиёрий олин
ганда уринлидир.

3) Агар ушбу

j _ P  (х, y )dx  +  Q (дс, у) d y  (АВ <= (D)) (19.37)
А В

булади. Демак,

360



интеграл А Еа В нуцталарни Сирлаштиругчи эгри чизнцка бегл и ц бул- 
маса, яъни интеграл интеграллаш йулига боглмц булмаса, у  .\олда

Р(х, у)  dx + Q (дг, y ) d y
ифода (D) со\ада берилган бирор функциянинг тулиц дифференциали 
булади.

Ис б о т .  Модомики, (19.37) интеграллаш йулига боглнц эмас экан, 
у  ^олда интеграл А =  (дг0, у 0) ва В  =  (дс,, у ,) иукталар билан бнр цнй- 
матли ашиуинади. Шунииг учун бу *олда (19.27) интеграл цуйнда- 

гича ^ам ёзилади:
(* ,. Ух)

J  Р(х. y ) d x +  Q(x, y ) d y .
( и .  У»)

Энди А нуцтани тайиилаб, В нуцта сифатида (D) со^анинг ихтиёрий 
(дг, у)  нуктасини олиб, ушбу

] " р (х, y ) dx  + Q (х, y ) d y
U',. у , )

интегрални караймиз. Равшанки, бу интеграл (дг, у)  га 6of.ih^ булади*

F{ х, у) =  ( ' f  Р ( дс, y )dx +  Q (дс, y ) d y\
(*#. «•) ^

Бу функциянинг хусусий доилаларини \исоблаймиз. (дс, у)  нуцтанииг 
х координатгснга шундай Ад: орттирма берайликки, (х +  Аде, у)  ну^та 
ва (дг, у). (х +  Ах, у)  нуцталарнн бирлаштирувчи тутри чизик кесмаси 
^ам (D) со.\ага тегишли булсин. Натижада F(x, у)  функция ^ам ху- 
суснй орттирмага эга булади:

(дг+Дх, у)
F(x +  А х, у )— F (дс, у ) =  j  Р  (дс, y )dx  +  Q (x,fy) d y  —

('•■ у»)
U .у) (х+Дж, у)

— [ Р(Х, y ) dx  +  Q(x, y ) du  =  | Р(х, y )dx + Q(дс, у ) d y  =  
(JT..V.) и .  у)

(х+Д*. У)
=  Г Р(х. y)dx.

( * ;  у >

Урта цнймат \а^идаги теоремадан фойдаланиб цуйидагини топамиз:
(х+ Д х. у)

f Р (х,у) dx = Р  (х +  в-Ах,у)  Ах (0 <  0 <  1).
U. у)

Натижада

f ( x +  A * , » ) - f ( x - y > .  Д р (л  +  е . д х , у)
Д х

булади. Бундам

lim  f  (* .f) _ i im P ( x +  Q . A x . y ) - P ( x , y )
Дд-»0 д x Дл
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^ £ * ! - - P U . y ) .
Худдн шунга ухшаш

ду
булиши курсатилади.

Шундай цилиб,

Р (х, y ) dx  +  Q (х, у )  d y  = — i x' у) dx +  dF& у) d y  =  dF (дг, у)
дх ду

булади.
4) Агар

P(x , y ) dx  +  Q(x ,y )dy  (19.38)
ифода (D) со.^ада берилган бирор функциянинг тулиц дифференциали 
булса, у  ^олда

дР{х, у) _  dQ  (дг. у) 
ду дх

булади.
Ис б о т .  Айтайлнк, (19.38) ифода (О)"со^ада берилган F(x,y)  функ

циянинг тулиц дифференциали булсин:
Р (х ,y )dx  +  Q(х,y ) d y  = d F  (х,у).

Равшанки,

Р ( х , у ) =  dF(x,y) , Q ( x , y ) = -dF<x' y)~ .
дх ду

Кейинги тенгликлардан ушбу ни тспамиз:
д Р (х ,у )  «  d*F{x,y) dQ (х, у) =  d*F(x, у) 

ду дх ду дх ду дх
.  дР (х ,у) dQ (х, у) /РЛ .

Шартга кура — ' -  лар (D) со^ада узлуксиз. Аралашду дх
^осилаларнинг тенглиги ^ацидаги теоремага биноан (царалсин, 13-боб, 
6-§)

дР (х .у) __ dQ (х, у) 
ду дх

булади.
Шундай цилиб, Грин формуласидан фойдаланган ^олда, ю^оридагн 

1) — 4) тасдицлар орасида
1)=>- 2)=>- 3) =* 4) => 1) 

муносабат борлиги курсатилди.

булади. Демак, 1
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4-§. Биринчи ва иккинчи тур эгри чизицли интеграллар орасидаги
богланиш

уш бу лараграфда биринчи ва иккинчи *гур эгрн чизицли интеграл
о в  орасидаги бсгланишни ифодаловчи формулаларнн келтирамиз.

Текисликда содда силлиц АВ эгри чизиц ушбу

система билан аницланган булсин, бунда s — ей узунлиги (царалсин, 
уш бу бсбнинг 1-§), x(s) ва y ( s )  функциялар x '(s ) ,] y'(s) хосилалар
га эга ^амда бу хосилалар узлуксиз.

Равшанки, бу эгри чизиц хар бир нуцтада уринмага эга булади. 
Агар Ох ва Оу уклар билан уринманинг ёй усиши томонига цараб 
йуналгш срасидаги бурчак мсс равишда а  ва р дейилса, унда 

х' (s)=cosa, у '  (s)=cosP
бу'лади.

Айтайлик, бу АВ эгри чизицда f(x,y) функция берилган ва узлук
сиз булсин. У холДа

f f ( x , y ) dx
А В

интеграл мавжуд булади ва (19 .17) формулага кура 

f / (х, y ) dx  =  $ f  (x(s), у  (s)) • х ' (s) ds
А В  0

тенглик уринли. Бу тенгликнинг унг^томонидаги интегрални цуйида- 
гича

J  / (*(s), y(s) ) х '  (s) ds  =  j- / (x(s), у  (s)) cosa ds

ёгнш мумкин. УшСу бсбнинг 1-§ да келтирилган 19.1-теоремадан 
фойдаланиб цуйидагини топамиз:

s
j  / (* (s). У (S)) cos a  ds =  ]■ f  (x, y)  cos a  ds.
о Xb

Натижада юцоридаги тенгликлардан

£ / (x, у) dx =  .1 f  (x, y)  cos (x ds
A B  A B

б$лишн келиб чицади.
Худди шунга ухшаш, тегишли шартларда

I f ( x , y ) d y =  j  f (х ,у )cosР ds
А В  t AM

ва* умумий холда
J P(x, y )dx + Q(x , y ) d y=  ^ [ P ( x , y ) c o 5 a  + Q(x,y ) c osP\ds  

Х в  a b
булади.
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2 0 -Б О Б  

СИРТ ИНТЕГРАЛЛАРИ

Мазкур курснннг 18-бобида г  = г (х , у )  тенглама анн^лаган сил- 
лиц (S ) снрт билан танишган эднк. Бунда г(х, у) функция (D) со^адэ 
((D )с= R-) бернлган, узлуксиз ва г\(х,у), г'у (х,у) хусусий ^осилаларга 
эга .^амда бу ^осилалар .\ам (D) да узлуксиз функция эдн. (5) 
сирт юзга эга булиб, унинг юзи

-S= Jj |/1 + г ‘ (х, у)  + г ‘ (х, у) dx d y  (20.1)
га тенг экан лиги курсатилди.

Уша бобнинг пировардида R3 фазодаги (10 со\ада ((V7) с :  R3) берил
ган функциянинг уч каррали интеграли билан танишиб, уни ургандик.

Энди R3 фазодаги (S) снртда бернлган функциянинг интеграли 
тушунчаси билан танишамиз. Сирт интеграли тушуичасини киригншдан 
аввал, бу ерда .^ам функция берилиш сохасннинг булиниши, булиниш 
булаклари, булинишнинг диаметри тушунчаларн киритнлиши керак.

Бу тушунчалар [а, Ь\ оралицнинг булиниши (^аралсин, 1-цисм, 
9 -боб. 1-§) ва текисликдаги (D) соханинг булиниши (царалсин, 18-боб,
1-§) дагн кабн кирнтнлади на ухшаш хоссаларга эга булади. Шунннг учун 
бу ерда биз бу тушу!чаларнн киритилган .^исоблаб бевоснта баёнимиз- 
ни снрт интегралннннг таърнфндан бошлаб кетаверамиз.

1-§ . Биринчи тур сирт интеграллари

1. Б и р и н ч и  т у р  с н р т  и н т е г р а л н н н н г  т а ъ р и ф и .  f ( x, y , z)  
функция (S) снртда ((S) с= R3) берилган булсин. Бу сиртнинг Р  були- 
нишинн ва бу булинишнинг .\арбир(S*) булагида(/г =  1, 2 , ,  п) ихтиёрий 
(|t ,t]t , С*) нуцтани олайлик. Берилган функциянинг (\к. С*)нуцтадаги 
/(?*. Ч*. С*) цийматини (Sk) нинг Sk юзига купайтириб, цуйидаги 

йипшдини туззмиз:
П

2 0 . 1 - т а ърнф.  Ушбу

— (20.2) 
*=1

йигинди f ( x , y ,  г) функциянинг интеграл йигиндиси  ёки Риман йигин
диси  деб аталади.

(S) сиртнинг шундай

Р 1, Р г . . . ,  Р п . . . .  (20.3)
булинишларини царайм нзкн, уларнинг мос диаметрларндан ташкил топ
тан

Ч у  • • • ’ V m’ • • •
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кетма-кетлик нолга интилсин: Хр -> 0. Бундай Рт( т =  1 , 2 , . . . )  бу-
лннишларга ннсбатан Дх, г/, г) функциянннг интеграл йигиндиларини 
тузамиз. Натижада (5) сиртнинг (20.3) булинишларига мос интеграл 
йигиндилар цнйматларидан иборат цуйидаги кетма-кетлик цосил була
ди:

Oj, Oj, .  .  . , О ^, • • •

20 . 2 - т а ъриф.  Агар (S) сиртнинг хар цандай (20.3) булинишлари 
кетма-кетлиги {Рт } олинганда хам, унга мос интеграл йигинди ций- 
матларидан иборат {ат } кетма-кетлик, (1к, г)*, t,k) нуцталарни танлаб 
олинишига боглнц булмаган .\олда, \амма Еацт битта I сонга интилса, 
бу 1 а  йигиндининг  лимити деб аталади Еа у

П
lim о =  lim  ^  /(£*, tj Z„) Sk = 1 (20.4)
Хр-0 *р -о  Я  

кабн белгиланади.
Интеграл йигиндининг лимитини цуйндагнча хам таърифлаш мум

кин.
2 0 . 3 - т а ърнф.  Агар V e > 0  олинганда хам, шундай 6 > 0 то п и л - 

саки, (S) сиртнинг диаметри Хр <  6 булган цар цандай булиниши хам
да цар бнр (Sk) булакдан олинган ихтиёрий (?А. г]*, С*) лар учун

|о — 1\ < е
тенгсизлнк бажарнлса, у  холда 1 сони о йигиндининг  лимити деб ата
лади ва у (20.4) кабн белгиланади.

20 . 4 - т а ъриф.  Агар А.р-+ 0 да f ( x , y , z )  функциянннг интеграл 
йириндиси  о  чекли лимитга эга булса, Д х, у ,  г) функция (S) сирт буйи
ча интегралланувчи ( Риман маъносида интегралланувчи)  функция  
деб аталади. Бу йигиндининг чекли лимити / эса, Д х , «/, г) функция
нинг биринчи тур  сирт интеграли  дейилади ва у

Я  f{x,y ,z)ds
(S)

каби белгиланади. Демак,
П

(Т f ( x , y , z ) d s  = l i m o  =  l im 22  / (?*• "Ч*- £ * ) s *-
(5) >-Я—°*=1

2. У з л у к с и з  ф у н к ц и я  б и р и н ч и  т у р  с и р т  и н т е г р а л и .  
Энди биринчи тур сирт ннтегралннинг м авж уд  булнШинн таъминлайди- 
ган шартни топиш билан шурулланамиз.

Фараз цнлайлик R3 фазодаги (S) сирт
г = г ( х ,  у)

тенглама билан берилган булснн. Бунда z = z(x,y)  функция чегаралан
ган ёпиц (D) сохада ((D)cz /?-) узлуксиз ва г'х(х, у), zy (х ,у)  хссилалар- 
га эга хамда бу хосилалар хам (D) да узлуксиз.
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2 0 . 1 - т е о р е м а .  Агар f (x , y , z )  функция (S )  сиртда берилган ва 
у зл ук си з  бдлса,  у  %олда б у  функциянинг  (S )  сирт буйича биринчи 
тур  сирт интеграли

Я  f ( x . y , z ) d s  
(S)

мавжуд  ва

ff f (x ,y ,  z)ds = \[f  (дг, у ,  г, (х, у)) J 1 + г хг (х,у)  +  г уг (х,у) dx d y  
CS) №)

булади.
И с б о т .  (S) сиртнинг Ps  булннишнни олайлик. Унинг булаклари

(S J ,  (S j) ..............(S„) булсин. Бу сирт ва унинг булакларининг О х у
текисликдаги проекцняси (D) соланин г P D булинишини ва унинг (D,),
(D j)............(D„) булакларини ^ссил ^илади. Ps  булинишга нисбатан
(20.2) йигинди ни тузамиз:

П
о  =  ^  f  ( lk, л*. С*) Sk. 

k=l
Маълумки, (?*.т]*’ £*) 6 (Sk)- Бу нуцтага аксланувчи нукта _ (Е*. л*) 

булади. Демак, £к л*)- (20.1) формулага биноан]

5 * =  Г J  Y 1 +  гх (*• У) +  2 у (х - У) dx dy  
(**) ‘

булади.
Урта циймат хакидаги тесрема (каралсин, 18-боб, 5-§) дан фойда- 

ланиб топамиз:

* . - / 1  +  * ; , в ; . ч ; )  +  * ; « ; . ч ; )  о ,  « i ; .  о е (г> ^ > .

Натижада а  йигинди кунидаги

£■=1

- 2  /s..ч»* <5.-’i.»F 1 +*.‘ №?-ч?>+<‘(6;.ч:)'о.*—1

куринишга келади.
Энди ).р  ̂-*■ 0 да (бу ^олда Хр  ̂ -> 0 ^ам нолга интилади) а  йигин

дининг лимитини тспиш мацсадида унинг нфодасини узгартириб ёза- 
миз:

a  =  2 i /®*. Л*. г £ к, л*)) / 1  +  г  'х (?,, л*) +  z j  ( lk, л*) Dk +
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■f" 2  f  ̂ k' Л*’ 2 &k’ Л*)) k-\ [ v 1 r.o+*;<&4») -
-  / ■ +  * ; « , 4 j + » ;• « * •  i j  ] D. -  <2°-5>

Бу тенгликнинг унг томонидаги иккинчи цушилувчини ба.цолаймиз:

2  / ( - * 'Л**2 (?*-Л*))[ \/ 1 +  гх (£*’ Л*) +  гу (£*• Л*)
* - i L

"Ь 2Х (?*. Л*) +  zy (£*• Л*) J Dk | <

< A f У /I+*;«:. пг)+*;(б:.пг) -
| / 1 +  г * (£*> Л*) +  2у (?*• Л*) | D »  

М =  max\f(x,y,z)\.
бунда

Равшанки, _____________________
/ 1  +  г  'х‘ (х, у )  +  г  ' (х, у)

функция (D) да узлуксиз, демак, текис узлуксиз. У цолда Кантор 
теоремасинннг натижасига кура V е >  0 олинганда цам шундай 6 >  О 
топиладики, (D) соханинг диаметри Xp^ <  6 булган цар цандай PD бу
линиши учун

/1+*;<?;. л;>+*;«’ч;> -
-  >>+ г.'й.- л.)+*;s«. л,)

булади. Унда

<  —  
M-D

V  / (?*• л*, г (?*, л*)Г/1+ К Щ . лГ) +  2 у W -  лР 
k-i L

- у  i+ * ;« r tu)+*;«*. л*)
ва, демак, 

1
xfo

l im  V  / (|4,т ,4, г (?*, Л*)) [ Iх 1 +  2* (£*>Л*) +  2у (£*• Л**) 
яо -*0*-1 L

- / i + * ; e »  i u ) + * ; e , 4 j  ] d , - o

булади.
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(20.5) тенгликнинг унг томонидагн биринчи цушилувчи

2  /(5*. Л*, г (5*. Л*)) у  1 +  г ; ( ^ . Л * )  +  г ; ( » * .  Ч*) D k 
ft*" 1

эса

f (x ,y ,z (x ,y ) )  у  1 +  г;* (х, у)  +  г *  (дс, у)

функциянинг интеграл йириндисндир. Бу функция (D) со.\ада узл ук
сиз. Демак, ^р0 ~*-0 да интеграл йигинди чекли лимитга эга ва

.  *‘т 0 2  f (**’ Л*' 2 (**’ Л*) ) } f  1 +  2х (%к' 2  у  ^ к '  Л*) Dк =
*•9 О *-1

=  f f / (*• У. г  (дг, {/)) / 1  +  гх (х, у )  +  г '  (дс, у)  dx d y
(D)

булади. Бу муносабатни эътиборга олиб, (20.5) тенгликда Хр^->-0 да 
лимитга утиб топамиз:

=  ff f  (дс, у, z (х, у)) V 1 4 -zx, (x,y) +  z'J(x, у) dxdy .
iD)

Демак,

ff  f (x , y , z )d s  =  ff f (x, у ,  z (x. у)) у 1 + z x'(x,y)+z ' (x, y )  dxdy .
<Sj (D)

Теорема исбот булди.
Бу теорема, бир томондан, узлуксиз функция биринчи тур снрт 

интегралннннг мавжудлигини аницлаб берса, иккинчи томондан, бу ин
теграл икки каррали Риман интеграли орцали ифодаланишини курсата- 
Дн.

2 0 . 1 - э с л а т м а .  (S) сирт х =  х (//, г) ( у  = у  (г, х)) тенглама бнлан 
аницланган булиб, х = х{у,х) функция ( у  (г, х) функция) (D) со.\ада 
((D) с :  R1) узлуксиз ва xy (y,z), х ’г (у , г )  хусусий ^оснлаларга (у'г (г, х), 
Ух (г, х) хусусий ^оснлаларга) эга ^амда бу ^осилалар (D) да узлуксиз 
булсин.

Агар f (x . y , z )  функция шу (S) снртда бернлган вз узлукснз булса, 
у з^олда бу функциянинг биринчи тур сирт интеграли

ff f ( x , y , z ) d s
(S)

мавжуд ва

Я  f ( x , y , z ) d s  =  ff f (x ( y , z ) , y , z )  / 1  + х  , ( у . г )+ х ' г’ (у, г) d y  dz,
(S) (О)

( f f  f (x , y , z ) d s  =  ff f (x,y(z,x) , z) v  1 +y't (z, x) +  y x ( z, X ) dzdx)  
is) (D)

булади.
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2 0 . 2 - э с л а т м а .  Биз f (x , y , z )  функция биринчи тур снрт интег- 
ралининг мавжудлигинн махсус куринишдаги (S) сиртлар (z = z(x,y), 
х — х (у, г), у  = у  (г, дг) тенгламалар билан аншутнган сиртлар) учун 
келтирдик. Аслнда функция интегралининг мавжудлиги кенг сннфдаги 
сиртлар учун тутри буладн. Жумладан, агар (S) снрт чекли сондаги 
юцорида айтнлган сиртлар йириндиси сифатида тасвирланган булса, 
унда берилган ва узлуксиз булган /(дг, у,  г) функциянинг сирт интегра
ли мавжуд булади ва у  мос икки каррали интеграллар йиРиндисига 
тенг булади.

3. Б и р и н ч и  т у р  с н р т  н н т е  г ра  л л а  р ин и нг  х о с с а л а р и .  
Юкоридэ келтирилган теоргма узлуксиз функциялар биринчи тур сирт 
интеграллзрининг икки каррали Риман интегралларига келишини кур
сатади. Бинобарин, бу снрт интеграллар .\ам икки каррали Риман ин- 
теграллари хоссалари каби хоссаларга эга булади. Икки каррали Рн- 
ман интегралларинннг хоссалари 18-бобнинг 5 -§  ида урганилган.

4. Б и р и н ч и  т у р  с и р т  и н т е г р а л л а р н и  ^ и с о б л а ш .  Юцори- 
да келтирилган теорема функция биринчи тур снрт интегралининг мав- 
жудлигини тасдшулабгина ^олмасдан, уни ^исоблаш йулинн ^ам кур
сатади. Демак, биринчи тур сирт интеграллар икки каррали Риман ин
тегралларига келтирилиб ,\исоблаиади:

f Г f  (дг, у, z)ds  =  ff f  (дг. у , z (дг, у)) V 1 +z'\ (дг, у)  +  г''у (дг, у) dx dy .

f I / (X, у, z) ds  =  П f  (дг, у  (z, х ). г) V 1 +  у'] (z, х) +  у'\ (г, дг) dz dx.

Интегрални царайлик. Бунда (S) — х* +  у г -f- г* =  г* сферанннг г =  0 текисликнннг 
Юцорисида жойлашган цисми.

Равшанки. (S )  сирт

г =  }' г г — Xх — у* 
тенглама билан аницланган булиб, бу сиртда берилган

/(* ,» .* ) — х + У + г
функция узлуксиздир. 2 0 .1 -теоремага кура

буладн, бунда (D) =  {(л:, у) £ /?*:** +  у1 <  гг}.
Энди бу тенгликнинг унг томонидаги иккн каррали интегрални ,%исоблаймиз:

Я  / (* ,у , z)ds  =  Я  f (x{y , г ) , у , г )  V \ - f  х'\ {у, z) +  х'\ (у, z) d y  dz, (20.6) 
(S) (D)ф)

М и с о л л а р .  1. Ушбу

1 -  55 ( * + у + * )  ds

I =  55 (X +  У +  VГ* - X х -  у* ) у  \ +  7 \  (X, у) +  7 1  (X, у) dx dy/ПI * y

гх (*. У) = X
, г 'у ( * -  У) — —  У

V r * - X * - y *у  г»—хг- у г
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Д ем ак ,

/ -  f f  (x +  y +  V r * - x 2 - y 2 ) y '  !+ * • * ( * .  y) +  z ‘u (x.y) ЛхаУ'
<D) *

(D)
Кейинги интегралда 5’згарувчиларни алмаштирамиз:

x = p c o s\ f , 1/ =  р sin эр.
Натижада

2я г 2я г
1 = г (• ( С Г Р (cos ф +  sin ф) . , 1  . \ . .  С /Г  Р (со вф -М п ф ) . \ . .I(J i , - ^  p » j * t .

0 0 0 0 
2л г  2я г

+  г Ц  | pdp j d\p= г j  ( c o s if - f  sin ф) dip j* y ^ j = r  +  г '2л  T  д  я  ^
0 0 o '  0

Демак, берилган интеграл
JJ (x +  y +  z)ds = л/-»
(S)

б£лади.
2. Ушбу

1$ х ( у +  г) ds
is) _______

интегрални царайлик, бунда (5 ) — х =  \ Ь* — у2 цилиндрик сиртнинг г  =  О, 
г  =  с (с >  0) текисликлар орасидаги цнсми.

Модомики, бу (S ) сирт х =  У  Ь2 — у2 куринишда берилган экан, унда интег
рални ^исоблаш учун (20.6) формуладан фойдаланиш лозимдир:

Я / (* . У. г) ds = И /(* (У> г), у, г) у  1 +  х-‘ (у, г) +  х-'г (у, г) dydz.

Бунда (D) со*а (S) сиртнинг Оуг текисликдаги проекциясидан иборат:
(D)= {(у, г) £ /?*: х = V ** -  У* , г = 0. г = с}=- 

=  {(У. z ) £ K * : - 6 s S ! / < & ,  0 < г ^ с } .  
х =  V  Ь2 — у2 функциянинг хусусий ^осилалари

* > • * > ----- * > - г> = °
булади. Демак,

f  1 Jt(y  +  2)d s  =  | f  Y  b * - y 2 (y +  г ) l / 1 4 - -----v- — dydz =
■<S) '(D) r  b* — y 2

=  b § \ ( y  +  z)dydz
Ф)

булади. Бу тенгликнинг унг томонидаги икки карралн шпегрални ^исоблаб топа
миз:

b e  Ь
Ь

IdI

t г / с* \ 6с |б Ьс* \ь
"  JiCf+T)^"T^U+TfU
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Демак,

И х (у  - f  г) ds =  Ь*с*.

2 -§ . Иккинчи тур сирт интеграллари

R3 ф азда г  = г(х, у)  тенглама билан анщланган (S) сиртни ка* 
райлик. Бунда г(х, у)  функция чегараси булакли-силлиц чизикдан нбо- 
рат булган (D) со.^ада ((D) a  R2) берилган, узлуксиз, г'х(х, у), г у (х, у) 
Хусусий .\осилаларга эга ^амда бу ^осилалар ^ам узлуксиз. Одатда 
бундай сиртни силлиц сирт дейилади. Сил ли к, сирт х,ар бир (х0, у 0, г0) 
нуктасида уринма текисликка эга булади.

Энди (S)  сиртда унинг чегараси билан кесишмайднган К  ёпик чи- 
зицнн олайлик. (х0, у 0. г 0) нуцта сиртнинг К  ёпик чизик билан чега
раланган кнсмнга тегишли булсин. Бу чизицни Оху текислигига проек- 
циялаймиз. Натижада Оху текисликда >*ам К п ёпик чизик ^осил була
ди. Мазкур курснинг 19-боб, 2 -§  ида текисликдаги ёпик чизицнинг 
мусбат ва манфий йуналишлари киритилган эди. (S) сиртдаги ёпик чи- 
зикнинг мусбат ва манфий йуналишлари .\ам шу сингари киритилади. 
Шуни .^ам айтиш керакки, йуналишнинг мусбат ёки манфнйлигини 
Виклаш  .^аракатланаётган нуктага цай томондан царашга ^ам боглиц.

| Сиртнинг (лг0. у 0, г0) нуцтасидаги уринма текисликка шу нуцтада 
'(Перпендикуляр утказайлик. Бу перпендикулярнинг мусбат йуналиши 

деб шундай йуналиш оламизки, унинг томонидан царалганда иккала 
(К з^амда Кп) ёпиц чизицларнинг йуналишлари мусбат булади. Унинг 
манфий йуналиши эса шундай йуналншки, у  томондан царалганда Ка 
нинг мусбат йуналишига К  нинг манфий йуналиши мос келади. Пер- 
пендикулярнинг мусбат йуналиши буйича олинган бирлик кесма сирт- 
нинг (xQ, у 0, г 0) нуцтадаги нормали дейилади.

Нормалнинг Ох, Оу ва Ог ухларннинг мусбат йуналишлари билан 
ташкил цилган бурчакларини мос равишда а ,  р, v оркали белгиласак,

cos а  ------------- --  xt — , cos р =
У  1 +  *х +  г9 У  1 +  2х +  г у

1
cosy =

У
(20.7)

бдлади ва улар нормалнинг йуналтнрувчн косинуслари дейилади (га 
рант, Г. М. Фихтенгольц, «Математик анализ асослари», II кием).

Исботлаш мумкинки, силлик (S) сиртнинг барча нукталаридаги 
Оерпендикулярларнинг мусбат йуналишлари (нормаллари) бир хил бу
лади. Ва, демак, манфий йуналишлари ^ам. Шунга кура, сиртнинг ик
ки томони ад н д а  тушунча киритилади.

Сиртнинг устки томони деб. унинг шундай томони олинадики, бу 
Вомондан каралганда иккала (К ва Д'п) ёпик чизикларнинг йуналиш
лари мусбат булади.
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Сиртнинг усткн томони i^apa л ганда К п билан чегараланган текис 
шаклнинг юзи мусбат ишора билан, пастки томони (иккинчи томони) 
каралганда манфий ишора билан олинадн.

1. И к к и н ч и  т у р  с и р т  и н т е г р а л и н и н г  т а ъ р и ф и  f (x ,y ,z )  
функция (S) снртда берилган булсин. Бу сиртнинг маълум бнр томо- 
нинн олайлик. Сиртнинг Р  булинншинн ва бу булинишнинг ^ар бир
(S„) булагнда (k =  1, 2 .............п) ихтиёрий (£*, г\к, С») нуцта (k =
=  1, 2..............п) олайлик. Берилган функциянинг (?*, % , С») нуктада-
ги /(?*, г|л, £*) цийматини (S A) нинг Оху текнсликдагн лроекцняси 
(£)*) нинг юзига купайтириб куйидаги йигиндини тузамиз:

0 - 2  / & . Л*. С») D„. (20.8)
*=i

(S) сиртнинг шундай

Р »  Рг ............. Рт, • • • (20.9)
булинишларини караймизки, уларнинг мос диаметрларидан ташкил топ
тан

^  р , » ^ р , ..................... > • • •

кетма-кетлик нолга интилспн: Хрт -*■ 0. Бундай Рт (т =  1, 2, . . .) 
булинншларга нисбатан /(jc, у , г) функциянинг интеграл йигиндилари- 
ни тузамиз. Натижада (S) сиртнинг (20.9) булинишларига мос интег
рал йнгиндилар цийматларидан иборат куйидаги

0|. о2, . . . , о т , .  . .

кетма-кетлик .\оснл булади.
20 . 5- т а ъ р и ф .  Агар (S) сиртнинг кар кандай (20.9) булинишлари 

кетма-кетлнги {Рт } олинганда \ам, унга мос интеграл йигинди ки”- 
матларидан нборат {<тт } кетма-кетлик, (cft, t j4, £*) нукталарни танлаб 
олинишига боглик бдлмаган y v u a  хамма вакт битта / сонга интилса, 
б у  1 а йи гиндининг  лимити деб аталади ва у

П
lim  а  =  lim У /(6*. л*. С*)^* =  /
Хр- о (20.10)

каби белгиланади.
Интеграл йигиндининг лнмнтннн куйидагича ^ам таърнфлаш мум

кин .
2 0 . 6 - т а ъриф.  Агар V  е > 0  олинганда ,\ам, шундай б > 0  топил

саки. (S) сиртнинг диаметри Хр <  б булган ,\ар кандай Р  булиниши 
Камда кар бир (5*) булакдан олинган ихтиёрий (?*, г|*. £.*) лар учун

| ст — / \ <  е
тенгсизлик бажарнлса, у колда / сони ст йигиндинин г  лимити деб 
аталади ва у  (20.10) каби белгиланади.

2 0 . 7 - т а ъ р и ф.  Агар Хр ->-0 да Д х , у, г) функциянинг и н те гр ал  
йигиндиси ст чекли лимитга эга булса, /(х. у , г ) функция (S) сирт 
нинг танланган томони буйича интегралланувчи функция  дебатала-
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ди. Бу йигиндининг чекли лимити / эса, /(х. у , г) функциянинг (S) 
сиртнинг танланган томони буйича иккинчи тур  сирт интеграли  деб 
аталади ва у  t

Л /(*. у ,  г) dx d y
<S)

кабн белгиланади. Демак,

Я  f i x , «/, г) dxdy — Н ш а =  l im v  /(g n ;  ) D
(S) Xp-*° *=1 * * * *

Функция иккинчи тур сирт интегралининг цуйндагича

Я f ix, У, г) dxdy  (20.11)

белгнланишидан, интеграл (S) сиртнинг цайси томони буйича олинган- 
лигн курннмайди. Бинобарин, (20.11) интеграл т\триснда ran борганда, 
.цар гал интеграл сиртнинг цайси томони буйича олннаётганлиги айтиб 
бориладн.

Равшанки, f ix,  у ,  г) функциянинг (S) сиртнинг бир томони буйича 
олинган иккинчи тур сирт интеграли, функциянинг шу сиртнинг нк- 
кннчи томони буйича олинган иккинчи тур сирт интегралндан <{ицат 
ншораси билангнна фарц цилади.

Юцоридагидек,

f t  f ix,  у, г) dydz,  ff fix, у, z)dzdx 
Ь) (i)

иккинчи тур сирт интегралларн таърифланадн.
Шундай цилиб, сиртда берилган f ix, у, г) функцнядан учта — Оху 

текисликдаги проекциялар, Oyz тек исл и к да г и проекцнялар \амда Огх 
текисликдаги проекциялар воситасида олинган иккинчи тур сирт интег
рали тушунчаларн киритилади.

Умумий цолда, (S) сиртда Я (х , у ,  г), Qix, у, z), Rix, у, г)  функ
циялар берилган булиб, ушбу

.1.1 Я (х. у ,  г) dxdy, Я  Q {х, у, z) dydz,  Д  R (х, у ,  z)dzdx

интеграллар мапжуд булса, у  ^олда

Я P i *  У> г ) dxdy +  Я Q(x, у, г ) dydz  - f  Я Rix, У, z)dzdx
U) IS) (S)

йигинди иккинчи тур сирт интегралининг умумий куриниши деб атала
ди ва у

П Р(х, у, г ) dxdy  - f  Q (х, у ,  z)dydz + Rix, у, z)dzdx
Ь)

кабн белгиланади. Демак,

' I Р  (-V, у ,  г ) dxdy  -(- Q(х, у,  г) dydz +  Rix, у, г ) dzdx =
(5)

=  Я Pix, У, Z)dxdy +  И Qix, у ,  г ) dydz  +  ff Rix, у, г ) dzdx.
(i> is ) ( i )
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Энди R* фазода бирор (V) жисм берилган булсин. Бу жисмни у раб 
турган ёпиц сирт силлиц сирт булиб, уни (S) дейлик. /(х, у .  г) функ
ция (V) да берилган. Оху текисликка параллел булган текислик билан 
(V) ни икки цисмга ажратамиз: (V) =  (V|) +  (Vf). Натижада уни ураб 
турган (S ) сирт ^ам (S J  ва (S j) сиртларга ажралади. Ушбу

П7(л:, у,  z )dxdy  + [ J f(x, у ,  г)d x d y  (20.12)
(Si) (S.)

интеграл (агар у  мавжуд булса) f (x, у ,  г) функциянинг ёпнц сирт бу
йича иккинчи тур сирт интеграли деб аталади ва

§ f(x, у ,  г) dxdy 
(S)

кабн белгиланадн. Бунда (20.12) муносабатдагн биринчи интеграл (S ,) 
сиртнинг устки томони, иккинчи интеграл эса (S 2) сиртнинг пастки 
томони буйича олинган. Худди шунга ухшаш

$  /(*. у, г) dydz, f(x, у, z)dzdx
(5) (S)

з^амда, умумий ^олда

Р(х, у, z) dxdy  - f  Q (х, у ,  г) dy dz+  R(x, у, z)dzdx 
(5)

интеграллар таърифланади.
2. У з л у к с и з  ф у н к ц и я  и к к и н ч и  т у р  с и р т  и н т е г р а л и .  

Фараз цилайлнк, R3 фазода (S) сирт z — z(x, у)  тенглама билан берил
ган булсин. Бунда г  = г(х, у)  функция чегараланган ёпик; (D) со^ада 

((D) с= R2) узлуксиз ва z'x(x, у), г'и (х, у)  хусусий ^осилаларга эга ^ам- 
да бу ^осилалар ^ам (D) да узлуксиз.

2 0 . 2 - т е о р е м а .  Агар f (x,  у ,  г) функция  (S) сиртда  берилган ва 
у зл ук си з  булса, у  холда б у  функциянинг  (S) сирт буйича олинган 
иккинчи тур  сирт интеграли

U f(x, у, г) dxdy
,  « )  

мавжуд  ва
Л fix, У, г ) d x d y  =  П f(x, у,  г(х, у ) ) dxdy 

бдлади.  Й
И с бо т .  (S) сиртнинг Ps  булинишини олайлик. Унинг булаклари 

(S i) , ( S j ,  . . . ,  (Sn) булсин. Бу сирт ва унинг булакларннннг Оху 
текисликдаги проекцияси (D) нинг PD булинишини ва унинг (D J, 
(D2), . . . ,  (Dn) булакларини ^осил цилади. Ps  булинишга нисбатан 
ушбу йотиндини тузамиз:

а  =  2  /(' *■ 1V  ^*) ‘ (20.8)
* - i

Агар (5) сиртнинг устки томони царалаётган булса, у  хрлда барча 
Dk лар мусбат булади.
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Модомики, f ix,  у ,  г)  функция г  = г (х ,  у) сиртда берилган экан, у  
х ва у  узгарувчиларнннг ^уйидаги функциясига айланади:

/(дг, у, г) =  /(jc, у , г(дс, у)).
Бундан эса

Л») (k=  1, 2.............л)
| булиши келиб чи^адн. Натижада (20.8) йньинди ушбу

П
° =  2  /(?*• Л*. *(?*. Л*))£>*

I курннишга келадн. Бу йигинди /(дс, у, 2 (дс, у)) функциянинг интеграл 
: йигиндиси (икки каррали интеграл учун интеграл йигинди) эканини 

пайцаш цийин эмас. Агар /(х, у ,  г(х, у)) функциянинг (D) да узлук
сиз эканлигини эътиборга олсак, унда Яя^->-0 да

Л** *(?*. Л*)) D/, 
йигинди чекли лимитга эга булади ва

' i m0 2  /(?*. Л*. *(?*- л*)) Dk- Я /(*> У• *(*• «/))d*di/
* Р 0 -»°*= |  (О)

булади. Демак,

lim о =  lim £  /(?*, л*. £*) • О* =
>.ps  -*0  -* 0  Л = 1

=  lim V  /(|4, л*, г(?* , Л * ) )О а =  ff /(дс, </, г(дс, y))dxdy.  
xpd  -*0 *=i <Ь)

Бундан эса
.0 /(дс, у , z)’dxdy  =  ГГ /(дс, I/, г  (дс, y) )dxdy
(4) (6)

булиши келиб чи^ади. Теорема исбот булди.
Агар (5) сиртнинг пастки томони царалса, унда барча Dk лар маН.  

фий булиб,
Я  / (дс, у ,  г ) dxdy  =  — Я  /(*. У, 2 (дс, y))dxdy

(О)
булади.

Худди юцоридагидек, тегишли шартларда
Я  /(*, у, z)dydz,  Я  /(дс. у, z)dzdx

интеграллар мавжуд булади ва
Я  f ix, у ,  z) dydz =  | Г f i x  (у, г), у,  г) dydz,
Щ  (D)

.1.1 f ix ,  у ,  2) dzdx =  11 /(дс, у  (г, x),z)dzdx
<*> Ф)

булади.
20 . 1 - н а т и ж а .  Ясовчилари Oz у^ига параллел булган (S) цилин

дрик сиртни царайлик. /(дс, у , г) функция шу сиртда берилган булсин. 
У ^олда

И f ix ,  У, г) dxdy
IS)
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мавжуд булади ва у  нолга тенг:
И /(.г, у.  г) dxdy  =  0.
(5)

Худди шунга ухшаш, тегишли шартларда

II /(лг, у, г)dydz  =  0, ff /(х, у, z) dzdx =  0
(5 )  (S )

булади.
Бу тенгликлар бевосита иккинчи тур сирт ннтеграллари таърифи- 

дан келиб чицади.
Юцорида келтирилган теоремадан фойдаланиб, иккинчи тур сирт 

интегралларн цам икки карралн Риман ннтеграллари хоссалари каби 
хоссаларга эга булишини курсатиш ва уларни келтириб чицаришни 
уцувчига хавола этамиз.

3. И к к и н ч и  т у р  с и р т  и н т е г р а л л а р и н и  ^ и с о б л а ш .  Юцо
рида келтирилган теоремадан фойдаланиб иккинчи тур сирт интеграл- 
ларини хнсоблаш мумкин. Унда иккинчи тур сирт ннтеграллари икки 
каррали Риман интегралларига келтириб цнсобланади:

J.! f (x, у ,  z) dxdy =  f I /(х, у,  z(x, у)) dxdy,
(S ) ID)

g  /(x. у ,  z)dydz  =  ff f (x (y ,  z). y, z) dydz, 

Я  f(x, y, z) dzdx =  jT f(x, y(z,  x), z), dzdx.
(S) (D)

М и с о л .  Ушбу

J J  (■ £  +  ■£ +  **) 4 * *
\s>

x1 i/* г*
интегрални царайлик. Бунда ( S ) — —г  +  —-  + —  — 1 эллипсоиднинг г =  0 те-

а* Ь* с*
кисликдан пастда жойлашган цисмн булиб, интеграл шу сиртнинг пастки томони бу
йича олинган.

Равшанки, бу (S ) сиртнинг тенгламаси цуйидагича булиб,

Г  7* у*
2 С у  1 ~  а* 6» ’ 

унинг Оху текислигидаги проекцияси

эллипсдан иборатдир.
(S )  сирт ^ам, бу сиртда берилган

И х. у, z) =  —  +  —  +  кг 

функция з̂ ам 20.2- теореманинг шартларини каноатлантиради. У ,\олда

(М (D)
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бдлади. Интеграл (S )  сиртнинг пастки томони буйича олинганлиги сабабли тенглик- 
нинг унг томонидаги икки каррали интеграл о^дига минус ишораси ^уйилди.

Энди бу

Ф)
2я

= ab
о '  о

Демак,

-JJ (‘£+'£_*‘|/ ‘—г —и)**»-
(О) ____________

■ Я (* V' ~ _■£ -£_■£)■**
(D)

икки каррали интегрални~*исоблаймиз. Икки каррали интегралда узгарувчиларии 
* =  а р cos <р, у =  ft р sin <р 

каби алмаштириб цуйидагини топамиз:

j  | ( *  j /  У  dXdy =f  [ \ ( k c V T = f -  р») ui> p  d p] =

г? i ______  f kc < i— o»>3/2 P* l l
J [ | (kcp у  1 — p* ps) d p ] d Ф =  2 л a i ^  -------------^  =

Я (■?+-̂ +»г),ы»"2д“‘ (т-т)-
<5)

4. Б и р и н ч и  в а  и к к и н ч и  т у р  с и р т  и н т е г р а л л а р и  о р а с и 
д а г и  б о р л а н и ш.  Биз 19-бобнинг 4 - §  да биринчи ва иккинчи тур 
эгри чизикли интеграллар орасидаги богланишни ифодалайдиган фор- 
мулаларнн келтирган эдик.

Шунга ухшаш, биринчи ва иккинчи тур сирт интеграллари ораси
даги богланишни ифодаловчи формулалар ,\ам мавжуд.

(S) снрт ва унда берилган f  \x, у ,  г) ва Р{х, у ,  z), Q(x, у ,  г), 
R(x, у , г) функциялар тегишли шартларни цаноатлантирганда (царал- 
син, 2 -§  нинг 1-пункта) ушбу

jT f{x, у, г) dydz  =  .fj f ix, у , г) cos a d s ,
(S) (S)

Я /(*. у, z)dzdx =  Я  f ix, у ,  z)cosPd s , (20.13)
<S> (S)

Я f ix ,  y ,  z) dxdy =  Г Г / (дс, у, г) cos Yds.
<>) (S)

умумии ^олда
Я р  (х, у, z)dydz +  Qix, у ,  z)dzdx +  R{x, у, z) dxdy =

=  fJ[/5(*. У. z )co sa  +  Q(x, у ,  г) cos р +  R (дс, у, z) c o s  у  ]ds
(S)

формулалар уринли булади.
Бу (|юрмулаларнинг туррнлнгнни исботлашни уцувчига хавола этамнз.
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3- §. Стокс формуласи

R3 фазода г  = г(х, у)  тенглама билан аницланган силлиц (S) сирт 
берилган булсин. Бу сиртнинг чегарасн d(S)  булакли-силлн^ эгри чи
зик булсин. (S) сиртнинг Оху текисликдаги проекциясини (D) дейлик. 
Унда d(S)  нинг проекцияси d(D)  дан нборат булади.

Фараз килайлик, (S) сиртда Р(х, у , г) функция берилган булиб, у 
узлуксиз булсин. Ундан ташцарн бу функция (5) да

дР(х. у, г) дР(х, у, г) С дР (х, у, г) 
дх ’ ду ’j  дг

хусусий доилаларга эга ва улар узлуксиз булсин.
Ушбу

f Р(х, у ,  z)dx 
US)

эгри чизицли интегрални карайлик (унннг мавжудлиги разшан). Агар 
d(S)  чнзикнинг (S) сиртда ётишини эътиборга олсак, у  .уэлда

j  Р(х, у ,  2) dx =  f Р(X, у,  2 (х, y))dx
US) d(D)

булади.
Энди Грин формуласидан фойдаланиб ушбуни^топамиз:

j  Р(х. у .  г  и ,  » , , * ------ j 1 у  » »  dxdy .

дф ) (О)

Равшанки, Р(х, у, г(х, у)) функциянинг у  узгарувчи буйича хусу
сий ^осиласи

дР(х, у, г ( дс, у)) . дР(х. у. г (х , у ))

7У + ------------ ------------ • *»(*' У >
булади.

Ушбу бобнинг 2 -§  ндаги (20.7) муносабатлардан
9 / \ COS 6г  и (х, у )  ------------£

cos у
булишини эътиборга олсак,

№
- т -

дР(х, у, г(х , у)) ; дР(х, у, г(х. у)) 
ду ^ ^ (Х~ У)) • г 'у(х, У) 1 dxdy  =

дР(х, у, г{х, у)) _  дР(х, у, г (х, у)) cosp 1 ^  . 
ду дг со s y  J

0)  
булади.

Натижада царалаётган интеграл учун цуйидаги тенгликка эга бу- 
ламиз:
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Г К * » * * —
U S)  (O)

_  ЗР(х, y, »(x . y)) . _cosp_ld ja f y  (20 J
dz cos y J

2 -§  даги 20.2-теоремадан фойдаланиб (20.14) тенгликнинг унг то
монидаги икки каррали интегрални иккинчи тур сирт интеграли орца- 
ли ифодалаймиз:

Ш дР(х, у. г (х. у)) _  аР(х. у, г(х. у)) # cosp 1 . =  
ay аг cos y J

-J dxdy.-mCS>

aP(x, у. г) _  дР(х, у. г) cosp 
ду дг с о г у

Бу  тенгликнинг унг томонидаги иккинчи тур сирт интегралини, (20.13) 
формулага асосланиб, биринчи тур сирт интегралига келтирамиз:

№Г дР(х, у. г) дР(х, у. г)
L дУ дг cos y

- j  • dxdy
IS)

tfi . “ i l l .  c o s y  ds  =  (20,15) 
ду дг  cos у  J

iS) IS)

Ва ни^оят, яна (20.13) формулалардан фойдаланиб цуйидагини топамиз:

(S) (S)

cosР ds =  j* дР(ХдгУ- - ]-dzdx. (20. 16)

(S) (5)
(20.14), (20.15) ва (20.16) муносабатлардан

j* Р (х, у , г) dx =  |  ^ Э-Р(х^ у' г) dzdx— -dpS x'J>iA dxdy (20.17)

dts> "(a
булиши келиб чицади.

Худди шундай муло^аза асосида (S) сирт ва унда берилган 
Q(x, у, z), R(х, у, г) функциялар тегишли шартларни бажарганда 
ушбу
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I' Qix. g. i)d ,~  П  — Я “ydz.
d<S) (S)

| R (x .  y,  z ) d z =  f  (
ty tV

dR(x . y ,  ?) dydz dR(x.  у . г) dzdx  (2 0 .18 )

формулаларнинг уринли булиши курсатклади. (20.17) ва (20.18) фор- 
мулаларни хадлаб цушиб цуйидагнни топамиз:

d(S)
Р(х, у, z) dx +  Q (х. у, z )d y  + R(x, у, z) dz =

-Я1(S)

Г dQ(x, у,  г) дР(х.  у , г)1 дх ду
аха у  -+• 1 dR(x,  у,  г) 

ду

-  dR(Xdxy ' 2) | dzdx. (20.19)-  dQixdzy ' * ] dydz  +  ^  Z)

Бу Стокс формуласи  деб аталади.
2 0 . 2 - н а т и ж а .  Мазкур курснинг 19 -боб, 3 -§  идаги Грин формула

си Стокс формуласининг хусусий цолидир. ^ацицатан цам, (20.19) 
Стокс формуласида (S) сирт сифатида Оху текисликдаги (D) соца 
олинса, унда 2 =  0 булнб, (20.19) формуладан

Р(х ,  у) dx +  Q (х, у)  d y  =
- я

dQ(x. у) 
дх

дР(х.  у) 
д у

| dxdy
д ф )  ID)

булиши келиб чицади. Бу Грин формуласнднр.
Шундай цнлнб, Стокс формуласи (S) сирт буйича олинган II тур 

сирт интеграли билан шу сиртнинг чегараси буйича олинган эгри чи
зицли интегрални 6 o f .io b 4 h формуладир.

4 -§ . Ссгроградский формуласи

R3 фазода, пастдан г  =  ф, (х, у)  тенглама билан аницланган сил- 
лиц (S t) сирт билан, юцорндан z =  ф4(х, у)  тенглама ёрдамида аниц

ланган силлиц (S .) сирт билан, ён то- 
мондан эса ясовчилари Ог уцнга па- 
раллел булган цилиндрик ( S j ) сирт би
лан чегараланган (V) со.\ани (жисмни) 
царайлик. Унинг Оху текисликдаги 
проекцнясн (D) булиб, бу (D) нинг 
чегараси юцорида айтилган цилиндрик

____  ,  сиртнинг йуналтирузчиси сифатида
/  У олинади (2 8 -чизма)

Л  ( 9 i ( x . t i < v Лх.У). (* , y ) e (D) ) .
Фараз цилайлик, (V) да R(x, у, г) 

2 8 -чизма функция берилган ва узлуксиз б у л -

Ш,У)
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син. Бундан таш^арн бу функция шу со.\ада
М (х . у. г)*

■хусусий ^осилага эга ва бу ^осила хам узлуксиз.
Равшанки, бу .^олдаI

(Ю
мавжуд булади ва 18-бобнннг 10-§ ида келтирилган формулага кура

I  j*  j' j ' d R ( x ^ . z) dx(Jydz =  j ’ j ' j '  j* OR (х ^ У -Л  d2 j  d xd y  (2 0  2Q) 

(V) Ф )  Ф,<*. у )
бУладн.

Агар
ф«<*. у) ,

3R (* , у, г)
------ -------- dz = R{x, у , <р4(х, y ) )— R(x, у,  ф!(дс. у))

Ф>и. у)

булишини эътиборга олсак, у  ^олда
Ф.<*. У) „

I IJ (J dR (Х'д*'Z) dz)dxdy ̂  \\ R̂Xt у'ф*̂ ' ŷdxdy~
(D) ф |(*. у )  ( О )

— j  j  R(x, у ,  «М х, у))dxdy  (20.21)
(D)

буладн. Бу тенгликнинг унг томонидаги икки каррали интегралларни,
2- § даги фэрмулалардан фэйдаланиб, снрт интеграллари орцали ёзамнз:

f j  Я (х, у,  ф ,(х, у)) dxdy  =  f| R(x, у, z)dxdy,
(O) ( .̂)
JT R(x, у, Ф1 (x, y ) ) d x d y  = \\ R(x, y, z)dxdy.  (20.22) 
Id)  (S .)

Келтирилган тенглнклардаги сирт интеграллари сиртнинг устки томони 
буйича олинган. (20.20), (20.21) ва (20.22) муносабатлардан цуйндаги- 
ни топамиз:

J

В  f  df* dxdydz  =  | J  R(x, y, z )dxdy  +
(V) (S j

+  R(x, у , z)dxdy.  (20.23)
(S .)

Бу тенгликнинг унг томонидаги иккинчи инггграл (S ,)  сиртнинг паст- 
Ки томони буйича олинган.
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| Q(x, у. z)dy = j* | ° Q(Xdxy' Z) dxdy — .?Q{x' y- z) dydz.
Us) (S)

j R (x, y, z) dz -» f  | dR"iX'dj j '  2) dydz
diS) IS)

дг

dR(x, у. г) 
dx

dzdx (20.18)

формулаларнинг уринли булиши курсаталади. (20.17) ва (20.18) фор- 
мулаларни хадлаб цушиб цуйндагннн топамиз:

f Р(х, у, z) dx + Q (дг, у, z)dy + R (х, у, z)dz =
d{S)

■ m -
(S )

у, г)
дх

дР(х, у, г) 
дг

dR(x, у, г) 
дх

] dzdx. (20.19)

Бу Стокс формуласи деб аталади.
20.2-натнжа. Мазкур курснннг 19-боб, 3-§ идаги Грин формула

си Стокс формуласшшнг хусусий ^олидир. ^ацицатан а̂м. (20.19) 
Стокс формуласида (S) сирт сифатида Оху текисликдаги (D) со̂ а 
олинса, унда z — 0 булиб, (20.19) формуладан

\ Р (х . !,)d , +  Q(x. y )d y ~  f  
дф) ф )  

булиши келиб чицади. Бу Грин формуласидир.
Шундай цилиб, Стокс формуласи (S) снрт буйнча олинган I I  тур 

сирт интеграли билан шу сиртнинг чегараси буйича олинган эгрн чи
зикли интегрални 6o fловчи формуладир.

4-§. Ссгроградский формуласи

R3 фазода, пастдан г = <Pi (х, у) тенглама билан аиицлангаи сил- 
лиц (S,) снрт билан, юцорндан z = <f2(*> У) тенглама ёрдамида аник-

ланган силлиц (S.) сирт билан, ён то-
----монДан эсз ясовчилари Oz уцнга па-

'  раллел булган цилиндрик (S j  сирт би
лан чегараланган (К) сохани (жисмни) 
царайлик. Унинг Оху текисликдаги 
проекцняси (D) булиб, бу (D) нинг 
чегараси юцорида айтилган цилиндрик 
сиртнинг йуналтирузчиси сифатида 
олинади (28-чизма)

0)< Ф * (* .  У)’ (*■ */)€(£>))■
Фараз килайлнк, (V) да R(x, у, г) 

28-чизма функция берилган ва узлуксиз бул-

У
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син. Бундан таш^арн бу функция шу со\ада
QR[x, у. г)* 

дг
усусий ^осилага эга ва бу ухгила хам узлуксиз. 

Равшанки, бу .уэлда
г)

(Ю
мавжуд булади ва 18-бобнинг 10-§ ида келтирилган формулага кура

■  Г | f  дЯ{х'дг ' г) dxdydz = j  j*(  j* dR ( а’/ ’~ ~ dz j  dxdy (20-20)
(V) (О) ф,(дг. у)

бУладн.
Агар

ф а . У)

| --- а /  “  d z - R (x , у, ф*(х, у)) — R (х, у, ф,(дс. у))
Ф|(*. У)

булишини эътиборга олсак, у о̂лда
Ф|<*. У) „

■  I I  ( J  6 dz) dxdy = I  f  R (*' У' ф*(х’ у))dxdy ~
(£» Ф ,(* . у) (О)

— j  j  R(x, у, <pt (x, у))dxdy (20.21)
(D)

буладн. Бу тенгликнинг унг томонидаги икки каррали интегралларни,
2- § даги фэрмулалардан фэйдаланиб, сирт интеграллари ор^али ёзамиз:

Я  R(x, у, cfj(x, y))dxdy = $J R(x, у, г) dxdy,
(О) Ы
Я  R(x, у, ф 1 (х, y))dxdy = \\ R(x, у, z)dxdy. (20.22)
(О )  C S .)

Келтирилган тенгликлардаги сирт интеграллари сиртнинг усткн томони 
буйича олинган. (20.20), (20.21) ва (20.22) муносабатлардан цуйндаги- 
ни топамиз:

х'̂ у ' г) dxdydz = j | R(x, у, г)dxdy +
(Si)

+  j* j R(x, у, г)dxdy. (20.23)
*(S.)

Бу тенгликнинг унг томонидаги иккинчи ннггграл (S ,) сиртнинг паст- 
Ки томони буйича олинган.
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(S.) сирт ясовчилари Ог уцнга параллел булган цилиндрик сирт булганлигндан

Я  R (дс, у, г)dxdy => 0 (20.24)ib.)
булади. (20.23) ва (20.24) муиосабатлардан

j f  J  ^  ^дг' ± dxdy dz = \§R{x' У' z) dxdy +  J j  R{x’ У' z)dxdy +(V)
(5 .)

+  If  R(x, у, г) dx dy = $ / ? (* , y, z)dxdy
CS)

булиши келиб чицади. Бунда (S )— (V) жисм ни ураб турувчи сирт. 
Демак,

J  \ f  dxdydz = ^  R (дс, у, z)dxdy. (20.25)
(V) t f )

Худди шу йул билан, (V) цамда Р(х, у, г), Q(x, у, г) лар тегишли 
шартларни цаноатлантирганда цуйидагн

Ш  дР(Хдх ^ d^ ydz"  Й  Р (х- У> г) dydz, (20. 
<v> <£)

26)

dxdydz = ^  Q (X ,  у, г)dzdx (20.27)
<v > IS)

формулаларнинг т>трилиги исботланади.
Юцоридагн (20.25), (20.26) ва (20.27) тенгликларни ^адлаб цушиб

цуйидагинн топамиз: j* | j* ( ~ ^ ~
 ̂ * «V»

dQ (х, у, г) ^  
ду

dR (х
j~ ~ ~  j  dx dy dz = ^  P(x, y, z)dyiz + Q(x, y, z)dzdx+

(S)

+  R(x, y, z)dxdy.
Бу формула Остроградский формуласи деб аталади.

21- Б О Б  
ФУ.’ ЬЕ ЦАТО?ЛА?И

Биз юцорида, курсимиз давомида, мураккаб функцияларнц улардан 
соддароц булган функциялар орцали и Додалаш масалаларига бир неча 
марта дуч келдик ва уларни ургандик. Бу соцадаги классик масалалардан 
бири — функцияларни даражали цаторларга ёйишдан иборат булиб, у 
мазкур курснинг 13- бобида батафсил урганилди.

Агар царалаётган функциялар даврий функциялар булса, табиийки, 
уларни соддароц даврий функциялар билан ифодалаш лозим булади. Дар 
бир цади содда даврий функциялар булган функционал цаторларни урга-
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ниш мураккаб даврий функцияларни соддароц даврий функциялар билан 
ифодалаш масаласини цал этишда муцим роль уйнайди.
|  Ушбу бобда, хар бир цадн махсус даврий функциялар булган функ
ционал цаторлар—Фурье цаторларини урганамиз.

Фурье каторларн назарияси математик анализнннг чуцур ва кенг урга- 
|нилган булими булнб, унинг амалнй масалаларни цал цилишдаги роли 
■каттадир. Бу сохада жуда куп нлмий изланишлар олиб борилган ва 

мухим натижаларга эришилган.
Биз цуйида Фурье цаторлари назарнясининг асосий тушунчалари, 

методларн ва ютуцлари билан дастлабки тарзда танишамиз.

1-§. Баъзи му^им тушунчалар

Ушбу параграфда келгусида керак буладиган баъзи мухим тушунча- 
ларни — даврий ва давриймас функциялар, функцияларни даврий давом 

[втгирнш, гармоникалар хамда булакли-узлуксизлнк, булаклн-днфферен- 
алланувчилик тушунчаларини келтирамиз.
1. Д а вр и й в а д а в р и й м а сф у н к ц и я л а р .  Биз 1- цисмнинг 4-бо- 

бида даврий функция тушунчасини киритиб утган эдик. Бу функ-
яяларнннг Фурье цаторлари назариясидаги роли муцимлигнни эьтиборга 

олиб цуйида уларни батафсилроц урганамиз.
21. 1-таъриф. /(дс) функция X  тупламда (X  с  В) берилган булси». 

Агар шундай узгармас Т(Т  Ф  0) сони мавжуд булсаки, V  х£Х  учун
1) л - Г  в’а х + Т  сонлар ^функциянинг берилиш соцаси^Х туп

ламга тегишли булса ва
2) f(x +  T))=f(x)) (21.1)

булса, f(x) функция даврий функция деб аталади.
Даврий булмаган функцияларни давриймас функциялар деймнз.
Бу таърифдагн Т сони (Г  =/=0) /(дс) функциянинг даври дейилади.
Айтайлнк, X  тупламда берилган /(дс) функция даврий функция бул

син. Таърифга кура, шундай Т(Т  Ф 0) сон топиладики, V a c  £ Х  учун 
* — т е х ,  х + Т е Х  булади ва (21.1) тенглик бажарилади. Бу холда, 
равшанки, kT (k =  ±  1, ±2, . . .) куринишдагн сонларнинг хар бири 
учун ва V * € A ’ учун x + kT£X  ва f(x + kT )= f(x ) булади.

Шундай цилиб, агар бирор Т Ф  0 ва V  х £ Х  учун (21.1) муноса
бат уринли булса, бу муносабат ихтиёрий kT (k = ±  1, ±2, . . .) учун 
Хам уринли булар экан.

Демак, ±7\ ±27\ . . .  лар хам /(дс) функциянинг даврлари бу
лади. f(x) функциянинг мусбат даврлари тупламини М  деб белгилай* 
лик. Агар

,Т0 = inf]Af
Хам /(дс) функциянинг даври булса, яъни Т0£М  булса, у энг кичик

(Мусбат давр дейилади. Энг кичик мусбат давр мавжуд булиши хам 
1|умкин, мавжуд булмаслиги хам мумкин.

М и со ллар . 1. / (х) =  sinх функция даврий функция. Унинг даврлари туп
лами (2 fen : k = ± 1, ±  2, . . .} булиб, энг кичик мусбат даври Т„ =  2я булади.

2. / (х) = [х] функцияни царайлик, бунда (х) — х сонининг каср цисми. БуI 383



даврий функииядир. Унинг даврлари ткачами [ т  : т  =  ± I, ± 2 , . . .} булиб, энг 
кичик мусбат даври Т0 =  1 булади.

3. / (х) =  С булсин, бунда С = const. Бу даврий функииядир. Ихтиёрий Т (Г  
Ф  0) сон берилган функциянинг даври, яъни унинг даврлари туплами /?\{0 } дан 
ибораг. Бу холла энг кичик мусбат давр мавжуд э>'ас.

4. Дирихле функцияси
( 1, агар х — рационал сон булса, 
\0, агар х — иррационал сон булса

Iрационал сон, агар х — рационал сон булса, 
(иррационал сон, агар х — иррационал сон булса

ни царайлик. Айтайлик, Т — бирор рационал сон (Т Ф  0) булснн. У холда 

Х + Т -  

булади. Демак,
у (х \ Т\ = I1’ агаР х —рационал сон булса,/Л* "г I ) уо, агар х — иррационал сон булса.

Шундай цилиб, V х учун, Т — рационал сон булганда
X (х Ч- Г ) = х (Jf) ( 21 . 2)

булади. Демак, Дирихле функцияси даврий функция, ихтиёрий Т Ф  0 рационал сон 
бу функциянинг даври экан.

Энди бирор Т иррационал сонни олайлик. Унда У х учун (21.2) муносабат уринли 
булмайди, чункн х рационал сон булганда дс + Т иррационал сон булиб, X (х) =  1, 
Х (х -f Т) =  0, яъни Х(х + Т) Ф х  (х) булади. Шундай ^илиб, иррационал сонлар 
Дирихле функцияси учун давр эмас.

Бинобарин, Дирихле функциясннинг даврлари туплами Q \{0 } дан иборат. Энг 
кичик мусбат давр эса мавжуд эмас — барча мусбат рационал сонлар тупламинин г 
инфимуми ноль булиб, у Q \ {0} га тегишли эмас.

5. Ушбу
/ (х) =  lnsin х

функциянн царайлнк. Бу функция {х £ / ? :х £  (2л*. (2£-f-l)n), k = 0, ± 1 
± 2 , . . .} тупламда берилган. У  даврий функция, даврлари туплами эса {2А: л : 
k =  ±  1, ± 2 , . . .} булади. Энг кичик мусбат даври 2л га тенг (29-чизма).

6. /(х) =  х* нинг давриймас функция эканлиги равшандир. Чунки V х ва би
рор Т (Т Ф  0) сони учун (21.1) муносабат уринли булмайди.

7. Куйидаги
= У * (  1 — х), 1,(х) = 2xcos(xJ ),
= 2х — cos х, ft (x) =  sin (xs)

/. (х) 
It ( * ) : 
/ ,(*)

функциялар давриймас функциялар булади. Уларнинг давриймас функциялар були
шини кейинроц курсатамиз.
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Д аврий  ф ункцияларнинг  хоссалари. Даврий функция 
I  оифидан бевоеита цуйидаги хоссалар келиб чицади.

1°. Агар X  тупламда берилган /(х) ва g(x) функцияларнинг а̂р 
бири даврий функциялар булиб, Т Ф  0 уларнинг даври булса, у о̂лда
f(x) ±  g (х),' /(x)-g(x) ва Ц^- (g(x) ф  0) функциялар а̂м даврий функ-

g u )
гциялар булади ва Т уларнинг а̂м даври булади.

2 °. X  тупламда берилган /(х) функция даврий функция, Т  Ф  0 
унинг даври булсин. g эса /(х) нинг цийматлари туплами {/(х ):х£Х} 
да берилган ихтиёрий функция булсин. У у)лда g(f(x)) мураккаб функ
ция а̂м даврий функция булади ва Т унинг ^ам даври булади.

Юцорида келтнрилган хоссалардан фойдаланиб, бизга маълум бул
ган содда даврий функциялар воситасида исталганча мураккабликка эга 
булган даврий функцияларнн тузиш мумкин.

М и с о л.'.Ушбу
Ф, (дс) =  sin8 2дг. ф4 (х) — arcsin (cos x),____________

Ф * (* )=  j / ' tg^-. Ф5(дс) =  In 4 — tg*(* +

ф,(дс) =  log, cos (x — 4),
, функциялар даврий функциялар булади. (Уларнинг даврийлиги sin дс, cos дс, tg х 
9 функцияларнинг даврийлиги э̂ амда 1°- ва 23- хоссалардан келиб чикади.)

К,уйидаги хоссалар даврий функциялар синфини характерловчи хос
салар булиб, бирор функциянинг даврийлигини ва, айницса, давриймас- 

I1 лигини текширишда цулланиладнлар.
/(х) функция X  тупламда берилган булсин.
3°. f (x) даврий функция, Т Ф  0 сони унинг даври булсин. Агар 

х0 нуцта бу функциянинг берилиш со^асига тегишли, яъни х0 £ X  булса, 
у ^олда барча х0 +  кТ куринишдаги {k = 0, ±  1, ± 2 , . . .) нуцталар 
а̂м шу со^ага тегишли булади:

х0 +  кТ £ X  (к = 0, ±  1, ±2, . . .).
Агар х0 нукта /(х) функциянинг берилиш со^аснга тегишли бул- 

маса (х0 6-Х)), У *олда барча x0-f кТ куринишдаги (к = 0, ± 1, ± 2, 
. . .) нуцталар хам шу со^ага тегишли булмайди (х0 + кТ £ X).

Шундай цилиб, бу хосса даврий функциянинг бгрилиш соз̂ аси маъ
лум структурага эга булиши кераклигини курсатади.

Бу хоссадан цуйидаги натижа келиб чицади.
21.1-натижа. Даврий функциянинг берилиш со^асида абсолют 

цийматн буйича исталганча катта булган мусбат ва манфий сонлар 
булади.

М исол. Ушбу
/ (х) = In sin х

Функцияни карайлик. Бу функция
A = {x £ R :x £ (2 k n ,  (2ft+ 1 ) я), ft =. 0, ±  1. ± 2 , . . .}
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т£пламда берилган. ^аралаггган функциянинг даврийли ги юцорндаги 2°- хоссадан 
*ам келиб читали.

У х0 £ Л ну^тани олайлик. А тупламнинг тузилишига кура барча х„ +  2k л 
(к  =  0, ±  I, ±  2, . . .) куринишдаги нуцталар шу А тупламга тегишли булишини 
пайкаш цийин эмас. Агар дг, £ Л булса, у ^олда барча xt +  2k п (к =  Q, ±  |, 
±  2, . . .) куринишдаги ну^талар з̂ ам А тупламга тегишли булмайди.

Ь̂ уйидагй
/, (ж) =  У х (  1 — х)

функция давриймас функциядир, чункн унинг бгрилиш соцаси Х ]=  [0, 1] сегмент- 
дангина иборат.

4°. Агар f{x) даврий функция булса, бу функция узининг з̂ ар бир 
цийматини х аргументнинг чексиз куп цийматларида (бу цийматлар 
орасида абсолют циймати буйича >;ар цанча катта булганлари з̂ ам бор) 
цабул цилади.

Бу хсссадан цуйндаги натижа келиб чицади.
21.2-натнжа. Агар f(x) даврий функция булса, у берилиш соз̂ а- 

сида монотон функция булмайди.

М исол. / (дс) =  sin* 'даврий функция. Унинг X  =  (— » ,  +  оо) да монотон 
эмаслиги равшан.

Ь̂ уйидаги

/*(*) —12*1— со**. /•(*)=“  е~*'
функциялар давриймас функциялар булади, чунки ft (х) =  2* — cos дс функция (— оо, 
+  со) да усувчи (/j(x ) = 24* s in * > 0), /3(х) = e “ r‘ функция эса 1 ^ийматни 
х аргуменгнннг фацат битта х — 0 цийматидагина цабул цилади.

Юцорида келтнрилган 4°-хоссани цуйидагича айтса з̂ ам булади.
21.3-натижа. Агар f(x) даврий функция булса, у з̂ олда V a £ R  

учун f (х) — а тенглама ёки ечимга эга булмайди ёки чексиз куп ечимга 
эга булади.

М исол. / (х) = х*’— 5х +  6 давриймас функция булади. Чунки V a £ R  учун, 
жумладан а =  О да / (х) =  хг — 5* -j- 6 = 0 тенглама иккитагина ечимга эга.

М и со л . Ушбу (— оо, оо) да берилган
/(*) =  {* } +  sift х

функциями царайлик, бунда {дс}— х сонининг каср цисми.
F  Фараз цилайлик, бу даврий функция булсин. Т Ф  0 сони унинг даври булсин.
У  *олда V дс £ Я  учун

{х +  Т ) +  sin (х +  Г )  = {х} +  sin дс

булади. Хусусан,
/х = 0 булганда {Т)  4- sin Т =  0, ,91
\х =  — Т булганда (— Т) +  sin (— Т) *= О

булади. Бу тенгликлардан
{Г} + { -  Г } = О

булиши келиб чикади. Агар *ар цандай х(х £ R ) сонининг каср кисми (х) манфий 
булмаслигини эътиборга олсак, унда кейинги тенглик фацат {Г }  =  {— Г ) =  0 бул
ганда, яъни Т  бутун булгандагина Уринли булишини топамиз.

Иккинчи томондан, агар {Г }  =  0 булса, (21.3) тенгликдан sin Г  =  0, яъни
г  =  *л (* =  о,е ±  I,  ± ;г____ )

булиши келиб читали. Т  =  кл куринишдаги сонлар орасида фацат 0 сонигина бу
тун булади. Демак,

5°. /(*) даврий функция булсин. Агарда

f(x +  T )= f(x ) (21.1)
ни Т  га нисбатан тенглама сифатида царалса (дс ни эса параметр де- 
йилса), у з̂ олда (21.1) тенглама х параметрнинг барча цийматлари учун 
умумий (х£Х) булган нолдан фарцли камида битта 7’ = Т 1 ечимга эга 
б^лали.

Бу хоссага кура f(x) функциянинг давриймаслигини курсатиш учун 
х нинг иккита х = х0. х = xt цийматларида Т  га нисбатан ушбу

+ Hxi +  T) = f(xJ
тенгламаларнинг нолдан фарцли "умумий ечимга эга эмаслигини кур
сатиш етарлидир.
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{ Г }  -f sin Т -  0, { — 7 } — sin Г  =  0
тенгламалар ягона Т  =  0 умумий ечимга эга. Бундай эса, ю^оридаги 5Э- хоссага 
кура берилган функциянинг давриймас эканлиги келиб чикади.

6°. f(x) даврий функция {булиб, Т Ф  0 унинг даври булсин. Агар 
узунлиги Т  га тенг булган бирор [а, а +  74 оралицда 

| / (x )|< M  (х 6 (а , а  +  Л )  
булса, аргумент х нинг ихтиёрий цийматида з̂ ам шу тенгсизлик уринли 
булади.

Мисол. Ушбу
/4(х) =  2xcos (дс*)

функцияни царайлик. Фараз цилайлик, бу даврий функция булиб, Т Ф 0  сэи унии 
даври булсин. Равшанки, V дс £ [0. Т\ учун 

|  I 2xcos(x*) | <  2 1 х | < 2Т
булади. 6®- хоссага кУра бу тенгсизлик V *  £ R учун *ам уринли булиши керак #
Биро^ х =  У  2k л  булганда (к  >  j  бу тенгсизлик бажарилмайди. Демак, /« (х)=*

= 2* cos (х*) давриймас функция.

7°. Агар f(x) даврий функция булса ва у цар бир х нуцтада (х£Х) 
дифференциалланувчи булса, у з̂ олда бу функциянинг з̂ осиласи ['(х )
з̂ ам даврий функция булади.

М и с о л .  Ушбу 
l i  /»(*) =  sin (х*)

функш!яни ^арайлик. Бу функциянинг ^осиласи
I f  / j(x ) =  2xcos(x*)

25*
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функция, ю^оридя к\рликки, давриймас функш!я. Демак, берилган /5 (дг) = sin (х-) 
функция давриймас функция.

Юцоридаги хоссалар, албатта, функциянинг даври сифатида унинг 
энг кичик мусбат даври (агар у мавжуд булса) олинганда \ам уринли- 
дир. Келгусида биз ушбу бобда энг кичик мусбат даври мавжуд функ- 
цияларнигина цараймиз ва функция даври деганда шу энг кичик мус
бат даврни тушунамиз.

2. ф у н к ц и я л а р н и  даврий давом эттириш . / (а ) функция 
(a, b] ярим интервалда берилган булсин. Бу функция ёрдамида куйи- 
даги

/*(*) = /(* — (b— а)т), х£(а +  т (Ь  — а), b +  m(b — a)\
(т  = 0, ±  1, ±  2, . . . )  (21.4)

функциянн тузамиз. Равшанки, энди f*(x) функция (— оо, + оо) ора
ликда берилган ва даврий функция булади. Унинг даври Т0 = Ь — а га 
тенг. Бу бажарилган жараённи функцияни даврий давом эттириш 
дейилади.

Агарда берилган f(x) функция (а, Ь] да узлуксиз функция булса ва 
/ (а + 0) = lim f(x) = f(b)

i-m+O

булса, у колда давом эттирилган /с (х) функция (— оо, -f-оо) да узлук
сиз булади. _______

Масалан, f(x)=2 V  дс(1— х) функцияни даврий давом эттиришдан 
Косил булган функциянинг графиги 30- чизмада тасвирланган.

Агарда берилган f(x) функция (а, Ь\ да узлуксиз функция булса ва
/ (а + 0) = lim f(x)¥*f(b)

jr-*e-f0

булса, равшанки f*(x) функция x = a + m(b — а ) ( т  = ± 1, ± 2, . . . )  
нуцталарда узилишга эга булади.

Масалан, (— 1, 2) ораликда берилган f(x) = л~ функцияни даврий да
вом эттиришдан косил булган функциянинг графиги 31-чизмада тасвир
ланган.
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31- чизма
f(x) функция (а, b) ярим интервалда берилган булса, уни даврий 

давом эттириш *ам юцоридаги сингари бажарилади:
/*(дс) — f {х — (b — а)т), x£[a +  m(b — a), b + m(b — a)) ]

(т  = 0, ±  1, ± 2, ...).

Агарда /(дг) функция (а, Ь) да берилган булса, уни (— ° ° , + [°°) /
/ {а +  т  (Ь — а); т  = О, ± 1. ± 2, . . .} = X* ту пламга даврий давом 
эттириш мумкин:

l* (x )= f(x  — (b — а)т), x£(a + m(b — а), b +  m(b — а))
(т  = О, ± 1, ± 2, . . .).

И зо*. /(дг) функция [а, Ь] да берилган булса, уни (—-оо, +  оо) 
га, умуман айтганда, икки хил даврий даром эттириш мумкин:

f*(x) = f(x — (b — a)m), x£(a +  m(b — a), b +  m(b — a)]
(m =  0, ± 1, ± 2, . . .), 

f**(x) = f(x — (b — a)m), x£[a + m(b — a), b +  m(b — a))
(m =  0, ± 1, ± 2, . . .),

21.1-лемма. f(x) функция (a, b] ораликда берилган ва у шу 
ораликда интегралланувчи булсин. У  цолда }(х) ни (— оо, +  оо) га 
даврий давом эттиришдан хосил булган /*(х) функция ихтиёрий 
(а, а -f- (Ь — а)] да интегралланувчи булади ва

а+  (Ь-а) 'Ь
J  j Г  (*) dx — J j  / (х) dx (*)

or а

формула уринли булади.]
Исбот. Шартга кура /(*) функция (а, Ь] да интегралланувчи. f*(x) 

функциянинг тузилишига биноан (̂ аралсин, (21.4)) унинг (a ,a  +  (b — а)) 
(V<*€#) Да интегралланувчи булишини топамиз.

Аниц интегралнинг хоссасига кура
a+fb—а ) а Ь а  + <Ь—а)

f f*(x)dx=  f r(x)dx+ J Г  (x)dx+  f Г  (x)dx (21.5)
a  a  a  b
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булади. Равшанки, V *6 (a . Ь\ учун f*(x) = /(*)• Демак,

j Г(х)(1х = J  f(x)dx.

Энди
a+ (b—a)

f  Л  (*)<** 
b

интегралда x = у + (b — а) алмаштиришнн бажарамиз:
сь-f- (6—а) в  cl о

}  /* = \ Г (У  + (Ь — a))dy = $f*(y)dy = —  j" f*(y)dy.
b а а а

Натижада (21.5) тенглик ушбу
а+ (Ь—а) Ь

f i* (x )dx= j f(x)dx 
а  а

куринншга келади. Бу эса 21.1-лемманн исботлайди. Бу леммадаги 
(*) формула содда геометрик маънога эга: 32-чизмадагн штрнхланган 
юзалар бир-бирига тенг.

3. Гармоникалар. Ушбу
f(x) = /i-sin(ax + Р) (21.6)

функцияни царайлик, бунда А, а, Р — узгармас сонлар. Бу даврий
функцня булиб, унинг даври Т = га тенгднр. Хацицатан \ам,

a

f^x +  = Л -sin |a(x + ~  ) + Р ]  = -4-sin[(ax + P )  + 2n] = 

=/4-sin(ax -+• Р) = f(x).

Бу /(*) — A -sin (ax -f Р) функцня гармоника деб аталади.
Гармоникалар математика ва унннг татбикларида, физика ва технн- 

када куп учрайди. Масалан, массаси m га тенг булган М  нуцтаиинг 
тугри чнзиц буйлаб ОМ (ОМ =  s) масофага пропорционал булган F  =  
= — ks куч таъснри остидаги царакатн (тебранма ^аракатн) s = s(t) ни 
топиш ушбу

32- чизма
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дифференциал тенгламани ечишга келади. Бу тенгламанинг ечими 
гармоникадан иборат булади.

Берилган
/(дс) = Л -sin (аде + Р)

гармониканинг графиги, у = sin дс функция графнгинн Оде ва Оу уцлар 
буйича енциш (чузиш) а̂мда Оде уци буйича сурнш натижаенда з̂ осил 
булади. Масалан,

/(x) = 2-sin(2x-f 1)
гармониканинг графигини ясаш процессн ва унинг графиги 33-чизмада 
тасвирланган.

Тригонометриядан маълум булган формуладан фойдаланиб, гармо- 
иикани цуйидагича ёзиш мумкин:

/ (дс) = А ■ sin (а х + Р) = A -(cosax-sin р -f sinax-cosP).
Агар

i4-sinp = a, Л • cosр = 6 
деб белгиласак, унда гармоника ушбу

f(x) = acosax +  b sinax (21.7)
I  куринншга келади.

Демак, цар цандай (21.6) гармоника (21.7) к\ринншда ифодаланади. 
Аксинча, цар цандай (21.7) куринишдагн функцня гармоникани 

ифодалайдн. Шунн исботлаймиз. / (х) =а cos ох + b sin а х булиб, а ва 
Ь лар узгармас булсин. Уни цуйндагича ёзнб оламнз:

/ (х) = a cos a х -f fcsin a  x = V  a* -f b'2 cosax +
■  b 1

+  y H M T ^ - s in a x J*

Агар

Va'- + b*= A, y ^ f ,  = sinp.
b

I  v ^ - cosP
дейнлса, у *олда

/(x) = Л -JsinPcosax +  cosPsin ax] = Л $ т (ах  + P)

i
 булишини топамиз.

Биз юцорида гармоникалар содда даврий функциялар булиб, улар
нинг графиклари </ = sinx функция графиги характернга эга булишини 
курднк.

Аммо бнр нечта (турли) гармоникалар йнрнндисини олсак, у цам 
даврий функция булсада, аммо анча мураккаб функция булади, графи-
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ги эса у = sin х функция графиги 
характерндан бир мунча фарц ци- 
лади. Масалан, учта турли гар- 
моникалар:

У

— — sin jc, — sin 3*,я  Зя
4

— — sin Ъх

I  йириндисидан иборат ушбу ч / \ _ /

< P M = - £ ( Si" *  + М-ЧШШ

■ + js in 5 * )
I  функция графигини кара иди га н булсак, у 34- чизмада тасвирланган бу

либ, у = sin х функция графна характерига ухшамайдн.
4. Б у л а к л и - узл у к с и зл и к  ва булакли-дифференциал- 

лан увчилнк .  f(x) функция [a,ft] оралицда берилган булсин. Маъ- 
г лумки. бу функция V  х 6 (а> Ь) нуктада узлуксиз булса, э̂ амда а нуц- 

тада унгдан, b нуктада чапдан узлуксиз булса, у ^олда /(*) функция 
[а, Ь] сегментда узлуксиз дейилар эди.

Энди f(x) функциянинг [а, Ь\ да булакли-узлуксизлиги тушунчаси 
билан танишамиз.

Агар [а, Ь] орэликни шундай

а̂р бир (ал,ол+,)(Л = 0, 1,2, . . ., п — 1) да f(x) функция узлуксиз 
булса, хамда х = ал нуцталарда чекли унг / (ак +  0) (к = 0, 1,2, . ... 
п — 1) ва чап f(ak— 0) (ft = 1,2, . . . .  п) лимитларга эга булса, у о̂л- 
да /(*) функция [а, Ь] да булакли- узлуксиз деб аталади.

Бошцача айтганда, агар /(дс) функция [а,Ь] ораликнинг чекли сон- 
даги нуцталаридан бошца барча нукталарида узлуксиз булса ва шу 
чекли сондаги нуцталардаги узилиши эса биринчи тур узилиш булса, 
функция [а,Ь] да булакли-узлуксиз деб аталади. f(x) функция \а,Ь\ 
да бернлган ва узлуксиз булсин. Равшанки, бу функция [а, Ь) да бу- 
лаклн-узлуксиз булади.

М л i  а л. Ушбу

функцияни карайлнк. Г Агар [0,2] ораликни |0, 1] ва [1,2] булакларга ажраюак 
([0, 2] =  [0, 1] U [ 1. 2]), у з̂ олда [0, 1) ва ( 1, 2] булакларда берилган' функция уз-

(a0.ai], [ai,o2]........ (a„- i.anl (ot = a, a „=  b)
булакларга ажратнш мумкин булсакн,

(|a,ft] = [fl0.a,];U Ia i,o2] U ••• U «„])

xs, агар 0 <  x <  1 булса, 
I  _  0, агар х =  1 CJ'.ica, 

—х, агар 1 <  х ^  2 булса

393



луксиз, х — 1 нуктада эса чекли £иг ва чап 
/ (1+ 0).= U m J(x )= - 1, /(1- 0)=•lim / (х)=1 

*-*1—0

35- чизма

лимитларга эга булиши топилади. Демак, берил
ган функция (0, 21 ораликда булакли-узлуксиздир 
(35- чизма).

Агар f(x) функция (— оо, + о о ) да 
берилган булиб, унинг исталган чекли 
[а, Р1 цисмида ([at. р] с ( —  оо, - fo o ))  бу- 
лакли- узлуксиз булса, у .\олда f(x) функ
ция (— оо, + оо) да булакли-узлуксиз 
деб аталади.

Айтайлик, f (  х) функция (а, Ь\ да бе
рилган ва булакли-узлуксиз булсин. Бу 
функцияни(— оо, +  оо) га даврий давом 

эттиришдан *осил булган /* (х) функция (— оо, +  оо) да булакли-уз
луксиз булади.

Масалан, f(x) = x (дг 6 (— л, л]) булсин. Бу функцияни (— оо, +оо)га 
даврий давом эттиришдан .уэсил булган функциянинг графиги 36-чизма- 
да тасвирланган.

Энди булаклн-дифференциалланувчилик тушунчаси билан танишамиз.
f(x) функция [а, Ь] да берилган булсин. Маълумки, бу функция 

V  х 6(а, Ь) нуктада дифференциалланувчи булса, .\амда унинг а нуцта- 
да унг ^осиласи

(а + 0) = lim 1 (а) ,
х — а

Ь нуцтада чап ,\осиласи

Г ( Ь - 0) = lim IW - - / W
Х— Ь— О Х  — Ь

мавжуд ва чекли булса, у *олда f(x) функция [а,Ь\ сегментда диф
ференциалланувчи дейилар эди.
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37- чизма 38- чизма
Агар [а, Ь\ ораликни (а, 6] = la0,a j  U [Qi, а*1 U ••• U K _ i* a„]

буладиган шундай [а0, a j, [а„ а21.......... [an_ l,an1 {а0 = а ,ап= Ь) булак-
ларга ажратиш мумкин булсаки, .\ар бир (aft,a*+ i) да (k = 0, 1,2........
п — 1) функция дифференциалланувчи булса .\амда jc = a* нуцталарда 
чекли унг / '(ал+ 0)(/г=0, 1,2, п — 1) вачап}/'(а*— 0) (Л = 1,2, п) 
цосилаларга эга булса, у цолда f(x) функцня [а, Ь\ да б$лакли- 
дифференциалланувчи деб аталади.

Бошцача айтганда, агар f (д:) функцня {а, 6] оралицнинг чекли сон- 
даги нуцталаридан бошца барча нуцталарида дифференциалланувчи бул
са ва шу чекли сондаги нуцталарда чеклн бнр томонлн хосилаларга эга 
булса, функция [а, Ь] да булакли-дифференцналланувчи деб аталади.

/ (дг) функция [а,Ь] да берилган ва дифференциалланувчи булсин. 
Равшанки. бу функцня |a, b] да булакли-дифференциалланувчи булади. 

М Хсол . Ушбу

функциями царайлик (37-чизма). Агар [0,31 ораликни [0,1], [1,2), [2,3] булаклар- 
га ажракак. унда 10, 1), ( 1, 2) ва (2, 3[ ларда /(х) функция дифференциалланувчи 
булиб, 1 х = 1, х =  2 нуцталарда sea чекли унг ва чап хосилалар

функцияни царайлик (38-чизма). Агар [0,3) оралицни [0, 1], [1,2], [2,3] булаклар- 
га ажратсак. унда [0, 1), (1,2), (2, 3| ларда ф (х) функция дифференциалланувчи 
булиб, х = 1, х = 2 нуцталарда эса чекли унг ва чап .узенлалар

/ '(1 — 0) = 2, /' (I +  0) =  0. /' (2 — 0) = 0. / '(2  + 0 )= — 3 
га эга булишини топамиз. Демак, <р (дс) функция [0,3] да булакли- дифференциал- 
ланувчи.

Xs, агар 0 <  х <  1 булса, 
ц х) _  2 — х, агар 1 <  х <  2 булса, 

х —[2, агар 2 <  х <  3 булса

2, агар 1 ^  х <  2 булса,
Ф (* )=  з

3)*, агар 2 < х <  3 булса
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Юкорнда келтирнлган таъриф ва мисоллардан, [а, Ь] ораликда булак
ли-дифференциалланувчи функция шу ораликда булакли-узлуксиз функ
ция булишини курнш мумкин.

Агар /(дс) функция (—oo,-f оо) да берилган булиб, унинг исталган 
чекли |а,Р1 ([а ,Р1с ( — оо, +  оо)) цисмида булакли - днфференциалланув- 
чи булса, у .%олда /(х) функция (—оо, -f оо) да булакли - диф(})еренци - 
алланувчи деб аталади.

/(jc) функция (а,Ь] да берилган ва булакли-дифференцналланувчи бул
са, унн (—оо, +оо) га даврий давом эттиришдан *оснл булган /*(х) 
(— оо, -f оо) да булакли-дифференциалланувчи булади.

/(дс) функция [а, Ь\ да берилган булсин. Агар [а,6] оралицни [а,6] =
=|a0.Oil U (ai.fljlU ••• U [ая_ 1,ая1 буладиган шундай (a0.ai). (а,.а*1......
[а„_1.а„1 (а0'=а,ап = Ь) булакларга ажратиш мумкин булсакн, *ар бир 
(а*,о*+1) да (* = 0, 1,2, . . ., п— 1) функция /'(дс) ^осилага эга ва бу 
хосила узлуксиз булса .цамда х = ак ну^таларда чекли унг /' (дсА -f 0) 
(£ = 0, 1,2,. . ., п— 1) ва чап f  (ак — 0) (к = 1,2, ... ,п) .̂ оснлаларга 
эга булса, у холда /(jc) функция [а, Ь] да бЦлакли-силлиц деб аталади.

Бош^ача айтганда, агар / (jc) функция [а, Ь\ орали^нинг чекли сон да
ги ну т̂аларидан бошца барча нуцталарида /' (jc) хоснлага эга ва бу коси
ла узлуксиз булса хамда шу чекли сон даги нуцталарда чекли бнр томон - 
ли ^осилаларга эга булса, функция [а,Ь\ да булакли-силлиц деб аталади.

2- §. Фурье ^аторининг таърифи

Биз мазкур курснннг 14-бобида

V  11п(х) = и,(дс) + ы,(дс) +  . . . +  ип (дс) +  . . .
л* 1

функцнонал цаторни батафсил ургандик. Энди *ар бнр .̂ ади 
u„(x) =  a„cosnx +  ft„sinnx (га = 0 , 1, 2 , . . .) 

гармоникадан нборат ушбу

ао + ^ K co sn x  + ftnsinnx) (21.8)
П—1

хусусий функционал цаторни ^аранлик.
Одатда (21.8) цатор тригонометрии цатор деб аталади.
a0.a,,l>,, at. bv . . . сонлар эса тригонометрии цаторнинг коэффи

циентлари дейилади.
Шундай килиб, тригонометрик цатор гарчанд «функционал цатор бул

са х,ам (унинг хар бнр хади муайян функциялар булганлнги учун) уз 
коэффициентлари d,, bv at. bt, . .я„, . лар билан гула ашщла- 
нади.

(21.8) тригонометрик цаторнинг кисмий йигиндиси
П

Тп (х) = а0 + V  (a* cos kx -f bk sm kx)
1

тригонометрик купхад деб аталади.
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1. Ф у р ь е  цаторининг таърифи. f(x) функция |— л, л] да

функциялар а̂м, иккита интегралланувчи функциялар купайтмаси снфа- 
тида (царалсин, 1-цнсм, 9 -боб, 7-§) [— л,л| да интегралланувчи 
булади. Бу функцияларнинг интегралларнни ^исоблаб, уларни куйида
гича белгилайлик:

I  трнгонометрик цаторнн тузамнз.
21. 2-таъриф. a0,al,bv av bi, . . . коэффициентлари (21.9) фор

му лалар билан аницланган (21. 10) трнгонометрик цатор /(х) функция-
 ̂ нинг Фурье цатори деб аталади. a0,av bv ar bt....... а„,Ья-,. . .  сонлар

эса f(х) функциянинг Фурье коэффициентлари дейилади.
Демак. берилган функциянинг фурье цатори шундай трнгонометрик 

Вкаторки, унинг коэффициентлари шу функцияга бор лиц булиб, (21.9)
1 формулалар билан аницланадн. Шу сабабли (21. 10) цаторнн (унинг 

яцинлашувчи ёки узэцлашувчн булишидан цатъи назар) ушбу « ~  » бел- 
ги билан цуйндагича ёзилади:

(•ункциянинг Фурье цаторн тузилсин.
(21.9) .{юрмуладан фойдаланиб, бу функциянинг Фурье коэффициентларнни то-

(21.9)

Бу сонлардан фойдаланиб ушбу

T (f’,x) = —° + ^  (а„cosпх +bn sin пх) (21. 10)

ОО

f (x )~ T (S \x )= ^ Y  +  1  (°л cos пх-f bn sinwjc).

М и со л . Ушбу

па-: и.'.

I Г < и , 1 /e0 =  —  I е dx = --  I
я  J  ап \

—п

п
ая —ая\ 2 е — е =  —  sh а я,

/ а  я)
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я
1 i ах j  1 acosnx-f- n sin nx axl31an =  —  eax cos nx dx --------------- -----e

я  я  a* +  л1 L j—я
1 2a

= (— I)"  — —  shan, (n =  1,2, 3. . . .)я  a* -f- л*
я

. • Г о * -  j  I a sin nx — n cos nx „,|яbn =  —  I eax sin nx dx = -------------------ea*
я  J  я  а* +  л*

—Я

(“  shan  (n =  l -2.3. . . . )

(царанг, 1- кием, 8-боб, 2-§).
Демак, берилган функциянинг Фурье катори

~  -у- +  ^  (fln cos пх +  bn sirl лх) =
П = 1

та я  Г I v  (— 1)л . .1-----1 т — -г —:---- — (a  cos пх— л sin пх) >я ( 2а  —  а* +  л* '
^ ГУ 9-9 1 '  *

2 sh а я  ( 1
“  +

п — 1

булади.

Фараз цилайлик, бнрор

■7 *+  (a„cosnx - f- s in лд:) (21. 10)
fl = l '

тригонометрик (функционал) цатор (— л, л] да якинлашувчи булсин. 
Унинг йигиндисиии f(x) деб белгилайлик:

оо

7 " +  ^  (a„ cos пх +  bn sin пх) =» /(х). (21.10
П=ж1

Бундан ташцарн, (21. 10) ни цамда уни cosfcx ва sinAx (k = 1.2, . . .) 
ларга купайтнришдан цосил булган

оо
a0

—  COS kx -f- 2 , (°n COS пх • cos£x +  bn sin nx ■ cos kx) =
n* 1

=/(*) coskx, (21.12)
oo

До Ж ̂
“  sin £x +  (a„ cos nx • sin&x +  bn sin nx • sin kx) = f (x) sin kx

Л» 1

(ft = 1,2,3, . . .) цаторларни [ — л, л) да а̂длаб интеграллаш мумкин 
булсин.
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(21. И ) ва (21. 12) ларни [— л, л] да интеграллаймиз:
я  я  *

j* f(x)dx=  \ j^-y + 2И (a«cosnx + &4sinnx) Jd* =
—я —я " ” l

Я  „„ Я  Я

= | ^ydx +  V  j cosnxdx +  b„ Jsinnxdxj = л-а0,
—я п“ 1 —я —я

Я  Я  „о

j /(*) COS kx dx = J  \ ~  COS kx -f (а л cosnx-coskx 4- 
—я —я n—l

я

+ 6„sinnx-cos A:x)jdx = y j  cosftxd.t+
—Я

Л

+  (« „  fcosn.tcosfodx +  bn j  sin nx-coskxdxj,
—я —я

Я  Я OQ

J  f(x)sinkxdx = | ysinkc + ^  (a„cosnjc-sinfcc +
— Я  — Я

Я

+  b„ sin пх - sin kx) j  dx = у  j  sin dx +
—Я

Я

+  ^  ^a„J cosnx sinkxdx+b„ | sin nx-sinkxdx\
n“ l —я  —я

Агар n ¥• k да
я  я

J  sin nx sin kx dx = —  J[cos(n  — k)x— cos (n + k)x]dx =

ва

Г sin (n — k )x  sin (n +  k) x I я _1_
— [ n — k n +  k J—я 2

Я я

J  sin'nxdjc = — \ (1 — cos2nx) dx = n,

шунингдек,
я  я
J  cos n*-cos foe dx = 0 (n Ф  k), J  cos* nx dx = л ,
—Я

Я
f cosnx*sin kxdx = 0 (n, k =  0, 1, 2,3, . .  .)

399



булишини эътиборга олсак, унда
Л

§f(x)dx =  л-а0,
—Л

Л

jf(x)coskxdx = л а* (*=1,2,3, . . .),
— Л

J f(x)s\nkxdx = л-Ьк (k=  1,2,3, . . .)
•—Л

эканини топамиз. Бу тенгликлардан эса
Л

ао = 1Г  J f(*)dx,
—Л

Л

ок =  ~  j*f(x)coskxdx, (21.9)
—Л

Я

Ьк = —  | f(x)s\nkxdx (k = 1,2,3, . . .)
—Л

келиб чицади.
Демак, /(дс) функцня тригонометрик цаторга ёйилган булса ва бу 

цатор учун юцорида айтилган шартлар бажарилган булса, у холда бу 
тригонометрик цаторнинг коэффициент лари f(x) функцня орцали (21.9) 
формулалар билан ифодаланади, яънн f(x) нинг Фурье коэффициент- 
лари булади. Бинобарин, цаторнинг узи /(дс) нинг Фурье цатори булади.

2. Ж у ф т  ва тоц ф ункцияларнинг  Ф у р ье  цаторлари. 
Жуфт ва тоц функцияларнинг Фурье цаторлари бирмунча содда кури- 
нишга эга булади. Биз цуйида уларни келтирамиз.

/(дс) функция [— л, л] да бернлган жуфт функция булснн. У  шу 
[— л, л] оралицда интегралланувчи булсин. Равшанки, бу цолда 
/(дс)ссблдс жуфт функция, /(дс) sin лас (л = 1,2. . . .) эса тоц функция 
булади ва улар [— л, л) да интегралланувчи булади.

(21.9) формулалардан фойдаланиб, / (дс) функциянинг Фурье коэф- 
фициентларини топамиз:

1 ** °
— (х)cosnx - ” []*/W cosпхdx + 'i

—я —л
л л

-+j  /(дс) cos nxdx j = “  j /(x)cosnxdx (n = 0, 1,2, . ..),

я  O n

bn = \ f(x)sinnxdx = — j*/(*)sin nxdx +  j  /(x)sin nxdxl =
--я —я o

я л

— ~  [ — j* f(x) sin nxdx -f ( /(дс) sin nxdxJ =0 (n = 1,2 ,3 ,. . .).

400



Демак, жуфт /(х) функциянинг Фурье коэффициентлари 
я  *

ая = — \ f(x)cosnxdx (л = 0, 1,2, .  . .),^ */О
ьп = о (л = 1 ,2 ,3 ,...) (21.13)

булиб, Фурье цаторн эса
ОО

f(x) ~  T (f \х) = Y  + v  а„ cos пх
п—1

булади.
Энди /(х) функция [ — л, л] да берилган ток функция булсин ва 

у шу (— л. л] ораликда интегралланувчи булсин. Бу *олда /(дг)cos лх 
ток функция, f (x)sinnx(n=  1,2,3, . . .) эса жуфт функция булади.
(21.9) формулалардан фойдаланиб, /(х) функциянинг Фурье коэффи- 
цлентларини топамнз:

я  о я

ап = ~  | f(x)cosnxdx = [ j  / (х) cos лх dx -f- j /(x)cosnxdxj =
— Я — Я  0

Я  я

= -“  [ — j f(x)co&nxdx +  J /(x)cosnxdxj = 0(л = 0, 1,2, . . .),
о о

я О я

b„=  j /(x)sinnxdx= ^  | /(x)sinnxdx +  | /(x)sinnxdxj =

Я
2 С

= ~  j /(x)sinnxdx (л = 1,2,3,. . .).
о

Демак. ток /(х) функциянинг Фурье коэффициентлари 
а„ =  0 (л = 0, 1,2, . . .)•

Я

Ья =  ~  I f(x)sinnxdx (п = 1,2,3, . .  .) (21. 14)
о

булиб, Фурье каторн эса

/ (х )~Г (/ ;х )  = v ft„ sinnx
П—1

булади.
М и с о л л а р. 1. / (* )= * * (— я  < * <  я) функциянинг Фурье цатори ёзилсин. 
(21.13) формулалардан фойдаланиб Серилган функциянинг Фурье коэффициент-

v
2 Г 2 Iларинн юпамиз: а„ = “  \ =  3 Я ’

о
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о я* , V 1, , ч„ 4 я 2 cos 2х cos Зх \
х ~ Т  + 1 (_,) ^ c0snz = T ~ 4(C0SJt~ ^ r -  + 1 ^ - " * )П«1 '

куринишида булади.
2. Ушбу

/(х) =  х (— л « 5 х < л ) 
те^ функциянинг Фурье катори ёзилсин.

(21. 14) формулалардан фойдаланиб берилган функциянинг Фурье коэффициентлари-

Демак, f  (дс) =  х2 функциянинг Фурье цатори ушбу

ни 2 Г , 2 Iя г *■топамиз: b„ =  — \ х sin пх ах =  — ---х cos пх ----  I cos nxdx-
я .) ля 1о лл I

=  — — cos лл =  (— l )'1"*-1 (л = 1 ,2 ,3 , . . .). Демак, /(х ) =  х функциянинг я я
Фурье ^аторн цуйидагича булади:

, .,„4.1 2 . sin2x sin Зх 
► (— 1) + • —  Sin лх=  2 (sinx — ---—  + — -—  — . . . ) .

Я  Л ОЯв 1

3. [— /, Л оралицда берилган ф ункциянинг  Ф у р ь е  на
тори. Биз юцорида [ — л, л] оралицда берилган функция учун унинг 
Фурье цатори тушуичасини киритдик. Бундай тушунчани ихтиёрий 
[— /.Л (/ > 0) оралицда берилган функция учун .̂ ам киритиш мумкин.

/(дс) функция ( — /,/] (/> 0) да бернлган ва шу оралнкда интеграл
ланувчи булсин.

Равшанки, ушбу
* = 7 *  (21.15)

алмаштириш [— /,/] оралицни [ — л, л] оралнкк3 утказади. Агар

/ ( * ) = / ( “  * )  =  <Р (О

дейилса, ср(0 функцияни [— л, л] да берилган ва шу оралнкда интег
ралланувчи булишини куриш цийин эмас. Бу <р (/) функциянинг Фурье 
натори куйидагича булади:

оо

q>(Q~7 (ч>;0 = у  + 2  (апcosnt +  b„s innt),
бунда "_1

91 Л

= — j  ф (/) cos nt dt (n =  0, 1,2, . . . ) ,  b„ = —  J  cp(/)sinn/d/



(л = 1,2,3, .̂ . .).
Юцоридаги (21.15) тенгликни эътиборга олсак, унда

/ я  \ а* V 1 / л . . я \
ф'у— х I ~  Y  +  2d \anc o s n j x + b „s in n j XI

Л**1

булиб, унинг коэффицнентлари эса
I

а„ = у  Ф ̂  у  xjcosn-yxdx (л = 0, 1,2, . . .), 
—/

/

= "7“ J*ф (“7 х) sinnyxdx  (л = 1,2,3, . . .)

булади.
Натижада

/(jc)— ■7 +  2 (a»coe'^ ^  +  ft" sin'iT £ ) (21.16)
71=1

га эга буламиз, бунда 
i

I f  п я  х
ап = -у J  /(x)cos— —  dx (л =0,1,2, . . .),

I
Ьп = -у [  /(x)sin dx (л = 1,2,3, . . .).

—I

(21.17)

(21.16) нинг унг томонидаги тригонометрик цаторни [ — /, /] да берил
ган /(х) нинг Фурье цатори дейилади, (21. 17) Фурье коэффнииентлари 
дейилади.

М 'исол. Ушбу]
/ (х ) « е *  (- 1 ;< х < 1 )

функциянинг Фурье кагори ёзнлснн.
■ (21.17) формулалардан фойдаланиб бгрилган функш!янннг Фурье коэффициент- 

ларннн топамиз (бунда I =  1):
1

Оо = J  ех dx =  е — е-1,
—1

1
п л sin п я 'х -f- cos п я  х _г |+1

1 _ __________ ,

ап =  ех cos л я  xdx 1+ л *я*  |_1
—1

(е cos я я — e- ,cos п я ) =  (— 1)"  — -— —  (л = 1, 2, . . .).1 +  л* л* ' 1 +  п1 л*
I

sin я л х — я л cos л л дс 1+1

I Ьп =  J  ех sin nnxdx > 1 +■ л* л* 1—1
—1
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• ,  Л  Л  COS л  л— — —— (е-п я  cos (1Я +  е~1 л я  cosn я ) = -----------(е~1 — е) ■■1 +  л* я» ' 1 +  л* я» '
л я  (— 1)"  е — е~1

(e - i -  е) -  ( -  !)*+■ - ■ ля (л =. 1, 2, 3, . . .)•1 +  п*л* I +  л* я*
Демак, / (*) = е* функциянинг (— t <  х < 1) Фурье цатори ушбу

в — в-1ех ~ V I  Г ( ~ 1 )л . (- 1 )"+ '(г — е“*1) > — — — - с о з л я х 4-— — —  ял-51пяях 
L I +  я* я ! 1 +  л*я*Па 1 1 J

Оо ^
T(f;x) = у  +  2* (а„ cos лх + Ь„ sin лх)

2

курннишда булади.

Изо*. (21.10) формула би-тан аникланган
«о—  -t-

Пят 1

тригонометрик ^аторнинг (— оо, + оо) да берилган 2л даврли функция 
эканлигини куриш кнйин эмас:

71 (/; х + 2 я) = Г  (/; х).
Агар |— л, л] да берилган f(x) функцияни (— оо, +  оо) га дэврнй да* 
вом эттнрсак (каранг ушбу бобиннг 1-§).
f*(x) = /(х — 2 л т ), х 6(— л + 2 л т ,л  + 2'л'т) (т  = 0, ±  1, ±  2. . . .),

у *олда, равшанки, (— оо, 4- оо) да

f * (x )~ T (/*;х) = -у- + V  (aecos лх +&n sin лх)

булади.
3-§. Леммалар. Дирижле интеграли

Функцияларни Фурье каторига ёйиш шартларини аниклаш, юкори- 
да айтиб утганимиздек, Фурье цаторларн назарнясининг мухим маса- 
лаларидан бири. Унн *ал этувчн теоремани келтиришдан аввал баъзи 
бнр фактларнн урганамиз.

1. Л ем м алар . К,уйида келтириладиган леммалар Фурье ка тор- 
лари назарияснда мухим роль уннайди.

21.2-леммма. (а, Ь\ ораликда берилган ва интегралланувчи 
ихтиёрий <f(x) функция учун

ь
lim f ф (х) sin/?х dx = 0, (21.18)
/»-*“  а 

Ь
lim f ф(х)соз/*Ых = 0 (21.19)

/’-*« а
булади.

И сбот . [а, fc] ораликнинг бирор
Р  { Xq. Xj, Xj, . . .  * Х„) (a Xq <\  X, ^  X j ^  Xд Ь)
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булинишини олайлик. Интегралнинг хоссаснга кура
Ь n—I
J  q>(x)s\npxdx = 2  \ ф(х)sinpjcrfx (21.20)
а *=0 i k

булади. ф(дс) функция [а, Ь] да чегараланган. Демак,

inf{ф(х); *61**. **+iO  (* = 0, 1, 2, . . .  n — 1)

мавжуд. Уни т к билан белгилаймиз:
= inf { ф (х); х6(**. **+iW (* = 0, 1, 2.......... л — 1).

Энди (21. 20) интегрални
Ь n—1
Г ф (jc) sin рх dx = V  I ф (дг) sin рхdx =
a k=0 Х£ (21.21)

Я—1 X*_L| л— 1 **4-1
=  V J-  (ф(х) — mk)$inpxdx +  ^ т к$ sinpxdx =  S , -f S 2

*= O x* k—0 xk

куринишда ёзиб, сунгра кар бир 
п ~ 1 ж*+ 1

5 1 =  ^  1 (ф ( * )  —  т к ) s in  Р х  d x >
* = °  хк

1 '*+1 S2 = V  т к ( sin рх dx 
*=-° **

Кушилувчини ба^олаймиз.
Агар <ак ф (х) функциянинг [дсА, х*+1) (ft — 0, 1, . . .  п — 1) даги 

тебранишн булса, S, учун ушбу

п—1 **+1 п—1
|S l |<  1  J  “>kd x =  И ^ к ^ Х к  ( * х к =  х к + \ - хк) (21-22>

* = 0  хк *= -0

тенгсизликка эга буламиз. Шартга кура ф (дс) функция [а, 6] да ин
тегралланувчи. Унда 1- ^исм, 9- боб, 5- § да келтнрилган теоремага асо
сан, V  е >  0 олинганда кам, шундай б >  0 топиладики, [а, b] оралик* 
нинг диаметри Я,р< 6  булган з̂ ар кандай Р  булиниши учун

V o ) t .Ax*<-|- (21.23)
*=0

булади. (21.22) ва (21.23) муносабатлардан

булиши келиб чикади.

I S . K - f -  (2124 )

405



л—1
Энди S2= V m k f sin pxdx й и ри н д и н и  ба^олаймиз. Равшанки,

x*
Xk+l

| j  «in/.rrf, ,  C D S ^ - C O .^ ,
«*

2Демак, |S ,|<  —  V |m t | булади. p ни етарли катта цилиб олиш* Р м **  *=0
Хисобига

<2 | 2 5 >
*=0

булади. Натижада (21.21), (21.24) ва (21.25) муносабатлардан етарли 
ь

катта р лар учун | J  ф (лг) sin рде | <  е булиши келиб чицади. Демак,
а

Ь
lim Г ф (jc) sin pxdx = 0.

а
(21.19) муносабатнинг уринли булиши худдн шунга ухшаш курсати- 

лади. Лемма исбот булди.
Хусусан, ф(х) функция [а, 61 оралицда булакли-узлуксиз булса, 

унинг учун лемманинг тасдиги уринли булади.
21.1-эслатма. Леммадаги

» ь
/ (р) — |' ф (дс) sin рх dx, I  х{р) = [ ф (дс) cos рх dx

а а
интеграллар, равшанки, параметрга (р— параметр) борлиц интеграллар- 
дир. Мазкур курснинг 17- боб, 5-§ нда биз бундай интегралларнинг 
лимитини интеграл белгиси остида лимитга утиб хисоблаш цацидаги 
теоремада исбот цилган эдик. Бу теорема шартлари юцоридагн интег
раллар учун бажарилмайди (р-*- оо да интеграл остидаги функциянинг 
лимити мавжуд эмас) ва, демак, ундан фойдалана олмаймиз. Шунинг 
учун хам лемма юцорида алоцида исботланди. Иккинчи томондаи, 
лемма параметрга борлиц интегралларнинг лимитини бевосита, интег
рал белгиси остида лимитга утмасдан цам, цисоблаш мумкин эканли- 
гига мисол булади.

Юцоридаги лемма чегараланмаган функциянинг хосмас интеграли 
учун хам умумлаштирилиши мумкин.

Ф(дс) функция [а, Ь) ярим интервалда берилган, Ь нуцта шу функ
циянинг махсус нуцтаси булсин.

21.3-лемма, [а, Ь) да абсолют интегралланувчи ихтиёрий ф(дс) 
функция учун

ь
lim f ф (дс) sin рх dx = О, 

р-*°°а 
»

Нт|'ф(дс)со5рдс̂ дс = 0 (21.26)
Р-**>а

булади.
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Исбот. Ихтиёрий г] (0 <  т| <  6 — а) олиб,
ь
§ q> {х) sin pxdx
а

интегрални куйидагича ёзиб
b b—Т| b
J  <р (дс) sin pxdx ф (дс) sin рх dx +  f ф (ж) sin рх dx, [ (21.27)
а а Ь—л

бу тенгликнинг унг томонидаги *ар бир кушилувчини ба*олаймиз.
К,аралаётган ф (дс) функция [а, Ь — л) да интегралланувчи булганли- 

ги сабабли юкорида келтирилган 21.2-леммага кура
Ь—г\

lim Г ф (дс) sin рх dx = О 
p7*'Sfl

булади. Демак, V  е >  0 олинганда *ам, шундай р0 >  0 топиладики, 
барча р > р 0 учун

Ь—л
j j  ф (дс) sin рдс dx j < -у  (21.28)
а

булади.
Шартга кура ф (дс) функция [а, Ь) да абсолют интегралланувчи.

Таърифга биноан, V  е >  О олинганда *ам, шундай 6 > 0  топиладики, 
ь

О <  г| <  б булганда || | ф (дг) | dx <  -у- булади. Демак,
л

ь ь
| Ф(дс)sinрдс̂ дс J ^   ̂ j <р(х) (21.29)
Ь—П *—Т1

Юкорилаги (21.27), (21.28) ва (21.29) муносабатлардан етарли катта
»

р лар учун||ф(д:) sin/3Acdjc| <  е булиши келиб чи^ади. Демак,
а

Ь
lim ^ (x )sinpxdx = 0. (21.26) муносабатнинг уринли булиши худди

шунга ухшаш курсатилади. Лемма исбот булди.
Исбот этилган леммалардан му*им натижа келиб чицади.
21.4-натижа. [ — л, л) орлицда булакли-узлуксиз ёки шу оралиц- 

да абсолют интегралланувчи /(х) функциянинг Фурье коэффициентла
ри л-> оо да нолга интилади:

Я

liman = lim —  Г f(x)cosnxdx = О,
П-¥оо П-+ ОО Л J

—я
я

Нш6п = lim—  ( f(x)sinnxdx = 0.
П-т*оо Л -too Я  ,
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2. Д ирихле  интеграли. Фурье цаторннинг яцинлад1увчилиги- 
ни урганиш, бу цатор цисмий йигиндилари кетма-кетлигининг лимити- 
нн аницлаш демакдир. Шу ма̂ садда ^атор цисмий йигиндисини цулай 
куринишда ёзиб оламиз.

/(дс) функция [— я, л) орали^да берилган ва абсолют интегралла
нувчи (хос ёки хосмас маънода) булсин. Бу функциянинг Фурье 
коэффицнентларини топиб,

Я

ак = -^ j  f{t)cosktdt (k = 0, 1, 2, . . .),
— Я Л

*̂ = _~  J  f(t)sinktdt (k = 1, 2, . . .),
~ Я

сунгра топилган коэффициентлар буйича /(дс) функциянинг Фурье ца- 
торини тузамиз:

оо

/ ( д с )  ~  T(J; х) =  - у -  +  У  ( a ^ c o s f o  +  ^ s i n f o c ) .
*=i

Энди бу цаторнинг ушбу
П

F n(f', >0 = —  + ^  (a* cos kx + Ьк sin kx)
2 *= i

^исмий йигиндисини оламиз. Бу йигиндидаги ak(k = 0, 1, 2, . . .) ва 
bk(k = 1, 2, . . .) ларнинг урнига уларнинг ифодаларини цуйсак, у ^олда

я  „ я

Fn(j\ j /(0^ + 2 “  j /(O^cosiW-cosfcc + siniW ‘SinAxjdf.
—я  *=* —я

Маълумки,
cos kt-coskx +  sin kt ■ sinkx = cos k (t — x).

Демак,

• F * (h  * )= -£ -  f  № [ j  +  V c o s f t ( / - * ) ] d / .
—я *=■

Интеграл остидаги ифода учун цуйидаги муносабат уринли:
п sin (2 п +  I) *

--- V  cosk ( t — x) ----------------------2 * *  „  . t — x
*—i 2 sin — -—2

Хаци^атан х,ам,

[ п п
---(- V  cos ku = sin —  -f V 2 sin—  cos ku =  sin —  +

2 Я  J 2 2

+ v [  s i n ( * + j - y ) u  — s in ( * ---y j « ] = s i n ( n  + y  )u
1

(ы =  /— *).
408
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Бу тенглик ёрдамида Fn(f; дс) йигинди ^уйидагича нфодаланадн:

я s i n  (2 л  +  1)* ~ Т ~

W . ‘ ) — 2U МО------- 7 = Г — «- <2130>
- Я  S i n — —

(21.30) тенгликнинг унг томонидаги интеграл /(дс) функциянинг 
Дирихле интеграли деб аталади.

Шундай цилиб, /(дс) функция Фурье цаторининг цисмнй йигиндиси 
Fn(f\ х) параметрга |боглиц (21.30) куринишдагн интеграл (Дирихле 
интеграли) дан иборат экан.

/*(дс) функция f(x) функциянинг ( —  оо, +  оо) га даврий давоми 
булсин. Бинобарин, /*(дс) функция ( — оо, +  оо) да бернлган, 2л давр- 
ли, I — л, л) да абсолют интегралланувчи функинядир. К,улайлик 
учун биз цуйида /(дс) функциянинг узини ( — оо, +  оо) да берилган, 
2л даврли, [— л, л) да абсолют интегралланувчи функция деб хи* 
соблаймиз ва /*(х) урннга /(дс) ни ёзиб кетаверамиз.

! *  s in  ( 2 л  +  1) - - - Х

Энди F„(/; дс) = —   ̂ /(0 -------- -̂--------  dt интегралда
- я  s in  — —

t = х + и алмаштириш циламиз. Интеграл остидаги функция 2 л давр- 
ли функция булганлиги сабабли, бу алмаштириш натижасида ннтеграл- 
лаш чегараси узгармасдан цолади (ушбу бсбнинг 1-§ ига царалсин). 
Натижада

s in  ( 2 л - f  1)

- я  Sin —

булади. Бу интегрални ушбу
о sin (2л + 1) -Ц- 
j  /(* +  «) ----- du +г л * - - Ъ

sin —  2

я sin (2л + I) -£•
+ | /(дс + и)------------- du

* т
икки цисмга ажратиб, унг томондаги биринчи интегралда и узгарув- 
чинн — и га алмаштнрамиз. У  холда

1 ?г  1 sin(n + 7 ) “
F n<!\ X) — ^  | [ / ( *  +  и ) + / ( * - * 0 ] --------^ (21-31)

2 sin —
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буладн. Дирихле интеграли Fn(f; jc) нинг бу курияишидэн келгусида 
фойдаланилади.

Хусусан, 1(х)=з \ булса, (21.31) муносабатдан

я s in (/ i- f- y j«
1 = —  Г -------- — ---du (л = 1, 2, . . .  ) (21.32)

Я о 2 sin у

булиши келиб чи^ади. ^ з^ ата н  *ам, бу *олда
а0 = 2, ак = Ьк = 0 (к = 1, 2, 3, . . .)

булиб,
FAU  х)-1

булади.

4-§. Фурье ^аторининг якинлашувчилиги

Энди берилган f(x) функция цандай шартларни бажарганда, унинг 
Фурье цаторн якинлашувчи булишини топиш билан шурулланамиз.

1. Л о каллаш тирнш  принципи. Юцорнда келтирилган Дирих
ле интеграли

1 ГГ 1 sin( Л + ‘Г ) “Fn(f; х) = -i- j I f(x + u) + f ( x - u ) \ --------i -'— du (21.31)
о

^уйидаги му*им хоссага эга. Ихтиёрий 6 (0 < 6 < л )  сонни олиб.
(21.31) интегрални икки цисмга ажратамиз:

1 гг 1 sin[n + j ) u
* )=  -  || /(* + «) + / (*  — «) | -------- ----- du +

2 sin -2

sin

« > uв 2 sin у
- du.+ 7T I [ f ( *  +  u) +  f(x ~ u)]

6

Унг томондаги иккинчи

I Г Г  1 5|п(п+т)“l t (П, 6) = —  f (x + u) + f(x — u) 1--- ----------du
*  i  *•  ̂ 2 s in y

интегралнинг n~* оо да лимити мавжуд ва нолга тенг. ХаКнКатан 
*ам, бгрилган f(x) функция [ — л, л) да, ва демак, [б, л) да абсолют 
интегралланувчи булганлигидан
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ф(«) =---- '---- (/(*+ и) +/(*— и)]„ . и 2 sin —2
функция хам шу оралицда абсолют интегралланувчи булади ([6, я )  
да sin-j- функция чегараланган) Fa 21.3-леммага асссан

Я

Нш /, (л, 6) = lim I <p(«)sin ( п +  — ] udu = 0.
Л -» о о  Л —*оо , \  2 J

6

Натижада цуйидаги теоремага келамиз.
21.1-теорема. Ушбу

sin Г  + т ) “------- —---du
„  , и2 sin —

2
интегралнинг л -> оо даги лимити мавжуд б(/лгандагина Дирихле 
интегралининг л-*-оо даги лимити мавжуд булади ва

lim F n(f\ х) = lim /,(л, 6).
П -»оо Л —* оо

Равшанки, /,(л, 6) ннтегралда / функциянинг \х— б, х + 61 ора- 
лнцдаги цийматларнгнна цатнашадн.

Шундай цилнб, берилган f(x) функция Фурье каторининг дг нуцта- 
да яцинлашувчн ёки узоцлашузчи булиши бу функциянинг шу нуцта 
(дс— б, x-f б) атрофндагн ций матларигагина боглиц булар экан. Шу- 
нинг учун келтирилган теорема локаллаштириш принципи деб юри- 
тиладн. Унннг мо^нятннн куйидагича *ам тушунтирнш мумкин.

Иккита турли 2л даврлн /(дс) ва ф(дс) функцияларнннг хар бнри 
[ — л, л) да абсолют интегралланувчи булсин. Равшанки, бу функ
цияларнинг Фурье цаторлари .\ам, умуман айтганда, турлича булади. 
Бирор дг0€ (— я, л) ва 6 (0 < 6 < л )  учун

/ (дс) = ф (дс). агар дгб 1*0 — б- vo +  бЬ 
/ (дс) ^ ф (дс), агар деб [ —  л. л)\[дс0 — 6. дг0 +  б1

булса, у *олда л -► оо да бу функциялар Фурье цаторлари ^исмий 
йигиндиларииинг дг0 нуцтадаги лимитлари ёки бир вацтда мавжуд (бу 
*олда улар бир-бирига тенг) буладн, ёки улар бир вацтда мавжуд 
булма йди.

Пироварднда, уцувчнларимиз эътнборини локаллаштириш принци- 
пинннг яна бнр му*нм томонига жалб цилайлик.

Келтирилган теоремадан I L(n, 6) интегралнинг п -*■ оо даги лимити 
барча б (0 <  б <  л) лар учун бнр яацтда ёки мавжуд булиши, ёки 
мавжуд булмаслиги келиб чицадн.

2. Ф у р ь е  цаторннинг я ки н л аш увчи л и ги .
21.2-теорема. 2л даврли /(дс) функция [— л, л) ораликда булак- 

ли-дифференциалланувни функция булса, у %олда бу функциянинг 
Фурье цатори

Л(». б) = -i- Ц /(.t-f и) + f i x — и) J
о
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[— я, я) да якинлашувчи бдлади. Унинг йигиндиси

T (J ; х )=  —  +  V ( a 4cas£x +  sinЛлг) = f(x +  0) +  f(x 0 )
2 t t i  2

булади (дебI — я, я)).
Исбот. (21.32) тенгликнинг зрр икки томонини

[/(* +  0) +  /(дс— 0)) 

га купайтириб цуйндагини топамиз:

1 9 ?  I •«"(• + 4 - ) ■4 "1 /(х +  0) +  / (*  —  0)] =  ±  Г * [ / ( *  + 0) +  /(х  — 0 ) ]- - 1-- 2- l- d U.
2 V  2 2 sin-L

(21.33)
(21.31) ва (21.33) муносабатлардан фойдаланиб ушбу 

Л , ( / ; * ) - у [ / ( * + 0) +  / ( * - 0)1 

айирмани куйидагича ёзиш мумкин:
П

Fn(f• * )- у [ / ( *  +  0) +  / ( * - 0)1= - ^ | [ / (х  +  «) +  / ( х - « ) -
0

*1п(л+ 4 ) “
- / (*  + 0) — /(х— 0)] -------t- L - d u .

2 s in iL

Агар
1 с s in (n +  * ) «

-  lf(x  + u )- f (x  +  0) ] --- -̂-- L L - d u = l in(f- х),
* . J  2 s in “ .

*  s in (n + ‘ ) «
— \ (/(X — «) — /(x — 0)] ------- — — du = x)
*  S 2 sin -jL

деб белгиласак, унда

Р Л  х)— yl/(jc-h0)-h/(x— 0)1 = /ш(/; *) +  /*,(/; x) 

булади.
Энди /,„(/; х) ва /2„(/; х) ларни ба^олаймиз. Ихтиёрий 6(0< б <  

< я )  сонни олиб, /,„(/; х) ни икки циемга ажратиб ёзайлик:



ft t sinf/i +  - i- j«
/*«(/: x) = - f l / ( x  + u>-/(x +  0) i------- -— d« +

2 sin-L

я sin (л -f-_!_) и
+  — f t/(x + « )- / (x  + 0)l— -----2- — du. (21.34)

n -’ 2 s in “6

ллаштириш принципига асосан
- sin (л  +  -=-) “

lim _L f  (/(x + « )— /(x-hO)l — -----2— du = 0
я •! 2 sin “2

булади. Демак, V e > 0  олинганда цам, шундай л0 = л0(е, 6)£N то
пиладики, V  л >  л0 учун

I я sin (л + и 
I ■- 1‘ 1/(х+ а) ■- /(х + О )]------- Y —  du I <  - f (21.35)

.« 2 s in ^ . I 2

булади.
Энди (21.34) тенгликнинг унг томонидаги биринчи интегрални ба- 

цолайлик. Уни б ни танлаб олиш .\особига етарлича кичик цила оли- 
шимиз мумкинлигини курсатайлик.

Шартга кура, f(x) функцня (— я. я) да булакли-дифференциалла- 
иувчи. Бинобарин, V x  (х£[— я, л)) нуцтада унинг бир томонли чек-
•1и хосилалари, хусусан, унг цосиласи

lim И* + “ ) — /(* + 0) _  f '(x +  0)
и—+о и

мавжуд. Демак, шундай 6t >  0 топиладики 0 <  и <  булганда 
| | I { x +HLtJ ( x + Q) | ^  (М 1 = const)

булади.
Шунингдек, шундай б2> 0  топиладики, 0 <  и <  б, булганда

и
Т

s in A2

< М г (М г = const)

б?ладн.
Агар 6 = min(6l, б „ — яе ]  дейилса, унда ихтиёрий n£N  учун

• О
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t - t o  c - l . A f ,  M , . t < ±  ,2,-36)
0 2

булади. Натижада (21.34), (21.35) ва (21.36) муносабатлардан, V e >  
> 0  олинганда *ам, шундай n0£N топиладики, барча п >  п0 учун 
I Лп У' *) К  е булиши келиб чицади.

Иккинчи интеграл

12п (/; * )-  — | \f(x — u)— f(x— 0)1 ----------- du
п о 2 s in JL

*ам худди шунга ухшаш ба^оланадн ва | /2г1 (/; х)| <е булиши топила- 
ди. Демак, V e > 0  олинганда *ам, шундай n0£N топиладики, барча 
п > п 0 учун

I Fn(f; х )--- у  [/(х + 0) + / (х— 0)) | <  2 е
булади. Бу эса

п -+-?■ 00 ^
эканинн билдиради.

Шундай цилиб, /(х) функциянинг Фурье ^атори [— л, л) да яцин-
лашувчн, унинг йириндиси 7*(/; х) эса -^-[/(х-4-0) +  /(х— 0)] га тенг:

7 (/; *) = у  +  V ( a t cosAx + ft*sin*x) = у  [/(х +  0) +  /(х— 0)1.
* = i

Теорема исбот булди.
Равшанки, теорема шартларинн ^аноатлантирувчи /(х) функциянинг 

узлуксизлик нуцталарнда
ТЦ- x) = f(x + 0)+2 ,(x~ 0) = f(x)

буладн.
х = ±  л булганда ушбу бобнинг 1- § ида айтилган ушбу 

/ (л +  0) =  / (— л +  0), / (— л  — 0) =  Д л  —  0) 
тенгликлар эътиборга олинса, унда

lim Р  /f- _  - ч -  / ( - л  + 0) +  / ( - л - 0 )  _  / (— л + 0) + / (я — 0)
1 2 2 

lim р (/• л) = / <я + °> + / <л ~  °> = И - я  + 0) + / (я - 0 )

буладн. Демак,

- » )= ilnL/:‘n(/: «) —я + °)-ь/(я—°)],
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T (}', — л) = Г  (/; я) = ~~ (/ (— л + 0) -f / (л — 0)1
булади.

21.5-натижа. Агар 2л даврли f(x) функция [ — л, л] да узлук
сиз, булакли-дифференцналланувчи ва / (— л) = / (л) булса, бу функ- 

•циянинг Фурье цатори [— л, л1 да якинлашувчи, йигиндиси
7* (/; * )= • / (* ) (-*■€!—  ” . л !)

булади.
М и со ллар . 1. Ушбу

/ (ж) = ** (х £ ( — ” 1)

Iяъни »

л1 ж-ч к 4 , я1 cos 2* cos3x
, ~ т + 2 ( - 1) coskx= y ~ a{cosx~  ~^г ~ + ~ 

к—l
булишинн курган эдик. Равшанки, х1 функция [— я, я] ораликда 21,5-иатижанинг 
шартларини цаноатлантиради. Шу натижага кура [— я, я| да унинг Фурье цатори 
цинлашувчи, йигиндиси эса хг га тенг булади. Демак,

я* v *  . . . »  4 и я * •/ cos2x х* = —  +  >  (-  1)* — cosAx =  —---4 (cos х -----—  +
*— I

cos Зх .
+  — -  •• •) ( * £ [- я ,  nD-

2. Ушбу
/ (x) =  cos ax (0 <  a <  1) 

функциями царайлик. Унинг Фурье коэффнциентлария
sin ая

cos ахах = 2 -1 С
00 я  J  ая

о
я я

2 I* 1 Са„ =  —  1 cos ах cos nxdx =  — I (cos (a -f- л) x 4- cos (a — n) x)d x «  
я  ' я  Jо о

, 2а sin а я
a*—n* n -------- )f
6„ =  0 ( n - 1. 2. . . . )

булади. Демак, берилган функциянинг Фурье катори

sin а я  2а sin а я  (— ■)*cos ах -------+ --------  > —— —cos kx
ая я  ^ а * — кК= 1

булади. Агар бу f  (х) = cos ах функция 21.5- натнжанинг шартларини бажаришинв 
эътиборга олсак, унда

sin а я 2 а sin а я  v ' (— I)*
cos ах = ----- + --------  7 —— — cos kxая я  ^  а*— к*

булишини топамиз.
Кейинги тенгликдан х = 0 дейнлса,

, _ S ! L « L [ i + S a y f c J t l
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яъни

sin

келиб читали.
3. Куйидаги

— х, агар — л  ^  х 0 булса,
О, агар О <  х <  л булса

функцияни царайлик. Бу функция ю^оридаги 21.2- тгэргма шаргинл} цаноатланти- 
ришини куриш цийин эмас.

Берилган функциянинг Фурье коэф{мщ.;нглдр ih i гэпл5.'Ф/рьг < цаторини ёзамиз:
■ Я  я

•ЛЛ п »

/ ( * ) - {

о
-л  \ 2 1

Демак,

1 Г , .  . 1 х*0. - - J  , ( ч л _ _ _ -
—Я

я  О
i f  1 С 1 . 1 /оО* =■ — | / М  cos fexix =.; — -  ] X cos kx dx =  — — jc s in »  i +

—я  —я  
о

+  (c «  « - со * 0) J.

“ «  I

О, агар fc — жуфг|сон булса.
Энди б* коэффициентларни ^нсоблаймиз:

я в
СО5 к X |0I f  I f  иЬц =  — \ / (дг) sin kxdx =  — — I х sin kxix]^ —

—я
О

1 . cos kx , cos fai
- Г . ! ” * - - ! '

£ I—я—Я —я
0
1 cos kx л___cos fen (—Tl)*

k
- Я  ,

Шундай Ц1пиб, x £ (—л, л) учун

я  2 v , cos(2'fe— 1)х ,, .s in ft* '
Г (/ ;х ) = т - - 2  (2fe_ , -)- . + i S ( - ! ) • — - Л« '

х =  ±  л|да эса
О -j-л я

булади.
4. Ушбу

Г ( / ;  —  * ) - Г  < / ; « ) -  2  2

. / _  Г 1, агар — я  <  х <  0 булса, 
‘ =  \ — 1, агар 0 <  х <  я  б\?лса

функцияни царайлик. Бу функция юцоридаги теореманинг шартларини цаноатлан- 
тирадн. Берилган функшшнинг Фурье коэффицяентларини |.\исоблаб, унинг Фурье 
цаторини топамиз:
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dx =  О,
—я —я О

л О Я| л | Л 1 Л
On = — I f (х) cos nxdx =  I cos nx d x — I cos nxdx =  0 ( « * 1, 2, . . . ) ,

л J  я  J  я  J
—я —я О

я о я
bn =-^j ^ / (х ) sin nxdx =  -|j j* sinnxd x ---- J  sinnxix =

—я —я о

------cos 0 — cos nx H----- cos л x— cos 0 = — I cos ля — cos 0 j =л л [ J л я [  J ля\ )

О, агар л — жуфт сон булса,
Демак

---- , агар я — тоц сон булса.
ля

Шундай цилиб, берилган f (х) функциянинг Фурье цатори

T ( f . х )_ _ ±  У М ? . - 1)Х д _ ± /
«• > л —  2 л — 1 я 1П» 1

, sin3x sin5x sin Х+ - 1--- -—  4-
- )

булади ва унинг йигиндиси
fix ), агар х £ (— я, я ) \  {0}булса,
I (—0) 4- / <+ 0) 1+ (- |>
—  = 0, агар х =  0 булса,

Т(1 ; *)■
2 2

/ ( - я - 0)+ / (- я  +  0) .
--------------------- =  0, агар х =  —я  булса,

/ (я  — 0) +  / (л +  0) .
------------------- - =  0, агар х = я  булса

'лади. 39- чиэмада / (х) функциянинг ва унинг Фурье цаторининг F t (/; х), 
а (/; х) ва F3(/; х) цисмий йигандиларн тасвирланган.

5- §. Цюмий йигиндиларнинг бир экстремал хоссаси. Бессель
тенгсизлиги

/(дг) функция [а, b) ораликда берилган. Бу функция ва унинг 
квадрати /*(*) хам шу ораликда интегралланувчи булсин. Одатда бун
да й функциялар квадрати билан интегралланувчи деб аталади.

U
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Arap f(x) функция [a, ft] да квадратн билан интегралланувчи бул
са, у шу оралицда абсолют интегралланувчи булади. Х^и^атан *ам, 
ушбу

|/ (* )!<  7 ( 1+ /*(*)
тенгснзликдан фойдаланиб

}\f(x)\dx
а

нинг мавжуд булишини топамиз. Бу эса f(x) функциянинг [а, Ь) да 
абсолют интегралланувчи эканини билдиради.

A m m o  f(x) функциянинг абсолют интегралланувчи булншидан, унинг 
квадрати билан интегралланувчи булиши *ар доим келиб чнк;авермай- 
ди. Масалан, ушбу

/ W  =  - t L  
Ч V х

функция (0, 1) да интегралланувчи, лекин

/ * ( * ) - -X
функция эса (0, 11 да интегралланувчн эмас (̂ аралсин, 16- боб, 5- §).

Демак, квадратн билан интегралланувчн функциялар туплами, аб
солют интегралланувчи функциялар тупламннннг кисми буладн.

f(x) функция [ — л, л) да квадрати билан интегралланувчн функ
ция, Тп (дс) — даражасн п дан катта булмаган тригонометрик куп.̂ ад 
булсин:

П

T . W - J +  2  cos bx +  Р* sin kx).
*= i

Равшанки, бундай куп^адлар *ам [— л, л] да [квадрати бнлан интег
ралланувчн буладилар. Коши — Буняковский тенгсизлигидан

"(/ (* )- Г я (*)]*<** (21.37)
—Л

интегралнинг *ам мавжудлиги келиб чи^ади. Бу интеграл муайян /(дг) 
да ос0, сс„ р^ а г, Р2.........ая, ря ларга ботлиц: •

/ = /(а0, а,. Р „  аг, р,, . . ., а п, ря) = /1/(дс)— Tn(x)]2dx.
—Л

Энди цуйндаги масаланн царайлик. Шу коэффицнентлар цандай 
танлаб олинганда / энг кичик цнйматга эга буладн? Бу масаланн *ал 
этиш учун ю^оридаги (21.37) интегрални *нсоблайлик:

J  [ / W — Тп(х)\Чх = [t4x)dx  - 2  ff(x )T „ (X) dx +  fn (x )d x  (21.38)
—я —л —л —я

f(x) функция Фурье коэффициентлари учун
лI ■»

ап = ~  J  / (х) dx,
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If,
— Л
n

I
bk = — \ /(x)sin kxdx (k =- 1. 2, . . .)

—-Jt
формулалардан фойдалансак,
Г  я я Я

J  f(x )Tn{x)dx=  (*/(*)[т? +  (a*cos*x + pftsin*x)]dx =
—л —л *“ 1

= Y°on + i  (а* • °*л + Р* • ьк • л) = (21.39)
к- 1

п

=  л [ ^ +  ^  ( a * +  ]

J булади.
Агар

л я  я
С cos kxdx = f sin kxdx = 0, f cos kx ■ sin kx dx = 0,

—я —я —я
я  я
j sin* kx dx = (' cos2 kx dx = л

—я —я
(̂ аранг, ушбу бобнинг 2-§ ига) эканини эътиборга олсак, у з̂ олда

я я „
j  T%(x)dx = j  [ у  + 2  ( cos kx + p* sin Arx j j dx =

—я —я *“ l

I  - Я  [ - 1 + 2  («4  +  » ) ]  <2 U 0 >

булади. Юкоридаги (21.38), (21.39), (21.40) тенгликлардан фойдаланиб 
цуйидагшш топамиз:

К  j [  f(x )— T„ (х) Jd x  = J  /* (х) dx -  2л [  ̂  +  ^ а * а л +
—я —я *“ *

I  + 2 р . ‘ .  | +  " 1 т + 2 » г + 2 Р ; ]  п | | ? +
*=.1 1 1 2  *-1 *-1 шшя

+ i  + i  bi  1 + » [ +  -  к - a*)* +  i  (p *-  b»r-1
* » i л-t * l *-i  *-»

Бу тенгликдан куринадики,

J  l/C*) — T„(x)]*dx
—П
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интеграл
“ о = о0,
о* = ал, (Л = 1,2......... л).
Р* =  Ь*. (Л =  1 ,2 ........... п)

булгандагина узинииг энг кичик цийматига эришадн ва у циймат
я  п П

[  /* (дс) dx — л I ак +  22 1
- я  1 2 *-1 *-1 J

булади, яъни:

*m in  ^  ^ [ / W - r e(Jc)]*dx« J
<*i. Pi........ап, Рп —я
 ̂ 0 Я Я

= j l*(x)dx- л | ““ +  22 а* +  2  1'
_ я  *  *=1 * « J  1

Шундай цилиб, цуйидагн теореманн исботладнк.
21.3- теорема, /(дс) функция [— л, л) да берилган, квадрати 

билан интегра.гланувчи булсин. Даражаси п дан каппа булмаган 
барча тригонометрик куп.\адлар { Г „ (дс)} ичида ушбу

f lf(x )-T „ (x)\-d x
—я

интегралга энг кичик циймат берувчи купцад f(x) функция Фурье 
цаторининг п- цисмий йигиндиси булади:

min / [/ (х) — T ( x ) ] 4 x = h f (х)- Fn (/; дг)]*dx = 
ru> —я —я

л Г 2 ^  я ■]
= J  f2(x)dx—  ” [- ^ +  2 . о*+ 22 ft*J- (21.41)

—Я
21-6- натижа. Агар /(дс) функция [— л, л] дэ кзадрати билан 

интегралланувчн булса, у холДа бу функциянинг кФурье коэффициент- 
лари квадратларидан тузилган

I  оо оо
t v fl2 ва V &2
l*- i kZi

цаторлар якинлашувчи булэдч ва цуЛидаги тгнгсизлик уринлидир:
оо оо ^

4 + 1  al  +  1  Ъ\ < 7  f P(*)dx.  (21.42)
Z *- 1 *=1 _ л

И сбот. (21.41) муносабатдан V  л учун
я  п я

f/*(x)dx— л [- !?+  22 <*; +  2 2 6;1 > °-
-^я *•* *“ *
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яънн
п "  ] *

■ 5 + 2 « i  +  2 Ч < 7 К « Л[
2 *-1 -л

j* бдлади. Бу ерда п ни чексизликка интилтириб, келтнрилган натижани 
ва тенгсизликни ^осил циламиз.

(21.42) тенгсизлик Бессель тенгсизлиги деб аталади.

6- §. Якинлашувчи Фурье натори йигиндисининг функционал
хоссалари

Биз мазкур курснннг 14- бобида якинлашувчи функшюнал к;атор- 
I лар йнгинднсинннг функционал хоссаларини батафсил ургандик. Рав- 
I  шанки, берилган функшшнинг Фурье каторн функцнонал цаторларнинг
I  хусусий ^олидир. Бинобарнн, тегишли шартларда Фурье а̂торлари̂  йи-
1 риндилари з̂ ам 14- бобда келтнрилган хоссаларга эга булади. р(уйида
( уларнн исботсиз келтирамиз.

/(*) функция [— л, л] да берилган ва унинг Фурье цатори

Т (fi х) = \  +  S ]  (°а cos пх + bn sin пх) (21.43)
Л«1

[ — л, л] да якинлашувчи булсин.
1°. Ф у р ь е  ^атори йигиндисининг у зл уксн зл и ги .  

Агар (21.43) ^атор [— л, л] да текис якинлашувчи булса, у холда бу 
каторнинг Т (/; х) йигиндиси [ — л, л] оралнкда узлуксиз функция 
булади.
2°. Ф у р ь е  ^аторини >; а д л а б интеграллаш . Агар (21.43) 

цатор [— л, л] да текис якинлашувчи булса, у з̂ олда (21.43) ^атор
I з̂ адларининг интегралларндан тузилган

ь »  ь
J  у  dx +  ^  [ an \ cosnxdx +  bn j*sin nxdxj =
a /l=l a a

OOa0 / sin nb — sin no cos na — cos nb \
- 7 < »  - » ) +  2  « . ------ ; ------+ » . ------- ; ------

rx— 1
Катор (— л < a <  b < л) хам яцинла шуЕчн буладн Еа унинг йигиндиси

JT-tf; x)dx
а

га тенг булади, яъни
Ш  ь

j Y  (/; х) dx = Л  у  + ^  (°л cos nx + bn sin лх)1 dx =
а а

Ь оо Ь

— \ j d x +  2  ] (a„cos пх +  b„sinnx)dx I.
a " - l LJe J
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Зэ. Ф у р ье  ^аторинн *адлаб дифференциаллаш. Агар
(21.43) ^аторнинг ,\ар бир хадининг *осилаларидан тузилган

v  (— пап sin пх+ nbn cos п х)

к>атор [—л, л] да текис якинлашувчи булса, у *олда берилган Фурье 
^аторинннг йириндиси Т (/; х) шу [— л, я ) да Т' (/; х) *осилага эга ва

ао ж ̂
Т ' (f; х )=  2d ( ~ na„sinnx+ nb„cosnx)

п—t
булади.

Шундай цилиб, умумнй *олдагидек f(x) функция Фурье натори йи- 
риндисинииг функцнонал хоссаларини урганишда Фурье каторининг 
текис якинлашувчи булиши му.\им роль уйнаяпти. Бинобарин, Фурье 
цаторининг текис якинлашувчи булишини таъминлайдиган шартларни 
аниклаш л озим булади.

Энди шу *ак;ида теорема келтирамиз.
Ф ур ье  цаторинннг те ки с  я р н л а ш и ш и .  21.4- теорема. 

f(x) функция [— л, л] ораликда берилган, узлуксиз хамда f ( — л) = 
= /(я) бдлсин. Агар бу функция [— л, л] ораликда бЦлакли-силлиц 
бдлса, у хрлда f(x) функциянинг Фурье цатори

ОО
T(f; х) = 7  +  ^  (ая cos пх 4- b„ sin их) (21.43)

л—1
[— л. л] орлицда текис якинлашувчи булади.

Исбот. Бгрилган Дх) функция Фурье а̂тори (21.43) нинг *ар 
бир

ип(х) = aacosnx +b„ sin пх (п = 1, 2, . . .)
*ади учун

K W I  = K cosnx + 6nsinnx| < |a„| +  |6„|
(п = 1, 2, . . . ) булади.

Энди
оо

7  + ^  (I ап I + I Ь„ I)АлП=* 1
цаторнннг якинлашувчи булишини курсатамиз. 

Фурье коэффициентлари
П Я

ап = ~  j*/(*) cos nxdx, bn = 7  J  /(x) sin nxdx (a = 1, 2, . . .)
—Я —я

ни царайлнк.
Булаклаб интеграллаш цовдасига кура

Я
1 Г , „ * . / П Х \ I * v I * , = - )  f(x )d [ —  )= - f (x )- - s in n x
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я  я

— “ j Y  (jf) sin rtjc rfjc= — ^  “  j*/ 'W  sin nxdx, (21.44)
—  Я

Л
I f  /cos nx \ 1 1

b „--- - J  f M d (  —  J ~ j f M  ‘ 7 cos'nx
—я —л

+

я

+ ~  j /'Wcosnjc = — — ( -  1) " | / (л )- / (- л )1 +
— Я

Я

+  « j V M c o e n * A r .
— Я

Агар /(— л) = /(л) шартни эътиборга о.-;сак, у холда
Я

i  J fW c o s w c d c  (21-45)
— Я

булади.
/' (х) нинг Фуръе ксгффкинентларини ап ва Ь'п десак;

л п

а'п= ~  j* f'(x) cos nxdx, b' = | f  (x) sin nxdx (n = 1, 2, . . .),

у холда (21.44) ва (21.45) муносабатларг.з кура

ап
булади. Натижада

|e .l  +  I M - 7 (|e ;i +  l ^ )
булади.

Агар

7 ( l a nl +  l bn D = ‘7 l °n l+  ^ \ К \  <

< j ( an + ^ ) +  7  ( &" +  П* ) “  7  ( °» + Ьп ) + п*
булишини хнсобга олсак, унда ушбу

1 « . |  +  1 М < т ( < , + ^ ) + 7 .  ( 2 U 6 )

тенгсизликка эга буламиз.
Шартга кура /'(дс) функция булакли-узлуксизднр. Бинобарин, у 

квадрати билан интегралланувчидир. Шунинг учун бу функциянинг 
ап,Ь'п Фурье коэффициентлари Бессель тенгсизлигини цаноатлантиради, 
яъни
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V- + 2  («С+*.')< Иго*
"-1 —я

4 + 2  ( к + п )Л—1 '

цатор якинлашувчи. Унда якинлашувчи като?лаР1|инг хоссаларига ку
ра ушбу

2  [ ? ( < ’+  * • ) +  £ ]  (21.47)

Катор ^ам якинлашувчи булади.
Юкорида келтнрилган (21.46) тенгсиз1икка муаорик

оо

2  ( K I  +  K D  (21.48)
пш I

каторнинг а̂р бир >рди (21.47) кагоРнинг мос а̂дндан катта эмас  ̂
Таккослаш теоремасига кура (каралсин, 1-том, 11-боб, 8- §) (21.48) 
Катор якинлашувчи, демак,

4 ^ +  2  м + \ ь п |)
п»1

катор якинлашувчи булади.
Вейерштрасс аломатидан (14-боб, 2-§) фойдаланиб, (21.43) Фурье 

Каторининг [— л, л] да текис якинлашувчи булишини топамиз. Теоре
ма исбот булди.

7- §. Функцияларни трнгонометрик купчая билан якинлаштириш
dkmm.■* «I

Юкорида, 6- § да курдикки, агар /(дс) функция (— л, л1 да узлук
сиз, булакли- узлуксиз дифференциалланувчи булса, унинг Фурье като- 
ри Т(х) шу оралнкда текис якинлашувчи булади, яънн кисмий йирин- 
дилар кетма-кетлиги {F n(f; дс)} шу /(*) функцияга текис якинлашади. 
Текис якинлашувчиликнинг таърифига биноан, V  е >  0 олинганда кам 
шундай n0£N  топиладики, V  п >  л0 учун

sup \F„(f; х )- / (х ) |< е  (21.49)
—пог<я

булади. Бу эса юкорида айтилган шартларни каноатлантирувчи функ" 
цняларни исталган аникликда F n(x) трнгонометрик кущад билан так* 
рибан алмаштириш мумкинлигинн ифодалайди.

Аммо, 14- бобда келтнрилган Вейерштрасс теоремасига кура, ихтиё
рий [а, Ь\ да узлуксиз функцияни исталган аникликда алгебраик куп- 
кад билан тацрибан алмаштириш мумкин эди.

булади. Демак,
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Табиийки, (21.49) уринли булиши учун /(х) нинг [— я, я) да уз- 
уксиз булишининг узи етарли булмасмикин, деган савол тугилади. 
у саволга жавоб салбийдир. Хаттокн, узлуксиз функциянинг Фурье 
торн, умуман айтганда, якинлашувчи булмай цолиши *ам мумкин 
н (царанг, И. П. Натансо», Конструктивная теория функций, Мос- 
1, 1947, 7- боб, 3- §). Демак, Фурье цаторлари цисмий йигиндила- 

ридан, функцияларнинг бу, кенгроц синфи учун та!фибий *исоблаш ' 
аппаратлари сифатида фондалана олмас эканмиз. Куйида биз (—я, я] 
да узлуксиз ихтиёрий /(х) функция учун шундай тригонометрик куп- 
*адлар {а„ (/; дг)} кетма- кстлигини тузамнзки,

lim sup |<т(/; дс) — /(х)| = 0
Я-мо —ЯСДГ<Я

булади. Шуни *ам таъкидлаймизкн, бу тригонометрик куп^адлар Фурье 
^аторлари цисмий йигиндиларн ёрдамида осонгина тузилади.

Ф ейер  йигиндиси. /(х) функция [— я, я] оралшуи берилган 
ва узлуксиз булсин. Бу функция Фурье цаторининг цисмий йигиндиси

■

F„  (/; x) = Y +  (a* cos kx -f- Ьк sin kx)
*—i

дан фойдаланиб, ушбу

ая (/; x ) = ^ [ F 0(J\ х) -h (/; *) +  . .  . +  F n_ l {f)

F0( f ; x ) ~ ~  (21.50)

йигиндини тузамиз. Одатда (21.50) йишиди /(х) функциянинг Фейер 
йигиндиси деб аталади.

/(дс) функциянинг Фейер йигиндиси <т„ (/; х) тригонометрик куп*ад 
булади. Х^кцатаи *ам, Фурье цаторн цисмий йигиндиларининг ифо- 
далари

F 0(]\ х) = у
во(/; х) = — -f a, cos х +  ft, sin х,

F i(f; х) = -  -f ^cosx +  ̂ s inx-f а2 cos 2х -f ft* sin 2х,

*) = y  +  alcosx +  fc1sinx +  . . . -f a,,_,cos(n— l)x  +

+  &„_i sin (n— 1) x 
га кура

/f 4 °o° i  (/; x) =  - ’
a,, 1 1

<**(/; x) =  -j +  — fliCosx-f j ^ s in x ,
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я/2

I ,  <». 6) -  j -  j '  [  +  2 0  +  / ( * -  2 о  - 2  ,W  ]  ( g f f * .
6

Энди /, (л, 6) ва 1г (л, 6) интегралларнн ба^олаймнз. Юкоридаги 
(21.55) муносабатнн эътиборга олиб куйндагини топамиз:

в
|/х (л, б)| < -L  |[|/  (х +  2/) - /  (х)| +  |/ ( х - 2/ )-

- ^ « i ] ( S ? T - « = J ( t + j )  Ш ) ' ^
*/2

1
я л J  V.sin t ) 2 •

Демак, V  е >  0 олинганда ^ам, шундай б >  0 топиладики, барча 
л б #  лар учун |/, (л, б)|< —  булади.

Энди /, (л, 6) интегрални ба^олаймиз.
Я /2

|/, (л. б) | < —  Г | / (х -f 2/) + / (х — 21) —
Л Л  |

Я/2

- 2 / W I  Л < - U М  Г ( * * ) *  Л .\ Sin / / П Я J  \ Sin / /

бунда М  = шах | / (х) |. Равшанки,
—ж к я

^бГ6, -5-1 (б > 0) д а (^ * < - 1 -
L 2 J  \ sin < / sin- 6

булади. Натижада /, (л, б) учун ушбу | /г (л, б) | < —---• —  =
л я  sin*о 2

= 2 6 батога эга буламиз. Агар натурал л сонини л> л0=|- 

цилиб олинса, унда . <  —  ва, демак, 11. (л, б) I <  —  булади.л sin-6 2 2
Шундай цилиб, v  е >  0 олинганда ^ам шундай б = б (е) >  0 топи- 

ладики, V n £ N  учун |/1 (л, б)|<-^- булди. Ва шу е>0 ва б— б(е)

ларга кура шундай л0 топилднки, V  л >  л0 учун 11г (л, 6) | <  — бул
ди. Бу тасди^ларни бирлаштнрсак, V e > 0  учун шундай п0£М топи- 
ладнки, V « > « 0* V x 6[— л, л] учун |о„ (/; х) — / (х)|<е булади. 

Демак, lim sup |оя (/; х) — f (x) — 0. Теорема исбот булди.
п-*ао — П < 1 < Я

Натижада, функцияни трнгонометрик куп^ад билан яцинлаштириш 
Кацндаги куйидаги теоремага келамиз.
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21.6-теорема (Вейерш трасс теоремаси). Агар f (х) функ
ция |— л, л] да берилган, узлуксиз ва f (— л) = / (л) булса, у .\олда 
шундай 9‘я (х) тригонометрик куп^ад топиладики,

lim sup \Р„ (х) — / (дг)| = О
Л-ЮО — Л < Х < Л

булади.

8-§. Ургача якинлашиш. Фурье цаторининг уртача яцинлашиши

Функционал кетма-кетлик ва цаторларда текис яцинлашиш тушун
часи билан бир цаторда, ундан умумнйроц—уртача яцинлашиш тушун
часи хам киритилади.

1. Урт ача  яцинл а шиш. (а, 6) оралицда бирор {fn (х)}:

I f M U x Y ........ ш . . . .  (21.56)

функционал кетма- кетлик ва / (х) функция берилган булиб, fn (х) (п = 
= 1, 2, . . . )  хамда / (*) лаР ШУ оралицда квадрати билан интеграл- 
ланувчн булсин.

21.3-таърнф. Агар

lim Г [f„ (x) — f (х)]* dx= О
Л-ЮО д

булса, у холдэ (21.56) функционал кетма-кетлнк f (х) функцияга (а, Ь\ 
да уртача якинлсииади деб аталадн.*

М и с о л л а р .  1. Ушбу {/„ ( * )} =  {хп}:

х, х*.........хя, . . .  (*  £ (О, 11)

функционал кетма- кетлик'

{0, агар х £ [0, 1) булса,

1, агар * =  1 б^лса 

функцияга [0, 1] да уртача яцинлашади. .\акикатан а̂м,
1 I 1

Д / ,  м - I  « ]■  («” - »)■  «•*

I
ва, демак* ( 1*л — ®1* dx = 0.

П-» ОО Q

• Аницроц айгганда, киритилган яцинлашишии, одатда ypia квадратик яцинла- 
шиш деб а|алади.



2. Куйидагн {/„ (х)} = { V 2  п х е '  }:

. У2пхе  2 , . . .  (Jte iO .ll)

функционал кетма-кетлик / (х) =  0 функцняга (0, 11 да уртача я^инлашмайди, 
чунки

21.7-теорема. Агар (21.56) функционал кетма-кетлик f (х) га 
[а. Ь\ да текис щинлатса, шу (21.56) кетма- кетлик f (х) га (а, Ь\ 
да уртача якинлашади.

Исбот. (21.56) кетма-кетлик / (х) га текис я^инлашсин. 
Таърифга биноан, V « > 0  олинганда *ам шундай n0£N  топиладики, 

V n > r t, ва V * 6(a. Ь\ УЧУН бир йула

эканини билдиради. Демак, {/„(*)} кетма-кетлик / (х) фуикцияга (а, 6) 
да уртача якинлашади. Теорема исбот булди.

21.2-эслатма. Функционал кетма-кетликнинг [а, Ь] да уртача 
я^инлашишидан, унинг шу ораликда текис яцинлашиши *ар доим ке
либ чицавермайди. Масалан, юкорида курднкки {/„ (дг)} = {*"} кетма- 
кетлик

о о

о о

булади. Демак, У п > л 0 учун]
h Ь

| ф .  W  -  / W ]3 dx | < J  | fn (X) -  f (х) I’ dx <
a a

b

a

булади. Бу эса
ь

lim \[f„  (x) — f  (x)l* dx= 0
П—*оо a

0, агар x6(0. 1) булса,
1, агар x = 0 булса
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функцияга |0, 1] да уртача яцинлашади. Бироц бу функционал кетма- 
кетлик шу f (х) функцияга (0, 1] да текис яцинлашмайди (царалсин, 
14-боб, 2-§).

Юцорида келтирилган теорема ва эслатма функционал кетма-кетлик- 
ларда уртача яцинлашиш текис яцинлашиш тушунчасига цараганда 
кенгроц тушунча эканини курсатади.

21.3-эслатма. Функционал кетма-кетлик [а, 61 да яцинлашиши- 
дан (1а, Ь\ нинг .̂ ар бир нуцтасида яцинлашишидан) унинг шу оралицда 
уртача яцинлашиши келиб чикавермайди. Шунингдек, функционал кет
ма-кетликнннг 1а, 61 да уртача яцинлашишидан, унинг шу оралицда 
якинлашиши ([а, 61 нинг хар бир нуцтасида яцинлашиши) цам келиб 
чицавермайди.

-  -  ПХ*

М исол. {/„ (ж)} = { У 2 п х  е функционат кетма-кетлик / (х)=0 функ-
цияга [0, 1) да яцинлашади ([О, 1J оралицнинг цар бир нуцтасида яцинлашади):

- 1 .Л.
lim f„ (х) = lim У2  пх е 2 = 0 = / (х).

П—ЮО П-гОО

Бу кетма-кетликнинг / (х) = 0 *функцияга [0, 1) да Уртача яцинлашмаслиги кур- 
сатилган эди.

Энди бирор ораликда уртачч яцинлашадиган, бироц шу оралицда яцинлашмай- 
днган функционал кетма- кетлнкка мисол келтирамиз.

[0,1) оралицни п та тенг булакка ажратамиз:

[0. Ц =  " у ' Д„ (*).

бунда

а- ( « - [ т - ^ т ]  .......я _ 1 ) -
Куйидаги

<Р„ (*, * ) =  I. агар х б  Дя (*).
Фя (*. х) =  0, агар х£  [0,1]\ Л я (Аг)

(k = 0, 1, 2, . . .  , п — 1) функциялар ёрдамида ушбу функционал кетма-кетликни 
тузамиз:

/| W  = ф| (0, X),
It (*) =  <Pt (0, х), /, (х) = «р, (1, х),

/« (*) = <Рэ (0. х), /5 (х) = qrs (1, х). /, (х) = <р, (2, х),

{ 1т (х)} функционал кетма- кетлик / (х) = 0 функцняга [0, 11 ораликда уртача 
яцинлашади. Х,а*и^а1ан а̂м,

lim  J  \1т  (х) — I  (х)|« dx =  lim J  /?„ (х) dx =
/л—♦оо q /л—» ос q

*±i
I n ,

=  lim j (Jtr, x)J* dx — lim j  1 dx -- lim —  =  0.
m-*ooQ m  —»oo i f  rj r n —+ o o  /j
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({/m (* )} функшюнал кетма- кетлик а̂длариниыг тузил и шн цоидасига кура fm (дг)* 
=  <ря (к, х) б^либ, т-~ ос да п-* ос бдлади.)

Бу {fm (* )} функционал кетма-кетлик f (х) =■ 0 функцияга [О, I] орали^нинг 
*ар бир иуктасида я^инлашмайли. Хаки^атан х;ам, у  *61®’ Ч  иук;та учун т  нинг 
чексиз к$п цийматларн топиладики, fm (х) =  I булади, т  нинг чексиз куп цибыат- 
лари топиладики, fm (х) =  0 булади.

Функционал цаторларда ^ам уртача якинлашиш тушунчаси шунга 
ухшаш киритилади.

\а, Ь\ оралик;да

2  ? “ * “  “ i W  + ut W  + ■•.+«*(*) +  . . .  (21.57) 
*- i

функционал катор берилган 'булсин. Бу катор кисмий йигиндилари

(х) = 2  «* (* )> “ I W  +  « > ( * ) + . . . + « .  (*)
* - i

дан иборат {5„ (х)} функционал кетма-кетликни карайлик.
21.4-таъриф. Агар]

l i m  f [ S „  (дг) — S  ( x ) ] s  d x  =  О
П-*эо а 1

булса, у к°ДДа (21.57) функционал катор S(x) функцияга \а, Ь] да 
Уртача щинлашади деб аталади.

2. Ф у р ь е  каторининг уртача  якинлашиши. f (х) функ
ция I— л, л1 да берилган, Т (/; х) эса унинг Фурье катори

оо

Т (/; х) = —  +  (а* c°s £x +  6*sinA:x)
2 *- i

булсин.
21.8-теорема. Лгар f (х) функция (— л, л) оралицда узлуксиз 

ва / (— зт) = / (л) булса, унинг Фурье цатори [— л, я] да / (х) га 
Уртача якинлашади.

Исбот. Шартга кура f (х) функция [ — я, я] да узлуксиз ва 
/ (— я) = /(я). У колда ушбу бобнинг 7-§ ида келтнрилган Вейер
штрасс теоремасига асосан, V e > 0  олинганда .̂ ам, шундай тригоно- 
метрнк куп\ад ? п (х) топиладики, V  х 6 [— я, я] учун

I/ (* )—* .  (* )1< ^ / п
булади. Бу тенгсизликдан [фойдаланиб

Я Я

j  I/ W - ^ л  W P  dx <  ±- j  dx = е (21.58)
—я —я

булишини топамиз.
Маълумки, f (х) [функция Фурье каторининг кисмий йигиндиси 

F„ (/; х) учун
| [/  (x)— F„ (/; х)]* dx = min J  [/ (х) — 7’„l(x )]i*dx (21.59)

—я гл<*>—я
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буладн (к;аралсин, 5-§). Демак, (21.58) ва (21.59) муносабатларга кура 

j" [/ (x)— Fn (/: *)]• J  [/ (х) — Тп (х)]* d x < e
—я  —я

( V  х61— Л, л])
буладн. Бу эса

lim J  [/ (*)—!/„ (/; х)]* dx = О,
П-г*х -* Я

яънн f (х) фу1 кция Фурье цатори [— л, л] да уртача яцинлашишини 
билдиради. Теорема исбот булди.

Биз утган параграфда [— л, л] орал11цдаjKBaдрати билан интеграл
ланувчи f (х) функция учун ушбу

П

f [ f  (х)— F„ ( / ;  x)]\dxr j p  ( x ) d x - л [ - |  +  2  K  +  * l )  j  

тенгликни келтириб чнцарган эдик. Бу тенгликдан куринаднки, агар
П я л »

um J  < ! ?  2  К  +  ] }  -  0.

ЯЪНН
Я  оо

-1 |>(x)dx = 4 +  2  K  + ty (21.60)
— Я

булса, у^олда
lim J  [/ (х) — Fn (/; х)]1 dx = 0
П-*оо —Я

буладн ва, демак, f (х) функциянинг Фурье *аторн [— л, л] да уртача 
я^инлашадн.

Шундан цилиб, f (х) функция Фурье цаторининг I— л, я] да ур
тача яцинлашишини курсатнш учун (21.60) тенгликнинг уринли бу- 
лишини курсатиш зарур ва етарли булади. Одатда (21.60) Парсеваль 
тенглиги деб аталади.

9"§. Функцияларнинг оргогонал системаси.
J  Умумлашган Фурье ^атори

1. Ф ун кц и ялар н ин г  о 'ртогонал системаси . ф(х) ва if (х) 
функциялар [а. Ь) аа берилган за улар шу ораликда интегралланувчи 
булсин.

21.5-таъриф. Агар

J  Ф М Ф  (х) 'dx = 0
а

булса, у *олдэ 'ф (х) ва ф (х) [функцнялар2(а, Ь] да ортогонал деб 
аталадн.
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Мисол .  ф (x) =  sinx, ф (x)= cos х функциялар [— я, л) да ортогонал бу
лади, чунки

Ь л
J  <р *х)ф (х) dx =  i sin xcosx dx = 0 
a —я

булади,
Ф (х )= х ,  ф (х) = - j - х* — 1 функциялар [— 1, I] да ортогонал булади. 

^а^и^атаи а̂м,
ь
| Ф  ( х ) ф  ( х )  dx = j х ( —  х*— \jdx=0. 

а —1

Энди
<Ро (*)• Ф1 (*).......... Фя ( х ) , . . .  (21.61)

функцияларнинг цар бири (а, Ь] да берилган ва шу ораликда ннтег- 
ралланувчи булсин. Бу (21.61) функциялар системасини {фя (х)} кабн 
белгилаймиз.

21.6-таъриф. Агар {ф„ (х)} функциялар системасининг исталган 
нккита ф* (х) ва цт (л:) (к Ф  т )  функииялари учун

J  Фа (*)' Фт (х) dx = О (А>. ф т )
а

булса, у >;олда {ф„ (х)} функциялар системасн 1а, Ь] да ортогонал деб 
аталади.

Одатда, k = т  (к = 0, 1 , 2 , . . . )  булганда]

j Ф* (х) dx >  0 (к = 0, 1, 2, . . .  )
а

деб царалади. Бу интегрални /.* каби белгилайлик:

Я* = | ф* (х) dx (* = О, 1, 2, . . . ) .
а

Агар (21.61) система учун
а* = 1 (/г = 0, 1, 2, . . . )

булса, {ф„ (х)} функциялар системасн нормал деб аталади.
Агар (21.61) система учун

Г Ф* (х)-Чт (X) d * - f t  агаР Ь ф т  ^ лса'J  * 7 m \1, агар к —т  булса
a

булса, {фл (х)} функциялар системасн ортонормал деб аталади.
М и с о л л а р .  1. Ушбу

1, cos х, sin х, cos2x, sin 2x, . . .  , cos nx, sin nx, . ..
система (тригонометрик система) (— л, я) да ортогонал булади. чунки к ф т  бул
ганда
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Я я
f cosЪ:-cos тх  dx = О, J  sin Axsin mx dx =0 

—я —я

—я
булиб, ихтиёрий k, т  =  0, I, 2, . . .  булганда j  cos fcx-sin тх  dx =  0 булади (• а*

ралсин, ушбу бобнинг 1- §).
2. Куйидагн

1 cos х sin х cos пх sin пх
У2п У Я  ’ | л ’ | л  ’ Y  я

функциялар системаси [— я, л] да ортонормал булади. Бу системанинг [[— я, л1 
да ортогонал булиши равшзндир. Унинг шу [—л, л] да нормал булиши эса 

я я

| cos kx j  dx =  j  sin kx j dx=  1 (A = 0, 1, 2, . . . )
—я  —я

булиши дан келиб чицади.
3. Ушбу {Р я (х)}:

Л> (х), Р , (х )......... Рп (х), . . .  (21.62)
функциялар системасини царайлик, бунда

1 dn (х2 — 1)"
-£ Г  ~  (п = 0, 1, 2, . . .  )

Бу система (—I, 1] да ортогонал булади. Шуни исботлайлик. Булаклаб интеграл-’ 
лаш усулидан фойдаланиб нуйидагани топамиз:

г м  р .  <,, л --------■ _
,1 k\ ml 2к~ т  J dx4 [ dxm~ l

—I —1
1 Гdk (x2 — 1)* dm- '  (x »~  l)m |l 

=  *1 m! 2k+m [ dxk ' dx™-! |_ i_

1

- J
Агар x = ± 1 да

a*+* (x*— i)*  <г~1 (x2 — i ) m
— dx\dx*+I * dxm~ ]

dm-> <x= —  l ) m _  o

dx™-1
булишини эътиборга олсак, у *,олда

Г 1 Г d*+‘ (х3— n ft Г dm~* (х3— l )m1

- 1  - J

булади. Бу тенгликнинг унг томонидаги интегрални яна булаклаб интеграллаб, сунг 
х — ±  1 да

dm~* (хх — I)"1 _  
dxm~*
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I
булишини х,исобга олиб цуйидагики топамиз:

1 , 1 Г  d*+2 (х*—1)* . Г d"1- 3(х*— 1)т 1
J , Рк W  Р т  {Х) dX =  *! ml 2к+т j d.7+* [  J-

Шу жараённи дав см эггира бориб, т  цадамдан ьейин цуйидаги тенгликка келамиз:
I

1Г  ( _  i)* - 1 Г <**+«-> ( х* _  и*
Р* (х) Р т  (х) dx =  ------* .{х* -  1)

J  i !  m! 2*+m L dx*+m- ‘
—l

1

—i

J  *х*+ " J*

d*+m+l (x* — 1)*
x =  ±  1 да x* — 1 =  0 ва m >  Л учун ------ ----—---- =  0 булишини хи-

dx'*+m+l
ообга олиб

J  Pk (D .Pm lM  d x = 0  (21.63)
«1

эканлигини топамиз. Демак, m > k  булганда (21.63) муносабат уриилидир.
Худди юцоридагидек, т < к  булганда з̂ ам (21.63) » уносабатиинг уринли бу

лиши курсатилади.

Шундай h**j,h6 к ф т  учун J  Рк (*) Р т  (* ) dx=* 0 булади. Бу эса (21.62)

системанинг [— 1; 1| да ортогонал эканлигини билдиради.
Одатда Р „  (дс) — Лежандр кдпцади деб аталади. Бу куп^ад, хусусан л = О, 1, 

2 J3  булганда
3 5 3 «■

Р„ (х) *= 1, Р , (х) = X, Р , (х) = ;—  ж* — I. р* (*) =  —  ** —

булади.

(21.61) система берилган булсин  ̂ Унинг ёрдамида тузилган ушбу

2  еЛ,п (*) =* соФоМ +  Ci<Pi(x) +  •. • +  +  с„Ф„(х) + . . . (21.64)
п—Q

функционал цатор {ф„ (дс)} система буйича катор дейилади, с„, с,..........
с„, . . .  узгармас сонлар эса каторнинг коэффициентлари дейилади.

Хусусан, ф„ (дс) = а„ cos п х +  bn sin п х булганда (21.64) катор 
трнгонометрик каторга айланади.

/ (дс) функция \а, Ь\ оралнкда берилган ва шу ораликда иигеграл- 
ланувчн булсин. Равшанки, f ( х) ф „ (дс) (п = О, 1, 2, . .  .)  функция 
а̂м [а, Ь] да интегралланувчи булади. Бу функцияларнинг интеграл- 

ларини ^исоблаб, уни куйидагича белгилаймиз:
ь

а„ — ~  J  / (дс) фл (х) dx. (21.65)
а
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2  апЧ>п(х) = а0ф0(г) +  а,Ф,(х) +  аяфя(х) -f . . . (21.66)
Лж О

^аторни тузамиз.

21.7*таърнф. а0, а „  аг.......... ая, . . . коэффицнентларн (21.65)
формула билан аницланган (21.66) цатор f (х) функциянинг {фя (х)}
система буйича умумлашган Фурье цатори деб аталади. а0, а 1..........
ая, . . .  сон-тар эса умумшшган Фурье коэффициентлари дейилади. 

Одатда, f (х) функцня билан унга мос умумлашган Фурье цатори 
белги орцали цуйндагича ёзилади:

ОО

/ М  ~  V  аяфя(дг) = а0ф0(х) +  амС*) +  . . .+  а„сря(х) +  .
п=0

Бу сонлардан фойдаланиб ушбу
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