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С У З  Б О Ш И

Ушбу дарслик 1993 йили нашр этил га н «Математик анализ, 1-кисм» 
китобимизнинг дагоми булиб, мазкур курснинг колган анъанавий мав- 
зуларини у3 ичига олади. Дарсликни ёзишдаги асосий коидаларимиз 
1-кисмга ёзилган с уз бсшида келтирилгаи, 2-кисмни тайерлаш жара- 
ёнида улар деярли узгаргани йук. Факат куйидаги мулохазаларимизни 
кушимча килишни лозим топамиз.

Дарслик куп узгарувчили функииялар на уларнинг дифференциал 
хисоби баёнидан бсшланади. Маълуыки, бир узгарувчили на куп узга
рувчили функииялар учуй дифференциал хисоб масалаларининг к>уйи- 
лиши ва ечилиши орасида ухшашликлар еэ тафовутлар бор. Биз ана 
шу ухшашликлар ва тафовутларни бутун дифференциал хисоб давоми- 
да яедолро1\ таъкидлашга харакат килдик.

Баъзи мавзуларга одатдагидан купро^ зътибор берилиб, улар жуда 
батафсил баён килинди (масалан, каррали Еа такрорий лигииктар, функ
ционал каторларнинг текис еэ нотекис якинлашувчилиги ва хоказо). 
Бу уринда ш у мавзуларнинг мавжуд адабиётларда етарлича ёритилма- 
ганлигини ,\исобга олдик.

Айни пайтда баъзи мавзуларга, масалан, каррали интеграллар, сирт 
интеграллари, эгри чизикли интеграллар мавзуларига одатдагидан кам- 
рок; эътибор берилиб, улар кискарок баён этилди. Шуни хам айтиш 
керакки, эгри чизик, сирт, жисм каби тушунчалар геометрия курсла- 
рида гула баён этилишини хисобга олиб, биз уларнинг математик ана
лиз куреи учун зарур булган уринларинигина келтирдик. Юкоридаги 
интеграллар тушунчаларининг киритилиши ва урганилиши жараёни 
бир-бирига ухшаш булганлиги учун хам уларга кам урин ажрагдик.

Дарсликнинг илмий ва методик жи^атдан яхшиланишига уз 
хиссаларини цушганликлари учун профессорлар А. С. Саъдуллаев, 
X. Р. Латипов, доцентлар М. Зохиров, Э. X. Якубов, Б. Наимжонов, 
А. Борисов, Р. 1'анихужаевларга, шунингд^к, уни нашрга тайёрлашда 
катнашган А. Умаров (ТошДУ) га миннатдорчилик билдирамиз.

Дарсликдаги камчиликларни бартараф этишга ва унинг сифатини 
яхшилашга каратилган фикр ва муло^азаларини билдирган уртокларга 
уз миннатдорчилигимизни билдирамиз.

Муаллифлар



12-БОБ

КУП УЗГАРУВЧИЛИ Ф УНКЦИЯЛАР,
УЛАРНИНГ ЛИМИТИ, УЗЛУКСИЗЛИГИ

«Математик анализ» курсининг 1- кисмпда бир узгарувчили функ- 
циялар батафсил урганилди.

Математика, физика, техника ва фаннинг бошка гурли тармоклари- 
да шундай функциялар учрайдпки, улар куп узгарувчиларга бонли^ 
булади. Масалан, доиравий цнлиндрнинг хажми

У =  л -r-h (12.1)
икки узгарувчи: г  — радиус хамда /г — балаидликка борлик.

Ток кучи

I =  -  (12.2)
R

*;ам икки узгарувчи: Е — электр юритувч,: куч ва R — к;аршиликнинг 
функцияси булади. Бунда цилиндрнинг хажми (12.1) формула ёрдами- 
да бир- бкрига борлик булмаган г  ва h  узгарувчиларнинг киймагларига 
кура, ток кучи (12.2) формула ёрдамида бир- бирига борлик булмаган 
Е ва R узгарувчиларнинг кийматларига кура топилади. Шунга ухшаш 
мисолларии жуда куплаб келтириш мумкин*. Бинобарин, куп узгарув- 
чили функцияларни юкоридагидек чу^урро^ урганпш вазифасн т\ти- 
лади.

Куп узгарувчили функциялар назариясида хам бир узгарувчили 
функциялар назарнясидагидек, функции ва унинг лимити, функциянинг 
узлуксизлиги ва ^оказо каби тушунчалар урганилади. Бунда бир узга
рувчили функциялар хакидаги маълумотлардан муттасил фойдалана 
борилади.

Маълумки, бир узгарувчили функцияларни урганишни уларнинг 
аникланиш тупламларини (сохаларини) урганншдан бошлагаи эдик. 
Куп узгарувчили функцияларни урганишни х^м уларнинг аникланиш 
тупламларини (сохаларини) баён этишдан бошлаймиз.

1- §. Р т фазо ва унинг му^им туп лам лари

1. R2, R3 ф азо л ар. Ихтиёрий иккита Л ва В тупламларнинг Де
карт купайтмасн билан танишган эдик (к,аралсин, 1-цисм, 1-боб, 1-§). 
Энди А ва В тупламлар деб R тупламни олайлик: А =  В =  R, Унда

А х  В =  R x R  =  {fo, х2): хг 6 R, х2 6 R}
булади.

* Сирасини айтганда, аслида табнатда, фан тармоцларида, кундалик -Sаётда де- 
ярли грамма вацг куп узгарувчили функцияларни учратачиз. Аммо, биз аввал  сод- 
далик учун бир узгарувчили функцияларни муфассал урганган эдик ва математик 
анализнинг асосий масалаларици шу содда хр учун тушуниб етган эдик.
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Ушбу .
{(х„ х2): хг e R ,  x2 e  R} ! M

--------- --------
туплам R- туплам  деб аталади. Равшанки, R2 
туплам элементлари жуфтликлар булади. Улар 
шу туплам нукталари  деб юритилади. Одатда R2 
тупламнинг нуктаси битта .\арф, масалан (хъ х2)6 
£R2 нукта х оркали белгнланади: х =  (х ,, х2).
Бунда Х\ ва х2 сонлар х нукташшг мое равишда 
биринчи  ва иккинчи координаталари  дейилади.

Агар х =  (xlt х2) 6 R', У — (Ух, У2) 6 R“ нук- 
талар учун хг =  у и  х2 =  г/2 булса, у холда х=^у 1-чизма 
деб аталади.

Текисликда туррп бурчакли Оху Декарт координаталар системасини 
олайлик. Ох уцда (абсцисса укида) хх узгарувчининг ^ийматлари, Оу 
уцда (ордината укида) эса х2 узгарувчининг кийматлари жойлашган 
булсин. У х,олда (х,, х2) жуфтлик текисликда координаталари х, ва х2 
булган /И (х(, х2) нуктаии ифодалайди (1-чизма).

Ха^и^ий сонлар туплами R билан Tyfpii чнзиц нукталари орасида 
узаро бир ^ийматли мослик урнатплгани каби (^аралсин, 1- к;нем, 2 -боб, 
10- §) R- туплам нукталари билан текиелпк нукталари орасида хам 
узаро бир кийматли мослик урнатиш мумкгн. Бу эса R2 тупламнинг 
геометрик таевнрини текиелпк деб караш имконини беради. Юкорида 
R- тупламнинг элементларини нукта деб аталганининг бонсн ^ам шун- 
даднр. Аналитик геометрия курсида келтирилганидек, R2 тупламда 
(текисликда) икки нукта орасидага Maco<j)a тушунчасини киритиш мум- 
Кин. х =  {хи  х2) е  R2, У =  (г/i, У2) € R- булсин.

12.1-т аъ  риф. Ушбу

Р (х, у) =  V (Ух — *i)2 +  {У2— х2)2
миь д̂ор х =  (Xj, х2), у  =  ( y lt г/„) нукталар орасидаги масефа деб ата- 
лади. Киритилган р (х, у )  массфа куйидаги хоссаларга эга (бунда 
Y  х, у ,  г  6 R 2):

!°- Р (х, у )  >  0 ва р (х, у )  =  0 -*==*- х =  у.
2°. р(х, у )  =  р ( у ,  х).
З3. р(х, г) < р(х, у )  +  р ( у ,  г).
Бу хоссаларнинг исботи кейинги пунктда (умумий холда) келтири- 

лади.
Одатда R2 туплам R2 фазо  (икки  улчовли Евклид фазо си)  деб ата

лади.
Энди R2 фазонинг келгусида тез- тез учраб турадиган баъзи бир 

му^им тупламларини келтирамиз.
R2 фазонинг а = {а1, а.,) ну^тасин:! хамда мусбат г  сонни олайлик. 
Куйидаги

{(*i> х2) 6 R r : (xl — a t)2 - f  (х2 — а2)2 < л2}, (12.3)

б



2- чизма

{(xi, х2) 6 R2 : (xs_ — а ,)2 +  (х2 — а2)2 <  г2} (12.4)
тупламлар мос равишда дойра  хамда очик, дойра  деб аталадн. Бунда 
а  нуцта дойра маркази,  г  эса дойра р а ди у си  дейилади. Ушбу

{ К , *2) 6 R2 : (*i — а ,)2 +  (х2 — а2)2 =  г2}
туплам айлана дейнлади. Бу айлана (12.3) ва (13.4) доиралариинг чега- 
расн булади а нуцта айлана маркази  ва г  эса айлана р а д и у с и  дейилади.

(12.3) тупламнинг геометрик тасвирл 2-чизмада ифодалапган.
(12.3) тупламда (доирада) дойра чегараси шу тупламга тегпшли 

булади, (12.4) тупламда эса (очик доирада) дойра чегараси (12.4) туп
ламга тегишли булмайди.

Очик дойра хамда бу дойра чегарасинанг баъзи бир нукталаридан 
иборат булган тупламларни тузиб ^ам ^араш мумкин. Масалан, 3-чиз- 
мада очик дойра хамда унинг чегараспнинг ю^ори ярим текисликда 
жойлашган нуцталаридан иборат туплам келтирилган.

Масофа таърифидан фойдаланиб, дояра ^амда очи^ доираларт, мос 
равишда куйидаги

{х 6 /?2 : р (х, а) <  г}, (12 .3 ')  {х б R2: р (х, а) <  г} (1 2 .4 ' )

тупламлар деб хам караш мумкин.
а, Ь, с ,  d  — хакшуш сонлар ва а  <  b, c < i d  булсин. Куйидаги

{(Xj, х2) 6 R2: а <  х, * ф ,  с < х2 sg d}, 
{(*!, х2) б R1' а <  X, <  Ь, с  <  хг <  d)

(12.5)
( 12.6)

4 - чизма 5г чизма

к.



т у п л а м л а р , мос равишда myFpu туртбурчак  х,амда с ч щ  m y rpu  гпурт- 
бирчак  деб аталади. Бу (12.5) туплам 4-чизмада Оху текисликдаги 
штрихлангаи соха сифатида тасвирланган.

Ушбу С~ ^ г )  6 R2 нук‘та ( 12-5) ва П2.6) т угри  т урт бур -
чакнинг  маркази  дейилади.

R2 фазоиииг ушбу
{(хх, х2) 6 R~- Xi >  0; х2 >  0, хг +  х2 < h)  (12.7)

н у к т а л а р и д а н  иборат туплам (икки улчовли) симплекс  деб аталади, 
бунда h  — мусбат сон. Симплекс (simplex) лат.-.нча суз булнб, у содда 
деган магънони англатади. (12.7) тупламнинг геометрик тасвири 5-чиз- 
мада ифодаланган.

Энди R3 фазо тушунчаси б11лан танишамиз. R3 фазо хам юкорнда- 
ги R2 фазо каби таърифланади. Иккита тупламнинг Декарт купайтма- 
си каби ихтисрий учта А, В , С тупламнипг хам Декарт купайтмасн 
тушунчаси киритилади. Хусусан А =  В =  С — R булганда

А х В х С  = R x R x R  =  {(хъ х2, х3): х, £ R, х2 £ R, х3 6 R}
булади.

Ушбу
{(х,, х2, х3): х1 6 R, х2 6 R, х2 £ R}

туплам R3 туплам  деб аталади.
R3 тупламнинг элементи (xlt х2, л3) учлик шу туплам нуцтаси  

дейилади ва уни, одатда битта харф, масалан, х оркали белгиланадн: 
х =  (х„ х2, х3). Бунда х1( х2 ва х3 сонлар х нукганинг мос равишда 
биринчи , иккинчи  ва учинчи координаталари  дейилади.

Агар х =  (х ,, х2, х3>) ва у  =  ( уи  у 2, у л) нукталар учуй х1 =  у 1, 
х2 — £/2, х3 =  у 3 булса, у холда х = у  деб аталади.

Фазода турри бурчакли Oxyz Декарт координаталар спстемасини 
олайлик. Ох укда хг узгарувчининг кийматлари, О у  уцда х2 узгарув- 
чининг кийматлари ва Oz у еда х3 узгарувчининг кийматлари жойлаш- 
ган булсин. У холда (хь  х2, х3) 
учлик фазода координаталари x t> 
х2 ва х3 булган М нуктани ифо- 
далайди (6- чизма).

R3 тупламда ихтиёрий х =  г,
= (Xi, Ха, х3), у  =  (у,, у я, у 3) нук- 
таларни олайлик. Ушбу 
Р(*. У) = ___________________________

У  (У i х 1 )2 (У 2 -̂ г)- -*з)" 
мшедор х ва у  нуцталар ораси- 
Даги масофа  деб аталади. Шу 
тарзда ани^ланган масофа нуйи- 
Дзги хосаларга эга (бунда у  х>
У- ? 6 R3):
_ Р (х, У) >  0 ва р (х, у )  =

0**=>Х — у .  6 - чизма

7



7- чиьмз 8 - чизма

2 • Р(*. У) =  р ( у ,  х).
3°. р (л:, г) <  р (х, у ) +  р (у, г).

Бу хоссаларнинг исботи 2- пуиктда (умумий холда) келтирилади.
Юкорида келтирилган #3 туплам R3 фазо ( уч  улчовли Евклид фа- 

з о с и )  деб аталади.
Энди R3 фазонннг мухим тупламларини келгирамиз.
R3 фазонинг а  =  (а,, а2, а3) нуктасинн хамда мусбат г  соннн олай- 

лик. Куйидаги

{(*i, a-j, х3) б R3: (xL - а , ) 2 +  (* , ~ а 2Г- +  (х3 - а 3)- <  г2}, (12.8) 
{(xlt Xjj, х3) б Я3: (хх — a t f  +  (х2 — а,)2 +  (х3 — а3) ’ <  г 2} (12.9)

тупламлар мос равишда шар  хамда о ч щ  шар  деб аталади. Бунда а  нук- 
та шар маркази, г  эса шар р а ди у с и  дейилади. Ушбу

{(*1, -«2. Хз) €  R 3'- (*1 —  fli)2 +  (х2 —  Go)2 +  (Х8 —  Од)* =  Г'2}

туплам сфера  дейилади. Бу сферз (12.8), (12.9) шарларнинг чегараси 
булади а  нукта сфера маркази  ва г  эса сфера р а ди у с и  дейилади.

Юкорида келтирилган (12.8) тупламнинг геометрик тасвпри 7-чиз- 
мада ифодаланган.

Демак, (12.8) тупламда (шарда) шар чегараси шу тупламга тегиш- 
ли булади, (12.9) тупламда эса (очи^ шарда) шар чегараси (12.9) туп
ламга тегишли булмайди.

R3 фазодаги масофа тушунчасидан фойдаланиб, шар ва очик, шар- 
ларни мос равишда ушбу

{.V б R3 : р (х, а) <  г}, (12.8') {х б R3 : р (х, а, <  г} (12.9') 

тупламлар сифатида хам аницлаш мумкин.



Ux„ Xn, x3) e R 3 - a < x , <  b, с < x2 <d,
Ушбу z

{(xx, x2, x3) e  R3 ■X1 >  0, x2>0, x3 5*0, 
хг +  хг +  x3 <  /г} 9- чизма

туплам ( уч  улчовли)  симплек с  дейилади, бунда /г >  0 — узгармас сон. 
Бу туплам 9-чизмада тасвпрланган.

2. Rm ф аз о. т  та Ах. А2, . . .  , Ат тупламларнинг Декарт ку- 
пайтмаси иккита А ва В  тупламларнинг Декарт купайтмасига ухшаш 
таърифланади. Агар AL =  Л2 = . . .  = Ат =  R булса, у холда

туплам Rm туплам  деб аталади. Rm тупламнинг элементн (х,, х2, . . . .  
хт) шу туплам нукпш си  дейилади ва у  одатда битта харф билан бел
гнланади: х =  (х,, х2, . . . .  , хт). Бунда хь  х2............ ...  хт сонлар х
нуктанинг мос равишда биринчи, иккинчи,  . . . , т-координаталари  
дейилади.

Агар х =  (xj.xj, . . . , x j  е R’\  У =  (УI, Уг.............Ут) € Rn  нукта
лар учун хг = у и  х2 = у 2 . . . , хт =  у т булса, у холда х =  у  деб ата
лади.

Rm тупламда ихтиёрий х =  (хи  х2, . . .  , хт), у  =  {уи  у 2, . . . , у т) 
нукталарни олайлик.

миедор х ва у  нукталар орасидаги масофа деб аталади. Бундай аник* 
ланган масофа куйидаги хоссаларга эга (бунда V  х, у ,  г  £ Rm):

Ушбу

Р (*. У) =  У (£/i — *i)2 +  (у* — Jf*)* +  . . . +  ( ут — хт ):

(12.10)

L ' р (*» */) >  0 ва р (х, //) =  0 <==> X =  г/.
Р (*, У) =г=Р («/, *)•

3 . р (х, 2 ) < р  (х, у ) + р { у ,  г).
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Бу хоссаларни исботлайлик. (12.10) муносабатдаи р (х, у)  микдор- 
нинг ^аР Доим манфий эмаслкгини курамнз. Агар р (х, у )  =  0 булса, 
унда I/j — х! =  0, у.г — хг ~  0, . . . .  у т — хт =  0 булиб, хх =  y it х2 =  
=  г/2, . . . , хт =  г/т , яъни х =  у  булади. Аксинча х =  у ,  яъни х,=г/„ 
х2 == у %, , хт = у т булса, у *олда яна (12.10) дан р(х, у) =  0 бу- 
лиши келиб чн^ади. Бу эса Г-хоссани исботлайди. (12.10) муноеабат- 
дац

р (X, у )  =  V(уг  — X,)2 +  ( у2 •х2)*+  . “Ь (Ут Хт)

=  V(x1 — уд2 +  (х2 — У г ) 2 +  • • • +  ( * «  —  ymf  =  Р (у, X) 
булади.
Масофанинг 3°-хоссаси ушбу

( 12 . 11)V  ( a t + b f  <  Л/ V  а? +  1/ V  Щ 
i=l i=l /=1 

тенгсизлнкка асосланиб исбслланади, a j, аг , . . .  , ат\ Ьи Ь2, . . . ,
— ихтиёрий хакикий сонлар. Аввало шу тенгснзликнинг тугрнлиги- 

ни курсатайлик. Равшанки, -^ ^ б ^ уч у н
т

У  (а£х +&,■)’ >0. 
i=i

Бундан х га иисбатан квадрат учхаднинг манфий эмаслиги

( т \ / гп \ т

2  o ?J*= +  ( 2 2
i=i i=i

келиб чи^ади. Демак, бу квадрат учхад иккита турли хакикий илдиз- 
га эга булмайди. Бинобарин, унинг дискриминанти

- 2 ° * 2 ^ +  2 ° ^  i=i L i=i
булиши керак. Бундан эса

булиб,

т Г  т  / т

2 а; 1 /  V  2
<=i у ,-=1 ,-=1

< 0

V a ?  +  2 ^ + 2 2 fl<^-
.. <

1= 1

+

1=1 1=1
i

1=1
+

г  Г  т "12 Г  т Г  т

IV 2 ч]+2У 2 “?-у 2 4
булади. Кейинги тенгсизликдан эса

/ т Г м  Г  м2(«н-уг<|/ 24+1/24 <|211>
i=i 1=1 i=i

ю



булиши келиб чикади. Одатда (12.11) тенгсизлик K o tuu —Буняков ский  
гпенг сизлиги деб аталади.

Ихтиёрий х =  (.«!, х„ . . . , х,„) £ Rm, у  =  (г/„ у.2, . . . , ит £ Rm, 
z  =  (Zj, z2, . ■ • , zm) £ нукталарни олиб, улар орасидаги масофани 
(12.10) формуладан фойдзланиб топамиз:

Р (х, У) =  1 / ^ 2  (У,— *,)г . 
i=i

р(</. 2) =  Л/ ^ Ъ - У У ’ (1212>
i=l

р (*. 2) =  l / " 2  ( г - х (-)2.
/=1

Энди Коши — Буняковский теигсизлиги (12.11) да
flj =  у ( — х,-, bt =  Zj' y t (i =  1, 2, 3, . . . , m) 

деб олсак, унда
ai +  bL — zi — Aj- (t =  1, 2, 3, . . . , m)

булиб,

/ т Г  m Г  m

2  (г,- -X,-)2 <  |/ 2  ('/<— ^-)2 +  | /  2
ШГ 1=1 ( = 1 1=1
булади. Юкоридаги (12.12) муносабатларни эътиборга олиб, топамиз:

Р (X, 2 )< р (х ,  у ) - Г р  [у, Z).
Бу эса 3°-хоссани исботлайди. Одатда 3°-хосса билан ифодаланадигап 
тенгсизлик учбурчак тенг сизлиги  (учбурчак бир томонининг узунлиги 
долган икки томон узунликларн йигиндисидан катта эмаслигини эъти
борга олиб) деб юритилади*.

R"1 туплям Rm фазе  (т  улчовли Евклид фазо си)  деб аталади. Энди 
Rm фазонинг баъзи бмр мухнм тупламларини келтирамиз.

Бирор а =  (о,, а2, . . .  , ат) £ Rm ну^та ва г > 0  сонна олайлик. 
Куйвдаги

{х =  (*!, х2..............хт) £ Rm: (Xj — a j *  +  (х2 — а2)3 +  . . . +
+  (**-<*«}■< г*}, (12.13)

{х =  (хг, х2..............хт) £ Rm : (*! — а ,)2 +  (х2 — о2)2 +  . . . +
+  (хт  — лт )2 <  г 2}, (12.14)

яъни
{х £ R™: р (х , а ) < г } ,  (12.13')
(х 6 Rm : p ( x ,  a ) < r }  (12.14')

*Rm фазонинг ихтиёрий иккита х, у  (х £ R m , у  £ R'n ) нук;талари учун 1° — 3е-
Шартларни цаноатлантирувчи функцияларни' куплаб тониш мумкин, яъни х, у  нуц-
ТЗДар ораенда «масофа» тушукчасини турлича киритиш мумкин (б у  ^ан,да 14 -боб,

§ га ь,аранг).
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тупламлар мос равишда шар  хамда очик, шар  деб аталади. Бунда а  
нукта шар маркази,  г  эса шар ра ди у с а  дейилади.

Ушбу
{х =  (х„ х2 . . . , хт) 6 Rm: (хх — a j 2 +  (х2 —а.2)- +  . . . +

+  (х т  —  <*п )2 =  ^2} .
яъни

{х £ Rm : р (х, а) =  г}
туплам сфера  деб аталади. Бу сфера (12.13) ва (12.14) тупламларнинг 
чэгараси булади.

Ушбу
{х =  (хь  х2, . . .  , хт) € Rm : а г <  <  b1} а2 <  х2 <  Ьг , . . . , 
ат <  хт <  Ьт)
{х =  (хь  х2, . . . , хт) Е R"1 ■ а  1 <  х\ <  Ьи  а2 <  х2, <  Ь,.............

Г̂Г 1 ''С
тупламлар (бунда а2, . . . , а т ; Ь,, Ь2> . . . , Ьт — хакикий сонлар) 
мос равишда параллелепипед  хамда очик параллелепипед  деб аталади. 

Ушбу
{х =  (Xj, х2, . . . , х„;) £ Rm : х, >  0, х2 >  0, . . . , хт >  О, хх +  х2 +

+  • • • +  х т  ^  Щ

туплам (т- улчовли) симплекс  деб аталади, бунда /г — мусбат сон.
Юкорида келтирилган тупламлар тез-тез ишлатилиб турилади. 

Улар ёрдамида мухнм тушунчалар, жумладан атроф тушунчаси таъриф
ланади.

3. Rm фа зо д а  очи к в а ё п и к  т у п л а м л а р .  Бирор х° = (х ,̂ 
х°, . . . , x“j) нукта хамда е >  О сонни олайлик.

12 .2-таъриф . Маркази х° нуктада, радиуси е га тенг булган 
очик inap х° нуктанинг сферик атрофи ( г-  атрофи)  дейилади ва U£ (х°) 
каби белгиланади:

t/e(x®j =  (х € Rm : Р (х, Х °) <  €}■ (12.15)
Нуктанинг бошкача атрофи тушунчасини хам киритиш мумкин.
12 .3-таъриф . Ушбу

{х =  (хр х2, , x j  £ Rm : х° — 6, <  х, <  +  6j +  . . . ,

4 - e . < * « < * S .  +  U I  <12Л6>

очик параллелепипед х° нуктанинг параллелепипедиал атрофи  деб 
аталади ва U^ 6m (х°) каби белгиланади.

Хусусан =  б2 = . . . =  6т =  б булса, (12.16) очик. параллеле
пипед кубга айланади ва уни £/й (х°) каби белгиланади.

Шундай килиб, Rm фазода нуктанинг икки хил атрофнга таъриф 
берьлди.
12



12 .1-лем м а. х° £ R™ н у к т а н и н г  .\ар кандай Uf  (хч) сферик ат~ 
рофи олинганда хам хар доим  а'0 нуктанинг  шундай  U* , (хР)О*>0*» • • • • От
параллелепипедиал атрофи мавжудки ,  б у н д а  

f/6„ 62,i . .  . , 6,л (х°) (= Uе (х°)
булади.

Шунингдек,  х° н уктанин г  хар цандай ^  (х°) парал
лелепипедиал атрофи олинганда хам %ар д сим ш у  н уктанинг  ш ун дай  
U (х°) сферик атрофи мавжудки ,  б у н д а

.........
булади.

И с бот. х? б Rm нуктанинг сферик атрофи

£/e (x°) =  K € t f m: р(лг, х°) <  е} 

берилган булсин. Бундаги е > 0  сонга кура б <  ~  тенгсизликни ка-
У т

ноаглапгирувчи б > 0  сонни оламиз. Сунг х° нуктанинг ушбу

Щ (*°) =  {* =  (JCp х2, . . . , x j  £ R m: X°l — b < x l < x ° + ,  .

х°т — Ь < х т <х°т +  Ь} 
параллелепипедиал атрофини тузамиз.

л; £ £7Й (х°) булсин. Унда \xt — х?| <  б (t =  1, 2, 3 ..............т) б у
либ,

/ ~т Г ~т _
V  (xt — t f p  <  у  ^  б2 =  б ]/ т  

r i=i i=i

булади. Юкоридаги 6 <  — тенгсизликни эътиборга олиб топамиз:

р (х, х°) =  у  v  (х . — хЧ)2 <  е- 
/=|

Демак, р (х, х°) <  е. Бу эса x £ U e ( x° )  эканинп билдиради. Шундай 
Цилиб,

V х € б'б (*°) =*■ * € U( (х«),
яъни

{ 7б ( а ° )  с =  ue (.v°)
б Улади.
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х° £ Rm нуктанинг

^ 6 l • 82 . • • • бт  =  ^ * 1’ * 2’ ‘ ‘ ‘ * Л'т  ̂ ^  ^ П' ** ^ 1  "С -^i "С 

<  -f- б ,, . . . , Х°т  бт  <  Хт  <  Х°т  -+- бт }

параллелепнпедиал атрофи берилган булсин. Унда
е =  min {§!, б2.............. бт }

ни олиб х? нуктанинг сферик атрофи
UB (*°) =  (х € Rm- Р (х, х°) <  е}

ни тузамиз.
x(zUt (x?) булсин. У хрлда

р (х, х°) =  Л/ У  (х; — х?)2 < 8  <  б,-, (i =  1, 2 , 3, . . . , т)
1=1

булади. Демак,

] /  2  <  б/. (» -  1, 2, 3, . . . , т).
Г-1

Бундан эса х £ U^  ^  в (х°) булиши келиб чикадп. Шундай 
Килиб,

Y  х£ U (х°) =>х d t/fii 6z...........бт (х°)

яъни

........................6 > ° >

булади. Лемма исбот булди.
Rm фазода бирор G туплам берилган булсин: G сг. Rm. Агар х° (j G 

нуктанинг шундай бирор е- атрофи Us (х°) мавжуд булсакм, бу атроф- 
нннг барча нукталари шу G тупламга тегишлк булса (UE (х') a  G), у  
хрлда х° нукта G тупламнинг ички н уктаси  деб аталади.

М и с  о л  л а  р . 1. О ч т ; шар
А =  {л 6 R m ■ р (* . « ) <  г}

нинг барча нуцталари унинг ички нуктаси булади. Буни и:5отланлик. V х° 6  Л 
нуктани олиб, уш бу б — г  — р (х°, а) тенглик билан аницланадиган б сонини ола- 
миз. Равшанки, б >  О булади. Маркази хи нуктада, радиуси б булга?!

(*«) =  {х 6 R m : р (х, х®) <  6}

очиц шар нуктанинг сферик атрофи булиб, юкоридаги А тупламгинг ^исми бу - 
лади. Хацицатан .\ам. V х  £ Of, (х°)=>-р (х, ха) <  б булиб, масофанинг 3°-хосса;й  -
га кура

р (х, а ) <  р (дс, *°) - г  р (jc°, а )  <  б +  р (а , х°) =  г  
булади. Д емак, У х £ U§ (х°) => х £ Л. Бу эса i/g (х°) с :  А эканлигини билдиради . 
Бундан А очиц шарнинг ^ар бир нуктаси ички ну^та эканлиги келиб чи^ади.



2. Ушбу
С =  A U {(г, О, О..............О), (О, г . О.................О).................(О, О. О................. О, г)}

тупламнинг нукталари орасида унинг ички нуктаси булмаган нукталар бор. М агадан, 
(/•', О. О, . . О) 6 С нуцтанинг ихтиёрий U? ((г, О, О, . . О)) (е >  0)) сферик атро-

фини олганимизда хам, унга тегишли булган ( г̂ +  ~ ,  О, О, . . . ,  o j  нуцта С  туп- 

ламга тегишли булмайди.

12.4-таъри ф . Тупламнинг хар бир нуктаси унинг ички нуктаси 
булса, бундай туплам очик туплам  деб аталади.

Масалан, очик шар очик; туплам булади.
Rm фазода бирор F туплам ва бирор х° нукта бе])илган булсин: 

F a R m, x0£Rm.
12.5-таъ р и ф . Агар х° ну^танинг исталган сферик атрофи U (х°) 

да F тупламнинг х° дан фаркли камида битта нуктаси топилса, х° нуц- 
та F тупламнинг лимит н укт а си  деб аталади.

Ушбу Rm\  \x(zRm : p  (0, х) <  е) очик туплам оо «нукта» нинг ат 
рофи дейилади (0 — (0, 0, . . . , 0)).

К,аралаётгаи х° ну^танинг узи F га тегишли булиши хам, тегишли 
булмаслиги хам мумкин (^уйидаги 1-мисолга каранг).

F тупламнинг барча лимит пункта лари дан ташкил топган туплам F 
тупламнинг хосилавий туплами  дейилади ва F' каби белгнланади.

Ушбу F [} F’ туплам F тупламнинг ёпилмаси  дейилади ва у F ка
би белгиланади:

F =  F и F'.

М и с о л л а р .  1. К,уйидаги

А = {х 6 Rm ■ Р (х, х°) < г ] .  
очи^ шарни карайлик. Бу туплам учун шу тупламнинг барча нукталари ^амда ушбу

{х £ R m : р (дс, х°) =  г } 
сферанинг хамма нукталари лимит ну^та булади. Демак, А нинг ^осилавнй туплами

A’ =  { *e /? m : p  (* , х 0)< г } ,

А нинг ёпилмаси А =  A U А' =  А' булади.
2. Шар

F. =  [х £ R m : р (х, г} 
нинг барча нукталари шу тупламнинг лимит нукталаридир. Бунда

булади.

12.6-таъриф . F c l  Rm тупламнинг барча лимит нукталари шу 
тупламга тегишли булса, F ёпик  туплам  деб аталади.

Бу ^олда F' c z F ,  F U F' — F =  F.
Шар

£ =  {х £ Rm: р (х, х°) < г } 

епик; туплам булади, чунки Е =  Е.
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Бирор М a  Rm тупламни царанлик. Равшанки, Rm\ M  айирма М 
тупламни Rm тупламга тулдирувчи туплам булади. (каралсин 1-^исм,
1- боб, 1- §).

12 .7-таъриф . Агар х° (х°£R"1) нуктанинг исталган Ut (ас0) атро- 
фида хам М  тупламнинг, хам Rm\ M  тупламнинг нукталари булса, л:0 
нуцта М  тупламнинг чегаравий н укта си  деб аталади. М  тупламнинг 
барча чегаравий нукталаридан пборат туплам М  тупламнинг чегараси  
дейилади ва уни одатда д  (/И) каби белгиланади.

Бу тушунча ёрдамида ёпик; тупламни куйидагнча хам таърифлаш 
мумкин.

12.8-таъриф . Агар F (F c z R m) тупламнинг чегараси шу тупламга 
тегишли, яъни д  (F) cz F булса, F ё п щ  туплам  деб аталади.

Ёпиц тупламнинг юкорида келтирилган 12.6-ва 12.8- таърифлари 
эквивалент таърифлардпр.

Бирор М  с= Rm туплам берилган булсин.
12.9-таъриф . Агар Rm фазода шундай шар

топилсаки, М cz  U° булса, у холда М чегараланган туплам деб ата
лади.

Маълумки, бирор Е a  R туплам берилган булиб, шундай узгармас р  
сони топилсаки,. V  х £ Е учун | х | <  р,  яъни Е тупламнинг барча эле- 
ментлари (—р, р) интервалда жойлашса, Е чегараланган туплам деб 
аталар эди. Юкорида келтирилган таъриф т  — 1 булганда худди шу 
таърифнинг узи булади.

Rm фазодаги шар, параллелепипед, симплекслар чегараланган туп- 
ламлардир.

туплам чегараланмаган туплам булади, чунки Rm да хар цаидай
U° =  {x£Rm : р {х, 0) <  г}

шар олинганда хам ,\ар доим D тунламда шундай ну^та, масалан, 
(alt 0, 0, . . ., 0) ну^та (ал >  г) топиладики, бу ну^та U0 тупламга 
тегишли булмайди.

Маълумки,

(а <  t <  b),
яъни {х (/), у  (/), z (/)} система (туплам) R3 фазода эгри чизи^ни ифо- 
далар эди, бунда х (/), у  (0> ^амда г  (/) — [а, Ь] сегментда узлуксиз функ- 
диялар. Хусусан, х =  a {t - f  Pi, У — rJ-4 +  Рг. 2 =  +  Рл (— °° <  / <

U0 =  \х £Rm :Р (х, 0) <  г}, (0 =  (0, 0, . . ., 0))

Ушбу
D‘ =  {(л:,, .v2, . . ., xm)£ R m :xl >  0, х2 > 0, . . ., хт > 0\

(12.17)

яъни {х (0, У (0) система (туплам) R1 фазода,

(12.18)

<  - f  оо), a y ,  0 2 ,,.0 1 3 . ^ 0  (ах, ocj, а 3; pt, р2, рз — ха^ик;ий сонлар ва щ ,



a  t а 3 ларнинг хеч булмаганда биттаси нолга тенг эмас) булганда 
( \2.17) ва (12.18) система мос равишда R2 ва R* фазоларда тугри чи- 
знклар булади. Ана шу тушунчаларга ухшаш, Rm фазода хам эгри чи- 
зик хамда тугри чизиц тушунчалари киритиладп.

Фараз цилайлпк, хл (t), х2 (/), . . хт (() фуикцияларнпнг з̂ ар бири 
[а, Ь] сегментда аншуганган ва узлуксиз булсин.

Ушбу
{(*i (0, (0 .............. (0)} (а < t <  Ь) (12.19)

система ёки нукталар туплами Rm фазода э г ри  чизик  деб аталади. 
Хусусан, .v1 = a 1/ +  p1) хг =  a 2t +  р2, . . . , хт = а J  +  $m (— °о <  
< / <  +  °°. « 1. а а, . . . , а т\ р2, . . . , — хацицпй сонлар ва

. . . , а т ларнинг хеч булмаганда биттаси нолга тенг эмас) бул- 
ганда (12.19) система Rm фазода тугри  ч и з щ  дейилади. Rm фазода их- 
тиёрий иккита х' = (х\ =  , , х'т) ва x"—(x"v  х"2, . . .  , x"J нуцтани 
олайлпк. Бу нукталар оркали утувчи тугри чизик куйидаги

{(■*’) t U', -Vj), х2 -j* t (х2 х2), . . . , хт -f- i (хт -*m))}

(— ° ° < / < -Ь «> ) (12.20)
система билан ифодаланади. Бунда / = 0 ва t == 1 булганда Rm фазо- 
нинг мос равишда х ва х" нук,талари хосил булиб, 0 <  t <  1 булган
да (12.20) система /?” фазода х ва х" нукталарни бирлаштирувчи туг
ри чизик кесмаси булади.

Rm фазода чекли сондаги тугри чизик кесмаларини бирин-кетин 
бирлаштиришдан ташкил тоиган чизик синик чизик  деб аталади.

M c z R m туплам берилган булсин.
12.10-таъриф . Агар М тупламнянг ихтиёрий икки нуктасини бир

лаштирувчи шундай синиц чизик топилсаки, у М тупламга теги шли 
булса, М богламли туплам деб аталади.

М и с ^ д л а р .  I . R m фазодаги параллелепипед, шар, симплекслар богламли т уп 
ламлар булади.

- 2 ‘ Р  '1 Фа:*онинг иккита х' ва х" иу^таларидан ташкил топган { * ', х") туплам 
({.V , х”) с  R m ) богламли туплам булмайди, чуйки бу нукталарни бирлаштирувчи 
СИ!,1|Ч чизи^ {х\ х ''} тупламга тсгишли эмас.1

12.11-таъриф . Агар M c z R n туплам очиц .хамда богламли туплам 
булса, у со$а деб аталади.

Rm фазодаги очик параллелепипед, очик шар, очик симплекслар Rm 
фазодаги сохалар булади.

2-§. Rm фазода кетма-кетлик ва унинг лимити

Натурал сонлар туплами N ва Rm фазо берилган булиб, / ^ар бир
п (п ̂  N) га Rm фазонинг бирор муайян jc<f!)=  (,xi'!), хг \ . . xi") £Rm 
нуктасини мос куювчи акслантириш булсин:



Бирор М a  Rm тупламни царайлик. Равшанки, Rm\ M  айирма М 
тупламни Rm тупламга тулдирувчи туплам булади (каралсин 1-^исм,
1- боб, 1-§).

12 .7-таъриф . Агар х° {x°(zRm) нуктанинг исталган Ue (x°) атро- 
фида >;ам М  тупламнинг, хам Rm\ M  тупламнинг нукталари булса, х° 
нукта М  тупламнинг чегаравий н укта си  деб аталади. М  тупламнинг 
барча чега))авий нукталаридан нборат туплам М тупламнинг чегараси  
дейилади ва уни одатда д  (М) каби белгиланади.

Бу тушуича ёрдамида ёпик; тупламни ^уйидагича хам таърифлаш 
мумкин.

12.8-таъриф . Агар F ( F a R m) тупламнинг чегараси шу тупламга 
тегишли, яъни д  ( F ) c z F  булса, F ё п щ  туплам деб аталади.

Ёпик тупламнинг го во ри ла келтирилган 12.6-ва 12.8-таърифлари 
эквивалент таърифлардир.

Бирор М  c l Rm туплам берилган булсин.
12.9-таъриф . Агар Rm фазода шундай шар

U0 =  \х £Rm :р  (х, 0) <  г) , (0 = (0, 0, . . ., 0))
топилсаки, М a  U0 булса, у  холда М чегараланган туплам деб ата
лади.

Маълумки, бирор Е с  R туплам берилган булиб, шундай узгармас р  
сони топилсаки, V х£Е  учун |х| </?, яъни Е тупламнинг барча эле- 
ментлари (— р, р) интервалда жойлашса, Е чегараланган туплам деб 
аталар эди. Юкорнда келтирилган таъриф т  =  1 булганда худди шу 
таърифнинг узи булади.

Rm фазодаги шар, параллелепипед, симплекслар чегараланган туп- 
ламлардир.

Ушбу
£)' =  К*!. *2 , • • -  х „ )£ Я т :хл >  0, х2 > 0, . . ., хт >0\

туплам чегараланмаган туплам булади, чунки R n' да хар цандаи
U° =  {x£Rm : р [х, 0) <  г)

шар олинганда хам хар доим D тупламда шундай нукта, масалан, 
(**!, 0, 0, . . ., 0) ну^та (ах >  г) топиладики, бу нукта U0 тупламга 
тегишли булмайди.

Маълумки,
Х = Х^ Ч  (12.17)
y  =  y ( t ) \ ( a < t ^ b ) ,  1 1

яъни {х (/), у  (0} система (туплам) R~ фазода,
х =  х (?),'
у  — у  (/), (12.18)
г =  г (0 (а < / <  V),

яъни {х (/), у  (0, 2 (0} система (туплам) R3 фазода эгри чизикни ифо- 
далар эди, бунда х (/), у  (0> хамда г  (/) — (а, Ь] сегментда узлуксиз функ- 
циялар. Хусусан, х =  a yt 4- Pi, у  =  ^  +  Р2. 2 — +  P:i (— 00 <
<  +  °°), <*1, Ог. Дз..^ 0 (<*!, а 2, а 3; pt, р2, р3 — хакикий сонлар ва а , ,

16 . Y V  1 '



а  ( а 3 ларнинг хеч булмаганда бнттаси нолга тенг эмас) булганда 
(1*2.17) ва (12.18) система мос равишда R2 ва R3 фазоларда турри чи- 
зиклар булади. Ана шу тушунчаларга ухшаш, Rm фазода хам эгри чи
зик .\амда турри чизиц тушунчалари киритиладн.

Фараз цилайлнк, х1 (/), х2 (/), . . хт (t) функцияларнннг ^ар бири 
[Д> Ь] сегментда аницланган ва узлуксиз булсин.

Ушбу
{ (х х (0 , * 2 (0 , ■ • •, х п  (/ ))} (а <  t  <  Ь) (1 2 .1 9 )

система ёки нукталар туплами Rm фазода э гри  чизик  деб аталади. 
Хусусан, Yi =  a \t +  Pi. Д'2 = a 2l +  Ра. • • • . xm —a mt +  рш (— «, <  
< / <  +  °°. a i- “ а- • • • > а т ‘> Рк Рг. • • • . Рш — ха^иций сонлар ва 

а т ларнинг хеч булмаганда биттаси нолга тенг эмас) бул
ганда (12.19) система Rm фазода тугри  ч и з щ  дейилади. Rm фазода их
тиёрий иккита х' =  (х', =  . . . . , х'т) ва х"=(х"г  х’2, , х’т) нуцтани 
олайлик. Бу нукталар оркали утувчи тутри чизик куйидаги

{(*, +  / (х\-х\) ,  х’2 +  t{x2-  Jf'), . . . , xm +  t (Хт - х ’т))}

(— о о < / < + о о )  (12.20)
система билан ифодаланади. Бунда / =  0 ва t — 1 булганда Rm фазо
нинг мос равишда х' ва х" нукталари ^осил булиб, 0 <  / < 1 булган
да (12.20) система Rm ((изода х ва х'  нукталарни бнрлаштирувчи TyF- 
ри чизик, кесмасн булади.

Rm фазода чекли сондаги турри чизиц кесмаларини бирин-кетин 
бирлаштиришдан ташкил топган чизик с иник чизик деб аталади.

М a  Rm туплам берилган булсин.
12.10-таъриф . Агар .И тупламнинг ихтиёрий икки нуктасшш бир- 

лаштирувчи шундай синиц чизик топилсаки, у М  тупламга тегишли 
булса, М богламли туплам деб аталади.

М и с o.yi л а р. |. R m фазодаги параллелепипед, шар, симплекслар богламли туп- 
ламлар булади.

, 2- R"1 фазонинг икки га х' ва  х" нукталаридан ташкил топган {х', х ") туплам 
({.V , * '}  с  R m ) богламли туплам булмайди, чунки бу нукталарни бнрлаштирувчи 
синиц чизиц {* ', х'}  тупламга тегишли эмас.'

12.11-таъриф . Агар M < ^ R n туплам очнц ^амда богламли туплам 
булса, у с с ца  деб аталади.

Rm фазодаги очиц параллелепипед, очиц шар, очик симплекслар Rm 
фазодаги со^алар булади.

2-§. Rm фазода кетма-кетлик ва унинг лимити

Натурал сонлар туплами N ва Rm фазо берилган булиб, / з̂ ар бир
п (п ^М) га  Rm фазонинг бирор муайян х{п)=  (х1"), х ^ ............Xm)£Rm
нуктасини мос куювчи акслантириш булсин:



(̂1)_ /̂ (J) V»1» . . . »  Л гп),

Бу акслантиришни цуйндагича тасвирлаш мумкин:

2

3 - v < 3 > =

/„(1) „(I)= (х 1 , X 2 ,
— ( у{2) у {2)=  \Х 1 . х 2
—  ( г 13) v<3>=  (X 1 , -V 2

п - + х (п)=(х'1\ Х{Л2>

. . . , А  

. . . .  хй1),

• , Х%).

f : N - * - R m акслантиришнинг тасвирлари (образлари) дан тузилган

[х(1), х<2), х(3)..............х(п>, . . . ( 12.21)

туплам кетма- кетлик  деб аталади ва у {х(,1)} каби белгиланади. >̂ ар 
бир х('° (п =  1, 2, . . .) ни кетма- кетликнинг  хади дейилади. Демак,
(12.21) кетма- кетлик хадлари Rm фазо нук,таларидан иборат.

Шуни таъкидлаш керакки, {х(п)} кетма-кетликнинг мос координата- 
ларидан тузилган {х*"’}, {х^), . . . , (хЙ*} лар сонли кетма- кетлик - 
лар булиб, {х<л)} кетма-кетликни шу т  та кетма-кетликнинг (маълум 
тартибдаги) биргаликда царалиши деб х,исоблащ мумкин.

Кетма-кетликларга мисоллар келтирайлик.

'■ (!•!> -
2 . , ' * ' - ( 1 .  о ) :( I .  0 ), ( i  0 ) . ( } ,  0 ) . . . .

3. * « = ( о .  i ) : ( 0 , 1). ( 0 . 1 ) .  (° , 1 ) .  ■ • •

4. х(п) — ((—f)n+1, (— l)n+I) : (1. 1), ( - 1 ,  -  1). (1. ! ) . - • -
5. x(rt,=  (1, л ) :(1 , 1), (1, 2), (1, 3), . . .
Бу келтирилган кетма- кетликлар R2 фазо нуцталаридан ташкил 

топган кетма-кетликлардир.
1. К е т м  а - к е т л и к н и н г  л и м и т и .  Энди (12.21) кетма-кетлик

нинг лимити тушунчасини киритамиз. Rm фазода кетма- кетликнинг 
лимит тушунчаси \ак,икий сонлар кетма-кетлигининг лимити тушун- 
часига ухшаш киритилади.

Rm 4>азода бирор
х(1), х1» .............. х(п), . . . (12.21)

кетма-кетлик хамда а = (аи а.,, . . . , хт) 6 Rm нуцта берилган бул
син. .  .

12.12-таър и ф. Агар V  е >  0 олинганда х,ам, шундай n0t «  то-
пилсаки, барча п  >  п0 учун

р (х (п), а ) < г  (12.22)

18



Пшх,л> =  а  ёки п - +  оо да хм -* -а
П-* 00

каби белгиланади.
1-§  да келтирилган а  нуктанинг е-атрофи таърифини эътиборга

олиб, {х(п>} кетма-кетликнинг лимитини куйидагича х.ам таърифласа 
булади.

1 2 . 1 3 - т а ъ р и ф .  Агар а нуцтанинг ихтиерий и г (а) атрофи олин- 
ганда хам, {х(п)} кетма-кетликнинг бирор ^адидан бошлаб, кейинги 
барча хадлари шу атрофга тегишли булса, а {х(п>} кетма-  кетликнинг  
лимити деб аталади.

Агар (12.21) кетма-кетлик лимитга эга булса, у щ инлашувчи  к ет 
ма- кетлик  деб аталади.

Лимит таърифидаги шартни каноатлантирувчи а мавжуд булмаса, 
{х(л)} кетма-кетлик лимитга эга эмас дейилади, кетма-кетликнинг узи 
эса у зоцлашувчи деб аталади.

Шунга эътибор бериш керакки, кетма-кетликнинг лимити таърифи
даги г  ихтиёрий мусбат сон булиб, изланаётган п0 (п 0 £ .V) эса шу е га 
(ва, табиийки, каралаётган кетма-кетликка) боглик равишда гопилади.

тенгсизлик бажарилса, а нукта {х(п)} кетма-кетликниг лимити деб ата
лади яа

М и с о л л а р .  1. R m  фазода vm6v {jc — , — , . . . .  — 1
I п  п  п )

кетма- кетлик-

нинг лимита а  — (0. О, . . . .  0) булиши курсатилсин. V e > 0  сонни олайлик. Ш у
V  т

е га кура л„ =  — -— +  1 ни топамнз. Н атижада барча п >  п 0 учун

1 1 1
р (*<п), а) =  р ( ( - , - .............-  (0 , 0 ...............0)) =  •

\\ п  п п  )

<  е булади. Д емак, таърифга кура,

1 i in ^  — lim  ( — , — , . . . , —
/ 1 * + х  Л — >оо \  tX ТХ П

У  гп /— 
) ™

По m

е

<

+  1

(0, о.............0 ) = а
I—*00 Л—*00

булади.
2. Куйидаги =  {((— l)n+1, ( - 1 ) а+1)};

(1 , 1), ( - 1 , - 1 ) ,  (1.  1), (— 1. - 1 ) ,  • • -
кетма-кетликнинг лимити мавжуд эмаслиги курсатилсин. Тескарисини фараз цилай- 
лик, яъни берилган кетма-кетлик лимитга эга ва у  я  =  (и ,, а г ) га тенг булсин. Ли
мит таърифига кура V е > 0 ,  жумладан е =  1 учун шундай п 0 6 jV топиладнки, бар- 

П >  п 0 у Чун

р ((1, 1), (o j, а 2) ) < е ,  р (( — 1, — 1), ( a j ,  а а) ) < е  
булади. Бу эса ушбу

2 / Г = р  ( ( - 1 ,  - 1 ) ,  (1 , 1 ) )< р  ( ( - 1 ,  - 1 ) .  ( а ,  а*)) +

4 - Р ((o i, а 2), (1 , 1)) <  е +  е =  2 е =  2

зиддиятга олиб келади. Буига сабаб каралаётган кетма- кетликнинг лимитга эга де- 
иилищидир. Демак, берилган кетма- кеглик лимитга эга эмас.



Бу акслантиришни цуйидагича тасвирлаш мумкин:

1 - .х (1,= (х ( !\ х  2 , • • • , Х т ) ,

2 -*■  х<2) = ( Я . X 2 , • . , * т ) ,

II
СОtсо (Х(1

(3)* 2  , . . , х£>),

п -*~  х (п)= (Х<?,
(л)х 2 • . • , Х т*).

f : N - + R m акслантиришнинг тасвирлари (образлари) дан тузилган

[*(1),.х(2), * (3>..............x(rt)______  (12.21)

туплам кетма-кетлик  деб аталади ва у {х(п)} каби белгиланади. Х,ар 
бир х(п) (п =  1 , 2 ,  . . .) ни кетма-к етликнинг  хади дейилади. Демак,
(12.21) кетма- кетлик хадлари Rm фазо нуцталаридан ибснит.

Шуни таъкидлаш керакки, {х(л)} кетма-кетликнинг мос координата- 
ларидан тузилган {x(i )}, [х™], ■ ■ | Хт*} лар сонли кетма- кетлик- 
лар булиб, {х<п)} кетма- кетликни шу т  та кетма- кетликнинг (маълум 
тартибдаги) биргаликда каралиши деб ^исоблаш мумкин.

Кетма-кетликларга мисоллар келтирайлик.

3. « « - ( О ,  I ) : ( 0 ,  I), (О, 1 ) ,  (0, 1 ) ,  . . .

4. х(п) — ((— I)n+1, (—1)"+I) : (1, 1), ( - 1 .  -  1). (1. О. • • '
5. x(n,=  (1, л ) : (1, 1), (1, 2), (1, 3), . . .
Бу келтирилган кетма- кетликлар R2 фазо пуцталаридан ташкил

топган кетма-кетликлардир.
1. К е т  м а-к е т  л и к н и и г л и м и т и .  Энди (12.21) кетма- кетлик- 

иинг лимити тушунчасини киритамиз. Rm фазода кетма-кетликнинг 
лимит тушунчаси хак,ик;ий сонлар кетма-кетлигининг лимити тушун- 
часига ухшаш киритилади.

Rm фазода бирор
„(л)х(1). х « . , х'“\ . . . (12.21)

кетма-кетлик хамда а  == (aL, а.,, . . . , xm)£Rm нуцта берилган бул-
син. „  . .

12.12-таъриф.  Агар V е > 0  олинганда хам, шундай n0£N то-
пилсаки, барча « > « 0 УЧУН

р (х(п\ а ) < г ( 12.22)
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]im x(n) — а  ёки п -*-  оо да х<п)-*-а
П~+ со

каби белгиланади.
1-§ да келтирилган а нуктанинг е- атрофи таърифини эътиборга 

олиб, {х(п>} кетма-кетликнинг лимитини цуйидагича хам таърифласа 
булади.

12.13-т а ър и ф .  Агар а нуктанинг ихтиёрий UR(a) атрофи олин- 
ганда хам, {х(п)} кетма-кетликнинг бирор ^адидан бошлаб, кейинги 
барча ^адлари шу атрофга тегишли булса, а  {.х<л>} кетма- кетликнинг  
лимити деб аталади.

Агар (12.21) кетма-кетлик лимитга эга булса, у  яцинлашувчи к ет 
ма-кетлик  деб аталади.

Лимит таърифидаги шартни каноатлантирувчи а  мавжуд булмаса, 
{х(П|} кетма-кетлик лимитга эга эмас дейилади, кетма-кетликнинг узи 
эса у зоклашувчи  деб аталади.

Шунга эътибор бериш керакки, кетма-кетликнинг лимити таърифи
даги е ихтиёрий мусбат сон булиб, изланаётган п0 (n0d N) эса шу e r a  
({ja, табиийки, каралаётган кетма-кетликка) бок лик равишда гопмлади.

М и с о л ла р. 1. Rm фазода vui6v {д̂ п) =  1 — , — .......... — 1 кетма- кетлик-
( п  га п  )

нинг лимити а  — (0. 0 ................ 0) булиши курсатилсин. V е >  0 сонни олайлик. Ш у
V  т

е га кура га0 — -----
L е j

/ / 1 1  1 \ У~т Vт х т
р а) =  р - ,  . . . , -  , (0, 0 .................0)) =  —  <  = — -------<

\\п п п ) п

тенгсизлик бажарилса, а нукта {х(л)} кетма-кетликниг лимити деб ата
лади па

+  1 ни топамиз. Н атнжада барча га >  п 0 учун

«о V  т
е + 1

<  е булади. Д емак, таърифга кура,

/ 1 1  1 \ l i m х* * =  l i m I — , — , . . . , — ) =  (0, 0, . . . , 0) =  а
Л—>oo \ fl ft IX )

булади.
2. Куйидаги {*<''>} = {((- l)n+1, (— lf+ 1)};

(1, 1), ( - 1 , - 1 ) ,  (1,  1), ( - 1 ,  - 1 ) ____
кетма- кетликнинг лимити мавж уд эмаслиги курсатилсин. Тескарисини фараз цилай- 
лик, яънн берилган кетм а-кетлик лимитга эга ва у  а  =  ( а , ,  а 2) га  тенг булсин. Ли
мит таьрифига кура V е > 0 ,  жумладаи е =  1 учун шундай п 0 6 N топиладнки, бар
ча га >  гг0 учун

р ((1, 1), (flj, а 2) ) < е ,  р ( ( — 1, — 1), (fll t  о2) ) < е  
булади. Б у Sea ушбу

2 / Г = р  ( ( - 1 ,  - 1 ) ,  (1,  1 ) ) < р  ( ( - 1 ,  - 1 ) .  ( а ,  а $  +

+  Р ((« 1 . а 2),  (1 , 1 ) ) < е  +  в =  2 е  =  2

знддиятга олиб келади. Буига сабаб царалаётган кетма- кетликнинг лимитга эга де- 
нилишидир. Д емак, берилган кетма- кетлик лимитга эга эмас.



Rm фазода {x("’=  {(л:<7>, x(2 , . . . .  Xmj) кетма-кетлик берилган бу
либ, у а = (aL, а2, . . .  , ат) лимитга эга булсин. У з^олда лимит 
таърифига кура, V® > 0  берилгаида хам, {х1п>} кетма-кетликнинг би
рор пв- хадидан бошлаб кейинги барча ^адлари а нуцтанинг

(«) =  {x£Rm : p  (х, а) <  е}
сферик атрофига тегишли булади. Бу сферик атроф ушбу бобнинг 1-§ 
даги 12.1-леммага мувофик; шу а нуцтанинг 0 е (а) параллелепипедиал 
атрофииинг кисми булади:

и е (в)с  V* («)•

Демак, {х(п)} кетма- кетликнинг уша п0- хадидан бошлаб, кейинги барча 
^адлари а  нуктанинг Ue (а) атрофида ётади, яъни барча п  >  п0 учун

x(n)£Ue (а) =  {(х1, х2, . . . , xm)£ R m : a i — е < х ,  < a L +

+  е, . . . , а т — е < х т < о ш +  е} 

булади. Бундан эса, барча п  >  п0 учун

а  ̂— e<x<"><fl, +  е, 

а2 — е <  х<£> <  а2 -f  е,

а„, — е <  х<"> <  ат +  ет  ^  т

булиши келиб чицади. Демак, V  е> О  олинганда хам, шундай n0£N 
топиладики, барча п  >  п0 учун

|x<f — f l j K e ,  1 х<"> — а21< е, . . . , |х£> — ат | < в  
булади. Бу эса

Нт х^» = а ,, 

lirn 4 П> =  о2,

эканлигиии билдиради.
Шундай килиб, Rm фазода {х(л>} =  {(х{”), х(п\ . . ., х%)} кетма-кет

ликнинг лимити а =  (alt а2, , ат ) булеа, у *олда бу кетма-кет
ликнинг координат ал аридан ташкил топган сонлар кетма- кет ли клари 
{xf}, 14"»}, . . . , {х<£>)} хам лимитга эга булиб, улар мос равишда а 
нуктанинг а ,, а,, . . . , ат координаталарига тенг.
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Демак,
.im х*")'=  a ]t

(n) l im x W = o
l m i x = a = r

/I—>30
(11.23)

lim x<"> = a .m m
Л - > м

Энди фазода кетма- кетликнинг координаталаридан ташкил топ
тан {*</»}, {4",}> • • • > сонлар кетма-кетликларн лимитга эга 
булиб, уларнинг льмитлари мос равишда а  =  (аи а2, . . .  , ат) £ Rm 
н у к т а  координаталари аи  а2, . . . , ат ларга тенг булсин:

lim х[п> =  а,,

lim х!*> =  о2,
П-*оо

lim = ат.
П—>ос

Лимит таърифига асосан, у  е >  0 олинганда хам, — га кура шун-
т

дай п^  б W топиладики, барча п  >  л},1) учун

l 4 n)- « i l < - 7 = .
К "2

шундай л{,2> £ А' топиладики, барча п  >  учун

К т

ва хоказо, шундай п (0т> £ to топиладики, барча п  >  п<0т> учун

т

булади. Агар лй =  гпах {/г<‘>, /7<,2>................п^»} деб олсак, унда барча
п >̂ п ч учун бир йула

W T - a i \ < - j =  (i =  1. 2 ............... /и)
К от

тенгсизликлар бажарилади. У холда

е \2 =  ь

бУлиб, ундан
Р (-*<л>. а) <  е
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булиши келиб чикади. Бу эса

lim х (п) = а
П~*Х>

эканини билдиради.
Демак, {х<л1} = {(х!л), х|>л), . . . ,  х(,л))} кетма-кетлик координатала- 

ридан ташкил топган {х<п)}, {х<п>}, . . . , {х£>} сонлар кегма-кетлик- 
лариньнг лимитлари мос равишда а =-■ (а,, а ,, , ат) нукта коорди
наталари а ,, а 2, . . . , ат ларга тенг булса, {х(л)} кетма-кетликнинг 
лимити юк,оридаги таъриф маъносида шу а  нукта булади:

lim х[п) — a ,, j
П-ч __
lim jdr,) =  a0. I
п->*> ’ ’ =*- lim х<л>

1 im x("> =  a..

■ a. (12.24)
rx-*oo

Юкоридаги (12.23) ва (12.24) муносабатлардан

lim х(п> =  a ■
tl—* да

lim jrf"> — a.,

lim x("> = a2,
П-хзО

I im  x (.?) =  a .

эканлиги келиб чикади.
Шундай килиб цуйидаги теоремлга келамиз: 
12 . 1- теорема .  Rm фазода  {х<л)} =  {(х[п), хо”’ , . . 

кетликнинг  a  — (av  а«, . . .  , am)£Rm га интилиши
х(т )}  кетма-

х<">.

у ч у н  п -*-  оо да бир  йула
>-а ( п —► оо

х ^ - ^ а , ,  

x\n>-+ а2,

х(п) д

да)

булиши з а р у р  ва етарли.
Юк;оридаги 2-мисолда к аралгап {((— 1)л - !, (— l)'*"1’ 1)} кетма-кетлик- 

нинг лимита мавжуд эмаслиги ушбу теоремадан дарров келиб чикади.
Бу теорема Rm фазода кетма-кетликнинг лимитини урганишнн сон- 

ли кетма-кетликларнинг лимитини урганишга келтирилишини ифода- 
лайди. Маълумки, «Математик анализ» курсининг 1- кием, 3-бобида 
сонлар кетма-кетлиги на унинг лимити батафеил урганилган. Шуни
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эътиборга олиб, биз куйида Rm (фазода кетма-кетликлар лимитлари 
назариясининг баёнида асосий фактларнигина келтириш, уларнинг ай- 
римларинигина исботлаш билан чегараланамиз.

Ю ко р и да  исбот этилган теорема хамда якинлашувчн сонлар кетма- 
к е т л и ги н и н г  хоссаларидан Rm фазода якинлашувчн кетма-кетликнинг 
к у й и д а г н  хоссалари келиб чикади.

Rm с1>азода {х(л)} кетма-кетлик берилган булсин.
1°. Агар {х<л)} кетма-кетлик якинлашувчн булса, унинг лимити 

я го н а д и р .
К ей и н ги  хоссани келтиришдан аввал, {х(л>} кетма-кетликнинг чега- 

р а л ан ган л и ги  тушунчаси билан танишамиз.
Агар {х(л>] кетма-кетликнинг барча хадларидан тузилган туплам че

гараланган булса, {х(л)} кетма-кетлик чегараланган кетма-кетлик  деб 
аталади.

Rm фазода |х(п)) =  |(а (,п), х<2п>, . . . , х(”>)} кетма-кетлик чегаралан
ган булсин. Таърифга кура (12.9-таъриф) шундай шар U° — {x^Rm : 
:р (х, 0) <  г )  топиладики, y n ( t N  учун xin)^U°  булади. Демак,

р (х(п\ 0) <  г.
Кейинги тенгсизликдан эса

14 Л)|< Г, 14">|< г, . . • , \ х % ц < г  (V n £ N )  

булиши келиб ч и ц ади .

Шундай цилиб, {х(л)} = {(х'Г, • , ■ , Хт}) 1 кетма-кетлик чегаралан
ган булса, бу кетма-кетликнинг координат аларидан иборат |х(1п)},
{4");, • • • , { ^ )}  кетма-кетликларнинг х.ар бири хам чегараланган 
булар экан.

Энди {х(л)} =  {(х1л>, Х2Л)...............Хш’)} кетма-кетликнинг координата-
ларидан иборат {х(1п)}, (4 Л))Ь • • • > Wm)  кетма-кетликларнинг хар 
бири чегараланган булсин. Сонлар кетма-кетлигининг чегараланган лиги 
таърифига кура (1-цисм, З-боб, 2-§) шундай С1г С2, . . . , Ст узгар- 
мас сонлар топиладики, V n ^ N  учун

\ x ^ \ < C v  

14"> К С а,

№ \ < Ст
булади. Агар С =  max {C lt С2, , Ст } деб олсак. |x£>|<C (k = 
~  2, 3, , . . , т )  булиб, ундан у/г^М учун

р (х‘л), 0) <  С V m  

билдиИНИ Т0памиз' 303 {JC<">)  кетма-кетликнинг чегараланганлигини
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Шундай цилиб, {х<">} =  {(х\п), х2п), . . . , х^’)} кетма- кетликнинг ко- 
ординаталаридан иборат (х'п)|, {х(2л)}, . , (х^’ } кетма-кетликларнинг 
хар бирннинг чегаряланганлигидан (х<п)( кетма-кетликнинг чегаралан- 
ганлиги келиб чикар экан.

Натнжада куйидаги теорема га келамиз.
12.2-т е о р е м а .  Rm фазода  {х(п)} = |(х(1п,) х[п\ . . . , х^1)} кетма- 

кетликнииг  чегараланган булиши  у ч у н  б у  кетма-  кетлик ко ордината
ларидан иборат  (Xj"’), (х!'11), , (х^*} с онлар кетма-кетликлари-  
нин г  хар би ринин г  чегараланган б улиши  з а р у р  ва етарли.

Масалан, R2 фазода (/1 =  1, 2, . . .) кетма-кетлик чега

раланган булади, чунки бу кетма- кетлик координаталаридан иборат 
кетма- кетликларнинг хар бири чегаралангандир. R3 фазода {(п, п)) 
(«  =  1, 2, . . .) кетма-кетлик чегараланмаган кетма-кетлик.

Юкорида келтирилган (1, 1), (— 1, — 1), (1, 1), (— 1, — 1), . . . 
кетма-кетлик хам чегараланган кетма-кетлик булади. Бу мисолдан 
куринадики, чегараланган кетма-кетликлар лимитга эга булиши хам, 
лимитга эга булмаслиги хам мумкин экан.

2°. Агар {х<п>} кетма-кетлик якинлашувчи булса, у чегараланган 
булади.

Якинлашувчи кетма-кетликлар устида арифметик амалларни урганиш- 
дан аввал R"' фазо элементлари устида бажаряладнган амалларни кел- 
тирамиз.

FT фазонинг иккита а — (at, а2, . . .  , ат), b =  (bv  b2, . . . , Ьт) 
нуктасини олайлик.

$ п фазонинг (а1 +  Ьъ  а2 -\-Ь2, . . .  , am +  bm) нуцтаси а  ва b нук
талар йи гиндиси  деб аталади ва а +  b каби белгиланади: a  -J- b — {ах +  
+  6„ a t +  bt , . . . , ат +  Ьт).

R"1 фазонинг ( а ^ ,  а  аг , . . .  , а й т ) ( а -  ^ацикий сон) нуктаси а  
хакикий сон билан об/?71 нукта купайтмаси  деб аталади ва а  а  каби 
белгиланади: а а  =  ( а а 1, а а2, . . . , а а т ). Rm фазонинг а  ва & нукта- 
лари орасидаги айирма а +  (— 1) -Ь куриниищя аникланадн ва а — b 
каби белгиланади: а — b =  (al — blt а2 — Ь2, . . .  , ат — Ьт). Шундай 
Килиб, Rm фазо нуцталари устида цушиш, айириш ва Rm фазо нукта
сини хакикий сонга купайтириш амаллари киритилди.

Rm фазода иккита {х(п)( =  {(х'"’, х{"\ . . .  , х1"’)}, {г/"*) =  
у[п), . . . , г/"’)} кетма-кетлик берилган булсин. Ушбу

! ( * » + * «  * *  +  у[п\ . . . .  £  +  & ]  (я = 1, 2 , 3,. .)
кетма-кетлик |х(п>) ва {у(п)\ кетма-кетликлар duFunducu  деб аталади 
ва (x(rt) +  у {п)} каби белгиланади. (х<л)} ва [у{п)\ кетма-к етликлар  
айирмаси  эса куйидаги

„ ( « )  J n )  ____  ( Л )  ( Л )  ____  ( И ) , ,  ,  _  | п  О  \

l\Xj У\ , Xj У2 > • • • ! '\л У т  /I V*  ■ VV
кетма-кетлик сифатида аншутнади ва jx(f!)— y in)( каби белгиланади.
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R*  фазода ги {(аXjn), а  х(”\ . . .  , а  х% )! кетма-кетлик а  сон  билан  
(х<г|>: кетма-кетлик кдпайтмаси  деб аталади. ва {a.v<'!)) каби белги
ланади.

3°. Агар \х \ кетма-кетлик якинлашувчи булиб, унинг лимити 
a ( a £ R m) булса, у хрлда {ах(а)| ( a R) кетма-кетлик хам якинлашувчи 
булиб,  бу кетма-кетликнинг лимити а  а  га тенг булади:

lim а х (п) =  а а  =  a - l i m x (n).
Л—►qq Л-»95

4°. Агар {х(п)} м м  да \у(п)\ кетма- кет ликлар якинлашувчи булиб, 
ул ар и и н г  лимити мос равишда а ва b булса, у хрлда \х!п)± у {п)\ кет
м а -кетлик хам якинлашувчи булиб, бу кетма-кетликнинг лимити а ± Ь  
га тенг булади:

lim (х(п) ± у {п)) — a ± b  =  lim x<n) ±  lim у (п).
П~-*!Х) П—+Х>

5Э. Агар а  нукта М (М с : Rn)  тупламнинг лимит нуктаси булса, 
у хрлда М туплам нукта ларидан а  га интилувчи {.x(fI)j кетма-кетлик 
(хп) £Л1, п =  1, 2, . . .) ажратиш мумкин.

Маълумки., а  нукта М  тупламнинг лимит нуктаси булса, а  нинг 
хар бир Ue (а) атрофида ( V e > 0 )  М тупламнинг чексиз куп нуктала- 
ри б у л а д и .

Н о л  га интилувчи мусбат сонлар кетма-кет лиги е п =  — ни олиб, а
п

нуктанинг
U j J a )  =  {x<Etfm:p(x, ■

П ^
атрофини тузамиз. Бу а  нукта М  тупламнинг л и м и т  нуктаси булгани 
учун а  нуктанинг U1(a) атрофида М  тупламнинг а  дан фаркли нук- 
талари булади. Уларнинг бирини х<1> деб оламиз. Энди а  нуктанинг 
U , (а) атрофини карайлик. Бу атрофда х,ам М тупламнинг а  дан фарк- 

У
ли -нукталари булади. Улардан х(1) га тенг булмаган бирини олиб, уни 
х12) д е й л и к . Бу жараённи давом эттириб, /г-кадамда а -  нуктанинг 
U I (а) атрофи олинса, бу атрофда .\ам М  тупламнинг а  дан фаркли

П

н у к т а л а р и  булади. Улардан х(1>, х 2), . . . , х(л-1) нукталарнинг ^ар би- 
р и га  т е н г  булмаганини олиб, уни х{п) билан белгилаймиз. Яна бу жа- 
раённи  давом эттираверамиз. Натижада М туплам нукталаридан (х(п)}:

Y(l) J2) (л)
Л  ,  Л  ,  .  .  .  ,  Л  ,  .  . .

а ж р а л а д и . Бу кетма-кетлик учун

р(*(л), а) <  — (/г =  1, 2, . . .)11
булгани сабабли, /г->- оо да х(п> —*■ а  булиши келиб чикади.
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2. К о ши  т е о р е м а с и  ( я к и н л а щ и ш  принципи) .  Аввал ай- 
тиб утганимиздек, кетма- кетликнинг качон лимитга эга булншини аник- 
лаш лимитлар назариясннинг мухим масалаларидан бири.

Юкорида келтирилган 12.1-теорема, /?"' фазода {х(г!>) кетма-кет
ликнинг якинлашувчн булиши бу кетма- кетлик хадлари координатала- 
ридан ташкил топган сонли кетма-кетликларнинг якинлашувчн булиши 
оркали ифодаланишини курсатади.

Аввало, бу ерда х,ам фундаментал кетма-кетлик тушунчаси билан 
танишамиз.

Rm фазода jx*'0) кетма-кетлик берилган булсин.
12.14-таъриф.  Агар Y e > 0  олинганда ^ам, шундай п0£ N топил

саки, барча п  >  Л20, Р >  я 0 лаР УЧУН

р(х<р), х(п)) <  е

тенрсизлик бажарилса, {х,",| фундаментал кетма-кетлик  деб аталади.
М и с о л л а р .  1. R2 фазода ушбу — , —  j  j  кетм а-кетлик фундаментал кет

ма- кетлик булади. ^акнкатан ,

С 'тИ 7 '7)Ь/(7-т)Ч7-т)* =

1 1 I / 1 1 \
— / 2  < ( — +  —  / 2 .
Р « I  \ Р п )

Агар V е >  0 сонга кура п 0 натурал сонни

, = [ i i £ ] + . 

деб олсак, у  л.олда барча п  >  п 0, р >  п 0 лар учун

\\ п  п ]  \ р  р  1 !  \ п 0 п 0 ) 2 / 2

булишини топамиз. Демак, берилган кетма- кетлик фундаменталдир.
1 1 1 

2. R2 фазода цуйидаги {(хп , 0)}; хп ~  1 =  ~ +  ~г~ +  • • • +  —  кетма- кет-
2  3  п

лик фундаментал булмайди. Хацицатан ^ам, бу кетма- кетлик учун, масалан, п >  р  
да

Р (( -V  (*„ , 0)) =  у (Хп  — хр  )2 = (х „ -Д Г р )  =

1 1 1 п  — р
- 1 +  . „  +  • • • +  >  р  +  1 р +  2 п  п

булиб, п  =  2  р  булганда эса

Р ((хр  , 0), (хп  , 0 ) ) > у

эканлиги келиб чицади. Бу эса берилган кетма- кетликнинг фундаментал эмаслигини 
курсатади.
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фараз килайлик, {х(,1>} =  {(х(,л), л-*"’, . . . , х^1)} фундаментал кет
м а - кетлик булсин. Таърифга кура, Y e > 0  олинганда хам, шундай 
„0£N топиладики, барча я > п 0, р > « 0 учун

р (х »  х(р>) <  е 
булади. Бу тенгсизлик ни куйидагича

■\ '  V  ( f , - 4 P,)s < е  
т 1=1

ёзиб, у н д а н

булишини топамиз. Бу эса {х,"’}, x f ]\, . . . , {xj"’) кетма- кетликлар- 
нинг хар бири фундаментал кетма- кетликлар (каралсин, 1- ^исм, 2- боб, 
Ю -§) эканлигини билдиради. Шундай цилиб, R"‘ фазода

{■П =  ( « ), * Г .............W ) }
кетма-кетликнинг фундаментал булишидан бу кетма-кетлик координа- 
таларидан иборат {x<")j, {х^}, . . .  , \х{̂\  кетма-кегликларнинг хар 
бирининг фундаментал булиши келиб чикар экан.

Энди \х{ ’} =  {(х<1',), x f\  . . . , х{̂)} кетма-кетлик координаталари- 
дан иборат {л’<1'°}, {х*"1, . . . , {х|г">} кетма- кетликларнинг хар бири фун

даментал булсин. У^олда V  е > 0  олинганда хам, - е_— га кура шун-
I V т

дан п[ \ п (02>, . . . , п[т) натурал сонлар топиладики, 

барча п  >  n 'u, р  >  «<0‘> => |х{л) -  х(,р)| <  - 4 =  ,
1 3 м

барча п  >  п{1\ р  >  п™=>\х™ — х(2Р)\ <  ,
у  т

барча п >  п (0т), р  >  п (0т) => |х™ — х^\ <  -1 =
у  т

булади. Агар п 0 =  max {п1д\ п^1.............я ')т)} деб олсак, унда барча
п '>п0, р > п 0 учун бир йула

К п,- х П < - ^  (** =  1 , 2 .............т)
у  т

тенгсизликлар бажарилади. НатижадаI / | ( С - Л < / | ( т ^ ; = е

б^лади. Демак,
р(х (п), х(р)  <  е

%  эса {х(">} фундаментал кетма- кетлик эканини билдиради.



Натижада куйидаги теоремага келамиз:
12 . 3 - теорема .  Rm фазода  =  [(х("\ х{"\ . . . , х^)} кетма-  

кетлик фундаментал булиши у ч ун  б у  к етма-кетлик координатша-
ри дан  иб орат  |x<1n)}, i xln> |.............х]^\ кетма- кетликларнинг  %ар би-
ринин г  фундаментал булшии з а р у р  ва етарли.

Юкоридаги 12.1 ва 12.3-теоремалардан Rm фазода {хл} кетма-кет
ликнинг якинлашувчил ' и хасида цуйидаги теорема келиб чикади.

12.4- т е о р е м  г .  {хп) кетма-кетлик  якиилашувчи булшии у ч у н  у  
фундаментал булшии  з а р у р  ва етарли.

Бу теорема Коши  теоремаси  ёки якинлашиш принципа  деб аталади.
3. И ч м а - и ч  ж о й л а ш г а н  шар л ар п р и н ц и п  и. «Математик 

анализ» курсининг 1- кисми, З-боб, 8-§ да хакикий сонлар туплами R  
нинг тулшушгига асосланган ичма-ич жойлашган сегментлар принципи 
цараб утилган эди. Шунга ухшаш принцип R?'1 фазода хам уриилидир 
ва ундан келгусида биз куп марта фойдаланамиз.

Марказлари ain) =  (а|л), а^\ . . . , а ” ) £ R"‘ нуцталарда, радиуслари 
rn £ R,  (и == 1, 2, . . .) булган ушбу

5 1 = 5 1(а<1), r1) =  \x£Rm : р(х,
S„ =  S 2 (аи\ r2) =  {х £ Rm : р (х, а<2)) <  г,},

Sn =  (а<л>, гп) =  {л £Rrn : р (*, а(п)) <  г„},

шарлар берилган булсин. Агар куйидаги
S 2 z d  S n n  . . .

муносабат уринли булса, у  холда ( S J  ичма-ич жойлашган  шарлар  
кетма-  кетлиги  деб аталади.

12.5-т е о р е м а .  Rm фаз с да  ичма-ич жойлашган шарлар кетма- 
кетлиги  ( S J  бе рилган булсин .  Агар п - ^ о о  да  шар  ради у слари  гп 
нолга интилса,  я ъ н и

l im  тп  — О
Я  -♦ос

булса ,  у  \олда барча шарларга  тегишли бйлган а(а£ Rm) н щ т а  мав- 
ж у д  ва я гонадир .

И с бот:  )5 П} — /?"' фазода ичма-ич жойлашган шарлар кетма-кет
лиги булсин. Бу шар марказлари а (п) (а{п> £ Rm, п  =  1 , 2 , . . . )  дан |а(л)} 
кетма-кетлик тузайлик. Равшанки, a{n)£Sn. Агар р^> п  булса, унда 
Sn zd Sp булганлигидан а(р) £ Sn булади. Модомики, a ln)£Sn, a ip) £Sn 
экан, унда

р (а(л), а<р)  <  2гп
булади. Теореманинг шартига кура, п-+ оо да 0 дан ва юкори- 
дагн тенгсизликдан !а (п>) — фундаментал кетма-кетлик эканлиги келиб



якади. Коши теоремасига асосан бу кетма- кетлик лимитга эга. Биз 
уни а билан белгилайлик:

lim а{п) =  а.

И хти ё р и й  S n {ti — 1, 2, . . .) шарни олайлик. Бу шар {а ’ } кетма- 
кетл и кн и н г бирор хадидан бошлаб кейинги барча хадларини уз ичига 
опади (ошиб борса, (а{п)\ кетма- кетликнинг чекли сондаги а(1), а 2>, . .

а,п~1) хадларигина Sn шарга тегишли булмаслиги мумкин). Демак, 
а нуцта Sn нинг лимит нуктаси ва Sn ёпщ  туплам булганн учун 
fl£ S  (л =  1, 2, . . .) булади. Шундай килиб, а  нуктанинг барча шар- 
ларга тегишли эканлигини курсатдик. Энди бундай а нуктанинг яго- 
налигини курсатамиз. Фараз цилайлик, а нуцтадан фаркли барча шар- 
ларга тегишли булган Ь нуцта хам бор булсин: b £ S n {ri= 1, 2, . . .) 
Ь ф а .  Масофа хоссасидан фойдаланиб топамиз:

р {а, Ь) <  р {а, а(п)) +  р (а{п\ Ь) <  2 • г п.
Бундан э с а  оо да гп-> 0 булгани учун

р (а. Ь) =  О,
яъни а — b булиши келиб чикади. Теорема исбот булди.

4. К*исмий к е т м а - к е т л и к л а р .  Б о л ь ц а н о  — В е й е р ш т р 
асс  т е о р е м а с и .  R"1 фазода {а(л)}:

хт , * (2), . . . , х'п\ . . . (х<п)£ / Г ,  «  =  1 , 2 ____ )
кетмз- кетлик берилган булсин. Бу кетма-кетликнинг п 1, п , , . . . , nkf
• • • i'h >  «2 <  • • • <  nk<  • ■ • > nk€N> k = 2> • • •) 1ЮмеРли W -  
ларидан ташкил топган ушбу

х(п'\ , (х(Пк\ , ( / S ) e/T ) 
кетма-кетлик {х{п)} кетма- кетликнинг кисмий кетма- кетлиги  деб 
аталади ва {л(л* )} каби белгиланади. Масалан, R- фазода куйидаги

«•Чт-тМт-т)......(£•£)•-
<'• « • ( i - i ) ' ( - i - i ) .........( - 5 Г - - = г ) —

Р

<'• (т- т)......(«■’ »■)’• • ■
кетма-кетликнинг цисмий кетма-кетликлари булади.

Равшанки, б и т ,  кетма-кетликдан жуда куп турлича кисмий кет
ма-кетликлар ажратиш мумкин.

12.6- т е о р е м а .  Агар U(n)} кетма-кетлик якинлашувчи булиб ,  
Унинг лимити а (а £ Rm) булса ,  у  холда б у  кетма- кетликнинг  ,\ар 
*&ндай цисмий {х(Пк ’ | кетма- кетлиги хам якинлашувчи булиб ,  у н ин г  
лимити хам а га тен г  булади.

by теоремининг исботи кетма- кетликнинг лимити таърифидан бе- 
восита келиб чицади.

кетма- кетликлар



12.1-эс л а т ма .  Кетма-кетликнинг кисмий кетма-кетлиги лимити 
мавжуд булишидан берилган кетма-кетликнинг лимити мавжуд були
ши х,лр доим келиб чикявермайди. Масалан, ушбу

(1, 1), ( -  1, -  1), (1, 1), ( - 1 , - 1 ) .............( ( -  1)л+\ ( -  l)n+I), . . .
кетма- кетликнинг

(1, 1), (1, 1)............. (1, 1), . . .
( - 1 ,  - 1 ) ,  ( - 1 ,  - 1 ) ............. ( _ 1 , _ 1 ) , . . .  .

кисмий кетма-кетликлари лимитга эга (улар мос равишда (1, 1) 
ва (— 1, — 1) ну^таларга тенг) булган ^олда берилган |((— l)n+1,
(— 1)п_г1)} кетма-кетлик лимитга эга эмас.

Демак, (х<п)( кетма-кетлик лимитга эга булмаган хрлда унинг кис
мий кетма-кетликлари лимитга эга булиши мумкин экан.

12.7-т е о р е м а  ( Б о л ь ц а н о —В ей ерш т р а с с  т е о р е м а с и . )  Х,ар 
кандай чегараланган кетма- кетликдан якинлашувчи кисмий кетма- 
кетлик ажратиш мумкин.

И с бот.  {х(п)} =  {(х'"’, х("\ . . . , х*"*)} кетма-кетлик чегараланган 
булсин. Таърифга кура шундай шар \x£Rm :р(х , 0) < г) топиладики, 
|х<п>| кетма-кетликнинг барча хадлари шу шарда ётади.

Агар ушбу
{х£/Г:р(х ,  0) < г} с  Uг (0) 

муносабатни эътиборга олсак, у холда барча п  лар учун

— г  <  х|п) <  г, (t =  1, 2, . . . , т)

булиши топилади. Бу эса {.<<1П>}, (х2п)], . . .  , {х[̂ \ кетма-кетликлар- 
нинг х,ар бирининг чегараланганлигини билдиради.

1- кием, 3-бобда келтирилган Больцано — Вейерштрасс теоремасига 
кура {х(,п)} кетма- кетликдан якинлашувчи кисмий кетма- кетлик {xj",klH 
ни ажратиш мумкин. Натижада, биринчи координатаси якинлашувчи 
булган ушбу

{ ( 4 " Ч  • • • . ^ ‘})1

кисмий кетма-кетликка келамиз.
Энди j x ^ ’ l кетма-кетликни карайлик. Бу кетма-кетлик хам чега

раланган. Янг Больцано — Вейерштрасс теоремасига кура дан 
якинлашувчи кисмий кетма-кетлик {х!"*1’} ни ажратиш мумкин. Нати
жада, биринчи ва иккинчи координаталари якинлашувчи булган

{(Х'ГЧ 4 ПА,)> • • • *
Кисмий кетма-кетлик хреил булади.

Юкоридаги жараённи давом эттира бориб, т  кадамдан кейин, барча 
координаталари якинлашувчи булган ушбу

«Х?**»*’ . ХТ'П) • • • • • )} =  {̂ <П*т> }



исмий кетма- кетликка эга буламиз. Равшанки бу кетма- кетлик {х(п>} 
кетма- кетликнинг цисмий кетма- кетлиги булади. Иккинчи томондан, 
12  1-теоремага кура \х(г>к”>) } якинлашувчн кетма-кетлик булади. Тео
рема исботланди.

3- §. Куп узгарувчили функция ва унинг лимити

Дастлабки тушунчалар каторида (1 -кием, 1 -боб, 3-§) ихтиёрий Е 
т у п л а м н и  F тупламга акслантириш (Ф  :E -+F)  тушунчаси келтирилган 
эди. С?нг Е — N, F — R; Е =  R, F — R ва Е =  N, F =  Rm деб ушбу 

f : H - + R ( f : n - * x n, n£N,  х„£Я), 
y :R -+ -R ( ( p :x -+  у\ x£R, y£R) ,

q : N ^ R m (ty--n-+(x !, x2, . . . , x j ]  n£N,  (xx, x2, . . . xm)£ R m)

акслантиришларга эга булдик. Бу акслантиришлар мос равишда сон
лар кетма-кетлиги, функция хамда Rm фазо нукталари кетма-кетлиги 
т у ш у н ч а л а р и га  олиб келди. Сонлар кетма- кетлиги ва унинг лимити
1- киемнинг 3- бобида, функция ва унинг лимити 1- циемнинг 4- бобида, 
Rm фазо нукталари кетма-кетлиги ва унинг лимити эса ушбу бобнинг
2-§ да батафеил баён этилди.

Энди Е =  Rm, F — R деб f\R?n—>-R акслантиришни цараймиз. Бу 
куп узгарувчили функция тушунчасига олиб келади.

1. Ф у н к ц и я .  Бирор М (М с  Rm) туплам берилган булсин.
12.15-таъриф. .  Агар М тупламдаги ?<;ар бир х =  (xlt х„, . . . , хт) 

нуктага бирор коида ёки конунга кура битта хакиций сон у  ( у  £ R) 
мос цуйилган булса, М тупламда куп  у з гарувчили (т  та у з гарувчили)  
функция  б ерилган  (аникланган)  деб аталади ва уни

/:(хх, х2, . . . , хт) - + у  ёки у  =  /(*!, х2, . . . , хт) (12.25) 
каби белгиланади. Бунда М — функциянин г  б ерилиши (аникланиш)  
тдплами,  хъ х, , хт эркли узгарувчилар — функция  аргумешпла-  
ри, у  эрксиз узгарувчи—хь  хи  . . .  , хт узгарувчиларнинг функцияс и  
дейилади.

(х,, х2, . . . , хт) нуцта битта х билан белгиланишини эътиборга олиб,
бундан кейин деярлик х>амма вакт (xlt х2.............хт) урнига х ни ишла-
та верам из. Унда юкоридаги (12.25) белгилашлар куйидагнча ёзилади.

f : x - +  у  ёки у  — f ( x ) (x£ R m, y£R) .
Функциянинг берилиш тупламидан олинган х° £ М нуцтага мос ке- 

лУвчи у 0 сон у  — f  (х) функциянинг х — х° нуктадаги ху с у сий  кийма- 
ти  деб аталади

М и с о  л л а р .  1. / — R'n фазодаги \ар бир х нуцтага шу нуцта координаталари 
квадратларининг йнпшдисини мос цуювчи цоида, яъни

Ж - ■' /:*-*■ Xj +  д | +  . . . +  x*t
бУлсин. Б у  з^олда у  =  х\ +  х\-\-. . . +  xjn функция х,осил булади. Бу функция 
М =  R'n тупламда берилган.



2. f — j$ap бнр x £ M =  {jc6 Л"1:p (дг, 0 )^  1} ну^тага ушбу

V  1 — х\ — *5 — • . .  — х2т

цоида билан битта ^аци^ий сонни мос ^уйсин. Б у ^олда хам куп  узгарувчили

у  =  V\ — х\ — x j — х2т

функцияга эга буламиз. Равшанки, бу функция М  тупламда берилган.

f (x)  функция М cz Rm тупламда берилган булсин. х узгарувчи М 
тупламда узгарганда функциянинг мос кийматларидан иборат {/ (х ): 
: х £ М ) туплам функция  щйматлари  туплами (функциянин г  у з г арши  
coKflcu) деб аталади. Юкорида келтирилган мисолларнинг биринчисида 
функциянинг кийматлари туплами 10, +  °°), иккинчисида эса [0,1] сег- 
ментдан иборатдир.

Шуни яна бир бор таъкидлаймизки, куп узгарувчили (т та узгарув
чили) функцияларда функциянинг берилиш туплами Rm фазодаги туп
лам булиб бу функция климатлари туплами эса хакикий сонларнинг 
кием тупламидан иборатдир.

У?"1"1"1 фазонинг (х, у ) (x£Rm, у  =  f (x)  £ R) нуцталаридан иборат ушбу
l (x, f (x) )} =  \ (x , f (x ) ) :x£ Rm, f (x)£R}  

туплам у  —f(x) ф ункция  графиги  деб аталади.
Масалан, т  — 2 булганда (R2 фазода)

У = Х!-хг , у х \ + х 22 .

у  =  |/ 1 — л:2 — х\

функциялар графиги мос равишда 
R3 фазода гиперболик параболоид, 
айланма параболоид хамда юкори 
ярим сфералардан иборатдир (10-чиз- 
ма).

М с= Rm тупламда у  =  f  (х) — 
=  / (Х[,Х2, . . . , хт) функция берил-



r a n  б ^ л и б , v „  x 2.................x m л а р н и н г  * a p  бири T  с~ F t { k ^ N )  т у п л а м д а

б ер и л ган  ф у н к ц и я л а р  б ул си н :

X j —  Фх (0  =  фх (^х, t2, . . .  , tk),

х 2 =  ф2 {{) — ф2 Ux> ^21 • • ‘

Хт  =  Ф т  (О  =  Ф т  (*1> к ,  ■ ■ • , **)•

Буида t =  4 . • • ■ . **) узгарувчи Т czR*  тупламда узгарганда улар- 
га мос х =  (х1Р х2, . . . , x j  ну^та /И с= /?т  тупламда булсин. Натн- 
жада I/ узгарувчи х= (х„  х , , . .  . , х т ) узгарувчи орцали /=(/х, t2, . . .  , 
узгарувчиларнинг функцияси булади:

2-»- х-»- у
((Л » • • • > ^ ) ~ * г >  • • • > Хт^~*'У '

у  =  f  (х (/)) =  / (фх (/х, t2, . . .  , t )̂, Ф 2 (/х, t2, . . .  , t ,̂
• ' ' * Ф т  ^1’ 2̂’ ' ‘ > ^ ) ‘

Бу функция мураккаб  функция  ёки /(х) хамда ф{ (() (i =  1, 2, . . . , т) 
функциялар с у п е р п о з и ц и я с и  деб аталади.

Элементар функциялар устида цушиш, айириш, купайтириш ва бу- 
лиш амаллари хамда функциялар суперпозицияси ёрдамида куп узга- 
рувчили элементар функциялар ^осил килинади. Ушбу

у  =  eXlX, - Xm, у  =  \пУху  +  хг +  . . . +  *т , 
у  =  sin (х, ■ х2) -f  sin (х2 • х3) +  . . .  +  sin (хт _ , • х J  

функциялар шулар жумласидандир.
/(х)=/(х 1,х2, . . , , x j  функция М a  Rm тупламда берилган булсин. 

Агар бу функция кийматлари туплами
Y = {(Xj, х2.............xm) : (x lt х2, . , хт )£Л*}

юцоридан (куйидан) чегараланган булса, яъни шундай узгармас С (уз- 
гармас Р) сон топилсаки, у  (xlt х2, . . . , хт ) £ /И учун

/ (*1, -̂ 2, • • • • , хт ) ^  С  (/ (хх, х2, . . . , Хт ) >  Р) 
тенгсизлик уринли булса, f (x)  — f ( хг, х2, . . .  , хт) функция М  туп
ламда юкрридан ( к уйидан )  чегараланган  деб аталади, акс хрлда, яъни 
Х‘аР кандай катта мусбат 5  сон олинганда хам, М  тупламда шундай 
Ц  > х, , . . . , х°т) нуцта топилсаки,

/(*?, Х°2 , . . . , х°т) >  5  (/ (х° , х°2 .............X°m) < - S )
тенгсизлик уринли булса, f (x)  — f (x1, х2, . . .  , хт) функция М туп
ламда юцоридан (ч уйидан )  чегараланмаган деб аталади.

Агар f (x)  =  /(хх, х2, . . . , хт) функция М  тупламда х,ам юкрридан>
f *  Куйидан чегараланган булса, функция шу тупламда чегараланган  
Дейилади.

Масалан, М — /?2\{(0,0)} да берилган
1

f  ( * 1 >  * 2 )  =  2  т 2*,  +



функция шу М. тупламда цуйидан чегараланган, аммо юцоридан чега- 
раланмагандир: Y =  (0, °о).

2. Ф у н к ц и я н и н г  лимит и . /? 1" фазода бирор М туплам олайлик. 
а  нуцта (a  =  {av  аг , , ат)) шу тупламнинг лимит нуктаси булсин. 
У х,олда М  тупламнинг нуцталаридан а  га интилувчи турли {к<п\ 
(х(п>£ М, х<п>ф а ,  /г =  1, 2, . . .)  кетма-кетликлар тузиш мумкин:

lim х(п) = а.
fl-r+ao

Энди шу М тупламда бирор у  — f(x) функция берилган булсин.
12.1 6 - т а ъ ри ф( Г е й н е  т а ърифи) .  Агар М тупламнинг нуцтала!

ридан тузилган, а г а  интилувчи ^ар цандай {х( ) (х(п)ф а , п —1 ,2 ........)
кетма-кетлик олинганда хам мос (f(x(n>)} кетма-кетлик ^амма вакт 
ягона b (чекли ёки чексиз) лимитга интилса, b f(x) ф ункци янин г  а 
нуцтада ги  (ёки  х->-а даги) лимити* деб аталади ва у

1 im / (х) =  b ёки х -* - а  да / (х) ft
х —*а

каби белгиланади.
Функция лимитини бопщача ^ам таърифлаш мумкин.
12.17-таъриф.  (Коши та ърифи)  Агар у  е > 0  сон учун шун- 

дан б > 0  топилсаки, ушбу 0 < р(х, а) <  6 тенгсизликни цаноагланти- 
рувчи барча х £ М нуцталарда

\ М - Ь \ < г
тенгсизлик бажарилса, b сон f  (х) функциянинг а нуцтада ги  (х -+а  
даги) лимити  деб аталади.

12.18-таъриф (Коши таърифи) .  Агар V e > 0  сон учун шун
дай б >  0 топилсаки, ушбу 0 <  р(х, а) <  б тенгсизликни каноатлан- 
тирувчи барча х£М  нуцталарда

| / W I > e  ( f ( x ) > e ;  f ( x ) <  — е)
булса, f{x) функциянинг а ну^тадаги  (х —>-а даги) лимити  сх>(+ сю;
— оо) дейилади.

Шундай килиб функциянинг лимити икки хил т аърифланади. Бу 
таърифлар эквивалент таърифлардир. Бунинг исботи 1- цисм, 4- боб,
3-§ да келтирилган бир узгарувчили функция лимити таърифларннинг 
эквивалентлигининг исботи кабидир.

Юкоридаги l im/(х) =  b ёки х->-а да f{x)->~b белгилашларни х ==
х< -а

— (х1, а#2» . . .  * хт), а  =  (о ,̂ cty, . ■ . ■ &т) хамда

• а  о
'О*

* Биз цуйида куп узгарувчили функция учун лимитлар тушунчаси бонщача кИ' 
ритилиши з(ам мумкинлигини курамиз. Улардан фарц этиш учун, баъзан, бу лим«т 
каррали лимит деб з^ам аталади.



эканлигиии эътиборга ол,;б, куйидагича

lim/(-Yi * x2 • • • > хт) — b
£ £  "  ёки х2- + а 2
х т-*°т

ёзса хам булади.
Rm фазода бирор М  туплам берилган булиб, оо эса шу тупламнинг 

лимит нуктаси булсин. Бу .И тупламда у  =  f (x)  функция берилган.
1 2 . 1 9 - т а ъ риф ( Г е й н е  таърифи) .  Агар М  тупламнинг нукта- 

ларидан тузилган хар кандай {х<п>} кетма- кетлик учун х<п> -> оо да 
мос {/ (х(п)} кетма- кетлик хамма вакт ягона b га интилса, b f(x) ф унк 
ц и я н и н г  х-> оо  даги  лимити деб аталади ва

lim f{x) =  b
*-*О0

каби белгиланади.
12.20-таъриф (Kohih т аърифи) .  Агар Y e > 0  сон учун 

шундай 6 > 0  топилсаки, ушбу р ( х , 0 ) >  6 тенгсизликни каноатланти- 
рувчи барча лг ̂  /VI нукталарда

\f(x) — b | < e
тенгсилик бажарилса, b / (х) функциянин г  х - + ° о  даги  лимити деб 
аталади ва

lim/(x) = b
х -* а

каби белгиланади.
Шуни таъкидлаш лозимки, функция лимити тушунчаси киритилн- 

шида лимити царалаётган нуктада функциянинг берилиши (аницлани- 
ши) шарт эмас.

12 . 2 - э сл атма .  Юкорида функция лимити га берилган Гейне таъри- 
фининг мохияти, j âp кандай (xfn) Ф  а, п =  1, 2, . . .  , х(п) а)
кетма-кетлик учуй мос \f(x<n}) \ кетма-кетликнинг лимити олинган {.icw } 
кетма-кетликка боглиц булмаслигидадир.

М н е о л л  а  р 1. Ушбу

1 —7 = = = = - ,  агар  х2,+х% > 0  булса,
V ^ + 4  1 2  '

О, агар х\ -}- х| =  0  булса

Функциянинг х =  (x j. Хг)-**- (0 , 0 ) (яъни x t - * - 0 , х 2-*- 0 ) даги лимити ноль экан- 
лигн курсатилсин. Б у функция R 2 тупламда берилган булиб. (О, 0) нуцта шу туп 
ламнинг лимит нуктаси.

а) I ейне таърифи буйича: (0 . 0 ) нуцтага интилувчи ихтиёрий х(п> =  ( x f " \

* 2  ~*"(0, 0) (яъни х\п> -*■ 0, xin> -*■ 0) (х(п) Ф  0 , 0)) кетма-кетлик оламиз- Унда мос
U J n )  1 I
''■Л )  1 кетма-кетлик учун куиидагича 

и<П)) ==/ ( x f K  4 " ) = )  ____.. X^ ),X 2n )  =  1 Х'? К Х 2П> .  у  In) x <n) ^

V \ x f^  + (4Л))2 v  (4n))J +  (*2n))* 2
35



У  2V J l )  -W 
*1  x 2

булиб, * (,n) -*■ О, 4 Л» 0 да

lim  f ( x (n)  =  О 
л-.(О,0)

булади- Д емак.

lim  ft*) =  lim  — у * 1 =-- 0 ;
х->(0,0; *,-*0 y l f + 4

б) Коши таърифи буйича: v  е > 0  сонга кура б =  2е деб олипса, у  ^олда 
О <  р(х, 0) <  б тенгсизликни цамоатламтирувчи барча х нук,таларда

к*) —10 =
Xi-Xt I 1 • I *2 I _  _L ,^ -o -----5 ^  1 ,-1 /-9-- О _  1 /-5-- 9 ^  „ У X, + х? = PC*- 0) <  5 — i

К  * 1 + 4  у  х ]+ х 22 2 1 2 2 2

е нгсизлик уринли булади. Бу эса

эканлигини билдиради. 
2) К,уйидаги

lim  / (x )= lim  =  О
х- (0' 0' У  4 + 4

х]-х2
1(х) =  f ( * i .  х2) =

*1 -4+  (* 1 ~ х2 )*
функциянинг х  =  (Хц х2)-*- (0, 0) яъни Xj —► о, х2 ->- 0) даги лимитинииг мавжуд 
эмаслиги курсатилсин. Бу функция з а̂м /?2\ {(0, 0)) тупламда булиб, (0, 0) 
н укта шу тупламнинг лимит нуктаси.

’ (0 . 0) нуцтага интилувчи иккита

„(л)

(х(п))

Чт-т
: f r - T )

• (0, 0), 

-  (О, 0)

кетма- кетликлар олинса, улар учун мос равишда
1

f (xw ) =  —  =  1 1.

/*<"> =  Т

«• +  «*

=  0 - ^ 0

бу ади. Б у эса *-► ((), 0) да берилган функциянинг лимити мавжуд эмаслигини 
билдиради.
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3. Ч е к с и з  к и ч  ик в а  ч е к с и з  к а т т а  ф у н к ц и я л а р .  1-цисм- 
нинг 3- боби, 4- § хамда 5- § ларида чексиз кичик ва чексиз катта 
микдорлар тушунчалари, 4-бобнинг 7-§ ида эса чексиз катта ва чексиз 
кичик функциялар тушунчалари киригилиб, улар курсатилгаи параг- 
рафларда урганилган эди.

Худди шундай тушунчалар куп узгарувчили функцияларга нисбатан 
хам киритилиши мумкин. Уларни урганиш эса бир узгарувчили функ
ция ^олидагига ухшаш булганлигини эътиборга олиб, чексиз кичик 
хамда чексиз катта куп узгарувчили функциялар хакидаги маълумот- 
ларни санаб утиш билан кифояланамиз.

Бирор а(х) функция М с~ Rm тупламда берилган булиб, а(а £ Rm) 
иукта шу тупламнинг лимит нуктаси булсин.

12.21-т аъриф.  Агар х - + а  да а(х) нинг лимити ноль, яъни
l ima(x)  = О
х —>а

булса, у холда а(х) функция х-+ а  да чексиз  кичик функция  деб ата- 
лади.

Берилган /(х) функция х -> а  да чекли Ь лимитга эга булиши учун

a  (х) =  /(х) — b
чексиз кичик функция булиши зарур ва етарли.

Бунинг исботи функциянинг лимити хамда чексиз кичик функция
нинг таърифларидан келиб чикади.

Шундай килиб, х - + а  да /(х) функция b лимитга эга булса, бу 
функцияни хар доим

f{x) =  Ь +  а(х)
куршшшнда ифодалаш мумкин, бунда а(х) — чексиз кичик функция. 

Чексиз кичик функциялар куйидаги хоссаларга эга.
Фараз килайлик, Р(х) функция хам шу М  тупламда берилган бул

син.
1° Агар х — да а(х) ва (3(х) функциялар чексиз кичик функциялар 

булса, у х.олда уларнинг йигиндиси а  (х) + р (х) функция х,ам чексиз 
кич1)К функция булади.

2°. Агар х >■ cl да а(х) чексиз кичик функция булиб, Р(х) функ
ция эса чегараланган функция булса, у холда уларнинг купайтмасн 
а(х)-р(х) хам чексиз кичик функция булади.

12.22-т а ъриф.  Агар М  тупламда берилган v(x) функция учуй

lim y (х) — оо
х-*а

булса, 7  (х) функция х - ^ а  да чексиз  катта функция  деб аталади. 
3°. Агар х -> а  да а(х) функция чексиз кичик (а(х) Ф  0) функция

булса, —— функция х->-о да чексиз катта функция булади.

4°. Агар х —>- а  да у  (х) функция чексиз катта функция булса,—-—
.  YW
функция х ~у а  да чексиз кичик функция булади.

S7



4. Л и м и т г а  э г а  б у л г а н  ф у н к ц и я л а р н и н г  х о с с а л а р ц .  
Чекли лимитга эга булган куп узгарувчили функциялар ^ам чекли ли
митга эга булган бир узгарувчили функцияларнинг хоссаларига (к;арал- 
син, 1-цисм, 4-боб, 4-§) ухшаш хоссаларга эга. Уларнинг исботи 
худди бир узгарувчили функциялар хоссаларининг исботи кабидир. 
Шуни эътиборга олиб, биз куйида чекли лимитга эга булган куп 
узгарувчили функцияларнинг хоссаларини исботсиз келтирамлз.

Бирор М  cz R 71 тупламда /(х) функция берилган булиб, a ( a £ R m) 
нуцта шу М  тупламнинг лимит нуцтаси булсин.

1°. Агар
lim/(x) =  b
х-*-а

мавжуд булиб, b >  р {b <  q) булса, а  нуцтанинг етарли кичик атрофи- 
даги х £ М (х Ф  а) нукталарда f(x) >  p(f(x) <  q) булади. Хусусан, ЬфО 
булса, у хрлда а  нуцтанинг етарлича кичик атрофида Цх)Ф 0 булади. 

2° Агар
limf(x) =  b
х-*а

мавжуд булса, а  нуктанинг етарли кичик атрофидаги x£/Vl(ic=^a) 
нукталарда /(х) функция чегараланган булади.

Энди М  да иккита f x{x) ва /2(х) функциялар берилган булсин.
3°. Агар

lim /г(х) =  blt lim /2(х) =  b2
x -* a  x -* a

булиб, а  нуктанинг U6(a) атрофидаги барча x нукталарда (x £ M f| 
П U6{a) fi(x) <  f t (x) булса, у холда b l < 6 2 булади.

4°. Агар а  нуцтанинг U6(a) атрофидаги x£M  П t/a(a) нукталарда

f l  (х) <  f(x) <  f t  (х) 
булиб, х -> а  да f l (x) ва /2(х) функциялар лимитга эга ^амда

lim/i (х) =  Iim/2(x) =  b
х~+а х -м г

булса, у холда /(х) функция хам лимитга эга ва
lim f (x) —b
X - K l

булади.
5°. Агар х -v  а  да /,(х) ва /2(х) функциялар лимитга эга булса, 

/j(x) ± Ш  функциялар лимитга эга булади ва

lim[/i(x) ± /2(x)j =  l i m ( x )  ± lim/2(x).
x -* a  x -> a x —>a

6°. Агар x - + a  да (x) ва f 2 (x) функциялар лимитга эга булса, 
f i (x) f t (x) функция хам лимитга эга булади ва

lim l/A(x)-/2(x)i =  Шп^(х)-Мт/г(х).
х-+а х-*а х—т
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7° Агар х -* -а  да /, (х) ва /2 (х) функциялар лимитга эга булиб, 
и т ^ ( х ) : ^ 0  булса, -  функция ^ам лимитга эга булади ва

lim h(x)
] i m « * )  =  £±L--------
x-*af2[x) lim /2(jc) 

x-> a

1 2 . 3 - э с л а  тма .  Бир узгарувчили функниялардагидек, х -> а  да 
f ix )  ва /2(х) функциялар йигиндиси, купайтмаси ва нисбатидгн ибораг 
6\лган фунцияларнинг лимитга эга булишидан бу функция ларнинг 
хар бирининг лимитга эга булиши келиб чикавермайди.
' 1 2 .4 - э с  л а т м  а. Агар х - ^ а  да 1) /, (х) ва /2(х) функцияларнинг

хар бирининг лимити ноль (ёки чексиз) булса, ифода; 2) Л(х)->-О,
' 12\Х) 
ц х) ->- оо булганда f 1 (х) • /2 (х) ифода ва нихрят 3) Д(х) ва /г(х) турли 
ишорали чексиз лимитга эга булганда /, (х) +  /2 (х) йигпнди мос ра
вишда О - о о ,  оо — оо курин ишдаги аницмасликларни ифода-

0 \со/
лайди.

Агар х - + а  да 1) f l (x ) -^0 ,  /2(х)->-0 булса, 2) f x(x)-+ 1, /2(х)->оо 
булса, 3)  Д(х)->- оо , /2(х)->- 0  булса, у холда [/1(x))yf,(v) мос равишда 
0°, 1“ , оо° куринишдаги аникмасликларни ифодалайди. Бундай аник- 
масликлар бир узгарувчили функцияларда каралганидек, /Х(х) ва /2(х) 
функциянинг уз лимитларига интилиш характерига цараб очилади.

5. Т а к р о р и й  л и м и т л а р .  Биз юкррида /(х) = /(хх, х2, . . . , хт) 
функциянинг а = (аи а2, , ат) нуцтадаги лимити

lim /(х) =  b (  lim f (xlt хг , . . .  , хт) =  Ь\
х «г*а хх-* а х

\  г*хт  а т  /

билан танишдик. Демак, функциянинг лимити, унинг аргументлари х15 
х2, . . .  , хт ларнкнг бир йула, мос равишда аи  о2, . . . , ат сонлар- 
га интилгандаги лимитидан иборатдир.

Куп узгарувчили функциялар учун (уларгагина хос булган) бошка 
формадаги лимит тушунчасини ^ам киритиш мумкин.

/(*i. х2, . . . , хт) функция М a  R"1 тупламда берилган булиб, а — 
~ (fli. аг . . .  , ат) нуцта М  тупламнинг лимит нуктаси булсин, Бу 
Функциянинг Xj-vfli даги (бсшка барча узгарувчиларни тайинлаб) лимити

lim /(.*!, х2..............хт)
хх-*ах

Ни к,арайлик. Равшанки, бу лимит, бирипчидан бир узгарувчили функ- 
лимитининг узгинаси, иккинчидан у х2, л3, . . . , хт узгарувчи- 

ЭРга бокЛШу

lim f{xu х2, . . .  , хт) =  Ф1(х2, х3...........x j . .
Х^йх
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Сунг х3, , хт) функциянинг х2-»-а2 даги (бош^а барча уз-
гарувчиларини тайинлаб) лимити

lirxi х3, . . ■ , Хт} ФгО̂ з» -^41 • • • , хт )
хг - * а ,

ни к;арайлик.
Юк;оридагидек бирин-кетин х3-*-а3, х4-*-а4, . . .  , хт-* -ат да л и 

митга утиб
lim lim ... lim f (xlt хг, . . . .  xm)

хт~>а т xm —l~*am — 1

ни хосил киламиз. Бу лимит f(xlt х2, . . . .  хт) ф ункци янин г  такро-  
рий лимити  деб аталади.

Демак, функциянинг такрорий лимити, унинг аргументлари х2,
. . . , хт ларнинг х£р бирининг б и р и н - к е т и н  мос равишдаа и а.г . . .  , 
ап  сонларга интилгандаги лимигидан иборат.

Худди ю^оридагидек, f (xv  xv  . . .  , хт) функциянинг xi t , x-t, ... , xik
аргументлари мос равишда а^,  а (>, . . .  , ларга интилгандаги так
рорий лимити

lim . . .  lim f(xu  х2..............x j
xik -* aik Kii~*aii

ни хам караш мумкин.
Шуни ^ам айтиш керакки, f (xlt хг, . . . , хт ) функция аргументла

ри ху, х2, . . .  , хт лар мос равишда а ь  а2, . . .  , а п  сонларга турли 
тартибда интилганда функциянинг турли такрорий лимитлари ^осил 
булади.

М и с о л л а р .  1. Ушбу параграфчинг 2 - пунктида келтирилган

*1*2

f (x  1 , * 2) =  ! ]/ "  х\ +  х;
агар х* +  х\ >  0 булса

О , агар +  х\ — 0 булса

функциянинг лимити
lim  f ( x y , х2) =  О 

*,-►0
булншини курсатган  эди. Б у функциянинг такрорий лимитлари м авж уд ва улар 
хам 0 га тенг. Х^цикатан хам,

lim  / f o ,  х 2) - lim  2 =  0, lim  lim  f  (х1. х 2) =  0 .
*,-o *,-►<) у  х\ + х%

Ш унингдек,

l im  f lx lt x j  — lim  =  0, lim  lim  f ( x lt  x,)  =  0.
x,-»0 xt-*0 У  X| -(- Xj *i-»0 Xf-*0

Демак, берилган функциянинг такрорий лимитлари мавж уд ва улар бир-бирига те;тг 
булиб, бу такрорий лимитлар функциянинг (каррали) лимитига тенг булади.



2*1 — *2
/(*!• *,) = Г+ ЗХ , ’ ЗГаР Xl+3X2^ 0 б?ЛСЗ-

2. Ушбу

О, агар * t -(- 3*2 =  0  булса 

функиияни царайлик. Бу функциянинг такрорий лимитлари цуйидагича:

2*| — х.г 1

~ ~  3 ’
2 * i — хг  I 

----------—  - — , lim  lim
X t -* 0  * 1  Т "  3 * 2  3  j r , - > 0  * t - » o  * j  +  3 * 2
lim

2 * 1  *2lim  --------------
*,-►0 * i  4 -  3 * 2

=  2, lim  lim
2*, — *2

* 1 — *0 X 3— * 0  * 1  " T "  3 * 2
-  = 2 .

Д ем ак , берилган функциянинг такрорий лимитлари мавжуд булиб. уларнинг бири

_  —  га. иккннчиси эса 2 га тенг.- 
3
Бирок *  - -  ( * i ,  * 2) (0.  0) да /(x t . х2) функциянинг (каррали) лимити мавжуд 

эмас. Чунки (0, 0) нуцтага интилувчи иккита

Jn) -(т-т)- •(0, 0), 

- (0. 0)

кетма-кетликлар олииса улар  учун мос равишда

, ( ± .  J - )  ' ± Y
\ п  п  I  4 4 \ п  п  J

6_
17

_6_
17

булади. Бу эса (*х. * 2) -* - (0 , 0) да берилган функциянинг (каррали) лимити м ав
ж уд эмаслигини билдиради.

3. К,уйидаги

/(*!■ хг )~
2 2 

* 1 * 2

х\ х\ +  ( * ,  — * 2  )*

функциянинг такрорий лимитлари 

* 1lim
t2-*2Х\Х2 0, lim  lim

jc2 *2 * j  xr2

+ (xl — x2 >2 x,~*° Xl~*° *i xl  + (*1 ~ x2 )2
=  0 ,

lim cl *2
— 0, l im,  l i m

2 v2 
* Г * 2

* . - o  xf x\ -+- (* , — *2 )2 ’ Xi^o *o x\-j^+(xl — * 2 )2
'= 0

булади. Демак, берилган функциянинг такрорий лимитлари мавж уд ва улар бир- 
ирига тенг экан. Биз юкорида бу функциянинг ( * ! ,  * 2) - ^ ( 0 ,  0) да (каррали) лими

ти мавжуд эмаслигини курсатган эдик. 
4. Ушбу

I (* !•  * 2)=  J •*! +  s in  — . агар х г ф 0  булса,Xl
. , агар * i  =  0 булса

Фучкциянн карайлик. Б у функция учун

l im /(*!, * 2) =  * !  lim  l im (* j, * 2) =  0Xj-*0 ĵ-+0
,и  . l im  l im  f  ( * , ,  * 2) — мавжуд эмас. Демак, берилган функциянинг битта так- *i-*0 *i-»0
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I / ( * i .  х2) — 01 =  I Xj - f  х 2 sin —  I <  | * i  | + 1 х ,  | ( * !  ф  0)
I Xj. |

муносабатдан (хх, х 2)-> -(0, 0) да / (х1? х2) функциянинг (каррали) лимити мавжуд ва

l ini  f  (•*!, хг) =  0 
*t-»0

булиши келиб чикади.
5. Куйидаги

1 1
/ ( * ! ,  Xj) =  ( * ! +  Хг) • s i n ----- sin —

* 1  Х2

функцияни карайлик. Бу функциянинг х х 0 даги лимити м авж уд эмас. Чунки 
нолга интилувчи иккита

•*i<n) =  " Г  -  0,7 ^  =  . 2 ;  -  0 (п+  =») 
п к  ( 4 я  — 1) я

кетма-кетликлар олинса, улар учун мос равишда (х2 ф  0 да)

булади.
Худди шунга ухшаш

lim  f  (хх х 2)
*»-*о

хам мавжуд булмайди. Аммо

хг ) ~  0  | =  ( x ! - j - x 2) s in  —  s i n —  <  | х г | +  | х2 |
* 1  х г

тенгсизликдан (хх, х2) -*■ (0, 0) да /(X j, х2) функциянинг (каррали) лимити мав
ж уд  ва

lim  f  (x lt  x 2) =  О
x,-*0 хj —>0

булишини топамиз.

Юкорида келтирилган мисоллардан куринадики, функциянинг би
рор нуктада каррали лимитининг мавжуд булишидан, унинг шу нук
тада такрорий лимитининг мавжуд булиши ва аксинча, функциянинг 
бирор нуктада такрорий лимитларининг мавжуд булишидан, унинг шу 
нуктада каррали лимитининг мавжуд булиши келиб чик.авермас экан. 
Ундан ташк.ари функциянинг такрорий лимитлари бир-бирига з̂ ар доим 
тенг булавермас экан.

Биз куйида функциянинг каррали ва такрорий лимитлари орасида- 
ги богланиш хамда уларнинг маълум шартларда узаро тенглиги х,аки- 
даги теоремани исботлаймиз.

f ( x lt хг) функция М — {(Xj, x2) € R 2 : \xt— х ^ | < ар \х2— х ° \ < а 2}
тупламда берилган булсин.

12 . 8 - теорема .  Агар 1) {xv  x2)->{x°v  х°) да f ( x v  х2) ф ун кци я 
нин г  каррали лимити м авж уд :

i i m / O c , ,  х » )  =  Ь,

рорий лимити мавжуд булиб, иккинчи такрорий лимити эса мавжуд эмас. Аммо



2) xflp б и р  тайинланган  х, да  к уйидаги
l im/(x, ,  х2) =  ф (лгг)

х , - . х °

лимит м авж уд  бул са ,  у  \олда
lim lim/Ocj, х2)

Хх - * * *  х , - * х °

пгакрорий лимит цам м авжуд  б у л и б ,

lim lim /(jq, хг) — b

булади.
И с бот.  f(xlt х„) функция (х,, х,)->~(х°, л'̂ ) да каррали

lim/(xlt х2) =  b

лимитга эга булсин. Лимитнииг таърифига кура, У е >  О сон олин- 
ганда хам, шундай б > 0  топиладики, ушбу

{( * 1 . х2) 6 R'2: | х, — | <  б, | х2 — х$ ( <  б > с= М
тупламнинг барча (хх, х2) нукталари учун

I / (х ,, х2) — Ь | < е  (12.26)
булади. Энди теореманинг 2) шартини эътиборга олиб, x t узгарувчи- 
нииг | х1—х1̂ | <  б тенгсизликни каноатлантирадиган цийматини тайин- 
лаб, х2-+х?2 да (12.26) тенгсизликда лимитга утиб

| Ф ( ^ )  —  Ь \ < е

ни топамиз. Демак, V  е >  0 сон олинганда .^ам, шундай б >  0 топи
ладики, |Xj— x J J < 6  булганда |ф(хд) — £>|<е булади. Бу эса

Птф (хх) =  Ь
Xv->x\

булишини билдиради. Кейинги муносабатдан
lim lim/(jCj, х2) = 6

булиши келиб чикади. Теорема исбот булди.
Куйидаги теорема худди шунга ухшаш исботланади.
1 2 .9 - т е о р е м  а. Агар 1) (х,, х2) -*■ (х\, х°) да  /(х,, х2) функция -  

Нинг каррали лимити м авжуд :
lim/(xlt х2) =- Ъ,
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2) -\ар би р  тайинланган хг да цуйида ги
lim/(x„ x2) =  ij)(x,)

лимит мавжуд  бул са ,  у  %олда
lim lim f(xlt x j

такрорий лимит %ам м авжуд  булиб ,
lim lim /(xl5 х2) =  b

булади .
12 . 1-натижа .  Агар бир вацтда юкоридаги 12.8- ва 12.9-теорема- 

ларнинг шартлари бажарилса, у холда

1 im/(xj, х2) =  lim lim/(xlf .v2) = lim lim f(xu  x2)
* 1-»*° x,-*x°t *,-»*’ Ж,-»*"

булади.
Биз икки узгарувчили функциянинг каррали ва такрорий лимитла

ри орасидаги богланишни ифодаловчи теоремаларни келтирдик.
Худди юкоридагидек /(*,, х2, . . . ,  хт) функциянинг xit, xit, . . . ,  xik 

узгарувчилари буйича
lim /(хг, х2, . . . ,  Хт)

о
Х£ “♦•X/*«

V
xik-*xi„

каррали хамда
lim lim . . . lim /fo, х2, . . .  , хт)

xic*xix xi,~kxi, xik~*xik
такрорий лимитлари ва улар орасидаги богланишни цараш мумкин.

6. Коши т е о р е м а с и  ( я ^ и н л а ш и ш  п р и н ц и п  и). Энди к^п 
узгарувчили функция лимитининг мавжудлиги хасида у мумий теорема 
келтирамиз.

Rm фазода М туплам берилган булиб, а(а £ Rm) унинг лимит нуц- 
таси булсин. Бу тупламда /(х) функция берилган.

12.23-т а ъриф. Агар V e > 0  сон учун шундай 6 > 0  сон топил
саки, ушбу 0 <  р(х, а) <  б, 0 <  р(х, а) <  6 тенгсизликларни цаноат- 
лантирувчи ихтиёрий х ва х(х 6 М , х£М)  н уцталарда

I /(х) — /(x> I е
тенгсизлик уринли булса, /(х) функция учун а  нуктада Коши ш а р т и  
бажарилади  дейилади.
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1 2 . 1 0 - т е о р е м а  (Коши т е о р е м а с и ) .  f(x) ф ункция  а  нуцтада  
пекли лимитга э га булиши у ч у н  а  н уцтада Коши  шартинин г  бажа-  
рилиши з а р у р  ва етарли.

Исбот .  З а р у р л и г и .  х -* - а  да /(х) функция чекли лимит

lim f(x) =  b
х -* а

га эга булсин. Таърифга биноан, V  е >  0 сон олинганда хам, га
кура шундай б >  О топиладики, ушбу О <С р(х, а) <[ б тенгсизликни 
каноатлантирувчи барча х(х £ М) нукталарда

I Ях) — 6 1 <  -§*,
_ — 8

жумладан 0 <  р(х, а) <  б => J /(х) —• b | <  ~  булади. Бу тенгсизлик-
лардан

|/(х) -  /(х) | < | / (х )-6 |  +  I f ( x ) - Ь  | <  е

булиши келиб чицади. Бу эса [(х) функция учун а  нуцтада Коши 
шартининг бажарилишини курсатади.

Е т а р л и  лиги .  f(x) функция учун а  нуцтада Коши шарти бажа- 
рилсин, яъни V  е >  0 сон олинганда >;ам, шундай б >  0 топиладики, 
ушбу 0 <  р(д-, а) <С б , О<р( х ,  а ) < б  тенгсизликларни цаноатланти- 
рувчи ихтиёрий х ва х (х, х £ М)  нуцталарда

| / М -/ (х )| < е
булсин. Бу холда f(x) функция х -* -а  да чекли лимитга эга булиши
ни курсатамиз.

а нуцта М тупламнинг лимит нуктаси. Шунинг учун М туплам
нинг нукталаридан {х(п)}{х("' ф  а, п  =  1, 2, . . . )  кетма-кетлик тузиш 
мумкинки, бунда

lim х(п) =  а
п —*оо

булади. Лимитнинг таърифига биноан, юкорида келтирилган 6 > 0  га 
КУР3’ ^УИДЗЙ по£М топиладики, барча' п > л 0, р > п 0 учун 0 <
^ Р (х , а) <  б, 0 < p ( x w , а) <  б булади. Бу тенгсизликларнинг ба- 
жаРилишидан эса, шартга Kyj>a:

\f(x(P}) — f  (х(п>) | <  е
^Улади. Демак, { f{x(n)) } —фундаментал кетма-кетлик. 2-§ да келти- 
Рилгэн 12.4-теоремага кура { f(x(n>) } кетма-кетлик якинлашувчи. Бу 

а'Кетликнинг лимитини b билан белгилайлик:

lim f(x(n)) =  b.
ПюЮО
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Энди М тупламнинг нукталаридан тузилган ва а  нукта га интилув
чи ихтиёрий {х(п)} кетма-кетлик

х(п) а (х(п) Ф а ,  п  — \, 2 , . .  . )

олинганда хам мос {f(x(n))} кетма-кетлик (у юкорида курсатганимиз- 
га биноан якинлашувчи булади) хам уша b га интилишини курсатамиз. 

Фараз цилайлик, х(п) -> а (х<и) Ф а ,  п -= 1, 2, . . . )  булганда
/ (х<п)) -> Ь'

булсин.
{д:(п)}, {х(п>} кетма-кетлик хадларидан ушбу

v0) ~0) JV ~(V J")  Z<n)
Л  у Л  j  л  j .  . . j  'V  ) А  | . . .

кетма-кетликни тузайлик. Равшанки, бу кетма-кетлик a ( a £ R m) га ин- 
тилади. У хрлда

f(x{\  f (x°) ,  f{x{\  fCx(\  f(xin) ,  f(x("), . . . (12.27)
кетма-кетлик чекли лимитга эга. Уни b* оркали белгилайлик. Агар 
{f(x(n)) } ва {f(xw )} кетма-кетликларнинг хар бири (12.27) кетма-кетлик- 
нинг кисмий кетма-кетликлари эканлигини эътиборга олсак, у хрлда

f[x{n)) -+b*,  f(x{n)) -*■ b* 
булишини топамиз. Демак,

Ь* = Ь  = Ь'.
Шундай килиб, f(x) функция учун а  нуктада Коши шартининг бажа- 
рилишидан М туплам нукталаридан тузилган ва а  га интилувчи Нар 
Кандай {f(x{n)} (х(п) Ф  а, п — 1, 2, . . . )  кетма-кетлик олинганда хам, 
мос {f(xw )} кетма-кетлик битта сонга интилишини топдик. Бу эса 
функция лимитининг Гейне таърифига кура f(x) функция а  нуктада 
чекли лимитга эга булишини билдиради. Теорема исбот булди.

12.5-э с л а т м а .  Коши шарти ва Коши теоремаси х-*- оо да хам 
юкоридагига ухшаш ифодаланади ва исбот этилади.

4- §. Куп узгарувчили функциянинг узлуксизлиги

1. Ф у н к ц и я  у з л у к с и з л и г и  т а ъ р и ф л а р и .  M c z R m туп
ламда f(x) =  f(xu  х2, . . . , хт) функция берилган булиб, а £ М  (а =  
=  (о,, аг , . . . ,  ат ) )  нукта эса М тупламнинг лимит нуктаси булсин.

12.24-таъриф.  Агар х-*- а  да f(x) функциянинг лимити мавжуд 
булиб,

lim /(*!, х2, . . . , хт ) =  f (au  а2, . . .  , ат) 
lim f(x) =  f(a) | xx\Zaa\ К*)

xm ~+am
булса, f(x) функция а нуктада  у з л у к с и з  д е б  аталади.
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Ми со л. Ушбу
*1*2

№„*> -  ' гар ^ + * 0 е?л“ '
[ 0 , агар х\ -f- д| =  0 б>>лса

ф уякцияни  царайлик. ,Б у  функциянинг ихтиёрий (х®, х°) ф  (0,0) нуцтада узлуксиз 
б$лишини функция лимитининг хоссаларидан фойдалаииб топамиз:

lim  /(*i ,  * 2) =  lim
xt  ■ x2 хЧ ■

=/(*;, xu2),
x,-xi

0 0 
• 1

уш бу бобнинг 3 -§  да келтирилган мисолга кура

* 1  - * 2
l im  f{xx. x3) =  l i m ' rjri-+0 jr,-*0l/r>f

■ =о=яо,0)
cl + *2

булиб, ундан берилган функциянинг (0. 0) нуктада >;ам узлуксиз [эканлиги келиб 
чицади. Д емак, к;аралаётган функция R2 тупламда узлуксиз.

Шундай цилиб функциянинг узлуксизлиги унинг лимити орцали 
таърифланар экан. Функциянинг лимити эса уз навбатида Гейне ва 
Коши таърифларига эга. Шуни эъшборга олиб, функция узлуксизли- 
гининг Гейне ва Коши таърифлариии келтириш мумкин.

12.25-т а ъ  риф (Гейне  таърифи) .  Агар М cz Rm тупламнинг 
нукталари дан тузилган. а(а 6 М) га интилувчи хар кандай {х*л)} кетма- 
кетлик олинганда хам, мос {/(х(Г1))} кетма-кетлик хамма вацт f(a) га 
интилса, f{x) функция а  н уктада  у з л у к с и з  деб аталади.

12.26-таъриф (Коши таърифи)  Агар V e> 0 сон УЧУН шундай 
б>0 топилсаки, ушбу р {х, а )< 6  тенсизликни каноатлантирувчи барча 
х £М нуцталарда

I / М  — }(а) 1<е
тенгсизлик бажарилса, f{x) функция а н уктада  у з л у к с и з  деб аталади, 

Атроф тушунчаси ёрдамида функциянинг узлуксизлигини куйида- 
гича хам таърифлаш мумкин.

12. 27- г аъриф.  Агар V 6> 0 сон УЧУН. шундай б > 0  топилсаки, 
•барча х6(Уб(о)ПМ нуцталарда f(x) функциянинг кийматлари f(x) 6 U3 
ifio)) булса, яъни

х е и б( а ) п м = > п х ) е и ет

булса, f(x) функция а н уктада  у з л у к с и з  деб аталади.
fix) =  f(xlt jc2, ■ . ., Хт ) функциянинг а  =  (а2, а2, . . ., а т) нуктада 

Узлуксизлигини функция орттирмаси ёрдамида >*ам таърифлаш мумкин. 
Функция аргументларининг орттирмалари

Ах1= х 1 — а1, А х̂  =  х2 — а2, . . ., Ахп 
га мос ушбу

fix) /(я) =  f ix j, Xj, • • •> -̂ m) fi°l> 8̂» • ' ~
=  /(аг +  Д xi, a2 +  A x2, . . ., a m+  A xm) — f{av  a 2, . . am)

xm — a nm n
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айирма f(x) функциянинг а  нуцтадаги тулиц орттирмаси  деб атала
ди ва Д / ёки Д /(а) каби белгиланади:

Д /(а) — f (ax +  Д Xj, а2+  Ах2, .  . . .  ., ат -f  Ахт) — /(а, а2, . . ., ат ).
Куйидаги 

f  (fll Д -̂ 1* 2̂» • * •* /(̂ 1* 2̂» * • •» 

/(̂ 1 2̂ Д *̂2> 8̂. » * •» /(̂ 1» 2̂» • • *>

/(«: 1 , % ............... а т - 1 »  flm +  A jC m) —  Я « 1 .  « 2 ...................

айирмалар /(*) функциянинг а  нукгадаги хусусий орттирмалари дейи
лади ва улар мос равишда Д. AXJ ,  . . ., Дxmf  каби белгиланади. 

Юкоридаги (*) лимиг муносабатдан топамиз:
lim f(x) =  f(a) => lim [/(*) — f(a)] =  0.

x-*a x-*a

Натижада (*) тенглик куйидаги
lim Д /(a) =  0, яъни lim Д f(a) =  0

x=a-*0 Ддг,->0
Д*,-*0

куринишга келади. Демак, f(x) функциянинг а  нукгадаги узлуксизлиги 
lim Д f(a) = 0 / lim Д /(а) = О

дг—а-»0 / Дх,-»0
I Ахт ->0

каби х,ам таърифланиши мумкин экан.
12.28-таъри ф. Агар /(*) функция M(McnRm) тупламнинг хар бир 

нуктаси да узлуксиз булса, функция шу М тупламда  у з л у к с и з  деб 
аталади.

Биз юкорида келтирган куп узгарувчили функцияларнинг узлук
сизлиги уларнинг барча узгарувчилари буйича узлуксизлигини, яъни 
бир йула узлуксизлигини ифодалайди.

Аввалгидек f(xlt х2, . . ., хт) функция М cz Rm тупламда берилган 
булсин. Берилган функциянинг бирор xk(k=\,2, . . ., т)  аргументидан 
бошка барча аргументларини тайинлаб, бу xk аргументга Д xk орттир- 
ма берайлик, бунда (xlf х2, . . ., xk_ v  xk-\rAxk, хА+1, . . ., хт) 6 М  бул
син. Натижада f(xy, х2, . . ., хт) функция хам

ДXJ  — f(*l ,  Д Хц> • • •> Хт) / (*1> Х2* ■ ■ •> Хп)
(fe=l,2, . . ., т ) хусусий орттирмага эга булади.

Агар Дд^-^О да функциянинг хусусий орттирмаси ДXJ  хам нолга
интилса, яъни

lim Д /=0лк
Дх*->0

булса, f{xx х2, . . ., x j  функция (х1х2.......... хт) нук^ада хк узгарувчиси
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узлуксиз деб агалади. Одатда функциянинг бундай узлуксиз- 
б?®иЧ vhuht КаР бир узгарувчиси буйича х у с у с и й  у зл ук сизли ги  деб 
лиги. Ун

а'аЛПр.мак, куп узгарувчили функциянинг кар бир узгарувчиси буйича 
сий узлуксизлиги, бир узгарувчили функция узлуксизлигининг 

Х' С?п« узи экан.
'ХУТ гар  f t*v  ■ ■ -  О  Функция (х°, х°2, х°т) £М  нуК'ада бир 
••■•в) узлуксиз булса, функция шу нуктада кар бир узгарувчиси бу- 
йича *ам хусусий узлуксиз булади. Хакикатан хам, /(*,, х2, . . хт) 
функция (х?, 4 .......... *т) 6 м  нуктада узлуксиз булсин. Таърифга кура
,iin д / = lim lf(x° +  A хх, х°+ Д х2........... х°т+  Л xm)—f(x°, . . . , < ) ] = 0
дх.-о ь*,->о

•дхя -0

булади-
Хусусан,

Д X!=Ax2— . . .=  A x fc_ ,=  A xfc+,=  . . . =  Axm= 0 , A xk=£ 0 
(*= 1,2 , . . ., m)

булганда
lim Ax f  = lim [/(x°, . . ., *° +  Axk, x°+1, . . ., x£,) —

дхк->0 * x̂ic-*0
—  / (*?, X», . . ., X^)] =  0

булади. Бу эса берилган функциянинг (х°, х°, . . ., хйт) нуктада xk(k=  
= 1,2,. . ., m) узгарувчиси буйича хусусий узлуксиз булишини билди
ради.

12 .6- эслатма .  f ( x lt х2, . . ., хт) функциянинг бирор нуктада хар 
бир узгарувчиси буйича хусусий узлуксиз булишидан унинг шу нук
тада (бир йула) узлуксиз булиши кар Доим келиб чикавермайди. Ма- 
салан, ушбу

агар х\ +  х\Ф  0 булса,

О, агар х] +  х\ =  0 булса,
Фуикцияни карайлик. Бу функциянинг х1ар бир узгарувчиси буйича 
Узлуксиз булишини курсатамиз. Равшанки, /(xlt 0) =  / (0, х2) =  0. Их- 
г;,еРий (xlt х2) £ R2 нукта олиб, унда х2 узгарувчини тайинлаймиз.

Агар х2 ф  0 ва х , - >х “ ^ 0  булса,

lim f  (x j, x2) =  lim = f 1' /(,v°, x2)

®Улади.
Агар x2= 0 ва X j->X ^0 булса,

lim /(x1, 0) = 0 =  /(x°, 0)

б̂ д и .

f ( x lt x2) =



Агар х2 =  0 ва хх->- х  ̂=  О булса, 

lii

булади. Демак,

lim / (xlt 0) =  0 =  f  (О, 0)

lim f  (xlt х2) =  f  (*°, x2).
x,

Бу эса берилган f  (xu  x2) функция xx узгарувчиси буйича хусусий уз. 
луксиз эканлигини билдиради. Берилган функциянинг х2 узгарувчиси 
буйича хусусий узлуксиз булиши худди шунга ухшаш курсатилади. 
Демак, f  (хх, х2) функция хар бир узгарувчиси буйича хусусий узлу*, 
сиз. Бироц, бу функция (0, 0) нуктада узлуксиз эмас. Бу нуктада фунц. 
ция хатто лимитга эга эмаслигини курсатайлик. Хакицатан х;ам, (0, qj
нуктага интиладиган цуйидаги иккита , — jj ва , — jj кетма-кет- 

ликлар:

(г Я 
(М)-

>(0, 0) (ri- 

iO, 0) ( п -

0

олинганда, уларга [мос келадиган функция кийматларидан иборат
кетма-кетликлар учун

булади.
Биз юкорида куп узгарувчили / (хх, х2, , хт) функциянинг хар 

бир Xk ( k — 1, 2, . . . , т) узгарувчиси буйича хусусий узлуксизлиги 
тушунчаси билан танишдик. /(х,, х2, . . ., хт) функциянинг xt>, x(j,
х,. узгарувчилари буйича узлуксизлиги худди шунга ухшаш таърифла-

-а да / (х) функциянинг лимити мавжуд

vik 
нади.

12.29-таъриф.  Агар х* 
булмаса, ёки

lim / (х) =  оо,
х -* а

ёки функциянинг лимити мавжуд, чекли булиб,

lim / (х) =  b Ф  f  (а)
х-+а.

булса, унда функция а н уктада у зилишга з га  деб аталади. 

М и с о л л а р .  1. Ушбу

[ агаР (■*!■ *i) Ф  (°- °) бУлса*
{ 1, агар (хх, Xj) =  (0 , 0) булса
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капай  лик. Б у  функция R 2 тупламда берилган булиб, унинг (0, 0) ну^та-
*ункииялимити

lim  / ( * i ,  х2) =  0 ^ / ( 0 ,  0) =  1
л , - о
х,-*0

дем ак берилган функция (0, 0) нуцтада узилишга эга. 
бУла£ у ш бу бобнинг 1- § ида келтирилган

1
, агар (х4, х2) Ф  (0, 0) булса,

f  (*1. х 2)

функция узилишга э га , чунки

х2Л- г2 *1-Г *2
.2 _

О , агар (x l t  х2) =  (О, 0) булса

1
lim  f  (x l t  x 2) =  lim  —------ - = + о о .

*i-»0 *i-*0 *j-j- xi
xt~*0 *,-*0 1 2

3 .  К у й " » ™

/(* 1, **) =
—  -------- , агар x f  + д |  =И= 1 булса,
x ] + x | -  1

О, агар x j  +  х§ =  1 булса

функция {(Xi, Xj) е  Я* ; * 1  +  *2 ~  1} тупламнинг хар бир ну^тасида узилишга эга 
булади, чунки (x j, x jf~ * - (x i ,  xSJ) (х°)2 +  (х®)2 =  1 да /' ( x i ,  хг ) функциянинг чекли
лимити мавжуд эмас. 

4 . Ушбу

/<*1. * ) = { f t аГ2Р " 1 +  3" ^ °  б?ЛС3’
I 1, , агар Зх2 =  0 булса

функция (0, 0) нуцтада узилишга эга, чунки (jclt  х2)-* -(0 , 0) да берилган функция* 
нинг лимити м авж уд  эмас (^аралсин 41 - бет).

Юкорида келтирилган мисоллардан куринадики, / (х,, х2) функция 
текислнкнинг муайян нуцгаларида ёки текисликдаги бирор чизицнинг 
барча нукталарида (яъни чизиц буйлаб) узилиши мумкин экан.

2. У з л у к с и з  ф у н к ц и я л а р  у с т и д а  а р и ф м е т и к  а м а л -  
лар. М у р а к к а б  ф у н к ц и я н и н г  у з л у к с и з  л и г  и. Энди узлук
сиз функцияларнинг йигиндиси, айирмаси, кугайтмаси ва нисбатининг 
Узлуксизлиги масаласини урганамиз.

12.11-те  о рем  а. Агар f l  (х) ва /2 4. v) функцияларнин г  %ар б ири  
булс ^  тУплам^а берилган б у л и б , улар а £М нуктада  у з л у к с и з

h  (*) ± /2 (дс), /i (x)- f2 (х) зрмда (/2 (а) ф  0)
. /г (*)
Упкциялар %ам ш у  н уктада  у з л у к с и з  булади .

Дня Бу теореманинг исботи, аслида лимитга эга булган функ-
б ^ аР Устида арифметик амаллар хакидаги маълумотлардан (ушбу 
,  «нг 3-§ даги 5°, 6° ва 7°-хоссалар) бевосита келиб чикади. Уни 
Лэрч Тга эга булган функциянинг хоссалари (3-§ даги 1э ва 2°-хосса- 

хамда берилган функциянинг нуктада узлуксизлигидан фойдаланиб



х,ам исботлаш мумкин. Биз цуйида икки функция нисбатининг узлу^, 
сиз булишини курсатамиз. /, (х) ва f 2 (х) функциянинг ^ар бири а  нук' 
тада узлуксиз булиб, /2 (а) Ф  0 булсин. Равшанки, х-*~а да Д (х ) 'Ва 
/г (*) функциялар мос равишда f y (a), f 2 (а) лимитларга эга:

lim f x (а ) =  f L ( a ) ,  lim f 2 (х) =  /2 (а) (/2 (а) ф  0 ) .
х -* а  х -* а

У холда ушбу бобнинг 3-§ идаги 2°-хоссага кура, а  нуцганинг етар. 
лича кичик атрофи U6i (а) =  {x£R'n : p  (х, а) <  6 J  да /х (х) ва /2 
функциялар чегараланган булади:

т х <  Д (х) <  Afx, m2 <  /2 (х) <  /И2, х € £/6i (а),

бунда mt, /И, ва т 2, М2 — узгармас сонлар. Иккянчи томондан /2 (а)^ 
Ф  0 булганлиги сабабли 3- § даги 1°- хоссага кура шу а  нуцтанинг 
етарли кичик атрофи U6 (а) — {x£Rm : p  (х, а) <  б2} да /2 (х) Ф  0 булади. 

Энди ушбу
h M  — f l M .  (а))
к (*) h (а) б* 

айирмани карайлик. Уни цуйидагича ёзиб оламиз:
/1 (*) f х (а) f t  (х) If2 (a) — f 2 W1 +

!
/2  (x) /2  (a) /2  (fl) / 2 (■*) /2  (a )

Агар 6' =  min {6lt 62} деб олсак, унда Y  x£U6, (a)  учун

<  I— —  I ■ I /2 (•*) /2 (a ) I

[/1 (x)—fi (a)]-

h  (X) / 1  (a) I

h  W /2  (a) 1
1

1/2 (a)l

Щ ■ /2 (a)

\fi (* )— f l ( a)\ (12 .28)

булади.
/, (v) ва f 2 (x) функцияларнинг а  нуктада узлуксизлигига асосан,

Y  e >  0 сон олинганда хам, JA Jf i! .8 Га кура шундай б " > 0  топи

ладики, \j-x£U,„{a)  учун

Ih  ( x ) ~ h  ( а ) < \ /2  ( a ) I е,2
т 2 • f2 (а)

М,шунингдек, уша е >  0 олинганда хам,

6'" >  0 топиладики, Y  x£U6... (а) учун
тг • f2 (а)

(12 .29)

— га кура шундай

I f  2 (*) — / 2  W  к Мх
(12 .30)

булади. Агар б = min {6', б", б'"} деб олинса, унда Y  x£U6 (а) учуй 
юцоридаги (12.28), (12.29) ва (12.30) муносабатлар бир йула уринл» 
булиб, натижада ушбу

f t  (х) fi (a)



„ичликка эга буламиз. Бу эса функциянинг а  нуктада узлук-хенгсил< /2 (дг)
,.о эканлигини билдиради.

ХуЛДН ШУ ЙУЛ билан теореманннг цолган к чем лари хам исбот ла-

НаД112  7 -эс  л а т м  а. Иккита функция йигиндиси, айирмаси, купайтмаси 
а нисбати узлуксиз булишидан, бу функцияларнинг хар бирининг уз- 

1VKCH3  булиши келиб чицавермайди.
д5 и с о л .  Ушбу D = { ( * ! ,  x2) £ R 2 : \ хх | <  1, I л:2 j <  1 } с :  квадратен олиб, 

.Н1Шг раоионал нукталари (яъни хар иккала координаталари рационал сон булган 
нукталари) тупламини Dp  билан белгилаймиз. Бу D тупламда ^уйидаги

t  х \ _  (  1' агаР (*1- **) € Dp  булса,
1 Xl’ 2 lO , агар ( * ! ,  х 2) 6  D \ D p  булса

хамда

f  (х х ) =  [  ~  *’ ЭГар ^   ̂Dp б^ЛСа’
2 1 ’ 2 1 0, агар ( * ! ,  х2) g D \ D p  булса

функцияларни царайлик. Бу функциялар йигиндиси f 1 (x l t  ж2) +  f 2 (x1. x2) — 0('V (xt . 
дг.,) 6 D) булиб, у шу тупламда узлуксиз б улса-да, /х (л^, хг), /2 ( * , ,  х 2) функция- 
ларнииг ^ар бири Z? да узлуксиз эмае.

Юцорнда келтирилган теорема кушилувчилар хамда купайтувчилар 
сони ихтиёрий чекли булган холда хам уринли булишини курсатиш 
рйин эмас.

Энди мураккаб функциянинг узлуксизлиги ^акидаги теоремани кел- 
тирамиз.

Фараз цилайлик, M<z:Rm тупламда у  =  / (х) =  / (хи  х2.............хт)
функция берилган булиб, хи  х2, . . хт ларнинг хар бири Т czR*(k£N) 
тупламда берилган функциялар булсин:

=  Фх (О =  Фх (*i. t v  ■ ■ •> tk),
~  Фг (0 =  Фг (̂ i> t&  ■ ■ ., tfr),

xm =  Фш (t) =  ф„ (<i, t2, . . g .
Биз < = (<!, /2, . . булганда у ига мос х =  О,, х2, . . ., хт)£М
Деб цараймиз. Бу функциялар ёрдамида
У f  (Ф1 (ti, t2, . . ., tk), <р2 (̂ 1( t2, . ■ -, tk), ■ ■ cpm (tu  t2, . . tA), —

=  ф ( к - 12, . . ., g  =  ф (/)
мУраккаб функциянн тузамиз (каралсин, 33-бет).

‘ Т е о р е м а - ^  (0 =  Ф, (4. • • -  tk) (1 =  1, 2, . . . ,т )  
. нЩияларнинг .\ар бири  t° —  (/‘j, г1®, . . ., ф  нуктада  у зл у к с и з  булиб ,  

x> ^ f  (х1г х2, . . ., хт) ф ункция  э с а  t° =  (tf, , t°k) нуцтага  мз е

"  {XV Х°2--------О  (X? =  ФХ (/?, %-------- ф , Х° =  ф2 (/j, .......... ф . . .

. . . )  =  ф m (t\, t°, . . <0J)
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н уктада у зл ук с и з  булса,  у  =  Ф (t) =  Ф (t lt t2, . . мураккаб  фу^
цыя =  (t°v  t*............. ф  нуктада  у з л у к с и з  б у л а ди .

И с бот.  xt =  ф(- (0 =  Ф£ (#1 , /а, . • ., /*) (/ =  1, 2.............т )  функци,
/° =  (<р /£> • • ■> Ф  нуктада узлуксиз булсин.

Т a  Rk тупламда t° =  {t\, ф  нукгага интилувчи ихтиёрий

кетма- кетликни олайлик. У холда узлуксизликнинг Гейне таърифига кут

у  =  f  (xlt х2.............х„) функция (х“, х"2, . . ., *“,) нуктада узлук
сиз. У холда яна Гейне таърифига кура

=  Ф (/„ t2........... tk) функциянинг (/“, i\, . . ., ф  нуктада узлуксиз экан-
липши билдиради. Теорема исбот булди.

Биз цуйида куп узгарувчили узлуксиз функцияларнинг хоссалари- 
ни келтирамиз. Бунда бир узгарувчили узлуксиз функцияларнинг хос- 
салари тугрисидаги маълумотлардан тула фэйдалана борамиз.

Куп узгарувчили узлуксиз функциялар хам бир узгарувчили узлу#' 
сиз функцияларнинг хоссалари каби хоссаларга эга.

1. Н у к т а д а  у з л у к с и з  б у л г а н  ф у н к ц и я л а р н и н г  х ° с' 
с а л а р и  ( л о к а л  х о с с а л а р и ) .  / (х) функция М {М cz  R m) туп л а й Д  
берилган булсин, М  тупламдан бирор х° нукта олиб, бу нуктанин 
шу тупламга тегишли булган етарли кичик атрофини ^арайлик. / у  
функция х °  нуктада узлуксиз булсин. Бундай f  {х) функциянинг 
нуктанинг етарли кичик атрофидаги хоссаларини (локал хосса 
урганамиз.

булади.

булади. Демак, да

Бу эса у —/ (фх (/j, t2, . ■ ., tfe), ф2 (tlt to, . . tk), . . ., фт  (tj, t2, . . ., ^)) —

5- §. Узлуксиз функцияларнинг хоссалари
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о Агар / (х) функция х°£М нуктада узлуксиз'булса, у х.олда х° 
"нинг етарли кичик атрофида функция чегараланган булади. 

вуКИ с б ° т - фУнкция узлуксизлиги таърифи га кура

lim /(*) =  / (х°)
JC—>-Jte

. б ундан / (х) функцияни х° нуктада чекли лимитга эга экаилиги 
6 и б ’ ч и к а д и . Чекли лимитга эга булган функциянинг хоссаларидан 
кеЛ1анг 38- бет) эса, / (х) функцияни л:0 нуктанинг етарли кичик атро- 
!ь.?па ч е га р а л а н га н л и ги н и  топамиз.

2°. Агар / (х) функция х° нуктада узлуксиз булиб, f  (х°)>0 (/ (х°)< 
г'О) булса, х° нуктанинг етарли кичик атрофидаги х нукталарда 
f t x) >  0 ( / ( * )<0 )  булади.

И с бот.  / (х) функция х° нуктада узлуксизлиги таърифига кура,
Y е > 0  олинганда .\ам шундай б >  0 топиладики, барча x£U6 (х°) ПМ
нукталар учун

/ (х°) — е <  / (х) <  / (х°) +  е
булади.

Бу ерда е = / (х°) >  0 (агар / (х°) <  0 булса, е =  — / (х°)) деб олсак, 
фикримизнинг тасдигига эга буламиз.

Демак, f  (х) функция х° нуктада узлуксиз ва f  (х°) Ф  0 булса, х° 
нуктанинг етарли кичик атрофидаги х нукталарда функция ^ийматла- 
рининг ишораси / (х°) нинг ишораси билан бир^хил булар экан:

sign / (л) =  sign / (х°).
3°. Агар / (х) функция х° нуктада узлуксиз” булса, х° нуктанинг 

етарли кичик атрофидаги х' £ М, х" £ М нукталар учун

I / ( О - / ( * " ) ! <*
тенгсизлик уринли булади.

И с бот.  f  (х) функциянинг х° нуктада узлуксизлигига асосан, у е > 0
олинганда хам, — га кура шундай б > 0  топиладики, барча x£U6 (х°) 
нУКталар учун

I / W - / M I < f

бУлади. Жумладан, x'£U6 (x°), x"£U6 (х°) нукталар учун хам

В  I / ОО  -  / (*°) I <  f  I / ( О  -  f  (Х°) I <  j

^гсизликлар уринли булади. Кейинги тенгсизликлардан эса | / (х')— 
2 т  »<' е бУлищи келиб чикади. 

с а 1 У п л а м Д а У з л У к с и з б у л г а н  ф у н к ц и я л а р н и н г  хос- 
(ВЛг? Р и ( г л о б а л  х о с с а л а р и ) .  Энди М  cz Rm тупламда узлуксиз 
/( Функцияларнинг хоссаларини (глобал хоссаларини), аникроги 
^ К » ц и я  цийматларидан иборат (/ (х ): х £ М)  тупламнинг хосса- 

1 Ии Урганамиз.
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нуктада узлуксиз булса, у  =  Ф (/) =  Ф (ft , t2, . . ., ф  мураккаб фущ 
ция t° =  (/J, /®, . . ф  нуктада узлуксиз булади.

И с б о т . х£ =  (0  =  ф; (flt *2, . . ., у  ( / = 1, 2 , . .  ., т) функцщ 
t° =  (^, /£, . . ., ф  нуктада узлуксиз булсин.

Г  cr тупламда /° =  (fj, ф  ну^тага интилувчи ихтиёрид

{*<">} =  {(/{л), 4Л), . . . , /in))} (/i =  l , 2 , . . . )

кетма- кетликни олайлик. У холда узлуксизликнинг Гейне таърифига кура 
A f > =  Ф1 (/<,">, /<">, . . ., ^ П,) - ^ Ф 1  (t°v  q ,  . . .,  ф  = x \,

4 П> =  Ф2 « р . ^ ............Ф2 (*?. & • ■ .. Ф  =  X»,i f -

*£? =  ф т ( Г .  ^ ...............ф *«°1. <§................................ Ф  =  *2

булади.
y  =  f ( x1, x2, . . ., x j  функция (x°, xn2, . . jfiJ нуктада узлук- 

сиз. У хрлда яна Гейне таърифига кура 
>x<j!

■f(x‘? ,  *£">, . . „ л :< Г )-> /И ,х 2°------- - *?„)

у(П)—>-г' лш т j

булади. Демак, . . ., tlp -+ t°k да

f  (Ф! ( ф ,  4 ">......... 4П)). Фг *(2п)’ ■ • •Лп)). ■ • •• Фт  (Ап). 4л). • • •> 4П>))-
- > /  (Фх (<?, t°2 ............ Ф . Ф2 (*?. t°2, • • ф .............. Фт (t°v t°2...............Ф).

Бу эса * /= / (фх ( î, 12, . • •, ф ,  Фг ( îi • • •> Ф> • • •> Фт 2̂> • • ■» *̂))“ 
=  Ф (/lt /2, . . .. ф  функциянинг (/“, t\, . . ., /^) ну^тада узлуксиз экан- 
лигини билдиради. Теорема исбот булди.

5-§. Узлуксиз функцияларнинг хоссалари

Биз цуйида куп узгарувчили узлуксиз функцияларнинг хоссалари' 
ни келтирамиз. Бунда бир Узгарувчили узлуксиз функцияларнинг хос
салари тугрисидагн маълумотлардан тула фэйдалана борамиз.

Куп узгарувчили узлуксиз функциялар хам бир узгарувчили узлу15' 
сиз функцияларнинг хоссалари каби хоссаларга эга.

1. Н у к т а д а  у з л у к с и з  б у л г а н  ф у н к ц и я л а р н и н г  хо 
с а л а р и  ( л о к а л  х о с с а л а р и ) .  f  (х) функция М { M a R m) туплаяД 
берилган булсин, М тупламдан бирор х° нукта олиб, бу нуктаН.и,( 
шу тупламга тегишли булган етарли кичик атрофини карзйлик. / I' 
функция х° нуктада узлуксиз булсин. Бундай /  (х) функциянинг  ̂
нуктанинг етарли кичик атрофидаги хоссаларини (локал хоссалари1 
ур ганам из.



0 л гар /  (х) функция х° £ М нуктада узлуксиз'булса, у холда х° 
' инг етарли кичик атрофида функция чегараланган булади. 

нуКИ с 6 от. функция узлуксизлиги таърифига кура

lim f  ( x ) = f  (х°)

. ,  ундан /  (х) функцияни х° нуктада чекли лимитга эга экаилиги 
иб’адкади. Чекли лимитга эга булган функциянинг хоссаларидан 

кеЛИ г 38- бет) эса, /  (х) функцияни х° нуктанинг етарли кичик атро- 
Аила чегараланганлигини топамиз.

2° Агар /  (х) функция х° нуктада узлуксиз булиб, f  (х°)>0 (/ (х°)< 
/  0) булса, х° нуктанинг етарли кичик атрофидаги х ну^таларда
fix) >  0 (/ (*) <  °) булади.

И с бот.  /  (х) функция х° нуктада узлуксизлиги таърифига кура,
Y е >  0 олинганда .%ам шундай б >  0 топиладики, барча х € U6 (х°) П М
нукталар учун

/  (х°) — е <  /  (х) <  /  (х°) +  е

булади.
Бу ерда е =  f  (х°) >  0 (агар /  (х°) <  0 булса, е =  — /  (х°)) деб олсак, 

фикримизнинг тасдигига эга буламиз.
Демак, /  (х) функция х° нуктада узлуксиз ва f  (х°) Ф 0 булса, х° 

нуктанинг етарли кичик атрофидаги х нуктэларда функция кийматла- 
рннинг ишораси /  (х°) нинг ишораси билан бир^хил булар экан:

sign /  СО =  sign /  (х°).
3°. Агар /  (х) функция х° нуктада узлуксиз! булса, х° нуктанинг 

етарли кичик атрофидаги х' £ М,  х" £ М нукталар учун
| / ( х ' ) - / ( х " ) 1< е  

тенгсизлик уринли булади.
Ис бот. /  (х) функциянинг х° нуктада узлуксизлигига асосан, у е > 0

олинганда х,ам, ~  га кура шундай б > 0  топиладики, барча x £ U & (х°) 
нукталар учун

1/ ( х ) - / ( х ° ) | < у

б^лаДи. Жумладан, x '£ t / e (x°), х" 6 U6 (х°) нукталар учуй хам

1М х ,) - / ( х ° ) | < }  l / ( / ) - / W l < ^

Т̂ ГгИ,МнклаР УРинли булади. Кейинги тенгсизликлардан эса | / ( х ' ) —
I <  е булиши келиб чикади.

Са • 1 У п л а м д а  у з л у к с и з  б у л г а н  ф у н к ц и я л а р н и н г  хос- 
6jj, а Ри ( г л о б а л  х о с с а л а р и ) .  Энди М с  R"1 тупламда узлуксиз 
/ ( и 3? Функцияларнинг хоссаларини (глобал хоссаларини), аницрори 
wA Функция кийматлапидан иборат ( / (x) : x£Af} тупламнинг хосса-

1 И11и Урганамиз.
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12 . 13- теорема  ( Б о л ь ц а н о  — К о ш и н и н г  б и р и н ч н  теор»
м а е  и), у  =  f (х) =  /  (х,, х2............хт) функция богламли* M czfy,
тупламда берилган ва узлуксиз булсин. Агар бу функция тдпламнцн 
иккита а  =  (at, а2, . . ., ат) ва b — (blt Ь„, . . ., Ьт) нуцтасида 
хил ишорали кийматларга эга булса, у %олда шундай с =  (с1( с2, . Ц 
ст ) £ М- нуцта топиладики, бу нуктада функция нолга айланади: *1

f (c)  =  f ( c u с„ . . ., 0 = 0 .
И с б о т .  Аниклик учун /  (а) = /  (а„ а.г, . . ., a j < 0 ,  f  (b) =  f (b t 

b2, . . ., bm) >  0 булсин. M c z R m богламли туплам булгани учун бу- 
а ва b нукталарини бнрлаштирувчи ва М тупламда ётувчи синиц ч'и. 
зиц топилади. Бу синиц чизик, учлари булган нуцталарда /  (х) функция- 
нинг цийматларини хисоблаб борамиз. Бунда икки хол юз беради:

1) Синиц чизик учларининг бирида f  (х) функция нолга айланади. 
Бу цолда синиц чизикнинг шу учини теоремадаги с нуцта деб олинса,
/  (с) =  О булиб, теорема исботланади.

2) Синиц чизиц учларида /  (х) функция нолга айланмайди. Бу хол
да синиц чизикнинг шундай кесмаси топиладики, унинг учларида /(*) 
функциянинг цииматлари хар хил ишорали булади. Синиц чизи^нииг 
худди шу учларининг бирини а' == (aj, а'2, . . а,п) билан, иккинчи, 
учини эса b' — (Ь|, Ь', . . ., Ьт) билан белгиласак, унда

/  (а') =  /  (а'Р а2, . . ат) <  О, 
f(b') =  f (b\ ,  ь2, . . . , Ь ' т) >  о

булади. Синиц чнзицнинг бу кесмасининг тенгламаси ушбу
x1 =  a'l +  t [b\ — aj), 

х., =  a'2 +  t (&' — a'),

Хт = а’т + Н Ь 'т— a'J
(0 <  t <  1) куринишда ёзилади.

Агар узгарувчи х =  (xlt x2, . . ., хт) £ М  нуцтани синиц чизикнинг 
шу кесмаси буйичагина узгаради деб олинадиган булса, у холда 
f  (х) =  f  (xlf х2, . . . , хт) куп узгарувчили функция цунидагича

F (0 =  f  (ai + 1 (Ь[— а[), а2 +  t (b2— a2), . . . ,a 'm +  t {bm — a'J)
битта t узгарувчининг мураккаб функцияси булиб цолади. Мураккэб 
функциянинг узлуксизлиги хакидаги теоремага кура F (/) функии* 
[О, 1] сегментда узлуксиздир. Иккинчи томондан t =  0 ва t — 1 да "У 
функция турли ишорали цкйматларга эга:

F (0) =  /  (aj, а2, . . ат) <  О,
F 0 )  = / ( Ь ' р  Ь'2...........b j >  0.

Шундай цилиб, F (f) функция [О, 1] сегментда узлуксиз ва шу сеГ

* Богламли туплам таърифини 1 - §, 17-бетдан царанг.



«яг ч етк и  нукталарида хар хил ишорали цийматларга эга .У ^ол- 
меНТНкисм, 5- боб, 7-§ даги 5.5-теоремага кура, (0, 1) интервалда шун- 
да,Л' ■ „ук’та топиладики,
дай <• ну ' F (/„) -  О
булади . Демак,

p ( t g) = ^ f ( a j“Mo (^1 a i)> а 2 (^2 °2)» • • •» ° т  ”̂ 0  (а т ° т ) ) = 0-

А ^ ; . '  Cj =  a j  +  to (b\ —  a',),
c2 =  a 2 +  /0 [b2 -  a').

c =  am +  U * ; - 0

пеб олсак, рзвшанки, с =  (clt с2, . . ., с„ )£М  ва f(c) =  f ( c l, с2, . . ., 
с ) =  О булади. Бу юкорида келтирилган теоремани исботлайди. 
m Куйидаги теорема ^ам шунга ухшаш исботланади.

12.14-т е о р е м  а ( Б о л ь ц а н о  — К о ш и н и н г  и к к и н ч и  т е о 
рем а с и). /  (х) =  /  (дСц х2, . . ., x j  функция богламли М  cr Rn туп
ламда берилган ва узлуксиз булиб, М тупламнинг иккита а =
=  (ах, а2........... a j  ва Ь =  (ЬУ, Ь2, . . ., Ьт) нуктасида f (а)=А,  f  (Ь) =
=  В, А Ф В булсин. А билан В орасида хар цандай С сон олинса хам, 
М тупламда шундай с — (clt с2, . . .  , ст) нукта топиладики,

f  (с) = f  (с„ с2, . . ., ст) =  С
бЦлади.

12. 15- теорема ( В е й е р ш т  р а с с н и н г  б и р и н ч и  т е о р е м а -  
сн). Агар /  (х) функция чегараланган ёпщ М cz R"‘ тупламда берил
ган ва узлуксиз бума, функция шу М тупламда чегараланган булади.

Ис бот .  Тескарисини фараз килайлик, яъни /  (х) функция чегара
ланган ёш к М тупламда узлуксиз булса хам, у шу тупламда чегара- 
ланмаган булсин. У хрлда V n ^ N  учун шундай х(г,) £ М ну^та топи
ладики,

\ f ( x (n) \ > n  (12.31)

булади. Бундай нукталардан {х<д)}, х(п)£ М (п — 1, 2 , . . .) кетма-кет
лик тузамиз. Модомики, М туплам чегараланган экан, унда {х(п)} кет
ма-кетлик хам чегаралангандир. Больцано — Вейерштрасс теоремасига 
(ушбу бобнинг 2- § ига) кура {х(л)} кетма- кетликдан якинлашувчи бул-
t̂ H_{x<rifc>} пиемий кетма-кетлик ажратиш мумкин: {х*^1}->-х°

епик туплам булгани учун х°£ М булади. /  (х) функциянинг М тум- 
амда узлуксиз эканлигидан эса

M l  / ( x (V )-v /(x « )
кУраШИ кели® чнк.ади> натижада бир томондан (12.31) муносабатга

| / ( x (V ) | > « fc.

(x(V) -> оо {k~>~ оо да) булса, иккинчи томондан f (х<п*))->-/(х0) 
колди. Бундай зиддият /  (х) функцияни М тупламда чегаралан-
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маган деб олиниши окибатида келиб чикди. Демак, f (х) функция д | 
тупламда чегараланган. Теорема исбот булди.

12 . 16 - т е оре ма  ( В е й е р ш т р а с с н и н г  и к к и н ч и  т е о р е ма -  
си).  Агар /  (х) функция чераланган ёпик М cz Rm тупламда аниц. 
ланган ва узлуксиз булса, у  шу тупламда узининг анщ юкори %амда 
аник; цуйи чегараларига эришади.

Бу теореманинг исботи 1-цисм, 5 -боб, 7-§ даги 5.8-теореманинг 
исботи кабидир. Уни исботлашни укувчига хавола этамиз.

6- §. Куп узгарувчили функциянинг текис узлуксизлиги. 
Кантор теоремаси

Ушбу параграфда куп узгарувчили функциянинг текис узлуксизли
ги тушунчасини киритамиз ва уни батафсил урганамиз.

/  (х) функция М с  Rm тупламда берилган булсин.
12.30-таъ р и ф . Агар V e > 0  сон учун, шундай 6 > 0  топилсаки, 

М тупламнинг р (х', х") <  6 тенгсизликни каноатлантирувчи ихтиёрий 
х ' ва х" (х' £ М, х" £ М) ну^таларида

| / ( * ') - / ( * " ) !  О
тенгсизлик бажарилса, /  (х) функция М тупламда текис узлуксиз 
функция деб аталади.

Функциянинг текис узлуксизлиги таърифидаги 6 > 0  сон е > 0  га- 
гина боглик булади. Табиийки, агар /  (х) функция /VI cr Rm тупламда 
текис узлуксиз булса, у шу тупламда узлуксиз булади.

М и с о л л а р .  1. Ушбу
/ (*i. **)=А

функциянинг £> =  {(*!, х 2) е Я2 : х] +  х% <  1} тупламда текис узлуксиз булиши кур- 
сатилсин.

8
V 8  > 0  сонни олиб, унга кура топиладиган б > 0  сонии олсак,

У холда ___________________ ^
р (х', х”) =  р ((*,, х2), (Xj', Х~2)= V (х [  — * 1 )4  (*2 — х2>г <  6

тенгсизликни каноатлантирувчи V (*j, х 2) (j D, V (*i. х2) 6  D нукталар учун

| /  (х[, х2) -  I (х\, х2) | -  | (*;)* +  (x2f - [  ( х >  +  (х2)*\ | =  | (х[ -  x l)  (х[ +  х]) +

+  (х'2- х 2) (х’2 +  д£) | <  2 V  (х\ -  х\)* +  (x2-x 'j* - + 2  У  {х\ -  *',)* +  (х2~ х ^  =
=  4  б <С £ булади. Демак, берилган функция D с : R* тупламда текис у зл у к с и з .

2 . К,уйидаги

/  (xi, х2) =  -----XIХ2
функцияни А  =  {(xlt x j e  R2 ■ 0 <  x \  +  *i — 1} тупламда царайлик. Равшанки, У 
функция А  тупламда узлуксиз. Бироц каралаётган функция учун А  тупламга те 
узлуксизлик таърифидаги шарт бажарилмай дн, яъни V 6  >  0  учун шундай s и 
х '  =  (*J, х 2) е А,  х ” =  (xj, х ’2) £ А  нукталар топиладики, р (л:', л " ) <  6  хамда

I /  (*1> Х2) — f  (х[, х2) I >  е



булади

нукталари»

з̂ яида

,  Хакикатан * ш . V б >  0 учун е =  I деб ва ( - J - ,  — )  6  А, ~  )  6  А

олсж. п >  п а =  [ р ^ - ] УУ"

N . .
2п ’ 2п))  » У 2■((-Ьт)’

V л п  )  ’ \ 2 t i  2 n )

< 6

=  Зп2 >  1 =  е

булади-
Юкорида келтирилган мисо!лардан куринадики, бирор тупламда 

узлуксиз булган функциялар ^ар доим шу тупламда текис узлуксиз- 
лик таърифидаги шартни бажаравермас экан. Аммо куйидаги теорема 
уринлидир.

12.17- т е о р е м а  ( К а н т о р  т е о р е м а с и ) .  Агар f  (х) функция 
чегараланган ёпиц М (М cz R '1) тупламда берилган ва узлуксиз бул
са, функция шу тупламда текис узлуксиз булади.

Исбот .  Тескарисини фараз килайлик, яыш /(х) функция чегара
ланган ёпик М тупламда узлуксиз булсин-у, аммо текис узлуксизлик 
таърифидаги шарт бажарилмасин. Бу холда биэор е >  0 сон ва ихтиё- 
рнй б > 0  сон учун М тупламда р( х ' , х" )< 6  тенгсизлнкни цаноат- 
лантирувчи шундай х' ва х' (х' £ М,х" £ М) нук;талар топиладики,

\ f { x " ) - f { x ' ) \ > E
булади.

Нолга интилувчи мусбат сонлар кетма-кетлиги 6t , б2, . . . , бп . . . 
ни олайлик:

б„-^0(бл> 0 п =  1,2,  . . . ) .  (12.32)
Фаразимизга кура, юкоридаги е >  0 сон ва ихтиёрий бп >  0 (п =

— 1, 2 , . . . ) учун М тупламда шундай а(п) ва Ь(п) (п =  1, 2 , . . .) нук- 
талар топиладики,

р(а(|), Ь(,)) <  бх ва 
р (а(2), Щ  <  б2 ва | / ( а (2)) — /(6(2)) I >  е,

р (а(п), Ь(п)) <  бп ва | f{aw ) — f(bln)) | >  е, 

буладц.
^одоикнн, М — чегараланган туплам ва а'п)£ М(п — \, 2 . . .) экан, 

УНДа Больцано — Вейершграсс теорамасига кура кетма-кетликдан 
Кинлащувчн цисмий {а{Пк 1 } кетма-кетлик ажратиш мумкин:

lim а(Пк) — а°• (12.33)
k—>00
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М ёпик туплам булгани сабабли а°£М  булади. Юцоридаги 
кетма-кетликдан ажратилган {bink 1 } к,исмий кетма-кетликнинг лимит1( 
х.ам а0 га тенг булади. Х,а^икатан хам, ушбу

р (Ыпь > , а ° )< р (Ь (л*> , а(л* ) ) +  р(а(п*> , а0) <  6„к +  Р(а<л* , а0)

тенгсизликдаги бп̂  ва р(а(п* ) , а0) лар учун (12.32) ва (12.33) Муноса.
батларга кура k-*-oo да

8 „ -*-0 , р (а(пь ) ,а°) О nk
булишини эъгиборга олиб, да р (Ь(Пк) , а0)-*-О эканини топа-
миз.

Шундай ^илиб, k-*-°o  да
а(Пк)-+а°,  Ь1Пк)-+а°.

Каралаётган f(x) функциянинг, шартга кура М тупламда узлуксиз 
эканлигидан

f{a{T>k > )-* /(а ° ) , f(t ink) )-+f{a°)  
булиб, улардан эса

/ (Ь<п*’ ) — /(a '"* ’ )-* -0  
булиши келиб чикади. Бу эса V пк лар учун

|/(&<n* ) ) - / ( a <n*)) | > e
деб килинган фаразга зиддир. Бундай зиддиятнинг келиб чикишига 
сабаб f(x) функциянинг /И тупламда текис узлуксизлик шартини ка- 
ноатлантирмайди деб олинишидир. Демак, функция М тупламда те
кис узлуксиз. Теорема исбот булади.

Бирор М с : Rm туплам берилган булсин. Бу тупламда ихтиёрий 
иккита х‘ ва х" нуцталарни олиб, улар орасидаги р ( х \  х") масофани 
топамиз. Равшанки, масофа олинган нуцталарга борлик, булади. Агар 
х' ва х" нукталарни М тупламда узгартирз борсак, унда {р (х', *")} 
туплам хрсил булади. Одатда, бу тупламнинг аник юкори чегараси 
sup {р(х\ х")} (х £ .И, х" £ М) М тупламнинг диаметри деб аталади 
ва у d (М) каби белгиланади:

d(M)  =  sup{p(x \ х")} (х '£М,  х"£М).
f(x) функция М cz Rm тупламда берилган булсин.
12. 31- таъриф.  Ушбу

sup { | /  {х”) f (х)  I } ( х '£М,  х"аМ)
микдор f(x) функциянинг М тупламдаги тебраниши деб атал ад и  & 
у со (/; М) каби белгиланади:

о  (/; М) =  sup { | f{x") — /(* ') | } (x' £ M,  x" t  M). ^
Юкори да келтирилган Кантор теоремасидан мухим натижа «еЯ 

чицади. д,
12 .2- н а т и ж а .  /(х) функция чегараланган ёпи^ тупламда бер11'
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I  з л у к с из булсин. У ^олда V е > 0  сон олинганда хам М туп- 
Г, . в  ^еКЛИ сондаги Мк тупламларга шундай ажратиш мумкннки,

и Мк =  м ,  м к Л М.  =  0  (k¥=j) ва со(/; М А) < е  
k

б- ' иДс б от .  /(X) функция чегараланган ёпик; /И тупламда узлуксиз 
и Кангор теоремасига кура бу функция тИ тупламда текис уз- 

бУ̂ .п  булади. Бинобарин, V е > 0  учун шундай б > 0  топиладики, 
л> , v-")<  б булган у х \  х" лар учун |/(х ')  — /(х")| < е  булади, 

т у п л ам н и  диаметрлари ш у б  булган M k тупламларга ажратамиз. 
равш анки , бу холда Y x ' £ M k, Y  •*" € м к нукталар учун р(х ', х")<б 
булади ва демак, 1 / 0 0 _ / ( , , ) | < в

тенгсизлик бажарилади. Бундан эса
sup { I /  (х") — / ( х ') 1} < е ,

яъни
<■>(/; М * ) < е

булиши келиб чикади. Натижа исбог булди.
Биз ушбу параграфда функциянинг текис узлуксизлиги билан бог- 

лик булган функциянинг узлуксизлик модули тушунчаси билан хам 
танишамиз.

f(x) функция M c z R m тупламда берилган булсин. V 6 > 0  сонни 
олиб, М тупламнинг р(х ', х")<!б  тенгсизликни каноатлантирувчи их- 
тиёрий х ва х" ( х '£М,  х"£М)  пукталардаги функция кийматларидан 
тузилган \f(x") — /(х ') | айирмаларни ^арайлик.

12. 32-таъриф.  Ушбу
|/(х") — /(х' ) |  (x'GAf,  / £ М )

айирмалар тупламининг аник юкори чегараси
sup {\f(x") — f (x' ) \ }  (х' £ М , х" £ М)

Р (х \ X") < 6

/  (х) функциянинг М тупламдаги узлуксизлик модули деб аталади ва 
®(/: б) каби белгиланади:

W (/; 6) =  sup { \f(x") -  f  (г') I} (X' 6 Af, х" 6 М).
Ы х\  х") «  б

Бу таърифдан, функциянинг узлуксизлик модули б нинг манфий 
Длмаган функцияси эканини курамиз. Бундан ташкари бх >  б2 >  0 
оулганда ушбу

A \ K * " ) - f ( x ' ) \ } >  sup Ш ( х " ) - / ( х ' ) | }
PW . Р(*'. *")<62

** х"£М)  тенгсизлик уринли булиб, ундан
J S lJ .  ш(/; б, б2)
экаииИГИ келиб чикади. Бу эса to (/; б)— б нинг усувчи функцияси 

ниии билдиради.'
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Энди /(х) Функциянинг текис узлуксизлиги билан унинг узлукс|1з> 
лиги модули орасидаги богланишни ифодалайдиган теоремани келтцра, 
миз.

12. 1 8 - т е о р е ма ,  /  (х) функциянинг М a  Rm тупламда текис 
узлуксиз булиши учун

lim и  (/; 6) =  0
6-»+о

булиши зарур ва етарли.
1 3 - Б О Б  !

КУП УЗГАРУВЧИЛИ ФУНКЦИЯНИНГ КОСИЛА 
ВА ДИФФЕРЕНЦИАЛЛАРИ

Ушбу бобда биз куп узгарувчили функциялар дифференциал >$. 
соби билан шугулланамиз. Киритиладиган ва урганиладиган хосилалар ‘ 
ва дифференциаллар тушунчалари бир узгаРУвч,1НИНГ функциялара 
учун киритилган мос тушунчаларнинг тегишлича умумлаштирилиши- , 
дан иборат булади. Айни 'пайтда, биз курамизки, куп узгарувчили 
функциялар учун хос булган бир канча янги тушунчалар хам (йуна 
лиш буйича хосила, тула дифференциал ва хоказо) урганилади.

1- §. Куп узгарувчили функциянинг хусусий *осилалари

1. Ф у н к ц и я  х у с у с и й  ^ о с и л а с и н и н г  т а ъ р и ф л а р и .  
f(x) r=f(x 1» *2............хт) функция очик М (М с ; Rm) тупламда берил
ган булсин. Бу тупламда х° =  (х ,̂ х“, . . . , х^) нукта олиб, унинг 
биринчи координатаси xj га шундай Ах, (Ах, 0) орттирма берайлик-
ки, (х® +  Да-j, -V®, . . . , л°) £ М булсин. Натижада /(х ,, х2........... хт\
функция хам (х®, х°, . . . , х°) нуктада л, узгарувчиси буйича

Д„ /  =  /(*1  +  Аг 1> XV ■ ■ ■ > * т ) - / ( * Р  4 ............ *т)
хусусий орттирмага эга булади.

Ушбу
Д а / /(*? +  Д*ъ . ■ ■ ■ х°,) f (х,, , х^) (131)
Дх, А*!

нисбатни ^арайлкк. Равшанки, бу нисбат Ах, нинг функцияси булиб, 
у Ах, нинг нолдан фаркли кийматларида аникланган.

13. 1- таъриф.  Агар А х,-*-0 да (3.1) нисбатнинг лимити

Дх, f  , . f (Х1 “Ь Д*1> х2’ • ■ ■ > х<т) f (*?• х2> • • • > хт)lim —— =  l i m -------------------------------------------------------- "
Дд-,->0 Д*1 Дх,-0  Д*1

мавжуд ва чекли булса, бу лимит f(xL, х2, . , . , хт) ф у н кц и ян и н г 
(х«, х?, . . . , х^) пуктадаги х, узгарувчиси буйича хусусий о̂силас
деб аталади ва

d f(x° ,  х°, . . .  , х ° ) э /

дхг дх *1



гидарнинг бири билан белгиланади. Демак,
, оч d f (х?) . .  ДX l f  
(*  ) =  ■■ =  lim  — — .

1 дхг лх,-->п Д*!

Агар x°i +  Дх1 =  деб олсак’ Унда Д х1 ~ х 1 ~ хл 153 да х ^
^  V" булиб, натижада

АХ л f  , ■ f  (Х1 +  Д*1’ Х2 ...............Xm) —  f  (*1- х 2 .................х т),-m =  ‘iZL-L =  lim ------------------------------------------------------------ =
дх:-.о Д*1 Д*1 -*о ДХ1

f ( x  1, х°2............ *°,) — /(**}, д:2п, . . . .  хпт)
=  п т  --------------------------------------------------------------- -

*,-»*? * i~
булади. Демак, /(* ,, х2, . . . , хт) функциянинг (х1}, х%............x?J нук;-
тадаги xL узгарувчиси буйича хусусий хрсиласини ушбу

f ( x I ,  4 ..................... * т ) ~ / ( * ! ■  * 2 ......................... * т )

* г - А
нисбатнинг х ,-► даги лимити сифатида таърифлаш мумкин.

Худди шунга ухшаш f(xlt хг, . . . , хт) функциянинг бошка узга- 
рувчилари буйича хусусий хрсилалари таърифланади:

df ДX2 f  / ( * ? .  * 2 +  Лд;2- *3- • • • > * m ) ~  f  (*” , *2..............*m>—  =  lim  -------=  urn
дх>> Лха *0 Ал̂2 Ддг2-»0 A*2 

df =  |im  Axm f  __ | im  f ( x ° i , x \ ............х ° ,+ Д xm) —  f ( 4 , x ^ ..........................x°m)

Длгт —>0 АХ/п A x m

Демак, куп узгарувчили f (xlf x2, . . . , xm) функциянинг бирор 
(*”, 4 '  . . . , 4 i) нуктада xk {k =  1, 2 , . . . , m) узгарувчиси буйича 
хусусий хосиласини таърифлашда бу функциянинг xk ( k = \ ,  2 , . . . , т) 
узгарувчидан бошка барча узгарувчилари узгармас деб хисобланар 
экан. Шундай цилиб, f (xv х2, . , хт) функциянинг хусусий хо- 
силалари /^ , /^ ,  . . . , 1-кисм, 6- боб, 1-§ да урганилган ^осила—
б,ф узгарувчили функция хосиласи каби эканлигкни курамиз. Демак, 
куп узгарувчили функцияларнинг хусусий хосилаларнни хисоблашда 
бир Узгарувчили функциянинг хосиласини хисоблашдаги маълум бул- 
гам Цоида ва жадваллардан тулик фойдаланиш мумкин.

^  и с 0 л  л а Р- I- /  (*и  х2) =  V +  * 2  булсин. Бу функциянинг V (х ц  х2) £  R 2 
Н тадагл хусусий ^осилалари

d f  х г df  х2

б?лади. 9xt  V х \ + 4 ’ дх2 V 4  + х \

*1+*ш
22 г , 1 2

' I U i, х2) =  _ _ _  е функциянинг (xlt х2) £  R* (х2 >  0) ну^тадаги хусу-
V  х г
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сий хосилаларини хнсоблаймиз:

Л
дх

д /  1_  ' 
X дх ! \ / х 2

д! д / 1_  ~ 
д хг дхг ' , ) /  х -i

2

2

) 2 >Лг,

) = -

1 2е

*!+*>
2

2 К **
3. Ушбу

/(* 1. *2) =
2*1*2

*2 , 2 ■ агаР (*i- *г) ^  (0, 0) булса,Xj "f” 2̂
О , агар (jcj, х2) =  (0 . 0 ) булса

функциянинг хусусий ухилаларини топинг.
Айтайлик, (д-j, х г) Ф  (0; 0) булсин. У холла

2 х , хг \  2xt  (*i +  *2  — 2*1*а 2хх 2д̂2 (х^ —

(*1 +  *|)2

д! д I 2х, х2 \  _  2*! (*i +  *1) ~  2 * ^ 2 2х2 __ 2хх (х\ — 4 )

_  JL [ 2*, *2 \ _  *̂г (*i ~г *2 

d*i d*i (, * 1 +  *2 /  (*1 +  *|

<?дг2 ддг2 *1 "Ь *2 (*i +  * i)2
булади.

Энди (jfj, х2) =  (0, 0) булсин. У холда

(0,0) .. / (A*i, 0) =  / (0,0) „
— ------ ■= lim  ---------------------------- =  0 ,

дхх Дх,-*о Axj

а/ (0,0) /(О, А*,) —/ ( 0 ,0) „-------- =  hm -----------------------=  0
дх2 Дхг-т*0 Д*2

булади.
Демак, берилган [ (х1; х2) функция у (х ,, х2) 6 R 2 да хусусий ^осилаларга

эга.

2. Х у с у с и й  х . о с и л а н и н г  г е о м е т р и к  м а ъ н о с и .  Соддалик 
учун икки узгарувчили функция хусусий ^осилаларининг геометрик 
маъносини келтирамиз.

/  (x(, х2) функция очик М (М cz R2) тупламда берилган булиб, 
(*?, •*“) £ М  булсин. Бу функция (х°, х“) нуктада (х“, х°), (x'j, *“) 
хусусий хрсилаларга эга булсин. Таърифга кура f  (x°lt х\) ва f  'Xt 
х®) хусусий хосилалар мос равишда ушбу уг — / (х р xS) ва y2 =  f(xv 
х2) бир узгарувчили функцияларнинг ва х°, даги хосилаларидан ибо* 
рат.

Фараз цилайлик, у  — f  (.4 , х2) функциянинг графиги 11- 
курсатилган сиргни тасвирласин. Унда у  у =  /(* ,, х£) ва у,  =
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11- чизма

„кцияларнинг графнклари мос
?вйШДа 1’ Xi) СИРТ б,,ланг  vo текисликнинг хамда шу 
' 2оТ билан X] — х° текисликнннг 
^есцййпндан хосил булган Г, ва 
г  чпзиклардан иборат. 

г \'аълумки, бир узгарувчили 
ф (Х) функтшяиинг бирор ,г0 

! £ /<?) ну^тадаги хосиласининг 
геометрик маъноси (1-цисм, 6- 
боб. 1-§) бу функция тасвирла- 
гац' эгри чизик ка (х0, ф (х0)) нук- 
■raia утказилган урииманинг бур- 
чак козффициентндан, яъни уринманииг Ох ук.и билан ташкил этган 
б\-рчакнинг тангенсидан иборат эди. fXi (х\, х§) ва (х®, х£) хусусий 
хосилалар мос равишда / \  ва Г2 эгри чизикларга (х1}, х®) нуктада ут- 
казилгаи уринмаларн.шг Од-, ва Ох2 уклар билан ташкил этган 6vp- 
чакнинг тангенсини билдиради. Демак! fXi (х°}, л®) ва [х (х ,̂ х®) хусу-
сий хосилалар у —J  (х,, хг) сиртнинг мос равишда Ох, ва Ох2 уклар 
йуиалиши буйича узгариш даражасини курсатади.

Ф у н к ц и я н и н г  у з л у к с и з  б у л и ш и  б и л а н  у н и н г  х у с у -  
сий ^ о с и л а г а  э г а  б у л и ш и  о р а с и д а г и  б о р л а н и ш .  f (х) функ- 
ция очик, М (М с  Rm) тупламда берилган булиб, х0 £ М  нущтада чек- 
л» /,, (х°) хусусий хосилага эга булсин. Таърифга кура

Г- (х°) =  lim
a*i->o A*i

булиб, ундан
л х, /  =  /*, (*°) • А*1 +  а , Ах,

б\лншини топамиз, бунда Ах, -»-0 да а,-> -0 . Натижада
lim А /  =  lim [/. (х°) • Ах, +  а , Ах,] =  О 

Дх,->0 Дх,-»0 i l l
булади. Бу эса /  (х) функциянинг х° нуктада х1 узгарувчиси буйича 
мсусий узлуксиз эканлигини билдиради. Демак, /(х) функция х°* нук- 

Да чекли (х°) (k =  1, 2 ........... т) хусусий хосилага эга булса,
м*) функция шу нуктада мос xk (fe =  1, 2 , . . . , т) узгарувчилари 
Учича хусусий узлуксиз булади.

хус К̂ -°К‘ к^п УзгаРУвчили /  (х) функциянинг бирор х° нуктада барча 
ча 1°ИИ х-осилаларга эга булишидан, унинг шу нуктада узлуксиз (бар- 
^ Р у в ч и л а р и  буйича бир йула узлуксиз) булиши хар доим келиб 

' -^ермайди.
зсалан, ушбу параграфнинг 1- пунктида келтирилган 3- мисолда- 

х2) функция у  (*х, хг) £ R- нуктада —  хусусий хоси-
w L .  ох у дх2
ГаР\Ъч. эга .булса-да, бу функция (0,0) нук,тада узлуксиз (иккала уз- 

си буйича бир йула узлуксиз) эмас (царалсин, 12- боб, 1-§).
501
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2- §. Куп Узгарувчили функцияларнинг дифференциалланувчилигц

1. Ф у н к ц и я н и н г  д и ф ф е р е н ц и а л л а н у в ч и л и г и  т у щ у н. 
ч а с и .  Д и ф ф е р е н ц и а л л а н у в ч и л и к н и н г  з а р у р и й  ш а р т и 
f(x)  =  /(* !, х2, . . . , хт) функция очик М (М cz Rm) тупламда бе̂  
рилган булсин. Бу тупламда (x'J, х%, . . . , х^) =  х° нук;та билан бир. 
га (х*} + Д х ,, х® +  Дх2, . . . , х^. +  Дхт ) нук,тани олиб, берилган фуНк. 
циянинг т у л а  орттирмаси
Д/ (хс) =  /  (х® +  Дхр х® +  Дх2, . . . , +  Дхт ) — /  (х®, х®,------х*т)

ни цараймиз.
Равшанки, функциянинг А/(х°) орттирмаси аргументлар орттирма- 

лари Axlt Дх2, . . . , Дхт ларга борлик булиб, купчилик ^олларда 
Дхх, Дх2, . . . , Дхт лар билан Дf орасидаги богланиш мураккаб бу
лади. Табиийки, бунда Дх1( Дх2, . . . , Дхт  ларга кура Д/ ни анц 
ёки такрибий ^исоблаш кийинлашади. Натижада орттирмаси Дх,, Д*,, 
. . . , Ахт орттирмалар билан соддарок; борланишда булган функция- 
ларни урганиш масаласи юзага келади.

13. 2-таъриф.  Агар /(х) функциянинг х° нуктадаги Д/ (х°) орттир- 
масини

А/ (х8) =  А1Ах1 +  Л2Дх2 +  . . . +  АтАхт +  ccjAXi +  ос2Дх, +
+  . . . + а т Дхт  (13.2)

куринишда ифодалаш мумкин булса, /  (х) функция х° нуктада диф- 
ференциалланувчи деб аталади, бунда Л,, Л2, . . . , Ат лар Дх,, Дх,,
. . . , Дхт ларга борлик булмаган узгармаслар, a lf a 2, . . . , а т лар
эса Axlf Дх2, . . . , Дхт ларга борлик; ва Д х ^ О ,  Дх2- * 0 ..........
Ахт  —>■ 0 да сс, >- 0 , а 2 0 , . . . , ост 0 (Дх, =  Дх^ . . . =  Ахт О 
булганда а 1 =  а2 =  . . .  =  а т =  0 деб олинади).

Агар /  (х) функция М тупламнинг х;ар бир нуцтасида дифферен- 
циалланувчи булса, /(х ) функция М тдпламда дифференциалланувчи 
деб аталади.

М и с о л .  Ушбу f ( x 1, x 2) ~ x i + x 2 функцияни царайлик. Бу функция V (х°- 
х2) € R2 нуцтада дифференциалланувчи булади. Х,аци^атан хам, (х®, х®) нуктада бе
рилган функциянинг орттирмаси

Д /  =  /  (х? +  Дхх, х® +  Дх2) -  f  (x°lt х \  ) =  (хЧ +  Дхх)2 +  (х® +  Дхг)2-

-  (х?)2 -  (х®)2 =  2х? Д x j +  2х2° Д х 2 +  (Д Xj)2 +  (Д х2)2 

булиб, унда А 1= 2 х п1, А 2 =  2х°, =  А х1г а г =  Дх2 дейилса, натижада 

A f  — А г Дх! +  А 2 Дх2 +  а !  Дхх +  а г Дх2

булади. Бу эса б е р и л г ан  функциянинг V (* i. х2) 6  R 2 нуктада ди ф ф еренц иаллаяу®  
чи экаилигини билдиради.

/(х) функциянинг х° нуктада дифференциалланувчилик шарти (13-2) 
ни цуйидаги

Д/(х°) =  Л1Дх1 +  Л ,Д х ,-Ь  . . . + А тА х т +  о(р) О3'3
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•ринишда хам ёзиш мумкинлигини курсатамиз, бунда р (х«, х°, . . . , 
=  х° ва (хЧ +  А хи х“ +  Д х2............х° +  А хт) нукталар орасидаги

*ПУ
масофа: ______________________ ________

р =  К(Ах,)'- +  (Дх2)2 +  . . . +  (Д .x j2.
Равшанки,

Д ^ - ^ О ,  Дх 2-> 0 , . . . , Дхт - ^ 0 = ^ р ^ 0

ва
р ->()=>■ Д х ,-*  0, Дх2-*-0........... Дхт ->-0

булади.
Эндн Ах , - >0 ,  Дх2-+-0, . . . , Дхт -*-0 да (13.2) муносабатдаги 

а. Ах, -г а 2Ах2 +  • . . +  а шДхт  мицдор р га нисбатан юкори тартибли 
чексиз кичик мш^дор эканлигини курсатамиз. Агар

а,Дх, +  а 2Дх2 +  . . . - f  <хтАхт =  р (а , —  +  а 2 +  . . . - f
V Р р

+  а т — ) (р Ф  0)
Р )

муносабатда

1А**1 <  1 [к =  1,2 , . . . , т)
P

булишиии эътнборга олсак, унда 
|а 1Л.х1 + а 2Д.*2+  . . . +  атАхт | ^  ( | а ,  | +  | а 2 i +  . . . +  |« * |) р  

булади. Демак,
а,Дх, +  а 2Дх2 +  . . . +  а т Дхт  =  о(р).

Шундай килиб, (13.2) шартнинг уринли булишдан (13.3) нинг уринли 
булиши келиб чиади.
n Arap / W  функциянинг х° нуктада дифференциалланувчилик шартн 
(1о.З) куришшшда уринли булса, бундан бу шартнинг (13.2) курнни- 
ши х,ам уринли булиши келиб чицади. Шуни исботлайлик.
I  М.РР “  0 бУлса> УВД3 Ах, =  Лх2 . . . =  Ахт =  0 булади ва (13.3) 
даи (13.2) келиб чикади.

Р=т^О булсин. Унда Дх,, Дх2, . . . , Дхт  ларнинг барчаси бир йу- 
нолга тенг булмайди. Шуни эътиборга олиб цуйидагини топамиз:

О (р) =  . (Axi)2 + (Дх2)2 -4- • ■ ■ -Г (A*m)2 _  o j p )  A X i  ^  

p p p p 1 
_L °(P) Ax* 4 , . о (p) Д*_,

p ' T "  2 +  '  ■ • +  ^ -------- 7Г  ' m =  a ,A X l +  “ ■*** +p p p p

бУ'|Да

........... m,
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булиб, р —► 0, яъни А х , 0, Дх2->-0, . . . , Ахт ->- 0 да 'Xi —► О, а г^
-*■ 0 ........... Пт-*- 0 .

Демак, f (х) функциянинг х° нуктада дифференциалланувчилигининг 
(13.2) ва (13.3) шартлари узаро эквивалентдир.

Энди дифференциалланувчи функциялар ^акида иккита теорема 
келтирамиз.

13. 1- теорема.  Агар f (х) функция х° ну упада дифференциалла
нувчи булса, ч цолда бу функция шу нуктада узлуксиз булади

Ис б о т .  f{x) функция х° нуктада дифференциалланувчи булсин.
У хрлда таърифга кура функция орттирмаси учун

A f ix9) =  Л, Дач +  Л2 Дх2 +  . . . +  Ат Ахт+ а 1Ах1 +  а 2Дх. +
+  . . . + а шАхт

булади, бунда A ,, Л2, . . . , Ат — узгармас, Д .^ -^ 0 , Дх2-*-0, . . . ,  
Дх„,-*■ О да а 2->-0 , . . . .  а т -»-0 .

Юкоридаги тенгликдаи
lim А/ (х°) =  О

Дх,-»0 
Дл:т - 0

булиши келиб чикади. Бу эса f (а) функциянинг х° нуктада узлуксиз- I 
лигини билдиради. Теорема исбот булди.

13.2. т е о р е м а .  Агар f  (х) функция х° нуктада дифференциал- I 
ланцвчи булса, у  \олда бу функциянинг шу ну упада барча хусусий 
хосилалари fXi (х°), f'x% (х°), . . , f'Xm (х°) мавжуд ва улар мос равиш
да (13.2) муносабатдаги Аг, А2, . . .  , Ат ларга тенг булади, яъни

rXli* )  =  A v ГХг (а°) =  А2........... ГХт(*°) =  Ат.

Ис б о т .  fix)  функция А-0 нуктада дифференциалланувчи булсин.
У хрлда таърифга кура функция орттирмаси учун

А/ (х°) =  Л,Ах, +  Л2Дх2 +  • • • +  АтАхт +  а хДх, +  « А ч  +
+  . . . + а „ 4 л ,  ОЗЯ

булади. Бу тенгликда
Ах, ф  0 , Дх2 =  Дх3 =  . . .  =  Ахт =  О 

деб олсак, унда (13.2) ушбу
AxJ i x ° ) = A lAxi +  a r Axi

куринишни олади. Бу тенгликнинг хар икки томонини Дх, га булиб. 
сунг Дх, -> -0  да лимитга утиб, куйидагинн топамиз:

A f  (х®)
lim —------- =  lim (Л, +  а ,)  =  Л,.

д*,-,о Дх, д*,—о

Демак,
rXi( * ° ) = A  v

68



, шуцга ухшаш f(x) функциянинг х° нуктада f ’Xj(д°), fx> (х°), . . . , 
г  (хе) хусусий хосилаларининг мавжудлиги хамда

Щ у  /;, (*°) =  л 2, / ;, (*•) =  л 3, . .  . ,  / ; т  (х°) =  л т

•анлиги курсатиладн. Теорема исбот булди.
ЭЬ 13 1- н а т и ж а .  Агар f (х) функция х° нуктада диф|)еренциалланув- 
ч„ булса, у холда

А/ (х°) =  (*°) Axi +  f'x, (х°) Ах2 +  . . . +  / ; ш (х°) A*m +  о (р)

6 ' Л1з .1- э с л а т м а .  /  (л) функциянинг бирор х° нуктада барча хусу
сий хрсилалари fXi{x°), fXi(x°)........... / ' m(x°) нинг мавжуд булишидан,
ф ункциянинг шу нуктада дифференциалланувчи булиши хар доим ке
либ чикавермайди.

Масалан, ушбу

а г а Р (* i, ^  ( ° ’ 0) б Ул с а >f{Xj, Х2) — -.К •*"] + *2
О, агар (х,, .y2) =  (0 , 0) булса

функцияни царайлик. Бу функция (0, 0) нуктада хусусий хосилаларга 
эга:

Г  (0 , 0) =  lim Ll-I -Vb 0) — / (°- п> =  0>
1 Дх,-+0 &Xt

f  (0 , 0) =  lim /( °’ 0) =  0 .
1 д*,->о А хг

Берилган функциянинг (0 , 0 ) нуктадаги орттирмаси

Д /(0 , 0 ) - /

булиб, уни (13.2) ёки (13.3) куринишида нс(юдалаб булмайди. Буни 
исботлаш максадида, тескарисини, яъни /(х ,, хг) функция (0 , 0 ) лук- 
тада дифференциалланувчи булскн деб фараз килайлик. Унда

А/ (0 , 0) =  /;_ (0, 0) Ах, +  /;_ (О, О) Ах, +  а,А.г, +  а 2Дх2 =
= а ,  А х, +  а 2Дх2 (13.4)

Демак' ^  муносабатда Ах, — 0 , Дх2- > 0  да а,-»- 0 , а 2 -»-0  булади.

— - AXlAjC2 =  а , Ах, +  а 2Ах2. (13.5)
' V (Дх,)Ч- (Д*2)2 > 1 2  2 ;

as Aa:i ва Дл:2 лар ихтиёрий орттнрмалар. Жумладан, Ах, =
•г булганда (13.5) тенглик ушбу

Щ  =  Ах, К  +  а2)

«9



куринишга келиб, ундан эса

булиши келиб чикади. Натижада Дх, -»-0. А х,->-О даа, в а а 2 микдор. 
ларнинг нолга интилмаслигини топамиз. Бу эса f(xlt х») функциянцНр 
(О, 0 ) нуктада дифференциалланувчи булсин деб килинган фаразГа 
зид. Демак, берилган функция (0, 0) нуктада хусусий -\осилаларга 
эга, аммо у шу нуктада дифференциалланувчилик шартини бажар. 
майди.

Шундай цилиб, функциянинг бирор нуктада барча хусусий хоси- 
лаларга эга булиши, функциянинг шу нуктада дифференциалланувчи 
булишининг з а р у р и й  шартидан иборат экан.

2. Ф у н к ц и я  д и ф ф е р  е н ц и а  л л а н у вч и л и г и н и н г е т а р л и  
ша р т и .  Энди куп узгарувчили функция дифференциалланувчи були
шининг етарли шартини келтирамиз.

/ ( * ) = / ( *  1» xt< • • • • хт) функция очщ М{М  Сz R m) тупламда бе
рилган булиб. х° =  (х«, xS, . . . , х^) нуцта шу тупламга тегишли
булсин.

13.3-т е о р  ем а. Агар /  (х) функция х° нуктанинг бирор атро- 
фида барча узгарувчилари буйича хусусий \осилаларга эга булиб, бу 
хусусий хрсилалар шу х° нуктада узлуксиз булса, f (х) функция х° 
нуктада дифференциалланувчи булади.

И с б о т . х° £ М нуктани олиб, унинг координаталарига мос равиш
да шундай Д*!, Дх2, . . . , Дхт  орттирмалар берайлнкки, (xf +  Ах;, 
х® 4- Дх„ . . . , хйт +  Дхт ) нуцта х° нуктанинг айтилган атрофига те
гишли булсин. Сунг функция тула орттирмаси

Д /  ( * ° )  =  / ( * 1  +  & x v  Х 2 +  А х 2> * •  • * * 2 .  +  Д х т >  —  /  ( * ? •  4 . . . . . . . . . . . . . . . . .

ни цуйидагича ёзиб оламиз:

А /  ( * ° )  =  1 / ( * 1  +  х 2 +  А х 2 '  • • •  •  Х т  +  Л х т )  —  /  ( * 1 -  * 2  +  . . . . . . . . . . . .  

* т  +  А х т ) 1  +  I / К .  х 2 +  А а 2>  Х 3  +  А * 3 . . . . . . . . . . . . . . . Х т + А * т )  ~ / ( * ? •  Х 2 '  Х3 +

+  А х 3 . . . . . . . . . . . . . . . . Х т  +  А х т ) 1  +  • •  • +  \ f № v  А . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . * 2 , - 1 »  Х т  +

+  Ахт ) ~  / ( Х1> Х2' Х3 ............*тМ-
Бу тенгликнинг унг томонидаги хар бир айирма тегишли битта аргу- 
ментнинг функцияси орттирмаси сифатида каралиши мумкин. Унинг 
учун Лагранж теоремасини татбиц цила оламиз, чунки теорем ам издэ 
келтирилган шартлар Лагранж теоремаси шартларининг бажарилишй- 
ни таъминлайди:

А/  (*°) =  fXl (х” +  О А , х® +  Дх3, . . . ,  х°т +  A xJ  -Ах, +



6ун*а О < 0, <  l ( t  =  1, 2 ........... т).
Е п  ятда (13.6) функция орттирмасининг формуласи деб аталади. 

Шартга кура х° нуктада /;_, ■ ■ ■ , ГХт хусусий хосилалар уэ-

я„ксиз. Шунга кура
f'x, +  01 Л *2 +  Л .............+  Л * J  =  f'x. (Х“) +  “ 1.

/ ; ‘(х® , х° +  02 A х2, л® +  А х3........... х°, +  А хт ) =  fXt (х°) +  а 2,

' 4  • ’• *1-1’ xl  +  e . A * J  =  / ; т (х») +  а т  (13.7) 
булиб, унда Д х ^ О ,  А х2-+0,  . . .  , Дхт - > 0  да а , — О, а 2- > 0 , . .
. * “ т - * 0  б УЛЯДИ- 

’ (13.6) ва (13.7) муносабатлардан

А/(х*) = 4 (* о )Д * 1 +  ^,(х°)Дхг +  . . . +  £ /п(х°)Дхт +  а 1 Д х ,+
+  а 2хг+  • • • + а т Дх„

булиши келиб чикади. Бу эса f{x) функциянинг х° нуцтада дифферен
циалланувчи эканлигини билдиради. Теорема исбот булди.

Бир ва куп узгарувчили функцияларда функциянинг дифференциал- 
лаиувчилиги тушунчаси киритилди (каралсин, 1- и,исм, 6- боб, 4-§  хам
да ушбу бобнинг 2 -§.) Уларни солиштириб цуйидаги хулосаларга ке- 
лзмиз.

1) Бир узгарувчили функцияларда хам, куп узгарувчили функция
ларда хам функциянинг бирор нуктада дифференциалланувчи булиши
дан унинг шу нуктада узлуксиз булиши келиб чицади. Демак, бир ва 
куп узгарувчили функцияларда функциянинг дифференциалланувчи бу- 
лнши билан унинг узлуксиз булиши орасидаги муносабат бир хил.

2) Маълумки, бир узгарувчили функцияларда функциянинг бирор 
нуктада дифференциалланувчи булишидан унинг шу нуктада чекли 
хоеилага эга булиши келиб чицади ва, аксинча, функциянинг бирор 
нуктада чекли хоеилага эга булишидан унинг шу нуктада дифферен
циалланувчи булиши келиб чикади.

Куп узгарувчили функцияларда функциянинг бирор нуктада диф
ференциалланувчи булишидан унинг шу нуцтада барча чекли хусусий 
х°силаларга эга булиши келиб чикади. Бирок,, функциянинг бирор ну^та- 
Да барча чекли хусусий хосилаларга эга булишидан унинг шу нукта- 

Дифференциалланувчи булиши хар доим келиб чикавермайди.
Демак, бир ва куп узгарувчили функцияларда функциянинг диф- 

Ч^Ренциалланувчи булиши билан унинг хоеилага (хусусий хоеилага) 
булиши орасидаги муносабат бир хил эмас экан.

3-§. Йуналиш буйича косила 

Ш^зьлумки, бир узгарувчили y  =  f{x) функциянинг (*£/?, y £ R ) ~
Xqqii _ _ dx
Pvnu функциянинг узгариш тезлигини билдирзр эди. Куп узга- 
' ^ Или У =  f(xlt X,, . . . , хт) функциянинг ((*,, X............. x J € R m,



y £  R) хусусий хосилалар» хам бир 
, узгарувчили функциянинг хосиласи 

каби эканлигини эътиборга олиб, 6v

dx\ dx2 dxm ‘ "
лалар хам у  =  f(xlt хг, . . . , хт) 
функцияниг мос равишда Ох, 0хъ 
. . . , Охт уклар буйича (Rm фазо
да) узгариш тезлигини И(|юдалайди

J__. _  Деб айтиш мумкин.
* х Энди функциянинг ихтиёрий йу-

12 - чизма

налиш буйича узгариш тезлигини 
ифодаловчи тушунча билан тапи- 
шайлик. Соддалик учун икки узга
рувчили функцияни цараймкз.

y  — f{xlt х2) — /(Л) функция очик М тупламда (MQ.R2) берилган 
булсин. Бу тупламда ихтиёрий Л0 =  (х° . х\ ) нуктани олиб, у оркали 
бирор тугри чизи^ утказайлик ва ундаги икки йуналишдан бирини 
мусбаг йуналиш, иккинчисини манфий йуналиш деб кабул килайлик. 
Бу йуналган тугри чизикни I дейлик.

а 'в а  р деб I йуналган тугри чизик мусбат йуналиши билан мос 
равишда Ох, ва 0 х2 координата ук;ларининг мусбат йуналиши орасида- 
ги бурчакларни олайлик (12-чизма). Унда д  Л0ЛВ дан

булиши келиб чицади. Одатда cos а  ва созР лар / тутри чизикшшг 
йуналтирувчи косинуслари дейилади.

I тугри чизицда Л0 нуктадан фар^ли ва М тупламга тегишли бул
ган А нуктани (А =  (х„ х2)) олайликки, А0А кесма М тупламга те
гишли булсин. Агарда Л ну^та А„ га нисбатан / тугри чнзикнинг 
мусбат йуналиши томонида булса (шаклдагидек), у холда А0А кесма 
узунлиги р (Л0, А) ни мусбат ишора билан, манфий йуналиши томони
да жойлашган булса, манфий ишора билан олишга келишайлик.

13.3-т а ъ р и ф .  А нук;та / йуналган тугри чизик буйлаб А„ нук- 
тага интилганда (Л —► А0) ушбу нисбат

f ( A ) — f(A„) f ( x  1, Х.2) — [ (х°, 4 )  
р (Ап, А) Р ((ж®, *”). (*i- -*&))

нинг лимити мавжуд булса, бу лимит / (дсд, х2) =  ДЛ) ф ун кц и ян и н г

А0 =  (х“ , х ° ) нукгадаги I йуналиш буйича \осиласи деб аталади ва
d f ( A 0) _ df  (х°. ж“)
—---- --еки -------------

dl dl
каби белгиланади. Демак,

df  H A ) - f ( A „ )

— cos а,
Р Р



Энди fix  и -*г) функциянинг I йуналиш буйича хосиласининг мав- 
жудлиги ^амда уни топиш масаласи билан шугулланамиз.

• уз.4- т е о р е м а .  /(* „  х2) функция очик М туп.гамда (М  с= R-) 
берилган булсин. Агар бу функция А0 =  (х\ , х \ ) нуктада Цх° , х°2 )t 
г  ;vf) дифференциалланувчи булса, у  щгда функция шу нуктада хар 
к а н д а й  йуналиш буйича %осилага эга ва

df(A0) df( *°,*°) df ixlxb
—  =  ~ 1Г~  = “ ^ Г " С 0 5 а + _ ^ С02р- ( , 3 -8)

Ис бот .  Шартга кура f(xu х2) функция А0 =  (х° , х ° ) нуктада диф- 
ференциалланувчи. Демак, функция орттирмаси

f ( A ) - f ( A 9) = f ( x lt *2) - / ( * “ , х°2 )

учун
^ / ( 4  Х°) / пч d f ( x °  х°2)

(•VX —  ^ 1) Н-------- — — -  (х3 — Х?)+ °(р) (13.9)

булади, бунда

р =  р (А0, А) =  К (* 1 - х ? ) +  ( * , - * “ )* .

(13.9) тенгликнинг ^ар икки томонини р = р ( Л 0, А) га булсак, у 
холда

№ - f W  X l - J j  d f i x l x b  x t - x t  , o(p)
P (/'°. A) dxi p

булади.
Натижада (13.10) тенглик ушбу

dx- +  —  (13.10) 
Р Р

1 ( А ) - Ц А 0) <5/(*° х°2) _ } f ( x l  4 )  _ о (р) 
cos а  Н------ ;— — cos Р Н--------

дх*

Р(^о. А) схх dx2 р

куряиишга келади. Бу тенгликда А - + А 0 да (яъни р - ^ 0  да) лимитга 
>^ак, унда

lim fjA)~f(Ao) f (A) - f ( A0) dj(x\, x°2) df(x\,x%
/ - 5 .  H A . .  A ,  “ I ™  -------- J -------- C O S, +  - ^ —  COSP

гУлади. Демак,

dHA«) __ 4> _  df (x?, 4)

H 9  dl dti ^"1
У эса теоремани исбот лайд и.

 ̂ * с о л л а р .  1. у шбу

f i x  1, х*) =  arctg —

Фу‘Т'б£ни каРайл̂ -
B p " 4"  квадратиинг (!, 1) нуктадан утувчи па (0 , 0 ) ну^талан ( 1 , 1) ну^та-

df (х\, х2) 
cos а  +  ------- —  cos р

OX-i

73



к у
л

y £ R )  хусусий хосилаларн \ам бир 
д 4 , узгарувчили функциянинг хосиласи

■ "  каби экаилигини эътиборга олиб, 6v 
d f d f  d f  y 
T ~ ’ T ~ ............1Г  ХУСУСИИ -\оси-dx\ dx-л uxm
лалар х1ам y = f { x v  x2, ■ • ■ , xm) 
функцияниг мос равишда Ox, OxSt 
. . . , Oxm у к лар буйича (R'n фазо
да) узгариш тезлигини ифодалайди 
деб айтиш мумкин.

Энди функциянинг ихтиёрий йу- 
налиш буйича узгариш тезлигини 
ифодаловчи тушунча билан тапи- 

12 - чизма шанлик. Соддалик учун икки узга
рувчили функцияни караймиз. 

у  =  f  ( jc ,, х2) =  /  (Л) функция очик М тупламда ( M £ R 2) берилган 
булсин. Бу тупламда ихтиёрий Л0 =  (х“ , х " ) ну^тани олиб, у оркали 
бирор тугри чизик, утказайлик ва ундаги икки йуналишдан бирини 
мусбаг йуналиш, иккипчисини манфий йуналиш деб кабул килайлик. 
Бу йуналган тугри чизикни I дейлик.

а  ва Р деб / йуналган тугри чизин; мусбат йуналиши билан мос 
равишда Ох, ва Ох2 координата у^ларининг мусбат йуналиши орасида
ги бурчакларни олайлик (12-чизма). Унда д Д 0,46 дай

г — г0 X, — X,
=  COS ОС,

х2 - • Х°
=  cosP

р р 
булиши келиб чикади. Одатда cos а  ва cosP лар I туррн чизикиииг 
йупалтирувчи косинуслари дейилади.

I тугри чизикда А0 нуктадан фаркли ва М  тупламга тегишли бул
ган А нуктани (Л =  (х„ х2)) олайликки, .40.4 кесма М тупламга те
гишли булсин. Агарда А нукта Л„ га нисбатан I тугри чнзикнинг 
мусбат йуналиши томонида булса (шаклдагидек), у хрлда Л0А кесма 
узунлиги р(Д0, А) ни мусбат ишора билан, манфий йуналиши томони
да жойлашган булса, манфий ишора билаи олишга келишайлик.

13.3-т а ъ р и ф .  А ну^та I йуналган тугри чизик буйлаб А„ иук- 
тага интилганда (.4 Л0) ушбу ннсбат

f ( A ) - f ( A 0) f  (х , ,  х2) — /  (х°, Хо)

р ( А .  А) Р((Х^, х^), (х„ х2))

нинг лимити мавжуд булса, бу лимит / (х,, х2) =  /(Л) ф уи кц и яШ 'Н  

А0 =  (х° , х ° ) нуктадаги I йуналиш буйича \осиласи деб аталади вз
d f{ A 0) d f(x \ .  х«)

каби белгиланади. Демак,
dl

еки
dl

— =  lim
dl

f ( A ) - f ( A 0) 
a ^ a 0 P И о, A)
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Энди /(*i> хд  функциянинг / Йуналиш бунича хосиласининг мав- 
жуДли№ хамда уни топиш масаласи билан шугулланамиз.

13.4- т е о р е м а .  /(* ,, х2) функция очик М тупламда (М  с= R-) 
берилган булсин. Агар бу функция А0 =  (х° , х°2 ) нуктада ((х° , х\ )t 
сМ ) дифференциалланувчи булса, у  хелда функция uiy нуктада хар 
кандай йуналиш буйича хосилага эга ва

d f ( A u) d fix* .  *°) V ( x ° ,  х°) df ( x l  4 )

—  " ^ " 5 “  “ - ^ COBa +  - S — <l 3'8>

И с б о т .  Шартга к ура / (х „  А',) функция А„ =  (*° , ,v° ) нуктада днф- 
ференииалланувчи. Демак, функция орттирмаси

f ( A ) - f ( A 0) = f ( x lt x2) - f ( x \ ,  х°2 )

учун

f ( A ) - f ( A 0) =  ^ - ^ ^ ( Xl- x ^  +  d- ^ ^ ( x 3-x ° 2) +  о(р) (13.9) 

булади, бунда

р =  р(Л0, А) =  — х?) +  (*2 - * ° ) а .

(13.9) тенгликнинг хар икки томоншш р =  р(Л0, А) га булсак, у 
хрлда

H A ) - f ( A a) а / ( 4  4  х х - х ?  d f ( x l x b  х . . - х °  0 (0)

------------------------------— + ^ г  ~ т ~ + - г  ( 1 3 ' 1 0 )

булади.
Натижада (13.10) тенглик ушбу

1 ( А ) - Ц А 0) ё ! (х \,  *") . * 7 ( 4  *5) о(р)
~ ~ 7i— ~  =  — ;------cos a  Ч------------ — cos (5 Н--------

Р( А0. A) ex t  dx., р
куринишга келади. Бу тенгликда А - + А 0 да (яъни р - ^ 0  да) лимитга 
>^ак,  унда

Пш i w - f w  _ и„ ПА)-  f (-4о> v  <x°i> х°> , v  (*?• А)
А-*а .  о (А А ' ~  « ------- -̂------ = — -̂-------  cos aH -------- ------  cosfS• л, р-*0  р дхх <?х4

' Улади. Демак,

W )  _  df  (X?. х°) df  (x°v  х2°) d f (х°, х°)

в  Л - ~ ^ Г = - ^ Г  c o s a + ^ r  cos^
У Эса теоремани исбот лайд и.

^ нсоллар.  1. Ущбу

f  (xi, хг) =  arctg —

*Ч*лик.
Г^риичн квадратиинг (1, 1) нуктадан утувчи па (0, 0) ну^талан (I, 1) ну^та-



13-чизма

га цараб йуналган биссектрнсасидан иборат (13. 
чизма). Берилган функциянинг /40 =  (1, 1) Ну ' 
тадаги I йуналиш буйича хосиласини топинг. 

Берилган

/ ( *  1 . x2) =  arctg —

функциянинг Л„ =  ( 1, 1) нуктада дифференциал- 
ланувчи эканлиги равшан. Унда юн,орида келти
рилган (13.8) формуладан фойдаланиб.

d f{  1, 1) 
dl

_ i l__ \
2 . 2 ) X

*1 +  *2 /х,=

S f(  1. 1) ___ 5 . , ^ (1’ '> V,
— :------ссь , +  iv х

* ‘“ Т
*2

/ <1=1 *1—2

х > 1 = 0 .
2

булишини топамиз. Демак,
d f ( l  1) 

dl
-О.

каралаётган функциянинг /10 =  ( 1, 1) ну^тадаги 0 х 1 ва Охг [координата уклари 
буйича з^осилалари мос равишда

Ж 1, D _  1 Э/(1, 1) _  1
г Х1 2 ’ Эх2 2

булади.
2. К,уйидаги

f  (*1. Xj) =  V  * 1 + * 2

функциянинг >4 0 =  (0 , 0 ) нуктада исталган / йуналиш буйнча ^осиласи
-* е //\ а\

1Л/(0, 0) 
dl

булади.
Ха^икатан ^ам,

булиб,

/ ( Л ) - / И о )

р(И 0, Л) Р

f ( A ) - f { A Q)

=  - ^  =  1

Й  pCito. -А)
=  1

булади.
3. Ушбу / (*1. -*2) =  *1 +  N

функциянинг (0 , 0 ) нуктада Ox j  координата уки буйича ^осиласи 1 га тенг булиб, О*1 
координата уци буйича ^осиласи мавжуд эмас. ^

13.2-э с л  а т ма .  Функция бирор нуктада дифференциаллацувчи-п
шаргини цаноатлантирмаса ^ам, у шу нуктада бирор йуналиш буии j 
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n xap кандай йуналиш бу'йича хосилага эга булиши мумкин. 
д\асалан, ушбу _______

f ix  1, JCj) =  j A f  +  X?

Функция Л  — (0 . 0) нуктада дифференциалланувчилик шартини бажар- 
айди Юк°Рида курдикки, бу функция (0, 0) нуктада исталган йуна

лиш буйича хосилага эга.

4- §. Куп узгарувчили мураккаб функцияларнинг 
дифференциалланувчилиги. Мураккаб функциянинг досиласи

г/ =  /(х ,,х 2, . . . , хт) функция М (М a  Rm) тупламда берилган бу
либ, *1, Х2 . . . , Хт узгарувчиларнинг хар бири уз навбагида tlt tt , . . . tk 
узгарувчиларн и нг Т (Т a  R?) тупламда берилган функцкяси бул
син:

xi — Ф1 (̂ i> • • • > *̂)>

х2 — г̂> • • • I

*т =  < ........... О - (13Л1)
Бунда (/,, /8........... tk) £ T  булганда унга мос (х1( хг, , хт) £ М
булсин. Натижада ушбу

У /  (Ф1 • • • > Фг(Л* 2̂» • • • » f̂c)> • • • I Ф/п ^2' • ■ •„/*)) =

мураккаб функцияга эга буламиз.
1. М у р а к к а б  ф у н к ц и я н и н г  д и ф ф е р е н ц и а л л а н у в ч и -  

лиги.
13. 5- теорема.  Лгар (13.11) функцияларнинг %ар бири (t°{, t°, . .

■ > Ф € Г нуктада дифференциалланувчи булиб, у  =  /  (хх, х2, . . . , хт ) 
Функция эса мос (х1}, х®, . . . , х °) £ М нуктада (х<| =  срх (/“, tn2, . . .
ф , х* == ф4(/о, to............ф ............. х® =  <pm(^, ф ) дифферент
Чиалланувчи булса, у  хрлда мураккаб функция F(tL, t2, . . . , t„) хам 
' i’ *2> • • • , ф  нуктада дифференциалланувчи булади

Ис б о т .  (/о, t ,̂ . . .  , ф £ Т  ну^тани олиб, унинг координаталари- 
Мос Равишда шундай At lt A tt, . . .  , A tk орттирмалар берайликки, 

' ^  А ^ |+ Д  t2, . . .  , -f- A tk) £ Т булсин. У холда (13.11) ифодадаги 
Т ^бир функция хам Дхх, Дх2, . . . , Ахп орттирмаларга ва нихоят 

Юй ха. • • • , хт) функция Д /  орттирмага эга булади.
артга кура (13.11) ифодадаги функцияларнинг хар бири (fj, t\, . . . ,  

нУктада дифференциалланувчи. Демак,



д х "
булади, бунда —— (i =  1, 2 , . . .  , тп\ j — 1, 2 , . . . .  к) хусусий хо- 

dt>силаларнинг (/», ф  нуктадаги кииматлари олинган,

р =  К (Д  /,)* +  (Д /2)2 +  . . ■ +  (Д tk)2
Шартга асосан, г/ =  /(х, ,  х2, . . .  , х,„) функция (х(’, х?, . 

нуктада дифференциалланувчи. Демак,

Д / =  - ^ Д х , + - ^ -  Д х , +  • • • +  $ - b x m + a i Ax l +
дх, дхг т

.X»)т>

+  а 2Д ха +  . . . + а т Дхя (13.13)

булади, бунда ~  (t =  1, 2 , . . . , т) хусусий хосилаларнинг (х«, х°,
. . . ,  х ° ) нуктадаги ^ийматлари олинган ва Дх,->0, Дх2->- 0, . . . ,  Д хт->- 
-► 0 да а , - ^ 0 , <хг-*- 0 , . . . , а ж -* -0  булади.

(13.12) ва (13.13) муносабатлардан топамиз 

Д /  =  —

+ г
+

. . .  + - з£ а <„ +  о (р )1 +

^  д /1 +  - ^ - д / , +  . 
d ti  d t2

+

а/х * '

дх, d/, dx2 dti
d f  дх , +  d f _  _j_

d / 2 c)x2 л 2

+  1 ^  л ^  +  °(р)]
............................  +
+  д̂ 1  Д/* +  0(р)1 

dtk J

+

■[
+

‘к
d f_  т дхж 

дх
T t

. Л -
дх„, - I

д / г +«
м , + (13.14)

[ j /  gfi [ j /  дх2 I
[дх, д1к ^*2 д1Ь 

d f

d f  д х ,  

д(ьд х п

. . +  
Д (ь  ++

. \ 9 L + * L ^  . . .  т з -
[д х , дх2 ,

Бу тенгликдаги +  . . .  +  ^  йигинди узгармас (р га боглиJ Л v /9 v

-I -о (р) +  а , • Д х, +  а 2 А *2 +  • • • +  а т Дх*‘ 
5/

эмас) булганлиги сабабли

_  -  ^*2 
булади.
76

df
дх.

■] • о (р )  = о ( р )



Модомики, х,=Ф { {tu  t2.............. tk) (i =  1, 2 , . . . , m) функциялар (/»,
Щм , /°) нуктада дифференциалланувчи экан, улар т у  нуктада 

тгиз булади. Унда узлуксизлик таърифига кура Д ^ -vO,  Д /, ->■ О, 
У3,1-' д / г.-*-0 да, яъни (>-> 0  да Д х ^ О ,  Дх2-*•()•, . . .  , Д х ,,-^ 0  
л&тади Яна хам аникрок айтсак, (13.12) формулалардан р - ^ 0  да 
дх  =  о (р). Дх2 =  °(р). • • • . А хт — о (р) экаилиги келиб чикади.
д Х1_*0, Дх.2- ^ 0 , . . • , да эса а ^ О ,  а 2->-0, , . . , ат-+0.

барча Д Х(- —>■ 0 =>- барча a^ -v O ^ o i! Д хх 4  а 2Д х2 - f  . . . 4
+  атАХп =  °  (Р)-

Шундай килиб,
\ й .  4- М . +  . . . 
дхх дхг

d f
дх„

+  а ,п^Хт

О (р) 4  <*! Д хх 4  а 2 А хг 4  . . .  4

°(Р) (13.15)

df  д хт

df.

булади. Агар ушбу
df д х ,  df дх2

А * — • " "р —  • —  -{- . . .  ,

1 дх! dtj дх, dtj дхп

( £ = 1, 2 ,  , k )  белгилашни киритсак, у хрлда (13.14) ва (13.15) 
муносабатларда н

Д /  =  Д 4  А2 A t2 4  . . . 4  Ак A tk 4  о (р)
келиб чикади. Бу эса y =  f(fpl (t1, . . . , у ,  <ра {t,............tk), . . .  ,
Фт (̂ > • • • . — t2, . . .  , tk) мураккаб функциянинг (/”,/ <Д, . . . ,  
ф  нуктада дифференциалла нувчи эканлигини билдиради.

Теорема исбот булди.
2 . М у р а к к а б  ф у н к ц и я н и н г  х;о с и л а с и. Энди

У —  /  <T i  (f2, • • ■ . tk), / 2, . . .  , tk), . . . , 9 m ( / i ,  t2, . . .  , tk)) —
— F(ty, l2, . . .  , tk)

мураккаб функциянинг tlt t2, . . . , tk узгарувчилар буйича хусусий
Хосилаларини топамиз.

Агар (13.11) функцияларнинг хар бири (t°, i \ ф £  Г нуктада
Дифференциалланувчи булиб, y = f { x y, х2, . . . , хт) функция sea мос

>’ ............. хт) нуктада дифференциалланувчи булса, v холда му
раккаб функция

. . . . . . . . . . .у ................................................ / , .......................... У )
бушб *' УзгаРУвчиси буйича хусусий .\осилаларга эга

df Зх,„=  К  'Ъ . _l К  ,



булади, бунда (i =  1, 2 , . . . , т, j  — 1, 2 , . . . , к) хусусий >;0.
" 1

dt
силаларнинг [t\, ф  ну^тадаги, ^  (t — 1, 2 , . . . , т) хусу.

сий хосилаларнинг эса (х°, . . . , х°т ) нуктадаги кийматлари олиц. 
ган.

13.5-теоремага кура мураккаб функция (/<[, t°2, . . .  , ф  нуктада 
дифференциалланувчи булади.

Демак, бир томондан
А / =  Л1-А 1̂ +  Л ,-А /1+  . . .  +  Л*-Д/А +  о(р) (13.16)

булиб, бунда
,  _ d f  0*1 I 0 / 0*2 I I 0^ L<Xm / ;  , п  L\ /1 7  1 "7\А> 0Г,.+  • • •  + 0 * т  ^ - 0  =  1 , 2 , . . . ,  к) (13.1/)

(к,аралсин, 13.5-теорема), иккинчи томондан 13.1-натижага асосан

булади. (13.16), (13.17) ва (13.18) ва муносабатларда
d f  0*г | 

д х г d tx

(13.18)

d f _  0/ 0*i
0 'i 0*i 0^i

d f d f 0*i
d tz 0*i dt2

d f 0 / 0*i
d‘k 0*i 0'*

д]_ 0£г 
дх* d t .

0/ 0*п
0*ш а/! 

0/
а/20*„

(13.19)

d f  д х2 

д х2 d t2
+  J L  дхт

0 * т

булишини топамиз.

5- §. Куп узгарувчили функциянинг дифференциал и

1. Ф у н к ц и я  д и ф ф е р е н ц и а л и н и н г  т а ъ р и ф и .  # =  /(*) 
функция очиц М (М с  £ т ) тупламда берилган булиб, бу _ ту п лам н и н г 
х° нуктасида дифференциалланувчи булсин. Таърифга кура, у холда 
f{x) функциянинг х° нуцтадаги орттирмаси

A/(jc°) = Л 1 Ах1 +  Л2Дха +  . . . +  ЛЯ Д*Я +  о(р) (13.3) 
булиб, бунда

А( =  - ^  (f =  1, 2 , . . . , т )

ва Д х ^ О ,  Дх2->-0, . . . , Ахт -*-0 да р-*-0 булади. (13.3) тегглик* 
нинг унг томони икки ^исмдан 1) Ах1г А х% . . . , Ллт орттирмаларга 
нисбатан чизицли ифода Ах А хг +  Ла Д хг +  . . .  +  Ат А хт ДаН’ 
2) A Xj О, Д х2 -*■ 0, . . . , A 0 да, яъни р -*• 0 да р га нисбатан 
юкори тартибли чексиз кичик мии,дор о(р) дан иборат.
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ттьжингдек, (13.3) муносабатдан р - > 0  да А1Ах1 +  Аг Ах2 +  . . .  +  
д  \  X — чексиз кичик мик;дор Д /  (х°) —- чексиз кичик микдорнинг 

+  кисмп эканлигини пайк;аймиз.
^°Ш13 4- т а ъ р и ф .  /(*) функция орттирмаси Д f(x°) нинг Д .^, Д *2, . . 

\ х  ларга иисбатан чизи^ли бош ^исми

Л - Д ^ + Л - Д ^ - Ь  . . . + А т.Ахт =  ^ )  А х1 +  ^ А х2 +

Ш :  + . . .  +  ц ^ А Х 1т
с х т т

f(x) функциянинг х° нуцтадаги дифференциали (тулик дифференциа
ли) деб аталади ва df (х°) ёки df(x\, х°, . . . , я°) каби белгиланади.
Демак,
df(x?) =  df{x°v  4 -  • • • * xm) =  ' Да'1 +  А2-Ах2 +  . . . Ат-А хт =  

_ ^ 4 Х1 +  Л Щ Д1, +  . . . + 4 « д
dXt i x2 ёхт т-

Агар *1, хг...........  хт эркли узгарувчиларнинг ихтиёрий орттирмалари
Ахи Д *2........... Д лар мос равишда бу узгарувчиларнинг дифферен-
пиаллари dxs, dx2, . . . .  dxm га тенг эканлигини эътиборга олсак, унда 
f(x) функциянинг дифференциали ^уйидаги

d, i J f ) = j m d X i + > m i X } +  . . . + ^ и ^  (13.20)

куринишга келади.
Одатда — dxlt ~ d x 2, . . . , ~ ~  dxm лар f{x) функциянинг хусу-

O X  i  д х г

сий дифференциаллари деб аталади ва улар мос равишда dx f, dx f,
• , dx f каби белгиланади:

; "  ............

Демак, f(x) функциянинг а-0 нуктадаги дифференциали, унинг шу ну^- 
тадаги хусусий дифференциаллари йигинднсидан иборат.

М и с о л .  Ушбу

/(* 1. *2) =  еХ‘ Sinx’
Функция у  (*1, xt)£R*  нуктада дифференциалланувчи булиб, унинг дифференциали 

df — T ~ dxi +  T~ ■ dx1 =  sin xz e*1 sln x« dxt +  x x cos x.̂ 1 sin *« dx2 —
0 * 1  O X2

бСладн =  e ’“  $l" ** (sin cos V*a)

ЩУНИ таъкидлаш лозимки, f(xlt x2, . . .  , xm) функциянинг диф- 
еРенциали (x*J, дс§, . . . , x°m) ну^тага боглиц булиши билан бирга бу 

^Рувчиларнинг орттирмалари A xt = d x u Ахг =  dx2, . . .  , Ахт — 
хт ларга >̂ ам боглшушр.
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Функциянинг дифференциали содда геометрик маънога эга. Куйц- 
да уни келтирамиз.

У =  f(x) =  f(xlt x2, . . . ,  хт) функция очик М тупламда (М cz 
берилган булиб, х°=  (.v1?, x“, . . . ,  х°т) нуктада (х°6 /И) дифференциалла
нувчи булсин. Демак, бу функциянинг х° нуктадаги орттирмаси 

A f(x°) =  /(xf +  A х,, х°2 +  Д х2, . . . ,  х°т +  Л хт) — f(x°, х°2, . . . ,  x°J

учун
A /(х°) =  ГХ1(х°) (-v, -  х?) +  £ f(x°) (х2 -  х°) +  . . . +  / ;т (*°) (хт  -

- х ° , )  +  0 (р)

булади.
Фараз цилайлик у  =  /(х) функциянинг графиги # т +* фазодаги ущ.

бу
(S) =  { (хА, х2, . . .  , Хт, у): (Xj, X,, . . . , хт ) 6 Ят, г/ 6 #} 

сиртдан иборат булсин. Геометриядап маълумки, бу сиртнинг (л ,̂ х°,
• • • - 4 -  Уо> нуктасидан (у0 =  }(х\, х?2, . . . ,  х“)) угувчи хамда Оу уки- 
га параллел булмаган текисликларпинг умумий тенгламаси

F  -  у0 =  А ,(Х, -  *?) +  -42(А'2 -  х°) +  . . .  +  A j X m -  4 )

булади, бунда X lt Л'2, . . . ,  Х т, У — текисликдаги узгарувчи ну^та- 
нинг координаталари.

Хусусан, ушбу
У - У0“ 4 ( х ° ) ( х -  х?) +  /;,(-v°)(x - х ° )  +  . . .  +  f'xy ) { x m- x l )  (13.21) 
текислик эса (S) сиртга (х“, 4 ,  . . . , г/0) ну^тасида утказилган
уринма текислик деб аталади.

Агар х, — .t° =  dxp х2 -—х® =  dx2, . . . , хт — х°п — dxm дейилса, 
унда (13.21) уринма текислик

У -  У о -  ЦхР) dx{ +  /;/х°) dx2 +  . . . +  / ; т (*°) dxm =  d/(x°)

куринишга келади.
Натижада куйидаги хулосага кела- 

миз: у  =  f(x,, х2, . . хт) функция ар- 
гументлари х,. х,„ . .  . ,хт ларнинг х, — 
=  X®, х, =  х?2..........Xm =  xj, KuiiMaTла
ри га мос равишда орттирмалар берай- 
лик. У холда функциянинг мос орт
тирмаси
А /(х°) =  /(х'{ +  А хр 4  +  А ..............

+  А Хт ) —  /(х°р X®, . . , Х ° ) =  / / - '

— Уо (S’) сирт (х°, х°, . . . , х;„, г/о)
ва (xj +  Д х,, х“ +  Д,х2.......... х°т +

+  Ах;„, у)
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• г 0хирги, у  координатаси олган орттирмани бнлдиради. 
нУНл Лакп„янИнг шу нуктадаги дифференциали эса

: щ**) =  У - у 0
мз текислик (х®, х®, . . . , хЦ,, У0) ва (xj -гАХр х® 4 - Лх2, . , 

УР ' \  . у) нукталарининг охирги, у  координатаси олган орттирманиу(| Аг

бНЛ\ЧРсТсап, y  =  f(x,, х2) функция очик М тупламда (М с= R-) берил- 
н булиб, (х*}, М нуктада дифференциалланувчи булсин. Бу функ- 

га” инг графиги 14- чизмада тасвирланган (S) сиртни нфодаласин. (S) 
афтга (x'j, 4 , УQ) нуцтасида (yQ =  /(х°, х®)) утказилган уринма текис
лик ушбу „ „ „

у — 1*1 -  А)  +  (*, -  4 )

к у р п н ш д а  б ? л ,‘б . ундШ| y — y t  =  d l{ iQ , iS)

экаилиги келиб чикади. Демак, у  — /(х,, х2) функциянинг (х®, х®) нук
тадаги дифференциали бу функция графигига (х®, х°, /(xj, jc§)) нукта- 
сида утказилган уринма текислик аппликатасинииг орттирмасидан ибо
рат экап.

2. М у р а к к а б  ф у н к ц и я н и н г  д и ф ф е р е н ц и а л и ,  у  — 
=  /(Xj, х2, . . . , хт ) функция .М(Л1 с; Л"") тупламда берилган булиб, 
а ,, х2, . . . , хт узгарувчиларнинг хар бири уз навбатида t v /„  . . . , tk 
\:-i арувчяларнинг Т (Т cz Rk) тупламда берилган функцияси булсин:

Xj =  ф|(/|, t2, . . . , t )̂,
х2 =  ф2(^, /2.......... у .  ( i3. l i )

Хт Фт(^1' , t k).

Бунда (/,, /2.......... tk) £ T  булганда унга мос (хр х2, . . . , x j  £ М бу
либ, ущбу

У =  /(ф ,(/„  tv  . . . ,  у ,  ф2( /р t 2............у , . . . ,  фт  ( /„ t2..............у )

мураккаб функция тузилган булсин.
Фараз цилайлик (13.11) функцияларнинг хар бири (t°v  t (', . . . , ф £ Т

"Уктада дифференциалланувчи булиб, у  =  /  (х,, х2, . . . , x j  функция
эса мос Ц 1, х§, . . . , x®,)6 M нуктада дифференциалланувчи булсин.

х.олда 13.5-теоремага кура мураккаб функция (*®, /®) нук-
hv̂ L днФФеР«“иииалланувчи булади. Унда мураккаб функциянинг шу
- . адаги дифференциали

d f - Я  ■d t ,  +  Я -  d t 2 +  . .  . -f- —  dt.
Сулади ‘ Й*

о'ндц ^; ^  ^  • - • • , —— хусусии хосилаларни, ушбу бобнинг 
^50)
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4-§ да келтирилган (13.19) формулалардан фойдаланиб ^исоблаймиз;

Sf ■ i f Эх, J L Эх5
1 ^

Зхт

St I Эх, ‘ Э/,
.

Эх2 ' й ,
“Г •

'  ** «

i f  __ о*1
+ J L Эх2

■ +  .
дхт

St2 Эх, St2 Эх, Э<2 ' dt2

Sf S f Эх1
+ i L . сх г 4 - +  J L . дхт

i ‘k Эх, Эх2 * *
1 • •

Натижада
df =  ( J L . l £ l +  +  . + J L  . i * » W  +

Эх, э< Эх, St

Sf  Эх, Э/ Эх,

Э*т  <Э'1

Эх, Э/ Эх,, Э/,

+ +

+ i n
Эх, Э^ 

Sf  /  Эх,

Э/ Эх2

Э*,
Эх

+  ••• +  7 L - ^ r ' K  =<Э*т

=  —  - — dtL +  —— dt2 +  . . . +  —— dtk -f-
St

Эх,
+

ЭЛ
Эх2

St,
+

**
■3*2

- d t b \ +  

+
э/ /Эх

\ э/
Эх„
St, Л*

1 d t ,

улади.
Агар

эг
Э.«2

э/2

Эх,
—— d/] +  —— d 2̂ "Ь
St St,

Эх,
+  — dtk =  dxl.

Эх,
- f  —— dtk =  dx2, 

dtk

Эх„ Эх„

dt J <7*9 + Sty
- dt. — dxmk m

Еканлигини эътиборга олсак, у хрлда мураккаб функция д и ф ф е р е н т »  
ли учун

а/ .

df =  — dx1 
Эх,

булиши келиб чикади.

S f

Эх,

_Э/_
Эх„ dx„ (13.22)

, J  (  4,  ,  , ,  х  л  ь  »  Ж * --------------------------- * r *J^«

Мураккаб функция дифференциалини ифодаловчи (13.22) 4^PJ';UI1* 
ни аввал к а раб утилган (13.20) формула билан солиштириб, Ф -'"'с1!й 
мураккаб булган хрлда ^ам функция дифференциали функция хус>



Э/ (*1. *2, • • • » * « )  , 0 N  ̂
х о с и л а л а р и --------- ~$ч  (г -  1. 2 .......... т) билан (б ; : < .; :

хт аргумент ларнинг хар бири /2, . . , , tk узгарувчилар- 
функцияси) мос аргумент дифференциаллзрн dx((i =  1, 2 , .  . . ,т)Хо* *

Н"пайтмасидан иборат эканини курамиз
ку'ЛТгйнлай килиб, каралаётган функциялар мураккаб

f((f 1(tv  t2, . • ■ , tk), Фг(̂ |> U< ■ ■ • < • • • • Фш̂ 1' t2, , tk) )
. С  . . .  , tk), (t =  1. 2 , . . . , m)) куринишда булганда хам,

ф ун кц и ял арн и н г дифференциалларк бир хил (13.22) формага эга 
б^пади (яъни дифференциал формаси сак,ланади). Одатда бу хоссани 
яифференниал формасининг (шаклининг) инвариантлиги дейилади.

Демак, куп узгарувчили функцияларда хам, бир узгарувчили функ- 
циялардагидек, дифференциал шаклининг инвариантлиги хоссаси урин
ли экан.

Шуни алохдда таъкидлаш лозимки, (13.22) ифодада dxu dx2...........
dx лар xv х2, . . .  ,х т ларнинг ихтиёрий орттирмалари Дх, ,  Дх2, . . . ,
Ax,,, лар булмасдан, улар t2.......... tк узгарувчиларнинг функцияла-
ри булади. . 4

3 . Ф у н к ц и я  д и ф ф е р е н ц и а л и н и  х и с о б л а ш н и н г  с о д д а  
ко ид а л ’ари.  u =  f(x ) ва у =  ^(д:) функциялар очик М(М cz Rm) туп
ламда берилган булиб, х°£М нуктада улар дифференциалланувчи бул
син. У ^олда и ±  V, u-v, — (v фО)  функциялар хам шу х° нуктада

дифференциалланувчи булади ва уларнинг дифференциаллари учун ^у- 
йидаги

1) d(u ± v )  =  du ±  dv,
2) d (u-v) =  u dv +  v du,

формулалар уринлили булади.
Бу муносабатлардан бнрининг, масалан, 2) нинг исбогини келчириш 

билан чегараланамиз.
u ~ f ( x )  ва v =  g(x)  функциялар купайтмасини F функция деб к,а- 

раилик: F — u v. Натижада F функция и ва у лар оркали хи х2, . . . ,  
хт узгарувчиларнинг (х =  (*,, х2, . . . , хт ) ) мураккаб функцияси бу-

Мураккаб функциянинг дифференциалини топиш формуласи 
UJ.22) га кура

dF =  ■ du +  ■ dv
булаад.

Агар

^ Ииг«ни эътиборга олсак, унда
dF =  v- 

к,
d ( u v )  =  vdu - f  udv.

2F ZF
ёи V’ dv

d F * = v d u  +  u-dv 
Улищини топамиз. Демак,



4 . Т а к р и б и й  ф о р м у л а л а р .  Маълумки, функция математик 
анализ курсида урганиладиган асоснй объект. Купгина масалалар эса 
функцияларни ^исоблаш (берилган нуктада цийматини топиш) билан 
боглик. К,аралаётган функция мураккаб куринишда булса, равшанки, 
унинг ^ийматини аник; хисоблаш ^нйин, баъзида эса мавжуд усуллар 
ёрдамида хисобланмай цолиши мумкин*.

Чексиз сондаги операцияларни бзжариш билан хал буладиган маса- 
лаларни, жумладан баъзи функцияларнинг кинмагларини хисоблаш би
лан 6of.vh^ масалаларни ечишда царалаётган функция ундан соддарок, 
зугсоблаш учун осонро;^ булган функция билан алмашгирилади. Бун- 
дай алмапггиришлар билан такрибий формулаларни хрсил килишда 
функциянинг дифференциал тушунчаси мух,им роль уйнайди.

f(x) функция очик, М (MczRm) тупламда берилган булиб, х° 6 М 
нуктада дифференциалланувчи булсин. У хрлда таърифга кура

такрибий формула келиб чикади. Бу (13.23) формула х°=(х^, х° , . .  .,хйт 
нуктада дифференциалланувчи f(x) функциянинг шу нукгадаги Д/(х°) 
орттирмасини, унинг х° нукгадаги df(x°) днф^ргниналн билан та.^ри- 
бан алмаштириш мумкинлигини курсатади. Бу алмашгиржининг мо- 
х,ияги шундаки, функциянинг Д / орпирмтси xit хг, . . ., х т (х=  
=  (xlt х2, . . ., хт )) узгарувчилар Ахг А х2, . . ., А х т орттирмалари- 
нинг, умуман айтганда, мураккаб функцияси булган ^олда функция
нинг d f ' дифференциали эса Д xlt Д х2, . . ., Д хт ларнинг чизикли 
функцияси булишидадир.

(13.23) формулани ушбу

куринишда хам ёзиш мумкин.

* Туей, функцияларнинг кийматини ^исоблашда электрон хисоблаш машинала- 
ридан кенг фойдаланилади. Шуб^асиз, ^озирги замой электрон ^ксоблаш машинала - 
ри к,иск;а вакт ичида жуда кун операцияларни бажарнб, куйнлган масалаларни хал 
цилиб беради.

+  О (р) =  df(x3) +  О (р)
булиб, ундан (d fФ  0)

lim A L  — lim _ ^ /± £ М .
Р - » 0  Qf р - » 0  df

булиши келиб чикади. Бундан эса куйидаги
Д f(x°) ж  df (х°) (13.23)

(13.24)
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A rap А =Xj — x°v  A xs =  x2 — x£, . . ., A xm =  xm — x° эканини 
эътг.борга олсак, унда юкоридаги (13.24) формула куйидагича булади:

+

/  (*,, *2.........X J  «  /  (х°, х°, . . х°т) ч

d f ( x ° „  Х°2 , . . ., х°т )

df(x°]} х°, . . ., х°т)
(хх— Х°,) +

д х ,

dXl

( Х ш - Я  +  . • .+  — - ^ - 4 ) -

Хусусан, (х°, х°, . . х°т) =  (0,0, . . ., 0) 6 М булганда

f(x  1, х2, . . x j  7t£ / ( 0 ,0 , . . 0) Н-----——----------- -—хг -f-

+
й/ (0, 0.........0) „

бдг,

dxi
df  (0 , 0 ...........0 )

дхт

булади.
5. Б и р  ж и н с л и  ф у н к ц и я л а р .  /(х „  х2, . . . , х т ) функция очик 

М (Afc:#"') тупламда берилган. М тупламда (xlt х2, . . ., хт ) нуцта 
билан ушбу (txx /х,, . . ., (хт) нукта (— оо <  / <  оо) хам шу М туп
ламга тегишли булсин.

13.5-т а ъ р и ф.  Агар f(xu х2, . . ., хт) функция учун

\ f ( t x lt /х2, . . ., t xm) = t p f (xlt x,, . . ., x j  (13.25)
((x,, x2, . . ., xm) e M , p £ R )  

б\лса, / ( хл, x2, . . ., xm) p -даражали бир жинсли функция деб ата
лади.

М и с о л л а р .  1 . / (xj. х2) =  4  +  х2 Функция иккинчи даражали бир жинсли 
функция булади, чунки

f ( t x lt  / ^ )  =  ( ^ 1 ) * + ( / х г)* = П ( Х 21 +  4) =  t * f ( X l , х 2).

2 . f  (х j, х 2)—  arctg — - \ - е  функциями карайлик.
Х \

Бунда

<х,

f ( * x i ,  / jr2) = a r c t g  7 7 7 +  е ‘  =  arctg — +  е '  =  f  (xv  х 2)

б^Лади. Демак, берилган функция нолинчи даражали бир жинсли функция экан.
, 3. Ушбу

/ ( * „  х 2) =  esin

Функция учун (13.25) шарт бажарилманди. Дс.чак, бу бир жинсли функция эмас.

Фараз цилайлнк р-даражали бир жинсли f(xlt х2, . . . ,  хт) функция 
М тупламда дифференциалланувчи булсин. Унда

/  (̂ Х 1> txv  . . ., tXm) =  Jp • /  (xt x2, . . ., xm)
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тенгликнинг ^ар икки томоиини t буйича дифференциаллаб к;уйидагици 
топамиз:

d f ( t x i , t x , ............t x m) d f ( t x i ,  tx2............ t x m)

хг +  --------- ЦйГ)---------- • • +

Xm — p ' t p */(*!. Хг, . . xm).+

d (tx^ 
df (txi, txt.......txm)

d (txm)
Хусусаи, (—1 булганда 

d f(x lt x2.......xm)

+

dXl
df  (*i. хг...........xm)

dx„ xm =  pf (x»  хг> ■ ■ •. XJ (13.26)

булади. Бу (13.26) формула Эйлер формуласи деб аталади.
Айтайлик, /(*! х2, . . ., хт) функция нолинчи даражэли бир жинс- 

ли функция булсин. Таърифга кура

f(txA, tx2 . . . , txm) =  t°-f{Xi, x2, . . XJ  =  f (xlt x2, . . ., xm)

булади. Агар бу тенгликда t =  —  (хх ф  0 ) деб олсак, унда
Х 1

/ ( * . . * ..........* J - / I  Ь Т ’ - Г ............\ *1 *1 *1 I 
булиб, натижада m та узгарувчига боглик булган f(xu х2..........x J

функция т — 1 та у,, . . г/т _ 1 ( г/х=  — , у2=  — , . • Ут_\ -
\ *i xi

=  1т. ) узгарувчига боглик булган функцияга айланади:
*1 I

f (Хр х2, . . ., хт ) == F(yi,  Уч, . . ., Ут_\)-
Энди f(xlt х2..........Хт) функция р- даражали бир жинсли функция

булсин. У зфлда
f (tx ], txit . . ., txn̂ = tp ■ f (x,, A2, . . ., X J

.......... ................................................ ...........................................

булади. Бу тенгликда хам t =  — (хх Ф  0) десак, ундан 

_1

булиши келиб чикади.
Демак, р- дгражали бир жинсли функция ушбу

/(хк  х2, . . ., J f„)=xf -  ..........

куринишга эга булар экан.
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Куп узгарувчили функциянинг юцори тартибли косила 
6' •' ва дифференциаллари

ф у н к ц и я н и н г  ю ^ о р и  т а р т и б л и  х у с у с и й  х,осила-  
1 f ( x i  х2> • • •>- О Функция очик .И (MczRm) тупламда берил- 

ЛаанР^ л„б,1уиинг хар бир (.Vi, х2-------хт) ну^тасида /;_, f'Xj--------, ТХт
- хосилаларга эга булсин. Равшанки, бу хусусий хосилалар уз 

Хй г и д а  *!, х2- • • • > хт узгарувчиларга боглик булиб, уларнинг
1  -нкциялари булади. Демак, берилган функция хусусий ^осилалари 
*  f  ., f'x ларнинг хам хусусий хосилаларини ^араш мумкин.

13 .6 - т  а ъ р и ф .  /(■*1, x j  функция хусусий х,осилалари
f  ларнинг хЛк — 1,2 , . . . , т )  узгарувчи буйича хусусий

Iх,' 'xi Хт -
хосилалари берилган функциянинг иккинчи тартибли хусусии %оси-
.шлари деб аталади ва

1,2 , . . ., т)

( £ = 1 , 2 ,  . . ., т)

f* !* к' *к' ‘ ' " Пт хк <*»

ёки
дЧ дЧ &*f

dXi д х к ’ дхг дхк ' '  дхт дхк

каби белгиланади. Демак,
d*f _  „ д ( 61 \

дхх д хк 2 хк дхк 1 дхг )'
д * }  _  г  =

> X- ХЬдхг дхк 1 * 2 * k 

d,f

д 1( df
^ х к ' дх2

дхт $х к

Бу иккинчи тартибли хусусий х.осилаларни умумий ^олда

— 52 f =  /*• М * = 1> 2 , . . т; k =  1, 2 , . . . ,  m)dxi dxk 1ч  к

кУРинишда ёзиш мумкин, бунда k =  i  булганда
дЧ _  Г

дхк дхк хк хк
деб ёзиш урнига

J L L  =  Г х 2 
д4  “

Деб езилади.
* 4 »  101\оридаги иккинчи тартибли хусусий хосилалар турли узга- 

• илар буйича олинган булса, унда бу
&1 f

d xL dxk (1 ф к )

р и б л и  хусусий хосилалар аралаш хрсилалар деб аталади.
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Худди шунга ухшаш, f(xv  хг.......... .vm) функциянинг учинчи,
тинчи ва х.оказо тартибдаги хусусий хрсилалари таърифланади. у Чу 
ман, f(xu х2, . . хт) функция (п— 1)-тартибли хусусий хосиласинннг 
хусусий хосиласи берилган функциянинг п-  тартибли хусусий хосиласи 
деб аталади.

Шуни хам айтиш керакки, f(xlt хг, . . хт) функциянинг xi 
. . . .  Х[ узгарувчилар буйича турли таргибда олинган хусусий хосила-
ларн берилган функциянинг турли аралаш хосилаларини юзага келти- 
ради.

М и с о л л а р .  I. Ушбу

I (xt , Хо) =  arcter —  (*2 =* 0)*з
функциянинг 2-тартибли хусусий хосилаларини топамиз.

df
д хх

* 2

дУ
—  ( Л \

дх{ dxi ^ dxt 1

d*f д ( J L
д х1 дх2 дхг [ dx i

дУ д
(  —

дх2 dxt dxi \ dx2

дУ J L . I

Qj 
I 

* и» 
ГС 

| II

dx> ^ dx2 j

t 2 4 -  * 2 С1 ■ 2
д_

дхх

J L
дХ-2 х ? +  4

2х, х2

(*? +  4 )2

дх.

д
дх»

д
dXl

} (

*2
г 2 4 -  **2* j  X ,

Х1 —

Xl
Х\ +  х-, 

___ Xi________

V2 Л. г2 X | “Т" *2

■ у

(х\ +  дф 2

г2 — г2 ДГ[ X.,

(х2 -Ьд^)2

2 * 1  * 2

(XJ +  хг,г-

2. Ушбу

/4*1. *2)= Xl х2
2 2 

х \ х 2
2 I 2

*1 +  х.2 
0 ,

агар *? 4- х \  Ф  0 булса , 

агар х \  x i  =  0 булса

функциянинг аралаш хосилаларини топамиз. 
Айтайлик Хъ) ф  (О, 0) булсин. У холда

л
дк.

-=х.
Х\  +  ХГ,

4*2 х \  

(*? +  х:,)* 

д I df

Xl

d_4_______ д /  d f  \  _
i  дх2 дх., \  дхх I 

дх2 дхх д хг \  <

дх

d*f J L
дх2

d f  
дх2

*1 ~  4
Х1 +  *2
2 ° 

X 1 - X - J

2 I 2X, + * 2

о 2
4*1  *2

у 2 4 -  г 2 *1 1 *2 (хи-хЪ*

> +  

1 +

8*2 *2

(*i+ 4 3

3*1 хг2

(*г+*-2)>
булади.



ркфгз

йяган /( * i> *2) функциянинг (0, 0) нуктадаги хусусий .^оснлаларшш таъ- 
кvp3 топамиз.

э к о.о) / (д xi, 0) — f (о, о)
= Игл ---------------------------------------  -  и,
Д Xi->oдхг 

df(0 . 0  ̂
дх..

Д *1
/(0 ,  Д * , ) - / « ) .  0): 11Ш

Д г.-» О Д А->

а /(о , д х 2) <5/(0, 0)

-= о,

^ / ( 0 , 0) дхх дхх ■ Нш
—Д х<2

Д х2 

3/(Д  0) 0 / ( 0 , 0 )

Дд;5->0 Д х 2

da / ( 0 , 0 ) =  lirn
дх.. дх..

— lim
Д x f

<5дг, (5xt д дг 1—»о Д Д г,-.0  Д *1
=  1.

d*f
Б\’ келтирилган мнсоллардан куринадики, функциянинг , , ваиХ-̂ ОХ 2
-  аралэш хрсилалари бно- бирига тенг булиши хам, тенг булмас- 

дхгдх1
лиги хам мумкин экан.

13.6-т е о р е м  a. f(x:и х2) функция очик М ( M c z R 2) тупламда бе
рилган булиб, шу тупламда fXi, хамда , f'x ^ аралаш хссила- 
ларга эга булсин. Агар аралаш косилалар (xf, х ° ) £М нуктада уз
луксиз булса, у  холда шу нуктада

f  х ,х ,  (ЛР •’Ф  ~  f х ,х ,  (х ¥> *?)
бдлади.

Исбот .  (х'}, х2) ну^та коордииаталзрига мос равишда шундай 
^ xi >  0 . Дх2 > 0  орттирмалар берайликкн,

D — { (хь  х.,) £ R-: xj1 <  х, <  х® +  А х,, .V® <  х2 <  х® 4- А х2} с : М

булсин. Бу турри туртбурчак учларини ифодаловчи (х®, х®), (х°{ 4- 
+  Ах,, х®), (х®, х\ Аг  А х2), (xf +  Axj ,  х® +  Д х2) нукталарда функция- 
никг цийматларини топиб улардан ушбу

> 2 f { X' + A X l ’ x2° +  A x 2) - / ( 4  +  A x „  х®2) - / ( х ® ,  X » + \  * * ) + / (  *»,*»)  
*Р°Дани хосил киламиз. Бу ифодани куйидаги икки
Р =  [/  (*? +  Д х ,, х2° +  Д х2) ~  f (х® +  Д х , , х«)1 -  [f (х® х2" +  Д х2) -

- / ( * ? ,  4 )Ь
=  I/ (*? +  Д Х„ 4  +  Д х 2) -  f  (х®, X® +  д  Х2) i -  [/ (х® +  Д X,, х®) -

— /(*?. ^)1
- Риь'ищда ёзищ мумкин. 

булгаНн4и прилган f(xu х.2) функция ёрдамида хх узгарувчига богли^ 

4>(xl ) = f { x | , х? +  Д х2) — f  (Xj, х®),
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(13.27)

х2 узгарувчига борлик булган
■ф (х2) =  /  (х® -f- Д х,, х2) / (х®, х2)

функцияларни тузайлик. Равшанки, ф (х^, ф(х2) функциялар

Ф' (*1> =  f'x, (*!• *2 +  А Х2> —  f'x, (*1» *2°)-

Ц )  =  / „ ( 4  +  Д Х .* * 2 ) - t ' x S X V

хосилаларга эга булиб, Лагранж теоремасига асосан 
ф' (xt) =  (х,, х2 +  0 ,А х2) А х2,

Ф (*2) =  (•*? А А1* *2̂  А Х1
булади, бунда 0  < 61, 02<  1-

Юкорида келтирилган Р ифодани ф (Xj) ва ф (х2) функциялар ор а̂- 
ли ушбу

Р  =  ф (х? +  А х,) — Ф, (х°),
Р  =  ф(х« +  Ах2) -ф (х « )

курин иш да ёзиб, сунг яна Лагранж теоремзсини цуллаб цуйидагилар- 
ни топамиз:

Р =  «р' (*о +  ^  Ах,) Ax lt Р  =  Ф' (х® +  02 А х2) Д х2 

(О <  е;, е ; <  1).

Натижада (13.27) ва (13.28) муносабатлардан

Р =  Гад. (*? +  ei' А *1 - А  +  02 А *2) ■ А х, А х2,
Р =  (х° +  0, А х„ х® +  0’ A xj) А х, Д х2

булиб, улардан эса
+  е; д  х„ х« +  о2 д  х2) =  rV t  (*? +  в, а  х ,, х» +

+  02 А х2)
булиши келиб чикади.

Шартга кура ва аралаш хосилалар (х°, х°) нуктада узлук
сиз. Шунинг учун (13.29) да Дх , - >0 ,  Дх2-+-0 (бунда x^+OjAxi-^^p 
х» +  02 А х2 -v  х®, х® +  6 , Д х, ->■ х1;, х® +  02 А х2 х®) лимитга утсак,

f x , x , K  х 2°)

булади. Бу эса теоремаии исботлайди. ,
Агар /(х  1, х2) функция очик, М (М a  R9) тупламда юкорн таР”‘ 

ли узлуксиз хусусий хосилаларга эга булса, бу хосилаларга нисбат 
юкоридаги теоремани такрор цуллаш мумкин. й

Масалан, f'xx ларга теоремани татбиц этнб цуйидагилар

(13.28)

(13.29)

топамиз:

/(IV)
1 х ,х ,х ,х ,

Г ' =  /" ' =  /'"
I  X  , Х , Х ,  1 Х , Х , Х ,  '  X , X i X x '  

f x , x ,x ,  f Х 2Х , Х ,  f  xtx , x , '
—  /(IV) =  /(IV) — /(IV) __ «IV, _  /(IV)

I  X i X t X , X t  ' Х , Х , Х , Х ,  I  X , X , X i X ,  ' Х , Х 1Ж! Х1 X+XiXiX,
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ф у н к ц и я н и н г  ю к о р и  т а р т и б л и  д ифф е р е н ци а л л а- 
К“п узгарувч и л и  функциянинг юкори тарткбли дифференциали ту- 

РИ‘ ини келтиришдан аввал, функциянинг я ( п > 1) марта диффе- 
шУ114̂  „увчилиги тушунчаси билан танишамиз.

ф ун к ц и я  очик, М (М cz Rm) тупламда берилган булиб. х°£М  
л^и:н. Маълумки. f(x) функциянинг х° нуктадгги орттирмаси ушбу

Д f(x°) =  А\ Д *, +  А2 Д х2 4 - . . . +  Ат Д хт +  о (р)

упинишда ифодаланса, функция х° нуктада дифференциалланувчи
*еб аталар эди, бунда Л,, А,........... Ат— узгармас сонлар. р =

+  ■ ■ ■ + ( Д *т )2 : Бу з^олда курган эдикки, А( =

==® - ,  (» «  1, 2 ........... гп).
dxi
Айтайлик, /(*) функция М тупламда f'Xt...........f'Xm хусусий \о-

силаларга эга булсин. Агар бу хусусий хосилалар х° нуктада диффе
ренциалланувчи булса, /(х) шу нуктада икки марта дифференциалла
нувчи функция деб аталади.

Умуман, f(x) функция Â  тупламда барча п — 1 - тартибли хусусий 
хосилаларга эга булиб, бу хусусий хосилалар х° £ М нуктада диффе
ренциалланувчи булса, /(х) функция х° нук,гада п марта дифферен
циалланувчи функция деб аталади.

13.7-т е о р е м  а. Агар очик, М тупламда f(x) функциянинг барча 
п-тартибли хусусий хрсилалари мавжуд ва х°£М нуктада узлуксиз 
булса, f(x) функция х° нуктада п марта дифференциалланувчи бу
лади.

Бу теорема функция дифференциалланувчи булишининг етарли шар- 
тини ифодаловчи 13.3-теореманинг исботланганлиги каби исботланади.

Фараз цилайлик, f(x) =  /(х ,, х2, . . . , хт) функция очи^ М (MczR’n) 
тупламда берилган булиб, у х — (х,, х2, . . . , хт) £ М. нуктада диффе
ренциалланувчи булсин. У хрлда бу функциянинг х нуцтадаги диффе
ренциали

dxx +  -%-с1хг +  . • • +  - f -  dxm (13.20)
d*i дхг дхп

булади, бунда dx,, dx2........... dxm лар хр х2, . . . , хт узгарувчилар-
нннг ихтиёрий орттирмаларидир.
uu « Нди ^W  функция х £ М  нуктада икки марта дифференциалланув- 
чи Оулсин.10 у
нинг а ъ Ри Ф- fix) функциянинг х нуктадаги дифференциали df(x) 

ФЧРвнииали берилган f(x) функциянинг иккинчи тартибли 
Я^ренциали деб аталади ва у di f  каби белгиланади:

И Й ,  d*f =  d(d(f).
к.оида','1аГИ ( ^ . 20) муносабатни эъшбэрга олиб, дифференциаллаш 

аРидан фойдаланиб цунидагини топамиз:
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- dx'd (й)+■<M LfJ + ■ • -+ dx-d Ш _
=  / « * , + . . .  + - ^ - < ( r „ W  +

У j dxl(5x2 j

+  ( дг’— dxL +  —; dxt +  . . . 4— —— dXm I dx2 +
\  дх2дх2 д х \  dx2dxm )

+ . . .  . ....................................................... 4-
+  ( d  ̂- dx1 4------ — —  dxt 4- . . .  + . -4  dxm j dxm=  (13.30)

\ д х тд х 1 dxmdx2 dxm )

„ a * . + ■ * * & .+  . . . + 4 ^ +
a*l d4  m

+  2 — -— dxtdx^ +  2 - ~ - d x ldx3 +  . . .  + 2  ■■ ~  dxldxm -f
dx,dx2 dxjdx3

4 - 2 ^  - dxrdx-j +  2 ——7- dx2dxx +  . . .  4 - 2  - —̂ — dx2dxm 4  
dx2dx3 “ дх2дх4 dx2dxm

+  ..................................................................................................+0s/+  2 —т----- Ц .

f(xlt x2, . . . , xm) функциянинг (x,, л2, . . . , xm) нуктадаги учинчи, 
туртинчи ва х.оказо тартибли димерен пиал лари хам худди юкорида- 
гидек таърифланади.

Умумаи, f(x) функциянинг х нуктадаги (п — 1)-тартибли диффе-
ренциали d"~] f(x) НИ1,Г дифференциал берилган / (х) функциянинг шу 
нуктадаги «-тартибли диффереициали деб аталади ва d [  каби белги
ланади. Демак,

dnf~--d(dn- l f).
Биз юкорида f(x) функциянинг иккинчи тартибли дифференциали 

унинг хусусий хосилалари оркали (13.30) муносабат билан ифодалавй- 
шиникурдик.

f(x) функциянинг кейинги тартибли дйфференциалларининг «рунк- 
ция хусусий хосилалар» оркали ифодаси борган сари мураккаблаи# 
боради. Шу сабабли юкори тартибли дифференциалларни, с и м в о л и к  

равишда, соддарок формада ифодалаш мухим.
f(x) функция дифференциали

df — ~~dx1 +  ~~dx2 +  . . . +  dxm 
d x i  дх% vXm

ни символик равишда (/ ни формал равишда кавс ташкарисига ч1,̂ а 
риб) куйидагича

df —■ I dxx 4 - ~~ dxо +  . . . Н—-— dxm I /
\  dxi д\2 дх т /

ёзамиз. Унда функциянинг иккинчи тартибли дифферендиалини



мумкин. Бунда кавс ичидаги йигинди квадратга кутарилиб, 
деб (;Купайтирилади». Кейин даража курсаткичлари хусусий хо- 
сУяГп/' пГтартнби деб хисобланади.
с * л ^  тарзда киритилган символик ифодалаш /(.*) функциянинг я-тар-

■ «<■/“  ( * * ■  +  к * *  +  ■ • ■ +  * -  1 1
пи ёзнш имконини беради.

3 А\ \г р з к к э б ф у н к ц и я н и н г  ю ь;ор и та  рт и бл  и д и ф ф е 
р е н ц и а л  лари.  Ушбу пунктда f(xv х2, . . . , x J  (xl=<pl(t1, tp  ... tk).
X =  <P2(*i> h  • • • **>• ■ ■ ■ =Ф т(^1. U........... **)) мураккаб функция
нинг юкори тартибли днфференциалларини топамиз.

М аълум ки , (13.11) функциянинг хар бири (f°, V,, . . .  , $ ) £ Т  нукта
да дифференциалланувчи булиб, /(*,, х2, . . . , x J  функция эса мос 
(х°, Xj, ) £ М нуктада дифференциалланувчи булса, у >рлда 13.5- 
теоремага к у р а  мураккаб функция (t°, /°, . . . , /“) нуктада дифферен
циалланувчи ва дифференциал шаклининг инвариантлик хоссасига асо- 
сан мураккаб фрнкциянинг дифференциали

df =  f - d x i + ~ d x 2 +  . . .  + - ? L d x m 
дхг ду2 дхт

булади.
Фараз цилайлик, (13.11) функцияларнинг хар бири (^, ...........ф £Г

нуктада икки марта дифференциалланувчи, /(* ,, х2, . . .  , хт) функция 
эса мос (xf, х®, . .  ...iJJf.V l нуктада икки марта дифференциалланувчи 
булсин. У холда мураккаб функция хам (tf, /“, . . .  , ф  нуктада икки 
марта дифференциалланувчи булади. Дифференциаллаш коидаларидан 
фойдаланиб цуйидагини топамиз:

d-f =  d(df) =  d ( j -  dxx +  ~~dx2 +  . . . -f dx ] =
\dxi dx2 dxm j

+t d(dx']+“(Эл’+ £, №->+
+ "- +d{it)dx"+£:didxJ~

Ш  - i t ) dxH ir № + ■ ■ ■ +rf( £ K  + (1332)
+  T - d - x ,  +  (̂ - d 2x ,  4- • • . +  — d 2x m =

dxx dx2 - ^  ^  dxm “
— ( —  dxt -J- ~  dx о +  • ■ - -г ——- dx j f +\dxi dx2 dxm ml

I df «2 i df jo . . Of j.-y
^  яГ d x' + J ~ d x 2 +  . . . +  — d-xm.

0Xj dxo dxnШлты!^л билан берилган мураккаб функциянинг кейинги тартибдаги
(13РЧ1ЦИаЛЛари т о п и л а ДИ 

ферет  (13.32) формулаларни солиштириб, иккинчи тартибли днф-
ли ^ИаЛлаРда Дифференциал шаклининг инвариантлиги хоссаси урин-

Г эмаслигини курамнз.



13.3- э с л а т  м а. Агар (13.11) функцияларнинг х;ар бири to 
tk Узгарувчиларнинг чизи1\ли функцияси

Х \ ~  а и 1̂ а 12 2̂ а 1А tk P i’
х2 =  а 21 / |  - f  а 22 / ,  - f  - • ■ +  а ^  - f  Р2, (13.33)

Xm =  a ml *1 +  a m2 *2 +  • * • +  “ m* ^  +  Pm
булса (a.,-, Py (* =  1» 2 , . . .  £; /  =  1, 2 , . . .  , m) — узгармас сонлар^
у хрлда бундай /(хх, х2............хт) мураккаб функциянинг юкрри тар’
тибли дифференциаллари дифференциал шаклининг инвариантлигц хос- 
сасига эга булади.

Хацицатан хам (13.33) ифодадаги функцияларни дифференцналла- 
сак, унда
dx, =  a,,*#, - f  a l2dt2+  . . . - f a ,kdtk =  a,,A/, - f  a ,2Af2 +  . . . +  а ]кМк, 
dx2 =  oc2,d/, - f  a22dt2 +  . . .  +  a2kdtk =  а 2,Д /,+  a nM2 +  . . . +  a2kMk,

d x rn =  a rni^i +  a m2d / 2 +  • • • +  a mkdlk =  a m,& , -f  а т 2Л/2 - f  . . . +

булиб dx,, dx2, . . . dxm ларнинг х,ар бири t2, . . . , t h узгарувчиларга 
боглиц эмаслигини курамиз. Равшанки, бундан d2x ,= d 2x2= . . .= d S!xm=0. 
Бинобарин,

d2/  =  d(df) — d ( ^ - d x 1 +  ^  dx2 - f  . . .  +  J L d x m ') =
\o * i M j a x m )

" <МШ + (If.)+ ■ • • + <te"‘'(s;)
~  (sr , + £■ ,+*■  • • • + s i  ■'*”  ) * 1

булади.
Демак, иккинчи тартибли дифференциаллар дифференциал шакли

нинг инвариантлиги хоссасига эга экан.
Шунга ухшаш, бу хрлда мураккаб функциянинг иккидан катта 

тартибдаги дифференциалларида дифференциал шаклининг инвариант- 
лиги хоссаси уринли булиши курсатилади.

7- §. Урта циймат ^ацида теорема

/(х) =  /(х,, х2, . . . , хт) функция М(М cz Rm) тупламда берилган- 
Бу тупламда шундай a = (a ,, а2, . . . , a j  ва Ь=(Ь,, Ь2, . . . Ьт) иуК13" 
ларни олайликки, бу нуцталарни бирлаштирувчи тугри чизиь; кесма 

Л =  {(х,, х2, . . .  , хт )£  /?т : х, =  a, +  /(&, — а,) х2 -  а2 +  /(*>2"

• • • . *т =  ат  +  ( (Ьт ~  aJ '  0 < t < l  }
шу М тупламга тегишли булсин: A cz М . и

13 - т е оре ма .  Лгар /(х) функция А кесманинг а ва b нук,талаР 
да узлуксиз бдлиб, кесманинг долган барча нукталарида фунм
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I иииалланувчи булса, у .\олда А кесмада шундай с ну/^та 
dtufxfx’P1’ ч топиладики,

(](Р) - 7  («> =  №  (Ь‘ “  а,) +  Гх'(С) (*2 “ а-, ) +  • • • +  f‘n±c) “ а™> 

^ с б о т .  /М  функцияни Л тупламда ^арайлик. Унда
= /( * , ,  х2............ *m) = / ( a i +  *(*,— а,), £ц +  / ( 62— а,), . . .  ,

am +  t(bm- a m)) (0 < / < 1)

булиб /(*р • • • ’ хт) * узгарувчининг [0 , 1] 'сегментда берилган
ф ункциясига айланади.

F(f)^f i .al + t { b 1—a^, a2 +  t(b2 — a2), . . .  , ат +  t  {Ьт — a j ) .

БУ ф ункц ия (0,1) интервалда ушбу
F '  ( о  =  ГХг ( 6 1 -  f l i )  +  f'x, (b2 -  f l 2> +  ■ • • +  f , m ( & *  -  a m >

хосилага эга булади.
Демак, F(/) функция ДО,М сегментда узлуксиз, (0,1) интервалда 

эса F'(t) хосилага эга. Унда Лагранж теоремасига (1-цисм, б-боб, 6 -§) 
кура (0 , 1) интервалда шундай i0 нук,та топиладики,

F ( \ ) - F ( 0 )  =  F'(to) (0 <  /в <  1) (13.34)
булади. Равшанки,

F(0) =  f(a), F(\ )  =f (b) ,
F {(() — fXl (<3| ”b t0(b{ Я]), a.2 -(-t0 (b2 a2), . . . , am +■ t0 (bm 

4  a„J) (bi ^ j)+  /Xj (a] -j~ tg (6 j fl|), a2 ~Ь t0 {b2 a2), . . . , am~\~

+  ^o(fcm - aJ ) ( &2 - fl2) + .............................+  (13.35)

fxm(a 1 +  *о(Ь1 a |)> a2~̂ ~̂ o(̂ 2 a2̂ f • • • > am 

+  (о(Ьш - ат)) (Ьт - а т)■
Агар

fli + 10 (bt — ax) =  cly 
a2 "b t0{bt Oj) =  ct

+  (Q (Ьт ~  О  =
Деб белгиласак, унда с =  (с,, с2, . . . , ст) £  А  булиб, юк;оридаги 
I 3.34) ва (13.35) тенгликлардан 

f ( b ) ~ f ( a )  = f xi (с) (ь, -  а1)+Гх±с) (b2 - а 2) + .  . . +  f xJ c )  (Ьт -  aJ

келиб чикади. Теорема исбот булди.
1о 0Те°Рема УРга К И й м а т  х , а к и д а г и  т е о р е м а  деб аталади . 

р ^ - ^ н а т и ж а .  функция богламли М ( М с ^ )  тупламда бе- 
дГа булиб, унинг ^ар бир ну^тасида дифференциалланувчи булсин. 
Фсил тУпламнинг W  бир нуктасида f(x) функциянинг барча хусусий 

нолга тенг булса, функция М  тупламда узгармас булади.



Шуни исботлайлик. М  тупламда а —\ ах, а 2, . . . , ат) хамда !!Хт̂ Я 
рий х =  (х,, х,, . . : , хгп) нукталарни олайлик. Бу нукталарни 6mJ 
лаштирувчи кесма шу .И тупламга тегишли булсин. У холда шу кее 
ма нуцталарида 13.8-теоремага кура

f(a) =  f {x)+fXi(c){al— x , ) +  f'Xt(c)(a2 — x2) +  . . . +  fXn(с) (am-  xj  

булади. Функциянинг барча хусусий хосилалари нолга тенг эканидан
Г(х)  =  Г(а)

булиши келиб чикади.
а ва х нук,таларни бирлаштнрувчи кесма М тупламга тегишли бул- 

маса, унда М тупламнинг богламли эканлигидан а ва х ну^галарни 
бирлан1тирувчи вашу тупламга тегишли булган синик чизик топнлади, 
бу синик чизи^ кесмаларига юкоридаги 13.8-теоремани к;уллай Сюриб'

f ( a ) = f ( x )
булишини топамиз.

8 - §. Куп узгарувчили функциянинг Тейлор формуласи

1-к;исм, б-боб, 7-§ да бир узгарувчили функциянинг Тейлор фор
муласи, унинг турли формулада ёзилиши хамда Тейлор формуласининг 
турли формадаги колдик хадлари урганилган эди. Масалан, F(t) функ
ция t =  tn нуктанинг атрофи да берилган булиб, унда F(t), F"(t), ... , 
F(nJl]\(t) хрсилаларга эга булганда

F(t) =  F(t0) +  F' (t0) (/ -  Q* +  ±  F" ((„) . . .  +

+  1 :F <n>(to )( t- to )n +  Rn(() (13.36)n!
булади, бунда колдик, хад Rn (i) эса куйидагича

F (с) „ , , „
а) Коши куринишида Rn (t) = — —f—-  (t — /„) ( 1 — 6) ,

f(n+i) (c) , ,
б) Лагранж куринишида Rn(t) =  - (* — *o) r .

в) Пеано куринишида Rn(t) == 0 (t — t(,)n ёзилади (бунда 0<Cfl<^ ’ 
c =  4 + e ( / - / 0)).

f(x,, x2, . . .  , xm) функция очик M (Af с ; Rm) тупламда берилган- 
Бу тупламда (х̂ , х“, . . . , х °) нуктани олиб, унинг 0’й((х°, х°2, ■ ■ ^ ' 
4 ) )  с ; М атрофини одрайлик. Равшанки, ¥ (л “, х2, . . . , x 'J € U6(A’
х?2............ xfn)) ну^та билан (x°v х° . . . , х^) нуктани бирлаштирувчй
турри чизиь  ̂ кесмаси

А =  {(хр х2, . . . , хп) £ Rm: х1 =  +  / (х\ — х°),

x2 =x°2 +  t(x'2 — x°2)............ хт =  Х« + < (*«  — ■ХтУ’
шу и ь(х\, х\, . . .  , xj),)) атрофга тегишли булади.



Айтаилик. f ix i ,  * 2, • • • , x m) ф ункцня L '6((x?, x l ..............* ” )) да
, j марта дифференциалланувчи булсин.
Энди /(*!• Х2, • ■ ■ . хт) функцияни А тупламда карайлик. Унда 
/(X,, Х2, . . . .  Хт) =  f(x°l + t  (*; —  д;0), X* +  t(x'2 —  *0), . . . 1

*2, + * ( * ; , - * 2,))
б)’либ, /(*|> Х2’ ■ • ■ ’ хт) t узгарувчининг [0 , 1] да берилган функция- 
сига айланиб колзди:

F(t) =  /  (*? +  * (ж? -  х?). 4  +  * (*г -  4 ) ............ x*m + i { x m- *»))
(0 < / ^ 1). (13.37) 

Бу функциянинг хосилаларини хисоблайлик:

✓ (0 =  ^ ( . ; - х о ) + ^ - 4 ) +  • • • +  

= 0 г1(х'1~ х°1 ) + £ У 2 ~ х') +  ■ ■■ + ^ {Хт~ ^ т)) ^

F" (о =  ^  -  *?)+ ц  (х2— 4 ’)2 +  • • • +  - 0  ( * ; — . о 2 +

+  2 d ^ k t (*> “  *? > (4  -  4 )  +  ■ • • + 2  (х-->  ~  х* - д  «  ~

-  ^  =  ( й Г /Х| ~ Х' ) +  ^ (Л'2 ~  Х2} +  • • • +  ~ ( х т -  X°J J  f .  

Умуман Аг-тартибли ^осила ушбу

Р= (аГх̂1 ~*,0)+дГг (х* ~  ̂  + • • • + к  -  о )* /
(* =  1,2 , . . . , п +  1) (13.38)

S « 7 S S a % ) y H m r  Т 5 ,Р "-1ИГ"  т ™  ШДУКШ,Я метод"

«иргавТ?»” 1̂  /  (г|' f  ' ' /,Я (;| ВДиалариинг ифодаларига
1(° j  у, , *’ 2» • • • » хт) функциянинг барча хусусий хосилалари

^  +  ............ < + « * „ - < »  нуктада £

(13.36) формулада t0 =  0 ва / =  1 деб олинса, ушбу 

f «) -  Л 0) +  ± г  (0) +  ± - г  (0) +  . . .  +  ± Р " > (0) + j ^»+u(е)
1 21 П\ ( я+1)! W

>*«., ММЛ„ (Г . к к "  . (13-36)
(13 37) ва поУооРДа К‘0ЛДНК- х-ад Лагранж куринишида олинган.) 

памиз- Wo.cSB) муносабатлардан фойдаланиб куйидагиларни то-

~5oi

ПО) - Щ .  А ............ *0 ),
F ( o - / ( * ; .  *;............ о .
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* * < *  -  “ 4 >  +  £ « + - + £ .  ) ‘ /
(ft =  1,2 , . . . , л +  1). j

Кейинги тенгликдаги / (*,,  v2, . . . , xm) функциянинг барча хусус„.

хрсилалари (х*}, х”............ х^) нуктада .\исобланган.
Демак, (13.36) формулага кура

/(*!• Ч ............ Хт) = /(* ? •  А ...............О  +  (J^{X\ — Х«) +

+  А ц _ 1. ) +  . . . + ± . (х„ - < ) у  +

+ Ц £ (< - х<) + т ,У ‘ - ^ +  ■■■ + £ : (х" - ,ы ) ' 1 +
+

+
_1

(Я+ 1)1
булади, бунда f (x | t x2, . . . , xm) функциянинг барча биринчи, иккинчи 
ва хоказо л-тартибли хусусий хосилалари (ху, х“,' . . . , xJJt) ну к гада, 
шу функциянинг барча (п +  1)-тартибли хусусий ^осилалари эса 
(*? +  0 (*| -  *?)• *2° +  0 (х2 — Х2), . . .  , х^ +  0 (xm -  X»,)) (о <  о <  1)
нуктада хисоблаиган.

Бу формула куп узгарувчили /(х,, х2........... хт) функциянинг Тей-
л о р’ ф о р м у л а с и деб аталади.

Хусусан, икки узгарувчили функциянинг Т е й л о р  фо р му л а с и
Куйидагича булади:

Д Х , .

1

*2) =  / ( *  ? .  

д2 /  (  X?, х§

а 2 /

1?Х^

(  *1 *  * 2  )  Л -

а**2 '

. „1 дп f (  Х « . х°2 )

- 4 Г

dxf*1 дх2 

1I
' < п + 1)!

дх2
(х, — X®) +

± ! l * A ( * , - * ? ) +
дх( <Эх2

+  . . . 4 -
п\

d" М  *1 ■ *2 ) ^Х| — Х̂ )я +
dxf

дхп
■(*'

ах7+1

, ^  f(x] +  0( X, -  X?), *“+  0 ( х2 -  х“) ^„+ 1
+  • • • +  ---------------------ц +i



Ktfn узгарувчили функциянинг экстремум циймзтлари.
9- §• у Экстремумнинг зарурий шарти

ф у н к и и я н и н г  максимум ва м и н и м у м к и й м я т л а р и.
* У тарувчили функииянинг экстремум кийматлари таърифлари худ- 

„0° узгарувчили функцияники сингари киритилади. f(x) =  f (xu х2, 
ДЙ х ') функция бирор очик, М (М a  R'n) тупламда берилган булиб,

• ••  . х°т)£ М  булсин.
13.8- т а ъ р и ф. Агар х„ нуктанинг шундай Ub{x0) =  [х =  (Xj, х2,

, xm) £ R m- р(*» *о) =  V  (xi — 4 У +  ■ ■ • +  (*,„— хт? <  6 ) с : М ат
рофи мавжуд булсаки, Y  x £ U 6(x0) учун

/ (* ) • < /(х°) (f(x)<f(x°))
б?лса, f(x) функция х° нуктада максимумы, (минимумга) эга дейи- 
лади, !(х°) к.иймат sea f(x) функииянинг максимум (минимум) кийма- 
"ти ёки максимуми (минимумы) дейилади.

13.9-т а ъ р и ф .  Агар х° нуктанинг шундай U6(x°) атрофи мавжуд 
булсаки, У х£  U6(x°)\ х°( учун / (л) <  / (х°) (/(х) > / (.г0)) булса, / (х) 
функция х° нуктада катъий максимумга (катъий минимумга) эга 
дейилади. / (л°) киймат зса /(х) функциянинг катъий максимум (ми
нимум) киймати ёки катъий максимуми (катъий минимуми) дейи
лади.

Юкоридаги таърифлардаги х° нукта /(х) функиияга максимум (ми
нимум) (13.8-таърифда), катъий максимум (катъий минимум) (13.9- 
таърифда) киймат бергдиган нукта деб аталади.

Функииянинг максимум (минимум) киймати к.уйидагича белгиланади:

/(х°) =  max | / (х)} / (х0) =  min { / (х)}).
xeV 6 (х°) Х(.и6 (Х‘)

Функциянинг максимум Еа минимуми умумий ном билан унинг 
■5кстремуми деб аталади.

М и с о л .  Ушбу

/(*11 . *2 ) —V 1 — Xj — дг| (*1 +  *2 <  О

Б У функция (0. 0) нуктада цатъий максимумга эришади. Х,а- 
■ • ‘<'4 хам. (О, 0) нуктанинг ушбу

и Г ((О, 0 ) ) = { ( * J  , х2 )'е R2: Xj -+- <  Z-2 } (0 <  л <  1) 
атР°Ф« олинса, унда у  (Xl, Хг) £ и ,  ((0 , 0 ) ) \ (  (0 , 0 )} учун

J j L ;  t  Я * 1  - * 2  ) -  V  1 f  (0 ,  0 )  =  1

тад а^ ( Еа, 13.9-таърифлардан куринадики, f(x) функциянинг х° нук- 
R; имати /(л°) ни упинг т у  нукта атрофидаги нукталардаги
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^ийматлари билангина солиштнрилар экан. Шунинг учун функция^, 
экстремуми (максимуми, минимуми) локал экстремум (локал макс 
мум , локал минимум) деб аталади.

2. Ф у н к ц и я  э к с т р е м у м  и нин г з а р у р и й  ш а р т и .  /(* ( х i 
. . . , хт) функция очик М (М cz Rm) тупламда берилган. Айтайлнк
f{xv  х2............хт) функция х° =  (х?, х?............ *в) нуктада максимум^ 1
(минимумга) эга булсин. Таърифга кура л:0 =  (х°, х°, . . - , х^) н ук^  I  
нинг шундай U6(x°)cz М атрофи мавжудки, V  (х,, х2, . . . .  хп)£ий(х) 
учун

f{X|, X,. . . . , X j  ^  / (Х[, Xj, . . . , Хт ) ( /  (Х|, Х2, . . . , хт ) ^  

> f { x \ ,  х°..........х?„)),

хусусзн
/(•<1- 4 ...............X ° m ) < f ( Xb  4 <  ■ ■ ■ X° J ( f ( X l ’ 4 ..................х1 п ) >

>  /(х«, х°2, . . .  , х£,))

булади. Натижада бир узгарувчига (х,) га боглиц булган f (х,, х®,..., 
х®,) функциянинг U6(x°) да энг катта (энг кичик) киймати /  (xj, х°, 
. . .  , х “) га эришишини курамиз. Агарда х° нуктада /^ (х 0) хусусий 
хосила мавжуд булса, унда Ферма теоремаси (каралсин, 1-цисм, б-боб, 
6-§) га кура

/ ; , ( * ? . 4 ’ • • • .  ^ ) = / ; , ю = о

булади.
Худди шунингдек, Г (х°), . . . , / '  (х°) хусусий хосилалар мавжуд

2

булса,
/ ;,(* ° )= о . /;,(х°)1= о ,.................... / ; т (х * )= о

булишини топамиз.
Шундай цилиб куйидаги теоремага келамиз.
13.9-теорема.  Агар /(х) функция х° нуктада э к с т р е м у м а  

эршиса ва uiy нуктада барча / 'ч, f'Xj, . . . , f'Xm хусусий %осилалар&

эга булса, у  %олда
/;,(х°) =  о, /;,(*<>) =  о............ =  °

булади.
Бирок /(*) функциянинг бирор x’ d R m нуктада барча хусуси й  

силаларга эга ва
/ ; . ( * ') = о- / ; я  -  о.............= о

булишидан, унинг шу х' нуктада экстремумга эга булиши НаР 
хам келиб чикавермайди.

Масалан, R2 тупламда берилган
f ix  1, Х2) =  X, х2
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Еякщ йни нарайлик. Бу функция /^ (х ,, х2) =  х„ /^ (х ,, х2) =  х, ху- 
Ф>'" хосилаларга эга булиб, улар (0 , 0) нуктада нолга айланади. 
сует. ,-Ух ’х2) =  xL, х2 функция (0 , 0) нуктада экстремумга эга эмас 
АмМ° „кциянинг графиги гиперболик параболоидни ифодалайди, ка- 

S  12- боб, 3-§).
Р3" 1 -мак, 13.9-теорема бир аргументли функциялардагидек функция 

оем\-мга эришишинипг зарурий шартини ифодалар экан.
ЭКС/ (v) функция хусусий хосилалариии нолга айлаитирадиган нукта- 

п унинг стационар ну^талари дейилади.
13 4- э с л а т м а .  Агар /(х) функция х° нуктада дифференциалла- 

иувчи булса, у хрлда функциянинг экстремумга эришишининг зарурий 
шартини ушбу

d, f (х°) =  0 (13.39)
куришлда ёзиш мумкин.

Хакикдган х.ам, fix) фуикииянинг х° нуктада дифференциалланувчи 
булишйдэн унинг шу нуктада барча f'Xi, ............ хусусий хоси-
лаларга эга булиши келиб чикади. х° нуктада функция экстремумга 
эришишидан теоремага кура

/;,(*°) =  о , / ; > ° ) = о , . . . . / ; т ( х«) =о
булади. Бундан эса (13.39) булиши топилади.

10- §. Функция экстремумининг етарли шарти

Биз юкорида /(х) функциянинг х° нуктада экстремумга эришиши- 
нши- зарурий шартини- курсатдик. Энди функциянинг экстремумга 
эришишининг етарли шартини урганамиз. 

fix) функция x° £Rm нуктанинг бирор
U6(x°) =  j х£  Rm :р (х, х°) <  б | (6 >  0) 

атрофцда берилган булсин. Ушбу
А = / ( х ) - / ( х ° )  (13.40)

анирмани карайлик. Равшанки, бу айирма 6 '6(х°) атрофда уз ишораси- 
ни еакласа, яъни хар доим А > 0 ( А ^ 0 ) булса, /(х) функция х° нук- 

да мннимумга (максимумга) эришади. Агар (13.40) айирма хар кан- 
и ^ атрофда хам уз ишорасини сакламаса, у хрлда f(x) функ-

айип*- Н-ук-тада экстремумга эга булмайди. Демак, масала (13.40) 
2 ® У3 ишорасйни саклайдиган 6 '6(х°) атроф мавжудми ёки йукми, 

аниклашдан иборат. Бу масалани биз, хусусий хрлда, яъни Д(х) 
Ция маълум шартларии бажарган хрлда ечамиз.

1) / ФУнкция куйидаги шартларии бажарсин:
, ' Функция бирор и б(х0) да узлуксиз, барча узгарувчилари

2)адРиРимчн ва иккинчи тартибли узлуксиз хусусий хосилаларга эга; 
нукда /(х) функциянинг стационар нуктаси, яъни

/ ; > ° )  =  о, / ;  (х°) =  о............./ ;  (х°) =  о.2 ГП
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ж

Ж;' ' !'

Ушбу бобнннг 8-5 ида келтирилган Тейлор формуласидан фэйДа, 
ланиб, х° нуктанинг стационар нукта эканлигини эътиборга олиб, к^й,,. 
дагини топамиз:

f (x)  =  f ( x a) + - 2 и ’х,А х \  +  Ц А х 1 + . .  . +  / ^ Дл т  +

+  2  ( Г , л  Л Х 1 А  * *  +  Л Х 1 Д 'Г3 +  • • • +  '̂хт—\хт А  * « - »  Д

т

=  M x ° ) + j  V / ^ a ^ . a x * .
»,fe-l

Бу муносабатда f (х) функциянинг бзрча хусусий хрсилалари }[.

(i, k =  1, 2, . . т) лар ушбу
Ц  +  е A х1? х§ 4 -0  А хг, . . x ^ - b f l A x J  ( 0 < в <  1)

нуктада хисобланган ва
А хх =  хх — х”, А ха =  х2 х§. . . А х,

Демак, т

‘it

'm ' Хт лт-

i.i=l
Берилган /  (х) функция иккинчи тартибли ¥>силаларини нг стацио

нар нуктадаги кийматларини ^уйидагича белгилаилик.

2 .............................. т ) ■

Унда Г  (х) нинг л-0 нуктада узлуксизлигидан

^  г  (х° +  0 А х„ х9 4- 0 А х ............х°т +  0 A xm) =  aik 4- «л
>ч*к ' xixk V l 1 2 „ .

(i k — 1 2 , tri) булиши келиб чикади. Бу муносаоатда 
A l i - o , '  . ■ ; a J - ' O  да барча - « „ - О  ва 6 -§ да кел ти рм а»  13.6-

теоремага асосан / - 1 . 1 9  m)=  %  (t, /г =  1, 2 , ■ • • , m)

булади. Натижада (13.40) айирма ушбу
т т

Д «  1  ( V aft А А х ,  4- V a ifc А х, A xAj 

куринишни олади. Буни ^уйидагича хам ёзиш мумкин:
г»

Агар

Р Р
4 - 1к

i.fc= 1
Р Р )•
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де6 белпиасак. унда ^ m

А =  ~  ( ^ j  а‘Ь 5‘ а‘к **) (13 .41)
«\А=1 П*=1

булади- 
' Ушбу

/>(£„ 1г, . .  ., и  -  v  at t St-S* 
t.fc=i

. |  g . . . ,  | m узгарувчиларнинг квадратик фор моей деб ата
лади W *  — 1, 2 , . . . , от) лар эса квадратик форманинг коъффи- 
ииен’тмри дейилади. Равшанки, хар кандай квадратик форма уз ко- 
чАсЬиипентлари оркали тула аникланади. Квадратик ({юрмалар алгебра 
аренда батафеил урганилади. К>уйида биз квадратик формага дойр 
бами (келгусида кулланиладиган) тушунчаларни эслатнб утамиз.

Равшанки h  =  S , =  - . . =  1 т — О булса, хар кандай квадратик 
форма учун

Р  (0 , 0 ........... 0 ) =  О
булади.

Энди бошка нукталарни караилик. Куйидаги холлар булиши мум
кин:

1. Барча Ц + Ц  +  . . . - f  12т >  0 нукталар учун

р  ( б „  £ * ,  ■ • • Ы > о .

Бу холда квадратик форма мусбат аницланган дейилади.
2. Барча ^  +  '. . . + | ^ , > 0  нукталар учун

Р  (Si. ?2 . • • •. S , « ) < 0 .
Бу холда квадратик форма манфий аницланган дейилади.

3. Баъзи ( |„  12........... | ш) нукталар учун Р (£„ Н2............ |„ )  >  0,
оаъзи нукталар учун

р  f o .  S , .............6 J < 0 .
У холда квадратик форма ноаник дейилади.

• Барча -f ^2 _ _ _ _(_ ^  о нукталар учун

Р  (S i, I». . . . ,  I J  >  0

>лар орасида шундай ( |х, с2, . . . ,  | ш) нукталар хам борки,

\  ' ■ Р  (S i. 1г> • • ■> =  0 .
? г Да квадратик форма яриммусбат аникланган дейилади. 

рча +  S| +  . . .  +  >  0 нукталар учун

р  (S i. £г> • • • . 1т) <  0Еа
;̂.Р ( Расида шундай (gj, | 2, . . . , t m) нукталар хам борки,

Р « 1, и  =  0 .
Ц  квадратик форма яримманфий аникланган дейилади.
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1. Ушбу
т

Q  ( s n  ¥•>' • • • ’  in i) ~
t 1

квадратик форма мусбат аникланган булсин. Аввало юкоридаги 

р =  Y Ь х \ + А  х \ +  . . .+Ах^.

ва

£t- =  —  ( f » l .  2 , • - Л/!)
Р

тенгликлардан
% +  % +  . . .  + 6 2 . - 1  

эканлигини топамиз. Маълумки, R n фазода

(0) =  ((0 , 0 , . . . ,  0)) =  {si, s», • • • > •
+  Ц +  • • • +  =  1 :

маркази 0 =  (0 , 0 ........... 0) нуктада, радиуси 1 га тенг сферани ифо
далайди. Сфера ёпик ва чегараланган туплам. Вейерштрасснин г оиринчи
теоремасига асосан шу сферада Q (It. ............ . £71) функция узлуксиз
функция сифатида чегараланган, хусусан куйидан чегараланган оу-
лади:

Q  (?г, h ....................1т) >  С { с - c o n s t ) .
Агар Q (1г , .................1 т )  квадратик формации г мусбат аникланган

эканлигини эътиборга олсак, унда с >  0 булишипи топамиз.
Иккинчи томондан, Вейершграсснинг иккинчи теоремасига кура ov 

Q (с,, Е.„ . . . ,  L )  функция 5, (0) сферада узининг аник купи чега- 
расига эришади, яъни бирор (£,, to, • • . ,  i 'i ,)€ ‘S1 (0) учун

Q (£?, Ц ........... 5«.) =  minQ (1,. % , --------U
булади. Яна Q ( |1( | 2, . . . .  1т) квадратик форманинг мусбат аннцлан 
ганлигини эътиборга олсак,

Q {Щ, Ц ........... SS ,)>0
эканини топамиз. Демак, (0) сферада

Q (I, , , U  =  У  > с > о
i,fc=l

булади.
Энди

т
V1 ° £
!.k=l
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ни ба^олаймиз. Коши — Буняковский тенгсизлигидан фойдалаинб, то-
памиз:

12 = 12 /.*=i ( I k î

т т п т ty

f2(2^«.n (24) - i=i *=i i=i
<

1 1  1 
' r -" L  . т ' 2 т т т 9 т 0

-[2(2«̂«.П <[2(2*42в)] -(2 +) ■1=1 *=1 4—1 fe=l k— 1 i,fe =  l

Маълумки, Ax j - ^ 0 ,  Axt -+-[0...........A *m->-0 да барча а й - * 0 .
Бундан фойдаланиб х° нуктанинг атрофини етарлича кичик ^илиб олиш 
яВюбига

j  
2

( 2  "■*) < |  
i , k =l

тенгсизликка эришиш мумкин. Демак, (13.41) дан
гп т *

л = \  (JSй[к ̂  **+2  a'ik > ^  (с ~ f )=^  > 0 ■
2 . Куйидаги

т

Q  ( I ] .  & > , .  .  . ,  S m )  =  v  a ik  i  • l k
i,k=  1

квадратик форма манфий аникланган булсин. Бу хрлда х° нуктанинг
_ т  _  m

етарлича кичик атрофида Л =  - £  ( V ,ай  s/e +  V  а й  ё,- gt ) < 0  бу-
■ . „ *.*=1 

Н У  ** ^олдагига ухшаш курсатилади. Натижада куйидаги георемага 
келамиз.

V 13.10-т е о р е м  а, f  (х) функция х° нуцтанинг бирор U& (х°) атро
фида (б >  0) берилган булсин ва у  ушбу шартларни бажарсин:

К Ч f (х) функция U& (.х°) да барча узгарувчилар хи x.2t . . . .  хт буйи
ча биринчи ва иккинчи тартибли узлуксиз хусусий хосилаларга эга• 
К х нУк-та f (*) Функциянинг стационар нуктаси;

3) коэффициентлари

А* =  fV k (х°) (i, k — I, 2, . т)
булган



квадратик форма мусбат (манфий) аникланган. У холда /  (х) функ
ция х° нуцтада минимумга (максимумга) эришади.

Бу теорема функция экстремумининг е т а р л и  ш а р т и н и  ифода-
лайди.

3. Агар т

q ( |„  г2........... u  =  2  ° ikh ik
i,k= 1

квадратик форма ноаник булса, /  (х) функция х° нуктада экегремумга 
эришмайди. Шуни исботлайлик. l lt 12, . . . ,  ларнинг шундай (йх, 
ft2, . . . ,  ftm) ва (/i, ft,, . . . ,  ftm) кийматлари топиладики,

Q (ft„ ft2, . . . ,  ft J  >  О, Q (ft,, ft;, . . . ,  f t j  < 0  (13.42)

булади.
x° =  (x°, X»...........О  ва (X» +  ftp -v2° +  ft2, . . ., A-o +  f t j

нукталарни бнрлаштирувчи
Xj =  Xf +  /ft,,

x2 =  x° +  /ft2,
.........................  (13.43)

=  <  +  (0 <  / < l )  
кесманинг нукталари учун юкоридаги (13.41) муносабат ушбу

гп ,

t .fr=  1 ?!*=>
куринишга келади. Бу тенгликнинг унг томонидаги биринчи ^ушилувчи 
(12.42) га кура мусбат булади. Иккинчи кушилувчи эса, /->-0 да 
нолга интилади (чунки / - > 0  да А х , = х , — х“->- 0 , А х2 — х ,— х2-*  0 ,
. . Axm =  xmx;W  0). Демак, (13.43) кесманинг х° нуцтага етарлича
якин булган х  нукталари учун А айирма мусбат, яъни

/ ( * ) > / ( * >
булади.

Худди шунга ухшаш,
XI =  х°1 - f  th\,

Хг =  Хг +  /ft?,

Хт  =  Хт +  thm

кесманинг х° нуцтага етарлича якин булган х нукталари учун А айирма 
манфий, яъни

/ ( х ) < / ( х ° )

булиши курсатнлади.
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Демак, А =  f  (х) — f  (х°) айирма х° нуктанинг хар кандай етарлича 
кичик атрофида уз ишорасини сацламайди. Бу эса f  (х) функциянинг 
х° нуктада экстремумга эришмаслигини билдиради.

4 — 5. Агар
т

i .<■•= 1
квадратик форма яриммусбат аникланган булса ёки яримманфий аник- 
лаиган булса, f  (х) функция х° нуктада экстремумга эришиши хам, 
эришмаслнги хам мумкин. Бу «шубхали» хрл кушимча текшириб аниц- 
ланади.

Юкоридаги 13.10-теореманинг 3-шарти, яъни Q ( |х, | 2, . .  . ,  | т ) 
квадратик форманинг мусбат ёки манфий аникланганликка ало^адор 
шарти теореманинг марказий цисмини ташкил этади. Квадратик форма
нинг мусбат ёки манфий аникланганлигини алгебра курсидан маълум 
булган Сильвестр аломатндан фойдаланиб топиш мумкин. Куйида бу 
аломатни исботсиз келтирамиз.

С и л ь в е с т р  а л о м а т и .  Ушбу

р  ( I  I . E . ............ и  “ 2
i,k=* 1

квадратик форманинг мусбат аникланган булиши учун

*11 *12 
*2 1  *2 2

> 0 ...........
*11 *12 ' • ■*.»
*21 *22 ' ‘ • fl2m > 0

*ml *ш2 ' •*mm
тенгсизликларнинг, манфий аникланган булиши учун

*и <  0 , *11
*21

*12
*22

> 0 ,
*11

*21

*12

bo-2

*13

*23

*31 *32 *33

*11 *12 • 
*21 *22 * 1

• *lm
• *2m > 0

*ml *m2 ' ■*m*
тенгсизликларнинг бажарилиши зарур ва етарли.

Хусусий холни, функция икки узгарувчига боглик булган холни 
Карайлик.

f  (Xj, х2) функция х° =  (х°, х«) нуктанинг бирор атрофи

U& (х°) — (х =  (xlt х2) £ R2: р (х, тс°) <  б) (б >  0)
Да берилган булсин ва бу атрофда барча биринчи, иккинчи тартибли 
Узлуксиз хосилаларга эга булсин. эса каралаётган функциянинг 
стационар нуктаси булсин:

Одатд,
ГЖг (*°) -  о, Гх. (х°) -  0 .

агидек
=  />  ( A  al2 =  f" (х°), а,2 =  п  (х°).
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1°. Агар

Яц а\г
а21 Д22

=  а иа 22- а , 2 > 0  ва a,, >  О

булса, f(x) функция л° нуктада минимумга эришади. 
2°. Агар

а п а2 2 ~ а\ 1 > °  ва а п < °  
булса, /  (а-) функция х° нуктада максимумга эришади. 

3°. Агар
1̂1 ^22 12 < о

булса, /  (х) функция х° нуктада экстремумга эришмайди.
4°. Агар

°11 °22 °12 ^
булса. f (х) функция х° нуктада экстремумга эришиши х,ам мумкин, 
эришмаслиги хам мумкин. Бу «шубхали» хол кушимча текшириш ер-
дамида аникланади.

Хакицатан хам, Г- ва 2°- холларда квадратик форма мос равишда 
мусбат аникланган ёки манфий аникланган булади (каралсин: Сильвестр 
аломати).

3°-хрлда, яъни
ач а2з~~ ° 1 2 < 0 (13.44)

булганда Q ( |„  ?,) =  а„  Ц +  2а126, 12 +  а^Ц  квадратик форма ноаник
булади. Шуни исботлайлик.

a n =  0 булсин. Бу хрлда (13.44) дан а]2¥=0 булиши келиб чика
ди. Натижада Q (%v  У  квадратик форма ушбу

Q (6г> £2) =  (2flj2Ei “t- t 2
куринишга келади. Бу квадратик форма

О 1 — #22
2а,2

цийматда мусбат: 

кийматда эса манфий:

Q  ^  022

ва с, >62 — 1»

2а Г к о

булади. _ ,
Энди о „  >  0 булсин. Бу хрлда Q (115 У  квадратик формани щуии-

дагича сзиб оламиз:

Q (b li 62) a i Ы - - , ь Т + ‘ " % ,  ° 'S i l l  (13.40alt / an J
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Кейинги тенгликдаи £, =  — ^  =  1 кийматда
Oil

q ( ~ ~ l ) < 0
V “и /

. , о  > t&l2 | 1 ĵi) 2̂9 ̂ 22 <

ва V  5 i >  |  — 1— — — - ,  S2 =  1 кийматларда эса
11 «и

Q (Si. 1 ) > 0
булишини топамиз.

Ва ни\оят, аи < 0  булсин. Бу хрлда (13.45) муносабатдан фойда- 
ланиб, Q (1и | 2) квадратик форманинг =  —  f i ? ,  g2== i ^ийматдамус-

«п

бат Q , l ) > 0  ва V S , >  — — +  
ji '  ° 11 • “и 

матларда эса манфий

Q (Si, 1 ) > 0
булишини топамиз.

Шундай килиб, a n a22 а]| < 0  булганда Q (Si, S2) квадратик фор- 
манннг ноаник; булиши исбот этилди.

4J- хрлни, яъни а п а22 — а,2 =  0 булган холни карай лик. Бу хрлда, 
ап — 0 булса, унда а12 =  0 булиб, Q ( |0, | 2) кьадратик форма ушбу

<?(S ,.  S2) = f l 22S?
курининши олади.

Равшанки, а22 >  0 булганда

<3 (Si, S2) >  О,
а32 <  0 булганда

Q (S„ S2) < 0  

булиб, нинг ихтиёрий кийматида

Q (1„ 0) =  о
булади.

Агар ап  >  0 булса,

Q (Si, S2) = a „  (Si +  —  S2)2 >  О,
'  «и I

an <  0 булганда

Q (Si. S2) = f l n  (S i  +  ~  l 2J  <  0
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12



булиб, Е, ва | 2 ларнинг
О, 2
Alt

5»

тенгликни каноатлантирувчи барча кийматларида Q (ьi, ?») квадратик 
форма нолга тенг булади. Демак, каралаётган хрлда Q (!;„ Ы  квадра
тик форма яриммусбат ани^ланган б:ки яримманфий аникланган булади. 

Энди мисоллар караймиз.

М и с о  л л а р . 1. Ушбу

f (xt, х2) == xj +  ^2 — 3axj х2 (а Ф 0)

функцияни каранлик. Бу функциянинг биринчи ва иккинчи тартибли ^осилалари

1х, (*1 >  х д  =  3 j c l —  3 ° * 2 -  f '*, Ж 2> =  3  4  —  3аХ1‘

l”x,  (X,, Х2) =  6  X,. С ,  (X,, х2) =  — За, (х ,, Х2) -  6 > ,

булади.
Зх^ — Зах2 =  0 , 
Зх? — ЗаХ| — 0

системани счнб, берилган функциянинг стационар нукталари (0 , 0 ) ва {а, о)эканини 
топамиз.

(а, а) нуктада
о ц  =  6 а, «13 =  — 3 a. == 6 а

булиб,

°11 °22 ~~а12 =  -> ®

б' ЛаДемак, а > 0  булганда (at l > 0  булиб) функция (в, а) нуцта минимумга эри
шади, о <  0 булганда функция (а, о) нуктада максимумга эришади. Равшанки, 
f  (а ,’а) =  — а л. (0 . 0 ) нуктада

0 11 а22 °12 ~  '̂ °2 
булади. Демак, берилган функция (0, 0) нуктада экстремумга эрншмайди.

2. К,уйидаги
f  (* ь  -*2) =  (*2 — x i)г +  (*2  +  2)s

функцияни ^арайлик. Берилган функциянинг стационар нуцтаси (— 2, — 2) нуцта 
булади. Бу нуктада

Оц 0̂ 2 ^12 ~  ^
булишинн топиш цнйин эмас. Демак, биз бу ерда юцоридаги 4 - «шуб^али» _ хол ни 
учратяпмиз. Экстремум бор-йуцлнгини аницлаш учун цушимча текшириш уткази- 
шимиз керак. ( - 2 , - 2 ) нуктадан утувчи x2 = x t тугри чизикнинг ну^таларини 
цараймиз. Равшанки, бу тугри чизш; нуцталарида берилган функция

f  (x i ,  х г) =  (*2 +  2 )3
булиб, хг < - 2  да /  (xl t  Х2Х О .  хг > - 2  да /  (х„  х2) > 0  булади. Демак / (х1; 
xj) функция (— 2, — 2) нукта атрофида ишора сацламаиди. Бинобарии, берилган 
функция (— 2 , — 2) нуктада экстремумга эришмайди.
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1. О ш к о р м а с  ф у н к ц и я  т у ш у н ч а с и .  Мазкур курснинг 1- 
к.исм, 4-боб, 1-§ ида функция гаърифи келтирилган эди. Уни эслатиб 
утамиз. Агар X тупламдаги (X с: R) хар бир х соига бирор крида ёки 
конунга кура Y  тупламдан (Y a  R) битта у  сон мос куйилган булса, 
X тупламда функция берилган деб аталар ва у

f ' x - + y  ёки у  =  f(x)
каби белгилаиар эди. Бунда х га у  ни мос куядиган ьрида ёки конун 
турлкча, жумладан аналитик, жадвал хамда график усулларда булиши- 
ни курднк. Масалан, функциянинг график усулда берилишида х билан 
у орасидаги богланиш текисликдаги эгри чизик; ёрдамида бажариларди. 

Энди икки х ва у  аргументларнинг F (х, у) функцияси
М  =  { (х, y)£R'2 . a < x < b ,  с < у  < d}

тупламда берллган булсин. Ушбу
F (х, у) =  О

тенгламани карайлик. Бирор ха соини (х0£(а, Ь)) олиб, уни юкорндаги 
тенгламадаги л: нинг урнига куямиз. Нагижада у  ни топиш учун куйи
даги

F(x0, у) =  0 (13.46)
тенгламага келамиз. Бу тепгламанииг ечими ^а^ида ушбу доллар бу
лиши мумкин:

1°. (13.46) генглама ягона хакикий у0 ечимга эга,
2°. (13.46) тенглама бигта х,ам хакикий ечимга эга эмас,
3°. (13.46) генглама бир нечга, хатто чексиз куп хакикий ечимга

эга.
Масалан,

г/  ч 1У —  X s, агар д с > 0  булса,
(х* У) ~~ ' у2 +  х, агар х <  0 булса

булсин. У холда
F{ x , y )  =  0 (13.47)

тенглама х0 >  0 булганда, ягона у  =  х\ ечимга, х0 <  0 булганда ик- 
кита

11- §. Ошкормас функциялар

У —V  — х0, у  =  V — х0 
ечимларга эга булади.

Агар бирор F (х, у) =  0 тенглама учун Г-^ол уринли булса, бун- 
Дан тенглама эътиборга лойи(у Унинг ёрдамида функция аницлаииши 
Чумкии.

Энди х узгарувчининг киймагларидан иборат шундай X тупламни 
Карайликки, бу тупламдан олинган .\ар бир ^ийматда F (х, у) =  0 тенг- 
ЛаМа ягона ечимга эга булсин.

X тупламдан ихтиёрий х сонни олиб, бу сонга F (х, у) =  О тенгла. 
Чанинг ягона ечкми булган у  сонни мос ^уямиз. Натижада X туплам.
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дан олинган хар бир х га юкорида курса гилган коидага кура битта у  
мос куйилиб, функция хосил булади. Бунда х ва у  узгарувчилар ора
сидаги борланиш F (х, у) =  0 тенг лама ёрдамида булади. Одатда бун- 
дай берилган (аникланган) функция ошкормас кдринишда берилган 
функция (ёки ошкормас функция) деб аталади ва

x-*-y-F(x,  у) =  0
каби белгиланади.

М и с о л  л  а р. 1. Ушбу

F  («, у) =  у  ■/х» —  1 — 2 
функцияни царайлик. Равшанки,

F  (х, у) =  у  у * -  -  1 - 2  =  0 (13.48)
тенглама х  иинг Я \ [  x £ R :  —  1 <  х  <  1} дан олинган хар бир^ийматида ягона

2
У:

у Х * - 1  

ечимга эга, бундан

Натижада (13.48) тенглама ёрдамида берилган ушбу

х - + у =  ■■■- 2 : F l x , y — J = \  =  0 
У у  х2 — 1 {у  х * - 1  )

ошкормас куринишдаги функциям эга буламнз.
2. Ушбу

F ( x ,  у) =  х  — у  <ту =  0 (13.49)

тенгламани карайлик. У ни куйидагича

х =  у  —  - ^ - s in j r  =  (у) (^ 6  <— • со))

курнищда ёзнб оламиз. Равшанки, ц>(у) функция (— оо, со) да узлуксиз ва <р' (у) =  

=  ] — cos у  >  0 хосилага эга.

Унда тсскари функция хацидаги теоремага кура Л (1- Кисм. 5- боб, 7- §) у  =  
=  <р- 1  (х) функция мавжуддир. Демак, (— оо. ) олинган х ниш- хар бир щиймати- 
да (13.49) тенглама ягона' у  =  tp- 1  (х) ечимга эга, бундан

F ( x ,  Ф - 1 (х )) =  0.

Хар бир х  га ф ~  (х) ни мос к \ йиб,
х -► ф ~ 1 (х ) : F (х, цГ"1 (х )) =  0

ошкормас куринишдаги функцияга эга буламиз.
3. Юкорида келтирнлган (13.47) тенглама *ам х >  0 да

x - + x t : F ( x ,  х*) =  0 

ошкормас куринишдаги функцияни аниклайди.
4 . Куйидаги

F ( x ,  у)  =  х* +  у * —  1п«/ =  0 (у  >  0)
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тснгламани ц а рай лик. Бу тенглама х  нинг (— сс, ос) ораликдан олинган хеч бир 
кцйматида ечимга эга эмас. Чунки хар доим у * — In у  >  0. Бу .^олда берилган 
тенглама ёрдамида функция аниклаямайди.

13. 5- эслат  ма. Фа^аз килайлик, ушбу
F (х, у) =  О

тенглама ошкормас курннишдаги функцияни аникламасин. Баъзан, бу 
холда у  га маълум шарт куйиш нагижасида юкоридаги тенглама ош
кормас курннишдаги функцияни аниклаши мумкин.

Масалан, куйидаги
F (х, у) = х 2 -\- у-  — 1 = 0  (13.50)

тенгламани царайлик. Бу тенглама х нинг (— 1, 1) ораликдан олинган 
хар бир ^ийматида иккита

У =  — V \ —хг, 
у = у — хг

ечимларга эга. Агар у  га, унинг кийматлари [— 1,0] сегментда бул- 
снн, деб шар! куйилса у холда (13.50) тенглама ёрдамида аникланган

х~* — 1 — х2, F (х,—] /  1—X2) =  О 
ошкормас куринищдагк функция хосил булади.

2. О ш к о р м а с  ф у н к ц и я н и н г  м а в ж у д л и г и .  Бпз юкорида
F (х, у) =  О

тенглама ёрдамида хар доим ошкормас курннишдаги функция аниклана- 
вермаслигини курдик.

Энди тенглама, яъни F (х, у) функция кандай шартларии бажар- 
ганда ошкормас курннишдаги функциянинг аникланиши, бошкача айт- 
ганда, ошкормас куринпшдаги функциянинг мавжуд булиши масаласн 
билан шугулланамиз.

13 .11-теорем а. F(x, у) функция (х0, y0) e R 2 нуктанинг бирор 
Uh,k((xо, г/о)) =  {(л-, у) 6 R2 : д.0 — /г <  .v <  х0 - f  h, г/0 — / г <

<  У < У о  +  k )

атрофида (h >  0 , k >  0) берилган ва у  куйидаги шартларни бажар- 
син:

U  Uh.k((x0, г/0)) да узлуксиз;
2) х узгарувчининг (хп — h, дг0 +  /г) ораликдан олинган хар бир 

тайин кийматида у  узгарувчининг функцияси сифатида йсувчи;
3) F(x„, г/0) =  0 .
У %олда (х0, г/0) нуктанинг шундай 

и&.г((х0, у0)) =  {(х, y ) e R - : x 0 — 6 < х < х 0 +  6, у0 — е <  у  <  Уо +  е} 
атрофи (0 <  б <  Л, 0 <  е <  k) топиладики,

1') V  х£(х0— б, х0 +  6) учун
F(x,  г/) =  0
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тенглама ягона у  ечимга (у  £ (у0 — е, у0 +  г)) эга, яъни F (х, у) —О 
тенглама ёрдамида

x - + y : F  (х, у) =  0
ошкормас куринишдаги функция анщланади,

2') х =  х0 булганда унга мос келган у  — у0 булади,
3’) ошкормас куринишда аникланган

х->  у : F (.v, у) =  0 
функция (х0 — б, х0 +  б) оралицда узлуксиз булади.

И с б о т .  Uh k ((х0, у„)) атрофга тегишли булган (х0, уи—е), (х0 х0 +  
+  е) нукталарни олайлик. Равшанки, [у0 — е, у0 -j- е] ораливда F(x0,y)  
функция усувчи булади. Демак,

y0 — e , < y 0=>F(K0, y 0— e ) < F (х0, у0), 
У о + ь > У о ^ р (Хо’ Уо +  Е) > Р ( х 0, у0).

Теореманинг 3-шаргига кура
F (х0, у0 — е) <  0 , F (х0, у0 +  г ) >  0

булади.
Теореманинг 1-шартига кура F (х, у) функция Uh k ((х0, у0) да уз

луксиз. Бинобарин F(x, у0 — е) ва F (х, у0 +  г) функциялар (х0 — h, 
x0 +  h) ораливда узлуксиз булади. Унда узлуксиз функциянинг хосса- 
сига кура (к;аралсин, 1-кисм, 5-боб, 7-§) х0 нуктанинг шундай атро
фи х0 — б, х0 +  б) топиладики (0 <  б <  h), у  х £ (х0 — б, х0 +  б) учун 
F(x,  £/„ — е ) <  0, F (х, t/0 +  e ) >  0 булади.

Равшанки, (х0, у0) нуктанинг ушбу
k ((х„, у  о)) =  {(х, у) € jR2 : х0 — Ь < х  <  х0 +  6, у0 — k <  у  < у 0 + k) 

атрофи учун теореманинг барча шартлари бажарилаверади, чунки

^Ь- к Уо)) ^  ^н, k ((хо. УоУ) •
V  л-* £ (х0 — б, х0 + б )  нук,тани олиб, F (х*, у) функцияни карай

лик. Бу функция, юкррида айтилганига кура \у0 — е, г/ +  е) ораликда 
узлуксиз ва унинг четки ну^таларида турли ишорали цийматларга 
эга:

F (х*, у  о-  г) <  0 , F (х*, у0 +  6) >  0
У хрлда Больцано — Кошининг биринчи теоремасига кура (царалсин, 
1-цисм, 5 -боб, 7-§) шундай у* топиладики {у* £ (у0 — е, у0 +  е)),

F(x*, у*) =  0
булади. Бу топилган у* ягона булади. Ха^икатан хам,

УФ У*=> F (х*, y ) ^ F  (х*, у*), {у £ [х/о — е, г/0 +  eD
чунки, F(x*, у) усувчи булганлиги сабабли у >  у* учун F (х*, у) >
>  F (х*, у *) ва у<_у*  учун F (х*, у) < F  (х*, у*) булади.

Шундай килиб, х нинг (х0 — б, х0 +  б) орали^дан олинган х^р бир 
цийматида F (х, у) =  0 тенглама ягона у  ечимга эга эканлиги курса - 
тилди. Бу эса F (х, у) — 0 тенглама ёрдамида

х-+-у: F (х, у) =  0 (13.51)
ошкормас куринишдаги функция аникланганлигини билдиради.
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х =  х0 булсин. Унда теореманинг 3-шарти F(x0, у0) = 0  дан, х0 га 
У ни мос куйилгандагина:

х0—*~ у0: F (.v0, у0) =  0.
Лемак, х =  х„ да ошкормас функциянинг. циймати у0 га тенг булади.

Эндн ошкормас функциянинг (х0 — б, х0 +  б) ораликда узлуксиз 
булишини курсатамиз.

Равшанки, х £ (х0 — б, х0 +  б) га мос ^уйиладиган у £ (у0 — г ,  у0+  
л- е) булади. Бу эса ошкормас функциянинг х =  х0 нуктада узлуксиз 
эканлигини билдиради.

Ошкормас функциянинг у  х* £ (х0 — б, х0 4- 6) нуктада узлуксиз 
булишини курсатиш бу функциянинг х0 нуктада узлуксиз булишини 
курсатиш кабидир.

Хакикатан хам, F (х, у) — 0 тенглама (х0, у0) нуктанинг атрофи 
UiS е ((х0. г/0)) да ошкормас функцияни аниклаганлигидан, шундай
У* € (у0 — У» +  £) топиладики, F(x*, у*) =  0 булади. Юкоридаги 
мглохазаии (х*, у*) нуктага нисбатан юритиб, F (х, у) --= 0 тенглама 
(х*, у*) нуктанинг атрофида ошкормас куринишдаги функцияни аник;- 
лашини (бу аникланган функция (13.51) нинг узи булади), уни х* нук
тада узлуксиз булишини топамиз. Демак, ошкормас функция (х0— б, 
х0- 6) ораликда узлуксиз булади. Теорема исбот булди.

13.6-э с  л а г ма. 13.11-теорема, F (х, у) функция х узгарувчининг 
(,v0 - f  h , х0 - f  h) ораликдан олинган хар бир танин кийматида у узга
рувчининг функцияси сифатида камаювчи булганда хам уринли бу
лади.

Биз ю^орида F (х, у) — 0 тенгламапи (х0, у0) нуктанинг атрофида х 
ни у нинг функцияси сифатида аниклашини ифодалайдиган теоремани 
келтирдик.

Худди шунга ухшаш, F (х, у) =  0 тенглама (х0, у0) нуктанинг а;г- 
рофида у  ни х нинг функцияси сифатида аниклашини ифодалайдиган 
теоремани келтириш мумкин.

13.12- т е о р е м  a. F (х, у) функция (х0, //„) £ R1 нуцтанинг бирор 
Uh k ((х0, у0)) атрофида (h >  0, k >  0) берилган ва у цуйи мги шарт- 
ларни бажарсин:

!) UK k ((х0, у0)) да узлуксиз;
2) у узгарувчининг (у0 — k, у0-г к) ораликдан олинган >;ар бир 

тайин цийматида х узгарувчининг функцияси сифатида усувчи (ка
маювчи),

3) F (х0, у0) =  0.
У хрлда (х0, уп) нуктанинг шундай
U&' е у о)) =  {(*> У £ ; х„ — б <  X <  х0 +  б, у0 — е <  у  <  г/о +  е} 

атрсфи (0 <  б <  ft, 0 <  е <  k) топиладики,
П  V  У £ (Уо —  е, у0 +  е) учун

F (х, у) =  0
Тенглама ягона х (х 6 (х0 — б, х0 +  б)) ечимга эга, яъни F (х, у) =  0 
менглама ёрдамида у -*• х : F (х, у) =  0 ошкормас куринишдаги функ
ция аницланади\

2') у — у0 булганда унга мос келган х — х0 булади,
3') ошкормас куриншида аникланган функция



y -+ x: F(x, у) =  О
(у0 — е, Уо +  е) да узлуксиз булади.

Бу теореманинг исботи юкорида келтирилган 13.11-теореманинг 
исботи кабидир.

3. О ш к о р м а с  ф у н к ц и я н и н г  х о с и л а с и .  Энди ошкормас 
функциянинг хосиласини топнш билан шугулланамиз.

1 3 .1 3 -т е о р е м а . F (х, у) функция (х0, у0) € R2 нуктанинг бирор
Uh k ((а-0, i/„)) =  {(х, у) £ R2: х0 — h <  х <  х0 - f  h, у0 — k <  у  <  у, 4- к}
атрофида (h >  0, 6 > 0 )  берилган ва у куйидаги шаргпларни бачар- 
син:

1) Uh к ((х„, г/0)) да узлуксиз,
2) Uh к ((х0, г/0)) (За узлуксиз F’x (х, у), F'y (х, у) хусусий цосим- 

ларга эга ва Fy (х0, у0) Ф  0;
3) F (х0, у0) = 0 .

У %олда (х0, у0) нуктанинг шундай
и ь. г ((*«. Уо)) =  {(X, У) е R2 : *о -  б <  х <  х0 +  б, у0 — г <  у <  у0 + е }  
атрофи (0 <  б <  /г, 0 <  е <  k) топиладики,

Г )  V  X £ (-4) —  х о +  б) .V4VM
F (х, */) =  О

тенглама ягсна у ечимга {у £ (у0 — е. Уо +  г)) зга, яъни F (х, у) =  О 
тенглама ёрдамида

х-*-у: F (х, у) =  О
ошкормас куринишдаги функция аникланади',

2') х =  х0 булганда унга мос келадиган у — у0 булади\
3') ошкормас куринишда аникланган

х-*-у: F (х, у) =  О
функция (х0 — б, х0 +  б) оралщда узлуксиз булади;

4') бу ошкормас куринишдаги функция (х0 — б, х0 4- б) ораликда 
узлуксиз хосилага эга булади.

И с б о т .  Шартга кура F'y (х, у) функция Uh k ((х0, у0)) да узлук
сиз ва F'y (ха , у„)ф  0. Аниклик учун Fy (х0, у0) >  0 дейлик. У  хрлда 
узлуксиз функциянинг хоссасига кура (х0, у0) нуктанинг шундай 
Ub е ((х0, t/o)) =  {(х, y )£  R2 : х0 -  б <  х <  ха +  б, у0 — е <  у  <  у0 4- е} 
атрофи (0 <  6 <  Л, 0 <  е <  /г топиладики, У  (х, //) € ((х0. У»)) 
учун F  (х, г/) > 0  булади. Демак, F (х, у) функция х узгарувчининг 
(ха — б, х0 4- б) ораликдан олинган хар бир тайин кчйматида, у  узга
рувчининг функцияси сифатида усувчи. Юкорида исбот этилган 1 3 .11- 
теорема га кура

F (х, у) =  О
тенглама (х„ — б, х0 4  б) да

х-+ у: F ( x .y ) =  О 
ошкормас куринишдаги функцияни аниклайди, х — х0 булганда ум  я
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Woc келган у  =  у0 булади ва ошкормас функция (х0 — 6, x0 +  6) да 
узлуксиз булади.

W  Энди ошкормас функциянинг хосиласини топамиз, х0 ну к та га шун- 
дай Ах орттирма берайликки, х0 +  Ах £ (х0 - 6 ,  .r0 - f  6) б>;лсин. На
тижада

х у : F (х, у) =  О 
ошкормас фуниция хам орттирмага эга булиб,

F (х0 +  Дх, у0 +  Ау) =  О
булади. Демак,

Д F (*о. Уо) =  F (х0 +  Дх, у  о +  Ay) — F (х0, у„) =  0) (13.52)
Шартга кура F'x (х, у) ва F'y (x, у) хусусий хосилалар U6 Е ((х0, у0))

да узлуксиз. Бинобарин F (х, у) функция (х0, у0) нуктада дифферен- 
циалланувчи:

Д F (х0, у0) =  F'x (х0, у0) Дх +  F'y (х0, у0) Ау +  а  Д х +  р Д у. (13.52')

Бу муносабатдаги а  ва (5 лар Дх ва Ау ларга боглик ва Дх->- О 
да Ау-*- 0, а-> -0 , Р->-0.

(13.52') ва (13.52) муносабатлардан

А у  _  1 Х (*о. У о)+ а  
А х р'у  (х0, уд) +  Р

эканлиги келиб чикади.
Ошкормас функциянинг х„ нуктада узлуксизлигини эътиборга олиб, 

кейингн тенгликда Ах-+ 0 да лимитга утиб куйидагини топамиз:

п т
Аж ->0

А у  _  
Ах

urn
Ддс-*0

Fx  (х„, i/o) +  « 

Р'и (* о . Уо) +  Р

Демак,

Fx  (*о , Уо) 

Ру(Хо.Уо)

У х = х .  =  -
Fх (*0> Уо)
Fu(x0,y0)

^6. Г ((хо. Уо)) да F x (х, у) ,  F y (х, у )  'хусусий хосилалар узлуксиз 
83 Fy (х> У)Ф 0 булишидан ошкормас функциянинг хосиласи

У х =
Fx  (*• У) 

Fy (х, у)

*|Ннг (х0 — 6, х0 +  6) ораликда узлуксиз булиши келиб чикади. Теоре- 
Ма исбот булди.

М и с о л . Ушбу

F (х, у) — хсу  -f- уех — 2 = 0 (13.53)

^ л а м а м и  царайлнк. Равшанки, F (х. у) =  х ^  +  уех — 2 функция {(.t, у) £ R * : ~
<  х <: оо , —  со <  у <  со} тупламда ю:чор идаги 13.11 - теореманинг барча шарт-
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ларини каноамантиради. Д емак, У (х0, у 0) £  R* нуктанинг O'g Е ((ха, у0)) атрофн-
да (13.53) тенглама ошкормас куринишдаги функцияни ашцлайди ва бу ошкормас 
функциянинг ^осиласи

Fх {х. У) ev +  уех
У = ' Fy (x, У) хс« + е *

булади.
Ошкормас куринишдаги фуикцнянинг хосиласини куйидагича хам 

Хисобласа булади. у  нинг х га боглик эканини эътиборга олиб, F (х, 
у) =  О дан топамиз:

Бундан эса
F'x (*. У) +  F’y {х, у) ■ у' =  0. 

Fx (x, у)
У = Fу (х, у)

булиши келиб чикади.
Юкорида келтирилган (13.53) тенглама ёрдамида аникланган ош

кормас куринишдаги функциянинг хосиласини хисоблайлик:
F'x (.v, у) +  F' (х, у) у' =  е» +  уе* +  (хеУ + е * ) у '=  0, (*)

и х I I/е +  xi*
4. О ш к о р м а с  ф у н к ц и я н и н г  ю к о р и  т а р т и  б л и  х о с и л  а- 

л а р и .  Фараз ^илайлик,
F (х, у) =  0

тенглама (х0, у0) £ R- нуктанинг U  ̂ Е ((*„, у0)) атрофида ошкормас 
куринишдаги функцияни аникласин. Агар F (х, у) функция U  ̂ £ ((х0, 
г/о)) да узлуксиз F'x (х, у), F'y (х, у) хусусий хосилаларга (F* (х, у)Ф  
ФО) эга булса, ошкормас куринишдаги функция узлуксиз хосилага 
эга булиб,

К(х, у)
У =

Fu (x, у)
(13.54)

булади.
Энди F (х, у) функция U& е ((х0, у0)) да узлуксиз иккинчи тартиб

ли F” (х, у), F"xy (х, у), F"yl (л;, у) хусусий хосилаларга эга булсин, У 

нинг х га боглицлигини эътиборга олиб, (13.54) тенгликни х буйича 
дифференциаллаб куйидагини топамиз:

(Fx (х, у))х Fу (х , у) — [Fу (х, у))х Fx (х, у)

(Г'„(х, у))*

эканлигини х.исобга олсак, унда

{FyX(x, У) +  F'y, (х\ у)-у') ■ Fх (х, у) — ( f  "2 (х, у) +  Fxy (х, у)-у’) ■ F~y (ж, у ) _

У "  (р'у (х, у))2 ~

К х  (*■ F X  (*> У )~ г 'х' (х, у) • Г'у (х, у ) +  [Fу ,  (х, у) ■ F ' (х, y ) - F xy(x, у) Fy (х, у)]у'

(F 'y(X, У))2

т- . I „ F А х ,  я)булади. by  ифодадаги у нинг урнига унинг киим ати-------;--------  ни
Fy (х, у)

куйиб, ошкормас куринишдаги функциянинг иккинчи тартибли хрси- 
ласи учун куйидаги формулага келамиз:

,,  _  -F х (х> У) ■ F y [х, у) ■ Fxy (х , y)—F'y (х, у) Fx , (х, у) Fx (х, у) f ", (х, у)
У = (РЛх ,  у))*

Худди шу йул билан ошкормас функциянинг учинчи ва хоказо тар- 
табдаги ^осилалари топилади.

13.7-э с  л а т  м а. Ушбу
F (х, у) =  0

тенглама билан аникланган ошкормас куринишдаги функциянинг юкр- 
ри тартибли хрсилаларини цуйидагича хам хисобласа булади.

F (х, у) — 0 ни дифференциаллаб,
Р’х (х, У) +  F'y {х, у) ■ у ' =  О

булишини топган эдик. Буни яна бир марта дифференциаллаймиз:
(Гх (х, У))'х +  (F'y (х, у) • у')'х =

=  (К  (х, У))'х 4- у' ■ (F'y (х, у)Ух +  F'y (х, у)- у "  =  0.

Юкоридаги (13.55) муносабатдан фойдалансак, у хрлда ушбу

Гх. (х, у) +  2F'xy (х, у) у' +  F 'y.; (х, у) ■ у '2 +  F'y (х, у) ■ у "  =  0 

тенгликка келамиз. Унда эса

Fх,(х, у)+2Р'ху (х, у) ■ у '  +F'J, (х , у) ■ у  2
У =  —

Fу (х, у)

булиши келиб чикади. Бу тенгликдаги у ' нинг урнига унинг ^иймати
_  Fх у)

------ ни куисак, унда
Fу (•«. у)

|  =  2FX (х, у) Fy (х, у) Fxy (х, у) - Fy(X, у) Fx , (х, у) — Fx (х, у) ■ Fy, (х, у )
(Fy (х, у))3

^лади.
М и с о л.  Ушбу

F (х, у) =  Xiy  +у<? — 2 =  0
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ни дифференииаллаб (царалсин (*) формула),

еу -f- ye? -j- (xty  -f- ex ) ■ у '  =  0 
булишини топган эдик. Бунн яна бир марта диффсренцналлаб топамиз:

еу • у '  +  у '  ех  +  уех +  &  • у '  +  хеу у '  • у '  +  хеу у”+у" ех +  у'е* — О,
яъни

у "  (хеу  +  е* ) + 2 еу у ' +  2tz у ' +  x ty у '» +  уех .
Бундан эса

„ _ _ 2еу у ’+ Ъ ?  у ' +  х, у  у '* +  у,:*

У х£ +е?
булиши келиб чикади. Бу теигликдаги у' унинг уриига унинг киймати

еу + у е х
у  = —  -----------------

ех +х<?
ни 1$йиб, ошкормас функциянинг иккинчи тартибли хосиласини топамиз.

5. К у п  у з г а р у в ч и л и  о ш к о р м а с  ф у н к ц и я л а р .  Куп узга
рувчили ошкормас куринишдаги функция тушунчаси юцорида ургаиил- 
ган бир узгарувчили ошкормас куринишдаги функция тушунчаси каби 
киритилади.

F (х, у) — F (хи х2, . . . , х,пу) функция (х - (х,, х2, . . . , хт) £ R n)
М =■■ {(х, у) 6 R m+l : al <  х, <  bx............ат <  хт < b m> с < у <  d} туп -
ламда берилган булсин. Ушбу

F (х, у) =  Fj(xj, х2 . . . , хт, у) =  О (13.56)
тенгламани ^арайлик.

х £ R"1 нукталардан иборат шундай X  тупламни (X cz Rm) каран- 
ликки, бу тупламдан олинган .\ар бир нуктада (13.56) тенглама ягона 
Хакикий ечимга эга булсин. Энди X  тупламдан ихтиёрий х нуктани 
олиб, бу нуктага (13.56) тенгламанинг ягона ечими булган у ни мос 
Куямиз. Натижада X  тупламдан олинган N,ap бир х нуктага, юкорида 
курсатилган коидага кура, бигта у  мос куйилиб, функция хрсил бу
лади. Бундай аникланган функция куп узгарувчили (т та узгарувчи
ли) ошкормас куринишда бгрилган функция деб аталади ва

(xlt х2, . . . , хт )->  у: F (хь  х2, . . . ,  хт, у) =  О
ёки

х ->  у : F (х, у) =  О
каби белгиланади.

Ми с о л . Ушбу
F (*!, хг, у) =  х\  х г — х \у  +  XylJ 

функцияни карацлик. Равшанки,

F (Xj, х г, у) =  х \  х ,  —  х \ у + х 1у  =  Ъ
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тенглама # ! \{ (* i ,  х2) 6 =  д|} тупламдан олинган .\ар бир (xt , х2) нуктада 
ягона

«чимга эга, яъни

x ltx 2 =  0 .

Демак, берилган тенглама ёрдамида x v  х 2 узгарувчиларнинг ошкормас куринишда
ги функцияси аницланади:

х \ х 2 [ х \  х 2 
(*1. 9 _ : F *1» *2> 2 _ I — 0

*2 1 \ 2 I J
Энди куп узгарувчили ошкормас куринишдаги функциянинг мав- 

жудлиги, узлуксизлиги хамда хосилаларга эга булиши хакидаги тео- 
ремаларни келтирамиз.

1 3 .1 4 -т е о р е м а . F [х, у) =  F (x l . х2, . . . , х,„, у) функция (х°, у0) =  
=  (*?. х2> • • • > Уо) € Rm+1 нуктанинг бирор Uhiht. . .  AjB * ((xu, */<,)) =
=  {(*i. л- J , ............xm, у) £ : x® — A, <  .v, <  x® +  hv x® — h2 < x 2<
<  X* +  hv  . . . , xj, -r- hm <  xm <  x®, +  Am, y0 — ft <  у  <  +  ft} ampo- 
фида (/;,- > 0 ,  г =  1, 2, . . . , m, ft > 0 )  берилган ва у  куйидаги uiapm- 
ларни бажарсин:

*) lJhlh, . . . , k m k «-Л  Уо)) да узлуксиз;
2) х =  (хг, х2 . . . , хт) узгарувчининг

{(х,, х2, . . . , x j  £ R m:x\  — A, <  х, <  х® +  А,, х® — А2 <  х2 <  х° +  Аа, 

. . . .  х® — А <  х <  х®, +  Ат }т т  т  ^  т ' т>

тупламдан олинган хар бир тайин кийматида у узгарувчининг функ
цияси Сифатида усувчи (камаювчи);

3) F (х°, у„) =  0.
У %олда (х°, уа) нуктанинг шундай

■ ■ ■ Ьт • ((*°* У о))={(*1. х2, . . . , хт , у) £ Rm+l :x\—6l< x l< x 1+ 6 lt

Х® _62 < х 2 <х®2 +  б2, х°т — бт  <  хт  <  х®, +  бт , у0- г < у <

Уо +  е} атрифи (0 <  б£ <  Л£, t =  1, 2, . . . , т, 0 <  е <  It) топи
ладики,

1') V  X £ {(х,, х2, . . . , хт ) е  /?'" : X® — 6 ,< х , <  х® +  . . . .  х ^— 
- б гп< л т < х ^  +  6^} учун

F (х, у) =  0 (13.56)
тенглама ягона у  (у&[у0 — е, г/0 +  е)) ечимга эга, яъни (13.56) тенг- 
лама х - ^  у :F (х, у) — 0 ошкормас куршшидаги функцияни ашщлай- 
ди:

2') х =  х° булганда, унга мос келган у  — у0 булади',
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х - * у :  F (х, у) =  О
функция

{(Хр х2, . . . , хт) £ Rm: хЧ б! <  Xj <  х” +  6j, х” 62 <  х2 <  х® +  б2>

• и
тупламда узлуксиз булади.

13.15-т е  о р е м  a. F {х, у) функция (х°, у0) £ Rm+1 нуктанинг би
рор Uhi,h л k ((х°, у0)) атрофида берилган ва у куйидаги шарт-
ларни бажарсин:

•) и н,н h ((*°. хо)) да узлуксиз;п\п% . . . '»т£
2) u hlh, . . .h m к (х°> У«)) да узлуксиз F'x. (xj, х2, хт, у) (г =

• =  1, 2, . . . , т), Fy (х,, х2, . . . , хт , г/) хусусий хрсилаларга эга еа
F  (хр х2, . . . , хт , у)Ф  0;

3) F (x”, у0) = 0.
У холда (х°, у0) нуктанинг шундай g ^  8 ((х°, х0)) атрофи 

(О <  б,- < / i , - , j =  1, 2, . . . , т ,  0 <  е <  6) топиладики,

Г ) Y  * € {(*!> Х2> • • • - б ^  : Х1 _  б1 <  Х1 <  Х°1 +  б!’ Х2 —  б2<
<  х2 <  хО +  б2, . . . , X» -  бт  <  хт  <  х°т +  бт } учун

F (х, у) =  0 (13.56)
тенглама ягона у (у£ (у0 — е, уи +  е)) ечимга эга, яъни (13.56) тенгла- 
ма х -+ у: F (х, у) =  0 ошкормас куринишдаги функцияни аницлайди; 

2 ') х =  х° булганда, унга мос келадиган у = уп булади;
3 ') ошкормас куринишда аникланган функция

{(Хр х2, , xm) t R ’" : x 4 - b l < x l <x<l +  8v . . . , х° -  бт  <  хт  <

3 ')  ошкормас куринишда аникланган

тупламда узлуксиз бутди;
4') бу ошкормас куринишдаги функция узлуксиз хусусий %осила- 

ларга эга булади.
Бу теоремаларнинг исботи юкорнда келтирилган 13.12 ва 13.13- 

теоремаларнинг исботи кабидир. Уларни исботлашни укувчига х з е о л з  

этамиз.
Куп узгарувчили ошкормас функциянинг хосилалари хам юкррида- 

гига ухшаш х.исобланади.
Фараз ^илайлик,

F{x р  х2........................х т,у )  =  0 (13.56)

тенглама берилган булиб, F (хр х2, . . . ,  хт, у) функция 13.15-теоре- 
манинг барча шартларини каноатлантирсин. Бу тенглама ан и к л аг а Н  
ошкормас функциянинг хусусий хосилаларини топамиз. у нинг xv  -V
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Кту хт ларга боглиц эканини эътиборга олиб, (13.56) да» куйидаги- 
чарни топамиз:

F X i  Х2’ • • ■ ’ Х т' У ) (X V  Х2'  • • • > Хт> У) ’ Ух, ~
Г'Хг (Хр х2, . . . , х т, у) -f* f  у (дГ|, х,, . . . , х т, у) • ух  ̂ =  О,

FХт (Хр х2, . . . , хт ,у) ~\~Ру (Хр х2, . . . , хт, у) ■ уХп =  0.

Кейинги тенгликлардан эса

, _  _  F'x, (хг, X , ............ хт, у)

JjCx Fy (•*!, Xi, . . . , х,„, у)’

у* __ ___ FXt (Х1 > х 2, . . . , х т, у)

’ Fy (дгх, х 2, . . . , х т ,-у)

F X n  (* 1 >  Х ‘2 » ■ • ■ , х т, у)

^ * т F у (xi> Х2..............Хт, у )

булиши келиб чи^ади.
F (х, у) функция . . .  g 8 ((х°, Уо)) Да узлуксиз юцори тартибли

хусусий хосилаларга эга булганда F (х, у) — 0 тенглама аникланган 
ошкормас куринишдаги функциянинг хам юкори тартибли хрсилалари 
мавжуд булади.

М н с о л. Ушбу
F {хи  х г, у) =  у3 —  3*! хг у  — 1 =  О

тенгламаки карайлик. Равшанки, F (xL, х2. у) =  у 3 — Злг\ х 2 у — I функция 13.15- 
теореманинг барча шартларини цаноатлантиради. Бу тенглама ёрдамида аникланган 
ошкормас куринишдаги функциянинг хусусий хосилаларини хисобланмиз:

< __ FХх (x i> x t, у) — Зх, у  х 2у
F 'y (х{, х2, у) Зу2 Зх, х2 у 2 —  х у х2

. _  _  F’x . i x y  х.,, у) ^  ^  — Здгг у_________х ху

Jx ' Fy  (*i. х2, у )  3 у" — 2>хх х 2 у2 — Xi у-,

%  ошкормас функциянинг иккинчи таргиЗли цосилалари куйидагича тогшлади:

„ 2 (Уг —  x i x t) Ч  Ух , ~  *г У (-У У х, ~  * 2)
у  —  -------------------------------------- -•----------------------------- ------------- ,

W - X l * * ) *

,  {y* — XiXi) x 1y x — xv y(?.y-y — x1)
У Хп ---------------------------------------------- ----------,‘2 (у2- х 1Х2)2

(У2 —  *1  * 2) (У т  х гУх.) —  х 2 У (2У- Ух, ~  * i)
X l X 2 —  ( y * - Xl T t f



Бу тенгликлардаги у'х » у'х ларнинг урнига уларнинг кяйматларини цуииб ^уиид^ги- 
ларпи топамиз:

(1/2 — X ’х») х2---- ^ ------- — х-л (2у----- ------------- — Xi) 2 3
( J 1 у- — х,  х2____________ !/* — ХХ х2_______ =  _  *хх х2у

Ух' (Уг — *1*г)* W—X-L Х2у

(У2 —  *1 х2) х!— п _ ^ и ■— —  -ЧУ (2г/— —  — *i) ,  3 ■ _ _____________ У “___Х \  X? .У* _______  —JCj*1*2 У
(у- — хг Хг)а (у2 — Х2)3

I Х\Ч \ *iV
.  ^ - . » , Ц » + х г— —  _

i/ ("4 — 2г/2 X! А-2 — Aj лф 
(У2 — *1 х2)2

б . Т е н г л а м а л а р  с и с т е м  а с  и б и л а н  а н и к л а н а д и г а н  
о ш к о р м а с  ф у н к ц и я л а р .  Энди, келгусида биз учун керак була- 
диган янада умумийрок хол билан, тенгламалар сисгемаси оркали аннк- 
ланадиган бир неча функциялар системаси билан танишайлик.

т +п  та х,, х2, . . хт ва уи у2, . . ., уп аргументларнинг ушбу 
п та

Fi(x j, х2...........хт, уи у2, . . уп) (i-= l,2 , . . ., п)
функпиялари Rm+n фазодаги бирор

М ={[xv  х2, . . ., хт, у, у2, . . ., уп) e R m+":

: аг< х х< Ь х, а 2< х 2< & 2, . . ., «т <  хт<  Ьт, сх<  ух<  dx, . . .,

СП <  У п <  d n)  

тупламда берилган булсин. Куйидаги

(13.57)

7 _ F \ (Хц, Х2, . •> хт. У if Уг, ■ . . .  Уп) -  0
^ 2 (Xi, х2, . •’ Хт' У Уг • • -  </„)=о

п Fn{x 1, х2, . . -  Хт У л, Уг-i ■

• 
О

. 
II

• 
^

тенгламалар системасини к,арайлик. х= (хи х2, . . ., хт) узгарувчининг 
кийматларидан иборат шундай

Л1Х=  {х — (хх, х2, . . ., xm) £ Rm . х ^ ^  b, o„^ b2, • • •»

am <  Xm <  bJ < =  Pm

тупламни карайликки, бу тупламдан олинган хар бир х ' =  (xj, x'v  ■ ■ ■' 
х'т) нуктада (13.57) система, яъни



F-i (x'y x'2, . . x'y, y x, yv  . . yn) =  0
X>, . . X m , i / i ,  y 2 , . . м y n) 0

F n ( x  1. * 2. • • •• Xm, У I, yv  . . yn) =  0

система ягона ечимлар системаси ух, у.г, . . ., уп) га эга булсин. Энди 
д| тупламдан ихтиёрий (л^, х2, . . хт) нуктани олиб, бу нуктага 
(13.57) тенгламалар системасининг ягона ечимлари системаси булган 
i/i, У-- ■ ■ " Уп ии мос куямиз. Натижада Мх тупламдан олинган х.ар 
бир xt , . . хт) га юкорида курсатилган коилага кура уи у2, . . ,,уп 
лар мос куйилиб, п та функция хосил булади. Бундай аникланган 
функциялар (13.57) тенгламалар системаси ёрдамида аникланган ош
кормас куринишдаги функциялар деб аталади. Кандай шартлар бажа- 
рилганда шу (13.57) тенгламалар системаси y lt у2, ■ ■ уп ларнинг хар 
бирини хъ х2, . . хт узгарувчиларнинг функцияси сифатида аниклаши 
мумкинлиги хакидаги масала му хим. Бундай умумий масалани ^ал 
килишни бигта соддарок холни урганишдан бошлаймиз'

Икки / \  =  (xt, х2, ух, у2) ва F2, =  F2(xlt х2, y lt у2) функция

< У0, +  1̂- у\ — К <  Уг< у1 +  ki> атрофида (/гА> 0 ,  h2>  0, ^ > 0 ,  k2 >  О, 
берилган булсин. Ушбу

тенгламалар системасини карайлик.
Энди Fy(xu х2, уи у2) ва F2(xl , х2, уи у2) функциялар кандай шарт- 

ларни бажарганда (13.58) тенгламалар системаси ошкормас функция- 
ларни аниклаши масаласи билан шугулланамиз.

Фараз килайлик, Fl (х,, х2, уу, у2) ва F2(xL, хг,\у 1г уг) функциялар 
учун

Fi =  Ft (хи х2, уи у2) =  0

F2 =  Fi(xi> fa yv У*) =  0
(13.58)

Да узлуксиз барча хусусий хосилаларга эга ва, айтайлик,

^Улсин. У холда 13.14-теоремага кура (х“, а°, у°, г/”) нуктанинг шун- 
Да« и х атрофи {Ь\ cz UllihJikt ((x°lt х°, y°v yty) топиладики, бу атрофда



(*i, xt , y2) - ^ y 1 :F1(x1, .v2, уi, y2) =  0 
ошкормас куринишдаги функцияни аниклайди. Шу функцияни

Ух = if i  (*i. х2, у2)
деб белгилайлик. Буни (13.58) системанинг иккинчи тенгламасидаги у, 
нинг урнига куйиб куйидагини топамиз:

F2 (хх Х2, fi{xx х2), у?) — 0.
Энди

dF„Jx°v  *5. М л ,. -Ф ._У| ) _ ^ 0  (1 3  59)

дуг
булсин дейлик. У холда ян а 13.14-теоремага кура (*“, х°2, у\, г/“) нук
танинг шундай [Ь\ атра})и ( t^ c :  Uhihikika ((х °, х®, у°, г/®)) топиладики, бу 
атрофда

Fо (х,, х2, f{xly х2), уг) =  0

тенглама
(xl5 х2)->~ у2 : Fn(X,, х2, / (х х, х2), г/г) =  0

ошкормас куринишдаги функцияни аниклайди. Бу функцияни г/2 =  
= / ,  (хг х2) деб белгилайлик.

Шундай килиб, (13.58) тенгламалар системаси (х°, х°2, y°v г/®) нук
танинг бирор атрофида г/х ва у2 ларни х „  х2 узгарувчиларнинг функ
цияси сифатида аниклайди:

/ 1  ( x p  A'2|  / 2 f a ,  X o)).

У г= /г fa >  X2).

Равшанки, Д (x°, x°), / 2 (х°, х°)) =  г/°, / 2 (х°, 4 )  =  г/°. Юкоридаги 
(13.59) шартни куйидагича ёзиш мумкин.

_|_ _ ^ 2  . ф  Q
fy» <31/! дг/2

Бунда барча хусусий х.осилалар (х°, х£, у°, у§  нуктада хисобланган. 
Агар

д ! \

dtJi_______ dfh

дУ2 E l
dyi

эканшш эътиборга олсак, унда
dFj. dFo J F i  _  dFj, _ dFi

E l - \ - E l  E l  =  E l  I dFl f—E l \  =  -El___?!!l____ _____ ^ - = ^ 0
dy2 dih dy2 dy, dyj. I -E l) -E l

булади. Модомики,

тенглама



дГг Ф О

экан, унда

яъни

дух

O F , d F i  d F , а л
ду, дух dijx dy-i

df\ dfj
дУх дуг
d F 2 d F

дух ду.
Ф  о (13.60)

ФО;

булади. Шундай кили б (13.59) муносабатни (13.60) куринишда ёзиш 
мумкин экан.

Натижада ушбу теоремага келамиз.
1 3 .1 6 -т е о р е м а . Fl (x1, х2, у х, у2) ва F„(x, ,  хг, y v у,) функция

лар (х°, х?, у°г (ф 6 R* нуктанинг бирор Uhih атрофида (hl >  О, 
/г,> 0, & !> О, k2 >  0) берилган ва улар куйидаги шартларни бажар- 
син:

1) ((*°. 4> y°v У°)) да узлуксиз;
2) ((■*!» 4 ’ У°1’ У°)) барча хусусий хосилаларга эга ва 

улар узлуксиз;
3) хусусий хосилаларнинг (x°v х\, y°v у?2) нуктадаги чийматлари- 

дан тузилган ушбу детерминант нолдан фаркли;
_dfi dFi 

дух ду2 
dF2 dF2 

_ дух ду2

4) ( 4  4>  y°v у °) да

Fi( 4 ,  4 ’ y°i'» у$) ~  0’ F* (х р 4»  y°v 0Ц) =  о-
у  хрлда (х°, х°, у\, у°) нуктанинг шундай ((х®. х°2, у\, у°))
атрофи (0 <  бг"< h}, 0 <  62<  /г2, 0 <  et <  kx, 0 <  е2<  к2) топиладики, 
Gy атрофда

1') (13.58) тенгламалар системаси ошкормас куриншидаги
y i~ f i  (*i, хг< /2 *г))> У г~ ^(хи хг)

Функцияларни аниклайди:
2') (л:,, х2)=(х^, х°) булганда: унга мос келадиган

г/1= у] =  Л (4> 4 > /2 ( 4 ’ 4 ))• у * =  у° =  Ъ (*р *?)
Чяади.

3') ошкормас куринишда аниклинган Д ва / 2 функциялар 
{(*i, х2) 6 Я 2: х° — 6 [ < х , < х °  + 6 „  х° — 62<  хг<  х® +  62} 

^*лалгс)а узлуксиз ва барча узлуксиз хусусий хосилаларга эга бу-
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М и с о л. Ушбу 

снстеыани царайлик. Бунда

х &  +  У1У2 =  11 
— x.ai =  3)Х1У2

(13.61)

F t  (*1. *2) =  *1*2 +  У1У2 — 1 > 
F A *  1. *2) =  x iVi —  Уix2 —  3

булиб, 6v функииялар (1, — 1, 1, 2 ) нуктанинг атрофида 13.16-теореманинг барча 
шартларшш бажаради. Хакиь;атан ^ам, F1 (x1> х2, J/i. Ун), F2 (*1. хъ  y v  и2) функиия
лар узлуксиз, узлуксиз барча хусусий хосилаларга зга, (1, - 1, 1, 2) нуктада

=  1 ^ 0

df*
2 1

d</l
<?F2 f)Fa

1 1
<fy2

F j( l ,  -  1, 1, 2)== 0, Ъ О , - 1 .  1. 2) =  0
булади. Демак, (13.61) система ух ва у2 ларни х г, х2 узгарувчиларнинг функцияси 
сифатида аницлайди. Равшанки, бу функциялар узлуксиз, хусусий хосилаларга эга. 
Берилган (13.61) тенгламалар системасини бевосита у х ва у., ларга нисбатан ечиб 
цуйидагиларни топамиз:

У 1 :

• 3 - f  У 9 4- 4 хгл:2 — 4 х{  x j
У 2 =

3 +  V  9 -f- 4 х ххг — 4 .г, х \

2 х2 2 Х1

Энди (13.57) системанинг ошкормас функцияларнинг аниклашини 
таъминлайдиган (ошкормас функцияларнинг мавжудлигини ифодалайди- 
гаи) теоремаии исботснз келтирамиз.

13.17- т е о р е м а .  Fu Ft .............Fn функцияларнинг хар бири (.<*,
у°) =  (/>, х?2, , х« , у\, у?,, . . .  , < )  нуктанинг бирор

и м ((х°, //>)) =  UhJh . . .  hm kikt. . .  *я ((*», х»............ х°„ //0, .............. yoj) ==

=  {(*°, ^ ) € R m+n:x°l — iЛ | < х , < х »  +  Л„ х® — A . < x t < x g  +

+  К  ■ - - ’ x°m — hm< x m< x 0m +  hm, у\ — К < У1<  y°t + % ,
у°2 — к2< у 2<у°2 +  кг, . . .  , y°n — kn< y n <y°n +  kn}

атрофида (hi >  0, i =  1, 2, . . . , in, ^ > 0 ,  / = 1 ,  2, . . .  , n) берил
ган ва улар щйидаги шартларни бажарсин:

1) f /w ((x°, у0)) да узлуксиз;
2) у0)) барча хусусий хосилаларга эга ва улар узлуксиз;
3) хусусий феилаларнинг (х°, (Д) нуктадаги кийматларидан ту

зилган ушбу детерминант нолдан фаркли'.
OF! dF1

ctyi di/2 
t)f2

£^п
<tyi Фг

<4,
dF,

ayn

¥ = 0 ;
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4) (хп, У0) =  (*?, х \ ............ х°т , у\, у\, у§  нуктада
Л ( х°, у0) =  0, F2(x?, */>) =  ()--------- Fn (х°, у0) =  О.

У холда (х°, у0) нуктанинг шундай U6e((x°, у0)) =  {/в л  ^
( ( / ,  г/0)) ( 0 < 6 1< Л 1, О <  62 <  h2, . . . , 0 < S m< f t ’m, 0 <
< е , < £ ] .  ■ • • . О < е п < й п) топиладики б у  атрофда

1') (13 .57 ) система ошкормас куринишдаги функциялар система- 
сини аниклайди. Уларни уг =  Д (х„ х2, . . . , x j ,  y2 = f t {xlf хг, . .
. , хт), • • • . Уп =  fn(x и хг, . . .  , хт) дейлик;

2 )  (Xj, х2, . . . , хт) — (х°х, х^, . . .  , .Tĵ ) да /хСх®, *5. • . . , л:®) =  у^,

f i ( * v  Х 2 .................. * 2 )  =  У°2...................... f n (X°V 4 -------------^ т ) = У ° п

булади;
3 ') ошкормас куринишда аникланган / х, / 2, . . . , функциялар

{(хи хг--------- хт ) <Е/Г; +  xo _ s 2< x 2< x «  +  62)
. . .  , X®, — 6т  <  хт <  X®, +  6т } тупламда узлуксиз ва узлуксиз хусу
сий хосилаларга эга булади.

1 4 -Б О Б

ФУНКЦИОНАЛ КЕТМА-КЕТЛИК ВА КАТОРЛАР

1- §. Функционал кетма-кетлик ва каторлар, уларнинг 
яцинлашувчилиги

1. Ф у н к ц и о н а л  к е т м а - к е т л и к л а р .  Ихтиёрий Е ва F туп- 
ламлар берилганда, Е тупламни F тупламга f:E -*F  акслантириш 
тушунчаси 1 - кием, 1- боб, 1-§ да урганилган эди.

Энди Е =  N, F туплам сифатида эса X c z R  тупламда берилган 
функцияда туплами {/(х)} ни олиб, ушбу

Ф : # - > { / ( * ) }  ( ф : я  ->• / п (я)) (14.1)

акслантиришни к,араймиз. Бу акслантириш функционал кетма-кетлик 
тУшунчасига олиб келади.

(14.1) акслантиришни цуйидагича тасвирлаш мумкин:
1, 2, . . . , п, . . .
i  I  I

Ш ,  /а (х )............. fn (x), . . .

Натижада <p: n ->/„(% ) акслантиришнинг аксларидан (образларидан) 
Тац,кил топган ушбу

/i(x ), / 3(х), . . . , fn(x), . . . (14 .2)

- П‘пам ^осил булади.
'Л/у ) тУплам X ( X c z R )  да берилган функционал кетма-кетлик 
функциялар кетма-кетлиги) деб аталади ва y{f„(x)} каби белги- 
ланади. |»



функционал кетма- кетлик V х 6 R +  Да якинлашувчи булиб, унинг лимит функцияси 
f  (х) — у ' Т  булади. Х,аи;ицатан нам,

lim /_(*) — lim n  - sin
П—>co Я~~*оо ^

V х =  Ц,
Л-

sin

7 = — • у x00 у  x
=  / 7

4. К,уйидаги
{/«(*)}-{*"} ( « = ! .  2------ )

функционал кетма-кетликии нарайлик. Бу функционал кетма-кетлик учун, V х£
6(1. +  °°) Да

lim /„(х) - lim х =  оо,

х  =  1 булганда

V *€(— 1. !) Да

Я-* оо

lim f„ (l)  =  lim ln =  1,
П-+со

lim /„ (x) =  lim xn =  0 ,
Л—>oo Л—>00

у  x g ( _ o o ,  — 1] булганда эса берилган функционал к е т м а -кетликнинг лимити мав
жуд эмас.

Ш у н д а й  килиб, берилган (/„  (*)} =  {*"} функционал кетма-кетликнинг я̂ ин- 
лашиш сох,аси М  =  (— 1, 1J булиб, лимит функция

f (х) = | 0, агар — 1 5  5-<  1 б>'лса’агар х =  1 бужа 
булади.

2. Ф у н к ц и о н а л  ^ а т о р л а р .  Бирор X ( X c z R )  тупламда Ui(x)> 
м2(х), . . . , ип{х), . . . функционал кетма-кетлик берилган булсин.

14.2-т а ъ р и ф .  К,уйидаги
Ui (х) +  (х) +  . . . +  ип (х) +  . . .

00
ифода функционал кртор деб аталади ва у 2  ип (*) ка®и белгиланади-

Л = 1

2  “« (* )=  “ i W  +  « * ( * ) + • • ■  +  “«(*) +  • • • ( 14,5^
п= 1

Ul(x), и2 (х), . . . функциялар (14.5) функционал каторнинг *адлари, 
un (x) эса функционал цаторнинг у мумий %ади (п-хади) деб аталади. 

Функционал цаторга мисоллар келтирамиз:

..я—11. 2  ХП_‘ =  1 + Х + Х 2 +  - - . (— ОО < Х <  оо)
П= 1

2 . +
[ ( п— 1) х  +  l K i w+ l )  ! • ( * + ! )  ( х + 1)(2 х + 1)

+

+ . . .  (0 < Х <  оо).
( 2 х + 1 ) ( З х + 1 )

Шундай цилиб, функционал ^аторнинг ^ар бир .^ади, аввал (1-к.ись1



шг 11-бобида) урганилган сонли каторнинг хадларидан фаркли ула- 
муайян функциялардан иборатдир.

ОО
1 4 .1 -эсл а т м а .  2  и п  W  Функционал катор турли хадларининг

л=1
берилиш со^алари (тупламлари), умуман айтганда, турлича булади. 
Биз бу ерда X  туплам сифатида шу со^аларнинг умумий цисмини 
т у шу намиз.

X  тупламда х0 (х0 £ X) нуктани олиб, (14.5) функционал каторнинг 
хар бир ип {х) {п = 1 ,  2, . . .) хадининг шу нуктадаги кийматини топа
миз. Натижада ушбу

2  ип (хо) ~  “ i М  +  и2 (хо) +  . . .  +  ип (х0) +  . . . (14.6)
п—1

сонли каТ0Р Л°сил булади.
Маълумки, сонли кат0РлаР> уларнинг якинлашувчилиги, узокла- 

шувчилиги, якинлашиш аломатлари, якинлашувчи каторларнинг хосса
лари 1-кисмнинг 11-бобида батафсил баён этилган эди.

со
1 4 . 3 - т а ъ р и ф .  Агар У  ип(х0) сонли катор якинлашувчи (узокла-

Т1= 1
оо

шувчи) булса, V  ип(х) функционал катор х0 (х0 £ А-) нуктада яцинла-
п— \

шувчи (узоцлсииувчи) деб аталади, х0 нукта эса бу функционал катор
нинг якинлашиш (узоклашиш) нуктаси дейилади.

Оо
^  ип {х) функционал каторнинг барча якинлашиш (узоклашиш)
п=1

нуи,таларидан иборат туплам, бу функционал кат°Рнинг якинлашиш 
(узоклашиш) сох1аси (туплами)  дейилади.

со
Кейинги баёнимизда биз V  ип(х) функционал каторнинг якинла-

П— 1
/ о  °°шиш (узоклашиш) со^аси М  туплам булсин дейиш урнига ^  ип (*)

Функционал кат°Р М тупламда якинлашувчи (узоклашувчи) булсин 
Деган иборани хам ишлатаверамиз.

Бирор ^  ип(х) функционал катор берилган булиб, M ( M c z R )  эса

ШУ Функционал каторнинг якинлашиш сохаси булсин. Y  хо £ М  учун,

УНГа «ос 2  “n W  =  “i W + “ ! W +  • • •  + “„ W +  ■ ■ • катор

яКннлашувчи, унинг йигиндисини эса S 0 дейлик. 
w Агар М тупламдан олинган каР бир х га унга мос келадиган

jg, ип (*) =  щ (х) - f  и2 (х) +  . . .  +  ип (х) +  . . .  каторнинг йигиндисини 
Мог* »

Цуйсак, унда М  тупламда берилган 5  (х) функция хрсил булади.
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Бу S (x )  функцияни V  «„ (*) =  « 1 (х) +  iu (х) +  . . .  +  ип (х) -f- . . _
л=1

функционал каторнинг йигиндиси деб атаймиз. Демак, у- х £ М  учун

V  ип (х) =  U, (х) +  (х) +  . . .  +  ип (х) - f  . . .  = S(x).
П=1

Функционал каторларда хам, худди сонли каторлардаги каби, ка- 
торнинг цисмий йириндилари тушунчаси киритилади.

(14.5) функционал каторнинг дастлабки хадларидан тузилган ушбу

-Si (х) =  иг (х),
5 2 (х) =  u t (x) +  и2(х),

S a(x) = иг (х) +  и2(х) +  . . . +  ип (х)

йигиндилар (14.5) функционал каторнинг цисмий йитндилари дейила
ди. Демак, (14.5) функционал катор берилган хрлда хар доим бу ка- 
торнинг кисмий йигиндиларидан иборат {5п(х)}:

•Si(х), S t (x)............5„(х). . . .  (14.7)

функционал кетма-кетликни хосил килиш мумкин.
Аксинча (14.5)) функционал каторнинг кисмий йигиндиларидан нбо- 

рат (14.7) функционал кетма-кетлик берилган хрлда, хар доим ^адла- 
ри (14.5) функционал каторнинг мос хадларига тенг булган куйидаги

(х) +  [52 (х) -  (х)] +  [5 , (x ) ;- ;S „ „ 1 (х)1 +  . . .

функционал каторни ^осил цилиш мумкин.
Сонли каторнинг якинлашувчилиги (узоклашувчилиги) таърифини 

эслаб (царалсин, 1-кисм, 11-боб, 1-§) (14.5) функционал каторнинг 
х0 нуктада якинлашувчилиги (узоклашувчилиги) ни цуйидагича ^ам 
таърифлаш мумкин.

1 4 . 4 - т а ъ р и ф .  Агар п-*~ оо да {5л (х)} функционал кетм а-кетлик
эс

х0 (х0 £ М) нуктада якинлашувчи (узоклашуви) булса, v  ип (х) функ-
П—1

ционал катор х„ нуктада якинлашувчи (узок.гашу вчи) деб аталади.
Бу функционал кетма-кетликнинг як,инлашиш (узоклашиш) сохаси 

(туплами) тегишли функционал каторнинг яцинлашиш (узоклашиш) 
сохаси (туп.гами) деб аталади.

(14.7) функционал кетма-кетликнинг лимит функцияси 5(х):

lim Sn (х) =  5  (х)
П—> оо

(14.5) функционал каторнинг йигиндиси деб аталади.
М и с о л л а р .  I. Ушбу



. ункиионял катории ^арайлик. Бу ^аторнинг ,\ар бир хади: ип ( х ) =  х"  1 (п =  1 , 2 ,  
) функция R =  (— оо, -f- оо) да берилган. К,аралаётган функционал каторнинг 

^домий йиптдиси

s „w =  \ +  х  +  х > +  . . .  +  *"-» =  { т Е г г  - агаР б>'лса-
1л, агар х  - 1 булса

булади- Унда
/ 1  хп \  I

V * € ( — +  ■) У1̂ "  lifflSn W  =  Пт ------  — ------  =  ------ ,П-+ао П—♦со V 1 — X 1 — X ) 1 — X
V И ’ +  °°) УЧУН *irn S n (х) =  оо, v  x i  (— ОО, — 1] учун (£„(*)} функционалП—*ао
кетма- метлик лимитга эга эмас.

Шундай цилиб. берилгаи фукционал цаторпинг якинлашиш со\аси Д-f =  (— 1 
]), уэоклашнш со^аси эса R \ M  — (— оо, — 1] U (1, -г  оо) дан иборат.

(— 1, +  1) ораликда функционал каторнинг йигиндиси S [ x ) = --------  булади.
1 — х

2. Куйидаги

А ^  |(П— l )J t+ 1 ] (nje-h 1)
л —1

( 0 < * < + о о )

функционал к,аторни карайлик. Бу каторнинг кис.чин йнгинднсинн топамиз:

5„w= V ------- £--------= У  Г___ I___ -!—1 =
к * -1 ) * + п ( * * + 1 )  j L i [ { k - \ ) x + \  kx +  \ \*=i *=1 

=  . 1
______ _ пх  +  1
Унда

1
lim S n (х) =  lim И
fl—*aO Л —► cc L

=  1 (0 < * < - } -  ° ° )nx-f 1.
булади. Демак, берилган каторнинг йигиндиси S ( x ) =  1 булади.

Биз юкорида функционал кетма- кетлик хамда функционал ка
торлар, уларнинг якинлашувчилиги (узоклашувчилнги) тушунчалари 
билан танишдик.

Аслида бундай тушунчалар билан биз, аввал, хусусий холда (узга- 
Рувчи х нинг хар бир тайин ^ийматида) 1-кисмнинг 3 ва i l -боблари- 
Да сонлар кетма- кетлиги, сонли каторлар деб танишиб, уларни батаф- 
сил урганган эдик.

Хозирги хол, яъни функционал кетма-кетликнинг лимит функция- 
си f(x), функционал катор йигиндиси S (х), лар л: узгарувчининг функ- 
Щялари булиши бу /  (х) ва S  (х) ларнинг функционал хоссаларини ур- 
Ганишни такозо этади.

Масала {/п (х)} функционал кетма- кетлик .хар бир fn (х) (п — 1, 2, 
^адининг функционал хоссаларига кура (узлуксизлиги, дифферен- 

^ эллацувчилиги ва хоказо) f(x) лимит функциянинг мос хоссаларини,

jg, ип М  функционал катор хар бир ип (х)(п =  1, 2, . . .) хади функ-

Ш®ал хоссаларига кура, катор йигиндиси 5  {х) нинг мос хоссаларини 
анишдан иборат.



Бу f{x) хамда 5  (х) функцияларнинг хоссаларини урганишда, [fn (*)} 
кетма-кетликнинг лимит функция f(x) га, к аТ0Р цисмий йигиндиси 
Sn (х) нинг катор йигиндиси 5  (х) га якинлашиш (интилиш) характери 
муким роль уйнайди. Шунинг учун баёнимизни функционал кетма-кет- 
лик хамда функционал каторнинг текис якинлашиши тушунчасини ки- 
ритиш ва уни урганишдан бошлаймиз.

2- §. Функционал нетма-кетлик ва каторларнинг текис 
яцинлашувчилиги

1. Ф у н к ц и о н а л  к е т м а - к е т л и к н и н г  т е к и с  я к и н л а ш у в 
чи лиги. Бирор {fn{x)\:

fi(x, f,(x) ............ fn(x)............... (14.2)
функционал кетма- кетлик берилган булкб, М( М cz R) эса бу кетма- 
кетликнинг якинлашиш сохаси бу'лсин. f(x) функция (14.2) функцио
нал кетма-кетликнинг лимит функцияси булсин. Демак, {fn(x)} функ
ционал кетма-кетлик М  тупламнинг хар бир х0(х0£М ) нуктасида, 
п -*■ оо да мос f  (х0) га интилади:

!im /„(*<>) =/(*„)•
П—>оо

Кетма-кетликнинг лимити таърифига кура бу куйвдагини англагади:
Y  е >  0 сон олинганда хам, шундай n0£ N  топиладики, барча п >  л0 
учун

|/„ (* о )—  / ( * о ) |< е

булади. Бунда п0 натурал сон 8 >  0 га ва олинган х0 нуктага богляц 
булади: пв =  п0 (е, л:0) (чунки, х  узгарувчининг М тупламдан олинган 
турли кийматларида {/п(х)} кетма-кетлик, умуман айтганда, турлича 
булади).

М тупламдаги барча нукталар учун умумий булган п0 натурал 
сонни топиш мумкинми деган савол тугилади. Буни куйидагича тушу- 
ниш керак: Y « > 0  сон олинганда кам Y n > « 0 133 у - х £ М  учун
I fn (х) — f  Ml <  е буладиган n0£ N  топиладими?

Куйида келтириладиган мисоллар курсатадики, баъзи ф ункционал 
кетма- кетликлар учун бундай п0 натурал сон топилади; баъзи функ
ционал кетма- кетликлар учун эса топилмайди, яъни бирор 60 >  0 сони 
учун исталган катта n £ N  сони олинганда хам шундай х £ М  нукта 
топиладики,

1/я *) — f(*)l > ео
тенгсизлик бажарилади.

М и с о л л а р .  1. Ушбу

функционал кетма- кетликни ^арайлик. Бу кетма- кетликнинг якинлашиш co>iacU 
М  =  (— оо, +  оо), лимит функцияси эса

sin пх
lim /„ (х) =  lim --------  =  ОЛ—>00 Л-+0О Г1
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бу'лади- Демак- f  (■*) = Бу якиплашишнинг характери цуйидагичадир:

I =  j^ ~ J  денилса, барча п >  п0 да V х  6 М  дау  е > 0  сон олинганда хам п0

sin rue I 1 1
----- = 0  <  —  < ------ -

п I п Л0 -р 1
<  е

булади.
Бу *олда Пг> натурал сон фа^ат е гагина боглик булиб, каралаётган х ( х £ ( — ос, 

т, оо)) ну^тага боглик; эмас. Бошцача айтганда, топилган Vi6 натурал сон барча 
.•(х€(— 00■ + ° ° ) )  нукталар учун умумийдир.

2. Ушбу

функционал кетма- кетликни царайлик.
Бу функционал кетма-кетликнинг лимит функцияси / ( х) =  х  булади:

/(* ) =  lim /„  (х) =  lim =  х.
П-+со П~+эй * ~f" Л -j- X

Бу яцинлашишпинг характери з̂ ам аввалги мисолдагидек. 5^цицатдан *ам, V е > 0  
(е <  1) сонни олайлик. п0 сифатида

В ;  „о =  [(1 + х о). ( ^ — i)]

ни олсак, V п >  «о па х £ [ 0 ,1] нуцта учун 

I f„ (*о) —  /  (*о)1 =
пх0

1 +  П +  х0
— х 0 *о(1 +  *о) < / . ( 1 + 5 ° ) < е  (14.8)

1 +  л +  х 0 2 -j- п0 +  х 0

булади. Бу ерда, равшанки, п0 сон е га ва х а ну^тага борлицдир. Биро^ п'0 деб

пп =  max п0 
0<х<1 - к и :

олинса v  п > п 0 ва у  х  £ [0 , 1] учун (14.8) бажарилаверади. Демак, п'0 натурал сон 
оарча х(0 ^ д : ^  1) нукталар учун умумий булади.

3. Куйидаги

« в  I +  п*х*
Ф№ционал кетма-кетликни карййлик. Унинг лимит функцияси

/  (х) - lim /„ (х) =  lim — ™  ■
П-иа П->«j 1 +  Пг Хг

=  0

бЙади. Бу эса таърифга кура, цуйидагини билдиради: 
V е > о  сон олинганда ^ам.

*®ЙЛСа> барча п >  п0 учун

I (*) / (*)i =

По =  По (е. х) =  (х Ф  0)

1 Н- /г2*2 — О
1 1

1 +  п2х* пх  (п0 + 1)х
<  е

Ла̂ И' * = 0  булса, равшанки, V п  учун /„ (0 ) =  /  (0) =■■ 0 .

(14.9)

(14.10)

137



1 1 
Бироц, масалан, е0 = —  деб олсак, исталган n £ N  сони ва дс =  —  нуцта учу»

1 1
------- 1------- =  т > е °
Н ------ "2п°-

булади.
' Демак, барча 1) нукталар учун умумий булган ва (14.10) тенгсизлик

бажариладиган п0 натурал сон топилмайди. (Бу хулосага юкоридаги п0 учун (14.9) 
формулами урганиб (куриниб турибдикн, у ерда х -» -0  да п0->- +  оо) хам келиш 
мумкин эди.)

М  (М cz R) тупламда бирор {/„(я)} функционал кетма-кетлик берил
ган булиб, у лимит функцияга эга булсин. Бу лимит функцияни f(x) 
(х £ М) деб белгилайлик.

1 4 . 5 - т а ъ р и ф .  Агар У е > 0  олинганда х,ам шундай n0£ N  топил
саки, ихтиёрий п >  п0 ва ихтиёрий .v£M нукталар учун бир йула

| / „ W — / W | < E
тенгсизлик бажарилса, {/„(*)} функционал кетма-кетлик М тупламда 
/(л) га текис яцинлашади (функционал кетма-кетлик текис яцинла- 
шувчи) деб аталади. Акс хрлда, (яъни у  n £ N  олинганда х,а.м, шун
дай е0 > °  в3 хв£ М  мавжуд булсаки,

\ Ш - К х 9) \ > г 0 
тенгсизлик бажарилса) !/„(*)} функционал кетма-кетлик М тупламда 
f(x) га текис яцинлашмайди (функционал кетма-кетлик текис якин- 
лашучи эмас) деб аталади. {/„(*)} функционал кетма-кетликнинг f(x) 
га текис я^инлашувчилиги куйидагича белгиланади:

fn{x)zZf(x)(x£M).
Юкорида келтирилган мисолларнинг биринчисида f/n (*)) — — J

функционал кетма-кетлик лимит функция f ( x ) ^  0 га [0, 1] орали^Д3 
текис я^инлашади:

^  : £ 0  ( 0 < * <  1)
П

Учинчисида эса, яъни {/„ (л:)) =  •[ ———— j  функционал к е т м а - кетлик
" [ 1 +  пгхг )

f ix) — 0 лимит функцияга якинлашеа-да
пх пl i m -----------  =  0,

П—>оо 1 “Г п 2хг
бу функционал кетма-кетлик учун текис якинлашиш шарти бажариЛ' 
майди.

1 4 . 1 - т е о р е м а .  {fn{x)\ функционал кетма-кетликнинг М Щп 
ламда f(x) га текис якинлашиш учун

lim sup |/n (x) — / ( jc)| = 0
л -t-co ДTgM

булииш зарур ва етарли.



И с б о т .  З а р у р л и г и .  М  тупламда {/„ (х)} функционал кетма-кет- 
1ик /  W  лимит функиияга текис якинлашсин. Таърифга кура, у  е >  О 
'оЛИнганда хам, шундай n0£N  топиладики, п >  па булганда М туп
ламнинг барча х нукталари учун

\fn (х) — /  (х)1 <  е
булади. Бундан эса У л > л 0 учун

Л1„ =  s и р |/„ (х) — f  (х)| <  е
X £М

булиши келиб чик;ади. Демак,

l i mAfn =  lim  s u p  \fn{x)\ — f (x)l =  0
oo x£M

E т a p л и л и г и . М  тупламда {/„ (х)} функционал кетма-кетлик f(x) 
лимит функцияга эга булиб,

lim s u p  |/ч(х) f (х)| =  0
п-+х> х£М

булсин. Демак, у е > 0  олинганда хам, шундай nt £N  топиладики, 
барча п >  п0 учун

s и р |ff, (х) f  (х)| <  6

булади. Агар ушбу
If* W  — f M l ^  S и р Ifn(x) — f (x)| (X 6 M)

X(1M

муносабагни эътиборга олсак, у холда \ f  х £ М  учун

\ f n(x) - f (x) \  < е
булишини топамиз. Бу эса М тупламда {fn (х)} функционал кетма-кет
лик /(х ) лимит функцияга текис я^инлашишини билдиради.

М н с о л л а р. 1. Ушбу

{ /„ (* )}=  {«-“ - " О
Функционал кетма-кетликни — с <  х <  с ( с > 0 )  интервалда ^арайлик. Бу функ* 

Одал кетма-кетликнинг лимит функцияси

f  (х) - lim f n (х) =  lim е ~  (*—»)* =  0
П—► »

Г,-’ла4н. Натижада

К  =  sup | /  (х) -  /  (х)| =  sup | е -  <*-">• -  0 | =  sup е ~  <*-»)* =С — —C<iX<.C

бУлиб Ундан

б5лищ|

=  е ~  (f—")•

!im A f „ = I i m е~  <с—")’ =  0П-+Ээ П—+Х>
“ни топамиз.
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Демак, берилган функционал кетма-кетлик (— с, с) ораликда / (х) =  0 лнци 
функцияга текис яцинлашади:

j
е~~ (•»—n)1 =  0 (— с < х  <  с; с > 0 ).

2. К,уйидаги

(/«« I = { n [ Y *+ ;г-1 /* )} (0<* <оо)

функционал кетма-кетликни царайлик. Бу функционал кетма- кетликнинг лимит фуНк, 
циясини топамиз:

( г — г ( / =
w  =  f c "  W x+L« + V x ) =n Z n ~

у  x + - + V x

=  l i m— jr. ----------- — — 7 =  (0 < * <  +  <»)•

/ , + i + v - r  2 , / ‘

Демак, / ( * ) = '— t = *  Бу >;слда M =  sup |/_ (x)— /  (х)| =  sup I n j | / X+I _
2 у  x o<.*<«° o<*<« I \ r л

1 2 V x
=  sup

0<x<°°
+ V'

W x

=  sup •
0<x<°o

y x+ L - ^  x
----------------  - -------------  =  sup ---------—------  ■ ------------, 2

2 / 7 ( l / * + i + K 7 )  °<*<"  +

=  oo булиб берилган, функционал кетма-кетлик учун 14.1-теореманинг шарти «• 
жарилмайди.

Маълумки, 1- кием, З-боб, 10-§ да сонлар кетма-кетлигининг № 
митга эга булиши хасида Коши теоремаси келтирилган эди. ШУНГ 
ухшаш теоремани функционал кетма-кетликларда хам айтиш мумкин-

Биз куйида функционал кетма-кетлик цандай шартда лимит ФУ’ 
цияга эга булиши ва унга текис яцинлашишини ифодалайдиган теор  ̂
мани келтирамиз. Аввал фундаментал кетма-кетлик тушунчаси бил 
танишамиз.

X  (X с  R) тупламда {/„ (х)}:

f i М , / 2(х)............ fn(x), . . .

функционал кетма-кетлик берилган булсин.
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14.6 - т а ъ р и ф .  Агар V e > 0  сон олинганда >\ам шундай n0£N  
соН мавжуд булсаки, л > п 0, т > л 0 булганда у х £ Х  нук;талар учун

' р 1 ' |/* W  — fm W |< e  (14.11)
енгсизлик бажарилса, {/„ (х)} функционал кегма-кетлик X  тупламда 

финдаменгпал кетма-кетлик деб аталади.
ДОасалан, юкорида келтирилган

, г  ,  ^  ( sin п х)
» . ( * ) > - { — )

функционал кегма-кетлик X =  (— оо, +  оо) тупламда фундаментал 
кеша-кетлик булади.

{ /» (* )} = { -
п X

1 +  Л» X* .

кегма-кетлик эса у X — [0 , 1] тупламда фундаментал кетма-кетлик бул-
мзйди-

14.2- т е о р е м а .  ( К о ш и  т е о р е м  а с и.) {fn (*)} функционал кет
ма-кетлик X тупламда лимит функцияга эга булиши ва унга те
кис якинлашиши учун у Х  тупламда фундаментал булиши зарур ва 
етарли.

И с б о т .  З а р у р л и г и .  X  тупламда {/«(х)} кетма-кетлик лимит 
функцияга эга булиб, унга текис яцинлашсин:

М * ) - / ( х )  (хех) .
g

Текис якинлашиш таърифига мувофик V e > 0  сон олинганда хам, —

га кура шундай n0£ N  топиладики, п > п0 булганда V x ^ M  нукталар 
учун

1 Ы * )- / ( * ) ! < - ! ’
шунингдек, т > п 0 булганда V  х £ Х  учун

I f m ( x ) - f ( x ) < |

бУлади. У хрлда п > п0, т ->п0 ва V  х £ Х  учун

I fn  (х) — fm (х)| <  I fn (X) — f  (х)| -f- |/m (х) — f  (х)| <  £
булади. Бу эса {/«(х)} кегма-кетлик X тупламда фундаментал кетма- 
tfлик эканини билдиради.

ма {/п (х)} кетма-кетлик X тупламда фундаментал кет-
. кетлик булсин. X .тупламдан олинган ^ар бир х0 (х0 £Х ) да {/„ (.г)} 
р^Ц и о н ал  кетма-кетлик {fn (х0)} сонлар кетма-кеглигига айланади. 

Мшанки, {/„(х0)} кетма-кетлик фундаментал кетма-кетлик булади. 
лаш°ЛДа ^ оши теоремасига асосан (1-кисм, З-боб, 10-§) {/л (х0)} якин- 

Д^мак, X тупламнинг хар бир х0 (х06Х ) нуцтасида {/л(х„)} 
цн ‘ а'Кетлик якинлашувчн. Бу {/п (х)} кетма-кетликнинг лимит функ- 

ини /  (х) дейлик:
lim f n (х) =  /  (х) (х 6 X).о

141



Энди (14.11) тенгсизликда m -v  оо да (бунда п ва х ларни тайинлаб, 
лимигга утиб куйидагини топамиз:

\fn(x)— f{x)\ <  е.
Бундан эса (М *)} функционал кегма-кет ликнинг f(x) лимит фуниияга 
текис я^инлашиши келиб чикади. Теорема исбот булди.

2. Ф у н к ц и о н а л  к , а т о р  л а р н и н г  т е к и с  я к и н л а ш у в ч и -  I 
л и г и .  М (М cz R) тупламда бирор

5  ип(х) =  их (х) +  и2(х) +  . . . +  ип (х) +  . . . (14.5) I
П=1

функционал к;атор берилган булсин. Бу функционал цагор М туплам- I 
да  якинлашувчи булиб, унинг йигиндиси S (х) булсин. Демак, М туп- I 
ламда

lim  Sn (х) =  lim  [ux (х) - f  u ,(x) -+- . .  . -i- u„ (x)] =  S (x)

булади, бунда (Sn (х)}— берилган функционал цаторнинг цисмий йигин- 
диларидан иборат функционал кетма-кетликдир.

14.7-т а ъ р и ф .  Агар М тупламда и„ (х) функционал каторнинг I
/1«1

к;исмий йигиндиларидап иборат {Sn (х)} функционал кетма-кетлик катор I 
йигиндиси S(x) га текис яцинлашса, у ^олда бу функционал к,атор М 
тупламда текис якинлашувчи деб аталади, акс холда, яъни {S„(x)} 
функционал кетма-кетлик М тупламда 5(х) га текис яцинлашмаса,
(14.5) функционал катор М тупламда S (х) га текис яцинлашмайди 
дейилади.

Шундай килиб, функционал каторларнинг текис якинлашувчилиги 
(я^инлашмовчилиги) тушунчаси хам уларнинг оддий якинлашувчилиги 
сингари, функционал кетма- кетликларнинг текис якинлашувчилиги I 
(яцинлашмовчилиги) орцали киритиладн.

М и с о л л а р .  1. Ушбу

У -------------!-------------  (о  <  х  <  +  оо)
п Д  (x-hn)(x-)-n-)-l)

функционал цаторни царайлик. Бу каторинг ^исмий йигиндиси
1 , 1 1_________

S(X)  =  ( х + ! ) ( х + 2 )  +  (х + 2 ) (х + 3 )  +  • +  ( , + „ ) ( * + „ + 1 )

=  ( х ~ + Т  Т + ~ 2  )  ~  (  х +  2 х + з ) + ' “ + ( х  +  л х + л + l )
1 1 

X +  1 X +  n + I
булиб, унинг йигиндиси

S (х) =  lim Sn (х) =  lim I — !— -------!----- ) =  — Ц -•
п-**> да \  j c - j - i  х - Ь л - f l /  х + 1

Таърифга кура, V е >  0 сон олинганда л0 =  J" ^ ---- (1 + x ) j  дейилса, барча п > п‘
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учун

15Л (* > -s  W l !
1 1

■X +  1 X +  n +  I X +  I
1 I

;< e  (14.12)

булади. Бундаги л0 натурал сон e > 0  га хамда х  (0 sg: л:sSC +  оо) нукталарга 6of- 
лнч- БиР°К "о деб

n ' =  max U —  (1 +  х)1 =  [— — l l
O<*<oolе J L е J

пн олинса, унда л > л 0 булган л ларда юкоридаги (14.12) тенгсизллик бажарилаве- 
ради. Демак, берилган функционал цатор учун таърифдаги л0 натурал сон барча х  
(О<  * <  °°) нукталари учун у.мумнй булади, яъни х  га боглик булмайди. Демак, 
берилган функционал к;агор текис якинлашувчи.

2 . Куйидаги
ООУ

л= I [ ( Л ~  1) JLT Ч- I ] (ЛХ+1)
(0 <  х <  оо)

функционал к;аторнн ^арайлик. Бу функционал каторнинг кисмий йигиндиси

X X I х

S" W  : 1 ■(*+!) ^ ( J e + l )  (2х+1)
1

______  2х + 1

булиб, унинг йигиндиси

5 (х) — lim S n (х) — lim Ift—► ОО fl—> QO \
I

Таърифга кура, 'q- e > 0  сон олинганда ;i0 =  

'i > n 0 учун

1

л х - f  1

ЛХ +  1 
1

| ( n -  ! ) * + ! ]  (n x + 1) 
J _ ____________ _ 1 ____

(л — 1) X -j- 1 ЛХ +  1

=  1 (0 <  x <  oo).

) -

| S „ ( x ) - S  (x) | -  1

(х ф  0 ) дейилса, барча 

1
лх +  1 (л„ +  1) x + I

<  e
л х +  1

б?лади. Агар x — 0 булса, равшанки, V л учун S n (0) =  S (0) =  1 булиб,
5 Л ( 0 )  —  S  ( 0 )  =  О

булади. Бундаги п0 натурал сон е > 0  ва х (0 < х < о о )  нукталарга боглик булиб, 
У барча х (0 <  х < -}-оо) нукталар учун умумий була олмайди (бу хрлда л0 =

нинг (0 , +  °°) да х  буйича максимуми чекли сон эмас).

(_  Бошкача цилиб айтганда, исталган п натурал сон олсак хам шундай ео > 0

Масалан, е0 =  — ) ва х =  — g (0 , +  +  оо) нукта топиладики,
4 /  л

1

булади.
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1 4 . 3 - т е о р е м а .  М (MczR)  тупламдаV  ип {х) функционал ца.
П = 1

тор берилган булиб, унинг йигиндиси S  (х) булсин. Б у функционал 
каторнинг М да текис якинлашувчи булуши учун, унинг кисмий 
йшиндилари кетма-кетлиги (5и (х)} нинг М да фундаментал кетма- 
кетлик булиши зарур ва етарли.

Бу теорема функционал кетма-кетликнинг текис яцинлашиш х,аки- 
даги 14.2-теоремани функционал каторга нисбатан айтилиши булиб, 
унинг исботи 14.2-теореманинг исботи кабидир.

Функционал цатор

V  ип (х) =  их (х) +  ы2 (х) +  . . . +  и„ (х) +  . . .
п=1

нинг текис якинлашувчи булиши ^а^идаги 14.7-таъриф хамда функ
ционал кетма-кетликнинг текис якинлашувчи булишининг зарур ва 
етарли шартини ифодаловчи 14.1-теоремадан ((юйдаланиб цуйидаги тео- 
ремага келамиз.

00
14.4-т  е о р  ем  а. V  ип (х) функционал щтор М тупламда S (х) га

П= I
текис яцинлсиииши учун

lim sup | Sn (x) — S  (x) | =  0
n- '00 x£m 

булиши зарур ва етарли.
М и с о л .  Ушбу

00
V x ', =  i + x  +  ^  +  . . .  +  y , +  . . .
Л— 1

функционала ^атор (— 1. + 1) да якинлашувчи булиб, унинг йигиндиси

5  (х) =  г —1 —х
эканиии курган эдик. Бу функционал ^атор учун

| S e ( x ) - S  (х) | = (* € ( -1 .  +1))
булиб,

sup 
1

1 — х

I S n (х) — S (х) | =  +  оо

булади. Демак, берилган ^атор (— 1, +  1) орали^да текис якинлашувчи эмас.

1 4 . 5 - т е о р е м  а.  ( В е й е р ш т р а с с  а л о м а т и . )  Агар ушбу

V  ип (х) =  их (х) +  щ, (х) +  • . • +  ип (х) +  . . .

функционал цаторнинг хар бир хади М (М  с :  R) тупламда куйидаги 
I ип (*) | < с л {п =  1, 2, . . .) (*) 

тенгсизликни цаноатлантирса ва

(14.5)

С„ — с. +  Со +  . . . +  с. + (14.13)
Л— 1
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тнт W m P Щинлаихувчи. булса, у %олда (14.5) функционал цатор 
\1 гпупламда текис якинлашувчи булади.

И с б о т .  Модомики, (14.13) цатор якинлашувчн экан, 1-^исм, l l - 
боб, 2- § да келтирилган теоремага асосан, V  е >  О сон олинганда хам, 
„.ундайn0£ N  топиладики, барча / г > я 0, т > п  учун

Сп+1 +  С„+2 +  • • • +  Ст <  8
булади. (*) тенгсизликдан фойдаланиб, М тупламнинг барча х ( х £ М )  
нукталари учун

IЧ и-i W  +  “«+2 (*) +  ■ ■ - +  ит ( х ) \ < г  
булишини топамиз. Бундан эса 14.8-теоремага кура "берилган функ
ционал каторнинг М тупламда текис якинлашувчи булиши келиб чи- 
кади-

М и с о л л а р. 1. Ушбу
00

2 ; , + л> ( 1 + я + 1 ) (0« ' < + ">
л=1

функционал каторнинг текис я^инлашувчилиги аникланган эди. Бу ^аторнинг текис 
якинлашуЕчнлигини Всйерштрасс аломати ёрдамида осонгина курсатиш мумкин. [ \а -  
кикатан хам,

_______ 1 1_I 1 1
" I (ж +  я) (х -|- п  +  1) I \х +  п\ ■ IJC П 11 "" п 2

булиши з̂ амда СО

У -Z a  п*
п=  I

каторнинг яцинлашувчилигидан берилган функционал цаторнинг (0 , +  оо) да текис 
якинлашувчилиги келиб чи^ади.

2 . Ушбу
00  00

2 “nW=S > ^ (0<*<+oo)п— 1 п= I
функционал цаторнн царайлик. Бу функционал цаторнинг умумий хади

пх
ип  (х ) =  t —  (я =  1, 2 ,  . .  .)

J _ _ _  1 -f- п х3
Функциядан иборат. Бу функцияни [0, +  оо) ораликда экстремумга текширамиз

5 __5_

“л W функциянинг хрсиласи ягона х  =  п ’ нуктада нолга айланади (х — п ~ — 
аии°нар ну^та). Бу стационар нуцтада

5
2 .

ип (п ) <  О
_5_

6УлаДИ. Демак, и„ (х ) функция х =  п " 6 [0 , +  оо) нуктада максимумга эришади.
J3_

^ Нннг максимум циймати эса — п 2 га тенг. Демак, 0 <  х  <  +  оо да

I “л (*) |>= 1 +  п‘х*
1

2 п
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булади. Агар Ул  I
___ з_
Л = 1  о

2 п

■ каторнинг якинлашувчилигини эътиборга олсак, унда Вейер.

штрасс аломатига кура, берилган функционал цаторнинг [0, +  °°) Да текис яцинда. 
шувчи эканлигини топамиз.

3-§. Функционал цатор йигиндисининг х,амда функционал 
кетма-кетлик лимит фуккциясининг узлуксизлиги

1. Ф у н к ц и о н а л  ц а т о р  й и г и н д и с и н и н г  у з л у к с и з л и г и .  
М  (M c z R ) тупламда бирор якинлашувчи

2  U" W  =  Ul ^  +  Ы2 (Х) “! " • • •  +  Un ( * ) + • ■ •  ( 14.5)
п= 1

функционал катор берилган булиб, унинг йигиндиси S  (.v) булсин.
со

14.6-т е о р е м а .  Агар ^  ип (л:) функционал каторнинг урр бир
п= 1

уади ип (х) (n =  1, 2, . . .) М тупламда узлуксиз булиб, бу функцио
нал катор М да текис якинлашувчи булса, у  хрлда каторнинг йигин
диси S  (х) хам М тупламда узлуксиз булади.

И с б о т .  л'0 — М  тупламдан олинган ихтиёрий нукта. Функционал 
1\атор текис якинлашувчи. Таърифга кура, Y  е >  О олинганда хам, 
шундай £ N топиладики, М тупламнинг барча х нукталари учун бир 
йула

\ Sn ( x ) - S ( x ) \ < ^  (14.14)

жумладан
| 5 „ ( х 0) - 5 ( х 0) | < | (14.15)

тенгсизлик бажарилади.
Модомики, (14.5) функционал каторнинг >̂ ар бир хади М  тупламда 

узлуксиз экан, унда
Sn (х) =  и1 (х) +  « ,(* ) +  . . .  +  «„ (х)

функция хам М да, жумладан х0 нуктада узлуксиз булади. Демак,
юкоридаги е > 0  олинганда хам, — га кура шундай б >  0  топиладики,

3

(14.16)
1 х — х01 <  б булганда 

булади.
Юцоридаги (14.14), (14.15) хамда (14.16) тенгсизликлардан фоиДа 

ланиб, к,уйидагини топамиз:
15  (х) -  S  (х0) | <  1 5  (х) - S n (x) 1 +  1 S„ (х) -  S„ (х0) | +

+  |S „(x 0) - S ( x 0) | | < f + | - + f  =  е.
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Пемак, V  е > 0  олинганда хам, шундай б > 0  топиладики |х  — л'01< 6

ИрНДа | S M - S W | < e
лслади- Бу эса S (х) функциянинг х„ (Y  х0€ /И) нуктада узлуксиз зкан- 
пигини билдиради. Теорема исбот булди.
’ Бу теоремапинг шартлари бажарилганда ушбу

S (х0) =  lim [lim Sn (х)] =  lim | lim Sn (x)]
X  >Xq П —>yr, ^ -> 0 5  TI -* X q

яуносабат уринли булади.
НИК. ’; оо

14.2-эс л а т м а  . 14.6-теорема даги У  ип (х) функционал каторнинг
П~\

да текис якинлашувчилик шарти функционал катор йигиндиси
5 (х) нинг узлуксиз булиши учун жуда мухимдир. Бу шарт бажарил- 
май колса, теоремадаги тасдик, умуман айтганда, тугри булмайди. 
Бунга куйидаги функционал катор мисол була олади:

ч 2  х"_1 0  — *) =  0  ~  •*) +  - И 1 ~  *) +  х2 (1 — х) +  . , . +
П= 1

+  хп~' ( 1— х) +  . . . (О <  х <  1)

Функционал каторнинг хар бир ип (х) =  xn~ l (1 — х) (п =  1, 2 . . .) хади 
[О, 1] ораликда узлуксиз. Катор йигиндиси

( 0, агар х =  1 булса,
^  ^  I 1, агар 0 <  х <  1 булса

эса [0,1] ораликда (аникроги, х =  1 нуктада) узлуксиз эмас.
Айни пайтда, каторнинг текис якинлашувчилиги етарли шарт булиб, 

зарурий хам эмас. Яъни баъзан текис якинлашувчилик шартини ба- 
жармаган функционал каторнинг йигиндиси хам узлуксиз булиши мум
кин. Масалан, ушбу бобнинг 2-§ да келтирилган

со

V   -------  (0 < X < + оо)
(п — 1) х -J- 1 ] (пх +  1)

Функционал катор (0, +  оо) ораликда текис якинлашувчилик шартини 
бажармаса-да, бу функционал каторнинг йигиндиси S (х) =  1 (0, +  оо) 
°раликда узлуксиздир.

2. Ф у н к ц и о н а л  к е т м  а- к е т л и к  л и м и т  ф у н к ц и я с и  пн н г  
У з л у к с и з л и г и .  М (М cz R) тупламда |/„(х)}:

Л (* ) . / .  М ............/ „ ( * ) . . . .  (14.2)
Функционал кетма- кетлик берилган булиб, унинг лимит функцияси /  (х) 
°Улсин:

lim fn (х) =  /  (х).
П—>0о

14.7-т ео  р ем  а. Агар |/„(х)| функционал кетма-кетликнинг %ар 
иР /а (х) ( / 1 = 1 , 2 ,  . . .) .\ади М тупламда узлуксиз булиб, б у функт
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ционал кетма-кетлик М да текис якинлашувчи булса, у %олда f  f и  
лимит функция хам М тупламда узлуксиз булади.

Бу теореманинг шартлари бажарилганда ушбу
/  (х) =  lim [lim fn (/)] =  lim [ l i m/ n (/)]

/ —♦ X  П—>^0

муносабат уринли булади.

4- §. Функционал каторларда *амда функционал 
кетма-кетликларда х,адлаб лимитга утиш

1. Ф у н к ц и о н а л  к а т о р л а р д а  х а д л а б  л и м и т г а  у т и щ.  
М (М с ;  R) тупламда якинлашувчи

2  ип (х) =  (х) +  «2 (х) +  • • •  +  «„ (*) +  . . • (14.5)
П— 1

функционал к;атор берилган булиб, унинг йигиндиси S (х) булсин. х0 
нукта эса М тупламнинг лимит муцтаси.

оо

1 4 . 8 - т е о р е м а .  Агар х'-*- х0 да У  ип (х) функционал цаторнинг
п= 1

хар бир ип (х) (п — 1 ,2,  . . .) хади чекли
lim ип (х) =  сп (п =  1, 2, . . .) (14.17)
Х~*Х0

лимитга эга булиб, бу цатор М да текис якинлашувчи булса, у хол
да

У  сп =  с, +  с2 +  . . .  + с п +  . . .
П=\

катор xflM якинлашувчи, унинг йигиндиси С эса S (х) нинг х-*- х0 даги 
лимити

lim S (х) =  С
Х-+Х$

га тенг булади.
И с б о т .  Шартга кура (14.5) функционал катор текис якинлашувчи- 

У ^олда 14.3-теоремага асосан, V  е ]> О олинганда хам, шундай ч0£-' 
топиладики, барча п^>п0, т^>п  лар ва М тупламнинг барча х нукта' 
лари учун

I ы„+ 1 (*) +  ип+2 (х) +  . . . +  ит (х) | < е  (14Л8>

тенгсизлик бажарилади. (14.17) шартни эътиборга олиб, (14.18) тенг* 
сизликда х —*~ х0 да лимитга утиб куйидагини топамиз:

|с п+1 + с п+2+  . . .  +  c j < e .

Демак, Y e > 0  олинганда хам, шундай n0£ N  топиладики, барчап У  
> n 0, m > n  лар учун

|с„+ 1 + с „ + 2+  . . . +  ст \ < г
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теНгси зли к  бажарнлар экан. К,атор я^инлашувчилигининг зарурий ва 
етарли шартини ифодаловчи теоремага мувофик; (^аралсин, 1-кием, l l -
боб, 3-§)

оо

^  Сп =  С\ +  С2 +  • • • +  Сп +  • • • 
п— 1

катор якинлашувчи булади. Демак,
lim С =  С,

бунда
Сп =  С] +  с2 +  . . .  +  сп (п — 1 , 2 ,  . . .).

Энди х —>■ х0 да (14.5) функционал ^атор йигиндиси 5  (х) нинг ли
мити С га тенг, яъни

lim S (х) =  С

булишини курсатамиз. Шу максадда ушбу
S(x)  — C

айирмани олиб, уни куйидагича ёзамиз:
S (х) -  С =  [S (х) -  (х)] +  [Sn (х) -  С„] +  [Сп -  С], (14.19)

бунда
Sn W  =  «1 (х) +  «а (х) +  . . .  + и п (х).

Теореманинг шартига кура (14.5) функционал ^атор текис якинлашувчи.
Демак, Y  е >  0 олинганда х,ам, — га кура шундай n0£ N  топиладики,

3
барча п >  п0 ва М тупламнинг барча х нукталари учуй

| S n ( x ) - S ( x ) | < |  (14.20)

тенгсизлик бажарилади.
(14.17) шартдан фойдаланиб куйидагини топамиз:

•j® s „ (х ) =  Hm [«! (х) + и 2 ( х ) +  . . .  -г  ип (х)] =  сх +  с2 +  . . .  +

+  сп =  Сп.' п п

Лемак, Y  е >  0 олинганда хам, — га кура шундай б >  0 топиладики

1 х ~~ хо 1 <  6 булганда

I ^ W - C J C (14.21)

^ гси зл и к  бажарилади.
Юцорида исбот этилганига кура

lim Сп = С.
Л —> со
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Демак, V  е >  0 олинганда хам, — га кура, шундай n'0£lV топила.
3

дики, барча п >  « ' учун

( 14 .22 )

булади. Шуни хам айтиш керакки, агар п0 — max {п0, п0} деб олинса 
унда барча я > л 0 учун (14.22) ва (14.20) тенгсизликлар бир ва^т- 
да бажгрилади.

Натижада (14.19) муносабатдан, (14.20), (14.21) ва (14.22) тенгсиз- 
ликларни эътиборга олган хрлда, цуйидагини топамиз:

| S ( x ) - C | < | S ( x ) - S „  (x)| +  |S „  (Х) - С П\ +  \СП- С \ <

< £  +  ±  +  ^ = е .
3 3 3

Демак, Y  е > 0  олинганда хам, шундай 6 > 0  топиладики, |х — х01<6 
учун (х£М)

I S (х) — С | <  е
тенгсизлик бажарилади. Бу эса lim S (х) =  С эканини билдиради.
Теорема исбот булди.

Ю^оридаги лимит муносабатни цуйидагича хам ёзиш мумкин:

lim  V  ип (х) =  У  [lim ип (х)].
*-*• j f t  &

Бу эса 14.8-теореманинг шартлари бажарилганда чексиз каторларда хам 
хадлаб лимитга утиш ьридаси уринли булишини курсатади.

2. Ф у н к ц и о н а л  к е т м а - к е т л и к  л а р  д а  х а д л а б  л и м и т г а  
у т и ш .  М (М с= R) тупламда | fn (х)\:

М 4 М 4  • . . .  /л ( 4  . . .  (14-2)
функционал кетма-кетлик берилган булиб, унинг лимит функцияси 
f  (х) булсин. х0 нукта эса М тупламнинг лимит нуктаси.

14.9-теорема. Агар х х 0 да \jn (х)} функционал к е т м а - кетлик
нинг хар бир fn (х) (п =  1, 2, . . .) хади чекли

lim /  (х) =  ап (п =  1, 2, . . .)
Х - * Х 0

лимитга эга булиб, бу кетма- кетлик М да текис якинлашувчи б$Л' 
са, у холда {оп}:

ах, аг, . . . ,  ап, . . . 

кетма- кетлик хам якинлашувчи, унинг а =  lim ап лимити эса /  (х) нинг 

х —>- х0 даги лимитига тенг
lim f  (х) =  а

Л - * cq

X—*Xq
булади.
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5-§. Функционал цаторларни хамда функционал 
кетма-кетликларни х,адлаб интеграллаш

I ф у н к ц и о н а л  к а т о р л а р н и  х а д л а б  и н т е г р а л л а ш .  
bj сегментда якинлашувчи

UL (.г) - г  «2  (Х) +  • • • +  и п М  +  • • • ( 1 4 ' 5 )
функционал катор берилган булиб, унинг йигиндиси S (х) булсин:

s w  =  2 “« ( x ) -п=1
Оо

14. 10- т е о р е м а .  Агар V  ип (х) каторнинг хар бир ип (х) хади
П— 1

1,2,  . .  [a, w] сегментда узлуксиз булиб, бу катор tuy сег-
иентда текис якинлашувчи булса, у холда катор хадларининг ин-
•пегралларидан т узилган

b b ь

Uj (х) dx +  | и2 (х) dx +  . . . +  j ип (х) dx 4- . . .
а а а

b

катор \ам якинлашувчи булади, унинг йигиндиси эса \ S (х) dx га
а

тенг булади:
® ь. ь.

V  j  ип (х) dx =  | S (х) d x .
л = 1  a a

И с б о т .  Берилган функционал каторнинг хар бир ип (х) хади (/г =  
=  1, 2, . . .) [а, Ь\ да узлуксиз, демак, ип (я) (п =  1 , 2 ,  . . .) функция
лар \а, Ь] сегментда интегралланувчи. (14.5) функционал ^атор [а, Ь] 
сегментда текис якинлашувчи. Унда 14.6-теоремага кура, функционал 
каторнинг йигиндиси S (х) функция [а, b] да узлуксиз, демак, интег
ралланувчи булади.

Аввало (14.5) функционал катор хадларининг интегралларидан ту- 
зилган

® Ь b b ь
У  j Un (х) dx=  \ и , (х) dx +  j  и2 (х) dx +  . . .  +  j  ип {х) dx +  . . .

*а а а а
ьаторнинг якинлашувчи булишини курсатамиз.

Шартга кура (14.5) функционал катор [а, Ь] да текис якинлашувчи.
V 6

лолда 14.3-теоремага асосан, у  е >  0 олинганда хам, ------ га кура,
!̂ K L  - ь — а
^Ундай п0£С топиладики, п >  п0, т >  п булганда

' I ип+\ (х) +  2 ( * ) + • • •  +  “* (X) К  Та
булэди. Бу тенгсизликдан фойдаланиб куйидагини топамиз:

г ь ь %
j  “*+i (х) dx +  J ип+2 (х) dx +  . . .  +  j  ит (х) dx <  j  un+l w  +
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+  Un+2 W  +  • • • +  u m \d x  <  ft~ a  “  a) =  e- ( l4 -23)

Демак, Y e > 0  олинганда >̂ ам, шундай n0£ N  топиладики, я > л 0 ^  
m > n  булганда (14.23) тенгсизлик уринли булади. 14.3-теоремага 
асосан

ь
2  f М„ (*) dx
«= 1 а

катор якинлашувчи булади. Одатдагидек берилган функционал катор. 
нинг ^исмий йигиндисини Sn (х) деймиз. Функционал каторнинг текис

£
я^инлашувчилиги таърифидан, V  е >  0 олинганда хам, -  га кура

шундай nc£ N  топиладики, барча « > и 0 ва сегментнинг барча*
нукталари учун

|S „  W - 5 W K p ^

булади
Аник интеграл хоссасидан фойдаланиб куйидагини топамиз: 

ь ь ь ь
f 5  (х) dx =  j  Sn (х) dx +  [ [S (x) — Sn (x)] dx =  J  u, (x) dx+
a a a a

b b b
dx+  j  u2 (x) dx +  . . .  +  [ u„ (x) dx+  f [S (x) — Sn (x)]

a a a
Агар

| f  [S (x) -  S„ (x)] d x \ < $ \ S  (x) -  (x) | dx <  - L -  (ft - fl) =  e
a a

булишини эътиборга олсак, унда

lim  Г [S (х) — Sn (х)] dx =  О
а

бчлиб, натижада
b b b ь
 ̂ S  (х) dx— | ы, (х) dx+  [ и2 (х) dx +  . . .  +  \ ип (х) d x +  . • ■

a  cl а  сх

эканлиги келиб чикади. Теорема исбот булди. Юкоридаги муносабатни 
куйидагича хам ёзиш мумкин:

j  [ 2  ип (*)] Л х ^ У ,  [ j  ип (*) d x \-
a л = 1  п—1 а

Бу эса 14.10-теореманинг шзртлари бажарилганда чексиз цаторлард3 
хам ^адлаб интеграллаш кридаси уринли булишини курсатеди.

1 4 . 3 - э с л а т м а .  Келтирилган теоремада функционал каторнинг ( 
кис якинлашувчилиги шарти етарли булиб, у зарурий шарт эмас, яь 
баъзан текис якинлашувчилик шартини бажармаган функциал кат 
ларни хам ^адлаб интеграллаш мумкин булади.
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Мне о л. Ушбу
1 1

® , 2п+| 2п—I
у ( *  — х ) (0 <  X 1)
П= 1

^аторни царайлик. Бу ^аторнинг цисмий йигиндиси

S - W - 2  (*5ЕГ1- х 3 ^ 1) — х + х 5^ 1 
fc= 1

бхлиб, йигиндиси эса

I 0- агаР х =  0 булса,
5(х) =  lim S (х) =  lim ( — х +  х ) =  | .  .  ^

■ п-.« I 1 — X. агар 0 < Х <  1 булса

булади. Бу функционал катор [0,1] ораликда текис якинлашувчилик шартини бажар- 
майдн. Аммо

1
f 5 (х ) < / x = _ L ,

1 1 °  2
У J _ . — !—  = J _  y / _ L _ _ L _ \  =

п — 1 q п=1  2 rt(rt +  l) 2 л л + 1/

J _  lim v 11 \  1 I • /  I \  1
2 ^ ° ° 2 { U  " " н -" т )  =  т - * ( , _ ^ т т )  =  т

булишини эътиборга олсак, унда

1 1 оо _L _ _ ! _
J  S  (х) dx  =  f [ У  ( x 2 n + , - x 2n- 1) ] r f x = 2  .f ( х 2л+‘- х  2,1-1 rfx 

О п=1 п~  *0
булиши топилади.

2. Ф у н к ц и о н а л  к е т м а - к е т л и к л а р н и  ^ а д л а б  и н т е г 
рал лаш.  \а, Ь] сегментда {(/„(л:)}.

L  (*). /2 М . • • fn(x), . . . (И .2)
Функционал кетма-кетлик берилган булиб, унинг лимит функцияси 
IW булсин.

14 . 11-теорема .  Агар {fn (х)} функционал кетма-кетликнинг хар
“Р fn(х) (гг =  1,2, . . .) %ади [а, Ь\ сегментда узлуксиз булиб, бу

Функционал кетма• кетлик [а, Ь\ да текис якинлашувчи булса, у 
хоАОа

ь ь ь
j  / j (x )d x ,J /2 (x)rfx, . . ., j  fa (x) dx, . . .
a a a

b
'е,пма-кетлик якинлашувчи булади, унинг лимити эса j  f{x)dx га 

1Пенг булади, яъни
ь ь

1 / „ ( * ) < * * =  i f (x)dx.  (14.24)
а  а
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Б у  теоремадаги (14.24) лимит муносабатни куйидагича

^ам ёзиш мумкин.

6- §. Функционал цаторларни *амда функционал 
кетма-кетликларни х,адлаб дифференциаллаш

1. Ф у н к ц и о н а л  к а т о р л а р н и  х а д л а б  д и ф ф е р е н ц и а л "  
л а ш .  [а, Ь] сегментда якинлашувчи

их (х) +  и.2(х)+  . . . +  ип (х )+  . . . (14.5)

функционал катор берилган булиб, унинг йигиндиси 5  (х) булснн:

S ( x ) = y t un (л)
Л = 1

00 •
14 . 1 2 - т е о р е м а .  Агар 2  Пп (х) цаторнинг хор бир хади ип(к)

П— 1
(/1= 1, 2, . . . ) [Й, Ь] сегментда узлуксиз и'п(х) (п = 1 , 2, • . .)  о̂си- 
лага эга булиб, бу хрсилалардан тузилган

Ос
2  Un М  =  U\ (А) и2 (Х) "Ь • • • +  Un W  +  ■ • •
п=]

функционал цатор [а, Ь] да текис якинлашувчи булса, у ,\слда бе
рилган функционпл каторнинг S(x) йигиндиси шу [а, Ь] да S ' (х) 
цосилага эга ва

s ' w  =  | » ; w  i 14-25)
п= 1

булади.
И с б о т .  Шартга кура

и\ М  +  «j (*)!+ • • • + 'и 'п (*) +  
функционал катор [а, Ь] да текис якинлашувчи. Унинг йигиндисини

S(x) дейлик: 5 (х) = 2  ип{х)- Б У $ ( х) 14.6-теоремага асосан [а,
Л— 1

да узлуксиз булади.
Функционал каторнн хадлаб интеграллаш хакидаги 14 . 10- теорем3' 

дан фойдаланиб, ушбу
ОС

5 (х) = 2  и'п(х)
Л = 1

ь^аторни [о, х] оралик (а <  х <; Ь) буйича хадлаб интеграллаб куйид3 
гини топамиз:



f 5 (*) d x  = 2  \ ип w  d x ] =  2  Г ип W — и п (а) 1 =  2  ип (*) —
И Р ', п—I L J л=1 L -1 и— I

00 X  Оо 00

— 2  «„(о) = S ( x )  —  5 (a ) .
Л=1

(14.26)

Модомики, 5  (х) функция [а, Ь\ ораликда узлуксиз экан, I- кием, 
(5-боб, 4-§ да келтирилган теоремага биноан

X_
{  5 (f) А
а

функция дифференциалланувчи булиб, унинг ^осиласи

j  5 ( / ) d / l  = S ( x )
d

dx

булади.
Иккинчи томондан (14.26) тенгликка кура

^ L f S ( x ) - S ( a )

яъни
S'(x) =  S(x)

булишини топамиз. Бу зса (14.5) функционал цатор йигиндиси ^оси- 
лага эга ва унинг учун (14.25) тенглик уринли булишини билдиради. 
Теорема исбот булди.

(14.25) тенгликнн цуйидагича хам гзиш мумкин.

d
dx

Бу эса 14.12-теореманинг шартлари бажарилгапда чексиз 1\атор- 
лаРДа хам хадлаб дифференциаллаш ^оидаси уринли булишини курса
тади.

14.4-эс л а т  м а. 14.12-теоремадаги функционал каторнинг текис 
Кк.ннлашувчилик шарги хам етарли булиб, у зарурий шарт эмас.

2- Ф у н к ц и о н а л  к е т м а - к  ет  л и  к л а р н  и х , а д л а б  д и ф ф е -  
Р е н ц и а л л а ш. [а, Ь\ сегментда якинлашувчи {(fn (х) [:

fi(x),  / ; w ,  . . ., fn(x), . . . (14.2)
Функционал кетма-кетлик берилган булиб, унинг лимит функцияси 
'W  булсин.

1 4 . 13 - теорема .  Агар {/„(*)} функционал кетма-кетликнинг ,\ар 
иР %ади fn (jc) (я —1,2,.  . .) [а, b] сегментда узлуксиз / ’ (х) (n =  1,2, . . .)  

®°и*ога эга булиб, бу хосилалардан тузилган
/ ' ( * ) ,  .  .  .  ,  / ' ( * ) ,  • • •

155



функционал кетма-кетлик \а, Ь] да текис якинлашувчи булса у ХС] 
да f(x) лимит функция шу \а,Ь] да / '  (х) хрсилага эга булиб, {f'n(xjj 
кетма- кетликнинг лимити / '  (х) га тенг булади.

7- §. Даражали цаторлар

1. Д а р а ж а л и  к а т о р л а р .  А б е л ь  т е о р е м а с и .  Биз аввалги 
параграфларда функционал каторларни ургандик. Функционал катор. 
лар орасида, уларнинг хусусий э^оли булган ушбу

2  апхП- п=О
ёки, умумийрок,

2  аА х ~  хо)п=  a o + a i (х ~ хо) +  • • • + ап(х — х0)п+
п—О

(14.27) I

(14.28)

каторлар (бунда а0, аг, а2, . . . ап, . . . х0 — узгармас хакикий сон
лар) математикада ва унинг татбицларида мухим роль уйнайди. Бу ер- 
да, ушбу бобнинг 1-§идаги (14.5) ифодада катпашган ип(х) сифатида

и п М  =  а п хП (ёки и п W  = а п ( х ~ х о П

яъни х (ёки х — х0) узгарувчинингдаражалари цараляпти. Шу сабабли 
(14.27) ва (14.28) каторлар даражали цаторлар деб аталади.

Агар (14.28) цаторда х — х0 =  t деб олинса, у хрлда бу цатср t 
узгарувчига нисбатан (14.27) катор куринишига келади. Демак, (14.27) 
каторларни урганиш кифоядир.

(14.27) ифодадаги а0, а , а 2, . . . ап . . . ^акикий сонлар (14.27) 
даражали каторнинг коэффициент лари деб аталади.

Дараж али каторнинг тузилишидан, даражали каторлар бир-биридан 
фа цат коэффициент лари билангина фарк, килишини курамиз. Демак, 
даражали катор берилган деганда унинг козффшшентлари берилган де- 
ганинн тушунамиз.

М и с о л л а р .  Ушбу 
00
X? хп х  х 2 хп

’■ П̂  =  1 + ТГ +  1 Г + -- + ^ + - - - ( 0 '  =  !)л = 0  
сю

2. 2  хП =  1 +  л:+л2-!-
п = 0

+хп +  • •

^агорлар даражали цаторлардир.

Ш ундай к.илиб, даражали каторларнинг ^ар бир хади (— ос, 
да берилган функциядир. Бинобарин, даражали цаторни, формал НУК-' 
таи назардан, (— оо,+  оо) да цараш мумкин. Аммо, табиийки, уларя" 
ихтиёрий нуктада якинлашувчи булади деб олмаймиз.



Длбатта, ихтиёрий даражали катор х  =  0 нуктада якинлашувчи бу- 
пи. Бу равшан. Демак, даражали каторнинг якинлашиш со^аси ал- 

а тта х =  0 нуктани уз ичига олади.
Даражали каторнинг якинлашиш со^аси (туплами) структурасини 

и„к;гашда куйидаги Абель теоремэсига асосланилади.
14 . 1 4 - т е о р е ма  ( А б е л ь  т е о р е м а с и ) .  Агар

V  ап хп — а0 +  а, х +  а2хг +  . . . +  апхп +  . . . (14.27)

Сражали катор х нинг х =  х0 (х0 ф  0) цийматида якинлашувчи бул- 
а х нинг

М < К 1  (14.29)
,пенгсизликни цанойпыантирувчи барча цийматларида (14.27) дара- 
vrmu катор абсолют якинлашувчи бйлади.

И с б о т .  Шартга кура
ОО

V  а п 4 ^ а 0 +  а \ Хй +  а А +  ■ ■ ■ + а п х 0 +  ■ ■ • 

п= 0

катор (сонли катор) якинлашувчи. У хрлда катоР якинлашувчилиги- 
нинг зарурий шартига асосан

lim апх* =  0
П-+со

булади. Демак, {апл'|]} кетма-кетлик чегараланган булади, яъни шун- 
дай узгармас М сони мавжудки, у- n £ N  учун

\ * Л \ < м
тенгсизлик бажарилади. Бу тенгсизликни эътиборга олиб куйидагини 
топамиз:

k * " i = k *s i - | ^ Г < Л 1 | ^ Г -

Энди ушбу

V | ап хп\ — |а 0 1 +  | a i* | +  1 «2х21 +  • • • +  К * " 1  +  • • • (14.30)
п=о

кат°Р билан бирга куйидаги

п=0 *0
=  м +  м

дг0
+  м

ха +  . . .  + м X I»

(14.31)
/ ат°рни карайлик. Бунда, биринчидан (14.31) катоР якинлашувчи 

Унки бу катор геометрик катор булиб, унинг мах;ражи (14.29) га кура
1 Дан кичик:

Й -3 1) каторнинг мос хадидан катта эмас. У хрлда 1-кисм 11-боб, 
» Да келтирилган теоремага кура (14.30) катор якинлашувчи була-
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ди. Демак, берилган (14.27) даражали 
Теорема исбот булди.

1 4 . 1 - н а т и ж а .  Агар

V flnxn -= а0 +  ахх +  а2х2 +  .
л=0

катор абсолют якинлащуВч

+  ап хП

даражали катор х нинг х= х0 кийматида узоклашувчи булса, х )Шнг. 
| х | >  | х0 1 тенгсизликни каноатлантирувчи барча кийматларида узокла 
шувчи булади.

И с б о т .  Берилган (14.27) даражали катор х0 нуктада узоклашув. 
чи булсин. Унда бу катор х  нинг | х | > | х 0 | тенгсизликни каноатлан. 
тирувчи кийматларида хам узоклашувчи булади, чунки (14.27) катоп 
х нинг | х  | >  | х0 1 тенгсизликни каноатлантирувчи бирор х =  х1 кийма 
тида якинлашувчи буладиган булса, унда Абель теоремасига кура 6v 
катор х = х0 ( | л'о | <  л-j | ) нуктада хам якинлашувчи булиб колади. Бу 
эса (14.27) каторнинг х =  х0 да узоклашувчи дейилишига зиддир. На- 
тижа исбот булди,

2 . Д а р а ж а л и  к а т о р н и н г  я к и н л а ш и ш  р а д и  у с и в а я к и  н-
л а ш и ш  и н т е р в а л  и. Энди даражали каторнинг якинлашиш сохаси 
структурасини аниклайлик.

1 4 . 1 5 - т е о р е м а .  Агар
ОО

У, ап хп ■-= а0 +  хх+  а2 х2 +
л=0

+  а хпI “л + (14.27)

даражали катор х нинг баъзи (х Ф  0) кийматларида якинлашувчи, 
баъзи кийматларида узоклашувчи булса, у холда шундай ягона г>0 
Хающий сон топиладики (14.27) даражали катор х нинг | х | < г  
тенгсизликни каноатлантирувчи кийматларида абсолют якинлашув
чи, | х | >  г тенгсизликни каноатлантирувчи кийматларида эса узоц- 
лашувчи бС/лади.

И с б о  г. Берилган (14.27) даражали катор х = хоф 0  да якинла
шувчи, х =  х, да эса узоклашувчи булсин. Равшанки, | х01 <  | хг | була
ди. Унда 14.14-теорема хамда 14.1-натижага мувофик (14.27) даража
ли катор х нинг | х | <  | х0 1 тенгсизликни каноатлантирувчи кийматла
рида абсолют якинлашувчи, х нинг | х | > | х г | тенгсизликни каноат
лантирувчи кийматларида эса узоклашувчи булади. Жумладан (14-27) 
даражали к.атор а (а ■< | х01) нуктада якинлашувчи, Ь (Ь >  | хг |) нуктада 
эса узоклашувчи булади (15-чизма). Демак, (14.27) катор [я, Ь\ сегмент- 
нинг чап чеккасида якинлашувчи, унг чеккасида эса узоклашувчи.

\а, 6) сегментнинг уртаси —у — нуктани олиб, бу нуктада (14-27)

карайлик. Агар (14.27) ^атор <! J Ь нуктада якинлашув411 
а-\-ь

каторни 

булса, унда Ь сегментни,

^атор 
а +  6

2

нуктада узоклашувчи б\’Л'

сегментни олиб, уни [alt Ьг] оркали белгилайлик.

мак, (14.27) ^атор ах нуктада якинлашувчи, 6, нуктада эса узоцлашув4*1
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булиб, Ifli- М  сегментнинг узунлиги Ь, — а1 га тенгдир. Сунг

[dp М сегментнинг уртаси 01 - нуктани олиб, бу нуктада (14.27)

каторни караймиз. Агар у -  нуктада якинлашувчи булса, ун-

да +  , ftjj сегментни, узоклашувчи булса, ja t , Jl ~  6‘-j сег

ментни олиб, уни \а2, Ь2[ оркали белгилаймиз, Демак, (14.27) цатор 
а» нуктада якинлашувчи, Ьг нуктада эса узоклашувчи булиб, |а ,, 6,1
сегментнинг узунлиги Ь2 — а3 =  га тенгдир. Шу жараённи да-

вом эттираверамиз. Натижада нчма-ич жойлашган

[flj, Ь|]# [flg, 2̂̂ * ' • • > b„], • • • »
сегментлар кетма-кетлиги хрсил булади. Бу сегментларнинг х,ар би?1- 
нннг чап чеккасида (ап- нуцталарда) (14.47) цатор якинлашувчи, унг 
чеккасида эса [Ьп- нуцталарда) узоклашувчи, п->- оо дз бу сегментлар

узунлиги нолга интила боради (bn — ап =  ̂1 ~рГ~ 0 j.

Унда нчма-ич жойлашган сегментлар принципига кура (царалсин, 
1-кнсм, З-боб, 8-§) шундай ягона г сони топиладики,

lim a„ =  lim Ь„ =  гП Пfl-Vjo
булиб, бу г нукта барча сегментларга тегишли булади.

Энди х  узгарувчининг | х\  <  г тенгсизликни каноатлантирувчи их- 
тнёрий кийматини царайлик. lim ап =  г булгани сабабли, шундай нату-

П—оо
РЗ-ч пл сони топиладики, | * [ < а По< г  булади. аП] нуктада (14.27) к а 
тор якинлашувчи. Демак, 14.14-теоремага кура х нуктада .\ам (14.27) 
Даражали цатор якинлашувчи булади.

х узгарувчининг \х\  > г  тенгсизликни каноатлантирувчи ихтиёрий 
ЗДматини карайлик. l imbn =  r булганлиги сабабли, шундай натурал 
(ДУ; п—*2о
Ч сони топиладики, 1 х | > 6 п, > г  булади. bni нуктада (14.27) катор 
Узоклашувчи. Унда 14.1-натижага кура х да (14.27) катор узо^лашув- 
Чи булади.

Шундай цилиб, шундай г сони топиладики (14.27) даражали катор
• нииг | х | <  г тенгсизликни каноатлантирувчи цийматларида абсолют 
^инлащувчи, | х | >  г тенгсизликни цаноатлангирувчи цийматларида 

а Узоклашувчи булади. Теорема исботланди.

15- чизма
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1 4 . 8 - т а ъ р и ф .  Юкоридаги 14.15-теоремада топилган г сони (14.27) 
даражали каторнинг якинлашиши радиуси, ( — г, г) интервал эса (14.27) I 
даражали каторнинг якинлашиш интервали деб аталади.

1 4 - 5 - э с л а т м а .  14.15-теорема х нинг х =  ± г  цийматларида (14.27) 
даражали каторнинг якинлашувчи ёки узоклашувчи булиши тугрисида 
хулоса чикариб бермайди. Бу х =  ±  г нукталарда (14.27) даражали 
к.атор якинлашувчи х.ам булиши мумкин, узоклашувчи хам булиши 
мумкин.

Энди мисоллар караймиз.

М и с о л л а р .  1. Ушбу

\ + х + х 2 +  . . .  + * " +  . . .

даражали катор (геометрик катор) нинг якинлашиш радиуси г —  1, якинлашиш ин
тервали (— 1, -f- 1) булади. Бу катор интервапнинг чекка нуцталари г =  ±  1 да 
узоклашувчи.

2 . Куйидаги

х х2 * 1  х"
• +  I T  +  ~2i +  32 +  • • ■ +  „г +  • - •

каторнинг якинлашиш радиуси r"=  1, якинлашиш интервали ( — 1, 1) булади. Бе- 
рнлган катор г =  1 да якинлашувчи, г — — 1 да эса узоклашувчидир, Демак, да
ражали каторнинг якинлашиш со^аси (туплами) [ — 1, 1] сегментдан иборат.

3. Ушбу

+
I 2 3 п

даражали каторнинг яцинлашиш радиуси г — 1, якинлашиш интервали эса ( — 1, 1) 
булади. Берилган к;атор г — 1 да якинлашувчи, г  =  — 1 да эса узоклашувчидир. 
Демак, каторнинг якинлашиш со.\аси ( — 1, 1] ярим интервалдаи иборат.

14.6-э с л а т м а .  Юкоридаги теорема баъзи х0̂ =0 нукталарда якин
лашувчи, баъзи ххФ  0 нукталарда узоклашувчи булган даражали ка- 
торлар каКидадир. Аммо шундай даражали каторлар з^ам борки, улар

оо
факат х =  0 нуктадагина якинлашувчи булади. Масалан, 2  п\ хп,

п= 1
Катор исталган х0Ф  0 нуктада узоклашувчидир. Х^акикатан х,ам, Да- 
ламбер аломатига кура

lim
л-»оо

(п+1)! ^ +I
п\ х£

—  l i m ( n +  1 ) х в =  00
п-+ оо

оо

булади. Демак, 2  п \ хп ^ат0р исталган х ф О  да узоклашувчи. Бун-
П=1

дай даражали каторларнинг якинлашиш радиусини г — 0 деб оламиз-
Айни вактда шундай даражали каторлар ^ам борки, улар ихтиёрий00

х £ (  — оо , о о )  да якинлашувчи булади. Масалан, ни олайли#

/1=1
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fiv катор исталган х0 нуктада як,инлашувчидир. Х,ацикатан х,ам, яна 
даламбер аломатига кура

"  ' - l l m J i l -  Olim
TJ_»00

rn+lx0
■,00 л -f- 1

булади- Демак, бу цатор исталган ( — оо - f  о о ) да якинлашувчи. 
Бундай даражали ^аторларнинг якинлашиш радиуси г =  -f- оо деб
олинади.

3 . К о ш и  — А д а  м а р  т е о р е м  а с  и. Юкорида курдикки, даражали 
каторларнннг якинлашиш сохаси содда структурага эга булар экан: 
ёки интервал, ёки ярим интервал, ёки сегмент. Х,амма лолларда ^гм 
бу со^а якинлашиш радиуси г орцали ифодаланади.

Маълумки, х,ар кандай даражали катор

V  апхп = а 0 +  ахх + а 2х2 +  . . .  +  ап хп +  . . .  (14.27) 
/1=0 '

узининг коэффициентлари кетма-кетлиги ( ап } билан ани^ланади. Би- 
нобарин, унинг якинлашиш радиуси ^ам шу коэффициентлар кетма- 
кетлиги оркали кандайдир топилиши керак. Берилган (14.27) даража
ли катор коэффициентлари ёрдамида j J /  | ап j j :

| ° o | * | a i |* У  | а21............. / К | .  • • • (14.32)

сонлар кетма-кетлигини тузамиз. Маълумки, хар цандай сонлар кетма- 
кетлигининг юкори лимити мавжуд (^аралсин, 1- к<исм, З-боб, 11-§). 
Демак, (14.32) кетма-кетлик х,ам юирри лимитга эга. Уни Ь билан 
белгилайлик:

b — U m y ^ \ a n \ ( 0 <  6 <  4- оо )

14.16-т е о р е м а  ( К о ш и  — А д а м а р  т е о р е м  а с  и). БерилганОС
V
а=о
^  а„хп даража.ги каторнинг якинлашиш. радиуси

г =  J ___
Ь lim 1/ \ ап | (14.33)

булади.
| 4 . 6 - э с л а т м а .  Юкоридаги (14.33) формулада Ь =  0 булганда г — 

"  н  °° ’ ^ ~  булганда эса г =  0 деб олинади.
И с б о т .  (14.33) формуланинг ту прилипши курсатишда цуйидаги
1 ) ь  г  +  оо (Г =  0),
2 ) Ь =  0  (г =  +  о о ) ,

3 )  0 < & < + о о ( г  =  —

Х'°ЛлаРни алохида-алохида цараймиз.
1 ) 6 = 0 0  булсин. Бу хрлда у  \ап \ кетма-кетлик чегараланмаган- 

Р- Ихтиёрий х0 (х0 Ф  0) луцтани олиб, бу нуктада (14.27) даражали
"-SOI
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Каторнинг узоклашувчи эканини курсатамиз. Тескарисини фараз Ки> 
лайлик, яъни шу^х0 нуктада (14.27) даражали катор якинлашув'Чн

булсин. Демак, 2  апхо ^атоР (сонли катор) якинлашувчи. у Нда
л=О

катор якинлашувчилигининг зарурий шартига асосан

Umanx% =  О
Л—> со

булади. Демак, кетма-кетлик чегараланган, яъни шундай уз. I
гармас М  сон мавжудки (уни 1 дан катта килиб олиш мумкин) 
Y n £ N  учун

\апх * \ < М ( М >  1) 

тенгсизлик бажарилади. Бу теигсизликдан

уж<м,V \ ^ \

яъни

v  К Х  <  —  У 1 "I |* 0|

булиши келиб чикади. Шундай к.илиб ап\ кетма-кетлик чегара
ланган булиб колди. Натижада зиддиятлик юзага келди. Зиддиятлик- 
нинг келиб чикишига сабаб (х0 Ф  0) нуктада (14.27) каторнинг якин
лашувчи булсин деб олинишидир. Демак, (14.27) даражали катор их
тиёрий Хь(хпф  0) нуктада узоклашувчи.

2) 6 =  0 булсин. Бу хрлда ихтиёрий x0(x0ф  0), нуктада (14.27) да
ражали каторнинг якинлашувчи булишини курсатамиз. Модомики, 

ап | |  кетма-кетликнинг юкори лимити нолга тенг экан, бундан 
унинг лимити хам мавжуд ва нолга тенглиги келиб чикади. Таъриф- 
га асосан Y e  >  0 сон олинганда х.ам, жумладан б =

шундай пп £ N  топиладики, барча п >  п0 учун

1

га кура

У \ * п \  < 2|*о1
булади. Кейинги тенгсизликдан эса

1 « 1 <  ^Г

булиши келиб чикади. 
Равшанки

2 ^
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катор якинлашувчи. Таккослаш теоремасига кура (царалсин, 1-кисм, 
п . боб, 3-§)

■  2 м \
л=0

катор якинлашувчи булади. Демак,

Щ 2  “п*П0
л=0

катор абсолют якинлашувчи.
3) 0 < Ь < +  оо булсин. Бу хрлда (14.27) даражали катор ихтиё-

рии х,О  ̂(’Хо | <  нуктада якинлашувчи, ихтиёрий хх  ̂ | | >  —  j 

нуктада узоклашувчи булишини курсатамиз.
|х0 1 <  —— булсин. У хрлда шундай 6 > 0  сонни топиш мумкинки, ь

! х01 =  ——г булади. Энди 81( 0 < 6 1 < 6 )  сонни олайлик. Бу 61 >  О 
Ь о

сонга кура шундай п0 £ N топиладики, барча п >  п0 учун (юкори ли- 
митнинг хоссасига кура, 1-кисм, З-боб, 11- §) У \ ап | <  b +  б,, яъни 
[an ] <  (b +  f>i)n булади. Демак, барча п > л 0 учун

Iапхо I =  К  11 *о | <  +  б1)"(6 +  Ь)п =  (14-34)

< 1.
булиши келиб чикади, бунда

Ь+ _  (6 +  й)— (6 — 6t) _  _  6 - 6 t 
t>+6 6 + 6  6 + 6

Энди ушбу

1 оК Я = К 1  +  | а 1*о| +  | а2 *о1+  • • • + \апХо\ +  • • • ( 14-3°) 

Кзтор билан куйидаги

1  Б Ш Т “ , + ^ 7 + - - - + Ш Г + - "  ( 1 4 -35>л = 0

Кат°рчи солиштирайлик. Бунда, биринчидан, (14.35) катор якинлашувчи 
(чунки бу катор геометрик катор булиб, унинг махражи 0 < ^ — ^ <  1),

^кинчидан, п нинг бирор кийматидан бошлаб (п >  п0) (14.34) муноса- 
тга Кура (14.зо) каторнинг хар бир кади (14.35) каторнинг мос ка- 

£ г ан кат га эмас. Унда каторлар назариясида келтирилган таккослаш 
бУладМа°ИГа ^ ^ исм> И -боб, 3-§) кура (14.30) катор якинлашувчи

К*I ^  булсин. Унда шундай 6' >  0 сонни топиш мумкинки,
1
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булади. Энди б; (0 <  б; <  6') сонпи олайлик. Юкори лимитнннг хосса- 
сига асосан (1-цисм, З-боб, 2-§) кетма-кетликнинг ушбу

У Ы > Ь ~ Ь \ ,  яыш |а „| > (&  — «,')"

тенгсизликни цаноатлантирадиган хадларининг сонн чексиз куп булади. 
Демак, бу хрлда

K * ? l  “ I ' M  • | *71 > ( *  ®i>"• ( l4 ' 36)

булиб, бунда
b — 6i (b — 6 ) + ( 6  — 8|)

= 1- " £ > |ь — б' 6 — 6' ' Ь — 6'
булади.

Юкрридаги (14.36) муносабатдан п - *  оо да \ ап хп[ \ кетма-кетлик
нинг лимити нолга тенг эмаслигини топамиз. Демак,

V  а пх1П I
п=О

цатор узоклашувчи (цатор яцинлашувчилигининг зарурий шарти бажа- 
рилмайди).

Шундай килиб, хар бир x0^ \ x0[ < — j нуктада (14.27) даражали 

^атор якинлашувчи, х,ар бир j  нуцтада эса шу даражали

цатор узоклашувчи булар экан.
Даражали каторнинг яцинлашиш радиуси таърифини эътиборга

олиб, —  берилган даражали каторнинг якинлашиш радиуси эканини 
ь

топамиз. Теорема исбот булди 
М и с о л л а р .  1. Ушбу

Оо
у
Л = 1

! хп-ГГ+ + - ^ +  • • •
г>1 2 Уп

даражали цаторни ^арайлик. Бу даражали каторнинг якинлашиш радиусини (14'3Jl 
формулага кура топамиз:

V л

* 1 : lim 2 " =  1.
л-»®limI / | а „ 1 V  2>"

Демак, берилган даражали цаторнинг якинлашиш радиуси г =  1, якинлашиш Jj* 
тервали э с а  ( — 1, +  I) дан иборат. Бу даражали цатор яцинлашиш интервал 
чеккаларида мос равишда цуйидаги

2
fl= l

( - 1) "  
пУп

00 I

Л = 1
C.V п
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1ЛИ ^аторларга айланнб, уларни Лейбниц теоремаси .хамда Раабе аломатндан фой- 
c"13H>f5 якинлашувчи эканлигини исботлаш кийин эмас.
^  Демак, берилган даражали каторнинг якинлашиш со^аси | — 1, + 1 ]  сегмент- 
дан нб°Рат-
А Купимча практикада даражали цаторларнинг якинлашиш сохаларини топишда 

иди цаторлар назарнясида келтирилган аломатлардан фойдаланилади. Бунда узга- 
Lbdh х  ни параметр сифатида царалади.
^  2. Ушбу

X X
1 + —  4 - -------

2-5 3-52 («+1)5'п +  • • •

даражали цаторни карайлик. Бу каторга Налам бер аломати (1-цнсм II-боб, 4-§)  
кИ куллаб куйидагини топамиз:

=  Iim *»+Х х п
=  lim

( п +  1)5” хп + 1

( л + 2 ) 5 л+ | ( п +  1)5Л (л +  2)5п+| хпП—>ос л->“

•-*/,. п +  1 1*1= —— lim ------ — =  — .о п—>°° п -f- 2 .5 
 ̂■ |  |  *

Демак, —  <  I, яъни | х  | <  5 булганда катор якинлашувчи, >  I , яъни | х |>  
Ь ' 5

>  5 булганда катор узоклашувчи.
Шундай килиб, берилган даражали каторнинг якинлашиш радиуси г  =  5, якин

лашиш интервали эса ( — 5, 5) булади.
Якинлашиш интервали ( — 5, 5) нинг чеккаларида даражали катор мос равишда

1 - Т +  3
. . .  + { _ i ) n - i J - + -------1 + i - + i - + . . . + _ L +

п 2 3 п

сонли каторларга айланиб, бу каюрларнинг биринчиси якинлашувчи, иккинчнси эса 
уэок.лашувчидир. Демак, берилган даражали каторнинг якинлашиш сохаси [—5, 5) 
ярим интервалдан иборат экан.

Бирор
8- §. Даражали цаторларнинг хоссалари

2  апхп =  ай + а хх +  . . . +  апхп +  . . . (н .2 7 )
п=0

Сражали катор берилган булсин.

1 4 . 1 7 - т е о р е м  а. Агар V  апх п даражали каторнинг якинлашиш

Радиуси г (г >  0) булса, у %олда бу щтор [ — с, cl (0 <  с <  г) сег- 
нтда текис якинлашувчи булади.

Ра о т - Шартга кура г — (14.27) даражали каторнинг якгнлашиш 
диуси. Демак, берилган катоР ( — г< Т) интервалда якинлашувчи. 

хамМЛадан’ с<^ г булганлигидан, (14.27) даражали катоР с нуктада 
якинлашувчи (абсолют якинлашувчи) булади. Демак,

0,11 =  I °о | +  | fli I с +  | °21с2 +  • • • +  К | С" + - - -  (14.37) 

°Р яКинлашувчи.

00
V

к.ат,
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V  х  £ | — с, с] учун хар доим | ап хп [ <  | ап \ сп булади. Натижада, 
ушбу

S  K * " I  = I M + Iai* l  + K * 2|+ • • ■ + k * nl + •••
п—О

цаторнинг хар бир х;ади (14.37) цаторнинг мос хадидаи катта эмасли-
оо п

гини топамиз. У хрлда Вейершграсс аломатига кура 21 апх Даража-
л=О

ли цатор [ — с, с] сегментда текис якинлашувчи булади. Теорема ис
бот булди.

1 4 . 7 - э с л а т м а .  Бу хоссадаги с ( с > 0 )  сонни (14.27) даражали 
каторнинг якинлашиш радиуси г га хар канча як;ин килиб олиш мум
кин. Аммо, умуман айтганда, (14.27) даражали цатор ( — г, г) да те
кис якинлашувчи булавермайди.

Масалан, ушбу

2  хп =  1 +  х +  JC2 4- . . .  +  хп +  . . .
л= 0

даражали цатор ( — 1, + 1 )  ораликда якинлашувчи (г =  1), аммо у 
( — 1, +  1) да текис якинлашувчи эмас (134-бетга царалсин).

оо
14.18-т е о р е м а .  Агар 2  апх даражали цаторнинг якинлашиш

л=О
Оо п

радиуси г >  О булса, у %олда бу цаторнинг S  (х) =  2  апх йигин-
п—О

диси { — г, г) оралицда узлуксиз функция булади.
И с б о т .  (14.27) даражали каторнинг якинлашиш интервали (—г, г) 

дан ихтиёрий х0(х0 £ ( — г, г)) нуцтани оламиз. Равшанки, \х0\ < г  бу
лади. Ушбу | х „ | < с < г  тенгсизликларни к,аноатлантирувчи с сонини 
олайлик. (14.27) даражали цатор юкррида келтирилган 14.17-теорема- 
га кура [ — с, с] да текис якинлашувчи булади. Унда ушбу бобнинг
3-§ идаги 14.6-теоремага асосан, берилган (14.27) даражали катор
нинг йигиндиси S(jc) функция [ — с, Cl да, ва демак, х0 нуктада уз
луксиз булади. Демак, (14.27) цаторнинг йигиндиси 5 (х ) функция 
( —г, г) интервалда узлуксиздир. Теорема исбот булди.

1 4 . 1 9 - т е о р е м а  ( А б е л ь  т е о р е м а с и ) .  Агар апхп даражали
л = 0  ^

каторнинг якинлашиш радиуси г >  О булиб, бу щтар х =  г 
=  — г) нуктада якинлашувчи булса, у %олда (14.27) крторнинг иа
гиндиси 5 (х) =  V  апхп функция, шу х =  г (х =  — г) нуктада 1<аП'

л=0
дан (унгдан) узлуксиз булади.

И с б о т .  Берилган (14.27) даражали катор

ап х п =  а 0 +  а1х  +  х2 +  . . .  +  ап хп +  . . .
п=О
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х =  т нуктада якинлашувчи булсин. Демак, ушбу
оо

V  апгп =  а0 +  а1 г +  а2г2 +  . . .  +  апгп +  . . . (14 .38)
п—0

сонли катор якинлашувчи. Унинг йигиндисини 5  (г) билан белгилайлик:
оо

S(r) =  2  ап гп . Биз lim 5  (х) =  5  (г), яъни lim [5 (х) — 5  (г)1 =  О
п=0 х-лг— 0 х -ы  О

булишини исботлашимиз керак.
Агар х =  t r  ( 0 < / < 1 )  деб олинса, унда * - > 1 — 0 булиб,

оо

lim ]5  (х) — 5 (г)] =  lim  [5 (t г) — 5 (г)] =  lim ' S (anrn tn —an rn ) 
х_>г-в <-i-o  /-»i—о
булади.

Шартга кура (14.38) катор якинлашувчи. У ^олда 1-кисм, 11-боб,
4- § да келтирилган теоремага асосан, V  е >  0 олинганда ^ам, — га

3
кура шундай п0 £ N топиладики, барча п > « „  ва р =  1, 2, 3, . . .  да

Н  I ап+1 Г*» +  а„+2Г"+2 +  . . . +  ап+рг"+р | <  j  (14.39)

булади. Бу тенгсизликда р -v  с» да лимитга утиб куйидагини топамиз:

I an+i гП+] +  ап+2 г"+ 2 +  • • • I <  f  •
Энди куйидаги

оо

2  А * = a 0 +  air t  +  a2r4* +  . .  . +  апгп Vх +  . . .  ( 0 < / <  1) 
п=о

(14.40)
к.аторни цараймиз. Бу катор V  (0.1) да якинлашувчи булади. Ха- 
кицатан ^ам,

an+i r"+1 /л+1 +  ап+2 г"+2 /л+2 +  • • ■ +  ап+р гп+” Г+р ~
=  К + 1 гп+1 +  ап+2 г"+2 +  . . . +  ап+р гп+» 1 Р+р —

р - 1

— 2  !K + i гЛ+1 +  ап+2гп+2 +  • • • +  w n+i) (/n+1+l — /п+')]
i= i

булишини ва юкоридаги (14.39) тенгсизликни эътиборга олиб куйида- 
ГИНИ топамиз:

I с л+ 1  г " + 1 /n+1 +  «п+2 гп+2Г + 2 +  . . . +  ап+р г"+ р (п+Р | <
р—1

<  ±  tn+P L. г цп+i _  (n+i+1 )] =  ±  /п+1 <• ±
3 3 ; 3 3 ■

даУ 303 (14.40) каторнинг якинлашувчилигини, яьни V  е >  0 олинган- 
л*. ’ шУнДай п'0 *= N топиладики, барча п > п '0 ва р =  1, 2, .  .  .  

■ЧР учун

1вч+1г,,+1^ +1 +  ап+2гл+2/л+2 4- . . . + а л+рг'*+Р/л+') | < - |  (14.41)
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Агар п0 — max {/z0, пй) деб олинса, унда п >  п 0 булганда (14.41) щ 
(14.42) тенгсизликлар бир йула бажарилади.

Барча л > л 0 учун

| S ( ^ ) - 5 ( r ) |  =  l 2 K r^ ' , - a r, ,̂ ) l < l 2  +

+  I an+l rn+> t"+l +  апП~ ^  tn+2 +  • • • I +  | a n+2Vn+1 +  ап+1 +

+  . . . i < i 2 ^ ( ^ - i ) i  +  7 + i

булади.
Равшанки, t -* -1 — 0 да f 1 — 1 0 (ft =  1, 2, . . . , п).

Шу сабабли

1 2  V k ( ^ - i ) l < j  
fc=i

деб олиш мумкин.
Натижада

|5 (/л ) — 5(r )  1 < е
булади. Бу эса

lim 5  (tr) — S (г), яъни lim 5  (х) =  S (г)
f-*l—0 х —ьг—О

булишини билдиради. Демак, (14.27) даражали цаторнинг йигиндиси j
S (х) функция х =  г да чапдан узлуксиз.

Худди шунга ухшаш (14.27) даражали ^атор х =  — г да я^инла- 
шувчи булса, ^аторнинг йигиндиси — г нук,тада унгдан узлуксиз бу- j 
лиши курсатилади. Теорема исбот булди.

оо
14.20-т е о р е м  а. Агар V  апхп даражали цаторнинг якинлашиш

п—0 I
радиуси г ( г >  0) б$лса, бу цсипорни [а, Ь] ((а, Ь] с :  (— г, г)) оралаг 
да %адлаб интеграллаш мумкин. t

И с б о т .  Шундай с ( 0 <Сс<С г) топа оламизки, [а. Ь] сг [ с, с\ I 
сг (— г, г) булади. Берилган даражали цагор I— с, с] да текис ЯК>11Н I 
лашувчи булади. Демак, [а, Ь\ да (14.27) даражали ^атор текис як«н- 
лашувчи. Унда (14.27) каторнинг йигиндиси

S (х) =  ^  anxn =  а0 +  fl[X - f  а 2х2 -Ь . . . -+- a nxri +  . . •



f S  (х) dx =  У  —  *»-Н =  а0х +  ^  л2 +  . . .  +  - ^ = ± -  а" +  . . .
J „ п Ч "Г 1 * п

булади. Бу цаторнинг якинлашиш радиуси ,\ам г га тенг. ^ацицатан 
>;ам, Коши — Адамар теоремасидан фойдаланиб цуйидагини топамиз:

ПпГ l / l  I = 7 im  л4 = г ^  =  Пш у \ а п I • Щп л— —  -
Я -»оо '  п  - j -  П-*ОО J, n _j_ |  П -»  оо fl-» o o  J п  _j_ [

- Ш Т  Y \ a n\ = r.
п  -*со

оо

1 4 . 2 1 - т е о р е м а  ^ ^ л * "  даражали каторнинг якинлаииш ра-
п—О '

диуси г булса, (— г, г) да б у цаторни %адлаб дифференциаллаш. 
мумкин.

И с б о т .  Аввало берилган (14.27) даражали цатор хадларининг j\o- 
снлаларидан тузилган ушбу

00
2  папхп- 1 =  а , +  2а2х +  3а3хг +  . . .  +  папхп~ 1 +  . . . (14.43)
Л=1

Каторнинг | х01 <  г тенгсизликни цаноатлантирувчи ихтиёрий нуктада 
якинлашувчи булишини курсатамиз. Куйидаги | х0 1 <  с <  г тенгсиз-
ликларни цаноатлантирувчи с сонни олайлик. Унда — | х0 1 =  </ <  1 бу
либ,

\папхъ~1 \--=nqn~ l ■ - \ а пс*\

Хусусан, а =  О, b =  х  ( \ х \ < г) булганда

оо

булади. Равшанки, V  п q'I_1 (q <  1)

^атор якинлашувчи (уни Даламбер аломагига кура курсатиш цийин 
»мас). Унда

lim п qn~l =  О
П-* оо

^ а д и .  Демак, п нинг бирор п0 цийматидан бошлаб, (п >  п0 учун) 
^  <  с булиб, натижада у  п >  п0 учун ушбу

Iп ап xon~ l I ^*1 ап с" I (14.44)
ТеНгсизликка келамиз.
с с (  00

• г) булганлиги сабабли V  ап сп катор абсолют якинлашувчи.

Да (14.44) муносабатни хисобга олиб, Вейерштрасс аломатидан фой-



даланиб, ^  п ап хП~ 1 каторнинг (— г, г) да якинлашувчи булишини 
в=о

топамиз. Демак, бу катор [— с, с] да текис якинлашувчи булади.
Шундай цилиб, берилган (14.27) даражали цатор хадларининг хр. 

силаларидан тузилган (14.43) цатор текис якинлашувчи. У х.олда ущ. 
бу бобнинг 6-§ да келтирилган 14.12- теоремага кура

S ' M = ( j ?  anxn )' =  j ?  (а „ * " ) ' =  2  n anxn~ 1
n=О п=0 n=o

булади.
Шуни х,ам айтиш керакки, (14.27) ва (14.43) каторларнинг якин

лашиш радиуслари бир хил булади. ^ацицатаи ^ам, Коши — Адамар 
теоремасидан фойдаланнб куйидагини топамиз:

П т  У 'п  | а л | =  l im [ У ПУ | an ) =  l im У  п ■ l im У \ а п \.
П—+00 71= 00 П— 00

Демак, _____  ___
Tim "у/п | an 1 =  Йгп У  \ап \.
п->°° л-»00

Бу хоссадан цуйидаги натижа келиб чицади.
1 4 . 2 - н а т и ж а .  Агар (14.27) даражали каторнинг якинлашиш ра

диуси г булса, бу каторни (— г, г) да исталган марта дифференциал-
Оо

лаш мумкин. Шундай цилиб, якинлашиш радиуси г >  0 булган V  апхР
п—й

даражали цаторни хадлаб интеграллаш ва хадлаб (исталган марта) 
дифференциаллаш мумкин ва эрсил булган даражали ^аторларнинг 
якинлашиш радиуси >;ам г га тенг булади.

14.9-т а ъ р и ф .  Агар f(x) функция (— г, г) да якинлашувчи дара
жали ^аторнинг йигиндиси булса, /  (х) функция (— г, г) д а  аналитик 
деб аталади.

14.22-т ео  р е м  а. Иккита

2  а0х" — ао +  а\ х +  а2х* +  • • • +  апхП +  • • • (14.27)
п=0

ва

2  bn xn =  Ь0 - f  bxx - f  b2x2 +  . . . +  Ьп хп +  . . . (14.45)
п=0

даражали цаторлар берилган булиб, (14.27) даражали цаторнинг 
якинлашиш радиуси гх >  0, йигиндиси эса S x (х), (14.45) даражали 
цаторнинг якинлашиш. радиуси г2 >  0, йигиндиси S 2 (х) булсин.

Агар у  х £ (— г, г) (г =  min (rlt г2)) да
S ,  (х) =  S 2 (.к) (14.46)

булса, у \олди у- п £ N учун
а„ =  Ь ,П  П

яъни (14.27) ва (14.45) даражали цаторлар бир хил бдлади.



И с б о т .  Равшанки, (14.27) ва (14.45) даражали каторлар (— г, г) 
па якинлашувчи ва уларнинг йигиндилари S L (х) ва S 2 (х) функциялар 
„,v интервалда узлуксиз булади. Демак,

lim  (х) =  5 , (0), 1 im S 2 (x) =  S 2 (0).
x-*0 x ->0

{Окоридаги (14.46) шартга кура 5 , (0) =  S2 (0) булади. Бундан эса 
д. == &о эканлиги келиб чикади. Бинобарин, Y  х £ (— г, г) учун

у  апхп =  У  Ьп хп . Агар хф О  десак, бу тенгликдан барча х £ —
^  rv̂ \
Г г ,  0) и (0, Г) учун

2  v n' l = 2  b* xn~ l
п— 1 я =  1

га эга буламиз. Бу даражали каторларнинг каР бири хам ( — г, г) да 
якинлашувчи булади, ва демак, уларнинг йигиндилари шу интервалда 
узлуксиз функция булади. Шу хусусиятдан фойдалансак, х-*~0 да

llm У  an xn~ l = a v lim  У  Ьпхп~х =  Ьу
STi

булишини, ва демак, ах = Ьх эканлигини топамиз. Бу жараённи давом 
эттира бориб, барча п £ N учун ап — Ьп булиши топилади. Демак,
(14.27) ва (14.45) даражали каторлар бир хил. Теорема исбот булди.

- (— г, г) (г >  0) ораликда f  (х) функция берилган ва узлуксиз бул
син. Юкоридаги теорема, f  (х) ни даражали катор йигиндиси сифатида 
ифодалай оладиган булсак, бундай ифодалаш ягона булишини билди- 
радн.

9-§. Тейлор цатори

Биз юкорида, хар кандай даражали
00

2  ап хп =  а0 +  ах х +  а2 х2 +  . . .  + а п хп . . .
п = 0

катор узининг якинлашиш интервали (— г, г) да узлуксиз S  (х) функ
цияни (даражали катор йигиндисини) ифодалаб, бу функция шу ора
ликда исталган тартибдаги косилага эга булишини курдик.

Энди бирор ораликда исталган тартибдаги хосилага эга булган 
Функцияни даражали каторга ёйиш масаласини караймиз.

1. Ф у н к ц и я  л а р н и  Т е й л о р  к а т о р и г а  ё й и ш .  /(х )  функция
* ~  ха нуктанинг бирор

^ 6  (хо) =  (^  б : а:0 — б <  х <  х0 +  6} 
атРофида берилган булиб, шу атрофда функция исталган тартибдаги 
Хосилага эга булсин. Равшанки, бу ^олда функциянинг 1- кием, 6- боб, 
'§  Да батафеил урганилган Тейлор формуласи

f ( x) — f  (хо) +  f- f j ^  (х — X,) +  (х — х0)2 +  . . . +

+  J ~ ^ ](X ~ Х 0) п + Гп (X)
Ни 'риш  мумкин, бунда гп (х) — колдик W -
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Берилган / (х) функциянинг х0 нуцтада исталган тартибдаги хоси- 
лага эга булиши Тейлор формуласидаги хадларнинг сонини хар канча 
катта сонда олиш имконини беради. Бинобарин, табиий равишда ушбу

/(*о) +  (х — х0) +  ^ ( х - х 0У +  . . . +

+  1{П\ —  (х -  х0У +  . . .  (14.47)
п\ '

цатор юзага келади. Бу махсус даражали цатор булиб, унинг коэф. 
фициентлари /  (х) функция ва унинг хосилаларининг х0 нуцтадаги кий- 
матлари орцали ифодаланган.

Одатда (14.47) даражали к,атор /  (х) функциянинг Тейлор цатори 
деб аталади.

Хусусан, х0 =  0 да цатор куйидагича булади:

/(0 ) +  х +  f~ ~ x* +  ■ ■ ■ +  хп +  • • • (14.48)
Оо

Даражали каторлар деб номланган 8-§  нинг бошланишида V  апхп
п = 0

куринишдаги даражали цагорларни урганишни келишиб олинган эди. 
Шуни эътиборга олиб, /(х )  функциянинг (14.48) куринишдаги Тейлор 
цаторини урганамиз.

Яна бир бор таъкидлаймизки, (14.47) цатор /  (х) функция билан 
узининг коэффициентлари оркали борланган булиб, бу (14.47) к.атор 
якинлашувчи буладими, якинлашувчи булган >рлда унинг йигиндиси 
/(х ) га тенг буладими, бундан катъи назар, уни /  (х) функциянинг 
Тейлор цатори деб атадик.

Табиий равишда куйидаги савол тугилади: цачон бирор и§ (0) ора-
лицда берилган, исталган тартибдаги хоеилага эга булган / (х) функ
циянинг Тейлор цатори

Ъ  1 ^ * „ т + Ш х + £ & * + . . .  +  • ••
п—О

шу ораликда худди шу /  (х) га якинлашади?
14.23- т е о р е м а .  /  (х) функция бирор (— г, г) (г >  0) оралиЩ 

исталган тартибдаги %осилага эга булиб, унинг х =  О нуктадаги 
Тейлор цатори

1 т  +  Ш х + Г Ж ^ + . . . + Г М хп + . . .  (14.48) 

булсин.
Бу цатор (— г, г) ораликда /  (х) га яцинлашиши учун /  (х) ФУ 

ция Тейлор формуласи

m , m + m x + r j B x, +  . . .  +  r <* • »

нинг цолдиц %ади барча х £ (— г, г) да нолга интилиши (lim г„(х)

=  0) зарур ва етарли. l3.
И с б о т .  З а р у р л и г и .  Аввало (14.48) каторнинг козффицие" ' i



й билан (14.49) Тейлор формуласидаги коэффициентларнинг бир хил 
эканлигини таъкидлаймиз.

(14.48) цатор якинлашувчи булиб, унинг йигиндиси f(x) га тенг 
булсин. У ^олда бу цаторнинг ^исмий йигиндиси

S .  W  -  Д О ) + m * + с а  х .  + . . .  +  £ > >  * .I! л!
учун

lim Sn (х) =  f(x) ( Y  х £  (— г, г))П—юо
булади. Ундан эса V  * £ (— Л г) учун

lim  [f (х) — (х)] =  lim г (х) =  О
П-*ао П-̂ оо

булиши келиб чицади.
‘ Е т а р л и л и г и .  у  *  £ (— г, г) да lim гп (х) =  0 булсин. У холда 

lim [/(х ) — S„ (х)] = 0  булиб, ундан эса
n-+v

lim  S n (х) = / ( х )
П—► оо

булиши келиб чи^ади. Бу эса (14.48) катор (— г, г) да якинлашувчи 
булиб, унинг йигиндиси /  (х) га тенг булишини, яъни

1! z! /jJ ' '
эканлигини билдиради. Теорема исбот булди.

Одатда (*) муносабат уринли булса, /  (х) функция Тейлор катори- 
га ейилган деб аталади.

1 4 . 2 4 - т ео р ема .  Агар f  (х) функция (— г, г) (г >  0) оралщда да
ражали цаторга ёйилган булса:

f  (х) =  а0 +  а ,х  +  а2х2 +  . . . +  апхп+  . . . , (14.50)

У Wmop f(x) функциянинг Тейлор цатори булади.
И с б о т .  14.21-теорема ва унинг натижасига кура (14.50) даража- 

'И катор ( г, г) ораликда исталган марта (хадлаб) дифференциалла- 
нУвчи булиб,

f. f'(x) — l a , 4- 2а2х  +  3a3x2 4- . . . - f  nanxn~ l - f  . . .
Г ( х )  =  1 • 2• a2 +  2• 3a3x +  . . . +  n-(n — 1)апх"~* +  . . . 
/ " ' ( * ) =  1 . 2 - 3 - а3 +  . . . + n ( n — l)(n — 2)anxn~3+  . . .

H p  (x) =  1-2-3 . . . (n — 1) nan +  . . 

бУла***• Кейинги тенгликларда x =  0 деб куйидагиларни топамиз: 

НО), а , - С М .  а , - ‘С М ,
я!
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Натижада (14.50) каторнинг куриниши цуйидагича булади:

, Г  ( 0 )  „  , Г _ ( 0 ) Х 2  +f { x ) ^ f ( 0 ) +  —  x +  2) * t -
f ^ L xn +  

nl

Бу эса теоремани исботлайди.

Ми с о  л. Ушбу

( - Т/  (х) =  < е х  , агар х  ф 0  булса,
[ 0 , агар х  — 0  булса

функцияни царайлик. Бу функция (— оо, °°) Да барча тартибдаги хосилаларга 
эга:

а) х  Ф  0 булганда I

_1_

хг

бунда Р (и) — и нинг рационал функцияси. Бу

/{n)w  =  P(i) *г (л = 1 , 2 _____)•

муносабатнинг тугрилиги математик индукция методи ёрдамида куреатилади.
б) х =  0 булсин. Берилган функция х =  0 нуктада барча тартибдаги ^оснлалар-

га эга булиб, улар нолга тенг булади:
( « = 1 , 2 ------ ).

\а ^ а т а н  з<̂ам,

у  (0) =  lim

/<л> (0) =  о

----- f- M . =  l i m - . e  *“ = 0 ,  / '  (0) =  0,
х  х-*о х

f " ( 0 ) = \ i m !— — f—^ =  lim — • / ' ( * )  =  lim — • ~ e  * '  =  0, / " (0) =  °- 
X-p0 x  - « v r**-♦0 * X *

f -n) (0) =  lim
*-►0 x  ж->0 X  \  X  J

Умумий х°лда, fw  (0) =  0 (л 
ёрдамида курсатиш мумкин

=  0  ( n =  1, 2 , . . . )  булишини математик индукция м-т
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Демак, берилган функциянинг д: =  0 нуцтадаги барча тартибдаги >;осилаларн 
«олга тенг экан.

Бу функциянинг х  =  0 нуцтадаги Тейлор цатори
0 0  О

0 + ' 1 Г ' + ¥ ж’ + " -  +  ^ ' ,' + " -
бриб,  унинг йигиндиси 0 га тенг.

Келтирилган мисолдан куринадики, бирор ораликда исталган тар
тибдаги косилага эга булган баъзи функцияларнинг Тейлор цатори шу 
ораликда каралаётган функцияга я^инлашмаслиги мумкин экан.

К,уйида функциянинг Тейлор цаторига ёйилишининг етарли шарти- 
нИ ифодаловчи теоремани келтирамиз.

14.25-т е о р е м  a. f(x) функция бирор (— г, г) ораликда исталган 
т арт ибдаги  \осилага эга булсин. Агар шундай узгармас М  >  0 сони 
мавжуд бдлсаки, барча х £ ( — г, г) %амда барча п =  0, 1, 2, . . .  учун

\Гп)( х ) \ < м
т енгсизлик  бажарилса, у  %олда (— г, г) ораликда f(x) функция Тей- 
лор каторига ёйилади, яъни

f i x ) -
п—0 п\

Г  0) 
2 !

И с б о т .  f(x) функция учун Тейлор формуласи

, и _ , р ) + т . х + ш .

ни ёзиб, уиинг Лагранж куринишидаги колдиц ^ади

гп(х)

ни олайлик. У х.олда
in+1)1 (0 <  0 <  1)

булади. Агар
Гп(*)\ =

/ (Я) (В *) ^ + 1  1 ^  м  _ гп+ 1 
............. I ( л + 1) I v v(я  +  1)1 

lim 7  =  0я--»оо (л -(- 1) I 
булишини эътиборга олсак, у х,олда

l i m r n (x) =  0  х £ ( — г, г)
Л-»оО

канлигини аницлаймиз. Бу эса (14.50) муносабатнинг уринли булиши- 
и билдиради. Теорема исбот булди.

Н \  ^ л е м е н т а р  ф у  н к ц и я  л а р н  ин г Т е й  л о р  ц а т о р л а р и .  1°, 
ф у н к ц и я н и н г  Т е й л о р  ц а т о р и .  Маълумки, f(x) =  ех

функциянинг (ихтиёрий чекли [— а,а] (а >  0) ораликдаги) Тейлор фор- 
чУласи

c' “ 1 + f +  ¥ + - - - + Т  +  г» м
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булиб, унинг колдик ^ади эса Лагранж курин ишида куйидагича була. 
ди: ,.

г (х) =  — , - ete (0 <  е <  1)

(каранг, 1-кисм, 6-боб, 7-§). Х̂ ар бир х £ [ — а. а1 (а >  О) да е0х < ; еа 
булишини эътиборга олсак, унда

эканлиги келиб чикади ва п —̂ оо да у нолга интилади. Демак, ихти
ёрий чекли х да

ОО

,  х"  _  , , _*___ , I X* 1 _L I
t  — 2 u  п ! ~  ^  1 ! 2 ! +  • • • ‘ « ! ■ ■ ‘__  I

л—О

булади.
2°. / (х) — s i nх ф у н к ц и я н и н г  Т е и л о р  к а т о р и .  Маълумки, 

/(x) =  sinx функциянинг (ихтиёрий чекли [— а, а] (а > -0 )  ораликдаги) 
Тейлор формуласи 2п_ ,

s i n x - x — i  +  . . .  + ( - 1)n _ , ^ Z ^ r  +  r2'’ (x)

булади. Бу формула колдик. кадининг Лагранж куринишидан фойдала- 
ниб (каралсин, 1-кисм, б-боб, 7 - § ) у  x g j  — а, а | ( а > 0 )  учун

а 2 л + 1

1Г» <Х)К
булишини топамиз. Ундан

lim  г2п(х) =  О
Л-»0О

булиши келиб чикади. Демак, у х  учун

V V  х2" - 1 ж’ , х*
 ̂ (2п—1)! Л 3! 51S i n x = 2 j (- "  1)П (2п—1)!

Л = 1

2л—1
1)п-1 ---------- .

~  ' (2л — 1)!

3°. f (х) =  cos х ф у н к ц и я н и н г  Т е й л о р  к а т о р и .  Бу функция 
нинг Тейлор формуласи

cosx== l _ | - + ^ - - ^ +  . . .  - М - 1 ) "  -“ jp  +  Ъ М

колдик кадининг Лагранж куринишидан фойдаланиб (каралсин, 1- кисУ’
6- боб, 7- §) У  х £  [— а, а\ ( а >  0) учун

2л+2
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, т шини топамиз. Ундан
l i m r 2n
Л—>ос

булиши келиб чикдци. Демак, у  * учун

/ п " х2” 1 ДГа , X4 1 / 1 v
cosx =  2 /  } (270! =  1 ~ ^ Г  +  7 Г ~  • • •  + ( _ 1 )

/1=0

____ 1 ^  X 2 "

(2 я)!

4°. /(*). =  111(1 4- х) ф у  н к ц и я н и н  г Т е й л о р  к , а т о р и .  Маълум
ки, бу функциянинг Тейлор формуласи цуйидагича булади:]

1 п ( 1 + х ) = х - ^ - + - ^ - ^  +  . . .  + ( - l V - i ^ L  + r n(x).

Бу формулада х £ [ 0 ,  1] да гп (х) цолдиц *адни Лагранж куринишида 
куйидагича ёзиб

r . r i f --------

унинг учун
(я+ i)(i +е*/*+1 ’ 

1К(х)\
п +  1 (14.51)

булишини, х £ [ — а, 0] (0 <  о <  1) булганда эса гп(х) цолди^ хадни 
Коши куринишида куйидагича ёзиб

унииг учун

(X) =  ( -  1)" Xn+1 J - ~ ei)" (0 <  0, <  1),
( 1 + 0 ,  дг)п+1 

а "+ 1

w < h z (14.52)

булишини курган эдик (1-кисм, 6 -боб, 7-§).
(14.51) ва (14.52) муносабатлардан l i m r n (x) =  0 булишини топа

миз. Демак, у  х £ (— 1, 1] да
Л—► со

i n ( i + * ) - 2 < - , ) ^ ' ^  =  * - f + x +  +П= 1

б!№ди.
+  (— 1)п- , ^ г  +  .  .  . (14.53)

Шуни таъкидлаш лозимки, In (1 + * )  функция (— 1, +  оо) оралик,- 
К-оерилган булса хам бу функциянинг Тейлор цатори — (14.53) му- 

осэбэт (— + 1] ЯрНМ интервалда уринлидир.
иной ' f(x) =  ( \ + x ) a ф у н к ц и я н и н г  Т е й л о р  к а т о р и. Бу функ- 

|5|нинг Тейлор формуласи

( 1 + х ) а =  1 + ^ х + ^ " х>+ . . .  +

+
«(« — I) . . , (g —„ +  1) 

п\ г п ( х )
12-"5 0 1
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булиб (царалсин, 1 -цисм, 6 - боб, 7-§), унинг цолдиц з^ади Коши кури. 
нишида куйидагича б>-лади:

г.(х) =  a ( g -~ 1)- "  ( а ~ п) ( 1 + 0 х)а~п~1 ( 1 - 0 ) " xn+l (0 <  0 <  1). tl\
Уни ушбу

Гп(х) =  ( ^ - 1 ) ( « - 2 ) - М ( « -  > )-("■ - ») хпа х { 1 +  Qx)* - ^ ± = * y

куринишида ёзиб оламиз.
Агар — 1 <  дс<  1 булганда: биринчидан, lim —  ( а — 1)(а — 2)

П-* 00 я!
- [(а — 1] — (п—  1)] хп =  О, 

чунки бу якинлашувчи

1 а ( « — !)■■■ (д —n +  1)
J  n!

n = l
каторнинг умумий хади (бу каторнинг яцинлашувчилиги Даламбер
аломатига кура курсатилади), иккинчидан, [ссх|(1— ЫУ 

ла —1 __ , I „ к а —I ____  . 1 — 6

а—1
п

< а х ( 1  +
1 - 0

+  0х) < | а х | ( 1  +  |дс|) ва нихрят, учинчидан ,  ,1 —j— Ujc 1 -j- од;
<  1 булганлигидан lim гп (х) =  0 булиши келиб чикади

tl—+ оо
Демак, |х| <  1 да

(\ +  х)а =  I + ~  х +  ^ ~ ^  х^ +  . . . +

« ( « — 0  • • • (« — » +  1) х "  _j_ 
п\

булади.
10- §. Функцияни купх,ад билан яцинлаштириш

Маълумки, функция математик анализ курсида урганиладиган асо- 
сий объект. Купгина масалалар эса, функцияни хисоблаш (берилган 
нуктада кийматини топиш) билан боглик. Функциянинг мураккаб бу
лиши бундай хисоблашларда катта кийинчиликлар тугдиради. Натижа
да функцияни унга Караганда содда ва хисоблаш га к,улай булган 
функция билан якинлаштириш— тацрибий ифодалаш масаласи юзага 
келади.

Функциянинг даражали цаторга ёйилишидан, уни такрибий хисоб- 
лашда кенг фойдаланилади. Бунда функцияни даражали катор цисмий 
йигиндиси билан алмаштирилиб, функциянинг берилган нуцтадаги к1*  
матини топиш купхаднинг шу нуцтадаги цийматини хисоблаш га кел- 
тирилади. Даражали цатор тузилишига кура содда булиши, унинг кис
мий йигиндиси эса оддий купхад эканлиги функциянинг берилган нуК' 
тадаги кийматини эффектив ^исоблай олиниши мумкинлигига олДО 
келади.

Шуни хам таъкидлаш лозимки, бундай имконият фацат 
функциялар учун, яъни исталган тартибдаги хосилаларга эга булга 
ва маълум шартни цаноатлантирган (царанг 14.23-теорема) функииЯ' 
лар учун мавжуд булади. Ихтиёрий узлуксиз функция берилган 6 ^ с3,
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H,i бирор купхад ёрдамида таи,рибий хисоблаш мумкин булармикан 
«еГая савол тугилади. Яъни функцияни купхад билан та^рибан алмаш- 
тириш имкониятини аналитик функциялар синфидан узлуксиз функция- 
д а р  синфига умумлаштириш масаласи пайдо булади.

1885 йилда машхур немис математиги К. Вейерштрасс томонидан 
узлуксиз функцияни купхад билан яцинлаштириш мумкинлиги курса- 
тидди. Бу факт к,уйида келтириладиган теорема ор^али ифодаланади.

14.26-т е о р е м  а ( В е й е р ш т р а с с  т е о р е м а с и ) .  Агар f ( x )  функ
ция [0,1] сегментда берилган ва узлуксиз булса, у  дш да  шундай

Рп (х) =  а0 +  ауХ - f  а2х2 + ------ +  апхп
кдпхадлар топиладики

lim sup | / (х) — Рп(х)| =  0
TI—+OQ 0̂ -Х<1

булади*.
Бу теореманинг турлича исботлари мавжуд булиб, биз унинг Берн

штейн куп^адлари ёрдамидаги исботини келтирамиз.
14.10-т а ъ риф.  /(х ) функция [0, 1] сегментда берилган булсин» 

Ушбу
_П

Bn(f> *) =  ] £ ] /  (“ Jc jx *  (1 - x ) n- k (14.54>
k=0

купхад f(x) нинг Бернштейн куп.\ади деб аталади.
Бернштейн купхади л-даражали купхад булиб, унинг коэффициент-

kлари /(х) функциянинг —  (k =  0, 1, 2 п) нущталардаги ^ий-
п

матлари орцали ифодаланади. Масалан, п =  1, /г =  2, п — 3 булганда 

Byif, х) =  /(0 ) +  [/(1) — /(0 ) ]х,

(/, х) =  /  (0) +  [2 f  ( у ) - 2  /  (0)] х +  [/(0) -  2 /  ( - 1 )  +  /  (1)j  х2,

B 3 ( f ,  х )  =  / ( 0 )  +  [ з / [ | - ) - 3 / ( 0 ) ] х  +  [ з / ( 0 ) - 6 / ( | )  +

Щ  + з / ( А ) ] х а +  [ / ( 1 ) - 3 / ( | - ) - / ( 0 ) ] х 3

б5лади.
1 4 . 2 7 - т е о р е м а  ( Б е р н ш т е й н  т е о р е м а с и ) .  Агар f (х) функ- 

Чия [0, 1] сегментда берилган ва узлуксиз булса, у %олда
lim sup |/(х) — Bn(f, х)| = 0
П— 0<х<1

булади.
Аввало битта лемма исботлаймиз.

sl ‘Функция берилган ва узлуксиз булган оралиц ихтиёрий сегмеитдаи иборат бул- 
^олда теореманинг исботи 183-бетда келтирилади.
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14.1. Л е м м а .  Ушбу

2  с у  ( 1 - * ) " - *  « 1 ,
к .  (l45s>

S ( ^ _ X )S C" =  ( 0 < * < 1 )  (14.56)
k=(l

айниятлар уринлидир.
И с б о т .  Маълумки, у  a, b £ R  учун

(а+ Ь )а =  2  Сп ак ь'1~к- 
ft=o

Бу айниятда а = х, Ь =  1 — д г ( 0 < х ^ 1 )  деб олинса, ундан

У  Сп х (1 — х)п~к =  [х +  (1 — *)]" =» 1 
ft= 0

булиши келиб чикади.
(14.56) айниятни исботлаш учун ушбу

^  ± Ckn x ^ l - x f - * ,  х * ( 1 - * Г *
/г-0 *=0

йириндиларни хисоблаймиз.
Агар

г*  _  л (я  — 1) . .  . (я — Л +  1) 
и _

эканлигини эътиборга олсак, у ^олда

—  С к — —  П ~  ^  ~  ^ ^  __ (я — 1)(я — 2) . .  . (я — fe +  I) __
я п п k\ (к — 1)!

п к- 1 
— Сл-Г (14.57)

V  ~ С кп хк (1 - х ) п~к =  ^ < А / ( 1  _ * ) » - *  =  ^  С !  ** 0  "  
к= 0 fc=l к=1

- х Г ' - х  +  - * •

булишини топамиз. Энди
П

Х Ч  М к . 
2 ^ с " *  < ' - * >

л—ft

ft=l
йириндини ^исоблаймиз. 
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л

V  £ с; ** о -  ^  ic t s  о—*г* “
*=0

V  —  ^=4 <£J /  (1 -  х)п- к + V i  Cknz \  Хк (1 -  х)п~к =/I п —- 1 /1
tSo *=1

^  i l l i  д:2 V  С̂ 2  **~2 (1 — х)п~2~{к~2) +  ~  х V c* :|  хк- ] (1 —  
к=2 k= 1

„_1-<*-1> =  Л-_1_ х2 [JC +  ( ! — Jf)jn 2 +  — X [X +  (1 — х)]п- ‘ =  
п п

=  Х2 +  « О ,-* )  .
п

Бу хамда юцоридаги (14.56) ва (14.57) муносабатлардан фойдаланиб, 
кунидагини топамиз:

V  (— — *)*С* xfe (1 — х)л~* =  X2 +  ■* .(1~-*-)- — 2х2 +  х2 = х(|-~.fi  .
\ п / п п

к—О

Лемма исбот булди.
Бу леммадан куйидаги натижа келиб чикади.
14.3-н а т и ж а .  Ихтиёрий х£ДО, 1] ва n£N  учун

В  (14.58)
* -О

булади.
^ацицатан хам, ихтиёрий х£[0,  1] учун х(1 — х) < — булиб,

4
(14.56) муносабатдан (14.58) тенгсизликнинг уринли булиши келиб чи- 
Цади.

Б е р н ш т е й н  т е о р е м а с и н и н г  и с б от и .  Юкоридаги (14.54) ва
(14.55) муносабатларга кура

П
Я„(/. ^ ) - / W  =  2 [ / ( ^ ) - / w ] ^ / ( l - x r ft (14.59)

булади.
/(■*) функция [0, 1] сегментда узлуксиз. Демак, Кантор теоремаси- 

а асосан у шу сегментда текис узлуксиз булади, яъни у е  >  0 олин- 
анДа ^ам, шундай 6 >  0 топиладики, у  х , х"£[0, 1] учун |х' —

<С 6 булганда |/ (х") — / (х')| <  ~  тенгсизлик бажарилади.

р  ^^оридаги (14.59) йигинди k нинг k =  0, 1, 2, .  .  .  ,  п  кийматла- 
буйича йигилган. Бу йигиндининг хадларини k нинг

-------х < 6  ( х ею, 1 ] )
п
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тенгсизликни цаноатлантирувчи к;ийматлари буйича ^амда k нинг

" * ( > «  (х€Ю, 1])

тенгсизликнинг ^аноатлантирувчи цийматлари буйича ажратиб, уларда,. 
ушбу ' 1

2] V [/(f)-

- f ( x ) ] c kn xk ( \ - x ) n~k

ларни з^осил киламиз. Равшанки,
П

Bn (f, * ) - / ( * )  =  2 [ / ^ ) - / ( * ) ] c J * ‘ ( i - * ) * “*=

" 2 3  о - * ) “" +  ц  К т ) -
---- х \< 6п

— /(дг)1 ей х" (1 — х)я

булади.
Энди кейинги тенгликнинг унг томонидаги йигиндиларнинг хар би- 

рини алохида- алохида бахрлаймиз.
к_ 
п

* : ----- * >6I п I
Л п—к (14.60)

2] [О — f ix) С„Хк i\ — х)п~к /Л м
к:\-----*|<61 п 1 k: I-----х\ <б

1 п >
■f(x)Ckn xk (1 - x ) n~k<  - е  V  Сп хК ( l - x ) n~k <

*• — <6

*=0

2  [ / ( ^ ) - / ( * ) ] C £ x * ( l - * f  

^  c 5 x * ( i - * ) - * ,

*-•-----ж >6
п

Дгар —  х C k \2 1------ х ) • —  >  1 булишини эътиборга
п  )  ба

олсак, У х.0ЛДа

^  с£х*(1-*)"-*<•£- 2  (~ —x j Спх>< (1 х)п~
п—к

62
к=О

булади. Юкорида келтирилган лемманинг натижасидан фойдаланиб, 
куйидагини топамиз:

5  ^  {1~ х)П~к <  ^
к : ----->6П

Демак,

2 ]  [ / ( т ) - » * ) ] ^ * 1 - * )

г 62

п—*

*: |- -  «| >б п I

М

2 л б2
(14 .62)

Натижада (14.60), (14.61) ва (14.62) муносабатлардан

\ в л  +  ( Y x e i o ,  ш2n6* 
Л*

булиши келиб чикади. Агар п  ни л >  — —  цилиб олинса, у  холда
2 о2 п

\Вп (!, х ) - П х ) \ < ±  +  ± = я

булади. Бундан эса

lim sup |Bn (f, x ) — f ( x )| =  0
n->~ 0<x<\

булиши келиб чикади. Теорема исбот булди.
Энди f (x)  функция [а, Ь] сегментда берилган ва узлуксиз булсин. 

л.Уйидаги
t =

< 2  М

к : ------х\ >§

бунда М =  max |/(х)|.

b — а  b — а

“изикли алмаштириш [а, Ь\ сегментни [0, 1] сегментга акслантиради. 
У алмаштиришдан фойдаланиб, ушбу

61) j J T  Ф ( t ) = f ( a  +  ( b - a ) f )  (14 .63)
O'*' I эрЧияни ^осил киламиз. Бу ф(/) функция [0, 1] сегментда берилган 

к^ У  сегментда узлуксиз булади. У хрлда Бернштейн теоремасига

li’ rr. Cl.r. IR Л __ m/AI — п  ПА



булади, бунда
П

(14.63) вз (14.64) муносабатлардан

булиши келиб чи^ади, бундабулиши келиб чицади, бунда
ПП

пп

Шундай цилиб, каралаетган оралии; \а, Ь] сегментдан иборат булган 
Холда куйидаги теорема (Вейерштрасс теоремаси) га келамиз.

14.28-т е о р е м  а ( В е й е р ш т р а с с  т е о р е м а с и ) .  Агар f (x)  функ
ция  [а, 6] с егм ентда берилган ва у з л у к с и з  б ул са , у  %олда

Гарчи Вейерштрасс теоремаси /(х) функцияни Bn (f, х) купхад би
лан я^инлаштириш мумкинлигини ифодаласа-да, якинлашиш хатолиги

ни бахолаш имконини ани^лаб бермайди. Кейинги урганишлар rn (f, х) 
нинг нолга интилиш тартиби, яцинлаштириладиган f  (х) функциянинг 
узлуксиз модулига (1-к;исм, 5 -боб, 9-§ га каранг) богли^ эканлигини 
курсатади.

14.29-т е о р е м а .  Агар f  (х) ф ункция  [0, 1] с егм ентда аникланган 
ва у зл у к с и з  булиб , Bn (f, х) э са  у н и н г  Б ернштейн купцади  булса, 
у  холда

булади , б у н д а  ©(б) — /(х) ф ункциянин г  у зл ук си зл и к  модули. 
Ис бот .  (14.59) формуладан фойдаланиб, куйидагини топамиз.

булади.

г  Л  x ) = f ( x ) - B n (f, х)

(14.65)

П
IВп (/, х) -  f  (х)\ <  V ]  |/ ( | ) -  / (х)\ c knxk ( 1 -  x)n- k.

ft= 0

Функция узлуксизлик модулининг ушбу
со (Я 6) <  (1 +  I )  (О (6)



х0ССасига кура

( А ) _ / ( х ) | < „ (
£ - *

<(
k х 
п ^+'ИЛ-)

булиб, натижада
Л

|Bn(I, X) ~ f ( x )I < |Yn 2 1 ^  — jc|c^x*(l— х)"-* +  l ] « ( y = )
fc=0

булади.

Энди
л

S
л

2
j_*___
п

c£xfc( l — лс)" * йигиндини

(1 — х)"- * К сЛ х *(1 — х)'П—k

кчрлнишда ёзиб, унга Коши — Буняковский тенгсизлигини (царалсин, 
12- боб, 1-§) куллаймиз:

П

£
I *— — х
I п V C n X k (\ — х)п~к У с кп хк ( 1 — Х)п - к

Щ / Г  У ]  ( 7  -  *)* °п х к (1 -  *)" k l / v 6 ‘ ( l -  х)п~к 
■■ Y *=о к=°

~ х ) <  ‘2 V  п

Демак,

t  1в . Л ^ - / и к ( У 7 ^ _  +  1 ) . ( 1^ г ) - 4 - ( т ^ ) .

Теорема исбот булди.
Хусусан, / (х) функция ]0 , 1] орал и к да /' (х) хоеилага эга булиб, 

^*€10 ,  1] учун |/' (х)| <  М ( М — const) булсин. У хрлда, Лагранж 
Теоре.масидан фойдаланиб цуйидагини топамиз:



Демак, бу холда

sup \Bn ( f , x ) - f i x ) \ < - ^ -  
»<*<' 2 У п

булади.
1 5 - Б О Б

МЕТРИК ФЛЗОЛАР

Юкоридаги баёнимиздан маълумки, математик анализнинг биз урганган барча 
асосий тушунчалари (лимит, узлуксизлик, ^осила, интеграл, якинлашувчилик ва 
з^оказо) турли тупламлар (R, R m , С \а, 6 ] ва ^оказо) элементлари кетма-кетлигида 
лимитга утиш амали ор^али таърифланади. Бу амал з;ар бир тупламда узига хос кн- 
ритилган Эди. Масалан,

1) R  да {х„} : x j ,  х2..............х„, . . .  ( x „ e R ,  п =  I, 2, . .  .) кетма-кетлик берил
ган булсин. Унинг лимити ^уйидагича таърифланар эди:

V е >  0 сон олинганда хам, шундай п0 £ N топилсаки, барча п >  п0 учун

I х„ — а  | <  е [а 6 R)
тенгсизлик бажарилса, у  холда а  сон {х„} кетма- кетликнинг лимити дейилади.

2) Rm да берилган {х"}:
х<‘>, х<2>..............х<л>, . . . (х(п> =  (х\пК х(2п .................х % ) е  Rm , п =  1, 2 ----------)

кетма- кетлик лимити цуйидагича таърифланар эди:
V е >  0 сон олинганда з^ам, шундай n0 £N топилсаки, барча п > п 0 учун

V(х\п> -  a #  +  (4 П> -  а2)* +  . . . +  (*Й> -  ату  <  £

(а =  (ах, а2, . . . ,  ат ) € Rm)
тенгсизлик бажарилса, у  холда а  ну^та {х(п)} кетма- кетликнинг лимити деб ата
лади.

3) С [а ; Ь] да {/„ (х )} : h  (х), /2 (х)..............fn  (х)....................(/„ (х) 6
€ С [а , Ь], 1, 2, . . .) 

функционал кетма- кетлик берилган булсин. Бу функционал кетма- кетликнинг лимиты 
цуйидагича таърифланар эди:

V е >  0 сон олинганда хам, шундай п 0 6 N топилсаки, барча п  >  п0 учун

sup | f„ (х) — f  (х) | <  е 
а < х< Ь

тенгсизлик бажарилса, у  з^олда f  (х) функция {f„ (х)} функционал кетма- кетлик
нинг лимити ({/„ (х)} функционал кетма- кетлик / (х) га  текис якинлашади), деб ата
лади. -п 

Агар | хп — а| миадор R даги х„ ва a  (xn £R, a £ R ,  п  — 1, 2, . . .) нунта Р
орасидаги масофа — р (х„, а) ( 1- к,исм, 1-боб. 10-§ ) ,

V  ( x f - a r f  +  ( x f - а г)»+  . . .  +  (хпт -  ат?  (х(п> 6 Rm , я  = 1 . 2 --------)

мшуюр Rm даги хп ва а  нуцталар орасидаги масофа р (хп , а) (12- боб 1- §), хамда

sup 1/„(х) — / (х )|  
а<х<Ь

мицдор эса С [а, 6] нинг f n (х) ( n =  1, 2 , . . .) ва / (х) элементлари |орасидаг1’ 
масофа— р ( f n (х), f  (х)) (1-цисм. 5 - боб, 11- §) эканлигини эътиборга олсак, R, R ’
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Г  \а Ь] тупламларда, уларнинг элементларидан тузилган кетма- кетликнинг лимити 
яс*оФ а т у ш у н ч а с и г а  асосланганлигини курамиз.

М Бир томондан Rm , С [а , Ь] тупламларнинг турли табиатдагн элементлардан 
-аппсил топганлиги, иккинчи томондан эса уларда лимитга утиш амалининг фа^ат ма
л а г а  асосланишдек умумийликка эга булиши, табиий равишда бу тупламларни ум у- 
*2 * *олда карашга, яъни ихтиёрий туплам элементлари орасида масофа тушунчасини 
^ „ т и б  урпшишга олиб келади. '

1-§. Метрик фазо

Е — ихтиёрий туплам булсин. Б у тупламнинг узинн узига тугри (Декарт) купайт-
маси

£ Х  £  =  {(ж, у ) : х £ Е ,  у £ Е )
(каралсин, 1-^исм, 1 - боб, 1-§ ) ни олайлик.

Маълумки. дастлабки тушунчалар цаторида ихтиёрий А тупламни В  тупламга 
жслантириш

f : А->- В
тушунчаси келтирилган эди ( 1-цисм , I-боб, 3- §).

Энди А =  Е X Е, В  — R_̂ _ (R^_— барча манфий булмаган едящ ий сонлар туп-
лами) деб ушбу

p : E x E - * R + (p =  p  (х, у))  (15.1)

акслантиришни ^арайлик.
15.1 - т а  ъ р и ф. Агар р : Е X Е -*■ R + акслантириш учун
1°. V х, у £ Е  учун р (х, у )  >  0 (р (х, у )  — 0 муносабат х =  у  булгандагина ба - 

жарилади.
2°. V х. у  6 £ учун р (ж, у )  =  р (у ,  ж) (симметриклик),
3°. V х, у ,  г £ Е  учун р (ж, у )  р (ж, г) +  р (z . у )  (учбурчактенгсизлкги) шарт- 

лар бажарилса, у  х°лда бу р акслантириш масофа (метрика), Е туплам эса метрик 
фазо деб аталади. Метрик фазо (£ , р) каби белгиланади. 1° — 3°- шартлар метрик 
фазо аксиомалари дейилади. Метрик фазо элементларини шу фазо нукталари ^ам деб 
аталади.

М и с о л л а р .  1. R тупламни олайлик. р акслантириш куйидагича анин;ланса,

р (ж, у ) = \ х — у\ (V х, у  6 R),
1-цвсм, 2 - боб, 10-§ да исботланганга кура бу р (х, у )  учун 1° — 3°-ш артлар баж а
рилади. Демак, р (ж, у )  — масофа ва (R, р) — метрик фазо.

2. Rm тупламни олайлик, р (ж, у )  акслантириш куйидагича ани^лансин:

р (ж, у)  =  / ( у !  — х х)2 +  (у.2 -  х2)* +  ■ ■ ■ +  (Ут — хт)2 =

В  = i /

Д орида, 12- боб, 1- § да бу р (ж, у )  учун 1° — Зэ- шартларнинг бажарилиши кур - 
'Ятилган эди. Демак, р — масофа, ( R m , р) — метрик фазо.

3. С [а , Ь\ тупламни курайлик. р акслантириш куйидагича бу-лсин;

р (ж, у )  — max | ж (<) — у  (/) | (У ж  (t), y ( t ) £ C  [а ,  6 ]), 
a<t<b

(*, у )  юцоридаги 1° — 3°-шартларни цаноатлантиради (царалсин. 1-цисм, 5 -
Ч -§ ). Демак, каралаётган р — масофа, (С [а , Ь\, р) эса метрик фазо. 

g , 4. с  — барча якинлашувчи кетма-кетликлар (сонлар кетма-кетликлари) туплами 
^чеин. р акслантириш ушбу

р (*. у ) =  sup | х„ — у п |, ж — (жх, хг , . . . ,  х„,  . .  . ) € с .  У =  (y v  Уг< ■ • ■. Уп. ■ • • )€  с



куринншда берилсин. I- кием, 3 - боб, 4 -§  да исботланганга кура бу р (х, у )  V4 
1 — 3°-шартлар бажарилади. Д емак, р — масофа, (с, р) — метрик фазо.

5. т  — барча чегараланган кетма- кетликлар (сонлар кетма-кетликлари) туплам* 
булсин. р акслантириш 4 - мисолдагидек цуйидагича берилсин:

р (*, у) =  sup | хп — уп | (дг =  (х „  дг2............хп , . . .) 6 т ,
ТХ

У =  (</i. Уг.............Уп> ■ ■ ■)€">)■
Б у акслантириш учун 1° — 3°- шартларнинг бажарилишини курсатиш цийин эмас 
А ввало р (дг, у) >  0 булиши равшандир. Агар р (дг, у) =  sup | хп — уп | =  0 булса

П '
ундан V л учун д:п — у п> яъни х =  у  булиши келиб чи^ади. Аксинча, агар 
х =  у, яъни v  П е  N учун хп =  уп булса, ундан р (х, у ) =  sup I х„ — У„1 =  О экани

П
келиб чицади.

Иккинчидан р (х,у) =  р ((/, я ), чунки р (дс, у) =  sup | хп — уп | =  sup \уп — х
п  п  п

=  р (у, х). Энди X =  ( * ! ,  Xi..............хп, . . .) 6 т,  y = ( y lt  уг...............у п , . . .) 6 т  ва
=  (г ,. г2..............г„ . . .) 6 m булсин. Абсолют циймат хоссасига кура

I *п ~  *п I <  I хп ~  Уп I +  I Уп ~  гп I (« С N)
булади. Бундан эса

\хп ~ гп К  SUP I хп -  Уп I +  SUP I Уп ~  2п IП П
эканлиги келиб чицади. Ани^ юцори чегара хоссасига кура

sup I Хп -  гп К  sup \хп — уп \ +  sup \уп — гп I 
п п п

булади. Бундан,
р (дг, г ) <  р (дг, у )  +  р ( у ,  г).

Д емак, р — масофа, (т,  р) — метрик фазо.
(Е, р) метрик фазо берилган. Ех туплам Е нинг ^исм туплами, яъни ЕХ̂ Е  

булсин. У х°лда Ег хам Е да киритилган метрика буйича метрик фазо булади: 
(Ei ,  р). Бу метрик фазо таърифи дан келиб чи^ади. Мисол келтирамиз. Равшанки, 
барча рационал сонлар туплами Q барча ^аки^ий сонлар туплами R нинг кием туп
лами: Q с  R. (R,  р) метрик фазо эди. (Q, р) хам R да киритилган метрика буйнча 
метрик фазо булади.

У^увчининг эътиборини яна битта фактга жалб этамиз. Агар F туплам берилган 
булиб, р : F X F -*■ R +  акслантиришлар турлича киритилиб, уларнинг хар бири 1°—3 - 
шартларни бажарса, натижада турли метрик фазолар хосил булади. Мисол цирайлик. 
Биз юкорида С [а ,  Ь\ туплам берилганда ушбу

р (дг, у) =  max \х (0  — у (/)! (х (t ), у  (/) £ С [а , й])
a <t<b

акслантиришни анн^лаб, унинг 1° — 3°-шартларни бажаришинн курсатдик ва нати
ж ада (С [а . 6 ], р) метрик фазога эга булдик.

Энди худди шу С [а , 6 | туплам берилганда рх акслантиришни цуйидагича аник,- 
лаймиз:

Рх (*. У) =  у  J  [х ( 0 - у  (01® dt .  (15-2)
а

Б у Pi (дг, у )  нинг 10 — 3°- шартларни бажаришинн курсатамиз.
(15.2) муносабатдан хар доим p j (х, у ) ^  0 экани куринади. Агар V t € [а ,  Ь\ ? 

х (0  =  у  (0  булса, ундан

p i (х, у )  =  У  j  I* ( 0 -  У (012 d t  =  0 
'  а

булиши келиб чикади. Аксинча, агар 
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Pi Ос, У ) =  Y  j - [X { t ) - y  (01* dt =  0
' a

й?лса, ундан V t £ [a , 6 ] учун x (t) — у  (t) булиши келиб чицади. Шуни нсботлай-

Тескарисини фараз цилайлик. Бирор t„ (t„ 6 (а,  b)) нуктада л; (/„) ф  у  (/„), 
HHi масалан, х (t0) — у  (/ „ )>  0 булсин. У хрлда узлуксиз функциянинг локал хос- 

сасигя кура (^аралсин, 1- к,исм, 5 - боб, 7- §) (0 нуктанинг етарлича кичик U6 (t„) 
атрофи (U6 (/0) с :  [о, 6 ]) топиладики, V t e ( J 6 (t0) учун х ( t ) ~  у  (/) > 0  булади.
V холда О

[х (l ) - y  №  Д/ > 0

<дошб, бу Pi (х, (/) =  о деб олинишига зид булиб цолади. Демак, W 6 [a ; Ь] учун 
/(О =  </ (0  булади.

Иккинчидан, рх (дс, у) =  p i (у , * ) булади, чунки

-I [~ь 1 f~b
Рх (х , у) =  1/  f \х(С) — у  (01г d t =  h  J  [у (t) — х (/)]г dt =  рх ( у ,  х ).

'  a f  а
Коши — Буняковский тенгсизлиги

b ь ь
f f  f ( t )  g (t)  Л 1 * <  j  /2 (0 dt J  g* (0 d/
a a  a

дан (1\аралсин, 1- цисм. 9 - боб, 7 -§) фойдаланиб ^уйидагини топамиз: 
ь ь ь ь

[ | [/ (О +  g  M l2 dt =  J  }г {t) dt +  2 J  / (/) я  (/) Л  +  J  g - (0  dt <
a  a a a

b f~ b b b 
< j '/* (0Л  + 2 1/ {/* ( Q d J V W d f  +  J  g2( 0 ^  =

a a  a

= (| / * 1  /! (o ^  +  j /  / g* (o
Демак,

1 /  J  I/ (0  +  ff (012 dt <  I /  f  /* (/) +  l / j  (/) dt
' a  * a * a

йулад](. Бу тенгсизликда

/ «  = * W - 2  (0, £ (0 = 2 W- У  (0 (г (0 6 с  [а; 6]) 
олинса, у  ^олда

1 /  J  I* W - У  (012 dt <  1 /  f [*  ( 0 - г  (01* dt +
' a  r a

+  1 /  J  [ * « - * « ] *  dt,
*ьни a

Px (*> у) <Px. (*, 2) +  Pi (г. (/)
[и келиб читали.
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Лемак, p j акслантириш масофа. (С  [а , 6 ]. эса метрик фазо буладк. Шундай 
цилиб С [о; 6 ] туплам берилганда цуйидаги ' “ 1И

р (х. у )  =  шах | х (0 — у  (О I
Q<t<b

ва ____ ________

Pi (* . У ) = у  J  I* ( 0 - i f  (012 dt
’  а

акслантиришларнииг ^ар бири масофа эканлигини курсатиб, натижада иккита турли 
(С [а,  61, р) ва (С [а , й], p i) метрик фазоларга эга булдик.

Энди метрик фазодаги баъзи бир тупламларни таърифлаймиз. (£ , р) метрик фазо 
берилган булсин. Бу фазода бирор а  ( а £ £ )  элемент олайлик.

1 5 .2 -т а ъ  риф.  Ушбу
{* 6 Е : р (х, а) <  } ({* 6 Е : р (х, а) <  /•}) ( г  >  0)

туплам (£ , р) метрик фазодаги очиц шар  (шар)  деб аталади. а  ну^та шар  маркази, 
т >  0 эса шар ра ди у с и  дейилади.

15 .3 -т а ъ  риф.  Маркази а  нуктада, радиуси е ( е > 0 )  булган о ч щ  шар

Ut  (а) =  {х 6 Е : р (х, а)  <  е)

а нуктанинг атрофи  (е- атрофи)  дейилади.
Хусусан, (R, р) метрик фазода а (а 6 R) нуктанинг атрофи (царалсин, 1- кием, 

З-боб, 2- §)
Ue ( a ) = { x e R : p  (х, а) — | х — а \ <  е} =  (а  — е, а  +  е)

интервални, (Rm . р) фазода а  (а =  ( а , ,  а г , . . .  ат) £ Rm) нуктанинг атрофи

и г  (a ) =  { x £ R m : p  (х, а) =  у/ (xl — +  (х , — a t f  +  . . . +  (хт — ат р  <  е}

эса 12- боб, 1-§  да киритилган сферик атрофии билдиради.
G — (£ , р) метрик фазодаги бирор туплам булсин. Бу тупламда бирор х0 иуц- 

тани олайлик. Агар хв (х0 6 G) нуцтанинг шундай Uе  (*0) ( е > 0 )  атрофи мавжуд 
булсаки,

Ut  (*0) cz G

булса, у  холда х0 нуь;та G тупламнинг ички н у кта си  дейилади.
15.4- т  а ъ р и ф. G тупламнинг >;ар бир нуктаси унинг ички нуктаси булса, бун

дай туплам очик, туплам  деб аталади.
Масалан, (£. р) метрик фазодаги .цар цандай о ч щ  шар

А =  {* 6 £ :  р (х, а) <  г )  (а £ £ , г  >  0)
очик туплам булади (солиштиринг: 12- боб, 1-§ ).

F — (£ . р) метрик фазодаги бирор туплам булсин; F cz Е, х0 эса £  га тегишли 
бирор нуцта: х0 6 Е. Агар х0 (х0 6 £) нуцтанинг исталган Ue  (х0) атрофида F туп
ламнинг х0 дан фарцли камида битта нуктаси топилса, ха ну^та F тупламнинг 
мит н уктаси  деб аталади. Бунда х0 лимит ну^та F тупламга тегишли булиши хам, 
тегишли булмаслиги з а̂м мумкин.

F тупламнинг барча лимит нукталаридан ташкил топган туплам F  туплам нинг 
хосилавий т(/плами дейилади ва F'  каби белгиланади.

Ушбу F (J F'  туплам F тупламнинг ёпилмаси  деб аталади ва у  F каби белг,! 
ланади: F =  F [) F' .  а

1 5 . 5 - т а ъ р и ф .  Агар F (F Е) тупламнинг барча лимит нукталари шу тупл* 
тегишли булса, яъни F'  с ;  F булса, F ё гищ туплам  деб аталади.

Равшанки, F ёпи^ туплам булса, F U F'  =  F — F  булади.
Масалан, (£ , р) метрик фазодаги шар

В  =  {х 6 £  : р (х, а ) ^ . г )  ( а£Е,  г  >  0)
ёшщ туплам булади.
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Д1 — (Е, р) метрик фазодаги бирор туплам булсин.
1 5 .6- т а ъ р и ф .  Агар (£ , р) метрик фазода шундай шар

В  =  {х 6 £  ; р (х , а) г] ( а£Е,  г >  0)
^ и л сак и , М с 5  булса, у  ^олда М  че гараланг ан  т е п л а я  деб аталади. Акс хрлда, 
£ьНи ^ар кандай В шар олинганда хам, шундай х £ М  м авж уд булсаки, х£ В  булса, 

щщ лам ни  че гараланмаг ан  туплам  дейилади.
Я ^ М асал ан , (Rm , р) метрик фазода шар, параллелепипед, симплекслар (царалсин, 
«2- боб. 1- § )  чегараланган тупламлар булади.

Шу метрик фазода ушбу
М  >  {х =  ( * ! ,  дг2, . . . .  хт) е Rm : хг >  0, х2 >  0. . . . .  хт >  0}

<8цлам чегараланмаган туплам булади.

2- §. Метрик фазода кетма-кетлик ва унинг лимити

■■Бирор (£ , р) метрик фазо берилган булсин. f  хаР бир натурал п (п  6. ЛГ) сонга, 
£ нинг бирор муайян хп (хп £Е)  нуктасини мос ^уювчи акслантириш булсин:

f  : N -*■ Е ёки п  -*■ хп (п £ N, хп 6  Е).

Бу } :  N-*- Е акслантиришнинг тасвирлари (образларн) дан тузилган

хи  Xt, . . . .  хп , . .  . (хп е Е ,  п =  1 , 2 ,  . . .) (15.3)
т?плам (Е, р) метрик фазода кетма-кетлик деб аталади ва у  {*„} каби белгиланади.

(15.3) кетма- кетликнинг бирор п х номерли хП1 х.адини, сунгра номери п г дан 
^ В а  булган л2 номерли хп  ̂ ^адини ва хоказо, шу усул билан (15.3) кетма-кетлик- 

1инг .цадларини олиб, улардан ушбу

xni , xnt , . . .. хПк, . . ( п ! < п 2 < .  . . < п к < .  . . (15.4)

кетма-кетликни з^осил киламиз.
■ 'О датда (15.4) кетма-кетлик (15.3) кетма-кетликнинг цисмий к етма- к етли ги  деб 

«алади ва {*„.,} каби белгиланади. 
нди (Е, р) метрик фазода

хи  хг .............х„,  ; . . {хп £Е, п =  1, 2, . . .) (15.3)
_а-кетликнинг лимити тушунчасини киритамиз.
(£ , р) метрик фазода (15.3) кетма-кетлик берилган булсин, а  иуцта £  га  те- 

гтнли нуцта булсин: а  £ £•
I  15.7-т а ъ  риф.  Агар V е > 0  сон олинганда хам , шундай n0 6 iV топилсаки. 

йрча п  >  л0 учун р (хп , а ) < е  тенгсизлик бажарилса, яъни lim  р а)  =  0 бул-
П-+ ОО

са. а  нукта {х,,} кетма- кетликнинг  лимити  деб аталади ва lim  хп — а  ёки хп-*- а-
fl—►оо

Щч белгиланади.
В  Юкорида келтирилган таърифга эквивалент булган куйидаги таърифни >;ам бе- 

Рйп мумкин.
I f  15 .8-т  а ъ р иф. Агар а  нуктанинг ихтиёрий Ue (а) (V е > 0 )  атрофи олинганда 
'а« .  (15.3) к е т м а -кетликнинг бирор ^адидан бошлаб, кейинги барча ^адлари шу ат- 
Рофга тегишли булса, а  нуцта (15.3) кетма-  к етликнинг  лимити  деб аталади.
К  Агар (15.3) кетма-кетлик лимитга эга булса, у  якинлашувчи к етма- к етлик  

•вдладн. Одатда бундай якинлашиш мас офа бдйича я ки нла шиш  деб аталади. 
. М и с о л  л а р . 1. (£ , р) метрик фазо берилган булсин. V * 0 € £  нуктани олиб, 
Щбу

*0> • • •» *0» • • •
**тма-кетликни з^осил ^иламиз. Равшанки, бу якинлашувчи кетма-кетлик булади .
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2 . (£ , р) метрик фазо берилган булиб, бу фазо хеч булмаганда иккита 
нуцталарга эга булсин. Бу нуцталарни х0 ва х ,  билан белгилаб ( х , , д ь ,  тУр,т,- ь дг,^х ,  е £). «5{

Х0, X i ,  Х 0 . X j, X», *1-

н»нг лви ,, 

кетма- кетлик яцинлащу^

кетма-кетликни тузамиз. Бу кетма-кетлик якинлашувчи эмас.
3. (Q, р) метрик фазода куйидаги

Ц 1 ,  1 .......... 1 . . . ,

( 1+т ) *  ( 1+i ) ’ ( 1+т ) ..........О + г ) "  • • •

кетма-кетликларни карайлик. Бу кетма-кетлнкларнинг биринчиси | |

Г 1О га тенг (0 £ Q). Демак, (Q, р) метрик фазодаги j —

(К П
lim  (1 +  —'j =  е  

П-->00 \ П J
(царалсин, 1-к,исм, З-боб, 8 -§ ). Бирок; e £ Q .  Д емак, (Q, р) метрик фазода {(1-

1 у )
—  I > кетма- кетлик якинлашувчи эмас.

Энди, хусусий долларда , (£ , р) метрик фазо сифатнда (R, р), (Rm, р) в; I 
(С [a ,  6 J, р) фазоларни олиб, бу фазоларда кегма-кетликнинг масофа буйича якин- 
лашувчилиги тушунчасини изо.цлаб у тамил.

(/?, р) метрик фазодаги {х„}:

булади.

Иккинчи кетма- кетлик нинг лимити е  га тенг:

*1. *2, (х„ 6 R, П =  1, 2 , . . .)

кетма- кетлик хацицнй сонлар кетма- кетлиги булиб, унинг масофа буйича я^нн> 
шиши, I- кием, 3-бобда урганилган сонлар кетма-кетлигининг якинлашишидан ибо- 
рат-

(Rm , р) метрик фазодаги {х(п'} :

х(1), х(2>............. х(п), . . . (x(n )6 /<m , п  =  1, 2 , . . .)

кетма-кетлик Rm тупламнинг х(п> — (х\п>. х(2п*.............х ^ )  ( п — I, 2, . . ..) нуита*
ридан иборат кетма- кетлик булиб, унинг масофа буйича якинлашиши коордш» 7 
буйича якннлашишни билдиради (царалсип 12- боб, 2-§ ). гг\а'Л'-

(С [а , 6 ], р) метрик фазодаги /, (х). /2 (х ).............../„ (х )................. /я
п =  1, 2 , . . . кетма-кетлик функционал кетма-кетлик булиб, унинг масофа . 
якинлашиши 14-бобда батафеил урганилган текис я^инлашишпи ифодалайди. I

Энди метрик фазода якинлашувчи кетма- кетликларнинг хоссаларини
миз.

1°. Агар (£ , р) метрик фазода {хя } кетма-кетлик якинлашувчи булса, бу

б\либ.ма-кетликнинг лимити битта булади.
И с б о т .  {х„) (х„ 6 £ , л = 1 , 2 .  . . .) кетма-кетлик якинлашувчи 

лимити иккита: а ва b (a  £ £ , Ь € £) булсин:

lim  р (хп , а) =  0 , lim  р (х„ , Ь) =  О,
л-*® .

яъни V е >  0 сон олинганда хам шундай п 0 6 .V топиладики, V л > я « -"1г!

tfT'
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Р

р (*1Г

2
щунингдек шу е >  0  учун шундай п0 £ N топиладики, V п  >  гж'0  да

(Хг 2

в ) <  2

i  булади. Агар л„ =  шах (л, п 0 ) дейилса, унда V п  >  п0 да бир в а к т д а

бур

—, р (х,„ Ь ) < — булади. Масофа таърифидаги 3 - шартдан, я ъ н и  уч-
2 ^

ТСигсизлигидан фойдаланиб топамиз:
Р (« . Ь) <  р (а, хп ) +  р (хп , Ь).

,ж g >  0 ва V п >  п 0 учун р (а,  Ь ) <  е булиб, ундан р {а, Ь) =  0 бу-ги ш и  
Де̂ ’ ' ади. Масофа таърифидаги Г -ш ар тга  кура а  — Ь булади.
* f  Агар (£ . Р) метрик фазода {хп } кетм а-кетлик якинлашувчи булиб,

lim хп =  а  ( а£Е)
Л-*00

tfica, У ^олда бу кетма-кетликнинг .\ар кандай кисмий кетм а-кет  лиги {x„k ] ( л 1 <  

• • < « * < • • • )  ^ам якинлашувчи булади ва lim хПк =  а.к ►до

И с б о т .  {хл ) кетма-кетлик якинлашувчи булиб, унинг лимити а  га  тенг б у л .  
an; lim *„ =  а- БУ (*«) кетма-кетликнинг *П1, х„2..............* . . . ^исзйий

п-»оо
кетиа- кетлигини олаилик.

Модомнки хп - * а  экан, унда V е > 0  сон олинганда хам  шундай п 0 6 /V топ  и  л а 
йки, V п > п № учун р (хп , а ) < е  булади. k->- оо да пл -> оо булишидан т  £ ;V  то- 
вдалики, пт > п а булади. Д емак, £ > m = * -n *  > л 0 =»-р (*  а ) < е .  Б у  эса

iim xnt = а эканлигини билдиради.

3- §. Коши теоремаси. Тулик метрик фазо

Биз юкорида R даги (1-^исм, З-боб, 10-§), Rm даги (1 2 -боб, 2- §), С  [ а ,  6 ] 
iirii (14-боб, 2 -§ ) кетма-кетликларнинг якинлашувчи булишлари учун у л ар н и н г  
е\ндаиентал булишлари зарур ва етарли эканлигини (Коши теоремасини) куриб у т 
ки. Математик анализнинг бу мухим теоремаси и х т и ё р и й  метрик фазо учун  х а м  
;;ш и буладими деган савол тугилади. Аввало, фундаментал кетма- кетлик т у ш у н -  
ВДм кйритайлик.

[Е, р) — ихтиёрий метрик фазо, {хп }:

х1> *2> * • *» Хп, . - . (Хп 6 £» Ti 1, 2, . . .)
~)!щгн бирор кетма-кетлик булсин.

1 э . 9 - т а ъриф.  Агар у е > 0 сон олинганда >;ам шундай п 0 6 .V т о п и л саки , 
п> п 0 ва V m >  па лар учун р {хп , хт \ <  е  булса, {*„) фундам ен тал  к е т . ч а -  

1  К ап ал и .
, С (а , Ь] фазолардаги фундаментал ва фундаментал булмаган к е т м а - к е т - 

^ а м и е о л л а р н и  биз юкорида курган эдик. Яиа битта мисол сифатида (Q , р)
' 1̂ ^ И р Ь даги

К Г - К Г ... к г - - . ( 1 5 . 5 )

келтирайлнк. Q cz R булгани сабабли (15.5) ни R  даги к е т м а -к е т л и к  
-Чам мумкин. R да бу кетма- кетлик якинлашувчи, яъни

lim
Л-»оо К Г - ‘

H i
^*Ч*масига кура 1 j  | кетма- кетлик фундаменталдир. Q да киритилг-ан



масофа R даги p (x, у) =  ( x — у I масофанинг айнан узи булгани учун

кетма- кетлик (Q. р) да з а̂м фундаменталдир.
Ихтиёрий (£ , р) метрик фазо берилган булсин. Ундаги барча якинлашувчи кет 

ма- кетликлар тупламини L (£ ), барча фундаментал кетма- кетликлар тупламцНц 
ф (£) деб белгилайлик.

Юкорида биз келтирган Коши теоремаси R, Rm , С [а ,  Ь] лар учун £ (£ )= ф ^ , 
эканини'билдиради.

15.1-т е о р е м а .  Ихтиёрий (£ , р, метрик фазо учун L (£) с :  ф (£), я ъни  щ  
кандай щинлашувчи кетма-кетликлар фундаментал булади.

И с б о т .  Хаки^атан хам, {х„} (л.„6 £ . г» =- 1, 2 , . . .) якинлашувчи булиб,

lim  хп =  а (а£Е)
t l -*оо

булсин. Яъни V е > 0  сон олинганда хам, шундай л0 6 ЛГ топиладики, у  « > п, 
учун

Р (*„ . а ) <  —

тенгсизлик бажарилсин. Масофа таърифидаги 3°- шартдан фойдаланиб, У п > л 0 ва
V т  >  п0 лар учун в 8

Р (Хп, х т ) С  р (хл , а) +  Р (а , х т ) <  — +  — =  е

булишини топамиз. Бу эса, {х„} нинг фундаментал кетма-кетлик эканини билдиради.
Теорема исбот булди.

Аммо Ф ( £ ) < = £ ( £ )  муносабат, яъни *ар кандай фундаментал кетма-кетлик
нинг якинлашувчи булиши ихтиёрий метрик фазо учун турри булавермайдн. Бош- 
кача айтганда, шундай метрик фазо ва  унда шундай фундаментал кетма- кетлик то
пиладики, у  якинлашувчн булмайди.

Мисол сифатида (Q, р) фазони ва ундаги (15.5) кетма-кетликни карашимиз мум
кин. Б у кетма- кетлик, курсатганимиздек, фундаментал булса- да , якинлашувчн эмас. 
Яна бир мисол келтирайлик.

(С [0 ; 1], р) метрик фазода цуйидаги {хп):
1, JC, Ж2, . . -, хп, . . . 

кетма-кетликни олайлик. Б у фундаментал кетма-кетлик булади. \ац|цатан ?;ам.

^  е  >  0 сонга кура п 0
- [ ?

деб олинса, унда AJ- n  >  n 0, . V т  >  «о учун 

I
р* (х \  хт) =  | (хя — хт у- dx  =  j  [x2" +  x2m — 2x"+ m| dx =

1 1 I 1 1 2
---------- < -------h —  «£ —  — <  e2

n -j- m +  1 2 n  2m 2 n 02rt -f- 1 2m+ 1 
ва демак,

p (Xя , x m) < e
булади. маС

Бирок бу {х"} кетма-кетлик (С [0 , 1], р) метрик фазода якинлашувчи
(чунки .

„ Г О ,  агар 0  ^  х  <  1 булса,
/ (х) =  lim  х =  I

(. 1, агар х  =  1 булса
булиб, f  ( х ) £ С  [а , 6 ]). кетмЗ'

Шундай цилиб, баъзи бир метрик фазоларда *ар кандай фундаментал й. 
кетлик якинлашувчи булар экан, баъзи бир метрик фазоларда >;ар кандай ФУНД 
тал кетм а-кетлик *ам якинлашувчи булавермас экан.

15.10-т а ъ  риф.  (£ , р) метрик фазо берилган булсин. Агар бу фазода ч ^
c r  L (£) булса, яъни *ар кандай [хп \ фундаментал кетма- кетлик якинлашувчи
са, (£ , р) тдлиц метрик фаз о  деб аталади.
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до и с о л л а р. Юкорида, 1-§ да келтирилган (/?, р ), (Rm , р), (С [о, 6 ], р), (т,  р), 
Л р) метрик фазолар тули^ метрик фазолар булади.
' (R> Р) фазонинг туликлиги 1 - к,исм, З-боб, 10- § да келтирилган теорсмадан, 
n/nt р) фозоюшг тулицлигн 12 -боб, 2 -§  да келтирилган теоремадан (С [а , 6 ], р> 

#етрик фазонинг туликлиги эса 14-боб, 2 -§  да келтирилган теорсмадан келиб чи-

^ *Э н д и  (т . Р) метрик фазонинг тулицлигини курсатамиз. Бу метрик фазода 
Ж ) =■ 12Л>. • • •. ъ " ’ . - - О б " ! )  кетм а-кетли к фунда.чентал кетма-кетлик 
Аулсин. Фуидаменталлик таърифидан: V е >  0 сон олинганда .^ам, шундай п 0 £ N то- 
„^ладикн, v n > %  У р > п 0 учун

Р (Хп, хр) <  8,

яъви
р (х„, х ) =  sup | p(ftn)-  gjf> I <  е к

л;ладп. Демак, У k £N  хамда V п > п 0, V р > п 0 учун

б у л а д и .  Бундан £**............. S(? .  • • •} сонлар кетма-кетлигининг фунда-
иентал кетма-кетлик экани келиб чицадн. Унда Коши теоремасига мувофик (1- кием, 
З-боб, 10-§)  бу кетма-кетлик якинлашувчи булади:

lim  g *?  k ( y k £ N ) .  (15.6)

Энди х — (^ 1» i>> ■ ■ ■■ • • •) иииг т  тупламга тегишли булишини курсата
миз.
щ Аввало. хп 6 т  эканлигидан шундай Мп сон мавжудки , V к  6 .V учун 

6(2>|< М я  (я  = 1 . 2 ,  . . . )  
булади. Иккинчи томондан {хп } нинг фундаменталлигидан топамиз:

£ 'У  е > 0  олинганда хам шундай п0 б N топиладики, V п  >  п0 ва У р > п 0 учун 
/ к £ N Да

U 'J ’ - sT K e (15.7)
буладн. Юкоридаги тенгсизликлардан У п~> п 0 учун

Л,л0+ 1 - 8 < ^ ) < М« 0+ 1 + е  (15-7)
иуносабатларга эга буламиз. Б у тенгсизликлардан, п-+- оо да у  k С .V учун

AV n “ e < £<AV | -l+ e
келиб чикади. Д емак, х - -  (| j, |2, . .  . ,  gft, . . .) кетм а-кетли к чегараланган экан, 
Лав х£т.

Юкоридаги (15.7) муносабатдан п  >  п 0 булганда sup 11*"* — 1 ^  е экаилиги
k

келиб чикади. Б у эса s (x„ , х )<  е булишини ифодалайди. Д ем ак , lim  р (*„ , * )  =  0,
/!■*♦ со

*1аи 1 кетм а-кетли к якинлашувчи.
^Шундай ^илиб, (т,  р) метрик фазодаги ихтиёрий {дгп} фундаментал кетма- кет- 

Л1йа®||г якинлашувчи булишини курсатдик. Демак, (т,  р) — тулиь; метрик фазо.
Дудди шуига ухшаш (с ,  р) метрик фазонинг туликлиги курсатилади.

« Л и д а  келтирилган мисоллар (Q, р) ва (С [0 , 1], Рх) метрик фазоларнинг 
\Уйи змас--1,|, ини курсатади. 15 .1 -теорема ^амда тулиь; метрик фазо таърифидан 

1?г,4 теоремага келамиз.
Би т е о р е м а  ( К о ш и  т е о р е м а  си ). (£ , р) тули^ метрик  фа з о  б у л с и н .

ф (E) =  L (£ ), я ъ н и  {*„} (хп б £ , я = 1 ,  2, . . .) к етма - к е тли кни н г  
^Ш$иувчи  б ули ши  у ч у н  у н и н г  фу н даментал  б улиши з а р у р  ва етарли.
■Неч метрик фазоларда R даги ичма-ич жойлашган сегментлар принципн (1- 
ПрМц’ боб, 8- 5), Rm даги ичма-ич жойлашган шарлар принцнпи ( 12- боб, 2-§ )  каби 

Вринли булади.
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16- БО  Б
(Е, р) метрик фазо берилган булсин. Марказлари хп <хп 6 Е, п =  1,2, , . . )  нук. 

таларда. радиуслари гп (тп £ R + , п =  1,2 , . . .) булган ушбу 
S t =  S i  (л:,. г , ) = ( л :? £ :  р (лс,
<S2 =  L>2 (*2» 2̂) =  {■*€£* Р (-*’ * 2) г2 i >

S„ =  5 П (х,к  г , , ) =  I*  € Е: р (дг, хп ) ^  тп ),

шарлар кетма-кетлиги {S„ } берилган булсин. Агар бу кетма-кетлик учун цуйидаги
St ^ S t-=> . . .  3S„=> . . . 

муносабат уринли булса, у  >;олда (5 П } — ичма-ич жойлашган шарлар кетма- кетли
ги деб аталади.

1 5 . 3 - т е о р е м а .  (£ , р) — т</лш? м е т р и к  фа з о  б ул с ин .  Б у  фа з о д а  (S„  | ичма- 
ич жойл ашг ан  шарлар  кетма- кетли ги  б д л с и н .  Агар п —<х>да ша р  р адиу слари дап  
и б о р ат  {гп } к е т ма - к ет ли кни н г  лимити ноль б у л с а ,  я ъ н и

lim  г п = 0 ,
П—> 00

у  %олда барча шарл ар г а  те гишли  б у л г а н  х0 ( *„££)  н у к т а  ма вж у д  ва я го надир .
Бу теоремнинг исботи 12- боб. 2- § да кслтирилган Rm даги ичма- ич жойлашган 

шарлар ха^идаги теореманинг исботига ухшашдир.

4- §. Больцано — Вейерштрасс теоремаси. Компакт метрик фазолар
Биз юкорида R  даги (1-цнсм, З-боб, 9 -§ ) , R m даги (12 -боб, 2-§)  хар цандай 

чегараланган кетма- кетликдан якинлашувчи кисмий кетма- кетлик ажратиш мумкин- 
лигини (Больцано—Вейерштрасс теоремасини) куриб утдик. Математик анализнинг бу 
муз^им теоремаси и х т и ё р и й  метрик фазо учун з а̂м уринли буладими деган савол 
тунилади.

Аввало. ушбу бобнинг 1 - § и д а  ихтиёрий метрик фазода берилган тупламнинг 
чегараланганлиги тушунчаси билан танишганимизни эслатиб утамиз.

Биз, шунингдек, ихтиёрий якинлашувчи кетма-кетлик чегараланган туплам таш
кил килишини хам курган эдик. Юкорида айтилганига кура, (R, р), R m , р) метрик 
фазоларда хар к,андай чегараланган кетма-кетликдан якинлашувчи кисмий кетма-кет
лик ажратиш мумкин, яъни бу метрик фазоларда Больцано — Вейерштрасс теоремаси 
уринли булади.

Бироц бу >;ол з^амма метрик фазоларда з а̂м уринли булавермайди. Масалан, 
(т,  р) метрик фааони олайлик. Б у фазода ушбу

(1 , ОГО. О, . . . ), (0 , 1, 0 , 0 , . . . ) , (0 , 0 . 1, 0 _____ ), . . . (15.8)
кетма- кетликни карайлик. Бу кетма- кетликнинг барча хадлари куйидаги 

{jcgmrs (х, 0 ) ^  1) (0 =  (0 , 0 , 0 , . . . )) 
шарда жойлашгандир. Демак, (15.8) кетма- кетлик чегараланган. Анни иайтда бу
(15.8) кетма-кетликдан якинлашувчн кисмий кетма- кетлик ажратиб булмайди. Чупки
(15.8) кетма-кетликиинг ихтиёрий икки xk в а хп (к ф  п)  элементлири орасидаги масо
фа .хар доим

P(*fc, хп ) =  1
булади.

Д емак, баъзи бир метрик фазоларда, ундаги ихтиёрий чегараланган к е т м а -к е т  
ликдан яцинлашувчи кисмий кетма-кетлик ажратиш мумкин (масалан, (R, р), Rm <P> 
фазолар), баъзи бир метрик фазоларда эса, ундаги хар кандай чегараланган кетма- 
кетликдан хам якинлашувчи ^исмий кетма- кетлик ажратиб булавермас экан (маса
лан, (т,  р) метрик фазо). ,

1 5 . 1 1 - т а ъ  риф.  (£ , р) — ихтиёрий метрик фазо. Агар бу фазодаги з;ар цанд<“ 
чегаралшгган {хп } (хп ££, п — 1. 2, . . .  ) кетма-кетликдан як,инлашувчи l-*V
(x„ft6£- k — 1, 2 , . . . ;  n1 < n 2 <  ,  . .  < n k <  . . .) кисмий кетма-кетлик ажрати®
мумкин булса, (£ , р) компакт метрик фаз о  деб аталади. Акс .40 л да, яъни (£. Р] 
да шундай чегараланган кетма-кетлик топилсаки, ундан якинлашувчи ^исмий кет» 
кетлик ажритиб олиш мумкин булмаса, (£ . р) компакт б улма ган  фаз о  дейилаДИ' 

Шундай цилиб, юкоридаги R, R m  фазолар компакт фазолардир. ( т ,  р) Ч* 
компакт булмаган фазодир.

ХОСМАС ИНТЕГРАЛЛАР

■ Биз 1-кисмнинг 9 -бобида [а, Ь] ораликда берилган /(х) функция- 
винг Риман интеграли тушунчасини киритдик ва батафсил ургандик. 
Интегралнинг баёнида ораликнинг чеклилиги ва функциянинг чегара
ланганлиги бевосита иштирок этди. Биз курдиккн, ушбу таъриф маъ- 
носида интегралланувчи функциялар синфи анча кенг экан.

Хуш, [а ,+  00) (ёки (— оо, а], ёки (— оо, +  о о)) ораликда берилган 
f (x) функциянинг интеграли ёки [а, Ь] да берилган, аммо чегаралан
маган f (x)  функциянинг интеграли тушунчаларини хам киритиб булар- 
микан? Яъни аввалги интеграл тушунчасини маълум маъноларда умум- 
лаштириш имконйяти бормикан деган савол тугилади. Албатта, умум- 
лаштириш шундай булиши керакки, натижада Риман интегралининг 
асосий хоссалари уз кучини са^лаб цолсий.
! Биз ушбу бобда ана шундай умумлашган (ёки хосмас) интеграл- 

ларини киритамиз ва урганамиз.

1- §. Чегаралари чексиз хосмас интеграллар

1. Ч е г а р а л а р и  ч е к с и з  х о с м а с  и н т е г р а л  т у ш у н ч а с и .  
Бирор f (x)  функция [а .+  °°) ораликда берилган булиб, бу оралик
нинг исталган [а, /) (а< / < +  оо) цисмида интегралланувчи (к,аралсин,
1-цисм, 9-боб), яъни ихтиёрий t (/>а) учун ушбу

t
| / (х) dx
а

интеграл мавжуд булсин. Бу интеграл, каралаётган функция хамда 
олинган t га борлик, булиб, тайин [{х) учун у фа кат t узгарувчининг 
функцияси булади:

$ f ( x ) dx=F( t ) .  (16.1)
V

Натижада (16.1) муносабат билан аникланган F (t) (t £ (а ,+  ОО )) функ
цияга эга буламиз.

16.1-таъриф.  Агар /-а--|-оо да F (/) функциянинг лимити мавжуд 
булса, бу лимит f (x)  функциянинг [а ,+  с») ораливдаги хссмас инт ег
рали деб аталади ва у

со

j  f {x)dx
а

Каби белгиланади. Демак,
+00 t

f f (x)  dx =  lim F (t) =  lim \f (x)dx,  (16.2)

^ И » 6 . 2 - т а ъ р и ф .  Агар / -v - f  оо да F(t )  функциянинг лимити мав- 
УД булиб, у чекли булса, (16.2) хосмас интеграл якинлашувчи  дейи-



лади, f ix)  эса чексиз [а, +  оо) орали^да интегралланувчи ф у н ^ -  
деб аталади. ^

Агар t-*- +  оо да F(t )  функциянинг лимити чексиз булса, 
интеграл узоклаш увчи  деб аталади. ' 4

Функциянинг (— оо, о] ва (—оо, +  оо) орали^лар буйича хосхц 
интеграллари э̂ ам юкорида ги каби таърифланади.

f (х) функция (— оо, а] ораликда берилган булиб, бу оралИк.НИНр 
исталган [т, а] (— оо< т< а) кисмида интегралланувчи, яъни

а

j/(x) Лх=ф(т)
X

интеграл мавжуд булсин.
16.3-таъриф.  т -v  —  оо да Ф(т) функциянинг лимити l i tn ф м

Т—*— оо ' ;

мавжуд булса, бу лимит f  (х) функциянинг (— с», а] ораликдагн хос- 
мае интегра,ш  деб аталади ва у

а

j  f ( x ) dx
— JO

каби белгиланади. Демак,
а а
\ f ( x) dx  =  П тФ (т) =  lim \f{x)dx (16.3)

__ОО X - * — ООх

16.4-таъриф.  Агар т-*- — оо да Ф(т) функциянинг лимити мав
жуд булиб, у чекли булса, (16.3) интеграл якинлашувчи  дейилади, 
f (x)  эса чексиз ( — оо, а]  ораликда интегралланувчи функция  деб 
аталади.

Агар т->— оо да Ф(т) функциянинг лимити чексиз булса, (Км)
интеграл узоклашувчи  деб аталади.

f  (х) функция (— оо, -j- оо) ораликда берилган булиб, бу оралицнинг 
исталган [т, t\ (— оо <  т <  t <  +  оо) цисмида интегралланувчи, яъни

t
§ f (x) dx  =  ф (т. t)
X

интеграл мавжуд булсин.
16.5-таъриф.  т — — оо , >-+ оо да “ф(т, t )  ф у н к ц и я н и н г  лим

Ншф(т,  t)
ОО . -rt.

мавжуд булса, бу лимит f(x) функциянинг чексиз ( оо, -г °°) j 
ликдаги хосмас интеграли  деб аталади ва у

+°° 
f fix)dx

каби белгиланади. Демак,

f f ( x) dx — lim ф (т, t) =  lim \f{x)dx
J  X -* — oo oo  *GC T 

oo

( 16 .
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И к б - т а ъ р и ф .  Агар т->-----оо,  /-> -f  оо да ^(т,  /) функциянинг
H fL  мавжуд булиб, у чекли булса, (16.4) интеграл якинлаш увчи  

.mf1’ f (x)  эса чексиз (— оо, - f  оо) ораликда интегралланувчи  
деб аталади.

.!'У! д ар т-*-— 00. /->-+оо да ф(т, /) функциянинг лимити чексиз 
. (16.4) интеграл у зоклашувчи  деб аталади.

^Аник интеграл хоссасига кура у  а 6 R учун
t a t

\f (x)dx — j  f  (х) d x +  j’/ (.v) dx
X  X Cl

-f-co

g-.щшкши эътиборга олсак, у хрлда j f ( x) dx  нинг мавжуд булиши

+0°
( j (x)dx ва \ /(х) dx интегралларнинг хар бнрининг алохнда-алохида

а
мавжуд булишидан келиб чикади. Бннобарин, уни куйидагича хам 
аниклаш мумкин булади:

+<о О +00
j  /(х)dx — J  f ( x ) d x +  j  /(х) dx ( Y a £ R)

•• • qq  “ “ CO Cl

16.1-эслатма.  Юкорида [a, +  oo) ((— oo, a) i  (— oo, -f  оо)) да 
берилган f (x)  функциянинг хосмас интеграли тушунчаси F (t) (Ф(т),
(т, () нинг (T_s-----00. i~*~ +  °°) Да лимити мавжуд булган

катар учун киритилди ва унинг якинлашувчи ёки узоцлашувчилиги 
таърифланди. Маълумки, F( t )  (Ф(т), ф(т, /)) нинг /-► + оо ( т - v —оо,  
;-,-+00) даги лимити мавжуд булмаган хрл х.ам булиши мумкин. Бу 
холда биз шартли равишда }(х) нинг хосмас интеграли

4^9  /  сг 4-®

j  f ( x) dx  f  f (x) dx,  j  f ( x) dx
a \ —со —со

У»клашувчн деб кабул киламиз 
Шундай килиб, хосмас интеграл тушунчаси аввал урганилган Ри- 

;:11 интеграли тушунчасидан яна бир марта лимитп, утиш амаали орка- 
и юзага келар экан. Кулайлик учун куйида биз купинча «хосмас ин- 

Теграл» дейиш урнига «интеграл» деб кетаверамиз.
М и с о л л а р .  1, Ушбу

4 - л

I e ~ ' dx
о

царайлик. Таърифига кура 
+ч.

е ~ * d x  =  lim
/->4-оо

I

t
F (0 = j e- x‘ix = -  e - 1 + 1

о



булганлигидан эса

lim  \e=xdx =  1
<-»+oog

буладн. Д емак, берилган xqcMac интеграл якинлашувчи ва
-4-00

(' e ~ xdx  =  1.
о

2 . Куйидаги

0 л р ах
J  1 +  **--ОО

нитегралнн царайлик. Хосмас интеграл таърифига кура

I
dx

lim  \ —— — =  l i m (— arctg т) = —
[ - , - o J  1 -J- X* X— оо '  2— ОО 1 + X2 X-»—оот 1 -J- Xs Т-+

булади. Д емак, интеграл якинлашувчи ва

I
dx  п

3. Ушбу

J *  1 + *2 2 ’ 

+ 0 0

_  f  dx 
~ J ха

(а  >  0 , а  >  0) (16.3)

интегрални я^инлашувчиликка текшнринг. Равшанки, [а, /] (а >  0) ораликда f (х =

=  —— функция узлуксиз булиб, | ——  мавж уд булади. К,уйидаги .цолларнн ка- 
ха  ' J  хаа

райлик:
а) а  >  1 булсин. Б у холда

lim  =  lim  _ 1— (<1 _ а  — a I - “ ) = — —  а 1"*®<->+«> J  <-Н-о» 1 — а  а  — 1
а

булади. Демак, а >1 булганда берилган интеграл якинлашувчи булиб,

+°° dx  1
} *•<* a  — 1 a

1—a
a x

булади.
6) a  <  1 ва a  =  1 булганда эса, мос равишда

J __ (/1 - “  — а 1'

lim  ( — lim  (In I — In a ) =  +  00
/—►-f-ooj X t—

булади. Демак, a  <  1 булганда берилган интеграл узоклашувчи булал 
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интеграл а > 1  булганда якинлашувчи, 0 <  а  ^  I булганда эса узоклаш ув- 

4 4. ушбу
-{-ОО
J  cos xdx
О

д л а с  интеграл, юкоридаги келишувимизга кура узоклашувчиднр, чунки /-*-+ оо да

t
F (/) =  J  cos xdx — sin  t

o
функция лимитга эга эмас.

-рЭО t
Юкорида [ f (x)dx хосмас интеграл F (t) =  _[ / (x)dx интегралнинг

а а
оо даги лимити сифатида таърифланди. Сунгра бу хосмас интег

рал мавжуд (мавжуд эмас) дейилиши урнига хосмас интеграл якинла- 
шувчи (узоклашувчи) дейилди. Бундай дейилишининг боиси, бир то
мондан, хосмас интегралнинг лимитга утиш амали билан таърифланиши 
булса, иккинчи томондан унинг, каторлар билан ухшашлигидир. Маъ-

оо п
лумки, катор F(n) ак кисмий йипшдининг л->-+  00 даги

fc=i
«ВДгн сифагида таърифланиб, бу

V  ak =  lim F ( n )  — lim 2  ak
k—i П-Ь-уОО OO £_|

ж7 ^ . ЧекЛИ булганда катор якинлашувчи, чексиз булганда ёки мав- 
УД булмаганда эса цатор узоклашувчи деб аталар эди. 

эканш ^ ™ да хосмас интегралларнинг турли хоссаларини урганар 
^ Из> |УлаРни’ асосан, / (х) функциянинг [а, +  оо] оралик, буйича

{ f (x)dx интеграли учун келтирамиз. Бу хоссаларни Г f (x)dx
a J

еки +00
J J ( x)dx каби хосмас интеграллар учун хам тегишлича баён этиш 

«УЧВ1Н fs
2. я  ишии китобхоннинг узига ^авола киламиз.

Ри. ри К и н л а ш у в ч и  х о с м а с  и н т е г р а л л а р н и н г  х о с с а л а -
4,1 ХосмГ интегРалини умумлаштиришдан хосил килинган якинлашув- 
'(°СсалапгС интегРаллаР хам шу Риман интеграли хоссалари сингари 

/ (jс) ^3 .
Ь щ  Функция [а, +оо) ораликда берилган булсин.

к * ГаР / «  функциянинг [а, +оо) оралик буйича | f ( x) dx  ин-



теграли якинлашувчи булса, бу функциянинг [Ь, +  ° ° ) (а <; £,)
-j-oo

буйича j  f ( x) dx  интеграли хам якинлашувчи булади ва аксин^

Бунда
оо Ь Ч~оо
f/(x)dx =  J f ( x) dx +  \ f ( x ) dx (16.6)

(16.7)

булади.
И с бот .  Аник интеграл хоссасига кура

S f ( x ) dx=- - l f ( x ) dx - hS  f (х)dx ( a < i <  ос )
Q а Ь

булади.
+  ОО

j* f ( x) dx  интеграл якинлашувчи, яъни
а

Ч*оо 1
J j  (x)dx — lim j  / (x) dx 
a /-*+oo 0

лимит мавжуд ва чекли булсин. Юкоридаги (16.7) муносабатни ушбу 
t t ь

j  / (x) dx =  j f  (x) dx—J f  (x) dx

куринишда ёзиб, да лимитга утиб куйидагини топамиз:
t t ь +«5 ь

lim Г /(х) dx — lim [ f ( x ) d x — Г f ( x ) d x =  Г f ( x ) d x — Г/М 
/̂ ♦+00,1 <-»+ooJ J  .! J

Ь a a a a
+oo

Бундан эса j’ f  (x)dx интегралнинг якинлашувчи ва

+oo +oo b
j  f  (x) dx — j  f  (x) dx — j  f (x) dx,

dx.

яъни
b

4-00

a

b

a

4~oo

j  / (x) dx =  \ f  (x) dx +  j  /М  dx
a a b

экаилиги келиб чикади.
Ч" оо q\"

Худди шунга ухшаш J  f  (х) dx интегралнинг якинлаш увчи > 
ь

+0° nfi 6) форяУ̂ 3*дан [ f ( x) dx  интегралнинг х.ам якинлашувчи хамда ( 1 ■
а

нинг уринли булиши курсатилади. +оо и
+оо Г c j ( x ) ^

2° Агар \ f ( x ) dx  интеграл якинлашувчи булса, у -х.°лда j

202



„йтегР^
хам якинлашувчи булиб 

-Ноо " Г  ОО

J  c f  (х) dx =  с  |’ / (х) dx

бунда с  —* const.
^дади.^гар Y x £ [ a ,  +  °о) да f ( x ) >  0 булса, бу функциянин 

интеграли
г хос-

J  / (х) dx >  О

булади-Энди f (x) функция билан бир каторда g (x)  функция хам [а, +оо) 
о р и н ф  берегам булсин.

4е. Агар | f ( x) dx  ва \ g ( x ) dx  интеграллар якинлашувчи булса,
а а

-ТО О

V адлда [ [ f ( x ) ± g ( x ) ) d x  интеграл хам якинлашувчи булиб,

+ 0 +оо + С
J  I /(*) ± g  (х) ! =  j  f ( x) dx ± j  g (x) dx
a a a

булади.
16.1-патижа. Агар [ t (л), f 2(x), . . . , f n (x) функцияларнинг хар

4-00
n)  

n)

бири I a, +  oo) ораликда берилган булиб, j  f k(x)dx (k— 1, 2, .
a

интеграллар якинлашувчи булса, у хрлда
ТОО

f ^kfi(x) +  с ^ 2( х , +  . . . + C n f n (x) ]dx ( ck =  const, £ = 1 , 2 ,

интеграл хам якинлашувчи булиб,
Х “f"00
I Kf i ( x )  +  C2f 2( x ) +  . .  . + c n f n (x) ] dx = c 1 f f l (x)dx +
0 J
■TOO - f  o o  a

J  f i ( x ) d x+  . . . + c n f f  (x) dx булади.
a J

5° д a•Агар Y x £ [ a ,  +  эо) учун / (x) <  g  (x) тенгсизлик уринли
H f 0 0  - f  OO, либ Л ^

• J f (x) dx ва j g{x)dx  интеграллар якинлашувчи, булса, у
Vj-ТДз  0 a

+ оо +оо
j  f ( x ) dx  <  f g(.x)dx

■̂1адн a a

келтирилган 2° — 5э-хоссалар хосмас интеграл ва унинг 
“ Увчилиги таърифларидан бевосита келиб чикади.
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У р та  ^ и й м а т  ^ а ^ и д а г и  т е о р е м а ,  /(х) ва g ( x)  функциялар 
[а, +  оо) ораликда берилган булсин. Шунингдек f(x) функция шу ора- 
ликда чегараланган, яъни шундай т  ва М узгармас сонлар мавжудки, 
V x 6 [ a ,  +  «>) учун

т  <  / (х) <  М
булиб, g (х) функция эса [а, +  °° ) да уз ишорасини узгартирмасин 
яъни ¥ х £ [ а ,  +  оо) учун х;ар доим g ( x ) > 0  ёки g(x) <  0 булсин.

6° Агар / (х) g (х) dx ва J  g{x)dx интеграллар якинлашувчи
а а

булса, у хрлда шундай узгармас ц (т <  < М)  сон топиладики,

+ J  /(х) g (х) dx =  ii + J  g (х) dx (16.8)
а а

тенглик уринли булади.
И с б о т .  Юкорида келтирилган g(x) функция [а, +  °° ) ораликда 

манфий булмасин: g (х) >  0 ( V  х £ [а, 4* °о )). У х.олда
mg (х) <  / (х) g (х) <  Mg (х)

булиб, унда эса (Риман интегралининг тегишли хоссасига кура)

т  f g (х) dx <  j' / (х) g (х) dx <  М J g (x) dx булишини топамиз. Кейинги,
a  ci a  o

тенгсизликларда /—>- +  °° да лимитга утсак,

m + \ g ( x ) d x < +] / ( x ) g ( x ) dx  < M  + j g ( x ) dx  (16.9)
а я a

эканлиги келиб чикади.
Икки хрлни кэдайлик:

-)-оо
а) g (х) dx =  0 булсин. У хрлда

а

+Т /(x)g(x)dx =  0
а

булиб, бунда р деб т  <  р. <  М  тенгсизликларни каноатлат ирувч» 
ихтиёрий сонни олиш мумкин.

б) + | ' g ( x )dx>0  булсин. Бу хрлда (16.9) тенгсизликлардан
а +00

S f (x) g  (х) dx  
— < М-{-оо

]  g ( x ) d x  
а

булиши келиб чикади. Агар

+  j  f ( x ) g ( x )  dx

4-со
J g (■*) dx
a
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+J  /(*) g (х) dx = n +f g  (х) dx
а  а

булади.
[а, +  оо ) ораликда g (х) <  0 булганда (16.8) формула худди шунга 

«хшаш исботланади. Бу 6°-хосса у  р та  циймат хщ ида ги  теорема  деб 
хам юритилади.

2-§. Чегаралари чексиз хосмас интегралларнинг якинлашувчилиги

+°°
Энди [а, +  оо ) ораликда берилган f (x)  функция j- / (x)dx хосмас

а
интегралининг якинлашувчилиги шартини топиш билан шугулланамиз. 

к  +03
Маълумки, f ( x ) d x  интегралнинг якинлашувчилиги да

а

F (0 =  (7  (х) dx (t > a )
а

функциянинг чекли лимитга эга булиши билан таърифланар эди. Бино-
+00

барин, |' f ( x) dx  интегралнинг якинлашувчилиги шарти, t-*- +  оо да
О

F(t) функцияниг чекли лимитга эга булиши шартидан иборат. Биз 
функциянинг чекли лимитга эга булиши хакидаги теоремани дастлаб 
монотон функция, сунг ихтиёрий функция учун келтиргаи эдик 
(1-^исм, 4 -боб. 5-§, 6-§).

Аввало [о, +  оо) ораликда берилган ^амда Чх£ [а, +  оо) да f (x)>
> 0 булган функция хосмас интегралининг я^инлашувчилигини ифо
далайдиган теоремани келтиргмиз.

1. М а н ф и й  б у л м а г а н  ф у н к ц и я  х о с м а с  и н т е г р а л и 
нинг я к и н л а ш у в ч и л и г и .  f (x)  функция [а, +  °°) ораликда берил
ган булиб, Yx£  [a, -foo) да f ( x ) >  0 булсин. Бу f (x)  функцияни [а, 
+ оо) ораликнинг исталган 1а, /1 (а <  t <  - f  оо ) кисмида интегралла
нувчи деб карай лик. Унда а <  tx <  /2 <  +  оо лар учун

F (к)  =  f  f i x)  dx =  j  f  (x) dx - f  } f  (x) dx =  F (tL) +
'a a  i,

+  (  f  (x)dx >  F(tj) 
h

булади. Демак, /(x) >  0 булганда F(t )  функция усувчи булар экан. 
инобарип, t -* - +  оо да F(t) ^амма вак,т лимитга (чекли ёки чексиз) 

Эга булади.
Монотон функциянинг лимити хакидаги 4.4-теоремадан (1-^исм, 

4'боб, 5-§) фойдаланиб, J  f ( x) dx  интегралнинг якинлашувчилиги 

^зртини ифодалайдиган цуйидаги теоремага келамиз.
. -foo
16.1-т е о р е м а .  f ( x ) ( f ( x ) >  0) ф ункци я  хосмас интеграли  [ f (x)dx

а

деб олсак, унда
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нин г  якинлашувчи булиши у ч у н , ( F (/)} нин г  юкоридан чегараланган , 
яън и  Y  / £ (а, +  °° )

F (0 =  f / (х) dx ^  С (С =  const)
а

булшии з а р у р  ва етарли.
Одатда бу теорема / (х ) (/ ( х )>0)  функция хосмас интеграли

+̂ °
|' f  (x)dx нинг якинлашувчилик критерийси  деб аталади.
а

Яна уша теоремага асосан куйидаги натижани айта оламиз.
16.2- н а т и ж а. Агар {F( t )} — {\ /(х) dx ) туплам юкоридан чега-

а
раланмаган булса, у холда | f ( x) dx  хосмас интеграл узоклашувчи

а
булади.

2. М ан ф и й  б у л м а г а н  ф у н к ц и я л а р  х о с м а с  и н т е г р а л 
л а р  и ни так ,  к ос л аш ^ а ц и д а т е о р е м а  л ар.

16 . 2 - теорема ,  /(х) ва g (х) ф ун к ц и ям р  |а, +  °° ) ораликда б е 
рилган булиб,  V х £ \а, +  оо ) да

0 < / ( x ) < g ( x )  (16.10)
—j— оо -}-сс

бул син . У холда f g ( x ) dx  якинлашувчи булса,  f /(х) dx \ам як,ин-
а а

—j- со -j-co
лашувчи булади, \ f ( x) dx узоклашувчи бул са ,  [ g (x)dx хам узоц-

а а
лашувчи булади .

+~
И с б о т .  f g (x)dx интеграл якинлашувчи булсин. Унда 16.1-тео-

а t
ремага кура {G(/)} =  { g(x )dx j туплам юкоридан чегараланган, яъни

а
G (0 — J  ё(х) d x < C  (С =  const)

а
булади. (16.10) муносабатга асосан Y t  учун (/€(а,  +  ° ° ))

F  (/) =  [ / (х) dx <  J g (х) dx = G (t) <  С
a 'a

-j-oo
булиб, ундан яна 16.1-теоремага кура f /(х) dx интегралнинг я кин-

а
лашувчилиги келиб чикади.

-{-оо
Энди f (x)dx интеграл узоклашувчи булсин. У холда {F (0 )

аt
=  { f t (х) d x } юкоридан чегараланмаган булиб,

а
\f {x)dxK\j g{x)dx
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тенгсизликдан эса { G (t) =  { J  g  (х) d x } нинг хам юкрридан чегараланма-
а

ганлигини топамиз. Демак, юкорида келтирилган натижага кура, j' g(x) dx
а

интеграл — узоклашувчи. Теорема исбот булди.
16 . 3 - теорема ,  [a, - f  оо) да  g(x) манфий булмаган функциялар

берилган бйл син .  х->- +  оо д а —  нисбатнинг лимити k булсин:
g(x)

lim t— =k.
X -> + °og( x)

+“ +°°
Агар fe <  4- oo ва f g(x)dx интеграл якинлашувчи бул са ,  J  f(x) dx

a  a

интеграл %ам якинлаш увчи  булади . Агар & > 0  ва J g (x)dx интег-
а

рал у зоклаш увчи  б ул са ,  \ f  (х) dx интеграл узоклашувчи б улади .
а

+оо 0
И с б о т .  f g  (х) dx  интеграл якинлашувчи булиб, k <  -+- °о бул-

а
син. Лимит таърифига кура, ¥ е >  0 олннганда ^ам, шундай t0 (t0 > a )  
топиладики, барча х >  /0 учун

[/(*)
lg(*)

< е,

яъни
( k - z ) g ( x ) < f ( x ) < ( k  + t )g(x) (16.11)

булади.
+ а> +<5

Шартга кура f g (х) dx интеграл якинлашувчи. У х.олда j (k +  
а а

е) g (х) dx интеграл хам якинлашувчи булади. (16.11] тенгсизликни
+ 00

эътиборга олиб, сунг 16.2-теоремадан фойдаланиб, [ /(х) dx интеграл-
а

НИНГ якинлашувчилигини топамиз.
К ч  +00

Энди g (х) dx интеграл узоклашувчи булиб, k >  О булсин. Агар 
, ч а
A> ^ i >  0 тенгсизликни каноатлантирувчи сон олинса хам, шундай 
*о (*; >  а) топиладики, барча х >  t'0 учун

бУлади. Демак, х >  (’ да

—  > k l 
8(х)

g W
*1
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-f-cc
булиб, ундан 16.2-теоремага асосан f f (x)dx интегралнинг узокла-

а
шувчилиги келиб чикади. Теорема тулик исбот булди.

16 . 3 -натижа .  16.3-теорема шартларида агар б < & < +  то булса-f-OO 4-00 • ■' * »
у х.олда j  / (х) dx ва f g (х) dx интеграллар бир вактда ёки якинла-

а а
тувчи, ёки узоклашувчи булади.

Одатда, бирор (мураккаброк) хосмас интегралнинг якинлашувчилиги 
хакида аввалдан якинлашувчилиги ёки узоклашувчилигй маьлум бул
ган хосмас интеграл билан солиштириб хулоса чикарилади. Хусусан

•J-W »|-СС' j
текширилаётган \ f (x)dx ( f ( x ) ^O) )  интегрални f — (а > 0 , а > 0

а а *
^аралсин, (16.5)) интеграл билан солиштириб куйидаги аломатларнн 
хосил киламиз.

I3. Агар х нинг етарли катта кийматларида (л: >  х0 >  а)

т = Ч ] X
булса, у хрлда V x > x 0 учун <р (х) <  с <  +  то ва а  >  1 булганда
+*
j f (x)dx интеграл якинлашувчи, Ф (х) 3* с >  О ва а  <  1 булганда
а-foo
f f (x)dx интеграл узоклашувчи булади.
а

Исбот .  Аргумент х нинг етарли катта кийматларида 

/(*)= 5 j s  (X >  хй) 

булиб, ф (х) <  с <  +  «> в а а > 1  булсин. У холда

X X
булиб, ос>1 да f — интегралнинг якинлашувчилигига хамда 16.2-

а х+оо
теоремага асосланиб, j f ( x) dx  интегралнинг якинлашувчи булишини

а
топамиз.

+от dxАгар ф ( х ) > с > 0  ва а <  1 булса, унда f i f .  интегралнинг
а ха -J-00

узо^лашувчилигини эътиборга олиб, яна 16.2-теоремага кура f f{x)dx
а

интегралнинг узоклашувчилигини топамиз. 1°-аломат исбот булди.
2Э. Агар х-> -+  то да f (x)  функция га нисбатан а ( а > 0 )  тар-

-J-OC
тибли чексиз кичик булса, у  хрлда j' f{x) dx интеграл а  >  1 булган-

а
да якинлашувчи, а  1 булганда эса узоклашувчи булади.
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gy аломатнинг тугрилиги юкорида келтирилган 16.2-теорема дан 
идзгн g .(*) функцияни -L- деб олинишидан келиб чикади.

дои с о  л л а р . 1. Ушбу
+ С О

f е  х* dx

J jkuanl  царайлик. Равшанки, ихтиёрий х > 1

X2

Агар I X' +=? dx
1 -fco

е  " dx  =  j  е~х' dx  +  j ’ e~ x'  dx  *амда j —  иитегралниннг
0 0 1 ‘l xa

, я1Лашувчилигини эътиборга олсак, унда 1° - аломатга кура берилган интегралнинг 
нклашувчн эканини топамиз.

2. Куйидаги
+00

к
1

dx
Хр X2 + х

нпегралии ^арайлик. Б у интеграл остидаги функция учун 

1 1 1
х у  X2 +  х 5/3 3 г5/3 , х>  1

булиб, юцорида келтирилган аломатга кура берилган интеграл якинлашувчи булади.

3. И х т и ё р и й  ф у н к ц и я  х о с м а с  и н т е г р а л н и н г  я к и н л а- 
: увчилиги.  Биз [а, +  оо) ораликда берилган f (x)  функциянинг

-У оралик буйича олинган i f ( x) dx  хосмас интегралини
а

F{t) — J  f {x)dx
С

Функция t-*- -Ь оо да чекли лимитга эга булган хрлда якинлашувчи
Е *4"GO

Де& атадик. Демак, § f ( x ) dx  хосмас интегралнинг якинлашувчилиги

У̂Шунчаси, биз аввал урганган тушунча— функциянинг чекли лимити 
ифодаланди. Бинобарин, бу интегралнинг якинлашувчилик шар- 

(0 функциянинг -f- оо даги чекли лимити мавжуд булиши 
Ртидан иборат булади.
Мазкур курснинг 1-^исм, 4 -боб, 6-§ ида келтирилган теоремадан 

°“® теоремасидан) фойдаланиб, куйидаги теоремага келамиз.
16.4-т е о р е м  а (Коши т е о р е м  а с и), к у й и д а г и  хосмас инт еграл

•-{■“Со
J  f(x)dx

'501 209



нин г  якинлаш увчи  булиши учун,  V e > 0  с он  олинганда хам, шуц$Л 
t0 (/„ >  а) с он и  топилиб, t' >  t0, t" >  t0 бдлган ихтиёрий t ,  t" ^
у ч у н  r

\F(f ' )  — F[t')\ =  | \ f ( x ) d x \ <e  
r

т ен г си зликнин г  бажарилиши з а р у р  ва етарли.
Бу теорема назарий ахамиятга эга булган мухим теорема були6] 

ундан хосмас интегралларнинг якинлашувчилигини аниклашда фойда! 
ланиш кийин булади (аввалги Коши критерийлари сингари).

16.5-т е  о рем  а. Агар j  | / (х) | dx интеграл якинлашувчи б уМй\
а

у  }{олда j  f{x)dx интеграл хам якинлашувчи булади .
а  I

+00

)(Нтеграл якинлашувчи, аммо
+00 

 ̂ ( - 1 ) [х] 
■| И

+ * d xdx =  I В .

-а  узоклашувчидир.
+"

16.7-таъриф.  Агар \\f (x)\dx интеграл якинлашувчи булса,
+ с

у эрлда f f ( x) dx абсолют якиилашувчи интеграл  деб аталади, /(*)
а

функция яса [а ,  - f  °° ) ораликда абсолют интегралланувчи ф ункция
дейилади.

+”

И с б о т .  Шартга кура \\f (x)\dx интеграл якинлашувчи. 16.4-1
а

теоремага асосан, Y  е >  О олинганда хам, шундай *„(/<, >  а) то пи ладя-1
ки l " > t 0, ? " > ? )  булганда \\f ( x) [ dx<& тенгсизлик бажарилади.) ф щ ш у в ч и  интеграл  дейилади

V
Аммо ,

] f ( x ) d x \ <\ \ f ( x ) \ d x

1б.8-таъриф. Агар J  j (x)dx интеграл якинлашувчи булиб,
а

Вт *Тсо
\f(x)\dx интеграл узоклашувчи булса, у хрлда )' f ( x) dx шартли

Шундай килиб, j' / (х) dx хосмас интегрални якинлашувчиликка

г  г
тенгсизликни эътиборга олсак, у хрлда

| f f ( x) dx| < е 
f

булишини топамиз. , ^  „  I
Шундай килиб, Y  е >  0 сон олинганда хам, шундай г0(*о >  wl 

пиладики, f  >  tu, t' >  t0 булганда

1 J/(x)dx| < e  

r  +“
булади. Бундан 16.4-теоремага асосаи f f (x)  dx интегралнинг якинла-j

а
шувчилигини топамиз. Теорема исбот булди.

1 6 . 2 - э с л а т м а .  f  | f (x)dx интегралнинг узоклашувчи булишИЛ̂
а

+Г f(x) dx интегралнинг узоклашувчи булиши хар доим келиб чикав1 Р"

майди, яъни баъзи функциялар учун 1 1 f(x) I dx узоклашувчи, \ Дх
i)i\

эса якинлашувчи булади. 
Масалан, ушбу
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текшириш куйидаги тартибда олиб борилиши мумкин:
"ГоО

V х£[а,  4- оо ) да f (x)  >  0 булсин. Бу хрлда | f ( x ) dx  интеграл-
а

нинг якинлашувчи (узоклашувчи) лигини 2-§ да келтирилган аломат- 
лардан фойдаланиб топиш мумкин. Бошка ^олларда f{x) функциянинг

+С0
/М| абсолют кийматининг [а, +  оо ) оралик буйича (' |f (x)dx интег-

d
ралини караймиз. Равшанки, кейинги интегралга нисбатан яна 2-§ даги

+ 00
^оматларни ^уллаш мумкин. Агар бирор аломатга кура J \f(x)dx т -  

тегралнинг якинлашувчилиги топилса, унда 16-5-теоремага кура бе-
аЯЕ +оо
РВДган | f (x) dx интегралнинг х^м якинлашувчилиги (катто абсолют

а
Як.инлашувчилиги) топилган булади.

Агар бирор аломатга кура | \f (x)dx интегралнинг узоклашувчи-
а

ЧГИ1|Ц аникласак, айтиш мумкинки, [ f ( x ) dx  ёки узоклашувчи бу-

га?И’ к̂н шаРтли як.инлашувчи булади ва буни аниклаш кушимча 
Цилишни талаб эгади.

.. **ировардида, хосмас интегралларнинг якинлашувчилигини аниклзш- 
4 Кулланадигаи аломатлардан бирини келтирамиз.
[ 6 . 6 - теорема  ( Д и р и х л е  а л ома  т и), f  (х) ва g  (х) ф ункциялар  
^  00) ораликда берилган булиб ,  улар  к уйидаги  ишртларни ба -
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1) f  (x) ф ункция  [a, +  оо) ораликда у зл у к с и з  ва у н и н г  ш у  орал  
да ги  бошлантчи F (л:) (F' (х) =  f  (х)) ф ункция си  чегараланган, ^

2) g  (х) ф ункци я  [а, +  оо) ораликда g '  (л*) хрсилага эга  ва у  и 
л у к си з  ф ункция ,  "

3) g  (х) ф ункция  [а, +  оо) да  камаювчи,
4) l im g  (х) =  0.

*—►4-00
У холда

+ оо
j . f ( x ) g  (х) dx
а

интеграл якинлашувчи булади .
И с б о т .  Узлуксиз f  (х) ва g  (х) функцияларнинг купайтмасн 

f  (х) g  (х) функция хам [а, +  °°) ораликда узлуксиз булгани учун, бу 
f  (*) g  (х) функция исталган la, t] (t >  а) ораликда интегралланувчи 
булади, яъни

Ф (0 =  J  f ( x ) g ( x )  dx (16.12
а

интеграл мавжуд.
*->+оо да ф (0 функциянинг чекли лимитга эга булишини курсата

миз. Теореманинг 1-ва 2 -шартларидан фойдаланиб, (16.12) интеграл- 
ни булаклаб хисоблаймиз.

j / M  g  М  dx =  j  g (x)  d F  (х) =  g  (х) F(x)  | — §  F ( x ) g ’ {x)dx. (16.13
a  a a a
Унг томондаги биринчи цушилувчи учун ушбу

\ g ( t ) F ( t ) \ ^ M g ( t )  (М =  sup |F(/)|< +  oo)
тенгсизликка эга буламиз. Ундан, -̂>- +  оо да g ( t ) - * -  0 булишини 
эътиборга олсак,

Пш g ( i )  F (t) =  0
t > I" OP

булиши келиб чикади.

Энди унг томондаги иккинчи { F (х) g '  (х) dx хадни ^араймиз. Мо*
Jа

домики, g  (х) функция [а, +  оо) ораливда узлуксиз дифференциалла
нувчи хамда шу ораликда камаювчи экан, унда у  х £ [а, +  оо) Да 
g '  (х) <  0 булиб,

=  М  [g  (а) -  g  (01 <  M g  (a) ( g  (0  >  0)
булади. Шундай цилиб, t  Узгарувчининг барча t >  а  кийматларида

{ \ F { x ) - g ' { x ) \ d x
а
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ннтеграЛ (t узгарувчининг функцияси) юкоридан чегараланган. У ^од-
't* 00ущбу бобнинг 2-§ ида келтирилган теоремага кура j F (х) g '  (х) dx
а

111)Теграл якинлашувчи (хатто абсолют якинлашувчи) булади. Декак,
t

lim [ F ( x ) g ' ( x ) d x
+  оо J

дйМйТ мавжуд ва чекли.
Юкоридаги (16 .13 ) тенгликда /->- +  оо да лимитга утиб, ушбу

t
lim  f f ( x ) g {x ) d x

+“
димитнинг мавжуд хамда чекли булишини топамиз. Бу эса j  f (x)g(x)dx

а
интегралнинг яцинлашувчилигини билдиради. Теорема исбот булди. 

Мисол. Ушбу
+ а>

sin  х
—-а~ dx (а  >  °)

ипегрални царайлик. Б у интегралдаги f  (х) =  sin х, g ( x )  — — ( а > 0 )  функция-
х

,iap юкорида келтирилган теоре.манинг барча шартларини ^аноатлантиради:
•) /'(*) =  sin  х функция ( 1, +  оо) ораликда узлуксиз ва бошлангич функцияси 

F (х) =  — cos х чегараланган,

2) g ( x )  функция [ 1, +  оо) ораликда g '  (х) =  — - +̂ а  ^осилага эга ваX х
У узлуксиз,

3) В (х) =  ( а  >  0) функция [ 1, +  оо) ораликда камаювчи,

4) lim  g  (х) =  lim  Ц г  =  О
х—+«> х->.+ =° X

6)'®дн; Демак, Дирихле аломатига кура берилган интеграл якинлашувчи.

3- §. Чегараси чексиз хосмас интегралларнинг их,соблаш
ь

Чекли [а, Ь] оралик; буйича олинган } / (х) dx Риман интеграли

ьк,тон — Лейбниц формуласи ёрдамида, ёки булаклаб, ёки узгарувчи- 
' РПй алмаштириб, ёки бошка усуллар билан хисобланар эди.

Энди якинлашувчи ушбу

1 — | f ( x ) dx
а

*°с^ас интегрални хисоблаш талаб этилсин.
ф 1- Н ь ю т о н  — Л е й б н и ц  ф о р м у л а с и .  Фараз ^илайлик, / (х) 

ция [а, оо) ораликда узлуксиз булсин. Маълумки, бу хрлда
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/ (х) функция шу ораликда Ф (х) (Ф' (х) =  / (х), х £ [а, +  оо)) боцщЛ 
fhm функцияга эга булади. х —*~ +  °о да Ф (х) функциянинг лимиЗ 
мавжуд ва чекли булса, бу лимитни Ф (х) бошлангич функция^! 
+  оо даги циймати деб кабул циламиз, яъни

lim Ф (х) =  Ф (+  °°)-
х->+“

Хосмас интеграл таърифи хамда Ньютон — Лейбниц ф°Рмуласида„ 
фойдаланиб куйидагини топамиз:

Ч*20 *
Г f  (x)dx =  Iiin f /(x) dx = lim 1Ф (/) — Ф (a)] =
.! 00 - <->+"

=  ф  (+  оо) — Ф  (a ) =  Ф  (x) + 0
(16.14)1

Бу эса юкоридаги келишувга кура бошлангич функцияга эга булган 
/(х) функция хосмас интеграли учун Ньютон — Лейбниц формуласи 
уринли булишини курсатади.

М и с о л .  Ушбу
+ °

I
2_
п

1 . 1 .—  sin  — dxX* X

, + 00 орз-
1 . 1  Г 2

хосмас интегрални ^арайлик. Равшанки, / (*) =  ~  sin  функция ,Х̂ X
лицда узлуксиз булиб, унинг бошлангич функцияси Ф  (х) =  cos —  булади. Демах, 

(16 .14) формулага кура

12_
Я

1 1 1
—  sin  — dx  =  cos — = 1.

Баъзан, берилган I хосмас интеграл узгарувчиларни алмаштир  ̂
ёки булаклаб интеграллаш натижасида хисобланади.

2. Б у л а к л а б  и н т е г р а л л а ш  у с у  л и. и(х)  ва v  (х) функ№ 
ларнинг хар бири |а,  +  оо) ораликда берилган хамда узлуксиз и. 
ва v'  (х) хосилаларга эга булсин.

Хакик^тан хам, 1-кисм, 9 -боб, 10-§ да келтирилган формулага

кУР3 / /
| и (х) du  (х) =  и (х) v  (х) j' — j  —(х) du(x) =  [и (t) v  (t) —
а а о

t
~- u ( a ) v  (о)] — \ v  (х) du  (х)

а
,'ллиб, бу тенгликда /-*- - f  °° да лимитга утиб, куйидагини топамиз:

lim f u ( x ) d v ( x ) — lim  [и {{) v  (t) — и (a) v(a)\ — lim \ v  (x) du  (x) 
m+- j  '- + 00

(16-16)
+CO

Шартга кура j" v ( x ) d u  (x) интеграл якинлашувчи хамда lim [ {t)v( l )— 

_ и (a) о  (a)] лимит мавжуд ва чекли эканлигини эътиборга олсак, унда
+ СО

16.16) муносабатдан j и (х) dv  (х) интегралнинг якинлашувчилиги х,ам-
а

(16.15) формуланинг уринли булиши келиб чикади.
М и с о л .  Куйидаги

+ “
j хе~ * dx
0 ‘

ялтегрални ^исоблайлнк. Агар и (х)=х,  d v  (х) — е~х dx  дейилса, унда и {x)v(x) |ц‘ю =
, +» +»

= х(— е  ■*)!+«>= lim  (— хв *) — 0, | v ( x ) d u ( x )  =  — | е~х dx  =  — 1 булиб, 
*-*+ о о

■5.15) формулага кура

F  J  u ( x ) d v ( x ) — | хе~х dx  =  — хе~х — J  (— е  ~х) dx — 1
к « о
:лади. Демак,

хе dx — 1.

• СО
Агар | v (х) du (х) интеграл якинлашувчи хамда ушбу

а
lim и (Л =  и (+  °°), lim v  (I) =  v  (+- °°)

T O

•6 . 3- эслатма .  Юкоридаги (16.15) формулани келтириб чикариш->
~! ! v (х) du  (х) интегралнинг якинлашувчилиги хамда lim u ( t ) v ( t )  ли- 

Тнинг мавжуд ва чекли булиши талаб этилди.
+

л
лимитлар мавжуд ва чекли булса, у хрлда  ̂ и (х) d v  (х) инт

а
якинлашувчи булиб,

j  и (х) d v  (х) =  и (х) v  (х) — j  v  (х) du (х)
а  а

булади.

егр3,1

(16-И

^ГаР | и (х) а у (х), \ v  (х) du  (х) интегралларнин г якинлашувчили-
Гл у  0 а

■ мДа lim и  (/) v( t )  лимитнинг мавжуд ва чекли булиши каби учта

исталган иккитаси уринли булса, у хрлда уларнинг учинчиси 
53 Пб.15) формула уринли булади.

S5. Ч- Г а р у в ч и л а р н и  а л м а ш т и р и ш  у с у  л и. /(х) функция 
’ + 00) ораликда берилган булсин. Куйидаги

+ 00
/ = f{x) dx



+

интегрзлни карайлик. Бу интегралда х =  ф (г) дейлик, бунда <*,, 
функция куйидаги шартларии бажарсин:

1) ф (z) функция [а,  +  оо) ораликда берилган, ф'(2) ^осилага э 
ва бу хосила узлуксиз, __ ЗГз

2) ф(г) функция |а, +  оо) ораликда цатъий усувчи,
3) ф(а) =  я , ф (+  °°) =  lim ф(г (= +  00 булсин.

Z-+4-00 I
+00

У холда | /(ф (г)) ф'(г) dz интеграл якинлашувчи булса, унда
а

• да
Г f  (х) dx хам якинлашувчи ва

0 +  4-
|  f (x)  dx =  [  /  (ф (г)) • ф ' (г) dz (16.17)|
а а

булади. .
Ихтиёрий г (а <  z <  +  оо) нуктани олиб, унга мос ф (г) =  t пуктз-1 

ни топамиз. [a, t) ораликда 1-к;исм, 9 -боб, 2-§ да келтирилган фор.| 
мулага кура

j' f{x) d x =  j /(ф(2)) ■ ф' (г) dz
а а

булади. Бу муносабатда (-*■ +  00 да (бунда z — ф-1 it)-*- +  °°) ли- 
м’итга утиб куйидагини топамиз:

t +00 
lim [ f  (х) d x =  \ f  (ф (г)) ф' (г) dz.

а I  .

Бу эса \ f i x ) d x  интегралнинг я^инлашувчилигини ^амда (16.17)
а

формуланинг уринли булишини курсатади.
+ 0°

16.4-э с л а т м а .  | / (х) dx якинлашувчи булсин. Бу интегралда

1 х-М И
булиб, (16.18) функция юкоридаги шартларии бажарсин. У *олда

+00

кнтегрални карайлик. Равшанки, б у  интеграл якинлашувчи. Уни ^нсоблайлик. Ав- 

53.Ю бу интегралда х =  ~  алмаштириш циламиз. Н атижада

+ « ^  о
оСлиб, (16.19) ва (16.20) тенгликлардан

z2 dz
1 +г* (16.20)

. ‘ 0 
4 1 1 + *г

1 - tx *

булиши келиб чикади. Кейинги интегралда

У +  V  У2 +  4
2

алмаштиришни бажариб, куйидагини топамиз: 
+ 0 0

dx

К - )

Демак,

/=1  Г = _ J _  arctg ± _
2 J 2+ у* 2 У 2 C g у  2

__оо

—  о:

I

У 2

dx л
I + х4 ~ 2 У 2 ’

л+ 0 0

- »  _  2 У 2'

& Ч е г а  р а с и ч е к с и з  б у л г а н  х о с м а с  и н т е г р а л л а р н и  
гам баъзан (аник интеграл сингари) и н т е г р а л  й и г и н д и н и н г  ли
мити с и ф а т н д а  х и с о б л а ш  мумкин булади.

f  ix) функция [а, +  оо) ораликда (а >  0) берилган булиб, цуйида- 
П1 шартларни бажарсин:

1) [а, +  оо) да f{x)  функция интегралланувчи,
/ ( )> °°  ̂ Д3  ̂ Функция камаювчи ва у  х € [«> +  00) учун

У холда

j  f  (ф (г)) ф' (г) dz
була

| f  (х) dx =  1 im h  V  f  (a +  kh) 
h^° *=o

(16.21)

1ДИ.

интеграл хам якинлашувчи булиб,

Г f  (х) dx =  \ f  (Ф (г)) Ф ' (z) dz

■ rvv» •
|;г + ^ ° Т‘1а^ЛИК’ 2̂’ оралицни [a, a +  h],  [а +  h,  а  +  2h\, . . . ,
ЭДлев +  . . .  ( Л > 0 )  ораликларга ажратайлик. Л > а

Функциянинг мусбатлигидан

булади.
М и с о л . . У ш б у

- J
dx

1 т ^
(IW

" Ш1Г ~ , ,Ь ** «= и  и-ркге
V- уС̂ ЛиклаРнн ёза оламиз. Функциянинг камаювчи эканлигидан 

‘ 1 1в +  kh, a  +  kh +  h 1 учун
f (а +  kk - f  h) <  f  (x) <  / (a +  kh)

 ̂ J  a+kh+h A [ h \ a+Wi+ft
f  / (x )  dx  <  j  f ( x ) d x <  ^  j  f i x ) dx

0 a+feft
(16.22)
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[ т ] - '  . л  [ т ]
V  h f  (а +  kh +  f t ) <  | f (x)  dx < ^  hf ( a  +  kh) .

булади. Шундан фойдэлансак, (16 .22) ни куйидагича ёзиш

А=0
+  с

*=0 (]6.2з.

Шартга кура, / (х) dx якинлашувчи. Функциянинг мусбатл
о

Y  А > а  учун ^

j  f ( x ) d x <  ( f ( x ) dx .
а а

Бу тенгсизликдан ва (16.23) дан V  Л >  a,  V  ^ > 0  учун

т-

ИГиДа«

+00
( f ( x ) d x >  2  h f  (a +  kh)— hf (a) .

Бундан эса
*=о

+ «
j  f  (х) dx > ^  h f  (а +  kh) — h f  (а)

*=o

Сулади. Шундай килиб, V  f  (а +  kh) катор якинлашувчи булар экав.
fc=о

Бунн эътиборга олсак, f  {х) нинг мусбатлигидан ва (16.22) муносабат- 
нинг унг томонидаги тенгсизликдан

j f ( x ) d x  <  V  h f ( a  +  kh)
а к=0

ни косил киламиз. Бу тенгсизликнинг ихтиёрий А >  а учун туер* 
эканлигидан

f  (х) dx <  h  2  f ( a  +  kh).

Демак,
k=0

h  2  f  (a +  kh) — h f  (a) <  [ f ( x ) d x < h ' V f ( a  +  kh)
*=o

экан. Бу ерда h-*-  0 да лимитга утсак 
миз.

М и с о л . Ушбу

а А—0
:ак (16.21) формулани хрсил *

+ а
хе х dx

интегрални карай лик. Равшанки, бу интеграл якинлашувчи. [1 . +  00 о '*~г 
f  (х) =  хе~х функция камаювчи хамда V х 6 [1 , +  оо) учун / (л) — хб’миз; 
Юкорида келтирилган (16.21) формуладан фойдаланиб куйидагини топа

О»
I хе x d x = \ \ m h  " У ( 1 - ) - М ) е  < H -W )_e ' l i m  
i  Л̂ о £ о  л-о

„ V  e - kh +  Л‘
*=о
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а т ма.  Юкорида келтирилган (16.21) формула f  (х) функ- 
1б> ̂ аоувчинииг бирор хи (х0 >  а) кийматидан бошлаб камаювчи 

Щ|* * • чам у-ринли булишини курсатиш мумкин.
>;лганда - а -сИ ч е к СИЗ х о с м а с  и н т е г р а л л а р н и н г  бош 

5' а т л a D и }(х) функция ( -  оо, +  оо) ораликда берилган булиб, 
Жякнинг исталган [/', t] (— °о < Г < / <  +  °о) кисмида интег-^'ораликнинг

тлаяувчи булсин: F ( t , t) — | f (x)  dx

Маълумки, f (x)  функциянинг (— °о, +  °°) орачик, буйича хосмас 
ипеграли ушбу #

Г f ( x ) dx  =  lim F ((', t) — lim ( f (x)  dx 
J ® • 

лимит билан аникланар эди. Г, t узгарувчилар бир-бирига боглик; бул- 
\шан холда t’ -------о о , t~>~ +  оо да F (Г, /) функция чекли лимитга

эга булса, \ f  (х) dx хосмас интеграл якинлашувчи деб аталар эди.
_1оо

Равшанки, | / (х) dx интеграл якинлашувчи булса, яъни ихтиёрий 
_00

равишда f  —  оо, /->■ оо да F (t\ i) функция чекли лимитга эга 
булса, у холла бу функция /’ =  — t булиб, /-*- +  °° булганда хам, 
чекли лимитга эга (интеграл якинлашувчн) булаверади. Бирок, F (С, t ) =

I f(x) dx функция, t' =  — t булиб, /-> +  оо да чекли лимитга эга

!>« со

лишидан \ f  (х) dx хосмас интегралнинг якинлашувчи булиши ке-

1!,б чикавермайди.
•1я с ° л .  Ушбу

t
f  sin  х dx 
ir

t  ~  — t  булса, равшанки, V  ̂>  0 учун j  sin xdx — O ва демак, 

t
lim  f  sin  x d x  — 0

И М  *-+“ 2 t
Бирок f  ■

t e *  ' a , Sm интеграл якинлашувчи эмас.

а ъ Риф. д гар f   ̂ булиб, /-*- +  оо да F(F,  t) —



=  j  / (x) dx функииянинг лимити мавжуд ва чекли булса, у XaiJa
г

+ 00
j' / (х) dx хосмас интеграл бит киймат маъносида Щ инлашу^
_Оо
дейилиб,

lim [ / (х) dx

+•
лимит эса’ f f  (х) dx хосмас интегралнинг бош  киймати  деб аталади

VGC
+«

Одатда | / (х) dx хосмас интегралнинг бош киймати 
_00

+ OJ
V. р. \ / (х) dx

каби белгиланади. Демак,
+ о о  *

V. p. \ f { x ) d x =  lim Г f {x) dx.
_1<о

Бунда v. р. белги французча «valeur principiale» «бош киймат» сузла- 
рининг дастлабки харфларини ифодалайди.

+ 00

Шундай килиб, / (х) dx хосмас интеграл якинлашувчи булса,
— 00

+  оо

бош киймат маъносида хам якинлашувчи булади. Бирок \ f (x)dx хос-
_00

мае интегралнинг бош киймат маъносида якинлашувчи булишидан 
унинг якинлашувчи булиши х.ар доим хам келиб чикавермайди.

6. Ч е г а р а с и  ч е к с и з  х о с м а с  и н т е г р а л л а р н и  т а к р и б и й  
х и с о б л а ш .  /(х) функция \а, +  оо) ораликда берилган ва узлуксиз 
булиб,

/ =  j  / (х) dx (16.24)
а

интеграл якинлашувчи булсин.
Куп лолларда бундай интегрални аник хисоблаш кийин булиб, У1511 

такрибий хисоблаш га тугри келади.
(16.24) хосмас интегрални такрибий хисоблаш хос интегрални- 

анш\ интегрални такрибий ^исоблашга келтирилади. Ани^ интеграф 
хисоблашда, бизга маълум формулалар (тугри туртбурчаклар, трапеШ ’̂ 
Симпсон формулалари (каралсин 1-кисм, 9 -боб, 11-§)) дан фойда^'1 
лади.

Таърифга кура
я *Я *1 im \ f ( x ) dx  — \ / (х) dx

00 J J
а а
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,йт мавжуд ва чекли, яъни V  е > 0  олинганда хам, шундай /0(а <  
* и  <  оо) топиладики, t >  t0 да

f f  (х) dx — [ f  (x) dx <  e (16.25)

б?лади. Arap ^  +o5 (
j  / (x) dx  =  J  f  (x) dx — J  / (x) dx
( a a

эканлигини эътиборга олсак, унда юкоридаги (16.25) тенгсизлик ушбу

| f / (х) dx | <  8 
t

:.уринишни олади.
' Натижада берилган / интегрални такрибий ифодаловчи куйидаги 

формулага келамиз:
{ f  (х) dx «  J/  (х )dx.  (16.26)
а а

Бу такрибий формуланинг хатолиги
-4- со

If / (х) dx I <  е

булади.
М и с о л .  Ушбу

-4-°0
+J е-х* л
О

интегрални царайлик. Бу интеграл якинлашувчидир. Уни [0 , а [  (а >  0) орали^ 

<уйича ?  е ~х' интеграл билан алмштириб ушбу
о 4-оо _ 1 а _ 0

С е  Z . dx z z  f е  х dx (а  > 0) (16.27)
о о

таЧрибий формулага келамиз. (16.27) формуланинг хатолиги 
+00 . а , -j-» .

J  е ~ х d x ~ f  e~ x , d x =  J  е ~ х dx
0 0 а

■\г|-;-н куйидаги батога эга буламиз:

f Г * ’ d x  <  —  +\°  хе d x = ~  +f  <Г*! d  (л?) =  ~  \ - е ~ х ‘ Г ” =  е ~ а\  
а  а 2а а 2й [  |» 2а

Энди а  =  1, а =  2, а  =  3 булган холларни карайлик. а  =  1 булсин. Бу холда 

j  е ~ *’ dx »  f е~ * '

■'•’иб, бу такрибий формуланинг хатолиги

+Г е ~ х' dx  — f е - ** dx — f е ** dx <C 0,1839
«Ц ди.

Q =  2 булсин. Б у холда

j  e ~ x* dx  w  f e ~ *’ dx
Л



булиб, б у  такрибий формуланинг хатолиги учун ушбу 
-f  оо _ 2 -j-oo

J е  Jr’ dx  — j  e~ x' dx =  f e~*' dx < 0 ,00458
0 0 2

бах.ога эга буламиз.
a  =  3 булсин. Бу ^олда

3j  е х'  d x  &  J е х '  dx
о о

булиб, унинг хатолиги

J* е~х' d x  — ( е~ х*dx = +* e~x* d x  < 0,00002
о о  'з

булади.

4- §. Чегараланмаган функциянинг хосмас интеграллари

1. М а х с у с  н у  к; та .  /(х) функция X (X cr R) тупламда берилган 
булсин. Бирор x0(x0£R)  нуктани олиб, унинг ушбу

^6 (х0) = {х: х 6 R; х0 — б <  х <  х0 +  6; х Ф  х0} (б >  0) 
атрофини (1-цисм, 118, 122-бетлар) карайлик.

16.10-т аъриф.  Агар х0 нуктанинг >;ар к а ида й i/g (х0) атрофи олин
ганда хам Uf, (х0) П X ф  0  тупламда /(х) функция чегараланмаган 
булса, х0 ну^та /(х) функциянинг махсус н укт а си  деб аталади.

М и с о л л а р .  I. |а, 61 ярим интервалда ушбу / ( х ) = ---------  функцияни ца-
Ь — х

райлик. Ь нуцта бу функциянинг м ахсус нуктаси булади, чунки [а, Ь) П (I) т\п- 

ламда берилган функш!я чегараланмагандир.

2. {а, 6] ярим интегралда f  (х) = ---------  функция берилган булсин. Равш аяв
х  — а

бу функция (а,  6)] П Ux (а) тупламда чегараланмаган. Д ем ак , а  махсус нуцта.

3 . (в , Ь) интервалда ушбу / (х) =  —---------— --------- з -  ( а  >  0 , Р >  0) функция-
(х — а г ( Ь  — х )р

пи карайлик, а  ва Ь нукталар бу функциянинг махсус ну^талари булади, чунки эг- 
рилган функция (а, Ь) П U^(a)  ва (а , Ь) П U^(b)  тупламларда чегараланмагандир.

4. Ушбу / (х) = ------—----- - функция R \ { —1, 0 , 1} тупламда берилган. Равшан-
X (X *  1 )  л  I

ки, бу функция — 1, 0 , 1 нукталар атрофида чегараланмаган. Д емак, — 1. 
махсус нукталар булади.

2. Ч е г а р а л а н м а г а н  ф у н к ц и я н и н г  х о с м а с  и н те гр а -11* 
т у ш у н ч а с и .  Мазкур курснинг 1-цисм, 9-бобида математик анализ- 
нинг асосий тушунчаларидан бири—функциянинг [а, Ь\ орали^ буинч 
аник интеграли (Риман интеграли) тушунчаси киритилди ва уни батз4 
сил урганилди. Унда функциянинг интегралланувчи булиши функии 
нинг чегараланган булишини тацозо этади.

Энди чекли [а, Ь] ораликда чегараланмаган функциялар учун инТ j 
рал тушунчасини киритамиз ва уни урганамиз.
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* / (* ) функция la, b) ярим интервалда берилган булиб, Ь нукта шу 
„кциянинг махсус нуктаси булсин. Бу функция [а, Ь) ярим интер- 
тнинг исталган [a, t\ ( а < / < 6 )  кисмида интегралланувчи (1-к;исм, 

Фбоб- 2- §), яъни ихтиёрий t учун ушбу

{  f (x)  dx
а

яггеграл мавжуд булсин. Бу интеграл, равшанки, каралаётган функ
цияга ва олинган t га боглиц булади. Агар f (x)  ни тайинлаб олсак, 
каралаётган интеграл факат t узгарувчининг функцияси булади:

f f {x)dx =  F (/) (a < t < b ) .
а

Натижада (a, b) интервалда берилган F (/) функцияга эга буламиз.
16.11-таъриф.  Агар t - * - b  — 0 да F(t )  функциянинг лимити

lim F(t )
t->Q—b

мавжуд булса, бу лимит (чегараланмаган) f (x)  функциянинг [о, Ь) бййи -
ча хосмас интеграли  деб аталади ва у

] f i x ) d x
а

каби белгиланади. Демак

Г / (х) dx =  lim F (t) =  lim Г f (x)  dx.  (16.28)
t->b-0 <-.6-0 i

16.12-таъриф.  Агар t -^ -b  — 0 да F(t )  функциянинг лимити мав
жуд булиб, у чекли булса, (16.28) хосмас интеграл якинлашувчи  дейи
лади, j (x)  эса [а, Ь) да интегралланувчи ф ункци я  дейилади

Агар t -+ b  — 0 да F(t)  функциянинг лимити чексиз булса, (16.28) 
интеграл узоклашувчи  деб аталади.

. Худди юкоридагидек, а нукта f (x)  функциянинг махсус н уктаси  
булганда (а, Ь\ оралик буйича хосмас интеграл, а  ва. b ну^талар функ
циянинг махсус нукталари булганда (а, Ь) оралиц буйича хосмас интег
рал таърифланади.

f ix)  функция (а, Ь\ ярим интервалда берилган булиб, а ну^та шу 
Функциянинг махсус нуктаси булсин. Бу f i x)  функция (а, Ь] ярим ин- 
ТеРвалнинг исталган |/, b] i a < t < b )  кисмида интегралланувчи, яъни 
Ихтиёрии t (a <  t <  b) учун ушбу

b(7 (x )d*  = <D(0 (16.29)
t

Интеграл мавжуд булсин.
16.13-таъриф. Агар t - ^ a  +  О да Ф(<) функциянинг

lim Ф (0
*-*а+0
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лимити мавжуд булса, бу лимит (чегараланмаган) f (x)  функция»
(а, 6] буйича хосмас интеграли  деб аталади ва ‘ li!lr

$ f ( x ) d x
а

каби белгиланади. Демак,
ь ь
f f {x)dx =  lim \f (x) dx =  lim Ф(0- (16 ^
i  /-Q+Oj! /-«+0 '

16.14-таъриф.  Агар /->a +  0 да Ф(/) функциянинг лимити мав, 

ж уд булиб, у  чекли булса, \f{x)dx интеграл якинлашувчи  деб атала.
ди, f (x)  эса (a, ft] да интегралланувчи  функция дейилади.

Агар <->-а +  0 да Ф (0 функциянинг лимити чексиз булса (16.30) 
интеграл узоклашувчи  деб аталади. *

f (x)  функция (a, ft) интервэлда берилган булиб, а  ва ft нукталар 
шу функциянинг махсус нукталари булсин. Шунингдек, f  (х) функция 
{a, ft) интервалнинг исталган ]т, /j (а <  т] <  / <  Ь) кисмида интеграл
ланувчи, яъни

I
J f  М  dx =  ф (т, /) (16.31)
X

интеграл мавжуд булсин.
16.15-т а ъ р и ф .  т —>-а +  0, t -* - b  — 0 да ф(т, t) функциянинг

lim ф(т, t)
т-*о+0 /—*ь—О

лимити мавжуд булса, бу лимит (чегараланмаган) f  (х) функциянинг 
(a, ft) буйича хосмас интеграли  деб аталади ва у

J  f ( x ) d x
а

каби белгиланади. Демак,
ь t
\ f ( x ) dx  =  Y\m f /(х)dx =  lim ф(т, /). (16.32)
а х—>a-f-0 /j х—>a-f-0

/—>6—0 t—+b—О

16.16-т а  ъриф. Агар т - ^ a - f  0, t - + b  — 0 да ф(т, /) ф у н к ц и я н и н г  
лимити мавжуд булиб, у чекли булса, (16.32) интеграл яц ин л аш у^  
дейилади, f{x) эса (a, ft) да интегралланувчи ф ункция  деб аталади.

Агар т -> а  +  0, t - * - b  — 0 да ф(1г, t) функциянинг лимити чексиз 
булса, (16.32) интеграл узоклашувчи  деб аталади.

с„ с 2, . . .  , с п (с{£(а, ft), t =  l, 2, . . . , п) нукталар f (x)  ФУнК‘ 
циянинг махсус нукталари булган х.олда х,ам f (x)  нинг (a, ft) буйича 
хосмас интеграли юкрридагидек таърифланади. Соддалик учун а. ° 
хамда c ( a < c < f t )  махсус нукталар булган хрлда, хосмас интегр3-’ 
таърифини келтирамиз. f (x)  функция (а, Ь)\{с) тупламнинг исталга»
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/1 (а <  т <  / <  с) хамда [и, и] (с <  и  <  v  <  b) кпсмларида интеграл- 
J v bW ,  ЯЪНИ

С / (х) dx — ф (X, /), J  / (х) dx =  Ф (и, V) (16.32)
Т U

теграллар мавжуд булсин.
16.17-т а ъ р и ф .  Агар т-^-а +  О, t - * - с  — 0 хамда и -* - с -\ -  О, и->
— О Да ф(т. О +  ф(и» у) функциянинг

lim [ф (т, /) +  Ф (и, v )] =  lim (Г/ (х) dx  +  Г / (х) dxl
т -»a-f-0 T-»e-fO х «О /_>с—О

и -* с + Р
" 7.»— — О и~*Ь—  О

шмити мавжуд булса, бу лимит (чегараланмаган) f (x)  функциянинг 
; ’ /?) буйича хосмас интеграли  деб аталади ва у

] f ( x ) d x
а

каби белгиланади. Демак,

Г /(х) dx =  lim [ f /(х) dx +  [ f  (х) dx]. (16.34)
а ™+0 X t/->с—О

О
V~tb—О

16.18-таъриф . Агар т -^-a +  O, t - * - c  — О хамда u -* -c -J-0 , o -v  
-+b—О да ф(т, () +  ф (и, v) функциянинг лимити мавжуд булиб, 
\ чекли булса, (16.34) интеграл якинлашувчи  дейилади, /(х) эса (о, Ь) 
да интегралланувчи ф ункция  дейилади.

Агар т —> а  +  О, t с  — О хамда и с  +  О, v - * -b  — О да ф (т, /) +  
- '((и , v) функциянинг лимити чексиз булса, (16.34) интеграл у зоц -  
жиувчи деб аталади.

16.6-э с л а т м а .  Юкорида махсус нуктаси а (ёки Ь, ёки а  ва Ь) 
булган / (х) функциянинг (а, Ь] (ёки [а, Ь)), ёки оралик, буйича хосмас ин- 
'рграли тушунчаси F (/) нинг t - +a ~1-0 (ёки Ф (0 нинг /->&— О, ёки 
'К1! О нинг т->-а +  0, t - * - b  — 0) да лимити мавжуд булган доллар 
Учун киритилди ва унинг якинлашувчи ёки узо^лашувчилиги таъриф-
■ !нди. Маълумки, F (t) нинг i - * - a - f O (ёки Ф (0 нинг t - * - b  — О, ёки 
jHT> 0  нинг т - > я  + 0, t - * - b  — 0) даги лимити мавжуд булмаган хол
■ Л1;иш мумкин. Бу холда биз шарт ли равишда / (х) нинг хосмас ин- 

Тегрзли

J  / (X) dx
а

-^Клащувчи деб кабул киламиз.
И^^ундай килиб, чегараланмаган функция хосмас интеграли тушун- 

и аввал урганилган Риман интеграли тушунчасидан яна бир мар- 
. ушмитга утиш амали оркали юзага келар экан. К,улайлик учун 
Рам ДЭ кУпинча «хосмас интеграл» дейиш урнига интеграл деб кетаве-
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М и с о л  л а р .  I. (О, 1] ярим интервалда f  (х) — —  функцияни царайля*.

Равшанки *  =  0 нукта бу функциянинг махсус нуцтасидир. Берилган функция 
тиёрий [<’ 1 ] (О <  / <  1 ) оралик буйича интегралланувчи

t

У  ^олда

Ф (о =  j  т = -  = 2<1 - у 1 >■

lim  Ф  (t) =  l i tn 2(1 — V  t ) =  2 
/—► "i" 0

i

J dx— интеграл якинлашувчи ва у  2 га тенг.

2. Ушбу
dx

3. Ушбу

хосмас интеграл узоклашувчи булади, чунки 
х

1
Г dx  I

lim  Ф  (/) =  lim  \ —  =  lim  [ I n x L  =  +  оо.
(— 1-0 J  х *-,+0 

t

интегрални карайлик. Равшанки, х =  0  ва х =  1 нуц-dx

и
талар м ахсус нукталардир. Хосмас интеграл таърифига кура

1 I
dx — lim  \ 

Т—>“г0 J
__ _  dX =  lim  [arsin (2 л: — 1) 1*=
/ * ( ! - * > '  £*+» J  V M l - x )  J-+0

Я , _я _ _

=  l im  [a r s in  ( 2 / — 1) — arsin  (2 т — 1)] = — -I- 9 ~ п
х—►-f'O /--►1-0

2 ‘ 2

булади. Демак, берилган хосмас интеграл якинлашувчи в а

J  \ х  (1 — х)

4. Ушбу
С dx  С dx

U =  ---------- — (<* >  0), / 2 =  I ---------- — (а >  0)
J ( х - а ) а  J  ( Ь - х ) а

интегралларни ^араилик 
низ:

ь

. Хосмас интеграл таърифидан фойдаланиб куйидагини
хосР

— lim
1

<^а+0 1 — а
[Ь _  о)»-® _(< —дс)1—а], (а Ф  1)

«у  лимит а   ̂ булганда чекли, демак /] хосмас интеграл якинлашувчн, а  >  1 
^пганда эса чексиз булиб, унда /, хосмас интеграл узоклашувчи булади. а  =  1 бул-

гзнда „ „
Г dx С dx
1  =  lim  I -----------=  lim  [In [ * — a)J f

J  x — a  t^a+0  J  x — a t - , a+о '
a t

6?ляб. h  интеграл узоклашувчидир.
• Демак.

_  Г dx 
J  (х - п ) а

(a > 0)

хосмас интеграл a  <  1 булганда якинлашувчи, a >  1 булганда узоклашувчи булади. 
Худди шунга ухшаш курсатиш мумкинки,

и
J dx

Сb - x f
( а  >  0)

хосмас интеграл а <  1 булганда якинлашувчн, а ^ 1  булганда узоклашувчи булади.

. Биз нуйида хосмас интегралларнинг турли хоссаларини урганар
гканмиз, уларни, асосан махсус нуктаси b булган / (х) функциянинг

ь
[а, Ь) оралик. буйича олинган j' f ( x) dx  интеграли учун келтирамиз. Бу

а
хоссаларни махсус нуктаси а (ёки а  ва Ь) булган функциянинг мос 
равишда (а, Ь] ёки (а, Ь)) оралик буйича олинган хосмас интеграллари 
учун х,ам тегишлича баён этиш мумкин.

3. Я к и н л а ш у в ч и  х о с м а с  и н т е г р а л л а р н и н г  х о с с а л а -  
рн. f (x)  функция [а, Ь) да берилган булиб, b шу /(*) функциянинг 
махсус нуктаси булсин. Бу функция исталган [a, ( а < / < & )  да ин- 
■егралланувчи булсин.

ь
1°. Агар f (x)  функциянинг [о, Ь) оралик буйича [ f {x) dx  интеграли

а
якинлашувчи булса, бу функциянинг [с, Ь\ (а <  с  <  Ь) оралик буйича 
\f(x)dx интеграли хам якинлашувчи булади ва аксинча. Бунда

] f ( x ) d x  =  ( f ( x ) d x +  J  f  (x)dx (16.35)
°УфДи.

Исбот .  Аник интеграл хоссасига кура

] f { x ) d x  =  ] f { x ) d x  +  l f ( x ) d x  (a < t < b ) (*)
л е с

’№ди.
ь
.1 f ( x) dx  интеграл якинлашувчи, яъни «

f /(х) dx =  lim Г / (х) dx
i  t~+b~o i
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лимит мавжуд ва чекли булсин. Юкорида г и (*) тенгликни куйидагича 
ёзамиз:

j7 (x )d x  =  § f ( x ) d x — f f ( x) dx.
с  a a

Кейинги тенгликда t -+ b  — 0 да лимитга утиб куйндагини топамиз: 

lim Г f ( x) dx =  lim (7(x)dx — f f (x)  dx =  f f (x)  dx — f f (x)dx.
t—+b—0 с t-*b—0 ^ a a d

b
Бундан |' f ( x) dx  интегралнинг якинлашувчи ва

С

f f ( x) dx — [ f  (x) dx +  (7 (*) dx
a  a  c

эканлиги келиб чикади.
b

Х удди  шунга ^хшаш f f ( x) dx  интегралнинг якинлашувчи булиши-
С

дан j f{x)dx интегралнинг хам якинлашувчи хамда (16.35) формуланинг
а

уринли булиши курсатилади.
Куйида келтириладиган 2° — 5°-хоссалар хосмас интеграл ва унинг 

якинлашувчилиги таърифларидан бевосита келиб чикади.
О

2°. Агар f f{x)dx интеграл якинлашувчи булса, у хрлда | c f (х)dx
а ®

интеграл х1ам якинлашувчи булиб,
ь ь
(' c f ( x) dx  =  с  J- (х) dx
а а

булади, бунда с  — const.
3°. Агар f f  (х) dx интеграл якинлашувчи булиб, у х £ [ а ,  Ь) Да

а
Дх) >  О булса, у хрлда ;

f  (х) dx >  О
а

булади. м .а
Энди f (x)  функция билан бир кдторда g (x)  функция х!ам \а, ч  

берилган булиб, b эса бу функцияларнинг махсус нуктаси булсин.
4° Агар I f  (х) dx ва j' g  (х) dx интеграллар якинлашувчи булса- У

а  а

холда \[f (x) ± g{x) ]dx интеграл хам якинлашувчи булиб,
а

J  [/ (х) ± g  (X)l dx =  } / (X) dx ± f g  (х) dx



16.4- н а т и ж а .  /, (дг), /2(х), . . .  , /л(х) функцияларнинг хар бири 
[в, Ь) Да берилган булиб, b эса бу функцияларнинг махсус нуктаси
булсин- Агар | f k(x)dx(k = 1 , 2 ,  . . .  , п) интеграллар якинлашувчи

а
булса, у хрлда

J  t^i/i (•*) +  с2/2 (х) +  . .  . - f  сп /„ (х)] dx '
а

интеграл х,ам якинлашувчи булиб,

f it,/i W  +  c 2f i  (x) +  . . .  + c n f n (X)l dx =  Cy J  Л (x) dx +  Co | f 2 (x) dx +
(j a b

b ____
+  . . .  +  c n j  f n ( x) dxc i =  const, t =  1, rt.

a
булади.

5° Агар j'/ (x)dx ва j fg(x)dx интеграллар якинлашувчи булиб,
а а

ух£ [а, Ь) да /(х)< g (х) тенгсизлик уринли булса, у  хрлда

§ f ( x ) d x < j  g ( x ) dx
а а

булади.
Юкррндаги f (x)  ва g(x) функциялар куйидаги шартларни хам ба- 

жарсии:
1) f (x)  функция [а, Ь) да чегараланган, яъни шундай т. ва М уз

гармас сонлар мавжудки, у х £ [ а ,  Ь) да т  <  /(х) <  М;
2) g ( x)  (функция (а, Ь) д? уз ишорасини узгартирмасин, яъни барча

*(*€[«,  b) ларда g(x) >  0 ёки g (x)  <  0.
ь ь

я|р . Агар | /(х) g (x)  dx ва f g (x ) dx интеграллар якинлашувчи булса,
a a

У ^олда шундай узгармас ц (т <  М) сон топиладики,

,[ f ( x ) g ( x ) d x  =  ц \g (x) dx
а а

Тенглик уринли булади.
^ Б у  хосса ушбу бобнинг 1- § да келтирилгаи 6°- хосса исботи каби 
И|!Гланади. Одатда бу хосса у р т а  к и й м а т  ^ а ^ и д а г и  т е о р е м а  
Деб юритилади.

5- §. Чегараланмаган функция хосмас интегралининг 
якинлашувчилиги

функция [я, Ь) ярим интервалда берилган булиб, b шу функ-
I ШХСУС нуктаси булсин. Бу функция хосмас интегралининг

(Ярйлашувчилиги шартини топиш билан шурулланамиз.
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Биз юкорида [ f ( x ) dx  хосмас интегралнинг якинлашувчилиги 

-*• Ь — 0 да

F(t )  =  \ f ( x ) dx  (а < 1 < Ь )
а

функциянинг чекли лимитга эга булиши билан таърифланишинн к .̂р 

дик. Бннобарин, f f ( x ) ax  интегралнинг якинлашувчилиги шарти, t~±
Я

-*~Ь — 0 да F (/) функциянинг чекли лимитга эга булиши шартцдан 
иборат.

1-кисм, 4 -боб, 5-§, 6-§ даги функциянинг чекли лимитга эга бу

лиши хакидаги георемалардан фойдаланиб, f {x)dx хосмас интеграл-
а

нинг якинлашувчилиги шартини ифодаловчи теоремаларни келтирамиз.
1. М а н ф и й б у л м а г а н ф у н к ц и я  х о с м а с и н т е г р а л и н и ц г  

я к и н л а ш у в ч и л и г и .  f{x) функция |о, Ь) ярим интервалда берилган 
булиб, b эса шу функциянинг махсус нуктаси булсин.

Бу функция [а, Ь) ораликда манфий булмасин (Y«G [а. Ь) учун 
№  >  0) ва оралицнинг исталган [a, t\ кисмида (а <  t <  Ь) интеграл
ланувчи булсин. У холда а  <  <  /2 <  Ь лар учун

F W  =  f f  (х) dx =  F( t i )  +  f / (х) dx >  F {(,)
'a h

булади. Демак, /(х) >  0 булганда F (I) функция усувчи булар экан. 
Бинобарин, t->- b — 0 да F(t)  ^амма ва^т лимитга (чекли ёки чексиз) 
эга булади. Монотон функция лимити хакидаги теоремадан фойдала-

ь
ниб (^аралсин, 1-кисм, 4 -боб, 5-§) \f (x)dx интегралнинг я^инлашув-

а
чилиги шартини ифодалайдиган куйидаги теоремага келамиз.

16.7- т еор  ем а. [а, Ь) да  манфий булмаган f (x)  ф ункци я  j f (x)dx
а

хосмас инт егралининг якинлашувчи булиш и  учун,  [F (t)\ н ин г  юкори' 
даги чегара.шнган, я ъ н и  y t £ ( a ,  Ь) у чун

t
F (t) — j' f ( x) dx  <  с  ( с  =  const)

а
булиш и  з а р у р  ва етарли.

ь
Одатда бу теорема f (x)  (J (х) >  0) функция j f ( x) dx  хосмас инт0-

а
гралининг якинм ш увчили ги  крит ерий си  деб аталади.

Яна уша теоремага асосан куйидаги натижани айта оламиз.
16.5-н а т и ж а .  Агар (F (/)! =  {\f{x)dx} туплам юь;оридан чегар3

а
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и
^fiaraH булса, у хрлда \f (x) dx  хосмас интеграл узоклашувчи бу-

ДО а и ф н й б у л м а г а н  ф у н к ц и я л а р  х о с м а с  и н т е г р а л л а -  
п(1Яи т а ^ к о с л а ш  х ; а к и д а  т е о р е м а л а р .
г 16.8- т е о р е м  a. f (x)  ва g  (х) ф ункциялар  [а, Ь) да берилган  б дл и б , 

ха б у  ф ункцияларнин г  махсус н уктаси  ва V  х£[а,  Ь) да
О < f ( x ) < g ( x )  (16.36)

цлсин. У %олда: ^
g(x)d* щ инлаш увчи  булса,  j  f  (х) dx хам якинлашувчи булади ,

а
Ь

f (x)dx узоклашувчи бул са ,  f g ( x ) dx  хам узоклашувчи б  у  ж д и .  
ь

Исбот .  j g ( x ) d x  якинлашувчи булсин. Унда 16.7-теоремага кура
аt

[(?(/)} = { (' g  (х) dx) (а <  / <  Ь) туплам юкоридан чегараланган:
а

G (/) =  \ g  (л) dx < С (С =  const)
а

булади. (16.36) муносабатга асосан

F(t )  =  § f ( x ) dx  <  j  g (x)  dx =  G ( t ) ^ C
а а b

булиб, ундан яна 16.7-теоремага кура \f (x)dx интегралнинг я^инла-
а

шувчилиги келиб чикади. 
г>

Энди j\f (x)dx интеграл узоклашувчи булсин. У холда {F (/)) =
/

-  | j f (x)dx)  юкоридан чегараланмаган булиб,
а

J7 (x )d x <  \g (x) dx
а а

т®гсизликдан эса

{G( t ) }=\$g (x) dx}
а

,1И1,Г хам юкоридан чегараланмаганлигини топамиз. Демак, юкорида 
’^тирилган натижага кура f g (х) dx интеграл узоклашувчи. Теорема 

^бот булди.
1 6 . 9 - т е о р е м а ,  [а, Ъ) да  / (х) ва g (x)  манфий булмаган ф ункция -  
берилган. х->-Ь — 0 да  ——- ни сбат нин г  лимити k булсин :

g(x) 
im

x̂ *b—0 g  (X)
lim Ш = кт
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ft b 
Агар k <  4 -o o  ва |' g ( x ) dx  инт еграл якинлашувчи б у ж а . \f (X)(j

а а *
интеграл хам якинлашувчи булади .

Агар k > 0  ва f g ( x ) d x  интеграл узоклаш увчи  булса,  ] f ( x ) d x  ,1н.
а а

т ег  рал хам узоклашувчи булади .
Бу теореманинг исботи ушбу бобнинг 2-§ ида келтирилган 16 3. 

теореманинг исботи кабидир. Уни исботлашни уцувчига хавола этамиз 
Юкорида келтирилган теоремалардан куйидаги натижа келиб чика

ди.
16 . 6 - натижа .  16.9-теорема шартларида агар 0 < £ <  +  оо булса 

ь ь '
у хрлда \f ( x) dx  ва [ g  (*) dx интеграллар бир вацтда еки як,инлащув. 

° Q чи, ёки узоклашувчи булади.

Бирор \f (x) dx ( f ix)  > 0 , [а, b)) хосмас интеграл берилган
а

Ь
булсин. Бу интегрални ---------— интеграл билан солиштириб, вдйн-

а ib — х) “
даги аломагларни топамиз.

1°. Агар х нинг b га етарлича якин кийматларида

Ь
булса, у хрлда ф (х) <  с <  +  оо в а а < 1  булганда j f  (х) dx интеграл

а
Ь

якинлашувчи, < р ( х ) > с > 0  ва а  >  1 булганда j / (х) dx интеграл узок-
П

лашувчи булади. .
2°. Агар х - * Ь  — 0 да f (x)  функция ------- га нисбатан а ( а>0 )

ь
тартибли чексиз катта булса, у хрлда j"f (х)dx интеграл а < 1  бул-

а

ганда якинлашувчи, ос >  1 булганда эса узоклашувчи булади.
Бу аломатларнинг исботи хам ушбу бобнинг 2- § ида кел ти р и л ган  

аломатларнинг исботи кабидир.

М и с о л л а р .  I. Ушбу
.1

c o s*  - d x

интегрални карайлик. Бунда интеграл остидаги фуикция 

НхЛ c o s x  - 
Пх)~ ‘/ Т ^ х  ( I — х)1/4
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К лал»- Равшанки, V * €  [О, I) учун ф (х) =  cos* *  | Ва а = - ^ - < 1 .  Д емак,

юкориДаги I '  аломатга кура берилган интеграл якинлашувчи булади 
2. Куйидаги

1
Г x dx

ящегрални карайлик.

I- у 1 — л*2
*1ГП ------- ;-------=  lim  хх->—0

у 1 — *
>амдз

X

I dx

^Егралнинг якинлашувчилигини эътиборга олиб, 16.6- натижага асосланиб берилган 
интегралнинг якинлашувчилигини топамиз.

И х т и ё р и й  ф у н к ц и я  х о с м а с  и н т е г р а л  и ни и г я р н -  
л а ш у в ч и л и г и .  )'(х) функция |а, b) ярим интервалда берилган булиб, 
Ь нукта / (х) функциянинг махсус нуктаси булсин.

Маълумки, /-»- b  — 0 да

F{ t ) =\ f {x ) dx
а

Функция чекли лимитга эга булса, у хрлда f / (х) dx хосмас интеграл
аb

якинлаи[увчи деб аталар эди. Демак j  f {x)dx хосмас интегралнинг
а

якинлашувчилиги тушунчаси хам функциянинг чекли лимитга эга бу- 
л.Иши оркали и(|х>даланади. Функциянинг чекли лимитга эга булиши 
Фкидаги теоремадан (1-кисм, 4 -боб, 6-§) ([юйдаланиб куйидаги теоре- 
чага келамиз.

16.10-т е о р е м  а. (Коши т е о р е м а с и ) .  Цуйидаги

j- f  (х) dx
а

инт егралнинг (Ь — махсус н укт а) якинлашувчи булиши учун,  
с о н  олинганда %ам, ш ун дай  6 > 0  топилиб, b — b < t '  <Ь,

• ° <  i" < Ь тенгси зликларни каноатлашгшрувчи  /' ва t" лар уч ун

IF( П - / 7(01 =  i f  f ( x ) dx|< е

Ш1гсизликнинг бажарилиши з а р у р  ва етарли.
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BurwБу теорема му^им назарий ахамиятга эга булган теорема. Биро 
ундан амалда—хосмас интегралларнинг якинлашувчилигини аницлащ-,: 
фойдаланиш кийин булади.

ь
16.11-т еорема .  Агар |'|/ (х) | dx интеграл якинлашувчи булс а ,

а ’ ^
Ь

холда f f (x)dx интеграл хам якинлашувчи булади.
а

Бу теореманинг исботи ушбу бобнинг 2 - §  идаги 16.5-теореманинг 
исботи кабидир.

ь
16 . 7 - эслатма .  f |/(x)|dx интегралнинг узоклашувчи булишидан 

ь 0
j f (x)dx интегралнинг узоклашувчи булиши хар доим келиб чикавермайдц

1_д. IГ ] 1
J ------ \dx интеграл якинлашувчи, аммо

L i—х]
М и с о л .  Ушбу j  ( — 1)

J
(_ JrbluL. dx-. dx интеграл эса узоклашувчидир.

16.9-таъриф.  Агар §\f (x)\dx интеграл якинлашувчи булса, у 
ь °

хрлда \f (x)dx абсолют якинлашувчи интеграл  деб аталади. f(x)
а

функция эса [а, Ь) да абсолют инт егра-гмнувчи  ф ункция  деб агалади.
ь ъ

Агар [ f ( x) dx  интеграл якинлашувчи булиб, (’ \f ( x) \dx  интеграл
а а

Ь
узоклашувчи булса, у хрлда \ f ( x ) d t  шартли якинлаш увчи  интеграл

а
деб аталади.

Бирор /(дг) функция |а, Ь) да берилган булиб, b эса шу функция
нинг махсус нуктаси булсин. Бу f (x)  функция \ f(x)\ абсолют кийма- 

ь
тининг [а, Ь) буйича \\f(x)\dx интегралини карайлик. Кейинги интег- 

в
ралга нисбатан 6- § даги аломатларни куллаш мумкин. Агар бирор ало- 

ь
матга кура f | f(x) \ dx интегралнинг я^илашувчилиги топилса, УнД

а
Ь16.11- теоремага асосан берилган \f (x)dx интегралнинг хам якинл
а

шучилиги (хатто абсолют якинлашувчилиги) топилган булади.
Агар бирор аломатга кура \\f (x)\dx интегралнинг узоклашув411-11'

а ^
гини аникласак, айтиш мумкинки, [ j (x)dx ёки узоклашувчи булаДА|

ёки шартли якинлашувчи булади ва буни аншушш кушнмча текширя1,1 
ни талаб этади.
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5из аввалги параграфларда функция хосмас интегралининг якинла- 
вчилигини ургандик. Энди якинлашувчи хосмас ннтегралларни хи- 

билан шурулланамиз.
Бирор /(х) функция \а,Ь) да берилган булиб, b эса шу функция- 

м а х с у с  нуктаси булсин. Бу функциянинг хосмас интеграли

/ = J7 (x )d x
а

якирашувчи, уни хисоблаш талаб этилсин..
' 1. Н ь ю т о н  —Л е й б н и ц  ф о р м у л а с и .  Фараз ^илайлик, Дх) 

функция [а,Ь) да узлуксиз булсин. Маълумки, бу холда /(х) функция 
щу ораликда Ф(х) (Ф'(х) =  Дх), х£[а, Ь)) бошлангич функцияга эга бу- 
,тадн. х-+Ь—0 да Ф(х) функциянинг лимити мавжуд ва чекли булса, 
бу лимитни Ф(х) бошлашич функциянинг Ь нуктадаги киймати деб 
кабул, мвламиз:

П тФ (х) =  Ф (Ь). 
ж—*t>—о

Хосмас интеграл таърифи хамда Ньютон — Лейбниц формуласидан 
фойдаланиб ^уйидагини топамиз:

\кх)dx =  lim Г/(х) dx =  lim [Ф(/)—Ф(а) ] =  Ф(6)—Ф(а) =  Ф(х) j*. 
t->b—0 а о

Бу эса, юкоридаги келишув асосида, бошлангич функцияга эга булган 
fix) функция хосмас интеграли учун Ньютон — Лейбниц формуласи 
уринли булишини курсатади.

Берилган хосмас интеграл узгарувчиларни алмаштириб ёки булаклаб 
интеграллаш натижасида хисобланиши мумкин.

Биз ушбу бобнинг 3 -§  ида чегаралари чексиз хосмас ингегралларда 
узгарувчиларни алмаштириш ва булаклаб интеграллаш усулларини кел- 
™рган эдик. Худди шу усуллар чегараланмаган функция хосмас интег- 
ралларида хам мавжуддир. Уларни исботсиз келтирамиз.

2. Б у л а к л а б  и нте г ра л л а ш у с у л и. и(х) ва о(х) функциялар- 
HH»r ĵ ap бири [а, Ь) да берилган булиб, шу ораликда узлуксиз и'(х) 

у'(х) хосилаларга эга булсин. b нукта эса и(х) • и\х) хамда u(x)v (x) 
Функцияларнинг махсус нукталари.

Агар \v(x)du{x) интеграл якинлашувчи хамда ушбу
а

lim u{t)v(f) 
t-+b- о

^ Brr мазжуд ва чекли булса, у холда [ и  (х) d v  (х) интеграл якинла- 

Шу*и  булиб,

j и (х) dv  (х) =  и(х) и(х) \ba — J' v  (х) du  (х) (16.37)

§. Чегараланмаган функция хосмас интегралини х,исоблаш
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булади, бунда 

М и с о л. У ш б у

u( b) - v ( b )  =  lim u( t ) v ( t ) .  
1->Ь—о

1
Г ( Х + 1  )dx

J  T ^ U - 1 ) 2О

интегрални царайлик. Агар и ( х ) ~  х - f- 1, d v { x ) =  v   ̂ —  d* деб олсак
V ( х — I)2 ’

и ( х ) - у ( * )  |J =  ( * +  1 ) 3 ( * -  1) 3 |о — 3,

1 I Ц. - 9
.f v ( x ) d u ( x ) = $  3 ( х — l ) 3 d x = — ( x — l )V 3 |o =  — T
0 0 4 |u 4

булиб, (16 .37) формулага кура

1 1 (jc +  1) dx

j U( x ) d v ( x )  = J  - ^ (7 = T ) i  =  3 -  ( - ~ )  =  J
о о

булади. Д емак,

1 (x-}~ l)r f^  _  21 

J  4’
0

16 . 8 - э сл атма .  Юкорида г и (16.37) формулани келшриб чикаришдаь
$v ( x) du (x)  интегралнинг як,инлашувчилиги хамда lim [«(*)• и (/)] лимит-О ’ о
нинг мавжуд ва чекли булиши талаб этилди.

? ?
^ гаР j'u (x ) d v  (х), j v(x)du(x) интегралларнинг якинлашувчилиги хам-

а а
да lim fu(f) и(/)] лимитнииг мавжуд ва чекли булиши каби учта факт* 

t—>b—о

дан исталган иккитаси уринли булса, унда уларнинг учинчиси хамда
(16.37) ^формула уринли булади.

3. У з г а р у в ч и л а р н и  а л м а ш т и р и ш  у  с у л и .  f (x)  функии* 
[а,Ь) да берилган булиб, Ь эса шу функциянинг махсус нуктаси булсин- 
Куйидаги

U( x ) d x
а

хосмас интегрални карайлик. Бу ингегралда х = <р (г) дейлик, буй^ 
Ф (г) функция [а,р) оралиеда ф' (z) >  0 хоеилага эга ва у узлуксиз ха-

да ф (а) =  а,  ф(Р) = b. Агар J /(ф (г) ) • ф' (г) а г  интеграл якинлай
а
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й булса, у холда J f ( x) dx  интеграл хам якинлашувчи булиб,
а

* Р
I f  (*) dx =  J  / (ф (г) ) ф' (г) dz
а а

булади ^
16.9- эслаша. \f ( x ) dx  интеграл якинлашувчи булсин. Бу интег-

а
ралдах = ф(г) булиб, у юкоридаги шартларни бажарсин. У хрлда 

/(ф(г))ф'{z)dz  интеграл >;ам якинлашувчи булиб,
г

I  f  (x)dx =  J  / ( ф  (г) ф' (г) dz

булади.

М и с о л .  Ушбу

dx

(1 +дг) ,/ Л-

шегралда х  =  ф( г )  — г2 алмаштириш бажарамиз. Равшанки, бу х — г 3 функция 
(О, |Дораликда х'  -  2г >  0 хосилага эга ва у  узлуксиз хамда <р (0) =  0 , <р(1) =  1. 
Ивтсгралии ^исоблаймиз:

1 — о —_— "
1 4 2

Г 2dz
1 =  ) i + 2 s =  2arctg z |q :

o
4. Ч е г а р а л а н м а г а н  ф у н к ц и я л а р  х о с м а с  и н г е г р а л л а -  

рини з̂ ам баъзан (аник интеграл сингари) и н т е г р а л  й и г и н д и 
чин г л и м и т и  с и ф а т и д а  ^ и с о б л а ш  мумкин булади.

f[x) функция [ а ,Ь) да берилган булиб, b нуцта шу функциянинг 
махсус нуктаси булсин. Бу функция куйидаги шартларни бажарсин:

1) fa , b)  да f  (х) функция интегралланувчи,
2) (а, Ь) да / (х) функция усувчи ва V х 6 [а, Ь) учун / (а-) >  0 .

^олда

ь а П_1 ь
J  f ( x ) dx  =  l im ----- - У / [ о Ч ---- (Ь — а) ]  (6.38)
а п—>оо П П

Щади.
(16.38) муносабатнинг исботи ушбу бобнинг 4-§ ида исботлан- 

JI6.21) муносабатнинг исботи кабидир. 
б0 *е г а р а л а н м а г а н  ф у н к ц и я  х о с м а с  и н т е г р а л и н и н г  
Ж Киймат  и. f (x)  функция [а,Ь) интервалда берилгаи булиб,
'U Г  <— и \  ~ _______  ____ ___________  _________  ____ ______ с » .___. . .



Маълумки, т  -+• с — 0, /->-6 +  0 да, яъни 11 =  с  — х 0  
с -* -  0 да ушбу

Т Ь  С — Т) Ъ

F( j , t ) - =\ f ( x ) d x+ \f (x)dx =  j  f ( x ) d x +  ) f ( x ) d x^F и  ,
a t а e+n' 0V|,T)

функциянинг лимити мавжуд булса, бу лимит чегараланмага 
циянинг хосмас интеграли деб аталар эдн:

Ъ с—Т) b

j  /(х) dx =  lim F0 (rj, V ) =  lim [ j  / (x) dx+  j  f  (*) dx]
V 2 «ri'^o *+4'

Агар бу лимит чекли булса, j  f  (х) dx хосмас интеграл якинлащу® 

дейилар эди.

Равшанки, ( / (х) dx хосмас интеграл якинлашувчи булса, яъни их
а

тиёрий равишда г) — , т)'-»-0 да /г0(г], rj') функция чекли лимитга 
эга булса, у хрлда т) =  т)' ва г]->0 да хам бу функция чекли лимита 
эга — интеграл якинлашувчи булаверади.

Бирок F0(ri, т]') функциянинг г) =  г)' булиб, т]->-0 да чекли лимит-
ь

га эга булишидан \f (x)dx хосмас интегралнинг якинлашувчи булиши
а

хар доим келиб чикавермайди.
М и с о л .  Ушбу

dx
х — с

хосмас интегрални карайлик. Равшанки,
С—  Т1

С dx

(,a < c < b )

С dx С dx Ь — с  Ц
М ч . ч') =  -------+ \ --------= ln-------- + 1,VJ  x — c  J  x — c  c — a  Л

(16.351

булади.
f+n'

T ) =  r j ' в а г )   ̂0 да f|  (к), t j ') - » -  In
d — c

булади.

Бирок ихтиёрий равишда т) 0, У  -+0 да (16.39) муносабатдан к>РяналИ*Я 
F,  (г), 1] ')  функция аник лимитга эга булмайд». г

16.20-т а ъриф.  Агар т) =  tj' ва т|-*- 0 да Ft (rj, *]') фУнКЦйЯ 

мавжуд ва чекли булса, у  холда \ [ (х) dx хосмас интегШлимити

циймат маъносида якинлашувчи  дейилнб,
limF,(T), л) 

ь ^®
лимит эса |/ (х) dx хосмас интегралнинг бош  циймати деб а ‘

■алаД"
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v. p. J  f ( x ) d x

( #  Д е ш к ' .

v. p. \f (x)dx — lim F0(r\, T]). 
i  л-о

к
Ц1унда,'! Килиб- ' f ( x) dx  хосмас интеграл якинлашувчи булса, у

ь
■ият маъносида хам якинлашувчи булади. Бирок \[(х)ах хос- 

бош K.i"wai • • j
и н т е г р а л н и н г  бош киймат маъносида якинлашувчи булишидан

'йС якннлашувчи булиши хар доим келиб чикавермайди.
■ g ч е г а р а л а н м а г а н  ф у н к ц и я  х о с м а с  и н т е г р а л  ини

крнбий х и с о б л а ш .  f (x)  функция [а, b) да берилган ва b шу
функциянинг махсус нуктаси, бу функция [а,  Ь) да узлуксиз булиб,

/ =  \f (х) dx
а

интеграл якинлашувчи булсин. Куп холларда бундай интегрални аниц 
хисоблаш кийин булиб, уни такрибий хисоблашга тугри келади.

Хосмас интегралнинг якинлашувчилиги таърифига асосан 
ь t
\f (x)dx =  lim \f (x)dx
a ‘ ~b-°  a

лимит мавжуд ва чекли, яъни V е > 0  олинганда хам шундай 6 > 0  
топиладики, b—б < ^< й  тенгсизликни каноатлантирувчи барча t ларда 

ъ t ь
j j/ (x)dx — \ f (x)  dx | =  |j f{x) dx\ <  e
a a t

Клади. 4
Натижада берилган / интегрални тацрибий ифодаловчи куйидаги 

b t

\f (х) dx я» | f  ix) dx (b —6</<b)

*°РмУлага келамиз. Бу такрибий формуланинг хатолиги
ь

I J  / (* )  dx j <  ё

щ .

ТегРалнйЭН ^Илн®* х°смас интегрални такрибий хис°блаш — аник ин- 
<*й х *ак-Р«бий ^исоблашга келтирилади. Аник, интегрални такри- 
н?ПеЦия Лг 11Да эса’ бизга маълум формулалар (тугри туртбурчаклар, 
Нд^н и л „ ПСОН Ф°РмУЛ2лари, каралсин, 1-цисм, 9 -боб, 11-§)дан
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7- §. Умумий х,ол

Ушбу параграфда чегараланмаган f (x)  функциянинг чеке 1 ч  
буйича хосмас интеграли тушунчаси келтирилади.

Соддалик учун, (а, +  оо)  ораликда берилган f (x)  функция 
лицда битта а махсус ну^тага эга булсин. Бу функция иста ^  °й- 
ли [/, т] (а< /< т< + оо) ораликда интегралланувчи, яъни ущ/?"

j  f ( x) dx

интеграл мавжуд булсин.
(16.40,

узгарувчининг хар бир тайнн кийматида (/<  т < - j-оо) пс 
интеграл t га боглиц булади: '

j  f ( x) dx =  Fx(t).

Маълумки, агар t-*-a+ 0 да

lim FM)
t~a+О

лимити мавжуд булса, бу лимит f (x)  функциянинг (а, т] оралик бу
йича хосмас интеграли деб аталиб, у

X
.17 М  dx
а

каби белгиланар эди. Демак,
Т Т
\f (x)dx =  lim/7 (/) =  lim |f ( x) dx.  (16.41)
i '  . /->a+0 /-.a+O'i

Каралаётган f{x) функциянинг (a, x] (a <  т <  +  оо) оралик буйича
X

хосмас интеграли f f ( x) dx  мавжуд булсин. Равшанки, бу интеграя tra
а

боглик булади.
\f (x) dx =  (p(i).

6VHÎ

Агар т —>• +  оо да ф(т) функциянинг лимити
lim ф(т)

ОС

мавжуд булса, бу лимит f (x)  функциянинг (а, +  оо) оралик. 
хосмас интерали деб аталиб, у

+  оо
j  f (x)dx
а

каби белгиланади. Демак,
4- оо т ( l6 -4 J



■  г 16.41) ва (16.42) муносабатларга кура 

+7  f (x)dx =  lim \j{x)dx = lim lim f f(x)dx
.1 /v x-»+oo-n t->+ OO /->+0}

(16.43)

13# лимит мавжуд булиб, у чекли булса, |‘ f ( x) dx  хос- 
Дгар V1 а

' ' л  якинлашувчи дейилнб, / (а) эса (а, +  оо) ораликда ин- 
^ Г в ч н  д е б  аталади.

(16.43) лимит мавжуд булиб, у чексиз булса, J  / (x)dx хос-

еграл узоклашувчи деб аталади.
' 1610- э с л а т м а. Агар (16.43) лимит мавжуд булмаса, бу х.олда
ДЁуцпидэ /(х) функциянинг / (.y) dx хосмас интеграли узок-

ув чи  деб ^бул килинади.
" уМумаи, юкоридагидек, f (x)  функция (а, +  °о)/{с,, с 2, . . . , сп] 
,<с.< + оо, / = 1 ,  2 . . .  , п)  тупламда берилган, c t, с 2, . . . , с п
ч-а mv функциянинг махсус нукталари булган хрлда хам f(x) функ- 
:Гя.нинг (а, +  °°) орал и к буйича хосмас иитегралини таърифлаш ва 

урганиш мумкин.
Биз ушбу бобнинг 1 — 8 -параграфларида функциянинг чексиз ора- 

щ  буйича хосмас интеграчининг хамда чегараланмагаи функциянинг 
хосмас интегралининг якинлашувчилиги шарти, якинлашувчи интеграл- 
лзрнннг хоссалари, уларни хисоблаш билан шугулланган эдик. Худди 
-унга ухшаш масалаларни 9- § да келтирилган интеграллар га нисбатан 
-гиб, уларни урганиш мумкин.

МисОАла р , - 1. Ушбу 00
|" д;a- ' e ~ x dx (16.44)
О 1

интегрални царайлик. а <  ! кнйматлардя, х — 0 нукта интеграл остидаги 
• к̂а.ишг махсус нуктаси булади (чунки.  х j - О да интеграл остидаги функция 

ЧШ  *нтилади.1- Демак, бу з^олда (16.44) интеграл хам чексиз о рал и к буйича
l. ■|„гтег*осмас интеграл, хам чегараланмагаи функциянинг хосмас интеграли экан.

+ 00 
Iо

^ Р И К иЛиЯРИИИГ Х а Р  бИРИНИ

1
dx= J х°-] е~х dx-

+со
(" ха 1 е х dx

0 I 
ало^ида-алохида яцинлашувчиликка текширамиз.

1
° - l e~x dx

Интеграл

‘Ч,
• РИнли булади.аС|

О
остидаги функция учун
]___ 1_
Р ’ v>—'“ ; (0<дг< 1)



Ушбу

0
интеграл I — а с  1, яъни а > 0  да якинлашувчи, 1 — а :> 1, яъни 
лашувчи (ь;аралсин, 5- §). * '  а  ^  0 да ^

5 -§  да келтирилган таккослаш хакидаги 1 6 .8 -теоремага кура

1
f xl'~l  ех dx
о

интеграл а  >  0 да якинлашувчи, а  ^  О да эса узоклашувчи.
■+“  ' ' j 

Энди j х я—1 е~х dx  интегрални якинлашувчиликка текширамиз
1

Равшанки,
х*-\ е-х  х3+1 

l i m ----- -----------=  lim  --------- =  0.
X—►-f'oo ^

+.® I
Ушбу j  —  dx  интеграл якинлашувчи булганлигидан, 2 -§  да келтирилган 15 '>

i
+ 00

катижага кура | х л~ 1 е~х dx  интеграл ^ам якинлашувчидир. Шундай кнлй
1

j* е - х dx  интеграл а нинг ихтиёрий [кийматида якинлашувчи. Натняаи Ь
\

+ю
рилган j x a —1 е ~ х dx  интегралнинг а > 0  да якинлашувчи булишини топамкз.

о
2 . Ушбу

j V ~ i  (1 — x)b~ l dx
о

интегрални царайлик. Интеграл остидаги функция учун
1) а  <  1, b >  1 булганда х =  0 махсус нуцта,
2) о >  1, й < 1  булганда х — 1 махсус ну^та, tf.vA
3) а <  1, b <  1 булганда *  =  0 ва х =  1 нукталар махсус нуКт" 1̂ ир '

бинсбарин (16.45) интеграл чегараланмаган функциянинг хосмас интегР‘^ ш,агцча 
Берилган интегрални якинлашувчиликка текшириш учун уни куим" 

оламиз:

1
[  (1 — 1 dx= \ (1 d x +  f  лга - 1  (1 - J
о о _}_

Бу тенгликнинг унг томонидаги хар бйр интегралда, интеграл 
к^пи билан битта махсус нуктаси булади.

Равшанки,

lim  (1 — дс)*—*• =  1, lim  ха ~ 1 =  1- 
x-*0 *->1
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а - 1  (1 — ,r)° 1Х_---- 1—------- - -- 1, hr:
lim  7 ^ 7
ж_о

хосма

im  ----------------r----------=  I
je—»I (1 — ДС)*—»

- датегралларда таадослаш хакидаги 16 .9 -теоремага кура

1 JL
* л

f  х « —1 (1 — х )*—1 dx билан \ ха~х dx

к 0 ”
1 '
\ ха ~ 1 (1 — 1 dx  билан j  (1 — х)ь 1 dx
\
2

_ _ _ _  - ктда ёки яки 
»> *»«»

бнр ва^тда ёки як;инлашади, ёки узоцлашадн

1/2
dx

втирал якинлашувчи, b  >  0 булганда

f  ( ! — х)” - '  dx
1/2

вдарал якинлашувчи. Де.мак, а  >  0 булганда 
1/2 *

J  Ха~ 1 (1 -  л:)*-1 dx 
в

тврал якинлашувчи булади, & >  0 булганда
I

I" х » - 1  (1 - x ) b ~ '  dx 
i/2

юврад якинлашувчи булади.
Шундай цилиб, царалаётгаы

1
I' лс“—1 (1 — dx

' “Рад а >  о ва Ь >  О булганда, яъни

Л1 =  {(а, *) £ /?2 - а  € (0, +  оо), 6 6 (0 , оо)}
я|\Ш1лашувчи булади.

17- Б О Б

ПАРАМЕТРГА БОГЛИК ИНТЕГРАЛЛАР

v 2  Курснинг 12_ва 13-бобларида куп узгарувчили функция- 
!s* функ,;;РНИНГ Днфферепциал хисоби батафсил урганилди. Энди бун- 

ai керакк'Я;1а̂ ннн.г интеграл хисоби билан шугулланамиз. Шуни ай- 
<н TVtum,!1’ ^)’п Узгар\’вчили функцияларга нисбатан интеграл тушуи-
.  ц  ил улади-.. 'И В ^рзд КУП узгарувчили функциянинг битта узгарувчиси буйи- 

Ш Г илан танишамиз ва уни урганамиз.
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f  (Xi, x2, . . ., xm) функция бирор M (M с  R") туплам*., * ■ 
булсин. Бу функциянинг битта xlt (k =  1, 2, . . т) узг беР
бошца барча узгарувчиларини узгармас деб хисобласак, v Вч 
х2, . . . ,  хп ) функция бигта хк узгарувчига бог лик булган Х*1Да f  (J 
айланади. Унинг шу узгарувчи буйича интеграли (агар у Ma HKtt*w
са), равшанки х„  х2............х*_,, xk+l...............хт ларга богли*?Й
Бундай интеграллар параметрга боглик; интеграллар т у щ у НЧас 
келади. ' СИг® оц

Соддалик учун икки узгарувчили /  (х, у)  ф ункциянинг битта Л  
рувчи буйича интегралини урганамиз. а Узц.

f  (х, у)  функция Rr фазодаги бирор
М  =  {(х, */) £ Я2: а  < х < 6, у  £ Е с= R}

тупламда берилган булсин. у  узгарувчининг Е (Е с= R) тупламдан J  
ган хар бир тайинланган цийматида / (х, у )  функция х узгарувчи™ -̂ 
йича [а, b ] ораликда интегралланувчи, яъни

ь
j  f  (х, у) dx
а

интеграл мавжуд булсин. Равшанки, бу интеграл у  узгарувчининг £ 
тупламдан олинган кийматига боглин, булади:

ь
Ф {У) — j  / (*, У) dx. (I7.ii

а
Одатда (17.1) интеграл параметрга борлиц интеграл  деб аталади, 

у  узгарувчи эса параметр дейилади.
Параметрга боглиц интегралларда, f  (х,- у)  функциянинг функциоваз 

хоссаларига (лимити, узлуксизлиги, дифференциалланувчилиги, интег- 
ралланувчилиги ви хоказо) кура Ф (у) функциянинг тегишли функцио
нал хоссалари урганилади. Бундай хоссаларни урганишда / (х, {̂ ФУ*' 
циянинг у  узгарувчисн буйича лимити ва унга интилиши характера 
мухим роль уйнайди.

1 --§ . Лимит ф у н к ц и я . Текис яцинлашиш. Лимит функциянинг
узлуксизлиги

/ (X, у)  функция М  =-- {(х, y ) £R2: a ^ x < b ,  у £ Е a R )  
берилган, у 0 эса Е (Е c zR)  тупламнинг лимит нуктаси

х узгарувчининг [а, b] ораликдан олинган хаР бир тайинК ^  
да f  (х, у)  факат у  нинггина функциясига айланади. Агар у~? 
функциянинг лимити мавжуд булса, равшанки, у лимит х ) :| 
нинг [а, Ь] ораликдан олинган кийматига боглик булади:

lim / (х, у)  =  ф (х, у в) =  ф (х). щ Л
у->у° , у ,с \ a b\ -

17.1-т а ъ р и ф .  Агар V е >  0 олинганда хам, ^
шундай б =  б (е, х) >  0 топилсаки, | у  —  у 0 \ <  б тенге "Э  
ноатлантирувчи у -  у £ Е  учун

I / (*. У) — Ф (*) I <  е
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S f f l  М =  {(*’ У ^ Р 2' х £ [fi’ у € £ }  тупламда берил- 
Jt' j (X. У' эса Я тупламнинг лимит нуктаси булсин.

бУл,,б; 1Гриф. Агар V е >  0 олинганда хам у д :£[а,  Ь] учун 
, 7 . 2 - д  (Е) .<)>0 топилсаки, | у | > Д  тенгсизликни каноатлан- 

•днДай # „ с Е  учун
| /  (X , г/) —  Ф  (х ) I <  е 

*плла ф (х) функция f  (х, у)  функциянинг г/->- =» даги ли-  
:% ] н щ и х *

1- у “ бу
н =  ((* , у )  6 Я2:  0 <  X < 1 ,  0 <  у  <  1 j тупламда ^арайлнк. у 0 =  I 

6?*?- и  е  >  о Kvpa, б — е деб олинса, упда | г/ — у 0 | =  I у  — 1 | <  б тенгсиз-
А,:н кан о атл а н ти р у вч и  V г/ € [0 , 11] ва V € [0, 1] учун

I / (*> у) — <р (*) I= I ху ~ х I = Iх I ■ I у —11 <  I у — и  < 8
^тун Демак, у -»- 1 Да f  (х, у )  — ХУ функциянинг лимит функцияси

Е к л д а  ф (*) Функция / (х, у) функциянинг у  — у„ даги лимит

Н'.тада.
2. Куйидаги

tp (л:) =  lim  I (дг, у )  — lim  ху  =  х 
у-*\ у-> 1

/
гуикцияни Л1 — {(дг, y ) €  R - : О ^  х 1, O ^ y ^ l }  тупламда ^арайлик. у 0 =  О 
булсин.

Amp дг О булса, у  холда V у  6 [О, I] учун

f  (О, i/) =  0
Клади.

Агар х узгарувчи тайинланган ва х ф  О булса, у  холда у ^ -  О да

I (х, у )  =  д-у ж" =  1
' зд*.

хам, v e > 0  сонга кур а § =  logx ( 1 — el (х > 0 )  деб олинаднган 
w/h ’ ^НДа ' У ~  Уо I =  I У — 0 | =  | у  j <  6 тангсизликни бажараднган V у  6 [О, 1 ]

<*• У ) - < ?  (дг)| =  ] Х У -  1 | =  1 - * * <  1 _ * IOB*<,- f> =  j —  (1 —  е) =  е••’•2ЛИ•«ли.
Деках, о

' 7енг булада.
J^O pi

Да берилган f  (дг, у )  =  ху функциянинг лимит функцияси

ф f 1' а г а Р х  £ (°> 11 бУл са - 
\ 0, агар х — О булса

^Фидал? к ^нрнлган мисолларнинг биринчисида, лимит функция 
35 1о̂  (] ~ е булиб, у фа кат е гагина боглик, иккинчисида эса 

н-'Ктага х- 6 У берилган г >  0 билан бирга каралаётган а-

Ь-^Миг фу^°РЛик- эканини курамиз.
бУ-1ма'К1̂ Я таъРиФиДагн 6 > 0  нинг каралаётган х нукталарга 

б5лган ‘ и Фак.ат е >  0 гагина боглик килиб танлаб олиниши мум-
4,1 Ч *  м^имдир.
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17.3-т а ъриф.  М  тупламда берилган f  (х, у)  функция»
даги лимит функцияси ср (х) булсин. у  е > 0  олинганда у'Ичг &-L
б =  б (е) >  0 топилсаки, | у  — у 0 | <  б тенгсизликни каноя-^' ,uVhJ 
у  у £ Е  ва Y  х£[а,  Ь] учун ' аПтиру̂

I f ( x ,  у )  — Ф (х) I <  8
булса, f  (х, у)  функция уз лимит функцияси ф (х) га [а, ц  
якинлашади  дейилади. Да Щ»

Акс холда якинлашиш нот еки с  дейилади. Нотекис яцинлам 
кагъий таърифини келтирайлик.

17.4-т а ъ  риф. М  тупламда берилган / (х, у )  функциянинг 
даги лимит функцияси ф (х) булсин. V  б >  0 олинганда хам п'*-- 
е0 > 0 , х0£[а, Ь) ва I£/г — у 0\ <  б тенгсизликни каноатлаитирувчЛ «  
топилсаки, ушбу

I f  (*<>. У\) — Ф (*о)I >  е0
тенгсизлик уринли булса, у х.олда f  (х, у )  функция ф (х) га нотещ 
якинлашади  дейилади.

М и с о л л а р .  I. Ушбу
/ (х, у )  =  х sin  у

функцияни М =  {(*, //)6 R-\ 0 < ; х <  I, 0 < у < Я |  тупламда царайлнк. у,= 

булсин. Равшанки, « / - * - ^  булганда / (х, у )  — х ■ sin  у  функциянинг лик

У з  У з  .
х га тенг булади. Д емак, ф (*)==■

2 ..................  ’ т 2

V е >  0 сонни олайлик. Агар 6 = 8  дссак, у  холда 

ни ^аноатлантирган V у  учун ва у  х £ [0 , 11 учун

I f  (х, У) — Ф М  I =

У — '

У з V  3 1 и- IIх sin (/ — „ X 
2

=  |х|- sin у -  — =  1*1 , >ind<

у  — < е

тенгсизлик бажарилади. 1 7 .3 -таърифга кура, у - * - — да берилган / (*> У)'
3

функция уз лимит функцияси ф (х) —
У з х га тскнс якинлашади.

3 . Юкорида келтирилган

i  (*, У) = *у 
функция у  -*■ 0 да уз лимит функцияси

1, агар х £ ( 0 ,  1] булса,
ф (*) = О, агар х — О булса

га  нотекис якинлашади.
1 , !|фатиДЗ

Хацикатан хам, у 6 > 0  сонни олайлик. Агар ев =  ~7,У1
<К-Й
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каноатлантнрувчи ихтиёрий у г ни ва х„ =  2 1/4,1 деб олсак, у  
о1ос.№Г,|И ,v'

I f  (Хо- I/i)— *Р (х°) I ~  1 V  ~  1 — 2 ~  2 >  е° ~ 4 '

В тяъ»ифга KVpa, у - * - 0 да f  (х, у )  — ,tv функция уз лимит функцияси 
*3, | 7 рКУ1С якинлашишини билдиради.
[I г»-я0Т

у) функциянинг лимит функцияга эга булиши ва уига 
^инпашиши х,акидаги теоремани келтирамиз.

функция Af =  ((.V, у) £ Я2: а <  х <  Ь, у  £ £  j тупламда берил- 
/ у* ' !  „ эса Е (Е cz R) тупламнинг лимит нуктаси булсин.

Л ”'} теорема ,  f  (х, у)  ф ункция  у ^ у 0 да  лимит функция  <р (х) 
Цйлшии ва ун га  т еки с  якинлашиши учун  У  е >  О олинганда  

* * ( * < :  [fl> га  * * * * *  булмиган ш ун дай  6 =  6 (е) >  0 т опилиб, 
|< 6, *I //' — I/o I <   ̂ тенгсизликларни каноатлантирувчи  у  у,  

JojkA* V  € [а, Ь] учун

\ f ( x , y ) - f ( x , y ' )  \ < г  (17,2)
-.шиз-шкнинг бажарилшии з ар у р  ва етарли.

Исбот. З а р у р л и г и .  / (х, у )  функция у -> у 0 Да Ф (*) лимит 
-гнкиияга эга булиб, унга [а, b] да текис якинлашсин. Таърифга ку-
ра, tfe> 0  олинганда хам, га кура шундай 6 = 6 (е) >  0 топила-

зкн, \у — Уо К  б тенгсизликни каноатлантирувчи у  у  £ Е хамда 
t j  z[a, Ь] учун | / (х, у)  ■— ф (х) | <  булади. Жумладан |у'—у0|<

<&=>[/' (.г, у') — ф (х) | <  булади. Натижада

!/(*» y) — f (x,  у ')|<  |/ (х, у) — ф (х) | -Ь| / (х, у ') — ф (х) 1 <  8 

'■мб, (17.2) шартнинг бажарилишини топамиз.
гат 3РЛ и л и ги - Теоремадаги (17.2) шарт бажарилсин. У холда х- 

« й ^ и и г  (а, Ь1 ораликда олинган хар бир тайин кийматида / (х, у)  
я У Узгарувчннинггина функцияси булиб, у  е >  О олинганда 

И Ш ю й  6 = 6  (е )> 0  топиладики, \ у - у 0 \<6 ,  | у ' - у 01 < в  
Рни каноатлантирувчи у  у, у '  £ Е учун

I /  (X, У) -  f  (X, У')1 <  8 (17.2)
' асосд, У,,КЧИЯ лимитининг мавжудлиги хацидагн Коши теоремаси- 
> а  Эг Л г адСНН' 1_^исм- 4 -боб, 6-§) у —*- Уо да / (х, у) функция 

ик. д емак л̂ади- Равшанки, бу лимит тайинланган х (х £ [а, Ь\) га

lim [ (х, у) =  ф (х).

да f  (х, у) функция ф (х) лимит функцияга эга бу-
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Энди у  узгарувчини \ у -  у 0\ <Ь  тенгсизликни каноатч 
кийматида тайинлаб, (17.2) тенгсизликда у'  -*■ у 0 да ' 1НМ. Нт" 
хрлда •' игга ^

\f  (х, у)  Ф (х) | <  е
хрсил булади. Бу эса у - + у 0 да / (х, у)  фунциянинг ф м  „ 
цияга |а, Ь\ да текис якинлашишини билдиради. Теорема ,!'МитФ)'4 

Энди лимит функциянинг узлуксизлиги хакидаги т№п "<:6отбу.к 
райлик. Бу теоремадан келгусида биз фойдаланамиз. ’анн ке.тц

17.2-т е о р е м  а. Лгар f  (х, у )  ф ункция  у  узгарувчининг р  
ламдан олинган хар би р  кийматида, х у з гарувчининг финк 
фатида, [л, 61 ораликда у зл у к си з  бул са  ва у - - у й да  / и  ^U\CU  ̂
ция  ф (х) лимит ф ункцияга  [а, Ь] да  т еки с  якинлашса, и 'гЦ !^4 
ф ункция  |а, Ь\ да  у зл у к си з  булади . ' °а f

И с б о т .  у„ га интиладиган \уп) кегма-кетликни олайлик ( иск  
«  =  1 , 2 ,  . . .). Шартга кура *ар бир у п (/г =  1 , 2 , . .  .) да f
функция х узгарувчининг \а, Ь\ ораликдаги узлуксиз функцияси 6va 
ди. Демак, {/ (х, у п)} функционал кетма-кетликнинг хар бир щ §[а* 
ораликда узлуксиз.

Теореманинг иккинчи шартига кура V £ >  О олинганда хам, ш«- 
дай б — б (е) >  О топиладики, у  х£ (а, Ь\ учун

\У — J/ol<6=>|/(.v, у )  — ф (х )| < е ( у£Е)
булади.

Уп Уо Дан юкорида олинган б = б (е) >  0 га кура шундай 
топиладики, у « > « 0 учун |f/„ — */01 < б  булади. У холда, (17.3)п
асосан, V е >  О олинганда .\ам шундай n0£N топиладики, YO^i 
ва у  х£ [а, Ь\ учун

I/ (*- Уп)~ Ф  (* )1 < е 
булади. Бу эса {/ (х, у п)\ функционал кетма-кетлик ф (х ) га la. W 
текис якинлашувчилигини билдиради. 14-боб, 3 - § д а  келтири®|
14.6-теоремага асосан ф (х) (функция 1а, Ь\ ораликда узлуксиздир- 
орема исбот булди.

2- §. Параметрга боглиц интеграллар

f  (х, у) Функция
м  =  [(х, y ) £ R 2: х£[а,  Ь], y £ E a R  ^

тупламда берилган булиб, у  узгарувчининг Е тупламдан °Л1 сИфат*̂  
бир тайин кийматида f  (х, у)  -— х узгарувчининг ф у н к ц и я си  ^  $  
[а, Ь] ораликда интегралланувчи булсин. Яъни у  ни узгарм 
собланганда

ь
j  / (х, у)  dx
а
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■кйЖУД бу-лсин. Равшанки, 6v интегралнинг киймати олинган 

б0РЛИК- б5лади: .

ф  (у) =  [ f (х> у) dx. (17.1)

Щ Ушбу /  (*> y) — sinxii функциянинг д- узгарувчиси буйича [а. /<| даги
#*с <£сря» W '°) '-лед и  V ь Ь

Г . 1 С ■ . , . cos ay—cos by 
К ( /  (*. у) dx — j sin х,/ г 7  1 s,n -v" d <Х1/) r -----------------

I .

£ ? - R \ { 0 }  тупламда берилган

Ф  (у) — —  (cos ai/ — cos by) 
У

....л:;иялан иборатдир.
Ушбу параграфда параметрга боглик (17.1) интегралнинг (Ф (у) —
кциянинг) функционал хоссалариии урганамиз.
I И н т е г р а л  б е л г и с и  о с т и д а  л и м и т г а  y i n u i .  /(х , у) 

чнкиия М =  {(*, у) € R2- х £ \  a, b], y £ B c z R }  тупламда берилган бу- 
•шб, у„ нукта £  тупламнинг лимит нуктаси булсин.

13.3- т е о р е м а .  f  (х, у) функция у  нинг Е тупламдан олинган 
sap бир тайин цийматида х нинг функцияси сифатида [а, Ь\ ора- 
■и,да узлуксиз булсин. Агар /  (х, у) функция у -* -у 0 да ip (х) лимит 
функцияга эга булса ва унга текис якинлашса, у  хрлда 

ь ь
lim f f  (х, у) dx =  \ ф (х) dx (17.4)
у—у»

%щди. I
Исбот. Шартга кура f (х, у) функция у уа да ф (х) лимит функ- 

■ляга эга па унга текис якинлашади. Демак, у  « >  0 олинганда хам, 
~!'Нлай б =  6 (е) >  о топиладики, | у  — у0 | <  6 ни каногтлантирувчи
■ :Vc£ ва V x £ [ a ,  b] учун

I f  (х , у) —  Ф (х) | <
5Улади. Ь~ а

«кинчи томондан, 17.2-теоремага асосан, ф (х) функция [а, Ь\
ь

Узлуксиз булади. Демак, бу функциянинг интеграли \ ф (x)dx
**уд.

Натижада
№ '

*** ~~ J  Ф (*) dx | f  (х, у) — Ф (х) | dx <  ~ ~ а | dx =  е
■•■"б Ундан

Ч й ги
lim ( /' (х, у) dx =  \ ф (х) dx
У-*Уо J  J

келиб чицади. Теорема исбот булди.



(17.4) муносабатни ^уйидагича
ь ь

lim Г /  (х, у) dx =  f Him /  (.г, у)] dx
У-*У  о ^ У~>Уш

хам ёзиш мумкин. Бу эса интеграл белгиси остида лимитга • 
кинлигини курсатади. ‘ с Утйщ

М и с о л .  Биз М —  {(дг, у)  6 R* : х  б [0, 1 ], у 6 [О, 1] )  тупламда берН11
/  (х,  у)  =■■ х  sin у

'•У*

'ган

функциянинг у  -*■ 0 да ф (х)  =  0 лимит функцияга текис якинлашишини - 
l im  х  sin  у  — 0. " к>Рггн3дл,

Берилган функция у  узгарувчининг хар бир тайин киймагнда х  узГ- 
| 0, 11 оралик даги узлуксиз функцияси экаилиги равшан. Демак. 17 з^ ^8410̂  
кура ' ' ТС0Р«(гч

1 1 1
l im  f /  (л:, у )  d x  — lim  l д; sin  г/At =  I [ lim  jc sin «J dx  =  0 
y-> 0 J и ■ 0 J J

булади.

2. И н т е г р а л н и н г  п а р а м е т р  б у й и ч а  у з л у к с и з л и г и
1 7 .4 -т е о р е м а . Агар /  (х, у) функиия

М  =  |(х, y )£ R 2: х £ \ a, ft], у £  [с, d \ )
тупламда узлуксиз бдлса, у  %олда

ф  (У) =  \  f (х, У) dv
а

функция [с, d\ ораликда узлуксиз булади.
И с б о т .  Ихтиёрий у„ £ [с, d\ нуктани олайлик . Шартга кура / (х,У 

функция М  тупламда (тугри туртбурчакда) узлуксиз. Кантор теорем 
сига кура бу функция М  тупламда текис узлуксиз булади. Ун* 
У  е >  0 олинганда хам, шундай б =  б (е) >  О топиладики,

Р ((*, У), (х, у0)) =  i У — Уо I <  6 
тенгсизликни каноатлантирувчи у  (х, у) £ М , у  (л:, у о ) € ^  УЧУН

I / (х, у ) — / (X, Уо)1<8 
булади. Б у  эса / (х, у) функциянинг у-*- у 0 да / (х, Уо)лда1И̂ -^ан 
га текис якинлашишини билдиради. У ^олда 17.3- теоремага а

ь ь ь * ■
lim Ф (у) =  lim I /  (х, у) d x =  f [lim /  (х, у)\ dx =   ̂f(x, Уо> v
У~*Уа У~*и0 J U-*Un ~

(V i/o £ !c , d\) ема „с
булади. Демак, Ф (у ) функция у0 нуктада у з л у к с и з .  Теор®*"| 
булги.

М и с о л .  У ш бу I (х,  у ) =
*а+</2-Н

функиия М =  {{х. у)  6 R 2 : х  6 [0, 1], у £ [ 0 .  1]] тупламда КаРа
лаётган б р с:ИН-
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«ыжкиия М  да узлуксиздир. Ю коридаги теоремага кура Ф  (у) функ 
Ф- Л\*ляли В р п и .п г л н  интегпалии хисоблаб топамиз:fix- W  узлуксиз булади. Берилган интегралин хисоблаб

1

1— ^ In (1
зк (?) -  j  jc*+ уг + 1  2 ■

• if-) I
1 , 2  +f,s=  — In -------- .
2 l +  y*

ЭЙ*

| L  е г р а л н и  п а р а м е т р б у й и ч а  д и ф ф е р е н ц н а л л а ш .
3- ^ ЙТ,Ртпга боглик интегрални параметр буйича дифференциаллаш- рараме и

s1 - ^ т е о р е м а .  /  (х, у) функция
М. =  ((*, у) £ /?2 : х £ [a, ft], </£[с, d](

Лд берилган ва у  узгарувчининг [с, d\ ораликдан олинган хар 
'^ ш й и н  цийматида х узгарувчининг функцияси сифапшда [а, Ь\ 

узлуксиз булсин. Агар f  (х, у) функция М тупламда / ' (х, у)
глий хосилага эга булиб, у  узлуксиз булса, у холда Ф (у) функ- 
'(\аМ'[с, d\ ораликда Ф ' (у) хосилага эга ва ушбу

ф ' (У) =  f fy (х, у) d t (17.5)

тосабат ури н лиди р.
' Исбот. Шартга кура f {х, у) функция х  узгарувчиси буйича |а, Ь\ 
•г- :нкда узлуксиз. Бинобарин

ь
ф  (у) =  U  (х, у) dx

а

-■тегра.! мавжуд.
Энди1 у  у0 £ [с, d\ нуктани олиб, унга шундай А у  (Л у sz 0) орттир-

0 бераййикки, y0 +  A y £ U \  d\ булсин. Ф (у) функциянинг у 0 ну^та- 
°Рттирмасини топиб, ушбу

ф 1.'/0 +  А у)—ф ( Уя) _  i' Уо +  д  У) — I  (А-, у о)
А У А У

dx

Х"?Снл Н1,ламиз. Лагранж теоремаси (1-кисм, б- боб, G- §) га 
У™ к. У л лай олишимиз теорема шартларн билан таъмикланган)

Н*> Уо Ч - А и) — f (х, уо)
=  К  (X, у , +  0 А у)

=  j  f'y (х, Уо +  в - А у) dx =  | / '  (х, у0) dx  +
« а

Ь

+  j  [fy (*• У О +  0 • А у) — fy (х. Уо)1 dx
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булиб, ундан эса

Ф (i/o +  Л у) — Ф (у0)
и

■ J* fy  (х < У о) 1

<  J  ® i f f  b y )  dx =  0) (f'y, &y)-(b — a)
a

булишини топамиз, бунда to (f'y, A y) — f ’y (x, у) функииянинг

(17.6

Узлукс*лик модули.
Модомики, Гу (х, у) функция М  тупламда узлуксиз экан, уНДа v 

тор теоремасига кура бу функция шу тупламда текис узлуксиз ^  
ди. У хрлда мазкур курснинг 12-боб, 4-§ ида келтирилган теопем! 
асосан

булади.
(17.6) муносабатдан

lim со ( / ',  А у) =  О

lim
Л у-*0

Ф (уо +  А у) — 
д у

=  I f'y (х, у0) dx

булиши келиб чикади. Демак,
ь

Ф' (У о) = J f'y (х, у о) dx.
а

Каралаётган у 0 нукта [с, d] ораликнинг ихтиёрий нуктаси булганда* 
эътиборга олсак, унда кейинги тенглик теореманинг исботланганлв 
курсатади.

(17.5) муносабатни куйидагича хам ёзиш мумкин: 
ь ь

~  f  /  (*. У) dx =  ^ - j -  f  (х, у) dx.

Бу эса дифференциаллаш амалини интеграл белгиси остига у i 
мумкннлигини курсатади.  ̂ , аТалаД*

Исбот этилган бу 17.5-теорема Л е й б н и ц  к о и д а с и Д
М я с о  л. Уш бу

/  (х,  у )  =  In (i/2 sin2 х)  Я

Г Л 3  Л 1 \  т®1
функция Л1 =  {(дг,(/)6 /?2 : дгб — , —  , 0 < у 0< г / < г / 1 <  ° ° )  у

2 U  4 1 , ;Ган
сиз хамда /  (дг, у)  =  —  хосилага эга ва у  хам узлуксиз. Ундан 

У У
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• i x) dx  интегрални царайлик. 17.5-теоремага кура Ф (у) функция 

i/< эГ» б?либ* 3 Л/4

Ф ' (У)
2 п я 

(In (г/2 sjn2 х)) d x — — — =  —
Jt/+ У 2

■ ы т е г р а л н и  п а р а м е т р  б у й и ч а  и н т е г р а л л а ш .  f  (х, у) 
4 М =  К** x ^ la’ |с ’ d | ' т Упламд^ берилган ва шу

?ункцНЯ узлуксиз булсин. У хрлда 17.4-теоремага кура
П'П

(17.1)

я-тяя [с d] ораликда узлуксиз булади. Бннобарин, бу функциянинг 
,Н'Горали1\ буйича интеграли мавжуд.

Яемак. f (х’ У) ФУНКЦИЯ ^  тупламда узлуксиз булса, у хрлда па- 
«етога бдалнк интегрални параметр буйича \с, d\ ораликда интеграл- 

%■ мумкин: d

|  Ф (У) d y — j  [ f  /  (x, у) dx | dy.
с c a

Бу тенгликнинг унг томонида f  (x, у) функцияни аввал х  узгарувчи 
Кима [а, Ь] ораликда интеграллаб (бунда у  ни узгармас хисоблаб), 
сунг натижани [с, d] ораликда интегралланади.

Баьзан f (х, у) функция М  тупламда узлуксиз булган .\олда бу функ
циям аввал у  узгарувчиси буйича |с, d\ ораликда интеграллаб (бунда 

:ш узгармас х.исоблаб), сунг хрсил булган х узгарувчининг функция
ми [а, Ь] ораликда интеграллаш ^улай б уладь. Натижада ушбу

J  [ J  f (х. У) dx j dy, J* [ j  f (x, y) dy] dx
с a a с

■■-раллар хрсил булади. Бу интеграллар бир-бирига тенг буладими 
17^  турилади. Бу саволга куйидаги теорема жавоб беради. 

»е,с - у е 0 р е м а- A&tp f ix ,  у) функция М =  {(«» у) £ R1 : х £ [а , Ь], 
•all тупламда узлуксиз булса, у  хрлда

$*)дц_

исб0

J [J  f ix, у) dx | dy =  f [ f f (x, y) d y \ dx
c a '  a с

т- V  t£  [c, d\ нуцтани олиб, куйидаги

И  (0 ~  | [ j  /  (х,у) dx ] dy, ф (о =  J  [ J  f  {X, у) dy] dx 

C
карайлик. Бу ф (/), ф (() функцияларнинг хосилаларини
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ф  (у) =  /  (X, у) dx функция [с, d] ораликда узлуксиз булгаНц ’
а

бабли 1-кисм; 9 -боб, 9-§ да келтирилган 9 .9 -теоремага асосан
t ь

<р' (0 =  ( j  Ф (у) d y ) ' =  Ф (0 =  j  /  (х, t) dx (1?т
с а

булади.
f  ix, у) функция М  тупламда узлуксиз. Яна уша 1-кисм, 9-бос

9- § даги теоремага кура
I

( \ f  (X, у) d y ) t =  /  (х, () (х — узгармас)
С

1
булади. Демак, [ /  (х, у) dy  функциянинг М  =  |(х, it) £ R2: х  £ |а, ^

С

/ £ [ с ,  d)j туплам даги t буйича хусусий хрсиласи /  (х, t) га тенгваде- 
M2K, узлуксиз. У  хрлда 17.5-теоремага мувофик

ь
f  (х, у) dy j t dx =  [f (х, 0 dx (17.8)

а

булади.
(17.7) ва (17.8) муносабатлардан

ь
<р' (0  =  (0 =  j  /  (*. 0  dx

а

булиши келиб чикади. Демак,
ф (/) =  г|з (0 +  С (С —  const).

Бирок t =  с булганда ср (с) =  ф (с) --= 0 булиб, ундан С =  О булиши? 
топамиз. Демак, <р (0 =  “ф (0 булади. Хусусан, / =  d  булганда ф (“г  
=  if (d) булиб, у теоремани исботлайди.

М и с о л .  Параметрга богли^ интегрални параметр [буйича {интеграллашдан 
даланиб, ушбу

1
Гх* —  х “

А  =  1 -------------  d x  (0  <  а  < Ь )
J  In я 
%

интегрални ^исоблаймиз.
Равшанки, (л >  0)

булади. Демах

О О а
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остидаги f ( x ,  у )  =  x y функция M  =  { (x , (/) 6 Л2: *6  [О, 1], ^ € [ a ,  6]) туп- 
|{я1егР ^ 1уКСНздир. У  холда 17.6-теорем ага кура

ь 1
А  =  f d y  J  x ydx

6У,1аДи' A mmo

f  x * d x  = ------- -
о У +  1

f  I 6 + 1  l x b - x *  6 + ,
йлганлигидан A  =  j  ^ T f  * M n ^ q r 7  булади. Д ем ак. j  - ^ J - d x = l n

3 - §. Параметрга боглиц интеграллар (умумий х,ол]
f(x, У) Функция М =  {(*, у) 6 R2-. х £ [а , Ь\, у  £ [с, d\\ тупламда бе- 

рнлган. у  узгарувчининг [с, d\ ораликдан олинган хар бир тайин кий- 
магида f(x, у) функция х  Узгарувчининг функцияси сифатида [а, Ь] 
ораликда интегралланувчи булсин. 

х =  а  (у), х  =  fi(y) функцияларнинг хар бири [c ,d \ да берилган ва
?y£[c,d]  учун

а < а ( г / ) < Р ( г / ) < &  (17.9)
булсин.

Равшанки, ушбу
fry)

| f(x, у) dx 
<Av)

интеграл мавжуд, у  узгарувчи (параметр) гэ богли^дир:
Ш) 1

F ( y ) =  f  f ( x , y ) d x .  (17.10)
oUy)

fy интеграл ушбу бобнинг 2- § ида урганилган интегралга Караганда 
Умумийрок. ^ а ^ а т а н  хам, (17.9) да а  (у) =  а, $(у) =  b, ( у£[с,  d\) 
Уганда (17.10) интеграл (17.1) куринишдаги интегралга айланади.

Ушбу параграфда f ( x , y )  хамда а  (у), р(г/) функцияларнинг функ- 
чв0аал хоссаларига кура параметрга богли^

№
F{y) =  \  f ( x , y ) d x

<КУ)

^ф алнннг хоссаларини урганамиз.
£[сЧ ;['т е о р е м а - f(x,  у) функция M — { ( x , y ) £ R 4: x £ [ a ,  61, у £  
|с Л.Ц тупламда узлуксиз, а  (у) ва р (у) функциялрнинг $ар бири 

1 °а Узлуксиз ва улар (17.9) шартни каноатлантирсин. У холда
т

F(y) =  j f { x , y ) d x  
<Ау)

Чия \ам  [с, d] ораликда узлуксиз булади.
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И с б о т .  V  г/о £ [с, d] нунстанп олиб, унга шундай Аи(\ Л
\КЛЯ ^ р п я й п и и ^ м  /У_ -4 -  \ l t C \ r  И\ f i v n r u u  V  У Л П т т лтмрма берайликки, у 0 +  Дг/€ [с, d  1 булсин. У хрлда

Pd/n+Д») P(.Vo)
/(х, г/0 +  Дг/) dx —

а(Уо+Дг/( а (у9)

0) °Рт.

F  (г/о +  Ау) — /•' (г/0) =  J Дх, г/0 +  Дг/) dx — | /  ^  ^

«!/.)
=  J 1/(*. г/о +  Ду) — /  (*. y0)]dx +  

а(г/в(
ftoo+Д») жг/о+Д;/)

+  j' /  (х, г/о +  Аг/) dx — j  /  (х, г/0 +  Д^) dx
H(.V«) а(у0) (17. 1 1 ) 1

булади. Бу тенгликнинг унг томонидаги кушилувчиларни бахаляь 
f (x,  у) функция М  тупламда узлуксиз, демак, Кантор тео^м!”3' 

га асосан, текис узлуксиз булади. У хрлда Ау  ->  0 да /(х м + ? ' 
функция уз лимит функцияси /(х , г/о) га текис якинлашади (капяХ. 
250- бег) ва 17.3-теоремага кура

М
lim J [Дх, г/о +  Ду) — f  (х, y0) |d x =
А»->0 a(i/,)

Р<й)
=  f lint |/(х , г/0 +  Ду) — /(х, г/о) =  0

а('у) &У->0

булади.
(17.11) муносабатдаги]

Р(|/«+Д Я а (у 0+А у)
f /(*> y 0 +  Ay)dx, f f ( x , y 0 +  Ay)dx

РШ «<</.)
интеграллар учун куйидаги бахрга эгамиз:

(17.12)

р<г/«+Ду)
/(х , г/о +  Дг/) dx

(ИМ
а { у е+ & у )

I
а(у,)

/  (х, г/о +  А у) dx

< М | р (г/ц +  Дг/) — Р (г/о) I »

<  Af а | (г/0 +  А у)— а{у„) |. (17.13)

бунда М  —  sup ( | /  (х, у) | ((х, г/) € М). узЛук-
Шартга кура а  (у), (} (г/) функцияларнинг хар бири [с, а] Да ’ 

сиз. Демак,
Пгп [а(г/0 +  А у) —  а  (г/0)1 =  0.

11лГ[р  (г/о +  А г/) -  р (г/„)1 =  О- (1?1f
, a оЛЙ®-

Юцоридаги (17.12), (17.13) ва (17.14) муносабатларни эътиоор
(17.11) тенгликда А у 0 да лимитга утсак, унда

lim [F(y0 +  Ay) — F (г/0)] =  0

булиши келиб чикади. Демак, F (г/) функция ¥  г/0£ Iе* ^  Д3 1  
Теорема исбот булди.
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о е ма.  /(* . у) функция М  =  ((х, y )£ R 2: х£ \ а ,  b], iM c ,d \\  
, 7.8-т *0?лукСиз, fy (х , У) хусусий цосилага эга ва у  узлуксиз, а(и) 

Лп*0* 80 t n  юр эса а'(у), f>' (у) хосилаларга эга хамда улар (17.9) 
, ) Ф ^ н0аШанпшрсия. У  *олда

F(y) =  I' f(x,y)dx 
a(y)

m d\ ораликда F ' (у) уосилага эга ва 
. ic’ н

Р ( У) =  ^  fu (х, y)dx -f р'(у)7(Р(у). У) — “ '(*/)7Иу). у)
I  “(У)

т W ft € Iе- нуктани олиб, унга шундай Ау (Ау ^  0) орт- 
,ГГберайликки, */0 +  А у€ 1с, <*| булсин.
(17 11) муносабат дан фойдаланиб куйидагини топамиз:

р<у«< , , Ил+л»)
Г / ( * . » . + А у ) - Л х ,Уо) dx +  _  j /(л. 1/о +

"  л7 л J<х(уе) Р(У.)
a(»»+A</)

+A i/)dx— ^  j f ( x , y 0 +  Ay)dx.  (17.15)
аШ

fix, У о ~t~ A y) — f ( x ,  Уо)
0 да

:ункшш уз лимит функцияси /^(х, г/р) га [а, Ь\ ораликда текне якин. 
■лшади (^аралсин, 250-бет). Унда

«кл>
l jm Г f  (*■ j/o +  Аг/) — /  (х, у0) ^  _
*У-»0Лу-,0

<«».) a(y.)
Алади.

Энди
« V t + Ь у )  а { у в ->г&у)

! f ( x ,  y 0 +  Ay)dx,  С f ( x , y 0 +  A y)dx
Р**'») а(у,)

1- УРта циймат хакидаги теоремани куллаб (каралсин,
1 ^ 6 ,  8 - 9 ,  у ш б у  • •

&L  ̂ +  А^ ) “  /  (*'• Уп +  IP (i/o +  Д !/) — Р (Уо)1>
®<h+A!/)

4 .)  Уо +  д  у) dx =  f(x", у о +  Аг/) [а(у0 +  Ау) — а  (у0)1

^ иламиз> бунда х' нукта р(г/„), р (у0 -г А у) нукта- 
'(*,(/) Д, эса а(г/0), a(y0 - f  Ду) нукталар орасида жойлашган. 

1 Функциянинг М тупламда узлуксизлигини, а  (у) ва В(у)
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функцияларнинг эса [с, d\ ораликда хосилага эга булишиН(( • 
олсак, у хрлда

lim —  ( f(x,  y 0 +  \ y ) d x  =  lim [ /(* ', у  +
&у-> о Д У J  д-о АУ)Х

х  Кув +  А и ) ~  Р (^  I =  lim fix', у 0 - г  A y ) - lim L f e A y b
Д</

l
a(y,+&y)

Ду -*0 ~ Д0--О
=  / ( Р Ы ,  Уо)Р '(У о),

X

lim
ду—о Ду оЦу.)

« (|/0 +  Ду) — «(i/o) 
Д у

j* /(х, у0 +  Ду) dx =  Hm [ f  (х", У0 д у) х

1 =  Н т /(х " ,  уй +  Ду) • lim L
J Ау~*0 Ау-*0

=  /(а(Уо). Уо)а'(Уо) (17.171
экаилиги келиб чикади.

Юкоридаги (17.15) муносабатда, Д у ->  0 да лимитга утиб, (17.щ 
ва (1?! 17) тенгликларни эътиборга олиб ушбуни топамиз:

P(t/«)
lim
Ду—*0 Д у f  /> '-  Уи^А' +  ИР (У„) • Р' (у0) -

Демак,

a(ffo)

— f(a(y0), Уо)-«ЧУо)-

Г(Уо) =  Т  / ;(* . У0) dx +  /  (Р (у0), у0) • Р (У0) / (а  (Уо)’ У0> ^  
оод«)

Модомики, у„ нукта Ic, d] ораликдаги ихтиёрий нукта экан, у холл 
V  у £ Ic, d) учун

F \y )  =  Pf  / > .  y)d x  +  f  (р (у), У) • Р'(У) — f  (а  (У)’ У> а ' ̂  
а(у>

б\'лиши равшандир. Бу эса теоремани исботлайди. келт»
' Хусусан, а  (у) =  я, р(у) булса, бу формуладан ^-9 Д* 

рилган (17.5) формула келиб чикади. ,, qc di!
1 7 . 9 - т е о р е м а ,  /(х , у) функция М =  {(х, у ) € « '  = ^  M l  ^  „ 

тупламда узлуксиз, а  (у) ва Р(у) ф у н к ц и я л а р н и н г  хар к j ^  
узлуксиз ва улар (17.9) шартни цаноатлантирсин. • хо. .- 
ция [с, d] да интегралланувчи булади.

Бу теоремани исботлашни у^увчига хавола киламиз.
>алннНГ

чек<*

Ы и Т в Г р
4- §. Параметрга боглик хосмас интеграллар.

текис я^инлашиши
я Гчегарас“ Т ;

Биз мэзкур курснинг 16-бобида хосмас интегра. ^ „цтегр3̂ ^  
хосмас интеграл, чегараланмаган функциянинг х°сма 2-§ 03 
шунчаси билан танишиб, уни ургандик. Ушбу боони 
рйда параметрга богли^ интеграллар баён этилди. J



I мий no;i — парам етрга боглик хосмас интеграллар билан 
ЗНДН Ум>'"

. рт  о г а  б о г л и к  х о с м а с  и н т е  г р а л  т у ш у н ч а с и .
* 1 . П?Р алМ*ункция М =  { ( х . у ) е  R- :х 6 )а, +  «>), у  £ Е c r R}  туп- 
~Ш

■ 1 / , \ функция м  =  ЦХ. y ) * z K . A t j a ,  -Г °°л туп-
(о /(х. ян Су'нг у  узгарувчининг £  тупламдан олинган хар бир 

• мда ^ „ я т и д а  П х , У ) *  узгарувчининг функцияси сифатида [я, +  °°) 
интегралланувчи, яъни

+С f(x,  y ) dx  ( у £ Е  a  R)

Щ ^ е г р г л  мавжуд ва чекли булсин. Бу интеграл у нинг кий-
’Хтнга борликдир:

(17-18)
+00

/(у) =  f /  {х, у) dx.

- 18) интеграл параметрга бег лик чегараси чексиз хосмас интеграл

д£б J f T функция М' =  { (х, у) е /г2: х € ( -  ~  , а] у £ Е с= R  } (ДГ =
-  Их, y ) £ R - ' - x £ ( -  сс' +  00 )• y ^ ^ c z R } )  тупламда берилган ва у 
Сзгарувчннинг Е дан олинган хар бир тайин кийматида f ix,  у)—д: нинг 
‘Хикцияси сифатида (— <х>,а| ((— оо, -f  оо)) да интегралланувчи булсин.
Бундз ^

f f i x , y ) d x i  f f i x ,  у) dx)
— 00 —00

интеграл хам параметрга боглик, чегараси чексиз 'хосмас интеграл деб 
аталади.

2°. Цх, у) функция М х — {(*, у) £ Я2: х £ \а, Ь), у  £ Е a  R] тупламда 
прилган. Сунг у узгарувчининг Е тупламдан олинган хар бир тайин 
-'иматида fix,  у) ни х узгарувчининг функцияси сифатида каралганда 
::,;нг УЧУП х — Ь махсус нукта булсин ва бу функция [а, Ь) ораликда
■ егралланувчи яъни,

j  f  ix, у) dx i y £ E c z  R)
a

интеграл мавжуд булсин. Равшанки, 6v интеграл у нинг кий- 
ооглв^:

Л(У) =  \ f ( x .  y)dx , (17.19)
19)

мае интеграл параметрга 6ofauk, чегараланмаган \ функциянинг 
f ытеграли деб аталади.

, а  ’ У) функция м '  { X, у) £R2 : х 6 (а, Ь], у  € Е  с  R  } тупламда берил-
• о а  

"йгfc" Функ,аруВЧИНИНГ ^  дан олинган хар бир тайин кийматида f i x ,у)—х  
Бу11* 0” сиФатида каралганда, унинг учун х =  а махсус нукта 

ф и кц ия (а, Ь] да интегралланувчи булсин. У хрлда 
ь

Л (у) =  |7(*. y)dx
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интеграл хам параметрга боглщ  чегараланмагаи функи 
мае интеграли деб агалади. >>ЧнШц

3° Умумий х.олда, параметрга боклик чегараланмагаи А 
чегараси чексиз хосмас интеграли тушунчаси х.ам юкррит,аг !1КЦНя 
тилади. ' ‘1Дек

f(x,  у) функция М г =  {(х, y ) £ R 2 : x£(c ,  +  оо), у £ £  ^  ~ 
да берилган. у  узгарувчининг Е тупламдан олинган хар б ТУП%  
кийматида f(x,  у) ни х узгарувчининг функцияси сифатида k"P Tafe!* 
унинг учун х — с махсус нукта булсин ва бу функция (с l*a'lra«3j 
ликда интегралланувчи (каралсин: 16-боб, 9-§), яъни

+J  f (x , y )dx
С

чегараланмагаи функциянинг чегараси чексиз хосмас интеграли ма 
булсин. Бу интеграл у  нинг кийматига богликдир:

•+* 00
Ш  =  J  f ( x , y ) d x  (1?20)

(17.20) интеграл параметрга боглщ чегараланмагаи функциянинг 
чегараси чексиз хосмас интеграли деб аталади.

Биз юкорида келтирилган (17.18), (17.19), (17.20) интегралларш 
параметрга борлик хосмас интеграллар деб кетаверамиз.

Масалан, 16-бобнинг 1-§ ида каралган
+=0

/ ( « ) =  |  ^  (а >  0, а  >  0)
а

интеграл, шу бобнинг 5-§ да каралган 
ь ь
Г dx Г dx
J ( x - a f  ’ J  ( b - x f

(c c > 0 )

интеграллар, 16-бобнинг 9- § да царалган
+оо

I ха 1 е v dxГ{а) =

интеграллар параметрга богли^ хосмас интеграллардир.сГрД Л Л сф  ПарЯМсТрГД OOR7lMi\ ХОСМЗС иН Т бГ раЛ Л сф Д ир. фуЙ̂ *
Бу ерда хам асосий масалалардан бири — f(x, у) фуякциянин  ̂

ционал хоссаларига кура, (17.18), (17.19) ва (17.20) параметр 
хосмас интегралларнинг функционал хоссаларини урганишдир- 

Биз куйида уларнинг турли хоссаларини, асосан, - «
Н-оо (17-18)

1 ( У ) =  J /  (х > У) dx

интеграл учун келтирамиз. Бу хоссаларни
ь +оо
\ f ( x , y ) d x ,  f f(x,  y )dx  
a c каби хосмас интеграллар учун хам тегишлича баён э т и ш  Jj

К̂ИЙ-
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борлик хосмас интегралларни урганишда интегралнинг 
П арз^аш иш и ТуШуНчаси мухим роль уйнайди.
,1(С яК,,н , г р а л н и г  т е к и с  я ц и н л а ш и ш и .  /'(.г, у) функция М  =

Ия +  °°)> y ^ ^ c z R )  тупламда берилган. у  узгарув- 
!г  тупламдан олинган хар бир тайин кийматида / (х, у) х узга- 

‘"•|НГ bv-икиияси сифатида 1а, — оо) да ингегралланувчи булсин. 
чексиз хосмасинтегрзд

г

!йТеграл мавжуд ва 

/

F(t ,  У) =  Г / (х, у) dx

кура ихтиёрий [а, /] да

(17.21)

+  Оо
(У) =  f / (х > У)dx =  Ь т  F ((, у). 

I  <-»+«
(17.22)

ШуйДзй Нилиб, (17.21) ва (17.22) интеграллар билан аникланган 
Fit и) ва / ( у )  функцияларга эга буламиз ва I  (у) функция F(t, у )
. 'нкшшнииг /-*- +  00 даги лимит функцияси булади.

17 5 - т а ъ р н ф .  Агар /-► +  оо да F(t,  у) функция уз лимит функ
циям 1{у) га Е тупламда текис я^инлашса, у хрлда

Ку) =  + j  f (x,  у ) dx

интеграл Е тупламда текис якинлашувчи деб аталади.
17.6-таъриф. Агар t->- +  оо да F( t , y )  функция уз 

ш'яси Ну) га Е да нотекис якинлашса, у хрлда
+00

/(у) =  J f (x, y)dx

лимит функ-

“нтеграп Е тупламда нотекис якинлашувчи деб аталади.

Равшанки, |’ f ( x , y ) d x  интеграл Е тупламда текис якинлашувчи
Клса,

Шундай
У шу тупламда якинлашувчи булади.

килиб,

+ f /  {х, у) dx

аяглатадн-И1,Г ^  тУпламДа текис якинлашувчи булиши куйидагини
+ с»

J f(x>y)dx  хосмас интеграл у  узгарувчининг Е тупламдан 

W \  п Ta^HH цийматида якинлашувчи,
ва - r f r  °^ HH ганда хам, шундай б =  6(e) >  0 топиладики, V / >  

учун

г̂ нган

%•4 ii.
| + j  f { x , y ) d x  | < 8  

t



+°°

Щу
[ f ( x , y ) d x  интеграл Е тупламда якинлашувчи, амм0
а

ламда нотекис якинлашувчи дегани цуйидагини англатади-

1) f f ( x , y ) d x  хосмас интеграл у  узгарувчининг £  . I

олинган хар бир таинн кииматида якинлашувчи.
2) V 6  >  0 олинганда хам, шундай е0 >  0, у0 £ Е Bat J  

ликни каноатлантирувчи tl £ [а, +  о о ) топиладики, J Те"гс;з,
-{-00

I I f{x,  y 0)dx\  > Е 0

булади.
М и с о л .  Уш бу

Ну)  =  f ye  х у  d x  ( у £ Е  =  (О, +  оо))
О

интегрални карайлик. Б у  холда
t

F ( t ,  y )  =  j  у е ~ ху d x = l - е ~ 1у (0  <  С <  - f  оо)
о

булиб, у  узгарувчининг Е  =  (0 , +  оо) тупламдан олинган jqap бир тайки цийиатзд 

lim  F (t . у)  =  lim  (1 —  е ~ ,у ) =  1
t - „ x  <-++=о

булади. Д ем ак, берилган хосмас интеграл якинлашувчи ва
+ 00

1(у)  -■ j y e  ху d x  =  1
о

булади.
Энди берилган интегрални текис якинлашувчиликка текширамиз. _
у  6 Е =  (0 , -{- оо) булсин. Ихтиёрий кагта мусбат б сонни олайлик.

=  — , t 0 >  8 тенгсизликни каноатлантирадиган ихтиёрий t 0 ва у<> •= ~7~ де0
3

У *олда

+«> _ i  1 
| I i/o- ху° d x  | =  =  е  >  —  — ео 

U
булади. Б у эса

+  оо
1{у) =  J у е ~ ху d x

интеграл Е =  (О, +  оо) да нотекис яцинлашувчи эканини билдпрал1̂' с0ц.  ̂
Энди у £ Е ' =  [с, + - оо) с :  £  булсин, бунда с —  ихтиёрий му

V 8 >  0 олинганда хам (0 <  е  <  1) б =  —— 1п —— дейилса,
с  8

+  оо ) учун

6 в1

+ 0С
J уе~ху dx I =

1 .  1—с -  In -
<  е
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I  rf  4- оо ) да  (с >  0) теккс якинлашувчи.

";Г"’ / ; '
курдикки, параметрга боглик^ хосмас интеграл

К у ) = + { f ix,  y)dx  (17.18)
а

v тупламда текис якинлашувчи булиши, t-*~ -j- оо да F ( t , y )  
«наг * ^  Л11Мит функция /(у) га (у£Е) текис якинлашишидан иборат. 

бсбнинг !-§ и да / / - - / / „  да /  (.v. у) функциянинг лимит функ- 
6г) га текис якинлашишининг зарурий ва етарли шартнин ифода- 

^ 17 1-теоремани келтнрдик. Бу теоремадан фойдаланиб, (17.18) 
^егралнинг текис якинлашувчн булишининг зарурий ва етарли шарти

Функция М  =  ( (х, у) £ R 2 :x£[a,  +  оо) у  £ Е <= R  } тупламда 
беси 1 ган [I узгарувчининг Е тупламдан олинган .хар бир тайин кийма- 
тда/(х, (/) — х узгарувчининг функцияси сифатида [о, +  оо) да интег- 
: .-.«шувчи, яъни

I (У) =  Дх, у) dx (17.18)
а

смас интеграл мавжуд булсин.
17.7-таъриф. Агар V e > 0  олинганда хам, у  га боглик булма- 

гав шундай 6 =  б (е) >  0 топилсаки, t' >  б, t" >  б ни каноатлантирув- 
=« v r, Г  ва V y £ £  учун

I"
| f / (х , y)dx |  < е

V

4м1^МИК ®ажаРилса, у х.олда (17.18) хосмас интеграл Е тупламда
■ ■^ментол интеграл деб аталади.

т е о р ем  а ( К о ш и  т е о р е м а с и). Ушбу /  (у) =  j' /(х, у) dx

тУПАа^г F  тУпламда текис якинлашувчи булиши учун унинг 
Фундаментал булшии зарур ва етарли.

;:йин. рема назарий ахамиятга эга. Ундан амалнётда фойдаланиш

4  к^пинча'13 »ИНТегРалнинг тек,1С икинлашувчилигини таъминлайди- 
В ей е п.. ^ ' лла1шладиган аломатларни келтирамиз.

■W ^  ? с р С а л о  м а т  и. /(х , у)  функция М — |(х ,у )
^  ^ r a  I тупламда берилган, у  узгарувчининг Е туп-

х-аР бир тайин кийматида /(х , у) функция х узгарувчи- 
' г'5" ф(л\ , и сифатида [а, оо) да ингегралланувчи булсин. Агар 

Г хсЧ Ь н к т я  ( х £ | й , -i-oo)) топилсаки,
> - f  °о) ва -у- у £ £  уЧуН \ f (Xt у ) |< < р (х ) булса,

2СЗ



2) \ fp (x) dx хосмас интеграл якинлашувчи б у л са , у  х а д Л

+ *
I  (У) =  f /  (а-, У) dx

Q
интеграл Е тупламда текис якинлашувчи булади.

+00
И с б о т .  Шартга кура \ ф (х) dx якинлашувчи. Унда 1б-^г

а
2- § ида келтирилган 16.4-теоремага асосан, V  е >  о олинганда • 

шундай б = б (е )> 0  юпиладики, V  t ' >  6, -у t'">b  булганда]

<  е булади. Иккинчи томондан, 1) шартдан фойдаланиб куйвдапй 
топамиз:

<" i” I"
I \ f  (х, у) dx | <  f I /  (х, у) | dx <  f ф (x) dx (/' <  /"). 

r  t ’ v
Демак,

Д х , y) dx I <  e.

Бу эса \ f (x, y) dx  хосмас интегралнинг £  тупламда фундаментал эй-

+ 00
нинн билдиради. Юкоридагн 17.10-теоремага асосан | f(x ,y)dxm s-

а
рал Е  тупламда текис якинлашувчи булади.

М и с о л .  У ш бу

cos j y  ^  (у ^ £  =  (— оо, оо))
1 -f-x*

о
интегрални царайлик.

Агар ф (х) функция сифатида ф (х) =  -------- олинса, у  холдаl-j-A'**
1) V х  в  [0, - г  оо) ва V  у  €  (—  +  °о ) учун

I / (х, у) |
cos х у  I 1------- < ------ --- ф (х),
1 +  х*! 1+х4

+OJ +ро dx 1 Г1 6<А 1'®
2) | ф fx) dx | -— -— интеграл якинлашувчи (^аралсин, ю-

о 6 1 + А'3 _ =  ( - * > ’ + 1,5
д а . Д ем ак, Вейерштрасс аломатига кура берилган интеграл л  '■ 
текис якинлашувчи булади. __ ^ т а Д 11

Интегралнинг текис якинлашувчилигини ани^ла ада 
аломатлардан— Абель ва Дирихле аломагларнни исботсИ"^ {(х, У) 

А б е л ь  а л о м а т и .  / (х, у) ва g  (х, у) функциялар М инГ Б ^  
х £  la, +  о о ) , у £  E c z R }  тупламда берилган. у  узгарув ^
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_ |  н Xap бир тайин кийматида g  (х, у)  функция х  нинг 
-.мдан 0 !;!" и,)йтида [а, +  °°) да монотон функция булсин.

+  ЭЭ
\ f  (х, у) d x

а

£  тупламда текис якинлашувчи ва Y  (х, у) £ М  учун

ч«
•• ДгзР

интеграл

булеа,

g ( x , y ) \ < c  (с =  const)

ir**
f f i x ,  у) ■ g ( x ,  у) dx

„еграл E да текис якинлашувчи булади. 
Мис о л .  Ушбу "ГО"Г — е хц d x  (у  6 Е  — [0, 4- оо))

шсгралнн ^зрайлик. Агар
sin X Yn 

t  (*> у)  =  ---------, g  (х , у)  =  е 4X
+ о

хй олинса, Абель аломати шартлари бажарнлади. Хакикатан хам, j /  (х,  у )  d x  т е -
o'

ю: якинлашувчи:

"Ь50 ^.“ sin х  ,___ я
f ! (х, У) d x  =  ( ---------d x — —

О 0 х
1̂6- боб, 2- § в а  17-боб, 8-§ ), g  (х,  у )  =  е ~ ху  эса у  нинг £  =  [ 0, - |- о о )  дан олин- 
■и кр бир тайин кийматида х  нинг камаювчи функцияси ва V х  £ [0 , +  оо), 

t j  6 £  =  |0 , - i  оо) учун | g  (х, у)  | =  ё ~ ху  ^  1 булади. Демак, берилган интеграл 
А  мвматига кура £  =  [0, -j- оо) да текис якинлашувчи.]

f Д и р и х л е  а л о м а т и .  f ix,  у) ва g  (х, у) функциялар М тупламда 
^* ИгаН- Агар у  t >  а хамда Y  у  £ Е учун 

t
| f f {х, у) dx | <  с (б =  const)

х- ^ в а  у узгарувчининг Е дан олинган хар бир тайин кийматида, 
*.««■•■ да £  (х, у) функция уз лимит функцияси ф (</) =  0 га текис 

^ жшса* У холда

\ f ix, у) g  (X, у) dx
^гграл р
I  Ла текис якинлашувчи булади.

с«л. угшбу

J ~ 1~'V У d x  (у е  Е  = (1 , 2]) 
и *



интегрални ^арайлнк. Агар'

f  (х,  у )  =  sin  j: у ,  g  (л-, у )  =  —
х

дейилса, унда V /  >  О, V у  £ [1 , 2] учун

/ /
| j  /  (* , у )  d x  I =  | | s in  х  у  d  х  I =  
в о

булади. х  -*■ +  оо да g  (х , у ) =  —  функция £  тупламда нолга текис
^инлащМ!

8  (х,  у )  =  —  -*■ 0. . J ]
х

Дем ак, берилган интеграл Д ирихле аломатига кура £ = [ 1 ,  2 ] да текис ™ 
чиднр. ' К'|1Илац)1.

Чегараланмагаи функция хосмас интегралишшг текис (нохшИ 
якинлашувчилиги тушунчаси хам юкоридагидек киритилади. / Я  

/  (х, у) функция Af, =  {(х, y ) £ R 2 : x £  [а, Ь), у £ Е cz R} тутами 
берилган. у  узгарувчининг Е дан олинган хар бир тайин кийматида 
/  (х, у) ни х узгарувчининг функцияси сифатида каралганда унинг y m l  
х =  Ь махсус нукта булсин ва бу функция \а, Ь) да интегралланувчи 
булсин. Чегараланмагаи функция хосмас интеграли таърифига кура 
ихтиёрий la, t\ да (а <  / <  Ь)

Fi (*> У) =  \ f  (х , у) dx
а

интеграл мавжуд Ra

Л (у) =  С f (X, У) dx  =  lim  Fx (/, у) (17-23)
J  t->b—оa

булади. Демак, l x (у) функция (t, у ) функциянинг t->-b — 0 Даги 
лимит функцияси.

17.8-т а  ъ р и ф .  Агар t->-b  — 0 да Рл (I, у) функция уз лимит ФУ®* 
цияси 1Х (у) га Е  тупламда текис якинлашса, у хрлда

ъ
С f  (х, у) dx

а

интеграл Е  тупламда текис якинлашувчи деб аталади. _  frffi ]
17 .9 -та ъ р и ф .  Агар /-»- b — 0 да Ех (t, у) ф у н к ц и я  уз лимит j v  

цияси (у ) га Е  тупламда нотекис якинлашса, у хрлда
ь
\  /  (х, у) dx

а

интеграл Е тупламда нотекис якинлашувчи деб аталади. ав0.пз эт3" 
Бу таърифларни «е — б» ор^али баён этишни укувчига -Vй -  

миз.
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I  о т,о йФ- Агар Y  е >  0 олинганда хам, шундай 6 =  6(e) >  О
17.10-т ' _^‘< / ' < 6 ,  Ь — 6 < / " < Ь  булган у  t " лар ва

| j  /  (х, у) dx  | <  е
Г

к бажарилса, у холда (17.23) интеграл Е тупламда фунда-

деб ат&алади-
711- т е о р е м а .  [ / (х, у) dx интегралнинг Е тупламда текис

а
шиечи булиши учун унинг Е тупламда фундаментал булиши

fapyp м  empM L

S-8 Параметрга боглик хосмас интегралларда интеграл белгиси 
остида лимитга утиш

1 /  (х, у) функция М  =  {(X, /у) £ R1 : х 6 \а, +  оо), г/ £ сг Д} туп- 
13МДа берилган. у0 нукта Е тупламнинг лимит нуктаси булсин.

17.12- т е о р е м а .  /(х )  функция
1) у узгарувчининг Е дан олинган ,\ар бир тайин кийматида х 

iiзгарувчйнинг функцияси сифатида [а, +  оо) да узлуксиз,
2)' у-*- у о да ихтиёрий [а, /| \а <  t <  оо) ораликда 9  (х) лимит 

функцияга текис якинлашувчи булсин.
Агарда

■Ьоо
1 (у) =  [ f  (х, у) dx

а
интеграл Е тупламда текис якинлашувчи булса, у  холда у - +  у 0 да 
I (у) функция лимитга эга ва

lim / (у) =  lim Г /  (х, у) dx — f <p (х) dx (17.24)
У—у, у->у0 ,1 J

булади.
и И с/10 т - Теореманинг 1) ва 2) шартлари хамда ушбу бобнинг 1-§ 

™,17-2-теоремадан ф(х) лимит функциянинг [а, +  ос) да узлук- 
/а<- УЛИши келиб чикади. Демак, ф (х) функция хар бир чекли 1а, /) 

J50) ораликда интегралланувчи.
W ни [a, -j- оо) да интегралланувчи эканлигини курсатайлик. 

реманннг шартига кура

I (У) — j  /  {х, У) dx

ИНтегРат F „^ \ л  и Да текис якинлашувчи. Унда 17.10-теоремага асосан, 
5>-iraii ^ ° / ' !НГанда 3̂ м» шундай 6 = 6  (е) >  0 топиладики, / " > 6 ,  Г > 6  

v > 1 лар ва у  У d Е учун 
v
| j  /  (х, у) d x \ < b  (17.25)
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булади. f (л:, у) функцияга куйилган шартлар 2- § да келтип 
теорема шартларининг бажарилишини таъмннлайди. (17 оРИЛГан 17 , 
у - *  у  о да лимитга утиб куйидагини топамиз: ~ 1 ГенглаД

t"
|  ̂ ф (х) dx | <  е.

V

Бундан эса ф (х) нинг [а, +  оо) да интегралланувчи булипш „ 
кади (16-боб, 2-§). ' " Кел»б Чй.

Энди
+  0О +  00

| ( /  (х, у) dx — j ф (х) dx |
а а

айирмани куйидагича ёзиб,
Ч " оо “  СО 1 I л  " Г  ос

I f /  (х, y ) dx  — \ ф (х) dx j =  I j  |/  (х, у) — ф (х)] dx +  [ f(x>
a  a a t

со . . 4 -  оо

— f ф (х) dx \ < \ \  f (х, У) — ф (X) I d x +  I ( /  (х, y)dx  | +
t a t

+ 00

- f  I f ф (x)dx\  ( a < t +  00) (1726)
t

тенгсизликнинг унг томонидаги хар бир кушилувчини бахолаймиз.
-U
\ f (х, у) dx интеграл Е да текис якинлашувчи. Демак, V е >0

а
олинганда хам шундай бг =  б! (е) >  0 топиладики, барча / >  б, ва
V  У £ Е  учун

h  / (х, y ) d x \ <  ~  (17-27>
зI

булади.

[ Ф (х) dx хосмас интеграл якинлашувчи. Демак, юкоридаги V £>

>  0 олинганда хам шундай б2 =  б2 (е) >  0 топиладики, барча t >  
учун

< 1,л

булади. л 7.27) ®
Агар 60 =  шах {6j, б2} деб олинса, барча t >  % Уч| ” . фунь" 

(17.28) тенгсизликлар бир йула бажарилади. у-^У о  да i )’ да теК1,с 
ция ф (х) лимит функцияга хар бир [a, i] (ж ум ладан q
якинлашувчи. Демак, Y  « > 0  олинганда хам, шундай ^ 
ладики, |г/—Уо\<.Ь' тенгсизликни каноатлангирувчи у t ^
( a < t <  +  00) учун (17.2̂ )

f (x ,  У) — ф (х) J <
3 (t—a)



Натижада (17.26), (17.27) (17.28) ва (17.29) тенгсизликларга 

j J  f (х,  у) d x — \  ф (х) dx | <  е
а а

^ | б у  эса +00
lim ( /  (х, y)dx — Г ф (.г) dx (17.30)
У~>Уо

r  билдиради. Теорема исбот булди 
б?ЛИШ «унпгяЛятпи к у н и п я г и ч я  '17 30) лимит муносабатни к,уйидагича хам ёзиш мумкин:

+ 00

lim [ f (,х, у) dx =  Г Г lim f (х, у) 1 dx.
У *У о "  a  I J

Bv эса 17 . 12- теореманинг шартлари бажарилганда параметрга боглик 
хосмас интегралларда хам интеграл белгиси остида лимитга утиш мум- 
кпнлигини курсатади.

2. f(x, у) функция Мл =  {{х, у) £ R2 : х £ [а, Ь), у  £ Е c r R)  т у п 
ламда берилган, у 0 нукта Е тупламнинг лимит нуктаси булсин. Шу- 
нннгдек, у узгарувчининг Е дан олинган хар бир тайин кийматида 
j(x, у) ни а- узгарувчининг функцияси сифатида каралганда унинг учун 
х = Ь махсус нуцта булсин.

17.13-теорема,  f  (х, у) функция
1) у узгарувчининг Е дан олинган хар бир тайин цийматида х 

узгарувчининг функцияси сифатида \а, Ь) да узлуксиз,
-) У У о да ихтиёрий [a, t) ( a < t < i b )  ораликда ф (х) лимит 

функцияга текис якинлашувчи булсин.
Агар

ь
А (У) =  f f (х, У) dx

а

утеграл Е тупламда текис якинлашувчи булса, у  холда у-*- у 0 да 
»W Функция лимитга эга ва

Jim fL (у) =  ] im  Г I  ^  d y  =  [  [| im  f (х , у) 1 d x =  f  ф (х ) dx  

U'* V'> а а I* -* *  1 а

§■ Параметрга боглиц хосмас интегралларнинг параметр 
буйича узлуксизлиги

*»да/̂ р „л г)а,<!)уНКЦИЯ М =  {(Х' У) ’-а - +  00)» У С ic- d)} туп-

Т е ° Р е м а .  f  (х, у) функция М тупламда узлуксиз ва 
+ 00

1  (у) =  \ f (х, у) dx



интеграл [с, d] да текис якинлашувчи булсин. У хслда 1 г \ 
ция Ic, d] ораликда узлуксиз булади. lJ'  

И с б о т .  f (х, у) функциянинг М  тупламда узлуксизлигиДан 1  
бу функция у  узгарувчининг хар бир тайин кийматида х нинг аВва'1° 
сиз функцияси булиши келиб чикади. Шу билан бирга /(*  . л е к 
ция /И, =  {(х, у) £ Я2 : х € [а, И, у  € [с, d\} (а <  t <  +  оо) Tf n^  
^гм узлуксиз, демак, шу тупламда текис узлуксиз булади. ^

V  У о £ [с, d] нуктани олайлик. у - + у 0 да /  (х, у) функция fix 
лимит функцияга [a, t] да текис якинлашади (каралсин, 250- бет) 
теореманинг иккинчи шартини эътиборга олсак, у хрлда f (х< и) * Га? 
ция 17.12-теореманинг барча шартларини бажаришини курамиз. у 1*' 
да 17.12-теоремага асосан

+00 +0О
lim I (у) =  lim С / (аг, у) dx =  f fl im /  (х, y) ]dx  =
у->У* У-*Уш “ "  J

+*0
=  I' f  (*. Уо) dx — /  (1/0)

а
булади. Бу эса I (у) функциянинг [с, d\ ораликда узлуксиз экашнш 
билдиради. Теорема исбот булди.

2. /  (х, у) функция Мг =  {(х, у) £ R2 : х £ [а, Ь), у б [с, di} туп
ламда берилган. у  узгарувчининг [г, d] орзлнкдан олинган з̂ ар бир 
тайин кийматида f  (х, у) ни х узгарувчининг функцияси сифатида ка- 
ралганда унинг учун х =  b махсус нукта булсин.

17.15-т е  о р е м  a. f (х, у) функция тупламда узлуксиз ва

ь
h  (у) =  17 (X, у) dx

а

интеграл [с, d] да текис якинлашувчи булсин. У хрлда (У) ФУНК 
ция [с, d\ ораликда узлуксиз булади.

7- §. Параметрга боглиц хосмас интегралларни параметр бу*и
дифференциаллаш

1. f (х, у) функция М  =  {(х, у) £ R2: х  £ [а, +  «=), У б tc> d^ 
ламда берилган. г и  у)

17.16-т е о р е м а ,  f (х, у) функция М тупламда узлуксиз, 1 ? 
хусусий хрси.шга эга ва у  щ ч  узлуксиз хамда у у з г а р у в ч и н и н г  

дан олинган \а р  бир тайин кийматида

1 (У) =  I" /  (х, у) dx
а

интеграл якинлашувчи булсин. /jjL

Агар \'у (х, у) dx интеграл [с, d] да текис якинлсичув J



(у) функции хам [с, d] ораликда Г  (у) хвсилага эга була-

/ '  0/) =  j  f ' „ (x , y )dx  (17.31)
а

^nfiatn уринлидир .
*1Ни бот У  Уо£ Iе* d) нуктани олиб, унга шундай Ау (Ау ^  О) 

пма берайликки, у 0 +  Ау € [с, d] булсин. 
оргу’Р)1 функциянинг 1/0 нуктадаги орттирмасини олиб, ушбу

1_(и. +  А у )~  в  Г /(* .Уо + Ау)-/(лг. у) ^
I  Ay J Ау \ /

а

енпикни хосил циламиз. Энди (17.32) тенгликдаги интегралда А у-у О 
!а интеграл белгиси остида лимитга утиш мумкинлигини курсатамиз. 

Лагранж теоремасига кура
fj x ,  у,Ч- Ау) -  г I* . Уо) =  ^  (Х| Уо +  9 -А г/) (17.33)

булади, бунда 0 <  0 <  1.
’ Шарт га кура f y (х, у) функция Mt =  {(%, у) £ R2: х £  [я, t] у  £ [с, <*]} 

( а < / <  +  00) тупламда узлуксиз, демак, текис узлуксиз. У хрлда 
f  г >  0 олинганда хам, шундай 6 =  6 (е) >  0 топиладики, \х"  — х' | <  
<8. \ У " ~ У ' \ < Ь  тенгсизликларни каноатлантирувчи ихтиёрий (х\  
HU Мг  (х", у") £ M t нукталар учун

I f ’y (x", y " ) - f ' y (x', у') | < с  

' =  X, у'  =  у 0 u" =  y 0 +  Ai

I f'y (х, У о + в -  Ау) — / '  (х, г/0) | <  е (■у  х £ [а, /])

буладн. Агар х ' =  х "  =  х, у ' =  г/0 « "  =  у 0 +  Ау -0 дейилса, унда 
<У\о  булганда

^ВДи. Юкоридаги (17.33) тенгликдан фойдаланиб кунидагини топа-

|Ц й _» . + а д - т  »■> ( » , yj | < e .

Да ' U * .' У----  ̂ ,Д’ функция / у (.t, Уо) ЛИМИГ функ- ■
т  * Кис якичлашншини билдиради.

Р^манннг шартига кура

j  f'y (х> У) d х

^  в (е) \ 1’нлац1Увчи. Демак, Y  е >  0 олинганда хам, шундай 6 =  
Я *  топиладики, >  f  б, t" >  б булган ва Y  У £ [с, rfjШ Н ,

Е

f'y (х, у) rfx | <  е
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булади. Жумладан
t"

| J  Г ,(х , у„ +  Л у - 0 ) Л с | < е

булади. (17.33) тенгликка асосан

;• f (X, у„ +  A y )  —  f (х,  у 0) 

А У
d x <  е

булади. Бу эса
+  00

■ / ( * ,  ya+ & y ) - f ( x ,  Уо) d x

J by

интегралнинг текис якинлашувчилигшш билдиради. 
Натижада 17 .12-теоремага кура

+  »
lim i
\tl_'

* f  (X.  I/O -f -  A y )  —  / (X, Up)

Ay-*0 J A  у
Г I" lim ~

J  L А у dx

теиглик \ринли булади.
Юкоридаги (17.32) тенгликда At/->  0 да лимитга утамиз:

у„ +  Ау )  —  /  (х , у„)И т  1 (у0 -f- Ау) —; / (j/о) __ ]im  Г П £ ^
Д у -,0  Аг/ Д#-»о Iа

=  [  j  i m  / ( ^ .  У о - г А у ) - [ ( х ,  у 0) J d x = =  ^  (л. ,/о) d x

Демак,
+

/'(Уo)==j f y (x, y 0) d x .

Т еорша исбот булди.
(17.31) муносабатни куйидагича хам ёзиш мумкин;

d_
d y

Г'
f  (х, у) dx =  j_  f  d f  ( x . j n  d K  

dy
бедг*

Бу эса теорема шартларида дифференциаллаш амалини интеграл 
ей остига утказиш мумкинлигини курсатгди. . j\) #

2. f (x,  у) функция М х =  {(х, у) £ R” : х £  [а, Ь), y J V ^  t a g  
ламда берилган. у узгарувчининг [с, d] дан олинган л к каралган> 
кийматида /  (х, у) ни х узгарувчининг функцияси сифатид  ̂
унинг учун х =  Ь махсус нукта булсин.



^ — ^ о р ё м а .  f ( x , y )  функция М , тупламда узлуксиз, fy(x, у)  
эга ва у  хам узлуксиз хамда у  узгарувчининг [с, d[ 
бир тайин кийматида 

нган

I \{у) =  J f(x> y)dx
а

л j ^кинлсииувчи булсин.

' ' t a p  ь
J f'y {x, y)dx
а

. ,£ да текис якиншиувчи булса, у  холда !х (у) функция 
оралщда 1 \(у) фсалага эга булади ва

^(У )=  j' fy (x, у) dx

jtjhocaoam уринлидир.

8-§. Параметрга боглик хосмас интегралларни параметр буйичг
интеграллиш

1. /(*, у) функция М  {(*, у) £ R2: х £ \а, +  оо ), у £ \ с ,  d]\ туп 
ламда берилган.

17.18-теорема. Агар f ( x , y )  функция М тупламда узлуксиз ва
+ 00

1 {у) =  \ f { x , y ) d x
а

интеграл \с. rf] ораликда текис якинлашувчи булса, у ,\слда I (у) 
Функция [с, d j да интегралланувчи ва

J 1 (У) dy =  J  [ + *  f (х, у) dx] dy =  J' [ j' /  (x, у) dy] dx 
r с a a c

лМКдаС®0 т-> Теореманинг- шартларидан I (у) функциянинг [с, d] ора- 
Чь) (Ь ™ КС113 бУлиши келиб чикади (каралсин, 17.4-теорема) Демак, 

ЭНД[| Кция Iе» d\ да интегралланувчи.

J [ J  /  (х, у) dx | dy =-+ j [ J f(x, у) dy  j dx

^лякнинг “ ° “ ° C
ШарТга к|р ”нли булишини курсатамиз.

Ну) = + \ f ix,  у ) dx
'•"Г/.,
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интеграл [с, d] да текис якинлашувчи. Демак, Y e > 0  олинган ^  
шундай б =  б (е) >  0 топиладики/ W  >  б ва Y y £ [ c ,  d\ учун

-j- ОО
| f f ( x , y ) d x \ < E  (17.34)

булади. Мана шундай t буйича
d + 0 0  i t  d += 0
J' [ J  fix,  y ) dx ] dy =  f [ J Дx, у) dx] dy  +  J [ j  f{x,  y)dx]  dy.
с а с a  с t

17.6-теоремага асосан

j [ j '/ (*. У dx d y = \ [  j ' / (x, y)dy]  dx
с a a  с

булади. Натижада

J f W y  =  f [ \ f (x ,  y) dy] dx +  J [  + f f{x, y)dx] dy
с а  с с t

булади. Юкоридаги (17.34) муносабатни эътиборга олиб куйидагини 
топамиз:

| j  Ку) dy — J  [ J‘ /  (х, y)dy] dx | <  | | + j f  (x, y)dx \d y  <  e(d  — c).
с а с с t

Бу эса

[ I ( y ) d y  =  lim  j ' [ J f(x,  y ) dy ]dx  =  +J [ \ f {x ,  y ) d y ] d x
c t—no  q с а с

эканини билдиради. Демак,

J [ + j  f.ix, у ) dx\dy  =  + f [ 1 7 i x , y ) d y ] d x .
с a  a  с

Теорема исбот булди.
Энди fix,  у) функция М 2 =  {(х, у) £ Я2: к £ [a, - f  оо), у  £ [с, +  °°)1 

тупламда берилган булсин.
1 7 . 19 - т еорема ,  .fix, у) функция М 2 тупламда узлуксиз ва

л-сс 4-00
j  fix, у) dx,  J  f { x , y ) d y
a с

интеграллар мос равишда [с, +  оо] ва [а, +  оо 1 да текис якинлв' 
шувчи булсин.

Агар
4 _оо -i-оо 4 -ээ -f ос

|  [ J  | /  {х, у) | dx] dy  (ёки (' [ f \fix, y ) \ dy ] dXj
с а  а с

интеграл якинлашувчи булса, у  холда
-j-oc л_ оо -{-оо 4 -оо

f [ Г f(x, y )d y \d x ,  j [ j  f { x , y ) d x [ d y
а с  с a
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^(пеграллар якинлашувчи ва
-f.00 4-00 4-00 -L00

J [ f /(* , y)dx \ dy  =  J  [ J  f { x , y ) d y ] d x
c a a c

шади-
Бу теореманинг исботини укувчнга хавола киламиз.
2. /(* , у) функция /Wj =  |(х, у К # 2:.*£[а, Ъ], у £ [с, d]} тупламда 

прилган, у  нинг ]с, гГ] дан олинган хар бир тайин кийматида [  (х, у) 
0  х узгарувчининг функцияси сифатида кара л ганда унинг учун х —Ь 
махсус нуцта булсин /

17.20-т е о р е м а .  f(x,  у) функция М х тупламда гузлуксиз ва

h (y ) l=  f /(* , y)dx  
;

инпшграл [с, d | ораликда текис якинлашувчи бдлса, у  холда Jx(y) 
функция (с, d\ да интегралланувчи ва

J Л (У) dy =  j [ J f (x, y)dx]dy =  j [ j' f {x, y)dy] dx
с с а  а с

ойлади.

М и с о л л а р .  1. Уш бу
+00

-------- d x
_____ 1 +•*О
ннтегрални карайлик. У  чегараланмаган функциянинг (а <  1 да х  =  0 махсус нуц- 
та) чегараси чексиз хосмас интеграли булиб, а  параметрга богликдир:

+Q0

dx = I* Г Г ~  d x +  f  f r - dx = Ш  +1 +  X J 1 +  X

о
Су интегрални цуйидаги икки киемга ажратиб,

+00 1 +00
„о—1 Р „а—I С „о—!

' / (а > =  h r
о о I

Уларнниг ^ар бирини алохида-алохида якинлашувчиликка текширамиз.
О <  * ! < j  I да куйидаги

' а—1 х а~ 1 q_I
~п~ <  Г- !--- - *2. 1 — .к

1
'" ‘си шиклар уринли ва j  ха~ 1 d x  интеграл а  >  0 да якинлашувчи, а  ^  0 да узок- 

"аШувчи (^аралсин, 16-боб, 5-§). 16-бобнинг 6-§ ида келтирилган 16.8-теоремага кура

I  1  г т - ,dx
о
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2

+ 00

интеграл а > 0  да якинлашувчн а  ^  0 да узоклаш увчи булади. х  >  I да iyr 

_____ <* ха ~
I +  *

йн,дат,

тенгсизлнклар уринли ва \ х“ ~ d x  интеграл а  < .  1 да якинлашувчн, а ^  | л
I

узоклашувчи (каралсин, 16-боб, 1- §) .  16-бобнинг 2- §  ида келтирилган 16.2-теорела. 
га кура

+ 00
ха~ 1

1 + х
■ d x

интеграл а <  I да якинлашувчи, а >  I да узоклашувчи булади. Шундай ^илиб, 
рилган

Да) ха- ‘
\ + х d x

интегралнинг I Да якинлашувчи булишини топамиз.

Энди 1( a)  интегрални хисобланмиз.
Равшанки, 0  <  х  <  1 да

ха~ 1
1 + х

ft=0

булиб, б у  катор [а 0, Ь0] (О <  а 0 <  Ь0 <  1) да  текис якинлашувчи бул ади . 
(*) даражали каторнинг ^исмий йининдиси

S „  W  =  2  С - :Ч* ^ + ‘ - ! =  [n r i r ~  
k=0

булади. Агар V n £ N  ва V * € ( 0 .  1) учун

1 + х
тенгсизлнкнннг уринли булишини хамда

1

ха- 11 1 - ( - х ) 'М < х а-1

\  xa~ l d x  (0 <  а <  1)
О

га КУР2интегралнинг я^инлашувчилигинн эътиборга олсак, унда Вейерш трасс аломатша 

интеграл \ s n ( x ) d x ( n  =  1, 2, 3 . . . )  текис якинлашувчи булади. 17. 13-теоре>П 

га кура



.* к L о * = o  о

I n -l
a—I

lint
i-*  ̂ “ fc=0

Б у тенгликдаи цуйидагини топамиз;

1 +  *• dx

п- 1 1

' « " J  т £ г Л - л :  ‘ * 1 "о &=0 о

ft=0 о
Демак,

Агар

' ■ « - 2 М -Л—О

+оо
/2(а)=

«л—1
\ + х

dx

ннтегралда х =  —  алмаштиришни баж арсак, у  хрлда

1 —̂а 1 (̂1—ft)-—1
/ , ( а ) =  j T + t Л =  j* I + / dt

булади. Ю^орпдлги пул билан

т - I а  —  k
*=1

ии топамиз. Д ем ак,

00 so 00 
\ k  / __к *

к= 0 ‘ к=О *=1
•Лади.

Агар

—  +  \ ^ , ( —  (0 <  a  <  1)
a  \ a - M  a  —  k )  s i n a n

*=i
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булиш ини (царалсин, 2 1 - боб , 4 - § )  эътиборга олсак, унда

к

экаилиги келиб чикади- Д ем ак,

Г х * - '

1(a) =

d x  =

sin  а  я

sin  а л

2. Ушбу
"Г

- I
sin  X

(О < а <  I).

d x

интегрални царанлик. Б у  хосм ас интегралининг якинлашувчи булиши 16- бобнинг 
2- § ида куррсатилган эди. Эндн берилган интегрални хисоблаймиз. Бунинг уЧу;! 
куйидаги

+ 00

1(a) е~°У  i i H i *х

параметрга б о м и к  хосмас ннтегрални караймиз. 
Равшанки,

функция

f (х,  а) =  ё ~ ах (f (0, а) =  1)

{(лг, е  [0, +  оо), а  6 [0, с]}  ( О О )

тупламда узлуксиз,
f (д:, а)  =  —  с ~ ах sin х

хусусий косила га эга ва у  хам узлуксиз функция. Куйидаги 
+ 0 0  + 0 0

j  \'а (х, a)dx  =  —  (  е ~ ах sin  х d x  

о О
интеграл эса а ^ а 0 (а0 >  0) да текис якинлашувчи. 1 7 .16-теоречага кура 

+00 , +=о

'М е~~ах sin  d x  =  — I
1 +а*

булади (^араленн, 1-цисм, 8 -боб, 2-§). Демак,

1(a) =  —  arctg а  С.

а  =  +  оо булганда, /  ( +  оо ) =  булиб, ——  +  С  =  0  яъни С  =  —  булади* Де

мак,

/ ( а )  =  — ------arctg а ,

Б у  тенгликда а-*-  0  да  лимитга утнб ^уйидагини топамиз:

lim  1(а)=
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111у„дай к и л и б , / (0 ) =  - | . ЯЪНИ

j _С sin х

9. §. Бета функция (I тур Эйлер интеграли) ва унинг хоссалари

Биз 16-бобнинг 9-§ ида ушбу

хосмас интегрални карадик.
Интеграл остндаги функция учун
1) с <  1, b >  1 булганда х — 0 махсус ну^та,
2) а >  1, b<C 1 булганда х =  1 махсус нукта,
3) а <  1. b <  1 булганда х =  0 ва х =  1 нукта лар махсус ну^та- 

лар булади.
Бинобарин, П7.35) чегараланмаган функциянинг хосмас пнтеграли- 

дир. Демак, (17.35) интеграл — параметрга боглик хосмас интеграл- 
лир. Уша ерда (17.35) хосмас интегралнинг а >  О, Ь >  О да, яъни

тупламда якинлашувчи булиши курса гилди.
17 . 11 - таъриф.  (17.35) интеграл бета функция ёки I тур Эйлер 

интеграли деб аталади ва В (а, Ь) каби белгиланади, демак

%ндай к;илиб В{а,Ь)  функция R2 фазодаги 'М =  {(a, b)£ R2 :а£(0,  
"  °°). b £  (0, +  оо)] тупламда берилгандир.

Энди В (а, Ь) функциянинг хоссаларини урганайлик.
1°. (17.35) интеграл

(17.35)
о

М =  [(a, b ) £ R z :а£  (О, +  оо), Ь £ (О, +  оо)}

В (а, Ь) =  J Xй- 1 (1 — х)"-' dx (а >  О, Ь >  0).
о

В'(а, Ь) =  f x a_I ( 1 - х ) 6- '  dx
о

И с б ° т . Берилган интегрални текис якинлашувчилккка текшириш 
• Уни куйидагича

о 1/2
631)6 оламиз.



1/2 ,
Равшанки, а >  0 булганда | х dx интеграл Як.инлащувчД

булганда [ ( 1 — x)b~ l dx интеграл якинлашувчи.
1/2

Параметр а нинг а >  я0(а0 >  0) кийматлари ва л 
/ 1 1  v О, ij.,

€ (О, y j  учун

1 _  x)b~ l«  х“* -1 (1 - х )ь~ 1 <  2х“°~1 
булади. Вейерштрасс аломатидан фойдаланиб

1/2 | h i  
|' xa_1 1 — x)b~ l dx 
о

интегралнинг текис якинлашувчилигини топамиз.
Шунннгдек, параметр b нинг b >  Ь0 (Ь0 >  0) кийматлари ва -^а>о

l j  учун

xa_1 (1 — x f ~ l <  ха~ ‘ (1 — x f ~ l <  2(1 — .v)6"-1

булади ва яна Вейерштрасс аломатига кура f ха~ [ ( l — x)b~ dx интег-
1/2

ралнинг текис якинлашувчилиги келиб чикади.

Демак, ) х а - 1 ( 1 — x)b~ l dx интеграл а >  а0 >  0, ва Ь >  Ь0 >  0 бул-
о

ганда, яъни
М0 =  {(a. b ) £ R - : a £ [ a 0, +  оо), Ь£ [Ь0, +  оо)|

тупламда текис якинлашувчи булади. .1 * я
1 7 . 1 - э с л а т м а .  В{а,  Ь) нинг М  =  {(a, b)ZR2 :^6(0» Т ,* / ’ эЩС. 

6(0, +  °о)} тупламда нотекис якинлашувчилигини к^риш кии ^
2°. В(а,Ь)  функция М  =  [(a, b ) £ R - : a £ ( 0 , +  °°). &£(0, 1 

тупламда узлуксиз функциядир.
Х.а^икатан ^ам,

В (а, Ь)= } х а~ 1 ( l - x )b- 1 dx

интегралнинг М0 тупламда текис якинлашувчи булишиданВ|1-_те0ре£- 
остидаги функциянинг \/~(а, b) б М  да узлуксизлигидан • ' 
га асосан В (а, Ь) функция

М =  {(a, b)G/?2: a € ( 0, +  оо), 6 g ( 0, +  °°Л
тупламда узлуксиз булади. Дар^"-

3°. у  (a, Ь) £ м  УЧУН В(а,Ь) =  В(Ь, а) б?ладн. 6*«j

В (а, Ь) =  j х“_ | (1 — x)b_l dx интегралда х =  1 — * алмаштн



ft)== '• Xй- 1 (1  - » 4~ ‘ Л с  =  J  ^  (1  ~  t)a~' dt =  B(b, a)

Ш ^ Т ф? к«ия к.УЙиДагича ифодаланади:

И  *<«■»)-J (Г+Т? ^ ^  <17 36)
jL & rraH  *ам, (17.35) интегралда х ----- алмаштирпш бажарил- 

а у з̂ олда

8(о, Ь) =  i va_1 (1 - * ) Ь~ ‘ <** =  J  (т + ~ /)  I1 _  ЙЛ) (Т + ^  =
о

-= о

=  f  — -  J  (1 +  0

а — 1
dt

(1 + t ) a+b

буладн.
’ Хусусан, Ь =  I — а (0 <  а <  1) булганда

+*> . ,0—1
В - ( а ,  1 - а )  =  | Т + Г ^ - а ^ Н  <17-37>

о

УЩч. (17.37) муносабатдан цуйидагини топамиз:

В  f l ( i '  т ) = я -

^  V j4 > )6 M '(A f '= » K a ,6 )6 /? * :a 6 (0 , +  «>), 6€(1, +  оо)|) учун

Щ а , Ь ) =  h~ l. - B ( a , b -  1) (17.38)
a - f  6 —  I

•■■ади.

•̂35) интегрални булаклаб интеграл лайм из:

6) =  | / - 1  (1 _  x)6-i dx-=  } (1 _  х)ь- ■ d [_£  ) =  JL *<.(! _

Г  *Г ‘ С +  ^  j  (1 -  X)"-2 dx =  ^  J ' х° (1 -  xi ’- 2 dx
о 0

( a > 0 ,  b >  1).
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Агар
X* ( l - Х ) " - 2 =  X » -1 [1 —  (1 —  Х)1 (1 - х ) Ь- 2  =  * - 1 ( 1  - Х)М

— Xе—*(1 — х)6- 1 
эканлигини эътиборга олсак, у хрлда

1 I 1
\ Xй (1 — х)ь~ 2 dx =  X0- 1 (1 — x f - -  dx— j  X0- 1 (1 —

о

булиб, натижада
=  В(а,  b — 1) — (а, Ь)

В (а, Ь) =  —  [В{а, Ъ -  1 ) - В ( а ,  Ь)]

булади. Бу тенгликдан эса

В (а, Ь) — ь — 1 - В (а, Ь — 1) (а >  О, Ъ >  1)
а  +  Ь —  1 

булишини топамиз.
Худди шунга ухшаш -у (я> b) £ М"  учун

(Л Г  =  {(а, Ъ) £ R - : a £  (1, +  » ) ,  Ь £ (0, +  со)}) 

В (а, Ь ) =  а ~ -  - В (а — 1, ft)

булади.
Хусусан, b =  п (п £ N) булганда 

В (а, Ь) =  В (а, п) — п —  1 В {а, п — 1)
а +  гс— 1

булиб, (17.38) форму лани такрор куллаб куйидагини топамиз.

В (а , п) =  —л -  1 л - 2
a  -j- л  — 1 a  -J- л — 1 n-f -1 

1 ,
Равшанки, В (а, 1) =  Г ха~ ] dx  =  —. Демак,

J  a

В (a, 1).

В (а, п) = 1 2 .  . . (а -  1)
а (а +  1) (а +  2) . . . (а +  л — 1)

Агар (17.39) да а — т (т £ Л') булса, у хрлда

В (/и, л) = ------ 1 ~2 • ' • (п~ 1)------- =
т (т +  1) . . . (т п — 1) ( т +  п  — 0  1

10- §. Гамма функция (II тур Эйлер интеграли) ва унинг * °£<

(17.39)

;алзр*

Биз 16-бобнинг 9-§  ида куйидаги
+ ео
j" Xя- 1 е—’6 dx

(17.Л

хосмас интегрални карадик. Бу чегараланмаган функиияиин 
дг х =  0 махсус ну^та) чексиз оралик буйича олинган х°с-
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билан бнрга а га (параметрга) хам богликдир. Уша ерда 
|И И £ м а с '  интегралнинг а >  0 да, (0, +  <») да якинлашувчи,

> 40) яЪИи (-— 0° . 0] да узоклашувчи булиши курсатилди.
VzO х*' ъ риф.  (17.40) интеграл гамма функция ёки / /  тур Эй- 
’ 1 '  ^ ' r „nu деб аталади ва Г (а) каби белгиланади. Демак,
ЛРliHfne ' + »

Г (а) =  j' х0-1 е~х dx.

* к и л и б , Г (а) функция (0, +  °°) да берилгандир. Энди Г (а) 
Щуядди • хоссаларини урганайлнк.
* ? $ 4 0 >  интеграл

Г (а) =  j  х“-1  е~х dx 
о

ихшёрин К .  Ь0] (0 < а п < Ь о <  +  °°) ораликда текис якинлашувчи бу- 

:Jj|J сбо Т. (17.40) интегрални куйидаги икки кнсмга ажратиб,
+оо |
Г хо-1  е-х  dx _  i ^a-I е-*  dx _u | Xй- 1 e-x  dx 

n 1
ударнинГ хар бирини алохида-алохида текис якинлашувчиликка текши
рамиз.

Агар а0 (а0 >  0) сонни олиб, параметр а нинг а >  а„ кийматлари 
карзлса, унда барча х  6 (О, 1] учун x°~l е~х <  булиб, ушбу

‘'•'/'нинг 4-§ ида келтирилган Вейерштрасс аломатига асосан
1
[ Xя-1 е~х dx
о

интеграл текис якинлашувчи булади.
Агар Ь0 (Ь0 >  0) сонни олиб, параметр а нинг а ^  Ь0 кийматлари 

^рзлздиган булса, унда барча х >  1 учун

х0- 1 е~х <  х*"-1 е~х <  ( ь-± л 1 ) “ ' . i -
°УЛ8б,

— dx
х*

я^инлашувчилигидан, яна Вейерштрасс аломатига кура
"Гоо
j ха“ ‘ е~х dx

текис якинлашувчи булишини топамиз. Шундай килиб,
,4* 00

Г (а) =  | ха~ 1 е~х dx



интеграл [а„, b0] (0 <  а0 <  Ь„ <  +  °°) да текис якинлатш». И
1 7 . 2 - э с л а т м а .  Г (а) нинг (О, +  °°) да нотекис яки,ВЧй б>' 

гини куриш кийин эмас. л НЛаШуг
2°. Г (а) функция (0, +  °°) Да узлуксиз хгмда барча J m  

узлуксиз хосилаларга эга ва 1 1 таР7иг;т.^

Л л> (а) =   ̂ х"-1 е г х (In х)п dx (я =  1, 2 ) ]
ь

И с б о т .  -V а 6 (0, +  оо) нуктани-олайлик. Унда Шунм. i  
(О <  а0 <  Ь„ <  +  °°) оралик топиладики, а £ [а0> Ь0] булали - к 

Равшанки,
-foo

Г (а) =  \ ха~ х е~х dx
о

интеграл остидаги /  (х, а) — ха_1 е~х функция М  =  {(*, а) е т 
€ (0, +  оо), а £ (0, +  оо)} тупламда узлуксиз функци’ядир. (j-7 : 
интеграл эса (юкорида исбот эгилганга кура) [а0, Ь()] да текис як 
лашувчи. У ^олда 17.4-теоремага асосан Г (а) функция |а0, 
бинобарин, а нуктада узлуксиз булади.

(17.40) интеграл остидаги /  (х, а) =  ха~ ’ е~х функция 
f\ (х, а) =  х0- 1 е~х In х 

хосиласининг М  тупламда узлуксиз функция эканлигини пайкаш га- 
йин эмас.

Энди

f (х, a) dx =  J  х°-1 е~х In х dx
о о / 1

интегрални [а0, Ь0] да текис якинлашувчи булишини курсатамиз.

Ушбу [ Xй-1 е~х In x d x  интеграл остидаги х°-1 е~х 1пх функп® 

учун 0 < х <  1 да |х ° - ] е~х In х | < х 0»-’ | In х |  тенгсизлик ур®®

дир. г[-, (х) =  х 2 I In х | функция 0 <  х <  1 да чегараланганлигидая
1 £о j 1 ДцП

[ х 2 dx интегралнинг якинлашувчилигидан j  x°,_1 11пх| »*
о о Kfpa Ф
хам якинлашувчи булишини ва Вейерштрасс аломатига

* ' .^лнл^
ралаётган ( х0- 1 е~х In x d x  интегралнинг текис якинлаш>в'

о
топамиз.

Шунга ухшаш куйидаги

Г х0-1 е~х In х dx
i у и бар43 *

интегралда, интеграл остидаги х0-1 е~х In х функция Уч> j j  J
>  1 да /л„ +  2 \ 1’*+г ■



;,Л„б. J  *
+0C

<U_ интегралнинг я^инлашувчилигидан, яна Вейерштрасс

,л^Г«ГЗ
KVpa t  *а~ Х е~х х нинг текис якинлашувчилиги ке-

-Гас
Демак, [Оо. &о1 Да 1 e~h hi х dx  интеграл текис

< чцкаД!1-
унда 17.16-теоремага асосан

+<]о
гм
+■

Г  (а)

ч 00 I 00
Ж *,  ̂j xa~ l е~* dx j1 =  J  (х“- 1 е~х)' dx — J  xa~ l e~x In л: dx

)

за Г  (a) [a0, b0] да бинобарин, а нуктада узлуксиздир.
' Худди ШУ ЙУЛ билан Г  (а) Функциянинг иккинчи, учинчи ва хока- 

я тарпгбдаги ^осилаларининг мавжудлиги, узлуксизлиги хамда
+ 5 0

/Чп) (а) =  | х?~] е~х (In х)п dx (п =  1, 2, 
о

■'лиши курсатилади.
3\  Г (а) функция учун ушбу

Г (а +  1) =  а ■ Г (а) (а >  0)
;ормула уринли.

Ха^ицатан ^ам,

Г (а) — f x°~l е~х dx =  е~х d j 
о о ' а '

«пегрални булаклаб иктеграллэсак,
+  0

+  f  — e - x dx =  - r ( a  +  1) 
J  а а

,лнб- ундан
о о

Г ( а +  \) =  а -Г (а) (17.41)
“Иш" келнб чикади.

17.4ПС!ГЭрМула ё РДамида Г (а +  п) ни топит мумкин. Дархакикат, 
формулани такрор цуллаб,

Г ( а +  2) =  Г ( а +  1 ) ( а + 1 ) ,
Г (а +  3) =  Г (а +  2 ) (а +  2),

Г (а +  п) =  Г {а +  п — 1) (а +  п — 1)
7 " и' Умрдан эса

ч> — (а +  п — 1) (а +  га _  2) . . .  ( а +  2) («+!)•<■ г  (в) 
к ®  топамиз. Хусусан, а =  1 булганда

Г(п +  1) = п ( п — 1) . . .  2 -1 Г (1)



+ ю
булади. Агар Г (1) =  \ е~х dx  =  1 булишини эътиборга олсак, у щ  

о
Г (п +  1) =  п! экаилиги келиб чикади.

Яна (17.41) формуладан фойдаланиб Г (2) =  Г  (1) =  1 булишини то
памиз.

4° Г  (а) функциянинг узгариш характери.
Г (а) функция (0, +  оо) ораликда берилган булиб, шу ораликда 

исталган тартибли хосилага эга. Бу функциянинг а — 1 ва а — 2 нук. 
талардаги ^ийматлари бир - бирига тенг:

Л 0 )1 = !П 2 )]=  1.
Г (а) функцияга Ролль теоремасини (^аралсин, 1-хисм, 6 -боб, 6-§) 

татбик, кила оламиз, чунки юкорида келтирилган фактлар Ролль теорё- 
маси шартларининг бажарилишини таъминлайди. Демак, Ролль теоре- 
масига кура, шундай а* (1 <  а* <  2) топиладики, Г' (а*) =  0 булади.
V  а  €  (0, +  оо') да

+®
Г" (а) =  ( е~х In2 х dx^> О 

о
булиши сабабли, Г' (а) функция (0, +  о о )  ораликда катъий усувчи 
булади. Демак, Г ' (а) функция (0, +  оо) да а* нуктадаи бош^а ну^- 
таларда нолга айланмайди, яъни

Г' (а) =  f х0-1 е~х 1п х dx =  О
о

тенглама (0, +  оо) ораликда а* дан бошка ечимга эга эмас. У холда
О <  а <  а* да Г  (а) <  О, 
а* <  а <  +  оо да Г  (а) >  О 

булади. Демак, Г (а) функция а* нуктада минимумга эга. Унинг ми
нимум киймати Г (а*) га тенг.

Такрибий хисоблаш усули билан
а* =  1,4616 . . .
Г (а*) =  m in Г (а) — 0,8856 . . . 
булиши топилган.

Г (а) функция а >  а* да усувчи бу л гаи- 
лиги сабабли а >  п +  1 (я G N) булганда 
Г (а) >  f  ( п +  1) =  я! булиб, ундан

lim Г (а) =  +  оо
а-»-*»

булишини топамиз. ,
Иккинчи томондан, а ->  +  0 да Пр-т

+  1)->  Г (1 )=  1 хамда Г (а) =  экаВ’

>- лигидан lim Г (а) — +  °о келиб чи!\аДй‘

Г (а) функциянинг графиги 16- чизмзД3 
тасвирланган.
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( Биз куйиД3 В (а, Ь) ва Г (а) функциялар орасидаги богланишни 
яЬодалайдиган формулани келтирамиз.

Маълумки, Г (а) функция (0, +  <») да, В (а, Ь) функция эса R2 
м зод агн М  =  {(a, b) £ R2 : а £ (О, +  оо), Ь £ (0, +  оо)} тупламда бе-
К а н .

17.21- т е о р е м  а. V  (а, b) £ М учун

Г  ( а  т  Ь)
формула уринлидир.

И с б о т .  Ушбу Г {а +  Ь) =  ха^ ь~ 1 е~х йк ( а > 0 ,  Ь > 0 )  гам-
o'

ла функцияда узгарувчини куйидагича алмаштирамиз:
x =  ( \ + l ) y  ( / >  0).

Натижада цуйидагига эга буламиз:
+*>

г  (а +  Ь) =  j  (1 +  ()а+ь- 1 • ya+6- 1 е -и + ‘> У • (1 + 1) dy  =
о

+  0о
=  (14-  t)a+b f ya+b~ l e -^ + b v  dy. 

o
Кейинги тенгликдаи куйидагини топамиз:

+ 00

Г {а + а%  =  f ya+b- '  e - V + b d y .( 1 + / ) «+* J

Бу тенглнкнинг x>ap икки томонини ta~ x га купайтириб, натнжани (О, 
+  оо) орал и ̂  буйича интеграллаймиз:

r (a +  b ) ]  - / a.-aW -  dt =  j  [ f tf+h- 1 e -< '+ 0 « dy  j ia~ x d t.
0 '  ' 0 0 

Агар (17.36) формулага кура
+  Oo a_|

f  , * a+r  dt =  в  (a, b)
,) ( l  +  /)a+ b  '  
о

эканиии эътиборга олсак, унда

Г (а +  Ь) ■ В {а, Ь) =  М  j°° ya+b_1 | 1 dt (17.42)
о о

бУлади. Энди (17.42) тенгликнинг унг томонидзги интеграл Г(а)-Г{Ь)  
** тенг булишини исботлаймиз. Унинг учун, гввало бу интегралларда 
"«теграллаш тартибиии алмаштириш м у м к и н л и г и н и  курсатамиз. Бунин г 
УЧук 17.19- теорема шартлари бажарилишини ку'рсатишимиз керак. 

Дастлаб a >  1, b >  1 булган холни курайлик.

11-§. Бета ва гамма функциялар орасидаги богланиш
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1
f  ОС)}

a >  1, b >  1 да, яъни {(a, b) £ R2: a £ (1, +  оо), b £ (1, -f
тупламда интеграл остидаги

/  {U У) =  y a+b=' ta~ l e~<l+to
функция V  (t, y) € {(*, У) € # * : t  € [0, +  « ) ,  у  £ [0, +  оо)} да , 
сиз булиб, / ( / ,  у) =  y a+b~ l ta~ l е ~ (1+ 1]у >  0 булади. ' -,к-

4 *00  + 0 0

Ушбу j  /  (t , у) dy  — f /“- 1 уа+г>- 1 g -d + %  dy интеграл / ^  I 
о о

рувчининг [0, +  оо) ораликда узлуксиз функцияси булади, чунки

j  t a - 1 y a + b - 1  е - d + O i /  d y  =  f ( a  +  й ) -  - (у - [ - ) 3 + ь  .

Ушбу
-boс +  оо
I' f(t ,  у) dt =  j  /а- '  y a+b~' er-^+by dt 

о 0
интеграл у узгарувчининг 10, +  оо) орали к даги узлуксиз функцияси 
булади, чунки

+  со
j" /а- i  уа-гЬ—1 е—0 + t)y dt =  Г (а) ■ уь~ ] е~у

о
ва нихоят, юкоридаги (17.42) муносабатга кура

+ вс . + 0 0

) [ ( ia- ] y a+b~ l e~{l+ t}y dyj dt

интеграл якинлашувчи.
У холда 17.19-теоремага асосан

+ 00 + 0 0

I | ta_I ya+b~ i е-(НОу dt j dy 
o o

интеграл хам якинлашувчи булиб,

j a - l  у а + Ь - \  e - ( l + t ) y  dy] dt —  j  [ j  t ° ~ ] y°+b~ l e
-t-QO T«c

S  [ I - I  p—(l+')y d t]#

булади. Унг томондаги интегрални .^исоблайлик: 

f  ̂ | la—1 уй-тЬ—1 e~(,+/)y dyj dt =  j” | ta~x ya+b—1 e~O+te dl jdyг
о

+ 0 0

=  \ у°+ь-1 e~y j' t ° - x e~ty dt j dy  =

+  CO +00
=  j  y °+b~ x e-y  —  j  f (ty)a- ] e - ‘y d  (/y)’j dy  =

+ 00

“ I
,,b -\ p -y Г (a) dy  =  Г (a) ■ r  (b).

(17.43)
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лат&{ЯДа (17.42) ва (17.43) муносабатлардан

яъни

Г (а +  Ь) ■ В (а, Ь) =  Г  (а) ■ Г ф),

Г( а) - Г( Ь)В {а, Ь) =
Г  (а +  Ь) (17.44)

ллииш келиб чикади. Биз бу формулани а >  1, 6 >  1 булган х°л 
, чун исботладик. Энди умумий холни курайлик.

А й рлик , а >  О, Ь^> 0 булсин. У хрлда исбот этилган (17.44) 
(-рмулага кура

Г I 1\ г  /г I 1 .

(17.45)В (а +  1, Ь +  1) =
Г  (а +  Ь +  2)

бйВДИ-л'лади.
В (а, Ь) ва Г (а) функцияларнинг хоссаларидан фойдаланиб куйида- 

ГИ1Ш топамиз:

B { a + l , b + \ ) = - r ?— B ( a , b + \ ) =  а ь В (а, Ь),а b -J- 1 а-\~ b -f- 1 a -j- b

Г (а +  1 ) =  а - Г( а ) ,  Г ( Ь +  1 ) =  Ь-Г(Ь), Г{а  +  Ъ +  2) = ( а  +  Ь +  
+  1) Г (а +  Ь +  1) =  (а +  Ь +  1) (а +  Ь) ■ Г (а +  Ь). 

Натижада (17.45) формула куйидаги

а -b „  ,  . .  а-Г (а) • Ь ■ Г  (Ь)
( а +  Ь) ( а +  6 +  I)

В (а, Ь) =
(а +  Ь) (а +  Ь + 1 )  Г  ( а +  Ь)

куринишга келади. Бу эса (17.44) формула а > 0 ,  Ь >  0 да хам урин- 
•1И эканини билдиради.

17 . 1-натижа.  V  а  £ (0,1) учун

Г (а) Г (1 — о) = л
sin  а  л (17.46)

°Улади.
^ р ц и к агзн  хам, (17.44) формулада Ь = 1 — а ( 0 < а < 1 )  дейилса,

В (a, l - ^ . ' M - r O - g )
/*(1)* \ */

•1нб, (17.37) ва Г (1) =  1 муносабатларга мувофик

Г (а) • Г  (1 — а) =  —  (0 <  а <  1).
sin а л

атда (17.46) формула келтириш формуласи деб аталади. 
к |у с а н ,  (17.46) да а  =  деб олсак, унда

■'501
lflH топамиз.

г ( - 1 )  =  К л О



17.2-н а т и ж а .  Ушбу

Г { а ) г ( а + ^ = ^ г { 2а) (а >  0)

формула уринлидир. Шунн исботлаймиз. 
(17.44) муносабатда а — b деб

В (а, а) г  ( а ) - Г  (а)  

Г (а)

булишини топамиз. Сунгра

В (я, a ) - j ‘ [ * ( l - * ) ] - »  d x =  =
0 0

-« Н И М
2 \а—1

интегралда — х — ~ \ f t  алмашгиришни бажариб,

В (a, a ) = 2 j [ i ( l - / )
4

га эга буламиз. Натижада

—  j  t 2 ( l — /)*-1 dt -

i m  „  a)
Г  (2a) 2 V 2 /

булади.
Яна (17.44) формулага кура

В
Г , т ) - Г(а) г

2 > - =  y ^  Г <?Ц-  (**)

К)
булиб, (**) муносабатдан

m  =  _ i _  . у -  j«2а—1 ГГ (2a) г20-1 

эканлиги келиб чикади. Демак,
К)

Одатда (17.47) формула Лежандр формуласи деб а т а л а д и .  
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КАРРАЛИ ИНТЕГРАЛЛАР

«Математик анализ» курсининг 1-кисм, 9 — 10-бобларида функция- 
г аник интеграли багафснл урганилди.
'^тематика ва фаннинг бошка тармок;ларид? куп узгарувчили функ- 

„ араинг иптеграллари билан боклик масалаларга дуч келамиз (куйи- 
' j. § келтириладиган масала шулар жумласидандир). Бинобарин, 

‘;арНн — каррали интегралларни урганиш вазифаси юзага келади. 
“Каррали интеграллар назариясида хам, аник интеграллар назарияси- 

дщдек] интегралнинг мавжудлиги, унинг хоссалари, каррали интеграл- 
-лкоблаш, интегралнинг татбиклари урганилади. Бунда аник интег- 

^  * хакидаги маълумотлардан муттасил фойдалана бориладн.
: Шуни таъкидлаш лозимки, аник, интегралда интеграллаш оралири 
.-'три чизик (R — фазо) даги кесмадэп иборат булса, каррали интеграл- 
арда мос фазодаги сохалар булади. Бупдай сохаларнинг турлича бу
дили каррали интегралларни урганишни бирмунча мураккаблаштиради. 
За хатго, кейинрок курамизки, интеграл тушунчасини хам турлича ки- 
jHTtmiHH такозо к,илади (кейинги бобларга каранг).

Куйида биз, соддалик учун, икки узгарувчили функцияларнинг ин- 
геграллари билан танишамиз.

1- §. Икки каррали интеграл таърифи
Аниц интегралнинг баёнини шу интеграл тушунчасига олиб кела- 

днган масаладан бошлаган эдик. Икки каррали интеграл тушунчасини 
урганишни х.ам унга олиб келадиган масалани келтиришдан бошлай- 
мнз.

1. М а с а л а .  f (x,  у) функция чегараланган (D) сохада* ((D) cz R2) 
прилган, узлуксиз хамда V  (*, у) G (D) учун /  (*. у ) >  0 булсин. R 3 
г*оода Oxtjz — Декарт координата системасини олайлик. Юкоридан 
г. У) сирт билан, ён томонидан, ясовчилари Ог у к ига паралел 
улган цилиндрик сирт хамда пастдан Оху текислигидаги (D) соха 

«*М чегараланган 0 0  жисмни карайлик (17-чнзма). (1/) жисмнннг 
’*мнни топиш талаб этилсин.

Агар / ( х, у) функция (D) да узгар-
2 л Яж ° а ’ f (х' у) = с  (c - c° nst). у

43 жисмнннг (цилиндрнннг) хажми
V  — С D

, ; е,1Г булади, бунда D  — (D) соханинг

Ру.Д -Р(0) сохада / (х, у) х ва у  узга- 
Чляец (-»1ИНГ ихтиёрий узлуксиз функ
ции Тс̂ ‘1са> У холда (У) жисмнннг хаж-
ч ___ ПИш Учун, аввало (D) сох.ани эгри

17- чизма

келгусида хамма ва^т функциянинг аникланиш сохаси (D ) ни юзга 
ео-%а деб хисоблаймиз.



чизиклар билан п та булакка буламиз: (D) =  JU (Dk). Булувчи чизи .̂

ларни йуналтирувчи сифатида олиб Ог у^ига параллел цилиндр^ 
сиртлар утказамиз. Натижада (К) жисм п та (Vk) (к =  1, 2,
булакларга ажралади. Сунг хар бир (Dk) ( k =  1, 2 .............п) да ^
тиёрий ( ;fe, V  нукта оламиз. Бу (Dk) да / (х ,  у) функцияни узгармас 
ва /  (sj,, %) га тенг десак, у хрлда (l/fc) булакнинг ха жми тахмина»

/(S*. Л») • Я*
булиб, (К) жисмнинг хажми эса тахминан

\ )  Dk
к= I

булади, бунда Dfe — (D,() нинг юзи.
(V) жисмнинг хажмини ифодаловчи бу формула такрибийдир. Чун. 

ки, f  (х, у) ни хар бир (Dk) да узгармас f  (gft, rjft) деб хисобладюе 
f (x,  У) =  f  (5fe, Лк). агар (x, у) 6 (Dfe) булса.

Энди (D) сохани булакларга бу'линиш сонини шундай орттира бо- 
райликкн, бунда хар бир (Dk) (k =  1, 2, . . . , п) булакнинг диаметре 
нолга интила борсин. У  хрлда

У,  f  (s*. Л*)

к;иймат изланаётган (I7) жисмнинг хажмини тобора аник рок ифодалай 
боради деб хисоблаш табиийдир. Демак, масала ю^оридаги иигинди- 
нинг лимитини топиш билан хал цилинади. Бундай йипшдииинг лими
ти икки каррали интеграл тушунчасига олиб келади.

2. И к к и  к а р р а л и  и н т е г р а л  т а ъ р и ф и .  Икки каррали интег
рални таърифлашдан аввал баъзи бир тушунчалар, жумладан (D) со- 
х1анинг булиниши, функциянинг интеграл йигиндиси тушунчалари билан 
танишамиз.

Бирор чегараланган (D) с :  R2 соха берилган булсин. (D) со.̂ анинг 
чегарасидаги ихтиёрий икки нуцтани бирлаштирувчи ва бутунлай шу 
сохада ётувчи чизикни (эгри чизикни) I чизи^ деб атаймиз. РавшаЯ* 
бундай чизиклар (D) со хани булакларга ажратади.

Шунингдёк, (D) сохада бутунлай ётувчи ёиик чизикни хам / чизик 
деб караймиз. Бундай чизиклар хам (D) соха и и булакларга ажрата# 
Бу сохани булакларга ажратувчи чекли сондаги I чизиклар систему 
{ l : l c z ( D ) }  (D) со^анинг булиниши деб аталади ва Р  =  {/: I cz (D) р ] 
би белгиланади. (D) сохани’ булакларга ажратувчи хар бир / чизин, 
булинишнинг булувчи чизиги, (D) соханинг булаги эса Р  булиаишии 
булаги дейилади.'Я булиниш булзклари диаметркнинг энг каттас* 
булинишнинг диаметри деб аталади ва у Хр каби белгиланади.

М и с о л :  (D ) =  { (х , у ) )  €  R 2: 1, 0 < ( / <  1} булсин.
куйидаги ■

х  =  Xl =  — (t =  0 . I ,  2, 3, 4).

У = У к  =  \  (*  =  0, 1, 2 , 3 )
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-р.тякляр Системаси (D) соханинг Pj булииишн,

x =  xi =  —  ( 1 = 0 ,  1. 2, . . ., л), 
л 
k

У =  Ук =  ~  (* =  0 , 1. 2 , . . . ,  п)П
„ян^лар системаси эса шу соханинг бош^а Р г  булиннши булади. Уларнинг диаметри

5  V 2
* . =  , 2 ’ -Рх = — т а т е н г .

Демак, (D) соха берилган холда, бу сохани турли усуллар билан 
булинишларини тузиш мумкин. Натижада (D) соханинг булинишлари 
телами хоснл булади. Уни =  \Р\  каби белгилайлик.

/ <х, у) функция (D) a  R2 сохада берилган булсин. Бу соханинг 
булинишини ва бу булннишнинг хар бир (D J (& =  1, 2, . . , п)

булагида ихтиёрий ( |А, t jJ  (k =  1, 2, . . . ,  п) нуктани олайлик. Берил
ган функциянинг (lk, r]fc) нуктадаги циймати /  ( |А, т]*) ни Dk (Dk—(Dk) 
соханинг юзи) га купайтириб, к,уйидаги

°  =  2  (5*. Л*) Dk 
k—\

ншшдшш тузамиз.
18.1-т а ъ р и ф .  Ушбу

*=1
йигииди, /  (.v, у) функциянинг интеграл йигиндиси ёки Риман йигин
диси деб аталади.

М и е о л .  1. / (х, у) =  х - у  функциянинг (D) сохадаги интеграл йигиндиси 
п п

0 =  2  I ’ Чк )-О к = 2  I *  • 1\к ■ ° к
^ н г
“Уладн, бунда

(6». Л*)6(1>*)(А=1, 2------ - Я).
2. Ушбу

II, агар (х, у) £ (О) да х — рационал сон, у  — рацнонал сон булса,
О, агар (*, у) £ (D) да, х  ва у  ларнинг камида биттаси иррацнонал сон 

булса.

^ Вкциянн||г интеграл йигиндиси цуйидагнча булади:
M U L  I D, агар барча ва т)л лар рационал сон булса,

ii*) D* =  |  0, агар барча g* ёки барча ц* лар иррацнонал сон
*•=1 I булса

в̂ ^к .орида келтирилган таърифдан куринадики, f (X, у) функциянинг 
*гРал йигиндиси о каралаётган /  (х, у) функцияга, (D) соханинг бу- 

усулига хамда хар бир (Dk) дан олинган ск, л* нукталар га бог- 
^  булади, яъни

=  ор (/, 1 к, Т|*)-
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f (к, у) функция чегараланган (D) a  R- сохада берилгаи с>ул 
Бу (£>) соханинг шундай -' С1|й.

Л , Р„ . . . Л , ( 18,2)
булинишларини караймизкн, уларнинг диаметрларндан ташкил топгац

Хр . Х р > • . . .  Хр , . . .  г  1 5
кетма- кетлик нолга интилсин: Яр̂ - ^ 0 .  Бундай Рт (m =  1, 2, 
булинишларга нисбатан f (х, у) функциянинг интеграл йигиндисини Ту
замиз.

fc=l
Натижада (D) соханинг (18.2) булинишларига мос /  (х, у) функция 
интеграл йщ-индилари кийматларида» иборат цуйндаги

°1- ° 2 .......... ° т • - •
кетма- кетлик хосил булади. Бу кетма-кегликнинг хар бир хади ( I , ц) 
ну^таларга боглик.

1 8 . 2 - т а ъ р и ф .  Лгар (D) соханинг хар кандай (18.2) булишишар 
кетмэ-кетлиги jРт) олинганда хам, унга мос интеграл йишнди кий
мат ларндан иборат |crm) кетма-кетлик, (с/(, T|ft) нукталари и танлаб/оя- 
нишига боглик булмаган ^олда хамма вакт битта /  сонга интилса, от 
/  га о йигиндининг лимита деб аталади ва у

Jim  a - l i m  \ f ( l k, ^ k) D k =  /
А, -о  л - o f f ,

каби белгиланади.
Интеграл йигиндининг лимитини куйидагича хам таърифлаш му*

К И Н  ■ '  с \  п1 8 . 3 - т а ъ р и ф .  Агар у е > 0  сон олинганда >ам, шундай 
топилсаки, (D) соханинг диаметри Хр <  6 булган хар кандай Р бУл 
ниши хамда хар бир (Dk) булакдаги ихтиёрий (£*, %) лар учун

| о г - / | < е
тенгсизлик бажарилса, у хрлда /  га а йигиндининг лимита 
лади ва у

П т а = /
о

каби белгиланади. еГр»-
Энди /  (х, у) функцияминг (D) со.\а буйича икки каррали и 

линии г таърифини келтирамиз. аЛ №
18.4-г а ъ р и ф .  Агар Хр->-0 да /  (х, у) функциянинг интегр ^

fиндиец а  чекли лимитга эга булса, f  (х, у) функция (D) •с0^^(1яаД|1 
тегралланувш (Риман маъносида интегралланувчи) ф у н к ц и я  де

ат*



рпчшдининг чекли лимити /  зса /  (х, у) функциянинг (D) соха 
&У_,0 (/Л-/си каррали интеграли (Риман интеграли) дейилади ва у

/  (х, у) dD

^■белгиланади. Демак, 

f J  /  (х, у) dD

\D)

l i m a  =  lim У  (1,, л*) £>*•
(О ) Хр^о

иринчч пунктда келтирилган (У) жисмнинг хажми f (х, у) функция
ми (D) соха буйича икки каррали интегралидан иборат экан.

$ л с о л .  1. /  (х , у )  =  С  —  const функциянинг (D)  соха буйича икки каррали 
.Гармин» топамиз. Б у  функциянинг интеграл йигиндиси

П

0  ~  ^  С  ■ D k =  С  • D  
k= 1

(.-1Яй Я„=>- 0  да lim  а  — С  ■ D булади. Демак,
УР -о

Хусусаи, /  (х , у)  =  1 булганда

f  f  С • d D  =  С • D .  
'<£>>

f  f  d D  =  D  
(D)

(1 8 .3 )

2. Ушбу пунктда ф (дг. у )  функциянинг (D ) cz R 2 сохада интеграл йипшдисинн 
пан эдик. У нинг ифодаси хамда интеграл таърифидан бу  функциянинг (D) сохада 

алтегралланувчи эмаслиги келиб чикади.

1 8 . 1 - э с л а т м а .  Агар /  (х, у) функция (D) сохада чегараланмагаи 
булса, у ш у сохада ннтегралланмайди.

*■§■ Дарбу йигиндилари. Икки каррали интегралнинг бошкача
таърифи

• • Д а р б у  й и г и н д и л а р и .  /  (х, у)  функция (D)<=R2 сохада бе- 
илгаи булиб, у  шу сохада чегараланган булсин. Демак, шундай уз- 
РВДс т ва М  сонлар мавжудки, Y  (х, у) £ (D) да

m < f  (х, у ) < М

*>«D (п сох-анннг бирор Р булинишини олайлик. Бу булинишнинг хар 
f._'_ (к — 1, 2, . . ., п) бу л а гида /  (х, у) функция чегараланган
бУлиб, унинг аник чегаралари

"  inf I /  (х, У) : (х, у) 6 (£>*)), M k =  sup (/ (х, у) : (х, у) € (Dk)}

УД булади. Равшанки, Y  (х, y ) £ ( D k) учун

jo - mk <  /  (х, У) <  М к. (18.4)
• г а ъ р и ф .  Ушбу

п
1= V т, Dk, S  =  V  MkDk



йотиндилар мос равишда Дарбунинг куйи хамда юкори йириндилп 
деб аталади.

Бу таърифдан, Дарбу йигиндиларининг f (х, у) функцияга хамда tp, 
соханинг булинишнга боглик экаилиги куринади: ' )

Шунингдек, хар доим

булади.
Юкоридаги (18.4) тенгсизликдан фойдаланиб куйидагини топамиз-

Демак,
*=i *=i fc=i

( f ) < ° p  (/; £*. \ ) < s p (/).

Шундай килиб, /  (х, у) функциянинг интеграл йигиндиси хар доим унинг 
Дарбу йигиндилари орэсида булар экан.

Ани^ чегаранинг хоссасига кура
mk, M k <  М  ( £ = 1 , 2 ,  . . . ,  л)

булади. Натижада ушбу
П  П

s = 2 ,n*D* >  m 2  D* =  m D'*=i *=i

5  =  2  M t  D k <  M  J  Dk =  M •,D  
*=i *=i 

тенгсизлнкларга келамиз. Демак, У  P £  \£Р\ учун
m - D < s < S < M D  (18.5)

булади. Бу эса Дарбу йигиндиларининг чегараланганлигиии билдиради-
2 .  И к к и  к а р р а л и  и н т е г р а л н и н г  б о ш к а ч а  т а ъ р и ф и -  

f (х, у) функция (D) cz R2 сохада берилган булиб, у шу сохада чега
раланган булсин. (D) соханинг булинишлари туплами f  =  [Р1 Н11НГ 
хар бир Р£»Т  булинишнга нисбатан f  (х, у) функциянинг Дарбу йигин
дилари sp (/), S p (/) ни тузиб

\SP (01 , |5 р  (/)) _ 1

туплэмларни караймиз. Бу тупламлар (1 8 .5 )  га кура чегаралан ган  бу 
лади.

1 8 . 6 - т а ъ р и ф .  (sp (/)| тупламнинг аник юкори чегараси f ( xJ

функциянинг (О) сохадаги куйи икки каррали интеграли (цуйи 
ман интеграли) деб аталади ва у

Рг

/  = j j  f (x,  у) dD

каби белгиланади. 
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Щ 5 Р (/)! тупламнинг аник; куйи чегараси /  (х, у) функциянинг (О) 
сохада юкори икки каррали интеграли (ю/\ори Риман интеграли)  деб 
аТалади ва у

7 =  j j  f (х, у) dD
(D)каби белгиланади. Демак,

- =  I I   ̂ (х ' dD  =  sup (s l* ^ =  \ \ f  С*. У) dD  =  i n f  <S |.
75j (D)

18.7-т а ъ р и ф .  Агар f  (х, у) функциянинг (D) сохада цуйи хамда
юкори икки каррали интеграллари бир- бирига тенг булса, у зуэлда 
f (х, У) функциянинг (D) со,\ада интегралланувчи деб аталади, улар- 
иинг умумий киймати

1  =  J  j  f  (X, у) dD  =  J J  f  (х, у) dD
(D) (D)

f (*. У) функциянинг (D) сохадаги икки каррали интеграли (Риман 
интеграли) дейилади ва у

f f f  (х, у) dD
(О)

каби белгиланади. Демак,
j f  /  (х, у) dD  =  j  J  /  (х, у) dD =  f f  /  (x, у) dD.
(О) (оГ <°)

Агар

Я  f  (X, у) <И> *  J J  f  (X, у) dD
(Df <°>

булса, f  (л:, у) функция (D) сохада интегралланмайди деб аталади. 
И Ш ундай килиб, /  (х, у) функциянинг икки каррали интегралига ик- 
кн хил таъриф берилди. Бу таърифлар узаро эквивалент таърифлар. У 
■к.исм, 9- бобдаги аник; интеграл таърифларининг эквивалентлигини ис- 

^ланганидек курсатилади.

3- §. Икки царрали интегралнинг мавжудлиги

f (х, у) функциянинг (D) а  №  со^а буйича икки каррали интеграли 
Я рудлкги масаласиии ^араймиз. Бунниг учун аввало (D) соханинг 
^Мда Дарби йтиндиларининг хоссаларини келтирамиз.
Я Р )  соханинг булинищлари хоссалари 1- кием, 9 - бобда урганилган 

>0] ораликнинг булинишлари хоссалари кабидир. Уларни исботлаш 
Рли бир хил муло.\аза асосида олиб борилишини эътиборга олиб,

“ «Да у хоссаларни исботсиз келтиришни лозим топдик. 
b J  У) Функциянинг Дарбу йигиндилари хоссалари хацидаги вазият 

Худди шундайдир.
(О) с о х а  б у л и н и ш л а р и н и н г  х о с с а л а р и .  Фараз цилай- 

Р с М  =7 \Р\ — (D) сохр булинишларидан иборат туплам булиб, Р ^ э Р  
JK; булсин.



Агар Pt булинишнинг ^ар бир булувчи чизири Р2 булинишнинг ^  
булувчи чизиги булса, Р, булиниш нн эргаштнради деб аталади gg 
Р х -d Р 2 каби белгиланади.

Г . Агар Р2 £ Р ,  P-j£'?  булиниш лар учун Р х-г Р.2, Р2-< р
булса, у холда Р , ~i Р3 булади.

2°. V  Р 2 € ^  булинишлар учун, шундай P £ < f  топила,
дики, Р , Р , P2- i  Р  булади.

2. Д а р  б у  й и г и н д и л а р и  н и н  г х о с с а л а р и .  f (х, у) функция 
(О) сохада берилган ва чегараланган булсин. (D) согсанинг Р  булини- 
шини олиб, бу булиниш га нисбатан /  (х, у) функциянинг интеграл ва 
Дарбу йдаиндиларини тузамиз:

о  =  ар {f, l k, tlj,) =  2  /  (I*. П Д А »
*=i

S =  sp ( / )  == 2  
t=i

•S =  S p (f) =  V  .М Д .
A—l

1°. Y O O  олинганда хам ( | fc, t]t) £(£>,,) нуцталарни ( 4 = 1 , 2 , . .  
n) шундай танлаб олиш мумкинки,

O ^ - S p  (f) — op ( / ) < £ .

шунингдек, (lk, TjJ £ (Dk) (* =  1, 2...........л) нукталарни яна шундай
танлаб олиш мумкинки,

0 < о р (/) — sp (/) <  е
булади.

Бу хосса Дарбу йигиндилари s p  (/), (/) лар интеграл и ири н д и  

ор (/) муайян булиниш учун мос равишда аник куйи >^амда аник, юкори
чегара булишини билдиради. ,

2°. Агар Р , ва Р 2 лар (D) соханинг икки булинишлари булто. 
Рх - i  Р , булса, у хрлда

sP l ( f ) < s P t (f), S P t ( f ) < S P t (f)
булади.

Бу хосса (D) соханинг булинишдагн булаклар сони орта борганд 
уларга мос Дарбунинг цуйи йириндисниинг камаймаслиги, юкори йип 
дисининг эса ошмэслигини билдиради. и

3° Агар PL ва Р 2 лар (D) соханинг ихтиёрий икки були н и ш ^. 
булиб, sPi (/), S Pi (f) ва sPj (/), (f) лар /  (x, у) функииянинг m  
булинишларга нисбатан Дарбу йигиндилари булса, у хрлда 

S p . ( f ) < S p  (/), sPt ( f ) < S P i (f)
булади. .  «и-

Бу хосса, (D) соханинг булинишларига нисбатан тузилган 1\УИ' р 
риндилар туплами \sp (/)) нинг хар бир элемента (юкори йигинд
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туплами \ SP (f)\ нинг хар бир элем ен т) юкори йигиндилар туплами 
-5p(/)i нннг исталган элементидан (н^уйн йигиндилар туплами (sp (/)) 
„ннг исталган элементидан) катта (кичик) эмаслигини билдиради.

4 ° . Агар f (х, у) функция (D) сохада берилган ва чегараланган булса, 
у ^олдэ

sup (V  (/)} <  inf { Sp (/)}
булади-

Бу хосса f  (х, у) функциянинг цуии икки каррали интеграли, унинг 
юкори икки каррали интегралидан катта эмаслигини билдиради:

£ < Г .
5°. Агар f  (х, у) функция (D) сохдда берилган ва чегараланган 

булса, у хрлда Y  е >  0 олинганда ^ам, шундай б >  0 топиладики, 
(D) соханинг диаметри Хр <  б булган барча булинишлари учун

(/) < 7  +  е (0 <  5 р (f) -  7 <  е), 

sP (f )> J _ — e (О< J _ j - S p  ( f ) < e  (18.6)
булади.

Бу хосса f  (х, у) функциянинг юкори хамда куйи интеграллари 
\ р-*- 0 да мос равишда Дарбунинг юкори хамда ь^уйи йигиндиларининг 
лимити эканлигини билдиради:

/  =  lim S p (/), /  =  lim sp (J).
— }.p -.p /

3. И к к и  к а р р а л и  и н т е г р а л н и н г  м а в ж у д  л и г  и. Энди 
икки каррали интегралнинг мавжуд булишининг зарур ва етарли шар
тини (критерийсини) келтирамиз.
j. 18 .1 -тео  р ем a. f (х, у) функция (D) сохада интегралланувчи бу- 

лииш учун, Y  е >  0 олинганда хам, шундай б >  0 топилиб, (D) со- 
фнинг диаметри ХР < Ь  бу.гган хар кандай Р булиниишга нисбатан 
Ларбу йиптдишри

S p ( j )  — sp ( f ) < E  (18.7)

яингсизликни цаноатлантириши зарур ва етарли.
_ 1 1 с б о т .  З а р у р л и г и .  f (х, у) функция (D) сохада ннтегралла- 
увчи булсин. Таърифга кура

«• / = _ (  =  7
Уиади, бунда

I_=  sup {sp (/)!, 7 =  inf (Sp (f)).

|  V e  > о олинганда хам, га кура шундай б > 0  топиладики, (D)

^ан и н г диаметри \ р <  6 булган ^ар цандай Р  булинишига нисбатан 
Р̂ У йигиндилари учун (18.6) муносабат ларга кура

Ж ; "  (/) — 7 <  ±  I -  Sp if) <  |
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S P (f) — sP ( / ) < е

булиши келиб чикади.
Е т а р л и л и  ги.  -V е > 0  олинганда хам, шундай 6 > 0  топилиб 

(D) соханинг диаметри \ р <  6 булган хар к,андай Р  булинишнга НИ(/
батан Дарбу йигнндилари учун

S P ( / ) - S p ( / ) < e

булсин. Каралаётган /  (х, у) функция (D) сохада чегараланганлигн 
учун, унинг куйи хамда юкори интеграллари

/_ =  sup (Sp (/)}, 7 =  inf |<Sp (/)}
мавжуд

_ / < /
булади. Равшанки,

V  (!) < J _ < K S P (/).
Бу муносабатдан

О < / - / _ <  S p ( f ) - s p (/) 

булишини топамиз. Демак, V  е >  0 учун

О < 7 — / <  е

булиб, ундан 1 =  1 булиши келиб чикади. Бу эса /  (х, у) функция
нинг (D) сохада интегралланувчи эканлигини билдпради. I еорема исбот
булди. ,

Агар /  (х, у) функциянинг (DJ {к =  1 , 2 ,  . . . ,  п) сохадаги теора-
нишини <ок билан белгиласак, у хрлда

булиб, ундан

S p ( f ) - S p (f) =  y i Dk =  ^ k Dk
t=i

булиб, теоремадаги (18.7) шарт ушбу

j ? a kDk < t ,
*=i

яъни

lim 2 (O*D* =  0 
^  *Ti

куринишларни олади.

4- §. Интегралланувчи функциялар синфи
хакИДаГ*Ушбу параграфда икки каррали интегралнинг мавжудлиги чи 

теоремадан фойдаланиб, маълум синф функцияларнинг и н тегр ал л а  
булишини курсатамиз.

зоо



1 8 . 2 - т е о р е м  а. Агар f (х, у) функция чегараланган ётщ (D) cz R- 
р)Хада берилган ва узлуксиз бдлса, у  шу сохада интегралланувчи
Аплади
- И с б о т .  f (х, у) функция (D) сохада текис узлуксиз булади. У хол- 
а Кантор теоремасининг иатижасига асосан (12-боб, 6-§), у « > 0  

олинганда хам, шундай б > 0  топиладики, (D) соханинг диаметри
* булган Р  булиниши олинганда, бу булинишнинг хар бирбула-
гида функциянинг тебраниши «„ <  е булади. Демак, (D) соханинг 'ди
аметри <  б булган хар кандай Р  булинишида

5 р  ф  —  5р ( / ) - У о ) , 0 , < е  V  D k =  z D
fc=i

булиб, ундан

п т V  — о

булиши келиб чикади. Демак, /  (х, у) функция (D) сохада ннтегралла- 
нувчи Теорема исбот булди.

Баъзи бир узиладиган функцияларнинг хам интегралланувчи були
шини курсатишдан аввал ноль юзли чизик тушунчасиии эслатиб, битта 
лемма исботлаймиз. R2 текисликда бирор Г чизик берилган булсин. 
Маълумки, V  е > 0  берилганда хам, Г  чизикни шундай купбурчак (Q) 
билан ураш мумкин булсаки, бу купбурчакнинг юзи Q <  е булса, у 
хрлда Г  — ноль юзли чизик деб аталар эди. Масалан, [а, Ь\ ораликда 
аникланган ва узлуксиз у  =  f  (х) функция тасвирлаган чизик; ноль юзли 
чизик булади. Шуни хам айтиш керакки, гарчанд юзаки Караганда хар 
рндай чизик ноль юзли булиб куринса хам, аслида ундай эмас.

(D) сохада ноль юзли Г  чизик берилган булсин.
18.1-л е м м а .  Y  £ >  0 олинганда %ам, шундай б > 0  топиладики, 

Ф) Щанинг диаметри Хр <  6 булган Р булиниши олинганда бу були- 
нишнинг Г чизик билан умумий нуктага эга булган бу.гаклари юз- 
Щининг йигиндиси е дан кичик булади.

И с б о т .  Шаргга кура Г  — ноль юзли чизиц. Демак, уни шундай 
IV) купбурчак билан ураш мумкинки, 6v купбурчакнинг юзи Q < e  бу- 
лади.

чизик билан (Q) купбурчак чегараси умумий нуктага эга эмас 
И | / ’ чизик нукталари билан (Q) купбурчак чегараси нукталари ора- 
' ндаги масофани карайлик. Бу нукталар орасидаги масофа узининг энг 
нчик цийматига эришади. Биз уни б > 0  ор^али белгилаймиз. Агар
* ф а н и н г  диаметри булган Р  булиниши олинса, равшанки,

Щфулинишшшнг Г  чизик; билан умумий нуктага эга булган булак- 
Ри бутунлай (Q) купбурчакда жойлашади. Демак, бундай булаклар 

™™рининг йигиндиси е дан кичик булади. Лемма исбот булди.
Г ‘о . З - т е о р е м а .  Агар /  (х, у) функция (D) сохада чегараланган ва 
щ ?°\анинг чекли сондаги ноль юзли чизикларида узилишга эга бу-

> долган барча нукталарида узлуксиз бужа, функция (D) сохада 
Т^?Ралланувчи булади.
|? с бот .  /  (дг, у) функция (D) сохада чегараланган булиб, у шу со-
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ханинг факат битта ноль юзли Г  чизигида (Г с ;  (£>)) узилишга эга гл 
либ долган барча нукталарда узлуксиз булсин.

Y  е >  0 сонни олиб, Г чизикни юзи е дан кичик булган (Q) к - 
бурчак билан урэймиз. Натижада (D) coxa (Q) ва (D )\(Q ) сохалао 
ажралади.

Шартга кура, /  (к, у) функция (D )\(Q ) да узлуксиз. Демак, V e> o 
олинганда хам шундай б, >  О топиладики, диаметри k Pi <  б, булга„ 
Pj булинишнинг хар бир булагидаги /' (х, у) функциянинг тебраннцш 
cofc<  е булади.

Юкоридаги лемманинг исбот жараёни курсатадики, шу е > о  га 
кура, шундай б, > 0  топиладики, (D) соханинг диаметри Хр <  б„ бул.
ган булиниши олинса, бу булинишнинг (Q) купбурчак билан умумий 
нукта га эга булган булаклар юзларининг йигиндиси е дан кичик бу
лади.

Энди min (6lt б2) = б  деб, (D ) соханинг диаметри Х р <  б булган Р 

булинишини оламнз. Бу булинишга нисбатан /  (х, у) функциянинг Дар. 
бу йикиндиларини тузиб, куйидаги

Л

Sp  (/) sp if) — ^  (18.8)

айирмани цараймиз.
Бу (18.8) йигиндишшг (Q) купбурчакдан ташкарида жойлашган (Д.) 

булакларга мос хадларидан иборат йигинди

к
булсин.

(18.8) йигиндининг колган барча хадларидан ташкил топган йишнди
V "
k

булсин. Натижада (18.8) йиринди икки кисмга ажралади:

i “ k D . - 2 4 o .  +  2 ' « A -  <18.9)
*=1 к к

(D )\(Q ) сохада ги булакларда сок<  е булганлигидан

2  WA <  Dk < e  D  (18.10)
к к

булади.
Агар /  (х, у) функциянинг (D) сохадаги тебранишини Q билан &  

гиласак, у холда
ХУ' л  ХУ'
z a kDk Dk 

к к

булади. (Q) купбурчакда бутунлай жойлашган Р  булинишнинг 6 f ^ [( 
лари юзларининг йигиндиси е дан кичик х,амда (Q) купбурчак чегар1 
билан умумий ну^тага эга булган булаклар юзларининг йигиндиси 
е дан кичик булишини эътиборга олсак, унда
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2 Ч < 2 «k
булишини топамиз. Демак,

o)kDk <  2Qe. (18.11)

Н а т и ж а д а '_ ( 1 8 . 9 ) ,  ( 1 8 . 1 0 )  ва ( 1 8 . 1 1 )  муносабатлардан
П
v b)kDk<  е D +  2 Q е =  е (О +  2Q)
*=i

экаилиги келиб чикади. Демак,
П

Iirn У  <afik =  0. 
р *=i

Бу эса f (х, у) функциянинг (D) сохада интегралланувчи булишини бил-
днради.

f (х, у) функция (D) соханинг чекли сондаги ноль юзли чизикла- 
рнда узилишга эга булиб, колган барча ну и, та лари да узлуксиз булса, 
унинг (D) да интегралланувчи булиши юкоридагидек исбот этилади. 
Теорема исбот булди.

5- §. Икки каррали интегралнинг хоссалари

К,уйида /  (х, у) функция икки каррали интегралининг хоссаларини 
урганамиз.

Икки каррали интеграл хам аник интегралнинг хоссалари сингари 
хоссаларга эга. Уларни асосан исботсиз келтирамиз.

Г. f (х, у) функция [D) сохага ((D) с=/?2) интегралланувчи булсин. 
Бу функциянинг (О) сохага тегишли булган ноль юзли L  чизйк;даги 
(L cz (D)) кийматларинигина (чегараланганлигини саклаган зфлда) узгар- 
тиришдан хосил булган F (х, у) функция ,\ам (О) сохада интегралла- 
пувчи булиб,

\ j  /  (*. у) dD  =  j1 \ F (х, у) dD 
V ’) (Ь)

булади.
И с б о т .  Равшанки, v  (х, y ) £ ( D ) \ L  учун 

. /  (х,  у) =  F (х, у).
шартга кура L — ноль юзли чизик. Унда 18.1-леммага асосан, V  t > 0  
олинганда хам, шундай б > 0  топиладики, (D) соханинг днаметри Яр< б  
|лган хар цандай Р булиниши олинганда х;ам, бу булинишнинг L чн- 
К билан умумий нуктага эга булган булаклари юзларининг йнгин- 

Е дан кичик булади. Шу Р  булинишга нисбатан / (х, у) ва F (.г, у) 
" ункцияларнинг ушбу интеграл йигиндиларини тузамиз:

*=i
п

ap ( F ) =  V / r ^ ,  ^ Dkm 
к— 1
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ар (/) йириндини куйидагича икки ^исмга ажратамиз:

°р  (/) = 2  /  <6** % ) А +  w  /  (£». Л*)‘А .
* (г

бунда ^  йиринди L чизик билан умумий нуцтага эга булган (D j щ
лаклар буйича олинган, "V эса колгаи барча хадлардан ташкил топ-

к
ган йиринди.

Худди шунга ухшаш

°р  ( п  - 2 ' F ч*1 ° *  +  2 ” F ( |*’ ч*»
А *

Агар Y  (*. У) € (О) / L учун /  (х, у) ^  F (х, у) эканини эътиборга олсак 
у хрлда

к Т
булиши келиб чикади, бунда Af — sup \ [(х,  у) — F (х, у) |, ((х, у) £ (Dj\L). 
Демак,

I (/) — стя (F) <  Л* е.
Кейинги тенгсизликда Хр -*-0  да лимитга утиб куйидагини топамиз:

[ [ /  (х. У) dD  =  j* f F (х, у) dD.
(О) (D)

2°- /  (х, у) функция (D) сохада берилган булиб, (D) со^а ноль юзли 
L чизик билан (D,) ва (D2) со^аларга ажралган булсин. Агар /  (х, г/) 
функция (D) сохада интегралланувчи булса, функция (Dj) ва (Z)2) со- 
хэларда хам интегралланувчи булади, ва аксинча, яъни /  (х, у) функция 
(D,) ва (Ц,) сохаларнинг хар бирида интегралланувчи булса, функция 
(D) сохада хам интегралланувчи булади. Бунда

f j  f (х, у) dD =  f f /  (X, у) dD  +  f f /  (X, y) dD.
<£>) fo.) (b;>

3°. Агар /  (x, у) функция (D) сохада интегралланувчи булса, у з\ол- 
да с /  (х, у) (с — const) хам шу сохдда интегралланувчи ва ушбу

f f  c f  (х, у) dD  = с  f f f  (х, y ) d D
(D) (О)

формула уринли булади.
4е. Агар /  (х, у) ва g  (х, у) функциялар (D) сохада интегралланувчи 

булса, у хрлда /  (х, у) ±  g  (х, у) функция хам шу сохдда интегралла
нувчи ва ушбу

f j  I/ (х, У) ±  g  (х, у)] dD =  [ [ /  (х, у) dD ±  [ f g  (х, у) dD
<°> (О) а»)

формула уринли булади.
1 8 . 1 - н а т и ж а .  Агар ft (х, у), / 2 (х, у), . . . ,  (*. У) функциялар

нинг х,ар бири (D) сохада интегралланувчи булса, у >рлда ушбу 
Ci/i (*, у) +  с2 / 2 (х, у) +  . . .  - f  сп f n (х, у) (с,- =  const, 1 =  1,2,  • • -  й)
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J J  /х (х, у) +  с2[, (х, у) +  ... • +  cnfn (х, у)] dD =
( О )

=  с, f j  / , (х, у) dD +  с2 j  f / ,  (x, у) dD +  . . . +  c„ J J  fa (x, y) dD
'(D) (D) (D)

булади-
• 5е. Агар /  (x, г/) функция (D) сохада интегралланувчи булиб, 

У (х, у) € (D) учун /  (х, у) >  0 булса, у хрлда
f Г / (х. y ) d D >  О 
0 )

булади.
18.2-н а т и ж а .  Агар /  (х, у) ва g  (х, у) функциялар (D) сохада ин

тегралланувчи булиб, -у (х, г/) € (D) учун
/  (х, у) <  g  (х, у)

б\'лса, у хрлда
Г J /  (*, У) dD <  f  J g  (х, у) dD 
(О) (О)

булади.
6°. Агар /  (х, у) функция (D) сохада интегралланувчи булса, у хол

ла | /  (х, у) I функция ,\ам шу сохада интегралланувчи ва
| f  |7  (х, у) dD | <  f j | /  (x, у) | dD
<£>) (D)

Гулади.
Т.  У р т а  к и й м а т  х а к и д а г и  т е о р е м а л а р .  /  (х, у) функция 

(D) сохада берилган ва у  шу сохада чегараланган булсин. Демак, 
шундай т ва М  узгармас сонлар (т =  inf {/ (х, у); (х, у) 6 (D )], М  =  
= sup | / ( х ,  у); (х, у) 6(D)!) мавжудки, V  (х, у) 6 (D) учун

т < / ( х , у ) <  М
булади.

18.4-т е о р е м а .  Лгар /  (х, у) функция (D) сохада интегралланувчи 
булса, у  %олда шундай узгармас j.i (т <  u <  .-V/) сон мавжудки,

f Г / ( x , y ) d D  =  n - D
(О)

булади, бунда D  — (D) соханинг юзи.
18.3-н а т и ж а .  Агар /  (х, у) функция ёпик (D) сохада узлуксиз 

•Л;а’ У хрлда бу сохада шундай (а, Ь) 6 (D) нуцта топиладики,
‘ f f /  (х, у) dD =  /  (a, b) D

^Улади. <D)
18.5-т е о р е м а .  Лгар g  (х, у) функция (D) сохада интегралланувчи 

t t y 6' У ШУ со%ада уз шиорасини узгартирмаса ва /  (х, у) функция
узЛу Ксиз булса, у  ,\олда шундай (а, b)£(D)  нукта топила-

I  f /  (*> У) g  (х, у) dD — /  (a, ft) f Г g  (х, у) dD 
<Й) iD) ,

функция хам uiy сохада интегралланувчи ва
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8?. И н т е г р а л л а ш  с о а с и у з г а р у в ч и  б у л г а н  1  
к а р р а л и  и н т е г р а л л а р .  /(х, у) функция (D) со.\ада берилган*Кн 
либ, у шу сохада интегралланувчи булсин. Бу функция, (D) СОх бУ- 
юзга эга булган хар кандай (d) кисмида ((d) a  (D)) хам шпегралт"и1Нг 
чи булади. Равшанки, ушбу ' анУв-

ГГ f (x,  y )dD  
(<D

интеграл (d) га боглиц булади.
(D) соханинг юзга эга булган х,ар бир (d) кисмига юкоридаги 

тегрални мос куямиз:

Ф : ( d ) + j { f ( x ,  у ) dD.
Id)

Натижада функция хосил булади. Одатда бу

Ф<№) =  {\f(x,  y )dD  
'w

функция соханинг функцияси деб аталади.
(D) сохада бирор (х„, у 0) нуктани олайлик. (d) эса шу нуктани уз 

ичига олган ва (d) cz (D) булган соха булсин. Бу соханинг юзи d, диа- 
метри эса Я, булсин.

Агар л->-0 да нисбатнинг лимити l i m ^ ^  мавжуд ва чекли 
d  х—о d

булса, бу лимит Ф ((d)) функциянинг (х0, у0) нуктадаги со.\а буйича 
%осиласи деб аталади.

Агар /  (х, у) функция (D) сохада узлуксиз булса, у хрлда Ф(й) 
функциянинг (х0, Уо) нуктадаги со.\а буйича хосиласи /(х0, уп) га тенг 
булади.

6- §. Икки каррали интегралларни хисоблаш

/(х, у) функциянинг (D) сохадаги ((D) c r R2) икки каррали интег
рали тегишли интеграл йигиндининг маълум маънодаги лимити сифа- 
тида таърифланди. Бу лимит тушунчаси мураккаб характерга эга бу
либ, уни шу таъриф буйича ^исоблаш хатго содда холларда хам анч* I 
^ийин булади. м

Агар f(x,  у) функциянинг (D) сохада интегралланувчилиги маълу 
булса, унда биламизки, интеграл йдаинда (D) соханинг булнниш Ус-р 1 
лига хам, хар бир булакда олинган ( |А, r)fc) нуктэларга ^ам бог-11; I 
булмай, А,р->- 0 да ягона j f ( x , y ) d D  сонга интилади. Н а ти ж а д а  ФУНГ'

циянинг икки каррали интегралини топиш учун бирорта булиний^ | 
нисбатан интеграл йириндининг лимитини хисоблаш етарли булади- - 
хрл (D ) соханинг булинишини хамда (£*, щ )  нуцталарни, инте^  
йигиндини ва унинг лимитини ^исоблашга кулай килиб олиш имко» 
беради.



f f  x y d D  
( D >

(.D ) =  {(х, у ) е № : 0 < х г ^  1 , 0 <  ( / <  1 —  х  }.

Л, /(•*> У) =  ХУ Функция (D ) да узлуксиз. Д ем ак, бу  функция (D)  сохада
Зёгралланувчи.

ф )  сохани
( i i ■]- 1 k k ~~ \ < i k

(D .> )=  I (* . y ) € R 2: — <  *  « S ---------, — <  у  s ? ---------, —  +  —  <  i
; t  n n n n n  n  J 

(* =  0, 1 . 2 ................n —  1, A: =  0. 1, 2 ...................~ n —  1)

{Макларга ажратиб, хар бир (Dik) да  (?,■ , r)ft ) ~- д е б караймиз.

п—1 л—1 „_1
о - _ ,  2 2  ад,-, %)£>/*= 2  
■ . »=оа=*о г'=о

К  1 " v  i („ _  0*=  Л*(п -  1) я
i = o  2п2\

Ми с о л .  Ушбу

:нн хисоблаилик. Буида

■ n—i—l

k = o  n
1  _ L

2n2

—  1) ( 2/г —  1)

2я4

Члаап. Бундан эса

булини! келиб читали. Демак,

+
п Ц п —  1)2

г £ )

lim а =  ——
П-; СО 24

j J Jсу d D  =
(D) 24

Умуман, куп холларда функцияларнинг каррали интегралларини 
:аърифга кура хисоблаш кийин булади. Шунинг учун каррали интег- 
ралларпи хисоблашнинг амалий жнхатдан кулай булган йулларини 
топшн зарурияти турил ад и.

Юкорида айтиб утганимиздек. / (х, у) функциянинг каррали интег
рали ва уни хисоблаш (D) сохага боглик.
... Аг»ал, содда хрлда, (D) соха гугри туртбурчак со зд ан  иборат 
•лган хрлда функциянинг каррали интегралини хисоблаймиз.

18.6- т е о р е м а .  f (x,  у)  функция (D) — {(х, у) £ f ? ; а  <  х <  Ь, 
сохада берилган ва интегралланувчи булсин.

Агар х(х £ [а, Ь\) узгарувчининг хар бир тайин кийматида

7(х )=  )7(х, y ) dy  

’ЬтегРал мавжуд булса, у холда ушбу

J  [J7 (x , y)dy\ dx
Л С

еграл х;ам мавжуд булади ва
ь d

% 1 а д н .

f [ / ( * .  y)dD  =  |’ [ )7 (х ,  y ) d y \ d x
(Dj а с



И с б о т .  (D) со^ани

iDik) =  К*. У) £ # 2: *7 <  х <  хЦ-р У к < У < У к +И (,: =  0. 1.............
ft =  0, 1, . . • , m — 1)

(a =  x0 < x i <  . . .  < x n =  b, с =  r/0 <  г/, <  . . . <  =  d) буЛакла 
га ажратамнз. Бу булинишни Pwn деб белгилаймиз. Унинг диаметрц

ХРпт =  шах V A x ?  +  A ijI ( A x t =  x i+ l -  x t -. A y k =  y k+l -
Модомики, f(x,  у) функция (D) сохада интегралланувчи экан, у щ 
сохада чегараланган булади. Бинобарин, fix,  у) функция кар бир’(о. j 
да чегараланган ва демак, у шу сохада аник юкори хамда аник купи 
чегараларига эга булади:

mik =  inf | f{x, у) :(x, y ) £ i D ik)},

Mik =  sup [ f  (x, y ) : (x, y) € (Dik)\, 

ii — 0 , 1 ,  . . .  , n — 1, k  =  0, 1, . . . , m — 1).

Равшанки, Y ( x ,  y ) £ i D ik) учун mik <  fix,  y) <  M ik, хусусан, 
€ [^ J f t+1l учун хам mih <  f (£f, у) >  Mik булади. ^Теореманинг* шарти- 
дан фойдаланиб ^уйидагини топамиз:

Ук+ l  I V k f l  Ук+ 1

f mikdy  <  J  / д .  y)dy <  J  M ik dy,
Ук Ук я

яъни
Ук

Uk+l

т скА У к <  I  /-(w> y ) d y < M ik, Аук, бунда Аг/  ̂=  г/А , ук.
Ук

Агар кейинги тенгсизликларни k нинг k =  0, 1, 2, . . .  , т — 1 К.1Ш' 
матларида ёзиб, уларни хадлаб кушсак, у хрлда

т— 1 т— I m—I

Ц  mikAyk <  2  J  /(S t,  у) d y ^  V
*=oft=0

яъни
m — 1 d  fn—1
v  mikAyk <  J /(s,-, y)dy  =  /(I,) <  ^  M ikAyk
/г=0 с 0

(t =  0, 1, . . .  , л — 1) буладн. „б,
Энди кейинги тенгсизликларни Ах((Ах(- =  х ^ { — х£) га купаип»и

сунг хадлаб кушамиз. Натижада
П~ 1п—1 т — 1 п — 1 п—\ т—1

Ъ  ( S  тн А У к №  <  2  * № * 1  <  2  ( 2  -Ау< 
( = 0  ft= 0  i = 0 t = 0  fc=0

булади.
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равшанки,
_ 1 т— 1 л — 1 г/i— I п — 1 //г— 1

v  ( 2  mikAyk ) Axi =  2  2  mik-AxiAtJk =  2 2  =
fzo *=o г=о ft=o i=o *=o

f(x ФУНКЦИЯ УЧУН Дарбунинг ^уйи йигиндиси,
In—1 m—1 п—1 m—I
2  ( 2  ) Ч -  = 2 2  M nPik =  s
i = о i = 0  [ = 0  fe~0

эса Дарбунинг ю^ори йипшдисидир. Демак,

s < nv / (y A x , < S .  (18.12)
1=0

Шартга кура /  (дс, г/) функция (D) да интегралланувчи. У  хрлда \ р -► 

-*-0 да
s ->  J  |' /(-V, y)dD,  S - v  f f /(x , у) dD

'(i>) \D)

булади.
(18.12) муносабатдан эса,

"v / ^ o -Aa-.
i=o

йипшдининг лимитга эга булиши ва бу лимит
f j ' f{x,  y )dD
\D)

га тенг булиши келиб чикади:

lim nv / ( | . ) A Xl =  Г Г/  (х, y)df).
Крпт-+0 *=« №)

Агар

lim ^ ‘/(уДх^ =  f/(xM x
Хрпт~*° 1 = 0  “

ва

J I (х) dx =  j  [ j /  (х, у) dy  J dx
a b e

нЛ11гини эътиборга олсак, унда

f J /(Г, у) dD =  j  [ |7  (x, y) d y] dx
a

““ИЩини топамиз Бу эса теоремани исботлайди.
Т е о р е м а ‘ ^ х ,  у) функция (D) =  )(x, у )€  R* :а <  х ^ Ь , с ^ у ^  

ШШ Щ ада берилган ва интегралланувчи булсин. Агар y ( y € l c ,  dj 
Рувчининг %ар бир тайин кийматида

Н у) =  j  /(* . y) dx
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июпеграл мавжуд булса, у  холда ушбу

$ \ $ f ( x , y ) d x ]  dy
с а

интеграл хам мавжид булади ва

f Г f  (х, у) dD =  \ \ \ f  (х, у) dx] dy
(D ) с  а

булади.
Бу теореманинг исботи юкоридаги теореманинг исботи кабидир 
18.6-теорема ва 18.7-теоремалардан куйидаги натижалар Ке1|. 

чикади.
1 8 . 4 - н а т и ж а .  f(x,  у) функция (D) сохада берилгаи ва. интеграл 

ланувчи булсин. Агар х ( х £  [а, Ь]) узгарувчининг хар бир тайин кий'.'

матида f /  (х, y ) dy  интеграл мавжуд булса, у  (у £ [с, d\) узгарувчининг
С

ь
хар бир тайнн кийматида | /  (х, y)dx интеграл мавжуд булса, у холда

а
ушбу

Ь d  d b
J [ \ f  (x, y) dy\dx, J  [ J  f  (x, y) dx] dy  *(18.13)
а с с a

интеграллар хам мавжуд булади ва

f f /  (л:, y)dD  = f [  \ f(x,  у) dy] dx =  [ П  (х, у) dx] dy 
(D)  а с с а

булади.
1 8 . 5 - н а т и ж а .  Агар f(x,  у) функция (D) сохада берилган ва уз

луксиз булса, у хрлда

J J /  (у, у) dD, |' f J' /  (л-, у) dy] dx,  |' [ f f'£x, у) dx] dy
(D) а с c a

интегралларнинг хар бири мавжуд ва улар бир-бирнга тенг булади.
(18.13) интеграллар, тузилишига кура, икки аргументли функция- 

дан аввал бир аргумента буйича (иккинчи аргументини узгармас .̂и‘ 
соблаб туриб), сунг иккинчи аргументи буйича олинган интеграллар; 
дир. Бундай интегралларни такрорий интеграллар деб аташ (такрор® 
лимитлар сингари) табиийдир.

Шундай килиб, каралаётган хрлда каррали интегралларни хисо°; 
лаш такрорий интегралларни хисоблаш га келтирилар экан. Такрор1" 
интегрални х;исоблаш эса иккита оддий (бир аргументли функцияниН 
интегралини) Риман интегралини кетма-кет хисоблаш демакдир.

1 8 . 2 - э с л а т м а .  Юкорида келтирилган 18.6-теоремани иебот^д 
жараёнида курдикки, тугри туртбурчак (D) сох.а, томонлари мос 
вншда Axit Аук булган тугри туртбурчак сохалар (Di0) ларга ажрзТ| 1 
ди. Равшанки, бу элементар соханинг юзи Dik — Ах(Ау0 булади.



двВ?л айтганимиздек, Ах ни dx га, А у  ни dy га алмаштирнш мум-
с <  у  <  d эка " '  '

dD

j.inirnHH ^амДа a < = x ^ b , c ^ y < , d  эканини эътиборга олиб, бундан 
интегрални ушбу

ринишда езиш урнига
Ь d  [  d  Ь
I' f / (х, y)dy dx ёки j- f f  (x, y) dx dy
'а с  \ с  a

g„ хам ёзиб кетаверамиз.
М и с о л . Ушбу

f f -
(О) ( 1 + ^  +  '/в),/*

•зтеграл зргсоблансин, бунда (D) =  \х, у) 6 Я 2:0  <  X <  1, 0 <  у ^  1 }. 
Интеграл остидаги

х
f (ЛГ* = ГЛ---4 , j(1 х2 -j- уг) 1

функция (D) сохада узлуксиз. Унда каралаётган икки каррали интеграл хам,
1

X

х
тг~ dx dy

I dx
o (1 +  X2+ Ijl) ,

алтеграл ^ам мавжуд. 18.7-теоремага кура
1 I

в о
интеграл мавжуд булади ва

Г Г _______ £_______ d x1 dy
•' . J  (1 4 - * * +  i/2)v « J(\ + х2 +  у2у 

1 1
f  f ---------- * dxdy  -  \ I f ---------- ------- r r  dx 1 d,J
j J  (1 + * 2 +  " J  L J  <1 + *»  +  y ' )  !• ji£)J ‘ J  ’  0 0

■чади.
Агар

xdx —  =  —  (1 +  .x* + # ■) '  d ( I - f x 2 +  y*)
( 1 + X 2 + I J 2)4 ,  2 J

1 |*=I 1 1
V\+ x*  +  y % U=o VV2 1 V V  +  2

- ■ЗДшнни хисобга олсак, ун да

Г Г xdx =  f  f _ _ _ !_ _ _ - - j ___ 1 Чу =
I  * J o ,  0  +  * 4  +  ' / 2 ) v ’  j  L  V y 2  +  1 l r y ~  +  2

“  1 In (!/ +  V i f + T) -  In {y +  l >  - r  2)1 о =  ln f T T s "
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эканини топамиз. п .г д 1

x d xd y
(* + 5 + ^ 7 . '

18- чизма

Энд" <°» W a  у а д ,
Ф) =  {(.v, у)с а».

г т а г д я й г , *
луксиз функциялар Уз‘

18 .8 -т е о р е м а .  f (х, у) функция (D) сохада берилган ва 1 
ралланувчи булсин. Агар х(.\'£[а,6]) узгарувчининг хар бир 
цийматида

<М*)
/(*) =  С f(x ,y )d y

Ч>'.М
интеграл мавжуд булса, у холда ушбу

Ь ФгМ
j [  j  f(x,y)dy]dx
а  Ф,(Х)

интеграл хам мавжуд булади ва
Ь <f,(x)

f f  f  (х, у) dD =  f [ j  f{x,y)dy\ dx
(D) a  ф,(дг)

булади.
И с б о т . ф,(х) ва ф2(х) функциялар [а, Ь] да узлуксиз. Вейерштрасс 

теоремасига кура бу функциялар [а. Ь\ да узининг энг катта ва энг 
кичик кнйматларига эришади. Уларни

rnin фх(х) =  с, max <j-2(a-) =  d
а <х<& a<x<b

деб белгилайлик. 
Энди

сохада ушбу
f(x, у), агар (x,y)£(D) булса,

О, агар (х, y)^(D l)\(D) булса

интегр^

Г  (*,») =

функцияни карайлик. _
Равшанки, теорема шартларида бу функция (£>,) сохада 

ланувчи ва интеграл хоссасига кура
г г Г  (*, y)dD = f f Г  (X, y)dD + f I Г  (x,y)dD -
\D\) (D) (bt)\(D)

=  f |7 (*. !l) dD
<D>
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ц !ун и н гдек , х(х£[а, b]) узгарувчининг xpp бир тайин кийма-

Л М  =  J 7  (x,y)dy

дзл мавжуд ва
d  <Pi(*> ЧЫ*>

fix )  =  ? f* (*. y)dlJ =  j /*(*. +  |' P(x, У) dy +
e с Ф,(*)

Л Ф г «
+  J  f* (х, y)dy =  f /(Ж, У) dy

ф.(*) Ф,(х)

г.дади. Унда 18.6-теоремага кура

J  f j  f* (x, y)dy] dx

(18.15)

впирая хам мавжуд булади за
b d

J  J  f*(x, у) dD =  j  ( j f*(x, y)dy\dx
(D\) a с

■1лади.
(18.14) ва (18.15) муносабатдан

b <ft(x)
J J  Kx ,y) dD =  j'[  f f(x,y) dy j dx
(D) a <p,(jc)

№пвш келиб чикади. Теорема исбот булди.
Эндн (D) соха ушбу

(D ) =  {(х,г/)g t f - : ^ (г /)  < х  < i):(y), c ^ y ^ d }

уринищда булсин. Бунда i|',(y) ва \\-г(у) [c,d\ да берилган узлуксиз 
■ункциялар (19-чизма).
 ̂ 18.9- т е о р е м а . f(x, у) функция ( D )  сохада берилган ва интег- 

иту& ш  бдлсин. Агар y{y£[c,d\) узгарувчининг хар бир тайин  
iU мотива

'ЫУ)
% ) =  f f(x,y)dx

Ч>\(У)
’ °грзл мавжуд булса, у \олда ушбу

d  <t,(y)
Я J f{x,y)dx\dy

'Ш х.ам мавжуд булади ва

"Щи
Бу '

d Wy)
( J fix ,у) dD =  J  [ j  f{x, y)dx]dy
(О) с

Г Ремаиинг исботи 18 .8-теореманинг исботи кабидир.
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19- чизма 20- чизма

Фараз цилайлик, (D) coxa ((D) cz R2) юкорида каралган сохаларшщг 
хар бирининг хусусиятига эга булсин (20-чизма).

1 8 .6 -н а т и ж а . j (х, у) функция (D) сохада берилган ва интеграл, 
ланувчи булсин. Агар х(х£  [а, Ь) узгарувчининг хар бир тийин lyjg- 
мгтида

Г f(x , y)dy

интеграл мавжуд булса, у(у£ [с, d]) £ узгарувчининг хар бир тайна 
кийматида

V,W 
j  / (х, y)dx

интеграл мэвжуд булса, у хслда
Ь 4>г(х, <1 !)■*(!/)
J  I J' !  (х, y)dy  ] dx, J  [ j  f  (x, y)dx]dy
a  с  if , Цг)

интеграллар хам мавжуд »

f (■/(*, i/)dD =  j [j/(x,</№ f
(D) a  <PiM

ig.S-исботн 1Ске.

21 - чизма

булади.

Л"6Аг” M D ) coxa ? l - - f  >  
вирланган соха бУлс̂ , ид£ЩИ 
бу соха юкорида уР' ч„гав ^ 
халар куринншига к



Р  га ажратнлади. Натижада (D) соха буйича икки каррали 
кратилган сосалар буйича икки каррали интеграллар hhfhh- 

яг булади- Шундай килиб, биз интеграллаш сохаси (D) нинг 
■ P v  синфи учуй каррали иинтегралларни такрорий интеграл- 

к -  ЧИсоблаш мумкинлигини курамнз.

т о:ллар- 1- Ут6?
J J  е  у ~ ах d y  
Ф)

карайлик, бунда (D) =  [(х , у )  6 /?2:0  <  х <  у ,  I}. Бу .хрлда
^^рореманннг барча шартлари бажарилади. Уша теоремага кура

f | e~ y ' d x d y =  i [ j  е~у ‘  dx] d y  
(О) о о

Бу тсигликнинг ун г томонидаги интегралларгш \исо5лаб цуйидагиларнн то-{у.ЩИ-
мюв:

| е~уг dx =  у ■,~у‘

1 ■
( у е~у ’ dy =  - L  i e~y l  d ( y2) = — —  s~y l  — _ L  ( [ —

K »  >Vr 2 J  2 о 2 . e  /'

Демак,

J j «  ' • л * - х ( |— r ) -  
0)

2. Jm6v

f f xy  dx d y  
(O)

карайлик, бунда (О) =  {(*, у )  6 ^ 2 ;0 ^  x ^  1, 0  ^  у  ^  1 x ) • Б у хрл  -
V 18.6-теорёманннг барча шартлари бажари тадн . Ь нда

1 1

“■чда.
3- Ушб\-

|| j*  ху  dx d y  =  i х  | у  d y  dx — —L  | x( 1 — x)% dx —
X 2 J 24

j  W x  + у  dx d y

й бУ“Да (О) =  {(X. у )  6 R* о <  X <  1, 0  <  у  <  1 -
немацинг барча шартлари бажарилади. Уша теоремага кура

х}. Бу \ол-

б’,,•Чдн. г

_____ _ 1 1_^
f J У х +  У dx d y  =  f г Г У х у  dy\ dx
«О) J0 1 I

н,е‘ ралларни хисоб.чаб топамиз:
Ш  _ и

К к  J ̂ х +  У dy dx



буйича икки каррали интеграллари каралдн. Куп холларда сот ^  
цияларни мураккаб соха буйича, мураккаб функцияларни Со ^ н*- 
буйича ва айникса, мураккаб функцияларни мураккаб соха бГ • ^  
ки каррали интеграллярини х.исоблашга тугри келади. Бундай иГ*3 И*' 
ларни хисоблаш эса анча кийин булади.

7- §. Икки каррали интегралларда узгарувчиларни алмаштирИЦ1

/  (дг, у) функция (D) сохада ((D) a  R 2) берилган булсин. Бу ф№  
циянинг икки каррали

интеграли мавжудлиги маълум булиб, уни хисоблаш талаб этнлснн. 
Равшанки, / (х, у) функция хамда (D) соха мураккаб булса, (18.16) 
интегрални х.исоблаш кийин булади. Купинча, х ва у узгарувчиларни, 
маълум коидага кура бошка узгарувчиларга алмаштириш натюкасвда 
интеграл остидаги функция хам, интеграллаш сохаси хам соддалашяб, 
икки каррали интегрални хисоблаш осонлашади.

Ушбу п*раграфда икки каррали интегралларда узгарувчиларни ал- 
маштириш билан шугулланамиз. Аввало текисликда сохани сохага акс- 
лантириш, эгри чизикли координгталар хамда соханинг юзини эгри чи- 
ЗИК.ЛН координаталардг ифодаланишини келтирамиз.

Иккита текислик берилган булсин (22-чизма). Биринчи текж.ж» 
тугри бурчаклн Оху координата системасини ва ч е г а р а л а н г а н  (L> ) iw r  
ни карайлик. Бу соханинг чегараси д (D) содда, булакли- 
зи^дан иборат булсин. Иккинчи текисликда эса тукри бурча»

(18.16)

22- чизма
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с и с т е м а с н н и  ва чегараланган (Л) со хан и карайлик. Бу сох;а- 
—г , я(А) -чам содда, булаклн-силли^ чизиздан иоораг бул-

ч за ф (и, у) лар (А) сохада берилган шундай функциялар 
С , улардаи тузилган {ф(м. v), ф (и, о)} система (А) сох£адаги 
б ^ '-к т ан и  (D) со м  даги (х, у) нуцтага акслантирсин:

Ф: (и, с) х, 1
У )(и, »)-

. акслантириш нинг аксларидан иборат {(х, у)} туплам (О) га те-
б^лсин8J

К , к ушбуДемак. У х =  ф (u> w)> •,

У =  Ф (и, v) J (18.17)
rei(a (Л) со^ани (D) сохага акслантиради.

аксдантйриш цуйидаги шартларии бажарсин:
I3' (18.17) акслантириш узаро бир кийматли акслантириш, яъни (А) 

соханинг турли ну^таларини (D) соханинг турли нукталарига акслан- 
тюиб, (D) сохадаги ,\ар бир нукта учун (А) сохада унга мае келади- 
т  нукта бяттапша булсин.

Равшанки, бу хрлда (18.17) система и ва v ларга нисбатан бир 
мшмаглн ечилади: и =  ф1 (х, у), v =  ^  (х, у) ва ушбу

и =  <Pi (х, У), 1 
v =  ф, (л:, у) ) (18.18)

система билан акслантириш юкоридаги акслантиришга тескари булиб 
'О) со хан и (А) сохага акслангиради. Д емак,

!:} (18.19)Ф(Ф1 (х, у), 4i  (х, У)) «  х,
ЧЧфЛ*. У)- (х, у)) *■ у-

2 . ф ( ц ,  у),  ф ( ы> функциялар (А) сохада, ф,(х, у) ва фа(дг, у)
• ■нкцнялар (D) сохада узлуксиз ва барча хусусий хосилаларга эга бу -

' fy хусусий хосилалар ,\ам узлуксиз булсин.
<5.(18.17) системадаги функцияларнинг хусусий хосилзларидан ту- 

■млган ушбу
дх  дх  
д и d v  

д у  д у
д и  dv

(18.20)

^РбГНнад ДеТерМИ,,а,1Т ^  сохада ......... г_г1 .,.. ч____ „ , __ ..........
УКтасида нолдан фарцли) булсин. Одатда (18.20) детерми-

нолдан фарцли (яъни (А) соханинг

__ свстаанинг якобиани дейилади ва I (и, и) ёки D каби бел-

Б у 2 °  э
* lN rim , ^ ‘ ЩаРТлаРДан, (А) богламли соха булганда, (18.20) я к о -

келиб чикади. 
соханинг иккита турли н у ^ та■

ЧНЩ|Г щ '  щаРтлаРдан, (А) богламли а  
- сохада уз ищорасини саклаши 

'^Да' туоли ,̂ ам’  ̂(и’ Функция (А) сох:
Ишорали кийматларга эга булса, у  .^олда 12-бобнинг



5- § идаги 12.13-теоремага кура, (Л) да шундай (м„, и0) ,,VK 
дики, / («о, у0) =  0 булади. Бу эса I (и, и) ф 0 булишига 7,5 

3°-шартдан (18.18) системанинг якобизни, яъни ушбу ^"Р.
ди ди 
дх д у
dv dv  
дх д у

(18.21)

функционал детерминантнинг хам (D) сохада нолдан фаркли 6‘ J  
келиб чикади. '

Хакикатан хам, (18.19) муносабатдан 
дх _  дх 
дх дп

ди , д у  
д у  ' dv 
ди | дх 
д у  dv

du . дх
-----1-----дх dv

д у  _ д у  
д у  du
d x _дх
dy  du 
д у _ д у  
dx du

булишини эътиборга олсак, у х.олда
D(x, у) D(u,  f)

du dy  
dx dv

d v  _  . 

dx
d v  _  j

dy

^  =  0, 
dy

^  =  0 
dx

булиб,
D(u, v) D(x, y)  

D(u, v)

=  1

Ф 0
D (x> У) 

булишини топамиз.
Демак, (D) богламли coxa булганда (18.21) якобиан хам (И со>̂ ' 

да уз ишорасини сацлайди.
Юкрридаги шартлардан яна куйидагилар келиб чикади.
(18.17) акслантириш (А) соханинг ички нуктасини (D) С0Х̂ ]ННГ 

ички нуктасига акслантиради. Хакицатан хам, ошкормас 
мавжудлиги хакидаги теоремага кура (18.17) система (х„, ^  -цИЯ. 
нинг бирор атрофида и ва и ларни х ва у  у з г а р у в ч и л а р н и н г  фу
си сифатида аниклайди: и — ф, (х, у), v =  ф, (х, у)- Бунда cpj 
-  «О- (х0, У о) =  V0 булади. Демак, (х0, уп) (D) соханинг ^  
таси. Бундан (18.17) акслантириш (А) соханинг чегараси \ 
соханинг чегараси д (D) га акслантириши келиб чикади.

Шунингдек, (18.17) акслантириш (А) сохгдаги силлик 
силлик) эгри чизиц

V =  V (/) J

ни (D) сохадаги силлиц (булакли-силли^) эгри чизик
х = ф  («(/), v(t))]
У =  Ф (“ (0> v  (0)J

га акслантиради.

318



Shkhh (D) сохадаги
хадз «  =  «о tvfph чизикни олайлик. (18.17) акслантириш бу

х =  
У

=  ф ( « о ,  у) . )
=  Ч («о . и) J

(18.22)

Щ итка акслангиради. Худди шундай (Л) сохадаги и = и 0 тугри 
^ . ? П 8 .1 7 )  акслантириш (D) сохадаги

а -  ср (и, г>0) J (18.23)
У =  Ч и0) j v 7

пязикка акслантиради. Одатда, (18.22) ва (18.23) эгри чизикларни 
*** янат чизиклари ((18.22) ни v координат чизири, (18.23) ни эса и 
* 2 ! «наг чизиги) деб аталади.

Модомики, (18.17) акслантириш узаро бир цийматли акслантириш 
^ ^ ун д а  (D) соханинг хар бир (х, у) нуктасидан ягона v — коорди- 
„  чизигн (и нинг тайин узгармас киимагига мос булган чизиф, яго- 

« — координат чизиги (и нинг тайин узгармас кийматига мос бул- 
;:,"чЮик) 5'тади. Демак, (D) соханинг шу (х, у) нуктаси юкорида 
зГггилган и ва v лар билан, яъни (Д) соханинг (и, v) нуктаси билан 
туда аникланади. Шунинг учун « в а с  ларни (D) сох,а нук;таларинин г 
координаталари деб караш мумкин. (D) соха нукталарининг. бундай 
координаталари эгри чизи^ли координаталар деб аталади.

Шундай цилиб, и ва v лар бир томондан (Д) соха ну^тасининг Д е 
карт координаталари, иккинчи томондан худди шу и ва v лар (D) 
соц нуктасининг эгри чизикли координаталари булади.

Мне ал. Ушбу
х = 
X= р с 0 5 ф ] ( р  

=  р s in  ф J

'кгечани ^арайлик.
Бу система (Д) =  { (« , и) £ R1 : 0 ^  р <  +  оо, 0 ^  Ф <  2 я )  сохани Оху  текис- 

акслантиради. Б у системанинг якобиани

I  (и,  v)  =
cos ф — р sin ср
sin ф р cos ф =  Р

Клади.

лаР (D) со^а нукталарининг эгри ччзн^ли координаталари булиб, шу со- 
°°РДинат чизиклари эса, маркази (0, 0) нуктада, радиуси р га тенг ушбу

Xs +  У~ =  Р2
(и — координат чизиклари) ^амда СО, 0) нуцтадан  чиц^ан Ф =  р 0 (0  : 

«Ч  вурлардан (у — координат чизиклар) иборатдир.

Р33 КИлайлик, ушбу

Чт«

х — 
У

==<р (и, у ) ]
=  Ч (« . w)J

(18.17)

- Ма (4)■̂гн 1° (D) сохага акслангирсин. Бу акслантириш юкори-
- шартлараи бажарсин. У  холда, (D) соханинг юзи



т

D ЯШ)
1 { и , V) du dv

» - я
<л>

0(лг, </)
£>(и, о)

du civ

булади.
Бу формуланинг исботи кейинги бобда келтирилааи < 

боб, 3-§). 4 (KaP^ir, 19.
/ (X, у) Функция (О) сохада f(D) cz /?2) берилган ва Шу ) 

луксиз булсин. (D) эса содда, булакли-силлиц чизик билан и°ХаДа 
ган соха булсин. Равшанки, f  (х, у) функция (D) сохада „.4erapa-W 
нувчи булади. ‘ ' ' ‘ НнтегРа.г1а.

Айтайлик, ушбу
X =  ф (и, v) 1
у =  if {и, v) I (18.17,

система (А) сохани (D) сохага акслантирсин ва бу акслантирищ ю 1 
даги Г  — 3°-шартларни бажарсин.

Хар бир булувчи чизиги булакли- силлик булган (А) сохашщг Р 
булинишини олайлик. (18.17) акслантириш натижасида (О) соханин1 
PD булиниши ^осил булади. Бу булинншга нисбатан / (.*, у) функция
нинг интеграл йигиндиси

ни тузамиз. Равшанки,
п ’Ш

lim  о =  lim  У  / Л*)Dk — f \/ (х, y )d x d y . (18.25) 
\pD-,о xPd-> о "  фГ

Юкорида келтирилган (18.24) формулага кура

Dk =  f j  \1{и, v)\du dv
fan )

булади. У  рта киймат хакидаги теоремадан фойдаланиб куйидапшн 
памиз:

Dk =  \ l K  v k) \ - \  ( К ,  v k) 6 (A,)),

бунда A*— (A J нинг юзи. Натижада (18.26) йиринди ушбу

п » )- 1/ ( « : .  ф  \
*=i

куринишга келади. ан
(|А, нуктанинг (Dk) сохадаги ихтиёрий нукта эканли

даланиб, уни
Ф К  v d  =  Е*.
Ч> («*• VD =  %

деб олиш мумкин. У ^олда

°  =  2  / (ф (u*’ Ф » *  (и*’ 11 1 ' д "

та

бу лади. 
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/ (Ф (и, V), Ч>(«. V ) ) - и  (и, 0)1 
оа (А) сохада узлуксиз. Демак, у шу сохада интегралланувчи.

lim о =  П т У  f  (Ф  К  $  К  v 'k) 11 К  vd  A* =
■,F^ o  >-р Д- ° * = 1

=  f j  /(ф(«, у). 4>(“ . у) ) !/ (и. w)|d« du (18.26)
?А)

б̂ Ь_>0 да Яро ->-0 булишини эътиборга олиб, (18.25) ва (18.26)
„уносабатлардан

ff /(х, I/)dx dy =  f j  / (cp (u, v), ф («, i»)) | У (и, о) \du dv (18.27) 
(A)

(({•лишиии топамиз.
Бу икки каррали интегралда узгарувчиларни алмаш гириш формула- 

епдир-
у берилган (D) соха буйича интегрални хисоблашни (Д) соха буйи- 

ча интегрални хисоблашга келтиради. А гарда(18 .27) да унг томондаги 
интегрални хисоблаш енгил булса, бажарилган узгарувчиларни алмаш- 
мриш узини оклайди.

М и с о л .  Ушбу

Я /т\ г
dx dy

1 +  Л2 -j- y iф)
•инталия караилик, бунда

(£>) = {(*, y )eR 2 :x2 +  y2 <  1, ;/>0}
Э ® ® н у к т а д а ,  радиуси 1 га тенг булган юкорн текисликдаги ярим дойра.

 ̂ н интегралда узгарувчиларни ^уйидагича алмаштирамиз:
X  =  р  COS ф ,

“У ммипнриш ушбу «/ =  Р Sin ф.

(А) =  {(р, ф) 6 Л2 : 0  <  ф <  я ,  0 <  р <  1}

& У^ РР  а г Г ^ р м у л т -а ^ 3, акСлантиради ва У Iе — 3е-шартларни каноатлантнра-

я  V  и ^ + f 2 dx d y = j  f  ] / "  5 f /  (р’ v)i
'-да», Б (Л)
"1!И ^соб-,;я ЯКоСиан ^ (Р> Ф) — Р булади. Бу теигликнинг \нг томонидаги интег- аи топамиз;

i f  V  b f l 1 ‘  *> i “к ^  -  j  ( j  ■'») i  /  f r f ;  р «р -
: 1 1 ____  0 0

 ̂Л f I /  7^ 9 dp== ~ — 2)-



Демак,

Я/
(D )

dx d y  = — ( п ~  2) 
Ц - х *  +  у »  я  4 J

8 - §. Икки каррали интегрални тацрибий х,исоблащ

/ (х, у) функция (D) сохада ((D) сг R2) берилган ва щу J !  I 
тегралланувчи, яъни - ^Да

f j  f i x ,У) dx dy
(D)

интеграл мавжуд булсин. Маълум куринишга эга булган (D) с J  
учун бундай интегрални хисоблаш 6-§ да келтирилди." Равщадки'/f* 
функция мураккаб булса, шунингдек, интеграллаш сохаси мую„! 
куринишга эга булса, унда (18.28) интегрални .\исоблащ анча к ?  
буладн ва куп лолларда бундай интегрални такрибий хисоблаш га тйп 
келади.

Ушбу параграфда (18.28) интегрални такрибий хисоблашни амалп 
оширадиган содда формулалардан бириии келтирамиз.

Айгайлик, / (х, у) функция (D) =  {(х, у) £ R~ : а ^ х  c^ y^ i 
тугри туртбурчакда берилган ва узлуксиз булсин. Унда 6- § да ке.щ 
рилган формулага кура

f j  f  (х , у) dx dy — f [ j  f  (x, y) dy j  dx (i&.$
(D) a  с

булади.
Энди

j  f  ix, y) dy (x 6 [a, b])

интегралга I-цисм, 9 -боб, l l - §  даги (9.52) формулани TjNjj| 
бурчаклар формуласини татбик этиб, ушбу

d ~ C 4  f ix ,  У } ) ix £ [ a ,b ] )j  f  ix, У) dy :
(I8.S

k=0 * + r
такрибий формулани \осил киламиз. Сунг

f f ix ,  У ] )
a * ^ 2

интегралга яна уша (9.53) формулани к;уллаб, к у й и д а ги

dx

dxi b — a
m—1

2 * 4  
l-=0 2 2

, )
( 4

тацрибий формулага келамиз. 
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! 11>када (18.29), (18.30) ва (18.31) муносабатлардан 

j  j  f  (х, у) dx ЛУ
I—0 R= 0 2

-ЧЯШ. келиб чикади.
Bv икки каррали интегрални такрибии хисоблаш формуласи, «тугри

• ,т6\рчаклар» формуласи деб аталади.
т>РШ\ндай Ки^иб, «тугри туртбурчаклар» формуласида, икки каррали 
Жм-рал махсус тузилган йигинди билан алмаштирилади. Бу йиринди 

Куйидагича тузиладн:
(D) =  {(*• у) £R2 -a < x < b ,  с <  у  <  d} — турри туртбурчак п т  та 

;енГ (D J  =  {(*. y)£ R *-X i < x <  xi+v yk < y <  yk+l} (t =  0, 1 , 2 , . . . ,
д _j; й =  0, 1, 2, . . . , n — 1) тугри туртбурчакларга ажратилади.
Бунда

. .Ь — а . .  d  — с  х =  a - f  i — , yk =  с +  k ------ .
т  п

\ар бир (Dik) нинг маркази булган (х , , у , )  (г =  0, 1, 2.............
i Ч— * Н—

: • 1 2 2
т — 1; £== 0, 1, 2, . . . , п — 1) нуктада / (.v, у )  функциянинг кийма- 
ТИ Цх. I . У l )  хисоблаипб, уни шу (Dik) нинг юзига купайтири- 

i -1— * н—2 2
лади. Сунгра улар барча t ва к лар (i =  0, 1, 2, . . .  , т  — 1; £ =  О,
1, 2.............п — 1) буйича йигилади.

Одатда, хар бир такрибии формуланинг хатолиги тоиилади ёки ба- 
холанади. Келтирилган (18.32) такрибии формуланинг хатолигини хам 
урганиш мумкин.

Ми с о л .  Ушбу

Я 1
J J  ( Х + У +  1)г 
(£>)

dx d y

"•ий 'хисХ  Л араЙ'Т г  ’ б у н д а  ( ° )  =  У) 6  : 0  <  *  <  ! - 0  <  У <  1 > • У н и  т ак .Ри*|ш»1л«лаимиз. (О) ни ушбу туртта тенг булакка буламиз:

(Д.о) = {(*, 1/) € /?2 : O ^ x ^ j ,

(О 01)

(Ою)

(Ои )

=  {(*. у)  6 Л2 :

= [(* . y)CR*: •• }•

= { (* , y ) e  R* : 0 <
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Бу булакларнинг марказлари

( т .  $  (}■ I ) -  ( f  })■ ( f .  f )
нукталарда

f  (* . У) =  , ' —
(I + *  4- y)%

функциянинг кийматларини хисоблаб, (18 .32) формулага кура

я-_ (1 +  х +  у )2 
(D)

dx d y  г »  0,2761

булишини топамиз. Б у интегралнинг аниц циймати эса
1 1

Г Г —----- -------- - d x d y = \ \ [  —-----—------ 1 dy =  In i_  = 0,287682
J J  (I+ JC+У)* J J  [ J  (1 + *  + {/)*] 3
(D> 0 0

булади.

9- §. Икки каррали интегралнинг баъзи бир татбицлари

Ушбу параграфда икки каррали интегралнинг баъзи бир татбик.та- 
рини келтирамиз.

1. Ж и см  н и н г  ^ а ж м и  в а  у н и н г  и к к и  к а р р а л и  интеграл 
о р к а л и  и ф о д а л а н н ш и .  R3 фазода бирор чегараланган (К) жисмня 
карайлик. Бу (V) жисмнинг ичига (Л) купёклар жойлашган, уз навба- 
тида (V) жисм эса (В) купёклар ичида жойлашган булсин. (Л) купёк
лар хажмларини Vл билан, (S) купёклар хажмлирини V в билан белги- 
лайлик. Биз купёкларнинг хажмлари тушунчасини ва уни хисоблашяя 
(худди текнсликдаги купбурчакнинг юзи тушунчаси ва унн xiico&iam 
каби) биламиз деб оламиз. Натижада (V) жисмнинг ичида жойлашг  ̂
купёклар хамжларидан иборат {Ул } туплам, ичига ( К )  жисм жонлаш- 
ган купёклар хажмларидан иборат [Vп) тупламлар хосил булади. {' л' 
туплам юкоридан, {Vв ) туплам цуйидан чегараланганлиги 
{VA} туплам аник, юкори чегарага, {Vв ) туплам эсг аник КУ"8 41 
рага эга буладн:

s u p { V A} =  V,  inf {Vв} =  V.
Равшанки,

V < V .
— • f (V } тенг-11*

18.8-т а ъ р и ф .  Агар V — V, яъни sup {VA} ~  1Г“ ^^vr*5
уринли булса, у  хрлда (V) жисм хажмга эга деб аталади ва 
микдор 0 0  жисмнинг \ажми дейилади.

П лудтг

K =  sup {VA} =  inf {V B}. била11, е » ?
Энди (К) жисм сифатида юкоридан г  =  / (х, у) пйнДРиК 

монларидан ясовчилари Oz укига параллел булган
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со х ан и н г Р  булинишннн оламиз. / (л, у) функция (D) да 
’ .о б\'лганлиги сабабли, бу функция Р  булинишнинг хар бир 

^ Я £ г и д а  хам узлуксиз булиб, унда

^  у  (х, !/) = (*• У) ^ О Д  =  m*- SUP {/ (*> i/) : (-V, у) € (Dk)} =  Affe 

j 2 • • • » л) ларга эга булади.
" КуйидаП1 п

V'.4  =  ^
* = 1

^  =  2  А«*
*=i

апшдвларни тузамиз. Бу йигиндиларнинг биринчиси (V) жисм ичига 
жойлашган купё^нинг хажмини, иккинчиси эса (I/) жисмни уз ичига 
■,-ган купёкнинг хажмини ифодалайди.

Р авш ан ки , бу купёклар, демак, уларнинг хажмлари хам / (х, у ) 
нктшга хамда (D) соханинг булинишига боглик булади:

I К  уА= к (/). v B = к (/)•
(D) соханинг турли булинишлари олинса, уларга нисбатан ('/) жисм- 

ншг ичига жойлашган .\амда (У) жисмни уз ичига олган турли куп- 
еклар ясалади. Натижада бу купёклар хажмларидан иборат куйидаги

К  (/)>, К  (/)}
тупламлар хосил булади. Бунда {УРЛ (/)} туплам юкоридян, {VPB (/)}
лплам эса цуйидан чегараланган булади. Демак, бу тупламларнинг 

чегаралари
sup {VP (/)}, inf {VPB (/)} -

ТОД- Шартга кура / (.v, у) функция (D) ёпик сохада узлуксиз. У 
пантор теоремасининг натижасига асосан, V  е >■ О сон олинганда

•’.‘V S. п
' 0 сонга кура шундай 6 >  0 сон топиладики, (D) соханинг диамет-

булган хар кандай булиниши Р  учун хар бир (Ш  да функ- 
Я1,1Ш1 тебраниши

J  аСтдя" Оху текислигидаги (D) со.ха билан чегараланган жисмни



Демак, (D) соханинг диаметри Хр<  6 булган хар кандай г~ 
олинганда хам бу булинишга мос (I/) жисмнинг ичига жойлаи 
да бу (К) ни уз ичига олган купец ^ажмларн учун хар доИ\, ГЗн ’Йи-

О <  inf )Vp if)\ — sup [V pif)\<  е 

тенгсизлик уринли булади. Бундан эса
inf { (/)} == sup { VA (/)) (

тенглик келиб чикади. Бу тенглик (V) жисм хажмга эга болц 
билдиради. •

Энди юцорида урганилган Vp if), Vp (f) йигиндиларни Дарбу (-,ltF 
дилари билан таццослаб, VPA (/) хам VPB{[) йириндилар / (дг, у) фу 
цнянинг (D) сохада мос равишда Дарбунинг цуйи ^амда юцори йиош* 
дилари эканини топамиз. Щунинг учун ушбу

sup {Vp if)}, inf [Vp (/)(

мпкдорлар f  (x, у) функциянинг цуйи ^амда юцори икки каррали интег- 
раллари булади, яъни

sup [VpA (f)} =  fj f ix ,  у) dD, inf \VPB (/)] =  f j  f(x,y)dD.
(D) io>

Юкоридаги (18.33) муносабатга кура

^  fix, у) dD =  ]Т / (x, у) dD
(D) <D>

тенглик уринли экани куринади. Демак .

ff f{x y)dD =  J J  fix, y)dD  =  \T fix , y) dD.
( 6 )  (“D l (O )

Шундай килиб, бир томондан, царалаётган (К) жисм ,%ажмга згаI экая* 
иккинчи томондан, унинг хажми f  ix, у) функциянинг (D) сща бУн1' _ 
икки кар|>али интегралига тенг экани исбот этилди. Демак, («7 жиаг 
нинг хажми учун ушбу

K =  ff f ix ,y ) d D  С834'
(О)

формула уринли.

М и с о л .  Уш бу

—  + -  — +  —  <  1*2 С2 ^  1 Я
и СН^

эллилсоиднинг >;ажми топилснн. Б у эллипсоид г  =  0 тек и сл и к ка  [нисба j  
рикдир. Юцори кисмини (г >  0) у  раб турган сирт

х-
~аГ~ Ьг

булади.
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М *гр8лда

• л *  6У,1ДЯ

ги ( 18.34) формулага курз эллипсоиднинг хажми V:

у=2сЯ
(О)

х = а р cos ф 
у  ~  b p  cos фJ 

ляиришни бажарамиз. Б у системанинг якобиани

(18 .35)

I  (Р. Ф)=
а  соБф Ъ мпф

— а р  з т ф  6 р s i n ф
=  ab р

:8Д„. (18.35) система (Д) =  {(р, Ф ) € Л * : 0 < р < 1 1 о < ф < 2 я ]  сохами (D) со- 
акслантиради. (18.27) формулага кура *  ̂ 1

dx а« ~  1 1 V ' - v *  ob p dpd<t
(£>)

:\jsjw. Демак,
1 2 л

V — 2 abc  ! | у  1 — pa p d p d ф =  2 ai>c | (J  d  ф) Vх 1 — p2 p dp  — 
(A) 0 0

4 лс  , -------------  ^  л
=  4 л  abc  j у  1 — p2 p d  p — —  a b c

Шуидай цнлиб, эллипсоиднинг хажми

f4
V =  — л  abc  3

9 Q
sm. . CH ш а к л н и н г  юзи.  Ушбу бобнинг l- §  ида (D) соханинг

11 Кунидаги

D =  I  f  dD =-- f j  dxdy
(£>) ID)

М»оедЛга тенг булишини курдик. Демак, икки каррали интеграл ёр- 
Xvr"CCH Шаклнинг юзини хисоблаш мумкин экан.соха

(D )  l(* >  y ) £ R 2 : a ^ x < b ,  0  < y < f  W )

Ч  у ^  трапециядан иборат булса (/ (х) функция [а, Ь] да узлук-

D =
Ь fix)

J  j  dxdy  =  j' [ j  dy] d * =  J / (x) dx
a  0' 4  j. W ) ~

' K-liCM> Ю-боб, 2- § да топил гг. и формулага келамиз.

327



М и со  л. Ушбу
us +  a2 и2 4- 62

чизиклар билан чегараланган шаклнинг юзи топилсин. Б у чизиклар параболадан 
рат (23- чизма). куйидаги И5°-

£/*-{-а2
2 а  

У*+68 
26

• = О

= 0

снстеманн ечиб, параболаларнинг кесишган нукталари

) ва ( ~ 2 ~ ’ )
эканини топамиз. К,аралаётган ш акл Ох у^ига нисбатан симметрии булишини эъти
борга олсак, у  ^олда (D) нинг юзи

D =  2 ( f  dx d y  
(D.)

булади, бунда
Г о* 4 - о* у2 4 -  6s 

(D J  =  | ( г .  у )  6 Я 2 : - *4 :------ —
2а 26

Интегрални хисоблаб, цуйидагини топамиз:
_  Р+ь*

УаЬ 2Ь
j j d x d y = f  ( J  d x ) d y  =  
(D t) О у '+ д*

2а
> аЬ

- и у*  4 -  * 2 Уг +  а “-
2Ь 2 а

j  d y  =  ~  (Ь—а) уГаЬ .

Демак,

D =  | f  dx d y  — — ф —а) Y  ab . 
(О )

F 3. С и р т н и н г  ю з и  в а  УниН3. 
и к к и  к а р  р а л  н и н т е г р а л  °Р К- 
ли и ф о д а л а н и ш и .  Икки каРР^. 
интеграл ёрдамида сирт юзини 
лаш мумкин. Аввало с и р т н и н г  
тушунчасини келтирамиз. , ,нК.

Фарат цилайлик, z =  f  (х,у) 
ция (О) сохада берилган ва узлу ^  
булсин. Бу функциянинг графиги 
чизмада тасвирланган (S) сиртдан  
рат булсин. лай-

(D) соханинг Р б ули н и ш и ни 
лик. Унинг булакларн (Dt), (PJ* ‘
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Щп\ буксин. Бу #булинишнииг булувчи чизицларини йуналтирувчилар
1(фатида ^аРаб’ УлаР орцали ясовчилари Oz у  к, и га параллел булган ци- 

^ д р и к  сиртлар утказамиз. Равшанки, бу цилиндрик сиртлар (5) сиртни
& ) ............ (5 П) булгкларга ажратадй. Х[ар бир (Dk)(k  = 1 , 2 ..............

л/да чхтнёРий ’I*) нукта олиб, (S) сиртда унга мос нуцта ($к< r|ft, 
?t) (2* =  /(£*- П*) ни топамиз. Сунг (S) сиртгэ шу (sfe, г\к, гк) нуктада 
уринма текислик утказамиз. Бу уринма текислик билан юцорида ай- 
^ гаи цилиндрик сиртнинг кесишишидан хосил булган уринма текис- 
тик цисмини (Тк) билан, унинг юзини эса Тк билан белгилайлик. 
^Геометрияллн маълумки, (Dk) со^а (Тк) нинг ортогонал проекцияси 
булиб,

Dk =  Tk | cos у * I (18.36)

булади, бунда ук — (5) сиртга (|fc, T]ft, zk) (гк, = f  (|* , щ)) нуктада утка- 
знлган уринма текислик нормалининг Oz уци билан ташкил этган бурчак.

Равшанки, Хр ->-0 да (Sk) (k — I, 2, . . . ,  п) нинг диаметри хам 
нолга интилади.

Агар %р -> О да
П

У , т к
*=i

йиимди чекли лимитга эга булса, бу лимит (5) сиртнинг юзи деб ата
лади. Демак, (5) сиртнинг юзи

Л

5  =  lim V  Tk (18.27)
кр

булади.
Юкорида царалаётган z =  f  (х, у) функция (D) сохада f'x (x, у),

1У (х, у) хусусий хосилаларга эга булиб, бу хусусий хосилалар (D) со- 
*зда узлуксиз булсин. У холда

1
cosvfc="

i l + f'x (Sft- 4k)+fy (?fe- V

(18.36) муносабатдан

r .  =  z ~ r  D*Ш COS y k
ЖИШини топамиз. Демак,

n n
V - L - Dk=  V / 1 + r ; a k, r]k)+ r ; a k, %) o k. ( is .s s )

-  T=I
ликнинг унг томонидаги йигинди



функциянинг интеграл йигиндисидир (каранг, 1-§). Бу фуНкЦи
хадэ узлуксиз, демак, интегралланувчи. Шунинг учун ' “,' аМя (£>) ^

П _______________________

П т У  V l  + / ;  (Б*. \ )+ fy  (1*. 4fc) D. =
V

=  J .f  ■ /  1 +  fx (x > y)+ f y  ( * .  y) d D
№)

булади.
Шундай килиб, (18.37) ва (18.38) муносабатлардан 

5  =  J J  ] / 1  +  / Г (.*, у) + / ' '  (х, у) dD
(£>) (18.39)

булиши келиб чикади.

М я с о  л . Асосининг радиуси г ,  баландлиги h  булган доиравий конусиннг {ц 
сирти топилсин.

Бундай конус сиртининг тенгламаси

г = ~  У** + у*
Г

булади. Юцоридаги (18.39) формулага кура

1 + г х +  г у  dx d y
Ф)

булади, бунда 

Энди

(D) =  {(я, у ) £ № :х г  +  У * < г г ) .

гх =  ~  л г
У

У Х*+Уг

V * + г , +  г,

V V f* *

-  l / ‘ +  l
'у  \  ' г*  х * + ц *  г 2 1Jc2+4,2

эканини эътиборга олиб, куйидагини топамиз: 

S :
: " j l  V 1 + 7Г j j(£>)

1+  —  я  г2 =  ял  у  r l + h 2 .

10- §. Уч каррали интеграл
. вчил» ЙГяс-

Юкорида Риман интеграли тушунчасининг икки УзгаР̂ ® урга»-1̂
з лшлги кян ттяй  К И П И Т И П Н Т И И Н И  KVnnMK ва \НИ ОЗТсИр , "2ция учун кандай киритилишини курдик ва уни oaw г- учун̂  ^  

Худди шунга ухшаш бу тушунча уч узгарувчили ФУ”^  
киритнлади. Уни урганишда Риман интеграли хамда
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, ит1{лган барча мулохазалар (интеграллаш сохасининг були- 
б у л а к л а р д а  ихтиёрий нуцта танлаб олиб, интеграл йи- 

1 ^ 7 ’ fеГишлича лимитга утиш ва хоказо) кайтарилади. Шуни 
7-й т 3̂ ,’иб куйида уч каррали интеграл хакидаги фактларни кел-
: W ra ч е г а р а л а н а м и з .

Я111!; к а р р а л и  и н т е г р а л  т а ъ р и ф и .  / (х, у, г) функция R3 
Ц нЁ  ч е г а р а л а н г а н  (V) со.\ада берилгаи булсин. (Бу ерда ва кел- 
.ч1даг1! чМа вакт функциянинг берилиш сох^си (V) ни хажмга эга 

караймиз.) (К) соханинг Р  булинишини ва бу булиниш-
Дбир '(^ )  ( * =  *• 2............п) булагида ихтиёрий (£*, r)ft, Q  нуц-

' ; олайЛик Сунгра куйидаги

*  =  У / ( 1 ь  k ) - v k
ft=i

дННи т у з а м и з , бунда Vk — (l/fc) нинг хажми.
,  йиринди f  (х, у, г) функциянинг интеграл йигиндиси ёки Ри- 

У 'йигиндиси деб аталади.
' зкдя (10 соханинг шундай

Р„  Р г , Р т, • • • (18.40)

йвшшшрини караймизкч, уларнинг диаметрларидан ташкил топган 

■̂р,’ ^р, • • ■ ’^рт ’ • • • 
гиа-кетлик нолга интилсин: /.р ->-0. Бундай Рт  ( т  = 1 , 2 , . . . )  бу-
нншларга нисбатан / (дг, г/, г) функциянинг интеграл йигиндисини ту- 

313:

= У  f  (S*. Л*. 
fc=l

яисад4 куйидаги
O j, o\2, . . . ,  стт , . . .

“•кетлик хрсил булади. Бу кетма-кетликнинг хар бир хади (1к, т]/г, 
Кталарга борлик.

•.Кет̂ "Т аъ Р иФ- Агар (V) нинг хар кандай (18.40) булинишлар кет- 
1Рт | олинганда хам, унга мос интеграл йиринди кийматла- 

^ °Р ат l a j  кетма-кетлик (lk, r|fe, £ft) нукталарни танлаб олини- 
булмаган хрлда хамма вакт битта I сонга интилса, бу / 

ндиаинг лимити деб аталади ва у

« V  = ;lim0 у ,  f (sfe> \ f  У Л  = I|(6tt '■P-U Ip-. 01 ,
I , Д а к а л и .
„дней1 а Ъ р и Ф- Агар f.p -> о да / (х, у, z) функциянинг интеграл 

лимнтга эга булса, / (х, у, z) функция (К) да ин-
• 0 йиг! иМан маъносида интегралланувчи) функция дейила- 

Ё  нДини1!г чекли лимити / эса / (х, у, г) функциянинг (V)
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г -буйича уч каррали интеграли (Риман интеграли)
y ,z ) d V

<V>
каби белгиланади. Демак,

щ  I{х■ * г) dv Г5‘- «■*'.- 1
f  (х, у, г) функция (V) да ((V) <= R3) берилган булиб, у Щу \ 

чегараланган булсин:
m < f  (х, у, z) <  М (Y  (*, у, z) g (V)).

(I/) соханинг булинишлар туплами {Р) нинг хар бир булннищт* 
нисбатан / (х, у, г) функциясининг Дарбу йигиндилари

sP i]) =  ^ r n kVk, S p ( f ) = ± M k Vk 
k=l к= 1

ни тузиб, ушбу
{sP (/)}; {S p (Л)

тупламларни карайлик. Равшанки, бу тупламлар чегараланган булади.
18 . 11- таъриф.  \sp (f)\ тупламнинг аиик юкори чегараси 1(х,у,г) 

функциянинг цуйи уч каррали интеграли деб аталади ва у

1 = Д [/ ( * >  У > *)М
(V)

каби белгиланади.
{S p (/)) тупламнинг аннк куйи чегараси / (х, у, z) функциянинг

юкори уч каррали интеграли деб ататади ва у

Т = Ш 7  (*, г/, z) 
м

каби белгиланади. „ юКОрв
18 .12 -таъ р и ф . Агар f  (х, у, z) фуркциянинг вдии х;аМ̂ а, ' г) 

уч каррали интеграалари бир-бирига тенг булса, у  хрлда / 
функция (V) да интегралланувчи деб аталади ва уларнин ^3 
^иймати

I =  [ f f  / (х, у, z) dV =  j j j  / (х, у, Z) dl/
7Й <у,) нтегР0^

f  (x, у , z) функциянинг уч каррали интеграли (Риман и
дейилади.

m  / (х, у, z) dV =  J f f  f  (х, у , z) dV =  J J } f  (x, У• г) dV'
•>> <ТГ *  и /(л,  И

2. У ч к а р р а л и  и н т е г р а л н и н г  м а в ж у Д лиг И' ™  
функция (I/) ((VO с  R'J) сохада берилган булсин.
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’ .л т е о р е м а ,  f  (x, у, z) функция (V) сохада интегралланувчи 
И hi ipyn V  8 > 0  олинганда хам шундай б >  О топилиб, (V) со- 

дааметри Хр <  б булган хар киндай Р булинишига нисбатан
Шхь, йигинди.'шри '

S P (/) — sp (J) <  е
хазликни цаноатлантириши зарур ва етарли.

^ 3  И н т е г р а л л а н у в ч и  ф у н к ц и я л а р  с инфи.  Уч каррали 
^гозлнинг мавжудлиги хакидаги теоремадан фойдаланиб, маълум 

*Жу|уункцияларин11н г интегралланувчи булиши курсатилади.
18 П - т е о р е м  а. Агар / (х, у, г) функция чегараланган ёпш( (V) 

if]) с  R3) сохада берилган ва узлуксиз булса, у  шу сохада интеграл- 
Luwu б$лади.

18.12-т е о р е м а . Агар f  (х, у, г) функция (1V) сохада чегаралан- 
«н ва бу соханинг чекли сондаг ноль хажмли сиртларида узилиш- 
т  т  булиб ', цолган барча нукталарда узлуксиз булса, функция (V)
а, интегралланувчи булади.

4. Уч к а р р а л и  и н т е г р а л н и н г  х о с с а л а р и .  Уч каррали ин
теграллар >̂ м ушбу бобнинг 5 -§  ида келтирилган- икки каррали ин- 
тегралнмнг хоссалари каби хоссаларга эга.

Г. / (х, у, г) функция (V') сохада берилган булиб, (V) соха ноль 
хажмли (5) сирт билан (К,) ва (У2) сохаларга ажратилган булсин. Агар 
Их, у, г) функция (I/) да интегралланувчи булса, функция (V,) ва {VJ 
сохаларда хам интегралланувчи булади, ва аксинча яъни / (я, у, г) 
Функция (К,) ва (V2) сох,аларнииг хар бирида интегралланувчи булса, 
функция (V) да хам интегралланувчи булади. Бунда

ГГГ f  (X, у , г) dV =  ГГГ / (х, У, Z) dV +  fff / (х, у, z) dV 

булади.
^ гаР / (х, у, г) функция (1̂ ) да интегралланувчи булса, у х,олда 

ушбу ^  ~ cons^ Функция хам шу сохада интеграллаиувчи ва

J.fJ о f  (х, у, z) dV =  с Щ f  {х, у, г) dV
(V) '(V)

' Wv-та урннли булади.
f  (х, у , г) ва "  (х, у, г) функциялар (К) да ннтегралла-

^егп»,5? 03’ у f  (х. У. г) ±  g  (х, у, г) функция хам шу сохада
. ^адланувчи ва ушбу
•я) * Ь  У, z ) ± g  (*, Уу 2)1 dV =  щ  f  {хt уг г) dV ± n r  g (x< y< z) dV  

- (v) '(V)" 
дернили булади.

 ̂ у ?\r i n  (x' У• z) функция (V) да интегралланувчи булиб, 
ip ^ v lO  учун f  (х, у, z )>  0 булса, у  хрлда

|ff / (х, у, z) dV >  О 
<К)!
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5°. Агар f(x , у, z) функция (V) да интегралланувчи л- J 
да \f(x, у, г)| функция ^ам шу сохада интегралланувчи в а 9, У *с

у. 2) j | / ( * f у, »)\dV
(V) (V)

булади.

ушбу

(v)

Агар f ix , у, г) функция (V) да интегралланувчи л- 
да шундай узгармас ц (т<ц.</И ) сон мавжудки. -Лс*.мавжудки, У %

j f J 7 ( * .  1/. z)dV  =  I1 • у
(V)

булади, бунда V— (К) соханинг цисми.
7°. Агар fix , у, г) функция ёпик (К) сохада узлуксиз 

холда бу сохада шундай (а, Ь, с) £ (V) нукта топиладики, ’ )

f f  f f(x , у, z)dV =  /(а , 6, с)-К

булади.
5. У ч  к а р р а л и  инт  е г р а л л а р н и  х и с о б л а ш.  f(x и а 

функция (1/)={ (х, у, г) 6 {R3'- а <  х <  &, с <  у  <  d, е < г < /} ’coxaja 
(параллелепипедда) берилган ва узлуксиз булсин. У хрлда

У> z )d V =  fix , у, z)dz)dy}dx
(V) а с е

булади.
Энди (К) ((К) с  R3) со^а— пастдан z —ty, {х,у), юкоридан г=^(х,» 

сиртлар билан, ён томондан эса Oz укига параллел цилиндрик сирг» 
билан чегараланган со^а булсин. Бу соханинг Оху текис лик даги прск- 
цияси эса (D) булсин.

Агар f ix , у, z) функция шундай (V') сохада узлуксиз булиб, г 
=41 (х > У)> 2 ~ ^2 (х< У) функциялар (D) да узлуксиз б>'лса, у x.aUJ

<Р,(х- у) 1 I
у, 2) d V = | j (  j  f i x ,  у, z)dz dxdy

(V) (D) <j>,(x. y) . 1

булади. Агар юнрридаги хрлда (D) =  {(*, у) £R2'- a < x ^  
<|/<ф2(х)} булиб, ф, (x) ва ф2 (х) функциялар [а, Ь] да У3- У 
са, у  хрлда

Ь ф, (X) (х, у) 1 .
у, г) dV  _ J f J  ( J  Их, у. * ) * > * ] * •

(V ) а <р, (*) * ,  (дг. у) Т а Р н 11
6 . У ч  к а р р а л и  и н т е г р а л  л а р д а  у з  г а  ру  вч и ^1у1ащТ1И 

м а ш т и р и ш .  Уч каррали интегралларда узгарувчилэрни_ 1ЛарД2 ^3 
ушбу бобнинг 7-§ да келтирилган икки каррали интег'р ^ а уЧ 
рувчиларни алмаштириш кабидир. Шуни хисобга олиб, К д ке.тт1? 
рали интегралларда узгарувчиларни алмаштириш формула 
билан кифояланамиз. \злУксН# (Я

f ix , у, z) функция (10 ((V')cr^3) сохада берилган ^ иЛаИ 
син, (У) соха эса силлик ёки булакли-силлик; сиртлар 
ланган булсин.
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Х=Ч> (и, v, ы), 
У=Щ и, v, to), 
z = X («. v, to),

I f f  /д) ((Д)czR3) сохани (I/) сохага акслантирсин ва бу аксланти 
келтирилган 1°—3°-шартларни бажарсин. У  ^олда

•ff fix, у . z)dV = [ \ ^ f i 4 > i u , v , w ) ,  y {u ,v ,w ), x iu , V, w)) |/|d u d vd a
’(Д)n

булади, бунда

/ =

дхдх дх 
ди dv дии 
ду_ду__ду_ 
ди dv dw  
д г  dz д г  
ди dv dw

7. Уч к а р р а л и  и н т е г р а л н и н г  б а ъ з и  б и р  т а т б и ^ л а р и .  
Уч каррали интеграл ёрдамида R3 фазодаги жисмнинг хажмини, жисм- 
нинг массасини, инерция моментларини топиш мумкин.

ЭГРИ ЧИЗИКЛИ ИНТЕГРАЛЛАР

Юк.оридаги бобда Риман интеграли тушунчасини икки узгарувчили 
Функция учун кандай киритилишини курдик ва уни ургандик. Шуни 
мм айтиш керакки, куп узгарувчили функциялар учун интеграл ту- 
шунчаси турлича киритилиши мумкин. Биз цуйида келтирадиган эгри 
"изнкли интеграллар хам конкрет амалий масалалардан пайдо булган-

Б и
1- §. Биринчи тур эгри чизицли интеграллар

а * - » » .- -----

• * - оиринчи  т у р  э г р и  ч и з и к ; л и  и н т е г р а л  т а ъ р и ф и .

С к н Г г  . бТ Р содда АВ* (Л й-2) 6 /?2, B = { b u  b2) e R 2) эгри
мусбат -»еини) олайлик- Бу эгри чизи^да икки йуналишдан бирини 
24- чнзма^На"1ИШ’ иккинчисини маифий йуналиш деб кабул к н л а й л и к

5*- БуНй,':.^Ик’ •|:=Ф it), y= i|)(t) функцияларнинг з а̂р бири ( а ,  Р)ла берилган бул-
( 0 + # '»т5НЯлаР (®> Р) да <р'(0. Ф '(0  хосилаларга эга ва улар  узлуксиз булиб, ^  теки П бУлсин.

^^■|*ЖИсликдагк ушбу

едда * p u n J t X' J eRt: " ==<р(/)’ y==W ’ '£(«* Р)}
* Деб аталади. Содда эгРи чизнк  узунликка эга булади.
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Р =  {Ао, А и . . . , А}

и

24- чизма

л каби белгиланади Ак .4 
ёй (булиниш ёйлари) узун- 
ликлари Ask (к — о, ' 1,

п) нинг энг каттаеи Р булишнинг диаметри дейилади ва у ).р 
билан белгиланади:

\р — max {Ask}. 
k

Равшанки, АВ эгри чизикни турли усуллар билан исталган сонлл бу- 
линишларини тузиш мумкин.

АВ эгри чизик да f(x , у) функция берилган булсин. Бу эгри ча- 
зикнинг

Р  =  {А0, Аи . . .  , Ап)

б у л и н и ш и н и  ва у н и н г  хар бир Ак Ак+Х ёйида ихтиёрий Qk = U- ^

(Q*= (lk, % )M A + i>  1............. л) »Ук-та оламИ3' 5 ? " ^
циянинг Qk=  (i* . Л*) нуктадаги fQ k, л*) кийматини АкАк+1 нинг 
узунлигига купайтириб куйидаги йигинднни тузамиз:

(19.D

булиниш лари кетма-кетлигини цараймизки, уларнинг мос Д1 
дан ташкил топган

кетма-кетлик нолга интилсин: Хр —*■ 0. Бундай булишг ш
(19.1) каби йдаиндиларни тузиб, ушбу
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кни хрен л киламиз. Равшанки, бу кетма-кетликнинг хар
Tlfe) Нук^5ларга боглик--

^  1 аъриф-  Агар ЛВэгри чизикнинг >̂ ар кандай (19.2) куриниш- 
19'1;инчшлари кетма-кетлиги {Рт } олинганда хам, унга мос йигин- 

Z  иборат {ат } кетма-кетлик (£*, т)^ нукталарнинг танлаб оли- 
ШшГбпглик булмаган холда хамма вакт битта / сонга интилса, бу 
^^йигиндининг лимити  деб аталади ва

Игл ст =  ПгпУ /(!*» t)*)'A sa =  / (19.3)
Хр- о

-Ли белгиланади.
119 1) йигиндининг лимитини куиидагича хам таърифлаш мумкин.
19.2- таъриф.  Агар Y 8 > °  С0,|И олинганда хам шундай 6 > 0  то- 

вилгаки, АВ эгри чизикнинг диаметри Яр< б  булган хар кандай Р  бу-

ТИН1Ш1И учун тузилган о йиринди ихтиёрий (£А, л*) € AkAk+, нукталарда

|о — 1\ <  8

тенгсизликни бажарса, / сон о йигиндининг Хр-+- 0 даги лимити  деб 
аталади ва (19.3) каби белгиланади.

(19.1) йигинди лимитининг бу таърифлари эквивалент таърифлардир.
19.3-таъриф. Агар лр->0 да о йигинди четли лимитга эга булса,

у холда /(х, у) функция АВ эгри чизик буйича интегралланувчи де- 
йилади. Бу лимит f(x , у) функциянинг эгри чизик буйича биринчи 
тур эгри чизикли интеграли деб аталади ва у

\f(x. y )d S
JTb

каби белгиланади.
Шундай кнлиб, киритилган эгри чизикли интеграл тушунчасининг 
га Хо?лиги каралаётган икки аргументли функциянинг берилиш со-

^№н^КГСЛИКДаГИ бирор А В эгри чизик экаилигидир. Крлган бошка 
Та' ”Тан'а3а аР (булинишларининг олиниши, булаклардан ихтиёрий нук,- 

интеграл йигинди тузиш, тегишлича лимитга утиш) юкорида
2 у Г;1Н интеграл тушунчалари сингаридир. 

интег Л у к с и з  Ф у н к ц и я  б и р и н ч и  т у р  э г р и  ч и з и к л и  
бул Ра л и- Энди биринчи тур эгри чизикли интегралнинг мавжуд 
Рида к ,1И ч^ьмннлайдиган шартни топиш билан шугулланамиз. Юко- 

1ТиРилга11̂  19.3- таърифдан куринадики, биринчи тур эгри чи-
!' :̂га г^Теграл АВ ЭгРи чизикка хамда унда берилган f(x , у) функ- 
^   ̂ РЛик булади. Демак, интегралнинг мавжуд булиши шартнни
Т°ПНШ К( ̂ 111311 к. з^амда f  (х, у) функцияга куйиладиган шартлар оркэли 

ерзк булади.
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Фараз цилайлик, АВ эгри чизик; ушбу

* =  ( 0 < s < S )

чизицда берилган булсин, Модомики, х =  x(s), у  =  ^ (s\ А. эг^ 
экан, унда (х, у) =  / (х (s), y(s)) булиб, натижада ушбу

y = H s )S  „  « ц
система билан берилган булсин. Бунда s — AQ ёйининг 

-—-■ >—- У
=  (*. у ) (LAB), S  эса^ ЛВ нинг узунлиги. /(*, г/) функция mv

 ̂ г ___ „дд У '*0 ;
'*55)1

f  (x(s), y(s)) -  F(s) (0 <  s <  5) 
мураккаб функцияга эга буламиз.

ЛВ эгри чизицнинг /> =  {Л0, Лх, . . . , Л„} булинишини ва хЯп < 
—  а лЭР бир
АкАк+1 да ихтиёрий Q,. =  (1к, тц) нуктани олайлик. Х,ар бир А ■ »

'— - к нУ̂Та*
га мос келздиган ААк нинг узунлиги sk, хар бир Qk нуктага мос кел

диган AQk нинг узунлиги s* дейлик. Равшанки, АкАк+[ нинг узунлигв 1 
sk+i— sk =  A sk булади.

Натижада Р булинишга нисбатан тузилган

=  2  /& » % ) 'Д hк=О
йигииди ушбу

2 / ( 6 * .  =  =  
fc=0 *=0 *=в

куринншга келади. Демак,

® =  2 / Ч в р . д з * .  (19'5'
к=0

Бу йигиндини [0, 5- оралицдаги F(s) функциянинг интеграл йш-инд  ̂
(Риман йигиндиси) эканлигини пайкаш кийин эмас (каралсин, 1-Ки • 
9 -боб, 1-§).

Агар f(x , у) функция АВ эгри чизицда узлуксиз булса. У 
F (х) функция 10, 5] да узлуксиз булади. Демак, бу хрлда г()Ч 1  
ция 10, S] да интегралланувчи:

п —! S (19-6)
lim  У  F (s*)-Asa =  \F{s)ds.
V - 0 а=о о о ййгЯЙ-

Шундай килиб, (19.5), (19.6) муносабатлардан да
дининг лимити мавжуд булиши ва

s
lim а  =  \ F(s)ds 
\р ->о о

эканлигини топамиз. Натижада куйидаги теоремага к е л а м и з .
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j g  1' т е о р е м а .  Агар f(x , у) функция АВ эгри чизикда узлуксизI и холда бу функциянинг АВ эгри чизик буйича биринчи т у р  
Щ^'чизикли интеграли мавжуд булади ва

J  /(х, у) (is =  J7 (x (s ) , y{s))ds
#PU

АВ

W P r  Теорема, бир томондан узлуксиз функция биринчи тур эгри чи- 
У®* ^тегралининг мавжудлигини аниклаб берса, иккинчи томондан 

^ и н т е г р а л н и н г  аник, интегралга (Риман интегралига) келишини кур-

c2rafo 1- э с л а т м а .  Эгри чизикли интеграл тушунчаси билан Риман 
грали тушунчасини солиштириб, уларнинг хар иккаласи йигинди- 
лимити сифатида таърифланишини курдик. Айни пайтда бу тушун- 

чаларнннг фарцли томони хам бор. Ушбу

°  =  2 / ( 5 * .  ^ ) - As* <19-5>к—О
йигиндидаги A sk хар доим мусбат булиб, АВ эгри чизикнинг йунали- 
шига боглик эмас. Демак,

J ^ f ( x ,  y)ds =  J ^ f ( x ,  y)ds.
АВ ВА

3. Б и р и н ч и  т у р  э г р и  ч и з и к л и  и н т е г р а л л а р н и и г  х о с 
салари.  Юкорида курдикки, узлуксиз функцияларнинг биринчи тур 
эгри чизикли интеграллари Риман интегралларига келади. Бинобарин, 
эгри чизикли интеграллар хам Риман интеграллари хоссалари каби хос- 
еаларга эга булади. Шуни эътиборга олиб, эгри чизикли интеграллар- 
нинг асосий хоссаларини санаб утиш билан кифоялэнамиз.

(19.4) система билан аникланган АВ эгри чизикда / (.v, у) функция 
берилган ва узлуксиз.

1°. Агар АВ =  ЛС

бУлади.
' 2°. Ушбу

АВ

СВ булса, у  х.олда 
f(x , y )d s = J^ f(x , y )d s+ J^ f(x , y)ds

AC ' cB

j  c[(x , y)ds =  с f /(x, y)ds (c =  const)

Тенглик уринли^
АВ

ran
ЛВ( эгри чизикда f(x , у) функция билан g(x, у) функция хам берил- 
оо3 У узлуксиз булсин.

• Куйидаги
£ [/ (* , y ) ± g ( x ,  y)\ds =  j f( x , u ) d s ± J j { x ,  y)ds 

И М 13 УРинли булади.
АВ АВ
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f /(*, y)ds >  0 1
AM

булади.

5°. |/(х, у)| функция шу АВ да интегралланувчи ва

y)ds\ y)|ds
л в  'а в

булади.
6°. Шундай (сх, сг)£АВ  нукта топиладики,

J \ J(x , y ) d s = f( c L, c2) S
'а в

булади, бунда 5  — АВ нинг узунлиги.
6°. хосса урта киймат хакидаги теорема деб аталади.
4. Б и р и н ч и  т у р  э г р и  ч и з и ц л и  и н т е г р а л л а р н и  ^исоб- 

л а ш.  Биринчи тур эгри чизит^ли интеграллар, асосзн Риман интеграл- 
ларига келтирилиб ^исобланади. Юкорида келтирилган 19.1-теоремага
кура АВ эгри чизик ушбу

( 0 < s < S )
y  =  y(s) J

система билан берилганда (бунда s — ёй узунлиги) га f(x, у) функция

шу А В да узлуксиз булганда эгри чизикли интеграл Риман интегралига 
келди. Демак, бу Риман интегралини хисоблаш натижасида эгри чизю\- 
ли интеграл топилади.

Энди АВ эгри чизик; ушбу

*  =  ( а < ^ < р )  (19,7)
у  =  l | ) ( / ) J

система билан (параметрик форма да) берилган булсин. Бунда Ф ̂ ’ptuy 
функциялар [а , Р] да ф'(/), 4>' (/) хрсилаларга эга ва бу х0С”л^ .^ иЯ.' 
ораликда узлуксиз хамда (ф(сс), г|э(а)) — А ва (ф(р), 'р(В)) у J I

Равшанки, (19.7) система [ос, р] ораликни АВ эгри чизикН3 I
тиради. Бунда jv, б] сг [а, р] нинг АВ чизи^даги АуАй аксининг
лиги

в ______________  *

J  V"ф,2(0 ч- ч»'2 (0 61

бу'лади (каралсин, 1-^исм, 10-боб, 1-§).

4°. Агар Y  (х, у)£АВ да f(x, у) >  О булса, у холда
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Г /(*, y)ds =  J  /(ф(/), 4 '(0) У ' ? ' 2(0 +  У '2(0 dt <’19-8) 

Л*

' ^ 6 0 Т. [а, р] ораликнинг
{/„, tlt . . .  , /„} (а  =  /0<  / j<  =  Р)

йдвишйви олайлик. Бу булинишнинг булувчи нукталари tk (k =  О, 1,

п) нинг АВ даги мос аксларини Ak(k =  О, 1, . . . , п) дейлик.

газшанки, бу Ak{k — О, 1 ну^талар ЛВ эгри чизикнинг
{Ло, Л1; . . . , Ап)

булинишини хосил килади. Бунда Ак =  (ф(^), -ф (/J) (k =  О, 1, . . . , л)

в Л 4 + 1 нинг у 3унлиги

'*+1 ____________
As* =  j’ V  ф'2 (0 +  ф'2 (0 dt

tk

булади. Урта ^иймаг хадидаги теоремадан фойдаланиб куйидагини то- 
памаз:

д s * = p / V 2(T * )+ v 2(Tft) • (4+1 - о  = V V 2(^ ) т - ^ е д - д / , ,

бувда tk< Xk< t k+y Энди ф(т^ =  1к, г); (тJ  =  т]А деб оламиз. Равшанки,

’’O t ЛДц., (k =  О, 1, 2, . . .  п —  1) булади. АВ эгри чизикнинг 
'.°рида айтилган

{Л 1» Alt . . . , Ап} 

ва хар бир Л*ЛА+1 да (£*, %) нуктани олиб,

0 =  S / - ( k  *=0
и тузамиз. Уни куйидагича хам ёзиш мумкин:

/(**- =А=1

- S i W  ♦ <**)> / ф ,2к )  +  ф,2(тк) Д/*. (19 .8)
% т *=0 ____________
^ ^ И ^ н и н г  унг томонидаги йигинди /(ф(0 > ’Ф(О)- V  ф' 2(0  +  ф,2(0  

*Нг 1«. Р] ораликдаги Риман йигиндисидир.

—  р0 Р е м а .  Агар /(х, у) функция АВ да берилган ва узлуксиз
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Шартга кура / (х, у) ва <р' (/), г|з' (/) функциялар узлуксиз. пЛ _  
мураккаб функциянинг узлуксизлиги хакидаги теоремага кура ак.
гКО) ва демак, / (ф (0 . Ч1 (0) • I ф'" (0 -Ь ф'2 (0 функция [а , р] 0ра! 
узлуксиз. Демак, бу функция [а , р| да интегралланувчи булади

+ w » v V < t .> + * '* ( T 1) ч -  я

-  J 7 ( Ф('), Ч>(<» V ф'2(0 +  ф'2(0 d t .
а

Модомики, х — ф (0, «/ =  у  (0 функциялар [а , р! да узлуксиз экав 
унда max {Д tk\ -*■0 да Дх*->-0, А у к-+-0 ва демак, A sfe-*•'(). Бундщ’

эса Хр —► 0 булиши келиб чикади. (19.8) муносабатдан фойдаланиб
р -------------- -—

l i m a  =  ' /(Ф(/), 4 (0 )  V  ф' ( 0 + ф '2(0 dt 
■,Р -.о £

булишини топамиз. Бу эса

f /  (.V, у) d s  =  |' /  (ф (0 , 4  (0 ) У У 2 (0  +  Ф '2 (/)<#•
v—- ■ a
АВ

эканинн билдиради. Теорема исбот булди.
Бу теоремадан куйидаги натижалар келиб чикади.
1 9 . 1 - н а т и жа .  АВ эгри чизик ушбу

у  =  у (х) (а <  х <  Ь, у  (а) =  А, у (b) - В) 
тенглама билан аникланган булиб, у (х) функция [а, Ь] да хоеилага эга 
ва у  узлуксиз булсин. Агар f  (х, у) функция шу АВ да бернлган ва 
узлуксиз булса, у  хрлда

J  /(х, у )ds =  \ f (х, у (X)) V l + y ' 2(x) dx (19.9) 
и д  а

булади.
19.2-н а т и ж а .  АВ эгри чизик> ушбу

P = P(e, ( f l„ < e < e 1)  ̂ „
тенглама билан (кутб координата системасида) берилган оу ^ 
функция [90, 0j] да хоеилага эга ва у узлуксиз булсин. АгаР ’
функция шу АВ да берилган ва узлуксиз булса, у  холда

° i  ---------- г  л  л 9 .1°)
/'(х, y)ds =  \ /(pcosfi, р sin 9) V^p2 р' d 9 1  

лв  ё*
булади.

Бу натижаларни исботлашни укувчига хавола этамиз.
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Е л я  интеграл хисоблаисин, бунда АВ — маркази координата бошида, радиу- 
ф  4B3HJV1 тенг б^лган айлананинг юцори ярим текнсликдаги цисми.

3 ^ 8Ш1нки, бу 'АВ эгри чизгаД куйидаги

Щ  £ =  Ж } <

билан аницланади. ЛВ да / (х, у) =  У * *  +  »* =  У  (г cos г)2 +  (r sin /)- функ- 
У^луксиз. Демак,

Я
Г У  * !  +  </2 ds =  j У  (г  cos /)2 +  (г sin /)2 • V(г  cos t ) ' г +  (г sin /)'* dt  =  

• i -  оЛД
л

=  г 2 | d t  — л  л3
О

Клада.

5. Биринчи т у р  э г р и  ч нзи к л и и и т е г  ра  л л а р н  ин г баъ - 
-и бир т а т  би к л а р и. Биринчи тур эгри чизикли интеграллар ёрда- 
«ида ей узунлигини, жисмнинг массасини, огирлик марказларини топиш 
л .укин. К,уйида биз биринчи тур эгри чизикли интеграллар ёрдамида 
ёй узунлиги кандай хисобланишини курсатамиз.

Текис лик да содда АВ эгри чизик берилган булсин. Бу чизикда
1(х, у) — 1 функцияни карайлик. Равшанки, бу функция АВ да узлук- 
;НЗ- f(x, у) функциянинг биринчи тур эгри чизикли интеграли таъри- 
фвдан куйидагини топамиз:

f- j  /(*. У)ds =  lim v  f(Zkt т ^ Д sk =  lim =
Xb *p->°fc=0 ?-p->0*=0

Лемак,

S  = J d s .  C)
A В

МИС°Л . Ушбу

x =  x ( t ) ~  a  cos3 A 
у  — у  (t) =  a  sin3 //

*- J j*
Ч » * .  Илан прилган АВ чизикнинг узунлиги топнлсин. Бу чизик астроидани ифо- 

. °РмУлага кура астроиданинг узунлиги



булади. Астроида координата уцларига нисбатан симметрии 6wm 
олиб, юцорида келтирилган (19.8) формуладан фойдаланиб Куйидагини то”

г я/2 ____________ Т
J_ ^ d s  =  4 J  У х ' » ( 0  +  / * «  Л  =  4 f  У  (—За cos* 
лв о n rvoesm*/о

Л/2 _________ я /2

=  4 j | / - ^ - s in 2 2 <  d / = 6 a  j  s i n 2 / d / =  6
о n *

Я/2

2- §. Иккинчи тур эгри чизицли интеграллар

1. И к к и н ч и  т у р  э г р и  ч и з и к л и  и н т е г р а л л а р  тят._  v— * рифи
Текисликда бирор содда АВ эгри чизикни царайлик. Бу эгри чизик 
/(х, у) функция берилган булсин. АВ эгри чизикнинг

Р  =  {Л0, Аи . . .  , Ап)

булинишини ва унинг хар бир \ Ак+\ (* =  0,1, . . . , п — 1) ёйида их-

тиёрий Qfe =  (?fe, л*) нуктани (<?* =  (£*, k =  0,1, . . .  л -1 )
олайлик. Берилган функциянинг Qk =  (lk, %) нуктадаги /(cfe, Кий-

матини AkAk+i нинг Ох (Оу) ундаги Д хк(А ук) проекциясига купайти- 
риб куйидаги йигиндини тузамиз:'

° '  =  X f ( Z »  ^ ) - A ^ ( a "  =  v ‘ / ( ^  (19-11)
*=о *=о

Энди АВ эгри чизикнинг шундай
Р Р2 Р (I9-!2)' I ’ * 2' • • • * г m' ■ • •

булинишлари кегма-кетлигини ^араймизки, уларнинг диаметрларидан 
ташкил топган мос

^р.» • • • ’ ^рт ’ • • •
кетма-кетлик нолга интилсин:

Бундай булинишларга нисбатан (19.11) каби йигнндиларнй тузиб уи$И  

ст,, о2, . . . , агп, . . . (а ,, а2, . . . , а ш, • • •) 3
r if ИНГ •кетма-кетликни хосил киламиз. Равшанки, бу кетма-кетлик*

бир хади, хусусан, (?k, т]й) нукталарга хам боглик. « Л
'—' " /19 12)19.4-т а ъ  риф.  Агар АВ эгри чизикнинг хар ^андаи и ' . „ i r a ^

нишдаги булинишлари кетма-кетлиги {Рт } олинганда s-aNI' , '.liapHiil)r 
йигиндилардан иборат |стш} ([<?"}) кетма-кетлик (е*., >ъ) н^ 4'
((?ft, г^) £ AkAk^{) танлаб олинишига бэгли^ булмаган равитД и
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j> сонга (/" сонга) интилса, бу сон о'(а") йигиндининг ли-
#  ргб аталади ва

lim ст' =  lim  У  ilfk, л,) А хк =  Г
У,р—¥ 0 Хр—* 0 £ j

(lim  ст" =  lim 2  /(?*> ’Ife)' А У» =  7")Хр —*0 я.р ->0
(19.13)

^ - Ж Й д и н и н г  бу лимитини куйидагича хам таърифлаш мумкин. 
j9 5- та ъриф- Агар Y e  > 0  олинганда хам, шундай б > 0  топил- 

J g  эгри чизик.нинг диаметри Хр < 6  булган хар цандай Р були- 
«чун тузилган а ' (а") й и р и н д и  учун ихтиёрий (?fc, »ite) ну^таларда

Г ^ л + ,  ..............- о

|о'— / '| < е(| ст"-/ "| < е)
.дагсизлик бажарилса, /' сон (/" сон) а ' йигиндининг (ст" йигиндининг) 
; -*q  даги лимити  деб аталади ва (19.13) каби белгиланади.

Йнгинди лимигининг бу таърифлари эквивалент таърифлардир.
19.6-таъриф. Агар Хр-+ 0  да ст' йипшди (ст" йигинди) чекли ли-

шга эга булса, у  ^олда / (.v, у) функция ЛВ эгри чизик буйича ин-
тралланувчи дейилади. Бу лимит f(x , у) функциянинг АВ эгри чи- 
зйк буйича иккинчи т у р  эгри чизщ.ш интеграли деб аталади ва у

J  fix , у ) dx ( J  f ix , y)dy)
А В  'АВ

габи белгиланади. Демак,

г П~ 1J f ix , у) dx =  lim  ст' = l i m  v  / (Sfet tj* )A  xfe,
>.p-*0 k p - '° f e - 0

:  J  /(*, y )d y  =  lim  or" == lim  v  /(?fe,
ий

Килиб, Лб эгри Чизика берилган / (аг. у) функцнядан иккита 
> ^ ги проекциялар воситасида ва Оу укидагн проекциялар воснта- 

^ЗДингаи иккинчи тур эгри чизикли интеграл тушунчалари кири-

Ф; Виайлик, АВ эгри чизицда иккита Р (х, у) ва Q (х, у) функ- 
берилган булиб, | Р{х, y)dx, j  Q{x, y)dy  лар эса уларнинг

/U ! А В
ТУР эгри чизикли интеграллари булсин. Ушбу 

j  Р(х, y)dx  +  { Q (х, y)dy



йигинди иккинчи тур эгри чизикли интегралнинг умумий куриннши 
деб аталади ва

j  Р(х, у) dx +  Q (х, y)dy
ЛИ

каби ёзилади. Демак,
| Р(х, y)dx +  Q (х, у) dy =  j  Р(х, у )dx + J Q  (х, у )dy

АВ АВ АВ

Иккинчи тур эгри чизикли интеграл таърифидан куйидаги натижалар 
келиб чикади.

1 9 . 3 - н а т и ж а .  Иккинчи тур эгри чизикли интеграл эгри чизикнинг 
йуналишига боглиц булади.

Шуни исботлайлик.
Маълумки, АВ  эгри чизикда иккита йуналиш (Л нуктадан В нуц-

тага ва В нуктадан Л нуктага) олиш мумкин (АВ, ВА; А ф В ).
АВ эгри чизикнинг юкоридаги Р  булинишини олиб, бу булинишга 

нисбатаи (19.11) йигинднни тузамиз:
л—1

« '  =  S  f  *• ^  А хк КД ** =  Хк+1 — **)•
к О

Айтайлик, Яр-»- 0 да бу йигинди чекли лимитга эга булсин. Демак, 

lim  У  f ( t k, цк)-А х к =  j  f(x , y)dx. (19.14)
*-о хй

Знди АВ нинг уша Р  булинишини хамда >;ар бир ЛкЛл+1 даги уша

(Et , r]fc) нуцталарнн олиб, АВ эгри чизикнинг йуналишини эса В дан 
Л га караб деб ушбу йигиндини тузамиз:

____  Л  — 1

^ - 2  f  \ )-(х к- х к+]).
Аг - о

Яр-> 0 да бу йигинди чекли лимитга эга булса, у  таърифга биноан 
ушбу

J  j ( x ,  y)dx
ВА

интеграл булади:

lim  о7 =  lim  У  / (%к, r\J ■ (хк — хк+1) =  j' / (х, y)dx.
V  -»о Хр -*о о j -j-

Агар

а ' =  2  /(!»• =  — v  / (l k, — xk+l) =  — o'
k--Q
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гигини эътиборга олсак, у  з^олда кр -*-0  да а' йигиндининг чекли 
га эга булишидан о ' йигиндининг ,\ам чекли лимитга эга булиши

lim =  — lim а' 
hp —*0

^нгликнинг бажарилишини топамиз. Демак,
J 7 ( x ,  у )dx =  — | / (х , y)dx.
' вл  л в

Худди шунга ухшаш
J J ( X ,  y)dy =  —j J ( x ,  y)dy
ВА АВ

Охлади. ___
| 1 9 . 4 - и а т и жа .  АВ эгри чизик; Ох ук;ига (Оу уцига) перпендику

ляр булган тугри чизик кесмасидан иборат булсин. / (х, у) функция шу 
фюуш берилган булсин.

У холда
J j ( x ,  y )d x (^ f(x ,  y)dy)
АВ АВ

вжуд булади ва
f  f(x, y)dx = 0  ( J  fix, y)dy = 0 ) .

A B  Xfi

Бу тенглик бевосита иккинчи тур эгри чизикли интеграл таърифидан 
келиб чикади.
■Энди АВ — содда ёпик эгри чизик булсин, яъни А вз В нукталар 
устма-уст тушсин. Бу ёпик чизикни К  деб белгилайлнк. Бу содда 
■ к  чизицда хам и к к и  йуналиш булади. Уларнинг бирини мусбат йу- 
валиш, иккиичисини манфий йуналиш деб кабул килайлик. Шундай 
йуналишни мусбат деб к,абул циламизкн, кузатувчи ёпи^ чизик; буйлаб 
^факат ^илганда, ёпик чизик
5илан чегараланган соха унга
Исбатан хар доим чап томон- 
® ётсин.

Фараз цилайлик, К  содда 
епик чизикда f ix , у) функция 
•Прилган булсин. Бу К  чизик- 
^  ихтиёрий иккита турли нук- 
]Рфни олиб, уларни А ва В 

белгилайлнк. Натижада
_ёпик чизик иккита АаВ ва

Я [  ВИзикларга ажралади (23- 
■•Нзма)

С Р

в

25-чизма



[ fix , у) dx +  [  f(x , у) dx
А а В  ВЪА

интеграл (агар у  мавжуд булса) f  (х, у) функциянинг К  ёпик чизик 
буйича иккинчи т у р  эгри чизикли интеграли деб аталади ва

f / (X, у) dx ёки \ f  (х, у) ах 
'к к

каби белгиланади. Бунда К  ёпик чизикнинг мусбат йуналиши олинган 
(Бундан буён ёпик чизик; буйича олинган интегралларда, ёпик чизик 
мусбат йуналишда деб караймиз.) Демак,

f / (х, у) dx =  [ / (а, у) dx +  j* / (х, у) dx.
К АаВ ВЪА

Худди шунга ухшаш

С /  (х, у) dy
к

хамда, умумий хрлда

С р  (X, y)d x  +  Q (х, у) dy
к

интеграллар таърифланади.
АВ фазовий эгри чизик булиб, бу чизикда / (л-, у, г) функция бе-----  Жг»- ^  J

рилган булсин. Ю^оридагидек, / (лг, у , г) функциянинг АВ эгри чизЭД 
буйича иккинчи тур эгри чизикли интеграллари таърифланади ва улар

[  / (х, у, z) dx, \ f  (х, у , г) dy, f f (х, у, г) dz 
Хв Хв Хв

каби белгиланади. Умумий хрлда АВ  да Р (х, у, z), Q (х, у, z) RJx, у, г) 
функциялар берилган булиб, ушбу

| Р  (х, у, z) dx,  ̂ Q (x, у, z) dy, f R (x, y, z) dz 
Хв ХЬ Хв

интеграллар мавжуд булса, у  хрлда

[ Р (х, у, z) d x +  f Q (x, у , z) dy +  f R (x, y, z) dz 
Хв Хв Хв

йигинди иккинчи тур эгри чизикли интегралнинг умумий куринии111 
деб аталади ва у

\ Р (х, у , z) dx +  Q (х, у, z) dy +  R (х, у, г) dz 
Хв

Ушбу
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[ Р  (х, у, z) dx +  Q (х, у, г) dy +  R (х , у, z) dz =  \ Р (х, у, г) d x+

je  " **
+  j  Q (x, y, 2) dy - f  j  R (x, y, 2) dz.

T b  T b

2 . У з л у к с и з  ф у н к ц и я  и к к и н ч и  т у р  э г р и  ч и з и к л и  
и в т е г р а л и .  Энди иккинчи тур эгри чизицли интегралнинг мавжуд 
булишини таъминлайдиган шартни топиш билан шугулланамиз.

Фараз цилайлик, АВ эгри чизи^ ушбу 

х =  ф (О

бглгиланади. Демак,

( а ^ * < р )  (19.15)
у =  4 (0 .

система билан (параметрик форма да) берилган булсин. Бунда <р(0 функ
ция [а, Р1 да ф' (0 хоеилага эга ва бу хосила шу ораликда узлуксиз, 
,j(/) функция хам [а, pi да узлуксиз хамда (ф(а), ф (а)) =  А ва (ф(Р),
$ (Р)) =  В булсин.

t параметр а  дан р га караб узгарганда (х, у) =  (ф (/), ф (0) нукта
А дан В га цараб АВ ни чиза борсии.

1 9 . 3 - т е о р е м а .  Агар f  (х, у) функция АВ да берилган еа узлук-
сиз булса, у %олда б у функциянинг АВ эгри чизик буйича иккинчи 
тур эгри чизикли интеграли

f f  (х, у) dx
АВ

мавжуд ва

J  / (х, у) dx =  С / (ф (0 , 4  (О)ф' (0 dt
АВ d

булади.
Ис б о т .  |а, р] ораликнинг

P  =  {t0, tv . . .  , tn) ( «  =  * „ < * , <  . . . < t n =  P) 

^линишшш олайлик. Бу булинишнинг булувчи нукталари tk (k =  0, 1,

• • • . п) нинг АВ даги мос аксларини Ak дейлик (k =  0, 1, . . . , п). 
равщанки, бу Ак нукталар АВ эгри чизикнинг

{А0, Л|, . . .  , Лп}

бУ®нишини х.осил к;илади. Бундан Ak =  (ф(tk) . ф (tk)) (k =  0, I, . . .  л) 
бУ*ади. Бу булннишга нисбатан (19.11) йигиндини

а ' =  2 / ( 6 * .
к= О
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тузамиз. Кейинги тенгликда &xk — AkA k+i нинг Ох \Кда 
Д ** =  * * + ,  —  хк =  Ф (tk+I) -  <р ( д  ' ' Ги

га тенгдир.
Лагранж теоремасндан фойдаланиб топамиз:

Ф (4+|) -  У (**) =  ф' (0*)' (4+1 — 4 ) =  Ф' (0*) ■ Мк (ок € (/
-__ -  * ’ >+11).

Маълумки, (£*, t j ^ M A + i  ^  =  ° ’ 1. ■ ■ • «  — 1). Агар бу 
нуктага аксланувчи нуктани тк (т^ g [/fc, /fe+1j) дейилса, унда

1к =  Ф (Т*Х Л* =  Ф (т*) 
булади. Натижада о' йигинди куйидаги куринишга келади*

Л— 1

° ' =  2  ^ ( ф ф ^  ' ф' (0* ) '4 4- 
к=̂0

Энди К'р =  max {A tk) -> О да (бу хрлда Хр хам нолга ттиадн) 0'

йигиндининг лимитини топиш максадида унинг ифодаснни узгартивнй 
куйидагича ёзамиз:

Л — 1 Л — 1

о' =  V  /  (Ф (т*), ф (т^) ф1 (хк) Д / , +  У  /  (ф (л,), ф (x j)  [ , '  (о.) _  
ft=0 *=0

—  ф '(тк) } Д / к. (19.16)

Бу тенгликнинг унг томонидаги иккинчи кушилувчинн бахолапм.1з:
л—1

I У  / (Ф (т*), Ф (т*)) !ф' (X*)] ■ д /* | <
*=о

п—1
I /  (Ф (X*). Ф (X*)) 11 ф' (9,) -  ф' (Т*) | л /, <

*=1
п—I

< м  V  |ф '(0 к) - ф ' ( х Л) | Д 4 ,
*=0

бунда
М  =  шах | /  (ф (/), ф(0|-

а < /< Э  ГЗИИ

Ф'(/) функция [d, Pi да узлуксиз. У  холда Кантор те0РемаС'1”^дяА 
тижасига кура, Y  е >  0 олинганда хам шундай б >  0 
[а , Р) ораликнинг диаметри к'р <  б булган х.ар к,аидай Р булвн

I Ф' (0*) -  ф' (ХА) ] <  (0 ,, Т* € Цк, t kJ )  -J

булади. Унда
п— 1 П—1 g Д/

1 2  / (ф (х*), -ф(х*)) [ф '(9 ,) —  Ф (ТА)} д /й I <  М  2  1
*=—0 *=—0



гг—I
lim 2  / (Ф (т*). Ф (т*)) 1ф' (0,) - ф 1 (т ,)] Л =  О

>.p-vO (г=гО

ру муносабатни эътиборга олиб, (19.16) тенгликда Яр -*-0 да 
W T утиб нуйидагини топамиз:

' п—1
lim а' =  lim V  /(Ф(т ), ф (т4)) у '(т Л Ы .=

Яр-» о

=  \ f { ф(0, Ф ( 0 ) ф ' ( 0 Л .

Демак,
j  / (х , </)dx =  | / (ф (О, Ч>(0) Ф ' ( 0 Л .

ля
Теорема нсбот булди.

Энди (19.15) системада ф(/) функция [а , f5] да узлуксиз, ц (/) функ- 
ши эса [а, (5) да ф'(/) хосилага эга ва бу хосила шу ораликда узлук- 
СПЗ булсин. _

1 9 .4 -теорем а. Агар /(х, у) функция АВ да берилган ва узлук
сиз булса, у холда бу функциянинг АВ эгри чизик буйича олинган 
иккинчи ту р  эгри чизикли интеграли

J f (х, у) dy
'а Ъ

мавжуд ва

j  f  (х, у) dy =  j- / (Ф (0 , ф (/)) ф' (0 dt

5[1 лади.
Бу теорема юкоридаги 1 9 .3 -теорема каби исботланади.
“У теоремалар, бир томондан, узлуксиз функция иккинчи тур эгри 

^знкли интегралининг мавжудлигини аниклаб берса, иккинчи томон- 
' н- бу интеграл аник интеграл (Риман интеграли) оркали ифодалани- 

!ни_курсатади.
. у ?  эгри чизик (19 .15) система билан берилган булиб, ф (/), ф (t) 
^ и и ял ар  [а, р] да ф' (t), ф' (t) хосилаларга эга ва бу хосилалар уз-

^ Л В  эгрн чизик,да иккита Р(х, у) ва Q (х, у) функциялар бе- 
™  булиб, улар шу чизикда узлуксиз булса, у  холда

булсин.

£  р  (X, у) dx +  Q (х, у) dy =  j  Р  [(ф (0, ф (0) Ф' (0  +
а

+  Q (ф (0. Ф (0) Ф' (01 d t
Ль



3. И к к и н ч и  т у р  э г р и  ч и з и к л и  и н т е г р а л н и н г  х о с с а  л 
ри. Юкорида келтирилган теоремалар узлуксиз функцияларнинг Иккив* 
чи тур эгри чизикли интегралларини, бизга маълум булган аник интег 
грал — Риман интегралларига келишини курсатади. Бинобарин, бу эгп' 
чизикли интеграллар хам Риман интеграллари хоссалари каби хоссалап! 
га эга булади. Утган параграфда эса худди шундай мулохаза биринч» 
тур эгри чизикли интегралларга нисбатан булган эди. Шуларни эъти! 
борга олиб, иккинчи тур эгри чизикли интегралларнинг хоссаларини 
келтиришни ва тегишли хулосалар чикаришни укувчига хавола этамиз

4 . И к к и н ч и  т у р  э г р и  ч и з и к л и  и н т е г р а л л а р н и  х и с о & 
л а ш.  Юкорида келтирилган теоремалар функциянинг иккинчи тур эгри 
чизикли кнтегралларининг мавжудлигини тасдиклабгина колмасдан улар- 
ни хисоблаш йулини курсатади. Демак, иккинчи тур эгри чизикли ин
теграллар ^ам, асосан Риман интегралларига келтирилиб хисобланади:

Р
f f i x , y ) d x =  f  /  (ф it), 4 (0 ) у '  it) dt,

A В

j  f ix , y)dy  =  \ /(cp(0, 4 (0 ) 4 ' it)dt,

(19.17)

(19.18)
AB

[  p  (X, y) dx +  Q (x, y) dy =  j  ]P (ф (0, 4  (0) 9 ' (0 +
AB

(19.19)+  Q (Ф(0, 4 ( 0 )  4 '( 0 [  d t .

Хусусан, AB эгри чизик
У =  У ix) (а <  х <  ft)

тенглама билан аникланган булиб, у (х) функция |а, Ь] да хоеилага эга 
ва у  узлуксиз булса, (19.17), (19.19) формула лар куйидаги

/(*, у) dx =  [ f(x , y(x))dx.

АВ (19.20)
ь

j  P (x, u)dx +  Q {x, y) dy =  \ [P ix, у (x )) - f  Q (x, у  ix)) y' (*)] dx
AJB “

куринишга келади.
Шунингдек, АВ эгри чизик

х =  х(у) i c ^ y ^ d )  
тенглама билан аникланган булиб, х iy) функция [с, d] ораликда хре 
лага эга ва узлуксиз булса, (19.18) ва (19.19) формула лар к у й и д а г и

(19.20f / ix, y)dy  =  j  f(x  {у), y)dy,
AB
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J  P (x , y )d x  +  Q(x, y) dy =  j  [P(x(y), y)x '(y) +  Q(x(y), y)]dy
I

AB

курцнишга келади. ‘ 

М и с о л л а р .  i. Ушбу

(19.22)

I у 2 dx -f- л1 d y  
AB

"---- X 2  I ) 2интегрални карайлик. Бунда АВ — — -f- — = 1  эдлипснинг
а 2 ' Ь2 

п  цисмндан иборат.
кЭллнпскн.чг параметрга тенгламаси куйидагича булади:

х =  a  cos /, 1 
у  =  b  s in  1.1

юцори ярим гекисликда-

Д= (а, 0) нуктага параметр t нинг / =  0 киймати, В  =  (— а,  0) нуктага эса / =  я  
ipribWTii мос келиб, t  параметр 0 дан л  гача узгарганда (х, у )  нуцта А дан В  га  
ираб эллипснинг юцори ярим текисликдаги кисмини чизиб чикади. Р  (х, у )  =  у*,
(Цх, у )  — х2 функшшлар эса АВ да узлуксиз. (19 .9 ) формуладан фойдаланиб ь;уйн- janiHJi топамиз:

J у 2 dx -}- х2 d y  =  j [fc2 s in 2 t (— a  sin  i) - f  a2 cos2 tb  cos /] d t  =  
AB  ®

2. Ушбу

=  ab | (a cos3 t  — b  sin3 t )  d t  =  ~  i .  ab2 
« 3

^ З д г2уйдг-р(лз+ ] ) d y  

AB

иптегрални царайлик. Бунда AB эгри чизиц:
а) (0,0) нуктадан чиккан (0,0) ва (1,1)  нуктатарни бирлаштирувчи тугри чизш* исмаси,

б) (0,0) дан чиккан (0 ,0) ва (1 ,1 ) ну^таларни бирлаштирувчи у — х2 парабола- Эдг ёйи,

в) (0,0) нуктадан чиккан (0 ,0), (1 ,0), (1,1)  нукталарня бирлаштирувчи синиц чи- -кклан иборат.
Юцоридаги (19.20), (19 .21) ва (19 .22) формулалардан фойдаланиб ^йидагиларни 7°па>шз:
а) холда

Ж
I  |  3 x2ydx+(x*  +  1 ) d y =  (■ [Зл2х +  (^-(- ] ) ]  dx =  f  (4 х* +  \)dx =  2,
, лв  • 9

б) ^олда

1 1 
f  Зла г/djc -j- (дтз -f- \)dy  =  J  |3.*2 x2 +  ( x > + l ) 2 x ) d x = \  (5*« +  2x)dx =  2,
ST ^am

,.B) Холда
J 3*2

+  1 ) d y= ,  j j x 2y d x+  (x* +  \ ) d y+  J  Zx*ydx +  (&+  1)
AC

dy.
CBQywj. - v~—'

S H M C  — (0, 0) ва (1, 0) нуцталарни, СВ — ( I , 0) ва (1, 1) нуцталарни бирлашти- 
т Угри чизиц кесмаларидан иборат.
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Равшанки,
I

f  3*2 y dx  -I- (.г» +  1 )d y  — 0 , J 3x* y d x -f- (*3 +  \ ) d y =  f  2 d y  — 2.

/4С c a
Демак,

f 3**уЛе+(*® +  I)rfw = 2. 
л я

3- §. Грин формуласи ва унинг татбицлари

Маълумки, Ньютон — Лейбниц формуласи / (х) функциянинг [а, 6] 
оралик буйича олинган аник интегралини шу функция бошлангич функ- 
циясининг орали^ чеккалари (чегаралари) даги кийматлари орк;али ифо- 
далар эди.

Бирор (D) сохада ((D) с ;  R2) берилган f(x , у) узлуксиз функциянинг 
икки каррали

у ) dxdy
Ф)

интегралини тегишли функциянинг шу со\а чегарасидаги кийматлари 
орцали (аникрори, сока чегараси буйича олинган эгри чизикли интеграл 
оркали) ифодалайдиган формула кам мавжуд. К,уйида бу формулани 
келтирамиз.

1. Г р и н  ф о р м у л а с и .  Юкоридан у = у . 2(х) ( a < . v < 6 )  функция 
графиги, ён томонлардан х =  а, х ~ Ь  вертикал чизик,лар ^амда паст- 
дан y t =  фх (х) (а < х  <Ь) функция графиги билан чегараланган со>р- 
эгри чизикли трапецияни ^арайлик. Бу со^ани (D) билан, унинг чега- 
раси — ёпик чизикни d(D) билан белгилайлик (26-чизма).

Равшанки, АВ — Ф2 (х) функция графиги, ЕС — ф, (х) функция гра
ф ит камда __

d(D) =  ЕС +  СВ +  ВА +  АЕ:

Р(х, у) функция шу (D) сохада берилган ва узлуксиз булиб,
хусусий х1осилага эга са 
у  кам (D) да узлуксиз 
булсин. У хрлда ушбуЯ ̂  **
интеграл м авж уд булаД1* 
ва 18-бобнинг 6 -§  
формулага кура

<£»
Ь фг (к)

-я
ф| <*)
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Щ ади. Энди
|; V, (х)

в  . ,1 »  ду
булишини эътиборга олиб цуйидагини топамиз:

В  f  (“ g <х- !/> d x d y  =  ^  р  (х> ф2 (x ) ) d x  — ( > 1

(О) ^ a  i

Ушбу бобнинг 2- § идагн (19.20) формулага биноан

Л
J P t t ,  cp2 W ) d x  =  j  /> (*, y ) d x ,  J P (x l <p1((x))dx =  j  />(*, у )  ^

А В ЕС
булади. Демак,

j j‘ d Pi x ,  у) d x  d y  =  j  />(*, y)dx  -  [  />(*, у) d.v =
Ф) fy Л В  ЕС

=  — [ Р(х, y)dx  — i Р (х, у) dx.

В А  ЕС

Равшанки,

j  Р (х, у) dx =  0, [ Р (х, у) dx =  0.

СВ ЕА

Бу тенгликларни хисобга олиб куйидагнни топамиз:

dxdy =  — | Р(х, у) dx — | Р(X, у) dy — j Р(х, y)dx  —

ЕС СВ ВА

-  I Р(х, y)dx =  — ( | Р (х, y ) d x +  | Р (х, y )d x +  | Р {х, у) dx +

ЕС С В  'вА

+  J  Р(х, у) dx) =  — j' Р(х, y)dx.

Де.М:
А Е  а <°>

эк.
J J  дР(х, у) dxdy =  _  j  ^ d x  (19.23)

(О) д (D)

^Э н ди , юкоридан у = с ,  пастдан у — d чизицлар, ён томондан эса 
Чч (у), У =  4>* (у) функциялар графнклари билан чегараланган ео- 

^ Эгри чизикли трапецияни карайлик. Бу сох,ани (D) билан, унинг
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чегараси -  ёпик Чи„ .
билан белгилайлик/5НИ а(0)

Q f r y )  функция ; 
сохада б ер и л гаи . Ц'У (0 )

<°> Да\одда

Я '

c f -

d Q(x,  и)
дх

W l  (Р) 1<Ш  га з»га ва бу Хос
1 z узлуксиз булсин. У

‘ g.Q (*■ у) , . 
— ^ — d xd y^

Ф)

j  Q (*. у) dy (l9

булади.
Бу формуланинг тугрилиги 

27- чизма юкорндагидек муло^аза ^
тиш билан исботланади.

Энди R2 фазода ^араладиган (D) соха юкоридаги икки \олда царал- 
ган соханинг .^ар бирининг характерига эга булган соха булсин, 'd(D) 
эса унинг чегараси булсин. Бу (D) сохада иккита Р (х, у) ва Q (jc и)
, -  «г” «  д  Р (х ,  (/) д  Q (х, и) функциялар берилган, узлуксиз булиб, улар -------- —, ■ -  хусу-

д у  дх 1
сии хосилаларга эга хамда бу хосилалар >̂ ам (D) да узлуксиз булсин. 
Равшанки, бу ^олда (19.23) ва (19.24) формулалар уринли булади. 
Уларни хадлаб цушиб ушбуни топамиз:

(<?Q(*,_y) _ d P ( x ^ i \ d x d y _ (1925)
дх  д у  I  

д (О) (О) _________
Бу Грин формуласи деб аталади. I  ".

Демак, Грин формуласи соха буйича олинган икки каррали iwrer- 
рални шу соха чегараси буйича олинган эгри чизикли и н т е г р а л  бил* 
борлайдиган формула экан.

Биз юкорида Грин формуласини махсус к у р и н и ш д аги  {D)
(эгри чизикли трапециялар) учун келтирдик. Аслида бу 
кенг синфдгги сохалар учун хам турри булиб, бу факт у  c0^j‘ ^  
чекли сондаги эгри чизикли трапециялар йигиндиси сиф атида тасдаи"' 
билан исбот килинади. и 1°.

2. Г р и н  ф о р м  у  л а с  и н и н  г  б а ъ з и  бир  т а т б и К л J, ^  
Ш а к л н и н г ю з и н и  т о п и ш .  Грин с(юрмуласидан с}J0itAaла‘lfр3’лдарй 
шаклнинг юзини содда функцияларнинг эгри чизикли инт ^ 9 ^) 
ёрдамида хисобланишини курсатиш кийин эмас. Х,акикатан • 
формулада Р  (х, у) — у, Q (х, у) =  0 дейилса, у  х о л д а

J  (— у) dx =  (  f  dxdy =  D
d (D) (D)

булади. Демак,
D — — J  ydx.

. ------ J----------  -ъ—г-л----------  i j -------------j -------------- J --------

J  P (x, y ) d x + Q  (X, y) dx -

/19.25) формулада P (x, y) — 0, Q (x, у) — x дейилса, у холда
ir*p n  С jD =  ) xdy (19.26)

<5дади-
(19.25) формулада P (x, y) =  — — y, Q (x, у) — — x  деб олинса, (D) 

Щ рИГ юзи

D =  I  J  x d y - y dx
d(D)

(19.27)

шадй-
' дис ол .  Ушбу

i Z t S i }
itfinc билан чегараланган шаклнинг юзи топилсин. (19.26) формулага кура

2ЛI л j л
D =  - -  | xd y  — y d x  =  — J  (a cos t b  cos / -j- * s>n s>n f ) d i  =  

S' Ы D) «ЛО) o
2л 

1 (*
— — ab | (cos^ / sin® t) d f  =  л  ab

Т Л Я .

2°. И к к и  к а р р а л и  и н т е г р а л л а р н и  у з г а р у в ч и л а р н и  
лмаштириб х и с о б л а ш .  Мазкур курснинг 18-боб, 7 -§  ида (А) 

гавани (D) сохага акслантирувчи

X  =  ф (и, V), \ 
у  =  Ф(ы, v) ) (19.28)

®тема уша параграфда келтирилган 1° — 3°- шартларни бажарганда 
ю) соханинг юзи

с "  ( ,9 2 9 )  (А) (Д)

«О т айтнлган эди. Грин формуласидан фойдаланиб шу формуланинг 
^ягнн и  нсботлаймиз.

(19.26) формуладан фойдаланиб, (D) соханинг юзи

D =  f xdy (19.30)
d(D)

•̂ ШИНи
топамиз. Фараз цилайлик, 5(A) параметрик формада ушбу

U ~  U$  (а  <  / <  Р ёки а  >  t >  ^) v  — v (0  гШЗ* u = V U )к ,
и лан ифодалансин. У холда куйидаги

х =  ф(и, у) =  ф (и (/), у (/)), \



система (D) соханинг d(D) чегарасинк ифодалайци. Бун _ _
нинг узгариш чегарасини шундай танлаб оламизкн, ( ПаРаМеь.1
р га  караб узгарганда d(D) эгри чизик мусбат йуналиш™ Э* <* I t
^олда (19.30) тенглик ушбу ' бУлецц у

D =  \ xdy =  f ф (и, v) d if (и, v) =
я  д(П) 0(D)

ду t i ,  / л  j _  дЦ
dv

f Ф И О , 0(0) ^ и ' ( 0 +  22 У' (0
диа

dt
09.3|)

куринншга келади. 
Агар

Г ф (и, v) [ р  du +  ^  dv
J  |_ О и OV

d(D)

j <f (u (I) , o ( / ) ) [ £ “ ' ( 0 +  % ' «d v
dt

булишини эътиборга олсак, у  хрлда

D =  ± { х — dn-\-
д и

<?(£>)
х — do

dv

(19.32)

(19.33)

булишини топамиз. Бу тенгликдаги интеграл белгиси олдига цуйнлган 
ишорани тушунтирамиз. Юцорида, t параметр сс дан f> га караб узгар
ганда d(D) эгри чизикнн мусбат йуналишда булишини айтдик. Бу хап- 
да д(Д) эгри чизикнинг йуналиши мусбат хам булиши мумкчн, мав- 
фий з̂ ам булиши мумкин. Шунинг учун (19.31) ва (19.32) муносабат- 
лар бир-биридан ишора билан фарк к и лад и. Агар d(D) эгри чизикнинг 
мусбат йуналишига д(А) эгри чизикнинг хам мусбат йуналиши мос 
келса, унда «+ »  ишора олинади, акс хрлда эса «—» ишора олинадв.

Энди ушбу

j* Р(и, v)du +  Q (и, ъ) dv =  f  f (— ^ - D)- — д - уа— ) du dv (l9 34) 
<*д> (4) ]  |
Грин формуласида

P (u ,v )  =  x Q ( u , v )  =  x ^
du ov

деб олсак, у  ^олда бу формула куйидаги куринишга келади.

Агар

f  , * d u + , n * - г г [ 1 ( , « _ ± ( , а к у
,) ди dv J J  [ди\ dv) dal

д(А) (Д)

dudv.
(19.35)

а_(х ду\ _  дл
du \  dv) du dv

+  x d*y j i  (  __ t o  дУ 4-  x
d*!/

dvdu
ва

du
(x Зк)
\  dv] du \  dv) du

dy
dv

dxdy  __ D(x' l l  
"dvdu D(a. v)
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„ эътиборга олсак, унда (19.33), (19.34) ва (19.35) муносабатлар

С (* D (х, у)
D ~ ± J J <*“ *'

( Д )

щШЧ кеЛИб ЧИ“ ДИ'

V " ,MK’' '  / ( U. » )  =  ^ L
D (и, г)

l ip,, аник ишорали, D эса маъносига кура мусбат булиши керак. 
интеграл белгиси олдидаги ишора якобианиииг ишораси билан 

ил бйлиши керак. Шунинг учун

(А)

(*, у)D =  Г ГJ  J  D(u, v)
du dv

йлади. Шуни исботлаш лозим эди.
3'-. Эг р и  ч и з и к л и  и н т е г р а л  к и й м а т и н и н г  и н т е г р а л -  

- ашйулиг а  бор л и к  б у л м а с л и г и .  Чегараланган ёпик богламли 
D) [(D) a R 2) сохада иккита Р (х, у) ва Q (x,y)  функциялар берилган
v.tchh. Бу функциялар (D) сохада узлуксиз ва — , -  (х-'— х у 

д у  дх
суснй хосилаларга эга ва бу хосилалар хам шу сохада узлуксиз бул- 
<тш.

1) Агар (D) сохада
ОР(х,  у ) =  dQ ( х , у )  g  з б

д у  дх

'у-Тса, у ^олда (D) сохага тегишли булган хар кандай К ёпик чизн^ 
буйича олинган ушбу

f Р (х, y)dx +  Q (х, у) dy 
к

':ггеграл нолга тенг булади:

I Р (х, y)dx +  Q (х, у) dy =  0. 
к

ЙС ($.0 тг  К  ёпи^ чизик чегараланган сохани (С) дейлик. Равшанки, 
Грин формуласига кура

J '  « ,  U ) d x  +  Q  ( , .  y U y  -  Я  ( ■ * £ *  -  * % * ) * «
•Уладн 1П

• Шартга кура (£>) да, демак (G) да 
д  Р  (х, у ) _  д  Q (х, у )  

д у  дх
• Л̂а (\ Q ОС\v<».c5b) муносабатдан

Ж
(С)



f Р(х, у) dx +  Q(х, y)d y  — 0. 
к

2) Агар (D) сохага тегишли булган хар кандай Д 's 
буйича олинган ушбу интеграл ' llHKt чнзйк

f Р  (дг, у) dx +  Q (х, у) dy =  О 
к

булса, у  ,\олда куйидаги
J  Р (х, у) dx +  Q (х, у) dy (АВ cz (О)) 

дв (*9.37)
интеграл А ва В нукталарни бирлаштирувчи эгри чизш^а боп 
майди, яъни (19.37) интеграл ^иймати интеграллаш йуллга ‘ б̂ л' 
булмайди. °°'ЛИК

И с б о т .  (D) соханинг Л ва б  нукталарини бирлаштирувчи ва
сохага тегишли булган ихтиёрий иккита Аа В хамда АЬВ эгри чизнц
ни олайлик. Бу хрлда Аа В ва АЬ В эгри чизиклар биргалнкда (D) со
хага тегишли булган ёпик, чизикни ташкил этади. Уни К билан бел- 
гилайлик:

АаВЬА.
Шартга кура

f Р (х, у) dx +  Q {х, у) dy =  f [Р(х( у) dx +  Q (х, y)dy =  О
К  АаВЬА

булади. Интегралнинг хоссасидан [фойдаланиб ушбуни топамиз: 

f Р (х,. у )d 7 + Q (7 , у )dx =  Л  р (х, y)dx +  Q(x, у )dy +
АаВЬА 'лаВ

+  j j P (X, у )d x + Q (х, y)d y  =  J Р (х, у )dx - f  Q(x, у )dy —
В Ь Л  А 'а  В

— J Р(х, у) dx +  Q(x, у) dy.
A h  В

Демак,
]_ Р(х, у) dx +  Q (х, у) dy —^ Р (х , у) dx +  Q (х, y) dy = 0.

AtiB Aa B
Бундан эса

• f Р (х, у) dx +  Q(x, y)dy =  f P (x, y) dx 4- Q(x, У)^У
A a B  АЬВ

эканлиги келиб чикади. .-тцнаЯ®01"
1 9 .2 -э с л а т м а . Юкоридаги тасдик, исбот ж араёнидан к\р

АВ эгри чизик содда эгри чизиклар тупламкдан и х т и е р и и  
уринлидир.

3) Агар ушбу .__ , q37)
J P  (х, y)dx +  Q(x, У) dy ( АВ cz (D)) ‘
'a b

булади. Демак,
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Л ва В нуцталариии бирлаштирувчи эгри чизикда боглн^ 
яъни интеграл интеграллаш йулига боглик булмаса, у  хрлда

Р(х, у )dx +  Q (X, y)dy  
/П) сохада берилган бирор функциянинг тулик дифференциали 

'

*  Исбот .  Модомики, (19.37) интеграллаш йулига боглиц эмас экан, 
"4иЛДа интеграл Л =  (х0, у0) ва В = (* , .  у у) нукталар билан бир к;нй-
У ** аникланади. Шунинг учун бу хрлда (19.27) интеграл куйида-
гнч4 ?эилади:

J Р(к< y)d x  +  Q(x, y)dy.
(к ,.у,)

Явдй А нуктани тайинлаб, В нукта сифатида (D) сохашшг ихтиёрий 
(х, У) нуктасини олиб, ушбу

I Р(х, y)dx +  Q{x, y)dy  

интегрални караймиз. Равшанки, бу интеграл (х, у) га боглик булади:

F (х, у) =  f  Р (х, у) d x -IQ  (х, у) d y .
j. . (хо-Уа)

Бу функциянинг хусусий хосилалариии хисоблаймиз. (х, у) нуктанинг 
х координатасига шундай Ах орттирма берайликки, (х +  Дх, у) нукта 
а (х, у), (х +  Ах, у) нукталарни бирлаштирувчи тугри чизик кесмаси 
щ  (D) сохага тегишли булсин. Натижада F(x, у) функция хам ху
сусий орттирмага эга булади:

( x + t i x . U )

■ F(x +  Дх, y) — F{x, у) =  f Р (х , y)dx - f  Q (x, y)d y—
».)

< * • «  (x+Ax. у)
; I P(x, y) dx +  Q(x, y) dy =  I' P  (x, y) dx +  Q(x, y)dy =

Vh (x, g)
(x + 4 * . 11)

=  f P(x, y)dx.
(*', У)

киймат ха^идагн теоремадан фойдаланиб дуйидагини топамиз:
< *+ Д дг, у)

j Р (х, y)dx =  Р  (х +  е • Лх, у) Ах (0 <  0 <  1).
t£ .  У)

Эскада

f f r  +  A r . y l - F f r .  у) _  р  (х  е . Дх, у)
Дх

Бундан

lim » )-* .«■  Я .  hm р (< +  э .д х ,  у) =  р ( , .  ,,,
"“*u Дх: Ах->0



дх

Худди шунга ^хшаш

д у

булиши курсатилади.

Шундай цилиб,

Р  (х, у) d x +  Q (х, у) dy =  — dx +  - ~ (£  dy =  dF (х, у)

булади.
4) Агар

Р (х, у) dx+Q  (х, у) dy (19.38)

ифода (D) сохада берилган бирор функциянинг тулиц дифферентам 
булса, у  хрлда

д Р ( х ,  у ) _  0Q (.у, у )  
д у  дх

булади.
Ис б о т .  Айтайлик, (19.38) нфода (D) сохада берилган F(x,y) 

функциянинг тулик, дифференциали булсин:

Р (х, у) dx +  Q (х, у) dy =  dF (х, у).

Равшанки,
dF  (х , у) п ,  1 dF  (х ,  у)

Кейинги тенгликлардан ушбуни топамиз:

д Р  (х, у )  =  &F (х, у )  dQ (х, у )  _  d*F(x.  у )  
д у  dx d y  ' дх д у  дх

Шартга кура дР(х’ !,)- , лар (D) сохада узлуксиз. Арала®;
д у  дх  ] З-боб,

хосилаларнинг тенглиги хакидаги теоремага бнноан (каралсин,

(6-§)
д Р  (х, у )  =  ft?  и, у) 

dy ад:

булади. юКорИДагИ
Шундай цилиб, Грин формуласидан фойдаланган холда,

1) — 4) тасди^лар орасида
1) =»- 2) 3) =>- 4) =ф- 1)

муносабат борлиги курсатилди.

булади. Демак,



БиРиНЧИ ва иккинчи ТУР ЭГРИ чизикли интеграллар орасидаги
богланиш

кУшбУ параграфда биринчи ва иккинчи тур эгри чизикли интеграл- 
Яйрасидаги богланишни ифодаловчи формулаларни келтирамиз.

%ек«слнкда содда СИЛЛИ!\ А® эгри чизик ушбу 

Xy Z X, § )  ( 0 < s < S )

ема билан аникланган булсин, бунда s — ёй узунлиги (каралсин, 
^буйобнинг 1-§). x(s) ва y{s) функциялар x'(s), y'(s) хосилаларга
S  хамда бу хосилалар узлуксиз.

Равшанки, бу эгри чизиц .\ар бир нуктада уринмага эга булади. 
«yap Ох ва Оу уклар билан уринмгнинг ёй усиши томонига караб 
иуиалии! орасидаги бурчак мос равишда а  ва р дейилса, унда

х ' (s) =  cos a , i f  (s) =  cos р
булади.

Антайлик, бу АВ эгри чизикда / (х, у) функция берилган ва узлук- 
cii3 булсин. Ь холда

X  / (*• у) dx
АВ

иптеграл мавжуд булади ва (19,17) формулага кура 

j' / (х , y)dx  =  j/ (х (s), у (s)) • x '(s) ds
А В  0

тенглик уринли. Бу тенгликнинг унг томонидагн интегрални куйида- 
гача

f f  W s). У W ' x'(s) ds =  (7 (x (s), у (s)) cos a  ds
о о

езиш мумкин. Ушбу бобнинг l - §  да келтирилган 19.1-теоремадан 
Фойдаланиб куйидагини топамиз:

s
f f  (х (s), у (s) cos a d s  — \ f(x, у) cos a  ds.
0 АВ

атижадз юкоридаги тенгликлардан

J  / (х, у) dx =  J /(х, у) cos ads.
А В  А В

X 1 келиб чикади.
УДДи шунга ухшаш, тегишли шартларда

J  f х, y )d y =  J  f(x, у) cosp ds
Х в  A B

|  Умумий холда

P (x, y)dx + Q (x, y) dy =  j IP (x, y) cos a  +  Q (x, y) cos [5] ds
Ab



СИРТ ИНТЕГРАЛЛАРИ

Мазкур курсиинг 18-бобнда z =  г(х, у) тенглама аниклаган Я 
(S) сирт билан танишган эдик. Бунда z(x, у) функция (D) СИл,1ик 
((D) cz R1) берилган, узлуксиз ва г'х (х, у), г'у(х, у) хусусий х о си л ^ ?3 
эга хамдч бу хосилалар хам (D) да узлуксиз функция эди. (S) С) А1арГа 
га  эга булиб, унинг юзи 1РТ *°з-

5  =  Я  V 1 +  г г (х, у) +  z'J (х, у) dx dy
<D > '  (2 0 . 1)  

га тенг эканлиги курсатилди.
Уша бобнинг пировардида R3 фазодаги (У) сохада ((V) с  R3) беРИ1 

ган функциянинг уч каррали интеграли билан танишиб, уни ургамдик'
Энди R3 фазодаги (5 ) сиргда берилган функциянинг интеграли ту

шунчаси билан танишамиз. Сирт интеграли тушунчасини киритщтш 
аввал, бу ерда хам функция берилиш сохасининг булиннши, булннищ 
булаклари, булинишнинг днаметри тушунчалари киритилиши керак.

Бу тушунчалар [а, Ь] ораликнннг булиннши (каралсин, 1- рем, 
9 -боб, 1- §)' ва текисликдаги (D) сох.анинг булиннши (каралсин, 18-боб! 
1-§) даги каби киритнлади ва ухшаш хоссаларга эга булади. Шунинг 
учун бу ерда биз бу тушунчаларни кирнтнлган хисоблаб бевосита баё- 
нимизни сирт интегралининг таърифидан бошлаб кставерамиз.

1- §. Биринчи тур сирт интеграллари

1. Б и р и н ч и  т у р  с и р т и н т е г р а л и н и н г т а ъ р и фи .  f(x,y,z) 
функция (S) сиртда ((S ) a R 3) берилган булсин. Бу сиртнинг Р були
нишини ва бу булинишнинг хар бир (Sk) булагида (k =  1, 2, . . .  л) 
ихтиёрий (£*, ■>]*, £*) нуктани олайлик. Берилган функциянинг (£*. % 
£*) нуктадаги /(|fe, У  кийматини (Sk) нинг S k юзига купайтириб. 
куйидаги йирнндини тузамиз:

П
а  — ^/(£*> %  

к= 1
20. 1-т а ъ р и ф .  Ушбу

» . (20.2)

йигинди / (x, у, z) функциянинг интеграл йигиндиси ёки Риман 
диси деб аталади.

(S) сиртнинг шундай ,ng3)
Р Р РГ х, г 2 . . . , Гт , . ■ .  ̂ т о П .

булинишларини караймизки, уларнинг мос диаметрларидан та 
ган

XPi, . . . , . . .

2 0 -БОБ
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етлик нолга интилсин: Хр -»-0  Бундай Рт ( т  — \, 2, . . . )  бу-
дарга нисбатан f(x, у, г) функциянинг интеграл йигиндиларини
3 Натижада (S) сиртнинг (20.3) булинишларига мос интеграл 
илар нийматларидан иборат куйидаги кетма-кетлик хоспл була-

а , ,  а.2»
о()2- т а ъ р и ф.  Агар (5) сиртнинг хар кандай (20.3) булинишларн 

prtia-кетлиги {Рт ) олинганда хам, унга мос интеграл йигинди кнй- 
^тларидан иборат {ат  \ кетма- кетлик, (1к, цк, Q  иукталарни танлаб 
-длшига боглик булмаган хрлда, хамма вакт битта / сонга интилса, 

а йигиндининг лимити  деб аталади ва у

l i ma  =  l im 2  /(ь*. Q S k =  I
У.р-+ 0 Хр->0 1

(20.4)

каби белгиланади.
Интеграл йигиндининг лимитини куйидагича хам таърифлаш мум

кин. -
20.3-таъриф . Агар V e > 0  олинганда х,ам, шундай б > 0  топил

саки, (S) сиртнинг диаметри А.р <  6 булган хар кандай булиниши хам. 
да \ар бир (Sk) булакдан олинган ихтиёрий (£ft, ^ )  лар учун

[ a  — / 1 <  е
тенгсизлик бажарилса, у  хрлда / сони а  йигиндининг лимити  деб 
аталади ва у (20.4) каби белгиланади.

20.4-таъриф . Агар Хр ->-0 д а/ (х , у, г) функциянинг интеграл 
йигиндиси а  чекли лимитга эга булса, / (лг, у , г) функция (S) сирт 
буйича интегралланувчи (Риман маъносида интегралланувчи) функ
ция деб аталади. Бу йигиндининг чекли лимити I эса, / (к, у, г) функ- 
Ш|янинг биринчи т у р  сирт интеграли дейилади ва у

( | f  (х , у, z) da
(S)

Каби белгиланади. Демак,

Г [/ (* , У, Z)ds =  l i m a  =  l i m У / (£ Л, rjft, $k)-S k.
(sj V -»0

2 vV r  з л Ук с и з  ф у н к ц и я  б и р и н ч и  т у р  с и р т  и н т е г р а л и .  
ган иРИ11ЧИ тур сирт интегралининг мавжуд булишини таъминлайди- 

Юфтни топиш билан шугулланамиз. 
аРаз килайлик R3 фазодаги (S) сирт

тепг. z (х, у)
•Тэяга билан берилган булсин. Бунда z =  г(х, у) функция чегара- 
Н ^ е п и ц  (D) со.\ада ((D)) сг Я2) узлуксиз ва z'x(x, у), zy (x ,y )  хрси- 
BffWa эга хамда бу хосилалар хам (D) да узлуксиз.



2 0 .1 - т е о р е м а . Агар /(*, у, г) функция (S )  сиртда берилгп 
узлуксиз булса, у  %олда бу функциянинг (S )  сирт буйича бцр* ?а 
т у р  сирт интеграли 1НЧи

И  f ix ,  у, г) ds -Ж
(S) «

мавжуд ва

f f f ix , у, z) ds =  И  f  {x, у, z, {x, у)) V 1 +  гх\х. У) +  V(*Ty) dx dy
IS) <°>

И с б о т .  (5 ) сиртнинг Ps булинишини олайлик. Унинг булаклари
,s  ^ (5 о).............. (Sn) булсин. Бу сирт ва унинг булакларининг Ох у
текйсликдаги проекцияси (D) соханинг P D булинишини ва унинг (О,),
ф .............. (Оп) булакларини хосил килади. Ps булннишга нисбатан
(20.2) йининдини тузамиз:

а — 2 ^ ^ * ’ ’1*’ Я
k =  1

Маълумки, ( t , .  V  « € № > •  Б у "УКтага аксланувчи нукта й ,.\ )  
булади. Демак, Ч,)- ( » . ! )  формулага биноан

■5,. =  f f у/ 1 +  г ’(х, у) +  г '  (х, у ) dx dy 
(О* )

булади.
Урта циймат ^а^идаги теорема (царалснн, 18-боб, 5-§) дан фойда

ланиб топамиз:

V \ + z x’ ( i i ,  4 k) +  z-;(V~~^) Dk ( а ; ,  т£)€ (/>*))• 

Натижада сг йиринди куйидаги

< * = 2  /(S*. 2(1к, лk))S k =
*=)

=  2  /(I*. л ,, г(I* , т , * ) ) / 1 + г ; а д .  +  г ;  ( ? ; ; ! ; )  я *
*=i

куринишга келади.
Энди hps -*~ 0 да (бу >;олда kpD-*-0 >;ам нолга ин-------

дининг лимитини топиш мацсадида унинг ифодасини у з г а р т и р »  
миз:

,ш м и ) «  « ■ £

°  =  £■ / (I*. Л*. 2 а * , Л,)) К 1 +  г ; а к, Цк +  гу\1к, %) Dk+
к=1



+  v  / (? ,. л*, v ) [ К  1+ г;кб ;. nD +  г ; а ; ,  л; ) -

-  ]  о к.

»=i

(20.5)
тенгликнннг унг томонидаги иккинчи кушнлувчини ба.\олаймиз:

V i + * ; ( & ; .  лР +  г д а .  т , ; ) -v  /(?*• Л*. z(I». V )  
*=1

д ,К 1 + < ’ (5*. + г ’у\ 1 ~ ц к)

*= 1

бунда

Равшанки,

V l + z k\ t k, 1Ц ) + .г ; (6 * .  п*)

Af =  max | / (х, у , г) I

V l  +  г’х\х, y) +  z'{x, у)

функция (D) да узлуксиз, демак, текис узлуксиз. У хрлда Кантор 
теоремасининг натижасига кура V е > 0  олинганда хам шундай 6 > 0 .  
топиладики, (D) соханинг диаметри <  6 булган хар кандай PD бу-
линшни учун

1 + < * ( ! ; .  л**)+ * ; « ; .  ю -

— V i , +  2*(5*> ’и) +  2y(s*- V

булади.' Унда

i  Ык> п*. «(б*. %)

< MD

*=1 ^ i  +  ^ л Р + ж .  v

■ ^ н - z ;* ^ ,  ла) +  С ( 5 » , л») Z ) J < M  _ ! _ 2  D * = " 8
I MD j £ l

Демак,

^лади.
—  У  i +  z;*(|A, г],) +  z„*(SA, л*» D fe =  0



эса

(20.5) тенгликнинг унг томонидаги биринчи кушилувчи

/(х, у , 2 (х, y ) ) V  1 +  г* (х, у) +  г ;  (х, у)

функциянинг интеграл йигиндисидир. Бу функция (D) сохада j  
сиз. Демак, ЯРд-*-0  да интеграл йининди чекли лимитга эга

=  Л  /(■*> у , 2 (х, у ) ) У  1 +  z'x'(x, у) +  z'J (х, у) dxdy  

булади. Бу муносабатни эътиборга олиб, (20.5) тенгликда
S

лимитга утиб топамиз:

Теорема исбот булди.
Бу теорема, бир томондан, узлуксиз функция биринчи тур сирт 

интегралининг мавжудлигини аниклаб берса, иккинчи томондан,  ̂ бу 
интеграл икки каррали Риман интеграли оркали ифодаланишини курса- 
тади. _  I

20. 1 - э с л а т м а .  (5 ) сирт х =  х(у, г) (у =  у (г, х)) тенглама билан 
ани^ланган булиб, х — х(у , х) функция (у (г, х) функция) (D) сохада 
((D) с :  R2) узлуксиз ва xf (y, г), хг(у, г) хусусий хосилаларга (уг\2' х>’ 
у ’х(г, х) хусусий хосилаларга) эга хамда бу хосилалар (£>)) да узлуксиз
булсин. . c3i

Агар /(х, у, г) функция шу (S) сиртда берилган ва узлуксиз оу 
у  холда бу функциянинг биринчи тур сирт интеграли

=  J j  /(х, у, z (х, у)) V i  +  гх\х, у) +  z’J (х, у) dxdy.

Демак,

J  j  /(*. У. z)ds =  IJ /(х, у , 2 (х, y ) )V  1 +  г‘‘(х, у) +  z’\x, у) dxdy.
(S) (D) Х У

J  J  f(x , у, z)ds
(S)

мавжуд ва

булади.
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о э е л а т м а .  Bib f(x, у, z )  функция биринчи тур сирт интег- 
' г мавжудлигини махсус куринишдаги (S)  сиртлар (z =  z(x , у), 

IWhi z), У ~  У(г ' тенглама лар билан аникланган сиртлар) учун 
Щ&Паик- Аслида функция интегралининг мавжудлиги кенг синфдаги 
Щ У^учун тугри булади. Жумладан, агар (S) сирт чекли сондаги 
ЩШ. айтилган сиртлар йигиндиси сифатида тасвирланган булса, 
Wpjfeрялган ва узлуксиз булган f ( x ,y ,z )  функциянинг сирт интег- 
^  мавжуд булади ва у  мос икки каррали интеграллар нириидисига 
":!! булади.

i Бири нчи  т у р  с и р т  и н т е г р а л л а р н н н н г  х о с с а л а р и .  
Щ д о  келтирилган теорема узлуксиз функциялар биринчи тур сирт
^грзлларининг икки каррали Риман интегралларига келишини кур- 

Бинобарин, бу сирт интеграллар хам икки каррали Риман ин- 
^радлари хоссалари каби хоссаларга эга булади. Икки каррали Ри- 
^интегралларининг хоссалари 18-бобнинг 5 -§  ида урганилган.

4. Б и р и н ч и  т у р  с и р т  и н т е г р а л л а р н и  х и с о б л а ш .  Юко- 
яда келтирилган теорема функция биринчи тур сирт интегралининг 
овжуддагиня тасдиклабгина колмасдан, уни хисоблаш йулини .х,ам кур- 
зиди. Демак, биринчи тур сирт интеграллар икки каррали Риман 
нтегралларига келтирилиб ^исобланади:

11/(4у, 2)ds =  I I f{x, у, г(х , г/)) У 1 +  гх (х, у) 4- г'(х , у) d xcy ,
Ф )

j }Цх, у, г) ds— J I f { x (у, г), у, г) У 1 +  х г(у, г) +  х (у, z\ dy dz,(С) и « t

j  (x, у ,  г) d s  =  И  / {x, у (z, x), z) У  ( I  +  y'\z, x) +  y'\z, x) dz dx. ( 2 0 .6 )  
Ц>)

•Чнсоллар .  1. Ушбу

I =  i  $ (x т  у  4  z) ds  
(5)

^тр,гц]И царей лик. Бунда (S ) — x2 4  !/* 4  z- =*= r s сферанннг ? =  0 текисликнинг 
•лада жойлашган цисми.

Мешанки. (S) сирт

г  =  У г'1 — х * — у г 
ГЛавд б1иан аникланган булиб, бу сиртда берилган 

f  {х, у ,  г )  =  *  +  у  4  2 
Узлуксиздир. 20.1 теоремага кура

Г  Ц ( *  +  У +  У г 2 — * 2 — У1 ) У  1 4  у) 4- (х, у )  dx d y

X 6» D) = )(*- y)£R2:x* +  У2У тенгликнинг ун г томонидаги икки каррали интегрални хиеоблаймиз:

* , ( * ,  у)=  _  гу(х> у ) =  -  у = 4 =  ,

V  1 +  г'х [х, у )  4  г  ‘ (дг, у )

S i
VГ*-X



Демак,
/ =  ( f  (х  +  И -  V г г  -  х* -  у* ) V  1 + ? ' * ( * .  у )  +

(О)

=,ЯЫ=%+' К
(О)

Кейинги иитегралда узгарувчиларни алмаштирамиз:
х  =  р cos г|), г/ =  р sin

Натижада
2я г __ 2л г

p(cos\|H-sirnj>)

* Г

+ г [  ( ( Pd  р  ' jd'P==r [  (cos ф +  sin  t|j) dxp j  r - 2 n J l ^ Kr,

о о 
2л r

0 0 0 

Д емак, берилган интеграл

оулади.
3. Ушбу

f 1 (*  +  У +  г ) d s  — я/’5 
"(S)

J  \ х ( у  -t- г  )ds  
(S)

интегрални карайлик, бунда (S) —  х  — ] / ft2 —  у г  цилиндрик сиртнинг г =  0, г =  с 
( с >  0) текисликлар орасидаги кисми.

Модомики, бу (S ) сирт x = \ / b - —y 2 куринишда берилган экан, унда интегрални 
хисоблаш учун (20.6) формуладан фойдаланиш лозимдир.

J j  f (X, у ,  г ) d s  =  J J  f ( х (у ,  г),  у ,  z ) V I +  ху'  ( у ,  г ) ]+ х' ;  (у, г) dydz.
(5) (D)

Бунда (D) coxa (S) сиртнинг Oyz текисликдагн проекциясидан иборат:

(£>) = ((у, г) € № - х  = Vb*  — у2, г = О, г = с} =
=  {(</, г ) е -  0 < г < с ) ,

х  =  >' Ь2—г/2 функциянинг хусусий хосилалари

*,,(у. •?) =
У

|/ *2—̂ 2
булади. Демак,

И(S)

X (у  +  2)d s=  [  j* v 62- y 2 (г/ +  г) 

(О)

dydz—

=  6 И  (;/ +  z)dy  dz 
( O )

булади. Б у тенгликнинг уиг томонидаги икки каррали интегрални -V1*
соблаб топа*#

Я
( D )

(у  +  г) Ь § ( § ( y  +  z ) d z ) d y  =  b j [ y z +  2 )г~ЪЛУ 
- Ь  О -Ъ

-ь

= **CS-
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:<**' f f  х  ( у - ( - г )  d s  =  i*c* .
(S)

2- §■ Иккинчи тур сирт интеграллари

^ Б д о о д а  2 =  2 (х, у) тенглама билан аникланган (5) снртни ка- 
■ _ 5уцда 2 (х , у) функция чегараси булакли- силлик чизик;дан ибо- 

•'ffif.iraH (#) сохада ((D) c z tf2) берилган, узлуксиз, г ;  (х, у), г ' (х, у) 
'’ ■j ^осилаларга эга хамда бу хосилалар х,ам узлуксиз. Одатда 

сиртни силлик сирт дейилади. Силлик сирт >£р бир (х0, уа, 
!^ и д а  уринма текисликка эга булади.
:-\яди (5) сиртда унинг чегараси билан кесишмайдиган К ёпик чи- 

м  олайлик. (х0, Уо, 20) ну^та сиртнинг К ёпик чизик билан чега- 
^явган кисмига тегишли булсин. Бу чизикни Оху текислигига проек- 

■̂шймиз. Натижада Оху текисликда хам К„ ёпик чизик х.осил була- 
Мазкур курснинг 19-боб, 2-§ ида текисликдаги ёпик чизикнинг 

, сбат ва манфий йуналишлари киритилган эди. (5) сиртдаги ёпик чи- 
:.'гаШг мусбат ва манфий йуналишлари хам шу сингари киритилади. 
jvHii Щ1 айтии] керакки, йуналишнннг мусбат ёки манфийлигини 
дяцлаш ^аракатланаётган нуктага кай томондан царашга хам боглик.

Сиртнинг (х0, у 0, 20) нуктасидаги уринма текисликка шу нуктада 
зерпендикуляр утказайлик. Бу перпендукулярнинг мусбат йуналиши 
;еб шундай йуналиш оламизки, унинг томонидан каралганда иккала
■ хамда К„) ёпик чизикларнииг йуналишлари мусбат булади. Унинг 
канфнй йуналиши эса шундай йуналишки, у  томондан каралганда К* 
■янг мусбат йуналишига К нинг манфий йуналиши мос келади. Пер- 
вдукулярнинг мусбат йуналиши буйича олинган бирлик кесма сирт- 
ВДг (х0, у0, г0) нуктадаги нормали дейилади.

Нормалнинг Ох, Оу ва Ог укларининг мусбат йуналишлари билан 
“Шкил килган бурчакларини мос равишда X, р, у  оркали белгиласак,

co sa  = ----------— = .....  ■ co s p  = -------------------------------

cos 7 = — --------- (20.7)

«аг, г 8?, нормалнинг йуналтирувчи косинуслари дейилади (ка- 
Фихтенгольц, «Математик анализ асослари», II цисм).

:нЛУк лаш мумкинки, силлик (5) сиртнинг барча нукталаридаги пер- 
'  де. , Г рлаРн н " г  мусбат йуналишлари (нормаллари) бир хил булади. 
*4,1 уа К’ манфий йуналишлари хам. Шунга кура, сиртнинг икки то- 

(̂ Иртн'П;1л ^ш уича киритилади.
'°“ДанННГ устки томони деб, унинг шундай томони олинадики, бу 

|Иг**Царалганда иккала (К ва /Сп) ёпик чизикларнииг йуналиш- 
булади.



Сиртнинг устки томони каралганда Кп билан чегараланган текис 
шаклнинг юзи мусбат ишора билан, пастки томони (иккинчи томони! 
каралганда манфий ишора билан олинади.

1. И к к и н ч и  т у р  с и р т  и н т е г р а л и н и н г  т а ъ р и ф и .  / (*, у г, 
функция (5) сиртда берилган булсин. Бу сиртнинг маълум бир том0- 
нини олайлик. Сиртнинг Р булинишини ва бу булинишнинг хар бип 
(Sk) булагида ( * = 1 , 2 ,  . . . ,  л) ихтиёрий ( lk, л*. £*) ну^та (k i
=  1, 2.............п) олайлик. Берилган функциянинг (|fc, rjfe, gft) нуктада.
ги f (|fc, л*, £*) кийматини (Sk) нинг Оху текисликдаги проекцияси (Dk) 
нинг юзига купайтириб куйидаги йигиндини тузамиз:

П

o =  k̂) ° к- (20.8)
k=i

(S) сиртнинг шундай
P v  P2............ PM, ■ ■ • (20.9)

булинишларини караймизки, уларнинг мос диаметрларидан ташкил топ» 
ган

‘ ’ "АРт ' ' ‘ ‘
кетма-кетлик нолга интилсин: Я р ^ -^ 0 . Бундай Рт  ( т  — 1, 2, . . . )
булинншларга нисбатан / (лг, у , z) функциянинг интеграл йдаиндилари- 
ни тузамиз. Натижада (S) сиртнинг (20.9) булинишларига мос. интег
рал йигиндилар кийматларидан иборат куйидаги

о 2, ■ • • ,стт , • . •
кетма-кетлик хосил булади.

20.5-т а ъ р и ф . Агар (S) сиртнинг хар цандай (20.9) булинишлари 
кетма-кетлиги \Рт \ олинганда хам, унга мос интеграл йигинди кий
матларидан иборат {ctJ кетма-кетлик, (£*, r)fe, gft) ну^таларни танлаб 

олинишига боглик; булмаган х;олда хамма ва^т битта I сонга интилса, 
бу / а  йигиндининг лимити  деб аталади ва у

lim  о =  lim  У  / Gk> У  Dk =  I  (20.10)
\Р - о  >.р -О

каби белгиланади.
Интеграл йдаиндининг лимитини ^уйидагича хам таърифлаш мум

кин.
20 .6 -т а ъ р и ф .  Агар у е > 0  олинганда хам, шундай б > 0  топил

саки, (S) сиртнинг диаметри \р <  б булган хар цандай Р  булинишй 
Хамда хар бир (S k) булакдан олинган ихтиёрий (|ft, i\,, gfc) лар учун

| ст — / 1 <  е
тенгсизлик бажарилса, у  холда / сони а  йириндининг лимити  Де0 
аталади ва у  (20.10) каби белгиланади.

20 .7-т аъ р и ф . Агар Яр ->-0 да f  (х, у , г) функциянинг интегра-^
йиншдиси о чекли лимитга эга булса, / (х, у, z) функция (5) са^  
нинг танланган томони буйича интегралланувчи функция деб ата-
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дИ. Бу йи ри н д и н и н г чекли лимити 1 эса, [ (х , у, г) функциянинг (S ) 
фтнинг танланган томони буйича иккинчи т у р  сирт интеграли деб 

1ади ва у
(Т / (х, У, z) dxdy

(S )

)би белгиланади. Д ем ак,
П

I ( / (х, у, г) dxdy =  lim а  =  lim  У  f  (g4, i]t , £fc) Dk.
(S) -°

Функция иккинчи тур сирт интегралининг куйидагича
Jj’ / (х, г/, z) dxdy (20.11)
(S)

[гиланишидан, интеграл (5) сиртнинг кайси томони буйича олинГан
ди ги куринмайди. Бинобарин, (20.11) интеграл тугрисида ran борганда, 
.хар гал интеграл сиртнинг кайси томони буйича олинаётганлиги айтиб 
бориладн.
■  Равшанки, / (х, у, г) функциян.шг (S) сиртнинг бир томони буйича 

олинган иккинчи тур сирт интеграли, функциянинг шу сиртнинг ик- 
кьнчи томони буйича олинган иккинчи тур сирт интегралидан ({икат 
ншораси билангина фарк килади.
' Юкорндагидек,

Я  / (х, У, г) dydz, ff / (х, у , z) dzdx
(S ) (S)

иккинчи тур сирт интеграллари таърифланади.
1 Шундай килиб, сиртда берилган / (х, у, г) функциядан учта — Оху 

тфсисликдаги проекциялар, Оуг текисликдаги проекциялар камда Огх 
текисликдаги проекциялар воситасида олинган иккинчи тур сирт интег
рали тушунчалари киритилади.

Умумий )\олда, (5) сиртда Р (х, у, z), Q (х, у, z), R (х, у, г) функ
циялар берилган булиб, ушбу

ff Р (х, у, z) dxdy, [ f  Q (х, у, z) dydz, j f  R (x, y, z) dzdx
(S) (S) (S)

интеграллар мавжуд булса, у  хрлда
• J f  Р (х, у, z) dxdy +  f f  Q (х, у, г) dydz +  f f  R (х, у, z) dzdx

К  (S) (S) (S)

ЧИнди иккинчи тур сирт интегралининг умумий куриниши деб атала- 
Дч ва у

J’ f Р (х, у , z) dxdy +  Q (х, у, z) dydz +  R (х, у, г) dzdx
(S)

белгиланади. Д емак,
I \ Р  (х, у , z) dxdy +  Q (х, у, z) dydz -f  R (x, у, z) dzdx —
(•S)

I — f j  P (x, y, z) dxdy +  fj Q (x, y, z) dydz +  ff R (x, y, z) dzdx.
<s )  ( S )  ( S )
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Энди Rs фазода бирор (V) жисм берилган булсин. Бу ж 
турган ёпик сирт силлик сирт булиб, уни (S) дейлик. их Исмнн урэд 
ция (I/) да берилган. Оху текисликка параллел булган тек!/ ’ Фупк- 
(V) ни икки кием га ажратамиз: (V7) =  (Кх) +  (У)2.’ Н атиж ада^1̂ билан 
турган (S) сирт хам (S ,) ва (5 2) сиртларга ажралади. Ушбу УНи УРаб

f j' fix, У, г) dx dtj +  I' f f{x, у, z) dx dy
(St) i s , )  Ш.10)

интеграл (агар v мавжуд булса) f ix ,y ,z )  функциянинг ёпик СИПт 
йича иккинчи тур сирт интеграли деб аталади ва] ' бУ-

(рф fix ,y ,z )d x d y  
(S)

каби белгиланади. Бунда (20.12) муносабатдаги биринчи интеграл к  
сиртнинг устки томони, иккинчи интеграл эса (So) сиртнинг пастки 
мони буйича олинган. Худди шунга ухшаш

:} j. f ix , у, z) dydz, j ‘ f  fix , у, z) dzdx
<S) (S)

Хамда, умумий ^олда

[ ( P (x, у, z,) dxdy - f  Q(x, y, z) dy dz - f  R(x, y, z)dzdx
( S )

интеграллар таърифланади.
2. У з л у к с и з  ф у н к ц и я  и к к и н ч и  т у р  с и р т  интеграли.  

Фараз килайлик, R3 фазода (5) сирт z =  z(x, у) тенглама билан берил
ган булсин. Бунда г =  г (х, у) функция чегараланган ёпиц (D) сохада 
((D) a  R-) узлуксиз ва г'х{х, у), zfj(x, у) хусусий хосилаларга эга хамда
бу хосилалар хам (D) да узлуксиз.

20 . 2 - т е о р е м а .  Агар f ix ,  у , z) функция (S) сиртда берилган ва 
узлуксиз булса, у .\олда бу функциянинг (5) сирт буйича олинган 
иккинчи т у р  сирт интеграли

J j fix , у, z)dxdy
(S)

мавжуд ва
ff fix, у, z) dxdy =  И / (х, у, z (х, у)) dx dy
(S> (D)

булади . ^..  ̂"jjipH
И с б о т .  (S) сиртнинг Ps булинишини олайлик. Унинг oy« '̂  

(5 ,), (S 2), • • • , (S„) булсин. Бу сирт ва унинг булакларининг ^  
текисликдаги проекцияси (D) нинг Ри булинишини ва унинг I ^  
. . . (Dn) булакларини .\осил кнлади. Р5 булинишга нисбатан . 
йигиндини тузамиз:

п (20°'

* = 1 барЧа 0,
Агар (5 ) сиртнинг устки томони каралаётган булса, у >\ОЛДа 
лар мусбат булади.
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й м о М И К Н , f{x,  у, Z) функция 2 =  г  (х, у) сиртда берилган экан, у 
д?гярувчиларнинг куйидаги функииясига айланади: 

f ix ,  у , г) =  /(х, у, z (х, у)).

£* = 2 (|„ 11, )  ( * = 1 , 2 .............. п)
кели6 чицади. Натижада (20.8) йигинди ушбу

о =  ' I f i l k ,  Л*, z ( lk, \ ))  Dk 
k— 1

ш11шга келади. Бу йигинди f(x , у, г(х, у)) функииянинг интеграл 
«ядиси (икки каррали интеграл учун интеграл нишнди) эканини 

&аш кийин эмас. Агар f(x , у, z ( x ,y )) функциянинг (D) да узлук- 
■з э к а н л и г и н и  эътиборга олсак, унда 0 да

2  % ’ 2(6*» *1»))^* 
к== 1

шяндн чекли лимитга эга булади ва

lim V  / (£*, г(£*, \))Dk =  J [ f(x , у ,  z (лг, у)) dx dy
A ->0j 

D *=1
)D)

Демак,
lim о =  lim \  f i l k, ']k $h)-D k =  
xp ->o Xps ~

*= l

-чади.

П
=  l im  V  / (£* , Л *. г  (£ * , л * ))  D k =  f  j f  {x, у ,  г  ( x ,  у)) dxdy .

Хро*° V )
■  К эса

[j /  (x, y ,  z) dxdy  =  j'(' /  (а, у,  г (дг, г/)) dxdy
(S) (S)

.’Лиши келиб чикади. Теорема исбот булди.
Агар (S) сиртнинг пасткн томони каралса, унда барча D, лар ман- 

111-1 булиб,

J J /  ix, у ,  z) dxdy  =  — | | f  (х, у ,  z ( x ,  у)) dxdy
(S) ' (D)

%Дди юцоридагидек, тегишли шартларда
f J /  (*> у, 2) dydz,  (' С f  ix,  у ,  г) dzdx
IS) (&)

Т^ллар мавжуд булади ва
f j  /  ix,  у ,  z )d y d z  =  f f  j  (x (у, z), у,  z) dydz,

Ш  <s>
ГГ /  (x, y,  z) dzdx  =  Cj7 ix, у iz, x), г) dzdx  

-ади ,5) <0‘>
л
Й»«сСиИа т ижа .  Ясовчилари Oz уцнга параллел булган (5 ) цилин- 

х0.1дРТНи ^арайлик. / (х, у, г) функция шу сиртда берилган булсин.

ff / ix,  У, z) dx dy
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( ) / ( * ,  у, z) dxdy = 0.
'(S i

Худди шунга ухшаш, тегишли шартларда
[  f f (х, У, z) dydz = 0, (' f f (х, у, г) dzdx = 0
"(S) "(S)

булади.
Бу тенглнклар бевосита иккинчи тур сирт интеграллапи 

дан келиб чикади. ' ' таъРнфц.
Юкорида келтирилган теоремадаи фойдаланиб, иккинчи tv 

интеграллари хам икки каррали Риман интеграллари xoceajianf °н?т 
хоссаларга эга булишини курсатиш ва уларни келтириб чикав Каби 
укувчига ка вата этамиз. РНШнн

3. И к к и н ч и  тур  сирт интеграллар и ни  хисоблаш Ю
рида келтирилган теоремадан фойдаланиб иккинчи тур сирт интегм  ̂
ларини хисоблаш мумкин. Унда иккинчи тур сирт интеграллари т® 
каррали Риман интегралларига келтириб хисобланади:

f  f  f (х. У. г) dxdy = f С f(x , у, z (х, у)) dxdy,
(S) (О )

мавжуд булади ва у нолга тенг:

f f  f (х, У, Z) dydz = f [  f (x (у, z), у, z) dydz,
'(S) '(D)

(' f f (X, y, z) dzdx = f  f  f (x, у (z, x), z), dzdx.
(S) (D)

М и со л . Ушбу

Я  ( * , + 1 +кг) dxdy
(s) x2 ц1 г2 - '

шггегрални карайлик. Бунда (S ) — ----j- ---- [------ 1 эллипсоиднияг г = О ,е‘
а2 Ьг с2

кисликдан паст да жойлашган щисми булиб, интеграл шу сиртнинг пасткн томони . 
нича олинган.

Равшанки, бу (S) сиртнинг тенгламаси куйидагича булиб,

г
уиинг Оху текислигидаги проекнияси

- -

энпипсдан иборатдир.
(S ) сирт хам, бу сиртда берилган

уг
f (x ,  у. Z) =  —  +  — + kz 

функция хам 20.2- теореманинг шартлариии каноатлантиради. У  хрлда_____  I

Я  (S + - S  +**) — J J  ( ? + * - *
(S) (О)

376



But- Интегра.'Интеграл (S ) сиртнинг иастки томони буйича олинганлиги сабабли тенглик- 
Ч1' томонидаги икки каррали интеграл олднга минус ишораси кунилди.

Г Г /  /------------■  -И
(О) , _____________

■  - Я
(D)

Я ^ ар р ал!г интегРални хнеоблаймиз. Икки каррали интегралда узгарувчиларни 
х =  а р cos <р, у — b р sin q> 

j n  алмаштириб цуйидагиии топамиз:

1
Ч2 Л'2

2л I

|Й

: аЬ

“  — ~  ) dxdy =  С | j (кс V 1 —р2—р2) abpdp] с/<р=
' 6 О

J  [ j  (АТС р У  1-р2 -p3)dp|rf<p =  2 j ia 6 | - - j-

№  °  / 1 кс \=  2 nab ( ~  + —  j .

(1 — р»)3/2 рМ1 
3/2 ~  4 Jo

Дсмк,

(S>
4. Б » р н н ч и в а и ккинчи  тур  сирт и н т е г р а л л а р и о р а с н- 

даги бог лан иш. Биз 19-бобнинг 4-§ да биринчи ва иккинчи тур 
згрн чизшуш интеграллар орасидаги борланишни ифодалайдигаи фор- 
мулаларян келтирган эдик.

Шунга ухшаш, биринчи ва иккинчи тур енрг интеграллари ораси- 
ДЗП1 богланишни ифодаловчи формулалар хам мавжуд.

(5) сирт ва унда берилган / (х, у, г) ва Р  (х, у, z), Q (х, у, г), 
°  (*> У, г) функциялар тегишли шартларни каноатлантирганда (карал- 
Сйн> 2-§ нинг 1-пункта) ушбу

Г Г /  (X, у ,  z) dydz = f  I / (X, у ,  Z) cos a  ds,
(S; • <S)

f f  / (X , y, z) dzdx = f  I / (X, y, z) cos p ds,
• ' (S) “ (Й

f  f  f (x, y, z) dxdy = f  (7  (x, y, z) cosv ds,
VMifu, > <s> (s>•'Ми« -\олда

J f p  (.V, y, z) dydz + Q (x, y, Z) dzdx 4- R (x, y, z) dxdy — 
<S) ^

^ J f  I/* (X, у , z) cos a -f Q (a-, y, z) cbs p -f R  (x, y, z) cos y] ds

(20.13)

( S )

У̂ла̂ тар уринли булади.
“ Формулаларнинг тугрилигини исботлашни укувчига хавола этамиз.



3- §. Стокс формуласи

R3 фазода z = z (х, у) тенглама билан аникланган силлик (<& 
берилган булсин. Бу сиртнинг чегараси д (S) булакли- силлик с%  
зик булсин. (S) сиртнинг Оху текисликдаги проекциясини (D) ЗГ*3'1 Чн' 
Унда д (5) нинг проекцияси д (D ) дан иборат булади. Дейлик

Фараз килайлик, (S) сиртда Р  (х, у , г) функция берилган 6v 
узлуксиз булсин. Ундан ташкари бу функция (5) да ■Ли̂  у

дР (дг, у, г) дР (дт, у, г) дР (дт, у, г)
дх ду дг

хусусий хосилаларга эга ва улар узлуксиз булсин.
Ушбу

f  р (X, у, z) dx
д' (S)

эгри чизикли интегрални карайлик (унинг мавжудлиги равиан). Aran 
д (5) чизикнинг (5) сиртда ётишини эътиборга олсак, у холда *

| Р  (х, у, z) dx =  j ‘ Р  (х, у, z (х, у)) dx
&S) diS)

булади.
Энди Грин формуласидан фойдаланиб ушбуни топамиз:

1 Р  (х, у, z (х, у)) dx = —  i f  
дф) ’ (Ь)

дР (дг, у, г (дг. у)) 
ду

dxdy.

РаЕшанкн, Р  (х, у, z (х, у)) функциянинг у узгарувчи буйича хусу
сий хосиласи

дР (дг, у, «- (дт, у)) дР (дг, у, г (дг, у)) ^  ^  ^  
ду дг у

булади.
Ушбу бсбнинг 2-§ ндаги (20.7) муносабатлардан

г' (х, у) = — COS Р

cosy
булишини эътиборга олсак,

J J  |~ " Р  U . !>: ■' +  dP (X,y .^ (x ,y ) l  z . (Х) у )| dxdy =

дР (к. у ,  г (дг, i/ i ) _  дР (дг, у, г (х, у)) cos Р j dxdy
Ф )

= шф) <>У дг cos у

булади.
Натижада каралаётган интеграл учун куйидаги т е н гл и к к а

бу

ламиз:
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)' Р  (х, у, г) dx =  —
d(S)

К  Г Г  | дР (х, I/, :  (X, !/)) _  дР U . у. £ (a'. j/)> cos ft j

I  (°>
2-5 даги 20.2-теоремадан фойдаланиб (20.14) тенгликнинг унг то-

Щадаги икки каррали интегрални иккинчи тур сирт интеграли орка- 
^ифодалаймиз:

дР (х, у, г (х, у)) _  дР (х, и, г {х, у)) cos 01 . _
ду дг cos y j

- Я [
( S )

дР (дс, у, г) дР (х, у, г) cos ft
ду dz cos у

-j dxdy.

Бу тенгликнинг унг томонидаги иккинчи тур сирт интегралини, (20.13) 
формулага асосланиб, биринчи тур сирт интегралига келтирамиз:

Я [(S)

дР (х, у. г) дР (х, у, г) cos ft
ду дг cos у

Г Г Г дР (х, у, г) дР (х, у, г) cos ft
Я [
(S)

я
( S )

ду аг

дР (х, у, г)
ду

cos yds —  | (j

cos у .

V  dP [x, ii, z)

j •dxdy — 

cosy ds =  (20.15)

dz
cos pds.

<S)

Ва ни.\оят, яна (20.13) формулалардан фойдаланиб куйидагини топамиз:

(S)

дР (х, у, z) 
ду

cosy ds
- я

(S )

дР (х, у, г) 
ду

dxdy,

J J  ~Р -ХдгУ' г) cos fids = j  j* дР^ У ' г) dzdx. (20.16)
(S) (S)

(20.15) ва (20.16) муносабатлардан

J  P (x. y, z) dx = ff m x - W JE z J L A  dxdy 20.17)
d<s, J  J  ^  dy

(S>

fflWiuit келиб чикади.
# ( * ади шУ«Дай мулохаза асосида (S) сирт ва унда берилган Q (х, у , г), 

' У< 2) функциялар тегишли шартларни бажарганда ушбу
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j  Q (лг, у, 2) dy _  f  j  m L J h A  d x d y  -  
US) (S)

f  R (x, y, z) dz = (T d y d z - ^ U L U  dz, I
dU й  a,J d* dx <20 >*)

формулаларнинг уринли булиши курсатилади. (20.17) ва (20 i»\ 
мулаларни хадлаб цушиб куйидагини топамиз: '  ' > Фор-

f  Р  (х, у, z) dx +  Q  (х, у, z) dy +  R (х, у, z) dz =
0{S)

_  j j *  |  (*. y> ?) _  dP  (£ i У- dxdy +  __ . j

j dzdx. (20.19)

(S)
dQ (x. у. г)

dz

<>У

dP (x, y, z) 
dz

dR (x, у, z) 
dx

Бу Стеке формуласи деб аталади.
20.2-натижа. Мазкур курснинг 19-боб, 3-§ идаги Грин формула

си Стокс формуласининг хусусий холидир. Хаки^атан хам, (20.19) 
Стокс формуласида (5) сирт си(|>атида Оху текисликдаги (D) соха один- 
са, унда г = 0 булиб, (20.19) формуладан

dxdy\ Р  (х, у) dx +  Q (х, у) dy = j  j |СС Г dQ (х. у) dP (х, у)1
J J  [ dx dy

дф) ф)
булиши келиб чицади. Бу Грин формуласидир.

Шундай килиб, Стокс формуласи (S) сирт буйича олинган 11 тур 
сирт интеграли билан шу сиртнинг чегараси буйича олинган эгрн чи
зикли интегрални бог ловчи формуладир.

4- §. Остроградский формуласи
R 3 фазода, пастдан z = <рх (х, у) теглама билан аникланган сил- 

лиц (5J  енрт билан, юкоридан z — ф2 (х, у) тенглама ёрдамида _ани
______ _ 7—ip /х и, ланган силлик (5г) сирт билан, ен

^  у мондан эса ясовчилари Oz УкИГтби.
раллел булган цилиндрик (53)си р т . я 
лан чегараланган (V) со.хани яГЙ 
карайлик. Унинг Оху теК1'^  нйНГ 
проекцияси (D) булиб, бу (и> дрцк 
чегараси юкорида айтилган иил ^  
сиртнинг йуналтирувчиси сифат ■ ^

' Z=f,n.у  нади (28-чизма)
(<Pi (х, У) <  ф2 (х, У)> (*’ " г)
Фараз кнлайлик, (V) Д3 Д ,,*’ б)'л' 

28-чизма функция берилган ва узлУк ,
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рундан ташкари бу функция шу сохада
dR (дг, у, г)

дг

^осилага эга ва бу хосила хам узлуксиз. 
^СрааШанки, бу хрлда ш

(И)

dR (дг, у, г) 
дг

азвжуд булади ва 18-бобнинг 10-§ ида келтирилган формулага кура

Г J  J  dR {х̂ ' 2) dxdydz = J  J  ( J  а’- ) dxdy (20-20)
(°> VAX,у)

булади.
Агар

ф,(ДГ. у)
L. Г -R- х~~- - dz = R (х, у, ф2 (х, у)) — R (х, у, Ф,. (х, у))

9,1*. У)
булишини эътиборга олсак, у хрлда

<Рг(Х,У)
dR (X, у, г) Л  d x d y^   ̂ j  R  (х  у  %  ^  у )) _

"(О)( ° )  ф! (Х ,у )
дг

— f f Я (х, у, фх (х, у))
ф )

(20 . 21)

булади. Бу тенгликнинг унг томонидаги икки каррали интегралларни , 
Ц  даги формулалардан фойдаланиб, сирт интеграллари оркали ёзамнз:

J  I* R  (х, у, ф2 (х, у)) dxdy—  ̂J  R (х, у, z) dxdy,
Ф )  (S.)

j  (’ R(x, у, фх (х, у)) dxdy— С R  (х, у, z) dxdy. (20.22)
Ф) \S,)

Келтирилган тенгликлардаги сирт интеграллари сиртнинг устки томони 
°Уиич$ олинган. (20.20), (20.21) ва (20.22) муносабатлардан куйидаги- 
18 Топамиз:

S  I  J  I  ^  <Х'д~~ ^ ' dxdljdz — J  J  R (х< У’ 2) dxdlJ +
&) (S.)

+  f f  R (X, У, z) dxdy. (20.23)

irt, Зенгликнинг унг томонидаги иккинчи интеграл (5,) сиртнинг паст- 
41 т°Мони буйича олинган.



(S3) сирт ясовчилари Oz укига параллел булган цилии 
булганлигидан ' " НдРик С1)[Тг

j ( R (х, у, z) dxdy = О
\s\) (20.24)

булади. (20.23) ва (20.24) муносабатлардан
I  J  j  d x d y d z  _  j j  R  %  , ш 2 )  d x d y +  у  s  ^  г ) ^ +

+ )’ (Я  (*. У, 2) dxdy = :j; f  я  (х, у, г) dxdy
\S',) ‘ (S)

булиши келиб чикади. Бунда (S) — (V) жисмни ураб турувчи 
Демак, " h' J ‘ СИРТ-

J J J  * (*. У. 2) dxdy. (20.25)
(V) (S)

Худди шу йул билан, (V) хамда Р  (х, у, z), Q (х, у, г) лар тегишли 
шартларни каноатлантирганда куйидаги

J  I J  ~ % Jx ~  dxdydz = р (х< У’ г) dlJ dz> (20.26)
(V) (S)

J  1 j  ° °   ̂ dxdydz = ф ф  Q (х- у’ 2) dzdx (20.27)
(V) У (S)

формулаларнннг гуррилиги исботланади.
Юкоридаги (20.25), (20.26) ва (20.27) тенгликларнн хадлаб кушиб

куйидагини топамиз: И  I ( ,1Р(-Х' у' г- + (х~ у' ^ +
J  J  J  \ дх ду
(V)

+ --R--^-y--z) ) dxdydz = (j)(jp Р  (х, у, z) dydz +  Q (х, у, z) dzdx +
<sj

4- Я (дг, у, z ) dxdy.
Бу формула Остроградский формуласи деб аталади.

2 1 - Б О Б

ФУРЬЕ КАТОРЛАРИ
Биз юкорида, курсимиз давомида, мураккаб функцияларни УлаР^” 

соддарок; булган функциялар оркали ифодалаш масалаларига бир н 
марта дуч келдик ва уларни ургандик. Бу соха даги классик масала» ^ 
дан бири — функцияларни даражали каторларга ёйишдан иборат бу 
у мазкур курснинг 13-бобида батафсил урганилди. имки.-

Агар каралаётган функциялар даврий функциялар булса, тзои 
уларни соддароц даврий функциялар билан ифодалаш лозимбулад •- 
бир х,ади содда даврий функциялар булган функционал КаТ0Рла н̂1,я.'1зр 
ганиш мураккаб даврий функцияларни соддарок даврий ФУ1,К1 
билан ифодалаш масаласини хал этишда мухим роль уйнайди.



Всдбу бобда, ĵ ap бир хади махсус даврий функциялар булган функ- 
В 1 Я каторлар — Фурье цаторларини урганамиз.
Влугрье а̂горлари назарияси математик анамизнинг чуцур ва кенг 

ь^илган булими булиб, унинг амалий масалаларни хал цилишдаги 
Щмкаттадир. Бу сохада жуда куп илмий изланишлар олиб борилган 
1 ,̂-s.hm нагижаларга эришилган.
в* 5нз цуйида Фурье каторлари назариясининг асосий тушунчалари, 

„лари ва ютуклари билан дастлабки тарзда танишамиз.
JIB» '

1- §. Баъзи мух,им тушунчалар
ушбу параграфда келгусида керак буладиган баъзи мухим тушунча- 

„ ш— функанялапни даврий давом эттириш, гармоникалар х;амда бу- 
ibWih- узлуксизлик, булакли- дифференциалланувчилик тушунчаларини
келтирамиз. „

1. ф ун кц и ял ар н и  даврии давом эт гириш. f(x) функция 
а, Ь\ ярим интервалда берилган булсин. Бу функция ёрдамида куйи-

Р(х) = f(x  — (b — а )т ), х£{а 4- m{b — a), b +  m(b — a] 
(т = 0, ± 1, ± 2 ,  . . . )  (21.1)

функцияни тузамиз. Равшанки, энди f* (х) функция (—оо, +оо) ора
ликда: берилган ва даврий функция булади. Унинг даври Т0=Ь — а га 
тенг. Бу бажарилган жараённи функцияни даврий давом эттириш  
дейилади.

Агарда берилган /(%) функция (а, Ь] да узлуксиз функция булса ва 
/(а +  0) = lim f(x )= f(b )

x-+a+0
булса, у з̂ олда давом эгтнрилган f*(x)функция (—оо, 4-оо) да узлук- 
ая булади.

Масалан, f(x) = 2 ]/~х(1— х) функцияни даврий давом эттиришдан 
ЗД 1л булган функциянинг гра[шги 29-чизмада тасвирланган.

Агарда берилган f(x) функция (а, Ь] да узлуксиз функция булса ва 
/(а + 0) = lim }(х )Ф [(Ь )

■ х— а-1-0
°улса, равшанки f*(x) функция х = а+  т (Ь  — а) (тг — ± 1, ± 2 , . . ) 
нУкталарда узилишга эга булади.

Масалан, ( — 1, 2] ораликда берилган /(х) = х2 функцияни дазрий 
«авом эттиришдан хрсил булган функциянинг графиги 30-чизмада тас- 
ВДрланган.

29- чилма.



-з -2 -/ 0 1 2  3

30- чизма.

/(*) Функция [а, b) ярим интервалда берилган булса, уШ1 давп . 
давом эттириш хам юкоридаги сингари бажарилади:

f*(x) — f(x  — (b— a)m), х£[а +  т (Ь  — a), b + m (b ~ a)
(т  = 0 , ± 1, ± 2, . . .).

Агарда f(x) функция (а, Ь) да берилган булса, уни (— с», -f оо)/ 
. /{а +  т (Ь  — а); т  = 0, ± 1, ± 2, . . — X*  тупламга даврий давом 

эттириш мумкин:

Г(х ))=  f (х — (Ь ~ а )т ), х£(а +  т (Ь  — а), Ь + т (Ь  — а))
(т  — 0, ± 1, ±2, . . .).

И зо .у f(x) функция [а, Ь] да берилган булса, уни (— оо, +оо) 
га, умуман айтганда, икки хил даврий давом эттириш мумкин:

f*(x) = f(x — (b — a)m), х£(а +  m(b — a), b + m(b — a)]
( т  =  0, ±  1, ±  2, . . .).

f**(x) — f (x — (b — а )т ), х £ [а -f m(b — а), b + т (Ь  — а))
(т  =  0, ± 1, ± 2, . . . ).

21.1-лемма. f(x) функция (а, b] оралшфа берилган ва у >аУ 
ораликда интегралланувчи булсин. У  %олда f(x) ни ( — ~Ь ° °)  га
даврий давом эттиришдан уносил булган f*(x) функция ихтиёрий 
(а, а -f (Ь—а)] да интегралланувчи булади ва

формула уринли булади.
И сбот. Шартга кура /(х) функция (а, Ь] да интеграллар  

/*(х) функциянинг тузилишига биноан (каралсин, (21.1) унинг « , 
+(&—a)] (y- a£ R ) да интегралланувчи булишини топамиз.

Аниц интегралнинг хоссасига кура

а-г(Ь-а) Ъ
j  f* (x)"dx = j7 W  dx

a a a b
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буЛЗД» . Равшанки, у-х£(а, Ь] учун /*(х)=/(х). Демак,

\f*(x)dx = j  / (jc) dx.

ЗяДй
a- f (Ь—a)

f /* (x) dx 
'b

интегралда x = у + (b — а) алмаштиришни бажарамиз:
a+(&-e) a a  a
Г  f f*  (x)dx = j  Г  (У +  (b -  a)) dy = \ r  (y) dy == -  [ Г (у) d*,.

b a a a
Натижада (21.2) тенглик ушбу

a- f(6 —a ) b

j  f* (x) dx =  j' / (x) dx
a a

куринишга келади. Бу эса 21.1-леммани нсботлайди. Бу леммадаги 
(«) формула содда геометрик маънога эга: [31- чизма даги штрихланган 
юзалар бир- бирига тенг.

2. Гармоникалар. Ушбу
/(х) — А • sin (ах  + р) (21.3

функцияни ^арайлик, бунда А, а, р — узгармас сонлар. Бу даврий
функция булиб, унинг даври Т  — га тенгдир. )̂ акикатан хам,a

f(*  + — -j = A -sin a |̂ х +  -f pj = A • sin [(ax + P) +  2л] =

= A • sin (a x + p) = / (x).
БУ f{x)= A  •sin(ax+P) функция гармоника деб аталади.
_ Гармоникалар математика ва унинг татбикларида, физика ва техни
кой куп учрайди. Масалан, массаси m га тенг булган М  нуктанинг 
г̂ри чизик, буйлаб ОМ (ОМ = s) масофага пропорционал булган F  «=

~-~~ks куч таъсири остидаги .̂ аракати (тебранма харакати) s =  s (t) ни 
топищ ушбу

31- чизма.
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дифференциал тенгламани ечишга келади. Бу тенгламаннлг еч 
моникадан иборат булади. ИМи гар.

Берилган
f (х) =  А ■ sin (а х +  р)

гармониканинг графиги, у = sin х функция графигинн Ох па О и - 
буйича сикиш (чузиш) хамда Ох >'ци буйича суриш натижаеида 1К-Лар 
булади. Масалан, ц jgj ' •0СИл

f(x) = 2 sin (2х +  1)]
гармониканинг графигинн ясаш жараёни ва унинг графиги 3 2-чизмал 
тасвирланган.

Тригонометриядан маълум булган формула дан фойдаланиб, гармо- 
никани куйидагича ёзиш мумкин:

/(х) = A -sin(ax + р) = /l-(cosax-sinp +  sinaxco5)).
Агар

Л -sinp = а, Л-созр =7»Jj 
деб белгиласак, унда гармоника ушбу

/ (х) = a cosax + b sin ах  (21.4)
куринишга келади.

Демак, хар кандай (21.3) гармоника (21.4) куринишда ифодаланади. 
Аксинча, хар кандай (21.4) куринишдаги функция гармоникани 

ифодалайди. Шуни исботлаймиз. f{x) = a cos ах  +  b sin ах  булиб, а ва 
b лар узгармас булсин. Уни куйидагича ёзиб оламиз:

/ (х) = a cos a х -f b sin a x = ^  a2 + b2 |y  cos a x +
ь

V cfl + b*+  T r T T v i  s in a x  ] .

Агар

A
cos p

V  a2+ 6 2 
дейилса, у хрлда

/(x) = A -[sin p cos ax  -j- cos p sin a x] = A sin (a x +  P)
булишини топамиз. ,  уЛар-

Биз юкорида гармоникалар содда даврий функциялар булио^У^ 
нинг графиклари y = sinx функция графиги характерига эга оу- 
курдик. _ у 10*

Аммо бир нечта (турли) гармоникалар йдаиндисини ол^  > - афв- 
ааврий функция булсада, аммо анча мураккаб функция булад >
а8б





ги эса у = sin х функция графИги 
характеридан бир мунча tjiap̂ ' Ь;и, 
лади. Масалан, учга турли ran' 
моникалар:

Ьигн |лу

—  sin х, 
я Зл sin Зх,

33- чизма

— -- sin 5х
5 я

йириндисидан иборат ушбу
4 / j

ф (■*) -------- 1 sin х +  — sin Зх +я V 3 г
4- —  sin5x 

5
функция графигини царайдиган булсак, у 33- чизмада тасвирланган бу
либ, у = sin х функция графиги характерига ухшамайди.

3. Б у л а к  ли-узлуксизл  ик ва бу лакли-диффере нциал- 
л ан ув ч и л и к .  /(х) функция [а,Ь\ ораликда берилган булсин. Маъ- 
лумки, бу функция Y  х£(а,Ь) нуцтада узлуксиз булса, ^амда а ну̂ - 
тада унгдан, Ь нуктада чапдан узлуксиз булса, у хрлда f (х) функция 
[а, Ь\ сегментда узлуксиз дейилар эди.

Энди f (х) функциянинг [а, Ь\ да булакли-узлуксизлиги тушунчаси 
билан танишамиз.

Агар [а, Ь] оралицнн шундай
[a ^ J, [а&Д, . . . .  [ап_ {, ап] (а0 — а, ап = Ь)

булакларга ажратшц мумкин булсаки,
( [ а ,  Ь ] =  [оо, а , ]  U  [« 1, а*] I J  . .  . U  [ а „ _ , ,  о „ ] )

х£р бир (ak, ak+j) А = 0, 1, 2, . . . .  п — 1) да /(х) функщш узлуксиз 
булса, хамда х = ак нукталарда чекли унг f(ak +  0) (k = 0, 1, 2, 
n — 1) ва чап f{ak— 0) (k =  1, 2, . . ., п) лимитларга эга булса, у хол- 
да f(x) функция [ab\ да булакли-узлуксиз деб аталади.

Бошкача айтганда, агар f (х) функция \а, Ь\ ора лигнин г чекли сон- 
даги нукталаридан бошка барча нукталарида узлуксиз булса ва шу 
чекли сондаги нуцталардаги узилиши эса биринчи тур узилиш булса, 
функция [а, Ь] да булакли-узлуксиз деб аталади. Дх) функция [а, Ь\ 
да берилган ва узлуксиз булсин. Равшанки, бу функция |а, Ь\ да бу
лакли-узлуксиз булади.

М и со л. Ушбу

(Xs, агар 0 ^ х <  1 булса,
0, агар х =  1 булса,

— х, агар 1 <  х 2 булса

функцияни карайлик. Агар [0, 2] орали^ни [0, 1] ва (1,2) булакларга ажратсак 
[0, 2] = [0 , 1] U 11.2)), у ^олда [0, 1) ва (1,2] булакларда берилган функция уз-
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уксиз, х =  1 нуцтада эса чекли унг ва чап 
1 / (1 + 0 ) =  lim f(x) = — 1, / (!— 0) =  lim  f (х)= 1 

*-*1 + 0 *->1—0 
Кяимитлаога эга булиши топилади. Демак, берил- 
■ ган функция [0, 2] ораликда булаклн-узлуксиз- 
■дир (34- чизма).

Агар / (х) функция ( - 00 » -(- оо) да
:рилган булиб, унинг исталган чекли 

[а, Р] цисмида ([а,{5]с:(— оо, + оо)), бу- 
кли-узлуксиз булса, у хрлда f(x) функ- 

,ия ( — оо, + оо) да булакли-узлуксиз 
аталади

Айтайлик. /(х) функция (а, Ь] да бе- 
Шрилган ва булакли-узлуксиз булсин. Бу 

функцияни (— оо, + оо) га даврий давом 
Вггиришдан носил булган / * (х) функция 
■(— оо,-|-оо) да булакли-узлуксиз булади.

Масалан, Д х )= х (х£ (— л, я] булсин. Бу ф у н к ц и я н и  ( — оо, + о о )г а  
; даврий давом эттиришдан хрсил булган функциянинг графиги 35-чизма- 
да тасвирланган.

Энди булакли-дифференциалланувчилик тушунчаси билан танишамиз.
I f (х) функция |а, Ь\ да берилган булсин. Маълумки, бу функция 

\f-xd (а, Ь) нуктада дифференциалланувчи булса, хамда унинг а нуцта- 
да унг хрсиласи

/ >  +  0) =  П т  Пх)Па)

34- чизма

Ь нуктада чап хосиласи

Г Ф - 0)

x-ta - О

- lim
х-*0—0

f (х) — f (1>)

мавжуд ва чекли булса, у хрлда /(х) функция [а, Ь] сегментда диф- 
ференциалланувчи дейилар эди.

Агар [а, Ь\ оралицни [а, Ь\ = [а0, а,] U Ц , а21 U • • • U [а„=|, ап] 
буладиган шундай [а0, а,], [а,, а2|, . . . , [an_ v ап\ {ай=а, ап= Ь) булак
ларга ажратиш мумкин булсаки, хар бир (ak, ak+l) да (k = 0, 1, 2 . . .,

/

-7-
/

/
/
У Т

/

35- чизма
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36- чизма 37- чизма

п — 1) функция дифференциалланувчи булса хамда х = ак нукталарда 
чекли унг f  (ak +  0) (k = 0, 1, 2, . . .  , п — 1) ва чап /' (aft — 0) (/г = 
= 1, 2, . . . , п) хосилаларга эга булса, у х.олда f (х) функция [а, Ь] 
да булакли-дифференциалланувчи деб аталади.

Бошкача айтганда, агар / (х) функция [а, Ь\ ораликнинг чекли сон- 
даги нуцталаридан бошка барча нукталарида дифференциалланувчи бул
са ва шу чекли сондаги нукталарда чекли бир томонли хосилаларга 
эга булса, функция [а, Ь\ да б у л а к л и - дифференциалланувчи деб ата
лади.

f (х) функция |а, Ь] да берилган ва дифференциалланувчи булсин. 
Равшанки, бу функция [а, Ь\ да булакли-дифференциалланувчи бу- 
лади.

М и с о л. 1. Ушбу

функцияни царайлик (36-чизма). Агар [0, 3] ораликни [0, 1], [1 ,2 ], [2. 3] булак- 
ларга ажратсак, унда [0, 1) (1, 2,) ва (2, 3] ларда / (х) функция дифференциалла
нувчи булиб, х =  1, х — 2 нукталарда эса чекли унг ва чап ^осилалар

функцияни ^арайлик (37- чизма). Агар [0, 3] ораликни [0, 1], [1, 2], [2, 3] була* 
ларга ажратсак, унда [0, 1J, [1, 2], [2, 3] ларда ср (х) функция дифференциаллэну» 
чн булиб, х =  1, х — 2 нукталарда эса чекли унг ва чап хосилалар

* /  /1  r\s ct t !  I 1 I r \ \  __  Г\ ( '  / О r \ \  f \  /О  l П \ --------- 4.

/' (1 — 0) =  2, /' (1+ 0) =  — 1, / '(2- 0)= - - - 1, /'(2  +  0) =  1

<p M -
— (x—З)2, агар 2 <; x <  3 булса

2, агар 1 ^  x <  2 булса,

I  V1 V) —  -ь, / —  V, I I  ~
га эга булишини топамиз. Демак, ф (*) функция [0, 3 ]  да булакли- д и ф ф е р е н т  
ланувчи.

/ ' (1 -  0) =  2, /' (1 +  0) =  0, /' (2 -  0) =  0, Г  (2 +  0).= -  3



| Юкорида келтирилган таъриф Fa мисоллардан, [о, Ь] ораликда бу- 
|лзкли-дифференциалланувчи функция шу ораликда булакли- узлуксиз 
■функция булишини куриш мумкин.

г Агар / (х) функция (— оо, -f оо) да берилган булиб, унинг истал
ган чекли |«, р] (let, р ]с : (— оо, -f- 00)) кисмида булакли-дифферен- 

Щиалланувчи булса, у хрлда f (дг) функция (— 00, 4- оо) да булакли- 
Врфференциалланувчи деб аталади.

Г / (х) функция (а, Ь\ да берилган ва булакли- дифференциалланувчи 
булса, уни (— оо, +  оо) га даврий давом эттиришдан хреил булган 
/* (х) (— оо, 4- оо) да булакли-дифференциалланувчи булади.
[ / (х) функция [а, Ь\ да берилган булсин. Агар |а, Ь] орали^ни [я, Ь] =  

= [а0> ail U to,, а2] U ••• U ол] буладиган шундай [а0, а,],
[о,, а,|, . . . , \ап_ ,, ап] (а0 = а, ап = Ь) булакларга ажратиш мумкин 

1булсаки, х.ар бир |ак, ak+]) да (ft = 0, 1, 2, . . . , п — 1) функция /' (д) 
хосилага эга ва бу хосила узлуксиз булса хамда х = nk нукталарда 
^екли унг /' (хк +  0) (к = 0, 1, 2, . . . , п — 1) ва чап /' (ак — 0) (ft = 
= 1, 2, . . . , п) хосилаларга эга булса, у хрлда f (х) функция [а, Ь\ 
да булакли.-силлик деб аталади.
[. Бошкача айтганда, агар f(x ) функция \а, Ь] орали^нинг чекли сон

даги нуцталарндан бошка барча нукталари да /' (х) хосилага эга ва бу 
хосила узлуксиз булса хамда шу чекли сондаги нукталарда чекли бир 
томонли хреилаларга эга булса, функция [а, Ь] да булакли-силлик деб 
аталади.

2- §. Фурье каторининг таърифи
, Биз мазкур курснинг 14-бобида

оо

^  ип (х) = Ы, (х) + и 2 (х)+  . . .  +  ип (х) 4- . . .
Л = 1

функционал каторни батафеил ургандик. Энди хар бир хади
ип(х) =  ап cos пх +  bn sin пх (п — 0, 1, 2, . . . )  

гармоникадан иборат ушбу
оо

а„ 4- ^  (an cos пх 4- bn sin пх) (21.5)
Л=1

хусусий функционал каторни карайлик.
Одатда (21.5) ка тор тригонометрик катор деб аталади.
а0, о „ ЬЛ, о2, biy . . . сонлар sea тригонометрик каторнинг коэф

фициентлари дейилади.
Шундай килиб, тригонометрик катор гарчанд функционал катор 

булса хам (унинг хар бир хади муайян функциялар булганлиги учун) 
Уз коэффициентлари а0, а1г Ь,, а2, Ьг, . . . , ап, Ьп, . . . лар билан тула 
ани^ланади.

(21.5) тригонометрик каторнинг кисмий йигиндиси 
Ё  П

Тп (х) = а0 4- У  (ak cos ftx 4- Ь\ sin kx)
s=i

тригонометрик купхад деб аталади.
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1. Ф ур ье  цаторининг таърифи. f  (х) функция!— 
берилган ва шу оралиеда интегралланувчи булсин. У  холда ^  Да

f (х) cos пх, f (х) sin пх ( « = 1, 2, . . . )
функциялар а̂м, иккита интегралланувчи функциялар купантмя 
фатида (каралсин, 1-кисм, 9- боб, 7-§) 1 — л, я] да интеграS '  °И' 
булади. Бу функцияларнинг интегралларини хисоблаб, уларни к -увчн 
гича белгилайлик: ' \Уицда.

Я

а0 = ^  \f(x ) dx,
— Я

Я

ап = — | f (х) cos nxdx (п = 1, 2,
— Я

Я

Ьп = — | / (х) sin nxdx (я = 1, 2, .
—  Я

Бу сонлардан фэйдаланиб ушбу
оэ

Т  (/; * )  =  j  ^  (а п cos п х  +  s in  пх)

), (21.6)

(21.7)
Л=1

тригонометрик цаторни тузамиз.
21.1-таъриф. a,, alt /?,, a,, ft2, . . . коэффлциентлари (21.6) фор

му лалар билан аникланган (21.7) тригонометрик катор f(x) функция
нинг Фурье цатори деб аталади. а0, a,, bv bv . . . , ап, Ьп, . . . сон- 
лар эса f {х) функциянинг Фурье коэфрициентлари дейилади.

Демак, берилган функциянинг Фурье катори шундай тригонометрик 
каторки, унинг коэффициентлари шу функцняга боглик булиб, (21.6) 
формулалар билан аникланади. Шу сабабли (21.7) каторни (ун и н г  
яцинлашувчи ски узоклашувчм булишидан катъи наззр) уш5у 
ги билан куйидагича ёзилади:

оо
f (х )~ Т  (/; х) = — V  (ап cos пх + bn sin пх),

я=1

М н с о л. Ушбу

f (х) = еах (— л ̂  х <; л, афС)
функциянинг Фурье катори тузил сии.

(2
памиз:

(21.6) формуладан фэйдаланиб, бу функциянинг Фурь? коэффкииенгЛ " 

я
= — e** dx = — ( еал -с~аА  = — я J  ал \ / ая

т о-

-sh «я .
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п 1 2а
=  (— 1) Т  “ Г —", sh а я > (я =  1, 2, 3, . . . )л a 2+/i2

I
Ъп — — I е sin пх dx =

1 а  sin пх — п cos пх ах
л  а* -j- пг

—я

“ <_ 1)"~ 1 J '  Л  «д< » I. *, 3---- )

etir, 8-боб, 2-§).
Демйк, берилган функциянинг Фурье к.атори

е<1Х ~  ^  +  2  +  (°п  cos пх +  bn sin пх> =  
Л=1

—л

л

2 sh ал  ( 1 ^
л (2а 'v it—1

2* ( - D '
at +  n*

(a cos пх — п sin /и)>

булади.

Фараз килайлнк, бнрор

Оо
2 + ^  (ап cos пх +  bn sin пх) (21.7)

Л = 1

тригонометрик (функционал) катор [— л, л1 да якинлашувчи булсин. 
Унинг йнтиндисини / (а:) деб белгилайлик:

j  +  V  (ап cos пх +  Ьп sin пх) = / (х). (21 .8)
Л=1

Ундан ташкари, (21.7) ни хамда уни cos kx ва sin kx (k = 1, 2, . . .) 
Pra купайтиришдан хосил булган

2 cos kx +  V  (ап cos пх • cos kx -f bn sin nx-cos kx) =

= f (x) cos kx, (21.9)
Л=]

QJ
2' S W fa + 2  cos /ix ■ sin kx + bn sin njc • sin kx) = f(x) sin kx

n= 1

2* 3, . . .) каторларни [— л, л| да хадлаб интеграллаш мум- 
■Я-Оулсцн



(21.8) ва (21.9) ларии [— л. я| да интеграллаймиз:
Я  Я  со

j  f (х) dx =  f  [ j  +  (®« C0S ПХ + bn Sin «*)] dx =
—я  —я n= 1

Я  *э Я

— ^  dx +  (апj'cos nxdx + bn \ sin nxdx)= я a9,
— Я  Л— l — Я  — л

я я 00

f /(х) cos £xdx = j* cos kx+ cos nx • cos kx +
-Я —Я П=1

Я

+ bn sin n.v • cos &x) J dx = j cos kx dx -+-
—я 
я

4- an j cos nx cos kx dx +  bn j  sin nx ■ cos kxdxj,
n — I — Я  “ rt

я * 31

Г f(x) sin kxdx = f j  sin fcx+ V  (a„ cos nx ■ sin kx 4-
!я  - Я  “  n= \

я

4- bn sin nx • sin fcx)j dx = —*■ J  sin kx dx 4-
—Я 
Я
f*  \

4. ^   ̂an j' cos nx ■ sin kx dx 4  bn j sin nx ■ sin kx dxj.
n—\ —я

Агар n Ф  k да
Я

j* si n nx sin kx dx = {  J  [cos (n — k) x — cos (n 4- k) x] dx —
—я —я

Г sin (n — k) x __sin (n -j- к) x I я
[  n — k n +  k J —я 2

ва
я я

J  sin2 nx dx = — J  (1 — cos 2 nx) dx = я,
—я - я

шунингдек,
я ”
I cos nx-cos kx dx = 0 (n ¥= k), j cos2 nx dx ■•= я,

«л _ГГ—  Я
Я
j cos rax sin ftx dx = 0 («, k = 0, 1, 2, 3, . . .)
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булишинн эътиборга олсак, унда

f f{x)dx — п -а0,

j f (х) cos kx dx = n-ak (k = 1, 2, 3, . . . ) ,

j f{x) sin kx dx = я -bk (k — 1, 2, 3, . . .)

эканини топамнз. by тенгликлардан эса

(21.6)

bk = — Г f (x) sin &a dx (k = 1, 2, 3, . . .)
—Я

келиб чицади.
Демак, / (х) функция тригонометрик каторга ёйилган булса ва бу 

к;атор учун ю^орида айтилган шартлар бажарилган булса, у холда бу 
тригонометрик к,аторнинг коэффициентлари / (х) функция оркали (21.6) 
формулалар билан ифодаланади, яъни f (х) нинг Фурье коэффициент
лари булади. Бииобарин, каторнинг узи / (х) нинг Фурье катори булади.

2. Ж у ф т  ва то к  ф ун кц и ял ар н и н г  Ф у р ь е  каторлари. 
Жуфт ва ток функцияларнинг Фурье каторлари бирмунча содда кури- 
нишга эга булади. Биз куйида уларни келтирамиз.

f (х) функция [— л, л] да берилган жуфт функция булсин. У  шу 
{— л, л] ораликда интегралланувчи булсин. Равшанки, бу холда / (х) 
cos пх жуфт функция, f (.?) sin пх(п = 1, 2, . . .) эса ток Функция 
булади ва улар [— л, л] да интегралланувчи булади.

(21.6) формулалардан фэйдаланиб, /(х) функциянинг Фурье коэф- 
фициентларини топамиз:

ап = — if / (х) cos пх = — [  ̂ / (х) cos пх dx +cos пх = —
я

О О
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Демак, жуфт / (х) функциянинг Фурье коэффицнентлари 
2 гап = — / (х) cos nx dx (п = 0, 1, 2, . . . ) ,

Ьп _ 0  ( « - 1 , 2 , 3 , . . . )  (2110)

булиб, Фурье ка тори эса

f {x)~ T (f- ,x ) = ai  +  У  a„ cos nx
2

булади.
Эндн / (х) функция [— я, я] да берилган ток функция булснн ва 

у шу !— л, л| ораликда интегралланувчи булсин. Бу хрлда f (x) cos пх 
то^ функция, f (х) sin пх (« — 1, 2, 3, . . .) эса жуфт функция б\ла- 
ди. (21.6) формулалардан фойдаланиб, /(х) функциянинг Фурье коэф- 
фициентларинн топамиз:

д  О Л

ап — у- (j /(х) cos пх dx — ~  [ j* f(x) cos nx dx + j /(x) cos nxdx =
— Л —Я 0

я a

=  — f—  ̂ /(x) cos «xdx + | / (x) cos nx dxj = 0(« = 0, 1, 2, . . . ) .  
и о
л o n

6 = — j /(x) sin nx dx = — [ V /(x) sin nx dx + \ f (x) sin nxdx 
n J  я L j  J  J

Я
22= —  ̂ / (x) sin nx dx (« = 1, 2, 3, . . .).

о
Демак, ток; f (x) функциянинг Фурье коэффицнентлари 

a  = 0  («  =  0, 1, 2, . . . ) ,

(21.11)&n = —j  /(x) sin nx dx (n — 1, 2, 3, . . . )
о

булиб, Фурье цатори эса

/ (х)«  Т (/; х) =  V  sin «х
Л=1

булади.
М и с о л л а р . 1. / (*) =  л2 (— л  <  л: <  л) функциянинг Фурье ^атори 

(21.10) формулалардан фойдаланиб берилган функциянинг Фурье коэффициент- у 
топамиз:

t r i l
2X2 dx= —
О



- - U
2 sin nx |л 4

хг cos nx dx — — хг-----  — —
я  n о пл

sin nx dx =

4 Г/ cos nx\n С 1 n 4 , „“ ~ to l(_ 7~ )„ + J cos “  *  J *  <- '> -to -1, 2....).
Демак, [  {*) — x~ функциянинг Фурье цатори ушбу

П=1

„ . 4  л2 cos 2х cos Зх
(— 1) — cos пх =  —  — 4 (cos х ---- —— + -----

пг 3 2* ' 3*

«Спинишида булади.
2. Ушбу

f(x ) =  х (— я  s? х <  л) 
тон функциянинг Фурье ^аторн ёзилсин.
£ (21.11) формулалардан фойдаланиб берилган функциянинг Фурье коэффициент-

Я  Л

«ж н и  топамиз—их sin пх dx =  — —  х cos пх 
пл

л 2 
+  о лл

cos пх dx =  —

2 2
— — cos лл =  (— ly*"*-1 — (л =  1, 2, 3, . . . ). Демак, f (х) ~  х функциянинг Фурье 

л л
цатори ^уйидагича булади:

0D

■ 2 'л=1

,.„+1 2 . sin 2х sin 3*1)п+ • — sin пх =  2 (sin х — ----- 4-------
’ п 2 3

3. [— /, /] ораликда берилган ф ун кц и ян и н г  Ф у р ь е  ка
тори. Биз юкорида [— л, л] ораликда берилган функция учун унинг 
Фурье катори тушунчасини киритдик. Бундай тушунчани ихт'иёрий 
[—/, /] (/ > 0) ораликда берилган функция учун " хам киритиш мум- 
кин.

f(x) функция [— /, /] (/ >  0) да берилган ва шу ораликда интег
ралланувчи булсин.

Равшанки, ушбу
t =  j x  (21.12)

алмаштириш [— /, /] ораликни [— я, я] ораликка утказади. Агар

f  (х ) =  / / )  =  ф ф

Деиилса, (р (t) функцияни [— я, л] да берилган ва шу ораликда интег
ралланувчи булишини куриш кийин эмас. Бу ф (/) функциянинг Фурье 
Натори куйидагича булади:

Ф ( t )~ T  (ф; 0 = “  + V ]  (ап cos nt +  bn sin nt),

бунда П— 1

~  i ф (/) cos nt dt [n =  0, 1, 2, . . . ) ,  bn =  j  Ф (0 sin n t dt
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(п = 1, 2, 3, . . .).
Юкоридаги (21.12) тенглнкни эътиборга олсак, унда

cp( ‘7 J0 ~ <t  +  ' y i [ an cosn^ x +  bn s'm л 7 ^ )
tt= I

булиб, унинг коэффициентлари эса 
i

ал = -j-  ̂ ф х 1 cos п у  xdx (п = 0, 1, 2, . .  .),
— I

I
bn — -j  ̂Ф -̂у х j  sin ft — xdx (« = 1, 2, 3, . . . )

-/ 
булади.

Натижада

i m ~ y  + > ] ( ‘'«“ 5:f +s” si" T ' )  <2U3)
Л=1

га эга буламиз, бунда
i1 с . ,  . ппхап — -j  ̂ f (х) cos -у- dx (п = 0, 1, 2, . . . ) ,

- I

I
Ьп = -1 {  f (х) sin dx (п =  1, 2, 3, . . .).

(2 1 .1 3 ) нинг унг томонидагн тригонометрик каторни [— /, /1 да берил
ган / (х) нинг Фурье катори дейилади, (2 1 .1 4 ) Фурье коэф ф ициентлари 

дейилади.
М и со л . Ушбу

/ (* )= е *  (— 1 1)
функциянинг Фурье цатори ёзилсин. ^-мшпимггла-

(21.14) формулалардан фойдаланиб берилган функциянинг Фурье коэффици
рини топамиз (бунда I =  1);

а0 — \e*dx =  e — e~\

(21,14)

- I
I

С пп  sin п я  х +  cos п я  х х |+1_  
ап ~  } <^C0S nnxdx=  J + n2jlS |_1

1

(e cos n я  — e~ l cos n я ) =  (— 1)" 2 (n =  * ’
[ + n * n * K 1 + п * я г

+1 
_1

-1 
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' 1
1 +  Л2 Л2 

П Я (— 1)П

п я  cos «  я
(е-л л cos п я  +  е—1 п я  cos /1 я ) =  —— — ;— ;— (е 1 — е) =

1 -f л2 л*

(e - i _  е) =  ( _  lf+ l -е.~ /  * . пп (я  =  1, 2, 3, . . .) .
1 + л 2л2 '  ' '  1 + л 2л2

Демак. f(x ) =  ex функциянинг (— 1 1) Фурье натори ушбу

П Г  (- 1 )"  . (- 1 )л+1 in п я  х j
п=1

цвринишда булади.
Изо*. (21.7) формула билан аникланган

Т (/; х) = ^  +  V  (ап cos пх +  bn sin пх)
2. Jmam

п=\
тригонометрнк цаторнинг (— оо, +  оо) да берилган 2л даврли функ
ция эканлигини куриш цийин эмас:

Т (f\ х + 2л) = Т(/; х).
Агар [— л, л] да берилган f (х) функцияни (— 00, +  00) га даврий 
давом эттирсак (̂ аранг ушбу бобнинг 1-§).
f*(х) = f(x  — 2л ш), х £ (— л +  2л ,тг, л + 2л m)(m= 0, ± 1, ± 2, . . ,), 
у холда, равшанки, (— оо, оо) да

f* (х) ~  Т (/*; х) = +  V  (ап cos пх +  Ьп sin пх)
/2=1

булади.

3- §. Леммалар. Дирихле интеграли
 ̂ Функцияларни Фурье каторига ёйиш шартларинн аниклаш, юкорида 

айтиб утганимиздек, Фурье катор лари назариясининг мухим масалала- 
ридан бири. Уни *ал этувчи теоремани келтиришдан аввал баъзи бир 
фактларни урганамиз.

1. Леммалар. К,уйнда келтириладиган леммалар Фурье каторла- 
Ри назарияснда му ним роль уйнайди.

21.2-лемма. |а, Ь] ораликда берилган ва интегралланувчи ихтиё- 
Рий Ф (х) функция учун

ь
lim [ ф (х) sin рх dx =  0, (21.15)
Р-+00 J

о
lim i ф (х) cos рх dx = О (21.16)

Исбот. 1а, Ь] ораликнинг бнрор 
^  ~  х\' х2’ ■ • • > хп} (а ^  хо<̂-х1 <̂ хг <̂- • • ‘ ^  хп ~  Ь)



Ь л-1 xk+i
{ ф (х) sin рхdx = V  j ф (х) sin pxdx (2,

a k—0 Xfr

булади. ф {х) функция [я, Ь] да чегараланган. Демак,
inf (ф  (х); х 6 [х * ,  xfc+1l} (к =  0, 1, 2, . . .  п — 1) 

мавжуд. Уни т к билан белгилаймиз:

mk = inf (ф (дг); х£[хк, хА+1]) (к — 0, 1, 2, . . ., п — 1)
Энди (21.20) интегрални

Ъ л -1
I' ф (х) sin pxdx = v  J  ' ф (*) Sin pxdx = (21.18)

а к=0 Xfc
л - 1  л-1  .t*4.1

= V  J  (ф (х) — т к) sin pxdx + ^  т к j sin pxdx = + St
k—0 xjt k=0

куринишда ёзиб, сунгра хар бир
л-1  дг*+1

S, = V  [  (ф (х) — т к) sin рх dx,
k= °*k

n-l f*+l 
S 2 = У  mk j sin pxdx

k=0 xk

кушилувчини бах.олаймиз.
Агар <ок ф (х) функциянинг [х4, xfc+1] (к — О, 1, . . . « — 1) даги

тебраниши булса, учун ушбу
Л— 1 * Xk+\

I 1 <  2  j  dx  =  У , (0к А х к ( А хк =  xk+i —  хк) (21.19)
fc=0 Xfc k—Q

тенгсизликка эга буламиз. Шартга кура ф (х ) функция [а, Ь\ да иН' 
тегралланувчи. Унда 1- кием, 9- боб, 5- § да келтирилган теоремага асо- 
сан, V е >0 олинганда а̂м, шундай б >0 топиладики, [а, Ь] оралик- 
нинг диаметри Хр < б булган хар кандай Р  булиниши учун

Л — 1 е

булинишини олайлик. Интегралнинг хоссасига кура

2  f
k=0

булади. (21.19) ва (21.20) муносабатлардан

1 Si | < i
булиши келиб чикади.

(21.20) 
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Энди S , = ^  mt | sin pxdx йигиндини бахрлаймиз. Равшанки,
fc = 0  x k  

л I COS pxk — COS pxk4_ j

II sin px dx
*k 
2 П- 1Демак, 152 [ < — V  | tnk | булади. p ни етарли катта цилиб олиш хисобига
р  fc = 0

л п~ I2 V i .  , _ е
7  2 |mfel<i  (21-22)Р  к=О

булади. Натижада (21.18), (21.21) ва (21.22) муносабатлардан етарли ь
катта р лар учун I j ф (х) sinpxdx\< е булищи келиб чи^ади. Демак,

а
Ь

. lim Г ф (х) sin pxdx — 0.
I

(21.16) муносабатнинг уринли булиши худди шунга ухшаш курса- 
тнлади. Лемма исбот булди.

Хусусан, ф (х) функция (а, Ь\ ораликда булакли- узлуксиз булса, 
уиинг учун лемманинг тасдиги уринли булади.

21.1-эслатма. Леммадагиь ь
I  (р) =  | ф (x)sin pxdx, I Y (р) = [ ф (х) cos pxdx

а а
пнтегралар, равшанки, параметрга (р — параметр) богли  ̂ интеграллар- 
дир. Мазкур курснинг 17-боб, 5-§ ида биз бундай интегралларнинг 
лимитини интеграл белгиси остида лимитга утиб ^исоблаш ^а^идаги 
теоремада исбот цилган эдик. Бу теорема шартлари ю^оридаги интег- 
раллар учун бажарилмайди (р-*- оо да интеграл остидаги функциянинг 
лимита мавжуд эмас) ва, демак, ундан фойдалана олмаймиз. Шунинг 
учуй а̂м лемма юкррида ало.\ида исботланди. Иккинчи томондан, 
лемма параметрга боглик; интегралларнинг лимитини бевосита, интег
рал белгиси остида лимитга утмасдан а̂м, хисоблаш мумкин эканли- 
гига мисол булади.

Юкоридаги лемма чегараланмаган функциянинг хосмас ннтеграли 
УчУн х̂ м умумлаштирилиши мумкин.

Ф (х) функция [а, Ь) ярим интервалда берилган, b ну кта шу функ- 
Чиянинг махсус ну^таси булсин.

21.3-лемма. 1а, Ь) да абсолют интегралланувчи ихтиёрий ф (х) 
учун



Исбот. Ихтиёрий г] (0< г)< b — а) олиб,

| ф (х) sin рх dx

интегрални куйидагича ёзиб
ь Ь—Т) Ь

f ф (х) sin pxdx = f ф (х) sin pxdx +  \ ф (х) sin pxdx, (21.24)
Ь-ц

бу тенгликнинг унг томонидаги хар бир кушилувчини бахрлаймиз.
Каралаётган ф (х) функция [а, Ь — 1]) да интегралланувчи булганли- 

ги сабабли юкррида келтирилган 21.2-леммага кура
Ъ-г)

lim \ ф (х) sin pxdx — О

булади. Демак, V e > 0  олинганда .хам, шундай р0 > О топиладики, 
барча р > р0 учун

b—‘п 8
 ̂ Ф  (х) sin рх dx < (21.25)

булади.
Шартга к£ра ф (х) функция [а, Ь) да абсолют интегралланувчи. 

Таърифга биноан, Y e > 0  олинганда хам, шундай б >0 топиладики,

(21.26)

0< л<  S булганда j !ф(х)| dx< ^  булади. Демак,
Ь—Т)

ъ Ь
j  Ф (х) sin рх dx | < j  | ф (х) | dx< у .

Ь—Л Ь—Г1

Юкоридаги (21.24), (21.25) ва (21.26) муносабатлардан етарли катта 
ь

р лар учун j Ф (х) sin pxdx| < е булиши келиб чикади. Демак,
а

Ь
lim Г ф (х) sin рх dx — 0. (21.23) муносабатнинг уринли булиши худди

шунга ухшаш курсатилади. Лемма исбот булди.
Исбот этилган леммалардан мухим натижа келиб чикади.
21.1-натижа. [—л, я) ораликда булакли-узлуксиз ёки шу °РаЛ” а'_ 

да абсолют интегралланувчи / (х) функциянинг Фурье коэф ф ициент 
ри п —у оо да нолга интилади:

Л 
] £

1 im ап = lim — V / (х) cos nxdx = 0,
Л—ТОО л—>оэ ЗТ J

— Л
Л

1 С\imbn — lim — V / (х) sin nxdx = 0.
П~> да П-+00 ЗТ J
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2. Д ирихле  интеграли. Фруье каторининг яцинлашувчилиги- 
у'рганиш, бу катор цисмин йигиндилари кетма-кетлигининг лимити- 

нн аницлаш демакдир. Шу мацсадда цатор кисмий йириндисини цулай 
куринишда ёзиб оламиз.

/ (*) функция [— л, я) ораликда берилган ва абсолют интегралла
нувчи (хос ёки хосмас маънода) булсин. Бу функциянинг Фурье коэф- 
фиииентларини топиб,

ak =  -I j  / (/) cos kt dt (k = 0, 1, 2, . . .),
— Я

Я

bk = 1  f / (/) sin «  dl (k = 1, 2, . . .),
—Я

сунгра топилган коэффициентлар буйича / (х) функциянинг Фурье ка- 
торини тузамиз:

сх>

/ (х) — ̂т  (/; х) =  -|° +  V  (a,, cos&х + ^ sin kx).
L  4=1Энди бу каторнинг ушбу

П
Fn (/; х) = ^  + V  cos kx + bk sin kx)

*=l
рсмий йигиндисини оламиз. Бу йигиндидаги ak {k = 0, 1, 2, . . .) ва 

(Jfe = 1, 2, . . .) ларнинг урнига уларнинг ифодаларини куйсак, у хрлда

fc=l —л

coskt-coskx + sin A:/-sin£x = cos* (t — x).
л

Fn (/; л) — | / (/) dt + N 1 ~  j / (/) [cos kt ■ cos kx + sin #.»stnfcc] dt. 

Маълумки,

Демак,

Fn (I' X) - ~  f  / (0  [ | +  V c O S H ^ - x ) ]  dt.
—Л *=1

интеграл остидаги ифода учун куйидаги муносабат уринли:
я sin (2п +  1) ■— -1 V I  2

- + \ ] c o s M ' - 4 - ---------7— ^ .
*=i 2 sin — —

Хакикатан хам,

I  2 Sin 2" [ i  +  2  C0S*“ ] = Sin 2 +  2 ]  2 Sin f
A;—1

■' n

+ ] £ [ sin (* + “ ) “ - sin(A- i )  «] = sin (n + - j)  “

(m =  / — x).

cos — sin — +

a=i
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5у тенглик ёрдамида Fn (/; х) йигинди цуйидагича ифодалаиади:
t — X

“  sin (2л +  1)

sin
t — x dt. (21.27)

(21.27) тенгликнннг унг томонидаги интеграл /(х) функциянин 
Цирихле интеграли деб аталади.

Шундай килиб, f (х) функция Фурье ^аторининг кисмий йиощдиси 
Fn (f; х) параметрга боглик (21.27) куринишдаги интеграл (Дирихле 
интеграли) дан иборат экан.

/* (jc) функция / (х ) функциянинг (— оо, + оо) га даврий давоми 
булсин. Бинобарин, /* (х ) функция ( —  оо, +  оо) да берилган, 2лдавр- 
ли, (— л, л) да абсолют интегралланувчи функциядир. К,улайлик 
учун биз куйида / (х ) функциянинг узини (— оо, + оо) да бернлган,
2 л даврли, [— я, я) да абсолют интегралланувчи функция деб хисоб̂  
лаймиз ва /* (х) урнига / (х ) ни ёзиб кетаверамиз.

t — x

dt интегралда t=x + иЭнди Fn (/; х) =  ~  j  / (О
t — x

sin

алмаштириш ь̂ иламиз. Интеграл осгидаги функция 2 я даврли функ
ция булганлиги сабабли, бу алмаштириш натижасида интеграллаш 
чегараси узгармасдан колади (ушбу бобнинг 1-§ ига каралсин). 
Натижада

<1

f . f M - ' j i J /< * +  “ )
—Л

булади. Бу интегрални ушбу

о

f  / (* +  и)

sin (2п 4-1) —

и
sin — 

2

du

F n (/; х) =
sin (2л +  1) — 

и
sin —

2

du +

« sin (2л +  1) —
+ \ f (x -f u) --------- — du

0 Sln ~2

икки кисмга ажратиб, унг томондаги биринчи интегралда и \ згар>в 
чини — и га алмаштирамиз. У  холда

I I \я s in U + -  и

Fn (f’ =  \  ) !/ (*  +  «) + / ( * “ «)! du (21.28)
и

S'11 2
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Ллдади. Дирихле интеграли Fn (/; х) нинг бу куринишидан келгусида 
фойдаланилади.

I  Хусусан, f (х )=  1 булса, (21.28) муносабатдан

я  sin (п + 7 )  и
1 = -  V -- V -  du (Я  = 1, 2, . . .) (21.29)

о 2 s .n -

булиши келиб чикади. Хакикатан хам. бу .\олда
а0 — 2, ak = bk = О (ft = 1,2, 3, . . .)

булиб,
M i ; * ) - !

булади.

4- §. Фурье цаторининг якинлашувчилиги

' Энди берилган / (к) функция цандай шартларни бажарганда, унинг 
Фурье а̂тори якинлашувчи булишини топиш билан шугулланамиз.

1. Л о кал лаш ти р и ш  принцип и. Юцорида келтирилган Дирих
ле интеграли

du (21.29)
я S‘n (« +  "о ) “

F n ( f ’ X ) ^ - n \  [ / ( х  +  и) +  / ( х - и ) |
о 2 sin —

куйидаги мухим хоссага эга. Ихтиерий 6 (0 < 6< л) сонни олиб, 
(21.29) интегрални икки цисмга ажратамиз:

I с si,if,,+i ) u 
Fn (/ ;*) = — \ [/ (* + « )+ / ( *  — Ы)1 ------- - du +

я  o' 2 sin у

1 С sin(n+ 7 ) a
+ -  i [/ (* +  И) +  / (* — и)! — --------du.я .1 ц

б' 2 sin —
2

^Нг томондаги иккинчи

/ , ( « .  « ) =  “  f  [/ (Х  + « ) + / ( * - Ы )1  -  Я Л

s in (n + j )  «
du

и
2 sin —-

2
g -ралнинг / ц -  оо да лимити мавжуд ва нолга тенг. Х,а̂ нк;атан хам 
К ^ 1ган i  (*) функция [— л, л) да, ва демак, [6, л) да абсолют ин- 
СЧ&лланувчи булганлигидан
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Ф (и) = ------- 1/ (X + и) +  / (х — и)]
2 sin —

2

функция хам шу ораликда абсолют интегралланувчи булади л*
и * \ даsin — функция чегараланган) ва 21.3-леммага асосан

Я

lim ] 2 (л, 6) — lim t ф (и) sin (п + —) udu = 0.
л-^ос ~ л-»да J  \ 2 /

&
Натижада куйидаги тсоремага келамиз.

21.1-теорема. Ушбу
■ ”  . ' sin (/И-— ) и

\f(x + u) + f ( x - u )] — ---du
и2 sin —
2

интегралнинг п-*- оо доги лимита] мавжуд fбулгандагина Дирихле 
интегралининг л—>- оо 5аги лимита мавжуд булади ва

lim Fn (/; х) = lim /, (л, 6).
Я -+(Q П—► cc

Равшанки, 1г (л, б) интегралда / функциянинг [х — 6, ,* + 6] сра- 
ликдаги ^ийматларигина катнашади.

Шундай килиб, берилган / (х) функция Фурье каторининг х нук- 
тада якинлашувчи ёки узоклашувчи булишн бу функциянинг шу нукта 
(х — 6, х — 6) атрофидаги кийматларигагина ботлщ булар экан. Шу- 
нинг учун келтирилган теорема локаллаштириш принципа деб юри- 
тилади. Унинг мохиятини куйидагича хам тушунтириш мумкин.

Иккита турли 2 л даврли / (х) ва ф (х) функцияларнииг хар бирн 
[— л, л) да абсолют интегралланувчи булсин. Равшанки, бу функция
ларнинг Фурье каторлари х,ам, умуман айтганда, турлича булади. 
Бирор х0£(— л, л) ва 6 (0< 6< л) учун

/ (х) = ф (х), агар х £ (х, — б, х0 + 6],
/ (х) Ф  ф (х), агар х£ [— л, л)\[х0 — б, х0 + 6] 

булса, у о̂лда »  да бу функциялер Фурье каторлари кисмш 
йигиндиларининг х0 нуктадаги лимитлари ёки бир вакгда мавжуд (У  
холда улар бир- бирига тенг) булади, ёки улар бир вактда мавжуд бу 
майди. j и.

Пировардида, укувчиларимнз эътнборини локаллаштириш принци 
нинг яна бир мухим томонига жалб килайлик. Т11

Келтирилган теорема дан /, (я, 6) интегралнинг я —>- оо даги лда’-к1) 
барча 6 (0< б < л )  лар учун бир вактда ёки мавжуд булишн. 
мавжуд булмаслиги келиб чикадн.

2. Ф у р ь е  каторининг я кин л а ш у вч и л и г и. _
21.2-теорем а. 2л даврли /(х) функция [— л, л) ораликоа 

ли-дифференциалланувчи функция булса, у %олда бу фунК' и ' 
Фурье цатори
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f r

J  +  V j  (ak cos kx +  bk sin kx) 
k=i

я, я ) да якинлашувчи булади. Унинг йигиндиси

Т (/; х) = ^  + V  (ак coskx + Ьк sin kx) = fJ x + ° ' + f (х~ °^

$лади (х £ [—  я, л)).
Исбот. (21.29) тенгликнинг хар икки томонини

-  1/ (х + 0) +  / (х — 0)] 

га купайтириб ^уйидагини топамиз:
Л

i-l/(JC + 0 )3 + / (x - 0 )]= -  f  ~  [/ (jc +  0) -+-/(jc — 0)1
H I  n J  20

(21.28) ва (21.30) муносабэтлардан фойдаланиб ушбу 

F n f r * ) - T  I/ (х + 0) +  / (х — 0)]

и2 sin — 
2

du. 

(21.30)

йирмани цуйидагича ёзиш мумкин:

f ''(/; х )- 11/ (X +  0) +  / (х - 0)1 = 1  f 1 f (x +  u) +  f ( x - u ) -

sin
/ (х +  0) — f (х — 0)]

(»+ £ )«
du.

Агар
2sin —

2

1 с т “ (п+т ) “
-  j If (х + и) -  / (х  +  0)1 -A — ^L - du = /,„(/; X),

0 2 sin —■
2

( " + т ) “
“2sin — 
2

du = /te (/; x)-  [  [/ (x — u) — / (x — 0)]
0

^  белгиласак, унда

Fn V-> x ) ~ l f ( x  + 0) + f (x - 0)1 = /,„ (f; x) + /2„ (/; л) 
даадн.
1 Энди /1п (/; л;) ва (/; х) ларни бахолаймиз. Ихтиёрий б (0 < б < 
f- n) с°нни олиб, /,„ (/■; х) ни нкки цисмга ажратиб ёзайлик:
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® sin (« + “ -') и
Л п (/-^ ) =  1  \ !/ (*  +  « ) - / ( *  +  0)1 — — ^ - d u +

Я  • '  о . -  “2sin -
2

+  -^ j  (/ (х +  и ) - / ( х  + 0)1
„  . и 
2sin —  

2

du. (21.31)

Локаллаштириш принципига асосан

lim - i [/ (х + u) — f ( x  +  0)] ----- ,2—  du = 0
п-*п п 2sin -

булади. Демак, у  е > 0 олинганда *,ам, шундай л0 = п0 (g, 6) £ JV То. 
пиладики, V  я > ло У4 У11 (

j  1/ (х +  и) — / (х +  0)1
sin(n+ i) “ du

2sin

булади.
Энди (21.31) тенгликнинг унг томонидаги биринчи интегрални ба- 

хрлайлик. Уни б ни тгнлаб олиш ^исобига етарлича кичик кила оли- 
шимиз мумкинлигини курсатайлик.

Шартга кура, / (х) функция [— я, л) да булакли- дифференциалла
нувчи. Бинобарин, Y  х [х £ [— л, л)) нуктада унинг бир томонли чек
ли хосилалари, хусусан, унг хрсиласи

lim  М х  +  “ > ^ Ш  =  / ' (г  +  0)
0 U

мавжуд. Демак, шундай бА >0 топиладики 0< и<  бх булганда 
f (x  +  u ) - f  (х 4- 0) < М г (М 1 = const)

булади.
Шунингдек, шундай б2 > 0 топиладики, 0 < и < б2 булганда

и
2

и
Sin —

2

< М 2 (М 2 = const)

булади.
Агар б = min |бь 62, — | дейилса, унда ихтиёрий n£N  УЧУН

| Ш Х
<* +  « * )- /  (* +  0)

]  sin ( п +  т ) udu I f i
sin —

408



L - J L j  f-(X+ 0)- -- d u < ~ -  M 1 M 2 b< -J- (21.36)
о и . u я  * * 2

S ~2~

Вйлади. Натижада (21.31). (21.32) ва (21.33) муносабатлардан, у  е > 
у  о олинганда х.ам, шундай п0 £ N топиладики, барча п > п9 учун 
[/„</;дс) 1< е булиши келиб чикдди.
’ Иккинчи интеграл

Я  /  1 \. я sin \п +  —— и
h J J ' -г) = —  \ [/ (* — и) —/ (*—0Ц---- i---- ——  du

л о 2 sin
2

ĵ m хулдч шунга ухшаш бахоланада ва j 4 . (/; х) | < е булиши топила- 
■ди. Демак, Y  е > 0 олинганда хам, шундай n0£N  топиладики, барча 
«>«о учун

I Э Д :  * ) —  Y  Ш х  +  0) + / (х - 0 ) |  |<  2е

булади. Бу эса
lim Fjj-  х) = i-  [(*  +  0) +  f (x -0)1
n~*a> *

эканинн билдиради.
Шундай килнб, /(х) функциянинг Фурье катори [—л, л] да яцин-

лашувчи, унинг йириндиси Т(/; х) эса —  [/(х  +  0) +  /(х — 0)] га 
тенг:

оС
Т (/; х) = ~  -f V  (ak cos k х +  bk sin kx) = ~  [f(x +  0) + f(x — 0)1. 

*=1
Теорема исбот булди.
Равшанки, теорема шартларипи каноатлантирувчи /(х) функциянинг 

узлуксиэлик нукталарида
Е  Г  (/; х) = —9L =  / (х)
булади.

* = ± я булганда ушбу бобнинг 1- § ида айтилган ушбу 
/ (я +  0) = / (— я 4-0) = / (я — 0) 

е,,гликлар эътиборга олинса, унда
l im F  (/; л ) / (- п + °)+ / (- г с - 0 )_  /'(— л 4- 0)4- я ( я — 0)
 ̂ 'ес 2 2

lim F  (/;я) = / ( *+o )+/f t-Q )  _  /(—л + 0) + ( (я 0) 

б̂ Д*.. Демак,
lim ^„(/; — л) = lim F n(/; л) = —  [/(—л +  0) -f / (л—0)1,
П—>66 Л—»00 ^
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яъни
T (f; — л) = Т(/; л) = -1/ (— л -f 0) +  / (л — 0)1

булади.
21.2- натижа. Агар 2л даврли f (х) функция [ — л, л] да узл 

сиз, булакли-дифференциалланувчи ва / (— л )= / (л ) булса, бу фун ' 
циянинг Фурье катори |—л, л] да якинлашувчи, йигиндиси 

Т //; х) =  f (х) (дг€[— л, л!)
булади.

М и с о л л а р .  1. Ушбу
/ (х) =  х2 (х 6 [— я, я ]) 

функциянинг Фурье катори куйидагича
тг2 , 4  я 2 COS 2 X

cos**= ; 7 --- 4 (cos х +
*=1

cos Зх 
~  32 — • * ■

булишини курган эдик. Равшанки, х2 функция [—я , л] да ораликда 21.5-натижанинг 
шартларини цаноатлантиради. Ш у натижага кура, [—я, я ! да унинг Фурье а̂тори 
якинлашувчи, йигиндиси эса х2 га тенг булади. Демак,

«с ъ 4 я 2 cos 2х cns Зх
-  = Т  + 2  ( - ' ) V  0 , 5 - 4 + —  —  ■)

А = 1
(х € [ я, я|).

2. Ушбу
/ (х) =  cos ах (0 <  а <  I) 

функцияни ^арайлик. Унинг Фурье коэффицнентлари

°о —
sin ал

Л 1
а — —  \ cos ах cos nxdx =  —  t  (cos (a +  n) x +  cos (a —n) x))dx= 

n n ,i n j

= (— i f  2i - si°nan- ( « = 1 . 2 . . . . ) .  
a2—n2 л 

bn =  0 (n =  1. 2 . . .),
булади. Демак, берилган функциянинг Фурье ^атори

sin ал . 2asin<m V K — 1)*
cos ах --------Н----------- >  . 7 - Г Г  cos Ь*ал я  ^ a J  аг—кг

булади. Агар бу f(x) =  cos ох функция 21.5-натижанинг шартларини бажаршп 
эътиборга олсак, унда

sintm  2asin<Mi (— 1)* , 
cos ах = ----- 4- --------  >  . - — — cos kx

ал a*—k2
fc=i

булишини топамиз.
Кейинги тенпликдан х — 0 дейилса.

s j n a n n  + 2 a V ^ l ,
я  [  a j Z U a 2- k *\

ft— 1
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-влиб чикади.
3. Куйидаги

—  =  —  +  — ! ) * ( —1— + —L _ )
а л  a \в +  *  а - к )к— 1

 ̂ |  — х, arap —я  <  xs^ О булса,
1 О, агар О <  х <  я  булса

функциями царайлик. Бу функция юцоридаги 21.2-теорема шартини цаноатлантири- 
^,нн курнш кийин эмас.
|  Берилган функциянинг Фурье коэффицнентларини топнб, Фурье ^аторинн ёзаммз:

я  2
—  я

-я 2 9
■'* и

в* =  _!_ \ / (х) cos kx dx =  — - L  ( x cos kx dx =  —• _i_ д: si n J  я J  in sin kx +

4- —  i sin kxdx =  —L  (cos fei— cos 0) =  - !_ [( — 1)*— If . 
kn J  k2n k*n 1

Демак,

ак =  I — k*n' araP * — T°H  сон булса.
0, arap k —  жуфт сон булса.

Энди Ьк ноэффидиснтларни ^исоблаймиз:

*  ®
Ьк — —  Г / (jc) sin *дс rfjc =  — J L  ( х sin kx dx =  —  x

n J  Я  J  Я  k

0

—n

1 Г  cos kx Wr _  cos k я  _  ( — l)ft
Л J  k k k *

—я
%ЧМ й цилиб, x 6 ( — я , я ) учун

I ™*>--?■-42̂ -̂'+S< -  ̂>м.
*=i

л да эса
*= 1

0 +  0 я
Г(/ ; -  я ) =  Т(1- я ) =

6̂ адн. 2 Z
4. Ущбу

 ̂ |  1, агар — я  ^  ж <  0 булса,
\ — 1, агар О ^ ж я  булса

р^Цйяни царайлик. Бу функция юкоридаги теореманинг шартларини цаноатланти- 
,(®1ппГ еРилган Функциянинг Фурье коэффицнентларини хисоблаб, унинг Фурье ка- 

я р т о п а м и з :



и Я Л
„ . _ _ L  j / м л - - !  J a - J L  J a - 0.

f  (дг) cos nxdx=

—Я
я

cos rtx dx — J  cos nx dx =  0 (n == 1, 2
— я о

Демак,

&„ =  _L J  f  (дг) sin n xdx. — J -  J  sin n x d x — -1- j" sin/ixdx =
—п —я 0

1 1 2 •
- — -- [cos 0 — cos nx 1+ —  [cos nx — cos 0] =  —  (cos Я Л  — COS 0)=

П Л  ПЛ n Л

= —  К — I)** — 11-/2Л

0, arap n — жуфт сон булса,
4— — , arap n — ток сои булса. 
пл

Шундай кнлиб, берилгаи f(x ) функциянинг Фурье ^атори 
00

Т (г- х) =  — —  'V '^  sin (2п 
1 п 2п

п= 1

I -  I)х  = _  _4_/ 
— 1 я  V sin х+ ■

sin Зх , sin 5х

булади ва унинг йиривдиси
/(х), агар х 6 ( — я, я )\ (0 }  булса,

/ ( - 0 )  +  / ( + 0L =  ' + < T _ i )  =  о, агар х =  о булса,
2

TQ\ х )=  / ( — я — 0 ) + / (  — я  +  0)
2

: 0, агар х — — я  булса,

/ (л — 0) + /(я + 0) =  0, агар х =  я  булса

булади. 38-чнзмада /(х) функциянинг ва унинг Фурье 1цаторининг f\ (f ;  х), Ft (f; *) 
ва F s (h х) кисмий йигиндилари тасвирланган.

5- §. Цисмий йигиндиларнинг бир экстремал хоссаси. 
Бессель тенгсизлиги

f (х) функция 1а, Ь] ораликда берилган. Бу функция м  У »®  
квадрати f2(x) хам шу оралиада интегралланувчи булсин. Одатда . 
дай функциялар квадрати билан интегралланувчи деб аталади.
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Агар { (х) функция \а,Ь\ да квадрати билан интегралланувчи бул- 
сЛ, у шу ораликда абсолют интегралланувчи булади. .\акикатан хам,
Жбу

l/ (Jc )K - “  О + /"(*))
^нгсизликдан фойдаланиб

I ( х) j dx

винг мавжуд булишини топамиз. Бу эса / (х) функциянинг [а, Ь] да 
абсолют интегралланувчи эканини билдиради.
f Аммо f(x) функциянинг абсолют интегралланувчи булишидан, унинг 

квадрати билан интегралланувчи булиши хар доим келиб чикавермай- 
дн. Масалан, ушбу

/(х) =
V  х

функция (0, 1) да интегралланувчи, лекин

П х )  =  —X
функция эса (0, 1] да интеграланувчй эмас (каралсин, 16-боб, 5- §). 
г Дёмак, квадрати билан интегралланувчи функциялар туплами, аб
солют интегралланувчи функциялар тупламининг кисми булади.
' Дл)*функция I — я, я ] да квадрати билан интегралланувчи функ

ция, ТJx ) — даражаси п .дан катта булмаган тригонометрик купхад 
булсин:

П

Тп(х) V  (ак cos kx + j\ sin kx).
2 АШIk=\

Равшанки, бундай куп^адлар хам [ — я, л] да квадрати билан ннтег- 
ралланувчи буладилар. Коши — Буняковский тенгсизлигидан

J  )f {x )- T n{x)\*dx (21.34)
—Jt

интегралнинг хам мавжудлиги келиб чикади. Бу интеграл муайян f(x) 
ао> « 1. Pi. «2> Р2» • • • • «л» Рл лаРга боглик:

Л

/ = /(а0, ccj, рг а2, р2, . . . , а„, р„) = f I f(x) — Tn(x)]*dx.
— Л

Энди куйидаги масалани карайлик. Шу коэффициентлар кандай 
танлаб олинганда / энг кичик цийматга эга булади? Бу масалани >;ал 
этиш учун юкоридаги (21.34) интегрални хисоблайлик:

} f ( x ) - T n(x)]*dx = ]n x )d x - 2 jf (x )T n(x)dx +  jT 2n(x)dx (2 L 35)
К  , —л —я —я

!(х) функция Фурье коэффициенлари учун

а0 = ~  j  f(x) dx,
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л
ак=  —  Г f (х)coskxdx, (k =  1, 2, . . .) 

я  J—Л
Я

f>ft= |  /■ (дг)sin ftxdx (6 = 1, 2, . . .)

формулалардан фойдалансак,
Д Jk Гl
j  f (x) Tn(x) dx = J  / (x) ^  («fecos sin *jc)| dx =

—Л —Я 1
n

=  ^ - а „я+  (ot* ' а*я  +  P* A ' я ) =  (21.36)
fc=i

= я [ ^  + +
*=i

булади.
Агар

я я я
Г cos kxdx — \ sin kxdx = 0. f cos kx ■ sin kx dx = 0,

—Я —Я —Яя я
f sin2kxdx = \ cos2kxdx = я

—Я  —Я

Харанг, ушЗу боэнинг 2-§ ига) эканнни эъгиборга олсак, у холда

dx —

(21.37)

 ̂ Т2п (х) dx = | j (afccos kx +  f^sin kx)
—Я —Я ll—l

= n [ +  2  ( al +  Pfc ) 1 
/;■=!

булади. Юкоридагн (21.36), (21.35.), (21.37) тенгликлардан фойдаланиб 
куйидагини топамиз:

Я  Я  п

f [ /W - T n w  J2 = f П х) dx -  2 я | ак ак +

к= 1

k=1
Я Г Ап

+ У  м . 1+ *  ° а + У к 1-  \ г м *  - " [ т  +
fc=l ft=I

+ 2  + V ]  ^  + л  I (a °  2а° )2-+ s ~  a *) 2 + i i  ь>) 
к= 1 *=1 *=1 *=1

Бу тенгликдан куринаднки,

( If(x) — Tn(x)]2dx
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ятеграл
«о °о>
ак = ок> (А =  1. 2........... я),

Р* =  6,г, ( Л = 1 ,  2, . . .  , п) 

андагина узининг энг кичик к,ийматига эришади ва у киймат|/*(х)*-я[4+2“г+1]ч1
ради, яыш:

min | [f(x, — Tn(x)]2 dx=
«О • “ 1 • P i • ■ • ■ а п • Рл - я

\ f2 (x)dx — n \ ^  +  У ]  +  S  **]•
ft=l

Шундай щшшб, куйидаги теоремани исботладик.
21.3-теорема, [(х ) функция |— л, л] да берилган, ке.адрати 

билан интегралланувчи булсин. Даражаси п дан катта  бЦлмаган 
барча тригонометрик купхадлар ] Тп(х) j ичида ушбу

f 1/ (x )- T n(x)]*dx
—Я

интегралга энг кичик киймат берувчи купхад /' (х) функция Фурье 
цаторининг п-цисмий йигиндиси булади:

min f |f(x) — T(x)}2 dx = ( [f(x) — F  (/; x)\2dx =
T(x) J  •'—Л —Л

л  n

(21.38)
—л k=\ \k=\

21.3-натижа. Агар f (x) функция 1 — л, л] да квадрати билан 
•Фтеграллапувчи булса, у х,олда бу функциянинг Фурье коэффициент- 
лари квадратларидан тузилган

ОО ОО
^  а-l ва ^  b2k 
fe=i * »=i й

^торлар якинлашувчи булади ва куйидаги тенгсизлик уринлидир:
2 ОО 00 Я

f f2{x)dx- (2L39) 
*=1 fe=l - л

/ Исбот. (21.38) муносабатдан Y п УЧУН
« 2 и п

j ‘ r ix) d x ~ n [ ^  + \ £ a l+ y £ d l > 0 ,



яъни
я

булади. Бу ерда п ни чексизликка интилтириб, келтирилган иатижанц 
ва тенгсизликни хосил киламиз.

(21.39) тенгсизлик Бессель тенгсизлиги деб аталади.

6- §. Яцинлашувчи Фурье цатори йигиндисининг функционал
хоссалари

Биз мазкур курснинг 14-бобида як,инлашувчи функционал катор- 
лар йигиндисининг функционал хосссаларини батафсил ургандик. Рав
шанки, берилган функциянинг Фурье катори функционал каторларнинг 
хусусий х.олидир. Бинобарин, тегншли шартларда Фурье като| лари 
йигиндилари хам 14-бобда келтирилгаи хоссаларга эга булади. Куйи- 
да уларни исботсиз келтирамиз.

f(x) функция [ — л, я| да берилган ва унинг Фурье катори

[ — л, я] да якинлашувчи булсин.
1°. Ф у р ь е  катори йигиндисининг у зл  у к сиз л иг и. 

Агар (21.40) катор [ — я, я| да текис якинлашувчи булса, у хрлда бу 
каторнинг Т (/; х) йириндиси I — л, л] ораликда узлуксиз функция 
булади.

2Э. Ф у р ь е  каторни х>адлаб ин теграллаш . Агар (21.40) 
к;атор [—л, я] да текис якинлашувчи булса, у холда (21.40) каТ0Р 
хадларини интегралларидан тузилган

Т (/; х) = —  + V 1 (апcos пх + bn sin пх) (21.40)
2 jmmA

\ -0- dx +  У (  ап \ cos nxdx + bn \ sin nxdx ) =

^атор ( — л < а < Ь < л )  хам якинлашувчи булади ва унинг йириидися

[ Г (/ ;  x)dx
а

га теиг булади, яъни
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3°. Ф у р ь е  ца тор и ни з̂ адлаб д ифф ер енц налла ш. Агар 
(21-43) каторнипг хар бир хадининг хосилаларидан тузилган

ОО
v  (• — nansin пх + nbn cos пх)
П— 1

каюр Ц— л, л] да текис якинлашувчи булса, у хрлда берилган Фурье 
каторининг йигнндиси Т (/; х)) шу [ — л, л] Да Т'{]\ х) хосилага эга ва

ОО
T'(j\ х)=  ^  ( — пап sin пх -f nbncos пх)

П=\
булади-

i  Шундай килиб, умумий ^олдагидек f(x) функция Фурье катори йи- 
гиндисининг функционал хоссаларини урганишда Фурье каторининг 
текис якинлашувчи булиши мухим роль уйнаяпти. Бинобарин, Фурье 
каторининг текис якинлашувчи булишини таьминлайдиган шартларни 
аниклаш лозим булади.

Энди шу хакида теорема келтирамиз.
Ф у р ь е  каторининг теки с  я^ и н л аш и ш и . 21.4-теорема. 

/ (х) функция [ — л, л1 ораликда берилган, узлуксиз хамда / ( —я ) = 
= f (n j булсин. Агар бу функция [— л, л1 ораликда булакли-силлиц 
булса, у холда f(x) функциянинг Фурье катори

Т (/; *) =  ^  +  V  (ап cos пх -f Ьп sin пх) (21.40)
/1 =  1

[ —'л, л] ораликда текис якинлашувчи булади.
Исбот. Берилган /(х) функция Фурье катори (21.40) нинр хар

бир
ип(х) = ап cos пх + bn sin пх [п =  1, 2, . . .)

хэди учун
| ип(х')| =  I ап cos ПХ+ ЬПs i n п х | ^  | ап | +  | ьп \

(Я = 1, 2, . . .) булади.
! Энди ОО

- у + ] £ ( К Г - Н М )
п=  1

а̂торнкнг якинлашувчи булишини курсатамиз.
Фурье коэффициентлари

Л  Я
* 1 1 Г*

оп = — i / (х) cos nxdx, b — —1 \ /(х) sin nxdx ( n = l ,  2, . . .) n J  n J
—n —л

Ии Карайлик.
“ улаклаб интеграллаш коидасига кура

а — —  \ / (х) d I sm- — ) = —  / (*) • —  sin пх 
п J  \ п }  л п
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---— \ f'(x) sin nx dx = ---\ f'(x) sin nxdx, (21.4])
—Л —Л

bn = — —  \ f(x )d  (c— ) = ---- fix) ■ —  cos nx +
Я J  V n I  я  n—Я —Л

Л
+ —  \ f '(x) cos nxdx = ---- ( — 1)" 1 / (л) — /(— я )1 +ЛЯ ,) ЛЛ

—n
Л

+ —  \ f (x) cos nxdx.
ПЛ .1

Агар /( — л) = /(л) шартни эътиборга олсак, у хрлда

Ъп = — • —   ̂ f'(x) cos пх
—D

dx (21.42)

булади.
f{x ) нинг Фурье коэффициенгларини ап ва Ь'п десак:

л  .1
1 С 1 с а = —  \ f’(x) cos nxdx, b' = —  /'(x)sin nxdx (n = 1, 2, . . .),
я  J  n J

у хрлда (21.41) ва (21.42) муносабатларга кура 

< V

булади. Натижада

= ---]~ Ь’п, ~ а п (л = 1, 2, . . .)
/1 Л

булади.
Агар

К Ж &-г! = —  ( K l  +  K l

14 i  ( “« +  ) + т  К + * )  “  т  “■ +  4» > +  v
булишини хисобга олсак, унда ушбу

к | + 1 ‘. 1 < т К + ‘* ) + ^  <2143>
тенгсизликка эга буламиз. v

Шартга кура f  (х) функция булакли-узлуксиздир. Бинобарин. . 
квадрати билан ингегралланувчидир. Шунинг учун бу функция!»' 
ап, Ь’п Фурье квэффициентлари Бессель тенгсизлигини цаноатлантц»
ди, яъни



булади. Демак,
л=1 ' —Л

4 - + % ( < ‘+ к )

цатор якинлашувчи. Унда якинлашувчи каторларнинг хоссаларига ку
ра ушбу

Л— 1
т { а" + Ьп)+ (21.44)

гатор а̂м якинлашувчи булади.
Юкорида келтирилган (21.46) тенгсизликка мувофик

п~ I
каторнинг хар бир хади (21.44) каторнинг мос хадидан катта эмас. 
Такдослаш теоремасига кура (каралснн, 1-том, 11-боб, 8-§) (21.45) 
цатор якинлашувчи, демак.

(21.45)

|а»1
2

+  V O a J  +  l^ l )
П= 1

катор якинлашувчи булади.
Вейерштрасс аломатидан (14- боб, 2-§) фойдаланиб, (21.40) Фурье 

каторининг [— л, л] да текис якинлашувчи булишини топамиз. Теоре
ма исбот булди.

7- §, Функцияларни тригонометрик купх;ад билан яцинлаштириш

Юкорида, 6- § да курдикки, агар / (дс) функция [— л, л] да узлук- 
снз, булакли-узлукснз дифференциалланувчи булса, унинг Фурье' като- 
Ри Т  (х) шу ораликда текис якинлашувчи булади, яъни кисмий йигин- 
Дилар кетма-кетлиги {F n (/; д-)} шу f(x) функцияга текис якинлашадн. 
Текис якинлашувчиликнинг таърифига биноан, у  е >0 олинганда хам 
Шундай п0£ N топиладики, V  п >по учу it

sup | Fn(j\ x) — f{x) | < e (21.46)

[ булади. Бу эса юкорида айтилган шартларни каноатлантирувчи функ- 
Цйяларни исталган аникликда F п(х) тригонометрик купхад билан тац- 
Рибан алмаштириш мумкинлигини ифодалайди.
| Аммо 14-бобда келтирилган Вейерштрасс теоремасига кура ихтиё- 

Рий [а, Ь) да узлуксиз функцияни исталган аникликда алгебраик куп- 
билан такрибан алмаштириш мумкин эди.

419



Табиийкн, (21.46) уринли булиши учун /(х) нинг I— л, л] да v 
луксиз булишининг узи етарли булмасмикин, деган савол тугиладн* 
Бу саволга жавоб салбийдир. Х,аттоки, узлукеиз функциянинг фурь' 
катори, умуман айтганда, якинлашувчи булмай колиши хам мумкин 
экан (каранг, И. Г1. Натансон, Конструктивная теория функций/ 
ква, 1947, 7-боб, 3-§). Демак, Фурье каторлари кисмий йип!нДИЛа! 
ридан, функцияларнинг бу, кеигрок, синфи учун тацрибий хисоблащ 
аппаратлари сифатида фойдалана олмас эканмиз. Куйида биз [—П) л] 
да узлукеиз ихтиёрий j (х) функция учун шундай тригонометрик куп- 
хадлар {on(f\ х)} кетма-кетлигини тузамизки,

lim sup | о (/; х) — /(х)] = О
П-+со —

булади. Шуни хам таъкидлаймизки, бу тригонометрик купхадлар Фурье 
каторлари кисмий йигинднлари ёрдамида осонгина тузилади.

ф е й е р й и f и н д и с и. f(x) функция [ —л, л] ораликда берилган 
ва узлукеиз булсин. Бу функция Фурье каторининг кисмий йигиндиеи

П
Fn (/; х) = —  + V 1 (ak cos kx + bk sin kx)

дан фойдаланиб, ушбу 
lon(/; x) = —  [F0(/; x) +  Fx(f\ x) +  F J (f; x) +  • . .+  ^„_i(/;*)l,

F 0(f\ x ) = «0 (21.47)

йириндини тузамиз. Одатда (21.47) йиринди /(x) функциянинг Фейер 
йигиндиеи деб аталади.

/(х) функциянинг Фейер йипшдиси оп (/; х) тригонометрик купхад
булади. Хакикатан х.ам, Фурье катори кисмий йининдиларннинг ифо- 
далари

F o (/; х) =

F 1 (/; х) = —  +  ar cos x +  bi sin х, 

х )=  ах cos х +  fej sin х 4- a2 cos 2x 4  b2 sin 2x,

F n i  (/; x )=  4- fli cos x +  bL sin x 4- • • - + a „_ , cos(n— 1)a +
+  bn_j sin (n — l)x

га кура
°i(/ ; x) = "e ,

°2  (f>x) = V  + Y  °1  cosx +  Y  К  sin x,

420

<y3</; X) = + -^a1eosx4- ~ b ]_sin x 4- cos 2x4- 4 " &asin2x,— <3 o «3 3

/с \ i  ̂ i I П ~“ 1 ] . ■ | 1 ,(T (j\ X) = —  4----- aL cos X н------ ft1sinx+  . . .  +  - а я , cos (/г —
n 2 n n n

n—I
— l)x  4—— b■ , sin (/г — l)x  = ^-4- \ 1(^ - ^  akcoskx +  ^ ^ - b ksin fex)

n 2 n n * ]
k = \

булади.
F  Агар 3-§ да келтирилган (21.32) тенглик

Fn( 1, x) = 1 (n =  0, 1, 2, . 
ни эътиборга олсак, унда (21.50) дан

с^О; х)=  1
булиши келиб чикади.

• (21.47) муносабатдаги Fk(J; х) (k = 0, 1, 2, 
унинг ифодаси (каралсин, (21.28)

Я  «

Fk(f\ * ) = " ] ’ lf(x + u) + f (x - u )]-

•)

(21.48)

. . п — 1) нинг урнига

2 * 4  1 
—  “

du
2 sin —

ни куйиб куйидагини топамиз:
я—1 я

-V)= :, i 2 { )\ f(x  + u )+ f(x - u )}
/; = 1 0

2 А 4  1 
sin----—  и

■du
л . “ 2smT

1 П 7 (* 4 ц )4 / (* - ы ) ?~
2 п л  J  L . "

О sin—  ft=0

/ ( * 4 2 0 4 / (jc — 20 ^£ jsjn (26  4- \)t[dt.

} -
П—1

1 sin (2 A 4- 1) f ] dw==

П К J [ j sin t к о
Интеграл остидаги йиринди учун

V s i n ( 2* + U  = ^ .2/
sin t

k — Q
мУносэ5ат уринли. Хакикатан х,ам,

J.
Л— I '1— 1

sin t sin (2 k 4- 1) t = sin  ̂• sin (2 ft 4  1) < =
*-0 к -0

П—^
= Ĵ cos2 ft/—cos(2fe42)<| = y ( l  — cos2n/) = sin2n/.

Hпатижада /(x) функциянинг Фейер йигиндиеи ушбу
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_ я
2

Л!) = ^ 1 [ /(д: +  2 ') +  /(' - 2', ] ( | ! г г ) ! '1' (21.49)
о

;урннишни олади. Бу ва юкрридагн (21.48) тенгликдан
31

1 = _ L  r 2 2 / w \ ^  
пя  ) \ sin/ ] (21.50)

5улиши келиб чицади.
21.5-теорем а (Фей ер теоремасн). }(х) функция [— л, Л] 

->ралщда берилган, узлуксиз ва /(— л )= / (л )  булсин. У ,\олда

1 im sup |стп (/; х) — / (х)| = О
п~»ж — п-,х<п

булади.
Исбот. (21.50) тенгликнинг хар икки томонини f(x) га купайтир- 

сак, у хрлда

2' « > Ш dt

булади. Бу ва (21.49) муносабатдан фойдаланиб, ушбуни топамиз:
л/2

<*„(/; * ) —  / (* ) =  —
ПЛ

/(х +  2/) +  /(х — 2 0 -

(21.51)

Модомикн, шартга кура / (х) функция [— я, л] да узлуксиз экан, 
у Кантор теоремасига биноан текис узлуксиз булади. Демак, у  £ >  0 
олинганда хам, шундай 6 = 6(e) >0 топиладики, |х'— х"|< 26 тенг
сизликни каноатлантирувчи V  х ', х" £ [— л, л] учун

|/(х') — / (х")| < - J (21.52)

булади. Шу топилган б сонни олиб (уни 6 <  — деб хисоблаш мум
кин), (21.51) интегрални икки кисмга ажратамиз:

° п  (/> * )  —  ( * )  =  А  (п > +  А  ( л . б ) .

бунда
и

А (*, 6) = ^  f [ / (х+ 2  /)+/ (х -  20-2/ (х)] ( - ^ 7  )* dt,
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я/2
/,(л, [f (х + 2t) + f(x -  2 t)- 2 f ( x ) ] ( ^ J  dt.

6
Энди /,(я, б) ва /, (n, ст) интегралларни бахолаймиз. Юкоридаги (21.52) 
муносабатни эътиборга олиб куйидагини топамиз:

\1г(п, в )1 < ~  ^ [f(x  + 2i)-f(x)\ + \f(x-2 t)~

.я _  о

л я , ]  \ sin/ / 2
о

Демак, у  е > О олинганда хам, шундай б >  0 топиладики, барча 
n£N  лар учун |/t (/г, 6)1 < -̂  булади.

Энди 1г(п, б) интегрални бэхрлаймиз.
Я/2

|/2(л, б)| < —  f |/(х + 2 0 + / ( х - 2 0 -  
л я  J  

в
Я/2

_ 2 / ( x ) | f ^ i ) 2^ < i - . 4 M  (  ( ^ Y d / ,
\ sin / / л я  J  \ sin/ )

б
бунда М  = шах |/(х)|. Равшанки,

- я а < п
\2 .  I

sin2 б
булади. Натижада 12 (п, б) учун ушбу |/« (п, б)| < —  ------ • —  =

я я sin* б 2
бахрга эга буламиз. Агар натурал п сонини п > п 0 =

n sin* б
= Г-4 Д-- цилиб олинса, унда - 2 М <  — ва, демак, I/»(«, б)|< 

[esin26 J  n sin2 б 2
< ~  булади.

Шундай килиб, V  е > 0 олинганда хам шундай б = б (е) >  0 топн- 
ладики, у я£ А /  учун |/j (/?, б)|<-^ булди. Ва шу е >0 ва б = б(е)

ларга кура шундай п0 топиладики, у п > «0 учун |/2 (П, б)|< ~  бул
ди. Бу тасди^ларни бирлаштирсак, у  е > О учун шундай п0 £ N топи
ладики. у п > п 0, У * £ ( — л, л! учун |стп(/; дет) — /(л:)|< е булади. 

Демак, lim sup Iоп(/; л) — [(х) = 0. Теорема исбот булди.
П-+сс —Я < Х < Я

Натижада, функцияни тригонометрик купхад билан якинлаштириш 
^акндаги куйидаги теоремага келамиз.
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21.6-теорема (Вейерш трасс  теоремаси). Агар f (х) фуНк. 
ия [— я, я]да берилган, узлуксиз ва f (— л) = / (л) булса, у .̂ олда 
иундай ^ п(х) тригонометрик куп$ад топиладики,

1 im sup \е?п (х) — / (х)| = О
Л-* ос —Ж  Х < П

>улади.

8- §. Уртача якинлашиш. Фурье цаторининг уртача яцинлащ*ши

Функционал кетма-кетлик ва каторларда текис якинлашиш тушун- 
шси билан бир каторда, ундан умумийро  ̂— уртача якинлашиш тушун- 
гаси *ам киритилади.

1. Урт а ч а  якинлаш иш . [а, b] ораликда бирор (/„(х)}:

Ш ,  Ш ,  - /„(А), ••• (21.53)

функционал кетма- кетлик ва / (х) функция берилган булиб, /л (х) (п = 
= 1, 2, . . .) хамда /(х) лар шу ораликда квадрати билан интеграл- 
панувчи булсин.

21.2-таъриф. Агар

lim j  !/„ (х) — / (х)12 dx = О
я_>оо а

булса у ^олда (21.53) функционал кетма-кетлик /(х) функцияга [а, ,Ь1 
да уртача якинлашади деб аталади*.

М и с о л л а р .  1. Ушбу (■*)} =  (*п ):

х. х»........ж". ... (х € [0, 1])
функционал кетма- кетлик

f°- агаР * е 1°- бУлса-' ‘ i 1, агар х =  1 булса 

функцияга [0. 1] да уртача якинлашади. Хацш^атан хам,

1 1 1 
J  [ fn (х) -  f м ]2 dx = j* (*" -  0)* dx = j  dx = - J —

ва, демак, lim  1 ix" 0\г dx — 0.
n->«c о

*Аник,роц айтганда, киритнлгаи якинлашишни, одатда урта квадратик як,ннляшиш 
деб аталади.
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_____  •——  пх*
2. К,уйидаги {/ „(* )} =  (V 2пх е 2 }:

- 4 -  2** , ______ — я- пх*
2  V  2 пх е 2Y T x e  “ . / Г Г е  г ............* , . . . ( * 6 ( 0 , 1 ] )

функционал кетма-кетлик / (* ) =  0 функцияга [0. 1] да уртача я^нлашмайди, чунки

1
- у  «и*1 1 ____

f I fn (*> -  f w i1 djc = f 1/2 Л* e -  0]* Ac =
о b

1 1 
=  f 2 nx e-^ 'dx  =  I e~nx d (nx2) =  (1 -  e ~ %

С о
j __1- nx *

lim f [у Т п х е  2 — 0]* d* =  1 =?*= 0. 
n-** о

21.7-теорема. Агар (21.53) функционал кетма-кетлик / (а )  га 
[о, Ъ\ да текис якинлашса, шу (21.53) кетма-кетлик /(х) га [а, Ь] 

Шда уртача щинлашади.
Исбот. (21.53) кетма-кетлик / (х) га текис якинлашеин.
Таърифга биноан, Ye >0 олинганда хам шундай п0 £ N топиладики, 
>п0 ва Y*€[o, b\ учун бир йула

булади. Демак, Y п >п0 учун

|.f [/„ М  -  / M l2dx| С | |/„ (х)\ - 1 (х),2dx<

< dx =  S

булади. Бу эса

lim f [/„(a;) — / (.t)]2 dx = 0

эканини билдиради. Демак, {/n(jc)J кетма-кетлик f(x) функцияга [a, b] 
Да уртача я щинлашади. Теорема исбот булди.

21.2-эслатма. Функционал кетма-кетликнинг [а, Ь] да уртача 
якинлашиш и дан, унинг шу ораликда текис яцинлашиши хар доим ке
либ чикавермайди. Масалан, юкорида курдикки |/п(х)) = {* " }  кетма- 
хетлик

( (х) _  (0, агар х £ [0, 1) булса, 
1' \1, агар х = 0 булса
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функцияга [0, 1| да уртача якинлашади. Биро  ̂ бу функционал 
кетлик шу f (х) функцияга [0,1| да текис якинлашмайди Гкяг.,етма' 
14- боб, 2 -§). .аралсин,

Юкорида келтирилган теорема ва эслатма функционал кетма- • 
ликларда уртача якинлашиш текис якинлчшиш тушун^асига карагКеТ* 
кенгрок тушунча эканини курсатади. аН;1а

21.3-эслатма. Функционал кетма-кетлик [а, Ь\ да якинлашиши .. 
[(а, Ь) нинг *ар бир ну^тасида якинлашишидан) унинг шу оралик *̂ 
уртача якинлашиши келиб чикавермайди. Шунингдек, функционал к&т 
ма-кетликнинг [а, Ь] да уртача якинлашишидан, унинг' шу ораликл' 
якинлашиши (1а, 61 нинг хар бир нуктасида якинлашиши хам келиб 
чицавермайди.

_______— :j- пх2
М и с о л .  (/ЛМ ) =  {V " 2 пхе  функционал кетма-кетлик / (*)=  О функ.

цияга [0, 1] да якинлашади ([О, I] ораликнинг ĵ ap бир нуктасида якинлашади);

---- - П Х *

п["2  U * )  =  I™  V '2 п х е  2 =  0 =  f (х).

Бу кетма-кетликнинг f (х) =  0 функцияга [0, 1] да уртача яцинлашмаслиги курса - 
тилган эди.

Энди бирор ораликда уртача яцинлашадиган, бироц шу ораливда я^ннлашмал- 
дчган функционал кетма-кетликка мисол келтирамнз.

[9, 1] ораликни п та тенг булакка ажратамиз:

10, 1] =  " й 1 Дл (k), 
k—0

бунда

К,уйидаги

Г k k +  1 
Дп (*)=• —  —L п п

(й = 0 , 1, 2...........п —  1).

f n (k, х )=  I, агар х £ Л п (k),

Фп (*> *) =  °> агаР * 6 [ 0 , 1 J \ 4 „  (k)
(k =  0, 1. 2...........п — 1) функциялар ёрдамида ушбу функционал кетма-кетликии

ft (х) = Ф1 (0. х), 
ft (*) -  Ф2 (0. х), /3 (х) =  ф2 (1, х),

IU  (х) =  Ф3 (0, х), /5 ( I, х), /в (х) =  ф3 (2, х).

тузамиз;

{ функционал кетма-кетлик /(х) =  0 функцияга [0, 1 ] ораликда уртача
якинлашади. Хакицатан .хам,

1 1 
lim J  ffm W  — f W l2 dx = l‘m (’ l2m (x) dx =ni —*■00 q гп-+сс о

R+l
}■ nr 1=  lim  I [ф„ (k, х ) ]г dx =  lim 1 dx =  J im —  =  0.

rn—* °°'q  m->00 ‘j, m-+°° П
n
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Y\m функционал кетма-кетлик хадларинннг тузилиши цоидасига кура [т  (ж) =  
г qn (k дг) булиб, т->оо да п-*-оо булади.)
I Бу { i m (x)} функционал кетма-кетлик / (*) =  0 функцияга [0, 1] орали^иинг 
8р бир нуцгасида я^инлашмайдн. Ха^ицатан ^ам. Af.x£ [0, 1] нук;та учун т  нинг 
щсиз куп цнйматлари топиладики, fm (ж) =  1 булади, т  нинг чексиз куп киймат- 
^  топиладики, fm (х) =  0 булади.

Р'ункционал каторларда а̂м уртача якинлашнш тушунчаси шунга 
ш киритилади.

I, Ь] ораликда
V  ик (х) — Uj(x) +  и2 (и) +  • • • +  ик(х) +  . . . (21.54) 
* = i

I  рнкшюнал катор берилган булсин. Бу катор кисмий иириндиларн

= 2  uk(x) = ul (x) + ui (x) + . . . +  ип(х)
*= 1

дан иборат (S n (х)} функционал кетма-кетликни карайлик. 
f 21.3-та ъриф. Агар

Г ^
lim | [5Л (л) — S  (х)|2 dx— О 

\ аКулса, у ^олда (21.54) функционал катор 5 (х) функцияга [а, Ь\ да ур
тача яцинлашади деб аталади.
К; 2. Ф у р ь е  каторининг  уртача  я к и н л а ш и ш и. f(x) функ

ция [—л, л] да берилган, Т (/; х) эса унинг Фурье катори

Т (/; а) -  -- +  V  (ак cos kx -f- Ьк sin kx) 
k=\

булсин.
f 21.8-теорема. Агар / (х) функция 1—л, л] ораликда узлукеиз ва 

/(—л) = /(л) булса, унинг Фурье катори [—л, л] да / (х) га уртача 
яцинлашади.

Исбот. Шартга кура [ (х) функция [— л, л1 да узлукеиз ва /(—• 
—-л) = /(л). У .\олда ушбу бобнннг 7-§ ида келтирилган Вейерштрасс 
т?оре.масига асосан, у  е > 0 олинганда хам, шундай тригонометрик 
купхад сРп (х) топиладики, у  х £ [— л, л] учун

1 / М - ^ „ М 1 <  л [ - f -I 2л
булади. Бу тенгсизликдан фойдаланиб

я л

f  I/ <*) -  W l2 dx< ~ ~  \ dx = е (21.55)
J  I/—я —я

булишини топамиз.
К ' Маълумки, / (л) функция Фурье каторининг кисмий йигиндиеи 

*(/; х) учун

[  |/ (х) — Г  (/; х)]2 dx = m in f [/ (х)— Т (х)12 dx (21.56)
_J „  т« {х> Л
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булади (каралсин, 5-§). Демак, (21.58) ва (21.59) муносабатларга кура 

f If (х) — F n(J\ x)\2dx <  (' [/(jc) — Tn(x)!2 dx< e
— Л  — Я

(V  x£ [— л, ni)
булади. Бу эса

Iim x)\*dx = 0,
-Л

яъни f (x) функция Фурье катори [— л, л] да уртача як;инлашишнни 
билдиради. Теорема исбот булди.

Биз утган параграфда | — л, л] ораликда квадрати билан интеграл- 
ланувчи f(x) функция учун ушбу

я  я  . 0 п
J  If (х) -  Fn if - x f dx = f f2 (x) dx- л aJL +  ] £ ( « & . +  b\)

— Я  — П  k = [

тенгликни келтириб чи^арган эдик. Бу тенгликдан куринадики, агар

*=1
яъни

JL  j f2 (x)dx = J ^ + V ( a 2 +bl) (21.57)
Л - я  * - i

булса, у холда
Я

lim \ f (х) — F  (/; х)\2 dx = О
л->°° —я

булади ва, демак, f(x) функциянинг Фурье ^атори [—л, л] да уртача 
якинлашади.

Шундай килиб, f(x) функция Фурье каторининг [—л, л] да уртача 
якиилашишини курсатиш учун (21.60) тенгликнинг уринли булишини 
курсатиш зарур ва етарли булади. Одатда (21.57) Парсеваль тенглиги 
деб аталади.

9- §. Функцияларнинг ортогонал системаси. 
Умумлашган Фурье цатояи

1. Ф у н к ц и я л а р н и н г  ортогонал системаси. ф(х) ва гИ*) 
функциялар [а, Ь] да берилган ва улар шу ораликда интегралланувчи 
булсин.

21.4-таъриф. Агар
ь
Г (р (х) ■ г(; (л-) dx= 0
а

булса, у холда ф(х) ва if(x) функциялар [a, да ортогонал деб ата
лади.
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М и с о л .  ф(*) =  sin х, if(jc) =  cos x функциялар [— я, л] да ортогонал була- 
, чунки

ь л
j ф М  Ф  (*) dx =  j  sin л: • cos x dx =  0 
a —л

Клади,
H  3f. ф (*) — x, ф (*) =  —  x2— 1 функциялар [— 1, 1] да ортогонал буладн. Х,аци-

■̂ атан хам, ^

j  <р(лг)-ф(дс)<̂  =  | l j d *  =  0.

j а  — 1
f Энди

4fcW. <Pi(*)......... (P„W. ••• (21.58)
(функцияларнинг хар бири [а. b] да берилган ва шу ораликда интеграл- 
Вланувчи булсин. Бу (21.58) функциялар системасиии {ф„ (х)} каби бел- 
Вилаймиз.

[, 21.5-таъриф. Агар ф„(х)} функциялар системасининг исталган 
иккита (х) ва фт (х) (k Ф  т )  фуикциялари учун

ь
]' ф* М  • фш (х) dx =  0 (k ф  т )

! а

булса, у хрлда {ф„ (ат)} функциялар системаси [а, Ь\ да ортсгонал деб 
аталади.

Одатда, k =m {k  = 0, 1, 2, . . .  ) булганда

Jq>2(jt)dx,>0 (А = 0, 1, 2, . . .  )
'а

деб царалади. Бу интегрални Хк каби белгилайлнк:

К  — J  Ч> l(x)dx(k = 0, 1 , 2 , . . . ) .

Агар (21.61) система учун
А * =  1 (й  =  0 , 1, 2 ______)

булса, {ф„(х)} функциялар системаси нормал деб аталади.
Агар (21.58) система учун 

ь
Г® Гг) се (х)dx = / °’ агаР к ф т  б>'лса’J  * [ 1., агар k — m булса

а

булса, (ф„ (х)} функциялар системаси ортинормал деб аталади.
М и с о л л а р .  J. Ушбу

1, cos х. sin cos 2 х, sin 2 x, . . .  , cosnx, sin nx, . . ■
система (тригонометрик система) [— я , л] да ортогонал булади, чунки к ф т  бул
ганда
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| cos kx-cos mx dx =  0, j sin ftx-sin mx dx =  0 
—я —я

я
б^либ, ихтиёрий к, т  =  0, 1,2,  . . .  булганда f cos kt-sin mx dx =cQ булади (

ралсии, ушбу бобнинг 1-§).
2. Кунндагн

1 cos х sin х cos пх sin пх
У  2л У  л  ’ Y л  ’ ’ V n ' V 11

функциялар системасн [— л, л ] да ортонорма! булади. Бу системаиинг (— л д| 
ортогонал булиши равшаидир. Унинг шу [— л, л] да нормал булиши эса

я я
j cos kx j  dx ~  J  sin kx j  dx — 1 {k =  0, 1 , 2 , . . . )

—я —я
булишидан келиб чикади.

3. Ушбу {Р„(дг)}:
Р0 (х), Р { (х ), . . . .  Р я (х), . . . ( 21.59)

функциялар системасини карайлик, бунда
1 ип (хг— 1)п

( « = 0 , 1 , 2 , . . . )

Бу  система [— 1, 1] да ортогонал булади. Шуни нсботлайлик. Булаклаб интеграл - 
лаш усулидан фойдаланиб куйидагини топамиз:

I 1

[

- 1  - 1

\dk № - \ )k dm- ] (x*— \),n I I

dx"‘i- i

k'.m\ 2к+т  L dxk dxm~ l J _ i

('* d!l+l (x*-\)k dm~ l (x2— \)m ]
J d / +{ ‘ dx’n- [ dX[-I

Агар x =  ±  1 да
dm~ ] (x'— \)m

dxm~ l
булишини эътиборга олсак, у ,\олда

1 1

=  0

Г Р  (х) Р  (х) dx -  1 Г  d ,Г  rf'"-2 ( ^ - 1 Г I
k ( ) m ( ) ~  ft! m! 2й I-"1 J ( dxk+' [  dx"1- 2 J

булади. Бу тенгликнинг унг томонидаги интегрални яна булаклаб ннтеграллаб, сунг 
х =  ±  1 да

dm—2 (л.,_1 )'п

d ^ - 2 _ 0
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кужиишни хисобга олиб куйидагини топамиз:

_ 1  - 1

1 11 d*+2 (*2— 1)* [ 3 — 1 )m 1
k\ т\ 2k+m J1 d J+ 2 J | dx"1- 3

Шу жараённи д з е о м  эттира бориб, гп кадамдан кейин куйидаги тенгликка келамиз:

( _  i)m—1 г / + т - 1 (A-2_ l)fc  1С ( — Г) Г cf~t  (х2— 1)
j  Рк (•*) р,п W dx = й,т !2М^Г I rf.v*+m-1 ' ('Х2_ !) - I

rf*+m+l (д.2— 1)
t=  ±  1 да х2— 1 = 0  ва n i>  k учун ---  t+m-fi——" = ® булишини хисобга олиб

1
f Р к (х) Р т  (х) dx -  0 (21.60)

-1
эканлигини топамиз. Демак, m > k  булганда (21.60) муносабат уринлидир.

Худди юкоридагидек, т <  к булганда хам (21.60) муносабатнинг уринли були- 
шн курсатилади. ^

Шундай 1\илиб k ф т  учун ( P k (х) Р т  (х) dx =  0 булади. Бу sea (21.С2) сис-
-1

теманинг [— 1; 1] да ортогонал эканлигини билдиради.
Одатда Рп (х) — Лежандр Kijnxadu деб аталади. Бу купхад, хусусан п — 0, 1,

2, 3 булганда

Р0 (Jt) = 1, Pi (дс) = *, Р2 (х)=~х*-1. Р3 (*)= у  х3- у  х 
булади.

(21.61) система берилган булсин. Унинг ёрдамида тузилган ушбу

2  сп (РП W  = с0 (ро (*) + ci-Ф1 W  +  • • • + сп Фв (*) +  • • • (21.61)
[ л—0

■ функционал катор (фп (*)} система буйича катор дейилади, cn, cv . . . ,
I  сп, . . . , узгармас сонлар зса каторнинг коэффициентлари дейилади.

Хусусан, фп(х) = ап cos nx-\-bn sin пх  булганда (21.61) катер 
В тригонометрик каторга айланади.

f (х) функция 1а, Ь\ ораликда берилган ва шу ораликда интеграл- 
■Ланувчи булсин. Равшанки, f (х) ■ %  (х) (п =  0, 1, 2, . . .) функция 
К  хам [о, Ь] да интегралланувчи булади. Бу функцияларнинг интеграл- 
j  Ларини хнеоблаб, уни куйидагича белгилаймиз:



Д  а п Ф„ (х) = «оФо (*) +  « 1Ф1 (*) +  • • • + алфп (дг) +  . . . (21.63) 

каторни тузамиз.
21.6-^таъриф. <х0, a v а2......... а„, . . . коэффнциентлари (21 62»

формула билан аншушнган (21.63) цатор f(x) функциянинг {<р,г (jc)} сис
тема буйича умумлашган Фурье катори деб аталади. а0, а1(" . а ' 
. . . сонлар эса умумлашган Фурье коэффициентлари дейилади. ' 

Одатда, f(x) функция билан унга мос умумлашган Фурье катоон 
белги оркали цуйвдагича ёзилади: ' ‘

f ( * )~ ]£  алФп (х) = о̂Фо (*) +  °MPi (*) +  . . . + осп<рп (х) +  . . .

Бу сонлардан фойдаланиб ушбу
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