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С У З  Б О Ш И
Математик анализ олий математиканинг дастлабки ва айни вакд- 

да, асосий булими булиб, барча олий уцув юртларида тегишли про- 
граммага к>араб у ёки бу з̂ ажмда уцитилади. Илгарилар «Чексиз ки- 
чик ми^дорлар з̂ исоби», «Дифференциал ва интеграл з̂ исоб» номларй 
билан аталиб келинган бу курс кейинги пайтларда деярли з̂ амма ер- 
да математик анализ деб юритила бошланди. Курснинг бундай ата- 
лиши унинг мазмуни ва макса дини хаци^атан хам тула акс эттиради 
ва. унинг вазифаси функцияларни анализ — таз̂ лил ^илиш эканлиги- 
ни англатади. Бунда анализга кириш — з̂ акиь;ий сонлар назарияси, 
лимитлар назарияси, узлуксизлик; бир аргументли ва куп аргумент- 
ли функцияларнинг дифференциал ва интеграл у̂ исоби; 1\аторлар на
зарияси, Фурье каторлари назарияси кузда тутилади. Шуни алоз̂ ида 
таъкидлаш лозимки, анализ курси баён этиш тартибининг цатъийли- 
ги билан характерлидир. Ундаги мавзулар деярли з̂ амма ва^т му- 
айян кетма- кетликда булиши керак. Ана шундагина курснинг ман
тилий изчиллиги ва яхлитлиги куринади. Аммо, бу кетма-кетликни сак;- 
лаган холда математик анализ курсини турлича ^уриш з̂ ам мумкин. 
Бундай цуришлар аввало цабул цилинган математик цатъиятлик 
даражаси билан, баённинг тулалик микдори билан фар^ланадилар. 
Турли олий укув юртлари (техник, педагогик, университетлар- 
нинг з̂ ар хил факультетлари) учун ёзилган дарсликларда ва к;уллан- 
маларда бу вазиятни я^ол кузатиш мумкин.

Табиийки, бевосита математика мутахассислиги буйича таълим 
оладиган студентларга мулжалланган анализ курси узининг ю^ори 
даражадаги математик цатъияти ва изчиллиги билан фар  ̂ ^илмоги 
керак.

Ушбу китобни ёзишда муаллифлар ана шу мураккаб вазифани 
бажаришга интилдилар. Китоб, асосан, университетлар ва педагоги
ка институтлари математика, амалий математика ва физика-мате
матика факультетлари математик анализ курси программаларига муво- 
фи̂  ёзилган. В. И. Ленин номли Тошкент Давлат университетида куп 
йиллар мобайнида мазкур курс буйича у^иган лекцияларимиз китобни 
ёзиш жараёнида катта ёрдам берди. Шу билан бирга, китоб цулёзмаси 
тайёр булгач, у лекцияларимизда «синов» дан утказилди.

Китоб ёзилиши жараёнида биз математик к,атъият ва изчиллик- 
ни таъминлашга интилиш билан бирга яна цуйидагиларга амал ^ил- 
дик.



Биринчидан. Маълумки, студентлар ю̂ ори курсларда математик 
анализнинг узвий давоми сифатида функционал анализ курси билан 
танишадилар. Ундаги асосий тушунчалар (функционал, оператор, 
метрик фазо Еа х.к.) абстракция даражаси нукдаи назаридан анализ- 
иинг тушунчаларидан «бир погона» ю̂ ори ^исобланади, шунинг 
учун уларни анализ курси давомида студентлар онгига сингдира 
бориш, уларни «бир к,адам» илгарини куришга ургата бориш, фикри- 
мизча, иккала фаннн эгаллаш учун а̂м фойда келтиради. Айни 
пайтда, студентлар математиканинг мо^иятлари билан танишиш им- 
кониятнга эга буладилар. Бу эса булажак мутахассиснинг математик 
жи^атдан шаклланишида маълум методологии а^амиятга эга.

Иккинчидан. Математик анализнинг турли адаларга татби  ̂дон- 
раси ни^оятда кенг. Аммо шулардан энг му^ими, фикримизча, унинг 
^ар хил математик объектларни (иррационал сонларни, функциялар- 
ни, хос ва хосмас интегралларни) тацрибий ^исоблашга кулланишида- 
дир. Сирасини айтганда, анализнинг барпо булишидаги асосий ман- 
балардан бири а̂м шудир. Бундай масалалар ^озирга 1̂адар а̂м 
анализнинг тара^иёти учун хизмат г̂ илиб келяпти. Шу мулохазага 
таянган х,олда анализнинг та^рибий ^исоблашларга цулланишига 
асосий эътибор берилган. Бу уринда муаллифлар уз илмий изланиш- 
ларидан а̂м фойдаланганлар.

Учинчидан. Асосий тушунчаларни киритиш, асосий фактларни 
шар^лашда мумкин к;адар соддаро ,̂ тушунарлиро  ̂ фикр юритишга 
ва муайяи тасаввур ^осил цилингандан кейингина уларни математик 
цатънят ва изчиллик билан баён этишга харакат килинди. Б у хам- 
ма дарслик ва цулланмалар учун х;ам фойдадан холи булмаган узига 
хос методик ёндашиш булиб, китобдан техник олий уцув юртлари- 
нинг студентлари ва у^итувчилари фойдаланЗ олишлари учун имкон 
ярагади.

Китоб кулёзмасипинг дастлабки вариантини синчиклаб ук,иб чи- 
1̂иб, уни илмий ва методик жи хат дан яхшиланишига уз и̂ссалари- 
ни кушганлари учун доцентлар Э. X. Якубов ва Б. Наимжоновларга 
авторлар ташаккур из̂ ор циладилар. Фикр-муло^азалари билан 
китобн.и янада яхшиланишига муносиб х,иссаларини цушганликлари 
учун профессорлар Л. И. Волковиский, A.C. Садуллаев, X. Р. Латипов, 
доцентлар А. Борисов, Р. Ранихужаевларга >̂ амда махсус мухаррирлик 
вазифасини маъсулият билан бажарганлиги учун ТошДУ профессори 
F. Н. Насритдиновга авторлар самимий миннатдорчилик билдирадилар. 
К,улланмадаги камчиликларни бартараф этишга ва унинг сифатини 
яхшилашга царатилган фикр ва муло^азаларини билдирган урто^ларга 
авторлар аввалдан уз миннатдорчиликлгрини билдирадилар.



1-боб

ДЛСТЛАБКИ ТУШ УНЧАЛАР
Ушбу бобда математика фанининг барча тармоцларида ^уллани- 

ладиган эиг муз̂ им тушунчалар з̂ ак.ида баъзи маълумотлар берила- 
ди. Бундай тушунчалардан туплам ва акслантириш тушунчаларинн 
келтириш мумкин. Улардан математик анализ курс и давомида мут- 
тасил фойдаланиб борилади.

1-§. Туплам. Тупламлар устида амаллар

1. Туплам  туш ун часи .  }̂ ар бир фанни урганиш аввало 
унинг асосий тушунчалари билан танишишдан бошланади. Туплам 
тушунчаси математиканинг бошланрич тушунчаларидан бири булиб, 
уни мисоллар ёрдамида тушунтирилади. Масалан, шкафдаги китоб- 
лар, барча турри касрлар, 1\уёш системасидаги планеталар, берилган 
нуцтадан утувчи турри чизи^лар туплами з̂ ацида гапириш мумкин.

Тупламни ташкил этган нарсалар (предметлар) унинг элементла- 
ри деб аталади.

Одатда тупламлар латин ёки грек алфавитининг бош харфлари 
билэп, унинг элементлари эса кичик з̂ арфлари билан белгиланади. 
Масалан, А, В, . . . , Е, /% . . .  лар билан тупламни, а, Ь, с, . . .  лар 
билан тупламнинг элементини белгилаймиз.

Агар А тупламнинг элемента а булса, а £ А ёки А^а  каби ёзи- 
лади ва «а элемент А тупламга тегишли» деб у^илади. Акс з̂ олда 
а £ А ёки а $ А деб ёзилади ва «а элемент А тупламга тегишли 
эмас» деб уцилади. Масалан, А = { 2, 4, 6, 8, 10 } булса, у з̂ олда 
6 £ А, 7 £ А булади.

Чекли сондаги элементлардан ташкил топган туплам чекли тр а 
лам деб аталади. Масалан, ю^орида келтирилган тупламлардан 
шкафдаги китоблар чекли тупламни ташкил этади.

Математикада купинча чекли булмаган тупламларни — чексиз 
пи]пламларни царашга турри келади. Масалан, барча турри касрлар, 
барча натурал сонлар, берилган ну^тадан утувчи ¿арча турри чизщ- 
лар туплами чексиз тупламларга мисол була олади.

Барча натурал сонлардан иборат тупламни N харфи билан бел
гиланади ва

N = ( 1, 2, 3, . . ., п, . . .) ёки N = \п : п = 1, 2, 3, . . . ] 
каби ёзилади. Яна бир мисол сифатида В  — { х : х- — 5д' + 6 =  0}



тупламни келтирайлик. Бу туплам х2 — 5х + 6 = 0 тенглама ил- 
дизларидан ташкил топган.

Ю^орида биз туплам унинг барча элементлари учун характерли 
булган хусусиятни, ^оидани келтириш билан берилишини, шунинг- 
дек, унинг барча элементларини бевосита курсатиш билан берилиши
ни курдик. Айрим вацтларда туплам цандай характерли хусусият- 
га эга булган элементлардан ташкил топганлиги маълум булса а̂м, 
бундай хусусиятли элементлар мавжуд булмаслиги мумкин. Масалан, 
А туплам х2 + х +  1 = 0 квадрат тенгламанинг а̂ци^ий илдизлари- 
дан ташкил топган дейилса, бу тупламнинг битта ^ам элементи 
йуцлиги маълум булади. Бунга сабаб, берилган квадрат тенглама 
^а^и^ий илдизларга эга эмаслигидир. Бундан куринадики, элементга 
эга булмаган тупламларни ^ам куришга тугри келади.

Битта а̂м элементга эга булмаган туплам буш туплам дейила- 
ди ва 0  каби белгиланади.

Шуни таъкидлаш лозимки, тупламни аншутшда уни ташкил эт- 
ган элементлар орасида айнан бир - бирига тенг булган элементлар 
тупламнинг элементи сифатида фа^ат бир мартагина олинади. Маса
лан, В  туплам х3 — Зх +  2 = 0 тенгламанинг илдизларидан иборат 
булсин. Бу тенгламанинг илдизлари х1= 1, х% = 1, х3 = —2 булиб, 
улар дан тузилган В туплам деганда биз 1 ва — 2 элементлардан 
тузилган В  = { 1 ,- 2 } тупламни тушунамиз.

Купинча тупламларни, улар чекли ёки чексиз булишидан ^агъий 
назар, символик равишда бирор шакл масалан, доирачалар билан 
тасвирланади. Бу эса тупламлар устида бажарилган амалларни та- 
саввур ^илишда, улар орасидаги муносабатларни урганишда анча цулай- 
лик турдиради (1- чизма).

Агар В  тупламнинг а̂р бир элементи А тупламнинг а̂м элемен
ти булса, В туплам А тупламнинг кисми ски цисмий туплами 
(туплам ости)  деб аталади ва 6 с  Л каби белгиланади (2-чизма). 
Масалан, В  = { 2, 4, 6, 8 }, А = { 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 } булсин. Бунда 
В  а  А эканлигини куриш г̂ ийин змас.

Буш туплам 0  у,ар к.андай А тупламнинг ь,исми (̂ исмий тупла
ми) деб ^исобланади.

Бирор А туплам берилган булсин. Бу тупламнинг барча и̂смий 
тупламларидан иборат тупламни Р  (А) каби белгилаймиз. Равшанки, 
0 £Р(А ), А£Р(А ).  Масалан, А = {  1,2,3,} туплам учун

1- чизма 2- чизма

Р {А ) = [\ 1}, ¡2}, ¡3], ¡1,2), [1,3}, ¡2,3}, ¡1,2,3}, 0 }



3- чизма

булади. Р  (А) туплам элементларининг узи 
тупламдир.

1.1-таъриф. Агар А туплам В  туп- 
ламнин ^исми, В  туплам А тупламнинг 
цисми, яъни А с . В на В с  А булса, у з̂ ол- 
да А ва В  тупламлар бмр- бирига тенг 
тупламлар деб аталади ва А = В  каби 
ёзилади. Масалан, А туплам кп куриннш- 
дагп сонлардан иборат булсин, бунда к — О,
± 1. ± 2, . . . , яъни А = \а : а = кп к —
= 0,±1, ±2, . . .). В туплам э.'а впис = О 
тенгламанинг ечимларидан иборат булсин, 
яъни В = \х : 8Шд:=0|. Агар ятд' = 0 тенг
ламанинг барча ечпмлари х = кп, к—0, ± 1,
±2 . . . формула билан ёзилишини ^исобга 
олсак, А = В  булишини курамиз.

2. Тупламлар  устида амаллар.
Б из у̂йнда тупламлар устида бажарилади- 
ган амалларни келтирамиз.

1.2- та ъ риф. А на В  тупламларнинг 
барча элементларидан ташкил топган С туп
лам А ва В  тупламларнинг йитндиси деб 
аталади ва

С = Л и В
каби белгиланади (3-чизма). Масалан, А = {2, 4, 6, 8}, В 
Е = [  2, 4, 6, 8, . . .}, 0 =  {1,3, 5, 7, . . 
йигиндилари цуйидаги тупламлардан 
= (1,2,3,4,6,8), Е  и £>= {1,2,3,4,
= (2, 4, 6, 8____ }.
Юцорида келтирилган 1.2- таърифдан:

л и л = л, л и  в  =  в и  Л
келиб чицади, шунингдек, агар Л е й  булса, унда А\] В = В булади.

1.3-таъ риф. А ва В  тупламларнинг умумий элементларидан 
ташкил топган О туплам Л ва В тупламларнинг купайтмаси дейилади 
ва

о  = л п в
каби белгиланади (4-чизма). Масалан, Л = { 1,2,3,4,5}, В  — 
= {2, 4, 6, 8, 10) булса, уларнинг купайтмаси А П В {2,4} туплам 
булади. Тупламлар купайтмасинпнг 1.3- таърифидан бевосита

А [ ) А  = А, А Л В =  В Л Л
келиб чи а̂ди, шунингдек, агар А с  В  булса, унда А [\ В  ~  А 
булади.

Икки туплам купайтмаси буш туплам, яъни Л Л В  = 0  булса, 
у холда А ва В  тупламлар кесишмайдиган тупламлар дейилади. 
Масалан Е  = {2, 4,6, . . .}, Т7 = {1, 3, 5, 7, . . .} тупламлар кесишмай
диган тупламлар булади, чунки Е  Л Е  =  0  •

4- чизма

¡1, 2,3,4}, 
.( булса, унда уларнинг 
иборат булади: Л и В  —

. . . ( = л/, л и ^  =



Биз тупламларнинг йигиндиси х;амда купайтмаси таърифларини 
икки тупламга нисбатан келтирдик. Агар А1} Аг, . . . , Ап туплам- 
лар берилган булса, уларнинг йигиндиси

А, и Аг и . . .  и Аа
з̂ амда купайтмаси

¿1 П А,, п . . . Л Ап
ю^оридагига ухшаш таърифланади.

1.4-таъриф. А тупламнинг В  тупламга тегишли булмаган эде- 
ментларидан тузилган Е  туплам А тупламдан В  тупламнинг айир- 
маси деб аталади ва

Е  *= Л \Я
каби белгиланади (5-чизма). Масалан, А — { 1,2,3,4, 5}, В  = 
*= {3, 6, 9, 12} булса, Л \ Б  = (1,2, 4, 5} ва В \Л  = {6, 9, 12} булади.

Агар А туплам 5 тупламнинг цисми (яъни Л с: 5) булса, ушбу 
5 \Л  айирма А тупламни 5 тупламга тулдирувчи туплам деб ата
лади ва С „А каби ёзилади. Шу таърифга кура

С, А = 5\/1.

5- чизма 6- чизма

1.5- таъриф. А тупламнинг В тупламга тегишли булмаган эле- 
ментларидан ва В  тупламнинг А тупламга тегишли булмаган элемент- 
ларидан тузилган туплам А ва В тупламларнинг симметрии айирма- 
си деб аталади ва А л В  каби белгиланади (6- чизма). Таърифга кура

А А В  = (Л\5) и (В\Л).
Масалан, агар А -- {1, 2, 3, 4,5, 6}, В =  {4, 5, 6,7, 8,9} булса, у 
^олда бу тупламларнинг симметрии айирмаси

А А В =  {1,2, 3,7, 8, 9}
булади.

Икки Л ва В  туплам берилган булсин. Биринчи элемента А туп
ламга, иккинчи элементи В  тупламга тегишли булган тартиГланган 
(а, Ь) жуфтликларни ^арайлик:

а 6 А, Ь£В.
1.6-таъриф. Барча (а, Ь) куринишдаги жуфтликлардан тузилган



туплам А ва В  тупламларнинг Декарт купайтмаси ёки mÿFpu кй- 
пайтмаси деб аталади ва А Х В  каби белгиланади.

Одатда А х А  тупламни А2 деб белгиланади, яъни
АХА  = А2.

Масалан, А = {1, 2,3}, В = {2,4} булсин. Бу тупламларнинг Декарт 
купайтмаси ^уйидаги

А Х В  = {(1,2), (1,4), (2,2), (2,4), (3,2), (3,4)}
туплам булади. Умуман айтганда, А Х В  ф В Х А .

Ю^орида тупламларни ва улар устида бажарилган амалларни тас- 
внрлаш учун ишлатилган шакллар Эйлер — Виен диаграммалари деб 
аталади ( 1 — 6-чизмалар).

2- §. Тупламларни та^цослаш

Агар Л ва В  лар чек ли туплам лар булса, у ^олда уларнинг эле- 
ментларини бевосита санаш билан элементлар сони бир- бирига тенг- 
лигини ёки А тупламнинг элементлари сони В  тупламнинг элемент- 
лари сонидан Kÿn ёки кам эканини аницлаш мумкин. Бу ^олни А  
ва В  тупламлар элементларини бир- бирига мог цунищ йули билан 
>̂ам текшириш мумкин. Масалан, А = {1, 2, 3, 4, 5}, В  = {1, 4, 9, 16, 
25,36,49} тупламларни кУрайлик. Унда А ту-пламнинг jçap ’ бир 
п(п = 1,2, 3,4, 5) элементига В  тупламнинг п2 элементини мос кел- 
тириб ’(яъни îi >-ti2 1 — 1,2 —>4,3 —>- 9,4 — 16,5 —>■ 25) В  туплам 
элементлари сони А туплам элементлари сонидан Kÿn эканини 
аницлаш мумкин.

Агар Л ва В  тупламлар чексиз тупламлар булса, унда бу Tÿn- 
ламларнинг элементларини, равшанки, санаш йули билан таэдослаб 
булмайди. Аммо бу тупламларни уларнинг элементларини бир-бири- 
га мос rçÿmrni йули билан тавдослаш мумкин. Масалан,

^={1 ,2 ,3 ,  . . . } .
[ 2 3  п )

тупламлар берилган булсин. N тупламнинг элементи бУлган з̂ ар бир 
п сонга {п = 1, 2, 3, . . .) N' тупламнинг элементи бу'лган ~  (п =

= 1,2, . . .) сонни мос rçÿfluiu билан (яъни п п = 1, 2, 3, . . .)
N ва N' тупламларни та^цослаб улар элементларининг сони жи^ати- 
дан «тенг» деган хулосага келамиз. Аммо чексиз тупламларни бу 
мисолдаги каби осонликча тац^ослаш мумкин булавермайди. туплам
ларни тавдослаш у̂йидаги му^им тушунчага олиб келади.

1.7-таъриф. Агар икки Л ва В туплам берилган булиб, Л Tÿn- 
ламнинг }̂ ар бир а элементига В  тупламнинг битта b элементи шун- 
дай мос ^уйилган булсаки, бунда В тупламнинг хар бир элементи 
учун Л тУпламда унга мос келадиган биттагина элемент бор булса, 
у о̂лда Л ва В тупламлар ораснда узаро бир кийматли мослик. 
уриатилган деб аталади.



Масалан, тугри бурчакли АВС уч- 
'  в бурчак ( А АВС) берилган булсин (7- 

чизма). Бу учбурчакнинг гипотенузаси 
АВ нинг ну^таларидан иборат туплам- 
ни У7 деб, АС катетни ташкил этган 
нуцталар тупламини эса Е  деб ола-й- 
лик. Бу Е  ва F  тупламларнинг эле- 

. ментлари орасида узаро бир цийматли 
мослик урнатиш мумкин. Т7 тупламда 
олинган а̂р бир ¡3 нуцтага шу нут̂ та-

7- чизма дан АС га туширилган перпсндикуляр-
нинг асоси а ни мос ^уямиз ва ак- 

синча. Бу эса Е  ва Р  туплам элементлари орасида узаро бир и̂й- 
матли мо:лик мавжуд эканлигини курсатади.

1.8- т а ъ р и ф. Агар Л ва В туплам элементлари орасида узаро 
бир ^ийматли мослик урнатиш мумкин булса, улар бир- бирига 
эквивалент тупламлар деб аталади ва

А — В
каби белгиланади.

Ма -алан,
А = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, В  = {2, 4, 6, 8, 10, 12}, Л/ = {1, 2, 3, . . . , « , . .
ЛГ = 11 —, тупламлар берилган булса, унда А — В

I ’ 2 3 ’ п I
ва N — ЛГ эканини курамиз. Эквивалентлик тушунчаси тупламлар-
ни синфларга ажратиш имконини беради.

Масалан, бизга цуйидаги тупламлар берилган булсин:
А = {2, 4,6,8, 10, 12}, 5 =  {1,2}, С = {10, 11}, О = {1, 3, 5, 7, 9, 11},
Е  = {1}. Бу тупламлар орасида А ва И тупламлар, В ва С туплам
лар эквивалент: А ■—-И, В — С. Бунда Л ва О тупламлар битс а 6 
элементли тупламлар синфига кирса, В ва С тупламлар эса боии̂ а 
2 элементли тупламлар синфига киради. Аммо Е  туплам А, В, С, и  
тупламларнинг биронтасига 5̂ам эквивалент эмас. У бир элементли
тупламнн ташкил этади.

Натурал сонлар туплами N берилган булсин. Бу тупламга экви
валент булган тупламларга ми:оллар келтирайлик:

Ы” = {2. 4, 6, 8, . . . , 2п, . . .}, п 2 п\
А"" = ¡1,3, 5,7........2п — 1, . . .}, п«-2п— 1

ва х.к.
1.9-таъриф. Натурал сонлар туплами N га эквивалент булган 

хар кандай туплам саноцли туплам деб аталади.
Натурал сонлар туплами N га эквивалент булган барча туплам

лар саноцли тупламлар синфини ташкил этади.
Куйидаги нкки туплам



N =  {1,2,3, . . .  , t i , . . . } ,  N" = {2, 4, 6, ,  2n, . . .} берилган 
булсин. Бунда N" cz N эканлиги равшзн. Аммо ю^орида N — N" 
эканлигини таъкидлаган эдик. Демак, N"czN, N " ~ N .

Тупламнинг цисми.узига эквивалент булиши фа^ат чексиз туп- 
ламларгагина хосдир.

Биз юцорида мисол тарикасида келтирган тупламларимиз acocan 
чекли тупламлар ёки сано^ли тупламлар эдн. 'Габиийки, чексиз, ам
мо сгноили булмаган тупламлар борми? — деган савол тугилади. 
Бундай тупламлар мавжуд. Улар билан кейинро,̂  танишамиз (З-боб,
8- § нинг 3-пунктига к,аранг).

Эквивалент тупламлар синфининг ми̂ дорий характеристиками си- 
фатида тупламнинг цуввати тушунчаси киритилади. Чекли туплам
лар учун кувват туплам элементларининг сонидан иборатдир.

3- §. Акслантиришлар

1. Акслантириш  туш ун часи .  Акслантириш тушунчаси ма- 
тематиканинг асосий тушунчаларидан бири. Акслантиришлар назария- í 
сида бир тупламнинг элементларипи иккинчи тупламнинг элементла- 
рига мос келтириш ^онуниятлари урганилади.

Икки Е  ва F  туплам берилган булсин.
1.10- таъриф. Агар Е  тупламдан олинган ^ар бир х элемзнгга ; 

(х € Е) бирор i-̂ оида ёки конунга кура F  тупламда битта у элемент 
(у £ F) мос ^уйилган булса, у хрлда Е  тупламни F  тупламга акслан
тириш берилган деб аталади. Акслантиришлар купинча f ^арфи 
ор̂ али белгиланиб, ^уйидагича ёзилади:

f : Е  -у F  ёки х Ly .
Е  туплам f акслантиришнинг анщланиш сощси деб аталади.

Мисоллар.
1. N = { 1,2, ва N' = {l.i- , . . .  Д ,  * * #.J туплам- г

лар берилган булсин. Агар хар бир натурал сон ti га сонни моа 
цуйсак, биз ¡:N^>~N' акслантиришга эга буламиз. Баъзан бу му- 
носабатни f(n) = i- каби а̂м ёзилади.

2. N ва N' тупламлар берилган булиб, >̂ар бир n£N сонга А/"

сонни мос цуйсак, яъни п-*- унда ушбу g: N-+N' яъни g(n) = 5̂
акслантириш ^осил булади.

3. Дар бир n£N  сонга N' тупламнинг 1 сонини мос ^уйиб,
W :N-+ N ',  яъни W (п) = 1

акслантиришга келамиз.
4. Тугри бурчакли ABC  учбурчак берилган булсин, Е  туплам 

АС катетнинг ну^таларидан, F  туплам эса гипотенузанинг ну^тала-



8- чизма
6

ридан иборат булсин. 8- а чизмада курсатилганидек Е  тупламнинг 
а̂р бир х элементига F  тупламнинг у элементини мос ^уйиб f : E-+F 

акслантиришга, бу тупламларнинг элементлари орасида 8- 6 чизмада 
курсатилганидек мослик урнатиб бошца g : Е -+ F  акслантиришга 
эга буламиз.

Келтирилган мисоллардан бир туплам элементларини иккинчи туп- 
лам элементларига акслантиришлар (Е ->- F) турлича булиши мумкин 
эканлигини курамиз.

Е  ва F  тупламларининг элементларини нуцталар деб тасаввур 
^илиб, f : E-*-F акслантиришни 9- чизмада курсатилганидек геомет
рик ифодалаш мумкин. Масалан, 11- бетдаги 3- мисолдаги W(n)= 1 
акслантириш 10- чизмадагидек тасвирланади.

Ушбу f :E - *- F  акслантириш берилган булсин. f акслантириш 
ёрдамида Е  тупламнинг х элементига мос келган F  тупламнинг у 
элементини х элементнинг акси (образи)  деб аталади ва уни 
У = f (x) каби белгиланади. Энди F  тупламда ихтиёрий у элемент 
олайлик. Е  тупламнинг шундай х элементларини карайлнкки, улар-

нинг акслари а̂ралаётган у га 
тенг булсин. Бундай х £ Е  эле- 
ментлар у нинг асли (прооб- 

! рази) цеб аталади ва ка
би белгиланади, яъни f L(y)= 
= {х :х£Е , f(x) = у}.

9- чизма
Агар A cz E  булса, А туп

лам элементларининг акслари-

10- чизма



дан иборат { [ (х):х£ Л} туплам А тупламнинг Р  даги акси деб ата- 
лади ва уни / (Л) каби белгиланади. Агар В с= Р  булса, В  туплам 
элементларшшнг аслларидан иборат {х; ! (х) 6 В }  туплам В  туп
ламнинг асли деб аталади ва уни / 1(В) каби белгиланади.

Ми сол. N г= {1, 2, 3, . . .  , п, . . .}, М  = {— 1, +  1} туплам- 
лар ва / (п) = (— 1)” акслантириш берилган булсин. Бунда, масалан 
5 6 N нинг_акси / (5) = — 1 булиб, М  тупламда олинган 1 нинг 
асли эса { (1) = {2, 4, 6, 8, . . .} — жуфт сонлар тупламидаи ибо- 
ратдир. N тупламнинг цисми булган А = {3, 4} (А <= Щ  тупламнинг 
акси }(А) = {— 1, + 1} = М  булади. М  тупламнинг 1̂исми булган 
В — {— 1} ( В с  М) тупламнинг асли эса /~Х(В) = {1, 3, 5, 7, .} 
булади. ’

1 Л-теорема. Т7 нинг кисмлари булган А ва В  тупламлар 
купайтмасининг асли б у тупламлар аслларининг кфьайтмасига 
тенг:

Г 1 (А (]В ) = Г 1 (Л) Г) Г 1 (В). (1.1)
Исбот. (1.1) тенгликнинг тугрилигини курсатиш учун ушбу
Г Ч А  П В) с= р Ч Л ) П Г Ч Щ  ва /-!(Л) П /_ 1(В) с  /_1(Л П В).

муносабатларни исботлаш етарлидир.
Фараз ^нлайлик^л: элемент /~Х(Л П В) тупламнинг ихтиёрий эле

мента булсин: х ^ ГЧ А П В ) .  Бундан /(л:)еЛПВ келиб чицади. Де
мак, }(х)£А  ва ¡ (х )£В  булади. Энди ./(*)£ Л дан. Х £ ^ 1(А), шу- 
нингдек ¡{х )£В  дан х£{ г(В) га эгамиз. Шундай цилиб, х£1~1(А)г 
х £1 Х(В), демак, х£[ 1(Л^П/~Х(В). Биз ’(ЛПВ)  тупламдан олин
ган дар бир х элемент } Х(Л) П /_ 1(В) тупламнинг дам элемента 
эканлигинн курсатдик. Демак,

Г 1( Л П В ) с = Г 1( Л ) П Г 1(В). (1.2)
Знди х элемент /-1(Л) П /-1(В) тупламнинг ихтиёрий элемента 

булсин: 1(А)П! ЧВ). У  долда х^ГЦ А )  ва х ^ Г Ч В )  булади. 
Бундан эса, /(х)^Л, ¡ (х )£В  га эга буламиз. Демак, ! (х )^ А ( ]В  
булиб,̂ натижада лг£/-1(ЛПВ) эканлигини анидлаймиз. Шундай и̂- 
либ, /_ 1(Л) П /_ 1(В) тупламнинг ихтиёрий * элемента /_1(Л (~| В) туп
ламнинг дам элемента булади. Бу эса

ГЧ А ) П Г Ч В )  (= Г Ч А  П В) (1.3)
эканини англатади. (1.2) ва (1.3) муносабатлардан (1.1) тенглик ке
либ чикади. Теорема исбот булди.

Куйидаги теоремалар худди шунга ухшаш исбот цилинади.
1.2-теорема, Р нинг цисмлари бдлган А ва В  тупламлар 

йитндисининг асли бу тупламлар аслларининг йитндисига тенг:
Г Ч А [ ] В ) = Г Ч А ) [ ] Г Ч В ) .  (1.4)

1.3-теорема. Е  нинг цисмлари булган А ва В  тупламлар 
йитндисининг акси бу тупламлар акслари йитндисига тенг:

/(Л и В) = ^Л)и/(В). (1.5)



2. Акслантиришнинг  
турлари. Ушбу

f : E ^ F
акслантириш берилган булиб, 
f(E) эса Е  тупламнинг акси 
булсин:

11- чизма f(E) = {/(х) :х £ Е } .
Равшанки а̂р кандай акс-

лантириш учун f(E) cz F  муносабат уринли.
1.11-таъриф. Агар f:E-^~F  акслантиришда f(E)=£F  булса, 

бундай акслантириш Е  тупламни F  нинг ичига акслантириш деб 
аталади.

иборат булиб, f (N )^ N '  булади. Демак f акслантириш ичига акс- 
лантиришдир. 1- пунктда келтирилган 2, 3- мисоллардаги ва 8- б 
чизмадаги акслантиришлар ^ам ичига акслантиришлар булади.

Ичига акслантиришни 11-чизмадаги каби геометрик тасвирлаш 
мумкин.

1.12-таъриф. Агар f:E^>~F акслантиришда f(E) = F  булса, 
бундай акслантириш Е  тупламни F  нинг устига акслантириш ёки 
сюръектив акслантириш деб аталади.

Мисол.  Е  туплам текисликдаги {а, Ь), а = 0, ±1; 6 = 0, ±1 
нуцталардан иборат: Е  = {(a, Ь): а =  0, ± 1; b = 0, ±  1}, F  туп
лам эса 0, 1, 2 сонлардан иборат: F  = {0, 1, 2}. Е  тупламнинг хар 
бир (а, Ь) элементини ушбу

{а, Ь) а2 + b2
коидага кура F  тупламнинг элементларига акс эттирувчи f акслан
тиришни ^арайлик. Бу акслантириш сюръектиз акслантириш була
ди. Чунки f (E )  = {0, 1, 2} = F. Шунингдек азвалги пунктда кел
тирилган 1- мисолдаги ва 8- а чизмадаги акслантиришлар устига 
акслантиришга мисол булади.

1.13-таъриф. Агар f : E - > F  акслантириш Е  тупламнинг тур- 
ли элементларини F  тупламнинг турли элементларига акс эттирса, 
яъни xL, х.£ Е  ва ххФх.г булганда f (хх) Ф  f (хг) булса, f инъектив 
акслантириш деб аталади.

Ю^орида 1- пунктда келтирилган 1 ва 2- мисолларда каралган
/(п) =  — ва g(n) — -- акслантиришлар инъектив акслантириш бу- п п2
либ, 11- бетдаги 3- мисолда W (п) = 1 акслантириш эса инъектив 
булмайди.

Мисол. N = {1, 2, 3, . . .} туплам-

лар берилган булиб, f :N-+ N ' акслантириш эса «->— (ёки f(n) =

s= —'j куринишда берилган булсин. Бу акслантиришда N  туплам- 3 п J
нинг акси f(n) ==(—: п — 1, 2, . . .1 тупламдан

14



1.14-таъриф. Агар Е-+ Р  акслантириш 
устига акслантириш булга ва ихтиёрий у£ Р  
элемент Е  тупламдаги ягона элемгнтнинг акси 
булга, / акслантириш узаро бир ¡щйматли акс
лантириш ёки биектив акслантириш део ата- 
лади.

Мисол. Радиуслари г1 ва г2(г1С г„)  булган 
концентрик айланалар берилган. Е  туплам/'д ра- 
диусли айлана ну т̂аларидан, Р  туплам эга гг ра- 
диусли айлана ну т̂аларидан иборат булсин. Мар- 12- чизма
каздан чш^ан хар бир нур г, радиусли айланани 
х нуцтада, г,г радиусли айланани у ну^тада кегиб утадч, Х,зр бир 
х£Е  га ни мог ^уямиз. Натижада Е тупламнинг элемент-
ларини Р  тупламнинг элементларига акс эттирувчи [ акглантириаши 
>̂ осил циламиз. Бу акслантириш, равшанки, биектив акслантириш 
булади (12- чизма),

1- пунктдаги 1- мисолда берилган / (п) = —, п С N акслантириш
а̂м биектив акслантиришдир.

3. Те с кар и акслантириш .  Б из ю^орида / : Е  ^ акслан
тириш ва унинг турларини караб утдик. Маълумки, /: Е-+ Р  акс- 
лантиришда Е  тупламнинг хар бир х элемент ига бирор |-;оидага 
кура Г  тупламнинг битта у элемента мог цуйилар эди. Энди / : Е->Р 
акслантириш берилган ^олда Р  тупламнинг хар бир элемеятини Е  
тупламнинг битта элементига акс эттирувчи акслантиришни ^араймиз. 
f : Е-+ Р  акслантириш биектив, яъни узаро бир цийматли акслзнти- 
риш булсин.

1.15- таъриф. .Р тупламнинг х,ар бир у элементини Е  туплам
нинг битта х элементига мог цуядиган ва

£ (г/) = & (/ (*)) = х
муносабат билан ани^ланадиган £ :/=’->-£' акслантириш /: Е  ->- Р  
акслантиришга нисбатан тескари акслантириш деб аталади ва уни 
/~х каби белгиланади (13- а, Ь чизма).

13-чизма

Мисол. #  = {1, 2, 3, = {1, — 2, 3, — 4, ...,
(— 1)"+1 п, . . .} тупламлар берилган булиб, ^ акслантириш 
п-> (— 1)п+1п куринишда булсин. Бу акслантириш биектив акслан
тиришдир. Унга тескари булган }~1: N акслантириш ушбу



(— \)п+1п-+п куринишда булади. Шунингдек 1-пунктнинг 1-ми- 
солндаги акслаитириш тескари акслантиришга эга булиб, у — ->■ п

П

куринишда булади. Шундай ^илиб, акслантиришга нисба-
тан тескари акслаитириш мавжуд булиши учун:

1) акслаитириш сюръектив акслаитириш булиши;
2) ^ тупламидзн олинган ^ар бир у элементнинг Е  тупламидаги 

а:ли Г 1 (у) = /~1(/ (х)) = х ягона булиши керак.

4- §. Математик белгилар

Туплам тушуичаси билан танишишда биз баъзи бир математик 
белгиларни ишлатдик. Масалан, «Л тупламнинг элементи а» ёки 
т  элемент Л тупламга тегишли» дейилганда а£А  деб тегишлилик 
белгиси «£» ни ишлатдик. Шунингдек, «сг» ёки «гэ» белги бир туп
лам иккинчи тупламнинг ь;исми булганида ^улланилган эди.

Математикада баъзи ^олларда ёзувни ^искартириш максадида 
тез-тез учрайдиган суз ва суз бирикмалари урнига махсус белгилар 
ишлатилади,

«Агар . . . булса, у ^олда . . . булади» ибораси «=̂ » — имплика
ция белгиси ор̂ али ёзилади.

Масалан, Л, б ва С тупламлар берилган булсин. «Агар 
А сг В, В  с  С булса, у з̂ олда Л сг С булади» иборасини ^уйидагича

А а  В, 5 с С = ф - Л с С
ифодалаш мумкин.

Икки эквивалент фактларнинг эквивалентлик белгиси «<£>» ор- 
цали ёзилади. Масалан,

А с : В, В  сг Л <=> Л — В.
«Дар кандай», «ихтиёрий», «барчаси учун» сузлари урнига «V» 

умумийлик квантора белгисидан фойдаланилади.
«Мавжудки», «топиладики» сузлари урнига «з» мавжудлик кван

тора белгиси ишлатилади. Масалан:
1) «Ихтиёрий п хамда т  натурал сонлар йириндиси яна натурал 

сон булади» иборанн
\/п £ N. \/т  £ N (п + т )  £ N

каби ёзиш мумкин!
2) «Икки Л ва В тупламлар купайтмаси буш эмас» деган ибо- 

рани
А П В Ф  0  ёки з  а : а £ Л, а £ В

каби ифодалаш мумкин.
Шундай 1̂илиб, 6, с ,  =>, <=>, V , 3 математик белгиларни 

куриб утдик. Биз улардан !<;улай келганда, фойдаланиб борамиз.
Математик белгиларнинг ишлатилиш мазмунини кулайлик учун 

цуйидаги жадвалда ифодалаймиз:



№ Математик
белгилар Математик белгиларнинг ишлатилиш мазмуни

1 € т е г и ш л и л и к  б е л г и с и .  а элемент 
А  тупламнинг элементи булса, а £ Л каби ёзилади.

2 е тегишли  э м а с л и к  б е л г и с и .
Ь элемент В  тупламнинг элементи б$’лмаса, Ь ^ В  каби 
ифодаланади.

3 с цисм белгиси.  А  туплам В  тупламнинг ^исми бул
са, уии А<^ В  каби ёзилади.

4 V у м у м и й л и к  к в а н т о р и  б е л г и с и .  «Х,ар ^андай», 
«ихтиёрий, «барчаси учун» сузлари ва суз бирикмалари у р. 
нида ишлатилади.

5 3 м а в ж у д л и к  к в а н т о р и  белгиси .  «Мавжудки», 
«топиладики», урнида ишлатилади.

6 => импликация  б е л г и с и » . . .  булса,,,, булади», «,,, 
келиб чицади» маъносида ишлатилади.

7 о э к в и в а л е н т л и к  белгиси .



2- боб

^ А ВД И Й  СОНЛАР

Сон тушунчаеи узок, утмишдан маълум. Одамлар санаш тацозоси 
билан 1, 2, 3, . . .— натурал сонларни цулланганлар. Да.'тлаб 
манфий сон, рационал сон ва ни^оят а̂̂ ик,ий сон тушунчалари ки- 
ритнлган ва урганилган. Албатта, бу тушунчалар китобхон а у рта 
мактаб математика курсндан маълум. Щунинг учун а̂м у̂йида (шу 
бобнинг 1- §, 2- § лари) натурал сонлар, бутун сонлар, рационал 
сонлар тупЛамларининг энг му^им хохалари ^исцапгна баён этил- 
ган. Х,а̂ и̂ ий сон тушунчасига келганда шуни айтиш керакки, унинг 
киритилиши математик анализ учун каноагланарли даражада эмас. 
Шу сабабга кура куйида (шу бобнинг 3- §, 4- §, 5- § лари) а̂̂ иций 
сон тушунчасини Дедекинд буйича киритамиз ва а̂н̂ и̂ ий сонлар 
тупламининг хоссаларини батаф:ил урганамиз.

1-§. Натурал сонлар. Бутун сонлар

1. Н атур ал  сонлар. Маълумки, N = {I, 2, 3, .. .} — барча 
■натурал сонлар тупламини ифодалайди. Бу тупламдан олинган их- 
тиёрий натурал п, т  ва р сонлар учун цуйидаги икки тасди^нинг 
уринли экани равшан:

1) п = т , п > т ,  п<^т  муносабатлардан биттаси ва фа а̂т бит- 
таси уринли,

2) п< .т , т < р  тенгсизликлардан п <  р тенгсизликнинг уринли 
экани келиб чи а̂ди.

Агар бирор Е  тупламнинг элементлари орасида ю о̂рида келти- 
рилган 1) ва 2) муносабатлар (тасди^лар) уринли булса, Е  туплам 
тартибланган туплам дейилади. Натурал сонлар туплами тартиб- 
ланган тупламга дастлабкн мисол була олади.

Натурал сонлар туплами элементларини узаро тавдослаб, бу туп- 
лам элементлари орасида энг кичик элемент мавжудлигини ва у 1 сони 
эканлигини топамиз. Аммо N туплам элементлари орасида энг кат- 
та элемент йуц. Х^и^атан, а̂р бир учун яна N га тегишли 
п +  1 сон топилади.

Маълумки, икки натурал п, т  сонлар йигиндиси п + т  з̂ амда 
купайтмаси п-т. яна натурал сон булиб, ^ушиш ва купайтириш 
амаллари эса ^уйидаги хоссаларга эга.

1°. Комму  татив  л и к: п + т ^ т  + п, п-т*= т-п,



2°. Ассоциативлик :  (л + т )  +  Р = п + ( т  +  р), (п - т )р  — 
= п(т-р).

3°. Д ист р и бутив  л и к: (л +  т)-р — п-р + т-р.
4°. N тупламда щундай £ элемент борки, к'П = п-к — п була- 

ди. Бу элемент к = 1 дир.
N тупламида п р  — п тенгликни цаноатлантирадиган натурал 

р сон мавжуд эмас.
Агар т£Ы ,  л£М булса, т  + х = п тенглама натурал сонлар 

тупламида доим ечимга эга булавермайди. У фацат п >  т  булган- 
дагина ечимга эга. Агар л < т  булса, шу тенглама ечнми N туп
ламда мавжуд эмас. Бу натурал сонлар тупламини кенгайтириш 
зарурлигини англатади.

2. Б у т у н  сонлар. Ишораги натурал сонларга тескари булган 
сонларни манфий натурал сонлар дейилади. Барча манфнй натурал 
сонлар, ноль сони ва барча натурал сонлардан иборат туплам бутун 
сонлар тупламини ташкил этади ва у одатда 1 а̂рфи билан белги- 
ланади:
г  = П.......... -  3, -  2, -  1, О, 1, 2, 3, . . .  , п, . . . } .

Равшанки, N ст 2.
Бутун сонлар туплами натурал сонлар туплами каби тартиблан- 

ган туплам булади.
Ихтиёрий икки р ва ц бутун сонлар йириндиси р + ц, айирмаси

р_с], купайтмаси р-Ц яна бутун сон булиб, к,ушиш, айириш, ку-
пайтириш амалларига нисбатан 1- пунктдаги Г , 2°, 3°, 4° хоссалар 
билан бирга яна цуйидаги хоссалар ^ам уринлидир:

5°. У<? € 2 элемент учун 1 тупламда шундай элемент — ц мав- 
жудки, ц + (— Ц) — 0 булади.

6°. У<? € 2 элемент учун q + 0 = 0 + q = q  булади.
7°. элемент учун  ̂• 0 = 0 - <? = 0 булади.
Демак, бир томондан, I  туплам уз ичига N тупламнинг барча 

элементларини олса, иккинчи томондан эса 1 туплам элементлари 
учун ^ушиш ва купайтириш амаллари N  тупламдаги к,ушиш хамда 
купайтириш амаллари билан бир хил булади.

Бутун сонлар тупламида т-\-х — п, т  £ 1, л £ 2 тенглама доим 
ечимга эга. Аммо шу тупламда т  х =  л, т ф  0 тенглама доим ечим
га эга булавермайди. Масалан, 2х — — 4 тенглама 1 тупламда 
х = — 2 ечимга эга, 2х = — 5 тенглама эса I  да ечимга эга эмас. 
Бундан бутун сонлар тупламини кенгайтириш зарурлиги келиб 
чицади.

2- §. Рационал сонлар

Ушбу цис̂ армайдиган г — —, р£Ъ, n£N  каср куринишида тас-
вирланадиган а̂р бир сон рационал сои дейилади. Барча рационал 
сонлар тупламини <3 деб белгилаймиз.

Юцоридаги р ва л сонларнинг 1 дан бош^а умумий булувчилари 
йу^лигини (р, п) — 1 белги билан ифодалаймиз. Шундай ^илиб,



Q = {r : r “  7 ’ (y0’ /г) = 11 z> n e ^}-
Рацнонал сонларнинг ю^орида келтирилган таърифи куйидаги таъ- 
рифга эквивалент: чексиз даврий унли каср кÿpинишидa тасвирла- 
•надиган х,ар бир сон рационал сон дейилади.

Равшан ки,
N czZ  с  Q.

Шуни таъкидлаш лозимки, тÿплaмдaги бир хил элементлар унинг 
битта элемента сифатида олинганидек, Q тупламда хам бир-бипига 
тенг булган рационал сонлар битта элемент деб а̂ралади. Масалан
¿  4 о 15 2 *

7 ’ ‘ё’’ Ï 2’ 24 Рационал сонлари битта — га тенг б;улган рационал 
сон деб олинади.

Рационал сонлар тд/плами Q аввалги параграфларда кара лган 
натурал ва бутун сонлар туттлами каби тартибланган.

1. Рационал  сонлар устида арифметик амаллар. 
Рационал сонлар тупламида цушиш, купайтириш ва айириш амал- 
лари билан бирга бÿлиш амали а̂м киритилади.

Икки рационал сон йириндиси, айирмаси, KÿnaflTMacn ва нисбати 
яна рационал сон бз̂ лишини курсатайлик.

Фараз цилайлик, r, ïç-Q ва r = A  i = ±  булсин, унда р, q£Z,

n, rndN. Энди ушбу л +  t = JL + ± = E^L±±1L сон рационал сон
п т  п-т

эканини курсатамиз. Равшанки, n £ N, m£N дан n-m£N ва p£Z  
q£Z, N œ  Z дан (mp + nq)£Z экани келиб чикади. Бу sea r 4-t 
сон рационал сон эканини англатади. ’

Худди шунингдек г = £ Q, t = -̂Ç,Q булганда бу сонларнинг 

купайтмаси r-t = ва айирма-и r - t =  АШ рационал
сон эканини исботлаш мумкин. Икки тенг рационал сон учун г ■г=гг 
деб олинади.

Энди г ~  ва t 5= ~  рационал сонларнинг нисбатини к̂ араймиз,

Бунда t — — Ф  0, яъни q Ф  0 деб олинади. Ушбу 
г р-т
 ̂ у я соннинг рационал сон эканини исботлаймиз.

Агар q£N  булса, унда nq £ N ва демак, r :t  = ç Q. Агар а_
q-n

бутун манфий сон булса, у у̂ олда — q Ç N булиб, — г= !3'т - =
Р-(—  т) r n  „ t У’п

=  (—  j ;д булади, чунки n -(— q)£N, p-(— m)£Z.
Шундай цилиб, рационал сонлар туплами Q да ю^орида келтирил

ган TÿpT арифметик амални ц̂ ллланиш натижасида яна рационал сон
ХОСИЛ бз̂ ЛИШИНИ курдик.



Рационал сонлар тупламида бажарилган цушиш, купайтириш, 
айириш ва булиш амалларига нисбатан ушбу хоссалар уринлидир (бу 
хоссаларда г, t ва s лар ихтиёрий рационал сонлар):

Г . К омму та т ив л и к: г + =t-j-r, rt = tr.
2°. Ассоциативлик:  (г + /) + s = г +  (t + s), (г-t)s — r(t-s).
3°. Д и с т p иб y т и в ли к: { г 1) s — г - s t- s .
4°. Ноль сонининг  хусусияти :  г -\~ 0 — г, • 0 = 0.
5°. Бир сонининг хусусияти :  г Л — г.
6°. К, а р а ма-^а рш и элементнинг мавжудлиги :  \frdQ  

учун шундай — г Ç Q сон мавжудки, г + (— г) — 0 булади.
7°. Тескари элементнинг мавжудлиги :  W(EQ (г Ф  0) 

учун шундач а 1 P Q сон мавжудки, г-г-1— 1 бÿлaди.
8°. V^CrQ, Vt(zQ, V s сонлар учун r > t  булганда г -f- s>

>  / + s бÿлaди.
9°. V (zQ , Vt£Q, V s Ç Q (s > 0) сонлар учун r > t  булганда 

r-s>t's бÿлaди.
10°. Ихтиёрий икки мусбат г ва t рационал сонлар учун шун

дай натурал сон п мавжудки, n-r> t  бу'лади. Бу хосса одатда 
Архимед аксиомаси деб з̂ ам юритилади.

2. Рационал  сонлар ту 'пламининг зичлиги. Бу 
пунктда рационал сонлар TÿraaMH Q нинг тартибланганлик хоссаси 
билан боглиц булган яна бир хоссасини к;араймиз.

Фараз ^илайлик, aÇ Q, i£Q  ва r e t  бу-лсин. У  холда -у - €  Q

ва г <  Г—^— <  t. Бу эса ихтиёрий г ва i рационал сонлар орасида

г-^- рационал сон ■ бор зканлигини курсатади. г-^~ сонни s билан 2 2
г ~}~ sбелгилаб, /■ ва s сонлар орасида жойлашган — а̂мда s ва ¿ 

орасида жойлашган рационал сонлар борлигини к̂ фамиз:

r < í ± L . < í ± l < i ± L < t ,
2 2 2

Бу жараённи исталганча давом эттириш й;ули билан ихтиёрий г ва t 
рационал сонлар орасида чексиз Kÿn рационал сонлар борлиги аник,- 
ланади. Мана шу хосса рационал сонлар туплами Q нинг зичлик 
хоссаси дейилади.

3. TÿFpn чизи^нинг  хоссалари. Сонлар ÿrçn. Биз 
ушбу пунктда турри чизи^нинг хоссаларини келтирамиз. / — турри 
чизик̂ , М эса шу турри чизивдаги ну^та бÿлcин.

Г . Тартибланганлик  хоссаси. Икки турли М  ва P (M £ ír. 
P  ç /). ну^талардан бири иккинчисига нисбатан чапда жойлашган.

2°. Ч е га р а си зл и к  хоссаси. X¡ap 1̂андай М £ / ну^та учук 
/ турри чизшущ шундай Р  ва S ну^талар топиладики, буларда» 
бири AÍ ну^тадан чапда, иккинчиси эта М  ну^тадан 5'нгда жойлаш
ган булади.



3. З и ч л и к  хоссаси. Дар а̂ндай икки турли М  ва Р  (М £ I, 
Р £  0 нуцталар учун камида шундай битта 5 ну^та (5 £ I) топилади- 
ки, бу нукта М  ва Р  ну^талар орасида жойлашган булади.

Турри чизикнинг кейинги хоссасини ифодалашдан аввал турри 
чизиц ну^талари тупламида бажарилган кесимни таърифлаймиз.

2.1- та ъ риф. Турри чизикнинг барча ну^талари туплами L ни 
шундай иккита М  ва £Р тупламларга ажратилсаки, бунда у̂йидаги

1) М Ф ® .  ^ Ф 0 ,
2) Л  и Р  = Ц
3) V М ^ Ж , \/Р£$* (М  ну^та Р  ну^тадан чапда жойлашган) 

шартлар бажарилеа, у >̂олд£ <М ва ^  тупламлар I  тупламда кесим 
бажаради дейилади ва (Ж,®Р) каби белгиланади.

4°. У з л у к с  и зл и к  хоссаси. Т ур-ри чизи  ̂ ну ̂ талари ту плами 
Ь да бажарилган а̂р 1̂андай {Л , #’) кесим ягона М  ну^тани анш<;- 
лаб, бу нуцта ёки <М тупламнинг энг унг нуь̂ таси ёки еР туплам- 
нинг эиг чап нуктаси булади.

Турри чизицдаги ихтиёрий икки М ва Р  ну^таларни олайлик. 
М  ну^та Р  нуктадан чапда ётсин. Турри чизикнинг М  ва Р  а̂мда 
улар орасидаги барча ну^таларидан иборат туплам кесма деб ата- 
лади ва М Р  каби белгиланади. Бунда М  ну^та М Р  кесманинг 
чап учи, Р  ну^та эса шу кесманинг унг учи дейилади.

Турри чизнкда икки М Р  ва М 'Р '  кесма берилган булсин. Агар 
М Р  кесмани турри чизик, буйлаб суриш натижасида М  ну^та М' 
нуцта, Р  ну^та Р ' ну^та устига тушса (бунда М  билан Р  орасидаги 
ну^талар М' билан Р '  орасидаги ну^талар устига тушади), у о̂лда 
М Р  кесма М 'Р '  кесмага тенг дейилади.

' О Е м ^  М-1 М.г М4 о М1 Ы,

14-чизма

I турри чизи^ ва бу турри чизи̂ да ихтиёрий ну^та олайлик 
(14- а чизма). Бу иуцтани О а̂рфи билан белгилаймиз. О ну^та 
(бошланрич ну^та) турри чизикни икки ь̂ исмга— икки иурга ажра- 
тади. Бу нурлардан бирининг йуналишини мусбат, иккинчисиникиии 
эса манфий деб келншиб оламиз. Одатда О нуктадан унг томондаги 
нурни мусбат йуналишда, чап томондаги нурии эса манфий йуна- 
лишда олинади. Шунингдек, масштаб кесмаси ОЕ ни (бу кесманинг 
узунлиги 1 га тенг) тайинлаймиз. Бундай турри чизи  ̂ сонлар уки 
деб аталади.

Равшанки, сонлар у^идаги а̂р бир М  нуцта шу увда ОМ (ёки 
МО) кесмани з̂ осил циладн.

4. Рационал  с о и л а р н и г.еометрик тасвирлаш. а) Бу- 
тун сонларни геометрик тасвирлаш. Сонлар у^ини олайлик. Бу у̂ - 
нинг бошланрич О ну^тасини ноль сонининг геометрик тасвири деб 
лтаймиз.



Масштаб кесмаси (масштаб 
бирлиги) ОЕ ни О ну^тадан 
бошлаб унг ва чап томонларга 
к;уямиз. >Бу бирлнк кесманинг £ 
бир учи О ну^тада булиб, 
иккинчи учи эса унг гомондаги £ 
нурда Иг, чап томондаги нур- 
да эса М_х нуцталарни белги- ' 
лайди. Шу усулда масштаб о 
бирлигинн кетма-кет О ну^та- 15-чизма
нинг унг ва чап томонида жой-
лашган нурларга ^уйиб, М.2, М.., М4, . . . ва М _ 2, М _3, М -4, . . .  г 
нуцталарни топамиз, Бунда 1, — I бутун сонларга М ъ М _г ну̂ - . 
таларни, 2,—2 сонларга М2, М _ 2 нуцталарни ва х;. к. мос цуйиб, 
натижада, 1, 2, 3, . . . сонларга турри чизивда /И1( М 2, М 3, . . . 
ну^талар, — 1, — 2, — 3, . . . сонларга эса /И_х, М _ 2, М _3,
. . . ну^талар мос келишини курамиз. I турри чизщдаги М1г М 2, 
М3, . . . ва М _х, М _2, М _3, . . . ну^талар 1,2, 3, , з̂ амда
— 1, — 2, — 3, . .  . бутун сонларнинг геометрик тасвири булади 
(14- б чизма).

б) Ихтиёрий рационал сокларни геометрик тасвирлаш.
Ихтиёрий рационал сонни геометрик тасвирлашдан аввал бирлик

кесма (масштаб бирлиги) нинг — (/г£ А!) цисмини топишни айтиб ута- 
миз.

Бир катети бирлнк кесма ОЕ, иккинчи катети бирлик кесмани 
п марта р̂ уйишдан ^осил булган ОЕ кесмадан иборат ОРЕ турри 
бурчакли учбурчакни ^арайлик (15-чизма). Бу А ОРЕ нинг ОР то- 
монидаги 1, 2, 3, . . . , п — 1 сонларни тасвирловчи ну^талар Г 1г 
-Р2, . . . , Рп-1 булсин. Натижада ОР катетда бир-бирига тенг бул
ган п та О/7!, /7,/;2- . . . , Рп̂ Р  кесмалар ^осил булади.

Энди ОР катетдаги /71, Р2, ну^талардан РЕ  гипоте-
нузага параллел турри чизи^лар утказамиз. Бу турри чизи^ларнинг 
ОЕ катет билан кесишган ну ̂ талари Е ъ Ё 2, . . . , Е п_1 булсин. 
Равшанки бу нуцталар ОЕ да ОЕъ Е ХЕ Ъ, . . . , Е п_ х Е  кесмаларни 
э̂ оеил ^илади. Демак, ОЕ бирлик кесма п та ОЕ,, Е ХЕ 2, . . . , 
Рп_\Е кесмаларга ажралди. Фалес теоремасига кура бу кесмалар бир-
бирига тенг булади. Демак, ОЕх кесма ОЕ кесманинг — ^исмигап
тенг.

Масштаб кесмаси ОЕ нинг — цисми булган 0£, кесмани О ну^-п
тадан бошлаб унг ва чап томонларга цуямиз. Бу кесманинг бир учи
О ну т̂ада булиб, иккинчи учи эса унг томондаги нурда М  , , чап то*

* П

мондаги нурда эса М  , ну^таларни белгилайди. Энди — в а -- -_ — п п



*
сонларга М  , в а М  1 ну^таларни мос куямиз. ОЕх кесмани О

П П
нуктадан унинг унг ва чап томонларидаги иурга кетма-кет т  марта 

т  тк,уииш натижасида — >̂ амда----рационал сонларни геометрик тас-
вирловчи М т  ва М т  ну^таларни топамиз. Шу йул билан I турри

П ~П
гп,чизикда г — — еснни геометрик тагвирловчи ну^та топилади.п

Масалан, ушбу — £(} сонни тасвирловчи ну^тани топиш учун аввал
масштаб бирлигини О нуктадан унг томонга бир марта жойлашти- 
риб М х нуцта топилади. Сунгра бу /Их нуктадан бошлаб масштаб 

1 5бирлигининг — ь;исмини цуйиб, — сонни геометрик ифодаловчи М 5
^ 4

ну^тани топамиз.
Шундай цилиб, рационал сонлар тупламидан олинган ихтпёрий

/' = — {т^_1, п£Ы) сонга тугри чизивда битта Мг ну^та мос кела- 

ди. Бунда — сонга Мт ну т̂а, — {т&  X, п& М) сонга Мт нуцта мосМ — Пл —П П|
келиб, — с —1 булса, Мт нукта М „ нуктадан унгда ётади.П Пх ~± „П1 п

Бундан кейин ^улайлик учун г £($ сонга тугри чизикда мос ке- 
ладиган нуцтани М г каби белгиламасдан г ну^та деб олаверамиз. 
Рационал сонга мос келадиган тугри чизивдаги ну^та рационал нщ- 
та  з̂ ам деб аталади.

5. Р ац и о н ал  сонлар тупламини кенгайтириш за- 
рурияти.  Биз аввалги пункт да а̂р бир рационал. сонга тугри чи- 
зицда битта нуь̂ та (рационал ну^та) мос цуйилишини куриб утдик. 
Аммо тугри чизикда шундай нуцталар борки, улар бирорта хам ра
ционал сонга мос цуйилган булмайди. Шуни курсатайлик.

Томони бир бирликка тенг булган ОАВС квадратни ^арайлик 
(16-чизма). Бу квадратнинг диагонали ОВ нинг узунлиги У  2 га 
тенг. Циркулнинг учини 0 нуцтага ^уйиб, радиуси ОВ га тенг бул
ган айлана чизайлик. Бу айлана 0/1 томон жойлашган тугри чизиц- 
ни О ну^тада кесади. О А <  ОВ булгани учун О нуцта А нуктадан

унгда жойлашган булади. Равшанки,
О В  = 0£> = У  2 демак ,_£ ) нуцтага 

\  У  2 сон мос келади. У  2 эса рацио-
\ нал сон эмас. Буни цуйидаги теоремада

, исботланади.
\ 2.1-теорема. Рационал сонлар
' тС/плами С1 да квадрата 2 га тенг

--- 1— . булган рационал сон мавжуд эмас.
0 И с бот. Тескарисини фараз 1̂илай-

■ 19- чизма лик, яъни ф тупламда шундай и̂сцар-



майдиган — [р£2, п£Щ  каср куринишда ёзиладиган рационал 
п

сон борки, бу сон учун
(2. 1)

тенглик уринли булсин. (2.1) тенгликни
/У“= 2п2 (2.2)

кабн ёзиб оламиз. Бундан р жуфт сон эканлиги куринади. Демак, 
р = 2/п (т  £ 2), р нинг цийматини (2.2) га куйиб я2 — 2/п2 тенглик
ни з̂ осил ^иламиз. Бу эса п соннинг х;ам жуфт сон эканлигини 
курсатади. Демак, ю^оридаги фараздан р ва п сонлар жуфт сонлиги 
келиб чи^ади. Бинобарин, улар учун 2 умумий купайтувчи. Бу эса
— соннинг и̂сцармайдиган каср эканига зид. Бу эса теорема ни нс-
ботлайди.

Шундай килиб, тугри чизикда олинган хар бир ну^тага <2 туп- 
ламда унга мос келадиган рационал сон мавжуд булавермас зкан.

Агар тугри чизикни чизиб, унда рационал сонларга мос нукта- 
ларни бирор рангга (масалан, т̂ изил рангга) буясак, шу тугри чнзи̂ - 
да буялмай цолган нукталарни (жумладан ]/  2 сонга мос нуктани) 
з̂ ам курамиз.

Равшаики, рационал сонлар тупламида т  +  х =  п, т £ 0 ,  и £ @ 
ва рх — ц, Ьфр^О., тенгламалар доим ечимга эга, аммо
х2— а — 0, а£С1 тенглама <2 тупламда доим ечимга эга булавер- 
майди.

Масалан, а — 4 булганда л:2— 4 = 0 тенглама 2, х2 = — 2 
ечимларга эга, а = 2 булганда эса 2.1-теоремага кура х2— 2 = 0 
тенглама <2 тупламда ечимга эга эмас. Бундан рационал сонлар туп- 
ламини кенгайтириш зарурияти келиб чи^ади. Демак, рационал сон
лар тупламига янги типдаги сонларни цушиб, уни шундай кенгай
тириш керакки, бир томондан, сонларнинг бу кенгайтирилган туп
ламида квадрат диагоналини ^исоблаш, х2— 2— 0 тенгламани ечиш 
ва шу каби купгина масалаларни ^ал цилиш мумкин булсин, ик- 
кинчи томондан эса, рационал сонлар тупламининг барча хоссалари 
сонларнинг кенгайтирилган тупламида хам уринли булсин.

Рационал сонлар тупламини кенгайтиришда бир-бирига эквивалент 
булган бир нечта усуллар мавжуд (Коши усули, Кантор усули, 
Вейерштрасс усули з̂ амда Дедекинд усули). Биз к;уйида Дедекинд 
усулини келтирамиз.

1. Кесим.  Иррационал сон таърифи.  ф — барча рацно 
■* нал сонлар туплами булсин. Бу тупламда бажарилган кесим тушун- 

часи билан тапишайлик.
2.2-таъриф. Рационал сонлар туплами (2 шундай А ва А' 

тупламларга ажратилсаки, бунда

п

3-§. Рационал сонлар тупламида кесим



1) Л ф 0 , А' ф  0 ,

2) Л U = Q,
3) \/а^А, ci'  ̂А ' а  <С. й'

шартлар ^аноатлантирилса, А ва А' тупламлар Q тупламда кесим 
бажаради деб аМилади.

Кесим таърифидаги биринчи шарт А ва А' тупламларининг буш 
эмаслигини, иккинчи шарт з̂ ар бир рационал сон ёки А тупламга 
ёки А' тупламга тегишли булишини ва учинчи шарт эса А тупламга 
тегишли булган з̂ ар бир рационал а сон А' тупламга тегишли булган 
з̂ ар ^андай а' рационал сондан кичик эканлигини англатади.

Одатда, кесим (А, А') каби белгиланиб, А туплам кесимнинг 
К у й и с и н ф й , А’ туплам эса кесимнинг ю^ори синфи деб ата- 
лади.

■ Кесим таърпфидан бевосита куйидаги хулосалар келиб чщади:
1°. (А, А ’) кесим Q тупламда бажарилган кесим булиб, а£А  

булса, а | <С о, тенгсизликни цаноатлантирувчи ихтиёрий ах рационал 
сон з̂ ам кесимнинг цуйи синфи А га тегишли булади.

2°. (А, А ') кесим Q тупламда бажарилган кесим булиб, а '£ А ’ 
булса, a i >  а' тенгсизликни цаноатлантирувчи ихтиёрий а\ рацио
нал сон з̂ ам кесимнинг юцори синфи А' га тегишли булади.

Энди Q тупламда бажарилган кесимларга мисоллар келтирайлик.

Мисоллар
1. 5 ва ундан кичик булган барча рационал сонлардан иборат 

туплам А, 5 дан катта булган барча рационал сонлар туплами А' 
булсин: A — \r\r£Q, /-<5), А' = \r: г £Q, г >  5}. Бу А ва А' 
тупламлар учун 2. 1-таърифдаги учала шартнинг бажарилишини ку- 
риш цийин эмас. Демак, бундай тузилган А ва А' тупламлар Q да 
кесим бажаради.

2. А туплам деб 1 са 2 рационал сонлар орасидаги барча рацио
нал сонлардан иборат булган А =  ¡r:r£Q, 1 < г <  2} тупламни, А' 
туплам деб 1 ва ундан кичик булган барча рационал сонлар з̂ амда
2 ва ундан катта булган барча рационал сонлардан иборат булган

А' = {/■:/■£ Q: г < 1} U {r.r£Q:r&2}

тупламни олайлик. Равшэнки, А ф 0 , А’ Ф  0  з̂ амда АЦ^А' — Q. 
Аммо А тупламдан олинган з̂ ар бир рационал сон А' тупламдан 
олинган исталган рационал сондан >;ар доим кичик булмаганлиги са- 
бабли бундай тузилган А ва А’ тупламлар Q тупламда кесим бажар- 
майди (кесим таърифидаги учинчи шарт бажарилмайди).

3. Ушбу А = {r:r£Q, /-<1), А' = [r:r£Q, } < г <  5} 
тупламларни олайлик. Бунда А Ф  0 , А' ф  0  булиб, А тупламнинг 
з̂ ар бир элементи А' тупламнинг исталган элементидан кичикдир. 
Аммо A U А' ф  Q булгани учун бу А ва А' тупламлар Q да 
кесим бажармайди (кесим таърифидаги иккинчи шарт бажарил
майди).



4. Бирор г0£<2 сонни олайлик. г0 ва ундан кичик барча рацио- 
нал сонлардан иборат булган А = \г.г £ (2, г < г0) ва г0 сондан кат- 
та барча рационал сонлардан иборат Л' = {/•:/* £<2, г >  г0) туплам- 
ларни курайлик. Бу тупламлар <2 да кесим бажаришини курсатамиз. 
Олинган г0£С1 сон А тупламга тегишли эди. Демак, А Ф  0 . Энди

г0£<3> 'о + 1€<3 ва г0+ 1> л 0

булишидан Гц + 1 £Л' эканлиги келиб чи а̂ди. Демак, А' Ф  0 . Рав- 
шанки, Л и А' ~  ( гг £ С, г ^  г0} и (г:/- 6 <2, г >  г0) = \r-.r £ <2} = С. 
Бу кесим таърифининг иккинчи шарти бажарилишини курсатади. 
Агар V  а в А, V  а’ £ А' булса, ундан а < гд, а' >  г0, яъни а < /"„<
<  а' экани келиб чикдди. Демак, а < а '  ва кесим таърифининг
3- шарти хам бажарилади. Шундай цилиб, Л ва А' тупламлар <2 дз 
кесим бажаради. Одатда бу кесимни

г0 = (А, А')

каби з̂ ам белгиланади. Бу кесимнинг ^уйи синфи А тупламда 
(унинг элементлари орасида) энг катта элемент мавжуд булиб, у гд 
эканлиги равшандир. Аммо кесимнинг юцори синфи А' тупламда эса 
(унинг элементлари орасида) энг кичик элемент мавжуд эмас. Бу 
^олни исботлаш учун тескарисини, яъни кщоридаги г0 =  (Л, Л') ке
симнинг ю^ори синфи Л' элементлари орасида энг кичиги мавжуд 
булсин деб фараз ^иламиз. Уни г* деб белгилайлик; г* £ Л '. Кесим 
таърифига кура г(1 <  г* булади. Рационал сонлар туплами зич туп- 
лам булгани учун шундай t рационал сон мавжудки, гй< К г *  
булади. А' нинг тузилишига биноан топилган I учун /£Л' булиши 
керак. Демак, Л' да г* дан кичик булган t сон мавжуд. Ва^оланки, 
биз г* ни Л' нинг энг кичик элементи деб олган эдик. Бу зидднят 
А' туплам элементлари орасида энг кичиги мавжуд змаслигини ис- 
ботлайди. Бундай кесимларни куйи синфи ётщ, нщори синфи ошщ 
кесимлар ва г0 сонни эса Л тупламни ёпувчи элемент деб аталади. 
(17-с чизма).

_Д______А______________ 'А______  ̂;л> _ А'

т.>>■+-
17- чизма

5. г0 рационал сондан кичик барча рационал сонлардан иборат 
Л = {г:г£С1, г < г 0} ва г0 ва ундан катта барча рационал сонлар
дан иборат Л' = {г:г£(}, г >  г0) тупламларни курайлик.



Ю^орид! келтирилган 4-мисолдагидек курсатиш мумкинки, <3 да 
бу А ва А' туиламлар (Л, А') кесим бажаради. Бу хрлда (А, А') 
кесимнинг г̂ уйи синфи А тупламда (унинг элементлари ораси- 
да) энг катта элемент мавжуд эмас, кесимнинг юцори синфи А’ 
тупламнинг элементлари орасида энг кичик элемент мавжуд. К,уйи 
синф А очиц, юцори синф Л' эса ёгщ булиб, г0 рационал сон эса 
тупламни ёпувчи элемент булади (17-6 чизма).

6. Барча манфий рационал сонлар, ноль сони ва квадрата 2 дан 
кичик булган мусбаг рационал сонлар дан иборат туплам А, квадрата
2 дан катта булган барча мусбат рационал сонлардан иборат туплам 
А' булсин:

Бу А ва А' тупламларнинг тузилишларидан 2. 2- таърифнинг барча 
шартлари наноатлантирилади. Демак, А ва А' туиламлар ф 
да (Л, Л ') кесим бажаради. Энди шу кесимнинг г̂ уйи синфи Л 
тупламнинг элементлари орасида энг катта элемент, шунингдек гово
ри синф Л' тупламнинг элементлари орасида энг кичик элемент 
мавжуд эмаслигини курсатайлик. гх >  1 ва л1 С Л булсин. Унда шу 
/'1 учун г\ < 2 булиши равшан. г 1 рационал сон билан бирга ушбу

С  1. Ш унинг учун Г о > г х. Содда з^исоблашлар курсатадики, г\ < 2 . 
Ха^и^атач хам,

Демак, гх< г ^  А, яъни г ^ А  сондан катта булган г2 рационал 
сон хам Л тупламга тегишли булади.

Шундай цилиб, ихтиёрий гх £ А рационал сон берилганда а̂м, 
камида битта, шундай г., рационал сон топилар эканки, у г3 >  г1 ва 
г2с А булади.

Бу эса Л тупламнинг элементлари орасида энг каттаси мавжуд 
эмаслигини курсатади.

Энди (Л, А') кесимнинг ю^ори синфи Л' тупламнинг элементла
ри орасида энг кичши мавжуд эмаслигини исботлаймиз. г ^ А '  бул-

г '2__2
син. Демак, г[ >  0 ва г >  2. Ушбу г '2 — г [-----^ рационал сон-

,, 2г 1 г 2_2
ни ^арайлик. Бунда —Ц—> 0 , шунинг учун

Л =  {г.г  £<3, г <  0} и [ г - г ^ ,  Г >  0, г2 с  2}, 
А' = [г.г /">0, г3 >  2}.



• '2

Демак, г\ >  г\ £ А'. Шундай к;илиб, г'} £А' сондан кичич булган г'2 
рационал сон з̂ ам А' тупламга тегишли булади.

Шундай килиб, ихтиёрий г\ £ А' рационал сон берилганда з̂ ам, 
камида битта, шундай г2 рационал сон топилар эканки, у г2 <. п
ва г'г^А' булади.

Бу эса, А' тупламнинг элементлари орасида энг кичиги мавжуд 
эмаслигини англатади.

Шундай килиб, курилаётган мисолда (А, А') кесим учун куйи 
синф А з̂ ам, юцори синф А' х,ам очиц булиб, А ва А' тупламлар- 
нипг ёпувчи элементлари мавжуд эмас (17-в чизма).

Рационал сонлар туплами <3 да куйи синф — А тупламнинг эле
ментлари орасида энг каттаси, говори синф — А’ тупламининг эле
ментлари орасида энг кичиги мавжуд булган (А, А') кесим мавжуд 
эмас. Бу та?дицни исботлаймиз.

Фараз цилайлик, Q тупламда шундай (А , А') кесим мавжуд бул- 
синки, а0 сони А тупламнинг энг катта элемента, ао эса А' туп
ламнинг энг кичик элемент» булсин. У >;олда кесим таърифига кура 
а0<.а '0 тенгсизлик уринли булади. Рационал сонлар тупламида
ушбу

_ао +  ао ,ап< — ----< а п

а0 + а0 . тенгсизликлар уринли. Бунда — --- рационал сон А тупламга те

гишли эмас, чунки а'0 сон А' /гупламнинг энг катта элементи ва 
ао <  £2+ р̂'_. Шунингдек, а̂ ~ -  рационал сон Л' тупламига з̂ ам те
гишли эмас, чунки а'0 сон А’ тупламнинг энг кичик элементи ва

■■0 ■- <  о'. Демак,  ̂ 0 рационал сон А тупламга з̂ ам, А' туп-
ламга з̂ ам тегишли булмайди. Бу эса кесим таърифига зиддир. Шун
дай ^илиб, бир ва̂ тда цуйи синфида энг катта элемент, юцори синфи- 
да эса знг кичик элемент мавжуд булган кесим мавжуд эмас.

Рационал сонлар туплами <2 да бажарилган кесим таърифи ва



кесимга келтирилган мисоллардан цуйидаги хулосани ке^тяриб чица- 
риш мумкин. <3 тупламда бажарилган (Л, А') кесим фа кат уч турли 
булиши мумкин:

1) Кесимнинг цуйи синфи А да энг катта элемент (г0 рационал 
сон) мавжуд, кесимнинг юцори синфи А' да эса энг кичик элемент 
мавжуд эмас. Бунда г0 рационал сон ^уйи синф А нинг ёпувчи эле
мента булади;

2) Кесимнинг куйи синфи А да энг катта элемент мавжуд эмас, 
кесимнинг юцори синфи А' да эса энг кичик элемент (г'й рационал 
сон) мавжуд. Бунда г0 рационал,сон юцори синф А' нинг ёпувчи 
элемента булади;

3) Кесимнинг ^уйи синфи А да энг катта элемент мавжуд эмас, 
кесимнинг ю^ори синфи А' да энг кичик элемент мавжуд эмас. 
Бунда цуйн синф А да, ю^ори синф А' да ёпувчи элементлар мав
жуд эмас.

Биринчи Еа иккинчи тур кес-имларда уларнинг 1̂уйи ёки юкори 
синфлари ёпи  ̂ булиб, ёпувчи элементларни бир синфдан иккинчи 
синфга утказиб, а̂р доим бир турдаги кесимга — битта синфи очи ,̂ 
иккинчи синфи эса ёпи  ̂ булган кесимга келтириш мумкин. Биз бун- 
дан буён биринчи ва иккинчи тур кесимлар урнига бир тур кесимни, 
унда дуйи синфда энг катта элемент мавжуд булмаган (очиц синф), 
юкрри синфда эса энг кичик элемент мавжуд булган (ёпи  ̂ синф) 
кесимни цараймиз. Бундай кесимларии биринчи тур кесим 
ёки рационал кесим деб атаймиз.

Ихтиёрий г£С> рационал сон учун <2 тупламда х;ар доим (А, А') 
кесим бажарилиши мумкинки, бу кесим биринчи тур (рационал) ке
сим булади, бунда А туплам очщ синф, А' туплам ёпи  ̂синф ёпув
чи элемент г соннинг узи булади. Демак, 0, тупламда олинган а̂р 
бир рационал сонга (3 да бажарилган биринчи тур кесим мос келади.

Аксинча, ф тупламда {А, А ') кесим бажарилган булиб, кесимнинг 
1̂ уйи синфи А очиц, ю^ори синфи А' ёпиц .̂ амда ёпувчи элемент г 
булса, бу кесим г рационал сонни ифодалайди.

Демак, (£ да бажарилган ^ар бир рационал кесим битта рацио
нал сонни аншутайди.

Шундай и̂либ, 0 туплам элементлари билан ф тупламда бажа
рилган рационал кесимлар тупламининг элементлари узаро бир рй- 
матли мосликда булади.

Рационал сонлар туплами (2 да бажарилган учинчи хил кесим —
■— 1̂уйи синф х,ам, говори синф хам очи  ̂ булган кесим иккинчи тур 
кесим ёки иррационал кесим дейилади.

2.3-таъриф. Рационал сонлар туплами <3 да бажарилган ик
кинчи тур кесим иррационал сонни аницлайди дейилади. *

Иррационал сонлар тупламнни и  харфи билан белгилайлик.

* Х,ар бир иррационал сон чексиз даврий булмаган унли каср куринишида 
ёзилишиыи мазкур бобнинг 9- § ида исботлаймиз,



4-§. ^а^иций сонлар. Х,а^и^ий сонлар тупламининг хоссалари
Рационал сонлар туплами Q да бажарилган кесим фа^ат икки 

тур — рационал ёки иррационал булиб, рационал кесим рационал 
сонни, иррационал кесим эса иррационал сонни аншушшини биз юцо- 
рида ку'рдик.

2.4- т а ъ р и ф . Рационал >̂ амда иррационал сонлар битта умумий 
ном билан }çai\ux,uü сонлар деб аталади.

Барча а̂̂ и^ий сонлар тупламини R з̂ арфи билан белгиланади. 
Таърифга Kÿpa R = Q у U.

Шундач цилиб, рационал сонлар туплами Q ни з^и^ий сонлар 
туплами R гача кенгайти(,илди. Ха^и^ий сонлар туплами R  нинг 
хоссаларини а̂раймиз.

1. X а к; и ц и й сонлар т у н л а м и н и н г  тартибланганли- 
ги. Аввал з̂ а̂ иций сонлар тупламида тенглик, катта ва кичик ту- 
шунчаларини киритамиз. Айтайлик х ва у ха^икий сонлар берилган 
бÿлcин: x£R, y£R. Маълумки,  ̂ р бир х^щий сон рационал сон
лар туплами Q да бажарилган кесим билан аницланади. Бинобарин, 
X ва у ларни аншуювчи (Л, А') ва (В, В ’) кесимлар берилган:

X = (Л, А'), у =  (В, В'),
Бу кесимларнинг ^уйи синфлари Л, В  лар учуй ёки А — В  (бу з̂ ол- 
да, албатта, А' = В ' булади) ёки Л Ф  В  (бу х,олда Л' Ф  В ')  муно- 
сабатлардан бири ÿ-ринли булади.

Агар Л = В булса, [А, Л ') ва (В, В') кесимлар бир-бирига тенг 
дейилади: (Л, Л') = (В, В ’). Бу з̂ олда улар антугаган х ва у \&- 
ци̂ ий сонлар з̂ ам бир-бирига тенг дейилади: х = у. (Л, Л') ва (В, В ') 
кесимлар да Л Ф В бута, Л с  В  (бунда Л' гэ В' бÿлaди) ёки A zэ 
гз В  (бунда Л' с  В' булади) бзлпади.

Агар A cz В  бÿлca, (А, А') кесим (В, В ') кесимдан кичик дейи
лади. Улар анизлагай ха̂ и и̂й сон х з̂ ам хаци̂ ий сон у дан кичик 
деб аталади.

Агар AzdB  бÿлca (Л,Л') кесим [В ,В ') кесимдан катта дейи
лади. Бу зузлда бу кесимлар аницлаган х з̂ а̂ щий сон з̂ ам у з̂ а̂ и- 
ций сон дан катта дейилади: х >  у.

Шундай цилиб, ихтиёрий икки х ва у а̂кицнй сон берилган 
булса, унда

X = у, х <  г/, х >  г/
муносабатлардан биттаси ва фа^ат биттаси ÿpi-шли булади.

Энди x£R, y£R, z£R сонлар учун ушбу х<  у, у <L z тенг- 
сизликлардан х < 2  тенгсизлик келиб чи^ишини исботлаймиз. x £ R  
y£R> z^R  сонларни аншуювчи кесимлар

X = (Л, Л'), у ^ ( В , В ' ) ,  2- (С, С') 
булсин. Таърифга асосан

х < г / о Л с В ,  y<z<¿>BczC.
Аммо Л, В  ва С тÿплaмлap орасидаги А с : В, В  cz С муносабатлар- 
дан Л с  С келиб чикади. Бу эса х <  2 зканлигини билдиради. 
Демак, з^к^ий сонлар туплами R тартибланган туплам.



Икки x£R, y£R  х^и^ий сон орасидаги тенг, катта ва кичик 
тушунчалари, хусусан, бу сонлар рациоиал булган хрлда, рационал 
сонлар орасида, тенг, катта ва кичик тушунчалари билан бир хил 6ÿ- 
лади. Масалан, х, у ÇQ сонлар Q да бажарилган рационал кесим 
сифатида х — (А, А'), у = (В , В') каби аншутнган бÿлиб, улар ора
сидаги X <  у муносабат ю^оридагидек кесимлар орасидаги муноса- 
бат ёрдамида таърифланган булсин, _яъни л: <  у о  А с= В. Демак, 
шундай рационал сон г мавжудки, г£А, г£В. У  хрлда г£А'. Шу-
нинг учун *</■ булади. Шунингдек, /-gß, i/ = (ß, В ') бУлганиДан 
эса г<С у эканлиги келиб чи^ади. Демак, х < г ва г <  у тенгсиз- 
ликлар з̂ ринли булса, х С у  тенгсизлик з̂ ам ÿpинли бÿлaди.

2. ^а^и^ий  сонлар  тупламининг  зичлиги .  Фараз ци- 
лайлик, x£R; y€ R  ва х С у  булсин. У хрлда шундай г рационал 
сон мавжудки, шу сон учун ушбу х < г С у  тенгсизликлар урин- 
ли булади. Шуни исботлайлик. Q тупламда бажарилган (А, А’), 
(В , В ') кесимлар х ва у сонларни аник;ласин: х = (А,А"), у — {В, 
В  ). У  з̂ олда х< .у  дан A cz В  келиб чицади. Демак, В  тупламда 
шундай рационал сон г0£В  мавжудки, г0Т: А булади: г0£В. 
Унда r0 G А' булади ва демак, х < г0 тенгсизлик ÿpинли бÿлaди. 
Иккинчи томондан, у — (В, В'), г0£В  ва В  TÿmiaMHHHr элементла- 
ри орасида энг каттаси мавжуд эмаслиги сабабли, шундай рационал 
сон г £ В  мавжудки, г0 <  г ва г <  у б̂ л̂ади. Натижада х < г0 <  /-< 
<; у тенге изликларга эга б;уламиз. Бундан зса х <  г С у  эканлигини 
курамиз. Шу усулбилан x£R, y£ R  ва х > у бÿлгaндa з̂ ам х >
>. у муносабатларни к;аноатлантирувчи рационал сон г мавжуд экан
лиги курсатилади. Шундай цилиб, ихтиёрий иккита бир- бирига тенг 
бÿлмaгaи з^и^ий сонлар орасида камида битта ^а^иций сон мавжуд. 
Бундан эса улар орасида чексиз Kÿn дающий сон мавжудлиги ке
либ чивдди. Демак, R  — зич туплам.

5-§. ^ациций сонлар тупламининг тули^лиги, Дедекинд
теоремаси

Агар х^иций сонлар тт/плами R  да бажарилган кесим тушунча- 
си киритилса, рационал сонлар туплами Q да содир бу'лганидек R  ни 
з̂ ам кенгайтириш зарурияти содир буладими ёки йуцми деган таби- 
ий савол тугилади. }{уйида биз бундай з̂ олат булмаслигини, яъни R 
да бажарилган хар цандай кесим факат биринчи тур кесим булиши- 
ни курсатамиз. Одатда бу хосса хациций сонлар ту-плами R нинр 
тулицлик хоссаси дейилади. Даставвал R да бажарилган кесим ту
шуй часи билан танишайлик.

2. 5- т а ъ р и ф. Х,а1̂ик1ий соилар туплами R  шундай Е  ва Е ' 
тупламларга ажратилсаки, унда

1) Е  Ф  0 , Е ' Ф 0 ,
2) Е  \j Е '  — R,
3) V x £ E ,  V  х' Ç Е ’ =>- X <. х’



шартлар бажарилса, Е  ва Е '  тупламлар Я тупламда кесим 
бажаради дейилади ва (Е, Е ')  каби белгиланади (2. 1-таърифга 
царанг).

Аввалгидек Е  туплам кесимнинг цуйи синфи, Е  туплам эса 
кесимнинг юцори синфи дейилади.
Мисоллар

1. Ушбу х0£И сонни олиб, х0 сон ва ундэн кичик булган барч̂  
а̂̂ и̂ ий сонлар тупламини Е ’ Е  = {х'-х£Й, х0 сондан кат 

та булган барча > а̂вдий сонлар тупламини Е '\Е ' = [х\х£Я, х > х 0\ 
деб олайлик. Натижада И туплами Е  ва Е '  тупламларга ажралади, 
Е  ва Е ' тупламларнинг тузилишидан улар учун 2. 5-таъриф шарт- 
ларининг бажарилишини куриш цийин эмас. Демак, £ ва Я ' туп- 
ламлар К  тупламда кесим бажаради. Бу (Е, Е ')  кесимда унинг 
у̂йи синфи — Е  туплам элементлари орасида энг катта эле

мент мавжуд булиб, у х0 га тенгдир. Аммо бу ^олда кесимнинг 
юцори синфи Е '  элементлари орасида энг кичик элемент мавжуд 
эмас. (Бу тасдицни 3-§ нинг 4-мисолидаги каби исботлаш мумкин.) 
Одатда бундай кесимда Е  туплам ёпи  ̂ синф, ундаги энг катта эле
мент ёпувчи элемент, Е '  тупламни эса очиц синф дейилади.

2. Ушбу хп £ Н сондан кичик булган барча ^пудаш сонлар туп
лами Е: Е  — {х:х£ Я, х <  х0), х0 сон ва ундан катта булган барча 
а̂циций сонлар туплами £ ':£ ' = \х:х£ Я, х > х0} булсин. Бу Е  

ва Е ' тупламлар Я  да (Е, Е ')  кесим бажариши равшандир. 
Е  ва Е ' тупламларнинг тузилишидан ь̂ уйи синф Е  элементлари ора
сида энг катта элемент мавжуд эмас, говори синф Е ' элементлари 
орасида эса энг кичик злемент мавжуд (у х0 га тенг) були- 
ши куринади. Бу ^олда Е  туплам очиц синф, Е ' туплам эса ёпи^ 
синф, ундаги энг кичик элемент ёпувчи элемент дейилади.

3. Х,а^икий сонлар туплами да ^уйи синф — Е  тупламнинг 
элементлари орасида энг катта, ю^ори синф — Е ' тупламнинг эле
ментлари орасида энг кичик элемент бор булган (Е, Е ')  кесим мав
жуд эмас. Буни исботлайлик.

(Е, Е") кесим Я  да бажарилган кесим булиб, унда Е  нинг энг 
катта элемента хп ва Е ' нинг энг кичик элемента у0 булсин. Ке
сим таърифига кура х0 < у 0 булиб, Я  тупламнинг зичлик хоссаси- 
дан х0 <  г о С  у0, г о £ ^ экани келиб чицади. Кейинги тенгсизлик- 
лардан куринадики, гп сон Е  га тегишли эмас, чунки х0 <  г0 ва х0 
сон Е  да энг катта элемент. Шунингдек, г0 <  у0 ва у0 сон Е ' туп
ламнинг энг кичкк элемента эканидан г0 соннинг Е ' га тегишли 
эл.аслиги келиб чи^ади. Шундай цилиб, г0 £ И сон Е  ва Е ' туплам
ларнинг бирортасига а̂м тегишли булмайди. Бундан Е  ва Е ' туп
ламлар 7? да кесим бажармаслиги келиб чи^ади. Бу эса гокори- 
даги фаразга зид. Тасдиц исботланди.

Демак, Я  тупламда бир ва т̂да ^уйи х4амда ю^ори синфлари 
ёпи̂  булган кесим мавжуд эмас.

Ю^орида келтирилган мисоллар тупламда (Е, Е ')  кесим бажа- 
рилганда цуйидаги икки о̂лдан бири булиши мумкин эканини кур- 
сатади:



1) (Е , Е ')  кесимнинг 1̂уйи синфи — Е  да энг катта сон мавжуд, 
.говори синфи — Е ' да эса энг кичик сон мавжуд эмас.

2) (Е, Е ')  кесимнинг цуйи синфи — £ да энг катта сон мавжуд 
эмас, юцори синфи — Е '  да эса энг кичик сон мавжуд.

2.2-теорема (Дедекинд теоремаси) . Х̂ ациций сонлар 
туплами Я да бажарилган щр цандай (Е , Е ')  кесим учун фа- 
цат цуйидаги икки хрлдан бири булиши мумкин:

а) кесимнинг цуйи синфи — Е  да энг катта  элемент мавжуд, 
юцори синф — Е ' да эса энг кичик элемент мавжуд эмас;

б) кесимнинг гхуйи синфи — Е  да энг катта  элемент мавжуд 
эмас, юкрри синфи — Е ' да эса энг киччк элемент мавжуд.

И с бот. Фараз к;илайлик, Я  да бирор (Е, Е ') кесим бажарил
ган булсин. Демак, Е  ва Е ' тупламлар учун 2. 5-таърифнинг шарт- 
лари бажарилади.

Е  тупламдан барча рационал сонларни олиб, улардан А туплам- 
ни, Е ’ тупламдан барча рационал сонларни олиб, улардан А' туплам- 
ни тузамиз. Равшанки, А а Е ,  А' с  Е ' . Бу тузилган А ва А' туп- 
ламлар рационал сонлар туплами (2 да (А, А') кесим бажари- 
шини курсатамиз. Аввало А ва А' тупламларнинг буш эмаслиги- 
ни исботлайлик. Е  ф  0  булгани учун з  х0 £ Я, х0 £ Е. Агар хп ра
ционал сон булса, х0 £ А булиб, А Ф  0  булади. Агар х0 иррацио- 
нал сон булса, таърифига кура у ф тупламдаги иккинчи тур кесим 
билан аншушнади. Демак, х0 = (А0, В„). Бунда А0Ф  0  булгани са- 
бабли з г 0£(2, г0£А0 булади. Аммо г0< х 6 ва х0£Е  булганидан 
эса, г0 £ А экани келиб чи^ади. Демак, А Ф  0 . Худди шунингдек 
А' Ф  0  экани ^ам курсатилади. Я = Е  Ц Е '  дан ва А, А! туплам
ларнинг тузилишига кура А и А' — С} булади.

(Е, Е  ) кесим Я  да бажарилган кесимлигидан ва А с= Е, А ’с :Е ' 
дан мос равишда А ва А' тупламларга тегишли а ва а' элементлар 
учун а < а '  тенгсизлик уринли. Шундай ^илиб, <2 тупламда (А, А') 
кесим бажарилганлиги курсатилди. Бу кесим бирор а̂киций а сонни 
(рационал ёки иррационал сонни) ани̂ лайди: а=(А, А'). Демак, а£ Я. 
Кесимнинг 2) шартига кура а сон ёки Е  тупламга ёки Е'тупламга 
тегишли булади. а £ Е  булсин. Энди а сон Е  туплам элементлари 
орасида энг каттаси эканини исботлаймиз. Тескарисини фараз ки- 
лайлик, яъни а  сон Е  туплам элементлари орасида энг каттаси 
булмасин. Унда э  х£Е, а < х  булади. >(аци̂ ий сонлар туплами 
зичлигига кура шундай г рационал сон мавжудки, а <  г х тенг- 
сизликлар уринли булади. Ушбу х£Е  ва г < х  муносабатлардан 
г£ Е  ва демак, л£Л келиб чщацк. Аммо а — (А, А') кесимнинг 
1̂уйи синфи — А тупламдаги г сон бу {А, А') кесим ани^лаган а 
сондан катта булиши мумкин эмас. Бу зиддиятлик. Демак, а сон 
Е  туплам элементлари орасида энг каттаси булади.

Шу муло^аза билан а £ Е ' булганда а сон Е '  туплам элемент
лари орасида энг кичиги экани курсатилади. Теорема исбот булди.

Дедекинд теоремасига кура з̂ щи̂ ий сонлар туплами Я да бажа
рилган а̂р а̂ндай (Е, Е ' )  кесим учун икки ^ол булади. Бунда Е  
ёки Е '  синфларнинг ёпувчи элементларини биридан иккинчисига 
утказиш йули билан битта ^олга, кесимни бир тур кесимга келти-



риш мумкин. Биз R  да бажарилган з̂ ар цандай кесим (£, Е ')  да ке- 
симнинг куйи синфи — £ да энг катта элемент flÿrç, юкори синф 
Е '  да эса энг кичик элемент бор б̂ /лган кесим деб rç раймиз. Одат~ 
да бундай кесимни биринчи тур кесим деб аталади. Бу эса Деде- 
кинд теоремасини цуйидагича хам ифодалаш мумкинлигини Kÿpca- 
тади.

2.3-теорема. R да бажарилган \ар щндай (Е, Е ')  кесим 
ягона а̂циций сонни аниклайди.

V  а £ R сон ёрдамида а̂р доим R  да а -  (Е , Е ')  кесим бажа- 
риш мумкинки, бунда хающий сон а кесимнинг юцори синфи Е '  
га тегишли бутлиб, унинг энг кичик элемента булади. Аксинча, 
(Е, Е") кесим R  да бажарилган бÿлcин. 2. 3- теоремага Kÿpa бу ке
симнинг ю о̂ри синфи Е ' да энг кичик элемент мавжуд бÿлиб, ке
сим шу сонни ифодалайди. Демак, ^а^и^ий сонлар туплами R шу 
тÿплaмдa бажарилган кесимлар туплами билан узаро бир ^ийматли 
мосликда бу'лади.

6- §. Сонли тупламларнинг чегаралари
1. Сонли т ÿ п л а м л а р. Биз аввалги параграфларда ^аки^ий 

сонлар т;уплами R ни ва унинг хоссаларини ÿpгaндик. Математик 
анализ курсида асосан сонли тупламлар ^аралади. Одатда элемент- 
лари цацщт сонлардан иборат бÿлгaн тÿплaм сонли теплая дейи- 
лади ва уни ку'пинча Е  = {х) каби белгиланади. Курс давомида 
jçap доим учраб турадиган сонли тупламларни келтирамиз.

Икки a£R , b£R  сон берилган булиб, a C b  бу-лсин. Ушбу
[х\х£ R, a < 6}

туплам сегмент деб аталади ва уни [а, b] каби бглгиланади:
[а, Ь] = \х \x£R, а ^ х  s^b}.

Бунда а ва b сонлар [а, Ь] сегментнинг чегаравий ну*;талари ёки 
чегаралари дейилади.

Ушбу
[x :x£R, a < x c b ]  

туплам интервал дейилади ва уни (а,Ь) каби белгиланади:
(a, b)= \x:x£R, a<ZxCb\.

Куйидаги
\x:x£R, a ^ x < b ] ,  {х : R, а < х  < Ь)

тупламлар ярим сегмент дейилади ва улар мос равишда [а, Ь) ва 
(а, Ь\ каби белгиланади:

[a, b )= {x '.x£R, a ^ x C b ] ,  (a, b ]= \ x :x £ R ,  а < x ^ b ) .
Кейинги муло^азалардэ асосан сонли тупламлар билан иш кури- 

лади. Шунинг учун бундан кейин «сонли туплам» дэйиш урн ига кис- 
цача «туплам» cÿ3HHH ишлатамиз.

2. Ту^пламнинг ани^ ю^ори ва ани^ ^уйи чегарала
ри. Бирор Е  TÿwiaM берилган бÿлcин.



2. 6- т а ъ р и ф . Агар шундай М  сон мавжуд булсаки, Y x £ E  учун 
х < М  тенгсизлик бажарилса, Е  туплам юцоридан чегараланган 
дейилади, М  сон эса Е  ни юцоридан чегараловчи сон дейилади.

1. М и со ллар .  £=  | ~ : п =  1, 2, 3, . . .  | туплам юцоридан
чегараланган, чунки бу тупламнинг хар бир элемента 1 дан катта 
эмас.

2. N = [п : п — 1, 2, 3, . . .  ) туплам юцоридан чегараланмаган.
3. Е г — барча турри касрлар ва 2, 4, 6 сонлардан иборат туп

лам булсин. Бу туплам юцоридан чегараланган, чунки унинг а̂р 
бир элементи 6 дан катта эмас.

2.7-таъриф. Агар шундай /пеон мавжуд булсаки, \fx£E  учун 
х ^ т  тенгсизлик бажарилса, Е  туплам цуйидан чегараланган деб 
аталади, т  сон эса Е  ни цуйидан чегараловчи сон дейилади.

4. N = [п : п =  1, 2, 3, . . .  } туплам цуйидан 1 билан чегаралан
ган, чунки y n £ N  учуп 1 тенгсизлик бажарилади.

5. Е г = {х : х <С 0) туплам цуйидан чегараланмаган.
2. 8-т аъ риф. Агар Е туплам а̂м цуйидан, а̂м юцоридан че

гараланган булса, яъни шундай т  ва М  сонлар мавжуд булсаки, 
учун т  < л: < М  тенгсизликлар бажарилса, Е  туплам чега

раланган дейилади.
6. Ушбу Е 3 = {х : х £ R, 2 <  х<  4} туплам чегараланган туплам- 

дир.
Юцорида келтирилган таъриф ва мисоллардан куринадики, агар 

Е  туплам юцоридан чегараланган булса, уни юцоридан чегараловчи 
сонлар чексиз куп булади. Бу тасдиц М  сондан катта булган хар 
цандай а̂циций сон Е  тупламни юцоридан чегараловчи сон була 
олишидан келиб чицади.

Шунингдек, агар Е  туплам цуйидан чегараланган булса, уни цу- 
йидан чегараловчи сонлар а̂м чексиз куп булади. Бу эса т  сондан 
кичик булган x¡ap цандай х̂ циций сон Е  тупламни цуйидан чегара
ловчи сон була олишидан келиб чицади.

Юцоридан чегараланган туплам учун уни юцоридан чегараловчи 
сонлар орасида энг кичигини, шунингдек, цуйидан чегараланган туп
лам учун, уни цуйидан чегараловчи сонлар орасида энг кагтаенни 
топиш мух;имдир.

2. 3-теорема. Х,ар цандай юцоридан чегараланган туплам 
учун уни юцоридан чегараловчи сонлар орасида энг кичиги мавжуд.

Исбот.  Е  туплам юцоридан чегараланган булсин, яъни шун
дай а̂циций М  сон мавжудки, V х£Е  учун л; < М тенгсизлик урин- 
ли дейлик.

Е  нинг элементлари орасида энг каттаси мавжуд булсин. Уни 
х0 деб олайлик. Демак, \/х£Е учун х < х„ булиб, бу эса х0 сон 
Е  ни юцоридан чегараловчи сонлар цаторида булишини курсатади. 
Аммо Е  тупламни юцоридан чегараловчи хар цандай М сон х0 сон
дан кичик булмайди, яъни х0 < М, чунки х0 £Е. Бу эса х0 сон 
Е  ни юцоридан чегараловчи сонлар орасида энг кичиги эканлигини 
билдиради. Бу ^олда теорема исбот булди.



Энди Е  тупламни ташкил этган элементлар орасида энг каттаси 
мавжуд булмаган холни цараймиз. Е  ни юцоридан чегараловчи сон- 
лардан иборат туплам F' булсин. Бу F' тупламга тегишли булмаган 
барча а̂ци̂ ий сонлардан иборат тупламни F дейлик. Равшанки, Е  a  F  
ва R = F  U F '. F  ва F ' тупламлар R да (F , F ') кесим бажа- 
ради: Е  a  F  ва Е  — юцоридан чегараланганлигидан F Ф  0 , F ' ф  0  
экани келиб чи̂ ади, шунингдек, F  ва F ’ ларнинг тузилишидан эса 
F  U F ’ = R ва \fx£F, \fx' £ F ’ =>- х <  х' булади. Дедекинд теоре- 
ма:ига кура бу (г, F ’) кесим бирор а а̂^и^ий сонни аницлайди: 
а = (F , F'). Бу а сон табиийки, F  тупламни ва демак, Е  cz F  булга- 
нидан Е тупламни а̂м гоцоридан чегараловчи соидир, яъни a £F\ 
LUy билан бирга у F' тупламнинг элементлари орасида энг кичиги. 
Теорема тули  ̂ исбот булди.

2. 9-таъриф. Ю^оридан чегараланган Е  туплам учун уни 
юцоридан чегараловчи сонларнинг энг кичиги (бундай сон 2. 3-тео- 
ремага асосан мавжуд) Е  нинг аниц юцори чегараси деб аталади 
ва уни sup Е  каби белгиланади.

Бу латинча supremum — «энг юцори» деган маънони англатувчи 
суздан олингандир.

2. 4-теорема. Х,ар кандай цуйидан чегараланган туплам 
учун уни цуйидан чегараловчи сонлар орасида энг каттаси мав
жуд.

Бу теорема юцоридаги 2. 3-теорема каби исботланади. Унинг 
исботини у^увчига а̂вола и̂ламиз.

. 2. 10-таъриф. К̂ уйидан чегараланган £ туплам учун уни у̂йи- 
дан чегараловчи сонларнинг энг каттасига (бундай сон 2. 4-теоре- 
мага кура мавжуд) Е  нинг аник, цуйи чегараси деб аталади ва уни 
inf Я каби белгиланади.

Бу infimum сузи а̂м латинча суз булиб, «энг ^уйи» деган маъ
нони билдиради.

Мисоллар. Юк,орида келтирилган мисолларда ифодаланган туп
лам ларнинг авщ юцори а̂мда ани  ̂ ^уйи чегараларини ани’.ушймиз.

1. sup£ = 1, inf£ = О,
2. inf jV = 1,
3. sup£,= 6, 'in f£1= 0,
4. supE.¿= О,
5. sup£s= 4, iuf£, = 2.
Юкрридаги тупламлар учун sup̂ V, inf E.¿ ларни кейинроц келти- 

рамиз.
Келтирилган мисоллардан тупламнинг ани  ̂ говори а̂мда аниц 

цуйи чегаралари тупламга тегишли булиши >̂ам, тегишли булма.лиги 
а̂м мумкин эканлиги куринади.

Тупламнинг анщ говори а̂мда ^уйи чегараларини ^уйидагича 
а̂м таърифлаш мумкин.

2. 9-таъриф. Агар \/х£Е учун х ^ а  тенгсизлик уркнли 
булиб, V e > 0  олинганда >̂ам, Е  тупламда шундай х' элемент то- 
пнлсаки, х '> а  — в тенгсизлик уринли булса, унда а сон Е  нинг



анщ юцори чегараси дейилади ва а = sup £ каби белгиланади.
2. 10-таъриф.  Агар Vx  ££ учун х > b тенгсизлик уринли бу- 

либ, V  е >  0 олинганда хам Е  тупламда шундай х' элемент топил- 
саки, х' С  b +  в тенгсизлик уринли булса, унда b сон Е  нинг аниц 
цуйи чегараси дейилади ва b = infЕ  каби белгиланади.

Шундай ^илиб, биз тупламнинг аниц юкрри хамда аниц цуйи че- 
гараларининг икки турли таърифини келтирдик. Бу таърифлар эквива
лент таърифлардир.

3. Т у п л а м н и н г  а ниц юцори ва а ниц цуйи чегарала- 
рининг хоссалари .  Г. Агар Е  туплам юцоридан чегараланган 
булиб, E t а  Е  булса, унда sup£t < sup£ булади.

И с б о т . 2. 3- теоремага кура Е  нинг аник юцори. чегараси мавжуд: 
sup£ — a. E 1 cz Е  булишидан Е 1 тупламнинг а̂м юцоридан чегара- 
ланганлиги келиб чицади. sup/Iг = ах булсин. Энди а1 < а булиши- 
ни исботлаймиз. Тескарисини фараз килайлик, яъни а, >  а булсин. 
У холда ^ар доим at >  а >  а тенгсизликни цаноатлантирувчи а ра- 
ционал сонни топиш мумкин. a r = sup£, булгани учун аищ юкори 
чегаранинг таърифига кура шундай а*1£ Е 1 мавжудки, а*1 >  а, де
мак, а* >  а . Ammo £ г с  £ ва а — sup£ булгани учун a* sc ос. Шун
дай цилиб, биз а <  а* < а тенгсизликларга эга булдик, бу эса а >  а 
тенгсизликка зид. Демак, а 1 < а, яъни

sup Е х < sup Е
булади.

2°. Агар Е  туплам цуйидан чегараланган булиб, £ j c £  булс?#
inf E l > inf Е

булади. Бу хосса 1° хосса каби исботланади.
3°. Агар Е  туплам чегараланган булиб, £ х с: £ булса, у >рлда

inf Е  < inf Е г < sup Е 1 < sup Е
булади.

И сб о т .  1° ва 2° хоссаларга асосан sup £ х < supЕ  ва Ы Е 1^
> inf Е  булиб, inf Е 1 < sup Е г булгани учун изланган

inf Е  < inf £ х < sup Е г < sup Е
тенгсизликлар уринли булади.

4°. Агар V x £ £  учун х < ос тенгсизлик бажарилса, у хрлда 
sup Е  < а тенгсизлик уринли булади.

И сбо т .  Е  тупламнинг барча элементлари ва а сондан Е* туп- 
' ламни тузамиз: £* = £ U {«}•

Бундан £с=£* ва демак, Г  хоссага кура sup£<sup£* тенг
сизлик уринли. Ундан sup£* = a булганидан sup £ < а тенгсизлик 
келиб чицади.

5°. Агар V *  £ Е  учун х > Р тенгсизлик бажарилса, у ^олда 
inf £ > Р тенгсизлик уринли булади.

Бу хосса юкрридаги 4° хосса каби исботланади.
)̂ ациций сонлар туплами R  таркибига— оо ва + оо символларни 

\/x£R  учун х >  — оо в а х < + ° о  хусусият билан цушиб, R  туи-



ламни ^осил ^иламиз:
R = R  U { +  00} U { — » } .

Бу символларнинг киритилиши чегараланмаган тупламларнинг 
аник говори ва аниц ^уйи чегараларини киритиш имконини беради.

Агар Е  ю кор и да и чегараланмаган булса, sup Е  =  +  ° ° ,  цуйпдан 
чегараланмаган бÿлca, inf£ = — оо деб олинади. Демак, шу кели- 
шувимизга Kÿpa N ва Е г тупламлар учун ани  ̂ чегаралар sup N = 
í= + 00, inf È 2 = — 00 булади.

7-§. Х,а̂ ии,ий сонлар устида арифметик амаллар

1. ^а^и^ий сонлар йигиндисн ва у н и н г  хоссалари. 
Икки а ва ß х^икий сонлар берилган булсин. Бу сонлар рационал 
сонлар туплами Q да бажарилган ушбу а = (А, Л '), ß =  (В, В ') ке- 
симлар билан аницлансин. Кесимларнинг ^уйи синфлари А ва В Tÿn- 
ламлардан мос равишда a ва b сонларни олиб, уларнинг йш-индиси 
с — a + b ни тузамиз. Бундай йигиндилардан иборат туиламни С би
лан: С = {с:с — a + b, а£А, b £ B |, cÿHr Q \ C  тупламни э?а С' 
билан (С' — Q\C) белгилаймиз. Тузилишига Kÿpa Q = С (J С'.

Энди С ва С' тÿплaмлap Q да (С, С') кесим бажаришиии 
KÿpcaTami3. а  = (Л, А'), ß = (В, В') лар Q да бажарилган кесимлар 
булгани учун

А ф  0 , А ' Ф 0 , A U Л' = Q; а£А, а? £А'=>а<£а' 
шунингдек,

В ф 0 ,  В ' ф 0 ,  В U В ' = Q; b£B, b '£ B '^ b < b ’
булиб, ундан аввало С ф  0  экани келиб чи^ади. Сунгра хар доим 
a -f- b <  а' + Ъ' бÿлгaни учун С туплам ю о̂ридан чегараланган бу- 
либ, supC = у мавжуддир. Аммо Л ва В  туплам элементлари ораси- 
да энг каттаси мавжуд булмагани учун a + b < y  (а € A, b £ В) бу
лади. Унда а' +  Ь' >  у (а'£А', Ь’ £В') бутб, а' +  Ь'^С.  Бундан 
а' + b' £ Q \ C  = С'. Демак, С' Ф 0 .  Шунингдек, с ~ а  + Ь£С  ва 
с < с '  = а' + b’ Ç Q \  С эканига ишонч э̂ осил ^иламиз.

Шундай цилиб, С ва С' тупламлар Q да (С, С') кесим ба- 
жаради.

2. 11-таъриф. (С, С') кесим билан аншушнадиган v ха^икий 
сон а  ва ß х,акиций сонларнинг йигиндиси деб аталади ва а + ß ка- 
би белгиланади: у = а  + ß.

Энди а̂̂ и^ий сонлар йигиндисининг хоссаларини келтирамиз. Фа- 
раз ^илайлик, а £ R, ß £ R, y£ R  булсин.

1°. с/. -)- ß — ß ■*)- сс;
2°. (а +  ß) -f- у =  а (ß -f- 7) i
3° Ноль сони учун

а - Ь 0 = 0 + а = а.
Бу хоссалар осон исботланади. Биз улардан биринннг, масалан, 3° 
нинг исботини келтирамиз.



Маълумки, 0 сони Q тупламда (Q_, Q+) кесим билан аницланади: 
Q— — { n r £ Q , r <  0), Q+ = {г: r£Q, r >  0},

О -  (Q_, Q+).
a £ R  сон эса а — (А, А') кесим билан аницлансин. Таърифга 

кура а  +  0 = (С, С') булиб, бунда
С = \a + r\ а£А, /'£Q_}.

A mmo а £ Л, г £ Q_ булганда а +  г <  а муносабат уринли. Шунинг 
учун С а  А булади. Бундан

а +  0 < а (2.3)
экани келиб чицади.

Л тупламдан ихтиёрий а сонни оламиз. Л да энг катта элемент 
мавжуд булмагани учун а < а 1 тенгсизликни каноатлантирадиган 
ах £ А сон мавжуд. Унда а = аг +  (а — аг) тенгликдан г = а — а 0 
булишишни ^исобга олиб, Л тупламнинг >̂ар бир элементини а + г 
(а£Л, r € Q J  куринишда ёзиш мумкинлигини аницлаймиз. Бу эса

А а  [а-\- г х а^А, г £ Q_} = С,
яъни A c z C  эканини курсатади. Демак,

а < а  + 0. (2.4)
Энди (2.3) ва (2.4) муносабатлардан а + 0 = а тенгликка эга бу- 
ламиз, 3° хосса исбот булди.

Йигиндининг кейинги хоссасини келтиришдан аввал a £ R  сонга 
царама-царши булган сонни аниклаймиз.

а  £ R  сони Q тупламда (Л, Л ') кесим билан аницлансин: а — (Л, Л'). 
Рационал сонларнинг цуйидаги

— А' — [— а' \ а' £ Л'], — А = \— а\а£А) 
туп лам ларин и цараймиз. Равшанки — Л' ва — Л тупламлар Q туп
ламда (— А', — Л) кесим бажаради.

2. 12-таъриф. (— Л', — А) кесим билан ашщланадиган а̂ци- 
ций сон ос ^ациций сонга царама-царши сон деб аталади ва уни — а 
каби белгиланади:

— а = (  — А', — Л).
4°. V  ос. £ R учун а + ( — а) =  О тенглик уринли.
И с б о т .  ос = (Л, Л') булсин. Унда — а сон (— Л', — Л) кесим 

билан аницланади. Йигинди таърифига кура ос + ( — а) — (С, С' 
бунда

С = {с — а + ( — а ') :а ^ А ,  — а’ £ — А'}, C ' - Q \ C .
A mmo a<La' тенгсизлик уринли булгани сабабли с = а +  ( — а )  — 
= а — а ' С  0 булиб, С тупламни ташкил этган рационал сонлар 
манфий рационал сонлардан иборат эканини аницлаймиз. Демак, С а. 
с ; Q_. Бундан эса

ос +  ( — ос) < 0 (2.5)
тенгсизлик келиб чицади.



Энди с £ <2- сонни олайлик. Унда, равшанки, — 0 0  булади. Биз 
уни г билан белгилайлик: г = — с.

(Л, Л ') кесимнинг у̂йи ва юцори синфларидан олинган а£А, 
а '£А ' сонлар учун а’ — а = г, яъни

с =  а +  ( —  а') (2.6)
тенглик уринли булишини курсатамиз. ап £ Л, а'0 £ Л' учун а '0 —
_а„>-0 булади. Архимед аксиомасига кура шундай нату-
рал п £ N сон мавжудки, бу сон учун п-г>а0 — а0 тенгсизлик 
уринли булади. Аммо а0 + п - г> а '0 тенгсизликка кура а0 +  п ■ г £ А' 
эканини топамиз. Модомики, а0 £ А, а0 п-г £ А' экан, унда нату- 
рал сон п ни шундай олиш мумкинки,

«о + (п— 0 а0 + п-г£А'
булади. Агар

а =  а0 +  (п— 1)-Л а' — а0 +  п-г
деб олсак, унда, а' — а = г, яъни с =  а +  ( — а') экани келиб чи-
цади. г ° л.Демак, Q_ тупламнинг хар бир элемента (2.6) куринишда ифо-
даланади. Бу эса Q с; С эканини англатади. Бундан

О а +  ( — ос) (2-7)
экани келиб чикади. Ни^оят (2.5) ва (2.7) муносабатлардан а + 
_(. ( __а) — 0 тенгликнинг уринли эканига ишонч з̂ осил ^иламиз.
4° хосса исбот булди.

5°. Агар а £ Н, р € Я булиб, а  >  Р тенгсизлик уринли булса, унда 
а  -|_ у ;> р у тенгсизлик а̂м уринли булади.

Бу хоссанинг исботини у^увчига хавола ^иламиз.
Берилган сонга карама-ь̂ арши соннинг ани^ланиши икки

хакикий сон айирмаси тушунча^ини киритиш имконини б̂еради.
2. 13-таъриф.  Икки а  ва р ха^п^ий сон айирмаси деб 

сх + (  Р) сонга айтилади ва уни а  — р каби белгиланади:
а — р =  а  +  ( — Р).

2. Х>а^и^ий со н л а р к у п а й тм а с и в а у н и н г  хосса лари.  
Икки а > О, Р > 0 а̂цикий сон 0 тупламда бажарилган (Л, А ) ва 
(В, В') кесимлар ёрдамида ани^ланган булсин: а = (Л, Л ), Р = (В, В  ). 
Л ва В тупламларнннг манфий булмаган а£А, а > О ва Ь£В, о > О 
элементларидан ушбу

{а-Ь:а£А, а > О, Ь£В, Ь > 0}
тупламни тузамиз. Сунгра рационал сонларнинг ^уйидаги

С = (¿_ I) {а 'Ь '• а £ А, а > О, Ь £ В, Ь > 0}, (2. 8) 
С' = Я \ С  (2.9)

тупламларини цараймиз. Бу С ва С' тупламлар <2 да (С, С ) кесим 
бажарпШлНи аввалги пунктларда курсатилгандек исботлаш мумкик,



2. 14-таъриф. Агар С ва С' тупламлар (2.8) а̂мда (2.9) форму- 
лалар билан ифодаланган булса, (С, С') кесим билан ани^ланадиган 
сон а  ва f> щщщш сонлар купайтмаси дейилади ва сс-р каби бел- 
гиланадн: а -6 = (С, С').

Агар а ва р а̂циций сонлар турли ишорали булса, бу сонлар 
купайтмаси цуйидагича таъри¡эланадн ( 1а| таърифини 8-§ дан царанг).

q _  Í — (|а|-|Р|). агар а ва (5 турли ишорали булса,
’■ 1 !“ МР1> агар а ва р бир хил ишорали булса.

Энди ^ацщий сонлар купайтмасининг хоссаларини келтирамиз. Фа- 
раз цилайлик, а £ R, р £R, y£ R  булсин.

Io. а-р = Р-а;
2°. (а-Р)-? = а-(Р-т);
3°. а • 1 = а.

Бу хоссаларнинг исботи цийин эмаг. Биз уларнинг бирортасини, ма- 
салан, 3° хоссани исботлаймиз. a £ R  сон Q тупламда бажарил- 
ган а  = (Л, А') кесим, 1 сон эса (В, В ’) кесим билан ашщланган 
булсин. Таърифга асосан а • 1 = (С, С') булиб, бунда С = {с-с = 
=  а -b, а£Л, Ь£В\. Аммо Ь< 1  булгани учун а-Ь<.а булиб ун- 
дан с = а-Ь£А эканини топамиз. Демак, Vc£ С-=>-с£ Л. Бу эса 
С cz А эканини курсатади. Демак,

а-1 < а. (2. 10)

Энди а £ Л булсин. А тупламда энг катта элемент мавжуд булма- 
гани сабабли унда а <  ах тенгсизликни цаноатлантирадиган ах эле
мент мавжуд. Агар а = ах-~ деб царасак, а1£ А ,~ £ В  (чунки — <  1) 
эканини топамиз. Демак, Л с С .  Бундан 1

а < а -1 (2. 11)
тенгсизликнинг уринли экани келиб чщади. (2. Ю) ва (2.11) муноса- 
батлардан а - 1= а тенгликнинг уринли эканига ишонч ;̂ осил киламиз.

Х,ациций сонлар купайтмасининг кейинги хоссасини келтиришдаи 
аввал а  £ R  сонга тескари булган сонни аницлаймиз.

0 С  a d R  сон Q тупламда бажарилган (Л, А') кесим билан аниц- 
ланган булсин. Рационал сонларнинг цуйидаги

C = Q_ U {0} U [ у . а ’ ^А'^  (2.12)

C' = Q \ C  (2.13)
тупламларини царайлик. Бу С ва С' тупламлар Q да (С, С') кесим 
бажаради. (Буни исботлаш уцувчига тавсия цилинади).

2.15-таъриф. Агар С ва С' тупламлар (2.12) ва (2.13) форму- 
лалар билан ифодаланган булса, (С, С') кесим билан аникланадиган 
сон а — (Л, А') ^акиций сонга нисбатан тескари сон деб аталади
ва уни — ( — = (С, С')) каби белгиланади.



Агар а <  0 булса, у холда бу сонга тескари булган — сон ^у- 
йидагича

_1_ _1_
а |а|

таърифланади.
4°. Нолдан фаркли V а £ 7? сон учун унга тескари сон — мав- 

1
жуд ва а.-— — 1 тенглик уринли.

1
а сон (А, Л'), а-~  сон (С, С ') ^амда 1 сон (В, В ’) кесим би- 

лан аницланган булсин ((2.12), (2.13) ларга царанг):

а = 04, А') а = (С, С'), 1 = (В, В').

Фараз ^илайлик, с£С булсин. У  ^олда с = а -~< 1  (а£А,
а’ £А') булиб, бунданс£В экани келиб чицади. Демак, С с= В, 
бинобарин,

а-~  < 1 (2.14)

тенгсизлик уринли булади.
Энди В  тупламдан мусбат Ь сонни олайлик: Ь £ В, Ь >  0. Агар 

1
е = — — 1 деб царайдиган булсак, ундан 0 <  Ь <  1 тенгсизликка
кура е> 0  эканяни топамиз.

А Ф 0 , А' ф 0  булгани учун ушбу а0£Л, а'£Л'  сонлар мав- 
жуддир. Бунда а0 <  а* . Энди цуйидаги а0, а0 (1 + е), а0 (1 + е)2, . . . ,  
с0 (1 + е)п_/, о0(1 + е)п, .. . геометрик прогрессияни курамиз. Унда 
шундай иккита а — а0 (1 + е)л, а' =  а0 (1 + е)”+1 >̂ади топиладики, 
а = а0 (1 + е)п£ А, а' = а0 (1 + е)п+1£Л ' булади. У  ^олда ~  =

1 а 1
г= 1 + е = — яъни Ь = ~, — а-^г булади. Демак, Ь£С. Шундай 
цилиб, В  с  С. Бундан

1 < а - ~  ~ (2.15)
тенгсизлик келиб чи̂ ади. (2.14) ва (2.15) муносабатлардан изланган 
а - ~ =  1 тенгликка эга буламиз.

2.5-теорема. Агар икки а£/?, Р £ ^ %ацикий сон берилган 
булиб,а Ф  0 б^лса у \олда

а-х = р (2.16)
тенгламани каноатлантирувчи ягона хащщй сон х мавжуд. 

И сбот .  а  ^  0 булгани учун ^ар донм унга тескари булган



~  ^а^и^ий сон мавжуд булади. Б у ~~ ва р сонларнинг купайтма-
1

сидан тузилган р-— сонни караймиз. Унда

« • ( Р ~ )  = Р - ( « ~ ) = Р - 1= Р
1

алмаштиришларга кура р*~  сон (2.16) тенгламани ^аноатлантириши-
1

га ишонч з̂ осил циламиз. Демак, х = р ~ , Знди (2.16) тенгламани
^аноатлантирувчи бундай соннинг ягоналигини курсатамиз. Тескари- 
сини фараз цилайлик, яъни (2.16) тенгламани ^аноатлантирадиган 
сон иккита: х ва у булсин: а-х = р, а-у = $. У  з̂ олда а-х — а X  
X  у = 0 ёки а (х — у) =  0 булиб, а Ф  0 булгани учун х — у — О 
булади. Демак. х = у. Теорема исбог булди.

2.15-таърпф. Берилган а ва р хающий сонлар нисбати деб,
1 РР — сонга айтилади ва уни ~  кази белгиланади.
5°. сонлар учун >;ар доим

(а +  Р)-у = а-у + р-у
тенглик уринли.

6°. Агар а £ /?, сонлар берилган булиб, т> 0  ва
а > р  тенгсизлик уринли булса, унда «• у >  Р • V тенгсизлик хам 
уринли булади.

3. Ха^иций соннинг  даражэлари. Аввало у̂йидаги ик
кита леммани келтирамиз.

2.1-лемма. у е > 0  рационал сон берилганда з̂ ам, <3 тупламда 
бажарилган з̂ ар цандай (Л, А') кесим учун шундай а£А, а’ £А' 
рационал сонлар мавжудки, бу сонлар ушбу а' — а <  е тенгсизлик- 
ни а̂ноатлантиради.

И сбот .  А ва А' тупламлар С1 да (А, А') кесим бажарсин. 
Демак, А Ф 0 . А тупламда бирор а0 рационал сонни олиб, сунг- 
ра ^уйидаги

а„у а$ б, ад 2в, . . . , а̂  яв, . . .  , и. £ N , 

арифметик прогрессияни цараймиз. Шундай п£М  натурал сон топк- 
ладики, а0-\-пе£А, а0 +  (я + 1) А' булади. Агар Л тупламнинг 
а 0 + п е дан катта булган элементини а ва а0 + (п + 1) е = а' деб 
олсак,

а' — а <  а0 +  (я + 1) е — (а0 + п е) = е 
булишини топамиз. Демак, а' — а <  е, а £ Л, а’ 6 Л'

Лемма исбот булди.
2.2-лемма. Агар иккита а£/?, з^и^ий сон берилган 

булиб, V  ® >  0 рационал сон берилганда хам шундай а£С}, а' £ <2, 
а  <С а' сонлар топилсаки, улар учун ушбу

а < а < а',



тенгсизликлар уринли булса, у холда а = (3 булади.
Исбот . Тескарисини фараз ^илайлик, яъни (2.17) тенгсизлик

лар уринли булса з̂ ам а Ф  р булсин. Масалан, а >  р дейлик. У  
холда шундай /-'£() сонлар мавжуд буладики, улар учун а >
>/•'>/"> Р тенгсизликлар уринли булади. Натижада ^уйидаги 
а' >  г' >  г >■ а тенгсизликларга келамиз. Бундан а' — а >  г' — г > 0  
тенгсизлик келиб чикади. Бу (2.17) муносабатларга зид. Агар а  <  8 
булса з̂ ам шунга ухшаш муло^азалар ёрдамида зиддиятликка кели- 
нади. Лемма исбот булди.

а) Х,а^и^ий соннинг б у т у н  даражаси.  Биз аввалги 
пунктда икки а ва р адиций сон купайтмасининг таърифини кел- 
тирдик. п та ах, ос2, а3, . . .  , ая з̂ аци̂ ий сонлар купайтмаси а 1-а2- 
• . . . -ап з̂ ам худди уша йул билан таърифланади. Агар а 1 =  сс2 —. 
= . . .  = ап = а булса, у з̂ олда а-а-а . . .  а сон ос соннинг п-

п та
даражаси деб аталади ва ап каби белгиланади:

а-а-а- . . .  -а =  аР. 
п та

Бу келтирилган таърифдан з̂ амда з̂ а̂ и̂ ий сонлар устида^амалларнинг 
хоссаларидан цуйидагилар келиб чикади. Р 6^ булиб, п ва т
лар натурал сон булсин.

1) К,уйидаги тенгликлар уринли:
п т  п 4- та -а =  ос » 

а" • р" = (а • Р) ">
/ п \ т  п т(а ; = а  »

( п > т ) ;
ат

2) п > т  ва а >  1 булганда ап >  а 1 булиб, 0 <  а <  1 булган-
да эса а С  а 1 булади.

3) агар а>р>0 булса, у з̂ олда ап>°>п булади. Маълумки, V  а  £ К
(а ф  0) учун х,ар доим унга тескари булган Х- з̂ акиций сон мавжуд.

Ушбу - • - • • • - сон — соннинг —• п- даражаси деб аталади ва уни3 а а а а
а~п каби белгиланади:

Хар цандай аф О  з̂ ациций соннинг нолинчи даражаси 1 га
тенг деб олинади: а °= 1.

б) ^ а к; и ц и й сондан олинган  илдиз. Бизга 0 <  а  £ К  ва 
тайииланган п £ N сонлар берилган булсин.

2.17- таъриф. Ушбу



тенгликни цаноатланти радиган мусбат § сон а  сондан олинган п- За
ражали илдиз деб аталади ва уни >/"а каби белгиланади. Энди (2.18) 
тенгликни цаноатлантирадиган с, сон мавжудлигини а̂мда ягонали- 
гини курсатамиз.

Бунинг учун (2 тупламни цуйидаги
\  = 0.- и {0} II { г : гф, г >  о гп<  а}

А'п = {г '* '№ ,  г' >  0, гп >  0, г'п >  а}
тупламлар ёрдамида (С) = Ап и Ап) ёзамиз. Бундай тузилган А ва Л' 
тупламлар С} да (Ап, Ап) кесим бажариши равшандир. Б у" кесим 
аницлаган сонни | деб олайлик: I  = (Ап, А‘п). Шунга кура Ап ва А' 
тупламларда мос равишда шундай мусбат г ва г’ рационал сонлар 
мавжудки, улар учун 0 < г < 1< г ' тенгсизликлар уринли була- 
ди. Бундан эса тенгсизликларнинг уринли экани
келиб чи а̂ди.

Энди (Лп, Л ') кесим учун цуйи ва говори синфларнинг тузи- 
лишигаасосан г'1< а < г ' п тенгсизликлар уринли булади. Демак,

гп< 1 < г '\

гп< а < г ,п (2.19)

тенгсизликлар уринли.
Энди г —-г айирмани а̂раймиз. Бу айирмани куйидагича

1 + г .г '*-*+ . . . + г >гп-2 +  г »-1)
ифодалаш мумкин. Ю^орида келтирилган 2Л-леммага мувофиц 
г £Ап ва г £Л'„ сонларни г' — г< е  тенгсизликни а̂ноатланти- 
радиган̂  ̂ илиб олиш мумкин. (Бунда г ихтиёрий рационал мусбат 
сон.) Сунгра Л; тупламда г' дан катта булган тайин г’0 рационал 
сонни (бундай сон ^ар доим топилади) олгак, натижада 

/ п _ гп< {г ' _  г){г'0п- 1 + г’.г'0п- 2 + . . . + г ^ . г ' й + Г-^-1) =
— {г' —  г) • п - г '0п~ 1 <  еп г '0п~ 1

тенгсизликни ^осил ^иламиз. Бундан е = — - булганда г'п—
п’го

— гп < е ' келиб чи^ади. Энди (2.19) тенгсизликларга хамда 2.2- 
леммага асосан 1п = а га эга буламиз. Шундай цилиб, (Ап , Л,') ке
сим билан ани^ланган £ сон (2. 18) тенгликни цаноатлантиради. 
(2. 18) тенгликни каноатлантирувчи £ сон ягона булади. ^а^и^атан 
з̂ ам, агар ^ ва 12 сонлар (2.18) тенгликни каноатлантир 'а, яъни

= ос, Щ = а 
тенгликлар уринли булса, унда ушбу

1 +  52.1п- 2 + . . . + Щ- 2 . + О

муносабатдан ^  — Е2 = 0, яъни сх = с2 экани келиб чи̂ ади.



в) ^ациций соннинг рацио нал даражаси.  Биз аввал- 
даги пунктларда а £ Я  соннинг бутун даражаси, шунингдек а >  О 
сондан олинган л-даражали илдиз таърифларини келтирдик. Энди 
а >  0 соннинг рационал даражаси тушунчасини келтирамиз. Маъ-
лумки, а̂р цандай рационал сон кисцармайдиган г = —  («  £

П

п£Ы) каср куринишида ифодаланади. а  £ Я  ^ацицчй соннинг г- да
ражаси аг цуйидагича аницланади:

п ,— \ т  __  п
У  ос] —  а  .

Фараз килайлик, а£Г?, /"2£(3 булгин. К*уйидаги содда хосса-
лар уринлидир:

1) аг‘ -аг’ = а Г1 + Гг;
2) (а Г1)Г2 ~  а 1 г,'< 
оч !а \ г  аг

(?) ~  РГ ’
4) аГ1: о1> =
5) (а-Р)г = аг -рг ;
6) а >  1 булганда г1< г 2=$-аг‘ <  аг>.
г) ^ациций соннинг ^ациций даражаси. Бирдан катта 

(а >  1) ct.GR сонни олайлик. Р£И сон эса ф тупламда бажарилган 
(В, В') кесим билан аницланган мусбат сон булсин;

р = (5,Я')> р > 0.
Барча манфий а̂циций сонлар, ноль ^амда а6 , Ь£В курин ишдаги, 
мусбат х1ациций сонлардан иборат тупламни Е  билан, И \£  туплам- 
ни Е '  (£ ' = И \ £ ) билан белгилайлик. Натижада И туплам И «  
= Е  и £ ' куринишда ёзилиши мумкин.

Ю^орида киритилган Е  ва Е '  тупламлар И тупламда (Е ,Е ') ке
сим бажаришини курсатиш цийин эмас. Е  тупламнинг тузилишидан 
унинг буш эмаслиги куринади: Е Ф 0 . Сунгра а̂р доим аь с
<  аЬ’(Ь£В, Ь'£В') булгани Е  тупламнинг юкоридан чегараланганли- 
гини билдиради. Демак, вир Е  = у мавжуд. В  туплам элементлари 
орасида эн г каттаси _мавжуд булмаганлиги учун а ь < ; у булади. У  
^олда у < а1У ва ай'6Е  булади. Бундан аь'£Е' . Демак, Е ' ф  0 . 
Е  ва £ ' тупламларнинг тузилишидан Е  нинг а̂р бир элемента 
Е ' нинг исталган элементидан кичик булиши равшандир. Шундай 
цилиб, Е  ва Е ' тупламлар И да (£,£ ') кесим бажаради. К,уйидаги 
таърифда £ ва £ ' тупламлар юкоридагича тузилган деб царалади.

2.18-таъриф. (£,£') кесим билан аницланадиган сон а соннинг 
р- даражаси деб аталади ва а13 каби белгиланади:

ссР =  (£ ,£ ').

Агар р манфий сон булса, унда ар ни а13 Деб царасак,
сон ос соннинг мусбат даражаси булиб, у юцоридагидек таърифланади.



Агар 0<Са< 1 булсз, унда ар деб олиниши натижасида
яна биз юкоридаги холга келамиз. соннинг а̂к;икий дара-
г аси тушунчасидан фойдаланиб, цуйидаги теоремани келтирамиз.

2.6- теорема.  ){ар цандай а вау мусбат \си{икий сонлар учун
«Р =  у

тенгламани цаноатлантирадиган ягона $  цацщий сон мсшжуд.
Бу теореманинг исботи (2.18) тенглама ечимининг мавжудлиги 

з̂ амда ягоналигини исботлашга ухшаш.
2.19- т а ъ р и ф. Берилган а ва у мусбат а̂̂ и^ий сонлар учун ушбу

V
тенгламани цаноатлантирувчи ¡3 сонга V соннинг а асосга кура 
(а асосли) логарифмы деб аталади ва уни 1о§а7 каби белгиланади:

Р = 1°бв?
8-  §. ^а^иций соннинг абсолют циймати ва унинг хоссалари

Бирор х£13( хф  0) сонни олайлик. Бунда х, — х сонлардан бири 
албатта мусбат булади. Бу мусбат сон х соннинг абсолют цийма- 
ти  деб аталади ва уни |х| каби белгиланади. Ноль соннинг абсо
лют и̂ймати деб ноль сонининг узи олинади: |0| = 0.

Демак,
. , _  (х, агар х > 0 булса, 9П

' |— х, агар х <  0 булса.
Ха^икий соннинг абсолют циймати бир неча хоссаларга эга:
1°. х£И сон учун

| х | > 0, | х | = |— х\, х<|х| , — х < 1х|
муносабатлар уринли. Бу муносабатлар соннинг абсолют циймати 
таърифидан келиб чицади.

2°. Агар сон берилганда х£/? сонлар
\х\<а (2.21)

тенгсизликни ^аноатлантирса, бундай х сонлар
— а < х < а  (2.22)

тенгсизликларни з̂ ам ^аноатлантиради ва аксинча. Бош^ача к;илиб 
айтганда (2.21) ва (2.22) тенгсизликлар эквивалент тенгсизликлардир: 

\х\<а  — а<Сх<.а.
Исбот. (2.21) тенгсизлик уринли булсин: х£К,|х| < а.

1° хоссага кура — \х \ < х < | х | булишидан а̂мда — а <  — \х\ 
тенгсизликдан топамиз: — а <  — | х | < х < | х | <  а. Бундан эса
— а С х < а  экани келиб чикади.

Энди (2.22) тенгсизликлар уринли булсин: хЕИ,— а < х < а .  
Агар х>0 булса, | х | = х булиб, | х | <  а булади. Агар х <С 0 бул

са, |х! — — х булиб, — х < а булганидан эса |х| < а эканини то
памиз. Демак,—а< х< а булганда а̂р доим | х | <  а булади.



Бу хосса цуйидаги {х : \х\<а } ва {х :х£Я ,— а<.х<^й\
хациций сонлар тупламларининг бир- бирига тенглигини ифодалайди.

о°. Агар 0 <  а£Я сон берилганда х£Я сонлар | я | < а  тенгсизлик- 
ни цаноатлантирса, бундай х сонлар — а < х < а тенгсизликларни 
а̂м цаноатлантиради ва аксинча, яъни

| х\ < а -<=*-- а < х < а.
Бу хосса 2° хосса каби исботланади.

4°. Икки х£Я ва у£Я хациций сон йигиндисининг абсолют циймати 
бу сонлар абсолют циймэтларининг йигиндисидан катта эмас, яъни

\х + у\ < И  + Ы-
И с бот. Агар х + у >  0 булса, х + у= \х  + у | булиб, х < | х\г 

У < IУ I тенгсизликларни ^исобга олган ^олда
\х + у\ = х  + у <  (л:| + | г/|

булишини топамиз. Агар х + у <  0 булса, унда 1 х +  У | = — (х + 
+ 0) = — х + (— £)< х\ + \у\ булади. Демак, х>ар доим \х +
+ у | < I х | + | У | тенгсизлик уринли.

Бу муносабат цушилувчилар сони иккидан катта булган з̂ олдз 
х,ам уринли булади:

\Xi~i~ Х 2 -\-Хп | ^ | Х г | 4* | Хг | + • • • Ч-1 Хп |.
5°. х£Я, у£Я сонлар учун

\х-у\>\х\-\у\
тенгсизлик уринли. .

Исбот. Равшанки, х = (х — у)+у. Унда 4° хоссага биноан Ш=* 
= (х— у) + у\<\х — у\ + \у \ булиб, бу тенгсизликдан \ х — у\>
> х\ — \у\ булиши келиб чицади.

6°. х£Я, у£Я сонлар учун
\х-у\ = | * М у 1

тенглик уринли. Бу тенглик соннинг абсолют киймач. аърифидан
келиб чицади.

7°. х£Я, у01, у ф 0 сонлар учун
_ \_ х _ \

\у\
тенглик уринли.

Исбот .— = г деб олайлик. Равшанки, г^Я булади. Бун дан
х _  г . у булишини топамиз. Аммо 6° хоссага кура | х | = | г • у | = 
= |г|-|г/| ва бундан |г| — тенглик келиб чи^ади. Шунинг учун

| 2 | =  — =  ! Д
Барча манфий булмаган а̂циций сонлар тупламинн К+ билан 

белгилайлик. Равшанки, И+с  И. Энди И тупламдан оланган *ар 
бир х а̂циций сонга унинг абсолют циймати | х | ни мэ; цуяйлик. 
Натижада биз



/: ёки I : х-+1 .г |
якслантиришга эга буламнз.

Демак, да̂ ш̂ ий соннинг абсолют ^ийматини Я тупламни туп- 
ламга (2.20) 1̂оида буйича акслантириш деб а̂раш мумкин.

9- §. Иррационал сонни тацрибий ^исоблаш. Иррационал сон- 
ли даврий унли каср ор^али ифодалаш

1. Иррационал  сонни та^рибий ^исоблаш. Бирор 
<х, иррационал сон берилган булиб, у тупламда бажарилган (А А') 
кесим билан аницланган булсин: а  = (А, А’). Бутун сонлар туплами 
£ рационал сонлар тупламининг к,исми (яъни 2с  <3) булган- 
.лигидан кетма- кет келган а0 ва а0 1 бутун сонлар топиладики 
ушбу а0 С  а  <  а0 + 1 тенгсизликлар уринли булади. Бу ^олда г =’ 
*= а0 сон а  иррационал сонни «ками» билан, г'0 — а0+ 1 эса «ортири» 
билан та^рибий ифодалайди.
Энди

1 2 9 
ао> «о + 1о’ ао +  -]о,, • • •, а0+ я0+ 1

сонларни оламиз. а0 <  а <  а0 +  1 булгани учун бу сонлар ораси- 
да кетма-кет келган шундай иккита

п 4- — п I * а0 + 10 > ао Н —10-
СОН топиладики, ушбу

°о +  т^ <  а  < йо +  -щ +
тенгсизликлар уринли булади, бунда ах сон 0, 1, 2, -.,9 сонлардан 
оиридир. К,уйидаги 1

г1= ао + 'тк=  а0, а х\

г.= а
ю
О] . 1
10+ ю. а° ’ Го 

сонлар ос сонни мое равишда «ками» >;амда «ортиги» билан -^-=0,1 
. аншушкда та^рибий ифодалайди.

С?Нгра0о +  ^ ,  а. + ^ + ^ ,  а. +  Д  + Л , . ,

° " + ш + да й‘ +  й  +
сонларни оламиз. Агар ушбу

<.. +  ^ < а < ао +  ^ + Л

тенгсизликлар уринли эканини эътиборга олсак, у о̂лда ют̂ оридаги 
сонлар орасида шундай кетма- кет келган иккита

с 4- —  4- —- п и «1 4- а 0 +  т- , а 0 —- +Ю 103 10 102



сон топиладики, улар учун ушбу
ав + -^ + -£а-<а<ав + -̂ - + ®1±_!
0 10 Ю2 0 10 ю*

тенгсизликлар уринли булади, бунда а2 сон 0,1, 3, • • • , 9 сонлардан 
биридир. К,уйидаги

I 1̂ I @9Г2 = а0 + -^ +  -^г = а0,а1а2)

Т<1 Н-- --1-- --1--- ^  &п, й2 ~1----0 10 10* 10а 1 2 1 102

сонлар а сонни мос равишда «ками» а̂мда «ортири» билан ^
= 0,01 ани^ликда та!фибий ифодалайди.

Бу жараённи давом эттира бориб, п та цадамдан кейин шунда 
иккита

+  С1л | а о I | О'П
То" То2 ' '  ‘ То«’

• 1 I • Ска * | ^ П ~ \ -  1а0, ахаг —  ==я0+  -777 + 7̂  + ••• +10" и 10 10® 10я 
сон топиладики, улар учун ушбу

*  +  д . + д + . . . + д < . < м . а  + ;ч + . . . +

I ап ~Ь 1
"*■ 10” (2.23)

тенгсизликлар уринли булади; бунда аъ а,2, . . . , ап сонларнинг >;ар 
бири 0, 1, 2, . . . , 9 сонлардан бирига тенгдир.

К,уйидаги
гп = а0, а,а2 .. . ап; (2.24)

г'п = а0, а,а2 . . . ап + -̂ п (2.25)10«

сонларнинг хар бири а иррационал сонни аникликда такрибий
ифодалайди.

Шундай 1̂илиб, (2.23) муносабатдан куринаднки, п ни етарлича 
катта цилиб олиш и̂собига а сонни исталганча аникликда гп ва 
г'п рационал сонлар (унли касрлар) ёрдамида такрибий ^исоблаш 
мумкин: а та гп, ажг 'п. Юцоридаги гп ва г'п рационал сонларни 
мос равишда «ками» з̂ амда «ортири» билан а соннинг унли яцинла- 
шувчилари деб аталади.

2. Иррационал сонни даврий каср ор^али ифода- 
лаш. Маълумки, а̂р а̂ндай рационал сон чекли унли каср ёкп 
чексиз даврий унли каср куринишида ифодаланади ва аксинча, юк< 
рида айтилган касрлар рационал сонни ифодалайди. Шу саба̂ -.



иррационал сон а учун а ф а й, а1 а2 . . .  ап тенгсизлик уринли 
в а бу иррационал сон чексиз, даврий булмаган унли каср курини- 
шида ифодаланади. Албатта, бу айтилган тасдиц математик жихат- 
даи жиддий асосланиши лозим. Биз цуйида тегишли тасди^нинг 
,а:о:ланиши билан шурулланамиз.

а — иррационал сон булсин. Бу сон ю о̂ридаги 1-пунктда кур- 
сатилганидек «ками» билан а0, а1 а2 . . . ап куринишдаги унли
каср, «ортири» билан а0, а{ а2 . . .  ап + куринишдаги унли каср
юркали ифодаланади. Бу унли касрлар айирмаси п усганда камаяди.

Иррационал сон а ни тацрибий ифодалаш жараёнинн чексиз да- 
вом эттириш натижасида ушэу

чексиз унли касрни ^осил ^иламиз. Бу (2.26) сонни иррационал 
сон а нинг унли, каср куринклшдаги ифодаси деб цараймиз. 
Унда (2.23) тенгсизликлардан а0, аха2 . . .  ап, . . .  чексиз унли 
каср даврий унли каср эмаслиги келиб чи̂ ади. Х^и^атан а̂м, агар
(2.26) чексиз даврий унли каср, яъни рациона л г сон булса, унда 

учун

тенгсизлик кслиб чик,ади. У  ^олда 2.2-леммага кура а = г булиб, 
бу а  иррационал сон деб олинишига зид.

Демак, иррационал сон а  ни ифодаловчи (2.26) сон чексиз, дав
рий булмаган унли касрдан иборат.

Энди бирор чексиз, даврий булмаган унли каср а0, агаа . . .  ап 
. . . берилган булсин. Х,ар бир натурал сон п учун ушбу

чекли унли касрларни — рационал сонларни олиб, сунгра цуйидаги

тупламларни тузамиз. А• ва А' тупламлар С? да (А, А') кесим 
бажаради. Бу ке им эеа бирор а \щ щ т  сонни ани^лайди. Келти- 
рилган (Л, А') кесимнинг тузилишидан ва а0, аха2 . . .  а . . .

(2.26)

I ап + 1 
10«

тенгсизлик V инли булиб, бу ва (2.23) тенгсизликлардан

а ~ г \ < 7 ^ (2Л7)

А=\г:г£С},  уп  учун 
Л' = { г:г£<2, V «  учун рп< г }



чексиз унли каср даврий эмаслигидан ихтиёрий натурал п сон учук
рп <  а < Я п (2.28>

тенгсизликлар уринли эканлиги келиб чицади. (2.28) тенгсизликлар- 
дан хамда (2 27) тенгсизликни келтириб чицаришдаги муло.̂ азани 
цайтаришдан а0, а, а2 . . . ап . . . чексиз, даврий булмаган унл» 
каср а сонни ифодалаши ва иррационал сон эканлиги ке либ̂  чицади.

Демак хар цандай иррационал сон а  га чексиз, даврий булма
ган унли ’каср а а, а 1а 2 . . .  а п . .  . ва аксинча а̂р цандай чексиз 
даврий булмаган унли касрга иррационал сон мос келиши курсатилди, 

Энди чексиз даврий булмаган унли касрлар тупламидд касрлар- 
нинг тенглик тушунчасини киритиб, юцоридаги мосликни узаро бир 
цийматли эканлигини курсатамиз.

Икки

(2.29>

«О- °1 °2 • • • ап ■ • •
0̂> 2̂ ' ' * " * •

унли каср берилган булсин.
Агар а0 == Ь0 ва барча натурал п сонлар учун ап = Ьп Оул.а, у

хрлда, бу касрлар тенг дейилади ва
а0, а, а2 . . . ап .. . = Ь0, £>, Ь2 . . .  Ьп . . .

каби белгиланади.
Фараз цилайлик, а ва Р — иррационал сонлар учун

сс —>- й| • •
Р Ь̂ Ь2 . . .  Ьп . .

мослик уринли булиб, а =/= Р булсин. У  з̂ олда
а0, а, а2 . . . ап . .. Ф  Ь0, Ь1 Ь2 . .. Ьп . . .

булади. Х,ацицатан хам, агар
ай, аха2 . . .  ап . . . =  Ь0, Ь{ Ь2 . . .  Ьп . . .

булса, а0 = Ь0 ва V n£ N  учун ап = Ьп булиб, учун ушбуг
, 1а0, а1 а2 . .. ап< а <  а0, ах а2 . . . ап + —

а0, аха2 . . .  ап <  Р <  а0, а{ а2 . . . ап + 
тенгсизликлар з̂ осил булади. Натижада У  л £ /V' лар учун

I а  —  Р | <  —I п  10п
тенгсизликка келамиз. Бундан 2.2-леммага кура а = р келиб чи^а- 
ди. Бу эса а ф  (5 га зид. Шундай цилиб, (2.29) мосликлардан ва 
а ф  р булишидан

а̂ ’ а^а2 . . , ап . . .  Ф  Ь0, Ь^Ь2 • . • Ьп . . .  
экани келиб чицади.



Шунингдек, агар а  сонга иккита aQ, ах а2 . . .  ап . . . а̂мда
b0,bl b2 , . ,  Ьп . . . чексиз даврий булмаган унли касрлар мос î y- 
йилса, у ^олда

а0> а{ а2 • • • ап • • • = Ь0, &1 Ь2 . .  . Ьп . .. 
тенглик уринли булишини курсатамиз.

Тескарисини фараз ^илайлик, яъни (2.29) моглик уринли булиб 
я0, а, а2 . . . ап . .  . Ф  Ь0, Ь{ Ь2 . .. Ьп . . . булсин.
У ^олда шундай n(n£N) топиладики,
ао — ь0’ а{ = Ь..............  = Ьп_ х булиб, апф Ь п булади. Айтай-
лик, an<Zbn булсин. Унда

ао> ai а2 . . . + —  < а0, а, а2 . . . ап_ х Ьп у .Щ

булади. Аммо (2.29) муносабатга кура

а0, аха2 . . .  а Ьп< а < а 0, а а2 . . .  а + — >
и 1 £ юп

а°' °1 ' • • а*-> йп +  а < а о> aia2 • • • a*_i yij 
булиб, ундан а сон, бир томондан, а0, а, а2 . . .  ая_, дан катта, 
иккинчи томондан, а0, аха2 . . .  ап_ ,ап + ^  дан кичик булишини
топамиз. Бу эса (2.30) муносабатга зид.

Шундай ^илиб, (2.29) мосликдан а0, а2 . . . ап . . . =я 
== Ь0, Ьх Ь2 . . . Ьп . . . тенглик келиб чи^ади. Демак,

а -> а0, а, а2 . . . ап . . .
мослик узаро бир цийматли могли булади. Бу эса

СС U q, #2 • * • . • •

деб олинишини асослайди.

10-§. Да^и^ий сонларни геометрик тасвирлаш
Биз 2-§ да хар бир рационал сонга турри чизицда битта нукта 

¡(рационал нуцта) мос келишини курсатган эдик. Шу билан бирга
турри чизиеда рационал булмаган ну т̂алар а̂м (масалан 1/2 сон
га мос келадиган нукта) борлиги аницланди.

Энди цар бир ^а^иций сонга хам турри чизицда битта ну̂ та- 
¡мос келишини курсатамиз. Бунинг учун хар бир иррационал сонга 
турри чизи^да битта нукта мос келишини курсатиш етарлидир.

Бирор иррационал сон а  берилган булиб, бу сон Q тупламда 
бажарилган (Л, Л') кесим билан анир;ланган булсин: a — (Л, Л'). 
Бунда Л̂  тупламда энг катта, Л' тупламда эса энг кичик элемент 
йу1̂- L турри чизиц ва бу турри чизи^даги Л ва А' тупламларни 
ташкил этган рационал ну^таларни олайлик. Бу рационал ну̂ та-
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лардан тузилган тупламларни мос равишда А ва А' каби белги- 
лайлик.

Равшанки, бу хрлда А тупламнинг ну^талари орасида энг унг
нуцта йу .̂ Шунингдек А' тупламнинг ну^талари орасида энг чаг* 
ну^та йуц. I турри чизи^нинг шундай Р  ну^таларини цараймизки,
бу нуцталардан унгда А тупламнинг камида битта нуцтаси булсин. 
Бунда:! Р  ну^талардан иборат тупламни С билан белгилайлик, 
Турри ЧИ31ЩНИНГ С тупламга тегишли булмаган ну^талар туплами- 
ни С' билан белгилаймиз. Демак, С' = Г\С. Бу С ва С' ну^талар 
тупламлари I да кесим бажаришини курсатамиз.

Аввало А ф  0  булгани учун а £ А рационал сон бор. Бу сон-
нинг геометрик тасвири булган Р а ну^та А тупламга тегишли бу- 
лади. Демак, Р а £ С. Бу эса С ф  0  эканини билдиради. Худди 
шунга ухшаш С' ф  0  экани курсатилади.

С ва С' тупламларнинг тузилишидан С []С ' = 1 ва С туплам- 
даги х,ар бир ну^та С' тупламдаги исталган нуцтадан чапда жой- 
лашганлиги келиб чш̂ ади. Демак, С ва С' тупламлар I да 
(С, С )  кесим бажаради. Ушбу бобнинг 2-§ да келгирилган тур
ри’чизицнинг 4° хоссасига кура (С, С') кесим ягона ну^танн
аниклайди. Бу нуцтани Р а каби белгилаймиз. А тупламда энг унг
ну^та булмаган и учун Р а $А, шунингдек А' тупламда энг чап
ну^та булмагани учун Р а $ А' булади. Демак, Р а £ А {] А' булиб, 
бу ну^та рационал ну^та булмайди. Иррационал сон а га худд» 
шу Р  ну^тани мос ^уямиз.

Шундай цилиб, з<;ар бир а £ /? сонга / турри чизивда Р а нуцтз 
мос ^уйилиши курсатилди. Энди аксинча, / турри чизшущг» 
Хар бир нуцтага битта з̂ щи̂ ий сон мог келишини курсата- 
миз.

Сонлар у^ида бирор Р  пу^та олайлик. Бу ну^та, айтайлик О 
ну т̂адан унгда ётсин. Равшанки, Р  ну^та сонлар уь;ида ОР кесма- 
ни хосил 1\илади. Масштаб кесмаси ОЕ ни ОР кесма буйлаб жой- 
лаштирамиз. Бунда куйидаги икки з̂ ол юз беради:

1Г) ОР кесмада ОЕ кесма бутун сон а0 марта тули^ жойлашади.. 
Бу хрлда ОР кесманинг унг учини ифодаловчи Р  ну^тага худди 
шу а0 сон мос цуйилади. а0 сон Р  ну^танинг координатаси (абс- 
циссаси) деб х,ам аталади. Демак, бу з̂ олда Р  нук;тага а0 рационал. 
сон мос келади.

2  ̂ ОР кесмада ОЕ кесма бутун сон а0 марта жойлашиб ОР 
кесмадан 5Р кесма ортиб о̂лишй ёки ОР кесмада ОЕ кесма а0 +  I 
марта жойлашганда ОР кесмага РС1 кесма етмасдан ^олиши мум- 
кин. Бу з̂ олда ОР кесманинг унг учини ифодаловчи Р  нуцтага аа. 
сонни «ками» билан, а0 + 1 сонни эса «ортири» билан мос цуйиш. 
мумкин. Бу хрлда Р  ну^тага мос келадиган зущи^ий сонни топиш.
ма̂ садида масштаб кесмаси ОЕ нинг ^исмини олиб, уни Э Р
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кесма буйлаб жойлаштирамиз. Бунда яна цуйидаги икки ^ол юз 
беради:

12) 5Р кесмада ОЕ кесманинг цисми бутун сон ах марта ту лиц
жойлашади. Бунда ах сон 1, 2......... 9 сонларнинг биридир. Бу
о̂лда Р  нуцтага а0 +  сон мос цуйилади.

2а) 5Р кесмада ОЕ кесманинг цисми бутун сон аг марта жойла- 
шиб, 5Р кесмадан БХР  кесма ортиб цолиши, ёки РА  кесмада ОЕ кесма
нинг цисми а1 +  1 марта жойлашганда РА  кесмага Л(̂ 1 кесма
«тмасдан цолиши мумкин. Бу о̂лда Р  нуцтага а0, а1 = а0 +

сонни «ками» билан, а0, а, + -^ = ад + ~  сонни эса «орти- 
£и» билан мос цуйиш мумкин.

2.г) ^олда Р  нуцтага мос келадиган а̂циций сонни топиш жа- 
раёни давом эттирилади. Бу жараённи «-марта такрорлаганда яна 
икки ^ол юз беради:

\п) ОР кесмада масштаб кесмаси ОЕ бутун сон а0 марта, мас
штаб кесманинг цисми ах марта, масштаб кесмасининг цис-

ми а„ марта ва к., масштаб кесмасининг ^  цисми эса ап мар
та ту лиц жойлашади. Бу о̂лда Р  нуцтага

«0> а1 а2 * • * ап = «О + ^  + —  +  . . .  + ^
сон мос цуйилади.

2„) Р  нуцтага мос келадиган сонни топиш жараёни якунлан- 
майди. Бу ^олда Р  нуцтага

«0> « , « 2  • • •  а п = а 0 +  ~  + ~ + . . .  ( * )

сонни «ками» билан,

йп, а . и., . . . о. -{---= -|— — -|— ^ . . .  -4- 1̂п  ̂ /**\0 1 2  п 10" 0 10 102 ^  10« 1 )
сонни «ортини» билан мос цуйиш мумкин.

Жараён чексиз дазом этсин. Бу о̂лда Р  нуцтага мос келадиган 
а̂циций сонни топиш учун юцоридаги (*) ва (**) сонлардан ушбу 

1(У«£. N учун)

С = | /-;/-£ <2, г < а 0 + -уо-+ . . .  +  -п1̂ ~

С' = ^г:г£С}, >  «о +  ̂о—Ь ••• + 1^ ]
тупламларни тузамиз. Бу С ва С' тупламлар ф да (С, С') ке- 
>сим бажаради ва у бирор а а̂циций (иррационал) сонни аницлай-



ди. Р  нуцтага худди шу а сонни мое ^уямиз. Ю^оридагидек TÿF- 
ри чизивда Р  ну^та О ну т̂адан чапда жойлашганда з̂ ам унга мое 
келадиган сон топила ди. Бу сон манфий булади.

Шундай цилиб, тугри чизикда олинган ^ар бир ну^тага битта 
хакикий сон мог к,уйилиши кУрсатилди.

Демак, TÿFpn чизивда олинган з̂ ар бир ну^тага битта а̂к,и̂ ии 
сон, аксинча, х(ар бир з̂ аци̂ ий сонга тУгри чизикда битта ну(\та мос 
келади, яъни а, а -> Р а (a£R, Р а £О-

Энди турли з̂ аци̂ ий сонларга тугри чизикда турли ну^галар 
мос келишини, яъни

а ~ * р *' ß _ > P ß

булиб, булганда Р а ва ну^талар *ам турлича булишини
курсатамиз. Фараз к,илайлик, a £R, ß Ç Æ булиб, булсин.
Ани^лик учун а <  ß Деб олайлик. Учта >̂ол булиши мумкин.

а) а ва ß — рационал сонлар,
б) а ва ß — сонларнинг бири рационал, иккинчиси иррационал,
в) а ва ß— иррационал сонлар. .. .
а) холни царайлик, яъни a ÇQ, ß € Q булсин. Ун да а — (Л, А ), 

ß = (8, В') булиб, а  сон А тупламнинг энг катта, ß сон эса В  
тупламнинг энг катта элементи булади.

а <  ß булганидан aÇ-B булади.
Р„ ну^та В  тупламнинг барча ну^таларидан унгда, дешк, I  а 

нуцтадан х̂ ам унгда жойлашган. Бу эса Р а ва ну^таларнинг
турли эканлигини билдиради.

б) хол хам юкоридаги а) зфЛ ка'и исботланади.
Энди в) холни ^арайлик: a £ R \ Q ,  f i£ R \ Q  булсин. Унда а — 

= (Л, А'), ß = (ß, В ') булиб, a < ß  булгани учун А с  В булади. 
Демак, шундай рационал сон г топиладики, г £ В, г t  А. Унда г t  Д 
булади. Бу рационал сонга Р г рационал ну^та мос келади.

Р а ну^та А' тупламнинг барча ну ̂ таларидан чапда, жумладан, 
Рг нуцтадан з̂ ам чапда жойлашган.

Рр ну^та В  тупламнинг барча ну ̂ талари дан унгда жойлашган- 
лигидан бу ну^та Р г нуцтадан з<;ам Унгда булади. Демак, nyrç- 
та Р  нуцтадан унгда жойлашган.

Шундай ^илиб, з^и^ий сонлар туплами R  билан тугри чизик, 
ну^талари туплами I орасида Узаро бир ^ийматли мослик урнатилди. 
Шуни эътиборга олиб, биз сон билан унга мог келувчи
тутри чизи  ̂ну^тасини бир-биридан фарц цилмаймиз, яъни а̂̂ иции сон 
деганда нуктани, ну^та деганда вди^ий сонни тушунаверамиз.

Масофа тушунчаси математикада муз̂ им тушунчалардандир. уни 
киритишдан аввал оралик,нинг узунлигини тушунтирайлик. дар оир 
[а, Ь], [а, Ь) (а, Ь], (а, Ь) кУринишдаги орали^нинг узунлиги део 
Ь— а мивдорга айтилади. Энди масофа тушунчасини киритамиз. 
x£R, y£ R  булсин.



2.20-таъриф. Ушбу \х— у | мивдор х ва у ну^талар орасида- 
ги масофа дейилади ва р{х, у) каби белгиланади: р(х,у) — \х— у\.

Масофа куйидаги хоссаларга эга:
1°- Р (х, у )>  0 булиб, р(х, у) = 0 тенглик фа^ат ва фа^ат л; =

— у булганда уринли булади. Бу хооса масофа таърифидан бевоси- 
та келиб чицади.

2°. р (х, у) =  р (у, х) (масофанинг симметриклиги).
Хакплатан а̂м,

Р(х, у) =  \х— у\ = \{— \)(у-х)\ = \у — х\ = р(у, х).
3°. Ихтиёрий х£ R, y£ R  z£R ну^талар учун р(лг, у) s^p(x, z) -f 

+  р (z, у) (учбурчак тенгсизлиги) тенгсизлик уринли.
Ха^и^атан ^ам,

р(*, у) *= \х— у\*= \(х~- г) + (г— у)\ ^ | л : _ г | + |г — у\*=



3- боб

СОНЛАР КЕТМА-КЕТЛИГИ УЧУН ЛИМ ИТЛАР Н А ЗА РИ Я Ш

1- §. Узгарувчи ва узгармас мицдорлар

Биз табиатни кузатиш ва урганиш жараёнида узунлик, юз» 
з^ажм, вацт, температура, масса каби турли мивдорларга дуч кела- 
миз. Конкрет шароитда бу мицдорлар баъзан турли кийматларни ка
бул цилса, баъзан бир хил цийматга тенг булади. М асалан, агар 
аудиториядаги студентларга айлана чизиш таклиф этилса, унда ис- 
талган студент >̂ ар хил катталик радиус билан айлана чизганини 
курамиз. Бунда айлана радиуси турли цийматларни кабул цилгани 
учун узгарувчи мщ дор  булади.

Маълумки, хар цандай айлана узунлиги в нинг унннг диаметри 2г
га нисбати 1 . хар доим узгармас сон я  =  3 ,1 4 . .  . га тенгдир.

2 г
Шундай цилиб, икки хил — узгарувчи хамда узгармас миадорлар 

булади. Одатда узгарувчи ва узгармас мицдорларни х, у, г, а, Ь, с 
ва з̂ . к. харфлар орцали белгиланади. Узгарувчи микдор турли ций- 
матларни цабул цилиши мумкин. Масалан, айлана радиусннинг уз
гарувчи мицдор сифатида цабул циладиган кийматларидан иборат 
туплам

А  =  {/•: г £ И ,  0 <  г <  оо}

булади.
Агар узгарувчи кабул циладиган цийматларидан тузилган туплам 

маълум булса, узгарувчи берилган  деб аталади. Узгармас мицдорни 
хам узгарувчи деб цараш мумкин. Бунда узгарувчининг кабул ки- 
ладиган цийматларидан ташкил топган туплам биттагина элементдан 
иборат булади.

Математикада битта узгарувчи микдордан ташкари, бир нечта 
узгарувчи мицдорлар хамда бу узгарувчи микдорлар орасидаги бог- 
ланишлар хам урганилади. Айлана радиуси г  х,ам, айлана узунли
ги я х,ам узгарувчи мицдор булиб, в =  2л г  муносабат бу узгарувчи- 
лар орасидаги богланишни ифодалайди. Бу ерда, г  —  эркли (г  £ А) 
равишда узгарадиган узгарувчи булиб, 8 эса унга боглиц, эрксиз 
узгарувчидир. Айлана радвуси А — { /"£ /? : О <  г  С  оо} тупламдаги 
цийматларни кабул цилса, айлана узунлиги в нинг цийматлзри, г  га 
боглиц булган ^олда : 0 <  оо} тупламни ташкил
этади.

Шундай цилиб икки хил — эркли з^амда эрксиз узгарувчилар  бу- 
лар экан.



2- § . Сонлар кетма-кетлигининг лимити

1. С о н л а р  к е т м а - к е т л и г и .  N  ва R  тупламлар берилган 
булиб, f — з^ар бир натурал п (п £ N) сонга бирор >;акикий xj,xn£ R) 
сонни мос ^ую вчи акслантириш булсин:

/  : N R  ёки п -► хп.

Бу >;олда у х п=  f (п) каби ^ам ёзмлади.
Демак, /  акслантирмшни цуйидагича

1 2 3 . . . п . . .
I I I  I

хг хг xz . . .  хп . . .

тасвирлаш мумкин.
f (п) узгарувчининг цийматларидан тузилган

xv  х , . хя, . . . , хп, . .  . (3.1)

туплам сонлар кетма-кетлиги деб аталади. Бу кетма-кетликни таш- 
кил этган х п(п — 1, 2, 3, . . .) ми^дорлар унинг ^адлари (элемент- 
лари) деб аталади. Одатда (3.1) сонлар кетма-кетлиги унинг умумий 
^ади орк;али {хп} каби белгиланади. Сонлар кетма-кетлиги га мисол- 
лар келтирайлик.

1 , 1 1  1
1) х„ =  — : 1, .............
1 п п  2 3 п

2) * „ = ( —  1)": — 1. 1 , - 1 .  1, . . .  , ( - 1 ) "  . . .
3) хп — п \ : 1!, 2!, 3!.............п\ ................

4) д:л=  s in n °  : sin Г , sin 2o, sin 3°, . . .  , sin/¡°.............

5) xn =  « <-1>n: 2- —> 4> 4 .............,г<_1)П > • • • •3 o
6) jc„ =  1 : 1, 1 ,1 .............1.................
7) 0,3; 0 ,33 ; 0, 333; . . . 0 ,33 . . .  3 . . .  .

п  та
8) 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21.............

Ю^орида келтирилган мнсоллардан куринадики, баъзи кетма-кетлик- 
ларнинг умумий ^адлари формулалар орь;али ифодаланиб, уларнинг 
барча ^адларини шу (¡ормулалар ёрдамида топилса, баъзи кетма-кет- 
ликлар ^адларини маълум цоидалар ёрдамида топиш мумкин булар 
экан. М асалан, 8 - мисолда келтирилган кетма-кетликнинг ^адлари 
ушбу

Х\ “  1, *2=  1, хп=  хп_ 2+  хп_ р /г >  3 (3.2)

цоида билан топилади.
Кетма-кетликнинг дастлабки ^адлари берилган ^олда кейинги 

хадларини олдинги ^адлари орцали тспишни ифсдалайдиган ь;оида 
рекуррент  цоида  деб аталади. (3.2) формулалар шундай ^оидани



ифодалайди. Бу (3.2) цоида билан топилган 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 
21, . . .  сонлар Фибоначчи сонлари  дейилади.

Шуни таъкидлаш лознмки, {хп} сонлар кетма-кетлигининг (п =  
=  1, 2, 3, . . .) хадлари сони чексиз булган хрлда бу кетма-кетлик- 
нинг барча ^адларидан тузилган туплам чексиз ёки чекли туплам

булиши мумкин. Масалан, 1, у ,  - j .............— , . . .  кетма-кетлик

з^адларидан тузилган 1 1, - i - ,  . . .J туплам чексиз, 1, — 1, 1,

— 1, . . .  кетма-кетликнинг ^адларидан тузилган { - 1 .  1} туплам 
эса чекли тупламдир.

Энди сонлар кетма-кетлигининг чегараланганлиги тушунчалари 
билан танишамиз.

Бирор {хп} кетма-кетлик берилган булсин.
3 . 1 - т а ъ р и ф .  Агар шундай узгармас М  сон м авж уд  булсаки, 

{хп} кетма-кетликнинг ^ар бир ^ади шу сондан катта  булмаса, яъни 
VfigyV учун хп^  М  тенгсизлик уринли булса, бу кетма-кетлнк 
юкоридан чегараланган деб аталади. Акс ^олда эса кетма-кетлик 
юцоридан чегараланмаган деб аталади. Масалан,

sin Г , s i n2o, s in 3 ° , . . . , s in /г0, . . .,
О, — 1, — 2, — 3, . . .  , — п .............

кетма-кетликлар юкоридан чегараланган, чунки биринчи кетма-кет
ликнинг хар бир хади 1 дан, иккинчи кетма-кетликнинг хар бир 
^ади эса 0 дан катта эмас.

3 . 2 - т а ъ р и ф .  Агар шундай узгармас т сон м авж уд булсаки, 
{х^  кетма-кетликнинг ^ар бир хади шу сондан кичик булмаса, 
яъни y n £ N  учун хп^ т  тенгсизлик уринли булса, бу кетма-кег- 
лик ц.уйидан чегараланган деб аталади. Акс >^олда кетма-кетлик 
цуйидан чегараланмаган деб аталади. Масалан,

, _1_ J_ ±  _1__
’ 2 ’ 4 ’ 8 ............. 2п~ 1 .................

1!, 2!, 3!, . . . , л!, . . .

Í 1кетма-кетликлар цуиидан чегараланган, чунки | - _ j
I ¿

нинг хар бир хади 0 Дан, {п\} кетма-кетликнинг >̂ ар бир з^ади эса 
1 дан кичик эмас.

Ушбу
1 ) 2 , 3 , . . . , « , . . . ,

1, 2 , 3, . . .  , ti у .«  .

кетма-кетликлардан биринчиси юкоридан, иккинчиси цуйидан чега
раланмаган.

3 . 3 - т а ъ р и ф .  Агар {ха} кетма-кетлик ^ам куйидан, ^ам юцори- 
дан чегараланган булса, у чегараланган деб аталади.

кетма-кетлик-



sin 1°, sin 2°,

1 1  —
’ 2 ’ 4 ’ •*

sinn
1

ort—2

кетма-кетликлар чегараланган кетма-кетликлардир.
{х„} кетма-кетликнинг чегараланганлигини ^уйидагича таърифлаш 

хам мумкин:
3 .4 - т а ъ р и ф .  Агар шундай мусбат р  сон мавжуд булсаки, (хп) 

кетма-кетликнинг ^ар бир ^ади абсолют ^иймати буйича шу сондан 
к а п а  булмаса, яъни v n £ N  учун \хп \ <  р  тенгсизлик уринли бул- 
са, унда кетма-кетлик чегараланган  деб аталади.

{хп}  кетма-кетлик ^адларидан тузилган тупламнинг ани^ ю^ори 
■чегараси {хп}  кетма-кетликнинг а н щ  юцори чегараси деб аталади 
¡ва уни sup  {хп} каби белгиланади.

Ш унингдек, {хп} кетма-кетлик ^адларидан тузилган тупламнинг 
т щ  г^уйи чегараси {хп} кетма-кетликнинг аниц цуйи чегараси деб 
аталади ва  уни inf {хп} каби белгиланади.

Масалан, ушбу

1 1 {2/г +  2}

кет ма-кет ли к ларн ин г аниц ю^ори ва х^уйй чегараларини ёзамиз:

in f J 3 ---- i-
n 2,

I n j
sup {2a +  2} =  +  oo, inf {2n +  2} =  4.

2. Н у ^ т а н и н г  а т р о ф и  т у ш у н ч а с и .  Бизга a £ R  сон ^ам- 
да ихтиёрий мусбат е сон берилган булсин.

3 . 5 - т а ъ р и ф .  % йидаги
Ue(a) ~  { x : x £ R ,  а  — е < х < а  +  г}

туплам а  нуцтанинг атрофи (в- атрофи) деб аталади, е сон эса 
атрофнинг радиуси  дейилади.

a s а+е

Ut* i s

и-е Ь-Ф ь 1 +ф



Таърифга кура а нуктанинг е- атрофи а нуктани уз ичига олган 
(а — г, а +  г) интервалдан иборат (1 8 -а чизма). Куринадики, нуц- 
танинг атрофи маълум нуцталар тупламидан иборат. К елаж акда 
«нуктанинг етарли кичик атрофи» дейилганда нуктанинг маълум ради- 
усли атрофи тушунилади. Н уктанинг атрофи куйидаги асосий хосса-
ларга эга: „

1°. Агар а  нуцтанинг и а{а) ва и &(а) атрофлари берилган булса,
бу атрофларнинг хар бири учун цисм булган V г(а) атроф ^ам мав- 

ж уд булади.
И с б о т .  и о(а) ва и  ¿а) интерваллар а  нуктанинг атрофлари 

булсин:
и о{ а ) =  { х : х £  Я, а —  о < х < а  +  а} ,  
у б(а) =  { х : х £ Я ,  а  — б < х < а + б } .

Агер а  ва б мусбат сонлардан кичик булган е сонни олиб, а  нуц- 
танинг ушбу

и Е{а) =  { х : х £ Я ,  а — е < х < а  \ г}

атрофини царасак, унда
(Уе(а) с= и а{а), и с(а) с= и ь{а)

муносабатлар бажарилишини курамиз.
2°. А гар а £ Я ,  Ь £ Я  ва а ф Ь  булса, а ва Ь нуцталарнинг шун- 

дай 11Е(а), и~(Ь) атрофлари мавжудки, улар умумий нуцтага эга бул-
майди, яъни и г(а) П и &{Ь) =  0  ( 18- 6  чизма).

3°. Агар Ь нуцта а  нуктанинг 11г(а) атрофида ётса, (яъни 
Ь £ и &(а)) у холда Ь нинг ш ундай б -ат , офи и ь(Ь) мавжудки, и й(Ь)а: 
сг и е{а) булади (18- в чизма).

2° ва 3° хоссалар Г  хоссага ухшаш исботланади.
М аълумки, ^ациций сонлар туплами Я таркибига оо ва оо 

символларни цушиб, кенгайтирилган сонлар туплами Я  ни хосил ци- 
линган эди. Я  да +  оо ва —  оо  «нуцта»ларнинг атрофи тушунчаси 
цуйидагича киритилади:

и  ( +  оо) =  {х : х  £ Я, с 6 Я, с < л : <  +  о о } ,

I! (— оо) =  { х :  х £  Я, сх£ Я ,  — оо <  х < сх} .

3. С о н л а р  к е т м а - к е т л и г и н и н г  л и м и т  и. М атематик ана
лиз курсида цараладиган му^им амаллардан бири лимитга утиш ама- 
лидир. Биз цуйида сонлар кетма-кетлигининг лимитини цараб утамиз.

Бирор х ь  х2, х3, . . хп, . . . кетма-кетлик з^амда а  сон берил
ган булсин.

3 . 6 - т а ъ р и ф .  Агар У е > 0  олинганида ^ам ш ундай натурал сон 
п(с N  мавжуд булсаки, п >  п0 тенгсизликни цаноатлантирувчи бар- 
ча натурал сонлар учун

| х — а  | <  6 (3.3)



тенгсизлик бажарилса, а  сон {хп} кетма-кетликнинг лимита деб 
аталади. Лимит учун

\ т х  = а ,  ёки \ \т хп= а ,  ёки х - + а
л-> оо п

белгнлашлардан фойдаланилади.
М аълумки, \хп—  а | < е  тенгсизлик а — е < х п< а  +  е тенгсиз- 

ликларга эквивалентдир. Агар {а — г, а +  е) интервал а ну^танинг 
е- атрофи, яъни и,.(а) тупламдан иборат эканлигини эътиборга ол- 
сак, унда {хп} кетма-кетликнинг лимитига ю^орида келтирилган 
таъриф га эквивалент булган ^уйидагича таъриф бериш з^ам мумкин: 

3 .6 '-  т а ъ р и ф .  Агар а ну^танинг ихтиёрий и  ¿а)- атрофи олин- 
ганида з^ам {хп} кетма-кетликнинг бирор зущидан бошлаб, кейинги 
барча з^адлари шу атрофда ётса, а  сон {хп} кетма-кетликнинг ли- 
мити деб аталади.

Агар таърифдаги шартни ^аноатлантирувчи а сон мавжуд бул- 
маса, {хп} кетма-кетлик лимитга эга эмас дейилади.

Ш уни таъкидлаш лозимки, кетма-кетлик лимити таърифидаги е 
ихтиёрий мусбат сон булиб, натурал сон п0 эса шу е га ва ^арала- 
ётган кетма-кетликка богли^ равишда топилади.

. . .  кетма-кетликнинг лимити 0 га

М исоллар

1 1 . 1 1 1
п~  п ’ 2 ’ 3 ............. '

тенг булишини курсатинг.

Ихтиёрий мусбат е сонни олайлик. Шу е га кура п0—

ни топамиз. У з^олда барча п >  п0 сонлар учун
+  1

а I — О =  — < -  =  
п п0 ■ 1 •

+  1
8

<  в

муносабат уринли. Демак, таърифга кура, Пт — =  0. Бу мисолда

е =  0,01 деб  олайлик. Унда пп=  +  1 =  101 экани куринади.

Агар р =  0,001 бул-а, п0=  1001, шунингдек, е =  0,015 булса, п0=>
— 67 эканига ишонч хосил ^илиш мумкин.

2. Уилбу хп =  V  а ( а >  1):

а, \/~а, у  а.у - Т~а,
кетма кетликнинг лимити 1 а тенг булишини курсатинг.

Ихгиёрий муооат е сонни оламиз. Олинган е сонга кура натурал 
«о сонни

1йа



J_ lg(l+e)
Iхп— 1 1 =  | У~а  — 1 1 =  — К а п°— 1 < а * а - 1 < е

муносабатлар уринли булади. Бу эса б-рилган кетма-кетликнинг ли 
мита 1 га тенг булишини кУрсатади.

3. хп— (— 1)": - 1 ,  1, - 1 ,  1, . . .  . ( -1Г.  •••
кетма-кетликнинг лимита мавжуд эмаслигини кУрсатинг. Тескариси- 
ни фараз ^илайлик, яъни берилган кетма-кетлик лимитга эга ва 
унинг лимити а га тенг булсин. У нда таърифга кура ихтиёрий мус- 
бат е сон учун шундай натурал сон п0 мавжудки, п >  п0 тенгсиз
ликни цаноатлантирувчи барча натурал сонлар учун | (— 1)"—  а  | < е  
тенгсизлик Уринли булади. Бунда п ж уф т булганда | 1 —  а  | <  е, п  
ток, булганда эса J (— 1) — а  | <  е ёки | 1 +  а | < е  тенгеизликка эга 
буламиз. Шу тенгсизликларга Kÿpa

2 =  |(1  — а) +  ( 1 + ß ) | < |  1 —  а |  +  | 1 +  а I <  2е,

яъни 2 <  2е тенгсизлик келиб чи^ади. Аммо бу тенгсизлик е >  1 
булгандагина уринли. Бу натижа е >  0 соннинг ихтиёрийлигига зид. 
Демак, берилган кетма-кетлик лимитга эга эмас.

4. Ушбу
О,"; 0,33; 0,333; . . . .  0 ,33  . . .  3, . . .

п та

кетма-кетликнинг лимити — га тенг булишини кУрсатинг.
3

V e > 0  сон олиб, 0,33 . . .  3 — ÿ  I ни ^араймиз. Равш анки 
п  та

п та п та

99 Л  . 9 — 10»

З-Ю"

Энди е >  0 га Kÿpa шундай п0 Ç N  сон топиш керакки, натиж а-

да п > п 0 лар учун — тенгсизлик Уринли булсин. Кейин-
3 * 10я

ги тенгсизлик п >  — lg Зе булганда уринли булиши равшан. Д ем ак , 
биз п0 сифатида [— lg Зе] сонни олишимиз етарли. Бу  эса ^арала-
ётган кетма-кетлик лимитининг — га тенг булишини курсатади.

3
3 . 7 - т а ъ р и ф .  Агар {хп} кетма-кетликнинг лимити н олга  тенг, 

яъни lim хп=  0 уринли булса, х п Узгарувчи чексиз кичик



ми^дор деб аталади, тегишли {хп } зса чексиз кичик кетма-кет- 
ли к  дейилади. ■

Кетма-кетлик лимита таърифида а =  О деб олинадиган булса, 
•унда  барча натурал п > п 0 сонлар учун (3.3) тенгсизлик \х„— а | =  
=  |л:п | < е  тенгсизликка келади. Демак, чексиз кичик мицдор уз- 
гарувчи ми^дор булиб, у узгариш жараёнида абсолю т ^иймати бу- 
йкча аввалдан берилган ^ар ^андай кичик мусбат е сондан ^ам 
кичик була олади.

Мисоллар

1. хп=  — узгарувчи чексиз кичик мицдордир, чунки Пт хп =  

=  И т - - 0 .
п

2. Ушбу хп=  Цп (| ц \ С  1) узгарувчи ^ам чексиз кичик миедор. 
Б ун и  курсатиш учун 1ип<?л= 0  \ц \ <  1) лимитнинг урин-

ли булишини курсатамиз.
Аввал, I а I С  1 тенгсизликдан —  >  1 тенгсизлик келиб чи^ади.

19 1
Ун и —  =  1 +  а  ( а >  0) деб  га демак, —  =  (1 +  а)п, п £ Ы  деб 

19 1 191 .
цараш мумкин. К,уйидаги

(1 +  а )" ¡5* 1 +  па,

Бернулли тенгсизлигидан* фойдаланиб, а > 0  булган ^олда топа- 
миз:

IЧ Iя <  — -— ■1 +  п а

Энди ихтиёрий мусбат е сонни олиб, унга безлик, п0 натурал
сон

г 1

* Ихтиёрий ^амда а  >  — 1 (а  а ф О )  сонлар учун ушбу

(1 +■«)" >  1 +  па. (*)
тенгсизлик уринли. Буни математик индукция методи билан осон исботлаш 
м умкин. ^а^икатан, п —  2 да

(1 +  а ) 2=  1 +  2 а  +  “ 2>  1 +  2 а  булиб, (*)

бажарилади. У  з^олда (*) п ( п >  2) учун турри, яъни (1 +  а )«  >  1 + я а  деб, 1 
учун туррилигини курсатамиз:

(1 а ) п+х=  (1 •+■ а )"  (1 +  а )  >  (1 +  па) (1 + а )  =  1 +  п а  +  а  +  гса2>
1 "Ь 1)

Одатда (*) Бернулли тенгсизлиги  дейилади.



-¡-1 1 а

<

<
—  1

1 + 1 а
а

■яъни |<?|л< е  тенгсизлик урин ли. Д емак, \ \т дп— 0 ( д Ф  О, 
лимит урин ли. Б у  эса, хп— цп узгарувчи чексиз кичик миадор эк а - 
нинн англатади.

Агар хп=  цп узгарувчи учун д =  0 булса, да хп=  0 бу-
лади. Бу эса, яна хп=  0 узгарувчининг чексиз кичик мицдор эк а - 
нини курсатади.

Бирор {хп} кетма-кетлик берилган булиб, унинг лимита а б у л 
син: Пт хп=  а. Л имит таърифига кура, у е > 0  учун шундай « 0£ N  
топиш мумкинки, п >  пп тенгсизликни цаноатлантирадиган барча 
натурал сонлар учун I хп— а | <  е тенгсизлик бажарилади. А гар 
хп а =  а п Деб олинса, | а ^ | < е  булиб, бу а п узгарувчининг ч е к 

сиз кичик мицдор эканлигини билдиради. Ш ундай цилиб, Итх — а  
булса, а п=  хп— а узгарувчи чексиз кичик микдор булади.

Энди {хп} кетма-кетлик, а сон берилган булиб, а п— хп— а  у з 
гарувчи чексиз кичик мивдор булсин. У н да | хп—  а | =  | а  | <  е б у 
либ, П т хп=  а булади. Натижада цуйидаги содда теоремага келамиз.

3 . 1 - т е о р е м а .  {хп} кетма-кетлик чекли а лимитга эга були -  
ши учун а п — хп— а узгарувчи чексиз кичик шщдор булиши з а р у р  
ва етарли.

3 . 8 - т а ъ р и ф .  Чекли лимитга эга булган кетма-кетлик яцинла-.  
шувчи кетма-кетлик деб аталади. Агар кетма-кетликнинг лимити 
чекли булмаса ёки кетма-кетлик лимитга эга булмаса, уни изоклашив- 
чи кетма-кетлик дейилади.

3- §. Яцинлашувчи кетма-кетликларнинг хоссалари

Яцинлашувчи кетма-кетликлар цатор хоссаларга эга.
1°. Агар {хп} кетма-кетлик ящнлашувчи ва \irnxп— а булиб,  

а > Р ( а <  (}) булса , у  \олда кетма-кетликнинг бирор %адидан 
бошлаб кейинги барча щдлари %ам р  сондан катта (а сондан. 
кичик) булади.

И с б о т .  хп- ^ а  булиб, а > р  (а — р > 0 )  булсин. г > 0  сонн и , 
е < а — р  тенгсизликни цаноатлантирадиган цилиб олайлик.

Кетма-кетликнинг чекли а лимитга эга булишидан фойдалаииб, 
Л7,е > 0  сон учун, жумладан 0 < е < ; а — р  учун шундай п0£Ы  сон



топиш мумкинки, п >  п0=$-1 хп— а | <  е о  — е <  хп— а < г  була
ди. Натижада п >  «0 тенгсизликни ^аноатлантирувчи барча натурал 
сонлар учун — е <  — а ва е <  а — р  (— а  +  — 8) тенгсизлик- 
лардан хп>  р  булиши келиб чицади. ( a < q  >̂ ол учун >̂ ам хосса 
худди ю^оридагидек исбот этилади.)

Бу хоссадан цуйидаги натижа келиб чицади.
3 . 1 - н а т и ж а .  Агар {хп} кетма-кетлик як,инлашувчи ва lim хп= а  

булиб, а >  0 (а С О )  булса, у ^олда кетма-кетлнкнннг бирор х;ади- 
дан бошлаб кейинги барча ^адлари мусбат (манфий) булади.

2°. Агар {хп} кетма-кетлик ящнлашувчи булса, у  чегаралан- 
ган булади.

И с б о т .  lim хп=  а  булсин. Таърифга кура V 8 > 0  берилганда 
^ам шундай n0£ N  сон топиладики, я > п 0 тенгсизликни цаноатлан- 
тирувчи барча натурал сонлар учун | хп— а | <  е булади, яъни [х^  
кетма-кетликнинг (я0+  1)- з^адидан бошлаб кейинги барча ^адлари 
учун а — е <  хп< .  а +  е тенгсизликлар бажарилади. Демак, {хп} кет
ма-кетликнинг ошиб борса х ь х2, . . . ,  х п ^адлари а — e < *  < a + e  
тенгсизликларни ^аноатлантирмаслиги мумкин. Агар

\ а —  ®I. |о  +  8 1. U i |.  \х 2 \, . . .  , \ x nJ

сонларнинг энг каттасини М  деб олсак, у ^олда берилган кетма- 
кетликнинг барча ^адлари

\х п \ <  М, In  =  1, 2, 3, . . .

тенгсизликни цаноатлантиради. Бу эса {хп} кетма-кетликнинг чега- 
раланганлигини билдиради.

3. 1 - э с л а т м а .  Сонлар кетма-кетлигининг чегараланганлигидан 
унинг яцинлашувчи булиши ^ар доим келиб чицавермайди. Масалан, 
хп— (— 1)” : — 1 , 1 ,  — 1, 1, . . .  , (— 1)", . . . кетма-кетлик че- 
гараланган, чунки Y n £ N  учун | хп\ =  I (—- \)п | =  1. Айни ва^тда 
унинг лимити мавжуд эмаслиги ю^орида курсатилгам эди.

4°. Агар {хп} кетма-кетлик яцинлащувчи булса, унинг лимити 
ягонадир.

И с б о т .  Тескарисини фараз цилайлик, {хп} кетма-кетликнинг 
.лимити камида иккита булсин. Уларни а ва b дейлик, яъни 

lim  хп=  а, lim хп— b, а ф Ь .

Модомики, а Ф  b экан, унда а  ва & ну^таларнинг мос равишда 
шундай

Ue(a) =  [х : х  £ R, а — е <  х  <  а +  е},

UJ.b) =  { х :  x £ R ,  Ь — г < х < . Ь  +  в}

атрофлари мавжудки, ул р умумий ну^тага эга булмайди: Ue(a) П 
г а д  =  0 .  Энди lim хп =̂ а эканлигидан, V s> 0  берилганда >̂ ам 

шундай « 0Е N  сон топиладики, п >  п0 тенгсизликни ^аноатлантирув-



чи барча натурал сонлар учун | хп— а | <Г е ёки а — е < х п< а  +  е 
тенгсизликлар уринли булади. Худди ш унингдек, Ьгпхп — Ь булган- 
лигидан, V е >  0 берилганида х>ам шундай п0£ N  сон топиладики, 
п ^ > п '0 тенгсизликни ^аноатлантирувчи барча натурал сонлар учун 
\ х — ¡у ] <  е ёки Ь — е <  хп<  Ь +  е тенгсизликлар уринли булади.

Энди л0 ва п '0 натурал сонлардан каттасини п0 деб олсак, п > п 0 

булганда бир ва^тда
\хп— а \ < г  ва \хп—  ¿ > | < е  

тенгсизликлар бажарилади. Натижада {хп} кетма-кетликнинг хп,

п >  /?0, х,адлари бир ва^тда (а — е, а +  к) ва (Ь е, Ь +  е) интер- 
валларга тегишли булади. Бун дай ^ол и е(а) П УЕ{Ь) — 0  муносабат- 
га зиддир. Хосса исбот булди.

4- §. Яцинлашувчи кетма-кетликлар устида арифметик амаллар
1. С о н л а р  к е т м а - к е т л и к л а р и  у с т и д а  а м а л л а р  

{*„} : хь  х г, , хп, . . .  хамда {уп} : у 1г у , ............. уп, . .  . кетма-
кетликлар берилган булсин. К,уйидаги

У1) Х2~У У2> • • • » ХЛ  Уп' • • ’ »
Хх— Ух, Уг, • • •  . хп у п, . . . .

Х\'У\> х г ’У'2’ • • • ’ хп'Уп’ • • • »
а ,  * ............. ( г / ^ 0 ,  / г =  1, 2, . .  . )

У 2 Уп
кетм а-кетлик^р мос равишда {х/(} йа { у п} кетма-кетликларнинг 
йигиндиси, айирмаси, купайтмаси ва нисбати деб аталади во улар 

{ха+ У , } ,  {х - уЛ ,  {хп’У ^  {уп } каби белгиланади. Бу таърифга

{х„} ±  {уп} — {хп±  Уп},
{хп) Л у п) =  {хп-Уп},

__ ( х п

{ {Уп\ \Уп.

Айтайлик хп— —, у п~  ------  булса,

^  ( ^ 1 1 =  {!}, =  1

я  —  1
( п ф  1)

ч п ) I п ) [ п '1 ) I п ) (. п , 
булади. Агар икки кетма-кетлнк купайтмаси таърифида уп=  С =сопб1 
булса, С -{х п} =  {Схп} экани келиб чи^ади.

2. Ч е к с и з  к и ч и к  м и ц д о р л а р  и д а  л е м м а л а р .  Ч ек- 
сиз кичик м тую рлар ^ацидаги цуйидаги пкки леммадан биз келгу- 
си баёнимизда фойдаланиб борамиз.



3 . 1 - л е м м а .  Чекли сондаги чексиз кичик микдорлар йигандиги 
чексиз кичик микдор булади.

И с б о т .  а п ва ßn чексиз кичик микдорлар булсин:
lim ап=  0 ,lim ß fi=  0. Лимит таърифига биноан V  е >  0 берилганда

^ам, —  сонга кура шундай п0£ N  сон топиладики, барча п >  п0 лар 

учуй | а п \ <  j  булади. Ш унингдек, j -  сонга кура шундай nfc N  сон 

топиладики, барча п > п 0 лар учун | ß j < ~  булади. Энди п0 ва п ‘а

натурал сонлардан каттасини 7 0 деб олсак, унда барча п > щ  

лзр учун бир вацтда K l < y ,  l ß j < f  тенгсизликлар урин ли бу

лади. Шунинг учун п > " я 0 булганда | « „ +  ß j . <  | a J  + |  ß j  <  ± +  

+  "7 =  8 булиб, ундан lim (а га+  ßn) =  0 келиб чмкади. Энди а  ß
4 Пу * П

ва уп лар чексиз кичик мицдэрлар булсин. Ю.сорида исбот этилга- 
нига кура a n+ ß „  чексиз кичик мицдор булади. Худди шунингдек 
K i +  ßn) ^ам чексиз кичик мицдорлар йипшдисн сифатида яна чек
сиз кичик микдор булади. Демак, а п+  ßn+  чексиз кичик мпц- 
дор. Мана шу усул билан чекли сондаги чексиз кичик мицдорлар

йигиндиси чексиз кичик мицдор булиши курсатилади. 3 1- лемма ис
бот булди.

3 . 2 - л е м м а .  Чегараланган кетма-кетлик билан чексиз кичик мик
дор купайтмаси чексиз кичик мицдор булади.

И с б о т .  {хп} — чегараланган кетма-кетлик булсин. Ш унга кура 
шундай узгармас сон АЛ 0 мавжудки, \ / t i  £ N  лар учун \х  J ^/\4  
булади. Энди а —  чексиз кичик микдор булсин. Таърифга "асосан

V e  > 0  олинганда ^ам ±  га кура шундай п0£ N  сон топиладики,

барча п > п 0 лар учун | a J < J L  булади. Натижада барча п > п 0 

лар учун

!хп 'а п \ ^  =  6м
тенгсизлик уринли булиши келиб чицади. Б у  эса {хп-ап} узгарув-
чинннг чексиз кичик мицдор эканлигини курсатади. 3.2- лемма ис
бот булди.

3 . 2 - н а т и ж а .  И кки чексиз кичик мицдор купайтмаси яна чек
сиз кичик мицдор булади.

3. Я ц и н л а ш у в ч и к е т м а - к е т л и к л а р  у с т и д а  а р и ф м е 
т и к  а м а л  л а р.

3 . 2 - т е о р е м а .  А гар  {хп} ва {уп} кетма-кетликлар ящнлашув- 
чи булса, {хп±  у п} кетма-кетлик цам яцинлашувш ва



lim (xn±  y n) =  Hm xn±  lim yn

У.= Ь « “ ""• 3-1. теорешга мувофп*
* =  a +  a„, » „= '!> +  P„ булади, бунда P„ лар чексиз кичнк

мивдорлар. У хрлда хп±  уп учун цуиидаги

хп±  у п=  ( а ± Ь )  +  К ±  ß„) =  а ±  0 +  ^

тенгликк» м м ,  бунда « и »  « W  БуИ'
дан эса, яна уша 3.1- теоремага мувофик,

lim (хп±  y n) =  a ± b  =  l im хп±  1 im у п

" S ' н н и н Г ш у в " ? '« Т Л И К  й и « —  лн-
мити бу кетма-кетликлар лимит ларининг йигиндисига тенг дега к;

ИА3Иебот°этилган' теорема ^ушилувчиларнинг сони ш китадан ор- 
И,с °  пн1 й&пгян холда хам уринли булишини куреатиш мумкин. 

\ ! з  т е о р е м а .  4 >  «  Ы  кетма-кетликлар ящнлашув-
чи булса, {хп-у„} кетма-кетлик \а м  яцинлашувчи ва 

1 im (хп • у п) =  lim • lim у п

* ° W c Z f : Z X% Z d, \ т у - ь  булсин. У *>лда * = «  +  »„.
^ ß ; C6t ва ßn лар чексиз кичик мивдорлар. Ун да

x * . y L  (а +  а п) <Ь +  ß„) =  “ ■ Ь +  (aß „+  Ьап+  а п ß„).

Чексиз кичш< м в д л а р  д а д а г и  3 .1 - ва 3 .2- леммаларга асосан 
бп =  aßn +  Ьа.п +  а п ß„ узгарувчи чексиз кичик мицдор бул.ди.

Д ”С И ,< ;" х „ „ „ - а . 6  +  8„

булиб, бундан
lim (хп'у п) =  a-b  =  lim  хп • lim у п

лимити бу кетма-кетликлар лимитларининг купаитмасига тенг бу

ШИ™ .3 ^ °а т Ли ж а !  Агар {*„} кетма-кетлик я^инлашувчи булса, ундт  
С =  const учун {Схп} кетма-кетлик зуш яцинлашувчи ва lim(Cx„)-=
=  С lim * формула уринли булади.

Бу натижанинг исботи 3 .3- теоремадан бевосита келиб чикадп 
3.4- т е о р е м а .  Агар  {*„} ва {уп} кетма-кетликлар яцинла-

шути булиб, V n £  N учун у пф  0 ва l i m ^ O  булса , кетма-

кетлик ,\ам яцинлашувчи цамда



И с б о т .  l im хп=  а, l i mуп=  Ь, Ь Ф О булсин. У хрлда х  = а  +  
+  Уп— Ь +  Рл> бУнДа а П' Рл— чексиз кичик мщ дорлар. Шуни 
эътиборга олиб топамиз:

хп а _  а +  а п а _  1 .

Уп Ь 6 +  ß„ 6 +

Чексиз кичик ми^дорлар ^ацидаги 3.1- ва 3.2- леммаларга асосан 

Ч « — а Рп чексиз кичик мивдор булиб, - 1 эса чегараланган
ь (ь - f  ß„)

(чунки &—  чекли, ß„->0) мицдор булгани учун у = ------ !____ (h.a. —
" *(* +  ß«) “— a-ß„) чексиз кичик мивдор булади. Демак,

Xfi _ д .
— — — Ь v . 
Уп ь п

Буидан
lim is  — а — lim *»

</л * Пт(/„
муносабатлар уринли экани келиб чицади.

Шундай к;илиб, я^инлашувчи кетма-кетликларининг лимити улар- 
нинг лимитларига тенг (бунда махраж нолдан фар^ли булиши ло- 
зим).

3 . 2 - э с л а т м а .  Икки {хп} ва {г/п} кетма-кетликнинг йириндиси, 
айирмаси, купайтмаси ва нисбатидан иборат булган кетма-кетликнинг 
я^инлашувчи булишидан бу {хп} ва {уп} кетма-кетликларнинг ^ар 
бири яцинлаш увчи булиши хар доим келиб чикавермайди. Масалан, 
{ У п  +  1 — | / п  — 1} кетма-кетлик я^инлашувчи, чунки l im ( j /n + T — _____ 2 ______

— / п — 1) =  l i m , , — —  -----  =  0, аммо { /  п +  1) ва { У  п —  1}
у  п +  1 +  у  п — 1 1

кетма-кетликлар узоцлашувчи экани равшан. Шунга ухшаш 
( У п  - 11
j —■ ■— кетма-кетлик ^ам я^инлашувчи, аммо у узоцлашувчи 
(У п  +  и

кетма-кетликларидан тузилган. Шунингдек, | - - л |  кетма-кетлик

яцинлашувчи (у 1 га я^инлашади), аммо | —|  кетма-кетлик яцинла-

шувчи ^амда {п}  кетма-кетлик узо^лашувчидир.
4. Я р н л а ш у в ч и  к е т м а - к е т л и к л а р  ф а з о с и .  3 . 9 - т а  ъ- 

р иф.  Барча я^инлашувчи кетма-кетликлардан тузилган туплам 
ящнлашувчи кетма-кетликлар фазоси деб аталади ва уни с  ор- 
кали белгиланади.

Ю ^оридаги мулох;азалардан {хп} £ с ,  {уп} £ с  булганда {хп± у п}^с,

{хп'Уп}£с ’ { ^ ) ^ с  учун упф  0 ва \ т у пф О  булганда)



муносабатларнинг ÿpmMH булиши келиб чикади. Д ем ак , с туплам- 
да ^ам ^ациций сонлар туплами R  даги каби куш иш , айириш, K ÿ -  

пайтириш ^амда бÿлиш амалларини бажариш мумкин.
Маълумки, (2- бобнинг 10- § ига царанг) R  тÿплaмдa унинг ис- 

талган икки х ва у  элемента орасидаги масофа d ( x , y )  =  \ x — у \  
каби аницланиб, унинг бир цанча хоссалари келгирилган эди. с фа- 
зода ^ам унинг исталган икки элементи орасида «масофа» тушунча- 
сини киритиш мумкин.

Фараз цилайлик, {хп} £ с ,  { у п} £ с  булсин. Б у  элементлар ораси
даги «масофа» деб цуйидаги

d ({x n), {уп}) =  s u p |* n- y j  =
П

=  su p { |Xj_—  г/ il, Ua — г/21.............\ хп~  Уп \> • • )

микдорга айтамиз.
Энди киритилган «масофа» хоссаларини урганайлик.
Аввало d({xn), { у п} ) >  0 булиши равшандир. Агар d  ({ x j, {«/„}) =  

=  sup IX — уп I =  0 б^/лса, ундан \ f n £ N  учун х п=  у п келиб чица-
П

ди. Аксинча, агар V n ^ N  учун хп=  уп булса, ундан  d ({x n}, {уп})— 
=  s u p | x n— уп\ =  0 экани келиб чицади. Демак,

• п
d({xn}, {уп}) =  0 о  \ f n £ N  учун хп=  у п.

Иккинчидан, d ({хп}, {у п}) =  d (\уг) ,  {*,}), чунки

d ({*„}, {%}) =  sup | х ,— у п ! =  su p \y n— x n\ =  d  {{уп}, {хп}).
п * п

Энди {хп} £ с ,  {уп} £ с  ва {Zn} £ c  булсин. Абсолю т циймат хо~- 
сасига Kÿpa ушбу

\*п— гп \ < \ хп— Уп\ +  \ У п -  Zn\
тенгсизлик ÿpwanH булиши равшан. Бундан эса

I Хп ~  Zn ! <  SUPI Уп I +  SUPI Уп— Zn !
n n

экаилиги келиб чнцэдч. Аниц юцори чегара хоссасига кура

sup I X — Zn I <  sup I x — yn ! +  sup I y  —  Zn |. 
n n n

Демак,
d({xn), { z „ } ) <  d  ({*„}, {yn)) +  d ({yn}, {zn}).

5. T e h г л и к а м д а т е н г с и з л и к л а р д а л  и м и т г a ÿ т  и ш. 
Кетма-кетликлар лимитининг мавжудлигини ку'рсатиш ва лимитларни 
тоииш каби масалаларни х,ал цилишда тенглик з^амда тенгсизликлар- 
да лимитга утиш цопдаси тез-тез ку'лланиб туради. Биз уларни кел- 
тирамиз.

1°, {хп} ва {¿/J кетмэ-кетликлар яцинлаш увчи бÿлиб,



Иш х,г =  а, lim  у„ = 6  булсин. Агар V n £ N  учун Хп =  у п булса, у
з^олда а — b булади.

Б у  ноВДа яцинлашувчи кетма-кетлик лимитининг ягоналип'дан
келиб чицади.

2°. {л:п} ва {у п} кетма-кетликлар яцинлашувчи булиб, Ш х п= а ,  
Пш уп=  ¿»"булсин. Агар учун хп^  уп(хп>  уп) булса, у х,олда
а ^ Ь ( а  > Ь )  булади.

И с б о  т. Тескарисини фараз килайлик, яъни келтирилган шарт- 
лар баж арилса х,ам а > Ь  булсин. Маълумки, а > с >  b т нгеизлик- 
ларни^аноатлантирувчи ^ациций с сон мавжуд. Демак, lim хп=  а 
ва а > с .  Я^инлашувчи кетма-кетликларнинг Г  хоссасига (шу боб- 
нинг 3 -§  ига царанг) кура шундай n0£ N  мавжудки, барча п > п 0 
лар учун х п> с  булади. Ш унпнгдек, l im уп=  b, Ь < с .  Яна уша хос- 
сага мувофи^ шундай n¡£N  мавжудки, барча п > п '0 лар учун у пс с  

булади. А гар 7Г0 деб, п0 ва п '0 натурал сонларнинг каттаси олин~а, 

барча п > п ~ а лар учун бир вактда хп>  с х,амда с >  уп тенгсизлик- 
лар уринли булиб, ундан хп>  у п булиши келиб чи^ади. Б у  эса 
х  < у  , п =  1, 2, 3, . . .  тенгсизликка зиддир. Демак, а бу
лади.

Худди ш унга ухшаш, lim x ¿ =  а, l im уп=  b ^амда V t i £ N  учун 
хп^  Уп булишидан а >  b тенгсизлик келиб чициши курсатилади.

3 . 3 - э с л а т м а .  {хп\ ва {уп} кетма-кетликлар яцинлашувчи бу
либ, lim хп— а,  lim уп~  b булсин.

Барча п =  1, 2, 3, . . .  лар учун хп<  уп тенгсизликнинг бажа- 
рилишидан а  < 6  тенгсизлик з^амма ва^т келиб чицавермайди.

М асалан, | — — | ,  | —|  кетма-кетликлар яцинлашувчи. Б у  кетма-

кетликларда V n £ N  у ч у н ----- - С — булса хам l i m^ ----- - j  =

=  lim  — =  0 булади.
П

3.4- н а т и ж а .  Агар {х^  кетма-кетлик яцинлашувчи булиб, 
V n £ N  учун хп >  с (хп<  с) булса, у з^олда \imxn>  с ( \ im xn^ c )
булади (бунда с — узгармас сон).

Б у  натиж анинг исботи ю^оридаги 2° хоссада уп= с ,  п =  1, 2 ,... 
деб олинишидан келиб чи^ади.

3°. {хп} ва {zn} кетма-кетликлар я^инлашувчи булиб, \ т х п =
=  lim zn— а  булсин. Агар v n £ N  учун хп^ у п^ г п булса, у з^олда 
{уп) кетма-кетлик з^ам яцинлашувча ва lim уп= а  булади.

И с б о  г. Кетма-кетликкинг лимита таърифнга асосан V e > 0  6e- 
рилганда з^ам шундай п„£М топиладики, барча п >  п0 лар учун 
I хп— а \ <  в ёки а — е <  хп<С а +  е тенгсизликлар уринли булади. 
Ш униигдек, уша е > 0  олинганида з^ам шундай n'0d N  топиладики,



барча п > п й лар учун | гп— а | <  г  ёки а — г <  гпС  а +  е тенгсиз- 
ликлар уринли булади. Энди п0 ва п '0 натурал сонларнинг каттаси- 

ни п0 деб олайлик. Унда п > я 0 булганда бир вацтда а  —  е < . х п<  
< а  +  е, а — е <  гп<  а +  в тенгсизликлар уринли булади. Аммо 
шартга кура учун г/п<  гп тенгсизликлар уринли. Шу-

нинг учун п > п 0 булганда а —  е <  л:п<  уп^  гп<  а  +  е, яъни 
а  — £ < ; упс  а +  г  булнши келиб чицади. Бу эса {уп} кетма-кетлик- 
нннг яцинлашувчилигини ва \ ш у п= а  эканлигини кур~атади.

М и с о л .  Ушбу {хп} =  {у’’ п} : 1, / 2 ,  у  3, . . . , у п, . . . кет- 
ма-кетликнинг лимитами топинг.

Равшанки, барча п ^  2 да

булади.
Энди а  =  2У ~ п — 1 деб олиб, сунг Бернулли тенгсизлигидан 

фойдаланиб топамиз:

/ Ц  =  (1 +  а п)п>  1 +  п • а п>  п ■ а п,

эканини ^исобга олсак, у ^олда кейинги тенгсизликда лимитп 
утиб (3°- цоидага асосланган ^олда) изланган лимитни топамиз.
П т  у  п =  1.

И з о х . Юцорнда биз тенглик ^амда тенгсизликларда лимитга утмш 
цоидаларини курдик. Бу цоидалар {у^  ва {гп} кетма-кетл«к-
ларнинг ^адлари орасидаги муносабатлар бирор тайин т -\а д д а н  бс.'и- 
лаб уринли булганида *;ам тугри булади.

5 -§ . Чексиз катта микдорлар. Чексиз кичик ^амда чексиз к а п а  
мицдорлар орасида богланиш

Математик анализ курсида чексиз кичик мицдорлар билан бир 
цаторда чексиз катта мицдорлар ^ам каралади.

Бирор {хп} кетма-кетлик берилган булсин.
2 . 1 0 - т а ъ р и ф .  Агар >̂ ар цандай мугбат М  сон берилганда хам 

шундай я 0 6 Л/ сон тогшлсаки, барча / г >Но  лар учун

тенгсизлик уринли булса, хп узгарувчи чексиз катта мицдор деб 
аталади, тегишли {хп} эса чексиз катта кетма-кетлик дейиладн.

2 п.—
у  п >  1

бундан а п< .  у = -  ва п >  2 булганда 

сизликлар келиб чицади. Агар

тенг-



Д ем ак , чексиз катта мивдор узгарувчи мицдор булиб, у узгариш 
жараёнида абсолют ^иймати буйича аввалдан берилган з^ар кандай 
мусбат сондан катта була олади.

Равш анки, чексиз катта микдорлар чекли лимитга эга эмас. 
К улайлик нуцтаи назаридан чексиз катта мицдорларнинг лимита 

чексиз ёки чексиз катта мщ дорлар чексизга интилади деб олинади ва
lim хп =  оо ёки оо

каби ёзилади.
Агар V  М  >  0 сон олинганда з^ам шундай n0 £ N  сон топчлсаки, 

барча п > п 0 лар учун х п> М  (хп < — М ) булса, {хп} кетма-кет- 
ликнинг лимита +  оо ( —  оо) деб олинади ва lim хп =  +  оо (l im хп =  
=  о о )  каби ёзилади.

М исоллар

1. У ш бу { ( — 1 )" •« } : — 1, 2, — 3, 4, . . .  , ( — 1 )п-п, . . . кет- 
ма-кетлик чексиз катта булади. ^а^и^атан, | ( — \)п- п \ = п  булиб, 
з^ар ^андай мусбат М  сон олинганда з^ам п £  N сонни шундай тан- 
лаб олиш мумкинки, | ( — 1 )"•/?[ =  п >  М  булади.

2. Уш бу { — п}, {п} кетма-кетликларнинг чексиз катта булиши 
равшан. Уларнинг лимита мо: равишда — оо ва +  оо булади.

3 . 4 - э с л а т м а .  Хар цандай чексиз катта кетма-кетлик чегара- 
ланмаган кетма-кетликдир. Аммо з^ар ^андай чегараланмаган кетма- 
кетлик чексиз катта булиши шарт эма:. Ма:алан,

1, I2, 1, 22, 1, З2, . . .  , 1, п \  1, . . .
кетма-кетлик чегараланмаган булиб, у чексиз катта эмаг.

Энди чексиз катта з^амда чексиз кичик мищорлар орагидаги 6of- 
ланишни ифодалайдиган содда теоремаларни келтирамиз.

3 . 5 - т е о р е м а .  Агар \ / n ^ N  учун хп ф  0 булиб, {хп} кетма-

кетлик чексиз катта булса, [ “ ] кетма-кетлик чексиз кичик вк
лады.

И с б о т .  Ихтиёрий е >  О сонни олайлик. {хп} кетма-кетлик чек-
1

сиз катта булгани учун М  =  — деб олинганда з^ам шундай п0 £ N  
сон мавж удки, барча п п0 лар учун \хп\ >  М  булади. Демак, барча

п >  п0 лар учун \х \ >  —, булиб, ундан —  =  Д-г <  е булиши келиб 
е x n \хпI

чицади. Б у  эса | ~ j кетма-кетликнинг чексиз кичик эканини бил-

диради. Теорема исбот булди.
Худди шунга ухшаш ^уйидаги теорема хам исботланади.
3 . 6 , - т е о р е м а . Агар  V n £ A /  учун хп ф О  булиб, {хп} кетма-

кетлик чексиз кичик булса, ( ~ |  кетма-кетлик чексиз катта 
булади.



6 -§ . Аницмас ифодалар

{х } ва { y j  кетма-кетликлар берилган бÿлcин. Бу  кетма-кетлик-

лар яцинлашувчи бÿлгaн ^олда {хп ±  у„}, {хп'У„}’ | у  | ’ 0, /г =

— 1, 2, . . .  , limÿn Ф  0) кетма-кетликларнинг яцинлашувчи були-
шини шу бобнинг 4- § ида батафсил цараб утдик. Бунда {хп} ва
{// } кетма-кетликларнинг лимитларига нисбатан цуйидаги икки шарт
бажарилган деб царалган эди:

1) {хп} ва {г/ j  кетма-кетликларнинг лимитлари чекли;

2  ̂ |ÍH . | (уп ф  0, п =  1, 2, . . . ) кетма-кетликнинг лимитига оид 

муло^азада lim у пФ  0.

Знди бу шартлардан бирортаси бажарилмаган хрлда |^ " |>  i xn ' У 

{хп ±  у п} кетма-кетликларнинг характерини урганамиз.

1°. ~  к у р и н и ш д а г и  а н и ц м а с л и к .  lim хп =  0, l im у п=

-  0 булсин. lim уп =  0 булгани учун j-^ - j  нинг лимитига, яъни

ХПlim —  лимитга 3.4- теоремани татбиц цилкб булмайди.
Уп

{хп} ва {г/п} кетма-кетликларидан тузилган | —М  кетм а-кетли к

нинг характери {хп} ва { у „ } кетма-кетликларнинг хар бирининг 
нолга цандай интилишига цараб турлича булиши мумкин. Буни 
цуйидаги мисолларда к>трайлик.

1) =  Í—I ва {г/(1} =  Í - U  кетма-кетликларнинг лимитлари нол

га тенг экаии равшан. Знди | | кетма-кетликни тузайлик-
' Уп ' Уп

х„
=  {п}. Демак, lim — =  +  00 .

2) {хп} =  I  ва {уп}  = | “ |  кетма-кетликларнинг ^ар бири

нинг лимита нолга тенг. Бу  кетма-кетликларидан тузилган
( — \)п )±—g - — I кетма-кетлик лимитга эга эмас.

3) {хп} =  |-^ - | ва {уп} =  кетма-кетликларнинг з^ар бирининг 

лимити нолга тенг бу,либ, бу кетма- кетликларидан тузилган

(— ] _ ( —) кетма-кетлик учун lim  “  =  буладн.
U J  “  1 5 J Уп 5



Ю^орида келтирилган мисоллардан куринадики, хп- + 0 ,  уп^* О 
булишинигина билган холда, бу кетма-кетликларидан тузил-

ган | “ ( кетма-кетликнинг лимити тугрисида таиин хулосага келиб

булмайди. Шунинг учун * „ - > 0 ,  у п-+  0 бу'лганда I— |  кетма-кетлик
I Уп )

“  кУринишдаги аницмасликни ифодалайди дейилади.

х п-+ 0  ва уп-*~0 да | ~ |  кетма-кетликнинг характерини ани^-

лаш  аницмасликни очиш дейилади. Биз юцорида курган мисолларда 
аслида тегишли аницмасликларни очиб бердик.

ОО
2°. “  к ; у р и н и ш д а г и  а н и ^ м а с л и к .  (д-J ва {уп} кетма-кет- 

ликнинг rçap бирининг лимитлари чексиз бу’лсин: lim  хп =  оо, lim у  —
( х п )

— оо. Б у  з^олда >̂ ам í í кетма-кетликнинг характери цандай 6ÿ- I Уп )
лишини ю^оридагидек олдиндан айтиб бу-лмайди. Мисоллар ^арайлик.

1) Ю  — i ” 2}- í i ' J  =  in} кетма-кетликларнинг хар бирининг ли
мити чексиз булади:

l i m n 2 =  +  оо,  l i mn =  4- оо.

Бу  кетма-кетликлардан тузилган j-^-J =  {п} кетма-кетликнинг ли-

х п
мити ^ам чексиздир: h m  —  =  -J- оо .

Уп
2) { x j  =• {n2 - f  п +  1} ва {у п} =  {п2 -Ь 1} кетма-кетликларнинг 

хар бирининг лимити чексиз. Бу кетма-кетликлардан тузилган 
кетма-кетлик лимити

, .  , + 4 ' + i  ,
lim  —  =-- lim  ---------- ;-----=  1

Vn Н - Л1 n2

3) {*,,} — { (— l)"-n} ва {yn} =  {n} кетма-кетликларнинг хар 
бирининг лимити чексиз булиб, бу кетма-кетликлардан тузил

ган [ f ]  =  {(— l)"} кетма-кетлик лимитга эга эмас.

Б у  мисоллардан кУринадики, {хп} ва {г/п} кетма-кетликларнинг 
х;ар бирининг лимити чексиз бу-лган ^олда, бу кетма-кетликлар нис-

батидан тузилган j- ^ - j  кетма-кетликнинг лимити тугрисида тайин

хулосага келиб булмайди. Ш унинг учун х -*■ оо, у  ->  оо да | —
" I Уп



кетма-кетлик —  куринишдаги аницмасликни ифодалэйди дейилади.

Бу *алда *ам х „ -> о о , оо да J -2 - j нинг характерный ан и ц -

лаш а н и ц м а с л и к н и  о ч и ш  дейилади. Курилган мисолларда те- 
гишли аникмасликлар очиб берилди.

3°. О-оо к у р и н и ш д а г и  а н и ц м а с л и к .  {хп} ва \ у п) кетм а-
кетликлар берилган бÿлиб, \ im x n =  0, lim  уп =  оо булсин. Б у  ^ол - 
да хам {хп-у г}  кетма-кетликнинг лимитини характерлайдиган мисол- 

лар ку'райлик.
1) j  У {Уп} =  Í«2} кетма-кетликларнинг лимити мос ра-

вишда 0 ва оо дир. Бу кетма-кетликлар купайтмасидан тузилган  
{х •у  } =  {п} кетма-кетликнинг лимити оо б>,лади.

2  ̂ i  _  í _L\ {уп} =  {п2 +  п +  1} кетма-кетликларнинг лимити

■ 1 1
мос равишда 0 ва оо булгани *олда, {хп-уп} =  | l  +  — +  — j  кетм а-

кетликнинг лимити 1 га тенг.
3) {x } =  i t — 1)" j, {уп} =  {п} булсин. У ларн инг лимити мог

равишда 0 ва оо. Бу кетма-кетликлар купайтмасидан тузилган  
. у  } =  { ( _  I f}  кетм а-кетлик лимитга эга эмас.

"д ем ак  X - + 0,уп->-°° булган >^олда {хп■ у п} кетма-кетликнинг характе- 
ри турлича ($лади . Шунинг учун хп^ 0 ,  у п~+°о булишинигина билган 
^олда {х • у  } нинг лимити ^ацида ани^ хулосага келиб булмайди. Ш у 
сабабдан О, уп^ ° о  да {хп-у п} кетма-кетлик О-оо куринищ да-
ги аницмасликни ифодалайди дейилади.

4°. оо— оо ^ р и н и ш д а г и  а н и ц м а с л и к .  {хп} ва {уп} кетм а-
кетликлар берилган бÿлиб, улар турли ишорали чексизга интилсин, 
м а'алан, lim  *„ =  + « > ,  Н т у в =  — оо дейлик. Бу кетм а-кетликлар 
йи№ндисидан тузилган {хп +  у п) кетма-кетликнинг характера х,ам
турлича булиши мумкин. Мисоллар курайлик.

1) { ¿ j  =  {2м}, {уп} =  { — п) кетма-кетликлар учун хп- >  +
у  —)—  оо бÿлиб, хп +  у п =  п >- +  оо бÿлaди.

2) {хп} =  {п +  7 }- {Уп) =  { -  «} бУлсин-

Уларнинг лимити
1 im =  +  ° ° , \ \ т у п =  оо _ 

булган з^олда, {хп +  уп) кетма-кетликнинг лимити нолга тенг була-

ди í ^  +  ^ ^ 7 - 0 ).
3) {х  } =  {п +  ( — 1)п+1} ва у п =  { — п} кетма-кетликлар учун  

х  - , - f o o  ва у п- у — °° булиб,бу кетма-кетликлар йигиндисидан ту зи л -

П



ган {*п + г / л} =  { ( — 1)'1+1} кетма-кетлик лимитга эга эмас. Юцори* 
даги каби, бу ^олда хам хп- > -+ ° о ,  у п- + —  оо да {хп +  уп} 
кетма-кетлик аникмасликни ифодалайди. Бу аницмаслик со — оо 
к у р и н и ш д а г и  а н и ц м а с л и к  дейилади.

О оо
Ш ундай цилиб, 0 • оо ва оо — оо куринишдаги аницмас-

ликларни куриб утдик. К,айд цилиб утамизки, 0°, оо°; I00 куриниш
даги аницмасликлар з^ам мавжуд.

Ш уни з^ам таъкидлаш  лозимки, аницмасликларни очиш, умуман 
айтганда, енгил масала булмасдан, у берилган {хп} ва {уп) кетма- 
кетликларнинг канчалик содда ёки мураккаблигига богли^ ва уцув- 
чидан маълум куникма ва майорат талаб цилади.

Мисоллар

1. Ушбу {хп} =  {п —  у/'п3— л 2} кетма-кетликнинг лимитини то- 
пинг.

Биз оо — оо куриниш даги аникмасликка эгамиз.
Берилган кетма-кетликнинг умумий ^ади хп ни цуйидагича ёзиб 

оламиз-.

X — п \ , г гт?— п? — ~ т /п3 — ГС2') №  +  п У п3 — п2 +  У~ (»8 —
п2 +  п У  п3—п2 у'"^3—n2J2 

1

Бундан эса

lim  =  lim  (п -  ) =  H m ------- — 1 l

■+/ ‘Ч + / К )’ 3
келиб чицади.

2 , К,уйидаги
1 +  3 +  5 +  . . .  +  (2/г — 1) 

llm  1 + 2  +  3 +  . . . + »  
лимитни з^исобланг.

ОО
Б ун да ~  куринишдаги аникмасликка эгамиз.

Арифметик прогрессия з^адлари йдаиндиси формуласидан фойда- 
ланиб топамиз:

1 +  3 +  5 +  . . .  +  (2л  —  1) — л 2, 1 +  2 +  3 +  . . .  +  л  — — ^  ^  

У ^олда

l t o J  +  3 + l i .  . +  (2 п -1 )  _  И т  ^  2<
1 + 2  +  3 + - . .  +  я .....  я (гс +  1)

2



7- §. Монотон кетма-кетликлар ва уларнинг лимитлари

1. М о н о т о н  к е т м а - к е т л и к л а р .  Бирор {хп} кетма-кетлик: 

берилган булсин.
3 . 1 1 - т а ъ р и ф .  Агар {хг}  кетма-кетликнинг ^адлари ушбу

*1 ^  ^  ^  ‘ ^  ^  " ' '

тенгсизликларни каноатлантирса, яьни V «  £ N  сон учун хп <  х п+1 

тенгсизлик уринли булса, {*„} кетма-кетлик усувчи (камаймайдиган)
кетма-кетлик деб аталади.

Агар {хп} кетма-кетликнинг хадлари ушбу

Xх "С Ху Х/1 <~̂  • • •

тенгсизликларни каноатлантирса, яъни V я 6 ^  сон учун хп<Схп+1 

тенгсизлик уринли булса, {*„} кетма-кетлик цатъий усувчи кетма- 
кетлик деб аталади.

Масалан, 1 , 2 ,  2, 3, 3, 3 ............ п, п, . . . ,  п, . . . кетма-кетлик
п та

усувчи, 2, 22, 23, . . . , 2", . . .  кетма-кетлик эса ^атъий усувчи 
кетма-кетликдир.

Агар {хп} кетма-кетлик усувчи булса, у к,уйидан чегараланган 
булади. ^акик,атан, бу ^олда {хп} кетма-кетликнинг исталган х п 
з^ади учун х 1 <  х п тенгсизлик уринли. Б у  эса {хп} кетма-кетликнинг 
куйидан х г сон билан чегараланганлигини билдиради.

3 . 1 2 - т а ъ р и ф . Агар {хп} кетма-кетликнинг хадлари ушбу

Х± ^  *2 Хц Хп • • •

тенгсизликларни цаноатлантирса, яъни V п £ N  сон учун хп >  х п+1 
тенгсизлик уринли булса, {хп} кетма-кетлик камаювчи (усмайдиган)
кетма-кетлик деб аталади.

Агар {хп} кетма-кетликнинг ^адлари ушбу

Х± *2 ' '> ^8 1 * • "'> Хп ' " '

тенгсизликларни цаноатлантирса, яъни сон учун хп> х п+1
тенгсизлик уринли булса, {хп} кетма-кетлик цатъий камаювчи кет -
ма-кетлик дейилади.

1 1 1 1 1  1 1  1 
Моляпян 1 — — ~ ■ , «#• кетма-кет-Маиалан, [, 2 , 2 , 3 , 3 , 3 > * * • > п * п  - 9 п

п та
лик камаювчи. Ушбу

А  А  Л  п  +  1

1 ’ 2 ’ 3 ’ ' •  ‘ ’ п



кетма-кетлик эса цатъий камаювчи кетма-кетлик. Х,а^икатан, \ / п  £ N  
учун

Агар {хп} кетма-кетлик камаювчи булса, у ю^оридан чггаралан- 
ган булади. Д а^икатан, бу ^олда у n £ N  учун х г >  х п тенгсизлик 
урин ли. Бу эса кетма-кетликнинг ю^оридан чегараланганлигини 
курсатади.

3 . 1 3 - т а ъ р и ф .  Усувчи ва камаювчи кетма-кетликлар монотон 
кетма-кетликлар деб аталади.

Монотон кетма-кетликларнинг чегараланганлигини текшириш учун 
уларнинг бир томондан чегараланганини текшириш етарли. Бунда 
усувчи кетма-кетликларнинг ю^оридан, камаювчи кетма-кетлик
ларнинг эса цуйидан чегараланганини текшириш лозим.

2. М о н о т о н  к е т м а - к е т л и к н и н г  л и м и т и  ^ а ц и д а  т е о -  
р е м а л а р .

3 . 7 - т е о р е м а .  Агар {хп} кетма-кетлик усувчи булиб, юкрри- 
дан чегараланган булса, у  чекли лимитга эга\ агар {х ^  кетма-кет
лик юкрридан чегараланмаган булса, у  цолда {хп} кетма-кетлик
нинг лимити +  оо булади.

И с б о т . Аввало, {хп} кетма-кетлик усувчи ва юцоридан чегара- 
.ланган ^олни цараймиз. Кетма-кетлик юк4оридан чегараланганлиги 
учун шундай узгармае М  сон мавжудки, V n ^ N  сон учун хп< .  М  
тенгсизлик уринли б улади . Бу эса кетма-кетликнинг барча х,адлари- 
дан тузилган {хг)  тупламнинг ю^оридан чегараланганлигини ифода- 
-лайди. Унда тупламнинг аниц юцори чегараси ^а^идаги 2.3-теоре- 
мага асосан бу туплам учун sup{*n} мавжуд булади. Биз уни а 
билан белгилчйлик: sup {хп} — а. Энди а сон {хп} кетма-кетликнинг 
лимити булишини курсатамиз.

Ани^ ю^ори чегаранинг хоссасига кура, биринчидан, {хп} туп- 
ламнинг х,ар бир элементи учун хп ^ .а  тенгсизлик уринли булса, 
иккинчидан, V  е >  0 олинганда ^ам кетма-кетликнинг шундай хп 
■^ади тониладики, бу ^ад учун хп > а  — s тенгсизлик уринли бу! 
лади. Демак,

1\аралаётган {хп} кетма-кетлик усувчи булгани учун п >  п0 тенг- 
сизликни ^аиоатлантирадиган барча натурал сонлар учун 
тенгсизлик уринли. Ш у сабабли л >  я 0 булганда 0 <  а  — хп ^ .а  —
—  хп С  е тенгсизлик бажарилади. Шундай цилиб, V 8>  0 олинганда 
^ам шундай rt0 £ N  сон топиладики, п >  п0 булганда ]а — *п| < ; е тенг
сизлик бажарилади. Б у  эса а сон {хп} кетма-кетликнинг лимити 
эканини курсатади. Ш ундай цилиб, Пт х п — а.

п +
п



Энди {хп} кетма-кетлик усувчи булиб, юк;оридан чегараланмаган
булсин. Унда х,ар ^андай катта мусбат А  сон олинганда з^ам {хп }
кетма-кетликнинг шундай х,ади топиладики, бу ^ад учун >  А
тенгсизлик уринли булади. Аммо барча п >  лар учун хп >  хПв
тенгсизлик уринли булгани сабабли хп >  А  тенгсизлик ^?м бажарила-
ди. Бу эса lim  х  =  +  °° булишини билдиради. Теорема исбот булди .

Куйидаги теорема ^ам худди ю^оридаги теоремага ухшаш исбот-
ланади. „

3 . 8 - т е о р е м а .  Агар {хп} кетма-кетлик камаювчи булиб, куии-
дан чегараланган булса, у  чекли лимитга эго., агар {хп} кетма-  
кетлик цуйидан чегараланмаган булса, у  -\олда {х^  кетма-кет
ликнинг лимити — °о булади.

Исбот этилган теоремалардан куйидаги натижалар келиб чицади.
3 . 5 - н а т и ж а .  Усувчи кетма-кетлик я^инлашувчи булиши учун  

унинг юцоридан чегараланган булиши зарур ва етарли.
Ха^и^атан, агар усувчи кетма-кетлик я^инлашувчи булса, я^ин- 

лашувчи кетма-кетликларнинг чегараланган булишидан, унинг юцо- 
ридан чегараланганлиги келиб чикади. Агар усувчи кетма-кетлик 
ю^оридан чегараланган булса, у исбот этилган 3 .7 -теоремага асосан
якинлашувчи булади.

3 .6 -н а  т и ж а  . Камаювчи кетма-кетлик якинлашувчи булиши учун  
унинг ^уйидан чегараланган булиши зарур ва етарли.

Мисоллар

1. Ушбу {хп} =  кетма-кетликнинг лимитини топинг.

Аввало бу кетма-кетлик лимитининг мавжудлигини курсатампз. 
Равшанки,

Бундан барча п >  1 лар учун хп+х <  хп тенгсизликнинг уринли эка- 
ни келиб чикади. Бу  эса берилган кетма-кетлик камаювчи эканини 
курсатади. Кетма-кетликнинг хар бир х_ади мусбат, хп 0, п 1 , 2 , . . . ,

Демак, у цуйидан чегараланган. Шундай ^илиб, {хп} — 1 ^ - |  кетма-

кетлик камаювчи ва к,уйидан чегараланган. 3 .8 - теоремага^ кура бу 
кетма-кетлик чекли лимитга эга. Биз уни а  билан белгилайлик'.

Равшанки, а >  0. Ушбу (1 +  а )” >  1 - { - а п  (а  >  1) Бернулли 
тенгсизлигидан фойдаланиб топамиз:

п\
lim  ~̂ Г =  а.



Бундан эса (п +  1)" >  2 •пп келиб чи^ади. У  з^олда

(п -)- 1)" _  п пПх  . . =  X — X ------------ — X
« + 1  » » (я  +  1 )л (п +  1)"

2.пп — пп хп -пП
" (п +  1)п (П +  1)п " + 1

булиб, натижада ^уйидаги хп >  2хп+} тенгсизликка келамиз.. Бу тенг- 
сизликда лимитга утамиз: Пт хп >  2 Пт хп+1. Ундан а >  2а ва 
■а >  0 ни ^исобга олсак, а =  0 экани келиб чицадн. Демак,

п\
Нгп —  =  0.

2. ^уйидаги

V а  , V  а +  У а  , ] /  а  +  у "  а  +  у ^ -, . . 

# #  ̂ ] /  а  +  У  а +  / а  +  . . .  +  т / ^ ,  . . .

п  та илдиз

<а >  0) кетма-кетликнинг лимитини топинг.
Аввало бу кетма-кетлик лимитининг мавжудлигини курсатамиз. 

Берилган кетма-кетлик усувчи, яъни сонлар учун х < х
■тенгсизлик уринли. Х ^и ^атан , а > 0 булганидан:

х« V а +  У  а > У а  =  хи яъни х2> х 1.

Энди бирор к номер учун х к_ х< х к тенгсизлик бажарилсин деб 
, <  х к+х тенгсизликнинг бажарилишини курсатамиз. ^ а ^ ц а т а н ,

к — V  а +  х . ,  < У а  +  х к = х и'к—1 ^  Г “ 1 л1г ~  лк+\'

Шундай 1̂ илиб, \ / п £ Ы  лар учун изланган х п< х п+1 тенгсизлик ба- 
жарилади. Б у  эса берилган кетма-кетликнинг усувчилигини курса- 
тади.

Энди кетма-кетликнинг юцоридан чегараланганлигини курсатамиз. 
Берилган кетма-кетликнинг ёнма-ён турган и скита з^ади ушбу

хп =  У  а +  хп_ х

муносабат бнлан богланган. Бу  рекуррент формуладир. Ундан

х2п =  а +

формула келиб чи^ади. Бу формуланинг икки томонини хп Ф 0  га 
дадлаб булиб, топамиз:



ЖП- 1 г—
Натижада-------<  1 хамда х п >  х г =  у  а булгани учун

хп

Х п < ~У^. +  1 =  / а  +  1-

Демак, ихтиёрий п >  1 да

хп <  У  а. +  1,
яъни {х } кетма-кетлик ю^оридан чегараланган. Монотон кетма-кет- 
ликнинг"лимита *ацидаги 3 .7 -теоремага кура берилган кетма-кетлик 
чекли лимитга эга. Биз уни у  билан белгилайлик: 1ип*п =  у. Сунг- 

а а _|_ х _  тенгликда ^адлаб лимитга утиш амалини бажариб
топамиз- \ \т х 2п =  lim a +  lim хп_ у ёки у'  =  а +  у.  Натижада У ш  
топиш учун уш5у у2 — У — а =  0 квадрат _ тен-ламага келамиз. Бу 
квадрат тенгламанинг илдизларини ёзамиз.

1 4 - 1 / 1  + 4а _  1 — V 1 +  4а
у  1 =  ---- 1----2----------’ У% ~  2

1 +  1 / 1 Т Й
Кетма-кетликни-чг ^адлари мусбат булгани учун у х — 2 

сон кетма-кетликнинг лимити булади. Демак,

\ \ т х п =  Hm а + \ /  а +  . . .  +  У  a ' j =  1 +  — .

п та илдиз

Ху.сусан, ушбу

у з ,  I 3 +  у з ,  Y 3 +  / з  +  у з Г . . . ,  V *  +  / з  +  ... +  У 3 .....

кетма-кетлик яцинлашувчи ва унинг лимити +  ^  га тенг.
Монотон кетма-кетликлар . ёрдамнда баъзи мицдорларни_^так,ри- 

бий (берилган аницликда) ^исоблаш мумкин. Биз ^уйида у а  (а>-0) 
соини такрибий здисоблаш билан шугулланамиз.

Аввал' ихтиёрий мусбат х 0 сон оламиз ва ушбу

Хп+1 =  {  ( Хп +  ^ г ) ’ й > ° -  " =  0 ’ 1( 2 ' • • • (о'4)

реккуррент формула билан аницланадиган {хп}  кетма-кетликни ку- 
рамиз. Бунда а — квадрат илдизи ^исобланишн лозим булган сои..

(3.4) кетма-кетлик ^адлари п =  1, 2, . . .  булганда

>  л /Ц  <3 -5>

тенгсизликни каноатлантиради. Хакикатан, п =  1, 2, . . .  булганда
г_ ‘ 1 / , V e \ _ , r i / „  д..

X =  1 / а  • ~  \ -----гг п---------- г  к а  • О 1 «
п К а 2 ^ "[/¿Г *«-1 У 2 V -



бунда y n__l =  ~ ~ z r .  У ш б у -j- ( y  +  — L-Л  ифода V « G Л/ лар
V a  i  \ Уп_  1 y

учун мусбат ва бирдан кичик эмас. Бундан (3.5) келиб чи^ади.
(3.4) кетма-кетлик ,\адлари у'смайди, яъии п =  1, 2, . . .  булганда

Хп+1 < Хп (3.6)

тенгсизлик бажарилади. (3.5) га кура — < Л.  Энди (3.4) ни х  

га булиб, бу тенгсизликдан фойдалансак,

хп+ 1 1 (  а ̂\‘+ J « 1
тенгсизликка эга буламиз. Бу эса (3.6) никг уринли эканини анг- 
латади.

Ш ундай ^илиб, (3.4) билан ани^ланадиган { x j  кетма-кетлик ÿc-

маиди ва цуиидан у  а сон билан чегараланган. Демак, 3.8- теорема- 
га асосан {хп} кетма-кетлик лимитга эга, лимитни с дейлик, яъни

lim хп =  с. Энди (3.4) да лимитга утамиз: с — - j  — j  ёки с =

=  У~а. Ш ундай цилиб, бошлангич я^инлашиш сифатида ихтиёрий 
мусбат х 0 таиласак з^ам п-*- оо да (3.4) формула билан аницланади- 
ган {*„} кетма-кетлик j/ а  сонга яцинлашади, яъни

lim хп =  Y  а.

Б у  лимитга Kÿpa аввалдан берилган е >  0 сон учун шундай номер 
N  топмладики, {хп} кетма-кетликнинг xN ва ундан кейинги з^адлари

® — Y  а-<  г ёки Y а <  x N С  V T +  8 тенгсизликларни ^анэат- 
лантиради. Буидан  xN сон с =  ] / а  ни е > 0  хатолик билан аниц- 
лаши келиб чи^ади.

/г-цадамдаги ани^лик цуйидаги тенгсизлик билан ифодаланади:
2 , 2 

-» г~~~~ ^ х п — а г—

X’ ~ V a ~  - ¿ Т У Т  ” 2 ~  • 0 <  4  е  С =  V

.$ -§ . М онотон кетма-кетликнинг лимити з ^ и д а г и  теоремаларнинг
татби^лари

Ушбу параграфда биз монотон кетма-кетликнинг лимити х ^ и д аги  
•теоремалариннг математик анализ курсида ^араладиган баъзи масала- 
.ларга татби^ этилишики цараб угамиз.

.1. е с о н и.
.а) е с о н и н и н г т а ъ р и ф и .

К уйидаги {хп} =  [ ( 1 +

( 1 +  т ) ’’ ( | + т Г .......... ( ! +  т)" ••• <3-7)



о т  т т « I /  Гт р п и п г я н  булсин Bv к е т м а - к е т л и к  лимитининг мавж уд- 
(3.7) кетма-кетлик « и »  * Ш  уш бу

w - { ( i + i n
кетма-кетликчихамкараймиз. Б у  кетма-кетлик камаю вчи. ^ а д а т а и  

J y-.+ l -  ^ + 2  _  -п+2

Уп
1 + -

Уп+ -1
1

п +  1

(п +  I)2 
п (п+2) п +  1

1 + 1
п  ( п + 2 )

п
п + 1 '

Бернулли тенгсизлигига асосан

1 + -
п - \ - 2

>  1 +  ( п +  2)
п (л +  2)

булишини х^собга олсак, натиж ада 

Уп

------!------=  1 +  —
п и  +  2) я

1, яъни уп > y ll+{ ( V « € A 0

тенгсизлик келиб чи^ади. Б у  {уп}  кетма-кетликнинг

нини англатади. Иккинчи томондан, {;/„} =  1 1̂1 +  — ] ]  кетма'

кетликнинг хар бир хади мусбат булгани учун у ^уйидан чегара-
- < л {[ 1 , 1 \" +1\  кетма-кетлик кама- 

лангандир. Шундан цилио { у п} - ~ 1 +  n J |

ювчи ва куйидан чегаралангандир. 3 .8- теоремага кура бу { у п } 
кетма-кетлик лимитга эга.

Аммо

^==(1+тГ ^ Хп' [ { + »)
тенгликдан * =  уп келиб чикади. Ш унга кура  lim

п п п +  1

эканини эътиборга олсак, lim хп =  Hm ¿/„га эга буламиз. Б у  эса (3.7) 
кетма-кетлик лимитининг мавжудлигини курсатади.

3 . 1 4 - т а ъ р и ф .  Берилган { x j  =  Ц 1 +  — )  j  кетма-кетликнинг

лимита ( ю к р р и д а  исбот этилганига кура бу кетма-кетликнинг лими
та  мавжуд) е с о н и  деб аталади. Демак,

п +  1
= 1

lim V1 +  7 /  = е -
б) е с о н  пни т а к р и б и й  * и с о б л а ш .  е соиини та^рибий 

соблаш ма^садида ( 1+ 7 )” ифодани Ньютон биноми ф орм улам «»

фойдаланиб цуйидагича ёзиб оламиз:



( 1 + - Ц Л= 1  +  ^  1  +  ^ 1  1  ( п - 1 ) ( п - 2 )  1
\  п )  1 п 1-2 п ^  1-2-3 я 2 +  • • • "г"

( п —  1) (п —  2) . . .  ( п — к +  1) 1 1
+  1.2. . . .  л ' „*~1 +  2 +

+ ^ ( | - 7 )  +  7 ^ з ( | - | ) ( 1- 7 ) +  • •• + Г 5 7 п ( | — г)  

Х ( 1 _ 7 )  ••■ ( ' - “ ) +  + г  ( ' - | )  ( ' - | )

А гар

5- =  2 +  ^ ( 1- 7 )  +  т ( 1- т ) ( 1- т ) + - "  +

+  п!
д е б  олсак:

( 1 +  т ) " = 5- + ^
I хп) =  { ( 1 +  ] кетма-кетлик учун хг =  2. 1\олаверса,

( 1 \Л ^   ̂ |
1 Н — 1 нинг ёйилмасидан, —  <  — ■, тенгсизликка кура,

х п <  2 +  \  +  • • • +  ¡ ¿ Г  =  3 — 2,7=7 <  3 - ш Унга асосан е со
ни 2 <  е ^  3 тенгсизликни ^аноатлантиради. Бу сонни янада ани^- 
роц хисоблаш учун ^уйидаги мулсцазаларни юритамиз.

Юк;оридаги 5 2 й и р и н д и н и  ^уйидагича ё з и б  оламиз:

*1 \ п ! \ п 1 \ п I ; к +  1 \, п

+  — !—  (1 — — ) (1 -  к- ^ Щ  +  . . .  +
(А+1) (А +  2) I п  11 ' Т

+ (А+1)(А+2)

Бу тенгликнинг унг томонида турган йириндининг х.ар бир з̂ а-

днда цатнашган ^ 1 ----- г =  к, / г +  1, . . .  , п — 1 куринишдаги

.купайтувчиларни ундан катта булган 1 билан ва

(А+1)(А + 2 ) . . .  (* +  / ) ’ ¡ ~ 1’ 2' 3............ п ~ к

куриниш даги купайтувчиларни эса ундан катта булган .-т-4-т-.; би-{к -̂ -1 )



5 2 <  —  
2 к\ к +  \ (А +  0 ! (к +  1)

тенгсизликка келамиз. Чексиз камайиб борувчи геометрик прогрес
сия барча ^адлари йириндиси формуласидан фойдаланиб (бунда би-

ринчи г;ад ь махражи з^ам булади) топамиз:

1

к\ (к + 1) ( \ _  _ Ц  ) 
к +  1/

к '.к

Шундай ^илиб,

(‘ + "т)"= ̂  + &- < 2  + ̂ г(‘"  "¡г)+ "эК1 ~ +
ва ундан

+ к\к

2 +  —  1----
2! V п

+  —  1 ------ - I X
3 1 1 п

X  1 т)+ ••• + 1 г(1” 4 ")(1“ I )  ••• V
тенгсизликларга эга буламиз, п—̂ оа да бу тенгсизликларда лимитга 
утнб, топамиз:

0 < г - ( 2 + ^  +  ^ г + . . . + ^ ) < ^ .  (3 .8 )

Бу муносаЗат е соннни та1фибий ^исоблаш имконини беради. Д е 
мак,

о ^  9 -1— -— [ - --------Ь . . .  Н------- -
+  2! +  3! ^  ^  к\

булиб, бу тацрибий формуланинг хатоси ~  дан ошмайди. М асалан,

к =  10 да

: 2,718281

булиб, хатолик эса

10110
: о.ооо о о о 1

булади. е сонининг янада аницроц ^иймати: е — 2 ,7182 8 1 8 4 5 9 0 4 5 . . .
в) е с о н и н и н г  и р р а ц и о н а л л и г и .  3 . 9 - т е о р е м а ,  е ирра-  

ционал сондир.



И  с б о т. Тескарисини фараз килайлик: е сони рационал сон бул- 
син, яъни у ^ис^армайдиган

Я
каср курпнншида ёзилсин дейлик.

Ю ^орида исбот этилган (3.8) тенгснзликларда А =  д деб олай- 
лик. Натижада

сон ^ам бутун мусбат. Ш уни хисобга олсак, (3.9) тенгсизликнинг 
чап томонидаги ифода бутун мусбат сон булишини топамиз. Аммо 
бу сон д >  1 тенгсизликка кура 1 дан катта булади. Зиддиятлик 
^осил булди. Демак, е сони иррационалдир. Теорема исбот булди.

2. И ч м а - и ч  ж о й л а ш г а н  с е г м е н т  л а р  п р и н ц и п  и. Мо
нотон кетма-кетликн инг лимити ^а^идаги теоремалардан фойдала- 
ниб, к.уйидаги му^им теоремани исботлаймиз.

3 .10- т е  о р е м а .  Иккита {хп\  ва {уп} кетма-кетлик берилган 
булсин. Агар

1) {хп} усувчи, { у п) камаювчи кетма-кетлик,
2) У п £ К  лар учу и хп<  уп,
3) \ т ( у п — хп) =  0 булса, {хп} ва {уг}  кетма- кетликлар 

ящплашувчи ва П т х п =  Н т  уп тенглик уринли булади.
И с б о т .  [ х п \ кетма- кетлик усувчи, { уп ) кетма- кетлик эса 

камаювчи ^амда >̂ ар бир п £ N  учун хп <  уп тенгсизлик уринли 
булганидан, у п £ Ы  учун хп <  у {,' уп >  х 1 тенгсизликлар бажарила- 
ди. Бу эса {хп] кетма-кетлик ю^оридан, \ у п \ кетма-кетлик эса 
цуйидан чегараланганлигини билдиради. Монотон кетма- кетлкк- 
нинг лимити ^а^идаги теоремаларга асосан [ х п ] ва {у п\ кетма- 
кетликлар яцинлашувчи булади. Демак, Ит х п ва Нш уп лар мав- 
ж у д . Ш унинг учун

е = Р £ К ,  д£Ы , д >  1

еки

д еФ ~  \ +

тенгсизликка эга буламиз. Равшанки, еф =  Р(я— 1)! сон бу
тун мусбат, шунингдек,

Нш (уп —  хп) =  Нт уп — П т хп 

булиб, теореманннг учинчи шартидан эса

П т уп — П т  хп =  0, яъни П т  у п =  Н т  х

булиши келиб чи^ади. Теорема исбот булди. 
90



Исбот этилган теоремадан муз^им натиж а келиб чик,ади. Б у  на- 
тижани келтиришдан аввал ичма-ич жойлашган сегментлар кетма- 
кетлиги тушунчаси билан танишамиз.

Маълумки, { x : x £ R ,  туплам {а, b] сегмент деб
аталар эди. Агар [ах, Ьх\ cz [а, b] булса, \а ъ Ьх] сегмент [аъ  Ь] сег- 
ментнинг ичига жойлашган дейилади.

Агар [аъ Ь{\, [аг, Ь2], . . .  \ап, Ьп] , . . . сегментлар кетма- кет- 
лиги цуйидаги

[аь  Ьх] [аа, Ь2] => [ав, b3] гэ . . .  :=>_ [ап, Ьа]=> . . .

муносабатда булса, бу сегментлар ичма-ич жойлашган сегмент
лар кетма-кетлиги дейилади.

3. 6- н а т и ж а .  Агар ичма-ич жойлашган

[au 6 J ,  [а2, b2], [а3, b.J, . . . , [ап, Ьп], . . .

сегментлар кетма- кетлиги учун п-+- оо да Ьп — ап айирма нолга 
интилса, яъни \т {Ь п — ап) — 0 лимит уринли булса, у з^олда [ а а) 
ва {Ьп } кетма-кетликлар битта с лимитга эга хамда бу с лимит 
барча сегмектларга тегншли булган ягона ну^та буладн.

И с б о т .  [a lt [а2, ], . . .  , [ап, bn] . . .  ичма-ич ж ойлаш 
ган сегментлар кетма-кетлиги булиб,

lim (6n — ß„) =  О

булсин. Бунда {ап } кетма- кетлик усувчи, { Ьп ] эса камаювчи кет- 
ма-кетликлардир ва барча n £ N  лар учун an< i b n булади. Д ем ак , 
¡ ап ) ва { Ьп } кетма-кетликлар 3 .1 0 -теореманинг барча ш артлариип 
^аноатлантиради, бу теоремага кура {ап } ва { Ьп } кетма- кетликлар 
я^инлашувчи ва

l ima„ =  lim  bn

булади.
Энди Ут ап =  l im bn — c деб белгилаб, с ну^та барча [ ап, Ьп ], 

п — 1,2, . . .  сегмеитларга тегишли булган ягона ну^та эканини 
курсатамиз. ( ап } кетма-кетлик усувчн ва lim a f¡ =  c булганидан 
а п =  1,2 . . .  шунингдек [Ьп \ кетма-кетлик камаювчи ва  
lim b s=c, булганидан эса Ьп > с , п =  1,2 . . .  булиши келиб чи^ади. Д е 
мак, п =  1, 2, . . .  булиб, с нуцта барча сегмеитларга 
тегишли: с £ [ а п, Ьп ], « = 1 , 2  . . .  . Агар шу с нуцтадан ф аркли

ва сегментларнинг барчасига тегишли с', с' £ [ап, Ьп], п ~  1,2 . . .  
ну^та з^ам мавжуд деб ^араладиган булса, унда

ьп ~ ап >  |с — с ' | > 0
булиб, бу муносабат lim (bn — ап) =  0 шартга зиддир. Д емак, с =  с ' .

Келтирилган натижа ичма-ич жойлашган сегментлар принци-  
пи деб юритилади.



Э с л а т м а .  Агар ичма-ич жойлашган интерваллар ёки ярим ин- 
тервзллар кетма- кетлиги олинса, келтирилган натижа уринли бул- 
масдан ^олиши мумкин. Маеалан, ушбу

(0' 1)' (»• ̂  (“• т)....К ) -
интерваллар кетма-кетлигпни ^арайлик. Бу интерваллар кетма-кет
лиги ичма-ич жойлашган интерваллар (улар ^ам юцоридагидек 
таърифланади) булиб, п - у  оо  да бу интерваллар узунлиги нолга 
интилса ^ам барча интерваллар учун умумий булган ягона ну^та 
мавж уд эмас (бундай ягона умумий нуцта 0 булиши мумкин эди, 
аммо 0 ну^та бу интервалларга тегишли эмас).

3. С а н о к л и  б у л м а г а н  ч е к с и з  т у п л а м н и н г  м а в ж у д -  
л  и г и. Маълумки, иатурал сонлар тупламига эквивалент булган 
^ар  цзндай туплам санокли туплам деб аталар эди. Равшанки, са- 
ноцли тупламлар чексиз тупламлардир. Энди санокли булмаган чек- 
^из тупламларнинг мавжудлигини сурсатамиз. Бунинг учун аввало 
санокли тупламлар билан кетма- кетликлар орасида богланиш борли- 
гини курсатамиз.

Агар бирор Е (Е  а  Я) тупламнинг барча элементларини
Хо, Х$у . . .  , Хпу . . .

кетма- кетлик куринишида ифодалаш мумкин булса, Е  санокли туп- 
лам булади. ^а^и^атаи , бунда з^ар бир хп га унинг индекси п ни 
мос нуйиб (хп- у п ), Е  тупламнинг элементлари билан N  тупламнинг 
элементлари орасида узаро бир кийматли мослик урнатиш мумкин.

Аксинча, агар Е (Е  а  Я) санокли туплам булса, унда п (п £ Аг) 
номерга мос келадиган Е  тупламнинг элементини хп билан белгилаб, 
Е  нинг элементлари

, Хп, . .  ,

кетма- кетлик куринишида булишини ани^лаймиз.
Шундай к,нлиб, Е (Е с :  Щ туплам санокли туплам булиши учун 

уни ташкил этган элементлар

Х3' • • • I %п> • • .
кегма- кетлик ^осил ^илиши зарур ва етарли эканини ь;айд цилиб 
утамиз.

3 . 1 1 - т е о р е м а .  У ш бу Е =  { х \ х £ Я ,  0 <  д: <  1} туп
лам санокли булмаган (санощсиз) чексиз тупламдир.

И с б о т .  Бу Е туплам санокли туплам булсин деб фараз цилай- 
лик. Унда Е  нинг элементлари юкоридаги муло.хазага кура

х^, х 2, х8, . . . Хп, . . .
кетма-кетлчк ташкил этади. Демак, Е  тупламнинг хар бир элемен-
ти{ х п ) кетма- кетликнинг тегишли ^адидан иборат.

» 1 2 Энди ¿ ‘ = [ 0 ,  1] сегментни — , ну^талар ёрдэмида учта
1 Г 1 2 1 Г 2 1

г—  — I —  1 сегментчага ажратамиз. ^ ^  =  [0, 1]к 3 п .  з з
ни сш йлик. Бу  х 1 юцоридаги учта сегментчанинг з^еч булмаганда



биттасигз тегишли булмайди. Биз бу сегментчани Е х оркали белгилай-
1 ■* .. Г 1 2  1 -  2 елик (бу Е 1 туплами ё О, еки 1 булиши

1 сегментча-мумкин). Агар борди-ю х х

лардан иккитасига тегишли булмаса, (унда х 1 албатта учинчисига 
тегишли булади), унда Е х деб улардан бирини, масалан чап томон- 
да турганини оламиз. Равшанки, Е Х<^.Е ва Е х сегментнинг узун-

лиги га тенг булади.

Энди Е х ни х,ам учта теиг сегментгача ажратамиз ва юкоридаги- 
га ухшаш х 2 £ Е элемент тегишли булмаган сегментчани Е г билан

белгилаймиз. Бунда £ ,  сг £ \  ва Е,  сегментнинг узунлиги —  га тенг

булади. Сунг Е 2 сегментчани ^ам учта тенг сегментчага ажратиб, 
улар ичида х я£ Е  элемент тегишли булмаганини Е 3 оркали белги
лаймиз. Бу жараённи давом эттириб натиж ада ушбу

Е г, Е2, Е

сегментлар кетма- кетлигини

з> • •
хрсил

Е

^иламиз. Бунда барча п лар 

учун хп £ Е п булиб, Еп сегментнинг узунлиги га тенг булади. 

Бу сегментлар кетма- кетлиги учун
Е х ^ э Е 2 гэ Е 3 : : э  £  гэ

муносабатлар уринли булиб, ушбу Н т-д^ =  0 лимитга эгамиз. У
холда ичма-ич жойлашган сегментлар принципига асосан барча сег- 
ментларга тегишли булган ягона а ну^та мавжуд: а £ Е п, п =  1, 2,

3, . . . Аммо х п € Е п булгани сабабли а ф  х п. Б у  ^ол а нинг Е  =
— [О, 1] сегментга тегишли була туриб, { х п } кетма- кетликнинг би- 
рорта ^адига тенг булмаслигини курсатади. Бунга сабаб, Е  н и нг 
сано^ли деб олинишидир. Демак, Е =  [0, 1] санслуш туплам була 
олмайди. Теорема исбот булди.

3. 1 5- т а ъ р и ф. Ушбу
Е =  [ х: х£1^,  О <  а: <  1 } =  [0, 1]

тупламга эквивалент булган ^ар ^андай туплам 
ьатли туплам  деб аталади.

К,уиидаги
А — { х : х £  /?, а < * < & }  =  [а, Ь]

туплам континуум н;увЕатли тупламдир.
Д а р ^ и ^ а г ,  ушбу

у  =  а 4- (Ь — а) - х  ( х £ Е ,  у  £ А)
муносабат Я ва Л тупламлар орасида узаро бир ^ийматли мослик 
урнатади. Демак, бу тупламлар эквивалент тупламлар булиб, А  —  
континуум цувватли тупламдир.

континуум цув-  

(а<Ь)



9- §. К^исмий кетма- кетликлар. Больцано—Вейерштрасс леммаси

Ушбу { х п } . х 1, х,„ х3, . . .  . хп, . . .  кетма-кетлик берилган 
булсин. Бу кетма-кетликнинг бирор я, номерли ^  ^адини оламиз. 
Сунгра номери я, дан каттабулган пй номерли х^ хадини оламиз. Шу 
усул билан хп>, х^  ва к. хадларни олиш мумкин. Натижада но. 
мерлари я , < / , ' 2<  . . .  < п к<  . . .  тенгсизликларни цаноатланти- 
радиган ^адлар танланган булади. Бу ^адлар ушбу

V  хп,> ■ ■ • хпк> • • • («1< « 2 <  . . . < п к<  . . .) (зл о )  

кетма-кетликни таш кил этади.
Одатда (3.10) кетма-кетлик { хп } кетма-кетликнинг ¡щсмий 

кетма- кетлиги деб аталади ва [ х ^ ]  каби белгиланади. Баъзида 
{ хп } кетма-кетликдан. { хп̂  } кетма- кетлик ажратилган ёки { х  } 

кетма- кетликдан { хп  ̂ ) кетма-кетликни ажратиш  мумкин деб юри- 
тилади.

Мисоллар
1. К,уйидаги

3, 5, 7.............2я — 1, . . .
2, 4, 6, 8 .............2п, . . .
2, 4, 16, . . .  , пг, . . .  __

кетма-кетликлар натурал сонлар кетма-кетлиги 1, 2, 3, п 
нинг цисмий кегма- кетликлари булади ’ ’ ' • • • • * • • •

2. Ушбу

кетма- кетлик

кетма- кстликнинг ^исмин кетма-кетлигидир.
3. К,уйидаги

1, - 1 ,  +  1, - 1 ,  . . .  , ( _  !)"+*, 

кетма- кетликдан, масалан, ушбу

1, 1. 1 , . . .  1 , . . .
- 1 ,  - 1 ,  - 1 ,  . . .  - 1 ,  . . .

цисмий кетма-кетликларни ажратиш мумкин. —
Келтирилган туш унча ва мисоллардан битта кетма- кетликдан 

турли ^исмий кетма-кетликлар ажратиш мумкинлиги куринади.
Кетма-кетлик лимити билан унинг цисмий кетма-кетликлари 

лимити орасидаги мунэсабатни ^уйидаги теорема ифодалайди.



3. 12-т е о р е м а .  Агар { хп } кетма- кетлик лимитга  (чекли ски
4-  с») эга булса, унинг хар кандай /\исмий кетма- кетлиги хам
шу лимитга эга булади.

И с б о т .  Нш х — а булсин. { х  } кетма-кетликнинг бирор

I хпк ) : хт  хп,’ хп3 X •

кисмий кетма- кетлигини олайлик.
Лимит таърифига кура, У « > 0  олинганида хам, шундай л0 £ М  

сон мавжудки, барча п > п „  лар учун ¡хп— а \ < е  булади. й - > о о  
да п - + °°  булишидан шундай гп £ N сон топиладики, пт >  п0 
ченгсизлик урннли булади. Демгк, барча пк > п т лар учун \ хПк 
_  а | <  в тенгсизлик бажарилади. Бу эса П т х,1/; =  а лимитнинг

уринли э.анини ифодалайди. Худди шунингдек, Нтх п =  ± ° °  бул- 
ганйда з^ам {хп } кетма- кетликнинг х,ар ь^андай кисмий кетма- кет
лиги ±  оо га интилиши курсатилади. Теорема исбот булди.

Э с л а т м а .  Кетма-кетлик кисмий кетма- кетликларининг лимити 
мавжуд булишидан берилган кетма-кетликнинг лимит и мавжуд бу- 
лиши з̂ ар доим з^ам келиб чицавермайди. Масалан,

1, - 1 ,  + 1 ,  - 1 ,  . . .  , ( -  1 Г И . . . .

кетма- кетликнинг ушбу
1, 1, 1, . . .  , 1- • • •

_ 1 ,  - 1 ,  - 1 ,  . . .  , - 1 ,  . . .
Кисмий кетма- кетликлари лимитга эга (улар мос равишда 1 ва — 1 
ларга тенг). Аммо берилган ( ( — 1 )”+1 } кетма-кетлик лимитга эга

ЭШДемак, берилган кетма-кетлик лимитга эга булмаса з^ам унинг 
кисмий кетма- кетликлари лимитга эга булиши мумкин экан.

3 .1 6 -т а ъ р и ф . { хп } кетма-кетликнинг цисмий кетма-кетлиги
лимити берилган кетма-кетликнинг цисмий лимити деб аталади.

3 .3- л е м м а  ( Б о л ь ц а н о  — В е й е р ш  т р а с  с). Агар {хп } кет
ма- кетлик чегараланган булса, у з^олда бу кетма- кетликдан якин- 
лашувчи булган кисмий кетма- кетлик ажратиш  ^мумкин.

И с б о т .  \ х п ) кетма-кетлик чегараланган булсин. Демак, кет
ма-кетликнинг барча з^адлари бирор [а, Ь\ сегментда ётади. [а, Ь]

а +  Ь' п л- ь .
ва сег-сегментни тенг икки кисмга ажратиб,

ментларни з^осил ^иламиз. Берилган кетма-кетликнинг барча з^адлари 
а, Ь] да булгани сабабли, унинг чексиз куп сондаги з^адлари

а,
а-\- Ь ва

а +  Ь
. ь

ган булади. Энди { хп

сегментла/нннг камида биттаеида жойлаш- 

кетма- кетликнинг чексиз куп сондаги з^ад-

лари булган сегментни, яъни
а +  Ь~а, —1— ёки а +  "' Ь1

ни (агар ик
.  2

2



каласидэ- ^ам кетма-кетликнинг чексиз куп сондаги ^адлари булса, 
улардан бирини) [а^, деб белгилаймиз. Равшанки, [аг, Ьх] нинг

узунлиги -  ~ а- булади. Ю^оридагига ухшаш, [аи Ьу] сегментни тенг
2

икки ^исмга ажратиб,
2

ва Qi +bt
2 сегментларни

[а к, Ьк] сегментнинг узунлиги bk — а к =  булиб, A -v o o  да

>.осил циламиз ва бу сегментлардан { хп } кетма- кетликнинг чексиз 
сондаги х,адлари булганини [а2, Ь.,} деб оламиз. Равшанки, [а2, Ь2] 

сегментнинг узунлиги Ь-̂ г~  булади. Бу  жараённи давом эттириш на- 
тижасида ушбу

[av  f t j ,  [а2, Ь2]............ [ak , bk ], . . .

сегментлар кетма- кетлиги хосил булади. Тузилншига кура хар бир 
[ак, bk] , k =  1 , 2 , 3 , . . .  сегментда \хп\ кетма-кетликнинг чексиз куп 
сондаги ^адлари булади.

Равшанки,

[а1( Ьг] =э [а2, b2]zD . . .  zd [ak , bk ]zD . . .  .

Ь — а 
~2*~

нолга интилади. Ичма-ич жойлашган сегментлар принципига кура 
| ак ) ва [Ьк \ кетма- кетликлар умумий (битта) чекли лимитга эга: 
И<тдк =  lim bk =  с.

Энди [ах, öj] даги {хп } кетма-кетлик ^адларидан бирини олиб, 
уни xnt деб цараймиз. Сунгра [а2, Ь2] сегментдаги j хп ) нинг 
элементларидан х  элементдан кейин келадиганларидан бирини 
олиб, уни хПг, п\ С  п2 деб крраймиз. Бунда [а2, Ь2] сегментда 
{ хп } кетма- кетликнинг чексиз куп ^адлари булиши хп элементам х п 
элементдан кейин келадиган ^илиб олиш имконини беради. Худди 
шунингдек, [а3, Ь3] сегментдаги {хп} нинг х  , хп элементлардан 
кейин келадиганларидан бирини олиб, уни х п деб ^араймиз (бунда 
п 1 < п 2< п 3). Б у  жараённи давом эттириб Ä-цадамда, [ah, Ьк] 
сегментдаги {х п ) кетма-кетликнинг xnt, хп , . . . , х  лардан

кейин келадиган ^адларидан бирини х„ деб оламиз ва х. к. Натижадаnk
j хп } кетма-кетлик ^адларидан ташкил топ ан ушбу

хп,’ хп,’ • • • > . . . ( л , <  я 2<  . . . <  пк<  . . . )

цисмий кетма- кетликка келамиз.
^исмий { хПк } кетма-кетликнинг ^адлари учун ак <  хПк <  Ь ,

& =  1, 2, . . .  тенгсизликлар уринли булиб, ундан k ->  оо  да

lim х„ : сnk

булиши келкб чицади. Лемма исбот булди.



3 .5 -э  с л а т м а .  Келтирилган леммада кетма-кетликнинг чегара» 
ланган булиши му^им шартдир. Бу  шарт бажарилмаса, лемманинг 
хулосаси уринли булмасдан ^олнши мумкин. Масалан, чегараланма- 
ган ушбу

1, 2, 3 .............п, . . .
натурал сонлар кетма- кетлигининг хар кандай цисмий кетм а-кет ли
ги >̂ ам +  оо га интилади.

10- §. Коши теоремаси (якинлашиш принципи)

Биз я^инлашувчи кетма-кетликларнинг 1̂ атор хоссаларини куриб 
утдик. Бу хоссалар кетма- кетликнинг чекли лимитга эга булиши 
билан богли^дир. Кетма- кетликнинг ^ачон чекли лимитга эга були
ши ^а^идаги масала лимитлар назариясининг му^им масалаларидан 
бири. Бу масала 7- § да монотон кетма- кетликлар учун х,ал дилин
га н. Табиийки, ихтиёрий кетма-кетлик ^андай шартда я^инлашувчи 
булади деган савол турилади. Бу  саволга жавоб беришдан авЕал 
фундаментал кетма-кетлик тушунчаси билан танишамиз.

Бирор { хп } кетма- кетлик берилган булсин.
3 . 1 7 - т а ъ р и ф .  Агар у е > 0  олинганда ^ам ш ундай п0 £ N  сон 

мавжуд булсаки, барча п > п 0, барча т  > л 0 лар учун

К - * т | < е (3.11)
тенгсизлик бажарилса, { хп } фундаментал кетма- кетлик  деб ата- 
лади.

Биз ушбу параграфда кетма-кетликнинг фундаментал булиши 
билан унинг я^инлашувчи булиши эквивалент эканлигини курсата- 
миз. Аввало фундаментал булган ^амда фундаментал булмаган 
кетма- кетликларга мисоллар келтирайлик.
М и с о л л а р

К.уйидаги кетма-кетликлар фундаментал эканлигини курсатинг.

1. {хп } =  | - ^ — | .  Бу  кетм а-кетлик учун (3.11) шартнинг ба-

жарилишини курсагамиз. Х ^и ^атан ,
I п т

' х п ~ хт [ п +  1 т  4- 1 

Агар у е > 0  сонга кура натурал п0 сонни

^  п + т  _  _1___ |___1_

пт п т

2
П0 >  —  

8

деб олсак, у холда барча п >■ п0 ва барча т > л 0 лар учун

\х п - х а  1< ^ Г  +  1Г < 8 п0 п0

булишини топамиз. Демак, берилган кетма- кетлик фундаменталдир.

2. { х  } =  /  1 -}■ — ----- . .  . -)------------
I п> |  22 з 2 п2



Б у  х;олда (п > т  да)

I х  — х  I ----- --------1------- ------- 1" ~!— “
\ п т \ (т. +  I)2 (пг +  2)2 " п 1

булиб, бу тенгликнинг унг томонидаги хар бир ^ушилувчига ушбу

Р2 р — 1 Р 
тенгсизликни ^улланиб топамиз:

\ хп - хт\ < [ ^ - - ^ } +  • • •  + ( ^ л “ т ) = :1!г_ т ' < ^

Агар V «  > 0  сонга кура п0 >  Деб олииса, унда п > т > п 0 

булганда

\ х п —  х т \ < &

булади. Б у  берилган кетма-кетликнинг фундаментал эканини бил- 
диради.

3. Энди фундаментал булмаган кетма-кетликка мисол келтира- 
миз. Куйидаги

1 + ± + ± + . . . + ±

: 1,1 + — , 1 + —  + — , . . ., 2 • 1 2 3

кетма-кетликни ^арайлик. Б у  кетма-кетлик учун, масалан п > / л  да 

\ х  - х  | =  . . .  +  ± > ± ^

I « п>1 / п + 1  т + 2  п П

булиб, п — 2т  булганда эса

\ Хп - Хт\ > \

булиш и келиб чицади. Б у  х,ол берилган кетма- кетликнинг фунда
ментал эмаслигини курсатади.

3 . 1 3 - т е о р е м а .  ( К о ш и  т е о р е м а с м . )  Кетма-кетлик яцинла- 
шувчи булиши учун у  фундаментал булиши зарур ва етарли.

И с б о т .  З а р у р л и г и .  \ х п } кетма-кетлик яцинлашувчи булиб, 
Цтх п =  а  булсин. Лимит таърифига мувофиц, у е  > 0  берилганда

хам га кура шундай л 0 £ N  сон топиладики, барча п > п 0 сон-

лар учун \ хп — а \ <  тенгсизлик уринли булади. Демак, ихтиё- 

рий п  > п 0 ва т > п 0 сонлар учун

\ Хп - Хт \ =  \Х« - а +  а - Хт \ < \ Хп - а \ +  \Хт - а \ < г - '

Б у эса { хп ] фундаментал кетма- кет лик эканини курсатади.
Е т а р л и л и г и .  {ха) —  фундаментал кетма- кет лик булсин. Демак,



V 8  > 0  учуй шундай n0£ N  сон топиладики, п >  пп, т  >  п0 лар 
учуй | хп — | <  s тенгсизик уринли. Бу  тенгсизликда п  сон ti0
дан катта ихтиёрий булишини крлдириб, т  натурал сонни и0 дан 
катта бирор тайин ^ииматини олиб, юкорид агп тенгсизликни ^уйидаги

Хт ~ £ < Хп < Хт +  г

куринишида ёзиб оламиз. Демак, п >  п0 да ( хп ] кетма- кетликнинг 
х  ^адлари (х — г, хт +  е) интервалда жойлашган булиб, ундан 

к е т м а - кетликнинг чегараланганлиги келиб чи^ади. Б ольц ан о  —  
Вейерштрасс леммасига кура ( хп } кетма-кетликдан чек ли сонга 
интилувчи [ х Пк} щгсмий кетма-кет лик ажратиш мумкин. Б  у к,ис- 

мий кетма- кетлик лимитини а  билан белгилайлик: lim х  *= а. Зн -k-±QO *
ди а  сон { х п } кетма-кетликнинг лимити эканини курсатамиз. Д ар- 
^а^и^ат, бир томондан хПк~>-а булгани учун V e > 0  га кура ш ун

дай n0£ N  сон топиладики, nk >  п0 лар учун \x„k —  с | < 8  тенг- ■

сизлик бажарилади.
Иккинчи томондан, m — nk булганда | хп х п̂  | <  е тенгсизлик

^ам бажарилади. Ю^оридаги тенгскзликларга кура

\ X n - a \ =  \ xn - xnk +  x nk - a \ < \ x n- x nh\ +  \ xait- a \ < 2e

булиши келиб чи^ади. Бу эса lim  х п =  а эканини курсатади . Т ео
рема исбот булди.

Исбот этилган теорема Коши теоремаси еки я ^ и н л а ш и ш  
п р и н ц и п и  деб юритилади. Б у  теорема мух,им назарий а^амиятга 
эга.

11-§ .  Кетма-кетликнинг ю^ори ва •у'йи лимитлари

Бизга {хп) кетма-кетлик берилган булиб, {хПк} эса унинг бирор
^исмий кетма-кетлиги булсин.

Маълумки, кетма- кетлик лимитга эга булмаган ^олда хам у 
цисмий лимитларга эга булиши мумкин. Бу нисмий лимитларнинг 
энг каттаси ^амда знг кичигининг мавжудлиги масаласини цараймиз.

3 . 1 8 - т а ъ р и ф .  { х  } кетм а-кетлик ^исмий лимитларининг энг 
каттаси (знг кичиги) берилган кетма- кетликнинг юкрри, (цуйи) ли- 
мити деб аталади ва

1 im х п (lim хп)

каби белгиланади.
Масалан, 1, — 1, 1, -  1...........( — 1)ч+1, • • . кетма- кетликнинг

ю^ори лимити



куйи лимита эса

булади.
3.6- э с л а т м а. Агар { х п ) якпнлашувчи кетма- кетлик булиб, 

lim  хп — с булса, бу кетма-кетликнинг 1\уйи хамда говори лимитла- 
ри мавж уд ва

Hm хп =  lim  х п =  1 im хп =  с

тенгликлар ;уринли. Бунинг исботи 3.12- теоремадан келиб чикади.
А аР ^андай кетма- кетлик юцори ва ^уйи лимитларга эга були- 

шини исботлаймиз. J
Аввало ю^оридан чегараланмаггн хамда ю^оридан чегараланган 

кетма-кетликлар учун з^ар доим ю^ори лимитнииг мавжуд булиши- 
ни курсатайлик.

1. {хп } к е т м а - к е т л и к  ю ц о р и д а н  ч е г а р а л а н м а г а н .  
Усувчи з^амда +  00 га интилувчи

d i ,  а 2, a g, . . .  , а . . , 

кетма-кетликни олайлик (а г <  а 2 <  . . .  < ük <  . . .  , a k +  оо ). 
Модомики, {хп ) юкоридан чегараланмаган экан, унда бу кетма- кет- 
ликнинг шундай хщ з^ади топиладики, хп - > а г тенгсизлик Уринли 
буладя. '

Худди шунга ухшаш кетма- кетликнинг xn¡ хадидан кейин кела- 
диган х п> ^ади (л, <  пъ) топиладики, xn¡ >  a2 тенгсизлик з^ам урин- 
ли бÿлaди. Бу жараённи давом эттириб, цадамда { хп } кетма- кет
ликнинг хщ, хпг, . . . xnk_ t ^адларидан кейин келадиган шундай 
хП/г ^адини топамизки, бу ^ад  учун

\ > ak ( л , < я 2 <  . . .  < « * _ • < % >

тенгсизлик уринли булади ва з^.к.
Н атиж ада { хп } кетма-кетликдан ушбу

Хп,’ Хп2’ • • • I *„ft> • • •

цисмий кетма-кетлик ажратилиб, бунда барча k £ N  лар учун х >
> a k тенгсизлик уринли бу-лади. Шартга кура I i ma é =  +  оо . Бун-
дан ю^оридаги тенгсизликка Kÿpa l i m* =  +  оо га эга ’ б^лламиз.

2. {х п } к е т м а - к е т л и к  ю к о р и д а н  ч е г а р а л а н г а н .  Бу
^олда шундай узгармас М  сон мавжуд буладики, барча n f N  лар 

'у ч у н  х п ^ М  бÿлaди.
{ хп } нинг аддлари ёрдамида цуйидаги кетма- кетликларни "тузамиз:

Í Хп } 1 • Х2> Х3’ * • • > * „ > • • •



{ Xn) k' Xk+1> Xk+2' • • '

Бунда {xn} k, k =  1, 2, 3.  . .  . лар {хп} кетма- кетликнинг цисмий 
кетма- кетликларидир. Агар {хп} к белгининг узи билан {хп} k кетма- 
кетлик ^адларидан тузилган тупламни белгиласак, унда бир томон- 
дан, {xn} v  {xn}.z, . .  . тупламларнинг юкоридан чегараланганлиги, ик- 
кинчи томондан эса, бу тупламлар орасида

W i =  • • • => {*„}*=> • • •
муносабатлар борлигини курамиз. Бу тупламларнинг аниц ю^ори че- 
гаралари мавжуд. Биз уларни мос разиш да M v  М г, . . . , М к, . . . ор- 
цали белгилаймиз:

SUP {*„ }i =  SUP {•*„} =  Aii,
n > I

sup{*n h  =  SUP { * J  =  M it
n >  2

sup{*„}A =  sup {*„} =  Ai*.
П > k

Ани^ ю^ори чегаранинг хоссасига асосан

M n +  i < M »  6 =  1 , 2 , 3 ,  . . . 
булади. Демак, { M J  — камаювчи кетма- кетлик. У ^олда

lim M k =  lim  sup {xn}
n>k

лимит мавжуд ва у чекли ёки — оо булади.
Фараз ццлайлик, lim M k =  — оо булсин. У холда j^ap ^ан дай  

мусбат А сон олинганда ^ам шундай n0 £ N  топиладики, М п с  —  А  
булади. Аммо я > и в лар учун

х„ <  Ai„. =  sup { х По+1, х По+2, . . . }  
булиб, ундан эса

хп <  —А
тенгсизлик келиб чикади. Бу эса lim хп =  — оо эканини курсатади. 
{M J кетма- кетлик чекли лимитга эга булсин. Биз у ни М 0 билан 
белгилайлик: \ ш М к =  М 0.

Нолга интилувчи | у |  кетма- кетликни оламиз. Модомики,

M k =  sup {хп}, ¿ = 1 , 2 , 3 ,  . . .
n>k

экан, унда аниц говори чегаранинг хоссасига кура, {хп} кетма- к е т 
ликнинг шундай Xnk, k ~  1, 2, 3,  . . . ^адлари мавжудки,



тенгсизликлар уринли булади. Кейинги тенгсизликларда k ->  оо да 
лнмитга утиб,

lim х„ =  М„ 
nk  0к —> ОО

булишини топамиз. Д емак, М 0 берилган {хп} кетма- кетликнинг 
цисмий лимита. Энди УИ0 ни {хп} кетма- кетлик цисмий 
лимитларининг энг каттаси эканини курсатамиз. Хаь,и^атан, лимит 
таърифига асосан V  е >  0 олинганда хам шундай п0 £ N  сон топила- 
дики, барча k > n 0( k £ N )  лар учун Ai0 — е <  M k < М 0 +  е

тенгсизликлар уринли булади. Яна M k =  sup {хп} ни эЪтиборга олиб
n > k

барча п > п 0 лар учун хп С  М 0 +  е эканини топамиз. Бундан эса 
{хп} кетма- кетликнинг ^ар кандай цисмий лимити М 0 - f  е дан катта 
б у ла  олмаслиги курин ади. Олинган е соннинг ихтиёрийлигидан эса 
{хп} кетма- кетликнинг ^исмий лимити М й дан катта була олмасли
ги келиб чикади. Демак, М 0 сон {хп} кетма- кетлик ^исмий лимит
ларининг энг каттасидир, яъни

lim х п =  М 0.

Худди шунга ухшаш цуйидан чегараланмаган х;амда к^уйидан чега- 
раланган кетма- кетликлар учун ^ар доим уларн инг ^уйи лимитлари 
мавж уд булиши курсатилади. Кетма- кетлик цуйидан чегараланган 
^олда, унинг 1̂ уйи лимити

l i m x n — l i mmA булиб, бунда m k =  in f {хп}.
п >  k

Ш ундай ^илиб цуйидаги теоремага келамиз.

3 . 1 4 - т е о р е м а .  %ар щ н да й  кетма-кетлик цуйи щмдаюкрри  
лимитларга эга.

3 . 7 - н а т и ж а .  Агар кетма-кетлик чегараланган булса, унинг 
цуйи г;амда юцори лимитлари чекли булади. ,

М и с о л .  Ушбу

H -l1- 1' 1 v )
кетма- кетликнинг цуйи ^амда юцори лимитларини топинг.

Б у  кетма- кетлик учун
3  4

Му =  sup { x j  ту =  inf { x j  =  — 3-,
п >  1 п >  1

5 6 
М й =  s u p { * J  = т , т 2 — inf {хп} i = ----- г ,

п > 2  п> 2 0

M h =  sup { x j  =
п > к

2k — 1
inf {хп}
a>k

2k +  2. 
2А +  1



булади. У  ,\олда

-  П т ^  =  1, Н т  тк =  Н т ( - § ^ )  =  -  1-

Демак,

1е г { ( - 1 ) “ ^ ± 1 } = 1 ,

Энди ю^ори ва к,уйи лимитларнинг хоссаларини келтирамиз.
Бирор {хп} кетма- кетлик учун

\ т х п =  а

булсин. У ^олда \ / е ; > 0  сон олинганда х,ам:
Г . Шундай п0 £Ы сон топиладики, барча п > п0 лар учун

х п< а  +  е,

2°. V пл £ N  сон учун е ва пх ларга борлик, шундай натурал сон п' 
топиладики, п' >  пх булганда

хп. >  а — е

булади.
Юкори лимитнинг бу хоссалари ^уйидаги маънони англатади:

V  е >  0 сон тайин олинганда, биринчи хосса {хп} кетма-кетлик- 
нинг факат чекли сондаги ^адларигина

хп >  а +  е

тенгсизликни к^аноатлантиришини, иккинчи хосса эса бу кетма- кет- 
ликнинг

хп > а  —  е

тенгсизликни ^аноатлантирадиган ^адлари сони чексиз куп булиши- 
ни ифодалайди.

Х,а^ик;атан, агар [ хп] нинг чексиз куп сондаги хадлари а  -+- е 
дан катта булса, у )\олда о +  е сондан кичик булмаган 
+  е) га интилувчи {хп} кетма-кетликнинг цисмий кетма- кетлиги

мавжуд, бу а =  \\тхп га зид булади. Д ем ак, а +  г  дан унгда {х(1} 
кетма- кетликнинг купи билан чекли сондаги ^адлари ётади. Б у  1° 
хоссани исботлайди.

Модомики, У\тхп ~  а экан, унда {хп} нинг ^исмий лимит лари- 
дан бири а га тенг: \ \т хп — а. Лимит таърифидан эса бу \ хп )

к-+ оо *
кетма- кетликнинг, демак {хп} нинг хам, чексиз куп сондаги х;адла
ри а — е дан катта булади. Демак, 2° хосса х,ам исбот булди. А к- 
синча, бирор а сон юцоридаги икки шартни цаноатлантир^а, у {*„} 
кетма-кетликнинг ю^ори лимити булади.



Равшанки, 1° ва 2° шартларни каноатлантирувчи а сон учун 

а =  lim sup{x„}
k-+oo n>k

булиб, бундай ифодаланган а {хп} кетма- кетликнинг ю^ори лимити 
булади. Демак, а  =  lim  х п.

Фараз ^илайлик, бирор {хп} кетма- кетлик учун

b — \т х п

булсин. У х,олда \ / е > 0  олинганда ^ам :
Г . шундай nQ£N  сон топиладики, барча п >  п0 лар учун

х п > Ь  — е,

2°. V « ! € N  сон учун е ва пх ларга ботлщ натурал сон п' то
пиладики, я' >  пг булганда

хп, <  b +  е

булади.
Кетма- кетлик ^уйи лимитининг бу хоссалари ю^оридагидек ис- 

ботланади.
3. 15- т е о р  е м  а. { х п} кетма-кетлик с лимитга эга бдлиши

учун

Umxn =  ]\тхл =  с (3.12)

тенгликларнинг урин ли булиши зарур ва етарли.
И с б о т .  З а р у р л и г и .  l imхп — с булсин. Кетма-кетлик лимит

га эга булган ^олда унинг ^ар ^андай цисмий кетма-кетлиги ^ам 
шу лимитга эга булишидан (3.12) тенгликларнинг уринли булиши 
келиб чи^ади.

Е т а р л и л и г и .  {хп} кетма- кетлиги учун (3.12) тенгликлар урин
ли булсин. Р^уйи лимит хоссасига кура, V  е > 0  сон олинганда ^ам шун
дай n0£N  сон топиладики, п > п 0 лар учун хп~>с — е булади. Шунинг- 
дек, ю^ори лимит хоссасига асосан, уша V  е > 0  сон олинганда 
^ам шундай n ^ N  сон топиладики, барча п >  п1 лар учун хп <  с +  
+  е булади.

Энди п0 ва п1 сонларнинг каттасини п деб олсак, унда п >  д 
лар учун

с — е < Сх п< с  +  г

тенгсизликлар уринли булади. Бу эса \\тхп =  с эканини билдиради. 
Теорема исбот булди.



ФУНКЦИЯ ВА УНИНГ л и м и т и

1- § . Функция тушунчаси

Б из 1- § бобда ихтиёрий Е  ва У7 тупламлар берилган з^олда Я 
нинг элементларини /■" тупламнинг элементларига утказувчи

/ :  Е - »  Р
/  акслантиришларни и;араб утган эдик.

Хусусан, £  =  /V, /•" =  К булганда натурал сонлар туплами Л/ 
нинг элементларини ^аци^нй сонлар туплами Н нинг элементларига 
утказувчи

/": —>- К ( [ : п - + х п)

акслантиришлар сонлар кетма- кетлиги тушунчасига олиб келди ва 
улар 3- бобда батафсил урганилди.

Энди Е =  Я, И =  Н булганда х  (х£К) узгарувчи билан у(у^Я)  
узгарувчи орасидаги борланишни, яъни

/ :  Я -*■ Я ([: х у) 
акслантиришни урганамиз. Бу бизни функция туш унчасига олиб ке- 
лади.

X  ва К л ар  з^ и ц и й  сонларнинг бирор тупламлари (Х сг/?, К с :/? ) 
булиб, х ва у  узгарувчилар мос равишда шу тупламларда узгарсин: 
х£Х, у£У. Бундан кейин биз з^ациций сонларнинг берилган туплами 
X  сифатида сегмент, интервал, ярим интервал, ш унингдек, чексиз 
орлли^ларни оламиз.

4 . 1 - т а ъ р и ф .  Агар X  тупламдаги хар бир х  сонга бирор цоида 
ёки конунга кура У тупламдан битта у  сон мос ^уйилган булса, 
X  тупламда функция берилган (аницланган)  деб аталади ва у

f :  л: у  ёки у  =  /  (х)
каби белгиланади. Бунда X  функциянинг анщланиш туплами (со\а- 
си) У эса функциянинг узгариш тЦплами (со.\аси) деб^ аталади. 
х  эркли узгарувчи ёки функциянинг аргументи, у  эрксиз узгарувчи 
ёки х  узгарувчининг функцияси дейилади.

Мисоллар. 1. /- хар бир з^аци^ий х  сонга унинг бутун  ^исми [х] 
ни мос куювчи цоида булсин. Демак,

/  : х - +  [х] ёки у  =  [х]
функцияга эга буламиз. Бу функциянинг аник,ланиш туплами X  =  Я, 

узгариш туплами эса У — 1  булади.



2. Х;ар- бир рационал сонга 1 ни, ^ар бир иррационал сонга 0 ни 
мос куйиш  натижасида ф ункция ^осил булади. Бу функциянп Ди
рихле ф у н кц и яси  деб аталади ва уни D  (х) каби белгиланади:

1, агар х  рационал сон булса,
О, агар х  иррационал сон булса.

Дирихле функциясининг аницланиш туплами X  =  R  булиб, узгариш 
туплами Y  =  {0, +  1} булади.

Ю корнда келтирилган функция таърифида, биринчидан, функция
нинг аницланиш  туплами курсатилиши (купинча бундай туплам 
функционал богланишнинг характерига кура топилиши лозим булади), 
иккинчидан эса, х  узгарувчининг хар бир кийматига у  узгарувчи- 
нинг битта цийматини мос ^уяАиган ^оида ёки цонуннинг берилиши 
му^имдир.

Бирор X  тупламда у  =  /  (х) функция аншуганган булсин. 
ха € X  га мос келувчи у 0 мицдор у =  f i x)  функциянинг х — х0 ну^- 
тадаги хусусий циймати деб аталади ва уни /  (х0) — у 0 каби бел
гиланади

Текисликда Д екарт координаталар системасини оламиз. Текис- 
ликнинг (x, f(x))  каби ани^ланадиган нуцталаридан иборат ушбу

{(х, f (*))} =  { (* ,/ (х)) : х£Х, f ( x) i Y)
туплам у  =  f ix)  функциянинг графиги деб аталади. Равшанки, 
{ { x , f ( x) }  CZ X  x Y  булади. Масалан, г / = х 3 функцияни Х  =  [ — 1,1] 
тупламда к^арайлик. Бу функциянинг графиги кубик параболани (¡9- 
чизма) ифодалайди. Бунда X  X У туплам штрихлар билан курсатил- 
ган квадратни билдиради.

Ф ункция таърифидаги хар бир х  га битта у  ни мос ^уядиган 
к;оида ёки 1̂ онун турли усулда берилиши мумкин. Биз уларни к и с к а -  
ча караб утамиз.

Купинча х  ва у  узгарувчилар орасидаги борланиш [формулалар 
ёрдамида ифодаланади. Бунда аргумент х  нинг хар бир ^иймагига 
мос келадиган у  функциянинг ^ийматини х  устида аналитик амал- 
лар— кушиш, айириш, купайтириш, булиш, дараж ага кутариш, илдиз 
чи^ариш, логарифмлаш ^ва х. к. амалларни бажариш натижасида 
топилади. О датда бундай усул функциянинг аналитик усулда бе
рилиши дейилади.

Мисоллар. 1. х  ва у  узгарувчилар ушбу

у  =  У \ = &
формула ёрдамида борланган булсин. Бу 
функциянинг ани^ланищ со;^аси X  =  { х : 
x(:R, — — 1,1 ] тупламдан
иборат. Бунда ^ар бир х  га мос келадиган у  
нинг циймати аввало х  ни квадратга кута
риш, сунгра уни 1 дан айириш ва бу айир- 
мадан квадрат илдиз чицариш каби амал
ларни бажариш натижасида топилади.



2. х ва у  узгарувчилар орасндаги 6 ор- 
ланиш ^уйидаги формулалар ёрдамида бе- 
рилгап булсин:

Бу функциянинг аницланиш со^аси X  =з
— /? \{0}були б , унинг узгариш со^аси 
У = {  /  1,1} тупламдан иборат. Одатда"бу 
функциянн

у  =  51§пд:
каби белгиланади. Бунда з 1 § п — лотинча 20- чизма
в ^ п и т  сузидан олинган булиб, «белги»,
«ишора» деган маънони англатади.

Бу л: функциянинг х = 0  нуцтадаги циймати иолга тенг
деб цабул цилсак, у Я  тугшамда аницланган булади (20- чизма).

Баъзи холларда х(х£Х)  ва у (у О ')  узгарувчилар орасидаги бог- 
ланиш формулалар ёрдамида берилмасдан жадвал усулида берил- 
ган булиши мумкин. Масалан, кун давомида ^аво ^ароратини ку- 
затганимизда вактда ^аво ^арорати Т ъ /2 ва^тда х,аво ^арораги 
1 \  ва х. к. булсин. Натижада цуйидаги жадвалга келамиз:

вак,т, / ¿2 1и

>;арорат, Т Тг Т 2 Тз тк

Бунда I ва^т билан х,аво ^арорати Т  орасидаги богланиш функцион
ал борланишни ифодалайди, бунда. I— аргумент, Т эга ф ункц ия б у 
лади. Борланишиинг бундай берилиши, функциянинг жадвал усули
да берилиши деб аталади.

ХОК текислнгида шундай чпзщ  берилган булсинки, ОХ  у^ида 
жойлашган нуцталардан шу увда утказилган перпендикуляр бу Ь 
чизицни фа^ат битта ну^тада кесиб утсин.

ОХ  у^идаги бундай нуцталардан иборат тупламни X  оркали бел- 
гилайлик. X  тупламдан ихтиёрий х  ни олиб, бу ну^тадан ОХ  у^ига 
перпендикуляр утказамиз. Бу  перпендикулярнииг чизиц билан 
кесишган нуцтасининг ординятасини у  би
лан белгилаймиз ва олинган х  га бу у  ни 
мос цуямиз. Натижада X  тупламдан олин
ган >;ар бир л: га ю^орида курсатилган 
цоидага кура битта у  мос цуйилиб, функ
ция ^осил булади. Бунда х ва у  узгарув
чилар орасидаги бог лан и т I  чизи;^ ёрда
мида берилган булади (21- чизма). О дат- 
да I нинг бундай берилиши унинг гра
фик усулда берилиши деб аталади.

Шундай ^илиб, биз функциянинг 
аналитик, жадвал, график усулларда бери-

Г



лиш ини куриб утдик. х ва у  узгарувчилар ора:идаги функцио
нал богланиш юкоридаги учта усул билангина берилиб ^олмасдан, 
бош ^ача кам берилиши мумкин. Масалан, хар бир натурал п сонга 
унинг булувчилари сонини мое КУяйлик. Бу мосликни ф оркали бел- 
гилаймиз. Хусусан,
Ф ( 1 ) =  1, ф (2) =  2, ф (3) =  2, Ф (4) = 3 ,  ф (5) =  2 , . .  . Ф (12) — 6 , . .
О датда бу функцияни Эйлер фунщияси  дейилади.

М атематик анализ курсида асосан аналитик усулда берилган 
ф ункциялар урганилади.

X  тупламда у  =  fix) функция ани^ланган булсин. Агар бу функ
ция цийматларидан тузилган

У  =  № х ) : х £ Х }

т л п а м  (щоридан (куйидан) чегараланган булса, яъни шундай узгар- 
ыэс М  (узгармас т) сон топилсаки, V  х£Х учун

f(x) <  М  if ix) >  т)
тенгсизлик уринли булса, f(x) функция X  тупламда юкрридан (цуйидан) 
чегараланган  деб аталади, акс ,%олда эса функция юк,оридан(щуйи- 
дан) чегараланмаган дейилади. Агар fix) функция X  тупламда >;ам 
ю коридан, з^амцуйидан чегараланган булса, функция шу тупламда 
чегараланган  дейилади.

М асалан, ушбу
1

ф ункция X  =  (0,1) тупламда куйидан чегараланган, аммо юкоридан 
чегараланмаган.

X  тупламда аникланган икки f(x) з^амда ф (х) функцияларни ка- 
райлик. Агар V xQX да f(x)  =  фix) булса, бу функциялар X  туп
ламда бир-бирига тенг функциялар  дейилади.

X  тупламда аникланган F{x)  =  fix) +  ф(х) функция fix) ва ф (х) 
функцияларнинг йигиндисидан иборат. Икки функция айирмаси, ку- 
пайтмаси ва нисбати ^ам ш унга ухшаш таърифланади.

Ж уф т з^амда ток функциялар билан танишишдан аввал, О нукта- 
га нисбатан симметрик булган сонлар тупламини та рифлаймиз. 

А гар V  х£Х  учун — х £ Х  булса, X  туплам 0 нуктага нисбатан
симметрик туплам дейилади.

Энди О нуктага нисбатан симметрик булган X  тупламда у  — fix) 
ф ункция аникланган булсин. Агар V  х£Х  учун

К —  х) =  fix)

булса, f(x) — жуфт,

f( — х) =  — fix) 

бул?а, f (x) — тощ функция деб аталади. Масалан,

у  =  cos х, у  =  | X I



функциялар учун
cos ( — х) =  cos x , | —  *1 =  1*1

булгани сабабли улар жуфт функциялардир.

Ушбу ,
y — s m x ,  у  — х л

функциялар учун
sin (— х) — — sin х,  ( —  х )3 =  — х 3

булгани сабабли улар т щ  функциялардир. Икки жуфт (ток) ф унк
ция йигиндиси, айирмаси, яна ж уф т (тон) функциялар булиш и
равшандир. ..

Щуни таъкидлаш лозимки, ф ункция ^ар доим ж уф т еки то к
функция булавермайди. Бундай функцияларга Дх) =  х2 х , ф (х) =  
_  5;п д :— cos х лар мисол булаолади. Бу функциялар ж у ф т^ ам , ток  
хам эмас. Бирок, цуйидаги теорема уринлидир. ^

4 . 1 - т е о р е м а .  О нуцтага нисбатан симметрик б у л г а н  А 
тупламда анщланган \а р  щ н дай  f(x) функция жуфт ва ток, 
функциялар йигиндиси куринишида ифодаланади.

И с б о т .  Берилган Дх) ф ункция ёрдамида ^уйидаги

M - K - Z JÜ.

функцияларни тузамиз. Бу функциялар учун

9 ( - » ) - f ( ~ ,)2+ W  =<t  И .

ч>(_ л) =  =  -  W - « - . * > _ _ * < * >
2  ̂

булиб, ундан Ср (х) жуфт, if ( x )  э :а  ток функция эканлиги куринади. 
Шу билан бирга ушбу

Ф (х) +  ip (х) ■— f{x)
тенглик хам уринли экани равшан. Б у  эса теоремани исботлайди.

Ж уфт функциянинг графиги ордината ук,ига нисбатан симметрик 
жойлашгандир. ^а^ицзтан, бундай функциялар учун (х, Д х ) ) нук- 
та функция графигида ётган булса, (— х, /  (*)) ну^та ^ам шу гра- 
фикда жойлашган булади (22-чизма).

То^ функциянинг графиги координата бошига нисбйтан симмет- 
вик жойлашади. Х,акикатан, бу ф ункция графигида (х; Д х)) нуцта 
билан бирга х,ар доим ( — х, — f {x) )  нукта х4ам етади (2 3 -чизма). 

Энди даврий функция тушунчасини киритайлик. X тупламда д х ;
функция берилган булсин. „

Агар шундай узгармас Т (Т > 0 )  сон мавжуд булсаки, з^ар оир
к£Х  ва х +  Т£Х  лар учун

Цх +  Т) =  М



И е й и я я ^ 'Т ;™  б^ЛСл  f{x) функция Z  тупламда даврий 'функция деиилади 7* сон эса функциянинг foe/w деб аталади.
Агар f{x) даврий ф ункция булиб, унинг энг кичик мусбат даври

ПяRnwCa’f  ̂ r  i  ’ ±  2 ’ ‘ ‘ ^ ^ам Функциянинг даври булади.
Д аврии fix) функциянинг графиги узунлиги энг кичик даври Т  га
7ен1  ,^ лган ,[а; , а |+ 7j, оралиедаги шу функция графигини
[а  +  kT,  а +  ik +  1) Т] ik =  0, ±  1, ±  2 , . . . )  оралигига бир хил 
такрорлаш  натижасида ^осил 1̂ илинади. Масалан, fix) =  sin х  функ- 
ция А — ( - о о  + о о )  интервалда аншукшган 2 л  даврли функция- 
лайди графиги 2 4 - чизмада курсатилган синусоидани ифода-

М атематик анализ курсида урганиладиган функциялар орасида 
монотон функциялар д ш ^ а тга  сазовордир. Биз бундай функциялар 
билан танишамиз. -

4 . 2 - т а ъ р и ф . ^  Агар аргумент х нинг X  тупламдан олинган их- 
тиерии x_i ва дг3 ^ийматлари учун хх <  х2 булишидан Цхг) <  fix,) 
" l xi) <  t (x2)) тенгсизлик келиб чи^са, fix) функция X  тупламда 
усувчи (цатъий С/сувчи) деб аталади.

4 . 3 - т а ъ р и ф .  Агар аргумент х нинг X  тупламдаги ихтиёрий 
х! ва х ,  ^ийматлари учун x L <  лг2 булишидан f(xx) >  Цхг) (/(*,) >  
> / ( * г ) )  тенгсизлик келиб чи^са, fix) функция X  тупламда кама- 
ювчи щатъий камаювчи) деб аталади.



4 . 4 - т а ъ р и ф .  Усувчи хамда камаювчи функциялар монотон 
функциялар деб аталади.

М н е  о л. fix) =  х 3 функция X  =  R  да  цатъий усувчи. Д а р х ^ и -  
Har, V x £ R ,  V  х 2 £ Я ну^талар олиб, х г < х 2 булсин деб ^арай - 
лик. У хрлда

f(x2) -  fix,) =  X ¡ - X ]  ••= ( Х 2 -  Xj) (x¡ +  X2Xx +  xf) =*

> 0 .

Демак, х 1 < х 2 тенгсизлик бажарилганда f(x1) < f ( x 2) тенгсизлик 
з̂ ам бажарилади.

1- бобда акслантириш ва унга тескари булган акслантириш би- 
лан танишган эдик. Функция хам акслантириш экаилигини билсак- 
да, курс давомида укувчи бевосита функциялар билан ш угуллани- 
шини эътиборга олган холда, биз бу ерда тескари функция туш ун - 
чс.сини келтиришни лозим топдик.

X тупламда у  =  f(x) функция аншуганган булиб, Y  эса ф ункц ия 
цийматларидан иборат туплам булсин, яъни Y — {f(x)'  х £ Х } . Энди Y  
тупламдан олинган хар бир у  га X  тупламда фа кат битта х  мос 
келсин дейлик.

Бу з^олда Y  тупламдан олинган хар бир у  та. X  тупламда б и тта  
х  мос куйилишини ифодалайдиган функцияга келамиз. О дагда б у  
функция у  =  fix) га нисбатан тескари функция  дейилади ва у
*  =  f ~l iy) каби белгиланади.

Агар х =  { ~г(у) функция у  =  fix)  га нисбатан тескари ф у н кц и я  
булса, у  =  fix)  функция х =---• f ~ l (y)  га нисбатан тескари б улади . 
Шуиинг учун з^ам у  =  fix),  х  =  f ~4y)  функцияларга дзаро т е с к а 
ри функциялар  дейилади.

Равшанки, цуйидаги

Ш~ Ч у) )  =  у . Г г( К х ) ) = х

хоссалар уринли.
М и с о л .  y  =  f(x) =  2 х + 1  функцияни [0, 1] оралкцда ^араилик. 

Бу функциянинг ^ийматлари [1, 3] орали^ни ташкил этади. [1, 3 ]

оралнкда аницланган х =  f~xiy) =  ^  функция берилган у  =  2 х + 1

функцияга нисбатан тескари функция булади.
Энди мураккаб функция тушунчаси билэн танишамиз. 
у  =  fix) функция X  сохада аншушнган булиб, Y  эса ф ункц ия 

кийматларидан иборат туплам булсин, яъни Y  — (fix) : х  £ X}. С унг- 
ра Y  тупламда уз навбатида бирор z =  ф(г/) функция берилган б у л 
син. Натижада X  тупламдан олинган хар бир х га У тупламда бит- 
та y(f - х - > у )  сонни ва Y  тупламдан олинган бундай у  сонга битта 
z{<p:y-*-z)  сонни мос куйилади.

хХ - у Л -z.

Демак, X тупламдан олинган з^ар бир х  га битта 2 сон мос куйи- 
лади.



Одатда бундай з^олда /  ва <р функцияларнинг мураккаб функ
ц и я м  берилган дейилади ва у г  =  (р(Цх) ) каби белгиланади.

Масалан, г  =  У х  4- 1 функцияни царайлик. Бу функция г — ~У~у, 
у  =  х + 1  функциялар ёрдамида ^осил булган. у  — х  +  1 функция 
Я  =  (— оо, 4- оо) да ани^ланган булиб, 2 =--■ | ^"функция эса / / > О, 
яъни х +  1 > 0  да мавж уд булади. Демак, г — У х  4  1 мураккаб 
функция ушбу ( Х- -  { х х £ Я", х  >  — 1}) тупламда аникланган.

2-§. Элементар функциялар

М аълумки,' урта мактаб математика курсида элементар функция
лар ва уларнинг баъзи бир хоссалари урганилади.

Функция — математик анализ курсида урганиладиган асосий объект 
булгани учун биз ушбу параграфда элементар фунцияларга тухтала- 
миз.

Элементар функциялар синфи асосан эркли  узгарувчи х(х £ Я)  
хамда узгармас сонлар устида кушиш, айириш, купайтириш, булиш, 
дара -нага кутариш з^амда логарифмлаш амалларини бажариш натижа- 
сида .^осил булади. Бу  хосил булган ифодаларнинг мавжудлиги 2- 
боода батафсил цараб утилган ^аци^ий сонларнинг йигиндиси, айир- 
маси, купайтмаси, нисбати, шунингдек, ха^и^ий соннинг ^ а в д и й  
даражаси, ^ациций сон логарифмининг мавжудлигидан келиб чикади.

1°. Б у т у н  в а  к а с р  р а ц и о н а л  ф у н к ц и я л а р .  У ш бу'

у  =  а0х  +  аххп +  . . . 4  ап_\Х 4- а п

куринишдаги функция (бунда п 6 N ва а0, а 1.......... ап_ у, ап— узгар
мас сонлар) бут ун рационал функция деб аталади. Бутун рацио- 
нал функцияни куп^ад  деб ^ам юрнтилади. Бутун рационал функ
ция Я ^ ( — оо,  4- оо) да аникланган. Хусусан, у = а х  +  Ь
—  чизи^ли функция ез у  — ахг 4- Ьх 4  с — квадрат учхадлар бутун 
рационал функциялардир. Маълумки, чизшуш функциянинг графиги 
текисликда тугри чизи^ни, квадрат уч^аднинг графиги эса па- 
раээлачи и^эдаяайдя. Квадраг уч^ад графигининг ^олати а 
коэффициент з^амда дискриминант й=--Ь2~ ^ л с  нинг ишораларига бог- 
ли^ булади. 25- чизмада параболанинг текисликда турлича жойла- 
ниш ^олатлари курсатилган.

Икки бутун рационал функциянинг нисГагидан тузилган

_ а0хп 4  Яг*” *-}"••• 4  ац—\х 4  ап
Ь0х т +  Ь1хт 1 +  . . . +  Ьт_ хх +  Ьт

функция каср рационал функция  деб аталади. Каср рационал функ
ция

: х ^ Я , Ь 0х т +  Ь^х71 1 +  . . .  4- Ьт_ {х  +  Ьт — 0}

тупламда, яъни махражни нолга айлантирувчи ну^талардан фар^ли 
булган барча ^а^и^ий сонлардан иборат тупламда аникланган.



Хусусан, у  =  у  ва у  =  лар каср рационал функциялар бу-

лади.
Маълумки, у  =  функция графиги тенг ёнли гиперболадан ибо-

ах +  6
рат (26- чизма). Б у  графикни билган холда у  — сх +  й функция гра-

фигини ясаш мумкин.
2°. Д а р а ж а л и  ф у н к ц и я .  Ушбу

куринишдаги функция даражали функция деб аталади, бунда ц, 
ихтиёрий узгармас ^а^и^ий сои. Даражали функциянинг аншушниш 
со^аси ц га б аи н ц . [х бутун сон булганда рационал функцияга эга

буламиз. Агар |х рационал, масалан ^ =  ~  > 0  булса, т  жуфт бул

ганда Xм" == х функциянинг аницланиш со^аси х  =  [0, +  °°), т  
тон булганда эса функциянинг анщ ланиш  со^аси Я =  ( — оо, +  ° ° )  
орали^дан иборат булади. [х иррационал булганда х  > 0  деб олина-



ди. Даражали функциянинг графиги ц > 0  булганда хар доим те
кисликнинг (0, 0) ^амда (1, 1) нуцталаридан утади (27- чизма).

Д араж али функция у  =  х* ушбу (0, оо) орали^да и >  0 бул
ганда усувчи, ц <  0 булганда эса камаювчи булади.

3°. К у р с а т к и ч л и  ф у н к ц и я .  Ушбу

У =
куринишдаги ф ункция курсаткичли функция  деб аталадн, бунда а 
\ащ\\ин  сон, а  > 0  ва а ф  1. Курсаткичли функциянинг аникланиш 

•сохаси Р  тупламдан иборат булиб, функция кийматлари эса ^ар до
им мусбат булади. Бу  функциянинг графиги ОХ  укиДан ю^орида 
жойлашган ва доим текисликнинг (0, 1) нуктасидан утади (28- чиз
ма).

4°. Л о г а р и ф м и к  ф у н к ц и я .  Ушбу
У = 1  ° ё ах

куринишдаги ф ункция логарифмик функция  деб аталади, бунда 
й  > 0  ва а Ф  1. Логарифмик функция X  =  (0 , +  оо) интервалда 
аншуганган. Б у  функциянинг графиги ОУ уцнинг унг томонида 
жойлашган ва доим текисликнинг ( 1 , 0)  ну^тасидан утади (29- чиз
ма).

5°. Т р и г о н о м е т р и и  ф у н к ц и я л а р .  Щ  текисликда, мар- 
кази координаталар бошида, радиуси 1 га тенг булган /2 +  у 1 =  1 
айланани олайлик (30- чизма). Бу айлананинг С( 1,0) ну^тасидан ун- 
га СР  уринма утказамиз. Координата бошидан чиркан ва 01 ук би- 
лан л: бурчак ташкил этган 01 нур айланани А ну^тада, СР  урин- 
мани В  ну^тада кесади. Бу А ва В ну^таларнинг координаталари 
мос равишда (I, у г), (1, булсин. Равшанки, Л ва В нуцталар- 
нинг урни х  бурчакка- борли^. Демак, ^ар бир х £ Я  сон учун О/ 

УК билан х  бурчак ташкил этадиган 01 нур 
утказилса, бу нурнинг айлана ва уринмалар 
билан кесишган нукталарининг координатала
ри у ъ у 2 лар х  га борлик булиб, х,ар бир 
х га шу координаталарни мос куяйлик:

х - * и
Ф ' - х- ^уг ,

у.

29 - чизма 30- чизма



Одатда cp: * ->■ у х га sin х,  / :  х  ->  i га cos х, г|з: *  - >  г/2 га tg  л: $г/мк- 
цмя деб аталади:

Ух =  sin я, г/5, =  tg  х, t =  cos x .

Бунда г/г =  sin лт, t =  c o s*  функциялар R  да аницланган 2 л  давр- 
ли функциялар б-улиб, улар учун V  х  £ R  да

— 1 <  sin х <  1, — 1 <  cos х <  1

тенгсизликлар уринли булади.
Г я

г/2 =s t g x  функция Х  =  R  \  | x : x £ R ;  х  =  (2¿  +  1)~^; k =

=  0, ± 1, . . . |  тупламда аншуинган.
c tg * , sec*, cosec х функциялар sin л:, co s*  ва t g *  функциялар 

ор^али ^уйидагича ани^ланади:

1 1 ~ 1ctg х — т— , sec *  = -------, cosec * =  —-----5 tg  л: co sx  sin  л:

Ушбу sin* , cos*, tg *  ва c tg *  функцияларнинг графиклари 31- а ,
б, в, г чизмаларда тасвирланган.

6°. Г и п е р б о л  и к ф у н к ц и я л а р .  Ушбу у  =  е* курсаткичли 
функция ёрдамида тузилган цуйидаги

ех  — е ~ х  ех  4 - в ~ х  ßX — е~ х е*  +  е~ х
------------------------,  ------------------------- ,  ------------------------  ,  ---------------------------

2 2 ех +  е~х ех — е~х
функциялар гиперболик (мос равишда гиперболик синус, гипербо-



31- чизма

лик косинус, гиперболик тангенс, гиперболик котангенс) функция
лар деб аталади ва улар sh х, ch х, th х, c t h x  каби белгиланади:

sh х
ех  +  е

ех  +  е~

1 <  1

нинг х £ Х  =

sh лг, ch th  х  функциялар R  да, c t h x  функция эса х =  {0) туп- 
ламда аникланган.

Гиперболик функциялар орасида хам тригонометрик функциялар 
орасидаги богланишга ухшаш муносабатлар мавжуд. Масалан,

th  х  == cth х  =  sh 2х =  2 sh х • ch x.

7°. Т е  с. к а р и  т р и г о н о м е т р и к  ф у н к ц и я л а р .  Маълумки, 
у — s i n x  ф ункция R  да ани^лангацбулиб, унинг ^ийматлари {y ( : R:  

тупламни ташкил этади. Агар биз аргумент х  
я  л  1

— у ,  ~2 сегментдаги ^ииматларини ^арасак, у  =  
^ s i n x  функциянинг ^ийматлари хам У =  [— 1, + 1 ]  сегментда узга- 

риб, бунда X  =  — y ,  ~  тупламнинг элементлари У =  [ — 1, - f l ]

тупламнинг элементлари билан узаро бир ^ийматли мосликда булади. 
Б у  >̂ ол у  =  s i n x  функцияга нисбатан тескари функцияни ^араш 
имконмни беради. г/ == sin х функцияга тескари функция у  =  a rc s in х  
каби белгиланади. Демак, у  — arcsin х  функция X =  [— 1, +  1]

тупламда ани^ланган булиб, узгариш со^аси У - п 
ламни таш кил этади.

Худди ш унга ухшаш, у  =  co sx , у  — t g x ,  у  — c t g x  фуикция- 
ларга нисбатан тескари булган функциялар ^ам тескари тригоно
метрик функциялар  дейилиб, уларни моз равишда у  =  arccos х, 
у  =  a rc tg x , у  ~  a rcc tgx  каби белгиланади.

у  =  a rcco s х  функция А' =  [ — 1, 1 ] да аншуганган булиб, 
унинг цийматлари У =  [0, л] тупламдан иборат. у  =  arctg х, у  =
— arcctg  х  функциялар R  да ани^ланган. Бу функцияларнинг узга-

2 ’ туп-
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риш сохалари мос равишда  ̂— 2 , 2 j  ва (0, я ) тупламлардан 

иборат.
32- а , б, в, г  чизмаларда тескари тригонометрии функцияларнинг 

графиклари тасвирланган.



3- § . Функция лимита

Биз 3- бобда натурал аргументли функци я — сонлар кетма-кет- 
лиги ва унинг лимитини ургандик. Энди аргумента ^авд и й  сон бул- 
ган функция лимитини ^араймиз. Аввало сонлар тупламининг лимит 
ну^таси тушунчаси билан танишамиз.

1. Т у п л а м н и н г  л и м и т  н у ^ т а с и .  Маълумки,
и е (а) =  {х: х £ 1?, а — г < х < а  +  г}

туплам а  нуцтанинг атрофи (е- атрофи) деб аталар эди. Шунга ух- 
шаш, ушбу

=  {* * * € о , х  <С а. -)- 8) (4 1) 
туплам а  ну^танинг унг атрофи,

у Л а) =  { * :* €  Я, а — г <  х <  а} ' (4.2) 
туплам а  ну^танинг чап атрофи,

и е(оо) =  { * :* £ /? ;  \х \ > с} , (4.3)
и с( +  «х») =  { х : х £ /?, х >  с}, (4.4)
и с(— оо) =  { х \ х £ Н ,  х < — д) (4 .5)

тупламлар эса мос равишда оо, +  оо ва — оо «ну^та» ларнинг ат 
рофи деб аталади (4.1) — (4.5) ларда е ва с лар ихтиёрий мусбат 
^а^иций сонлар. ■’

X  — бирор ^ и ^ и й  сонлар туплами, а —  бирор ну^та булсин.
4.5- т а ъ р и ф .  Агар а ну^танинг ^ар бир атрофида X  туплам

нинг а  дан фар^ли камида битта ну^таси булса, а нукта X  туплам
нинг лимит нуцтаси ( ц у ю ц л а н и ш  н у ц т а с и )  деб аталади.

Демак, а  ну^та X  тупламнинг лимит нуктаеи булса У б ' ъ О  
•сон учун ^

{ В Д  \  {а}} П Х Ф 0  

.муносабат уринли булади.

Мксоллар:

1. Ушбу [0, 1] =  [х : х £  ¡?, 0 ^  1} тупламнинг хар бир нук- 
таеи шу тупламнинг лимит ну^таси булади.

2. Ушбу Л7 =  {1, 2, 3, . . . }  туплам лимит ну^тага эга эмас.
3. Ушбу (0,1) =  {х : х £  /?, 0 < л : < 1 }  тупламнинг ^ар бир нук- 

таси шу тупламнинг лимит нуцтаси булади ва яна х = 0 ,  х =  1 
ну'^талар хам (0, 1) учун лимит ну^талардир.

4 Р  [0, 1] сегмент ^амда 2 сонидан ибора г туплам булсин, яъни 
Р =  [0, ц и  {2}. Бу туплам учун х =  2 нуцта лимит ну^та эмас. 

з(Одатда тупламнинг бундай ну^таси унинг яккаланган нуктаеи де- 
зшлади).

Юцорида келтирилган таъриф ва мисоллардан ^уйидаги натижа- - 
лар келиб чи^ади:



1°. X тупламнинг лимит нуктаси шу тупламга тегишли булиши 
Кам, тегишли булмаслиги >;ам мумкин.

2°. Агар а нукта X  тупламнинг лимит нуктаси булса, а нукта- 
нинг хар бир атрофида X  тупламнинг чексиз куп нукталари булади. 
Буни нсботлайлик. Тескарисини фараз ^иламиз. а нуцтанинг бпрор 
Ua(a) атрофига X  тупламнинг чекли сондаги a v  а а, . . .  a k нукта- 
лари тегишли булсин. У >;олда | а — |, | а — а., , | а  — а  J  ва а  
сонларнинг энг кичигини б деб олинса, а нуктанинг U 6(a) атрофи
да А' тупламнинг а дан фаркли битта ^ам нуктаси булмайди. Бу эса 
а нукта X тупламнинг лимит нуктаси эканига зиддир.

3°. Агар а нукта X тупламнинг лимит нуктаси булса, X  туп лам ■ 
нукталаридан а га интилувчи {хп}, (хп£ Х ,  хпФ а ,  п — 1, 2, 3, . . . у  
кетма-кетлик тузиш мумкин.

Нолга интилувчи мусбат сонлар кетма-кетлиги {6п} ни олибг
а нуктанинг

U 6„И  =  { х : х 6 R, а — 8п < С х < а  +  Ьп} ( п = \ ,  2, . . . )

атрофларини царайлик. а нукта X тупламнинг лимит нуктаси эка- 
нидан бир U &п(а) (п =  1, 2, . . . )  атрофда X тупламнинг а  дан 
фаркли хп нуктаси топилади: хп £и&п (а) (п =  1, 2, 3, . . . ) .  У ^ол- 
да \ х — а | <  бч тенгсизлик урин ли булиб, 6n - v 0  дан lim хп =  а  
келиб чякадн. Бу келтирилган муло.\азадан куринадики, а  га инти
лувчи {хп} кетма-кетликларни куплаб тузиш мумкин.

4 .6 - т а ъ р и ф .  Агар а нуктанннг каР бир унг (чап) атрофида 
X тупламнинг а дан фаркли камида битта нуктаси булса, а н укта 
X нинг унг (чап) лимит нуцтаси деб аталади.

4.7- т а ъ р и ф .  Агар Uc(oо ) , ¿Ус( +  оо), Uc(— оо) атрофларда X  
тупламнинг нукталари булса, моз равишда оо, +  оо , — оо лар X  
тупламнинг лимит «нуцтаълари дейилади.

Масалан, +  оо «нукта» N =  {1, 2, 3, . . . }  тупламнинг лимит 
нуктаси булади.

2. Ф у н к ц и я  л и м и т и н и н г  т а ъ р и ф л а р и .  X  =  {х}  ^аки- 
кий сонлар туплами берилган булиб, а нукта унинг лимит нуктаси 
булсин. Бу тупламда f(x) функция аникланган дейлик. Модомики, 
а  нукта А' нинг лимит нуктаси экан, X тупламнинг нукталаридан 
а га интилувчи турли {хп}, хп ф  а, п =  1, 2, 3 . . .  кетма-кетлик- 
лар тузиш мумкин: lim хп =  а. Равшанки, хп£ Х ,  (п — 1, 2, 3 . . . ) .  
Шунинг учун бу нукталарда хам }(х) функция аникланган. Натпжа- л 
да {хп} кетма-кетлик билан бирга {/(*„)}:

[(Ху), f(x2), . . . ,  f(xn), . . .

сонлар кетма-кетлигига кам эга буламиз.
4 .8- т а ъ р и ф .  Агар X тупламнинг нукталаридан тузилган, а  

га интилувчи кар канДай {хп}> (хп ^ а > n ~  U 2, . . . )  кетма-кетлик 
олганимизда хам мос {/(*„)} кетма-кетлик хамма вакт ягона b (чек
ли ёки чексиз) лимитга интилса, шу b га f(x) функциянинг а нуц-



тадаги  (еки х - + а  даги) лимиты деб аталади ва уни lim f{x) =  b
х-±а

ёки дг- v ö  да /(х)->£> каби белгиланади.
Функция лимитига берилган бу таъриф Г е й н е  т а ъ р и ф и  деб 

аталади.
Келтирилган таърифнинг ушбу му.\им томонига у^увчининг эъти- 

борини жалб ^илайлик: ЛаР КанДай {хп};(хп Ф а ,  п =  1, 2, . . . )  
кетма-кетлик учун х п-*-а  да {f(xn) } кетма-кетликнинг лимита олин- 
ган {л:л} кетма-кетликка борли^ булмаслиги керак.

Мисоллар:

1. Ушбу
1

7 ^ 5 ,  агар х ф О  булса,
О , агар х  =  0 булса,

функциянинг л:->-0 даги лимита 1 га тенг эканлиги курсатилсин.
Х,ар бир ^ади нолдан фар^ли булган ва нолга интилувчи ихти- 

ёрий {хп} кетма-кетлик олайлик: lim хп =  0 (хп ф  0, п =  1, 2, 3, . . . )  
У ^олда ушбу

№ . > 1 = { ч У
кетма-кетликни ^осил ^иламиз. Равшанки л:л- > 0 д а

Пш/(л:п) =  П п 1 у ^ 2 =  1.

.Демак, таърифга кура

lim f{x)  =  lim —!—  =  1.
x̂ +o 1 +  x2

2. К,уйидаги

f(x) =  s i n - j  ( х ф О )  

функциянинг x ->-0 даги лимита мавжуд эмас. ^а^и^атаи, нолга ин

тилувчи иккита турли { х ' }  =  К >  = { ^ Т ^ }  ке™а‘

^кетликни олайлик. Бунда
. 4п — 1 4 /1 + 1

/ (* „ )  =  s in — —  я  =  —  1, f(xn) =  s in — —  л =  1

чбулиб,
lim f(x'n) =  — 1, lim f(x"n) =  1.

1
Б у эса sin — функциянинг х  -*■ 0 да лимити мавжуд эмаслигини 

курсатади.



Энди функция лимити таърифидаги X  тупламнинг ну^таларидан 
тузилган, а  га интилувчи {хп} кетма-кетликларнинг х,ар бир х,ади 
х  (,1 = 1, 2 , . . . )  ни а га тенг булмасин, деб айтилган шартга изо^ 
берамиз. Агар таърифдаги бу шарт олиб ташланса, у хрлда лимитга 
эга булган функциялар синфи бирмунча «тораяди». Хусусан, биз юко- 
рида келтирган 1- мисолдаги функция х,ам лимитга эга булмай н,о- 
лади. ^ацицатан, нолга интилувчи кетма-кетлик сифатида

К ) :  0, 0, 0.......... О, . . .

кетма-кетлик олинса, f(x) нинг ^ийматл ридан ташкил топган мос 
{/(*')} кетма-кетликнинг лимити нолга тенг булиб, натижада

х„->-0 (хп Ф 0 , п =  1, 2, . .  .)  да f(xn) - + \ ,  
х 'п- + °  (<  =  О, П =  1, 2, . . . )  да /(* ;) -> 0

муносабатларга эга буламиз. Бу эса х - * - 0  да f(x) функция лимит
га эга эмаслигини билдиради.

Функция лимитини бош^ача хам таърифлаш мумкин.
4.9- т а ъ р и ф .  Агар V s > 0  сон учун шундай 8 > 0  сон то- 

пилсаки, аргумент х нинг 0 < | х  — а | <  б тенгсизликни цаноатлан- 
тирувчи барча кийматларида | f(x) — Ь | <  е тенгсизлик бажарилса, 
b сон f(x) функциянинг а нщтадаги ( х - * - а  даги) лимити деб 
атаяади.

4 . 10-  т а ъ р и ф .  Агар V  е >  0 сон учун шундаи б >  0 сон то- 
пилсаки, аргумент х  нинг 0 <  | х — а | <  б тенгсизликни цаноатлан- 
тирувчи барча ^ийматларида | f(x) | >  е, (/ (х) >  е, f(x) <  — 8 булса, 
f ix1) функциянинг а нуцтадаги (х -* -а  даги) лимити оо ( +  00
— оо) дейилади.

Функция лимитига берилган бу таъриф К о ш и  т а ъ р и ф и  део 
аталади.

Мисоллар
д , ___5 1

1. Ушбу f(х) =  х2_ 2а ФУНКЦИЯНИНГ х - + Ь  даги лимити — бу- 
лишини исбот этинг.

г *06 ,
V  е >  0 сон олайлик. Бу е га кура б ни о =  j _j_ g део олсак, 

у холда 0 <  | х — 5 | <  б булганда
I V __ s  I fi

< ех  — 5 1 1 х  — 5 \ х —  5 |

ж2 — 25 10 =  10 х  +  5 s = 10(10 — \ х  — ~  10(10 — 6) 

тенгсизлик бажарилади. Бунда таърифга кура

келиб чикади.
2. Куйвдаги fix) =  ~х функция учун х-*- 1 да fix) —> °° бу- 

лиши курсатилсин. 1
121



V  е >  0 сон учун б г= деб олинса, у ^олда 0 <  | х —  1 1 
тенгсизликнинг бажарилишидан

1
> 8

тенгсизлик келиб чицади. Демак, lim —— =  оо.
(->1 х — 1

Функция лимита таърифидаги О <С | х  — а  | <  б тенгсизлик 
а  — б <  х <  а  +  6, х  Ф а тенгсизликларга эквивалент булиб, функ
ция аргументининг бу тенгсизликларни каиоатлантириши уларнинг
а  ну^танинг Ub(a) атрофига тегишли булишини ифодалайди. Бунда

U6(a) — {х  : x £ R \  а — б < х < а  +  б; х ф а ) .

Шунга ухшаш \f(x) — b | < е  тенгсизликнинг бажарилиши х ^ О й(а) 
да f(x) функциянинг кийматлари Ь нуктанинг Ue(b) атрофида були
шини билдиради.

Шундай килиб, функция лимитининг икки хил — Гейне з^амда 
Коши таърифлари келтирилди. Энди бу таърифларнинг эквивалент- 
лигини курсатамиз,

а) f{x) функция х => а нут^тада Коши таърифига кура лимитга 
эга булсин, яъни V  е > 0  сон учун, шундай б >  О сон топиладики,
О <  I х  — а  I С  б тенгсизлик бажарилганда | f(x) — b\ <  е тенгсизлик 
>̂ ам уринли булади.
X  тупламнинг ну^таларидан тузилган, ^ар бир ^ади а дан фар^ли 
булган ва а га интилувчи ихтиёрий [хп\ кетма-кетлик олайлик:

lim х п — а (хп ф а ,  ti — 1, 2 , 3 , . . . ) .
Сонлар кетма- кетлиги лимитининг таърифига кура, ю^оридаги 
б > 0  учун шундай n0 £ N  сон топиладики, барча п > п0 лар учун 
\хп — а | < б  тенгсизлик уринли булади. Натижада хп Ф а ,  п =  1, 
2 , . . .  муносабатга кура 0 <  | хп — а | С  б тенгсизликлар келиб 
чицади. Бу тенгсизликнинг уринли булишидан

I fix») — Ь \ < г
тенгсизликнинг бажарилиши келиб чи^ади. Демак, хп- > а  да f(x.¡) ->  b 
булади.

б) f(x) функция х =  а ну^тада Гейне таърифига кура лимитга 
эга булсин, яъни X  тупламнинг ну^таларидан тузилган, а га инти
лувчи ,\ар ^андай \ хп} (х п Ф а , п — 1, 2, 3 , . . . )  кетма-кет лик олга- 
нимизда ^ам мос {f(xn)\ кетма-кетлик ^амма ва^т ягона Ь лимитга 
интилсин.

Биз b сон f(x) функциянинг х =  а  ну^тада Коши таърифига ку
ра ^ам лимита булишини курсатишимиз керак.

Тескарисини фараз ^илайлик, яъни f(x) функция х =  а ну^тада 
Гейне таърифига кура b лимитга эга булса ^ам, функция шу ну^та- 
да Коши таърифига асосан Ь лимитга эга булмасин. У ада бирор е0 >  
> 0  сон учун ихтиёрий кичик мусбат б сон олинганида ^ам аргу



мент х нинг 0 <  | х — а | <  Ô тенгсизликларни цаноатлантирувчи би- 
рор х' цийматида

I fix') — b \ > е 0

бÿлaди.
Нол га интилувчи мусбат сонлар кетма-кетлиги {ÔJ ни олайлик. 

У холда ю^оридагига кура хар бир ô „ > 0  ( / г =  1, 2, 3 , . . .  ) учун 
аргумент х  нинг 0 | <  х  — а | <  Ô тенгсизликларни к>аноатлантирувчи 
шундай х =  х„, (п =  1, 2, 3 , . . . )  циймати топиладики, 0 < | хп —
— а | < 8 „  ва \ f (xa) — b \ > B 0 булади. Аммо ô„-vO дан  х п-+а. Бу 
холда Гейне таърифига асосан f{xn)-+b булиши лозим. Юкрридагн 
му-носабат эса бунга зиддир. Демак, fix) функция х  =  а нуцтада 
Гейне таърифига кура b лимитга эга (^лишидан унинг шу ну^тада 
Коши таърифига кура х,ам b лимитга эга бÿлиши келиб чи^ади.

X  бирор ^а^ш^ий сонлар туплами бÿлиб, а  унинг ÿHr (чап) лимит 
нуктаси булсин. Бу тупламда у  =  fix) функция ани^лангаи дейлик.

4 1 1 - т а ъ р и ф  ( Г е й н е ) .  Агар X  т;упламнинг нуцталаридан 
тузилган ва хар бир х,ади а дан катта (кичнк) бÿлиб а  га интилув- 
чи хар цандай \хп\ кетма-кетлик олганимизда ^ам мос {/(*„)) кет
ма- кетлик ^амма вак,т ягона b га интилса, шу b ни fix) функция- 
нинг а нщтадаги унг  (чап) лимити деб аталади.

4 . 1 2 - т а ъ р и ф  ( Коши) .  Агар V  е >  0 сон учун шундай б >
>  0 сон топилсаки, аргумент х  нинг а <  х < .  а +  б {а — 6 <  х < : а) 
тенгсизликларни ^аноатлантирувчи барча цийматларида \f{x) — b \ C «  
тенгсизлик бажарилса, b сон fix) функциянинг а нуцтадаги у н г  
(чап) лимити деб аталади.

Функциянинг унг (чап) лимити куйиДагича белгиланади:

lim fix) =  b ёки fia +  0) =  b (lim f(x) =  b ёки fia — 0) =  b).
x ^ a  +  0 x->a  0

Агар a =  0 бÿлca> +  0 ( x - v 0 - 0 )  ÿpifflra x - y  +  0 ( x - > - 0 )  
деб ёзилади.

Функциянинг унг ва чап лимитлари, унинг б и р  т о м о н л и  
л и м и т л а р и  дейилади.

М и с о л . У шбу

fix) =  ^  i x ^ O )

функцияни царайлик.
Х^р бири нолга интилувчи иккита

{х'пу . хп-+ 0  ( < > 0 ,  п — 1, 2, 3 , . . . ) ,

[х"п}-х”-*-0 « < 0  п « 1 ,  2, 3 , . . . ) .

кетма- кетликни олайлик. Бу кетма- кетликлар учун



булади. Демак,

lim fix) =  lim ~ =  1, lim /(* ) =  lim —  =  — 1
x ~* +  0  x ~* +  О I *  I * - »  —  о  x -a  —  0  I X  I

4 . 1 - э с л а т м а .  Функциянинг бирор ну^тада бир томонли ли- 
митлари мавжуд булишидан унинг шу нуцтада лимитга эга були- 
ши ^ар доим келиб чи^звермайди.

Бирок; ^уйидаги содда теоред а уринлидир. а ну^та бир вактнинг 
узида X  туплам учун унг ва чап лимит нуцта булиб, бу тупламда 
у  =  f(x) функция аншушнган булсин.

4 . 2 - т е о р е м а ,  fix) функция а нуцтада b лимитга эга бйли- 
ши учун  унинг ш у нуцтада унг ва чап лимитлари ма жуд бС/либ,

f(a¡ +  0) =  f(a — 0) =  b

тенгликлар уринли булиши зарур  ва етарли.
Бу теореманинг исботи юцорида келтирилган таърифлардан осон- 

гина келиб чи^ади. F ^  F

Энди х -> о о  да функция лимити тушунчасини келтирамиз.
X  туплам берилган булиб, оо (-f оо ; — оо) унинг лимит «нук- 

та» си булсин. Ьу тупламда у  =  f(x) функция аницланган дейлик.
. 1 3 - т а ъ р и ф .  ( Г е й н е ) .  АгарX тупламнинг ну^таларидан ту- 

зилган хар  ̂ цандаи чексиз катта (мусбат чексиз катта; манфий чек- 
сиз катта) {.*:„} кетма- кеглик олганимизда ^ам мое {/(*„)) кетма- кетлик 
хамма вацт ягона Ь га интилса, шу b ни fix) функциянинг * -> о о

оо — оо) dazu лимити деб аталади ва

lim/(*) =  Ь (lim fix) =  b\ lim fix) =  b)
X ^ o o  * = »  +  « ,  x ^ - c o  ’ ’

каби белгиланади.

4. 1 4 - т а ъ р и ф  ( К о ш и ) .  Агар V  е > 0  сон учун шундай б >  
> 0  сон топилсаки, аргумент х  нинг | * | > 6  (х > 0 ;  х < -  6) тен^ 
сизликни ^аноатлантирувчи барча ^ийматларида I fix) — Ь \ <Гг  тенг- 
сизлик бажарилса, b сон fix) функциянинг х->  оо {х->  4- оо- * ->

—  °°) даги лимити деб аталади ва ’

lim Цх) =  b (lim fix) =  b; lim fix) =  b)
* - v o °  * ^ + ° °  x ^ - J  ’

каби белгиланади.

Ушбу параграфнинг охирида функция лимитипинг у м у м и й  таъ- 
рифини келтирамиз. 3 у

X  бирор туплам булиб, а (чекли ёки чексиз) унинг лимит нук- 
таси булсин. Б у  тупламда y = f ( x )  функция ани^ланган.

4 . 1 5 - т а ъ р и ф .  Агар Ь (чекли ёки чексиз) нинг х,ар ^андай
11 ib) атрофи олинганда хам а нинг шундай 0 (a) атрофи мавжуд
булсаки, V x £ U i a )  учун f (x)£U(b)  булса, Ь ни fix) функциянинг 
х-*-а даги лимити деб аталади.



Мисоллар
I. Ушбу _

х~+0
лимитни исботланг.

Аввало 0 <  х <  интервалдан олинган барча х  лар учуй

в т  х С  х  < .  1§л: (4.2)
тенгсизликлар уринли. Бу мактаб математикасидан маълум. Бу тенг- 
сизликлар 0 < х < - |  да э т х  > 0  булгани учун ушбу

1 * < - ^ - < -  1
бшл: сое л;

куринишда ёзилиши мумкин. Ундан
п , вт  дс ,О <  1 ---------- < 1  — СОЭ X

X

тенгсизликлар келиб читали. (4.2)  тенгсизликларнинг — --< С  х  < 0  

интервалда ^ам уринли булишини куриш ^ийин эмас. Шу билан бир-
га 0 <  I х  I С  — интервалда 1 — соэ х  =  2 э т 2 — < 2  —  =  |х |  тенг- 

' 2 2 2 
сизликнинг уринли булишини эътиборга олсак, ю^оридаги (4.2) 
тенгсизликлар цуйидаги

О
X

куринишга келишини топамиз.

<  \х \

Агар V е >  0 сон берилганда хам б >  0 деб е ва — сонларнинг

кичиги олинеа, аргумент х нинг 0 <  | х | <  б тенгсизликларни цано- 
атлантирувчи барча ^ийматларида

1
5 Ш  X

___ в ш  X  |

X X

<  8

тенгсизлик уринли булади. Бу эса функция лимитининг Коши таъ- 
рифига к^ра (4. 1) лимитнинг тугрилигини англатади.

2. Куйидаги

X-* + °° =  е
х ] (4.3)

лимитни исботланг (бунда е =  2 , 71 . . . ) .
Бунинг учун +  оо га интилувчи ихтиёрий (х* } кетма- кетликни 

олайлик. Бу холда барча /г =  1, 2, 3 , . . .  лар учун х к >  1 деб щ -  
раш мумкин. )^ар бир х к нинг бутун ^исмини пк ор^али белгилаб,
ушбу \хк\ =  п к (/? =  1, 2, 3, . .  .) +  оо га интилувчи п1г пй.........

натурал сонлар кегма-кетлигини х4осил циламиз.



Маълумки,

Б у муносабатдан

экани келиб чи^ади. 

Энди ушбу

Пш
Птг> 00

1ш
п +  00 к

(1 + тГ е.

1 + ± \ Пь = е

[хЛ =  п , =>- п. <  х. <  п к +  !=>■ — !_"Л ^  "к “ к г  1-1 ! Г" <■
Ч  +  1

+
пк +  1

<  1 + — < 1  +  —

муносабатлар уринли булишини эътиборга олиб, топамиз:

Бирок,

1  +  _ 1 _ ) п * < / г 1  + - 1 У * <  ( 1  +  - 1_ ^  + 1

Пш [ 1 - | ----- !— Г* =
Пк >̂ + пк+  1 !

|  +  ^ “ ‘ + 7 1 +  1

(4 .4 )

ИГЛ
п 4 -  оок

1111 [ 1 _|---- 1. У "к
п ь

пк+  1

Пь +  1 =  нт

пк+  1
е.

%■*+ °°
1 + — р - ( 1  +  —ПЬ \ Пь

=  е

лимитлар уринли булгани учун (4.4) тенгсизликларда (бунда 
х к -Ь оо) лимитга утсак, изланган (4. 3) лимит хрсил булади.

Энди — с» га интилувчи ихтиёрий \хп\ кетма-кетликни олайлик. 
Бунда х к <с — 1 (& =  1, 2 , . . . )  деб караш мумкин. Агар у к =  — хк 
деб белгиласак, унда у к-+  +  оо ва у к >  1 (й =  1, 2 . . . )  булади. 
Равшанки,

1 + ± У *  =  [ 1.

У ндан
Ук

-Ук
1 4 -  1 - ' 1

*к •
Н т ( 1 ]1т

ук ,̂ '+00
1 -1------— г*

У к - {
=  е.

Шундай ^илиб, — оо га интилувчи хар кандай [хк\ кетма-кет- 

лик олинганда ^ам Цх) 1 + — ̂  функция ^ийматларидан тузилган



кетма- кетлик хамма ва^т е лимитга эга экани исботланди. Функция 
лимитининг Гейне таърифига кура

лимит ^ам уринли булади.

4 -§ . Чекли лимитга эга булган функцияларнинг хоссалари

Чекли лимитга эга булган функциялар ^атор хоссаларга эга. Бу 
хоссаларни урганиш жараёнида функция лимити таърифидан >*эр до
им фойдаланиб борилади.

Функция лимити (Гейне таърифи) сонлар кетма- кетлигннинг ли
мити сифатида таърифланишини ва 3- бобда урганилган чекли лимит
га эга булган кетма- кетликларнинг хоссаларини эътиборга олиб, уш- 
бу параграфда келтириладиган хоссаларнннг баъзилариннгина исбог- 
лаймиз. Крлган хоссаларни исботлаш уцувчига тавсия этилади.

1. Т е н г с и з л и к  б е л г и с и  б и л а н  и ф о д а л а н а д и г а н
Х 0С (>а JJ Q р

X туплам берилган булиб, а эса унинг лимит нуцтаси булсин. 
Бу тупламда fix) функция ани^ланган.

1°. Агар ушбу lim /(*) =  & лимит мавжуд булиб, b > p { b < q )

булса, а  нинг етарли кичик атрофидан олинган х  (х ф а ) нинг ^ий- 
матларида ¡(x) >  р (f(x) <  q) булади. ^ /( ^

2°. Агар ушбу lim f { x ) ~ b  лимит мавжуд булиб, о >  0 (о <  U)

булса, а нинг ( х ф а )  етарли кичик атрофидан олинган х  нинг к ии'  
матларида f(x) > 0  ( f ( x ) c O)  булади.

3°. Агар ушбу lim f(x) =  b лимит мавжуд булса, а  нинг ( х ф а )

етарли кичик атрофидан олинган х  нинг к;ийматларида f(x) функция
чёгараланган булади.

И с б о т .  lim f(x) =  Ь булсин. Функция лимити таърифига кура

булади. Демак, аргумент х  нинг барча х ^ О  6 (а) ^ийматларида функ- 
циянинг мос цилматлари (b— е, ¿>+8) ораликда булади. Бу эса 
f  (х) функциянинг а ну^танинг Ü$(a)  атрофида чегараланганлигини 
курсатади.

4 . 2 - э с л а т м а .  Функция чегарэланганлигидан унинг чекли ли
митга эга булиши ^ар доим ^ам келиб чш^авермайди. Масалан, f{x) =>
— sin—  функция чегараланган, аммо *-»-0 да бу функция лимитга

V  Р- >  0 сон учун шундай б >  0 сон топнладики, 

х ^ 0 й (а) учун f { x ) £ U  в (Ь)

X
эга эмас.



X  тупламда / х(х) ва f 2(x) фуккциялар аншуюнган булиб, а эса 
X  нинг лимит ну^таси булсин.

4°. Агар ушбу
lim ¡г(х) я= blt lim f 2(x) — b2. .  . , u 2x-+a x-*a

лимитлар мавжуд булиб, аргумент х  нинг а ну^танинг U 6 (а) атро- 
фидан олинган барча ^ийматларида f L(x) <  f 2(x) тенгсизлик уринли 
булса, у ^олда Ь1 <  Ь2 тенгсизлик ^ам уринли булади.

5°. Агар а ну^танинг U 6 (а) атрофидан олинган х  нинг рймат- 
ларида

fi(x) <  /  (х) <  f2(x)
тенгсизликлар уринли булиб, х-*-а да f^x) ва f2(x) функциялар ли- 
митга эга ^амда

lim fx(x) — lim f 2(x) =  b
x-+a x—*a

тенгсизликлар уринли булса, у ^олда f(x) функция хам лимитга эга 
ва

(4.6)
булади.

5° н и н г  и с б о т и . Шаргга кура 1 im f t (x) =  Ьг лимит мавжуд.
х-̂ а

Демак, V  е >  0 сон учун а нуцтанинг шундай 0 6 (а) 
атрофи мавжудки, х нинг барча х  £ U ¿Ja) кийматларида 
f i ( x ) £ Ü e (b) булади. Шунга ухшаш, lim f2(x) =  b лимит мавжуд

булгани учун y u i a - V e > 0  сон учун а ну^танинг шундай 6'в, (й)
атрофи мавжудки, х  нинг барча х  £ 0 й2(а) цийматларида f2(x) £ 0  (b)
булади. е 
. Агар б х> 0 ,  б 2> 0  сонларнинг кичигини б деб, а нуцтанинг 

i/a (а) атрофи олинса, унда

Ü 6( a ) c =Ü6i (a), Ü6( a ) c z Ü 6i (а)

муносабатлар уринли булади. Натижада ^ар бир x £ Ü ö (a) учун бир 
вацтда

f i ( x ) £ U a (b), U x ) i U J b )  

булиб, (4.5) муносабатга биноан f ( x ) £ U R(b) ^ам келио чи^ади.
Демак, ^ар бир x£U 6 (а) учун f(x)£U е(Ь) уринли. Бу эса х-+а  

да 1(х) функция лимитга эга ва 1 im f(x) — b булишинн курсатади.
х-*а

Шундай цильб, (4.6) исботланди.
М и с о л . Ушбу

W c o s _ L  ( 1 # 0 )

лимитни топинг.



Равшанки, бир томондан л:-cos— функция учун — \ х \  ^  х  *
*

■ cos — <  I х  I тенгсизликлар бажарилади, иккинчи томондан,

lim (— I х  I) =  lim I х I =  0.
x-> 0

Демак, юцоридаги 5° хоссага кура lim x-cos JL — о.
x-»0

2 . Ч ■ к л и л и м и т г а  э г а  б у л г а н  ф у н к ц и я л а р  у с т и д а ’ 
а р и ф м е т и к  а м а л л а р .  X  туплам берилган булиб, а  унинг лимит 
нуцтаси булскн. Бу тупламда [(х) ва g(x)  функциялар аник,ланган.

1°. Агар х-> а  да fix) ва gix)  функциялар лимитга эга булса, 
fix) ±  g(x) функция ^ам лимитга эга ва

lim [ f(x) ±  gix) ] =  lim f{x) ±  lim g(x)
x-^a x->a x->a

тенглик уринли.
2°. Агар x->a  да fix) ва gix) функциялар лимитга эга булса, 

f(x)‘g(x) функция \ам лимитга эга ва
lim lf(x)-g(x)] =  lim f{x)- lim g(x)
x-r+a x~*a x-*a

тенглик уринли.

4 . 1 - н а т и ж а .  Агар x-*-a да fix) функция лимитга эга булса, 
унда k-fix) ik =  const) функция ^ам лимитга эга ва ’

l i m [ k-fix)  ] =  k  • lim f{x)

тенглик уринли.
3°. Агар x~>-ci да fix) ва g(x) функциялар лимитга эга булиб,

lim gix) ¥= 0 булса, —  функция хам лимитга эга ва 
x-»a gW

Í (х) lim i* ' ' х > х-+а
l i m ----------г =  7-.--------т~г
х^а g (х) 1 im g(x)

х--*а

тенглик уринли.
4 . 3-  э с л а т м а . 1) Ю^орида келтирилган Г ва 2° хоссалар 

шилувчилар, купайтувчилар сони ихтиёрий чекли булган ^олда ^ам 
уринли.

2) х-*-а да fix) ва gix) функцияларнинг йириндиси, купайтмаси 
ва нисбатидан иборат булган функцияларнинг лимитга эга булиши- 
дан бу функцияларнинг ^ар бирининг лимитга эга булиши доим ке-
либ чи^авермайди. Масалан, fix) =  1 — sin gix) =  sin -  функция

лар йириндиси fix) +  g{x) =  1 булиб, x - > 0  да fix) +  gix) - >  1 була- 
ди. A m m o  x-+Q да fix) ва gix) функцияларнинг ^ap бири лимитга 
эга эмас.



3 .  М у р а к к а б  ф у н к ц и я н и н г  л и м и т и .  Купчилик лоллар
да муракк.б функциянинг лимитини ^исоблашга т>три келади. Шу- 
нинг учун биз куйида мураккаб функция лимитини ^исоблаш имко- 
нини берадиган теоремани келтирамиз.

Фараз ^илайлик, бирор X  тупламда t tp (х) функция аницлан- 
ган ва бу функция ^ийматларидан иборат Т тупламда у  =  f(t) функ
ция аншуганган булиб, улар ёрдамида мураккаб функция у  =  /(ср (х)) 
У̂осил ^илинган булсин. Бу мураккаб функция X  тупламда аншушн- 
ган. Шу билан бирга а  сон X  тугтламнинг лимит ну^таси булсин.

4 . 3 - т е о р е м а .  А гар 1)  Пгпф(х) =  с лимит ¿¡ринли булиб, а
х - * а

нуцтанинг шундай U ö(a)  атрофи мавжуд булсаки, барча x £ U 6(a) 
лар учун ц>(х)фс булса , 2) с нщта Т тупламнинг лимит нук- 
таси булиб, lim /(/) =  & лимит мавжуд булса, у  хрлда х-*-а да

t-*C

мураккаб функция у  =  /(ф {х) ) %ам лимитга эга ва

П тД ф  (х)) =  Ь
х  -±а

булади.
И с б о т .  Шартга кура l imf( t) — b мавжуд. Лимит таърифига ку-

1--+С

pa, V  е >  0 сон учун, шундай а  > 0  сон топиладики, барча t £ U0 (с) 
лар учун f ( j )£U e (b) булади.

Энди шартга кура lim ф (х) — с лимит уринли, шу билан бирга
х-+а

а  нуцтанинг шундай 0  й (а) атрофи мавжудки, барча x £ l ) 6 (a) лар 
учун ф ( х ) ф с  тенгсизлик уринли. У ^олда яна лимит таърифига ку
ра, ю^оридаги а >  0 сон учун шундай 6 >  0 сон топиладики, барча 
х£ Ü6 (а) лар учун ф (х) £ U6(c) булади. Шундай ^илиб, V е >  0 сон

учун, шундай сон топиладики,

x £ U b (a) =>t =  ф (х) £ 0 „ (c)=>f(t)£Uе (b) 
муносабатлар .уринли булади. Бу эса

lim f(t) — 1 im f(ф (x) ) =  b -
t —* c  x - * a

б^лишини ифодалэйди. Теорема исбот булди.
4 . 4 - э с л а т м а .  Теоремадаги а нуцтанинг U 6 (а) атрофида 

ф(х) Ф с  булсин деган шартн и /(/) ф у н к ц и я  t =  с н у ц т а д а аншу 
ланган ва

Hm f(0 =  f(c) =  Ь
t-+C

тенгликлар уринли булсин деган шарт билан алмаштириш мумкин. 
Дар^а^икат, агар x £ U 6 (а) лар учун ф ( х ) ф с  булса, теореманинг 
исботи равшан: агар ф (х) =  с булса, у хрлда f (ф (л:)) =  f (с) — b 
б^либ, |/(ф(лс))— &1 = 0  булади, Шундай цилиб, барча x £ Ü 6(a) 
лар учун f (ф(х)) £ UE(b) булади. Худди шунга ухшаш а, с ^амда



b ларнинг бири чекли иккинчиси чексиз ёки барчаси чексиз булган* 
да хам теореманинг уринли булиши исботланади.

Ми с о л .  Ушбу
lim sin (sin*) 

sin*

лимитни ^исобланг.
sin t

Бу ^олда у  — - , t =  ф(х) =  sin  л:. Шунинг учун 

3im ф(дг) =  lim sin* =  0 ва lim sin< _  ,
Л-+0 0 I *■

лимитлардан теоремага асосан

lim sin (sin*) _  j 
sin*

келиб чнцади.
4. А н и ^ м а с  и ф о д а л а р .  Биз юцорида чекли лимитга эга бул- 

ган функциялар устида арифметик амалларни куриб утдик. Агар 
х-*-а  да f(x) ва g(x)  функцияларнинг ^ар бирининг лимити чек- 

М
сиз еки функция лимити царалганда g (x)-vO  булиб цолса,
бу з^олда 3-бобнинг 6 -§  ида бат фсил урганилган ашщмасликлар 
каби турли аницмас ифодаларга келамиз.

X туплам берилган булиб, а унинг лимит нуцтаси булсин. Б у  
тупламда f(x) ва g(x)  функциялар' ани^ланган. Агар x - + a t да

1) fix) 0, g(x) ->  0 булса, уларнинг ^  нисбати ~  кури- 
нишдаги аницмасликии ифодалайди;

2) f ( x ) - * o o ,  g ( x ) -+ o о булса, уларнинг ~ ~  нисбати ~  ку-
ринишдаги ани^маслик ^булади; 3) /(*)-*■0, g(je)->oo булса, 
уларнинг f(x) • g(x) купайтмаси 0 • оо куринишдаги ани^масликни 
ифодалайди; 4) f ( x ) - +  +  оо ( — оо), g(x ) - + —  оо ( +  оо) булса, 
яъни f (х) хамда g  (х) функциялар турли ишорали чексизга интил- 
са, f{x) +  / (х) ифода оо —  оо куринишдаги аницмаслик булади. 

Бу лолларда х - >  а да f(x) ва g(x)  функцияларнинг уз лимитла-
í (х)

рига интилиш хусуснятига к>араб, (1, 2- холларда), f ( x ) - g  (х )
(З-^олда), f (x) +  g  (х) (4- ^олда) ифодаларнинг характерини аник- 
лаш аницмасликни очиш деб юритилади.

Мисоллар
1. Ушбу

]¡m sin (*-sin2*)
х2

0
лимитни ^исобланг. Равшанки, бу ифода куринишдаги аницмас-



ликдир. х - > 0  да л;-sin 2 х -> 0  ни ^исобга олиб топамиз: 
lim sin (x -s in 2 x) _  |jm sin (x-sin 2x)-sin 2x-2 =¡ 
лн»-0 x2 *^*2 x-sin 2 л>2л:

„ 2 . lim  sin (лг-sin 2лг). i ;tTI sin 2x ^  
x-r>o л:-sin 2x x *̂° 2x

2. К,уйидаги
lim  x -j- x2 -j- . . .  4  xn — n 
*̂ ►1 x — 1

лимитни ^исобланг.
V I v2 I —  ti ^  и

Бу хрлда x  —>■ 1 да +  ---------  ифода o' кУРинишДа'
ги ани^масликдир. Содда алмаштиришлар ёрдамида топамиз:
, .  х 4- х2 +  . .  . +  хп — п н (х — 1) +  (х2 — 1) +  . • • +  (х" — 1) _
lim — 1------1--------j------------- =  Um ---------------------------------------------
*-»1 x *̂ *1

l im (*•—!) I1 +  ( x +  0  +  (x2 +  * 4  1) +  ••• +  (хП~ 1 +  *a~ 2 +  ••• + * + ' ) ]
^  X->1 x — 1

n (n +  1)
=  1 4 - 2 4 - 3 4 -  . . .  4 - n  = -----2-----•

Демак,
lim  * +  *2+  ••• 4  xn ~ n  _ n  ( n + \ )  ^

x 1 2

5 -§ . Монотон функциянинг лимити

Биз чекли лимитга эга булган функцияларнинг хоссаларини ур- 
гандик. Энди функция лимитининг мавжудлиги масаласи билан шу- 
рулланамиз. Дастлаб бу масалани хусусий ^олда — монотон функ- 
цияларга нисбатан ^ал киламиз.

X  туплам берилган булиб, а (чекли ёки 4- оо) эса шу тупламнннг 
лимит нуцтаси ва барча х £ Х  лар учун х ^  а булсин. А тупламда 
f(x) функция ани^ланган.

4.4-т е о р е м а .  А гар f(x)  функция X тупламда усувчи булиб, 
юцоридан чегараланган булса, f(x) функция а нуцтада чекли ли
митга эга, агар f (x)  функция юцоридан чегараланмаган булса,
унинг лимити 4- 00 булади.

И с б о т .  f(x) функция X  тупламда усувчи ва _ю^оридан чега
раланган булсин. Бу ^олда {f(x)} =  {f(.v): х £ X} тупламнннг аш ц 
юкори чегараси мавжуд булади. Биз буни b билаи белгилайлик. 
sup {f ( x ) } = b .  Аниц юцори чегаранинг хоссасига кура у х £ Х  учуй 
f(x) <  b булиб, V  в >  0 сон олинганда ^ам шундай х' £ Х  топила- 
дикиТ fix ' ) > 0  — 8 булади. К,аралаётган функция усувчи булгани- 
дан х > х '  тенгсизлик бажарилганда fix) >  fix') тенгсизлик ^ам 
уринли булади. Демак, барча х .> х '  (х£ X) лар учун f ( x ) > b  — e. 
Натижада ушбу b — е <  /  (х) ^ b < b  +  s тенгсизликларга келамиз. 
Бу эса b сон f(x) функциянинг лимити эканини ифодалайди. IOi^o-



ридаги исбот жараёнида а чекли булганда х' — а — б (б =  а  — х'), а  
чексиз булганда эса х' >> Р  >  0 деб олиниши лозим.

Энди f(x) функция X  да усувчи булиб, ю^оридан чегараланма- 
ган булсин. Демак, х,ар цандай Р >  0 сон олинганда ^ам, шундай 
х ' £ Х  сон топилэдики, f ( x ' ) >  Р  булади. Энди х £ Х  в а х > х '  
тенгсизлик бажарилганда f(x)>  /  (х') тенгсизлик уринли булгани- 
дан барча х > х '  ( х £ Х )  лар учун f ( x ) >  Р  булиши келиб чицади. 
Б у эса х - > а  да f(x)-*- +  °° эканини билдиради. Теорема тули^ 
исбот булди.

X  туп лам берилган булиб, а (чекли ёки — оо) эса шу туплам- 
нинг лимит нуцтаси ва барча х £ Х  лар учун х ^ а  булсин. X  туп- 
ламда fix) функция аникланган.

4 . 5 - т е о р е ма .  Агар f(x)  функция X  тупламда камаюти 6 ij- 
либ , у  куйидан чегараданган булса, f(x)  функция а нуцтада 
чекли лимитга эга, f (x)  функция цуйидан чегараланмаган булса, 
унинг лимити — 00 булади.

Бу теорема юцоридаги теорема каби исботланади.

6- §. Коши теоремаси

Энди функция лимитининг мавжудлиги ^а^идаги умумий теоре- 
мани келтирамиз.

X  туплам берилган булиб, а унинг лимит нуктаси булсин. Бу 
тупламда f(x) функция берилган.

4 . 1 6 - т а ъ р и ф .  Агар V e > 0  сон учун шундай 8 > 0  сон то- 
пилсаки, аргумент х  нинг 0 <  \х' — а\ <  б, 0 <  \х" — а\ <  б тенг- 
сизликларни ^аноатлантирувчи ихтиёрий х'  ва х" i x ' £ X ,  х" £ X)  
цийматларида

\ f i x " ) - f ( x ' )  | < 8  
тенгсизлик уринли булса, fix) функция учун а  ну^тада Коши шар- 
ти бажарилади дейилади.

Мисоллар

1, Ушбу fix) — х  sin функция учун X — О нуктада Коши
шартининг бажарилишини курсатинг. ^ а а д а т а н , v  s >  0 сон олиб, 

6 6 
6 ни б =  у  деб каралса, у з^олда х  нинг 0 <  | х'  — 0 1 =  1 х' | <  у ,

8
О <  | х" —■ 0 1 =  \х"\ <  -  тенгсизликларни каноатлантирувчи ихтиерий 
х',х"  цийматлари учун куйидагига эга буламиз: | f  {х") — f ix') | =«

=  l^ '.s in  — — x' • sin — I <  \x" • sin 1 +  I x' • sin  —

<  \x"\ +  | x ' | <  e.
Бу берилган функция учун х — 0 нуцтада Коши шарти бажарили
шини курсатади.



2. Куйидаги

f(x) =  cos ~

функция учун x — О нуцтада Коши шарти бажарилмайди. Х декатан, 
\ / 8 > 0  сон олинганда хам (уни 2 дан кичик цилиб олиш мумкин),

х =  0 ну^та атрофида шундай х' =  — , х" =  — ̂  +  t ну^та- 
лар борки,

I/CO — /  (х') I ■= I cos (2k + 1 )  я  — cos 2kn I =  2 >  8 
l

булади. Демак, f(x) =  cos — функция учун х =  0 нуктада Коши
шарти бажарилмайди.

Бу мисолдан барча функциялар учун Коши шарти бажарилавер- 
маслиги куринади.

4.6-т е о р е м а  ( К о ш и ) .  f (x) функция а нуктада чекли ли- 
митга эга булиши учун бу функция учун а нуктада Коши шар- 
тининг бажарилиши зарур ва етарли.

И с б о т .  З а р у р л и г и .  х - > а  да f(x) функция чекли лнмит- 
га эга булиб, lim f(x) =  b булсин. Функция лимита таърифига ку-

х-*а
е

pa, V  8 >  0 сон олинганда ^ам, — га асосан шундай б >  0 сон то-
пиладики, аргумент х нинг О <С ¡ х — а ¡ с  б тенгсизликларни цано- 
атлантирувчи цийматларида

] f(x) — b ¡ < j  

тенгсизлик уринли булади. Хусусан, ушбу

О <  ¡x' — а I <  б =>■ I f (x' )— b \ < j ,

О <  I х" — а I <  б I f(x") —  b I <  ~

муносабатлар урин ли. Бундан
\ f ( x ' ) - f ( x ' ' ) \ ^ \ f ( x ' ) ~ b \  +  \ f ( x ' ' ) - b \ < B

тенгсизликнинг уринли булиши келиб чи^ади. Бу эса f(x) функ
ция учун а  ну^тат, а Коши шарти бажарилишини курсатади.

Е т а р л и  л и г  и.  f(x) функция учун а нуктада Коши шарти ба- 
жарилсин, яъни V  е >  0 сон олинганда хам шундай б >  0 сон то- 
пиладики, х  нинг 0 <  | х'  — а | <  б, 0 <  | х" — а | <  б тенгсизлик
ларни каноатлаптирувчи ихтиёрий х' ,  х" цийматларида | fix') — 
/(jc") I С  е тенгсизлик уринли. Бу холда f(x) функция х-*~а да 
чекли лимитга эга булишини курсатамиз:

а нуи,та X  тупламнииг лимит ну^таси. Шунинг учун X  т^плам- 
нинг ну^таларидан {хп} (хп ф  0, п =  1, 2, . . .) кетма-кетлик тузиш 
мумкинки, lim хп — а  булади. Кетма-кетлик лимити таърифига ку



ра, юцорида олинган б > 0  сон учун шундай n0 £ N  сон топилади- 
ки, барча п > п 0 лар учун 0 < | x n — а | < 6  ва ® < \ х п+т — а | < б  
(т =  1, 2, . . .  . ) тенгсизликлар уринли булади. Б у  тенгсизликлар- 
нинг бажарилишидан эса, шартга кура

!/(*„+«,) — /(*„) 1< е  
булади. Демак, {/(*„)}— фундаментал кетма-кетлик. У яцинлашув- 
чи. Биз {/(*„)} кетма-кетлик лимитини b билан белгилайлик, яъни 
lim f(xn) =  b. Энди X  тупламнинг нуцталаридан тузилган ва а га ин-
П-+СЮ  ̂ ' ' / t o
тилувчи ихтиёрий {х'п} кетма-кетлик хп-*-а, хп Ф а, (п =  1, 2, . . . )  
олинганда ^ам f (х) функция цииматларидан тузилган мос {f(x’n )} кет
ма-кетлик >̂ ам уша b га интилишини курсатамиз.

Фараз ^илайлик, х ’п- + а  (х'п Ф  а, п =  \, 2, 3, . . . ) да f(x^)-*- 
->  b' булсин. {хп} ва {х'п} кетма-кетлик ^адларидан ушбу

Xv  ATj, Хг, Х2 , . . . , Хп, Хп, . . .

кетма-кетликни тузайлик. Равшанки, бу кетма-кетлик а  га интила- 
ди. У ^олда

1(х[), fix,), A4).........  / « ) • • • >
кетма-кетлик фундаментал булиб, чекли лимитга эга. Бу лимитни 
Ь* билан белгилайлик. Агар {! (хп)} ва {f (х'п)) кетма-кетликларнинг 
jqap бири (4.7) кетма-кетликнинг цисмий кетма-кетликлари эканини 
эътиборга олсак, у ^олда Дх'п) Ь*, f(xn) -*  b* булишини топамиз.

Демак,
ь* ^ Ь - Ь \

Шундай к;илиб, } (х) функция учун а нуцтада Коши шарти бажа
рилишидан X  туплам ну^таларидан тузилган ва а  га интилувчи хар 
цандай [хп\ [хп ф а ,  п =  1,2.3 . . .) кетма-кетлик олинганда ^ам 
мос {/(*„)} кетма-кетлик битта сонга интилишини топдик. Бу эса 
функция лимитининг Гейне таърифига кура f(x) функция а нукла
да чекли лимитга эга булишини билдиради. Теорема исбот булди.

Э с л а т м а .  Коши шарти ва Коши теоремаси х - * - а - \ - 0 , х - * - а —
— 0; оо, х —*• -Ь оо, Х -*—  оо булган долларда >;ам ю^оридаги- 
га ухшаш ифодаланади ва исбот этилади.

7- §. Чексиз катта ва чексиз кичик функциялар

Бизга X туплам берилган булиб, а унинг лимит ну^таси булсин. 
Бу тупламда а  (а-), ß(x)  функциялар ани^лаиган.

4 . 1 7 - т а ър иф Агар х - » а  да а(х)  функциянинг лимита нолга 
тенг, яъни

]im a(A') =  0
кг*а



/ '  /
булса, а  (х ) функция а нуцтада (ёки х а да) чексиз кичик функ
ция деб аталади. ;

М и со  л. f(x) =  sirw функция х -^ О д а  ч е к с и з  к и ч и к ,  чунки 
lim s in *  =  0.

Агар X  тупламда аникланган f (х) функция х - + а  да чекли b 
лимитга эга булса (яъни lim/(x) =  b), у ^олда а  ix) =  f i x ) — о функ-

л:->0
ция х -* -а  да чексиз кичик функция булади. ^аци^атан, 

l i ma ( x)  — l lm[f ( я ) — b] =  lim f (x) — b =  0.
x—► а x~* а ж-* а

Демак, бу ^олда f ix) функцияни х - > й  да чэксиз кичик булган 
а  (л:) ёрдамида цуйидаги

f ix) =  b +  a  ix)

куринишда ифодалаш мумкин.
4.18- т а ъ р  иф. Агар х - + а  да ß(x) функциянинг лимита, оо, яъни

lim ß ix) =  оо
х—> а

булса, ßi.v) функция x -v f l  да чексиз катта функция деб аталади.
М и с о л .  f (х) — y  функция да чексиз катта функция

булади.
Чексиз кичик ^амда чексиз катта функциялар хам 3 - боб да ур- 

ганилган чексиз кичик ва чексиз катта кетма-кс-тликларнинг хвсса- 
ларига ухшаш хоссаларга эга. ^уйида биз шу хоссаларнн келтирамиз.

1°. Чекли сондаги чексиз кичик функциялар йигиндиси ва ку- 
пайтмаси яна  чексиз кичик функция булади.

2°. Чегараланган функциянинг чексиз кичик функция билан 
купайтмаси чексиз кичик функция булади.

3 °  А га р  а ( х ) ( а ( х ) ф 0 )  чексиз кичик функция булса, чек

сиз кат т а функция булади.
4 °  А га р  ß (х) чексиз катта функция булса, —— чексиз кичик

Р\Х)

функция булади .
Бу хоссаларнинг исботи бевосита 3- бобнинг 4- ва 5- § ларидаги 

хоссалардан з^амда функция лимитининг таърифларидан келиб чи- 
ца ди.

8- §. Функцияларни такдослаш

X тупламда f ix) ва g {х) функциялар аникланган булсин. Бирор а 
нуцташшг U 6ia) cz X  атрофида f ix) ва g  ix) функцияларни таккос-
лаш масаласини караймиз.

1. «О», «о», « ~ »  бе л г и  л ар .
4 . 19- т а ъ р  и ф. Агар f (х) ва g ix) функциялар учун шундай уз- 

гармас б > 0  ва С > 0  сонлар топилсаки, барча x^VJf l )  лар учун



тенгсизлик бажарилса, у холда х  а да /  (х) функция g  (х) функ- 
цияга нисбатан чегараланган дейилади ва f (х) =  О (g  (х)) каби бел- 
гиланади (f (х) — 0  (g (х)) ни /  (х) функция баробар катта О g  {х) 
функциядан деб у^иладн).

Шуни таъкидлаш лозимки, бу таърифдаги х -> -а  белги ^арала 
ётган (4.8) муносабатнинг а  ну^танинг бирор атрофида уринли бу- 
лишини ифодалаб, / (х) ва g( x )  функцияларнинг х  даги лимити- 
нинг мавжуд булиши ёки булмаслигига бояли^ эмас.

Масалан, л: —̂ 0 да х2 =  О(х)  булади. Х ^и ^атаи , ихтпёрий 
x^U^O) лар учун, яъни х£ ( — 1, + 1 )  лар учун, | х 2 | <  | х |  тенгсиз
лик бажарилади.

Агар }(х)  функция а ну^танинг бирор атрофида чегараланган 
булса, уни х -э -а  да f (х) =  0 (1 ) каби ёзилади. Масалан, /  (х) =  (1 +  

i
+  х ) х функция х =  0 isyKja атрофида чегараланган (чунки 

lim ( 1 + х ) ~  =  е). Шунинг учун ( 1 + х ) х =  О (1) деб ёзиш мумкин.
х-*0

4 . 2 0 - т а ър и ф.  Агар х->-а да f (х) ва g i x )  функциялар учун 
f(x)  =  0 (g(x)) ва g(x)  =  Oi f i x) )  муносабатлар уринли булса, у х>ол- 
да х —>-а да fix)  ва gix)  функциялар бир хил тартибли функция
лар деб аталади.

Ма~алан, f ( x ) =x ,  g ix)  =  2 x + x s i n x  булсин. Равшанки, х -* 0  да
I х I <  12х  +  х • sin х I <  3 1 х [

тенгсизликлар уринли. Бу э_а
х =  0 (( 2х  +  x-sinx)) ,  2х +  x- s i nx  =  О (х)

булишини билдиради. Демак, х ->  0 да fix) =  x , g  (х) =  2х +  х sin х 
функциялар бир хил тартибли функциялар булади.

Ю^орида келтирилган таърифлардан, х-*-а  да
0 ( 0  if ix))) =  О if (х)'1,

О if ix))-О {g ix)) =  О üf ix) ■ g  (x)) 
каби муносабатларнинг уринли булишини курсатиш цийин эмас.

4. 7- т е о р е м а .  Агар f (х) ва g i x )  ix ф а  да f (х) ф  0, g  (х) ф  0) 
функциялар учун ушбу

1 • №  lim — с
х ^ а  g{x)

лимит мавжуд ва 0 < с < ; ° °  булса , х -* -а  да f i x )  ва g i x )  бир 
хил тартибли функциялар булади.

И с б о т .  Ушэу
, • fix) lim =  с
х -* а  gix)

лим1гг мавжуд ва 0 <  с <С °° булсин. У ^олда

^ - = C  +  71(X), =  +
g ix) f ix) с

булио, бунда Vi (х) ва v¿(x) фуикц шлэр чехсиз кичик функциялт>



ии ифодалайди. lim ^ (х ) =  0, lim v2(x) — 0, демак, а  ну^танинг
х-> а X—► а

етарли кичик атрофи Uô (a)jxa Yt(x) ва у2(х) функциялар чегаралан- 
ган булади. У ^олда барча х£ U6(a) лар учун

|Ti(*)| <  k, I у2(х) \ < k  ( /г =  const)

теигсизликлар уринли булиб, ва функциялар учун
g  (X) f (х)

Í (х (X)^  |с| -Ь k,
’ (х )  Í  (X )

тенгсизликларга келамиз. Демак,
\ f ( x ) \ ^ ( \ c \  +  k) - \g(x) \ ,

И*)1 <  (¡7|+й )•!/(*) I-

fix)  =  О (g(x)); g(x)  = 0 ( f (x))

эканнии билдиради. Теорема исбот булди.
4.21- т а ъ р и  ф. Агар х а да f (х) ва g (х) функциялар (х ф а  да 

f  (х) Ф 0, g  (х) ф  0) учун
l im 1
х- а̂ gW

ёки, бари бир

l i m - ^  =  1
Х--Ю  f (x)

булса, у ^олда х - > а  да f (х) ва g(x)  лар эквивалент функциялар 
деб гталади ва

f { x ) ~ g ( x )
каби белгиланади.

Масалан х - + а  да f ( x ) = x ,  g ( x )  =  sin х функциялар эквивалент 
функциялар: х  — sinx.

Агар x - v a  да /(x )~ g-(x ), g ( x ) ~ s ( x )  булса, у >^олда х - + а  да 
f ( x ) ~ s ( x )  булади. Дар^аци^ат, х - ^ а  да f ( x ) ~ g ( x ) ,  бундан
l im '~ ^  =  1, х-> -а да g ( x ) ~ s ( x ) ,  бундан l i m~ — =  1 келиб чика- 
*-» о g (х) х^ а s (X)
ди, улардан

i • F М i • f (х) i • g  (х) , l im -1—=  h m Li— • I i m ^ - ^  1
.V s(x) X~>ng(x)_ x-¥ü s(x).

лимитга эга буламиз. Демак, f(x)  — s (x).
4. 2 2 - т а ъ р и ф .  Агар f(x)  ва g(x)  функциялар учун

f(x) =  a ( x ) - g ( x )
тенглик Гринли булиб, бунда Н т я ( х )  =  0 булга, у ^олдз х~>-а да.

х—>а



* f (x ) функция g  (x) га нисбатан юцори тартибли чексиз кичик ф ун к
ция деб аталади ва

fOc) =  o(g(x) )
каби белгиланади.

Агар f (x ) функция а ну^танинг бирор атрофида чексиз кичик 
функция (яъни х - + а  да /(х )-» -0 ) булса, уни f ( x )  — o (  1) каби 
ёзилади.

Равшанки, агар х  -> а да f {x)  ва g  (х) функциялар учуй f (л:) =  
=  о ig {х)) теиглик уринли бул:а, у ^олда бу функциялар учун 
fix) — О i g  ix)) тенглик ^ам уринли булади.

Юцорида келтирилган таърифлардан фойдаланиб «катта 0» ва «ки
чик 0» орасидаги богланишларни ифодалайдиган цуйидаги муносабат- 
ларни келтириб чи^ариш мумкин:

О (о if (х))) =  о (О (/ (х))) — о if (х)),
0 (j (x) ) -o(g(x) )  =  odf i x ) - g ( x ) ) ) ,

0 (f(x)) +  0 (f(x)) =  0 (f(x)).

«Катта О» ва «кичик о» иштирок этган тенгликларнинг оддий маъно- 
даги тенгликлар эмаслигинн таъкидлаймиз.

Масалан, х - + а  да (х) =  о (g ix)), f2 (х) =  o(g ix)) муносабат- 
лардан f1 (х) =  f2 (х) деб хулоса чи^ариш хато булади.

Энди «кичик о» ва эквивалентлик ~  белгиларн билан богланган 
функциялар орасидаги муносабатларни ифодалайдиган теоремани кел- 
тирамиз.

4 . 8 - т е о р е м а .  х - > а  да fix) ва g ( x )  функциялар  (.х ф а  да 
f(x) ф О ;  g  ix) ф  0) эквивалент (f(x) — g[x) )  булиши учун

g(x) —  fix) =  o i g i x ) )
ёки

gix) — fix) =  о i}{x))

тенгликнинг уринли булиши з а р у р  ва етарли.
И с б о т .  З а р у р л и г и .  x - v a  да fix) ва g{x) функциялар

эквивалент булсин: f (х) g  ix). У  хрлда таърифга кура lim =  1
х,~-*а g  (х )

булиб, ундан
1 lim Л _  Ж . )  ~  lim „gW .-z M -  ^  о

х^ а I g(x) /  х~*а е(х)

келиб чицади. Демак, gix) — fix) =  о (g(x)).
Е т а р л и л и г и .  x -> a  д а g i x ) — fix) — о (gix)) булсин. У  х,ол- 

да х - у а  да
Я*) _  Р,(х) — /(*) __ °(ё(х))

—  g(x) ~  g(x) g(x)

булиб, ундан

lim f i  _  'i =  Hm . . ° J ß { x) L  _  q  
I g ( x )  1 x ^ a S(x)



келиб чикади. Бу эса lim —-----=  1, яъни f(x) ~  g(x) эканини кур-
g(x)

сатади. Теорема исбот булди.
4 . 2 - н а т и ж а .  Агар х - + а  да f(x) ва g{x) функциялар учун

l i m  §(*) п А
11111 ——  =  С ф  0 , с =  const *-*■“ f(x)

булса, у ^олда ушбу
g(x) ~  с- f(x)

ва
< (х) =  с - f(x) +  О (fix))

муносабатлар уринли булади.
И с б о т .  Шартга кура

lim =  с =  const,
х-+а /(X)

бундан

lim gW . =  !
С - f ( X)

келиб чикади. Демак, g (х )— c-f(x).
Юцорида исбот эт-илган 4 .8 -теоремага асосан цукидагича

C‘f(x) — g(x) =  о (c-f(x)) =  о (f(x))
ёзиш мумкин, ундан

g(x) =  с - fix) +  о (fix))

экани келиб чицади.
Энди функцияларнннг эквивалентлигига асосланган ^амда функ- 

цияларнинг лимитини ^исоблашда тез-тез фойдалааиб туриладигая 
теоремани келтирамиз.

4. 9- т е  о р е м а .  Агар х - > а  да / ( х ) ~ / 1(х) ва g i x ) - ^ g 1 (x) 
булиб, уш бу

lim _ М .
g{x)

т м и т  маежуд булса, у  хрлда  lim - лимит %ам маежуд ва
х - ю  g i ( X)

lim J i i L  =  Jim A J i l
x-*a g (x ) x.^a g i(x )

тенглик уринли булади.
И с б о т .  Шартга кура х  а да fix) — fLix), g(x) — g tix).

У  холда ушбу
f(x) =  fy(x) +  o(f1(x)), 

g(x) — g  i(x) +  o(gl(x))

тенгликлар уринли булади. Натижадз



lim - Ж -  - ,  П т  Ш  +  ° =  jim
*'*“ g(x) х->а S iМ  +  о ( g M ) х —>а

fl(x) l ‘ +

0(f  i M )  1 

A M  :

gl(x)
0(gl(x)) ]

11 +■
gl(x) .

о (AM)

=  ит  Ь Ж . ц т 1 +  „ -■= lim
1 + giM

булиши келиб чи^ади. Теорема исбот булди.
Функцияларни уларга эквивалент функциялар билан алмашти- 

риш натижасида купгина функцияларнинг лимитлари сод да ^исоб- 
ла-нади.

М и с о л .  Ушбу
srcsin2A: —  sin2xlim

х-*а je2 +  1п(1 +  Зх)

лимитни ^исобланг. Бунинг учун x - v O  да цуйидаги 
arc sin 2х =  2х +  о(2х) =  2х  +  о(х), 

sin2* =  х2 +  о(х2) =  х 2 +  о(х), 
х 2 =  о(х)

1п(1 +  Зх) =  Зх +  о(х) 
муносабатллрни эътиборга олиб топамиз:

j im  arc sin2^ sin2 =  ] ¡m  2* ~ * ‘ +  °(f)_ =  l i m  1 ± J L  = 1   ̂
x-*° x 2 +  ln(l  +  Зх) 3 x o { x )  *->o 3 3

4 . 5 - э с л а т м а .  Биз 1-пунктда «О», «о» ва « — » белгилар билан 
боглаиган функцияларни ургандик.Бунда а  чекли деб каралди. а  =  оо 
бÿлгaн ^олда ^ам, юцоридагидек тушунча ва теоремалар таърифла- 
нади ва урганилади.

2. Ч е к с и з  к и ч и к  ^ а м д а ч е к  с и з  к а т т а  ф у н к ц и я л а р 
ни т а к ^ о с л а ш .  Биз ушбу пунктда ю^орида келтирилган ф унк
циялар орасидаги тартиб ва эквивалентлик масалаларини хусусий 
^олда — чексиз кичик ^амда чексиз катта функцияларга нисбатан

• цараб утамиз.
X  тÿплaм берилган булиб, а унинг лимит ну^таси бÿлcин. By 

тÿплaмдa а(х) ^амда р (х) функциялар ани^ланган ва улар чексиз 
кичик функциялар б}/лсии:

lima(x) =  0, limp(x) =  0.
х-^а х-=*а

Агар х ^ а  да
а(х) =  о(Р(х)) ва Р(х) — о(а(х)) 

бу,лса, а(х) ва р(х) функциялар бир хил тартибли чексиз кичик  
функциялар дейилади.

Масалан, х - + 0  д а  а(х) =  х, Р(х) =  sinx чексиз кичик функция* 
лар бир хил тартиблидир.



f(x) =  a(x)-g(x)  

тенглик уринли булиб, бунда
lim а(х) — О, lim g(x) =  О
х̂ +а х-̂ а

булса, у ^олда х - * а  да f(x) функция чексиз кичик. g(x) функ- 
цияга нисбатан юкори тартибли чексиз кичик функция  деб атала- 
ди. Б у  ^олда ^ам }(х) =  о (g  (х)) каби белгиланади.

Масалан, *->-0 да 1 — cos х =  о{х) булади, чунки

, 2 sin3 - я  1 — cos л: 2 п  h m ------------  =  l im ----------- =  0.
х~*0 X х^-0 х

Агар í - > a  да а(х) ни ушбу
а(х) =  ß(x) +  o(ß(x))

куринишда ифодалаш мумкин булса, у ^олда ß(x). функция чексиз 
кичик а(х) функциянинг боил ¡щеми деб аталади.

Масалан, 1) х - + 0  да чексиз кичик а(х) =  s i nx  функциянинг 
бош ^исми ß(x) =  х  булади, чунки х -*-0 да sin* =  х  +  о(х).

2) х  ->• 0 да чексиз кичик а(х) — х  +  о(х) функция
а(х) =  х  +  о(х), а(х)  — х +  х2 +  о((х +  х2))

куринишларда ифодаланиб, биринчи ^олда а(х) нинг бош ^исми 
ß(x) =  х, иккинчи >^олда эса а(х) нинг бош ^исми ß(x) — х +  х2 
булишини топамиз.

Одатда, чексиз кичик а(х) функциянинг бош ^исми ß(x) сифа- 
тида а  (л:) =  ß(*) 4- о (ß(x)) (х а) муносабатни таъминловчи чек
сиз кичик ß(x) функцияларнииг энг соддаси олинади.

Ушбу пунктда келтирилган тушунчалар чексиз катта функция- 
ларга нисбатан ^ам ю^оридагидек таърифланади.



ФУНКЦИЯНИНГ у з л у к с и з л и г и

Функциянинг узлуксизлиги математик анализ курсининг му^им 
тушунчаларидан булиб, у функция лимити тушунчаси билан бево- 
сита борланган.

Х с  R тупламда fix) функция аникланган, а эса X  туп- 
ламнинг лимит нуцтаси булсин. х - > а  да fix) функциянинг лимити 
туррисида куйидагиларни айтиш мумкин:

Io. х - у а  да f(x) функциянинг лимити мавжуд, чекли ва
lim f(x) =  f  (а);
х-+а

2°. х - + а  да /(х) функциянинг лимити мавжуд, чекли ва 
lim f(x) =  Ь ' ф 1(а)\
х~>а

3°. х - ^ а  да f(x) функциянинг лимити мавжуд ва
lim f(x) =  оо;
Х-+Л

4°. х —̂ а  да fix) функциянинг лимити мавжуд эмас. Агар би- 
рор f (х) функция учун Io хол урннли булса, бу функция му^им 
функциялардан ^исобланади ва каТ0Р хоссаларга эга булади. ^ у й и - 
да бундай функциялар узлуксиз функция деб аталган.

Биз ушбу бобда acocan узлуксиз функциялар ва уларнинг хос- 
саларини урганамиз.

1- §. Функция узлуксизлиги таърифлари

Х с z R  тупламда f(x) аникланган булиб, а £ Х  эса X  тупламнинг 
лимит ну^таси булсин.

5 . 1 - т а ъ р и ф .  Агар х->~а да fix)  функция лимити мавжуд ва 
у fia) га тенг, яъни

lim f(x) =  f(a) (5  D
x-*-a 4 *

булса, f(x) функция а нуцтада узлуксиз  деб аталади.
Мисоллар

1. fix) =  х 2 +  х  +  1 функция V a  £ R  ну^тада узлуксиз, чунки  
х - + а  да



lim f{x) =  lim (x2 +  x  +  1) =  а2 +  а  +  1 =  f{a).
x~*-a x-*a

2 . f (x) =  (signx)2 функцияни ^арайлик. Равшанки, бу функция

fix) =  (signx)2 =  П ’ araP 
' '  ь ' [0, агар х  =  0

кзфинишда булиб, V a £ R  учун *
lim f(x) =  1
х-+а

булади. Аммо /(0) =  О булгани учун
lim f i x)фf i O) .
х-“*0 I

Демак, f(x) =  (sign х )2 функция а =  0 ну^тада узлуксиз эмас, бош- 
к;а хамма а ф 0 ну^таларда эса узлуксиздир.

Биз 4-бобда функция лимитининг бир-бирига эквивалент б}ллган 
Гейне ва Коши тэърифларини келтирган эдик. Бу таърифлардан фой- 
даланиб, функциянинг а  ну^тада узлуксизлигини ^уйидагича ^ам 
таърифлаш мумкин.

5 . 2 - т а ъ р и ф  ( Г е й н е ) .  Агар X  — {х}  тупламнинг элементлари- 
дан тузилган ва а га интилувчи ^ар ^андай {хп} кетма-кетлик олин- 
ганда ^ам функция ^ийматларидан тузилган мое {/ (хп) } кетма-кет
лик хамма ва^т f{a)га интилса, fix) функция а нщтада узлуксиз  
деб аталади.

5 . 3 - т а ъ р и ф  ( К о ш и ) .  Агар V s > 0  сон учун шундай ô > 0  
сон топилсаки, функция аргумента х нинг \х — а\ <  ô тенгсизликни 
^аноатлантирувчи барча rçi-шматларида

|/(х) — fia) I <  е
тенгсизлик бажарилса, fix) функция а нуцтада узлуксиз деб ата
лади. _____

М и с о л .  Ушбу f (х) =  ] / х  +  4 функциянинг х =  5 ну^тада 
узлуксиз бÿлишини курсатинг.

V  8 >  0 сон олиб, бу s сонга кура ô >  О сонни ô =  Зе бу'лсин 
деб ^аралса, у ^олда \х — 5 1 <  ô булганда

Ш - №  I -  IV Ï + 4  -  3| =  <  I  -  г

булади. Бу эса ю^оридаги таърифга Kÿpa, fix) =  Y  x +  4 функция
нинг x — 5 ну^тада узлуксиз бз/лишини билдиради.

Коши таърифидаги \ х— а | < 6  ва |f(x) — fia) | <  е тенгсизлик- 
лар мос равишда

x £ U 6{a) ва f(x) ÇUe {fia))

куринишда ^ам ёзилиши мумкин эканлигини хисобга олсак, атроф 
тушунчаси ёрдамида функциянинг узлуксизлигини ^уйидагича ^ам 
таърифлаш мумкин.

5 . 4 - т а ъ р и ф .  Агар V e > 0  сон учун шундай ô >  0 сон топил
саки, аргумент х  нинг барча x  £ Uü(a) ^ийматларида /(х) функ-
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циянинг мое кийматлари учун f (х) Ç
• £US (f (а)) булса, f (х) функция а нуц  

тада узлуксиз деб аталяди (33- чиэ 
ма).

М и с о л .  У ш б у
X, агар X—рационал сон бул- 

са,
/ (*) =  \ — х, агар X — иррационал 

сон булса
функция X =  о нуцтада узлуксиз. Ха-
ци^атан, V  е >  0 сон учун Ô >  0 сонни ô =  е деб олинса, у холда 
V x £ U &  (0) лар учун f (х) (0) келиб чицади.

Равшанки, (5.1) ÿpинли булса, ушбу lim [f (х) — f(a)] =  0 ли-
X—а-*-0

мит з̂ ам уринли булади. Одатда х — а айирма аргум ент  орттир- 
маси, fix) — ¡(а) айирма эса функциянииг а нущтадаги орттир- 
маси дейилади. Улар мос равишда Ах ва Ау  (ёки А/) каби белгиланади;

Ах =  X — а, Ау — Af =  fix) — f(a).

Бу тенгликлардан фойдаланиб ёзамиз:
X =  а А X, A y = A f  =  f (a +  Ax)  — f(a).

Натижада (5.1) муносабат
lim А у  =  0
\х-*0

куринишга эга бÿлaди. Демак, f(x) функциянинг а  нуктада узлук- 
сизлиги, бу нуцтада аргументнинг чексиз кичик орттирмасига функ
циянинг з̂ ам чексиз кичик орттирмаси мос келиши сифатида з а̂м
таърифланиши мумкин.

Мисол*.  у  =  s in X ва у  =  cos* функцияларнинг V a £ K  нуцта- 
да узлуксиз' булишини курсатамиз. V a  £ R ну^та олиб, унга А х орт- 
тирма берайлик. Натижада у  =  sin х  функция з^ам ушбу

А г/ =  sin (a +  Ax) — sin a
, орттирмага эга булиб, —я <  А х < я  бÿлганда

Д X A f \
|А у\ =  (sin (а +  а X) — sina| =  2-sin 2 cos (а +  2 j

< 2 - ^ = | М

тенгсизликка эга буламиз. Бундан Пш А у  =  0 булиши келиб чи^а-

ди. Демак, у =  sinx функция a £ R  ну^тада узлуксиз. Худди шунга 
ÿxuiaiu у  =  cosx  функциянинг хам \ / a £ R  да узлуксиз бу'лиши кур-
сатилади. .. .

Энди функциянинг а ну^тада бир томондан (унгдан еки чапдан)
узлуксиз булиши таърифларини келтирамиз. ^

X  c z R  тÿплaмдa f(x) функция аншуганган бÿлиб, а  £ X  эса X  туп- 
ламнинг унг (чап) лимит ну^таси бÿлeин.



 ̂ 5 . 5 - т а ъ р и ф .  Агар * а +  О ( х - * а — 0) да f(x) функциянинг 
унг (чап) лимита мавжуд ва у ¡(а) га тенг, яъни

liin\ f(x) =  [(a) ((lim f(x) =  /(а)) , ,  „
дс̂ .а+0 ^.а-0 КЗ.г)

булса, f(x) функция а нуцтада унгдан (чапдан) узлуксиз  дейи- 

М и с о л .  Ушбу

----- -—р . агар х ф О ,
М * ) =  1 + flT  (а > 1)

О, агар х =  О 
функцияни ^арайлик. Бу функция учун

lim f(x) =  lim Г — 0 — f (0).
■ К -+ + 0  1 a  X

1 ,

lim /(x) =  lim Г — 1
о *-*-o 1 -j- а x

б)ллганлиги сабабли, берилган функция х  =  0 ну^тада унгдан уз
луксиз б;улиб, чапдан эса узлуксиз эмас. Функциянинг унг (чап) ли- 
митларининг Гейне ва Коши таърифларидан (4 -боб, 3-§) фойдала- 
ниб, унинг а  ну^тада >'нгдаи (чапдан) узлуксизлигининг Гейне ва 
Коши таърифларини келтириш цийин эмас. Биз укувчига, машк та- 
рицасида, бундай таърифларни баён этишни тавсия этамиз.

Ю^орида келтирилган таърифлардан куринадики, агар f  (х) функ
ция а  ну^тада ^ам унгдан, з а̂м чапдан бир ва^тда узлуксиз булса 
функция шу нуцтада узлуксиз булади.

5 . 6 - т а ъ р и ф .  Агар f(x) функция X  с  R  TÿwiaMHHHr хар бир 
нуктасида узлуксиз бÿлca, функция X  тупламда узлуксиз  деб ата- 
лад и.

Масалан, f(x) функция (а, Ь) интервалнинг хар бир нуктасида 
узлуксиз булса, функция шу интервалда. узлуксиз деб аталади.

1(х) функция (а, Ь) интервалнинг з а̂р бир нуктасида узлуксиз 
булиб, а  нуктада унгдан, Ь ну^тада эса чапдан узлуксиз булса 
функция [а, Ь\ сегментда узлуксиз  булади деб келишиб оламиз.

М и с о л  Ушбу f  (х) == У х  функциянинг R  тупламда узлуксиз 
булишини K ÿp caT U H r. J J

Аввал нолдан фарцли V aÇ  /? нуцтада берилган функциянинг 
узлуксизлигини курсатамиз. V e > 0  сон олиб, бу сонга кура ô > 0  

СОННИ 6 =  — деб царайлик. Натюкада |лг — о | < 6  булг^нда

I/(дг) -  па) I =  V T -  'v ^ \ =
\У X- - f  y  ах +  у  а21 

—  ___________ \х ~  а\ _________  \х — а\

( V T + l V T j + l V z "  j V *



тенгсизлик келиб чи^ади. Демак, функция VaÇ_ R ( а ф  0) ну^тада- 
узлуксиз.

Энди а =  0 булган ^олда V  е > 0  сонга кура о >  0 сонни о =  е3 
деб олиб, \х — а \ =  \х\ <  Ô булганда

| /  ( x ) - f  (0)| =  |v/T | < ^ = e
тенгсизликка эга буламиз. Бу эса берилган функциянинг а — 0 нук- 
тада узлуксиз булишиаи ифодалайди. Демак, берилган функция R  
тупламда узлуксиз.

2- §. Функциянинг узилиши. Узилишнинг турлари

Мазкур бобнинг бошида х - + а  да f(x) функциянинг лимита- 
учун 4 ^ол юз беришини таъкидлаб, 1-§ да 1° хрлни уфгандик. Бун
да биз узлуксиз функцияларга эга бÿлдик. Энди 2° — 4° ^олларни 
хам урганамиз.

fix) функция X c z R  тупламда аншуганган булиб, а £ Х  нук,та 
X  тупламнинг лимит нуцтаси буллш.

5 7 - т а ъ р и ф .  Агар х-*~а да fix) функциянинг лимита мавжуд, 
ч е к л и  булиб, П т ЦХ) =  Ь Ф №  (2° *ол) ёки lim fix) =  оо (3°"

^ол) булса ёки функциянинг лимити мавжуд булмаса (4° ^ол), ун- 
да f(x) функция а ну^тада узилишга эга дейилади.

Функциянинг а ну^тада узилишга эга буладиган х^уушрини ало*'
хида караб у-тамиз.

1°. х-*~а да- fix) функциянинг лимити мавжуд, чекли булиб,
у f(a) га тенг бу-лмасин:
]im Дд.) — ЬфЦц)  (Ь — чекли сон). Равшанки, бу з^олда • функ

циянинг а ну^тадаги ÿrn лимити f(a +  0) =  lim^ fix) ва чап лими

та f (а _ 0 ) =  lim fix) лар мавжуд булиб,
х -*а —0

fia — 0) =  f(a +  0) ф  fia)
муносабат уринли булади.

Одатда функциянинг а ну^тадаги бундай узилиши бартараф- 
килиш мумкин булган узилиш дейилади.
1 Бу ^олда х - + а  да fix) функция ли-

митини функциянинг х — а нуцтадаги ^ий- 
мати деб олиш билан fix) функциянинг а  
ну^тадаги узилиши бартараф ^илинади.’ 

Масалан, ушбу
,, (х2, агар х ф  0 булса,
J(x) — I агар % =  о булса

функция учун lim f ix) — 0 ф f ( 0) муно-
х—*0

сабат уринли. Демак, бу функция х = 0
х -*0
нуктада бартараф цилиш мумкин булган 
узилишга эга (34- чиз1ма).



f ( х ) =  | ^ , c o s агар х ф О  булса,
[ 1, агар х — О 6ÿflca

ф ункция учун lim xcos — =  0. Агар бу функциянинг х  =  0 нуцта-

даги ^ийматини /(0) =  0 деб олинса, функция бу ну^тада узлуксиз 
булиб ^олади.

2°. Энди х - + а  да f(x) функциянинг лимита мавжуд эмас дей- 
лик. Бунда функциянинг а  ну^тадаги бир томонли лимитларига нис- 
батан учта ^ол булади:

а) х - ^ а  да fix) функциянинг ÿ-нг ва чап лимит лари мавжуд ва 
чекли б у т б ,  улар бир-бирига тенг эмас:

Ка — 0) Ф К а  +  0).
Функциянинг а ну^тадаги бундай узилиши биринчи тур узи- 

лиш ва ¡(а +  0) — f(a — 0) айирма унинг а нуцтадаги сакраши 
дейилади.

Масалан, 1) ушбу

f(x) =

функция учун

1 +  2 * 
О,

агар х Ф  0 булса, 

агар х  =  0 бÿлca

lim f(x) =  0, lim f{x) — 1.
*«► +0 О

Демак, берилган функция х  =  0 нуцтада биринчи тур узилишга эга. 
Унинг 0 нуцтадаги сакраши 1 га генг (35-чизма).

2) куйидаги
fix) =  [х]

функция х — р {р — б у тун сон) ну^тада биринчи тур узилишга эга, 
чунки (36- чизма):

lim fix) — lim [х] =  р — 1,
х ^ р —0 х-*р—О

lim fix) =  lim [x] =  p.
0 x -i^p - f O



б) х - + а  да fix) функциянинг унг ва чап лимитларидан >̂ еч-
булмаганда бири мавжуд эмас.

Функциянинг а ну^тадаги бундай узилиши иккинчи т ур  узилиш
деиилади.

Масалан, 1) уш бу
(sin — агар х > 0 ,

fix) =  * ^  п
[ _  х , агар х  <  О

функция х =  0 нуцтада иккинчи тур узилишга эга, чунки х - >  +  0'

да f (х) =  sin ^  функциянинг лимита мавжуд эмас.

2) Дирихле функцияси
i 1, агар х — иррационал сон булса,

У. (■*•) =  (о, агар х — рационал булса
R ту’памнинг харбира  нуцтасида иккинчи т у р  узилишга эга, чунки 
х - Л  да х (х) функциянинг унг лимити *ам, чап лимита х>ам мав-

жуд.эмас. а функциянинг унг ва чап лимитларидан бири
цекг т  ёки унг ва чап лимитлар турли ишорали чексиз.

Функциянинг а ну^адаги бундай узилиши хам иккинчи т у р
узилиш дейилади.

Масалан, 1) ушбу
(_1_, агар х >  0, булса,

fix) = агар х <  0 булса
функция учун

Иш fix) =  +  00. lirn f(x) =  ОО
булиб, бу функция х =  О нуктада иккинчи тур узилишга эга була- 
ди (37-чизма). я

2) Ушбу fix) =  tgx функциянинг х =  ~  луцтадаги унг ва чап.

лимитлари
lim tgx =  — lirn tg (х) =  +  °°

~ т + °
я о х=* —-О

булади. Демак, f(x )= tgx  функция х — 2

нуктада иккинчи тур узилишга зга.
3°. сндя х - у а  да fix) функциянинг 

лимити чексиз булсин. Бу з^олда функ- 
цичнинг а ну^тадаги унг ва чап лимит
лари х,ам чексиз булади.

Функциянинг а ну^тадаги бундаи 
узилиши з̂ ам иккинчи тур узилиш  дейи
лади.



/  (*) ~  хч (х Ф  0), /  (0 )= 0  

функциянинг х >- 0 даги лимити -f* дир (бу холд^з 

lim —■ =; -j- 00, lim — =  4- сю).
*r^ .-J-Q  X  х ^ ¥ — О X 2

Демак, берилган функция х  =  О ну^тада иккинчи тур узилишга эга.
5 . 1 - э с л а т м а .  Агар а £ Х  ну^та X  тупламнинг бир томонли 

(яъни -унг еки чап) лимит ну^таси булса, ю^оридагидек функциянинг
риладнТаДа УЗИЛИШИ ( У ™  ёки -п д а н  узилиши) таърифи келти-

5 . 2 - э с л а т м а .  f (х) функция X  тупламда ани^ланган, узлук
сиз булиб, а £ Х  ну^та X  тупламнинг лимит ну^таси булсин. Бу 
^олда функциянинг а ну^тадаги к;иймати аницланмаган булса хам 
х  а  да / (х) нинг лимити мавжуд ва чекли, яъни

lim f (х) =  b (Ь — чекли сон)
х-+ а '

булиши мумкин. Бу лимит муносабатдан фойдаланиб X  (J {а} туп- 
.ламда узлуксиз булган функция тузиш мумкин. Да^и^атан, агар

f*ix \ _  Я  (х ), агаР х £ Х  булса,
I Ь, агар х =  а булса

:деб олинса, натижада X  (J {а}  тупламда узлуксиз f* {х) функция 
^осил булади. '  т

sin X
Масалан у =  х функция ( — °°, 0) (J (0, +  °°) да ани^лан- 

:ган ва узлуксиз. Маълумки,

lim - i i H  =  1
J t-^ Q  X

Бу муносабатдан фойдаланиб тузилган ушбу
(_sin£) агар х ф О ,

Г  ( х ) =  \  х
( 1, агар х — 0 

функция R  да узчуксиз булади.

3 -§ . Узлуксиз функциялар устида арифметик амаллар

Энди узлуксиз функцияларнинг йигиндиси, айирмаси, купайтма- 
си ва нисбатини узлуксизликка текширамиз.

5. 1- т е о р е м а .  Агар f (x)  ва g  (х)  функциялар X  с  R тип- 
лам да аницланган булиб, уларнинг урр бири а £ Х  н у  у п а д а  у  злу к-
£ И З  О  tjJtCCLу

fix)
f(x) ±  g  (х), f(x) - g ( x) ,  (g(x) # 0 ,  V x g  X)

ф ункциялар \ам. шу нуктада узлуксиз булади.



Не  б о т .  Бу теореманинг исботи лимитга эга булган функциялар 
устида арифметик амаллар ха^идаги теоремалардан бевоепта келиб-- 
чикади. Масалан, иккита узлуксиз функция куттйтмаси яна узлук
сиз функция бу'лишини курсатайлик. fix) ва g(x)  функциялар а  
нуцтада узлуксиз бÿлcин•.

lim fix) =  f{a), lim  g(x)  =  g{a).
x-+ a x-+ a

У ^олда
lim [f(x) ■ g(*)] =  Hm f (x) -Um g{x)  =  f i a ) -gia)

4 ' - • - x->a

булиб, ундаи f(x)-g(x)  функциянинг а нуцтада узлуксиз булиши

5 .3- э с л а т м а .  Иккита функция йигиндиси, айирмаси, к>пайт-
маси ва нисбати узлуксиз булишидан бу функциялариинг ^ар бири-
нинг узлуксиз булиши келиб чицавермайди.

М и с о л .  К,уйидаги fix) =  х ва
f 1 , агар х ф  0 булса,

g(x) =  f ° s *
[ 0 , агар х  =  0 булса

1
функциялар купайтмасидаи тузилган cp(x) =  x-cos 7  функция R  д а
узлуксиз булган холда gix) функция х =  0 нуцтада узилишга эта 

Юкоридз келтирилган теорема кушилувчилар дамда ¡¿купаювчилар* 
сони ихтиёрий чекли булган хрлда х,ам уринли булишини курсати 
кийин эмас.

Знди теореманинг цулланилишига мисоллар келтираилик. 

Мисоллар

1. и =  axn, а =  const, n £ N  функция R да узлуксиз.
Равшанки, f {х) =  х функция R  да. узлуксиз. Агар берилга»

функцияни
у  — а-хп — а  х -х  . . .  х 

п та

куршшшда ифодалаш мумкинлигини эътиборга олсак, 5 . 1-теоремага 
кура и =  ахп функшшшшг R  да узлуксизлиги келиб чицади.

Келтирилган мисол ва 5.1- теоремадан бутун ва кагр рациона 
фунмшялар

Р{х) =  а0 хп +  «1 хп~ 1 +  . . .  +  a„_i * +  ап'

а„ х? + а ,  х п~ 1 +  . . . +  ап-\

Q (*) “  Ь„ хт +  Ь^п~ х +  . . ■ +  Ьт_  1 х +  Ьп 

(а0, а и . . .  , а„, b0, bv  . . .  , Ьт - у згармас сонлар, n £ N , m £ N )  
уз аншуганпш тупламларида узлуксиз булиши келиб чикади.



2- У — tgx, у  — cigx,  у  =  sec*, у  — cosec* функциялар уз аник- 
ланиш сохаларида узлуксиз. ^шущатан, бу функциялар узлуксиз 
функцияларнинг нисбати ор^али ифодаланади.

4- §. Мураккаб функциянинг узлуксизлиги

у  =  1(х) функция X  Tÿryiaivwa, г «= ф (у) функция эса Y туплам- 
да аншуинган булиб улар ёрдамида г  =  ц> (/ (х)) мураккаб функция 
тузилган булсин (4-бобнииг 1-§ ига к;аранг).

5.2- т е о р е м а .  Агар у  =  f(x) функция а £ Х  нуцтада, г =  w (и) 
функция эса а ну/упага мос келган уа =  f(a) ну  уп ада  узлуксиз

*ладСй’ 2 =  ^  ^  ^  м ураккаб функция а нуцтада узлуксиз бу-

И с б о т .  y ~ f  (х) функция а £ Х  нуцтада, 2 =  <р (у) функция 
эс мос уа =  f (а) ну^тада узлуксиз булсин. Функция узлуксизлиги 
таърифига кура V e > 0  сон учун шундай а > 0  сон топила пики 
\У— Уа\ < о  тенгсизлик бажарилса, |Ф ( у ) ~ с р  ( y j  | < в  тенгсизлик 
^ам бажарилади. Шунингдек, олинган а  >  0 сон учун шундэй ô >  О
сон топиладики, \х — а\ < ; 6 тенгсизлик бажарилганда !f ( х )_/ (а) \<гп
тенгсизлик ^ам бажарилади. ' 1
Демак, v e > 0  сон учун шундай 6 >  0 сон топиладики \ x— a \ < l b  
тенгсизлик бажарилганда '

|Ф (f(x)) — ф ( / ( а ) ) |< в
тенгсизлик ^ам бажарилади. Бу эса г =  Ф (/(*)) функциянинг а 
иуцтада узлуксиз бэ^лишини билдиради. Теорема исбот булди.

5 -§ . Монотон функцияларнинг узлуксизлиги ва узилиши

Аввало монотон функциянинг узилиши хасида содда теоремани 
желтирамиз.

/  (х) функция X  оралшуха аншуганган б;улсин.
5;3; 1 е о р е м а - Агар f (х )  функция X  оралшфа усувчи (кама- 

■ювчи) булса, у  ф а щ т  биринчи тур узилишга эга булади.
И с б о т .  f (х) фу кция X  оралиада ÿcyB4H бу/леин. X  да шун- 

даи а ну^га олайликки,

X  П (а — Ô, а) Ф  0  (Ô >  0)
■булсин. У ^олда \ / х £ Х  f| (а — ô, а) ну^тада f(x) <  f(a) тенгсиз
лик уринли булади. Демак, /  (х) функция I  П ( а - ô ,  а) туплам- 
д а  ю^оридан чегараланган. Монэтон функциянинг лимити ха^идаги
4 .4 -теоремага асосан, ¡{а — 0) =  ! i m/ ( x)  лимит мдвжуд булиб,

х-+а—0 *
j ( a — 0 ) ^ f ( a )  тенгсизлик у-ринли булади. Агар f(a — 0) =  f(a) 
бÿлcа, функция а ну^тада узлуксиз, f(a — 0) c  f (а) бÿлca, функ
ция шу ну^тада биринчи тур узилишга эга булади.

х УДДи шунга ÿxшaш f (х) функция X  оралшущ камаювчи бул- 
тан  ^олда з̂ ам теорема исботланади.



5 . 4 - э с л а т м а .  Агар f (х) функция X орали^ца монотон булса, 
у шу тупламда ошиб борса саноцли сондаги ну^таларда узилишга
эга булиши мумкии.

Энди монотон функцияларнинг узлуксиз булиши ^а^идаги тео-
ремани келтирамиз.

5 4 - т е о р е м  а.  Агар f(x) функция X  ораликда усувчи (к ам а- 
ювчи) булиб, унинг щйматлари Y  ораликни^ туташ тулдирса  
(яъни xfip бир y £ Y  цийматни функция %еч булмаганда^бир м а р 
та кабул этса), у  \олда бу функция X  да узлуксиз булади.

И с б о т .  Теекарисини фараз-цилайлик, яъни f(x) функция тео- 
реманинг шартларини цаноатлантирса ^ам у бирор а £ Х  ну^тада 
узилишга, масалан, чапдан узилишга эга булсин. Равшанки, бу узи- 
лиш биринчи тур булади. Демак,

Натижада

¡ {а— 0) =  lim f(x) <  f(a).
х~*а— 0

х < а  булса, / ( x ) < f ( a  — 0), 
х > а  булса, f(x) >  f(a)

булиб, f(x) функция Да — 0 ) в а Д а )  сонлар орасидаги^ийматлар- 
ни цабул цила олмайди. Бу эса f{x) функцияиинг ^ииматларн Y  
ораликни туташ (бутунлай) тулдириши шартига зиддир. Демак, ф унк
ция а ну^тада узилишга эга була олмайди. Теорема исбот булди.

Энди бу теоремадан фойдаланиб баъзи бир функцияларнинг уз- 
луксизлигини курсатамиз.

Мисоллар

1 и =  a* (a >  1) R тупламда усувчи функция. Хар бир у >  О 
да х =  logау  нинг мавжуд булишидан берилган функциянинг циймат-
лари y = { a x : x £ R } < = { 0, + ° ° )  ораликни тулдириши келиб чита
ли. Демак, V — ах функция R  да узлуксиз.

2. у  — log0;e (а >  1). Бу функция X =  (0, +  °°) оралщда усув
чи. Унинг цийматлари У — {logax : х £(0,  +  °о ) }  — R  ни тулди- 
ради, чунки хар бир у  £ R учун х — ау мавжуд. Демак, у  =  loga х  
( a >  1) функция (0, +  оо) да узлуксиз.

3. у  — х^ (х >  0) даражали фуикцияни ^арайлик. Бу функцияни

у  =  х^ — c f  logaA: (a >  0, а ф \ )

куринишда ифодалаш мумкин. Агар \x\ogax  функция (0, +  оо; д а ,
а х функция эса R  да узлуксиз эканини эътиборга олсак, у *олда 
мураккаб функциянинг узлуксизлиги х^идаги  теоремага асосланио 
У  =  х* функциянинг (0, +  оо) оралиеда узлуксиз булишини топа- 
миз.



6 -§ . Лимитларни х;исоблашда функциянинг узлуксизлигидан
фойдаланиш

Маълумки, функцияларнинг лимитларини ^исоблаш му^им, шу 
билан бирга анчагина машаццатли ишдир.

Функцияларнинг узлуксиз бÿлиши эса, уларнинг лимитини тоииш- 
да цул келади.

¡(х) функция X  cz R  тупламда аншуганган булиб, а ну^та X  
нинг лимит нуцтаси булсин. г =  ф (у) функция эса Y  с  R туплам
да аницланган. Бу функциялар ёрдамида z — ф (f (х)) мураккаб 
функция тузилган булсин.

Агар lira f{x) =  уа лимит мавжуд б^лпиб, z  =  ф (у) функция уа
х  -+а

ну^тада узлуксиз бз^лса, у ^олда lim ф (f(x)) лимит мавжуд ва
Г->0

lim Ф(f(x)) ¡= ф(уа)
х-*а

тенглик уринли булади.
Ха^ицатан, х - > - а  да f(x) —>- уа ва ф(у) функция уа ну^тада уз

луксиз, яъни у - + у а да ф(#)->- ц>(уа). У  ^олда мураккаб функция
нинг лимита ^а^идаги теоремага асосан jc ^ - a  да Ф (/(*)). функция 
лимитга эга ва

lim <p(f(x)) =  lim ср(у) =  ф( y j
х-*а у -ч /а

тенгликлар уринли. Б у  тенгликлардан узлуксиз функциялар учун 
функция ишораси остида лимитга утиш ^оидаси келиб чи^ади:

lim ф(f(x)) =  ф(Нт f(x)).
х-*а х->а

Хусусан, f (х) =  х  6ÿ,nca,
lim  ф(х). =  ф(Нтлг) = ф (а),
х-r-*а х-ьа

Мисоллар

1, К,уйидаги

lim (1 +  цх) т , О ф  n £ R
*т->0

лимитни ^исобланг. Биз буни lim (1 +  \их) х — lim [ (1 +  (х A:)M,jrJ
х^*0 х-т*0

куринишда ёзиб оламиз. Равшанки, л :-> 0  да у  i= ¡ i x ~>0 бÿлaди.
_1_"]и ' _1_ 1 ц

Бундан-цуйидагини топамиз: lim (1 +  цлг)д* =  lim (1 +  у ) у \ *=
f/-»0

Шу мисолдан фойдаланиб lim (l +  ~ )  лимитни хам ^исоблаш
П̂ ао \ П /



мумкин. Унда 0 Ф х ^ Я .  Равшанки, Л  £ R  Да ва п °о да — — у-*-О»
п п

Шунинг учун

lim (1 +  ) =  Hm
n-*oo '  П 1 V-*0

_1 * - I х

(1 +  у) *= lim (1 +  i/) ] =

2. Куйидаги ажойиб лимитларни .^исобланг.

а) lim loga ^  _  jog е (биринчи му^им лимит);
x-*Q X а

б) lim ?Х =  ]па (иккинчи му^им лимит);
х->-0 X

в) lim (> +  ■<) — 1 _  а  (учинчи му^им лимит).
х-+0 х

Бу муносабатларни исботлашда логарифмик, курсаткичли ва да- 
ражали функцияларнинг узлуксизлигидан фойдаланамиз. Дар^акицат,
а) холда

_i_ j_ 

lim loga (1 =  lim loga (1 +  x ) X =  loga f l im (1 +  x)*]  == lo g /;
* .^ 0  л: *~>0 x-*0

б) холда эса а —  1 =  t деб, x -+ 0  да t-*- 0 булишиии эътиборга 
олиб топамиз:

lim а* ~  1 _  l i m ------- --------= ------------ i--------- ¡— =  ■;—-—  =  Ina;
x-r»0 х  l ° g a ( 1 +  i) - г -1 1оё а е

log,, [ l i m  (1 + < )  J

ln (1 +  0
Ни.^оят, в) ^олда (1 +  x)a — 1 — t деб, сунгра а  — ln ^  ва 

х -+ 0  да ¿ - > 0  булишини х^исобга олсак,

lim ^  +  х а̂ ~  1 =  lim — =  lim
х_>0 X х-^-0 х  зг-=>0

t  ln  (1 +  t )  ln  (1 +  X)
-----------  =  а

ln  (1 ~{~ /) ln  (1 -j-  x) X

келиб чицади.
3. Иккита f ix) ва g  (x) функция X  с  R тупламда аншушнган. 

а  нукда X  тупламнинг лимит нуцтаси булсин.
Агар

lim f (х) =  b ( Ь >  0), lim g  (х) =  с
х-+а *•=*“

лимитлар уринли булса, ушбу

lim f f(x) Is w -  bc
х->а

лимит з̂ ам уринли булади.
^цицатан  I/ (x)]s w функцияни

[ f  ( X ) f  w  -  e g  U )  l n  1  { x )



куринишда ифодалаб, сунгра курсаткичли хамда логарифмик функ- 
цияларнинг узлуксизлигидан фойдаланиб цуйидагини топамиз:

lim U(x)]e (х) =  lim es (х) ln ' w =  Л™ № ' !"  fix) 1 =
х -* а  l im  g  (je) • ln  Г l im  /  <*)] c lnft

_  e*-*a U-«» ' — e — e lnbC _  ¡f •

Одатда [f(x)]g w функция даражали-курсаткичли функция деб ата- 
лади.

Даражали-курсаткичли [f(x)]s (х) функция цуйидаги
1) lim f(x) — 1, lim g  { x ) ~  oo;

x—>a x-+a

2) lim / (x) — 0, lim g  (x) =  0;
x- *a x - * a

3) lim f (x) =  -f- oo, lim g  (x) — 0
x- +a x -+ a

лолларда аввал караб утганимизга ухшаш, аникмасликларни ифода- 
лайди. х - + а  да [f (х)]й w функция 1) ^олда Г ,  2) з^олда 0°,
3) оо° куринишдаги ани^масликлар дейилади.

Ми с о л . Ушбу

, .  /  а* +  6* \ *
Й  (— 5— ) ( « > 0 ,  6 > 0 )

лимитна ^исобланг.
Л

(О* -f~ \ х
— 2----- ) и фода а: —̂  0 да 1°° куринишдаги аницмасликдан иборат.

Уни очиш учун лимит ишораси остидаги функцияни ь;улай куриниш
да ёзиб олиб кейин лимитга утамиз:

lim (  ах + Ьх Л Т  -= И т [V  — 1) +  (Ь* — 1) , 
*«+°\ 2 )  х̂ +о [ 2 +  1

lim 1 ; (а* -  I) +  (Ьх -  l)j

______I______ ) а* — 1 -f fr* — 1
(о* — 1) +  (fr* — 2л

2
а* _  1 +  Ьх _  1

lim Н
(а* — 1) +  (bx ~  1) 1

.Хц>~| 0 2 J

1 im ах — I bx  — t

I
7  (1 п а +  1пЬ)

“ е =  1/а5Г

Демак, х - > 0  да берилган функциянинг лимита У~аЬ га тенг.

7 -§ . Узлуксиз функцияларнинг хоссалари

Биз ушбу параграфда нуцтада ^амда ораливда узлуксиз булган 
функцияларнинг хоссаларини урганамиз.
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1. Н у ь ; т а д а  у з л у к с и з  б у л г а н  ф у н к ц и я н и н г  х о с с а -  
л а р и ( л о к а л  х о с с а л а р ) .  f ix)функция X тупламда аншуззнган 
булсин. X  дан бирор х0 нукта олиб, бу нуцтзнинг шу тупламга 
тегишли булган етарли кичик атрофиии ^арайлик.

Фараз ^илайлик, f(х) функция царалаётган х 0 пункта да узлуксиз 
булсин. Таърифга кура lim f(x) — f(x0) лимит уринли булиб, бу

^олда f(x) функция х0 нуцтада чек ли лимитга эга булади. Чекли 
лимитга эга булган функцияларнинг хоссаларидан (3-бобнинг 4-§ 
ига к,аралсин) фойдаланиб, х 0 ну^тада узлуксиз булган функциялар- 
нинг ^ам хоссаларини келтирамиз.

Г . Агар f(x) функция х 0 ну^тада узлуксиз булса, у з^олда х 0 
ну^танинг етарли кичик атрофида функция чегараланган булади.

2°. Агар f(x) функция х 0 нуцтада узлуксиз булиб, ( ( х ) ф  О 
булса, х0 ну^танинг етарли кичик атрофидан олинган х  нуцталарда 
Ддг0) >  0 булганда f ( x ) >  0 ^амда f{x0) < 0  булганда эса, f { x ) <  
С  0 булади. Демак, fix) функция хп нуцтада узлуксиз булса, х 0 
ну^танинг етарли кичик атрофидан олинган х  ну^таларда функция 
цийматларининг ишораси f(x0) нинг ишораси билан бир хил булади.

5. 1 - н а т и ж а ,  Агар fix) функция х0 ну^тада узлуксиз булиб, 
бу нуктанинг етарли кичик атрофидан олинган х  нуцталарда уиинг 
цийматларн мусбат ^ам манфий ишорали булаверса, функцияиинг х 0 
ну^тадаги ^иймати нолга тенг булади.

3°. Агар fix) функция х 0 ну^тада узлуксиз булса, х 0 нуцтанинг 
етарли кичик атрофидан олинган х'  ва х" ну^талар учун | fix') —
— /(%")!< е  тенгсизлик уринли булади, бунда V e > 0  сон.

Х^ци^атан fix) функция х 0 ну^тадан узлуксиз булганлигидан
е

V e > 0  сон олинганда ^ам, у  га кура шундай о > 0  сон топила-
дики, \х — лг0| <Г 6 тенгсизликни к4аноатлантирадиган барча х  лар

8
учун \f ix) — fix0) I < “  тенгсизлик хам бажарилади. х0 ну^танинг 
етарли кичик атрофидан олинган х' , х" ну^талар учун %ам

| fix') — / (х0) | <  j , | fix") — f ix  о) | <  f

тенгсизликлар уринли булиб, ундан ¡fix')— fix") | < е  тенгсизлик 
келиб чи^ади.

Функциянинг нуцта атрофидаги хусусиятларига унинг локал ху-  
сусиятлари дейилади.

2. С е г м е н т  д а  у з л у к с и з  б у л г а н  ф у н к ц и я л а р н и н г  
х о с с а л а р  и ( г л о б а л  х о с с а л а р и ) .  Энди X  туплам сифатида 
[а, b ] сегментни (оралицни), яъни

X  =  {х :  x £ R ,  а <  х  <  Ь] =  [а, Ь]



са, у  холда шундай с (а-

тупламни олиб бу тупламда 
аницланган ва узлуксиз 
булган функцияларнинг 
хоссаларини урганамиз.

5 . 5 - т е о р е ма .  Б о л ь -  
ц а н о - К о ш и н и н г  бирин- 
чи теоремаси. Агар f (х) 
функция [а, Ь] сегментда 
аницланган ва узлуксиз 
булиб сегментнинг четки 
нуцталарида %ар хил ишо- 
рали щйматларга эга бул-

; с < .Ь )  нуцта топиладики, у  нуцтада 
функция нолга айланади: f (с) =  0 ( а < с < 6 ) .

Бу теорема геометрик нуцтаи назардан, узлуксиз эгри чизиь; ОХ 
у^ининг бир томонидан иккинчи томонига утишда уни' албатта ке- 
сиб утишини ифодалайди (38-чизма).

И с б о т .  /  {х) функция ёпи^ [а, Ь] орали^да узлуксиз булиб, 
f (а) С  0, f  (b) >  0 булсин (f (а) >  0, /  ( Ь ) <  0 булган хол ^ам

а +  Ь
шунга ухшаш ^аралиши мумкин). [а, о] сегментнинг — -— нуцта-
сини олиб, бу ну^тада f (х) функциянинг цийматини ^араймиз.

/ а -f- Ь \  а -f 6
Агар f  I— -— I =  0 булса, с = — ~  део олиниб, уида /  (с) — 0 ва

/  а +  Ь \
демак, теорема исбот этилган булади. Агар /  I —„—  I Ф  0 булса,

а +  Ь ' ' а +  Ь ( '
о, ~ y ~ 2 ’ Ь_ сегментлардан четки нуцталарида f (х) функ

ция турли ишорали ^ийматга э1'а буладиганини олиб, уни [йъ J 
ор^али белгилаймиз. Демак, f ( а ^ С  0, /  ( / ^ > 0  булиб, [а^ Ь̂ \

Ь — а
сегментнинг узунлиги эса &! — я а ==—-—  булади. Сунг [av  Ь,] 

(ij
сегментнинг — -— ну^тасини олиб, бу нуцтада f (х) нинг цийма-

* Г п  -Отин и ^араимиз. Агар f I -  1 =  0 булса, с =  —' — део олиниб, ун- 

да / (с) =  0 ва бу ?^олда теорема исбот булади. Агар f =7̂ 0
Г л  А Г П _1_ А . Т

булса,
я, +  Ь1 ai +  bi ,

их, 2 * ...2 ’Ч сегментлардан четки нуцталарида
f (х) функция турли ишорали цийматга эга буладиганини олиб, уни 
\аг , Ьг] деймиз. Бу ^олда f (а2) <  0; f (62) >  0 ва [йа, Ь2] сегмент-

иинг узунлиги ' %  а 2  22
верамиз. Натижада ё чекли сондаги цадамдан кейин сегментларнинг 
урталарини ифодаловчи ну^та сифатида шундай с нуцтага келамиз- 
ки, у нуцтада функция нолга айланади, демак теорема исбот була
ди, ёки ж араён чексиз давом этиб, ичма-ич жойлашган 

[аъ [аа, &2], . . . , [ап, Ьп\, . .  .

булади. Бу жараённи давом эттира-



сегментлар кетма-кетлиги хосил бÿлaди. Бу кетма-кетликнинг уму- 
мий *ади [ап, Ьп\ да f ( a j <  О, f (bn) >  0 булиб, [ап, Ьп] нинг узун-

лиги Ьп — ап =  _► о (я ->  оо да).
Ичма-ич жойлашган сегментлар принципига асосан шундай с ну^. 

та мавжудки (3- боб, 8- §) :
lim ап =  lim Ъп — с (с£(а, Ь)).

f (х) функциянинг [а, Ь] да узлуксиз булишидан фойдаланиб, топа- 
миз:

ап- у С => f(an) - +  f(c) ва f(an) < 0 => f(c) ^  О, 
bn- + c ^ -  /(¿>„)-> {(с) ва f(bn) > 0 = > /(с )  >  0.

Кейинги тенгсизликлардан эса f (с) =  0 булиши келиб чи^ади. Тео
рема исбот булди.

Исбот этилган теорема купгина татбикларга эга, жумладан у аи- 
рим функционал тенгламалар ечимининг мавжудлигини- ку-рсатиш ва 
уларни та1фиоий чиш имконини беради. Масалан,

sin л; — х  +  1 =  0 (5.3)

тенгламаки карайлик. Равшанки, f(x) =  sinx x - \- l  R  дз узлуксиз. 
Жумлалан, бу 'функция [0, п] сегментда хам узлуксиз 6ÿjin6, сег- 
ментнинг четки нукталарида: f (0) =  1 >  0, f (л) =  л  +  1 <  СЬ

5.5- теоремага асосан f (х) функция [0, я] орали^нинг х.еч бул- 
маганда битта нуцтасида нолга айланади, яънй берилган (5.3) TeĤ J

ламанинг [0, л] ораливда ечими мавжуд. [0, л] сегментни
Я  

2
л

сегментларга ажратиб, 2> л нинг четки нукталарида

=  2 — ~  >  0, f (я) С О  булишини топамиз. Демак, (5.3) тенг- 

т ,  л I орали^да ётадм. Бу жараённи давом эттира-ламанинг ечими
верит натижасида%Шх — * +  1 =  0 тенгламанинг таздибий ечими 
керакли аникликда топилиши мумкин.

5.6-т е о р е м  а ( Б о л ь ц а н о  — К о ш и  н и н г  иккинчи теоремаси). 
Агар f(x) финкиия \а, b ] сегментда аницланган ва узлуксиз бу
либ, ининг четки нукталарида f (a )  — A, f (b) =  В щ й м а т л а р га  
эга ва А ф  В бцлса, А ва В орасида хар цандай С сон олинганоа  
хам а билан b орасида шундай с нукта топиладики,

т  =  с

б^ с б о т .  Аниклнк учун А с  в  булсин, ихтиёрий С, А < С < В  
олайлик. Ёрдамчи <р (х) — у  (х) — С функция тузамиз. Равшанки, 
бу функция сегментда узлуксиз ва бу сегментнинг четки нуцтала- 
рида ф (а) =  Л — С <  0. ср (Ь) =  В  — С >  0, цийматларни цабул щ-  
лади. У > ^ о л д а  Больцано — Кошининг биринчи теоремасига кура а  Си-
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лан b орасида шундай с нуцта топиладики, ф (с) =  0, яъни f (с) =  С 
булади. Бу эса теоремани исботлайди.

5 . 2 - н а т и ж а .  Агар f(x)  функция бирор X  ораливда (ёпи^ ёки 
очи^, чекли ёки чексиз) ани^ланган ва узлуксиз булса, у ^олда 
функцняшшг барча ^ийматлари бирор Y  орали^ни туташ тулдиради.

И с б о т .  Y  =  \f(x) : х £ Х \  тупламнинг а ниц цуйи чегараеи т,  
аниц юцори чегараеи М  булсин:

т  =  iníY , М  =  supV'. 
х £ Х  х £ Х

Бунда т  ва М  лар чекли сон ёки сю булиши мумкин. Аник, чега- 
раларнинг таърифига биноан, \ f x ^ X  учун т <  f(x) <  М  булади. 
Энди f(x) функция цийматлари (х £ X  да) (т, М)  интервални ту
таш тулдиришини курсатамиз. Бу интервалда ихтиёрий С сонни олай- 
лик: т  <  С <  М.  У ^олда шундай А ва В сонлар топиладики,

m <  Л <  С < В ^  М
булади. Бу А ва В сонларни А =  ((a), B=f {b)  дебцараш мумкин (а £ Х ,  1 
Ь £ Х ) . Исботланган теоремага acocan а билан b орасида шундай с сон 
мавжудки, f(c) — С булади. Одинган С сон (т, М)  интервзлдаги 
ихтиёрий сон булганидан, бу интервалдаги барча цийматларни f(x) 
функция цабул цилиши кглиб чикади.

5.7- е о р е м а  ( В е й е р ш т р а с с н и н г  биринчи теоремаси). Агар  
f (x)  функция  [а, Ь] сегментда аницланган ва узлуксиз булса, 
функция ш у сегментда чегараланган булади. ,

И с б о т .  Тескзрисини фараз килайлик, яъни [а, Ь] да узлуксиз 
булган f(x) функция унда чегараланмаган булеии. У ^олда [а, Ь) 
да шундай х п нуцта топиладики, шу нуцта учун \f(xn) \ > n  (я =
=  1, 2,  3, . . . ) тгнгсизлик уринли булади. \хп} кетма-кетликдан 
Больцано-Веяерштрасс леммами га (3.3- леммасига царанг) асосан яцин- 
лашувчи цисмий кетма-кетликажратиш мумкин: x nk- + x 0\ х0£ 
€[а,  Ь]. Энди f(x) функция [а, Ь] да узлуксиз булганидан / (x„k) ->■ 

f ( х 0) булади. Бу эса \f(xn) \ > n ,  яъни f(xn) - +  со деб цилинган 
фаразимизга зиддир. Демак, функция [а, Ь\ да чегараланган. Теоре
ма исбот б^лди.

5 . 5 - э с л а т м а .  1) Келтирилган теорема шартидаги оралицнинг 
сегмент, булиши му^имдир. Бу шарт бажарилмаса, теорема уринли

1
булмасдан цолиши мумкин. Масалан, f(x) = — функция (0, 1] ора-
лицда аницланган ва узлуксиз булса х;ам, у шу оралицда чегаралан
маган.

2) Функциянинг бирор оралиада чегараланган булишидан, унинг 
шу оралицда узлуксиз булиши ^ар доим ^ам келиб чи^ав: рманди. 
Масалан, Дирихле функцияси % (х) чегараланган булса ^ам у  уз
луксиз эмас.

5 . 8 - т е о р е м а  ( В е й е р щ т р а с с н и н г  иккинчи теоремаси.) Агар  
f ( х )  функция  [о, Ь\ сегментда атщланган ва узлуксиз б$лса, 
функция ш у сегментда узининг аниц юкрри %амда аниц цуйи че-



гараларига эришади, яъни [а, Ь] да шундай ва х2 н уц т алар  т о - 
пиладики,

f(Xi) -  sup {f{x)}, fix.,) =  inf {f(x)} 
x £  [a, b] x  £  [a, b]

тенгликлар г/ринли булади.
И с б о т .  Вейерштрасснинг биринчи теоремасига кура f(x) ф унк

ция [а, b ] да чегараланган. Модомики, ( f i x) : х  £ [а, 6]} туплам че- 
гараланган экан, унда бу тупламнинг ани^ ю^ори ^амда ани^ цуйи 
чегаралари мавжуд. Биз уларнн

sup {/(.v)} =  М  in f {f(x)} =  т
xQa.b] -  ■ 't in .* . '

ор^али белгилайлик.
Энди [а, 6] сегментнинг нуцталарида f(x) функция М  ва т  га 

тенг буладиган цийматларни ^абул ^илишини курсатамиз. Тескариси- 
ни фараз цилайлик, яъни fix) функция [а, Ь] сегментда узининг 
анин; юцори чегараси М  га эришмасин. У ^олда V x £  [а, Ь] лар 
учун f{x) <  М  тенгсизлик уринли булади. К,уйидаги

ф (х) =  ------1-----
M - f  (х)

функцияни ^арайлик. Равшанки, бу функция [а, Ь] сегментда аниц- 
ланган ва узлуксиз. Вейерштрасснинг биринчи теоремасига кура 
<р(х) функция [а, b] да чегараланган. Демак, la, b] лар учун 
ушбу

=  м'— Цх)" <  «  (а =  const» а  >  °) 
тенгсизлик уринли. Бундан

булиши келиб чицади. Бу эса М  =  sup {fix)} эканига зид. Демак, 
f(x) функция [а, Ь] сегментда узининг а н щ  говори чегарасига эри
шади, яъни [а, Ь] да шундай х г ну^та мавжудки,

/(*,) =  sup {fix)}

булади. Худди шунга ухшаш fix) " функция [а, b ] сегментда узи
нинг ани^ цуйи чегарасига эришиши курсатилади. Теорема исбот 
булди.

5 . 6 - э с л а т м а .  Агар fix) функция очиц (а, Ь) орали^да (интер- 
валда) ани^ланган ва узлуксиз булса, функция шу орали^да узининг 
ани^ чегараларига эришмаслиги мумкин. Масалан, fix) =  х 2 ф у н к 
ция (0,1) интервалда узлуксиз. Бу функция учун sup х 2 =  1, inf х 2 =  
=  0 булади. Аммо функция узининг sup ва inf ^ийматларига (0,1) 
интервалда эришмайди.

Одатда функциянинг бирор орали^даги хусусиятларига унинг 
глобал хусусиятлари деб аталади. Узлуксиз функциянинг ю^ори- 
даги теоремалар ор^али ифодаланган хусусиятлари функциянинг гло
бал хусусиятларидир.



5. 9-т е о р е м а  ( тес  к  ар  и ф у н к ц и я н и н г м а в ж у д л и г и ) .  Агар 
f (х)функция X  оральщда анщланган, узлуксиз ва усувчи (камаювчи) 
бдлса, б у  функция цийматларидан иборат Y  =  {/( х ) х £ Х )  оралицда 
тескари f ~ l ( y )  функция мавжуд булиб, у  узлуксиз ва i]сувчи 
( камаювчи) булади.

И с б о т .  ¡(х) функция X  оралицда узлуксиз булгани учун унинг 
^ийматлари Y  орали^ни туташ тулдиради. Демак, дар бир у 0£У  
учун X  да шундай х п топиладики, f(x0) =  у 0 булади. Бундай y 0£Y  
га мос келадиган х 0 ну^та X  да ягона булади. Х^и^атан >̂ ам, 
агар л; орали^да х 0 дан катта ёки кичик булган х' ну^та оликадиган 
булса, f(x) функция усувчи булгани учун f { x ' ) =  у'  дам у 0 дан кат
та ёки кичик булади. Шундай 1̂ илиб, У ораливдан олинган дар бир 
у  га X  да унга мос келадиган ягона шундай д: топиладики, f(x) =  
=  у  булади. Демак, Y  оралицда тескари л: — f ~ l (у) функция мав
жуд. Энди x ^ = f ~ \ y )  функциянинг Y  да усувчи булишини, яъни 
* / i €^ ,  У- i ^y ,  Уг <  У г булганда х t <  х2 тенгсизлик уринли (хх =  
*= x z =  f~ [(y?)) булишини курсатамиз. Тескарисини фараз
^илайлик: y L <с ¿/2 булганда х х > х 2 булсин. У долда у  =  f(x) функ
ция X  да усувчилигидан f (xx) >  f(x2), яъни y t > y 2 булади. Бу 
эса Ух<^Уч деб олинишга зиддир. Демак, л: — f ~ \ y )  функция Y  
да усувчи.

Нидоят, монотон функциянинг узлуксизлиги да^идаги теоремага 
кура, л: =  f ~ \ y )  функция Y  о;али^да узлуксиз булади.

у  =  f(x) функция X  да камаювчи булганда дам теорема ю^ори- 
дагидек исботланади. Теорема исбот булди.

8- §. Функциянинг текис узлуксизлиги. Кантор теоремаси

у  =  f{x) функция X  тупламда ани^ланган булиб, х0 £ X ну^та- 
да узлуксиз булсин. Функция узлуксизлиги таърифига кура, \ / е >
>  0 сон учун шундай б0 >  0 сон топиладики, \х — х0\ <  б0 тенгсиз
лик уриили булишдан |f(x)  — /(х0)| <  е тенгсизликнинг дам урин
ли булиши келиб чи^ади. Бу таърифдаги б0 >  0 сон аввал таъкид- 
лаб  утганимиздек е га боелщ:  б0 =  60 (е). Знди f(x) функция X  
нинг х х (ххф  ха) ну^тасида дам узлуксиз булсин. Яна таърифга ку
ра, V 8 > 0  сон учун шундай > 0  сон топиладики, \х— aTjI<: 
дан |f(x) — f ( х ^ С е  келиб чицади.

f(х) функциянинг х  =  х 0, х  =  Хх ну^таларда узлуксизлиги таъ- 
рифидаги б  >  0 сон бир хил булган долда дам унга мос 
келадиган 60 ва сонлар, умуман, турлича булади, яъни функ
ция бир нечта ну^таларда узлуксиз булганда, узлуксизлик таъри- 
фидаги б >  0 сон фа^ат е >  0 гагина богли^ булмасдан, царалаёт- 
ган ну^тага дам борли^ булади. Шуни дам айтиш керакки, агар
б ;= m in (б0, б:) деб олинса, бу б > 0  сон х0 ва х г ну^таларга ба- 
равар ярайверади, чунки \х — *0!«< 6 дан \х — х 0\ <  б0 ва |я — хх\<1 
С  б дай \х — хх\ <  бх келиб чи^ади. Мисоллар ^арайлик:



1) f (x) =  .t2 функция [0, 1] сегментда узлуксиз, жумладан 
a Ç [0, 1] нуцтада узлуксиздир. Таърифга Kÿpa, V e > 0  сон учун 
Ô =  У  а2 +  е — а деб олинса, \х — а\ <  ô бз^лганда

I Дх) — f{a) \ — \х2 — а21 =  \х — а\ \х — а 2а\ <  ô (б +  2 а) =
s=(V а2 +  е — а)2 +  ( У  а2 +  е ■— а) ■ 2а  =  е

булади. Демак, ô =  ] / a 2 -f е — а булиб, у s >  0 билан бирга rça- 
ралаётган а £ [0, 1] нуцтага х,ам боглик, экан. Бироц,

8б =  min ô =  min ( У а 2 +  е — а) — min . — ______
о* [0 .1 ] [0 , 1 ] Об [0,1] у  а2 +  8 +  а 1 + 1 / 1  + 8

деб олинса, \х —  a | < ô  дан \х — a | < ô  келиб чицади. Шу сабабли 
бу У > 0  сон [0, 1] сегментнинг барча нуцталарига тугри келади.

Шундай цилиб, f(x)  =  x2 функция [0, 1] сегментнинг нуцтала- 
рида узлуксиз бÿлиши таърифидаги ô >  0 сон е >  0 сон билан бир
га царалаётган ну^таларга боглиц б^^лса ^ам, шундай ô > 0  топила- 
дики, у [0, 1] сегментнинг барча нуцталарига ярайди, боищача ци- 
либ айтганда, шу ö >  0 сон фацат е гагина бог лиц булиб, царала- 
ётган нуцталарга боглиц эмас.

2) f(x) — — функция (0, 1] оралицда узлуксиз, жумладан а £(0, 1] 
х еаа

нуцтада узлуксиздир. Таърифга кура, V e > 0  сон УЧУН Г+öe 
деб олинса, \х — а\ <  ô 6ÿflraHÂa

IÍW — f(a)l = x
• al 1 ea2

< — -----ах a 1 + a e
'1+ ae

булади. Демак, б е > 0  билан бирга а £ (0, 1] нуцтага боглиц.’ Биро^, 
бу ^олда бнинг с£(0,1]буйича минимуми мавжуд эмас. Буэса f(x) —

=  — функция (0, 1] оралицнинг нуцталарида узлуксиз булиши
таърифидаги б > 0  сон е > 0  сон билан бирга царалаётган нуцта- 
ларга боглиц ва (0, 1] оралицнинг барча нуцталарига ярайдиган 
б >  0 сон мавжуд эмаслигини курсатади.

5'8- т а ъ р и ф . Агар У  е >  0 сон учун шундай б >  0 сон топил-, 
саки, X  тупламнинг \х' — х"\ <  б тенгсизликни каноатлантирувчи 
ихтиёрий х'  ва х" (х' £ X,  х" 6 X)  нуцталарида

Ц ( х ' ) - ! ( х " ) \ < г
1

тенгсизлик бажарилса, f(x) функция X  т$пламда текис узлуксиз  
деб аталади.

5 . 7 - э с л а т м а .  1) f(x) функциянинг текис узлуксизлик таъри
фидаги б >  0 сон е >  0 сонгагина боглиц булиб, царалаётган ну^- >, 
таларга боглиц эмас. !

2) f(x) функция X  тупламда текис узлуксиз булса, у шу туп- _ 
ламда узлуксиз булади. '



Мисоллар 

1» Ушбу

f (x) =  V x
функдиянинг х  ~  [ 1, 2] сегментда текис узлуксизли ини курсатинг.
V  е > 0  учун 6 > 0  сонни 6 = 3 8  деб олсак, у ^илда v i ' £ [ l , 2 ] ,  
V x " £ [ \ ,  2] лар учун \х" — х ' \ < Ь  тенгсизлик бажарилганда

I\ г ? г  _____________Iх " ~  х '\__________ . Iх "— х '\ _  б\Yx — У х \ -  +  <  з  <  j  =  е

булади. Демак, у  =  х  функция [1, 2] оралицда текис узлуксиз.
2. К^уйидаги

f(x) =  sin j

функция X  =  (0,1) интервалда текис узлуксиз эмас. ^ацицатан ^ам, е > 0  

сонни масалан, е — — деб олиб, х',х"£(0 , 1) нуцталар сифатида

лар
царалса, у ^олда \х" — x'¡ айирма учун

¡X" - X' \ = n n  ( L  +  1)
ни топамиз. Энди б ни ^ар цанча кичик цилиб олиш мумкин бул- 
са ^ам

(2п +  1)я
sin ----- — sin п я =  1 > е  =  Т\ f ( x " ) - f ( x ' ) \  =

булади. Демак берилган функция (0, 1) орали^да текис узлуксиз 
эмас.

Бу мисолдан функциянинг бирор оралицда узлуксиз булишидан 
унинг шу оралицда текис узлуксиз булиши келиб чицавермасли- 
ги куринади. Аммо куйидаги теорема урин ли.

5.10- т е о р е м а  ( К а н т о р  теоремаси). Агар f(x)  функция [а, Ь]
-сегментда анщ ланган  ва узлуксиз булса, функция uiy сегмент
да текис узлуксиз булади.

И с б о т .  f(x)  функция \а, Ь] сегментда узлуксиз булсин. Теска- 
рисини фараз цилайлик, яъни функция шу сегментда текис узлук
сиз булмасин. Демак, бу ^олда бирор е > 0  сон ва ихтиёрий кичик 
6 > 0  сон учун [а, Ь] сегментда шундай х'  ва х" нуцталар топила- 
дики, | х" — х'  | <  б тенгсизлик бажарилса ^ам

\ f { x " ) - f ( x ' ) \ > z  
тенгсизлик уринли булади.

Нолга интилувчи мусбат сонлар кетма-кетлигини {бя}: б1, б2, 
. . . ,  бп, . . .  олайлик ( 0 ,  > 0 ,  п =  1, 2, 3, . . . ) .  Фаразимиз-



га кура, ю^оридаги е > 0  сон ва ихтиёрий б ^ > 0  {п — 1, 2 , . . .  ) 
сои учун [а, Ь) сегментда шундай хп ва х'п (п =  1, 2, 3, . . . )  нуц- 
талар топиладики, улар учун ^уйидаги муносабатлар уринли булади: 

| х\  — х[ | <  | f(x\) — f(x[) | >  8,

\х'2 —  ^ 1 < б2 = ^ | / ( ^ ) — f(X'2)\ >  Е> '

К  ~  <  I <  бп=Н  /(< )  -  /(< )  I >  6,

{-О кетма-кетлик чегараланган. Бу кетма-кетликдан Больцано— 
Вейерштрасс леммасига кура (3.3- леммага царанг) чекли сонга ин- 
тилувчи цисмий{хя' } кетма-кетлик ажратиш мумкин:

хпк ~+хо ва хо £ Ia ’
У долда

1*л — ва б« - ^ °
булганидан {х^} кетма-кетлик дам х0 га интилади: х'п - + х 0. [(х) 
функциянинг [а, Ь] да узлуксиз булишидан:

f ( K k) - * f ( x о).

Улардан эса
f ( Q - f ( xnf) - + v

келиб чи^ади. Бу эса
\ f ( x " ) - f ( x ' ) \ > e  

деб цилинган фаразга зид. Теорема исбот булди. 
f(x) функция X  тупламда аниклангам булсин.
5.9- т а ъ р и ф. Куйидаги

sup {/(*)} — inf{/(x)}
х£Х  х£Х

айирма f(x) функциянинг X  тупламдаги тебраниши  деб айтилади 
ва а  оркали белгиланади:

( o = a ( f ; X )  — sup{ f (x) } —  inf{ f (x)  }.
x£X x£X

fix) функциянинг X  тупламдаги тебраниши цуйидагича
ш =  sup { | f(x") — fix') | } 

x', x"£X  
дам таърифланиши мумкин.

Кантор теоремасидан битта мудим натижа келиб чнцади.
5.3- н а т и ж а .  Агар fix) функция [а, Ь] сегментда аниклангам 

ва узлуксиз булса, у долда V  е >  0 сон учун шундай б >  О сон 
топиладики, [а, Ь] сегментни узунликлари б дан кичик булакларгз 
ажратилганда, дар бир булакдаги функциянинг тебраниши е дан ки
чик булади.



И с б о т .  Цх)  функция [а, b] сегментда узлуксиз булсин. Кантор 
теоремасига кура бу функция [а, 6] да текис узлуксиз булади. Эн
ди [а, Ь] сегментни узунликлари б > 0  дан кичик [xk, x k+l ] 
булакчаларга ажратамиз (хк̂ _, — <  6). Равшанки, \ / х '  £ [xk , 
x k+x\> V x " £  [xk, xk+x\ нуцталар учун \ х"— х ' \ < Ь  тенгсиз. 
лик уринли. У  з^олда f(x) функциянинг текис узлуксизлигидан

\ f { x " ) - f { x ' ) \ < s  
тенгсизлик хам бажарилади. Натижада sup { | f(x") — fix') | } <  е бу-

[a,b]
либ, ундан со <  s булиши келиб чик,ади.

9- § . Функциянинг узлуксизлик модули

Биз ушбу параграфда функциянинг текис узлуксизлиги билан 
борлщ  булган, шунингдек, функцияларни синфлаш имконини бера- 
диган тушунча — функциянинг узлуксизлик модули тушунчаси би
лан танишамиз.

fix) функция X  тупламда аницланган ва узлуксиз булсин. V б > 0  
сон олиб, X  тупламнинг \х" — х' | ^  б тенгсизликни цаноатланти- 
рувчи х' ва х" нуцталарида ушбу

\ f i x " ) - f i x ' )  \ (5.4)
айирмани царайлик.

5.10- т а ъ р и ф .  (5.4) айирманинг аниц юцори чегараси
sup{ | f ix")  —  /Ос')| }, (бунда х ' £ Х ,  х " £ Х ,  \х" — | <  6)

функциянинг X  тупламдаги узлуксизлик модули деб аталади ва со (б) 
ёки со ( / ;  б) каби белгиланади:

и (б) =  со (/; б) =  sup {| f{x") — f { x ' ) \ } , x ' £ X , x " £ X .
¡ х ' - х ’ 1<6

Бу таърифдан функциянинг <о (б) узлуксизлик модули б (б > 0 )  нинг 
манфий булмаган функцияси экани курпнади.

Энди узлуксизлик модулининг баъзи бир хоссаларини келтирамиз. 
1°. Функциянинг узлуксизлик модули ш (б) узгарувчи б нинг усув- 

чи функцияси булади.
Да^ицатан з а̂м, 6г ■> 0, 62 > 0  ва б, > 6 а булсин. У з^олда ушбу 

А ± =  { х ’ G Х '  х" £ X : | х" — х'  | <  6 J,
А 2 =  { х ' £ Х ,  х " £ Х \ \ х " — х ' \ ^  б.,} 

тупламлар учун A c - 4 j  булиб, ундан 
sup{ | fix") — f ix' )  | } <  sup { | fix") — f{x') | } булади, демак,

A 2 A\
a>{62) <  «(6,).

Шундай килиб, б, >  б2 тенгсизлик бажарилганда «> ((% ) >  ы (б,) 
тенгсизлик ^ам бажарилади. Демак, ш (б) усувчи функция.

2°. Функциянинг узлуксизлик модули учун ушбу
<в {X б) ^  (1 -|- А,) о  (б) (5.5)

муносабат уринли, бунда X — мусбат сон.



\
а) к — п, n £ N  булсин. Бу ^олда (5.5) тенгсизлик ушбу

ш (п б) <  п о (б) (5.6)

куринишга эга булишини куреатамиз.
Фараз цилайлик, бирор \х, у]  сегмент берилган булиб, \ х  у  | < « о

булсин. Бу сегментни ос(. =  х +  “  (у — х) (г =  0, 1, 2, . .  . , п) нуцта- 
лар ёрдамида п та тенг цисмга ажрзтамиз. У ^олда бу [х,  у]  сег- 
ментда аницланган fix) функция учун

f(y) — i(x) =  lf(a l) — На о) ] +  i/(a a) — f(a i) 5 +
+  . . . +  [/(a „) — f(a n—l) ] («0 ~  x> a n =  У)

булади. „
Иккин,ти тпуондан | a (.+1 — 1 <  6 (i =  0, 1, 2, . . .  n) булиб,

|/(a i+ i) — / ( a , ) l< ® ( 6)
ва

I f(y) —  fix) | <  n • m (6)
булади. Демак, sup|f ( y ) — fix) | < п ю ( б )  булиб, ундан

ш in ■ б) <  п • w (6)
булиши келиб чицади.

б) к — ихтиёрий мусбат сон булсин. Бу з^олда (5.5) тенгсизлик-
ни исботлаймиз.

К соннинг бутун цисмини п орцали белгиласак, А учун п <  к<~. 
<  п +  1 тенгсизлик уринли булади.

Узлуксизлик модули ю(б) усувчи функция булганидан ^амда 
а) з^олни эътиборга олиб, цуйидаги

ш(Л б) ^  ш[ in +  1) • б] <  {п +  1) о (б) <  (1 +  А,) ю (б) 
тенгсизликларни ёзишимиз мумкин. Бу (5.5) тенгсизликни исбот- 
лайди.

Мисоллар

1. Ушбу fix) =  ах +  b {a, b =  const) функциянинг Х =  [а, р] сег
ментдаги узлуксизлик модулини топинг.  ̂ „ v  \ г-

Узлуксизлик модули таърифига кура х' £ Х ,  х £ Х  ва | х — х  |<
<  б булганда топамиз:
ы (б) =  sup I iax' +  b) — {ах" +  b) | =  sup | a ix x  ) | =  | a | • 6.

]x '-x"]< 6

Демак, f{x) =  ax  - f  b функциянинг X =  [a, P] сегментдаги узлук
сизлик модули ю (6) — | a | • б булади.

2. fix) =  хг +  1 функциянинг X =  [О, 1] сегментдаги узлуксиз
лик модулини топинг. ^ п

X  =  [О, 1] тупламда ихтиёрий х' нукта олио, х нуцтани эса 
х" — х'  — б деб карайлик (О<С б <  1). У холда 2 б б2 > 0  эка- 
нини эътиборга олиб ёзамиз:



\ f (x' )  —  f(x") I =  I ix ' 2 +  1) — (x"2 +  1) | =  | 2x' 6 — 621 <  2 б -  б2. 
Ш унинг учун

и (б) =  sup I f ix' )  — f(x") I <  2 6 — 62
|дс'-х"\<0

булади.
Ammo x' — 1, x" — 1 — б ну^талар учун \x '  — x"\ =  б ва

I f i x ' ) - f i x " )  I =  I (x '2 +  1) -  (*"2 +  1)| =  |2  6 — 62 | =  2 6  — Ö2
булгани сабабли w (б) =  2 б — б2 булади.

Энди f{x) функциянинг текис узлуксиз лиги билан унинг узлук- 
сизлик модули орасидаги богланишни ифодалайдиган теоремани кел- 
тирамиз.

5.11- т е о р е м а ,  fix) функция X  тупламда текис узлуксиз бу- 
лиши учун  lim <о(б) =  0 лимит уринли булиши зарур ва етарли.

И с б о т .  З а р у р  л и г и ,  fix) функция X  тупламда текис узлук-
е

сиз булсин. Таърифга кура V  е ' > 0  олинганда дам — сон учун 
шундай бе > 0  сон топиладики, у  х ' £ Х ,  V  х" £Х  ну^таларда

| х ' — х" | <  бе дан | f(x ’) -  fix") \ < ~

келиб чщ ади. У долда 0 <  б < ; бе тенгсизликларни ^аноатлантирув- 
чи ихтиёрий б учун

sup { \ f x ’) —  / 0 0 1 }  <  sup { ¡fix') —  /U " ) | }  < - ~ <  s
¡ x ’ — дг'|<6 \x ' — x " l  < 6 e 2

булиб, ундан 0)(б )<  e, яъни lim ю(б) =  0 келиб чи^ади.
6 -* + 0

Е т а р л и л и г и .  Ушбу lim, <о(б) =  0 лимит уринли булсин. Д е
мак, 6 - ^  +  0 да б̂ + °

®(б) — sup {¡ f ix' )  — fix") |} -> 0 .
fx'—x" |<6

У долда V  х'  £ X, V  х" £ X  лар учун
| х ' — х" | <  б <  б8 дан | fix') — Цх") | <  е

келиб чи^ади. Бу эса fix) функция X  тупламда текис узлуксиз 
булишини билдиради. Теорема исбот булди.

Функцияларнинг узлуксизлик модулларига ^араб уларни синф- 
ларга ажратиш мумкин.

1) Узлуксизлик модули ушбу
0)(б) <  М  6“

(бунда М  s= const, 0 <  сс< 1) муносабатни ^аноатлантирувчи функ- 
циялар туплами а  тартибли Липшиц синфи деб аталади ва LipA,a 
каби белгиланади.

2) Узлуксизлик модули цуйидаги

lim о(б) • In — =  О 
e^t+o б



муноеабатни цаноатлантирувчи узлуксиз функциялар туплами Д а 
ни — Липи иц синфи деб аталади.

Агар f ( x ) i  LipMa  булса, у ^олда бу функция Дини — Липш иц 
синфига з а̂м тегишли булади. Х ^и катан  з̂ ам, ¡(х) £ Прма  дан

« ( Ö) <  М  • 6“, ( 0 <  а <  1) келиб чи^ади ва' lim М  6“ • In— =  0 ли-
6-»+0 S

мит уринли булганидан, ушбу lim ш(б) • In—= 0  тенгликнинг уринли
6-=*+0 6

булилш келиб чицади.

10- § . Компакт тупламда узлуксиз булган функцияларнинг
хоссалари

Биз мазкур бобнинг 7- § ида [а, Ь] сегментда узлуксиз булган 
функцияларнинг хоссаларини, жумладан, функциянинг чегараланган 
булиши (Вейерштрасснинг биринчи теоремаси), функциянинг аниц 
чегараларга эришиши (Вейерштрасснинг иккинчи теоремаси) ва функ- 
циянинг текис узлуксиз булиши (Кантор теоремаси) каби хоссаларни 
р^араб утдик. Бу хоссаларни урганишда функция узлуксиз булган 
оралиц \а, Ь] сегментдан иборат булиши муз^им эканлигини курдик 
ва хоссаларни исботлаш жараёнида эса Больцано — Вейерштрасс 
леммасидан бевосита фойдалана бордик.

1. О ч и ц  ва  ё п и ц  т у п л а м л а р .  X c z R  туплам берилган бу- 
либ, а £ Х  булсин.

5.11- т а ъ р и ф .  Агар а £ Х  нуцтанинг шундай
U ö(a) =  {х: x £ R ,  а — б <  х < а  +  6} (8  > 0 )

атрофи мавжуд булсаки, U6(a) cz X  булса, а  нуцта X  тупламнинг 
т ки  нуцтаси дейилади.

Масалан х  =  ~  ну^та X  =  [0, 1] тупламнинг ички нуцтаси, х  —
=  0, х — 1 нуцталар X  =  [0, 1 ] тупламнинг ички ну^талари эмас.

5.12- т а ъ р и ф .  Агар X  тупламнинг ^ар бир нуцтаси унинг ич- 
кн нуцтаси булса, X  туплам очщ  туплам  деб аталади.

Масалан, 1) X  =  (0, 1) интервал очиц туплам.
2) X  =  (0,1) U (2, 4) U (6, 8) туплам з а̂м очиц тупламдир.

5.13- т а ъ р и ф .  Агар X  тупламнинг барча лимит нуцталари узи- 
га тегишли булса, X  туплам ёпик туплам  деб аталади.

Масалан, 1) Х = [ 0 ,  1] сегмент ёпиц туплам булади.
5.8- э с л а т м а .  Лимит ну^тага эга булмаган тупламни ёпиц туп

лам деб царалади.
Масалан, чекли туплам ёпиц туплам деб олинади.
2. К о м п а к т  т у п л а м .  X  — з^аци^ий сонларнинг бирор тупла

ми булсин: X  cz R.
5.14- т а ъ р и ф .  Агар X  тупламнинг нуцталаридан тузилган ^ар 

кандай {хп} (хп£ Х ,  п =  1, 2, . . .  ) кетма-кетликдан шу тупламнинг 
нуцтасига яцинлашувчи {хП/1} кисмий кетма-кетлик ажратищ мумкин 
булса, X  туплам компакт туплам  деб аталади.



Мисоллар
1. X  =  [а, b] сегментнинг компакт туплам булиши Больцано-Ве- 

йерштрасс леммасидан келиб чицади.
2. X  =  [av  bx\ U [аг, b2] U . . .  U \ап, Ьп] — туплам компакт 

туплам булади.
3. X  =  (0, 1) интервал компакт туплам булмайди, чунки х =

— —^  £ (0, 1) (п — 1, 2, 3, . . . )  кетма-кетликнинг лимита 0 га тенг,

” +  1 яъни 1 im хп =  lim ~ ~ ~  =  0. Аммо 0 сон (0, 1) тупламга тегишли 

эма?.
Знди тупламнинг компакт булиши шартини ифодаловчи теоремани 

келтирамиз.
5.12- т е о р е м а .  X  компакт туплам булиши учун унинг чега- 

раланган ва ёпщ  туплам булиши з арур  ва етарли.
И с б о т .  З а р у р  л и г  и. X  — компакт туплам булсин. Аввало бу 

тупламнинг чегараланганлигини курсатамиз. Тескарисини фараз ци- 
лайлик, яъни X  — компакт туплам булса х;ам у чегараланмаган бул
син. У хрлда шундай ну^та мавжудки 1^1 > 1 , шундай 
х 2 £ X  нуцта мавжудки | х21 >  2 ва к. Натижада (хп) кетма-кет- 
лик хосил булиб, \ хп\ > п  (хп£ Х ,  п =  1, 2, . . . )  булади. Бу {хп\ 
кетма-кетликдан яцинлашувчи цисмий кетма-кетлик ажратиб бул
майди. Бу эса X  пинг компакт тупламлигига зид. Демак, X  — че- 
гараланган туплам.

Энди X  нинг ёпиц туплам булишини курсатамиз. Фараз цилай- 
лик, а  нуцта X  тупламнинг лимит нуцтаси булсин. У хрлда X  да 
а га интилувчи {хп} кетма-кетлик топилади. Равшанкн, бу {хп} кет- 
ма-кетликнииг ^ар цандай {x„k} кисмий кетма-кетлиги учун lim xnh~  
=  а  лимит уринли булади. X  компакт туплам булгани сабабли а £ х 
булади. Демак, X тупламнинг лимит нуктаси узига тегишли була
ди. Бу эса X  нинг ёпиц туплам эканини билдиради.

Е т а р л и л и г и .  X — чегараланган ва ёпиц туплам булсин. Бу 
>;олда Больцано — Вейерштрасс леммасига кура х,ар кандай {хп} 
(хп£ х ,  п =  1, 2 . . . )  кетма-кетликдан а га яцинлашувчи {х„к} кис
мий кетма-кетлик ажратиш мумкин: xnk-*-a. Равшанки, бу а нуц- 
та X  тупламнинг лимит нуцтаси булади. Л' ёпиц туплам булгани 
учун а £ Х  булади. Демак, X  компакт туплам. Теорема исбот булди.

Энди компакт тупламнинг му^им хоссасини келтирамиз.
X  cz R — бирор туплам булсин. Х,ар бир элемента интервалдан 

ибсрат S =  {о} интерваллар системасини олайлик.
5. 15- т а ъ р и ф .  Агар X  тупламнинг хар бир а нуцтаси учун

S  == {ст} системада шу нуцтани уз ичига оладиган а  интервал топил- 
са, S =  {о} система X  тупламни ёпади (крплайди) дейилали.

Масалан X  =  (0, 1) булсин. Куйидаги

(1 1 ) ( 1  1 ) /1 ±)
[ 2 ’ 2 ) ’ [ 4 ’ 4 ) '  • • • ’ \  2п 2" у'



о 4-; /

интерваллар системасини олайлик. Равшанки, X  =  (0, 1) туплампинг 
дар бир ну^таси бу интерваллар системасининг камида битта интер-

валида жойлашган булади. Демак, 5 =  { ( ^  ), « = 1 , 2 ,  . .  . J 
система X  — (О, 1) тупламни ёпади (39- чизма).

Ш уни дам айтиш керакки, агар б у  S =  | я ) ,  л  =  1 . 2 . . . }

системадан бирорта ~ îai ~ la j интервални ч и кари б ташланса, дол
ган интерваллардан иборэт

5 о ^T0j ]

система X  =  (0, 1) тупламни ёпа олмайди.
Энди компакт тупламда узлуксиз булган функцияларнинг баъзи 

бир хогсаларини келтирамиз.
1°. Агар f(x)  функция X  компакт т уплам да узлуксиз булса, у  

чегараланган булади.
2°. Агар f (x)  функция X  компакт тупламда узлуксуз  б ул са ,  

функция шу тупламда узининг а н щ  чегараларига эришади, я ъ н и  
шундай х0 £ X, x¡ £ X  ну^талар мавжудки,

f(x0) =  sup{/(x)}, f (Xl) =  in f{f(x) }
булади.

3 . Агар f(x)  функция X  компакт тупламда узлуксиз б ул са ,  
функция X  да текис узлуксиз булади.

Биз бу хоссаларнинг бирини, масалан Io ни исботлаймиз.
Io х о с с а н и н г  и с б о т и .  X — компакт туплам булиб, бу ту п 

ламда f(x) функция узлуксиз булсин. Ну^тада узлуксиз булган ф унк- 
циянинг хоссасига кура (7- §) V  х  £ X  нинг шундай етарли кичик 
агрофи U(x)  ^мавжудки, бу атрофда f(x)  функция чегараланган бу- 
лзди. Бундай нуь;та атрофлари U(x)  интерваллардан ( х£Х)  S систе
ма тузамаз: S =  {U(x) : х£Х }. Равшанки, 5  система X  тупламни ёпа
ди. X  компакт туплам булгани сабабли, Гейне-Борель* леммасига 
асосан бу системадан X  тупламни ёпувчи чекли S * = { U lt U2, . . . , £ /  } 
системани ажратиш мумкин. ^ар бир Uk(k = 1 , 2 .......... п) атрофда

* Г е й н е - Б о р е л ь  л е м м а с и .  Агар чегараланган ёпщ X  туплам чек- 
сиз интерваллар системаси {а} билан ёпилган булса, у ^олда {а} системадан X  
тупламни ёпувчи чекли {(jlf а2, . , ап } система ажратиш мумкин.



f ix)  функция чегараланган, яъни шундай m k, M k imk, M k =  const, 
k =  \ , 2 , . .. ,п )с о н л а р  топиладики: V x £ Uk лар учун mk<  f ( x ) <
С  M k (k =  1, 2........... n). Arap mv  m¡¿............ mn — сонларнинг энг
кичигини m деб M lt M 2, . . . ,  M„ сонларнинг эса энг каттасини М  
деб олсак, у холда V  х £ X  лар учун т <  f(x) <  М  булади. Бу эса 
fix)  функциянйнг X  т)шлэмда чегараланганлигини билдиради. Io 
хо:са и~бот булди.

11- § . Узлуксиз функциялар фазоси

5.16- т а ъ р и ф .  X  тупламда узлуксиз булган функциялардан 
иборат ту'плам узлуксиз функциялар фазоси деб аталади ва уни 
С(Х) орцали белгиланади.

Биз X  тупламда узлуксиз булган f(x) ва g(x)  функциялар йи- 
риндиси, айирмаси, к^/пайтмаси ва нисбати яна узлуксиз функция, 
яъни f { x)£Ci X) ,  g(x)Ç C (X ) дан

fix) ±  /(*) £ С(Х) ,  
fix) • g ( x ) £C( Xy ,
f(x)
^ Ç C ( X )  (бунда g(x) Ф  0, х £ Х )

келиб чицишини куриб утдик.
Демак, С(Х)  тÿплaмдa хак,ик;ий сонлар туплами R,  я^инлашувчи 

кетма-кетликлар туплами с  даги сингари rçÿiimm, айириш, кутайти- 
риш ва бÿлиш амалларини бажариш мумкин.

X  с= R компакт тÿплaм бÿлиб, CiX)  эса шу тупламда узлуксиз 
функциялар фазоси булсин. С(Х)  фазода унинг исталган икки эле
мента орасидаги «масофа» тушунчасини киритиш мумкин.

Фараз цилайлик, f(x) £ С(Х),  g (x)£C{X)  булсин. Бу элементлар 
функциялар) орасидаги «масофа» деб цуйидаги

Р(fix), gix) ) =  pif, g) =  sup I f(x) —  gix) I 

сэнга айтамиз.
5.13- т e о p e м a. V  fix) £ C(X), V g(x) £ C(X) функциялар учун  

шундай x0 £ X  нуцта топиладики,

p i } ,  g ) =  |/(*o)— g ^o )l
булади.

И с бот .  Модомики, f{x) ва gix) функциялар X  да узлуксиз экан, 
унда f{x) — gix)  функция хам X  тупламда узлуксиз булади. Мурак- 
каб функциянинг узлуксизлиги ха^идаги теоремага Kÿpa <р (х) =
— \ f {x)— gix)¡ функция ^ам X  тупламнинг хар бир нуцтасида уз

луксиз булади. Узлуксиз функциянинг хоссасига асосан (7- §) шун- , 
дай х0 £ X  нуцта топиладики, ф (х0) =  sup ф (х) булади. Демак,

х£Х

р(А g) =  lf(x0) — g(x0)l-
Энди р(/, g) ринг хоссаларини келтирамиз.



Г . Y f { x ) £ C ( X ) ,  Y  g ( x ) £C{ X)  учун р (/, g)  >  0 ва p(f,  g) = 0  
ш н  f(x)  =  g ( x )  келиб чикади ва аксияча.

И с б о т .  р (/, g) ницг таърифидан бевосита унинг манфий эмас- 
лиги ( р (f, g-) >  0) куринади. р (/, g) =  0 булса, бундан f(x) g (x ) 
бÿлиши келиб чицади. Дацицатан ^ам, агар бирор х ^ Х  нуцтада 
f(*i) ^  &(*i) булса, унда | [(х,) — g(x,) | > 0  бÿлиб,

sup | f(x) — g(x)  I >  I Цхг) —  g i x j  I >  0, яъни p(f,  g) > 0  
булади. Демак, р(/, g) — 0 дан fix) =  g(x)  келиб чицади.

Равшанки, агар fix) =  gix) булса, унда р(/, g) =  О бÿлaди.
2°. V  fix) Ç С(Х), V  g(x) £ С(Х) учун

Р (/>£) =  Р (g . /)
булади. ^ацицатан ^ам, \ f f ( x ) £ C i X ) ,  V  g U ) € С (X) функциялар 
учун

р(/, g) =  sup I fix) — g{x) I =  sup I gix)  —  f (x)  I =  p (g, f) 
x£X x£X

булади.
3°. V fix) £ С { X) , Yg { x )  £ С iX) ва vA(jc)Ç C(Z) функциялар учун

P (f. g) <  P (/. A) +  P (A, g) (5.7)
тенгсизлик у'рипли булади.

И с б о т .  Ушбу
fix) —  gix)  =  [/(х) — h(x) ] +  [h{x) —  gix) ]

тенгликдан

\f(x) — g(x)  I <  I fix) — hix) I +  I hix) —  gix)  I 
тенгсизликнинг урин ли эканини, унга Kÿpa ушбу

sup I fix) — gix)  I <  sup{ I fix) — hix) I +  I hix) —  g{x) \ } <
Y

<  sup I fix) — hix) I +  sup I hix) — gix)  I 
x ^ \  x£X

тенгсизликнинг уринли эканини топамиз. Демак, (5.7) тенгсизлик 
исбот этилди.

Бу (5.7) тенгсизлик одатда учбурчак тенгсизлиги деб юритилади.



ФУНКЦИЯНИНГ ^ССИЛА ВА ДИФФЕНЦИАЛИ

Функциянинг хосиласи ва дифференциали тушунчалари матема
тик анализ курсининг фундаментал тушунчаларидандир.

Биз ушбу бобда функция досиласи ва дифференциали тушунча
лари билан танишамиз.’функцияларнинг догиласи ва дифференциалини 
дисоблашни, шунингдек дифференциал дисобнинг асосий теоремалари- 
ни урганамиз.

§. Функциянинг досиласи

1. Ф у н к ц и я  д о с и л а с и н и н г  т а ъ р и ф л а р и .  f(x) функция 
(а, Ь) интервалда аницланган бу’лсин. Бу интервалда х„ нудта олнб, 
унга шундай А х (Ах Н=г 0) орттирма берайликки, х0 +  Ах g (a,b) бул-  
с т .  Натижада f(x)  функция дам х0 ну^тада

Ду  =  Af (х0) =  f (х0 +  Ах) — f (х0)

орттирмага эга булади.
Ушбу

A y  =  f (х0 +  Ах) — f  (х0)
Ах  Ах

( Ах ф О )  нигбатни ^араймиз. Равшанки, бу нисбат Ал: нинг функция- 
си бÿлиб, у Ал: нинг нолдан фарцли цийматларида, жумладан, ноль 
ну^танинг етарли кичик

Ù ô (0) =  {Ал: £ R'. — б <  А х  <  б, Ах ф  0}

( б > 0 )  атрофида ашщланган. Ал: =  0 ну^та Ù &(0) тупламнинг ли

мит ну^таси. Энди Ал: ->■ 0 да ни;батнинг лимитини дарай- 
миз, бу лимит функциянинг досиласи тушунчасига олиб келади.

6 . 1 - т а ъ р и ф .  Агар Ал:->-0 да ^  нисбатнинг лимита

lim $ U l i m  +
Ах —► 0 Ах 0 Д *

мавжуд ва чекли булга, бу лимит f(x) функциянинг х0 нуцтадаги  
досиласи деб аталади ва



Г(Хо), ёки у ' х = ч , ёки =

белгилар ёрдамида ёзнлади.
Демак,

г ы  =  |ir a ^  =  lim п ь + w - m .
Ах->0 Ах Ч

Бунда х0 +  Ал: — х деб олайлик. Унда Ах — х — х0 ва Ах-> 0 да 
х - * х 0 булиб, натижада

l im —  =  Um /(*o + A* ) - / W  =  Hm
Ах -*  оА х A x—kO Ах х—>х0 X Xq

булади. Демак, f (x)  функциянинг х0 нуцтадаги ^осиласи х->х0 да
f ( x )  — f  (х0)

X —  х 0

нисбатнинг лимити сифатида х,ам таърифланиши мумкин: 

р (х  ) _  |im f ( x) ~ f  (*о)f W - H m  ^  . ( 6 _r )

Агар f  {х) функция (а, b) интервалнинг з̂ ар бир х нуцтасида з^осила- 
га эга булса, бу з^осила х узгарувчининг функцияси булади.

Мисоллар
1. f (х) =  с =  const булсин. Равшанки, бу функциянинг х £R  

нуцтадаги орттирмаси
Ау =з f  {х + Ах) — f(x) = С  —С =  О

булиб, ундан
у ' =  lim — =  О

Ах~>0 Ах

келиб чицади. Демак, узгармас соннинг ^осиласи нолга тенг.
2. y  =  f ( x ) = x  булсин. Бу функция учун

Ау  _  (х +  Ах) — х _ | *

Ах Ах

булиб, ундак f  ix) =  х функциянинг ихтиёрий л: нуцтадаги ^осиласи 
у '  =  1 булишини топамиз.

3. булсин. Бу функциянинг х — 0 нуцтадаги орттир
маси Ау — | А я| булади, аммо Дл:->0да|| нинг лимити мавжуд бул-

майди, чунки lim — =  1, lim ^  =  — 1. Демак, f (x)  =  |*| функция
А х—►-!- 0 Ах Ах — 0 Ах 

х =  0 нуцтада ^осилага эга эмас.
4 . f ( x )  = ex функциянинг х — 1 нуцтадаги ^осиласини топинг. 

Функция з^осиласининг (6 .Г ) таърифидан фойдаланиб, топамиз:
е* — е е* 1 — е е (е1 — 1) i i m e i  —  ̂у  | _  l =  hm ---------- =  lim-------------= l i m ------- :------ =  е • lim

х_>1 X —  1 0 t t ->0 t =̂>0
=  e  < ln e  =  e .



Демак, (ех )' \x = í = e .
5. f  (х) =  In х  (х >  0) функциянинг ихтиёрий х >  0 нуцтадаги 

^осиласи хисоблансин. Берилган функциянинг х >  0 ну^тадаги орт- 
тирмаеи

А у  — In (х +  Ах) — In х — In  ̂1 +  — j

булиб,

булади. Агар ушбу

lim In (\ +  —Y 7  =  1
Д*-»0 \ X )

маълум лимитни эътиборга олсак, унда lim лимит уринли

булади. Д емгк, (1пх)' =  х > 0 ,

6. f  (х) =  co sх функциянинг ихтиёрийx £R  нуцтадаги ^осиласини 
хисобланг. Бу функция учун

А у  — cos (х +  Ах) — cosx =  — 2 sin ^х +  ~  j  sin ^

булиб,
•Ди / Ах\ Sin 2

lim =  — Ьш sin [ х + — )• lim —д7~ =  —si nx
Д*-»0Л*  Ах-.-*0 \ 2 )  Дх->0 ~

булади. Демак, J e  os х)' =  —sinx, V  х £ R.
5. f ( x ) =  }/х ( х > 0 )  функциянинг V x 6 ( 0  +  oo) нуцтадаги ^о- 

силасинц топинг. Бу функциянинг ^осиласи х узгарувчининг ушбу 
, , .  Л/х. Л- Ах — Л/х 1 1У =  Ьш —— -1- —------ -—  =  lim ~Т/ д- - i ‘— ^ г -

д ^ о  Ах V х - ¡ - Ах  - ¡ - у х  2~\/х

функцияси булади.
6.2- т а ъ р и ф .  Агар Ах->- +  0 (А х-> — 0) д а^ |  нисбатнинг ли

мита

l i m— =  ]im
Дх^.+о Ах длг->+о Ах

(  l im — =  l im /,(*о + А*)-/(*о)\
' Ах-*—0Ах Ах-*—0 Ах J

мавжуд ва чекли булса, бу лимит f(x) функциянинг х0 нуцтадаги 
дн г  (чап)  цосиласи.  деб аталади ва уни f  (х0 +  0) (/ '(х0 — 0)) каби 
белгиланади. _



Одатда функциянинг унг ва чап хосилзлари б и р  томонли  хосила-
лар  деб аталади.

Ми с о л .  f ( x ) =|я| ни ^арайлик. Бу функцияни мазкур пунктнинг
=  1

Д х -» + 0 Ал: & х - >

im 1.3- мисолида курганмиз. Маълумки, lim
Д х->-ги  «Л-»- ~

Демак, f (x)  — \х\ функциянинг х =  0 ну^тадаги унг ^осиласи 1 га,
чап хосиласи — 1 га тенг.

Функция хосиласи ха^идаги 6.1 ва 6.2- таърифлардан ^амда 
функция лимита ^акидаги (4- боб, 3- § га царанг) теоремалардан цуйи-
дагилар келиб чицади: ,

а) агар f (x)  функция х0 ну^тада {' (х0) хрсилага эга булса, функ
ция шу нуцтада бир томонли /' (х0 +  0), f  (хп — 0) хрсилаларга ^ам

э г а ® ""6' П %  +  0) =  Г Ь . - 0 )  =  Г Ы
тенгликлар уринли булади.

б) агар бирор U (х0) атрофда узлуксиз f  (х) функция хп нук,тада 
бир томонли f  (х0 +  0) ва }' (х0 -  0) ^осилаларга эга булиб,

Г (*„ + 0) = Г (х0 — 0)
тенгликлар уринли булса, функция шу ну^тада f  (х0) ^осилага эга вз

Г(Хо)=Г(^о + 0 )=Г Uo- 0 )
тенгликлар х^м уринли булади.

6.1- э с  л а т м а .  Агар Ах->0 да| |  нисбатнинг лимити аниц ишо

рали чексиз, яъни
,.m 4ü =  ||m + - ± о о

Ах Ах**0 Ах
булса, уни *ам f (x)  функциянинг х 0 ну^тадаги ^осиласи деб юрити- 
лади. Бундай хосила чекси з х,осила деб аталади.

2. Х о с и л а н и н г  г е о м е т р и к  ва  м е х а н и к  м а ъ н о л а р и .
а) Хосиланинг геом етрик маъноси. f  (х) функция (а,Ь) интервалда 

ани^ланган ва узлуксиз булиб, х0 £ (а,Ь) нуцтада f  (х0) ^осилага 
булсин. ^осила таърифига кура (х0 +  Ах£(а, о) ),

?  (*о) =  »га
Д*->0

/ (*|) + &х) / (Хр)
Ах

булади. f (x)  функциянинг гра- 
фиги бирор Г чизи^ни ифодала- 
син дейлик (40-чизма).

Энди Г чизиада унинг М0 (х0, 
f  (х0) ) ну^тасида уринма утказиш 
масаласини царайлик.

Г чизи^да М 0 нуцтадан фар^- 
ли М (х0 +  Ах, f  (х0 +  Ах))  нуц- 
тани олиб, бу ну^талар оркали 
М0 М кесувчи утказамиз. М 0М 
кесувчи Ох у^и билан ташкил эт-

У\1
M j

■1 
А У

KL Р
АХ

• 0 ^ (Г  / * !

40- чизма



тан бурчакни ф билан белгилайлик. Равшанки, ф бурчак Ах га бор- 
лиц булади: ф =  <р (Дх).

6.3- т а ъ р и ф .  Агар М0М кесувчининг М  нуцта Г чизиц буйлаб 
М 0 га интилгандаги (яъни Дл;->-0 даги) лимит ^олати мавжуд булса, 
кесувчининг бу лимит холати Г  чизщца М0 нуцтада утказилган у р и н 
ма деб аталади.

Уринма—тутри чизикдан иборат. Маълумки, М0 нуцтадан утувчи 
тутри чизиц М0 нуцтанинг координаталари >̂ амда бу турри чизиц- 
нинг бурчак коэффициента орцали тулиц аницланади.

Д ем ак, f  {х) функция графигига М0 нуцтада утказилган уринма- 
нинг мавж уд булиши учун

I im ф {Ах) — а

лимитнинг мавжудлигшш курсатиш етарли, бунда а  — уринманинг 
Ох уц билан ташкил этган бурчаги.

Дацицатан ^ам, АММ0Р  дан:

tg ф (Длг) =  ^  У  ~  f
1лХ

ундан эса

Ф {Ах) — arctg Ад'] ~

булишини топамиз. и — arctg t функциянинг узлуксизлигидан фойда- 
лансак,

Ишф(Дх) =  l im arctg---*0 ~   ̂^ =arctgf~lim - ~  f
Д л:-»-0 Дл:—>0 [ а х ~*0 |*

=  arctg/ ' (х0)
булиши келиб чицади. Демак, 1 im ф (Ах) мавжуд ва

А х—►О

а  =  lim ф (Д*) =  arctg f  (х0).
Д х -^ 0

Ксйинги тенгликдан

Г (*о) = tgoc
булишини топамиз. Шундай цилиб, f (x)  функция х0 £(а,Ь) нуцтада 
Г{хд) ^осилага эга булса, бу функция графигига M0 (x0, f ( x0) )  нуцта- 
да утказилган уринма мавжуд. Функциянинг х0 нуцтадаги ^осиласи 
Г (х0) эса бу уринманинг бурчак коэффициентини ифодалайди. Урин
манинг тенгламэси эса ушбу

z = f ( x0) + Г {х0){х — х0)
куринишида булади.

Масалан, у  =  х2 параболанинг х =  1 нуцтадаги уринмаси (у ' , =* 
= 2) 2 — 1 +  2 (х — 1), яъни

z — 2х — 1 
тенглама билан ифодаланади.



Агар f ix)  функция x0 i i a , b)  нуцтада бир-бирига тенг булмаган 
Г (х 4- 0) /' (х„ — 0) бир томонли з^осилаларга эга булса, my f  (х) 
функция графигига М„ (х0, / (хп) ) ну^тада бир томонли уринмалар 
утказиш мумкин ва бу уринмалар устма- уст тушмаиди. b y  з^олда 
f ix)  ф у н к ц и я  графиги (x0, f ( x0))  нуцтада «сииади» деииш мумкин.

Масалан, маълумки, f (x) =  \x| функциянинг х — 0 нуцтадаш 
бир томонли хосилалари f  (+ 0) =  1, f  (—0) = — 1 булади. Бу функ
ция графигига (0,0) нуцтада утказилган бир томонли уринмалар 
у  — х ва у  =  — х булиб, функция графиги х =  0 нуклада «синади» 
(41- чизма).

41- чизма

Фараз цилайлик, f  (х) функциянинг х0 нукдэдаги х ос и л ас и -{- о о г  
яъни f  (х0) =  +оо булсин. Энди

Ф ;arctg | f

Я
эканини эътиборга олиб, топамиз*.

lim ф =  lim arctg ^  =  arctg (f' (х0) ) = arctg ( +  оо) =
А х - уО Ах~*0 а х

Бу эса f  (х) функция графигига (х0, f  (х0) ) нуцтада утказилган урин- 
ма Ох ук*и билан ~ га тенг бурчак ташкил этишини курсятади.
Демак, f  (х0) =  + о о  булгаида f ix)  функция графигига (x0, f {x0)) 
нуктада утказилган уринма Ох уцига перпендикуляр булади.

Худдй шунингдек, {’ (х0) = — °° булганда f (х) функция графиги
га (x0, i i x n) )  нуцтада утказилган уринма з̂ ам Ох уцига перпендику
ляр булади.

Масалан, f ix) = У\х\ функциянинг х =  0 нук,тадаги унг з^осила-

си _

XГ ( +  0) =  Нш 
*+0 х — 0

= l im
х - > + 0

= lim
х -» + 0 Ух — +  оо,

шунга ухшаш, ' ' х =  0 нуцтадаги чап з^осила учун f  (—0) =  — 00 га 
эгамиз. Демак, берилган функция графигига (0,0) нуктада утказил
ган бир томонли уринмалар О у  увидан иборатдир (42- чизма).

б) %осиланинг механик м аъноси .  Моддий нуцтанинг тугри чизшу 
ли з^аракати s = f i t )  тенглама билан ифодаланган булсин, бунда



вацт, я шу вакт ичида утилган йул (масофа). Бу конун буйича ха 
ракат цшиеггаи нууанинг /0 моментдаги оний тезлигкни топиш ма- 

аласини ^араилик. I ва^тнинг /0 циймати билан биэга -4- Д/ 
Кииматини *ам олиб, бу ну^таларда в « / ( 0 нин  ̂ ^ ¿ л а р и н и ^  
памиз. Моддий ну^та Д/ вацт ичида • ЛаРИ!1И то'

А5 =  /(/0 +  А/)_ / ( д  

масофани утади ва уыинг [/0, /0 +  М] сегментдаги уртача тезлиги
Д5 _  / (¿0 +  А/) -  /
Д^ Дг

булади. Д^-> о да ^  нисбатнинг лимита моддий ну^танинг (0 мо
ментдаги оний тезлиги V ни ифодалайди:

V = П т ^ -=  П т /Ао + Ар — /(О 
Д^оА‘ ДЛг+0 А̂

Досила таърифига кура

Нш / (<о +  Ар — / (г„)
Д/̂+0 А̂  ' ' о'*

^ ^  Ф>'НК!.1ИЯНИНГ ¿о ну^тадаги ^осиласи в=:/(Л

и п й а д к ;  ,'шаетган модднй ну,' таншг '• м°ме" ™ ™ »»»»
3. ф у н к ц и я н и н г  у з л у к с и з  б у л и ш и  б и л а н  у н и н г  

пияС^ м Га 31 3 б Ул иши  о р а с и д а г и  б о г л а н и щ .  /(*) функ
ция (а ,Ь) интервалда ани^ланган булиб, хп£(аЬ)  нуктада чек пи 
/ (х0) ^осилага эга булсин. косила таърифига кура,

Г (х0) = Ит ^  — 1.-Тп ^ л:о + А̂ )--/(дгп)
4 » 0  Дх—>0 Ал:

яъни Ах->0 д а ^ - > /'(*„).

Энди

А«/
а  ~  Ах  ̂ (х о) (6 .2 )

деб белгилаимиз. Равшанки, а  узгарувчи мивдор булиб V Ах п  
боглиК ва Д х ^ О  да нолга интилади. У ’ У Х 3

(6 .2) тенгликдан топамиз:

&У =  Г(х 0) -Ах + а-Ах.  (6.3)

£ ™ Ш у '^ у л МГ « | Ур Г ЦИЯ Ф °Р»У «И  деб ата-

1 ^ о Л ^ ==д,^ о [/' (Хо)' ^  +  а , Д ^  =  0

билдиради.аДИ' БУ НХ) ФуНК1ШЯНИНГ НУ ^  узлуксиз эканини 
Шундай ^илиб, цуйидаги теоремага келамиз:



6.1-т е о р е м а .  Агар f (x) ф ун к ци я  х0 £(а,  Ь) н щ т а д а  чекли  
f ' (x0) ,\осилага эга булса,  фу нкци я  ш у  н уцт ада  у з л у к с и з  б у ла д и .

6 . 2 - э с л а т м а .  Функциянинг бирор нуцтада узлуксизлигидан 
унинг шу нуцтзда чекли хрсилага эга булиши х_ар доим келиб чи-
цавермайди. о

Масалан, у  =  \х\ функция х =  0 нуцтада узлуксиз булса хам,
у шу нуцтада ^осилага эга эмас.

2 -8 . Тескари функциянинг хрсиласи. М ураккаб функциянинг
^осиласи

1. Т е с к а р и  ф у н к ц и я н и н г  ^ о с и л а с и .  f (x)  функция (а,  Ь) 
интервалда аницланган булиЗ, бу функция тескари функциянинг 
мавжудлиги ^ацидаги 5.9- теореманинг барча шартларини цаноатлан- 
тирсип.

6. 2-т е о р е м  а .  Агар f(x) функция х0£(а, Ь) нуцтада / {х0) ф О  
хрсилага эга булса, бу функцияга тескари х =  f  (у) функ
ция х0 нуцтага мос булган у 0 ( у0 =  f  (х0)) нуцтада хрсилага эга ва

г 1 {у) 1 = Т ыJ У=У0 Г W  
тенглик уринли.

И с б о т .  f (x)  функция х0£(а,  Ь) нуцтада f ( x 0)=£0  з^осилага 
эга булсин. (6.3) формуладан фойдаланиб топамиз:

f ( l )  — f  (х0) -  Г (х„) (t — xо) +  a  (t — x0), t£(a,  b),  (6.4) 

бунда t->-x0 да а -> 0  (а =  <x(t), lim  а  (/) =  0). Энди f  (х) функ-
о „

циянинг t нуцтадаги цийматини f ( t )  =  z деб белгилаимиз. J  нда 
t =f ~l (z), шунипгдек х9 = f~'  (у 0) булади. Натижада (6 .4) тенглик 
ушбу

г  —  i/o =  Г  (х о) [ Г '  (z) —  Г~‘ (i/o)! +  «  ( Г 1 (г )) [ f~'  (z) —  Г '  =  

- [ Г ' ( г ) - Г ‘ Ы ]  [ r Uo )  +  « r ' ( z ) ) ]
куринишга келади. Кейинги тенгликдан эса 

/_1 (г) — Г~‘ (у о)
г • - У0 V (хо) + 06 (/ (г))

келиб чицади. г->г/0 да лимитга утиб цуйидагини топамиз: 

lim f~l ’ (Уо) — lim  1

Демак,

Z - + y 0 Z —  i/0 2->i/0 /' (*o) +  a  (/ (г)) 
_________ 1__________  __ l _

/' (*„) -f lim  a  (/- 1  (г)) —  /' (дс0) '
z~*yo

lim Г 1 (г) -  Г 1 (Уд)



Досила таърифига кура

lim / 1 (?) — (Уо) _  г г- i  / . -/ 
z^Vt г - у 0 И W  J у=Цо

бÿли5, бундан

 ̂  ̂ ^  *-*. =  п ^ Г
тенгликнинг ÿpинли экани келиб чщ ащ .  Теорема исбот булди

2 М у р а к к а б  ф у н к ц и я н и н г  ^ о с и л а с и .  u ~ f ( x )  функция 
(a, b)I интервалда, У —  F (и) функция эса (с, d) интервалда ани^ланган 
булиб бу функциялар ердамида у  = F (/ (х)) =  Ф (*) мураккаб функ
ция тузилган булсин (бунда, албатта, х£(а,  Ь) да u ~ f ( x ) £ ( c  d) 
булиши талаб цилинади). ’ '

6 .3- т е о р е м а .  Лга/? и  =  / (х) функция х0 £ (а, b) н укт ада  /' (х.) 
хрсилага эга  булиб,  у  Т  F ( и )  функция эса х0 н у^ п га га м о с  u0( u j

I ( хо)) н укт ада  F (и0) цосилага эга булса,  у  холда мираккаб 
ф ун к ц и я  Ф (х) = F (/ (х)) х0 нуктада %осилага э га  ва

Ф ' (*o) =  [F (f ( * ) ) ] ' ,_ „  =  F  («„)•/' (х0) (6.5)
форму ла  {¡ринли.

И с б о т .  и = f ix)  функция лг0 € (а, 6) нуцтада, y  = F(u)  функ
ция эса мос и0 (и0 =  f  (х0)) нуцтада ^осилага эга булсин. (6 3) cboD- 
муладан фойдаланиб топамиз: 7 4 1

(х0) =  /' (х0) • (t — х0) +  a  (t) • (t — xQ), (6.6)

F (s) — F (u0) =  F' (u0) • (s — u0) +  ß (s) • (s — « 0) (6. 7)
бунда

lim a  (t) =  0, lim ß (s) =  0.
s-*u0

М ураккаб функция Ф (*) =  / ;(/ (*)) нинг х0 нуцтадаги орттирмаси
— Ф ( х 0) ни юцорвдаги (6 .6) ва (6.7) муносабатлардан фойдала- 

ниб цуйидагича ёзиш мумкин:

Ф  (0 -  Ф (х 0) =  F (f (X)) -  F (f (xo)) =  F' (u0) • [/' (*0) . (/ _  j g  +
+  a  (t) -(t — x0)) +  ß (f  (/)).[/(/)— /(дс0)] =  F' (U0) •/' (x0) • (/ _  x0) +

+  F' (u0) a  (t) (t -  x0) +  ß (/ (0) • [/ (/) -  f  (x0)].

Энди бу тенгликнинг хар икки томонини t — x0 га булиб, сунгра 
л —> х0 да лимитга 5̂ тамиз:

—__х ( — Z7' («0) •/' (х0) +  F ' (и0) • lim a  (¿) +lim
— л„ - ^

+  l i mß (f(/ )).lim  — —
t^ .Xo i  —  x„

Да “  (0 -*■ 0 , ß ( f  ( t ) ) - y0 эканини эътиборга олсак, 
(b.b) формула келиб чицади. Теорема исбот булди.



3 - § . ^осила ^исоблашнинг содда цоидалари.
Элементар функцияларнинг ^осилалари

Биз ушбу параграфда икки функция йигнндиси, айирмаси, к у -  
пайтмаси ва нисбатининг з^осилаларини топиш цоидаларини келтира- 
миз. Сунгра элеменгар функцияларнинг хрсилаларини з^исоблаймиз, 

т(х) ва g (x)  функциялар (а, Ь) интервалда аницланган булсин.
1 И к к и  ф у н к ц и я  й и г и н д и с и  з^амда  а й и р м а с и н и н г  

х ос и л ас и.  Агар f  {х) ва g (x)  функцияларнинг *ар бири x£( a , b } j  
нуцтада ¡ '(х) ва g '  (х) з^осилаларга эга булса, у з^олда / (х) ±  g ( x }  
функция з̂ ам х нуцтада ^осилага эга ва :

[/ (х) ±  g (*)]' =  Г (х) ±  g '  (х) (6 .8)

формула уринли.
Хацицатан хам, f (x)  ва g (x)  функциялар х£(а,  Ь) нуцтада 

f  (х) ва g '  (х) з^осилаларга эга булсин. Таърифга кура (t £ (а, Ь),.
t -фху.

t—>X t  Х

Энди F (х) =  f  (х) ±  g  {х) деб белгилаб, цуйидагини топамиз: 
F ( t ) - F ( x )  _  f ( t ) - f ( x )  g  (t) — g (x) . 

t —  x  ~~ t —  x  — t —  x  
Бу тенгликда t - +x  да лимитга утсак, цуйидагига эга буламизг 

f . w _  , ,m _ l im
’  t-> X  t  —  X  t-^ X  t  —  X i ^ x  t  x

= f  (x) ±  g '  (x). Бу эса (6.8) формулани исботлайдн.
2. И к к и  ф у н к ц и я  к у п а й т м а с и  нин г з^осиласи.  А ггр  

f (x)  ва g (x)  функцияларнинг хар бири х£(а,  Ь) нуцтада f  (х) ва  
g ' (x)  хреилаларга эга булса, у хрлда f ( x ) - g ( x )  функция з а̂м х- 
пуцтада з^осилага эга ва

[ f (x) - g (x)Y = f ' ( x ) - g ( x )  +  f ( x ) - g ' ( x )  (6.9).

формула уринли.
Ф  (t) — Ф (х)

ф (х) =  f ( x) - g  (х) деб белгилаб, 71ГХ нисбатни цунидага 

Ф (0 - Ф (*) , - , g W - g . W .  s ( i )
t - x  =  t - x  - 8 W +  t - x  

куринишда ёзиб оламиз. Бу тенгликда t - +x  да лимитга утиб Цуйи- 
дагини топамиз:

. .  Ф и.) — Ф (х) , .  f ( t )  —  f ( x) / \ I g  (0 ~  g  W . f ,А
* ' ( х>= —  “ i ? 1 L— 7 = 7 " • * < * > +  •m .

=  g(x) - l im М,|~ , И - +  lim  f ( 0 - l |m =
Ь  W  t  —  X t - * x  i - * x  t  —  x

=  g ( X ) - r  (x) +  f ( x ) - g '  (X).

Бу эса (6.9) формулани исботлайди.

/
/

I



3. И к к и  ф у н к ц и я  н и с б а т и н и н г  з ^осиласи .  Агар f (x)  
ва g  (х) функцияларнинг з̂ ар бири л: £ (а, Ь) ну^тада f  (х) ва g' (x)

fix)
функция з̂ амдосилаларга эга булиб, g  (х) ф  0 булса, у з^олда 

х  ну^тада з^осилага эга ва
' / W 1 '  Г (x) -S(x) - f ix) ,  е '  (х)

гМ

. 8 М ] е 2(х) (6 . 10)
l .формула урннли.

(6.10) формулани исботлашдан аввал функция з^осиласи таъри-

4>идан фойдаланиб ( g  (л:) ф  0) функциянинг х £ (а, Ь) ну^та-
даги з^осиласини з^исоблаймиз:

1
1

1

. Six)

.Демак,
8 (х)

=  Н т
t-r±X

- • l i m
t^X

_ В (x) — g (0
e( t )  g_W =  lim _g_W-g(*)

t — X 
g ( t ) ~ g  (*) 

t ~ x
■lim
trr̂ X

x

I
8 it)

t — x
g'ix)

Энди (6.9) ва (6.1
fJLWT Г., 4 

l e w .  =  / (*> '

1
’ Г

g 'M
( g ( x)¥=0 ).-Six)  J g2 (x)

.) формулалардан фойдаланиб топамиз:
1

g(x) 
f jx) - g '  (X) 

g 2 ix)

] ’ =  Г  (*) ■
1

■+f(x)
1

g ( x )
f  (x)-g(x) — f (x) . g ’ (x) 

g2 (x)

(6 . 11)

f  (*) __
’ g(x)

By (6.10) формуланинг уринли эканини исботлайди.
6.1- н а т и ж  а . 1) Ю^орида келтирилган (6.8) ва (6.9) формула- 

.viap ердамкда ^ушилувчилар з^амда купаювчилар сони ихтиёрий чек- 
,ли булган з^олда з̂ ам тегишли формулаларни исботлаш мумкин 

2) (6.9) формуладан g  (х) =  с, с  =  const булганда 
[ c - f (x) ] '  = c - f '  (х)

'формула келиб чи^ади. Бундан узгармас сонни з^осила ишорасидан 
таищарига чи^ариш мумкинлиги келиб чи^ади.

4. Э л е м е н т а р  ф у н к ц и я л а р н и н г  з ^ о с и л а л а р и .  Функ
ция з^осиласи таърифидан фойдаланиб, элементао функцияларнинг 
хоеилаларини топамиз.

1 . у  — х ( х > 0 )  д а р а ж а л и  ф у н к ц и я н и н г  з^ос ила с и .  
Ь у  функция учун цуйидагига эгамиз:

А у  =  ( х +  A x ) " - / =  11 ГЛ ■[ ( -  + т



Ундан учинчи му^им лимитдан (5-боб, 6-§) фойдаланиб топамиз:

и'  =  Нш —  == Игп х
Д х - ^ А *  Ах ->0 Д х 

х
Дхт»0

=  1̂-л:

Демак, (х*)' =  ц. •Xм'
Хусусан =  — 1 булганда

формула уринли.
2°, ^ =  ах ( а > 0 ,  а # 1 )  к у р с а т к и ч л и  ф у н к ц и я н и н г  

^ о с и л а с и .  Бу функция учун цуйидагига эгамиз:

А у  =  ах+*х- ■■ а  (аД х

ва
А У _  а* ( а А* -  1) 
Ах~~ А х

Иккинчи мухим лимитдан (5-бобнинг 6 -§ ) фойдаланиб топамиз: 

у '  =  Нт —  =  Н т ах а*Х ~  1
Дхтг>0 А X Ах

„ , „Дх 1
а ■ И т Л—— ? =  ах\па.

Дх—>о Дх

Демак,
(а*)' = а хАпа.

3°. г/ =  1о§ял; ( а > 0, а^=1, х > 0 )  л о г а р и ф м и к  ф у н к ц и я 
н и н г  ^ о с и л а с и .  Бу функция учун куйидагига эгамиз:

А г/ =  1оёа (х +  А х) — 1о§а% =  1оёа (1 +  ^

ва

Д|
А.

Энди биринчи му^им лимитдан (5- бобнинг 6- §) фойдаланиб топамиз:

У ' ,  Нт ^  -  Нт -l.log. [ (1 +  ^  1о§а,.
д*-»о А х Дх̂ >о х [. \ х ]  \ х

Демак,

№ ах)' = - - ^ ае.



4o. T р и г о н о м е т р и к  ф у н к ц и я л а р н и н г  ^ о с и л а л а р и .  
Ушбу у  — sinx функция учун цуйидагига эгамиз:

. . . А х  / А х\
А у  =  sin  (х +  А х) — siiu ' =  2 -sin ‘у -eos I х +  у  I

ва
Д х sin —

А у  I  Ах\ 2
^ = c o s  ( x + Y j ' ~ A T '

2

Охирги тенгликда А х —> О да лимитга утиб топамиз:
Д х 

sin —t i- А у . .  ( Д*\ . .  2у  = l i m  —̂  =  l im cos I х -]- —— I • l im т—- =  cosx,
Ax~*0 A X  Ax-*0 \ 2 J  Ax—>-0

2
Демак,

(sinx)' =  cosx.
Шунга ухшаш (6-бобнинг l - §  га царанг) (cos х)' =  — sinx формула 
хам исботланади.

„  sin.r
Энди y  — i g x  функциянинг ^осиласини t g x =  нисбатнинг

дрсиласи формуласидан фойдаланиб топамиз:
, . , f s i n x V  (s\пх)' • cos л: — s i пх  ■ (с озд)'  cos2*  +  s in 2j; 1

У  ( ёх ) ^cosx J  ~~ eos2* ~  eos2* cos2*
Демак,

(tgx)' = — г~.
ь  '  COS'* X

Худди шунга ухшаш цуйидаги формулалар хам исботланади:
. , , 1 sin* c o s «

о (d g *) =  <sec*> = C ^ -  (c0secx) = “ ¡ ^ -
5°. Т е с к а р и  т р и г о н о м е т р и к  ф у н к ц и я л а р н и н г  ^оси-  

л а л а р и .  Тескари функциянинг ^осиласини топиш цоидасидан фой
даланиб, тескари тригонометрик функцияларнинг ^осилаларини 5$и- 
соблаймиз. Ушбу у  — arcsinx функцияни олайлик. Б у функция х =
=  sin# функцияга тескари булиб, уни {— у ,  y j  интервалда цара- 
сак,

у  — (arcsinx) — (s¡nyy — C0Sy — - у  i—s¡n2í/ — ~[/i—x'2 

келиб чи^ади. Демак,

(a rc s in x )' =  у у = Г  ( — 1 <  л :<  1),

Худди шунга ухшаш цуйидаги формулалар ^ам исботланади: 
(arccosx)' =■--— ( —1< х< 1),



(arctgx)' = T + T 2’

(arc ctgx)' -  — jf+Ta-

6°. Г и п е р б о л и к  ф у н к ц и я л а р н и н г  з ^ о с н л а л а р и .  Энди 
гиперболик функцияларнинг хосилаларини ^исоблаймиз. Бунда коси
ла хисоблашдаги содда цоидалардан ва курсаткичли функция хрси- 
ласи формуласидан фойдаланамиз. Содда ^исоблашлар ердамида 
у  =  shx учун топамиз:

у '  =  (shx)' =  (ех — е~х) ]  =  \  у )  = 7  (/  +  e~x) = chx.

Шунга ухшаш цуйидаги формулалар хам исботланади:
_  (chx)' =  shx,

l
(thx)' — — сЪ2Х .

(cthx)' =  - - ¿ 7  ( хфО) .

4 Х о с и л а л а р  ж а д в а л и .  Биз ушбу пунктда элементар функ
циялар зрсилалари учун топилган формулаларни жамлаб, уларни 
жадвал сифатида келтирамиз:

1°. (Xм) ' *= (х > 0 ) ;
2°. (аху  = ах-\па ( а > 0, а ф  1);

3°. (loga x ) '=  -^ -log/  U > 0 ,  a > 0 ,  а ф  1);

Хусусан, (lnx)' =  “  (х > 0 ) ;

4°. (sinjc)' =  cosx;
5°. (cos*)' == — s itu ;

6°. (tgx )' = " ¿ 1  ( хФ~^ +  к п ' k ^ 0, ± l ’ • ‘

r .  (ctg^)' =  — - ¿ 7  {хфкп- ,  k = o,  ± i ) ,  . . . ) ;

8°. (a r c s in * ) '=  y y — pi (— K x < l ) ‘.

9°. (arc co sx )'=  — у j _ xi ( K x < l ) ;

10°. (arctgx)' =

11°. (arcctg x)' = ------

12°. (shx)' =  chx;
13°. (chx)' =  shx;



5. Мисоллар

К,уйидаги функцияларнинг ^осилаларини топинг.

' ) у ==] п  s i n х' Х̂ Р' л) булсин. Бу функцияни y =\ nu ,u  =  s\nx 
деб ^араш мумкин. (6. 5) формуладан фойдаланиб топамиз:

у '  =  (In sin х)' — - I
sin X •(sin х)' — — c tgx . 

Sin X

II (X) (“ (* )>  0) булиб, u(x) ва v(x) функциялар и ’(х)
ва v (х) ^осилаларга эга булсин. Бу ифодани логарифмлаб топамиз:

1пг/= v(x) • ln и(х).
Энди мураккаб функциянинг ^осиласи ((6. 5) формулага каранг) ва 
купаитманинг хрсиласи ((6.9) формулага ^аранг) учун тегишли фор
му лалар дан фоидаланиб топамиз:

=  v ' (x) - l nu(x)  +  v(x) - ~ — и'(х).
У и(х) '

Бундан

У' -  y [ v ' ( x)  • ln и (х) +  v-^ -u '(x )]  =  Ги(х)
и(х)  w

+  ¥ ,  • «'<*)и(х)

келиб чи^ади. Демак,
О(х)

и(х)

v (x )
v' (x) - l n и(х) +

и(х)
В(х)

v'{x)Anu{x) +  ^  .« '(* )  
и(х)

Берилган функцияни е° (х>{п“(х) куринишда ёзиб олиб, сунгра унинг 
мумкш Г В3  ̂ формулалардан фойдаланиб ^исоблаш

4 -§ . Функциянинг дифференциали

1. ф у н к ц и я н и н г  д и ф ф е р е н ц и а л л а н у в ч и  б у л и ш и  
т у ш у н ч а с и .  f{x)  функция (а, Ъ) интервалда аницланган булсин 
хШ,  Ь) нуцтани олиб, унга шундай Ах ( А х ^ О )  орттирма берай-

Т Г  у *0™  «*> S " “™  ¿ V » y “тада л  у  — }(х0 +  А х) — )(х0) орттирмага эга булади. Равшанки Д и  
орттирма Ах га бог-'лик; булиб, купчилик холларда Ах билан А и 
орасидаги богланиш мураккаб булади. Табиийки, бунда А х га кура
188



А у  ни аниц-ёки тацрибий ^исоблаш цийинлашади. Натижада орт- 
тирмаси Ах орттирма билан соддароц богланишда булган функция- 
ларни урганиш масаласи юзага келади.

6 . 4 - т а ъ р и ф .  Агар f(x) функдиянинг х0£ (а, Ь) нуцтадаги орт-
тирмаси А у  ни

куринишида ифодалаш мумкин булса, f(x) функция х0 н укт ада  
дифференциалланувчи  деб аталади, бунда А — Ах  га боглиц бул- 
маган узгармас, а  эса А х  га бог лиц ва А х-*0  да а  =  а  (А x)->-Qr 
Агар

эканини эътиборга олсак, у  ^олда юцоридаги (6. 12) ифода ушбу

куринишни олади. Функция орттирмаси учун (6 .3) форму лада А> Ах 
ифода орттирманинг чизицли бош цисми деб юритилади.

Функциянинг бирор нуцтада дифференциалланувчи булиши би
лан унинг шу нуцтада чекли хрсилага эга булиши орасидаги богла- 
нишни цуйидаги теорема курсатади.

6 . 4 - т е о р е м а .  f(x) ф ункциянинг х£(а, b) н у ц т а д а  диф ф ерен 
циалланувчи булиши у ч у н  у н и н г  ш у  н укт ада  чекли цосилага эга  
бС/лиши з а р у р  ва етарли.

И с б о т .  З а р у р л и г и .  f  (х) функция х£ (а, Ь) нуцтада диффе
ренциалланувчи булсин. Таърифга кура, f (x)  функциянинг х£ {а, Ь) 
нуцтадаги орттирмасини (6. 13) куринишда ёзиш мумкин. Шу (6. 13) 
дан

булиши келиб чицади.
Е т а р л и  л и г и .  f{x) функция х£(а, Ь) нуцтада чекли f ' (x) }[о- 

силага эга булсин. Хрсила таърифига кура

Д у  — А- Ах +  а - Ах (6. 12)

а • А х =  а (А х) ‘ Ах = 0 (Ах)

А у  =  А - А х +  О (А х) (6.13)

ёЛ. — А +  ^
Ах Ах

тенгликни ёзиш мумкин. Ундан эса

lim —  =  lim 'а  +  Ч Щ = * А ,

яъни х£ (а, Ь) нуцтада хосиланинг мавжудлиги ва
f ' ( x ) =A

f ' ( x ) = l i m  —  =  lim
д*-+ 0 Ал: Дх=»0

f ( x  + А х) — f ( x )  

А х

булади. Агар -



деб олсак, ундан

А У =  f ' (x) -Ax +  а - Ах
эканини топамиз. Бу тенгликдаги а  мицдор Ал: га борлиц ва 
А х- уО да « -^ 0 . Демак, /(х) функция х£ (а, Ь) нуцтада дифферен- 
циалланувчи булиб, А =  f i x )  булади. Теорема исбот булди.

Исбот этилган теорема /(х) функциянинг х£ (а, Ь) нуцтада чекли 
f {x)  ^осилага эга булиши билан унинг шу нуцтада дифференциал- 
ланувчи булиши эквивалент эканини курсатади.

2. Ф у н к ц и я  д и ф ф е р е н ц и а л и  в а  у н и н г  г е о м е т р и к  
м а ъ н о с и .  f{x) функция {а, Ь) интервалда аницланган булиб, х£ 
£(я, b) нуцтада дифференциалланувчи булсин. Демак, функциянинг х 
нуцтадаги орттирмаси

А у  — А • А х +  0(А х)
куринишда ёзилиши мумкин, бунда Л =  f ( x )  булади. Б у тенгликда 
функция орттирмаси А у  икки цушилувчи: аргумент орттирмаси Ах 
га нисбатан чизицли А - Ах ^амда А х га нисбатан говори тартибли 
(Дх->-0 да) чексиз кичик мивдор 0{Ах) лар йириндисидан иборат 
экани куринади.

6 . 5 - т а ъ р и ф .  f ix) функция орттирмаси А у  нинг А х га нис
батан чизшуга бош цисми А А х  = }'{х)-Ах берилган fix) функция
нинг х н уцт а да ги  дифференциали  деб аталади ва d y  ёки df ix)  ка- 
би белгиланади:

'Гаърифга кура fix) функциянинг 
х  нуцтадаги дифференциали А х  
нинг чизицли функцияси булиб, 
у  функция орттирмаси А у  дан
0 (А х) га фарц цилади.

Энди х£ {а, Ь) нуцтада диффе- 
ренциалланувчи булган f  (х) функ
циянинг графиги 4 3 -чизмада 
курсатилган чизикни ифодала- 
син, дейлик. Бу чизицнинг (x,f(x)), 
(х +  Ах, f ix +  Ах) ) нуцгаларини 
мос равишда F ва В  билан белги- 
лайлик. Унда FC— А х, ВС =  А у  

булади. f{x) функция х£(а, 6) нуцтада дифференциалланувчи булгани 
учуй у  х  нуцтада чекли f  (х) ^осилага эга. Демак, /(х) функция 
графигига унинг F (х, f  (х )) нуцтасида утказилган FL уринма мав- 
ж уд  ва бу уринманинг бурчак коэффициента tga  = f (x) .  Шу FL 
уринманинг ВС  билан сесишган нуцтасини D билан белгилай-
лик. Равшанки, A FDC дан —  = tg a  ва ундан DC =  tg a  -FC=*CF
*= /'(x) - A x  экани келиб чицади.

Демак, f{x) функциянинг х нуцтадаги дифференциали d y  = f i x)  X 
X А х функция графигига F{x, f ix ) ) нуцтада утказилган уринма орт-

d y=

'кII

У
В,j f w

F
/ 1
0
с

0 f Х'Ш л
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тирмаси DC ни (DC =  dy)  ифодалайди. Хусусан, f(x) =  х булганда 
бу функциянинг дифференциали

d y  =  f '{x)- Ах — Ах
булиб,

dy  =  dx — А х
булади. Бу хол эркли узгарувчи х нинг эркли орттирмаси Ах ни 
унинг дифференциали dx билан злмаштирилиши мумкинлигини кур- 
сатади. Бу ¡(х) функциянинг х нуцтадаги дифференциалини цуйида- 
гича

d y  = f {x) - dx  =  у '  dx (6. 14)
ифодалаш мумкин эканини англатади.

6 . 3 - э с л а т м а .  Биз /(х) функциянинг х нуцтадаги ^осиласини
— символ тарицасида белгилаган эдик. (6. 14) муносабатдан эса 
dx
—  функция дифференциали d y  ни, аргумент дифференциали dx
dx
га нисбатидан иборат экани куринади. Шуни таъкидлаш лозимки, 
дифференциалланувчи функциялар учун dy  билан dx лар пропорци- 
онал узгариб, f '(x) пропорционаллик коэффициентини ифодалайди.

Энди функция дифференциалининг (6. 14) ифодасидан фойдала- 
ниб, элементар функцияларнинг дифференциаллари жадвалини кел- 
тирамиз:

1°. d ( x ^) = \1 х^~ 1 • dx ( х > 0 ) ;
2°. d ( ax) == a x-\na-dx ( а >  0 , а ф  1);

1 Л у
3°. d  (lo g flx) =  — logea - dx ( x > 0 ,  ä>0, а ф  1); d( l nx)  =  — ;

4°. «¿(sin x) =  co sx -dx;
5°. d{cosx) =  — sinx -dx;
6°. d( t gx)  =  — -—  •dx (x ф  — -{-kn] k =  0, ±  1 , . . . , )  

cos2*  2

7°. d(ctgx ) = ------- —̂ dx (х ф к п ; k — 0, ± 1 . * . ) ;
sin2*

8°. d(arcsin x) =  - 4 — - • dx (— 1 <  x <  1);

9°. d (arccosx) = -------- 1- - -dx (— 1 < x <  1);
У  l — *a

10°. d (a r c tg x )= — —̂ dx;
l -f- x\

11°. d(arcctgx) = — -- 1- • dx;
12°. d(shx) =  c hx- dx;
13°. d( chx)  — shx-dx;



14°. d ( i hx)  =  —— •dx\ 
ch2x

15°. d(cth x) — -------- —̂ -dx  (x Ф  0).
sh2*

Л. Д и ф ф е р е н ц и а л л а ш н и н г  с о д д а  ц о и д а л а р и . M у р а к -  
к а б  ф у н к ц и я н и н г  д и ф ф е р е н ц и а л  и.  f(x) ва g(x)  функциялар 
(а, Ь) иктервалда аницланган булиб, х£(а, Ь) нуцтада уларнинг диффе- 
ренциаллари df{x), dg{x)  мавжуд булсин. У ^олда ¡(х) ±  g(x),
/ (х) • g(x)  ва —  (g(x) ф 0 ) функцияларнинг ^ам шу х£(а,  Ь) нуцта- 

g(*)
да дифференциаллари мавжуд ва улар учун цуйидаги 

d [ f ix) ±  g{x) ] =  df  (х) ±  dg(x),  
d [f(x) • g(x)  ] =  f (x) -dg(x)  +  g(x)  •df (x), 

d \ f m ^ e ( x ) ; d j ( x ) - n x ) . d 3 {x) ( U ) ^ 0)
U m J g2w

формулалар уринли.
^ацицатан хам, функция дифференциалининг (6. 14) куринишда 

ифодаланишидан ва функциянинг ^осилаларини топиш цоидаларидан 
фойдаланиб топамиз:
d [ f ix) ±  g (x)  ] =  (/ (*) ± g (* )) ' - dx = f ' (x )dx± g'(x ) dx=df{x) ±  dg(x) ,
dl f (x) • g (x)  ] =  (f(x) • g(x) ) ’dx = g (x )  • f i x )  dx+f (x)  • g '(x)dx=g{x)  •df (x) - f

+  f ix) -dg ix) ,
1 _ / / ( £ )  у  d x  =  S ix ) - f ' ( x ) d x  — f ( x ) g ' ( x ) d x  _  

g ( x )  J \ g ( x )  ) g'Hxj
_  g ( x ) - d f ( x )  — f ( x ) - d g ( x )

g2 (x)
Хусусан, d ( c - f i x ) ) =  c - d f (x)  (c  =  const).
6 . 2 - н а т и ж а .  Юцорида келтиралган формулалардан фойдала- 

ниб, цушилувчилар хамда купаювчилар сони ихтиёрий чекли булган 
холда ^ам тегншли формулалар уринли булишини курсатиш мумкин. 

Энди мураккаб функциянинг дифференциалини топамиз.
Фараз цилайлик, и =  fix) функция (а, Ь) интервалда, у  =  Fiu) 

функция эса (с, d)  интервалда аницланган булиб, бу функциялар ёр- 
дамида у  =  Fif{x) ) =  Ф(х) мураккаб функция тузилган булсин.

М ураккаб функциянинг хрсиласи учун топилган (6.5) формула- 
дан фойдаланиб, шу мураккаб функциянинг дифференциалини топа
миз:

d ’P ix) =  d  [F( f ix) ) ] =  [F( f (x) ) ¡'dx =  F’ iu) •f i x) dx  =  F'(u) du.
Шуни таъкидлаш лозимки, бу зфлда du мицдор аргумент и нинг 

эркли орттирмаси эмас, у х узгарувчининг функциясидир.
4 . Ф у н к ц и я  д и ф ф е р е н ц и а л  и в а  т а ц р и б и й  ф о р м у 

л а л а р .  Назарий ва айницеа амалий масалаларни ечишда тегишли 
функцияларнинг нуцтадаги цийматларини ,\исоблаш зарурияти тури- 
лади. Купинча, бундай функциялар мураккаб булиб, уларнинг нуц-



тадаги ^ийматларини топиш анча ^ийин булади. Бу хрл функцня- 
нинг нуцтадаги ^ийматипи та^рибий ^исоблаш (уларни хисоблаш 
учун та^рибий формулалар топиш) масаласини юзага келтиради. 
Функциянинг дифференциал« эса тацрибий формулаларни топиш им- 
конини беради.

f(x) функция (а, Ь) интервалда аницланган булиб, х0 £ (а, Ь) ну^- 
тада чекли [ ' (х0) ф О  ^осилага эга булсин. Бу ^олда функция орт- 
тирмасининг формуласини ((6.3) ва (6. 13) формулаларга г^аранг)

Д у  =  f ' (x0) • А х +  О (Д х)
куринишда ёзиш мумкин. Бу формулани ^амда функция диффе- 
ренциали учун d y  = f ' (x0) -Ax  формулани эътиборга олиб топамиз:

] im  Ау  =  И т  /' (х0) - A x  +  O Í M  _  1¡m 

/Ьх-*1 d y  А х -* о  г  (х0) • Ах Дх^-0
=  1.

/'(*„) Ах 

Шундай ^илиб, А у  ~ dy.  Натижада цуйидаги
d y  ~  Д у,

яъии
f (x0 +  Д x) zz f ( x0) +  f ' (x0)- Ах (6.16)

тацрибий тенгликка келамиз. Равшанки, Д у  — d y  — О (А х). Шунинг
учун Дх-н>-0 да (6. 16) тацрибий тенгликнинг нисбий хатоси нолга

А у  — di/ пннтилади, яъни —----- — U.
д х

(6. 16) формула х0£(а, Ь) ну^тада дифференциалланувчи f (x)  функ- 
циянииг х0 ну^тадаги орттирмаси Д у  ни унинг шу нуцтадаги 
дифференциали d y  билан алмаштириш мумкинлигини курсатади. Бу 
алмаштиришнинг ^улайлиги шундаки, функция орттирмаси А у  аргу
мент орттирмаси А х нинг, умуман айтганда, мураккаб функцияси 
булган хрлда. функция дифференциали d y  эса Ах  нинг чизжуш 
функцияси булишидадир. Агар Ах — х — х0 эканини эътиборга ол- 
сак, унда х0 +  Ах = х булиб, (6. 16) формула цуйидаги

f (x) »  f (x0) +  /' (х0) ■ (х — х0) (6 .17)

куринишга келади. Бунда х0 £ (а, Ь) ну^та х£(а,  Ь) нуктадан катта 
фарц к,илмайдиган, аммо f (x0) ^улайроц ^исобланадиган ну^тадир.

Масалан, f(x) =  sin х булиб, sin 29° ни ^исоблаш талаб этилган 
буЛсин. Бу ^олда х0 =  30° дейиш цулай. (6. 17) формулага кура

sin 2 9 ° «  sin 30° + eos 30°. (29° — 30°) • —  =  о ,5 — ^  ~
'  360° 2  360° —

«  0,4848. Бунда Г  нинг радиан улчовини ёзиш зарур, чунки боцща
^адлар радианларда берилган. Демак, sin 29° =  0,4848 (10 ~ 4 аник;-
ликда).

Ю^оридаги (6. 17) формула х0 =  0 булганда ушбу
м & т  +  г ( 0 ) -х (6 .1 8 )

куринишни олади.



Маълумки, х0£(а, Ь) нуцтада дифференциалланувчи f(x) функция 
графигига (х0, f(x0) ) нуцтадз утказилган уринманинг тенгламаси цу- 
йидаги

У= f (x0) +  f ' (x0)- (x — х0) 
куринишда ёзилади. Бундан куринадики, (6. 17) тацрибий формула 
геометрик нуцтаи назардан, f(x) функция ифодалаган эгри чизицни 
х0 нуцтанинг етарли кичик атрофида шу функция графигига (х0, f (x0)) 
нуцтада утказилган уринма билан алмаштирилишини билдирадн.

М ксоллар

f (x)  функция сифатида ( l + x f >  У~\ +  х, ех, In (l+ jc), sinjc, tgjc 
функцияларни олиб, уларга (6. 18) формулами цулланиш натижасида 
цуйидаги тацрибий формулаларни топамиз:

(1 +  Х ) й »  1 +  ¡IX,

У 1 +  х «  1 +  — х,

е х «  1 +  х,
In (1 + х) та X, 

sin л; ж  х,
t g X t t X .

5-§ . Юцори тартибли ^осила ва дифференциаллар

1. Ф у н к ц и я н и н г  юц о р и  т а р т и б л и  з ^ о с и л а л а р и .  f(x) 
функция (а, Ь) интервалда аницланган булиб, унинг з̂ ар бир х нуц- 
тасида / '(х) з^осилага эга булсин. Равшанки, f '(x) косила х узгарув- 
чининг функцияси булади. Бу f ' (x) ^осила з̂ ам уз навбатида бирор 
х0£(а, Ь) да хрсилага эга булиши мумкин.

6 . 6 - т а ъ р и ф .  Агар f (x) функция (а, Ь) интервалнинг з̂ ар бир 
х£(а, Ь) нуцтасида f ’ (x) з^осилага эга булиб, бу f (x)  функция х0£(а, Ь) 
нуцтада з^осилага эгэ булса, уни f(x) функциянинг х0 нуцтада-  
ги  иккинчи тартибли хрсиласи деб аталади ва у" * -  ,
f" (х0), (^¡¡rjx^x,, белгиларнинг бири орцали ёзилади. f(x) функция
нинг учинчи, туртинчи ва з̂ . к . тартибдаги хосклэлари худди шун- 
га ухшаш таърифланади.

Умуман, f(x) функция (а, b) интервалнинг з̂ ар бир х£ (а, Ь) нуцта- 
сида (п — 1 )-тартибли (х) хрсилага эга булсин. Бу f n~[)(x) функ
циянинг х0£ {а, Ь) нуцтадаги хрсиласи (агар у мавжуд булса) f(x) 
функциянинг х0 нуцтадаги п -  тартибли цосиласи деб аталади вя

У х . f in\x0),(  — ларнинг бири орцали белгиланади. Одат-
0 \ dx /x_x<¡

да f (x)  функциянинг f"(x) f "  (х), . . .  з^осилалари унинг юцори тар
т ибли  хрсилалари. дейилади.



6 . 4 - э с л а т м а .  f(x) функциянинг бирор х£(а, Ь) нук;т?да ? ( х) 
хосиласининг мавжудлигидан унинг шу ну^тада ю кори тартибли х,о- 
силаларга зга булиши ^ар доим келиб чи^авермаиди.

Масалан, f(x) =  V х'3 функция х > 0  да, жумладан, х — 0 нук,- 
та a f ( x )  =  —]/~Т з^осилагг эга булса з а̂м, бу функция х =  0 нук;-

тада чекли иккинчи тартибли з^осилага эга эмас.
М и с о л .  у =  In sin* ( s in x > 0 )  булсин.

у '  =  c t g x ,  у" =  (уУ =  <ctg * ) '=  — ¿ 7 *
функциянин' юкори тартибли, масалан, п-  тар гибли (п 2) з^оси- 

лаларини топиш учун, умуман айтганда, унинг з^амма олдинги тар- 
тибаи зсосилаларини х.исоблаш керак. Айрим функцияларнинг говори 
тартибли зсосилаларини бир йула топиш мумкин. Мисол тари^асида 
баъзи бир элементар функцияларнинг п-  тартибли зсосилаларини то-
памиз.

^  у ^ х *  булсин ( х > 0  ва ц€/?) .  Бу функциянинг зрсилала- 
рини кетма-кет зугсоблаймиз:

у '  =  f i x “ - 1 .

у" = ( у ’У = ( \ i x * - l y  =  I ) - * 11- 2 ,

у ' "  =  ( у ’ У  =  [ [i{\i— \)x,x~ 2Y =  tx((x —  1)(|А —  2 ) х д _ 3 - 
Берилган функциянинг п -тартибли з^осиласи учун ушбу

у (п) =  ¡г ( [г — 1) ( — 2 ) . . .  ( И- — п + 1) х (6. 19)
формуланинг уринли булишини математик индукция методи ёрдами- 
да курсатиш ^ийин эмас. Маълумки, п  — 1 да

, IX — 1у'  =  у , . X»
булади. Энди (6. 19) формула п =  k да уринли, яъни

4,( «  =  |1(|х - 1 ) . . . ( ц - й +  \ ) x » ~ h 
булсин деб, унинг п — k + 1 да уринли булишини курсатамиз. Таъ- 
рифга кура у (к + 1) = ( y w )'. Шунинг учун

у ( ь + о =  ( « у  ==(ц .((1_  1)(и — 2 ) . . .  (И — k +  kY =*
=  — 1) . . .  (|Л — fe +  1) ■ ( (А Щ-Х^

булиши келиб чтщади. Бу эса (6 .19) формуланинг n — k + l  да 
з̂ ам уринли булишини билдиради. Демак, (6. 19) формула ихтиерии
n£N учун уринли.

(6. 19) да ¡я — ихтиёрий х^и^ий сон. Хусусан, и =  — 1 оулсин.
Унда у  =  — функциянинг п- тартибли з^осиласи

X

булади.



2) у  =  \пх (х >  0) функциянинг п- тартибли ^осиласини топамиз 
Бу функциянинг биринчи ^осиласи у '  — — булишидан ^амда (6.20) 
формуладан фойдалансак,

«/"> =  ¥ у «  -  ’> _  ( 1 ) '"  - 11 _  J -  ,)Я

формула келиб чицади. Демзк,

( i nx ) w  =  b i Ln- ‘ ( » - 0 ! , * > 0 . (6>21)

3) У — { а > 0, Й # 1 )  булсин. Бу функциянинг зрсилаларини 
кетма- кет хисоблаймиз:

у '  =  ах • In а, 
у"  =  (а* • In а)' — а х 1п2а, 

г/"' =  (а* • 1п2а)' =  ах • 1п3а.

Б у муносабатларга цараб у  =  ах функциянинг п  - тартибли хрсиласи 
учун ушбу

у {п) =  а\п х
формулани ёзамиз. Унинг тугрилиги яна математик индукция мето- 
ди ёрдамида осонгина исботланади. Демак,

(ах)(п) = а\ппа.
Хусусан, (ех){п) =  е х.
4) у  == sin л: булсин. Маълумки, бу функция учун у ’ =  cosx. Биз 

уни цуйидагича

у '  =  (s in*)' — cosx=  sin (̂ х +  f )

ёзиб оламиз. Сунгра у  =  sin х функциянинг кейинги тартибли ^оеи- 
лаларини ^исоблаймиз:

у" =  (cosх)' =  — s i nx  =  sin (  х +  2 • у  ), 

у '"  =  (— s in х)' =  — cosх = sin  ̂х +  3 • ~  j ,

y aV) =  (— cosл:)' =  sinx =  sin^ x +  4 • y j .

Б у ифодалардан эса у  =  sin х  функциянинг п  - тартибли ^осиласи 
учун

у (п) =  s m [ x + n -  y )

формула келиб чицади. Унинг тугрилиги яна математик индукция 
методи билан исботланади. Демак,



ча—п

(sin х)т  =  sin (  х +  П - у ) .  (6.22)

Худди шунга ухшаш

(cos x f ] =  cos ( л: +  n ^  )• (6 .23)

5  ̂ y = ( 1 +  *)“, a  булсин. Бу функциянинг хосилаларини 
кетма-кет з^исоблаймиз:

у '  = 0(1 + x f ~ {
у" =  а  (а — 1) (1 +  х)а 2.

Берилган функциянинг п -  тартибли цосиласи учун

у (п) =  а  (а  -  1) (а -  2) . . .  (а  — п  +  1) (1 +  х)а~п

формуланинг уринли булишини математик индукция методи билан 
исботлаш цийин эмас. Демак,

[ (1 +  х)а ] (,1) =  а  (а — 1) (а  — 2) . . .  ( а — я — 1 ) ( 1 + * )
2.  С о д д а  цои д а л  а р. Л е й б н и ц  ф о р м у л а с и .
f(x) ва g(x)  функциялар (а, Ь) интервалда аникланган булиб.

улар х£(а,  Ь) нуцтада «-тартибли f n)(x), g (n\x) юсилаларга эга бул 
син. Буни цуйидагича тушуниш лозим: f(x) ва g(x)  ̂функциялар^* 
нуцтани уз ичига олган (а, р ) а ( а ,  Ь) интервалда f ,  f", f  
хамда g ' ,  g",  . . g (n~l> зрсилаларга эга булиб, х нуцтада эса
f('n,(x), g {n)(x) з^осилаларга эга. У з^олда

1) [с • f(x) ]<п) =  с • f in\x), с  =  const; (6- 24)
2) [ f { x ) ± g i x ) r  = f n)i x ) ± g ln)ixy, (6-25)

3) [[(*) • Six) ](n) =  f n\x) ■ gix) +  Ch f (n 0 ix) ■ g ' i x)  +
+  cl Г гЧ*> • г'М  + • • • + с; f'"""M  g'*’(x) + . . .  + /(*>? W. эд

бунда
. n(n — 1) . . .  (n — k 1)

Cn = M

Юцорида келтирилган (6 .24), (6.25) формулалар содда исботла- 
нади. Биз (6.26) формуланинг уринли эканини исботлаймиз. 

Мзъ.тумки ((6.9) формулага царанг)'.

lf(x) • gix)  }' =  f i x )  g ix)  +  fix) • g'ix).

Бу эса n  =  1 булганда (6.25) формуланинг тугрилигини кургатади. 
Энди (6.26) формула п =  k учун тугри, яъни

Ifix) • gix)  ](fc) =  f k)ix) ■ gix)  +  • g 'ix)  +  C l f k~2}ix) - g" ix)  +
+  • • • +  fix) ■ g (k)ix)



формула уринли деб, унинг я =  k +  1 учун тугрилигини курса
тамиз. Да^и^атан ^ам, таърифга кура

Щх) • g (x)  ]<fc+I) =  ( l f(x) . g(x)  ]<*>)'
булиб, ундан

IИх) • g(x)  ](,i+1) =  l f (k>(x) . g(x)  +  c [ f k~l>(x) . g ’ (x) +  c l  f k- 2\x)  •

' ‘ ' '  +  Ck f<l ! >(x) gU){x) +  ' ’ • +  M  ■ S(k>(x) 1' =
=  f k+l)(x) • g(x) +  f k\x) . g'{x) +  C\ . f*>(x) . g ' (x)  +  c \ f ik~l)(x) ■
■ g"(x) +  . . .  +  C‘kf +l>(x) ■ ¿ 1){ х ) + с Т - ° ( х ) ё {̂ \ х )  +  . . .  +
+  f i x )  ■ g (k,{x) +  f ( x ) g (k+l)(x) = f {lt+l)(x) ■ g(x)  +  ( c l  +  c [ ) f (k)(x) •
• g ' (x)  +  . . .  +  ( a + c i - 1) • t ~ l+l\x) . ¿ 1>(X) +  . . .  +  f(x) . g W ) {x)
булиши келиб чи^ади (С* =  1).

Агар C l +  С Г 1 =  ~  ' ) -  • < * - < + Ц , *(Щ . . . ( * - < + 2 )  _
‘ l ^  (£ — 1)1 

=  k (k -  0  • • • (k -  » +  2) (k — i +  1) +  k(k -  1) . . . (k -  i  4- 2)i
i! =

_  - k(k ~  ^ — * + 2) [ (ft —■ t -f 1) — i] ( ¿ 4 . !)£(&-_ 1) . . . (*__(-ц_2)
il =  ¿1 ~ =

=  Ck-i-i
тенгликни эътиборга олсак, у ^олда ушбу

№ ) • г(*>1"+" =  f m (x) ■ е(х) +  ci+, f»(x) ■ гЧх) + . . .  +
-г  С‘к+1 /(* 1+1 ’(X) . / ‘'(х) +  , . ^

формулага эга буламиз. Бу эса (6.26) формула п — k + l бутганла 
турри эканини курсатади.

Шундай цилиб, (6.26) формула барча n -лар учун турридир И~- 
бот этилган (6.26) формула Л е й б н и ц  фор м у л  ас  и деб аталади.
хисобтангЛ ' У ~ € ' s n̂ x  Функциянинг ¡00- тартибли ^осиласини

Лейбниц формуласидан фойдаланамиз:

Ут )  =  ( ^ ¡п  х)‘Ш) =  /sin х +  Cm ех ■ sin  ̂х +  ~  ) +

+  Ciooe*sin [ х + 2 - f )  +  . . . +  c!c0o e " s in (x + 1 0 0 - f  ) =

— е  [sin х +  Cioosin ^x +  j  -j- Cmosin x 2 • -\-

+  Clo2 sin ̂  д: +  100 • ~  j  j .

3. М у р а к к а б  ф у н к ц и я н и н г  юц о р и  т а р т и б л и  хоги-  
“ =  f(X) Функция ^  Ь) интервалда, у  =  F(u) фу5кци? .

' ’ “ ) интервалда аницланган булиб, улар ёрдамида и =  Fifix) . 
мураккаб функция тузилган булсин.
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и  =  f(x) функция х£(а,  Ь) нуцтада иккиичи тартибли f"(x), ;/ =  
—F(u)  функция эса мос и(и = f(x) ) нуцтада иккинчи тартибли F"(u)  
^осилага эга булсин. Иккинчи тартибли косила таърифига кура

y" = [F(f (x))}" = l (F( f (x) ) ) ' ] '
булади. Купайтманинг хрсиласини хисоблаш формуласидан ((6.9) га 
цараиг) з^амда мураккаб функциянинг ^осиласини ^исоблаш форму
ласидан ((6 .5 ) га царанг) фойдаланиб, топамиз:

[ (F (f(x )) '] ' =  IF' ( f (x) ) • f i x )  ]' =  [ F ' m  ) V • f i x )  +  F' i f (x) )  •

.  Q ' ( x ) Y  =  F"(f(x)) ■ f'(x) • f (x)  +  F' i f (x) ) • f"(x) =  F"(x) )  • f 2(x)  +

+  F’ ( f (x) ) - f "(x) .

Демак,

у" =  lF(f (x) ) ]" =  F"(f (x)) ■ Г ( х )  +F' ( f ( x ) ) • f"(x).
Худди шунга ухшаш и =  f (x) функция х£(а ,  b) нуцтада f'"(x) ва г/= 
=  F(u) функция э с г  мос и(и =  f (x) ) нуцтада, F"’ (u) хосилзга эга 
булса, мураккаб y  =  F(f (x))  функция х>ам х£(а,  Ь) нуцтада 3- тар
тибли хосилага эга булади. Бу хосила цуйидашча хисобланади:

t f  = [F( f (x) ) =  [ (F(f(x))"]' =  [F"(f (x))  • ГЧх)  +  F' ( f (x) ) -  .
. f ( x) ]' =  F"' ( f (x) ) • f ' 4x ) + F"(f (x)) ■ 2 ■ f ' (x) ■ f"(x) +  F"( f (x)) •

• f ix )  • f"(x) +  F ’{f(x)) ■ f'"(x) =  F"'(f(x)) • f 3(x) +  3 F " (f(x)) • f’(x) . 
■ n x )+ F '( f ( x ) ) - r " ( x ) .

Шу йул билан мураккаб функция у  =  F( f ( x ) ) нинг исталган тар
тибли хрсилалари хам хисобланиши мумкии.

4 . Ф у н к и и ян и  н г юцори т а р т и б л и  д и ф ф е р е н ц и а л -  
л а р и .  f (x) функция х£(а,  Ь) нуцтэда чекли f ' (x) ^осилага эга бул
са, функциянинг дифференциали ушбу, d y  =  f'{x)dx =  y 'dx  форму
ла билан ^иеобланишини курдик ((6.14) га царанг). Демак, функция
нинг дифференциали х ъа dx ларга бовливдир.

Шуни таъкидлаймизки, dx мицдор f{x) функция аргумента ж нинг 
ихтиёрий орттирмаси Ах ни ифодалаб, d y  мицдорни х узгарувчи бу- 
йича дифференциаллаш жараёнида уни узгармас купайтувчи сифати- 
да царалади.

Фараз цилайлик, юцорида царалаётган f (x)  функция л: £ (a, b) нук,- 
тада иккинчи тартибли f"(x) хрсилага эга булсин.

6 . 7 - т а ъ р и ф .  f ix)  функция дифференциали d y  нинг х£( а ,  Ь) 
нуцтадаги дифференциали функциянинг иккинчи тартибли диф ф е
ренциали  деб аталади ва уни d 2f (x) ёки d2y  каби белгиланади, яъни

d2y  =  d(dy)  ёки d2f (x) =  d ( d f ( x) ).
Энди дифференциаллаш цоидасидан фойдаланиб топамиз:

d*y =  d(dy )  =  d(y'dx)  =  dx ■ d ( y ' )  =  dx{y')'dx =  y"(dx)\
Шундай цилиб, функциянинг иккинчи тартибли дифференциали у нинг 
иккинчи тартибли ^осиласи орцали цуйидагича ёзилади:



dx2 = dx - dx — (dx)2
белгилашни келишиб оламиз.

f{x) функция x£ (a, b) нуцтада 3- тартибли f"'(x) хосилага эга 
булсин.

Худди юцоридагига ухшаш, х£(а,  Ь) нуцтада функциянинг 3- 
тартибли дифференциали таърифланади: d 3y  =  di d- y ) .  Шунга кура 
f ix) функциянинг 3- тартибли дифференциали учун ушбу

dhj  =» d(d4j) ■-= d(y''dx*) =■- dx4( y")  = dx2(y")' . dx =  y " ’ . dx3 
формула келиб чицади, бунда dxs = (dx)3.

LLiy йул билан функциянинг юцори тартибли дифференциаллари 
таърифланади. Умумий цолни царайлик. f(x) функция х£(а,  Ь) нуц- 
тада и-тартибли f (n)(x) з^осилага эга булсин. Функциянинг (п — 1)- 
тартибли дифференциали d (n~l)y  дан олинган дифференциал fix) функ
циянинг х£(а,  Ь) нуцтадаги п -  тартибли дифференциали  деб ага- 
лади ва уни сГу  ёки dnf(x) каби белгиланади, яъни

dny  =  d (dn~'y) ёки cTf(x) =  d(dn~lf (x) ).
Бу з^олда хам функциянинг п - тартибли дифференциали унинг п-  
тартибли з^осиласи орцали цуйидагича

dny  = y {n)-dx n (6.28)
ифодаланади. Уникг тутрилигини математик индукция методи ёрда- 
мида исботлаш мумкин. ^ацицатан з̂ ам, п =- 1 ва я  =  2 булганда 
(6.28) формуланинг тугрилиги юцорида курсатилди. Бу (6.28) фор
мула л =  £ да уринли, яъни d ky  = y kdxk булсин деб, унинг я =
— k +  1 да тугрилигини исботлаймиз. Функциянинг п - тартибли диф
ференциали таърифига кура d lk+l)y  =  d(dky)  булиб, ундан

dk+ly  =  d( dky)  =  d ( y k • dxk) =  dxk • d( y (k)) =  dxk{ijk)y  . dx =
=  / +1). d / +1 

экани келиб чицади, яъни ушбу

d^+ly  =  ^ + l . d x k+l 
формула уринли. Демак, (6.28) формула ихтиёрий t i£N учун туири. 

Маълумки, п-  тартибли хосила (5- § нинг 1- п га царанг) ушбу у (п)=

~  белгилаш ёрдамида киритилган эди. (6.28) белгилаш эса,

функциянинг я-тартибли з^осиласини — деб белгиланган символ
ах"

ни каср сифатида цараш мумкинлигини билдиради.
f ix) ва g(x) функциялар (а, Ь) интервалда аницлэнган булиб, 

улар х£(а,  Ь) нуцтада я-тартибли дифференциал га эга булсин. У 
з^олда ушбу



1) dn [с • f  (ж)] =  с  • d n f  (x), с  - const;
2) dn [ f  (x) ±  g ( x ) ] = d n f (x) ± d n g (x);
3) dn [f (x)  • g (ж)] =  dn f (x) • g (x) +  C\ dn -  1 /(x) • dg ( * )  +

+  . . .  +  C*dn~Kf (x)  ■ d Kg ( x ) +  . . .  +  f ( x ) d n g (x)
формулалар уринли булади. Юцори тартибли дифференциалларнинг 
бу цоидалари (6.24) — (6.26) формулалар билан ифодаланган содда 
цоидалар ^амда (6.28) формуладан бевосита келиб чицади.

Энди мураккаб функциянинг юцори тартибли дифференциаллари- 
ни цараймиз.

и = f (х) функция (а,Ь) интервалда, у  — F (и)  функция эса (c , d) 
иатервалда аницланган булиб, улар ёрдампда у  =  F (/ (х))  мураккаб 
функция тузилган булсин. Сунгра u — f (x)  функция х £ (а,Ь) нук;та- 
да f  (х), F (и) функция эса мос и (и = f  (х)) нуцтада F' (и) цосилалар- 
га эга деб, у  =  F (f (х)) функциянинг дифференциалини ^исоблаймиз.

Маълумки, ушбу у  =  F (f (х)) — Ф (х) мураккаЗ функция”” -:' диф- 
ференциали ((6.15) га царанг) цуйидаги

d y  =  Ш' (х)dx — [F (/(х) ) ] '  dx
ва

[F( f (x) )Y = F ' ( f ( x ) ) - f ’ (x) 
формулаларни эътиборга олинса

d y  = d [ F if ( *) ) ]  =  F ’ ( f ( x ) ) - Г  ix) dx =  F' (f (x)) ■ df  (x) (6.29)
куринишга эга булишини топамиз.

Демак,, функция мураккаб булган з^олда хам функция дифферен- 
циали функция з^осиласн F' ( f ( x ))  билан (бу з^олда аргумент f  (х) 
булади) аргумент f  (х) нинг дифференциали d f  (x) купайтмасидан 
иборат эканлигини курамиз.

Шундай цилиб, царалаётган функциялар f  (х) ( х — эркли узгарув- 
чи) куринишда булганда з̂ ам, мураккаб у  =  F (f (х)) куринишда бул- 
ганда з̂ ам, бу функцияларнинг дифференциаллари бир хил формага 
эга булади (яъни дифференциал формаси сацланади). Одатда бу хос- 
сани дифференциал формасининг инвариантлиги  дейилади. Бунда 
(6.14) формуладаги dx аргумент х нинг ихтиёрий орттирмаси Ах ни 
(dx — Ах) билдиради, (6.29) формуладаги d f ( x )  эса, х узгарувчига 
борлиц булади.

Энди y  =  F( f ( x) )  мураккаб функциянинг иккинчи тартибли диф- 
ференциалини з^исоблаймиз. Таърифга кура

d*y = d * l F ( f ( x ) ) ] = d [ d ( F  ( f i x) ) ]  

булади. Дифференциаллаш цоидасидан фойдаланиб топамиз:

cPy  = d ? l F ( f ( x ) ) ]  =  d [ F ' ( j ( x ) ) - d f ( x ) ] = d [ F '  ( f ( x ) ) ] - d f ( x )  +
+  F ’ (f (x) ) • d  [ d  f  (x) ] =vF" (f ( x ) ) - d  P  (x) +  F ' ( f  (x) ) ■ d* f  (x) 

(бунда d f 2 (x) = d f  (x) • d f  (x)\= (d f  (x) f ).



Демак,
d?y  =  c P [ F ( f ( x ) ) ]  =  F"( f (x) )  • d P  (x) +  F'  (/ (x )) • d*f  (x) (6.30)
6 . 5 - э с л а т м а .  Бу (6.30) формула билан (6.27) формулани та^- 

^ослаб, иккинчи тартибли дифференциаллар дифференциал формаси- 
нинг инвариантлиги хоссасига эга эмаслигини курамиз.

у  =  F( f  (х) )  функциянинг учинчи ва ю^ори тартибли дифферен- 
циаллари ю^оридагидек бирин- кетин ^исобланади.

6- § . Дифференциал ^исобнипг асосий теоремалари

Ушбу параграфда дифференциал ^исобнинг асосий теоремаларини 
келтирамнз. Бу теоремалар келгусида, айпи^са функцияларни текши- 
ришда, му^им роль уйнайди.

6 . 5 - т е о р е м а  ( Ф е р м а  т е о р е м а с и ) .  f (х) функция бирор  X 
оралшфа аницланган  ва б у  оралщ нин г инки с  нуцтасида у зи н ин г  
эн г  катта ( э н г  кичик) щйматига эришсин . Агар б у  ну!\тада 
ф ункция  чекли f  (с) цосилага эга  булса,  у  %олда

Г (с ) =  0
булади .

Ис б о т .  Ш артга кура f (x)  функция с  нуцтада энг катта ^иймат- 
га эга, яъни V х£Х  да f  (х) <  f  (с) тенгсизлик уринли, шу билан 
бирга бу с  ну^тада чекли /' (с) ^осила мавжуд. Равшанки,

Г И  =  1 ! т ^ ^  =  Н т 1̂ М  =  Ут
X^tc X  —  С * , * с + 0  х  с х —>с—0 х  с

Аммо х > с  булганда

f  (*> -  №  <  о =4- l i m- <  0
х  — с  х - ^ с + О  х  0

ва х < с  булганда

х — с _ х^с-Q. х~ с
булишидан

Г (С) =  о
экани келиб чи^ади.

Шунга ухшаш, функция с  ну^тада энг кичик ^ийматга ва бу 
нуцтада чекли f '  (с) ^осилага эга булганда 
з̂ ам /' (с) =  0 булиши курсатилади. Теоре
ма исбот булди.

Ферма теоремаси содда геометрик маъ- 
^  '' нога эга. У f  (х) функция графигига (с, / (с)) 

f(c\ ну^тада утказилган уринманинг Ох укига
параллел булишини ифодалайди (44- чизма).

---------с---------- у“ 6 . 6 - э с л а т м а .  f (x)  функция [а, Ь] сег-
‘ ментда аницланган булиб, бу сегментнинг 

44- чизма четки х = а ва х = b нукталарида узининр



энг катта ёки энг кичик цийматларига эришсин дейлик. Б у нуцталарда 
функция хосилага (равшанки, бу ^олда бир томонлама }' (а +  0), 
/' (Ь — 0) ^осилалар тушунилади) эга булса, функциянинг ^осиласи 
х =  а, х =  Ь нуцт&ларда нолга тенг булмасдан цолиши мумкин. 
Масалан, I (х) =х  функция [0,1] сегментнинг х =  0, х = 1 нуцталарида 
узининг энг кичик ^амда энг катта цийматларига эришса ^ам унынг 
бу нуцталардаги ^осиласи 1 га тенг.

6 . 6- т е о р е м а  ( Р о л л ь  т е о р е м а с и ) .  / (х) ф ун кци я  [а,Ь] с е г -  
ментда аницланган ва у зл ук си з  булсин. Агар б у  ф ункци я  [а,Ь] 
с е гм ентнинг барча ички нущпаларида (яъни  (а,Ь) и нт ер вал да ) чекли 
! ’ (х) хрсилага эга булиб,  ¡ (а)  =  {(Ь) булса,  у  %олда ш ун д а й  с ( а <  
< ^с< Ь ) нуцта топиладики,

Ис бот .  f  (х) функция [а,Ь] сегментда узлуксиз. Демак, Вейер- 
штрасснинг биринчи теоремасига (5- боб, 7- §) кура бу оралицда 
функция узининг энг каттэ циймати М ва энг кичяк циймати от га 
эришади.

1) т = М булсин. Бунда f  (х) =  const, x£[a,b]  булади. Равшан
ки, бу ^олда Vc£(a , b )  учун /' (с) =  0 булади.

2) т Ф  М булсин. Бу ^олда / (а) =  [ ( b) булгани учун / (х) функ
ция узининг энг катта циймати М,  энг кичик циймати т  ларнинг 
камида биттасига \а,Ь] сегментнинг ички с ( а < с С  Ь) нуцта:ида эри
шади. Ферма теоремасига асосан бу нуцтада

булади. Теорема исбот булди.
f  (х) функци я Ролль теоремасининг барча шартларини цакоэтлан- 

тирсин. У ^олда бу функция тасвирлаган эгри чизицда шундай 
( c , f ( c ) )  нуцта топиладики, эгри чизицца унинг бу нуцтасида ÿTKa- 
зилган урянма Ох \'кига параллел бÿлaди (45- чизма).

6 . 7 - э с л а т м а .  Ролль теоремасининг барча шартлари му^им. 
Агаэ келтирилгэн шартларнинг бироргаси бажарилмаса, теореманинг 
хулосаси 5финли бÿлмacдaн цолиши мумкин. Масалан, 1) f  (х) =  1 — \х\ 
функция [— 1, +1 ]  сегментда узлуксиз бÿлиб, бу функция учун 
/(— 1 ) =  / (+ 1 ) =  0 булади. Аммо бу функциянинг .^осиласи (— 1, +  1) 
иятервалнинг бирорта нуцтасида х>ам нолга айланмайди. Бунга сабаб

Г (С) =  0
булади.

Г ( с ) = 0

о



царалаётган функциянинг (— 1, +1)  интервалнинг ^амма нуцталарида 
хам ^осилага эга эмаслигидир. Аницроги, f ( x ) =  1 — \х\ функция 
х =  0 нуцтада хосилага эга эмас (46- чизма).

2) f  (х) — х функция [0,1] сегментда узлуксиз булиб, (0,1) интер- 
валда чекли ^осилага эга ва у (0,1) интервалнинг барча нуцталарида 
f ' ( x ) =  1. Бу функция учун Ролль теоремаси хулосасининг уринли 
булмаслиги / (х) =  х функция учун f ( a ) ~ f ( b )  шартнинг бажарил- 
маслигидир.

6 . 7 - т е о р е м а  ( Л а г р а н ж  т е о р е м а с и ) .  f (x)  функция  [а,Ь] 
с е гм ен т да  ан щ л ан ган  ва у зл ук си з  бул син . Агар б у  ф ункция  \а,Ь) 
инт ервал да  чекли f  (х) \осилага эга булса,  у  хрлда ш ундай  с  
( )  ну^та топиладики, б  у  н уцт ада  хрсила.

« м  _Г (С) -  ь _ а (631)

булади.
И с б о т .  Шартга кура f (х) функция [а,Ь] сегментда узлуксиз 

булиб, унинг ички нуцталарида чекли / '(х) ^осилага эга. Бу функ
ция ёрдамида цуйидаги

f  Ф)  — / (о)F (х) =  f  (х) — f  (а) (х — а)Ь — а

функцияни тузайлик. Равшанки, бу F (х) функция [а,Ь] сегментда 
аницланган ва узлуксиз булиб, (а,Ь) интервалда эса

F ' b ) = r ( x ) - №b Z fa (a)
^осилага эга. F (х) функциянинг х = а ва х = Ь нуцталардаги ций- 
матларини цисоблаймиз: F (а) =  F (b) =  0. Демак, F (х) функция Ролль 
теоремасининг барча шартларини цаноатлантиради. У ^олда а ва b 
ора.-ида шундай с ( а < с < 6 )  нукта топиладики, F' (с) — 0 бу,лади. 
Шундай цилиб,

/ Ф )  -  (а)0 = * F ' ( c ) = f f (c) b  — а

деилик

ва бундан (6.31) формула келиб чицади. Теорема исбот бÿлди.
Энди Лагранж теоремасининг геометрик маъносига тз^хталамиз. 

/ (х) функция Лагранж теоремасининг шартларини цаноатлантирсин 
(4 7 -чизма). Функция графигининг A(a, f ( a) ) ,  B(b,}(b)) нуц-

таларини турри чизиц билан бир- 
лзштирамиз. Унда А В кесувчи- 
нинг бурчак коэффициенти

* „ r _  ВС n b ) - f ( a )
1ь Р  А с  -  Ь — а  

булади.
Маълумки, f  (х) — бу f  (х) 

функция гра|зигига унинг (х, ¡(х)) 
нуцтасида утказилган ) риныанинг 
бурчак коэффициенти: tg a= / '(x ).47- чизма



Шундай цилиб, Лагранж теоргмаги (а,Ь) интервалда шундай с (а < [ 
<  с <  Ь) нуцта мазжудлигини курсатадики (бундай ну^талар бир 
нечта бÿлиши ^ам мумкин), f (x)  функция графигига (c , f ( c ) )  ну^та- 
да ÿткaзилгaн уринма А В турри чизи^ка параллел булади.

Юцорида келтирилган (6.31) форму лани бошкача ^ам ёзиш мум
кин. Бунинг учун а < с < &  тенгсизликларни эътиборга олиб,

£=£ =  0 (о <  0 <  1)
Ь — а  '

деб белгиласак, унда
с =  а +  (Ь —  а ) 0 ( 0 < 0 <  1)

булади. Натижада (6.31) формула ушбу
f ( b ) - f ( a ) = r [ a  +  ( b - a ) B ] . ( b - a )  (6.32)

куринишга келади. Кейинги формулада Ал: >  0 да а — х, Ъ — х +  Ах, 
Ах <  0 да эса а — х +  Ах, b =  х деб, топамиз

f  (х +  Ах) — f  (х) - - f ( x  +  0 • Ах) • Ах (6.33)
Бу (6.33) формула чекли орттирмалар формуласи деб аталади.

6 . 8 - э с л а т м а .  1) агар (6.31) формулада f ( a ) = f ( b )  деб олинса, 
у хрлда f' (с) --- 0 (а <  с  <  Ь) бÿлиб, Лагранж теоремасидан Ролль 
теоремасининг келиб чицишини курзмиз.

6 . 8 - т е о р е м а  ( Коши т е о р е м а с и ) .  f (x)  т  g ( x)  ф у н щ и я л а р  
Iа,Ь] се гм ент да  аницланган ва у зл у к си з  булсин. Агар б у  ф унк-  
циялар  (а,Ь) интервалда чекли f  (х) ва g'  (х) х,осилаларга э га  б у -  
либ, V хЦа,Ь) у ч у н  g ' ( х ) Ф 0  булса,  у  %олда ш ун д а й  с (а< с< .Ь )  
нуцт а топиладиш ,

f ( b ) - f ( a )  =  П £ )

g ( b )  —  g  (a) g ' ( с )  (6 .3 4 )

тенглик уринли булади.
Ис бот .  (6.34) тенглик маънога эга булиши учун ё ( Ь ) Ф ё ( а )  

булиши керак. Бу эса теоремадаги g ' (х) Ф  0 (х G (a,b)  ) шартдан ке
либ чи^ади. Да^ицатан ^ам, агар g ( b )  — g (а) булиб ^оладиган булса, 
у  холда g (х) функция Ролль теоремасининг барча шартларини к>ано- 
атлантириб, бирор с£(а,Ь) нуктада (бундай ну^та Ролль теоремасига 
Kÿpa топилади) g ' (с) =  0 булиб крлади. Бу эса V х G (a,b) да g ' (х) ф  
Ф  0 шартга зиддир. Демак, g (b) Ф  g (а).

Энди f (x)  ва g(x) функциялар ёрдамида к,уйидаги

F (х) = f  (х) -  f ( a ) - 1 g  I  fg @ ■ [g (x) -  g (a)]

функцияни тузайлик. Бу функция [a,b] сегментда ани^ланган ва 
узлуксиз бÿлиб, (а,Ь) интервалда

^осилага эга. Сунгра F(x)  функциянинг х ~ а, х =  Ь ну^талардаги 
цийматларини ^исоблаймиз: F (а) — F (b) — 0. Демак, F (х) функция



]а,Ь] сегментда Ролль теоремасининг барча шартларини цаноатланти- 
ради. Шунинг учун а ва Ь лар орасида шундай с{ а < .с< .Ь )  топила- 
дики, F'(c)  =  0 булади. Шундай цилиб,

0 = F' ( c )  =  f ' ( c )

ва ундан (6.34) тенгликнинг уринли экани келиб чицади. Теорема 
исбот булди.

Хусусан, g (х) — х булганда Коши теоремасидан Лагранж теоре- 
маси келиб чицади.

1. Ф у н к ц и я н и  я ц и н л а ш т и р и ш  ^ а ц и д а .
Маълумки, функция математик анализ курсида ургйниладиган 

асосий объект. Купгина масалалар эса функцияни ^исоблаш (берил- 
ган нуцтада цийматини топиш) билан борлиц. Функциянинг мураккаб 
булиши бундай ^исоблашларда катта цийинчиликлар турдиради. Нати- 
жада коцулай ва мураккаб функцияни узига цараганда содда ва хи- 
со5лашга цулай булган функция билан яцинлаштириш (алмаштириш)
— тацрибий ифодалаш масаласи юзага келади.

Берилган f  (х) функцияни бирор g(x)  функция билан якинлашти- 
ришда цуйидагн икки момент му^имдир:

1) f (x)  функцияга яцинлашадиган g(x)  функциянинг танлаб оли- 
ниши ва унинг тузилиши (соддалиги ва ^исоблаш учун цулайлиги).

2)^f (x)  функцияга g(x) функциянинг яцинлашишидаги хатоликни 
аницташ ва уни ба.\олаш.

Одатда яцинлашадиган функция сифатида бутун рационал функ
ция — кугщад олинади:

бунда а0, а ъ  а2, . .  . , а п ва х0 лар узгармас ^ациций сонлар, п £ N.
Равшанки, кугщад содда ва ^исоблаш учун цулай функция.
1885 йилда маш^ур немис математиги К. Вейерштрасс томонидан 

[а,Ь] сегментда узлуксиз булган f  (х) функцияни Р п(х) куп^ад билан 
яцинлаштириш мумкинлиги, бошцача айтганда у « > 0  олинганда 
^ам шундай Р п(х) куп^ад мавжудки, унда v  х£[а,Ь] лар учун

тенгсизлик уринли булиши курсатидди. Биз Вейерштрасс теоремаси 
^ацида математик анализ курсининг «Функционал кетма- кетлик ва 
цаторлар» бобида батафсил гапирамиз.

Гарчи Вейерштрасс теоремаси f (x)  функцияни Р п(х) куп^ад билан 
яцинлаштириш мумкинлигини ифодала а цам яцинлашиш хатолигкни, 
яъни ушбу

7- § . Тейлор формуласи

g ( x ) =  Р п ( x ) ^ a 0 +  a1(x — x„) +  aoJ x —x0)2 +  . . . +
+  a n(x — х0)п (6.35)

If(x) — P n(x) l < s



айирмани ба^олаш имкониии ва унинг нолга интилиш тартибини аниц- 
лаб бермайди. Кейинги урганишлар Rn(f)  нинг нолга интилиш тар- 
тиби яцинлаштириладиган f ix)  функциянинг з^осилаларга эга булишига 
боглщ эканлигинк курсатади. Одатда ^осилаларга эга булган функция 
силлт{ функция  деб аталадн.

Модомики, силлиц функцияларни куп^ад бклан цулай яцинлашти- 
риш мумкин экан, бирор х0 нуцтанинг атрофида f  (х) функциянинг 
цатор юцори тартибли ^осилалари мавжуд булган ^олда бу ^осилалардан 
фойдаланиб, аввало Р п (х) купцадни тузиш ва f  (х) функцияни бу куп- 
з̂ ад билан яцинлаштириш масаласини цараш мумкин. Бу магалани ^ал 
цилишда Тейлор формуласидан фойдаланилади.

Шуни айтиш керакки, хусусий х1олда бундай масала билан функция 
орттирмаси А у  ни унинг дифференциали d y  билан тацрибий ифодалаш 
(Ау жй у )  жараёнида танишган эдик ((6.17) га царанг). Маълумки, ¡(х) 
функция х0£(а,Ь) да дифференциалланувчи булса, уни цуйидаги

f(x) =  f(x0) +  f' (х0) ■ (х — х0) +  о ( (х — х0) )
куринишда ёзиш мумкин. Бу эса х0 нуцтанинг етарли кичик атрофида- 
ги х нуцталарда f (x)  функция ушбу

Р 1 (X) =  f  (х0) +  /' (х0) (X — х0)
чизикли функция (биринчи даражали купз^ад) билан тацрибий ифо- 
даланишини курсатади.

2. К у п ^ а д  у ч у н  Т е й л о р  ф о р м у л а с и .  Ушбу

Р п(х) =  а0 +  ах (х — х0) +  а^(х — x0f  +  . . .  +  ап (х — х0)п (6 .35)

(бунда а п, a v  а2, . . . , а п на х0 узгармас хакн^ий сонлар, n £N)  
куп^адни царайли к. Бу купхадни кетма-кет п  марта дифференциаллаб 
топамиз:

р ’п(х) = a i  +  2 - c . 2 (х — х0) +  3 а 3 (х — х0)2 +  . . .  +  п а п{х—х0)п~1, 
Р ’п(х) =  2 • а2 +  3 • 2: • а3(х — х0) +  . .  . +  п (п — 1) ап(х — х0)п~2, 
Р п(х) = 3 • 2 • аз +  • • • +  п (п  — !)  (га — 2 )ап • (х — х0)п- 3,

/><«>(*) =  п . („ _  1) . ( „ _  2) . .  . 2 ■ а п. (6 .36)

Бу (6.35) ва (6.36) тенгликларда х — х0 деб олинса, унда берилган 
P J x )  куп^ад ва унинг з^осилалари Р (®(х) (k= 1,2, . . .  п)  нинг х0 ну^та- 

'irn цийматлари топилади:

Р п(* о) =  а °- 
Р ’п (Хо) =  1 ’• «1.
Р"п(х о) =  2  ! а 2 .



Улардан
а 0 =^Рп (хо),

Лг (*о) 
1!

Р "п  W

а л —

а ,  =

ап —

21
(6. 37)

п\
келиб чщади.

Шундай цилиб, Р п(х) куп^аднинг коэффициентлари куп^ад ва 
унинг зрсилаларининг х0 нуцтадаги цийматлари орцалй ифодаланди. 
Коэффициентларнинг бу цийматларини (6. 35) га цуйсак,' унда

Р п(х) =  Р п(хо) +  ( * - * „ )  +  . . . +  ( х - х 0Г
1! П\

(6. 38)
булади. Бу купхад (6. 35) куп^аддан коэффициентларининг ёзили- 
ши билангина фарц цилади.

(6. 38) формула к у п щ д  уч ун  Тейлор формуласи  деб ататади.
3 .  И х т и ё р и й  ф у н к ц и я  у ч у н  Т е й л о р  ф о р м у л а с и .  

f(x) функция (а, Ь) интервалда аншуганган булиб, у  х0£(а, Ь) нуц- 
тада , f " , . .  . f n) з^осилаларга эга булсин. Функциянинг нуцтада- 
ги ^осилаларидан фойдаланиб, цуйидаги

Р п (J; X) =  Р п(х) = f ix о) +  Г М ( х - х 0) +  . . .  +  f- ^ L  (х -  *0)"
1! п\

купхадни тузайлик.
Агар царапаётган f(x) функция /г-дара жали купхад булса, унда 

юцорида (2- пунктда) айтилганга кура
f ix)  =  Р пЦ; х), 

f ix ) =  fix  о) +  {х — х0) + . . .  +  (х -  х0)п

булади.
Агар f{x) функция купхад булмаса, равшанки,

f (x) Ф  P nif\ х)

тенгсизлик уринли булиб, улар орасида фарц юзага келади. Биз уни 
Rn(x)  орцали белгилайлик:

Rnix) =  f ix)  — Р п if; х). ( 6 . 39)

Натижада ушбу

f (x)  =  P„i f i  х) f r  Rn(x),

яъни

/



fix) =  f (x0) +  (x — X0)  +  • • • +  f  Jj °- (* — x0) +  Rn{x)

(6. 4 0 )

формулага келамиз. Бу (6. 40) формула f ix) функция уч ун  Тей~ 
лор формулам  деб аталади, Rn(x) эса Тейлор формуласининг кол-
дик хади дейилади.

Колд1Щ ^ад Rnix) ни (6. 39) формула орцали ифодаланишини 
билиш p j x )  нинг f ix) га я^инлашиши х ^ и д а хулоса чицаришга- 
имкон бермайди. Агар Rn{x) ни п ва х ларнинг ^ийматлари буйича 
бахолай олсак ва унинг нолга интилишини курсата олсак, у хрлда 
f ix) функцияни P n if; х) кущ ад билан алмаштириш мумкин эканли- 
гини асослаган буламиз. Демак, масалэ Rn{x) ни ба^олашдан иборат. 
Бу масалани хал ^илиш учун f ix)  функцияга «о№рроц» шарт ну-
йишга тутри келади.

f ix) функция (а, Ь) интервалда ани^ланган булиб, у  шу интер
в а л а  узлукскз f i x )  f i x ) . . . .  Р"Чх) ^осилаларга эга булсин. Ундан 
таш^ари, {а,Ь) интервалда бу функциянинг (л +  1)-тартибли f  {х) 
х,осиласи х,ам мавжуд булсин. ia, Ь) интервалда аргумент х нинг их- 
тиёрий ^ийматини тайинлаб, ^уйидэги

ёодамчи функцияни тузамиз Еа у ни [х0, х] с= (я, Ь) (ёки [х, х0] c z  
с= (а, Ь)) сегмент да цараймиз. Fit) функциянинг (6. 41) ифодасидан 
унинг [х0, х] сегментда узлуксиз булишини куриш к>ийин эмас. Бу 
функция (х0, х) интерзалда хо^илага ^ам эга. Да^и^атан ^ам

Энди [х0, х] сегментда узлуксиз ва (х0, х) интервалда чекли ^оси- 
лага (нолгэ тенг булмаган) эга булган бирор Ф(/) функцияни олай- 
лик. Fit) ва Ф(0 функцияларга [х0, х] сегментда Коши теоремасини 
^улланиб топамиз:

F(Q = / ( * ) - К О i x - t ) - . . . - f- ^ - i x - t )  (6 .41 )

Демак,

п\
(6 .4 2 )

F(x) — F( xо) _  F ’ j c ) ' 
Ф{х) — Ф(х  о) Ф ’ (с)



«бунда
х0 < с <  х (с =  х0 +  д(х — х0), 0 <  0 <  1).

Юкоридаги (6.41) функция учун
F(x)  =  О, F(x0) = Rn(x) 

тенгликларга эгамиз. Энди (6. 42) тенгликдан / - -  с  да

F 4 c ) = - l ? ^ L k - c r
п\ '

■булишини эътиборга олсак, унда (6.43) тенгликдан

ф »  nl '  (6.44)
<с =■■ х0 + 0 (х — х0)) формула келиб чицади.

Шундай цилиб, Тейлор формуласинннг цолдиц хади учун (6 44) 
цуйидаги Т° ПИЛДИ' Бу *олда М  Функциянинг Тейлор формуласи

т =нч) + '-—f  (х -  х.)+ш  (Х _ xj*+ ... 

. . . + ^ h x - x / + m ^ . i ^ l ^ i x _ xy  (6. 45)

(с =  х0 +  0 (х — *0), 0 <  0 <  1) 
куринишда ёзилади.

Гейлор формуласидан кенгро^ фойдаланиш ма^садида, унинг кол- 
хадининг турли куринишларини келтирамиз.

Г . Ко ши  к у р и н и ш и д а г и  ^ о л д и  ц ^ а д л и  Т е й л о р  
ф о р м у л а с и .  Ю^орида ^аралган ФЦ)  функция сифатида Ф(А =  

х t функцияни олайлик. Равшанки, бу функция [х0, х] cz (а Ь) 
сегментда узлуксиз, (х0, х) интервалда эса чекли Ф'{1) =  — 1 хоси- 
лага эга Бу функция учун Ф(х)  = 0, Ф(х0) =  х  -  х0 булади. На- 
тижада (6.44) формула ^уйидаги

1(х -сГ (х-х ,^ > ^ 1& -1х-х ,-  ■

~®( х  — х0)]п (х — х0) =  +J ’ (с) (х — х0)(п + 1)(1 — в ) п

(О <  0 <  1)
куринишни олади. К>олдик ^аднинг бу ифодасини (6.45) га куйиб 
топамиз: w

f (x)=f (Xo)  + ^ - ( x ~ X 0) + l ^ - -  (X- Xo)2 + t "  
f  <nK*o) I in +  1) , ,

+  + — ■», ( х - х 0) п + 1-(1 — в)п. (6.46)

Б у (6 .46)^формула f (x) функцияиинг I(ouiu куринишидаги  колдик  
щ д л и  1 еилор формуласи  деб аталади.
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2°. Л а г р а н ж  к у р и н и ш и д а г и  ^ о л д и ц  з^адли Т е й л о р '  
ф о р м ул а с и . Энди Ф{1) сифатида Ф(1) =  (х — /)" + 1 фу нкцияни 
олайлик. Бу функция з̂ ам [хф х| с  (а, Ь) сегментда узлуксиз, (х0, х)  
интервалда эса чекли Ф'{1) — — (п + 1). (х 0  ^осилага эга. Б у  
функция учун

Ф(х)  =  0, Ф(х0) =  (х — х0)п + 1 , 

ф'(с) =  — (л +  1)(лс — с)п [с =  х0 В (х х0)> О < 0 <  1) 

булади. У *олда ю^оридаги (6. 44) формула ушбу 

О м  -  '" - ‘'" И  (X -  сГ  - < « - * > 11Л  „  и  -  *.)"+  '
• (п +  1) (х — с)п (п +  1)!

куринишни олзди. Крлди^ ^аднинг бу ифода :ипи (6.45) га цуйиГ>- 
топамиз:

®  (х — х0)2 +  . . .  +  /- ^ ) ■
2! «I

X + <б' 4 7 >

Бу формула f(x) функциянинг Л агранж  куринишидаги ц ол дац  
%адли Тейлор формуласи  деб аталади. ^

Тейлор формуласи цолди>\ хадининг бу куриннши содда булиб, у  
’ (6.47) формуладаги назбатда келадиган з^адни эслатади. Фацат бун 
да функциянинг (п -f- 1)- тартиоли з^осиласининг хп ну^тадаги ^ийма- 
ти урнига бу ^осилашгаг с  (с = х0 -\-В ( х — х0)) ну^тадаги ^ийматн
олинади. „

3°. П е а н о  к у р и н и ш и д а г и  ^ о л д и ^  з^адли 1 ей л о р  
ф о р м у л а с и .  f(x) функция Тейлор формуласининг Пеано курини
шидаги цолди^ з^адини чи^аришда f ix)  функцияга нисбатан цуйил* 
ган шартни «енгиллаштириш» мумкии.

f(x) функция x0£ia, b) нуцтанинг бирор U 6(xQ) cz (а, V) атрофи-
да f i x) ,  f i x ) , . . . ,  f (n) (х) зрсилаларга эга булиб, f n\x) зрсйла эса ха 
нуцтада узлуксиз булсин. Бу функция учун xCJJ 6 (х0) да уш бу

1и> — ¡ ы  + * .)  +  <* -  *»>s +  • • •

_ +  ( * _ * „ ) • - ■  + 1 ^ Ц Х- Ху  (6 .4 8 )
(,п—1)! « '

(бунда с  сон х0 билан х орасида) формула уринли.
}^ацицатан з̂ ам, ю^оридаги (6.47) формулада п  ни п ■ 

машгирсак, у з^олда (6.47) формуладан (6.48) келиб чи^ади.
Равшанки, х -+ х 0 да с->  хв булади. f n\x) эса х0 ну^тада у зл ук 

сиз. Демак,

1 га Ал-



з^олда

lim  Г ( с )  =  Нш/(в,(с) =  / % 0).
С-гЬХц

тенглик уринли булиб, l i ma(^)  = о булади..
х -+ х 0

Агар х->х0 да а ( х ) - ( х — х0) п = о ( ( х — х0)п ) булишини эъти- 
Форга олсак, натижада (6. 48) формуланинг ^олди^ ^ади учун ушбу

f  ^  (r\ f (n ) f v  \
(х ~ хо) =  (X — х0) п +  о( (х — х0) п ) (6.49)

•формулани топамиз. Энди (6.48) ва (6.49) формулалардан 

f ix) =  f (x0) +  Ш ( х -  Х0) + Ш ( х -  хйу  +  Г . .

}  {п ) ( х  )
• • • +  — ^  (х — х0) п +  о ((х—х0)я (6.50)

формула келиб чицади. Бу формула f(x) функциянинг Пеано кури- 
нишидаги цолдьщ %адли Тейлор формуласи деб аталади.

Демак, х->х0 д а  (6. 50) формуланинг ^олдиц з̂ ади нолга инти- 
либ, у (6. 50) формулада узидая олдин келадиган з̂ ар бир хадга Ка
раганда ю^ори тартибли чексиз кичик миадор булади.

Шундай ^илиб, биз ю^орида f(х) функция Тейлор формуласи 
цолди^ з^адининг турли куринишларини Хелгирдик. Ечилаётган маса- 
ланинг тапабига цараб у ёки бу куринишдаги цолди^ з^адли Тейлор 
формуласидан фойдаланилади. Масалан, бирор х0 нуцта атрофидаги 
х{ хфх0) нуцталарда /(х) функциянинг ^ийматларини та^рибий з̂ и- 
соолаш керак булса, Коши ёки Лагранж куринишидаги цолдрщ з̂ ад- 
ли Тейлор формулаларидан фойдаланган маъ^ул, x->-x0 да ^олди^ 
хади нолга интилиш тартибинигина билиш лозим булса ёки х0 нут^та 
агрофида функциянинг бош цисмини ажратиш керак булса, у з^олда 
Пеано куринишидаги ^олди^ з^адли Тейлор формуласидан фойдаланиш 
ма^'адга мувофи^ булади.

4 . Т е й л о р ф о_р м у л а с и н и н г  б о ш ц а ч а  ё з и л и ш л а р и .  
1(х) функциянинг Тейлор формуласини орттирмалар з^амда дифферен- 
циаллар формасида з а̂м ёзиш мумкин. 3°- пунктда келтирилган (6. 46) 
(6.47) ва (6 .50) Тейлор формулаларида х — х0 =  Д х  деб (бу зсол- 
д а j{x) — f(x0) — f (x0 +  А х) — f (x0) = A f(x0) булади), f (x) функция
i еилор формулаларини орттирмалар формасидаги куринишларини то
памиз:

A f(*o) 5=5 f'{x0) • А х 4- & х2 +  . . ,  +  A xn + R a(x). (6.51)



Бунда цодщщ *ад Ra(x) пуйидагича

а) Коши курииишида Rn(x) =  -— + * — 0) •

f  (П +  (с) д  п +  1
б) Лагранж курииишида Rn(x) =  —  —- д  х

в) Пеано курииишида Rn(x) — о ( Ахп)
(О <  0 <  1, с =  х„ +  0 • А х) ёзилиши мумкин. (6. 51) формулада ф л- 
ц,щ ^адни’ Лагранж курииишида олиб, сунгра /1 =  0 дейилса, у х;ол-

А3 Af(x0) ~ f ' ( c ) - A x
формулага эга буламиз. Бу эса чекли оргтирмалар формула.-идир- 
(6.33) га ^аранг. Маълумки,

Р (х0) - А х — f ’ (x0)dx =  df{xо), 
f"(x0)-(A x f  =  }"(x0)dx2 =  d*f(x0),

f  in)(x0)-(A x)n =  f n)(x0)dxn *  dnf (x0).
Буларни эътиборга олсак, f (x) функциянинг (6.46), (6.47), (6-50> 
Тейлор формулаларини цуйидагича, дифференциаллар формасида ^ам  
ифодалаш мумкин булади:

A f (x0) — df (x0) +  y d 2f(*0) +  • • • +  “  d” о) +  Rn(x)- (6 .52) 

Еунда цолдшя х,ад Rn{x) эса цуйидагича

а) Коши курииишида Rn{x) — ^ d n+1 f ( c ) - (  1 б) -

б) Лагранж курииишида Rn(x) =  + *

в) Пеано курииишида Rn(x) =  о (dxn)
(0 <  0 <  1, с  = х0 +  В Ах)  ёзилиши мумкин.

5. М а к л о р е н  ф о р м у л а с и .  f (x) функциянинг (6.40) Тей
лор формуласида х0 —■ 0 деб олинса, ушбу

(о| + т , +  т х> +  . . .  +  ! ^ м * -  + г.<х) (6.53),

формула ^осил булади. Бу з^олда цолди^ 5\ад г п(х) ^уйидагича
, ч х п + \ \ —  Q)n t (n + 1) / а ^

а) Коши курииишида гп(х) —-------- —--------/ vox;,

_  „ I \ Х п ^ f ( « + l )  /q v j6j Лагранж курииишида г п( х ) ——- ^  / и г



в) Пеано куринишида га (х) = о(хп)
(О <С 0 <  1) ёзилиши мумкин.
Юцорвдаги (6. 53) формула /(*) функциянинг Маклорен форми- 

яаси деб аталади. н
Ушбу

ГуХ) =  ДО) +  Ш  х +  1 Ж хг_+  ' " +  П1(0)хп +  /1(п + 1) (Ох) хп+г
11 2! п\ (л + 1)1

(6. 54)
<0 <  6 <  1) Лагранж куринишидаги ^олди^ хадли Маклорен фор- 
•мулагини царайлик. Бу формулаиинг цсодик; хадини ба^олаймиз 

Фараз килаилик, шундай узгармас М сон мавжуд булсинки ар
гумент х нинг х0 = 0 ну^та атрофидаги ^ийматларида хамда п £ N 
пинг барча ^ийматларида

1/<п>(х)1^М  (6. 5 5 )
тенгсизлик бажарилсин. У ^олда ушбу

\гп(х)\ =» (.п + 1)! : М \х ,п +1

(«+1)1
тенгсизликка эга буламиз. х нинг хар бир тайин ^ийматида

■ 0Игп1£ !п+|
Л —> 00 { п  4 "  1 )1

.лимит уринли булишини эътиборга олсак, у холда п нинг етарли
кагта и;ийматларида г п{х) етарли кичик булишини курамиз. Лемак

-Х0 — О ну^та атрофида ¡(х) функциями ’

№ ) +  ! Ж х +  т х,  +  . . .  +  ^ г ,
и ¿\ п\

кугцад билан алмаштириш мумкин. .Натижада ушбу

¡ ( х ) ъ т + ! м х + 1ж х *  +  ( 6 _ 5 6 )

тацрибий формула келиб чицади.
6 . Э л е м е н т а р  ф у н к ц и я л а р  у ч у н  М а к л о р е н  ф о р м у 

л а с и  1° /(х) =  е х булсин. Бу функция учун ¡ {п)(х) = ех ва ДО) =  
~  1, / (0) =  1 (п =  1, 2, . . .). У ^олда

е
1 + 1 !  + 2 ? +  • • •  + ^ Г  + Г "  ( Х )

■йулиб, унинг колди^ >̂ ади эса Лагранж куринишида цуйидагича

(«4-1)1



ёзилади. X¡ap бир х £ [ - а ,  а] ( а > 0) да |ее*1< еа булишини эъти- 
борга олсак, унда

е“
ап"И а

тенгсизлик келиб чи^ади ва п —>■ °о да ^_^ууу в ифода ва демакг 

. Гп(х) ^ам нолга интилади. Натижада j(x) =  е* функция учун ^уйи-

да"ГИ v ^
* ' ~ 1+ TI + 5 +  + ТП

т а к р и б и й  формулага эга буламиз. Бу формуладан, хусусан х — t  
булганда, сонини такрибий х^соблаш имконини берадиган ушбу

1 1  , _1_- е т  1 +  п +2| +  • • • +  п\
1

формула з̂ осил булади. Бу хрлда \rп (1) | <  (n+ j), *
2o. f(*)s= sinx  б у л с и н .  Маълумки, бу функциянинг п-тар-

тибли хосиласи учун f n\x) =  (sinx)<rl> =  sin +  п  2 ^ формула 
уринли ((6.22) га щаранг). Равшанки, ДО) =  0 ва

л я  Í 0 ,  агар п  — жуфт булса, 
fW(0) =  sin —  =  2 z l,

[(— 1) 2 агар ti — ток; булса.
f  (х) =  sinx функциянинг Маклорен формуласи п  то^ сон бул- 

ганда

х3 , ^  Х1 , _±/ п 2 +  г  (х)
S U 1 X - X  —  ^  +  5! —  71 +  ••  • +  ( Ч я!

куринишда ёзилади. Бу формуланинг црлдиц ^ади Лагранж кури- 
нишида ^уйидагича

Г (х) =  -ÍÜÍÍ- Sin (0 х  +  п - 2 -  +  я )  ( 0 < 0 <  1) 
пК ' (п+2)! 2

ёзилади.
Равшанки, V x £ [ —а, а] ( а > 0 )  да

1г»и | ,= е т
булиб, п-> оо да Ифода ва демак, г п (х) хрл нолга инти

лади. Шундай цилиб, п  — ток сон булганда ушбу
п—I

*3 х* Х1  , I / 1 ч 2 i f l
sin je «  X —  3¡ +  5! —  7 ! +  • • • ' '  '  ’ ni 

такрибий ^исоблаш формуласига эгамиз.



3 . f  (x) —cos л; б у л с и н .  Бу функциянинг n-тартибли ^осила- 

си учун f n)(x) =  (cos x)w  =  cos +  n ■ y j  формулага эгамиз, ((6.23) 
га царанг). Равшанки, ДО) - -  1 ва

« я  ( °> агар п — toî  сои булса,
/ (0 ) =  cos

2 i(— О 2, агар п — жуфт сон булса 
f(x) cos х функциянинг Маклорен формуласи ^уйидагича

cos х
X 2 X 4 X е п

1 21+4 !  6! ь  - . . Ч- ( 1)  ̂ г  +  (X) 
езилади (бунда п — жуфт сон), унинг цолмщ  хади Лагранж кури- 
нишида цуйидагича

(Х) 008 {Qx +  n ' f  +  n ) ( 0 < 0 <  1) 
ёзилади. Равшанки, \?Х£[— а, а\ ( а > 0) да

К (п 4-2)!
булади. Демак,

п
х 2 х 1 х 6 2 п

c o s * « l - - 4 - - - - +  . . .  +  ( _ i )  . 2L.

4 . f  (х) —■ In ( 14- * )  б у л с и н .  Маълумки, бу функциянинг п-  
тартнбли ^осиласи учун ушбу ((6.21) га царанг).

■(nVv\ _  п,-. п  I 1 <л> / 1ч«—1 (я ~  1)!r w  = t In (1 4- лг)]<я> =̂(—1)"
(1 4  *)"

формула J/ринли. Равшанки, ДО) = 0, f n)(0) =  ( — 1)(я_1) . («  _  m  
Шуни эътиборга олиб, берилган функциянинг Маклорен формуаа^и- 
ни ёзамиз: J

i n ( l 4 - х ) = х - £ + £ _ £ +  _ + ( _ 1 Г . . ^ + , п(х)- (657)

Бу формуланинг цолдиц дади гп (х) ни ба^олашда унинг Лагранж
з^амда Коши куринишларидан фойдаланамиз.

а) б <  л; sg 1 булсин.  Бу холда (6.57) формуланинг Лагранж ку
ринишидаги

( - I f  . X n+ l

( Я +  1) (1 4  0* f +1 (0  <  0  <  1)

^олднц ^адини олиб, унинг учун ^уйидаги

Vn (х)1 =  

батога эга буламиз.

( - 1 ) "  ■хп+1



б) _  а  <  х <  О (0 <  а <  1) бул син .  Бу ^олда (6 .57) формуланинг 
Коши куринишидаги

И „ ( _ 1  - ^ ^ Г ( 0 < е , <  1) (6:58)

цолди^ хадини оламиз. (6.58) тенгликни цуйидагича
, , I ,чЛ / 1 — 9Л " / !+‘

Гп ^   ̂ * ’ (  1+ е, х )  ' 1 + 0 1 * 

ёзамиз. Узгарувчи х нинг — а  <  х <  О (0 <  а <  1) ^ийматл.чрида

<  I
1+0

тенгсизлик уринли булишини хисобга олиб, топамиз:
1 — е ,лг) \« /и-' | | / ‘+1 а ‘М -I

\гп (х)\ (— 1)" 1 +01* у М + е ^ ^ и + е ^  1 — я
Демак, 1п (1 4 х )  функция учун цуйидаги

V2 X 3 X4 , у П

1п ( 1+ х ) * х - 1 + 1 - 7 +  . . .  +  ( - 1 Г ‘ - 4

тацрибий ^исоблаш формуласи ^осил булади.
5°. }(х) =  (1 4 * )“ б ул  си н, бунда а  £ #. Бу функциянинг п- тар- 

тибли хрсиласи учун ¡ (п}(х) =  [(1 +  х)“ ]<я,= а  ( а — 1) . . . ( а —п +  1) X 
^ ( 1+д-)“- '1 формугага эгамиз (6-бобнинг 5 -§  га царанг). Разшанки, 
¡ (0) =  1, г *  (0) — сс (а  — 1) . . .  (а — а 4  1). /(х) == (1 +  х)“ Функ- 
циянинг Маклорен формуласи ^уйидагича

а  .. I «  (« — >) „г I | а (а —1) • • • (« — « + 1)(1 + х)“ =  1 +  - Х + — —  *  +  • • •  + ------------------ : X

X хп 4  гп (х) 

ёзилади, 1̂ олди1̂ ^ад гп (х) эса ушбу

^  (х) =  ([ +  0 х Г „ - , . () _  0)" у-м

Коши куринишида ёзилади. Энди |х| <  1 булганда

|г„ (х)| = l a . f l -  т Х ' Ч г )  •• • ¡Т о«
п

X

„кИ“1
х|хр+1<|а - ( 1 - т )  ( 1- т ) - " ( 1 - т ) |  (1 +  0 ^)“ 1 м

булиб, п-> оо да нолга интилади.
Хусусан, а  = п булса, у з^олда г п (х) =  0 булиб, уш бу

п  п  ( п  — 1) „
(1 4  х)п — 1 +  ]у х +  ^  х2 +  • • • 4  х 

Ньютон биноми формуласига келамиз.



(1 + * ) « »  1 + ^ -  * + — - ~ °  * 2 +  . . .  +  “ (а~ 1} <а ~ я+ 1) „я 
1 21 «I

тащжбий формулага эгамиз.
Биз ю^орида элементар -функцияларнинг Маклорен формулалари- 

ни келтирдик. Бу формулаларнинг 1̂олди!  ̂ з^адларини асосан Лаг
ранж куринишида ёзиб, сунгра уларни баз^оладик. Элементар функ
цияларнинг Маклорен формулаларида уларнинг ^олдиц ^адларини 
бош^а куринишларда з̂ ям ёзиш мумкин. Масалан, элементар функ
цияларнинг Пеано куринишидаги цолдиц з&дли Маклорен формула- 
лари к;уйидагича ёзилади:

| ) ^  =  1  +  т т + й + - - - + - ^  +  о ( Л  :

2> * 1“ -  Н ;  + г  - £ + ■ • • + < -  +  °  < о.
(бунда п  — Ю1̂ сон),

о\ * х* х* х* , , / , ч * *п
3 )  С 0 5 Х _ 1 - ~  +  - _ -  +  . . .  +  ( - 1 )  • _  +  0 ( ^

(бунда п  — жуфт сон),

4) 1п (1 +  4 = х - |  +  | _ ^  +  ^ + 0 ( ^

5 )  (1 +  г )“ = 1  +  ^ . У + ^ 1 ^ = 1 1 г 2+ [ « ( « - 1 ) . . - ( а - я + 1 ) д.я +
1 2! п\

+  о ( х п)•



ДИФФЕРЕНЦИАЛ ^ИСОБНИНГ БАЪЗИ БИР ТАТБИЦЛАРИ

Ушбу бобда функциянинг ^осилалари ёрдамида унинг узгариш 
характери (оралицда узгармас цийматни сацлаши, усувчи ёки кама- 
ювчн булиши, максимум ва минимум цийматлари), шунингдек функ
ция графигини текшириш (функция графигинпнг цавариц ^ёки ботиц- 
лиги, бурилиш нуцталарини аншугаш) каби масалалар урганилади.

1- § .г Функциянинг узгариб бориши

1. ф у н к ц и я н и н г  у з г а р м а с  ц и й м а т н и  с а ц л а ш и .  f (х) 
функция (а,Ь) интервалда аницланган булсин.

7 1- т е о р е м а .  }(х) функция (а, Ь) интервалда чекли f  (х) ¡{осила
га эга  бул син . Б у  функция (а,Ь)  интервалда у з г а р м а с  б у л и ши  
у ч у н  ш у  интервалда

/ '(* )=  О

б  Г/лиши з а р у р  ва етарлтл.
Ис б о т .  З а р у р л и г и .  Шартга кура f (x)  функция (а, о) интер

валда узгармас, яъни f  (х) == С, С =const. Равшанки, бу >̂ олда (а,Ь)
интервалда f ' (х) ^  0 булади.

Е т а р л и л и г и .  Шартга кура f (х) функция (а,Ь) интервалда чекли 
f '(x) хосилага эга ва /' (х )= 0. Энди (а,Ь) интервалда исталган х ва 
тайинланган х0 нуцталарни олиб, [х0, х] ёки [х, х0] сегментни цараи- 
лик. Бу сегментлар (а,Ь) интервалда бутунлай жойлашган, яъни 
[х0,х ]с г  (а,Ь), [х,х01 <= (а,Ь). Демак, f  (х) функция [х0,х] сегментда 
узлуксиз (функциянинг узлуксиз булиши, унйнг (а,о) да чекли f  (х) 
^осилага эга булишидан келиб *.щади) ^амда чекли f  (х) хрснла» л 
эга. Лагранж теоремаснга (6.7- теоремага царанг) кура х0 билан х 
нуцталар орасида шундай с (с ^ (х 0,х)) нуцта мавжудки,

f ( x)— f (x0) =  f ' ( c ) ( x  — x0) (7.1)
тенглик уринли булади. (а,Ь) да /' (х) =  0 булганидан f  (с) =  0 бу- 
либ, (7.1)тенгликдан эса f(x) =  f  (х0) тенглик келиб чицади. Агар 
с  нуцта (х,х0) интервалдан олинган булса ^ам f  (с) =  0 дан f (х) — 
== f  (х0) келиб чикади. Энди С — f  (х0) десак, (а ,Ь) интервалда [ (х) 
функция учун /(х) = С ', C '= const муносабатга эгамиз. Бу f (х) фуик- 
цйянинг (а, Ь) интервалда узгармас эканини англатади. Теорема ис
бот булди.



чекли ’f” а ‘, ,А™р ^  ва Ф )  функциялар (а,Ь) интервалда чекли f  (х) ва g  (х) ^осилаларга эга булиб, шу интервалда
f  ( x ) ~ g '  (х)

l GJZ ™ K УРИнли булса, у ^олда f (x)  билан g ( x)  функциялар (а, Ь) 
интервалда бир-биридан узгармас сонга фар;̂  цилади:

f ( x ) ~ g  (х) -f  С, С =  const.
Да^икатан ^ам,

деб, (а,Ь) да ' M - f M - g M  (7.2)

Z7' (ж) =  f  (х) — g ’ (х) =  О 
булишини топамиз. Исбот этилган теорема га кура F(x) =  C С — 
чйцади б^Лади' (7-2  ̂ муносабатдан f (x) =  g  (х) +  С экани ’ келиб

2. Ф у н к ц и я н и н г  м о н о т о н  б у л и ши .
 ̂ Биз 4- бобда функциянинг монотонлиги, яъни усувчи (катъий 

усувчи), камаювчи (^атъий камаювчи) булиши таърифларини кел-
1!!ипаН эдик' Эн® функция ^осиласи ёрдамида функциянинг моно- 
тонлигини ани^лащ мумкинлигини курсатамиз.

](х)  функция (а, Ь) интервалда ани^ланган булсин. 
уп т е о р е м а .  f (x) ф ункция  ( а,Ь) интервалда чекли f  (х)
Лоси лага э га  брлсин. Б у  ф ункция  ш у  интервалда усувчи (камаювчи) 
б ул и ш и  у ч ун  (а, Ь) инт ервалда  » ^ v у

f ' ( x ) >  0 (/' (х) <  0) 
т ен г си злик  ijринли булиши з а р у р  ва етарли.

п С̂ /°\Т‘ З а р у р л и г и .  Шартга кура f  (х) функция (а, Ь) да 
и  и  г  / °̂,с’1лага эга булиб, у (а, Ь) интервалда усувчи (камаюв

чи). V if c (a , b) нуцтани олиб, у билан биога х +  A x f l a ,  b) нукта- 
ларни ^ам ^араймиз. У холда

А * > 0  да f ( x ) ^ f ( x +  Ах)  ( f  ( х)  > f  (х +  А х)),
А х <  0 да эса / ( * ) > / (  х + Ах)  (/ (х) <  f  (х +  А х))

муносабатлар уринли булади ва бу муносабатлардан j âp доим 
j Jx  +  A x ) - f ( x )  ( f ( x  +  A x ) - f ( x )  \

А х \ А х  J ' • )

тенгсизлик келиб чицади. f (x)  функция (а,Ь) да чекли Пх)  хосила- 
га эга Оулгани учун ушбу

Нш f  (х ~Ь А х) ~  / М 
д t—>о А~х

лимит мавжуд ва чекли булиб,
{1А)

уринли. (7.3) ва (7.4) муносабатлардан (4 -бобнинг 4 -§  га каранг)
(а, о) интервалнинг барча ну^таларида



r  (JC) > О (Г (х) <  О)
тенгсизлик урин ли булишини топамиз.

Е т а р л и л и г и .  Шартга кура f (х) функция (а, Ь) интервалда 
чекли f  (х) хосилага эга булиб, ш у  интервалда f  ( x)>V I/ W  <  u j
тенгсизлик уринли. _

Энди (а, Ь) интервалда ихтиерии х(х£(а,Ь))  ва х +  а  х Цл т
4 -А х\£(а ЬУ Ajo>0) нукталарни олайлик. Равшанки, бу з^олда [х,л:+
+  Д х] <=. (a 'b) булиб, [*, х +  А х] сегментда f  (х) функция Лагранж 
теоремасининг барча шартларини ^аноатлантиради Лагранж теоре- 
масига (6 7 - теоремага ^аранг) мувофи^ л: ва х  +  Ах нуцталар ора- 
сида шундай с  ( х < с < х  +  Ах)  ну^та мавжудки, ушбу

f{x +  Ax)  — f (x)  =  f  {с) ■ Ах  (7.5)

тенглик уринли булади. (7.5) тенгликдан А х > 0  ва V  х£(а,Ь)  да 
}' (х)> 0 (f ' (x) <  0) булгани учун

f  (х +  А х) — f (х) > 0 (/ {х +  А х ) f  ( х ) <  0) 

булиши келиб чицади. Демак,
х <  х +  Ах булганда f (х) <  f  (х +  А х)  (х <  х +  А х => [ (х) >
>  и х _l д  х)) тенгсизлик з̂ ам уринли. Бу f  (х) функциянинг (а о) 
интервалда усувчи (камаювчи) булишини ифодалайди. Теорема исбот

буЛ7И2 - н а т и ж а .  Агар f (x)  функция ( а ,Ь) интервалда чекли f ' (x)  
хосилага эга булиб, шу интервалда f  ( х ) > 0 (Г  (х) <  0)  ̂тенгсиз
лик уринли булса, f (x)  функция ( а , Ь)  интервалда цатъии усувчи

(Ца™ и ^ а т а Г В̂ ам Л 7.5 ) ' тенгликдан Д х > 0  ва V  х£(а,Ь)  да 
f ' ( x ) > 0 ( f '  ( х ) < 0) булишини эътиборга олиб, ^уиидагини
топамиз:

f (x +  A x ) - f ( x ) > 0  ( f ( x  +  A x ) — f ( x ) < 0 ) .  

Демак, бу хрлда х < х  +  Ах булганда f  (х) < f ( x  +  * * ) { * < ■ *  +
+  Аx = > f ( x ) > f ( x  +  Ах))  тенгсизлик з а̂м уринли. Бу f ( x )  функ
циянинг (а,Ь) интервалда цатъий усувчи (^атъий камаювчи) экани-
ни курсатади. , .

7 1- э с л а т м а .  f  (х) функция (а, Ь) интервалда чекли f  (х) хр-
силага эга булиб, бу функциянинг (а,Ь) да цатъий усувчи (натъии 
камаювчи) булишидан, /' (лг) нинг V  х£{а,Ь) да мусбат (манфии) 
булиши зсар доим келиб чицавермайди. Масалан, f  [х) — х функция- , 
ни царайлик. Бу функциянинг R да усувчи^ булишини 4- бобнинг
1- § да курсатилган эди. Бу функция учун f '(x) =  Зх2 булиб, х —
=  0 нуктада f' (0) =  0.

М и с о л .  f (x) =  x3 - Зх +  2 булсин. Бу функция учун f: {х)=* 
=  зд-2 _ з  =  з  (х2 — 1) булади. Равшанки, \х\ <  1 булганда j  (х) <.
< 0 ,  Ы >  1 булганда f  ( x ) > 0 . „

Демак, берилган f (x)  функция (— оо, — 1) интервалда цатъии 
усувчи, ( — 1; +  1) интервалда катъий камаювчи ва ш цоят, (1, + ° ° )  
интервалда ^атъий усувчи булади.



Шундай цилиб, (а,  Ь) интервалда чекли f ' (x)  ^ссилага эга бул- 
ган f  (х) функциянинг (а, Ь) интервалда монотон булиши билан шу 
интервалда функция хрсиласи f  (х) нинг ишораси орасида цуйида- 
гича борланиш мавжуд: (а ,Ь) интервалда

f ' (x)  >  0=Ф- f  (х ) функция усувчи =>f'(x) >  О, 
f ' (x) <  0 =>f(x)  функция камаювчи =>f'(x) <  О, 
f ' ( x ) > 0 =>f ( x )  функция цатъий усувчи = >f ' ( x ) ^ ö ,  
f ' (x) < 0 =^f ( x )  функция катъий камаювчи => f  (х) <  0.

2- § . Функциянинг экстремум цийматлари

f  ( х) функция (а,Ь) интервалда аницланган булиб, х0 £ (а,Ь) бул- 
син.

7 . 1 - т а ъ р и ф .  Агар х0 £(а,Ь) нуцтанинг шундай атрофи 
U6( x0) {x : x£R,  х0 — 0 < х < х 0 +  8 ; б > 0 } cz (a ,b )

мавжуд булсаки, V x£( J ö ( x0) учун

f ( x ) ^ f ( x о) (/ (*)> /(*„))

тенгсизлик урин ли булса, у  холда f (x)  функция х0 нуцтада макси
м у  мга (минимумга) эга дейилади, f ( x 0) циймат f (x)  функциянинг 
U6 (x0) даги максимум  (минимум ) киймати ёки максимуми (мини- 
м у ми) дейилади.

7.2- т а ъ р и ф. Агар х0 £ (а, Ь) нуктанинг шундай атрофи U& (х0) с=
с :  (а,Ь) мавжуд булсаки, v  x£U6 (х0)\ {  х0} =  0 6 (х0) учун

f (x) <  f  (Xq) ( f ( x ) >f ( x0))
тенгсизлик уринли булса, у х;олда f  (х) функция хд ну^та^а щ т ъ -  
ий максиму мга (катъий минимумга) эга дейилади, f ( x 0 ) циймат 
f ( x )  функциянинг Uö (x0) даги цатъий максимум (щ т ъий мини
му м)  киймати  ёки цатъий максимуми (минимуми) дейилади.

Юцоридаги таърифлардаги х0 нуцта f  (х) функцияга мос равиш- 
да максимум (минимум), цатъий максимум (катъий минимум) циймат 
берадиган нуцта деб аталади.

Функциянинг и б(х0) даги максимум (минимум), цийматларини

f  (х0) =  max {f(x)} (f{x0) =  min {f(x)}) 
x £ U b ( x a ) _ x Q U 6 (*„)

каби белгиланади. Бунда max (min) лотинча maximum, (minimum) 
сузидан олинган булиб, энг катта (энг кичик) деган маънони анг- 
латади.

Функциянинг максимум ва минимуми умумий ном билан унинг 
экстремуми деб аталади.

Ми с о л .  f ( x )  =  V  1 — х2 булсин. Бу функция х =  0 нуцтада 
максимумга эришади. ^ацицатан ^ам, V x£t/ö(0) с  [ — 1, +  1] (б >  
> 0 )  учун f ( x ) < f ( 0), яъни



булади.
7 . 2 - э с л а т м а .  Ю^оридаги таърифларда f (x)  функциянинг 

хд £ (а,Ь) даги / (х0) ^иймати унинг шу нуцта Us (х0) атрофидан 
олинган нук/галардаги ^ийматлари билангина так^осланди. Шунинг 
учун функциянинг экстремумини (максимум ёки минимумини) ло- 
кал экстремум (локал максимум ёки локал минимум) деб юритилади.

7 . 3 - э с л а т м а .  f  (х) функция (а, Ь) интервалда бир цанча м ак
симум ва минимумларга эга булиши мумкин. Бунда функциянинг 
максимум ва минимумлари навбатма-навбат келади.

Масалан, f  (х) =  sin х функцияни (0,4л) интервалда ^арайлик.
Бу функция х =  ~  нуцтада максимум, х =  -|-л ну^тада минимум,
5 7у л  нур;тада максимум, у я  ну^тада мннимумга эга эканини ани^-

лаш ^ийин эмас. Демак, бу функция (0 ,4я) интервалда иккита м ак 
симум, иккита минимумга эга булиб, максимум ва минимумлар пав- 
батма-навбат келади.

Функция досилалари ёрдамида унинг экстремумлари дамда функ- 
цияга экстремум ^иймат берадиган пуцталар топилади.

1. Э к с т р е м у м н и н г  з а р у р и й  ш а р т и .  f{x)  функция (а,Ь) 
интервалда аникланган булиб, у шу интервалда чекли /' (х) ^оси- 
лага эга булсин. Бу функция х0£(а,Ь) ну^тада максимум (мини- 
мум)га зриIпсин. Демак, таърифга кура х0 ну^танинг шундай 
и ь (хй) а  (а,Ь) атрофи мавжудки, Vx£U6(x0) да f  (х0) >  f  (х) ( f (x0) ^
<  f  (х)) тенгсизлик уриили булади. Бу долда Ферма теоремасига 
(6.5- теоремага царанг) кура /' (х0) =  0 булади. Натижада ^уйидаги 
мудим теоремага келамиз.

7.3- т е о р е м а .  Агар f (х) ф ункция х0 £(а,Ь) н у щ а д а  чекли f i x )  
коси лага эга  бдлиб, б у  н у  у п а д а  f (x)  ф ункци я  эк ст рем у мга э р и ш -  
са, у  хрлда

Г  (х0) -  0
булади.

Бирок, f  (х) функция учун бирор х* £ (а,Ь) ну^тада чекли косила 
мавжуд ва /' (х*) =  0 булишидан унинг х* нуцтада экстремумга 
эга булиши дар доим келиб чикавермайди. Масалан, / (х) хи ф унк
ция учун f' (х) =  Зх2 ва х =  0 ну^тада {’ (0) — 0 булса дам у л: — О 
нуцтада экстремумга эга эмас (бу функция цатъия усувчи эканлиги 
бизга маълум).

Демак, ю^оридаги теорема функция экстремумга эршшшининг за 
рурий шарти ни ифодалайди.

Одатда функция досиласини нолга айлантирадиган ну^талар ф унк
циянинг стационар (тур г ун ,  критик ) нуцталари  деб дам аталади.

Биз f{x) —■ \х\ функциянинг х — 0 ну^тада (6- боб, 1- §) досила- 
си мавжуд эмаслигини курган эдик. Бу функция х =  0 ну^тада 
минимумга зга булиши равшандир (41- чизмага к;аранг). Демак, ф унк-



ция хосилага эга булмаган нуцталарда з̂ ам экстремум мавжуд були
ши мумкин.

Маълумки, f(x) =  x 2/s функциянинг х =  0 ну^тадаги з^осиласи 
чексиз. Унинг графиги 4 2 -чизмада келтирилган / (х) = У  | х | функ
ция гра]игига ухшаш. Бундам царалаётган функция х = 0  ну^та- 
да минимумга эга экани куринади. Демак, функция з^осиласи чексиз- 
га айланадиган нукталарда з̂ ам экстремум мавжуд булиши мумкин.

Шундай ^илиб, f  (х) функцияга экстремум циймат берадиган 
нукталарни:

функциянинг стационар нуцталари; 
функциянинг з^осиласи мавжуд булмаган ну^талари; 
функциянинг >;о:'Иласи чексизга айланадиган нуцталари орасидан 

излаш керак экан. Одатда бундай ну^та функция экстремумга ст а -  
ладиган нуцта  деб аталади.

2. Э к с т р е м у м н и н г  е т а р л и  ш а р т л а р и .  Энди функция
нинг экстремумга эга булишининг етарли шартларини к;араймиз. 
Аввалдагидек цуйидаги белгилашларни киритамиз:

Üe"(*o) =  {x : x£R,  х0 — б с х < х 0 } (б> 0 ) .
• +
и б (х0) = { x : x £ R ,  х0< х < х  0 +  6} (б >  0). 

f (x)  функция х0 ну^тада узлуксиз булиб, унинг

=  Х0 — 0 < х < х 0 +  6} ( х ф х 0)
атрофида чекли }' (х) з^осилага эга булсин.

а) Агар

V  л: € Ü Г  (*о) Учун Г (х) >  0 ,

учун f ' ( x ) <  0
тенгсизликлар уринли булса, яъни f  (х) з^осила х0 ну^тадан утиш- 
да уз ишорасини « -Ь » дан « — » га узгартирса, у з^олда f  (л:) функ
ция х0 ну^тада максимумга зга булади.

Ха^ицатаи з̂ ам V  х € Ü J  (х0) учун f '  (х) >  0 булишидан /(х) функ

циянинг U (х0) да 1̂ атъий усувчилиги келиб чицади. Сунгра f  (х) функ
циянинг х0 ну^тада узлуксиз булишидан l i mf ( x)  =  f ( x0) (х£ U6 (х0))

х-+хо—0
тенглик келиб чицади. Демак, V  л: G U 6 (*о) УЧУН

f ( x ) < f ( x 0) (7.6)

тенгсизлик уринли булади. Энди V х£ (Ja (хо) УЧУН Г ( * ) < 0  бу
лишидан f  (х) функциянинг U ^  (х0) да ^агьий камаювчилиги келиб 
чи^ади. f  (х) функциянинг х0 ну^тада узлуксизлигидан lim f (x)  =

— / (х0) тенглик келиб чи^ади.



Бундан V х £ U& (х0) учун f ( x ) < f  (х0) булиб, у f  (х) функция ха 
нуцтадя максимумга эга булишини билдиради.

б) Агар
Vx £ U~( x 0) учун Г (х) <  О,

V  х € U ^ (хв) учун /' (х) >  О

тенгсизликлар уринли булса, яъни f  (х) ^осила х0 нуцтани утиш- 
да уз ишорасини « —» дан «+ » га узгартирса, у щ ч д а  f  (х) функция 
х0 нуцтада минимумга эга булади.

^ацицатан, V  x£U~ (х„) учун / '  (х) < 0 булишидан f(x)
•

функциянинг (х0) да катъий камаювчилиги, V  x£U6 (х0) учун

f ' ( x ) > 0  булишидан эса f (x)  функциянинг ¿/+ (х0) да цатъий усув- 
чилиги келиб чицади. Сунгра } (х) функциянинг х0 нуцтада узлук- 
сиз эканлигини эътиборга олиб, V  x£ U6 (x0) учун f ( x ) > f ( x 0) 
тенгсизликка эга буламиз. Бу эса f (x)  функция х0 нуцтада мини- 
мумга эга булишинн билдиради.

в) Агар
¥ х £ U6 (х„) учун /' (х) > 0 ,

V х 6 U*  (х0) учун /' (х) >  О

ёки

V x£U6 (х0) учун /' (х) <  О,

V x £ l ) 6+ (x0) учун / '( * ) <  О

тенгсизликлар уринли булса, яъни f '  (х) ^осила х0 нуцтани утишда 
£з ишорасини узгартирмаса, у з^олда ¡ (х)  функция х0 нуцтада
экстремумга эга булмайди, f (x)  функция х0 нуцтанинг U6 (х0) атрофи- 
да цатъий усувчи ёки цатъий камаювчи булади.

7 . 4 э с л а т м а .  /(х) функциянинг х„ нуцтада узлуксиз булиши 
му^им. Масалан, ушбу

f (x\= (x2, агар х ф О  булса,
'  |1, агар х --- 0  булса,

функцияни царайлик. Бу функция учун f  (х) =  2х булиб, \оспла  
х — 0 нуцтани утишда уз ишорасини « —» дан «+ »  га узгартирса 
^ам, берилган функция х =  0 нуцтада экстремумга (минимумга) эга 
эмас. Бунга сабаб, функциянинг х =-0 нуцтада узлуксиз эмас- 
лигидир.

Мис ол .  f ( x)  =  (х +  З)2̂ ( х  — 1)а булсин. Б у функциянинг 
экстремумини топинг,



Берилган функциянинг ^осиласини топамиз:
Г/ / , 8*  (*+ 3 )

<” )
Равшанки, ^осила х — 0, х — — 3 ну^таларда нолга айланади. х = 1 
ну^тада эса чекли ^осила мавжуд эмас. Демак, функцияга экстремум 
берадиган ну^таларни х - - 0 , х =  — 3, х =  1 нуцталар орасидан 
излаш керак.

Аввал л: =  0 ну^тани олайлик. Бу ну^танинг у ,  - i 'j атрофи- 

ни олиб, хосила учун (7.7) ифодани эътиборга олсак, '

V  х  6  ( ~  ° )  у ч у Н  >  ° ’

V  учун Г 0 с )< 0

булишини топамиз. Демак, f  ( х) ^осила х =  0 ну^тани утишда 
f 3 ишорасини « +  » дан « — » га узгартиради. Равшанки, берилган 
функция х --- 0 нуцтада узлуксиз. Демак, берилган функция х =  О 
ну^тада максийумга эга ва унинг максимум циймати f  (0) = 9.

Энди я  =  — 3 ну^тани царайлик. Бу нуктанинг 1 ,  —Ц  атро. 

фини олиб, (7.7) дан фойдалансак,

v  *  £ ( _  Z, _  3) учун f  <  0>

Y x £ ^  — 3, — учун f ' ( x ) > 0

булишини топамиз. Демак, f  (х) хосила х — — 3 ну^тани утишда 
уз ищорасиаи «—» дан «+ »  га J/згартиради. Берилган функция 
х ~~ 3 ну^тада узлуксиз, демак, у х =  — 3 ну^тада минимумга 
эга ва унинг минимум циймати /( — 3) =  0. № цоят, х =  1 ну^тада 
берилган функция минимумга эга булишини ю^оридагидек кур- 
сзтилади.

3. Ф у н к ц и я  э к с т р е м у м и н и  т о п и ш д а  у н и н г  гово
ри т а р т и б л и ^ о с и л а л а р и д а н  ф о й д а л а н и ш .  Ю^орида кел- 
тирилган экстремумнинг етарли шарти синалаётган нуктанинг унг 
ва чап томонидаги ну^таларда функция ^осиласи f  (х) нинг ишора
сини ани^чаш б план ифодаланади. Купинча, хд нуктанинг атрофида
I W  нинг ишорасини аницлаш 1̂ ийин булади. К,аралаётган f (x)  функ
ция х0 ну^тада ю^ори тартибли ^осилаларга эга булса, ^осилалар- 
нинг хд ну^тадаги ^ийматларининг ишорасига ^араб функциянинг 
экстремумини текшириш мумкин.
_ /(х) функция х0 £(а,Ь) нуцтада /',/",•••>/(п) ^осилаларга эга 

булиб, бирор п  >  2 сон учун

Г (*о) =  Г  (*о) =  • • •/"  ~ '’(я,,) -  0, Г ( х 0) Ф  0 (7.8)
б^лсин.



а) Агар п- жуфт сон, яъни п — 2т (m£N)  булиб,

f<n> (^о) — /<2т> (Xq) <  О 
тенгсизлик уринли булса, f (x)  функция х0 ну^тада максимумга,

Г ( х 0) - = Г )(х<>) > 0  
тенгсизлик уринли булса, f (x) функция х0 ну^тада минимумга эга 
булади.

Х да^атан ^ам, f (x)  'функциянинг хл ну^та атрофида ушбу 

/ (X) =  / (х0) +  (х -  х0) +  • • • +  (*  -  *«>4-1 +

+  ( х - х п) \

Тейлор формула:идан юцоридаги (7.8) шартларни эътиборга олиб 
топамиз:

m - i  и л ( *- *, ) ",
бунда х - г  х0 да а (х ) -> 0 . Келинги тенглякни ^уйидагича

Нх) -  f ix, )  = {х _  Xo)»t (7 .9>

ёзиб оламиз. Энди f<n>(x„) Ф  О ва ж —>- х„ да а ( х ) - > 0  булгани са
ба Гл и х нинг х0 га етарли я^ин iy-шматларида (х £ U6(xQ) лар учун) 
? Г1)(х0) +  а(х)  нинг ишораси f n>(x0) нинг ишораси каби булади.

Равшанки, п -■ 2т булганда (х — х0)п — (х — x0f nl >  0 булиб, 
х G Оь(х0) да f(x) — f (xQ) айирманинг ишораси f n)(x0) нинг ишораси
билан бир хил булади. Демак, f (n> (х0) <  0 булганда V  x^Ub{x0)  
учун f ( x)—f(x0)<  0, яъни /(х) <  /(х0) булиб, /(х) функция х0 нук* 
тада максимумга эга булади. f n)(x0) >  О булганда эса V  *  £ Vb(x0) 
учун f (x) — f (x0) > 0 , яъни f ( x ) >f ( x0) булиб, /(х) функция х 0 
ну^тада минимумга эга булади.

б) Агар п  — ток, сон, яъни п  =  2т +  1 ( m£N)  булса, /(х) функ* 
ция х0 ну^тада экстремумга эга булмайди. Да^и^атан, (х  — x 0)n =«
— (х — x0)2m+I ифода

v * € i / ^ ( * 0) учун (* — х0)п > о ,
Vx£U<T(x0) учун ( х — х0) " < 0

тенгсизликлар Уринли булиб, х0 ну^танинг U6 (x0) атрофида ишора
са^ланмайди. Бу х,олда (7.9) дан куринадики, f n)(x0) нинг ишораси 
>̂ ар цандай булганда з̂ ам f (x )— f(x0) айирманинг ишораси узгаради. 
Бу эса х0 ну^тада экстремум йу^лигини англатади.

М и с о л . f(x) ~  ех +  е~х -J- 2 co sx  функцияни экстремумга тек- 
ширинг.



Бу функция учун f '(x) — ех — е~х — 2 sin х булиб, у х =  0 нуц- 
тада нолга айланади. Демак, х =  0 стационар нуцта. Берилган функ- 
циянинг юкрри тартибли хосилаларини топиб, уларнинг х =* 0 нуц- 
тадаги цийматларини ^исоблаймиз:

f"(x) — ех +  — 2 cos х, f"( 0) = 0,
(х) «  е* — е“ * 4- 2 sin х, f ' (0) == 0, 

f<IV)(x) •-= е* 4- е~* 4- 2 cos X, f<IV)(0) *= 4.

Жуфт тартибли ^осила х =  0 нуцтада нолдан фарцли булиб, у мус- 
бат булгани учун берилган функция х — 0 нуцтада минимумга эгэ 
булади. Шу нуцтада функция цийматини ^исоблаймиз: f(0) — 4.

Юцорида келтирилган цоидадан, хусусан, п  =  2 булганда цуйи- 
даги натижа келиб чицади.

7 .3 -  н а т и ж а .  Агар х0 нуцта f{x) функциянинг стационар нуц- 
таси булиб, f (x) функция х0 нуцтада чекли f"(x0) х;осилага эга булса, 
f"(x0) <  0 булганда f(x) функция х0 нуцтада максимумга, /"(х0) > 0  
булганда f (x)  функция х0 нуцтада минимумга эга булади.

4. Ф у н к ц и я н и н г  э н г  к а т т а  в а  э н г  к и ч и к  ц и й м а т л а *  
ри. Биз аввалги пунктларда функциянинг экстремумларини урган- 
дик ва функция бирор ораликда бир нечта максимум ва мннимум- 
ларга эга булиши мумкинлигини айтиб утдик.

Энди функциянинг энг катта ва энг кнчик цийматларини топиш 
масаласини цараймиз.

f (x) функция [а, Ь] сегментда аницланган ва узлуксиз булсин. 
Вейерштрасснинг иккинчи теоремасига кура (5.8- теоремага царанг) 
функциянинг [а, Ь\ да энг катта ^амда энг кичик цийматлари мав- 
ж уд  булади ва бу цийматларга [а, Ь] сегментнинг нуцталарида эри- 
шилади. Функциянинг энг катта циймати цуйидагича топилади:

1) f(x) функциянинг (а, Ь) интервалдаги максимум кийматлари 
топилади. Функциянинг хамма максимум цийматларидан иборат туп- 
лам {max f{x) } булсин.

2) Функциянинг [а, 6] сегментнинг чегараларидаги, яъни х — а, 
х — b нуцталардаги {(а) ва f(b) цийматлари ^исобланади. Сунгра 
{шах f (x) } тупламнинг барча элементлари билан [(а) ва }{Ь) лар тац- 
цосланадп. Б у цийматлар ичида энг каттаси f(x) функциянинг \а, Ь\ 
сегментдаги энг катта циймати булади.

Шунга ухшаш функциянинг энг кичик циймати топилади:
Г ) f(x) функциянинг (а, Ь) интервалдаги барча минимум циймат- 

лари топилиб, улардан {min f (x) } туплам тузилади.
2 ') [а, b ] сегментнинг чегаралари х — а, х — Ь нуцталарда f{x) 

функциянинг /(a), f (b)  цийматлари ^исобланади.
{min f (x)} тупламнинг барча элементлари хамда f(a), f{b) циймат- 

лар ичида энг кичиги, f(x) функциянинг [а, Ь\ сегментдаги энг ки
чик циймати булади.

Ми с о л .  Ушбу f (x)  =  s in (xz) фунсциянинг — сег
ментда энг катта ва энг кичик цийматларини топинг.



Функция ^осиласини нолга тенглаб, яъни 
f '(x) =  2х cos (л:2) =  О

тенгламани ^араб, ундан х — О, х =  — }/~у, х — "j/"у  лар стацио
нар нуцта эканини топамиз. Энди берилгаи функциянинг иккинчи 
тартибли ^оеиласини ёзамиз:

f{x) = 2  cos (х2) — 4 х2 s in (x 2).
Бу ^осиланинг стационар ну^талардаги ^ийматларини топамиз:

Г(0) = 2>о, г ( / т )  = - 2 л < 0 ’

Г ( -  У Ц ) ~ - 2 п < 0.

Бундан f(x) =  sin (л:2) функция х =  0 нук,тада минимумга, л: =  j/ "у

ва х — — "j/"у  ну^таларда эса максимумга эришиши келиб чи^ади. 
Функциянинг стационар нусталардаги ^ийматлари

КР) =  0, / ( V r ) - l

булиб, унинг — У~я, у  V l iñ j  сегментнинг чегараларидаги ^пймат- 
лари

0, =  

булади. Бу ^ийматларни тавдослаб, /(*) =  sin ( х2) функциянинг

— У  п,  Y  У~5л сегментдаги энг катта ^иймати 1 га, энг кичик

^иймати эса — га тенг булишини топамиз.

3- § . Функциянинг цаварицлиги ва ботицлиги

f (x) функция (а, Ь) интервалда ани^ланган булиб, бу интервал- 
дан олинган хг £ (a, b), х2 £ (а, Ь) ну^талар учун хх<. х2 булсин. 
Равшанки, (хь  х2) сг (а, Ь).

Энди f(x) функция графигида A(xt , f (xL) ), В(х,2, f(x,¿) ) иу^талар- 
.ни олайлик. Маълумки, бу А(хъ  f (xt) ), В(хг, f (x„) ) нуцталардан 
утувчи тутри чизиц тенгламаси ^уйидаги

у  — f(xi) _  х — х, 
f(x2) — f(xl) ~ x 2 — xl 

куринишга эга булади. У ни
Хп — х л , X — Х\

У =  —  f  (* i) +  х -  XЛ2 Л2 л>1



каби ёзиб олиб, цулайлик учун бу тенгламанинг унг томонини 1(х) 
орцали белгилайлик:

х, — к х — х,
1(х) = 7 3 7 /  (*i) +  т ~ 7  f(xJ- (7-10)% 1 "2 1

Шу белгилашга кура у  =  1(х) тенглама Л(х15 f (xt) )  ва В(л:2, [(х2) )  
нуцтатардан утувчи турри чизицни ифодалайди. (7.10) муносабатдан 
l (Xl) =  f (xt), l (x2) = f ( x 2) тенгликлар келиб чицади.

7.2- т а ъ р и ф .  Агар V х£( хъ  х2) учун
f ( x ) ^ l ( x )  ( f ( x)<l (x) )  (7.11)

тенгсизлик уринли булса, f (x)  функция (а, Ь) интервалда каварик, 
(ц ат ъи й  ц ат р ик )  ф ункция  деб аталади.

Кавариц функция графиги (48- а чизма) Л ва В нуцталардаи 
утувчи 1(х) ватардан пастда жойлашган булади.

7 .3 -  т а ъ р и ф .  Агар V j i £ ( x lt х2) учун
f (x) > l(x) (f(x) >  1(х) ) (7.12)

тенгсизлик уринли булса, f(x) функция (а, Ь) интервалда богтщ  
(ц ат ъи й  б о т щ )  ф ункция  деб аталади.

Ботиц функция графиги (48- б  чизма) Л ва В нуцталардан утув
чи 1{х) ватардан юцорида жойлашган булади.

Агар
хг •— х  х  — хх /

«1  =  ;  Г .  =  Г— г  («1 >  °> “ 2 >  0)л-2 ---л-1 л-2 A-J

деб белгиласак, унда
щ  4 -  а 2 =  1,

a txt +  а 2х2 — х
тенгликлар уринли булиб, (7.10) тенглик цуйидагича

1{х) =  а г?(хг) +  а г f (x2)
ифодаланади. Натижада (7.11) ва (7.12) муносабатлар ушбу
f i a ^ ^ a ^ ) ^ a j i x ^ + a j i x . )  ( f i a ^ i+ a ^ X a ^ ix ^ + a J i x ^ ) )  (7.13) 
/(ахХ1+ а 2х2) > a J ( Xl) + a 2f (x2) (f (а 1д:1+ а 2л:2) > а 1/:(д:1) + а 2/(х2)) (7.14)



куринишларга келади. Демак, функциянинг ^аварш^лиги (цатъий 
цаваршутги) (7.13) тенгсизлик билан >̂ амда ботшугаги (цатъий бо- 
ти^лиги) эса (7.14) тенгсизлик билан таърифланиши мумкин.

7 .5 -  э с л а т м а .  Функциянинг цаваршушги ва боти^лиги купин- 
ча мос равишда ка в ар ш у ш ги  билан пастга йуналган ва цаваршушги 
билан ю^орига йуналган деб х,ам юритилади.

Функциянинг хрсиласи ёрдамида унинг ^аварицлиги )\амда боти^-
лигини текшириш мумкин.

f (x) функция (а, Ь) интервалда эни^ланган булиб, бу интервалда
чекли f ' (x)  ^осилага эга булсин.

7. 4- т е о р е м а .  f(x) ф ункция (а ,  Ь) интервалда щ в а р и к  (к;атъ- 
ий цавариц) булиши учун  у н и н г  f  (х )  \осиласининг (а ,  Ь) да  у с у в -  
чи ( катъий у сувчи ) булиши з а р у р  ва етарли.

Ис б о т .  З а р у р л и г и .  f(x) функция (а, Ь) да ^аварии булсин. 
Демак, V * i b), V  * 2€ (а , Ь), хх< * 2 булганда V x ^ ( x l t x%) 
дар учун

■

булади. Бундан
(х2 -  x)f(x1) +  (xt -  x2)f(x) +  ( х -  xL)f(x2) >  О

булиши келиб чи^ади. Кейинги тенгснзликда х2 хх =  (х2 х) +  
+  (х — хх) деб, цуйидагини топамиз:

f ( x ) — f ( x l)  f ( x 2) Д*) • Jg v
X  —  JCj %2 ~~~ ^

Шу (7.15) тенгсизликда аввал x - > хг да, сунг x- + x2 да лимитга 
J/тсак, у ^олда

r ,Xi) _ , ¡m М - Н г й  < lim « s i n »  „
X->Xt X  —  X l  х - э -Xi X % —  X X 2 X 1

x -^ x 2 X  —  X2 X-&X2 x  —  x i  x 2 x i

б^либ, натижада ^уйидаги

л 2 Л1

тенгсизликлар келиб чицади. Демак, f ' (xx) <  f ( x 2). Шундай цилкб, 
л <  х2 булганда f ' (xx) <  f ' (x2) булади. Бу эса (а, Ь) интервалда 
f ' (x)  нинг уаувчи эканини билдиради. Энди f (x)  функция (а , Щ 
интервалда ^атъий цавари^ булсин. Бу ^олда (7.15) тенгсизлик ушбу

f ( x ) — f ( Xl) f ( Xz) /(*)
X  —  x !  X i  — X

куринишда булади.
Лагранж теоремасига (6.7- теоремага ^аранг) кура

/(*>-/(%) f 4 r -  -



булади. Сунгра

* i < £ i  булганда f ' (xi)
g2 <  хг булганда / '(У  <  f ' (x2)

тенгсизлик уринли булишини хамда (7.16) тенгсизликни эътиборга 
олиб, топамиз:

Д емак, f ' ( * j ) < /'(%)■ Шундай ^илиб, хг <  х2 булганда f ' ( х , ) < f ( x 2)  
булади. Бу f(x) функциянинг ^атъий усувчилигини англатади.

Е т а р л  и л и г и .  f (x) функция (а, Ь) интервалда чекли /'(*) 30- 
силага эга булиб, у усувчи (т^атъий усувчи) булсин. Демак, v  х1 £ 
€  ^  А \  V  *2 € (а ’ ЬК  Уч>’н * i <  л'а булганда f ' (Xl) <  f ' (x2) ( f ' (xj  <  
<~' / (х2)) тенгсизлик уринли. Яна Лагранж теоремасидан фойдаланиб 
топамиз:

булиши келиб чи^ади. Шундай ^илиб, \/xi £ (a, b), Vx2£ (а, Ь) ва 
* i < x 2 булганда (бу холда (7.19) га кура 11 < 1 г булади)

/ (*) -  f  (* i) f  (х2) -  f  (X)
Х —  Х1 ^  Х » ~ х  ( Х 1 < Х < С Х 2) ,

тенгсизликлар уринли булади. Натижада (7.10), (7.11) ва (7.15) mv- 
носабатларни эътиборга олиб, / (х) функциянинг (а, Ь) интервалда 
цавари^ (^атъии ^авари^) эканига ишонч ^осил ^иламиз.

Теорема исбот булди.
Худди шунга ухшаш ^уйидаги теорема хам исботланади.
7 . 5 - т е о р е м а .  / (х) ф ункци я  (а, Ь) интервалда ботик (катъий 

бо гт щ ) булиши учун  у н ин г  f  (х) ^осиласининг (а, Ь) да  камаювчи 
(ц а т ъ и и  камаювчи) булиш и з а р у р  ва етарли.

Функциянинг ^аваршутоги хамда боти^лигини унинг иккинчи тар- 
мумкин^°СИЛаСИАаН а̂ГЗР У ШВЖУД бУлса) фойдаланиб текшириш

Г ( * 2) > Г ( Ь ) > т 1) > Г ( х 1).

(7.17)

(7.18)
б ун да

Xl i l  X <  2̂ %2‘ (7.19)

L (*> -  f  W  / (*») -  f  (X) l f ( X) ~ f ( Xl ) f ( x , ) - f  (X) 
Х ~ Х1 ^  х 2 ~  X \ X — Xl  < '  х2 — X



f{x) функция (a, b) интервалда анщланган булиб, шу интер- 
валда у иккинчи тартибли f"(x) хосилага эга булсин. Бундан таш- 
цари, (а, Ь) интервалнинг хар цандай {а, Р) ((а, р) с : (а, Ь), а. ф  р)) 
цисмида f'(x) айнэн нолга тенг булмасин.

7.6-теорема.  f(x) функция (а, Ь) интервалда ь̂ авари̂  {ботик) 
б {¡лиши учун ил у интервалда

f"(x) > 0 (}"(х) <  0)
тенгсизлик уринли булиши зарур ва етарли.

И с б о т .  З а р ур л и ги .  f(x) функция {а, Ь) интервалда цава- 
рик; (ботиц) булсин. У  хрлда юцорида келтирилган т.оремаларга ку
ра, функциянинг f'{x) з̂ осиласи (а, Ь) интервалда усувчи (камаюв- 
чи) булади. Функциянинг монотон булиши зуцидаги 7.2- теоремага 
кура f"(x) > 0 (f"(x) ^  0) булишини топамиз.

Е т а р л и л и г и .  Энди (а, Ь) интервалда функциянинг иккинчи 
тартибли з̂ осиласи учун ушбу f"{x) > 0 (f "(зс) < 0) тенгсизлик 
уринли булсин. У  х,олда яна функциянинг монотонлиги з̂ ацидаги
7.2-теоремага кура }'(х) з̂ осила (а, Ь) интервалда усувчи (камаюв- 
чи) булади. Бундан 7.4- теоремага (7.5- теоремага) асосан [(х) функ
циянинг (а, Ь) интервалда цавариц (ботиц) булиши келиб чицади. 
Теорема исбот булди.

Мисол . f(x) — lnx (х>0)  булсин. Бу функция учун f ix )  —
= — — булиб, f"(x) <  0 булади. Демак, f(x) — \пх функция (0, +  оо) 
интервалда цатъий ботицдир. Шунга ухшаш, f(x) =  — \пх, х >  0 
функция (0, +  оо) интервачда кавариц булади. Ушбу f (х) ■— In х 
функциянинг ботицлигидан битта тенгсизликни келтириб чикарамиз. 
Функциянинг ботшушги таърифларидан хг£(0, +оо), х2£{0, -г 00) 
лар учун хг <  хг ва a t > 0, a2 > 0 , +  a2 — 1 булганда цуйи- 
даги

\ихх -f a2 \nx2 <  In (<хх xx +  a2 x2) 
тенгсизлик уринли булади. Кейинги тенгсизликни цуйидаги 

хх 1 • х2 г <  a j i j  +  а  2 х2
1

куринишда ёзиш мумкин. Хусусий з̂ олда, ах = аа =  “  булса, бун
дан бизга маълум булган

1 г--- Xl +У  Х х -Х2 <  g

тенгсизлик келиб чицади.
2. Ф у н к ц и я н и н г  э г и л и ш  н у ц т а л а р и .  Функция хосила- 

си ёрдамида унинг эгилиш нуцталарини топиш мумкин. f{x) функ
ция х0 нуцтанинг U6 (х0) атрофида аницланган булсин.

7.4-таъриф. Агар /(я) функция U6~ (х0) оралицда цавариц (бо
тик) булиб, U f  (х0) оралицда эса ботиц (цавариц) булса, у з̂ олда х0 нуц- 
та функциянинг (функция графигининг) эгилиш нуцтаси деб аталади.



f (x) функция U6 (x0) да иккин-чи тартибли f "  (х) ^осилага эга 
булсин. Агар

V *  £ иё ~(х0) учун f" (х) > 0 (f"(x) <  0),
V x £ U 6+(x0) учун f" (х) < 0 (f"(x) >  0),

тенгсизлик уринли булеа, у ^олда U ~  (х0) да f'(x) усувчи (кама- 
ювчи), Uf(x0) да fix )  камаювчи (усувчи) булиб, /' (х) функция х0 Hyî - 
тада экстремумга эришади. У  ^олда х0 ну^тада f" (х0) = 0 булади.

Демак, f (л:) функциянинг эгилиш ну^тасида иккинчи тартибли 
^осила ¡" (х) нолга тенг булади.

М и с о л .  f(x) = е~х булсин. Бу функциянинг иккинчи тартиб
ли ^осиласи

f ix )  =  2е~х! (2х2 + 1)
~[/~2булиб, у фа^ат х~  ±  -Чг- ну̂ тадарда нолга айланади:

К — -Ц г) “  ° К т ) ^ 0-
Раэшанки, бу функциянинг иккинчи тартибли ^осиласи f"{x)

( — — ва +  ° ° )  интервалларда /"(*) >  0;

У 2 К  2 ] сегментда эса f"(Xj о.
2 ’  2

Демак, /(л:) функция/— со, — ^  j интервалда цавари^
2

1/2, У  2] ,  /"1/2 , \---2~ - у— сегментда боти^ ва I -!у - , +  00 I интервалда яна

цавариц булади. Функция графигининг ^ -> е 2 j, В

е 2 J  ну ̂ талари унинг эгилиш ну̂ таларидир.
3. Ф у н к ц и я  г р а ф и г и н и н г  а с им п то та ла р и .  f{x) функ

ция a £ R  нуцтанинг бирор атрофида аницланган булсин.
7.5-таъриф. Агар ушбу

lim f (х), lim f ix)
jc-e-a+0 x**a— 0

лимитлардан бири ёки иккаласи чексиз булса, у щпда х — п турри 
чизми; fix) функция графигининг вертикал асимптотаси деб аталади.

Масалан, — функция графиги учун х — 0 тугри чизик, вертикал
асимптота булади.

Энди y = f ix) функция (а, оо) ((-—оо, а)) ораливда ани^ланган 
булсин.



7.6- т а ъ р и ф . Агар шундай узгармас k ва Ь сонлар мавжуд булса- 
ки> х -у + оо (*_►.— оо) да fix) функция ушбу

f(x) — kx + b +  a (х)
куринишда ифодаланса (бунда lim сс(х) — 0), у ^олда у = kx +  Ь

о* + оо
тукри чизик, fix) функция графигининг of мч асимптотаси део 
аталади.

Масалан,
X3 — Зх — 2

fix) = х + 1 -
булсин. Бу функцияни

К х )*= х - *  + ^ г х
2

куринишда ёзиш мумкин. Демак, х —*■ ±  00 Да а (х) —■ х _|_ [ ~*"0 бу-
либ, берилган функция f(x) — х — 4 +  а (х) куринишда ифодаланади. 
Бундан эса у =  х — 4 турри чизи^ функция графигининг орма асимп
тотаси экани келиб чик;ади.

7.7-теорема. f(x) функция графиги у = kx -{- b ofmcl асимп- 
тотага эга булиши учун

lim == /г, lim [f(x) — kx] = b
X >-|-oo X

лимитларнинг уринли булиши зарур ва етарли.
И с б о т .  З а р у р л и г и .  f(x) функция графиги у ~  kx +  b of- 

ма асимптотага эга булсин. Огма асимптота таърифига кура
f(x) - ■ kx + b +  а(х) 

булиб, бунда х-> +  оо да а (*)->- 0 булади. У  х;олда ^уйидагилар- 
га эгамиз:

]im J f L  = mn f + »  + °W - = Hm \ k +  i-  +  a- f
X -+-\-oo X  Х-+-Н-00 x я-*- }“ 00 L x

lim [f(x) — kx] — lim [b +  a(x)] -  b.

Е т а р л и  лиги .  Ушбу

lim -L^L — k, lim, [f (x) — kx] — b
x  > }-oo X  Jf— oo

лимитлар уринли булсин. У  хрлда.
lim [/(л:) — kx]— b дан f(x) —  kx — b = a(x) ->■ 0

oo

келиб чи^ади. Демак, x -*■ + 00 Да

f(x) — kx + b + a(x) 
булиб, lim a(x) — 0 булади. Бу эса y = kx + b турри чизик; fi'X)

функция графигининг асимптотаси эканини билдиради. Теорема исбот 
булди.

= k,



Мисол . Ушбу/ (х) функция берилган булсин. Бу функ-

Шундай цилиб, берилган функция графигининг асимптотаси и — х+2 
тугри чизицдан иборат.

Фараз цилайлик, f(x) функция графиги 49-чизмада тасвирланган 
егри чизиц булиб, М  (х, f(x)) эгри чизицдаги бирор нуцта бул-

'lum.n шьрифи сифатида ^ам олиш мумкин.)

4-§. Функцияларни текшириш. Графикларни ясаш

Биз ушбу бобнинг утган параграфларида функцияларнинг узга- 
риш характерини ^осилалар ёрдамида ургандик. Бу ^ол функциятар- 
йи яццол тасаввур этишда, шунингдек функция графигини аникрок 
ясашда цул келади. '* '

Функцияларни текшириш Еа уларнинг графикларини ясашни ку- 
йидаги схема буйича олиб бориш мацсадга мувофицдир:

Г . Функциянинг аницланиш тупламини топиш;

ция учун

b — lim [/ (х)— kx\ — lim ■ — х — 2, демак, 6 = 2.
х-*—оо [(*— IУ J

син.
Бу нуцтанинг Ох уцига проек- 

циясини М 0 билан белгилайлик. 
у -- kx +  b эса / (х) функция 
графигининг асимптотаги булиб, 
бу асимптота Ох уки билан

булсин. М Р  —М  нуцтадан асимп- 
тогага туширилган перпендику
ляр кесмаси, Q— М М 0 тутри чи- 
зиц кесмасини асимптота билан 
кесишган нукта.и. Равшанки,

ташкил этган бурчэк 0 (0 ф  у )

О

49- чизма

M M Q = f(x),
q m 0 ~  kx 4- ь,
MQ = f{x) — {kx +  b), 
М Р  =- MQ - cos 0.

fix),



2°. Функцияни узлуксизликка текшириш ва узилиш ну^таларини 
топиш;

3°. Функциянинг жуфт, то!̂  х,амда даврийлигини ани^лаш;
4°. Функцияни монотонликка текшириш;
5°. Функцияни экстремумга текшириш;
6°. Функция графигининг кавари^ хамда ботшушгини ани^лаш, 

эгилиш ну^таларини топиш;
7°. Функция графигининг асимптоталарини топиш;
8°. Функциянинг з^щ ий илдизларини (агар улар мавжуд булса, 

шунингдек аргумент х нинг бир нечта характерли ^ийматларйда 
функциянинг цийматларини ясаш.

Мисол .  Ушбу
V-2 _ 1

функцияни текширинг ва графигини ясанг.
Берилган функция R = ( — оо, +  оо) интервалда ани^ланган ва 

узлуксиз. Бу функция учуй f(— х) = f(x) тенглик уринли. Демак, 
f(x) жуфт функция (унинг графиги О у у^ига нисбатан симметрик 
булади), уни [0, +  оо) оралиада текшириш етарли.

Функциянинг биринчи ва иккинчи тартибли ^осилаларини топа- 
миз:

v  / ч 4х рч 4 (1~ 3̂ ) 
f (Х  ̂ (х2+1)2’ f (х) — (л:2 + 1 )3"

Функциянинг биринчи тартибли ^осиласи [0, +  оо) оралиеда мавжуд 
ва х — 0 ну^тада нолга айланади. Шу х --- 0 ну^тада иккинчи тартибли 
^осилани хисоблаймиз. f'(0 ) = 4 > 0 .  Бундан берилган f(x) функция 
х = 0 да минимумга эга ва [0, +оо] да min f(x) =  — 1 булади. Энди 
л:> 0 да f'(x) >  0 булганидан берилган функциянинг [0, +  оо) 
оралиада усувчилигини топамиз. Сунгра ушбу

и Г /М  1 • *2 — 1 1 лk = lim -L-5-i -= lim  ---- = 0 ,*->+00 X *.->+оо X2 +- 1 X
b = lim [f (x) — kx] — lim = 1

X —>-{-оо д ;-^-{-оо X ^  - {-  1

лимитларга кура у = 1 горизонтал тугри чизиц f(x) функция гра
фигининг асимптотаси эканига ва

тенгсизликка кура функция графиги асимптотадан пастда жойлаш- 
ган булиши'а ишонч ^осил циламиз.

Функциянинг иккинчи тартибли ^осиласи [0, +  оо) орали^нинг
х — ну^тасида нолга айланади. Равшанки, 0 <  х <  да



У
/

\  t
в  /

А  о / }

t

X

f"(x) >  0, -у= С  x <  +  oo да 
f"(x) <  0. Демак, /(я) функция

(°> y f интервалда цавариц,

+  oo j  интервалда ботиц бу- 
1

лади. х =  +  -у=  нуцта функция
графигининг эгилиш нуцтасидан 
иборат. Берилган функциянинг гра- 

50- чизма фиги 50- чизмада тасвирланган,

5-§. Аницмасликларни очиш. Лопиталь цоидалари

Биз функцияларнинг лимитини урганиш жараёнида 0 • оо,
оо — оо, 0°, оо°, 1® куринишдаги аницмасликларни очишбилан шу- 
гулланган эдик. Тегишли функцияларнинг хосилалари мавжуд бул- 
ганда, берилган аницмасликларни очиш масаласи енгиллашади. Одат- 
да хосилалпрдан фойдаланиб аницмасликларни очиш Лопиталь цо- 
далари деб аталади. Биз куйида Лопиталь цоидаларининг муфасеал 
баёни билан шугулланамиз.

01°. к у р и н и ш д а г и  аницм аслин .  Маълумки, х->а да

I

f(x)-+ 0, g(.x:)->-0 булса, /М нисбаг — куринишдаги аницма;g(x) о
/(*)
g(x) нисбатнннг лимитини то-ликни ифодалзйди. Купинча х->а да 

f'(x)пишга цараганда — — нисбатнинг лимитини топнш о?он булади. Бу
нисбатлар лимитларининг тенглигини цуйидаги теорема кур:атади.

7.8-теорема,  (а, Ь) интервалда аницланган, узлуксиз f(x) ва 
g(x) функциялар учун уигбу шартлар бажарилган булсин:

1) lirn f(x) =  0, lim g(x) = 0;
х—ю. х~*а

2) (а, Ь) да чекли f’(x)ea g'(x) хрсилалар мавжуд ва g '(x )^ 0\ 
/'(*) k (k — чекли ёки чексиз).3) lim

У ,\олда
8' М

№lim
д:->а g(x)

■ П т Ш
х-ьа g'(x)

тенглик уринли булади.
И с б о т .  f(x) ^амда g(x) функцияларнинг х — а нуцтада циймат- 

лари нолга тенг, яъни



lim f{x) =  0 — fiä), lim g(x) — 0 =  g(a)
x-+a x~+a

тенгликлар уринли булиб, fix) ва g(x) функциялар [а, b) оралшущ 
узлуксиз булади. \/x£ia, b) нуцта олиб, [а, х] сегментда fix) ва 
giх) функцияларни цараймиз. Бу сегментда f(x) ва g(x) функ
циялар Коши теоремасипинг (6.8-теоремага ^аранг) шартларини î a- 
ноатлантиради. У  ^олда Коши теоремасига кура а билан х орасида 
шундай с {а <  с <  х) ну^та топиладики, ушбу

/ (* )+ / (и) ^  Г  (с) 
g(x) — g (а) ~  g'(c) 

тенглик уринли булади. Бу тенгликдан эса (7.20) га кура
/(*) = Г(с)
g(x) ~  g'(c)

булиши келиб чи^ади. Равшанки, х—>а да с-у а. Демак,

lim - M .«  H m Ä  = k.
XrM g{x) c^a g'(c)

Ми со л . Ушбу
lim g2* — ln (x + e) 
x->o are sinji

лимитни ^исобланг.
Бу ^олда

. f(x) =  e2x — ln (x +  e), gix) =  are sin x
■ булиб, улар учун 7.8- теореманинр барча шартлари бажарилади. 
Х,а^ик,атаи ^ам,

1) lim Hx) =  lim ie2x — ln (x +  e)) 0, lim g(x) =  lim arcsin x —

2) m  ~  «“ -2 - r b '  s ' w ”  v f e ?  w < '•
__l_

3) lim Щ-L = lim ----= ~
*=►0 g ix) x̂ O 1 * .

"|/1 — X2

булади. У  х;олда 7.8- теоремага кура
Hm Ш . =  Hm е2х-1п  (х + е) = 2 — -  
*«.0 g'(x) *-*о arc sin л: е *

Шу 7.8-теоремадан, яъни Лопиталь ^оидасидан фойдаланиб, 125- 
бетдаги му^им (4.1) лимитни осонлик билан исботлаш мумкин. Да^и- 
цатан,

sin JC COS Xhm --- = hm —-— i.X X'*±Q 1



7.6-эслатма.  Юцорида келтирилган 7.8-теореманинг 3-шарти 
бажарилмаганда, яъни х-+а да fix) ва g(x) функцияларнинг о̂-
силалари мавжуд булиб, х -> а да нисбатнинг лимити мавжуд
булмаганда ^ам

lim -М.- 
x^t—a g(x)

мавжуд булишн мумкин. Масалан, f(x) — x2 cos у ,  g(x) — ln (1 +  
+ х) булсин. Бу функциялар учун

1 1 1 f'(x)f\x) = 2х cos — +  sin — g (х) = j- yy  булиб, 0 да =>
1 1

2х cos — -f- sin —

1 + *
нисбат лимитга эга эмас. Биро^

1 1
f(r) х cos —  Я-COS —

lim = lim ______ i_ =  lim ________ i _  = 0
g(x) Jfc>0 ln (1 -f- ЛГ) X̂ .0 ln (1 -f- x)l/x

булади.
7.9-т е о р е м а  (с, +  oo) интервалда аницланган f(x) ва g(x) 

функциялар учун ушбу шартлар бажарилган булсин:
1) lim f(x) =  0, lim g(x) — О,

х—>-j—oo
2) (с, -f- oo) да чекли f'(x) ва g'(x) хрсчлалар мавжуд ва 

ё’{х )Ф  0:
3) lim -!—!-} — k (k — чекли ёки чексиз). У  %олда

g' (X)
,• f(x) V f'(x) lim -L̂ -L  =  lim

Л-Л-+ 0 0  g(x) x-̂ -j-ao g'(x)

тенглик уринли булади.
И с б о т .  Умумийликни са^лаган ^олда, теоремадаги с сонни мус-

бат деб олиш мумкин. х узгарувчини ушбу х = у  формула ёрдами-
да t узгарувчига алмашгирамиз. У  ^олда х +  оо да t ->■ +  0. На-
тижада f(x) ва g(x) функциялар I узгарувчининг ва g ( y j

функциялари булиб, улар 0̂, y j  интервалда ани^ланган. 
Теореманинг 1) шарти цуйидаги

lim  fix) =  lim f /—] = 0, lim gix) = Hm g i—| =-0
Xr=*-|-oo ^ 4 " ° °  \  ^ 1  x-r^-j-сзо \ t  }

куринишни олади.



0̂ — j  интервалда S  ^y"j функциялар ^осилаларга эга. Ĵ a-
цш^атан ^ам, мураккаб функция лрсиласи з̂ п̂ идаги 6.3* теорсмага 
кура ((6.5) формулага к>аранг) топамиз:

И т ) 1 - К т ) 1 -*!— с (тИ -  
И т ) 1 - [ « ( т ) Й - й ( т И -

Бу муносабатлардан f' ^ yj, g't (у -j ^осилаларнинг мавжудлиги ке-

либ чицади. 
Сунгра

//' (т) - ^ ( т Н  г /iW ,lim W / — m w  > 1 — lim --- ;---- =  я
“ T 7 T \ ,¿+0 , / M i  ,-+» e,w
e‘ ( t j  g4 i J i a

,;(t ) - f f )  tбулишидан эса lim — r-рг нинг мавжудлиги ва hm тут — к
«; (f ) —  «, (j )

эканини топамиз.
Шундай цилиб, (о, y j  интервалда аницланган /("/")> £ ( т /  

функциялар учун цуйидагига эгамиз:
1) lim / (—) = 0, lim g [ у ]  = 0;

W  / ¿̂ >+о \ t }
2) 0̂> i j  интервалда f’t ^ y j, g't ^ y j ^осилалар мавжуд ва, 

* ; ( т ) ^ 0 ;

3) Ilm A L J  =  k.
«.+. s . ^

У  >̂ олда юцорида исбот этилган 7.8-теорешга кура

lim
i-»+0 g (т)

булади. Кейинги тенгликдан эса

lim = lim = k х-»+оо я(х) х-»+оэ в'(х)
булиши келиб чицади. Теорема исбот булди,



Xr++00 2 arctg х* — л

лимитни ^исобланг.
г

Бу  ^олда f(x) — е*1 — 1, g(x) ---- 2 arctg хг — л булиб, улар учун
7.9- теореманинг барча шарглари бажарилади, жумладан

1  S ’ 4*/ '(* )  =  -  -  е , g ' ( x ) =
•К ь w  1 л:4

бÿлиб,

1¡+ = И + (*"4) eF --L7 ^  = - lim =^ Э + œ  g  W  * ^ + 0 0  \  Jfä j  4x ^ +оо 2xt 2

^лади. 7.9-теоремага Kÿpa r 

lim — Hm — iÉ îz J—  ____ L,
*•=»+«> g(x) x̂ *+oo 2 arctgx2 — я  2

о©
25. oo к У Р инишдаги ани^маслик.  Маълумки, x->-a да

f(x)-+oo, g(x)-+ OO булса, нисбат — куринишдаги аницмас-
ликни ифодалайди. Бундай ани^масликни очишда хам f(x) ва д(х) 
функцияларнинг о̂силаларидан фойдаланищ мумкин.

7.10- т е о р е м а. {а, Ь) интервалда f (х)ва g (х) фунщиялар ичип 
ушбу шартлар бажарилган бдлсин:

1) lim f (х) = oo, lim g (х) = оо ;х^а х-г*а
Я ^ Ь )  интервалда чекли f'(x), g'(x) урсилалар мавжуд ва 

. 8 \х) ф  0;
V  (х)3) lini — = k (k — чекли ски чексиз). У  цолда 

lim Ä  = lim Ж
x&a g(x) g 'W

тенглик уринли булади.
И с б о т . k нинг чекли ^амда чексиз булган холларини алохида-

- ало^ида rçapa6 утамиз.

lim т  = k 
а) x&a g'(x)

бÿлиб, k — чекли б}ллсин. Лимит таърифига кура, V  е >  0 олинган- 
8

да а̂м — га Kÿpa шундай Ô >■ О сон топиладики, а < .х <  а + à 
тенгсизликлар бажарилганда



m
g'W

тенгсизлик ^ам бажарилади. Ушбу a < * < x 0< a  +  ö тенгсизлик- 
ларни ^аноатлантирувчи ихтиёрий х ва тайинланган х0 ну^таларни 
олиб, [х, х0] сегмеитда f (х) ва g (х) функцияларга Коши теорема- 
сини (6.8- теоремага ^аранг) ^улланамиз. У  ^олда

пх)-пхо) _  т  (7 99V
g « - g ( * o )  ~  g '(c )  '

тенглик уринли булиб, бунда х < с < х 0 булади. Равшанки, бу а
нукта х га богли^дир.

Теореманинг lim f(x) «  ° ° ,  lim g(x) = ° °  булиши шартига
х-*а х**а

f(x0)
асосланиб f(x)^=0, g (x )^ 0, у(~ j= 1 деб олсак булади.

Энди (7.22) тенгликнинг чап томонида турган
f(x) — fix о) 
g(X) — g(*,) 

нисбатни цуйидагича ёзиб оламиз.

fix) — f(x о) f(x) 1 -
fix 0) 1 

'  fix) j
1 -

fix)
fix o) 
fix)

g(x) —g(x0) g(x) 1 -
g (*o ) '
g(x)

g{x) ! « w
g(*)

У  ^олда (7.22) муносабат ушбу 

1 _  fix о)
fix)
gM 1

/(*) Г  (с) /(-с) Г  (с)
g(*o) g' (С) ’ ЯЪНИ gW g'W

g(*o)
g(*)
/(*o) (7.23):

gW
( * < c < * 0) куринишга келади.

(7.23) тенгликнинг унг томонидэги нисбат х0-+а (а <  х <С 
< с < * 0< а  + 6) да /г га интилади:

Энди lim

а  —

Г (с) 
g '1.«) 
/'(С)
g'(c)

- =  Й. 

— k

(7.24)

(7.25)-

деб белгилайлик. Равшанки, а  мшуюр с га ва у ор^али \ на х0 ну^- 
таларга боглиц булиб, а < х < . х 0< .с < .а  + ö буш ач да (7.21) му- 
носабатга кура

тенгсизликни каноатлантиради.



[ i _ i W \  /. f(x0) \
V  f{x) ) 

нисбат, л:0 нуцта тайинланган ^олда, да 1 га интилади, яъни

Энди

! _  ВЫ  
ё(х)lim --- 7I7T = 1.*=*а
/М

g(*o)

деб белгиласак, у ^олда

<7.27)
/(X)

lim р = О -

булади. Демак, уша V  £ >  0 олинганда хам  ̂ ^  га кура шун- 
дай бх >  О сон топиладики, а <  х <  а +  6Х булганда

1р1<Г0АГ+7) (7.28)
тенгсизлик уринли булади. Энди (7.23), (7.25), (7.27) муносабатлар- 
дан топамиз: 1

fix)
g(x) t=(^ +  a ) О  +  Р) =  k +  [а +  (k +  а)-р].

Агар б >  0 ва 5Х> 0  сонларнинг кичигини б* деб олсак, унда а <  
< * < «  +  учуй (7.26) ва (7.28) тенгсизликлар бир вацтда урин-

|а +  (Л +  о ) р | <  |а| +  ( |А| +  | о  |) .| р | < у  +  ( \k\ +  j j
2 (|/г| ~1~ е)

8 8

2 +  2 =  е
тенгсизлик бажарилади.

Демак, у  е > 0  олинганда хам шундай 6*>0  сон топиладики, 
а < х С а  +  8* булганда

булади. Б у  эса

булишини билдиради. 
244

f(x)
Six) ~ к <



б) lim
Xrr+a

m
g'{x)

булсин. Функция лимита таърифига кура \fM  > 0  олинганда з̂ ам? 
шундай 6 >  0 сон топиладики, а <  х ■< а -f S булганда

/'(*)
ё'(х) ■ М (7.29)

булади.
Юцоридаги а) >;олидагидек : х <  х0 <  а +  б теигсизликларнв

^аноатлантирувчи ихтиерий х ва тайин х0 ну^таларни олиб, [х, х0] 
сегм:нтда (7.22) тенгликка эга буламиз. Бунда а < х < .с < х 0< .а +  
-f 6 ва демак, а <  с <  а+б тенгсизликларга кура (7.22) тенгсизликдав

f ’(c)

тевгсизлик келиб чи^ади.

Иккинчи томондан, lim
х—>а

Г(с)

В(х о)

е(х)

М (7.30>

/С*о) 
/ (х)

е =булганидан V  е >  0, жумладан 
пиладики, а <  х <  а + бх булганда

g(x0)

учун шундай >  0 сон то-

g(x)
1

булади. Кейинги тенгсизликдан

_ üfo)
f(x)

9са
g (X0)

<  2

?(*)

/М
>  2 (7 .31>

булиши келиб чицади.
(7.22) тенгликдан топамиз:

т  
g(x)

1 g(*o)
g(x) f'ic)

1 — fix  о) g 'W
f(x)

Энди 6* =  min {б, б,} деб олсак, у холда а< х< а-\-Ь*  бул
ганда (7.30) ва (7.31) тенгсизликлар бараварига уринли булади. На- 
тижада а <  х <  а + б* булганда

, g(x0)
№ g(x) I /'(с)
g{x) , fix о) 

fix)
1 g'(c) > \ м



х-*а g(x)
булишини билдиради. Теорема исбот булди.

7.11-теорема, (с, + оо) интервалда [(х) ва g(x) функциялар 
т и н  ишбц шартлар бажарилган бйлсин:

1) lim f(x) = oо, Hm g(x) =  оо;
X-++o° дг̂ -j-oo

2) (с, + оо) интервалда чекли f'(x), g'(x) урсилалар мавШуд 
>ва g’ (х) ф  0;

3) lim ¿Ю- =  k (k — чекли ёки чексиз).W « .  g'(x)
У  хрлда

lim Ш  = Hm Ä e ü
*̂ >+co g W  *-»+» g'(X)

булади.
Бу теорема юцорида келтирилган теоремага ухшаш исботланади. 
3°. Бошца к ур и н и ш д аги  аницмасликлар.  Маълумки, 

lim f(x) = 0, lim g(x) — оо булганда f(x)• g(x) ифода 0-оо кури-
-Х-+С1 Х-&Н1

нишдаги аницмаслик булиб, уни цуйидагича

g(x) f(x)
0 оо

■ёзиш орцали ~  ёки ~  куринишдаги аницмасликка келтириш мум- 
кин.

Шунингдек, lim f(x) = +  оо, lim g(x) = + ° °  булганда f(x) —
х - ^ о  х~*а

—  g(x) ифода оо— оо куринишдаги аницмаслик булиб, уни а̂м цу- 
йидагича

1 1
г/ \ i \ g(x) ~  f(x) f(x) — g(x) = — ¡----—

Tw “ iw
0

узгартириш натижасида у  куринишдаги аникмасликка келтириш 
мумкин.

Шундай цилиб, функция ^осилалари ёрдамида 0 • оо а̂мда оо —оо
О . 00 -куринишдаги аницмасликларни очишда, уларни еки ~  куриниш

даги аницмасликка келтирилиб, сунг юцоридаги теоремалгр цуллани- 
лади.

Маълумки, x~*~aga f(x) функция 1,0 ва оо га, g(x) функция 
аса мос равишда оо, 0 ва 0 га интилганда

lf(*)]s(Jt)



даражали-курсаткичли ифода I00, 0°, °о ° куринишдаги аницмаслик- 
лар эди. Бу куринишдаги аницмасликларни очиш учун аввал 
у  =  [ f  (x)]s0í) ни логарифмланади: 1т/ =  g (x )’ lnf(x). х -*■ а да g (х)X  
X Inf Ос) ифода 0 • оо куринишдаги ани^масликни и [юдалайди.

Фараз ^илайлик, х ^ а  да g(x) In f(х) ани^мас ифодани узгарти- 
риб, ю^оридаги теоремалардан бирини (Лопиталь ^оидасини) кулла- 
ниб

lim [g (x)-lnf(x)] =  b
x-+a

ф __чекли ёки чексиз) булишини топдик, дейлик. Унда
lim у = lim [f(x)\
x->:i х^*а

i g (je) lim e
x-->a

g  (x).lnl <X) = e

булади.
7.7-эслатма. Arap/(x) ва g (x) функцияларнинг /' (x) ва g' (x) 

^осилзлари ^ам f (x) ва g (x) лар сингари ю^орида келтирилган тео- 
ремаларнинг барча шартларини ^аноатлантнрса, у ^олда

. .  /М hm —  = hm
g  to

rjx) 
g 'to =  lim /" to 

g“ (x)

тенгликлар уринли булади, яъни бу долда Лопиталь о̂и да сини так- 
рор цулланиш мумкин булади.

Ми сол. Ушбу

lim

1
sin X

ифода 1“  ку-лимитни ^исобланг. Разшаики, х->-0 да , у
ринишдаги аницмаслик. Содда хисо'лашлар ёрдамида топамиз:

sin x / sin х\' x x cos x— sin л:
In ---  I In ---  ---------- ;-----

— £-=rlim  ̂ x / =  l i r  sln*lim lnw lim 
#—>o x->Q (* y

lim
*--*0 2x

1 xcosx— sinx
=  — lim --------------------2 x-*o x

(x-cos*— sinx)' I ,. xsinx lim ---- - hm
2 л-»0 (хГ +o Зх2

6 *
Демак,

lim
L

= e



АНИЦМАС ИНТЕГРАЛ

Маълумки, ^аракатдаги ну^танинг тезлигини топиш, шунингдек эгри 
чизивда уринма утказиш каби масалалар (6-бобнинг 1-§ига рранг) 
функцияларни дифференциаллаш тушунчасига олиб келган эди.

Ну^танинг ^ар бир вацт моментидаги тезлиги маълум булганда 
унинг ^аракат ^онунини топиш, эгри чизи^ни унинг ^ар бир нуцта- 
ларидаги уринмаларига кура аницлаш каби масалалар куп учрайди. 
Бундай масалалар ю^орида эслатиб утилган масалаларга тескари 
булиб, улар функцияларни интеграллаш тушунчасига олиб келади.

1-§. Аникмас интеграл тушунчаси

1.Аницмас и н т е г р а л  таърифи. f(x) функция бирор (а, Ь) 
.(чекли ёки чексиз) интервалда аншутнган булсин.

8.1-таъриф. Агар (а, Ь) интервалда f(x) функция шу интервал
да дифференциалланувчи F(x) функциянинг ^осиласига тенг булса, 
яъни ушбу

F'(x )= f(x) (x£{a,b)) 
тенглнк уринли булса, у ^олда F(x) функция (а Ь) интервалда 
f(x) функциянинг бошлантч функцияси дейнлади.

Бу таърифни функция дч^ергнциади ор^али ^ам айтиш мумкин.
8.2-таъриф. Агар (а,Ь) интервалда f(x)dx ифода шу интерзалда 

дифференциалланувчи F(x) функциянинг дифференциал ига тенг 
булса, яъни ушбу

aF (х) — f{x) dx
тенглик уринли булса, у >̂ олда F(x) функция (а,Ь) интервалда f(x) 
функциянинг бошланрич функцияси деб аталади.

Энди f(x) функция [а,Ь] сегментда берилган булсин.
8.3-та ъриф. Агар (а,Ь) интервалда f(x) функция шу оралиада 

дифференциалланувчи F(x) функциянинг ^осиласига тенг, яъни
F'(x) = f(x) (х £ (a,b))

булиб, а ва Ь ну^таларда эса
F 'ia  +  0) =f(a) , F ’(b-0 )= f(b )

тенгликлар уринли булса, у ^олда F (х) функция [а, Ь\ сегментда 
f(x) функциянинг бошлантч функцияси деб аталади.



Мисоллар

1. f(x) = — у  * j. булсин. Бу функциянинг (— 1, 1) интер

валда бошланрич функцияси F(x) — y r 1— х2 булади, чунки 
<— 1Д) да

F ' (х) = (/ 1  -  *а)' = -  у '— ^  =  /(х).

2 . f(x) =  x2 функциянинг (— оо, +  оо) интервалда бошланрич
*3

функцияси F(x) = — булиши равшан.
Шуни таъкидлаб утамизки, (а,6) интервалда узлуксиз булган з̂ ар 

цандай функция шу интервалда бошляшич функцияга эга булади. 
Бунинг исботи 9-бобда келтирилада.

F (х) ва Ф{х) функцияларнинг з̂ ар бири (а,Ь) интервалда битта f (х) 
функция учун бошланрич функция булса, бу F(x) ва Ф(х) функция- 
лар (а,Ь) интервалда бир-биридан узгармас сонга фа-рц цилади. 
Дацицатан з̂ ам, бошланрич функция таърифига кура (а,Ь) да

F '(x )= f(x ), Ф ' (*) =  /(*)
булади. Демак, Р '(х )= Ф '(х ) Бундан 7 .1-натижага кура

F(x) = Ф (х) +  С (С— const)
тенглик келиб чицади.

8.1-эслатма. Функциянинг аницланиш соз̂ аси оралиц булиши 
муз̂ им. Агар функциянинг аншуганиш соз̂ аси оралиц булмаса, унинг 
бошланрич функциялари фарци узгармас булмасдан цолиши мум- 
кин. Масалан, f(x) = x функцияни Е  =  (—  оо, —  1) (J (1,+ оо) 
тупламда царайлик. Бу функция учун

Ш F{x) = -j- (х£Е)

Ф(х) =
Y , агар х £ (1 +  оо) 

j  +  1, агар х £ ( — оо, —  1)

функцияларнинг хар бири бошланрич функция булиши равшан. 
Ушбу Ф(х) — F (х) айирма учун цуйидагига эгамиз:

(f, (v\ р(гЛ Г 0, агар *£(1, + ° ° ) ,Ф ( Х ) - Г ( Х ) = |  1( агар со,— 1).

Шундай цилиб, бу айирма Е  тупламда константа эмас.
Модомики, (а,Ь) интервалда берилган f(x) функциянинг барча 

бошланрич функциялари бир-биридан узгармас сонга фарц цилар 
экан, бу функциянинг шу интервалда бирор бошланрич функцияси 
F  [х) ёрдамида унинг исталган бошланрич функцияси ушбу



F  (х) + С  (С = const)
куринишда ифодалэнади.

8.4-таъриф. (а,Ь) интервалда берилган f(x) функция бошлангич 
функцияларининг ум-умий ифодаси F  (х) +  С, С — const шу f(x) функ- 
циянинг анщмас интеграла деб аталади ва

j  f{x)d х

каби белгиланади. Бунда J — интеграл белгиси, f (х)интеграл 
остидаги функция, f{x )dx  эса интеграл остидаги ифода дейилади. 
Демак,

§ f(x )dx  = F(x) + C (С =  const) (8.1)

М и сол. Ушбу
|2 Xdx

аницмас интеграл (^ис^ача, интеграл) ни топинг. Таърифга кура 
j 2xdx интеграл шундай функцияки, унинг зрсиласи 2х (дифференци- 
али 2х dx) га тенг. К,уйидаги

п  ч 2*F (х) = —
'  1п2

функция учун

б^лади. Демак,

¡ f d x - ^  + C.

8.2-эслатма. F  (х) функция f(x) нинг бошлангич функцияси 
буладиган оралиц курсатилмаган з̂ олда бундай ора л и ̂  сифатида 
f (x) функциянинг аницланиш оралиги тушунилади.

2. А н и ц м а с  и н т е г р а л н и н г  содда хоссалари.
Аницмас интегралнинг таърифидан бевосита унинг ^уйидаги содда 
хоссалари келиб чицади.

Г . f{x) функция аницмас интеграли §f(x)dx нинг дифференциала 
f (x)dx га тенг, яъни

d[^f(x)dx] =f {x )dx  (8.2)

^аци^атан з̂ ам, Fix ) функция fix) нинг бошлангич функцияси б£л» 
син: F'(x) = f(x). У  з̂ олда

J  fix) dx »  F  ix) +  С 
б^лади. Кейинги тенгликдан топамиз:



d [§ f(x )d x ]= *d [F ($  + C )**dF(x)= sF'(x )dx**fO c)dx.
Бу хосса аввал дифференциал белгиси d, сунгра интеграл белгиси 
j  келиб, улар ёнма-ён турганда узаро бир-бирини йуцотишини
курсатади.

2°. Функция дифференциалининг аницмас интеграли шу функция 
билан узгармас сон йигиндисига тенг, яъни

jd  F  (х) =  F (х) +  С (С — const). (8.3)

р(х) функция fix) нинг бирор бошлангич функцияси булсин:
F  {x) — Цх). У  хрлда

j f(x)dx — F(x) +  С 

тенглик уринли булади. Иккинчи томондан,
|/  (л:) d х = j  F'(x) dx — |  d F  Gc).

Охирги икки тенглик 2° хоссани исбот этади.
Шундай щпнб, (8.2) ва (8.3) формулалар, дифференциаллаш 

амали аницмас интегрални топиш амалига нисбатан узгармас цуши- 
лувчи аницлигида узаро тескари эканлигини курсатади.

3. И н т е г р а л л а ш н и н г  содда цоидалари .  1°. Агар f (х) 
ва g(x) функциялар бошланшч функцияларга эга булса, у ^олда 
f(x) + g (х) хам бошлангич функцияга эга ва

J l l ( x )  + g (x ) jd x ^ jf (x )d x +  j  g(x)dx (8.4)

формула уринли
Исбот. f(x) функциянинг бошлангич функцияси F(x), g(x) 

функциянинг бошлангич функцияси Ф(х) булсин. У  ^олда таърифга 
кура

F '(x )= f(x ), 0 ’(x)=g(x)
булиб,

j* f (х) dх =  F  (х) -f Ci (Сг =  const),

 ̂g {x) d x = Ф (x) + C2 (C 2 -= const) 

булади ва демак,
j / ( * ) ^ *  +  j* g(x)dx = Р(х) + Ф(х) +  C !+ C 2- (8.5)

Агар Y  (x) = F (x) +  Ф ix) деб олсак, унда
У'(х) =  F ' (х) + Ф'(х) = f (х) +  g (х)

булади. Бу эса, 'F (д:) функция f (х) -Ь g (х) функциянинг бошлан- 
рич функцияси эканлигини билдиради. Демак,

j [ fix) + g (х) ] dx = Y (x) + С = F(x) + Ф  {x) +C. (8.6)



Энди (8.5) ва (8.6) муносабатлардан §f(x )dx  +  J  gx(x) d инте
грал F  (х) +  Ф  (х) + Сх +  С2 куринишда, j  [f(x) + g (x )]dx  инте
грал эса F  (х) +  Ф  (х) +  С куринишда ёзилиши мумкин эканини 
курамиз. Бу муносабатлардаги С,С1 ва С2 узгармас сонларнинг 
ихтиёрийлигидан эса F (х)+Ф (х) + С ^амда F (х) +  Ф  (х) +  Сх +  С2 
ифодаларнинг бир-бирига тенг булиши келиб чицади. Шундай 
^илиб, (8.4) формула исбатланди. Одатда интегралнинг бу (8.4) 
формула билан ифодаланган хоссаси унинг аддитивлик хоссаси деб 
аталади.

2°. Агар f (х) ^функция бошланрич функцияга эга булса, у о̂л- 
да k’ f (х) (k — узгармас сон) хам бошланрич функцияга эга ва 
k =£0 да

j  k-f(x)dx = k § f(x)dx (8.7)
формула уринли булади.

И с б о т .  f(x) функциянинг бошланрич функцияси F(x) булсин. 
У  ^олда F ’ (х) =  / (х) ва J  f (х) d х =  F  (х) +  С булиб,

k jjf (x )d x  = k [F (x ) + C ] = kF(x) + k- С (8.8)
булади, бунда С —  ихтиёрий узгармас сон. Ушбу 

[k • F (x )] '= k F '(x )^ k f (x )
тенглик уринли булишидан k f (х) функциянинг бошланрич функци
яси kF {x ) эканини топамиз. Демак,

§ k- f(x)dx = k- F(x) + Сх (8.9)
бунда Сх — ихтиёрий узгармас сон. Энди (8.8) ва (8.9) муносабат
лардан С ва Сх узгармас сонларнинг ихтиёрийлиги ^амда k фО  
булишидан (8.7) фор уланинг уринли экани келиб чицади.

8.3- э сл а тм а .  Юцорида кэлтирилган (8.4) ва (8.7) тенгликлар- 
ни ^амдэ келгусида учрайдиган шунга ухшаш тенгликларни унт 
ва чап томонларидаги ифодалар орасидаги айирма узгармас сонга 
баробарлиги маъносида (узгармас сон аницлигида) тенгликлар деб 
царалади.

4. Э л е м е н т а р  ф у н к ц и я л а р н и н г  а ниц мае интеграл- 
лари. Бошланрич функция таърифидан ^амда элементар функциялар 
^осилалари жадвалидан (6-бобнинг 3-§ ига царанг) фойдаланиб элемен
тар функциялар аницмас интеграллари жадвалини келтирамиз (^ар 
бир формула интеграл остидаги функциянинг аницланиш со^асида 
царалади):

1°. J  O'dx = С, С = const;



8o.

9°.
10°.

„ Г 1 С dx
4 * j  ~ dx = J  T  = lnw  + c  (x ^ °y>

5°- í  ~ T T ^ dx =  í í f ^ r =  arct§ * +  c ;

6°- í  ут^72 ̂  = J yT=^=arcsin *+
7°. í  ax dx= —  +  С

■J lno
sin* d x — — eos x +C; 
eos xd x = sin x +C;

- Lr dx = Г —г^— =  — ctg л: +  С ;sin 2* J  sin2*

11°. Г— í— dx = Г —Í í — =  tg x-\-C\
J  cos2* J  eos2*

12°. j  shxdx = cbx + C’,
13°. j  chx dx = sh x +  С ;

14°- j ’l F 7  = - clh *  +  e;

,5" - I - s r = th* + f t

Бу Г — 15° интегралларни цисцача Жадвал интеграллари деб 
З̂ ам айтилади.

Ю^оридаги 4°-формуланинг туррилигини текширишда х > 0  
ва я < 0  булган ^олларни ало^ида-ало^ида куриш лозим. .0*0
булганда In |x¡ = \пх булиб, {\пх)' = —  булади. х <  0 булганда

In \х\ =  In (— х) булиб, (In (— Х)У =  _+ ( -  1) = ~  булади. 4° - форму- 
ла эса бу икки ^олни бирлаштиради.

Келтирилган жадвал ва (8,4), (8,7) формулалар билан ифодалан- 
ган ^оидалар турли функцияларни интеграллаш имконини беради. 

М и с о л .  Ушбу J  (1 +  V  х)2 dx интеграл ни з^исобланг.
Бу интегрални хисо1ла:и учун аввал (8.4),(8.7) формулаларни, 

сунгра интеграллар жадвалини ^улланамиз;

J  (1 +  У  х)2 dx =  j  (1 +  2y~¿ +  x)dx == J  Idx +
1  _3_

+ 2 j  x2dx +  j  xdx = x + — / + — +  C.
3 2

Интегралларни ^исоблаш учун (8.4) ва (8.7) формулалар билан 
ифодаланган цоидаларнинг узи етарли эмас. Биз келгусида баъзи 
интеграллаш усуллари билан танишамиз.



Ушбу параграфда узгарувчиларни алмаштириб интеграллаш ва бу- 
лаклаб интеграллаш ус. ллари билан танишамиз.

1. У з г а р у в ч и л а р н и  алм аш ти р и б  и н т е г р а л л а ш  
у с у л и. Функцияларнинг интегралларини хисоблашда узгарувчилар
ни алмаштириб интеграллаш усули кенг цулланилади.

Ушбу ] / (х) йх аницмас интегрални ^исоблаш талаб этилган бул- 
син. Бунда / (х) функция бирор X  =  (а,Ь) интервалда аницланган в»

куринишда ёзилиши мумкин дейлик.
Агар ф(0 функция Т = (/х, /2) интервалда бошлангич функция 

Ф  (/) га эга булиб, g (х) функция X  =  (а,Ь) интервалда (бунда 
g(л:) с= Т) дифференциалланувчи булса, у холда

¡ ¡ (х )с 1х = |  ф (й (ас)) &  (л) = Ф ^ ( * ) )  + С (8.11)
формула уринли.

Бу тасдицни исботлаш учун Ф (ц{х)) функция ф (^ (х)) £  (х) функ- 
ция учун бошлангич эканини курсатиш етарли. Х,ацицатан, Ф  (£ (*))' =  
= Ф '(£, (* ))# '(* ) = ¥(£(*))?'(*)• Тасдиц исбот булди. Бу тасдиадан кури- 
надпки, (х) йх ни ^исоблаш I =  g (х) алмаштириш ёрдамида _[ ф (/) (И
ни ^исоблашга келтирилади.

Одатда интегрални бундай усул билан ^исоблаш узгарувчини 
алмаштириш усули билан интеграллаш деб аталади.

Узгарувчиларни алмаштириш усулининг му^им томони узгарувчи
ларни жуда куп усул билан алмаштириш имконияти булган ^олда 
улар ичидан интегрални содда ва ^исоблаш учун цулай ^олга келти- 
радиганини танлаб олишдан иборат.

Мисоллар
С х & х ^

^ 3 х2 -} а2 ~  СОГ1ь{) ни ¥ 1С°бланг. Берилган интегралда узга-
рувчи х ни цуйидагича х2 +  а2 = / алмаштирамиз. Бунда 2 хс!х —- М 
булиб ((8.10) ва (8.11) ларга царанг),

Г ,хах _  — Г — — -  1п I Л +  С =  -  1П (х2 +  а2) +С  булади.
}  х3 + а* 2 ^ 1  2 2

2. |  еС05Х- 51Пхс1х ни ^исобланг. Бу интегралда соэх — I ал
маштириш бажарамиз. Натижада — 8\пхйх = сИ булиб,

(8.10>

— ]У  Ш = — е + с = -  есов х+ с булади.



. 2. Б у л а к л а б  и н те г р а л л а ш  усули.  Икки и — и(х) ва
V =  V (х) функциялар (а,Ь) интервалда узлуксиз и'(х) ва и'(х) хрси- 
лаларга эга булсин. Маълумки, (6- бобнинг 4- § га царанг.)

(1 [и{х)-ь (* )] =  и (х) (IV (х) +  V (х) ■ йи(х) <
Бу тенгликдан

и (х) (1ь[х) = й[и(х) > v(x)\~-v(x)^du(x)• (8.12)
Энди (8.12) тенгликни интеграчлаб топамиз:

J и(х) dv(x) — ^Ы{и{х)^(х))^{х)-(1и{х)]-—и{х)^{х)—^ v{x)du (х)•

Шундай ^илиб, цуйидаги

С и(х) dv = и(х) и(х) — ( v{x) Ли (8.13)
формулага келамиз. Бу (8.13) формула булаклаб интеграллаш фор
мулам дейилади. У  и {x)dv ни интеграллашни V (х) du ни интеграл- 
лашга олиб келади.

Булаклаб интеграллаш формуласидан фойдаланиш учун интеграт 
остидаги ифодани и {х) хамда dv лар купайтмаси куринишида ёзиб 
олинади, бунда албатта dv хамда V (х) йи ифодаларнинг интеграл- 
ларини осон ^исоблана олиниши лозимлигини эътиборда тутиш 
керак.

Мисоллар

1.| xex dx ни ^исобланг.
Бу интегралда и — х, dv — е* йх деб оламиз. У  ^олда ¿и — йх,

о = | exdx = ex булиб, (8.13) формулага мувофиц 

|  хех dx — хех —  [ ех dx.
Демак,

§ хех dx — хех — |  ех dx — хех — ех 4- С~ех (х —  1) С ■

2-1 \nxdx ни ^исобланг.
Интеграл остидаги 1пxdx  ифодани и — 1пх, d v — d x л ар купайт-

1
маси деб оламиз. У  >̂ олда с1и =  — ¿¿лг, и = х булади. Булаклаб 
интеграллаш формуласидан фойдаланиб топамиз:



интегрални царайлик, бунда а,Ъ лар узгармас сонлар ва а?-\-Ьг Ф  0. 
Б у  интегралда и — еах, dv — cos bx dx деб олсак, унда

, sin bx
du -  aeaxdx, v =  J cosf’X dx — —

бÿлaди ва бÿлaклaб интеграллаш формуласидан фойдалансак,

/ =  ~¿eax sinbx—'j  j  eax sin bxdx (8 * 14)

экани келиб чи^ади. Бу тенгликнинг унг томонидаги интегрални 
яна бÿлaклaб интеграллаймиз : и = еах, dv = sin bx-dx деб олсак, у
хрлда du = aexdx, v== —'j  cosbx булади. (8-13) формуладан фой- 
даланиб топамиз :

je ax «sin bx-dx = — у  z* • cos bx +  J 6°*cos bx dx (8.15) 

(8-14) ва (8-15) тенгликлардан

j  =  _ L  eax • sin bx +  —  •—  e°x • cosbx — - J-  f  e* -cosbx dx 
b b b é J

булиши келиб чик,ади.
Шундай килиб, берилган / =  J* е -cos bxdx ни топиш учун ^уйи- 

даги 2
1 ах . , a я* . a г i /->>/ = —  е • sinôx +  ~j¿e • cosbx— b21 + С 

тенгламага келамиз. Бу тенгламадан эса
I _  g cosbx +  ¿  sinkt ах I Г  Q Q '

~~ аа + Ьа 6 ’ аН *2 
б^ада. Демак,

f  „ , , в eos sin ôjc ax i ^\ eax< cos bxdx = -----—7—---- .eJ  e a2 +  b%

С dx
4 • /„ =  J {x2 + --2y  (n = 1,2, • • •, a = const) ни ^нсобланг.

Бу  интегралда и = [x-¿ ^ ау ‘ ’ dv — dx деб олсак, унда

du — , » i п»л+1 > ^
2 nxd*

(х2 + а 2)п

бу'лади. (8.13) формуладан фойдаяаниб топамиз:

' ■  -  ( T Í r  + 2 "  í f í T Í s F 7  ^  < 8 ’ | 6 )



Г *2Бу тенгликнинг унг томонидаги J  0у"+ Тdx ни к,уйидагича

Г *2 , _  Г dx а 2 Г dx 
J  (*2 + a2)"+1 J  (х2 +  а2)” J  (*2 + а2)"+1 

узгартирнб ёзсак, унда (8.16) муносабат ушбу

К  —--- -~ Т  + 2/1-/„ — 2п-аъ / ,.п (х2 + а2)'1 п Л+1
куринишни олади. Кейинги тенгликдан эса к,уйидаги

1 х 2п— 1 J _
1п + 1 “  2 па2 ‘ (гЧ-а2)" ^  (8.17)

рекуррент формула келиб чи^ади.
Равшанки, п — 1 булганда

\ - п 4  = -  \ - Y Ä l “ - a r i t g i + Cх'Ч- а- ы 1 |

булади.
п > 2 булганда мос /„ интеграллар (8.17) рекуррент формула 

ёрдамнда топилади. Магадан:
Г й  1 х 1 .

=  J  (х2 + а2)2 =  2а2 ‘ х2 + о2 2а2 1 ^

+ i  a r c t g f + С.

3- §. Рационал функцияларни интсграллаш
Ушбу параграфда рационал функцияларни интеграллаш билан шу» 

рулланамиз. Бунинг учун аввал алгебра курсидан биз учун зарур 
булган маълумотларни келтирамиз.

1. К у п ^ а д  ва унинг  и л д и з л а р и  ^ацида. Бнрор
Р  (х) =- а0 + аг х +  а2 х2 +  • • • + апхп (8.18)

кугцад берилгэн булсин, бунда а0, alt а2, а п— узгармас хациций 
сонлар, апф 0, n£N эса куп^аднинг даражасн.

Маълумки, бирор a£R сон учун Р  (а) = 0 булса, ос сон Р (х ) 
куп^аднинг илдизи деб аталади. У  хрлда Безу теоремасига кура 
Р  (х) куп^ад х — а га крлдик,сиз булиниб, у ^уйидаги

Р  (х) = (х — а)-Q (х)
куринишда ифодаланади, бунда Q (х) — (п— 1)-даражали куп.\ад.

Агар (8.18) куп^ад (х — а)к (k£N) га цолдицсиз булинса, а сон 
(8.18) куп^аднинг k каррали илдизи булади, Бу ^олда Р (х ) куп^ад- 
ни ушбу

Р  (х) =- (х — а)* R (х)



куринишда ифодалаш мумкин, бунда R (х) — (п — k) - даражали 
куп^ад.

Агар h = а +  i р комплекс сон Р  (х) куп^аднинг илдизи булса, 
у ^олда h — а — i Р комплекс сон х,ам бу кугцаднинг илдизи булади. 
Шунингдек, h = а  +  i р сон Р  (х) нинг k каррали илдизи булса, 
h = а  —  ip сон >̂ам бу куп^аднинг к каррали илдизи булади.

Демак, Р(х) куп^ад h =  а  +  ip комплекс илдизга эта булганда 
унинг ифодасида (х — h) купайтувчи билан бирга х — h купайтувчи 
^ам ^атнашади. Бундай з̂ олда Р  (х) куп^аднинг ифодасида цуйидаги 
квадрат уч^ад

(х — h) (х — h) =  [ х — (а + ¿Р) ] [ х — (а — /р) ] =
= х2 — 2ах + а2 + Рг — х2 +  рх + q {р = —2а, q ~  а2 + Р2)

купайтувчи булиб ^олади.
Фараз ^илайлик,

Р  {х) = а 9 +  ахх +  агхг +  . . .  -f ап хп
купх,ад берчлган булиб, a lt а2, . . .  , ak лар унинг мос равишда 
Я1? Хг, . . . , Kk каррали а^и^ий илдизлари, hx, ht, . . .  hs (hj =  6;+ 
-f i Xj, j =. 1,2, . ..  s) лар эса куп^аднинг мос равишда v1)( v2, . . .  Vs 
каррали комплекс илдизлари булсин. Бу куп^адни унинг илдизлари- 
га кура купайтувчиларга ажратиш ^а^идаги ушбу теоремани исбот- 
сиз келтирамиз.

8.1-теорема.  Х,ар щндай п- даражали
Р  (х) =  а 0 +  atx +  агхг + . . .  + аахп

купцад (а0, ах, а2, . .  ., ап —  ()згармас цакрщий сонлар, апФ 0) ушбу
Р  (х) -~=(х— <х.,)К • (л: — a ¡¡f* . . .  (х — akf k • (хг +  рхХ +  qx)Vi X

X  (хъ +  р2х +  q2)y‘ .. . (хг +  рх  +  qs)Vs 
куринишда ифодаланади, бунда

Хх + Х2 +  . . . Xk +  2 (Vj +  Va + • • • +  ^s) — n
бдлиб, x2 + PjX +  qj =  0 (/== 1,2, . . .  , s) тенгламалар \ащщй 
илдизга эга эмас.

2. Содда касрлар.  Т^три  каср ларн и  содда касрлар 
о р ^ а л и  ифодалаш. Ушбу

А Вх  — С ^ ^  о
(х —  а)>п ’ (*«  +  рх +  q)m ’ m  ’ * * • (8 .1 9 )

.куринишдаги касрлар содда касрлар деб аталади, бунда А, В, С хам- 
дг а, р, q лар узгармас сонлар, хг + рх +  q квадрат уч^ад эса а̂̂ и- 
^ий илдизга эга эмас.

Маълумки, ^уйидаги
Р  (х) = а0 +  ахх + а2хг +  ^  . + %  х"



ва
<3 (х) = ¿>0 + Ьхх +  Ь2х2 +  . . . 4  ЬчлУ

кугцад (а0, ах. а2, . . ., ап, Ь„, Ьи Ь2, . . . , Ьу— узгармас сонлар, п £ Л/, 
у£/У) нисбати

Р  (х) __ а0 +  ахх +  а2х3 а „ хп
Я(х) Ь0 4  Ьух -(- Ьг х1 4  . . . +  6у ¡о

каср рационал функция дейилади, п <  V булганда эса уни тугри каср 
деб аталади.

Х,ар кандай тугри каср (8.19) содда касрлар ор^али ифодаланади. 
Буни исботлашдан аврал иккита леммани келтирамиз.

8.1-лемма. Агар тугри каср махражидаги (±(х) купхад
ушбу

<3 (х) = (х — а)т ■ (х) (т  6 /V)
куринишда булиб, (х) купхад эса х — а га булинмаса, у хслда 
берилган тугри ка:р цуйидагн

^  «  - Ат , Ат - . , >1, . р, (X)
#<*) <*~а>и + +  • • • +  + й й  

куринишда ифодаланиши мумкин, Сунда Аг, А2, . .. , Ат — узгар- 
мас ха^иций сонлар, /', и )—купхад.

И с бот. ^  тугри касрни цуиидаги куринишда
р М  ^  Р (х )  =  А т  р (х) —  А т  • (х)
0(х) (х —  а)т о, (X) ' (х~-а)т  ^  (х — а ) т  ■ ()л (х) (8.20)

ёзиб оламиз. Равшаики, (8.20) мушгабагдаги Р  (х) — Ат  • <3! (х) 
айирма Ат сонга богли^. Бу сонни шундай танлаб оламизки, нати- 
жада Р  (х) — Ат • С}1 (х) купхад х — а  га булинсин. Бунинг учун

Р  (ос) — Ат ■ <31 (а) 0
тенглик уринли улиши керак. Демак,

А“  «1 («)
деб олинса, у холда Р  (х) — АП1 ■ (̂ 1 (х) купхад х — а га булинади. 
[Пундай цилиб,

Р  (х) -  Ат ■ <2, (х) -  (* —  а) • Р т (х) (8.21)
булади, бунда Р „  (х) ~  купхад.

Натижада (8.20) муносабат куйидаги
4 , _____ рт  (*)______ 0

(}{х ) (х —  а ) т  г  (х ~  а )™ - 1 ■ (х) (6 .2 2 )

куринишга келади, бунда Ат сон ю^оридагидек ани^ланган.
Энди

_____ Рт  М____  _ Ат—1 | Рщ (х) — Лщ—1 • Я1 М
(х — а )"1- 1 (}л (х) ' {х — а )т ~ 1 (х — а )т ~* ■ Q1 (*)



тенгликнинг унг томонидаги Ат<̂ 1 сонни шундай танлаб оламизкй, 
р т (х) — Ат_ х • (±х{х) куп^ад х — ага  булинсин. Бунинг учун

Р т ( ъ ) - А т~1'<1М ~ 0
тенглик уринли булиши керак. Демак,

Л - Рт  («)
т '-1 <Ь («)

деб олинса, у зфлда Р т  (х) — Ат_ г (х) куп^ад х — а га булииади. 
Шундай цилиб,

Р т (х) — Ат ^  • (Ь  (х) = (дс — а) Р т - 1 (х) (8.23)
булади, бунда Р ш_ 1 (х)— купз а̂д.

(8.22) ва (8.23) муносабатлардан топамиз:
Р(х) А т I А т - 1 I______Р т - 1  (х)--- .
(¿(я) (х — а)т  ' (х — а)™-1 ' (х — а)т~2 > Ск{х) (8.24)

Худди шунга ухшаш з̂ ар гал касрни ифодаловчн тенгликнинг
АIУнг томонидаги охирги з̂ адндан, ющждагидек цисмини

ажратиб топамиз:
Р т - 1 (х) _  Ат ~ *  I Р т —г (х)

(х — а)т ~ъ (}], (х) (х — а)™-2 ^  (х — а)т ~ 3 (8.25)
ва з̂ .к.

М * ) в
(* — а) • (?! (ж) (л: — а) <2! (л:) (0 .2Ь)

(8.24), (8.25), (8.26) тенгликлардан
Р(*) Лт I Ат—1 , I А1 +  М й

—  (х _  а ) «  ^  (* —  а )"1-1 ^  ^  х —  а  ^  С?1 (дс)

булиши келиб чицади. 8.1-лемма исбот булди.
8.2-лемма. Агар Рп тугри каср махражидаги С}(х) куп^ад 

У М
<2 (х) =  (д:2 +  р* +  ?)“ -ЯЛх) 

куринишга эга булиб (х2 +  рх +  ц квадрат уч^ад з^иций илдизга 
эга эмас), ^Х{х) куп^ад хг +  рх + ч га булинмаса, у з̂ олда берилган 
турри каср цуйидаги
Р  (х) В пх +  Сп , В „  -,х +  С „_ ! + с 1_  4 .
О М  ~  (х2 + Р* + <?)" (*2 + р* + ?)л_1 ' ■' *2 + Р* +4 <2> м
куринишда ифодаланиши мумкин, бунда В г, В2, ... Вп, С,, С2, . . .  Сп
узгармас сонлар, Р 1(х) — купхад.

Р МИсбот .  “о^.) турри касрни ^уиидагича
Р (х ) Р (х ) _ В „х  +  сп , Р  (л) -  (Дл* +  Сп) • <?1 (дс)

д (X) “  (**+ ?*+<?)пд1(х) ’ (*2 + Р *  + ?)" (** +  Р* +  9)" М

ёзиб оламиз. Бу тенгликдаги



куп.̂ ад Вп ва Сп сонларга богли .̂ Энди В п ва Сп сонларни шундай 
танлаб олиш мумкинлигини курсатамизки, натижада (8.27) кугцад 
х2 +  рх +  д га булинсин.

Аввало Р(х) ва (лг) кугцадларнинг ^ар бирини х2 +  рхАгЦ 
квадрат уч^адга булиб оламиз:

■ = Я ( Х )  +  - +  )
* ъ +  р х + 4  у ’ *2 + рх + Ц оя
2^ ^ . . = 5 (х) +  -/ Г , \  }Ж2 +  рх +  ц 4 7 л:2 +  рх q >

бунда #(х )  ва 5 (х) кугдадлар.
У  ^олдэ

Р  (х) — (Впх Сп)С11 (л:) _  Р  (х) __ ,р, . (?1 (х)
х2 +  рх +  д х2+рх + я к п -г ^п) ' хч _|_ рх + ц =■

*= /? ( X )  -  ( В „ Х  +  Сп) 5  (X )  +  “ >Х +  Ьг ~ ^  +  СпНа>х +  Ь2) = я { х ) _

- ( В пх + Сп) 8 (х) + В п -а2 +
■ (Д1 ~4~ Дп — Спа2 — Дд а̂) х -{- В п • д . аа Ьл — СпЬ2 

* 2 + Р *  +  <7

булади. Бу тенгликдан куринадики, Р  (х) — (Впх +  Сп) • (х) куп- 
з̂ ад х2 + рх +   ̂ га булиниши учун х нинг барча цийматларида 

(«1 +  * а2 — Спа2 -  ВпЬ2) х +  В а • ч . а2 +  Ъг -  СпЬг = 0„ 
яъни

Р „  ' («1Р — ьг) — спа2 + аг = О,
\в » * <?«2 -  СпЬ2 +  Ьх =  0 (8.29)

булиши керак.
б„ ва Сп ларга нисбатан (8.29) системанинг детерминанти

0  __ аяР а2
~  а2<7 — Ъ2

булади. Буни исботлаймиз. Тескарисини фараз цилайлик, яъни,
0==— Ъ2 (а2р - Ь 2) + а22-д — 0 (8.30)

булсин. Агар аа =  0 булса, унда Ь2 = 0 булиб, натижада (8.28) даЦ 
(¿х (х) кугцад х2 +  рх +  д га булиниши келиб чи^ади. Бу эса <2х(х) 
куп^ад х2 +  рх +  <7 га булинмайди деб олинишига зиддир. Демак, 
агф 0. Бу ^олда (8.30) тенглама ушбу

■ О

куринишга эга булиб, — ^  ^ациций сон х2 4- рх 4- ц ■= 0 теиглама- 
аннг илдизи булишини курамиз. Бу эса х2 рх + ц квадрат уч^ад



^акнк4ий илдизга эга булмасин деб олинишига зиддир. Демак, (8.29) 
систсмлнинг детерминанта нолдан фар^ли.

Модомики, (8.29) системанинг детерминанти нолдан фар^ли экан, 
у >̂ олда бу системадан ягона Вп ва Сп сонлар топилади. Бу сонлар- 
ни (8.27) га цуйсак, натижада Р (х) — (Впх+ Сп) (х) куп^ад

Р  (х)х̂  + рх-'гй га булиниб, ^  ка:р эса ушбу
Р  (х) _____________ Р  (аг)_________ _  В пх -|- Сп ,
Щ х) ~~ (х2 +  рх +  д)п О, (х) ~  (х* + рх +  <7)" "г

,____________ Р п М __________
"Г (*2 + р *4  ■?)»-* ■ <?, (х) (8.31)

куркнпшга келади, бунда Р п (х) — купх,ад.
Худди шу йул билан

___________ Рп  (* )__________________ I х  +  С п — 1 I__________________ Р п — 1 М __________  /о оп\
<х2 + рх + 9)л- 1 • <?,(*) (л:2 + Р* + Я)п~ ' (*2 + Р Х +  ц)п~ г • (к  (а:) 1

____________ Р ц — Л х)____________ ___  Дд—г* +  С п—2 I _________ Р п —ъ(х)________  /о о о у
(х2 + рх + 9) " - 2 • С?! (ж) (** + рх + </)"-* ■*" (х2-\-рх+д)п-*-(}х (дс) ;

ва ^.к.
__________Р а (х )_________ _ _  В IX  4  С\  _|_ Р Л Х)

(х2 +  рх +  ?) ¿Мх) х* +  рх +  <7
булиши топилади.

(8. 31), (8. 32), (8. 33), (8. 34) тенгликлардан эса
Р (х ) __ В пх -\- С п ■ д п - 1* + с в - 1  | ^  | бхл; +  С1 
<2{лс) (х2 +  рх +  <?)" (х8 +  рх + ?)п_1 хг +  рх+ <7

/\(ж)+

булиши келиб чи^ади. 8. 2-лемма исбот булди.
8. 2-т ео р ем а .  ){ар щндай тугри каср содда касрлар йигин- 

диси орцали ифодаланади.
И с б о т .  турри каср булсин. СЦх) эса п- даражали куп^ад

<2{х)
булиб,

(}(х) «■ (х — о̂ )"' • (х — а2)п> .. .(х — а к) Пк-{х2 + ДО+ 71) т,Х  
х (х2 +  ДО +  Яг)т ' . . . ( * *  +  рр  +  <?;Г'

булсин, бунда
п1 “Ь Щ +  • • • “Ь +  2 (гп-х +  Шп ~Ь .. • -Ь тпг) в* п 

булйб, х2 +  р1х +  (/=*=1,2... , ¿) квадрат уч^адлар хщщнй ил
дизга эга эмас.

турри касрни ^уйидагича
Я(х)



(х-а1)п'-(х—а2)п‘ . . ,(х  — ак) пк-(х2 +  Ргх +  91) т ' . . .  (хг + р1х +
ёзиб, бу тенгликнинг унг томонига 8.1-леммани бир неча марта 
(гс2 4- я , +  . . .  +  пк марта) цулланиб топамиз:

т  , < '- 1  , , л<р ,
---------------- г : ----- ГпТ^п--- г . . . +0.(х) [х — а^пг (х — сс,)^ — 1 ' X —  сег

А™ Л<2>_,-I---- !!*----1------- ^=]---- _|--------- *---
(дс— а2)л‘ (х — а2)п‘ 1 ’ ’ х — а2

' (*-«*)«*  ' ( 7 ^ ) « ^  +••• +  7 3 ^  +  0 ^ )’ (8'35)
бунда

£х (ДС) = (я2 +  Л *  +  <71) т< • (ДС2 +  / V  +  <?г) • • • (ДС2 +  рр +  <7,) т ‘ .
Бу муносабатдаги узгармас А* . .. сонлар 8.1-леммани ис- 

ботлаш жараёнида унда цатнашган узгармасларни ^исоблаганимиздек 
топилади.

Энди касрга 8.2-леммани бир неча марта цулланиб топамиз: 
0.\(х)

___________________________  Р,(х)____________ ______________  ^
З 1М  (х* +  р,х +  ддт ' (х2 +  р2х +  д2) т > • • • (*а +  Р 1 х +  )**

, V - 1Х+ С т%  , , 5(^  + С<1) ,
“Г  чот,-"! “Г  • • • ~Г(ха +  +  д ^  (л:2 +  +  дх) т ‘ ха +  рхх +  ^

£(2)*4-С(2) В (2) х -1-С(2) Я<2>*4-Г(2)| т2 ^  тг_____ , д та —1 им1-1 . . Д1 'Д? -г О |
(х2 +  р2х +  д2)т ‘ (х2 +  р2х +  д2)Шг~ 1 * * ‘ +  р2х +  д2

В[1) х +  С[1) 

х2 +  Р1 х+%

Бу тенгликдаги узгармас В ([>, Сф, . . .  , С^| сонлар 8.2-лем
мани исботлаш жараёнида узгарма:ларни ^исоблаганимиздек топилади.

(8. 35) ва (8. 36) муносабатлардан теореманинг исботи келиб чи* 
чади.

Юцорида исботланган теоремадаги узгармас сонларни бошцача —
— номаълум коэффициентлар усули деб аталган усул билан ^ам то-

р (х )пиш мумкин. Бунда турри каср номаълум коэффициентлари



бт̂ лган содда касрларга ёйилиб, сунг тенгликнинг ÿHr томонидаги 
содда касрлар йигиндиси умумий махражга келтирилади.

Натижада
Р(х) _  R(x)
Q(x) Q(x)

тенглик х,осил булади ва ундан барча х лар учун уринли булган
Р(х) = R(x)

тенглик келиб чи^ади. Бу тенгликнинг ^ар икки томонидаги х нииг 
бир хил даражалари олдида тургаи коэффициентларни тенглаштириб, 
иомаълум коэффициентларни топиш учун тенгламалар системаси о̂- 
сил цилинади.

Мисол
2х__1-----------  турри касрни содда касрларга ажратинг.

у ?  —  5 *  6

Бу касрнинг махражи хг — 5х +  6 =  (х —  3) (х — 2) булгани учун 
теоремага кура

2х — 1 ^  А в
хъ —  5 х  -}- 6 X  —  3  X  —  2

булади. У  ни ^уйидагича
2х—  1 _  А . В  =  А(х — 2) +  В(х — 3 )  

х 2 —  5х +  6  X  —  3  X  —  2 ( X  —  3 )  (х —  2)
ёзиб, ушбу

2х— 1 =  А(х — 2) + В (х — 3) ёки 2х — 1 =» (А +  В)х —
— (2 A + 3ß)

тенгликка келамиз. Икки куп^аднинг тенглигидан фойдаланиб, А ва 
В  ларга нисбатан ушбу

(А -{- В — 2 /о 07ч
\2А +  3ß ■■= 1 ( • 7)

систешга келамиз. (8.37) дан А — 5, В  — — 3 булат- Шундай ци- 
либ, берилган турри каер содда касрлар ор^али цуйидагича

___2х - - I___ ___ 5 , — з
хг — 5л+ 6 X — 3 X — 2

ифодаланади.
3. С одда  к а с р л а р н и  и н те гр а л л а ш .  Содда касрларнинг 

аницмас интеграяларини ^исоблаймиз.

Io. — —  содда касрнинг ани^мас интеграли:



2°. — -—  {т  >  1) содда касрнинг ани^мас интеграли з̂ ам тез 
(х — а)т  

з̂ исобланади:

Г _ ^ _  Л  = А № = 4  =. Л Г (х -  а)~ "  Их -  а) =  - ¿ -  х
J  (х-а)т  J  1 - т Л

Х (л_ а)">-1 + С ’

3°. Вх.Л ~..С--  содда касрнинг интеграли I  == Г —  * — ¿/х
л:2 +  рх +  7 +  р* +  ?

ни х,исоблаш учун авпал касрнинг махражида турган х2 +  рх +  д 
квадрат учх,адни ушбу

х4 + рх + ? = (х + + д — ̂
куринишда ёзиб оламиз. У  з̂ олда

, Г Вх +  С . с В х + С
/=:] *-+(« + г Л в ];

( * + 7 )*+ « *

булади, бунда а2 — д — —. Бу интегралда х + — = / адмаштириш
4 2

бажарамиз:
/ =  в  Г ■ /с  Вр \ Г» А  Д (’ ¿ Щ  ,

}  /» +  оа I  2 У 3 /2 +  а* 2 3 <* +  а2

+ ( с  - т Н 1 т ^  “  • 1 л  ^ + ^ +  ( с  " ? ) х

х — -  + С* =-£ 1п [х2 + рх + ?] +
а а 2

Деман

, 2С — Вр , 2
+  -"7---- Г “ агс1б - ..........-.. +  с*.
2 К )

¡ Л И ,  ‘Ь  = 1 ь [ *  + р* + ч ]  +

Х +  2 .
, 2(2С — Вр) , 2

+  1 a r c t g  — — =  + С*,
4? — Р2 -I /  р2 *

У *  4
бунда С* — ихтиёрий узгармас.



В* + С , ~ / C(Bx-\-C)dx
4 ■ ( , . + Р , + 7 - (m>1>™  “ ср" " нг штегра'ш ” “ J

ни ^исоблаш учун 3е ^олдагидек узгарувчини алмаштирамиз: 

х -f — = t. Натижада цуйидагига эга буламиз:

, „ Г  Вх + С d x -  г -------= m J (Jt* + Р* + i)m J + Ш
„ß i + f c — ..

_  Г V 2 ' S , В  Cd(t* +  a*) ( r _ B p \ t Г dt..... «
— J  (i2 + a2)m 2 J  (¿2 + a2)m 2 j J  (*2 + a2)"1 

__ B_ 1 . 1 I (c  Bp\ Г m 
2 * 1 —  m ‘ (t2 a2)m ~ 1 l  2 ) )  (i2 + a 2) m

Бу муносабатдаги Г — ---- интеграл ушбу бобнинг 2- § да кел-
J  (¿2 + а2) т

тирилган интеграл булиб, у рекуррент формула ор̂ али ^исобланади.
4. Р а ц и о н а л  ф ункц ияларни  интеграллаш .  f(x) ра* 

ционал функция булиб, унинг интегралини ^исоблаш талаб этилсин.
Маълумки, рационал функция иккита Р(х) ва Q(x) — бутун ра- 

ционал функциялар нисбатидан иборат, яъни

’ Q(X)

Агар нотурри ка:р (суратидаги купз̂ аднинг даражаси мах-
Q(x)

раждаги купхаднинг даражагидан катта) булса, унинг бутун и̂сми- 
ни ажратиб, бутун рационал функция з̂ амда турри каср йириндиси 
куринишида цуйидагича

рЮ = R(x) + Р'(х)
Q(x) Q(x)

ифодалаб олинади. У  холда

i  Kx)dx “  f ~  i  в д  dx +  l Pm dx (8' 38)

булади.

(8. 38) муносабатдаги J  R{x)dx интеграл бутун рационал функ
ция (куп^ад) нинг интеграли булиб, у осон ^исобланади.

Демак, нотурри каерни интеграллаш турри каерни интеграллаш- 
га келади. Турри каерни интеграллаш учун аввал бу каерни говори
ла исбот этилган теоремадан фойдаланиб, содда каерлар орцали ифо
далаб олинади, сунгра уларни 3- пункт да курсатилганидек интеграл- 
ланади.



м С йхисол. | ни ^исобланг.

Интеграл остидаги — —  касрни содда касрларга ажратамиз:х4 — 1
I___________________ 1____________  _  А В  Сх Р

х4 — 1 (х — 1) (л: +  1) (л;2 -)- 1) х — 1 х +  1 дс2 -(- 1 
Бу тенгликни ь;уйидагича

__ 1_ А(х + 1) (хг + 1) + В(х —  1) [хг + 1)+(Сх Р) {х% — 1)
X4 — 1 (я — 1) (X + 1) {х‘ +  1)

ёзиб оламиз. У  х,олдя
1 = А (х + 1)(*2 + 1) + В(х -  \)(х* +  I) +  (С'х +  0 )(х 2 -  1), 

яъни
\ = (А  + В + д х !1 + {А — В + 0 )х ,г + (А + В  — С )х  +

4- (А — В  — П) 
булади. Натижада А, В, С, О ларни топиш учун

А + В  +  С =  0,
А — В  +  Э  —О,
А +  В  —  С = 0,
А - В — £  = 0

системага келамиз. Бу системани ечиб,

Л л »  в  = с  =  0, Л - = - 4 -
4 4 *

булишини топамиз. Демак,
1 _  1 1 1 1  1 1

1 4 х — 1 4 х +  1 2 х2 +  1

+• С.
х +  1

4- §. Баъзи иррационал функцияларни интеграллаш

Ушбу параграфа баъзи бир иррационал функцияларни интеграл
лаш билан шурулланамиз. Аввало икки узгарувчининг рационаа 
функцияси тушунчаси билан танишамиз.

Икки и ва V узгарувчи берилган булиб, бу узгарувчилар ёрдамида 
а V  (< — 0, 1 ,2 , . . . ;  / — 0, 1 , 2 , . . . )  

к^пайтмаларии тузамиз. Бу купайтмалардан тузилган ушбу
Р(и, V) а00 4-.ЙЮ и 4- а01 и 4- а,9 и2 +  апт  +  а02и2 +  . . .  +

4- амип+ и"- 1 -V +  • • • + а|(„_ 1)мо'—1 +  а0ягГ 
функция и са V узгарувчиларнинг куп^ади деб аталади, бунда <з00,



flio, aol, , aM........ a0n -  узгармас сонлар (коэффици-
ентлар).

Р(и, и) ^амда Q{u, v) лар и ва у узгарувчиларнинг кугцадлари 
булсин Ушбу (Q(h, v) Ф  0) нисбат и ва о узгарувчилар-
нинг рационал функцияси деб аталади ва уни Я(и, к) орцали белге- 
ланади:

Я (« ,« )  =  £ г- 1 . Q(«. « ) # о .
Q ( « ,

Энди « в а с  узгарувчиларнинг хар бири уз навбатида битта х уз- 
гарувчининг

и =  ф (х ), 
у =  \|) (х)

функциялари булсин. У  ^олда /?(«,_ о) функция ср(лг) ва гр(лг) функ- 
цияларнинг рациона.1! функцияси булади. Масалан, ушбу

функция и =Vx~, v=^Vx2— \ ларнинг рационал функциясидир, чун- 
ки

. ыа — 2^+1 R(u, V) = --- -----
и +  V

Хусусан, tp (х) ва (х) ларнинг а̂р бири х узгарувчининг рацио
нал функциялари булса, у холда ушбу

R(u,v)-=R(q>(x),$(x)) = R(x)
функция шу х узгарувчининг рационал функцияси булади. ^а^ица- 
тан, х узгарувчининг рационал функцияларидан иборат ф (х) ва 
г|)(х) лар устида ^ушиш, айириш, купайтириш ^амда булиш амалла- 
ри бажарилса, натижада х нинг яна рационал функцияси ^осил бу
лади.

1. R(x, у(х )) к у р и н и ш и д а г и  ф у н к ц и я л а р и  и и н т е 
г р а л  л а ш . Ушбу

¡R (x ,y (x ))d x  (8- 39>
интегрални ^арайлик, бунда R (х, у(х)) функция х ва у (х) лар
нинг рационал функциясидир.

Агар у(х) функция х нинг рационал функцияси булса, у о̂л- 
да R (х, у (х)) х,ам х узгарувчининг рационал функцияси булади 
ва ушбу

| R (х, у (х)) dx
интеграл рационал функциянинг интеграли буладн. Бундай инте- 
граллар 3-§ да батафсил урганилди.



Агар у{х) функция х узгарувчининг рационал функцияси бул- 
маса, у з̂ олда разшанки, R(x, у(х)) х узг рувчининг рационал 
функцияси булмайди. Бу хрлда х узгарувчини алмаштириш ёрдами- 
Аа R(x, у(х)) ни рационал функцияга келтириш масаласи келиб чи- 
^ади. Агар биз шундан х =--- ф (/) алмаштириш топсакки, натижада 
х -■ ср(0> у(х) = у (ф(0) лаР t нинг рационал функциялари булса 
(бунда х' =- ф ' (0 з̂ ам рационал функция булади), у з̂ олда

рационал функциянинг интегралини з̂ исоблашга келтирилади.
Энди у(х) функциянинг баъзи бир конкрет куринишга эга бул- 

ган ^олларини ^араймиз:
1°. (8.39) инте ралда

булсин, бунда а, Ь, с, d — узгармас сонлар, n^N. Бу з̂ олда (8. 39) 
интеграл цуйидаги

куринишни олади. Знди а, Ь, с, d сонлардан тузилган детерминант 
нолдан фар^ли, яъни

чининг рационал функцияси булиб ^олади. Бу з̂ олда (8.40) инте
грал 3-§ да урганилган интегралга келади. Шундай цилиб, кейинги 
мулоз̂ азаларда А Ф  0 деймиз.
(8.40) интегралда

j  R (x , у  (х)) dx = j  R (ф (0. «/(ф(О)-ф' (tydt
булиб, (х, у (х) ) dx интегрални з̂ исоблаш ушбу

jfl(<p(0. У (Ф W ) ф' (0 dt

(8.40)

Д = Iй Ь ф ос d

с d
булса, а ва b сонлар с, d сонларга пропорционал булиб, axJrb Нис-

сх d
нис-

бат х га богли^ булмайди ва R (х, л/ ах + ь) функция х узгарув-
V сх-\- d)

алмаштириш бажарамиз. Натижада



¿х = у ’ (()<и = № - - Ьс)-:£^- - {иТ (а — сР )4
булиб, (8. 40) интеграл ушбу

|  Я (х, =» |/ ? (ф(0, 0-ф' (0&  «=

=  С к (*Л.г ± , / ) .
Л \а — с/п )  (а - й " ) г

куринишни олади. 
Демак, царалаётган

И *  Vах±Ь)йх 
сх + ё  )

к  е. г, (<М п — Ь ) \  (ас1 —  Ь с ) М п 1интеграл ии ^исоблаш ушбу !< ----- > 1 • ■—------—-----ра-
\ а - Ы п }  (а — а  )“

ционал функциянинг интегралини ^исоблашга келади.
Ми с о л . Ушбу

' Г + Т . <ь
т

интегрални царайлик. Бу интегрални ^исоблаш учун

' - / т §
деб оламиз. У  ^олда

*2 — 1 , • 4/Лс! х ■■
¿а + Г  ' (¿2+1)а

булиб,
РШ

¡ у т - т = - г 2И- + 1
булади. Натижада берилган интеграл учун топамиз:

¡ У Ш  ■ г ^ = 2 ^ Л = 2 < - 2 а п а д  + С -

= 2 ]/  — 2 агс1§ У  1±£. с.
8. 4-эслатма.  иь и„ , . . . ,  ип узгарувчилар берилган булсин. 

Юцоридагига ухшаш бу узгарувчиларнинг рационал функцияси 
/?(«!, и2, . . . ,  ип) тушунчаси киритилади. Фараз цилайлик,

« { ’■ Ш ’ Ш ' ...(:^ Г )ф5от
1 ах + ь \ г' ( а х Ь \ Г2 ( а х + ь \ г"X, ' ----+ йI) \«х + й ^



ларнинг рационэл функцияси булсин, бунда гъ г2, , гп рационал 
сонлар булиб, а, Ь, с, d — ÿ3rapMac сонлар ва ad. — с Ь Ф  0. К,уйи- 
даги

интегрални ^арайлик. Агар гь л2, . . .  , гп — рационал сонларни уму- 
мий т  махражга келтириб, (8. 41) интегралда

t -  i / l E BV сх + d*
алмаштириш бажарилса, натижада (8. 41) интегрални хисоблащ ра
ционал функцияни интеграллашга келади.

М и с о л . Ушбу
Г dxJ УТ+ Г7

интегрални ^исобланг. Бу интегралда t — У~х алмаштириш бажа- 
рамиз. Натижада

х — /*, dx =  6 Fdt 
булиб, берилган интеграл учун топамиз:

i  “ 4 ТТГ “ 4 [ < " - '+  » -7 Т Т ? '-
= \t+  1[) +  С = б ( ^ - ^  +

+ V~x — 1п 1Ух+  l|j +  С — 2 V x — з У 7 + б У х  —

— т \ У х +  1 | + с.
2°. (8. 39) интегралда у — у(х) — V а х 2 +  Ьх +  с булсин, бунда 

а, Ь, с — узгармас сонлар бÿлиб, ах2 +  Ьх +  с квадрат уч^ад тенг 
илдизларга эга эмас. (8.39) интеграл цуйидаги

J  R(x, Vax2 + bx + c)dx (аф Щ  (8.42)
куринишни олади.

Кд'йида келтириладиган учта алмаштириш ёрдамида (8.42) инте
грал рационал функция интегралига келтирилади.

а) а > 0  булсин. Бу ^олда (8. 42) интегралда

t = Vax  + Vax2 -f- bx +  с (8.43)
(ёки / =• — V a  x +  Vax2 bx +  с
алмаштириш бажарамиз. (8.43) тенгликни квадратга кутарсак, 

ах2 -f bx +  с — t2 — 2 V а xt + ах2



булиб, увдан 

х

булади. Агар

— *?-.£- d  2(У5/* + «  + сУ 5 ) ,,
* -  2у . , + » .  * ------ ¿ V Ï . + » ) * —

У  ах2 +  6* +  с =  У аА + ¥  + с У а 
2V at + b

эканини эътиборга олсак, у з̂ олда (8.42) интеграл ушбу 
| R  (х, У  ах2 +  Ьх +  с) dx =

Г R ( Р ~ °  Vït*-l-bt+c V â  \ 2 (V â^  + bt + c V â
J \ 2 Va/ + ¿> 2 Vat + b J (2Уо7 + 6)а

KÿpHnumHH олади. Бу тенгликнинг унг томонидаги интеграл остида 
турган функция t узгарувчининг рационал функцияси экани рав- 
шандир.

Шундай килиб (8.42) интеграл ни з̂ исоблаш а >  0 булганда (8.43) 
алмаштириш ёрдамида рационал функцияни интеграллашга келтири- 
рилади.

б) с >  0 булсин. Бу з̂ олда (8.42) интегралда

У  ах2 + Ьх +  с — У с ]  (8.44)х
ёки t — — У  ах2 + Ьх + с 4- У~с ]j

алмаштириш бажарамиз. (8.44) тенгликни квадратга кутариб, 
ахг +  Ьх +  с — хЧ2 +  2 x iY с-\-с,

ундан
у — 2V ët — b , , _  2 ( У с ^  — Ы + У Г а )  . х — а _  /2 ил (а __ pyi ш,

ни топамиз, шунингдек

Vax* + bx + c = +
Натижада (8.42) интеграл ^уйидагича ёзилади:

j  R (х, У  ах2 +  Ьх +  с) dx = - ' [# (  -2 Х —р Ь -*•

У с t 2 — Ы + а~\/с \ 2{~Vc t2-\-Ы-\-Уса)
А  а — Р  ) '  (a— /2)* Üt'

Равшан ки,
R  (  2 У с 1 ~  b У  С Ï1 ~ ы  а\/ с  ̂ 2 Ус72 — bt -j- у  c'a)

с — 1г а — t2 / (а — /2)2

функция t узгарувчининг рационал функциясидир. Демак, бу з̂ олда 
з̂ ам



| Я  (х, У'ах* + Ьх + с) с1х
интегрални ^исоблаш (8.44) алмаштириш натижасида рационал функ- 
цияни интеграллашга келтирилади.

тириш билан бири иккинчисига келади. ^аци^атан ^ам, а >  0, с

(8.44) алмаштириш формуласи келиб чикади.
в) ах2 + Ьх + с к в а д р а т  уч^ад  ^ар хил хх ва х2 ^аци- 

ций илдизларга  эга булсин.  Маълумки, хх ва х2 илдизлар. 
орцали ах2 + Ьх + с квадрат уч^адни

куринишда ифодалаш мумкин. Бу холда (8. 42) интегралда ушбу

алмаштириш бажарамиз. Натижада |/ а (х — * х) ( х —  х2) = /(х — ху) 
ва уни квадратга ошириб а {х —  хх) (я  —  х.,) — /2 (х — X])2 булишини; 
топамиз. Демак,

куринишга келади. Бу тенгликнинг унг томонидаги интеграл ости- 
даги функция I узгарувчининг рационал функциясидир.

Шундай кнлиб, бу ^олда (8.45) алмаштириш натижасида 
.1 К (х, У  ах2 +  Ьх + с ) ¿¿к интегрални хисоблаш рационал функция- 
нинг интегралини хисоблашга келади.

Одатда (8.43), (8.44) ва (8.45) алмаштиришлар Эйлер алмашти- 
ришлари деб аталади.

8.5-эслатма. Юцорида царалган а) ва б) доллар х — — алмаш-

булганда (8.43) алмаштириш формуласида х =  —  деб олсак, унда2

булиб, кейинги теигликдан

У  сг2 + Ьг + а =  ¿г — У  а

ах% + Ьх + с — а (х — хх) (х — хг)

X — хх У  ах2 + Ьх +  с (8.45>

булади. У  ^олда (8. 42) интеграл ушбу

ах2 + л-,/3 
Р - а



м С с1хИ С О Л .  j  интегрални хисобланг.

(а = 1) Эйлернинг б\ 
арамиз:
I == х +  У х 2 +  х +  1.

Бу интеграл учун (а 1) Эйлернинг биринчи алмаштиришини 
$((8.43) га ^аранг) бажарамиз:

У  ^олда
(2 — 1 г---------  <2 4- Ь 4-1 / 2 1 , , .

“ Т Т * - 2т +£ <*

Р Ч- I 4- 1 ,,и*

-булиб, берилган интеграл учун

Г----—..... ..= 2 Г
J х + У х 2 + х+  1 J г (1 2/)3 

•булади. Энди 
2 г34-*4-1 2 з з

¿(14-202 I 14-2/ (14- 2<)а 
;булишини эътиборга олиб, топамиз

1,-тгтаг=2!п|'|-т'"11+2'|+1-тЬ+с-
=2 1п | х + У х ъ + х +  11 — 1п [ 1 + 2х + 2У х г + х +  1| +

4 - - 1 ______________!____________ +  г
2 1 +2х +  2Ух* +  х +  1

2. Б и н о м и а л  д и ф ф е р е н ц и а л л а р н и  интеграл лаш .  
"Ушбу

хт (а +  Ьхп )р йх
, дифференциал ифода биномиал дифференциал деб агалади, бунда 
■а, Ь — узгармас сонлар, т , п, р — рационал сонлар.

Биномиал дифференциалларнинг
| хт {а +  Ьхп у  йх (8.46)

интегралини ^араймиз.
Равшанки, бу интегрални ^исоблаш т , п, р — рационал сонларга 

<богли̂ . Маш^ур рус математиги П. Л. Чебишев курсатганки, (8.46) 
интеграл цуйидаги учта

1) /? — бутун сон,
2) —у — — бутун сон,

3) — 1 + р — бутун сон

з̂ олдагина рационал функцияларнинг интеграли ор^али ифодаланади.
1) Р — бутун сон булсин. Бу хрлда т  ва п рационал сонлар 

(яъни касрлар) махражииинг энг кичик умумий булувчисини а ор- 
^али белгилаб (8.46) интегралда



алмаштириш бажарилса, интеграл остидаги функция рационал функ- 
цияга айланиб, (8.46) интеграл рационал функциянинг интегралига> 
келтирилади.

2)  б ¡¡тун сон булсин. Аввал (8.46) интегралда
п

_1_

л;
алмаштириш бажарамиз. Натижада (8.46) интеграл ^уйидаги

т  + 1 _  !
^ х , п ( а  +  Ь х п ) Ы х  =  ~ ^ ( а  +  Ь ( ) Н  " Ш  (8.47>

куринишни олади. К,исцалик учун
т  4-1 ,4=--— ---- 1п

деб белгилаймиз. Бу з̂ олда р — каср сошшнг махражини в била к- 
белгилаб, (8.47) интегралда

_1_

г *= (в + Ы) 5 = (а + Ьхп) ’
алмаштириш бажарилеа, натижада интеграл остидаги ифода рацио
нал функцияга айланиб, яиа (8.46) интеграл рационал функция ин~ 
теграяини ^исоблашга келтирилади.

3) р 4- д — вущун сон булсин. Юцоридаги (8.47) интегрални цу- 
йидагича

^ 4 -  Ы)р ?  (11 = |  + *<и
ёзиб оламиз. Агар кейинги интегралда

1

алмаштириш бажарилса, (8.46) интеграл рационал функциянинг ин* 
тегралига келади.

Мисоллар
1. Ушбу

у г-------------  -------- ¿ х
(14-1?'* )2

интегрални карайлик. Бу интегрални (8.46) интеграл билан таццос- 
лаб. р — — 2 (бутуи сои) эканлигини аницлаймиз. Юкорида карал- 
ган 1) ^олга кура л- = (* (I — V х) алмаштириш бажарнб топамиз:

Г ---- 1^£_— ¿ х _  6 | *
0 4-/*  )а О + *>



¿Бу тенгликнинг унг томонидаги интеграл остидаги функцияни

¿4— 2̂ 2 + 3 — 4- — --- [-■ 1
(1 +  ¿2) а е- +  1 (А + 1)2

-куринишда ёзиш мумкин эканини эъгиборга олсак, у зуэлда

Г Ш =  —-- 2 — +  3̂  — 4агс1е^ +  Г — ---
(1 +  г2)2 5 3 J  (А + 1)2

булади. Охирги интеграл шу бобнинг 2-§ да келтирилган (8.17) ре- 
куррент муносабат ёрдамида осонгина ^исобланади:

Г *  1 t  ̂  ̂ I  1 ^

]  ¡ ? Г ^ - , Т ' ? Т Т + Т ” гс(® '  +  С-
Натижада ^уйидагига эга буламиз:

1  <1 + <*)* л  =  ^ /5~ Т ^  + 3^_ Т агс1̂  +  Т , г'^ г г  +  с -
Демак, I х эканини эътиборга олиб узил-кесил ёзамиз:

/ " ( 1  + 1Гг)» йх=* Т ^ хЪ — +  18У~х 21 aгctg У 7  +

4- з —Ул.-- 1_ с.
Т ^ + 1

9 Г ха*
 ̂ у —рр гр Г интегрални зргсобланг.

Б у  интегрални^ + лгг | г с?л:

•  2 1 куринишда ёзиб, т  — I, п=*-— , р =  — —  булишини топамиз.
3 2

т  4- 1
Бу з̂ олда — — 3 булиб,

2_. 1_
* =  ( 1 + *3 Ь

алмаштириш бажарамиз. Унда
2 / \ 3

1 +  х3 = / 2, х — у?  — 1 ва йх =  -̂ - (^2 — 1^2 • 2/Л

булиб, берилган интеграл учун ушбу
Г (  1\1 С А <*
3 л; ̂  1 +  д:3 у2 Л  = 3 ]  (¿г -  1 )Ч 2 л * 3 — — 6 * х  +

+ <* + с, г ~ У \ + £
ифода топилади.



5-§. Тригонометрии функцияларни интеграллаш

Ушбу параграфда тригонометрии функцияларни интеграллаш би-

ЛЗНЮцоридагидек, i? (sin х, eosx) ор^али sin х ва cosx ларнинг ра
ционал функциясини белгилайлик. Бундай ифоданинг

J  R (sin х, eos х) dx (8.48*

интегралини царайлик.
Агар (8.48) интегралда

алмаштириш бажарилса, у ^олда (8.48) интеграл остидаги R (si x, 
eos х) dx ифода t узгарувчининг рационал функциясига аиланиб, 
(8.48) интегрални ^исоблаш рационал функция интегралини хисоб—
лашга келади.

Дархаци^ат, цуйидаги

2tg ~Т 2t
sin X = х 1+Í>

l + t g 3-2-

1 — tg2 ~2~ 1 — í2
eos x = -------7“  — 1 + /2 ’

1 + tg2 T
2 dt

x = 2 arctg t, dx 1 + í2
муносабатларни эътиборга олсак, у ^олда (8.48) интеграл куиидаги 

г. г ! 2t 1 — t2 \ 2 dt
l Risinx, eos x) dx =  j  я  ( y y y  • l+ t* ) '  i + **

KÿpHHnmra келади. Равшанки,
/ 2 1 \ - Р \  2 

*(ílvi + ,* ’ i + p ) ' i + í2
функция t узгарувчининг рационал функциям. Д ем^ ,  (8 .4 8) инте- 
грални ^исоблаш рационал функция интегралини ^исоблашга келади.

М и со л. Г ----—---  интегрални хисобланг.
J  3 + sin х

Бу интегралда / = tg—  алмаштириш бажарамиз. Натижада то-
2

памиз:
dx г  »__________ Г  — -----

3 + sin х \ з + 2 t 1 + \ 3(2 + 2t + 3



Шуни таъкидлаш лозимки, J  /? (cos х, sin х) dx интегралда t = tg-

алмаштириш универсал алмаштириш булиб, у (8.48) интегрални x¡ap 
доим рационал функция интегралига келтирса-да, купинча бу алмаш
тириш мураккаб х,исоблашларга олиб келади.

Айрим ^олларда тригонометрии функцияларни интеграллашда i — 
tg х, t =  sin х, í =  cos x алмаштиришлар к;улай булади.

Мисоллар

булади. Биро и; ^аралаётган интегралда t = tg х алмаштириш Сажа- 
$>илса, у ^олда

интегрални царайлик. Агар бу интегралда t = tg —  

■универсал алмаштириш бажарилса, у хрлда

(1 +  tg2 х) -d(tg л:) = J(1 +  t*) dt

булиб, ундан

булишини топамиз.

интегралда ¿ =  sin д: алмаштириш бажариб топа-



АНИЦ ИНТЕГРАЛ

1- §. Масалалар

Ушбу параграфда аниц интеграл тушунчасига олиб келадигада 
масалалардан баъзи бирларини келтирамиз.

1. У т и л г а н  йÿ л ^ац идаги  масала .  Бирор моддий ну^та■ 
TÿFpn чизик; буйича [/0,Г] вацт оралирида v= v (t)  тезлик билаи 

7’]) ^аракат к;илаётган бÿлca, унинг боеиб ÿTraH йу'ли s ни 
топиш талаб этилсин. Равшанки, агар ну^та тезлиги ÿ3rapMac (текис 
¡̂ аракат) булса, яъни v (t) =  f0 =  const, у ^олда s = v0-(T — t0) 6ÿ- 
лади. Энди v(t) — нхтиёрий функция булсин. Бу ^олда масалани 
>̂ал этиш учун [t0, Т\ вацт оралирини

to,h , h r - , t n = т  (t0< /х<• • • < ¿ „ _ i < g
нуцталар ёрдамида п та булакка буламиз ва >̂ ар бир [tk, tk+x] булак- 
да (сегментда) ихтиёрий l k i l k (z [*k, ^ +il> *  — 0» 1»* • *>п — 1) н у^ тз 
оламиз (51-чизма).

i. «,
Î, Z h  •1»в/

51- чизма

Агар ^ар бир [tk, tk+1 ] {k =  0 ,1, • * •, п —  1) сегментда нуцтанинг 
тезлиги v =  v (t) ÿ3rapMac ва v ( î k) га тенг деб олинса, у  ^олда 
нуцтанинг [tk, tk+[\ вацт оралигида босиб утган йули тахминан. 
уш бу

мивдор билан, унинг [tü,T] вацт оралигида босиб ÿTraH йÿли s эса 
тахминан

s « ü ( | , ) ( i i  — to) + v ( î 1)-(ti — h) +  “ * +  »(!*) • (̂ а+ х —  tk)+  +  
+ » <i-,) <9Л>
мивдор билан аншуганади. Бунда tk+ï —  tk =  Д tk {k *=* 0,1,* * *, п— 1) 
деб белгиласак, ю^оридаги (9.1) ифодани rçncrçaqa, йиринди белгиси
2  (сумма) ёрдамида цуйидагича



ёзиш мумкин.
Ну^танинг \(0,Т] да босиб утган йулини ифодаловчи (9.Г) фор

мула та^рибийдир. Х,аци^аган биз ну^танинг тезлиги v = v (t)  ва̂ т- 
нинг функцияси булса ^ам, уни >;ар бир [tk, /А+1] вацт орали f и да 
узгармас v (§fe) деб ^исобладик.

Энди [t0, Т] орали^нинг булаклари сонини шундай орттира борай- 
ликки, бунда 5̂ ар бир орали^ узунлиги At. нолга интила борсин 
У *олда

* *
миадор биз излаётган йул мицдорини тобора ани^ро^ ифодалай бо- 
ради, деб ^исоблаш табиийдир.

2. Э г р и  чи зи^ ли  т р а п е ц и я н и н г ю з и .  /(х) функция [а,Ь] 
сегментда ашщланган, узлуксиз з̂ амда V  х£ [а,Ь] да / (х) > О

булсин.
Ю^оридан f (х) функция гра- 

фиги, ён томонлардан х — а, х—Ь 
вертикал чнзшугар ^амда пастдан 
Ох — абсцисса уци билан чегара- 
ланган шаклни царайлик (52- 
чизма).

I | I | [ S. | | Одатда бундай шаклни эгри
о а х, х, г,ч t % чизи^ли трапеция деб аталади.

аАВЬ — эгри чизшуш трапеция- 
52- чизма нинг ЮЗШ1И топиш талаб этил-

син.
Агар f(x) функция [а,Ь] сегментда узгармас, яъни 

f(x)=>C == con s t 
булса, у ^олда аАВЬ шакл туири туртбурчак б^либ, унинг юзи

S  = C-(b— а)
формула билан аншумнади.

Агар f(x) функция учун [а,Ь] сегментда f (х) Ф  С — con s t булиб, 
у  х нинг ихтиёрий узлуксиз функцияси булса, у ^олда аАВЬ шакл- 
нинг юзини топиш учун [а,Ь] сегментни

а = х0, хь х2,- - -, xn_ v хп^ Ь  (лг0<  лгх<• • •< ха)
ну^талар билан п та булакка буламиз ва ^ар бир [xk,xk+i\(k = 
=  0,1, • • •, п —  1) сегментда ихтиёрий l k (lk £ [xk, л:А+1]) нуцта оламиз. 
}̂ ар бир [хк, xk+x\ (k »* 0,1,2, • • •, п— 1) сегментда }(х) функцияни 
^згармас ва уни f ( lk) га тенг цилиб олсак, у з̂ олда хк Ак Вк хк+1 
эгри чизи^ли трапециянинг юзи тахминан



f (I*) • (xk+\ xk)
га тенг булиб, аАВЬ шаклнинг юзи эса тахминан

S »  f (?о) • (х1 — х0) +  / ( ii)  • (*2 —  хд +  ‘ * ’ +
+  { (Ък)-(xk+l — Хк) 4- • • • +  f (i„_l) ‘ (хп ~  Хп~l) 

мик;дор билан аник*ланади. Демак,

S * 2 « и - 4 * „  (9-2>к=0
бунда Axk —xk+[--xk. Куркниб турибдики, аАВЬ эгри чизшуш 
трапециянинг юзини ифодаловчи (9.2) формула та^ри'жй ормуладир. 
Энди [а,6] сегментнииг булаклари сонини шунда1 орттира бораллик- 
ки, бунда ĵ ap бир сегмент узунлиги Д хк нолга интила борсин.

П— 1
У холда 2  f (L ) • А х. йириндининг микдори хам узгара боради.

к^О
Равшанки, бу ми^дорлар борган сари аАВЬ эгри чизицли грапеция- 
нинг юзини ани[фо^ ифодалай богади.

Ю^орида келтирилган икки ма алани >̂ал цилишда ундаги v (t) 
а̂мда f(x) функциялар устида бир хил тадбирлар аматгг оширилди, 

яъни
а) функция ани^ланиш со̂ асини (TÿruiaMHHH) булакларга булиш;
б) а̂р бир б]̂ лакда ихтиёрий i k нуи т̂ани олиб, бу ну^тада функ-

циянинг ^ийматини ^исоблаш;
в) функциянинг £к ну^тадаги цийматини, мос ораяикнинг узун-

лигига купайтириб, улардан йигинди тузиш ишлари f>a нарилди.
CÿHr орали^нинг бÿлaклapи сонини шунда i орттира боршщики, 

бунда х,ар бир оралицча узунлиги нолга интила борди.
Натижада тузилган йигиндиларнинг ми^дорлари мо~ равишда утил- 

ган йул ,\амда эгри чизицли трапеция юзини тобора ани^роц ифода
лай бориши топилди. Умуман, жуда Kÿn масалаларнинг ечими юк,о- 
ридагига ухшаш йигиндиларнинг лимитини (йигиндининг лимити 

. кейинги параграфда а ниц таърифланади) топиш билан ал ^илинади. 
цБундай йигиндиларнинг лимити математик анализнинг а:осий тушун- 

чаларидан бири—аниц интеграл тушунчасига олиб келади.
2-§. Аниц интеграл таърифи

Функциянинг аниц интегралини таърифлашдан аввал баъзи бир 
тушунчалар, жумладан, [а,Ь] сегментнинг булиниши, функциянинг 
интеграл йигиндиси тушунчалари билан танишамиз.

1. [а,Ь] с е г м е н т н и н г  б ÿ л и н и ш и .  Бирор [a,b]cz R сегмент 
берилган булсин.

9.1- таъриф. [а,Ь] сегментнинг ушбу
а =  х0 с  <  х2 < . . . <  ха_, <  х„ — Ь

муносабатда булган ихтиёрий чекли сондаги х0, хь х2, • • • ,xn_ v хп нун- 
талари системасига [а,Ь\ сегментнинг булиниши деб аталади ва уни



^ар бир *¿(¿=0,1,. . . ,  я) нуцта Р  булинишнинг булувчи нуцтаси,
[**> *¿+,1 (Л = 0,1........ п — 1) сегмент эса Р  булинишнинг оралит
дейилади.

Р  булиниш оралицлари узунлиги А хк = хк+х — хк (ув — 0, п — 1) 
нинг энг каттаси, яъни ушбу

^р ~  гаах { А — тах { А хо> А хъ . .  . ,  Д хк, . . , ,  Д хп_ х} мивдор 
Р  булинишнинг диаметра деб аталади.

Ми с о . [а,Ь] — [0,1 ] булсин. Нуцталарнинг у̂йидаги
п —  —  _9_ ю ,

’ 10 ’ 10’ ’ ' ”  ш ’ 10 — ’
о ±_ А  А. 2°. _  1.

’ 10 ’ 10’ 10’ 10’ 10 “
0 —  —  —  == 1- 

’ ю ’ 10 ’ 10
о —  —  _!£. Н  — 1 

’ 20 ’ 20 ’ ' ' ■ 20 ’ 20
системалари [0,1] сегментнинг

Р1 =  { ° ’ То ’ Ю ’ *• * ю-’ 1) ;

Рг =  { ° ’ ~й'' "ш ’ То ’ !}  ;

М С ’тИ''
Р 4= (  0,— , — ........— , 1)

1 20 20 20 /
булинишлари булиб, уларнинг диаметрлари мое равишда

Л __  1 _  1 л 4 ,  ___ 1
А* ~  10’ К Рш~  5 ’ > ХР ~ - ы

б^лади.
Юцорида келтирилгаы таъриф ва мисоллардан куринадики, [а,Ь] 

сегмент берилган ^олда турли усуллар билан бу сегментнинг истал- 
ган сонда булин-ишларини тузиш мумкин экан. Б у булинишлардан 
иборат тупламни $Р билан белгилаймиз: ¿Р — { Р } .

2. Интеграл  йигинди. ] а,Ь ] сегментда /(*) функция аникг 
ланган булсин, [ а,Ь ] сегментнинг

^ ~  {̂ о> Х1,Х2........хк, • • •, хп} £ &Р
булинишини ва бу булинишнинг а̂р бир [хк ,хк+1\ (к. — 0,1,2,*. 
п 1) ораливда ихтиёрий %к( к̂ ^[хк, хк+]}) ну^та оламиз. Берилган 
функциянинг 1к нуцтадаги циймати £ ( у  ни Ахк ** хк+1 — хк га 
к^пайтириб, цуйидаги йириндини тузамиз;



+  f (?„_ l) ' ̂  Xn-l “  2  /  ^  ^ X*‘ fe“ 0
9.2- таъриф. Ушбу t

cr = 2j f ( lk)' Д 9̂-3^fe=0
ниринди f(x) функциянинг интеграл йитндиси ёки Раман йигин
диец деб аталади.

Ма:алан, 1) fix) =  л: функциянинг [а,Ь] сегментдаги интеграл 
йигиндиси

П—1 п— I

булади, бунда
х ь ^  ^  xk-\-\ {k = 0,\,2, fi 1)*

2) Дирихле функцияси
. _Г1, агар я € [аМ  — рационал сон булса,

Ю (х) — агар х £ \а,Ь\ — иррационал сон булса 
нинг интеграл йигиндиси цуйидаги
«-< (b — а, агар барча \k—  рационал сон булса,
S O  ( У ’ ^ хк~  |0, агар барча ^  — иррационал сон булса

куринишга эга булади.
Равшанки, f (х) функциянинг интеграл йигиндиси a f(x) функция- 

га, [а,Ь\ сегментнинг булиниш усулларига з̂ амда з̂ ар бир [х ^ х ^ ]  
сегментдан олинган \k нукталарга боглик, булади.

3. А ни^  и н т е г р а л  таъриф и. f(x) функция [а, Ь\ сегментда 
аницланган булсин. [а,Ь] сегментнинг шундай

Ръ Р<1> Р з> • • ‘ ' <9-4>
( Р т £^, т  = 1,2, • • • ) булинишларини ^араймизки, уларнинг моа 
диаметрларидан ташкил топган

,Хр ,Хр , • • '¡hp , • • •
“ х Г ъ  Г  т

кетма-кетлик нолга интилсин: КРт-+0.
Бундай P m(m--=1,2, • • •) булинишларга нисбатан f (х) функция

нинг интеграл йигиндиларини тузамиз. Натижада [а,Ь] сегментнинг 
(9.4) булинишларига мос f(x) функциянинг интеграл йигиндилари 
^ийматларидан иборат к,уйидаги

сг1,о2,огз,--*.,ат )--* (9.5)
кетма- кетлик ^осил булади. Равшанки, бу кетма - кетликнинг ^ар 
бир з̂ ади 1к нукталарга боглшущр.



9.3- таъриф.  Агар [ а,Ь ] сегментнинг з̂ ар цандай (9.4) булиниш- 
лари кетма-кетлиги { Р т  } олинганда ^ам унга мос интеграл йигинди 
цийматларидан иборат { ат } кетма-кетлик нусталарни танлаб 
сшинишига боглиц булмаган ^олда ^амма вацт битта I  сонга интил- 
са, бу / сон о йитндининг лимита деб аталади ва

каби белгиланади.
(9.3) йигинди лимятини ^уйидагича з̂ ам таърифлаш мумкин.
9.3-та ъриф. Агар у е > 0  сон олинганда ^ам шундай 6>0 

сон топилсаки, [а,Ь]  сегментнинг диаметри ХрС  6 булган ^ар 
Нандан Р  булиниш учун тузилган сг йигинди ихтиёрий |А ну^таларда

тенгсизликни ^аноатлантирса, у ^олда / сон а йигиндининг Хр-+0 
даги лимити деб аталади ва у юкоридагидек ( ( * )  га царанг) белгила- 

, нади. (9.3) йигинди лимитининг бу гаърифлари эквивалент таърифлар- 
дир.

9.4-таъриф. Агар Яр->0да / (л;) функциянинг интеграл Ahfhh- 
диси (9.3) чекли лимитга эга булса, у ^олда f (х) функция [а,Ь] сег- 
ментда интегралланувчи (Риман маъносида интегралланувчи) 
дейилади, о—йигиндининг чекли лимити, / эса — f (x) функциянинг 
[а,Ь] сегментдаги аниц интеграли ёки Риман интегралы деб аталади 
ва у

Бунда а сон интегралнинг ^уйи чегараси, b сон эса интегралнинг 
юцори чегараси, [а,Ь] сегмент интеграллаш о р а т т  деб аталади.

1-§ да келтирилган масалаларнинг биринчисида s йул v(i) тез- 
ликнинг [/0, Т] сегментдаги аниц интеграли:

иккинчисида эса аАВЬ эгри чизи^ли трапециянинг S  юзи f (х) функ
циянинг [а, Ь] сегментдаги ани^ интеграли

(*)

о— / 1 <е

ьJ / (x)dx
а

каби белгиланади. 
Демак,

т
s — J  v (0 dt,

ь
S = f f(x) dx

дан иборат. 
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Агар Хр-+0 да а йигиндининг лимити мавжуд булмаса ёки 
унинг лимити чексиз булса, у холда f(x) функция [а, Ь) сегментда 
интегралланмайди (Риман маъносида интегралланмайди) дейилади.

Мисоллар
1. f (х) С = const функциянинг [а, Ь] сегментдаги интеграли- 

ни ^исоблаймиз. [а, Ь] сегментнинг ихтиёрий
Р  = {х0, хх.......... Х п } (а = х0 <  хг <  . . .  < х п = Ь)

булинишини олиб, f(x) = С функциянинг интеграл йириндисини то
пами з:

п— 1 п— 1
о = 2  С • А х, —■ С 2  А хк = С •[ (xi х0) +  (х2 X]) -Ь • • • -{”

"о к *=О
+ (*„ — *„_ i)] =С-(хп — х0) = С-(Ь— а).

Равшанки,

Демак,

1 im о = lim C-(b — а) — С-ф — а).
Kp-rltQ Кр—*®

О
| C-dx **С-{Ь — а).
а

Хусусан, / (х) = 1 булганда к,уйидагига эгамиз:
ь ь
J  1 ‘dx = S dx — b — а.
а а

2. Ушбу f(x) = x функциянинг [а, Ь] сегментдаги интегралини 
¡хисоблайлик.

Маълумки, [а, Ь] сегментда f { x ) ~ x  функциянинг интеграл ии- 
риндиси

а = 2  lk-Axkk-̂o
булиб, бунда Ахк — xk+l — xk ва

xk < lk < Xk+r (9-6)
Бу (9.6) тенгсизликни Ахк> 0  га купайтириб топамиз:

хк-Ахк ^ 1 к-Ахк ^ х к+1-Ахк (к = О, 1...........п — 1).
Кейинги тенгсизликлардан эса

2  хк - Ах к <  2  % - А х к ^  2  хк+1 ' ^ хк
*=о к к к=о к К *=о

тенгсизликлар келиб чи^ади.
л-1 Л-1

Демак, 2  хк-Ахк ^ о  ^  2  хк+1-Ахк. (9.7)
4=0 А=0



n—1 Я—I
Энди ^ x k-Axk ва 2  л:А+1*Дл:л йириндиларни ^уйидагича ÿa- 

гартириб ёзиб оламиз:
-1 п— 1 п— 1V! / , 1

xk’Axk -  xk (**+i хк) -  2 4t ¿  ^+> ~  х$ ' 
Я— 1 , . 1 1 — 1

у2 Kk2 J “0 ^ft+i ”  2 хо) ~2 Х1

= fc2- g2 1 V  Д V-
2 2 Й  *’ •

Агар *А+1 =  xk +  Л хк эканинн эътиборга олсак, у хрлда
я —1 я —1 /1—1

* è ,  Xk+l ’ ^  хк ~  2  (Хк ~Ь Д • Д ** =  i  Хк ' ̂  Хк 4" 2  Д АТ*=0 т  *=0 * А=0 * я 'А

—  4- — v  А X2
2 ¿ ¡ V к'

Демак,

Бу муносабатдан

I Ь*-йЧ 1 " v  А ?
о - —  < T i 4

1 п~1тенгсизлик келиб чицади. CÿHrpa -у 2  А * | учун

"2 *?е АЛГ* ^  V "2  Д Д Хк =='~2
(бунда Я р »  max {Д яА}) б^лшшдан Я р->0 да

i Я_1
2  Ах2.- * 0

булишини топамиз. 
Демак,

i
Бу эса таърифга Kÿpa

экаьлигини билдиради. 
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3. [a, b] сегментда Дирихле функцияси учун аник; интеграл мав- 
жуд эмаслигини курсатамиз.

Дирихле функцияси D(x ) учун интеграл ühf инди цуйидагича
|Ь— а, агар барча 1к — рационал сон булса, 

а ~  I 0, агар барча %k — иррационал сон булса 
булишини Kÿpran эдик. Равшанки, да а й и р и н д и  лимитга
эга булмайди, чунки [а, Ь\ сегмент учун ихтиёрий булиниш сшин- 
ганда хам хар бир [хк, хк+1] сегментда \к ну^тани рационал цилиб 
олинса, интеграл йиринди Ь — а га, 1,к нуцтани иррационал цилиб 
олинса, уша интеграл й и р и н д и  нолга тенг булади. Демак, Дирихле 
функцияси [а, Ь] сегментда интегралланмайди.

9.1-эслатма. Агар f (х) функция [а, Ъ] сегментда чегаралан- 
маган булса, у шу сегментда интегралланмайди.

Х^ци^атан з̂ ам, f (х) функция [а, Ь] сегментда юцоридан чегаралан- 
маган булсин. У  хрлда V P  £ бÿлиниш олинганда з̂ ам бу бт/ли- 
нншнинг бирорта, масалан, \хк, хк+1] сегментида f (х) функция ю^о 
ридан чегараланмаган булади. Демак, V М  > 0  сон олинганда з̂ ам 
шундай 1к £ [хк, л:й+1] ну^та мавжудки,

ими f ( l k)-Axk> M

тенгсизлик уринли булади.
Энди %к нуцтани юцоридагидек олнб, |в, , l k_ v i A+I, . . . .

?„_ i ну^таларни эса мос равишда [xt, x j, [хъ хг], . . . , [xk_ v хк] 
[хк+1, хк+2], хп\ сегментларда тайинлаб, f(x) функ-
циянинг интеграл йетиндисини тузсак, 6у интеграл йириндининг 
циймати хар к,анча катта булишини билнш цийин эмас. Равшанки, 
бу хрлда интеграл йигинди чекли лимитга эга бÿлмaйди. Демак, f (х) 
функция [а, Ь] сегментда интегралланмайди.

Шундай ^илиб, [а, Ь] сегментда интегралланувчи функция шу ора- 
ли^да чегараланган б '̂лиши зарур.

Кейинги муло^азаларда [а, Ь] сегментни [а, Ь] ёпи^ орялик,, iyic- 
кача [а, Ь] оралиц деб з̂ ам атаймиз.

3-§. Дарбу йигиндиларн. Аник; интегралнинг бош^ача 
таърифи

1. Д а р б у  йиринди лари.  f(x) функция [а, b] ораликда 
аникланган булиб, у шу орали^да чегараланган бÿлcин. Демак, шун
дай ÿ 3rapMac т  ва М  сонлар мавжудки, \/х £ [а, b] лар учун

т  < / ( * ) <  М (9.8)
тенгсизликлар уринли булади.

Энди [а, Ь] оралицнинг бирор
р =  {Xt, XL............хп\



а =* х0 С  хх <  . . .  <  хп =  Ъ) булинишини олайлик. Модомики, f (х) 
функция [а, Ь] орали^да чегараланган экан, унда функция ^ар бир
lxk, хк+\} (Ь — °* 1..........п — \) оралщда хам чегараланган булиб,
бу функциянинг аниц чегаралари

fnk =  inf {f(x)}, x£[xh, xk+l],
Mk--= sup{/(x)}, x£[xk, xk+l\ (9.9)

мавжуд булади (2-боб, 6-§).
Равшанки, ихтиёрий [xk, хк+х\ учун

mA< f ( ^ ) < M ft (9.10)
тенгсизликлар ^ам уринли булади. Энди т к ва М к сонларни [хк, хк+11 
орали^нинг узунлиги: Ахк — хк+1 — xk >  0 (k — 0, 1, . . .  , п — 1) 
га купайтириб цуйидаги

Л— 1

2  rnk-Axh = т 0-Ах0 + т 1>Ах1 + . . .  + т к-Ахк + . . .  +А—0
+  т п - 1 А х п -  V

Л— 1

2  M k-Axk = М0-Ах0 + M v Axt +  . . .  + Мк-Ахк +  . . .  -f
ft-О я к

+ Mn-i A xn_ i

йигиндиларни тузамиз.
9.5- та  ъ р и ф . Ушбу

л—1 л— 1

s -  2  т к-А хк, S  =  2 ц М к -А (9.11)

йириндилар мос равишда Дарбунинг чуйи хр,мда юцори. йигиндилари 
деб атапади. Бу таърифдаги т к ва М к сонлар учун mk < M k (к =*
— 0, 1, . . .  , п — 1) тенгсизлик уринли булганидан

s < S  (9.12)
тенгсизлик з̂ ам уринли булиши келиб чикади.

Равшанки, (9.11) йириндилар f(x) функцияга богли  ̂ булиши 
билан бирга [а, Ь] ораликнннг булиниши Р  га хам богли  ̂ булади, 
яъни

s « s p(/), S = Sp(f).
(9.10) тенгсизликларни А хк >  0 га купайтириб топамиз:

т к-Ахк ^  / ( у - Ахк < М к-Ахк (к = 0, 1..........п — 1).

Кейинги тенгсизликлардан эса



Шундай цилиб, f(x) функциянинг интеграл йириндиси хар доим 
унинг Дарбу йигиндилари орасида булар экан.

(9.10) муносабатдан япа битта хулоса чи^ариш мумкин: ну^- 
тани танлаб олиш ^исобига / (?А) ни т к, шунингдек M k ^ийматлар- 
га а̂р ^анча я^ин келтириш мумкин. Бундан эса Дарбунинг цуйи 
^амда ю^ори йигиндилари берилган булинишда интеграл йигинди 
учун мос равишда аниц ^уйи хамда анщ говори чегаралар булиши 
келиб чикади, яъни

s = inf {a}, S  — sup {а}. (9 .14)

Энди (9.8) ва (9.9) муносабатларга кура (функциянинг анщ чега- 
ралари хоссаларидан фойдаланамиз, 2-бобнинг 6-§ га царанг):

т  < mk, Mk ^  М (k — 0, 1, . . .  ,л — 1)
тенгсизликлар уринли. Шунинг учун ушбу

л-1 п-1

sp(f) = 2  tnk-Axk >  т  2  Д xk^=m-(b — a)Р *=0 О
п--1 л— 1

S M ) = 2  M k-Axk <  М  2  а = М-Ф — а) 
р к=в к-о R '

тенгсизликлар з̂ ам уринли. Равшанки,
л -1

2  А ху =  Ь — а.А=о *
Демак, V  Р  £ г? учун цуйидаги

т-ф — а) < sp{f) <  Sp(f) < М-ф — а) (9.15)
тенгсизликлар уринли булади. Бу эса Дарбу йиишдиларининг че- 
гараланганлигини билдиради.

2. А ниц  и н те г р а л н и н г  б о ш ^ а ч а  таърифи./ (л : )  функ
ция [а, Ь] орали^да аницланган булиб, у шу оралицда чегаралан- 
ган булсин. [а, Ь) орали^нинг булинишлари туплами ¥  — {Р ) нинг 
^ар бир Р  £ £Р булинишига нисбатан f(x) функциянинг Дарбу йи- 
гиндилари sp(f), Sp(f) ни тузиб,

(Sp(f)}
тупламларни цараймиз. Бу тупламлар (9.15) га кура чегараланган бу
лади.

9.6-таъриф. {sp(f)} тупламнинг ани  ̂ говори чегараси f(x ) 
функциянинг [а, Ь] орали^даги у̂йш интеграли (>\уйи Риман ин
теграла) деб аталади ва уни ь |

f(x) dx
каби белгиланади.

{Spit)) тупламининг аник, к,уйи чегараси / (х) фу
0



[а, Ь\ орали^даги юцори интеграли (юцори Риман интеграла) деб 
аталади ва у ь

7 — j  fix) dx
а

каби белгиланади. Демак,ь
_/ = J  f (x )d x -  sup {spif)},

а
b

I  = j  fix) dx = inf {spif)}.
9.7-таъриф. Агар f(x) функциянинг [a, b) оралик.даги ^уйи 

хамда юи,ори интеграллари бир-бирига темг булса, у ^олда fix) 
функция [а, Ь] ораликда интегралланувш дейилади, уларнинг уму-
мий ^иймати ь

I  == {  fix) dx — j.f  (х) dx
а а

f ix ) функциянинг [а, Ь] орали^даги аник, интеграли (Риман ин
теграли) дейилади ва у

| fix) dx
а

«каби белгиланади. Демэк, ь
]' fix) dx = j  f (ж) dx = J f  ix) dx.
a a “

Агар
ь i
j  fix) dxф  J  fix) dx
a a

булса, у х;олда fix) функция [a, b] орали^да интегралланмайди де
йилади.

Мисоллар
1. fix) — х функцияни [а, Ь] орал ик; да царайлик. Б у [а, Ь] ора- 

ли^нинг ихтиёрий
Р  =  {х0, xv . . .  , x j  (a = *0 <  <  . .  . <  хп = b) 

булинишини оламиз. Хар бир [xk, xk+x] ik — 0, 1, . . .  , п 1) ора-

ЛИВДа mk =  inf {/ (х)} = inf {х} — xk,
M k =  sup {fix)} = sup {x} = xk+v

H Jy сабабли бу функциянинг Дарбу йининдилари учун 
«—1 «—1

13) *=0
п— 1 л— I

Ах?



ифодаларни топамиэ. Бундан эса цуйидагига эгамиз:

sup {sp (/)} *= sup 1 V  Л I _ib2—а2
2 2 2 a

A~0
XÎA I ■

2 2 s  ! 2
Шундай ^илиб,

? , Ô2- f la /  , бг—I xdx « ------- , ( xdx — —
J 2 J 2
a a

ва
f> b
J  xdx =  [ xdx  =  -— —

2a a

Демак, f  (x) — x функция [a, b] орали^дг интегралланувчи ва
h

b2—àÀ

2. [a, b ] орали^да Дирихле функцияси D (x) ни ^арайлик. [a, b\ 
орали^нинг ихтиёрий

P  =  {x0, Xy............. xn) (a =  * 0 <  * x<  . . .  < * „  =  b)

булинишини олиб, унга нисбаган Дарбу йининдиларини ёзамиз:
п- 1

s0 !£>) = ^  т^Ах» = 0 ,

А * , - » - « .
А—О А=0

Бундан
sup {sp (D)} =  0, inf {5; (D)} =  Й -  a 

экани келиб ч ицади. Демак,
ь ь
j" D (x)dx =  0, J  D (x)dx =  b — a.
o  a

Дирихле функциясининг [a, Ь] орали^да цуйи хамда ю^ори ин* 
теграллари мавжуд бÿлcа-да,

ь ь
j  D(x) dx=^~^ D (x) dx
~â a

булгани сабабли бу функция [a, b ] оралиеда интегралланмайди.



Биз 3 -§  да ¡ (х)  функциянинг [а, Ь] орали^даги ани^ интегралига 
икки хил таъриф бердик. Ушбу параграфда эса улар узаро эквива
лент таърифлар эканлигини исботлаймиз. Бунинг учун аввал [а, Ь] 
орал и к, булинишларининг ^амда Дарбу йигиндиларининг хоссаларини 
келтирамиз.

1. [а, Ь] ора л  иц б у л и н и ш л а р и н и н г  х о с с а л а р и  . $*= {Р} 
туплам [а, Ь] оралицнинг барча булинишларидан иборат туплам бу- 
либ, Р ^ З * ,  Р 2£$* булсин.

Агар Р х булинишнинг ^ар бир булувчи нуцтаси Р 2 булинишнинг 
^ам булувчи нук,таси булса, Р 2 булиниш Р х ни эргаштиради  деб 
атапади ва Р г ( Р 2 каби белгиланади. Масалан, [а, Ь] =-- [0, 1] 
булсин.

булинишлар учун Р г ( Р г булади.
1°. Агар P ^ i 1, Р 2££Р Р 3£^  булинишлар учун Р 1 ( Р 2, Р 2 ( 

( Р 3 булса, у ^олда 1\ ( Р 3 булади.
Х ^ицатан ^ам, Р г ( Р 2 булишидан Р у булинишнинг булувчи 

нук;талари Р 2 нинг з^ам булувчи ну^талари, Р 2 ( Р.а булишидан 
эса уша булувчи ну^талар Р.л булинишнинг х;ам булувчи ну^талари 
эканлиги келиб чи^ади. Демак, Р 1 ( Р 3.

2°. V P ^ r ,  \ fP t £ f  булинишлар учун шундай Р£гР булиниш 
мавж удки, P t ( Р, Р 2 ( Р  булади.

Д а ’̂ ицатан з а̂м,

булсин. Бу булинишларнинг x']k (k =  0, 1.............п) з^амда х\ (i —
*= О, 1, . . . ,т) булувчи ну^талари ёрдамида [а, Ь] орали^нинг

2. Д а р б у  й и г и н д и л а р и н и н г  х о с с а л а р и .  f (x)  функция 
1а, Ь\ орали^да ани^ланган ва чегараланган булсин. P t £ Р 2 £ £Р 
булинишларга нисбатаи Дарбу йириндиларини тузамиз. Улар мос 
равишда

Ушбу

Р\ — {■''O’ xi ......................

Р 2 =  {ха, х\............ х'т } £ Г



булсин. Дарбу йириндилари к,уйидаги хоссаларга эга:
1°. Агар 1\ ( 1\ б-улса, у  хрлда

ь „ < Ь > з Р1ф

тенг сизликлар уринли булади.
И с б о т .  [а, Ь] орали^нинг Р г булиниши цуиидагича

Р г в= {*', х\, . . .  , х'к. . . . , х'п) (а •-= х0 <  <  . . . < * * <  . . С

< <  =  &)
булиб, Р 2 булиниш эса ( Р 2 булсин. Соддалик учун, Р 2 були-
нишнинг булувчи нуцталари 1\ нинг барча х', х[............. х'п булув-
чи ну^талари з^амда цушимча битта х* £ [а, Ь] ну^тадан иборат 
булсин. Бу х* ну^та хк з^амда х'к+1 нуцталар орасида жойлашсин:

х ; < ж ? < х ' к+х.

Демак,
Р 2 ~  {Хо< Х\' ’  • * > Хк ’ Х* ’ ■ ''*4-1’ • * • > Хп)-

Р х ва Р г булинишларга нисбатан Дарбунинг говори йигиндилари 
цуйидагича

Бр1ф  =  М 0-Ах'0 +  Мг -Ах[ +  . . .  +  М к А х ’к +  . . . +

+ М „_1А < _ 1, (9 .16)

5  (/) = М 0-А х'0+  . . .  +  (М’к-Ь~х,к +  М ,к - А х 2 +  . . .  +  А хп_ 1
Р%

ёзилади, бунда
М ’к = ы р {/(*), х ^ [ х к, х*}},
М"к =  вир {/ (лс), х£[х*.  хкМ] }

ва
А х ’к — х* — х'к, Ах'к = х к+1 — х.*

(9 .16) муносабатлардан куринадики, 5 р1 (0 ва ([) йигиндиларнинг 
бир-биридан фарци ^уйидагича: (/) йигиндида М к-Ахк сушилу в- 
чи булган ^олда Бр (/) йигиндининг унга мос 1̂ ушилувчисида

М ’к -Ах'к +  М'к‘ Ахк ифода булади.
Равшанки, [х'к, х*]<=.[х’к, х'к+1\, [х*, х й+1] сг [х к , хк+1]. Анш^ 

чегаранинг хсюсасига кура
М'к < М к, м \ < м к

булишини эътиборга олсак, у холда

М'к- А х'к +  м к- А х\ =  м'к (х* -  х'к) +  М"к (х'к+1 — X*) <  М к [(х* — 

—  * * )  (Хк+ 1 =  ’ Х/г



булиб, натижада Sp[(/) ва 5 р> if) йигиндиларнинг бир-биридан фарц 
^илувчи ^ади учун ушбу

тенгсизликка келамиз. Д емак, 5 р> (/) >  (/). Худди шунга ухшаш

булиши исботланади.
Шундай ^илиб, [а, Ь] орали^да булувчи нуцталар сони ошириб 

борилганда уларга мос булган Дарбунинг юцори йириндилари ош- 
майди, ^уйи йириндилари эса камаймайди.

2°. V'/\ £ %Р, бдлиншиларга ниебатан. Д ар б у  йирин
дилари учун

тен г си злик  уринли булади .
И с б о т .  1-пунктда келтирилган булинишнинг 2°-хоссасига ку

ра, шундай булиниш мавжудки Р г ( Р, Р г { Р  булади. Бу 
Р  булинишга ниебатан Дарбу йириндилари sp (f) ва Sp if) булсин. 
У  з^олда 1°-хоссага кура

Л  < Р  Дан spi if) <  sp (/), Spt (f ) >  Sp if),
P 2 ( P  дан spj (/) < sp (/), S„t if) >  Sp if)

тенгсизликлар келиб чи^ади. Бу тенгсизликлардан ^амда ^ар доим 
уринли буладиган sp ( f )*^Sp (f) тенгсизликдан

экани келиб чикади, Демак, (/) <  S if).
Бу хосса [а, Ь] орали^нинг булинишларига ниебатан тузилган 

цуйи йириндилар туплами {sp (/)} нинг з̂ ар бир злементи квдш  йи- 
риндилар туплами {5р (f)}  нинг исталган элементидан катта эмасли- 
гини билдиради.

Дарбу йириндиларининг бу хоссаларидан фойдаланиб f (х) функ- 
циянинг ^уйи ^амда юцори

ь ъ
L - - [  fix) dx, I = J  fix) dx

a  a

интеграллари ^а^идаги иккита леммани исботлаймиз.
9 .1 -л е м м  а .  Агар f ( x ) функция [а, Ь] оралиеда ани^ланган 

ва чегараланган булса, у ^олда

1_<7 (9.17)
тенгсизлик Гринли булади.

И с б о т .  f (х) функция [а, b] ораликда чегараланган булсин.



Равшанки, бу ^олда
/ =  sup {sf  if)}, 1 =  inf {Sp (f)}

микдорлар мавжуд булади.
Дарбу йигмндиларининг 2'-хоссаси ^амда аниц чегараларнинг

хоссаларидан (2- боб, 6- §) фойдаланиб
I_<Sp (f),

ундан эса
/ <  inf {S,(M

булишини топамиз. Демак,

булади. 1-лемма исбот булди.
9 2-л е м м а .  Агар f{x) функция [а, Ъ] орали^да знк^ланган ва

чегараланган булса, у *олда V е > 0  олинганда ^ам шундаи б > 0
сон топиладики, диаметрлари Яр<  6 булган [а, Ь] орали^нинг
барча Р  булинишлари учун

Sp (f) < 7 +  в. (О < S p ( f ) — 7 <  в),

sp ( / ) > ! - 8 -  sP(/)< e )

К “ ™ аРн Т ф Г н к ® “ г |„, M оралшуш I < * »  0 ва „хтиёрий
булган хрлларни алохида караймиз. f  (х) >  0 булсин. Бу функция 
[а  Ь] орали ада чегараланганлиги сабабли

/"= inf {Sp (f) )

мавжуд булади. Аник, вдйи чегаранинг хоссасига кур а [а, Ь] ора- 
ли^нинг шундай

Р 0 =  {х% .х°, . . .  , *°}

(а в= л:° <  х° <  . . .  <  х° =  Ь) булиниши мавжуд буладики.

" - 1 -  в
S po(f )=  2 м ° д * ° < /  +  

булади, бунда
=  sup {/(*)}, *°+1] ,

ва А х\ =  х°*+1 - -  х°. Энди V в >  0 сонга кура 6 >  0 сонни б =  ^

деб олайлик, бунда (m£N)
М =  sup {/(*)}» х£[а,  Ь].

Сунгра [а, Ь] оралицнинг диаметри б дан^ кичик булган булиниш
лар тупламини олиб, уни S3 ̂ каби белгилайлик. Демак,

учун < 6  булади.



Фараз цилайлик, булиниш цуйидагича
Р  =  {х0, Хи , , , Хт) {а == х0 <  хг <  . . <  хт =  Ъ)

булсин. Бу Р  булиниш узининг *¿(£  =  0 ,1 ...........т  — 1) ну^-
талари билан [а,Ь] орали^ни [хк, *А + 1] булакларга ажратади.

Энди ю^оридаги Р 0 булинишнинг х°к {к — 1,2, п — 1) булувчи 
нуцталарини (ички булувчи нуцталар) уз ичига олган ушбу 

[ ^ - б ,  х1+  6] (/е= 1 ,2 ,. . , , п ~  1)

ораликларни тузамиз. Бу оралшутар билан Р&Т6 булинишнинг [хк, *А+1] 
орали^лари • орасида ^уйидаги икки х.ол юз бериши мумкин:

а) [хк, х к + 1\ оралик> бутунлай [ х°к — 6, х°к + 6 ]  оралицда жой-
лашган;

б) \хк, х к + {] оралиц [х\ — 6, х\ +  б] оралиеда ь̂ исман жойлаш- 
ган ёки улар бцтта з̂ ам умумий нуцтага эга эмас.

У з^олда Р^Т& булинишга нисбатан / (х) функциянинг Дарбу й и р -

индиси

т -  1

ЭрФ  -  2 м *  -Ахк

х,ам мос равишда икки ^исмга ажралади:
5 Р (П =  5 ;  (/) +  ^  0  =  2 '  Мк, . А хк+ 2  м к~ А хк. (9.18) 

Энди 8е Ц) йириндида [хк, * А + ,] с : [х\— б, х°к +  б] булганлиги са-

бабли
5 ’р ( Г ) - 2 М к ' А х к < М 2 А х к<

< М  • 2 б т  <  2 Ж >т •— —  =  —  /п
4 т  М 2 (у л у )

булади.
5^ ф йириндининг хар бир цушилувчисида 

булганидан
$ ; ( [ ) ^ 2 " М к.А х к < 2 " М 1 . А х 1 <

<  2  Ч - д  <  / + 4 -  (9-20)к=0
экани келиб чи^ади. (9.18), (9.19) ва (9.20) муносэбатлардан

5Р0)</ + Т
булишини топамиз.



Агар [а,Ь] орали^да / (л:) ихтиёрий булса, у ^олда jap  доим шундай 
йзгармас мусбат А сон топиладики, f (х) +  /1 >  0 булади. Бу функ- 
цияга нисбатан юк,оридаги исбот цайтариладиган булса, у >̂ олда 
Дарбу йигиндиси ва говори интегралларшнг хар бири А • (Ъ̂ а) 
сонга ортади ва f  (х) функция учун хам лемманинг тасдиги урин- 
ли булади. Худди шунга ухшаш

Sp(f) > _ /- е
булиши х,ам исбо'ланади. 9 -2  лемма исбот булди.

Бу лемма f{x) функциянинг говори х^мда ^уйи интеграллари
% _>0 да мос рэвишда Дарбунинг юцори хамда цуйи йигиндилари- 

Рнинг лимити эканини кургатади.
ь

J  =^~jf(x) dx =  lim SB (f),

I =  \ f ( x ) d x =  lim s (f).
-  \-+o

а
3 А н и к  и н т  г р а л  т а ъ р и ф л а р и н и н г  э к в и в а л е н т л и -  

г и .  Анин интеграл 9 -4  в а  9 -7- таърифларининг эквивалентлигини
курсатамиз. „ „ , А

а) [а,Ь] орали^да f (x)  функциянинг о интеграл иигиндиси
да чекли лимитга эга булиб,

l imo =  lim nS /(£*)• Ах* =  Г f (х) dx =  I
, -о  \р->о k=o J

булсин. Таърифга кура, У е > 0  оликганда хам шундай б > 0  сон то
пиладики, [а,Ь} орали^нинг диаметрлари А,р < 6  булган хар ^андаи
Р булинишига нисбатан

|о -  /| < е ,
яъни

/ — 8 <  0 <С / ~Ь 8 
тенгсизликлар уринли булади. У х°ВДа (9.14) муносабатдан фойдала- 
ниб, Дарбу йигиндилари sp (f) хамда Sp (f) учун

/ — е <  sp( f ) < Sp(f )  <  / +  в

тенгсизликларнинг уринли булишини топамиз. Иккинчи томондан, 
7 =  inf {Sp (f)} < Sp (J), / -  sup {sp (/)} >  sp (f)

ва 9.1-леммага к у ра ^/</  булгани учун
/ — е <_/ <  7"< / +  е 

тенгсизликлар хам уринли булади, е > 0  соннинг ихтиёрийлигидан

1 = 1  = 1



тенглик келиб чи^ади. Демак, [а,Ь] орали^а / (х) функциянинг ю^в- 
ри ^амда к;уйи интеграллари бнр - бирига тенг. Бу 9.7- таърифга ку 
ра 1(х) функция 1а,Ь] да интегралланувчи булишини курсатади.

б) [а,Ь] оратазда ¡ (х)  функциянинг ю^ори хамда ^уйи интеграл
лари тенг булиб,

ь _  __

[ f (х) ¿X С / (*) йх =  | / (х) (1х ([ — I =  /)
и ‘  а

булсин. (9.13) муносабатга кура
(/) <  о < (/)

булади. Иккинчи томондан, 9.2-леммага ассган
— е <  о <  7 +  е 

булиб, / =  / — / тенгликка кура
1 — е <  сг <  / +  е 

тенгсизлик келиб чикади. Демак, ¡а — /|<р. Бу эса 9.4-таърифга 
кура ¡ (х)  функция \а ,Ь] ораликда интегралланувчи эканлигини 
курсатади.

Демак, ани^ интегралнинг 9.4- ва 9.7-таърифлари узаро эквива
лент.

5- § .  Ани^ интегралнинг мавжудлиги

Энди функция аник, интеграли мавжуд булишининг зарур ва 
етарли шартини топиш масаласи билан шугулланамиз.

Аслида функциянинг интегралланувчи булиши ёки булмаслигини 
таъриф буйича текшириш мумкин. Бироц купчилик ^олларда интег
рал йигиндининг чекли лимитга эга булишини курсатиш, шунингдек, 
ю^ори з^амда ^уйи интегралларни топиш жуда кийин булади.

Шуни айтиш керакки, а н щ  интегралнинг биринчи таърифидаги 
(9.4-таърифга гарант) лимит тушунчаси (интеграл йигиндинииг ли- 
мити тушунчаси) янги тушунчадир. У утган бобларда урганилган кет- 
ма - кетликнинг лимита, функциянинг лимита тушунчаларининг ай- 
нан узи булмай, балки узига хсс, мураккаб харгктсрга эга булган 
тушунча.

Ани^ интегралнинг иккинчи таърифи эса (9.7 - таърифга каранг) 
интеграл йигиндига Караганда бирмунча соддароц булган Дарбу йигии- 
диларига асосланади.

Демак, интегралнинг мавжудлиги критерийсини иккинчи таъриф 
асосида келтириш ма^садга мувофи^.

¡ (х)  функция [а,Ь] оралицда ани^ланган ва чегараланган булсин.
9.1. - т е о р ем  а. / (х) функция [а,Ь] ораликда интегралланувчи б у 

лиши уч ун  \ / е > 0  олинганда %ам шун дай  8 > 0  с он  топилиб, [а,Ь] 
оралицнинг  диаметрлари Ър <сЬ булган  \ар цандай Р  булинишига  
ни с б ат ан  Д а р б у  йигиндилари

. 5р( / ) - 8 р(/ )< 8  (9.21)
т ен г си зликни  цаноатлантириши з ар ур  ва етарли.
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И с бот. Зарурлиги. f (x)  функция [а,Ь] оралицда интегралланув- 
чи булсин. Таърифга кура / —- /  =  / булади, бунда

_/ =  sup{sp (/)}, 7  =  inf {Sp (/)},

V e > 0  олганда ^ам шундай б > 0  сон топила дики, [а,Ь\ оралик;- 
нинг диаметрлари ),р <  б булган >̂ ар ^андай Р  булинишга нисбатан 
Дарбу йигиндилари учун 9.2-леммага кура

— 8 е .
Sp (/) — / <  "7Г> тенгсизликлар уринли булиб,

ундан Sp (f) — sp ( f ) < . e  тенгсизлик келиб чи^ади.

Н т а р л и л и г и .  V s > 0  олинганда \ам шундай f i> 0  сон топи- 
либ, ¡а,Ь] орали^нинг диаметрлари Хр <  8 булган ^ар цандай Р
булинишига нисбатан Дарбу йигиндилари учун

S p ( f ) - S p ( [ ) <  8

тенгсизлик уринли булсин. ¡ (х)  функция [а,Ь] оралиада чегаралан- 
ганлиги учун унинг ^уйи х;амда ю^ори интеграллари

/ =  sup{sp (/)}, 7 =  inf {Sp(f)}

мавжуд ва 9.1 - леммага кура / <  7  тенгсизлик уРипли булади. 
Равшанки, ~

s p ( f ) < ¿ < T < S p (f).
Бу муносабатдан

0 < 7 - J < s o ( f ) - Sp(f)
булишини топамиз. Демак, V e > 0  сон учун 0 ^ 7  — / < в  булиб,

ундан I = ¡̂  булиши келиб чи^ади. Бу эса f (x)  функциянинг [а,Ь]
ораливда интегралланувчи эканлигини билдиради. Теорема исбот 
булди.

Агар аввалгидек f  (х) функциянинг [xk, *  ] (k =  0 ,1 ..........п  — 1)
ораливдаги тебранишини <лк ор^али белгиласак, у ^олда

МП- s „ (ft= -S  < « * - ' " » > ' 4 - 2
*=0 fe=0

булиб, ю^орида келтирилган теорема ^уйидагича ифодаланади.
9 . 2 - т е о р е м а  f (х) функция [а,Ь] о р а л щ да  интегралланувчи  

булиши уч ун  V е  >  0 сон олинганда %ам шундай  б >  0 с он  топилиб,  
[а,Ь] оралицнинг диаметрлари Хр < б  булган \ар цандай  Р  булини-  
шида

2 й)а ,Ддсй< 8 (9.2 Г )
k=0

тенгсизликнинг баЖарилиши з а р у р  ва е  тар  ли'.



Равшанки, (9 .21 ') муносабатни ^уйидагича

lim  2 ® * - ^  “ ° (9-21")
Кр-*- 0 ц = 0

хам ёзиш мумкин. Купчилик холларда, теореманинг (9.21") куриниш- 
даги шарти ишлатилади.

6 -§ . Интегралланувчи функциялар синфи
Ушбу параграфда аниц интегралнинг мавжудли-ги ^а^идаги теоре- 

мадан фойдаланиб, баъзи функцияларнинг интегралланувчи булиши- 
ни курсатамиз.

f ( x ) функция [а,Ь] оралиада аницланган булсин.
9 . 3 - т е о р е м а .  Агар / (х) ф ункция  [а, Ь] ораликда у зл ук си з  булса ,  
у  ш у  о раликда  интегралланувчи булади.

И с б о т .  f  (х) функция [а, Ь] ораликда узлуксиз булсин. Вейер- 
штрасснинг биринчи теоремаснга (5.7-теоремага ^аранг) кура функция 
[а,Ь] да чегараланган. Иккинчи томондан, Кантор теоремасининг 
(5.10-теоремага ^аранг) 5 .3 -натижасига кура у е > 0  олинганда ^ам 
шундай 6 > 0  сон топиладики, \а,Ь] орали^ни узунликлари б дан кичик 
булган булакларга ажратилганда функциянинг хар бир булакдаги 
тебраниши учун ^ < 8  тенгсизлик уринли булади. Демак, [а,Ь] 
орали^нинг диаметрлари Кр <  6 булган ,\ар ^андай Р булинишида

Sp (/) -  sp (/) =  2  * ■Axk <  8 2  д ** =  - а )
fc=0 k=0

булиб, ундан И т П2 соа.А ^  =  0
Яр̂ »0 t_ 0

келиб чщ ади. Демак, (9.21") га кура f (x)  функция [а,Ь] да интег
ралланувчи. Теорема йсбот булди.

9 . 4- т е о р е м а .  АгарЦх) функция  [а,Ь] ораликда чегараланган ва 
монотон  б ул с а ,  функция ш у  о р а л щ да  интегралланувчи булади .

И с б о т .  f (x)  функция [а,Ь] да чегараланган ва шу ораликда, 
айтайлик, усувчи булсин. V е > 0  сонни олиб, унга кура б > 0  сонни 
^уйидагича танлайлик:

Ö = -------- !--------> о .
f ( b ) - f ( a )

Сунгра [а,Ь] орали^нинг диаметрлари Хр <С б булган Р  булинишлари. 
га нисбатан Дарбу йигиндилари Sp if) ва sp (/) ни тузамиз. У холда

5Р (/) -  sp ф  «  J S  « V J  [/ [* k + i ) ~ f  (**)]'Ч  <

- f ( x J  +  . . . + f ( * , ) - f  (* „_ ,)]

- д а р п г ,  1 / ( 4 — №) ]  =  '•



s P ( f )— s p (/ )< 8- 
Бу эса (9.21) га кура f{x) функциянинг [а,Ь] оралиеда интеграл-
ланувчи эканлигини билдиради.

Чегараланган хамда камаювчи функциянинг интегралланувчи бу- 
лиши хам худди шунга ухшаш исботланади. Теорема исбот булди.
9.5- т е о р е м а .  Aaapf (x)  ф ункци я  [а,Ь] о р ал щ да  ч е г а р алан га н  ва
б  у  оралицнинг  чекли сонидаги  нукталарида у зилиш ги  э г а  б$либ,  
дол ган  барча нуцталарида у з л у к с и з  булса,  ф ункци я  ш у  ораликра
интегралланувчи б$лади.

И с б о т .  f (x)  функция [а,Ь] да чегараланган булиб, шу оралиц- 
нннг фацат битта х*(х*£(а,Ь)) ну^тасида узилишга эга, долган барча 
нукталарида узлуксиз булсин. 
у е  > 0  сон олиб, г* ну^танинг

U¿х*) =  {x:x£R, х*— е <  х С х *  +  е} 
атрофини тузамиз. Бу атроф [а,Ь] орали^ни

Uе (х*), la,b] \ U B (**) =  [а,х* — е] U [х* +  г,  Ь]
^исмларга ажратади.

Шартга кура, f  (х) функция [а, х*—е] ва [х* +  е, Ь] орали^ларнинр 
хар бирида узлуксиз. Бу оралицларнинг з̂ ар бирига ало^ида Кантор 
теоремасининг натижасини (5.3 - натижани ^аранг)^улланамиз. У  з̂ ол- 
да олинган V е >  0 сон учун шундай И> 0 ва б2 >  0 сонлар топи- 
ладики>

[а, х* — е] да A x fe< ö x дан wft< e ,

[х* +  г,Ь] да A x fe< 6 2 дан

тенгсизликлар уринли экани келиб чи^ади. Агар min {бх,б2} =■ б деб 
олсак, у з^олда иккала орали^ учун бир ва^тда

Д xk <  б дан (ük <  е  (9.22)

тенгсизликнинг уринли экани келиб чицади.
Энди ю^оридаги v e  > 0 сонга кураб> 0 сонни б < е  деб олайлик. 
[а,Ь] оралицнинг диаметрлари %р <  6 булган булинишларига нис- 

батан f (x)  функциянинг Дарбу йигиндиларини тузиб, ^уйидаги

SP ( f ) ~ s P (/) = " 2  °V  b x k (9.23)
k=0

айирмани ^араймиз. (9.23) йигиндининг з̂ ар бир з^адида [xk, xk̂ ,] 

(k =  0, 1, 2 , . . . ,  п — 1) оралицнинг узунлиги A xk цатнашади. Бу 

[xk, xk+i ] оралицларнинг х* нуцтанинг Ue (x*) атрофидан таилуфида 
жойлашганига, яъни [xk, xk+x ] П (х*) =  0  муносабат уринли Су- 
дадиганига мос келадиган (9.23) йигиндининг хадларидан тузидган
4ИРИНДИ



Е 'к
б ул си н . (9 .23) йириндининг долган барча ^адларидан ташкил топган
ЙИРИНДИ

к
булсин, бунда [хк, х к+1 ] с = и е (х*) ёки [хА, х А+1 ] П { х * - г ) Ф  0  

ёк.и *А+1 ] П {** +  е} ф  0  булади. .

Натижада (9.23) йигинди икки ^исмга ажралади:

Ё  “ * А ** “  2 ' ® *А х к +  2 "  ®* •А х к (9-24) *«=в к к

Энди бу йигиндиларни ба^олаймиз. Юцоридаги (9.22) муносабат- 
дан фойдаланиб топамиз:

2 '  А хк <  2 ' е А хк <  е 2  А хк «  е(Ь — с). (9.25)
*  А А =0

Иккинчи йигинди учун

2 ' Ч А^ < 2 , , ЙА^ ^ ^ - 2 "А ^  
к к к

б^лишини топамиз, бунда £3 — ¡(х)  функциянинг [а , Ь) орал ик,даги 
тебраниши.

Агар и е(х*) атрофда бутунлай жойлашган [хк, я А+1] оралицлар 
узуиликларининг йигиндиси 2 г  дан кичиклигини ^амда х* — е в а  
х* +  в ну^таларни уз ичига олган [хк, хк+1] оралшуир иккита бу- 
либ, уларнинг узунликлари йигиндиси хам 2 е (чунки б <  е) дан 
кичик булишини эътиборга олсак, у л;олда

2 "  А хк <  4 е (9.26;
к

булади. Натижада (9.24), (9.25) ва (9.26) муносабатлардан
п —\
2  <•>* • А хк <  е (Ь — а)  +  4 £ О =  е [ ф — а) +  4 й]
*=о

экани келиб чи^ади. Демак,

*-р -=»в А'=0

Б у эса (9.21") га кура ¡(х) функциянинг [а, Ь] да интегралланувчи 
булишини билдиради.

/ (х) функция [а, Ь] орали^нинг чекли сондаги нукйталарида узи- 
лишга эга булиб, долган барча ну^таларида узлуксиз булса, унннг 
[а, Ь] да интегралланувчи б^лнши юцоридзгидек исбот этилади. Тео
рема исбот булди.



М и с о л .  f (д:) ==: sin л: функция (— оо, +  оо) интервалда узл ук -
сиз. Демак, ю^оридаги 9 .3- теоремага кура бу функция ихтиёрий

ь
[а, Ь] да интегралланувчи булади. Js in  x d x  интегрални ^исоблайлик.

Модомики, f  (х) — sin х фу нкция [а, Ь] ораликда интегралла- 
нувчи экан, бу функциянинг [а, Ь\ орали^ буйича интегралини таъ- 
рифга кура ^исоблашда, [а, Ь] оралицнинг булинишини з^амда j^ap 
бир [xk, хк+1] булакда \к нуцталарни интеграл йдаинди ва унинг 
лнмитини ^исоблашга цулай ^илиб олиш имкониятига эга буламиз. 
Шуни эътиборга олиб, [а, b ] орали^ни ушбу

а, а +  а п, а  +  2а„, . . . .  а  +  к  • а п...........а  +  п  • а„ =* Ь
Ь — а

ну^талар ёрдамида (бунда а п =  " п ~ ) п  та тенг булакка булиб, 
*ар бир [а +  к а п, а +  (к +  1) a j  (k ~  0,1, . .  . ,п — 1) булакда 
ну^тани ^уйидагича

танлаймиз. У холда функциянинг интеграл й н р и н д и с и  цуйидаги

а

l k = a  + (k + \)ап (& =  0,1, . . . , п — 1)

П—1
Ш =  2  sin [а +  (к +  1) а п ] • а п =  а „ 2  sin [а +  (k +  1) a j

ft=0
куринишида булади. Ушбу

sin [a + (k +  1) а  ] = ------2 sin - -  - sin [a +  (k +  1) a„l  =*
• n _• ti л2 sin - i  

2

2

тенгликдан фойдаланиб, a  учун

2sin-^-*=o
2

%

1 )~ cos(6+i a0]
2

формулани топамиз. Натижада Д xh — а п -> 0 да

ь
| sin xdx =~ eos а  — eos b.



п Зя
Т  2
r s in jíd *  = 1 , | sin xdx =  0.
о л

2

9.2- э с л а т м а .  {(х) функция [а, b] ораликда интегралланувчи 
булсин. Биз

J  f  - -  — (7  U )
ь «

хамда

j' / (jc) d* =  0
a

тенгликлар уринли деб келишиб оламиз.

7-§. Аниц интегралнинг хоссалари

Энди f ix)  функция а т щ  интегралининг хоссалариниурганамиз.
Io. Агар f (x)  функция [а, Ь] оралиеда интегралланувчи булса, у 

исталган [a , Р] с= [а, Ь] ораликда з̂ ам интегралланувчи булади.
И с б о т .  }(х) функция [а ,Ъ] да интегралланувчи булсин. ^

У  з^олда 9.1- теоремага кура V e  > 0  олинганда з̂ ам шундаи 6 > U  
сон топиладики, [а, Ь) оралицнинг диаметрлари Хр <  о булган *ар кан-
дай Р=^{х0, х i.........хп} булиниши учун

Sp ( f ) - вр( ! ) < г  (9.21)

тенгсизлик бажарилади.
Р  булинишнинг булувчи ну^талари хя, хг, . . ., хп каторига a

хамда В нуцталарни цушиб, [а, Ь] оралицнинг янги Р г булинишини 
з^о?ил циламиз. Равшанки, P~í /\ булади. У з^олда Дарбу ииринди- 
■ларининг хоссасига кура (ушбу бобнинг 4- §, 2- пунктга 1̂ аранг)

SP (f) <  sPl (f)> Sp> V) < Sp (ft (9 '27)
тенгсизликлар уринли булади. (9.21) ва (9.27) муносабатлардан

5 p i( f ) -  spi( f )< e  (9.28)

булншн келиб чицади.
¡ a ,  р ] ораликдаги Р г булинишнинг булувчи нуцталарнни [ a ,  PJ 

орали^нинг бирор Р 2 булинишининг булувчи нуцталари сифатида 
цараймиз. Бу Р 2 булинишига нисбатан f  (х) функциянинг Дарбу йи- 
риндилари spJij), S p¡¡ (f) булсин, у з^олда

S Pi (/) -  s (/) =  2 ( M * - mfc) А х *’
[в. Ь]

5Pl( / ) -  Ajc*
1«. И



йириндиларни та^кослаб,

М ) - ^ ( о < 5 Р1ш - 5 Р1(п
булишини топамиз. Натижада (9.28) муносабатни эътиборга олсак,..

булиши келиб чи^ади. Бундан 9 .1 -теоремага кура ¡ (х)  функция- 
нинг Г ос, В 1 ораликда интегралланувчи экани келиб чи^ади.

2° Агар [ (х) функция [а, с\ ^амда [с, Ь] орали^ларда интеграл
ланувчи б|лса, у *олда функция [а, Ь] оралицда хам интегралла
нувчи булади ва ушбу

| Д х ) ^ х  =- { 1(х)йх +  | /(*)<**
а  а с

формула уринли булади. , г
И с бот.  Аввал а < с < Ь  булиб, / (х) функция [а, с] з^амда [с, Ь}'

орали^ларда интегралланувчи булсин.
У ^олда ¥  е >  0 олинганда хам ^  сонга кура шундай бх> 0  

сон топиладики, [а, с] оралицнинг диаметрлари булган з^ар
Нандай Ру  булинишига нисбатан Дарбу йигиндилари учун

“ 5Р1(/ ) < 8 <9*2 9 > 

тенгсизлик уринли булади. Шунингдек, уша у  сонга кура шундай 
8а> 0  сон топиладики, [с, 6) орали^нинг диаметрлари к р < Ь 2 бул
ган ^ар и дал /’V» булинилшга ил ‘батал Дароу йигиндллари учун

(9.30)'.

тенгсизлик уринли булади. Энди 5 =  пип {6^ 63} деб, [а,Ь\ оралшршнг 
диаметрлари л <  6 булгая ихтиёрий Р 3 булинишини олаилик. Ьу Р 9. 
булинишнинг булувчи нуцталари цаторига с (л <  с <  Ь) нуцтани з^ам 
кушиб, [а, Ь\ оралицнинг янги Р  булинишини ^осил ниламиз. Бу бу- 
линишга нисбаган Дарбу йигиндилари Зр ([), ([) булсин. [а, с] ора- 
лнкдаги Р  булинишнинг булувчи ну^таларини шу [а, с] орали^нинг 
бирор Р \  булинишининг булувчи ну^талари з^амда [с, о] орали^даги 
Р  булинишнинг булувчи нуцталарини [с, Ь] орали^нинг бирор Р 2 б у 
линишининг булувчи ну^талари сифатида ^араймиз. Бу булинишларга 
нисбатан Дарбу йигиндиларини тузамиз:

3Р\№
Равшанки, бу йигаидилар учун мое равишда ю^оридаги (9 .2 9 ), 

(9.30) тенгсизликлар уринли будади:



'Иккинчи томондан,
Sp( f ) = S p:(f) +  Sp-( j ) ,  
sp( f ) - s p[(f) +  sp : (f)

-булиб, натижада

S ,  ф  -  s , (f) =  [5  А ф  -  sp, if) ] +  [Sp; ( f ) - s p. ( f ) ] < ±  +  ± =se
“ 2

булиши келиб чик;ади. Демак, V e > 0  олинганда ^ам шундай 
¿ > 0  сон топиладики, [а, Ь) оралицнинг диаметрлари К < 6 б ул ган  

д а р  ^андай Р  булинишига нисбатан Дарбу йигиндилар/учун

Sp ü ) —sP( f ) < z
булади. Бу эса 9. 1- теоремага кура f(x) функцияни [а, Ь] ораликла 
интегралланувчи эканини курсатади.

Ющшдаги Р  булинишга нисбатан / (х) функциянинг [а, Ь] [a c l  
\с, Ь] ораликдаги интеграл йириндиларини тузиб, уларни мос’ рав’иш- 

. да ^уйидагича
^ f ( l k) - A x k, 2^5*)-А**

»1 [a. с] [с, ¡>]
белгиласак, у ^олда

2  f (£*) •А = 2  f G*) ■ ■̂ ** + 2  f (У А ̂  (9.з 1)
[*. Ч U. с] [с, Ö]

■б^лади. f  (х) функция 1а, с], [с, 6] ^амда [а, Ь] ораликларда интег- 
;ралланувчи булгани учун

lim 2 / ( У ' Ч = Ф M d * .
b  **° i t i ]  J

lira 2 / (6 * ) .  Д*А -  U (x)d x ,
%P e0  [», bl

Ilm ? / ( * ) *Лр в0 J
тенгликларга эгамиз. [9. 31] тенгликдан Xp-> 0  да иэланган форму
ла келиб чи^ади. Шундай ^илиб, 2°-хосса а < о < Ь  булган хол 
учун исботланди. л

Энди снуцта [а, b ] оралицдан ташцарида ётсин, яъни с  нукта 
£<.а<.Ь ёки a<Zb<Cc  тенгсизликни ^аноатлантирсин. Агар 
с < я < & булеа, у  W  [ a , b ] c [ c , b ]  булгани учун Г-хоссага 
кура f  (х) функция [а, Ь] да интегралланувчи булиб, юкопида 

шсбот этилганига асосан



формула уринли булади. Бундан эса, 9 .2 -  эслатмадан фойдаланиб 

f f ( x) dx — — § f  (х) dx +  J  / (x) d x  =  J /( * ) dx  +  J / (x) dx
а о e  a  с

булишини топамиз.
Худди шунга ухшаш, а  <  Ъ <  с  б ул ганда ^ам f  (х) функция [а, Ь] 

да интеграллаяувчи булиши ва тегишли формуланинг уринли экани 
куреатилади.

3°. Агар f (x)  функция [а,Ь] орали^да интегралланувчи булса, у  
^олда с - 1(х) (е — const) >*ам шу ораликда интегралланувчи булади 
ва ушбу

ь ь
j  c - \ ( x ) d x ~ c -  j f M d x
а о

формула уринли булади.
И с бот. f{x) функция [а, Ь] ораликда интегралланувчи булсии. Д е

мак,
л—1 е

Нш а  «= lim 2 7  (£а) • A xk «= \f(x) dx.
К р *-»-0 Х р — *

Энди с  - /(х)фуикциянинг мос интеграл йигиндиаши ёзамиз:

O i ^ c - f i t " ) -  Axk.

У дрлда

oi “  J e  • f (£*) • A * Ä • 2 /  (?*) ' Axk — с  • о .
k~0 *=о

Бундан Яр-> 0  да цуйидаги
ь

lim Стд =  lim с  • о  — f  • lim о -  с  • { f  ix) dx
К р ->0 К р  К р -VJ J

тенглик келиб чикадн. Бу изланган формуланинг уринли эканиш?: 
аиглатади.

4°. Агар /(х) Еа g(x) функциялар [а, Ь\ ораликда ннтегралланув- 
чи бу'Лса, у ^олда f  (х) ±  g  ix) функция ^ам шу ораликда интеграл
ланувчи булади ва ушбу

f [/ ix) ±  g i x ) ] d x  =- j f i x ) d  х ±  J  g  (х) dx
а а а

формула уринли булади.
И с б о т. f  ix) ва g  ix) функциялар [а, 6] ораликда интегралланув

чи булсин. Демак,
п—1 Ъ

П т с х == lim 2/№*)  ’ Axk *= ¡ ¡ f ( x) dx,
Хр ~-*0 Яр —fcO e

п—1 Ь
lim<Ta «=l im Т g ^  • Ахк «= \g{x)dx.

“*0 а

П-\
ra «= lim

_ -



Энди f ( x ) ± g ( x )  функциянинг [а, b ] ораликдаги мос интеграл 
й и р и н д и с и н и  ёзамиз:

*=о

k=0 k=0 
Бундан К -> 0 да нушдагига эгамиз:

Ъ ь
li m а  —  lim ±  lim а2 — Г f  (х) dx ±  Г g  (х) dx.

Я/« $^0 %п тг>0 Х-0 "^О  V V
Р Р Р а  а

Бу изланган формуланинг уринли эканини англатади.
9. 1- н а т и ж а .  Агар f^x) ,  f2(x)............ f n (x) функцияларнинг ^ар

бири [а, Ь] орали^да интегралланувчи булса, у холда ушбу

c J i  (х) +  c j 2 (х) +  . . . +  c j n (х) (с. =■- const, í =  1, 2............п)
функция ^ам шу оралицда интегралланувчи булади ва 

ь
j  [Cifi (х) +  Ы 2 (х) +  . . . +  c j n (х) ] dx =
а

b Ь Ь

— ci j* / i (х)dx +  С2 <jj f2(x)dx +  . . . + е п j  f n{x)dx
а  а  а

формула уринли булади.
Бу натижанинг исботи ю^оридаги 3° ва 4°- хоссалардан келиб 

чицади.
5е. Агар f(x) да g(x)  функциялар [а, Ь] оралицда интегралланувчи 

булса, у хрлда f (x) • g(x) функция ^ам шу орали^да интегралланувчи 
булади.

И с б о т .  f{x)  ва g (x)  функциялар [а, Ь] ораликда интегралланув
чи булсин. У  ^олда интегралнинг мавжудлиги ^а^идаги теоремага 
■кура

lim [Sp (/) -  Sp (f) ] =  1 im Пу { М к -  m k) A =  0. (9.32)
bp >̂0 k=Q

n—I

lim[S ( g)  —  s fe )] =  lim 2  (Ml  — mk) A xk =  0. (9.33)
%P %p A=o

Аввал барча д: £ [a, b] лар учун / (x) > 0 ,  g ( x ) >  0 деб царайлик. 
У ^олда \ f x £ [ x k, xk+l] учун

0 <  т к < f  (х) <  M k.
0 <  m k < g  (х) <  М\ 

тенгсизликлар уринли булиб, ундан ^уйидаги
0 <  т к • т\ <  / (ж) g  (х) <  М к . M'k 

тенгсизлик келиб чи^ади.

-Ш



Равшанки, [xk, x k + l], (¿  =  0, 1, n - 1 )  ораликда f ( x ) g ( x ) -  

функвдянинг цуйидаги ани^ чегаралари:
m°k =  inf {/ (x) • g  ( x ) },
M°k =  sup {f (x) • g ( x) }

мавжуд булиб, улар учун
m k т\ <  M'k

тенгсизликлар уринли булади. У холда куйидаги
M°k — m l  <  M k M'k — m k m k — M'k (Mk — m k) - f  m k (M’k — m k),

M'=  sup {f (x) } > M k, M 1 =  sup { g  (x) } >  M\
a<x<b a<x<b

тенгсизликларни эътиборга олиб ( f (x )  ва g (x)  функциялар [a, b] да* 
чегараланганлиги учун М <  сс , AV <  °° булади), топамиз.

sp (/ • g) -  sp(f • g) =  s  ( К  -  О  л х ь <
k=0

<C M ,ny . ( M k — m*) A * — m 'k) A %
*=o *=°

Энди (9 .32) ва (9.33) муносабатлардан фойдалансак, у  ^олда ^уйи- 
Даги n_j

lim [S . (/ • g) -  s (f • g) ] =  Hm 2  (M° — m°) A «  0
Яр̂ О P * l - p^k-0

тенглик келиб чи^ади. Демак, f (x)  • g (x)  функция [а, b] ораликда
интегралланувчи. .. „

Энди f(x) ва g (x ) функциялар ихтиерии интегралланувчи функ
циялар булсин. Бир томондан V х£[а,  Ь] лар учун 

f  (х) — inf {/ (х) } =  / (*) — т  >  0. 
g  (х) — inf { g (x )} =  g (x)  — т ’ >  0 

тенгсизликлар уринли. Иккинчи томондан,
f  (x) - g (x)  =  [ f  (х) — т ] [g (x)  — m ’ ] +  mg{x)  +  m ’f{x) — m m ’

деб ёза оламиз. Ю^орида исбот этилганига х,амда 4°-хоссанинг на- 
тижасига (9. 1-натижага 1̂ аранг) кура, f  (х) g  (х) функция [а, о] 
ораликда интегралланувчи булади.

9. 2 - н а т и ж а .  Агар f (x) функция [а, Ь] ораликда интегралла
нувчи булса, V  n£N учун If (х) ]п функция ^ам шу оралиеда ин
тегралланувчи булади. _ 

6°. Агар f (x)  функция [а, Ь] ораликда интегралланувчи булио,
V  х£ [а, Ь] лар учун f  {x)> 0 булса, у хрлда 

ь
$ f ( x ) d x >  0 ( а <Ь)
а

булади.



Ш п а -  Ь'т 2 / ( у . Д х А 
Ар̂ -0 кр-+о й==8

•лимит мавж уд. Модомики, V х£[а, b] лар учун f (x ) > 0 экан, унда

ва

л - 1

= 2&=М)

л—1
f t , 2  f ( h ) - A x k > о

А=0

6
булади. Демак,

j  /(дг)йл: > 0.
Д

9. 3 - н а т и ж а .  Агар f(x) ва g-(x) функциялар [а, 6] ораликда 
интегралланувчи булиб, V*G М ]  лар учун f ( x ) ^ g ( x )  тенгсизлик 
уринли булса, у ^олда ушбу

ь ь
J  / О) dx sS j  g (x) г/х
a  о

тенгсизлик ^ам уринли булади.
^ацщ атан  х,ам, / (х) ва g  (х) функциялар [а, ¿] да интегралла

нувчи булганидан g (x)  — f  (х) >  0 функциянинг интегралланувчи- 
лиги 4 - хоссадан келиб чицади. 6°- хосеага кура бу ^олда

j  [£(*) — fix) ] d x > 0
a

тенгсизлик келиб чицади. Бундан изланган тенгсизликка эга була- 
миз. J

^  и а т и ж  а ( К ° ш и ‘ Б у н я к о в с к и й  т е н г с и з л и г и ) .  
Агар f{x) ва g(x) функциялар [а, Ь\ оралиеда интегралланувчи 
оулса, у ^олда (ю^оридаги хоссаларга кура) ушбу 
fix) a  g  (х) (а  — ихтиёрий узгармас) функция ^ам [а, Ь] ораликда 
интегралланувчи булади ва 

ь
| [f(x) — a g  ix) ]2 dx > О
а

тенгсизлик уринли.
Демак, ихтиёрий узгармас а  сон учун

ь ь ■
a2 j g2 (х) dx -  2ос j  f ix) g (x) dx + J f2 ix) d x >  0

a  a  a
тенгсизлик уринли. Бу тенгсизликнинг чап томонидаги ифода а  га 
нисбатан квадрат уч^ад булиб, у  а  нинг барча ^а^и^ий ^ийматла- 
рида манфий эмас. Демак, бу квадрат уч^аднинг дискриминанта 
мусбат эмас, яъни



t f f(x )g(x)dx]*  — § f 2 (x) dx ■ j  g2 (x) dx < 0*
a a a

Натижада цуйидаги

j  f ( x ) g ( x ) dx  <  | / " J p ( x) dx-  ] / j V  (jc) dx (9.34)*
0 a o

тенгсизликка келамиз. Бу тенгсизлик Коши  — Б ун я к о в с к и й  тенг~- 
сизлиги  деб аталади

7°. Агар f (x)  функция [а , Ь] оралиеда интегралланувчи булса^. 
у ^олда 11 (х) | функция ^ам шу оралиада интегралланувчи булади. 
ва

ь Ь

j / ( x ) d x  < j| / (x )| d x
а а

тенгсизлик уринли булади.
И с б о т .  /(х) функция [а, Ь] орали^да интегралланувчи булсин_ 

У з^олда V 8 > 0  олинганда з̂ ам шундай а > 0  сон топиладики*. 
[а, 6] орали^нинг диаметрлари к <. о  булган хар ^андай Р  —
=  {x0,x v  . . .  , хп) булинишига нисбатан

Sp ( l ) - s p ( I ) = - 2
А =  0

булади, бунда ®k — f (x)  функциянинг [xk, xk+l\ ораликдаги тебра- 
ниши.

Равшанки, V x ’Qa, b], \/х" £ [а, Ь] лар учун ^уйидаги 
\\f ( x ' ) \ - \ f ( x" ) \ II < | / ( x ') - f ( x " ) |  

тенгсизлик уринли булиб, ундан

sup | |f (х') | | f  {х'') 11 <sup| Д х ') — f (x")\
тенгси ’лик келиб чи^ади. Демак, ык, бунда а к — |f(x)| функ
циянинг [хк, x ft+l] даги тебраниши. Натижада

fc=0 * = 0
булади. Бундан |/(х)| функциянинг [а, 6] орали^да интегралланув- 
чи булиши келиб чи^ади.

f ix)  ^амда |/(х)| функцияларнинг [а, Ь] оралиедаги интеграл 
йигиндиларини ёзамиз:



k— о
<  2  I / (^ ) 1 А =  а х

*=о
булади ва К ,,->0 да лимитга утиб изланган тенгсизликнинг уринли 
эканига ишонч ^осил ^иламиз.

8- § .  У рта киймат ^ацидаги теоремалар

f ( x)  функция [я, Ь] орал и еда ани^ланган ва чегараланган бул- 
•еин. У ^олда [а, Ь] орали и; да

m =  inf {/(л: )), Ai =  sup {/(я)}

м авж уд ва V  х£[а, Ь) лар учун
т  <  f  (х) <  М  (9.36)

тенгсизликлар уринли булади.
9 . 6 - т е о р е м а .  Агар f  (х )  функция [а, Ь] оралшфа интеграл-  

ланувчи бС/лса, у  хрлда ш ун дай  у з гармас  ц (т  <  (х <  М) с он  мав- 
ж у д к и ,  у ш б у

ь
j  f ( x) dx  =  n>(b — a)
а

т е н ь я и к  уринли булади.
И с б о т .  (9. 35) тенгсизликлардаи 9. 3-натижага кура топамиз:

ь ь ь
j  mdx <   ̂f  (х) dx <  j  Mdx.
a a a

Буидан
b

m'(b  — a) <  J  f ( x) dx  <  M (b — a).
a

Бу тенгсизликларни b — a  >  0 сонга буламиз:
ь

j  / (x) dx

m < a-----------
b — a

Агар
b

j f  (x) dx
au, ---------------r  b — a

деб олсак, у  ^олда изланган тенглик келиб чи^ади.
9. 5 - н а т и ж а .  Агар f (x)  функция [а, Ь] ораливда узлуксиз бул- 

са, у ^олда бу оралиеда шундай с ( с£[а,  b ] )  ну^та топиладики,



тенглик ÿpHMH булади.
И с б о т .  f ( x ) функция fa, b ] оррлшда интегралланувчи. Д ем ак ,

9 .6 -теоремага кура j  f  (x)dx =  ц (b — a) тенглик уринли булади
a

'(бунда m  <  ц <  М).
Больцан®-Кошининг иккинчи теоремасига (5. 6 -теоремага ка ранг) 

асосан [a, b] да шундай с ну^та топиладики,
f ( c )  =  ¡л

булади. Бундан (9. 36) тенгликнинг уринли экани келиб чикали 
(9. 36) тенглик \а, 6] оралинда f ( x )^ ^ 0  булган холда содда г со мет

рик маънога эга. Маълумки, ушбу | f ( x ) dx  аник интеграл эгри чи-
а

зи^ли трапециянинг юзини ифо- 
далайди (53- чизмадаги аАВЬ 
трапецияга к;аранг). Энди f (x)  > 0  
бÿлгaндa шу эгри чизи^ли тра
пециянинг юзи асоси b — а% га, 
баландлиги f  (с) га тенг булган 
тугри TÿpT6yp43KHHiir юзига тенг 
{53-чизмада аА'В'Ь тугри турт- 
бурчакка царанг).

9. 7 - т ’е о р е м а . Агар f ( x )  
m  g ( x )  функциялар [а, Ь\ ора-  
лицда интегралланувчи булиб,
§  0 0  функция ш у  оралшфо, у з  ишорасини $з гартирмаса ,  у  хрлда

53- чизма

ш ундай  у з гарма с  [x(m «ç (j. ^  М) с он  мавЖудт,  
ь ь
j )  (х) g ( x ) d x  =  fx j g ( x ) d x (9. 37)

тенглик уринли булади.
И с б о т .  Анин интегралнинг 5°-хоссасига асосан f ( x ) g ( x )  функ

ция [а, Ь] орали к, да интегралланувчи бÿлaди. Энди g ( x )  функция 
{a, b ] оралинда манфий булмасин, яъни V  х£[а, Ь] лар учун g  (х) >  
.> 0 булсин, дейлик. У холда m <  f (х) <  /И тенгсизликларни g (x)  
га купайтириб, сунгра ^осил булган ушбу

g  ( x ) ^ f  (х) g](x)  <  M  • g(x) 
тенгсизликларни [a, b] ораливда интеграллаб топамиз: 

ь Ь' ь
i j  g  (х) dx <  j  f  (х) g  (х) dx <  M \${x) dx.  (9. 38)m

Y

Икки ^олни нарайлик:



b
a) J g ( x ) d x  =  0 булсин. У ^олда 

a ь
J f (x) g(x) dx = 0.
a

булиб, бунда и деб т  <  и <  М тенгсизликларни ^аноатлантирувчи 
ихтиёрий СОННИ олиш мумкин. 

ь
6) j g ( x ) d x > 0  булсин. Бу х;олда (9.38) тенгсизликлардан

а
Ь
S !  (х)ё (*) dx

т  <  I-----------------< М
к  (х)dx
а

булиши келиб чи^ади. Агар
ь
I  f i x )  g (•*) dx

и =  г---------------
J g  (дс) dx 
а

деб олсак, унда
ъ ь
J  / (х) g(x) dx =  [x j  g (x) dx
a a

булади.
[a, b ] ораливда g (x)  < 0  булганда (9.37) формула худди шунга ух- 
шаш исботланади. Теорема исбот булди.

9 . 5 - н а т и ж а . / (х) функция [а, Ь) оралиада узлуксиз булса, у 
^олда [а, Ь] орали^да шундай с  (с£ [а, b ]) нуцта топиладики, 

ь ь
j f ( x ) g ( x ) d x  =  f ( c )  § g ( x ) d x
а “

тенглик уринли булади.
Бу натижанинг исботи (9.37) тенгликка асосланади.

9- § , Чегаралари узгарувчи булган аник; интеграллар

f (x)  функция [а, Ь] ораливда интегралланувч и булсин. У  холда 
ани^ интегралнинг Г- хоссасига кура f  (х) функция исталган [a, x]cz 
c z  [а, Ь\ ( а ^ х ^ Ь )  ораливда х;ам интегралланувчи булади. Равшан- 
ки,



интеграл х га боглщ. Уни F (х) деб белгилаймиз:
X

F(x) = ¡ f ( f $ d t .
а

Энди f (x)  функцияга кура F (х) функциянинг хоссаларини (узлук- 
сизлиги, дифференциалланувчи булишини) урганамиз.

9 .  8 - т е о р е м а .  Агар f (х)  ф ун кци я  [а, Ь] оралшфа и н т е г р а л 
ланувчи булса ,  F (х) функция ш у  оралшфа у з л у к с и з  булади .

И с б о т . f  \x) функция интегралланувчи булгани учун sup j f(A:)¡ =  
=  М <  оо булади. V xQa, b] ну^та олиб, унга шундай А х > 0  
орттирма берайликки, х +  A xQa, Ь] булсин. У ^олда F ix) ф унк
циянинг орттирмаси учун цуйидагига эга буламиз:

дс +  Д *  х х  +  А *

A F i x ) ~ F { x  +  A x ) - F i x ) ^  J  / i t )d í  -  j  f ( l ) d t  =  J
a a x

Ани^ интегралнинг 7°- хоссасидан фойдаланиб топамиз:
х +  Л дс х+Ах к+Ах

I Л F (др) 1 *= I j  f i t ) d t l ^  d t ^ M A x .
X X  X

Демак,
IA F ix) I <  M • Д x.

Бундан эса
lim A F{x) =  0

лимит келиб чицади. А х < 0  булганда х,ам худди юноридагига ух- 
шаш lim AFi x)  — § булиши к^рсатилади. Бу эса F(x)  функция-

Ax~i—О
нинг х£[а, Ь] ну^тада узлуксизлигини билдиради. Теорема исбот 
булди.

9 . 9 - т е о р е м а .  Агар f (x) ф у н к ц и я  [а, Ь] оралшфа и н т е г р а л 
ланувчи булиб ,  x0£ia, Ъ) н щ т а д а  у з л у к с и з  булса ,  у  %олда F i x )  
функция  х0 н уцт ада  дифференциалланувчи булади . ва

F' (х0) =  f  ix0).
И с б о т .  F{x) функциянинг ха ну^тадаги орттирмасини:

х, + Ах
A F ix0) ~  j  / (0 dt  (А х > 0 )

х„
олиб, ^уйидаги

айирмани ^араймиз. Ани^ интегралнинг хоссаларидан фойдаланиб 
топамиз:

■дго+Ал: х, + Ах  *1

J  f(f)dt — f ix 0) j  dt и *
A x A x

*o



Б у муносабатдан

A  F  ( * „ )

д! j Г/ (0 — f  (х»)
х„

dt.

А х
■ f  (*о)

x 0- f  Д *, *от
-1  (Д  х  J

dt (9.39)

тенгсизлик келиб чи^ади.
1Бартга кура /(х) функция х0 ну^тада узлуксиз. Таърифга асо- 

сан, V  е >  0 олинганда ^ам шундай б >  0 сон топиладики, | х —
— х 0 | < 6  булганда | f (х) — f (х0) | <  е булади. Агар Ах<-5 деб ол- 
сак, у ^олда V j€ [ x 0, х 0 +  А х] лар учун

1 / ( 0 - / М <  8
булади. Натижада (9. 39) тенгсизлик ^уйидаги

*0+ д •*
A  F  (Х0) 

А  х
— / (*о) < dt — 8

*0
куринишга келади. Демак,

A  F  ( j f 0)

Д  х
— /(*о) < 8 .

Бундан

яъни

lim
д  А  х

F' (х0 +  0) =  f (х0) 
тенглик келиб чи^ади. Ю^оридагидек, А х <  0 булганда

Яъни
F' (x0- Q )  =  f ( x0)

тенглик ^ам уринли булиши курсатилади. Теорема исбот булди.
Агар f (x) функция [а, Ь] оралиеда интегралланувчи булиб, х =* 

е= а  ва х — b ну^таларда узлуксиз (бунда функциянинг х == а  да 
^нгдан, х =  b да эса чапдан узлуксизлиги тушунилади) булса, у 
^олда

F '(a  +  0) =. / (fl+0), F'(b — 0) =  / (b — 0)
булиши ю Дорида гига ухшаш курсатилади.

9. 6 - н а т и ж а .  f  (х) функция [а, Ь] ораливда узлуксиз булса, у 
з^олда V  хб [а, Ь] лар учун

булади.



Энди нуйи чегараси узгарувчи булган аник* интегрални наРа й- 
миз. f (x)  функция [a, bl ораливда интегралланувчи булсин. У х,ол- 
да бу функция [х, b] а  [а, b} (а <  % ораливда х,ам интеграл
ланувчи ва бу интеграл х га богли^ булади. Уни

ь
4>(x) =  § f ( t ) d t

X
деб белгилаймиз. Ани^ интеграл хоссасидан фойдаланиб топамиз:

Ь х Ь

J  f ( t ) d t  =  J  f ( t ) d t  +  J  f ( t ) d t  =  F(x)  +  <P(x) (a <  x <  b).
a a x

Бундан эса

Ф {x) =  f / (0 dt — F (x)
a

булиши келиб ч и кади. Бу тенглик, Ф( х)  функциянинг хоссаларини 
f (x)  з^амда F (х) функцияларнинг хоссалари ор^али урганиш м ум - 
кинлигини курсатади. Жумладан, агар f (x)  функция [а, Ь] орали^- 
да узлуксиз булса, у холда

Ф'(х) =  - ! ( х )
булади.

ь
5^аник;атан з̂ ам, бу холда J  f  (/) dt  мавжуд ва у чекли сон, F (х)

а
функция эса ю кори да келтирилган теоремага кура [а, b ] да F'  (л) 
хрсилага эга булиб,

Ф'(ж)*(Ь(0л)  =(.
булади.

9. 7 - н а т и ж а .  [а, Ь] ораливда узлуксиз булган ^ар ^андай ¡ (х)  
функция шу ораливда бошлангич функцияга эга.

Х ^икатан ^ам, / (х) функция [а, Ь] ораливда узлуксиз б ул са ,
9 .9 - теоремага кура

F(x) — if f(t)dt
а

функциянинг [а, Ъ] даги ^осиласи учун F' (х) — f  (х) тенглик урин
ли булади. Демак, F(x)  функция f  (х) нинг [а, Ь] ораливдаги бош
лангич функцияси.

10-§. Аник интегралларни ^исоблаш

Интеграл мавзусининг асосий масалаларидан бири ф ункция 
интегралининг мавжудлиги булса, иккинчиси—функция интегралин» 
^исоблашдир.

\N

f f ( t ) d t - F ( x ) \  = - F ' ( x )  =  - f ( x )



Виз I (х) функциянинг [а,Ь] ораливдаги аниц интегралиии интег
рал йигиидининг чекли лимита сифатида таьрифлаган эдик. Юцо- 
рида айтиб утганимиздек интеграл пигиндининг лимита тушунчаси 
мураккаб характерга эга булиб, уни ^исоблаш, з^атто еодда зрлларда 
{шу бобнинг 2-§ да келтирилган мисолга царанг] з$ам анча цийин 
булади.

Тугри, Цх) функциянинг интегралланувчилиги маълум булса, унда
интеграл йигиндининг лимити [а,Ь|орали^нннг булиниш усулига з̂ ам
з̂ ар бир булакда олинган £ ну^тэларга з̂ ам боглии; булмай, К р~>-0 да 

ь
ягона 1 (/ =]" f (л:) йх)  сонга интилади. Бу \ол [а,Ь] оралитушнг

а
булинишини ^амда нут^таларни интеграл йигинди ва унинг 
лимитини з^исоблашга цулай ¡^илиб олиш имконини беради. Натижада 
функция интегралини топиш учун бирорта булин'ишга нисбатан 
интеграл йигиндининг лимитини з^исоблаш етарли булади. 

ъ
Масалан, | хйх интегрални з^исоблайлик. Бунда ¡ ( х ) = х 6 у -

а
либ, у [а,Ь] огалиада узлуксиз. Демак.бу функция [а,Ь] да ин- 
тегралланувчи. [а,Ь] орали^нинг ушбу

Р  =  {а, а  +  а а +  2 а „ , . . .  , а +  к- а п...........а  +  п а я ==■• Ь]
булинишини «либ, з̂ ар бир [а  +  /е- а п, а +  (6 +  1 )ал }булакда

=  а +  к а п деб цараймиз, бунда а д =  Ь-^~^ . У зсолда
П

«—1 п—1 п—1

°  =  * ? с / ( а  +  к ' а п)  = а „ [ « а +

Ь—а  (п— 1) п-,
ллГ‘“ “1

Ь 2—а2 Ь—а

Бундан

+  0  +  2 +  3 +  . . .  +  (п — 1))| =  +

-а

П т а  — Пт \ьг — а 2 ь — а 
а п*>0 “ л-"0 Г  2 2 а,г

= Пт Г
а  „  _ о

Демак,

62-

Умуман, куп ^олларда функцияларнинг интегралини таьрифга 
к$ра з^исоблаш ^ийин булади. Шунинг учун интегралларни з̂ исоб- 
лашнинг амалий жихатдан к;улай булгаи йуллариии топиш зарури- 
яти тугилади.



1 .Н ь ю т о н —Л е й б н и ц  ф о р м у л а о и .  Ушбу пунктда, функ- 
цияларнинг аниц интегралларини ^исоблашда кенг цулланадиган
формулани келтирами*.

Маълумки, f ix)  функция [а,Ь] ораливда узлуксиз булса, у *олда

F{x) = ^f{t)dt
Л

функция шу оралшу^а f(x) функциянинг бошлангач функцияси
булади. Бу бир томондан.

Иккинчи томондан, f (х) функциянинг ихтиёрий бошланрич функ
цияси Ф (х) берилган бошланрич функция Fix)  дан ихтиёрий уз- 
гармас ^ушилувчига фар^ ^илади, яъни

Ф (х) =  F {х) +  С (С =  const)

булади. Демак,
X

Ф ( Х) =  J f i t ) d t  +  C.
Я

Бу тенгликдан, аввал х =  а деб,

Ф (а) =  С (9. 40 )

сунгра х — b деб,
ь

Ф(й) =  $f i i )dt  +  C ( 9 . 4 1 )
а

тенгликларни топамиз. (9.40) ва (9.41) тенгликлардан ихтиёрий 
бошланрич функция Ф  (х) учун ушбу

J  f  (х) ёх = Ф ф )  — Ф  (а) (9. 42)
а

формула келиб чицади. Б у(9 . 42) формула Ньютон—Лейбниц ф ор 
му ласи деб аталади.

Одатда (9.42) тенгликнинг унг томонидаги Ф ф )  — Ф  (а ) аиирмани
Ф ix) |* каби ёзилади:

Фф)  — Ф (а) — Ф (х) £ •

Демак,

• U ( x ) dx:=* 0 (x)\a •
а  1



Мисоллар 
ь

1. f xdx — -
a *

ЬГ dx I Ь b2. J  — =  In я  I — Inb — In a  =  In — (a >  0, b >  0).
a  X I a  CL

2. А н и ^  и к т е г р а л л а р н и  р с о б л а ш  у с у л л а р и .
1°. Узгарувчиларни алмаштириш у с у  ли. f (x)  функция [а,Ь] ораливда 
анивданган ва узлуксиз булсин. Бу холда f  (х) функциянинг анин

интеграли J  f ( x) dx  мавжуд булади. Купинча интеграл остидаги
а

узгарувчини алмаштириш натижасида берилган интеграл ундан сод- 
дарон интегралга келтирилади.

Фараз нилайлик, анин интегралда узгарувчи х ушбу х — ф (t) 
формула билан алмаштирилган булиб, бунда цуйидаги шартлар бажа- 
рилган булсин:

а) ф (0 функция бирор [a , ¡3] ораливда аник,ланган ва узлуксиз, 
узгарувчи [a,fi] ораливда узгарганда ф (/) функциянингиийматлари \а,Ь] 
ораливдан чи^майди;

б)ф (а) =  а, ф (Р) =  Ь;
в)ф (0 функция [а ,р ] ораливда узлуксиз ф ' (/) хрсилага эга.

У ^олда
ь в

J / (х) dx =  j' f  (ф (/)). ф'(t) dt  (9. 43)
а а

тенглик уринли булади. Ханинатан ^ам, f (x)  функция [а,Ь] ораливда 
узлуксиз булгани учун шу ораливда бошлангич функция Ф (х) га эга 
булиб, (9.42) формула уринли.
[a,fi\ ораливда Ф (ф(/)) функцияни наРайлик. Бу функция [а , (3] 
ораливда узлуксиз булиб, унинг ^осиласи (6.5) формулага кура цуни? 
дагича

¡Ф '(ф (0 )] '= ф'(ф (0 )  • ф '(0

ёзилади. Кейинги тенгликдан Ф' ( х ) —Цх) эканини эътиборга олиб 
топамиз:

[ Ф  (ф ( 0  ) ] ' = /  (ф  ( 0  ) •  ф '  (О-

Бу эса Ф  (ф (/)) функция fa ,/ ] да /(ф (О)-ф'(О функциянинг бош- 
ланрич функцияси булишини билдиради. Ньютон—Лейбниц форму- 
ласига кура

a
j  f(<P (0 ) • ф' (0 di  =* Ф (ф (Р)) — Ф (ф (« ) ) .



Буш  б) шартдан фойдаланиб ушбу

5 f  (ф(/ ) ) - ( р '  ( t ) d t ^ 0 ( b )  — Ф  (а) (9.44)

куринишда ёзиш мумкин.
Шундай цилиб, (9.42) ва (9.44) муносабатлардан (9 .43) тенглик ке- 
либ чикади.

(9.43) формула интегрални у з гар увчини алмаштириб интег рал - 
лаш формулам  деб аталади.

Ми с о л .  К,уйидаги
i
j  V i  — x2dx 
о

интегрални узгарувчини алмаштириш усули билан хисобланг. Бу ин- 
тегралда х =  s in I алмаштириш Сажарамиз. У ^олда (9 .44) формула- 
га кура топамиз:

i — я 
\ У  1 — х2 dx =  j ’ V 1 — sin2/ . eos/ dt  =  j 2 eos2/ di  =s

o
я

-  + — eos 2/1 dt
2 2 J

o

sin 2t |я"¡2 _ Я

n 4 ‘
2е. Булаклаб интеграллаш у сули .  и (х) ва и(х)  функцияларнинг 

^ар бири [а,Ь\ ораликда узлуксиз и' (х) ва у '  (х) ^осилаларга эга бул- 
син. У ^олда

п ь £]  и (х) d v  (х) =  (и (х) • V (х)) — | и (х) du (х) (9.45)
а а а

формула Гринли.
Хаци^атан хам (6.9) формулага кура

[ и(х) • V (х) ]' =  и' (*) • V (х) +  и (х) • у '  (х).

Демак, и (х) • V (х) функция [а,Ь] ораликда и'  (х) с (х)  +  и(х)  •
• V' (х) функциянинг бошлангич функцияси булиб, Ньютон—Лейбниц 
формуласига кура 

ь
I  [и' (х) V (х) +  и (х)ь' (х) ](!х =  и (х) • V (х)
а

булади. Аниц интеграл хоссасидан фойдаланиб топамиз: 
ь ь

| V (х) * и' (х) d x +  | и (х) • и' (х) dx =  и (х) - V (х)
а а

Бу тенгликдан эса (9.45) формула келиб чицади.
(9.45) формула аниц интегрални булаклаб интеграллаш формула*



си деб аталади. (9.45) формула | и(х)йу(х) интегрални ^исоблаш-
а

Ь
ни Г  ̂(х) йи (х) интегрални хисоблашга олиб келади. Бунда и(х)

Г>;амда йь (х) ларни шундай танлаш лозимки, J ь(х) йи(х)  интеграл
а

имконият борича содда ^исоблансин.

Мисоллар
2

1-| \nxdx  интеграции хисобланг.

Агар, и (х) =  \пх, йи (х) =  йх деб олинса, у ^олда

йи =  — йх, о (х) =  х
X

булиб, (9 .45) формулага кура топамиз.
2 2 2 [ 2 2

• 1пх — \х.— йх =  X • \пх — X
1

—
■ \ * I

=  21п2 — 1.

2. /„ =  | 2 й п п хйх  интегрални ^исобланг, бунда п — 0,1, 2............
о

Бу интеграл, хусусан п =  0, п =  1 булганда осонгина .^исобланади:

1.10 =  Р  ё х  — -к-, ¡1 — |2 зтд : йх =  
о о

п  >  2 булганда берилган интегрални ^уйндагича

/ я =  | 2 в т пхйх =  | 2 я т "  ~ 1х й (— С05 х) 
о о

ёзиб, унга булаклаб интеграллаш формуласини цуллаймиз. Натижада
Я П

Iп — (— эШ*-1 х • соэх) 2 +  ( я  — 1) Г2 б ш " “ 2 л: • С032Х йх —
0 о

Я Я

=  (я  — 1) | 2 в т " -2 х (1  -  з т 2х)йх — (п — 1) |2 в т " -2 хс/х —

(п — 1) | 2 5т " х  йх =  {п— 1) /„_2 — (и — 1) /„

булиб, ундан ушбу



рекуррент формула келиб чи^ади. Бу формула ёрдамида берилган ин- 
тегрални п — 2,3, . . . булганда кетма-кет ^исоблаш мумкин. Биз 
нуйида п  — жуфт ва тоц булганда берилган интегралнинг' цийматини 
келтирамиз:

ti — 2т — жуфт сон булганда 

2т — 1 2/я — 3 5
«  ~  2т 2т — 1 ..............  6

ti 2т “Ь 1 — тон; сон булганда

(2т — 1 ) 1 !
(2т)

¡2 т+1
2 т 2 т — 2

2т +  1 2т- 1 Л
(2т)  ! ! 

(2т +  1) !

(9.47)

(9.48)

Бунда т ! !  символ т  дан катта булмаган ва у билан бир хил жуфт* 
лнкка эга булган натурал сонларнинг купайтмасини билдиради.

3. В а л л и с  фор м у  л а с  и. Юкррида келтирилган 2 - мисолдан 
фойдаланиб, л сонини ифодаловчи формулани келтирамиз. Равшанки,
О <  булганда

-2fl+1 x < s i n 2nx < s i n 2fl_lA: ( « = 1 , 2 ,  . . . )sin
тенгсизликлар уринли. Бу тенгликларни 10, — j орали^да интеграллаб

. 2л+1sin Xd x <  j sin2" xdx<.

n
’ 2 . 2n—1 ., sin  xdx

сунгра (9.47), (9.48) формулалардан фойдаланиб, топамиз:
(2 я)

Бундан
(2 п +  1) ! ! 

(2п) ! !

< (2л -  1) ! ! 
(2п) ! I

п (2п — 2) ! ! 
(2п -  1) ! !

(2п — 1 ) 1 !

1
<  — <  

2п +  1 2

(2я) I I 
. (2п -  1) ! ! . 2п

тенгсизликлар келиб чикади. Аммо бу тенгсизликларнинг чеккалари- 
да турган ифодалар айирмаси 

(2я) I I 
(2п — 1) 1

2 1 (2п ) ! 1 2 1 ^ ( 2 п )  ! 1 12 1

2п (2л — 1) 11 2 ti -}“ 1 . (2/г — 1) 1 I 2/i +  1
1 1

булиб, п ■
2п 2 2п 

оо да нолга ннтилгани учун ушбу

— =  1ÍI1)
2 Л-+00

(2п) ! !
. ( 2 п - 1 )

формула уринли булади. Демак,
я  2 2 4 4_  =  l im— .
2 п~*оо 1 3 3 5

1
2 я  +  1

2 я 2п
2 п — 1

Бу (9.49) формула Валлис формуласи дейилади.
2 п + 1 (9.49)



Биз ю^орида интеграл остидаги функциянинг бошлангич функцияси 
маълум булсэ, аниц интеграл ни Ньютон—Лейбниц формуласи ёрда- 
мида ^исоблаш мумкинлигини курдик. Аммо бошлангич функцияни 
топиш масаласи доим осонгина ^ал булавермайди. Агар интеграл ос
тидаги функция мураккаб булса, тегишли ани^ интегрални ^исоб- 
лашнинг таи,рибий усулларини цулланиш лозим. Бу усуллар интег
рал остидаги f{x) функцияни уни тацрибий ифодаловчи кугцад 
билан алмаштиришга if (х) та Рп (х)) асосланади. f  (х) функция [а,Ь] 
ораликда аникланган ва узлуксиз булсин. 6- бобнинг 7 -§  ида эс- 
латиб утилган функцияни купхад билан я^инлаштириш ^а^идаги
Вейерштрасс теоремасига асосая, V е >  0 сон олинганда хам —аЬ —а
сонга кура шундай Р п(х) купхяд топиладики, V л: 6 [а,Ь] лар учун

I / (х) — Р п(х) I < 8

Ь — а
ь ь

тенгсизлик уринли буладн. Бун дан f P n(x)dx интегралнинг \f (x)dx
а а интегралга я^инлашиши келиб чик,ади. Да^и^атан ^ам, ани^ интег

ралнинг хоссаларидан фойдаланиб топамиз:
U и

J f ( x ) d x  — ( Р п (х) dx ] l f ( x ) ~  P n (x)]dx\ <jf| f ( x)  —

- P n (x) | dx <  ^ - a ib — a) =  e.
Шундай цилиб, цуйидаги

b b
J  f  ix) dx J  P n(x) dx (9.50)
a a

та^рибий формулага келамиз.
Масалан, [0,1 ] орали кда аникланган ва узлуксиз булган/(х)

функциянинг § f i x ) d x  интегралини та^рибий ифодаловчи формула
о

топиш талаб этилсин.
Ушбу

' W - i f i f ’l d ;  * * о  - * Г *
k=o \ J

куп^адни ^арайлик. Одатда бу кугдад Бернштейн к у щ а д и  деб 
аталади. Ушбу курснинг «Функционал кетма-кетликлар ва ^аторлар» 
бобида п -* -  оо да Бернштейн куп^адининг [0,1] орали^да f i x )  функ- 
цияга текис я^инлашиши, яъни V O 0  олинганда ^ам V  л:^ [0,1] 
лар учун

\f ix) — Bn (x)\<& 
тенгсизлик уринли булиши исботланади.



I 1

(9.50) формуладан фойдаланиб топамиз: j* f  (х) dx ^  j* В п (x)dx —
о о

-  я  i i '  й с « , <1 - < п л  -  h - * r w0 4 = 0 *=0 0
Охирги интегрални 1п деб, уни ^исоблаймиз. Агар унда и =  хк , 

dv — (1 — x)n~*dx десак, булаклаб интеграллаш натижасида k lk_  ,— 
_( n — k +  1 )Ik =  0 рекуррент формулага эга буламиз. Ундан k — 1

булганда 1Х — J  х (1 — x f  ~ ldx — х _  (1 ~ j  ^ ~ •*)" dx ==

(1 -  x)n+1 
п (п + 1)

о п
1 1
о п(п +  1)

эканини ^исобга олсак, /2, /3, . . . ларни топиш мумкин булади. 
Масалан, /2 =-• (п _  ^  (д + 1}. Шунинг учун ушбу

1 - - 1q j x U i - x r - ^ d x ^ - ^
0

формуланинг тугрилигига ишонч ^осил цилиш цийин эмас. Буни 
эътиборга олсак, берклган ан щ  интегрални такрибий ифодаловчи 
куипдаги

J  f ( x) d x * Z T T j £ f ( j )
о k= о

формула ^осил булади. 
ь
\f (x)dx интегрални такрибий ^исоблаш йулларидан яна бири инте-
с
граллаш оралиги [а,Ь] ни п та булакка булиш ва ^ар бир булакда 
f ( x)  функциянм

1) С — const;
2) Ах 4- В (А,В — узгармас);
3) Ах2 +  Вх +  С (А,В,С — узгармас)

куринишдаги, яъни нолинчи, биринчи ва иккинчи даражали куп^ад- 
лардан бири билан алмаштиришга асосланган. Биз бу ^олларни ало- 

ь
^ида цараб. (' f (x)dx интегрални такрибий ифодаловчи тугри турт-

а
бурчаклар, трапеция ва параболалар (Симпсон) формулаларига кела- 
миз.

1. T y F p n  т у  р т б у р ч а к л  а р  ф о р м у л а с и .  f ( x )  функция 
1а,Ь] орали к, да ани^ланган ва узлуксиз булиб, унинг

ь
j  / (*) dx
а



интегралини так;рибий хисоблаш талаб этилсин. Аввало V х£ [а,Ь] 
.лар учун

деб олиб, цуйидаги
/ М « / ( ^ ) = С О П 8 1

О
^ { х ) й х ж !  (Ь —а)

54- чизма

(9.51)

формулани ^осил ^иламиз. Бу 
так,рибий формула (54 -чизма) 
/ ( * ) >( )  булга нда аАВЬ эгри 
чизи^ли трапециянинг юзини 
а А' В'Ь тугри туртбурчак юзи би- 
лан алмаштирилишини курсата- 
ди. (9.51) формуланинг ани^ли- 
гини ошириш шксадида [а, Ь]

1 ~  орали^ни а = х 0, хь х2, . . . ха_г  
хп=Ь ну^талар ёрдамида п  та 
тенг булакка булиб, х,ар бир 
[хк, хк+1 ] булакда (9.51) форму
ла кулланилади. У ^олда

к +1 Хк

б^лади, бунда 

х к =  а +  й Ь — а
------ , X 1п

хк+х~хк
Ь - а

Натижада цуйидагига эга буламиз:
Ь XI X,

(& = 0,1,2, . . .  , п  — 1).

*к+1
^ } (х) ё х  =  ^  } (х) йх +  ^  ( (х) йх +  . . .  +  Г ¡ (х) (1х+  . . .  4-

“ *• *• хк

+  Ь ^ Х ^ 1 { Х ^ ) + ^ 1 ( х4 ) +  ■■■ +  ~ 1 Ы ) +  

+  . . . +  ь̂ [ \ .  ± )  =  — ^ [1  ( ^ )  +  / ( .* ,/ ,)  + . . .  +

О
Шундай нилиб, [ (л:) йх интегрални такрибий ^исоблаш учун ^уйи-

а
даги



' I  " Ч  (9 .52)
форм у лага келамиз.
(9.52) формула тугри  т уртбурчаклар  формуласи  деб аталади.

Одатда ^ар бир та^рибий формула ундаги хатоликни ба^олаш би- 
лан бирга царалади. Бунинг натижасида тацрибий формулалар узаро 
таадосланади. (9.52) формуланинг хатолиги ушбу

Ь я —I

/ ( * ) ^ - ^ У 1 Ф *  + Л  (9.53)
а к=0

айирма билан ифодаланади. Уни ба^олаймиз. Бунинг учун ¡ (х )  функ
ция [а, Ь] оралщда узлуксиз (" (х) х;осилага эга булсин деб ^арай- 
миз.

Аник; интегралнинг хоссаларидан фойдаланиб 1?п ни цуйидаги
п—1 ХИ-\Л п—1 л—1 хк-{-1

куринишда ёзиш мумкин. Тейлор формуласидан фойдаланиб,

/М  “  / + ~   ̂ ~  * к + 7^ ^  ~2 [х хк + 1|2

булишини топамиз, бунда 1к сон х ва х ^  сон лари орасида бу-
к +  2

лади. Натижада 
«-1 . **+1

88 2  1 V  (* *  + т ) (Х Х* +  ^ ) +  2 Г (  (Х х к +  ± ) \ ( 1х= *
А=0 хк

п—1 *А-Н

“ 3 [ Г(*‘ +4 ) П ' _ ‘ *+т ) Ф‘ +
**+1 п - 1 **+1

булади.
У рта циймат ^а^идаги теоремага (9 .6 -теореманинг 9.5- натижаси- 

га царанг) кура



*А+1 *А+1
I Г ( Ь ) ( Х - Х к + Л* йх =  Г ( 1 м*)  1 ( х - х  ^  =
*А \ Т/ *А \ 2 /

_ < » № - » . ) •  Г ( е ? ^ £ = А -  г е ;>  ( ( ; е , х^ ^ +||)

булади. Шундай 1\илиб, /?п учун ^уйидаги

О _ _}_ --  а)3 СГГ _ (Ь --  я)3 1 иг /£*■,
* п  "  2 ^  12 п 3 (^  “  24 п* ' л Л |  '

* = 0  4= 0

ифодага келамиз. Равшанки, ушбу

1 V I  */ Г' (Го) + П1\)+. •• + Г  (?’ _.)
7  2 л  ' и *' ~

* - 0

Г0 € [а ,  Н  II € [а. & ] , • • . .  £1-1 € к  Ь]) миадор /"(*) нинг [а, Ь] 
ораликдаги энг кичик т"  ^амда энг катта М" ^ийматлари орасида 
булади, яъни

гг—1

ч" <  -  У !  г ( г к) < м " .

(х) функция \а, Ь] орали^да узлуксиз. Больцано—Кошининг ик- 
кинчи теоремасига кура (5 .6 -теоремага царанг), (а, Ь) интервалда 
шундай £ ну^та топиладики,

П—1

« е ( а ,  &))
*=0

булади. Натижада Кп ушбу

п 24  п1 

куринишни олади. Демак,

|  ,  И  Л  _  » = ■  2  '  (« . + Л  +  « £ ?  Г  О . (9.54)
а  Ь=0 \ 2 /

Шундай цилиб, [а, Ь] орали^да узлуксиз иккинчи тартибли ^осила-
ь

га эга булган ¡(х) функциянинг | ¡ (х) йх интегралини (9.52) тур-
а

ри туртбурчаклар формуласи ёрдамида тацрибий ^исобланса, бу тац- 
рибий ^исоблаш хатолиги цуйидаги

г ®'  Ш а ' Ь)
формула билан ифодзланади.



2. Т р а п е ц и я л а р  ф о р м у л а с и .  f (x)  функция [а, b ] ора- 
лиеда ани^ланган ва узлуксиз бутюин. v x £ [ a ,  b] лар учун 

. f ( b ) - f ( a )  bf  (а) — af (b)
f i x ) **  ь - а -  * + .  b - a  <9 '5 5 >

b
деб олиб, J  f (x)  dx интегрални тацрибий ифодаловчи ушбу

f(a) + f  (*) (b — a) (9 .56)

форму лани ^осил киламиз, (9.55) муносабатдаги
f(b) — f  (a) bf  (а) — a f  (b)

b - a  X +  b — a 
ифода (a, f (a)) ,  ( b,  f (b))  нук,та- 
лардан утувчи TÿFpH чизи^нинг 
ординатасини ифодалайди. (9.56) 
та^рибий формула f ( x ) ^ 0 ( Vx £
£[а,  b]) буглганда (55 -чизма) 
а АВЬ эгри чизшуш трапециянинг 
юзини аАВЬ трапеция юзи билан 
алмаштирилишини ифодалайди.
Энди (9.56) формуланинг аншуш- 
гини ошириш ма^садида [а, Ь]ора- 
лицни а — х0, xv  . . . , xn_v  xn—b 55- чизма
нуцталар ёрдамида п  та тенг
булакка булиб, ^ар бир [хк, лгл+1] булакда [ (х) функциянинг 
**+i

J  / (х) dx интегралига нисбатан (9 .56) форму лани цулланамиз. 
хк

У хрлда
**-И

+ f (xt , ,  — х„) (k =  О, 1, . . .  , ti 1)
2

* к
J  f  (х) dx 
хк

булиб, натижада ушбу
Ь *1 дг, хп

j  f (x) dx  = j  f ( x ) dx  + [ f ( x ) d x +  . . .  -f  J  f  (x) dx

, f (xt) +  f  (Xl) (xl - x 0) + ,- ^ t t №

n _ i

(хг — X]) +  . . .  4-

+  f  {ха - Х ^ ) ~ ± = ±  Г f M  + f (xn ) + f ( Xi )  +
2 ft l  2

+  Î (*a) +  . . .  +  f  (^n_i) 1



формулага келамиз. Демак, 
ь

Ъ — айх :
2

(9.57)

Б у (9.57) формула трап ециялар  формулам  деб аталади.
Энди (9.57) трапециялар формуласининг хатолигини, яъни ушбу 

ь
ёх - Ь — а / (*о) + / (хп )

+ / (*1) +  / (*2) +  • • • +

+  / ( 0

айирмани бахолаймиз. Бунинг учун [(х) функция [а, Ь] оралиеда 
узлуксиз (х) х,осилага эГа булсин деб цараймиз.

Аввало юцорида [хк, л:й+1] оралик; учун келтирилган та^рибий 
формуланинг хатолигини, яъни

*А+1
(1х -

*к
айирмани бахолаймиз. Агар ,хк+х —■ хк +  I деб олсак, у ^олда

хк+1
Гк =  Гк (0 «  |  / (*)

*к
булади. Бу функцияминг  ̂ буйича биринчи ва иккинчи тартибли 
^осилаларини ^исоблаймиз:

(9 .58)

^ ( 0  =  ( |  /(*)  
хк

/<**) + / ( * *+ ' )  у  _

/ (*ь) + / (X. +  ¿) ■ 7  П * *  +  0 =  { [/ ( * *  +  0 - / ( * й)

- 4 :  п * *  +  о,2 ' *

'**<0 = 4  П * *  +  0 — 7  П * *  +  0 - |  П * *  +  0

7  Г К  +  0 .

г ь (0) =  о, /•; (0) =  о.



Энди

п * , + о
тенгликни [0, 1\ ораликда интеграллаимиз:

* t

Бир томондан

|  г ;  (о л  =  г;(<)
о

иккинчи томондан эса, урта циймат ^ак;идаги теоремадан фойда- 
ланиб,

| ( - Г ( * .  +  0 <# =  П У  г  (У
О « 0

булишини топамиз.
Натижада (9.59) тенглик 1-^уйидаги

г *(0  — — ~ / (^ ) •*'/¡+1̂ ) (9.60)

куринишни олади.
Ущбу

тенгликни [О, I) ораликда интеграллаб

I  г \(О ^Г(Е*> л  (9-61)

г* 'г\ (О (Л =  (0 | =  Гк (О,
г/

<

Г (Е*) Л - Г ( 6Р |  Л «  -  7 Г(5;)-
о о

Натижада (9.61) тенглик цуйидаги

щ е к .  *,+,#

куринишга келади. У холда, ю^оридаги (9.58) муносабатдан /=»« 

« я ^ +1-  эканлигини эътиборга олиб,

з м

топамиз:

о



J  f (x)  d x = i ^ [ l
*k

/ ( * * ) + /  (*ft+i) (ft — a)
2 12 n3г  п о

формулани з^осил ^иламиз. Натижада ^уйидагига эга буламиз:
b х$ Xfi

J  f  (х) dx =  J  / (х) dx  + j f  (x) dx + . . . -f J  f (x)  dx
Q Xq **-

f f [ f (X o )  +  f (x  j

+

2
(ft — a)3 

12 n 3 
b — a 

2n

* n - l

» - “>■ П ! г + ^ [  № , )  +  №»)12 n 3

f ( xnJ  +  f ( x n)

+  / (*1) +  f  (x2) +  . .  . +  / {xn_ x) 

X

____ 2 1 1  f "  f t *  ) —  b — a  Г/ (Xq) + f  (Xn )
12 „3 ' n I ------- s------

~b

+
(ft — a)3

12 n2 X

,  f "  (£0) + / * ( ! ? ) +  i f ' C i )  t
П

Аввал ^араганимиздек

/ • ( s H r O i . . .  + r C _ . )

мицдор f"(x)  функциянинг [a, b] ораливдаги энг кичик ^амда энг 
катта кийматлари орасида булиб, f" (х) функция [а, Ь] оралиеда 
узлуксиз булганидан эса, шундай ££(а, Ь) ну^та топиладики,

f" (Q _  f" (So) + f" (£*) + . . .  +  f  (j*_i) 
n.

булади. Демак, 
ь

d x
b  — a ' f  (x0) + f ( x n )

f  (xl) +  • . . +

+  f  (*„_,) ]  -  {~ ^ f f№ Q  «  6 (a, b)). (9.62)
ь

Шундай цилиб, j  f  (x) dx интегрални та^рибий ифодаловчи (9.57)
a

трапециялар формуласининг хатолиги ушбу

ПС)
формула билан ^исобланади.

3. П а р а б о л а л а р  ( Симпс он)  ф о р м у л а с и . Б у  з^олда [а, b ]

оралицда аницланган ва узлуксиз f  (х) функциянинг j  f (x) dx инте-

гралини тацрибий ^исоблаш учун f (x)  функциям (a, f ( a%
832



( ^ 2~ ’ ^ (^ 2 ~ )) ^амда f ® )  ну^талардан Утувчи у  -•« Ах1 +  Вх -+-
4- С параболанинг ординатаси билан алмаштирамиз. Берилган (a, f  (а)),

 ̂(~ 2~) ) ва  ̂^  ну^талар ор^али парабола утказиш
мумкин. Бундай парабола ягона бу’лади. Да^и^атан ^ам у  =  Лх2+  
+  Вх + С  парабола юцорида айтилган ну^талар ор^али утгани учун
ушбу

Аа2 +  Ва +  С =f ( a ) ,

+  +  (9.63,
АЬ2 +  ВЬ + С  - - - f (b )

тенгликлар уринли булади. Бу системанинг коэффициентларидан 
тузилган

а, 1а 2,
(а -  А)3( а  +  by  а +  b .

{ 2 J ’ 2 ’
Ь\ Ь, 1

детерминант ^ар доим нолдан фар^ли (чунки а  ф  Ь). Демак, (9.63) 
система ягона ечимга эга. Бу ^ол (а, {(а)), f  ^амДа

(b, f(b)) нуцталардан ягона у  =  Ах2 +  Вх  +  С парабола утншини 
билдиради.

ь ь
Энди j  (Ax'1 +  Вх  +  С) dx интегрални берилган  ̂ f (х) dx ин-

а а
тегралнинг та^рибий ^иймати деб ^уйидаги 

ь ь
J  f ( x ) d x œ j  (Ахг +  В х +  С) dx

формулани ^осил ^иламиз. Бу та^рибий формуладаги [ (Ахг + В х +
а

+  С) dx интегрални ^исоблаймиз. 
ь
f  (Ах2 +  Вх +  С) dx =  А ■ -  Ь

+  В — — +С( Ь  — а ) «

3

b — а

1*2 'Ь
+  В х- \  + С х A . b- ^ L  +

2А (Ь2 +  Ъа +  а 2) +  3В(Ь — а) 4-

Ь — а (.Аа2 + В а  + С ) +  4

b — а

д - { 4 ^  +  в ( ^ )  +  с

(а) 4 - 4 f ( ^ )  +  / ( * ) ] .

+



а+Ь 
ИГчЫОЛЛЧЧЧЧЧ чч

56- чизма

ъ

7 № + 4 7 ^ ) +  /(»)] (9.64)

форму лага келамиз.
Бу (9.64) формула /(х)>  О 

булганда 56- чизмада курсатил- 
ган аА\ВЬ эгри чизи^ли трапе
ция юзини аАИВЬ эгри чизикли 
трапеция юзи билан алмаштири- 
лишини ифодалайди.

(9.64) формуланинг ани^ли- 
гини ошириш учун [а, Ь] ора- 
ли^ни

а„ =  х0, х1г , Х2к, 2̂*+1»ДС2*+2» • • • > Х2п-2’ Х2п-1’ Х2п ~ &
(х0 <  х , < х 2 < .  . . <  х2к <  х2к+1 <  х2к+2<  . . .  < х 2п_2<  х2л_ ,<  х2п)

ну^талар ёрдамида 2п  та тенг булакка булиб, хар бир [х2к, х2/г+г] (к =
=  0, 1, 2, . . .  , п — 1) орали^ буйича олинган интегралга (9.64) 
формулани цулланамиз. У ^олда [х2к, х2к+2] орали  ̂ учун

■*2*+2
|  ^  ах »  |) {х2к) +  4/ (х2к+1) +  / Ц А+2)

*2к

“  |/ {Х2к) +  ^  (ЛС2*+1) +  / (^24+2) ]  (* =  °> 1.............П— 1) (9.65)
формулага эгамиз.

Натижада аник; интегралнинг хоссасидан фойдаланиб, куйидаги 
ифодага эга буламиз:

г* 'V А> ¿п
]  /(*) йх =-- j  / (х) йх +  | / (*) йх +  . . . +  Г ¡ (х)йх  «
0 х2п—2

~ ^ г [ (/(*о) + 4/ ̂   ̂  ̂<*») + 4/' <*:.) + / (X*)) +  . . .  +

(/ (Х2п-2  ̂"Ь 4/ (^2п_1) +  / (Х1П))\ ~ ~ 1~  р/ (*о) +  / (*2/1)) +

+  4(/(*1) +  /(*3) +  . . .  + /(.г2л_1)) +  2(/(.г2) +  /(.г4) +  . . .  +

+  / (^л -г))]-

Шундай ^илиб, /(х) функциянинг аниц интегралини такрибий ифо- 
далайдиган ^уйидаги

334



J fW d x : b — a
(f  (Xo) +  f ( x2n)) +  ^ (f (xt) +  f  (x3) - f - . . .  4-6 fl

+  f M  +  2 (/ W  +  f W  + +  f (*2n-2)) (9.66)

формулага келамиз. Бу формула параболалар  ёки Симпсон форму
лам  деб аталади.

Параболалар формуласининг хатолигини топиш учун f (x)  функ- 
цияга ^ушимча шарт ^уйилади.

Фараз ^илайлик, f  (х) функция [а, Ь] оралицда узлуксиз f aV) (х) 
^осилага эга булсин.

Аввало (9.65) та^рибий формуланинг хатолиги ушбу 
* 2 * + 2

"  S  т dx ■ Ь — а 
бл f  (X2t) +  (X2k+l) +  f  (X2k+2) j  (9.67)

*2k
айирма билан ифодаланади. Уни ба^олайлик.

К,уйидаги

F(f )  =  r k( f ) - ^  r k{h) (9.68)

ёрдамчи фуикцияни цараймиз, бунда
*2 А -Н +<

r k( t ) =  J  f ix)  d x - j  f ( x2k+l- t )  +  4f (x2k+l) + f  (X2k+l+f) ]

2k+l- t

ва
h  = b — a 

2 n
ty (9.68) функцияни кетма-кет уч марта дифференциаллаб, топамиз: 

(О =  / (X2k+l + 0 4 " /  (X2k+l 0  Т  f  (X2k+l 0  +  4/ (*2fc-fl)

4- / (% +1 +  t) J  f  (X2k+l + 0  / (*2ft+l o j

r b ^  =  ~3  ̂ Л̂'2А+1 ^ 4" f  (X2k+l 0 (х2к+1) j

-  j  [/ ' (% + , +  0 -  Г (x2k+i -  o ] — Гк ш  

F  (0  “  7  j/ (X2i+l +  0  f  (X2k+\ o j 3 f '  (*26+1 +  0  +

4- f"  (%_ц 0
20 t» n . 

— ;—  f .(h)-,  h* few

Г '  (0  - -  j  [ r  (* !i+ , + 1) -  r  (* ,+ , -  <)] -  4  (ft),



бунда ^  / (х) йх интегралнинг I буйича ^осиласини хисоблащда 

*2*4-1 —*
9.6- натижадан фойдаландик. Энди Лагранж теоремасига кура

г  <%+, +  о -  г  ( % +, -  о =  /<1У) а *) • 2/
(?* € (*2*+1 — х2*+1-К)) булишини эътиборга олсак, у ^одца V" (1) 
нинг ифодаси цуйидаги

Р ' Щ + г ' . о
куринишга эга булади.

Агар (0) =  0, /’ (/!)— О булишини эътиборга олсак, у  ^олда 
Ролль теоремасига кура шундай ^ ( 0 < ^ < / г )  ну^та топиладики, 
У7' (^) = 0  (0 <  <  /г) тенглик уринли булади. (0) =  0, /7/ (¿х) =  О 
тенгликларга кура яна Ролль теоремасига асосан, шундай 1г (0 <
<  /2<  ну^та топиладики, Г '  (/2) =  0 (0 <  /2 <  ¿х) тенглик урин
ли булади. Шунга ухшаш, ушбу (0) =  0, Т7" (/2) =  0 тенгликлар
га кура ю^оридагидек шундай /,(0 < ^ < / 2) нуи,та топиладики, 

^з) =  0 (0 < / 3< / 2) тенглик уринли булади. Натижада /г/" (/) 
функция учун I =  ¿з булганда ^уйидагига эга буламиз:

ёки
0 =  Г " (У  = - |  *3

/■ЛА) =
У
90 /(1У) ( У .

Энди (9.67) ва (9.68) муносабатларни эътиборга олиб, ю^орида- 
ги (9.65) формулани цуйидагича ёзамиз:

* 2 * + 2

/ (*2*) "Ь 4/ (■'■2*4-1) +  / (Х2А4-г) |I  Нх)
йх Ь — а  

6/1
*2к

- - ^ 4 - п  ( у
2880 А

(& = 0 , 1..............П — 1).
Бу тенгликдан фойдаланиб топамиз:

? *! х,
j  / (х) ¿х  =  Г / (х) ¿х  +  / (х) ¿х  + +
0 хо х2 *2л—2

—¿г~  |̂ (/ (А’о) +  4/ (х^ +  / (х2)) +  (/ (*2) +  4/ (х„) +  / (х4)) +  . .  . +

+  ( / ( ^ - 2 ) +  4/(х2л_,) +  / ( х 2л) )  

+  .  .  .  +

(¿> — а)5 
2880 й‘ 

/<"" ]•

/™<Ь )+ / ™  (Ы +



Демак,
ъ

|  / (х) йх =  (^о) +  / (Х2п)) +  4 (/ (*1) +  / (Хз) +  • . • +

+  / (х2п-1)) +  2 (/ (х2) +  / (л:4) +  . . .  +  / (-*2/1- 2))

_  (» — а)»/(1У> (5)
2880 п4

бунда
^ 1у) « Л  4 -  И1'О « . 1  X  Д . ^ 1У> I

(9.68>

/(1У) (£) =  Г *  (£.) + Г (60 + ■ • ■ + П  (Еа-0 , (Ее (а, 6)).

Шундай цилиб, | / (х) йх интегрални та^рибий ифодаловчи (9.66).

Симпсон формуласининг хатолиги

- - ^ Г 1©  Й6( « . 6 )>

ифода билан аникланади.
ь

Биз говорида | / (л:) йх интегрални такрибий хисоблаш учун туг-
а

рн туртбурчаклар, трапециялар х>амда Симпсон формулаларини кел- 
тирдик. Бу такрибий формулаларнинг хатоликларини тащослаб, 
Симпсон формуласининг аник ли к даражаси турри туртбурчаклар 
^амда трапециялар формулаларининг ани^лигига Караганда ю^ори 
эканлигини курамиз.

Ми со  л . Ушбу
1
\ ё~х' Ах
о

интегрални турри туртбурчаклар, трапециялар ва Симпсон формула- 
лари ёрдамида такрибий ^исоблаймиз.
[0,1]  оралицни 5 та тенг булакка буламиз. Буллниш нуцталари 

х0 — 0, х1 — 0 ,2, хг — 0 ,4 , хя — 0,6, хА =  0 ,8 , хъ — 1,0 
булиб, бу ну^таларда е~х> функциянинг цийматлари ^уйидагича:

/(*„) =  1,00000,
/(д:,) « 0 ,9 6 0 7 9 ,
{(х2) = 0 ,85214 ,
/(х3) =  0,69768,
/ (*4) =  0,52729,
1(хб) = 0 ,36788 .

>̂ ар бир б^лакнинг урта:ини ифодаловчи нуцтанинг координата- 
лари



X j = 0 , 1 ,  х 3 —0,3, х 5 - - 0 ,5 ,  х 7 — 0,7, х д = 0 , 9  бÿлиб, бу Hyrç- 
7  ~2 *2 T  Т

талардаги функциянинг ^ийматлари ^уйидагича:
/ (X , ) =  0,99005,

2

f (* 3/2) =  0,91393, 
f ( x 5/2) =  0,77680, 
f (x 7/2) -  0,61263, 
f (* 9/2) =  0,44486.

a ) m y r p u  тур/пбурчаклар формуласи  ((9.52) ва (9.54)ларга ^аранг)

6ÿflH4a § е  X* d x æ - j r  (0,99005 + 0 ,91393  +  0,77680 +  0,61263 +  
Ó

+  0 ,44486) =  — 3,74027 «  0,74805,
5

IR J  <  — L- =  —  »  0,003.
1 " ' 1 2 . 2 5  300

б) трап ециялар  формуласи  ((9.57) ва (9.62) ларга царанг)
6ÿftH4a

i
Г 1 / 1 ,00000  +  0,36788

J  e - * d x f s t - f  I -----------2---------- Г +  -96079 +  0,85214 +  0,69768 +
о

+  0 ,527 29 j  =  -g-  (0,68394 +  3,03790) =  y -3,72184 »  0,74437,

ГЯ„| == —  » 0 ,0 0 6 .
1 ní  6 -25  150

в) Симпсон  формуласи  ((9.66) ва (9.68) ларга ^аранг) буйича

1
XZ H  Y  O '  -------

а х ~  30 (1,00000 +  0,36788) +  4(0,99005 +  0,91393 +

0,77680 +  0,61263 +  0,44486) +  2 (0,96079 +  0,85214 +  0,69768 +

= ¿-(1 ,36788  +  4-3 ,74027+ 2-3 ,03790) = ¿ - (1 ,3 6 7 8 8 +  
14,96108) » 0 ,7 4 6 8 2 ,

|1ГП|< ■■ I2 =  0,7.  Ю~5.
1 1 2 8 8 0 .5 4

+  0,52729) 

+  6,07580 -

Та^рибий формулалар ёрдамида ^исоблаб топилган J* е~х‘ d  х ин-

тегралнинг ^ийматини, унинг 
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j V * 1 Л л: = 0,74685...
и

циймати билан тащослаб, Симпсон формуласи ёрдамида топилган 
интегралнинг та^рибий циймати аншфок; эканлигини курамиз.

12-§. Функционал ^а^ида тушунча

Биз 1-бобда ихтиёрий Е ва F тупламлар берилган ^олда Е 
тупламнинг элементларини F тупламнинг элементларига утказувчи f  
акслантиришни, яъни ушбу / : Е -*■ F акслантиришни таърифлаган 
эдик. Хусусан, Е =  N, F — R булганда

f : N ~ > R  ( f : n - * x n)

акслантириш сонлар к е т а  - кетлиги тушунчасига, Е =  R,  F — R  
булганда f  : R —>R ( f  : х -* - у )  акслантириш функция тушунчасига 
олиб келди ва улар 3 - ва 4 - бобларда батафсил урганилди. [а ,/;} 
оралицда аник,ланган функциялар тупламини М дейлик. Энди П= 
=  М, F =  R булганда ф : М R акслантиришни ^араймиз. 
Бу акслантириш функционал тушунчасига олиб келади.

9. 8- т а ъ р и ф. Агар М тупламдаги ^ар бир f  (х) функцияга 
бирор цоида ёки крнунга кура битта з^щи^ий сон у  мос куйилган 
булса, М  тупламда функционал берилган (аницланган)  дейилади 
ва уни

Ф - . ! ( х ) -+ у  ёки у  — Ф (f)

каби белгиланади. Бунда М функционэлнинг ани^ланиш туплами 
дейилади.

Мисоллар.

\ . Ф — [а,Ь) орали^да узлуксиз булган з̂ ар бир f (x)  функцияга 
унинг шу орали^даги максимум ^ийматини мос цуювчи 1̂ оида булснн. 
Демак, бу ^олда ушбу

Ф : f  ( х ) max {[ (х)} ёки г/=Ф(/)=тол:{/(х)}
а*Сх<Ь а <х< *Ь

функционалга эга буламиз. Бу функционэлнинг аншушниш туплами 
М-=С[а,Ь] булади.

2. [а,Ь] орали^да интегралланувчи ^ар бир / (х) функцияга унинг

ани^ интеграли [ / (х) йх ни мос куйиш натижасида ^уйидаги

ь ь
Ф : / (*)-+[ / (x)dx ёки Ф  (/)—f !(х) dx

в а



функционал ^осил булади. Б у функционалнинг аник,ланиш туплами 
%а,Ь] орали^да интегралланувчи барча функциялардан иборат туплам 
'булади (одатда бундай тупламни Ь каби белгиланади).

Энди М - [а,Ь] оралицда аник;ланган функциялардан иборат туп
лам булиб, V  ¡ ( х)£М,  У Ф ( х ) £М учун

к - ? ( х) +1- у ( х) £М
муносабат уринли булсин (бунда к, I  — узгармас сонлар).

Б у М  тупламда Ф( ( )  функционал ани^ланган дейлик.
9.9- т  а ъ р и ф. Агар V  Цх) £М,  V ф (х) £ М лар учун функцио

нал ушбу
Ф ( £ /  +  /ф) =  А Ф ( / ) + / Ф ( ф )

тенгликни ^аноатлантирса (бунда /г ва / ихтиёрий узгармас сон), 
у  ^олда Ф чизщли функционал  деб аталади.

Юкорида келтирилган
ь

Ф ф  =
а

функционал чизи^ли функционал булади. ^а^-щатан ^ам, буни кур- 
сатиш учун ани^ интегралнинг хоссаларидан фойдаланиш егарли: 

ь ь ь
Ф Щ  +  / ф) =  \[к-{(х) +  /• ф (-г)] с1х =  к |7 (х)с1х +  1 1‘ ц>(х)йх =

=  к Ф  (/ )  +  / - Ф ( ф ) .

Функционаллар ва уларнинг хоссалари математиканинг функционал 
анализ булимида урганилади.

Г ¡(х)<1х



АНИК ИНТЕГРАЛНИНГ БАЪЗИ БИР ТАТБИКЛАРИ

Математика, физика, механика ^амда фан ва техниканинг бойца 
со^аларида учрайдиган купгина масалаларни ечиш маълум функция- 
ларнинг интегралларини ^исоблашга келтирилади.

Ушбу бобда эгри чизи^ ёйининг узунлиги, эгри чизи^ли трапеция- 
нинг юзи, узгарувчи кучнинг бажарган иши ^амда массага эга бул- 
ган эгри чизи^нинг инерция момента аниц интеграллар ор^али 
^исобланиши курсатилади.

1- § . Ей узунлиги ва уни аниц интеграл ор^али 
ифодаланиши

f ( x)  функция [а, Ь] оралиеда ани^ланган булсии. Бу функцня- 
нинг графиги цуйидаги

{(*,/ ( x ) ) : x£[ a , b ] }
нуцталар тупламидан иборат. Шу графикдэги (a , f ( a )) ва ( b , f  (Ь)} 
нукталар орасидаги эгри чизи^ ёйи узунлигининг ани^ интеграл 
оркали ифодаланишини курсатамиз.

Маълумки, агар f  (х) функция [а, Ь] орали^да узгармас, яъни 
f ( x ) —c  с  =  const  булса, бу функциянинг графиги текисликда (а, с ) ,  
(Ь,с) ну^таларни бирлаштирувчи турри чизиц кесмаси булиб, унинг 
узунлиги

1Х — Ъ — а  - (10. 1>
булади.

Агар f ( x)  функция [а, Ь] оралиеда чизи^ли функция, яъни 
f ( x ) = a x  +  р (а, р — узгармас сонлар) булса, у ^олда бу функция- 
никг графиги ( a , f ( a ) ) ,  (b, f ( b ) )  нуцталарни бирлаштирувчи турри 
чизиц кесмаси булиб, унинг узунлиги

k ^ V i b -  a )2 +  [/ (b) f  (a) ]» =  (b - a )  V T + *  (10. 2>
булади.

Энди f (x)  функция [a , b ] орали^да аникланган булиб, унинг 
' графиги 5 7 - чизмада курсатилган чизицни тасвирласин. Б у чизи^— 

чекли сондаги (6 та) турри чизиц кесмаларининг бирин-кетин бир- 
лаштирилишидан иборат. Одатда бундай чизицни синиц  ч ст щ  деб. 
аталади.



Равшанки, бу ^олда синик, чизи^ узунлиги (периметри) уни таш- 
кил этган тугри чизи^ кесмалари узунликлари йиншдисига тенг бу- 
лади:

/3 = /  (^  —аГ- + [/(х1) — Да)]2 + V  (хг ~  + I/ (*-,) — / (*х) ]2+ 
+  . . .  +  У Ф -  хьТ +  [/ (Ь) -  {(х5)]2 =

= 2  V  (хк 4-1 х1г)2-{-[1(х1г [) / (хк) ]2 (х0 =а ,  хв — У).
к~ О

Умуман, [а,Ь] ораликда ани^ланган ¡ (х)  функция графиги п та 
А0(х0, / (х0)), Аг (х1г I (.к !)) , . . . ,  Ап (хп, / (*„)) ну^тани (а - х 0< л :1 < . . .  
. .  . < х п—Ь) узаро тугри чизик кесмаси ёрдамида бирин-кетин бир- 
лаштиришдан з̂ осил булган сишц чизивдан иборат булса, бу сишщ 
чизицнинг периметри ушбу

и  =  2 V  (хк+ , -  * * ) ' + 1!  (хк+ , ) -  / (**) ]2 (10.3)О
формула билан ^исэбланади (х0 — а, хп — Ь).

Энди ¡ (х)  функция [а,Ь]  ораликда аницланган ихтиёрии узлук- 
сиз функция булсин. Бу функция графиги [а, Ь] ораливда 58- чиз-



мада курсатилган эгри чизиц ёйини тасвирласин. Уни АВ деб бел- 
гилаймиз. [а, Ь\ оралицнинг ихтиёрий

Р  {х0, , х ( а  — х$ . • <сГ хп~ Ь)
булинишини олиб, булувчи хк (£ =  О, I , . . .  , п )  нуцталар орцали Оу  
укига параллел турри чизицлар утказамиз. Бу турри чизицларнинг 
АВ ёй билан кесишган нуцталари Ак (хк, /(хА)) (¿ =  0, 1...........п,
А0 =  А, Ап =  В) булади. АВ ёйдаги бу нуцталарни бир- бири билан 
турри чизиц кесмалари ёрдамида бирлаштириб Ь синиц; чизи^ни
^осил циламиз. Ь синиц чизиц АВ ёйга чизилган синиц чизиц деб 
аталади. Бу синиц чизиц периметрини Ь деб белгилайлик.

Равшанки, синиц чизиц периметри Ь царалаётган ¡  (х) ф ункцияга 
борлиц булиши билан бирга [а, Ь\ оралицнинг булинишига ^ам бог- 
лиц булади, яъни Ь — Ьрф.

Агар Р г ва Р ъ лар [а, Ь] оралицнинг иккита булиниши булиб,
Р\ -> Рг  булса, у ^олда бу булинишларга мос АВ ёйга чизилган 
синиц чизицлар периметрлари учун

¿Р| (!) <  ьРш ([)
тенгсизлик уринли булади.

Дацицатан ^ам, [а,Ь] оралицнинг Р х булиниши цуйидагича

 ̂1 {-̂ е> ХЪ • • • > хЬ-\.\ • • • > хп} ( о~ х 0<Сх1 <С . . .  <С хк хк 
< • • • < * „  =  &)
булиб, Р 2 эса Р х булинишнинг барча булувчи нуцталари хам да 
цушимча битта х* £ [а, Ь] нуцтани цушиш натижасида ^осил булган 
булиниш булсин. Бу х* нуцта хк з^амда хк + , нуцталар ораснда 
жойлашсин: хк <  х* <  хк + г  Демак,

Рг ^ { хо,хх, . . . , х к, х, *хк+х ..........хп} (а =  хв <  . . .  < х к <  X* <
< * А + , < . . . <  лсп = Ь).
Равшанки, Р у -$ Р 2.

АВ ёйга чизилган Р г  булинишга мос синиц чизиц Т р  (/) 
шу ёйга чизилган Р г булинишга мос синиц чизиц ¿ р ([) дан фаца г- 
гина битта булаги билангина фарц килади: Ь р ({) да Ак Ак+х б у- 
лак булган ^олда, ¿ р , (/) да эса иккита Ак А* ^амда А* Ак+Х булак- 
лар бор (58 -чизмага царанг). Аммо Ак Ак _̂] турри чизиц кес - 
масининг узунлиги, АкА* ^амда А* Ак+х кесмалар узунликларининг 
йигиндисидан ^ар доим катта булмагани учун (учбурчакнинг бир 
томонининг узунлиги, цолган икки томон узунликларининг ЙИРИНДИ- 
сидан катта эмас) ушбу Ьр  ̂(/)<£р  ̂ (¡) тенгсизлик уринли булади.



Демак, Р  булинишнинг булувчи ну^талар сонини орттириб бо-
рилса, АВ ёйга чизилган уларга мос синиц чизи^лар периметр- 
лари ^ам ортиб боради.

Р  булинишнинг диаметри кр нолга интила борганда А В ёйига

чизилган бу булинишга мос синиц чизиц шу А В  ёйга борган сари
да^инлаша боради, синиц чизиц периметри эса А В ёйининг узунлиги- 
яи борган сари аницроц ифодалай боради, деб цараш табиийдир.

10.1-таъриф.  Агар А В  ёйига чизилган синиц чизиц [а,Ь\ ора- 
лицнинг (^ар цандай Р  булинишига мос) периметри

LP ф  =  - x kf  +  [f(xk+l)— f (xk) f

)_р ->0 да чекли лимитга эга булса, у ^олда А В  ёй у з унликка эга 
.деб аталади ва ушбу

lim LP ( f )= L
Xp -+o

.лимит А В  ёйнинг у з у нли ги  дейилади.
Хусусан, АВ  ёй f (x)— С, С =  const каби булса,

l p (!) =  s V ( * * +1 -  **)*+ ( С -  C f  =  S  V  ( * * + , - **)3 = S  (**+I -ft=0 ¿—“9 fee0
— xt) ~z b — a

L — lim Lp (f) = b— a
Kp —+0

■булиб, (10.1) формулага келамиз. Агар АВ ёй /(х) =  а х  +  ¡3 каби 
'булса,

Ьр (}) =  2  ^ ( xk + i — +  + , — «*)* =
= о

п  — 1 ________

= 2  / 1 +  ( * * + 1 ~ xk> =  У 1 +  '(ь ~~а)
* -  о

.ва
Л =  lim Lp (f) =  / Т + о *  • (b — а)

*• Р-* о
'булиб, натижада (10.2) формула х;осил булади.

I Энди ёй узунлигининг аниц интеграл орцали цандай ифодалани- 
шини курсатамиз.

f  (х) функция [а, Ь] оралицда аницланган, узлуксиз ^амда узлук- 
ч:из /' (х)  ^осилага эга булсик. Бу функциянинг [а, Ь] оралицдаги
графиги АВ ёйни тасвирласин, дейлик. [а, Ь] оралицнинг ихтиёрий Р:

Р  [Xq, Х [ ,  • • • , X л| (CL — X q <  Х п Ь)



булинишини олиб АВ ёйига чизилган унга мос синиц чизицни ^о- 
сил циламиз. Бу синиц чизикнинг периметрини ёзамиз:

^Р ~ 2  + ■ Хк)г ^  С* А + 1 ) ^
4 =  0

Дар бир [хк, хк + \\ оралицда ¡ (х)  функцияга Лагранж теорема- 
сини к^лланамиз. У ^олда шундай тк (тк £ [хк, хл + 11) нуцта топи- 
ладики,

I (Хк + 1 ) / (хк) = Г (ть) ‘ (хк + 1 Хк> (Хк ^  ТА ^  Хк + 1) 
булади. Демак,

ь Р ( / ) = 2 1/1 +  г 2 ^ • {хь +>_  **>=  2  ^ +/'*(**> Ахь>
к = *  О А =  о

бунда хк <  %к <  хк + Кейинги тенгликнинг унг томонидаги йи р ин -  

ди V 1 +  Г 2 (х) функциянинг интеграл йигиндисини эслатади. Унинг 
интеграл йигиндидан фарци шуки, интеграл йиРиндида 1к £[хк, хк + 1\ 
нуцта ихтиёрий булган >;олда, юцоридаги йигиндида эса %к нуцта 
[хк, хк + 1] оралицдаги тайин нуцтадир.

X -> 0 да Ьр (/) нинг лимитини топиш мацсадида Ьр (/) нинг 
ифодасини узгартириб ёзамиз:

*=Ж о *=0

- У \  +  г 2а к) ] & х к, (ю .4 )

бунда %к нуцта [хк, Хь + \] ораликда ихтиёрий. Бу тенгликнинг унг 
томонидаги иккинчи цушилувчини ба^олаймиз.

Аввало ихтиёрий а, Ь, с  сонлар учун ушбу

| Уа* +  Ь2 — -/а* + с*\ <|& — (10.5)

тенгсизлик уринли булишини курсатамиз. Дацицатан ^ам,

|6 + с| 1Ь - с 1 < - 7 = -. |̂ .|. + '/ 1__ = \ Ь  — с \<• ^  Т/ЛЙ 1 Ь2 I Т/«2 _1 -2 1 1 ^у в2 +  й2 +  у а2 +  С2 1 1 -- у  аа +  Ь2 +  у а2 +  сз

< \ Ь — с|.

иди (10.5) тенгсизликдан фойдаланиб топамиз:



2 1 / 1 + Г2 (т^ V" 1 + f a(i*) 
k=0 

nf \ f ' N - r a k) \ b x k
n—1

iC __ , k’
k=0‘

Шартга кура f ’ (л:) хрсила \a, b] оралщда узлуксиз. Кантор теоре- 
масининг натижасига мувофи^ (5.3- натижага царанг) V  е >  0 сон
олинганда ^ам ~ —  сонга Kÿpa шундай 0 >  0 сон топиладики, [а, Ь]

о — a  J
орали^нинг диаметрлари %р <  ô бÿлгaн ^ар ^андай Р  булиниши 
учун

IГ  <\ > — г  « , )  I <  ~  <** • Е. 6 [ * , ,  * н ,])
тенгсизлик ÿpинли булади. У хрлда

15 V  i +  r ‘ <T* > -  V rT + r W  j 4 * ,  1<
А— О

п — 1 n—Î

< У  _i_Av = - i _  V a
& — a  b — а

k~i) к=и
булнб, ундан

4=0
Д х, — 0

* ( 1 0 .6)

бÿлиши келиб чи^ади. Бу (10.6) муносабатни эътнборга олиб, юко- 
ридаги (Ю.4) тенгликда %р- у  0 да лимитга утсак, у ^олда цуйида- 
гига эга бÿлaмиз:

"£» к  ч) ■=/■+/' ■«»)А *.• < вд
к=О

Шартга кура f '  (х) функция [a, b ] оралщда узлуксиз буглгани учун 
У Т + Т Ч х Г  функция ^ам [а, Ь\ орали к. да узлуксиз бу-лади. Шу- 
нинг учун 9 .3 -теоремага Kÿpa бу функция [a, b] ораливда интег- 
ралланувчи бÿлaди. У  ^олда Кр —>■ 0 да \,г \ - (-/,2 (х) функциянинг 
интеграл йириндиси

21/т+ш~ д х ,
fc=0 ь ________

чекли лимитга эга бÿлиб, у  { Y \ +  f ' 2 (х) dx интегралга тенг. Демак,
а

п—1 b
У ] /  1 + Г 2 (È*) A -  J  V T + T V )  dx. (10.8)
Ь _ П п



| V 1 +  /'2 (х) йх
а

тенглик келиб чи^ади. Бу эса АВ ёйга чизилган синиц чизи^ пери-
Ь ____

метри Я,р 0 да чекли лимитга эга булишини ва у  лимит | У 1 +  (х) йх
й

интегралга тенг эканини билдиради. Демак, АВ ёй узунликка эга 
ва бу ёй узунлиги ^уйидаги

ь
1 > = \ У \  +  Г г {х) с1х (10.9)

формула ёрдамида ^исобланади.
Ми с о л .  [— а, а]  ( а > 0 )  орали^да ушбу

Д

¡ (х) =  ± ( е а + е  “)

занжир чизик, ёйининг узунлигини топинг. Аввал /(л:') функциянинр 
^осиласини х.исоблаб, V 1 +  (х) ни топамиз:

П * )  =  у ( е Т - Д ) ,

1 +  Г \ Х) =, 1 + ± ( е т - ё Т )* =  ±-(еГ + е ~ 7 ) \
4 4

1^1 +  /'* (X) - М е а +  е ~ а~).

Энди (10.9) формулага кура занжир чизиги ёйининг [— я, а] ора- 
лиадаги ёйи узунлигини ^исоблаймиз:

X X
¿ =  Г 1 (е« + е  а )(1х =  ± ( е а - е  а ) =  а (е _ ± )

ч) *  I  —а  б—а
{\уйидаги

{ £ - ^ 0  (“ < < »  (10.10)

тенгламалар системаси ор^али ифодаланган эгри чизицни цараймиз 
(бу з^олда эгри чизиц параметрик з^олда берилган дейилиб, (10.10) 
система эгри чизи^нинг параметрик тенгламалари дейилади). Бунда 
ф(0> ^ (0  лаР 1а > Р] оралиеда узлуксиз функциялар булиб, / узга- 
рувчи — параметрнинг [а , р] оралиадаги ихтиёрий иккита турли 
ва /2 (^¥=/2) цийматига мос келадиган (10.10) чизи^даги Аг {х{, у^ ,  
Ац (*„ д )  ну^талар (хг =  ср ( у ,  У1^Мр (/г); х2 =  <р (/2), у 2 =  ^  (/2\ 
хам турлича булсин. Бундап ташцари, параметр I нинг 11 ва /2 цйй-



матларига мос келадиган (10.10) чизицдаги А1 (хи У1), Л2 (х2, у.,) нуц- 
таларни <  /2 булганда Л2 нуцта нуктадан кейин келади деб 
царалади. Шу билан эгри, чизицда йуналиш урнатилади.

Фараз цилайлик, 1 =  ос, / =  Р цийматларга (10.10) чизицда А ва
В  нуцталар мос келсин. Бу чизицнинг АВ ёйи узунлиги аниц ин
теграл орцали цандай ифодаланишини курсатамиз.

Аввал юцоридагидек АВ ёйнинг узунлигини аницлаймиз. [а , р] 
оралицнинг ихгиёрий

Р  =  и о, к ........... У  (<* = / „ < * ! < •  • • < * „ = ? )

булинишини олиб, бу булинишнинг булувчи tk (к =  0,1, . . . , п)
нуцталарига мос келган АВ ёйдаги Ак — Ак (я,., у к) (хк — ф ((к) 
у к =  г); (/¿)) нуцталарни бир- бири билан тугри чизиц кесмалари ёр-

дамида бирлаштириб, АВ ёйга чизилган синиц чмзицни топамиз. Бу 
синиц чизицнинг периметри цуйидаги

ь  =  ^  [ф (**+.) -  <р М 3 +  [ ч> ( ^ и) -  ч> М 2 (io .li)  
к=0

формула билан ифодаланади. Равшанки, ¿  — ф (¿), ф (/) функция- 
ларга >̂ амда [а , Р] ораликнинг булинишига боглиц, яъни I  (ф, 1(5). 
Юцоридагидек, Яр -> 0 да синиц чнзиц периметри (<р, \(-) чекли 
лимитга эга, яъни

Н т  £ (<р, 1р) =  / 
кр -*о

булса, АВ ёй узунликка эга дейилади, бу лимит I эса АВ ёйининг  
у з унли ги  дейилади.

Энди АВ ёйининг узунликка эга булиши х,амда ёй узунлигини 
аниц интеграл орцали ифодаланишини курсатиш мацсадида ф (/) ва 
г|э (I) функцияларни [а , Р] оралицда узлуксиз ф' (¿) ва 1|/ (/; хрсила- 
ларга эга деб цараймиз. ^ар бир [¡к, /л+1] (¿ =  0 , 1 , . . . ,  п — 1) 
оралицда ф (/) цамда ф (/) функциялар Лагранж теоремасининг шарт- 
ларини цаноатлантиради. У дрлда Лагранж теоремасига кура 
((к, ¡к+1) интервалда шундай хк нуцта топиладики, ушбу

ф(^+|) — ф(<*) =ф' (т*)  •(/*+! — **) (Ю-12)

тенглик, шунингдек, шу Цк, /А+1) интервалда шундай 0А нуцта то
пиладики,

(<*+,)- ^ ( ^ “ ^ ( в * )  « * + ,- / * )  (Ю.13)

тенглик уринли булади.
Бу (10.12), (10.13) муносабатлардан фойдаланиб, (10.11) синиц 

чизиц периметрини цуйидагича



^  (ф. 4>) -  2  V ф'* (**>(**+. -  о 2 +  ч>#*(в*)-(/А+1— д а =
¿-=0 

л—1
= 2  / ф 'ч д  +  Ф 'чв*) - Н  ( Н  =  **+ ,— д

ёзамиз, бунда т ^ ( д  <4+1), 0* € ^ +|). 
Сунгра ¿ р (ф, 4’) ни ушбу

п—1

¿ ,С Р . Ч>) - 2  < У  +  < У  -л  Ч  +  (Ю .14 )

+  V  [ у < г -  ( V  +  *'■ -  К ф -’  (У  +  ф'* (I») 1 4 1,
/е=0 Л

(1*6 [ д  оралицдаги ихтиёрий нуцта) куринишда ёзиб, бу тенг
ликнинг унг томонидаги

2  [ V ф'2 (т*> +  Ф'1 ^  ~~ / Ф'2 (6*) +  ^ '2 (£*) ] Д /*
*=0 -1

йигиндини бахолаймиз.
Аввал эслатиб утамизки, ихтиёрий а, Ь, с, й сонлар учуй

|УсР + Ь2 — У с 2 - М 2 |< |а — с\-{-\Ь — й\ (10.15) 
тенгсизлик уринли. Хацицатан хам,

(,а2 +  Ь2) — (с2 +  &)
| У  а? +  Ь2 —  ] / с 2 +  (1 

(а2 — с2) 4- (62 — ¿2)
1 / а 2 -+- Ь2 +  V с 2 +  й 2

■ _______ = = =  1 д  +  с | __________________

У а 2 + 6 2 + 1 / с 2 +  й!3 1/ а 2 +  *2 ^ _ у с2 +  ^  ^

+  |6~ ^ 1Т ~а*-Нй»|й + У ^ + <Р < 1 д - с 1 +  1 ^ - ^ 1 .
чунки

__ _____ 1° +  с 1 1 _ _ _ _ _ _ _ \ь +  й\
У  а* +  62 + У с 2 +  £̂2 ’ У  а2 +  Ь2 + У с 2 + ^ 2 ^  ‘

Агар (10.15) тенгсизликдан фойдалансак, юцоридаги йигинди учун 
у-шбу

| | о[>/ф'2 ( д  +  ^ '2 (е*) - V ф ' 2 ( у  +  ^ '2 ( у  ] д  /*| <

<  2 1 У ф'2 (т*) +  ^  (в,) -  у  Ф'• (^) +  *'» (^ )  |. д  1к <

< 2 |ф' Ю - ф' (6*) |Д /* +  2 1* '  { % ) - Ч>' (6*) I Д ***=0 4=0



тенгсизликка келамиз.
Ш артга кура cp' (t) ^амда (I) ^осилалар [а , ß] ораликда уз

луксиз. Кантор теоремасининг натижасига мувофи^, V  е >  0 олин-
ганда ^ам —------- сонга кура шундай б > 0  сон топиладики, [а , ß]

орали^нинг диаметри Хр С  6 булган хар цандай булиниши да
1 Ср ' ( Т  )  _ _  ф '  (Р  ) I < ------------1----------

^  ^ к П  2 (Р — а )

тенгсизлик, шунингдек,

тенгсизлик хам уринли булади. У  ^олда ^уйидагига эгамиз:

l s W 2 K ) +  ^ '4 ö Ä) -  У ф ' 2 (!*)-+ Ф'2 ( У  ] А /* | <
к—О

п— 1 и—1

<  V — !— А к  +  V ,  — !— А к  ==J j  2 (Р — а )  * 2 (Р — а )  к
*=0 к=0 

П—1
= ----------------  2  V ,  А t. = ------5-----(ß -  а )  =  г.

2 ( Р - а )  Л * Р - о

Демак,

lim 2 [ W S w  +  Ч>'2 (6ft) -  У ф '2 (?*) +  4>'2 (Ü~ MV ^0 k=0V /
(10.14) тенгликда Я -»-0  да лимитга утамиз. (10.16) муносабатни

эътиборга олиб топамиз:
/t—1

lim Ä ( ф, г|>) =  lim 2  / Ф'2 (?fe) +  ф'2 (?,) А / (10 .17)Ър -*0 Kp-t-Ok—o
ф' (t) хамда \|/ (/) ^осилаларнинг [а , ß] ораликда узлуксизлигига 

кура У  ф'2 (t) +  ^ '2 (t) функция >;ам [а , ß] ораликда узлуксиз бу
лади. Д емак, уш у ораликдаинтегралланувчи. У ,\олда |Лр'2(0 +  '1''2(0 
функциянинг интеграл йигиндиси

2  V V *  (£*) +  *'■ (5*) Н
к=О

Яр->-0 да чекли лимитга эга ва бу лимит

/ W *  (*) +  * '*  (0 dt
а

интегралга тенг булади. Демак,

lim  2 У > ' 2 ( У  +  ^ '2 (У  А t = f  У ф '*(0  +  Ч>'*<0 dt. (10.18)
Кр «0  ft=Ö а



Р _______________________
lim hp (ф, if) =  [ у у  2 Ц) +  ф'* щ dt

%р «->0 а

формула келиб чицади. Бу эса АВ ёйнинг узунликка эга булишини 
ва у»инг узунлиги учун

Р

/ =  Г Vaф'2 (0 +  4>'2 W dt (10.19)
а

формула уринли эканини билдиради.
Хусусан, агар (10.10) система ушбу

¡Х = ^ ~ ‘ ’ ( а < К Ь )•у — ’КО
куринишда булса, бу система у  =  \|з (л:) (а < х <  Ь) куринишни
олади. АВ ёйнинг узунлиги учун

ь ь
I =  1 У ф ' 2 (0 +  Ч / 2 (í) "d t= S  у  1 +  ф ' 2 (л:) dx

а а

формулага эга буламиз. Бу (10.9) формуланинг узидир.
Ми со л. Ушбу

x = r c o s t  ( о ^ а ^ / ^ р ^ г л )  (10.20)
у  — г  sin t r  ' 4 ’

чизицнинг узунлигини топинг.
[a, pj оралицда х = у  (t) — г eo s  t, у  =  \f> (t) =  г -sin t (г >  0) функ- 

- циялар узлукснз хосилаларгл эга. (10.20) система маркази коорди
ната бошида, радиуси г  га тенг булган апланани ифодалайди. Унинг 
ёй узунлигини (10. 19) формула ёрдамида топамиз:

Р _______________________________ Р
/ =  ( Y  (г-cos О'2 +  (г- sin ()'г di  — ( У  гг (sin2 ¿ +  cos21) dt  —

a  a

P '
— r J dt — r (p — a), 

á

Юцоридаги (10.10) система билан и{юдаланган АВ ёйни царай- 
лик. Бу ёйда параметрнинг t ( а  <  / <  р) цийматига мос келадиган
нуцтани С дейлик. Равшанки, АС ёйнинг узунлиги t га боглиц бу- 
либ, у (10.19) формулага кура [a , t\ оралицда

i
S =  S ( t )  =  AC =  J y<p'*( t )  +  (t) dt  =  j  Y x ¡ 2 +  г/!2 d t

a  a

куринишда ифодаланади. Бу юцори чегараси узгарувчи булган а н щ  
интеграл^ир. Унинг хрсиласи (9-бобнинг 9-§ га царанг):



Кейинги тенгликни квадратга кутариб, сунгра ^ар икки томонини 
di2 га купайтирсак, натижада

S ' 2 (0  d i 2 =  х;2 d i2 +  г//2 Л 2
яъни

dS2 ^ d x 2 +  d y 2 (10.21)

муносабат хосил булади. Бу муносабат ей дифференциалтхшх квад- 
ратини ифодалайди.

Энди текисликда Цутб координаталарда берилган эгри чизиц ёйи 
узунлигининг хам аник интеграл орцали ифодасини курсатамиз.

Фараз цилайлик, эгри чизиц цутб координата системасида цуйи- 
даги

г = р ( 0 )  ( а < 0 < Р ) ,  (10.22)

функция билан берилган булсин, бунда р (0) функция [a , 0J ора- 
лицда узлуксиз р ' (0) ^осилага эга булсин дейлик. Биз (10.22) ку- 
ринишда берилган эгри чизиц тенгламасини куйидагича

X=:p(0).CO.sG, „ ^ 0 . ^ 0
/А\ ' А  ^  ^  У  ^  Г),

у  =  Р ( 0 ) - s i n 0 ,  ^  

параметрик куринишда ифодалаб, (10.19) формуладан фойдаланамиз:

1 =  f Y l p  (0 ) .Co s0 ] 'a +  [p(0) - s i n0] ' 2 d0  =-•
a

P _____ _____________________________ __
=  J  Y  [p '(0) cos0 — p (0) sin  0 ]2 +  [p' (0) sin 0 +  p (0) cos O]2 dQ =

a
P

=  J  Y P '2 (0) +  P2 (0) dd .

Д ем ак,

М и с о л .  Ушбу
г  =  a • 0 (a — const, 0 <  0 <  a)

эгри чнзиц (Архимед спирали) ёйининг узунлигини топамиз. Юцори- 
даги (10 .23) формулага кура хисоблаймиз:

/ =  | У (а  . 0 ) '2 +  (а • 0)2d6 = a j Y  1 +  02d0 =

=  a [ | / r + 0 2 +  7 : n | 0  +  v " H r é5 |]¡==

S= -■ [ a  Y \. +  a 2 +  In ( a  +  Y 1 +  « s ) ].



2- §. Текис шаклнинг юзи ва унинг аниц интеграл орцали ифода-
ланиши

Биз ушбу параграфда текис шаклнинг юзини топишда ани^ ин- 
тегралнинг ^улланишини курсатамиз.

Маълумки, текисликда берилган АВС учбурчак юзага эга ва у- 
нинг юзи учбурчак асоси а билан баландлиги /г купайтмасининг яр-

мига тенг (59- чизма): 8 = ~  ак. Агар текис шакл купбурчак, яъни
ёгщ  сини^ чизи^ билан чегараланган 
шакл булса, у ^олда бу купбурчак уч- 
бурчакларга ажратилиб, купбурчакнинг 
юзи учбурчаклар юзларининг йигиндиси 
сифатида топилади (60- чизма).

Энди текисликда бирор чегараланган 
(<2) шаклни царайлик (61-чизма). Бу (С?) 
шаклнинг ичига (А) купбурчаклар, сунг- 
ра (С1) шаклни уз ичига олган (В) куп- 
бурчакларни чизамиз. (Л) купбурчаклар- 
нинг юзини 5 Л билан (В) купбурчакларнинг юзини 5 В билан бел- 
гилайлик. Натижада (С}) шаклга ички чизилган купбурчак юзалари-

59- чизма

дан иборат {5Л} туплам, (Q) шаклни уз ичига олган купбурчак юза- 
ларидан иборат {5В} тупламлар ^оснл булади.

{5Л} туплам ю^оридан, (5В} туплам цуйидан чегараланганлиги 
сабабли {5Л} туплам ани^ ю^ори чегарага, {5В} туплам эса анн^ ку* 
йи чегарага эга булади:

эир {5Л} & Ы  {5В} =  0'.

Равшанки,



10.2- т а ъ р и ф .  Агар Q — Q, яъни su p { S J  =  inf {5В} тенглик 
уринли булса, у ^олда (Q) шакл юзага эга дейилади ва Q==Q — Q 
мицдор (Q) шаклнинг юзи  дейилади. Демак, Q =  sup {5Л} ■•= inf {SB}. 
Энди (Q) шакл сифатида аАВЬ эгри чизицли трапецияни оламиз. Бу

эгри чизицли трапециянинг 
юзага эга эканини ва юза- 
нинг а п щ  интеграл орцали 
ифодаланишини курсатамиз. 
f(x) функция [а, Ь] оралиц- 
да аницланган, узлуксиз
булиб, V  х£[а, Ь) ларучун

*х~ f (х) >  0 булсин.
Юцоридан f(x)  функция 

графиги, ён томонлардан 
х =  а, х =  Ь вертикал чизицлар хамдэ пастдан Ох — абсцисса уци 
билан чегараланган шаклни, яъни аАВЬ эгри чизицли трапецияни 
царайлик (62-чизма).

Энди [а, Ь] оралицнинг ихтиёрий
Р  =  {х0, хъ  хп) (а = х0< х ! < . . . < * „  =  Ь)

булинишини оламиз. f  (х) функция [а, Ь] оралицда узлуксиз 
булгани сабабли, бу функция Р  булинишнинг ^ар бир 
lxk, xk+l](k = 0 , 1, . . . ,  п  — 1) оралигида зуш узлуксиз булиб, унда

inf {¡{X)) =  m k, sup { f ( x ) } = M k (х£[хк, хл+1], / г - 0 ,  1, . . . ,  n - \  
m k =  const, Mk =  const).

^уйидаги

SB ^ M kAxk 
k=0 *=o

йигиндиларни тузамиз. Бу йигиндиларнинг биринчиси аАВЬ эгри чи- 
зицли трапециянинг ичига чизилган купбурчакнинг юзини (62- чиз- 
мада бу юза штрихланган), иккинчиси эса аАВЬ эгри чизицли тра
пецияни уз ичига олган купбурчакнинг юзини ифодалайди.

Равшанки, бу купбурчаклар, демак, уларнинг юзлари >;ам f  (х) 
функцияга цамда [а, Ь] оралицнинг булинишига боглиц булади:

SA - S pA(f), SB =  S pB(f).
[а, b] оралицнипг турли булинишлари олинса, уларга нисбатан аАВЬ 
эгри чизицли трапециянинг ичига чизилган > а̂мда бу эгри чизицли 
трапецияни уз ичига олган турли купбурчаклар ясалади. Натижада 
бу купбурчак юзаларидан иборат цуйидаги

\SPA(f) ), {S pB{f)\

тупламлар ^осил булади. Бунда { (f).} туплам юцоридан, {SB (f) } 
туплам эса цуйидан чегараланган булади. Демак, бу тупламларнинг



sup \SpA(f)}, m l { S pA(f)}
а н щ  чегаралари мавжуд.

Шартга кура f ( x )  функция [а,  Ь] оралицда узлуксиз. У ^олда
Кантор теоремасининг натижасига асосан (5 .3 - натижага ^аранг) ,

V  8 >  0 сон олинганда '¿~ZTa сонга кУРа шундай 6 >  0 сон топила- 
дики, [а,  Ь] оралкцнинг диаметрлари Хр <  8 булган ^ар цандай бу- 
линиши Р  учун ^ар бир \xk, xk+l ] ораливда функциянинг тебраниши

булади. Унда
inf {SPB (f) } -  sup {SPA ( f ) } < S pB (f) -  SPA (f) =

-= s 'Mk • д  *k -  2 /n* • A x> =  I I (м ь -  m k) A * * <k=Q 6=0
n—1

6=0
Демак, \a, b] орали^нинг диаметри l p 6 булган ^ap ^андай 
булиннши олинганда х,ам бу булинишга мое аАВЬ эгри чизицли тра- 
пециянинг ичига чизилган ^амда бу трапецияни уз ичига олгаи куп- 
бурчак юзлари учун ^ар доим

0 <  inf {S£ ( f ) } — sup {SPA (f) } <  8 
тенгсизлик уринли булади. Бундан эса

inf {S£tf)} =  sup {SPA(f)} (10.24)
тенглик келиб чи^ади.

(10.24) тенглик аАВЬ эгри чизицли трапециянинг юзага эга бу* 
лишини билдиради.

Энди ю^орида урганилган Sp (f), Sp (f) йигиндиларни Дарбу йи- 
Iипдилари (9.5- таърифга ^аранг) билан такдослаб, S p (f) ^амда 
Sb( i )  йигандилар f (x)  функциянинг [а, Ь] ораликда мос равишда 
Дарбунинг цуйи хамда юцори йип-тндилари эканини топамиз. Шу- 
нинг учун (9.6- таърифга асосан) ушбу

sup{SPA(f)}, inf (SpB(f) }
мицдорлар f  (x) функциянинг цуйи ^амда юцори интеграллари бу
лади, яъни ь

sup{5^( f ) } —■ ¡ f  (х)dx, inf {5g(f>} =  J f  (x)dx.  (10.25)
a a

Ю’̂ орида исботланган (10.24) муносабатга кура



тенглик уринли экани куринади. Демак,

| / (х) йх — |Ц х )й х — | !  (х) йх.
а I  а

Шундай цилиб бир томондан, аАВЬ эгри чизшуш трапеция юза- 
га эга экани, иккинчи томондан, унинг юзи / (х) функциянинг [а, Ь] 
оралиедаги аниц интегралига тенг экани исбот этилди. Демак, 
аАВЬ эгри чизицли трапециянинг юзи учун ушбу

ъ
<Э =  | / ( х ) ^  (10.26)

а
формула уринли.

М и с о л .  Куйидаги
1

У — 0, у  =  ~^х2, х =  I, х =  3

чизицлар билан чегараланган шаклнинг юзини топинг (63- чизма).
(10.26) формуладан фойдаланиб топамиз:

г 1 ,  1 ,13 27 1 13 
<2 =  I 7  х гах =  7  * =  7  — 7  =  7  (кв. бирлик).

1 и
Агар текисликда (0) шакл цуйидаги

У ='- Ь (х)\ У *= ¡2 (х), х =  а, х = Ъ
чизщлар билан чегараланган шаклни ифодаласа (бунда /г (х) ва ¡ 2(х) 
функциялар [а, Ь] ораликда узлуксиз булиб, бу ораликда (х) >  0 , 
/2 (л:) >  0 , ¡ 1 (х) >  (х) ) у ^олда бу шаклнинг юзи учун ушбу 

ь ь ь
0. =  | ¡1 (х) <1х— | ¡ г (х) йх =  | [¡1 (х) — /2 (х) ] с1х (10.27)

а а а

формула уринли булади (64-чизма).

Ми с о л .  Ушбу (х) -■ У  2 рх,  / 2 (х) =  ~  х2 чизицлар билан че
гараланган шаклнинг юзини топинг (65- чизма).



M(Zp,2p)

Изланган юза у  — Y  2 рх ва 

у  хй, р > 0  параболалар билан
чегараланган. Шу параболалар(0, 0) 
ва (2р, 2р) нуцталарда кесишади. 
Демак, изланган юза л- - -  0, х — 2р
ва у  =*V 2 рх, у =  — jc» чи-

зицлар билан чегараланган. Шунинг учун (10 .27) формуладан фой- 
даланиб топамиз:

Q =  | V 2 рх — 2 р ' dx — 'У 2 р
_з_

Х2 6р Jo
2р  4

10.1- э с л а т м а .  Юцоридаги (10. 26) формула, [a, Ь] оралицда 
f  (х) >  0' булганда аАВЬ эгри чизицли трапециянинг юзини ифода- 
лашини курдик. Агар f (x)  функция [а, b | оралицда узлуксиз бу- 
либ, унда ишора сацламаса, (10. 26) формуладаги интеграл эгри чи- 
зицли трапециялар юзаларининг йигиндисидан иборат булади. Бунда 
0х уцининг юцорисидаги юза мусбат ишора билан, О* уцининг пас- 
тидаги юза эса манфий ишора билан олинади.

Масалан, агар а < а < Р < 6  булиб, Vx£[a,  а ]  лар учун Я * )> 0,
V  х 6 [сс, Р] лар учун f  (х) <  0, V  х £ [р, Ь] лар учун / (х) > 0  булса, 
у цолда [а, b| оралицда f  (х) функция графиги билан чегараланган

а р  b
шаклнинг юзи Q — j  / (л:) dx — J  f  (х) dx +  j  / (л;) dx  куринишда ёзи-

а а р
лади (66- чизма).

М а с а л а н ,  Ох уци ^амда синусоиданинг 0 <  х <  2 я  оралицдаги 
цисми билан чегараланган шаклнинг юзини топайлик. 0 sg х <  я  ора- 
лицда sin* >  0, я  <  х <  2я  оралицда эса s i r «  <; 0 эканини эътибор- 
га олиб изланаётган шаклнинг юзини топамиз:

Я  / 2Я \

Q =5 J* sin х dx +  I — j  sin xdx j — ( —cos x)
0 \ n '

— ( — cos x)
2л

(кв. бирлик).
10.2-э с л а т м а .  Текио шаклнинг юзини цуйидагича ^ам таърифлаш 

мумкин.
Текисликда (Q) шакл берилган (61-чизмага царанг). {Лп} шу шакл 

ичига чйзилган купбурчаклар кетма-кетлигк, {Вп} эса (Q) шакл-



ни уз ичига олган купбурчаклар кетма-кетлиги булсин. Ап ^амда Вп 
купбурчаклар юзалари мое равишда SÂ  ва SB̂  булиб, улардан ту- 
зилган кеш а-кетликлар эса {5И } хамда {SBn } булсин. Агар п - *  оо  
да {S , } хамда {SR } кетма-кетликлар чекли лимитга эга булиб, 
lim =  lim  S B тенглик уринли булса, (Q) шакл юзага эга де-

Я-ЮО П П.-+ ОО П
йилади хамда бу юза учун ушбу

Q =  lim =  lim SB
П--*0о П П*тЮО П

формула уринли булади. 
Бунда Q шаклнинг юзи 
деб аталади.

К,утб координата систе- 
масида ушбу р =  р (0) (ос <
< 0 <  р) функция тасвир-
лаган А В ёй ^амда О А ва 
ОБ — радиус-векторлар би- 
лан чегараланган шакл—эг- 
ри чизшугш секторни карай- 
лик (67- чизма). Бунда 
р(0) функция [ос, Р] ора- 
ликда узлуксиз цамда V 0£ 

£[а,р]  лар учун р( 0 ) >О.  Энди [ос,Р] ораликнинг ихтиёрий

Р  - { 0 0 , 01............е„} («■ — 0О< 0 1  < •  . . <0 „ == Р )
булинишини оламиз. О нуцтадан цар бир цугб бурчаги Qk га мос
О А радиус-вектор утказамиз. Натижада ОАВ—эгри чизшуш сек
тор* 0AkAk+i (k =  0, 1 ,. . . , п - 1 ;  Л о -  А, Ап ~ В) эгри чизшуш
секторчаларга ажралади.

р =  р(0) функция [а , ¡5] орал иц да узлуксиз булгани учун бу ора- 
лицнинг ^ар бир [0А, 0fe+1] (k =  0,1> • • • > п — 1) цисмида

mft =  i nf{p(0)} (0Л <  0 <  0*+1),
Мк =  sup {р (0 )} (0* <  0 <  0*+1)

мавжуд.
Энди OAk Ак+1 эгри чизиклн сектор ичига ен томони тк га тенг 

булган тенг ёнли 0Л /;+1 В k учбурчакни,0Ак AkĴ { ни уз ичига олган 
ён томони M k га тенг булган OBk+i Ак учбурчакни чизамиз. Бу уч- 
бурчакларнинг юзи мог равишда

у  т\ sin Д 0*. \  Ml ■ sin A Qk (А 0 , =  0*+1 -  0 fe) 

формулалар билан аникланади. Куйидаги
п - 1  п - 1

I ^  _ 1 —

щ
67- чизма



йигиндилар эса, мос равишда ОАВ эгри чизщли сектор ичига чизил- 
) ган купбурчак юзини ^амда ОАВ ни уз ичига олган купбурчак 

юзини ифодалайди. Бу ва лар р=р(6) функцияга ^амда [сс,р]
ораликнинг булинишларига богли^:

Ющоридаги (10.28) йигиндиларни ^уйидагича
п— 1 п—1

=  7  1 ]  ■< • А '0* +  7  2  <  А 0* ( -  О- <10-29)
к= 0 к=0 я '

1 2 1  д в*+ т I ]  " 1 4  - 1 )
к—0 к=0 я

ёзиб оламиз. Бу тенгликларнинг унг томонидаги биринчи сушилу вчилар 

у  р® (9) функциянинг [а , р] ораливдаги ДарЗу йигиидиларидир. 9,2- 
леммага кура Хр -+0  да бу йигиндилар 1̂ уйи ^аэда ки^ори инте- 
гралларга иитилади:

л - 1  Р

1 » Ч - ' У , т *-  Л 9 * : = ~ Г р* (в) £/ 0,4-^0 2 ^  к * 2 У  К '
р *= 0  о

4 ™ . 7 Е Л1|Д0‘  =  Я р ! (в ) ‘' в -
р  * = 0  а

(10.29) тенгликларнинг унг томонидаги иккинчи ^ушилувчилар учун

яъпи
I вШ Д 0 Ь 
1 -  1 < 8
I л е к

тенгсизлик уринли булишиии эътиборга олсак, у ^олда цуйидагига 
эга буламиз:

» . У / п ^ о , ^ 51пА9* -  Л  < в ±  V " 1? -  д е А <
\ д ей )  2 2 и  к= 0 к = 0

<  у  е • М2 (Р — а) (М — вир р (0); а  <  0 <  (5).

Бундан

^  2  т * * Л 9* (1Т оГ  ”  *) = ° (10-3°)
* = о



булиши келиб чицади. Худди шунга ухшаш'
П —  1

lim
1

■ s£ = 0

м\ ■ д / sin д ©fe

булади.
Энди 0 да (10.29) тенгликларда лимитга утсак, у ^олда

(10.29) ва (10.30), (10.31) муносабатларга кура ушбу

Рп -
! im = т  | р2 (6) d°> ! im h n == т  f  Р2 d9 (10.32)Ар —►U »J Ар —►и

1

а а
тенгликлар цосил булади. *
р =  р(0) функция [а,Р] оралицда узлуксиз булгани учун р2(0)
функция ^ам шу оралицда узлуксиз, бинобарин [а,р ] оралицда инте- 
гралланувчи булади. Демак,

j  р2 (0) <1Q = 7  Р2 (°) ¿0 =  I Р2 (0) dQ.
а  а  а

Натижада (10.32) га кура

l i mS .  =  l im S„  —4- 
%р ->йАп %р ^  п 1

(0) dQ

булиши келиб чицади. Бу эса ОАВ секторнинг юзага эга экани ва 
унинг юзи учун ушбу

Q =  4 - f p 2(0)rf0
GC

формула уринли булишини билдиради.
М и с о л .  Ушбу

р =  р (0) =я а  (1 — cos 0) (а — const)
функция графиги билан чегараланган шаклнинг юзини топинг. Бу 
фу нк ция  графиги кардиоидами ифодалайди. Маълумки, кардиоида—

__ _ — радиуси а  га тенг булган айлана-
нииг шу радиусли иккинчи цузгалмас 
айлана буйлаб ^аракати (сирганмасдан 
думалаши) натижасида биринчи айла
на ихтиёрий нуцтасинннг чизган чизи- 
гидир (68- чизма). Кардиоида цутб уци- 
га нисбатан симметрик f улгани сабаб- 
ли юцори ярим текисликдаги шаклнинг 
юзини топиб, сунгра уни 2 га купай- 
тирсак, изланаётган юза келиб чицади.

0 узгарувчи [0, я]  ораликда узгар- 
68- чизма ганда р радиус- вектор кардиоиданинг



ю^ори ярим текисликдаги цисмини чизади. Шунинг учун

'о *0
л

Q “  л а 2.

3- § . Айланма сирт юзаси ва унинг аниц интеграл орцали ифода-
ланиши

Маълумки, I узунликка эга булган АВ кесмани унга параллел 
уц атрофида айлантиришдан ^осил булган сирт цилиндрик с и р т  
деб аталади (6 9 -чизма). Бу сиртнинг юзаси (цилиндрнинг ён сирти) 
S =  2nrl  формула билан ^исоб- A l
ланади. Бунда г — цилиндр асо- -------- ■— ----------
сининг радиуси. /  \ /  \ -

Уэда параллел булмаган АВ \ \
кесмани шу у^ атрофида айлан- ! л |
тиришдан ^осил булган сирт ¡ |
кон ус  (кесик  к он у с )  сирт деб j  I
аталади (70-чизма, а) конус сирт, \ \ /
б) кесик конус сирт). Бу конус 
(кесик конус) сиртининг юзаси сп
(ён сирти) 69‘ чизма

формула билан хисобланади. Бунда г — конус асосининг радиуси (г4, 
г2 кесик конус асосларининг радиуси).

в В



71- чизма

/ (х) функция [а,Ь ] оралицда аницланган ва узлуксиз булиб, ¥х£ 
£ [а, Ъ} лар учун f (х) >  0 булсин. Шу функция графигининг (а, / (а))
ва (Ь, / (Ь)) нуцталар орасидаги булагини АВ ёй деб юритамиз. Шу
АВ ёйпи Ох уци атрофида айлантиришдан цосил булган сирт айлан- 
ма сирт  деб аталади (71 -чизма). Бу сиртнинг юзасини аницлаб, 
унинг аниц интеграл орцали ифодаланишини курсатамиз. [а, Ь] ора- 
лицнинг ихтиёрий

Р ~ { х 0< х ,, ,хп} { а= х й < х , < . . .  < х п ^ Ь )
булинишини олайлик. Р  булинишнинг ^ар бир хк (к =  0 ,1 . • • • . п ) 
булувчи нуцталари орцали Оу уцига параллел тугри чизицлар утка- 
зиб, уларнинг АВ ёйи билан кесишган нуцталарини Ак (хк, f (хк) ) 
билан белгилайлик. Бу Ак{хк, ¡ (х^))  (6 ¡= 0 ,1 , . . .  , п), А0 =  А, 
А В  нуцталарни узаро тутри чизиц кесмалари билан бирлашти-
риб, АВ ёйига I  синиц чизиц чизамиз.
АВ ёйини Ох уци атрофида айлантириш билан бирга синиц чизицни 
хам шу уц атрофида айлантирамиз. Натижада кесик конус сиртла- 
ридан ташкил топган сирт ^осил булади. Бу сиртнинг юзаси ушбу

п- 1

=1 :¿-о

2 п [ ( х к ) + 2  л ?(хк+{) у  к + - ^ ) 2+ [ Я ^ + 1 ) - - М 2

(10.33)
=  2 я  +  1) 1 /  (х к + I *й)2 +  [ I' (Хк + 1̂  (Хк)

М  2

формула билан ифодаланади.
Р  булинишнинг диаметри Яр- *"0 да АВ ёйига чнзилган L синиц 

чизиц периметри I  (шу бобнинг 1-§ да курсатилганига кура) АВ 
ёйи узунлигига интилади. Буни эътиборга олнб, А,р->- 0 да Ь си
ниц чизицни Ох уци атрофида айлантиришдан з^осил булган (кесик



конус сиртларидан ташкил топган) сиртнинг юзаси—q иинг лимитини, 
биз излаётган айланма сиртнинг юзаси деб цараш табиий. Энди 
айланма сирт юзасини аниц интеграл орцали ифодалаш мацсадида 
царалаётган f (x)  функцияни [а, Ь] оралицда узлуксиз f  (х) ^осила* 
га эга булсин деб цараймиз. Аввал f  (х) функция [а, й] ораликда 
узлуксиз булгани учун [xk, xk +I ] оралицда >̂ ам узлуксиз булиб, 
унда шундай %к нуцта топиладики,

№ ) + № + , >  = / (y  i , E K ,

тенглик уринли булади. Бу бир томондан. Иккинчи томондан, Л а
гранж теоремасига кура [xk, xk +1] оралицда шундай xk нуцта топи
ладики,

f  (хк+0 ~  f  (**) =  /' Ю (хш  ~  x k) xk 6 Г**. **+,]
тенглик ^ам уринли булади. Натижада (10.33) муносабат ушбу

П —  1 _________________________________________________ _______

q =  2л ^ Н У  У  (**+, ~  ^ ) 2 +  Г 2 (* ,) (**+i - хьУ~
k=0

п - 1 ____________

=  2 л ^ f ^ V  l + f ' 2( ^ - Axk
k=0

куринишни олади. Кейинги тенгликни ^уйидагича
п—1

q =  2 л ] £  f  a k) Y 1 + f ' 4 l k) • A-S +

n - 1 __ ______________ ___________________________

Ax+ 2л v  f  d k) [ y  i + r  (\)  ~ Y 1 + г ч k*k>

ёзиб оламиз ва (10.5) тенгсизликдан фойдаланиб унинг иккинчи 
^адини бахолаймиз:

л - 1  г ________________  „_______________  1 л—1

/ ( У х2 я 2/( £* ) [  V\ +  Г Ч )  -  / 1  +  г 2 ( у  ] Ь х к\ < ? л 2  
*=0 1 *=0,

х  \у \ + f'2 (xk) - V l + f 2 (lk)\ Axk <  2 я  М  2  IГ ( * * ) -  Г (É*) | •
k~0

бунда М — max  [ [ (х) | (а <  л: <  Ь).
Шартга кура f '  (х) ^осила [а,Ь[ оралицда узлуксиз. У ^олда 

Кантор теоремасининг натижасига асосан, V e > 0  олинганда ^ам
-v ;-4----- г  сонга кура шундай б > 0  сон топиладики, диаметриМ. \Ь - ct)

Хр<  6 булган ^ар цандай булиниш учун ушбу

I f  с о - п у к 2л  М ( Ь  — а)



Чпенгсизлик уринли булади. У ^олда ю^оридаги тенгсизлик цуйида- 
гича ёзилади:

2 я  s V  a k) [ V i + п  e g  -  v  i +  /'2 ( у  ] д**
/г—О

<

л - 1

fc=0
Бундан

л - 1

lim 2л ^  / №*) [ V l  +  f ' 2 (хк) - V l  +  /'2 ( у  ] Д*А =  0
Лр 6=0

булиши келиб чицади.
Энди Xр-> 0 да (10.33) тенгликда лимитга утиб топамиз:

П — 1 ___________________

lim q =  lim 2л 2  f ( У  У 1 +  Г 2 ( У  • А**-Хр *+9 к=о
Демак, айланма сиртнинг юзаси учун ушбу

Q =  2л J 7  (х) VT+7i (х) dx (10.34)

формула уринли.
М и с о л. [О,а] (а >  0) ораликда

У (10.35)

занжир чизи^ни Ох ^ и  атрофида айлантиришдан ^осил булган 
айланма сиртнинг юзасини топ-инг.

Аввало (10.35) функциянинг ^осиласини ^исоблаймиз:

Г ( х ) = ± ( ей- е а

Сунгра (10.34) формуладан фойдаланиб, изланаётган айланма сирт
нинг юзасини топамиз:



4- § . Узгарувчи кучнинг бажарган иши ва унинг аниц интеграл 
орцали ифодаланиши

Фараз цилайлик, бирор жисм Ох ук,и буйлаб, F куч таъсири остида 
^аракат цилаётган булсин. Бунда F куч жисмнинг Ох уцидаги ^олати- 
га бог лиц. Шу куч учун F=F (х) ва унинг йуналиши з^аракат йунали- 
ши билан устма-уст тушсин, дейлик. Бу куч таъсирида жисмни а нуц- 
тадан b нуцтага утказишда бажарилган ишни топиш масаласи юзага 
келади. Маълумки, F =  F(x)  куч [а, Ъ) оралицда F ( x ) —C, С -•
— const булса, жисмни а нуцтадан b нуцтага утказишда бажарилган 
иш А — С • (Ь — а) формула билан ифодаланади.

F — F(x)  куч [а, Ь] оралицда х узгарувчининг ихтиёрий узлук- 
сиз функцияси булсин. У з^олда [а, Ь] оралицнинг ихтиёрий

Р  =-{х0,х и {а =  хй< х 1< . . . < х п = £ )

булинишини олиб, бу булинишнинг з̂ ар бир [xk , xk+x] (k - -  0, 1 , . . . ,  
п  — 1) оралигида ихтиёрий l k ( l k £ [.xk , xft+1] , k =  0, 1 , . . . ,  n  — 1) 
нуцта оламиз.

Агар з$ар бир \xk , xk+1] (k — 0 , 1 , . . . ,  t i — 1) оралицда жисмга 
таъсир этаётган F (х) кучни узгармас ва F  ) га тенг деб олсак, 
у з^олда [xk , xk+]\ оралигида бажарилган иш тахминан F( Eft) x  
Х ( ^ +1 — xk) формула билан, [а, Ь] оралицда бажарилган иш эса,. 
тахминан

<*,+. — ,)  “  (У • А х, (10 36)

формула билан ифодаланади.
F — F(x)  куч таъсирида жисмни а нуцтадан Ь нуцтага утк а 

зишда бажарилган ишни ифодаловчи (10. 36) формула тацрибийдир.
П— \

Равшанки, V  F (¿А) • Axk
k=0

йиринди F — F(x)  функцияга боглиц булиши билан бирга у [а, Ь] 
оралицнинг булинишига дамда з̂ ар бир [хк , ] оралицда олинган 
£ нуцталарга боглиц.

Энди Р  булинишнинг диаметри кр нолга интила борсин. У з^ол- 
да юцоридаги йигиндининг циймати биз излаётган йш мицдоринм 
тобора аницроц ифодалайди. Демак, Хр ->■ 0 да юцоридаги йигинди
нинг чекли лимитини бажарилган uui деб айтиш табиийдир.

Агар к р ->-0 да (10. 36) йигинди [а, Ь] оралицнинг булиниш усу- 
лига з^амда l k, нуцтани танлаб олишга боглиц булмаган з^олда 
чекли А сонга интилса, бу А сон узгарувчи F (х) кучнинг [а , Ь1 
оралицдаги бажарган иши деб аталади. Д ем ак ,



Ю^оридаги (10. 36) йиринди F (х) функциянинг [а, 6] орали^даги 
интеграл йигиндиси эканини пай^аш к.ийин эмас. К,аралаётган F (х) 
функция [а, Ь] ораликда узлуксиз булгани учун у шу орали^да ин- 
тегралланувчи булади. Демак,

Jim " ¿ F  {lk)Axk : j  F (x) dx.

Шундай ^илиб, узгарувчи F (x) кучнинг [a, b\ оралицдаги бажар- 
ган иши

A = j F{x)dx (10.37)

фор мул а# билан ифодаланади.
ЛГисол.  Винтсимон пру- 

жинанинг бир учи муста^кам- 
ланган, иккинчи учига эса 
F — F (х) куч таъсир этиб, 

^ пружина ^исилган дейлик (72-
0. чизма). Агар пружинанинг к;и- 

силиши унга таъсир этаётган 
j|: F (х) кучга пропорционал бул- 

са, пружинани а  бирликка 
цисиш учун F (х) кучнинг ба- 
жарган ишини топинг.

Агар F (х) куч таъсирида пружинанинг ^исилиши ми^дорини х 
орцали белгиласак, у ^олда

F (х) = kx

булади, бунда k — пропорционаллик коэффициента (^исилиш коэф
фициента). Юк,оридаги формуладан фойдаланиб бажарилган ишни 
^исоблаймиз:

72- чизма

- J
kx dx =  k №

2

5- § . Инерция моменти

Механикада инерция моменти тушунчаси му^им булиб, у масала- 
ларни ечишда куп ^улланилади.

Текисликда т  массага эга булган А моддий ну^та берилган 
булиб, бу нуи,тадан бирор I у^ ач а  (ёки О нуцтагача) булган масо- 
фа г  га тенг булсин.

Маълумки, ушбу / == т г г мицдор А моддий ну^танинг / уц^а 
1(0 ну^тага) нисбатан инерция  моменти  деб аталади.

Масалан, текисликдаги т  массага эга булган А = А(х, у )  мод- 
дий ну^танинг координата у^ларига хамда координата бошига нис
батан инерция моментлари мос равишда



Гх =  тх2, Гу =  т у 2, Г0 =  т {х2 +  у 2)

формулалар билан ифодаланади.
Энди текисликда ^ар бири мос равишда т 0, т 1, . . .  ,тп. ,  мас- 

сага эга булган А0, Л , , . . . ,  Лп. ,  моддий нуцталар системаси бе- 
рилган булсин. Бу системанинг бирор / уцка (О нуцтага) нисбатан 
инерция момента ^ар бир нуцтанинг шу I уцца (О нуцтага) нисба

тан инерция моментлари йигиндиси-. 1п =  ^  mk г\ сифатида таъриф-
k=0

ланади, бунда г к мицдор Ак нуцтадан / уцкача (О нуцтагача) бул
ган масофа.

Масалан, текисликда ^ар бири мос равишда т 0, т х, . . . ,  тпЛ 
массага зга булган A0(xü, у 0), Ах(хх, у х) , . . . ,  An .\(xn . lt у п_{) 
моддий нуцталар системасининг координата уцларига ^амда коорди
ната бошига нисбатан инерция моментлари мос равишда

/*;>= 'Г  =  • ¡£ .к=0 А=о

/<«>== Пу ] т к (х1 +  у1)
k = 0

формулалар билан ифодаланади.
Бирор у  =  / (х) эгри чизик, ёйи буйича масса тарцатилган булсин. 

Бу массали эгри чизиц ёйининг координата уцлари ^амда координа
та бошига нисбатан инерция моментини аницлаймиз.

f(x)  функция [а,Ь] орали к да аницланган, узлукси з^ам да узлук-
сиз ?  (х) ^осилага эга булсин. Бу функция графиги АВ ёйини тас-
вирласин, дейлик. АВ ёйи буйича зичлиги узгармас ва 1 га тенг 
булган масса таркатилган. Равшанки, бу ^олда масса ёй узунлигига 
тенг ва (10.9) форму лага кура

ь _______
т  -  [ у  I +  Г 2 (х) dx (10.38)

а

булади.
[а, Ь] оралицнинг ихтиёрий

Р  =  {х0, x¡t . . .  хп} (а=^х0< х х<  . . .  <  хп ■= Ъ)

булинишини олайлик. Бу булиниш АВ ёйни Ak(xk, f  (xk) )  (&=0 , 1 , . . . »  

п  _  i ,  Ae =*Alt АПш1 =  В) нуцталар билан п  та Ak Ак +1 булакка 

ажратади. Бунда Ak д к j_ L булакнинг массаси (1 0 .3 8 ) формулага
кура топилади:

хк+\ _______
mk =  { У 1 +  / '2 (х) dx  (ft = 0 , 1 , , П— 1). 4

xk



Урта циймат ^ацидаги теоремага асосан шундай 1к (1к £ [хк, х ] )  
нуцта топиладики,

**+1 _______  _________
т к =  I  У Т + г Ч х )  сЬс =  У \  +  г 2 ( У  Ахь (10.39)

*к я я

булади, бунда Ах. =  хк лк+1 Хк
Юцоридаги муносабатларга мувофиц (сА, $ (£ ) )  (к 0, 1,

п  1) моддий нуцтанинг координата укларига ^амда координата бо-' 
шига нисбатан инерция моментлари мос равишда

Г *к = 12к • т к =  Ц У \ + Г 2 (11)Ахк

1'ук =  /2 (?*) • т к =  Р  (?,) К Г Т Р а У А х ,  

Пк = (Р* + /2 (Е*)) «* = (Ц + Р (Е*)) У Т Т Щ ) Ь х к

формулалар билан (Е0> / (?0) ), (£р /(£, ) ) ............ / ( ^  мод.
дий нуцталар системасининг инерция моментлари э ;а  мое равишда

/?’ =■ 2  ? ,У  1 + / - ( ! , )  д .,,

П—1
V  ■= 2  <5 +  ( У  ^ Г + р ^ Т  д х*=0 *

формулалар билан ифодаланади.
Энди Р  булинишнинг диаметри кр нолга интила борсин. Унда

^аР бир Ак Ак + , ёйнинг узунлиги ^ам нолга интила бориб,

^к ^ к +1 э :а  нукта га айлана боради. Бу ^ол табиий равишда
,̂р~> О ДЗ (10 .40 ) формулалар билан ифодаланган /¿п\ 1 1Ц{П1 

йигиндиларнинг лимитини массага эга булган моддий эгри чизик 
ёйининг координата уцлари *амда координата бошига нисбатан инер
ция момента деб царашга олиб келади.
Ар->- 0 да Пп\ Цп\ /0(«) йигиндиларнинг лимита моддий эгри
чизиц ёйининг координата уцларига ^амда координата бошига ни~- 
батан инерция моменти деб аталади ва улар мос равишда 1 , 1 , 1  
каби белгиланади. х у

Д емак,



<10.40) муносабатдаги йириндиларнн \а,Ь] орали^да мос равишда 
цуйидаги

х2 У 1 +  Г 2 (Х) , Р М У Т Т Г Ч х ) 7  [ х '  +  Р ( х ) ] У  1 + Г  (х)

функцияларнинг интеграл йириндилари эканлигини пай^аш ^ийин 
эмас.

Шартга кура \ (х) функция [а , Ь] орали^да узлуксиз ^аада уз- 
луксиз /' (х) ^осилага эга. Шунннг учун ю^оридаги функциялар 
1а, Ь] ораликда интегралланувчи булади. Демак,

Ншл2 ^  1/1 + р  (У ¿ 4  = Г *2 у г+ Т Ч х Г й х ,
а

11Ш 2  [2 (У  / 1  +  /'2 ( у  ДхА =  Г р  (х) у  1 +  / '2  (*)

Пт 2  [ Ц  +  /2 (У  ] -К Г + Т Ч У  Ах/; = Г [ *2+/2 (*)] 1/ Г+ГМГ) й х .
Хр ->-0 к= 0  ^

Натижада ушбу
ь

1Х =  1 # У  1 +  г  (X) (IX, 
а

¡у =  I  /2 (*) К I  +  Г 2 (х) ЛХ,
а

/0 = |Ч л2 + Р  (х) ] у Т + Г Щ Ъ х
а

формулаларга эга буламиз.



и -  боб  

СОНЛИ КАТОРЛАР

 ̂ М аьлумки, прогрессиялар математикада ало^ида урин тутади. 
Айницса, прогрессия ^адларннинг йирнндиси билан богли!-; масала- 
лар куп учрайди.

О датда, ушбу

а,й<7 ,а<7 2, . . а?"- 1 , . . .  (11 .1)

кетм а-кетлик а ф  О, булганда геометрик п ро гр е с сия  деб
аталади(а — прогрессиянинг биринчи ^ади, д —  прогрессия махражи, 
ас!п ~ 1 —  прогрессиянинг умумий ^ади). (11. 1) прогрессиянинг би
ринчи п  та ^адининг йигиндиси цуйидаги

п  -  1 I  а  —  ЯО" .
§ п — а  а д  ад* а д  — | 1 _ 9 > агаР Я ^  1»

[ па  агар д  =  1

формула билан ифодаланади. Б у  5 П йигиндига (11. 1) прогрессиянинг
п - ^адидан кейинги ^адларини бирин - кетин цуша борсак, хосил 
булган

$„ + , ~  а +  ад  +  о^2 +  . . .  +  а д п -  > +  адп,
+ 2 =  а  +  а Я +  Щ2 +  • • • +  Щп _ 1 +  ад" +  адп + 1

йигиндилар берилган чексиз прогрессиянинг барча ^адларининг 
йигиндисини тобора якин (аниц) ифодалай боради дейиш табиийдир. 
Д емак, п  -> с» да нинг лимитами чексиз прогрессиянинг барча 
з^адлари йигиндиси деб киритиш мумкин. Шундай цилиб, ушбу

а +  ад  +  ад г +  . . .  +  адп ~ 1 +  . . .

«чексиз йигинди» ни урганиш масаласи юзага келади. Бундай 
«чексиз йиринди» цатор тушунчасига олиб келади.

Биз мазкур бобда, сонли каторларни аницроги, уларнинг яцинлаши- 
ши, узоцлашиши, яцинлашиш аломатлари хамда якинлашуачи цатор- 
ларнинг хоссаларини урганамиз.



а . , а 2, а ..........ап>. . .  (П-2>UJ, и21 ,

З ^ щ и й  сонлар кетма-кетлиги берилган булсин.
11. 1 - т а ъ р и ф .  ^уйидаги

а, + а 2 +  я 3 +  • • • +  +  • • • (11-3)
ифода цатор (сонли Kßtnop) деб  аталади. (11.3) ^аторни ^исцача
оо
2 ап каби белгиланади:
П— 1

ОО
'%ап -=а1+ а 2+а.) + . . .  +  а п +
п-1

Юкрридаги (11.2) кетма-кетликнинг a v  а2, . . . ,  ап, . .  . элементлари  
цат орнинг  хадлари  дейилади, а п эса каторнинг у  мумий ¡{ад и 
дейилади. (11.3) цаторнинг ^адларидан цуйидаги

Л2 =  а , +  а2,
Д  =  а х +  а 2 +  ау

Ап = ö i + а 2 +  а 3

йигиндиларни тузамиз. Бу йигнндилар щ т ор н и н г  кисмий й и т н д и -  
лари дейилади.

Демак, (11.3) цатор берилган х,олда ^ар доим бу ^аторнинг пие
мий йигиндиларидан иборат уш бу

{А„ } ’• 2̂> • • • ’ ^п' • • •
сонлар кетма-кетлигини хосил ^илиш мумкин.

1 1 . 2 - т а ъ р и ф .  Агар п ^ о о  да (11.3) ^аторнинг ^нсмий hhfhh-  
диларидан иборат {А } кетма-кетлик чекли лиыитга эга, яъни

lim Ап =  А
П-+о°

бугса, у ^олда ^атор якинлашувчи  д злтади . Бу лимитнинг к^иима- 
ти А сон (П.З) цаторнинг йигинди си  дгйиладм ва ^уйидагича ёзи- 
лади:

А =  а у +  аг +  . . . +  ап + . . . = =  2  ап
П~-1

11.3- т а  ъ р и ф . Агар п -*- оо да (11 .3 ) ^аторнинг «¡исми.ч hhfhh- 
диларидан иборат {Ап} кетма-кетликнинг лимитн чекенз булса, ё к и 
бу лимит мавжуд булмаса, у  хрлда (1 1 .3 )  кагор у зо\лашувчи  
дейилади.



1 + ^ -  +  Л  +  . . - +  11-2 2 .3  ( п — 1 ) . п

¡цаторни царайлик. Бу цаторнинг цисмий йириндисини хисоблаб 
■унинг лимитини топамиз: ’

л ” “ 1 +  т12+ й + - - - + 7 ^ ; - 1 + ( 1 - 1 ) + ( | - 7 )  +
■ + . . .  +  ( —Ц ------- М  =  2 ----- —, |;т  А — 2.

\П —  1 П 1  п  п->  оо п

Д ем ак, б(рилган цатор яцинлашувчи ва унинг йириндиси 2гатенг:

1 +  Г 2 + й + - - - + ; г г п 7 + - " “ 2-
2 . К^уйидаги

1 +  2 +  3 +  . . .  +  я  +  . . . 
цатор  узоцлащ увчи, чунки б у  цаторнинг цисмий йириндиси

Ап = 1  +  2 +  3 +  . .  . +  п =
2

булиб,
Ь'гп А_ =  оо.

ПП—>оо

3. К^уйидаги
1 — 1 +  1 — 1 +  . . .

•цатор, ^ам узоцлашувчи, чунки бу цаторнннг цисмий йириндиси

Ап =  1 -  1 +  . . .  +  ( _  1)«+ .=  ( ° ’ агар П~ ЖУФТ сон бУлса-
( 1, агар п—тоц сон булса,

■булиб, {Ап} кетма-кетлик лимитга эга эмас.
4. Геометрик прогрессия а, а д , . . . ,  а а п~1 • • • » х.ЗДларидан ту

зил га н
а +  ах7+  ад2 +  . . .  + а (/ 1_1 +  . . .  

каторни цараилик. Одатда бу катор г еометрик цатор  дейила- 
ди. Бу цаторнинг кисмий йириндисини ёзамиз:

Ап = а  +  а <7 +  а /2 +  . . .  +  д а " - »  _  а - « С  .
1

Агар |<?| <  1 булса,

Игп

булади. Демак, бу ^олда геометрик цатор яцинлашувчи ва унинг
йириндиса-, а д сонга тенг.



Агар <7 >  1 булса, 1шЛп = о о  булиб, цатор узоцлашувчк 
булади. " “

Агар ц =  1 булса, Ап =  па  оо булиб, цатор узоцлашувчи,
<7 ^  — 1 булганда эса {Ап} кетма- кетлик лимитга эга эмас. Демак»
бу х;олда ^ам цатор узоцлашувчи булади.

Шундай цилиб, геометрик цатор |̂| <  1 булганда яцинлашувчи, 
|̂| >  1 ва <7 — ±  1 булганда узоцлашувчи булади.

5. К,уйидаги

1 + л + ± + . . . + ± + . . .  <»•«>
2 3 п

цаторни царайлик. Бу цаторни гармоник щ т о р  деб аталади. (М аъ- 
лумки, агар О Ф  а£ $  ва О Ф  Ь£ И сонлар учун

_ 1 в Л / ± + - Ц
с 2 \ а  ь )

+  - - - + Те

тенглик уринли булса, с  сон а ва & сонларнинг С/рта г а рм они к  
киймати дейилади. Берилган ( 1 1 .4 )  цаторнинг иккинчи ^адидан- 
бошлаб, ^ар бир ^ади узига бевосита цушни булган икки ^адинннг 
урта гармоник цийматини ташкил этади. ( 1 1 .4 )  цаторнинг гармоник 
деб аталиши ^ам шундан келиб чиццан. (11.4)  цаторнинг биринчи 
2* та (££Ы) ^адидан тузил ган

4 *  =  1 +  4 “ +  +  " Г  +  • • • +  2* - '  +  ! +  2* - '  +  2 +  • ‘ • +  Т *  

цисмий йигиндисини олиб, уни цуйидагича

^  = (1+ т )  + ( т + т )  + \ т + т + т + ^ )  + ( т + ^

+  • • • +  ( 24_,+1 2*_1-Ь2 2* )
ёзиб оламиз. Энди ушбу

1 , 1 1 I 1 _  1
з  4 4 4 2 ’

±  +  ±  +  ±  + ± > ±  +  ±  +  ± + ± = * . ±  = 1 - ,
5 6 7 8 8 8 8 8 . 8 2

— — > — +  . . . +  — =  8- ,
9 16 16 16 16 2

1 , 1 , 1 ^ 1 . 1 . , _1____ 9 * - 1 Х
2* - Ц 1 +  2 й- ' + 2  ' ' ' 2* 2 * 2* • • •  “г  2*

х - 1  -  -1  
2 * 2

тенгсизликларни эътиборга олсак, унда



тенгсизлик уринли булиши келиб чицади. Равшанки, {А̂ } кетма- 
кетлик усувчи. Демак, ]im А гк  — оо. Шундай цилиб, гармоник ка
тор узоцлашувчи. к-*°°

6. Ушбу

1 - Т  +  Т - Т  +  -* • +  ( - 1)П" ‘ -  +  • • .  (Н-5)2 3 4 п
з^аторни царайлик. Бу цаторнинг цисмий й и р и н д и с и н и  ёзамиз:

------- 1) »- « .  JL
2 3 4 v '  п

Шу й и р и н д и н и н г  п  —>■ о о  да лимитини топишучун (6.57) форму лани 
-келтирамиз (х > — 1 да):
1 /1 , \ х* . х3 х* . . , , х* , , . ln ( 1 +  *) =  *  — —  +  - ----- —  +  1 ) —  +  г п (х).

Бунда о  <  х <  1 учун

м * ) | <  — ■

тенгсизлик уринли (6 -боб, 7 -§  ининг 6 -п. га царанг). Юкоридаги 
■формулада х =  1 деб тспамиз:

1 п 2 = 4  +  г„(1). (1)

Натижада ушбу

И „ — ш 2] -= |л„ (l j  |<

тенгсизликка келамиз. Ундан
lim Ап = In 2
п  —► оо

•тенглик келиб чикади. Демак, (11.5) цатор яцинлашувчи ва унинг 
й и р и н д и с и  In 2  г а  теиг.

Ушбу параграфнинг охирида каторнпнг цолдири тушунчасини 
желтираниз. (11.3) цаторнинг биринчи т  та з^адини ташласак, унда

со

О-т + 1 +  а т  + 2"Ь- , , = = 2 ал (11-6;
п «=• ш -f- 1

-цатор з̂ осил булади. (11.6)  цатор (11.3) цаторнинг (т- з^адидан 
кепинги) крлдиги дейилади.

2 -§ . Якинлашувчи каторлар з^акида теоремалар

.Бирор

~  +  а2+ • • • +  ап +  • • • О1-3)
п = 1

¡цагор берилган булсин.



11. 1-т е о р е м а .  Агар (11.3) к ат ор  щинлашувчи б у л с а Т 
у нин г  исталган  (11.6) цолдит х,ам ящ н л аш у в ч и  булади ва а к с и н -  
ча, (11.6) к рл дищ ан г  ящ н л аш ув ш  б ули ш и да н  берилган  ( 11 . 3)  
цаторнинг  ящнлашувчи  булиши келиб чшщди.

И с б от.  (11.3)  катор берилган булсин. Бирор_ т -  натурал сонни 
тайинлаб, (11. 6)  ^аторнинг цисмий йиишдисини Ak билан бел ш ла и - 
лик:

Равшанки,
At ~ A „ +„ - A w, ( 4 . 7 )

+  ( П > т )  (1 1 .7 ')

булади, бунда Ат берилган (11.3) ^аторнинг ^исмий йигиндиси. 
(11.3) ^атор я^инлашувчи булсин. Таърифга кура

lim A . k =  А (А — чекли сон>
К-*оо

булади. &->оо да (11.7) тенгликда лимитга утиб топамиз:

И тТ 4 — А Ат.
kn>OQ

Бу эса (11.6) цаторнинг якинлашувчи эканини билдиради.
Энди (11.6) ^атор якинлашувчи булсин. У ^олда таърифга к ур а

lim А  »  X  (А — чекли сон)
k*±oo

булади. (11.7 ') тенгликда оо да лимитга утсак, у ^олда

lim Ап = А  +  Ат
П-* ОО

булиши келиб чи^ади. Б у эса (11.3) ^аторнинг якинлашувчи э к а 
нини билдиради. Теорема исботланди.

Шундай килиб, цаторнинг дастлабки чекли сондаги ^адларини 
ташлаб юбориш ёки каторнинг бошига чекли сондаги янги ^адларни 
Кушиш унинг яцинлашувчилиги характерига таъсир ^илмайди.

11. 1 - н а т и ж а .  Агар (11.3)  ^атор якинлашувчи булса, унинг 
^олдиги

Гт  =  а т+ 1 +  а ш + 2 +  • • • +  a m+k  +  * 1 •

т-+оо  да нолга интилади.
Х,аци^атан ^ам, (11. 3) цатор якинлашувчи булиб, унинг Ahfhh- 

диси А булсин, бу ^олда
А — Ап -)- гт, тт — А Ат

булиб,
lim г т =  А — А =  О

т-^оо
булади.



1 1 . 2 - т е о р е м а .  Агар (11. 3) цатор ящнлашувчи  булиб,  
у н и н г  йигиндиси  А г а  т ен г  булса, у  хрлда

оо

2  с а п - ^ с - а 1 +  са.2+ . . .  +  са„ +  . . .  (И . 8)
И=1

к атор  xfiM ящ н л а ш у в ч и  ва унинг й ит нди си  сА га т ен г  б у 
лади (с Ф  0 — п  га бор  лик булмаган д з гармас  сон),

И с б о т .  (11. 8) цаторнинг цисмий йигиндисини А'п билан белги- 
ласак, у ^олда

А’п =  с а х +  с а 2 +  . . .  +  с ап с ( а х +  аг +  . . .  +  ап) =  сАп

булиб, ундан
lim А'п =  сА
Пт>00

булиши келиб чицади. Б у эса (11.8) цаторнинг яцинлашувчи були- 
шини ва унинг й и р и н д и си  с А га тенг эканини билдиради. Теорема 
исботланди.

Бу теорема яцинлашувчи цаторларда ушбу
с ( а 1 +  а 2 +  . . .  +  а п +  . . . )  =  с - а 1 +  с - а 2 +  . . .  +  С'йп +  , .  «

муносабатнинг ÿpинли булишини ифодалайди.
1 1 . 3 - т е о р е м а .  Агар

оо

2  а л ~  а Х +  #2 +  • • • ~Ь ая +  • • •
я —1

2  Ьп — х̂ +  К  + • • • +  Ъп +  .  . .
Я = 1

цаторлар ящнлашувчи бдлиб, уларнинг йитндиси мос равишда А 
•ва В га тенг булса, у  хрлда

2  (ал +  К )  — (a i  +  h )  +  (а а +  h )  +  • • • +  (ал +  Ь„) +  . . .  (11. 9)
П*» I
цатор %ам ящнлашувчи ва унинг йириндиси А-\- В га тенг бу -  
лади.

ОО оо

И с б о т .  2  а п 82 2  Ьп к1атоРлаР яцинлашувчи. Демак, бу
П— 1 Л—1

цаторларнинг цисмий йигиндилари (Ап ва Вп лар) учун lim Ап —А,
Л-̂>00

lim  Вп — В тенгликлар ÿpинли булади. ( 11. 9) цаторнинг цисмий «—►00
йигиндисини с п билан белгилаб топамиз:

=  (а х +  bi) +  (а2 +  Ь2) +  . . .  ~Ь (ап +  Ьп) =  (ах +  а2 +  . . .
+  а п )  +  (К  +  К  +  . . .  +  b n )  =  А п  + ß „ .

Бундан

lim Сп = А +  В.
П -+ оо



Кейинги тенгликдан теореманинг исботи келиб чицади.
ОО ОО

1 1 . 2 - н а т и ж  а . Агар V Сы ва У; Ьп цаторлар якинлашувчи бул-
п - 1 1

са, у холда

2  {с-а„ +  1-Ьп)
П = 1

катор хам якинлашувчи ва
ОО 00 ОО

У (с-о я - Н Л )  +  /2 1 г’». 1 и--1—  1 п - 1  Л = 1

тенглик уринли булади (бунда с, 1 - п  га бо.лиц булмаган узгар-

мас сонлар)^ , Агар  (11.3)  ^ т о р  якинлашувчи бдлса,  б  у
каторнинг  умумий %ади а п оо да нолга интилади .

И с б о т .  ( 11. 3)  цатор яцинлашувчи булсин, яъни 1шь4„ — А

(А — чекли сон).
АгаР „ 4а п =  Л„ — Лп_,

булишшш эътиборга олсак, у ^олда
Пш ап =  Нт (Л„ — А ^ )  =  Л — Л =  О
П<т>оо П~>оо

булишини топамиз. Теорема исботланди. ц
Теоремадаги тасдикнинг акси, умуман ^аитганда, уринли эмас 

Бошцача айтганда бирор цаторнииг _умумии *ади п^ -  со^ да нолга 
интилишидан унинг яцинлашувчи булиши >̂ ар доим келио чицавер
майди. ^

Масалан (11. 4) гармоник цатор нинг УМУМИЙ ^йди ап "'='
п= 1 "

=  — булиб, у да нолга интилади, аммо бу цагор узоцлашувчи..

Шундай цилиб, юнорида келтирилган 11.4- теорема цатор яцин- 
лашувчи булишининг зарури:’! шартини ифодалайди.

Каторлар тузилишига кура умуман цуйидагича булади.
1) барча хадларининг ишсралари манфий булмаган цаторлар,
2) бирор ^адидан бошлаб, кейинги барча хадларининг ишоралари

манфий ёки бирор г^адидан бошлаб
кейинги барча хадларининг ишоралари манфий булган цаторлар,

Т ™ з  к^п манфий ишорали ва чексиз куп мусбат ишорали.

* ; а д Лдрдаги3 цаторларнинг якинлашувчи ёки узоцлашувчи- 
лигини урганиш юцорида келтирилган И Л-теорема ва 11.2-теорема- 
ларга кура 1) цолдаги цаторларни урганишга келади.



Кдгорлар назариясининг му^им масалаларидан бири ^аторнинг 
я^инлашувчи ёки у з о rç л а ш у в ч и л и г и н и анщлашдан иборат.

Аслида берилган ^аторнинг якинлашувчи ёки узоцлашувчилигини 
таърифга кура текшириш мумкин. Биро^ купчилик ^олларда ^аторнинг 
^исмий йдаиндиси А„ ниш' ифодаси мураккаб б;улиб, я-»-от да унинг 
лимитга эга булишшш (ёки бÿлмacлигини) K ÿ p carau i кийин бÿлaди.

Шуни хам айтиш керакки, ^аторнинг якинлашувчи ёки узо^ла- 
шувчи эканини ани^лашда ^аторнинг ^исмий йигиндисининг циймати- 
ни ^атто к,аторнинг йигиндисини топиш зарурияти бÿлмaйди.

Натижада шундай усулларни (аломатларни) топиш масаласи юзага 
келадики, бу усуллар ёрдамида, ^атор йигиндисини ^исобламай туриб, 
унинг я^инлашувчилигини аницлаш мумкин булсип.

Аввало ^адларининг ишоралари манфий булмаган ^аторларни i^a- 
раймиз. *

1. М у с б а т  ц а т о р л а р н и н г  я к и н л а ш у в ч и  б ÿ л и ш и  
ш а р т и .  Бирор (11. 3) цатор берилган бу'лсин.

■40
2  ап “  a i "Ь а 2 • • • о,ц +  • •. (1 1.3)
п=1

Агар ап >  О (п — 1, 2, 3 , . , .  ) бÿлca, у ^олда (11. 3) ^атор 
мус бат  \адли цатор  ёки ^ис^ача, му с бат  щ т о р  деб аталади.

оо

1 1 . 5 - т е о р е м а .  У ш б у  2  а„ м у с бат  щ т о р  якинлашувчи

булиши уч у н  у н и н г  щ смий  йигиндилари кетма-  кетлиги юцрридан  
чегараланган булиши з а р у р  ва етарли.

оо

И с б о т .  З а р у р л и г и .  2 Ö« ^атор якинлашувчи булсин. Таъ-

рифга Kÿpa, цаторнинг цисмий йигиндиларидан т.зилган \Ап\ кет- 
ма-кетлик /г->-оо да А га интилади: lim Ап — А (А — чекли сон). У

П-+00
хрлда {Ап} кетма-кетлик якинлашувчи кетма-кетликларнинг 2° 
хоссасига Kÿpa чегараланган, жумладан, у юцоридан чегараланган 
булади.

00
Е т а р л и л и г и .  ^  ап каторнинг ^исмий йигиндилари кетма-

Л=вя 1
кетлиги {Ап} ю^оридан чегараланган бÿлcин.

Шу ^аторнинг ^ар бир ^ади манфий булмагани учун

Ап+ 1 =  Ап +  а п+ 1 >  Ап

тенгсизлик ÿpинли. Демак, [Ап] кетма-кетлик ÿcyB4H. Шунинг учун
3. 7-теоремага (З-боб, 7-§) Kÿpa {Ап} кетма-кетлик чекли лимитга

оо

эга: lim Ап =  А. Бу эса ^  ^аторнинг якинлашувчи эканини
л̂ оо „ =1

билдиради. Теорема исботланди. ■



| г »  =  1 + ^ + г « + - + л- “ +  -  ( и л о )

цаторни царайлик. Одатда (11. 10) каторни умумлашган  гармоник
щхтор дейилади. Бу цатор а > 1  булганда яцинлашувчи эканлиги- 
ни курсатайлик. Унинг

_1_4-  —  1
Ап ^  1 +  2“  3“  +  ^  п а  

цисмий йигиндиларидан тузилган {/Ц кетма- кетлик усувчи экани 
равшан. Демак, Лп< Л 2я+1 (п =  1. 2, . . . )  .Ш у билан бирга цуйида 
гига эгамиз:

4 п+1= 1 +  ¿  + ^  +  . • • +  =  1 +  ( “2̂  + ^ г )  +  • • • +

4- < 1 +  1 ^< г 1 4 -  —  4-  —  +  +  2 - 
' (2п)а  (2п + 1)а )  2“  4“  ■ **  (2 п )а

- 1 + - ^ 1(1 +  - ^ + ^  +  . - -  +  ^ ) = 1 +  ^ г т ^ -

Охирги икки муносабатдан у шбу

Ап <  1 +  А п

тенгсизлик келиб чицади. Бундан а  >  1 булганда

Ап < ^ Г Г 1 (п =  1,2----- ) (11.11)

тенгсизлик цосил булади. Бу эса {Ап} кетма - кетликнинг юцоридан 
чегараланганлипши билдиради. 11. 5 -теоремага кура бернлган цатор 
яцинлащувчидир. Демак, умумлашган гармоник катор а  >  1 булган
да яцинлашувчи булади.

1 1 . 3 - н а т и ж а .  Мусбат цаторнинг цисмил йигиндиларидан и бо
рат кетма - кетлик юцоридан чсгараланмаган булса, цатор узоцла- 
шувчи булади.

2. М у с б а т  ц а т о р л а р н и  т а ц ц о с л а ш  ^ а ц и д а  т е о р е 
м а  л а р .  Мусбат цаторнинг яцинлашувчилиги ёки узоцлашувчилшй- 
ни билган .^олда, ^адлари бу цатор ^адлари билан маълум мунсса- 
батда булган (таццослаиган) иккинчи мусбаг цаторнинг яцинлашув- 
чилиги ёки узоцлашувчилигини аницлаш мумкин. Улар цуйидаги те- 
оремалар оркали ифодаланади.

00 00

Иккита мусбат 2 « „ ва ^атоР берилган булсин.
п= 1 л=1

1 1 . 6 - т е о р е м а .  Агар п нин г  бирор  п0 (п0 >  1) щийматидан 
бошлаб  барча п >  п 0 лар уч ун

ая <Ъя (11.7)



тен г си злик  у ринли  булса,  у  хрлда ¿  Ьп щ т о р н и н г  ящнлашувчи
ОО оо

булиилидан 2  ап щ т о р  %ам ящнлашувчи  бдлиши ёки Y¡an Щ-
П=\ П—\ОО

торнин г  у зо цлашувчи  булишидан  2  Ьп щ т о р  %ам узоклашувчи
п—1

булиши к елиб  чикади.
И с б о т .  Ушбу бобнинг 2-§ ида айтиб утдикки, цаторнинг яцин- 

лашувчи (узоклашувчи) бÿлишигa унинг дастлабки (чекли сондаги) 
^адларинииг таъсири бÿлмañди. Шу сабабли (11.7) тенгсизлик п0 =  

1 дан бошлаб ÿpинли булсин деб цараш мумкин. Демак, ап <  Ьп 
(п =  1,2,  . . . )  тенгсизлик ÿpинли. У х;олда берилган цаторларнинг 
кисмий йигиндилари

Ап — а \ +  а 2 +  • • • +  а п> В п =  Ь\ +  Ь2 +  • • • +  Ьп

учун ушбу

Ап < Вп ( « =  1’ 2’ • • • )  (11.8)
тенгсизлик хам ÿpmMH бÿлaди.

СО
Аввал 2  Ьп ^атор яцинлашувчи б>'лсин. У ^олда 11 . 5-  теоре- 

= 1
мага кура, {Вп} кетма-кетлик юкрридан чегараланган бÿлaди, яъни 
бирор /И учун Вп^ М ,  (п~\, 2 . . .  ). Бундан(11.8) тенгсизликка асосан 
Ап <  М (п — 1 , 2 . . . )  тенгсизлик з̂ ам уринли экани келиб чикади. 
Демак, {Ап} кетма-кетлик ^ам ю^оридан чегараланган. Яна ÿiua

оо

11. 5-теоремага кура 2  ап цаторнинг я^инлашувчи булиши келиб
П—1

чи^ади.
оо

Энди 2  а „ катор узоклашувчи булсин. У ^олда {AJ  кетма-
п—1

кетлик юцоридан чегараланмаган. (11.18) теигсизликка асосаи {Вп } 
кетма - кетлик ^ам ю^оридан чегараланмаган бÿлaди. Буидан эса
оо
2  Ьп цаторнинг узоклашувчи б>'лиши келиб чикади. Теорема исбот- 
/2=1
ланди.

Одатда, бирор мусбат цаторнинг яцинлашувчи ёки узо^лашувчи- 
лигини ани^лашда, бу ^атор ^адларини тенгсизликлар ёрдамйда ав- 
валдан я^инлашувчи ёки узоцлашувчилиги маълум ^аторнинг ^ад- 
лари билан богланади, cÿHrpa исбот этилган теоремадан фойдаланиб 
берилган ^атор ^ацида хулоса чи^арилади.

М и с о л .  К,уйидаги

• 1 , • 1 i - 1 i . . 1 ,sin  — h sin — h s in -----h . .  . +  s in ------h . . .
I2 22 з2 я2

цатор я^инлашувчилигини текширинг. Бу цатор ^адлари учун 

380



0 < Б 1 П - < -  (п — 1 , 2 , . . . )  
п 2  п 2

тенгсизлик уринли булишини курсатиш к,ийин эмас. Д ем ак , берил- 

ган цаторнинг х,ар бир х>ади яцинлашувчи £  -  цаторнинг мое *ади- 

дан кичик. 1 1 . 6 - теоремага асосан берилган ^атор як,инлашувчи,

I I 7 - т е о р е м а .  Агар и —>■ да  ~ нис баш у ь и б у

Пт ^  =  /г (0 <  £ <
П -> оо Ь.

оо
лимитга эга бцлса, а )  к <  оо б ул ган да  УЬп к ат орн ин г  яки ила-П={

00
шивчи б  у  лишидан п цаторнин г  ялщнл&шувчи булиши ,

п=  1
оо

б )  к >  0 булганда У>Ьп цаторнинг  узощлашувчи б улиш идан
П=1

2 « ,  цаторнин г  \ам у зоцлашувчи булиши келиб чицади.
п=  1

И с б о т .  а) /г<  оо булиб, ^атоР я^инлашувчи булсин.

Лимит таърифига кура, V  в 0 сон олинганда хам шундай
сон топиладики, барча п > п 0 лар учун 
ь

<  е,

яъни
(Л -  е) Ьп<  ап<  {к +  в) Ъп (П . 9)

тенгсизликлар уринли булади.
Шартга кура У Ъп катор я^инлашувчи ^амда й +  е =  с о т ! сон

п  га бог лик эмас. Шунинг учун У  (к +  е)Ьп ^атор ^ам яцинлашув-
я=1

ОО

чи. У ^олда (11.9) тенгсизликдан ва 11. 6-теоремадан ^ а п ^атор- 

нинг я^инлашувчи булиши келиб чицади.

б) к > 0  булиб, У Ьп катор узоцлашувчи булсин. Агар 0 < / г х <

и „ и-<! & олсак, у ^олда П т — = /г лимит уринли эканидан ва к .
П/ьаоо



>  ky бУлишидан, шундай ti0 £N сон топиладики, п  >  п0 булганда 
а
— > k x тенгсизлик зфинли булади. Демак, п >  п0 бу'лганда b <
К
<  — а  тенгсизлик бажарилади. Бундан (11.6) -теоремага асосан

к  п
оо
2  а цаторнинг узоцлашувчи булиши келиб чицади. Теорема исбот-
п=1
ланди.

Бу теоремадан к.уйидаги натижа келиб чицади.
11.4 - н а т и ж  а . Агар ушбу

а „
lim — =  к
П—ЮО Ьп

ОО 00

лимит уринли бÿлиб, О <  k <  оо булса, у ^олда V a  ва ка-
rt=l п=1 п

торлар бир вацтда ёки якннлашувчи, ёки узоцлашувчи бутгади.
М и с о л .  Ушбу

оо 1

___ J п

цаторнинг яцинлашувчилигини текширинг. Бу цаторни гармоник ца-
с»

тор билан тащослаймиз. Бу икки цатор умумий ^адлари нис-
«= 1

батининг лимитами топамиз: 
1

lim п 1+ п — lim — == lim —-Î— »  1.
r t—►ОО 1 П - & 0 0  1 - | -----  П т Ю Л  _ /  f *«— Г* П Г '*

п

Демак, 11.4 - натижага кура берилган ^атор узо^лашувчи бÿлади.
1 1 . 8 - т е о р е м а .  Агар n £ N  нине бирор п0 щйматидан  бот-  

лаб б а рча  п >  п0 лар учун

а п+1 ^  Ьп+ \
(11- 10)

ап  ип
00

т е н г с и з л и к  &ринли булса,  у  %олда 2  Ьп щ т орн и н г  я щ н л а ш у в т
П=*\оо 00

б у л и ш и д а н ^ а п цаторнинг %ам ящ н лаш ути  ôjjauuiu ё к и ^ а  ца-
rt—1 л« 1

со

т о р н и н г  у зонлашувчи б улиш идан  2  Ьп цаторнинг  %ам узоцлашув-
п= I

чи б(/лиши келиб насади. ■



Ис б о т .  Аввал айтганимиздек (11.10) тенгсизлик п  = 1 ,  2, . . .  
кийматларда бажарилади деб хисоблаш мумкин. Шундай цилиб, 
(я =  1,2, • . .)

0 п+1 п̂+\
Ьп

тенгсизлик уринли деб цараймиз. Ундан ^уйидаги

а2 Оз <- п̂
Й! а2 0/1-1 1̂ 2̂ */¡-1

тенгсизлик келиб чи^ади. Бундан ушоу

(11.11)

тенгсизликка эга буламиз.

АгарХ&(1 ^атоР якинлашувчи булса, унда ¿ ¿ ¡ Д  ^атоР ^ам 
яциилашувчи булади. Унда (11.11) тенгсизлик ва 11 .6 -1 еоремага 

асосан V а ^аторнинг я^шшшувчи булиши келиб чицади.
"=1 "

(11.10) тенгсизлик уринли булганда каторнинг узо^лашув-

чи булишидая цаторнинг х;ам узочлашувчилиги келиб чициши

шунга ухшаш исботланади. Георема исбот булди.
3 М у с б а т  ^ а т о р л а р у ч у н я ^ и н л а ш у в ч и л и к  а л о м а т -  

л а п и  Биз юцорида мусбат цаторларни таедослаш теоремаларини 
келтирдик. Гарчи Су теоремалар ёрдамида текшириладиган катор 
хадларини иккинчи ^атор х.адларн билан тавдослаб, ^аралаётган ^а- 
торнинг яцинлашувчилиги ёки узо^лашувчилиги масаласи х,ал оулса 
хам та^цослаш теоремалари маълум жщулайликларга эга. Бундаи 
но^улайликлардан бири берилган цатор билан тавдосланадиган ^а- 
торни танлаб олишнинг умумий ^оидаси йу^лигидир.

Берилган ^аторни геометрик ,\амда умумлашган гармоник ^атор- 
лар билан тавдослаб, цаторнинг я^инлашувчилиги ёки узо^лашувчи- 
лигини ифодалайдиган аломатларни келтирамиз:

а) К о ш и  а л о м а т и .  М усбат  ц атор  У^ап бе рил ган  б ул си н .
Агар нин г  бирор п0(п0 >  1) цийматидан бошлаб  барча  п  >
>  п0 /■;ийматлари учун

1)  <11Л'2) 

тенг сизлик уринли булса, % а п цат ор  ящнлашувча  (у з оцлаш увчи )
П= 1

булади.



И с б о т .  Аввал 2  а„ к атоР учун n ^ z n 0£N булганда У  а  <
Л=“1

<  q <  1 тенгсизлик уринли булсин. Бу тенгсизлик ушбу ап ^ с р  
тенгсизликка эквивалентдир. Демак, берилган каторнингхар бир хади 
(я > я „  булганда) я^инлашувчи геометрик каторнинг мос хадидан катта

оо
эмас. 11. 6 -теоремага кура 2  ап катор яциплашувчи булади.

П={ П
А: ар барча п >  га0 лар учун У  ап ^  я ъ н и  а п ^  * тенгсизлик 

уринли булса, у ^олда берилган каторнинг ^ар бир з̂ ади узо^ла-
оо

шувчи +   ̂ +  каторнинг мос х,адидан кичик эмас.
/г—1

оо

Яна уша 11. 6-теоремага кура, 2 fl„ катор узо^лашувчи булади.
п—1

Амалий масалаларни ^ал ^илишда купинча, Коши аломатинииг 
цуйидаги лимит куринишидан фойдаланилади.

ОО
Агар  2  а п цатор у ч у н  у ш б у

П—\
п

lim  У  а =  &г ПП-+00
оо

лимит мавжуд б$лса,  у  хрлда 2 а катор k<.  1 бул ган да якин-
и=1

лашувчи,  k >  1 б ул ганда  э са  узоклашувчи булади.
И с б о т .  Аввал k <  1 булсин. Шундай ^а^и^ий сон q топилади

ки, k - < q < l  тенгсизлик уринли булади. У зфлда лимитларнинг 
тегишли хоссасига кура (3-бобнинг 3-§ ига ^аранг) шундай n0^N

П

топиладики, барча п  >  п0 лар учун ]/ял <  9 тенгсизлик уринли
оо

булади. Ю^орида исбот этилган Коши аломатига кура 2  ап к.атоР
П= 1

я^инлашувчи.
Энди k > \  булсин. У ^олда шундай nt £N топиладики, барча 

п >  « 0 лар учун Y c T  >   ̂ булиб, ундан берилган каторнинг узок
лашувчи булиши келиб чи^ади.

М и с о л .  Куйидаги

цаторни карайлик. Бу цатор учун топамиз:
J T ( п ± 2 \ п  ^  Л ± 2 '  И т  п г ~  = 2 .

V V 2̂/j + 1J 2/1+1 V 2

Д ем ак , Коши аломатига кура берилган катор якинлашувчи.

1 1. 1 - э с л а т м а .  Агар 2  ап ^атор учун
п—1



lim Y a n =  k — 1
П ~г*  OO

лимит уринли булса, цатор яцинлашувчи ^ам узоцлашувчи ^ам бу- 
лиши мумкин.

Масалан, 1 ! - —(- — +  цатор учун k =  1,
2ä 3" /

яъни lim ^ -1  =- l i m( —^  . ~ ) = 1 -  
rt-юс Г п  tt-»oo\y д У п /

Аммо берилган катор яцинлашувчи, чунки у (11. 10) цаторнинг а  =  
=  2 булгандаги хусусий хрлидан иборат. (11. 10) цатор эса а  >  1 
булганда якинлашувчи эди.
Агар ушбу

|  1 -  1 +  1 +  1 +  . . .
п=1

цаторни царайдиган булсак, унинг учун ^ам k =  1, яъни lim / Т  =
Я—и»

s= 1 булишини курамиз. Аммо бу цатор узоцлашувчидир.
Шундай цилиб, k — 1 булганда Коши аломати цаторнинг яцин- 

лашувчи ёки узоцлашувчи булишини аницлаб бера олмайди.
б) Д а л а м б е р  а л о м а т и .  Агар n £ N  нин г  б и р о р  п„ (п0 >  1) 

цийматидан бошлаб  барча п  >  п0 кийматлари уч ун

(11ЛЗ)

тенг сизлик дринли булса,  2  а п ЧатоР якинлашувчи  (у зоцлашувчи )
Л = 1

бдлади  ■ оо

И с б о т. Берилган 2  ап ^атор билан бирга яцинлашувчи
л - 1

=  <7 +  ?2 +  ?s +  . . .  +  qn +  . . .  (0 < < 7 < 1 )
Л = 1

ап ц_1
геометрик цаторни царайлик. Аввал —------<  q <  1 тенгсизликни

ап
оламиз. У ни

4 q n
куринишда ёзиб, сунгра таццоелаш ^ацидаги 11.8- тесрелини цулла-

ОО
намиз. Шу теоремага кура ^  Яп цаторнинг яцинлашувчилигидан

Я = 1
оо

2  а п цаторнинг яцинлашувчилиги келиб чицади.
/1= 1



f + L  >. i булганда У а  ^аторнинг узо^лашувчи булиши равшан,
/1 J лшЛ Пап I

Даламбер аломати исбот булди.
Даламбер аломатини хам лимит куринишда ифодалаш мумкин. 

00

Агар V  ап катор  уч ун  у ш б у
П= 1

\\ma.n+L  — d
n->°° ап

лимит мавжуд  булса ,  у  холда d <  1 бул ган да  цатор яцинла-  
шувчи,  d >  1 б ул ган да  э с а  катор узоцлашувчи булади.

Бунинг исботи Коши аломатининг лимит куринишининг исботига 
ухшаш.

. 2! , 3! , , п\Ми с о л .  Ушбу 1 +  — +  — +  4 - - ^ + . . .

цатор я^инлашувчилигини текширинг. Бу цатор учун ^уйидагиларга 
эгамиз:

я| , „ (" + ■ °п+ { (" + 1>| я" 
а п Пп п+ 1 +  !)П+ 1  ап („ +  1)Я+ 1  п\ =

—  1 
“  (1 + ± ГП

Лимитга утиб топал'из:

lim a» ± L ^ ± -
п >̂°° ап е

Цаламбер аломатига кура берилган ^атор я^инлашувчи.
со

11.2-эс л а т м а .  Агар ^  ап КатоР учун
п= 1

lim _^2±L =  d =■ 1 
n->«, an

лимит уринли булса, у  х,олда катор я^инлашувчи булиши з а̂м, узоц- 
лашувчи булиши з;ам мумкин. Демак, бу ^олда Даламбер аломати 
цаторнинг якгинлашувчи ёки узоцлашувчи булишини ани^лаб бера 
олмайди.

Шундай к,илиб, берилган мусбат каторни геометрик Катор билан 
тащослаб Коши ва Даламбер аломатларини келтириб чицардик. Гео
метрик 1̂ атор «тез» я^инлашувчи ^аторлардан ^исобланади. Агар тек- 
шириладигаи ^атор геометрик к,атордан «секинрок» якинлашувчи 
булса, унда бу ь^атор тугрисида Коши ва Даламбер аломатлари ор- 
кали бирор хулосага келиб булмайди. Бундай ^аторларни геометрик 
цаторлардан «секинро^» я^инЛашувчи цаторлар билан таккрслаш ло- 
зим булади. Шу муносабат билан мусбат к атоРни умумлашган гар
моник катор билан тавдослаб, н̂ атор якинлашувчилигининг яна битта 
аломатини топамиз.



в) Р а а б е  а л о м а т и .  У ш бу  ^  ап м у с б ат  цат ор  берилган бул -
п= 1

сан.
Агар n£N нин г  бирор nQ (па >  1) цийматидан  бошлаб  барча  

п >  п0 щйматлар у ч у н

,1|Л4>
СО

тенг сизлик уринли булса,  V  ап цатор ящ т лаш увчи  ( у з оклтиувчи )
П= 1

булади.

Ис бот .  Аввал п >  я , лар учун п \ 1 — тенгсиз-
V *п }

лик бажарилсин, дейлик. Бу тенгсизликни цуйидагнча

( 11.15)я„ п

ёзиб, сунг г  >  а  >  1 тенгсизликни ^аноатлантирадиган а  сон ола- 
миз. Му^им лимитлардан бирини ушбу

« !П-+9в J
П

куринишда ёзамиз (5-бобнинг 6-§ ига ^аранг). Танланишига кура 
а  < г  булгани учун шундай n'0£N сон топиладики, барча п > п ' 0 
лар учун

1 \*
-1
—  г_ _  _1_

п

тенгсизлик уринли булади. Ундан ушбу

(11Л6)п  j  п

тенгсизлик келиб чи^ади. Энди max \п9, /Q =7Г0 деб олсак, барча 
я > п 0 лар учун (11.15) ва (11.16) тенгсизликлардан

Яп+] J l - l Y  (П. 17)
<*,, \ п

тенгсизликка эга буламиз. Агар (11.17) тенгсизллкни ушбу



00 1
куринишда ёзсак, унда берилган цатор ^адлари билан ^  УМУМ*

п=|
лашган гармоник цатор ^адлари орасида (11. 10) куринишдаги муно- 
сабат борлигини пайцаймиз. Маълумки, ос >  1 да умумлашган гар
моник цатор яцинлашувчи. Демак, 11.8-теоремага кура берилган 
цатор якинлашувчи булади.

Энди барча п  >  п0 лар учун

тенгсизлик уринли булсин. Ундан
_1_

ап+1  ̂ П
„ ^  1

п — 1

тенгсизлик келиб чицади. Шунинг учун 11.8-теоремага асосан
оо
V  — гармоник цаторнинг узоцлашувчи булишидан берилган цатор- 
=̂1 п

нинг узоцлашувчи экани келиб чицади.
Раабе аломати исботланди.
Бу аломатни }̂ ам цуйидагича лимит куринишда ифодалаш мум- 

кин.

А га Р ^  а п Ка т 0 Р УЧУН

Нш п | 1 — - ^ - 1  =  Р (Р — с о т !)

П=\

Л —>оо

лимит уринли  б у л с а , р > 1  булганда катор якинлашувчи,  р < 1  
бул ган да  э с а  ц атор  у зоклашувчи булади.

1 1 . 3 - э с л а т м а .  Хар бир мусбат цаторнинг якинлашувчилигини 
таццослаш йули билан 5̂ ал цилиш (текшириш) учун яроцли булган 
универсал к ат ор  мавжуд эмас.

М и с о л .  К,уйидаги
_1 ___1_ _з j _ 1 j _ . j L . - I L . - l - 4- — . А .  А
"2 2 ’ 4 * 2  2 * 4 ' б ' з  2 4 6 Х

Х А .  1  +  +  ± + . . .
А 8 4 (2 п )!! п

цатор яцинлашувчилигини текширинг.
Бу цатор учун цуйидагиларга эгамиз:

(2 п +  1)!1 1 (2л)!!
—  П  1 —1 — а”+1

(2 п +  2) !! п +  1 (2 / г -  1) ! !  1



=  п  ̂ 2  я 2 +  п
2 п 2 +  4 п  +  2

3 /г2 +  2  п  

2/г2 +  4га +  2

Щп „ Л _ -32±!Л =  - >  1.
Л —>00 у  а п  /  2

Демак, Раабе аломатига кура берилган ^атор я^инлашувчи.
г) И н т е г р а л  а л о м а т  ( К о ш и н и н г  и н т е г р а л  а л о м  а-

оо
ти).  Ушбу 2  ап мУсбат ь а̂тор берилган булсин. Фараз 1<;илайлик,

Л— 1

[ 1 , 4 - оо) оралицда аншутнган, узлуксиз, усмайдиган з^амда ман- 
фий булмаган ¡ (х)  функция учун ¡ (п )  — ап (п =- 1, 2, . . . )  булсин. 
У холда берилган катор куйидяги

оо оо

п =  1 « = 1

куринишни олади. Равшанки, п < х < п +  1, п£ N булганда 
! (п )  >  ! (х )  > ! ( п  +  1), 

яъни ап >  {(х) >  а л+1 тенгсизликлар уринли. Кейинги тенгсизлик- 
ни [п , п +  1 ] оралик буйича интеграллаб топамиз:

п-Н
ап+1 <  (7  (х) йх < ап. (11.18)

П
Энди берилган цатор билан бирга ушбу

оо пА-\
' ¡ (х) с1х  (11.19)

цаторни хам ^арайлик. Бу цаторнинг цисмий йириндисини ёзамиз:

п * + '  п+ *

2  | 7 (* М *  =  | /(*)<**• (11-20)
~ к 1

Фараз килайлик, р(х) функция [1, +  оо] ораликда ^  (х) бош- 
лангич функцияга эга булсин (Т7' (х) =■ I (х)). [1, +  °°) оралицда 
} ( х )> 0  булгани учун F (х) функция шу оралицда усувчи булади.

И (х) функцияни ю^ори чегараси узгарувчи булган аник интег
рал куринишда ёзиш мумкин:

¿Ч*) =  ^ ( 0  л, /г(1)=о.
1

Натижада (11.20) тенглик ушбу
п  £+ 1

Д  | 7 (* )  с1х =  /> («  +  1) 

к
куринишга келади. Демак, (11.19) ^аторнинг ^исмий йириндиси 

(п +  1) га тенг.



Агар n -v o o  да F ( n +  1) чекли сонга интилса, яъни (11.19) rça- 
торнинг кисмий йигиндиси чекли лимитга эга бÿлca, шу ^атор я^ин- 
лашувчи булади. Унда (11.18) тенгсизлик ^амда 11.8-теоремага K ÿpa 
^аралаётган ^атор ^ам яцинлашувчи булади.

п - ^ о о  да F (п +  1) ->оо бÿлca, берилган ^атор узо^лашувчи бу
лади.

Шундай к,илиб, ^уйидаги интеграл аломатга (Коши аломатига) 
келамиз:

А га р j (х)  функция  [1, +  оо) ораликда аникланган,  у зл ук си з  
еа  у см ай ди ган  булиб,  F ( x ) u i y  ф ункци я  учун бошлантч функция
ва У1ап к ат о р  у ч ун  f  (я) =  ап б ул са , у  холда lim F (х) А

/7«= I Х—> -рОО

лимит м а в ж у д  еа  чекли б ул г ан да  берилган катор ящ нлашув -  
чи , б у  лимит мавжуд  булмаганда ёки чексиз булганда берилган  
цатор у з оклашувчи  булади.

UV

М и с о л .  К^уйидаги 23 -  ~~ умумлашган гармоник каторни î a-
л =1

райлик. f  (х) — а ( а > 0 )  деб олайлик. Равшанки, бу функция 

[1, -)- оо) да аникланган, узлуксиз, камаювчи ^амда шу ораликда 
манфий эмас. Шу билан бирга х =  п  б^^лганда f  (я) — — . Энди 
а  ¥= 1 булганда топамиз:

F ( x ) =  Г/(0 d t = ( - ± - d t = - Ç ^ -  
J  J  ta  1 -  а
1 1

бундан ^уйидаги натижа келиб чицади:

1 — а

UmF (x )~  Пт —!— Г— Ц ----- Л
**юо 1 —a  L ха J

1 , агар а  >  1 бÿлca,
Ja  — 1

оо , агар а  С  1 б)ллса.

Агар a  «= 1 б ^ са , х -> оо да

X
F {х) «= J  — dt  =  ln Х-+- оо

1
б}/лади.

Д емак, интеграл аломатга Kÿpa берилган ^атор а  >  1 булганда 
яцинлашувчи, а  <  1 булганда узоклашувчи булади.



Биз аввалги параграфда мусбат цаторлар ва уларнинг яцинлашув- 
чилиги масаласи билан шугулландик. Хусусан, мусбат цаторларни 
таццослаш теоремаларини келтириб, бу теоремаларга асосланган цол- 
да яцинлашиш аломагларини ургандик. Бу аломатлар ёрдамида мус
бат цаторларнинг яцинлашувчилиги ёки узоцлашувчилигини аниц- 
лаш купинча осонлик билан ^ал этилишини курдик. Эиди ихтиёрий 
з^адли цаторлар (цисцача ихтиёрий цаторлар) ва уларнинг яцинла- 
шувчилигини урганамиз.

I. И х т и ё р и й  к а т о р н и н г  я ц и н л а ш у в ч и л и г и   ̂а ц и д а
оо

т е о р е м а .  Бирор ихтиёрий ^  ап ^атоР берилган булсин.
п— 1

ОО

II . 9- т ео рема .  Ихтиёрий У] ап каторнинг  якинлашувчи  б у -
п= 1

лиши у ч у н  V е >  0 с он  олинганда %ам шундай  пщ £ N сон  мав- 
ж у д  булиб ,  барча п >  п0 ва пг — 1, 2, . . . лар у ч у н

| ап+1 +  а п+2 +  . . . +  ап+т\ <  е (1 1 .21 )

тенг сизликнинг  бажарилииш з а р у р  ва етарли.
Ис б о т .  З а р у р л и г и .  Берилган катор якинлашуьчи булсин. 

Таърифга кура бу цаторнинг цисмий йигиндиларидан (яъни — а и  
А 2 = а, +  а2, . . . , А п = a ,4 -fls +  . . . +  ап, . . .  лардан) тузилган {А п} 
кетма- кетлик чекли лимитга эга. Бу х,олда Коши теоремасига (3.13- 
теоремага царанг) асосан, V e > 0  олинганда хам шундай n 0(¿ N 
сон топиладики, барча п >  п0 ва т  =  1, 2, . . . лар учун

И , + т  ~ Ап \ < В
тенгсизлик уринли булади. Бу тенгсизликдан

I а п+ 1 4 ~ а п-1-2 +  . . . ап^ т | <  е.
Е т а р л и  лиги.  Берилган цатор учун V £ >  0 сон олинганда 

х1ам шундай ti0£N сон топиладики, барча п > п 0 ва т  =-- 1 , 2 , . . .  
лар учун

\an+í +  ап+2 +  . . . +  ап+т | <  е 

тенгсизлик уринли. Ушбу

Ап-\-т —  Ап =: а п + 1 +  а п+ ? +  ■ • • 4 - а пл.т 

тенгликка кура
I А п+ т Ап \ <'  £

тенгсизлик хам уринли булади. Бу эса яна Коши теоремасига кура 
[Ап\ кетма- кетликнинг чекли лимитга эга булишини курсатади. Д е
мак, цатор яцинлашувчи. Теорема исботланди.

Ми сол .  Ушбу
sin 1 sin 2 sin ti ,



^аторни карайлик. Бу ь;атор учун (11.21) шартнинг бажарилншини 
текширамиз. Аввало, равшанки,

бш (п +  1) , 5!п (п +  2) вш (п +  т)
‘ * л-4-2 “Г  • • • "Г

1

2«+1 ^  2П+2 т  • • • т  2 „ + т

1 1 2"+1
^  2"+1 2Л + 2 ............. 2П+т "" 1 _ 1  2"

2
Энди V  е > 0  сонга кура п0 =  [— 1оё2 е] +  1 деб олинса, у х;олда 
барча п  ва т =  1, 2 . . .  лар учун

в т  (п +  1) . Б1П (и +  1) . . в т  (п +  т) 
---------------- -------------------------- ¡ - . . .  "!----------
2«+1 2п+2 2п+т

<  8

тенгсизлик уринли булади.
Д емак, 11.9-теоремага асосан берилган ка тор я^инлашувчи.
2. К , а т о р л а р н и н г  а б с о л ю т  в а  ш а р т л и  я р н л а ш у в -

ОО

ч и л и г и .  Ихтиёрий Ул ап катор берилган булсин. Бу цатор хадла-
п= 1

рининг абсолют цийматларидан куйидаги
оо

2 | « /1| =  |а1| +  |а2| +  . . .  +  |а„| +  . . .  (11.22)
Л =  1

цаторни тузамиз.
оо оо

11.4-т а ъ риф.  Агар ^  ап Кат0Р билан бирга ^  | ап | ^аторз^ам
п—1 п=  1

ОО

яцинлашувчи булса, у холда ^  ап катор абсолют ящнлашувчи  де-
п— 1

йилади.
оо оо

1 1 . 5 - т а ъриф.  Агар V  а п ^атор я^инлашувчи булиб, 2  \ап\
п= 1 л =  1

ОО

цатор узо^лашувчи булса, у з^олда ^  ап ^атоР шартли ящхнлашув-
л = 1

чи дейилади.
оо

11.10- т е о р е м а .  Агар V  \ап I цатор ящнлашувчи  б ул са , у
П—\

оо
%олда V  цатор хам ящ н лаш увчи  булади .

Л— 1
оо

И с б о т. 2  а„ 1<аторнинг мусбат ишорали ва нолга тенг булган
Л — 1



а , а ;2, . . .  хддларидан 2  а / ^амда манфий ишорали a Si, а ^ , . . .  ^ад- 
' ft=l к

СО

ларининг абсолют цийматларидан 2  К  I ^аторларни тУзамиз. Кулай-
т= 1 т

лик учун ü ik =  bk, aSm = c m деб белгиласак, ушбу 

00

2 ^ «  == bi +• Ь2 +  . . .  +  ЬК +  . . .  , (11.23).
*=1

2  с т = с 1 + с , +  . . .  +  с п  + . . .  (11.24),
ш -1

оо

каторлар ^осил булади. Шартга кура 2  | ап I ^атоР я^инлашувчи.
П= 1

Демак, бу ^аторнинг
Ап =  IöjI -Ь |ßa| +  . ■ • +  |а„|> /1 = 1! 2, . . .  

цисмий йириндиларидан тузилган {/1*1 кетма-кетлик юкоридап че- 
гараланган, яъни n£N  да

Л* <  Л* (Л* — узгармас сон) (11.25)
оо

тенгсизлик уринли. Энди 2  ап цаторнинг ^йсмий йигиндисини Ап
п= 1

билан белгилаб топамиз:
п к т

4  =  2  а < =  2 с< =  Bk - c ffl, ( i  1-26) 
(=i <=i «=i

00
бунда n = k +  m  булиб, k — А пиемий йириндида 2  а„ ^аторнинг

п=  1
мусбат ишорали, т  — эса унинг манфий ишорали хадларининг сони.

I Бу энг му^им, п —»-оо да k —>• оо ва т  —> °о ^олни ^араш билан 
чегараланамиз.

Равшан ки,
в ^ л ;  с т < л ; .  ( 1 1 . 2 7 )

ОО 00
(11.25) ва (11.27) муносабатлардан V  Ьк, 2  с т цаторларнинг цис-

k=\ т— 1

мий йигиндилари Вк ва Ст  юцоридан чегараланганлиги келиб чи^ади.
оо оо

11.8-теоремага кура 2 К  2  ^аторлар яцинлашувчи булади. Бу
k ~ \  т ~  1

^аторларнинг йириндиларини мос равишда В ва С билан белгилай- 
лик: lim Bk =  ß  (В — чекли сон), lim С т =  С (С  — чекли сон). Энди

k—>оо т —+оо
(11.26) тенгликда лимитга утсак, цуйидагига эга буламиз: 

lim Ап —- lim (Bk — Ст) =  lim Bk —-lim Cm = B — C.
—>co



Б у sea 2  ап каТ0Рнинг якинлашувчи ва унинг йигиндиси л  учун
П = \

уш бу А = В — С формула уринли эканини англатади. Теорема
ОО

исбот булди. Биз бу теоремада V  | а\ ^атор якинлашувчи булган
«=1

оо

^олда ^  ап ^аториинг ^ам якинлашувчи булишини курсатибгина
я=1

оо

^олмасдан, N] ап цатор ^адлари орасидаги мусбат ишорали ^адлари-
л=0

оо
дан  тузилган ^  bk хамда манфий ишорали хадларининг абсолют

А=1
оо

Кийматларидаи тузилган 'S] с т каторларнинг якинлашишини ^ам
т=  1

исботладик.
М и с о л .  Ушбу

- ---------  +  - -------- -  +  . .  + ^ _1 +
12 23 З2 42 л2

^аторни ^арайлик. Б у катор хадларининг абсолют кийматларидан 
тузилган

I2 22 з 2 42 я 2

Катор якинлашувчи, чункй у  умумлашган гармоник ^атор булиб, 
а  — 2. Шунинг учун 11.10-теоремага кура берилган ка'гор хам я^ин- 
лашувчи булади. Демак, берилган 1̂ атор абсолют якинлашувчи.

со ОО

1 1 . 4 - э с л а т м а .  каторнинг узо^лашувчи булишидан^
п= 1 ц ■ п=1

Каторнинг узоцлашувчи булиши з̂ ар доим келиб чикавермайди. 
Масалан, ушбу

1 - - L  +  J _____ L  +  . . . +  t ü r 1
2 3 4 «

^аторни ^арайлик (1-§ даги (11.5) каторни каранг). Унинг якиила- 
шувчилиги маълум. Бу катор хадларининг абсолют цийматлагидан 
тузилган

1 +  Т  +  Т  +  Т  +  - - -  +  “  +  - ”2 3 4 п

Катор гармоник катор булиб, у узоклашувчидир. Демак, берилган 
Катор шартли якинлашувчи.

оо

Бирор ихтиёрий 2  ап Катор берилган булсин.
П=1

^аралаётган ^атор хадларининг абсолют кийматларини олиб, улар-

дан 2  | а„ | Каторни тузамиз. 
«—1



Шу V  | ап | цаторни мусбат цаторлардек царалишини эътиборга
П-=1

олиб, унинг абсолют яцинлашувчилигини ифодаловчи цуйидаги Д а- 
ламбер аломатини келтирамиз.

оо
Д а л а м б е р  а л о м а т и .  Агар 2  а л к.ат0Р УЧУН

П—1

К+>1 ,lim - г— - - 1
П-ЮО а„

лимит дринли бул са ,  у  %олда V  ап щ т о р  К  1 б ул ганда а б с о -
п= 1

лют яцинлашувчи ва 1>\  булганда у зоцлашувчи булади ,
Мис о л .  Ушбу

\-хп (х Ф  ±  1)
п= 1

=  lim * 1 +

1 — хп+1 •
1 -  У 1

П-+ ОО 1 — х"+1

цаторни царайлик. Бу цатор учун цуйидагини топамиз:

I =  lim
П - У О О

1 --- л

|*|, агар |х|< 1 булса,
1 агар |х| >  1 булса.

Демак, \х\ <  1 да берилган цатор абсолют яцинлашувчи булади. 
\х\ >  1 булганда эса цаторнинг характери туррисида Даламбер ало
мати бирор хулоса бермайди. Аммо \х\ >  1 булган цолда п  ->оо 
да цаторнинг умумий ^ади нолга интилмаганлиги сабабли (унинг 
лимити 1 га тенг) цатор узоцлашувчидир.

3. ^ а д л а р и н и н г  и ш о р а л а р и  н а в б а т  б и л а н  у з г а р и б  
к е л а д и г а н  ц а т о р л а р .  Л е й б н и ц  г е о р е м а с и .  Биз куйида 
ихтиёрий цаторларнинг битта му^им хусусий ^олини цараймиз.

Ушбу

с 1 — с 2 +  с3—Ci +  . • • +  (— 1) с п +  • • • (11 .28)
цаторни царайлик, бунда сп > 0  (п — 1, 2 , . . . ) .

Одатда бундай цатор цадларининг ишоралари навбат билан у з 
гариб келадиган щ т о р  деб аталади.

К,уйидаги

1 , 1  1 , , / п"-1 1 ,



цаторлар ^адларининг ишоралари навбат билан узгариб келадиган 
^аторлардир. (^11.28) куринишдаги цаторларнинг я^инлашишини ифо- 
далайдиган [^уйидаги Лейбниц теоремасини келтирамиз.

1 1 . 1 1 - т е оре ма  ( Л е й б н и ц  т е о р е м а с и ) .  Агар (11.28) ка- 
торда

Сп+Х<  Сп (п =  1, 2, . . . )  (1 1.29)
тенг сизликлар уринли булиб .

Пт сл = 0 (11.30)
/г—>оо

бул са ,  (11.28) ка т о р  якинлашувчи булади.
Ис б о т .  Берилган (11.28) ^аторнинг 2 т (т £ Ы )  та ^адидан ибо- 

рат ушбу

А2т ~  С\ С2 "Ь °Ъ с4 "1" • • • +  С2 т -  1 С2т

трсмий йириндисини олайлик. Равшанки,

А 2(т+ 1) =  А 2т  "Ь (С2щ+1 С2т+ 2 )•
Теореманинг шартига кура с 2т+2<  с 2т+1 булиб, натижада

Л 2 ( т + 1 )

тенгсизликка келамиз. Бу эса [А2т\ кетма- кетликнинг усувчи экан- 
лигини билдиради.

Энди А2т ни ^уйидагича ёзамиз:

А2т =  С1 ~~ (с 2 —  6'з) (с 4 “  сб) ~  • • • —  (С2 т - 2  ~  С2т -\  ) —  С2т'

Энди (11.29) га кура с 2 — с 3 > 0 , с4 — с5> 0 ,  . . . , с2т_ 2 —

С2 т -1
Шунинг учун А2т С  с, тенгсизлик уринли. Демак, [А2т] кетма- 
кетлик юцоридан чегараланган. Шундай ^илиб, [А2т] кетма-кет- 
лик усувчи ва юкоридан чегараланган. Демак, бу кетма-кетлик 
чекли лимитга эга:

Пт Л2т =•■ А (Л — чекли сон). (11.31)
т -* -  оо

Энди (11.28) ^аторнинг 2 т  — 1 (т в Ю  та тоц сондаги ^адидан 
иборат ушбу

А2т— 1 С 1 ~  С2 +  С3 ~  С4 +  * • • +  С2т-1

цисмии и и р и н д и с и н и  олайлик.
Равшанки,

А 2т -1  ~  А2т "Ь С2т*

Бундан (11.30) ва (11.31) ларга асосан топамиз: 

т11т А2т-1 =  ^  ^  А.т*х*<х> т ^оо



Шундай цилиб, ап «¡аторнинг ^исмий йигиндиларидан иборат кет-
Л = 1

ма- кетлик чекли лимитга эга эканини курсатдик. Демак, (11.28) 
1̂ атор яцинлашувчи. Теорема исботланди.

Мис ол .  Юкррида курилган ушбу
1 1 1  П  ̂ 1 1 — L  +  _ L _ J L  +  . . .  +  ( _ i )  -L + ...
2 3 4 п

цаторни ^арайлик. Бу ^атор учун теореманинг барча шартлари- 
нинг бажарилишини курсатиш цийин эмас. Лейбниц теоремасига 
кура берилган ^атор яцинлашувчи булади.

5- § .  Якинлашувчи цаторларнинг хоссалари

Биз ушбу параграфда якинлашувчи ^аторларда ^адларни груп- 
палаш, а б с о л ю т  якинлашувчи ^аторларда эса ^адларнинг урнини 
алмаштириш каби хоссаларга тухталамиз.

о°

1. Г р у п п а л а ш  х о с с а с и .  Бирор У] ап ^атоР берилган бул-
Л = 1

син. Бу ^атор ^адларини группалаб ^уйидаги цаторни тузамиз:

(а, + а 2+ ■•■ +  % )  +  (а„1+1 + a n¡+2 +  ■ • • +  а п )  +  •• • ( п -32>
бунда пъ  п2, . . .  ( « !  <  /га < .  . ) лар натурал сонлар кетма-кетли- 
гиникг бирор {пк} ^исмий кетма-кетлиги булиЗ, ^->-оо да

о ° .

Iй. Агар 2  ап Чат0Р якинлашувчи булиб ,  üufuhöu А с о н г а

тенг  булса, у~холда б у  цаторнинг щ д л а ри ни  группалашдан %о- 
сил булган (11.32) цатор \ам якинлашувчи ва у нин г  ü u f u h o u c u

%ам А сонга т е н г  булади.  о __
И с б о т. Таърифга кура берилган каторнинг Ап кисмии иигиндиси

учун lim Л = А  (А — чекли сон) лимит уринли. Энди (11.32) ца-
П—>оо

торн ин г ^исмий йириндисини ёзам из:

Апк = (« ! +  а2 +  . . . +  ап)  +  (аВ|+, +  ащ+2 +  . . . +  ап)  -Ь . .  . +  

+  | 1 +  а« ,  t 2 +  ' • ' + а "А) 'К—1 к—I
Бу ^исмий йириндилардан тузилган

Ащ, АПг, АПз, . . . , АПк, . . .
кетма-кетликни ^арайлик. Равшанки, бу {Лп} кетма-кетликнинг 
^исмий кетма-кетлигидир. У холда 3.12-теоремага кура, {АПк} кет- 
ма-кетлик якинлашувчи ва унинг лимита ^ам А га тенг булади:



lim A„k =  A.
k~+QO

Бу эса (11.32) цаторнинг яцинлашувчи булишини ва унинг йи- 
гиндиси А га теиг эканини билдиради.

Демак, яцинлашувчи цагорларда цатор ^адларини группалаш 
натижасида унинг йигиндиси узгармайди ва яцинлашувчилиги бу
зи лмайди.

1 1 . 5 - э с л а т м а  . Бу хоссанинг акси .̂ ар доим уринли булавер- 
майди, яъни ^адлари группаланган ^аторнинг я^инлашувчи були- 
шидан дастлабки цаторнинг яцинлашувчи булиши ^ар доим келиб 
чи^авермайди. Масалан, ушбу ^адлари иккитадан группаланган

(1 _  1 ) + ( 1 _ 1 ) + (1 _ 1 ) + . . .

цаторни царайлик. Равшанки, бу цатор яцинлашувчидир. Аммо
1 — 1 +  1 — 1 -h . .  .

^атор узо'^ла лувчидир.
„  <30

2. У р и н  а л м а ш  т и р и ш  х о с с а с и .  Ихтиёрий ^  ап ^атор
-  „ п=' 
берилган булсин. Бу к а тор ^адларининг уринларини алмаштириб 
^уйидаги

90

2  а п ~  а \ +  а 2 +  ‘ • +  а п +  • • • (11.33)
л —1

^аторни >;осил ^иламиз. Бу (11.13) цаторнинг ^ар бир а'п ^ади
оо

ап цаторнинг тайин бир ап ^адининг айнан узидир.
П=1 k

ОО

2°. Агар V  ап щ т о р  абсолют ящшлашувчи булиб, йигиндиси  
«*= 1

А сонга т ен г  бул са ,  у  хрлда б у  цатор щ д л а р и н т г  уринларини  
ихтиёрий равишда алмаштиришдан %осил булган (11.33) цатор  
яцинлашувчи булади  ва унинг  йигиндиси щм. А сонга тенг  
булади .

оо
И с б о т .  Б у хоссани ап т а̂тор мусбат ^амда ихтиёрий хад- 

«=i
ли булган доллар учун ало^ида исботлаймиз.

1/ Берилган ^атор мусбат 1̂ атор булиб, у яцинлашувчи ва йи- 
гиндиси А сонга тенг булсин. Таърифга кура lim Ап — А. {Ап }

П—уоо
— усувчи кетма-кетлик булганидан Ап <  А тенгсизлик уринли бу
лади. Энди (11.33) ^аторнинг

А к — а \ +  а 2 +  • • • +  а 'к 

^исмий йигиндисини ^арайлик. Бунда а[ = ап , а2 = ап , . . .  , a'k =  
=  a„k. Равшанки, {Л^} — усувчи. Агар п —■ max {пъ п2, . .  . ,  пк} деб 
олсак, у ^олда А'к Ап тенгсизлик >̂ ам уринли булади. Шунинг 
учун А'к ^  А тенгсизлик уринли. Шундай 1\илиб, [А]) кетма-кетлик 
398



lim  А'. =  А' (А — чекли) ва А' <  А.
*->00

Агар 2  а п кат0Рнн (П-ЗЗ) катор хадларининг уринларини ал-
П=1

маш тириш дан хосил булган цатор деб царайдиган булсак, унда 
юкорида келтирилгаи муло^азага асосланиб, (11.33) цаторнинг я^ин- 
лашувчи ва йигиндиси А сонга тенг булишидан берилган ^аторнинг 
хам яцинлашувчилиги ва унинг йигиндиси А учун А <  А' тенгсиз- 
лик уринли булишини топамиз. Юкорида А' <  А экани курсатилган 
эди, Шу икки тенгсизликдан А =  А' булиши келиб чи^ади.

2) 2  а ихтиёрий ^адли цатор булиб, у абсолют я^инлашувчи

ва йигиндиси А сонга тенг булсин. Шу 1̂ атор хадларининг уринла-
00

рини алмаштиришдан хосил булган 2  а ’ п цаторни ^арайлик.
Л—1

ОО 00 I I

Модомики, 2  ап ^ат°р абсолют як,инлаигувчи экан, унда 2  \ап\
п—1 _ _ ц «=>

^атор я^инлашувчи булади. Бу мусбат ^атор булганлиги сабабли
оо

1) холДа исботланганига кура 2  К I к.атоР ^ам я^кнлашувчи бу-
П~ 1

оо

лади. Шунинг учун 2  а 'п ^ЯТ0Р яцинлашувчидир.
л =  1

00 лЭнди 2  а ’п ^ат0Р йигиндисининг хам А сонга тенг эканини кур-
п= 1

сатамиз. 00
11.10 теоремага асосан 2  ап цаторнинг йигиндисини А = В  — С

/1—1
куринишда ёзиш мумкин, бунда В берилган каторпинг мусбат ишо-

ОО

рали ^адларидан тузилган 2  bk цаторнинг, С эса шу цатор ман-
*=i

оо

фий ишорали хадларининг абсолют ^ийматларидан тузилган V  с т
т=  1

цаторнинг йигиндиси. Берилган к,атор хадларининг уринлари алмаш- 

тирилганда 2  bk ва 2  с т ^аторлар хадларининг хам уринлари
fc= l m = 1

алмашади ва 1) холга асосан бу хаторлар йириндилари мос равиш- 
да В  ва С га тенг булиб х°лаверади. Демак, А =  В  — С тенгликка

оо
кура 2  а п ^аторнинг йигиндиси хам А сонга тенг булади. Бу х°л-

П~ 1
да хам хосса исбот булди (урин алмаштиришда хаДлаР уз ишорала-



•ри билан олинганлиги учун У! Ьк нинг з^амма з^адлари яна у  Ьп га,
" 1  к

оо

2  ст нинг з^амма з^адлари яна 2  стк га киРаДи)-
т= 1

Бу хоссанинг уринли булишида ^аторнинг абсолют я^инлашув- 
чи булиши муз^имдир. Агар цатор шартли яцинлашувчи булса, ю^о- 
ридаги хосса уринли булмай 1̂ олиши мумкин. Масалан, ^уйидаги

1 - ‘7  +  Т - Т  +  ' - -  1 +  • ••2 3 4 п

^аторни ^арайлик. Бу цагорнинг шартли яцинлашувчилигини ва йи- 
гиндиси А — 1п2 га тенг эканлигини (1-§ га ^аранг) курсатган 
эдик. Демак, цаторнинг цисмий йигиндилари

л » + ' ^ .  +  5ГТ 7

чекли А лимитга эга:

Н тЛ 2„ =  П т Л 2 = А .
П-*оО Я—► 00

Энди берилган каторнинг битта мусбат ишорали з^адидан кейин ик- 
китадан манфий ишорали цадики олиш усулида з^адларини алмаш- 
тириб, ушбу

1 _  ± _  ±  +  - 1 _ ± _ Л  +  . . . +  _ ! ---------- !------1 +  . . . ( Ц. 34)
2 4 3 6 8 2п— 1 4л—2 4 п  '

цаторни з^осил ^илайлик. Кейинги ^аторпинг биринчи 3п та з^ади- 
дан иборат ^исмий йигиндисини ёзамиз:

=  ’ 1 1 1

Агар

2 4 3 6 8 2п  — 1 4  п  — 2 4 «

^  у  ( _ ! _______ !____
А= 1  \2А — 1 4к — 2 4 к ) ’

1 1 1 1
\2к -  1 2к)2к  — 1 4 к — 2 4£ 2

булишини эътиборга олсак, унда А'3п ^исмий йигиндини цуйидагича 
ёзиш мумкин:

^ - а ? ( г Ь - й Н | , ( г Ь - —) =  — А  .
2  к 1 о 2л

Демак,

НтЖ„ =  Н т — Л,л =  - Аоп о  2л о
П->00 Л-г*00 Л А



11тЛ « “ 1 т. ( /1* ' +  ^ Г 7 )  =  Т ' 4 -

‘1тЛ + ! “  ¿¡2. К + ¿ г г :  -  г Ь )  ” 1 А
булади.

Шундай ^илиб, (11 .34) цагорнинг цисмий йириндисининг лимити 

у  А сонга тенг. Демак, хадларининг уринларини алмаштиришдан

з^осил булган (11.34) цатор йигиндиси А сонга тенг. Б у эса бе-

рилган цатор з^адларининг уринларини алмаштириш натижасида 
унинг йигиндиси узгаришинн курсатади.

Умуман, абсолют яцинлашувчи булмаган каторлар хадларининг 
уринларини алмаштиришдан з^осил булган ^аторлар з^ацида ^уйидаги 
теорема уринли. Биз бу теоремани исботсиз келтирамиз.

•о

1 1 . 1 2 - т е о р е м а  ( Р и м а н  т е о р е м а о и ) .  Агар  2  ап цатор
П— 1

шартли ящшлашувчи булса,  у  холда щ р  щ н д а й  А (чекли ё/си 
чек си з) олинганда щ м  берилган. цатор хадларининг уринла
рини ш ундай  алмаштириш мумкинки, хрсил б ул га н  щт орнина  
йигиндиси худди  ш у  А га т ен г  булади.
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